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RESUMO

Inúmeros fenómenos em Biologia e Medicina são modelados por fibras elásticas
completamente imersas em um fluido, como por exemplo a locomoção de microorganismos

ou o fluxo sanguíneo através de uma válvula cardíaca. Expansões ou contrações da fibra

podem ser simuladas pelo método da fronteira imersa desenvolvido por Peskin. A expansão

da fibra é controlada pelo valor da constante elástica e pela inserção de fontes e sorvedouros

no domínio de estudo da interação fluido-libra. Neste trabalho emprega-se o método da
fronteira imersa para modelar a expansão do alvéolo pulmonar durante a inspiração. A

resistência e a complacência pulmonar, assim como a ação da substância surfactante, são

representadas por uma função que varia temporalmente a elasticidade ao longo de uma

porção da fibra e pela distribuição de um número adequado de fontes e sorvedouros no
domínio computacional.





x]

ABSTRACT

Many phenomena in Biology and Medicine are modeled by elastic fibers immersed

in a fiuid, as locomotion of microorganisms or blood flow through a cardiac volve. Expan-

sions or contractions of the fiber can be simulated using the immersed boundary method
developed by Peskin. The expansion of thc fiber is controlled by value of the elastic cons-
tant and sources and sinks inserted in the domain of study fluid-fiber interaction. In this
work we use the immersed boundaty method to model the expansion of pulmonary alveoli

during inspiratory time. Resistance, compliance and surfactant substance aie represented

by an elastic function acting on the boundaiy and an adequate number of sources and
sinks distributed in the computacional domain.
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Introdução

O ciclo respiratório humano envolve processos mecânicos, como o gradiente de pressões

existente ao longo da árvore respiratória, e bioquímicos, como o equilíbrio ácido-base do

sangue. Todo o aparato está estruturado pata levar o ar rico em oxigênio até os alvéolos
pulmonares, onde as trocas gasosas ocorrem.

No mecanismo respiratório, o gradiente de pressões possibilita que o fluxo de ar vença

a resistência das vias aéreas e que uma quantidade suficiente de ar fresco chegue até os
alvéolos, provocando a expansão da parede dos mesmos. Essa expansão não é uniforme,
sendo também determinada pela complacência pulmonar e pelo surfactante, o qual esta-

biliza os alvéolos. Um estudo global desse mecanismo implica no conhecimento de todos

os processos mecânicos e biocluímicos envolvidos, muitos dos quais são complexos e não
podem portanto ser abordados em um modelo matemático simplificado.

Neste trabalho, emprega-se o método da fronteira imersa pala modelar a expansão
do alvéolo durante a inspiração. A variação de parâmetros fisiológicos tais como a com-

placência e o surfactante é introduzida no modelo computacional através de fontes e
sorvedouios e de uma função k(t) pata a elasticidade na fronteira, ou seja, o evento respi-

ratório é analisado de forma local. O modelo matemático adorado simplifica radicalmente

o aparelho respiratório: um tubo cilíndrico representa o bronquíolo enquanto que uma es-

fera acoplada a uma das extremidades do tubo simboliza o alvéolo. A secção longitudinal

desse conjunto compõe um modelo bidimensional, caracterizado em um domínio retangu-

lar contendo um cuido - o ar - e uma fibra elástica fechada - a superfície do bronquíolo e
do alvéolo - nele imersa. O fluido nas regiões interior e exterior à tíbia é o mesmo, fato

este que constitui mais uma simplificação do modelo real, uma vez quc nele temos dois
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2 Introdução

fluidos distintos: ar e sangue.

No modelo bidimensional, a expansão da parede alveolar é medida pela variação de

área que deve ocorrer pala que se ténia a variação de volume conhecida para o alvéolo

na inspiração. A variação de área é simulada pelo ajuste da flexibilidade da fibra que
representa a superfície do bronquíolo e do alvéolo e pela disposição de fontes e sorvedouros

no domínio de estudo da interação fluido-fibra.

A inserção de fontes e sorvedouros possibilita a injeção de fluido no domínio compu-

tacional. O fluxo desse fluido é controlado pela adequação dos valores da pressão e da
resistência associadas às fontes e aos sorvedouros Para a introdução destes, parte-se do

trabalho desenvolvido por Remigio 1291, o qual analisou o comportamento do método da
fronteira imersa mediante a introdução de uma fonte e de um sorvedouro no domínio com-

putacional Q = lO, ljXj0, 11. Neste domínio, inseriu uma fibra elástica fechada cuja região
interior continha o centro da fonte e do sorvedouro. A força exercida pelos pontos que
representam a presença da fibra foi modelada com a utilização de uma consta.nte elástica

de valor elevado. Desta forma, a fronteira imensa representada pela fibra manteve-se rígida
no decorrer do tempo.

No estudo da expansão da superfície alveolar, a rigidez é requerida apenas para a parte
da fronteira imersa que representa o bronquíolo respiratório. Para a porção que simula a
parede alveolar espera-se uma certa mobilidade, a qual é obtida e controlada com a intro-

dução de um número adequado de fontes e sorvedouros e o posicionamento destes, bem

como com o emprego de valores para a elasticidade variáveis no tempo. Clom a variação

temporal da elasticidade pode-se ajustam a üexibilidade da fibra para se obter expansões
diferenciadas ao longo do tempo. Isto permite a alteração de condições fisiológicas, como

a complacência do alvéolo, e é possível então simular expansões que representam alvéolos

sadios ou não e, conseqüentemente, modelar certas doenças do aparelho respiratório.

O trabalho de modelagem da expansão alveolar está organizado em cinco capítulos.

No primeiro deles, descreve-se alguns conceitos físicos e biológicos relativos ao sistema

respiratório e à mecânica respiratória, relevantes à caracterização do problema e, por

conseguinte, do modelo adorado.

Uma descrição do método da fronteira imersa é feita no segundo capítulo. Carac-
terísticas, aplicabilidade e limitações do método, equações para o escoa.mento do fluido



Introdução 3

e a força exercida pela fronteira, bem como as alterações provocadas pela introdução de

fontes e sorvedouros são apresentadas.

No terceiro capítulo, as equações são discretizadas e o método computacional é sente
gizado.

Valores para a pressão e a resistência nas fontes e sorvedouros são testados no quarto

capítulo. Nele também se analisa a comportamento da vazão associada às fontes e aos
sorvedouros e a variação temporal dos valores iniciais atribuídos à elasticidade. Diferentes

funções que alteram os valores da elasticidade no decorrer do tempo são testadas com o

objetivo de identificar padrões representativos pala a expansão do alvéolo.

As simulações correspondentes a algumas das funções testadas no quarto capítulo são

apresentadas no quinto capítulo.

Finalmente, comenta-se possíveis aplicações dos resultados obtidos.
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CAPÍTULO I

Aspectos mecânicos e fisiológicos da
respiração

O sistema respiratório tem por função montei os equilíbrios térmico e ácido-base (pH)
do organismo, fornecendo oxigênio (O2) para o sangue e removendo do mesmo dióxido

de carbono (CO2) proveniente da respiração celular. Ele é constituído pelas vias aéreas

cavidades nasais e oral, faringe, laringe, traquéia, brônquios e bronquíolos - pulmões,
caixa toráxica, diafragma e músculos intercostais.

A partir da traquéia iniciam as ramificações da árvore respiratória. Os brônquios,

primeiras ramificações, dão origem aos subbrõnquios, que por sua vez se subdividem em
bronquíolos. Os bronquíolos continuam se subdidividindo em tubos de diâmetro cada vez

menor até atingir o nível alveolar. O modelo para a árvore respiratória mais empregado é

o de Weibel - Johnson j181, o qual adora 23 níveis de ramificação ou gerações, que iniciam
na traquéia e terminam no alvéolo. Os 16 primeiros níveis de subdivisão caracterizam-se

pela ausência de alvéolos, constitutindo a zona de condução. A partir do 17a nível, os
bronquíolos começam a apresentar alvéolos em suas paredes, razão pela qual são denomi-

nados bronquíolos respiratórios. A zona respiratória compreende os níveis 20 a 23, onde
se encontram os duros e sacos alveolares - Figura l.l.

Os alvéolos pulmonares são estruturas poliédricas - West j411 - onde ocorre a he-
matose, isto é, a troca de oxigênio e dióxido de carbono entre os pulmões e o sangue.
Os pulmões são constituídos de 250 a 350 milhões dessas estruturas, as quais têm um
diâmetro de 200 a 300/zm (lpm = 10-'m) e perfazem uma superfície que varia de 50
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6 Aspectos mecânicos e fisiológicos da respiração

Figura 1.1: Alvéolos pulmonares - Hopkins j17j, Enciclopédia Encanta [7]

a 100m2, dependendo do grau de inflação dos pulmões. A Figura 1.2 mostra os cortes
tridimensional e bidimensional de alvéolos.

#l;:Çl;#l;.:lls:::i8 ;$ãE12:3ãi $i#

SUZü=;13?' ;?qg?lH=mw" !:l:ãh©l ll
Figura 1.2: Alvéolos em corte tridimensional e bidimensional - Hopkins [17]

Existe um rico complexo capilar circundando os alvéolos. A distância que separa o
espaço alveolar do sangue presente nos capilares pulmonares é da ordem de 4x10'7rn -

0,0004mm. Essa "barreira" extremamente fina permite uma troca gasosa lápide. Na
hematose, o oxigênio se difunde através da membrana alveolar, de um delgado espaço

intersticial e da parede do capilar, alcançando os glóbulos vermelhos que circulam prati-
camente enfileirados nos capilares pulmonaiesl o dióxido de carbono faz o percurso inverso



7

pala atingir o alvéolo. A Figura 1.3 ilustra o complexo capilar que circunda os alvéolos e

destaca a barreira através da qual o oxigênio e o gás carbónico se difundem na hematose.

:=xt'QÜI IÚ Vâ6c7$
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pçiimc = ?tfé:;
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Figura 1.3: Complexo capilar que circunda os alvéolos - Corpo Humano ISI

O ciclo respiratório humano compreende dois movimentos sucessivos: a inspiração e
a expiração, e dura normalmente cerca de 4s para um indivíduo sadio e em repouso Os

movimentos respiratórios são efetuados devido à ação muscular do diafragma - músculo
responsável por 75%o da expansão da cavidade toráxica e, portanto, fundamental no de-

senvolvimento da pressão requerida para mover ar para os pulmões - e dos músculos

intercostais, todos controlados pelo centro respiratório localizado no bulbo, um dos com-
ponentes do sistema nervoso central.

E a pressão dentro do alvéolo que determina se o ar íluirá das vias aéreas superiores

para os pulmões ou vice-versa. Durante a inspiração espontânea, o diafragma se contrai
ao mesmo tempo que a caixa toráxica e os pulmões se expandem. Com os pulmões

expandidos, a pressão alveolar se torna negativa em relação à pressão das vias aéreas,

considerada nula na boca, e o gás atinge os alvéolos. A inspiração continua até que a
pressão alveolar fique positiva. O diafragma e os músculos intercostais então relaxam e a

caixa toráxica e os pulmões tendem a voltar para seu tamanho e posição iniciais.
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No ciclo respiratório, os pulmões nunca ficam completamente vazios. O volume de gás

que permanece nos pulmões ao final da exalação, ou capacidade residual funcional (FRC),
é de aproximadamente 2,4/. Na inspiração, o volume de ar que entra nos pulmões, ou
volume de ai corrente (Vr), é de cerca de 0,4/. Contudo, esse volume inspirado não
chega todo até os alvéolosl uma parte dele preenche o espaço das vias aéreas, chamado

espaço morto anatómico (yo-«t). O gás que ventila os alvéolos mas não é difundido
para os capilares pulmonares durante a hematose também produz um "espaço morto",
chamado espaço morto alveolar (Un.l,). A soma desses espaços mortos define o espaço

morto fisiológico(Vn,A,.). Portanto:

UD.h,. = VD....+ yD.I.

Em indivíduos normais

Vo.h,. = Vn...,

uma vez que }b.i« é muito pequeno

A ventilação alveolar (yÁ) é a ventilação efetiva, isto é, a quantidade de gás fresco
que chega até os alvéolos. Matematicamente, pode-se expressa-la como sendo a diferença
entre o volume de ar corrente e o espaço morto anatómico. Assim:

h-} 16

A Tabela 1.1 traz alguns volumes típicos para homens normais e saudáveis

Tabela 1.1: Volumes respiratórios para homens saudáveis - Johson [18]

VOLUMES TÍPICOS VALORES NORMAIS
Capacidade pulmonar total 6,0x10'3m3 = 6,0/
FRC 2,4x10'3m3 = 2,41?

qD.,L.t 1,5x10--4m3 :: 0,15ZI

'IDphus 1,8x10'4m3 = 0,18Z

VI.. durante repouso 4,0x10''lm3 :: 0,4/

Vr durante exercícios físicos pesados 2,0x10 3m3 = 2,0/

V.,i durante repouso 2,5x10'am3 = 0,25/

V..{ durante exercícios físicos pesados 1,8x10'3m3 = 1,8ZI
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Durante a ventilação espontânea, o volume de ar corrente nunca é distribuído uni-
formemente através dos pulmões. Logo, os alvéolos não são ventilados todos da mesma
maneira. A difusão dos gases também não ocorre uniformemente nos pulmões. Ela varia

segundo um gradiente de pressão hidrostático nas veias pulmonares e com a posição do

corpo (devido às forças gravitacionais), sendo sempre maior na base dos pulmões quando
o corpo está na posição vertical.

Para que a hematose ocorra é necessário que um determinado volume Z\y de ai seja
movimentado durante o ciclo respiratório. Isto depende de três favores: da resistência R

das vias aéreas, da complacência C dos pulmões e de uma variação de pressão z\P nas
vias aéreas produzida pelo músculo diafragma.

1 .1 Pressões

O que existe realmente no sistema respiratório humano é um gradiente de pressões,

isto é, a distribuição da pressão entre os vários ramos que compõem a árvore respiratória.

No modelo matemático para a expansão do alvéolo pulmonar emprega-se um valor médio
para a pressão ao invés de um gradiente de pressões. O mesmo ocorre na ventilação

mecânica ou assistida, ventilação efetuada por um aparelho que auxilia o paciente a exe-

cutar os movimentos respiratórios, na qual a variação de pressão é dada pela diferença
entre a pressão exercida pelo ventilador e a pressão alveolar desenvolvida pelo diafragma
e músculos intercostais.

Segundo Mead 1201, a análise mecânica do sistema respiratório humano deve compre

ender a análise das três partes constitutivas do mesmo:

e o gas nas vias e espaços aéreos;

e a estrutura pulmonar incluindo, além dos pulmões, os tecidos e vias aéreasl

e o tói'ax contendo os pulmões

A pressão aplicada a essas partes é igual à diferença de pressão nas fronteiras de cada

uma delas. A partir dessa afirmativa, a terceira lei de Newton pode ser.expressa da se-

guinte forma:
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Tabela 1.2: Forças aplicadas-desenvolvidas pelo sistema respiratório - hlead ]20]

onde

Pa. : pressão nas vias aéreas superiores (boca)
Pai., : pressão alveolar

PPi : pressão pleural

Pb, : pressão na superfície do corpo

Durante o ciclo respiratório assume-se que

P.. -- Pb; -- P.. (1.1)

onde Pat representa a pt'essão atmosférica.

A pressão total (PT) no sistema respiratório é dada pela soma das pressões aplicadas
a cada uma de suas partes ou deserlvolvidas por elas. Assim:

Pr= Pc+Pn+/:w (1.2)

Substituindo-se em (1.2) as pressões fornecidas pela Tabela 1.2

PT=Pa.--Pal«epal.--Pp'+Pp' Pó. 'Pa. a, (1.3)

Associando as igualdades (1.1) e (1.3), tem-se que

O resultado anterior expressa o princípio de D'Alenlbert, o qual afirma que a soma
ctlgébrica das forças aplicadas em lm corpo é zero.

A pressão pleural PPI permite que os pulmões acompanhem a caixa torácica durante os

movimentos iespiratóiios, sendo gerada por uma delgada camada de líquido existente entre

PARTE PRESSÃO APLICADA PRESSÃO OPOSTA
Gás (G) P.. -- P.t.  
Tecido (r{) Pal., -- PpZ  
Tór- (W)    



1.2 Resistência das vias aéreas

as membranas que revestem externamente os pulmões (pleura visceral) e internamente a

caixa toráxica (pleura parietal). Esse líquido lubrifica as superfícies dessas membranas
e produz um fenómeno de capilaridade entre elas, semelhante àquele que ocorre quando

dois pratos ficam aderidos um ao outro ao se colocar uma pequena quantidade de água
entre eles.

Quanto à pressão alveolar Pnr., o método mais direto para medi-la consiste na inserção

de uma cârJula dentro dos alvéolos. Embora o método tenha sido empregado em ratos,

cães e gatos, ele é inadequado para humanos. Otis 1221 descreve um método para obter
a, pressão alveolar humana e conclui que, em geral, é necessária uma pressão alveolar de

1.8cm,f72O para gerar um fluxo de ar de 500m//s.

Clonsidcrando-se que o fluxo de gás gera uma variação uniforme de volume Z\y em
cada uma das partes do sistema, tem-se que:

AVr= AUa=z\Vn =z\Mw (1.4)

A análise mecânica do sistema respiratório procura expressar a afinidade entre as
expressões (1.4) e (1.2), ou seja, entre o movimento do sistema respiratório e as forças
associadas a esses movimentos.

Uma vez definida a variação de pressão zXP, o ar ainda precisa vencer duas barreiras

até chegam aos alvéolos: a resistência das vias aéreas e a complacência do sistema na sua
expansão.

1.2 Resistência das vias aéreas

A resistência das vias aéreas (R..{w) é a oposição que as mesmas oferecem ao escoamento
do gás, causada pelas forças de fricção. Ela é definida como sendo a razão entre a variação

de pressão entre a boca e o alvéolo e a vazão volumétrica de fluido

R.« (1 .5 )r

R..4w

. m'did' 'm "%#g
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A resistência ao fluxo nas vias aéreas depende do tipo de escoamento, se laminar
ou turbulento (Apêndice A), das dimensões da via aérea e da viscosidade do gás. Na
ventilação espontânea, a resistência das vias aéreas em um adulto é estimada entre 2 e

3ç!!%li?e. Já na ventilação mecânica, a estimativa é de 6s!!%2Q - Dupuis l61.

Para escoamentos liminares, a equação de Hagen-Poiseuille - equação (A.l) - pode ser
rearranjada de modo a se obter uma expressão para o cálculo da resistência.

8pÉAP- ' y

bP 8FL
Tr4V

Empregando (1.5), tem-se que

(1.6)

Então, segundo a equação (1.6), quanto menor o raio do tubo por onde o fluido escoa
maior será a resistência ao escoamento, isto se a viscosidade do fluido e o comprimento
do tubo forem mantidos constantes.

Porém, a resistência das vias aéreas ao fluxo de gás depende também do número
de caminhos paralelos (ramificações) existentes. Assim, vias aéreas de maior diâmetro,
como a traquéia e os brônquios, oferecem maior resistência ao fluxo do que as vias aéreas

provenientes de muitas ramificações, como os bronquíolos respiratórios.

No modelo matemático, resistência e pressão estão associadas às fontes e aos sorve-

douros introduzidos no domínio computacional. A adequação dos valores da pressão e da

resistência é fundamental à expansão que se deseja para a parte da fronteira imersa que
simula a membrana alveolar.

1.3 Clomplacência

A elastância ou substância elástica (E) é definida como a capacidade que uma substância

tem de resistir à deformação por pressão. Matematicamente, a elastância é expressa como

sendo a razão entre as variações de pressão e de volume
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e medida em g!!!gzg

A razão inversa à elastância caracteriza a complacência (C), a qual é definida como

sendo a variação de volume de uma estrutura produzida por uma variação de pressão
através da estrutura. Assim:

A complacência, medida em =á=zí, refere-se à distendibilidade de uma estruturacm.r12 LJ '

elástica, como o pulmão por exemplo. Ela permite compreender que o volume de uma
estrutura elástica não aumenta se as pressões dentro e em torno dela aumentarem igual-

mente ao mesmo tempo. Portanto, quando o pulmão aumenta em tamanho mais pressão

deve ser aplicada para se obter o mesmo aumento em volume.

A complacência total (OT) engloba as complacências da caixa toráxica (Caw) e dos

pulmões (OL) e pode ser determinada segundo a expressão

l 1 1
aú' + a-

nos pulmões, a complacência total determina a variação de volume pala cada unidade

de variação de pressão.

A complacência varia com a posição do corpo, a idade e várias patologias, como a fibro-
se e o enfisema. Na fibrose, os pulmões tornam se "duros" e pressões altas são necessárias

para manter volumes moderadosl nesse caso, os pulmões têm baixa complacência. No
enfisema, os pulmões tornam-se "moles" devido ao rompimento das paredes de muitos

alvéolos; nesse caso, pequenas pressões são suficientes para manter grandes volumes e,

portanto, os pulmões têm alta complacência.

Na respiração espontânea, o valor normal para a complacência é de aproximadamente

0,11 / . Na respiração assistida, esse valor é de 0,05; / - Dupuis l61.

A complacência pulmonar será modelada através da adequação dos valores da pressão e

da resistência associadas às fontes e aos sorvedouros, bem como pela atribuição de valores

variáveis no tempo à elasticidade da fronteira imersa. Então, dependendo dos valores
atribuídos à elasticidade, à pressão e à resistência, pode-se simular expansões com menor
ou maior variação de área, imitando o (lue ocone com pulmões sadios ou afetados por
alguma doença.
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1.4 Surfactante - Tensão superficial

P
r

Nos alvéolos existem dois tipos de células epiteliais: as células do tipo l e do tipo 11. As

células do tipo l têm longas extensões citoplasmáticas e compreendem o delgado epitélio
alveolar; as células do tipo ll são mais compactas e produzem o surfactante.

O surfactante é uma substância, tal como um detergente, adicionada a um líquido

para aumentar as propriedades difusivas deste pela redução da tensão superficial.

A tensão superficial, medida em 1: ou := (lJV = 10'dyn), é resultante de forças inter-
moleculares e faz com que a superfície de um líquido se comporte como uma membrana
elástica esticada. No interior de um líquido, uma molécula sofre força.s de atração das

moléculas ao seu redor, enquanto que na superfície uma molécula é atraída somente pelas

moléculas abaixo dela. Quando uma molécula da superfície é ligeiramente elevada, as

ligações moleculares entre ela e as moléculas vizinhas são alongadas e surge então uma
força restauradora que tende a colocar a molécula deslocado novamente na superfície. E
essa força que, por exemplo, suporta uma agulha quando esta é colocada cuidadosamente

na superfície da água Sears [3õ].

A tensão superficial da película de surfacta.nte presente nos alvéolos pulmonares varia

geralmente entre 25 e 301l= - Smith [361, isto quando o corpo está em repouso

Nos pulmões, alvéolos e bronquíolos menores são revestidos internamente por uma

fina camada de surfactante, sem a qual alvéolos maiores tenderiam a aumentar c peque-
nos alvéolos colapsariam. A Figura 1 .4 ilustra comparativamente alvéolos revestidos e não

revestidos internamente por uma camada de surfactante, destacando no canto superior di-
reito as células responsáveis pela produção dessa substância. O surfactante reduz a tensão

superficial por todo pulmão, contribuindo para sua complacência total e estabilizando o
alvéolo.

O valor da tensão superficial influencia na pressão exercida por um gás contido em uma

estrutura esférica. A lei de Laplace diz que a pressão dentro de unia está t ra e!!/ér ca

comi tensão s lper$c a/ é nz;ersamente proporciona/ ao rujo da es/era. Assim, para uma

esfera com duas interfaces líquido-gás, como uma bolha de sabão, a pressão é dada por
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E

Figura 1.4: Contribuição do surfactante à estabilidade do alvéolo - Hopkins [17]

onde

r : raio da esfera

,7 : tensão superficial

zXr : espessura da parede da esfera

Já para uma esfera com uma interface líquido-gás,
pressão é fornecida por

como um alvéolo pulmonar, a

p . ?.z41
r (1.7)

Pela equação (1.7), pequenos alvéolos têm, a uma tensão superficial constante, pressões

internas maiores do que grandes alvéolos. Então, pequenos alvéolos deveriam se "esvaziar"

dentro de alvéolos maiores quando o volume pulmonar diminui e o pulmão seria visto como

um grande e expandido alvéolo acompanhado de inúmeros pequenos alvéolos colapsados.

Porém isto não ocorre porque o surfactante deduz difeiencialmente a tensão superficial,

mais em pequenos volumes e menos em volumes maiores, estabilizando o alvéolo e evitando

seu colapsamento.
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No modelo, a presença do surfactante também é definida pela variação temporal da

elasticidade da fronteira imersa, uma vez que o mesmo altera a complacência pulmonar.
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Modelo matemático

O modelo matemático a ser empregado para o alvéolo pulmonar consiste na expansão
de uma bolha, na extremidade de um capilar.

Figura 2.1: hlodelo matemático para o alvéolo pulmonar

No modelo matemático bidimensional adorado para a expansão de um alvéolo - Figura

2.1 , o bronquíolo respiratório e o alvéolo pulmonar são representados por uma fibra fechada

completamente imersa em um cuido, nesse caso o ar. Essa fibra tem configuração inicial
dada pelo retângulo .4BC'Z), sendo que este representa a secção transversal de um tubo

cilíndrico que simboliza o bionquíolo respiratório, enquanto que a expansão do segmento

17
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BZ) representa a secção transversal de uma esfera que simboliza o alvéolo pulmonar.

Além de reduzir o aparato respiratório a um único compartimento, o modelo matemático
apresenta outras simplificações, entre as quais o fato de considerar o alvéolo esférico e as

paredes do bronquíolo respiratório rígidas, assim como empregar um único valor para a

densidade e a viscosidade do fluido em todo o domínio de integração das equações que
regem o escoamento.

Em um domínio computacional Q = lO, ljXj0, 11, considerou-se por uma questão de

escala um tubo de 3mm de comprimento e Imm de raio. Estas medidas são um pou-
co elevadas em relação ao modelo real, porém permitem uma melhor vizualização das
simulações. Para os vértices do retângulo tomou-se .4(0.1, 0.6), B(0.4, 0.6), C'(0.1, 0.4)

e D(0.4, 0.4), o que deixa espaço suficiente no domínio computacional para a expansão

do segmento BD. A geometria inicial adorada é específica para o que se pretende simu-

lar. Translações ou rotações da mesma não são consideradas, uma vez que podem alterei
significativamente a estrutura do modelo e os resultados esperados.

O fluxo do fluido e o comportamento dos pontos que caracterizam a tíbia imersa são

definidos no método da fronteira imersa pela introdução de fontes /' e sorvedouros S no

domínio computacional - Figura 2.2, e pela variação temporal da elasticidade associada
aos pontos do segmento .BZ).

Figura 2.2: 1Vlodelo matemático com fontes e sorvedouros
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Como o mode]o adorado é bidimensional, far-se-á o controle da distensão do segmento

BZ) pela variação de área que a configuração inicial da fronteira imersa sofre ao longo do

tempo. Assim, é necessário conhecer a variação de volume do alvéolo pulmonar durante
a inspiração para poder estimar a variação de área.

2.1 Variação volumétrica do alvéolo na inspiração

O movimento de inspiração em um indivíduo sadio dura cerca de 1.5s quando o corpo
está em repouso. Com relação a variação volumétrica do alvéolo durante esse movimento

sabe-se que - Mead 1201:

Figura 2.3: Volumes associados ao modelo

} -h+} ,

yÀ = yA.+ ylâ
7

ya

IG, - 0.3}+

h. - 0.7h - 0.7(0.714) - 0.49W

VÁg = 0.3yÀ = 0.3(0.7VT) = 0.21VT

onde

VA: volume do alvéolo

UB,: volume do bronquíolo respiratório
Wr: -lume total
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VA.: volume da abertura alveolar - "explosão" inicial - após t = 1.0s

yÁg: volume alveolar complementar - após t = 1.5s (0.5s após yÁ. ter sido atingido)

No primeiro estágio da inspiração l ya. 1 , o alvéolo se expande quase que imediata-
mente (pop up) quando a pressão alveolar atinge um valor crítico, o qual depende das

condições fisiológicas do alvéolo. No segundo estágio l ya = yH. + yÀS 1, durante a fase
final da inspiração, o alvéolo continua a ser preenchido de ar até atingir o volume máximo,

o que acontece quaíldo a pressão alveolar se iguala a pressão nas vias aéreas.

No modelo são conhecidos o comprimento /z e o raio r do tubo que representa o
bronquíolo respiratório. Assim, o raio do alvéolo expandido nos dois estágios da inspiração

é expresso em função das medidas A e r como:

-ÜFrUIu-Ao

Considerando as medidas adoradas no modelo, isto é, h = 3mm e

determinar a variação de área A.4 ocorrida nos dois estágios. Assim:
la estágio

Imm, pode-se

.,4B, -- 100%

Z\,4 H 124.69%o (2.1)

2a estágio

,'!B, 100%

.'4.,i -- #

.AÁ a158.16% (2.2)

Como o alvéolo não é esférico, os cálculos anteriores constituem apenas uma estimativa

a, ser empregada no método da fronteira imersa para controlar a variação de área provocada

pela expaílsão do segmento .BI).
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2.2 O método da fronteira imersa

O método da fronteira imersa soluciona as equações de Navier-Stokes para um fluido
incompressível de densidade e viscosidade constantes, com um termo forçante F' proveni-

ente da fronteira acrescentado à equação de conservação de momento. A fronteira imersa

exerce sobre as partículas do fluido vizinhas a ela uma força de densidade grande e o
movimento dessas partículas induz o movimento dos pontos que representam a fronteira,
acoplando assim fluido e fronteira. A integração das equações do fluido é executada em

uma malha computacional Euleriana que discretiza um domínio espacial periódico. Os
pontos da fronteira imersa são "perseguidos" em seu movimento juntamente com o fluido

pelo emprego de uma representação Lagrangeana. A cada passo no tempo, o método
utiliza a configuração da fronteira para computar as forças na fronteira, que são aplicadas

aos pontos do fluido próximos à mesma. Como o fluido é incompressível, ele espalha ime-

diatamente os efeitos da força exercida pela fronteira a todo domínio do fluxo através da

ação do campo de pressões. O novo campo de velocidades do cuido é então usado para
atualizar a posição dos pontos da fronteira, completando assim o acoplamento.

O método da fronteira imersa tem sido empregado na modelagem de inúmeros proble-
mas complexos. Peskin 1231 [241 1251 empregou-o no estudo do fluxo sanguíneo em torno

das válvulas cardíacas, especificamente a válvula mitral, a qual controla a passagem do
sangue do átrio esquerdo para o ventrículo esquerdos Arthurs jl] no fluxo sanguíneo em

uma arteríola e o respectivo transporte de massa; Fogelson j121 na agregação de plaquetas

durante o processo de coagulação sangüíneal Fauci ]91 j101 jll] na locomoção de animais

aquáticos e na mobilidade do espermatoz(lide; Rasar 1331 no escoamento de um fluido in-

compressível em tubos tridimensionais colapsáveis; Mine-Chih j211 na simulação de um
fluido incompressível escoando por um arranjo de cilindros circulares.

Apesar da aplicabilidade, o método da fronteira imersa tem limitações quanto à estabi-

lidade, relacionadas principalmente à "rigidez" e à complexidade da geometria da fronteira

imersa e ao emprego de números de Reynolds (Apêndice B) fisiológicos.

As limitações relativas à estabilidade podem ser contornadas com a utilização de um

esquema implícito na resolução das equações de Navier-Stokes. Peskin 1391 mostrou que

esse esquema é incondicionalmente estável, porém muito caro computacionalmente. O uso

de um esquema explícito, como o aqui empregado, exige a adoção de um passo temporal
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zX{ muito pequeno se a fronteira imersa for pouco elástica.

Neste trabalho, a geometria inicial utilizada para a fronteira imersa é relativamente

simples. Entretanto, a fronteira é modelada para assumir diferentes formas no decorrer
do tempo, o que se obtém através da alteração do grau de rigidez da mesma. Isto pode
geral instabilidade pala certas escolhas dos parâmetros presentes no método.

Na resolução das equações de Navier-Stokes pala números de Reynolds fisiológicos, a
instabilidade pode ser evitada através do emprego de malhas computacionais mais refina-

das, isto é, malhas com passo espacial /z pequeno Porém, o uso de tais malhas aumenta

consideravelmente o custo computacional. Isto pode ser amenizado pela utilização de ma-

lhas adaptativas, como a estruturada por Romã j311, as quais definam apenas regiões de
interesse no domínio computacional.

2.2.1 Equações

As equações de Navier-Stokes constituem um sistema acoplado de equações diferen-
ciais parciais não-lineares que modelam o escoamento de fluidos compressíveis ou incom-
pressíveis, laminares ou turbulentos. Formuladas com base na mecânica clássica e na ter-

modinâmica, satisfazem os princípios de conservação de quantidade de momento, massa
e energia. No método da fronteira imersa, essas equações simulam o escoamento nãa-

estacionário de um fluido viscoso, incompressível e de densidade constante, no qual não
são considerados os efeitos da gravidade, e têm a forma

VP + pz\u + F' (2.3)

(2.4)V.u=0

onde

u = u(a,t): função vetorial que representa o campo de velocidades do fluido, sendo x a

posição espacial e t o tempo

p - p(z, Z): função escalar que representa o campo de pressões
É): densidade de massa do fluido, constante no espaço e no tempo

p: coeficiente de viscosidade do fluido, constante no espaço e no tempo

Vp: gradiente do campo de pressões
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Vu: gradiente do campo de velocidades

zXu - V2u = e:;S:O + e:lÍ!;a: Laplaciano do campo de velocidades
V.u: divergente do campo de velocidades

g(aç, t) + u(=, t).Vu(z, t): derivada material, a qual fornece o valor da derivada da velo-
cidade u no instante t ao longo da trajetória de uma partícula que nesse instante ocupa

a, posição # C n

r': força singular ou a força exercida pela fronteira imersa. Esta força é descontínua,
diferindo de zero somente nos pontos que representam a fronteira imensa

A equação (2.3) representa, a conservação do momento enquanto que a equação (2.4)
é a equação de continuidade. O divergente do campo de velocidades nulo significa que o

fluido que escoa é incompressível. Às equações (2.3) e (2.4) são adicionadas condições de

fronteira e condições iniciais para o campo de velocidades u(z, t). Adora-se aqui o domínio

Q = lO, ljXj0, ll e condições periódicas para a velocidade na fronteira. Dessa forma

«(o,d,') - «(o,ü,*)

«((«,Q,,) -«((«,0,') "' ;:.

sendo u(z, 0) = u.(a), com z C Q e u.(z) fornecido , a condição inicial para a velocidade.

A função que descreve a posição dos pontos que constituem a fronteira imersa é dada

W7 > 11

por

xb,0 - lx:0,0,x,0,0)
com s C S = la, ól, onde S corresponde ao comprimento total da fibra imersa

No método da fronteira imersa, as variáveis têm uma representação mista, como ilustra

a Figura 2.4. As variáveis relacionadas ao fluido - velocidade u, pressão p, densidade de

força F - são descritas na forma Euleriana, pois no decorrer do tempo o comportamento

das mesmas é analisado em cada ponto do domínio periódico Q C W2. A posição X dos

pontos da fibra é descrita na forma Lagrangeana, isto é, cada ponto material da fibra é
identificado por um parâmetro s que controla a posição do mesmo ao longo do tempo.

Os dois componentes do esquema Euleriano-Lagrangeano são articulados por uma
versão suave do de]ta de ])irac, o qual é usado para interpolar forças e velocidades

entre partículas (pontos) do fluido e da fibra elástica imersa. O delta de Dirac permite
distribuir a força exercida pela fibra às partículas do fluido e também calculei a velocidade
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:- ' . ' .:-

0

-:a: -é: - b
-:-

-}

õx

'sk

x.sk: ponto da fibra imersa

sk c S ::ja,bl

X,..v: ponto do fluido

Figura 2.4: Formulação Euleriana-Lagrangeana do método da fronteira imersa

de deslocamento das partículas da fibra a partir da velocidade das partículas do íiuido
vizinhas a elas.

Nesse sistema, nenhuma massa é introduzida porque a fibra não ocupa volume, isto

devido à suposição de que a mesma é suficientemente fina e de massa desprezível. Assim,
o sistema fluid(»fibra representado esquematicamente na figura acima pode ser conside-
rado simplesmente como sendo um fluido viscoso e incompressível no qual age uma força
proveniente dos pontos que representam a presença da fronteira imersa.

Considere-se agora .f(s, t) como sendo a densidade de força elástica exercida pela fibra.

A Figura 2.5 mostra quais são as forças que amuam em um trecho arbitrário da abra imersa.

Aplicando-se a segunda lei de Newton ao trecho arbitrário da fibra definido em s C

[.:, .2] 'btém-se

/
onde m(s) é a densidade de massa tmidimensional, T é a tensão na fibra, r é o vetou
tangente unitário e (--./) é a força de reação do fluido à ação da fibra sobre ele

A tensão na fibra é fornecida pela lei generalizada de Hooke
DX, .r(., t)

Í /."mNe:\g:O'.-',.-0,01 -'-
2

S

(2.5)

(2.6)
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IT,-l(s: , t)

X(s: , t)

f(s,t) --

X(s, , t)

IT,-l(s, , t)
Q

Figura 2.5: Foi'ças atuantes em um trecho arbitrário d

tente e o vedor tangente unitário r é dado por

,'-(. , t) ax (. , t)/a.
llax(. , t)/a. ll

sa desprezível

/
então escrita da seguinte forma:

s2 l s2
./'(; , t)d.

a fundamental do cálculo à equação (2.7), tem-se que

/
{" 1/ %l:lo,o'.-'

Uma vez que si e s2 são arbitrários, pode-se concluir que a densidade de força elástica
é dada por

/(;, t) - ql(', t) (2.8)

Í " mNg?-:E.4a. - o

.F(;, ÜÚ. - : ' Ifo,o'.

Fibra

a fibra

onde To é uma cona

Como a fibra tem mas

e a equação (2.5) pode serÇ

Aplicando-se o teorem

(2.7)
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Desenvolvendo-se a derivada do produto na equação (2.8) chega-se a
. aT

/(s, t) =-r.- + T;-i)s' ' ' Õs
T ri X

/(.,t) =;-- ll /{n' ' as ll OS

onde /í. = llarll/11%fll é a curvatura da fibra e n = g:/tig:ll é o vetar normal à fibra.

A densidade de força elástica representada pela equação (2.8) está expressa em função

do parâmetro Lagrangeano s. Contudo, a equação do fluido (2.3) está escrita em coorde-
nadas Eulerianas. Torna-se então necessário passar de uma formulação à outra. Para tal

considere-se uma região arbitrária R do domínio Q, como mostra a Figura 2.6.

f(s,t)

]i\nonteira

Figura 2.6: Força elástica em uma região arbitrária R

A força total na região R é fornecida por:

IPÇ«,Üa* x.;":x\,.'\' fÇs,t)ds

l.'' «* , «-« - l;'ç; . ««« bb, 'ü';
l.'' ç*, ü'« - l:'ç;,', ç l.:?ç« '':ç.,'ú-à«;

1.:,ç* , ü-' - 1,: ç l;'ç; , ü* ç- *ç:, 'ü' 4-«

ondeWn(#)='1 1' '' CX
U, caso contrario

e á é o delta de Dirac bidimensional
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Como R é arbitrária, então

p(«,t) l.í(.,t)õG-x(.,t'Üú. (2.9)

A equação (2.9) expressa, em coordenadas Euletianas, a densidade de força aplicada
ao fluido pela fronteira elástica imersa.

Devido à viscosidade, os pontos da fibra movimentam-se com a velocidade local do
fluido. Esta condição, conhecida como condição no-clip, pode ser matematicamente

expressa em termos do campo de velocidades do fluido. Assim:

Çb,0 - « ('''b,0, ') P.«Q

Novamente uma correlação entre as formulações Euleriana e Lagrangeana faz-se ne-

cessária. Empregando-se as propriedades do delta de Dirac, pode-se expressam o lado
direito da equação (2.10) em função do campo de velocidades do fluido, ou seja

«('''b,o,,) - .Á «(«,o'(« - "o, o)'« P.:u
Substituindo(2.11) em(2.10), obtém-se

Ço,o - .Á «(«, o,(, (2.12)

A equação (2.12) fornece a velocidade para os pontos da fibra a partir do campo de
velocidades do fluido, permitindo a atualização da posição dos mesmos e completando

assim um passo no tempo.

Clom isso pode-se sintetizar o método da fronteira imersa em um conjunto de cinco
equaçoes:

?! + !v. . ez\. - ..v« + !r (2.i3)dt P ' P P ~ '
v.«

onde

p(«,t) .lsJ( õÇ«-x(s,t'Üds

.f(', t) - %:(', t)
(2.15)

(2.16)
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com

ço, ', - .Z «(«,o'(« (2.17)

As incógnitas são o campo de velocidades u = (u, u) e a posição X da fibra. As equações

(2.13) e (2.14) são as equações de Navier-Stokes para um fluido viscoso, incompressível,
de densidade constante, afetado pela força exercida por um fibra elástica nele imersa. As

equações (2.15) e (2.17) descrevem a interação existente entre o íiuido e a fibra empregando

o delta de Dirac para passar da formulação Lagrangeana para a Euleriana e vice-versa. A
equação (2.16) é a equação da fronteira, a qual estabelece uma relação entre a densidade
de força elástica e a tensão que atum na fronteira imersa.

A entrada e a saída de fluido em uma legião do domínio computacional é modelada no

método da fronteira imersa através da introdução de fontes e sorvedouros. A cada fonte é

associado um sorvedouro, o qual remove o fluido fornecido pela fonte. A vazão uniforme

na fonte e no sorvedouro garante a conservação de massa do fluido e a não violação da
condição de incompressibilidade no domínio de integração.

Peskin 1251 introduziu uma fonte e um sorvedouro em seu modelo para simular o
fluxo do sangue no lado esquerdo do coração durante a diástole ventricular e o início da

sístole. Arthurs jll introduziu fontes e sorvedouros em um modelo para o fluxo de sangue

e transporte de massa em uma arteríola. Remigio 1291 avaliou a introdução de uma fonte
e de um sorvedouro em escoamentos incompressíveis bjdimensionais.

Neste trabalho, fontes e sorvedouros são introduzidos no domínio computacional com
o intuito de provocar a expansão requerida para a fronteira imersa. Faz-se então uma
análise detalhada do posicionamento e do número total de fontes e sorvedouros necessários

à modelagem da expansão da parede alveolar.

2.2.2 Introdução de fontes e sorvedouros

Ao se introduzir k fontes e É; sorvedouros no método da fronteira imersa, as equações

que regem o escoamento do fluido (2.3) e (2.4) passam a ser escritas da seguinte forma:

,($ -- «.~'«) - -,, -- «»« -'- ' P."©
V.« ,t) (2.19)
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Na equação (2.19), q(3, t) é uma função escalar que modela a ação das fontes e dos
sorvedouros. Adora-se para essa função a mesma forma empregada por Peskin j2SI na
simulação do fluxo sanguíneo no lado esquerdo do coração. Assim:

q(«, t) }: Q«.(t)'p«.(,)

onde Q«,(t) é a vazão do escoamento associada à m-ésima fonte e ao m-ésimo sorvedouro

no instante t e @-(n) é uma, função peso que especifica a distribuição espacial da m-ésima
fonte e do m-ésimo sorvedouro.

A

l

A função peso ®m(3) é dada por

Q«(«) WFm(Z) - Ws. («) (2.20)

sendo Wrm e Ws. funções não negativas, com suportes compactos e integrais iguais a

um. Os suportes compactos Wp. da m-ésima fonte e t/h;. do m-ésimo sorvedouro são
quadrados de lado 4A., centrados respectivamente em Prm e Ps., centros da m-ésima
fonte e do m-ésimo sorvedouro. Dessa forma, pode-se reescrever a expressão (2.20) para

a fu«ção \P«(«) co«.o:

Í WEm(« - /'h), V«C VP,.
@«(') 'l Ws«(« - Ps-), V«C Vp;.

1 0, caso contrário

Para as funções WXm (z) e WS.(z) emprega-se

WFm(.) («) = ÕA.(«)

onde (íA.(z) é uma aproximação do delta de Dirac e A. é a medida empregada no lado do

quadrado suporte das funções WFm(Z) e Ws.(z).

A Figura 2.7 ilustra a ação da m-ésima fonte e do m-ésimo sorvedouro no escoamento

bem como identifica os suportes das funções WRm(Z) e WS.(z)

Para a vazão Q.(Z) adora-se o modelo de resistência linear proveniente da lei de

Hagen-Poiseuille equação(A.l):

Q - 'i'' - 'F (2.21)
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PF.: centro da m-ésima
fonte

iP..'

Ps.: centro do m-ésimo
sorvedouro

4h.: lado do quadrado
suporte das funções

Q tlxlo,il

Figura 2.7: Ação da m-ésima fonte e do m-ésimo sorvedouro

com z\p = pi -- p2 e -R = :l#

Assim:
P. - P.çt)

Q«({ (2.22)

onde P. e /?« são constantes relacionadas ao problema que se pretende modelar.

Em relação à pressão /%,({) presente na equação (2.22), sabe-se que esta é dada pela
diferença entre a pressão média na m-ésima fonte e no m-ésimo sorvedouro. Portanto:

Pm (t) Ps. (t) (2.23)

Como Wp e H/s são funções peso, então as pressões na m-ésima fonte e no m-ésimo
sorvedouro são naturalmente definidas como:

.f'h(t) ,t)WXm(«)d«

Ps.(t) / P(«,t)Ws.(:«)d«

com p(z, t) representando a pressão no fluido.

Logo, com o emprego de (2.24) e (2.25), a expressão (2.23) pode ser reescrita da

n

(2.24)

(2.25)
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seguinte forma

.rb.(t) («) - Ps. («)

P«(t)=.Lp(z,t)wr.(=)d:« .l P(, , t) Ws. («)d«

Pm(t) - .Z P(", t) IWXm(') - WS«(")j d" (2.26)

Substituindo a expressão (2.20) em (2.26) chega-se a

P«l.t)= 1 pl~",t)©«(z)dz (2.27)

Da expressão (2.22) tem-se que

P. t
Q«(t)

.r%,, (t) R«Q«(t) (2.28)

Comparando-se as expressões (2.27) e (2.28) conclui-se que

p.(t) = 1 p(.=,t)q.(.=)ú=
Q

p« - R«Q«(t) (2.29)

Dessa maneira, conhecidas a pressão p no fluido, as constantes P. e R. e a função @.

associadas a cada fonte e sorvedouro, pode-se calcular a vazão Q. e, consequentemente,

a função q(aç,t) que modela a ação das fontes e dos sorvedouros.

Resta ainda discutir o primeiro passo na aplicação do método da fronteira imersa, o
qual consiste no cálculo da força exercida pelos pontos que representam a fronteira elástica

equação r2.16).

2.2.3 Força elástica

A fronteira pode ser vista como um conjunto de molas conectadas, que se expande
com a velocidade das partículas do fluido na qual se encontra imersa dependendo dos
valores empregados para a elasticidade.
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Para conferir rigidez à fronteira, utiliza-se classicamente um tipo de força restauradora

para a densidade de força elástica f dada por

/0,0- ,0--.*.M) (2.30)

Na expressão (2.30), X(s, t) é a posição da fronteira em cada instante de tempo, X.(s)
é a posição de equilíbrio que se deseja que a fronteira mantenha e k é uma constante

de proporcionalidade. Esse tipo de força obedece a lei de Hooke, segundo a qual o
termo "força" deve ser interpretado de uma maneira ampla, como torque, pressão ou
qualquer favor que provoque distorção. Se a força se limita a "puxões" ou empurrões",

onde a deformação é simplesmente o deslocamento do ponto de aplicação da força, esta e

o deslocamento são relacionados por

r' = kz

onde k é uma constante de proporcionalidade chamada constante de força e z é o desloca-

mento a partir da posição de equilíbrio - Sears ]35]. Na equação anterior, r' representa a
força que deve ser exercida sobre o corpo elástico para causar o deslocamento z. A força

com a qual o corpo elástico puxa um objeto a ele preso é chamada força restauradora.
Esta força equivale a

kzF....=

Assim, o emprego de uma força como a descrita pela equação (2.30) faz com que um ponto
que se encontre fora da posição de equilíbrio retorne para a posição anterior.

Ao utilizar a expressão (2.30) com k = 1061:=, Remigio 1291 modelou a rigidez da
fronteira imersa, ou sqa, os pontos que representam a presença da fronteira mantiveram

sua posição inicial no decorrer do tempo, não sendo afetados pela velocidade das partículas

do fluido, ou sqa, não sendo arrastados pelo fluxo.

Para o problema que se pretende simular, a rigidez é desejada apenas pala uma parte

da fronteira - segmentos ÁB, ÁC' e O.D , justamente aquela que representa o bronquíolo

respiratório. Em relação à porção da fronteira que representa a superfície alveolar
segmento BI), espera-se uma certa mobilidade dos pontos que a representam.

Na modelagem da expansão alveolar emprega-se uma força do tipo restauradora para
conferir rigidez à porção cla fronteira imersa que representa o bronquíolo respiratório, e
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diferentes funções para alterar a elasticidade dos pontos do segmento BIÕ ao longo do
tempo, o que possibilita simular a expansão de um alvéolo ou de um saco alveolar.
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CAPÍTULO 3

Discretização das equações do
modelo

As equações apresentadas no segundo capítulo precisam ser discretizadas para compor
o método computacional a se] empregado na simulação da expansão da fibra elástica. A

solução das equações (2.13) a (2.17) é aproximada pelo emprego de diferenças finitas em

uma malha computacional Euleriana-Lagrangeana de tamanho NxAr

No domínio periódico n :: lO, ljXj0, ll considera-se uma malha uniforme de passo
espacial Ã = Z\# = z5.g/ - #, esquematizada na Figura 3.1. Cada ponto =i,j da malha

Eulenana é dado por

:«i,j = (z{, g/j) = (j.A,.j.A)

com í, .j = 0, 1, ..., Ar -- l.

A configuração inicial da fronteira, de comprimento total S = la, ól, é discretizada em

um conjunto de Arn pontos. Contudo, a fronteira possui apenas Arn -- l pontos, uma vez
que suas extremidades coincidem pelo fato dela ser fechada. Então

x(..,t) ,t), vt ? o

sendo s C S o parâmetro Lagrangeano que permite verificar a posição Xi dos pontos da

fronteira no decorrer do tempo dado por

sl = a + /.z\s

onde As é a distância entre os pontos da fronteira imersa, / = 0, 1, ..., ]VB -- 1, s. = a e

SNn -- b.

35
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lo 0

0
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o- --- - ---o

0
o.-.. ----o

X

Figura 3.1: Malha computacional para n 5 e h = 0.2

A distância A.s é dada por
b -- a

e no método da fronteira imersa toma-se um número de pontos ATB para a fronteira tal
que

As=

Dessa maneira, empregou-se nas silumações efetuadas zXs = { = ãk, sendo que este Z\s

representa a distârlcia entre dois pontos consecutivos na configuração inicial da fronteira

(retângulo ,4-BC'Z)). Como a posição dos pontos do segmento .BZ) varia rio decorrer do

tempo, a medida zXs não corresponde à distância entre os pontos dessa parte da fronteira
a cada instante de tempo. Poder-se-ia então prever o comprimento S = la, ól da fronteira

imersa no instante final t = 1.5s, o que pennitiria inserir um número de pontos suficiente

pala garantir a condição Z\s 5; g. ao longo de toda fronteira a cada passo no tempo.



A velocidade e a pressão, periódicas na fronteira do domínio, ou seja, nos pontos

z.,yj J e t zw, yj

z{,y. l e { z{,g/W

sao calculadas nos tempos

Z. = n.Z\Z

onde At é o passo no tempo e {n é o tempo computado em n passos.

O passo temporal AZ é dado por

»' - «;«{Ç,
onde

h2

2
2

galante estabilidade uma vez que At 5; IAz 1 - A2 é a condição CFL' para o esquema
explícito e

At< 8.Az
3.Kel.,t

8.À

3.K.i..t (3.1)

é a condição de estabilidade determinada por Mina-Chih j211 para o esquema explícito do
método da fronteira imersa em uma dimensão. Neste trabalho essa condição também foi

aditada para duas dimensões e K.i-t = mazlki, k2, ..., k.}, uma vez que são atribuídos n
valores distintos para a elasticidade na modelagem da rigidez e da üexibilidade da fronteira
imersa.

No método da fronteira imersa, a configuração inicial da fronteira é empregada para
calcular o campo de pressões. Este permite o cálculo do campo de velocidades, o qual
por sua vez possibilita a atualização dos pontos da fronteira imersa. Assim, o método
computacional deve calcular o campo de pressões, o campo de velocidades e a posição
da fronteira imersa. Estas variáveis, bem como outras grandezes envolvidas nas equações

(2.13) a (2.17) são aproximadas computacionalmente empregando-se as notações presentes
na Tabela 3.1.

tCourant, Friedrichs e Lewy
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Tabela 3.1: Notação empregada

Os operadores de diferenças finitas são discretizados da

Primeira derivada centrada

D':#i,j =
'bi+\,i -- 'bi-l,i

Dou@i,j.
+'i,i-tt -- 'bi,i-\

forma clássica

(3.2)

(3.3)

Primeira derivada progressiva

D:+i,i=
'bi,j-t\ -- 'bi,i

h
©l+l -- ©l

'às

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Primeira derivada regressiva

'bi,j-- 'bi l,i
Â

'bi,i -- 'bi.i- \
h

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Segunda dei$vada

DI'O;Ó.,. - nJ. l@" ' '# --l
0J0;Ó.,. - D''' leÜ .:.@aj . -'«--'''" q'-- :''''

4'i-tt.i +- 'bi t,j -- 2$i,j
(3.10)

(3.1 1)

Variáveis/Grandezas Notarão VaFi8rão
vplnr;HnHP ,,n.

wt,]   i,J - o, 1, ..., N l

Pressão p:j   i,j - o, 1, ..., N l

Força exercida pela fibra -liiTJ   i,j - o, 1, ..., N l

Posição de um ponto da fibra Xr * (.. , .«) / = 0, 1, ..., Arn -- l e n = 0, 1,

Densidade de força elástica /in /(.,'«) / = 0,1,..., Arn l e n = 0, 1,...
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Gradiente

'«):,, - (";, ";)-'.,. (3.12)

Divergente

Z).u{,j = -D:lui,j + Z);ui,j (3.13)

Laplacialao

'««:,. - («!-«; -- «J-«;)*:, (3.14)

As aproximações dadas por (3.4) a (3.9) são de primeira ordem, enquanto que aquelas

fornecidas por (3.2) e (3.3) são de segunda ordem. As aproximações para os operadores

diferenciais gradiente (3.12), divergente (3.13) e Laplaciano (3.14) são de segunda ordem.

Aplicando-se o operador divergente (3.13) ao operador gradiente (3.12) e utilizando as

discretizações dadas por (3.2) e (3.3), obtém-se:

o.';'.;':,. - ". lo;, o;)-':,.

".',',.,. - «;(«:@:,.) -- «; («;-':,.)

".'.;';,, - «; ($:'qi$:') -- «; (g'-ã@-)
".'ó;,. - i(''';''':-.''' - '";-:--:,. :,. - '#;-'-:'')--

. l /'@{,j+i+i -- '#{,j i+i '#{,j+i-i -- 4'{,j-i-i\
' 2h \ 2h 2h J

".'*:,, - i(*'*''' *:,. - *;,. * *'-,,.;*:,.*, - *.,. - *.,. * *;''-')ef:! ef:!!"::' ?)

Z).G.É.,i . '#i+2,j + #'i-2,j + qb.Ü+2 + @i,j-2 -- 4@i,j (3.15)

A expressão (3.15) fornece um operador de diferenças finitas para o Laplaciano seme-
lhante à regra dos cinco pontos.

As equações de interação fluido-fibra (2.15) e (2.17) exigem, respectivamente, a con-
versão da formulação Lagrangeana para a Euleriana e vice-versa. Pala isso, emprega-se o

delta de Dirac á bidimensional, o qual é aproximado por um delta discreto óA. equivalente

ao produto de duas funções discretas unidímensionais, ou sqa

'«.(*:,«.) - '«. (.;).'«.(«.) (3.16)
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Adora-se aqui

'-.',,-l ü;G*«,(K», l:
Ir 1< 2A.
1 = 1 Z 2h.

(3.17)

devido ao conjunto de propriedades de compatibilidade discretas descritas poi Peskin
12312

A Figura 3.2 ilustra o deita de Dirac unidimensional (3.17) e bidimensional (3.16) para

n :: 64, /z = à e suporte A. = ãã

Figura 3.2: Delta de Dirac unidimensional com centro em z :: 0.5 e bidimensional com centro em
(- = 0.5, y = 0.5)

O delta discreto (3.16) permite interpolar forças e velocidades entre pontos da fibra

e do fluido em uma vizinhança de tamanho 4A. x 4A., uma vez que a função discreta
unidimensional (3.17) tem suporte [--2A., 2A.]. Assim, a força /z exercida por um ponto
XI qualquer da fibra é difundida aos pontos z{,j do íiuido que estão dentro do quadrado

de lado 4A. e cujo centro é o ponto da abra. Ao mesmo tempo, as velocidades tz{,j desses
pontos do fluido são utilizadas para interpolar a velocidade no ponto da fibra. A Figura
3.3 detalha as interpolações efetuadas com o uso do delta de Dirac.

#h0
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Figura 3.3: Interpolações efetuadas com o emprego do delta de Dirac: (A) distribuição da densidade

de força elástica /i exercida pelo ponto XI da fibra para os pontos rf,j do fluido pertencentes à região
interna ao quadrado de lado 4A. do qual XI é o centro; (B) cálculo da velocidade do ponto XÍ da fibra a
partir da velocidade ztf,j dos pontos rf,j do fluido pertencentes à região interna ao quadrado de lado 4A.
do qual Xr é o centro

3.1 Equações do filuido

As equações do fluido (2.13) e (2.14) são resolvidas empregando-se um método de
projeção que é uma variação do método de projeção de Chorin. O método de Chorin l41 1271

é um método explícito de passo fracionário, de primeira ordem no tempo e segunda ordem

no espaço, cuja característica principal consiste na supressão do gradiente de pressão no

primeiro passo e a inclusão do mesmo para correção no segundo passo. Em cada instante

de tempo, o campo deve ser livre de divergência.

As equações do fluido são então solucionadas em duas etapas.

Na primeira etapa, calcula-se o campo de velocidades auxiliam u"+1,2 cmpiegando o
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algoritmo de Printz 1261

,(c=J) - ,«
,("==-\j"'T -- «"":««*:':) - ««J«;«"*:,:

,("=T-v= -- «"";««*:'') - ««J«;«"*:,'

(3.18)

(3.19)

(3.20)

COm Um ::

Na segunda etapa, o campo de velocidades auxiliar u"+i,2 é decomposto em um campo
de velocidades u"+i com divergente nulo e no gradiente do campo escalar p"+i:

-É(««*:'' ««*:)

Z,).u"+l - 0

(3.21)

(3.22)

Desenvolvendo os membros da equação (3.19) e empregando-se as discretizações dadas

por (3.2), (3.4) e (3.7), chega-se a:

, lg=-kF= -- «« (©z;H)j - ««J- (<=-\w)

á.:;'': '' -- ç«=f 'r«=/ - «(©l#b'

á«:J:': -- É«:J:'' + 'g«n'f '#«=tF - $«H/ -- $-«;1J':': $-.:;:': + $-«i:=f

«=tf + (É -- $)«;;'': (Ê ç)«nf - á«:J-:''

Multiplicando-se ambos os lados da igualdade acima por

($ -- eF) «=1; -- (" -- :P')«=;:'' $ «u;'
n+1,0
t,.7 (3.23)
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Considerando-se as igualdades

olil - «:J':''

a expressão (3.23) pode ser reescrita como

-.4lil«=1)' + -alíl«:J':': - c'ljl«=.ll' (3.24)

Substituindo-se de forma análoga as discretizações fornecidas por (3.3), (3.5) e (3.8)
na equação (3.20), obtém-se:

À'lil«:=;' + a'lil«:;:'' - c"ljl«:#;' o'ljl (3.25)

As expressões (3.24) e (3.25) caracterizam sistemas tridiagonais periódicos, os quais

serão solucionados empregando-se o algoritmo de Thomas (Apêndice CI).

Aplicando-se o operador divergente (3.13) à expressão (3.21) e usando (3.22), chega-se
ã

".'«"*: -Ê(«.««*:'' ".««*:)

D.GF'''t* (3.26)

a (luar constitui uma e(luação de Poisson para a pr'suão (e%(z, t) +2%(z, t) = F'(3, Z/, t) #
0). Esta será solucionada através do emprego da FFT ou transformada rápida de Fourier
(http://theory.lcs.mit.edu/fftw) devido ao fato do domínio ser periódico e o passo espacial

À sei o mesmo nas direções # e y.

Assim, as duas etapas de resolução das equações de Navier-Stokes permitem atualizar
o campo de pressões e o campo de velocidades
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3.2 Equações de interação .cuido-fibra

A equação (2.15)

F(.=,t) = .lsJ(' )õl.= -- X(.s,t')Õds
é aproximada por

'% - E .aó«. («:,.
l

xr)A. (3.27)

Já a equação (2.17)

To,o-.Á«(«,o'(« ,o)'«

é discretizada da seguinte maneira:

";''"f*: -E «:;''«.(«.,,

x=;i-r - E «=;''«. («.,. - .*r) "'

- "r -- '* E «:;:'«. («:..

O delta de Dirac não precisa ser discretízada da mesma coima nas equações (3.27) e
(3.28). Contudo, quando isso ocorre a parcela de potência proveniente da ação da força
elástica é integralmente transferida ao fluido

Até aqui, as equações do método da fronteira imersa foram discretizadas sem considerar

as alterações provenientes da inserção de fontes e sorvedouros no domínio computacional.

Os passos a serem seguidos na execução do método estão indicados no algoritmo que
segue.

t,.J
(3.28)

3.3 Algoritmo

O algoritmo estruturado a seguir ilustra visualmente os passos a serem adorados na

aplicação do método da fronteira imersa.
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J''lgura 3.4: Algoritmo estruturado do método da fronteira imersa

A cada passo no tempo tem-se que atualizar o campo de velocidades u e
dos pontos da fibra imersa. Logo, dado

(«« , *«)

(««*: , *«*') .

deve-se calcular

ar

Isto é feito em quatro passos.

la passo: Calculei a densidade de força elástica ./:". A modelagem dessa força depende
nln n%mIaI nn FU n nA =q==-4n=n-ln nnnn
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2a passo: Distribuir a densidade de força elástica exercida pela fronteira imersa aos
pontos do fluido por intermédio da equação (3.27).

3a passo: Solucionar as equações de Navier-Stokes empregando uma variação do método
de projeção de Chorin.

la etapa: Calcular o campo de velocidades auxiliar zz"+i,2 através das equações (3.18),

(3.19) e (3.20). As equações (3.19) e (3.20) geram sistemas tridiagonais periódicos, os quais

são solucionados através do algoritmo de Thomas.

2a etapa: Decompor o campo de velocidades auxiliar u"+i'2 ern um campo de ve
locidades u"+i com divergente nulo e no gradiente do campo escalar p"+l utilizando as

equações (3.21) e (3.22). Estas equações originam uma Poisson - equação (3.26) - para a

pressão, a qual é solucionada com o uso da transformada rápida de Fourier (FFT).

4a passo: Atualizar a posição dos pontos da fronteira imersa usando a equação (3.28)

3.4 Introdução de fontes e sorvedouros

A introdução de fontes e sorvedouros no modelo modiâca o 3a passo do algoritmo
descrito anteriormente, ou seja, a resolução das equações de Navier-Stokes.

Na segunda etapa desse passo, as equações (3.21) e (3.22) passam a ser escritas como:

-É(««*:'' ««*')
k

(3.29)

(3.30)o.«"''': - )l: Q='':'p«
m::l

onde u"+i,2 é o campo de velocidades auxiliar calculado na primeira etapa do passo e

g(a, {) = )1, Qn+:tp. é a função blue modela a ação das fontes e dos sorvedouros.

As equações (3.29) e (3.30) são resolvidas empregando-se o método utilizado por

Arthurs jll, o qual considera o campo de velocidades tl"+l e o campo cle pressões p"+t

A

l
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como uma superposição de soluções, ou seja

k

."-'-: - E"''': + }: ó.Q=-:
7n,=l

A

p"''': - p"''': + }ll: ,.Q='-:
7n, :: l

(3.31)

(3.32)

onde

p"-'-: , ,«--: )

é solução das equações

-á(«"*:'' "*:)
-0

(3.33)

(3.34)D . iZ«+ l

e b. e r. são funções, vetorial e escalar respectivamente, definidas na malha e que devem
ser calculadas.

Aplicando-se o operador divergente (3.13) à equação (3.33) e empregando-se a equação
(3.34), obtém-se:

".',«'' -É(«.««-''','

D . (;P"+ l (3.35)

A equação (3.35) caracteriza uma, equação de Poisson para o campo escalar p"+: , a qual

será resolvida, assim como a equação (3.26), através da transformada rápida de Fourier

(FFT). Clalculado o campo p"+l , pode-se retornar à equação (3.33) para calcular o campo
de velocidades &"+i

Apesar de se ter calculado (p"+l , 8"+l ) , ainda não se pode determinar tz"+i , necessário
à atualização da posição dos pontos que representam a fronteira imersa. Para tanto
precisa-se calcular as funções b. e r. e a vazão Q.
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Substituindo-se(3.31) e(3.32) em(3.29):

m=1 zn,=l

c'p"-'-: + E c',.Q='': - ©."''':,' : É E ó«Q,,.
7n== 1 ' '

E
m::l m::l

Aplicando-se(3.33) à equação(3.36):

E
m::l 7n=l

Ê )l: ó«Q=': + >1: a,.Q='-: - om=1 m::l

GP"-'-: -É

E

E

ZZ "+1,2

p"+: + }: ,.Q='':

ó.e='-: - X-.«*''' - -@"-'': - c«.Q='':

'«Q="-Ê"«--:''- '' -- Ê,"-'': C',.Q"''''

-É ."-'-:,' E'«o='-:)G

(3.36)

E (Ê'« -- ',«)e='-' - .
Como a vazão C? não é nula para cada m, uma vez que vazão nula implicaria em não

considerar a m-ésima fonte e o m-ésimo sorvedouro a ela associados, então conclui-se da

equação (3.37) que:

k

l
(3.37)

P
b. + Gr. = 0 Vm

(3.38)

A equação (3.38) relaciona a função vetorial b. e a função escalar r.

calculada uma delas, pode-se calcular a outra.

Substituindo-se a e(luação (3.31) na e(luação (3.30):

o.«"-'': - )l: Q=-:q'«
m::l

m::l

".-"-'-: + E «. ('«a=-:)

D. «"-'-" -- E '«o=':)

A

h

k

l

Então, tilna vez

k

E 'a='-: "«
m::l

k

E Q='':w«
m::l
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Empregando-se a equação (3.34) chega-se a

n+ló.Q

k

E (« '«
m=l

««)Q='-:-. (3.39)

Novamente, a equação (3.39) é independente da vazão. Assim

Z,).b. -- ü. :: 0 Vm

D.b. - Q. (3.40)

Na equação (3.40), W« denota a distribuição espacial da m-ésima fonte e do m-ésimo

sorvedouro e é conhecida. A Figura 3.5 ilustra a função ©«(z) pata k = 3 e A. = Ü
As fontes têm centro em (0.3,0.2), (0.3,0.5) e (0.3,0.8), e os sorvedouros em (0.7,0.2),
(0.7,0.5) e (0.7,0.8).

Figura 3.5: Função @,.(a) para três fontes e três sorvedouros
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Aplicando-se agora o operador divergente (3.13) à equação (3.38)

liD.Z'm+ D.Gr. =0

n.c«. = --kiDb"

Substituindo-se a expressão (3.40) na equação acima

(3.41)

A equação (3.41) constitui uma equação cle Poisson para o campo escalar r., a qual
novamente é solucionada com o emprego da FFT

Determinando o campo escalar r«, pode-se então voltar à equação (3.38) pala calcular
o campo vetorial b..

bife:e«teme«te da solução (@"+:,8"+: ) , que de«r ser e«co«traria por i"t"médio de
uma equação de Poisson a cada passo no tempo, as funções b. e r. são calculadas através

de uma equação de Poisson uma única vez, pois são independentes do tempo.

Para determinar u"+i resta ainda calcular a vazão Q. associada a cada par de fonte
e sorvedouro

Discretizando-se a expressão (2.29) e empregando (3.32) tem-se que:

E (,"''''' -- E «:o:-'':) «««' - p.

E,"-'-:"«"' -- E ( E ,.««"') o:': - R« ".'a='':
Z,s {::l Qh

<?'"-'-' , @«>. + }: <,.(«), q'«(")>.Q:''': - Fm - -R.Q"*'

E <,:(«), q'«(')>.C?:'''' + X,,.Q='-: - Fm <P"-'':, ">.

k

/..s l2

A

À

Z

A

Como m = 1,...,k e <ri, @«>. H<ri, W«> = Jn ri(#)tPm(Z)d=, então para:
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m=l

E <,:, ©:>.QT''': + x:QT-'-: - ?. <p«--: , ":>.

<,-, u':>.er-'-' +<«,, w:>.Q;''':+ ... +<,*, u':>.QZ''': + R:QT-'-: - 'P: ":>.

k

1,:,«:>. -- «:)';r-'-: -'<,,,«:>.';;*: -- ... -- <~,«:>.or*: - ;- ":>.

m=2

E <,., u',>.Q:-'-: + x,Q;-'-: - p, : , "'>.

<,-, «,>.0T-'': -* <,,, «,>.e;-'-: + ... -. <,*, «,>.0Z-'-: + ",Q;-'-: - P, <P«-'": , -',>.

<,:,":>.er-'-' --(<,,,",>. -- «,)~;*: -- ... -- <,*, «,>.';E*: - ;,,",>.

k

2

ml= k

>: <,., w.>.Q:''': + R.Q2+' - F*

<, , «.>.Q?-'-' -- <«,, «.>.Q;*: --

Ê

lZ
p"''': , "*>.

+ <,*, u'.>.QE''': + R*QE-'-: - P* <p"''': , "*>.

,-, u'*>.af-'": + <,,, -'*>.Q;-'-: + -- (<,., "*>. -- «*) ';E*: - ;. <,"'-'-', "*>.

Logo, para determinar a vazão C? associada a cada pat de fonte e sorvedouro precisa-se

solucionar, a cada passo no tempo, o sistema de equações lineares
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.4C?"+i - Zj"+l (3.42)

com

<«:,«:>.*«« <,,,«:>.

<,:,",>. <,,,",>.*",
<«*-: , «->.

<«*-: , ",>.
,*,''>.
rk,W >.

<«-,«*-:>. <~,«*-:>.

<,-,«*>. <,,,"*>.
<,.-: , «*-:>. * «*-:
<,.-: , «*>. í:::::51\ «*

(3.43)

c?"+:

Q"+-

<«*:,« >.

<«*: , «,>.
Z?"+l (3.44)

P*-- - <P«-'':, «.-:>.

7'. - <P«-'-: , «.>.

A matriz A é calculada uma única vez, pois independe do tempo. Já as matrizes Q e
B são atualizadas a cada passo no tempo.

Tomando-se ãi,j = <rj, tPÍ>. , com {,.j = 1, ..., A, a matriz A (3.43) pode ser reescrita
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como

al,l + /?l a1,2

ã2,i ã2,2 + /?2

al,k-l

a2,k-l

al,k

a2,A

A- (3.45)

aA-l,l

ak,l

ak-1,2

aA,2

ãk-t,k.i + Ek.i ãi;-i,A

ãÀ;,x;-i ãk,k + Rh

Pode-se mostram que a matriz Á (3.43) é simétrica. Os elementos da mesma são dados
por

';' - <,.,"'>. .. j:#j

":j - <,j,@*>.+&*R* .. { -.j
1, se .j = k

0, se .j # k

Aplicando-se o operador divergente à equação (3.38)

Xió.- -c"«

P D.Gr.-L.- D. b..

tem-se que

Substituindo-se na equação anterior a equação (3.40)

D.b. - @.

chega-se a

Xiw.
q'. = -- D.Gr.

P
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Empregando-se a equivalência anterior no produto interno <rj, tPk>. que define os
elementos não pertencentes à diagonal principal da matriz Á, conclui-se que:

<,., «*>. -

<,., T«.'«.>.-
tk:,».'«à.-
-;<',.a'', ,'>. - H

- \k.,».'«b.-
<,., T«.'«.>.-

<,* , ".>.
(*) Peskin l2õl

Como a resolução do sistema linear .AQ"+i = .B"+i fornece a vazão associada a toda

fonte e sorvedouro em cada instante de tempo, pode-se agora retoinai à equação (3.31)
e determinar a velocidade associada a cada ponto do fluido, a qual será posteriormente

empregada na equação (3.28) para atualizar a posição dos pontos da abra Imersa, com-
pletando assim um passo no tempo

A introdução de fontes e sorvedouros modifica o algoritmo anteriormente apresentado

para o método da fronteira imersa. Estrutura-se a seguir um algoritmo para o método
que incorpora essas alterações.

3.5 Algoritmo para introdução de fontes e sorvedou-
ros

O algoritmo estruturado a seguir possibilita uma melhor compreensão das etapas a
serem seguidas na execução do método da fronteira imersa com a inclusão de k fontes e A
sorvedouros.
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Fornecer ( u", X" )
\ ' /

Definir o número É de fontes e sorvedouros

Calcular r. e b« f----l Gerar a mat

Enquanto tempo $ tti«,i

Calcular f"

Aproximar F(x, t)

Calcular o campo 1 1 C:alcular
auxiliar Un+1,2 ' [''>"1 rpn+i,iin+i']

Gerar a matriz B

Solucionar AQ"+:

Calcular Un+l

X"+l

riz

Determinar

A

B"+i

Figura 3.6: Algoritmo estruturado do método da fronteira imersa cona a inclusão de Ã fontes e Ê
sorvedouros
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Obj'"--" -l-l« (««-'-:,X"''':) - p«ti- d' (««, X«) l;'. é fei'. d «g«i«'' m.-
negra:

la passo:

8 Calcular o campo escalar r. e o campo vetorial b. por intermédio das equações
(3.41) e(3.38), respectivamente;

. Gerar a matriz A (3.43).

2a passo: Calcular a densidade de força elástica /"

3a passo: Distribuir a densidade de força elástica exercida pela fronteira imersa aos
pontos do fluido por intermédio da equação (3.27).

4a passo: Solucionar as equações dó Navier-Stokes empregando uma variação do método

de projeção de Chorin

lz etapa: Calculei o campo de velocidades auxiliar u"+i'2 através das equações (3.18),

(3.19) e (3.20). As equações (3.19) e (3.20) geram sistemas tridiagonais periódicos, os quais

são solucionados através do algoritmo de Thomas.

2a etapa:

. '.'«:« (,«*:,-«*:), «.«,;. -" .--,'« o ") . o ") -.*« .--,'" :«""
uma Poisson - equação (3.35) para o campo escalar ?"'+'l

. Gerar a matriz B (3.44);

e Determinar as vazões associadas a cada fonte e sorvedouro solucionando o sistema

de equações lineares (3.42)l

. Calcular u"+: através da equação (3.31).

5a passo: Atualizar a posição dos pontos da fronteira imersa usando a equação (3.28)
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3.6 F'orça exercida pela fr031teira

No modelo matemático bidimensional adorado para um alvéolo Figura 3.7, empregou-
se para os pontos dos segmentos ,4B, .4a e C'Z) uma força do tipo iestauradora - equação

(2.30). Utilizou-se k = 1061lw com o intuito de manter essas partes da fronteira rígidas.

A k

k l .i F
c k

B:'

l 'k..li,f'
--bE :

l.t.}.';..
D:'

S

e

to, t]x]o, i]

Figura 3.7: Modelo para um alvéolo pulmonar

No segmento BZ), com yZ = ZÍzfZa-, adorou-se o modelo usado por Romã 1421 pala a
densidade de força elástica, isto é

onde X representa a posição dos pontos da fronteira imersa e As a distância entre dois

pontos consecutivos da mesma

A expressão (3.46) provém da discretização da lei generalizada de Hooke - equação

(2.6)

.rw-1lF X({ + 1) + X({ - 1) - 2.X({) (3.46)

r(;, t) (3.47)

a qualfornece a tensão na fibra

A equação (3.47) indica qrle a tensão é proporcional ao valor da constante To. Substituindo-

se a expressão (3.47) na equação (2.8), conclui-se que a força exercida pela fronteira é
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modelada por

.f(', f) - ToÇl;(', t) (3.48)

Como se emprega PIP; para aproximar o operador ê$- (derivada segunda), então a
densidade de força elástica /(s, t) dada pela equação (3.48) é discretizada por

fr - T.Dtn:xT

Aplicando-se as aproximações para a primeira derivada regressiva

a primeira derivada progressiva equação (3.6) - chega-se a:

.p - To«! l:lr-i.;s:'l

.«' -:lnl:-.a-
.p : + XE.: - 2.xrl

eq-ção (3.9) e

(3.49)

onde Z, = k.l.;f 2 0.

A discretização dada para a densidade de força elástica pela equação (3.49) permite

modelar uma fibra flexível. Segundo Peskin 1241, uma membrana "infinitamente" flexível
é modelada através da articulação de pontos sucessivos da mesma. Já uma estrutura

"quase" rígida é modelada pela articulação dos pontos de sua fronteira com pontos fixos
no domínio espacial. Neste caso, a rigidez será conferida pelo emprego de grandes valores

pala a constante de proporcionalidade na equação (2.30).

O uso de uma função que modifica a "elasticidade" k.l-t = To ao longo do segmento

B/,) no decorrer do tempo, permite modelar a variação de parâmetros fisiológicos tais
como o surfactante, o qual altera a elasticidade da parede alveolar durante a inspiração.
O mesmo não acontece quando se atribui um valor constante à elasticidade associada aos

pontos do segmento BZ).

Dessa forma, atribui-se aos pontos do segmento -B-F

klãl

onde klil = k.l..t = To é o valor da elasticidade associada a cada ponto do segmento e

X(i) é a ordenada do ponto na configuração inicial da fronteira (f = Os). Pala se obter
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uma expansão simétrica dos segmentos BE e Z).E, o valor da elasticidade associada a cada

ponto do segmento -DE foi calculada por

klil

Além de se associei um valor distinto à elasticidade em cada ponto do segmento que
simula a membrana alveolar, fez-se também esse valor variam no decorrer do tempo. A
primeira função pensada para tal foi

k*lil = ckl:l'"At

com kljl representando o valor da elasticidade associada a cada ponto na configuração

inicial da fronteira e nAZ o passo temporal computado em n passos

Com a adoção dessa função para a variação temporal, associa-se aos pontos mais
extremos do segmento BD valores mais elevados para a elasticidade, o que induz uma
menor expansão destes pontos, e valores mais baixos para a elasticidade nos pontos mais

centrais do segmento, o que deixa esses pontos "mais soltos" e permite uma maior expansão
dos mesmos.

Os valores iniciais atribuídos à elasticidade dos pontos P do segmento -BZ) podem ser

alterados. Por exemplo, ao se adorar

ljl 2.x({) .. p c

hlil (l - x(j)) .. p c n-E

atribui-se valores iniciais mais elevados à elasticidade, o que implica em menor expansão
da fronteira elástica.
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CAPÍTUI,0 4

Modelagem da fronteira elástica

Para modelar a expansão da parede alveolar considerou-se:
8 a inserção de um número adequado de fontes e sorvedouros, o posicionamento destes no

domínio computacional e a pressão e a resistência associadas aos mesmos;

e a variação temporal dos valores atribuídos à elasticidade nos pontos da porção da fron

Leira imersa que avança com o fluido no decorrer do tempo. Esses valores são utilizados
no cálculo da força exercida pela fronteira sobre as partículas do fluido próximas a ela.

A vazão e. relacionada à m ésima fonte e ao m-ésimo sorvedouro introduzidos no
domínio de estudo da interação fluido-fronteira é necessária à resolução das equações que

regem o escoamento do fluido.

"I.ã + ".v")
V.« ,t) (t)tP,«(«)

l

= --VP + /za.u + F' (4.1)

(4.2)

A discretização dessas equações gera um sistema de equações lineares para o cálculo

da vazão Q presente na equação (4.2).

A força P' exercida pela fronteira imersa consta na equação (4.1) e a sua discretização
é dada por

/
's -E #'«.(*;,.

Na equação (4.3), a densidade de força elástica / é discretizada por

#' - IS' lxz..: + xt..:

(4.3)

(4.4)

61
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onde To = k.l.,t é uma constante elástica. Diferentemente de outros trabalhos, não se
considera neste To = k.l..t constante. Uma função é estruturada para atribuir diferentes

valores a ela no decorrer do tempo. Assim, a densidade de força elástica /z associada a

um ponto Xr da fronteira não varia tão somente com sua posição e a dos vizinhos Xr+t e

XI.i. A elasticidade associada a esse ponto também passa a detcrminat a força exercida
por ele.

4.1 Fontes e sorvedouros

A inserção de fontes e sorvedouros modela o fluxo de um fluido no domínio computaci-

onal. A velocidade das partículas do fluido injetado é controlada pelos valores atribuídos
à pressão P. e à resistência /?. associadas à m-ésima fonte e ao m-ésimo sorvedouro.

Implementou-se assim um código computacional em linguagem C que associa a cada
fonte um sorvedouro e que permite a inserção de um número de fontes e sorvedouros

k ? 2. Para k = 1 a função q(z,t) equação (4.2) - que modela a ação das fontes e dos

sorvedouros tem outra estrutura. A pressão P e a resistência B associadas a cada fonte e

sorvedouro foram mantidas constantes, isto é, Pi = P2 = ... = P. e Ri = R2 = ... = R..
Para a expansão do alvéolo pulmonar durante a inspiração, os valores fisiológicos da

pressão P« e da resistência R. não são conhecidos. Recorreu-se então a parâmetros
adorados em outros modelos para estabelecer valores iniciais às mesmas.

Empregou-se

IF. . lo3
l m -- xv cm.s2

R. -10s C7n'.S

nas A fontes e sorvedouros introduzidos no modelo. Para se chegar a esses valores, partiu-
se do trabalho desenvolvido por Peskin 1251, o qual empregou para a vazão saílgüínea no

lado esquerdo do coração o modelo de resistência linear dado por

C?(f) a.-n',{-,(t) (4.5)

sendo Q, e a. constantes e Pat,i«m ' Pa com Pa = pressão na fonte e Pe = pressão
no sorvedouro.
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A vazão dada pela expressão (4.5) pode ser reescrita como

Q(t) = Q. -- a.Pp,s(t) (4.6)

onde PP,s(t) é a pressão fornecida pela diferença entre a pressão na fonte e a pressão no
sorvedouro.

A equação (4.6) é vista como uma forma alternativa de se escrever o modelo de re.
sitência linear fornecido pela equação (2.21):

Pi -- P2 Z\P
Q R

Logo, comparando-se as equações

Q(t) =Q, a.Pp.s(t)

am -eLi.a. - Ã - -Ã,,
conclui-se que

(4.7)

(4.8)

P,

Remigio 1291 empregou

io-.SZeg
g

Q, . io-, --

ao analisei o comportamento do método da fronteira imersa em escoamentos

pressíveis bidimensionais com a introdução de uma fonte e de um sorvedouro

Substituindc-se esses valores nas expressões (4.7) e (4.8), chega-se a:

l .cm.3.s l

"'- Ê -:>io'' g - ã
R . io. g-

C7n' . S

S

incom
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,: - ..-'T.'.;Ú
p: = 103;l;;ll

Os valores da resistência R« e da pressão P. ajudam a compor o sistema de equações
lineares

ÁQ"+l- B"+l

para o cálculo da vazão Q associada às É fontes e sorvedouros introduzidos no modelo a

cada instante de tempo z\t. Nesse sistema

l:::::l:": l:::::l:*«, ,.-:,-P:>.
rh.i,tP2>

,*,w'>.
«,w,>.

Á-

«: , "*-->.

<,-, «*>.

«, , '*-:>.

<,,,«.>. 1::::: ::11>« * "*-: 1::: ::11\ «*

Pi <«*: , «:>.

<«*' , «,>:

'F*-: - <?"-'-:, ".-:>.
;* - <«*:, «.>.

Como os elementos da matriz .4 são dados pelo produto interno entre a função escalar
r. e a função Q., o seu determinante varia com:

e o número k de fontes e sorvedouros empregado no modelo. Cada par fonte/sorvedouro
acrescentado ao mesmo aumenta em um a ordem da matriz .4;

8 o centro das fontes e sorvedouros e o suporte À. adorado para as funções WEm e Ws. -
equação (2.20);

+ o maior valor k atribuído à elasticidade da fronteira. Esse valor é usado no cálculo do

passo temporal Z\f - equação (3.1)l
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e o valor empregado para a constante R.l

e o passo espacial /z = Z\# :: Ay.

Dessa forma, determinou-se inicialmente os coeficientes e o determinante da matriz
,4 para /z :: é, k.., :: 106dyn, zS.t = iÍÕÕÕs, p :: l g , h. := 1 , R. = 105;;;Íg-

h = 2, 3,5, 7 e 9. A resistência #. foi mantida constante para as A fontes e sorvedouros

inseridos no domínio computacional. As fontes foram todas centradas no ponto (0.2, 0.5),
introduzindo assim um fluxo contínuo no interior do tubo que simula o bronquíolo. Pa-

ra É = 2, os sorvedouros foram centrados em (0.85,0.3) e (0.85,0.7)l para k = 3 em
(0.85, 0.3),(0.9,0.5) e(0.85, 0.7); pala k = 5 em(0.75, 0.2),(0.85,0.3),(0.9, 0.5),(0.85,0.7)
e(0.75,0.8)l para k = 7 em(0.65,0.15),(0.75,0.2),(0.85,0.3),(0.9,0.5),(0.85,0.7),
l0.75,0.8) e (0.65,0.85); para k = 9 em (0.55,0.1), (0.65,0.15), (0.75,0.2), (0.85,0.3),

(0.9,0.5), (0.85,0.7), (0.75,0.8), (0.65,0.85) e (0.55,0.9). Adorou-se estas posições para

os sorvedouros pensando-se em simular uma expansão "menos alongada" da porção da
fronteira imersa que simula o alvéolo pulmonar. Escolheu-se um número k ímpar por este
permitir uma distribuição simétrica dos sorvedouros em relação à rota y = 0.5, eixo de
simetria da configuração inicial utilizada pala a fronteira imersa, incluindo um sorvedouro
exatamerlte sobre ela.

B a densidade p do fluido 'j, -- ?- D.Gri ri,D.Gri

Para os parâmetros escolhidos anteriormente, a matriz .A é estritamente diagonal
dominante, devido ao alto valor empregado pala a resistência R. presente em sua dia-

gonal principal, e simétrica positiva definida. Logo, a matriz Á é não singular, fato
que garante a existência e unicidade de solução do sistema linear

ÁQ"+l -.B"+t

Constatou-se também que a inserção de um número k crescente de fontes e sorvedouros

possibilita maior expansão da parte elástica da fronteira imersa, como ilustra a Figura
4.1. Nas simulações presentes nesta figura, empregou-se

hlíl = i.o

para todos os pontos do segmento Z?Z), ou seja, a elasticidade k.l.;t = To associada a
esses pontos foi mantida constante no decorrer do tempo, Pm = 103;=--Z e p :: 10-2--l--x " ' ''' c7n..s' l cm.s

O primeiro quadro mostra a geometria inicial utilizada e os cinco demais representam,

respectivamente as simulações para A - 2, Ê = 3, k = 5, h :: 7 e É; = 9.
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Figura 4.1: Comportamento da geometria inicial da fronteira imersa para Ã = 2, 3, 5, 7 e 9 após t H 0.17s
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A variação do parâmetro k permite menor ou maior expansão da fibra elástica. Porém,
os valores da pressão P. e da resistência R. na m-ésima fonte e no m-ésimo sorvedouro,

do suporte 1 -- 2A.,2À.l das funções WPm e Ws., da densidade p do fluido e da cons-
tante elástica k.l.,t = To, também influenciam nessa expansão, assim como os demais
parâmetros associados às matrizes Á e B no sistema linear ..'lQ"+i = .B"+i, o campo
inicial de velocidades u" e a viscosidade p do fluido.

Assim, efetuou-se uma série de simulações para testar a correlação entre a pressão P.,
a resistência R. e o suporte /z. na expansão da fronteira imersa para um k específico.

As tabelas presentes no Apêndice D trazem os resultados das simulações efetuadas

p'" '"'" ' «;-i,çã. d, p"";' I'« (;h) , d. «;i.tê-i, X« (;;lk) . d. :-p"t' A.
na expansão da porção elástica da fronteira imersa com a introdução de cinco fontes e
cinco sorvedouros rlo domínio computacional. Nesses testes se manteve o maior valor k da

elasticidade igual a 106-l;=-, /} = 1.;;;h', P :: 10'2;l==, t/í«al = 1.5s e a geometria relatada
no segundo capítulo. Pala a elasticidade dos pontos do segmento BZ,) empregou-se

klíl = i.o

valor mantido constante no decorrer do tempo. Dessa forma, não se analisa ainda a in

fluência da evolução temporal dos valores de k.l.,t = To na expansão da fronteira imersa.

Os testes foram rea]izados em uma ma]ha computacional 32x32 e as fontes e os sorvedou-

ros, associados um a um, foram centrados em(0.2,0.5) e(0.75, 0.2),(0.2, 0.5) e(0.85, 0.3),
(0.2,0.5) e(0.9, 0.5),(0.2,0.5) e(0.85,0.7),(0.2, 0.5) e(0.75,0.8).

A partir desses testes, pode-se estabelecer uma relação entre as constantes E. e P«

para h :: 5 e k.l..l = Ta = 1.0.

Uma expansão uniforme e controlada da fronteira foi obtida para Rm ' 10S g
e .F. = 103--a---, exatamente os valores calculados a partir do modelo de resistência

linear para a vazão fornecido pela lei de Hagen-Poiseuille - equação (A.l). Essa diferença

adimensional de cerca de 10s entre as constantes B. e P., com R. > IP., mantém
geralmente os resultados satisfatórios para todos os suportes testados quando se considera

S

10' $'?. $10'

A figura 4.2 ilustra a expansão homogênea da fronteira verificada quando essas condições

são respeitadas.
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Uma diferença adimensional superior a 10s entre a resistência e a pressão associadas

a, cada fonte e sorvedouro, com /?« > P«, "retém" a expansão da fronteira dependendo

dos valores atribuídos à pressão. Isto ocorre geralmente para

P. ? lO

As Figuras 4.3 e 4.4 evidenciam essa situação
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Pode-se obter uma grande variação de área já no primeiro quadro da simulação (í H
0.17s), o que é particularmente interessante à modelagem da expansão do alvéolo. As
Figuras 4.5 e 4.6 ilustram testes nos quais uma diferença adimensional inferior a 10s entre

os valores da resistência e da pressão associadas a cada fonte e sorvedouro, com B« > IP.,

produz essa variação. A assimetria verificada na simulação ilustrada pela Figura 4.6 se
deve aos valores atribuídos à desistência, à pressão e ao tamanho do suporte.
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A adequação dos valores da pressão, da resistência e do tamanho do suporte determina
uma matriz .4 estritamente diagonal dominante no sistema .4Q"+i - B"+l. E simulações

com expansões homogêneas da fronteira estão associadas a uma matriz ..4 estritamente

diagonal dominante no cálculo da vazão Q em todos os testes efetuados. Neles, uma
diferença adimensional de aproximadamente 10s entre a resistência /?« e a pressão P.,
com R. > P. e 10Z < P. < 104, garantiu a dominância diagonal da matriz ,4. Clamo

contra-exemplo, menciona-se o teste efetuado para /?«, = 103--a--- /). = 102=;;fj;z e

Â. = ii. A matriz ,4 neste caso não é diagonal dominante e a fronteira imersa é varrida
pala, fora do domínio computacional já no primeiro quadro da simulação.

O que se observa para k = 5 não necessariamente se repete para outros valores de
k ou quando o centro das fontes e sorvedouros é modificado. Contudo, todos os testes
efetuados com Ã; = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 14 ou 18 e A. = 16, 32 ou 64 apresentaram resultados

satisfatórios ao se empregar R« = 10s;;;s= e P. = 103;;;fb-. Vale ressaltar que alterações
nos valores dos parâmetros k, R., P. e A. implicam em se refazer os testes para observar

se a expansão da fronteira imersa ocorre como desejado. Para exemplificar, usando-.se

J?. = 104---a--, P. :: 102 g e A. = ii, verifica-se que a fronteira é varrida para fora do
domínio computacional já no primeiro quadro da simulação quando A = 9, diferentemente
do que acontece quando k = 5 Figura 4.5.

4.2 l+onteira elástica

Na simulação da expansão da superfície alveolar durante a inspiração, adorou-se uma

geometria inicial pouco complexa Figura 2.2 - que deve apresentei variação de área e,
consequentemente, de formato no decorrer do tempo. A variação de área é controlada com

base nas estimativas para a variação volumétrica do alvéolo na inspiração após t = 1.0s e

t = 1.5s fornecidas pelas expressões (2.1) e (2.2).

A elasticidade da fronteira imersa é modelada da seguinte forma:

lg-) emprego de uma função iestauradora - equação (2.30) - pala os pontos que simulam
o bronquíolo respiratório. A rigidez dessa parte da fronteira é obtida pelo uso de uma
constante de elasticidade elevada - k = 10õdm:

2a) emprego de uma força proveniente da generalização da lei de Hooke - equação (4.4)
pala os pontos que simulam o alvéolo. A elasticidade dessa parte da frorJteira é provida

crn



76 Modelagem da fronteira elástica

pela utilização de valores distintos pai'a a "constante" elástica k.i.;f = To em cada ponto
e a evolução temporal desses valores.

A variação temporal da elasticidade associada aos pontos que simulam a membrana
alveolar é obtida através de uma função k*lil que depende da elasticidade kljl associada a

cada ponto na configuração inicial (t = Os) adorada para a fronteira e do passo temporal
z\t. Por exemplo, a função

k*lil = ekliJ"At

associa a cada ponto uma elasticidade que varia com n = 1, 2, 3, 4, 5, ..., w, onde

« - '«:(#) - :«:(T)
Na geometria adorada pai'a a fronteira imersa, os extremos do segmento .BZ), cuja

expansão simula o alvéolo, têm coordenadas (0.4,0.4) e (0.4,0.6). A elasticidade X;]í]
associada aos pontos P do segmento é dada por

1 1 x(i) .. p c .az

ljl 1 - x(i) .. p c o.E

onde E é o ponto médio do segmento BD e X(i) é a ordenada do ponto P. Modela-se
desta maneira uma expansão simétrica dos segmentos BE e Z)E.

Se a função k*lÍI = eklil'a' for empregada para a variação temporal, então

1 < A*lil $ e('')(i.s)

Pala determinar a área da região interior à fronteira imersa após f = 1.0s e t = 1.5s

empregou-se a formulação integral pala o cálculo da arca de polígonos descrita e utilizada

por Remigio ]29].

A Tabela 4.1 lista as funções k*lil testadas para a variação temporal dos valores da
elasticidade Ã;lál, bem como a variação de área obtida após l e 1.5 segtmdo. A maior parte

das funções escolhidas atribui valores mais baixos à elasticidade nos instantes de tempo

iniciais, e valores mais elevados nos instantes de tempo finais. Essa escolha possibilita
geralmente uma maior expansão da parte flexível da fronteira imersa nos dois terços
iniciais (0 < t 5; l.Os) do tempo total de simulação (0 < t .$ 1.5s). Em todos os casos
analisados empregou-se R. :: 105--#---, Pm :: 103 g ,.A. :: 1 , p :: l g , p :: 10-2--Z--e
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h = 5, sendo k o número de fontes e sorvedouros introduzidos no domínio computacional.

As cinco fontes têm centro no ponto (0.2, 0.5) e os sorvedouros estão centrados nos pontos

(0.75, 0.2),(0.85,0.3),(0.9,0.5),(0.85,0.7) e(0.75, 0.8). Na primeira linha da Tabela 4.1

consta a variação de área obtida com To = 0 para todos os pontos do segmento -BD no

decorrer do tempo. Esse valor para a elasticidade fornece a variação de área máxima

para os parâmetros adorados, isto porque a fronteira imersa não exerce força alguma e os

pontos que a representam são então simplesmente carregados pelo fluxo.

Tabela 4.1: Funções para a variação temporal da elasticidade - R.

h. = á, P = 1;;fr, P - 10-2Z;;f;, k = 5, N = 32

=-, ip« = lo;;;;h,,

Para cinco fontes e cinco sorvedouros e as funções presentes na Tabela 4.1 não se obteve

a variação de área fornecida pelas expressões (2.1) e (2.2). Porém, a diferença entre as
variações após t = 1.0s e t = 1.5s - cerca de 30% nos melhores casos - é próxima àquela

fornecida pelas mesmas expressões - cerca de 33.5%. As funções destacadas na Tabela 4.1

são aquelas que proporcionaram uma variação de área mais próxima à estimada.

Quanto à função

k*líl = ekl:j"a:

Na kjiJ- nE kÍi] DE   AAREA(t = 1.0S) AAREA(t = 1.5S)
01 0.0 0.0 0.0 84.32% 125.58%
02 x(á) 1 - x(i) kliln6.t 78.9% 106.18%
03 x(i) 1 - x(i) eAliJ"At 68.33% 82.88%
04 x(í) 1 - x(i) kjile 'a ' 71.69% 85.6%
05 x(i) 1 - x(i) nAfeklí] 71.56% 81.97%
06 x({) 1 - x(i) sen l kjilna. t 78.99% 107.2%

07 x({) 1 - x({) k [ilna. t 81.89% 112.97%

08 x(i) 1 - x({) ÉlilnZ\Z 2 56.84% 79.14%

09 x({) 1 - x(i)
;en l AlflnAI

e 68.43% 83.65%
1() x(í) 1 - x(í) sen f ekliln a. t   72.02% 96.66%

11 x(i) l x(i) «« l klÍI«Z\Z l + .*l;l"a' 65.64% 76.85%

12 x(i) l x(í) eklilnat'l s en (AlflnAt 70.64% 88.77%

13 x(í) l x(i)
ekjijm a t

senjkjilna.t 80.51% 112.63%

14 x({) 1 - x(í) tg kjilnA. t   78.71% 103.8%
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primeira função estruturada para a evolução temporal da elasticidade, a variação de área

obtida após 1.5s fica bem aquém do valor desejado. Então, testou-se uma função da forma

k'':]i] = e"kliJ"af-P

Para a = 1 e # > 0, a função atribui valores menores à elasticidade, o que provoca

maior expansão da fronteira. Exemplificando, quando # = 1, a variação de área verificada

após Z = 1.0s e f = 1.5s é de, respectivamente, 76.62% e 103.41%, valores mais próximos
dos obtidos com as funções em destaque na Tabela 4.1.

Considerando-se a = 3.6 e P = 0, a função atribui à elasticidade no instante final t =

1 .5s valores mais condizentes com a tensão superficial existente na camada de surfactante

que reveste internamente os alvéolos pulmonares, determinando uma variação de área de

49.94%o após Z = 1.0s e de 38.65% após Z = 1.5s. Assim, o emprego dessa função gera
redução de área no intervalo de tempo 1.0 < t $ 1.5. Isto ocorre devido ao aumento
brusco do valor da elasticidade em relação ao intervalo de tempo inicial 0 < Z $ 1.0
Poder-se-ia então empregar essa função ou outra similar para modelar o recuo da parede
alveolar veriÊcado no movimento de expiração.

E importante salientar que, além dos valores atribuídos à elasticidade no decorrer do

tempo, a posição dos pontos X(s -- 1) e X(s + 1) aos quais o ponto X(s) está "amarrado"
- equação (3.46) - também é determinante no cálculo da força exercida por este último
ponto. A mesma equação deixa claro que se .Às for muito pequeno, o que ocorre quando

se emprega uma malha computacional mais fina, a força exercida pelos pontos da fronteira

imersa será maior. Assim, a mesma função pode se comportar de maneira completamente

distinta em malhas computacionais com passo espacial A diferente no que diz respeito à
variação de área.

Como o fluxo de ar está associado ao número de fontes e sorvedouros inseridos no

modelo, analisa-se agora o comportamento das mesmas funções mediante a introdução de
um número maior de fontes e sorvedouros.

4.2.1 Ajuste do número A de fontes e sorvedouros

A Tabela 4.2 relaciona a variação de área obtida com a introdução de sete fontes e

sete sorvedouros no domínio computacional. As fontes têm centro no ponto (0.2, 0.5) e os
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sorvedouros estão centrados em(0.65,0.15),(0.75, 0.2),(0.85,0.3),(0.9,0.5),(0.85,0.7),
(0.75,0.8) e (0.65,0.85).

Tabela 4.2: Funções para a variação temporal da elasticidade - R.
h.=:b,p=1 pêlo'2z;;f:i,A=7,N=32

io;i;Sl-, p« = io;z;;llp

A utilização de sete fontes e sete sorvedouros, assim como ocorreu para cinco fontes e

cinco sorvedouros, não produz a variação de área desejada nos dois intervalos de tempo

para nenhuma das funções testadas. As funções destacadas na Tabela 4.2 são aquelas que

melhor aproximam a variação de área àquela estimada nas expressões (2.1) e (2.2). Apesar
/ \2 / / xxeklilnAt

d; «-i.çã. i«;«'i.i-'. p"' * ' " '', «m « fu"''" (klãl«A'y . («« (klil«A'))
obtém-se uma variação de área próxima à desejada pala t - 1.5s.

Quanto à função da forma k*lil = e'tÍÍl"at-P, a = 1 e P = 1.5 induzem após t = 1.0s e

í = 1.5s variações na área de, respectivamente, 110.17% e 152.1%, valores mais próximos
dos esperados do que aqueles determinados pela função k*lil = eklij"'\{

A função k'''lil = 1 klilnA{ 2 l produz resultados bem aquém dos requeridos. Porém,
2

Na kji] nE kjij- nE k*ji] 'XAREA(t = 1.0s) a.ÁREA(t = 1.5s)
01 0.0 0.0 0.0 119.18% 176.65%
02 x(i) 1 - x(í) kjilna. t 109.85% 144.78%

()3 x({) 1- x(i) CkliJnAt 92.82% 103.43%

04 x({) 1 - x(i) C(3.6)kliJnAt 71.95% 55.25%
05 x({) 1 - x(i) klile "a ' 97.97% 108.52%
06 x(i) 1 - x(á) rz d.t ekÍi] 96.58% 102.11%
07 x(i) 1 - x({) sen l kÍiJn6. t 110% 146.16%

08 x(i) 1 - x({) k [ilna. t 114.91% 156.28%

09 x({) l x(í) ÉIÍlrzA{ 2 79.81% 101.06%

10 x(i) 1 - x(í)
.en l Arilnaf

e 93.01% 105.09%

11 x(i) l x(i) sen f eklilnA. t   99.32% 127.76%

12 x({) l x(i) ««l kÍil«Af l + .'l;l"a' 88.71% 93.61%

13 x(i) 1 - x(i) .Ati]«At)'' tktilnAt 96.71% 114.52%

14 x(i) 1 - x({)
eKjijmat

sen l kjijnA.t 112 .47% 155.65%
15 v(á) 1 - x(á) tg kjilna. t   109.53% 141.56%
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considerando-se uma função da forma

#*]íJ- (AÍ:]«A' ,l

verifica-se que ' = 1 determina uma variação de área de 107.12% e 153.99% após t = 1.0s
e f = 1.5s, respectivamente, valores consideravelmente mais próximos dos estimados do

que aqueles obtidos com a função k"líl = lklilnAf -- 2)

Na busca de variações realmente próximas dos valores estimados em (2.1) e (2.2), testa-

se agora as funções para a variação temporal da elasticidade mediante a inserção de nove

fontes e nove sorvedouros no domínio computacional. A Tabela 4.3 relaciona a variação

de área obtida com A = 9. As fontes têm centro no ponto (0.2,0.5) e os sorvedouros

estão centrados em(0.55,0.1),(0.65,0.15),(0.75,0.2),(0.85,0.3),(0.9,0.5),(0.85,0.7),
(0.75, 0.8);(0.65, 0.85) e(0.55,0.9).

2

Tabela 4.3: Funções para a variação temporal da elasticidade - n.
h. = é, p = 1;;$3n, p = 10-2;;fl, k = 9, N' = 32

lo;;;S=, P« = to;;;h,

O emprego de nove fontes e nove sorvedouros produz uma variação de área
muito próxima àquelas indicadas pelas expressões(2.1) e(2.2) quando a função

N'a kjiJ- BE kji] - DE   6.ÁREA (t = 1.0s) AAREA(t = 1.5S)
01 0.0 0.0 0.0 153.77% 225.9%
02 x(i) l x(í) ÉÍilnAZ 142.4% 174.56%
03 x(i) 1 - x(i) eA [flnA & 114.99% 130.32%

04 x({) l x(i) C(3.6)klilnAt 84.36% 60.18%
05 x(i) 1- x(i) t [íJe " A ' 123.68% 134.79%
06 x(i) l x(i) rzZ\Zekli] 121.29% 128.97%
07 x({) 1 - x(i)   t [ã] «ZLt 142.69% 176.51%

08 x(i) 1 - x(i) klÍ]«A:) 148.29% 185.52%

09 x({) 1 - x(i) #líJnAt -- 2 97.48% 121.5%

10 x(í) 1 - x({)
,en l klilnZSt

e 115.3% 131.8%
11 x(i) 1 - x({) sen f eklilna.t 125.41% 156.34%

12 x(i) l x(i) se«] É]í]«a.t + CktilnAt 107.97% 115.86%

13 x(á) 1 - x(i) ehlÍlnAt) ''" l.klilnAt 121.51% 141.24%

14 x(í) 1 - x(i)
.XLiln

s'«l kÍilnAÍ 145.29% 187.68%

15 x(i) 1 - x(i)   É jijnZLÍ 141.73% 169.98%



4.3 Valores fisiológicos para a densidade p e a viscosidade p do fluido

para a variação temporal da elasticidade

**]'] - ..« (.*':'«'')

é empregada. Os valores obtidos para a variação de área podem ainda ser
adequados pelo reposicionamento dos sorvedouros.

Em relação à função da forma

k'"líl = e'klÍl"At-P

cv = 1 e /3 = 0.5 determinam uma variação de área de 128.18% após t = 1.0s e de 152.42%o

após t = 1.5s. No que diz respeito à função

'*];] - (*]:]«».

'y = 1.4 provoca uma variação de área de 122.9%o após Z = 1.0s e de 167.19%o após

Z = 1.5s. Nos dois casos, as variações verificadas estão próximas dos valores estimados
pala a expansão do alvéolo.

Em todos os testes realizados até o momento, empregou-se um fluido de densidade

p :: l:l;:r e viscosidade # = 10'2 g , o que equivale a utilizar um número de Reynolds
de aproximadamente 4 com as funções que induzem uma variação de área próxima àquela
estimada para o alvéolo. Contudo, é sabido que esses valores são elevados quando o fluido

em questão é o ai escoando pelas ramificações finais da árvore respiratória durante o
movimento normal de inspiração (Apêndices A e B).

4.3 Valores fisiológicos para a densidade p e a visco
sidade p do fluido

A introdução de valores fisiológicos para a densidade e a viscosidade do fluido no pro-.

grama computacional produziu sempre resultados instáveis em uma malha computacional
32x32

Testou-se então em uma malha 128x 128 algumas funções A*lil para a evolução temporal
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da elasticidade. Empregou-se

P :: 1.21x10'3--g

u := 1.9x10'4 --g.

valores mais próximos da densidade e da viscosidade do ar que escoa no aparelho respi-

ratório do que aqueles empregados anteriormente (Apêndices A e B). Esses valores deter-
minam um número de Reynolds de cerca de 0.3 quando se usa uma função que provoca

uma variação de área condizente com a estimada nas expressões (2.1) e (2.2).

Um inconveniente do uso de malhas computacionais mais finas é o tempo de execução

do programa, o qual totaliza aproximadamente 13/z pala as funções testadas em uma
máquina Sam EnZerpráse gaba, contrariamente aos cerca de 5min necessários à execução

do programa em uma malha 32x32 na mesma máquina quando se utiliza p = 1.0 g e
P = 10'';;=

A utilização de valores fisiológicos para p e p exige a adequação de outros parâmetros
além do refinamento da malha, como a redução do suporte A., e altera significativamente
;' \f"r; . ,;. 'l. n-''-n

Empregando-se k:= 9, /?« :: 10S g , P. - 103 g eA. :: gi, afunção

h*]i] = eAl;l"At

determina uma variação excessiva de área 145.5% e 217.95% - nos instantes Z - l.Os e

Z = 1.5s, o quc não ocorre com valores não fisiológicos para a densidade e a viscosidade
em uma malha mais grossa.

Algumas das demais funções testadas induziram uma variação de área adequada ape-

nas para um dos dois instantes de tempo. Decidiu se testar então uma função definida
por sentenças distintas para cada um dos intervalos de tempo. Com a função

''':, - l liii::i:il:: :: . i:=:i: i:i
obtém-se após { = 1.0s e t = 1.5s uma variação de área. de 128.75%o e 181.58%, respecti
vamente. Adorando-se

k*ljl - (klil«.hí lo)
2
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para o segundo intervalo, verifica-se uma variação de área de 157.28%. Encontram-se
assim variações próximas às estimadas nas expressões (2.1) e (2.2).

Alterando-se o número k de fontes e sorvedouros, constata-se novamente que algumas

funções determinam variações de área adequadas apenas em um dos instantes cle tempo.

Com a reestruturação do algoritmo para modificar o número A de fontes e sorvedouros

ao longo do tempo de execução, poder-se-ia controlar a expa.nsão do segmento BI) nos

intervalos de tempo 0 < t $ 1.0 e 1.0 < t $ 1.5. A redução do número de fontes
e sorvedouios no segundo intervalo de tempo simulada uma condição fisiológica: uma
variação de arca menor em relação ao intervalo inicial devido a uma redução do fluxo de
gás e, por conseguinte, da pressão.

4.4 Um modelo para dois alvéolos

Sabe-se quc os alvéolos pulmonares estão agrupados em sacos. Assim, torna-se interes-

sante simulam a expansão de mais de um alvéolo simultaneamente. Pode-se então estender

o modelo pala um alvéolo ilustrado na Figura 3.7 para dois alvéolos.

0-

A k
l

k l .
; F

c k

+F....:
1.-G
D'

S

Q tlxlo,tl

Figura 4.7: À'lodelo para dois alvéolos pulmonares

Na Figura 4.7 r'(0.4, 0.55) e G(0.4,0.45) são os pontos médios dos segmentos BE e



84 Modelagem da fronteira elástica

D.E, respectivamente, e os valores atribuídos à elasticidade dos pontos do segmento BD

na conâguração inicial (t = Os) da fronteira imersa são calculados da seguinte maneira:

8 Ponto E: modelo de força restauradora com k.z.,í =
coima manter o ponto E imóvel no decorrer do tempo;

Objetiva-se dessa

e Segmento BF:

kljl

sendo X({) a ordenada do ponto na configuração inicial da fronteira;

(4.9)

e Segmento EF

klil i.i - x({) (4.10)

e Segmento EG

Éljl + x(i) (4.11)

+ Segmento DG
kljl - x(j) (4.12)

As expressões (4.9) a (4.12) permitem uma expansão simétrica dos segmentos D.F e

Z)E, desde que se use a mesma função para a variação temporal da elasticidade em ambos.

Cromo os alvéolos não são uniformemente ventilados, nem todos sofrem a mesma ex-

parlsão assim como nem todos participam simultaneamente do processo respiratório. Em
algumas doenças, como o enfisema e a fibrose, a complacência dos pulmões sofre alterações

significativas. Em outros casos, como a existência de tumores ou edemas, podem ocorrer

alterações locais na complacência. Adotand(»se funções distintas para a variação temporal

da elasticidade nos segmentos BE e Z)E, pode-se simular duas expansões diferenciadas,
imitando assim o que ocorre em pulmões sadios ou doentes.

O modelo pensado para simular um alvéolo pode ser generalizado para a simulação de
rz alvéolos. Na Figura 4.7, aplicando-se o modelo de força restauradora com

.dynk- IO
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aos pontos E, F' e G, tem-se a expansão de quatro segmentos. Dividindo-se o segmento BZ)

em n partes, não necessariamente iguais, e aplicando-se o modelo de força restauradora
aos (n -- 1) pontos quc dividem o segmento, pode-se simular a expansão de n segmentos.

Obviamente, torna-se necessário testar novos valores para os parâmetros que permitam
expansões com variação de área condizente às esperadas para cada um dos alvéolos.
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CAPÍTULO 5

Sim ula r:õüs''' 3' - -'

Compara-se neste capítulo as variações na área da região interna à fronteira imersa
bem como na geometria desta quando se emprega um valor constante para a elasticidade
ou se atribui a ela valores variáveis no tempo. As simulações correspondentes às variações

da elasticidade para valores não fisiológicos da densidade e da viscosidade do fluido bem

como para valores mais condizentes com os fisiológicos são apresentadas.

5.1 Simulação de um alvéolo

Testou-se o modelo pala expansão de um único segmento - Figura 3.7 com B. =

10s--a---, P. := 103 g , h. = à. e nove fontes e sorvedouros em uma malha computacional
32x32.

5.1.1 Densidade e viscosidade não fisiológicos

Empregando-se p = 1;;h- e p = 10'2===, algumas funções dentre as testadas produ-
ziram uma variação de área após t = 1.0s e t = 1.5s próxima às estimativas fornecidas

pelas expressões (2.1) e (2.2). Entre elas a função

"*]'] - ..« (.'':-«»')

que gera uma expansão poliédrica do segmento BZ,) - Figura 5. 1 - com formação de vórtices

87
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Com o reposicionamento dos sorvedouros pode-se ajustar a variação de área para
os valores desejados: Para o teste anterior, por exemplo, centrando-se os sorvedouros

nos pane's(0.45, 0.1),(0.6, 0.1),(0.75,0.15),(0.85, 0.3),(0.9, 0.5),(0.85, 0.7),(0.75,0.85),
(0.6,0.9) e (0.45,0.9), obtém-se variações de área da ordem de 125.19% e 156.13% para

f = 1.0s e { = 1.5s, respectivamente. Dessa forma, o pequeno deslocamento dos centros

de alguns dos nove sorvedouros determina uma pequena alteração na variação de área.

A açao cla função

Ê*lil *]:]«a')

na variação da elasticidade produz uma variação de área próxima a da obtida utilizando-se

Éljl = 1.0

constante pala todos os pontos do segmento .BD no decorrer do tempo . Sabe-se que,
quanto menor for essa constante, maior será a expansão verificada no instante final de
integração das equações que regem o comportamento do sistema fluido-fibra. Isto é com

provado nas Figuras 5.2 e 5.3, as quais representam testes para Alia = 1.0 e klil = 0.1,
respectivamente.



Simu.rações

!:KW 0'1HW Campo '--
&erileh

bafo 0:33Ha Copo -
flmlÜh.-vn i"'p' oóonqc«p'--

} }- - - - -- :Ç-
-- -}

L \ q-- --= --' »\-''
){-

\~ :

!'
l n o --4P-

Í:
t, -. '

l

\

/ l /.-+
\ \''

;J;;,:;(} :: ;

.:,: :: :'h \ :

0
0 0.8

0
0 0.2 0.8

0
0

0.8

0.6

%Po0.6m40 CâmW ---
'32.PmFS'.

tmPo0.8UU C8nW '--
&onl8ia

. ImP 1:ODES Caril .
Frarl.üra+-v-.

.'32.Pm6S'

:.:::::::::l =;\'s:

\ t l
l l l

1 1 / r ,
l l l l .

\ l t

//
r''r a .

0.2

0
0

02

02
0

0 0.6
0

0

Inpe l;lE€826 Garnpo .

'32.PonRS'.

bnpo t;3333n Ca:lIeD '--
'ZPmFy.

.knp9 t.5090«) Caniço.

'=:::..=::;;;; y.z,

\ l

"'''''' '' ':v \;
.::::: : : : ::Ã Í.

. ' . ' ' :\ ] \
--b

.-''''- - .. . . , . :.il /

l '#-.

02

0
0 0.6

5.2: #líl

0
0

0
0 02 0.4 0.6 0.8

PFigura 5.2: #]Í] = 1.0, .f?. = 10s;;;fç=, P.: = 103:;--a-,

10-2--a--, É = 9, JV = 32, Vai'iação de área: 125%

f = 1.5s, Fontes centradas em (0.2,0.5), Sorvedouros centrados

(0.85, 0.3)(0.9, 0 5)(0.85, 0.7)(0.75, 0.8)(0.65, 0.85)(0.55, 0.9)

à. :

ap(5s t :: l.Os, 154.98% após
em(0.55, 0.1)(0.65, 0.15)(0.75, 0 2)



5.1 Simula ção de um alvéolo 9]

Impo 0:t 6$m Campa ---
&orllh.; ; , ; ,

'32PmF# .

befnp 0:3m20 CTW .--
fra\!a:n .--- ".

ü«POÓmllc'"P'--
Franlüln

'32PmFe

0.6

./
/ / /

\ \ \
\ \ \

! }:

0.6

-F

' \ \ - - /'
-.}-1-4:

0.4

0.2

0
0

0.4

0.2

0

0
0

0

Impo 0;666840 Campa .
&ont8ka

3ZPmF9.

. i«.p. 08u& c«P '--
Frait3ia.---'--

. '32.PÃES .
kePripo t.00R5g Campo'--

&n:5lm. ..
.B2PmB'.

:;.;;=;;;;+4T:h!
! + . . . . . / . / / / //+/\.
/ /..-...n..+..-.+/ / .P ., - + Bb

] : : ! }::. :. --~~~- - - - /
! '\ \ \- \ - ' v'

'''""s.l } : : :..}:

l z;::.:::;;l:l:: : : =q'. ' - ;; ; --------+
r /

\ \ nn'\\

$EU?'l0.4

02 0.2

0
0 0.6 0.8

0
0

0
0 0.6

i".p. i:tmk cü«w--
l:roí\tapa.w+--r

32PmFS.
1"-PO 1333390 CmP '--

.'32.PORES'.

bePnpo t.6090n Cair.pa'--tron:8m.--
.BZPaFg.

i - l l : l !
l

i!,[Ll:!lJ't : : l l ; "'\./ ;
,}ll! ; : ! '\
+/.-p' / / p p + / 7

'\'+'+\.\.\.\ \ % % \ A dP
) ;;} I' t : : : ; i.xí

1 2;
+\''

0.6

Q4

Í 2:..:.:
! }.. ::

0.2 0.2

0
0 0.2 0.4

0
D 0.2 0.4

0
0 0.2 0.6 0.80.4

= i;5, p32Figura 5.3: ÊlÍI = 0.1, R. = 10;;;;ÍÇ=, F. = 10;;;;fP, /z. =

10-2--a--, k = 9, Ar = 32, Vai'cação de área: 148.86% após ! = 1.0s, 197.32% após

í = 1.5s, Fontes centradas en] (0.2,0.5), Sorvedouros centrados em (0.55,0.1)(0.65,0.15)(0.75,0.2)
(0.85, 0.3)(0.9, 0.5)(0.85, 0.7)(0.75, 0.8)(0.65, 0.85)(0.55, 0.9)



92 Situ.rações

O emprego de funções que elevam repentinamente os valores da elasticidade determina

redução na variação de área

A flinr;n

k*lil = c(;'')kliJ"At

induz aumento na variação de área até t H l.Os e redução no intervalo de tempo restante,

como ilustra a Figura 5.4. Assim, funções como essa podem ser utilizadas na simulação da

expansão alveolar durante a inspiração e do recuo da parede alveolar durante a expiração
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5.1.2 Densidade e viscosidade âsiológicos

Empregando-se p = 1.21x10'3 g e p :: 1.9x10'4= g , valores para a densidade ea
viscosidade do fluido mais próximos dos valores fisiológicos, a função

l klãlnAZ SI , .. 0 < nAt 5; 1.0

l ljlna.{ - 10) , '' 1.0 < nAf $ 1.5

foi a que determinou entre as funções testadas uma variação de área mais condizente com
a desejada - Figura 5.5. Nesses testes foi necessário reduzir o tamanho do suporte Ao e

refinar a malha computacional.

2

2k"ljl
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5.2 Simulação de dois alvéolos

Testou-se o modelo para expansão de dois segmentos - Figura 4.7 - com p :: l=1-a--,

p::10-2 g ,,f? ::10S g ,.f)m=103 g ,Ao= 1 enovefontesesorvedourosemuma
malha computacional 32x32.

5.2.1 Expansões simétricas

Na expansão simultânea de dois segmentos, verificou-se que a variação de área é muito

menor do que a desejada, principalmente quando se analisa a expansão de cada um dos

segmentos separadamente. As Figuras 5.6, 5.7 e 5.8 evidenciam essa expansão quando se

usa uma função para a variação temporal ou valores fixos para a elasticidade ao longo do
tempo.

Parâmetros utilizados na expansão de um único segmento já não produzem resulta-
dos satisfatórios quando aplicados ao modelo para duas expansões simultâneas. Isto é
exemplificado no teste ilustrado pela Figura 5.6. Os dados usados no referido teste não
produzem uma variação de área adequada, contrariamente ao que ocorre quando se em-
prega esse mesmo conjunto de dados pata simular a expansão de um único segmento

Figura 5.1.
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Uma maior expansão no modelo pala dois alvéolos pode ser verificada quando se mo-

difica alguns parâmetros. O aumento do tamanho do suporte A. das fontes e sorvedouros,

o emprego de funções que atribuem pequenos valores à elasticidade na evolução temporal,

o reposicionamento de fontes e sorvedouros e a introdução de um número maior de fontes

e sorvedouros (Ê > 9) podem aumentar a variação de área.

Com os testes ilustrados pelas Figuras 5.6, 5.7 e 5.8, fica evidente que é necessário
testar novos parâmetros que ajustem o modelo matemático para dois alvéolos ao modelo

real. Principalmente, é preciso repensar a forma como a força exercida pelo ponto E é
modelada.

5.2.2 Expansões assimétricas

As Figuras 5.9 e 5.10 evidenciam a simulação de duas expansões diferenciadas através

do emprego de dois valores para Âlil ou de duas funções para a variação temporal da
elasticidade associada aos pontos dos segmentos BÉ e lõ.E. Ao se comparar essas duas

figuras, observa-se que o uso de uma função para a variação temporal pode possibilitar:
expansões menos disformes do que aquelas verificadas quando se emprega um valor fixo
para a elasticidade.



5.2 Simulação de dois alvéolos
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Conclusão

Neste trabalho modelou-se a elasticidade de uma fibra no decorrer do tempo atráves do

método da fronteira imersa estruturado por Peskin. A expansão sofrida pelo alvéolo pul-

monar durante a inspiração foi empregada como base para as simulações e essa expansão

foi controlada pela variação de área estimada a partir da variação volumétrica do alvéolo.
Mostrou-se assim que a. expansão sofrida pela fronteira imersa devido às suas proprieda-

des elásticas pode ser modelada para se obter uma determinada variação de área. Para

tanto, alguns parâmetros precisam ser ajustados, dentre os quais se destacam a função
k*lil para a evolução temporal dos valores klil abribuídos à elasticidade, o número É; de
fontes e sorvedouros a ser introduzido no modelo assim como o posicionamento destes, os

valores da pressão P. e da resistência R« associados a cada fonte e sorvedouro, o suporte

h. das funções que definem a. função peso Wm(aÇ), a qual especifica a distribuição espacial
da m-ésima fonte e do m-ésimo sorvedouro, e o tamanho da malha utilizada no método

computacional.

A continuidade do trabalho requer o conhecimento de valores fisiológicos para a den-

sidade e a viscosidade do fluido como também para a pressão P. e a resistência R«
associadas às fontes e aos sorvedouros. Ao invés de se manter P. e /?. constantes, es-

tratégia aqui adorada, seus valores poderiam ser distintos, isto é, Pi # P2 :# ... # P. e

Rt # R2 7É ... # R., variando inclusive com o tempo. Ter-se-ia também que trabalhar
com dois fluidos de características distintas, já qxte no modelo real para o mecanismo res-

piratório existe ar dentro do alvéolo e sangue fora dele. Como o modelo exige o emprego
de malhas refinadas para valores fisiológicos da densidade p e viscosidade p, o uso de

uma malha adaptativa como a proposta por Romã j311 reduziria o tempo de execução e
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]04 Conclusão

consequentemente o custo computacional. A variação dos valores relacionados à elasti-

cidade poderia ser espacial além de temporal, ou seja, associar-se-ia a klil a posição no
instante de tempo imediatamente anterior, e não sempre a posição na configuração inicial

da fronteira. Além disso, poder-se-ia pensar em fronteiras abertas, como por exemplo
aquelas necessárias à simulação do fluxo sanguíneo atráves de uma válvula cardíaca, e na

construção de um modelo matemático e computacional tridimensional. A modificação do

domínio computacional Q = lO, ljXj0, ll permitiria a simulação de escoamentos em tubos
mais longos.

O domínio da expansão da fronteira imersa bem como de sua geometria no decorrer do

tempo poderia ser aplicado a um grande número de problemas, entre eles a simulação da
locomoção de microorganismos e da expansão do balão inflável acoplado à ponta do catéter

empregado na desobstrução de vasos sangüíneos (cateterismo). Ou ainda, a simulação da

emissão de falsos pés, ou pseudopodes, pelos glóbulos brancos. Esta estratégia permite
a essas células sanguíneas realizar a fagocitose, fenómeno que consiste em englobam para
depois destruir organismos invasores.



APÊNDICE A

Fluxo laminar e turbulento

O fluxo de ar ocorre somente quando existe uma diferença de pressão: o gás se move

de um região de pressão mais alta pala uma região de pressão mais baixa.

Basicamente, existem dois tipos de fluxo: o laminar e o turbulento.

O fluxo laminar é suave e ordenado. Nele, as partículas que constituem o fluido se
movem paralelamente às paredes de um tubo, como mostra a Figura A.l.

----->- ----->- ----->- -----> ----->-

------>- ------>. ------>- ----»- ------>- ------>-

-----a- ------>- l
.. J

------3- ------3- ------>- ------B- ------fr-

eixo

Figura A.l Comportamento das partículas do fluido no escoamento laminar

As partículas do fluido próximas às paredes do tubo têm velocidade nula. A velocidade

cresce à medida que a distância em relação à parede do tubo aumenta, atingindo valor
máximo no eixo do tubo.

Quando um fluido escoa por um tubo, ele sempre perde energia ao longo do mesmo. A

perda de energia se deve às forças de fricção e é caracterizada por uma queda de pressão.

Essa queda de pressão é uma medida da resistência do tubo à passagem do fluido.

No fluxo laminar, a queda de pressão não pode ser atribuída às forças de atrito entre

as partículas do fluido e as paredes do tubo, já que a velocidade das partículas próximas

às paredes é nula. A queda de pressão ao longo do tubo durante o escoamento se deve à
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Fluxo laminar e turbulento

viscosidade do fluido

A viscosidade de um fluido pode ser definida como a resistência interna do mesmo

ao escoamento e é causada pelo atrito entre as suas moléculas. Diferentes fluidos têm

diferentes viscosidades, que variam também com a temperatura. A viscosidade de líquidos
diminui com o aumento da temperaturas a viscosidade de gases aumenta com o aumento da

temperatura. A Tabela A.l traz valores para a viscosidade do ar sob certa.s temperaturas.

Tabela A.l: Viscosidade do ar - Sears [35]

OBS.:

lpoise = 11lvn.s

iay« - lo-;A'' - to-;q;' - l:s'
lpoise = la:j;!!: :::lr = 1::g

' S' C2'n'

Ip, (l micropoise) = 10'6poise = 10''--a--

O comportamento dos fluidos em escoamento laminar foi investigado pelo engenheiro
civil alemão Heinrich Gotthilf Hagen e pelo fisiologista francês Jean Leonard Made Poi-

seuille entre 1839 e 1841. O estudo de ambos forneceu uma equação que iene o escoamento

laminar de um fluido de viscosidade constante e independente da velocidade do mesmo,
conhecida como a lei de Hagen-Poiseuille:

8pZ,AP (A.l)

onde

z\P : variação da pressão entre dois pontos, medida em cmH2O
p : viscosidade do fluido

L : comprimento do tubo

raio do tubo

vazão volumétrica de fluido, medida em ZI/s

Temperatura ('C)    
0 171 1.71x10'4

20 181 1.81x10'4

40 190 1.9x10'4
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No fluxo laminar, se a geometria do tubo e a viscosidade do gás forem constantes, a

queda de pressão ao longo do tubo durante o escoamento será diretamente proporcional

à vazão volumétrica de gás, ou seja

zXP = /x'i V'

onde /{i é uma constante de proporcionalidade que inclui o comprimento e o raio do tubo

bcm como a viscosidade do gás.

Acima de uma certa vazão volumétrica y ocorre a transição do fluxo laminar pata o
fluxo turbulento. Esse ponto é conhecido como sendo a taxa crítica de fluxo do fluido.

Em escoamentos turbulentos, as partículas do fluido não se deslocam paralelamente

às paredes do tubo. Elas se movem desorganizadamente em relação à direção geral do
escoamento, como ilustra a Figura A.2.

Figura A.2: Comportamento das partículas do fluido no escoamento turbulenta

As partículas do fluido em escoamento turbulento se deslocam ao longo do tubo em
velocidades uniformes; as partículas próximas às paredes do tubo têm a mesma velocidade
daquelas localizadas no eixo do tubo.

Nos escoamentos turbulentos, a queda de pressão se deve também à densidade ou
massa específica do fluido e ao atrito entre as partículas do fluido e as paredes do tubo,

já que a velocidade das partículas próximas às paredes não é mais nula.

A densidade é definida como a razão entre a massa e o volume do fluido, isto é

e medida em g/cm3, variando com a temperatura e a pressão. A densidade do ar, a uma

temperatura de 0'C' e pressão de l atmosfera, é de 1.293x10'3;:;fx; já a uma temperatura

de 20'a e pressão de l atmosfera, é de 1.21x10'3;ár - Halliday j151.

P -- -=y
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Nesse tipo de escoamento, a queda de pressão de um gás é diretamente proporcional
ao quadrado da vazão volumétrica, ou seja

Z\P - Ã'2 Ü''

onde /T2 é uma constante de proporcionalidade que inclui o comprimento e o raio do tubo
bem como a derlsidade e a viscosidade do gás.

Nas vias aéreas do sistema respiratório, o escoamento turbulento ocorre juntamente

com o escoamento laminar. O fluxo turbulento é encontrado nas vias aéreas mais amplas,
como a traquéia, enquanto que o fluxo laminar ocorre nas vias aéreas de menor diâmetro,

como os bronquíolos terminais e respiratórios. A Figura A.3 mostra o tipo de fluxo
normalmente existente nas vias aéreas do sistema respiratório humano.

\

!

/

f:'' '''

f
,}'

j..

g

'qil\:x.
Í

Turt)ul ent fl ow

Transe ti ünõ l
Jl%,...---"' flow

Laminar
flow

\

Figura A.3: Fluxo nas vias aéreas - Hopkins [171

Os escoamentos laminar e turbulento podem ser combinados em uma única equação
para expressar a queda de pressão ao longo de uma determinada via aérea:

Ã'. ç'+Ãb t''



APÊNDICE B

Número de Revnolds

Para avaliar o escoamento de um fluido pode-se empregar um número adimensional,

o número de Reynolds (Nn), definido por

onde

o é a velocidade média do fluido

p é a densidade do fluido
p é a viscosidade do fluido e
r é o raio do tubo.

Quando

Ah < 2000

Ah > 3000

2000 $ Ah $ 3000

tem-se, respectivamente, escoamento laminar, escoamento turbulento e escoamento instável

Este último é o escoamento que pode passar de laminar para turbulento ou vice-versa.

A Tabela B.l traz o número de Reynolds para escoamentos em algumas das vias aéreas
do sistema respiratório
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Número de Reynolds

Tabela Número de Reynolcls em algumas vias aéreas humanas - Johnson j18]

VIA AEREA DIÂMETRO (mm) }'' (//s) - Nn
C..id.ãi À;il;i  0,333 400 3,33 - 4000
Faringe 12 0,333 - 800 3,33 - 8000
Traquéia 21 0,333 - 1250 3,33 - 12500

Brõncluios 17 0,333 - 910 3,33 - 9100

Bronquíolos 9 0,333 - 700 3,33 - 7000
Bronquíolos 6 0,333 570 3,33 - 5700
Bronquíolos 4 0,333 - 190 3,33 1900
Bronquíolos 2,5 0,333 74 3,33 740
Bronquíolos l 0,333 35 3,33 - 350
Bronquíolos 0,4 0,333 - 2 3,33 - 20



APÊNDICE C

Algoritmo de Thomas

O método de Thomas é um método de eliminação desenvolvido para a solução de siste-

mas de equações algébricas lineares que apreseíltam matrizes de coeficientes tridiagonais.

Este método simplifica significativamente os cálculos e não inclui o pivotamento, o qual

destruiria a estrutura diagonal - Feyo l81.

Assim, para uma matriz tridiagonal de dimensão n

bl ci 0 0
a.- b- c- 0

«- ? '' ?; ';

0

0

0

0 0
0 0
0 0

0

0

(IZn -- l

0

em um sistema

o algoritmo de Thomas se resume a

l Reduzir os termos da diagonal principal a um (1)

1.1 toi = bi
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1]2

1.2

Algorífmo de 7'Lamas

Para { = 2, 3, ..., n -- l

,« - ü=T'

Desta forma, obtém-se o sistema linear

l qi 0 .. 0 0
0 1 q2 '.. 0 0

0 0 ... .. 1 q. l
o o ... ... o l

quivalente a ,4z = d.

2. Efetuar substituição re

Ó1.3 'tOn, ]n

e

versa

al
Z2

gi

gn-l

g«

Zn -- l

#n,

2.1

2.2

=n - gn

Para i = n -- 1, n -- 2, ..., 1

zi " g{ -- qizi+i



APÊNDICE D

Avaliação da pressão Pm, da
resistência Rm e do suporte /}o para

Tabela D.l: Variação de R«.. para Pm ' 103, A. = ]% e k«a, = 10a

113

k.. h. P. R. deLA Observações
10s Ü 103 107 H 1.00x103s Fronteira praticamente imóvel
10o à 103 106 H 1.01x1030 Pequena expansão dafronteira
10õ Ü 10a 10s H 1.09x102s Expansão uniforme e controlada da fronteira
10s Ü 103 104 H 2.09x1020 Grande expansão no I' quadro - Expansão im

previsível
10õ À 10s 103 H 5.27x10iõ Fronteira ausente - Instabilidade

10o â 103 102 a 1.58x10is Fronteira ausente - Instabilidade
10o À 103 10 H 8.45x10i4 Fronteira ausente - Instabilidade
10o â 103 l u 7.88x10ia Frollteira ausente Instabilidade
106 Ü 103 0 H 7.82x10i4 Fronteira ausente Instabilidade



1]4 Avaliação da pressão P., da resistência R. e do suporte h. para k :: 5

Tabela D.2: Variação de /i. para P. 10;, Ã. â- e k«- 10õ

Tabela D.3: Variação de .fZ. para Pm 10;, À. gi e k«- 10a

k.. h. F. R.. dera Observações

1 "' â 10: 109 overflow Fronteira praticamente imóve]
10a à 103 10a overílow Fronteira praticamente imóvel
10o â 103 107 H 1.00x103s Fronteira praticamente imóvel
10e á 103 106 H 1.01x1030 Pequena expansão da fronteira
106 ê 103 10s H 1.15x102s Expansão uniforme e controlada da fronteira
106 ê 103 104 H 3.02x10zo Grande expansão no I' quadro Expansão im-

previsíve]
10o á 103 103 H 2.34x10i7 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ é 103 102 H 2.42x10iõ Fronteira ausente Instabilidade
106 à 10a 10 H 1.77x10ia Fronteira ausente - Instabilidade
10õ á 103 l H 1.71x10iõ Fronteira ausente Instabilidade
10s É 103 0 H 1.70x10i6 Fronteira ausente Instabilidade

k.. h. P. R. detA Observações
10a à 103 iÕã , erft.w Fronteira praticamente imóvel
106 à 103 107 H 1.00x103s Pequena expansão dafronteira
10a à 103 10õ H 1.04x1030 Pequena expansão dafronteira
10o à 103 10s H 1.44x102s Expansão uniforme e controlada da fronteira
10a à 103 104 H 1.22x102i Fronteira ausente - Instabilidade
10o à 103 103 H 1.23x10to Fronteira ausente - Instabilidade
10o & 103 102 B 4.98x10t8 Fronteira ausente - Instabilidade
106 à 103 10 H 4.5x10iõ Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à 103 l H 4.45x10t8 Fronteira ausente - Instabilidade

10a à 103 0 H 4.45x10i8 Fronteira ausente - Instabilidade
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Tabela D.4: Variação de ]?. para Pm 10:, A. ]b e k«ar 106

Tabela D.5: Variação de a. para P« 10:, h. á.k«., 10õ

k.,* h. P. R. deLA Observações
10o à 102 10a H 1.01x1030 Fronteira praticamente imóvel
106 â 102 10s H 1.09x102s Pequena expansão dafronteira
10õ à 102 104 H 2.09x10zo Expansão uniforme e controlada da fronteira
106 & 10z 103 H 5.27x10i6 Fronteira ausente Instabilidade
10s à 102 102 H 1.58x10is Fronteira ausente - Instabilidade

10õ À 102 10 H 8.45x10t4 Fronteira ausente - Instabilidade
10o & 102 l H 7.88x10i4 Fronteira ausente - Instabilidade
10a Ü 102 0 H 7.82x10i4 Fronteira ausente - Instabilidade

k.. h. P. R. detA Observações
10a à 102 107 H 1.00x103s Fronteira praticamente imóvel
10o é 102 106 H 1.01x10so Fronteira praticamente imóvel
10' á 10a 10s H 1.15x102s Pequena expansão da fronteira
10o à 102 104 H 3.02x10zo Expansão uniforme e controlada da fronteira
10õ á 102 103 H 2.34x10t7 Fronteira ausente - Instabilidade

10o à 102 102 H 2.42x10i6 Fronteira ausente - Instabilidade

10o à 102 10 H 1.77x10lõ Fronteira ausente Instabilidade
106 à 102 l H 1.71x10i6 Fronteira ausente - Instabilidade
10o à 102 0 H 1.70x1016 Fronteira ausente - Instabilidade



1]6 Avaliação da pressão P., da resistência R. e do suporte h. para k -- 5

Tabela D.6: Variação cle R. para P. 10', A. à e k«- 10õ

Tabela D.7: Variação de R. para P«. 10, h. ]t e k«- 106

1*«-         Observações
10õ ê iõi   H 1.04x1030 Fronteira praticamente imóve]
10' à 102   H 1.44x102s Pequena expansão da fronteira
10õ â 102 104 H 1.22x102i Grande expansão no I' quadro - Expansão uni-

forme e controlada da fronteira
10a à 102 103 H 1.23x10i9 Fronteira ausente - Instabilidade
106 ã 102 102 H 4.98x10i8 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ ã 102 10 H 4.5x1018 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à 102 l H 4.45x10ta Fronteira ausente - Instabilidade
10õ á 102 0 H 4.45x10i8 Fronteira ausente - Instabilidade

k.. h. P. R. deLA Observações
10o # 10 10s H 1.09x102s Fronteira praticamente imóvel
10õ Ü 10 104 H 2.09x1020 Pequena expansão dafronteira
10o Ü 10 103 H 5.27x10i6 Fronteira ausente Instabilidade
10s Ü 10 102 H 1.58x10is Fronteira ausente Instabilidade
10o à 10 10 H 8.45x10t4 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à 10 l H 7.88x10i4 Fronteira ausente - Instabilidade
106 Ü 10 0 a'7.82x10t4 Fronteira ausente Instabilidade



Tabela D.8: Variação de R. para Pm 10, À. à e k«- 10õ

Tabela D.9: Variação de ]?,,. para Pm 10, h. gi e k«ar 10õ

k.. h. P. R. detA Observações
106 á 10 10õ H 1.01x1030 Fronteira praticamente imóvel
106 à 10 10s H 1.15x102s Fronteira praticamente imóvel
10õ é 10 104 H 3.02x1020 Pequena expallsão da fronteira
106 à 10 103 H 2.34x10i7 Fronteira ausente - Instabilidade

10o â 10 102 H 2.42x10i6 Fronteira ausente - Instabilidade

10õ à 10 10 H 1.77x10i6 Fronteira ausente - Instabilidade

106 á 10 l H 1.71x10t6 Fronteira ausente - Instabilidade

10õ ã 10 () H 1.70x10iõ Fronteira ausente - Instabilidade

k.. h. P. R. deLA Observações
10õ & 10 10s H 1.44x102s Fronteira praticamente imóvel
10õ à 10 104 B 1.22x102i Pequena expansão da fronteira
10o à 10 10a H 1.23x10t9 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à 10 102 H 4.98x10i8 Fronteira ausente - Instabilidade
10a à 10 10 H 4.5x10ia l+onteira ausente - Instabilidade
10õ à 10 l H 4.45x10t8 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ ã 10 0 u 4.45x10i8 F\:inteira ausente - Instabilidade



Avaliação da pressão P., da resistência R. e do suporte h. para k

Tabela D.10: Variação de /t« para P« variando de 10 a 0, A. h e k«- 10o

Tabela D.ll: Variação de ]?. para P« variando de 10 a 0, A. à e k«ar 106

1*«-       detA Observações
l io' A 7 7x102 H 2.22x10tõ Fronteira ausente - Instabilidade

10a ê 5 5x102 H 1.10x10iõ Fronteira ausente - Instabilidade
106 â 2 5 H 8.13x10i4 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ â l 103 H 5.27x10i6 F'ronceira ausente - Instabilidade
10o ê l 102 H 1.58x10ts Fronteira ausente - Instabilidade
10o À l 10 H 8.45x10i4 Fronteira ausente Instabilidade
10o À l l H 7.88x10i4 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à l 0 H 7.82x10i4 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à 0 102 H 1.58x10is Fronteira ausente - Instabilidade
106 & 0 10 a 8.45x10i4 Fronteira ausente Instabilidade
106 à 0 0 H 7.82x10t4 Fronteira ausente Instabilidade

li;..       dela Observações
10a à 7 7x102 H 1.25x10t7 Fronteira ausente - Instabilidade

  i 5 5x102 H 7.75x10i6 Fronteira ausente - Instabilidade
106 é 2 5 H 1.74x10iõ Fronteira ausente - ll)stabilidade
106 á l 103 H 2.34x10i7 Fronteira ausente - Instabilidade

10õ à l 102 H 2.42x10iõ Fronteira ausente - Instabilidade
106 é l 10 H 1.77x10i6 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à l l H 1.71x10tõ Fronteira ausente - Instabilidade

10õ à l 0 H 1.70x10i6 Fronteira ausente - Instabilidade
106 & 0 102 H 2.42x10iõ Fronteira ausellte Instabilidade
10õ à 0 10 H 1.77x10i6 Fronteira ausente Instabilidade
10o à 0 0 H 1.70x10i6 Fronteira ausente - Instabilidade



Tabela D.12: Variação de R., para Pm variando de 10 a 0, A. iii e k«ar = 10a

k.. h. P. R. deLA Observações
10õ á 7 7x102 B 9.27x10i8 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à 5 5x102 H 7.61x10i8 Fronteira ausente - Instabilidade

10o ã 2 5 H 4.47x10ts Fronteira ausente - Instabilidade
106 & l 103 H 4.98x1018 Fronteira ausente - Instabilidade
10o ã l 102 H 4.5x10t8 Fronteira ausente - Instabilidade
106 à l 10 H 4.45x10ia Fronteira ausente Instabilidade
10o ã l l H 4.45x10i8 Fronteira ausente - Instabilidade
10õ à ] 0 H 4.98x10is Fronteira ausente - Instabilidade
10õ & 0 102 H 4.5x10t8 Fronteira ausente - Instabilidade

106 à 0 80 H 4.45x10t8 Fronteira ausente - Instabilidade
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