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RESUMO

Intimeros fenémenos em Biologia e Medicina sdao modelados por fibras elasticas
completamente imersas em um fluido, como por exemplo a locomocao de microorganismos
ou o fluxo sangiiineo através de uma valvula cardiaca. Expansoes ou contracoes da fibra
podem ser simuladas pelo método da fronteira imersa desenvolvido por Peskin. A expansao
da fibra é controlada pelo valor da constante eldstica e pela insergao de fontes e sorvedouros
no dominio de estudo da interacao fluido-fibra. Neste trabalho emprega-se o método da
fronteira imersa para modelar a expansao do alvéolo pulmonar durante a inspiragao. A
resisténcia e a complacéncia pulmonar, assim como a acio da substancia surfactante, sio
representadas por uma fungdo que varia temporalmente a elasticidade ao longo de uma

porcao da fibra e pela distribuicdo de um nimero adequado de fontes e sorvedouros no

dominio computacional.
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ABSTRACT

Many phenomena in Biology and Medicine are modeled by elastic fibers immersed
in a fluid, as locomotion of microorganisms or blood flow through a cardiac valve. Expan-
sions or contractions of the fiber can be simulated using the immersed boundary method
developed by Peskin. The expansion of the fiber is controlled by value of the elastic cons-
tant and sources and sinks inserted in the domain of study fluid-fiber interaction. In this
work we use the immersed boundary method to model the expansion of pulmonary alveoli
during inspiratory time. Resistance, compliance and surfactant substance are represented
by an elastic function acting on the boundary and an adequate number of sources and

sinks distributed in the computational domain.
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Introducao

O ciclo respiratério humano envolve processos mecanicos, como o gradiente de pressoes
existente ao longo da arvore respiratoria, e bioquimicos, como o equilibrio dcido-base do
sangue. Todo o aparato esta estruturado para levar o ar rico em oxigénio até os alvéolos

pulmonares, onde as trocas gasosas ocorrem.

No mecanismo respiratorio, o gradiente de pressoes possibilita que o fluxo de ar venga
a resisténcia das vias aéreas e que uma quantidade suficiente de ar fresco chegue até os
alvéolos, provocando a expansdo da parede dos mesmos. Essa expansao nao é uniforme,
sendo também determinada pela complacéncia pulmonar e pelo surfactante, o qual esta-
biliza os alvéolos. Um estudo global desse mecanismo implica no conhecimento de todos
0s processos mecanicos e bioquimicos envolvidos, muitos dos quais sdo complexos e nao

podem portanto ser abordados em um modelo matematico simplificado.

Neste trabalho, emprega-se o método da fronteira imersa para modelar a expansao
do alvéolo durante a inspiracao. A variagao de parametros fisioldgicos tais como a com-
placéncia e o surfactante é introduzida no modelo computacional através de fontes e
sorvedouros e de uma funcéo k(t) para a elasticidade na fronteira, ou seja, o evento respi-
ratorio € analisado de forma local. O modelo matematico adotado simplifica radicalmente
o aparelho respiratorio: um tubo cilindrico representa o bronquiolo enquanto que uma es-
fera acoplada a uma das extremidades do tubo simboliza o alvéolo. A seccao longitudinal
desse conjunto compoe um modelo bidimensional, caracterizado em um dominio retangu-
lar contendo um fluido - o ar - e uma fibra elastica fechada - a superficie do bronquiolo e
do alvéolo - nele imersa. O fluido nas regides interior e exterior a fibra é o mesmo, fato

este que constitui mais uma simplificacao do modelo real, uma vez que nele temos dois
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fluidos distintos: ar e sangue.

No modelo bidimensional, a expansdo da parede alveolar é medida pela variacio de
area que deve ocorrer para que se tenha a variagao de volume conhecida para o alvéolo
na inspiragao. A variagao de area é simulada pelo ajuste da flexibilidade da fibra que
representa a superficie do bronquiolo e do alvéolo e pela disposicao de fontes e sorvedouros

no dominio de estudo da interacao fluido-fibra.

A insercao de fontes e sorvedouros possibilita a injecio de fluido no dominio compu-
tacional. O fluxo desse fluido é controlado pela adequagio dos valores da pressao e da
resisténcia associadas as fontes e aos sorvedouros. Para a introducio destes, parte-se do
trabalho desenvolvido por Remigio [29], o qual analisou o comportamento do método da
fronteira imersa mediante a introducao de uma, fonte e de um sorvedouro no dominio com-
putacional §) = [0, 1]X[0, 1]. Neste dominio, inseriu uma fibra eléstica fechada cuja regizo
interior continha o centro da fonte e do sorvedouro.. A forga exercida pelos pontos que
representam a presenca da fibra foi modelada com a utilizacao de uma constante eldstica

de valor elevado. Desta forma, a fronteira imersa representada pela fibra manteve-se rigida

no decorrer do tempo.

No estudo da expansao da superficie alveolar, a rigidez é requerida apenas para a parte
da fronteira imersa que representa o bronquiolo respiratério. Para a porcio que simula a
parede alveolar espera-se uma certa mobilidade, a qual é obtida e controlada com a intro-
dugao de um nimero adequado de fontes e sorvedouros e o posicionamento destes, bem
como com o emprego de valores para a elasticidade variaveis no tempo. Com a variacao
temporal da elasticidade pode-se ajustar a flexibilidade da fibra para se obter expansdes
diferenciadas ao longo do tempo. Isto permite a alteracao de condigoes fisiolégicas, como
a complacéncia do alvéolo, e é possivel entao simular expansoes que representam alvéolos

sadios ou nao e, conseqiientemente, modelar certas doencas do aparelho respiratério.

O trabalho de modelagem da expansdo alveolar estd organizado em cinco capitulos.
No primeiro deles, descreve-se alguns conceitos fisicos e biolégicos relativos ao sistema
respiratério e a mecénica respiratéria, relevantes a caracterizacio do problema e, por

conseguinte, do modelo adotado.

Uma descrigaio do método da fronteira imersa é feita no segundo capitulo. Carac-

teristicas, aplicabilidade e limita¢ées do método, equagoes para o escoamento do fluido
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e a forca exercida pela fronteira, bem como as alteragdes provocadas pela introducao de

fontes e sorvedouros sao apresentadas.

No terceiro capitulo, as equagoes sao discretizadas e o método computacional é sinte-
tizado.

Valores para a pressao e a resisténcia nas fontes e sorvedouros sao testados no quarto
capitulo. Nele também se analisa a comportamento da vazao associada as fontes e aos
sorvedouros e a variagao temporal dos valores iniciais atribuidos a elasticidade. Diferentes
funcoes que alteram os valores da elasticidade no decorrer do tempo sao testadas com o

objetivo de identificar padroes representativos para a expansao do alvéolo.

As simulagoes correspondentes a algumas das funcoes testadas no quarto capitulo sao

apresentadas no quinto capitulo.

Finalmente, comenta-se possiveis aplicagdes dos resultados obtidos.
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CAPITULO 1

Aspectos mecanicos e fisiolégicos da

respiracao

O sistema respiratério tem por fungao manter os equilibrios térmico e dcido-base (pH)
do organismo, fornecendo oxigénio (O,) para o sangue e removendo do mesmo diéxido
de carbono (CO3) proveniente da respiragao celular. Ele é constituido pelas vias aéreas
- cavidades nasais e oral, faringe, laringe, traquéia, bronquios e bronquiolos - pulmdes,

caixa toraxica, diafragma e musculos intercostais.

A partir da traquéia iniciam as ramificacdes da drvore respiratéria. Os brénquios,
primeiras ramificagdes, ddo origem aos subbrénquios, que por sua vez se subdividem em
bronquiolos. Os bronquiolos continuam se subdidividindo em tubos de didmetro cada vez
menor até atingir o nivel alveolar. O modelo para a drvore respiratéria mais empregado é
o de Weibel - Johnson [18], o qual adota 23 niveis de ramificagao ou geracdes, que iniciam
na traquéia e terminam no alvéolo. Os 16 primeiros niveis de subdivisdo caracterizam-se
pela auséncia de alvéolos, constitutindo a zona de condugdo. A partir do 172 nivel, os
bronquiolos comegam a apresentar alvéolos em suas paredes, razio pela qual sdo denomi-
nados bronquiolos respiratérios. A zona respiratéria compreende os niveis 20 a 23, onde

se encontram os dutos e sacos alveolares - Figura 1.1.

Os alvéolos pulmonares sdo estruturas poliédricas - West [41] - onde ocorre a he-
matose, isto €, a troca de oxigénio e diéxido de carbono entre os pulmdes e o sangue.
Os pulmoes sao constituidos de 250 a 350 milhdes dessas estruturas, as quais tém um

diametro de 200 a 300um (1pym = 107®m) e perfazem uma superficie que varia de 50
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Figura 1.1: Alvéolos pulmonares - Hopkins [17], Enciclopédia Encarta [7]

a 100m?, dependendo do grau de inflagao dos pulmées. A Figura 1.2 mostra os cortes

tridimensional e bidimensional de alvéolos.

Figura 1. 2 Alvéolos em corte tridimensional e bidimensional - Hopkins [17]

Existe um rico complexo capilar circundando os alvéolos. A distancia que separa o
espaco alveolar do sangue presente nos capilares pulmonares é da ordem de 4x10~"m =
0,0004mm. Essa “barreira” extremamente fina permite uma troca gasosa rapida. Na
hematose, o oxigénio se difunde através da membrana alveolar, de um delgado espaco
intersticial e da parede do capilar, alcan¢ando os glébulos vermelhos que circulam prati-

camente enfileirados nos capilares pulmonares; o diéxido de carbono faz o percurso inverso
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para atingir o alvéolo. A Figura 1.3 ilustra o complexo capilar que circunda os alvéolos e

destaca a barreira através da qual o oxigénio e o gds carbonico se difundem na hematose.
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Figura 1.3: Complexo capilar que circunda os alvéolos - Corpo Humano [5]

O ciclo respiratério humano compreende dois movimentos sucessivos: a inspiracao e
a expiracao, e dura normalmente cerca de 4s para um individuo sadio e em repouso. Os
movimentos respiratérios sao efetuados devido a agdo muscular do diafragma - miisculo
responsavel por 75% da expansdo da cavidade torédxica e, portanto, fundamental no de-
senvolvimento da pressao requerida para mover ar para os pulmoes - e dos musculos
intercostais, todos controlados pelo centro respiratério localizado no bulbo, um dos com-

ponentes do sistema nervoso central.

’

E a pressao dentro do alvéolo que determina se o ar fluird das vias aéreas superiores
para os pulmoées ou vice-versa. Durante a inspiracdo espontanea, o diafragma se contrai
ao mesmo tempo que a caixa tordxica e os pulmodes se expandem. Com os pulmaes
expandidos, a pressao alveolar se torna negativa em relacao a pressao das vias aéreas,
considerada nula na boca, e o gas atinge os alvéolos. A inspiracao continua até que a
pressao alveolar fique positiva. O diafragma e os musculos intercostais entao relaxam e a

caixa toraxica e os pulmdes tendem a voltar para seu tamanho e posicao iniciais.
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No ciclo respiratério, os pulmées nunca ficam completamente vazios. O volume de gés
que permanece nos pulmaes ao final da exalagao, ou capacidade residual funcional (FRC),
é de aproximadamente 2,4/. Na inspiracdo, o volume de ar que entra nos pulmoes, ou
volume de ar corrente (Vr), é de cerca de 0,4¢. Contudo, esse volume inspirado nao
chega todo até os alvéolos; uma parte dele preenche o espaco das vias aéreas, chamado
espaco morto anatéomico (Vpanet). O gds que ventila os alvéolos mas nao é difundido
para os capilares pulmonares durante a hematose também produz um “espaco morto”,
chamado espago morto alveolar (Vpa,). A soma desses espacos mortos define o espacgo

morto fisiolégico (Vpphys). Portanto:

VDphys = VDanut + VDal'u

Em individuos normais

VDphys = VDanat

uma vez que Vpar, € muito pequeno.

A ventilagdo alveolar (V4) é a ventilagdo efetiva, isto é, a quantidade de géas fresco
que chega até os alvéolos. Matematicamente, pode-se expressa-la como sendo a diferenca

entre o volume de ar corrente e o espago morto anatomico. Assim:

Va = Vr — Vbanat

A Tabela 1.1 traz alguns volumes tipicos para homens normais e saudaveis.

VOLUMES TIiPICOS VALORES NORMAIS
Capacidade pulmonar total 6,0x10™°m? = 6,0¢

FRC 2,4x1073m3 = 2,4¢
VDanat 1,5x10~*m?3 = 0,15¢

V Dphys 1,8x107*m?® = 0,18¢

Vr durante repouso 4,0x10™*m3 = 0,4¢

Vr durante exercicios fisicos pesados | 2,0x1073m? = 2,0¢

V4 durante repouso 2,5x10~4m3 = 0,25¢

V 4 durante exercicios fisicos pesados | 1,8x1073m? = 1,8¢

Tabela 1.1: Volumes respiratérios para homens saudéveis - Johson [18]
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Durante a ventilacao espontanea, o volume de ar corrente nunca é distribuido uni-
formemente através dos pulmdes. Logo, os alvéolos nao sao ventilados todos da mesma
maneira. A difusdo dos gases também nao ocorre uniformemente nos pulmoes. Ela varia
segundo um gradiente de pressao hidrostdtico nas veias pulmonares e com a posicao do
corpo (devido as forcas gravitacionais), sendo sempre maior na base dos pulmées quando

o corpo esta na posicao vertical.

Para que a hematose ocorra € necessario que um determinado volume AV de ar seja
movimentado durante o ciclo respiratério. Isto depende de trés fatores: da resisténcia R
das vias aéreas, da complacéncia C dos pulmodes e de uma variagao de pressao AP nas

vias aéreas produzida pelo musculo diafragma.

1.1 Pressoes

O que existe realmente no sistema respiratorio humano é um gradiente de pressoes,
isto é, a distribuicao da pressao entre os varios ramos que compoem a arvore respiratoria.
No modelo matematico para a expansao do alvéolo pulmonar emprega-se um valor médio
para a pressao ao invés de um gradiente de pressoes. O mesmo ocorre na ventilagdo
mecanica ou assistida, ventilagao efetuada por um aparelho que auxilia o paciente a exe-
cutar os movimentos respiratorios, na qual a variacao de pressao é dada pela diferenca
entre a pressao exercida pelo ventilador e a pressdo alveolar desenvolvida pelo diafragma

e musculos intercostais.

Segundo Mead [20], a anélise mecanica do sistema respiratério humano deve compre-

ender a analise das trés partes constitutivas do mesmo:

® 0 gds nas vias e espagos aéreos;

e a estrutura pulmonar - incluindo, além dos pulmoes, os tecidos e vias aéreas;

e o torax contendo os pulmoes.

A pressao aplicada a essas partes é igual a diferenca de pressao nas fronteiras de cada

uma delas. A partir dessa afirmativa, a terceira lei de Newton pode ser expressa da se-

guinte forma:
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PARTE PRESSAO APLICADA | PRESSAO OPOSTA
Gés (@) Puo — Py Pg
Tecido (1) P, — Py Pri
Térax (W) P, — Py Pw

Tabela 1.2: Forgas aplicadas-desenvolvidas pelo sistema respiratério - Mead [20]

onde

P,, : pressao nas vias aéreas superiores (boca)
Py, : pressao alveolar

P, : pressao pleural

Pys : pressao na superficie do corpo

Durante o ciclo respiratorio assume-se que
Pao:Pbs: at (11)

onde P,; representa a pressao atmosférica.

A pressdo total (Pr) no sistema respiratério é dada pela soma das pressoes aplicadas

a cada uma de suas partes ou desenvolvidas por elas. Assim:

Pr = Pg + Pr; + Pw (1.2)

Substituindo-se em (1.2) as pressoes fornecidas pela Tabela 1.2:

PT:Pao_Palv+Palv_Ppl+Ppl—Pbs:Pao'—Pbs (13)

Associando as igualdades (1.1) e (1.3), tem-se que

Pr=20

O resultado anterior expressa o principio de D’Alembert, o qual afirma que a soma

algébrica das for¢as aplicadas em um corpo € zero.

A pressao pleural P,; permite que os pulmoes acompanhem a caixa toraxica durante os

movimentos respiratoérios, sendo gerada por uma delgada camada de liquido existente entre
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as membranas que revestem externamente os pulmoées (pleura visceral) e internamente a

caixa tordxica (pleura parietal). Esse liquido lubrifica as superficies dessas membranas
e produz um fenomeno de capilaridade entre elas, semelhante aquele que ocorre quando

dois pratos ficam aderidos um ao outro ao se colocar uma pequena quantidade de agua
entre eles.

Quanto a pressao alveolar P, o método mais direto para medi-la consiste na inserc¢ao
de uma canula dentro dos alvéolos. Embora o método tenha sido empregado em ratos,
caes e gatos, ele é inadequado para humanos. Otis [22] descreve um método para obter
a pressao alveolar humana e conclui que, em geral, é necessaria uma pressao alveolar de

1.8cm Hy0 para gerar um fluxo de ar de 500m?/s.

Considerando-se que o fluxo de gas gera uma variagao uniforme de volume AV em

cada uma das partes do sistema, tem-se que:

AV = AVg = AV = AViy (1.4)

A analise mecanica do sistema respiratério procura expressar a afinidade entre as
expressoes (1.4) e (1.2), ou seja, entre o movimento do sistema respiratério e as forcas
associadas a esses movimentos.

Uma vez definida a variagdo de pressao AP, o ar ainda precisa vencer duas barreiras
até chegar aos alvéolos: a resisténcia das vias aéreas e a complacéncia do sistema na sua

expansao.

1.2 Resisténcia das vias aéreas

A resisténcia das vias aéreas (R 4w ) € a oposicao que as mesmas oferecem ao escoamento
do gas, causada pelas forgas de friccdo. Ela é definida como sendo a razao entre a variagao

de pressao entre a boca e o alvéolo e a vazao volumétrica de fluido

AP
Raw = — (1.5)
|4
Pao - Pa v
Ry = 22—
174

e medida em 9";—7329.
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A resisténcia ao fluxo nas vias aéreas depende do tipo de escoamento, se laminar
ou turbulento (Apéndice A), das dimensdes da via aérea e da viscosidade do gas. Na

ventilacao espontanea, a resisténcia das vias aéreas em um adulto é estimada entre 2 e
3&87522. Ja na ventilacdo mecanica, a estimativa é de 6

cm

—el/{szg - Dupuis [6].
Para escoamentos laminares, a equagao de Hagen-Poiseuille - equacdo (A.1) - pode ser

rearranjada de modo a se obter uma expressao para o calculo da resisténcia.

ap=L
wr
AP _8ul
v ot
Empregando (1.5), tem-se que
po L

mrd

(1.6)

Entao, segundo a equagdo (1.6), quanto menor o raio do tubo por onde o fluido escoa

malor sera a resisténcia ao escoamento, isto se a viscosidade do fluido e o comprimento
do tubo forem mantidos constantes.

Porém, a resisténcia das vias aéreas ao fluxo de gds depende também do nimero

de caminhos paralelos (ramificagoes) existentes. Assim, vias aéreas de maior diametro,

como a traquéia e os bréonquios, oferecem maior resisténcia ao fluxo do que as vias aéreas
provenientes de muitas ramificagoes, como os bronquiolos respiratorios.

No modelo matematico, resisténcia e pressiao estdo associadas as fontes e aos sorve-

douros introduzidos no dominio computacional. A adequagao dos valores da pressio e da

resisténcia é fundamental a expansdo que se deseja para a parte da fronteira imersa que
simula a membrana alveolar.
1.3 Complacéncia

A elastancia ou substancia elastica (E) é definida como a capacidade que uma substancia

tem de resistir a deformacdo por pressdo. Matematicamente, a elastancia é expressa como
sendo a razao entre as variacoes de pressao e de volume

_ AP

E=—_
AV
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e medida em w.

A razdo inversa a elastancia caracteriza a complacéncia (C), a qual é definida como
sendo a variacao de volume de uma estrutura produzida por uma variacdo de pressao

através da estrutura. Assim:

AV

C=3xp

A complacéncia, medida em ﬁ, refere-se a distendibilidade de uma estrutura
elastica, como o pulmao por exemplo. Ela permife compreender que o volume de uma
estrutura elastica ndao aumenta se as pressoes dentro e em torno dela aumentarem igual-
mente ao mesmo tempo. Portanto, quando o pulmao aumenta em tamanho mais pressao

deve ser aplicada para se obter o mesmo aumento em volume.

A complacéncia total (Cr) engloba as complacéncias da caixa toraxica (Cew) e dos

pulmées (C) e pode ser determinada segundo a expressao

1 1 1

= + —
Cr Cew Cp

Nos pulmoes, a complacéncia total determina a variagao de volume para cada unidade

de variagao de pressao.

A complacéncia varia com a posi¢ao do corpo, a idade e varias patologias, como a fibro-
se e o enfisema. Na fibrose, os pulmées tornam-se “duros” e pressoes altas sdo necessarias
para manter volumes moderados; nesse caso, os pulmoes tém baixa complacéncia. No
enfisema, os pulmoes tornam-se “moles” devido ao rompimento das paredes de muitos
alvéolos; nesse caso, pequenas pressoes sao suficientes para manter grandes volumes e,
portanto, os pulmodes tém alta complacéncia.

Na respiracao espontanea, o valor normal para a complacéncia é de aproximadamente

0, lﬁ. Na respiracao assistida, esse valor é de 0,0Sﬁ - Dupuis [6].

A complacéncia pulmonar sera modelada através da adequacao dos valores da pressao e
da resisténcia associadas as fontes e aos sorvedouros, bem como pela atribuicao de valores
variaveis no tempo a elasticidade da fronteira imersa. Entao, dependendo dos valores
atribuidos a elasticidade, a pressdo e a resisténcia, pode-se simular expansées com menor
ou maior variagao de area, imitando o que ocorre com pulmoes sadios ou afetados por

alguma doenga.
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1.4 Swurfactante - Tensao superficial

Nos alvéolos existem dois tipos de células epiteliais: as células do tipo I e do tipo II. As
células do tipo I tém longas extensdes citoplasmdticas e compreendem o delgado epitélio

alveolar; as células do tipo II sdo mais compactas e produzem o surfactante.

O surfactante é uma substancia, tal como um detergente, adicionada a um liquido

para aumentar as propriedades difusivas deste pela reducao da tensao superficial.

A tensao superficial, medida em % ou ‘?’7" (LN = 10°dyn), é resultante de forgas inter-
moleculares e faz com que a superficie de um liquido se comporte como uma membrana
elastica esticada. No interior de um liquido, uma molécula sofre forcas de atracao das
moléculas ao seu redor, enquanto que na superficie uma molécula é atraida somente pelas
moléculas abaixo dela. Quando uma molécula da superficie é ligeiramente elevada, as
ligagoes moleculares entre ela e as moléculas vizinhas sdo alongadas e surge entao uma
forca restauradora que tende a colocar a molécula deslocada novamente na superficie. E
essa forca que, por exemplo, suporta uma agulha quando esta é colocada cuidadosamente

na superficie da dgua - Sears [35].

A tensao superficial da pelicula de surfactante presente nos alvéolos pulmonares varia

geralmente entre 25 e 30?’7" - Smith [36], isto quando o corpo estd em repouso.

Nos pulmoes, alvéolos e bronquiolos menores sdo revestidos internamente por uma
fina camada de surfactante, sem a qual alvéolos maiores tenderiam a aumentar e peque-
nos alvéolos colapsariam. A Figura 1.4 ilustra comparativamente alvéolos revestidos e ndao
revestidos internamente por uma camada de surfactante, destacando no canto superior di-
reito as células responsdveis pela producio dessa substancia. O surfactante reduz a tensao
superficial por todo pulméo, contribuindo para sua complacéncia total e estabilizando o

alvéolo.

O valor da tensao superficial influencia na pressao exercida por um gés contido em uma
estrutura esférica. A lei de Laplace diz que a pressio dentro de uma estrutura esférica
com tensdo superficial € inversamente proporcional ao raio da esfera. Assim, para uma

esfera com duas interfaces liquido-gds, como uma bolha de sabao, a pressao é dada por

_ 4yAr
o

P
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Figura 1.4: Contribuicao do surfactante a estabilidade do alvéolo - Hopkins [17]

onde
r : raio da esfera
v : tensdo superficial

Ar : espessura da parede da esfera

Ja para uma esfera com uma interface liquido-gas, como um alvéolo pulmonar, a

pressao é fornecida por
_ 29Ar
or

P (L.7)

Pela equacdo (1.7), pequenos alvéolos tém, a uma tensao superficial constante, pressoes
internas maiores do que grandes alvéolos. Entao, pequenos alvéolos deveriam se “esvaziar”
dentro de alvéolos maiores quando o volume pulmonar diminui e o pulmao seria visto como
um grande e expandido alvéolo acompanhado de inimeros pequenos alvéolos colapsados.
Porém isto nao ocorre porque o surfactante reduz diferencialmente a tensao superficial,

mais em pequenos volumes e menos em volumes maiores, estabilizando o alvéolo e evitando

seu colapsamento.
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No modelo, a presenca do surfactante também é definida pela variacio temporal da

elasticidade da fronteira imersa, uma vez que o mesmo altera a complacéncia pulmonar.



CAPITULO 2

Modelo matematico

O modelo matematico a ser empregado para o alvéolo pulmonar consiste na expansao

de uma bolha na extremidade de um capilar.

e N

Q

Figura 2.1: Modelo matematico para o alvéolo pulmonar

No modelo matemadtico bidimensional adotado para a expansao de wmn alvéolo - Figura
2.1, o bronquiolo respiratério e o alvéolo pulmonar sao representados por uma fibra fechada
completamente imersa em um fluido, nesse caso o ar. Essa fibra tem configuracao inicial
dada pelo retangulo ABC D, sendo que este representa a seccao transversal de um tubo

cilindrico que simboliza o bronquiolo respiratério, enquanto que a expansao do segmento

17
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BD representa a secgio transversal de uma esfera que simboliza o alvéolo pulmonar.
Além de reduzir o aparato respiratério a um tnico compartimento, o modelo mateméatico
apresenta outras simplificacoes, entre as quais o fato de considerar o alvéolo esférico e as
paredes do bronquiolo respiratério rigidas, assim como empregar um tnico valor para a
densidade e a viscosidade do fluido em todo o dominio de integracio das equacdes que

regem o escoamento.

Em um dominio computacional = [0, 1]X[0, 1], considerou-se por uma questao de
escala um tubo de 3mm de comprimento e 1mm de raio. Estas medidas sio um pou-
co elevadas em relagdo ao modelo real, porém permitem uma melhor vizualizagio das
simulagoes. Para os vértices do retangulo tomou-se A(0.1,0.6), B(0.4,0.6), C(0.1,0.4)
e D(0.4,0.4), o que deixa espago suficiente no dominio computacional para a expansio
do segmento BD. A geometria inicial adotada é especifica para o que se pretende simu-
lar. Translagoes ou rotacées da mesma nao sdo consideradas, uma vez que podem alterar

significativamente a estrutura do modelo e os resultados esperados.

O fluxo do fluido e o comportamento dos pontos que caracterizam a fibra imersa sio
definidos no método da fronteira imersa pela introducao de fontes F' e sorvedouros S no
dominio computacional - Figura 2.2, e pela variacao temporal da elasticidade associada

aos pontos do segmento BD.
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Figura. 2.2: Modelo matematico com fontes e sorvedouros
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Como o modelo adotado é bidimensional, far-se-4 o controle da distensao do segmento
BD pela variacdo de area que a configurac@o inicial da fronteira imersa sofre ao longo do
tempo. Assim, é necessario conhecer a variagao de volume do alvéolo pulmonar durante

a Inspiracao para poder estimar a variacao de area.

2.1 Variacao volumétrica do alvéolo na inspiracao

O movimento de inspira¢do em um individuo sadio dura cerca de 1.5s quando o corpo
esta em repouso. Com relagao a variacdo volumétrica do alvéolo durante esse movimento

sabe-se que - Mead [20]:

( M

Figura 2.3: Volumes associados ao modelo

Vr =V4+ Vs,
Va = Va, + Vae
V=07V = gVBr
Ve, = 0.3Vp
49
Va, =0.7V4 = 0.7(0.7Vr) = 0.49Vr = %VBT

Vae = 0.3V = 0.3(0.7V¢) = 0.21V;

onde
V4: volume do alvéolo
Vp,: volume do bronquiolo respiratério

Vr: volume total
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Va,: volume da abertura alveolar - “explosao” inicial - apés t = 1.0s

Vae: volume alveolar complementar - apds t = 1.5s (0.5s apds Vy, ter sido atingido)

No primeiro estdgio da inspiracao (VAO), o alvéolo se expande quase que imediata-
mente (pop up) quando a pressdo alveolar atinge um valor critico, o qual depende das
condigoes fisiologicas do alvéolo. No segundo estagio (VA =Vuy +V, g), durante a fase
final da inspiracdo, o alvéolo continua a ser preenchido de ar até atingir o volume maximo,

o que acontece quando a pressao alveolar se iguala a pressao nas vias aéreas.

No modelo sao conhecidos o comprimento h e o raio r do tubo que representa o
bronquiolo respiratério. Assim, o raio do alvéolo expandido nos dois estdgios da inspiracao

é expresso em funcao das medidas h e r como:

Considerando as medidas adotadas no modelo, isto é, h = 3mm e r = 1lmm, pode-se
determinar a variacao de area A A ocorrida nos dois estagios. Assim:

12 estagio

Ap, —100%
AAO —
AA = 124.69% (2.1)
2¢ estagio
Ap, —100%
AA — T
AA =~ 158.16% (2.2)

Como o alvéolo nao é esférico, os calculos anteriores constituem apenas uma estimativa
a ser empregada no método da fronteira imersa para controlar a variagao de area provocada

pela expansao do segmento BD.
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2.2 O método da fronteira imersa

O método da fronteira imersa soluciona as equacgoes de Navier-Stokes para um fluido
incompressivel de densidade e viscosidade constantes, com um termo forcante F' proveni-
ente da fronteira acrescentado a equacao de conservacao de momento. A fronteira imersa
exerce sobre as particulas do fluido vizinhas a ela uma for¢a de densidade grande e o
movimento dessas particulas induz o movimento dos pontos que representam a fronteira,
acoplando assim fluido e fronteira. A integracao das equacoes do fluido é executada em
uma malha computacional Euleriana que discretiza um dominio espacial periédico. Os
pontos da fronteira imersa sao “perseguidos” em seu movimento juntamente com o fluido
pelo emprego de uma representagdo Lagrangeana. A cada passo no tempo, o método
utiliza a configuracao da fronteira para computar as forcas na fronteira, que sao aplicadas
aos pontos do fluido préximos a mesma. Como o fluido é incompressivel, ele espalha ime-
diatamente os efeitos da forca exercida pela fronteira a todo dominio do fluxo através da
acao do campo de pressoes. O novo campo de velocidades do fluido é entao usado para

atualizar a posicao dos pontos da fronteira, completando assim o acoplamento.

O método da fronteira imersa tem sido empregado na modelagem de intiimeros proble-
mas complexos. Peskin [23] [24] [25] empregou-o no estudo do fluxo sangiiineo em torno
das vélvulas cardiacas, especificamente a valvula mitral, a qual controla a passagem do
sangue do atrio esquerdo para o ventriculo esquerdo; Arthurs [1] no fluxo sangiiineo em
uma arteriola e o respectivo transporte de massa; Fogelson [12] na agregacao de plaquetas
durante o processo de coagulagdo sangiiinea; Fauci [9] [10] [11] na locomogao de animais
aquaticos e na motilidade do espermatozéide; Rosar [33] no escoamento de um fluido in-
compressivel em tubos tridimensionais colapsaveis; Ming-Chih [21] na simula¢ao de um

fluido incompressivel escoando por um arranjo de cilindros circulares.

Apesar da aplicabilidade, o método da fronteira imersa tem limitagdes quanto a estabi-
lidade, relacionadas principalmente a “rigidez” e a complexidade da geometria da fronteira

imersa e ao emprego de nimeros de Reynolds (Apéndice B) fisioldgicos.

As limitagoes relativas a estabilidade podem ser contornadas com a utilizacio de um
esquema implicito na resolugdo das equagdes de Navier-Stokes. Peskin [39] mostrou que
esse esquema € incondicionalmente estavel, porém muito caro computacionalmente. O uso

de um esquema explicito, como o aqui empregado, exige a ado¢ao de um passo temporal
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At muito pequeno se a fronteira imersa for pouco elastica.

Neste trabalho, a geometria inicial utilizada para a fronteira imersa é relativamente
simples. Entretanto, a fronteira é modelada para assumir diferentes formas no decorrer
do tempo, o que se obtém através da alteragdo do grau de rigidez da mesma. Isto pode

gerar instabilidade para certas escolhas dos parametros presentes no método.

Na resolucao das equacoes de Navier-Stokes para niimeros de Reynolds fisiolégicos, a
instabilidade pode ser evitada através do emprego de malhas computacionais mais refina-
das, isto é, malhas com passo espacial h pequeno. Porém, o uso de tais malhas aumenta
consideravelmente o custo computacional. Isto pode ser amenizado pela utilizacao de ma-
lhas adaptativas, como a estruturada por Roma [31], as quais refinam apenas regioes de

interesse no dominio computacional.

2.2.1 Equacgoes

As equacoes de Navier-Stokes constituem um sistema acoplado de equacdes diferen-
ciais parciais nao-lineares que modelam o escoamento de fluidos compressiveis ou incom-
pressiveis, laminares ou turbulentos. Formuladas com base na mecanica cléssica e na ter-
modinamica, satisfazem os principios de conservacao de quantidade de momento, massa
e energia. No método da fronteira imersa, essas equagoes simulam o escoamento nao-
estacionario de um fluido viscoso, incompressivel e de densidade constante, no qual nao

sao considerados os efeitos da gravidade, e tém a forma

p(% + u.Vu) =—-Vp+puAu+ F (2.3)
V=0 (2.4)

onde

u = u(z,t): funcdo vetorial que representa o campo de velocidades do fluido, sendo x a
posicao espacial e t o tempo

p = p(z,t): funcdo escalar que representa o campo de pressoes

p: densidade de massa do fluido, constante no espaco e no tempo

p: coeficiente de viscosidade do fluido, constante no espacgo e no tempo

Vp: gradiente do campo de pressoes
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Vu: gradiente do campo de velocidades

Au=Viu= 82;)‘55’” + 62;5;,0: Laplaciano do campo de velocidades

V.u: divergente do campo de velocidades

%(m, t) 4+ u(z,t).Vu(z,t): derivada material, a qual fornece o valor da derivada da velo-
cidade u no instante t ao longo da trajetoria de uma particula que nesse instante ocupa
a posicao z € €

F': forga singular ou a forga exercida pela fronteira imersa. Esta forca é descontinua,

diferindo de zero somente nos pontos que representam a fronteira imersa.

A equagdo (2.3) representa a conservagao do momento enquanto que a equacdo (2.4)
é a equacao de continuidade. O divergente do campo de velocidades nulo significa que o
fluido que escoa é incompressivel. As equacoes (2.3) e (2.4) sdo adicionadas condicoes de
fronteira e condigoes iniciais para o campo de velocidades u(z,t). Adota-se aqui o dominio

2 =[0,1]X[0,1] e condigoes periddicas para a velocidade na fronteira. Dessa forma

u((O,y),t) =u((1,y),t> Vi>0
u((x,O),t) = u((:z:, 1),t> V>0

sendo u(z,0) = u,(z), com z € Q e u,(z) fornecido , a condigao inicial para a velocidade.

A funcao que descreve a posicao dos pontos que constituem a fronteira imersa é dada

por

X(31 t) = (Xl (Sa t)) XZ(Sa t))
com s € S = [a,b], onde S corresponde ao comprimento total da fibra imersa.

No método da fronteira imersa, as variaveis tém uma representacao mista, como ilustra
a Figura 2.4. As variaveis relacionadas ao fluido - velocidade u, pressao p, densidade de
forca F - sao descritas na forma Euleriana, pois no decorrer do tempo o comportamento
das mesmas ¢ analisado em cada ponto do dominio periédico 2 C R%. A posigao X dos
pontos da fibra é descrita na forma Lagrangeana, isto é, cada ponto material da fibra é

identificado por um parametro s que controla a posigao do mesmo ao longo do tempo.

Os dois componentes do esquema Euleriano-Lagrangeano sao articulados por uma
versao suave do delta de Dirac, o qual é usado para interpolar forcas e velocidades
entre particulas (pontos) do fluido e da fibra elastica imersa. O delta de Dirac permite

distribuir a forca exercida pela fibra as particulas do fluido e também calcular a velocidade
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X, : ponto da fibra imersa

Sk ES:[a,b]

Xx,y: ponto do fluido

Figura 2.4: Formulagdo Euleriana-Lagrangeana do método da fronteira imersa

de deslocamento das particulas da fibra a partir da velocidade das particulas do fluido

vizinhas a elas.

Nesse sistema, nenhuma massa é introduzida porque a fibra nao ocupa volume, isto
devido a suposi¢ao de que a mesma é suficientemente fina e de massa desprezivel. Assim,
o sistema fluido-fibra representado esquematicamente na figura acima pode ser conside-
rado simplesmente como sendo um fluido viscoso e incompressivel no qual age uma forca

proveniente dos pontos que representam a presenca da fronteira imersa.

Considere-se agora f(s,t) como sendo a densidade de forga eldstica exercida pela fibra.

A Figura 2.5 mostra quais sdo as forgas que atuam em um trecho arbitrario da fibra imersa.

Aplicando-se a segunda lei de Newton ao trecho arbitrario da fibra definido em s €
[s1, $2] obtém-se

d /82 m(s)aX(S’t)ds _ Tr(sp)|” +/s2 (_f(s,t))ds (2.5)

dt 51 83 51 s1

onde m(s) é a densidade de massa unidimensional, T' é a tensdo na fibra, 7 é o vetor

tangente unitario e (—f) é a forca de reagiao do fluido & acdo da fibra sobre ele.

A tensao na fibra é fornecida pela lei generalizada de Hooke

OX (s 1) ” (2.6)

T(s,t) =1, EP
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r )
[TT](s1,t)
X(s1,t)
f(s,t) X(s, t)
X(sz,t)
Fibra
[T7](s2,t)
Q

Figura 2.5: Forgas atuantes em um trecho arbitrario da fibra

onde 7T, é uma constante e o vetor tangente unitario 7 é dado por

_ 0X(s,t)/0s
(50 = X (s, 1) /5]

Como a fibra tem massa desprezivel

d [* 0X (s,t)

7 ; m(s) EP ds =0

e a equagao (2.5) pode ser entdo escrita da seguinte forma:

52

(2.7)

S1

/ ’ f(s,t)ds = T'7(s,1)

Aplicando-se o teorema fundamental do calculo a equacdo (2.7), tem-se que

f(s,t)ds =/ a;:—(s,t)ds

/182 [f - %] (s,lt)ds =0

Uma vez que s; e sy sao arbitrarios, pode-se concluir que a densidade de forga elastica

¢é dada por -
-
f(s,t) = EP (s,1) (2.8)
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Desenvolvendo-se a derivada do produto na equagao (2.8) chega-se a

or or
f(s,t) =27t 15,
or oxX | ..
f(s,t) ET-}-T“ Kn
onde K = ||5Z||/||%>|| é a curvatura da fibra e n = s/][g—:” € o vetor normal a fibra.

A densidade de forca eldstica representada pela equagao (2.8) estd expressa em funcio
do parametro Lagrangeano s. Contudo, a equacao do fluido (2.3) est4 escrita em coorde-
nadas Eulerianas. Torna-se entdo necessario passar de uma formulagao & outra. Para tal,

considere-se uma regiao arbitraria R do dominio 2, como mostra a Figura 2.6.

s N

Fronteira

Q2
L )

Figura 2.6: Forca eldstica em uma regido arbitraria R

A forca total na regido R é fornecida por:

/F(:c,t)d:z: :/ f(s,t)ds
R {s€S:X (s,t)ER}
/F(:v t) cla:—/f(s t) VVR(X(S t))ds

/ rtda:—/fst / ~ X(s,1))de)ds
/RF(:L*,t)d:z::/R /Sf(s,t)cS :c—X(s,t))ds)dx

1, rEeR . . )
se e 6 é o delta de Dirac bidimensional.

onde Wg(z) = {

0, caso contréario
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Como R é arbitraria, entao

F(z,t) = /S f(s,t)é(:c - X(s,t))ds (2.9)

A equagao (2.9) expressa, em coordenadas Eulerianas, a densidade de forca aplicada

ao fluido pela fronteira elastica imersa.

Devido a viscosidade, os pontos da fibra movimentam-se com a velocidade local do
fluido. Esta condicao, conhecida como condigao no-slip, pode ser matematicamente

expressa em termos do campo de velocidades do fluido. Assim:

%(S,t) :u(X(s,t),t) (2.10)

Novamente uma correlacao entre as formulagoes Euleriana e Lagrangeana faz-se ne-

cessaria. Empregando-se as propriedades do delta de Dirac, pode-se expressar o lado

direito da equacdo (2.10) em funcdo do campo de velocidades do fluido, ou seja
u(X(s,t),t) :/u(x,t)5<m—X(s,t)>d$ (2.11)
Q
Substituindo (2.11) em (2.10), obtém-se

aaf(s £) = /Qu(:v,t)é(n;—X(s,t))d:c (2.12)

A equacao (2.12) fornece a velocidade para os pontos da fibra a partir do campo de
velocidades do fluido, permitindo a atualizacao da posi¢do dos mesmos e completando

assim um passo no tempo.

Com isso pode-se sintetizar o método da fronteira imersa em um conjunto de cinco

equagoes:
aat;—l— Vp—'uAu—u Vu—l—pF (2.13)
Vau=0 (2.14)
onde

F(z,t) = Af(s,t)& (x - X(s,t)) ds (2.15)

Fls,2) = %Y;Z(s,t) (2.16)
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aa—)t((s,t) = /Qu(w,t)cS(:v - X(S,t))dm (2.17)

As incognitas sao o campo de velocidades u = (u, v) e a posi¢ao X da fibra. Asequagdes
(2.13) e (2.14) sdo as equacoes de Navier-Stokes para um fluido viscoso, incompressivel,
de densidade constante, afetado pela forca exercida por um fibra eldstica nele imersa. As
equagdes (2.15) e (2.17) descrevem a interagao existente entre o fluido e a fibra empregando
o delta de Dirac para passar da formulagido Lagrangeana para a Euleriana e vice-versa. A
equacgao (2.16) é a equacao da fronteira, a qual estabelece uma relagao entre a densidade

de forga eldstica e a tensdao que atua na fronteira imersa.

A entrada e a saida de fluido em uma regidao do dominio computacional é modelada no
método da fronteira imersa através da introdugao de fontes e sorvedouros. A cada fonte é
associado um sorvedouro, o qual remove o fluido fornecido pela fonte. A vazido uniforme
na fonte e no sorvedouro garante a conservacao de massa do fluido e a nao violacio da

condigao de incompressibilidade no dominio de integragao.

Peskin [25] introduziu uma fonte e um sorvedouro em seu modelo para simular o
fluxo do sangue no lado esquerdo do coracao durante a diastole ventricular e o inicio da
sistole. Arthurs [1] introduziu fontes e sorvedouros em um modelo para o fluxo de sangue
e transporte de massa em uma arteriola. Remigio [29] avaliou a introdugao de uma fonte

e de um sorvedouro em escoamentos incompressiveis bidimensionais.

Neste trabalho, fontes e sorvedouros sao introduzidos no dominio computacional com
o intuito de provocar a expansdo requerida para a fronteira imersa. Faz-se entao uma
analise detalhada do posicionamento e do niimero total de fontes e sorvedouros necessarios

a modelagem da expansao da parede alveolar.

2.2.2 Introducgao de fontes e sorvedouros

Ao se introduzir k fontes e £ sorvedouros no método da fronteira imersa, as equacoes

que regem o escoamento do fluido (2.3) e (2.4) passam a ser escritas da seguinte forma:

Ju :
p(—a—t— + u.Vu) =—-Vp+pAu+ F (2.18)

V.= g(z,t) (2.19)
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Na equacao (2.19), ¢(z,¢) é uma fungao escalar que modela a agdo das fontes e dos
sorvedouros. Adota-se para essa fun¢dao a mesma forma empregada por Peskin [25] na

simulacao do fluxo sangiiineo no lado esquerdo do coracao. Assim:

a(@,0) = 3 Q) ¥n(2)

onde @.,(t) é a vazao do escoamento associada a m-ésima fonte e ao m-ésimo sorvedouro
no instante t e ¥,,(z) é uma funcdo peso que especifica a distribui¢do espacial da m-ésima

fonte e do m-ésimo sorvedouro.

A funcédo peso U,,(z) é dada por
U, (z) = Wg, (z) — Ws,.(z) (2.20)

sendo Wpg,, e Ws, fungbes ndo negativas, com suportes compactos e integrais iguais a
um. Os suportes compactos Vp, da m-ésima fonte e Vp; do m-ésimo sorvedouro sao
quadrados de lado 4h,, centrados respectivamente em Pr, e Ps_, centros da m-ésima
fonte e do m-ésimo sorvedouro. Dessa forma, pode-se reescrever a expressao (2.20) para

a fungdo ¥,,(z) como:

I/VFm(‘T - PFm)) Vz € VPFm
\I’m(il)) = Wsm(:ll e Psm), Vz € Vpsm

0, caso contrario

Para as funcoes Wy, (z) e Ws,, () emprega-se
We,(z) = Ws,.(z) = dn,(2)

onde & (z) é uma aproximacado do delta de Dirac e h, é a medida empregada no lado do

quadrado suporte das funcées Wg,, (z) e Ws,, (z).

A Figura 2.7 ilustra a agdo da m-ésima fonte e do m-ésimo sorvedouro no escoamento

bem como identifica os suportes das fungoes Wg, (z) e Ws, ().

Para a vazdo @), (t) adota-se o modelo de resisténcia linear proveniente da lei de
Hagen-Poiseuille - equagdo (A.1):
Ap

P1 — P2
= = 2.21
@ R R ( )
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Pg_: centro da m-ésima

m

fonte

Ps,,: centro do m-ésimo
sorvedouro

4h,: lado do quadrado
suporte das funcées

Wr e Ws,.

Q = [0, 1]X[0, 1] J

Figura 2.7: Agao da m-ésima fonte e do m-ésimo sorvedouro

8ulL
wrd "

com Ap=p; —ps e R=

Assim:

P, — Pn(t)

T (2.22)

Qu(t) =
onde P, e R,, sio constantes relacionadas ao problema que se pretende modelar.

Em relagao a pressio P, (t) presente na equacao (2.22), sabe-se que esta é dada pela

diferenca entre a pressao média na m-ésima fonte e no m-ésimo sorvedouro. Portanto:

P(t) = Pr, (t) — Ps, (t) (2.23)

Como Wg e Ws sao fungoes peso, entdo as pressdes na m-ésima fonte e no m-ésimo

sorvedouro sao naturalmente definidas como:
Pg, (t) = / p(z,t)Wg, (z)dz (2.24)
Q

Ps,. (1) :/Qp(x,t)ng(:z:)dz (2.25)

com p(x,t) representando a pressao no fluido.

Logo, com o emprego de (2.24) e (2.25), a expressao (2.23) pode ser reescrita da
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seguinte forma:

Pm(t) = PFm (:E) = Psm(.’l,‘)
Pn(t) = /Qp(a:,t)I/VFm(:c)d:v - Ap(w,t)Png(m)dx

Balt)= / p(z,t) [I/me(:a) — Ws,, (a:)} dz (2.26)
Q
Substituindo a expressao (2.20) em (2.26) chega-se a:

Pm(t):/Qp(:c,t)\I’m(:v)d:c (2.27)

Da expressao (2.22) tem-se que:

Pu(t) = Py = BuQnlt) (2.28)
Comparando-se as expressoes (2.27) e (2.28) conclui-se que:

Pa(t) = /Q p(2, 1)U (2)dz = Pp — RuQml(t) (2.29)

Dessa maneira, conhecidas a pressao p no fluido, as constantes P,, e R,, e a funcao ¥,,
associadas a cada fonte e sorvedouro, pode-se calcular a vazao @), e, conseqiientemente,

a funcdo ¢(z,t) que modela a a¢ao das fontes e dos sorvedouros.

Resta ainda discutir o primeiro passo na aplicagao do método da fronteira imersa, o
qual consiste no célculo da forca exercida pelos pontos que representam a fronteira elastica

- equagao (2.16).

2.2.3 Forga elastica

A fronteira pode ser vista como um conjunto de molas conectadas, que se expande
com a velocidade das particulas do fluido na qual se encontra imersa dependendo dos

valores empregados para a elasticidade.
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Para conferir rigidez a fronteira, utiliza-se classicamente um tipo de forca restauradora

para a densidade de forga elastica f dada por

F(s,1) = —k (X(s,t) - Xo(s)) (2.30)

Na expressio (2.30), X(s,t) é a posicao da fronteira em cada instante de tempo, X, (s)
é a posicao de equilibrio que se deseja que a fronteira mantenha e k é uma constante
de proporcionalidade. Esse tipo de forga obedece a lei de Hooke, segundo a qual o
termo “forca” deve ser interpretado de uma maneira ampla, como torque, pressio ou
qualquer fator que provoque distor¢ao. Se a forca se limita a “puxdes” ou empurroes”,
onde a deformacdo é simplesmente o deslocamento do ponto de aplicacao da forca, esta e

o deslocamento sao relacionados por
F =kz

onde k é uma constante de proporcionalidade chamada constante de forca e z é o desloca-
mento a partir da posicao de equilibrio - Sears [35]. Na equacao anterior, F' representa a
forca que deve ser exercida sobre o corpo eldstico para causar o deslocamento z. A forca

com a qual o corpo eldstico puxa um objeto a ele preso é chamada forca restauradora.

Esta forga equivale a

Frest = —kz

Assim, o emprego de uma forga como a descrita pela equagao (2.30) faz com que um ponto

que se encontre fora da posi¢ao de equilibrio retorne para a posicao anterior.
Ao utilizar a expressdo (2.30) com k = 106?7”, Remigio [29] modelou a rigidez da
fronteira imersa, ou seja, os pontos que representam a presenca da fronteira mantiveram
) Ja, 05 p P p
sua posicao inicial no decorrer do tempo, nao sendo afetados pela velocidade das particulas

do fluido, ou seja, nao sendo arrastados pelo fluxo.

Para o problema que se pretende simular, a rigidez é desejada apenas para uma parte

da fronteira - segmentos AB, AC e CD , justamente aquela que representa o bronquiolo
respiratorio. Em relacdo a porcdo da fronteira que representa a superficie alveolar -

segmento B D, espera-se uma certa mobilidade dos pontos que a representam.

Na modelagem da expansdo alveolar emprega-se uma forga do tipo restauradora para

conferir rigidez a porcdao da fronteira imersa que representa o bronquiolo respiratério, e
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diferentes fungoes para alterar a elasticidade dos pontos do segmento BD ao longo do

tempo, o que possibilita simular a expansdo de um alvéolo ou de um saco alveolar.
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CAPITULO 3

Discretizacao das equacoes do

modelo

As equagoes apresentadas no segundo capitulo precisam ser discretizadas para compor
o método computacional a ser empregado na simulacao da expansao da fibra elastica. A
solugdo das equacdes (2.13) a (2.17) é aproximada pelo emprego de diferengas finitas em
uma malha computacional Euleriana-Lagrangeana de tamanho VxN.

No dominio periédico = [0,1]X][0, 1] considera-se uma malha uniforme de passo
espacial h = Az = Ay = 1%, esquematizada na Figura 3.1. Cada ponto z;; da malha
Euleriana é dado por

zij = (¢, yj) = (i.h, j.h)
comt,j=0,1,...., N —1.

A configuragao inicial da fronteira, de comprimento total S = [a, b], é discretizada em

um conjunto de Np pontos. Contudo, a fronteira possui apenas Ng — 1 pontos, uma vez

que suas extremidades coincidem pelo fato dela ser fechada. Entao
X(80,t) = X(sng,t), VE>0

sendo s € S o parametro Lagrangeano que permite verificar a posicao X; dos pontos da

fronteira no decorrer do tempo dado por
si=a+[.As

onde As é a distancia entre os pontos da fronteira imersa, [ = 0,1,..., Ng — 1, s, = a e

SNg = b.

35
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Figura 3.1: Malha computacional paran =5eh = 0.2

A distancia As é dada por

b—a
As = ——
Np —1
e no método da fronteira imersa toma-se um numero de pontos Np para a fronteira tal
que
h
As < —
— 2

Dessa maneira, empregou-se nas silumacoes efetuadas As = g = ﬁ, sendo que este As

representa a distancia entre dois pontos consecutivos na configuragio inicial da fronteira

(retangulo ABC' D). Como a posigao dos pontos do segmento BD varia no decorrer do

tempo, a medida As nao corresponde a distancia entre os pontos dessa parte da fronteira,
a cada instante de tempo. Poder-se-ia entdo prever o comprimento S = [a, b] da fronteira
imersa no instante final ¢ = 1.5s, o que permitiria inserir um numero de pontos suficiente

para garantir a condicao As < ’21 ao longo de toda fronteira a cada passo no tempo.



37

A velocidade e a pressao, periddicas na fronteira do dominio, ou seja, nos pontos

(:BO)yj) € (:BN)yj)
(wiayo> € (1%’,1/N>

t, = n.At

sao calculadas nos tempos

onde At é o passo no tempo e t,, é o tempo computado em n passos.

O passo temporal At é dado por

At = mzn{%z, \/3?::(1”}

h2
At_?

onde

, 2
garante estabilidade uma vez que At < (Ar) = h? é a condigao CFL! para o esquema

8.Az 8.h
At <. =¥ 1
o \/3-I<elast \/3-I<elast (3 )

é a condigao de estabilidade determinada por Ming-Chih [21] para o esquema explicito do

explicito e

método da fronteira imersa em uma dimensao. Neste trabalho essa condicao também foi
adotada para duas dimensoes e K¢ju5s = maz{ky, ks, ..., k, }, uma vez que sdo atribuidos n
valores distintos para a elasticidade na modelagem da rigidez e da flexibilidade da fronteira

imersa.

No método da fronteira imersa, a configuracao inicial da fronteira é empregada para
calcular o campo de pressoes. Este permite o cédlculo do campo de velocidades, o qual
por sua vez possibilita a atualizacao dos pontos da fronteira imersa. Assim, o método
computacional deve calcular o campo de pressdes, o campo de velocidades e a posicao
da fronteira imersa. Estas variaveis, bem como outras grandezes envolvidas nas equagoes
(2.13) a (2.17) s@o aproximadas computacionalmente empregando-se as notacoes presentes

na Tabela 3.1.

!Courant, Friedrichs e Lewy
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Variaveis/Grandezas Notagao Variacao

Velocidade u; u(:c,-,yj,tn> ,7=0,1,...., N —1

Pressao pf; p(:c,-,yj,tn) ,7=0,1,...., N —1

Forga exercida pela fibra F; F(rc,-, yj,tn) ,7=0,1,...,N—1

Posi¢ao de um ponto da fibra X; X(sl,tn> l=0,1,...Ng—1en=0,1,...
Densidade de forga eldstica f* f(sl,tn> l=0,1,...,Ng—1en=0,1,...

Tabela 3.1: Notagao empregada
Os operadores de diferencas finitas sao discretizados da forma classica:

Primeira derivada centrada

_ Gir1; — bicry;

Didij=—"5—" (3:2)
Dygy; = Pit1 = Piit 5 Pii-1 (3.3)
Primeira derivada progressiva
Df ¢i; = @ (3.4)
Dt g, ¢z’,j+1h— Pij (3.5)
pry, = Y=Y (3.6)
Primeira derivada regressiva
D; iy = Do =P _h"s"“’j (3.7)
Dy ¢i; = Pi — Pijm1 _h¢"’f‘1 (3.8)
D, = % (3.9)
Segunda derivada
D} D; 45 = D L= Bioti] _ vt + dicas — 2hg (3.10)
Dy Dy b = D} [P ut] _ St dmt =2y an
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Gradiente
(68), = (D2.05):; (3.12)
Divergente
Dz = Dougs; + DZU,',]' (3.13)
Laplaciano
Apdi; = (DiD; + .05 D;)ﬁﬁi,j (3.14)

As aproximagoes dadas por (3.4) a (3.9) sdo de primeira ordem, enquanto que aquelas
fornecidas por (3.2) e (3.3) sdo de segunda ordem. As aproximagoes para os operadores

diferenciais gradiente (3.12), divergente (3.13) e Laplaciano (3.14) sao de segunda ordem.
Aplica.ndo—se o operador divergente (3.13) ao operador gradiente (3.12) e utilizando as
discretizagoes dadas por (3.2) e (3.3), obtém-se:
D.Gg:; = D.(D2, D5 ) i
D.Géi; = D2(D2di;) + D5 (Dsdis)

D.Gi; = D;<¢i+1,j2—h¢i—1,j) + D;(¢i,j+l 2—h¢i,j—1)

D.G:; = %(¢i+l+l.j2_h¢i—l+l,j B ¢i+1_1,j2—h¢i_1_1,j)+
+ %(‘ﬁmﬂﬂ z—hﬁﬁi,j—m _ Pigtia 2—h¢i,j_1_1)
D.G¢i’j — %(@42,]‘ — ¢i,j — d’i,j + ¢i—2,j;}‘l¢i,j+2 — ¢z‘,j — ¢’z‘,j =+ ¢i,j—2)
D.Gdi; = bita,; + Pi—a,; + (Zi;;z“ + bi o — 4¢i ; (3.15)

A expressao (3.15) fornece um operador de diferencas finitas para o Laplaciano seme-
lhante a regra dos cinco pontos.

As equagoes de interacdo fluido-fibra (2.15) e (2.17) exigem, respectivamente, a con-
versao da formulacdao Lagrangeana para a Euleriana e vice-versa. Para isso, emprega-se o
delta de Dirac ¢ bidimensional, o qual é aproximado por um delta discreto J;,, equivalente

ao produto de duas funcoes discretas unidimensionais, ou seja

Op, (.’L‘i, yj> = i, (:E,) .dp, (yj) (3.16)



40 , Discretizacao das equacoes do modelo

Adota-se aqui

Gre@) o tricm

dp,(z) =
0, se |z |>2h,

devido ao conjunto de propriedades de compatibilidade discretas descritas por Peskin
[23]2.
A Figura 3.2 ilustra o delta de Dirac unidimensional (3.17) e bidimensional (3.16) para

n==64, h = 61—4 e suporte h, = 3—12

08
08
02 04
06 02

0 1 1 1 1 0
0 02 04 06 08 1 1 J

_

Figura 3.2: Delta de Dirac unidimensional com centro em z = 0.5 e bidimensional com centro em

(z=0.5,y=0.5)

O delta discreto (3.16) permite interpolar forcas e velocidades entre pontos da fibra
e do fluido em uma vizinhanca de tamanho 4k, x 4h,, uma vez que a funcio discreta
unidimensional (3.17) tem suporte [—2h,,2h,]. Assim, a forga f; exercida por um ponto

X qualquer da fibra é difundida aos pontos z;; do fluido que estao dentro do quadrado

de lado 4h, e cujo centro é o ponto da fibra. Ao mesmo tempo, as velocidades u; ; desses
pontos do fluido sao utilizadas para interpolar a velocidade no ponto da fibra. A Figura

3.3 detalha as interpolagoes efetuadas com o uso do delta de Dirac.

2/7,0:/1:%
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Figura 3.3: Interpolacdes efetuadas com o emprego do delta de Dirac: (A) distribuicao da densidade
de forga eldstica f; exercida pelo ponto X; da fibra para os pontos z;; do fluido pertencentes a regido
interna ao quadrado de lado 4h, do qual X; € o centro; (B) célculo da velocidade do ponto X; da fibra a

partir da velocidade u; ; dos pontos z; ; do fluido pertencentes & regiao interna ao quadrado de lado 4h,

do qual X; é o centro

3.1 Equacoes do fluido

As equagdes do fluido (2.13) e (2.14) sao resolvidas empregando-se um método de
projecao que é uma variagao do método de projecao de Chorin. O método de Chorin [4] [27]
¢ um método explicito de passo fracionario, de primeira ordem no tempo e segunda ordem
no espago, cuja caracteristica principal consiste na supressdo do gradiente de pressao no
primeiro passo e a inclusao do mesmo para corregao no segundo passo. Em cada instante

de tempo, o campo deve ser livre de divergéncia.
As equacoes do fluido sdo entao solucionadas em duas etapas.

Na primeira etapa, calcula-se o campo de velocidades auxiliar u"*!? empregando o
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algoritmo de Printz [26]:

y™t0 _ yn
— | =F" 3.1
p( At ) (3-18)
w10
p( A + u”D‘l’.u”H'l) = uD} DS w1 (3.19)
un+l,2 _ un+1,1
P( Al + ’U"DZu”“'z) = uD} D umth? (3.20)

com u™ = (um,vm).
Na segunta etapa, o campo de velocidades auxiliar u"*!? é decomposto em um campo

de velocidades u™*! com divergente nulo e no gradiente do campo escalar p

(Fprt! = é (U”H’Q - u”‘"l) (3.21)
D+t = (3.22)

Desenvolvendo os membros da equagao (3.19) e empregando-se as discretizacoes dadas

por (3.2), (3.4) e (3.7), chega-se a:

n+1,1 n+1,0 n+1,1 n+1,1 n+1,1 n+1,1
Yig  TUij +un Yit1,; %15 — uD?t Yig Ty
P At L 2h = HUg R

n+1,1 n+1,1 n+1,1 n+1,1
2, ntl1 P n+1 0 __I_ u” n+1,1 _put, ntll Yitr,; —Yicitd,j Uy TWia
AfUij T AU Uitr,; 2h $i-1j = h2 A2
o 1 p n+1 0 put mtLl _ put LU gLl bl nbl] o el
Atu N + Uit1,j 2h 17 — h2u2+11 h z i T hr i + RZti-1,j

s pu” n+1,1 P 2u 'n+11 po_ pu nt+l,1 _ p  n+1,0
- (h2 + —2h)ui—1,j Ta TR, BT gk ikl T At

Multiplicando-se ambos os lados da igualdade acima por %:

2At,“’>un+l ,1 (At/’t Atun), ntl.l _ un+l’0 (323)

Atp  Atu™\ 41
—( ) ph? w2 ph? - 2h ikt = Wi

oh? T g )t T (1 t
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Considerando-se as igualdades:

. Atp Atu®
A= ph? 2h

. 2Atu
B[]=1+ o2

. Atp Atu”
¢l = ph? 2k
D[] = uft°

a expressao (3.23) pode ser reescrita como:

—A[Jult 4 Bliuf = Cliul = D (3.24)

Substituindo-se de forma andloga as discretizacées fornecidas por (3.3), (3.5) e (3.8)
na equacao (3.20), obtém-se:

— ALl T+ BT — Ol T = D[] (3.25)

As expressoes (3.24) e (3.25) caracterizam sistemas tridiagonais periédicos, os quais

serao solucionados empregando-se o algoritmo de Thomas (Apéndice C).

Aplicando-se o operador divergente (3.13) a expressao (3.21) e usando (3.22), chega-se

D.Gp™"t! = &(D.u"*’l’2 — D.u"“)

D.Gp™! = éD.u"“’z (3.26)

a qual constitui uma equagao de Poisson para a pressao (%(x, t) —I—%("c, t) = F(z,y,t) #
0). Esta sera solucionada através do emprego da FFT ou transformada rapida de Fourier
(http://theory.lcs.mit.edu/fftw) devido ao fato do dominio ser periédico e o passo espacial

h ser o mesmo nas direcoes z e y.

Assim, as duas etapas de resolugao das equagoes de Navier-Stokes permitem atualizar

o campo de pressoes e o campo de velocidades.
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3.2 Equacoes de interacao fluido-fibra

A equagao (2.15)

F(:l:,t)zLf(s,t)5(m—X(s,t))ds

é aproximada por
By =3 frna (3 — X7) As (3.27)
!

Ja a equagdo (2.17)

88); (s,t) = Lu(x,t)é(a: - X(s,t))d:c

é discretizada da seguinte maneira:

D+Xn+1 Z u"+15ho (:L',‘,j — Xln) /?,2

Z ur 16, (xi,j - X,") h?

XpH = XP 4 ALY urt's, (xi,j - X,")h"’ (3.28)

1,7

Xn-l-l

O delta de Dirac nao precisa ser discretizada da mesma forma nas equagdes (3.27) e
3.28). Contudo, quando isso ocorre a parcela de poténcia proveniente da acao da forca
q p p ¢

elastica € integralmente transferida ao fluido.

Até aqui, as equacoes do método da fronteira imersa foram discretizadas sem considerar
as alteracoes provenientes da insercao de fontes e sorvedouros no dominio computacional.

Os passos a serem seguidos na execucao do método estdo indicados no algoritmo que

segue.

3.3 Algoritmo

O algoritmo estruturado a seguir ilustra visualmente os passos a serem adotados na

aplicacao do método da fronteira imersa.



3.3 Algoritmo 45

o
<
L Fornecer (u“,X“)
J
L Enquanto tempo < tgpal
J
—)[ Calcular f* J
. ™
Aproximar F(x,t)
N J
rCalcular o campo Calcular b
auxiliar u®+12 (p"+1,u"+1>
- J
4[ Determinar X*+! J

Figura 3.4: Algoritmo estruturado do método da fronteira imersa

A cada passo no tempo tem-se que atualizar o campo de velocidades u e a posigao X

()

(un+1,Xn+1)_

dos pontos da fibra imersa. Logo, dado

deve-se calcular

Isto é feito em quatro passos.

12 passo: Calcular a densidade de forca elastica f*. A modelagem dessa forca depende

do problema que se pretende simular.
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2¢ passo: Distribuir a densidade de forga elastica exercida pela fronteira imersa aos

pontos do fluido por intermédio da equacao (3.27).

32 passo: Solucionar as equacoes de Navier-Stokes empregando uma variagao do método
de projecao de Chorin.
n+1,2

12 etapa: Calcular o campo de velocidades auxiliar u através das equagdes (3.18),

(3.19) e (3.20). As equagdes (3.19) e (3.20) geram sistemas tridiagonais periédicos, os quais
sao solucionados através do algoritmo de Thomas.

22 etapa: Decompor o campo de velocidades auxiliar ©"*'? em um campo de ve-
locidades u™*! com divergente nulo e no gradiente do campo escalar p**! utilizando as
equagbes (3.21) e (3.22). Estas equacdes originam uma Poisson - equagao (3.26) - para a

pressao, a qual é solucionada com o uso da transformada rapida de Fourier (FFT).

4% passo: Atualizar a posicao dos pontos da fronteira imersa usando a equagao (3.28).

3.4 Introducao de fontes e sorvedouros

A introducao de fontes e sorvedouros no modelo modifica o 3% passo do algoritmo

descrito anteriormente, ou seja, a resolucao das equacoes de Navier-Stokes.

Na segunda etapa desse passo, as equagoes (3.21) e (3.22) passam a ser escritas como:

Gp™t! = é(u”“’2 — u"“) (3.29)
k
Durtt =Y Qrty, (3.30)
m=1

onde u"*? é o campo de velocidades auxiliar calculado na primeira etapa do passo e
k
q(z,t) = Z QM. é a funcio que modela a acdo das fontes e dos sorvedouros.
m=1
As equagdes (3.29) e (3.30) sao resolvidas empregando-se o método utilizado por

1

Arthurs [1], o qual considera o campo de velocidades u™*! e o campo de pressoes p**!
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como uma superposicao de solugoes, ou seja

k
u =gt 4y ", (3.31)
m=1
k
Pt =P ) Q! (3.32)
m=1

onde

<z—)n+1 , ﬂfn+l>

é solucao das equagdes

G;l_)n+1 _ é(un+l,2 —ﬂn-H) (333)
D.En‘}'l =0 (334)

e b, e r, sao fungoes, vetorial e escalar respectivamente, definidas na malha e que devem
ser calculadas.
Aplicando-se o operador divergente (3.13) a equacéo (3.33) e empregando-se a equagiao

(3.34), obtém-se:
D.Gp" = é(D.u"M'2 - D.ﬂ"“)

D.GF™* = L p i 3.35
P o (3.35)
A equagao (3.35) caracteriza uma equacao de Poisson para o campo escalar p"*!, a qual
sera resolvida, assim como a equacdo (3.26), através da transformada rapida de Fourier
(FFT). Calculado o campo p**!, pode-se retornar a equagao (3.33) para calcular o campo

de velocidades u"t!.

Apesar de se ter calculado (f)”“,ﬂ”“) , ainda nao se pode determinar u"*!, necessério
a atualizacao da posicao dos pontos que representam a fronteira imersa. Para tanto,

precisa-se calcular as fungoes b,, e r,, € a vazao Q.
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Substituindo-se (3.31) e (3.32) em (3.29):

Gt = Apt (un+1,2 _ un+1)
k
(—n+l n Z 74an+1> _ é(unﬂ,z _gntl Z mernzjl)

—n-{-l n+1l __ n+1 2 _—n+1 n+41
£ Gas = L 23 0as

m=1

n+1 Z men+1 n+l 2 —'n+l Z CTan+1 (336)

m_

Aplicando-se (3.33) a equacao (3.36):

_-—n+1 P n+l S __P nH12 —n+l n+1
A Zb @ A" ZGT"‘Q

k k
P § : n+1 2 : ) n+1 —
At b— Pl m=1 e o ’

i (—b 4 Grm) Q=0 (3.37)

m=1
Como a vazao () ndo € nula para cada m, uma vez que vazao nula implicaria em nao
considerar a m-ésima fonte e o m-ésimo sorvedouro a ela associados, entao conclui-se da
equacao (3.37) que:

p
—b,, =
Agom + Gr 0 Vm

Atb —Grp (3.38)

A equacdo (3.38) relaciona a funcio vetorial b, e a funcio escalar r,,. Entio, uma vez

calculada uma delas, pode-se calcular a outra.

Substituindo-se a equagao (3.31) na equacao (3.30):
+1 _ zk: QZH U,
k
D.(a+ + Z bn Qi) = 3 Qi
m=1
k
pah 3D (n@zt) = 3 Qptu,,
m=1

m=1
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Empregando-se a equacdo (3.34) chega-se a:

Eij D.(bnQt") = ﬁ_j Qw,
Zk: (D.bm . xpm)Q;“ -0 (3.39)

-

m=

Novamente, a equacédo (3.39) é independente da vazao. Assim:

Dbp—V, =0 Vm
Dby, =T, | (3.40)

Na equacao (3.40), ¥, denota a distribui¢do espacial da m-ésima fonte e do m-ésimo
sorvedouro e é conhecida. A Figura 3.5 ilustra a fungdo ¥,,(z) para k = 3 e h, = é

As fontes tém centro em (0.3,0.2), (0.3,0.5) e (0.3,0.8), e os sorvedouros em (0.7,0.2),
(0.7,0.5) e (0.7,0.8).

~ )

(.

Figura 3.5: Fungdo ¥,,(z) para trés fontes e trés sorvedouros
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Aplicando-se agora o operador divergente (3.13) a equagao (3.38):

P
—— L.Op D.7m:
AtDb + D.Gr 0

D.G m:——Db
Gr A7

Substituindo-se a expressao (3.40) na equagdo acima:

D.Grp, = KIJ .
Gr N (3.41)

A equagao (3.41) constitui uma equagao de Poisson para o campo escalar r,,, a qual

novamente é solucionada com o emprego da FFT.

Determinando o campo escalar 7, pode-se entdo voltar a equagao (3.38) para calcular

o campo vetorial b,,.

Diferentemente da solucao (ﬁ"“ 17"“) , que dever ser encontrada por intermédio de
uma equagao de Poisson a cada passo no tempo, as fungoes b,, e r,, sao calculadas através

de uma equacdo de Poisson uma unica vez, pois sao independentes do tempo.

Para determinar u™*! resta ainda calcular a vazao Q,, associada a cada par de fonte

e sorvedouro.

Discretizando-se a expressdo (2.29) e empregando (3.32) tem-se que:

Z <ﬁn+l + zk:TiQ?H) U,h* =P, — R,Q""

ls i=1

Z prH,, A% 4 XL: (Zriﬁlmh2>Q?+l _ P, - R,Q"H
i=1

<,5n+1, \IIm>h + g <T‘i(:7:), \Ilm(;c)>hQ?+l =7 — RnQrH!

D (@), n(e)), @ + Bn @i = P = (7, W),

Comom=1,....,ke <r,~, \Ilm> R <r1, > fQ ri(z z)dz, entdo para:
“/'h
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m=1

> (), Q5+ RGE = Py = (7,0,

Il_.

D) G (ra W) QFF 4t (1 ) QY + QY = Pr = (740,

<7~
(b, 1)+ {0, 057t () 039 = Pu (5,0,

Xk:<r1, > QM + R,Q3™ __2~<Z_?ﬂ+1»‘1’2>h

~.
Il
—

7'1,\112>h 1 +<r2,\112>h nbl g +<rk,\D2>hQZ“+R2Q;‘ _ P, < et \p2>h

Tl,‘l’2>hQ?+1 + (<T2,‘I’2>h +R2) A R 3 <7‘k, ‘I’2>h ZH P, — < p"t! ‘I’2>h

/\/\

m==k

() 2+ mGp = Pu ()

=1

<T1,‘1’k>hQ?+l + <7‘2,‘I’k> 2+ +<Tk,‘1/k>h P RQET = Py — < pt! ‘I’k>h
(

Tl,‘I’k>hQ7f+l + <T2,‘I’k>hQ3+l +...+ <<7’k,\pk> + RL) = Pp — <—ﬂ+1 ‘I’k>h

Logo, para determinar a vazao @) associada a cada par de fonte e sorvedouro precisa-se

solucionar, a cada passo no tempo, o sistema de equagoes lineares
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AQ™t! = pmt! (3.42)

com

+Rl 2, 1>
h

(rt), + R (o e {renh), <
:<7’1,‘I’2>h <T'2,‘I’2> + R, :<Tk—1,‘1’2>h :<7’k,‘1’2>h
( ( - (
< < < <

= 1
QY

;H—l

Qn+1 —

n+1
k—1

B = | : (3.44)

J

A matriz A é calculada uma tnica vez, pois independe do tempo. J4 as matrizes Q e

B sao atualizadas a cada passo no tempo.

Tomando-se @; ; = <rj, \Il,'> ,comz,7 =1,...,k, a matriz A (3.43) pode ser reescrita
h
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CcOomao:

a1+ Ry aip cee Ay k-1 ay k
az1 Gr2+ Ry -+ Gy Qs k
A=|: : P : (3.45)
Ar—1,1 Ak—1,2 cor o Ap—1k—1 1+ Br—1 Gk
| Tk, Q2 vt Gk k-1 ax + Ry |

Pode-se mostrar que a matriz A (3.43) é simétrica. Os elementos da mesma sao dados
por
a;; = <T‘j,\11k>h se 1 7éj

ai; = <7"j,‘1’k>h + ;xR se 1=73

1, sej=k
coméjk: .
0, seg#k

Aplicando-se o operador divergente a equacao (3.38)

p
—b, = —Grn,
Al "

tem-se que:
P
—D.b, = —D.Grp,
7 Gr

Substituindo-se na equacao anterior a equagao (3.40)

Dby =Y,
chega-se a:
p
—V,, = —-D.Gry,
A7 Gr
At
v, =——D.Gr,
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Empregando-se a equivaléncia anterior no produto interno <rj,lIlk> que define os
h

elementos nao pertencentes a diagonal principal da matriz A, conclui-se que:

(*) Peskin [25]

Como a resolucao do sistema linear AQ™™! = B™*! fornece a vazao associada a toda
fonte e sorvedouro em cada instante de tempo, pode-se agora retornar a equagdo (3.31)
e determinar a velocidade associada a cada ponto do fluido, a qual sera posteriormente
empregada na equacao (3.28) para atualizar a posigdo dos pontos da fibra imersa, com-
pletando assim um passo no tempo.

A introducao de fontes e sorvedouros modifica o algoritmo anteriormente apresentado
para o método da fronteira imersa. Estrutura-se a seguir um algoritmo para o método

que incorpora essas alteracoes.

3.5 Algoritmo para introducao de fontes e sorvedou-

ros

O algoritmo estruturado a seguir possibilita uma melhor compreensao das etapas a

serem seguidas na execucao do método da fronteira imersa com a inclusao de k fontes e k&

sorvedouros.
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g ™\
( Fornecer (u",X“) ]
N
( v )
Definir o niimero k de fontes e sorvedouros B
,

b

-~ ~
Calcular r, e by, H Gerar a matriz A
e _J

b

-~ ~
Enquanto tempo < tgpal
— /
~ ! ~
Calcular ™
- S
[ : 1
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Figura 3.6: Algoritmo estruturado do método da fronteira imersa com a inclusio de k fontes e k

sorvedouros
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Objetiva-se calcular (u"”,X”“"l) a partir de (u”,X”) . Isto é feito da seguinte ma-

neira:

12 passo:
e Calcular o campo escalar r,, e o campo vetorial b,, por intermédio das equacdes

(3.41) e (3.38), respectivamente;

o Gerar a matriz A (3.43).
22 passo: Calcular a densidade de forga elastica f™.

32 passo: Distribuir a densidade de forga eldstica exercida pela fronteira imersa aos

pontos do fluido por intermédio da equagdo (3.27).

4° passo: Solucionar as equagoes de Navier-Stokes empregando uma variacao do método
de projecao de Chorin.

12 etapa: Calcular o campo de velocidades auxiliar u™*!? através das equacdes (3.18),
(3.19) e (3.20). As equagdes (3.19) e (3.20) geram sistemas tridiagonais periédicos, os quais
sao solucionados através do algoritmo de Thomas.

22 etapa:

e Calcular (ﬁ"“,ﬁn“), solugao das equagdes (3.33) e (3.34). Estas equacoes geram

uma Poisson - equacgdo (3.35) - para o campo escalar p"*!;

o Gerar a matriz B (3.44);

e Determinar as vazoes associadas a cada fonte e sorvedouro solucionando o sistema

de equagoes lineares (3.42);

e Calcular u™*! através da equacao (3.31).

52 passo: Atualizar a posigao dos pontos da fronteira imersa usando a equacao (3.28).
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3.6 Forca exercida pela fronteira

No modelo matematico bidimensional adotado para um alvéolo - Figura 3.7, empregou-

se para os pontos dos segmentos AB, AC' e C'D uma forga do tipo restauradora - equacao

(2.30). Utilizou-se k = 106%’;—’ com o intuito de manter essas partes da fronteira rigidas.

~

(=]
@
[ ]
......... o
Ak B
: U Ketis
S :
o K
C k 15"-."."_: )
il °
®
®
®
2=[,1xX0,1]

Figura 3.7: Modelo para um alvéolo pulmonar

No segmento BD, com yg = yB;yD, adotou-se o modelo usado por Roma [42] para a

densidade de forca elastica, isto é

£(5) = kAe’:;‘ [X(z' +1)+ X6 —1)— 2.X(i)} (3.46)

onde X representa a posicdo dos pontos da fronteira imersa e As a distancia entre dois

pontos consecutivos da mesma.

A expressao (3.46) provém da discretizagao da lei generalizada de Hooke - equagao
(2.6)

T(s,t) = T, %E{(s,t) ” (3.47)

a qual fornece a tensao na fibra.

A equacao (3.47) indica que a tensao é proporcional ao valor da constante T,,. Substituindo-

se a expressao (3.47) na equagao (2.8), conclui-se que a forga exercida pela fronteira é
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modelada por
?X
f(s,t) = Tow(sat) (3.48)

N + - . : . 92 & =
Como se emprega D D para aproximar o operador 53— (derivada segunda), entao a

densidade de forca elastica f(s,t) dada pela equacao (3.48) é discretizada por

ft =T.D{ D7 X7

Aplicando-se as aproximagoes para a primeira derivada regressiva - equacio (3.9) - e

a primeira derivada progressiva - equagao (3.6) - chega-se a:

Xn _ Xn
n o + l -1
T ="T.0; [ As ]
= 3[ (- X XI"—XF_l]
! As As As
() TO n n n
fl = A—SZ [XH-I + Xl—l - 2Xl ] (349)

onde T, = kejast > 0.

A discretizacao dada para a densidade de forca eldstica pela equagao (3.49) permite
modelar uma fibra flexivel. Segundo Peskin [24], uma membrana “infinitamente” flexivel
¢ modelada através da articulacio de pontos sucessivos da mesma. Ja uma estrutura
“quase” rigida é modelada pela articulagdo dos pontos de sua fronteira com pontos fixos
no dominio espacial. Neste caso, a rigidez sera conferida pelo emprego de grandes valores

para a constante de proporcionalidade na equacio (2.30).

O uso de uma funcdo que modifica a “elasticidade” ko5 = T, ao longo do segmento
BD no decorrer do tempo, permite modelar a variagio de parametros fisioldgicos tais
como o surfactante, o qual altera a elasticidade da parede alveolar durante a inspiracao.

O mesmo nao acontece quando se atribui um valor constante a elasticidade associada aos

pontos do segmento BD.

Dessa forma, atribui-se aos pontos do segmento BE
k[i] = X (i)

onde k[z] = Keiast = T, é o valor da elasticidade associada a cada ponto do segmento e

X(z) é a ordenada do ponto na configura¢ao inicial da fronteira (¢ = 0s). Para se obter
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uma expansao simétrica dos segmentos BE e DE, o valor da elasticidade associada a cada

ponto do segmento DE foi calculada por

kli] =1— X(i)

Além de se associar um valor distinto a elasticidade em cada ponto do segmento que
simula a membrana alveolar, fez-se também esse valor variar no decorrer do tempo. A

primeira funcdo pensada para tal foi

k* [Z] — ek[i].nAt

com k[i] representando o valor da elasticidade associada a cada ponto na configuracgao

inicial da fronteira e nAt o passo temporal computado em n passos.

Com a adogao dessa funcao para a variagao temporal, associa-se aos pontos mais
extremos do segmento BD valores mais elevados para a elasticidade, o que induz uma
menor expansao destes pontos, e valores mais baixos para a elasticidade nos pontos mais
centrais do segmento, o que deixa esses pontos “mais soltos” e permite uma maior expansao

dos mesmos.

Os valores iniciais atribuidos & elasticidade dos pontos P do segmento BD podem ser
alterados. Por exemplo, ao se adotar
k[i] = 2.X(2) se Pe€BE
k[{]=2.(1-X(:)) se Pe€DE

atribui-se valores iniciais mais elevados a elasticidade, o que implica em menor expansao

da fronteira elastica.
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Discretizagao das equacgoes do modelo




CAPITULO 4

Modelagem da fronteira elastica

Para modelar a expansao da parede alveolar considerou-se:
e a insercao de um numero adequado de fontes e sorvedouros, o posicionamento destes no
dominio computacional e a pressao e a resisténcia associadas aos mesmos;
e a variagao temporal dos valores atribuidos a elasticidade nos pontos da por¢ao da fron-
teira imersa que avanca com o fluido no decorrer do tempo. Esses valores sao utilizados

no calculo da forca exercida pela fronteira sobre as particulas do fluido préximas a ela.
A vazao @),, relacionada a m-ésima fonte e ao m-ésimo sorvedouro introduzidos no

dominio de estudo da interagao fluido-fronteira é necessaria a resolugao das equagoes que

regem o escoamento do fluido.

Ju
p(a—ku.Vu) =—Vp+ puAu+ F (4.1)

k
Va=qz,0) = Y Qu(t)¥n(z) (1.2)

A discretizacao dessas equagbes gera um sistema de equagoes lineares para o calculo

da vazdo () presente na equagao (4.2).

A forca F exercida pela fronteira imersa consta na equagdo (4.1) e a sua discretizacao

é dada por
Fy =3 fron, (v — X7 ) As (4.3)
I

Na equacdo (4.3), a densidade de forca eldstica f é discretizada por

1,

= —A?[ ,17:-1 + X - 2-X1n] (4~4)

I

61
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onde T, = keiase € uma constante eldstica. Diferentemente de outros trabalhos, nio se
considera neste 7, = kejqs¢ constante. Uma funcio é estruturada para atribuir diferentes
valores a ela no decorrer do tempo. Assim, a densidade de forca eldstica f; associada a
um ponto X; da fronteira nao varia tdo somente com sua posicio e a dos vizinhos X, e

Xi—1. A elasticidade associada a esse ponto também passa a determinar a forca exercida

por ele.

4.1 Fontes e sorvedouros

A insercao de fontes e sorvedouros modela o fluxo de um fluido no dominio computaci-
onal. A velocidade das particulas do fluido injetado é controlada pelos valores atribuidos

a pressao P,, e a resisténcia R,, associadas & m-ésima fonte e ao m-ésimo sorvedouro.

Implementou-se assim um cédigo computacional em linguagem C que associa a cada
fonte um sorvedouro e que permite a inser¢io de um nimero de fontes e sorvedouros
k > 2. Para k =1 a funcdo ¢(z,t) - equagdo (4.2) - que modela a acio das fontes e dos
sorvedouros tem outra estrutura. A pressao P e a resisténcia R associadas a cada fonte e

sorvedouro foram mantidas constantes, isto é, Py = Py =...=P,eR =Ry, =.. = R,,.

Para a expansao do alvéolo pulmonar durante a inspiragdo, os valores fisiolégicos da
pressao P, e da resisténcia R,, ndo sdo conhecidos. Recorreu-se entio a parametros

adotados em outros modelos para estabelecer valores iniciais s mesmas.

Empregou-se

?m == :I.()?)L2
cm.s

R =10°—2_
cm-.s

nas k fontes e sorvedouros introduzidos no modelo. Para se chegar a esses valores, partiu-
se do trabalho desenvolvido por Peskin [25], o qual empregou para a vazio sangiiinea no

lado esquerdo do coragao o modelo de resisténcia linear dado por
Q(t) = QS - asPa-trium(t) (45)

sendo @ e a, constantes e Pyirium = P, — P, com P, = pressio na fonte e P, = pressio

no sorvedouro.
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A vazao dada pela expressao (4.5) pode ser reescrita como

Q(t) = Qs - asPF',S(t) (46)

onde Pr;s(t) é a pressao fornecida pela diferenca entre a pressao na fonte e a pressio no
sorvedouro.

A equacgdo (4.6) é vista como uma forma alternativa de se escrever o modelo de re-
siténcia linear fornecido pela equagao (2.21):

Q:pl_pZ__A_p

R R

Logo, comparando-se as equagoes

Q(t) =Qs — s Prs(t)
Q(t) :P1—p2:P1 1

R R~ R”
conclui-se que:
1
Qs = E (47)
P
Q=% (4.8)
p2 = Prs(t)
Remigio [29] empregou
o = 05 cm3.s
) g
0, =102

s
ao analisar o comportamento do método da fronteira imersa em escoamentos incom-

pressiveis bidimensionais com a introducao de uma fonte e de um sorvedouro.

Substituindo-se esses valores nas expressoes (4.7) e (4.8), chega-se a:
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2

P1 —_pcm= P1
Qs = R =10 s 1055
em? g
=10"2"—10°——
p1= S cm3.s
p1 =103 )
Cm.s

Os valores da resisténcia R, e da pressao P,, ajudam a compor o sistema de equacoes
lineares
AQn+1 = Bn+l
para o calculo da vazdo ) associada as k fontes e sorvedouros introduzidos no modelo a

cada instante de tempo At. Nesse sistema

( <r1,l111>h+R1 <T2’\D1>h <rk_1,\111>h <r > -
(S N A% U e S
A= :
<7’1,‘I’k-1>h <T2,‘I’k—1>h <7°k—1,‘1’k-1> + Ry <7' Wy 1>
L <r1’\11k>h <T2’\Dk>h <rk—1’qjk>h <Tk’lh> +R’”
S
B+ =

Fk—l - <ﬁn+17\1}k—l>h
P — <1_7”+1,‘1’k>h

Como os elementos da matriz A sdo dados pelo produto interno entre a funcao escalar
Tm € a fungdo V,,, o seu determinante varia com:
e o niimero k de fontes e sorvedouros empregado no modelo. Cada par fonte/sorvedouro
acrescentado ao mesmo aumenta em um a ordem da matriz A;
e o centro das fontes e sorvedouros e o suporte h, adotado para as fungoes Wr, e Ws,_ -
equagao (2.20);
e 0 maior valor k atribuido a elasticidade da fronteira. Esse valor é usado no calculo do

passo temporal At - equagdo (3.1);
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e o0 valor empregado para a constante R,,;
e a densidade p do fluido (<rj,\ll,~> = <7'_7', —%D.Gri> = ——Ap—‘<7‘j,D.Gr,->>;

e 0 passo espacial h = Az = Ay.

Dessa forma, determinou-se inicialmente os coeficientes e o determinante da matriz

Avpara b = &, knaw = 1092, At = B p =19 h, = L R, = 10°%— e

k=2,3,5,7¢9. A resisténcia R,, foi mantida constante para as k& fontes e sorvedouros

inseridos no dominio computacional. As fontes foram todas centradas no ponto (0.2,0.5),
introduzindo assim um fluxo continuo no interior do tubo que simula o bronquiolo. Pa-
ra k = 2, os sorvedouros foram centrados em (0.85,0.3) e (0.85,0.7); para k& = 3 em
(0.85,0.3), (0.9,0.5) € (0.85,0.7); para k = 5 em (0.75,0.2), (0.85,0.3), (0.9,0.5), (0.85,0.7)
e (0.75,0.8); para kK = 7 em (0.65,0.15), (0.75,0.2), (0.85,0.3), (0.9,0.5), (0.85,0.7),
(0.75,0.8) e (0.65,0.85); para £k = 9 em (0.55,0.1), (0.65,0.15), (0.75,0.2), (0.85,0.3),
(0.9,0.5), (0.85,0.7), (0.75,0.8), (0.65,0.85) e (0.55,0.9). Adotou-se estas posi¢des para
os sorvedouros pensando-se em simular uma expansido “menos alongada” da porcao da
fronteira imersa que simula o alvéolo pulmonar. Escolheu-se um nimero k impar por este
permitir uma distribui¢do simétrica dos sorvedouros em relagao a reta y = 0.5, eixo de
simetria da configuracdo inicial utilizada para a fronteira imersa, incluindo um sorvedouro

exatamente sobre ela.

Para os parametros escolhidos anteriormente, a matriz A é estritamente diagonal
dominante, devido ao alto valor empregado para a resisténcia R,, presente em sua dia-
gonal principal, e simétrica positiva definida. Logo, a matriz A é nao singular, fato

que garante a existéncia e unicidade de solucdao do sistema linear
AQn-}—l = Bn+l

Constatou-se também que a insercao de um nimero k crescente de fontes e sorvedouros
¢
possibilita maior expansdo da parte eldstica da fronteira imersa, como ilustra a Figura

4.1. Nas simulagoes presentes nesta figura, empregou-se
k[i]] = 1.0

para todos os pontos do segmento BD, ou seja, a elasticidade k,,; = T, associada a

esses pontos foi mantida constante no decorrer do tempo, P,, = 103—2 e p = 1072 -2,
cm.s cm.s
O primeiro quadro mostra a geometria inicial utilizada e os cinco demais representam,

respectivamente as simulacoes para k =2, k=3, k=5, k=Tek =0.



Modelagem da fronteira elastica

66

T T T T - T T T T
. T .......... L .
o R
m 1
g BB <o s 2mus w00 088 5 e oo o e s
» & & B L R R 5§
: g RN
TR SaNN N e, PETEEE I '
camay L w s B )
S Buvas mesSNN ) sl N - R '
e B e T gwe@waiwiall e v vesewa s |
b e e e ce=NN | sl - o P T T !
e N, - §I K 5 e o PPN
= INN AL ‘ .,‘........\I/{:*.J\\\/.
B R A A R —
S ,
N
N
N
- -
o
1 1 1 il =) ) )
0 © - o - *
s s S s S
o

04

02

1 da fronteira imersa para k = 2,3,5,7e 9Qapdst a 0.17s

1a 1nicla

Comportamento da geometri

Figura 4.1



4.1 Fontes e sorvedouros 67

A variagao do parametro k permite menor ou maior expansao da fibra eldstica. Porém,
os valores da pressio P,, e da resisténcia R,, na m-ésima fonte e no m-ésimo sorvedouro,
do suporte [—— 2ho,2ho] das funcoes Wg,, e Ws,, da densidade p do fluido e da cons-
tante elastica ket = T,, também influenciam nessa expansdo, assim como os demais
parametros associados as matrizes A e B no sistema linear AQ™*! = B"*!, o campo

inicial de velocidades u™ e a viscosidade u do fluido.

Assim, efetuou-se uma série de simulagoes para testar a correlagao entre a pressao P,,,

a resisténcia R, e o suporte h, na expansao da fronteira imersa para um k especifico.

As tabelas presentes no Apéndice D trazem os resultados das simulagoes efetuadas
para testar a associagdao da pressao P, (Ef?)’ da resisténcia R, (c—nf3—s> e do suporte A,
na expansao da porgao elastica da fronteira imersa com a introducdo de cinco fontes e

cinco sorvedouros no dominio computacional. Nesses testes se manteve o maior valor k da

elasticidade igual a 106'?’7", p=1"25,p= 10~2 =2 trina = 1.55 € a geometria relatada

no segundo capitulo. Para a elasticidade dos pontos do segmento BD empregou-se
kli] = 1.0

valor mantido constante no decorrer do tempo. Dessa forma, nao se analisa ainda a in-
fluéncia da evolucao temporal dos valores de kejo5; = T, na expansao da fronteira imersa.
Os testes foram realizados em uma malha computacional 32x32 e as fontes e os sorvedou-
ros, associados um a um, foram centrados em (0.2,0.5) e (0.75,0.2), (0.2,0.5) e (0.85,0.3),
(0.2,0.5) e (0.9,0.5), (0.2,0.5) e (0.85,0.7), (0.2,0.5) e (0.75,0.8).

A partir desses testes, pode-se estabelecer uma relacio entre as constantes R,, e P,

para k =5 e kejost =T, = 1.0.

Uma expansdo uniforme e controlada da fronteira foi obtida para R, = 10°—%-
e P, = 103 —I, exatamente os valores calculados a partir do modelo de resisténcia

linear para a vazao fornecido pela lei de Hagen-Poiseuille - equacdo (A.1). Essa diferenca
adimensional de cerca de 10° entre as constantes R, e P,,, com R, > P,,, mantém

geralmente os resultados satisfatorios para todos os suportes testados quando se considera
10> < P, <10

A figura 4.2 ilustra a expansao homogénea da fronteira verificada quando essas condicoes

sao respeitadas.
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Uma diferencga adimensional superior a 10° entre a resisténcia e a pressdo associadas
a cada fonte e sorvedouro, com R,, > P,,, “retém” a expansdo da fronteira dependendo

dos valores atribuidos a pressdo. Isto ocorre geralmente para

P, > 10

As Figuras 4.3 e 4.4 evidenciam essa situacdo.
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Pode-se obter uma grande variagao de drea ja no primeiro quadro da simulagio (¢ =~
0.17s), o que é particularmente interessante 4 modelagem da expansio do alvéolo. As
Figuras 4.5 e 4.6 ilustram testes nos quais uma diferenca adimensional inferior a 10° entre
os valores da resisténcia e da pressao associadas a cada fonte e sorvedouro, com R,, > P,,,
produz essa variacdo. A assimetria verificada na simulagdo ilustrada pela Figura 4.6 se

deve aos valores atribuidos a resisténcia, a pressio e ao tamanho do suporte.
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A adequagao dos valores da pressao, da resisténcia e do tamanho do suporte determina
uma matriz A estritamente diagonal dominante no sistema AQ™*! = B!, E simulacoes
com expansoes homogéneas da fronteira estdo associadas a uma matriz A estritamente
diagonal dominante no calculo da vazao @) em todos os testes efetuados. Neles, uma
diferenca adimensional de aproximadamente 10° entre a resisténcia R,, e a pressio P,

com R, > P, e 102 < P,, < 10%, garantiu a dominancia diagonal da matriz A. Como

contra-exemplo, menciona-se o teste efetuado para R, = 10°-%—, P,, = 102—-<; e
cm©.s CImn.s
Py = % A matriz A neste caso nao é diagonal dominante e a fronteira imersa é varrida

para fora do dominio computacional ja no primeiro quadro da simulagao.

O que se observa para k& = 5 ndo necessariamente se repete para outros valores de
k ou quando o centro das fontes e sorvedouros é modificado. Contudo, todos os testes

efetuados com k = 2,3,4,5,6,7,8,9,14 ou 18 e h, = 16,32 ou 64 apresentaram resultados

satisfatorios ao se empregar R, = 10° =f— e P,, = 10° —Z—. Vale ressaltar que alteracoes

nos valores dos parametros k, R,,, P,, € h, implicam em se refazer os testes para observar

se a expansao da fronteira imersa ocorre como desejado. Para exemplificar, usando-se

1049 _ P _102_9 _ 1 . o o
Ry =10" 2%, P = 10°-2 e h, = g, verifica-se que a fronteira é varrida para fora do
dominio computacional ja no primeiro quadro da simulagao quando k = 9, diferentemente

do que acontece quando k = 5 - Figura 4.5.

4.2 Fronteira elastica

Na simulacao da expansao da superficie alveolar durante a inspiracao, adotou-se uma
geometria inicial pouco complexa - Figura 2.2 - que deve apresentar variagao de area e,
consequentemente, de formato no decorrer do tempo. A variaciao de area é controlada com
base nas estimativas para a variagdo volumétrica do alvéolo na inspiragao apés t = 1.0s e

t = 1.5s fornecidas pelas expressées (2.1) e (2.2).

A elasticidade da fronteira imersa é modelada da seguinte forma:
19) emprego de uma fungao restauradora - equacao (2.30) - para os pontos que simulam
o bronquiolo respiratério. A rigidez dessa parte da fronteira é obtida pelo uso de uma
constante de elasticidade elevada - k = 106‘?7";
29> emprego de uma forga proveniente da generalizacao da lei de Hooke - equagio (4.4) -

para os pontos que simulam o alvéolo. A elasticidade dessa parte da fronteira é provida
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ela utilizacdo de valores distintos para a “constante” eldstica ks = T, em cada ponto
P ¢ P p

e a evolucao temporal desses valores.

A variagdo temporal da elasticidade associada aos pontos que simulam a membrana
alveolar é obtida através de uma funcéo £*[i] que depende da elasticidade k[i] associada a
cada ponto na configuragao inicial (¢ = 0s) adotada para a fronteira e do passo temporal
At. Por exemplo, a funcao

kk[z] — ek[i]‘nAt

associa a cada ponto uma elasticidade que varia com n = 1,2,3,4,5, ..., w, onde

o trina . (158
w = int (G) = int (A7)

Na geometria adotada para a fronteira imersa, os extremos do segmento BD, cuja
expansao simula o alvéolo, tém coordenadas (0.4,0.4) e (0.4,0.6). A elasticidade k]

associada aos pontos P do segmento é dada por

k] = X(2) se P€BE
k{]=1— X(i) se P& DE

onde E é o ponto médio do segmento BD e X (i) é a ordenada do ponto P. Modela-se

desta maneira uma expansao simétrica dos segmentos BE e DE.

Se a funcdo k*[i] = *1"At for empregada para a variacio temporal, entio

1< kx[z] S 6(0.6)(1.5)

Para determinar a area da regido interior a fronteira imersa apds t = 1.0s e t = 1.5s
empregou-se a formulacao integral para o calculo da drea de poligonos descrita e utilizada
por Remigio [29].

A Tabela 4.1 lista as funcoes k*[i] testadas para a variacao temporal dos valores da
elasticidade k[z], bem como a variagao de drea obtida apés 1 e 1.5 segundo. A maior parte
das fungoes escolhidas atribui valores mais baixos a elasticidade nos instantes de tempo
iniciais, e valores mais elevados nos instantes de tempo finais. Essa escolha possibilita
geralmente uma maior expansao da parte flexivel da fronteira imersa nos dois tercos
iniciais (0 < ¢ < 1.0s) do tempo total de simulagao (0 < ¢ < 1.5s). Em todos os casos

~ s _ 5_49 _ 3_9 — L o g — -2 g
analisados empregou-se R, = 10 —%5, P =10 Cm_sg,-ho =spPp=lgs,n=10"7""2-¢
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k = 5, sendo k o numero de fontes e sorvedouros introduzidos no dominio computacional.
As cinco fontes tém centro no ponto (0.2,0.5) e os sorvedouros estao centrados nos pontos
(0.75,0.2), (0.85,0.3), (0.9,0.5), (0.85,0.7) e (0.75,0.8). Na primeira linha da Tabela 4.1
consta a variagdo de drea obtida com 7, = 0 para todos os pontos do segmento BD no
decorrer do tempo. Esse valor para a elasticidade fornece a variagdo de area maxima
para os parametros adotados, isto porque a fronteira imersa nao exerce forga alguma e os

pontos que a representam sao entao simplesmente carregados pelo fluxo.

Ne k[l] — BE k[l] —DE | k* [1] AAREA(t = l.OS) AAREA(t = 1.55)
01 | 0.0 0.0 0.0 84.32% 125.58%
02 | X(3) 1-X(i) |klilnAt 78.9% 106.18%
03 | X(9) 1—X(i) | eklilnat 68.33% 82.88%
04 | X(3) 1—X(5) | k[]enat 71.69% 85.6%
05 | X(3) 1—X(@) | nAtefld 71.56% 81.97%
06 | X(i) 1—X(i) |sen (k[i]nAt) 78.99% 107.2%
2
07 | X(3) 1-x() | (klinAt) 81.89% 112.97%
2
08 | X(3) 1-X(0) | (Klilnat—2) 56.84% 79.14%
09 | X() 1-X@) | (1) 68.43% 83.65%
10 | X() 1- X(i) | sen(eMinat) 72.02% 96.66%
11| X() 1—X(i) | sen(klilnAt) + 20| 65.64% 76.85%
. sen | k[ilnAt
12 | X() 1-X() | () (vemas) 70.64% 88.77%
KAt
13| X(5) 1-X(i) | (sen (k[i]nAt)) 80.51% 112.63%
14 | X() 1-X(i) | tg (k[i]nAt) 78.71% 103.8%

Tabela 4.1: Fungdes para a variacio temporal da elasticidade - R,, = 105;,1%, P, = 10°

ho=g5, p=15%, p=10"22%, k=5 N =32

cm.s?

cm.s?)

Para cinco fontes e cinco sorvedouros e as fungoes presentes na Tabela 4.1 ndo se obteve
a variagao de area fornecida pelas expressoes (2.1) e (2.2). Porém, a diferenca entre as
variagoes apos t = 1.0s e t = 1.5s - cerca de 30% nos melhores casos - é préxima aquela
fornecida pelas mesmas expressoes - cerca de 33.5%. As fungoes destacadas na Tabela 4.1
sao aquelas que proporcionaram uma variagao de area mais proxima a estimada.

Quanto a fungao
k*[’l] — ek[i]nAt
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primeira funcao estruturada para a evolugao temporal da elasticidade, a variacio de 4rea

obtida apds 1.5s fica bem aquém do valor desejado. Entao, testou-se uma funcio da forma

k* [Z] — eak[i]nAt—ﬁ

Para « =1 e f > 0, a fungéo atribui valores menores a elasticidade, o que provoca
maior expansao da fronteira. Exemplificando, quando B = 1, a variacdo de drea verificada
apés t = 1.0s e t = 1.5s é de, respectivamente, 76.62% e 103.41%, valores mais préximos

dos obtidos com as fun¢des em destaque na Tabela 4.1.

Considerando-se a = 3.6 e # = 0, a funcao atribui a elasticidade no instante final ¢ =
1.5s valores mais condizentes com a tensao superficial existente na camada de surfactante
que reveste internamente os alvéolos pulmonares, determinando uma variacio de 4rea de
49.94% apés t = 1.0s e de 38.65% apés t = 1.5s. Assim, o emprego dessa funcio gera
reducao de area no intervalo de tempo 1.0 < ¢ < 1.5. Isto ocorre devido ao aumento
brusco do valor da elasticidade em relagao ao intervalo de tempo inicial 0 < ¢ < 1.0 .
Poder-se-ia entao empregar essa funcdo ou outra similar para modelar o recuo da parede

alveolar verificado no movimento de expiracao.

E importante salientar que, além dos valores atribuidos a elasticidade no decorrer do
tempo, a posicao dos pontos X(s—1) e X(s+1) aos quais o ponto X (s) estd “amarrado”
- equagao (3.46) - também é determinante no célculo da forca exercida por este tltimo
ponto. A mesma equagado deixa claro que se As for muito pequeno, o que ocorre quando
se emprega uma malha computacional mais fina, a forca exercida pelos pontos da fronteira
imersa sera maior. Assim, a mesma fun¢édo pode se comportar de maneira completamente
distinta em malhas computacionais com passo espacial h diferente no que diz respeito a

variacao de area.

Como o fluxo de ar estd associado ao numero de fontes e sorvedouros inseridos no
modelo, analisa-se agora o comportamento das mesmas fun¢des mediante a introducio de

um numero maior de fontes e sorvedouros.

4.2.1 Ajuste do nimero k de fontes e sorvedouros

A Tabela 4.2 relaciona a variacio de area obtida com a introducio de sete fontes e

sete sorvedouros no dominio computacional. As fontes tém centro no ponto (0.2,0.5) e os
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sorvedouros estao centrados em (0.65,0.15), (0.75,0.2), (0.85,0.3), (0.9,0.5), (0.85,0.7),
(0.75,0.8) e (0.65,0.85).

N2 k[l] —BE k[l] —-DE | k* [l] AAREA(t = 1.08) AAREA (t = 1.58)
01 |00 0.0 0.0 119.18% 176.65%
02 | X(3) 1-X(i)) | k[ijnAt 109.85% 144.78%
03 | X(i) 1—X(5) | eklinat 92.82% 103.43%
04 | X(3) 1—X(5) | e®O)klinat 71.95% 55.25%
05 | X(3) 1—X(i) | k[i]enat 97.97% 108.52%
06 | X(3) 1—-X(i) | nAterl] 96.58% 102.11%
07 | Xx(3) 1-X(i) | sen(k[inAt) 110% 146.16%
2
08 | X(3) 1— X(3) (k[i]nAt) 114.91% 156.28%
2
09 | X(3) 1- X(i) (k[i]nAt - 2) 79.81% 101.06%
10 | X@) 1-X(@) | (s 93.01% 105.09%
11| X() 1— X(i) | sen (ek[ilnAt) 99.32% 127.76%
12 | X(9) 1—X(i) | sen (k[i]nAt) +Flinat | g8 719 93.61%
. sen | k[ilnAt
13 | X(4) 1- X(i) (ek[’]"m) (venas) 96.71% 114.52%
ek[l]nAt

14 | x() 1-X(i) | (sen (k[i]nAt)) 112.47% 155.65%
15 | X(i) 1—-X(5) |tg (k[i]nAt) 109.53% 141.56%

Tabela 4.2: Fungbes para a variacio temporal da elasticidade - R, = 105;"—;‘137, P, = 103%9.5_2'

ho = 35, p = 15ks, p= 107254, k=17, N =32

cm.s’?

A utilizagao de sete fontes e sete sorvedouros, assim como ocorreu para cinco fontes e
cinco sorvedouros, nao produz a variagdo de area desejada nos dois intervalos de tempo
para nenhuma das funcoes testadas. As fun¢oes destacadas na Tabela 4.2 sao aquelas que

melhor aproximam a variagao de area aquela estimada nas expressdes (2.1) e (2.2). Apesar
eklilnat

2
da variacdo insuficiente para ¢ = 1.0s, com as funcoes (k[i]nAt) e (sen <k[z]nAt))
obtém-se uma variagao de area proxima a desejada para t = 1.5s.

Quanto a fungdo da forma k*[i] = e*HldnAt=8 o =1 e B = 1.5 induzem apds ¢t = 1.0s e
t = 1.5s variagbes na area de, respectivamente, 110.17% e 152.1%, valores mais préximos

dos esperados do que aqueles determinados pela funcio k*[i] = eklinat,

2
A funcao k*[1] = (k[i]nAt — 2> produz resultados bem aquém dos requeridos. Porém,
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considerando-se uma funcao da forma
2
k*[5] = (k[i]nAt - 7)
verifica-se que v = 1 determina uma variacao de area de 107.12% e 153.99% apés ¢ = 1.0s
e t = 1.5s, respectivamente, valores consideravelmente mais préximos dos estimados do
2
que aqueles obtidos com a fungao k*[i] = (k[i]nAt - 2) :

Na busca de variagoes realmente proximas dos valores estimados em (2.1) e (2.2), testa-
se agora as funcoes para a variacdao temporal da elasticidade mediante a insercio de nove
fontes e nove sorvedouros no dominio computacional. A Tabela 4.3 relaciona a variacio
de area obtida com k£ = 9. As fontes tém centro no ponto (0.2,0.5) e os sorvedouros
estao centrados em (0.55,0.1), (0.65,0.15), (0.75,0.2), (0.85,0.3), (0.9,0.5), (0.85,0.7),
(0.75,0.8); (0.65,0.85) e (0.55,0.9).

Ne k[l] —BE k[i] - DE | k* [l] AAREA (t = 1.08) AAREA(t = 1.5s)
01 |00 0.0 0.0 153.77% 225.9%
02 | X() 1—-X(i) | k[ilnAt 142.4% 174.56%
03 | X(2) 1—X(i) | eklinae 114.99% 130.32%
04 | X(3) 1—X (i) | e3E)kliInAt 84.36% 60.18%
05 | X(i) 1-X(i) | kli]erat 123.68% 134.79%
06 | X(3) 1—X(i) | nAtekl] 121.29% 128.97%
07 | X(3) 1- X(5) | sen (k[z’]nAt) 142.69% 176.51%
2
08 | X(i) 1— X(i) (k[i]nAt) 148.29% 185.52%
2
09 | X(3) 1 - X(i) (k[z’]nAt = 2) 97.48% 121.5%
10 | x() 1-X@) | (vtna) 115.3% 131.8%
11 | X() 1- X(i) sen( klilnAf) 125.41% 156.34%
12 | X() 1- X(4) sen( ]nAt) + eklhae 1107 97% 115.86%
. sen (k i]nAt)
13| X(3) 1-X(3) | (cHimar) 121.51% 141.24%
SFLnAT
14 | X(i) 1= X(0) | (sen (k[i]nAt)) 145.29% 187.68%
15 | X(i) 1-X(5) | tg(klilnat) 141.73% 169.98%
Tabela 4.3: Funcgoes para a variacio temporal da elasticidade - R, = 10°—%— —%—, Pm = 1032,

ho=2, p=15, p=10"2_4_ k=09, N =32

O emprego de nove fontes e nove sorvedouros produz uma variacao de area

muito préxima aquelas indicadas pelas expressoes (2.1) e (2.2) quando a fungao
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para a variagao temporal da elasticidade
k*[l] — gsen (ek[i]nAt)

é empregada. Os valores obtidos para a variagio de 4drea podem ainda ser

adequados pelo reposicionamento dos sorvedouros.

Em relagdo a funcao da forma

L* ['I,] = eak[i]nAt—B

a =1ef = 0.5 determinam uma variacao de area de 128.18% apéds t = 1.0s e de 152.42%

apos t = 1.5s. No que diz respeito a funcao
2
k*[i] = (k[i]nAt - 7)

7 = 1.4 provoca uma variacao de area de 122.9% apds ¢t = 1.0s e de 167.19% apés
t = 1.5s. Nos dois casos, as variagoes verificadas estdo préoximas dos valores estimados

para a expansao do alvéolo.

Em todos os testes realizados até o momento, empregou-se um fluido de densidade

p = 1-%; e viscosidade p = 107?2—2—, o que equivale a utilizar um niimero de Reynolds

cm3 cm.s

de aproximadamente 4 com as fungdes que induzem uma variagao de area préxima aquela

estimada para o alvéolo. Contudo, é sabido que esses valores sao elevados quando o fluido
em questao é o ar escoando pelas ramificagbes finais da arvore respiratéria durante o

movimento normal de inspiragdo (Apéndices A e B).

4.3 Valores fisiolégicos para a densidade p e a visco-

sidade 1 do fluido

A introdugao de valores fisioldgicos para a densidade e a viscosidade do fluido no pro-

grama computacional produziu sempre resultados instaveis em uma malha computacional

32x32.

Testou-se entao em uma malha 128x128 algumas fungdes £*[¢] para a evolugao temporal
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da elasticidade. Empregou-se

3 g
=1.21x1073—
P X cm?3

4 9
=1.9x10"*—=—
'u x cm.S

valores mais proximos da densidade e da viscosidade do ar que escoa no aparelho respi-
ratério do que aqueles empregados anteriormente (Apéndices A e B). Esses valores deter-
minam um nimero de Reynolds de cerca de 0.3 quando se usa uma fungao que provoca

uma variagao de area condizente com a estimada nas expressoes (2.1) e (2.2).

Um inconveniente do uso de malhas computacionais mais finas é o tempo de execucio
do programa, o qual totaliza aproximadamente 13h para as funcées testadas em uma
maquina Sam Enterprise 3000, contrariamente aos cerca de 5min necessarios & execugio

do programa em uma malha 32x32 na mesma maquina quando se utiliza p = 1.0-%Z5 e

p=10"2-2

cm.s’

A utilizagao de valores fisiolégicos para p e p exige a adequagao de outros parametros
além do refinamento da malha, como a redugao do suporte h,, e altera significativamente
a variacao de area.

Empregando-se k =9, R,, = 10°—4%4—, P,, = 103 L eh, = 61—4, a funcao

cm3.s?

L* [Z] _ ek[i]nAt

determina uma variagdo excessiva de area - 145.5% e 217.95% - nos instantes ¢t = 1.0s e

t = 1.5s, o que nao ocorre com valores nao fisiolégicos para a densidade e a viscosidade
em uma malha mais grossa.

Algumas das demais fungdes testadas induziram uma variacao de area adequada. ape-
nas para um dos dois instantes de tempo. Decidiu-se testar entdao uma funcao definida

por sentencas distintas para cada um dos intervalos de tempo. Com a funcio

2
(k[i]nAt - 5) . se 0<nAt<10

(k[z]n/_\t - 7) , sel.0<nAt<15

obtém-se apés ¢t = 1.0s e t = 1.55 uma variagao de 4rea de 128.75% e 181.58%, respecti-

vamente. Adotando-se

E*[i] = (k[z’]nAt - 10)2
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para o segundo intervalo, verifica-se uma variagao de area de 157.28%. Encontram-se

assim variagOes proximas as estimadas nas expressoes (2.1) e (2.2).

Alterando-se o numero k de fontes e sorvedouros, constata-se novamente que algumas
funcoes determinam variagoes de drea adequadas apenas em um dos instantes de tempo.
Com a reestruturagao do algoritmo para modificar o nimero k de fontes e sorvedouros
ao longo do tempo de execugao, poder-se-ia controlar a expansao do segmento BD nos
intervalos de tempo 0 < ¢t < 1.0 e 1.0 < t < 1.5. A reducao do nimero de fontes
e sorvedouros no segundo intervalo de tempo simularia uma condicao fisiolégica: uma
variacao de area menor em relaciao ao intervalo inicial devido a uma reducao do fluxo de

gas e, por conseguinte, da pressao.

4.4 Um modelo para dois alvéolos

Sabe-se que os alvéolos pulmonares estao agrupados em sacos. Assim, torna-se interes-
sante simular a expansdo de mais de um alvéolo simultaneamente. Pode-se entao estender

o modelo para um alvéolo ilustrado na Figura 3.7 para dois alvéolos.

-
S
- [0,1]X[0, 1]

Figura 4.7: Modelo para dois alvéolos pulmonares

Na Figura 4.7, F'(0.4,0.55) e G(0.4,0.45) sdo os pontos médios dos segmentos BE e
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DE, respectivamente, e os valores atribuidos & elasticidade dos pontos do segmento BD

na configuragao inicial (¢ = 0s) da fronteira imersa sao calculados da seguinte maneira:

e Ponto E: modelo de forca restauradora com k., = k = 106‘?7“. Objetiva-se dessa

forma manter o ponto E imédvel no decorrer do tempo;

e Segmento BF:
k1] = X(2) (4.9)

sendo X (z) a ordenada do ponto na configuracao inicial da fronteira;

e Segmento EF:

k(1] = 1.1 — X (2) (4.10)
e Segmento EG:

k] = 0.1 + X (7) (4.11)
e Segmento DG:

kle] = 1.0 — X () (4.12)

As expressoes (4.9) a (4.12) permitem uma expansio simétrica dos segmentos BE e

DE, desde que se use a mesma fungao para a variacao temporal da elasticidade em ambos.

Como os alvéolos ndo sdo uniformemente ventilados, nem todos sofrem a mesma ex-
pansao assim como nem todos participam simultaneamente do processo respiratério. Em
algumas doengas, como o enfisema e a fibrose, a complacéncia dos pulmoes sofre alteracoes
significativas. Em outros casos, como a existéncia de tumores ou edemas, podem ocorrer
alteracoes locais na complacéncia. Adotando-se fungdes distintas para a variacio temporal
da elasticidade nos segmentos BE e DE, pode-se simular duas expansdes diferenciadas,

imitando assim o que ocorre em pulmoes sadios ou doentes.

O modelo pensado para simular um alvéolo pode ser generalizado para a simulacio de

n alvéolos. Na Figura 4.7, aplicando-se o modelo de forca restauradora com

k = 105947

cm
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aos pontos F, F' e G, tem-se a expansao de quatro segmentos. Dividindo-se o segmento BD
em n partes, nao necessariamente iguais, e aplicando-se o modelo de forga restauradora
aos (n — 1) pontos que dividem o segmento, pode-se simular a expansido de n segmentos.
Obviamente, torna-se necessario testar novos valores para os parametros que permitam

expansoes com variacao de area condizente as esperadas para cada um dos alvéolos.
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CAPITULO 5

Simulacoes

Compara-se neste capitulo as variacoes na drea da regiao interna a fronteira imersa
bem como na geometria desta quando se emprega um valor constante para a elasticidade
ou se atribui a ela valores variaveis no tempo. As simulagoes correspondentes as variacoes
da elasticidade para valores nao fisioldgicos da densidade e da viscosidade do fluido bem

como para valores mais condizentes com os fisioldgicos sio apresentadas.

5.1 Simulacao de um alvéolo

Testou-se o modelo para expansdo de um tnico segmento - Figura 3.7 - com R,, =

10° 2= Py = 10° I, ho = 3%2 e nove fontes e sorvedouros em uma malha computacional
32x32.

5.1.1 Densidade e viscosidade nao fisiolégicos

Empregando-se p = 1-4; e p = 1072=L- algumas fun¢oes dentre as testadas produ-
preg P omd €M em.s) g

ziram uma variacao de area apds t = 1.0s e ¢ = 1.5s préxima as estimativas fornecidas

pelas expressoes (2.1) e (2.2). Entre elas a fungao
k™[] = sen (ek[‘i]”m>

que gera uma expansao poliédrica do segmento B D - Figura 5.1 - com formacao de vértices.

87
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5.1 Simulacao de um alvéolo 89

Com o reposicionamento dos sorvedouros pode-se ajustar a variagio de 4rea para
os valores desejados. Para o teste anterior, por exemplo, centrando-se os sorvedouros
nos pontos (0.45,0.1), (0.6,0.1), (0.75,0.15), (0.85,0.3), (0.9,0.5), (0.85,0.7), (0.75,0.85),
(0.6,0.9) e (0.45,0.9), obtém-se variacoes de area da ordem de 125.19% e 156.13% para
t =1.0s et =1.5s, respectivamente. Dessa forma, o pequeno deslocamento dos centros

de alguns dos nove sorvedouros determina uma pequena alteraciao na variacao de area.

A agao da funcao
k*[¢] = sen (ek[i]"At>

na variacao da elasticidade produz uma variacao de area préoxima a da obtida utilizando-se
ki) = 1.0

constante para todos os pontos do segmento BD no decorrer do tempo . Sabe-se que,
quanto menor for essa constante, maior sera a expansao verificada no instante final de
integragao das equacoes que regem o comportamento do sistema fluido-fibra. Isto é com-
provado nas Figuras 5.2 e 5.3, as quais representam testes para k[i] = 1.0 e k[z] = 0.1,

respectivamente.
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O emprego de funcées que elevam repentinamente os valores da elasticidade determina

reducao na variacao de drea.

A funcao
kx[z] = e(3.6)k[i]'n.At

induz aumento na variagao de area até ¢ & 1.0s e reducdo no intervalo de tempo restante,

como ilustra a Figura 5.4. Assim, fun¢bes como essa podem ser utilizadas na simulacio da

expansao alveolar durante a inspiracdo e do recuo da parede alveolar durante a expiracio.
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5.1.2 Densidade e viscosidade fisiolégicos

Empregando-se p = 1.21x107° %5 e p = 1.9x107*—2—, valores para a densidade e a

cm.s?

viscosidade do fluido mais préximos dos valores fisioldgicos, a funcao

2
<k[i]nAt - 5) , se 0<nAt<1.0

wlil= (k[i]nAt - 10) §

se 1.0 <nAt<1.5

foi a que determinou entre as func¢oes testadas uma variagao de area mais condizente com

a desejada - Figura 5.5. Nesses testes fol necessario reduzir o tamanho do suporte A, e

refinar a malha computacional.
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Flgura 5.5: ( o[d
P = 1032

]nAt—5)2 para 0 < nAt < 1.0, (k[z']nAt~ 10) para 1.0 < nAt < 1.5, Ry = 105—%—
ho = &, p = 1.21x1073-%;

128.76% apds t = 1.0s, 157.28% apds t = 1.5s, Fontes centradas em (0.2,0.5), Sorvedouros centrados em
(0.55,0.1)(0.65,0.15)(0.75, 0.2)(0.85,0.3) (0.9, 0.5) (0.85, 0.7)(0.75,0.8)(0.65, 0.85)(0.55, 0.9)

cm3.s)

p=19x10""-4- k=9, N = 128, Variacao de drea:

cm.s?) cma )
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5.2 Simulacao de dois alvéolos

Testou-se o modelo para expansio de dois segmentos - Figura 4.7 - com p = 12,
p =107~ R, =10°—4%—, P, = 1025, h, = 5 e nove fontes e sorvedouros em uma

malha computacional 32x32.

5.2.1 Expansoes simétricas

Na expansao simultianea de dois segmentos, verificou-se que a variacao de drea é muito
menor do que a desejada, principalmente quando se analisa a expansao de cada um dos
segmentos separadamente. As Figuras 5.6, 5.7 e 5.8 evidenciam essa expansao quando se
usa uma fungao para a variacao temporal ou valores fixos para a elasticidade ao longo do

tempo.

Parametros utilizados na expansdo de um unico segmento ja nao produzem resulta-
dos satisfatérios quando aplicados ao modelo para duas expansoes simultdneas. Isto é
exemplificado no teste ilustrado pela Figura 5.6. Os dados usados no referido teste nao
produzem uma variagdo de area adequada, contrariamente ao que ocorre quando se em-

prega esse mesmo conjunto de dados para simular a expansdo de um udnico segmento -

Figura 5.1.
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Uma maior expansao no modelo para dois alvéolos pode ser verificada quando se mo-
difica alguns pardametros. O aumento do tamanho do suporte h, das fontes e sorvedouros,
o emprego de fun¢des que atribuem pequenos valores a elasticidade na evolugao temporal,
o reposicionamento de fontes e sorvedouros e a introducao de um nimero maior de fontes

e sorvedouros (k > 9) podem aumentar a variagao de érea.

Com os testes ilustrados pelas Figuras 5.6, 5.7 e 5.8, fica evidente que é necessario
testar novos parametros que ajustem o modelo matematico para dois alvéolos a0 modelo

real. Principalmente, é preciso repensar a forma como a forca exercida pelo ponto E é

modelada.

5.2.2 Expansoes assimétricas

As Figuras 5.9 e 5.10 evidenciam a simulagao de duas expansoes diferenciadas através
do emprego de dois valores para k[i] ou de duas funcdes para a variacio temporal da
elasticidade associada aos pontos dos segmentos BE e DE. Ao se comparar essas duas
figuras, observa-se que o uso de uma funcdo para a variagdo temporal pode possibilitar
expansoes menos disformes do que aquelas verificadas quando se emprega um valor fixo

para a elasticidade.
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Conclusao

Neste trabalho modelou-se a elasticidade de uma fibra no decorrer do tempo atraves do
método da fronteira imersa estruturado por Peskin. A expansao sofrida pelo alvéolo pul-
monar durante a inspiracao foi empregada como base para as simulacoes e essa expansao
foi controlada pela variagao de area estimada a partir da variagdo volumétrica do alvéolo. .
Mostrou-se assim que a expansao sofrida pela fronteira imersa devido as suas proprieda-
des eldsticas pode ser modelada para se obter uma determinada variagao de area. Para
tanto, alguns pardmetros precisam ser ajustados, dentre os quais se destacam a funcgao
k*[7] para a evolugao temporal dos valores k[¢] abribuidos a elasticidade, o nimero k de
fontes e sorvedouros a ser introduzido no modelo assim como o posicionamento destes, os
valores da pressio P, e da resisténcia R, associados a cada fonte e sorvedouro, o suporte
h, das funcdes que definem a fungao peso ¥,,(z), a qual especifica a distribuicao espacial
da m-ésima fonte e do m-ésimo sorvedouro, e o tamanho da malha utilizada no método

computacional.

A continuidade do trabalho requer o conhecimento de valores fisiolégicos para a den-

sidade e a viscosidade do fluido como também para a pressao P,, e a resisténcia R,,
associadas as fontes e aos sorvedouros. Ao invés de se manter P,, e R, constantes, es-
tratégia aqui adotada, seus valores poderiam ser distintos, isto é, Py # Py # ... # Pn e
Ry # Ry # ... # R,,, variando inclusive com o tempo. Ter-se-ia também que trabalhar
com dois fluidos de caracteristicas distintas, ja que no modelo real para o mecanismo res-
piratdrio existe ar dentro do alvéolo e sangue fora dele. Como o modelo exige o emprego
de malhas refinadas para valores fisiolégicos da densidade p e viscosidade f, o uso de

uma malha adaptativa como a proposta por Roma [31] reduziria o tempo de execucao e
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consequentemente o custo computacional. A variacao dos valores relacionados & elasti-
cidade poderia ser espacial além de temporal, ou seja, associar-se-ia a k[i] a posi¢io no
nstante de tempo imediatamente anterior, e ndo sempre a posicao na configuracio inicial
da fronteira. Além disso, poder-se-ia pensar em fronteiras abertas, como por exemplo
aquelas necesséarias a simulacao do fluxo sangiiineo atraves de uma valvula cardiaca, e na
construgao de um modelo matematico e computacional tridimensional. A modificacdo do

dominio computacional £ = [0, 1]X[0, 1] permitiria a simulagao de escoamentos em tubos

mais longos.

O dominio da expans@o da fronteira imersa bem como de sua geometria no decorrer do
tempo poderia ser aplicado a um grande nimero de problemas, entre eles a simulacio da
locomogao de microorganismos e da expansao do baldo inflavel acoplado & ponta do catéter
empregado na desobstrugao de vasos sangliineos (cateterismo). Ou ainda, a simulacio da
emissao de falsos pés, ou pseudopodes, pelos glébulos brancos. Esta estratégia permite
a essas células sangiiineas realizar a fagocitose, fenémeno que consiste em englobar para

depois destruir organismos invasores.



APENDICE A

Fluxo laminar e turbulento

O fluxo de ar ocorre somente quando existe uma diferenca de pressao: o gas se move

de um regiao de pressao mais alta para uma regidao de pressao mais baixa.
Basicamente, existem dois tipos de fluxo: o laminar e o turbulento.

O fluxo laminar é suave e ordenado. Nele, as particulas que constituem o fluido se

movem paralelamente as paredes de um tubo, como mostra a Figura A.1.

Figura A.1: Comportamento das particulas do fluido no escoamento laminar

As particulas do fluido préximas as paredes do tubo tém velocidade nula. A velocidade
cresce a medida que a distancia em relacio a parede do tubo aumenta, atingindo valor

maximo no eixo do tubo.

Quando um fluido escoa por um tubo, ele sempre perde energia ao longo do mesmo. A
perda de energia se deve as forcas de friccao e é caracterizada por uma queda de pressio.

Essa queda de pressao é uma medida da resisténcia do tubo a passagem do fluido.

No fluxo laminar, a queda de pressao nao pode ser atribuida as forcas de atrito entre
as particulas do fluido e as paredes do tubo, ja que a velocidade das particulas préximas

as paredes é nula. A queda de pressdo ao longo do tubo durante o escoamento se deve a
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viscosidade do fluido.

A viscosidade de um fluido pode ser definida como a resisténcia interna do mesmo
ao escoamento e é causada pelo atrito entre as suas moléculas. Diferentes fluidos tém
diferentes viscosidades, que variam também com a temperatura. A viscosidade de liquidos
diminui com o aumento da temperatura; a viscosidade de gases aumenta com o aumento da

temperatura. A Tabela A.1 traz valores para a viscosidade do ar sob certas temperaturas.

Temperatura (°C) | par (,u,,) Ty (;ﬁ—s)
0 171 1.71x10~4
20 181 1.81x10~1
40 190 1.9x10~4

Tabela A.1: Viscosidade do ar - Sears [35]

OBS.:

lpoise = l‘ij%s

ldyn = 107°N = 1074 = 19
lpoise = 14522, = 14

144, (1 micropoise) = 10 °poise = 1075 L

O comportamento dos fluidos em escoamento laminar foi investigado pelo engenheiro
civil alemao Heinrich Gotthilf Hagen e pelo fisiologista francés Jean Leonard Marie Poi-
seuille entre 1839 e 1841. O estudo de ambos forneceu uma. equacao que rege o escoamento
laminar de um fluido de viscosidade constante e independente da velocidade do mesmo,

conhecida como a lei de Hagen-Poiseuille:
8ulL -
AP=P-P =Lty (A.1)
es

onde

AP : variagio da pressao entre dois pontos, medida em cmH,0
w = viscosidade do fluido

L : comprimento do tubo

r : raio do tubo

V' : vazao volumétrica de fluido, medida em ¢/s
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No fluxo laminar, se a geometria do tubo e a viscosidade do gas forem constantes, a
queda de pressao ao longo do tubo durante o escoamento sera diretamente proporcional

a vazao volumétrica de gas, ou seja

AP=K,V
onde K; é uma constante de proporcionalidade que inclui o comprimento e o raio do tubo
bem como a viscosidade do gas.

Acima de uma certa vazdo volumétrica V ocorre a transi¢ao do fluxo laminar para o

fluxo turbulento. Esse ponto é conhecido como sendo a taxa critica de fluxo do fluido.

Em escoamentos turbulentos, as particulas do fluido nao se deslocam paralelamente
as paredes do tubo. Elas se movem desorganizadamente em relagio & direcio geral do

escoamento, como ilustra a Figura A.2.

VST LD

Figura A.2: Comportamento das particulas do fluido no escoamento turbulento

As particulas do fluido em escoamento turbulento se deslocam ao longo do tubo em
velocidades uniformes; as particulas proximas as paredes do tubo tém a mesma velocidade

daquelas localizadas no eixo do tubo.

Nos escoamentos turbulentos, a queda de pressao se deve também a densidade ou
massa especifica do fluido e ao atrito entre as particulas do fluido e as paredes do tubo,

ja que a velocidade das particulas préximas as paredes nao é mais nula.

A densidade é definida como a razao entre a massa e o volume do fluido, isto é

p==—
Vv
e medida em g/cm?, variando com a temperatura e a pressio. A densidade do ar, a uma

temperatura de 0°C' e pressao de 1 atmosfera, é de 1.293x10”3m%; ja a uma temperatura

de 20°C' e pressao de 1 atmosfera, é de 1.21x1073 -5 - Halliday [15].

cm?
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Nesse tipo de escoamento, a queda de pressao de um gds é diretamente proporcional

ao quadrado da vazdo volumétrica, ou seja
- -2
AP = IXQ V

onde K é uma constante de proporcionalidade que inclui o comprimento e o raio do tubo

bem como a densidade e a viscosidade do gas.

Nas vias aéreas do sistema respiratério, o escoamento turbulento ocorre juntamente
com o escoamento laminar. O fluxo turbulento é encontrado nas vias aéreas mais amplas,
como a traquéia, enquanto que o fluxo laminar ocorre nas vias aéreas de menor diametro,
como os bronquiolos terminais e respiratérios. A Figura A.3 mostra o tipo de fluxo

normalmente existente nas vias aéreas do sistema respiratério humano.

r ‘ ; h

|

flow

Laminar
flow

)

Figura A.3: Fluxo nas vias aéreas - Hopkins [17]

Os escoamentos laminar e turbulento podem ser combinados em uma tinica equacio

para expressar a queda de pressdo ao longo de uma determinada via aérea:

AP =K, V4K, V'



APENDICE B

Numero de Reynolds

Para avaliar o escoamento de um fluido pode-se empregar um nimero adimensional,

o nimero de Reynolds (INg), definido por

Np = 2rpv
1
onde
v € a velocidade média do fluido
p € a densidade do fluido
w1 € a viscosidade do fluido e
r € o raio do tubo.
Quando
Ngr < 2000
Ngr > 3000

2000 < Nr < 3000

tem-se, respectivamente, escoamento laminar, escoamento turbulento e escoamento instavel.

Este tultimo € o escoamento que pode passar de laminar para turbulento ou vice-versa.

A Tabela B.1 traz o numero de Reynolds para escoamentos em algumas das vias aéreas

do sistema respiratorio.
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Niumero de Reynolds
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VIA AEREA | DIAMETRO (mm) | V (¢/s) - Ng
Cavidade nasal 5 0,333 - 400 3,33 - 4000
Faringe 12 0,333 - 800 3,33 - 8000
Traquéia 21 0,333 - 1250 3,33 - 12500
Bronquios 17 0,333 - 910 3,33 - 9100
Bronquiolos 0,333 - 700 3,33 - 7000
Bronquiolos 0,333 - 570 3,33 - 5700
Bronquiolos 4 0,333 - 190 3,33 - 1900
Bronquiolos 2,5 0,333 - 74 3,33 - 740
Bronquiolos 1 0,333 - 35 3,33 - 350
Bronquiolos 0,4 0,333 - 2 3,33 - 20

Tabela B.1: Niimero de Reynolds em algumas vias aéreas humanas - Johnson (18]




APENDICE C

Algoritmo de Thomas

O método de Thomas é um método de eliminagdo desenvolvido para a solucdo de siste-
mas de equagoes algébricas lineares que apresentam matrizes de coeficientes tridiagonais.
Este método simplifica significativamente os célculos e ndo inclui o pivotamento, o qual

destruiria a estrutura diagonal - Feyo [8].

Assim, para uma matriz tridiagonal de dimensao n

bl €y 0 O
as by C2

0 as b3 C3

Qp-1 bn—l Cn—1

em um sistema

Az =d

o algoritmo de Thomas se resume a:

1. Reduzir os termos da diagonal principal a um (1)

1.1 wy = b]
c1

a1 = o,

g1 = %
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112 Algoritmo de Thomas

1.2 Para:=2,3,...,n — 1:

w; = b — aigi—1

. — G
%=

di—aigi—1
="
1.3 Wy = by — apnqn_y

_ dn—angn_1
In = T

Desta forma, obtém-se o sistema linear

(1 g0 00 |[en 1 [a
01 ¢ --- 00 T2 92
1 gna Tp-1 n—1
i 01 Jla | Lo |

equivalente a Az = d.

2. Efetuar substituigao reversa

2.1 Te = Gn
2.2 Parai=n—-1,n—-2,...,1:

Ti = 9i — qiTit1



APENDICE D

Avaliacao da pressao P,,, da
resisténcia R,, e do suporte h, para

k=5

Kmax | ho P R detA Observagoes

108 % 102 107 ~ 1.00x10%% | Fronteira praticamente imével

108 % 103 108 ~ 1.01x10%3° | Pequena expansio da fronteira

108 = | 103 10° ~ 1.09x10%® | Expansio uniforme e controlada da fronteira

108 % 102 10% ~ 2.09x10%° | Grande expansao no 1° quadro - Expansio im-
previsivel

10° % 103 102 ~ 5.27x10'¢ | Fronteira ausente - Instabilidade

108 %6 1,03 102 ~ 1.58x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade

108 IIE 103 10 ~ 8.45x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade

108 5 | 10° 1 ~ 7.88x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade

108 & | 108 0 ~ 7.82x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.1: Variacio de R,, para P,, = 103, h, = 11—6 e kmaz = 106
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114 Avaliacao da pressao P,,, da resisténcia R,, e do suporte h, para k =5

Kmax | ho Pm Rn detA Observagoes
108 _:515 103 10° overflow Fronteira praticamente imével
108 % 103 108 overflow Fronteira praticamente imével
108 3—12 103 107 ~ 1.00x10%° | Fronteira praticamente imével
108 % 103 106 ~ 1.01x103° | Pequena expansao da fronteira
108 = | 103 10° ~ 1.15x10%® | Expansdo uniforme e controlada da fronteira
108 % 103 10* ~ 3.02x10%° | Grande expansdo no 1° quadro - Expansao im-
previsivel
108 % 103 103 ~ 2.34x10'7 | Fronteira ausente - Instabilidade
108 :—3% 103 10? ~ 2.42x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 103 10 ~ 1.77x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 315 103 1 ~ 1.71x10® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 103 0 ~ 1.70x10'% | Fronteira ausente - Instabilidade
Tabela D.2: Variacdo de R,, para P, = 103, h, = 35 € kmagz = 106
ks | ho P R detA Observagoes
108 % 103 108 over flow Fronteira praticamente imdvel
108 é 103 107 a2 1.00x10%% | Pequena expansao da fronteira
108 é 103 106 ~ 1.04x10%° | Pequena expansio da fronteira
108 & 103 10° ~ 1.44x10%° | Expansao uniforme e controlada da fronteira
108 & | 103 10* ~ 1.22x10?! | Fronteira ausente - Instabilidade
108 & | 10 103 ~ 1.23x10'° | Fronteira ausente - Instabilidade
106 é 103 102 ~ 4.98x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 & 103 10 ~ 4.5x10'8 Fronteira ausente - Instabilidade
108 é 103 1 ~ 4.45x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 a5 | 103 0 ~ 4.45x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.3: Variagio de R, para P,, = 103, h, = 2 € kmaz = 10°
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Kmax | De P R detA Observagoes

106 % 102 106 ~ 1.01x1030 Fronteira praticamente imével

108 L | 10? 10° ~ 1.09x10%° | Pequena expansao da fronteira

108 % 102 104 ~ 2.09x10%0 Expansao uniforme e controlada da fronteira
108 Tlg 102 103 ~ 5.27x1016 Fronteira ausente - Instabilidade

108 % 102 102 ~ 1.58x10%° Fronteira ausente - Instabilidade

108 % 102 10 ~ 8.45x10' Fronteira ausente - Instabilidade

108 = 102 1 ~ 7.88x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade

108 is 102 0 ~ 7.82x10' | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.4: Variacao de R, para Pp, = 10%, h, = i € knas = 10°

kmax | ho P Rm detA Observacoes

108 % 102 107 ~ 1.00x103% Fronteira praticamente imével

10° é 10* 108 ~ 1.01x103° | Fronteira praticamente imével

108 3% 102 10° ~ 1.15x10%° Pequena expansao da fronteira

108 % 102 10* ~ 3.02x102° Expansao uniforme e controlada da fronteira
10° % 102 103 ~ 2.34x10'7 | Fronteira ausente - Instabilidade

108 515 102 102 ~ 2.42x10'% | Fronteira ausente - Instabilidade

10° > | 102 10 ~ 1.77x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade

108 31—2 102 1 ~ 1.71x1018 Fronteira ausente - Instabilidade

10° 3 | 102 0 ~ 1.70x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.5: Variagdo de R para Py, = 10% ho = 25 € kaz = 10°
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kmax | ho P R detA Observacoes
108 = | 102 108 ~ 1.04x10%° | Fronteira praticamente imével
108 é 102 10° ~ 1.44x10%° | Pequena expansio da fronteira
108 é 102 104 ~ 1.22x102%! Grande expansdo no 1° quadro - Expansao uni-
forme e controlada da fronteira
108 % 102 103 ~ 1.23x10'° | Fronteira ausente - Instabilidade
108 é 10? 102 ~ 4.98x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 = 10? 10 ~ 4.5x10'8 Fronteira ausente - Instabilidade
108 é 102 1 A2 4.45x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 é 102 0 ~ 4.45x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
Tabela D.6: Variacio de R,, para P,, = 102, h, = a5 € kmas = 10°
kizax | ho P R detA Observacgoes
108 - 10 10° ~ 1.09x10%° | Fronteira praticamente imével
108 7% |10 104 ~ 2.09x10%° | Pequena expansdo da fronteira
108 % 10 103 ~ 5.27x10'¢ | Fronteira ausente - Instabilidade
106 %6 10 102 ~ 1.58x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 10 10 A 8.45x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 10 1 ~ 7.88x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 10 0 ~ 7.82x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.7: Variacdo de R,, para P,, = 10, h, = 1—16- e kmaz = 10°
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kmax | ho P R detA Observacoes
108 515 10 108 ~ 1.01x10%° | Fronteira praticamente imével
108 3 | 10 108 ~ 1.15x10%° | Fronteira praticamente imdvel
108 = |10 104 ~ 3.02x10%° | Pequena expansao da fronteira
108 % 10 102 ~ 2.34x10'7 | Fronteira ausente - Instabilidade
10° % 10 102 A 2.42x1016 Fronteira ausente - Instabilidade
108 3 | 10 10 ~ 1.77x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 313 10 ~ 1.71x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 10 0 ~ 1.70x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
Tabela D.8: Variacio de R,, para P,, = 10, h, = 31—2 e kmae = 108
Kmax | ho Pm R detA Observagoes
108 é 10 10° ~ 1.44x10%° Fronteira praticamente imével
108 L |10 104 ~ 1.22x10%! | Pequena expansio da fronteira
108 & |10 103 ~ 1.23x10'° | Fronteira ausente - Instabilidade
108 & |10 102 ~ 4.98x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
106 % 10 10 ~ 4.5x10'8 Fronteira ausente - Instabilidade
108 & 10 1 ~ 4.45x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 & 10 0 ~ 4.45x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.9: Variagdo de R, para P, = 10, h, = & € kpas = 10°
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kmax | ho Pm R detA Observacoes

108 = |7 7x10? ~ 2.22x106 | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 5 5x10? ~ 1.10x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
10° &= |2 5 ~ 8.13x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade
108 %6 1 103 ~ 5.27x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
106 ILG 1 10? ~ 1.58x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 & 1 10 ~ 8.45x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 1 1 ~ 7.88x10'* | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 1 0 ~ 7.82x10* | Fronteira ausente - Instabilidade
108 = 0 102 ~ 1.58x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 - 0 10 ~ 8.45x10'% | Fronteira ausente - Instabilidade
108 = 0 0 ~ 7.82x10* | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.10: Variacio de R,, para P,, variando de 10 a 0, h, = 11—6 e kmaz = 108

Kmax | ho P Rm detA Observagoes

108 % 7 7x10? ~ 1.25x10'7 | Fronteira ausente - Instabilidade
106 % 5 5x10? ~ 7.75x10'¢ | Fronteira ausente - Instabilidade
108 3% 2 5 ~ 1.74x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 515 1 103 ~ 2.34x10'7 | Fronteira ausente - Instabilidade
108 é 1 102 ~ 2.42x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
106 3—12- 1 10 ~ 1.77x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 3—12- 1 1 ~ 1.71x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 = |1 0 ~ 1.70x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
106 % 0 102 ~ 2.42x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 % 0 10 ~ 1.77x10'6 | Fronteira ausente - Instabilidade
108 31—2 0 0 ~ 1.70x10*® | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.11: Variacao de R,, para P,, variando de 10 a 0, h, = 35 € kmaz = 10°
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kmax | ho P R detA Observagoes

108 é 7 7x10? ~ 9.27x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 = |5 5x102 ~ 7.61x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 é 2 5 ~ 4.47x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 = |1 103 ~ 4.98x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 = |1 102 ~ 4.5x1018 Fronteira ausente - Instabilidade
108 6—14- 1 10 ~ 4.45x10'8 | Fronteira ausente - Instabilidade
10° = |1 1 ~ 4.45x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade
108 é 1 0 ~ 4.98x10'8 | Fronteira ausente - Instabilidade
108 6—14— 0 102 ~ 4.5x10'8 Fronteira ausente - Instabilidade
106 & 0 80 ~ 4.45x10'® | Fronteira ausente - Instabilidade

Tabela D.12: Variacao de R,, para P,, variando de 10 a 0, h, = 61—4 e kynaz = 106
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