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Resumo

Dados dois conjuntos A e B no R*, estudaremos o conjunto C(4,B) = {z €
R"/d(z, A) = d(z, B)}, denominado conjunto de conflito de A e B. Abordaremos
0 caso em que o conjunto de con flito é uma hipersuperficie de classe Ck k> 3. No
caso n = 3 determinamos, para as superficies de conflito, as curvaturas Gaussianas e
Média, a localizacao dos pontos umbilicos e um resultado inicial sobre o tipo Darbou-
xiano destes pontos. A matriz da derivada da normal, DN, e as fungoes simétricas
elementares das hipersuperficies de conflito do R* também sio estabelecidos. Os re-
sultados sdo expressos em fungdo das direcdes e curvaturas principais dos bordos dos
conjuntos A e B dados, os quais sdo supostos convexos.
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Abstract

Given two sets A and B in R, we will study the set C'(4, B) = {reR*/d(z, A) =
d(z, B)}, called the conflict set of A and B. We will consider the case in which the
conflict set is a hypersurface of class C*, k > 3. In the case n = 3 we find, for
conflict sur faces, the Gaussian and Mean curvatures, the location of umbilic points
and an initial result concerning the Darbouxian type of these points. The matrix of
the derivative, DN, of the normal, as well as the elementary symmetric functions of
con flict hipersur face in R* are also found. The results are expressed in terms of the
principal directions and curvatures of the borders of the given sets A and B, which

are assumed to be convex.
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Introducao

Considerando dois conjuntos A, e Ay no espago Euclidiano. Um problema cldssico
¢ o estudo do conjunto de pontos de igual distancia de ambos, tal é o caso da reta
e um ponto que leva a pardbola. O objetivo do presente estudo é analisar algumas
propriedades geométricas desses conjuntos, ditos de con flato.

Os conjuntos de igual distdncia no espaco Euclidiano sao denominados por véarios
nomes: bissetores (em geometria computacional), conjuntos equidistantes, conjuntos
de conflito da funcao distancia (em teoria de singularidades), etc. Nés adotaremos
a expressao C(A;, Ay) para denominar o conjunto de conflito de A4; e Ay, em certas

ocasioes omitiremos os conjuntos usando apenas C.

Baseamos nosso trabalho no artigo de Sotomayor, Garcia e Siersma [13] que estuda
as curvaturas das superficies de conflito, definidas por pares de conjuntos convexos
no R*. Também foi ttil o artigo de Siersma [11], que faz um estudo dos conjuntos
de conflito no plano, mostrando suas propriedades de diferenciabilidade e obtendo
uma expressao para curvatura da curva de conflito. Considerando o caso em que os

conjuntos sao convexos.

Ambos os artigos determinam a derivada da normal ao conjunto de conflito em
funcao dos dados geométricos dos bordos dos conjuntos 4;. No caso do plano, a
curvatura da curva de conflito é dada em funcio das curvaturas das curvas que
determinam os bordos dos conjuntos 4;. No caso do espaco tridimensional a curvatura
Gaussiana, a curvatura Média e a localizacdo dos pontos umbilicos na superficie
sao determinadas em fungdo das direcoes principais e das curvaturas dos bordos
B; = 0A;. A hipétese de convexidade dos bordos é fundamental nos trabalhos acima
e serd adotada neste trabalho. Um resultado inicial relativo ao tipo Darbouxiano dos
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pontos umbilicos na superficie de conflito é também estabelecido (ver definigao na

segao 1.4).

Presumimos que o nosso leitor conhega os fundamentos de Geometria Diferencial
e Equacoes Diferenciais Ordindrias. Tomamos como base para este estudo os livros
de Carmo [1], Struik [18], Gray [5] e O’Neil [8] para a parte de Geometria Diferen-
cial e Sotomayor [12] para a parte de EDO (Equacdes Diferenciais Ordindrias). Na
secao 1.4, apresentaremos uma introducao do estudo do comportamento das linhas
de curvatura na vizinhanga de um ponto umbilico, como apresentado por Sotomayor
e Gutiérrez em [16], [15], [14] e por Sotomayor e Garcia em [4]. Nessa mesma, se¢ao
é feito, um estudo inicial do tipo genérico de pontos umbilicos que podem aparecer
em um determinado ponto da superficie de conflito.

No Capitulo 1 estudaremos as superficies de conflito no R3. Sejam dois conjun-
tos fechados A, e As no espago R®, o qual é munido pela orientagdo canodnica e da

distancia:

d(p,q) =lp—q| =,

3
D oi—a)=(p—q,p-q)
=1

onde <, > ¢ o produto interno Euclidiano em R3.

O conjunto, C'(Ay, A2), dito de conflito entre A, e Ay estd definido por
C(As, 42) = {p;d(p, A)) = d(p, A.)},

onde d(p, A) = inf{d(p,q);q € A}.

Consideraremos conjuntos convexos fechados, nao vazios, com seus interiores dis-
juntos e bordos regulares B; de classe C*, k > 2, orientados por seus campos de

vetores normais /V;, apontando para o interior de A;.

Um dos resultados mais importantes deste capitulo é a determinagao da matriz de
DN, a derivada de N a normal a superficie de conflito em um ponto p, em funcao dos
dados geométricos dos A;. Através deste resultado, podemos encontrar as funcgoes
simétricas elementares dos valores préprios, que nada mais sio que as curvaturas
Gaussiana e Média. Outros resultados importantes podem ser extraidos da matriz.

Abaixo nos referimos a alguns resultados que obteremos.

Lembramos que as curvaturas principais ki < ki de B; sdo os valores proprios de
—DNj, e que a condigao de convexidade de A; é equivalente a dizer que ambas tem
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0 mesmo sinal. A curvatura Gaussiana é definida por
K= k! ki =det(—DN;),

isto implica que K! > 0. Lembramos também, que a curvatura média de B; é dada
por
| .
H = Etmgzo(—DNi) 25(/6; + k),
A expressdao U, também chamada de curvatura Teversa,

1. : : .
U =5 (ki = k) = V(H)* - K,

cujos zeros localizam os pontos umbilicos da superficie, também aparecera a seguir.

Através da matriz de DN, podemos obter virias propriedades geométricas da
superficie de conflito. Mostraremos que as curvaturas Gaussiana e Média em um
ponto p € C/M a uma distancia r dos conjuntos A;, sio dadas respectivamente por

K= B(ICI (r) + K*(r)) — H (r)H2(r) + cos(2(cp — al))ul(r)uz(r)J ’

1= (Lmne®) [0 - 100+ (1252 ) ozt () - cos(2ant(1)

onde M é o conjunto dos pontos da superficie de conflito, no qual o campo N; + N,

é singular. A seguir definiremos os elementos que constituem as expressoes acima.

Chamaremos de TI; a fungdo que projeta um ponto p da superficie de conflito no
ponto p; de B;, que realiza a distincia minima. Os angulos a; e ap sdo os que as
diregoes principais minimas de B; e Bs, nos pontos p; e py fazem com os vetores
DII;(Th(p)), onde T} o vetor unitdrio na direcao de N, + N,. O angulo ¢ é a metade
do angulo entre V; e Ns.

— : . . i _ K i — _H-rKk}
Nas expressoes acima, as curvaturas K'(r) = T Hir) = T o
1 o u? = W ; . . . A .
U(r) = oo sao as das superficies deslocadas normalmente duma distancia r
das B;.

Estes resultados devidos a Sotomayor, Siersma e Garcia [13], estendem para su-
perficies o trabalho de Siersma [11], desenvolvido para curvas no plano. Damos a
nossa versao de como obter o resultado do Siersma como uma decorréncia dos resul-

tados tratados neste capitulo.
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Outro resultado obtido estabelece que um ponto p € C' é umbilico se e somente
se T = WU =0, onde
T = U’sen(201) — U'sen(2a1),
g2 Lt cos 2
3 —cos2¢

3 — cos 2¢

5 ) + (U cos(2ay) — U2 cos(2ay)]}.

v = M -

Também foi provado que num ponto nao umbilico p € C as diregOes principais
sao caracterizadas por fazerem um angulo @ com T3, onde 0 verifica:

2 senf

tan20 =
an 7

Isto é equivalente a dar, em linguagem geométrica, as equagoes diferenciais das linhas
de curvatura principal nas superficies de conflito.

Encontramos uma expressao para a curvatura normal & superficie de conflito, em
p € C/M na diregdo de um vetor unitdrio X tangente a C'/M em p, dada por

400 = {080 - B+ S )~

+eos(0) sen(8)r2(r) — 72(r)]},

onde § ¢ o angulo entre X e 7. [gualando esta expressio a Zero, conseguimos uma,
forma equivalente as equagoes diferenciais para as linhas assintéticas.

Faremos uma breve introdugdo sobre como caracterizar o tipo de ponto umbilico
genérico que pode aparecer em uma superficie. Condigoes algébricas serdo Impostas
ao 3-jato da superficie para que tenhamos o tipo Darbouxiano do ponto umbilico.
Com o intuito de caracterizarmos o tipo umbilico que pode aparecer no ponto p,, €
M, calculamos o 3-jato da superficie de conflito neste ponto, em fungdo dos jatos dos
bordos B,;.

Por fim daremos alguns exemplos de curvas e superficies de conflito com a ajuda

do programa Mathematica 4.

No Capitulo 2 estudaremos as hipersuperficies de conflito no R?. Sejam dois
conjuntos fechados 4; e 4, no espaco R?. Asg defini¢ées que usaremos neste capitulo
sao as mesmas que introduzimos no capitulo anterior, com as devidas adaptacoes

para o R?.

Para que tenhamos uma boa regularidade nas hipersuperficies de conflito consi-

deraremos somente o caso em que os A; sao conjuntos convexos fechados, ndo vazios,
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com seus interiores disjuntos e bordos regulares B; = 9A4; de classe C*, k > 2,
orientados por seus campos de vetores normais IV;, apontando para o interior de A;.

Faremos um estudo semelhante ao do capitulo 1, com o propésito de obtermos uma,
expressao para a matriz de DN, a derivada da normal a hipersuperficie de conflito
gerada pelos dois conjuntos dados A; e A,. Na proposicio 2, a matriz serd dada em
fungéo dos dados geométricos dos B;, chegando & seguinte representacao para DN
em um ponto p € C\M em relagdo a base {71, T5, T3} do hiperplano tangente,

2Lk, (r) — k,ll] ] 5l ) -7 ( )] 3l (1) = 7 ()]
DN = | 3l (r) = 7,(r)] 2sen¢[k2 (r) = k(7)) geamg [ (1) = 73, (r)]
2 = Ta()] g (1) = ()] gekg k2, (r) — kL (7))

onde M € o conjunto dos pontos onde o campo N;+ Ny = 0 e os objetos que aparecem

na matriz acima estao em funcao das curvaturas e direcdes principais dos B;.

Lembramos que as curvaturas principais k¢ < kb < k% de B; sio os valores proprios
de —DN;, e que a condigao de convexidade de A; é equivalente a dizer que todas
possuem o mesmo sinal. As fungdes simétricas elementares das hipersuperficies B;
sao obtidas através dos autovalores da matriz DN;. e suas expressdes sao dadas por

K' = kikiki = det(—DN;),
i 1 i1.2 1.1 7.1
=3 (k1k2 FEE + k2k3).

A (i : : 1
M= = (K K+ k) = strago(~DN;),

De acordo com a notagdo introduzida por Forsyth [3] (p.40 secao 281 capitulo
XVI) temos que H' é chamada por curvatura linear, H} de curvatura superficial

e K' a curvatura espacial (ou curvatura volumétrica).

A importancia de determinarmos a matriz DN em fungéo dos dados dos B; é que
nos permite também encontrar as funges simétricas elementares da hipersuperficie
de conflito em funcao dos objetos geométricos dos bordos dos conjuntos A4;. Obtemos

as seguintes expressoes para as fungoes simétricas elementares de C"

K= det(—DjV) = —[knlknzkns + 27‘,.27'137’.23 - k’m(Tza)2 - knz (7_13)2 - knz (Tl-z )2]>
H = trago (=DN) = —2(kn, + kn, + kny),
Hl = %{[knlknz - (T12)2] + [knlan - (7—13)2] + [knzkm - (,’_23)2]}’
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lembramos que como DN esta dada em funcio das curvaturas e diregoes principais
de B;, as expressoes acima também estio.

Este é o resultado do estudo desenvolvido sobre as expressoes das funcgoes simétricas
elementares da hipersuperficie de conflito, com a intencio de expressd-las em funcao
das fungoes simétricas elementares dos B;, como foi feito para o R3. Este estudo esta

ainda em fase inicial.



CAPITULO 1

Conjuntos de Conflito no R?

1.1 Introducao

Neste capitulo serdo estudados as superficies de conflito do R3.

Dados dois conjuntos A; e Ay no R?, definiremos o conjunto de con flito, C(A1, A)
como sendo o conjunto dos pontos, que estdo a uma mesma distancia dos dois con-

juntos dados.

Para o desenvolvimento deste capitulo, nos baseamos no trabalho de Sotomayor,
Garcia e Siersma [13], na qual foi feita uma extensdo dos resultados de Siersma [11]

para curvas de conflito planas.

Trataremos o caso em que o conjunto de conflito é uma superficie regular de classe
C*, k > 1. A regularidade é obtida ao considerarmos conjuntos fechados, ndo vazios,
com seus interiores disjuntos e bordos regulares de classe C*, k > 2.

Um dos resultados mais importantes deste capitulo, é a determinacao da matriz
de DN, a derivada de N a normal a superficie de conflito em um ponto p, em funcao
dos dados geométricos dos A;. Através deste resultado, podemos encontrar as funcoes
simétricas elementares, que sdo as curvaturas Gaussiana e Média.

Determinaremos outros objetos geométricos das superficies de conflito tais como:
localizagao dos pontos umbilicos e diregoes principais, curvatura normal e diregoes
assintoticas. Estes resultados saem diretamente da matriz de DJV.

No trabalho de Siersma [11], é obtida no plano R?, a expressio para a curvatura

da curva de conflito em funcao das curvaturas dos bordos dos conjuntos que a define.
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Damos nossa interpretagao, de como obter os resultados do Siersma através dos dados
da matriz DN, fazendo uma restri¢do dos objetos introduzidos para curvas sobre a

superficie de conflito.

Faremos uma introdugdo sobre o comportamento das linhas de curvatura na vi-
zinhanga de um ponto umbilico. Daremos algumas condicées sobre o 3-jato das
superficies com o intuito de classificar os tipos genéricos de pontos umbilicos, que po-
dem surgir. Para termos essa caracterizacao dos pontos umbilicos sobre as superficies
de conflito, acharemos uma expressdo para o 3-jato da superficie de conflito em um
ponto p € M.

Por fim, daremos alguns exemplos de curvas e superficies de conflito.

1.2 Superficies de Conflito

Sejam A; e Ay dois conjuntos ndo vazios, fechados no espago Euclidiano IR3.
Adotaremos a orientagao candnica do R?, através da seguinte classe de equivaléncia:

Diremos que duas bases E = {ej, e, e3}, base canénica, e F = {f;, f2, f3} s@o igual-
mente orientadas, quando a matriz de passagem de E para F tiver determinante

positivo.

A distancia que utilizaremos é dada por

dp,q)=Ip—q|l =, =(p—q,p—q)*,

Z(Pi —q)?

onde p = (p1,p2,p3), ¢ = (q1,¢2,93) e (.) é o produto interno Euclidiano usual,
expresso da seguinte forma: sejam w e v € R3, temos que
(w,v) = w11 + Wyvy + W33

onde w = (wy, ws,ws) e v = (vy, Vg, V3).

O conjunto de conflito C(Ay, As) entre A, e Ay é definido por

C(A,, A,) = {p € R%d(p, A,) = d(p, 4.)},

onde d(p, A) =inf{d(p,q);q € A}.
O conjunto C(A;, 43) é também visto como o bordo comum entre o territério de

A; relativo a A,, definido por
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Terr(A,, A,) = {p; d(p, A,) < d(p, AL},

e Terr(Ay, A1), que é o territério de A, relativo a A,

O conjunto de conflito também é chamado de bissetor na Geometria, Computa-

cional e de conjunto equidistante entre A; e A,.

Em todo este capitulo consideraremos somente o caso onde os A; sdo conjuntos
fechados, convexos, com interiores disjuntos e bordos regulares B; = 0A;, de classe
Ck, k> 2.

Os bordos B; sdo orientados, ou seja, existem campos diferencidveis de vetores
unitarios N;: B; — R3® que associam para cada p € B; um vetor normal unitdrio
Ni(p) € R® para B; em p. A convencio adotada serd que V; estard sempre apontando

para o interior de A;.

Para cada p € B; podemos escolher, na linha normal passando por p, um intervalo
aberto 7, préximo de p de comprimento, digamos, 2¢, (€, variando com p) de modo
que se p # q € B;, entdo I, N[, = &. A unido U1, p € B, constitui um conjunto
aberto V; de R?, que contém B; e tem a propriedade que por cada ponto de V; passa
uma Unica reta normal a B;. Denominamos V; de vizinhanga tubular de B;. Como os
B;, por hipétese, sao convexos, podemos garantir que este processo pode ser aplicado
para € qualquer na diregao de —V;, ja que NV; esta apontando para o interior de B;. O
mesmo nao pode ser feito para e qualquer na direcéo da normal, j& que pela hipétese
das superficies serem convexas, nesta direcdo as normais vizinhas se intersectam ao

longo do conjunto focal. ( M. Carmo [1], p. 110, secdo 2-7)

Denotaremos por Al o conjunto dos pontos a uma distancia r > 0 de A;; seu
bordo é a superficie B! obtida pelo deslocamento de cada ponto p; de B; pela funcao
%1 (pi) = pi — rN;(p;). De acordo com as propriedades acima, de vizinhanca tubular,
temos que X7 € um difeomorfismo de classe C*~!, cuja inversa, definida no conjunto
fechado E; = R*\Int(A;), associa as projecdes [I;(p) = pi nos B, caracterizadas por

d(p, A;) = (Hi(iﬂ) - p>Nz‘(Hi(P))>,

estas fungoes II; serao tteis nos calculos a seguir, restringindo o seu dominio ao con-
junto de conflito, no qual estamos interessados. Podemos também definir a projecao
[T}, através da seguinte composicdo IT7 = 27 oIy, que levara um ponto de E; para
B!.
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Além disso, C(A1, Az) é definido implicitamente como o conjunto de nivel zero

da funcgao
C(p) = d(p’ AQ) - d(p>A1))

que é regular de classe C*~1, isto se verifica facilmente pela definicdo que demos
acima da fungdo II;. Calculando o gradiente dessa funcdo temos

Ve(p) = Ni(T11(p)) — Ny (TTx(p)).

Neste trabalho, a superficie de conflito C' ser4 orientada pela normal unitaria, N,
ao longo do Vc e apontando de Ay para A;:

N = [N, (T (p)) — N2 (o (p))| ™" [N;(I1;(p)) — Nyo(Il4(p))]-

Para simplificar a notagdo escreveremos v(V) = |V|~'V para denotar a normali-

zagao de um vetor ndo nulo V. Logo

N =v(N;(I1; (p)) — No(s(p)))

Um triedro mével positivo definido em C' é dado por {Ty, Ty, N}, onde:

Ty = v(N:(I1; (p)) + Ny(Ix(p))),
Ty = Ni(I1;(p)) A Ny(Is(p)).

Note que o campo de vetores 7; sao singulares nos pontos p do conjunto fechado
M = M(Ay, Az), onde Ni(T1;(p)) + Na(I12(p)) = 0, que ocorre quando a distancia de
C para A;,
r(p) = d(p, A;) = d(p, As),

¢ minima, assumindo o valor d,, = %d(Al,AQ). A condigao de convezidade estrita

dos B; nos conjuntos II;(M), reduz M a um tinico ponto py,.

Observamos também que Ty pode ser definido como o vetor unitario obtido da
intersecgao dos planos tangentes de Bf em p, de tal forma que a base fique positiva.
Isso € 6bvio, pois se temos um vetor v na intersecgdo dos planos tangente a B em
p, isso implica que v é normal a N; e a N,. Portanto v é paralelo a T,. Na figura
abaixo temos um esquema disto, onde T'C' é o espaco tangente em p € C\M e THBr!

sao os espacos tangentes a p; = p =11/ (p) € BI.
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Figura 1.1: Triedro {T},75, N}

Podemos dividir a superficie de conflito nos pontos onde a interseccao do planos
tangentes de B em p € C' é gerada por um vetor, neste caso, estamos em C\M. J&
quando € gerada por dois vetores linearmente independentes, estamos em M.

Considerando a convezidade estrita de B; em p;, implica que DN; é um automor-
fismo do espago tangente 7'B;, com a identificacio usual do espaco tangente 7'B; em
pi com o da esfera unitdria 7'S?, em N;(p;). Em termos das curvaturas Principars
ki < ki, que sdo os autovalores de —DNj, a condigdo de convexidade estrita e a
orientagao do campo normal implica que 0 < ki < k§ (Rodrigues [10], Cap. 3, pag.
30). Em termos da curvatura Gaussiana

K'= kjkj =det(—DN;),
isto implica que K > 0. Lembramos também que a curvatura média de B; é dada

por

| 1, . )
HY = itmgo(—DNi) :5(1@z + k),

A expressao
. . , -
U =S (ki — k) = v/ (H)? - K1,

também chamada de curvatura reversa, cujos zeros localizam os pontos umbilicos

da superficie, serd também usada neste trabalho.



1.3 Geometria do Conflito 12

1.3 Geometria do Conflito

Seja p € C\M tal que p; = TI;(p) ndo sejam pontos umbilicos de B;. Seja
{E%, Ei, N;} o triedro mével positivo principal em B;, numa vizinhanca de p;. Isto
implica que

DN;,.E} = —K.E.,
onde 0 < k% < ki, i = 1, 2, sdo as curvaturas principais de B;. Denotemos por o; o
angulo entre os vetores E} e F} = v(DT;(p).Ty) . Escrevemos

Tgi = 7o(;) = (k% — k*)sen(oy) cos(ay)

para a tor¢dao geodésica na diregao do vetor unitdrio F? de B;. Escrevemos

kL = ki(o;) = k' cos®(ay) + kisen®(a;),

que pela férmula de Euler é a curvatura normal de B; na diregio de F¥ = v(DI]; (p).Ty).
Similarmente, a curvatura normal de B; na direcdo de Fi = v(DII; (p).T3) é dada
por
; . . T . 5
ki =k (cu) = k(i + ;) = kisen®(q;) + ki cos®(ay),
Mostraremos algumas propriedades geométricas de F} e F¥ que serdo tteis no
decorrer deste capitulo.

A figura 1.2, a seguir, mostra um esquema unidimensional de como os vetores F!
e T'B], os planos tangentes a B}, ficam dispostos em um ponto de p € C\M.

TB] 5

i

F? F}

N T; Ny

Figura 1.2: Secao plana no ponto p
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Lema 1 Denotemos por ¢ o dngulo entre N; e Ty. Entio

send = 3 IN(I() ~ NIl = (B, T) = (FE, Ty,

Prova. Observemos que

2sen’d = 1—cos2¢=1— (N, Ny)
2 — 2<N17N2> - (Nle) + (NQ)NQ) - 2<N1)N2>

2 2

1 Ny — Ny|?
= §(N1—N2,N1—N2)=*—l : 5 2|-

Entao 1
seng = §|N1(H1(P)) — No(Tlz(p))|

Temos que 77 pode ser escrito como combinacio linear de NV; e F}, como mostra a
figura 1.2. Logo (F{,T1) = (F},cos ¢ N; + sengF') = seng. |

Lema 2 A base {T1,T>} em C\M é projetada pela derivada de T1; na base ortonormal
{Flz, Fé} em Bi.

Prova. Isto é visto facilmente através das propriedades da funcéo projecio. Temos
que T3 pertence tanto ao plano tangente de C'\M como a TB} (ver figura 1.1), logo
F; serd paralelo a Ty. J4 que Ty é ortogonal ao plano gerado por N e Ti, que contém
F, concluimos entdo que {F}, Fi}, i =1,2, sdo bases ortonormais. |

Lema 3 Os vetores {F}, Fi}, i =1,2, podem ser escritos da sequinte forma
{Fll = I/(N2 — <N1, ]Vg)Nl),FQI = Tg},

{F? = v(=Ny + (N}, No)N,), F2 = T}

Prova. Para verificarmos a primeira afirmativa, basta escrever N, como combinacgao
linear de F}' e Ny (ver figura 1.2), ou seja,

Ny = (Ni, No) Ny + (FY, No) F}| = (F}, No) F}l = Ny — (Ny, Ny) N,

= U(<F117N2>F11) = I/(N2 — <1V1, ]VQ)/VI) = Fll = V(1V2 — <1V1, 1V2>N1)

utilizando-se da notagdo vetorial Fy = T3, j4 que possuem a mesma diregao e com-

primento. Analogamente podemos mostrar a segunda afirmacéo. |
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Ao fazermos o deslocamento paralelo na diregio da normal das superficies B; até
termos By, o vetor DII}(T1) é dado por DII}(T}) = sengF}. Para ver esta afirmagao
basta tomar uma curva (t) C C tal que v(0) = p, 7/(0) = T} e projetd-la sobre
By. Fazendo a projegao teremos uma curva 7 (t) tal que 47(0) = p1 = p e (77)'(0) =
DII{(T1). Com o auxilio da figura 1.3 podemos concluir que (7)/(0) = sengFlL.
Observamos que este argumento pode ser utilizado para i = 2.

Figura 1.3: Derivada da Projecao

Os triedros principais {E%, E%, N;} em B; sdo transladados ao longo da normal
para o triedro principal em B. Isto segue do fato que &I preserva os campos de

direces principais assim como os pontos umbilicos. As curvaturas principais sofrem
i

mudancas para k;(r) = 1_k-;k;'.' Provaremos a seguir este fato.
Lema 4 Seja X : B; — B}. Entdo para X em TB;(p;), DXI(X) = X +rDN;(X),
DN} (DZ}(X)) = DNy(X), &I preserva as diregées principais e umbilicos. Se ki éa
curvatura principal de B; em p; na direcao E;, entao A;(r) = :";{k—; é a correspondente
curvatura principal de By em X7 (p;) na diregdo DXJ(EY). Além disso, temos que as
curvaturas Gaussiana e Média de B! sio dadas respectivamente por:
Ci
1 —2rHi+r2K’
Ui _ pKCi
1 — 2rH 4+ 20

onde K' e H' denotam as curvaturas Gaussiana e Média de B;.

Ki(r) =

Hi(r) =
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Prova. Suponhamos que a normal N; seja dada por (ay, as, a3) onde cada a; é de classe
Ck1 k> 2 Sep = (P1, Py, P3) estd em B!, entao Xl (p;) = (P, — ray(p;), P —
ras(pi), Ps — raz(p;)) esta em BI.

Para calcular DE}(X), tomemos uma curva o(t) = (by(t), by(t), bs(t)) com X =
(61(0), b5(0), b5(0)), e calculemos a tangente para X7 oo em t = 0. Seja Nj(o(t)) =
(a1(t), ax(t), as(t)); entdo X oo = (by —ra1(t), boa — raa(t), by —ras(t)), e seu tangente
em ¢ = 0 é dado por X +rDN;(X). Além disso, N;(a(t)) = N;(E7 o 0(t)) = NI (Zh o
o(t)) da definigdo de X7, de Bl e que estamos trabalhando com normais unitarias.
Desta forma DN;(X) = (a{(0), a5(0), a5(0)) = DN;(DXI(X)) = DNJ(DZE(X)).

Agora seja E]‘ um vetor unitdrio em p; € B; com DNZ(E]') = k;E']‘, entio
DN{(D¥}(E})) = DNy(Ei) = kiE} e DS[(E}) = (1 - rki)Ei. Se 1— ki = 0,
entao DXI(E}) = 0 e DN;(DZ](E})) = KiE} = 0, dai ki = 0 e 1 = 0, portanto
1 —rk; # 0 jd que B] é uma superficie regular. Concluimos que DNZ(DE:(E;)) =

G

(l—rk]‘. ) DX} (E}), com isso mostramos que ] preserva as dire¢oes principais, umbilicos
. ki
"Z. = —‘L
e que k3(r) T

As expressoes de K'(r) e H'(r) saem dos seguintes cilculos:

if,. i R _ kﬂik% _ ]Ci
Ki(r) = ki(r)ks(r) = (1— 7k (1 — 7k3) 1 — 2rHi + 72/ °
| . . ki % K- k) + ki(1 — rki)
o1 — ki i _ L e _ M 2) 2 M
" Filr) +ha(r) = 12 rki 1 — rk (1— 7K1 — rkd)
ki + kb — 2rkik} B 2(H: — rK?)

(1—7rkd)(1 — 7kY) 1 —2rHi+r2Ki
|

O Lema acima pode ser estendido facilmente para hipersuperficies no R*. A
demonstragao pode ser encontrada em (Hicks [6], p. 36 se¢do 2.6 ).

1
n

principais, podendo ser obviamente modificadas para valerem em B! e denotaremos

As expressoes para T;, ki e k', em B, sido definidas em termos das curvaturas

respectivamente por 7;(r), k% (r) e ki | (r). Portanto:
T;(T) = T;(r, a;) = (k;('r) — ki(r))sen(ai) cos(a;),

k;(r) = kfl(r, ;) = ki(r) cos®(a;) + ki(r)senz(ai),

ki (r) = ko (ry 03) = K (r)sen®(ay) + ki (r) cos™(as).
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Proposicao 1 Com a notagio acima, nos pontos de C\M, temos

DNT, = Se;‘ﬁ (K2(r) — kL ()]Ty + %[’7’5(7‘) — 7 (r)]Ts, (1.1)
DNT, = %[Tg(r) — ()] Ty + @[kfbl(r) — kL (F)] Ty (1.2)

Prova. A conclusao segue do calculo dos produtos internos em

DN(T;) = (DN(Ty),T\)T: + (DN(T}), To)T5, (1.3)
DN(Ty) = (DN(Ty),T\)Ti + (DN(Tp), To)Ts. (1.4)

Diferenciando N, obtemos:

_ DN,.DIT; — DN,.DTIj 1

+ “D[(Sen¢)_1]-[N1(H1(P)) — Nao(Ilz(p))].  (1.5)

DN 2 seng 2

Como queremos fazer o produto interno de DN por vetores tangentes, a con-
tribuicdo do segundo termo é nula. Logo nos concentraremos somente no primeiro

termo. Lembrando que,
DII}(Ty) = sen¢Fy e DIIZ(T3) = Fi,
e que as bases F; e F; sao relacionadas por
F} = cos(e;)E} +sen(a;)EL,  Fi = —sen(o;)E! + cos(a;) By

Calculemos agora DN;DII} nas diregoes T} e Ty, para sabermos o valor de DN nestas
direcoes.
DN;.DIT;(Ty) = DN;(sengFy)
= sendDN;(cos(c;)EL + sen(a;) Ei)
= seng[—k}(r) cos(a;) Bt — ki(r)sen(a;) i
= seng{—k}(r) cos(a)[cos(a;) F! — sen (o) Fa
—kj(r)sen(oy)[sen(az) F + cos(c;) Fy]}
= seng{[—k}(r) cos’(a;) — ki (r)sen®(a;)] F?
+[k} (r) — ki(r)]sen(cy) cos(ay) Fi}
= seng{[k, ()] F] + [~7,(r)] F3}.
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Analogamente

DN;.DNI}(T,) = DN;(F})

= DNj(—sen(o;)E! + cos(c;) E3)

= [ki(r)sen(cw) B} — kj(r) cos(oy) Ei)

= {ki(r)sen(o;)[cos(oy) Fi — sen(c;) Fy]
—kb(r) cos(oy)[sen(a;) Fy + cos(a;) Fi]}

= {[(ki(r) — k5(r))]sen () cos(oy) F}
—[k} (r)sen®(ay) + ki(r) cos® (o) Fi}

= {[-ry("IF} — [k, (r)] F3}.

De (1.5), temos que

seng

DN(L) = ol k)P = 1))~ [-Kr) FE — 2 () F)
= RO - BE)F) + 20F - )R,
DN(T) = ———{[riF} — kL, (")FY] - [~r2(r)F2 — k2, () F2]}
2 seng
1

= 2sen¢{[k?u_(r)F22 = kot (M) + 15 (1)} — 75 (r) F]}.

Concluindo a demonstragao, utilizamos os Lemas de 1 a 3, para fazermos os

produtos internos de (1.3) e (1.4), e chegamos as seguintes expressdes:

(ONT), Ty = Dz — ki),
(DN(T), T = Slr2(r) i),
(DN(T), T = Sl2r) — (o),
(DN(D),T) = 5——fk2, (1) ~ ki, (7).

Note que a prova da proposigao usa somente a base principal no ponto (e nao
em conjuntos abertos) de B;. Além disso, os célculos de DN sdo validos também
nos pontos de C'\ M, cuja proje¢do em uma (ou ambas) as superficies B; sido pontos

umbilicos. Neste caso, temos ki(r) = ki(r) e podemos considerar a; = 0 (ja que
1 2 Ja q
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toda diregao ¢ principal), assim concluimos que valem as seguintes igualdades para

as projecoes umbilicas,

(1) =0 e k(1) =ki(r) =k, (r) = kKj(r) = ki(r),

logo no caso das duas projegoes serem umbilicas, obtemos pela, proposicao anterior

sengb

N(h) = [£*(r) = k()] T,

DN(T) = [K*(r) — k'(r)]|To.

288Tl¢
Teorema 1 Sejam K' = Ki(r) = ki (r)k’( ), H' = Hi(r) = L(ki(r) + Ki(r)), Ui =
Ui(r) = 3(k5(r) — ki(r)), onde ki(r) = —’—J

a) A curvatura Gaussiana da superficie de conflito C é dada por

K= B(IC1 + K?) — H"H? + cos(2(ary — al))Z/IIZ/{?J .

b) A curvatura média da superficie de conflito C é dada por

1 2 ?
M- (%qf) [(Hl )+ (ﬁ) (cos(2en )" — cos(zaz)w)}

Prova. a) A curvatura Gaussiana de C é dada por det(—DN). Além disso, precisa-
remos no decorrer dos calculos que
kL () = ki(r)cos®(cs) + ki(r)sen®(q;)
1. . 1. 1. . 1 .
= 5k§(fr)[1 —sen’(q;)]+ —ki (r)cosz(ai)+§k§(r)[1 —cos®(ay)] +§k§(r)sen2(ai)

= %[k{(r)+k’( )J——[ 5(r)cos® (o) — ki (r)cos?(a;) — ki (r)sen®(ay)
+ki (r)sen® (o))
= H' — U cos(20;),
ki (r) = K} (r)sen®(es) + kb (r)cos?(ax)
1

(
= 5/&1 (r)[1 —cos2(a«z-)] 4 %k’l (r)sen®(e;)+ %ké(r)[l —senz(ai)] -+ %ké(r)cosQ(ai)

= %[ki(T)Jrké(r)H%[ké(r)coﬁ(ai)—k{( Jcos?(a;) — ki (r)sen?(cy;)
+ki(r)sen2(a'i)]
= H' + U cos(2q;),
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7'5(7") - T;(T) = [k2(r) - k3 (r)]sen(or) cos(an) — [k (1) — k}(r)]sen(a'l) cos(ay)
= 2 U’sen(a) cos(az) — 2 U'sen(ay) cos(ar)
= Usen(20) — U'sen(20y),
U = () — K.
obtemos
£ = IR0~ BENELE) — kL )] - [126) - 7))
= 211-{[(7-[2 — U? cos(201)) — (H' — U cos(2a))] [(H2 + U cos(2a)
—H' + U cos(201))] — [Usen(2az) — U'sen(201)]%}
_ i{(%?)? — (U cos(202))* + (HY)? — (U cos(20n))? — 2HIH?
+2U'U? cos(2a1) cos(2as) — [Usen(20r) — U'sen(2a,)]%}
= {00 — Y + Wsen(200)° + (H')? — U1)? + Uisen(200)) — 2HH2
+2U' U cos (2 ) cos(2ap) — [Usen (2a,) — U'sen(2a1)]?}
- %{(lc1 + K2) — 2HYH + U cos(2(cn — a))}
b) A curvatura média é dada pelo tmgo(—éDN). Deduzimos usando as expressoes

da parte a) que
M= g lsend(r) ~ B0+ =K () - KL ()

1 2 1 1 2 1 2 1
= )
{seng[H* — H' +U" cos(2a;) — U? cos( a2)]+se [(H*—H

seng

+U? cos(2ap) — U! cos(2ay )|
_ _i{[fﬂz —HY (sean' + L) + [U' cos(2a) — U? cos(2az)] (sencb - seilqﬁ)}

seng

1 4 sen? 2
<%¢r{;¢) {[H' — 1] + <%> (U cos(201) — U? cos(2)]}

Corolédrio 1 O ponto p € C\M ¢é umbilico se somente se T =V =0, onde
T = [7'92(7‘) — 7,(r)] = U?sen(2a) — U'sen(201),
T = sen’@lkn(r) — ky(r)] = [kni(r) = kny(r)]
= [H'—H*|cos® ¢+ (1 + sen’¢)[U" cos(2a) — U cos(2a,)]

3 —cos2 1 3
= (—7 ¢){[H1—Hz](;%ﬁ)ﬂulcos(zal)—u2cos(2a2)]}_
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Prova. (= ) Se p é um ponto umbilico temos que toda direcao tangente em p é
principal. Disto e das expressoes (1.1) e (1.2), temos

seng

DNT, = kT, = T[kﬁ(r) — k() Ty (1.6)
A 1
DNT2 = kTQ = m ”il(r) — /Z{IIILJ_(T)]TQ (17)

A contribuigdo de T3 em (1.6) é nula. Logo de (1.1), temos
T = (ry(r) = 74(r)) = 0,

analogamente, poderiamos obter a mesma expressio levando em conta que a contri-
buigao de T; é nula em (1.7), podemos recorrer a expressio (1.2) para obtermos o

mesmo resultado.

Com isto a matriz de DN esta diagonalizada, ou seja, seus elementos da diagonal
sao os autovalores de DN. Como p é umbilico, temos

k=k = k-k=0
1
= TR K] — oK ) — KLL()] =0
= sen’d [k (r) — k(1] = [21(7) — KLy ()] = 0
= =0

(<) Se T =0 entdo a matriz de DN fica da seguinte forma

=GR () — kL (r) ;
DN = ( g zonmg (kr i (r) — KL, (1)) )

Como ¥ = 0, a subtracao dos elementos da diagonal é zero. Dai, concluimos que
a subtracao dos autovalores de DN ¢é zero, ou seja, k; —ky = 0 = k; = ky = pé

umbilico |

Corolério 2 As diregdes principais em wm ponto p ndo umbilico de C\M sdo ca-
racterizadas por fazerem um angulo 0 com Ty, dado por

2[72(r) — 7, (r)] send
sen?@[k7 (r) — ky(r)] = [kr  (r) — k), (r)]
27 send

1%

tan260

tan26 =
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Prova. Seja X um vetor unitdrio do plano tangente no ponto p € C\M. Escrevendo
X na base [T1, T3] e chamando de X o vetor ortogonal a X, neste plano, temos que

a torgao geodésica na dire¢ao X é dada por

Il

7,(X)=—(DNX,X)
7y(X)=—(DN(cos @ Ty + senf T5), —send T, + cos d T>)
75(X) = (sen®d — cos’ 6)(DNTy, Ty) + cosf senf((DNT},Ty) — (DNT;, T)) (1.8)

Dai, X € uma direcdo principal, se somente se, 7,(X) = 0. Portanto igualando a zero
(1.5), obtemos

0 = (sen®d — cos® @) (DNTy, T») + cosf senf ((DNTy,Th) — (DNT,, T5))
2 cos 6 send B 2(DNTy,T?2)

(cos?6 — sen®d) —  ((DNTy,Ti) — (DNT, T»))
2(3[2(r) — 7, (r)))

tan20 =

- 28 k2(r) — kA(r)] — sglk2, (r) — KL, ()
B 2[12(r) — 71 (r)] seng

a2 = R - )] — L0 —FLLO)]

tan20 = QT;GH¢

Corolério 3 Seja X wm vetor unitdrio tangente a C/M em p. Entdo a curvatura
normal na dire¢io de X € dada por

k() = ~{ L2 0) — ko) 22 B, ) i, o)

+ cos(6) sen(9)[Tg2(7‘) - Tgl (7')]},

onde 0 € o angulo entre X e Tj.

Prova. Como X um vetor unitdrio tangente a C/M em p, X pode ser escrito da

forma X = cos 0T, + senfTy. Dai temos que
kn(X)=—(DN(X), X)
=—(DN(cos 0T} + senfT5), cos 0T, + sendT,)

=—cos”0(DN(Th),T1) + sen’0(DN(T3), T5) + 2 cos  send(DN(T'), To)

2p * 2
{2 ) — k) + SR () = Bl ()

+cosf S(—)H@[THQ(T) —7,(r)] } |
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Note, que igualando a zero a expressao acima para a curvatura normal obtemos
uma expressao para as diregoes assintéticas em fungdo do angulo € e dos dados
relativos aos B;, analogamente a que obtemos para as direcdes principais. A seguir,
temos um corolério que nos dar a expressao de k, em um ponto de M.

Corolario 4 Seja p = p, € M e suponha que p; = TI;(p) nio é ponto umbilico de
B;, i = 1,2. Seja X um vetor unitdrio de T,C e 0 o dngulo formado entre X e E}.
Entao a curvatura normal na direcio X é dada por

a(X) = kn(0) = 3 [B2(r) — kL]

Prova. Seja X um vetor unitdrio tangente a C' em p. Como N; e N, sio paralelos
neste ponto temos que X pode ser escrito das seguintes formas:

X = cos 0E;| + senfE} = cos(0 + B)E? + sen(d + B)E2

onde 6 é o angulo que X faz com E} e 8 é o angulo entre E} e E2.
Calculemos entdo a curvatura normal na direcio X, que é dada por
kn(X) = kn(0) = — <DN(X)7X>7
da expressao de DNV, em (1.5), sé é necessdrio a primeira primeira parcela, ja que
vamos fazer um produto interno com um vetor tangente X. Daf

- DN, DI} (X) — DN,DIB(X)
2sen¢ '

5 (DNDIE(X), X) — (DN,DII(X), )]

28

= —1 ( 1 1 1 1 1
= Tseng | <D1V1DH1<COS(9)E1 + sen (H)EQ),COS(H)E1 + sen(&)E2>

_ <DN2Dng(cos(9 + B)E? + sen(f + ﬂ)Eg) ,cos(f + B)E2 + sen(d + ﬁ)E§> ]

-1
= 2send> ( ky(r) cos®(6) =k (r) Sen2(9))—<—kf(r) cos®(0 + B) —k2(r) sen? (9-{-5))]
.1
= 5o K2 6) ~ B 0),
como ¢ = 7, obtemos a expressao desejada. I

Ja que k,(X), a curvatura normal na direcdo do vetor unitirio X € T,C, nao
depende da escolha da curva regular -y, tal que 4(0) = p e 7/(0) = X. Podemos
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utilizar da curva gerada pela intersec¢ao do plano ortogonal a X A N(p) com C. Se
a curvatura da curva no ponto p é maior que zero, k(0) > 0, entdo o vetor normal

n(0) = £N(p) e portanto, segue-se que
ko (X) = £k(0), (1.9)
disto podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2 Seja v dada como acima, na qual v/ (0) = Ty. Suponhamos que F} sdo
dire¢des principais. Entdo a curvatura da curva v em (0) = p, é dada por

senqS[ k3 kj }

H0) = - 1—rk?  1—7rk]

quando F} € paralelo a E.

Prova. Supondo o sinal positivo em (1.9) e utilizando o coroldrio 3, temos a seguinte
expressao para a curvatura de y em p onde 7/(0) = X,

r0) = ~{ =) — o+ S Oz, )k )

+ cos(f) sen(6)[r7(r) — 7‘1(7‘)]}.

9
Para o caso de X =T e os vetores F} serem direcoes principais, basta fazer § =0 e

o; = 0. Dai obtemos

k(0) =

seng k? kj
2 |1-= rkf 1 —rkj

quando Fj é paralelo a El. |

Podemos ver facilmente que no caso do R?, a forma de procedimento para en-
contrarmos a curvatura da curva de conflito definida por dois conjuntos convexos A,
e Ay é semelhante. J4 que 77 = T e N sao definidos como a subtracdo e a soma
das normais N;, pelas propriedades andlogas as citadas aqui, podemos mostrar que
estes dois vetores sao respectivamente tangente e normal as curvas de conflito do R2.
Utilizando-se das mesmas definigées para F} = F* = v(DII;(p).T}), teremos que estes
vetores sao tangentes aos bordos B; dos conjuntos A;.

Achamos bastante natural, fazermos estas associagdes, pois assim podemos che-

gar na expressao obtida por Siersma em [11]. Abaixo, mostraremos como obter a

curvatura das curvas de conflito em fungdo dos dados geométricos dos B; no RR?.
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Teorema 3 Sejam A, e Ay dois conjuntos convezos, disjuntos e com bordo Ck k>
2, no plano R?. Entdo
senag ko k1
2 |1—rky 1-7k
onde k € a curvatura em um ponto p do conjunto de conflito, k; sdo as curvaturas

nos pontos p; = Il;(p) em B; e r € a distancia de p para A;.

b=

Prova. Diferenciando N, obtemos:

le.dI—;{S;n(:;/VQ.ng n %d[(sen(b)_l]-[Nl (T, (p)) — N, (I1,(p))]. (1.10)

dN =

Como queremos fazer o produto interno de dNN pelo vetor tangente 7', a con-

tribuicao do segundo termo é nulo. Logo nos concentraremos somente no primeiro

termo. Lembrando que,
dll} (T') = sengF".

Calculemos agora dN;.dII! na diregao de T, para sabermos o valor de dN nesta
direcao.
dN;.dIT;(T) = dN;(sengF*) = seng dN;(F*) = sengp[—k'(r) F'].
Dai chegamos a seguinte expressiao para dN,
1
dN = g[kg(r)Fz — k' (r)F]

Para calcular a curvatura k do conflito é suficiente fazer o produto interno
k?(r)F? — k'(r)F! T>

k = <—dN,T>:—<

2
L seng ey gd _ seng ko B k1
B g ) — k()] = 2 [1—rk2 1—rk |

Lembramos, que a orientagdo dos vetores IV; usada, neste trabalho é para o interior
dos conjuntos A;. No artigo de Siersma [11], a orientacéo escolhida para as normais
N; é para o exterior dos conjuntos A;. Por este motivo, houveram algumas mudancas
de sinais. Na figura 1.4 temos um nogao de como os vetores estio dispostos.

No segdo seguinte estudaremos o comportamento das linhas de curvatura na vizi-
nhanca de um ponto umbilico. Faremos uma introducio do tipo umbilico que pode

surgir em p,, € M.
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Figura 1.4: Conflito no Plano

1.4 Pontos Umbilicos nas Superficies de Conflito

Nesta secao serd mostrado como determinar o tipo Darbouziano de um ponto

umbilico p,, € M.

Faremos uma pequena introdugao sobre pontos umbilicos. Estabeleceremos con-
digoes para que um ponto umbilico seja Darbouziano, assim como a configuragao
principal na vizinhanga desse pontos.

Seja p, € S um ponto umbilico da superficie S. Considere a carta (u,v) : (S,p0) —
(R?,0) em torno de p,, onde a superficie é o grafico de uma fungao da formas:

koo oy, G35 b o cg 2, .22
w=5(u* +v°) + v’ + suv® + —v® + O[(u? +v%)?.
2 6 2 6

Isto € obtido através da projegdo de S em T'S(p,) ao longo da normal N(p,) e

escolhendo uma carta ortonormal (u,v) em que o coeficiente de termo ciibico u2v da

projecao, w, de S em N(p,) é nulo.

Um ponto umbilico é chamado Darbouziano se satisfaz, para a carta acima, as
seguintes condigoes, T' e D, como segue:
T) A Condigao de Transversalidade: b(b-a)# 0
D) A Condi¢ao Discriminante:

) (2—) — Q +2<0

Dy) (23) +2> >1,a#b

D,) &

b
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Na carta (u,v) acima, as equagGes para as linhas principais sdo escritas por
[bv + L)dv® — [(b — a)u + cv + M]dudv — [bv + N]du? = 0 (1.11)

onde L, M e N sio fungdes de ordem O[(u? + v?)?.

A condigao T , implica que as curvas

bw+L=0 e (b—a)utcv+M=0,

cuja interseccao define os pontos umbilicos, sao regulares e se intersectam transver-
salmente no 0 = (0, 0).

Associada a equagdo 1.11, consideremos a equagao diferencial implicita, no espago
R? x P\R, definida na carta (u,v,p) por,

F(u,v,p) = [bv + L]p* — [(b — a)u + cv + M]p — [bv + N] = 0,

onde p = % e na carta (u,v,q), ¢ = ‘%, por

G(u,v,q) = [bv + L] — [(b — a)u + cv + M]q — [bv + N]¢* = 0.

Considerando o conjunto

M = {(u,,[u:v]) € R’ x PR : F(u,v,p) = G(u,v,q) = 0}. (1.12)

A condigao de transversalidade é equivalente a dizer que M é regular em uma
vizinhanga da linha projetiva PyR. De fato, na carta (u,v,p) segue que no ponto

(0,0, p), temos:
Fu:—(b—a)pzo, Fv:bp2_cp_b:0 e Fp:O,

entaiop=0eb=0oup+# 0eb=a. Pelacondicio T nenhuma das duas é satisfeita.

Considere também a projecao 7 : M — R?, 7(u, v, p) = (u,v). O conjunto singular
da projegao 7 é definido por F(u,v,p) = F,(u,v,p) = 0 e coincide com a linha pro-

jetiva P1R.
O campo de vetores X = Fp% + pr% — (Fy + pF,,)a% esta definido em M
e a projecao das curvas integrais de X sdo as solugoes da equacio diferencial im-

plicita 1.11, com ¢ = % # 0. Isso é facilmente verificado diferenciando a equacéo

F(u(t),v(t),p(t)) = 0 com relagdo a t, ou seja, Fyii + F,v + F,p = 0. Entdo o campo
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de vetores Y = (1,p, —(Fy, + pF,)/F,), p = %, esta bem definido em M\{F, = 0}.
Multiplicando ¥ por F}, temos o campo de vetores X = (F,, pF,, —(F, + pF,)) que
tem as mesmas curvas integrais de ¥ em M\P,R, além disso o conjunto singular de

7 € somente a linha projetiva.

Os pontos singulares de X na superficie implicita M sao dados por: (0,0,p;), onde

pi sao as raizes da equacao cubica
h(p) = —p[bp® — cp + (a — 2b)] = 0,

ou seja, os zeros de —(F, + pF,). Os zeros do polindémio acima sdo dados por

pO—O)
Ly,
=g TGy tee
‘ Lye_%_
=gt -5t

Eles representam as possiveis dire¢oes principais em que as linhas principais po-
dem aproximar o ponto umbilico.

Mostremos agora que as singularidades de X, em M, sio de fato hiperbdlicas, ou
seja, as singularidades tem parte real diferente de zero, sobre as condicées T e D |

que denominaremos de condi¢oes Darbouzianas.

Célculos diretos mostram que

—(b—a) 2pb—c 0
DX(0,0,p)= | —p(b—a) 2p* —pc 0
* * —3bp* + 2cp + (2b — a)

Os autovalores de DX (0,0, p) nas singularidades sio dados por:

Na origem nés temos A\, = —(b—a) e A\, = (2b—a), onde )\, é 0 autovalor associado
ao autovetor transversal a linha projetiva e A, esta associado a linha projetiva que é
invariante pelo campo de vetores X.

Alémdissose § < 1e § > 2 a origem é um ponto de sela hiperbélico. Se 1 < <2
a origem é um ponto hiperbdlico nodal.

Para p # 0 os autovalores sdo dados por A\, = [2bp® — pc — (b—a)] e \, = K/(p),

com isso temos que:
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Quando § > (%)2 + 2 a origem € o unico ponto singularidade de X, que é um

ponto de sela hiperbélico.
Para § <1 nds temos trés pontos de sela hiperbélicos.

Temos também que para (£)* +2 > + > 1,a # 2b, obtemos dois pontos de sela

hiperbdlicos e um ponto hiperbdlico nodal.

Na carta (z,y,q) o campo de vetores Y = (¢F,, F,, —(¢F, + F,)) é regular na
vizinhanga do ponto 0 e a andlise deste campo é andloga ao do campo X.

Dai concluimos que a condigdo D é imposta para que as singularidades do campo
X e Y sejam hiperbdlicas.

Ao projetarmos as curvas integrais dos campos X e Y, obtemos o comportamento

das linhas de curvatura na vizinhan¢a do ponto umbilico p,.

Podemos agora enunciarmos o seguinte teorema que caracteriza a configuragio

dos pontos umbilicos Darbouzianos:

Teorema 4 (Gutierrez, Sotomayor,1982) Seja p wm ponto umbilico de wma
imersao « dada nas coordenadas de Monge por:

k b
a(u,v) = (u,v, §(u2 +v%) + %us - §u2v + gv3 +0(4))

Suponha as sequintes condicoes:
T)b(b —a) #0

Dy)(—)2— 2 +2<0 Dz)(%)2+2>i>1,a¢2b D;)< <1

2" b b b
Entio o comportamento das linhas de curvatura entorno do ponto umbilico P, Nos

casos D1, Dy e D3, chamados de Umbilicos Darbouzianos, é como na figura 1.5.

Logo a caracterizagdo do tipos Darbouxianos depende do 3-jato da superficie, o
qual determina o comportamento das linhas de curvatura em torno do ponto umbilico.
Com o objetivo de caracterizar o tipo Darbouxiano dos pontos umbilicos de C, calcu-
laremos o 3-jato da superficie de conflito em p € C, em termos dos correspondentes

3-jatos das superficies By e By em p; e ps.

Entao as superficies convexas B e B, sao localmente dadas na carta de Monge

(z,y) e (u,v) pelos graficos de
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D, D, Dy

Figura 1.5: Umbilicos Darbouxianos

a b 1
filz,y)=r+ ;xQ o= §y2 o 6((130:1:3 + a2’y + 3azy® + agsy® + ...),

b 1
fg(’U,,’U) = -7 — g'U,Q = 51}2 = 5(b30U3 + 3b21’U,2’U + 3b12U'I)2 + b03'U3 =+ ),

Seja P = (X,Y,Z) um ponto do R3. Pelas consideracdes acima segue que p =
(0,0,0) € C.

As expressoes coordenadas dos jatos de segunda ordem em p das projecoes IT; (P)
e II(P), com expressao nas coordenadas de Monge (z,y) e (u,v) serdo calculadas
agora.

A projecao I, (X, Y, Z) = (z,y), cuja expressdao coordenada, é definida implicita-

mente pelas equagoes

OF OF 0
oxr oy
onde F(IE,y,X, }/) Z) = d(P7 B1)2 == (X - a:)Q + (Y - y)2 + (Z - fl(:E)y))?'
Usando o Teorema da Fungao Implicita, apés célculos extensos com auxilio do
Maple, obtemos que solucdo do sistema de equagoes acima é dado por

T T jm/- a 2(1T13;a)3/—2 T Q +r1:)681+ ra)2XY
T T

Yo +1-rbY 201+ ngl(zi + m)'zX2 1+ Tc:)a(112+ rb)QXY
_2(Iafob)3§/2 Ta +b7°b)2YZ T
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Similarmente, consideraremos a func¢ao
G(il?,y,X,}/, Z) = d(P’ B2)2 = (X - x).2 + (Y - y)2 = (Z - f2(.’17,'y))2,

obtemos que a projegao I1y(X,Y, Z) = (u,v), nas expressoes coordenadas, é dada por

T +17'aX 2(1T—i3:a)3 2 (1+ rbT)lE211+ 'ra)zXY
+2(1 + rT:)l(21 + b)2y2 - (1+a—m)2XZ e
o irby Tay 7‘;;)8 + 'f‘a)""X2 T rc:)b(112+ wp
+%W—ﬁ}fz+...

Lembrando que a superficie de conflito C' é definida pela equacdo
o(X,Y,2) = d((X,Y, 2), (wv, folw, v))) = &((X,Y, 2), (5,9, i(z,))) =0

com (z,y) e (u,v) representando as projegoes I1;(X, Y, Z) e TIy(X, Y, Z), dadas pelas

expressoes acima.

Um cédlculo extenso nos leva para a seguinte expressao para o 3-jato da represen-
tagao de Monge de C' na vizinhanga de p = (0,0, 0):

(aso — bso) ﬁ (ag1 — bay) X2y

2(1+ar)® 6 2(1+br)(1+ar)? 2
(012 —bia)  XY?  (ags — by3) V*

2(1+ar)(1 +0r)% 2 2(1+0r)3 6

+

Isto segue do Teorema da Fungdo Implicita aplicado a fungao ¢(X,Y, Z), obser-
vando que ¢(0,0,0) =0 e £2(0,0,0) = 47 # 0,

Como isto, podemos através do teorema de Gutierrez e Sotomayor demonstrado
acima nesta segao, caracterizarmos o tipo Darbouxiano do umbilico que pode aparecer
no ponto p = (0,0,0). Observamos que da maneira que foi dada a expressio de Z, é
preciso fazer uma rotagao para eliminarmos o termo X2V, pois no teorema citado, a
expressao nao possul este termo. Note-se, entretanto, que quando ag; = by, Z tem
a forma reduzida acima. No trabalho de Darboux [2] existe uma caracterizacio dos
pontos umbilicos Darbouxiano em funcao de todos os termos da parte ciibica, que

pode ser aplicada diretamente a expressao de Z.
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1.5 Exemplos de Conjuntos de Conflito

Nesta secao daremos uma série de exemplos de conjuntos de conflito no R? e
R3. Daremos primeiramente alguns exemplos no R? obtidos através de programas
implementados no programa Mathematica 4; nestes pode-se obter uma seqiiéncia
satisfatoria de pontos do conjunto de conflito, que nos indica o comportamento das
curvas para certos conjuntos convexos do plano. Este método, ji nao é tao eficaz
no R® por causa dos fatores de visualizagdo. Ao invés de termos pontos do conjunto
de conflito, teremos curvas que ficam atrds das superficies, logo é invidvel ver o
comportamento da superficie através deste método. No entanto, construimos alguns
exemplos de superficies de conflito através da obtencao da parametrizacio de tais

superficies.

1.5.1 Curvas de Conflito

O exemplos de curvas de conflito no plano sdo dados de duas maneiras: a primeira,
usando exclusivamente algoritmos no programa Mathematica4, na qual obtemos
uma descrigao do comportamento das curvas de conflito através de alguns pontos
desta curva, usando o deslocamento paralelo na direcao da normal dos bordos dos
conjuntos dados. Entretanto, nao obtemos as parametrizagoes das curvas. A segunda,
é mais completa pois chegamos nas parametrizagoes das curvas. Utilizando o método
anterior para visualizar e verificar se a parametrizagao obtida passa pelos pontos da
curva obtidos pelo primeiro método. Os exemplos obtidos pelo segundo método sio
elementares, pois o método fica invidvel partir do momento em que nao é possivel
isolar certas varidveis em fungao das outras, obtendo assim, fun¢oes implicitas como

no caso da elipse, que nao trataremos aqui.
A curva alpha no plano pode ser definida no Mathematica por
alpha(t_] := {al[t], a2[t]},
onde al e a2 sdo fungdes de t. Nés podemos definir J, o operador rotagiao dado por
J[{p1.p2-}] == {-p2,p1},
que para cada vetor do plano dar um giro de 7/2 no sentido anti-horario.

A curva paralela a uma curva regular a é a curva plana dada por
sJa/(t)
lle? ()11

parcurve[o|[s](t) = a(t) +
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A versao Mathematica para esta definigdo é o operador parcuve dado por
parcuvelalpha_|[s_|[t.] := alpha[tt] — sJ[D[alphal[tt], tt]]/Sqrt[Simplify]
Dlalpha[tt], tt].D[alpha[tt], tt]]/.tt — t

O operador rotacao de um angulo 6 é definido no Mathematica da seguinte

forma
rt[theta_, alpha |[t.] := {Cos[theta]alphalt][[1]] — Sin[theta]alpha][t][[2]],

Sin[thetaalpha[t][[1]] + Cos[theta]alphalt][[2]]}

A elipse serd definida no Mathematica por
ellipse[a_, b_][t_] := {a x Cos[t], b * Sin[t]}

observamos que as circunferéncias estdo contidas nestes casos para a = b.

Definiremos a fungao
pla., b_, c_ d.] := ParametricPlot[Evaluate[Table[parcuve[ellipse[a, b]][s][t]

+{c,d}, {s,0,6,0.5}]], {t,0,2Pi}, AspectRatio — Automatic],

como sendo o operador do Mathematica que grafica, transladada para o ponto [c,d],

a elipse[a,b] e suas curvas paralelas.
Assim sendo, podemos através do comando Show visualizar virias combinagoes
destas figuras, como por exemplo

Show|[p[3,1, -5,0],p[1, 3,5, 0], Axes — False]; (ver figura 1.6)

Show([p[2, 2, —4,0],p[1, 3, 5, 0], Axes — False]; (ver figura 1.7)
Show(p(1, 3, —4,0],p[1, 3,4, 0], Axes — False]; (ver figura 1.8)
Os pontos de interseccao entre as respectivas curvas paralelas sdo pontos da curvas
de conflito, pois estao a uma mesma distancia das elipses centrais. Ligando os pontos
temos as curvas de conflito.

Outros exemplos podem ser obtidos através da funcdo rotagio, para isto serdo

definidas as fungoes
r[t] := rt{r/4, ellipse[3, 1]][t],
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Figura 1.6: p[3,1,-5,0] e p[1,3,5,0]

Figura 1.7: p[2,2,-4,0] e p[1,3,5,0]

Figura 1.8: p[1,3,-4,0] e p[1,3,4,0]

hlc., d.] := ParametricPlot[Evaluate[Table[parcuve[r][s][t] + {c,d},

{s,0,6,0.5}]],{t,0,2Pi}, AspectRatio —+ Automatic|.

Daremos a seguir dois exemplos envolvendo rotagées. Para obter estes exemplos

podemos utilizar os seguintes comandos:

Show(p[3, 1, -5, 0], h[6, 0], Axes — False]; (ver figura 1.9)
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Show([h[-5, 0], h[5, 0], Axes — False]; (ver figura 1.10)

Figura 1.10: h[-5,0] e h[5,0]

Nestes exemplos observa-se uma mudanca no sinal da curvatura.

O proximo exemplo foi obtido chegando-se diretamente na expressio paramétrica
da curva. Para isso igualamos as expressoes das curvas paralelas a duas circunferéncia

de raios diferentes. Sejam
(x—6)2+1y%=(5+1)

(z46))°+y> = (1+1)?

as equagoes das curvas paralelas as circunferéncias de de raios 5 e 1, respectivamente,

para ¢ € R. Igualando as duas equacoes obtemos

t=-3(1+x2)
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substituindo na primeira equacdo acima, obtemos
¥y = 8(—4+1?)

Dai chegamos a parametrizacao para a curva de conflito, dada por

o) = (L +4,)

esta curva é definida no Mathematica como
clyd = {Sqrt[y2/8 +4],y}

para visualizar este grafico e suas curvas geradoras podemos utilizar os seguintes

comandos no Mathematica,
cc := ParametricPlot[Evaluate[c[y]], {y, —10, 10}]
para definir o grafico de c[y_] e
Show[{p[5,5,-6,0],p[1,1,6,0],cc}, Axes — False];

para obter a figura 1.11.

Figura 1.11: p[5,5,-6,0], p[1,1,6,0] e cc

E fécil ver, que caso este método seja utilizado para elipses, ndo teremos tamanha
facilidade em isolar as varidveis para obtermos uma parametrizacio direta. Abaixo,
segue a expressao em coordenadas para as curvas paralelas da elipse[a,b] em funcao

de seno e coseno,

bs as
(Cos(t) (a i V/0? cos?(t) + a? sen’(t) )7 = (b " V/0? cos?(t) + a? sen2(t)>>
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onde s é o pardmetro na dire¢do da normal e ¢ é o pardmetro sobre a elipse.

Visualizando as figuras 1.6 a 1.8, podemos ser levados a acreditar que uma ex-
pressao de z em fungdo de y, bem maledvel possa existir para parametrizarmos suas
respectivas curvas de conflito, pois as curvas sdo tao simples quanto para duas cir-
cunferéncias. Trabalhamos nesta direcao, porém devido a falta de tempo deixamos

este estudo para abordarmos futuramente.

1.5.2 Superficies de Conflito

A definicao no Mathematica para superficie paralela é

parsurfx.|[r.][u., v ] := Module[{xu,xv,nl1,n2,n3,n4},
xu = D[x[uu, vv], uuj;
xv = D[x[uu, vv], vv];
nl = Cross[xu, xv|//Simplify;
n2 = Simplify[Factor[nl.n1]];
n3 = PowerExpand[Sqrt[n2]]//Simplify;
n4 = Simplify[n1/n3];
Simplify[Together[x[uu, vv] + rnd]]]/.{uu = u,vv — v}

Definiremos a esfera por
esferala_, b_J[u., v.] ;= {aCos[v]Cos[u] + b, aCos[v]Sin[u], aSin[v]}

onde o parametro a é o raio e b é o pardmetro de translacio sobre o eixo z. Para
para visualizar os exemplos usamos o parametro b para obter que os interiores das
esferas sejam disjuntos.

No R? ndo podemos usar o método do deslocamento paralelo ao longo da nor-
mal para visualizar as curvas de interseccdo, como foi feito no R? para visualizar os
pontos de intersecgao, pois existe o problema da dimensao. As superficies parale-
las tem dimensao dois, elas funcionam como paredes obstruindo a visualizacio das
intersecgoes.

Logo, s6 usamos o segundo método, que é o de encontrar uma parametrizacao
para a superficie de conflito e depois visualizd-la com as superficies paralelas dos

conjuntos que a geraram.
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Encontremos agora a parametrizacao para a superficie de conflito gerada por dois

cones . A equagao para os cones no M athematica é
conefa_, b ]t z] := {a* Cos[t] — b, a * Sin[t], z},

Como para o caso de {a = 5,b = —6} e {a = 1,b = 6} j4 temos a expressio para a
curva de conflito das duas circunferéncias no plano zy, feito na se¢ao anterior, basta

entao acrescentarmos a varidvel z, da seguinte forma no Matehematica,
cly- 2] := {Sart[(y*)/8 + 4, y,z},
o grafico desta curva sera definido por
scl := ParametricPlot3D[Evaluate[c[y, z]], {y, —10, 10}, {z, — 10, 10},
Axes — None, Boxed — False];,
e dos cones por
cl := ParametricPlot3D|[Evaluate[cone[5, —6][t, z]], {t, 0, 2Pi}, {z, —10, 10},
Axes — None, Boxed — False],
c2 := ParametricPlot3D[Evaluate[cone[1, 6][t, z]], {t, 0, 2Pi}, {z, —10, 10},
Axes — None, Boxed — False].
O comando para visualizar estes graficos é
Show[{c1,c2,scl}, Shading — False];,

que nos dar a figura 1.12

O transporte paralelo de cl e ¢2 é dado por
Pcl := ParametricPlot3D[{c1[u, v], parsurf[c1][3][u, v], parsurf[c1][4][u, v],
parsurf(c1][5][u, v]}//Evaluate, {u, 0, Pi}, {v, 10, 10}, PlotPoints — {40, 40},
Axes — None, Boxed — False];,
Pc2 := ParametricPlot3D[{c2[u, v], parsurf(c2][2][u, v], parsurf[c2][3][u, V],

parsurf[c2]|[4][u, v]}//Evaluate, {u, 0, Pi}, {v,~10,10}, PlotPoints — {40, 40},

Axes — None, Boxed — False];.
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Figura 1.13: Pcl, Pc2 e scl

Assim sendo, plotando Pcl, Pec2 e scl através do operador
Show[{Pc1,Pc2,scl}, Axes — False, ViewPoint — {-0.8, —2, 3}];

obtemos a figura 1.13.

O préximo exemplo serd a superficie de conflito entre duas esferas de mesmo raio.

Para isto, igualamos as equagoes das seguintes esferas
(z+4)2+y*+22 = (2+1)?

(z—4)2+y?+22=(2+1)?
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e fazendo calculos semelhantes aos feitos no R?, obtemos z = 0, ou seja o conflito
sera o plano zy. Logo as intersecgoes das superficies paralelas com o plano zy sdo
circunferéncias, ou seja, teremos circunferéncias gerando todo o plano zy para t > —2.

A superficie de conflito é o plano zy, dado pela equacio
p :={0,(2 4 t)Cos[v], (2 + t)Sin[v]},
seu grafico fica definido por
sc2 := ParametricPlot3D[Evaluate[p], {t, —2, 20}, {v, 0, 2Pi},
Axes, — None, Boxed — False];.

Para esbogarmos os gréificos das esferas, se faz necessério o uso dos seguintes
comandos:
el := ParametricPlot3D[Evaluate[esfera[2, —4|[u, v]], {u, 0, 2Pi}, {v, —Pi/2, Pi/2},

Axes — None, Boxed — False];

e2 := ParametricPlot3D[Evaluate[esfera|2, 4][u, v]], {u, 0, 2Pi}, {v, —Pi/2, Pi/2},

Axes — None, Boxed — False];.

As superficies paralelas as esfera sao dadas por
Pel := ParametricPlot3D[{esfera[2, —4][u, v], parsurf(esfera[2, —4]][2][u, v],
parsurfespera(2, —4]][3][u, v], parsurf[espera|2, —4]][4][u, v]}
//Evaluate, {u,0,Pi}, {v, =Pi/2,Pi/2}, PlotPoints — {40, 40},
Axes — None, Boxed — False];

Pe2 := ParametricPlot3D[{esfera(2, 4][u, v], parsurf|esfera[2, 4][2][u, v],
parsurflespera[2, 4][3][u, v], parsurf[espera(2, 4]][4][u, v]}
//Evaluate, {u, 0, Pi}, {v, —Pi/2, Pi/2}, PlotPoints — {40, 40},

Axes — None, Boxed — False];.

Assim sendo, temos os comandos para visualizarmos a superficie de conflito pri-

meiramente com os conjuntos geradores e depois com as superficies paralelas

Show([{el, e2,sc2}, Shading — False, ViewPoint — {-0.4, 2,0}, (verfigura 1.14)
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o

ﬁ:gﬁ;:

Figura 1.15: Pel, Pe2 e sc2
Show([{Pel, Pe2,sc2}, Axes — False, ViewPoint — {0.4,-2,0}, (verfigura 1.15)

Igualando as equages das superficies paralelas das esferas [a=1,b=-6] e [a=5,

b=6], como foi feito para as esferas [a=2,b=-4] e [a=2,b=4], chegamos na equacio
paramétrica do conflito dada por

2 ~2
c(y,2) = ( (y%b) +4,y,2)
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Sua representagao no Mathematica é
cly- z] = {Sart[(y* + z%)/8 + 4], y, 2},
e seu grafico fica definido por
sc3 := ParametricPlot3D[Evaluate|c], {y, —10,10}, {z, —10,10},
Axes, — None, Boxed — False];.

Para visualizar as superficies o processo é andlogo, ao feito anteriormente, basta
definir Pe3 e e3 como Pel e el trocando os valores a=2 por a=1 e b=-4 por b=-6 .
Analogamente, definamos Pe4 e e4 trocando a=2 por a=5 ¢ b=-4 por b=6, obtendo

como isto as figuras 1.16 e 1.17.

B

mn

Figura 1.16: e3, e4 e sc3

Figura 1.17: Pe3, Pe4 e sc3



CAPITULO 2

Conjuntos de Conflito no R*

2.1 Introducao

Neste capitulo desenvolveremos o estudo das hipersuperficies de conflito no R?.

Consideraremos dois conjuntos 4; e A, do R* convexos, com interiores disjuntos
e bordos B; de classe C*, k > 1, para definimos o conjunto de conflito a ser estudado.

A maioria das hipéteses feitas neste capitulo sao herdadas do R3. Na primeira
secao faremos uma breve introdugio dos objetos que utilizaremos. A semelhanga com
o R3 é grande.

Um dos assuntos introduzidos é a definicao de um referencial mével {1, T>, T3, N}
sobre a hipersuperficie de conflito. Este por sua vez é dados em funcio dos bordos
dos conjuntos A;. A ligacao entre o referencial e os B; nos possibilitara determinar a

matriz DN da derivada da normal a hipersuperficie de conflito.

O resultado principal é a matriz DN. Encontraremos uma expressao para a
matriz na base {71, 73, T3} do hiperplano tangente a hipersuperficie de conflito em
um ponto p € C\M. Com isso, podemos encontrar uma expressio para as fungoes
simétricas elementares em fungdo dos autovalores desta matriz. As funcdes simétricas
elementares nos fornecem caracteristicas da geometria da hipersuperficie de conflito.

Por fim, obtemos alguns exemplos de hipersuperficies de conflito.
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2.2 Hipersuperficies de Conflito do R*

Sejam A, e A, dois conjuntos ndo vazios, fechados no espaco Euclidiano R?.
Adotaremos a distancia, o produto interno e a orientagdo canénicas do R?.

O conjunto de conflito C(Ay, Az) entre A; e Ay é definido como no R, ou seja,
C(A, As) = {p; d(p, A) = d(p, A.)},
onde d(p, A) =inf{d(p, q);q € A}.

E necessério, para obtermos hipersuperficies regulares de classe C*, k > 1, considerar-
mos somente o caso em que os A; sdo conjuntos fechados, convexos, com seus interiores
disjuntos e bordos regulares B; = 0A; de classe C*, k > 2.

Os bordos B; sao orientados por campos diferencidveis de vetores unitarios N;
normais as hipersuperficies B;. Assim, adotaremos a convengao que N; esta sempre
apontando para o interior de A;.

Denotaremos por A} o conjunto dos pontos a uma distancia 7 > 0 de A;; seu
bordo é a superficie B obtida pelo deslocamento de cada ponto p; de B; pela funcéio
Ei(pi) = pi — rNi(p;). De acordo com as propriedades de vizinhanca tubular, temos

que X7 é um difeomorfismo de classe C*~1. (Ver p. 9, cap. 1)

Definiremos a funcdo projegao I1;(p) = p; de um ponto do conflito em B;, carac-
terizada por
d(p, 4;) = (Ii(p) — p, Ni(IL(p))),
observamos que II; pode ser definida como a inversa da fungao ©I. Temos entdo que
I1; é uma funcao de classe C*~!. Podemos também definir a projecao II7 : C' — B,

através da seguinte composicao I} = X7 o II;.
Utilizando-se da funcao de classe C*—1,
C(p) = d(p7 A2) - d(p; AI);

para definir C(A4;, As) como sendo o conjunto de nivel zero, introduziremos um campo

normal a hipersuperficie de conflito na direcao do gradiente Ve, que é dado por
Ve(p) = Ni(Th(p)) — No(Ti(p)).

A hipersuperficie de conflito, portanto, serd orientada pela normal N apontando

de A, para A,, dada por:

N = |N;(Tl;(p)) = Na(Ta(p))|~* [N;(T1;(p)) — N2 (M (p))).
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Para simplificar a notagao escreveremos v(V) = |V|~'V para a normaliza¢io de

um vetor nao nulo V. Logo

N =vy(N, (11, (p)) — Ng(Hg(p)))

Para introduzirmos um referencial mével positivo em C' é necessario obter uma

base do plano tangente. Um vetor tangente é

Ty = v(N (T4 (p)) + No(Iz(p))).

Para completarmos a base do plano tangente precisamos de mais um vetor tan-
gente, pois o terceiro € definido como o produto vetorial dos vetores tangentes ja

existentes e a normal.

Lema 1 Seja W = {w € R'/w € TB{(p)NTBj(p)}, r = dist(p, B;). Entiow € W,
se somente se, w € ortogonal a N e Ty em p.

Prova. Se w € T'B] entdo w é ortogonal a Ny e Np. Logo w é ortogonal a N e
Ti. Se w é ortogonal a N e Ty entdo temos que < N,w >=< Tj,w >= 0, daf
< Noyyw >=< Ny, w >= 0. Como II}(p) = p, para r = dist(p, B;), e TB!(p) = {v €
R'/ <w,N; >= 0} o vetor w € TBj(p) N TB}(p). |

Como queremos um referencial ortonormal o vetor que estamos procurando per-
tence a W. Suponhamos que a projecao do vetor DN(T}) sobre o conjunto W seja
um vetor nao nulo, ou seja, existe um vetor w € W, w # 0, tal que DN(T}) — w é
ortogonal a todo vetor de W. Denominaremos de 7y o vetor unitdrio na direcao da
projecao w. Assim sendo, tomemos o tltimo vetor da base, que denominaremos por
T3, como sendo N ATy A Ty. Logo o referencial mével serd dado por Ty, Ty, T3, N.

A hipersuperficie de conflito ficard dividida em dois conjuntos importantes a serem
distinguidos. O primeiro é quando o campo 77 ndo é singular. Neste caso, o conjunto
W tem dimensao dois. O segundo caso é quando o campo T é singular. Neste caso,

o conjunto W tem dimensao trés.

Note que o campo de vetores 7; é singular nos pontos p do conjunto fechado
M = M(A,, A,), onde Ny (I1;(p)) + Na(TTz(p)) = 0, que ocorre quando a distancia de
C para A;,

r(p) = d(p, A1) = d(p, As),
¢ minima, assumindo o valor d,, = %d(Al, As). A condicao de convezidade estrita

dos B; nos conjuntos II;(A), reduz M a um tinico ponto p,,.
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Considerando a converidade estrita de B; em p;, implica que DN; é um auto-
morfismo do espago tangente 7'B;, com a identificagdo usual do espaco tangente 7'B;
em p; com o da esfera unitaria, em N;(p;). Em termos das curvaturas principais
ki < ki < ki, que sdo os autovalores de —DN;j, a condicio de convexidade estrita e
a orientagao do campo normal implica que 0 < k& < ki < ki. Ver Rodrigues [10],
Cap. 3, pag. 30.

As fungbes simétricas elementares dos autovalores da matriz sdo as funcées que
aparecem como coeficientes do polinémio caracteristico de uma matriz. Na préxima
secao descreveremos como as fungoes simétricas elementares dos autovalores da matriz
de DN, derivada da normal a superficie de conflito, podem ser escritas em funcio dos
B; dados. As funcgdes simétricas elementares das hipresuperficies B; sao obtidas dos

autovalores da matriz DIV; e suas expressoes sao dadas por,
K* = kikiki = det(—DN;),

Hi = 5 (kL + Kiki + kik3).
H = '3‘( 1 + 2+k‘3) = gtTCLQO(— ./1;),

onde H? é a soma dos determinantes dos menores de —DN; e k% sdo os autovalores
de —DN;.
De acordo com a notagdo introduzida em Forsyth [3] (pag. 40 secdo 281 capitulo

XVT) temos que H* pode ser chamada por curvatura linear, H! de curvatura superficial

e K* a curvatura espacial (ou a curvatura volumétrica).

2.3 Funcoes Simétricas Elementares

Seja p € C'\M tal que suas projegdes p; = II;(p) nos bordos B; sejam tais que
os autovalores das matrizes DIN; ndo sejam iguais, ou seja, k! < ki < k. Seja
{Ei, Ei, Ei, N;} o referencial mével positivo principal em B;, numa vizinhanga de p;.
Isto implica que

DN;.E} = —kiE}

1777

onde k! < ki < k1,1 =1, 2, sio as curvaturas principais de B;.
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Sejam Ry, Ry e R3 as seguintes matrizes,

cos(cr) sen(a) 0
Ri(a):=| —sen(a) cos(a) 0 |,
0 0 1

cos(f) 0 —sen(d)
Ry() = 0 1 0 ,

sen(f) 0 cos(f)

1 0 0

Ry(p) :== [ 0 cos(p) sen(p)
0 —sen(p) cos(yp)

Seja H a multiplicagdo das trés matrizes acima e G' sua inversa (que é igual a sua

transposta), ou seja
H(a,0, ¢) == Ri(a).Ra(0).R3 (o),

G(a,8,p) = H_l(a,e, p) = HT(a, 8, ).

Logo,
cosccosf)  senccosp + cosarsenfsenp senaseny — cos asend cos ¢
H = | —senacosf cosacosyp — senasenfsenyp cosaseny + sena senf cos v |,
senf — cosfsengp cosf cos
e
cos v cos 6 —senc cos ¢ senf)
G = | senacosy+ cosasenfseny cosacosyp — senasend senyp —cosfsengp

senorseny — cos awsenf cos ¢ cosaseny + senacsenf cosp  cos fcos ¢

Utilizaremos as matrizes acima para relacionar a base {E%, E3, Ei} e a base { Fi =
v(DTi(p).Th), Fj = v(DIL(p).T»), Fi = v(DTI;(p).T3)}, dos espagos tangentes a B;.
Isso € feito através da matriz H, onde os angulos envolvidos, também chamados de
angulos de Euller, sao aqueles que através das matrizes do grupo de rotacao Ry, R»

e R3 levam uma base na outra, da seguinte forma
FY E
F} | = H(a,b;,9). | Ej
F3 Ej
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Como os vetores F; sao definidos em fungdo dos T, isso nos permitirg associar
o hiperplano tangente da hipersuperficie de conflito e o hiperplano tangente a B;.
E através desta associacao que conseguiremos obter a matriz de DN do conflito em

funcao dos dados das hipersuperficies B;.

Definamos as seguintes relagoes

X
ky,

k:z] (a'i) 02'7 (Pi) = k:n (Fll) = _<DN1(F11)7F11)
k} cos®(a;) cos®(6;) + k[ sen(a;) cos(p;) + cos(a;) sen(6;) sen(i;)]?

+k5[sen (o) sen(ip;) — cos(a;) sen(6;) cos(p;)]? (2.1)
s kg (i, 63, 05) = ks, (F3) = —(DN;(F3), F3)
ki sen® (o) cos®(6;) + ki[cos(a;) cos(ip;) — sen(ay) sen(6;) sen (ip;)]?
+ki[cos(ay) sen(ip;) + sen () sen(6;) cos(ip;)]? (2.2)
ki sen®(6;) + k5 cos®(6;) sen®(;) + K} cos®(6;) cos®(¢p;) (2.3)
T, = T 0i,9:) =7, (Ff) = —(DNy(F}), F})
—kj cos(a;) cos®(6;) sen(oy) + ki[sen(cy) cos(yp;) + cos(ay) sen(6;) sen(p;)]
[cos(a;) cos(ii) — sen(ay) sen(8;) sen(ip;)] + k3[ sen () sen(¢p;)
— cos(qy;) sen(;) cos(i;)][cos(ay) sen(i;) + sen () sen(6;) cos(p;)](2.4)
k} cos(a;) cos(6;) sen(6;) — ki cos(6;) sen(;)[sen(cy) cos(ip;)
+ cos(a;) sen (6;) sen(y;)] + k3 cos(8;) cos(y;)[ sen () sen (p;)
— cos(oy) sen(6;) cos(ip;)] (2.5)
Th 7, (@i, 03, i) = 75, (F3) = —(DN;(F}), Fi)
—k} cos(6;) sen (o) sen(6;) — ki cos(6;) sen(¢;)[cos(y) cos(ip;)
—sen(ay) sen(6;) sen(ip;)] + kj cos(6;) cos(i;)[cos(a;) sen(g;)
+ sen(ay) sen(6;) cos(ip;)] (2.6)
Lema 2 Seja I), a matriz diagonal 3x3, na qual, os aj; = —k; Entao a matriz

H(ai, 0;, i) 11.G (v, 0;, ;) € dada por

?

A _ _

A'nl le T13
1 It 1

Tl'l Anz T'zs
_Ti —Ti _

13 23 ng
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Prova. Fazendo a multiplicagao I;,.G/(cv, 0;, ¢;), obtemos:

—k} cos e cos @ ki senc cos —ki senf)
—k5(senarcos p-+cos asenf seng) —kj(cos o cos p— senarsenfseny) ki cos fseng

—kj(senasenp—cos asend cos ) —kj(cos asenip+ senasend cos ) —kj cos 6 cos o

Dai temos que os elementos (a1;) da matriz H (e, 6;, ;).1,.G (04, 63, @;) sdo dados
por:
a1 = —kjcos®(a;)cos®(6;) — ki[sen (o) cos(p;) — cos(cy) sen(f;) sen(¢;)]?
—ki[sen(a;) sen(ip;) — cos(cy;) sen(6;) cos(¢;)]?,
a1z = kjcos(a;) cos®(6;) sen(cy;) — kb[sen(oy) cos(ip;) + cos(a;) sen(;) sen(ip;)]
[cos(as) cos(p:) — sen(c;) sen(6;) sen(p;)] — ki[sen(a;) sen(gp;)
~ cos(as;) sen(65) cos(ypp)][cos(as) sen(ps) + sen(as) sen (8 cos(s)],
a13 = —kj cos(ey) cos(6;) sen(6;) + ki cos(6;) sen(¢;)[ sen(a;) cos(ip;)
+ cos(a;) sen(6;) sen (i;)] — kj cos(6;) cos(g;)[ sen(a;) sen(gp;)
— cos(oy) sen(6;) cos(y;)].

Analogamente pode-se verificar que ag; = (DN;(F}), F3) e que ag; = (DN;(FY), Fj)
ou seja,

)

(DNi(F), F) (DNy(F{), F}) (DNi(F{), F3)
H(ei, 03, ¢:)-Ip. G (0, 05, i) = | (DN;(FY), F§) (DNy(F3), Fj) (DN;(Fy),Fi)
De (2.1) - (2.6) temos o que queriamos. |

As propriedades abaixo relacionadas sao obtidas através de demonstracées andlogas

as feitas para o R®. Portanto, optamos por apenas mencion4-las.

Denotemos por ¢ o angulo entre N; e 7. Entao
1
seng = S| Ni(I1i(p)) = No(Tha(p))| = (FY, Th) = (F}, Th). (2.7)

A base {T1,T5,T5} em C\M é projetada ao longo da derivada de TI; na base
ortonormal {F{, F§, Fi} em B;. Os vetores {F!, Fi Fi}, i =1,2, podem ser escritos
da seguinte forma:

{Fl = v(N2 = (N1, No)) V1), Fy = Ty, Fy = T3},
{F12 = U(—fvl = (Nl) /Vg)/VQ), FQZ = TQ,F32 = Tg}
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Observe que T3 e T3 pertencem a W, logo ao fazermos DII;(p). T, e DI1,(p). T3 nao
havera alteracao nas diregoes. Por isso temos a igualdade acima F¥ = T e Fi=Ts.

Além do mais,

DII}(Ty) = sengF} DIIN(Ty) = F} DN(T3) = Fi (2.8)

Os referenciais principais {E}, Ei, B, N;} em B; sio transladados ao longo da
normal para os referenciais principais em B!. Isso segue do fato que 27 preserva
os campos de diregoes principais. As curvaturas principais sofrem mudancas para

ki(r) = 1—_k£k—; Ver Hicks [6], pag. 36 secdo 2.6.

- . ,,» definidas de (2.1) & (2.6), sao dadas

em termos das curvaturas principais de B;, podendo ser obviamente modificadas para,

As expressoes para k; , k!, ky,, 7' TS &7,

valerem em Bj e denotaremos respectivamente por k, (r), k% (r), ki, (r), 7 (r), 7! (7)
e 77, (r). Portanto, trocando k% por ki(r) nas equagdes de (2.1) - (2.6), temos:
ki (r) = ki(r) cos®(ay) cos®(6;) + ki(r)[sen(a;) cos(p;) + cos(ay;) sen(6;) sen(p;)]?
+k3(r)[sen(a;) sen(yp;) — cos(;) sen(6;) cos(p;)] (2.9)

ir, (1) = Kki(r) sen®(c;) cos®(6;) + ki (r)[cos(a;) cos(p;) — sen (o) sen(6;) sen(¢p;)]?
+k3(r)[cos(ey) sen(p;) + sen(oz) sen(6;) cos(ip;)]? (2.10)

i, (r) = Ki(r)sen®(6;) + ki(r) cos®(8;) sen?(y;) + k% (r) cos®(6;) cos®(i;) (2.11)

T (r) = —ki(r) cos(a) cos®(9) sen (o) + k5 (7)[ sen (@) cos(py) +cos(a;) sen @;) sen(ip;)]
[cos(a;) cos(ip;) — sen(a;) sen(6;) sen(y;)] + ki (r)[sen(oy) sen(ip;)
— cos(a;) sen(6;) cos(y;)][cos () sen(i;) + sen(a;) sen(6;) cos(p;)] (2.12)

T (r) = ki(r)cos(a) cos(6;) sen(6;) — ki(r) cos(6;) sen(¢;)[sen(a;) cos(yp;)
+ cos(cy;) sen(6;) sen(y;)] + ké(v‘) cos(6;) cos(y;)[sen(a;) sen(ip;)
— cos(ay) sen(6;) cos(y;)] (2.13)

7. (r) = —ki(r)cos(6;)sen(as)sen(d;) — k4 (r) cos(6;) sen (i;)[cos(ey) cos(¢;)
—sen(ay) sen(6;) sen(p;)] + k5 (r) cos(6;) cos(¢p;)[cos(az) sen(ip;)
+ sen (o) sen(6;) cos(y;)] (2.14)
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A seguir encontraremos uma expressao para a derivada da normal, DN, da hi-
persuperficie de conflito em funcédo dos dados geométricos das hipersuperficies B;.

Proposicao 2 Com a notagdo acima, nos pontos de C\M, temos

DN.Ty = 3202, (1) = B, (ITs + 5172 0) — 7 (I + 22 () = T ()T,

, 1 1
DN.T, = %[T;Z (r) = 7L (r)]Ty + e ¢[k,2u(r) — ky, ()T + M[T’Qs (r) = 7L ()T,
DNT3= 5l ) = T ITs + ool 1) = O + 5 (K2, (7) — KL, (]

Prova. A conclusao segue dos célculos dos produtos internos em
DN(Tl) — <DN(T1), T1>T1 + (DN(Tl), T2>T2 + (DN(Tl), T3)T3, (215)
DN(TQ) = <DN(T2), T1>Tl + (DN(TQ), TQ)TQ + (DN(TQ), Tg)T3. (216)
DN(T3) = (DN(T3), Th)T1 + (DN(T3), )T, + (DN(T3),T3)Ts. (2.17)

Diferenciando N, obtemos:

D/VI.DI;I s;n?bNg.DHQ n %D[(senqﬁ)_l]-[Nl(Hl(P)) — No(Tly(p))]. (2.18)

DN =

A contribuigao do segundo termo nos produtos internos de (2.15), (2.16) e (2.17)

é nula. Logo, consideraremos somente o primeiro termo de DN.

Lembrando que as bases E} e F} sio relacionadas por

F E}
F} | =H(cu,0i,:) .| Ei
2 | E;

Calculemos agora DN;DII? nas direcoes Ty, T e T3, para sabermos o valor de
DN nestas direcoes. De (2.8), obtemos

DN,.DIT}(T}) DN;(sengFY) DN;(Fi)
DN;.DII(Ty) | = DN;(Fy) =1Iy.| DNy(FD) |,
DN,.DIT}(Ty) DN;(Fj) DN;(F)

onde /4 é a matriz diagonal 3x3, na qual, 0 a1, = sen¢ e asy = az3 = 1. Denotando
por hy; os elementos da matriz H (o, 6;, ;), temos:
D/Vl(huEi + h12E§ + h‘13E§)
=1Is. | DNij(ho1Ei + hoy Ei + hys i)
DNi(h:nE{ + h32Eé + h’33E§)
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hiyDN;(E?) + hipyDN;(EL) 4 hisDN; (EY)
=1Is. | ha DNy(EY) + hoy DN;(E3L) + hos DN; (EY)
hs1 DN;(E}) + hay DN;(EL) + hss DN;(E})
DNz(E{) '"kzl' (T)E;
:I¢.H(ai,0i,<pi). DN;(E%) = I¢,.H(ai,6’i,cp,~). —ké(r)Eé
DN;(Ej) —ki(r) Ej
Denotando por Ij a matriz diagonal 3x3, na qual, os a;; = —k;-(r), temos
Ei Fi
:I¢.H(Oli,9i,(,05).],:. Eé :I¢.H(ai,9,-,<pi).I;.G(a,-,ﬁ,-,cp,-). Fzz
Ei Fy

Do Lema 2 e de (2.9)-(2.14), obtemos

—kp (1) =1l (r) =i (r) Fy
=1y. | —7i,(r) —ki(r) —7i(r) | .| Fi
—Th(r)  —Th(r) =k (r) F3
Dai, temos que:
DN;.DIII(T)) —k, (r)F" - T" (1) F3 — 7, (r)F}
DN;. DI(Ty) | =1y. | —7},(r)F{ = ki, (r)F§ — i (r) F}
DN;,.DIT; (T3) 71, (1) Fy — 7%, (1) F§ — ki (r) F3

Denotando por HIG(z) a dltima matriz acima, temos

DN;.DII}(T})
DN;.DIT} (Ty)

Considerando somente o primeiro termo de (2.18), obtemos

DN(Th) DN,.DIIf(Th) DN,.DII;(T})

1 2
DN(T) | =5 - DN,.DII}(Ty) | — | DN,.DII5(Ty) T
DN(Ty) ) DN,.DIT}(T3) DNy DIT(Ty)

Teeng [+ (HIG() = HIG(2) +
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Logo,
DN(Ty) 1
DN(TQ) :2sen¢.U+"',
DN (T3)

onde U é dada por
seng{[ky (r)FY —kp, (r) FY]+[70, (r) Fy =), (r) B3]+ [72 (r) F2 — 71, (r) F3]}

U= [r,(NF? =y (N F + (87, (r)FF — Ky, () F3] + [72 (r) F§ — 71 (r) Fy]
(e (N = 73 (N FE] + [ () FS — 7 (1) Fy] + [k2, () F§ — k1 (r) 3]

Fazendo os produtos internos de (2.15) e utilizando (2.7), temos,
1
(DN(T0), To) = (G{lka, () F{—kp, (r) FL T, () Fy=r, (r) Ey BT, (r) =, () 313, T0)

1 seng

= Sk (MY, T1) = ke, (P)(FY, T) ) = 5 n (1) = Ko, (7)]

(DN(T2), Ty) = (5{[K2, (r) FE—b), (1) FRR{72 (r) P () I (1) Fr (1) LT}, )

= SUANELT) — T ()R, T} = (2 () = 7, (7)
(DN(T), To) = (5{[K%, (r) P2kl (1) FE 2 ) Ffrl (r) P2 (r) Fr (1) ), T

1 1
= oA ((F3, Ts) — 7, (r)(F3, To)} = S (r) = iy ())
Analogamente obtemos os produtos internos de (2.16) e (2.17). |

De posse da matriz DN, podemos obter as expressdes para as funcgoes simétricas
elementares das curvaturas principais, que sao as curvaturas volumétrica, superficial
e linear. Para tal faremos uso da seguinte notagao para os elementos da diagonal de

DN:
seng

b = 2R 0) - K ()

b = ol () B (0] e

b = ol () = K, ()]
Para os outros termos usaremos:

A !

Tig = %[T}i(?”) .(r)] e

na = sl ()~ A ()

2 2seng
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Entao temos que a curvatura volumétrica é dada por:
K =det(=DN) = —[kn, knykny + 27,7, 7o — kn, (T53)% — kn.z(Tm)Q - kn3('rl.2)2].
A curvatura linear é dada por:
H = trago (=DN) = —3(kn, + kp, + ky;)-
A curvatura superficial é dada por:
1 = 5 ng = (1)) [ = ()] + (B — (2]}

Deixamos para estudos futuros expressar as funcgdes simétricas elementares em
fungao das fungdes simétricas elementares das hipersuperficies B;. Além disso, gos-
tariamos de encontrar uma lei de formagdo para estas funcoes quando a dimenséo
for aumentando, tendo como modelo e ponto de partida o caso das curvas no plano e
superficies no R?, apresentado no capitulo 1. Um aprimoramento pertinente consiste

em reduzir o nimero de dngulos nas expressoes acima para o ntimero de 6.
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