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Resumo

Dados dois conjuntos .4 e 1? no R", estudaremos o conjunto C'(.4,B) = {z C
R"/d(aç, .A) = d(#, .B)}, denominado conjunto de con//{to de .4 e Z?. Abordaremos

o caso em que o ccmlanto de con./'/áto é uma hipersuperfície de classe C'k, k ? 3. No
caso n = 3 determinamos, para as suZ)ez:/}bÍes de coRPito, as curvaturas Gaussianas e

h/média, a localização dos pontos umbílicos e um resultado inicial sobre o tipo Darbou-
xiano destes pontos. A matriz da derivada. da normal, DN, e as funções simétricas
elementares das Aàpersupe7$kÍes de con#ifo do ]# também são estabelecidos. Os re.
saltados são expressos em função das direções e curvaturas principais dos bordos dos
conjuntos ,4 e .B dados, os quais são supostos convexos.
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.4.bstract

Given two sets .4 and B in R", we will study the set C'(.Á, .B) = {aç c R"/d(z, .4) =
d(z, .B)}, called the con/Zict sef of .4 and Z?. We will consider the case in which the
con/Zácf set is a hypetsurface of class C'k, Ã; 2 3. Tn the case n = 3 we find, for
con/ZÍct sur/ages, the Gaussian and Mean curvaturas, the location of umbilic points
and an initial restilt concelning the Darbouxian type of these points. The matrix of
the derivative, Z)N, of the normal, as well as the elementary symmetric functions of
con./'/{ct h persur.face in R4 are ajso found. The results are expressed in termo of the
principal directíons and curvatures of the borders of the given sets .4 and .B, which
are assumed to be convex.

lv



Agradecimentos

- Ao Prof. Jorre Sotomayor peia sua orientação, estando sempre disponível pa.ra o
bom desenvolvimento do nosso trabalho.

- Ao Prof. Plínio limões que por diversas vezes, atenciosamente, me indicou e em-
prestou livros. Além disso, contribuiu também na elaboração dos exemplos deste
trabalho.

- Ao Pior. Geiaido Avisa por ter contribuído de forma
mação acadêmica.

- A todos os meus familiares pelo amor e atenção dados a mim durante todo este
tempo de luta.
- A Cássia.

- Ao meus amigos do 508: Glória, Jarlle, Ribamar, Eduardo, Wellington, Robson.
- Ao meu eterno e melhor amigo Wellington Berros, que apesar da distância sempre
esteve comigo.

- A todos os meus amigos do TME-USP.

Aos amigos

significativa na minha for(



Índice
/

Resumo
111

Abstract lv

Agradecimentos V

Introdução l

l Conjuntos de Conflito no R3
1.1 Tntiodução

1.2 Superfícies de Conflito
1.3 Geometria do Conflito

1.4 Pontos Umbílicos nas Superfícies de Conflito

1.5 Exemplos de Conjuntos de Conflito
1.5.1 Curvas de Conflito

1.5.2 Superfícies de Conflito

7

7

8

12

25

31

31

36

2 Conjuntos de Conflito no IR4

2.1 Introdução

2.2 Hipersupelfícies de Conflito do JRa

2.3 Funções Simétricas Elementares

42

42

43

45

54Referências Bibliogi'áficas

VI



Introdução

Considerando dois conjuntos .4t e ..42 no espaço Euclidiano. Um problema clássico
é o estudo do conjunto de pontos de igual distância de ambos, tal é o caso da neta
e um ponto que leva à parábola. O objetivo do presente estudo é analisei algumas
propriedades geométricas desses conjuntos, ditos de con.//áfo.

Os conjuntos de igual distância no espaço Euclidiano são denominados por vários
nomes: bissetores (em geometria computacional), conjuntos equidistantes, conjuntos
de conflito da função distância (em teoria de singularidades), etc. Nós adotaremos
a expressão C(.Át, .42) para denominar o conjunto de conflito de .4t e .42, em certas
ocasiões omitiremos os conjuntos usando apenas C'

Baseamos nosso trabalho no artigo de Sotomayor, Garcia e Sieisma j131 que estuda
as curvaturas das superfícies de conflito, definidas por pares de con.juntos convexos
no R3. Também foi útil o artigo de Siersma jlll, que faz um estudo dos conjuntos
de conflito no plano, mostrando suas propriedades de diferenciabilidade e obtendo
uma. expressão para curvatura da curva de conflito. Considerando o caso em que os
conjuntos são convexos.

Ambos os artigos determinam a derivada. da. normal ao conjunto de conflito em
função dos dados geométricos dos bordos dos conjuntos .4{. No caso do plano, a
cuivatuia da cuida de conflito é dada. ern função das curvaturas das cuidas que
determinam os bordos dos conjuntos .,4{. No caso do espaço tridimensional a curvatura.

Gaussiana, a. curvatura Mlédia e a. toca.lização dos pontos umbílicos na superfície
são determinadas em função das direções principais e das curvaturas dos bordos
B{ = é?.4{. A hipótese de convexidade dos bordos é fundamental nos trabalhos acima

e sei'á. adorada neste trabalho. Um insultado inicial relativo ao t.ipo Darbouxiano dos
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introdução 2

pontos umbílicos na superfície de conflito é também estabelecido (vei definição na
seção 1.4).

Presumimos que o nosso leitor conheça os fundamentos de Geometria. Diferencial
e Equações Diferenciais Ordinárias. Tomamos como base pala este estudo os livros
de Calmo jll, Struik j181, Gray l51 e O'Nei1 l81 para a paire de Geometria Diferen-

cial e Sotomayor j121 para a parte de EDO (Equações Diferenciais Ordinárias). Na
seção 1.4, apresentaremos uma introdução do estudo do comportamento das linhas

de curvatura na vizinhança de um ponto umbílico, como apresentado por Sotomayor
e Gutiérrez em j161, j15), j141 e por Sotomayor e Garcia em l41. Nessa mesma seção
é feito, um estudo inicial do tipo genérico de pontos umbílicos que podem aparecer
em um determinado ponto da superfície de conflito

No Capítulo l estudaremos as superfícies de conflito no R3. Sejam dois conjun.
tos fechados ,4i e .42 no espaço R3, o qual é mtmido pela orientação canónica e da
distância:

a(p, g) - ip - çl - g:)' - <p - q,p - q>},

onde <, > é o produto interno Euclidiano em Rs

O conjunto, C'(.4t, .42), dito de conflito entre .4t e .42 está definido por

3

Z l

C'(.4: , ..'! , ) {P; d(P, .4.) ,..'i,)},

o«de d(p, .A) = ãn/{d(p, q); q c .4}.

Consideraremos conjLmtos convexos fechados, não vazios, com seus interiores dis-

juntos e bordos regulares Bi de classe (;'É, k ? 2, orientados por seus campos de
valores normais i\r;, apontando pala o interior de ,4i.

Um dos resultados mais importantes deste capítulo é a determinação da matriz de
Z)N, a derivada. de ]V a normal a superfície de conflito em um ponto p, em função dos
dados geométricos dos .4i. Através deste resultado, podemos encontrar as funções
simétricas elementares dos valores próprios, que nada. mais são que as curvaturas
Gaussiana e Média. Outros resultados importantes podem ser extraídos da matriz.
Abaixo nos referimos a. alguns resultados que obteremos.

Lembramos que as curvaturas principais ki 5; k; de Bi são os valores próprios de
--Z)Nt, e que a condição de convexidade de ,4i é equivalente a dizei' que ambas tem
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o mesmo sinal. A curvatura Gaussiana é definida poi

KI' = k\k;

isto implica que Á:{ > 0. Lembramos também, que a curuaZzira média de Bi é dada
Poi'

#: - }t«ç.(-o&) -;@l + k3),

A expressão ai, também chamada de curvatura reuersa,

u: - ;@j - Êj) -

cujos zeros localizam os p07}tos umóáZácos da superfície, também aparecerá a seguir.

Através da matriz de Z)N, podemos obter várias propriedades geométricas da
superfície de conflito. Mostraiemos que as curvaturas Gaussiana e Média em um
ponto p c (7/M a uma distância r dos conjuntos .4i, são dadas respectivamente por

K - l;(Á::(') + x:'(')) - x:(')'H:(') + "s(2('-, - '-:))u:(')z'/:(') ,

onde M é o conjunto dos pontos da superfície de conflito, no qual o campo Nt + /V2
é singular. A seguir definiremos os elementos que constituem as expressões acima.

Chamaremos de 11{ a função que projeta um ponto p da superfície de conflito no

ponto p{ de .Bi, que realiza a distância mínima. Os ângulos ai e cvz são os que as
direções principais mínimas de BI e B2, nos pontos pi e p2 fazem com os vetores
DTTi(Tt (p)), onde Ti o vetor unitário na direção de Ni + N2. O ângulo .ê é a m.jade
do ângulo entre Nt e AX2

Nas expi'ssões acima, as curvaturas X::(r) - :-,,x'+,,x:., X:(r) = :.:,w.+,'K''
Ui(r) = : 2,x.+,,x:: são as das superfícies deslocadas'normalmente duma distância r

7 - 1 + sen'é
4sené '«:',' - "''«,, * (#á) ''.;',«:'":',, - ..;''«,,"''«,,]

das Z?if

Estes iesultaclos devidos a. Sotomayor, Sietsma e Garcia. j131, estendem pala. su-
perfícies o trabalho de Sieisma jlll, desenvolvido para culpas no plano. Damos a
nossa versão de como obter o testiltado do Siersma como uma decoirêncía dos resul-
tados tratados neste capítulo.
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Outro resultado obtido estabelece que um ponto p c C' é umbílico se e somente
se T = q' = 0, onde

T = a'sen(2a2) -- Z/:sen(2ai)

@ - (Z:--g!'@){1%: - x:i(é'J-:=1-g) + lu: «;(2'-:) - a' «;(2":)l}.

Também foi provado que num ponto não umbílico p C C' as direções principais
sao caracterizadas por fazerem um ângulo é? com Ti, onde 0 verifica:

f..20 . gr!!g

Isto é equivalente a dar, em linguagem geométrica, as equações diferenciais das linhas
de curvatura principal nas superfícies de conflito

Encontramos uma expressão para a curvatura normal à superfície de conflito. em

p C C/M na direção de um vetor unitário X tangente a (7/.A4 em p, dada por

W

k«(x) - -Íleeqee@ik:(o - Ai(OI + S=1;9fAií.n - ti.H]

+ COS(0) s"(0)I'J(') - 'J(')i},
onde 0 é o â.ngulo entre X e TI. Igualando esta expressão a zero, conseguimos uma
forma equivalente as equações diferenciais para as linhas assintóticas.

Faremos uma breve introdução sobre como caracterizar o tipo de ponto umbílico
genérico que pode aparecer em uma superfície. Condições algébricas serão impostas
ao 3-jato da superfície para que tenhamos o tipo Darbouxiano do ponto umbílico.

Com o intuito de caracterizarmos o tipo umbílico que pode aparecer no ponto p. c
J14, calculamos o 3-jato da superfície de conflito neste ponto, em função dos jatos dos
bordos ,Bi.

Por fim daremos alguns exemplos de curvas e superücies de conflito com a ajuda
do piogiama. /Vat/temática 4.

No Capítulo 2 estudaremos as hipersuperfícies de conflito no ]l©. Sejam dois
conjLmtos fechados .4t e ,42 no espaço ]Ra As definições que usaremos neste ca.pítulo

sao as mesmas que introduzimos no capítulo anterior, com as devidas adaptações
pal't1 0 IR4

Para que tenhamos uma boa regularidade nas hipeisuperfícies de conflito consi-
deiaiemos somente o caso em que os .4{ são conjuntos convexos fechados, não vazios
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com seus interiores disjuntor e bordos regulares .Bi = a.4í de classe C't: k ? 2,
orientados por seus campos de vetores normais ]V,, apontando para o interior de .4í.

Faremos um estudo semelhante ao do capítulo 1 , com o propósito de obtermos uma
expressão pala a matriz de Z)N, a derivada da normal a hipersuperfície de conflito
gerada pelos dois conjLmtos dados ..'lt e .42. Na proposição 2, a matriz será. dada em

função dos dados geométricos dos B{, chegando à seguinte representação para. DN
em um ponto p € (;\M em relação a base {Ti,T2, 7s} do hiperplano tangente,

{1,-:;(') -- .'-.1;(,)1 {14(,) -- ,.1;(,)1
7;:alkli,(') - ki,(')l !;:@l<(,) - d(,)l
í;hi'd(') - d(')l !dalti;(,) - #i;(,)l

onde M é o conjunto dos pontos onde o campo /Vi +N2 ' 0 e os objetos que aparecem
na matriz acima estão em função das curvaturas e direções principais dos Bi

Lembramos que as curvaturas principais ki 5; k $ k3 de -B{ são os valores próprios
de --Z)aG, e que a condição de convexidade de .4{ é equivalente a dizer que todas
possuem o mesmo sinal. As funções simétricas elementares das hipersuperfícíes Bi
são obtidas através dos autovalores da matriz Z).i\4. e suas expressões são dadas por

'j:Plki. (,) - kJ.. (,)l
{[,:(,) ,à(,)]
}[<(,) d(,)]

DN-

X:' = kÍk;k; = det(--DN),

«í - { (*i*i -- *i*ã -- *i*ã) .

«' - ;(*{ -- *8 -- *ã) - ;'-..(-""'D,
De acordo com a notação introduzida por Forsyth l3j (p.40 seção 281 capítulo

XVT) temos que Hi é chamada por curvatura Z cear, HÍ de curuciZura super/ cíaZ
e K' a curvatura espacea/ (ou curuafura uoZuméfráca).

A importância de determinam'mos a matriz Z)]V em função dos dados dos 23i é que
nos permite também encontrar as funções simétricas elementares da hipersuperfície
de conflito em funçã.o dos objetos geométricos dos bordos dos conjuntos .4i. Obtemos
as seguintes expressões para- as funções simétricas elementares de C':

K det(--ON) - lk«.k,,k«, + 2.-.,,-.;b; k«.(b;)' -- k«,(,-.;): - k«;('-.,):l,
H o (-DN) k«: + A«, + k.,),

%: {lk«.k«, - (,.,):l + it«.k«; - (.'-.;yl -+ lk«,k«; - (b;)'l},
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lembra.mos que como -D.ÍV esta. dada. em função das curvaturas e direções principais
de Z?{, as expressões acima ta.mbém estão.

Este é o resultado do estudo desenvolvido sobre as expressões das funções simétricas

elementares da hipelsuperfície de conflito, com a intenção de expressa-las em função
das funções simétricas elementares dos .B{, como foi feito para o Ra. Este estudo esta
ainda em fase inicial.



CAPÍTULO I

(conjuntos de Conflito no Ra

1.1 Introdução

Neste capítulo serão estudados as superfícies de conflito do R3

Dados dois conjuntos ..'ii e .A2 no R3 , definiremos o conjunto de con./alto, C'(Ái, .42),
como sendo o conjunto dos pontos, que estão a uma mesma distância dos dois con-
.juntos dados.

Para o desenvolvimento deste capítulo, nos baseamos no trabalho de Sotomayor,

Garcia e Sieisma j13j, na qual foi feita. uma extensão dos resultados de Siersma jlll
para curvas de conflito planas.

Trataremos o caso em que o conjunto de conflito é uma superfície regular de classe
C'Á:, k 2 1. A regularidade é obtida ao considerarmos conjuntos fechados, não vazios,
com seus interiores disjuntos e bordos regulares de classe CÊ, k ? 2.

Um dos resultados mais importantes deste capítulo, é a determinação da matriz
de Z)N, a derivada de N a normal a, superfície de conflito em um ponto p, em função
dos dados geométricos dos .4i. Através deste resultado, podemos encontrar as funções
simétricas elementares, que são as curvaturas Gaussiana e Média.

Determinaremos outros objetos geométricos das superfícies de conflito tais como:

foca.lização dos pontos umbílicos e diieções principais, curvatura. normal e direções
assintóticas. Estes resultados saem diretamente da. matriz de Z)N

No trabalho de Siersma j[[l, é obtida. no piano ]R2, a expressão para a curvatura
da curva de conflito em função das curvaturas dos bordos dos conjuntos que à define.

7



1.2 Superfícies de Conflito 8

Damos nossa. interpretação, de como obter os resultados do Sieisma através dos dados
da. matriz -DIV, fazendo uma restrição dos objetos introduzidos para curvas sobre a
superfície de conflito.

Falemos uma introdução sobre o comportamento das linhas de curvatura na vi-
zinhança de um ponto umbílico. Daremos algumas condições sobre o 3-jato das
superfícies com o intuito de classificar os tipos genéricos de pontos umbílícos, que po-
dem surgir. Para termos essa caracterização dos pontos umbílicos sobre as superfícies
de conflito, acharemos uma expressão pala o 3-jato da superfície de conflito em um
ponto p C M.

Por fim, daremos alguns exemplos de curvas e superfícies de conflito.

1.2 Superfícies de ConHito

Sejam .4t e .42 dois conjuntos não vazios, fechados no espaço Euclidiano IR3
Adotaremos a orientação canónica do ]R3 , através da seguinte classe de equivalência:

Diremos que duas bases E = {ei, e2, e3}, base canónica, e F :: {./i, /2, /3} são igual-

mente orientadas, quando a matriz de passagem de E pata F vivei determinante
positivo.

A distância que utilizaremos é dada por

a(p, q) = ip - çl )l:(p: -q:)' q,p-q>i,
3

onde p = (pi,p2,p3), q = (gt,q2,q3) e <.> é o produto interno Euclidiano usual,

expresso da seguinte forma: sejam m e u € R3, temos que
<W, U> :: flUI + t02U2 + W3U3

o«de «, =(««:, ««,, ««3) e u =(u:, u2, u3).

O con.junto de con/fito C'(.4t, -Áz) entre .41 e .42 é definido por

C(.4: , .4,) {P € ]R';d(P,H.) d(P,.4,)},

o«de d(p, Á) = {n/{d(p, q); g c ..'l}.

O con.junto (;(.41, .42) é também visto como o bordo comum entre o Zero tório de
,4t relativo a ,42, definido poi'
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Te« (.4 . , ..'i,) {P; d(P, .4:) < d(P, ,4,)},

e Tei'r(.42, .41), que é o território de .42 relativo a .4i.

O comi%nto de con//{to também é chamado de ó sseÍor na Geometria Clomputa-
cional e de conjunto equ distante entre .4i e .42.

Em todo este capítulo consideraremos somente o caso onde os .4i são con.juntos
fechados, convexos, com interiores disjuntos e bordos regulares B: = a.4i, de classe
/-'vk z. \. o

Os bordos 1?{ são orientados, ou soja, existem campos diferenciáveis de velares
tmitá.rios ]Vz:Bi --> ]R3 que associam pai'a cada p C Bi um vetar normal tmitário
/V.(p) C RS para .Bi em p. A convenção adorada será que JV, estará sempre apontando
pata o interior de .4i.

Para cada p C -Bi podemos escolher, na linha normal passando por p, um intervalo
aberto 4 próximo de p de comprimento, digamos, 2cP (cp variando com p) de modo
que se p :# g c .B{, então /p n /ç = a. A união U/P, p C 23i, constitui um conjunto
aberto U de R3, que contém l?i e tem a propriedade que por cada ponto de t,; passa.
uma única. teta normal a B{. Denominamos % de ulz zz/zanga fuóu/ar de .Bi. Como os
Z?i, pot hipótese, são convexos, podemos garantir que este processo pode ser aplicado

para c qualquer na direção de --.7V,, já que Ni esta apontando para o interior de Bi. O
mesmo não pode ser feito pala c qualquer na direção da normal, já que pela hipótese
das superfícies serem convexas, nesta, direção as norma.is vizinhas se intet-sectam ao
longo do conjunto focal. ( M. Carmo jll, p. 110, seção 2-7)

Denotaremos poi '4; o conjunto dos pontos a uma distância r ? 0 de .4ÍI seu
bordo é a superfície Z?; obtida pelo deslocamento de cada. ponto pi de .Bí pela função
E:(p{) - pi -- r.A7;(p{). De acordo com as propriedades acima., de vizinhança tubular,
temos que E; é um difeornorfismo de classe C'É't, cuja. inversa., definida no con.junto
fechado .Ei = R;\lnt(.4i), associa as piojeções lli(p) = p{ nos Bi, caracterizadas por

d(P,.4.) <n:(p) - p, N,(n:(p))>

estas funções llí serão úteis nos cálculos a seguir, restringindo o seu domínio ao con-

junto de conflito, no qual estamos interessados. Podemos ta.mbém definir a projeção
Tl;, através da segtiínte composição ]T{ :: E{ o T]{, que levará um ponto de .Bi para
/3{
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Além disso, C;(.4i,.42) é definido implicitamente como o con.junto de nível zero
d n fiinrãr.

c(P) (P, .4,) d(P, ..4.),

que é regular de classe C'k'i, isto se verifica facilmente pela definição que demos
acima da função ni. Calculando o gradiente dessa função temos

Vc(P) N'. (n:(P)) - N2 (n:(P))

Neste trabalho, a superfície de conflito C' será orientada pela. normal unitária ]V,
ao longo do '7c e apontando de ,42 para .4t:

N N (n. (p)) N2 (n, (P))I' ' l.v. (n . (P)) N2 (n,(P))l

Para. simplificar a notação escreveremos P(y) = IVI':V para denotar a norma/ã
cação de um vetou não nulo V. Logo

N «(N. (n. (P)) - N2 (n, (P)))

Um triedlo móvel positivo definido em C' é dado por {h,T2, 7V}, onde

«(.v. (n. (P)) + N2 (n, (P))),

T2 (n. (P)) A N2 (n, (P))

Note que o campo de vetores Z são singulares nos pontos p do conjunto fechado
M = M(.At, .A2), onde ]Vt(ni(p)) + N2(ll2(p)) = 0, que ocorre quando a distância de
C, para...4

«(P) (P, .A.)

é mínima, assumindo o valor d« = #d(.Ai,Á2). A condição de conuez dado estrita
dos .B{ nos conjuntos ITí(M), reduz À/ a um único ponto p.

Obserx,amos também que T2 pode ser definido como o vedor unitário obtido da
intetsecçã.o dos pianos tangentes de B.' em p, de tal forma que a base fique positiva.

Isso é óbvio, pois se temos um vetou u ti& intersecção dos planos ta,ngente a. B: em
p, isso implica que u é normal a Ari e a N2. Portanto u é paralelo a T2. Na figura.
abaixo temos um esquema disto, onde 7'C' é o espaço tangente em p C C'\M e 7'Bi
são os espaços tangentes a pí = p = ll;(p) c .B;
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Figura 1.1: Triedro {7't, T2, N}

Podemos dividir a superfície de conflito nos pontos onde a intersecção do planos
tangentes de .B; em p C C' é gerada por um vedor, neste caso, estamos em C'\M. Já
quando é gerada por dois vetores linearmente independentes, estamos em À4

Considerando a conuezÍdade estráfa de BÍ em pi, implica que .DNt é um a.utomor-

fismo do espaço tangente 7'Bi, com a identificação usual do espaço tangente 7'B{ em
pi com o da esfera unitária TS', em N:.(p{). Em termos das curvaturas pr ncãpa s
kÍ $ k8, que são os autovalores de ---D7Vt, a condição de convexidade estrita e a
orientação do campo normal implica que 0 < kÍ $ k2 (Rodrigues j101, Cap. 3, pag.
30). Em termos da curvatura (;aussÍana

K'

isto implica que K' > 0. Lembramos também que a curvatura média de .Bí é dada
por

%: - ãf«ç.(-Dm -;@} + kj),

A expressão

Z/: - ;(A}

também chamada de curvatura reoersa, cujos zeros localizam os pontos umZ)zlácos
da superfície, será ta.mbém usada neste trabalho.
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1.3 Geometria do Conflito

Seja p c C'\M tal que p: = TT{(p) não sejam pontos umbílicos de B{. Se.ja
{EÍ, .E8, .í\G} o triedro móvel positivo principal em ,Bi, numa vizinhança de p{. Isto
impnca que

DN:.E; -k;E',
onde 0 < k{ < k;, ã = 1, 2, são as curvaturas principais de Bi. Denotemos por aí o
ângulo entre os velares .B{ e FI' = P(Dali(p).Tt) . Escrevemos

4 - d(«:) (k; -- kÍ)se«(a:) cos(a:)

para a forçâo geodésica na direção do vetor unitário .l;'' de .B{. Escrevemos

Éi kÍ cos'(a:) + klse«'(.«:),

que pela fórmula de Euler é a curvatura normal de -Bi na direção de Fi' = z,(-Dali(p).TI)

Similarmente, a curvatura normal de .B{ na direção de E2t = p(Dali(p).T2) é dada
por

&j,. ('*:) - ÊI,('«: + =') Ésse«'(a:) + ki cos'(a:),

Mostrar'amos algumas pi'opriedades geométricas de Flz e F2z que serão úteis no
decorrer deste capítulo.

A figura 1.2, a seguir, mostra um esquema unidimensional de como os vetores /?
e 7'.B{, os planos tangentes a .B{, ficam dispostos em um ponto de p € C'\JW.

N't Ti ;\b

Figura 1.2: Seção plana no ponto p
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Le-ma. ]- Denotemos por $ o ângulo entre Ni e T\. Ente,o

se«é (n:(Z')) - N2(n:(7'))1 - <4',Tl> <F12,Z>

Prova. Observemos que

2 sen2Ó 1 -- cos 2@ = 1 -- <Nt, N2>

i:?qN} yâ \Pl\:Nt)-t kNz.Nà - 'ZÇN\,N.:b

;<-M: - Na, ]V:
INl- N2l'

Então

se«ó (n:(P)) -N2(n,(P))l

Temos que 7't pode ser escrito como combinação linear de .í\% e .rT, como mostra a
figura 1.2. Logo <FT,Tl> = </t,cosa/V. + seno.IV> = seno. l

Lema 2 .4 base {Ti, T2} em C\JW é prolefada pe/a deMuada de llí na óa.se odonorma/
{-H, 4} e«. Bi.

Prova. Isto é visto facilmente através das propriedades da função projeção. Temos
que T2 pertence tanto ao plano tangente de C'\À/ como a TBÍ (vei figura l.l), logo
.ry será paralelo a T2. Já que T2 é ortogonal ao plano gerado por Ar e Ti, que contém
.rV, concluímos então que {PT, E2'}, { =1,2, são bases ortonoimais. l

Lema 3 0s uefores {.Z :, E2z}, z 1,2, 'podem ser escritos da, seguinte formct

{# vÇN2 - ÇN\ , NàN\), F{

{# v Ç- N\ -+ (NI. , Nana. Fl! b}

Prova. Para veriflcaimos a primeira. aílrmativa, basta escrever N2 como combinação
linear de /V e ]Vt (ver figura 1.2), ou seja,

Nu (N\.NàN\ -F kF\. Nàr\ :+ ÇF\,NàF\ = Na - ÇNx.NàN-L

:» ptÇFI. .NàF\) = urna - ÇN\,NàNÜ :+ F\ = urna - ÇNI.,NàNÜ

utilizando-se da notação vetorial .ry = 7b, já que possuem a mesma direção e com-
primento. Analogamente podemos mostrei a segtmda afirmação. l
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Ao fazermos o deslocamento paralelo na. direçã.o da normal das superfícies Bi até

termos -Br, o vetou Z)ll;(TI) é dado por -DTl;(Ti) = seno.ll. Para ver esta afirmação
basta tomar uma curva 7(t) c C' tal que 7(0) = p, 7/(0) = Tt e projetá-la sobre
Bf. Fa«ando a projeção teremos uma curva 7{(t) tal que 71(0) = pt = p e ('yl.y(0) =

DTIT(TI). Com o auxílio da figura 1.3 podermos concluir que ('yÍy(0) = seno.IT
Observamos que este argumento pode ser utilizado para d = 2.

'y(t)

'7{(1)

ori{(T )

é<

Figura 1.3: Derivada da Piojeção

Os triedros principais {.Et, .Eé,Nt} em B{ são transladados ao longo da normal
para o triedro principal em .B{ . Isto segue do fato que E; preserva os campos de
direções principais assim como os pontos umbílicos. As curvaturas principais sofrem

mudanças para #:l(r) = .. ,% . Provaremos a seguir este fato.

],ema 4 S''ja E; : .B{ --> BÍ. Então para X e«a 7'.B{(pi), DE;(X) = X + rDN.(X),
OIW(OX;(X)) (X), XI p«'"« «. dí«çãe. p,{nc@«{. e «mózl{«.. $. k} é«

.«'-« p,{«.ãp«Z de B: 'm p: - d{«ção ZI, .«fão À}(') = Í;h é « ""e p.nde«f.

.«'u« p,{ncip«/ de nf '"'' E;(p{) « d{«çã. nE;(4). d/ém d{«., *'"'" g«e «
curvaturas Gaussian,a e Média de B\ são dadas respectiucLmente 3)or:

K:M - : ..,,;'+l® ,

":n - í.;;'=:'© ,
on,de Kt e «' denotaTn QS cur'uaturüs Ga,ussiüno, e Média de B;
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Prova. Suponhamos que a. normal AC seja dada por (ai, a2, a3) onde cada a{ é de classe

C'*-', # ? 2. Se pi = (Pi,P2,P3) está em .BÍ, e«tão E:(pi) = (P -- ra:(pi),P2 --

«,(p:), P3 - -;(p:)) esta em B;

Pa-' 'al'"l'' DE;(X), tomemos «m, c««« a(f) = (Ó-(t),Z,,(t),Z,a(t)) com X =
(ó{(0),ól;(0), ó;(0)), e calc-lemos a ta«ge«te par' E; ' a em t = 0. Sd» N.(a(t)) =

(«-(t), «,(t), «3(Z)); e«tão E; oa -,«:(t),ó, -«:(t),Z,, -««3(t)), e se« ta«ge«te
em t = 0 é dado por X + rZ)N,(X). Além disso, N.(o-(t)) = Ni(E; o a(t)) = AT(E; o
a(t)) da definição de E;, de ,Br e que estamos trabalhando com normais unitárias.

Dest' fo:m' -O&(X) = ('{(0), «;(0), «;(0)) = DN.(DE:(X)) = n/W(nX;(X)).
Agora seja E; um vedor unitário em p{ C .Bi com Z)AÇ(.EI) = k}.E}, então

nW,(-OE;(4)) - OW(q) - k}.4 ' nX{(.q) ,k})4. Se l - ,k}
e«tão OE;(.E;) - 0 e DN(OE;(EJI)) = kj-EI = 0, daí k} = 0 e 1 = 0, portanto
1 -- rÊ; # 0 já que .BÍ é uma superfície regular. Concluímos que Z)]VI.(Z)E;(-E})) =

(--::Z-)DE;(EJt), com isso mostramos que E; preserva as direções principais, umbílicos

e q"e k:l(') - Í:;h
As expressões de X::(r) e Xi(r) saem dos seguintes cálculos:

l

x:' («)

2%'

k{ (,)k!(,)
' Í- ér%i -i-;:iÃl; '

kí +kin-'ílt:©+í© -
ti(l - ,k8) + Êi(i - ,k{)

(l - ,k{)(l - ,kê)
&i + k; - 2,kík 2('x: - ,x::)

(l -- rkt)(l -- rkã) 1 -- 2rHi + r2X:i

O Lema acima pode ser estendido facilmente para. hipeisuperfícies no R". A

demonstração pode ser encontrada em (Hicks l61, p. 36 seção 2.6 ).

As expressões para r;, k}. e kf:x em .Bi, são definidas em termos das curvaturas
principais, podendo sei obviamente modificadas pat'a valerem em B; e denotatemos

respectivamente po- ';(r), kj,(r) e AI..(r). Porta«to:

4(,) d(,, «:) (A;(,) kÍ(,))se«(a:) cos(a:) ,

ki(,)
ki.(«)

#l,(,, a:) (,) cos'(a:) + e:(,)se«:(a:),

tl,.(,, a:) (,)se«'(a:) + k!(«) cos:(a:)
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Proposição l C'om a notação acima, nos pontos de C'\M, temos

ON.TI lt:(') - k:(')ITI + ;l#(") - d(')IT2,

ON.Te - ;l''f(') - 'J(')ITI + 5=:iBlk:.(') - ki«(')IT2.

(1.1 )

(1.2)

Prova. A conclusão segue do cálculo dos produtos internos em

DN(Ta]
<DN'(T-), Ti>Tt + <.ON(Tt), T2>T2,

<DN'(T2), Tl>Ti+<DN(72), Z>T2.

(1.3)

(1.4)

Diferenciando /V, obtemos:

ONi.ow - ON2.on;+ l DI("-é)':l.INI(n:(p)) - w2(n,(P))l. (1.5)

Como queremos fazer o produto interno de DN por vetores tangentes, a con-
tribuição do segundo termo é nula. Logo nos concentraremos somente no primeiro
termo. Lembrando que,

Dn;(Ti) Ó-H e Dn;(T2)

e que as bases E! e .rl são relacionadas pot

a (a:)Ei + se«(a:)-E{, 4 -se-(a:).Ei + cos(a:)-E{

Calculemos agora Z)ACZ)ll; nas direções Ti e T2, para sabermos o valor de DN nestas
u''uYVuu.

o&.Dn;(Ti) ON,(sen@F.')

;en@DN.(cos(a:)E{ + se«(a{)Eé)
se« él- AÍ(,) cos(a:).E{ k8(,)sen(a:) Zil

se«@l--k{ (,) cos(Q)ecos(a:)ã -- se«(.«:)81
--kã(«)se«(a:) jse«(a:)ã + cos(a:)81}

sen@Íj-k{(,) cos'('«:) - ki(,)se«'(a:)IF'f
+lk{(,) -- ki(,)jse«(a:) cos(.«:)8}

;e-étj-kl,(,)l.H+ i-d(,)in}.
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A n -lna-monto
v t) wz x A v B R u v

ON.Dn;(T2) ON.(4)
O&(-sen(a:)EI + cos(a:)-Ei)

lki(,)se«(a:),DI ki(,) cos(a:).Eél

{kl(,)se«(a:)ecos(a:)ã -- sen(a:)81

--k;(,) cos(a:) jse«(a.)ã + cos(a:)ãl}
{l(ki(«) -- k!(,))jse«(a:) cos(a:)4
--lkÍ(,)se«:(a:) + kê(«) cos'(a:)lã}

{i--4(,)ia lk1,..(,)14}.

De (1.5), temos que

i==âÍi-ti(')4' - 'J(')al - l-ki(')-q - 'j(')ai}
$llklí(')# - ki(')-ql + Id(,)a - 4(')-Ni},

ã-;:®li4.n 41 - i-''j(')e - &:.(')al}

:;:i8{lk:.(')-a - A;l...(')-NI + i'j(')P - 'J(')8'i}.

DN(Tz]

Concluindo a demonstração, utilizamos os Lemas de l a 3, para fazermos os
produtos internos de (1.3) e (1.4), e chegamos as seguintes expressões:

<0]V (TI) , Tt> !Elrlk:(') - k:(')l,

;[#(') -4(')],
;[e(') -4(')],

5-E!@lk:.(') - k;l«(')l.

(0JV (TI) , T2 >

<0 /V(T2 ) , Tl>

<-OIV(T2 ) , Te >

Note que a prova da. proposição usa. somente a base principal no ponto (e não
em conjuntos abertos) de Bi. Além disso, os cálculos de Z.)N são válidos também
nos pontos de C'\A4, cuja. projeção em uma (ou ambas) as superfícies Bi são pontos

umbílicos. Neste caso, temos kÍ(r) = ki(r) e podemos considerar ai = 0 (já que

l
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toda direção é principa-l), assim concluímos que valem as seguintes igualdades pala.
as projeções umbílicas,

'd(,) -0 e kl,(,) ki(,) k'(,),

logo no caso das duas projeções serem umbílícas, obtemos pela proposição anterior

DN'(TI) - !:'@lk'(') - t:(')lr ,

DN'(T2) - :;:l;talk:(') - k:(')IT2.

Teorema l .S'd«mX:: tâl,), %'(,)(,) +kâ(,)), a'

u:(') - !(k8(') - ti(')), '"ó' A.l(') - i:!h'

a,) A curuat' ra Gaussiana da, s'uperf(cie de con$ito C é dada por

lK- +
2 K:') - 'H:'H' + cos(2(a, .«:))a:a'

b) A curvatura média da superfície de cona'ito C é dada por

[.«: «',*(dú) ..;.,«:'":

1 + sen'é
4sen@ cos(2a,)Z/'

Prova. a) A curvatura Gaussiana de C' é dada por def(--.DN). Além disso, precisa.
lemos no decorrer dos cálculos que

É;(,) #Í(,)cos'('-:) + ki(,)se«'(a.)

;k{(') ll -;'"'('-:)l+ ;ki(')";'('-:)+; tê(')ll -

ilki(')+ ki(')l - i lk8(')'"'('-:) - ki(')"s:('-:)
-üi(«)se«:(a: )l

W' - a' cos(2a:),

ki(,)se«'(a:)+ ki(,)cos:(a:)

; {(O[1 -«;'(«:)]+;kin;«'(«:)-F;tlk)]l -

li lk{(") + ki(')l+ ;lki(') "::('-,) - kí(')";:('-:)
-üi (,)s.«'(a: )l

H' + a' cos(2a:),

cos' ('-:)l+; k! (')sen'(a:)

- k8 (,)se«'(a: )

k:.(,)

se«'('-:)l+ :lki(')"s'('«:)

- k$ (,)se«'(a:)
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#(,) 4(,) lkg(') k?(,)jse«(a,) cos('«,) -- lk:l(,) -- ki(,)jse«(.«:) cos(.«:)
2 Z/'sen(cv2) cos(cv2) 2 a:sen(al) cos(al)

U'se«(2a,) - U:se«(2a:),
(%:)' - x::(z/')'

obtemos

illklÍ(') - kl(')llkli--(') - ti«(')l i'J(') - d(,)i'}

iÍI('x' - a' "s(2'*,)) - ('x: - a: "s(2'-:))l l('x2 + u' cos(2'-,)
: + a: cos(2a:))l - IU'se«(2a,) - U:se«(2a:)I'}

i{('H2)2 -- (z/2 cos(2cv2))2 + ('lzi)2 -- (z/t cos(2at))2 -- 2'Ht7z2

+2U:U' cos(2'«:) c.s(2a2) - IZ/'se«(2'«:) - a:sen(2.«:)I'}

i{(7{2)2 --(Z/2)2+(Z/2sen(2a2))2+(Ht)2 --(Z/i)2 +(aisen(2cvi))2 2'7{tH2

+2U:a' cos(2a:) cos(2a,) - IZ/'se«(2a,) - U:se«(2a:)I'}

i{(x:: + K') - 2'H:'x' + 2ü:u' cos(2('-: - '*2))}

ó) A curvatura média é dada pelo fraco(--áZ.)7V). Deduzimos usando as expressões
da parte a) que

i{ se«@lki(') - k;l(')l + ;i;hiÃ:ii.(") - ki«(')l}

«ólw' - 'H: + z/: «;(2'-:) - a' ";(2'-:)l + ;i;hi'H' - 'x:
+a' coS(2a:) - U: cos(2.«:)l

-;''"' - «:-(;.««* É) * '«: '.;''~:' - "''.;':~,,-(;.«'- h),
(u#) ''«: - «'- * (#â) .«: ..;''«.' - "' '.;''«,,',

Corolário 1 0 ponto p C C\JM é umbz#Íco se somente se T = Q = 0, onde

l#(,) - d(,)i (2a,) U:se«(2.«:),

se«'ólkli(,) - k;l(,)l - lk:«(,) - A,l.(«)l
1%: - %'l cos' ó + (l + se«:@)IU: cos(2'«-) - U' cos(2a,)l

(!-=:e-@){l'w x:i(;!::g) + la: "'(2":) - a' ";(2'-,)l}
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Prova. (::> ) Se p é um ponto umbílico temos que toda diieçã.o tangente em p é
principal. Disto e das expressões (1.1) e (1.2), temos

ÀITI - !ePik:(') - k;l(,)ITI

ÊT2 ' 5;;i81tli.(') - À;l.-(')IT2

A contribuição de T2 em (1.6) é nula. Logo de (1.1), temos

DN.TI. (1.6)

l)N.Tt (1.7)

T (#(,) -d(,))

analogamente, poderíamos obter a mesma expressão levando em conta que a contri-
buição de TI é nula em (1.7), podemos recorrer a expressão (1.2) para obtermos o
mesmo resultado.

Com isto a matriz de D.V esta diagonalizada, ou seja, seus elementos da diagonal
são os autova]ores de Z)]V. Como p é umbílico, temos

# k-o

.:P'*:',,
se«'@lk:(,)
ü -o

ti(,)l
ei(,)l

ti;tl;Õlki.(') - Ai--(')l
rAlI.(,) - k,l.(,)l

0

1 .+ ) Se T = 0 então a matriz de -DN fica da seguinte forma

DN- jlP(ki(,) - AJ,(,))
0

0

í;h(ki«(') - ti«(')) ,7

\

Como ® = 0, a subtração dos elementos da diagonal é zero. Daí, concluímos que
a subtração dos autovalores de Z)N é zero, ou sda, Éi -- Ã;2 := 0 :::+ kl :: k2 :+ P é

Corolário 2 ,4s dÍreçães principais em um porzZo p não umózlÍco de C'\iV sâo ca
racteriza,das por Ja,zero'rn 'üm â'ngulo Q com T-t, dado .por

2l#(,) -4(,)1 «-o
se«'élkli(,) -- AI,(,)l -- lklÍ.(,) -- AI,.(,)l
2TsenP

Ü
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Prova. Seja X um vetou unitário do plano tangente no ponto p C C'\M. Escrevendo
X na. base ITI,T21 e chamando de -X o vetou ortogonal a X, neste plano, temos que
a. totçã.o geodésica na direção X é dada por

Tg(X) <DN'X, .X>

Tg(X) <-O.M(cos 0 TI + se«0 T2), - seno TI + coso T2>

Tg(X) -(sen'0 - cos'0)<DNTI,Te> + coso s'«0(<ON7'-,Ti> - <0.NT2,T2>)(1.8)

Daí, X é uma. direção principal, se somente se, %(X) = 0. Portanto igualando a zero
(1.5), obtemos

0 '"'0 - cos'0)<DNTt,T2> + coso seno (<ONTI,Ti> - <.ONT2,Te>)
2 cos 0 seno 2 <Z)NTi , 7'2>

(cos' 0 - se«'0) (<DNTI,Tl> - <-O.NT21 1Ít>)
2({l#(,) -d(,)1)

;s#lkl{(') - ki(')l - ;;hlki.(,) - &Ã.-(,)l
2l#(,) 4(,)1 seno

sen'@jki(«) kJ,(,)l - lklÍ.(,) - kJ,.(,)l
2Tsené

Corolário 3 Seja X um uefor un fár o tangente a (;l/À/ em p. .Então a curüafura
n,orm,al na, direção de X é dada por

{ "d'@ "Wnó]À;:H - kiH] + :=;9]t=.n - ti.-H]

+ COs(0) s"(0)I'j(') - ''J(')i},

*«(x) -

onde 0 é o âltgul,o evttre X e T\.

Prova. Como X um vetou unitário tangente a C/M em p, X pode ser escrito da
forma X = cos 0TI + senOT2. Daí temos que

É«(X) N'(X),X>

= - <D-N(cos 0TI + se«0T2), cos 0Ti + senOZ>

cos' 0<-ON(Ti), Tl> + se«'0<Z)N(Te), T2> + 2 coso sen0<Z)N-(Ti), Te>

{!9€.;e!@]k;m - kiH] + [k;.H - ti.H]
+.:.;o«-old(') -d(')i}. l
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Note, que igualando a zelo a expressa.o acima para a. curva.Lura normal obtemos
uma. expressão pala as direções assintóticas em função do ângulo 0 e dos dados
relativos aos B{, analogamente a que obtemos para as direções principais. A seguir,
temos um corolário que nos dar a expressão de k. em um ponto de M

Corolário 4 Sda p = p. C M e suponha gue pi = ll:(p) não é ponto urnóz2 co de

Bi, i -- \,2. Seja X um uetor unitário de T.C e 0 o ângulo fo'amado entre X e Ett
Então Q curvatura 'noTvn,at na direção X é dada por

k«(x) - k«(o) - -: [ki(') - ki(')]

Protia. Seja. X um vetou unitário tangente a C em p. Como /VI e N2 são paralelos
neste ponto temos que X pode ser escrito das seguintes formas:

X = cos 0.E{ + seno?E:l cos(0 + P).E? + se« (0 + #).E!

onde 0 é o ângulo que X faz com E{ e P é o ângulo entre Et e Zf.

Calculemos ente.o a curvatura normal na direção X, que é dada por

k«(x) <0N'(X),X>,

da expressão de Z).M, em (1.5), só é necessário a primeira primeira parcela, já que
vamos fazei urn produto interno com um vedor tangente X. Daí

oiv- on{(x) - DN2-on;(x) .,
2 sento

DJv: oní(x), x> - <DN2on;(x), x>l

- =hi <««'«í(«;m'{ -- ««w«J), «;w'{ -'- «-m«J>

- <"«'-; ( «;@ -- m"? -- ««@ -- m,í) , «;@ -- m"? -- ««@ -- m"j> l

:Khl( in«;'m *Jm««'m) m«.'p-'.m -*;m««:@--m)j
: ;;blklÍ(,, o) - k:(,, o)j,2 seno '

como é = {, obtemos a expressão desejada.

Já que k.(X), a curvatura normal na direção do vedor unitário X C TPC', não
depende da escolha da curva regulam ', tal que 7(0) = p e 7'(0) = X. Podemos

)
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utilizar da. curva gerada pela intersecção do plano ortogonal a X A N(p) com C'. Se
a curvatura. da curva no ponto p é maior que zero, A(0) > 0, então o vetou normal
n(0) = i:N(p) e portanto, segue-se que

k.(x) l1.9)

disto podemos enunciar o seguinte teorema

Teorema 2 Sda dada como acima, na q a/ 7'(0) = TI. Suponhamos que Flz são
direções 'princiT)üis. Então a. cur'uaturct dct curda 'y em 'yl.ç!) -- p, é dada, por

*..,- IJ%-Jhl
quaTtdo F{ é paralelo a E3

Prova. Supondo o sinal positivo em (1.9) e utilizando o corolário 3, temos a. seguinte
expressão pala a curvatura de ' em p onde 7'(0) = X,

to) - -Í! gqle@]k]im - tiH] + e:=;9tki.(o - ki.(o]

+ cos(0) s"(0)I'f(') -d(')i}
Pala o caso de X = Tt e os vetores PT serem direções principais, basta fazer 0 = 0 e
cri = 0. Daí obtemos

~..,--'plp%-Jhl
quando .ZV é paralelo a E{

Podemos ver facilmente que no caso do R2, a forma, de procedimento para en-
contrarmos a curvatura da curva de conflito definida por dois conjuntos convexos .4t
e .42 é semelhante. Já que Ti :: T e N são definidos como a subtraçã.o e a. soma

das normais iV., pelas propriedades análogas as citadas aqui, podemos mostrei que
estes dois vetoies são respectivamente tangente e normal as curvas de conflito do R2

Utilizando-se das mesmas definições para /T - F'{ = z,'(Dn{(p).h), tecemos que estes
vetores são tangentes aos bordos .B{ dos con.juntos 4i

Achamos bastante natural, fazermos estas associações, pois assim podemos che-
gam na expressão obtida por Siel'sma em jlll. Abaixo, mostiaremos como obter a.
culvatuia das cuidas de conflito em função dos dados geométricos dos Bi no ]Ra
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Teorema 3 Seyan7z ,4i e .42 dois c07zlurzlos conde os, dàsjuntos e com bordo Ck, k >
2, no p/ano ]R2. Então

Ã;.
2 li - rk2 1 -- rkiJ

onde k é a curuatt ra em uvn 'po'nto p do conãqnto de con$ito, ki silo CLS curvaturas
nos pontos p = i(p) em Bi e r é a d sfáncda de p parca .4i.

Prova. Difetencíando N, obtemos:
i. n - dN2.'írl; . l

d-N dl(s"@)':l.l.M-(n:(z')) - N2(n,(z'))l. (l.lO)

Como queremos fazei o produto interno de dN pelo vetor tangente 7', a con-
tribuição do segundo termo é nulo. Logo nos concentraremos somente no primeiro
termo. Lembrando que,

dn;(r)

Calculemos agora dJV..dIT; na. direção de T, para sabermos o valor de dN nesta
'J;r0";'.
-- 1 1 \'YUV -

N,. n;(]") = dN.(s.«@F:) = se«Ó d%(F':) = se«@l--k:(r)P:l.

Daí chegamos à seguinte expressão para dN,

aa' - ;lk'(').p' - k:(,)p':l
Para calcular a curvatura k do conflito é suficiente fazer o produto interno

k'(«)p'' - k:(,)F: .

--ET@Ík'm k:nl--j:@
k2 ki

1 -- rk2 1 -- rkt

d,N. T '><

Lembramos, que a orientação dos vetores /X usada, neste trabalho é para o interior
dos conjuntos .4i. No artigo de Sieisma jlll, a orientação escolhida pala as normais
AC é para. o exterior dos conjuntos .4{. Pot este motivo, houveram algumas mudanças
de sinais. Na figura 1.4 temos um noçã.o de como os vetoies estão dispostos.

No seção seguinte estudaremos o comportamento das ]inhas de curvatura na vizi-

nhança de um ponto umbíjico. Faremos uma introdução do tipo umbílico que pode
surgir em p. C M
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Figura 1.4: Conflito no Plano

1.4 Pontos Umbílicos nas Superfícies de Conflito

Nesta seção será mostrado como determinar o tipo Darbouzãano de um ponto
umbílico p. C M

Faremos uma pequena introdução sobre pontos umbílícos. Estabeleceremos con-

dições para que um ponto umbílico seja Z)arbouzÍano, assim como a configuração
principal na vizinhança desse pontos.

Sda p. C S um ponto umbílíco da superfície S. Considere a carta (u, u) : (S,p.) -.>
(]R', 0) em boina de p., onde a superfície é o gráfico de uma função da forma:

« - {(«'+ «0+ :«;+ ;-:+ :«;+ ot(«'+ «D:].

Isto é obtido através da projeção de S em 7'S(p.) ao longo da normal N(p.) e
escolhendo uma carta ortonormal (u, u) em que o coeficiente de termo cúbico u2u da
projeção, w, de S em N(p.) é nulo.

Um ponto umbílico é chamado Z)arcou.piano se satisfaz, pa-ra a carta acima, as
seguintes condições, T e Z), como segue:
T) A Condição de Transuersalidade: b(b-a):# 0
D) .4 C'ondáção Z) scr rninanfe.

Z,)t) :ráy - f + 2 < 0
Oa) .ráy + 2 > f > 1, a # b
03) .f < 1.
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Na. carta (u, u) acima., as equações para as linhas principais são escritas poi

IÕ« + tla«' - l(Ó - «)« + c« + WIÓ«a« - IÓ« + X'law'

onde .L, M e N são funções de ordem OI(u2 + u')'l.

A condição T , implica que as curvas

(1.1 1)

h+L 0 ' (b - «)« + c« + M'

cuja intersecção define os pontos umbílicos, são regulares e se intersectam transver-
salmente no 0 = (0, 0).

Associada a equação 1.11, consideremos a equação diferencial implícita, no espaço
R2 x p'tlR, definida na carta (u,u,p) por,

F'(u,«,P) P' - l(Ó - «)u+c«+MIP- IÓ«+X'l

onde p = â e na carta(u,u, q), q = f, por

G(u,«,q) - l(Ó - «)«+ « + WIÇ - IÓ« + WIÇ'

Considerando o conjunto

M = {(u,u, lu: «l) c R' x p':R : F'(u,u,p) = G'(u,«,q) = 0}. (1.12)

A condição de transversalidade é equivalente a. dizer que IM[ é regu]ai em uma
vizinhança da linha projetiva Piar. De fato, na carta (u,u,p) segue que no ponto
lO, 0,p), temos:

(ó - «)P 0, Fu := ÓP2 -- CP 0 ' Fp 0,

então p = 0 e Z) = 0 ou p # 0 e b = a. Pela condição T nenhuma das duas é satisfeita.

Considere também a piojeção n- : ]M[ --> R' , n-(u, u, p) = (u, u). O con.junto sÍnguZar

da. projeção n- é definido por F'(u, u,p) = PP(u,u,p) = 0 e coincide com a linha pro-
jetiva ü'i R.

O campo de vetou'es X = FP a + pFPÜ (Fu + pPo) â está definido em A4t

e a piojeção das curvas integrais de X sã.o as soluções da equação diferencial im-

F(u({),u(Z),p(t)) = 0 com relação a 1, ou seja, Fuú+ Fuó+ EP» = 0. E«tão o campo
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de vetotes y = (1,p, --(Fa +pFu)/EP), p = :, esta bem definido em M\lFP = 0}.
Nrultiplica-ndo y por EP temos o campo de vetou'es X = (EP,pFP, --(Fu + pFu)) que
tem as mesmas curvas integrais de y em IMl\PtR, além disso o conjunto singular de
a- é somente a linha plojetiva.

Os pontos singulares de X na superfície implícita &l são dados por: (0, 0, pi), onde
pisco asraízes da equação cúbica

h(P) -PIÓP' - CP + (« - 2Z,)j

ou seja, os zeros de (Eu + pFu). Os zeros do polinõmio acima são dados por

Po = 0,

C

z':' E

Eles representam as possíveis direções principais em que as linhas principais po-
dem aproximar o ponto umbílico.

Mostremos aRDia que as singularidades de X, em M[, são de fato hiperbó]icas, ou
seja, as singularidades tem parte leal diferente de zelo, sobre as condições T e D ,
que denominaiemos de condições Z)aróouzdctnas.

Cá.lculos diremos mostram que

-(b a) 2pb--c o
-P(Ó -- a) 2PzZ) -- PC 0

* * -3ÓP: + 2cP+ (2Z, - «)
ox(o, o, P)

Os autovalores de Z)X(0, 0,p) nas singularidades são dados por:

Na origem nós temos Àt = --(Z) cz) e Àp = (2ó--a), onde Àt é o autovalor associado

ao autovetor transversal a. linha. projetiva e Àp esta associado a. linha. projetiva que é
invariante pelo campo de vetores X

Além disso se f < 1 e f > 2 a origem é um ponto de sela. hiperbólico. Se l <
a origem é um ponto hiperbólico nodal.

Pata p # 0 os autovalores são dados poi Àt ' l2óp' -- pc (b -- a)l e À, = h'(p),
com isso temos que:
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Quando i> (Z)2 + 2 a. origem é o único ponto singularidade de X, que é tlm
ponto de sela hiperbólico

Para f < 1 nós temos três pontos de sela hiperbólicos.

Temos também que para (Z)2 + 2 > i> 1,a # 2ó, obtemos dois pontos de sela
hiperbólicos e um ponto hiperbólico nodal

Na carta (z,y,q) o campo de vetores y = (qEP, EP, --(gEu + Fu)) é regular na

vizinhança do ponto 0 e a análise deste campo é análoga ao do campo X

Daí concluímos que a condição D é imposta para que as singularidades do campo
X e y sejam hiperbólicas

Ao projetarmos as curvas integrais dos campos X e y, obtemos o comportamento
das linhas de curvatura na vizinhança do ponto umbílico p..

Podemos agora enunciatmos o seguinte teorema que caracteriza a configuração
dos pontos umbílicos Daróouzíanos:

Teorema 4 (Gutierrez, Sotomayor,1982) Sda p urn ponto umóz# co de wma

imersão cx dada nas coordenüdus de Monge por:

«(«, d - («,«, ;(«'+ «a + ÍI«;+ ;«'« + :«;+ .w)
S'apanha, as seguintes condições:

r)b(b -) # o

n:)(á)'-Íl+2<0 D,)(áy+2>Íl>i,.7'2b n,)Íl<i
Então o coma)oüame'nto das linho,s de curuat'ura enter'n,o do T)oito ' mbtüico 'P, 'nos
casos Di, D2 e D3, chamados de ZI/mZ)zlácos Z)aróouz anos, é como na ./igura 1.5.

Logo a caracterização do tipos Darbouxianos depende do 3-jato da superfície, o
qual determina o contpoitamento das linhas de curvatura em l,oiilo do ponto umbílico.
Com o objetivo de ca.tacteiizar o tipo Darbouxiano dos pontos umbílicos de C, calcu-

latemos o 3-jato da. superfície de conflito em p € (;, em termos dos correspondentes
3-jatos das superfícies .Bi e Z?z em pt e p2.

Então as superfícies convexas Bi e Z?2 são localmente dadas na carta de Monge
(z, 3/) e (u, u) pelos gráficos cle
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Figut'a 1.5: Umbílicos Daibouxianos

/:(., d - , -- ;.' + ;«: -- ã(«««; -- 3«,:.'« + a«:,««' -- «.;«; -'- ...),
/2(",«) - {«' b««; + 3Ó,:"'"+ 3Z'«,««'+ Z,.;«; + ...),2 2 6

Seja P = (X, X Z) um ponto do ]R3. Pelas considerações acima segue que p
(o, o, o) c C'.

As expressões coordenadas dos jatos de segunda ordem em p das projeções TTt (P)
e ll2(P), com expressão nas coordenadas de Monge (z,3/) e (u,u) serão calculadas
agora.

A projeção nt(X, X Z) = (z, Z/), cuja expressão coordenada, é definida implicita-
mente pelas equações ÕF ÕF

Õx a -'
o«de .F(z, 3/, X, K Z) = d(P, -B:)' = (X -- z)' + (}'' -- yy + (.Z -- ./'«(z, y)y

Usando o Teorema da Função Implícita, após cálculos extensos com auxílio do
Maple, obtemos que solução do sistema de equações acima. é dado por

"+««'' 2(1-+,«);''(1+«b)(1+,«)''''

,o -.. =;@"' -- ü-:r:õ,.*, --
ly rabi X2 ra.

t+,il' i\.-.''Jt" -*' ;-'' (í+;êl)i

Hh«'*ah"'*
xy
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Similarmente, consideraremos a. função

C;(z, y, X, y, .Z) d(P, .B,)' (X zy + (y Vy + (Z - /2(z, Z/)y,

obtemos que a projeçã.o ll2(X, y, Z) = (u, u), nas expressões coordenadas, é dada. por

''' ,o -- 3o -- o: '''' - õ-fl:ax' --
:L* -- ©-ílt.n.*' -- a...-=R'm-
*#h«' Fh"'*

xy

Lembrando que a superfície de conflito C' é dehnida pela equação

.p'',,'4 - '((-*,''; 4,(«,«,.';(«,«») '(G',«4, («,«,Â(«,W) -.
com (z, Z/) e (u, u) representando as projeções llt(X, X Z) e ll2(X, y, Z), dadas pelas
expressoes acima.

Um cálculo extenso nos leva para a seguinte expressão para. o 3-lato da tepresen
ração de Monge de C' na vizinhança de p = (0, 0, 0):

(«« - b«) x; . («« - b,:) x't''
2(1 + ar)a 6 ' 2(1 + br)(l + ary 2

.(«:,-Ó::) Xy: .(«03-bo;)}'';
' 2(1+ar)(l+ü')' 2 ' 2(1+br)3 6 '

Isto segue do Teorema da Função Implícita aplicado a função c(X, y, Z), obser-
vando que c(0, 0, 0) = 0 e glÊ(0, 0, 0) = 4r # 0.

Como isto, podemos através do teorema de Gutierrez e Sotomayor demonstrado
acima nesta seção, caracterizatmos o tipo Darbouxiano do umbílico que pode aparecem

no ponto p = (0, 0, 0). Observamos que da maneira. que foi dada a expressão de .Z, é
preciso fazer uma rotação para. eliminarmos o termo X2y, pois no teorema citado, a
expressa.o não possui este teimo. Note-se, entretanto, que quando a21 :: b2i, .Z tem
a forma reduzida acima. No trabalho de Darboux l21 existe uma caiacteiização dos
pontos umbílicos Darbouxiano em função de todos os termos da parte cúbica, que
pode ser aplicada diretamente a expressão de Z.
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1.5 Exemplos de Conjuntos de ConHito

Nesta. seção daremos uma série de exemp]os de conjuntos de conflito no ]R2 e
R3. Daremos primeiramente alguns exemplos no ]R2 obtidos através de programas
implementados no pi'ograma JWathematica 41 nestes pode-se obter uma seqüência
satisfatória de pontos do conjunto de conflito, que nos indica o comportamento das
curvas para certos conjuntos convexos do plano. Este método, já não é tão eílcaz
no R3 por causa dos favores de visualização. Ao invés de termos pontos do conjunto
de conflito, teremos curvas que ficam aliás das superfícies, logo é inviável vei o
comporta-mento da superfície através deste método. No entanto, construímos alguns
exemplos de superfícies de conflito através da obtenção da parametrização de tais
superfícies.

1.5. 1 Curvas de Conflito

O exemplos de curvas de conflito no plano são dados de duas maneiras: a primeira,
usando exclusivamente algotitmos no progra-ma MathematÍca4, na qual obtemos
uma descrição do comportamento das curvas de conflito através de alguns pontos
desta curva, usando o deslocamento paralelo na direção da normal dos bordos dos
conjuntos dados. Entretanto, não obtemos as parametrizações das curvas. A segunda,
é mais completa pois chegamos nas parametrizações das curvas. Utilizando o método

anterior para visualizar e verificar se a parametrização obtida passa pelos pontos da
curva obtidos pelo primeiro método. Os exemplos obtidos pelo segundo método são
elementares, pois o método fica inviável partir do momento em que não é possível
isolar certas variáveis em função das outras, obtendo assim, funções implícitas como
no caso da elipse, que não trataremos aqui.

A curva alpha no plano pode sei definida no Mathematáca por

alphajt.l ::: {alltl, a2jtj},

onde al e a2 são funções de t. Nós podemos definir J, o operador rotação dado por

Jjlpi-, p2-JI :- {-p2, pl},
que pa-la cada vedor do plano dar um giro de z/2 rlo sentido anti-horário

A cuida paralela a. uma cuida, tegulai a é a. ctlrva plana dada por

parcurvejc-jjsl(t) = a(t) + l;!:l$m
cv' (t ) l l
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A versa.o ]Mathemaííca para esta definição é o operador parcuve dado por

parcuvejalpha.lls.llt.l alphajttl sJJDjalphajttl , ttll/SqrtjSimplifyl

Djalphajttl, ttl .Djalphajttl, ttlll/.tt --> t

O operador rotação de um ângulo é? é definido no Mathematlca da seguinte
forma

rtjtheta., alpha.llt..l {Cosjthetajalphajtjjjljl Sinjthetajalphajtjjj2jl,

Sinjthetajalphajtl jlljl + Cosjthetajalphajtl 11211 }
A elipse será definida no .A4athemcifeca por

ellipseja. b..llt-.l := {a # Cosjtl, b # Sinjtj}

observamos que as circunferências estão contidas nestes casos para a = b

Definiremos a função

pja.,b.,c. d.l ParametricPlotjEvaluatejTablejparcuvejellipseja, bjl lslltl

+Íc, d}, {s, O, 6, 0.5111, {t, O, 2Pi}, AspectRatio --> Automaticl,

como sendo o operador do MatÀematãca que gráfica, transladada para o ponto lc,dl,
a. elipseja,bl e suas curvas paralelas.

Assim sendo, podemos através do comando Show visualizar várias combinações
destas figuras, como por exemplo

Showjpj3, 1, --5, OI, pl1, 3, 5, OI, Axes -+ Falsejt (ver figura 1.6)

Showjpj2, 2, --4, OI, pl1, 3, 5, OI, Axes --> Falsejt (ver figura 1.7)

Showlpl1, 3, --4, OI, pj1, 3, 4, OI, Axes --> Falsejt (ve] figul'a 1.8)

Os pontos de intersecção entre as respectivas curvas paralelas são pontos da. curvas
de conflito, pois estão a uma mesma distância das elipses centrais. Ligando os pontos
temos as curvas de conflito.

C)meros exemplos podem sei obtidos através da. ftmção lotação, pala isto serão
dehnidas as funções

rjtl := rtjn-/4, ellipsej3, 1jjjtl,
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Figura 1.6: p]3,1,-5,0] e pj1,3,5,0l

Figura 1.7: p]2,2,-4,0] e pj1,3,5,0I

Figura 1.8: pj1,3,-4,0l e pj1,3,4,0I

hjc., d.l := ParametricPlotjEvaluatejTablejparcuvejrjjsjjtl + {c, d},

{s, O, 6, 0.5Jll, {t, O, 2Pi}, AspectRatio --> Automaticl.

Daremos a seguir dois exemplos envolvendo lotações. Para obter estes exemplos
podemos utilizar os seguintes comanctos:

Showjpj3, 1, 5, OI, hj6, OI, Axes --> Falsej; (ver figura 1.9)



1.5 Exemplos de Conjuntos de Clonfiito 34

Showjhj--5, OI, hj5, OI, Axes --} Falsej; (ver águia. l.lO)

Figura 1.9: p]3,1,-5,0] e hj6,0]

Figura 1.10: hj-5,0] e hj5,0]

Nestes exemplos observa-se uma mudança no sinal da curvatura.

O próximo exemplo foi obtido chegand(pse diretarnente na expressão paramétrica
da curva. Para isso igualamos as expressões das ruivas paralelas a duas circu nferência
de raios diferentes. Sejam

(# - 6)' + 3/'

(z + 6))' + y' = (1 + t)',

as equações das cuidas paralelas as circtmferências de de raios 5 e 1, respectivamente,
pata í C R. Igualando as duas equações obtemos

i
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substituindo na. primeira equação acima, obtemos

g/2 . 8(-4 +«')

Daí chegamos à parametrização para, a curva de conflito, dada por

c(3/) = (

esta curva é definida. no iMat/zematica como

cly-l := {Sqrtjy'/8 + 41, y}

para visualizar este gráfico e suas curvas geradoras podemos utilizar os seguintes
comandos no Mafhematica,

cc ParametricPlotjEvaluatejcjyjl, {y, -- IO, loja

pala definir o gráfico de clv-l e

ShowjÍpj5, 5, --6, OI, pj1, 1, 6, OI, cc}, Axes ---> Falsejt

para obter a figura l.ll

Figura 1.11: p]5,5,-6,0], pj1,1,6,01 e cc

E fácil ver, que caso este método seja utilizado pala elipses, não tet'emos t,amanha

facilidade em isolar as valia.vens para obtermos uma. paiametrizaçã.o diieta. Abaixo,
segue a expressão em coordenadas para as curvas para-leias da elipseja,bl em funçã.o
de seno e coseno,

1«;.', (« * ®-/l-.';,«, , «-''' '' * ~,,.' «;:'*, * .' «.,..ol
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onde s é o para.metro na direção da. normal e t é o paiârnetro sobre a elipse.

Visualizando as figuras 1.6 a 1.8, podemos ser levados a acreditar que uma ex-
pressão de z em função de Z/, bem ma.leável possa existir para parametrizatmos suas
respectivas curvas de conflito, pois as cuidas são tão simples quanto para duas cir-

cunferências. Trabalhamos nesta direçã.o, porém devido a falta de tempo deixamos
este estudo para abordarmos futuramente.

1.5.2 Superfícies de Conflito

A definição no Mathemateca para superfície paralela é

parsurfjx-jjr.]]u-, v] := MlodulejÍxu, xv, nl, n2, n3, n4},
xu = Dlxluu, vvl, uul;
xv = Dlxluu, vvl, «vl;
nl = Crossjxu, xvl//Simplify;
n2 = SimplifyjFactorjnl.nlllt
n3 = PowerExpandjSqrtjn2jl//Simplifyt
n4 = Simplifyjnl/n3jt

SimplifyjTogetherjxjuu, vvl + rn4jjl/.{uu --} u, vv --} y}

Definiremos a esfera pot

esferaja., b.llu-, v-l {acosjvjcosju[ + b, acosjvjsinju], aSinjvj}

onde o parâmetro a é o raio e b é o parâmetro de translação sobre o eixo z. Para.
pala visualizar os exemplos usa.mos o parâmetro b para obter que os interiores das
esferas sejam disjuntos.

No R3 não podemos usar o método do deslocamento paralelo ao longo da nor-
mal pala visualizar as curvas de intersecção, como foi feito rlo R2 para visualizar os
pontos de intersecção, pois existe o problema da dimensão. As superfícies parale-
las tem dimensão dois, elas funcionam como pa-pedes obstruindo a. visualização das
i nt p I'c prr'a''cyvbu-

Logo, só usamos o segundo método, que é o de encontrar uma pat'a-metrização

para a superfície de conflito e depois visualiza-la com as superfícies paralelas dos
conjuntos que a gei'eram.
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Encontremos agora a parametrização para a superfície de conflito gerada. pot dois
cones . A equação para os cones no MaZAematãca é

coneja., b-llt., z-.l {a # Cosjtl -- b, a # Sinjtl, z},

Cromo para o caso de {a = 5,b = 6} e {a = 1,Z) = 6} já temos a expressão para a

curva de conflito das duas circunferências no plano z3/, feito na seção anterior, basta
então acrescentarmos a variáve] z, da. seguinte forma no À/atehematíca,

c[y-, z] {Sqrtl(y')/8 + 41, y, z},

o gráfico desta curva será definido por

scl ParametricPlot3DJEvaluatejcjy, zll, {y, IO, IO}, {z, -- IO, IO},

Axes --> None, Boxed --> Falsej;,

e dos cones poi

cl

c2

ParametricPlot3D IEvaluatejconej5, --61 it, zll, .[t, O, 2Pi} , {z, -- IO, ]O},

Axes --> cone, Boxed --> Falsel,

ParametricPlot3DJEvaluatejconej1, 6llt, zll, {t, O, 2Pi}, {z, -- IO, IO},

Axes -+ None, Boxed -+ Falsel.

O comando para visualizam estes gráficos é

ShowlÍcl, c2, scl}, Shading --> Falsejt,

que nos dar a figura 1.12

O transporte paralelo de cl e c2 é dado poi

Pcl ParametricPlot3Djtcl lu, vl , parsurfjclll31 lu, vl, parsurfjcljj41 lu, vl ,

parsurfjcljj5jju, vl}//Evaluate,{u, O, Pi}, {v, --lO, 10}, PlotPoints --> {40, 40},

Axes --> None, Boxed -} Falsejt,

Pc2 ::: ParametricPlot3Djlc2ju, vl, parsurfjc2jj21 lu, vl, parsurfjc2jj3jju, vl,

parsurfjc2jj4jju, vl}//Evaluate, {u, O, Pi}, {v, --lO, 10}, PlotPoints --> {40, 40},

Axes --> ]None, Boxed --> Falsej;.
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Figura 1.12: cl, c2 e scl

Figura 1.13: Pcl, Pc2 e scl

Assim sendo, plotando Pcl, Pc2 e scl através do operador

ShowjtPcl, Pc2, scl}, Axes --> Falhe, ViewPoint --> {--0.8, --2, 3lli

obtemos a. águia 1.]3.

O pl'óximo exemplo seta a. superfície de conflito entre duas esferas de mesmo raio

Para isto, igualamos as equações das seguintes esferas

1«+ 4): + z/' + ,' (2+t)'

(« 4)' + z/' + .: (2 + ty
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e fazendo cálculos semelho.ntes aos feitos no R2, obtemos a; = 0, ou seja. o conflito
será o plano ZZ/. Logo as intersecções das superfícies paralelas com o plano zy são
circunferências, ou seja, tecemos circunferências gelando todo o plano zy para t ? --2.

A superfície de conflito é o plano zy, dado pela equação

P {0,(2+ t)Cosjvl,(2+ t)Sinjvj},

seu grá$co fica definido por

sc2 := ParametricPlot3DJEvaluatejpl, {t, --2, 20}, {v, O, 2Pí},

Axes, --> None, Boxed -} Falsejt.

Para esboçarmos os gráficos das esferas, se faz necessário o uso dos seguintes
comandos:

el ::: ParametricPlot3DJEvaluatejesferaj2, --4llu, vll, {u, O, 2Pi}, {v, --PI/2, Pi/2},

Axes --> None, Boxed --> IFalsej;

e2 := ParametricPlot3DJEvaluatejesferaj2, 4llu, vll, {u, O, 2Pi},{v, --PI/2, Pi/2},
Axes --> None, Boxed --} Falsej;.

As superfícies paralelas às esfera são dadas poi

Pel ParametricPlot3Djlesferaj2, --41 lu, vl, parsurfjesferaj2, --4ll l21 lu, vl,

parsurfjesperaj2, --411131 lu, vl, parsurfjesperaj2, --4ll l41 lu, vl}

//Evaluate, {u, O, Pí}, {v, --PI/2, Pi/2}, PlotPoints -.> {40, 40},

Axes --> None, Boxecl --> Falsejt

Pe2 := ParametricPlot3DjÍesferaj2, 4llu, vl, parsurfjesferaj2, 4lll2llu, vl,

parsurfjesperaj2, 411131 lu, vl , parsurfjesperaj2, 4lll4llu, vl}

//Evaluate, {u, O, Pi}, {v, --PI/2, Pi/2},PlotPoints --> {40, 40},

Axes -} Nome, Boxed --} Falsej;.

Assim sendo, temos os comandos para visualizarmos a superfície de conflito pri
meigamente com os conjuntos geradores e depois com as superfícies paralelas

Showjlel, e2, sc2}, Shading --> False, ViewPoint -+ { --0.4, --2, O},(veiíiguia1.14)



1.5 Exemplos de Conjuntos de Conflito 40

Figura, ].14: el, e2 e sc2

Figura 1.15: Pel, Pe2 e sc2

ShowjÍPel, Pe2, sc2}, Axes --> Falhe, ViewPoint -+ {0.4, --2, O},(verfiguia 1.15)

Igualando as equações das superfícies paralelas das esferas ja=1,b=-61 e ja=5,
b=61, como foi feito para as esfei'as ja=2,b=-41 e la=2,b=41, chegamos na equação
patarnétrica do conflito dada por

.(g,,) @qra -- ,«,;,



].5 Exemplos de Conjuntos de Conflito 41

Sua representação no MatAematàca é

cjy-, z-.l := {Sqrtl(y2 + z2)/8 + 41,y, z},

e seu gráfico fica definido por

sc3 := ParametricPlot3DJEvaluatejcl, {y, --lO, IO}, {z, --lO, lo},

Axes, --> None, Boxed --> Falsejt.

Pata visualizar as superfícies o processo é análogo, ao feito anteriormente, basta
definir Pe3 e e3 como Pel e el trocando os valores a=2 por a=1 e b=-4 por b=-6

Analogamente, definimos Pe4 e e4 trocando a=2 por a=5 e b=-4 por b=6, obtendo
como isto as figuras 1.16 e 1.17.

Figura 1.16: e3, e4 e sc3

Figura 1.17: Pe3, Pe4 e sc3



CAPÍTUI.0 2

(conjuntos de (]onf[ito no ]R4

2.1 Introdução

Neste capítulo desenvolveremos o estudo das hipeisuperfícies de conflito no R4

Consideraremos dois conjuntos .4t e .42 do R4 convexos, com interiores dísjuntos
e bordos .B{ de classe C't, k > 1, pata definimos o conjunto de conflito a ser estudado.

A maioria das hipóteses feitas neste capítulo são herdadas do Ra. Na primeira
seção faremos uma breve introdução dos objetos que utilizaremos. A semelhança com
o RS é grande.

Um dos asstmtos introduzidos é a definição de um referencial móvel {Tt, Te, T3, N}
sobre a hipersuperfícíe de conflito. Este por sua vez é dados em função dos bordos
dos conjuntos .4i. A ligação entre o referencial e os Bi nos possibilitará determinar a
matriz Z)N da derivada da normal a hipersuperfície de conflito.

O resultado principal é a matriz Z.)/V. Encontraremos uma expressão para a
matriz na base {Ti,T2,7s} do hiperplano tangente a hipersupeifície de conflito em

um ponto p C C'\M. Clom isso, podemos encontrar uma expressão para as funções
simétricas elementares em função dos autovaloies desta. matriz. As funções simétricas
elementares nos fornecem características da geometria da. hipetsttperfícíe de conflito.

Poi fim, obtemos alguns exemplos de hipeisuperfícies de conHito.

42
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llipersuperHcies de (l;onfiito do IR4

Se.jam 4t e .42 dois conjuntos não vazios, fechados rlo espaço Euclidiano R4
Adotaiemos a. distância, o produto interno e a orientação canónicas do R4

O con.junto de con//íto C(.At, .42) enfie .4i e .42 é definido como no R;, ou seja,

C'(.4:, .A,) .A:) (P, ..4,)},

onde d(p, .4) = ãn/{d(p, g); q c .4}

E necessário, pala obtermos hipetsuperfícies regulares de classe C'Ê, k ? 1, considerei

mos somente o caso em que os .4{ são conjuntos fechados, convexos, com seus interiores
disjuntor e bordos regulares .B{ = a.4i de classe C'h, k ? 2.

Os bordos Bi são oi'ientados por campos diferenciáveis de vetores unitários Nz

normais as hípersuperfícies Z%. Assim, adotaremos a convenção que Ni esta sempre
apontando pala o interior de ..4{.

Denotaiemos por Á; o conjunto dos pontos a uma distância r 2 0 de ..'!il seu
bordo é a. superfície B; obtida pelo deslocamento de cada ponto pi de .B{ pela função
E;(pi) = p{ -- r.IV.(pi). De acordo com as propriedades de u z nÀança Zwóu/ar, temos
que E; é um difeomorfismo de classe C'k'i. (Ver p. 9, cap. l)

Definiremos a função projeção Tli(p) = pi de um ponto do conflito em Z?i, carac-
terizada. por

d(P, .Á:)<n:(P) - P, N:(n:(P))>,

observamos que IT{ pode ser definida como a inversa da função E{ . Temos então que

IT{ é uma. função de classe (.;k'i. Podemos também definir a projeção 11: : C --} .B;,
através da seguinte composição ÍTI. = E; o Tli.

Utilizando-se da função de classe C't i,

.(P) (P, .4,) - d(P, ..4.)

pala dehnir C'(.Ai, Á2) como sendo o conjunto de nível zero, introduziremos um campo
norma.l a. hipersupeifície de conflito na direção do gradiente Vc, que é dado poi

V.(P) (P)) - Np(n:(P))

A hipeisuperfície de conflito, portanto, será orientada pela normal N apontando
de .42 pata .Ái, dada por:

l(rl.(P)) NP(n,(P))I''l/v.(n.(P)) N2(n.(p))l.
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Pala. simpliílcar a. notação escreveiemos u(V) = IVI':V pata a. norma/ázação de
um vetar não nulo V. Logo

7V' (n. (P)) N2(n, (P)))

Para introduzirmos um referencial móvel positivo em C' é necessário obter uma
base do plano tangente. Um vetar tangente é

T. = «(N', (n, (P)) + N2 (n, (P)))

Para completarmos a base do plano tangente precisamos de mais um vetor tan-
gente, pois o terceiro é definido como o produto vetorial dos vetores tangentes já
existentes e a. normal.

l,ema l $'#" W = {.« c R'/«, c T.BÍ(P) nl''B;(P)}, « = d{.t(P, B:). z«tão .« c }r,
se somente se, 'u é ortogonal Q N e TI. em p.

Prova. Se w C TZ3; então w é ortogonal a .7Vi e AX2. Logo w é ortogonal a JV e
Tt. Se to é ortogona] a .N e TI então temos que < ]V,w >=< Tt,m >= 0, daí
< N2," >'< ]V:, .« >= 0. Como ll;(p) = p, pa:a ' - di;t(p, Bi), e 7'.B;(p) = {u c

R'/ < u, ]V. >= 0} o vedor to C 7'.Bi.(P) n T.B;(P). l

Como queremos um referencial ortonoimal o vetor que estamos procurando per-
tence a W. Suponhamos que a projeção do vedor DN(Tt) sobre o conjunto W se.la
um vetou não nulo, ou seja, existe um vedor m C W, w # 0, ta] que ON(Tt) -- w é
ortogonal a todo vetar de W. Denominatemos de Te o vedor unitário na direção da
projeção m. Assim sendo, tomemos o último vetou da base, que denominaremos por
73, como sendo N A Tt /\ Te. Logo o referencial móvel será dado por Tt, T2, T3, N

A hipeisuperfície de conHito ficará dividida em dois conjuntos importantes a serem

distinguidos. O primeiro é quando o campo TI não é singular. Neste caso, o conjunto
l,r tem dimensão dois. O segundo caso é quando o campo TI é singular. Neste caso,
o conjunto I'V tem dimensão três.

Note que o ca-mpo de vetores TI é singular nos pontos p do con.junto fechado

M = M(.4i, .A2), onde fVt(ni(p))+ N2(n2(p)) = 0, que ocorre quando a distância de
G'pata d

,(P) (P, .4.) ..4,),

é mínima, assumindo o valor d« = {d(.4t, .42). A condição de conuezádade estrita
dos B{ nos conjuntos ll{(À#'), reduz À/ a um único ponto Pm.
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Considerando a conuecãdade estrita de Bí em p{, implica que Z)AC é um auto-
morhsmo do espaço ta-ngente 7'Bi, com a identificação usual do espaço tangente TBi
em p{ com o da esfera unitária, em AG(pi). Em termos das curvaturas W'ínc pa s
kÍ $ k 5; kâ, que sã.o os autova]ores de --D]V,, a condição de convexidade estrita e

a orientação do campo normal implica que 0 < kÍ 5; ki $ A3 Ver Rodrigues j101,
Cap. 3, pag. 30.

As funções simétricas elementares dos autovaloies da matriz são as funções que
aparecem como coeficientes do polinõmio característico de uma matriz. Na próxima
seção descreveremos como as funções simétricas elementares dos autovaloies da matriz

de Z)/X derivada da normal a superfície de conflito, podem sei escritas em função dos
Bi dados. As funções simétricas elementares das hipresuperfícies .Bi são obtidas dos
autovalores da matriz Z)AG e suas expressões são dadas por,

x:' kêkâ (-n&),

«{ - ; ('i*i -- *Í*ã -- *8*ã) .

«: - ;(*{ -- *i -- *il - ;*«..(-""),

onde %l é a soma dos determinantes dos menores de --Z)./V. e k} são os autovalores
de --Z)AG.

De acordo com a notação introduzida em Forsyth l31 (pag. 40 seção 281 capítulo
XVI) temos que %{ pode ser chamada por curvatura Zànea7', 7Zi de curuaíura super/{c aZ
e Á:' , 'u"«'"" e;p«á«/ (o- a 'u««tu« -Zumét«{«).

2.3 Funções Simétricas Elementares

Seja p C C'\Ã4 tal que suas projeções pi = lli(p) nos bordos B{ sejam tais que
os autovalotes das matrizes O.í\C não sejam iguais, ou seja, tl < k; < k;. Seja
{.Ei, E;, Zi, Ni} o referencial móvel positivo principal em BÍ, numa vizinhança de pi.
Isto implica cine

ox.q - k;q,
onde k{ < ki < t=1, { = 1, 2, são as curvaturas principais de Bí.



2.3 Funções Simétricas Eiementaies 46

Sejam Ri, R2 e R3 a-s seguintes matrizes,

cos('«) se«(a) 0

se«(.«) cos(a) 0

o o l
R-(a)

cos(0) 0 - se«(0)
o l o

se«(0) 0 cos(0)
R, (0)

l o o
0 cos(p) se«(p)
0 -- se«(p) cos(p)

R; (P)

Seja .# a multiplicação das três matrizes acima e G sua inversa (que é igual a sua
transposta), ou seja

H(a, 0, P) : (a).R:(0).R;(9),

G(a, 0, P) : 0, P) (a, 0, P).
Logo,

cosacosé? senctcosp + cosasené?seno sencvsenp -- cosasenOcosp
-senacos0 cosacosg -- senasenOsenp cosasenp+ senasené?cosa

seno? -- cos 0 seno cos 0 cos P

e

cos cr cos é? -- seno cos é? seno

sencrcos p + coscrsené?seno coscvcosp -- senasené?seno -- cosOsenp
senasenp -- cosasenOcosp cosasenp+ sencvsenOcosp coso?coso

G

Utilizaremos as matrizes acima. para relacionar a. base {.EÍ, .Eé, .Eâ). e a base {F't =

«(Dn{(P).Ti), 4 = «(z)n{(P).T2), 4 = P(z)lrli(p).T3)}, dos espaç's ta«gentes a B:.

Isso é feito através da matriz -H, onde os ângulos envolvidos, também chamados de
â.ngulos de Euller, são aqueles que através das matrizes do grupo de rotação Rt, R2
e Ra levam uma base na. ouvia, da. seguinte forma

a
4
q

.E8

.Eã

N'(a:, 0: , 9:)
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o hiperplano tangente da hipersuperfície de conflito e o hiperplano tangente a .Bi.
E através desta. associação que conseguiremos obter a matriz de .DN do conflito em
função dos dados das hipelsuperfícies .Bi.

Deflnamos as seguintes relações

k". ki. (a: , 0:, P:) -<0X(ã) , a>

ei cos'(a:) cos'(0:)+ kàl se«(a:) cos(g:)+ cos(a:) se«(0:) se«(p:)I'
+kâl sen(aí) se«(p:) -- cos(a:) se«(0:) cos(p:)I'

ki, (a:, 0:, P:) -<0a(.8), d>
ki sen'(ai) cos:(0:) + kilcos(aí) cos(p{) -- sen(ai) sen(0i) se«(pi)I'

+kâlcos(a:) se«(@:) + se«(.«:) se«(a:) cos(p:)I'
kl,;(a:, 0:, P:) -<0&(.Ü), .Q>

kÍ se«:(0:) + ki cos'(0:) se«'(p:) + kã co;:(0:) cos'(9:)
,l, (a: , 0:, 9:) <-0N: (.n), 4>
-k{ cos('-:) "s'(0.) se«(a:)+ kil sen(a:) cos(p:) -+ cos(a.) se«(0:) sen(p:)l

ecos('-:) cos(ç':) se«(a:) se«(0:) sen(p:)l + kil se«(a:) sen(p:)

cos('%) se«(0:) cos(p:)locos(a:) sen(p:)+ sen(a:) se«(0:) cos(p:)l(2.4)
,f, (a: , 0:, P:) (a), .H>
kÍ cos(a:) cos(0:) se«(0:) kâ cos(0:) se«(p:)jse«(a:) cos(g:)

+ cos(«:) se«(0:) s.«(p:)l+ kã cos(0:) cos(p:)l se«(a:) se«(p.)

- COS('q) s«(0:) cos(Ç:':)l(2.5)
d,(a:,0:,p:) - -<0W.(.Q),.q>
-ki cos(0:) sen('«:) se«(0:) kâ cos(0:) se«(p:)ecos(.«:) cos(p.)

se«(a:) se«(0:) se«(p:)l + ti cos(0:) cos(p:)ecos(a:) sen(g{)

+ se"('-i) se«(0i) cos(p.)l(2.6)

(2.1)

(2.2)
k";

' 12

(2.3)

' 13

' 23

1..en\a 2 Seja IK a matriz dãagoTta1 3x3, na qu,al, os a.ji
HÇcli.0i, gà.IK.GÇcxi,0i,{pÕ é dada, por

ktã. Então o, matriz

k".
,[t' 12

.Tt 13

-d,
-k",
-.rt

' 23

-T{' 13

-,[t' 23

-ki,.
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Prova. Fazendo a. multiplicação /#.G(cli, ai, pí), obtemos:

--kÍ cos a cos 0 kÍ seno cos f?

-k8(senacos p+"s asenOse«pj -kã@os '* "sy'- s"asen0 senyj

.-kã(se«ase«p-cos ase«0 cos pj -kiÚcos ase«p+ se«a se«0 cos pj

-kÍ se«0

&$ cos 0 se«p
-- kâ cos 0 cos p.

Daí temos que os elementos (aij) da matriz H(cv{, 0i, p{)..rh.G(a{, 0i, p{) são dados
poi

all

a12

a13

--AI cos'(a:) cos'(0:) -- A11 se«(a:) cos(p:) -- cos(a:) se«(0:) se«(g.)I'
--k;l se«(a:) se«(p:) -- cos(a:) sen(0:) cos(p:)l:,

k{ cos('-:) cos'(0:) sen(a:) -- kil sen(a.) cos(p:) + cos(a:) se«(0:) se«(p:)l

ecos(q) cos(p:) -- se«('«:) se«(0:) sen(p:)l -- kãl se«(a.) se«(g:)

-- cos('-:) s«(0:) cos(p:)locos(a:) sen(g:) + se«(a:) se«(0:) cos(p:)l,
-ÉÍ cos('q) cos(0:) se«(0{)+ k; cos(0:) se«(p.)jse«(a:) cos(p:)

+ cos('«:) se«(0:) se«(p:)l - kã cos(0:) cos(p:)l se«(a:) sen(p:)
-- cos(.«:) se« (0{) cos(p{)l.

Analogamente pode-se verificar que a2j
ou sela,

<-OW,(q), 4> e q«e «;j(-8), -Q>,

(DNi(Fi),Fi) (0Ni(F{), H} (Om{(Pi),Pi)
<oa(4), 8><oM(-8),4> <nW.(4),4>
<,ow.(4), .Q><on(4),ã><oM(4),.R>

n'('«:, 0: , P:).& .G'(a:, 0: , P:)

De (2.1) - (2.6) temos o que queríamos.

As propriedades abaixo relacionadas são obtidas através de demonstrações análogas
às feitas para o RS. Portanto, optamos por apenas menciona-las.

Denotemos por é o ângulo enfie .ÍV, e h. Então

seno(n:(p)) -N2(n,(p))l <©,Tl>

l

<a' , Tt> . (2.7)

A base {Tt,Te,T3} em C'\M é projetada. ao longo da. derivada. de ni na base
ortonot'mal {/i'', .lq, F3z} em Bi. Os vetores {.FT,Fez, 'f3}, { =1,2, podem ser escritos

da seguinte forma:

{n: - <N-,N2>Nt),E2i 'T3},
{4' -N: - <JV:,N2>N2), F2e - T2, F32 ' T3}
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Observe que Te e Ts pertencem a W, logo ao fazermos Z,)Hi(p).T2 e Z)lli(p).T3 não
haverá alteração nas direções. Por isso temos a igualdade acima .ry = T2 e /G = T3.

Além do mais,

Dn;(TI) se«Ó-N On;(T2) 4 on;(T3)

Os rezei'enciais principais {Ei, -E8,.Eâ,Nt} em .B{ são transladados ao longo da
normal para os refez'enciais principais em .Bi'. Isso segue do fato que Ei preserva.

os campos.de direções principais. As curvaturas principais sofrem mudanças para
Ã;j(r) = . ,@. Ver Hicks l61, pag. 36 seção 2.6.

As expressões pata k' . , Êi,, k.;, e,, r:; e 4,, definidas de (2.1) à (2.6), são dadas
em teimas das curvaturas principais de -Bí, podendo ser obviamente modificadas para

«le-em em B{ e denotaremos respecti"mente por X;i. (r), ki,(r), kj.;(r), d, (r), r:, (r)
e 4,(r). Portanto, trocando A} por k}(r) nas equações de (2.1) - (2.6), temos:

tl.. (') - k{(') "s'(a:) "s'(0:) + kâ(,)jsen(«:) cos(g:) + cos(a:) se«(0:) sen(p:)I'
+k;(')I"«(a:) se«(gi) - cos(a:) se«(0:) cos(p:)l:(2.g)

kl.,(,) ki(') "«:('«:) cos'(0:) + k!(,)ecos(a:) cos(p:) se«(a:) se«(0:) s«(p.)I'
+ki(')l"s(a:) se«(gi)+ se«(a:) *«(0:) cos(p:)l:(2.10)

ki:(,)

,:, (,)

ki(,) se«'(0:) + tâ(,) cos:(0.) sen'(p:)+ ki(,) cos'(0:) cos'(P:) (2.11)

-ki(') "s@) cos: ÚOi) se« Gai) + tê(,)l sen @D co;W) +cos6aJ sen ÚOD se« @ll

lhos(a:) cos(ç':) -- se«(ai) se«(0:) sen(p:)l + kã(,)is«(a:) se«(p:)

cos('-:) s'«(0:) cos(g'i)locos(a:) se«(p:) + se«(a:) se«(0:) cos(p.)l(2.12)

,f;(,) tl (') cos(a:) cos(0:) sen(0.) - kâ(,) cos(0:) sen(p:)jse«(a:) cos(p:)

-F cos(«:) se«(0{) se«(g:)l+ kã(,) cos(0:) cos(p.)jse«(a{) se«(@:)

- cos('::) "«(0:) cos(P:)l(2.13)

c,(,) k{(') cos(0:) sen(a:) se«(0.) - k8(,) cos(0:) se«(p:)ecos(a:) cos(p:)

-- se«('-:) se«(0{) se«(g:)l + tã(,) cos(0:) cos(p:)ecos(a:) se«(p:)

+ sen(a{) se«(0i) cos(pi)l(2.14)
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A seguir encontraremos uma. expressão pala a derivada da normal, Z.)/V, da hi
persupeifície de conflito em função dos dados geométricos das hipeisuperfícies .B{.

Proposição 2 Com a notação acama, nos pontos de C\JW, lemos

0N-.Tt lki. (') - ki. (')ITI + ;l.'-:, (') - rll;(')IT2 + ;l'l: (') - '.1;(')1T3,

DN'.Te ' ãi'ã (') - ril (')ITI + Í;:®lklÍ,(') - A;l,(")IT2 + ã:li@l':(') - ':

DN'.T3 ' 51':(') - <(')1TI + }:l:al'â (') - ':(')IT2 + i':l;li81klÍ;(') - ki,

Prova. A conclusão segue dos cálculos dos produtos internos em

ON(TI) (Ti), Tl>TI + <DN(T]),T2>T2 + <ON(T]), Ta>T3,

ON(T2) ON(T2), Tl>Ti + <.ON(T2),T2>T2 + <DN(T2), Ta>T3-

ON(T3) 0N'(73), Tl>Ti + <0N'(Ts),T2>T2 + <0N'(T3), T3>T3.

(,)]7 ,

(,)]7 .

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Diferenciando ]V, obtemos:

o.v - Paq Ç}T:l:;l;»J?W + ;ol(""@)':l.l-w:(n:(p)) - N2(n:(p))l (2 18)

A contribuição do segtmdo termo nos produtos internos de (2.15), (2.16) e (2.17)
é nula. Logo, consideraremos somente o primeiro termo de DN.

Lembra.ndo que as bases q e /j são relacionadas por

Pi \. r EX''l \ / -ul

4 1 - H(a:,0:,P:) . l .Eê

Calculemos agora -OIBZ)íl; nas direções Tt, T2 e T3, para sabermos o valor de
Z)N nestas direções. De (2.8), obtemos

o&.Dn;(Tt) v' -O&(se«@H) v' nK(R)
o&.onl (T2) l ow.(4) 1 nK(4)
ON.On;(T3),/ \ 0W,(,Q) ,/ \0K(4)

onde /Ó é a matriz diagonal 3x3, na. qual, o aii :: seno e a22 :: a33 :: 1. Denotando
poi hlj os elementos da matriz H(CE{, 0i, 'pi), temos:

o&(À:«.Ej + h«,zi + h:;.Eã)
0H(À2:.B{ 'F ""Zi + h«-Eã)
OM(A;:Zi + h«Zi + A3'-Ei)

-4
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ã.:: ON,(E{) + h«DNz(E{) + h«0K(.Ei)
h2:DN.(.E{)+ A«0K(Zi)+ h«0K(.Ei)
h3:-0N,(.E{) + À3,0&(.Ei) + h«nN(-Ei)

/

0&(E{)
D&( .E{ )
ox.(zã)

.k{ («)E{

-ki(«) .Ei
.kã (,)Eâ

i.> . n ç.«: . Q: , 'p'.) l.b . HÇcli, 0i. (pà

Denotando por /e a matriz diagonal 3x3, na qual, os ajj k}(,), temos

4.H'(a:,0,,P:) .4. 1 -Eâ

H
4.H'(a:,0:,P.) .-4.G(a:,0:,P:) . 1 4

H

Do Lema 2 e de (2.9)-(2.14), obtemos

ki. (,) -,-f,(,)
-''-l, (,) - kj,, (,)
4; (,) d,(,)

-â(,)
-d; («)
- ti; (, ) !)4

Daí, temos blue

ONi.on;(Tt)
DNi.Dn;(T2)
o&.on;(Ta)

-Êj,: (,)a - ,'l, («).Q
-,-l, (,)a - kl,, (,).e
-,:; (,)H d;(,)4

,f, (,)a
<(,)4
kj.; (,) 4

/é

Denotando por H/G(í) a última matriz acima, temos

oJV.. .Dn;(Tt)
0Ni..On;(72)
ow..nn;(%)

i+ . HIGQi]

Considerando somente o primeiro termo de (2.18), obtemos

DN'(Ti)
DNÇT2]
DNÇT3]

0NI.OnT(Ti)
DN- . -0n{(T2 )
0JV: .DnT(T3 )

0N2 ..On;(Ti )

DN2 Dn;(Ta)
ONe.Dn;(T3) ] *

Í:l:l;li ' 4 . (x/c'(1) - x/c'(2)) -F
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Logo,
DN(TÜ
DN(T2]
DNÇTa]

l

2sen@

onde t/ é dada por

/'se«@Ílkli:(')-e - ti.(')-ql + le(')-a ,L(,).al+ I''-:,(,)F32 - .'-11(,)41}
U (')Fle - '.l(')Pfl + lki, (')a - kJ,,(,)-ql + l<(,)F32 - d,(,)41

\ l,-:, (')-© - 4(')F121 + 1'Ü (')E22 - d(,).ql + lkl:,(,)F32 - kà:(,)41

Fazendo os produtos internos de (2.15) e utilizando (2.7), temos,

<.0]V(Tt), Tl> lk:.(').W-tl,.(')NH':(')8'-"'.1(')-8H,-:(')/Ci-d(').Ql}, Ti >

(')<a,z> - kà.(')<N, Ti>} - !:@lklÍ:(') - ti:(")l
<DN(TI), Te> lk:.(").Z'Ftl,.(')aH':(')4'-''à(')©H<(')/;1?-'à(').ql}, T2>

<a, T2> - '.,(,)<a, T2>} 1l.'-:,(,) - d,(,)l
<.ON(Ti), T3> lki.(')#-ti.(')NH'Z(')a-<(')-QH':(')JCi-<(,)41}, T3>

- !{.-:.(,)<-a, T3> - '.;(,)<-a, T3>} - 51':.(,) - ,-;',(,)1
Analogamente obtemos os produtos internos de (2.16) e (2.17).

De posse da matriz Z)N, podemos obter as expressões para as funções simétricas
elementares das curvaturas principais, que são as curvaturas volumétrica, superficial
e linear. Para tal falemos uso da. seguinte notação para os elementos da diagonal de
DN/

l

k". !T.glkli. (") - k:. (')l,

:Jaik:,(') - kà,(')l '

ílatt:;n

k",

k«, ti;(«)l.

Para os outros termos usaremos:

h,
l 2T rTr

22 12

l
[,:(,) ,à er

2
l c,) <(,)]

2 sen @

'Ti3

%;
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Então temos que a curvatura uo/uméfrãcíz é dada. poi

K = det(--Z)N) lk.:A«,k.; + 2r.,r.;t:, k«: (T2;)' k«, (,.,): - k«; (,-., yl

A curuafz&ra linear é dada por

% aço (-ON) {(Ê«, + k«, + k«;)

A cwruafura superÉcia/ é dada por:

%: :ilt«:k«, - ('-,yl + it«.t«; - ('-,)'l + lk«,k«, - ('i,)'l}

Deixamos para estudos futuros expressar as funções simétricas elementares em

função das funções simétricas elementares das hipersuperfícies B{. Além disso, gos-
taríamos de encontrar uma lei de formação pala estas funções quando a dimensão
for aumentando, tendo como modelo e ponto de partida o caso das curvas no plano e
superfícies no IR3 , apresentado no capítulo 1. Um aprimoramento pertinente consiste
em reduzir o número de ângulos nas expressões acima para o número de 6.
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