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Abstract

We study the existente of global surfaces of section in non-regular levei sets
6or Hamiltonian systems of two degrees of âeedom. We assume tllat these
levei sets are süictly convex and its non-regularity is caused by the existente
of a saddle-conter equilibrium. To make use of an important result of H.
HoÊer, E. Zehnder and K. Wysocki about the existente of global surfaces of
section in regular levei sets, we use a hypersurface regularízation theorem of
M. Ghomi. Properties of Conley-Zehnder index and Mover's nomlal fome of
saddle-conter equilibria are crucial 6or the !ocalízation of the periodic orbit
which is the morder of global surfaces of section. A technical 'hypothesis is
necessary to guarantee the existente of a global surface of section in the non-
regular case. We present a fase calculation meülod of the CoNey-Zehnder
index which can be used numerically. We algo verify the convexity hypothesis
Êor Hamíltonian systems extensively studied h dynamical systems literaMre.



Resumo

Estudamos a existência de seções globais em níveis de energia não regulares
para sistema Halniltonianos com dois graus de liberdade. Assumimos que
esses níveis de energia são estritamente convexos e perdem a regularidade
devido à existência de um equilíbrio do tipo sela-centro. Para utilizamlos um
importante resultado de H. Hofer, E. Zehnder e K. Wysocki sobre existência

seções globais em Mveis de energia regulares, usamos uma regularização
de hipersuperHicies devida a M. Ghomi. Propriedades do índice de Conley.
Zehnder e uma forma normal de equilíbrios sela-centro devida a J. Moser.
desempenham um importante papel para a localização da órbita periódica que
é bordo de seções globais. Uma hipótese técnica é necessária para garantimlos
a existência de uma seção global no caso não-regular. Apresentamos um
método rápido para o cálculo do índice de Conley-Zehnder que pode ser usado
numericamente. Veriâcamos também a hipótese de convexidade em sistemas
Hamiltonianos muito estudados na !iteratura de sistemas dinâmicos.
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Capítulo l

Introdução

Um dos problemas clássicos sobre sistema.s Hamiltonianosi é a existência de órbitas pera(5di-

ças em determinados níveis de energia. Sabe-se que hipersuperfícies regulará do tipo star-

sàape2 sempre apresentam órbitas periódica (Ver IRabl). Conseqüentemente, níveis de energia

estritamente convexos também possuem órbitas periódicas. Mais ainda, possuem seções globais

para o fluxo. Ths senões globais são discos mergulhados cujo bordo é uma órbita periódica com

propriedades muito particulares(Ver ]nzw]). A existência de seções glolmis simplifica muita o

estudo da dinâmica ein tais níveis de energia, pois reduzimos este ao estudo de difeomorfismos
em espaços de dimensão menor.

O objetivo prhicipal deste trabalho é estudar a existência de seções globais eni níveis de

energia estritamente convexos que apresentam um ponto de equilíbrio do tipo sela-centro. Pre-

tendemos estender um resultado de Hofer, Zehnder e Wysocki([HZ'lV]), dando criHrios pmi\
existência de seções globais.

Mais precisamente, enl [HZW], temos o seguinte

Teorema A.. Se .S' c R4 é uma hipersuperHcie O'2, difeomorEa a S3 e estritamente convexa.

então o fluxo Hainiltoniano associado a S possui un)a órbita periódica que é bordo de unia
seçâo global em S.

A perda da regularidade de un] nível de energia devido à existência de um equilíbrio sela-

' Consideramos neste trabalho apenas sistemas Hamiltonianos em R4
' Um hipersuperfTcie S C R4 , compacta e difeomorfa a SS é do tipo star-sllape (e.

p reza qzlai toda gemi-Teta gae começa enz p intersecta S em el:atamnenle l poria.
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n iti iiul)uue u UHO uo leorenlla ae noler-zennder-\Vysocki. (.;oln unia hil)ótese técnica adi

cional (.IJI), definida em (6.4), provanlos o seguinte

Teorema B. Seja .H : ]R4 --, ]R uma função real-mialítica. Seja S C n'i(0) unia hipersu-

perfície estritamente convexa, homeomorfa a S3, regular em todo ponto exceto em pc: c .g,qlBe

corresponde a um equilíbrio do tipo sela-centro. Suponhamos que vale a hipótme (-HI). Então

o fluxo Hamiltoniano associado à função -H' possui uma órbita periódica em S que é bordo de
uma seção global em .9.

É ntuito coniuln estudarnnos os níveis de energia próximos ao do sela-centro. Un-t corolário

importante da existência de seções globos é a existência de unia infinidade cle(órbitas periódicas

e de órbitas homoclínicas à variedade central do sela-centro. Para isso, utilizamos técnicas

semelhantes às usadas em [BGSI.

A estratégia pm'a a demonstracvão desse resultado é apresentada a seguir:

O nível de energia que contém o sela-centro pode ser regularizado numa vizinhança arbi-

trariamente pequena do equilíbrio utilizando um resultado de M. Ghomi([Ghol). Para isso

algumas hipóteses sobre a convexidade do nível de enei'gia devem ser verificadas.

Feita a regularização, sabemos que a nova hipersuperfície regularizada possu

em forma de disco. Surgem então 2 perguntas:

(i) A órbita pera(3dica que é o bordo dessa seção global pensa longe da região onde foi feita
a regularização?

(ii) Se(i) for verdadeira, o disco mergulhado que representa a seção global intersecta a
região onde Foi feita a regularização?

Responclerenlos a primeira pergunta afia'inativainente e daremos um critéi'io para unia res-

posta afirmativa da segunda pergunta. Neste caso, poderias provar a existência de seções
globais para o caso da hipersupei'ãcie com o sela-centro.

A estrutura do trabalho foi organizada da seguinte Eorina:

Inicialmente, apresentaremos algumas definições elementares de hipersuperíícies regulares

em ]R4 e alguns conceitos de geometria diferencial colho aplicação norlllal de Gauss, aplicação
de \Meingartell e curvatura secciollal.

Caracterizaremos conjuntos convexos e estritamente com-exos em R4, estabelecendo unia

relação entre convexidade estrita e curvatura para hipersuperfícies com um ponto crítico. Essa

l

iseção globalÇ
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apenas suas propi'iedades geométricas locais.

Apresentei'einos unia forma normal dos equilíbrios do tipo sela-centro devida a J. Moser

(ver IMo]). Mostraremos também algtms resultados sobre a eüstência de órbita homoclíúcm

à variedade central de uin sela-centro para perturbações de sistemas integráveis. Ver mais
detalhes em IBGSI.

Serão api'esentadas dum definições do índice de Conley-Zehnder generalizado de órbitas

periódica.s (Ver ICZI e lnzwl). A primeira dela tem um caráter espectral e é geral. Já a segtuida

utiliza conceitos geométricos. Daremos enfoque principalmente à definição geométrica, que

apesar de estar definida apenas para órbitas periódicas não-degeneradas, fornece uma estimativa

muito boa pm'a as 6rbitm periódica degeneradas.

Apresentaremos unl método rápido para o cálculo do índice de Conley-Zeltnder de órbitas

periódicas. O índice de Clonley-Zehnder e a forma normal de Moser serão fundamentais para

obtermos esses resultados. Amais prenisaniente, sabemos que o índice do bordo da seção global

da hipersuperfície regularizada é 3, e isso nos permite mostrar que tal órbita periódica não pode

estar na região onde foi feita a regularização.

Estabeleceremos uma trivialízação do vibrado tangente de uma hipersuperHcie emlR4 apõe...

sentada em ICPKI. As equaçõm do fluxo linearizado nesse referencial trivializado apresentam

características geométricas muito importantes para mostrarmos que órbitas periódicas com

índice de Clonley-Zehnder limitado não podem passar arbitrariamente pr(5xinlas de um equi-
líbrio do tipo sela-centro.

Apresentarem-tos uma definição natural de seçâo global para hipersuperfícies não regulares,

no caso particular eln que a perda de regularidade ocorre devido à existência de uin equi-

líbrio sela-centro. Tais equUíbrios apresentam vm'iedades estável e instável uni-dimensionais e

é natural pensarmos que tais Órbitas estão conectados pelo fluxo.

Apresentaremos um método simples para verificação de convexidade estrita en] níveis de

energia para Hamiltonianos do tipo "anel'gia cinética + potencial" e verificaremos a convexidade

em alguns caos como por exemplo o Hamiltoniano llenon-Heilles, muito estudado na literatura,
de sistemas mecânicos.

Finalmente, daremos tanibétn uma introdução à hipersuperfícies de contado em R4 assim

C I'lz Ç r )
caiacterizaçâo será fundamental para podermos regularizar uma hipersuperíície, conhccendc-sel B

3



como as propriedades de curvas pseudoholomoríbs. O objetiç'o princi])al desta ])arte é pi'e])arar

algumas ferlaillentas para a eliminar:ão da hipótese técnica (.HI) e, com isso, generalizar o
Teorema B.



CJapítulo 2

]lipersuperfícies Regulares em IR4

2.1 Geometria Diferencial elementar em ]R4

Unl subconjunto S contido em IR4 é uma hipersu])erfície regular (7Ê se pm'a todo ponto p € S

existirem abertos U C R.S e 'Lr C R.4 e uma aplicação X ; (l/ --} v' n S com as seguint
propriedades:

(1) X é di6erenciáve] (a");
(2) X é hom.omorfismo;

(3) Para todo q c U, dX(q) é injetora;

A aplicação X é chamada parametrização ou sistema de coordenadas numa vizinhança de p

e a aplicação X-i é chamada de carta. O conjunto t''nS é chamado de vizinhança coordenada.

Os exemplos mais comuns de hipersuperfícies em R4 são:

(1) Gráfico de uma função diferenciáve]. Seja g : H c ]R3 --, R uma função diferenciáv-

el, onde P é um conjunto aberto. Então So = {(zl,z2,z3,z4) C IR'l(zi,z2,z3) € H,z4 =

g(zl, z2,z3)} é uma hipersuperãcie regular. Uma parametrização global para Sa é alada por
XP : P C R3 - ' SP C R4 onde Xg(u,u,w) = (u,u, t«,g(U, u, w)).

(2) Hípei-superfície definida implicitamente colho imagem inx'ersa de um valor regular: Sda

.H : ]R4 --+ R ullia função diferenciável. Um ponto zo C R4 é chamado de ponto crítico se

dil/(ao) não é sobrdetora, ou seja, se todas a.s derivada parciais de H se anulam em zo. Cmo

contrário zo é chamado de ponto regular. Um ponto to € ]R é cllamado de valor regular se o

conjunto # l(to) não contém pontos críticos. Então, pala todo t C ]R regular de -#, H'i(t) é

es
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uma hipeisupe:fície regular. Por exemplo, se n'(zl , z2, zs, z4) = zl + z2 + zg + zã -- l então

0 é um valor regular de -17 e H't(0) = SS, chamada de esfera unitária de dimensão 3, é uma
hipersuperfície regular.

Uma aplicação cv : / c ]R --#S C ]RS diferenciável é chamada de curva na hiper$ul)erfíç:ia

S. Um vetor u C ]rP]R4 z ]Ra é um vetou tangente a S ein p, se existe uma curva diEerenciável

a : (-e, e) ---' S tal que a(0) = p e d(0) = u. O conjunto de todos os vetores tangent.s a S e.:

p é chamado de espaço tangente a S em p, e denotado por TPS. Um vedor normal a S em p ê

um vedor -N C R4 tai que -V l ZPS, ou sqa, <w, N) :: 0 para todo 'w c ZPS.

Se X : 27 c R3 --} S C R4 é uma parametrização de uma hipersuperfícíe regula.l: S numa

vizinhança de p € S onde p = X(q), então dX(q)(TçRS) = TPS e, portank), dimTpS = 3.

Chamamos de vibrado tangente a S o conjunto 7'S de/.U. TçS = {(z, u)]z € $ e u C TaS]..
TS é localmente hoineoJnorFo a Z]/ x ]R3 onde C/ c ]R3 é um subconjunto aberto. O vibrado

normal a S é dado por -N$ '' {(#, u)lz C S e u C (ZzS)-L} e localmente ê homeomorFo a H x ]R.

Um campo de vetores tangente a uma hipersuperfície regular S é uma aplicação l,V' : S --.} 17'S

tal que para todo p c S, W'(P) = (p, u) onde u C TPS. Omitiremos a la componente (identidade

em S) do campo de vetores l,r. Por exemplo, dada uma parametrização X : P c R3 -.+

S C R4, a aplicação Xu : P --., TS dada por Xu(q) %Í %:l(q) define um campo de velares

tangente a S em X(U). De forma análoga podemos definir campos de vetores associados às

aplicações Xu e X« onde (u,u,zo) são as coordenadas em U'. Um campo de velares W' é

dito diGerenciável eln p C S se para alguma parametrização X de uma vizinhança de p temos

W(g) = a(q)X.(q) + b(q)X.(q) + .(g)X.(g) onde a, b e c sã., funç&s Meren.iá«.b a v,lor.:.

reais em U. O campo de velares W é diferenciável em S se W' for diferenciável em todo p c S.

Dada X : P ---} S uma parametrização de S, podemos definir um campo de vetoies normais

unitários em X(U) pela aplicação N' : U --* NS dada por N(q) e/ ii#=1:1i;;:151â#1313àí onde

a A b A c é o produto exterior dos velares a, b e c definido implicitamente por det(a, b, c,aç) -;

<a A b /\ c, aç> para todo z C IR4. Uma hipersuperfície regular .S é orientável se e somente se existe

uin campo contínuo de velares normais em S. A esfera S3 é um exemplo de hipersuperfície

orientável, onde .ÍV : .SS --+ .NSS B .S3, .Ar(z):: z é uma orientação para S3

Se S é uma hipersuperfície regular dada por .H'l(c) onde .H : R4 --, R é di6erenciável e c é

um valor regular de -#, então para todo p c S, TPS = ker dn'(p) = ]Hn(p)]l = 1-W(P)]Z

6



Dado unn ponto p c S, podennos identiÊcar TPS e 7W(P)S3 pois 7W(P)S3 :: jJV(P)ll :: TPS.

Desta forma, seja dN(p) : TPS --' TPS a diferencial de N no ponto p. A aplicação djV(p) é linear

e auto-adjunta, ou seja, <dN(p)ü, w> = <o, dM(p)w> para todo u, w € TPS. Portanto, existe uma

base ortonormal {e[ (p), e2(p), e3(p)} de ZPS tal que dN(p)q(!?1= ::4al(!z)çdp) , ã = ] , 2,3, onde
h são números reais chamados de curvaturas principais de $.

Dizemos que uma hipersuperfície S tem curvatura positiva em p C S se h(p)b(p) > 0 para

todo l $ í,.j < 3. Uma hipersuperfície S tem curvatura positiva se S tem curvatura positiva

em todo p C S. Os valores h(p)Ay (p) para l $ á # .j $ 3 são chamados de curvatura seccionais

de %(p) e e.j (p).

Dados dois vetores ortonormais Xi (p) e X2(p) contidos em TPS, então .frx:x,, a curvatura

seccionar associada ao plano gerado por X] (p) e X2(p), é dada por

<dN'(P)Xi,Xi) {dN(P)Xi,X2> \

(dN@ÜX-L,Xà kdNQÜXa,Xaà )

e é positiva se S ti'ç'ei' curvatura positiva em p. Pai'a maiores informações sobre ]tipersuper-

fícies em ]R4, ver IVhol.

2.2 ('!on]untos convexos em ]R4

Dizemos que uni subconjunto não v-azia -l( Ç R4 é convexo se dados z, g/ C .K, então (l--t)n+tZ/ c

.l( para 0 < t < 1. Dizemos que uma hipersuperfície S, homeomorfa a S3, é convexa em R4 se

S é o bordo de um subconjunto convexa em R4

Uni r-plano suporte de unl subconjunto .K C Ra é uma subvariedade linear de ]R4 de

dimensão r, que contém pontos de IR (o fecho de .l{.'), mas nâ) contém pontos de .K (o interior

de -K). Um plano suporte é uin 3-plano suporte.

Uma hipersuperfície S, (]'k22, tem contado de ordem l com o hiperplano H em p C S se

p'r' toda cur- O', a : (--c,e) --' S com a(0) = p e a'(0) # 0, então <d(0),.ÍVx> = 0 e

(cu/'(0),J\rx> # 0 onde -Arx é um valor normal a H. Uln hiperplano -H é chamado de plz).no

suporte não singular de S se .17 n S :; {p}, para algum p C S, e S tem cantata de ordem l

com .17 enl p. Chamamos uma hipersuperflície S, C'k32, de estritamente convexa se todo plano

7



porte ae ó é nao singular.

Dada un-la hipersuperfície regular S está'otan-lente convexa, um ponto Z) € $ e uma curva

a : (-',') --' S com a(0) (0) # 0, te«,os («"(0),.N(p)> = - (dN(P)~'(0),~'(0)> # O.

Como isso vale Dará a!!glg!!gLÉ1«0} € 11;z!$\{0}- então o operaglQ!. ÜneB!. dN(p).é.definido (ou

seja, a rotina quadrático associada a dAr(p) é de6nida) e seu sinal depende da orientação de
N(P).

Se uma hipersuperfície S for dada na forma S' = ]7'l(c) para a]guina função .H : ]R4 --, ]R e

c é um valor regular de -H, então para todo p € S, o vetar normal a $ em p, N(p), é dado por

-V(P) - íí$1:1$àí onde i?a(p) é o vetar gradiente de # no ponto p. Desta forma, para t; C TPS,
temos

su

'""'«, «» - < (áã * ..*',,,) «, «:

o«de 'ej(p) - Hz.:'Jlg:lM- À4as <('ij(p))«',«) = <«,('íj(p»'u> onde (sÜ(p)y é a matriz

transposta a (sij(p)) e (sij(p))*u = 0 pala qualquer u € TPS pois (H..(p),u> = 0. (concluímos
que

]

<d.V(P)", "> - 1'ã:%l;M' <Ha.(P)", «>

para todo o c TPS. Isso mostra que uma condição necessária para uma hipersuperfície

S = .H-l(c) ser estritamente convexa é que o Hessiano de -H em cada p € S seja definido
quando restrito a ZP5'.

Quando S é di&omorEa a S3, então a condição de o Hessiano de .H' ser definido no espaço

tangente de todo ponto de S, é suÊciente para que a hipersuperfície sda mtritamente convexa.

Chamamos de ovalóide uma hipersuperfície regular estritamente convexa e difeomorfa a S3

Dado uin ponto ó de uma hipersuperf]cie S C] ]R4, C'A32, com curvatura positiva em p, então

existe uma vizinhança aÕ de ó em .S e uin sistenta retangular de coordenadas zi, z2) z3, z coili

b na origem, tal que OÕ é representada na forma

z = /(zl,a2, z3) = /(z) Z 0, /(0) = 0, lsçl < Õ, Ó > 0 (2.1)

Além disso, /(z) é uma função Ch estritamente con-,'exa em z, ou seja, o Hessíaio de / é

positivo definido em todo pont;o onde a função/ está definida.
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(a) (b)

Figura'2-1: Uma curva fechada no plano, regular exceto em um ponto e com cur-
vatura positiva pode sel' bordo de (a) um domínio não convexo ou (b) um domíhíoconvexo.

2.3 Regularização de [[[[ipersuperfícies ein ]R4

Suponhamos que pai'a unia dada função .Z{ : ]R4 --, R, (7k:2, exista unl subconjunto S c -H--i(a),
para algum a C Im(-Z7), com as seguintes propriedades:

(i) S é homeoinorfo a SS;

(ii) existe um único ponto pc C S tal que .17z(p.) = 0, ou soja, todo ponto q C .9, q # P. é
regular;

(iii) para ü)do ponto q c S, q :# P., <-ll=.(q)u, u> > 0 para qualquer u C TaS

(iv) existe um plano suporte A. de S tal que /íp. n s = {P.};
O subconjunto So 'lg S\Ípc} é, portanto, uma hipersuperíície regular. Vamos mosto'ar que,

de fato, So é estritamente convexa. Diremos também que .S é uma hipei'superfície estritamente
convexa.

Se uma hipersuperacie difeomorfa a S3 tem curvatura positiva, então ela é estritamente

convexa. A pi'esença de um ponto crítico, no entmlt;o, pode causar problemas, como é o caso

de uma curva no plano com curvatura positiva e que não é bordo de um domínio convexo. Ver
figura 2-1.

.Então

Teorema 2.1 Z)tida guülg'üe7' 'uázãn/}cznça {Jo de pc enl} R.4, e:z;êste um oucüóá e Suo taZ güe
S\UoC St.J..
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Figui'a'2-2: Hípersuperíícíes em ]R4 separam o espaço em 2 regiões: uma limitada
Z?s e outra ilimitada, Cs.

Antes de provarmos este teorema, precisaremos de alguém lemas.

Sabemos que S separa ]R4 eni dois subconjuntos diqjuntos: um limitado, denotado por .É3s ,

que é fechado e cona;ém S, e outro ilimitado, denotado por (7s, aberto, tal que a.Bs :: a(.Js :: S

e Bs n (ilk :: ü. Ver figura 2-1.

Fixaremos uma orientação Ar : So --, NSo para So tal que <.H,(p),N(p)> < 0 para todo

p C So. Fixaremos também um referencial móvel sobre .g que gela 7'S, ou soja, campos de

vetores X. : S --, TS, { = 1..3, oi'tonormais. A existência desse referencial será apresentada em
(4.2)

Lema 2.1 ,Seyr}. p C $ tl.m. pon.t0 7PyttZar. En.tão e=z;êste tl.m.a üàn.b.anca (4 de p em. S e tl.m.

sistema retangu.lar de coordenctdas QnX,='z,=a,u4] tal que CP l)ode ser representada covirlo grâ$co

de tll«a /u7}ção .P : W C R3 --' ]R, z4 = /p(zi,z2, z3) onde ./:P(O) = 0, ./Z(O) = 0, .P(z) > 0 se

E #ü e o nessa.ano jPn.(nà de fT' ê positivo de$nàdo pal'a todo = ç: W.

Prova. Os velares Xi(p), X2(p), X3(p) e N(p) deânem uma base ortonoi'ma] para ]R4

Nessa b'se, temos z = p + a;iXi(P) + z2X2(P) + z3Xs(p) + sç4N(p). Os pontos em S satisfazem

.17(P + ziXi + z2X2 + z3X3 + zoar) := a e o ponto p corresponde a zl :; sç2 :: z3 ;:: a4 -: O.
Como (.Z:r.(p),-N(p)> # 0, existe .P : W c ]R3 --, R numa vizinhança W' da origem tal que

z4 = ./p("í, "2,z3) e -H(p+ziX2 +z2X2 + z3X3 + /P(zl, z2, z3).N) = a. Pare«ito o g.áfico de

/p representa S numa vizinhança de p. Além disso, para { = 1, 2 e 3 temos

<#z(P), Xi(P) + #: (0)-N(P)> = 0 -::> #. (0) = 0
10



Figura'2-3: A representação local ./'p de S numa vizinhança de um ponto com cur
vatura positiva é está-itamente convexa numa vizinhança da oi'agem.

Também, é fácil ver que

#. «, (o) {!Ç:i$gj?iÇ?a, l $ {,J $ 3
e, portanto, o Hessiano de ./'p é positivo deânido numa vizinhança W' de p. Logo .P' > 0 em

Definindo a aplicação OP :WC R.4 --} IRa, numa vizinhança T,P da origem, dada poi

Op(zl , nz, z3, z4) = P + zíX2(P) + z2X2 (P) + ns.Xa (p) + :Z;4.Ar(P)

temos

0,({z.
0,({z4

.P(zl,a;2, z3)}) C S

/p(al, ze, z3)}) C Bs

0. ({:«4 /'(zi,z2, z3)}) C Gs

Isso decorre da conexidade de S e da dependência contínua de/P com relação a p C S
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Len\a '2.2 Seja $ um segpylrenl,o de Teta que po,sso l)oi' tl.m, l)anta p ç S tül que p não selva 'um.
dos entrerlLos de s. Então s contém pontos de Cls.

Prova. Se p é unl valor regular então localmente $ é representada por um gráfico de uin

função CSl;ÍHãÜiêiite êÕVêRE ãii ;7(zl, z2, za) tal que 0 representa p e/(z) > 0 para t(xlo

z # p. O conjunto (& satisfaz z4 < /(zl,aç2,z3). Nessas coordenadas, se existe um ponto

de s tal que z4 > 0, então, como s passa pela origem, existe um ponto de s tal que z4 < O.

Logo s n CJs # 0. Se os pontos de s satisfazem z4 = 0, então pma b = (zl,z2, sç3, 0) C s, onde
(zi, z2, z3) # (O, 0, O) temos que b C Os.

Se z ;: p., então s c HP. (plano suporte de S que passa por pc) ou s é transversal a HP.
Clollio .llP. íl S :: {pc} então S e, portanto .Bs, está contido de forma estrita em um dos lados

de .llP., ou seja, BS n HP' " {pc}. Logo, em qua.lquer uma dm situações, s contém pontos de
Os.H

Lema 2.3 BS é unlz subcozÜz/.nfo conuezo de ]R4 e se p é un7z porzto rl:gzdaz- dc $, então HpnS
{p} para todo Âàpe7pZarzo Xp tangente a S em p.

Prova. Pm'a mostarn]os que .Bs é ui]] subconjunto convexo, basta provarmos que dados

r,y C S, z # y, o segmento de teta zy que une os pontos z e Z/ está contido em 23s.

Sejam z e y dois pontos em S tais que z # pc e Z/ # pc. Sabemos que o Hessiano de .H

en] a é definido, o que implica que S tem curvatura positiva em z. Podemos, portanto, pelo

Lema 2.1, representar S numa vizinhança Cz de z como gráfico de gç4 = /(zl,z2, z3), onde

./' é estritamente convexa e satisfm (2.1). O conjunto Bs satisfaz, nessas coordenadas, z4 2

/(zl,sç2,aç3). Para w C Cz, o segmento zw está, portanto, contido em BS.

Sqa ',« : 10, tl --, S «ma cu:- contínua em S ta! q- ',.(0) = z, 1,«(1) = 3/ e 'y,,,(t) # p.

para todo í c (0, 1). Para t suficientemente pequeno, sabemos, pela observação acima, que o

s'gm"t' ':;"y,,(t) C Bs ' é tra«s«real a S e:n z e e-« ':,,(f) S'ja P' = {t C (0, 1)l z'y,.(f)
Ç Bs}. Suponhatnos que F' # ç) e seja t :: infr' > 0. Então temos

(i) z'7,v(t) n os = 0 pais, caso cont,Faria, por continuidade de z'y,.(t) e abertura. de Cs,

z'y,.(t) n Cs # 0 pa'a t <t, uma contradição. Portanto z7,.(t) c Bs.

(ii) O segmento z7,.('Z') é transversal a S em z e em ',.(t), pois se for tangente em

algum desses pontos, exist;ent pontos de sç',V(t) eni Cs, uma contradição poi (i). Suponha
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que =7,,(;) n S - {a, '..(t)}. Para todo t suíicientemeltte próximo de f , ='«.(t) bainbém é

transversal en} n e em '7,,(t) e, por continuidade de 7,.(t), tem-se que z,y,,(t) C Bs, o que
contradiz a hip(5tese sobre t.

(iii) Portanto existe w C aç7,,(É)-]!L É {Zu].,(L)} tal a14Q!!L eS- Ã4[u lnLo.Lema 2.2, o

segmento de Teta z7,V( t) contém)l pontos de Cs, uma contradição com(i).

Concluímos que f' :: Ü e, por continuidade de z"y,P(t) e compacidade de .Bs temos que o
segmento zg/ c Bs.

Se Z/ = p., então sqa ',, : 10, 11 --* S un-a curva contínua em S tal que ,y,.(0) = a,

'y,,(1) - p. e 7,,(t) # f'. par' t'do t C (0, 1). Então o segmento z-y.,(t) C .Bs para todo
t C (0, 1) e, novamente por continuidade de n7.P(t) e coinpacidade de Bs concluímos que o
segmento ap C .13s.

Portanto para quaisquer z, Z/ C .Bs o segmento zy está contido em .Bs e, portanto, .Bs é unl
subconjunto convexo delR4

Suponha que exista p C S e um hiperplano HP de Bs passando por p tal que HP nS :) {l), z}

onde z G Bs, z # p. Con)o Z?s é convexo, o segmento pz C .Bs e portanto HP n Bs :) PZ.

Pelo Lenta 2.2 sabemos PZ n s :: {P, z} pois caso contrário o segmento pz teria pontos em CZs.

Mas então HP contém pontos de BS(o interior de .Bs) o que contraria a hipótese de A, ser um
plano suporte de .Bs. n

Clorolário 2.1 .4 hlberstzpez/z'cêe SO := S\Ípc} é estãlaxzzemte conueza

Prova. Sabemos, pela definição de S, que So tem cantata de ordena l cona todo hiperplíulo

HP tangente a S em p. Pelo Lema 2.3 temos que HP n So -:Íp} e, portanto, .17P é um plano
suporte não singular de S, donde So é estritamente convexa. H

Alltes de enunciarinos o resultado principal desta seção, precisamos do segublte teorema de
M. Ghomi

Teorema 2.2 Sega S uma Azpersupe7:fZcíe (.J2 ca77zpacía, cone a e ime?'scz enzz ]R4 com c.ü.r:z/atu?'n

posàtiua. Então S pode ser estendida a um ouülói,de CK se e somente se cada compor.ente -f do

)ordo de S se localàzcl de forma estrita el'n ti;m dos Lados de ca,da, hã;per'plano tcLn,gente a S erra l.

Prova. Ver IGho21
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Figura'2-4: O [Feerema de Ghomí permite regularizar uma hipersuperfície na xizi.
nhança do ponto crítico.

Prova do Teorema 2.1.Seja õ > 0 td que .BÓ(p) C Z,/o onde -BÕ(p) é a bola de raio 8 com

centro em p. Sda Só = S\Bó(p). Sda âSÓ o bordo de Sõ. Então SÕ = ÕBó(p) n S. Seja z C

aSó. Então o lliperplano Xz tangente a SÓ em z é o mesmo hiperplano tmlgente a .S em z.

Pelo Lema 2.3 sabemos que H, n $ :: {z}. Logo H: n Só :: {z}. Como isso v;ale pzu'a qualquer

z C aSó, podemos, pelo Teorema 2.2, estender Só a um ova]óide St/.. (como Bó(p) C Uo e
Suo Só = S\BÕ(p) então SUo D S\U0. Ver figura 2.4 a
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Capítulo 3

Pontos de equilíbrio do tipo
sela-centro

Um ponto p C]R4 é clianlado ponto de equilíbrio do sistema Hamiltonimto as30ciado à fulnção

.17 : ]R4 ---, ]R se H,(p) = 0, ou seja, se a solução que passa por p for constantes. Dizemos que um

ponto de equilíbrio p é do tipo sela-centro se a matriz Jo#,.,(p) possui um par de autovalores

reais :Ea (cv > O) e um par de autovalores imaginários puros :Lw{ (w > 0).

(Jln ponto de equilíbrio }) do tipo sela-centro possui vmiedades estável e instável uni-

din-Lensionais. Uma solução não-constante é chamada de órbita hon-Loclínica a p, caso estqa

contida em ambas as variedades estável e instável de p. No caso de un] sela-centro, a existência

de ta] ól'bits ]lollloclínica implica que as va.piedades assintóticas a p de't'eill coincidir.

Numa vizinhança de um sela-centro p, existe uma família contínua de órbitas pari(5dicas,

uma pma cada valor de H, constituindo a variedade central bi-dimensionar de p. Da mesma

forma se define órbita homoclínica a tah órbitas periódicas. Neste caso, a existência de uma

órbita homoclínica a alguma órbita pera(5dica ' desta família não implica que as xmriedades

estável e instável de ' devam coincidir, já que estas são bi-dimensionais.

Por um Teorema de h(laser IMo] (v4a também IRuw] e lnenl), sabemos que numa vizinha\nça

U de um ponto de equilíbrio p do tipo sela-centro, o Buxo possui uma forma norlbal bastante

'As equações de um sistema llamiltoniano associado à função // são dadas por n:

( !,,*, :"') .«,.-,'..«-:-'.-."- --.,
JaH, (z), onde 'ro
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simples IBID outigls paliwras, podemos encolhi'ar uma ti)udaílça de cooi'denadas p : 0 c l,'' c

R4 --, U onde, se denotaintos por z - (ql, g2,pt,p2) a.s coordenadas en-l b'', então o fluxo em U

é conjugado ao fluxo Hanliltoniano eln V' gei'ado pela função Hamiltoniana

/((qi,q2,Pí,P2) = a.rÍ + ..,/2 + 0(-r? + -4) (3.1)

onde /i = qlpi e Je - $á;8. As constantes a e u são aquelas obtidas pelos autovalores

do sistema lidem'içado em p. As eupressõen /i e /2 são integrais prillaeiras do sistema, ou

seja, perntanecem constant;es ao longo de cada solução. Etn I''', as equações que deterininanl o
movimento são

gi

q2

aK(it, la)

a-K(/] , b)
'''ã7Tp:

aK(h, la)'

a.K(-ri, /2 )'

Eme sistema pode ser melhor visualizado em dois subespaços distintos: o plano (ql, pl), onde

o comportamento é o de uma sela hiperbólica, e o plano (q2,1)a) onde o sistema se comporta
como um centro. Ver figura 3-1

Algumas propriedades do fluxo em U podem, portanto, ser obtidas pela análise do buxo em
v':

i) 0 C y é um ponto de equilíbrio do tipo sela-centro e p(0) = p;

n) os conjuntos W''(0) '' {z € }'' : Pi = m = q2 = 0} e WU(0) '' {z c V' : q: = m = qa =

0} são, respectix'ainente, as variedades estável e lesta'vel de 0 enl y; Ambas estão contidas em

{K :: 0}, o mesmo nível de energia da origem;

iii) As órbitas periódicas PB, que compõe a variedade central de 0 estão contidas em {z C

V' : gi = Pi = 0, q$ +pg > 0}. Para cada valor de energia k C JT(V), k # 0, existe unia única

órbita periódica ok com energia k contida na variedade central do sela-centro. As variedades

estável e instável de uma órbita peródica com energia k estão contidas nos conjuntos W''(ok) ''
{z C }' : pi = 0, -K = k} e W'"(ok) '!g {z c }'' : qi = 0, .K - k} respecti"ai«ente.

16



Figura'3-1: Na forma normal de um sela centro, a projeção do fluxo no plano qipi
é equivalente a unia sela e no plano q2;)2 é equivalente a um centro.

O uso de wções de Poincaré é uma ferramenta importante para descrevermos o fluxo numa

vizinhança de um sela-centro. Em particular, os conjuntos }:l :: {z c T/ : qí :: õ,} e }l:2 :=

{z C V' : pi = ó,} definem seções transversais ao fluxo em }', e intersectam transversalmente,

respectivamente, as variedades estável e instável da origem e das órbitas periódicas que folhearn
sua vmiedade central.

Vamos denotar por >i,f a intersecção de >,í com o nível de energia {.K :: D}, ã :: 1, 2. Por

(3.1) vemos que g#(0, 0) - --a # 0. Pelo Teorema da Função Implícita, obtemos .ri = u(.b, -D)

numa v-izinhança de J2 :: 0 e, portanto, podemos t;omar (q2,])2) colho coordenadas ein >la.

Nessas coordenadas, denotando Z/ = (q2,p2), obtemos a aplicação de Poincaré ZZ : >,f Rtpi >
Ol--> >=a dadas)or

/E(g/) (g/),.E»Z/ (3.2)

onde R(0) denota a matriz de rotação de ângulo 0, e

a(/e,E) = =logl/2 -r'(E)l ]'-Az(/a) (3.3)

onde -r'(.B) = E + O(E') é tal que u(-l'(-F), E) = 0. A função AB é analítica en: .b e os

pontos en] >:f satisfazem J2 > /'(-E). As relações (3.2) e (3.3) mostram que localmente o fluxo,
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em cada nível de energia B, pode sei' visto cou-lo ulua rotação cujo ângulo de rotação tende para

+oo conforme a Órbita se aproxima das variedades estável e instável do conjullto invariante ern

V' contido no mesmo nível de energia E. Por exemplo, para E :: 0, o conjunto invariante em

T/ é o próprio ponto de equina)rio sela-centro e a a])locação Zo está definida amenas obra Z/ S4 0.

O ângulo de rotação depende apenas de IZ/l e tende para +oo quando Z/ ---+ 0. Quando E > 0

o conjunto invariante em V é uma órbita periódica OE e a aplicação ZE está definida apenas

para IZ/I' > 2/c(-E). O ângulo de rotação, nesse caso, tende para +oo quando # se aproxima de

círculo IZ/I' = 2.Z'(E). É importante notar que para .D - 0, a aplicação Zo pode ser estendida

de forma contínua na origem deHlnindo-se /o(0) '' 0.

Quando existe uma órbita homoclínica à p, sabemos, usando o Teorema do Fluxo 'l'ulular,

que existe uma aplicação analítica gZ : 0 C W C >:2E --* >.,i satisfazendo go(0) = 0.

Compondo as aplicações ZE e gZ, podemos estudar a aplicação -Z;b '' ga ol.D que representa

a dinâmica próxima à órbita hoinoclínica a p.

3.1 Perturbações de um Sistema Integrável

Seja .17P uma f,mMa a um parâmetro p € ]o =(-- P, ji) de f«lções Hamiltoúanm real-«.,líricas

definidas ein R4 que possuem as seguintes propriedades:

i) Para/z = O o campo de vetores associado a Ho é integr

I'à origem;

ii) Para cada valor de/z C lo, existe um equilíbrio rp do tipo sela-centro do cêllnpo de vetores

associado a llP que depende analiticamente em/zl

Sem perda de generalidade, podemos msulnir também -H(rp) = 0.

Utilizando as ]nesinas notações anteriores mas agora acrescentando o índice iz, obtemos os

mapa-s Za,P e ga,P que cora'espondem às aplicações local e global do buxo, respectivamente para

cada par (E, p). Considerando a aplicação FZ,P = gz,P o ZZ,P, temos que FZ,o = a(((-b, E) +

0(J2, -F)), pois o sistema é integrável para p = 0.

O Teorema KAM (ver IBGSI e ÍRag21) garante que para valores de /z e .D suficientemente

peque1lcps, existem curvas (Ja,P caIR as seguintes propriedades:

i) (JE,P C dom-Z%,P;

aval e existe uma ót'bits homoclínicae S T' ] C
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Figura'3-2

ii) aE,P sâo curam malíticas de Jordan que enlaçam o círculo .b = /'(E);
iii) On,P são invariantes por .li'a,P;

S'ja Ob,, = /E,«(OE,P) = g13,(OE,P).

3.2 (órbitas IHomoclínícas à variedade central de um sela-centro

Por simplicidade de notação, omitiremos os índice -D e/z. Anallisaremos a partir de agora apellas
os níveis de energia positivos.

Denotaremos por S (S') a intersecção entre a variedade estável (instável) e )l::Cll:e). Seja

.4 (d') o anel aberto entre .9 (S') e C' (O'). Sda B (-B') o disco fechado limitado por S (S'), e

.D (Zy) o disco aberto limitado por (-; (a').
Então temos as seguintes aplica.çoes: { : ..4 --+ .4' e g : -t)r --> .D. Ambos as aplicar.ões

preservam área. Ver figura 3-2

Suponhamos que w C g(S') n s # a- Então existe uma órbita AP que passa por m e

é homoclínica à órbita periódica P Chamamos hp de órbita homoclínictl a P de l pulso.
Mais geralmente se pala algum w c S' tivermos -FW'i o g(w) C S, então temos uma órbita

hoJnoclínica a P de N pulsos. Provarenlos que para sistemas próximos ao integrável e níveis

de energia suâcientemente próxhnos do nível de energia do sela-centro ?-, sempre há {5rbitas
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holnoclínicas às órbitas periódicas da variedade central de r

Lema 3.L Suponhaírtos qu.e Tjarü 0 $ n. < N, ü aplicação F' o g estejcl bem de$mãdo ltuvna

uãz n Raça de B' e F'"og(S')nS = a. Então -P:.g(B')nr'Jog(B') = a para to o 0 $ .j < á $ N

Prova. Suponhamos que .IN og(B') nF'j og(-B') # a pala i,.j tais que 0 $ .j < é $ .V. Por

preservação de área e analiticidade das aplicações Z e g segue que .IN o g($') n FU o g(S') # ©.

Aplicando F''j a ambos os lados, temos que .Fi'j o g(S'') n g(s') # a o que é uma contradição

pois a aplicação F'-l não está deânida em g(S'). H

Proposição 3.1 afaste -N ? l td qüe r'N'log(S')nS # a. .41érrz düso, ou F'W log(S') = .S,

ou. FN't o g(.S') Ç: S. No seg'lindo caso eaásLem ãnÍinàtas órbita.s h.omoclírúcas de 2N ptüsos.

Prova. O Ane] -,4 tei)l área ]ilnitada e, pela presei"t'anão de área dm aplicações g e J, temos

que F' o g(B') tem sempre a mesma área. A não existência de tal N implica, pelo Lema 3.1

que estes são todos disjuntor, ocupando, portanto, uma área infinita em .A, uma contradição-

De-temos G = F'W-: o g e â = {(G(S') n .A). Ente se G(S') ç S, ó é uma c«.vn
que espirala infinitas vezes convergindo para S' de modo que G(ó n cbm.G) espirala infinitas

vezes convergindo para G( S') intersectando S infinitas vezes. Essas intersecções representam
as órbitas homoclínicas de 2/V pulsos. H

Pode-se mostrar que nos amos onde G(S') Ç S, existe um conjunto invariante no mesmo

nível de energia de P tal que o fluxo restrito a esse conjunto é semi-conjugado ao shift de

Bernoulli e tem entropia topológica positiva. Para mais detalhes, ver IBGSI.

Vamos agora fixar um Maior de parâmetro tal que não exista órbita homoclínica ao ponto
de equilíbrio sela-centro, ou seja, tais que suas variedades estável e instável não coincidam.

Continuamos considerando o caso próximo ao integrável, ou seja, para todo valor de energia
suficientemente pequeno, existem órbitas homoclínicas a PE .

Sd' -N(-E) = nünÍl} C N : .fÇ-' . p(Sb) n sz # a}

Temi'ema 3.1 E..êste 2&ma. seqüêncáa E7, ---* 0 taZ que as utzMedades estável e ãn.sfáue/ de Pn.

«.â. «anciã.m. -Além düso bm -N(E) ::: .»

Prova. Suponha que exista uma sequência E. --, 0 ta] que N-(En) sda limita(]a. Podelrlos

supor q"e -N(En) - .N = cm.sf. Então l;W.W.: o g(Sb.) n Sr. #: a. Usando um argumento
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contradição, já que não há órbita honloclínica à origem.

Se não existir uma seqüêncía En --> O tal que as variedades estável e instável de Pz. não

coincidam, então para qualquer 8 suficientemente pequeno as variedades assjl1l;ótkaadevem

coincidir. À4as um mesmo mgumento de compmidade e continuidade implica que para E

suficientemente pequeno, ]V(.B) é constante, uma contradição.

de contpacidade e continuidade das aplicações concluímos que .l;Hlv l ol llc l l
0 g\uJ :: u, o que ê unia
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Capítulo 4

O Índice de Conley-Zehnder
.#

4.1 Uma 'l\'ivialização natural de vibrados lineares sobre IHlíper-

superíTcies em ]R4

Seja .]]' :jR4 --+ ]R uma função (7c'o e c um valor regular de -H'. Seja /Ü unl vibrado linear sobre

a hipersuperfície S 'lg .H'i(c), CAà2, tal que a fibra (, em cada z C S é um subespaço de
ZaS de dimensão n (n :: 1, 2 ou 3). Então o obrado ,fÜ pode ser trivializado se existir um

homeomorfismo PPs : Fs ---} S x R" tal que 7)7vl o PPs :: H'Fs onde prl é a projeção na primeira

componente de S xlR't e n'Fs é a projeção do obrado .lü sobre a base S. O homeomorfisnio PP.

é chamado de trivialização de Fs. Introduzireinos uma forma natural de trivializar o vibrado

tangente 7'S apresentada em ICPRI. Usaremos esse mesmo método para trividizar vibrados

cuja fibra bi-dimensionar é traiusversal u) campo Ha,miltoniano associado à fullção .H'.

dadas por:

s.j -] .r - 0 1
1 0

,J-
-1 0

0 1
e 0 :: 0 0 l efinimos agora m matrizes 4x4

o o /

«-l: =

/

'42
0 '*-l:, :l (4.1)

Para cada z c S, seja

22



onde #,(3ç) c T=JR4 = R4 é o vetar gradiente de H no ponto r, e é normal a TzS. Soam

Xi(#) 'lg .eixo(z), i 1,2,3 (4.2)

'lemos que <X.(z),XJ(z)> = 0 para 0 $ i# .j $ 3 e (Xi(z),Xi(z)> = 1 para todo á c

{0, 1, 2, 3l- Portanto, os vetorcs Xi(z), X2(3ç) e X3(z) forinanl uma base ortonormal para TzS.

Como Xz(a) # 0 para qualquer z C S, podemos trividizar TS usando os campos Xi, X2 e XS

da seguinte forma: todo vetar u tangente a .9 em z pode ser representado por u = 1: aÍX{(z).
Então defillimos a trivia]ização /7rs : 7'S --, S x ]R3 por PTS(a, u) = (z, a:, a2, a3).

Sabelllos que o cmllpo Hmlliltonimlo associado à função .H é dado por XH(z) = .43H:,(z)

e, portanto, XH(z) = õ(z)Xs(z) onde ó(z) = lIXa(z)ll. Desta J'arma, podetnos considerar

o vibrado linear F2 sobre S cuja fibra é gerada pelos campos Xi e X2. O vibrado F2 é bi-

dimensional, nora)d a XH(sç) e pode ser trivializado da mesma forma como foi trivializado

l

Consideremos agora um outro vibrado € sobre S, bi-dimensionar, contido em 7'S, cuja abra
(l, é transversa.l a .X3(z) para todo ponto z C S.

Teorema 4.1 0 ./íbmdo pode .ser tünãaZízado

Prova. Como {l, é transversal a XS(aç), então para cada vetar não nulo © C (., temos que

« = a:X:(z) + a'X,(") + a;-X:(z) -de (a:y + (a'y # 0.

Sda n(, : e, --, {Xi, X2} a projeção canónica dada por n(, (u) = a:Xi (z)+cv2X2 (a). Então

n'e, é um isontorfisino e podemos, po't;cinto, definir uma base ein e, dada por {re,:(Xi (z)), a'e=:(X2(z))
liellniDdo

.}i (z) - "J(&(,')),i ;: i, 2 (4.3)

temos

« (z) + a' .Ê, (z) (4.4)

de modo que os ca.mpos {XI, X2} induzem uma trivialização Pe : € -+ S x R2 para e} dada por

Pe(z, u) = (z, a' , a')
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L

R (XI)

Figura'4-1: Os vetores Xi e X2 definem uma base para C:r

Ver figura 4-1. H

Observe que as coordenadas na trivialização Pe são iguais às 2 primeii:as coordenadas na
trivialização Prs

Sqa p. o fluxo do sistenm Hamiltoniano wsociado à função H, ou s.Üa, !!g:$Í© = XH-(n)

Llnearizando as equações de movimento sobre uma solução z(t) C S, obtemos uin fluxo Tp.
TS ---} TS que satisfaz a seguinte equação

# (z(f»Z/ (4.5)

onde -H-(z) é a matriz ]lessiana de .H no ponto n e Z/(f) C Tz(É)S. No referencial que

trivi-ha rs, ten-os Z/(t) -E a:(t)&(z(t». D-ot«:do a = (1:,) obte«*'s de (4.5)

ct-; -- J s cl (4.6)
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Ollde S é a matriz dada por

IH..:.XI,Xi> (H-XI,X2}
l#=«Xí,Xe> <#.X2,X2)

+ <H-X3, X3> -r (4.7)

Teorem.a 4.2 Sqü S clR4 .ii?ízü Aãpe'rstiperl/ycie (.;AZ2 esl?'íta'rn.ente conueza, di/eoz7}0r/a a Sa

ta{ gue 0 C .Bs. .lüztão o uetor a(t) = (cxi(t),a2(t)) C IR2 Pára em tomo da origem se7npre no

se'ntido }\oráüo ou se'more 'ruo seno'ldo a'nt'i-ttorál'to. Ver $gurü 4-2.

P3'0va. Consideremos o vetar c!(t)A & (t) C R3 onde a 3' versor k de R3 é c,rhgond ao
plallo que contém a solução a(t). Então temos

«'*'" '- '', - '«: «', 3 (1;,) ;
Como S é estritamente convexa, sabemos que S tem curvatura positiva e, portanto,

ÍH.l2 {.Kx-:x, + k3 .H} > 0

det lg :: IX,l2 {det <dN'.XI,Xl> <d-VXi,Xu>

<dNXI,Xa) <cÍ-NX2, X2>
+ <dNX3, XS> fr(cí/V)}

l

pois a curvatura seccional Kx.x, de Xi e X2 é positiva e .H, a curvatura média de S tem

o meslbo sinal que a curvatura normal k3 na direção X3. O traço de S, dado por

ÍTS= {(Hu,XI, Xl> + <H.,.X2, Xa> + 2 <-ila,Xa, Xs>}

é positivo se o Hessiano de -H ê positivo-de6nido em T-S e negativo, cmo contrário. Logo, a

matriz S é definida e, portanto, a componente k de a(t)A & (t) é sempre diferente de zelo de

modo que a(t) gira em torno da origem sempre no sentido anel-horário se o Hessiano de .# é

positivo..deHnido e no sentido horário, caso seja negativudeânido. Ver figura 4-2 H

25



x Jt)

Xr(t)

Figtu'a'4-2: No referencial XiX2 o vedor a(t) gira sempre no mesmo sentido

4.2 Deânição do índice de Conley-Zehnder generalizado de ói-.
batas periódicas

O índice de Conley-Zehnder foi introduzido primeiramente em [CZI e, em poucals pdax'ral.s, mede

o quanto órbitas próximas a uma dada órbita periódica "giram" em torno dela num determinado

referencial. Denotaremos por P uma órbita periódica, dada por z : lo,rl -+ S onde T é seu
pei'iodo mínimo e sç([0, T]) = P.

Estaremos também supondo que S é difmniorEo a SS e, portanto, S é símplesniente conexo.

Sda € um vibrado linear sobre S tal que para cada z C S, a fibra (, C TzS é um subespaço

de dimensão 2 transversal a XX(z). Além disso, se pt(a) é o fluxo gerado por XH, supomos

também que ( é invariante por Dpt- Seja uo : D --+ -?W uni mergulho do disco compact;o

D = {z C C : 1.1 $ 1} e:n S tal que oo(e'":') = =(]T). S'ja P : ub( --, Z) x ]R' u":a

trivialização do vibrado ub( sobre .D. Definimos agora o arco de matrizes simpléticas em

dimensão 2, © : [0,r] --, Sp(1) peia fluxo linearizado Zl>pt restrito a € ao longo da órbita
pera'mica z(t) = p,(z(0)) da seguinte forma

'b(f) = P(e2"Í*/r) o Op.le,m o P(1)'i, o $ f $ r

O arco começa na identidade 'D(O) = / e a órbita periódica é não-degenerada se e só se ©(T)
não possui o inteiro l como autovalor.

Daremos ein primeiro fugaz' uma formulação espectral para o cálculo do índice de Conley-

Zehnder generalizado que independe da degenerescência da órbita periódica.
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'p ae matr-zes n"poéticas satbl:'z 'b(í + l/') = ©(t)'D(7') e, portmto, m definirmos

..4(t) 'W --Jo @ (t)'b':(t) t'm's que -A(t) é um a«o de mat:i,es si«étricm e .4(t) = .A(t + r).
Definimos agora o operador L.4 : -Hi,2(R/TZ,]R2) --* -L2(R/TZ,]R2) dado por Z,.a 'l3/

--Joé -- .4(f) onde .171'2(]R/TZ, Ra) é o espaço de Sobo]ev dado pelas funções g : ]R/TZ --} ]R2

cuja derivada está em /,2(R/7'Z,]R2). Este operador é ante-adjunto e seu espectro a(L..t) é

comtituído por um conjunto enumerável de números reais não limitado por cima e nem por

baixo. Além disso ker Z.4 = {0} se e somente se l não é autovdor de ©(T).

Seja u # 0 um autovetor em Z2(R/TZ,]R2) associado a À C a-(&4). Então u satisfaz as
seguintes relações

O arco

-Jo « (t) - -A(t)u(t) = .Xu(t), «(0) (4.8)

Isso mostra que t,(t) # 0 para qualquer t c ÍO, T] e, como u é periódica, podemos associar a

u um mánding mumóer w(À, u, -A). É possível mostrar as seguintes propriedades

(i) Dois autovetores ui e u2 de .L.4, associados ao mesmo autoualor À e linearmente indepen-

dentes, determinam o mesmo wándé"g nu«.ber ou mja, u(À, ul, .4) = u(À, u2, .A). Desta forma,

podemos apenas denotar o tún.dãng number por w(X, .A);

(ií) Para cada número inteiro k, existem exatamente dois autovalores Ài e À2, levando-se

em consideração a multiplicidade dos automlores, tais que k = w(Ài, .A) = w(À2, .A);

(M) A aplicação '.'.,{ : a(-L.4) --, Z dada por «'.4(À) = «,(À, .A) é monótono crescente;

Sejam CE(.A) e p(.A) os números inteiros dados por

.«(.4)

P(a)

m«.{«,(À, .A)IÀ C a(Z..l) n (-.:», O)}

f 0 se "ist' .X C a(-L-.4) n lO, .o) tal que «,(.X, .A) = a(.A)
l caso contrário

Tais propriedades aparecem com mah detaUies em 1HZMr2] e lnzw3l-

Deíinimos ã (-A) = 2c!(.A) + p(-A). É possível mostrar que esta definição independe da

trivia[ização P. (como estamos supondo que S é difeomorfo a SS, o cálculo de ã (.4) também

independe do mergulllo z;o. O índice de Conley-Zehnder generalizado da órbita periódica P é

definido por /zcz (P) =2 (-Á).

Uma definição mais geométrica do índice de Conley-Zehnder para órbitas periódicas nãch
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:generaaas ê apresentada a seguir; considere o arco de matrizes simpléticas 'b : 10, 7'l --, SP(1)

definido acima. Sqa ' € C\f0} e p(t) um mgutnento contínuo para a solução z(t) = ©(t)z, ou

sda, p(f) é unia função real contínua em 10, rl tal que e2":P(') - i51â. Seja A(z) 'lg:r p(T) -- P(O)

e definimos o intervalo associado ao arco © por /(@) = {A(z) : z C C\ÍOt}. O conjllulaJ(©)
é uin intervalo com compriment;o menor que 1/2 e, portanto, está contido entre 2 inteiros ou

contém um inteiro. Podemos definir, então

B(4')={ 2É+i "/('D)c(k,k+l)
2k se k C -r(©)

Colllo .M é dihomoi'fa a SS, p (©) }lão depende do n)engulho .t;o. Além disso taubéln não

depende da trivialização /3 (ver lnzw21). Assim, podemos definir um novo índice /l2 (P) da
órbita periódica nâo-degenerada P, por X2 (P) =P (©).

d

Proposição 4.1 Para órZ,ã as peHódêcas ?zãa-degezzemdm, lemos gue Daz (P) =P2 (P)

Prole. Ver jriKJ. H

O cálculo de D2(P) pode também ser feito para órbitas periódicas degenerada, porém nem

sempre dá exatamente o índice de Conley-Zehnder Doz (P). Apesar disso, temos uma boa

estimativa, conforme a seguinte proposição

P-posição 4.2 P.« Ó,Z,êt':« p.«êódi"' de#'«',«'Zw, t.«.« ;2cz (P) =b (p) ou ;2oz (p) =Ü:
(P) l

Prova. Sabemos que quando uma órbita periódica é degenerada, o open'odor L..l possui

algum autovetor u # 0 em Z,2(]R/TZ, R2) msociado ao autovalor 0. Por(4.8) sabemos que u

satisfaz «' (f) -q' (f)Q'':(f)u(f) e, pare'nto, temos que u(f) = 'D(f)u(0). Como " é periódica,

temos que i;2 (P) - 2w(0, .A). Das propriedades de w(À, .A) e da definição de a(.A) concluímos

que a(.A) - "(0, A) (n«t' c"o p(Á) = 0) ou a(.A) = u(0, .4) -- 1 (nele cmo p(.A) = 1). Ente«

''«:os i;cz (P) -ã (.4) = 2'.'(0, .4) =;2a (P) o« }2az (J:') =2; (.A) .A) - l =i2z (P) - 1. B

Uma definição mais axiomática e geral do índice de Conley-Zehnder pode ser vista em [CZ].
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4.3 Equivalência do Fluxo ]H]ami]toníano em ]liipersuperfícies
Regulares

Nesta seçâo, mostraremos que o fluxo Halniltoniano em uni deteiininado nível de energia .9

depende fundam-Lentalnlente de S e não da função Hamiltoniana que o determina.

Proposição 4.3 Sqa S uma Àipersupe?yíbêe (;'kàZ, comera e orqentáueZ enl} ]R4. Secam .H, (?

IR4 -. IR, dum /u'tçõês C'hZ2 cais que S C .H-:(cl) e S C G'l(c2) e para todo a c .S, z é pança

reg'ulür de H e G. Ente,o o Pino Hamãttoni,an,o associa,do às fttmções H e G sã,o i,gu,ais em S, Q

men.os de 'tina reparam.etri.zaçõ,o n.o te.m.po.

Proa'a. Sabemos que o fluxo Hamiltoniano preserva níveis de energia, portanto, vamos

mostrar que pm'a todo z C S, temos XH(z) = ./'(z)Xc(z) para alguma função diferenciável não
nuca / : S --, ]R

Seja N : S .--l S3 uma orientação em S, ou sqa, -N é uma aplicação contínua que associa a

mda z C S um vedor unitário -N(z) normal a S em z.

Para todo z C S sabemos, por hipótese, que os velares gradiente -17z(z) e G,(z) são dito

rentes de zero. Além disso eles devem ser paralelos pois ambos são paralelos a N'(z). Portanto
G,(a) = /(z)Hz(z) onde / é uma função deürenciável . diferent« de zero.

Dada uma solução z : / c IR --+S do fluxo Hamiltoniano

$ (#),';(o) (4.9)

ente exi;te u«. difeon,o-fi«to k : J c R --,-r, k(0) = 0, tal que ; (t) '!g' z(h(t» é soluça«
de

dz
-2i (")," (o)

Para isso, basta defil-tir é colho solução de

(4.10)

k= .f(z(É(Í))) (4.11)

e obter.,a« que # - g! dt k- /(z(k(t)))Jazz(z(A(í») = JoG,(1;). As soluçõm de XH(z) e

XG(z) são, portanto, iguais após a repai'ametrização h. ©
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O fluxo linearizado de Xx restrito a 7'S, ao longo de tina mlução z(t), é dado por

# (:«(t))z/ (4.12)

ÕiÍdã#(Z) Ê-/;(t)b' para todo t € .r. Analogamente, o fluxo ]ínearizado de XC restrito }l TS lao

longo de uma solução ;l(t) é dado por

# (; (É))z/ (4.13)

onde y (Z) c 7:í*\S.

Vamos mostrar agora que o fluxo linearizado independe da. função Hamiltnniana que det.er-

mina a superfície S no plano ortogonal à direção do campo Hamiltoniano.

Para isso, lembremos a trivialização de TS já apresentada anteriormente. En-t cada ponto

z C S, T = {Xi("), X2(a'), X3(z)} é -«na b'.'e ortonormd de T=S td q«. X3(:«) está na «:esmo
direção do campo }lainiltoniano associado a S. Sejam aí, á = 1, 2, 3 as componentes de Z/(t) na
base T

Proposição 4.4 0ansãderarzdo a.s znc.smas Aãpótese.s e nofaçõês da proposáçâo g..? temos gne se

Z/(t) - (ai(f), '-2(t), '-a(t)) C Tz(.)S é "Zuçâ. de éq.í21 e 8 (t) = (;1 (t),â2 (t),;3 (t)) C T-+,,..S

é solwçâ. ' éy.-Z3P, Z/ (O) = #(0), ',«1âo ;i (t) = ai(k(t)) e ;2 (t) = a2(k(f», .nde k /oã

de$«Ád« e«. (4.íí).

Prova. Seja

[({dATXI,Xi) <dN'Xi,X2)

(d-MXi,X2> <dNX'2,X2>
+ (d-MX3, Xs> -r

Le13ibrmllos que

::l- -«, ,l::l
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Definindo-:e /3i(t) al(Ê(f)) e P2(t) = o:2(k(t)), te:nos

-'', «;.., ( (:
:iiiiiil * «««

a] (k(t»

.:2(k(ê»
k

e, portanto, P{([) =ãi(t) pai'a { = 1, 2. n

As proposições 4.3 e 4.4 dizem que além-t de as soluções de XH(z) e XG(z) serem iguais em

S, após uma reparametrização no tempo, a projeção no plano {Xi, X2} do fluxo linearizado em

TS ao longo de uma solução é também igual após deita a mesma reparametrização no tempo.

Usaremos a expressão "fluxo llanliltonimto em .S" quando não for necessário explicitar urna

particular função Hmni[toniana .H ta] que S e .]] satisâçam as hipóteses do teorema 4.3

Vimos que o cálculo do índice de Conley-Zehnder de uma órbita periódica depende da
projeção do buxo linearizado no plano gerado por Xi e X2. A Proposição 4.4 galante que este

cálculo não sofre nenhuma alteração con-l a mudança da função Hamiltoniana escolhida.

Se S é uma hipersuperífice estritamente convexa e diEeomorfa a S3 tal que a origem esteja

contida em seu interior, podemos considerar o obrado ( sobre S, também chamado de estrutura
de cantata,definido por

( = {(z, u) C ]"S, Ào(a)ü = 0}

A abra Cp, em cada ponto p c S, é bi-dimensíonal e tranversal ao campo Hamiltoniano Xm

Ver definição de Ào em (8.1). Logo (l pode ser trivializada conforme (4.3).

Na direção de XH o fluxo linearizado do campo Hamiltoniano muda conforme a escolha da

função Hamiltoniana que tem S como coi4junl;o regular, e por isso, em geral, a estrutura de

contado € não é invariante pelo fluxo. Entretanto, podemos sempre escolher .H :]R4 --} ]R tal

que S = .H'i(1) e o fluxo Halniltoniano associado a .lií preserva a estrutura de cantata €

Pal'a o cdcu]o do índice de(]onley-Zelmder de uma órbita periódica P contida ein S,

devemos trivializar a estrutura de cantata ( sobre un-l disco compacto mergulhado D tal que

P = aD. Vimos que a base T= {XI, X2}, definida em (4.3), trivializa o vibrado { em qualquer

subconjunto de S e, em particular, enl D. Essa trivialização pode sei siinplética fazendo.se unia
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mudança de escala (considerando a forma siinp]ética canónica eira ]RZ e a forma simplética dÀo

restrita a e).(]oino usamos apenas o argumento do vetar na base T para o cálculo do índice de

Conley-Zehnder, essa mudança de escala não é relevante. As coordenadas na base T são iguais

às coordenadas na base {Xt, X2}. Portanto, podemos calcular o índice de Gonley:Zelulde!.

apenas olhando para a projeção do fluxo linearizado sobre o plano gerado por Xi e X2.

Por exemplo, consideremos o elipsóide .B = -H''i(1) onde .lí = z? + p? + !Íi58 e r2 é um

irracional maior que 1. 0 fluxo Hamiltoniano XX em -E possui exatanlente 2 órbitas pera(5dica

dadas por Pl:: {a?+P?:= 1,n2 :: p2:: 0} e .f)2 = {z2-Fp2:= r2,rl::pl:: 0}. Ambas

as órbitas são nãc-degeneradas e, portanto, podemos calcular Paz(PI) e poz(P2) pelo método

geométrico descrito acima. A projeção do fluxo linearizado sobre o plano.gerado por Xi e Xe

ao longo das órbitas periódicas P] e Pa é dada pela equação (4.6)

/ 0 (2+ê) 'l / a.
\ 2+;à oQ2

O período de P] é n- - A variação de argumento de un-la solução no período n- é(l + ;b)2n-.

Como 2 < 2(1 + 1 ) < 4, temos que /zoZ(P]) = 3. O período de P2 é n-r2 e a variação de

argumento de uma solução nesse período é (l + r2)2a-. Logo pc-z(Pe) = 2k + 1, onde k é o
inteiro que satisfaz k < 1 + r2 < k + l.

]i'azendc»se r:: l no exemplo anterior obtemos a esfera S3. Todas as órbitas em S3 são

periódicas e degeneradas. Pela simetria esférica, o índice de Conely-Zehnder poz(P) independe

da escolha da órbita periódica P e, por ser degenerada, não podemos calcula-lo utilizando o

método geontétrico. Mas podentos fazer uma estimativa conforme a Proposição 4.2. Temos

nesse caso ii2 (P) - 4 e, portanto Paz(P) = 3 ou Paz(P) = 4. Verelllos mais adiante que

hipersuperfícies est;ritainente convexas, como o elipsóide e a esfera, possuem sentpre uma órbita

peri(5dica com índice de Conley-Zehnder igual a 3. Portanto, pcz(P) = 3 para todas as órbitas

periódicas de S3. O método espectral também é um forma simples e direta de se calcular o

índice de Conley-Zehnder das órbitas periódicas em SS
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4.4 (IJor[juntos invariantes em hipersuperfícies de ]R4

Nesta seção apresentam'elmos uma condição para a nâo existência de órbitas periódica eln hiper-
superfícies de ]R4

Teorema 4.3 Seja $ C R4 u.m,a A2per.szzper:f2'cãe (Jh:t, amem.fá?;eJ e con.ena. Sega .K C S .ülm

co?npacfo. Sl&p07z.damos que eztsta uvn t;etor .ZV € R.4, .ÍV :# 0/ ÉaZ q e para iodo z C ](, fe?nos

IN(;cà,N) # Q, onde N : S --+ Sa é um ccLmpo de velares timit.ária co'rttenuo normal Q S. Então

3 Pa zo Hamilton'iavto em. S -nã,o possui órbitas totatuttente contidas em ]<1. ]1m particular, não

eà.atem órbi.tas peH.ódicas em. K.

Pi'ova. Seja .H : ]R4 --, ]R uma função Hainiltoniana C'kài , tal que S C .17--l(c) pai'a algum

c C Im(-H) tal que todo ponto z c S, z é ponto regular de .H.

Seja X{ = .4íN, ã = 1, 2,3, onde .Ai são !natrizes deíinidm ein (4.1). Enf;ão o conjunto

X ':y {Xi , X2, .X3, ]V} forma unia base ortonormal para R4. Se z C S, então z :: ziXi +z2X2+
:«3Xs + z4N. Seja n(t) = (:«i(f),n2(t),z3(f),z4(t» C S uma solução do H:uo Ha:nisto«cano

associado à função .]], cujas coordenadas estão na base X. Tenros

i(t) ="i(t)Xi+ á2(t)x2+ ás(t)xs+ à4(t)N'

&: (t)

Por hipótese (-N(n), N'> # 0 para todo n c ZI,rK, uma vizinhança aberta de .K em S. Como

Aâ = ---4S e ..43.43 = --/4x4, temos

#3 (f) <à(t), X3> ''43#Z(Z(t)),X3> 1)),.4â.'!3-N>

Ilha(«Wfl <iÍ::l;» , .N> . :ql&(«W)ff (.N(«), .N> ,' o

e, portanto, z3 (t) # 0. Loba z3(t) é unia função monótona em Zi'K. Suponhamos, sem perda

de generalidade, que z3 (t) > 0 pai'a toda solução em [/l{. Ver figura 4-3.

Suponhamos que g(t) € K para todo í > 0. Como .K é compacto, existem números reais

[x; l1=3' oo ta.] que sç(ík) km' z C /r Seja z3(z) a coordel)ada z3 do ponto z na base X. Então,
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Figura'4-3: Na díreção X3 o fluxo é monótono em .K.

po: continuada,de, z3(fk) km' z3(z). Mas XH(z) # 0 pois z é ponto regular de -H, logo existe

uma vizinhança Uz C Z-/K de z eln S e õ > 0 tais que p(õ, Uz) n Uz = 0. Podemos também

supor que g(ó, Uz) C ZI/K e que 33(3) > z3(Z/) para todo z c p(õ, Hz) e Z/ C Uz pois á3> 0 em

todas as soluções contidas em t/K. Portanto existe uma sequência de números regas SÀ; #H' (

td que z(sh) C g(Ó, Uz) onde z3(sk) > z3(z), uma contradição. B

CoroXáxto 4:.'L Beijo, S u-m.a hri-peT'sl perfície vvp'n'esentüdct co'mo g'r'â$co de um.ü jli,Ttçao f : U c

]R; --, R, O'*3:, ou sda, $ = {(zl,z2,a3,:«4) C ]R'l(:«i,za,z3) C U,z4 = /(:«1,z2,z3)} onde U

â um abev'to conexo Então o P'uno Hamitiobiavto não aprece'ntü órbitas periódicas evll qualquer
com.pctcLo contido em, S.

Prova. Sda N = (0,0,0, 1) na' coordenadas (nl,z2,n3,z4). O vetar tiormd a S en: «

pode s':' exp"ss'do por N'(a') - : (--.Ê-("), --/z,("), 1) #O

pois a função / é Ci. Logo (N(aç), N> :# 0 para todo z C .S. Então S satisfaz as hipóteses do

teorema 4.3 e, portanto, não existem órbitas periódicas do fluxo Hailliltoniano em .S. n

Proposição 4.5 Seca S ullzü / irei:stzpeí:/%êêe (,Jk:t, orüe7}táueZ, e7n ]R4 e Z] : ]R4 -+ ]R .ü-ínü

Junção tal q%e S para algum ua,lor regular c. Seja p(t,ac) o Puna H(mtiltoniano

lssoc'i.ado a, H. Seja. K C S um compacto co'm. as segtúntes propüedades: ({) K ê difeo'n\ol'fo
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Figura'4-4: Toda órbita que entra no compacto K' por '4+ deve sair de J<= por .4

a B3, a bola unãtáüa de d menzsão 3; ÕO ÕK = .4+ U -.4' U u, onde .A+ c -A' são dil/eomolrybs

ü Dn e w e d%feo norjo Q S\ . o cüvnPO Xn\tJà e traí.suersül ü ÕK pcLrü todo = çi. A'Ç \J A' . Se

z C .,4+ enZâo p(t,ü') c K' para todo f > 0 sa@cáenfe«.enZ. peguem. e g(t,z) çl -K pa« fa'jo

ó < 0 .w@.ie"t'm'"fe f''q«.no. .,4n«'oy""'""'. « z C .4' 'n/ã. P(f,z) # Ã' P.« [.d. f > 0

sbficãentemenle pequei.o e {ptt.zà E l( 1)arca todo t < Q su$cientemenle pequeno. O conjunl,o (o é

fomnado pelos pontos z cu(la órbita tangencia .l<1 e 3)arü todo tempo t # 0 su$cãentemente pequeno

pÇt,nà + K. (iü) Eúste um uetot N tal que ÇN(nà,N) # ü para todo = C K, onde NQn) é

üvn cam.po de uetores contínuo nol'm.al Q S; En.tão ea;isto um difeomorji.smo gK : A+ --+ A' qt{.e

descmue o .Pmo p(t,z) em K, ou sda, se z C .A+, eãsfe t, > O faZ gue pX.(z) = p(t,, z) C .A'

e ç'(t, ") cÀ- p«," fod. 0 < t < t,. Ve, .Êg«.« 4-#.

Prova. Sabemos, pelo Teorema 4.3, que não existem órbitas totalmente contidas em .K e,

portanto, a solução z(t) que passa por z C 4+ deve sair de K e, pela hipótese feita sobre (o,

z(f) sai de /\' por ''l', ou mja existe t, > 0 tal que z(f,) C .4' e z(f,) CÃ.' para 0 < Z < f,.

Seja pK : A+ --, ..4- onde pK-(gç) '' a(fz) = p(í,,a). Obviamente pK. está bem deânida e,

considerando-se o campo vemos que p/( é bjjetora. A transversalidade do campo ein

.4+ U -A' e a regularidade de a.K nos garante que pK é um difeomorfismo local, e, portanto,
pÃ. é um difeomorfismo. H
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Capítulo 5

Estimativa do índice de

Conley-Zehnder para órbitas

periódicas que passam nas

proximidades de um sela-centro

Seja pc, diferente da origem, um ponto de equilíbrio do tipo sela-centro para o fluxo Hainilto-

niano gerado por .Z] :IR4 --* IR onde .H' é uma função real-analítica. Como já vimos, podemos

aplicar o Teorema de Mover e encontrar coordenadas numa vizinhança de pc onde o fluxo se

apresenta numa forma bastante simplificada. Utilizaremos essas coordenadas para estimarmos

o índice de(]onley-Zehnder de órbitas pari($dicas que passam perto do equilíbrio pc.

Suponhamos -H(p.) = 0. Sabemos que H,(pc) = 0 e, portanto, podemos escl'ever a função
.17 da seguinte forma

H(") - ; <.'{(" - P.), (" - P.)> + -n(z - P.) (5.1)

onde z = (zl,z2,z3,aç4) e ll-/Ü)(z)ll $ ro llzll3. A matriz -A é tal que J.,4 possui um par de

autovalores reis :t a (a> 0), e um par de autovalores imaginários puros :L ü á (ã> 0).

Seja U' uma vizinhança de pc eln R4 onde vale o Teorema de Moser. Seja g : }''' --+ C/
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a mudança de coordenadas que conjunga o fluxo gerado por -/J em P ao fluxo gerado pelo
Hantiltoniano K' : y --} IR dado por

K'(/] , J2) ã /l+ Õ /2 + 0(-e + 4) (5.2)

onde /i = qlpi e .& = gã;d. As comi'denadas em V' são y = (ql,q2,pi,},2).
Suponhamos que clxista um subconjunto S C ]R4 que satisfaça a.s seguintes propriedades:

(i) S c .H':(0);

(ü)p. c S;

(iii) S é holneomorfo a S3;

(iv) S é invariante pelo fluxo Hamiltoniano gerado por .17;

(v) p. é o único ponto crítico de S, ou sqa, .Zlz(q) # 0 para todo q C S, q # P.;
(vi) S\Íp.} é eüritamente con«exa.

O conjunto SO de/ S\ÍPc} é, portan];o, uma hipersuperfície regular de ]Ra, invariante pelo

fluxo de .27. Podemos calcular os vetores Xi, d = 1, 2, 3, que trivializaln TSo conforme (4.2).
Queremos estimar Xi sobre a variedade estável de pc.

Sabemos que em V, a variedade estável local do sela-centro é dada pelo conjunto }l'V::Íql c

RI(gi, 0, 0, 0) C b'}, ou sda, é um segmento de neta r em y gerado pelo vetar ui = (1, 0,0, O).

Vamos supor que o ramo da variedade estável de p. contido em So sela dado pelos pontos

em Wry que satisfazem qi > 0. O caso qi < 0 é análogo. Logo, pela aplicação p, que é um

difeomorfismo, a variedade estável local de pc eln So é uln conjunto que se aproxima perto da

origem de villa semi-rega s gerada pelo vetou ul '!/ .Zl4t,i onde M e/ Dp(0). Sabemos que

P(y) - p. + -A4z/ + .Lo(g/), onde ll.Lo(Z/)ll g Zo llz/ll2, Z. > 0, e, em So, a variedade estável de p. é

dada localmente por I'Ç'go '' y:'(I'l'T) = {P. + q.t,: + Zo(qi),0 $ qi $ ó} onde ligo(z)ll $ ZOz2,

zo > 0. Sqa -M(z) o vedor normal a So no ponto z c S.

S

L'ma 5.1 P',n z c i'tq., fe«.« X{(z) '==' X;'' %r Íilãiim' ' N(z) ':=g' iílâzl

Prova. Por (5.1) tem" que Hn(z) = -4(z p.) +-RI(z --p.) onde ll-KI(z)ll $ n llzll'

Então, se z C WSa, temos

H.,(z(qi)) = gi..42&í + .AZo(qi) 1- Rt(qiuí + Zo(ql)) (5.3)
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llÁZo(ql)ll $ 11-4ll ligo(ql)ll $ãç?
ll-R](qitii + .Zt)(qi))ll $ ri llÇi?&] + Zo(q])ll'

llgiu: + .Zo(qi)ll $ Fo gi + zog? $?o qi

(5.4)

Us«ldo (5.3) e (5.4) temos que Hz(z(gl)) = ql.4t/.l + -R2(ql) onde ll-n2(çi)ll $ r2q? e r2 =P:
+ zo> 0. Logo

A(gíÁz&i+R2(q!)) .4{.42&i . -Ai-R2(qi)
llqi.,4ui + R2(qi)ll ' llqi..4ul + R2(àl)i ' Íi&;.À;;-i-'ãl;Íiiã'
g!(z(qi)) ..4ui . R2(qi)

iLn,:(« ç]))ll ' llçi..4u: + R2(q])ll + llq:..4u: + -R2(ài) l

Denotando ci -: líê;;i;$tlil:l;(i;)ir e c2 :: ÍÍ:i;Í:Xi:l:Í%i!(ii)ir vamos mostrar que ci --+ 114111'tr e c2 --} 0
quando gi -+ 0. TelBos

Xi (z(qi) )

N (z (q] ) )

gl.Au,l gi.4tl,l l
llq]..4ui + -R2(ql)ll llgi..4uill l

lllçi..4ni + a2(ei)ll -- llgi.A?óilll
lqi..4ul + -R2(qi)ll

Usando a relação lljmjl -- llnlll $ 11m -- nll temos lllqi..4%i + -n2(çi)ll -- llçi.4uilll $ 11R2(qi)ll

$ r2g?. Para ql su6cientemente pequeno, temos llqi.4ui + .R2(qi)11 %qi -- r2q? àdo qi para
algtlm do> 0. Logo

.4n.ll É !m e:v .
llau:1111 ' 2.

',, - =#qh : T ".
(incluímos que Xi("(qi)) '!:! {ÍiêH- e N("(qi)) ÇUo Tíá:h : ", ": Wg., q: --. 0 « e só

se 3 --+ p., completando a dellaoilstração do lema. H

Sda m(t,a) o fi«xo H«nilt'"í'no em U gerado pela função dada em (5.1). S.ja n(t,#) o

fluxo Hanliltoniano ein V' associado à função (5.2). Usaremos a notação m,(z) '' «z(t, z) e

n.(g/) (t, Z/).
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Sabemos que o díf«:;morhmo ç : I''' --, U conjuga os fluxos «.(t,z) e n.(t,g/) onde estes

estiverem definidos, ou sqa,

P o I'Lt (5.5)

.Então temos

DglpDUnt -- D,vrr\tDUtp (5.6)

Sda z : 10, m) --, Lr anil soluça de

"- ã/&(,)

t'l qu' ,IU, z(t) - p., "o C So. Obviamente z(t) = «'.(t,z(0)). Sej«m X{ : lO,.o) --, TSa,

í = 1, 2, 3 vetores ortonormais definidos em (4.2) tais que {XÍ(t)}i;i,2,3 geram :rb(í)So. Sabemos

que a solução Z/ : 10, oo) --' }' dada por g/(f) = nl(p :(aç(0))) é conjugada à solução z(t) por p

conforme (5.5) e correspollde a um ramo variedade estável de 0 em V'. A solução #(t) satisfaz

y= JüKuQu)

onde JG(y) é o vedor gradiente de -K no ponto Z/. Pare..nto, #(t) = (qioe'ã', 0, O, 0).

Podemos, da mesma forma trivializar 7'Vo, onde Uo 'l$/ V\l0}, obtendo sobre a solução l/(t)

vetores ortonormais {b(t)}i-i,a,s que geram Tg(t)Uo' Então, nas coordenadas Z/ = (ql, q2, pl, fU)

em }'', temos

yi(f) 0, 0)

y2(t) = (0, 0, 0, -1)

y3(t) 0, 0, 0)

(5.7)

p"" '''i' t C 10, m).

Seja u : 10, oo) - ' TSo «una, solução nãn nula do íi«xo linearizado sobre z(t)

« (z(Z»«



Figura'5-1: Existem duas bases para T: X e y

tal que dl(ty + a2(t)' # 0 and' o(t) = n(t)Xi(t) -t '«2(t)Xu(f) + a3(t)xs(t).
Queremos estimar o número de voltas que a projeção de u(t) no plano gerado por Xi(t) e

Xe(t) dá em torno da origem. Para isso, é suficiente estimarmos o número de voltas que o vedor

('-l(t),'-2(t)) € R' dá e«, torno da origem. S.j* X: ({) '!g -D,p-'(a(Z»Xi(í),{ = 1, 2, 3 e s.ja
7' (t) o plano gerado pelos velares .ki (f) e X2 (t).

C'«.o ;/««{Xi(t), X2(t)} rh XX(z(t», ente ? (t) rt) XK-(3/(t)) +F (t) ó y3. Portanto,

podemos considerar o isomorfismo n't :T (t) -a {h(t), y2(f)} dado pela projeção ao longo de

ya(t), e definimos uma outra base em T (t), r'y' {y: (t), y2 (f)} d:*da por

}''i (f) = a-É í(X), á = 1, 2

Então temos

g(t) P:(t)b(t) + P'(t)ya(t) + #;(t)y3(t)

al(t) -ki (t) + a'(f) .k2 (f) + a;(t) .k3 (t)

.6:(t) yi(t) + P'(t) y2(t) + a;(t) Xa(t)

(5.8)

Ver figura 5-1.

Logo

a:(t) XI(f) + c-'(f) X2(f) = P:(t) yl(t) +P'(f) y2(f) (5.9)
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Sabemos que

g(t) (y(t))g(o)

Logo g(t) é solução de

g=.:JolçushÇWg

Ollde KvV(y(t)) é a. matriz Hessiana. de -K no ponto g/(t). É fácil ver que

00a0

'.'«'',,- l :; : =.-:;, =
o o o ã

(5.10)

Lema 5.2 Tem,os

cos co t

sin wt

-- sin w [

cos w t

para lodo 1 : 0

Prova. Sqa /7(t) - (Pi(')). Sabemos, po' (4.6) que

D- J$P

onde,por (4.7),

S. r <Kp«(#(Z))n(t),U(t»
\. <Kp,(y(t))yl(t),y2(t)}

(Kg, (P(t»h (Í), y2 (t)>

(}(w (#(t))y2 (t), ya (t)>
+ <Kv,y3(t), ya(Z)> -r

Então, por (5.7) e (5.10), temos

(](m (Z/(t»H (t), y] (f)>

l-K,,(P(t))VI (t), ye (t)>

<Kp.(Z/(t))Y2 (t) , y2 (t)>
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(Ky,ys (t) , ys (1)}

Logo

S(t) 0 u
e, portmito,

b. I' -i'
\ «, o

cuja solução é dada no enunciado do lema. B

A solução (P:(t), P2(t)) é, portanto, dada por

P

cos o f

sin wt

sinal
cos w t

que corresponde a uma órbita circular em torno da origem com velocidade angular: positit a

constante. A projeção de g(t) eln T (t) dá, portanh, infinitas voltas em torno da origem no
referencial y no sentido anta-horário.

Pelo telha 5.1, sabemos que os velares Xi(t) convergem qumido t ---, oo. Logo Xi(Z) e

yi(t) também convergem. Colho (P:(t), P'(t)) gira iníinitm vezm em torno da origem, ente.,,

p'r (5.9), o vedor /3:(Z) yi (t) + /i'(f) y2 (f) também deve girar inli«itm vezes com rel,çã.,
ao referencial X. E, portmito, o vetar (ai(f), a2(t)) também dá infinitas voltas em torno da
cingem.

Isso significa que o fluxo linearizado sobre um ramo da variedade estável de um sela.centro

tende a um comportamento oscilatório quando projetado no plano gerado por pelos vetores XI

Sabemos que as equações que detenninain o índice de Conley-Zehnder de uma órbita per-
iódica sâo

e.X2

ÃJ: («) (5.11)

<dNX:, X:> <dA''X:,X:>

jd-NXi,X2> <dJVX2, X2>
+ <d.N..Ka, X3> -r

-(f)
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Lema 5.3 Se So tem, caz'uc fura posiZi'ua, en.fão dado Ã.' C N, e=zúsfe 'Erma viga /lança 14' de p.

e"'' S taZ qu. se P é «'ma órbÍt" I'eNódíca q- e intersecta W, então pcz(P) > K

Prova. Sabemos que sobre a solução z,(t): (a'(í),a'(f» dá infinitas voltas eln tor110 da

origem na seno;ida ant;i:hora.riõ:'Põdêiiíõg©üt;atei õgCõltiõí'rT iiãr iíüê(ãl(i);ã2(i» aá 2( [;$] ç ]D

voltas em torno da origem no tempo Zo. Pelo 'l'eoreina do Fluxo 'lbbular Longo, existe uma

vizinhança }rl de z.(0) ta] que qualquer órbita periódica que passa por Wa tem período maior
que Zo.

Por dependência contínua das soluções das equações (5.11) cola-l relação às condições iniciais,

existe uma vizinhança Wo C Wt de z,(0) tal que a solução cv({) sobre qualquer solução z(t)

que começa en] l)Ho dá pelo menos r#l + l v'altas en] torno da origem no interna.lo de tempo
entre 0 e Zo.

Como So tem curvatura positiva, sabemos, pelo Teorema 4.2, que o ângulo de (ai(t), a2(f))

é crescente e portanto, após completar o período de uma órbita periódica P que passa por Mo}

o número de voltas de (cvl(t), cv2(t» será de pelo menos [#l + 1. Pelas Proposições 4.1 e 4.2,

o índice de Conley-Zehnder de uma órbita periódica pode ser estimado pelo número de voltas,

conforme sua definição geométrica e, portanto, poz(P) > -K. Pela forma normal do sela-centro,

é fácil ver que podemos encontrar uma vizinhança W' de pc tal que se uma órbita periódica

P intersecta W' então P intersecta Wo. Logo/zaz(P) > .K pma toda órbita periódica P que
intersecta W. a

43



Capítulo 6

Seções Globais

6.1 Nível de energia do sela-centro

Sqa -Xa o campo Hamíltoniano restrito :ào nível de energia S = .H'l(a) onde a é uln valor

regular de .H :jR4 --.} R. Dizemos que )ll: C S é uma seção global do fluxo llamiltoniano em S

se >1: satisfaz as seguintes propriedades:

i) }' é um mergulho de uma superfície compacta;

ii) a:' é constituído por órbita periódicas de XH;

iii) )l: (o interior de E) é tramversal a XH;

iv) A órbita de qualquer ponto que não estqa contido em a)ll: intersecta >ll: para frente e
para trás no tempo;

O Buxo g(f, aç) de XH induz, portanto, um dífmmorfismo p:>1:--,)11: da seguinte forma: dado

z C>1:, definimos P(n) o primeiro pont;o da órbita para frente de z que intersecta )ll: novamente.

A existência de uma senão global reduz, portanto, o estudo do fluxo num determinado nível de

energia ao estudo de difeonlorfismos em superfícies de dimensão 2.

Estmnos interessados no caso em que >ll: é um disco, ou sda, existe um mergulho ü : .D --} S

tal que u(D) = }', onde D = {z c iK'l llzll $ 1}. â >ll: é, neste caso, uma órbita periódica do

fluxo p(f, z). Tantbém consideramos apenas o caso em que $ é difeolnorfo a S3

Sda Zr :E---, ]R dada por Zr(z) = minlt > Ojp(t,z) eE}, ou mja, p(Tr(#),z) Cl: e ,a

0 < f < Tr(#) tal que p(í,sç) C)l,. A função Tr está bem definida, pois :, é wção global, e é

Ci eln >1: devido à regtüaridade de >: e do fluxo p(t, n).

0

n

0

0 0

Q

c)
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Para "da :« e)1:, mja o:(") ' {ç'(t,z) c Sl0 $ t < (a)}. E«th aEU{ U. oi(z)} = S.

Seja a'E: : S\Z? >1: ---,)11: onde n-E(z) = z e)11: se z € ol(z). Seja ATc : S\a)l: ---, R'} dada por

AZ(z) - t Z 0 onde p(Z,"E(z» - " Obviame"te azl.S = o . o $ AZ(:') < zr(«'E(a))
para todo n C S\a },

«€E
0 c)

P-op''ição 6.1 Sd' E «''« «çâ. gJ.Z,'i p«« . ./?«:«. p(f,a)
fun,ção Ct tal que

z\TJ : )l: --* R'F u'ma

0 $ AT] (") < Tr(") « «; C>:

ar] (") - o ««''« «i,i«h-ç' a' a>1: '«:. >1:

0

Então E {P(ATi(:«),z), z C E} é w«,« «Çã. gZ.b«{ P-,« P(f, #)

Prova. Seca u: D ---+ S dada por

= (,) (,ÂT](«(,»,«(,))

onde a : -D --, S é uín merWlho tal que u(-D) = )ll:. Então ; (-D) =>: e mostraremos que

u também é unl mergulho. Como )i: é uma seçao transversal ao campo XK, então
Tz E ©XK(a) e, como p(t, .) é um difeomo:hmo,

:q(;)S - 0,Ç'(ATI («('», M('»Tu(,) 1>.: QXX(E (;)) (6.1)

Por outro lado, temos

-o,p(ar: ("('», "('»-o,"+elKêZll:(31ell!!!(e»o,ar: ("(')) o," (6.2)
-0«P(A7'i (I'(z)), u(z»o,« + xx( E (z))o,Arl (u(z»o,u

Devemos mostrar que a tra.nsformação linear D, E (z) é injetora. Como u. é um mergulho,

D;U,(z)T..-D = Tu(') >-.' Sda flui, ?o2} uma base de Tu(;) >1..' Sejam n%, á = 1, 2, os velares em
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7,'(z) }-' dados por

«{ = -0,p(Ah (&(z», 'ü(z»?o{ + xH(= (z))D,ATI ('ü(z»'«,i (6.3)

Por (6.1) e (6.2), os vetores rnl e lr12 são lineamlente independentes e, portanto, Z é uma

imersão. Peia mesmo motivo, a teta ]RXX(y'(AT} (t'(zo», u-(zo)» não está contida em :ra(,) }-
Logo >1: é transversal ao campo XX.

Obviamente ;2 é contínua e injetora e sua inversa é dada por

;2': (,) ' p(--ap] ((«'E(,))), ,)

Como ATI (#) < Tr(z) para todo z c >:, podemos encontrar uma vizinhança Hz de z c >1:

em S tal (lue para cada Z/ c nan )l:, temos uzn )i, no](n'E (y» = {Z/}. Isso implica que ;2 é um

homeomorfismo de Z) sobre a (1)), considerando-se em a (Z)) a tipologia induzida por S.

Temos ainda 8 ::: :: pois ATi é zero numa vizinhança de a)ll:. Obviamente a órbita

de todo p c S\a )I' intersecta }l: para frente e para trás no tempo e, portanto )l, é uma seção
global para o fluxo p(t, .z) em S. H

Sabemos que hipersuperfícies difeomorEas a S3 e estritamente convexas possuem seções

globais. Mais precisamente, temos o seguinte Teorema de Hofer-Zehnder-W sockiIHZWI

a

Teorema 6.1 Sda S - .H--l(c) C R4 uma AipersuperfícÍe regular, compacta e esfhtam,ente

aonueza. Então etúste llm,a órbüct pet'iónica P do ft'u=o Hamiltoniano de XH covrrl as seg'uãntes

prof'üedüdes:

(i) P = õ)i, é o bordo de um disco compacto )ll: mergulhado em S

(ü) >:= E: \a >: é transversal a Xm;

(iii) }' é uma secão global para XHI

(iy) /zCZ(P) = 3 onde poz(P) é o índice de Conley-Zehnder da órbil;a periódica P, con.

sidermldo seu pei'iodo mínimo;

(v) P não forma um nó em S e sZ(P), o se@-Zãnkán.g n.umóer de P, é igual a --l

Além disso, o fluxo gerado por XX possui 2 ou oo órbitas periódicas eln S

0
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l ülü iuaiuieN uet uueB score a aennlçao ao .sez7-zzn ;t?zg n.©mDer de nula órbita periódica, ver

lnzwl.

Um importante resultado de jiiZWI é que se P C S é uma órbita periódica com índice de

Coniey-Zehnder igual a. 3, .sexy-lãrz.À;ãng nümócr igual a --l e tal que P nãn forma um nó eni S

então P é o bordo de uma seção global en-l S.

Consideraremos hipersuperfícies em ]R4 que não necessariamente sejam regulares, ou mais

precisamente, que deixam de ser regulares em um único ponto pc, correspondente à um ponto de

equilíbrio do tipo sela-centro. Queremos encontrar condições para existência de seções globais

em hípeisuperfícies nã(>regulares.

Sda .]]í : ]R4 -.-} R uma função Hamiltoniana red-analítica e S C -H-l (c) uma hipersuperfície

homeomorfa a S3 com as seguintes propriedades=

i) S é regular em todos os pontos exceto em p.;

ii) pc é um ponto de equilíbrio do tipo sela-centro do fluxo Hamiltoniano associado a .H'

íií) Pm'a todo g c S, g # pc, o Hessiana de J7' restrito a TçS é definido;

(iv) Existe um plano suporte HP. de Bs, o interior de S, passando por p.;

Lembranaos que pc possui variedades estável e instável unidimensionais e, portanto, devemos

adaptar o conceito de seção global. Chmnamos >1: de seção global para S quando pc g )I' e

)ll: satisfaz todas as propriedades de seção global exceto que existem zs e z. pontos em >1'

tais que tlim pÉ(z.) = pc e *lim ç'.t(açu) = pc, respectivamente, com a propriedade que tais

semi-órbitas não passam por >-. para f > 0. Se definirmos p: }: --' >: por: dado # € }:, g (z) é

o primeiro ponto da órbita para â'ente de z que intersecta )i' novamente se 3 # z., ;(z.) :: z.

e p '(gçu) = z,, obtemos um homeomorflsmo do disco )l:

Sqa Ue uma vizinhança de pc contida em B.(p.) onde vale o Teorema de Mloser tal que se

P é uma órbita periódica do fluxo XX em S que intersecta Uc, então pCZ(P) > 3. A existência

dessa vizinhança é garantida pelo Teorema 4.3. Sqa SUe de/ S\Ue. Utilizando o Tmrema

2.2, podemos regulariza Suc de !nodo a obter uma hipersuperãcie Se .) Su. dilêoinorfa a Sa

e estritamente convexa. Aplicando o Teorema 6.1 garantimos que existe em S.uma órbita

periódica P que é bordo de uma seção global )l:.. Além disso, sabemos que paz(P) = 3. Seja

Kc Clg o compacto deânido por /(c '' (li. \SUc) U agua. Se .P n K. # 0 e P n Snc # g, então

pelo Lema 5.3, paz(P) > 3, portanto, P C Suc ou P C Ke. hClas pela Proposição 4.5, P g .Ke
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q (-M,A

Figura'6-1: Representação esqumática do cilindro sólido Tx

Logo P C Sur' li'roendo e --, 0 teRIas que P tmnbém é bordo de unia seção global para S. pois

o índice de Conley-Zehnder e o self-linking nuntber de P não se alteram com modificações em S

longe de .f'. Portanto, consideramos, para todo e > 0 a mesn-la órbita periódica P que é bordo

de uma seção global pai'a Se. Omitia'amos o índice e para facilitar de notação.

O conjunto .K CS é uln compacto difenmorfo a .B3 com as seguintes propriedad

(i) a )i: nK = 0;

(ii) aK = Á+ U..4- Uw, onde À+ é uin (fisco abeto tal (lue se z C .A+ então y(t, z) C K para

todo f > O suficientemente pequeno e p(t,z) # -K para todo t < 0 suficientemente pequeno.

Analogamente .4' é um disco aberto ta.l que se z C .A' então p(t,z) # .K para todo t > 0

suficienkmente pequeno e p(t, z) C K para todo t < 0 suficientemente pequeno. O conjunto (o

é dilêomorfo a Si e é formado pelos pontos z cuja órbita tangencia -K e para todo tempo t # 0

su6cientemente pequeno p(f, z) # K. Além (ipso w = a..4+ - a..4-

(iii) Existe uin vedor N C ]R4 td que <N(z), N) # 0 para todo z C K, onde N(z) é um vek)r
norma! a .K em z.

Associado ao conjunto .K va.mos construir um outro conjunto Zh C S da seguinte forma:

consideremos uma função Hami]toniana -H : ]R4 -.-+ R tal que S é um nível regular de .17 e o

campo Hamiltoniano XX satisfm Ào(Xx) = 1 (ver definição de Ào ein (8.1)).

Seja TK = KU ..E., p(--t, A+ Uu) onde ç'(f, iç) é o fluxo do campo Xx e
p(--t, -A+ u w) n {Á' u «,} = Ü para 0 < t $ M

O conjunto 7k é uin cilindro sólido cujo bordo é dado por é)TK = â,4'U .U. p(--t,co) uo$tgA/ ' ' ' '
p(--M, .4+). Ver figura 6-1.

Suponhamos que )l: interÊ;efta l])TÃ. transe;ersa]mente. En];ão >1: nõTK :;. U (]i onde

cada aa é uma curva fechada simples. Consideremos o conjunto ,rE -: )I'nTK. Então 8/K

es

M > 0 é tal que

Z r
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Figura'6-2:
simples.

C) bol'do de Z){ é formado pol' um número anito de curvas fechadas

-; >ll:na:rX' ::.::]..r C2 pois a>'nizk :: g. O conjunto /E é formado por s componentes

conexas, denotadas por 1)]. 0 bordo de D.7 é um conjunto finito de (Jj. 's. Ver figura 6-2.
Consideremos agora a seguinte hipótese

(-HI) DJ n OÀ' = Ü ou DJ n 9(--M, a-Á+) = ç] p:«'a cMa .j c {1, 2, .., s} (6.4)

Então temos

teorema 6.2 Supor.han«os qu.e para algum E > Q vale Q Mpót.ese (HI). lllntão eaá.ste ll.n«a seção

grosa! }l:o de S la{ que )ll:o nK = g e â )l:o :: õ )ll: = P. .Além dessa, }=o ta'rnóém é seçâo gioóaZ

para S e se não ea;i.ste órbita homoclínica Q pc, entíío o Buxo HüntiLtovti,ano em S possui 2 OI
oo órbi.tas periódica.s.

Prova. Movimentaremos >1: numa vizinhança de Dy pm'a elimina'mos toda als interseções

de >: com -K. Suponllamos que Z)j n p(--M, a-A+) = @. Queremos movimentar Z)j para frente

pelo fluxo para tira-lo de iík. Mas Z)j pode estai obstruída por outra componente Z)i, ou seja,

não podemos movimelltar DJ até tirarmos de irk sem intersectarmos Z){ durante o inoviinento

Ver figura 6-3.

(como }: é transversal ao fluxo e TK é uma caixa de fluxo, se Z){ obstrui ,Dz para o movimento
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Figura'6-3
po de l)z.

Uma componente Z){ pode obstruir a movimentação para fl'ente no tem.

para frente, eilt.ão l)z não ])ode o])struir .Z)i pala o nlovinlento para frente. (]onlo temos uln

número finit;o de componentes coi-leias, então existe pelo menos uma coi'oponente conexa Dj que

está deso])struída para o movimento pma â'ente, ou sela, podemos usar o fluxo para tirarmos

l)Í de Tx. sem termos problemas com nova intersecções.

Sqa ã.f: Dj --* R+ dada por ç'(z, hj(z)) C .4'. A função /y está bem definida e é diferen-

ciável. Além disso, como o bordo de Dj é formado por um número finito de curvas regulares,

fmhadas e sintples, então dada unia vizinhança Z.4 de D/ em )i:, podemos estender Àj obtendo-

se uma função diferenciáve] /zj : >: ---* ]R+ tal que b(z) =hJ (z) se sç C 1% e %(z) = 0 se

r C E \%. Sda é : E --' ]R+ u:n* funçã' O- que bati;Em @(z) = 1 se :« C D3 , 0 $ @(z) < 1 se

z C 41&\Dj e #(aç) = 0 se z C >: \C6. Escolhendo-se a vizinhança [b suíicienteniente pequena, n

s«ficientemente gr-de e cj > 0 s«i6cientemente pequeno, temos que p(é"(/zj(z) + ej), z) # Tx

para todo z € ZI/j. A função /zj satisfm as hipóteses da Proposição 6.1, e, portanto, o conjunto

E' %f {p(@"(àj(z) + eJ), z), :« C )ll:} é uma ..çü global para o íi"«*o.

Além disso, conto movhnentamos apenas Z)J o conjunto .ç, possui unia componente conexo

a menos do que /E . Ver figura 6..4.

Como telhas unl número finito de componentes conexas, podemos continuar o mesmo proces-

so de movimentação destas até obtermos ullla seção global >:o para o fluxo que não intersecte

K'. Usamos o mesmo processo para movimentarmos para trás no tempo as componentes conexas

que intersectam ç,( .A/, 8.A'F).

Basta agora proa ar que >1:o é superfície de seção global pala o íl\uo Hainiltoniano em S. Sela

.17: 1R4 ---, R uma função (7kà2 tal que lg=.H'(c) para algum valor regular c. Seja A o conjunto

dos pontos z C >=o tal que a órbita para frente de z, pelo fluxo de XD, passa por X' antes de



Figura'6-4: Obtemos uma nova seção global depois de movimentarmos uma compo-
nente .D{.

retornar a >:o nova.mente. Então A é um disco tipológico em >1: e de6nimos o homeomorfismo

V' : }:o --* >:o da seguinte formal Se z # A então @'(a) =Ú(z) onde @: l:o --, >:o é a aplic-ção

de retorno associado ao fluxo em S. Se z C A, então sqa g/, o primeiro ponto contido em aK

da órbita para frente de sç pelo fluxo de X»(note que podemos também luar o fluxo de XH).

Seja z, o ponto de saída de 3/, de K pelo luxo de Xa. Se y, é o ponto da variedade estável de

pc, cuja órbita para frente por XX fica sempre em C/, então definimos zz como sendo o único

ponto da variedade instável de pc no bordo de K' cuja órbita para trás por XX converge para pc

e está sempre contida em -K. Finalmente, definimos @(z) como o primeiro ponto da órbita para

frente de za, poi' Xà(ou XH), que passa por )(-.O- Definindo de forma análoga @--l, trocando o

papel da variedade estável com o da val'iedade instável de pc, temos que p é um homeomoi'físmo

Para provarmos a existência de órbitas periódicas em S quando não existe órbita homoclínica

a pc, usaremos a mesma ideia apresentada em 1HZW21. Sabemos que @ preserva área (a forma

siinplética dÀo restrita a )ll:o) e, portanto, existe um ponto 6xo P de @. Este ponto fixo

corresponde a un] órbita periódica em S. Considcianlos agora a restrição @ do homeomorfismo

@ ao anel }:o \lP}. Por um resultado de J. H'anks (IFI), como #, preserva área, então @ tem 0 ou

oo pontos periódicos. Cada ponto periódico de @ também corresponde a uma (Si'bata periódica

em S. Portanto S ])ossui 2 ou oo órbitas periódicas. a

de 5''.
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6.2 Níveis de energia acima do sela-centro

Fixarelnos apoia a função Haniiltonimla real-analítica .Zlí :lR4 ---} R colll as propriedades ante-

riores, ou seja, existe um ponto de equilíbrio p. do tipo sela-centro do sistema Hamiltoniano

associadoíque-estáront;ido Ruma liipêfÉüpe#fíéiü nFi(0);1íõiiiMiiiõifã ãS3 TêãtHtamenti

convexa. Suponhamos, sem perda de generalidade, que o Hessiano de -H' é positivo-definido enl

TS\lP.}.

Para todo -ÉÇ < 0 suficientemente próximo de 0, existe uma hipersuperfície regular SZ c

.27--i(-E) difeomorfa a S3 que converge para S quando E --+ 0 na topologia Oo e na tipologia

C'" fora de unia vizinhmlça de pc. Eni SZ vale o Teoreilla 4.4, ou s4a, existe seçâo global enl

Sz para o fluxo Hamiltoniano e este pode ser estudado por um difeomorfismo que preserva área

no(fisco aberto. Não consideraremos, portanto, tais níveis de energia.

Para .êF > 0, os níveis de energia que estão próximos de S podem não ser compactos e

há órbita que escapam de qualquer vizinhança de S, por menor que soja o valor de .E. O

comportamento de tais órbitas pode ser melhor visualizado pela forma normal de Moser dada

pela função Hamiltoniana (3.1) Suponhamos que S corresponda a {.K = 0,q: ? O,pi ê 0}.

Então a lúpersuperfície SZ contém paul;os que em V' correspondem a {gi > O, pi < 0, /2 <

/'(E)] e a órbita para frente de tais pontos escapam de uma vizinhança de S.

No entanto, sabemos que, para c > O fixo, SE\B.(pc) possui uma componente Sa que
converge para S' na tipologia a" quando .E --+ 0. Portanto, para todo .Zi > 0 suficientemente

pequeno, o Hessiano de .H será positivo-definido ein z G S;. Ver íigui'a 6-5.

Queremos estender Si a um ovalóide utilizando o Teorema 2.2. Para isso, precisamos

mostra' que o hiperplano -l:rP que passa por um ponto p C OS; intersecta ÕS.É apenas no ponto

z. Mostraremos por contradição. Se isso não ocorre, então existe uma seqüência E7. --> 0 e

p, C aS;. tal que HP. í) ÕSa. =){y«}, g/. # p.. Por compacidade e continuidade, temos

Pn --, l)o € S, Z/« --, 3/0 C S, HP« --' lira e -fíg. --+ Hy. qumldo n --} oo. Logo yo C #... Mas se

zo # yo então temos uma contradição, pois S é estritamente convexa. Se zo := Z/o então para n

suficienteillente grande p« e g/« estão contidos ]ia, vizinhança dada pelo Lema 2.1, onde sabemos

que SZ. é localmente estritamente convexa, ou seja, chegam-tos a uma nova contradição.

Portanto, existe Eo > 0 tal que para todo 0 < .E < Eo existe uma hipeisuperfície Sn C

H ](-E) que pode ser estendida, pelo Teorema 2.2, a um ovalóide, que denotaremos por Sa.
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Figura'6-5: Existe uma componente convexa Sb C Sz que pode ser estendida a uln
ovalóide

Podemos taünbém escolher e > 0 de Díodo que toda órbita periódica em SZ com índice de

(]onley-Zehnder igual a 3 esteja contida em Si. Basta seguir a mesma ideia do Lema 5.3. Pelo

Teorema 6.1, existe uma (órbita periódica PZ C SÉ que é bordo de uma seção global )l:E para
o fluxo em Sa. Omítiremos o índice E para facilitar a notação.

Da mesma forma que Hzemos no nível de energia 0, para cada

com a.s seguintes propriedades:

(i) o ÕEnK' = 0;

(ii) Z?K = .A+'U.A' Uu, onde .A+ é uin disco aberto tal que se z C .A+ então p(t, z) C -K para

todo t > 0 suficientemente pequeno e p(t, z) e K para todo t < 0 suficientemente pequeno.

Analogamente .4 é um disco aberto tal que se z € -4' então p(t,z) # Â.' para todo t > 0

suficientemente pequeno e p(f, z) c -K para todo t < 0 suficientemente pequeno. O conjunto o

é diEeonlorfo a St e é formado pelos pontos z cuja órbita taigencia /{ e para todo tempo t # 0
suíicientementie pequeno g(t, z) 91 K. Além disso w = a..4+ = aÀ--

(ni) O conjunto .K é tal que Sa nK' c SÉ.

Associado ao conjunto K, sqa TK C SE o cilindro sólido construído conforme anteriormente.

Podemos supor que :l: intersecta ÕTK transversalmente. A transveisdidade é garantida pelo

Teorema de Sard (ver IMil), considerando-se a folhação de seções globais numa vizinhança de

)l:. Então, como anteriormente }' nata -. U (% onde cada (1% é uma curva fechada simples.

Seja /E = )1:nTK. Então a/x = )ll:nõZk pois a}, r)7k = g. O conjunt;o /E é fonnado por

.E > 0, mja .K um compacto.] C

53



s componentes conexas, denotado.s por Z)j, ./ :: l..s. O bordo de Z)3 é unl coi\junto finito de
(,&'s.

Consideremos a segunite hipótese

(H2) Djn.4 = ü ou Dj nP(--À/,.A+) = D para cada.j CÍ1,2,..,s}

Teorema 6.3 Suponhaanos que pctra um dado nível de enevgi,a E > Q, Date a hipótese (H2).

Então eà.ste lama seçâo global )il: de jE tai qu.e }: nK = g e a )ll:= >1: = P. Além disso, se a.s

uüü,edüdes estável e instáuet de oE não coam,citem, então e:ústem in$mitas órbàtcts honrtoctíni,cas

:l on, a, órbitcl peúódica m.o n.íuel de energia E contido, no, \lavo,edade central de pc.

Prova. A construção de )l, é exatamente a mesma Hein;a na demonstração do Teorema 6..1.

Seja i;:l:-+)l: o difeomorfismo que representa o Jlluxo em Sa. Conlsideremos agora os pontos

n eEl: tais que a órbita para frente de z intersecta K antes de retornar a >:. Chamámos tal

conjunto de A. Então A é um disco tipológico fechado contido em S;i. Consideremos agora o

fluxo Hmlliltoniano pX dado pela função -H. Sabemos que existe uma curva de Jordai} cz em

}, que corresponde a uma curva não homot;opicamente trivial da variedade estável de oE. Pela

conürução do compacto -K, temos que czç C A. Sda da o disco fechado em )i: cujo bordo é cz!.

Considereuios agora a aplicação @ :ll: \dB --t>1, definida da seguinte forma: Se 3 # A então

«'(z) =ç' (z). Observe que esse segmento de órbita é o mesmo tanto pma SZ quanto para Sa.

Se z C A\de, então seda Z/a o primeiro ponto contido eln aa.' da órbita para b'ente de z pelo

fluxo pH. Seja z, o ponto de saída de Z/, de -K dado também pelo fluxo pX. Observe agora que

a existência de z, é facilmente verificada pela forma normal de Moser. Finalmente, seja @(z) o

primeiro ponto da órbita pa.ra frente de zz a intersectar >,

A aplicação @ não pode ser estendida de forma contínua enl cB pois, há um twist que tende

a infinito para pontos que se aproximam de CE. Esse twist decorre da estrutura do sela-centro

e localmente pode ser entendido pela aplicação (3.3).

Da mesma forma, existe unia curva de Jordan .ja em >1: que corresponde a uma curva não

holnotopicamente trivial da variedade insváve] de OE. Sqa mzB o disco fechado em )i: cujo bordo

é ca. Se cz n .ja #: 0, então os pontos dessa interseção correspondem a órbitas homoclínicas a

oE. Ver figura 6-6.

Mas se CB n .ja = 0 então podemos considerar as iteiadas #'i(mE). Como @ preserva área

54



W'(oEI

Figura'6-6: As intersecções de @"(.jE) com CB corresponde a órbitas homoclínicas a
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e a.s áreas de mz e >: são finitas e dífeientes de zero, então conforme feito na Proposição 3..1,

existe .ÍV ? 0 tal que @W(.jZ) ncZ # 0. Tais pontos correspondem à órbitas homoclínicas a OB de

N-pulsos. Se as wrieades estável e instável de OE não coincidem, ou seja, se c.E # @k(j.n) para

nenhum X; à 0, ent ão também conforme a proposição 3.1, existem infinitos pontos em >' \Ç11a

tais que Ú/v está bem defillida e que correspondem a órbitas homoclínícas a oa de 2N-pulsos.

Nesse caso, pode-se mostrar a existência de conjuntos cuja dinâmica é conjugada ao shift de

Bernoulli, apresentando entropia tipológica positiva. Veja mais detalhes emjBGSI. H
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Clapítulo 7

]Bxemplos e .i4.plicações

7.1 .lbrmas Quadráticas Positivas-deânidas

Quando uma hipersuperfície $ é definida como pré"imagem de um valor regular de uma função

.f7 : ]R4 --} ]R, vimos que a convexidade estrita de S depende do Hessiano de .H. h4ais pre..

cisamente, vimos que uma condição necessária para que uma hipersuperfície sda estritamente

con'ç'exa é que H,,, o Hessiano de .H, sqa definido em TzS para todo iç C .S.

Sem perda de generalidade podemos impor que o Hessiano de -H' seja positivo-definido em

TzS, ou sda, para todo u C TzS não nulo, (H,,(z)o, u> > 0. Em geral o Hessiano não é definido

eln 7;R4, bastando, para a convexidade, ser definido apenas no subespaço TzS.

S(ãa 1, : R4 --} R4 um operador linear. auto-adjunto. Sela (l? : R4 x R4 --} R. a íorm.a

quadrático definida por Q(u) := <-Lu, u> onde <, > denota o produto interno usual de R4. Seja E

um subespaço de R4 de dimensão 3 e {Xz, á :: 1, 2, 3} uma base de E. Sda W' a matriz 3 x 3

simétrica, definida por

W = (<.L-X., Xj>)i$i.j$3 (7.1)

Elitao telhas o lte L

Letra 'T.l A jo'nn.ü ql adrúti,ca, Q ê posltà.ua-de$nido, erra E se e som,ente se todos os autoualoves

de W' são pos tidos.

Prova. Ver jhlladl
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Lema 7.2 Sda W = (mij)i$i,j$3 uma rnafóz 3 X 3 sáméfãca. Então todos os aufoua/oms de

I'r são positivos se e somente se as seguintes con.dÍçõês sâo satlís/eãtm

det W > 0

trW > 0

onde .Z.)w = ?ullw22 +'?ull'w33 /?3 + zz/22w33 wlÍ3.

Prova. É imediato a partir das relações de Girard para polinâmios de grau 3

7.2 Hamiltonianos da forma !i!;d + r(z, Z/)

Seja .H uma função Hamiltoniana da Forma n'(z, Z/, p,,pP) = !:g;8 + }''(z, g/), oi)de V' : R2 --, ]R

é uma função akà2, conhecida como função potencial. Seja z = (3ç, y,pz,py) os coordenadas

de R4 e seja r : ]R4 ---, R2 a projeção no plano (z,3/). Suponhamos que S C .27--l(E) seja

uma hipersuperfície compacta, homeomorfa a SS e regular em todo ponto exceto em p. que

corresponde a um ponto de equilíbrio do campo -XH, ou seja, n'(p.) é um ponto crítico de }'(z, y).

O conjunto B ':g r(S) é, portanto, homeomorfo a Z)2, cujo bordo aB = {n'(z),z c S,z ::

(z,z/, 0, 0)} é uma curro regular exceto em n'(p.). O interior de B é dado por .a'!g' {r(z), z c

S,p: +p: # O} e se (z, g/) C.Ê e«tã. V(#, g/) < E. E«tM te«,o.

a(z') (yZ, UV, P,,A,)
Uz. Va, 0

Uzy UV, 0
o o l
o o o

0

0

0

l

-H-(,)

Sda z c S t'l que p: +p, # 0, ou sqa, T(z) CB. Então «n,a bme p«'a TzS = 1Hz(z)l-L é
dada por

Xz (0, 0, --Pp,P,)
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Xe

X3

(P,,P«, -Uz, - Up)

(P«, Z,,,,Vp, -V=)

pois Xi, ã :: 1, 2, 3 são linearmente independentes e ortogonais a H,. Queremos verificar a

convexidade local de S em z. Observe que llí.. tem dois autovalores iguais a l, logo o Hessiano

de J7 é definido enl TzS se e somente se ele for positivo-definido em TzS. A matriz W definida

em (7.1) é dada por

--P 2V'3/ --P lyz

P2Un--PIUg

%,p?+2pi p2%« +\''.pg+ I'': + }'':
p«p,(\'''- I''w) + (I': -p?) }''l:,

P2UP --Pi Vz \

p,p:(1'''- -1''«) + (2': -f'?)I''':. l

ya,Pg+2Plmyz#+V'#yP?+l''':+y: 7

onde L ;: H,.o. Então telllos

det }P'

Dw'

4(E I''')2(2(E - }'')(Vz,Uyy }Z,) + Ez,Vg2 + Ep,}:e 2VnEgUw) (7.2)

2(-E - }''')(l + Uz, + Up,) + 2(1'? + Vp2)

4(-E - }''y(V=, + UP3, + yz,Vg,) + 2(.E - }''')(l + y=, + Uy,)(ya2 + q) + (%2 + VP2 )'

Para os p'::t's z c S, z # «(p.) tais que p, = p, = 0, ou mja, se n'(z) C 8B\r(p.), então
tomamos como base de TzS os seguinte velares

Xs

(o,o,l,o)

(o,o,o,l)

(Uy, -Vz, 0, 0)

e a matriz I'r definida em (7.1) é dada por

1 0 0 \
u'- l o l o l

0 0 Vz.yp2+Uv,yz2 2y=U#V= 7
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e, portanto,

det W

trFT/

}Ç::«1'/+1%gyz2 2yat;}.%.

2 + 1/=,1G2 + yvyl/z2 . 21{.;T Py=v :: 2 + det I'r

1 + 2(y«;.VP2 + V#yVa2 UPyz.) = 1 + 2detl'r

(7.3)

Sda So = S\p.

Proposição 7.1 t;l/ é posál-iua-d($nãda em 7'So se e .s0?7z.ente se

7'w 6'r 2(-B - }''')(I'hUpp - }'ã,) + Uz,}? + Uvy1'? - 2%UgUa3, > 0

'm .B\«-(p.)

Prova. Suponhamos que Tiv > 0 em todo ponto de -B\r(p.). Então, por (7.2) e (7.3),

detW > 0 eln B\q-(pc). Isso é suRciente para que W' seja positiva-definida em {p c Slu-(p) c
é?B\n'(p.)} pois y = E em a.B.

Se p C S' e n'(p) CB está suHcientemente próximo de a-B\n'(p.), então, por (7.2), temos que

frW' > 0 e DW > 0 pois V' (''!/)H8B E e yz2 + VP2 > 0 em ê?B\n'(p.). Logo IV' é positiva.definida

em p. Como B é conexo e det W' > 0 em .B, nenhum autovdor de W pede mudar de sinal em

.B e, portanto, estes devem ser todos positivos en] todo ponto de B. Logo W é positiva-definida

em todo p C S tal que n-(p) C-B. Concluímos que H'' em positiva-definida en} S\pc. A recíproca
é imediata. B

Seja R : B --* ]R dada por R(z,y) = v(.E Então RlaB = 0 e al g. > 0. A curva

a.B é uma curva de Jordan CÊZ2 eln todo ponto diferente de n'(pc).

(1

0

0 n

Proposição 7.2 1'r é posátiua-de$n.ãda em S\p. se e som.ente se a-B\n'(p,) tem c'ümaí.urn nor.

?n.(zJ 7zao ntéZa e a /l/.nçao .l? e ('l2 Zocalmen.te estmtamente cÕHCQziü e7n .B.

Prova. A funlção .R é C'a localmente estritalllente câncavm em B se e somente se a matriz

]Ü.
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é negativa-deânida. Então telhas

llv-
4(.E - V') ã

2Vz.(Z - }'') + t? 2Vn.(E - }''') + VuUy

2yz,(-E - }''') + UzUp 2H,,(-D - }'') + b?

e, portanto, W' é negativa definida se e soinellte se det W'> 0 e fr }V'< 0, ou seja

det W' > 0
' 16(-E - }'')s ' "

..,Ü. .
4(E - I'')}

Logo, W é negatim-defiúda se e somente se det W' > 0 em n- l(.B) n S já que --tr W'> 0

para pontos próximos de â13\n-(p.) .

Os pontos da curva regular aB\z(p.) satisfazem a equação }''(z,y) = Z# e a curvatura é
dada por

k(«,d -
(yz2 + }7)i

que, por (7.3) e continuidade da função det W, é positiva se e somente se det W' > 0 em

«':(aB\«-(p.» n s.

A proposição 7.1 completa a den-toiPstração. H

7.3 O lJlainiltoníano IHenon-lleilles

Estudamos a fullção Hami]toniana H : ]R4 --+ IR dada por

a'(«, w, p,, pD - eÊ-;4 + }'''(«, d

onde }''(z,g/) = 2 +Ózay ; e ó é um parâmetro positivo. Quando b = 1, amos o
Hamiltoniano Henon-Heilles.

Independentemente do parântetro b, o ponto(0, 1) é uma sela da função potencial I'' e,

para pz -: pZ/ :: 0, corresponde a um equilíbrio do tipo sela-centro para o fluxo Hainiltoniano

associado à função -H. O sela-centro p. = (0, 1,0,0) está contido no nível de energia ]Mó ''

61



0.4-0.2 0
.i'i.140.2 0.4 0

Figura'7-1: O bordo de Cb é uma cur'ç'a fechada simples, regular e com curvatura
positiva em todo ponto excepto n-(p.).

{.H --- â}. O nível de energia -A4ó depende do parâmetro b. Seja n- : ]R4 --} ]R2 dada por

n-(z, y, pz, p.) = (z, Z/). Se 0 < b < 1, então u-(M) possui uma componente C?Õ que é honleomoría

a -D2 e contém n-(pc). O bordo de CÓ é uma curva fechada, não diferenciável apenas em n'(p.)-

Para todo (z, y) € aó, temos --4 $ Z/ $ 1 e iç2 < J=ê3[3l:gE. Os pontos (z, y) C õaÕ satisfazem

b'(z, y) - à. Ve- ng«., rl.
Sda SÓ %r T-l(C) n Mó.

Lema 7.3 Se (g/,ó) c D de/ (--1,0) x (0, 1) e 8ó2g/3 + 12óZ/2 + 6y + 4ó2 -- 3 > 0 emíãa 4b#2 +

3g/ + IW + b > O.

Prova. Vmnos mostrar que 8bõy2 + 6# + 2b:/ + 2b > 0 em Z). Temos

8b#2 + 6# > 3 4b2 -- 4b#2 -- 8b2z/s

Logo

8Ó3/2 + 6y + 2Zw + 2b > 4@' 8b2g3 + 3 -- 4b2 + 21w + 2b

Bula agora mostra' que

R(y, Ó) ü/ 4b#2 -- 8Ó2y3 + 3 -- 4óa + 2Zv + 2b >0
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ell] Z). Enl at), bentos

R(-;,0
R(0, Z,)

-R(Z/, 0)

R(y, l)

-3ó' + 3 > 0 (exceto em ó

3 - 4Ó' + 2Ó - (l - Ó)(4Ó + 3) + b > 0

3>0

--83/3 -- 4y2 + 23/ + l

Além disso, 1l ap :: -- 8y + 2 e é simples ver (lue !!1ll:lU > 0 para --Í < y g O.

Logo R(y, 1) > 0 para todo --{ < Z/ $ 0. Concluímos que R(g/, b) é uma função positiva em â.D

exceto no ponto (-- 1 , 1) onde ela se anula. Para mostrarmos que R > 0 em D basta mostrarmos

que R(y, b) não possui ponto crítico ein -D, ou seja, as soluções de

(-8b# 24Ó2#2 + 2Ó, --4Z/2 8b - 18b#s + 2g/ + 2) = (0, 0)

não estão contida.s ein .D. Mas se --8ZW 24Ó2g/a + 2/) :: 0, ó 74: 0, então

yÜ --
l :L ~/Í:i:'%

6Ó

Se 0 < b < 1, ent;ão y+ > 0 e y. < â pois

9b(ó--1) < 0++:>p9b2 6ó+1<3Z)+l+te»(3ó--l)2<3b+l

:. " - : .: ~''l'' ::; :l:- 4-w .:: -i
Não existem, portanto, ponha críticos de E(g/, b) em D concluindo que J?(2/, b) > 0 em -D. a

Proposição 7.3 Para todo 0 < b < 1, Só é [lm[.a /i'zper'supe?/ícíe estnitamenfe co'n.pega em ]R4,

homeomorfa a SS , não-mgular apenas em pc.

Prova. É suÊciente nlosti'ar que

2(Un,Evv -- Ua2#)( 1 - T'') + l?Ugv + }'JUz, - 2%Uvyz. > 0

para todo (z, y) CCó, o interior de Có
()

Isso é equivalente a lllostrar que
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N'(y, b) + F'(y, Z,)#2 + G(y, b):z:4 > 0 (7.4)

onde -A;(g/,b) '' (l + g/)(l -- Z/)3(1 + 2@), F'(y,b) 'tg' 2b(g/ -- 1)(2@2 + 3g/ + 2b# + 2b) e

G(F!$493z?(r:F2ii©rsqiãB = (--â, i) x (tJ]')'
Resolvendo a equação para z2

N'(3/, b) + F'(y, ó)n' + G(#, ó)z' ()

obtemos

«i -K] (y, ó) :E v©lli:'©
b(3 + 6@)

onde

K'l (y, b)

-K2 (3/, b)

3y2 + 21w3 3y -- 2b

(1 + 2Z/)(l -- #)2(8óag/s + 12bõ#2 + 6g/ + 4ó2 -- 3)

G'':no -N(y, ó) > 0 e G(Z/,b) > 0 em -B, z! e z3. têm o :nesmo sin.l. Est««o, ante:ess:«io;,

obviamente, apenas no caso z3: positivos e, portant30, assumimos que .K2(y, b) > 0. Vamos agora

mostrar que sç2 < z! para todo (z, Z/) COÕ. Para isso, é suâciente mostrar que !::971;!#a < z!
en] .B. Mas em -B, temos

;L-:illil:it?g- < z! + < 4b#2 + 3z/ + @ + b
e, portanto, pelo lema 7.3

l1--3Z/a+2# <z2 e.3@+3/+b+1>0

e é imediato veri6car que 3Zq/ + .y + b + 1 > 0 enl B
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7.4 Um. exemplo integrável

O Hami[toniano .Z]' : ]R4 -.-} R dado por

-ahKP,, ;d - !Ê.;'@ + }'G%©

onde }''(z,g/) = g3=E&# + {(z2 + Z/2)2 é um exemplo de um sistema integrável cuja mgunda
integral primeira F é dada por

p(', z/, p,,p.) - -Ílg:ü:i:filllx +pg + kw' + l;3/'("' + z/')

Quando o parâmetro k é negativo, a origem é uma sela da função V'(z,#) e, portanto, o

ponto pc '!g (0,0, 0,0) é un} ponto de equilíbrio do tipo sela-centro do fluxo Hamiltoniano

associado à função -H. O ponto pc está contido no nível de energia MA clg'{.ll' ;: O}.

S4a T : ]R4 --, R2 dada por n(z,Z/,p,,p,) = (z,Z/). Então n(]L/A) é simétrico em relação

aos eixos z e 3/, e possui, para 3/ 2 0, uma componente (-A homeomorfa a D2 cujo bordo a(ih

é regular em todos os pontos excito na origem. Os pontos do bordo são dados por a(%::
{(:«, Z/)IZ/ 3 0, T''(z, Z/) = 0}. Sda S# ' «'':(OA).

Proposição 7.4 Pa7'a todo k < 0, Sh é u7nü Azperstzpe?:ãkáe está'ãta7nerzte coHtlczü em ]R4,
hom,eomorfa ü Sa , não-tqtLL r ül)e'nas em pc.

Prova. VaDIos mostrar que

2(y=.UvV -- }Z,)(: - \''') + yzaUv. + }/2%,

pala todo (z, y) c (%\{(O, 0)}. Isso é quivalente a mostrar que

K' deJ 2Z/O + 6Z2g/4 -- 3y4 + 6kg/4 -- y2+ ky2 + 6kz2y2 + 6Z43/2 + 2ZÕ + 3Z4 < 0

Sabemos que em (7k, V''(n, g) $ 0, oii saia,

n2 + ky2 + a4 + 2z2g2 + #'l É o
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Então, temos

.K] de/ 2Z2g/Z + 2kZ/4 + 2Z4#2 + 4Z23/4 + 2Z/Õ $ 0
.K2 e/ 2z4 + 2hz2g/2 + 2zõ + 4z4y2 + 2za#4 $ 0

Logo

K' -- K'i -- .l(2 .12z2g/4 +4kg/4 g/2 + É;y2 + 3hz2 2 + z2(n2 + É:g/2)

Rias z2 + kg/2 < 0 em Ok\{(0, 0)} ])ois resolvendo a equação V'(z, y) $ 0, obtemos

za + (2g/2 + l)z2 + kg2 + y4 $ 0

e, portanto, 0 É z2 < ''(21 2+])+:y/ã3r2(]- ]k)+] . Mas

z2 < de onde concluímos que .K' -- /TI -- .lre <0

em CÊ\{(0, 0)}.

O hiperplano Ho ÜI' {y:= 0} é tal que Ho n SÀ

'4y2(l k) + Í < 1+2y2 --2ky2 e, então

Com isso, temos que Ã.' < -Ki + /r2 $ 0
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Capítulo 8

]lipersuperfícies de ([Jontato enl ]R4

Consideraillos (al,z2,z3,z4) as coordenadas em ]R4. S4ani z{ : R4 --, IR, á :: 1,2,3,4, as

projeções sobre as coordenada.s de R4. Para cada z C IR4, definimos uma base { a }i-1,2,3,4

para T=IR4 = R4 dada por (ü;i( a ) :: óij. E possível trivia]izar T]R4 = R4 x ]R4 usando essa base

enl todo z C RÓ. Sejam (ul, u2, u3, 'u4) as coordenadas em Tara após feita essa trivialização.
Dados z C ]R4 e 'u C ]r=]R4 = ]R4 definidos

Ào(")(") %'Í { >: [ «j(a)d"j--2(") - "j*2(z)d'j(")]
J

(8.1)

a l-forma definida em IR4 onde dzj(u) :: oy. Então

«. e/ aÀ. -E: üy '\ ó«J.. ,

2

é uma 2-Forllla excita e nãc-degenerada emlR4 conhecida como forma sintplética cít.nâllica

de R4. O pal (R4, oo) é, portanln, uma v,ztriedade simplética.

Seja S C ]R'â uma hipersuperfície regular. Definimos em S a 3-forma

«. ' Àã A aÀ# (8-2)

onde Àã é a l estrição de Ào a TS.

Suponha que z.,o seja não-degenerada, ou mja, po define uma forma de volume em $. Então
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X(x)

Figura'8-1: Numa hipei'super'flície convexa que contém a OI.irem, o campo llamilto..
dano é transversal á está.usura de cantata

chamamos S de hipersuperfíce de contato eln (]R4,wo). A l-forma Ào é chamada, neste caso,

de forma de contado. Associada à forma de cantata Ào, definimos a seguinte distribuição de

lliperplanos € em TS: para cada z C S definimos o hiperplano C:c C TzS dado por

e, = ker Àl?(z) (8.3)

O vibrado linear € é chamado de estrutura de contado

Lema 8.1 Pa7'.z todo z C S, (. é f-run.suers«Z a X3(áç) 6de$nlçdo em. 6q.21) em. TaS, onde (. é
a abra de € em =.

Prova. Sejam ?;, ?u C TnS tais que {z,z,, Xs(z)} seja lidem'mente independente. Sabe..

:nos que dÀg(X3(z),u) = <JoX3(:«),u> N'(z),',> = 0 V« C Tz(S) onde .V(z) é «m vetar

unitário normal a S em z. A não-degenerescência de z'o (ver definição ein (8.2)) implica que

Àf(")(X3(z))dÀã'(z)(u, -«) # 0 donde Ài?(z)(X3(:«» # 0. Logo X3(z) 91 e, e, po'ta"to, X3(a) é

transversal a (z eln TnS. Ver íigm'a 8-1. ®
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Proposição 8.1 Sqa S C R4 unia Azpersuper/úáe dll/coma?:fa a .gS est7ílamente c:oH'uczcz e

com a ohgem em. seu, inten.or. En.tão S é tóm.a. /z,@ersuperf2ícíe de cantata em (R4, wO)

Prova. De'ç'enios mostra' que z,o deâilida em (8.2) é não-degei)erada, ou sqa, z'o(a) (t , k,, z) #

0 para todo.reS e-uí-míz=G«HWíw e rlinearmente independentes=Temos

«.(«)( -, '«, ,) Àã(z)('«)dÀã(«)('w, .)

ZI Z2 =3 z4

UI u2 U3 u4

201 t02 ?03 t04

ZI Z2 Z3 Z4

Àã(«)('w)aÀã(z)(«, ,) + Àã(z)(,)aÀã(z)(-, ':«)

«0 (z) ('«, «,, .)

A condição de não-degenerescência de po é equivalente, portanto, à transveisalidade da rega

Oz com o hiperplano Hz tangente a S em z. Se On não for transversal a H, então Oz c Ha o

que implica que .Z:rz contém a origem, mas a origem está contida eln .BS, o interior de S, uma

collt;radição, pois Ha, é ulll plallo suporte de .BS. H

Consideremos a partir de agora hipersuperfícies S de iR4 difeoinorfas a SS , estritamente
convexas e com a origem em seu interior.

Podemos msociar à variedade de contato(S, À) um campo de velares X em S dado por

dÀ(x, .)

À(x)

Esse campo é conhecido colho cantpo de vetores de Reeb e é fácil mostrar que é equivalente ao

campo Hamiltoniano em S. O campo de Reeb é transversal à estrutura de contato ( :: {À:: 0}

e portanto TzS = e, © ]RX(z) para todo z C S. Além disso, é possível encontrar uma função

Hanií[toniana .17 : ]R4\ÍO} ---) ]R ta] que o campo Hainiltoniano associado a .ll' é igual ao campo

de Reeb em $. A função -17 é construída da seguinte forma: se z C R4, z # 0, consideremos

a semi-neta r, que começa na origem e passa por z. A rota r, intersecta S em exatamente

l ponto pn C S. Então existe uln único d, > 0 tal que z :: cÜ:p,. Podemos então definir

.[? : ]R4\Í01 --' ]R'F por -Z]r(z) = 1 . Não é difícil mostrar que .Z] é uma função homogênea de

grau --2, -Hls = 1 e o campo Ha.miltoniano associado a H coincide com o campo de Reeb ein
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(S, Ào). Ver lnzwl.

Uma variedade de cantata muito importante é (S3, Ào). O campo de Reeb neste caso ê

muito simples: todas as órbitas são periódicas e degeneradas, constituindo a chamada vibração

de Hopf. Se S é uma hipersuperflcíe estr Lamente convexa em R4 com a oriaein no seu interno!,

podemos associar a SS DIRÁ nova forma de contam À :: ./'Ào de modo que o campo de R(nb

em (S3,À) seja equivalente ao campo de Reeb em ($,Ào). A função / : S3 --, ]R satisfaz

/(z) = < > 0. Uma prova sobre essa equivalência é dada em lnzwl.
O estudo sobre a existência de órbitas periódica e seções globais ena hipersuperfícies es-

tritamente convexas é geralmente feito em S3 com a forma de cantata À :: /Ào cujo campo

de Reeb é equivalente ao campo Hamiltoniano em S. A estrutura de cantata ( de (S3, À) é a

mesma que a de (S3, Ào).

8.1 Curvzis Pseudo-Hlolomorfas

Seja (.g3, À) uma variedade de cantata ta] que À - /Ào, / : SS --, ]R, / > 0. Seja n' : TSS --, € a

projeção de [Z'S3 = ( (D ]RXÀ em ( m tango de XÀ, onde XÀ é o campo de Reeb em (S3, À). É

possível definir em ( uma operação J : € --} â ./2 ;: --/d, tal que em cada ponto z C S3 temos
que a forma bilinear

g.(z)(h, k) %'r dÀ(h, J(z)h)

é positiva deãnida em e.. Denotamas lh13 = gJ(z)(h, h). Clhamamos J com esta propriedade

de estrutura complexa compatível em €

Associada a J, definimos a estrutura quase comp]exa J em S3 x ]R dada por

J (z, «)(á., Ê) - (-À(z)A, J(z)«-A + AXÀ(z))

para todo (/i, k) c T(,,..)SS x ]R. É Mal ver que J = ---rd.

Chanlatentos de curvas pseudc»holomorfas a aplicações Z=(M, a) : C --,S3 xR que satisfazem

J oD L:= D L oi
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Enl cooideníülas z = s + át C C, essa equação é equivalente a

À(«..)

- .X ( t...)

(8.4)

«-u, + J(u)«'..«

Definimos a energia E(=) de uma solução por

EW-;*«p f'r '*,
pcE: JC

onde E = {ç' : R H [0, i], p'(z) Z 0} e .X,(:«, a)(ã, k) ' p(a).X(:«)b.
Ena coordenadas temos

dÀ, («)(': + q2) + p(a) lr«.131d. ». dt

As soluções não constantes que satisfazem -E(=) < m estão diretanlente ligadas à existência

de órbitas pera(5dicm e seções globais do campo de R.eeb, e portanto, tantbéin para o cantão

Hamiltoniano em S. Veja lnzwl e lnzw21 para mais detalhes.

Dizemos que a forma de cantata À é dínamicalnente convexa se o índice de Conley-Zelmder

de qualquer órbita periódica de XÀ é maior ou igual a 3.

O principal resultado de 1HZW2j é

Teorema 8.1 Se À :; /Ào é urna /orm,a de cantata din.am.ácam.en.te cc2n.'r/eza emz S3 então eíüsZe

uma. órb'lta. per'i.ódãcü P do cam.po de Reeb Xx cu:lo {n.dica de Co'n.ley-Zehnder ê 3,con.si.deram.do

seu vedado mínirrruo T. Atéwt disso, dada ' mü estmturü complexa J conto«támel em e, e:êste um

d'ifeomor$smo

® : Si x C -+S3\P

íüZ gue a aplicação 'ü,- := '}(1-, ) : C -->SS\P é üm me yul/io transuer.çaZ a XÀ e fem a órbita

periódica P com,o seu. !ãm.l.te nssãn;tót.i.co

/!i« «,(R.''":') - no(Tot) {" 0"( S')
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A üpliccLção u.- ê Q proãeçào canântca, em Sa de uma cul"ua pse'udo-hotomorja de energ'ia,

./inata., a 2-/omn.a dÀI«,-(c) é n,âo dWenerada e sua área síz,tais/az J' u.;dÀ = T. Parca cada 'r, %(C)
é tnrllcl seção global para o ftu=o de X\. '

O difeomorfismo q' ârhainadadc'ndec'oml)õsiçãi} aa li:viiããliêítiõ"'aêSa\p
A forma bilinear TS3dada por

( , k)2 = À(h)À(h) + dÀ(a'à, a'J(z)k) (8.5)

é positiva definida e, portanto, temos unia ilo'çn métrica em SS, onde denotaremos a norma

de um vetar associada a essa métrica por llullg :: <p, u>2. Podemos falar em ângulo z(h, k c ]O, n]

entre os velares A e k, usando a métrica (., .>2, ou seja,

..:(z/,, k) <h, k)2
llhll,llkll,

E fácil ver que ZXÀ, u --- $ para todo u € (. Deânimos o ângulo Z(,u € 1O, }] entre unl
plano ( C TTS3 e um vetar u C 7'.S3 como sendo o menor ângulo entre um vetou m C ( e o vedor

u. Temos, portanto, Ze, Xx :: $.

A função a : C --} ]R, correspondente à componentelR de uma curva pseudc-holomorfa de

energia finita é limitada iníeriorinente e a(zh) -a oo se lzkl --, m. Além disso apresenta vária.s
relações com a componente tl : (C --bS3

(1)nsideralnos em C a métrica Euclidiana. Em primeiro lugar, por (8.4), temos

Aa = ln'2z,13 > 0

onde A é o operador de Laplace. Poi'talho, a é uma função sub-ltarmõnica. Seja \7a o

gradiente de a. E fácil ver que

L)'u \7cl C E

ou sqa, a direção do gradiente de a é a direção onde a Eonna À se anula em S3. Por outro

lado, na direção á y a = (--aü a.,) temos o menor ângulo possível entre um vetar no espaço

tangente a u e XÀ, ou seja, .4Tu, XÀ :: Z/)%á y' a, XÀ. Mais precimmente, esse ângulo é dado
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por

co$ ZTu, XÀ =
leal'

A«+lv«I'

8.2 Um sistema de coordenadas imoortante e a hipótese (:Erl)

Apresentaremos agora uni sistema de coordenadas que trivializa a forma de contado (S3, À) e

deíiniielnos uma estrutura complexa em ker À que simplificará as equações das curvas pseudcP

holomorfas. Temos como objetivo preparar algumas ferramentas para uma possível continuidade

deste trabalho no sentido de gei)eralizar o i;eorema 6.2.

Sda w : la,ól --} SS uma solução do campo de Reeb .XÀ tal que «, é um mergulho. Podemos

encontrar uma vizinha.nça U de u'(]a, b]) em S3, uma vizinhança }'' de {0} x 10, Zll em R2 >< 10, Zll
e um difeomorfismo y : l,'' ---+ U td que

À' :: p*À ;; dz + zdz/ (8.6)

onde (aç, g) C ]R2 e z € 1a, ól. Temos, portanto, p*dÀ = dp*.\ = dÀ' = h A d .

O campo de Reeb em y é constante, dado por (0, 0, 1) e p({0} x 10, Eil) = m(IO, -Eil).

A estrutura de contado (, nas novas coordenadas, dada pelo núcleo da l-forma (8.6) é gerada

ein cada ponto pelos vetores el = (1, 0, 0) e e2 = (0, 1, --z). A projeção z' : ZP}' ---* (p ao longo

do ctmlpo de Reeb é dada por

Z'(A,, ãW, h,) = (h,, Ã.«, -z/z.) el + Ã,e2

Podemos definir uma estrutura complexa J' : ( --- ( por

e2

el

Portanto talhos

J' d (hn , h u, h. zl -b:yet + /z.ne2
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dNÇJ'x'h..dlq = h.:.kn-+ huku

Sqa a= (u, a) : C --:S3 xlR uma cur'ç,a pseudo-holamorfa com energia finita E > 0. Então,

na' coordenadas eln V x R, pela equações (8.4), temos

z' g/t

--3/s

zt + ZZ/t

Zs -- Xys

E il)iediato verificar que

ass + a t

Zss + 2tf

O campo UO c:; l)u' 'ç' a, que é rasa-/orward do campo á y' a) definido em C, é dado por

ZJO = --(ltZ&s + (Zs%t

As curvas integrais do cmnpo uo preservmn a componente a.

Devido à transvetsalidade de u com o campo de Reeb, temos que z = z(z, 3/), ou seja, cada

componente conexo da projeção da curva pseudc-holomorfa em V' é gráfico de uma função ./'

de$nida num subconjunto do plano zg/ sobre a componente z. Seja 1) uma dessas componentes

conexas e suponhamos que 1) intersecta os conjuntos Zo eÍz -: 0} e ZI %Í {z ;:: .Ei}. Então,

pela mudança de coordenad,s (s, f) --, (z, Z/), (lue satisfm u(s, t) = (z, 3/, z(z, y)), temos que

Zzz + %::,
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A projeção do campo 't/o no plano zy é equivalente ao campo uO, dado por

;0= (Zz , ;. + Z)

E'imediatrqumn cainpWpreservaáíea.

Seja ' uma curva integral do caiupo uo, contida num nível regular da função a. Então temos

X' = à.z-F l =du

Se 7 satisfaz l.r :«'@l < € ente
l

À'>Az e

de modo que se Eo > E -} c, então a curva ' não pode intersectar ambos os conjuntos Zo e

Zi , pois caso contrário teríamos

7

Mas sabemos que isso não é possível pois, como a função a : (C ---.}lR é coerciva, o conjunto de

nível de uma valor regular de a é uma união finita de curvas fechadas simples e, pelo Teorema

de Stokes, temos que

7

u+}. < 1 ü*)..= 1 u'dX < E

a {nt(0')

onde 'y:: z&'l('y) C a, que é unia curva fechada simples, contida elu um nível da função a

Lembramos que u*À(é y a) > 0 e, por isso, vale a primeira desigualdade em (8.7).

A hipótese (.171) inti'oduzida no teorema 6.2 está diretamente relacionada a este fato. Mais

precisamente, a soluça.o w pode ser escolllida como uJU ranho da variedade estável do sela-centro

e se não existe Órbita homoclínica ao equilíbrio, então podemos escolhem Eo arbitrmiamente

grande. Colllo já vimos, a órbita periódica que é bordo da seção global do sistema regularizado

é sempre a mesma e, portanto, tem anão fixa igual a E. Portanto, pela análise do campo u0} se

provarmos que existe pelo menos unia solução que inkisecta os conjuntos Zo e .ZI(as projeções

de Zo íl Z.) e .Zi n Z) no plano ZZ/, respectivamente) teríamos uma contradição, conforme visto

(8.7)
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Figura'8-2

acima. Vei' figura 8-2.

Um campo de pesquisa importante, que dmia uma continuidade natural a este trabalho, é,

portanto, o estudo mais concentrado nas propriedades de curvas pseudc-holomorfas em S3 com

a finalidade de l;arda.r a hipótese(.HI) desnecessária. O teorema 6.2 seria, portanto, mais geral

e suas hipól;eles de convexidades $cariam relativamente fáceis de serem verificadas conforme

feito nos exemplos de Hamiltonianos do tipo "energia cinética + potencial"

Da mesma forma, poderíamos eliminar a hipótese (.H2) do teorema 6.3 e provarmos, aperta.s

com hipóteses de convexidade do nível de energia do sela-centro, a existência de uma infinidade

de órbitas pera(5dicas e órbitas homoclínicas às órbitas periódicas da variedade central do sela-
centro.
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