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Resumo

No cilindro M = S x R como espago de fase caracterizamos os campos
vetoriais estruturalmente estaveis que provém das equacodes diferenciais de
segunda ordem Ey : 2" = f(z,2') onde f(z,y) = Y I ;ai(z)y’ e a;(z) sdo
funcoes periddicas de classe C" comr > 1 en > 1.

Denotamos por £™" o espago dos campos vetoriais X (f) = y2+ f(z, y)%
associados as equagoes Ey com f(z,y) = >, a:i(z)y’.

Através de apropriadas compactificagbes do campo X(f) e do espago
de fase M, que denotamos X (f) e M respectivamente, descrevemos, para
cada n, o comportamento das trajetérias em uma vizinhanca do infinito.
Os pontos infinitos de M sdo representados pela fronteira de M. Assim,
para n = 1,2, encontramos na fronteira 6rbitas periddicas; para n = 3,
pontos de tangéncias; para n = 4, singularidades hiperbélicas; e para n > 4,
singularidades do tipo semi-hiperbélico ou nilpotente.

A caracterizagao dos campos vetoriais X (f) estruturalmente estdveis so-
bre M é estabelecida em termos das propriedades dos campos )?(f) definidos
em M que nao se alteram por pequenas perturbagoes de classe C™ das fungdes
coeficientes a;.

Para cada n > 1, determinamos um conjunto £" contido em £™" com
propriedades simples com respeito as singularidades, as 6rbitas periddicas e
as conexoes de separatrizes de singularidades de X (f). Provamos que 2" é
aberto e denso em £™" e que caracteriza os campos estruturalmente estéveis.
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Abstract

In the cylinder M = S x R as phase space, we characterize the structu-
rally stable vector fields that derive from the second order differential equa-
tions Ey : 2" = f(z,2') where f(z,y) = >, ai(z)y for a;(z) C -periodic
functions with r > 1 and n > 1.

We denote by £™" the space of vector fields X (f) = yZ + f(x,y)%
associated to Ey with f(z,y) = > 7 a;(z)y".

By appropriate compactifications of the vector field X (f) (denoted )?(f))
and the phase space M (denoted M), we describe the trajectory behavior in
a neighborhood of infinity. The infinite points of M are represented in the
boundary of M. Thus, we find on the boundary periodic orbits for n =1, 2;
points of tangency for n = 3; hyperbolic singularities for n = 4; and semi-
hyperbolic or nilpotent singularities for n > 4.

We establish the structural stability of the vector fields X (f) on M using
the properties of)?(f) in M which do not modify for small C"-perturbations
of the functions a;.

For each n > 1, we determine a set £™ in £™" which has simple proper-
ties with respect to singularities, periodic orbits and singularity separatrix
connection of X(f). Also, we prove that X" is open and dense in £™" and
that it characterizes the structurally stable vector fields.
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Introducao

Um campo vetorial X é estruturalmente estdvel se os campos Y suficiente-
mente proximos mantém o comportamento de suas trajetérias topologica-
mente equivalente ao de X.

O objetivo deste trabalho é caracterizar os campos vetoriais estrutural-
mente estaveis dentro da classe dos campos vetoriais associados a um tipo de
equagoes diferenciais de segunda ordem definidas no cilindro M = S* x .

Denotamos por Ey a equagao diferencial de segunda ordem z” = f(z,z’)
e por X(f) o campo vetorial associado X (f) = ya—ax + f(x,y)a% onde f €
C"(M).

Neste trabalho, consideramos os campos X (f) cuja funcdo f é da forma
f(z,y) = 3% ai(z)y* onde a;(z) sdo fungdes periédicas de R em R de classe
C" e n é um inteiro positivo.

Em [2], aparecem aplicagoes destas equagoes de segunda ordem descre-
vendo sistemas fisicos, por exemplos, os sistemas electromecanicos, que sio
convenientemente modelados sobre um espaco de fase cilindrico. O interesse
nesses sistemas € determinar os movimentos oscilatérios ou érbitas periédicas.

Denotamos por £™"(M) (ou simplesmente £™) o espaco dos campos
vetoriais X (f) definidos em M, munido da topologia dada pela norma CT
dos coeficientes com n fixo e r > 1.

A ferramenta principal que usaremos para estudar a estabilidade estru-
tural de X(f) sobre M = S' x R é a compactificagio de M e X(f) que
denotaremos por M e )?(f) respectivamente. Ver a definicdo de MeX na
secao 1.3.

Para cada n > 1, estabelecemos o conjunto X*(M) de campos X(f) que
satisfazem as seguintes propriedades tendo em conta o comportamento dos

campos associados X (f)

1. Todas suas singularidades contidas em Cy = S* x {0} sdo hiperbdlicas
e as singularidades no infinito sao hiperbdlicas ou semi-hiperbdlicas
dependendo de n.

2. Todas suas drbitas periddicas contidas no interior de M sao hiperbélicas.
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S6 para n = 1,2 existem drbitas periddicas no infinito.

3. Paran = 3, as drbitas que ndo sio separatrizes de singularidade podem
tangenciar a fronteira de M no mdzimo uma vez.

4. Nao tém conexoes de separalrizes de singularidades tanto sejam singu-
laridades finitas quanto localizadas no infinito. Em particular, néo tém
conezoes de selas.

Os resultados principais deste trabalho sao:
Genericidade: (M) é aberto e denso em &".

Caracterizacao: X (f) € £™" ¢ estruturalmente estivel se e somente se
X(f) e ZMM).

Damos as definigoes de X" e os enunciados de maneira mais precisa no
Capitulo 3. '

Este trabalho esté inserido no estudo da estabilidade estrutural dos cam-
pos vetoriais definidos em variedades abertas.

A caracterizagao dos campos vetoriais estruturalmente estaveis definidos
sobre variedades abertas é abordado através de dois enfoques.

Primeiramente, estudam-se os fluxos dos campos no plano definindo pro-
priedades das trajetorias com énfase nas que escapam ao infinito. Em parti-
cular pede-se que cada trajetéria tendendo ao infinito tenha uma vizinhanga
tubular de trajetérias seguindo um mesmo comportamento. Em outro caso,
acrescenta-se ao espago de fase um conjunto enumerdvel de pontos chama-
dos de pontos “finais” ou “infinitos”. Estes pontos permitem definir um
comportamento das trajetérias no infinito chamado de “sela no infinito”.
Discutiremos este caso na Secao 1.4.

No segundo enfoque, que serd o que desenvolveremos aqui, associa-se um
campo vetorial definido sobre uma variedade compacta de tal maneira que
o infinito da variedade aberta fica agora bem determinado pela fronteira da
compacta. O comportamento das trajetérias em uma vizinhanca do infinito
pode ser agora estudado sobre regides finitas.

A seguir, detalhamos as conclusoes mais relevantes de ambos enfoques.

Sob o primeiro enfoque, varios trabalhos foram dedicados a caracteri-
zagao de campos vetoriais estruturalmente estdveis. Em [15], apresenta-se a
caracterizagao dos fluxos sobre uma superficie aberta N. Ali, determinou-se
para um fluxo ¢ em N, que as condi¢oes

K.1 Todos os pontos periddicos (incluidos os fixos) sdo hiperbélicos.
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K.2 Nao tem conjuntos minimais nao triviais nem 6rbitas oscilantes.

K.3 Nao tem conexoes de selas tanto sejam fixas quanto definidas no infi-
nito.

sao suficientes para a estabilidade estrutural global C” com r > 1. Além dis-
so, provou-se que essas condigoes sao também necessdrias quando N = R2.
Em [6], mostrou-se que essas condi¢des podem ser consideradas necessérias
para a estabilidade em qualquer superficie aberta de género finito e 7 = 1.
Para r > 1, em [14] provou-se que essas mesmas condigoes para campos veto-
riais sao necessarias para a estabilidade estrutural global C” sobre superficies
abertas orientdveis com género finito e com um espago enumerdvel de pontos
finais formando a fronteira ideal de V.

Um primeiro estudo das equagdes diferenciais de segunda ordem sobre
uma superficie aberta foi dado por Barreto em [4]. Ai, foram considerados
N = R?, as fungoes f(z,y) € C" periédicas em z e a topologia C'-forte (ou
de Whitney). Com essas condigoes, determinou-se o conjunto Zé(mz) formado
pelos campos com as seguintes propriedades:

B.1 Todas as singularidades sao hiperbolicas.
B.2 Todas as orbitas periddicas sao hiperbdlicas.

B.3 Os conjuntos « e w-limites de qualquer trajetdria sé podem ser uma
singularidade, ou uma dorbita peridodica ou infinito.

B.4 Se uma trajetdria v tem a-limite (resp. w-limite) uma sela, entdo
toda trajetdria contida em uma vizinhanga tubular de v tem o mesmo
w-limite (resp. a-limite). Em particular nenhuma trajetéria liga selas.

Também, provou-se que esse conjunto é aberto e denso na topologia C'-
forte e as condigoes dadas sdo necessarias e suficientes para a estabilidade
estrutural.

Por outro lado, sob o segundo enfoque, a caracterizagao dos campos ve-
toriais estruturalmente estaveis é determinada pela observagao das propri-
edades mais simples dos campos vetoriais associados por um processo de
compactificacao. Esse procedimento teve origem com Poincaré ao estudar os
campos polinomiais definidos no plano 2 projetados centralmente sobre a
esfera S?. Desta maneira o estudo das trajetérias numa vizinhanca do infinito
é realizado numa vizinhanga do equador S* da esfera. Gonzales Velasco, em
[12], e Sotomayor, em [19], usaram o processo de compactificacio de Poincaré
para caracterizar os campos polinomiais estruturalmente estdveis em R2.

Em [12], determinou-se que os campos polinomiais compactificados com
todas as singularidades hiperbdlicas em S', ou com S' constituindo uma
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orbita periddica hiperbélica, formam um conjunto aberto e denso no espaco
dos campos polinomiais estruturalmente estdveis sobre 2.

As propriedades de estabilidade e genericidade dos campos polinomiais no
plano foram dadas por Sotomayor em [21]. Nesse trabalho, foi levantada uma
importante questao em relacao a se a hiperbolicidade das érbitas periédicas
contidas em S? — S! é necessaria para a estabilidade estrutural dos campos
polinomiais.

Deste modo, a caracterizagao dos campos vetoriais estruturalmente estiveis
sobre uma superficie aberta se reduz a estudar os campos sobre uma regido
compacta do plano.

Sobre regides compactas conexas N C R? com fronteira, mostrou-se em
[20] que o conjunto 22(1\1) dos campos vetoriais X (f) com as propriedades:

S.1 Todas suas singularidades sao hiperbdlicas e contidas no interior de N.

S.2 Todas as orbitas periddicas sao hiperbélicas e contidas no interior de
N.

S.3 X(f) e N (a fronteira de N) sdo transversais ou tangentes com con-
tato parabilico.

S.4 Nao tem conexdes de selas em N, nem separatrizes de sela tangentes a
ON ou passando por uma esquina de N, e nem drbitas que tangenciem
a ON em pontos diferentes.

constitui um conjunto aberto e denso em C” (V) com a topologia C”-uniforme
com 7 > 1. Além disso, mostrou-se que essas propriedades de X (f) sdo
condigoes necessdrias e suficientes para a estabilidade estrutural.

Estrutura do trabalho

Neste trabalho, comegamos estabelecendo, no capitulo 1, os conceitos pre-
liminares referentes aos campos vetoriais sobre %? e as equacdes diferenciais
de segunda ordem. Apresentamos a compactificagdo de X(f) e de M. E por
ultimo, apresentamos os conceitos basicos da estabilidade estrutural, entre
eles, a definigao de estabilidade estrutural e de regido canénica.

No capitulo 2, , apresentamos o comportamento dos campos X (f) e de sua
compactificagio X (f). Damos uma expressdo do campo X (f), determinando
além do numero e tipo de singularidades, as caracteristicas das trajetorias
perto do infinito de M. Por exemplo, encontramos na fronteira de M 6rbitas
periddicas quando n = 1 e 2, pontos de tangéncia quando n = 3, e singulari-
dades hiperbdlicas, semi-hiperbdlicas e nilpotentes quando n > 4.



No capitulo 3, definimos para cada n > 1 o conjunto " e provamos os
Teoremas de Genericidade e de Caracterizacao enunciados anteriormente. A
complexidade de cada caso dependente de n reside na presenca ou nio de
singularidades no infinito.

Na segao 3.6.1, provamos a necessidade das condigoes de " para a esta-
bilidade estrutural. Para os campos estudados aqui, que sdo polinomiais em
uma varidvel, damos uma resposta afirmativa & questao levantada por Soto-
mayor com respeito a necessidade da hiperbolicidade das érbitas periddicas
contidas em M para a estabilidade estrutural.

Na secao 3.6.2, provamos a caracterizagao de X (f) € £™" estruturalmente
estdvel, introduzindo novas regides candnicas em comparacao as encontradas
por Peixoto-Peixoto [18] e Sotomayor [19]. As novas regioes canonicas surgem
pela consideracao das singularidades na fronteira de M.

Finalmente, na segao 3.7, damos alguns exemplos de campos X (f) € &»
que formam as diferentes regioes canonicas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos bdsicos das equacées diferenciais
de segunda ordem e dos campos vetoriais associados.

Estudamos o comportamento qualitativo dos campos vetoriais, especial-
mente o comportamento das trajetdrias nao-limitadas que escapam ao infi-
nito. Com compactificagoes apropriadas, descrevemos o comportamento no
infinito.

Estabelecemos os conceitos da estabilidade estrutural dos campos vetori-
ais definidos sobre o cilindro M = S* x R.

1.1 Campos vetoriais e equagoes de segunda
ordem

Seja M um subconjunto aberto de 2. Um campo vetorial no plano é uma

aplicagdo X : M — R* de classe C" tal que (z,y) = (P(z,y),Q(z,y)). As

fungoes P(z,y) e Q(z,y) sao chamadas de fungoes componentes de X.
Associamos ao campo X = (P, Q) o sistema de equacdes diferenciais

' = P(z,y)
. 1.1
Uma equacao diferencial de segunda ordem é a equacéo
" = flz,a') (1.2)

onde f: M C R? — R ¢é uma funcio de classe C".
A equagao (1.2) é associada a um campo vetorial (que denotamos por)
X(f) cujas fungbes componentes sao dadas pelas funcoes P(z,y) = y e

Qz,y) = f(z,y).
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As solugoes v : I — M de (1.1) onde I é um intervalo de ® maximal, sdo
chamadas curvas integrais ou trajetdrias. A imagem de v em M é chamada
drbita que denotamos por O(y). Algumas vezes, indicaremos por O(v,p) a
orbita associada a trajetoria que passa por p.

O espago de fase do campo X é o dominio M decomposto pelas suas
curvas integrais.

O fluxo de um campo X ¢ a aplicagio ® : R x M — R? tal que ®,(¢) =
®(t,p) é uma curva integral do campo que passa por p e tem [ = R.

1.2 Comportamento qualitativo

Dado p € M, denotamos por (-,p) a curva integral v : ® — M do campo
X que passa por p.
Definimos os conjuntos « e w-limites de p como segue

a(p) ={q € M :3t, - —oco tal que y(t,,p) = qgquandon — +o0},

w(p) ={q € M : 3t,, — +ocotal que y(tn,p) = gquandon — +co}.

Uma orbita de X que passa por p é descrita pelo conjunto

O(v,p) = {7(t,p) : t € R}

A semi-Grbita positiva (resp. negativa) é o conjunto O (v,p) = {y(t,p) : t >
0} (resp. O~(v,p) = {7(t,p) : t < 0}).

Dizemos que uma semi-6rbita O (v, p) é limitada se e s6 se existe um
compacto K contido em M tal que OF(v,p) C K. E que uma semi-6rbita
O*(v,p) escapa ao infinito se e s se para qualquer compacto K contido em
M, existe um ponto ¢ € O*(v,p) tal que O*(vy,q) N K = 0.

Em termos dos conjuntos « e w-limites, dizemos que uma semi-6rbita
positiva (resp. negativa) é limitada se w(p) (resp. a(p)) é compacto; e que
escapa ao infinito se w(p) = 0 (resp. a(p) = 0).

O w-limite (resp. a-limite) de uma 6rbita O(v,p) é o conjunto w-limite
(resp. a-limite) de qualquer ponto ¢ € O(,p). Mais precisamente w(O(y, p)) =
w(g) para qualquer ¢ € O(v,p).

Um conjunto V' C M é invariante pelo fluxo do campo X se Vp € V, a
orbita que passa por p, O(, p), estd contida inteiramente em V.

A variedade estdvel de V' é o conjunto

W (V)={peM:w(p) CcV}
A variedade instavel de V' é o conjunto

W V)={peM:alp) CcV}.
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Existem dois tipos particulares de dérbitas que permitem descrever em
parte o espago de fase de um campo vetorial. A saber, as singularidades e as
orbitas periddicas.

1.2.1 Singularidades

As orbitas O(v,p) = {p} sdo chamadas de singularidades do campo X =
(P,@). Sao determinadas pelos zeros das fungoes componentes de X. Em
outras palavras, p é uma singularidade de X se P(p) =0 e Q(p) = 0.
Para classificar e descrever o retrato de fase de uma singularidade p, co-
. 5 (0) 5r(p)
mecamos estudando a parte linear do campo, DX (p) = 20 fite) .
5 (P) 52 (p)

Na verdade, associamos & parte linear uma equacao diferencial linear da for-

(7)-o0(;)

Sejam A; e Ay os autovalores de DX, e v; e vy 0s autovetores associa-
dos a A1 e Ay respectivamente. Encontramos, entdo, os seguintes tipos de
singularidades do campo linear segundo os valores das partes reais de )\, e
Ag.

® Se \; e Ay sdo reaise A\;- Ay < 0 entao p é dito uma sela. As variedades
estavel e instavel sao os espagos proprios associados aos autovalores
negativo e positivo respectivamente. Também dizemos que a variedade
estdvel (resp. instdvel) é uma orbita que tem p como w-limite (resp.
a-limite).

o Se A\ e Ay sdoreais e Ay < Ay < 0 (resp. Ay > Ay > 0) entao p é dito
um nd atrator (resp. repulsor). Todas as érbitas tém p como w-limite
(resp. a-limite).

e Se A\; e Ay sdo reais e Ay = Ay # 0 entdo p é dito um nd degenera-
do. Se DX é diagonalizavel, p é dito um nd diacritico, e se é nao-
diagonalizavel, é dito um nd confluente.

® Se \; e A2 sa0 complexos conjugados entao p € dito um foco se Re();) #
0, ou centro se Re()\;) = 0.

Um ponto singular p é dito hiperbolico se os valores préprios de DX (p)
nao tem parte real nula. E dito semi-hiperbdlico se somente um dos valores
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proprios é zero. E é dito nilpotente se det(DX (p)) e trago(DX (p)) sao nulos
e DX(p) nao é identicamente nula.

A seguinte proposi¢do permite descrever o retrato de fase numa vizi-
nhanga das singularidades hiperbélicas de um sistema nao-linear observando
sua parte linear.

Proposicao 1.1 (Hartman-Grobman) Dado um campo X definido em
M de classe C'. Seja p, uma singularidade hiperbélica de X. Entdo evistem
um homeomorfismo h definido numa vizinhanga de p,. sobre uma vizinhanca
da origem com h(p.) = (0,0) e wm intervalo I C R que contém a origem tais

que
hox(t,p) = ePX@)p(p)

Viel eVpe M.

Uma prova da Proposigao 1.1 pode ser encontrada em [17].

O primeiro caso de uma singularidade p de X que ja nao é hiperbélica
acontece quando um dos autovalores de DX ¢é nulo. Suponhamos que \; = 0
e Ay # 0 sdo os autovalores de DX (p). Para analisar a estrutura da singu-
laridade, devemos estudar nao sé a variedade estavel (A < 0) ou instdvel
(A2 > 0) tangente ao auto-espacgo associado a )y, mas também o compor-
tamento da variedade 1-dimensional de classe C" tangente ao auto-espaco
do autovalor nulo A;. A dltima variedade, invariante sob o fluxo de X, é
chamada wvariedade central de p.

Para estudar as singularidades nao-hiperbélicas, aplicamos uma mudanca
de varidveis nas direcoes = e y chamada de “blow-up”. A mudanca z =
rcos(d), y = rsin(f) transforma o campo X em um campo X. Algumas
vezes precisamos multiplicar X por uma poténcia de r para reparametrizar
o tempo. O campo X = rkX é chamado o “blow- up polar” sendo k algum
numero inteiro. Existem também, os blow-ups direcionais. Estes sio dados
pelas mudancas de varidveis seguintes.

Na direcao z positiva, aplicamos = = u e y = uv obtendo o campo X,

Na diregao y positiva, aplicamos z = uv e y = v obtendo o campo X

Da mesma maneira, conseguimos os blow—ups nas dnegoes zey negatl—
vas. Também se for necessario, multiplicamos X, por u* e X por v* para
reparametrizagoes do tempo, dando lugar aos campos

Ag :’U,k/ ) Xy :UkXy

onde k é um inteiro. Para maiores detalhes sobre o “blow-up” ver [9, 8].
Nas novas varidveis espera-se que o campo tenha singularidades elemen-

tares (hiperbdlicas e semi-hiperbdlicas). Caso contrario, aplica-se novas mu-

dancas de varidveis para cada singularidade ndao-elementar. O retrato de fase
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de uma singularidade nao-hiperbélica é obtido combinando os setores tipicos
determinados pelas singularidades elementares. Ver [8].

1.2.2  Orbitas periddicas

Dada O(vy,p) uma érbita de X que passa por p correspondente a trajetoria
v : R — M. A érbita chama-se periddica se existe um 7 € R tal que
vt +7,p) =(t,p), Vi € R.

Para estudar o comportamento do campo numa vizinhanca de uma érbita
periédica O(v,p), definimos uma aplicagao entre duas seces transversais ao
campo nos pontos p e p’ € O(y, p) respectivamente.

Sejam X uma subvariedade de 2 e p um ponto em ¥ N M. Dizemos que
2 é transversal ao campo em p, se X (p) ndo estd contido no espago tangente
a ¥ em p. Um subconjunto aberto V' de ¥ é transversal ao campo, se é
transversal em cada ponto de V.

Sejam ¥ e ¥' duas secGes transversais ao campo X em p e p’ respectiva-
mente com p’ € O(v,p). Existem vizinhangas depep’, Sy C Te ) C X' e
existe uma aplicagao £ : £y — R tal que y(£(q),q) € 2, Vg € Tp. A funcao
€ € da mesma classe que o campo. A aplicacdo 7 : Xy — X definida por
m(q) = v(£(q), q) é chamada aplicagio de Poincaré. Quando Zy = %), n(q)
é chamada aplicacdo do primeiro retorno.

O estudo da aplicagdo de Poincaré permite descrever o comportamento
das orbitas vizinhas & drbita peridédica. Em particular, as érbitas periédicas
numa vizinhanga de O(p, X') sdo pontos fixos da aplicagio 7 (q).

Uma 6rbita periédica O(v, p) é dita ciclo limite, se possui uma vizinhanca
que nao contem nenhuma 6rbita periédica distinta dela. Em outras palavras,
dizemos que p é um ponto fixo isolado da aplicacao de Poincaré.

A seguinte proposicdo dd uma expressdo da derivada da aplicacio de
retorno em termos das derivadas das fun¢Ses componentes do campo.

Proposicao 1.2 Sejam M wm aberto de ®* e X = (P(z,y),Q(z,y)) um
campo vetorial sobre M de classe C'. Seja O(vy,p) = {y(t,p) : t € R}
uma orbita periddica de X de periodo T e seja w: Xy — g a aplicacdo de
Poincaré definida em uma secdo transversal de X em p. Entdo

¥(0) = e( | (GEPOO) + 2@

O numero
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permite determinar a estabilidade de uma drbita periddica isolada O(y, p) =
{+(t,p) : t e R}.

Se x <0, O(v,p) é um ciclo limite estavel. Se x > 0, O(v,p) é um ciclo
limite instdvel.

Se X ¢é analitico e a aplicagdo 7(g) é igual a ¢, para todo ¢ numa vizi-
nhanga da érbita O(v,p), entdo O(y,p) pertence ao interior de uma fai-
xa de Orbitas periddicas. Se 7(¢) ndo é a identidade, podemos escrever
m(z) = z + ag(z — p)* +--- com a; # 0. Dizemos, entdo, que o ciclo
limite é

o estavel se k é impar e a; < 0 (as 6rbitas perto de O(v,p) espiralam
tendendo a O(v,p));

e instdvel se k é impar e a;, > 0 (as orbitas perto de O(, p) espiralam se
afastando de O(+, p));

o semi-estdvel se k é par (as orbitas perto de O(+, p) espiralam tendendo
a (se afastando de) O(v,p) pelo interior e afastando-se (tendendo a)
pelo exterior da O(v, p)).

1.3 Compactificacao

Um processo de compactificagao de um campo vetorial X consiste em aplicar
uma mudanga de varidveis que transforme o espago de fase M, uma superficie
aberta, em uma superficie compacta M e o campo X definido em M em um
campo X sobre M. Em geral, é preciso multiplicar por uma funcéo adequada
p tal que o campo p)? se estenda analiticamente a todo M. Entao, é possivel
obter um conhecimento do comportamento das 6rbitas de X numa vizinhanca
do infinito.

Apresentamos, a seguir, uma compactificacdo que chamaremos de com-
pactificagao cilindrica e uma transformagao local das vizinhancas do infinito
de M. Todas elas permitirdo determinar o comportamento das equagoes de
segunda ordem, Ey, no infinito. Destacamos que as transformacoes sio dadas
com preferéncia na diregao vertical do cilindro M pelo fato do crescimento
das trajetérias dos campos associados X (f) acontecer s6 nessa direcao.

1.3.1 Compactificacao cilindrica

A mudanca de varidvel v = z, v = arctan(y) transforma M = S! x R no
cilindro compacto M = S' x [-Z,+%]. O infinito de M é transformado na

fronteira de M que denotamos pelos circulos Coz = St x {-%}eC z =
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St x {+%}. Ver figura 1.1. O campo X (z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) sobre M é
transformado no campo

X1 (u,v) = (P(u, tan(v)), cos®(v)Q(u, tan(v))).

e
~.

/~li7: /_\ Gy /’\CO /f;u

e

-
L/ =T
O ;

Figura 1.1: Compactificagao cilindrica dada pela transformacio v = z e
v = arctan(y)

e

Para conseguir o campo X1 bem definido em todo ]VT, devemos multiplicar
pela fungdo cos*(v) para algum k inteiro positivo. Isto sers feito para os
campos X (f) no capitulo 2.

1.3.2 Transformagao das vizinhancas do infinito de M

A mudanga de varidvel z = u e y = % para v # 0 transforma uma vizinhanca
do 4co de M = S' x R em conjuntos semi-abertos. Isto é, as vizinhangas do
+o0,

U ={(z,y) € M|z € S,y >}

T

U~ ={(z,y) e Mz € S",y < —r}

onde 7 € R sdo transformados nos conjuntos

U+ = {(‘Tay) € A/[l’ll € SI,O < y < 7”_1}

T
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U- = {(z,y) e M|z € S", —r™' <y <0}

respectivamente. O infinito é transformado no circulo Cy = S! x {0}. Ver
figura 1.2. O campo X (z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) sobre M é transformado no
campo

o, v) = (Pln, %), —?Q(u, %)).

Figura 1.2: Transformacao de vizinhanca do infinito de S' x R pela mudanca

de variavel u =z e v = i

Da mesma maneira que na compactificagao anterior, precisamos multipli-
car pela funcao v* com k inteiro apropriado para obtermos uma boa definigao
de X, em vizinhangas abertas de U=.

No capitulo 2, veremos que os campos vetoriais X (f) com as fungoes
componentes P(z,y) =y e Q(z,y) = >, a;i(z)y* podem ser transformados

por estas compactificagoes e estendidos a campos C” em todo M, para r > 1.

1.4 Comportamento qualitativo no infinito

Para estudar a estabilidade estrutural dos campos vetoriais sobre superficies
abertas sem transformar o espago de fase nem o campo (i.e. sem nenhuma
compactificacao), precisa-se definir comportamentos particulares das érbitas
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nao-limitadas numa vizinhanca do infinito. Ver [15, 6, 14] como exemplo
deste enfoque.

Em razao dos conjuntos o e w-limite de drbitas que escapam ao infinito se-
rem vazios, introduz-se o conceito de conjuntos limites prolongados (positivo
e negativo). Estes conjuntos sao definidos para p € M por

Ji(p,X(f)) = {q € M|3t, — +o0,p,, — ptais quey(tn, pn) = q}.

Define-se, entdo, um comportamento do campo X perto do infinito como
segue.

Definicao 1.1 Duas semi-érbitas OF(y,p) e O~ (v,q) que passam por p e q
respectivamente formam uma “sela no infinito” se

w(O*(y,p)) =0, a(Ot(v,p)) =0 e g € J*(p, X) (ou equivalentemente
pe I (g, X))

A semi-drbita O (p, X (f)) € chamada de separatriz estdvel e O~ (q, X (f))
de separatriz instavel.

Em geral, valem as relagées w(p, X(f)) C J*(p, X(f)), e a(p, X(f)) C
I (p, X(f))-

Em [14], modificou-se o espaco de fase acrescentando um conjunto de
pontos chamados finais ou infinitos. Nés pensamos que esse fato é na verdade
um tipo de compactificagao, utilizado para dar um entendimento um pouco
melhor das trajetérias perto do infinito. Mas, ainda se continua detectando
s6 o comportamento de tipo “sela no infinito”.

A aplicagao de uma compactificagdo como as estudadas na secio 1.3,
oferece maiores evidéncias sobre o comportamento das 6érbitas numa vizi-
nhanca do infinito. De fato, definimos as singularidades de X (f) no infinito
de M = S' x R como as singularidades ou tangeéncias de Xl(f) (ver definigao
na segao 1.3. 1) na fronteira de M = S' x [—%,%] . As singularidades ou
tangeéncias de Xl(f) serao estudadas com maiores detalhes no Capitulo 2.

Da mesma maneira, podemos definir as s singularidades de X (f) no infinito
como as singularidades ou tangéncias de Xg(f) (ver definigdo na se¢do 1.3.2)
no circulo Cp = S* x {0}.

Portanto, uma “sela no infinito” de X nao é mais que uma singularidade
ou uma tangéncia de X;(f) para ¢ = 1,2 nos circulos Ciz e Cp, com duas
orbitas formando um setor hiperbdlico. Mais especnﬁcamente dizemos que
se duas semi-érbitas O*(y,p) e O~ (7, ¢) formam uma “sela no infinito” para

X, entdo existe p* € dM; tal que w (O™ (p, X ) ={p*}ea(O (q,X = {p*}
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e as Orbitas O (p, )?l) e O~ (q, X;) determinam um setor hiperbdlico onde p
e ¢ € M; sao as transformacoes de p e ¢ respectivamente.

Com as representagoes X’l em M ou )?2 em U , outros comportamentos
sao detectados perto do infinito de M. Como veremos no Capitulo 2, no
infinito de M encontramos 6rbitas periédicas e singularidades além da “sela
no infinito” apresentada acima. Observamos que se M (ou melhor dito Cyz

ou Co) forma uma érbita periddica para X(f) entao X (f) ndo tem 6rbitas
que tendem ao infinito formando uma “sela no infinito”.

1.5 Estabilidade Estrutural

Nesta se¢ao, apresentamos os conceitos basicos da estabilidade estrutural de
campos vetoriais sobre uma regiao compacta do plano com bordo suave.

Lembramos que estamos interessados na estabilidade estrutural de cam-
pos vetoriais definidos no cilindro M = S* x R que provém das equacoes dife-
renciais de segunda ordem. Neste caso, o espago de fase M é uma superficie
aberta. Entao, uma compactificacdo nos permite estudar a estabilidade es-
trutural desses campos vetoriais, agora definidos sobre uma regiao compacta
com bordo. E ainda mais, admitimos que o bordo contenha singularidades
ou constitua uma orbita periddica.

Denotamos por ™" (M) (ou simplesmente E™) o conjunto de campos
vetoriais X (f) da forma X (f) = y2 + f(z, y)— onde f(z,y) = > 1, ai(z)y’
¢ um polinémio em y de grau n fixo, cujos coeﬁuentes a; : & — RN sdo fungoes
periédicas em x de classe C” com 7 > 1.

Em toda esta sedo, X(f) denotard a compactificagio de X(f) do tipo
estudada na secao 1.3.1 e M a compactificacio de M.

Definicao 1.2 A distancia entre os campos vetoriais
X(f) =X(ipa(z)y’) e X(9) = X(OoL, bi(2)y) € E(M) é definida

por
L

[ X(f) = X(9)l = sup {|—(ai(z) - bi(z))], = € R}
0<k<r
Dizemos que X(g) estd e-préximo de X (f) se |[X(f) = X(g)| < e. Segue
imediatamente que )\( ) estd e-préximo de X(f) em M.

Damos a seguir uma definicao de estabilidade estrutural dos campos X(f)
sobre M que contemple de maneira natural o comportamento das trajetérias
no infinito.
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Definicao 1.3 Um campo X (f) € E™"(M) € estruturalmente estdvel em M
se existe uma vizinhange U de X (f) tal que VX (g) € U, existe um homeo-
morfismo hy : M — M que leva trajetdrias de X (f) em trajetdrias de X(g).

A estabilidade estrutural de campos vetoriais tem dois aspectos principais
a serem tratados. Um aspecto é determinar os campos que tenham proprie-
dades simples e genéricas, isto € determinar um conjunto £* que seja aberto
e denso em £™". Outro aspecto é provar que os campos de " caracterizam
0s campos estruturalmente estaveis.

Para determinar a densidade, provaremos que a medida do conjunto com-
plementar de " em £™" tem medida de Lebesgue zero.

O seguinte lema serd de muita utilidade na determinacdo da densidade
de ™. Corresponde ao caso mais simples do Teorema de Sard, referente &
medida de Lebesgue do conjunto de valores criticos de uma aplicacdo ¢ :
M — N de classe C" onde M e N sao variedades diferencidveis.

Lema 1.1 (Sard) Seja g: I — R uma funcio de classe C' definida em um
subcongunto aberto I de . O conjunto de valores criticos de g dado por

Crit(g) = {y = g(z) : ¢'(z) = 0}
tem medida de Lebesgue zero em R.

Encontramos uma prova do Teorema de Sard em [11].

Lembramos que um ponto p € M € dito ponto critico de uma aplicacio
g: M — N de classe C', se o co-posto(Dg), = min{dim(M),dim(N)} —
posto(Dg), > 0. O valor g(p) é chamado de valor critico.

Para caracterizar os campos estruturalmente estdveis, precisamos cons-
truir um homeomorfismo de M em si mesmo que transforme trajetérias de
um campo X (f) em trajetorias dos campos suficientemente préximos. Para
iss0, seguindo os métodos utilizados nos trabalhos [18, 19], dividimos o espaco

de fase M em setores conexos cujas fronteiras estao formadas por trajetérias
chamadas de separatrizes. Agora, definimos mais precisamente.

Definicao 1.4 Uma separatriz de X (f) € uwm conjunto invariante dos se-
gquintes tipos:

a) uma singularidade de )?(f) em M (pode pertencer a Bﬁ)
b) um ponto de tangéncia erterna de wma trajetoria de /?(f) com OM.

c) uma trajetoria contida no interior de M tangente a OM.
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d) um ciclo limite contido no interior de M.

e) uma trajetdria contida no interior de M que tende a uma sela contida
no interior de M.

f) uma trajetéria contida no interior de M que tende a uma singularidade
de X(f) pertencente a OM. A trajetiria é wma variedade invariante
da singularidade. No caso de um nd, considera-se a variedade fraca.

Definicao 1.5 Uma regiao candnica de )?(f) ¢ uma componente conera de
M — W onde W € o conjunto de todas as separatrizes de X ( f).



Capitulo 2

Campos de vetores X (f)
associados as equacoes de
segunda ordem

Neste capitulo, descrevemos o comportamento do campo X(f) = y% +
[z, y)a% associado a equagao diferencial de segunda ordem E; : 2" = f(z,z')
onde f(z,y) = > ", a;(2)y" e a;(x) sdo fungdes periddicas de classe CT, r > 1
en > 1.

Denotamos por £™7(M) o espago de campos X (f) definidos em M =
St x R

Descrevemos o comportamento do campo X (f) em uma vizinhanca do
infinito de M através das compactificagoes introduzidas na se¢io 1.3. Deno-
tamos por M e X (f) a compactificagdo de M e X(f) respectivamente.

2.1 Comportamento das trajetdrias de X(f)
As caracteristicas mais relevantes do campo X (f) em M = S x R sio:
1. Na parte superior do cilindro M, as érbitas de X (f) sdo percorridas da

esquerda para a direita, enquanto que na parte inferior vao da direita
para a esquerda considerando valores crescentes do tempo.

0o

No circulo Cy = S' x {0} € M, o campo é vertical em todo ponto
nao-singular.

3. As singularidades ficam s6 sobre o eixo z. Se X(f) tem uma singu-
laridade do tipo sela hiperbdlica, entao deve existir uma outra singu-
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laridade com indice +1. Isto segue de observar o comportamento das
trajetorias perto de uma singularidade. Ver figura 2.1.

4. As trajetorias podem crescer ilimitadamente sobre o eixo .

5. X(f) pode ter dois tipos de érbitas periddicas na parte finita de M. As
homotépicas a zero e as nao-homotépicas a zero. As primeiras contém
em seu interior uma singularidade e as iltimas circundam o cilindro
sem cortar o circulo Cp.

N

Figura 2.1: Orientagdo das trajetorias numa vizinhanca de uma sela e de um
foco

2.1.1 Singularidades
Na seguinte proposigao, apresentamos as propriedades das singularidades

elementares do campo X (f) em termos das fungoes coeficientes.

Proposi¢ao 2.1 Dado X(f) € EM(M), com f(z,y) = > - ai(z)y’. Entdo,
as singularidades de X (f) sdo da forma (z.,0) onde z, é um zero de ap(z) =
0. O tipo de (z,,0) é:

a) sela se ag(z,) > 0,
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b) nd se ay(z.) < 0 e ai(z,) + daj(z,) > 0,
¢) foco se ap(w,) < 0 e a?(z.) + 4ah(z,) < 0,

d) centro se ap(z.) <0 e ay(z,) = 0.
Mais ainda, os espagos prdprios associados aos autovalores de DX (f) nunca
sao horizontais.

Prova. A matriz jacobiana de X(f) avaliada na singularidade (z.,0)

tem a forma 0 1
DX(f)= ( ap(z.) ar(z.) > )

—a1(7«)E\/ a2 (x4 ) +dal (zs) .
com os autovalores \y = 3 0 e os autovetores associados

vy = (1, A\1). As conclusoes da proposicido seguem se analisarmos os sinais
de A+ em termos dos coeficientes a;(z). Os tipos topoldgicos sdo mostrados

na figura 2.2 m

Figura 2.2: Tipos topoldgicos de singularidades no circulo Cy

2.2 Compactificagao de X (f)

Nesta segao, apresentamos as expressoes do campo X(f) onde f(z,y) =
>orpai(z)y' e as fungoes periddicas a; : R — R de classe C™ com r > 1,
segundo as compactificagoes introduzidas na sec¢ao 1.3.
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2.2.1 Compactificacao cilindrica

Compactificamos o espago de fase M pela mudanca de varidveis v = z e
m

v = arctan(y) obtendo o espaco M = S' x (=%, 5] Notaremos por Cj e Ciz
os circulos S* x {0} e S* x {+7Z} respectivamente.
Descrevemos a seguir o campo X (f) nas novas varidveis.

Proposigao 2.2 Seja X(f) € EM(M) com f(z,y) =Y~ ai(z)y'. Entio
paran =1,

fl(f) = sen(v)a% + (ao(u)cos®(v) + al(u)sen(v)COSQ(v))%

para n = 2,

X1(f) :sen(v)% + (ao(u)cos®(v) + ar(u)sen(v)cos?(v)

+ ag(u)senz(v)cos(v))%

para n > 3,

X1(f) = sen(v)cos”_:;(v)% + (Z ai(u)seni(v)cos”_i(v))%

=0

estd bem definido e € da classe de diferenciabilidade de a; em M = S' x

[_l i

2> 21
Prova. Aplicando ao campo X (f) a mudanca de varidveis u = z e
v = arctan(y), obtemos o campo definido em (u,v) € M° = S! x (=%, %) da

seguinte forma

ul — SeTL!'U!
)/(f) cT(L)s('u) - ‘
v' = 3 a;(u)sent(v)cosTi+2(v)
1=0

Para obter um campo definido em todo M, precisamos multiplicar por
cos(v) nos casos n = 1,2, e por cos™ *(v) no caso n > 3. Em ambas situacdes,
obtemos o campo Xl(f), bem definido em uma vizinhanca do M e da classe
de diferenciabilidade das funcoes a;. m
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2.2.2 Uma representacao local de X(f) no infinito

Aplicaremos a mudanga de varidveisu = z e v = %, para obter uma represen-
tagdo do campo X (f) em vizinhancas Ut e U do infinito de M = S' x R
com 7 > 0. Lembramos que U} e U sdo tlansfmmados nos conjuntos
Ut ={(z,y) e Mlz € SL,0< y < r™ WeU: ={(z, y) € Mlz e St —r7! <
y < 0} respectivamente, e o infinito de M ¢ levado no circulo Cy = S* x {0}.

Proposicao 2.3 Seja X(f) € E™(M) com f(z, y) > oioai(z)y'. Entdo
paran =1, Xg(f) — (ao(u)v® + ay (u)v?) 2
paran = 2, X2(f) — (ap(uw)v® + a; (u)v? + az(u)v)%
paran =3, Xg(f) = (ao(u)v® + a1 (u)v” + az(u)v + az(u))

paran >4, X,(f) = v" 33‘1 —- Yo ai(u)ppL.
Em todos os casos, Xo(f) estd bem definido e é da classe de diferencia-
bilidade de a; em U*.

a mudan(;a de varidveisz = uey = l

Prova. Aplicando ao campo X (f)
obtemos o campo Y (f) definido em (u,v) € M = S x x (0,00) da segmnte

forma

Para obter um campo definido no circulo 50, precisamos multiplicar por
v nos casos n = 1,2,3 e por v"7? no caso n > 4. Em ambas situacoes,
obtemos o campo X3(f) requerido, isto é, bem definido em U* e da classe
de diferenciabilidade das funcoes a;. m

2.3 Comportamento das érbitas de X (f)

Estamos interessados nas trajetdrias de X (f) perto do infinito. Para isso,
estudamos os campos Xl(f) Xg(f) em vizinhangas abertas dos circulos
Ciz e Co respectivamente.

As seguintes proposigoes descrevem o comportamento das érbitas de X 1(f)
numa vizinhanga de Ciz. Destacamos, também, que as mesmas proposicdes

sao vdlidas para a representacdo X,(f) sobre o circulo Cj.

Proposicao 2.4 Seja X(f) € EM(M) onde f(z,y) = Y iy ai(z)y® de clas-
seC", r>2en=1,2. FEntao
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a) Paran =1, os circulos C’i% sao drbitas periddicas de periodo T com a
primeira e a sequnda derivadas da aplicagio de Poincaré iguais a 1 e
+2 [ a1(s)ds respectivamente.

b) Para n = 2, os circulos Cyz sdo orbitas periddicas de periodo T hi-
perbdlicas com x = F fOT az(s)ds.

Prova. a) Denotamos por 74 (u) = (du,+%) as érbitas periédicas de
X'(f) nos circulos Cyz, onde u € [0,7] e 7 é o periodo das fungdes a;(u).
Tomando a mudanga de varidveis u = s e v = +% — 1, o campo fl(f) tem
associado as equagoes diferenciais da seguinte forma

o= Fcos(n)
{ Z_’t’ = aO(S) Sin3(77) s al(s) Sinz('r]) Cos(n) (2'1)

Se dividimos a segunda equagdo pela primeira, obtemos a equacio dife-
rencial

dn _

-— = . .2

s B(s,n) (2.2)
onde R(s,n) = d:a,(,(.s)%nﬂ)2 + a1(s) sin®(n) e R(s,0) = 0.

Seja n = f(s;s0,7) solu¢ao da equagdo (2.2) com condicdo inicial

f(so; 50,770) — To-

Podemos considerar, sem perda de generalidade, s, = 0.
A fungao do primeiro retorno é dada por ¢(ng) = f(7;0, 7). Esta fungao
estd definida sobre um arco sem contato normal a érbita periddica .
Consideramos a fungao d(n) = ¢(no) — .
Estamos interessados nas derivadas primeira e segunda da funcio d(mo).
Tendo em conta a relacao

Elﬂ = R(s, f(s;0,m0) = if(350>770)7

ds ds
obtemos as equagoes diferenciais

d of 0 . of ,

ds 8770) - 877 R(S’, f(81 O) 770)) 877[) (S) 07 770) (23)
d o°f 0?2 af
57\ o = 39 ) )07 754, )
dS ( 8775) 0772 R(S f(S 770)) (8770 (‘S O "70))

) 0?
+_R(S)f(8107770))—f(31 0)7)0) (24)

on ng
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As solugoes das equagées (2.3) e (2.4) sdo

af ' _ 50 .
S(si0,m) = exp( / 5 Rt 1180, m)at) (2.5)

92 s g
o é(s 0,m0) = eXP(/O %R(t, f(t;0,m0))dt)
s 2

[ S 050, m) (2:6)

<§7f (50,m))* - exp(= [ ZZRG, 1650, )iy

Calculamos as derivadas parciais de R(s,n) respeito de .

g—f(s,n) = =ap(s)(3sin’*(n) + 0052((77;) +2a,(s) sin(n) cos(n) (2.7)
*R . ~ ta(s sin(n) sin®(n)
e ="
+2;2—3§7777))) + 2a1(s)(cos®(n) — sin(n)). (2.8)

Para ng = 0 e f(s;0,m) = mo, segue de (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8), as
expressoes
d(mo) = f(730,m0) — o
d'(no) =0

d"(n) = 42 /0 " a1(s)ds

b) Segue de um célculo direto da divergéncia do campo

X’l(f) :sen(v)% + (ao(u)cos®(v) + a1 (u)sen(v)cos?(v)

+ CLQ(U)SGTLZ(’U)COS(’U))%
Para vy = (u,+3%)), divD/‘Z'1~(fY+) = —ay(u).
Para v = (—u, %)), divDX (7-) = aa(u).
[
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: -

£\

as(u,) >0 ay(u,)

[ME]

] &

[ME]

A

Figura 2.3: Tangéncias aos circulos C’i% para n = 3.

Proposicao 2.5 Seja X(f) € E™"(M) com f(z,y) = > iy ai(z)y’ de classe
C",r>1en=3. Entdo, as trajetérias de )zl(f) cruzam transversalmente
0s circulos Cig; fronteira de ]\;f, salvo em pontos isolados da forma (u,, +7)
onde u, € raiz de az(u) = 0. Além disso, esses pontos sao pontos de tangéncia
parabolica se as(u.) # 0.

Prova. Consideramos a fungio b : M — R definida por b(u,v) = cos(v)
satisfazendo as propriedades b(u,v) > 0 no int(M) e b(u,v) = 0 para (u,v) €
Ci%.

A condicao de transversalidade é dada por

X1(f) - b(u,v) =< X1 (f)(u, v), Vb(u, v) > 0.

Com nossos dados, a condi¢ao se escreve

n

X1(f) - b(u,v) = — Z a;(u)sen'! (v) cos™ ! (v)

1=0

e para (u,v) € Ciz, Xi(f) - bu,v) = —(+1)" a, (u).

Segue que em pontos diferentes de (u.,+%) com u, raiz de a,(u) =0, o

campo X;(f) é transversal aos circulos Ciz.
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A condicao de tangéncia parabélica é dada pelas relaces Xl(f) -b=0c¢e

X2(f) - b(u,v) = X1 (f) - (Xa(f) - b)(u,0) # 0.

Nos pontos (u,+7%), essa condicao é da forma

> ™
XU(f) - blu, £5) = Faj (u) + a5(w)az(u).
Portanto, temos tangéncia parabdlica se ag(u,) = 0 e aj(u,) # 0. Mais
ainda, a tangéncia ¢ externa (resp. interna) em Cyz e interna (resp. externa)
em C_z quando az(u.) > 0 (resp. aj(u,) < 0). Ver figura 2.3. m

Proposigao 2.6 Dado X(f) € EM(M), com f(z,y) = Y, ai(z)y’ de clas-
seC", r>1en > 4. Entao

a) para n = 4, j(v'l(f) tem singularidades nos circulos Ciz da forma
(u*,i%) com u, raiz de as(u,) = 0. FEssas singularidades sio hi-

perbdlicas se aj(u.) # 0 e az(u.) # 0, semi-hiperbélicas se a}(u,) = 0
e ag(u.) # 0, nilpotente se aj(u.) = 0 e as(u,) = 0.

b) para n > 4, Xl(f) tem singularidades mos circulos Cyz da forma
(uy, £) com u, raiz de a,(u) = 0. Essas singularidades sio do ti-
po semi-hiperbdlico se a,_1(u.) # O e nilpotente se a,_y(u,) = 0 e

ap (us) 7 0.

Prova. a) Para n = 4, o campo

- u = gfn(v)cos(v)
X1(f) W= Y ai(u)seni(v)6054_i(v)
i=0

tem singularidades da forma (u,,+%) onde u, é um zero de ay(u) = 0. A
matriz jacobiana de X,(f) avaliada nesses pontos é dada por

DR D) = oy ot )

ay(u.)  —as(u.)

Logo, com os valores do det(D)zl(f)) = a}(u,) e do trago(Dj(:l(f)) =
—as(u,) classificamos as singularidades como segue:

Se aj(u,) <0, (u,,£%) é uma sela.

Se aj(u.) > 0 e aj(u,) — 4aj(u,) > 0, (us, £Z) é um né. Notamos que
os tipos de nds possiveis sao atrator, repulsor e confluente. O né impréprio
ndao pode acontecer pois as trajetérias sobre os circulos ndo estao permitidas
nestes campos (ver Proposicao 2.5).
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Se aj(u.) > 0 e a3(u,) — 4aj(u,) <0, (u,,+Z) é um foco.

E por ltimo, se aj(u.) > 0 e az(u.) = 0, (u,, £%) é um centro.

Para melhor determinar o comportamento topolégico dessas singulari-
dades, calculamos os auto-espagos de DX (f). Os autovalores tém as ex-
pressdes Ay = —1(as(u.) & \/a}(u.) — 4a}(u,)) com vetores préprios associ-
ados vy = (1, \y).

Encontramos singularidades do tipo semi-hiperbélico se a/(u,) = 0 e
az(us) # 0, e do tipo nilpotente se a}(u.) = 0 e az(u,) = 0.

b) Para n > 4, o campo

L[ = e
Xu(f) o = igoai(u)seni(v)cosn_i(v)

tem sua matriz jacobiana avaliada em uma singularidade (u,, +7) da forma

o ™ 0 0
DX (f)l(u*’ig) - ( (1) ay (w.) (£1)*ap_ (u.) ) '

Assim, a singularidade (u,, +%) é do tipo semi-hiperbélico se a,_;(u,) # 0 e
do tipo nilpotente se a; (u.) #0 e a,_1(u,) =0. m

Para determinar o tipo topoldgico das singularidades semi-hiperbélicas
e nilpotentes, usaremos o campo X,(f). Lembramos que a mudanca de
variaveis u =z e v = i para y # 0 transforma uma vizinhanca aberta U do
infinito de M no conjunto semi-aberto U contendo o eixo u. O infinito de M
é levado no circulo Cyp. O campo X(f) = X(D>" ,ai(z)y’) é transformado
no campo

o0 e 0
X __ ., n—3 2 : . n—i
o(f) = ou — as(u)v v

para n > 4 multiplicando previamente pela fungao v™~2.

Observacgao 2.3.1 Quando n = 4, o campo ;‘Zz(f) esta associado a uma
equagao diferencial de sequnda ordem. Assim, todas as propriedades de X (f)
em Cy citadas no comego do capitulo sio aplicadas a X,(f) em Ciz. Em

particular, o campo /\72(f) ndo tem trajetérias sobre o circulo Cy = S* x {0}.

Nas seguintes proposigoes, apresentamos o tipo topoldgico de uma singu-
laridade (u.,0) semi-hiperbdlica, para n > 4.
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Proposicao 2.7 Seja X(f) € E™ com f(z,y) =Y i, a;(z)y* de classe C",
r>2en=4. Seja (u,0) uma singularidade semi-hiperbdlica de )?(f) e
seja k € N, k > 2 tal que agk)(u*) #0e aﬁj)(u*) =0 para j < k. Entado, a
singularidade (u.,0) tem um dos seguintes tipos topoldgicos

a) Se k é impar e a( )(u*) > 0, entdo (u.,0) € topologicamente equivalente
a um no. Ver figura 2.4 a).

b) Se k € impar e a,(, (u.) <0, entdo (u.,0) € topologicamente equivalente
a uma sela. Ver figura 2.4 b).

c) Se k € par, entdo (u.,0) € uma sela-nd. A wvariedade hiperbélica é
tangente a reta v = —ag(u.)u, instdvel se az(u,) < 0 e estdvel se
az(u.) > 0. A wvariedade central é tangente ao eizo u e aponta na
direcao positiva se af;k)(u*) ~ag(u.) < 0, ou na diregdo negativa se
al? (u,) - as(u,) > 0. Ver figura 2.5.

Prova. Podemos supor u, = 0. Calculamos a restricio do campo )Zg(f) a
variedade central W, para o caso aj(u.) = 0 e az(u.) # 0.

A variedade central é tangente ao auto-espaco 7T, associado ao autovalor
nulo e gerado pelo vetor (1,0). Podemos representar W, como o grifico de
uma fungao h : R — RN de classe C,

W = {(u,v) € R*: v = h(u)}.

Pelas condigoes de tangéncias de W,, h(u.) = h'(u,) = 0.
A restrigao do campo & valledade central tem a forma

{ v = h(u) \ _
o = —(Ei:() ai(u)h4—z(u))

Substituindo v = h(u) na segunda equagdo do campo, conseguimos a
funcao

4
$(u) = )+ Zaz )i

A fungao ¢ é nula para todo u
Seja k € N, k > 2 tal que aff (u*) #0e a])(u*) = 0 para j < k.
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Escrevemos h(u) = hou® + -+ - + hyu® 4 -- - Entéo, temos
P(u.) =
¢ (uy) =

" (u,) = 2a3(u*)h2 ={

qb”’(u*) = 31(2h% + az(u.)hs) =0

$® () = k(0§ (u. + as(u.)hy)
+ay(u)hp_y + -+ -+ agk—z)(u*)hg)
+Asi(h2, -y hi—1) + Aok (ha, - -+ hi—z) + Ak (ha, - -, hi_s)
+Aok(h2, ..., hy—s) =0

k A .
onde Ay, = L (a; - B*")(u,) parai=0,...,3.
Resolvemos essas equagdes com respeito aos coeficientes h;, obtendo

h2:h3:"':hk_120

e -

ay")

hy = —
as(u.)
A fungdo h(u) tem a forma
h(u) = au® + O (uh*!)
(*)

onde o = — 2 ()

az(u.) °
A 1est11§ag do campo a variedade central tem a forma

v = aub + O(uktt)

As conclusoes da proposigao seguem de analisar o sinal de v e a orientacao
da variedade hiperbdlica. =
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Wu

=

a)

N

b)

Figura 2.4: Retratos de fase das singularidades semi-hiperbélicas dos tipos

a) no6 , b) sela. n =4

Figura 2.5: Retratos de fase das singularidades semi-hiperbélicas do tipo

sela-né: a) ag(u.) > 0, b) az(u,) < 0.
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Proposicao 2.8 Seja X(f) € E™" com f(x,y) = 1, ai(z)y’ de classe C7,
r>2en >4 Seja (u.,0) uma singularidade semi-hiperbilica de )?(f) e
sejak € N, k> 1 tal que agk)(u*) #0e a,(lj)(u*) =0 para j < k. Entdo, a
singularidade (u.,0) tem um dos sequintes tipos topoldgicos

i) k> 2

a) Sen € par, k é impar, al? (ts) - An—1(us) < 0 € an_1(us) < 0 entdo

(u.,0) € topologicamente equivalente o um nd. Ver figura 2.6 a).
(k)

b) Sen € par, k éimpar, an’ (u.) - an—1(us) < 0 € ay_1(u.) > 0 entdo

c)

d)

e)

(u4,0) € topologicamente equivalente a uma sela. Ver figura 2.6
b).

Sen € par, k € impar, a,(zk)(u*) “Op-1(us) > 0 € ap_1(u.) <0 entdo
(us,0) € topologicamente equivalente a uma sela. Ver figura 2.6
c).

Sen € par, k € impar, a%k')(u*) “On-1(us) > 0 € a,_1(u,) > 0 entdo
(u.,0) € topologicamente equivalente a um nd. Ver figura 2.6 d).

Se (n —3) - k € par entio (u.,0) é uma sela-nd. A variedade
hiperbélica € tangente ao eizo v. A wariedade central é tangente
ao eixo u e aponta na direcGo positiva se ag’)(u*) “an—1(us) <0,
ou na dire¢ao negativa se a(k)(u*) - ap—1(us) > 0. Ver figura 2.7.

i) k= 1.

a)

b)

Se n é par, aslk)(u*) “ap-1(u.) <0 e ap_1(us) <0 entio (u,,0) €
topologicamente equivalente a um nd. Ver figura 2.6 a).

Se n € par, ag”')(u*) n-1(us) <0 e ap_1(us) > 0 entdo (u.,0) é

topologicamente equivalente a uma sela. Ver figura 2.6 b).

Se n ¢é par, aﬁk)(u*) “p-1(u.) > 0 e ap1(us) <0 entio (u.,0) €

topologicamente equivalente a uma sela. Ver figura 2.6 c).

Se n é par, aglk‘)(u*) “ap-1(us) > 0 e an_1(us) > 0 entdo (u.,0) é
topologicamente equivalente a um nd. Ver figura 2.6 d).

Sen é impar entao (u.,0) € uma sela-nd. A variedade hiperbdlica

¢ tangente ao eizo v. A variedade central é tangente & reta v =

(x) !
an () ¢ aponta na dire¢do positiva se ag')(u*) “Qp-1(us) <0,

T an—1(us)

ou na direcao negativa se aslk)(u*) - ap—1(us) > 0. Ver figura 2.8.
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b)

Figura 2.6: Retratos de fase das singularidades semi-hiperbélicas dos tipos
no e sela. n > 5

Prova. O auto-espago E associado ao autovalor nulo é gerado pelo vetor

1) Vo = (1,0), se al,(u,) = 0.

it) Vo = (1, —azl_(:(‘;i)), se al (u,) # 0.

O auto-espago E; associado ao autovalor nao nulo é gerado pelo vetor
Vi =(0,1).

A variedade central W, tem que ser tangente a reta que passa pela origem
na dire¢ao Vy. Podemos representar W, como o grifico de uma funcéo h :

R — R de classe C"

We = {(u,v)R* : v = h(u)}

De fato, a funcao Q(u,v) = 37 a;(u)v™ " tem as condigdes Q(u,,0) = 0,
e %f}z(u*, 0) = —an—1(u.) # 0. Pelo Teorema da Funcio Implicita existe uma
fungao h : U — R de classe C" definida numa vizinhanca U de u, tal que
Q(u, h(u)) = 0 para todo u € U.
Segue que a restrigao do campo )?(f) a variedade central é descrita pela
fungao B
9(w) = X(Fw, = n"(u).

Precisamos, entao, descrever o comportamento assintético da g(u) em
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Figura 2.7: Retratos de fase das singularidades semi-hiperbdlicas do tipo
sela-n6. n > 5e k > 2

. l/ \ 1.
77 N\
\% NS
s

IS

=

Figura 2.8: Retratos de fase das singularidades semi-hiperbélicas do tipo
sela-né. n >5e k=1
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uma vizinhanga de u,. Para isso, consideramos a fungio ¢ definida por
o(u) = W (u)h"3(u) + Z a;(w)h" " (u).
=0

Essa fungao ¢ identicamente nula, e é obtida substituindo v = h(u) na
equacao v’ = Q(u,v).

Seja k € N, k> 1 tal que o (us) #0 e a(’)(u*) =0 para j < k.

Para facilitar os calculos, suporemos u, = 0

Derivando ¢ vérias vezes, podemos obter as derivadas de h em u,.

Caso ). k > 2. Pelas condigoes de tangéncias de h(u), podemos escrever
h(u) = hou® + - - - + hgu®* + - - . Entéo,

P(us) = 0
Hu) = 0
QSH( *) = 2a’n—1(u*)h2 =0
¢"'(u*) = 31(282 + an_y (w)hs) = 0

¢("‘)(u*) = k(0¥ (w.) + an_1(u.) )
tal (U)o + -4 052 () hy)
+Az(hay -+ 5 Pp1) + Aog(ho, - -+ o) + Ay (b, - - , hi—3)
+ Ao (hoy ... hg_g) =0
(2.9)
ondeA,-k—dk( -h4)(u,) parai=0,...,n— 1.
Resolvemos as equacdes (2.9) para os coeficientes h;, obtendo

ha=hg=---=ht1=0
¢ k
h o
kT Qp l(u*)
A funcao h(u) tem a forma
h(u) = au® + O (u 1)
onde a = — “"

A 1est11(;ao 1cio campo a variedade central tem a forma
g(u) = " 3ukn=8) | O (1 n-2)),

A conclusao do caso i) segue de observar a paridade de n e de k, e os

nais de a®
sinais de an’ € ap_;.
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Caso 4i). Com as condigdes h(u,) = 0, a,(u.) = 0, a,(u,) # 0 e
an—1(us) # 0, as primeiras duas derivadas de ¢ avaliadas em u = u, tém
as expressoes

(P,(u*) — a’n(u*) + an_l(u*)h'(u*) =0

p'(w) = (n=3)(n - Hh"°(w) (W (w)® + a5 (u.) + 207,y (us) W' (u.)
2002 (u) (W (1))? + s (wa) h(w,) = 0

Resolvendo essas equagoes para h(u,) e suas derivadas, obtemos

W) = ‘_a:;_‘(l?f%)
) ah(w) dh(u)  awa(u) di(w)
T o Y L TN, R P vy Py

t Devemos somar a h”(u,) o termo an_lz(u*) (an_al"‘(m))3 quando n = 5 somen-
e.

Logo, a restricao do campo X(f) a variedade central dada pela funcio
g(u) tem o comportamento assintético numa vizinhanga de u, da forma

g(u) = A" (u— )" + O((u — u)"™?)
onde A = — ()

Qn—1 (u*)

A conclusdo do caso %) segue de observar a paridade de n e os sinais de
a%k) e a,—1. Por exemplo.
Se n é par, " <0e ap—1(u,) > 0, (us,0) é uma singularidade do tipo
sela.

Se n é par, af) > 0 e an—1(us) < 0, (us,0) é uma singularidade do tipo
no.

Se n é impar, (u.,0) é uma singularidade do tipo sela-né.

u

Para mais referéncias sobre os tipos topoldgicos das singularidades semi-

hiperbdlicas ver [1] pag. 222-225.

Observacao 2.3.2 Quando n = 4, o campo )?g(f) derwa de uma equacdo
de sequnda ordem e tem, em uma singularidade nilpotente, a parte linear
wgual a y%. Quando n > 4, o campo Xy(f) ndo deriva de uma equacdo de
seqgunda ordem, mas tem, em uma singularidade nilpotente, a parte linear
wual a m%. Assim, a variedade central, no primeiro caso, € tangente ao

ewxo T, no entanto, no sequndo caso é tangente ao eiro y.
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Uma classificacao das singularidades nilpotentes dos campos derivados
das equagoes diferenciais de segunda ordem foi dada em [5], considerando-se
a equivaléncia topoldgica entre os campos e suas partes principais. Essen-
cialmente, obteve-se oito classes de equivaléncias topoldogicas. Essas classes
foram encontradas, também, em [3] usando as formas normais do campo.



Capitulo 3

Estabilidade estrutural de X(f)

Neste capitulo, definimos para cada n o conjunto ©" C £™" de campos
X(f) =X (>, ai(z)y") definidos em M = S xR com propriedades simples
que caracterizam os campos vetoriais estruturalmente estaveis.

Denotamos por X(f) e M = S' x [-%, %] a compactificagio de X (f) e
M respectivamente como foi introduzida nas secoes 1.3 e 2.2. Lembramos
que Cp = S' x {0} e Cyz = S x {£I}.

Distinguimos os conjuntos ¥" para n = 1,---,4 e n > 5, por causa do
comportamento particular do campo X (f) nos circulos C4z, como especifi-
camos a seguir:

n=1,2. Os circulos Cyz constituem 6rbitas periddicas de )?(f)
n=3. O campo X (f) tem trajetérias tangentes aos circulos Ciz.
n =4. O campo J?(f) tem singularidades hiperbdlicas em Cyxz.

n > 5. O campo X(f) tem singularidades semi-hiperbdlicas em Cyz.

Cada um desses casos serd tratado em uma segao deste capitulo, na qual
definiremos " e provaremos a genericidade de " (i,e. £" é aberto e denso
em £™). Mostraremos que o conjunto de pardmetros p = (uq,. .., ) em
R tais que X, (f) = X (f + po+ 1y + pr—1y™ "+ xy™) ndo pertence a 7,
tem medida de Lebesgue zero em R+1. O niimero de parametros k depende
de n e do comportamento do campo nas vizinhangas dos circulos Cj e Cyz.

Na segao 3.6, provamos a caracterizagao de X (f) € £™" estruturalmente
estavel.

Finalmente, na segao 3.7, apresentamos exemplos de campos X (f) € &
que podem formar algumas das regides candnicas estudadas.
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Em todo o capitulo usaremos a seguinte notagéo: /\7ﬂ(f) denotard a com-
pactificacao de X, (f),

AX(f)(z,y), denotard o determinante de DX(f)(z,y), e o X(f)(z,y),
denotara o traco de DX (f)(z,y).

3.1 Cason=1.

3.1.1 Definicao de 3!

Lembramos que o campo X (f) pode apresentar na parte finita de M érbitas
periodicas de tipo homotopica a zero e as que circundam o cilindro sem cortar
o circulo Cj. _

Vimos na proposicao 2.4 que o campo X (f) tem érbitas periddicas nos
circulos Cyz. As 6rbitas periddicas v4.(u) = (¢(u), %) com periodo 7 tém
indice de estabilidade x = 0 (i.e. a primeira derivada da aplicacio de Poincaré
igual a 1). '

Defini¢ao 3.1 Definimos por X', o conjunto de campos X (f) de classe C"
comr > 2 tais que suas compactificagoes X (f) tém :

1. as singularidades hiperbolicas, contidas no circulo Cy;

2. as drbitas periddicas hiperbdlicas, contidas no int(M), e as drbitas pe-
rodicas em Cig semi-estdvens;

3. nenhuma conezxdao de selas.

Observagao 3.1.1 Os campos X (f) € E" nao podem ter trajetorias que
escapam ao infinito isoladamente. Pois se existirem, elas devem atingir uma
singularidade ou um ponto de tangéncia no infinito. Ver secdo 1.4.

3.1.2 Genericidade de 2!

Seja pu = (o, 1) € R

Teorema 1 Dado X (f) € EV"(M), r > 1. Entado, o conjunto
BYX(f)) ={n € R : X(f + po+ my) ¢ " (M)}

¢ um subcongunto de medida de Lebesgque zero em R2.

A prova do Teorema 1 segue de vdrios lemas.
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Lema 3.1 Para X (f) = X(ao(z)+a1(z)y) € EV(M) comr > 2, 0 conjunto

BHX(f) = {mo € R: X(f + o) tem alguma singularidade
(us,0) € Co com AX(f + o) = 0}

tem medida de Lebesque zero em R.
Prova. O conjunto de valores criticos de —ag é dado por
Crit(—ao) = {po € N : Iz, tal que — ag(z,,) = po e ay(z,,) = 0}.

Pelo Lema 1.1 (de Sard), Crit(—ag) tém medida de Lebesgue zero em .
Por outro lado, podemos escrever

Crit(—ao) = {po € N : I(zy,,0) € Cj tal que X(f+ 1o)(Z,,,0) = (0,0)
com AX(f + po)(zu,,0) = 0}.

Segue que B{(X(f)) = Crit(—ap) e portanto tem medida de Lebesgue zero
em R. ®

Lema 3.2 Dados X(f) = X(ao(z) + a1(z)y) € EV(M), r > 1 e py ¢
BI(X(f)). Entao, o conjunto

By(X(f); o) ={tn € R : X(f + po + my) tem alguma
singularidade nao-hiperbdlica}

tem medida de Lebesque zero em R.

Prova. Para g ¢ B}(X(f)), toda singularidade de X (f + 119), da forma
(us, 0) € Cy, satisfaz L\j(v'(f + po) (us, 0) # 0.

Seja k,, o nimero de singularidades de )?(f + po + py) em Cy.

Para cada singularidade de X(f + po + 1Y), (ue;,0) € Cp, existe um
dnico valor 3, € R tal que a)?(f + po + pi,;y) = 0. Pois U)?(f + g +
my) = ai(u) + p. Portanto, (u.;,0) é uma singularidade nao-hiperbélica de

X(f + po + 113,19)-
Entao, o conjunto By (X (f); u) pode ser descrito da seguinte forma

By(X(f); o) = {pn € R : ar(z) + p1 = 0,a0(z) + o = 0 e aj(z) > 0}

Segue que By (X (f); o) é um conjunto finito e portanto tem medida zero
em R. =
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Lema 3.3 Dado X(f) € EM"(M). Entao,
i) Para g € R er > 1, o conjunto

B3 (X (f); o) = {mm € R X(f + po + pmy) tem alguma drbita
periddica nao-hiperbélica contida em M}

tem medida de Lebesque zero em R.
1) Parar > 2, o conjunto

Bi(X(f))={meR: X(f+ p1y) tem alguma orbita
periddica nao semi-hiperbdlica em Cyx }

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. ¢) Uma 6rbita periddica v de X (f+ o+ p1y) é uma dos seguintes
tipos:
a) homotépica a zero. Contém em seu interior uma singularidade do cam-
po C e corta transversalmente o eixo z.

b) nao-homotépica a zero. Circunda o cilindro sem interceptar o eixo z.

Para cada situagao, encontramos expressoes das derivadas da aplicagio
do primeiro retorno com respeito a um parametro. Salientamos que es-
sas expressoes serao obtidas para um campo geral X(f) onde f(z,y) =

>igpai(z)yt en > 1.

Comecamos com as Orbitas periédicas homotépicas a zero.

Caso a). Para um valor de p9 € R, consideramos uma, 6rbita periédica de
X(f+po+my), vt p, 1) = (@(t, p, p1), ¥ (t, p, 1)) que passa por p = (o, 0)
com periodo 7 = 7(xg, jt1)-

Seja 7 (z, p1) a transformagao de Poincaré definida em um intervalo I C
Co com zo € I e associada ao fluxo do campo X (f + pp + p19).

As derivadas de 7(z, 1) com respeito a z e j, foram calculadas em [1].
Aqui, nés as escrevemos em termos dos coeficientes de f(z,y) + o + 1y
como segue

7(w0,11) .
(0, 1) Hemp | o))+ m)ds)

aﬂ- (:L. ILI’ ) 0) /11 T(m01ﬂ1
. y 1
Ay " —I”Y 0 , o, H1)| Jo

[T eap(— / (ias(0 ()9 (1)

+ p1)dt)p?(s)ds
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Como 59” (%o, 1) # 0, o Teorema da Funcgdo Implicita implica que exis-

te uma tnica fungdo yy(z) definida em uma vizinhanga I, de z, tal que

7(x, (7)) — x = 0 vale para Vz € I,,. Derivando a tltima equagio com
respeito a z, temos

om onr 0
%(xo;ﬂl) + 3#1( o,ﬂl)—u—l -1=0

e pelo fato que 3 a (a:o,,ul) # 0, obtemos a condicao:

0
v é nao-hiperbdlica se e so se —au 0.
s

Destacamos que para cada x € I, y11(z) determina um valor do parametro
tal que X (f + po + 1 (x)y) tem uma oérbita periédica passando por (z,0).
Essa drbita periodica é nao-hiperbélica quando g () for um valor critico de
pr(z) : Iy — R

Assim, para cada gy € R fixo, o conjunto de valores criticos de pi(z) é
escrito na forma

Or ={m(z) € R: X(f + po + p1(z)y) tem uma 6rbita periddica
nao-hiperbélica homotépica a zero passando por (z,0)}.

Caso b). Seja v(t) = (¢(t),%(t)) uma 6rbita periédica ndo-homotépica a
zero que passa por (0,p) com yp # 0.
A transformagdo de Poincaré, (y, 1), é definida por

m(y, i) = U(7,y, 1) (3.1)

onde 7 é o periodo das fungdes a;(z) e ¥(z,y, 1) é solugdo da equacio
diferencial

dv 1
d:c(z Y, p1) (Z:az )W+ ) = F(z,y, )

com condicao inicial ¥(0,y, 1) = .
A derivada de V(z,y, ;1) com respeito ao pardmetro pq é justamente a
solucao da equacao linear

d v, v

= DZF(:C>\II($)3/7M1)1/‘L1)B (7' Y, /J’l) +D3F(~T>\I’($,y>ﬂl),ﬂl)

% dpn

onde Dy F(z,y, u1) = —“—‘;&i) e D3F(z,y, 1) = 1.
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Pela equagdo (3.1), a derivada de 7(y, 1) com respeito ao pardmetro j,
é dado por
on

a—(y,u1)=e:cp(1(ﬂy,u1))/ exp(=Z(s,y, 1))ds
H1 0

onde Z(t,y, 1) = fot DyF(s,%(s,y, 1), p1)ds

Da mesma maneira que no caso das érbitas homotdpicas a zero, encontra-
mos uma fungao p, : I,, — R definida em um intervalo do eixo ¥ contendo
1o e sem intersegao com o eixo z tal que 7(y, 11(y)) — vy = 0. Derivando essa
equagao com respeito a y, concluimos que

om

%:0.

v € nao-hiperbdlica se e so se

Portanto, o conjunto de valores criticos de p;(y) é escrito da forma

Oy ={m (&) € R : X(f + po + p1(§)y) tem uma érbita periddica
nao-hiperbdlica circundando o cilindro que passa por (0,£)}

Terminamos a demonstracao do lema observando que
B3 (X (f); po) = 01U Oy

e aplicando o Lema 1.1 (de Sard) aos conjuntos O, e O,. Portanto, Bi (X (f); uo)
tem medida zero em .

i1) Primeiramente, observamos que as 6rbitas periédicas de X(f + Lo +
pry) em Ciz ndo dependem de p9. Além disso, a segunda derivada da
transformacio de Poincaré dessas 6rbitas periédicas é da forma

=42 [ ar(s)ds + 2.

Segue que o conjunto B (X (f)) de parametros u;, para os quais as 6rbitas
periddicas em Cl.z nao sao semi-estdveis (isto é, 7 = 0), é finito. Portanto,
B;(X(f)) tem medida de Lebesgue zero em R. m

Lembramos a propriedade 3 da defini¢ao de ': “X(f) € (M) ndo tem
nenhuma conexao de selas”.

Lema 3.4 Dados X(f) € EY (M), r > 1 e puy ¢ BY(X(f)). Entio, o
conjunto

By (X (f); o) = {1 € R : )?(f + pio + p1y) nao tem a propriedade 3 de T}

tem medida de Lebesgue zero em R.
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Prova. Fixamos yp ¢ B1(X(f)). O nimero de singularidades de )?(f +
Lo) € finito, por conseguinte, as conexoes de selas de Xﬂ(f) também aconte-
cem em ndmero finito de valores do parametro ;.

Afirmamos que todas as conexoes podem ser quebradas com perturbacoes
da forma X (f + po + 11y).

Suponhamos que para i, X (f + po + piy) tenha uma trajetéria pg na
parte superior de M conectando as selas p e g em Cy. Indicamos por Sg(q) a
separatriz estdvel de g e por S;(p) a separatriz instével de p. Ver figura 3.1.

Cig < )

— —

—

~ -
~ 7
~ _ -
-~
q

-
.7 T~
//77 —
Co -~ 7 B
\
P N
AN

I

P
Wl

a)

Figura 3.1: Desconexées das selas p e ¢ para p; > p}

Usamos a férmula da integral de Sotomayor-Melnikov para calcular a
derivada da funcao separacao das variedades estdveis e instaveis das selas de
X(f+ po + y). A funcdo separagao é definida em uma secio transversal
a trajetoria que liga as selas. Para maiores detalhes sobre a integral, ver
[7, 13].

Se denotamos por sep(y,) a fungéo de separagio das variedades S; (p, X (f+
to + my) e Se(q, }?(f + pio + f11y), entdo, a derivada de sep(y;) com respeito
ao parametro p, é da forma

sepu (03) = [72 exp(— [ div(X(f + po + 15y) (u(s), v(s)))ds)

X(f + o + 159) A 7= X (F + o + 13) (u(s), v(s))dt
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onde A € o produto de vetores definido como segue

(v1, v2) A (w1, wy) = —det ( Z)l e ) e (u(s),v(s)) é a 6rbita que conecta
1 W
as selas p e q.

Em nosso caso, conseguimos

sepu (0) = — [ eap(— [y div(X(f + o+ piy) (u(s), v(s)))ds)
-sin?(v(t)) cos?(v(t))dt. (3.2)
Observamos que o integrando em (3.2) é uma fungao niao-negativa. Pois
v(t) € [-%,5]. Portanto, sep,, (0) < 0 e a conexdo das selas p e q é quebrada

sem que possa surgir nenhuma outra conexao. Este fato segue de considerar
que a perturbagao dada pelo pardmetro p; sempre aponta na direcao ¥.

Concluimos que Bi(X(f); o) é um conjunto discreto de parametros 1
tais que X (f+po+/ny) tem alguma conexao de selas. Portanto B (X (f); Lo)
tem medida de Lebesgue nula em . m

Prova do Teorema 1. O conjunto B'(X(f)) é a unido dos seguintes
conjuntos

Bl = B%(JY(./‘)) X §R7

Bo= U {wo} x By(X()), mo),

ro€R=B1(X(f)))

Bs = | {u} x BY(X(f); mo),

HoER

By =% x Bj(X(f))

Bs= U {m) x BEX(), o),

mo€R—BH(X(f)))

onde B} (X(f),-), ¢ =1,...,5, sao dados pelos lemas 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 res-

pectivamente.
Cada conjunto B; satisfaz as seguintes propriedades:

o Contém pardmetros (i, 11) € R* tais que o campo X (f + g + fny)
viola pelo menos uma das propriedades de 2!.
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o IX mensurdvel. Pois seu complemento em 2 é um conjunto aberto.

e A medida é zero em R%. Pois, B; e B, sdo produtos de R por um
conjunto de medida nula em R. Para calcular a medida de B; com
t=2,3 e b, aplicamos o Teorema de Fubini [10] como segue

[ xB)dumdin = [ [ 5, B, o))y = 0

onde x(-) é a fungdo caracteristica de conjuntos em R2 também cha-
mada de indicadora.

Entdo, B'(X(f)) é unido de conjuntos de medida zero em %2, portanto,
é mensuravel com medida de Lebesgue zero em R2. m

Teorema 2 X' € aberto e denso em EV"(M) com r > 2.

Prova. A densidade de X' segue diretamente do Teorema 1. Pois, para cada
X(f) € €V e Ve > 0 existe = (1o, 1) € R? tal que | X,(f) — X(f)| <,
onde X, (f) = X(f + o + my) € B

Agora queremos ver que 2! é aberto em E'7.

Sejam X (f) = y&+(aoz) +ar()y) 2 e X (9) = y L&+ (bo(a) + by (2)y) L.
Pelas proposicoes 2.1 e 2.6, as singularidades de X'(f) sao da forma (u.,0) €
Cp com wu, raiz de ag(u) = 0. A hiperbolicidade dessas singularidades é dada
pelas relagoes AX(f)(u,,0) = ag(u.) # 0 e 0. X (f)(us,0) = a;(u,) # 0.

Assim, escolhendo p e iy suficientemente pequenos, vemos que o campo
X (g) com fungoes coeficientes by = ag + o, b1 = a1 + 1 tem singularidades
do mesmo tipo que X (f).

Além disso, se X(f) tem uma 6rbita periédica hiperbélica, o campo X (g)
com b; = a;(u) + p para valores pequenos de y; terd uma érbita periédica
hiperbdlica. Também, a semi-estabilidade das 6rbitas periédicas em Cyz néo
é alterada por essas mesmas perturbagoes.

Entao, é possivel escolher uma vizinhanga aberta, U/, de X(f) em £ tal
queld C Ll m

3.2 Cason=2.
3.2.1 Definicao de X?

Vimos na proposigao 2.4 que o campo Aj(f) tem Orbitas periédicas nos
circulos C’ig-
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As orbitas 7. (u) = (#(u), £%) com u € S* e periodo 7 tém estabilidade
X =T [y az(u)du.

Definigao 3.2 Definimos £ como o conjunto dos campos X(f)e&?,r>
1, tais que suas compactificacoes X (f) tém :

1. as singularidades hiperbdlicas e contidas no circulo Cy;
2. as orbitas peridodicas hiperbdlicas e contidas em M ;

3. nenhuma conezxao de selas.

A observagao 3.1.1, também se aplica aos campos X (f) € £27.

3.2.2 Genericidade de »?
Seja pu = (po, p11, p12) € R°.
Teorema 3 Dado X (f) € £E2"(M), r > 1. Entdo, o conjunto
BY(X(f)) = {n € R*: X(f + po + tay + pay”®) ¢ T2(M)}
¢ um subconjunto de medida de Lebesgue zero em R3.
A prova do Teorema 3 segue de vérios lemas.
Lema 3.5 Dado X(f) € E>"(M) com r > 1. Entdo, o conjunto

BY(X(f)) = {mo € R: X(f + o) tem alguma singularidade
(s, 0) € Cy com AX (f + po) = 0}

tem medida de Lebesgue zero em R.
Prova. Ver prova do Lema 3.1. m

Lema 3.6 Dados X(f) € £>"(M), r > 1 e py ¢ B¥(X(f)). Entdo, o
conjunto

B3(X(f); po) ={m € R : X(f + pto + m1y) tem alguma
singularidade ndao-hiperbdlica}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. Ver prova do Lema 3.2. m
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Lema 3.7 Dado X(f) € E*" (M), r > 1. Para pg € R, o conjunto

B2(X(f);p0) = {1 € R: X(f + po + py) tem alguma drbita
periddica nao-hiperbolica}

tem medida de Lebesgue zero em R.
Prova. Ver prova do Lema 3.3 parte ). m

Lema 3.8 Dado X(f) € E>"(M) com f(z,y) = ap(z) + a1(z)y + az(z)y?, e
r > 1. Entao, o conjunto

B3 (X(f)) = {p2 € R: X(f + pey?) tem alguma érbita
periodica nao-hiperbilica em Cig}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. Pela Proposigao 2.4, o campo )?(f) tem duas oOrbitas periddicas
de periodo 7 (igual ao periodo das fungGes a;(u)) nos circulos Ciz com

estabilidade x = F [ as(u)du. Logo, X (f + p2y?) tem Srbitas periddicas em
C’i% nao-hiperbdlicas se e somente se s = j:} fOT as(u)du.

Segue, entdo, que Bi(X(f)) é discreto e portanto de medida nula em R.
u

Observacao 3.2.1 Para todo (o, i) € R, B (X (f+uo+my)) = BHX(f)).

Lembramos a propriedade 3 da defini¢ao de %?: “X(f) € £2(M) ndo tem
nenhuma conexao de selas”.

Lema 3.9 Dados X(f) € E>"(M), v > 1 e pup ¢ B}X(f)). Entio, o
conjunto

B2(X(f);po) = {m € R : )?(f + pto + mmy) ndo tem a propriedade 3 de $*}
tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova.
Ver a prova do Lema 3.4. m

Prova do Teorema 3. O conjunto B*(X(f)) é a unido dos seguintes
conjuntos:
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B = Bi(X(f)) x %,

Bo= U {w}x By(X(f), o) x R,

ro€R=-BY(X(f))

By = | {0} x BAX(/); o) x R,

po€R

By = ®* x B(X(f)),

Bs = U {wo} x BI(X(f), o) x R,
Ho€R—BL(X(f))
onde BZ(X(f),"), ¢ = 1,...,5, sdo dados pelos lemas 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9
respectivamente.
Cada conjunto B; satisfaz as seguintes propriedades:
o Contém pardmetros (g, i1, t2) € R3 tais que o campo

X(f + po + p1y + p2y?) viola pelo menos uma das propriedades de X2
e I mensurdvel. Pois seu complemento em R é um conjunto aberto.

e Tem medida zero em R3. Pois, B e By sio produtos de ®2 por um
conjunto de medida nula em R. Para calcular a medida de B; com
i = 2,3 e 5, aplicamos o Teorema de Fubini como segue

[ xByduadmda = | ( [ X BHXU), 1), ) dpadis = 0
R3 R2

onde x(-) é a funcao caracteristica de conjuntos em R3, também cha-
mada de indicadora.

Entdo, B*(X(f)) é unido de conjuntos de medida zero em ®*, portanto,
é mensurdvel com medida de Lebesgue zero em 2%, m

Apresentamos a seguir o Teorema de genericidade de 2.
Teorema 4 %2 € aberto e denso em E¥" (M) com r > 1.

Prova. A densidade de %2 segue diretamente do Teorema 3.

Para ver que £% é aberto em £%7, seguimos a mesma linha da prova do
Teorema de genericidade para n = 1. Neste caso, devemos ter em conta
que se X(f) tem orbitas periddicas hiperbdlicas nos circulos Ctz, 0 campo
X (f+po+my—+psy?), para valores pequenos de pi, terd uma 6rbita periddica
hiperbélica, também. m
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3.3 Cason=23

Lembramos que as trajetérias de X (f) que escapam ao infinito sdo trans-
versais ou tangentes aos circulos Ciz em pontos isolados, como vimos na
proposicao 2.5.

3.3.1 Definicao de %3

Definicao 3.3 Definimos * como o conjunto formado pelos campos X(f) e
E¥(M), r > 1, tais que X(f) tem:

1. as singularidades hiperbolicas e contidas em Cy;
2. as orbitas periddicas hiperbolicas e contidas no mt(l\A/[/)
3. as tangéncias de tmjeto’rz:as com Cig de tipo parabdlico.

4. (a) Nenhuma conezio de selas.
(b) As separatrizes de pontos singulares em Cy transversais a Ciz.

(¢c) As trajetorias tangentes a Crz no mdzimo em um ponto.

3.3.2 Genericidade de >3
Teorema 5 Dado X(f) € E¥"(M), r > 1. Entdo, o conjunto

BY(X(f)) = {(no, i, 12) € R® = X(f + po + pmy + payy®) ¢ T3(M)}
¢ um subconjunto de medida de Lebesque zero em R3.
A prova do Teorema 5 segue dos seguintes lemas.
Lema 3.10 Dado X(f) € E3"(M), r > 1. Entdo, o conjunto

B} (X(f) ={meR: )?(f + o) tem alguma singularidade
(u4,0) € Cy com AX(f + o) = 0}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. A prova é similar ao Lema 3.1. m
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Lema 3.11 Dados X(f) € E¥ (M), r > 1 e uy ¢ B}(X(f)). Entio, o
conjunto

BI(X(f); o) ={1m € R : X(f + po + pny) tem alguma
singularidade ndo-hiperbdlica}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. A prova é similar ao Lema 3.2. m

Lema 3.12 Dado X (f) € E¥"(M), 7 > 1. Para py € R, o conjunto

BI(X(f)ipo) ={m e R: X'(f + 1o + p1y) tem alguma drbita
periddica nao-hiperbdlica}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. A prova é similar ao Lema 3.3. m

Lembramos a propriedade 3 de £3: “As tangéncias de trajetérias de
X(f) € 3 com Cyz sdo parabdlicas”.

Lema 3.13 Dado X(f) € £E¥"(M), r > 1 . Entdo, o conjunto

B3 (X(f)) = {p2 € R: X(f + p2v®) ndo tem a
propriedade 3 de ¥°}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. Seja X(f) com f(z,y) = Zf:o a;(z)y’. Pela proposicdo 2.5,
0 campo )?(f + pgy®) tem (u., %) € Ciz como ponto de tangéncia se
a3(u.) + 2 = 0 e mais ainda a tangéncia é parabdlica se aj(u.) # 0.

O conjunto de valores criticos de —az(u),

Crit(—az(u)) = {p2 € N : 3 (u,,0) tal que ag(u.) + s = 0 e ay(u,) =0},

descreve o conjunto de valores de p, € R tais que X (f + pp + y + pey®)
nao satisfaz a propriedade 3 de 3.

Entao, pelo lema de Sard 1.1, B3(X (f); po, 1) tem medida de Lebesgue
zero em . m

Observacgao 3.3.1 X(f) e X(f+puo+my) tém os mesmos pontos de tangéncias
em Cyz.
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Lembramos a propriedade 4 de %3: “X (f) € X2 se
1. nao tem nenhuma conexao de selas.
2. tem as separatrizes de pontos singulares em Cj transversais a Ciz.

3. tem as trajetorias tangentes a Ciz no méximo em um ponto.”

Lema 3.14 Dados X (f) € E3"(M), r > 1, po ¢ Bi(X(f)) e s ¢ B (X(f)).
Entao, o conjunto

B3(X(f); o, pr2) = {in € R : X(f + po + pay + poy®) néo tem
a propriedade 4 de ¥}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. Fixamos py ¢ B3 (X(f)) e po ¢ B3(X(f)) como nos lemas 3.10
e 3.13. B

As conexoes de selas de X (f + pg + p1y + poy?) devem acontecer em um
numero finito de valores do parametro j;, pois o nimero de singularidades

é finito. N
Basicamente, temos trés situagdes em que X(f) tem separatrizes conec-
tando singularidades em Cj ou pontos de tangéncia em Ciz.

a) Conexoes de selas pertencentes a Cj.

b) Uma separatriz de sela tangente a Cyz ou C_z com tangéncia pa-
rabolica.

c¢) Uma ¢rbita com duas tangéncias parabdlicas a Ciz. As tangéncias
podem estar em circulos Cyz diferentes.

Na figura 3.2, mostramos as situagoes a),b) e c).

Todas essas conexoes de selas ou de tangéncias acontecem em um nimero

finito de valores do parametro p;. A anélise feita no lema 3.4 se aplica
diretamente as situacoes a), b) e ¢), ainda no caso em que uma, 6érbita tenha
duas tangéncias parabdlicas em um mesmo circulo Ci%.
_ De fato, podemos quebrar essas conexdes com perturbagdes da forma
X (f+ po+ py + poy?®) para g e ps fixos. A integral de Sotomayor-Melnikov
nos permite calcular a derivada da fungao separacao das variedades estdveis
e instaveis das selas conectadas, da seguinte forma

sepu (0) = — [17 eap(— [y div(X(f + po + iy + pay?®) (u(s), v(s)))ds)
-sin®(v(t)) cos®(v(t))dt. (3.3)
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Figura 3.2: Tipos de conexodes de selas em Cj e de pontos de tangéncia em
C:ti.
2

Nos casos b) e ¢) devemos considerar o tempo de percurso das trajetérias
tangentes aos circulos Crz. Entao, a derivada da fungao separacdo das tra-
jetorias tangentes a Ciz tem a forma

sepu (0) = —zor Jo exP(= fy div(X(f + po + iy + pay®) (u(s), v(s)))ds)
-sin®(v(t)) cos?(v(t))dt. (3.4)

onde T' é o tempo de percurso da trajetéria tangente entre um ponto g €
int(M) e o ponto de tangéncia p € Ciz.

Os integrandos em (3.3) e em (3.4) sdo fungGes ndo-negativas para v(t) €
—%,5]. Portanto, sep,, (0) < 0 e as conexdes sao quebradas sem que possa
surgir nenhuma outra conexao. Este fato segue de considerar que a pertur-

bagao dada pelo pardmetro y; sempre aponta na diregao y. Ver figura 3.3.

Concluimos que By(X (f); po, pt2) é um subconjunto discreto de R e por-
tanto tem medida de Lebesgue nula. m
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Figura 3.3: Desconexoes de separatrizes

Prova do Teorema 5. O conjunto B*(X(f)) é a unido dos seguintes
conjuntos

B, = BY(X(f)) x %,

By = U {me} x BIX(f), mo) x R,
o €R=BY(X(£)

B; = U {no} x B3(X(f); mo) x R,

poER

By = §R2 X Bj(X(f))a

Bs = U {0} x BI(X(f), o, p2) X {2},
(nosp2)€(R—BY(X(f)))U(R- B (X (1))

onde B}(X(f),"),1=1,...,5, sdo dados pelos lemas 3.10, 3.11, 3.12, 3.13 e
3.14 respectivamente.
Cada conjunto B; satisfaz as seguintes condigoes:

o Contém parametros (i, fi1, 12) € N3 tais que o campo

X(f + po + 1y + p2y?®) viola pelo menos uma das propriedades de 2.
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e X mensurdvel. Pois seu complemento em 13 é um conjunto aberto.

e Tem medida zero em R*. Pois, B, e By sdo produtos de %2 por um
conjunto de medida nula em R. Para calcular a medida de B; com
1= 2,3 e 5, aplicamos o Teorema de Fubini como segue

/mmmmmw/(/m@mmmmﬁwmﬁo
Rn3 R2 R
/ X(Bs)dpodpdpss =/ (/ x(-,Bg(X(f),-),-)du1> dpodpis =0
33 Jr2 \JR

/ﬁ@mmmp/(/m@mmw»QOm:o
R3 R2 R

onde x(-) é a fungdo caracteristica de conjuntos em R*, também cha-
mada de funcao indicadora.

Entdo, B*(X(f)) é unido de conjuntos de medida zero em %3, portanto,
é mensuravel com medida de Lebesgue zero em R°. m

Apresentamos a seguir o Teorema de genericidade de 3.
Teorema 6 33 ¢ aberto e denso em E3" (M) com r > 1.

Prova. A densidade de 3? segue diretamente do Teorema 5. Para cada
X(f) € €% eVe >0 existe p = (po, 1, p2) € R° tal que | X,(f) = X(f)| < e
onde X,(f) = X(f + po + my + poy®) € 3.

Agora, queremos ver que %2 é aberto em £°.

Sejam X (f) =y +3 iy ai(2)y' 2 e X(9) = yZ+3 1y bi(z)y' 2. Pelas
proposigoes 2.1 e 2.6, as singularidades de )?(f) sao da forma (u,,0) € Cj
com u, raiz de ag(u) = 0. A hiperbolicidade dessas singularidades é dada
pelas relagoes AX(f)(u.,0) = ap(u.) # 0 e a;(u,) # 0.

Os pontos de tangéncia parabélica sao dados pelas condigdes as(u,) = 0
e ag(u,) # 0.

Assim, escolhendo pig, 11 e po suficientemente pequenos, vemos que o
campo X (g) com funcoes coeficientes by = ag+ po, by = a1+ 11 e by = az+ oy
tem singularidades e pontos de tangéncias do mesmo tipo que X (f).

Além disso, se X(f) tem uma érbita periédica hiperbdlica, o campo X (g)
com b; = a;(u) + 1 para valores pequenos de j, terd uma érbita periédica
hiperbdlica.

Entao, é possivel escolher uma vizinhanga aberta, U, de X (f) em £ tal
queld C Y3 m
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3.4 Cason=4

Dado X(f) € €% com r > 1. O campo compactificado X (f) tem singulari-
dades nos circulos Cp e Crz como vimos na Proposicao 2.6.

3.4.1 Definicao de ¥*

Definicao 3.4 Definimos por £* o conjunto dos campos X (f) € £V, com
r > 1, tais que X (f) tem:

1. As singularidades (u,,-) € Co U Cyz hiperbdlicas e os autovalores cor-
respondentes as singularidades em C:tg distintos.

2. As drbitas periddicas hiperbdlicas e contidas no int(M).

3. Nenhuma conezao de separatrizes de singularidades. Mais especifica-
mente

(a) nenhuma conezdio de selas pertencentes a Cy ou a Cyx,

(b) separatrizes de selas em Co ou em Cyx ndo sio variedades fracas
de nds em Cyz.

Na figura 3.4, apresentamos os casos dos campos que nao pertencem a -4
por violar a condigdo 3. Em [4], esses campos sdo exibidos como que violam
as condigoes B.3 e B.4.

3.4.2 Genericidade de 2%

Teorema 7 Dado X (f) € EY(M), r > 1. Entdo, o conjunto
BYX(f) ={neR": X(f+ po+ my + poy® + psy*) ¢ (M)}

é um subconjunto de medida de Lebesque zero em R*.

A prova deste Teorema segue de varios lemas. O primeiro lema d4 a
medida do conjunto de campos que tém no minimo uma singularidade nao-
hiperbélica em M.

Lema 3.15 Dado X(f) = X(Z?:O ai(z)yt) € EY (M), com r > 1. Entdo,
a) o conjunto
BY(X(f) = {uo e R: )?(f + o) tem alguma singularidade em
Co com AX (f + po) = 0}

tem medida de Lebesque zero em R.
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Figura 3.4: a) nao cumpre B.3. b) e ¢) nao cumprem B.4. d) a situagao c)
vista no cilindro compacto, nao satisfaz a condigao 3 da cleﬁmgao 3.4

a)

b) o conjunto

By (X(f)={us € R: }?(f + psy®) tem alguma singularidade em
Ciz com AX(f + pay?) = 0}

tem medida de Lebesque zero em R

Prova. Os conjuntos Crit(—ag) = {m = —ae(z) : ay(z) = 0} e
Crit(—as) = {pus = —as(z) : aj(z) = 0} determinam os conjuntos de
parametros g e ps tais que o campo )?(f + o + p3y?) tem singularida-
des em Cp e Cyz nas quais A}?(f + po + p3y*) = 0. Pelo Teorema de Sard,
esses conjuntos tém medida de Lebesgue zero em .

No seguinte lema, damos a medida do conjunto de campos que tém sin-
gularidades nao-hiperbdlicas em M quando A # 0 e ¢ = 0 ou, se sao hi-
perbdlicas em Cig, tém autovalores iguais.

Lema 3.16 Dados X(f) = X (X4 ai(z)y’) € EY(M) com r > 1, po ¢
BICX())) e s ¢ BY(X(F)). Brido
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a) o conjunto

B(X(f); o) ={p1 € R : X(f + po + p1y) tem alguma
singularidade nao-hiperbolica em Cy}

tem medida de Lebesgue zero em R.
b) o conjunto

Bi(X(f); i3) ={p2 € R : X(f + poy® + pay”) tem alguma
singularidade hiperbdlica com autovalores

associados 1guais ou nao-hiperbdlica em C’i%}
tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. a) Para uy ¢ BY(X(f)), AX(f + o)) (us,0) # 0 com (u.,0)
singularidade de X (f 4 10) em Cy. Notar que as singularidades de )?(f) sa0
em nuameros finitos, digamos k singularidades em Cj.

Para cada (z,;,0) € Cp singularidade de /\7(f+u0 + 11y) existe um tinico
valor p7 ; tal que o(X(f + po + 1iy)) = 0. Pois o(X(f + o + piy)) =
a1 (Taz) + -

Segue facilmente que

B3 (X(f); o) é um conjunto discreto de R.
b) Dado pu3 ¢ By(X(f)). A condigao
ag(u.) + pe = 2v/aj(u.) (3.5)

implica que )?(f + poy® + psy?) tem uma singularidade (u,, +7) hiperbdlica
e com autovalores iguais. Entao, existe um tnico valor uj que satisfaz a
condicao (3.5)

Por outro lado, para cada (u., +%) singularidade nao-hiperbélica de /‘?(f+
joy® + pzy'), existe um tnico valor pj tal que o(X(f + piy® + usy?)) =
—(as(us) + p2) = 0.

Dessas condigGes segue que o conjunto Bj(X(f);u3) é um subconjunto
discreto de i e portanto tem medida de Lebesgue zero em . m

A seguir, apresentamos a medida do conjunto de campos que tém no
minimo uma Orbita periédica nao-hiperbélica. Observamos que as érbitas
periédicas de X, (f) estdo contidas no interior de M. Isso nos permite usar
o préprio campo X, (f).
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Lema 3.17 Dado X(f) € E4"(M) com v > 1. Para py € R, o conjunto

BYX(f); o) = {1 € R : X(f + po + p1y) tem alguma drbita
periddica nao-hiperbolica}

tem medida de Lebesque zero em R.

Prova. A prova é idéntica a do Lema 3.3. m

O seguinte lema d4 a medida do conjunto de campos X ( f+ o+ y+psy*)
que possuem conexoes de selas tanto em Cj quanto em Cig-
Lembramos a propriedade 3 de £%: “ X (f) € & se

1. )?(f) nao tem conexao de selas pertencentes a Cj ou a Cyrx,

2. as separatrizes de selas de X (f) em Cj ou em C’i% nao sao variedades
fracas de nds em Cyz.”’

Lema 3.18 Dados X(f) € EY (M) com r > 1, up ¢ BHX(f)) e us ¢
By (X (f)). Entao, o conjunto

B (X(f); tos pt3) = { € R 2 X(f + pio + puy + sy
ndo tem a propriedade 3 de ©'}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. Fixamos 1y ¢ BY(X(f)) e us & B3 (X(f)).

Como o niimero de singularidades de X(f—l—uo +uzy*) é finito, as conexdes
de selas, também, acontecem em niimero finito para cada parametro y,.

Basicamente temos trés tipos de separatrizes conectando singularidades
de X (f). Todas essas conexées podem ser quebradas com perturbacoes da
forma )N((f + po + iy + pzy?). Na figura 3.5, vemos as possiveis conexoes de
separatrizes de singularidades.

De fato, a integral de Sotomayor-Melnikov nos permite calcular a derivada
da funcao separagao das variedades estdveis e instdveis da seguinte forma

sep (0) = — [0 eap(— [y div(X(f + po + iy + psy*))ds)
-sin’(v(t)) cos® (v(t))dt. (3.6)

nTm

O integrando em (3.6) é uma fungdo ndo-negativa para v(t) € [-%,Z].
Portanto, sep,, (0) < 0 e as conexées sdo quebradas sem que possa surgir
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Figura 3.5: Tipos de conexoes de separatrizes de singularidades

Figura 3.6: Desconexoes de separatrizes
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nenhuma outra conexao. Este fato segue de considerar que a perturbacio
dada pelo parametro p; sempre aponta na dire¢ao y. Ver figura 3.6.

Concluimos que By (X(f); f0, #3) € um subconjunto discreto de R, e por-
tanto de medida de Lebesgue zero. m

Prova do Teorema 7. O conjunto B'(X(f)) é a unido dos seguintes
conjuntos:

Bl = Bil(X(f)) X §RS)
BQ = §R3 X Bg(X(f)))

By = U {10} x B3(X(f), o) x R?,

roER—B(X(f))

By=%RxBy(X(f),m)x ) {us},
w3ER—BL(X(F))

Bs = | {mo} x Ba(X(f); o) x R?

po€R

Bs = U {10} x Bg(X(f), pto, p3) x R x {3},
(1o,13)€(R—B3 (X (f)))U(R—-B3 (X (f)))

onde B}(X(f),"),i=1,...,6, sao dados pelos lemas 3.15, 3.16, 3.17 e 3.18.
Cada conjunto B; satisfaz as seguintes condigoes:

e Contém pardmetros (po, p1, o, u3) € R* tais que o campo

X(f + po + iy + poy® + psy*) viola pelo menos uma das propriedades
de 4.

o E mensurdvel. Pois seu complemento em %! é um conjunto aberto.

e Tem medida zero em R*. Pois, B; e B, sdo produtos de R* por um
conjunto de medida nula em . Para calcular a medida de B; para
1=3,...,6, aplicamos o Teorema de Fubini como segue

[ xtEdu s = [ ([ s BEOCU) s ) i =0
R4 Je3 R
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R4 w3 \JR
/ X(Bs)dpo - - - dps =/ (/ x(- Bs(X(f),), ~)du1) dpodpadps = 0
R ®3 \JR

/ X(Bs)dpo - - - dpss =/ (/ X(-,BQ(X(f),-),-,‘)dm) dpodpsdps =0
R4 R3 R

onde x(-) é a funcdo indicadora de conjuntos de R*.

Entao, B*(X(f)) é unido de conjuntos de medida zero em R*, portanto,
é mensuravel e com medida de Lebesgue zero em R*. m

Apresentamos a seguir o teorema de genericidade de .
Teorema 8 * ¢ aberto e denso em EY (M) comr > 1.

Prova. A densidade de X segue diretamente do Teorema 7. Pois, para cada
X(f) € EY eVe > 0existe u = (o, i1, o, 113) € R* tal que | X (f)=X(f)] <
ee X,(f) e B4

Agora queremos ver que 2 é aberto em £47.

Escrevemos X (f) = yZ +31, ai(x)yi% e X(9)=yZ+3., bi(x)yi%.
Pelas proposigoes 2.1 e 2.6, as singularidades de )?(f), (us, ), estao locali-
zadas no circulo Cy satisfazendo as relagoes ag(u,) = 0 e aj(u,) # 0, e nos
circulos Cyz satisfazendo ay(u.) = 0 e aj(u,) # 0.

Logo, escolhendo pig, pi1, pto € 3 suficientemente pequeno, o campo X (g)
com fungoes coeficientes by = ag+ o, by = a1+ 1, by = az+ g € by = ay+ g
tem singularidades do mesmo tipo que X (f).

Além disso, se X(f) tem uma 6rbita periédica hiperbdlica, o campo X (g)
com by = a;(u) + w1 para valores pequenos de j; terd uma 6rbita periddica
hiperbdlica. m

3.5 Caso n > 5.

Dado X(f) € &, n > 5er > 2. O campo compactificado }\N’(f) tem
singularidades em Cj e C’i%.
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3.5.1 Definicao de X"

Definicao 3.5 Deﬁnz’mog por X", paran > 5, o conjunto dos campos X (f) €
E™T com v > 2 tais que X (f) tem:

1. As singularidades (u.,0) € Cy hiperbdlicas e as singularidades (u., +7) €
Cyz semi-hiperbdlicas.
2. As drbitas periddicas hiperbdlicas e contidas em M.

3. Nenhuma conexdo de separatrizes de singularidades. Mais especifica-
mente

(a) nenhuma conexio de selas pertencentes a Cy,

(b) separatrizes de selas em Cy nio sio variedades invariantes de sin-
gularidades em Ciz.

(c) nenhuma conezao entre singularidades pertencentes a Cig através
de variedades invariantes.

3.5.2 Genericidade de "

Teorema 9 Dado X(f) € EM (M) comn >5 er > 2, o conjunto
BM(X(f)) = { (1o, 1, p2) € R : X(f + pio + iy + pay™ ") ¢ T"(M)}

¢ um subconjunto de medida de Lebesque zero em R>.

Primeiro, determinamos a medida do conjunto de campos que tém no
minimo uma singularidade nao-hiperbdlica em Cj ou nao semi-hiperbdlica
em Cﬂ:§~

Lema 3.19 Dado X(f) € E™ (M) paran >5 er > 1. Entdo,
a) O conjunto

BY(X(f)) = {mo e R :j(v'(f + o) tem alguma singularidade
(us,0) € Cy com AX(f + o) = 0}

tem medida de Lebesgue zero em R.
b) O conjunto

X(f) = {p2 € R :X(f + poy™ ") tem alguma singularidade em
Ciz com o X (f + pay" ) = 0}

tem medida de Lebesgue zero em R.
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Prova. A prova de a) é idéntica do Lema 3.15 inciso a).

b) Para cada singularidade (u, £%) de X (f+p2y"""), a condigo a,_ (u)+
p2 = 0 determina que tal singularidade nao é semi-hiperbédlica. Porquanto,
B3 (X(f)) deve ser um conjunto discreto e, assim, de medida nula em R. m

Lema 3.20 Dado X(f) € E™(M) para n > 5 er > 1, e dado py ¢
BY(X(f)). Entdo, o conjunto

BY(X(f); o) = {1 € R :X(f + po + uy) tem alguma
singularidade nao-hiperbolica em Cy}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. A prova é idéntica do Lema 3.16 inciso a). m

A seguir, apresentamos a medida do conjunto de campos que tém no
minimo uma Orbita periédica nao-hiperbdlica contida no interior de M.

Lema 3.21 Dado X(f) € E™ (M) comn > 5er > 1. Para uy € R, o
conjunto

By (X (f); po) = {m € RN : )z;(f + po + y) tem alguma drbita
periddica nao-hiperbdlica}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. A prova é similar ao Lema 3.3 parte 7). m

O seguinte lema déd a medida do conjunto de campos X (f + o + 11y +
tay™ ') que possuem conexdes de separatrizes de singularidades tanto este-
jam em Cp quanto em Cyz.

Lembramos a propriedade 3 de X" com n > 5: “X(f) € X" se
1. nao tem nenhuma conexao de selas pertencentes a Cj,

2. as separatrizes de selas em Cy nao sao variedades invariantes de singu-
laridades em Ci%.

3. nenhuma conexao entre singularidades pertencentes a Ciz através de
variedades invariantes.”
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Lema 3.22 Dados X(f) € E*(M) com n > 5 er > 2, e dados py ¢
BY(X(f)) e ua ¢ B X(f)). Entio, o conjunto

BR(X(f); to, 112) = {1 € R+ X(f + pio + puay + p2y™") nio tem
a propriedade 3 de £}

tem medida de Lebesgue zero em R.

Prova. A prova ¢é similar ao Lema 3.18. Neste caso, salientamos que a
derivada da funcao separacdo das variedades estéveis e instaveis, calculada a
partir da integral de Sotomayor-Melnikov, é da seguinte forma

sepu, (0) = — f_t:o exp(— fot div(i(f + po + Py + pey™1))ds)
-sin®(v(t)) cos™ ! (v(t))dt. (3.7)

Prova do Teorema 9. O conjunto B*(X(f)) é a unido dos seguintes
.conjuntos:

By = BY(X(f)) x %,
By = % x BY(X(/)),

Bi= U {wo} x BRX(f), o) x R,

roER—BT (X(f))

By = {no} x BY(X(f); o) x R,

Ho€ER

Bs = U {ko} x BE(X(f); po, p2) * {pa}
(10,112) E(R— B} (X (1)) (R~ BE (X()))

onde B'(X(f),-),t=1,...,5, sdo dados pelos lemas 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22.
Cada conjunto B; satisfaz as seguintes condicoes:

e Contém parametros (uo, i1, o) € R® tais que o campo

X(f + po + a1y + poy™ ') viola pelo menos uma das propriedades de
e,

o B mensurdvel. Pois seu complemento em R3 é um conjunto aberto.
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e Tem medida zero em R%. Pois, B, e By sdo produtos de R2 por um
conjunto de medida nula em R. Para calcular a medida de B; com
1= 3,4 e 5, aplicamos o Teorema de Fubini como foi realizado no caso
n = 4 (ver prova do Teorema 7).

Entdo, segue que B"(X (f)) é unido de conjuntos de medida zero em R3 e
portanto, ¢ mensurdvel e com medida de Lebesgue zero em R3. m

Apresentamos a seguir o Teorema de genericidade de £".
Teorema 10 Dadon > 5. X" € aberto e denso em E™" (M) com r > 2.

Prova. A densidade de X" segue diretamente do Teorema 9. Pois, para
cada X (f) € E™" e Ve > 0 existe u = (o, 1, to) € R tal que
| X (1o + p1y + pay™ ™) — X(f)] < € onde X (fpo + py + pay™!) € T

Agora, queremos ver que L™ é aberto em £™7.

Escrevemos X (f) =yZ+>", ai(:r)y’% e X(9)=yZ+37", bi(x)yi%.
Pelas proposigoes 2.1 e 2.6, as singularidades de X’(f), (u., -), estao locali-
zadas no circulo Cy satisfazendo as relagoes ag(u.) = 0 e ay(u.) # 0, e nos
circulos Cyz satisfazendo an(u.) = 0 e ap_1(u,) # 0. Entao, escolhendo
I, M1 € jip suficientemente pequeno, o campo X (g) com funcdes coeficientes
bo = ap + pio, by = a1 + p11 € by_1 = a,—1 + o tem singularidades do mesmo
tipo que X (f).

Além disso, se X (f) tem uma érbita periédica hiperbélica, o campo X(9)
com by = a;(u) + py para valores pequenos de p; terd uma érbita periédica
hiperbélica, também. m

3.6 Caracterizacao da Estabilidade Estrutu-
ral

Nesta secao provaremos o Teorema de caracterizacdo dos campos X (f) =
0 . 9 , . <A _ n i

Yze T+ f(z,y)a—y estruturalmente estdveis onde f(z,y) = > " ai(z)y, n > 1

e a;(r) sao fungdes periddicas de classe C™, com r > 1sen =2,3,4, e 7 > 2

sen=1oun>5.

Teorema 11 X(f) € E™", comr >1sen =2,3,4, er >2sen =1 ou
n > 95, € estruturalmente estdvel se e sé se X(f) € Z".

A prova serd dada para todo n e dividida em duas proposicoes de neces-
sidade e suficiéncia de ¥". Especificaremos o valor de n quando precisarmos
destacar as propriedades de X (f).
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3.6.1 Necessidade

Proposicao 3.1 (Necessidade) Se X (f) € E™ comr > 1 sen = 2,3,4 ¢
r>2sen=1 ou > 5 ¢ estruturalmente estdvel entdo X (f) € L".

Prova. Existe uma vizinhanga U de X (f) em £™" tal que para X(g) S
U existe hy : M — M homeomorfismo que leva trajetérias de X(f) em
trajetérias de X (g).

Pela densidade de X", existe um campo X (3" b;(z)y?) € Z*NU tal que
X(f) ¢é topologicamente equivalente a X (3.1 ; b;(z)y’). Entdo, X(f) herda
as seguintes propriedades das trajetérias de X (> " b;(z)y’):

e Em Cp, X(f) tem um niimero finito de singularidades, todas topologi-
camente equivalentes a selas ou anti-selas.

e BEm Cyz, X(f) tem um niimero finito de tangéncias (quando n = 3)
ou de singularidades (quando n > 4). As tangéncias sio localmente
internas ou externas.

e As Orbitas periédicas formam um conjunto finito, todas sao atratoras
ou repulsoras e contidas no interior de M.

e Nao tem conexdes de separatrizes de singularidades, nem separatrizes
de selas tangentes a Cyz.

Resta provar as seguintes propriedades de X (f).

a) As singularidades em Cj sdo todas hiperbélicas. De fato, se A/‘A(:(f) =
0 em alguma singularidade, digamos (u.,0), podemos considerar o
campo X (f + ef(u)(v — u,)) onde B é uma funcio periédica, nio-
negativa em uma vizinhanga V' de u. e com suporte compacto contido
em V, f(u.) = 1 eV ndo contém nenhuma outra singularidade. Se-
gue que AX(f)(us, ) = —eB(u.). Entdo, escolhendo o sinal apropri-
ado para €, obtemos que (u,,-) sendo também uma singularidade de
X(f +eB(u)(u— u.)) tem indice distinto como singularidade de X (f),
contradizendo a estabilidade estrutural de X(f).

b) Em C’i%, segundo o valor de n, temos singularidades hiperbélicas, semi-
hiperbdlicas, ou pontos de tangéncias quadraticas.

Para n = 3, suponhamos que (u,, %) € um ponto de tangéncia nao-
quadrética, mas é localmente interna ou externa. Isto é, (u,, %) satisfaz
as(u.) = 0 e aj(u.) = 0.
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Seja V' uma vizinhanca de u, em R tal que ndo contenha nenhum outro
ponto de tangéncia de X (f). O campo X (f+e(z—u,)B(z)y?) onde B(z)
¢ uma funcdo periédica nao-negativa de classe C™ com suporte contido
em V, estd suficientemente préximo de X (f) conforme e seja pequeno.
Vemos que (u,, §) ¢ um ponto de tangéncia de X (f + €(z — u.)B(z)y®)
com (9],\/7, pois

X(f +e@ —u)B(@)y’) blus, 5) = 0

e mais ainda, a tangéncia é quadrética, pois

XS + ez —w)B(@)y”) - blus, 5) = € £ 0

onde b : M — R é definida por b(u,v) = cos(v) como foi introduzida,
na Proposi¢ao 2.5.

Entao, se (u.,%) é um ponto de tangéncia externa (respectivamente,
interna) de /‘?(f), tomamos um e positivo (respectivamente, negativo)
com tal que X(f + e(z — u.)B(z)y®) tenha em (u,,Z) um ponto de
tangéncia interna (respectivamente, externa), contradizendo a estabili-
dade estrutural de X (f).

Para n = 4, a hiperbolicidade de todas as singularidades de )N((f) em
C4z pode ser mostrada da mesma maneira que o inciso a), considerando
os sistemas préximo a X(f) da forma X(f + e(z — u.)B(z)y?) onde
(w4, £%) é uma singularidade de X(f).

S6 precisamos tratar aqui, o caso em que uma singularidade de )?(f)
tenha associado autovalores de DX (f) iguais. De fato, se (ue, £3) é
uma tal singularidade de f(f), entao satisfaz as seguintes condigoes:
ay(us) > 0 e az(u,.) = 24/a}(u.). Logo, tomando um campo suficiente-
mente préximo a X (f) da forma X (f+e(x—u.)B(z)y?) onde B(z) é uma
fungdo periddica nao-negativa com suporte contido em uma vizinhanca
de u, e sem conter nenhuma outra singularidade, obtemos que (u., +%)
é, também, uma singularidade de X ( f+e(z—wu.)B(z)y?), mas com auto-
valores associados nao iguais. Mais especificamente, se € < 2,/a/,(u,) —
az(u.), a singularidade é um foco, e se € > 2,/d(u,) — az(u,) a singula-
ridade € um n6 hiperbdlico. Portanto, os campos X (f+e(z—u,)B(z)y?)
e X(f) ndo podem ser topologicamente equivalentes.

Para n > 5, se (u,,%%) é uma singularidade de /‘?(f) nao semi-
hiperbdlica, entdo, satisfaz as condigoes: a,(u:) = 0 e ap_y(u.) = 0.
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Agora, o campo suficientemente préximo a )?(f) da forma X (f +e(z —
u.)B(x)y™"), tem a (u,, %) como uma singularidade semi-hiperbélica.
Isto contradiz a estabilidade estrutural de X (f).

As orbitas periédicas sao todas hiperbélicas. De fato, suponhamos que
7(s) = (p(s),£(s)) seja uma orbita periddica de periodo 7 de X (f)
tal que seu indice caracteristico x(-y, X(f)) = 0. Conseguiremos um
campo X(f + g) suficientemente préximo de X(f) tendo a  como
orbita periédica, mas com indice x (v, X (f +g)) # 0.

Procuramos, entdo, uma funcio g(z,y) = by(z) + by (z)y com by e b
periddicas de classe C” tal que

i) X(f+ g) esteja préximo de X (f) digamos a menos de € # 0.

iw) X(f+9)(v) = X(f)(vy) (i-e. v é uma érbita periédica de ambos
campos).

i) x(v, X(f +g)) #0

As condigoes 1), 14), 417) anteriores determinam as seguintes:

* suplbgk)(m)l <eparai,k=0,...,rexz € S.

* bo(p(s)) + bi(p(s))€(s) =0
* b1(¢(s)) nao é identicamente nula em R.

O problema se reduz, entdo, a encontrar uma funcdo b, : ® — R de
classe (" periddica e que ndo seja identicamente nula. Em seguida,
com tal by(u), podemos escolher by : R — R de classe C” periddica e
que satisfaz by((s)) = —b1(p(s))é(s) para s € R.

Devemos ter em conta as trés situacoes seguintes.

1) A fungao by ndo pode ser nula. Pois, caso contririo, teriamos que
£(s) = 0 para s € R e portanto o circulo Cy seria uma érbita periédica
de X(f), contradizendo o fato que toda 6rbita periédica s6 pode inter-
ceptar Cp em pontos isolados.

2) Se &(s) for constante ndo-nula &, entdo podemos por by(z) = e
constante nao-nula e bo(z) = —ef, constante, também. Logo, vemos
que a fungao g(z,y) = —efp + ey com € # 0 pequeno, permite definir
uma perturbagao |e|-préxima de X (f) e com x(v, X(f + g)) =e.

3) No caso que &(s) nao for constante, podemos escolher algum s, €
(0,7) tal que £(so) # 0 e p(so) # 0. Seja W = ¢([0,7]) € R. Entdo,
existe U, vizinhanga aberta de sy contida em [0,7], tal que pu tem
inversa diferencidvel (pois ¢'(sp) = &€(sp) # 0).
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Suponhamos que &(sy) > 0. Denotamos U = p(U) C W esejaV =
(o, B) uma vizinhanga de ¢(so) tal que V.C V C U. (Ver figura 3.7).

1 bCO

0 So ' . S0 7’_
U U
b)

a)

Figura 3.7: a) Orbita periédica homotépica a zero. b) Orbita periddica
circundando o cilindro. Os pontos a e b sao identificados

Agora, podemos tomar uma fungao b; : ¥ — R com as seguintes pro-
priedades:

* bi(z) >0paraz €V eb(zx)=0paraz € W -V
% classe C", com r > 1

x estendida periodicamente a todo .

Logo, bo : # — R se define como by(z) = —bi(z)¢' (¢~ (z)) para z €
Veb = 0paraz € W —V. Essa fungio by, pode ser estendida
periodicamente a todo 1 e é de classe C".

Segue que a fungao g(z,y) = eby(z) + eby(z)y é uma perturbacio de
f(z,y) procurada. De fato, o campo X (f+g) tem a v como uma 6rbita
periddica com indice caracteristico

0 1(B)
X X+ a) = / by(p(s))ds # 0.

o~ (a)

Se v for atratora para X(f), entdo tomando € > 0, o campo X (f + g)
terd pelo menos duas érbitas periddicas a mais que X (f), contradizendo



3.6. CARACTERIZAGAO DA ESTABILIDADE ESTRUTURAL 65

o fato de X (f) ser estruturalmente estével. Isto conclui a prova do caso
c).

Portanto, os casos a), b) e ¢) junto com as propriedades mencionadas
acima mostram que X (f) € ¥". m

3.6.2 Suficiéncia

Nesta segao, provamos que as propriedades de Y™ sao suficientes para a es-
tabilidade estrutural. Para isso, dividiremos M em regides candnicas e cons-
truiremos um homeomorfismo sobre cada uma delas. B .

Denotamos por W o conjunto de todas as separatrizes de X (f) em M .(Ver
defini¢ao 1.4)

Definicao 3.6 Uma regiao canonica de )?(f) ¢ uma componente conexa de
M—-W.

Definigao 3.7 Um atrator (resp. uma fonte) de X associado a uma T€gLa0
candnica R C M & um nd, um foco ou ciclo limite de X ou é um arco da
fronteira de R aonde as trajetorias contidas em R tendem quando t — oo
(resp. t — —o0).

Definicao 3.8 a) Uma regido critica de um ponto singular p de )?(f) €
uma vizinhang¢a D de p tal que os sistemas suficientemente prézimos a X
tém uma tinica singularidade e do mesmo tipo que p.

b) Uma regiao critica de um ciclo limite T de X (f) ¢ um anel A contendo

[' tal que os sistemas suficientemente prozimos X (f) tém wm tinico ciclo
limite e da mesma estabilidade que T'.

Toda regiao canénica tem na sua fronteira somente uma fonte e um atra-
tor. Esta propriedade, de grande utilidade para a classificacdao das regives
canénicas, foi dada em [18].

Denotamos por a, w e v uma fonte, um atrator e uma separatriz de X
respectivamente. Para os casos em que uma separatriz seja um ponto (i.e.
uma singularidade ou uma tangéncia externa) usamos p.

Classificamos uma regiao canonica R pelo niimero e tipo de separatrizes
contidas em sua fronteira OR.

o Tipoi. OR = {a,w}. Por exemplo, uma regiao limitada por dois ciclos
limites sem singularidades em seu interior.
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e Tipo ii. R = {a,w, 7} onde 7, é uma trajetéria transversal a OM e
« e w pertencem a M.

e Tipo 7ii. OR = {o,w,y1,p1} onde -y, é uma trajetdria com tangéncia
interna a M e p; é um ponto de tangéncia externa.

o Tipo iv. OR = {a,w,Y1,72} onde 7, e 7, sao trajetérias separatrizes.

e Tipo v. OR = {&,w,p1,71,72} onde p; é uma sela, y; e 7, sdo tra-
jetorias que tendem a p;.

o Tipo vi. OR = {a,w,p1,71,72,73} onde p; é uma sela, 7, 7, sdo
trajetorias que tendem a p; e y3 é uma trajetéria que néo tende a p;.

o Tipo vii. OR = {a,w, p1, 71,72,73} onde p; é uma sela, i, 12 e 3 sdo
trajetorias que tendem a p;.

o Tipo viit. OR = {a,w,p1, M, Y2, P2, 73} onde py e py sao selas, 7, 72
trajetorias que tendem a p; e 3 trajetoria que tende a py.

o Tipo iz. OR = {&,w,p1,71,72,P2,73, 74} onde p; e py sdo selas, 1, 7o
trajetorias que tendem a p; e 3 e 74 trajetorias que tendem a p,.

Na figura 3.8, apresentamos os tipos de regides canénicas que encontramos
em M.

Em [18], Peixoto e Peixoto apresentaram cinco tipos de regides canonicas.
Posteriormente, Sotomayor em [19] estendeu o niimero de regides a sete,
considerando as tangéncias externas e internas entre a fronteira de M e as
trajetoérias que nao sao separatrizes de selas. Em [22], Teixeira apresentou
outras regioes canonicas ao estudar as bifurcagoes genéricas sobre variedades
com fronteira. Em [16], Neumann classificou os fluxos continuos sobre varie-
dades bidimensionais pela equivaléncia topoldgica das regides candnicas que
os fluxos determinam.

Na tabela 3.1, mostramos as classificacoes de Peixoto-Peixoto e de Soto-
mayor em funcao da classificacao dada neste trabalho.

Observar que os tipos 7, v e vz sao novos. Estes surgem pela presenca
de singularidades na fronteira de M.!

'A regido candnica do tipo 7 foi observada e discutida pelo Prof. Ronaldo Garcia na
fase final da tese.
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Figura 3.8: Regioes candnicas classificadas segundo o niimero e tipo de se-

paratrizes que formam a fronteira.
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Tipo Peixoto-Peixoto Sotomayor
i OR = {o,w} I 1
i. OR = {a,w, m}

iti.  OR = {a,w,m,p} 8

w.  OR={o,w,m,7} I 7

V. OR = {a)(’J)pl)rYl)rYZ}

V1. OR = {a,w,p1, 11, V2, 73} [T 4,5
vit.  OR = {a,w,p1, 71,72, 73} v 3

vitt. OR = {a,w,p1, 71,72, P2, 73}

L OR = {a7w7p17’717727p2)73’ ’Y‘l} N4 2

Tabela 3.1: Classificagdo das regices candnicas segundo Peixoto-Peixoto (I-
V), Sotomayor (1,...,7) e deste trabalho (¢,13, ..., iz).

Teorema da suficiéncia

Nesta se¢ao usaremos as seguintes notagoes:

1. AB indicaré o arco qué une os pontos A e B.
2. I(AB) indicara o comprimento de arco.

3. A fungao Zsp : AB — [0,1] definida por Z,5(M) = 7((%)2 para M €
AB, é chamada de razdo de comprimento de arco. Denotaremos por
Z 5 ainversa de Z,p.

Teorema 12 Para cada Y(g) € E™ (comr > 2 sen =1oun > 5, e
r>1sen =23 4) suficienternente prézimo de X(f) € X", existe um

homeomorfismo T : M — M que leva trajetorias de X(f) em trajetorias de
Y (9)-

A prova deste teorema seguird de vérios lemas.

Lema 3.23 [Invaridincia topoldgica das regides candnicas| Dado X (f) € X"
sobre M = S' x R. Seja R uma regido canénica de X(f) Entao, para cada
Y(g) € €™ suficientemente prizimo de X (f), eziste wm homeomorfismo
Tk : R — R entre as regioes canonicas R de I?(f) e R de ?(g) tal que

1. se S € OR € uma separatriz de X(f) entio Tr(S) € uma separatriz de
Y (9) do mesmo tipo que S e Tr(S) € OR
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2. Tp(dR) = AR
3. leva trajetdrias de X(f) em trajetorias de }7(9)

Prova. Para cada tipo de regido canonica, construimos um homeomorfismo
por razao de comprimento de arco. Apresentamos detalhes das regides dos
tipos v e 7z.

e Regiao Tipo iz. A fronteira de R (respectivamente R) é descrita pelas
selas Ko e K (resp. Ko e Kl) pelos arcos de separatrizes 4;K; e
K;B; (resp. A K; e KB ) para i = 0,1 e pelos arcos AyA, e ByB,
(resp,golzfl e Eogl).

Definimos a funcao ¢ : R — R como segue:

Sobre a fronteira de R, os arcos de separatrizes de selas sdo aplicados
nos correspondentes de R da seguinte forma:

( Z:1~1 e} ZA;AI(A) se A € A()Al

Zgolgl (0] ZBOBI (A) se A (S B0B1
p(4) =

ZZI?OZA (A) seAe AK;,i=0,1

| 235 0 Zim(4)  se A€ KBy, i=0,1

Estendemos ¢ para o interior de R da seguinte maneira. Para cada
trajetéria AB com A € AgA, e B € ByBi, consideramos um M € AB

tal que

ZAB(A/[) = (1_ZA0A1(A))ZAOKDBO(](0)+Z-40A1(A)ZAlKlBl(](1)' (38)

O conjunto dos M que satisfazem 3.8 constitui uma curva T' que une
as selas Ky e K.

Para P € int(R), existe uma trajetéria AB que passa por P. Entdo,
definimos ¢ em P como segue

ngo ZAI\/[(P) se Pe€ AM onde M € F(A)

PPY=9 271 6 Z0n(P) se Pe MBe Me T(A)

MB
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onde M satisfaz

Z“(M) 75 KOBO(KO) +Z Ao A; (A)( A1K1 By (Kl) (ZXOEOEO(I?O))-

A fungao ¢ : R — ié, assim definida, é 1 — 1 e sobrejetiva. A funcio
inversa ¢! é definida da mesma maneira que ¢. A continuidade de %)
para todo P € R — {4;K;B;} com 7 = 0, 1, segue da continuidade das
solugoes com respeito aos valores iniciais.

o Regiao Tipo v. A fronteira de R (respectivamente R) é descrita pela
smgulandade K (resp. K) pelas trajetérias KAO (1esp KAO) e BoK
(resp. BoK ) e pelos arcos ByBy e AgK (resp. ByB, e AOK)

Um arco de fronteira de R é levado ao correspondente arco de fronteira,
de R por razao de comprimento de arco da seguinte maneira:

f Z~ ~0Z401((A) SBAEA()]{

p(A) =3 Zzh 0 Zkan(A) se Ae KA,

| ngolf( o Zp,x(A) se A€ ByK

Estendemos ¢ para o interior de R da seguinte maneira.

Para P € int(R), existe uma trajetéria BA que passa por P onde
B € ByBy e A € AoK. Entao, definimos ¢ em P como segue

p(P) = ZL;Z o Zpa(P).

A fungao ¢ : R — R, assim definida, é 1 — 1 e sobrejetiva. A funcio
inversa ¢~ ' é definida da mesma maneira que ¢. A continuidade de ®,
segue da continuidade das solugbes com respeito aos valores iniciais.

Lema 3.24 Dado X(f) € ™ sobre M = S' x ®. Para uma regiao critica
C' associada a uma smgularzdade de X(f) pertencente a M ou a um ponto
de tangéncia de X(f) com OM ou a um ciclo limite de )?(f), existe um
homeomorfismo T¢ : C — C' que leva trajetorias de )'Z(f) em trajetorias de
Y(g) € EM" suficientemente prézimo de X(f).
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Prova. As regioes criticas sdo discos para as singularidades de f(f) contidas
no interior de ﬁ;[/, anéis para os ciclos limites de f(f) e arcos de circulos para
as singularidades e para os pontos de tangéncias de )?(f) na fronteira de M.

A construcao de um homeomorfismo para cada regido critica, foi realizada,
em [19, 18] aplicando a razao de comprimento de arco ou indiferentemente
uma parametrizagao pelo tempo. Explicitamos, aqui, essa construcao para
as regioes criticas de uma singularidade atratora e de um ciclo limite atrator.

1. Seja D uma regiao critica de K, uma singularidade atratora de X(f)
Para X (g) suficientemente préximo de X (f), existe um tinico K atrator
contido em D.

Como 9D esta contida em regides candnicas, temos definido um home-
omorfismo Typ : D — 9D por razao de comprimento de arco.

Definimos a fungao ¢ : D — D como segue:
p(K) =K

para M € D, existem v € dD e t € R tais que a trajetéria v, de ,\~’(f)
que passa por v satisfaz M = 7,(t). Entao, (M) é definido por 75(t)
onde v = Typ(v). Esta fungao é um homeomorfismo.

Outra forma de definir ¢ é por razao de comprimento de arco da se-
guinte maneira:

Top (M) se M € 0D

o(M) =< Z_2o0Zy(M) se MeD —K

1K

K se M = K

onde vK e UK sio arcos de trajetdrias de X’(f) e )N((g) respectivamente.

Pela continuidade das solugoes de (X)(f) com respeito aos valores inici-
ais, ¢ em D—{K}. Da mesma maneira, podemos definir ¢~'. Portanto,
@ é continua em todo D.

2. Sejam I" e I os ciclos limites de X (f) e X(g) respectivamente, contidos
em uma regiao critica S (anel).
Sejam C e C' as curvas fronteira de S. Essas curvas siao enviadas
homeomorficamente sobre si mesmas por razao de comprimento de arco.
Chamamos esses homeomorfismo por T¢ e T .
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Seja L um segmento transversal ao campo X (f) com extremos a € C' e
be C'. L é o segmento transversal a X( ) que une os pontos a = Tc(a)
e b= Te. Consideramos os pontoso=LNTed=LNT.

Tratamos o caso em que I e T sdo atratores.

Observar que uma trajetoéria -, (t) de )?(f) que passa por v € C' (res-
pectivamente v € C’) intercepta o segmento L em uma seqiiéncia de

pontos vy, -+, vy, - convergente a I'. Da mesma maneira, uma tra-
jetéria v;(t) de X (g) que passa por o = Tg(v), intercepta o segmento
L na seqiiéncia de pontos 0y, - ,¥y,,--- convergente a I

Entao, definimos o homeomorfismo ¢ : S — S da seguinte maneira:

( To(M) se M €C

Z33' 0 Z,(M) se M eT
(M) = _
Zgg . 0 Zyiar (M) se M € vy

DiViq1

TCI(A/I) se M € ('

onde oo e 00 sao as trajetérias I' e I'. Um arco de trajetéria V41 € levado
a0 arco 7;U;4; por razao de comprimento de arco. m

Prova do Teorema 12. Seja M* = M- U,Cronde C}, k=1,...,s,¢é
o interior de uma regiao critica correspondente a um né, foco ou c1clo llmlte

Sejam R; e R;,i=1,...,7 as regioes canodnicas de X(f) e do campo X(g)
suficientemente proximo de X(f) respectlvamente RL é a . regido canonica
correspondente a ;. Consideramos R} = R; N M* e R* RN M*.

Pelos Lemas 3.23 e 3.24, temos deﬁnldos 0S homeommﬁsmos Te, : Cp —
CreTr: : Bf — R* Estes homeomorfismos preservam o tipo de separatrizes
de cada regiao canonica.

Na interseccao entre as regioes criticas e as regioes canonicas, e entre as
regioes canonicas, os homeomorfismos sao definidos de uma mesma maneira,
isto é, por razao de comprimento de arco. m
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3.7 Exemplos de X(f) estruturalmente estivel

Nesta segao apresentamos exemplos de campos X (f) € £" que formam cada
tipo de regiao candnica. Indicamos com « uma fonte, com w um atrator
representando um n6, um foco ou um ciclo limite, com 7 uma trajetéria e
com p uma singularidade.

Tipo ¢. A fronteira da regiao OR consiste de uma fonte e um atrator.

w

e .

&

4z W

2

Tipo 2

" Onbita periodica

Figura 3.9: Regiao canonica Tipo 7. a) e b) exemplos no cilindro.

Exemplo 3.1 Uma regido limitada por dois ciclos limites circundando o
cilindro sem conter nenhuma singularidade em seu interior. Ver figura 3.9
a). Esta situagdo aparece quando n € igual a 1 ou 2. Por ezemplo, a equacio
estudada em [2] e [25]),

" +az’'+ f+sin(z) =0

apresenta uma orbita periddica circundando o cilindro para certos valores dos
parametros « e 3.

Exemplo 3.2 Uma regiao limitada por um ciclo limite circundando o cilin-
dro e um atrator no circulo Cyz. Ver figura 3.9 b). Esta situacio aparece
quando n € maior ou igual a 3 e o campo X (f) ndo tem singularidades no in-
finito (i.e. f(:(f) nao tem singularidades ou pontos de tangéncias nos circulos
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Tipo 2. A fronteira da regido OR consiste de uma fonte, um atrator e

somente uma trajetoria.

Tipo

4!

Figura 3.10: Regiao canénica Tipo 4i. a) exemplo no cilindro.

il

Exemplo 3.3 Uma regiao limitada por um né repulsor em C’+% e a varie-

dade fraca do nd cortando transversalmente a OM. Ver figura 3.10 a). Esta
situagao aparece quando n > 4.
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Tipo . OR = aUw Uy, U7, onde 7, e 7, sao separatrizes. Cada
componente de fronteira pode ser reduzida a um ponto.

4!

Tipo w

Figura 3.11: Regiao canénica Tipo 4v. Trés exemplos no cilindro.

Exemplo 3.4 Duas trajetdrias que vém de um né em C, e chegam a uma
singularidade do tipo nd em Cyz. Ver figura 8.11 a). Esta situagdo aparece
quando n > 4.

Exemplo 3.5 Duas trajetorias v, e ys tangentes a Cyz. Ver figura 3.11 D).
FEsta situagdo aparece quando n = 3.

Exemplo 3.6 Duas trajetorias v, e ~yy tangentes a Ciz e C_z respectiva-

mente. Ver figura 3.11 ¢). Esta situag¢do aparece quando n = 3.



3.7. EXEMPLOS DE X(F) ESTRUTURALMENTE ESTAVEL 76

Tipo v. A fronteira OR consiste de uma singularidade p; e duas separa-
trizes 7, e 72 tendendo a ela, uma fonte ov e um atrator w.

R
Bl

Tipo v

Figura 3.12: Regiao canénica Tipo v. a) exemplo no cilindro.

Exemplo 3.7 Uma sela ou sela-nd p, em C+§, um atrator em Cig e um
repulsor em Cy. Ver figura 3.12. Esta situacdo aparece quando n > 4.
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Tipo vi. A fronteira OR consiste de uma sela p; com duas separatrizes
7 e 72 tendendo a ela, uma fonte o, um atrator w e uma outra separatriz -ys
que pode ser reduzida a um ponto.

3 3

4!

Tipo vi

Figura 3.13: Regiao canonica Tipo vi. Exemplos no cilindro.

D2

i Y2

Dy
Tipo w1

Figura 3.14: Regido canonica tipo vi. Exemplos no cilindro onde 73 é redu-
zida a um ponto.

Exemplo 3.8 Uma sela p; e um foco (ou nd) em Cy e um atrator em Cisz.

Ver figura 3.13. Esta situacao aparece )~((f) nao tem singularidades ou pon-
tos de tangéncias em Cyz. Ver figura 3.13 a).
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Exemplo 3.9 Uma sela em Cy com duas separatrizes tendendo Ciz e um
ponto de tangéncia externa em Ciz. Ver figura 3.14 a). FEsta situacdo
acontece quando n = 3.

Exemplo 3.10 Uma sela (n = 4) ou sela-né (n > 5) Cyz com duas sepa-
ratrizes tendendo C'_g e uma singularidade do tipo foco ou nd em C’+§. Ver
figura 3.14 b).

Tipo viz. OR consiste de uma sela p; com trés separatrizes 7,, 7, e 73
tendendo a sela, uma fonte e um atrator.

"/
i

Tipo vz

Figura 3.15: Regiao candnica Tipo vii. a) exemplo no cilindro.

Exemplo 3.11 Uma sela, duas separatrizes ilimitadas tendendo ¢ sela e um
ponto de tangéncia externa em Cig- Ver figura 3.15.
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Tipo visi. OR = {a,w, p1,71, Y2, D2, V3 }-

w 2
Y V3
S
a)
! %
Tipo viie

b)

Figura 3.16: Regiao canénica Tipo v#4. Exemplos no cilindro.

Exemplo 3.12 Uma sela em Cy com duas separatrizes e uma sela ou sela-nd
em Cyz. Ver figura 3.16 a).

Exemplo 3.13 Uma sela (n = 4) ou sela-nd (n > 4) em Cyz com duas
separalrizes e uma sela (n = 4) ou sela-nd (n > 4) em C_z. Ver figura 3.16
b).
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Tipo iz. OR = {a,w, p1, 1,72, P2, V3, V4 }-

Figura 3.17: Regido canénica Tipo iz. Exemplos no cilindro.

Exemplo 3.14 Duas sela em Cy com wma separatriz cada tendendo a C:t§~
Ver figura 3.17 a).

Exemplo 3.15 Uma sela em Cy com duas separatrizes tendendo a ela e uma
sela (n =4) ou sela-né (n >5) em Chz. Ver figura 8.170).

Exemplo 3.16 Uma sela em Cy com wma separatriz tendendo a C’i§ e uma
sela (n =4) ou sela-nd (n >5) em Cyz. Ver figura 3.17 c).



Conclusoes

Neste trabalho caracterizamos os campos vetoriais X (f) estruturalmente
estdveis, definidos no cilindro M = S* x R, que provém das equacdes dife-
renciais de segunda ordem da forma z” = " ja;(z)(z’)’ onde as funcdes
coeficientes sao periddicas de classe C.

Para cada n fixo, consideramos o espago £™" dos campos X (f) munido
da topologia dada pela norma C” das funcoes coeficientes. Encontramos
um conjunto X" contido em £™" que caracteriza os campos estruturalmente
estaveis para os seguintes casos:

en=1ler>2
en=23ed,er>1
en>ber>2

A genericidade de X" em £™" foi provada nas segées 3.1.2, 3.2.2, 3.3.2,
3.4.2 e 3.5.2 e a caracterizagao dos campos estruturalmente estveis foi pro-
vada nas secoes 3.6.1 e 3.6.2.

Este trabalho constitui uma primeira etapa no entendimento do compor-
tamento global das equagoes diferenciais de segunda ordem polinomiais com
coeficientes periédicos. Demonstramos que aplicando uma compactificagao
do espago de fase e do campo vetorial, podemos conhecer o comportamento
qualitativo das equacoes perto do infinito, a partir de critérios expressos em
termos das funcoes coeficientes.

Acreditamos que com base no presente trabalho possam ser abordadas
questoes mais complexas de interesse para as aplicagoes. Entre estas, men-
cionamos

e O estudo dos pontos de equilibrio nao-hiperbélicos, finitos e infinitos,
e suas bifurcagoes.

e O estudo das equagoes diferenciais de segunda ordem seccionalmente
diferenciaveis.

o A extensao das equages diferenciais de segunda ordem a mais varigveis
de fase.
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