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Resumo

No cilindro M = St x W como espaço de fase caracterizados os campos
vetoriais estruturalmente estáveis que provêm das equações diferenciais de
segunda ordem E/ : z" = ./'(z,z') o«de /(z, g/) = EZ:o a{(z)3/: e a{(z) são
funções periódicas de classe C'' com r 2. 1 e n ? l.

Denotamos por e"'' o espaço dos campos vetoriais X(./) - 3/ a +/(z, y) a
associados às equações E/ com /(z,Z/) = >1:Z:. aÍ(a)y:

Através de apropriadas compactiücações do campo X(.f) e do espaço
de fase M, que denotamos X(./) e M respectivamente, descrevemos, para
cada n, o comportamento das trajetórias em uma vizinhança do infinito.
Os pontos inílnitos de M são representados pela fronteira de M. Assim,
para n " 1,2, encontramos na fronteira órbitas periódicas; para n :: 3,
pontos de tangênciasl para n " 4, singularidades hiperbólicas; e para n > 4,
singularidades do tipo gemi-hiperbólico ou nilpotente.

A caracterização dos campos vetoriais X(/) estruturalmente estáveis so-
bre M é estabelecida em termos das propriedades dos campos X(/) definidos
em 714= que não se alteram por pequenas perturbações de classe C'r das funções
coeficientes a{.

Pala cada n ? 1, determinamos um conjunto E" contido em f",' com
propriedades simples com respeito as singularidades, as órbitas periódicas e
as conexões de separatrizes de singularidades de X(/). Provámos que E" é
aberto e denso em e"'' e que caracteriza os campos estruturalmente estáveis.



11

Abstract

In the cylinder M = Si x W as phase space, we chatacterize the structu-
rally stable vector fields that detive from the second order difl:erential equa-
tions E/ : z" = ./(z,sç') where /(z,Z/) = >1:Z;:.ai(z)g/: for ai(z) C7'-periodic
functions with r > 1 and n > 1.

We denote by f"'' the space of vector fields X(/) - y a + /(z,3/)©
associated to .E/ «dth ./'(a, g/) = )ll:Z;. üi(z)g:. '

By appropriate compactiflcations of the vector field X(/) (denoted .Í(./'))
and the phase space À/ (denoted M), we describe the trajectory behavior in
a neighborhoçld of infinity. The inflnite points of M are represented in the
boundal of JM. Thus, we find on the boundary periodic orbits for n :: 1, 2;
points of tangency for n = 31 hyperbolic singulatities for n :: 41 and semi-
hyperbolic or nilpotent singularities for rz > 4.

We establish the structural stability of the vector fields X(/) on M using
the pioperties of X(/) in M which do not modify for sma]] (:'-perturbations
of the functions ai.

For each n ? 1, we determine a set E" in f"'' which has simple proper-
ties with respect to singulatities, periodic oibits and singularity separatrix
connection of X(./). Algo, we prove that E" is open and denso in e"'' and
that it charactetizes the structurally stable vector fields.
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Introducão

Um campo vetorial X é estruturalmente estável se os campos y suficiente.
mente próximos mantêm o comportamento de suas trajetórias topologica-
mente equivalente ao de X

O objetivo deste trabalho é caracterizar os campos vetoriais estrutural-
mente estáveis dentro da classe dos campos vetoriais associados a um tipo de
equações diferenciais de segunda ordem deânidas no cilindro M = St x W.

Denotamos por -E.r a equação diferencial de segunda ordem z" = ./(z, z')
e por X(/) o campo "'tonal associado X(/) - Z/ ' + ./(aç,y)Ê onde ./' C

Neste trabalho, consideramos os campos X(/) cuja função / é da forma
/(z, g/) = >:=:. ai(z)3/: onde ai(z) são funções periódicas de W em W de classe
C'' e n é um inteiro positivo.

Em l21, aparecem aplicações destas equações de segunda ordem descre-
vendo sistemas físicos, poi exemplos, os sistemas electromecânicos, que são
convenientemente modelados sobre um espaço de fase cilíndrico. O interesse
nesses sistemas é determinar os movimentos oscilatóiios ou órbitas periódicas.

Denotamos por f"''(.A/) (ou simplesmente f",') o espaço dos campos
vetoriais X(/) definidos em M, munido da topologia dada pela norma C''
dos coeficientes com n fixo e r > 1.

A ferramenta principal que usaremos para estudar a estabilidade estru-
tural de X(./') sobre &/ = S: x W é a compactificação de M e X(.f) que
denotalemos por M e X(./) respectivamente. Ver a definição de M e X na
cOPa.. 1 '2

Pata cada n 2 1, estabelecemos o conjunto E"(M) de campos X(.f) que
satisfazem as seguintes propriedades tendo em conta o comportamento dos
campos associados X(./)

7' J

7 Todas suas sángu/ar da.des contidas em Oo = St x {0} são /zdperóáZ cas
B as singularidades no in$nito são hiperbólicas ou gemi-hiperbólica,s
dependendo de n.

2. Todas suas órbitas periódicas contidas 'n,o interior de M sã,o hiperbólicas
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SÓ l)ara n 1. , 2 existem órbitas periódicas no in$nito

3. Para. 'n, -- 3, üs órbitas que não sã,o sepctrairizes de sin,g'ularida,de podem
Langenciar a jro'r\feira, de M n,o má=ãmo uma, uez.

{. Não têm con,e=ões de seT)üratrizes de singularidades tanto se:jam si'r\g'u-

lari,da,des $nitcts quanto localizadas n,o 't'n,anito. Em padicu\ür, não têm
conexões de seta,s.

Os resultados principais deste trabalho são

Genericidade: E"(i14) é aberto e denso em f"

Caracterização: X(/) € é:"'' é estrutu«aumente estável se e some«te se
X(/) c E"(M').

Damos as definições de E' e os enunciados de maneira mais precisa no
Capítlilo 3.

Este trabalho está inserido no estudo da estabilidade estrutural dos cam-
pos vetoriais definidos em variedades abertas.

A caracterização dos campos vetoriais estruturalmente estáveis definidos
sobre variedades abertas é abordado através de dois enfoques.

Primeiramente, estudam-se os fluxos dos campos no plano definindo pro-
priedades das trajetórias com ênfase nas que escapam ao infinito. Em parti-
cular pede-se que cada trajetóría tendendo ao infinito tenha uma vizinhança
tubular de trajetórias seguindo um mesmo comportamento. Em outro caso,
acrescenta-se ao espaço de fase um conjunto enumerável de pontos chama-
dos de pontos 'anais" ou "ánánÍfos". Estes pontos permitem definir um
comportamento das trajetórias no infinito chamado de "se/a no {nánifo".
Discutiremos este caso na Seção 1.4.

No segundo enfoque, que será o que desenvolveremos aqui, associa-se um
campo vetorial definido sobre uma variedade compacta de tal maneira que
o infinito da variedade aberta fica agora bem determinado pela ftonteiia da
compacta. O comportamento das trajetórias em uma vizinhança do infinito
pode ser agora estudado sobre regiões finitas.

A seguir, detalhamos as conclusões mais relevantes de ambos enfoques.
Sob o primeiro enfoque, vários trabalhos foram dedicados a caracteri-

zação de campos vetoriais estruturalmente estáveis. Em j151, apresenta-se a
caracterização dos fluxos sobre uma superfície aberta ]V. A]i, determinou-se
pala um fluxo p em N, que as condições

K.l Todos os pontos periódicos (incluídos os fixos) são híperbólícos
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K.2 Não tem conjuntos minimais não triviais nem órbitas oscilantes

K.3 Não tem conexões de selas tanto sejam fixas quanto definidas no infi
nato

são suficientes para a estabilidade estrutural global C'' com r 2 1. Além dis-
so, provou-se que essas condições são também necessárias quando N = W2
Em l61, mostrou-se que essas condições podem ser consideradas necessárias
para a estabilidade em qualquer superfície aberta de gênero finito e r = 1.
Para r ? 1, em j141 provou-se que essas mesmas condições para campos veto-
iiais são necessárias pata a estabilidade estrutural global C'' sobre superfícies
abertas orientáveis com gênero finito e com um espaço enumerável de pontos
finais formando a fronteira ideal de N.

Um primeiro estudo das equações diferenciais de segunda ordem sobre
uma superfície aberta foi dado por Barreto em l41. AÍ, foram considerados
N = WP, as funções /(z, 3/) C C'i periódicas em z e a tipologia C't-forte (ou
de Whitney). Clom essas condições, determinou-se o conjunto Et(W,) formado
pelos campos com as seguintes propriedades:

B.\. Toda,s üs singutcLT'lda,des são hiperbólicas

B.'à Todas as órbitas l)eriódiccLS são hiperbólicas

B.3 0s conjuTLtos cl e u-l mates de qualquer traljetória só podem ser umc}
sina'fitar'idade, ou uma, órb'ita T)eriódica o'u in$nito.

B.4. Se u«' tr.5etó«i« «f te« a-li«it. («sp. -«-li«ite) s«« s.l«, .«-tão
Lodcl tra5etória, contida em ma vizinhança, tubular de «Í tem o mesmo
w-\imite (resp. a-limite). Em T)aüàc'atar nenhuma trajetória liga selas.

Também, provou-se que esse conjunto é aberto e denso na topologia C'i-
forte e as condições dadas são necessárias e suílcientes para a estabilidade
estrutural.

Por outro lado, sob o segundo enfoque, a caracterização dos campos ve-
totiais estruturalmente estáveis é determinada pela observação das propri-
edades mais simples dos campos vetoriais associados poi um processo de
compacl{/ilação. Esse procedimento teve origem com Poincaré ao estudar os
campos polinomiais definidos no plano W2 projetados centralmente sobre a
esfera S2. Desta maneira o estudo das trajetórias numa vizinhança do inílnito
é realizado numa vizinhança do equador St da esfera. Gonzales Velasco, em
j121, e Sotomayor, em j191, usaram o processo de compactificação de Poincaté
pala caracterizar os campos polinomiais está'uturalmente estáveis em W2

Em j121, detetminoti-se que os campos polinomiais compactificados com
todas as singularidades hiperbólicas em St, ou com SI constituindo uma
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órbita peiiódíca hipeibójica, formam um conjunto aberto e denso no espaço
dos campos polinomiais estruturalmente estáveis sobre W2

As propriedades de estabilidade e geneticidade dos campos polinomiais no
plano foram dadas por Sotomayor em j211. Nesse trabalho, foi levantada uma
importante questão em relação a se a hiperbolicidade das órbitas periódicas
contidas em S2 -- Si é necessária para a estabilidade estrutural dos campos
polinomiais.

Deste modo, a caracterização dos campos vetoriais estruturalmente estáveis
sobre uma superfície aberta se reduz a estudar os campos sobre uma região
compacta do plano.

Sobre regiões compactas conexas .M C W2 com fronteira, mostrou-se em
1201 que o conjunto E;(JV) dos campos vetoriais X(./) com as propriedades:

S.L Toda,s suas si'n,gularidades são hiperbólicas e contidas 110 interior de N

S.'Z Todcts as órbitas T)eràódicas são h'iperbólicüs e comi'talas no interior de
JV

S.3 X Çf) e i)N (a. jrov\tetra de N) são transuerscLis ou tangevttes com co'n
Lato parabólico.

S.4 Não tem colle=ões de selas em N, nem se'paratrizes de sela tangentes Q
aN ow passando por uma esquina, de N, e 'riem órbitcts que tangenciem
o, aN em pontos diferentes.

constitui um conjunto aberto e denso em C''(N) com a topologia C''-uniforme
com r ? 1. Além disso, mostrou-se que essas propriedades de X(/) são
condições necessárias e suficientes para a estabilidade estrutural.

Estrutura do trabalho

Neste trabalho, começamos estabelecendo, no capítulo 1, os conceitos pre-
liminares referentes aos campos vetoriais sobre W2 e às equações diferenciais
de segunda ordem. Apresentamos a compactificação de X(/) e de M. E por
último, apresentamos os conceitos básicos da estabilidade estrutural, entre
eles, a definição de estabilidade estrutural e de região canónica.

No capítulo 2: apresentamos o comportamento dos campos X(./') e de sua
compactificação X(./). Damos uma expressão do campo X(./), determinando
além do número e tipo de singularidades, as características das trajetórias
peito do infinito de M. Poi exemplo, encontramos na fronteira de &/ órbitas
periódicas quando n = 1 e 2, pontos de tangência quando n = 3, e singulari-
dades hiperbólicas, gemi-hiperbólicas e nilpotentes quando n ? 4.
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No capítulo 3, definimos pata cada n ? l o conjunto E" e provámos os
Teoremas de Genericidade e de Caracterização enunciados anteriormente. A
complexidade de cada caso dependente de n reside na presença ou não de
singularidades no infinito.

Na seção 3.6.1, provámos a necessidade das condições de E" pala a esta-
bilidade estrutural. Pal'a os campos estudados aqui, que são polinomiaís em
uma variável, damos uma resposta afirmativa à questão levantada por Soto-
mayor com despeito à necessidade da hiperbolicidade das órbitas periódicas
contidas em JW para a estabilidade estrutural.

Na seção 3.6.2, provámos a caracterização de X(/) c é:",' estruturalmente
estável, introduzindo novas regiões canónicas em comparação às enconti idas
por Peixoto-Peixoto j181 e Sotomayor j191. As novas regiões canónicas surgem
pela consideração das singularidades na fronteira de M

Finalmente, na seção 3.7, damos algtms exemplos de campos X(/) c E"
que falham as diferentes regiões canónicas.



Capítulo l

Preliminares

Neste capítulo apresentamos os conceitos básicos das equações diferenciais
de segunda ordem e dos campos vetoriais associados.

Estudamos o comportamento qualitativo dos campos vetoriais, especial-
mente o comportamento das trajetóiias não-limitadas que escapam ao infi-
nito. Com cornpactificações apropriadas, descrevemos o comportamento no
infinito.

Estabelecemos os conceitos da estabilidade estrutural dos campos vetori-
ais definidos sobre o cilindro iV = St x W.

1.1 Campos vetoriais e equações de segunda
ordem

Seja M um subconjunto aberto de R2. Um campo vetoríal no plano é uma
ap[icação X : ]W --} W2 de c]asse C'' ta] que (z,y) -> (P(z,Z/),Q(z,y)). As
funções P(z, y) e Q(a, g/) são chamadas de funções componentes de X

Associamos ao ca.mpo X - (P, Q) o sistema de equações diferenciais

P(z, y
Q(z, Z/) (1.1 )

Uma equação diferencial de segunda ordem é a equação

«" - fç-,-') (1.2)

onde / : M' C W2 --> W é uma função de classe C'r

A equação (1.2) é associada a um campo vetoria] (que denotamos poi)
X(./) cujas funções componentes são dadas pelas funções P(z,3/) = 3/ e
Q(«, v)
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As soluções ' : / -} M de (1.1) onde / é um intervalo de W maximal, são
chamadas curdas ntegraÍs ou fralefórias. A imagem de 7 em M é chamada
áró fa que denotamos por (9('y). Algumas vezes, indicaremos por (9(7,p) a
órbita associada à trajetória que passa por p.

O espaço de fase do campo X é o domínio M decomposto pelas suas
curvas integrais.

O fluxo de um campo X é a aplicação '} : W x M --> W2 tal que ©P(t) =
®(t,p) é uma curva integral do campo que passa por p e tem / = W.

1.2 Comportamento qualitativo
Dado p C M, denotamos por '(.,p) a curva integral 7 : W --> iM do campo
X que passa poi p.

Definimos os conjuntos CE e u-limites de p como segue

a(p) = {q C M : ]t. -+ --oo tal que 7(f.,p) --> q quandon --> +oo},

u(p) M : ]t, --> +ootal blue 7(t.,p) --> qquandon --> +oo}.
Uma órbita de X que passa por p é descrita pelo conjunto

o('y, P) {'y(t,P) : t c w}

A semi-órbita positiva (resp. negativa) é o conjunto O+('y,p) = {'y(t,p) : t >
0} (resp. O'('y,p) p) : t < 0}).

Dizemos que uma semi-órbita O:t(7,p) é /ám cada se e só se existe um
compacto Ã' contido em À/ tal que OJ:('y,p) C Ã.. E que uma semi-órbita
O:L('y,p) escapa ao ánánífo se e só se para qualquer compacto Ã' contido em
M, existe um ponto q c OJ:(7,p) tal que OJ:('y, g) n R' = 0.

Em termos dos conjuntos a e w-limites, dizemos que uma semi-órbita
positiva (resp. negativa) é limitada se w(p) (resp. cv(p)) é compacto; e blue
escapa ao infinito se w(p) = 0 (resp. a(p) = 0).

O w-limite (resp. cv-limite) de uma órbita O(7,p) é o conjunto w-limite
jresp a-limite) de qualquer ponto g C O('y, p). Mais precisamente w(O('y, p))
w(q) para qualquer q C O(,y, p).

Um conjunto V C M é invariante pelo fluxo do campo X se Vp c L', a
órbita que passa poi p, (9('y,p), está contida inteiramente em V

A variedade estável de V é o conjunto

n''(}') w(P) c }'}

A variedade instável de y é o conjunto

W'"(V') {P C M' : a(P) C }'''}
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Existem dois tipos particulares de órbitas que permitem descrever em
parte o espaço de fase de um campo vetorial. A saber, as singularidades e as
órbitas periódicas.

1.2.1 Singularidades
As órbitas O(7,p) = {p} são chamadas de singularidades do campo X =
(P,Q). São determinadas pelos zeros das funções componentes de X. Em
outras palavras, p é uma singularidade de X se P(p) = 0 e Q(p) = 0.

Para classificam e descrever o retinto de fase de uma singularidade p, co-
g(p) g(p)
B(p) W(p)

Na verdade, associamos à parte linear limo equação diferencial linear da for-
ma

meçamos estudando a parte linear do campo, Z)X(p) =

;: ) - - ,, ( ; )
Sejam Ài e À2 os a.utovalores de .DX, e ui e u2 os autovetores associa-

dos a ÀI e Àa respectivamente. Encontramos, então, os seguintes tipos de
singularidades do campo linear segundo os valores das partes reais de Ài e

e Se Ài e À2 são reais e Ài ' À2 < 0 então p é dito uma se/a. As variedades
estável e instável são os espaços próprios associados aos autovalores
negativo e positivo respectivamente. Também dizemos que a variedade
estável (resp. instável) é uma órbita que tem p como w-limite (resp.
a- limite) .

e Se ÀI e À2 são reais e Ài < Àa < 0 (resp. Ài > À2 > 0) então p é dito
um ná afrafor (resp. repu/sor). Todas as órbitas têm p como co-limite
(resp. a-limite).

e Se Ài e À2 são reais e ÀI :: À2 7é 0 então p é dito um rzá degenera
do. Se l,)X é diagonalizável, p é dito um nó dáacrüÍco, e se é não.
diagonalizável, é dito um ná conHuenfe.

8 Se Ài e À2 são complexos conjugados então p é dito um /oco se Re(À{) #
', o« ««t« se Re(À:) = 0.

Um ponto singular p é, dito Aiperóá/{co se os valores próprios de DX(p)
não têm paire real nula. E dito gemi-A@eróó/ co se somente um dos valores
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próprios é zero. E é dito n{/potente se det(Z)X(p)) e traço(DX(p)) são nulos
e OX(p) não é ide«ricamente nula.

A seguinte proposição permite descrever o retrato de fase numa vizi-
nhança das singularidades hiperbólicas de um sistema não-linear observando
sua parte linear.

Proposição l.l (llartman-Grobman) Z)ado wm campo X de$nÍdo em
M de classe C\ Seja, p* uma. singutaüdade hiperbólica de X. Então existem
uvn homeomor$smo h (i,e$nido numa Mzinhança, de 'p* sot)re uma, vizinhança
'J« o,'g.m ««. h(p*) (0, 0) e «« dnf««/. / C W q«. «níé«. « o,ág.« Z«{;
g e

h . 7(t,P) '"*Q'0À(P)
qt € 1 e 'q'p c M

Uma prova da Proposição 1.1 pode ser encontrada em j171.
O primeiro caso de uma singularidade p de X que já não é hiperbólica,

acontece quando um dos autovalores de Z)X é nulo. Suponhamos que Ài = 0
e À2 # 0 são os autovalores de DX(p). Para analisar a estrutura, da singu-
laridade, devemos estudar não só a variedade estáve] (À2 < 0) ou instável
(À2 > 0) tangente ao auto-espaço associado a À2, mas também o compor-
tamento da variedade l-dimensional de classe C'' tangente ao auto-espaço
do autovalor nulo Ài. A última variedade, invariante sob o fluxo de X, é
chamada uaráedade centra/ de p.

Para estudar as singularidades não-hiperbólicas, aplicamos uma mudança
de variáveis nas direções n e g/ chamada de "Z)Jow-up". A mudança z =
ecos(0), Z/ = rsin(0) transforma o campo X em um campo -X. Algumas
vezes precisamos multiplicar X por uma potência de r para reparametrizar
o tempo. O campo .X " rkX é chamado o "b/ow-up po/ar" sendo k algum
rlúmero inteiro. Existem também, os blow-ups direcionais. Estes são dados
pelas mudanças de variáveis seguintes.

Na direção z positiva, aplicamos z = u e g/ = uu obtendo o campo X..
Na direção y positiva, aplicamos # = uu e 3/ = u obtendo o campo Xv
Da mesma maneira, conseguimos os blow-ups nas direções # c 3/ negati-

vas. Também se foi necessário, multiplicamos -.f, por uk e X, por uÉ para
tepararnetrizações do tempo, dando lugar aos campos

x. «*.í,, -x, - «*.&

onde A é um inteiro. Para maiores detalhes sobre o "blow-up" ver l9, 81.
Nas novas variáveis espera-se que o campo tenha singularidades elemen-

tares (hiperbólicas e semi-hiperbólicas). Caso contrário, aplica-se novas mu-
danças de variáveis pata cada singularidade não-elementar. O rett'ato de fase
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de uma singula.cidade não-hiperbólica é obtido combinando os setores típicos
determinados pelas singularidades elementares. Ver l81.

1.2.2 Orbital periódicas
Dada O(7,p) uma órbita de X que passa por p correspondente a trajetória
'y : W --> ]V. A órbita chama-se periódica se existe um 1- C W tal que
'y(t + .-, P) (f,P), vt € w.

Para estudar o comportamento do campo numa vizinhança de uma órbita
periódica O('y, p), definimos uma aplicação entre duas seções transversais ao
campo nos pontos p e f)' C (2('y,p) respectivamente.

Sejam E uma subvariedade de W2 e p um ponto em E n M. Dizemos que
E é transvetsa] ao campo em p, se X(p) não está contido no espaço tangente
a E em p. Um subconjunto a,berto V de E é transversal ao campo, sc é
transversal em cada ponto de V

Sejam E e E' duas seções transversais ao campo X em p e p' respectiva-
mente com p' C O('y,p). Existem vizinhanças de p e p', Eo C E e Eo C E' e
existe uma aplicação € : Eo --> W tal que '(e(q), g) c XI), Vq C E.. A função
€ é da mesma classe que o campo. A aplicação n- : Eo --} ZI) definida por
«-(q) = '(e(g), q) é chamada ap/{cação de Poãncaré. Qua«do Eo = EÍ,, T(q)
é chamada ap/ácação do pr melro retorno.

O estudo da aplicação de Poincaré permite descrever o comportamento
das órbitas vizinhas à órbita periódica. Em particular, as órbitas periódicas
numa vizinhança de (9(p, X) são pontos fixos da aplicação a-(q).

Uma órbita periódica (2('y, p) é dita cic/o /{mãíe, se possui uma vizinhança
que não contem nenhuma órbita periódica distinta dela. Ern outras palavras,
dizemos que p é um ponto fixo isolado da aplicação de Poincaré.

A seguinte proposição dá uma expressão da derivada da aplicação de
retorno em termos das derivadas das funções componentes do campo.

Proposição 1.2 Soam iM um aberto de W e X = (P(z,g/),Q(z,y)) um
"mp' "f"{«/ «ó« A/ d. c/«;e C:. Sd« O('y,p) = {7(t,P) : t c W}
uma órbita periódica de X de período T e seja T : Eo --} EO a apl'icação de
Poincaré de$nida, em. bma, seção transversal de X em p. Então

I' l.p) ' exp( .[(-ã;PI.l(t» + -:l-Q(l(t)'l)dt).

C) número

x = .[(-:1:p('v(t» -F -g-o(l(t»)út
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permite determinar a estabilidade de uma órbita periódica isolada O('y,p) =
{7({, p) : f c W}.

Se X < 0, O("r,p) é um ciclo limite está«l. Se X > 0, O(7,p) é um ciclo
limite instável.

Se X é analítico e a aplicação q-(q) é igual a q, para todo g numa vizi-
nhança da órbita O('y,p), então O('y,p) pertence ao interior de uma fai-
xa de órbitas periódicas. Se n-(g) não é a identidade, podemos escrever
,r(aç) = z+aÉ(a p)* + . com ak # 0. Dizemos, então, que o ciclo
limite é

. estável se A é ímpar e ak < 0 (as órbitas perto de O(7,p) espiralam
tendendo a O(7, p));

B instável se k é ímpar e ak > 0 (as órbitas perto de O(7,p) espiralam se
afastando de O(7, p));

e semi-estável se k é par (as órbitas perto de (9(7,p) espiralam tendendo
a (se afastando de) O(7,p) pelo interior e afastando-se (tendendo a)
pelo cxteriot da O(7,p)).

1.3

e G-{2

Compactincação
Um processo de compactificação de um campo vetorial X consiste em aplicam
uma mudança de variáveis que transforme o empa-ço de fase M, uma superfície
aberta, em uma,!uperfície compacta M e o campo X definido em À/ em um
campo X sobre M. Em geral, é preciso multiplicar por uma função adequada
p tal que o campo pX se estenda analiticamente a todo M. Então, é possível
obter um conhecimento do comportamento das órbitas de X numa vizinhança
do infinito.

Apresentamos, a seguir, uma compactificação que chamaremos de com-
pactificação cilíndrica e uma transformação local das vizinhanças do infinito
de JW. Todas elas permitirão determinar o comporta-mento das equações de
segunda ordem, E.r, no inhnito. Destacamos que as transformações são dadas
com preferência na direção vertical do cilindro M pelo fato do crescimento
das trajetórias dos campos associados X(/) acontecer só nessa direção.

1.3.1 Compactiflicação cilíndrica
A mudança de variável u = z, u = arctan(y) transforma À/ = St x J? no
cilindro compacto M = St x l--{, +tl. O infinito de M é transformado na

fronteira de &/ que denotamos pelos círculos O-l - St x .[--T}
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Si x .[+7}. Vet figura l.l
transformado no campo

O campo X(z, g) (P(:«, 3/), Q(z, Z/)) sob-e M é

X: (u, «) (P(u, t«(«)), cos'(«)Q(u, tan(«)))

Figut'a 1.1: Compactificação cilíndrica dada pela transformação u
t' = a-cta"(g/)

z e

Para conseguir o campo Xt bem definido em todo M, devemos multiplicam
pela função cosa(u) para algum k inteiro positivo. Isto será feito para os
campos X(./') no capítulo 2.

1.3.2 '1)ansformação das vizinhanças do infinito de À/
A mudança de variável z = u e Z/ = : pata D 7é 0 transforma uma vizinhança
do :Eoo de M = St x $t em conjuntos semi-abertos. isto é, as vizinhanças do

t,T Z/) C M'lz C S:, 3/ > ,}
Aoo

Ç' g/) C M'lz C S:, 3/ < -«}

onde r c W+ são transformados nos conjuntos

e

{(z, g/) C &/lz C S:,0 r-'}
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Ç' = {(z, z/) C Mlz C S:, -r': < g/ .g 0}

respectivamente. O inflnit.o é transformado no círculo Co :: Si x {0}. Vei
figura 1.2. O campo X(aç,y) =(P(z,3/),Q(z, y)) sobre M é transformado no
campo

.f,(u,«) (u, !),-.:Q(u,!)).

e

Figura 1.2: Transformação de vizinhança do infinito de St x W pela mudança
de variável u = z e u - -L

y

Da mesma maneira que na compactificação anterior, precisamos multipli-
car pela função o& com k inteiro apropriado para obtermos uma boa definição
de X2 em vizinhanças abertas de Z,/:t

No capítulo 2, veremos que os campos vetoriais X(/) com as funções
componentes P(z, g/) = g e Q(z, y) = EZ;. a{(z)Z/: podem ser transformados
por estas compactificações e estendidos a campos C'' em todo M, para r 2 1.

1.4 Comportamento qualitativo no inHnito
Para estudei a estabilidade esttuttiral dos campos vetoriais sobre superfícies
abertas sem transformar o espaço de fase nem o campo (i.e. sem nenhuma
compactificação), precisa-se definir comportamentos particulares das órbitas
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não-limitadas numa vizinhança do infinito. Vei jlS, 6, 141 como exemplo
deste enfoque.

Em lazão dos conjuntos a e co-limite de órbitas que escapam ao infinito se-
rem vazios, introduz-se o conceito de c07Üunfos /{miZes prolongados (positivo
e negativo). Estes conjuntos são definidos para p C iM por

J:: (P, X(/)) {q c wlat. --> :1:oo,p. --> ptaís quem(t«,p«) --> q}

Define-se, então, um comportamento do campo X perto do infinito como
segue.

Definição 1.1 Z,)uas semÍ-óró as O+('y,p) e O'(7,g) gue passam poro eq
respec áuamenfe /ormarn uma "sela no infinito" se

«,(O'' (7,P)) a(O'''('y,P)) ' q C /+(p,X) rou .quáu«/.Riem.n{.
P c / (q, X)).

A sem'i-órb'ita O+ (p, X(..f» é chamada de separatriz estável e O- (.q, X Ç.f»
de sepüratriz instável.

Em g'"'l, «lem as relações '«(p,X(./)) c /'''(p,X(/)), e .«(p,X(/)) c
/' (P, x(/)).

Em j141, modificou-se o espaço de fase acrescentando um conjunto de
pontos chamados anais ou infinitos. Nós pensamos que esse fato é na verdade
um tipo de compactiflcação, utilizado para dar um entendimento um pouco
melhor das tiajetórias peito do infinito. Mas, ainda se continua detectando
só o comportamento de tipo "sela no iníinito"

A aplicação de uma compactificação como as estudadas na seção 1.3,
oferece maiores evidências sobre o comportamento das órbitas numa vizi-
nhança, do infinito. De fato, definimos as singularidades de X(./) no infinito
de JV = Si x W como as singularidades ou tangências de Xt(/) (ver definição
na seção 1.3.1) na fronteira de JW = St x l--$, {1 . As singularidades ou
tangências de Xi(./) serão estudadas com maiores detalhes no Capítulo 2.

Da mesma maneira, podemos definir as singularidades de X(./') no infinito
como as singularidades ou tangências de X2(./') (ver definição na seção 1.3.2)
no círculo ao = S" x {0}.

Portanto, uma "sel!,no infinito" de X não é mais que uma singularidade
ou uma tangência de Xi(/) pata ã - 1, 2 nos círculos Ca:4 e C'o, com duas
órbitas formando um selar hiperbólico. Mais especifica.mente, dizemos que
se duas semi-órbitas O+('y,p) e O ('y, q) formam uma "sela no infinito" para
X, e«tão existe p* C aA/: tal que «,(O'F(», Xi)) } e a(O'(ã, X{))



1.5. ESTABILIDADE ESTRUTURAL 10

e as ó1lbitas O+(»,Xi) e O'(4, .X.) determinam um setor hiperbólico onde P
e e C JL/i são as transformações de p e q respectivamente.

Com as representações Xi em M ou X2 em U, outros comportamentos
são detectados perto do inhnito de À/. Como veremos no Capítulo 2, no
infinito de A/ encontramos órbitas periódicas e singularidades além da "sela
no infinito" apresentada acima. Observamos que se aM (ou melhor dito (IL:4
ou Go) forma uma órbita periódica para X(./') então X(./) não tem órbitas
que tendem ao inílnito formando uma "sela no infinito"

1.5 Estabilidade Estrutural
Nesta seção, apresentamos os conceitos básicos da estabilidade está'utuial de
campos vetoriais sobre uma legião compacta do plano com bordo suave.

Lembramos que estamos interessados na estabilidade estrutural de cam-
pos vetoliais definidos no cilindro M :: Si x W que provêm das equações dife-
renciais de segunda ordem. Neste caso, o espaço de fase JW é uma superfície
aberta. Então, uma compactificação nos permite estudar a estabilidade es-
trutural desses campos vetoriais, agora definidos sobre uma legião compacta
com bordo. E ainda mais, admitimos que o bordo contenha singularidades
ou constitua uma órbita periódica.

Denotamos poi f"''(M) (ou simplesmente f"'') o conjunto de campos
«toriais X(.f) d' fo-ma X(./') - Z/Ê + /(z, Z/)â o«de /(", g/) = E::;. ai(z)Z/'
é um polinõmío em y de grau n fixo, cujos coeíldientes a{ : W -+ W são funções
periódicas em z de classe C'' com r 2 1.

Em toda esta seção, X(/) denotará a compactihcação de X(/) do tipo
estudada na seção 1.3.1 e M a compactificação de M

Definição 1.2 .4 distancia entre os campos ueforiais
X(./') (E=;o «{(z)g/:) e X(g) = X(>ll:Z:. Z,:(«;)y:) C f"''(M) é de$nãd«

por

x(j') - x(g)l =11,{laD'(":(") - z':("))l," c w}

Ê

Dizemos que X(g) está c-próximo de X(/) se IX(/)
imediatarrlente que X(g) está c-próximo de X(./) em M

X(g) < c. Segue

Damos a seguir uma definição de estabilidade estrutui'al dos campos X(/)
sobre M que contemple de maneira natural o comportamento das trajetórias
no infinito.
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Definição 1.3 Um c«mpo X(./) C e"''(M) é esf«fu«Jment. «fá«eJ e«. M
se existe zma, úzinhavtça U de XÇf) tat q'ue NXÇg) C U, existe um homeo-
mor$smo ho \ M -} M que leda, trajetórias de XÇJ) em traãetórias de X Çg).

A estabilidade estrutural de campos vetoriais tem dois aspectos principais
a serem tratados. Um aspecto é determinar os campos que tenham proprie-
dades simples e genéricas, isto é determinar um conjunto E" que seja aberto
e denso em e"''. Outro aspecto é provar que os campos de E" caracterizam
os campos estruturalmente estáveis.

Para determinar a densidade, provaremos que a medida do conjunto com-
plementar de E" em f"'' tem medida de Lebesgue zero.

O seguinte lema será de muita utilidade na determinação da densidade
de E". Corresponde ao caso mais simples do Teorema de Sard, referente à
medida de Lebesgue do conjunto de valores críticos de uma aplicação g
À4 -} N de c]asse C'' onde M e ]V são variedades diferenciáveis.

Le«ia l.l (Sard) .S'da g
s'übconjunto abeto l de n.

1 -.> $t uma função de classe C\ definida cvn um
O conjunto de valores críticos de g dado .por

Oral(g) : g'(:«)

lem medida de Lebesgue zero em R.

Encontramos uma prova do Teorema de Sard em jlll.
Lembramos que um ponto p C À/ é dito gonzo cráico de uma aplicação

g : M -+ ]V de classe C':, se o co-posto(Z)g), = minldirn(À/), dám(.M)} --
posto(Z)g), > 0. O valor g(p) é chamado de valor crüÍco.

Para caractet'azar os campos estruturalmente estáveis, precisamos cons-
truir um homeomoríismo de ]t/ em si mesmo que transforme trajetórias de
um campo X(./) em trajetóiias dos campos suficientemente próximos. Pata
isso, seguindo os métodos utilizados nos trabalhos l18, 191, dividimos o espaço
de fase M em setoies conexos cujas fronteiras estão formadas por tiajetórias
chamadas de separatrizes. Agora, definimos mais precisamente.

Definição 1.4 [/ma sepai'atroz de X(/) é um conlz&rzlo invariante dos se
g fezes lapas.

Ü uma sina«*lari'lado 'le XÇf) em M ('pode verte«-cer « aM)

bÕ 'um T)anta de tangênci e=tern,a, de uma. tralelóri,a de X Çf) caiu í)M.

cà uul\a, trajetória conta,da, no 'interior de h/r tangente a, aMI.
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d] um ciclo limite contido no interior de M.

eà uma, traljetória contida no interior de M qse tende Q uma sela. co'n,ti,da
n,o anterior de M

f) urrlLa traljetória contida no interior de M qse tende a. uma, singularidade
de Xi..f) T)eüencente a, ÕM. A traljetória. é um,a, variedade invariante
da singularidctde. No caso de um lló, considera-se Q uctriedade fraca..

Definição 1.5 Uma :egíão canónica de X(/) é uma componente coneza de
M -- W onde W é o conjunto de todas as sepctratrizes de XÇf).



Capítulo 2

Campos de vetores X(./)
e 'H '+ =

associados as equações de
segunda ordem

Neste capítulo, descrevemos o comportamento do campo X(/) = y a +
.f(z, g/)ãi associado à equação diferencial de segtmda ordem E/ : z;' = ./(z"z')
onde /(z, Z/) = >1:=;. a{(z)g/: e ai(aç) são funções periódicas de classe C'', r 2 1

Denotamos por f"''(M) o espaço de campos X(./) definidos em M =

Descrevemos o comportamento do campo X(.f) em uma vizinhança do
infinito de aZ. através das compactificações introduzidas na seção 1.3. Deno-
tamos poi JV e X(./') a compactiflcação de M e X(/) respectivamente.

en > l

Stx W

2.1 Comportamento das trajetórias de X(/)
As características mais relevantes do campo X(/) em M Six Wsão

1. Na parte superior do cilindro M, as órbitas de X(/) são petcoiridas da
esquerda para a direita, enquanto que na parte inferior vão da direita
para a esquerda considerando valores crescerltes do tempo.

2. No círculo Co
não-singular.

St x {0} C À/, o campo é vertical em todo ponto

3 As singularidades ficam só sobre o eixo z. Se X(/) tem uma singu
laiidade do tipo sela hiperbólica, então deve existir uma outra singu
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laiidade com índice -+l. Isto segue de observar o comportamento das
trajetórias perto de uma singularidade. Ver figura 2.1.

4. As trajetórias podem crescer ilimitadamente sobre o eixo g/

5. X(/) pode ter dois tipos de órbitas periódicas na parte finita de M. As
homotópicas a zero e as não-homotópicas a zero. As primeiras contêm
em seu interior uma singularidade e as últimas circundam o cilindro
sem contar o círculo Co.

Figura 2.1: Oiíentação das trajetórias numa vizinhança de uma sela e de um
foco

2.1.1 Singularidades
Na seguinte proposição, apresentamos as propriedades das singularidades
elementares do campo X(./) em termos das funções coeficientes.

Proposição 2.1 Dado X(/) C f'''(M), com /(z, y) = )1:=:. .zÍ(z)3/:. Enlã',
« ;á«g«/«{d«de. de X(./') ;â. d' /o,«.' (z*, 0) o«de #* é um *« de «o(«)
0. 0 fira d. (z*,0) é.'

a) se/a se .zl,(z*) > 0,
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ó) nó se al,(z*) < 0 e a?(aç*) + 4.zl,(z*) > 0,

c) /oco se .zl.(z*) < 0 e a{(z*) -+ 4al,(z*) < 0,

d) cena« ;e al,(z*) < 0 e «:(z*) = 0.

Mais ainda, os espaços prós)rios associa,dos üos üutouülores de DX(.f) nunca
são horizontais.

Prova. A matriz jacobiana de X(/) avaliada na singularidade (z*, 0)
tem a forma

"*'',-(.,&*, .:&*, ),
com os autovalores Àü = :!1l!!)+X/a?(a!)-t4'l(z+) e os autovetores associados
uü = (1,À:t). As conclusões da proposição seguem se analisarmos os sinais
de À:L em termos dos coehcientes a{(z). Os tipos topológicos são mostrados
na figura 2.2 n

«: («* )

al

C'o

Figura 2.2: Tipos topológicos de singularidades no círculo Co

Compactificação de X(/)
Nesta seção, apresentamos as expressões do campo X(/) onde /(z,g/)
>l-Í::oai(z)3/i e as funções periódicas a{ : W --> W de classe C' corri r ? l,
segundo as compactiücações introduzidas na seção 1.3.
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2.2.1 Compactificação cilíndrica
Compactiâcamos o espaço de fa€1ç À4 pela mudança de variáveis u - #
u = aictan(y) obtendo o espaço Ã'f - S: x l--t, $1. Notaremos por C'o e (L::
os círculos Si x {0} e Si x {J:7} respectivamente. '

Descrevemos a seguir o campo X(/) nas novas variáveis.

Proposição 2.2 $da X(.f) c f"''(M) com /(z,g/)
para n = 1,

EZ:. «:(a)z/:. ,e«f'.

.f:(./') - ""(")ã; + ("o(")";3(«) + «:(")""(")"''(")) li:

para,'n 2,

x- (./') :«n("):ll; + ("o(")"';(") + ":(")""(")"''(")
+ «,(«')"'''(")"'(")) };i

para n ? 3,

.í:(/) - ""(")";"'3(«):11; + (}: ":(")"":(")";" :(")):1;{-0

está bem de$nido e é da, classe de dijerenciabitidade de cli em, M
7r
2 ) 2

Si x

Prova. Aplicando ao campo X(/) a mudança de variáveis u - z e
u = arctan(y), obtemos o campo definido em(u,u) C M' = S: x(--{, f) da
seguinte forma

''ml .,: g=1(«)««'mm '"©

Para obter um campo definido em todo M, precisamos multiplicar por
cos(u) nos casos m =. 1, 2, e por cos"''(u) no caso n ? 3. Em ambas situações,
obtemos o campo Xt(./'), bem definido em uma vizinhança do M e da classe
de difelenciabilidade das funções ai. H
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2.2.2 Uma representação local de X(/) no infinito
Aplicaremos a mudança de variáveis u = z e u = i, para obter uma represen-
tação do campo X(/) em vizinhanças Z.P e ZIÇ' do infinito de À'f = Si x W
com r > 0. Lembramos que Z./J e t/F são transformados nos conjuntos
[,T Z/)cMlzcS:,0.$3/<, :JeZ,Ç'={(z,y)cMlzcS:, «-:<
g/ $ 0} respectivamente, e o infinito de M é levado no círculo Co = St x {0}.

Proposição 2.3 Sda X(./) C e"''(M) com /(z, g/) = )ll:=;. ai(z)3/:. Então
P«« n 1, X:(./') (u)«3 + «- (u)«')â
P«« n X,(/)(u)«S + «:(u)«' + «,(«)«)â
P-« n - 3, X,(./') - Ü(«o(«)«; + «:(«)«:+«,(«)« +«;(«))g;
P-« n ? 4, X2(./') EZ:. .:(u)«"''g;
Em todos os casos, X.zÇf) está bem de$nido e é da cla,sse de diferenc'la-

bilida,de de üi em U]'

Prova. Aplicando ao campo X(/) a mudança de variáveis g = u e y = i,
obtemos o campo y(/) de6nido em (u,u) C M' = S: x (0,oo) da seguinte
forma

*wl «': -.,=..(QO'
Para obter um campo definido no círculo (:o, precisamos multiplicar pot

z; nos casos n = 1.t2,3 e por u"'2 no caso m ? 4. Em ambas situações,
obtemos o campo XZ(/) requerido, isto é, bem dehnido em t/3: e da classe
de diferenciabilidade das funções a{. H

2.3 Comportamento das órbitas de X(/
Estamos interessados nas trajetórias de X(.f) perto do inhnito. Para isso,
estudamos os campos Xt(./') e X2(/) em vizinhanças abertas dos círculos
C':t{ e Co respectivamente.

As seguintes proposições descrevem o comportamento das órbitas de Xi(/)
numa vizinhança de (++{. Destacamos, também, que as mesmas proposições
são válidas pala a representação X2(/) sobre o círculo Co.

Proposição 2.4 Sda X(/) C f"''(M) orzde /(z,y)
se C'', r ? 2 e n = 1, 2. Então

El:::. «:(«)g/' d. c/"
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a) Para n = 1, os cúcu/os Cü{ são áró ías periádecas de pera'odo r com a
pri'me'tra, e a, seguTtda, dóri'uctdas da, aplicação de Poincaré iguais a, \ e
t2 /o' ai (s)ds respecf lamente.

bÜ Para n = '2, os círculos C:t$ são órbitas periódicas de período T hi.

pe«Z,ó/{«. «m X - :T: ./r «,(')d'.

Prova. a) Denotamos por 't(u) = (:Lu,:l:$) as órbitas periódicas de

X(./) nos círculos C+{, onde u C lO,rl e 1- é o período das funções a:(u).
Tomando a mudança de variáveis u = s e u = :Lf 77, o campo Xi(/) tem
associado as equações diferenciais da seguinte forma

Se dividimos a segunda equação pela primeira, obtemos a equação dife-
rencial

$ - :L cos(,7) ,. .~
g(') si«;(q):L «:(s) si«'(?) cos(q) L''";

Ü' - -R(;, '7)

onde R(s, '7) - :Lao(s):i:? + ai(s) sin'('7) e -R(s, 0) = 0.
Seja 77 = /(s; se, v7o) solução da equação (2.2) com condição inicial

(2.2)

/(se; se, qo) = qo

Podemos considerar, sem peida de generalidade, se = 0
A função do primeiro retorno é dada por @(v7o) = /(rl 0, ?7o). Esta função

está definida sobre um arco sem contato normal a órbita periódica 7J:.
Consideramos a função d(?7o) = Ó(?7o) -- ?7o.

Estamos interessados nas derivadas primeira e segunda da função d(v7o).
Tendo em conta a relação

g - Rb, /u; o, oD - á.fo; o, oD,
obtemos as equações diferenciais

a
ã;ia(', ./('; 0, '7o)) â sl 0, ?7o. (2.3)

:l;RO,/ü;o, .(g h;o,qd'

+ixh, .fb; o, oü g;o; o, od (2.4)
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As soluções das equações (2.3) e (2.4) são

."ç' tl -:lRÇt,fÇt\ ü , «}aà)ü )

19

(2.5)
a/

s; 0, v7o)

1;1Ê(s;0,no) - exp(.fo' -âqR(t,J(t;0,qo»dt)

r -g;?K(t, .f(t\ o, qo»

-(g{«;o,oÜ:.«p( / ãixÜ,/«;o,oÜ Õ

Calculamos as derivadas parciais de R(s, 77) respeito de ?7.

:Lao(s)(3 si"'('7) + i' '(q)) +- 2a.(s) sin('7) cos('7)

:L«o(;)(6=1=11h + 4sin;( v7 )

+2=:1;1:) + 2": (')(";'('1) - ;í"('z))-

Pala 77o = 0 e /(s;0,?7o) = 77o, segue de (2.5), (2.6), (2.7) e (2
expiessoes

(2.6)

(2.7)

(2.8)

8), as

'Z('7o) = ./'(.'-; 0, qo) - qo
d'(qo)

d"(qo) = :E2 l a\(s)ds
0

b) Segue de um cálculo direto da divergência do campo

.f:(/) -""(")ãi+("o(«')"';(")+ ":(«')s"'(")"':(")

+ «2(u)«n'(«)«.(«)) -Z

Para '7+ = (u, +t)), di«DXi(7+) = --a2(u)
Pa-» '- -u, -t)), di«DX:('y-)

T
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a;(u*) > 0 al:(u*) < 0

Figura 2.3: Tangências aos círculos (uü{ para n - 3

Proposição 2.5 S'd« X(/) c f"''(M) com /(z, g/) = EZ:o a{(z)y: de c/asse
C'', r ? l e n = 3. E,'íão, « tr«/etórÍas de Xi(/) cruza«. transue«a/«zenfe
)s círcu.los C:t:, fronteira de M, scttuo eni\ po'fetos isolados da, forma Qu*,:LS)
onde u* é ral'z de a3(u) = 0. .4/ém disso, esses pontos são pontos de farzgênda
p««bÓ/ác« ;' «l:(u*) :# 0.

Prova. Consideramos a função b : M -+ W de6nida por b(u,u) = cos(u)
satisfazendo as propriedades Z'(u, u) > 0 no int(M) e b(u, u) = 0 para, (u, u) c

A condição de transveisalidade é dada por
2

X: (./) . ó(u, «) :< Xt(./') (u, u), Vb(u, u) >:# 0

Com nossos dados, a condição se escreve

X:(./') . Z,(u, «) >:«:(u)«n:''''(") cos" :(«)
{-0

' p'-a (u, u) C Cü{, X:(./) b(u, u) = --(:n)"+:««(u).
Segue que em pontos diferentes de (u*, &t) com u* raiz de a.(u)

campo Xi(/) é trens«rsal aos círculos C:Eg:
0, 0
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A condição de.tangência parabólica é dada pelas relações Xi(./')
X?(/) . b(u, u) :a Xi(./') . (Xt(/) . b)(u, u) # 0.

Nos pontos (u, :tt), essa condição é da forma

Õ 0 e

.Íf(/) ' ó(", :L;) - :t:'l-(") :L ":(")«,(«)

Portanto, temos tangência parabólica se a3(u*) = 0 e aã(u*) # 0. Mais
ainda, a tangência é externa (resp. interna) em C+f e interna (resp. externa)
em O-{ quando a;(u*) > 0 (resp. al (u*) < 0). Vei figura 2.3. H

Proposição 2.6 Z)ado X(.f) C f"''(M), com /(z,y)
se C', r ? l e n ? 4. Enfio

El:. «:(z)3/: de ./«

a] 'para 'n = 4, XtÇJ) tem singra\aridades nos cite'aios C:L: da, forma
(u*, j:$) co«. u* «& d. «.(u*) « .{«g«/«{dÜe. .ão Àá-
pe'Z'ó/{«. .e «â(u*) :/ 0 ' «3(u*) # 0, ''mÍ-Ààp«Z,ó/{«; 'e «â(u*) = 0
e «3(u*) # 0, mã/pote«te 'e «;(u*) (u*)

bÜ pura n > 4, XI.Çf) tem. singularidades nos círculos ClJ:::; da Íorvna,
(u*, :tf) ««. u* «ü de ««(u) « .ing«/«{d«.Ze; ;â. d. fã-

p. ..«.{-Àdpe,óá/{« ;e '«-:(u*) / 0 e naif.tente .e «« :(u*)
«l,(u*) # 0.

Prova. a) Para n 4, o campo

* '', { ::
..«(«)..;(«)

E «:(u)«n:(«)c«' :(«)
{:0

4

tem singularidades da coima (u*,:L7) onde u* é um zero de a4(u)
matriz jacobiana de Xt(/) avaliada nesses pontos é dada por

n.f: (}')("*, :L{)

Logo, com os valores do det(O-f:(.f)) = aâ(u*) e do traço(D-Íi(.f))
a3(u*) classificamos as singularidades como segue:
Se «;(u*) < 0,(u*,J:{) é «m»sel-
Se aâ(u*) > 0 e ag(u*) 4ai(&*) > 0, (u*,:L{) é um nó. Notamos que

os tipos de nós possíveis são atiator, repulsoi e confluente. O nó impróprio
não pode acontecer pois as trajetórias sobre os círculos não estão permitidas
nestes campos (ver Proposição 2.5).
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Se «;("*) > 0 e a:(u*) -- 4a;(u*) < 0, (u*, :E{) é um foco.
E por último, se aâ(u*) > 0 e as(u*) = 0, (u*, :L$) é um centro.
Para melhor determinar o comportamento topológico dessas singulari-

dades, calculamos os auto-espaços de DX(/). Os autovalores têm as ex-
pressões ÀÜ = --{(a3(u*) :L v'ag(u*) -- liam(u*)) com vetotes próprios associa-
dos «:. (l, À:.).

Encontramos singularidades do tipo semi-hiperbólico se aâ(u*) = 0 e
as(u*) # 0, e do tipo nilpotente se aâ(u*) = 0 e a3(u*) = 0.

b) Para n > 4, o campo

.u/

''«(«) ..."'; («)

E «:(u)«n:(«)«.' :(«)
{-0

tem sua matriz jacobiana avaliada em uma singularidade (u*, :E$) da forma

Assim, a singularidade (u*, :E}) é do tipo gemi-hiperbólico se a.-l(u*) / 0 e
do tipo nilpotente se al.(u*) # 0 e a.-i(u*) = 0. H

Para detetminai o tipo topológüco das singularidades gemi-hiperbólicas
e nilpotentes, usaremos o campo X2(/)- Lembramos que a mudança de
variáveis u = z e u = J para y :/ 0 transforma uma vizinhança aberta U do
infinito de M no conjunto semi-aberto U contendo o eixo u. O infinito de M
é levado no círculo (7o. O campo X(/) = X(E;l::.a{(z)Z/:) é transformado
no campo

o-f(/):("*, :L;) -
o o \

(:H)"«:(u*) (:H)"««-:(u*) 7

$3 «: («)«"':
a

{-0

pala n ? 4 multiplicando previamente pela função u"-2

x,(/) - «"';a

Observação 2.3.1 Quarzdo n = 4, o campo -f2(/) está associado a uma

aqui,ção diferencia\ de segunda ordem. Assim, todas as 'propr'ledctdes de X U)
am CO citadas lLO começo do ca'püulo são aT)ligadas Q XaÇJ''l em Cl:Lq. Em

pa cu/", o «mpo X,(/) nâo fe«. f,«/etá,ãas s.Z,« o cücu/o Õo = S' x {0}.

Nas seguintes proposições, apresentamos o tipo topológico de uma singu
laridade (u*, 0) semi-hiperbólica, para n ? 4.
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Proposição 2.7 S'da X(/) c e"'' com .f(z, 3/) = >1:Z:o ai(z)g/: de c/asse C'',

r ? 2 e n 4. Sd" (u*,0)..um« 'ing«/«idade 'e«.á-Aàpe,óálíca d. X(./) e
sda k C .N, k 2 2 fa/ que cz$*)(u*) # 0 e aS})(u*) - 0 para J < k. Então, a
sina'ü\aridade Qu* , Q) tem um dos seg'pintes tipos to'pológicos

a) Se A é Ímpar e aS#)(u*) > 0, então (u*, 0) é topo/ogÍcamenfe equipa/onze
a w«» ná. Uer ./igura e.4 a).

b) Se A é z'rapar e aS©(u*) < 0, enfio (u*, 0) é topologÍcamenÍe eguát,a/ente
a, u'ma, sela,. Ver $gura 2.4 bb.

c) Se A é par, então (u*,0) é uma se/a-ná. .4 uaóedade Àáperóó/dca é
Zangenfe â Teta u = --a3(u*)u, {nsíáue/ se a3(u*) < 0 e esfáueJ se
a3(u*) > 0. .4 variedade Genital é famgenZe ao eãzo a e aponta na
datação pos f ua se aSh)(u*) . a3(u*) < 0, ow na dÍreção negaZáuct se
ah';'(u*) . a3(u*) > 0. Ver ./igwra 2.5.

Prova. Podemos supor u* ' 0. Calculamos a restrição do campo X2(/) à
variedade central t'K: para o caso aâ(u*) = 0 e a3(n*) / 0.

A variedade menti'al é tangente ao auto-espaço Tc associado ao autovalor
nulo e gerado pelo vetou (1, 0). Podemos representar W. como o gráfico de
uma função h : W --> W de classe C',

}Vc {(u, u) C W : u = h(u)}

Pelas condições de tangências de I'P'., A(u*) = h'(u*) = 0.
A restrição do campo à variedade central tem a forma

h(u)
-- (EI':. «: (u)A'':(u) )

Substittlindo u = h(u) na segtmda equação do campo, conseguimos a
função

@(") (")h(u)+>:«,(u)h'':(u)
{-0

A função Ó é nula para todo u.
Seja A C N, k ? 2 tal que aSk)(u*) # 0 e aSj)(u*) - 0 para .j < k.
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Escrevemos h(u) = à2u' + + àx;uk + Então, temos

@(«*)
é'(«*)

@"(«*)
é"' («* )

0
0

2«; (u*)A,
31(2hg + «;(«*)h;)

ém(u*) &!(«S© (u* + «;(u*)A*)
+«:(u*)h*-: + . . . + «S* 4(%*)h:)
+.43k(h2, -' ,ht-i) +.Á2Ê(A2,. . . ,hk-2)+.4tx;(À2,
+.4o*(h2, . . . , h«-4)

, hk-3)

onde .AÍk = =lÍll;(a{ ' h'':)(u*) para ã = 0, . - . , 3.
Resolvemos essas equações com respeito aos coeficientes hi, obtendo

ha = hz

e
(Ê)a4

A função h(u) tem a forma

h(u) = au* + 0(u*'':)

onde a = !:á: (")a3('ü+)
A restrição dó campo à variedade central tem a forma

u' = au* + 0(u*''':)

As conclusões da proposição seguem de analisar o sinal de a e a orientação
da variedade hiperbólica. H
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Figura 2.4: Retratos de fase das singularidades semi-hiperbólicas dos tipos
a) nó , ó) sela. n = 4

b)

Figura 2.5: Retratos de fase das singularidades gemi-hiperbólicas do tipo
sela-«ó: «) «;(u*) > 0, ó) «;(u*) < 0.
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Proposição 2.8 Sda X(.f) C f"'' com ./'(a, Z/) = >:Z;. ai(z)3/' de c/asse C'',

r ? 2 e n > 4. Sda (u*,0). uma s ngular dado gemi-hdperóóZáca de X(/) e
sda k C N, k ? l faJ gue ag)(u*) # 0 e (a)(u*) = 0 para .j < k. Então, a
singularidade Qu* , QÜ tem 'ü'rn dos seguintes tipos topológicos

á) k ? 2

a) Se n épar, k é z'rapar, éO(u*) -a. l(u*) < 0 e a. i(u*) < 0 então
(u*, 0) é f.po/ogÍc.m','fe aqui-/.n'e « «m ná. Ue, ./ig«a 2.6 «)

Z,) S'e n épar, k é z'rapar, ag)(u*) -a.-l(u*) < 0 e %.-l(u*) > 0 en â.
tlur*,Q) é topologicame'nte aqui'batente a. hmo, seta. Ver $gura 2.6

c) Se n épar, k é z'rapar, ag)(u*) . a.-i(u*) > 0 e a.-:(u*) < 0 então
(lupa,QÕ é to'pologicct'Frente aqui'Date'rate a, um,ü sela. Ver $gura 2. 6

d) Se n ép«, k é z'mp«, ag)(u*) .a«-:(u*) > 0 e .z. i(u*) > 0 então
l.u..:,Q) é {opologicamente equivalente a 'üm nó. Ver .Êgura 2.6 d)

e) S'e (n 3) k é p« .«fão (u*,0) é ««.« .e/«-«á. .4 «,{ed«d.
-ti'perbóticü é tangente a,o eito 'u. A variedade central é tangente
ao Caro u e aponta na datação posif ua se dk)(u*) a.-i(u*)'< 0,
ou na d ração negam ua se cáÊ)(u*) . a.-i(u*) > 0. Uer ./igwra 2.'7.

b)

.)

á{)

«)

b)

.)

d)

.)

.S'e n é pa,, a©(u*) ' a. :(u*) < 0 e a. :(a*) < 0 então (u*,0) é
Lopologicamenle equivalente Q bm nó. Ver $gura 2.6 aà.

Se n é par, dn(u*) ' a«-i(u*) < 0 e a.-:(u*) > 0 erztão (u*,0) é
Lopotogicamente equiucttente Q wma. seta. Ver $gura, 2.6 bÜ.

S'e n é pa,, a9)(u*) . a.-:(u*) > 0 ' ',-:(u*) < 0 arfa. (u*,0) á
Lopol,ogica'mente equiuatente a, urrllra sela. Ver $glLra 2.6 cà.

Se n é p«, «g)(u*) . a«-:(u*) > 0 e ««-:(u*) > 0 então (u*,0) é
Lopotogicavnente eq'üiuate'r\te a. 'um nó. Ver figura 2.6 d]

Se n é {lnpar então (u*, 0) é uma se/a-ná. .4 uarjedade /zíperóá/ãca
á ta7zgenfe ao eàzo u. .4 variedade central é tangente â Tela u =

--=i$11l:Ü" ' «ponta n« d{«ção p«{tdo« se ag)(u*) a.-:(u*) < o,
.& na d{«çã. n'gaf{« .e ag)(u...) . a« :(u*) > 0. Ue, ./ig«a 2.8.
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Figura 2.6: Retratos de fase das singularidades gemi-hiperbólicas dos tipos
nó e sela. n > 5

Prova. O auto-espaço Eo associado ao autovalor nulo é gelado pelo vedor
á) Uo (1,0), se «:(u*)
Ü) Uo - (l, -i:!ffh), s' ''l,(u*) # 0.

O auto-espaço EI associado ao autovaloi não nulo é gelado pelo vetou
Ui

A vat'iedade central }rc tem que ser tangente à i'eta que passa pela origem
na direção Uo. Podemos representar I'rc como o gráfico de uma função h
W H W de classe C''

t,K: «)W : «

. De fato, a função Q(%, ü) = )1: :. ai(u)o"': tem as co«lições Q(u*, 0) = 0,
e !:(u*, 0) = --a«-i(u*) # 0. P;Íi;hoiema da Função Implícita existe uma
função /z : Z/ --} W de classe (7' definida numa vizinhança a de u* tal que
C2(u, h(u)) = 0 para todo u C Z/.

Segue que a restrição do campo X(./') à variedade central é descrita pela
f....ã.EUllYUV

g(U) (.f)lw.

Precisamos, então, descrever o comportamento assintótico da g(u) em
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Figura 2.7: Retratos de fase das singularidades gemi-hiperbólicas do tipo
sela-nó. n > 5 e A > 2

a)

Figura
sela-nó

Retratos de fase das singularidades semi-hiperbólicas do tipo
beR-l
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uma vizinhança de u*. Para isso, consideramos a função g dehnida por

P(u) h'(")h"';(«) + >1: «:(«)à"':(u)
{-0

Essa função é identicamente nula, e é obtida substituindo u = A(u) na
ecluação u' = Q(u, u).

Seja k c /V, k 2 1 tal que a(Ê)(u*) # 0 e cÚj)(u*) - 0 pala ./ < k.
Para facilitar os cálculos, suporemos u* = 0
Derivando p várias vezes, podemos obter as derivadas de h em u*.
Caso ã). k 2 2. Pelas condições de tangências de À(u), podemos escrever

h(u) = h2u'+.. .+ hÊu" +.. .. Então,

@(«*)
@'(«*)

@"(«*)
@"' («* )

0

0

2«.- :(u*)h2
31(2h: + «.-:(u*)h;) :::: 0

@m(u*) É!(an(u*) +«« :(u*)h*)
+«l,.:(u*)A.-: + . . . + «!La(«*)h,)
+.A3k(h,,''' ,hk :)+ .4«(h,,... ,hk-:) +.4:*(A,,
+.4ot(h,, . . . , h* .)

, hE.3)

(2.9)
onde .4ik = l$-(a{ ' À'':)(u*) para í = 0, . . . , n -- l.
Resolvemos as equações (2.9) pata os coeficientes hi, obtendo

ha = ha

«9)
«.- : («* )

A função h(u) tem a forma

h(u) = au* + 0(u*''':)

onde CE = -- 'À t".J. .
.«- : («* )

A restrição do campo à variedade cento'al tem a forma

l

g(u) .."-;.É("-D + 0(u'''':(" q)

A conclusão do caso {) segue de observei a paridade de n e de X;, e os
sinais de al;' e a..i.
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Caso ái). Com as co«dições h(u*) = 0, ««(u*) = 0, «l,(u*) # 0e
a.-i(u*) # 0, as primeiras duas derivadas de p avaliadas em u = u* têm
as expressoes

@'(u*) «;,(u*) + a.-:(u*)h'(u*)

ç,"(u*) (n - 4)h"''(u*)(h'(u*); + «l;(u*) + 2«l. :(u*)h'(u*)
+2«.-,(u*)(h'(u*))'+ «.-:(u*)h"(u*)

Resolvendo essas equações para h(u*) e suas derivadas, obtemos

h'(«J- -e;-qJ:
«. :(«*)

""'«*,- Zh*,kÜ3% ,=e'2%,'
Devemos somar a A"(u*) o teimo ' (---e;'---); quando n = 5 somen-

Logo, a resta'ição do campo X(/) à variedade central dada pela função
g(u) tem o comportamento assintótico numa vizinhança de u* da forma

g(u) ';(u u*)"'; +0((u u*)" ')
onde .4 = 'a("*J. .

«« :(«*)

te

A conclusão do caso í{) segue de observei a paridade de n e os sinais de
cz(A) e a..:. Por exemplo.

Se n é par, ag) < 0 e a. .(u*) > 0, (u*,0) é uma singularidade do tipo
sela.

Se n é par, ag) > 0 . a..i(u*) < 0, (u*,0) é uma sirlgularidade do tipo

Se n é ímpar, (u*, 0) é uma singularidade do tipo sela-nó.
no

Para mais referências sobre os tipos topológicos das singularidades semi
hiperbólicas ver jll pág. 222-225.

Observação 2.3.2 Quando n = 4, o campo X2(/) deráua de &ma equação
de seg'anda ordem e tem, em u'rnü singularidade 'nill)ote'nte, Q T)a«e tinectr
igual a u.à. QILando 'n, > zl, o cam'pa X,ç.j'i n,ão dóri'ucl de umü equação de
segunda ordem, Trás tem, em, 'ümü singularidade nitT)atente, a, T)aüe linear
tg'üat a zlit;. Assivn, a, variedade central, n,o T)ri'rneiro caso, é tangente ao
eito =, no entanto, 110 seg'u'ndo cclso é tü7tge'nte ao eito 'y.
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Uma classificação das singularidades nilpotentes dos campos derivados
das equações diferenciais de segunda ordem foi dada em l51, considerando-se
a equivalência topológica entre os campos e suas partes principais. Essen-
cialmente, obteve-se oito classes de equivalências topológicas. Essas classes
foram encontradas, também, em l31 usando as formas normais do campo.



Capítulo 3

Estabilidade estrutural de X(/)

Neste capítulo, definimos para cada n o conjunto E" C f",' de campos
X(./) = X(>1:;:o aí(z)g/:) definidos em M = S: x W com propriedades simples
que caracterizam os campos vetoriais estruturalmente estáveis.

Denotamos por X(/) e M = S: x l--$, {1 a compactiflcação de X(./) e
À/ respectivamente como foi introduzida nas seções 1.3 e 2.2. Lembramos
q«e G - S: x {0} e Gf

Distinguimos os conjuntos E' paro.rz :: 1, . . ,4 e n ? 5, por ca,usa do

comportamento particular do campo X(./') nos círculos (i4{, como especial
cimos a seguir:

1, 2. Os círculos (l\{ constituem órbitas periódicas de X(/)

O campo X(/) tem trajetórias tangentes aos círculos Oü:

4. O campo X(/) tem singularidades hiperbólicas em (iL:{

ri ? 5. O campo X(j') tem singularidades semi-hiperbólicas em (iL:{

Cada um desses casos seta tratado em uma seção deste capítulo, na qual
definiremos E" e pt'ovaiemos a genericidade de E" (i,e. E" é aberto e denso
em f"''). Mostraremos que o conjunto de parâmetros ÉZ = (pO, . . . ,pi;) em
RÉ+: tais que X.(/) = X(.f+po +pt3/+/zk :Z/"-: +/zi;g") não pertence a E':,

tem medida de Lebesgue zelo em Wk+i. O número de parâmetros k depende
de n e do comportamento do campo nas vizinhanças dos círculos C'o e O:t4

Na seção 3.6, ptovamos a caracterização de X(/) c f",' estruturalmenile
estável

Finalmente, na seção 3.7, apresentamos exemplos de campos X(/) c E"
que podem formal algumas das regiões ca,nõnicas estudadas.
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Em todo o capítulo usaremos a seguinte notação: XP(/) denotará a com-
pactificação de X.(/),

a.X(/)(sç, g/), denotará o dele-minante de DX(./')(z, g), e aX(/)(z, g/),
de«otará o traço de DX(.f)(sç, y).

3.1 Caso m, = l

3.1.1 Deílinição de Ei
Lembramos que o campo X(./) pode apresentar na paire finita de M órbitas
periódicas de tipo homotópica a zero e as que circundam o cilindro sem cortar
o círculo Co.

Vimos na ptoposíção 2.4 que o campo X(./) tem órbitas periódicas nos
círculos C':t;. As órbitas periódicas 7J:(u) = (Ó(u), :L$) com período r têm
índice de estabilidade X = 0(i.e. a primeira derivada da aplicação de Poincaié
igual a l).

Definição 3.1 Z.)e./inÍmos por E", o coWwnfo de campos X(./) de c/asse C''
cova r Z. '2 tais que s' a,s covrLT)actiBcações XI ÇJ) teta

1. as singularidades hiperbólicas, co'ntido,s 'no c'írculo Col

2. us órbitas periódicas hi'perbóticüs, contidas no ãvttÇM), e as órbitas pe
r ód cas em C':E{ semj-estáveis;

3. neqhhvnü con,e:cão de setcts

Observação 3.1.1 0s campos X(/) C f''' não podem ter fr@efár as que
escaT)CLm a,o in$nito isoladamente. Pois se existirem, elas devem atingir urna
singularid de ou um 'ponto ãe tangêncàa 110 in$nito. Ver seção t.4.

3.1.2 Genericidade de Ei
Seja p = (pO, p:) C W

Teorema l O.do X(./) c e:''(M), « 2 1. E«fã., o ««j-'.

B"(X(/) ) {P C W' : X(/ + Po + P:y) g E:(M')}

é um subconljunto de medida, de Lebesgue zero em W2

A prova do Teorema l segue de vários lemas
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Lema 3.1 Para X(./') = X(ao(z)+ai(z)Z/) C f:''(M) co«. r ? 2, o co@un o

Bi(X(/)) € W : -Í:(/ + po) tem «/g««.« .{ng«/«{d«'Z'

(&*, 0) C C'o com AX(./ + po) = 0}

Lem medida de Lebesgue zero em R,

Prova. O conjLmto de valores críticos de --ao é dado por

C,ít(-«o) C W:az,. ta] q«e -«o(z,.) (z,.)

Pelo Lema l.l (de Sard), C'rít(--ao) têm medida de Lebesgue zelo em W.
Poi outro lado, podemos escrever

C',{í(-«o) ::: {po C W.: ](z,., 0) C C'o tal q«e .f(./ + po)(z,., 0)
com a.X(./ + po)(«.., 0)

Seg«e que B{(X(/)) = C'rát(--ao) e portanto tem
em W. H

medida de Lebesgue zero(

Lema 3.2 0a'Zos X(/) = X(ao(z) + ai(z)3/) C f:''(M), , ? l e po çÉ
Bi(X(/)). Enfã., o cona""'.

n4(X(./'); Po) {P: C W : .f(./ + Po + P:g/) f.m .Zgum«

singular'tda,de n.ão-hiperbólicas

Lem medida de Lebesgue zero em R..

Prova. Pala po 91 B:(X(/)), toda singularidade de -f(./' + pO), da forma
lu*, 0) C C'o, satisfaz AX(/ + po)(u*, 0) # 0.

Seja k~. o número de singularidades de X(./ + po + ptg/) em Co
Pala cada singularidade de X(/ + po + pt3/), (u*,{,0) C Co, existe um

único valor p;,i C W tal que aX(/ + Ho + pT,:Z/) = 0. Pois o-X(./' + Po +
ptZ/) = ai(u) + pt. Portanto, (u*,i, 0) é uma singularidade não-hiperbólica de
X(./' + Po -+ PT.:Z/).

Então, o conjunto 23:l(X(/); po) pode ser descrito da seguinte forma

B4(X(/);Po){P: CW:«:(z)+p: «o(«)+po=0e«Í,(z) >0}
Segue que B:l(X(./); po) é um conjunto finito e portanto tem medida z

em !R. a
ero
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Lema 3.3 Z)ado X(./) C f:''(M). Então,
{) Para po c W e r ? 1, o co«:junto

B:l(X(./); po) -f(./ + po + p:g/) f.m «/g«m« ó,bãf«

periódica não-hiperbólica contada em M }
Lem medida de Lebesgue zero em R,.

í{) Para r 2 2, o conlunfo

n.l(X(/)) C W : .Í(/ + P:Z/) t.«. «/gu«« Ó,ÓÍf«

periódica não gemi-AãperbáJ ca em CJ:t}
tem medida de Lebesgue zero e'm SR

Prova. {) Uma órbita periódica ' de X(./+po +pty) é uma dos seguintes
tipos:

a) homotópica a zero. Contém em seu interior uma singularidade do cam-
po (;'o e corta transversalmente o eixo z..

b) não-homotópica a zero. Circunda o cilindro sem interceptar o eixo z.

Pala cada situação, encontramos expressões das derivadas da aplicação
do primeiro retorno com respeito a um parâmetro. Salientamos que es-
sas expressões serão obtidas para um campo geral X(./') onde ./(z,3/)
Ell;;. «: (z)y' e n ? l.

Começamos com as órbitas periódicas homotópicas a zero.
Caso a). Pala um valor de po c W, consideramos uma órbita periódica de

X(.f+po+Piy), 7(t,p, pt) =(p(t,p, pi),@(t,p, pl)) que passa por p =(zo, 0)
com período r = r(zo, /zi).

Seja n-(z, pt) a transformação de Poincaté definida em um intervalo / C
Co com zo € / e associada ao fluxo do campo X(./ + /zo + /ziy).

As derivadas de r(z, /zi) com respeito a z e pt foram calculadas em jll.
Aqui, nós as escrevemos em termos dos coeficientes de /(z,3/) + po + pty
como segue

n 'n

g:'«., ~-, - ll .«,(/

ã'«., «:, -lg=h/

.- (ao ,Pi )

({«:(P(s))@:':(s) + P:)d.)
r(nO,pi)

H;: :e«p ( (ã «: (P(t)) @:' :(t )
.s

0

+ P:)dt)@'(.)d.
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te uma única função pl(z) definida em uma vizinhança /a. de zO tal que
n-(a,pt(z)) z = 0 vale para Vz C /z.. Derivando a última equação com
respeito a z, temos

g='«., «J + g-(«., «ogt - ' - '
e pelo fato que igíln(zo, pi) # 0, obtemos a condição:

'y é não-hiperbólica se e só se il)Pi - 0

Destacamos que para cada z C /a., pl(g) determina um valor do parâmetro
tal blue X(./ + po + pt(z)#) tem uma órbita periódica passando por (z, 0).
Essa órbita periódica é não-hiperbólica quando pl(z) for um valor crítico de
P- (z) : /=. --> W.

Assim, para cada po C W fixo, o conjunto de valores críticos de pl(z) é
escrito na forma

Ot ={/zi(z) C W : X(./' + po + /zi(z)3/) tem uma órbita periódica
não-hiperbólica, homotópica a zelo passando por (z, 0)}.

Caso b). Sda '(t) = (p(f), @(t)) uma órbita periódica não-homotópica a

zero que passa poi (0, Z/o) com yo :# 0.
A transfoi'mação de Poincaré, a-(y, pl), é definida por

«-(Z/, P:) 3/, P:) (3.1)

onde T é o período das funções ai(z) e W(z,Z/,pt) é solução da equação
diferencial

g'", «, «:, - $' «:(z)@' + P:W

com condição inicial $'(0, Z/, pi) = y.
A derivada de q'(z,g/, pi) com respeito ao parâmetro p: é justamente a

solução da equação linear

:(;}) - o,r'(«, 'p(«, v, po, po:l:(«,y, po + o,r'(«, I'(«, y, po, pJ

onde Z.)2F'(z, y, /zl) !;llP e .D3F(z, g/, pt) = l
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Pela equação (3.1), a derivada de n-(Z/, pl) com despeito ao parâmetro p:
é dado por

eLi.U, F,) (', y, H*» .re«p('ZI.s, U, H*»ds

o«de Z(t, y, p:) = ./: -0,F'(s, $'(', Z/, p-), p:)d;
Da mesma maneira que no caso das órbitas homotópicas a zero, encontra-

mos uma função pt : /v. --> W definida em um intervalo do eixo y contendo
g/. e sem interseção com o eixo # tal que K(g/, /zt(Z/)) -- g/ = 0. Derivando essa
equação com respeito a g/, concluímos que

'y é não-hiperbólica se e só se aPt :: 0

Portanto, o conjunto de valores críticos de pi(3/) é escrito da forma

O2 ={/zi(C) € W : X(/ + po + pi(e)g/) tem uma órbita periódica
não-hiperbólica circundando o cilindro que passa por (0, e)}

Terminamos a demonstração do lema observando que

n:l(X(/); Po)

e aplicando o Lema l.l(de Sard) aos conjuntos Oi e O2
tem medida zero em W.

Porta«to, B:l(X(/); po)

ãã) Primeiramente, observamos que as órbitas periódicas de X(/ + po +
ptg/) em (uü$ não dependem de /zo. Além disso, a segunda derivada da
transformação de Poincaré dessas órbitas periódicas é da forma

n-" = :L2 ]o' ai (s)ds + 2ptr
Segue que o conjunto n.l (X(/)) de parâmetros /zi , para os quais as órbitas

periódicas em CL:{ não são semi-estáveis (isto é, n-" = 0), é finito. Portanto,
n.i(X(./)) tem medida de Lebesgue ZOFO em W. H

Lembramos a propriedade 3 da definição de Et
nenhuma conexão de selas"

"X(/) € E:(M) «ão tem

l,ema 3.4 0ados X(./) c f:''(À/), r ? l e po # .B{(X(./)). Então, o
conjunto

B:l(X(/); Po) {pi C W : X(/ + /zo + lzty) nâo fem cz propr idade 3 de Et}

teVTt vítedida de Lebesgue zero ern, s$t
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Prova. Fixamos /zo 91 .Bt(X(./)). O número de singularidades de .f(./' +
po) é finito, por conseguinte, as conexões de selas de XP(/) também aconte-
cem em número finito de valores do parâmetro pi.

Afirmamos que todas as conexões podem ser quebradas com perturbações
da forma X(/ + po + pi3/).

Suponhamos que pata pT, X(/ + po + p;y) tenha uma trajetória ]» na
paire superior de M conectando as selas p e g em ao. Indicamos poi Sz(q) a
separatriz estável de q e por S/(p) a separatiiz instável de p. Ver figura 3.1.

../

/

P g\

\

Figura 3.1: Desconexões das selas p e q para /zl > /zT

Usamos a fórmula da integral de Sotomayor-Melnikov para calcular a
derivada da função separação das variedades estáveis e instáveis das selas de
X(./ + /zo + pt3/). A função separação é definida em uma seção transversal
à trajetória que liga as selas. Para maiores detalhes sobre a integral, ver

Se denotamos por sep(lzt ) a função de separação das variedades S/(p, .Í(/+
po + ptZ/) e Sz(q, X(.f + po + ptZ/), então, a derivada de sep(pt) com respeito
ao parâmetro pt é da forma

13j

«p,: (pT) JJ=' «P(- ./l a{«(-X(/ + Po+ P;g/)(«('), «(.)))d')

.-f(./' + Po + PiZ/) A zá-.f(./' + Po + PTg/)(u('), «('))dt
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onde A é o produto de vetores definido como segue

;l: =1: ,1 e (t'(s),t'(s)) é a órbitaque conecta
(«: , «,)A(«,: , ««,)

as selas p e q.
Em nosso caso, conseguimos

«P,. (o) JT=' .«P(- .C ÓÍ«(.f(./' + Po + Pi3/) (u(;), «(.)))d.)
si«'(«(t)) cos'(«(t))dt.(3.2)

Observamos que o integrando em (3.2) é uma função não-negativa. Pois
u(t) C l--$, {1. Portanto, sepp. (0) < 0 e a conexão das selas p e g é qnebiada
sem que possa surgir nenhuma outra conexão. Este fato segue de considerar
que a perturbação dada pelo parâmetro /zi sempre aponta na direção y.

Concluímos que n1l(X(./); po) é um conjunto discreto de parâmetros p:
tais que X(./+po +pty) tem alguma co«exão de selas. Portanto Bjl(X(./); Ho)
tem medida de Lebesgue nula em W. H

Prova do Teorema l
conjuntos

O conjunto B"(X(./)) é a união dos seguintes

Zj: - Bi(X(./')) x W,

U {po} x B3(x(./'),po),
PoCW B{ (X(/»)

B; } x B](X(.f);Po),
doer

B. .eJ(x(/))
e

{Po} x B:l(X(./'),Po),
poeH- B{ (X(.f» )

onde B;(X(./'), .), { = 1, . . . , 5, são dados pelos lemas 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 res
pectivamente.

Cada conjunto Zii satisfaz as seguintes propriedades:

. Contém parâmeti'os (po,pi) C W tais que o campo X(./ + po + pt3/)
viola pelo menos uma das propriedades de Et
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B E mensurável. Pois seu complemento em Wu é um conjunto aberto

e A medida é zero em W2. Pois, Bt e Zi4 são produtos de W poi um
conjtmto de medida nula em W. Para calcular a medida de 6í com
i = 2, 3 e 5, aplicamos o Teorema de Fubini j101 como segue

À. (23: ) dPodP : X(., B; (X(./), Po))dP-)dPo 0

onde X( ) é a função característica de conjuntos em W também cha
meda de indicadora.

Então, B:(X(./)) é união de conjuntos de medida zero em W', portanto,
é mensurável com medida de Lebesgue zero em W2. H

Teorema 2 E: é aZ,ergo e denso em f",'(À4) com r ? 2

Prova. A densidade de Et segue diretamente do Teorema 1. Pois, para cada
X(/) c f:'' eV'> 0 existem p:) c W t»l q«e IX,(./')-X(./)l < .,
o«de X,(./') = X(/ + po + p:y) c E:

Agora queremos ver que Et é aberto em €1,'
Sej»m X(/) - z/â+("o(")+":(")y)Ê ' X(g)(Z'o(")+Z':(z)y){

Peias proposições 2.1 e 2.6, as singularidades de X(./) são da forma (u*, 0) c
Co com u* raiz de ao(u) = 0. A hiperbolicidade dessas singularidades é dada
p'l" r'loções AX(/)(u*, 0) = «8(u*) # 0 . aX(./)(u*, 0) = «-(u*) / 0.

Assim, escolhendo po e pi suhcientemente pequenos, vemos que o campo
X(g) com funções coeficientes óo = ao + /zo, bt = ai + pi tem singularidades
do mesmo tipo que X(/).

Além disso, se X(/) tem uma órbita periódica hiperbólica, o campo X(g)
com ói - ai(u) + pi para valores pequenos de pt terá uma órbita periódica
hiperbólica. Também, a gemi-estabilidade das órbitas periódicas em (;b:4 não
é alterada poi' essas mesmas perturbações.

Então, é possível escolher uma vizinhança aberta, U, de X(/) em ft,' tal
que a C E'. H

3.2 (1Jaso m, = 2

3.2.1 Definição de E2
Vimos na proposição 2.4 que o campo X(./') tem órbitas periódicas nos
círculos C':t#
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As órbitas 7Ü(u) = (é(u), :l:{) com u C S: e período r têm estabilidade
À. - l: ./; «:(«)d«.

Definição 3.2 Z.)Caninos E' como o c07Üunfo dos campos X(/) C f2,', r ?
L, tais que suas compacti$cüções Xi..f) têm

1. üs sina'utaridüdes hiperbólicas e co'rtt'idas no círculo Cü;

2. üs órbita,s T)eriódica,s hiperbólicas e conlidus em M

3. 'rl,e'nhli/m,a, co'n,e=a,o de setas.

A observação 3.1.1, também se aplica aos campos X(./) c €2,'

3.2.2 Genericidade de E2
Sda p (po, p:,p,) c W;

Teorema 3 0«do X(./) c f'''(M), , ? 1. nfã., . êo'Ü",''.

B'(X(/)) W;: X(.f+Po+É':g/+P,3/') g E'(M)}
m subcolLliunto de medida de Lebesgue zero em Wa

A prova do Teorema 3 segue de vários lemas

Le«ia 3.5 Z,)ado X(./) C é''''(M) com r 2 1. Então, o coÜ nfo

B?(X(./)) C W : .Í(/ + po) fem «Zgu«.« àngu/«{d«d'

(u*, 0) C C:o com AX(/ + po) = 0}

leva medida de Lebesgue zero em $t

Prova. Ver prova do Lema 3.1

Lema 3.6 0ados X(./') C f'''(M), r ? l e po gl -B?(X(./')). EnÉâo, o
cona'u'n'to

B;(X(./);po) {p: C W: X(/+po+p:Z/) fe«.

singqtaridade não-hã'perbólicaà

LeTn Tnedida de Lebesgu,e zero em $t,

Prova. Ver prova do Lema 3.2
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Lema 3.7 Z)ado X(/) C e'''(]t4), r ? 1. Para lzo C W, o co@unío

B{(X(/);po) C W : .Í(.f + po + p:3/) fe«. a/gum« óróáta

per'tópica. não-hiperbólicüÀ

Lem medida de Lebesgue zero em Xi

Prova. Ver prova do Lema 3.3 parte {)

Lema 3.8 Dado X(/) C f'''(M) com /(z,g/)
z- ? 1. Então, o cotÜurzfo

«o(z) + «:(z)y + «,(z)Z/', e

BÍ(X(/)) C W : -Í(./' + p,g/') Ze« a/g«m« ó,óát«

periódica não-AdperZ)á/ ca ern (;\:f}

tem medida de Lebesgue zero em R

Prova. Pela Proposição 2.4, o campo X(./:) tem duas órbitas periódicas
de petíod0 7- (igual ao período das funções aí(u)) nos círculos C:tl com
estabilidade X = :F /oT a2(u)du. Logo, X(/ +/z2y')' tem órbitas periódicas em

C:t3 não-hiperbólicas se e somente se /z2 = :L} /or a2(u)du.
Segue, então, que -B}(X(./')) é discreto e portanto de medida nula em W.

Observação 3.2.1 Para lodo (/zo, pt) c W, B3(X(.f+po+plg/)) B}(X(/))

Lembramos a, piopiiedade 3 da definição de E2
nenhuma conexão de selas"

"X(/) C E'(M) «ão tem

Lema 3.9 Dados X(./) c e'''(M), r 2 1 e po çl .af(X(./')).
Gang' mfo

Então, o

B?(X(./') ; Po) {p: C W : X(/ + /zo + ptZ/) não fem a propriedade 3 de E:}

tem medida de Lebesgue zero em $i

Prova.
Ver a prova do Lema 3.4

Prova do Teorema 3
con.juntos:

O conjunto .B'(X(/)) é a união dos seguintes
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: B?(X(./')) x W,

: U {Po} x .B:l(X(/),Po) x W,
poCR B?(X(.f»

B3 ' U {po} x B:(x(J'); po) x w,

B. x .aÍ(X(.f)),
e

U
po CH - B} (X (.f»

onde B?(X(./'), .), ã = 1, . . . , 5, são dados pelos lemas 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9
respectivamente.

Cada conjunto 23{ satisfaz as seguintes propriedades:

. Contém parâmetros (pO, pt, p,) C W3 tais que o campo

X(/ + po + /ÜZ/ + p2Z/2) viola pelo menos uma das propriedades de E2

{Ho} x n.l(X(/), Po) x W,

e E mensuráve]. Pois seu complemento em W3 é um conjunto aberto

B Tem medida zero em 11ia. Pois, 23i e 64 são produtos de !R2 por um
conjunto de medida nula em W. Pata calculei a medida de 23i com
á = 2, 3 e 5, aplicamos o Teorema de Fubini como segue

x(13i)(iHodHtdpa - 1 ( 1 x(.,B. (XI.j),Ho'l,.)d»l)d o(iF2 -Q
W3 ./ 11t2

onde X(.) é a função característica de conjuntos em W3, também cha.
made de indicadora.

Então, B'(X(./)) é união de conjuntos de medida zero em W;, portanto,
é mensurável com medida de Lebesgue zero em W3. n

Apresentamos a seguir o Teorema de geneiicidade de E2

Teorema 4 E2 é aóerfo e denso em f2''(M) com r ? l.
Prova. A densidade de Ee segue diretamente do Teorema 3.

Pata vei que E2 é aberto em f2,', seguimos a mesma linha da prova do
Teorema de genericidade pala n - 1. Neste caso, devemos ter em conta
que se X(/) tem órbitas periódicas hiperbólicas nos círculos Cü;, o campo
X(/+po+piZ/+/z23/), pala valores pequenos de p2, tela uma órbita periódica
hiperbólica, também. H
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3.3 Caso m = 3

Lembramos que as trajetórias de X(/) que escapam ao infinito são trans-
versais ou tangentes aos círculos CÜ:{ em pontos isolados, como vimos na
proposição 2.5.

R R l T)n6nipãn d., Sn3
q,z O q.PqP -n. vxxxxH.:5K4.\./ \.Aq..f A.J

Definição 3.3 Deán mos E; como o cotzlunfo /armado pe/os campos X(/) c
fS,'(M), « ?. 1, f«{; g«e X(.f) fem.

1. üs singularidades hiperbólicas e contadas em Co;

2. as órbitas periódico,s hiT)erbólicas e contidas l\o int ÇM).

3. as tango'rtc'las de trajetórias com CX% de tipo parabó\ico

4. (a) Ne,«h«.«ü co«,e=ã,o .le selas.

lb) As separatrizes 'le 'po"tios singulares em Co transversais a Ct:,

(c) As trc'jetórias ta«-ge«-tes G CJ:: % «,o «áxi"'\o em '«« po'«to.

3.3.2 Genericidade de E3

Teorema 5 0«do X(/) c é:;''(M), , ? 1. Eníã., . ««j-'.

B'(X(.f))(Po,P:,P,) C W;: X(./' + Ho +P /+P,3/;) g Es(M')}
m s'ubconãunto de Tnedidcl de Lebesgue zero em WS

A piava do Teorema 5 segue dos seguintes lemas.

Lema 3.10 Dado X(.f) C é';''(M), r ? l. .Então, o coÜunfo

BÍ(X(./)) : .f(/ + po) fe«. «/g«"',« .áng«/«{d«'Z'

(u*, 0) C Oo com a.X(./ + po) = 0}

Lem medida de Lebesgue zero em R,

Prova. A prova é similar ao Lema 3.1
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l,ema 3.11 Z)"dos X(/) C f;''(M), , 2 1 e po g BÍ(X(/)). Então, o
cona'unto

Bj(X(./'); po) =Íp: C W : -Í(/ + po + p:3/) [e« «Zg«m«
s ngu/arÍdade não-/zãperbóZ ca}

teta medida de Lebesgue zero em R,

Prova. A prova é similar ao Lema 3.2

Lema 3.12 Z)ado X(/) c f;''(M), r ? 1. Para po c W, o conlwnfo

B!(X(/); po) C W : -f(/ + po + p:3/) tem «/g«m. ó,Z,{f«

periódica não-hãperbólãca}

lem medida de Lebesgue zero ewl $t

Prova. A prova é similar ao Lema 3.3

Lembramos a propriedade 3 de E3

X(/) C E; com Cü{ são parabólicas"
"As tangências de trajetóiias de

Lema 3.13 Dado X(./') C f;''(h/), r ? l E'r\tão, o canil'uv\to

nj(X(/)) € W : X(./ + p,3/;) não fem «
propTáedc&de 3 de ES}

tem medi,dü de Lebesgue zero em R,

Prova. Seja, X(./) com /(z,Z/) = }1::::. ai(z)3/:. Pela proposição 2.5,

o campo -X(.f + p23/;) tem (u*,:L$) C Cü{ como ponto de tangência se
a3(u*) + H2 = 0 e mais ainda a tangência é parabólica se a;(u*) # 0.

O conjunto de valores críticos de --as(u),

C',át( - «3 (u) ) {p2 € W : ] (u*,0) tal que a3(u*) + p2 0 e «â(u*)

descreve o conjunto de valores de p2 C W tais que X(/ + po + pty + p2Z/3)
não satisfaz a propriedade 3 de E3

Então, pelo lema de Sard 1.1, Bj(X(./'); po, pi) tem medida de Lebesgue
zero em W. n

Observação 3.3.1 X(./) e X(/+po+/ztg/) íêrn os mesmos pontos de [angêncãas
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Lembramos a propriedade 4 de E3: "X(/) C E3 se

1. não tem nenhuma conexão de selas

2. tem as separatrizes de pontos singulares em Go transversais a C;3:t

3. tem as trajetóiias tangentes a Cü{ no máximo em um ponto."

Lema 3.14 Z)aços X(./) c e;''(M), r ? 1, po gl BÍ(X(./)) ep2 çl nj(X(/))
Então, o conjunto

B!(X(./); po, p,) C W : X(./ + po + p:3/ + p,y;) não fe«.

a propriedade 4 de E3}

LeTn medida de Lebesgue zero CTn $i

Prova. Fixamos po gl .BÍ(X(/)) e p2 gl Bg(X(./)) como nos lemas 3.10

As conexões de selas de X(./ + po + plg/ + p23/;) devem acontecem em um
número finito de valores do parâmetro pt, pois o número de singulatídades
é finito.

Basicamente, temos três situações em que X(/) tem separatrizes conec-
tando singularidades em Co ou pontos de tangência em C:tf

a) Conexões de selas pertencentes a Co.

e 3.13

b) Uma sepaiatriz de sela tangente a (L-#
rabólica.

ou (;.l
2 com tangência pa-

c) Uma órbita com duas tangências parabólicas a (;ltS
podem estar em círculos (.7:t. diferentes.

As tangências

Na neura 3.2, mostramos as situações a), ó) e c).
Todas essas conexões de selas ou de tangências acontecem em um número

finito de valores do parâmetro /zl. A análise feita no lema 3.4 se aplica
diretamente as situações a), b) e c), ainda no caso em que uma órbita tenha
duas tangêrlcias parabólicas em um mesmo círculo C':t4

De fato, podemos quebiai essas conexões com pertut'bações da forma
X(/+po +piy+#2Z/3) pala po e p2 fixos. A integral de Sotomayor-Melnikov
nos permite calculei a derivada da função separação das variedades estáveis
e instáveis das selas conectados, da seguinte forma

«P,. (o) J:=' e«p(- ./l aã«(-X(/+ po+ p;y + p,y;)(u('), «(.)))d.)
sin:(u(t)) cos'(u(t))df.(3.3)
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4 b)

Figura 3.2: Tipos de conexões de selas em (:o e de pontos de tangência em
2

Nos casos ó) e c) devemos considerei o tempo de percurso das trajetórias
tangentes aos círculos C:E{. Então, a derivada da função separação das tra-
jetórias tangentes a (iL:{ tem a forma

«P,. (o) - r?J;aÍ #' e*p(- .C 'íe"(-X:(.f + po + pí + p,z/;)("(;), "(')))d')
sin'(u(t)) cos:(u(t))df.(3.4)

onde 7' é o tempo de percurso da trajetóría tangente entre um ponto q C
ánt(À/) e o ponto de tangência p C CJ::

Os integrandos em (3.3) e em (3.4) são funções não-negativas para u(t) C
l Portanto, sepp. (0) < 0 e as conexões são quebradas sem que possa
surgir ner)huma outra conexão. Este fato segue de consideial que a pertur-
bação dada pelo parâmetro pl sempre aponta na direção Z/. Vei figura 3.3.

Concluímos que B4(X(./'); po, p2) é um subconjunto discreto de W e por
tanto tem medida de Lebesgue nula. H
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Figura 3.3: Desconexões de separatrizes

Prova do Teorema 5. O conjlmto B;(X(/)) é a união dos seguintes
conjuntos

Zj: il(X(/)) x W,

23, } x n8(X(/), Po) x W,
PoC Í(X(/»

233 ' U {Po} x B:(X(./'); Po) x W,

23. x Bj(X(/)),
P

B; } x ng(X(/), Po, P,) x {P,},
(PO ,P2)e(W- B?(X(/)))U(R- Pj(X(/»)

onde 23?(X(/), -), í = 1, . . . , 5, são dados pelos lemas 3.10, 3.11, 3.12, 3.13 e
3.14 respectivamente.

Cada conjunto Bi satisfaz as seguintes condições:

Contém parâmetros (/zo, pt, p,) C W; tais que o campo
X(./ + po + Ht3/ + /z2y3) viola pelo menos uma das propriedades de Es
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. É mensurável. Pois seu complemento em Ws é um conjunto aberto

e Tem medida zel'o em W3. Pois, Bi e B4 são produtos de W2 por um
conjunto de medida nula em W. Para calcular a medida de Bi com
á = 2, 3 e 5, aplicamos o Teorema de Fubini como segue

x(B2)dHodH\d»z = 1 1.
W3 JW2 \.

À.(., .ag (x(/)!

À.(., .B! (X(./')l

ZI x(-, -ag(xc/l

), .)-«:) '«.~«, - '
x(13s)dFodH\dpz = 1 1 ), -)-«:) -«.~«, - '

X(B;)dPodH:dP, - / 1 / X(-,-ag(X(/), , .),.)dP: l dPodP2 ''
W3 ./R2 \./W ./

onde X(.) é a função característica de conjuntos em W3, também cha-
mada de função indicadora.

Então, .B;(X(/)) é união de conjuntos de medida zero em W3, portanto
é mensurável com medida de Lebesgue zero em H3. H

Apresentamos a seguir o Teorema de genericidade de Ea

Teorema 6 E3 é aperto e denso em €3,'(À4) com r ? l.

Prova. A densidade de Ea segue diretamente do Teorema 5. Para cada
X(.f) c f;''eV. >0existep(po,p:,p,) c W; talo«e IX.(/) X(/)l <.
o«de X,(/) = X(/ + po + p:Z/ + p2Z/;) € E;

Agora, queremos ver que E3 é aberto em é'3

Sej,m .X(/) - 3/â+E:::. «:(';)y:â e X(g) = z/á-+E::;. Z,i(z)Z/:á. Pelas
proposições 2.1 e 2.6, as singularidades de X(./) são da forma (u*,0) C Oo
com u* raiz de ao(u) = 0. A hiperbolicidade dessas singula.cidades é dada
p'l" "I»ções AX(/)(u*, 0) = «1,(u*):# 0 e a:(u*):# 0.

Os pontos de tangência parabólica são dados pelas condições a3(u*) = 0
e «l;(u*) # 0.

Assim, escolhendo po, pt e p2 suhcientemente pequenos, vemos que o
campo X(g) com funções coe6cientes Z,o = ao+po, ó: = al +pi e ós = a3 +p2
tem singularidades e pontos de tangências do mesmo tipo que X(/).

Além disso, se X(./) tem uma órbita periódica hiperbólica, o campo X(g)
com Z)t = al(u) -+ pt pata valores pequenos de pi terá uma órbita periódica
hiperbólica.

Então, é possível escolhem uma vizinhança aberta, a, de X(./') em f3,' tal
que a C ES
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3.4 Caso m, = 4

Dado X(/) C f4'' com r 2 1. O campo compactificado -Í(./') tem singulari
dades nos círculos C'o e C:tg- como vimos na Proposição 2.6.

3.4.1 Definirão de E4:ÍHV UV -

Definição 3.4 Z)e$nÍmos por E4 o c07%junto dos campos X(/) C f4'', com
« ? 1, f«{; q«e X(./') te«.

]. .4s singular dadas (u*, .) C C'o U (-;:L{ AdperóóJ cas e os auíoua/ares cor-
res'pendentes às singularidades em C:t S distintos

2. As órbitas periódiccts hiperbólicas e co'ntidas no intÇM)

3. Nenhuma conexão de se'paratrãzes de singuLürida,des. Mais especi$ca.
mente

(ü) Ttevth.Urna, conexão de selas peüevtcentes Q Cü ou a, Cl:LR,

(b) seT)ctraXrizes de selas em CO o' em Cj::% não são uariedudes fraca,s
de nás em C'ü$

Na figura 3.4, apresentamos os casos dos campos que não pertencem a Ea
por violam a condição 3. Em l41, esses campos são exibidos como que violam
nç í'nndirãpq R R p R 4

3.4.2 Genericidade de E4
Teorema 7 -Dado X(./') C f'''(M), r ? 1. Então, o co@wn*o

B'(X(./')) = {P C W': X(./'+Po +P:Z/+P, /: +P3g/') ÇI E'(M')}
é urra\ subconá' nto de med'ldü de Lebesgue zero em $tA

A prova deste Teorema segue de vários lemas. O primeiro lema dá a
medida do conjunto de campos que têm no mínimo uma singularidade não-
hipetbólica em M

l,ema 3.15 0«do X(/) = X(E::. «:(:«)Z/:) c 8'''(M), «m , ? 1. Então,

«) o co«ju,''.

23f(X(.r)) = {po C W : ,f(./ + po) fem a/gum z s ngu/arÍdade e«.

C. «« Z\X(./' + Po)

bem TTtedidn de Lebesgue zero em SR
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d)

Figura 3.4: a) não cumpre -B 3. ó) e c) não cumprem .B.4. d) a situação c)
vista no cilindro compacto, não satisfaz a, condição 3 da definição 3.4

b) o conjunto

.Bg (x(./') ) {p; C H : .Í(./' + /z3y') tem a/furna s ng /arÍdade em

C':.{ co«. A.f(./'+P3y')

tem medida de Lebesgue zero evn X{

Prova. Os conj««tos C',át(--«o) = {po = --«o(z) : «Í,(z) = 0} e
C'rãf(--a4) = {p3 = a«(z) : al(z) = 0} dele«minam os conjuntos de

parâmetros po e p3 tais que o campo X(./ + po + /z33/4) tem singularida-
des em Co e C':t{ nas quais AX(/ + po + p3Z/ ) = 0. Pelo Teorema de raid,
esses conjLmtos têm medida de Lebesgtie zelo em W. H

No seguinte lema, damos a medida do conjtmto de campos que têm sin
gulatidades não-hiperbólicas em À/ quando Z\ # 0 e o- = 0 ou, se são hi
perbólicas em C:t{, têm autovalores iguais.

Lema 3.16 Z)aços X(./) =
B{(x(.f)) p; g(x(/))

X(E:::.«:(z)3/:) C f'''(M') c.m , ? 1, Po g
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«) o co«J©,''o

B:(X(/);po) {p: € W : .Í(/ + po + p:Z/) f.m «lg«m«

s ngu/aridade não-Àãperóá/{ca em Co}

Lem vnedidü de Lebesgue zero elrl $t

b) o co«ju,'''

BÍ(X(/); p3) X(/ + p, ; + p;Z/') fe«. «/gu«.«
sina'claridade hiperbólica com ctutoualores

associados gua s ou não-Aàperbó/dca em C'J:t}

tem medida de Lebesgue zero em SR

Prova. a) Para po çl Bf(X(/)), z\(X(./ + po))(u*,0) / 0 com (u*,0)
singularidade de X(/ + po) em Co. Notam' que as singularidades de X(./) são
em números finitos, digamos k singularidades em Co.

Para cada (z*,{, 0) C C'o singularidade de X(./ +po +ptZ/) existe um único
«lor pT,: tal que .-(X(./ + po + p:,:g/)) = 0. Pois a(X(.f + po + PiZ/))
«. (z*,:) + P: .

Segue facilmente que

B!(X(/); po) é um conjunto discreto de W

b) Dado p3 gl .Bg(X(/)). A condição

a3(u*) + P2 = 2 (3.5)

implica que X(/ + p2Z/3 + PSZ/4) tem uma singularidade (u*, :L$) hiperbólica
e com autovaloies iguais. Então, existe um único valor p; que satisfaz a
condição (3.5)

Poi outro lado, pala cada(u*,:L}) singularidade não-hiperbólica de X(./+
p,3/3 + psZ/4), existe um único va]or p; ta] que a(X(./ + p;g3 + /zs3/4)) =

-(«3(u*) + P2)
Dessas condições segue que o conjunto 23}(X(/);p3) é um subconjlmto

discreto de W e portanto tem medida de Lebesgue zelo em W. B

A seguir, apresentamos a medida do conjunto de campos que têm no
mínimo uma órbita periódica não-hiperbólica. Observamos que as ótbítas
periódicas de XP(/) estão contidas no intei'iot de JW. Isso nos permite usei
o próprio campo XP(/).
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Le«ia 3.17 Z)ado X(/) C é:'''(M) com r 2 1. Para p. C W, o coÜunfo

ag(X(./); po) C # : -.#(/ + po + p:3/) fem «Zgu«.« ó,ó ta

periódica nâo-hãperbólicaà

tem medida de Lebesgue zero em $i

Prova. A prova é idêntica a do Lema 3.3

O seguinte lema dá a medida do conjunto de campos X(.f+po+piZ/+p3y4)
que possuem conexões de selas tanto em (% quanto em (L:+

Lembramos a propriedade 3 de E4: " X(/) C E4 se

1. X(/) não tem conexão de selas pertencentes a (;o ou a CJ:{,

2. as separatrizes de selas de X(/) em C'o ou em (;b:; não são variedades
fracas de nós em C:tf

Lema 3.18 Dados X(./') C f'''(M) com r ? 1, po
.B!(X(./')) . E«Íão, o ««:/""'o

g -af (X(.f)) e p; g

.eg (X(/); Po, P3) = {P: C W : -Í(./' + Po + P:g/ + P:g')
7zão fem a propriedade 3 de E4}

tem vnedida de Lebesgue zero e'rrt Xt-

Prova. Fixamos po g Bf(X(./')) e p3 çl .ag(X(./)).
Como o número de singularidades de X(./+po+p3Z/4) é finito, as conexões

de selas, também, acontecem em número finito para cada parâmetro pi.
Basicamente temos três tipos de separatrizes conectando singujaiidades

de X(/). Todas essas conexões podem ser quebradas com perturbações da
forma X(./' + po + piy + p3y ). Na neura 3.5, vemos as possíveis conexões de

sepaiatrizes de singularidades.
De fato, a integral de Sotomayor-Melnikov nos permite calcular a derivada

da função separação das vat'iedades estáveis e instáveis da seguinte forma

sep,. (0) JJ=' -p(- ./: ai«(-f(.f + Ho + p;z/ + p3y'))d')
sin'(u(t)) cos;(u(t))dt.(3.6)

O integrando em (3.6) é uma função não-negativa para u(t) c l--t, l
Porta.nto, sepP.(0) < 0 e as conexões são quebradas sem que possa surgir
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© b)

Figura 3.5: Tipos de conexões de separatrizes de singularidades

Figura 3.6: Desconexões de sepatatrizes
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nenhuma outra conexão. Este fato segue de considerar que a perturbação
dada pelo parâmetro /zl sempre aponta na direção g. Ver figura 3.6.

Concluímos que .B4(X(/); /zo, p3) é um subconjunto discreto de W, e por-
tanto de medida de Lebesgue zero. H

Prova do Teorema 7. O conjunto .B'(X(./')) é a união dos seguintes
conjuntos:

: f(X(./')) x W,

Zj, x n8(X(./')),

U {Po} x B:(X(/),Po) x H',
PO Cm - Bt (X(.f»

W x zj:l(x(/),p,) x U {p;},
psCW Bj(x(.f))

B Po} x B!(X(/); Po) x W

e

23. - U {Po} x 23g(X(/), Po, P;) x W x {P3},
(PO,P3)e(W Bf(X(/»)U(W Bj(X(/)))

onde B/(X(/),.), ! = 1, . . .,6, são dados pelos lemas 3.15, 3.16, 3.17 e 3.18
Cada conjunto Bi satisfaz as seguintes condições:

Contém parâmetros (Ho, pi, p2, p;) C W' tais que o campo

X(/ +- po + /ziZ/ + p23/3 + p;g/4) viola pelo menos uma das propriedades
de E4

B E mensurável. Pois seu complemento em W4 é um conjunto abei'to

B Tem medida zero em W4. Pois, Bi e 232 são produtos de Wa por um
conjLmto de medida nula em W. Para calcular a medida de Bi para
á = 3, . . . , 6, aplicamos o Teorema de Fubini como segue

xÇB2)dHo-..dFa= 1 1. 1 x(.,-,-,Bt(X(f),.»dH3\dKodH\dH,=0
R4 ./W3 \./W /
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X(Ba)dHo''-dHs= 1 1. 1 X(.,B44ÇX(J),.),.,.)dFINdPodPzdHs=0
W4 ./WS \./W ,/

x(Bs)dHo'..dFs- 1 1. 1 x(.,n2.1.x(.f),.),.,.)ú t\d odpad s=Q
W4 ./WS \JW

x(Bõ)d»o 'dpa= 1 1. 1 x(.,nt(xt..f),.),.,.)d \\dpodpadp3=0
l?4 JWS \./W ,/

onde ly(.) é a função indicadora de conjuntos de W4

Então, B4(X(/)) é união de conjuntos de medida zero em W', portanto,
é mensurável e com medida. de Lebesgue zero em W4. H

Apresentamos a seguir o teorema de genericidade de E4

Teorema 8 E4 é aóerfo e denso em f4''(i14) com r ? l

Prova. A densidade de E4 segue diretamente do Teorema 7. Pois, para cada
X(/) c f''' eV' > 0 existe p =(po,H:, p,, p;) c W tal que IX,(/)--X(/)l <
. e X.(./) C E'

Agora queremos ver que E4 é aberto em f4,r

Es""emos X(/) - gÊ + XL. a{(")y:Ê e X(g) - z/â + E!:. ó{(")y:Ê
Peias proposições 2.1 e 2.6, as singularidades de X(/), (u*, .), estão ]ocali-
zadas no círculo Cn satisfazendo as relações ao(u*) = 0 e aÍ)(u*) # 0, e nos
círculos C'J:$ satisfazendo a4(u*) = 0 e aâ(u*) :# 0.

Logo, escolhendo /zo, /zi, p2 e Pa suficientemente pequeno, o campo X(g)
com furlções coeficientes bo = czo+/zo, bt = al +pt, ó3 := a3+p2 e b4 = a4 +p3
tem singularidades do mesmo tipo que X(/)

Além disso, se X(/) tem uma órbita periódica hiperbólica, o campo X(g)
com bt = al(u) + /zl para valores pequenos de pi teia cima órbita periódica
hiperbólica. H

3.5 Caso m, > 5

Dado X(./) C f"'', n 2. 5 e r 2 2.
singularidades em C'o e (-J:t:

O campo compactificado X(./') tem
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3.5.1 Definição de E"
Definição 3.5 Z)e$nÍmog por E", para n 2 5, o co@unfo dos campos X(./) C
g".r com, r 'Z 2 tüi,s q' e X ÇJ) tem:

.í. .4s s ngu/ar Jades (u*, 0) c Co Aãperóá/!cas e as s ngu/ar dadas (u*, i:t) c
3:t:. seTni-hiperbótãcas.

2. As órbita,s T)eriódicas hiperbólicas e contidas em M

3. Nenhuma, coTtenão de se.paratrizes de singwlaridüdes. Mais especi$ca.
meti {e

(a) nenhuma con,e=ã,o de sela,s 'pede'r\cevttes Q Co,
(b) se'paratrizes de setas em CO não são uariedüdes inuaràa'r\tes de sin-

gularidades em C:Lt
(c) nenhuma. conexão e«tire singularidüd,es pertencentes Q C:LÇ atrü'«és

d,e uarãeda,des iv\uarãantes.

3.5.2 Genericidade de E"
Teore«ia 9 Dado X(./') € f"''(M) com n ? 5 e r 2. 2, o co@unto

B"(X(/))(Po,P:,P,) C W3: X(./' +Ho +P:y+ A',y"':) g E"(M')}
é'um s' bconljunto de medida, de Lebesgue zero em $1s

Primeiro, determinamos a medida do conjunto de campos que têm no
mínimo uma singularidade não-hiperbólica em Oo ou não semi-hiperbólica
em C:tf

Lema 3.19 Z)ado X(/) C f"''(M) para n ? 5 e r 2 1. Então,
«) 0 co«junto

Br(X(.f)) = {po C W :X(./ + po) fem algum z s ngu/ar dado

(u*, 0) C Co c.«. AX(/ + Po)
Lem medida de Lebesgue zero em Xt.

b) 0 conjunto

B;(X(/)) = {p2 C W :X(/ + p2g/" ') íe«z a/gu"za s ngularidade em

C:t{ «m .-X(./ + p2y" ')

Lem vnedidcl de Lebesgue zero em Xt,.
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Prova. A prova de a) é idêntica do Lema 3.15 inciso a).
ó) Para cada singularidade(u, &$) de X(/-+p2g"'"), a condição a. l(u)-F

p2 = 0 determina que tal singularidade não é semi-hiperbólica. Porquanto,
B;(X(./)) deve ser um conjunto discreto e, assim, de medida nula em W. H

Lema 3.20 Z)ado X(./') C f"''(M) para n ? 5 e r ?
Bnt tX Çj». Então, o conjunto

1, e dado /zo €

B;(X(/);po) {p C W :X(.f+po +p:y) tem «/gum«

singutctridüde não-hiperbólica em CoÀ

Lem medida de Lebesgue zero em $i-

Prova. A prova é idêntica do Lema 3.16 inciso a)

A seguir, apresentamos a medida do conjunto de campos que têm no
mínimo uma órbita periódica não-hiperbólica contida no interior de iW

Lema 3.21 Dado X(./) C f"''(À/) com n ? 5 e r ? 1. Para /zo C W, o
conlunfo

Bf(X(./'); Po) C W : X(./' + Po + P-y) f.«. «Zg««« Ó,bif«

periódica não-hiperbólicas

tem medida de Lebesgue zero em $i

Prova. A prova é similar ao Lema 3.3 parte á)

O seguinte lema dá a medida do conjunto de campos X(./' + /zo + lziy +

p2y" 1) que possuem conexões de separatrizes de singularidades tanto este-
jam em C'o quanto em (;b:f

Lembramos a propriedade 3 de E" com n ? 5: "X(./) C E" se

1. não tem nenhuma conexão de selas pertencentes a Co,

2. as separatrizes de selas em Co não são variedades invariantes de singu
laridades em (b:t

3 nenhuma conexão entre singularidades pertencentes a C:t: através de
variedadesinvatiantes."
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Lema 3.22 Z)aços X(./') C f"(M) com n ? 5 e r 2 2,
BJÇXÇf» e Hu ( Dual..Xtf». Então, O CO junto

e dados Hü {

ng (x (f); H., p, ) X(./ + po -+ p:y -+ p,g/"':) não fe«.
a propriedade 3 de E"}

tem medida de Lebesgue zero evn $t

Prova. A prova é similar ao Lema 3.18. Neste caso, salientamos que a
derivada da função separação das variedades estáveis e instáveis, calculada a
partir da integral de Sotomayor-Melnikov, é da seguinte forma

«P,. (o) JT=' .«P(- ./: a{«(.f(./ + Po + P;3/ + P,y" '))d.)
si"'(u(f)) cos"':(z,(t))dt.(3.7)

Prova do Teorema 9
conjuntos:

O conjunto B"(X(./)) é a união dos seg-pintes

23: (-X(./')) x W:,

Zj, - W x B;(X(/)),

233' U {Polx-B;(X(./'),Po)xW,
po CW B? (X (.f»

U {Po} x .af(X(.f); Po) x W,
PoeW

e

U {po } x .a;(x(./'); po, p,) x {p, }
(po ,p,)C(H- a?(X(.f)»U(W- a;(X(.f)»

onde nf(X(/),.), { = 1,.. .,5, são dados pelos lemas 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22
Cada conjLmto Bi satisfaz as seguintes condições:

8 Contém parâmetros (pO, pt, /z,) C W3 tais que o campo

X(/ + po + ptZ/ + p2Z/"-t) viola pelo menos uma das propriedades de
E"

B E mensurável. Pois seu complemento ern Ws é um conjunto aberto
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8 Tem medida zelo em W3. Pois, Bt e 232 são produtos de W2 por um
conjunto de medida nula em W. Para calcular a medida de B{ com
í = 3, 4 e 5, aplicamos o Teorema de Fubini como foi realizado no caso
n = 4 (ver prova do Teorema 7).

Então, segue que 27"(X(./')) é união de conjLmtos de medida zero em W3,e
portanto, é mensurável e com medida de Lebesgue zero em W3. H

Apresentamos a seguir o Teorema de genericidade de E"

Teorema 10 Dado rz ? 5. E" é .zóe7'Zo e denso en« f",'(M) com r 2 2

Prova. A densidade de E" segue diretamente do Teorema 9. Pois, para
cada X(./') C f"'' e Vc > 0 existe p = (po, pi, /z2) C W; tal que

X(./po +p:y+p,y' :) --X(./)l < ' o«de X(/po+p:Z/+p,y" :) c E"

Agora, queremos ver que E" é aberto em f",'

Es'""mos x(/) - z/ã + E=:. «:(:')y:Ê ' x(g) = z/â + E=:o ó:(")g/:â
Pelas proposições 2.1 e 2.6, as singularidades de X(/), (u*, ), estão locali.
zadas no círculo Go satisfazendo as relações ao(ü*) = 0 e aÍ)(u*) # 0, e nos
círculos C:ü{ satisfazendo a.(u*) = 0 e a. i(u*) # 0. Então, escolhendo
po, pt e /z2 suficientemente pequeno, o campo X(g) com funções coeficientes
Z)0:: a0+ pO, bt:: al + pt e ó7,-l:: an-l+ /z2 tem singularidades do mesmo
tipo que X(.f).

Além disso, se X(/) tem uma órbita periódica hiperbólica, o campo X(g)
com ói = ai(u) + pt para valores pequenos de /zi terá uma órbita periódica
hiperbólica, também. u

3.6 Claracterização da Estabilidade Estrutu.
ral

Nesta seção plovaremos o Teorema de caracterização dos campos X(/)
yÊ + /(«, y)Ê «trut«ralme«te está«is onde ./'(", y) = E=:o "i'(:«)3/:, ; ? l
e ai(z) são funções periódicas de classe C'', com r 2. 1 se n = 2, 3, 4, e r 2 2
se n :: l ou n > 5.

Teorema ll .X(./) C f"'', com r ? l se n = 2,3,4, e r 2 2 se n
n ? 5, é «f«fu«/m.nfe e'fá«/ ' ;á .e X(./') € E"

l ou

A prova será dada para todo n e dividida em duas proposições de noces-
sidade e suficiência de E". Especificaremos o valor de n quando precisarmos
destacar as ptopliedades de X(./').
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3.6.1 Necessidade

Proposição 3.1 ÍNecessidade9 Se X(/) c f"'' corri r ? l se n = 2,3,4 e
z' ? 2 se n = 1 oz' ? 5 é estrutura/men e esfáue/ então X(./') c E"

Prova. Existe uma vizinhança Z/ de X(.f) em f"'' tal que pala X(g) c
Z/ existe hp : M -} JI/ homeomorfismo que leva trajetórias de X(/) em
trajetórias de X(g).

Pela densidade de E", existe um campo X(>1:Z::. ó{(z)yi) c E" nz/ tal que
X(/) é topologicamente equivalente a X(>1:=;. Z,i(z)Z/:). Então, X(/) herda
as seguintes propriedades das trajetórias de X(}l:=:o Z'{(z)y{):

8 Em Co, X(./') tem um número finito de singularidades, todas topologi
comente equivalentes a selas ou anel-selas.

' Em C:t{, X(/) tem um número finito de tangências (quando n = 3)
ou de singularidades (quando n ? 4). As tangências são localmente
internas ott externas.

8 As órbitas pei'iódicas falham um conjunto finito, todas são atratoras
ou repulsoras e contidas no interior de M

e Não tem conexões de separatrizes de singularidades, nem sepai'attizes
de selas tangentes a Cü{

Resta provar as seguintes propriedades de X(./')

a) As singularidades em ao são todas hiperbólicas. De fato, se AX(./) =
0 em alguma singularidade, digamos (u*,0), podemos considerar o
campo X(./ + ca(u)(u -- u*)) onde # é uma função periódica, não-
negativa em uma vizinhança y de u* e com suporte compacto contido
em V, /i(u+.) = 1 e V não contém nenhuma outra singularidade. Se-
gue que .ÂX(/)(u*, ) = --cP(u*). Então, escolhendo o sinal apropri-
ado para c, obtemos que (u*, .) sendo também uma singularidade de
X(/ + c/3(u)(u u*)) tem índice distinto como singularidade de -Í(/),
contradizendo a estabilidade estrutut'al de X(/).

b) Em C':t{, segundo o valor de n, temos singularidades hiperbólicas, semi-
hipeibólicas, ou pontos de tangências quadráticas.

Para n = 3, suponhamos que (u*, 7) é um ponto de tangência não.-
qua(prática, mas é localmente interna Oli externa. Isto é, (u*, f) satisfaz
«; («*) e «l.(u*)
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Seja y uma vizinhança de u* em W tal que não contenha nenhum outro
ponto de tangência de X(/). O campo X(./-+c(z u*)#(sç)3/;) onde /3(#)
é uma função periódica não-negativa de classe C'' com suporte contido
em y, está suhcientemente próximo de X(./') conforme c seja pequeno.
Vemos que (u*, $) é um ponto de tangência de X(/ + c(aç -- u*)P(aç)Z/;)
com aM, pois

X(./' + '(z - «'*)#(")Z/3) ' Z-(«*, ;)
e mais ainda, a ta.ngência é quadrático, pois

X'(./' + '(z «'*)#(:')Z/3) ' Z,(u*, ;) - ' #O

onde ó : M --> W é definida por b(u,u) = cos(u) como foi introduzida
na Proposição 2.5.

Então, se (u*, {) é um ponto de tangência externa (respectivamente,
interna) de X(/), tomamos um c positivo (respectivamente, negativo)
com tal que X(./ + c(z u*)#(z)y;) tenha em (u*, {) um ponto de
tangência interna (respectivamente, externa), contradizendo a estabili-
dade estrutural de X(./').

Para n = 4, a hiperbolicidade de todas as singularidades de X(/) em
(iiL:{ pode ser mostrada da mesma maneira que o incisa a), considerando
os sistemas próximo a X(/) da forma X(/ + c(z -- u*)#(z)y') onde
(u*, &$) é uma singularidade de X(/).
SÓ precisamos tratar aqui, o caso em que uma singularidade de X(/)
tenha associado autovalores de DX(/) iguais. De fato, se (u*,:L$) é
uma tal singularidade de :41(:0, então satisfaz as seguintes condições:
aã(u*) > 0 e a3(u*) = 2vaá(u*). Logo, tomando um campo suficientem-

e«te próximo a X(./') da formal(./+c(z u*)P(z)g/;) onde P(z) é uma
função periódica não-negativa com suporte contido em uma vizinhança
de u* e sem conter nenhuma outra singularidade, obtemos que (u*, :l:})
é, também, uma singularidade de X(/+c(a--u*)#(z)Z/;), mas com atito-
valores associados não iguais. Mais especificamente, se c < 2vcÚ(111*) --
a3(u*), a singularidade é um foco, e se c > 2vàâ(u+) -- a3(u*) a singular-
idade é um nó hiperbólico. Portanto, os campos X(.f+c(z--u*)/3(z)Z/3)
e X(./) não podem ser topologicamente equivalentes.

Pala rz 2 5, se (a*,:L{) é uma singularidade de X(/) não semi-

hiperbólica, então, satisfaz as condições: a«(u*) = 0 e a«-i(u*) = 0.
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Agora, o campo suficientemente próximo a .Í(./') da forma X(./'+ c(z -
u*)D(z)y"':), tem a (u*, :t{) como uma singularidade semi-hiperbólica
isto contradiz a estabilidade estrutural de X(.f).

c) As órbitas periódicas são todas hiperbólicas. De fato, suponhamos que
'y(s) = (y'(s),((s)) seja uma órbita periódica, de período T de X(./')
tal que seu índice característico À.('r, X(/)) = 0. Conseguiremos um
campo X(./ + g) suficientemente próximo de X(./) tendo a ' como
órbita periódica, mas com índice X('y, X(./ + g)) # 0.

Procuramos, então, uma função g(z,y) = bo(z) + ó:(z)Z/ com Z,o e ó:
periódicas de classe C'' tal que

á) X(./ + g) esteja próximo de X(./) digamos a menos de c :# 0.

{á) X(./ + g)('y) = X(./')(7) (i.e. 7 é uma órbita periódica de ambos
camp osJ .

{ê{) X(7, X(./' + g)) # 0

As condições ã), {á), {dã) anteriores determinam as seguintes

# sup lólÉ)(z)l < c para i,k = 0,. . . ,r e sç c St
* Z,o(P(;)) + b:(P(.))e(.)
# bi(p(s)) não é identicamente nula em W

O problema. se reduz, então, a encontrar uma função ói : W --> W de
classe C'' periódica e que não seja identicamente nula. Em seguida,
corri tal bt(u), podemos escolher bo : W -} W de classe C'' periódica e
que satisfaz bo(p(s)) = b:(p(s)){(s) para s C W.

Devemos ter em conta as três situações seguintes.

1) A função óo não pode ser nula. Pois, caso contrário, teríamos que
e(s) = 0 para, s C W e portanto o círculo Co seria uma órbita periódica
de X(/), contradizendo o fato que toda órbita periódica só pode inter-
ceptar Co em pontos isolados.

2) Se ((s) for constante não-nula Co, então podemos põr Z'l(aç) = c
constante não-nula e Z,0(z) = ceo constante, também. Logo, vemos
que a função g(z, g/) = --ceo + cg/ com c # 0 pequeno, permite definir

uma pet'turbação lcl-próxima de X(.f) e com À.(7, X(./ + g)) = c
3) No caso que C(s) não for constante, podemos escolher algum s. C
(0,'-) tal que ((se) :/ 0 e p(se) # 0. Seja m' = p(lO,rl) C W. Então,
existe U, vizinhança aberta de se contida em lO,7-l, tal que plc/ tem
inversa difetenciável (pois p'(se) = e(se) # 0).
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Suponhamos que C(se) > 0. Denotarnos U = p(t/) C W e sda }''

(cv, Õ) uma vizinhança de @(se) tal que y C 7 C U. (Ver figura 3.7)

vl.) p(;),((;)) 4'(s) (.),e(;))

a)

Figura 3.7: a) Orbita periódica homotópica a zero. b) Orbita periódica
circundando o cilindro. Os pontos a e ó são identificados

Agora, podemos tomar' uma função ói
piiedades:

W -+ W com as seguintes pro

* bl(z) > 0 para z C I'' e ól(z) = 0 para z C W -- y
# classe C'r, com r 2 1
# estendida periodicamente a todo W.

Logo, bo : W --> W se define como óo(z) = --bi(z)p'(p :(z)) para g C

y e óo = 0 pala z C W -- }''. Essa função bo pode ser estendida
periodicamente a todo W e é de classe Cr

Segue (lue a função g(z,Z/) = cb0(a) + cbt(z)y é uma perturbação de

./(a, g/) procurada. De fato, o campo X(/+g) tem a ' como uma órbita
periódica com índice característico

X('Y, X(./' -F g))
.p-'(P)

b-(P(.))d. # o.
p-l(a)

Se 7 for atratoia pala X(/), então tomando c > 0, o campo X(/ + g)
terá pelo menos duas órbitas periódicas a mais que X(./), contradizendo
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o fato de X(/) ser estruturalmente estável. isto conclui a prova do caso
.)

Portanto, os casos a), b) e c) junto com as propriedades mencionadas
acima mostram que X(/) C E". u

3.6.2 Suficiência

Nesta seção, ptovamos que as propriedades de E" são suficientes pata a es-
tabilidade estrutural. Pata isso, dividiremos À/ em regiões canónicas e cons-
truiremos um homeomorfismo sobre cada urna delas.

Denotamos por W o conjunto de todas as separatrizes de X(/) em JV.(Vei
dehnição 1.4)

Definição 3.6 Urna região canónica de X(./) é urna componente comera de
/v7 vl/

Definição 3.7 ZI/}n atratoi Õ'esp. uma fontes de X associado a. uma região
cano'r\\ca 13 C M e uln no, u'rn foco ou c'tcl,o it note de X o% e uln arco (lu
fro'rate'tra, de R aovtde a,s tralietórias cona'lda,s em R tendem quando t --+ -Fçx)
l"'p. t -+ «-).

Definição 3.8 a) ZI/ma região crítica de um ponto singular p de X(./) é
uma 'úzinhança D de p tal que os s'lstemas su$cientem,ente T)ró=imos cl X
têm Mina única sina'atar'idade e do mesmo tiT)o que p.

ó) Z,/ma região crítica de um ciclo limite I' de X(/) é um ane/ ,4 contendo
r tat qu,e os sistemas s'u$cientevne'rate T)róaÉmos XÇf) têvn um úni,co ciclo
limo.te e da mesma estabilidade que T

Toda legião canónica tem na sua fronteira somente uma fonte e um atra-
tor. Esta propriedade, de grande utilidade para a classificação das regiões
canónicas, foi dada em j181.

Denotamos pol a, c'i e ' uma fonte, um atrator e uma separatriz de X
respectivamente. Para os casos em que uma sepaiatriz sda um ponto (i.e.
lama singularidade ou uma tangência exterrla) usamos p.

Classificamos uma região canónica R pelo número e tipo de sepaiatrízes
contidas em sua fronteira, aR.

e Tipo {. é?R = {cv,w}. Por exemplo, uma região limitada por dois ciclos
limites sem singularidades em seu interior.
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e 7'ãpo iá. aR = {a',w,,y:} onde 'i é uma trajetória transversal a ÕÀ4 e

cv e co pertencem a aM

. 7'àpo ããá. a.R = {a,w,'yt,pt} onde 'i é uma trajetória com tangência
interna, a aM e pi é um ponto de tangência externa.

b TiT)o iu. i)R 'Ía, w, 't) ' 2} onde 't e 72 são tiajetórias sepaiatrizes

B 7zpo u. a/? :: {a,w,pt,'h,' 2} onde pt é uma seja, 't e '2 são tra-
jetórias que tendem a pt.

8 T%po u{. a/? :: {cv,u,pt,'h)' 2)'y3} orlde pt e uma sela, 7i, ,y2 sao
trajetórias que tendem a pt e '3 é uma trajetória que não tende a pi.

Tôpo uáe. a/? :: {a,w,pt, 'yi,'y2,'yS} onde pt e uma sela, .yi, 7a e ' 3 sao

trajetóiias que tendem a pi.

8 7zpo uzzz. a/? := {a,w)pt)')rt)'r2)p2,' 3} onde pt e p2 sao selas, 7t, '2
trajetórias que tendem a pt e '3 trajetória que tende a p2.

e 7zpo zz. a/? = {a,c4.;lpl)'y1)' 2)p2)'y3l'y4} onde pt e p2 sao selas, 7i, 'z
trajetórias que tendem a pi e '3 e 74 trajetóiias que tendem a p2.

Na figura 3.8, apresentamos os tipos de regiões canónicas que encontramos
em ]14

Em j181, Peixoto e Peixoto apresentaram cinco tipos de regiões canónicas.
Posteriormente, Sotomayor em j191 estendeu o número de regiões a sete,
considerando as tangências externas e internas entre a fronteira de JW e as
trajetórias que não são separatrizes de selas. Em 1221, Teixeira apresentou
outras regiões canónicas ao estudei as bifurcações genéricas sobre variedades
com fronteira. Em j161, Neumann classificou os fluxos contínuos sobre varie-
dades bidimensionais pela equivalência topológica das regiões canónicas que
os fluxos determinam.

Na tabela 3.1, mostramos as classificações de Peixoto-Peixoto e de Soto-
mayor em função da classificação dada neste trabalho.

Observar que os tipos {{, u e t;üã são novos. Estes surgem pela presença
de singularidades na fronteira de &/.i

: A região canónica do tipo {á foi observada e discutida pelo Prof. Ronaldo Garcia nâ
fase final da tese.
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a

Tipo. bpii.
Tip

'yt

111

Tipoiv. Tipo v. Tipo

'y2 'y3 'y2

Tip VII.
Tipos 11 1

Figura. 3.8: Regiões canónicas classificadas segtmdo o número e tipo de se.
paratrízes que formam a fronteira.
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Tipo
aR
aR = {cv,u,7t}
aR - {a,o,'h,Pt}
a/? := 'tcr, w, 'i, '2}
a/? :: {a, co} Pt) 't, '2}
é)/?:: {a, w) Pt, 'i) ''r2) ''s}
a/? :: {a,w,Pt, 'i, "y2)''3}
a/?:= {a,w)Pt, 'Yi, ''2, P2, 7s}

a.r?:= {a, u) Pi} 'i} ''2) P2) ''3) '74)'

Peixoto-Peixoto Sotomayor
1 1z.

zz.

zu.
Ü.

uz.

zz.

6
7

4,5
3

2

11

111

lv

V

Tabela 3.1: Classificação das regiões canónicas segtmdo Peixoto-Peixoto (l.
V), Sotomayor(1,. . ,7) e deste trabalho(i,áã, . . .,{z).

Teorema da suficiência

Nesta seção usaremos as seguintes notações

1. ,4B indicará o arco qué une os pontos .4 e B

2. J(.4B) indicará o comprimento de arco

3 A função Z,4B : '4-B --> 10, 11 deânida por .Z.4B(A/)
,4-B, é chamada de lazão de comer mento de arco.
Zib a inversa de ZHB.

: l(AB) para ]M C
Denotaremos pot

Teorema 12 Para cada y(g) C f"'' rcom r ? 2 se n = 1 ou n ? 5, e
r ? l se n = 2,3,{J. su#çàenfernenfe próximo de X(./) C E", erÍsle um
homeom,orfismo T : M -+ h/l qse le'ua, trcLáetória,s de XÇf) em traáetóràüs de
}''(g)

A prova deste teorema seguirá de vários lemas

l.en\a 3.'à3 jlnucLriância tipológica. das regiões ca'n,õ'ni,casa Dado XÇj) c 'Ê"
sobre h/[ := St x $t. Seca R uma região canónica de XÇJ). Então, 'pura cada
\' Çg) ç: E"'' su$cientemente 'próhmo de XÇJ), existe bm hovneomor$smo
I'K . R -+ R entre as regiões can,únicas R de XÇf) e R de yçg) tat q' e

1. se S C aR é uma seT)üratriz de X Çf) então TnÇS) é ullla, sepcLralriz de
y(g) do «.es«o tipo qu. S . Ta(S) c aR
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2. TnçaR] = i)R

3. le'ua, tralletóricts de X ÇJ) em traãetórias de YÇg)

Prova. Pala cada tipo de região canónica, construímos um homeomorfismo
por razão de comprimento de arco. Apresentamos detalhes das regiões dos
tipos u e {z.

B Região Tipo íz. A fronteira de R (respectivamente R) é descrita pelas
selas Ko e K! (resp R'o e KI), pelos bicos de separatrizes .ÁiÃÍ e
/(,Z?{ (resp. .AiK, e -K,B{ ) para { - 0, 1 e pelos arcos .4..Ái e BoB.
(resp..4o.Át e Z?o-Bt).

Deílnimos a função p : R --> .R como segue:

Sobre a fronteira de -R, os arcos de separatrizes de selas são aplicados
nos correspondentes de R da seguinte forma:

z.i.l.i: o Z«.«. (.Á) s' .Á C .Ao.'l:

zi.l;. . z..-. (.'i) ;' 'i c 23.B:

Zli'X. . Z«.K.('!) s' .'{ C ..'!.K,,á
P(..'1)

0,1

0, 1zilã. . .zK.-:(.'i) se .4 c /Cn Í, %

Estendemos g para o interior de R da seguinte maneira. Para cada
trajetória .4.B com .4 C Áo.4t e -B C Bobo, consideramos um M C .4.B
tal que

Z«B(M') (l- .Z«.«.(.4)).Z«.K.-.(-Ko) + ZH.«.(.A).Z«:K. -.(Ã'«).(3.8)

O conjunto dos À/ que satisfazem 3.8 constitui uma curva ]' que une
as selas .f(0 e .Ki.

Para P C ãnt(R), existe uma trajetória .4B que passa por P. Então,
definimos p em P como segue

zjb . z««. (p) se P C .4M onde &/ C 1'(.4)

P(P)
ZÕL.Zw,(P) se Pc MB e M c F(.4)
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onde M satisfaz

ZÃÊ(j@ - Z,i.Ã.Ê.(Âo) + Z.ã..i: (j')(ZÃ.Â. ã. (.R:) (Z.ã.Ê.Ê.(.Ro))

A função p : R -+ R, assim definida, é 1 -- 1 e sobrqjetiva. A função
inversa p'' é definida da mesma maneira que g. A continuidade de p
para todo P C R -- {..4iKz.Bi} com í :: 0, 1, segue da continuidade das
soluções com respeito aos valores iniciais.

B Região Tipo u. A fronteira de R (respectivamente R) é descrita pela

singularidade Ã' (resp. K), pelas trajetórias Ã'-Áo (resp..K.Áo) e BoK
(resp.l?o-K ) e pelos arcos -BoZ?o e .4oÃ (resp. -Búzio e .4o.R).

Um algo de fronteira de R é levado ao correspondente arco de fronteira
de -R por razão de comprimento de arco da seguinte maneira:

zj.lk ' z-.«(.'i) « .'! c -'!.Ã'

P(.4) ,..ã. . ZK,,.(H) se À C -K..'!o

Zi:Â ' Z-.K(.'!) " .'{ C -B.Ã'

Estendemos p pala o interior de R da seguinte maneira.

Para P C ent(R), existe uma trajetória B.4 que passa poi P onde
B C .Bobo e À C .4oK. Então, definimos p em P como segue

P(P) zi.; . .z- (p)

A função p : R --> R, assim definida, é 1 1 e sobrdetiva. A função
inversa p'' é definida da mesma maneira que p. A continuidade de p,
segue da continuidade das soluções com respeito aos valores iniciais.

Lema 3.24 Z)ado X(/) C E" sopre M = S: x W. Para uma região crÍZÍc'z
u associada, a. UTr"LQ singularidade de XÇf) pente'ncente Q M o' a, UTn ponto
de tangência de XÇf''i com aM ou Q um ciclo limo.te de IÍU), existe hm
homeomor$smo Tc . C -+ CI que teta. tra:jetórias de XÇf) em traàetórias de
yçg) e: 8"'r su$cie'ntevneTtte próximo de X Çj)
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Prova. As regiões críticas são discos para as singularidades de X(/) contidas
no interior de M, anéis pala os ciclos limites de X(./) e arcos de círculos para
as singularidades e para os pontos de tangências de X(/) na fronteira de M.

A construção de um homeomorfismo para cada região crítica, foi realizada
em j19, 181 aplicando a razão de comprimento de arco ou indiferentemente
uma parametrização pelo tempo. Explicitamos, aqui, essa construção para
as regiões críticas de uma singularidade atratora e de um ciclo limite atrator.

1. Seja D uma região crítica de -/(, uma singularidade atratora de X(./)
Para X(g) suficientemente próximo de X(/), existe um único Ã' atratoi
contido em Z).

Como aZ) está contida em regiões canónicas, temos definido um homo
omoríismo Tõo : a,D --> ÕZ,) por razão de comprimento de arco.

Definimos a função p : 1) -+ D como segue:

P(K')

para M C Z), existem D C aD e f C W tais que a trajetória 7, de X(/)
que passa por o satisfaz À/ = 7u(t). Então, p(M) é definido poi ;%(t)
onde ü = Tao(u). Esta função é um homeomorfismo.

Outra forma de definir p é por razão de comprimento de arco da se-
guinte ma.negra:

Tao(M) se A4 e: ÕD

P(M) Z= . Z««(M) se M C O'

seM

onde uK e 8Ã' são arcos de trajetórias de X(./') e X(g) respectivamente.

Pela continuidade das soluções de (X)(/) com respeito aos valores inici-
ais, p em Z) {-7(}. Da mesma maneira, podemos definir p't. Portanto,
p é contínua em todo Z).

2 Sejam I' e I' os ciclos limites de X(./) e X(g) respectivamente, contidos
em uma legião crítica S (anel).
Sejam C' e (7' as clirvas fronteira de S. Essas curvas são enviadas
homeomorílcamente sobre si mesmas pot razão de comprimento de arco.
Clhamamos esses homeomorfismo por 7b e To,.
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Sda Z um segmento transversal ao campo X(./) com extremos a c C' e
b C (;'. Z é o segmento transversal a X(g) que une os pontos ã = TC(a)
e b = Zc,. Consideramos os pontos o = .L n I' e õ = L n I'

Tratamos o caso em que I' e I' são atratores

Observei que uma trajetória ',(t) de X(./') que passa por u C C' (res-
pectivamente u c C") intercepta o segmento .L em uma seqüência de
pontos ui, - ' , u,., - - ' convergente a I'. Da mesma maneira, uma tra-

jetória 7õ(t) de X(g) que passa por ü - Tc(u), intercepta o segmento
L na seqüência de pontos üi, . . . ,{i,., - convergente a I'

Então, definimos o homeomorfismo p : S --> S da seguinte maneira:

Tc(M) se M C C'

.Z;: . .Z..(M) se M C I'
P(M)

Zãl.... . Zu:«:.... (M') se A4 c uiuí+i

Zc, (M') se M C C'

onde oo e õõ são as trajetórias ]' e ]'. Um arco de trajetória uiui+i é levado
ao bico üiüi+l por razão de comprimento de arco. H

Provado Teorema 12. SejaM* = W--UÊ(i4 onde(#, k = 1,...,s, é
o inteiioi de uma, região crítica correspondente a um nó, foco ou ciclo limite.

Sejam A e a, { = 1,.. .,7 as regiões canónicas de X(/) e do campo X(g)
suficientemente próximo de X(/) respectivamente. /Ü é a região canónica
correspondente a /Ü. (consideramos R; = A n M* e R; = /?i n M*

Pelos Lemas 3.23 e 3.24, temos definidos os homeomorflsmos Tc. : CA -->
Gk e Tx; : R; --.> R;. Estes homeomorfismos preservam o tipo de separatrizes
de cada região canónica.

Na intersecção enfie as regiões críticas e as regiões canónicas, e entre as
regiões canónicas, os homeomoifismos são definidos de uma mesma maneira.
isto é, pot lazão de comprimento de arco.
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3.7 Exemplos de X(/) estruturalmente estável
Nesta seção apresentamos exemplos de campos X(./) C E" que formam cada
tipo de região canónica. Tndícamos com a uma fonte, com w um atratoi
representando um nó, um foco ou um ciclo limite, com ,y uma trajetória e
com p uma singularidade.

Tipo ã. A fronteira da região aR consiste de uma fonte e um attator

iPO z

Figura 3.9: Região canónica Tipo á. a) e b) exemplos no cilindro

Exemplo 3.1 C/zna região / m fada por dois cÍc/os /{máfes circundando o
cilindro sem co'reter nenhuma, singularidade em sel interior. Ver $gura 3.9
a]. Esta situação aT)prece qua'r\do n, é igual cl l ou 2. Por e=emT)lo, Q eq'fiação
estudada em l21 e l2SI),

z" + az' + # + sin(z) = 0

apresenta, uma órbita T)eriódica. circundando o cit'Inato para, certos valores dos
parâmetros cl e l3

Exemplo 3.2 Urna reg ão JãmãZada por m cÍc/o /{mife cárcandando o c /n
dro e um atrator 'n,o círculo C:t\. Ver $gura 3.9 bh. Esta. sãt'unção aT)prece
quaTLdo n é m,pior ou igual a, 3 e o campo XÇj) não teve sin,g'claridades no 'in-
finito (à. e. X Çf) 'n,ão tem si'rtgularid,artes ou 'pontos de tangência,s nos círculos

JC:t 2
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Tipo {{. A fronteira da região Z?-R consiste de uma fonte, um atrator e
somente uma trajetória.

a)

Tipo áã

Figura 3.10: Região canónica Tipo íá. a) exemplo no cilindro

Exemplo 3.3 Z./}na região / m fadcz por um nó repu/sor em (ly+4 e a uaráe-
dade fraca do 'n,ó cortando trens'uersat'rnevtte a. i)M. Ver fi,aura 3.10 aÕ. Esta
s função aparece quando n ? 4.
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Tipo iu. aR :: a U w U 't U '2 onde 7t e 72 são separatrizes. Cada
componente de fronteira pode ser reduzida a um ponto.

iPO zu

Figura 3.11: Região canónica Tipo áu. Três exemplos no cilindro

Exemplo 3.4 Z.)uas frag'efór as que uêm de urn ná em Co e c/zegarn a urna
singularidade do ti7)o vió em C:tt. Ver $gura 3. ll aà. Esta, situação aparece
gozando n 2 4.

Exemplo 3.5 Z)uas Irayefóràas 'h e '2 tazzgenfes a O+#
Esta situa,ção a'parece quando n, -. 3.

Ver $gura. 3. ll bb

Exemplo 3.6 Z)uas Zraljefórdas 't e '2 tangentes a (L: e C.4
me'nte. Ver $gura. 3.11 cà. Esta sit'fiação a'parece quando n -- 3.

respectiva
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Tipo u. A fronteira Z?R consiste de uma singularidade pt e duas separa
trazes 't e 72 tendendo a ela, uma fonte a e um atratoi u.

a)

Tipo u

Figura 3.12: Região canónica Tipo v. a) exemplo no cilindro

Exemplo 3.7 i./}na se/a ow se/a-ná pi em («+{, um atrafor em C;b:+
reT)utsor em Cü. Ver $gura 3.12. Esta. s'tina,ção aparece q'fiando n 2. 4..
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Tipo u{. A fronteira aR consiste de uma sela pt com duas sepaiatrizes
'yi e 7e tendendo a ela, uma fonte a, um atiator w e uma outra separatriz '3
que pode ser reduzida a um ponto.

Tipo u{

Fi o uã. Exemplos no cilindro

Tipo ui

Figura 3.14: Região ca.nõnica tipo u{
zida a um ponto.

Exemplos no cilindro onde 7a é redu

Exemplo 3.8 t/ma se/a pt e um /oco ('ou n(0 em (;o e u7n afrator ern Ct4
Ver $gurü 3. 13. Esta situação aT)prece XÇJ) não tem s't'ng' lar'ldctdes ou .po'n
Los de tangências em CJ::%. Ver $g' rü 3.13 a].
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Exemplo 3.9 t/ma se/a em (% com duas separafr zes fendendo (.;+; e urn
ponto de taltgência externa em C.+.. Ver $gura, 3.14 a]. Esta, situ,ação
ac07zfece qzéando n = 3.

Exemplo 3.10 ZI/rna se/a fn = 4,) ou se/a-nó fn ? 51 (++# com duas sepa-
ratüzes tendendo C- % e umü singularidade do tipo foco Ob nó em C.tt. Ver
Rgura S.t4 bà.

Tipo uÍI. a/? consiste de cima sela pt com três separatrizes 'l, 72 e 's
tendendo à sela, uma forre e um atiator.

Tipo ueá

Fíguia 3.15: Região canónica Tipo ueá. a) exemplo no cilindro

Exemplo 3.11 ZI/ma sela, duas separafrázes /ãm fadas fendendo â se/a e um
ponto de tavtgência e=tern,a, e'm CJ::B. Ver $gura 3.15.
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Tipo uiáã. a/? :: {a,o,pi, 't,'y2,p2,'y3}.

79

iPO uzzz

S2 CO 2

Figura 3.16: Região canónica Tipo uãe{. Exemplos no cilindro.

Exemplo 3.12 Z./}na se/a em (,b com duas separafrízes e uma se/a ou se/a-ná
zm CJ::.. Ver $gura 3.16 aÕ.

Exemplo 3.13 ZI/rna se/a (n :: 41 ou se/a-nó fn > 41 em (7+$ com duas

sep'-matrizes e uvnQ seta ('n = 4) ou sela-vtó (n > 4) em C- %. Ve;$g«ra. 3.16
b).

t')
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Tipo ãz. /? = { )w)pt)'yt)'y2)p2)'y3)74}.
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Tipo á/

Figura 3.17: Região canónica Tipo {z. Exemplos no cilindro

Exemplo 3.14 Z)uas se/a ern (% com uma separafráz cada fezzdendo a (i;b:+
Ue, ./igu« 3.]7 «). ' '

Exemplo 3.15 ZI/}na se/a em Co com duas separafràzes fendendo a e/a e uma
se/a 6n = 41 ou se/a-ná fn ? 5) em C'+{. Uer ./ig'ura 3.]7 Z)).

Exemplo 3.16 Uma se/a em (% com ama separalr z fendendo a C:t4 e uma
s./«fn ou.e/«-nófn?5) 'mCü{. Ve,./ig«a3.77c). '



Conclusões

Neste trabalho caracteiizamos os campos vetoriais X(/) estruturalmente
estáveis, definidos no cilindro M := St x W, que provêm das equações dife-
renciais de segunda ordem da forma z" = >1:=:oai(z)(z'){ onde as funções
coeficientes são periódicas de classe C'r

Pala cada n fixo, consideramos o espaço f"'' dos campos X(/) munido
da tipologia dada pela norma C' das funções coeficientes. Encontramos
um conjunto E" contido em f"'' que caracteriza os campos estruturalmente
estáveis para os seguintes casos:

e n :: l e r > 2

8 n = 2,3 e 4, e r ? l

e n>5 er>2

A genericidade de E" em f"'' foi provada nas seções 3.1.2, 3.2.2, 3.3.2,
3.4.2 c 3.5.2 e a caracterização dos campos estruturalmente estáveis foi pro-
vada nas seções 3.6.1 e 3.6.2.

Este trabalho corlstitui lama primeit'a etapa no entendimento do compor-
tamento global das equações diferenciais de segunda ordem polinomiais com
coeficientes periódicos. Demonstramos que aplicando uma compactificação
do espaço de fase e do campo vetorial, podemos conhecer o comportamento
qualitativo das equações perto do infinito, a partir de critérios expressos em
termos das funções coeficientes.

Acreditamos que com base no presente trabalho possam sei abordadas
questões mais complexas de interesse para as aplicações. Entre estas, men-
cionamos

B O estudo dos pontos de equilíbrio não-hiperbólicos, finitos e infinitos,
e suas bifurcações.

8 0 estudo das equações diferenciais de segunda ordem seccionalmente
diferenciáveis.

e A extensão das equações diferenciais de segunda ordem a mais variáveis
de fase.
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