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Resumo

Neste trabalho estudamos as bifurcações de um co Ü nfo de gr(Í/ecos denominado Z,áóÍos,

o qual consiste de duas selas-nó, uma atratora e outra repulsora, conectados pelas
separatrizes dos setores hiperbólicos e por órbitas comuns aos interiores dos setores no-

dais das selas-nó. Estes tipo de fenómeno ocorre em famílias de classe Cm a 3-parâmetros

de campos de vetores no plano, uma vez que é preciso dois parâmetros para bifurcar as
singularidades e um para desconectar as separatrizes dos setores hiperbólicos. Estabe-

lecemos, sobre certas hipóteses de genericidade, o número máximo de cic/os /irRItes que
podem bifurcar a partir de um gráfico que faz parte dos Lábios. Também descrevemos

o diagrama de óil/armação para os Lábios.

Palavras-chave: Lábios, Ciclicidade, Diagrama de Bifurcação, Forma Normal,
Sela-nó, Transformada de Legendre.



.A.bstract

In this work we study the óll/hrcation of families of grapAÍcs, called Lias, occuring in
a class of 3-para.meter O'- families of vector fields in the plane. The Lips consists of

two saddle nodes, one attracting and the other repelling, connected by the hyperbolic
separatrices and by orbits interior to both nodal sectors. We determined under certain

genericity hypotheses, the maximum number of /im fs cyc/es that may bifurcate from a

graphic belonging to the Lips. The óil/urcafion diagrarn of the Lips is described here.

Keywords: Lips, Cyclícity, Bifurcation Diagram, Normal Form, Saddle-node, Le.
gendre Transform.
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Capítulo l

Introdução

Um dos problemas mais importantes dentro da Teoria Qua.litativa das E.D.O. consiste

em conhecem o número e a posição dos cic/os /imÍtes, isto é, das soluções periódicas,

de uma família de E.D.O., que na sua forma mais simples depende de duas variáveis

dinâmicas (de fase) tais como z, y, e dc um ou vários parâmetros, representados por À.
Escrevemos tal equação da seguinte forma:

á y,À) ú y,.x),

a qual associamos a família de campos de vetores no plano

x(«,v, .x) p, .x),Q(«,y, À))

Este problema, colocado por Poincaré, está intimamente ligado com as síngu/arÍda-

des, isto é, os pontos onde as duas funções P e (? se anulam simultaneamente. De fato

as singularidades são as esquinas dos grdl/ices, conjuntos invariantes de onde emergem

(i.e. bifurcam) os cãc/os /{mátes por pequenas perturbações de À. O caso mais simples

deste fenómeno é fornecido pelas (órbitas Aornoc/ h cas ou /aços de se/a, formados por

uma. singulaiida.de do tipo sela e uma órbita que tende a ela para tempo tendendo a J:oo

(«d; IKI).

O estudo deste problema esta associado a questões famosas como o Problema 16 de

Hilbert e o Closing Lesma, entre outros, sem mencionar sua ligação com uma ampla

15



16 CAPITULOI INTRODUÇÃO

gama de problemas que emergem das Ciências Aplicadas. Isto confere a este estudo um

caráter de interdisciplinaridade, exigindo domínio de várias áreas da matemática.

A các/ícídade é definida como o número máximo de ciclos ou órbitas periódicas que

bifurcam dos gráficos. Nosso objetivo principal é estudar a ciclicidade de um conjunto

de gráficos com duas esquinas presente no trabalho de Kotova-Stanzo IKSj, denomina-

do Lábios (veja a Figura 1.1). E também descrever o diagrama de bifurcação de uma

família de equações diferenciais onde tal fenómeno ocorre. O diagrama de bifurcação

é uma partição, no espaço de parâmetros, de uma vizinhança da origem em subcon

juntos disjuntos, tal que os representantes da família que correspondem a subconjuntos

diferentes são topologicamente distintos (veja a definição (2.0.1)).

As duas esquinas que fazem parte dos Lábios são singularidades do tipo sela-nó
(veja as definições (2.0.2) e (2.0.3)). Este tipo de fenómeno ocorre em famílias a três

parâmetros, uma vez que é preciso dois parâmetros pala bifurcar as singularidades e

um para desconectar as separatrizes dos setores hiperbólicos das selas-nó. A principal

ferramenta para realizar nosso estudo é o Teorema (2.0.1), o qual é apresentado no

segundo capítulo e demonstrado no terceiro. Sua demonstração envolve uma série de

resultdos de importância própria, como o Método Homotópico e o Teorema de Takens.

O teorema (2.0.1) fornece uma forma normal para famílias de campos de vetores
X(z,y, À), que para À ' 0 possuem uma sela-nó na origem (0,0). Portanto no caso dos

Lábios aplicamos este teorema na vizinhança de suas selas-nó. E devido a simplicidade

da forma normal podemos não só defininir uma "função de deslocamento" em uma
destas vizinhanças como também determinar uma expressão para esta aplicação. O
problema da ciclicidade dos Lábios se reduz então ao estudo dos zeros de uma família de

funções reais que dependem de três parâmetros. Mais precisamente, se X(z,g, À), À =
(Ài , À2, À3) C #?', representa a família em coordenadas normalizadas tal que para À = 0,

X(#, y, 0) apresenta um conjunto de gráficos do tipo Lábios, podemos deânir, para certos

valores de À, nas seções transversais I'J e I'; (i = 1,2) funções de transição conforme

indica a Figura 1.1. Clompondo estas funções obtemos nossa função de deslocamento /À.

O primeiro resultado no sentido de alcançar o objetivo do trabalho é o Teorema

(2.2.1), que estabelece uma relação entre a ordem das derivadas cle /o em um ponto a
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Figura 1.1: Lábios

(veja a Figura 1.1) e o número de ciclos limites que bifurcam de um gráfico cruzando

I'? em a, isto é, se a derivada de ordem n ? 2 de /o em a é diferente de zero, então o

gráfico passando por a tem ciclicidade menor ou igual a n

Como foi dito, o problema da ciclicidade dos Lábios se reduz ao estudo dos zeros

da função de deslocamento. Assim supondo que a seção transversal I'. é parametrizada
como o segmento j--l, 11, quando falamos em bifurcação dos ciclos limites, na verdade

estamos tratando com as bifurcações dos zeros desta aplicação em j--l, 1], que ocorrem

com a variação dos parâmetros. Além disso as raízes simples correspondem a ciclos

hiperbólicos, raízes duplas correspondem a ciclos semi-estáveis, etc. Portanto existem
dois tipos possíveis de bifurcações

1. - desdobramento das raízes múltiplasl

2. - escape das raízes através dos pontos de fronteira ül.

Assim a superfície de bifurcação é a união de três superfícies Ez,, E+ e E-, tal que

e em EL temos apenas raízes múltiplas da aplicação de deslocamentos

. em E+ (resp. E-) existe pe]o menos uma raiz igual a l (resp. 1)
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Em termos das bifurcações dos ciclos limites, a superfície EL corresponde aos ciclos

múltiplos, equanto E+ U E corresponde a ciclos escapando do domínio em consideração.

A caracterização destas superfícies é dada no Teorema (2.2.2). O caso mais interessante

e que envolve uma teoria mais sofisticada na sua demonstração é o caso da superfície

l)enotemos por

Ez,

P(«, À- , À,, À3)

a família a três parâmetros de equações que determina os ciclos limites, associada a

função de deslocamento. Veremos que para descrever o diagrama de bifurcação será
necessário fazer u ma reparametrização (Àí , À2, À3) --} (J, p, q), afim de obter uma família
equivalente

P(«, á, P, q)

Teremos para cada á fixo, uma superfície S8 em Z?(,,p,q) determinada pela equação

( 1.1)

9;(,,P,q) («,J,P,q) 0

Como estamos interessados nas raízes múltiplas da equação (1.1), devemos caracterizar

a projeção no plano (p, q) da curva C'õ dada pelas equações

(", P, q) = o

A caracterização desta curva é feita na seção (2.4) do capítulo 2 e nos leva ao estudo

das singularidades (veja IMDI), em nosso trabalho nos restringiremos ao estudo das

singularidades dos tipos dobra e cúspide (veja a Figura 1.2). No capítulo 4 discutimos

os resultados que dão sustentação a esta teoria.

Voltando a discussão das raízes da equação (1.1), temos que para os parâmetros

(á,p,q) com (p,q) C C8, as raízes são múltiplas. Portanto no espaço de parâmetros

Z?(ó,p,ç)' a superfície EL pode ser caracterizada pela propriedade de que a sua interseção

com o plano á = const. é igual ao traço da curva Oõ. O Teorema (2.2.2) formaliza esta

discussão e ainda afirma que EL no espaço de parâmetros P?(ó,p,q) é dífeomorfa ao cilindro
cuja base é (78:0 e eixo paralelo ao eixo J

ç,;(«, P, q)
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@cúspidldobra

Figura 1.2: dobra e cúspide

Este trabalho está organizado da seguinte forma. O capítulo 2 é o corpo central da

dissertação. E neste capítulo que apresentamos e demonstramos os principais resultados.

Mais precisamente, temos dois resultados essenciais, os quais foram mencionados de

maneira suscinta nesta introdução, ou seja, o Teorema (2.2.1) (vda IDIR] e IGR]) e o
Teorema (2.2.2) (veja ]KS]). O Teorema (2.2.1), é o que trata da ciclicidade de um

gráfico pertencente aos Lábios e o Teorema (2.2.2), é o que descreve o seu diagrama de

bifurcação. A teoria necessária para a formulação e demonstração destes resultados é

riquíssima e ocupa boa parte do capítulo. Na seção (2.6) do capítulo 2 mencionamos

alguns tipos de Lábios que apresentam fenómenos particulares na fronteira da região
nodal, isto é, na região constituída pelos setores parabólicos das selas-nó. Além disso

nesta seção discutiremos um resultado não encontrado na. literatura.

No capítulo 3 provámos a forma normal para famílias de campos de vetores no plano

que possuem uma sela-nó na origem. Esta forma normal constitui a ferramenta principal

utilizada no estudo do problema em questão e sua demonstração envolve resultados

clássicos e outros menos conhecidos mas de grande importârlcia e diversas aplicações

No capítulo 4 apresentamos resultados ligados com a teoria das singularidades, isto
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é, demonstramos os teoremas que caracterizam as singularidades do tipo dobra e cúspide,
que surgem em famílias a um e dois parâmetros de funções reais. Estes teoremas são

fundamentais para demonstração dos resultados do capítulo 2.



Capítulo 2

Colocação do Problema e

Resultados Principais

Comecemos com algumas defirlições

Definição 2.0.1. Z)was /amÍZias de «mp« de «toro. n. p/ano X(z,y,À) e y(u,u,,7),
>.. n C m" , são localmente topologi,cü'mente eqliuülentes (respectiva'rrtente localmente CX-

eq«,iuulentes) se distem abertos Ut,Ua C RZ, Vt.Va C. Rn e ho«eomorjis«os Ul:ü
(«specti-«'«t' difeomo,$s«os ã. cl«ss. C")

# : Ui x L'i --> U2 x V2

(:«, y, À) ---} H(z, y, .X) =(u, u, A(À)),

f«/ q«. « «;Z,{çã. H( , ,À) /e« « ó,óíf« d. X( , , À) «« ó,óáf« de y(.,.,A(,à)) p«
seruando Q orient,ação

Definição 2.0.2. $qcêm X : [/ C Z?2 --.} .P?2, (/ aóer]o, m campo de t;Czares de c/asse

C' , r Z 'Z, e p C U um ponto sina lar isolado de X. DizeTn,os q'ue p é umü seta,-nó de
muttiplici,dctde k, '2 $ k $: r, se:

1. DXÇpÜ, Q diferencial de X vlo ponto p, tens zm autoualor nltlo e o'ütro v diferente
de zero:

21



22 CAPITUL02. COLOCAÇÃO DO PROBLEMA E RESULTADOS PRINCIPAIS

p<0, a<0 p<0, a>0

p> 0, a <0 p>0, a>0

Figura 2.1: singularidades do tipo sela-nó, A = 2 ou par

2. a resZr ção de X a ma uar idade centra/ I'rc de dimensão l apraz;és de p, Zem a
]'arma,

« # 0, « C H''',

OTtde os pontos suspensiuos representam termos de ordem maior o'ü ig'ual a k;

z' - az* +

3. k é par

Lembremos que uma variedade central I'Hc, é uma variedade invariante sobre X e

tangente a E. em p, onde E. denota o autoespaço associado ao autovalor 0 (ver jIL]).
Veja a Figura 2.1.

Definição 2.0.3. Z)eram Damos Láó os o corÜunto de grc{/ices qwe corzsísfe de duas
selas-nó, um,a. atratorct e o'ütrct reputsora,, conectados pelas sepnratrizes dos setores hi,-

perbólicos e par órbitcts comuns a,os interiores d,os setores parabólicas oü moda,is das
selas-nÓ.

Lembremos também, que uma vizinhança arbitrariamente pequena de uma sela-nó

pode ser dividida em dois setores hiperbólicos e um parabólico. Os setores hiperbólicos
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Figura 2.2: retrato de fase da equação (2.1)

são folheados por órbitas que penetram e abandonam a vizinhança e o setor parabólico

é folheado por órbitas cujos to-limites ou a-limites é a singularidade. Denominamos

de separatriz hiperbólica da sela-nó, a órbita que pertence a fronteira dos dois setores

hiperb(5]icos, e denominamos de separatrizes parabólicas as duas órbitas que pertencem

a fronteira que divide os dois setores hiperbólicos do setor parabólico da sela-nó (veja
IALj ou IKSI).

Exemplo 2.0.1. Um ezemp/o onde Za/ /erzõmeno ocorre tí dado pe/o campo de ueZores

de$nido no cilindro S\ x IR, associado ao sistevrta de eq'fiações diferenciais

1 0'

l v'
sen20

ycosa (2.1)

«m (0, y) C S: x n.

De fato, se considerarmos o campo de$nido em Ra , isto é, com ÇO.U) C: Ra , Demos

claramente que o retrato de fase é como na FigTtra 2.2. Logo no cilindro S\ x IR o retrato

de fase apresenta, urra cona'unto de grá$cos do tipo Lábios.

Este tipo de fenómeno, como foi dito na introdução, ocorre em famílias a três
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parâmetros, uma vez que é preciso dois parâmetros para bifurcar as singularidades e um
para desconectar as separatrizes dos setores hiperbólicos das selas-nó.

Sd- X(z,p:,p2,p;), z C n' e /Z = (pi,p,,p;) C n;, «m- família de clãs;. O'm .

três parâmetros de campos de vetores tal que para /Z ' 0, X(z, 0, 0, 0) tem um conjunto
de gráficos do tipo "Láóíos".

Denotando por oi e o2 as selas-nó de X(z,0,0,0), consideremos no lado nodal a

região folheada por curvas integrais cujos w-limite e a-limite, a menos da orientação das

curvas, são oi e o2. No interior desta região temos apenas curvas integrais pertencentes

ao interior dos setores parabólicos de oi e o2, entretanto na fronteira podem ocorrer

outros tipos de fenómenos, como por exemplo conexões de saparatrizes, singularidades

do tipo sela, etc. Por hora, não vamos nos preocupar com tais fenómenos, de fato,
vamos tomar seções transversais as curvas integrais dos setores parabólicos dc ol e o2

e considerar a saturação da região pelo fluxo, assumindo que a fronteira é constituída

por curvas integrais pertecentes ao interior dos setores parabólicos de oi e o2. Ao variar

os parâmetros da família, consideraremos apenas as curvas integrais que interceptam :as

seções transversais, as quais assumiremos independentes dos parâmetros.

Para investigar as bifurcações dos Lábios e descrever o seu diagrama de bifurcalção,
necessitamos do seguinte resultado.

Teorema 2.0.1. Sd« X(z,c) 6z C n' e c C ) ama /amplia de c/as.. a' ap
parâmetros de campos de uetotes no planto, tctl q'u,e para e -- ü a origem Qn,0) seja Kma

seta-nó de mKttipticidade '2.. Então, existem funções de classe CIK, k > 'Z, F

ü -- CLÇÕ tais que esta família é localmente CK-equina\ente, 'para algum inteiro positivo
k, a seguinte forma normcLI

Observação 2.0.1. JVo teorema acama o t;a/or de k pode ser aróáfrariame?zte a/[o, mas

$n{.tol a classe de diferem,cicLbilidade das coordena.das normalá,budas pode ser aumenta,da.

se reduziam.os o seQ dom,ínio de de$nição

y'
P

A demonstração deste teorema é dada no capítulo 3, baseada em jILI
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Figura 2.3: Lábios

Pelo teorema acima, segue que na vizinhança de oi e o2 existem coordenadas locais

nas quais a família esta na sua forma normal. Obteremos assim novos parâmetros
ê = (c, á, À) nos quais a configuração dos Lábios é representada pela Figura 2.3.

Portanto, usando a orientação da Figura 2.3, na vizinhança da sela-nó oi, existem
coordenadas locais nas quais a família de campos de vetores tem a forma

,P/

:+ U); .= .(/z).
y' - y

(2.2)

Da mesma forma, na vizinhança da sela-nó o2, existem coordenadas locais nas quais a

família de campos de vetores tem a forma

' u
J (2.3)

Denotando por I'{ ,í = 1, 2, as seções transversais ao fluxo dos campos da família

X(z, ê) na vizinhança de oi e o2 respectivamente, dadas pelas equações z = ül. Podemos

definir as seguintes aplicações de transição para c > 0 e á > 0, suficientemente pequenos
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Z\ii : I'Í -+ I'f, ,A2; : I'; ---} I'},

(2.4)

g: : i'! -+ i'í, ./; : rf
Utilizando a forma normal podemos mostrar que

A-:(«) ''«,

com C'l(c) --> 0 quando c --> 0 e

(2.5)

A«(«) (2.6)

com C2(á) --} 0 quando (f --> 0. Mais precisamente,
n l

c'-H - .«p(-)-.t-))

c',M - .«,(-Ü-.'-Ü).
As expressões acima são obtidas integrando as formas normais (2.2) e (2.3), as quais
tem variáveis separadas.

Como para c :: á :: 0 a

então o parâmetro À por

e

s selas-nó estão congeladas temos que go(0) = 0 DefinimosS 0)

À

Observação 2.0.2. Em m espaço topo/ogáco .4, diremos q e uma propr idade á Penar ca

se ela se ueri$ca. ewl um subconju,nto aberto e denso de A. Assim, dizer qHe "um,a pro-

priedade P é genérica em A" ou "genericctmente todos os elementos de A possuem a,

propriedade P" ou ainda, " P é um,u prol)riedüde de genericida,de", signi$ca que o su,b
con:junto de elementos = de A qu,e satisfazem, P é aberto e denso

De agora em diante assumiremos a hipótese de genericidade que o Jacobiano da apli
cação

(p-,p,,p;) -->(., á, À) «ão se «ula, isto é,

det
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Com esta hipótese iremos descrever o diagrama de bifurcação dos Lábios em termos dos

novos parâmetros ê ao invés de /Z. A hipótese garante que o diagrama de bifurcação no

espaço de parâmetros originais é difeomorfo ao que será obtido no teorema (2.2.2).

A descrição completa do diagrama de bifurcação no espaço dos parâmetros, onde

existe pelo menos um ponto singular, é dado pelo seguinte teorema (ver IKSI).

Teorema 2.0.2. O diagrama de óll/brcação na nferseção de amcz peqaerza oizírzAança

da aragem no espaço Z?f.,Õ,À) com o colÜunto ,ll/ = {c 5; 0} U {8 .g 0}, consiste de

doze componentes correspondendo Q retratos de fase l,opologicümente não equivalentes

diferindo por tipos de singularidades e a, esistêrlciü de conexões entre elas:

1. c = 8 duas setas-nó conectados l)ot w'mcl sepuratriz;

2. c = á = 0, À # 0, duas se/as-nó sem conexão;

3 c < 0, ã < 0, À = 0, duas se/as conectados por ma separafrz e m nó esfáue/ e

outro instáue!;

.Í. c < 0, (f < 0, À # 0, duas se/as sen7} comerão, anil rz(í estáue/ e wm rzó {nsfaue/;

5. c < 0, 8 = 0, À = 0, se/a e se/a-nó canceladas por ma separatrÍz e um nó estáue/,

6. c < 0, á = 0, À # 0, ama se/a, wírza se/a-nó e um nó estás;e/ sem conexões;

7. c < 0, (i > 0, se/a e um rzó estás;e/,

8. c = 0, (í < 0, À = 0, se/a e se/a-nó canceladas por uma separatriz e m nó nstáue/,

9. c := 0, á < 0, À 7é 0, se/a, se/a-ná e n7z nó ínstaue/ sen7z conexão,

/0. c = 0, á > 0, wma se/a-nó,-

//. c > 0, (i = 0, wma se/a-nó,

/2. c > 0, á < 0, se/ct e um nó ánsíáue/,

Demonstração, A demonstração segue imediatamente das formas normais (2.2), (2.3)

nas vizinhanças das selas-nó oi e o2. Note que nestes casos a transformação de retorno

não esta definida, pois não há órbitas periódicas. []
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A parte mais interessante do diagrama de bifurcação ocorre quando não há singu-
laridades, isto é, o caso em que c > 0 e (í > 0. Neste caso as diferentes componentes do

diagrama correspondem a números e posições diferentes dos cic]os limites.

2.1 Mudança de Coordenadas Admissível

Os resultados e definições desta seção foram baseados no trabalho IGRI.

Definição 2.1.1. Uma mzidança de coordenadas adm ssúe/ á ama/am a de c/asse O'k

de d'Ueomor$smos toca,'ts

©x(z,y) («, g/),?*(«,y))

Lal, q'ue

1. ©x está de$nidü em u,ma, uizinhctnça cone=u U C IRn da origeml

2. <)À preserva os Giros e s as orientações,

3. x preserva ü forma «'ormal obtid'« no Teorema. (2.0.1) no sentido da CK-eqxi,uatên

#. a ap/ilação (:«,3/,À) -+ a'x(z,y) é de c/asse O'*

Observação 2.1.1. Seja ©., uma mudança de coordenadas admÍssz'ue/ de$nída em ma

z;àz nAança da se/a-nó oi ta/ q e as seçães Zransz;ersaÍs I'i' = {z = --1}, i't = {# =

1} esídam conZádas no dorníh o e na imagem de ©.. Temos gae Q. gera am par de

difeomor$smos locais de classe CK, Çyt,.ÇIJ))'$*,.Çu)b, tül que se b.tt, é a aplictLção de

í«-.{çã. de I'Í p«« rT n« «o,d.««d« ((:,.,,7:,.), « qK«/ e.Z« de$«ád« p«" ' > 0,

z\ : . p:,.(y) = @-,. . A:;(v),

o«-de L«, d«d« po« (2.5), é « «'plic«ção de t«nsi,ção d' tl p«« T\ n" co«d,.n«d,"

(",y). 7M«{' p«.''«m'«*', 'p:,. "p««enf« « /Knçã. de t««.{çã. d' i'i -l},
paramefrázada por y, para I'Í = {ei,. = 1}, parametr fada por v7i,.. Z)a mesma /arma,

V'i,. representa a /unção de transição de I'l' = {z = 1}, parametrízada por y, para

I'Í = {(i,. = 1}, pararneZrizada por v71,..
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Definição 2.1.2. (,Zamaremos de /am Zía de ente'ada associada a se/a-nó oi, a ./t&máZÍa

üe ct« C* de difeomo«$s«« loc«'s -p-,. obtid« n« ot,s"-ção (2.1.1), dele«.«in«d" p"

umu mu,dança de coordenadas ctd'm,isstuel. E ch,ct'rn,atem,os de Jamíti,ü de salda associada a,

sela-nó ox, Q ostra. famtnia, de classe Ck de difeomor$smos locais'Üt,. obtida na. obsetuação
í2.1.1)

Lema 2.1.1. .4 /unção Ai : .P? x .f?2 ---.> #?, dada por

é uma junção de classe C-

A:(«, ., .) =" /: du
U2+C .e («, ') # lO,m) x {0}

.e («,') C 10, m) x {0},

ração. lemos que

/llL'T'« Ü («''-á * «.'-h) ;.««.«' -- ', - '«'" -'- .»,
portanto,

Í)e m,on.sl,.s

exp
''l+au du
: u' + c

exp
(.'''««Ü * «,''««&:

Note que pala z C 10, oo)

lim exp
e --.> O (««''««Ê * «,.'««&)) $3 0,

pois

!h (-~-ü * ---&) - «
Agora para z € (--oo, 0)

lim exp
e-+0 '

"!.tw'.
r.: .Ü2

Logo

iü"-b,.,d-"-(,,',.)-l « '': " :
a qual é uma função de classe C'
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Para concluir a demonstração bastaria mostrar quc Ai se anula juntamente com

todas as suas derivadas parciais nos pontos (]ç, 0, a) com r C lO,oo). Este, entretanto, é

um cálculo longo, o qual esta detalhado em IDRRI nas páginas 1014 e 1033 a 1042, veja
também IGRI, páginas 69 a 71. []

Proposição 2.1.1. Seja pi,., c ? 0, wma /am a de c/asse C'k de dll/eomor#smos /ocaÍs

crescentes tais qve (pt,.qO) ão existe u,m,a, m dança, de coordenadas a,dm,issÍuel

b., tül q'ue u jümtüi,a de entrada associada a sela-nó ol coincide colei cl família, pl,c dctdü.

Além disso, a fümtüia. de saída $1,. é u,Rica,mente determina,da Q partir da família, (pt

Z)emonsfração. Suponhamos primeiro que exista õ.(z, y) = ((1,., 77i,.) satisfazendo as

hipóteses da proposição. Mostraremos então que a família V,i,. é unicamente determinada

a partir de gi,.. Para c > 0, usando a notação da Observação (2.1.1) e a expressão obtida
em (2.b), temos que

C

: :,J-içb?-,.,
com C'l(c) --} 0 quando c --> 0. Portanto g:,. satisfaz

A-: . '\::' P"',

isto Implica que

Ã.:..p.,. .AE'(p) ,.(v),

Isto é,

l

Õ$ã-p:,.(c'.(')v) - 'P-,.(v).

Pelo Lema de Z) u s óá/ Jade (4.1.1) do capítulo 4, existe uma função @.,. de classe (7k

tal que ç't,.(y) = y#i,.(y), com Pi,.(0) :# 0, pois ç'l,. é um dif«morfismo de classe Ck,
b ? 1. Portanto,

ãltÕc':(')v'P:,.(c'.(')v) - 'Ú:,.(v),
isto é,

Ú:,.(v) = y@:,.(c'- (.)y).

Fa.zendo c --} 0, segue que

Ü-,o(y) ,o(0),
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o que demonstra a segunda afirmação da proposição, ou seja, que Úi,. é unicamente
determinada a partir de pi,..

Mostraremos agora que de fato existe a mudança de coordenadas admissível ®.

na vizinhança de oi satisfazendo as hipóteses da proposição. Considere a mudança de

coordenadas '}.(z, y) = ((i,.(z, y), ,71,.(z, y)) dada por

(l,. = z
'7-,. = y@-,.(yA-(z,.,«-(P))) ,

(2.7)

onde Ai é a função dada pelo Lema (2.1.1). Mostraremos que esta mudança de coorde.
nadas é admissível.

Para c > 0, ©. é expressa por

(:,.

". - «*-.(«(
(2.8)

Temos que

(f,.+ '
l + «-(P)(:,. 'l + «- (;z)«

isto é.

(?,.+ '
':'' í+=i(ã)}n
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:« .*- (- /l qw'«) ) *
-* «*l,.(««- (-/lqÉP'«l

* «(-/i';#p'«) (-'-:ãP)«'j

«*- . (« (- /l ' :#e"'«» *

* «*l.(«(-/I';#P~«» l«(

,-»Ç--J:*":HI'';,

,*-,. Q-»Ç-- /l*'Xrg'-;,

77:,',

l

y'9:,.

y'exp

771,. - 771,.-

Portanto para c > 0, a mudança de coordenadas dada por (2.8) preserva a forma normal

(2.2) obtida na vizinhança da sela-nó o..

Assim nas coordenadas ((i,., 771,.), temos que I'j' e I'+ são parametrizadas respecti-

vamente pelas expressões

l {-,.
\ "-,. - «*:,. («.*- (-/:: UÊW'«)) - «*.,.'«, - «:,.'«,
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e

Para c = 0, ©. é expressa por

(:,.

"-,. - «.:,.(«.*- (-
y@: ,.(C': (.)g)

(l,o = z

z7t,o ' ygi,o l 3/ exp

'7:,o ,o(0)

onde al,o C #?. De forma analóga, como no caso é > 0, temos que a mudança de
coordenadas dada por (2.9) preserva a forma normal (2.2) no caso c = 0. Assim nas

coordenadas ((i,o, 771,0), temos que I'Í e I'+ são parametrizadas respectivamente pelas
expressoes

1 + ai..u du
2U se « C l-t,0)

se « c ]O,i],

(2.9)

(:..
'7:,o ,o (y)

e

l ü,. - l
l :,.

Pelo Lema (2.1.1) temos que (z,Z/,c) --> '>.(z,g/) é uma aplicação de classe Ck

Portanto a mudança de coordenadas definida em (2.7) é admissível e satisfaz as hipóteses

da proposição, o que conclui a demonstração []

Observação 2.1.2. Sqa O8, wma mudança de coordenadas adm ssz'ue/ de$nida em wma

uizánÀança da se/a-nó o2 ta/ gue as senões transe;ersaís I'; = {z :: --l}, r'J' = {z ::

1} estqam contidas no domínio e na imagem de Q'Õ. Temos que õ gera um par de

dileomor$slnos locais de classe CI', Çlp'z.õÇg))'$'z,õtU», tal que se b. é a aplicação de

[«n.{çã. d. ]'; P«« ]'! n« c«,d.n«d« ({,,i,,7,,õ), « q-/ «i« de$«{d« p«« J > 0,

z\" . p,,ó(v) = @,,. . A«(y),

onde Z\2í, dada por ÍP.õ), á a ap/ cação de transição de I'; para I', nas coordenadas

(z,y). .M«{s p«.'«m.«í., p,,ó "p«;.«t« « /u«çã. d' t««.{çã. de r; = {« -1},
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paran7zelràzada por 3/, para I'2 :: {€2,õ :: 1}, paranlzetrzzada por 772,õ. Z,)a mesma /arma,

Ú2,õ representa a /unção de trens ção de I'2 = {z :: 1}, pararnetrÍzada por y, para

I'2 :: {(2,J := 1}, paramefrázada por v72,õ.

Definição 2.1.3. (,Zamaremos de /amada de entrada associada a se/a-nó o2; a /am#ia

d. cl«sse C* d,e difeomo«$s«os loc«is -pa,Õ obtid« ,«« ob;"«ação (2.1.2), d.t«min«d"
por umü mwdünça. de coordenadas admissível. E chamarem,os de família de saída, asso-

ciada CL seta-nó oz, a outra família de classe Ck de difeomor$smos locais $Z,8 obtida. na

.bs«««ção (2.1.2).

Lema 2.1.2. .4 /unção A2 : #? x Z?2 ---.> .F?, dada por

exp

0

''l+ au du
A,(:« , á, .)

.' («, á) # (-«,,0j x {0}

se («,á) C (-.«,01 x {0},

é Ilha função de classe C-

Z)emonstração. A demonstração é totalmente análoga a demonstração do Lema (2.1.1).
D

Proposição 2.1.2. Sqa @2,ã, á ;: 0, Hnr&a /a7n# a de c/asse (:vA de dll/eom071/isn7zos /ocaÍS

crescentes tais qu,e '©a.ÕqQ) ão existe u,ma mudança de coordenadas a,dmissíuel

bõ, tal q'ue a, famílicl de saída associada. u sela-nó ol coincide com a. família $a,8 da,da.

Além disso, CL fa'm,ílã,CL de entrada. ya.õ é unicamente determina,da a. partir dü fa'rnília +l,õ.

Demonstração. A demonstração é análoga a demonstração da Proposição (2.1.1). Supo-

nhamos primeiro que exista Qõ(]ç, y) =({2,õ, 772,ó) satisfazendo as hipóteses da proposição.

th/lostraremos então que a família p2,J é unicamente determinada a partir de Ú2,õ. Para

õ > 0, usando a notação da Observação (2.1.2) e a expressão obtida em (2.6), temos que

Z\«(?,,;) (á)?z,;,

com C2(J) --> 0 quando á --> 0. Portanto @,,Õ satisfaz

z\* . A,i . 'p;l',
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isto implica que

z\" . p,,õ(g/) . A«(v),
isto é

C',(á)p,,ó(y) = @,,;(a,(á)v).

Pelo Lema de DÍt;is ó /idade (4.1.1) do capítulo 4, existe uma função Ú,,8 de classe O'i'i

tal que @2,õ(y) = g/V'2,ó(y), com V,2,á(o) # 0, pois V'2,õ é um difeomorfismo de classe O'k,
h > 1. Portanto

C',(á)9,,8(y) C',(á)@,,á(0',(J)y),

isto é,

P,,õ(y) = y@,,á(C,(á)y).

Fazendo (í--} 0,segue que

P,,o(y) ,o(0),

o que demonstra a segunda afirmação da proposição, ou seja, que p2,á é unicamente
determinada a partir de @2,ã.

Mostraremos agora que de fato existe a mudança de coordenadas admissível ©Õ

na vizinhança de o2 satisfazendo as hipóteses da proposição. Considere a mudança de

coordenadas Oá(:«, y) = ((2,á(z, y), q,,õ(z, y)) dada por

l &,. - «
l 'z,,; (vA,(«,á, «,(p))),

onde A2 é a função dada pelo Lema (2.1.2). Mostraremos que esta mudança de
nadas é admissível.

Para tS > 0, ©8 é expressa por

l (,,ã = «

",,; - «@,,; l««p ('uzP'«)

(2.10)

coorde-

(2.11)

'l'emos que

';,; - «' - #= - Jkh,



36 GAPITUL02. COLOCAÇÃO DO PROBLEMA E RESULTADOS PRINCIPAIS

isto é,

(;,, - (j,. +'
e

/

«'*, ; (« (/' 'lãw'«» *

:« .*- (/' qey'«: /'UEW~«) *

* «.*-(/'uÉP'«) (qzw)«']

:« .*- (/' uzv'«)) *
-- «';;,,(«-- (./'ZãW'«l /'uzP'«) *
* «.*- (/'uÊw'«:

«*,,, (« .*- (/' 3ãy'«:

ou sqa,

rla,8 --

Portanto para J > 0, a mudança de coordenadas dada por (2.11) preserva a forma normal

l2.3) obtida na vizinhança da sela-nó o2.

Assim nas coordenadas ((2,J, 772,õ), temos que I'J- e I'; são parametrizadas respecti-
vamente pelas expressões

z72,á = ylP2,â l yexp (' yzw'« (y) ,õ(g/)
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e

Para á = 0, @Õ é expressa por

(2,ó ' --l

'z,,; @,,' lv-p ('' qaw'«)) - «*,,;'','''«,.!

!

l

y@,,o (0)

(2,0 = Z

Í 77,,o - g/V'2,0 lf'Z/exp r' / 1 + a2,0udu~
\ \ vl L&

l ,7,,. - vú,,.(o)

onde a2,0 C #?. De forma analóga, como no caso á > 0, temos que a mudança de

coordenadas dada por (2.12) preserva a forma normal (2.3) no caso á = 0. Assim nas

coordenadas ((z,o, 772,0), temos que I'; e I', são parametrizadas respectivamente pelas
expressoes

se « c it,0)

se « C ]-i,0]

(2.12)

(',.
772,0

l G,., - l
l 'z,,. (g/) ,.(v).

Pelo Lema(2.1.2) temos que(z, y, á) ---> Oõ(z, y) é uma aplicação de classe Ck. Por-

tanto a mudança de coordenadas definida em (2.10) é admissível e satisfaz as hipóteses

da proposição, o que conclui a demonstração []

e

Teorema 2.1.1. /!h sfe ma madançci admiss be/ de coordenadas de c/asse C'k, ta/ q e

nestas coordenadas ü aplicação de transição gt, de$nida eln (2.4), pode ser expressa. na
forma

g:(«) :« + .x.

Z)emonsíração. Sejam q'. = ((i,.,,71,.) e Oõ = ((2,ó,?7a,õ) mudanças de coordenadas ad-

missíveis. Temos que a função gí : I'} ---} I'j', definida em (2.4), nas coordenadas
({:,., ?-,.) e ({,,Õ, q,,õ) é escrit. da forma

ã: - -p* .. . g: . Ç$,,õ] l
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isto é,

Üt ' '$a,8 - 9t,. a gt,

onde gl,. é a família de entrada associada a sela-nó oi e @2,á é a família de saída associada
a sela-no o2.

Agora, para concluir a demonstração, queremos que

Õ;(q,,á) = q,,J + g:(0)

Logo pi,. e @2,á devem satisfazer

@,,;(g/) + g:(o) P- ,.(g: (y) )

Portanto pelas Proposições (2.1.1) e (2.1.2), basta tomar gi,.(y) = y e @2,â(y) = g;(y) --

gí(0), as quais satisfazem todas as propriedades exigidas. Isto conc]ui a prova. []

2.2 Teoremas Principais

Nesta seção apresentaremos os teoremas principais

Teorema 2.2.1. Soam X(n,ê), Z\i;, Z\z:, g; e ./} de$n dos no maio deste capúw/o.

Suponhct que fo, elcpressü em coordenadas norTrtctliza,dus, tenha zma, deriuadu de onde'm,

rl Z 'Z diferente de zero eln ctLgKm ponto a. Então o grá$co dos Lábios passando por a,
Lem ciclicidctde $nita m,eTIOr ou igual a n.

Z)ernonstração. Mostraremos primeiro que a hipótese do teorema é invariante com

respeito a escolha das coordenadas normalizadas. Se I'. e I'; são parametrizadas respec-

tivamente por (l, y) e (--l, g/) em determinados sistemas de coordenadas normalizadas

nas vizinhanças das selas-nó ol e o2, em outros sistemas de coordenadas admissíveis

denotados respectivamente por ((i,., 771,.) e ((z,õ, 772,Õ), temos que I't e I'; são parametri-

zadas respectivamente por (l,v7i,.) e (--l,?2,õ). De acordo com as Observações (2.1.1),
(2.1.2) e com as Proposições (2.1.1), (2.1.2), para c - 'í = 0, as funções de transição de

I't e I';, nas coordenadas (z,y), para I'T' e I';, nas coordenadas ((i,o,,7i,o) e ({2,0,,72,0),

são d'das respecti-mente por V'l,o(0)y e #2,0(0)y, com @i,o(0) # 0 e @2,.(0) # 0, onde
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ÚI,. é a família de saída com relação a sela-nó oi e 92,. é a família de entrada com relação

a sela-nó o2. Isto mostra que a hipótese é de fato invariante.

Demonstraremos agora a afirmação do teorema. Considere a aplicação

% : Fí' --} I';

dada por

K(«) («) - A;' . gi: . Aã'(«).

Note que }';(z) = 0 é a equação que determina os ciclos limites.
anterloles

Pelos resultados

%(«)) - C',(J)': . C':(') . z+ 0,(J)': . .X.

Portanto

K(d(z) = .dd(z), n 2 2,

logo pela hipótese do teorema e pelo Teorema de Ro//e (ver IELll),

ê = (c, á, À) suficientemente pequeno }d")(z) # 0, para todo z em uma

Isto conclui a demonstração.

segue que para

vizinhança do a.
n

O Teorema 2.2.1 é baseado nos trabalhos IDIKI e IGRj
A equação que determina os ciclos limites é dada por

./}(«) (â)':C':(.)z c',(á) 'À

Introduzindo os novos parâmetros

o'-(.) À
" ' Õ;ã' q - ?jã©'

a equação acima é equivalente a

/o(«) = P(ê)« - q(ê) -(«, ê) , l2.13)

oílde

,(«, ê)

Note que r(z, ê) - ando ê -+ 0.
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Sem perda de generalidade podemos supor que a seção transversal I'. é parametri-

zada como sendo o segmento j--l, 1]. Portanto quando falamos em bifurcação dos ciclos

limites, na verdade estamos tratando com as bifurcações das raízes de (2.13) em j--l, ll,

que ocorrem com a variação dos parâmetros. Além disso as raízes siTnples correspondem

a ciclos hiperbólicos, raízes duplas correspondem a ciclos semi-estáveis, etc.

Existem dois tipos possíveis de bifurcações

1. - desdobramento das raízes múltiplasl

2. - escape das raízes através dos pontos de fronteira ül

superfície de bifurcação é a união de três superfícies Ez,, E+ e E-, tal que

. em EL temos apenas raízes múltiplas da equação (2.13)l

. em E+ (resp. E-) existe pelo menos uma raiz igual a l (resp. l).

Em termos das bifurcações do sistema original, a superfície EZ corresponde aos ciclos

múltiplos, enquanto E+ U E. corresponde a ciclos escapando do domínio onde o sistema
esta sendo considerado

Assim a

Observação 2.2.1. Á equação ÍP./S9 e' uma perfwróação da equação

p« - q ./b(«). (2.i4)

Se a Teta IJ :: p= q é tangente ao grá$co dct função fÜ, então o número de raízes

desta. eqzüção muda por pequena,s T)ertKrbüções. E'm, outras pnlaurüs se ã é zma, raiz

rLü eq'üa.ção (2.14) e a Teta. U = p= - q é tctngente ao gtá$co da junção fo em ã, então

âl á zéma raú mtí/Zàp/a da eq anão ÍP.7#,). 7'erros que para cada í C j--l,ll, a reza
y -- faÇtl= - fLÇt)t -\- Jota) é tangente a.o grá$co l de fo em, t. Portanto podem,os

caracterizar o conjunto dos pontos tp,qh € ]RILt,,.), tais qwe a Teta y é tangente
üo grá$co da, fzTtção fo, como sendo o traço da clrua,

z,,({) ./á(í)t ./b(t)), f € a.

Note q e como /o tí am dll/eomor$smo de c/asse C'À', k > 1, /Z á /ám fada em j--l,ll,
logo L-i esta bem de$nida.
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Seja V C .P?3 ,Õ,À) uma pequena vizinhança da origem, denotemos

}''+ = y n {.S > 0, c > 0}.

Podemos supor que 1/+ é um pequeno cubo com as arestas paralelas aos eixos coorde.
nados.

Definimos então a aplicação

© : V'+ .-> .#qP:ç,õ) ' 'F?(p,ç,â) n {P > o}

(á, ', À) --'> o(J, ', À) - (á, p, q) glg, tiãlÕ).
/. '4 'm«gem 'b(}'+) á {/{«.{t«d«. O ««.{-P/-.Lema 2.2. 1

poq+ = Z?il:lç,á) n {(Í ' 0}

p«*e"" « .#-f.{« d' Q(y'').

2. .4 ap/ cação {nt;farsa õ--l está de#n da em Q(y+) e se estende cona nuamente para

post . Estct eztensáo de Q-\ é contin'uam,ente difererLciáuet em 8 e leda o gemi-plano
post no ponto ê = 0.

3. Para lodo corÜwnfo compacto Z) C Z?(p q) ' 'l?(P,ç) n {p > 0}, ezisíe (ío > 0 fa/ gue

. .{/{«d« Z« áo) x O p«fe«« « a'(}''''')

4. Parca qKa]qzer ponto A € ]FitP,q) al)ttcüção estendida de ®-\ leda o segmento
lO,ã..i) xd 'mp«t.d.:'"."«"f-g.nfe ««f«á À p.nf.ê=0

Demo zsfração. A primeira afirmação do lema é consequência imediata da definição de

©. Para demonstrar as demais afirmações, comecemos primeiro observando que © é

claramente injetiva e portanto a aplicação inversa ®'i esta definida em 'D(V+). O
determinante da matriz jacobiana de @, J(b((f, c, À), é dado pela expressão

l 0

* «p'$-''"«h - 3-''-JJk!-?:==} * "'z
0

0

0

«p($«'t««à)
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onde

Jv'ã(J + l)

** - -* «-'®-.'-à) .
Portanto J'b(á, c, À) # 0 em I''+, logo O-i é um difeomorfismo de classe a- em ©(y+).

Determinemos agora uma expressão para (1)'l , para isto vamos finalizar a função

ç : nn {«: > o} ---+ an {:« > o}

" --* ç;(") - ã-'f-Ê
Esta função é um difeormorfismo de classe C'-, pois g'(z) < 0, e seu gráfico é como na
Figura 2.4. Note que

e
* - - --(3-''-Ü - a«''-h, (á + l)-'t-Ü + ~#

(g':)'(«) -
ç'(g -:(«))

Usando as expressões para C'l(c) e O'2(á) temos clue

* - ç«p(-i8-'t-:h) - ç«p(-'W)
e

«-'7-'*««Ü,, - «':''M-''««Ü,,
isto é,

. (Ç(á) - in p).

Temos que

a'''(á,P,q) g''(ç(á) l«p), qexp(-Ç(á))). (2.15)

Estendemos então (p-i para o gemi-plano poq+ de forma que esta extensão leve os pontos

de poq+ no ponto (0, 0, 0). Segue da expressão (2.15) que esta extensão é contínua, pois

liUç':(ç(J) - i«p) - o, !iHÇ«p(-ç(J)) - o.

.m '>(}'1')

Vamos agora derivar a aplicação õ'i em relação a. (i, temos que

T'',,,«, -(:,i ©-''''', - '««», ;: ',«-'
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onde

i(ç':(ç(á) - l«p)) :y(ç(á) - i«p)g'(á)
g'(á)

(2.16)

e

iÜ-p(-'W» - ç-p(-H-''««Ü) .

Temos que --ãã-- é uma aplicação de classe O'- em Q(y+). Note que a expressão (2.17)
tende a 0, quando á -+ 0 em ®(V+). Observando a expressão (2.16) é de se esperar que

esta expressão tenda a 1, quando J --} 0 em (b(V+). À/lostremos que isto de fato ocorre
Considere a equação

á

(2.17)

g :(Ç(á) - i«p)

Desenvolvendo esta equação e substituindo a expressão para Ç, temos que

.-Ü«,''««Ú*#" «,''««Ú.

Fazendo y = «'ã, / = Inp e z = .«i, considere a função dada por

a(., v, /) - !-.z--L + :w - -.{..!.
z yz ' 2' y

Esta função está bem definida e é de classe O'- em t/ = ({, $) x (0, oo) x n. Derivando
G' com relação a z temos que

x(,,«,o- .'-3
Note (lue

',,,,,IÜ:,.,,, a(., «, 0 - ' ' .,,,.,IÜ.,.,,, =(,, «, 0:
T
2 (2.18)

em U

Considere agora a. ftincã.o

,',,-l.='ís' , € (o,w)
se , € ( m.ol.

(2.19)

Como

lim arctan--
z-..}0+ Z



44 CAPITUL02. COLOCA ÇAO DO PROBLEMA E RESULTADOS PRINCIPAIS

g(«)

0 Z

Figura 2.4: gráfico de Ç7

temos que g é contínua. Note que

g'(«)

é uma função contínua, portanto temos que g é uma função de classe O'i. Logo g(yz),
com (z, y) C (' , ;) x a é uma função de classe C''. Assim, usando a função g definida

em (2.19), podemos definir uma função de classe C':, (? : (!, {) x n' --+ n, tal que

G lu= G. Portanto, por (2.18) segue do Teorema da canção /mp/alta que existe uma

função de classe C' ((g/, /) definida em uma vizinhança de(0, /) tal que (?(((y, /), y, /) = 0,

em particular ((0,/) = 1. Logo

Ç''(Ç;(ã) - 1« d .(((V'li,]np)y

l

l

se « C (0, .«)

se « € (-«,, 01

e portanto
ç''(ç(õ) - l«P)

li«: =- ((o, i« p)yá-#o õ

o que demonstra a nossa afirmação.

Assim podemos estender õ'i para o plano poq+ de forma que sua extensão seja

continuamente diferenciável em J. Isto conclui a demosntração da segunda afirmação do

lema. As demais afirmações também seguem imediata.mente das conclusões acima. []

No caso em que V+ é um cubo, a imagem Q'(V+) é como na Figura 2.5
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Figura 2.5: Imagem de y+ por (D

Corolário 2.2.1. Para gaa/q er compacto Z) C í?(p q)' a ezfensão da ap/ícação Q-t /et;a

o ci/inata Zo :: lO, (iol x Z), âo > 0 dado pe/o /,ema ÍP.e./2, em wm nesga estro ta com

uártice em ê = 0 tarzgenfe a neta (í = c, À = 0.

Z)emonslração. A demonstração é consequência imediata do item 4 do Lema (2.2.1). D

Corolário 2.2.2. Ezisfe um compacto Z) C Z?(p q)' ta/ gae a SKpezl/;'cie E esta contida
no nferáor da nesga © :((0,Jo) x Z)), '5o > 0 dado pe/o Lema Í2.2.7).

Demonstração. Como /o é um difeomorfismo crescente de classe O't, k > 1, temos que

,:rÍl:,Ã(") > o

Fixando números reais positivos Po, Pi e Q, tais que

n:' < ,êPil.,Ã("), p- > ,11Íi=.../Z(")

,11P?Õ, l./b(") l + ,111iflll:, #("),
tomamos Z) = IEo,Pil x l--Q,QI. Portanto pela observação (2.2.1), temos que para

(p,q) g D e ê suficientemente pequeno, a equação (2.13) tem somente raízes simples,
logo EI., C '>':(Zo). Isto conclui a demonstração. []

e
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Usando o lema (2.2.1), podemos fazer uma nova parametrização (á, c, À) --} (J,P, q)
transformando a e(luação (2.13), na seguinte equação equivalente

P« - q - f(«, á, P, q) Â(,), (2.20)

onde

í(«,á,p,q) = ,(«, @':(á,p, q)) ,o(«) - ./b(«).

Observação 2.2.2. Pe/o /ema Íe.e./,) e pe/as propr idades de r, a /unção f(sç,J,p,q)
pode ser estendida continu,a,mente pctrü o plano poqx tat que i; Ç=, Q,p) qh -- ç). Além disso,

para J > 0 f á de c/asse C'k em ®(y+) e swa e tensão para o p/ano poq+ é de c/asse C'i
emõ

Lema 2.2.2. Sela F como acama. Então para â > 0, F á ma /unção de c/asse O'k nas
uariáueis (.=,p) q) e q'üalqlter geriu da parcial, de ordem menor oz i,guat a k, de í nestas

uariáoeZs cona;errem wní/ormemente para 0 em [--l, l] x ]Eo, Pi] x [--C?, Q] quando á --> 0.

Z)emonstração. Consideremos a função Ç definida no lema (2.2.1), isto é,

2 1
ç(«) -.t--;.q=vx

Calculando as derivadas de Ç até a ordem 4, segue que

(« + 1)-'t-# + ~#
«V'i(z + 1) '

g"(z) = ! (3#' + 6z + 3)arctan--L + 5aç./li + 31/;
' 2 «'~/i(.+ 1)' '

1(15z'+ 45z'+ 45z + 15)arctani%+ 33z'V'i+ 40zv'i+ 15./i
' -"' '

gM(«) - ! -F
8 «'v'i(« +ly '

g'(,)

e

. 1 279z3v/i+ 511#'vi + 385zl/i+ 105vi
' 8 «'v'i(«+ly

Note que Ç(")(#) -.> oo quando z --> 0, n = 0, . . . , 4.
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Vamos agora calcular as derivadas da aplicação Ç-:(Ç(á) -- Inp) em 'D(y+) com
relação a p até a ordem 4. Denotando g''(Ç(8) -- Inp) por c, temos que

âc l
ap g'(.)p'

a'' ç"(.) . l
ap' g'(');p' ' Ç7'(.)p''

-áh*'.' gP 'xh-«'ã$ *
e

0'c

* «*ãs-,«áh*@h
Substituindo as expressões obtidas para as derivadas de Ç (isto é, Ç(")(z), n = 0, . . . ,4)

nas expressões das derivadas em relação a p de Ç;':(Ç(á) -- ]np), isto é, em

Ék(ç':(ç(á) - i«p)),« - o,. . . ,4

e observando que

para p C ]Po, Pt], segue que

IÜ;i-(ç'' W-i«d)-o, «-o,...,4,

IU ' - IÜ ç':(ç(á) - i«p) - o,

para p C ]Po, r'i].

Mostraremos agora que as derivadas parciais, de ordem menor ou igual a 4, de f

nas variáveis (#,p, q) convergem uniformemente para 0 em j--l, ll x IPo, Pil x l--Q, QI
quando (i --} 0. Pela definição de F é evidente que as suas derivadas parciais em relação

somente a variável z satisfazem a afirmação do lema, pois a'':(á, p, q) --} (0, 0, 0) quando

J --> 0. Para as demais derivadas parciais de f basta notar que elas são constituídas por

uma soma de parcelas cujos termos envolvem o produto das derivadas parciais de I' em
relação as variáveis (=, c, À), as quais são limitadas em

l-i,il x('b':((0, Jo) x IPo,P lxÍ-Q, 01)U {(0,0,0)})
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(veja lema (2.2.1)), com as derivadas parciais de ordem menor ou igual a 4 em relação
a p de Ç; :(g(á) Inp), as quais tendem a 0 quando á --> 0, e com funcões da forma

exp(-nÇ(á)), n = 1,...,4,

que também tendem a 0 quando J -.> 0.

Por exemplo, temos que

«!-*'«, '':'',,, ««(á u-:''''' «-.-:'''"--
FÍ:},(« , á, P, q)

+ ,ll*(", õ'':(á,p, ç))ái(ç':(ç(á) - i«p)) '*p(-2ç(á))

e p'la discussão acima, fÉ:qq(aç,á,p,q) -} 0 quando á -> 0, para (]ç,p,q) c j--l,ll x
[&, p-] x ]--Q, Q].

Continuando com este mesmo raciocínio, temos que o lema também é valido para
as demais derivadas parciais de f. []

2

Consideremos a equação

p= -- q - jÇ=).

onde ./ é uma função real de classe C'b, k ? 1. 0 número de raízes desta equação muda

por pequenas perturbações quando a rega y = pz -- q é ta.ngente ao gráfico da função ./'
ou quando esta Teta passa pelos extremos do gráfico.

Definição 2.2.1. O conlunfo dos pontos (p,q) C #?ã,,,) fa's qae a Tela y = pz -- q á

langettte üo gráfico de f é dito traTtsforma,(lü de Legendre do grá$co l da. função f e
denotado por Lh).

Veja a Figura 2.6

Definição 2.2.2. Z.)enomÍnaremos por nesga de Zegendre o corÜunfo E n V'+, onde EL

â a, superfície de bifurcação correspondente üs raízes múltiplas da. equação (2.13) e V}

á Kmü T)equ,eTtct vizinhança da ori,gem em IR:...S,x\

Dcnotemos po: Z){/./*(j--l, 11, n), o subconjunto de C'*(j--l, 11, n) das funções ./

de j--l, ll em a de classe C'k, k 2 1, tal que /'(#) # 0 para todo z C j--l, ll
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PX q

Z.(7)

7

Figura 2.6: Transformada de Legendre Z,(,y)

Definição 2.2.3. Sda / c Z)í./'./'k(j--l, 11, #?), k ? 3, fa/ que

/

/"'(,) # o,

para lodo z C .4/, onde

.'l.r l, l[ ; /"(«)

2

.f"(-1) # 0 e .f"(1) # 0;

3. e a, Transformada, de Legendre tQa) do grá$co l de f, é umü clrua tendo como

singularidctdes uwl número anito de cuspi,des ordinári,as, suas auto-interseções, as

quais são transversais, ocorrem apenas em suas partes svüues, L(.1) se cruza no
máximo vmcl única uez em cada ponto e não existe interseções nos entremos de

z.('y)

O.n.f«.mo. po«.C'(l-l, il, n) . «óc.«J-t. ní//*(l 1, il, n) q«. .«tís/a. « {''";
1, 2 e 3 desta de$rz ção.

Pelo Teorema (2.4.2) da seção (2.4) temos que Ck(j--l, 11, n) é aberto e denso em

Z)i./'./A(j--l, 11, #?), A ? 45, na topologia. C'', r ? 3.
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O Teorema (2.2.2) a seguir, dará no caso genérico uma descrição completa do di-

agrama de bifurcação da equação (2.13). Mais precisamente, se /o, definida em (2.4),

pe'vence a .Ck(j--l, ll, .#?), k ? 45, então o diagrama de bifurcação das raízes da equação
(2.13) é descrito pelo Teorema (2.2.2).

Observação 2.2.3. (1bnsÍderemos a /unção de transição /o de$nida em ÍP.#). Te.

mos qqe fo está ctssociada a. um campo de uetores X TIO plano qxe possui lm con-

junto de gráficos do tipo Lábios. Pelo Teorema, (2.4.2) da seção (2.4), se f. «tão

pe,[e«' « ,C*([-i,i], m), f'«'.os g«. «{;{. .Ã -óáf«,{«m.«f. p,ó.{m« de /o f«/ g«.
/o € r*(]-l, 1], n). Uf{/á««d. tác"'"; ««Ae'íd« p- e.p«{./ã.f« «« á«« de Sá,-
lemas Dinâmicos e ertcontrüdas na Literatura pertinente, como por e=empto o método

ELescrito na, dem,OTtstra.ção do Lema q2.4à dü págin,a \q\. de ]PM], podemos detetmirlar

üm campo de uetores X, su$cientemente 'próximo de X, tal qüe X tem um conjunto de

gtá$cos do tipo Lábios e fo é a, função de transição associada a X, correspondente Q
função de transição fo associada CL X

Como foi dito anteriormente o diagrama de bifurcação consiste de três partes, Ez,,

E+ e E-. Para descrever E+ e E- é suficiente usar os parâmetros ((í, c, À). A descrição
de Et será dada no epaço de parâmetros (J,p, q).

O Teorema (2.2.2) é baseado em IKSI.

Teorema 2.2.2. Sda /o, de$nida em ÍP.{), pertence a .Ck(j--l, 11, a), k ? 45

1. As sul)erfícies "de fronteira" }.l.t e E. são gráficos de junções diferenciáveis

À (',á), À J) ««. «f'«.ã. ««tú''"" P-« « ./l.«z.{« d. g««d««t'
c > 0, (i > 0,

2. C'ons acre no gemi-p/ano nnç) ' n(P,ç) ÍI {P > 0}, a frans/ornada de Legendre

Lt-Í) do grá$co da junção fOtaÜ e IFi?Ü,.Ü mergulhado em IRsÕ.,..Ücomo sendo parte
do p/ano (í = 0. Sda Z o cá/{rzdro em (D(y+) sopre L('y) com eÍzo para/e/o ao eito

8 e altera õo. Então pctra. õo sl$cienteTnente peq'u,eno, Q slperj'Ície

Z
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á

'D(Et n }'+)

P

Figura 2.7: imagem da nesga de Legendre por ©

é difeomorfa Q ZL. O difeovn/orais'rrLO Q que leda Z em ZL preserva, a folheação

8 . e é C\ em õ, e sua diferença, da. a'plicctção identidade na, abra õ -- coTtst.

á d. arde«. o(á).

3. - .4 nterseção da /ronceira de E com a camada 0 < á < (ío perferzce a E+ eE

Nos pontos desta, interseção a superfície 'EL é tangente a. E.Ç ou, E

Veja a Figura 2.7.

A primeira afirmação do Teorema (2.2.2) é facilmente deduzida da equação (2.13)

De fato, temos que a equação que determina os cic]os limites é dada por

./b(«) i)« - q(ê) - ,(«, i),

onde

,(«,ê) -- ./b(z)

Substituindo z = 1 e z = --1 na. equação acima, temos que as superfícies E+ e E- são

determinadas pelos pontos ê = (c, (í, À) que satisfazem, respectivamente, as equações

À+ l)a,(á)+ a:(.) - C'2(á),(l,.,J, À+),

À- ./b(-1)c',(J) - c'-(.) -(-;,(á),(-i, .,á,.x).
Pelo Teorema da Função /mp/z'cífa temos que À+ e À podem ser expressos em função de

(8, c). Além disso estas funções podem ser estendidas continuamente para valores nulos
de c e õ
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A demonstração dos demais itens do Teorema (2.2.2) exige uma teoria mais sofista

cada, a. qual discutiremos a seguir.

2.3 [rransformada de Legendre Generalizada

Seja .f uma função de classe C'k, A ? l

Definição 2.3.1. CJonsZdere a/am ía de c/asse (7k a dois parâmetros de cwrz;as no p/ano

k ) U) com, parâmetros Çp} qÜ} de$nidas pelas equações

F'(« , g/; P, q)

q # o, q :/ o.
Seja l um,a cvrua, regular no Plano lni.,,~). Os valores (p, q) para os quais Q curda. da,

família acimct é tangente à -f constituem um subconjunto Lpt]) C iria,,.\ denominado
]'ransformadcl de Legenda'e Generalizada.

Tomando ' = gra/(/), para cada ponto (z, /(a)) corresponde um ponto (p, q)

(p-, q,) C Z.p(7) tal q- 7 é t-ge«te à c«r« f'( , ,p,, q,) = 0 «o post' (z, ./'(«)).

Pelo Teorema da Função Implícita

.f'(«) -

%f(#, z/; p, , q,) l.:,(,)
Portanto para determinar os pontos (p,, q,) basta resolver o sistema de equações

F'(«,y;P,q)
g

g(«, y; p, q)+ ./''(«) %-(«, z/;p, q)
Introduzindo a tuncão

9(«, P, q) = f'(«, /(z); P, q),

o sistema acima é equivalente a

P(«, P, q)

P;(«, P, q)
(2.21)
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Para resolver o sistema acima a seguinte hipótese é imposta

.«li ál*.
para todos os valores z, p, q. Neste caso as soluções são p,

disso imporemos que o número de elementos do conjunto

Á - {«; g>(«,p,, q,) - o}

(2.22)

P(z), q, = q(«). Além

(2.23)

é finito. E para todo z C .4

g>(«,«,, «,) # o. (2.24)

Definição 2.3.2. Z,)iremos que a c rt;a ' dada pe/o grá/ico da ./' está em pos ção gera/

''m «speit. à f«.íti« F s. «s co«-lições (2.22), (2.23) . (2.24) são ;.tisfeit«s.

2.4 Claracterização do Conjunto Solução do Sistema

(2.21)

Seja S uma superfície em .F?3 dada por ç'(z,p,q) = 0 onde p : U c X?3 --.> #?
U aberto, é uma função de classe C't, k suficientemente grande, queremos estudar a
projeção ll : (#,p,q) -+ (p,q) de S no plano. Definimos a /nÃa do Aorzonte de

S relativo a projeção 11, como sendo o conjunto C' dos pontos (z,p,q) C S tais que
g;(aç,p,q) = 0. A projeção ll(C') em a' é dito contorno aparente de S.

Para estudar o comportamento local de S na vizinhança de um ponto a de O' usare-

mos um sistema de coordenadas que é compatível em .F?3 e em .P?2. Mais precisamente,

diremos que um sistema de coordenadas locais (z, y, w) de #Z3 centrado em a é adaptado

a 111 se m e y dependem somente das duas primeiras coordenadas e portanto tem a forma

u'(P, q) = w o ]'l, y(p,q) = y o 11; então w e y são também coordenadas locais de B2

centradas em TI(a) e H será expresso em coordenadas locais por (z, y, to) -> (g/,w) e C'
será determinada por av = 0.
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dobra cúspid9

Figura 2.8: dobra e cúspide

Dizemos que um ponto a C S é um ponto de dobra se podemos encontrar um sistema

adaptado de coordenadas locais em a com

P(«,P,q)

Na vizinhança de ta] ponto e nestas coordenadas S é o gráfico da função

(z, P) -+ q = z',

a. linha do horizonte C' é a curva {q = 0, 3 = 0} em $ e o contorno aparente no plano
(p, q) é a curva {q = 0}. Veja a Figura 2.8.

Dizemos que um ponto a C S é um ponto de czíspÍde (para a projeção 11) se podemos
encontrar um sistema adaptado de coordenadas locais tal que

P(«, P, q)

Na vizinhança de ta] ponto e nestas coordenadas S é o gráfico da função

(z, P) ---> q = ;«; PZ,

a linha do horizonte C' é a curva {p :: 3a;2, q = --2z3} em S e todos os pontos de C' com

exceção de a são pontos de dobra. O contorno aparente de S são os pontos (p, q) c .P?'

tais que(:)à+({){ = 0. Veja a Figura 2.8.
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Figura 2.9: cúspide ordinária

Sejam L um subconjunto do X?2 e a C Z. Dizemos que Z, exibe uma ctíspÍde
ord nár a em a se existe um sistema de coordenadas locais (z, y) em m', centradas em

a, tal que Z, é definido na vizinhança de a pela equação 2 = y3. Veja a Figura 2.9.
Introduziremos agora uma topologia para o espaço de funções reais de classe CA

Denotaremos por C'Ê(/, J) o espaço de todas as funções de classe C'k de / em J, onde

/ e J são intervalos da reta. Uma sequência de elementos ./} de O'Ê(/,J) é dita ser
convergente para uma função ./' € C'k(/,J), se para todo 0 5; / .$ r, 0 .$ r $ /T, a

sequência /i(i) converge uniformemente para ./'(1) em /. Tendo assim definido convergência

de sequências em C'A(/, J), podemos agora falar em conjuntos fechados, abertos e densos.

Denominamos de topo/agia a', a topologia determinada por esta definição.

A seguir enunciaremos sem prova o "Teorema de Safa", o qual será fundamental

para a demonstração dos próximos resultados e cuja demonstração pode ser encontrada

em IMDj ou em IEL21.

Teorema 2.4.1. (Teorema de Sard) S©a / : / ----> n uma /unção de c/asse C'' no

interna,to ! C. IR. E seja S = \ i\f' Ç=)- Q\. Entiio fÇS) tem m,edil,a, n'üla. em R.

Definição 2.4.1. 1)enotemos por Z.)i./'/h(/, H), / C #? nÍerua/o e A ? 1, o s óconJ nZa

de Ct Ç[. ]R] das funções f de ] em IR de classe CK , ta] qze j' Ç=) :# Q para todo = C !

Note que Z,)i/./X(/, n) é aberto em a*(/, R)
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Proposição 2.4.1. Dado ./ C C'k(/, #?), / C m {nterua/o e k ? 3, soam

/a(') )+;«',

'l/. c /; .4'(«)

O conju,nto dos a ç: IR, tais q'ue f. Ç=] para algum = C Aj. tem medida, nula. em IR

Demonstração. Temos que

e

f=(«) («)-F . e .f='(«) f"'ç«)

Pelo Teorema de Sard temos que o conjunto dos o C a, tais que /"(aç) = --o com

./'"'(z) - 0 tem medida nula em a. Logo o conjunto dos o € n, tais que ./='(z) = 0
para algum # C ,4.r. tem medida nula em #?. []

Teorema 'Z.4.2. O conjunto das junções f C DijfK ti,]nà, ] c ]R intervalo compacto
e A 2. 45, tuas g e

/

/"'(«) # o,

pata todo = ç: AÍ, onde

,4/ .r; ./:"(«)

2. se a, e b são os entremos de 1, então

./'"(«) # o . /"(ó) # o;

3. e Q Transformada de Legendre LI.]) do grá$co l de f, é u,mcl curda tendo como

sina'claridades um, núm,ero anito de cúspides ordinárias, suas alto-interseções, as

quais são transversais, ocorrem apenas em su,as pa,nes su,aves, LÇI) se cruza no

má:cimo u,ma única, uez em, ca,da, ponto e não existe interseções nos entremos de

z.('y)

é aberto e denso em DifjK Ç],]R] na tipologia. C' , r Z'à
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Demonstração. Mostraremos primeiro que o conjunto das funções / C Di//k(/, n) que

satisfazem os itens l e 2 do teorema, é aberto e denso em Z)i./'/k(/, #Z). Basta mostra
que tal conjunto é denso, pois o fato de ser aberto é evidente.

Seja / C DÍ//A(/, #?) tal que ./' não satisfaz os itens l e 2 do teorema, pela Propo-

sição (2.4.1), podemos tomar o' C n suficientemente pequeno tal clue /a(g) = /(Z) +C,#-
é arbitrariamente próxima de / e /a satisfaz os itens l e 2. Portanto, o conjunto das

funções / C Dà./'.fk(/, n) que satisfazem os itens l e 2 é denso em Dã//k(/,B) na
topologia O'', r 2 3.

Dado / C D{/./k(/, #?), pela primeira parte da demonstração, podemos supor que

/ satisfaz os itens l c 2 do teorema. Considere a função p : / x ,P?2 --} #? definida por

P(«,P, q) + P« - q

Como Vp(z,p, q) # 0 para todo (z,p, q) C / x n', temos que

P(«,P,q)

determina uma superfície S em .F?3. Soam C' = {g = g,:; = 0}, a linha do horizonte de

S e J.) = {ç, = p, = g,, = 0}.

Mostraremos que os pontos de C' \ D são pontos de dobra. Seja a. = (zo,po, qo) C
a \ O, temos q«e g(«o) («o) # 0, Isto é

.f(:«o) qo, .f'(«0) e /"(«o) :/ 0

Pelo teorem' (4.3.2) ç' pode s« escrita na forma g(z,p, q) = X(z,P, çy -- Q(p, q) na
vizinhança de ao, onde X é uma função de classe C'k'3 e Q é uma função de classe

C'k-:, com X('zo) - Q(po, qo) = 0 e Xl;(ao) # 0. Segue também do teorema (4.3.2) que

dQ(Po, qo) = (P;(«o),9;(ao)) = (:«o, --l), isto é, dQ(ao) # 0. Port-to podemos escolher

uma função P de classe C'k'i, tal que

4(p.,ç.) q(p.,ç.) l ,.
01,(Po,qo) Q;(Po,qo)

logo (P,Q) em a' é um sistema de coordenadas locais cerltradas em (po,qo). Assim

; apli''ção(:',p,q) ->(X(z,p,q), P(p,ç),Q(p,ç)) determin. um sistem;(X, P,Q) de
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coordenadas locais adaptado centrado em ao, pois

0 q(P.,qo) «(P.,q.)
0 QI,(Po,qo) C2;(Po,qo)

X;(«o,Po,qo) X;(«o,Po,qo) X6(«o,Po,qo)

e neste sistema p = X2 -- C?. Portanto ao é um ponto de dobra.

Provaremos que os pontos do conjunto Z), são pontos de cúspide. Seja a.

(:«o,po, qo) C D, temos q«. p(«o) = p;(ao) = p=,(«o) = 0, isto é

/(«o) «o - qo, ./''(«o) («o)

Por hipótese ./'"'(;«o) # 0, logo

:# o

P=;,(«o) # 0.

E como p;:;(ao) = 1, isto é, p;:;(ao) :# 0, segue pelo teorema (4.3.2) que y pode ser

es"it' na forma ç'(z,p, q) = X(z,p, q)' -- P(P, q)X(«,P, q) -- Q(P, q) «; vizi«h-ç. de
ao, onde X é uma função de classe C'''2, P e Q são funções de classe C'', onde s é o

maior inteiro pertencente a ]O, A-9] (neste momento usamos a hipótese k ? 45), com
X('o) = P(po, qo) = Q(po,qo) = 0 e .U(«o) # 0. Note que

p;(«.)ph(«.) - p;(«.)plÍ,('.)

ou sda, 'p;(ao)ph(ao) g;(ao)plÍ,(ao) :# 0. Derivando os dois lados da igualdade

p- x: - px Q,

afim de obter expressões para as derivadas parciais pl,, pZ.;, ç':, plÍ, e usando o fato de
que X(ao) = P(po, qo) = 0, segue que

PI,(«o)Ç:'h(«o) -V';(«o)V'lÍ,(«o))Q.(Po, qo)-.X,(«o)- Pp(Po, qo)Q,(Po, qo)X,(«o) # 0.

Portanto, como X.;(ao) # 0, segue que

Pp(«o)Q,(Po, qo) - Pç(Po, qo)Q,(Po, qo) :# 0.

Logo, como no caso da dobra, (X, P, Q) é um sistema de coordenadas locais adaptado

centrado em ao, tal que neste sistema g = X3 -- PX - Q. Portanto ao é um ponto de
cúsplde.
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Note que Z,(7) é o contorno aparente da superfície .g e os pontos de .4.r estão
associados a pontos de cúspides ordinárias de L('y). Pela Observação (2.2.1), temos que
L('y) pode ser parametrizada por

z. ( 'y )(« ) (/'(,) , /'(,)« ./'(«)), « c /

Assim as únicas singularidades de L('y) correspondem aos valores dos parâmetros z C /,

tais que ./'"(aç) = 0, isto é, correspondem aos pontos de Á/. Logo É(,y) tem como

singularidades apenas cúspides ordinárias. Agora o número de elementos de .4.r é finito,

pois em tais pontos /"'(z) # 0, o que implica que os pontos de .4 são isolados, e / é
limitado.

Sejam zl, zz C /, com zi 7é z2, tais que

/'(«:) - ./'(«,),/'(«:)«- -.f(«:)(«,)«, -/(«,) e/"(,:):#0,/"(«,) #O.

No ponto correspondente a estes valores do parâmetro, L('y) se cruza transversalmente
De fato, temos que

Z.(7y(*:) ./'"(,-),.f"(z:)«:) e Z.(7y(«,) («,),.f"(«,)«,),

logo estes vetores dão são paralelos, pois

<(J'"(«-), ./'"(«-)«:),(-.f"(«,)«2,/"(«,))>)/"(«,)(«: - «,):# o,

onde (--./"(z,):«,, ./'"(«,)) é o -tor ortogo-l . (./"(«,), /"(:«,)«,)

Suponhamos agora que exista zi, z2, z3 C /, dois a dois distintos, tais que

/'(«-) -/'(«,) -/'(«;), /'(«:)«- /(«-) - /'(«,)«, /(«,) -/'(«;)«. /(«;)

/"(«:) # o, /"(«,) :/ o, ./'"(«;) # o.

Portanto no ponto correspondente, L('y) apresenta uma interseção tripla (veja a Fi-

gura 2.10). Vamos agora perturbam a função .r de forma que esta interseção torne-se

dupla. Para isto tomemos um dos valores do parâmetro correspondente a tal fenómeno,

digamos z3. Seja

b(g) «) + pp(«),

e
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PX -- q

L(7)
al Z2 #3

7

Figura 2.10: Transformada de Legendre L('y)

onde p é uma função de classe C'- que se anula fora do intervalo compacto [z3 -- co, z3 +

c.l C / e tal que p(z) = 1 para # C laço ci,sç3 + cil, com 0 < cl < co e p suficientemente

pequenos. Como /z(aç3) = 1 e /z'(z3) = 0, temos que

#(«;) - /'(«.), #(',)«; b(«-) - /'(«-)«- .r(«-) - P

./:' («; )

Assim, s' 7, d-ota o gráfic' d' ./b, temos q«e Z;('7,)(#-) = L('y,)(z,) e L(7,)(z-) #
L('y,)(z3), ou seja o ponto de Z;(7,) correspondente aos parâmetros z:, z2 é um ponto

de interseção dupla. Agora, para p suficientemente pequeno /p € Z){//k(/,/), /p é
arbitrariamente proxima de ./ e coincide com ./' fora de um vizinhança suficientemente

pequena de z3. Como o número de inflexões de / é finito, isto é, o número de elementos

do conjunto Á.f é finito, temos que L('y) possui um número finito de interseções triplas.

Desta forma, repetindo o raciocínio, depois de um número finito de etapas, podemos

aproximar ./ por uma função ./ tal que a Transformada de Legcndre do gráfico de ./'

não apresenta interseções transversais triplas. Procedemos de forma análoga no caso de

interseções quadruplas, quintuplas, etc.

O traço de Z'('y) ainda pode apresentar fenómenos indesejáveis. Mais precisamente,
pode orcorrer os seguintes fenómenos:

e

e um ponto de interseção pode ser também um ponto de cúspide ordinárias
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PZ -- q

61

L('y)
ZI #2

7

Figura 2.11: Transformada de Legendre Z,('y)

um ponto de interseção pode ser ao mesmo tempo um ponto
ordinárias distintas;

' um ponto de interseção pode ser também um ponto do extremo de L(,y)

No primeiro caso existem z1, =2 C /, sçi :# z2, tais que

./''(«-)/'(«-)«- - ./'(«:))z, -/(«,),/"(z-) # 0,/"(,,)

de duas cúspides

-0

- 0

e

./'"'(=,) # o

Veja Figura 2.11.

No segundo caso existem zi, z2 C /, zi # aç2, tais que

/'(«-) -/'(«,), /'(«-)«: /(«:) -/'(«,)«, /(,,), /"(«:) - /"(«,)

e

./'"'(«-) # o, ./'"'(#,) # o.

Veja Figura 2.12.

No terceiro caso exibe zi C / tal que

/'(«-) - /'(«),/'(«-),: /(«-) - /'(«)«-/(«)
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P= -- q

ZI Z2

7

Figura 2.12: Transformada de Legendre Z('y)

PX -- q

z.('y)

P= q

Z(7)

Figura 2.13: Transformada de Legendre É('y)

ou

./''(«:) ::: ./''(ó), .f'(«-)«- -/(«-) - ./'(ó).

Veja Figura 2.13.

Procedendo como no caso das interseções triplas, podemos aproximar / por uma

função ./' C Di.f/k(/,#?), tal que a Transformada de Legendre do gráfico de / não

apresenta tais fenómenos. Os demais fenómenos podem ser reduzidos aos três casos
acima.

Concluímos então que o conjunto das funções ./' C Di/./'k(/, a), tais que /"'(z) # 0
para todo z C ,'l/, onde

,'l.r /; .f"(#)
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./'"(a) # 0 e /"(b) :# 0, onde a e b são os extremos de / e a Transformada de Legendre

L('y) do gráfico ' de /, é uma curva tendo como singularidades um número finito de

cúspides ordinárias, suas auto-interseções, as quais são transversais, ocorrem apenas em

suas partes suaves, Z('y) se cruza no máximo uma única vez em cada ponto e não existe

interseções nos extremos de L(7), é denso em Z)í//*(/,n) na topologia C'', 7' ? 3.

Agora, pelas propriedades que caracterizam as cúspides ordinárias e pelo fato das auto-

inteiseções serem transversais, é evidente que tal conjunto também é aberto. Isto conclui

a demonstração do teorema. []

2.5 Construção da Superfície Er

Nesta seção nos demonstraremos as afirmações(2) e(3) do Teorema(2.2.2), completando

a demonstração. Para isto usaremos a teoria desenvolvida na seção anterior.

Observação 2.5.1. Temos q e a franél/armada de Legendre gerara/ fada é o corzlorno

üpa"'"te da superfíci,e -pÇ=. p. qb = ü d. sistem« (2.21).

Lembremos que a parametrização ® : (á, c, À) --> (á, p, q) transforma a equação que

determina os ciclos limites na equação equivalente (2.20), isto é,

Â(«) P, - q - f(«, â, P, q)

E pela observação (2.2.2), f(]ç, á,p, q) do J ---+ 0.

Portanto usando a notação da seção anterior, estamos interessados no caso em que
p é dada por

PÕ(,,P,q)(«)+P« - q- f;(«,á,P,q)

Deíiotando por 'r o gráfico de /o, note que para cada á fixo temos uma transformada de

Legendre generalizada, que denotaremos por Lâ('y), correspondendo à projeção da curva

dada pelo sistema(2.21) no plano(p, q), com p = 98.

Note que Z,o('y) é a transformada de Legendre do gráfico ' da função /o de acordo

com a definição (2.2.1).
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Proposição 2.5.1. Pczra /o C Z)i/./k(] l,l],a), Ã; ? 45, genérica, isto cí, para /o

p'rte""c'«te ao conju,«to .,t,Crio e denso cle$nido Feto Teo«ma (2.4.2), « tr.,«.sjormüd.,

d,e Legendre venera,ligada. L8Q]) da csrua 'y -- gra.fÇfoà é difeomorfa, a Lota), pa,ra todo

õ su$ci,entemente pequeno.

Para demonstrar a proposição acima utilizaremos os dois lemas a seguir.

Lema 2.5.1. Pa« ./b g.néric" pe,decente a Z)í/./:'(j--l, 11, a), k ? 45, o c.«/unto zá(,y)
á 'um,a curda, tendo com,o singularidades m número anito de clíspides ordinárias, smas
auto-i,nterseções, as q'vais são tra,nsuersais, ocorrem apenas em, suas partes sua,ues e

LõQt) se cru,zü no máximo UITICL Única uez em cada, ponto, para todo õ su$cientemente

peq'feno. Além disso, os pontos de auto-interseção dct curda. Lõtt''l e os pontos de cúspides

ordinárias são injetiuamente correspondentes as respectivas couto-interseções e cúspides
.,di«á,{« d. Lo(7).

Z)emonstração. Pelo Teorema (2.4.2), para /o geílérica, segue que L.(,y), isto é, o con
torno aparente da superfície determinada pela equação

Po(«, P, q) = -./b(#) + P« q- o,

para (#,p,q) C j--l, ll x Z), onde Z) C R&,,ç) é o compacto obtido na demonstração do
corolário (2.2.2), é uma curva tendo como singularidades um número finito de cúspides
ordinárias, suas auto-interseções, as quais são transversais, ocorrem apenas em suas

partes suaves e Z('y) se cruza no máximo uma única vez em cada ponto.

Mostraremos agora que 'r está em posição geral com respeito a família

Fó (z , y, P, q) f(«,á,P,q),

isto é, devemos mostrar que

9; (« , P, q) ./b(«) + p« - q - f(«, á, p, q)

satisfaz as condições (2.22), (2.23) e (2.24).

Pela observação (2.2.2) e pelo lema (2.2.2) a função f e suas derivadas parciais,
de ordem menor ou igual a A, nas variáveis (aç,p,q) C j--l, ll x D são uniformemente
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limitadas e tendem a zero quando á -} 0. Em particular (pâ -.> go uniformemente em

j--l, ll x Z) da mesma forma que as derivadas parciais de ordem menor ou igual a k de

pó convergem para as derivadas parciais de po. Portanto, como

zXo = det
.9o .9oP q

(9o);l, (9o
//
zq

Temos que

(p.)l, (p.);
(p.)=, (PJ);l,

se á é suficientemente pequeno Portanto, segue que a curva Lá(' ) é parametrizada como

Z\á = det «+,; -l+fl
l +f=, f:,

(á) :# 0, (2.25)

P PÕ(«), q = qâ(«),

P.(«) + 0(á), q;(«) + 0(8),

onde as funções po(z), qo(z) são uma parametrização da tranformada de Legendre Lo('y)
rlp 'v

.I'Note que

(2.26)

(P;):,,(«, P, q) + F=,(«, ã, P, q)

E como /o pertence ao conjunto definido pelo Teorema (2.4.2), segue que TIOS pontos

(z,p,q) tais que go = (ç'o)l, = (po)=, = 0, temos (go);l;, # 0. Isto implica que a

equação

./;' (« )

tem somente raízes simples, logo a equação perturbada

.4'(,) + f=,(«, á, p, q) - o (2.27)

tem somente raízes simples as (duais são o(J)-próximas das raízes de .Ü'(z) = 0. Assim

põ satisfaz as condições (2.22), (2.23) e (2.24).

Pelo Lema (2.2.2) e pelas expressões (2.26), temos que para delta suficientemente

pequeno z,á("y) está suficientemente próxima cle Zo('y). E como as interseções transversais

não se destroem por pequenas perturbações, segue que cada ponto (Pâ,®) C Lõ(,y)
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de auto-interseção, é transversal e é o(á)-próximo do ponto (Po, Ü)) de auto-interseção

transversal de Zo('y). Além disso, como os pontos de auto-interseção de -Lo('y) são todos

duplos e ocorrem em suas partes suaves, segue que os pontos de Z,õ('y) também são
apenas duplos e ocorrem em suas partes suaves.

Pela demonstração do Teorema(2.4.2) e por(2.27) e(2.25) temos que as singularida-

des de Lá('y) são cúspides ordinárias, as quais são o((i)-próximas das cúspides ordinárias

de Z,o('y), ou seja, para todo á suficientemente pe(lueno, Zõ(,y) é uma curva tendo como
singularidades um número finito de cúspides ordinárias, as quais são injetivamente cor-

respondentes as cúspides ordinárias de É8('y). Isto conclui a demonstração do ]ema. []

Lema 2.5.2. ds partes da c rz;a z,á(7) na uáz nÀança das a to-interseções e na uizi-
nhünça, dos pontos de cúspides podem ser transjorm,aços nas corresl)tendentes partes de

Lota) por l m difeomor$sm,o que é OÇÕ)-pró=im,o dct identidade.

Demonstração. O fato de que as cúspides de Z)J(7) e Z)o(7) são localmente difeomorfas,

segue da forma normal obtida no teorema (4.3.2) do capítulo 4. O restante da aârmação
do lema é evidente. []

Demonstração da Proposição (2.5.1). O fato de que as partes suaves de Zõ('y) e
Z)o(7) são difeoJnorfas é trivial. Deste fato e dos lemas acima, segue que o difeomor-

fismo global entre estas curvas é obtido usando partiçõcs da unidade. Isto conclui a

demonstração da proposição (2.5.1). O

Corolário 2.5.1. Ezá;Z' .5o C (0,'5o) ta/ gae no do«',hio q'(y+ n {o < õ < õo}) «

s'apeTIte\ e

Z

á dijeomorja a, Zt -- QQ.8n) x Lota). O difeom,or$sm,o q que Leda, Z em, ZL preseruct

ü jolheação 8 - cona. e é C\ em 8, e suco diferença da, aplicação identidade na abra.
á = const. é da ordem de o(á)

Pelo corolário acima temos que o item (2) do teorema (2.2.2) está demonstrado

Resta, agora demonstrarmos o item (3).
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Os valores dos parâmetros para os quais # = :LI é uma raiz múltipla da equação

que determina os ciclos limites, pertencem respectivamente a fronteira de EL e a uma

das superfícies E+ e E-. Mostraremos que nestes pontos as superfícies são tangentes.

Clonsideraremos o caso # = 1, o caso z = --1 é análogo. Note que a afirmação é

equivalente a mostrar que a superfície Z é tangente a E+. Portanto basta mostrarmos que

a transformada de Legendre generalizada Lõ('y) é tangente a curva ©(E+) n {J = const.}

no ponto final de Lõ(7) correspondente a z = 1. A curva ®(E+)nlâ = const.} é descrita
pela equação

P.(l, P, q)

Portanto nos pontos desta curva temos que

'' ;l;l

portanto as partes de z)á('y) sem pontos de cúspides podem ser expressas como uma

função de«ivável da forma q = g(p). Agora se (p, q) € Zõ(7) temos que

P;(«, P, q)

Note (lue

portanto
i)'P; '. ~
-it-:- ( 1 , P, q)

g LPJ - -?í'

3f(i, p, q)
Logo as curvas gó(l, p, q) = 0 e -L8('y) têm a mesma inclinação no ponto correspondente

a z = 1. Isto significa que as curvas são tangentes e portanto as superfícies Ez, e E+
também. Isto completa a demonstração do Teorema (2.2.2).

2.6 A Fronteira da Região Nodal dos Lábios

No estudo realizado nas seções anteriores deste capítulo, os fenómenos que podem ocorrer

na fronteira da região nodal dos Lábios foram evitados. Nesta seção apresentaremos
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Figura 2.14: conexão entre as separatizes parabólicas

Figura 2.15: conexão entre as separatizes de setores parabólico e hiperbólico

alguns fenómenos que podem ocorrer na fronteira da região noda] e discutiremos um
caso particular.

Existem diversos fenómenos, que correspondem basicamente a ligações entre as

separatrizes de setores parabólico e hiperbólico das selas-nó, separatriz de setores pa-

rabólico e hiperbólico de uma sela-nó pertencente ao setor parabólico da outra sela-nó,

pontos de sela na fronteira da região nodal e combinações destes fenómenos As figuras:

Figura 2.14, Figura 2.15, Figura 2.16, Figura 2.17, Figura 2.18 e Figura 2.19, ilustram
alguns dos casos merlcionados.

Em IDIRj e IEMj podemos encontrar resuldados parciais sobre a finitude da cicli-

cidade de alguns dos conjuntos de gráficos ilustrados nas seguintes figuras: Figura 2.14,
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Figura 2.16: ponto de sela na fronteira da região nodal

Figura 2.17: separatriz de setores parabólico e hiperbólico pertencente a região nodal

Figura 2.18: separatriz de setores parabólico e hiperbólico pertencente a região nodal
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Figura 2.19: separatriz de setores parabólico e hiperbólico pertencente a região nodal

Figura 2.20: gráfico do tipo T

Figura 2.15, Figura 2.16, Figura 2.17, Figura 2.18 e Figura 2.19. Entretanto, na maioria

dos fenómenos mencionados, o problema de se determinar a ciclicidade exala em cada

caso, bem como descrever os seus respectivos diagramas de bifurcação, encontra-se em

aberto (ver IKSI).

Discutiremos agora a ciclicidade de um gráfico constituído por duas selas-nó, uma

atratora e outra repulsora, pela conexão de separatrizes dos setores hiperbólicos destas

selas-nó e pela separatriz dos setores parabólico e hiperbólico de uma das selas-nó, a qual

pertence ao setor parabólico da outra sela-nó. Usaremos a letra grega T para denotar

este tipo de gráfico. Veja Figura 2.20. Os retratos de fase das figuras: Figura 2.17,
Figura 2.18 e Figura 2.19, apresentam gráficos do tipo T
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Figura 2.21: Lábios com um gráfico do tipo T

Seja X(z, 3/, /z), (z, y) C n' e p C n', uma família de classe Om a três parâmentr.s

de campos de vetores tal que para p - 0, X(z,0) tem um conjunto de gráficos do

tipo Lábios com um gráfico do tipo T. Denotando por oi e o2 as selas-nó de X(z,0),
pelo Teorema (2.0.1), existem coordenadas locais nas quais a família está na sua forma

normal. Obtemos assim novos parâmetros c, (í C #? nos quais a configuração destes

Lábios é representado pela Figura 2.21. Portanto usando a orientação da Figura 2.21,

na vizinhança da sela-nó oi , existem coordenadas locais lias quais a família de campos
de vetores tem a forma

{;:::: .:.',,.
Da mesma maneira, na vizinhança da sela-nó o2, existem coordenadas locais nas quais
a família de campos de vetores tem a forma

1+«(P)z 8

Denotando por Ei , I'Í, I'J' e I'; as seções transversais ao fluxo, dadas respectiva-

mente nas coordenadas normalizadas pelas equações y = 1, z = --1, z = +1 e z = --1,

na.s vizinhanças de ol e o2 (veja Figura 2.21). Podemos definir as seguintes aplicações

de transição para c > 0 e ó > 0, suficientemente pequenos
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Ai. : I'; : I'; ---} I'},

g.,õ : I'} ---> 1'Í, À.,á : E{' ---> 1';

Utilizando a forma normal podemos mostrar que

A«(,)

com C'2(J) -} 0 quando (í -} 0. Mais precisamente

a,(á) .«p(--;-.t-4).

A expressão acima foi obtida integrando a forma normal a qual tem variáveis separadas.

Procedeíldo da mesma forma, vamos determinar uma expressão para Z\lcl. Pela forma
normal, temos que

ã-";T=, «-«M, .-.M.
Dado (z, 1) em E+ temos que Aã: associa o ponto (--l,y) em I'Í, resolvendo

:\-«- j:*;p" *
segue que

'\a'(«) - -P('H("''««$+ -''-&»
Pelo teorema (2.1.1), temos que a aplicação de transição g.,â pode ser expressa na

forma

g.,8(« )

onde À = g.,õ(0). Aplicando a fórmula de Taylor em À.,á na vizinhança do zero, temos
que

À.,.(«) + o(«), P á), .' «(., á)

onde o(z) representa uma expressão polinomial em z de grau maior ou igual a 2. Note
que o / 0, para c e (í suficientemente pequenos, pois Âo,o é um difeomorflsmo de classe
C'k, A > 1, decrescerlte

)



2.6. A FRONTEIRA DA REGIÃO NODAL DOS LÁBIOS 73

Teor'ema 2.6.1. Soam X(z,y,p), Ail', A2õ, g.,õ e A.,á como acima. Supor/za gue

hl,,.(0) # -Ag,o(0).

Então o grá$co dos Lábios passando por ü, isto é, 't tem ciclicidade Brita menor OK
igual Q 2.

Z)emonstração. Considere a função

K,á : Xt

dada por

k,.(z) = A« ' A.,á(«) - g;l; . z\;:(«).

Note que k,Õ(z) = 0 é a equação que determina os ciclos limites. Pelos resultados
anteriores

K,.(«) + a0',(á)« + o(«)C,(á) - A;l.l(«) + .X.

Se z é uma raiz de multiplicidade maior do que 2 de K,Õ(z) = 0, então z satisfaz as

equações (K,J);(z) = 0 e (K,J);l,(z) = 0. Isto é, z é solução d«s respectivas equaçõ.s

«a,(ó) + ''(")c,(á) + A:i.i(')llã113' - o,

."(")c',(á) - a;l;(«) - o. (2.29)' l.z' -t" CI' ' '

Note que zX;l}(z) é um termo comum das duas equações acima. Portanto isolando zX;..l(z)

nas equações (2.28), (2.29) e depois igualando as expressões obtidas, temos que

a + o'(«) ."(«)
1 + «« («' + «)«' + 2(« + 1)« - « + 1

Substituindo z = 0 na equação (2.30), segue que

o"(0)
--ca + l

Pela hipótese do teorema, se c e á são suficientemente pequenos, a última igualdade é
falsa em uma vizinhança suficientemente pequena do 0. Logo U,õ(]ç) = 0 não tem raízes

de multiplicidade maior do que 2 em uma. vizinhança suficientemente pequena do 0, para

e e (í suficientemente pequenos. Isto conclui a demonstração. []

a' == --

(2.28)

(2.30)
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Observação 2.6.1. JVoZe gae na demonstração do Teorema 2.6..7, não dísc finos a
Inuariânci,ü da, hipótese, pois a cicticidade é invariante caiu respeito Q escolha düs coor-
dena,das normctli,za.dus.

Este resultado não se encontra na literatura e foi desenvolvido durante o projeto de
mestrado.



Capítulo 3
't

F'orma Normal para Famílias de

Campos de Vetores na Vizinhança
de uma Sela-nó

Neste capítulo discutiremos a forma normal para famílias de campos de vetores na
vizinhança de uma sela-nó.

3.1 Método homotópico

Sejam u e to dois campos de vetores de classe C'k e éÍ,, ÓÍ., seus correspondentes fluxos

Considere a família de campos de vetores definida por

aé"

Definição 3.1.1. O com dador lu,tol dos campos de ueíores u e á de#nido por

[«, «] - á«. i.:. (3.1)

Observação 3.1.1. Na demonstração do teorema abaixo usaremos um resultado muito

conhecido da Teoria das Equações Diferenciais Ordinárias (veja ISll), o qual diz o se-

guinte: 'Sejam Ai, Z\2 saócorÜuntos aóerfos do #?", XI : z\i --> #?", X2 : ,&2 '''+ #?"

75
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ca,mãos de uetotes de classe C' e h : 6.\ ---} ha um difeomor$smo de classe C'. Então

h é uma C'-conjugação entre X\ e XZ se e somente se

0A(P)X: (P) (A(P)), VP € zXi." (3.2)

Teorema 3.1.1. O ./Zuzo de dois campos de ueZores u e m comufam, isto é,

€ . ÓL - $= . €

se, e somente se,

1«, «,1 = o

Z)emonsZração. Suponha que os fluxos comutem, isto é,

@:(ó;(«)) - é=(@:(«))

Como os fluxos ÓÍ,, é; são difeomorfismos de classe C'k, segue da igualdade acima que

para { Sxo @Í, é uma C'A-conjugação entre o campo w consigo mesmo. Portanto pela
obse--ção (3.1.1)

eli:d «(')-"(ó:(")),
isto implica que

aó"

Portanto a família de campos de vetores wl é constante igual ao campo w, logo

1«, «,1 = o

Reciprocamente, suponha que

lu, «.1 = 0

Mostraremos que isto implica que a família de campos de velares wt é constante igual

ao campo to, então pela observação (3.1.1) segue que o fluxo @Í, é uma C'A-conjugação

entre o campo to consigo mesmo e portanto comuta com o fluxo deste campo, isto é,

. ' += - ÓL . <@
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Pala provar que a família de campos de vetores tot é constante, note que wo
devemos mostrar que

77

Usando a propriedade de grupo dos fluxos, temos que

á l(© . «) . @;'l í,-.

á l(w . «) . @;''-"l l«-.

á l(â (@; . ót) . «,) . ó;" . ó;'l í«-.

á l(g . ó:W «) .@;" . ó;-'l l«:

á l(w (w . «) . @;") . @;'l í«-.

á l(g . ««) . ó;'l i«:.

n

À l(w . ««) . @;'l l«:.-

-"««-."-' l(w ««) .@;' .@;'l

- "«.-.«-' l(w «« w «) .*;'l

= hm«-,o l-n (""F")j ' ó;' =

IW . (hm«-. "f")l ' é;' -

lw . [«, «]l . ó;' : o.

Isto prova o teorema
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Utilizando o teorema acima podemos obter uma condição suficiente para que dois

campos de vetores sejam O'k-equivalentes. Soam u e m campos de vetores de classe Ck

definidos em um aberto n C #?". Considere o campo de vetores de classe C'k em n x ,#Ê
dehmdo por

}''(« , .) (3.3)

onde u. = u + sR com R = to -- u. Note que o. = u e ul = to.

Lema 3.1.1. Seja V como acima. SwponAa qwe ezÍste wm campo de t;Czares U de c/asse

Clk tat qve

u(,,;) .), 1) (3.4)

lu, i'''l = o. (3.õ)

Sda Q. c Q fa/ qz e o ./7uzo de U eslda óem de$n do em Qo x {s] para lodo s C lO, ll.
Z)enojando por Qi x {l} a imagem deste ./7wao para s = 1, segue qwe os campos de t;etores

u e w são C'k-eg?lIDa/entes nos domíhÍos Qo e Qi.

e

Z)emonstração. O campo de vetores V determina o seguinte sistema de equações dife-
renci ais

Os planos s = const. são invariantes sobre esta equação. A restrição de V a s = 0 e
s = 1 corresponde aos campos u e m respectivamente.

Por hipótese temos que os fluxos de t/ e y comutam. Portanto @b conjuga o fluxo de

V Inoxlo} com o fluxo de y lo. xll}, logo u e to são C'k-equivalentes nos correspondentes

s/

O método AomoZópÍco consiste em provar a existência do campo t/ do lema (3.1.1).
Isto significa. que para V dado pela expressão (3.3), a equação (3.5) tem uma solução da

forma (3.4). A equação (3.5) é conhecida como equação pomo/ógáca.
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3.1.1 Expressões para o Comutador e para a Equação Homológica

Comecemos determinando uma expressão pata o comutador de dois campos de vetores.

"' - l.-ãf ' "J ' '#;',
aplicando a fórmula de Taylor para 'É! na variável t na vizinhança do 0,

Ó:«-«+t«(«)+o(f'), :f - /+tg=+o(tD.
Omitindo o termo O(t') nas expressões acima para facilitar a notação, temos que

.«. - ](.r+tâ+..).«,](«-t«(«)+...)

w(« t«(«) + ' ' ' ) + tg!(]!.::!;(1]J:- ---]«,(« - t«(«) + . . )+

, . Õu Õw

1«,.«1 - ã«, - i:" (3.õ)

Vamos usar a expressão (3.6) para simplificar a espressão (3.5). Denotando como

(3.3) e(3.4), }' 0), U (A,l) C n" x n,"m«. temosq«

'« «- - (9« * k - :.,:
F"endo// =(A, 0), ã =(R, 0), então a equação IK UI = 0 torna-se

l#,}''l

Esta é a forma final da equação homológica

Temos que

temos que

em

Portanto

(3.7)
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Teorema 3.2.1. (Teorema de Takens.) Sda u wm germe de c/asse C'' de m campo

tle velares em um ponto singular Q. Se:ja. A o o'gerador correspondente a parte livtear

deste campo com subespa,ços invariantes T; ,T" ,T' e antouütores distintos. Sejam A+ ,

.'l , e Á' « «st,içã« d. Á « «f« «ó"p«ç« . À''', À' . p se« «p«t«, À = (À''',À ).

Se Q T)arte rea,l do uetor X é não-ressonante, isto é,

ReÀ.f # Re<À,A> Vk C ZT, IAI ? 2

Então u é Ct'-aqui,valente a

a'/ «,(«), g' .4'''(«)y, ,' «),,

.«de « c r', y c 7", z c 7'", Á'''(o) (o)

Observação 3.2.1. /Vo Teorema de TaÁens o ua/or de A pode ser tomado aró traríamente

alto, m,üs anito, bctsta redlzit,m,os o dom,iria de definição da equivalência, entre os campos.

Observação 3.2.2. Sda u(z,c), c C nP, ama /am a de c/asse C'- a p parâmetros de
germes de campos de uetores. Se para e .Q) satisfaz as hipóteses do Teorema

àe Takens, então introduzindo a, equ,ação ci na família de eq'uctções diferenciais

«sÍci«d« « «(«,'), fem« q«. o ge,m. d. ««,po 'Z. «'.«. .ótÍd. }'' («(«,.),0) é

CIK-equivalente CLO germe

«' = «,(«,.), y' A'''(«, .)y, ,' 'l'(«,.),

7V.t. q«. y '),0) te,á ««,« ««{.d«d. c.«t«' "m «.,d.««d« («,.). Est«
ülirmação decorre do fato de qze todas a,s xnu,da,nçcts de coordena,das no Teorema, de

Takens preservam Q equa.ção cl -- q.

A demonstração do Teorema de Ta#ens pode ser encontrada em jILI.

Lembremos que uma sela-nó de multiplicidade 2 de um campo de vetores no plano

é um ponto singular com um autovalor 0 e outro não nulo. Além disso a restrição
deste campo a variedade ceíltral na vizinhança da singularidade é dada pela expressão
az' + . . . , com a :# 0.
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Teorema 3.2.2. Sda X(z,c) Óz C a' e c C .#?') wma /amÍZÍa de c/asse C'- a p
parâmetros de campos de velares no ptaTto, tüt que para e a. ori,gem q0.0) selva um,a

seta-nó de mu,ltiplicidüde 'Z. Então, distem funções de classe CK, k > 'Z, p,

cl tais qze esta família é localmente CK-aqui,Batente, pctra, ctlgum inteiro positivo
k, Q seguinte forra.ct normal

1 ./
.J ' ' i+.(')=

l v' - :Lv

Para demonstrar o teorema acima precisamos do seguinte lema

P

Lema 3.2.1. Sega

«' '), « € (n, o), . c (a',o)
un\ü jümtüia. de classe Ck de cctmpos de uetores na, Teta. Se para e -- ü f tem 'um zero

de mültiplici,dado H na origem, então existe umü Ct-equivalência,, l $ k, entre f e um

polinâmio em = com COe$CieTttes dependendo de c. O grau, deste polinâmio não ultrapassa

2p -- l e se «{(') 'ã. o' «e#.{ent« d' p'/{«ómÍo, .nfã. «í(0) = 0 p-« 0 $ { $ P -- l

Para demonstrei o lema acima precisamos de dois resultados clássicos da análise

local, o Teorema de Preparação de Weierstrass e o Teorema da Divisão, cujas demons-

trações podem ser encontradas em IL].

Teorema 3.2.3. (Teor'ema da Divisão) Sda ./(z, c) wma /unção de c/asse C7 ta/ g e
para c ' ç), j:Ç=,ü) tem am zero de m'üttiplicidade p, no zero. Então qactlqver junção g
de classe CK pode ser expressa Tla, uizinhançct da origem como

g(«,.) q(«, .) + ,(«, .),

onde r é lm polinâmi,o ern z de grau não rn,alar qve » \-, com coe$cientes dependendo
de e, isto é,

A classe de dijerenciccbilidüde destes coe$cientes ju,ntürnente com, a, classe de q tende
para. in$nito quando k --} oo.

0}
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Teorema 3.2.4. (Teorema de Preparação de Weiei'strass) Sda / como no Teo-

rema dü Divisão. Então f pode ser e:opressa, na, uizinhünça da origem, como o produto

de urrrt potinâmio em = de grau F com coe$cientes dependendo de e e uma. função ç\ sem,
zeros, isto é,

.f(",') - w(«,')o(«,'), w(«,') >:«.(')«:,

.nde «.(') = 1, Q(0,0) # 0 ' «i(0) = 0 P-« 0 5; í $ p 1. .4 ./«.e d. di/e«n.{«ó{/{d«'J'

dos coeficientes ai juntamente com Q classe de çl tende para in$rtito quando k ---.+ (»

P

02

Podemos agora demonstrar o lema (3.2.1)

Demonstração do lema 3.2.1. Aplicando o Teorema de Preparação de Weierstrass
em / e o Teorema da Divisão para g - n, temos que

./'

Provemos então que z' = / e z' = W'r são (.7i:equivalentes. Vamos aplicar o método ho-

motópico. De acordo com a notação usada na seção (3.1), os campos u, to correspondem

respectivamente aos campos Wr e /. E o campo u. corresponde ao campo definido por

/s = Wr + Sm''./'q

Note que /o = Wr e /i = /. Portanto basta resolver a equação homológica (3.7) e obter
a função desconhecida A.

Em dimensão l a equação (3.7) tem a forma

f,ü' - f';h = «»fg,

a qual é uma equação linear não homogénea. Note que A = /s é uma solução da equação

homogénea. Aplicando o método de variação das constantes para resolver a equação

acima,, temos que se /z = /sc é solução da equação não homogênea então c' = --;;-
Agora como S

,(o,o) # o, /. w, + .n'/q,
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segue que

C
, Qç

(, + ./q)'
e está bem definida. Portanto a solução A é de classe Oi

Isto prova o lema.

De posse dos resultados acima podemos agora demonstrar o Teorema (3.2.2)

D

Demonstração do teorema 3.2.2. Introduzindo a equação c' = 0 na família de
equações diferenciais associada a família dc campos de vetores X(=, c). Podemos desta

forma aplicar o Teorema (3.2.1), o qual, de acordo com a Observação (3.2.2),preserva a

equação c' = 0. Portanto segue que a família de campos de vetores, X(z, c), do Teorema
(3.2.2) é localmente C''-equivalente a família

onde .A(z, c) é uma função real. Pela definição de sela-nó, .4(0, 0) # 0. Assim, podemos

dividir o campo de vetores dado pelo sistema acima por Á em alguma vizinhança de
(0,0), obtendo

/y

«(«,.)

.'l(z,.)y,
0

$ 3/' =

Vamos desprezar a equação c' = 0.

A primeira equação do sistema acima determina um campo de vetores na rega.

Portanto aplicando o lema(3.2.1), mudando somente a coordenada z, segue que a família

de campos de vetores do Teorema (3.2.2) é localmente ak-equivalente, k $ r, a família

1 «'
l v' - :Lv

onde F' = Wn é um polinânio tal que o grau de W é igual a dois e o grau de n é menor

ou igual a um e Q(0,0) # 0, isto é

P(«, .) H''(«, ')(bo(.) + b- (.)«), bo(0) # 0,
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W(«,')(')«+«o(') e W(«,')(.)«+bo(.).

Para facilitar a notação vamos omitir os sinais 3 das expressões no sistema acima

Fazendo a mudança de coordenadas z }---> zi = z + f!!i--, obtemos

«l +ão('))(Õo(.)+b-(.)«:).

Note que óo(c) # 0 para todo c suficientemente pequeno pois bo(0) # 0 e ai(0)
Agora, fazendo zi --+ z, = bo(c)zl, obtemos a família

«; + ã(.))(i + il(.)«,)

Portanto denotando ã(c) = p e 8(c) = a(c) obtemos então a família

«' +P)(1 + «(.)z) P

A equação obtida acima ainda não está na forma normal do Teorema (3.2.2), para
obtê-la aplicaremos o metodo homotópico. Temos que

com Q(0,0) # 0 Portanto Q: = 1 está bem deânida numa vizinhança do (0,0). Pelo
Teorema da Divisão, temos que Qi pode ser expresso por

QI = Pq+r,

com o grau de r menor que o grau de Pr, em particular o grau de r é menor ou igual a um

Note que - está bem definido na vizinhança do (0, 0), pois P(0,0) = 0 e QI(0, 0) :# 0.
Mostremos que as famílias

são C'k-equivalentes. De fato,

P PQ: P(,+ Pq)

y. !Py@. !Jb
r r rQ: '



3. 2. FORMA NORMAL 85

portanto

-- P = PWqi,r

onde qt = ;:liÍ-. Podemos agora aplicar o método homotópico. De acordo com a notação
usada na seção (3.1), os campos u, w correspondem respectivamente aos campos P e

E o campo u. corresponde ao campo definido porr

,F', = P + sW'Pqi.

Note que Po = P e Pi = --. Portanto basta proceder como na demonstração do Lema

(3.2.1), resolvendo a equação homológica (3.7) e obtendo a função desconhecida A.

Agora como grau de W é igual a dois e o grau de r é menor ou igual a um, segue
que

H'' «' + «:(.)« + «o(.)
« bo(.) + b:(.)«

Como antes, fazendo a mudanças de variável z }----} zi = z+ :l- e depois zi }----> z2 ' '',
podemos assumir que ai = 0, ao = /z, bo = 1 e bi = a(c).

Isto prova o Teorema (3.2.2). 0

Observação 3.2.3. Pe/a oóseruação Í3.P. Z,), lemos que no teorema ÍS.e.e9 o oa/or de k

pode ser tomado arbitrariümevtte culto, mas anito, basta, red'unirmos o domínio de di$nição
üa, e(lwi agência, entre os campos.
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Capítulo 4

F'ormas Normais para -A-plicações

Diferenciáveis na Vizinhança de
pontos críticos

4.1 Pré-Requisitos

Lema 4.1.1. (Lema de divisibilidade) Sda / : .#?' --> #? uma/unção de c/asse C'k,

kZ \. Então e:cisne uma, fu,nção gt l ]R" --» IR de classe CK-t , tal que

./'(«:,. ..,«.) (z:,. ..,««)

'', ' «m."f' '',/(0,«,,...,««) «,,...,««)
]: Ttesse caso

;H0, «, , . . . , ««)

,.n,«,, . . . , ««) - á-giÇw, «,,. . . , ««).

Z)emonsfração. Suponhamos primeiro que / = 1. Temos que

/(":,...,««) - ./'(0,«,,...,««)+Jon' Zg(t,«,,...,««)at

.f(o, «,,. .. , ««) + «- .C #-('«:,«,,. .., ««)a'.

Portanto definimos a função g:(#l,z2,...,#«) = /o] ãã-(szi,z2, ,z«)ds, a qual é de
classe C't'i pelo "Teorema de Der fiação sopre o Sina/ de /nlegração". Agora, derivan-

87
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do a igualdade ./'(zl,...,zn) = zlgl(31,...,z.) em relação a z. e aplicando no ponto
(0, «,, . - . , ««), seg« que

g-o,«,, . .. , ««) - gá-o, «,, . . . , ,«).

Isto prova o caso / = 1.

Suponhamos agora que / :: 2. Pelo que foi visto acima, temos que

/(« 1 ) , ««) = «-g- («:, . . . , ««),

além disso gl(0,iç2,.. .,z«) = ã=-(0,z2,. . .,z«) = 0. Portanto, aplicando o resultado

obtido no caso / :: l para gi, segue que existe uma função g2 de classe (IJt'2 tal que

/(«-, , «.) = «?g,(«-, . . . , ««)

Assim derivando a igualdade acima com relação a zi duas vezes e aplicando no ponto
(0,:«,,...,««), seg«e q«e

,,p, «,, . . . , ««) - :g:o, «,, ,««)

o que conclui o caso / = 2.

Continuando, indutivamente, com este raciocínio o lema está demonstrado. n

Corolário 4.1.1. Sda /(zi, . . . ,z«) ama /unção de c/asse C'*, A ? 1. Então dada uma

função if(.=\,- ,z.,'y) de classe CK, existe umcl junção gt=\.. . . ,=.,U) de classe Ck-\,
fa/ q e

./'(«-,...,««,y) - /(«:,...,««))g(«-,...,««,y),

se, esomente se, ft=\,-..,=.,tÇ=\,... ,=,.» é, j é nzlü ao tango do grá$co de
/. .4/ém disso

g("-, ..,««,/("-,...,««)) - Z("-,. .,««,z(":,...,««)).

Z)emonsfração. Suponhamos que/(açl,. . .,z«,/(zl, . . .,#.)) = 0. Definimos

/(, 1 ) , «:«, y) = ./'(«: , , ««, y + /(«: , . . . , ««))
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Então

/(«:,...,««,o)

e p'lo lema(4.1.1), segue que/(:«i, .. . , z«,y) = y©(:«l,..., z«, y), com ã de class. OA-:
Se definirmos

g(«:,...,««,y) :,...,:««,y-/(«:, ,««)),

teremos que

./'(«-,...,««,y) /(«:,...,««))g(«-,...,««,g/),

g é claramente de classe C'A'i. Agora derivando a última iguldade acima com relação a

y e aplicando em /(=i,. . ., ]ç«), temos que

g(«-, . . . ,««,J(,:, . . ,««))

Isto conclui a demonstração.

Corolário 4.1.2. Sda /(zi, . . . ,z«) ama /unção de c/asse (7k, X; ? 2. Então dada wma

função J(.z\, . . . )=.,'y) de classe CK , e:cisne u,ma, função ht=\. . . . )z«,U) de classe CX-a ,

[a/ que

, z«, Z(zl, ,««)).

D

./'(z-,...,««,g/) -/(«-,...,««)yA(«:,...,««,V),

se, e somente se,

/(« 1 ) , ««, /(«- , . . . , ««)) , ««, /(«-, . . . , #«))

isto é, f e tÍà são nulas ao longo do grá$co de l.

Demonstração. Aplicando o corolário (4.1.1) temos que

# sao

./'(«:,...,««,y) /(«:,.. .,««))g(«-,...,««,y),

com g d' 'lesse C'*': e g("-,.--,««,Z(«:,...,z«)) = %(«:,...,««,/(«:,...,««))

Aplicando novamente o corolário (4.1.1) a função g, obtemos a função Ã de classe (7k''
satisfazendo a igualdade

./'(«-,...,««,y) -/(«:,...,z.)yA(«-,...,««,y)

isto conclui a demonstração. n
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4.2 Lema das F'unções Pares

Seja ./ : ©"+t ---.> n. Diremos que /(aç,yi, , y«) é par em z, se

/(«,y:,...,y«) --«,y-,...,y«)

para todo(n,g/l,,y.) € n"+:. Diremos que/(z,yi,... ,y.) é ímpar em z se

./'(« , g/1 ) , y«) = -./'(--«, g:, . . . , y«)

para todo (z,yl, . . . ,y.) C n"+:. É Hcil ver que toda função

decomposta de forma única como a soma de uma função par e
Isto é

./'(aç, yi , . . . , y«) pode ser

uma função ímpar em #.

./'(",y-,...,y«) y:,...,g«)+//(«,y-,. ,y"),

,y«)

com

,««) -fpÇ",y~,

fita.ut, . . . .u,.) = JÇ=,yl, . . . .Un] -- j(--=,U:,

Se ./'(«,y-,...,y«) = /'(«',y-,. . .,y«), cl«ame«te/(«,y:,
lema a seguir assegura a recíproca

e

,y«)

, g/«) é par em z. O

Lema 4.2.1. Lema das funções pares. Seja ./ : W?"+l --+ #? wma /unção de c/as-

se O'*, 6 $ k < .o. Se /(",yi,...,y«) é par em z, então e ste F'(t,yi,...,y«) de

./«.. C'' 'm ., .«d. / á . «,«{.« i«t''" p«*.«ce«1. « [0, â], f«/ q«e /(«,y-, . . . ,g/«)
r'(«',y:,...,y«).

Z)emonsZração. Temos que todas as derivadas parciais

l)i-til-t.-+-in j

ã;Ü;l?'ã;?----:ãa(«, v: , . . . , y«)

de .f, com i+.7i + . - + .j« 5; A, tais que i é ímpar são funções ímpares em # e portanto

Õi-Fi--t...A-in j

a='aul'a ? ..aul' ',":, . . ,y«) = o,



4.2. LEMA DAS FUNÇOES PARES 91

para todo i ímpar tal que i+.ji + . . . + J. $ k. Assim, o polinõmio de Taylor de ./ em

z, na vizinhança do 0, de ordem k é da forma

2
, g/«)"

onde a2{(yl, . . . .g/.) - l ãzn(0,yl,...,y.) e É;i é tal que 2k. é o maior número par
pertencente a lO,AI.

Defina então

F'(«) ««(p:,...,y.)«;,

onde k2 é tal que 2k2 é o maior número par pertencente a 10, }1. Consideremos agora a
função

ka

0t

À(«,v-,...,y«),v-,...,g/«) - F'(«',w-,...,v«).

Note que A é uma função de classe C'2k', pois os coeficientes a2{(yl, . . . , g.), j = 0, . . . , A',

são funções de no mínimo classe (.72k'. Além disso, A é par em # e se anula juntamente

com todas as suas derivadas parciais nos pontos da coima (0, gi, . . , y.), isto é,

{+ji+.''+jnA
(o,y:,

adia'y:Paul'...aUI'

com 0 $ i+JI + ... +J. $ 2&2. Se podermos mostrar que existe #(z,yi,.-.,y.) de

classe C'l em #, onde Z é o maior inteiro pertencente a 10, kl, tal que À(z,yi, . . . ,y.) =

H(z', y-,. . . , y.), teremos ./(z) = F'(z')+//(r'). Port«to p'r. c-'luar « demonstração

do lema, basta demonstrar o lema abaixo. []

y«)

Lema 4.2.2. Se A(z,yl, . . . ,y.) á uma /unção de c/asse C'k, 3 $ k < oo e ta/ que A se

u,nu,la. j' ntamente com todas as alas dóri,ua.das parciais nos pontos da forma. qO, U\ , . . . . U..),

ntt, u\, . . . , u,.') = h(v4,y- , y«) .. í ?o
se t <0

á uma /uzzção de c/asse C'i, com / água/ ao maior inteiro pertencente a 10, kl
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Demonstração. Temos que /7 é claramente contínua e diferenciável fora dos pontos

(0,g/i, . ,y«). Ptovaremos então que # é de classe O'l nos pontos (0,yl, . . . ,y«). Note

que H é de classe C'' nos pontos (0, yl, . . . ,y.) com relação as variáveis yi, . . . , y«, pois

as derivadas de primeira ordem de A em relação a estas variáveis são nulas nos pontos
(o,y,,...,y«).

Para mostrar que H é de classe O' em {,,nos pontos (0, g/l , . . . , y«), devemos mostrar

que existe e é contínua a derivada parcial :ãi(t, yi, . . . , yn), para isto aplicaremos o lema
(4.1.1) e escreveremos A(z, y1,. . . , 3/«) = :«'g2(a, yi,. .., y«), com g2 de class. C'k-' e

,,p,«,,...,««)-ig;o,«,, ««)
Assim

lim '''''{,'''''"' = lim
t-..}o+ Z t-+o+

e como o limite pela esquerda também é 0, temos que

-bj-(o,y:,-..,y«) -... ,aa n. y«:U-

existe e é igual a 0. Logo

H(t, y: tg,Ç.át , u. y«)
= g2(0, y, ,y«)

,y«)

l aÀ v4, g/: ,y«) se Z ?0
se {< 0.

Suponhamos que k ? 3, então pelo lema (4.1.1) podemos escrever :(z,g/i, . . . ,y.)
z'ã2(z,g/i,...,#«), com ã2(0,yi,...,y«) = àg>(0,yi,...,y«) = 0. Portanto

y« { «Ü, (./i, w« ,y«) se f?0
se t<0,

e claramente se vê que yÍ(t, gi, . . . , g/.) é contínua e portanto // é de class. Oi

Agora para mostrar que H é de classe C'2, devemos mostrar que 1lf(t, g/i , . . . , y.) é

de classe C'i . Note primeiro que, como as derivadas de primeira ordem de ã2 com relação

as variáveis yt,...,y. se anulam nos po"tos(0, yi,...,y«), temos que q#(z,yi,...,y«)
é de classe C'i nas variáveis yi , . . . , y.. Para mostrar que 1l#.(t, yi, . - . , y.) também é de
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classe C'i em t, consideraremos a função !açã2(z, gi , . . - , yn) e procederemos como foi feito

acima para mostrar que H era de classe C''. IN'mostremos que existe 1l;W(t, yi, . . . , y.) e é

contínua. Note que neste caso {zÕ2(aç, yl, . . . , y«) corresponde a função A(z, yi, , y«) e

tem as mesmas propriedades que A. Assim para mostrar que 1lf(t, yl, . . , y.) é de classe

C'i em t, {açÕ2(a, 3/i , . . . , y.) deve ser pelo menos de classe C3, logo devemos exigir A ? 6.
Portanto se A é de classe (/6, segue que .17 é de classe C'2

Desta maneira, indutivamente, concluímos que se A é de classe C'k, então .l/ é de

classe C'l, com / igual ao maior inteiro pertencente a [0, k]. Isto conclui a demonstração

Corolário 4.2.1. Sda .f : V?"+i --.> #? uma /unção de c/asse C'A, 7 $ k < oo. Então /

pode ser ezpressü por

./'(z,y-,..,g/«) y:,...,g«)+«FI(z',g/-,-..,y«),

com Eo de c/asse C'Z e F] de c/asse C'i'i,com Z ig a/ ao maior ánteÍro perfencenfe a 10, kl

Z)emonsZração. Expressemos ./: como a soma de uma função par e uma ímpar, isto é,

/(",y:,...,y«) y:,...,y«)+//(«,y-,...,y«).

Como /p é par, pelo lema das funções pares, existe uma função Eo de classe C'i , com /

igual ao maior inteiro pertencente a ]O, â], tal que /P(z,yl,.. ., y«) = Ro(z', g/l,...,y«).

Agora//(0,g/i,.. . ,y«) - 0, pois // éímpar. Portanto pelolema(4.1.1), //(z,yl,. . . ,y«) =

zgl(#, g/l, . . . , y,.), com gi de classe C'k''. Note que neste caso gi é claramente par. Apli

bando novamente o lema das funções pares, temos que existe uma função Fi de classe

aZ-', tal que gi (';,yl, . . . ,y«) = r'l(:«', yl, - . . , y«). Isto conclui a demonstração. n

Observação 4.2.1. Os Tesa/fados acima tem suas versões /ocaís, que são as que wtá/{za-

remos, donde J não necessita estar de$nida, e'm, todo O Rn , TnQS só em um aberto. isto
não altera üs demonstra.ções.

Proposição 4.2.1. Sda ./' : a ---} a ma /unção de c/asse C'k, k ;. 2, ía/ qwe /(0) =

f'QO) = Ü . j"ÇO) :# ü. Então e=i,ste «.m .lifeomor$s«o -p de classe CK-a de$.«ido e«

uma, vizinhança, do ç] ta,t qu,e

./' (9(«) )
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nesta uizãnÃanca

Z,).mo,''É«çã«. Como /(0) = ./''(0) = 0 e .f"(0) # 0, seg« p'lo lema (4.1.1) q- existe

uma função g2 : -+ n de classe C'*-', tal que ./(z) = zg2(3) e ga(0) = {/"(0) # 0.

Suponhamos que /"(0) > 0, definimos então @(,ç) = :«y%(#), como neste caso g,(0) > 0,

segue que P está bem definida e é uma função de classe C'k'2 em uma vizinhança do 0.

Além disso, @'(0) = y%(0) # 0, portanto pelo Teorema da Punção /nuersa, temos que

P é um difeomorâsmo de classe (,:k'2. Portanto

@(zy (z)

tomando então g = (p-l , segue que

./' (9(z) )

em uma vizinhança do 0.

No caso em que /"(0) < 0, basta definir P(z) = z -gz(z), e portanto

./'(9(«)) = -«'

em uma vizinhança do 0. n

4.3 F'amílias a p parâmetros de funções de #? em .#?

Uma família a p parâmetros de funções de #? em #? é uma função / : .P? x Z?p ---.> .P?

que a cada ã C p nos define uma função /<ã>(z) = ./(z, ã). Para ter uma interpretação
geométrica mais clara será conveniente em certas situações usar a função r' : ,l? x W?p ---}

n x m', definid« por F'(z, ã) = (/(z, ã), ã).

l.eoren\a 4.3.1. Selva, f . 1:{ x. JR ---) IR u'ma jaTn,tua. de cla,sse (lk a u,n\ para'metro de

funções. Supondo que k é sa$cientemente grande. Então

i) S' g(«.,«.) («.,«.) # 0, '«{.f' «m« /amlZ{« p(«,«) d. ./«.. C*-' '.
d,ifeomorjismos locais e uma função XÇa] de classe CK-\ tal que

./'(«,«) ÜP(z,«y + À(«)
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.«. «/g«m« «í,{«A-ç« d. («o,«o), c.m

«o, «o) # 0

À'(«d - =(«., «a.

s. #(«., «.) - g3(«.,«.) («., «.):113(«.,-.) # o, «{.t. «.« .@«.íz'"

tpÇac,a] de classe Cs-'z de difeomor$smos locais, hÇaÕ difeo'mor$smo local de cta,sse

O'' e «m« /««çã. À(") d' c/«s. C'', .«d. . á o m«{o, i«t''" p.«'.«««fe « ]O, ig]
fa/ gue

e

Ü)

/(«,«) ip(«,«)' + À(«)p(,,«) + À(«)

.m «/g«m« «{,í«À-ç« d. («o,«o), «m

g:(«.,«a # o,

e

h(«o)

Demorzstração. Comecemos demonstrando o caso (i). Defina

/: (,,«) + «o,«+ «o) /(«.,«.)

Temos que ./i(0,0) = %9-(0,0) = 0 e %:g-(0,0) # 0. Mostremos que para cada a fixo

/i(.>(sç) = /i(sç, a) tem um ponto crítico simples em alguma vizinhança do 0. Depois
faremos uma translação de modo que o ponto crítico seja 0 e que o valor da função neste
ponto também seja 0.

Aplicando o Teorema da Punção /mp/üáia em i;9-(z,a), sabemos que existe uma

f-çã' '(") d' 'l;"e C'*'' tal q- '(0) - 0 ' a/ (7("),«) - 0, isto é ./Í(.>(7(')) = 0.

Portanto ./i(.> tem um ponto crítico ern '(a). Fazendo uma translação, construímos a
função

/2(«,«)+ 1'(«),«) - ./'-('r(.), «)

Veja Figura 4. 1
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Figura 4.1: gráficos de /i e /2

/eO,")-0, %:O,«)-0 . ;#O,«)#O,
então pelo lema (4.1.1) existe uma função g,(z, a) de classe O'k'; ta] que

Temos que

/2(Z, «) (#, «)

Além disso,

,,o,o - ;g#o,o :# o.

Suponhamos que a2/a(0,0) > 0, isto é, g,(0,0) > 0. Definindo @(z,a) = zvi;l.;l'-Q,
segue que @ está bem definida e é uma função de classe C'A'a em uma vizinhança do 0.

Além disso, g:l(0, a) = y/g (0,a) # 0, portanto pelo Teorema da Função /noersa, temos

que P<.>(z) é um difeomorfismo de classe C'A-', ou seja, @(iç, a) é uma família de class.

C'k-3 de difeomorfismos em uma vizinhança de (0, 0).
Agora

p(«,«y («,«)

isto implica que

./'(" + '(') + «o, « + «o) + ./'(7(«) + «o, « + «o).

Fazendo a mudança de coordenadas (aç,a) ---> (r -- '(a ao) zo,a -- ao), segue que

./'(«, «) «o) - «o, « - «oy + ./'('y(« - «o) + «o, «).
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Toma«do p(«,«) -«o)-«o,« «o) eÀ(«) («-«o)+«o,«), seg-

que p(z, a) é uma. família de classe C'k'; de difeomorfismos e À é uma função de classe
/ak-l

Note que

Z(«,d-g!(« r(« «a-«.,«-.a,
portanto

g:n,o - go,o :# o.

Agora

À'(") - gÍ('r(« - ".) + "., ")''r'(« - ".) + gÍ('r(« - ".) + "., «),

logo

À'(«a - g(«., «dv'w + g(,., .o - gÍ(«., «a.
O caso em que g>.(0,0) < 0, basta definir @(z,a) = a«-:ã (]ç a) e proceder de

forma análoga ao que foi feito acima. Assim,

./'(,,«) -p(,,«y + À(«),

com g e À satisfezendo as hipóteses do teorema

Vamos demonstrar agora o caso (ii). Dividiremos a demonstração em três passos,

no passo (a) construiremos uma função /2 a partir da ./l, onde ./i é definida como no

caso anterior, com a propriedade de que seus pontos críticos sejam os mesmos da fuílção

w(«,«) - ;«; + -

No passo (b) construiremos uma função /4, a partir de uma função /3 obtida através de

ylz, com a propriedade de conservar os pontos críticos de /2 e de ter os mesmos valores

críticos de w(z, a). Por último no passo(c) utilizaremos /a para concluir a demonstração
através de uma mudança de coordenadas.

Começamos primeiro finalizando como são os pontos e valores críticos de m(z, a) =

llz; + az. Os pontos críticos de to ' são dados por am(]ç,a) = z' + a = 0, isto é, são OS
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Figura 4.2: pontos críticos de w

y

a

Figura 4.3: imagem dos pontos críticos de m por í2

pontos da forma (aç, --z'). Veja Figura 4.2.

Os valores críticos de w são dados por m(]ç, z') = :?z;. Para ver como variam os
valores críticos ao variar o parâmetro a, é conveniente observar os valores críticos de

Q(Z,a) -(«'(z,a),a) que são Q(z,;«') =(--êz;, --z'). Veja Figura 4.3.

Para ter uma idéia geométrica melhor basta olhar o gráfico de m(z, a). Veja Figu-
ra 4.4

' Sempre que falarmos em pontos crít.ecos de uma família .f(a, a), est.aremos nos referindo aos pont.os

críticos de cada função /{.), isto é, (z, a) tal que .(.>(';) = 0, ou melhor g(z, a) = 0.
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J- Ie)UILU I'T. EIICbIIv\-I \I\; U/

/ (,, «) « + «o) - /(«o, «o),

segue da hipótese que

/-o,o - 32-o,o - gl-o,o- o . gl-o,oglâo,Q:po.
Portanto como ;g-(0, 0) = 0 e ã;ã;(0, 0) # 0, segue do Teo««.a da Punçã. /«.P
exige' uma função '(z) de classe O'*-', tal que y(0) = 0 e

:9-(«, l(«» - o.

Derivando a igualdade acima vemos que

;l#(«, 'r(«» + :lá(«, ''r(«»1'(«) - o.

C.m. $).(0, 0) g;á(0, 0) :/ 0, «g«. q-

'y'(o)

Derivando novamente

Çl-(", (")) +2 g;L(', "r("))v'(")+ ::i(", r("))('r'("))'+ glâ(", 'r(«))y"(«)

e p"t-t' "mo -ãa-(0, 0) # 0, g;â(0,0) # 0 e 7'(0) = 0, t

'y"(o) # o

passo a) Defina

/cita que

emos que
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Z

'y(((,

a

#

-y(«)

a

Figura 4.5: gráficos de 'y e 'r o (

Portanto pela Proposição (4.2.1) existe um difeomorfismo de classe C'k'' ((z) tal que
7(((#)) = :Lz', com ((0) = 0 e {'(0) # 0. Veja Figura 4.5

Definimos erltão

/2(«, «) :«),:T:.).

Note que /2 é uma função de classe (17k'3. Temos que

Ê9(«, «') - 32-(((«),:t«'){'(«) ((«),1({(«)))r(«)

portanto os pontos da forma (z, a') são os pontos críticos de /2.

Observe que g;á(#, a) = :tg;â(((z), :r«)('(z), port«to

a'/2
á;Ü(o, o) # o

pass' b) Queremos que coincida a imagem por F2(z,a) = (/2(z,a),a) dos pontos

críticos de /2 com a imagem dos pontos críticos de t«(z,a) por n(w(z,a),a). Veja
Figura 4.6.

A demonstração consiste em construir a partir de /2 uma função /3 tal que a curva

F3(#, --s'') - (Â(z, --z'), --:«') seja simétrica com respeito ao eixo a. Veja Figura 4.7

Mediante uma mudança na. coordenada a a partir de /3, podemos ajustar a curv:

F3(#, --#') a imagem de Q(z, --z'). Veja Figura 4.8
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Figura imagens das curvas F2(z, --:«') e n(3, --:«')

Figura imagens das cur«s F2(z, --«') e F3(z, --z')

Figura imagens das cur«s F3(z, --#') e Q(#, --z')
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Figura 4.9: imagem da curva ' se alterarmos a coordenada a

Entretanto mudando somente a coordenada a não podemos garantir que a curva 'r
dos pontos críticos sqa preservada. Veja Figura 4.9.

Assim devemos mudar também a coordenada z de forma a não alterar 7. Portanto

concluído estas duas últimas etapas teremos obtido /4.
sd

Â(«) - Ê(«, «'),

aplicando o Corolário do Lema das Funções Pares (4.2.1), podemos decompor /2(z) como

/2(:«) (,') + ;«À, (,'),

com Ào de classe C'l e Ài de C'i'i, / < A -- 3, onde de acordo com a demonstração do
Lema das Funções Pares, / é o maior inteiro pertencente a 10, k-sl, pois /2 é de classe

Definimos agora

/3(:«,«) «) - ÀO(-«),

a qual é uma,função de classe (71. Note que os pontos críticos de /3 coincidem com os

de /2, pois l:!(#, a) - Õ/2 (z, a) e portanto

Z(«, -«0 - !!(«, -«0 - o.

Agora /3(z) = /3(z, --z') é uma função ímpar, já que

./b(«) - /3(«, -«') - /2(«,-«') - Ào(«')(«')+ «.X-(«') - Ào(«')
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e o último termo é evidentemente ímpar. Isto significa que a imagem dos pontos críticos
por .Pl3, Isto é

&(«, -:«') -«'),-«') («), -«')

é simétrica com respeito ao eixo a. Além disso,

1. /3(0) = 0;

2

3

.&(0) = 0, pois

.Ã(«) - $?(., -«D+ %9(«, -«0(-2«) - :9(«, -«D(
.ã'(o) = 0, pois /3 é ímpar e

.E'(«) - glÉ(« -«D(-2«) + glÊ;(«, -.D(-2«)' + %:(«,

23);

«')(-2)

4. segue da observação no final do passo (a) que

.ã"m - o - -4:lláo, Q # o.

Agora, pelo Lema (4.1.1) 1, 2, 3 e 4 são as condições para dividir /3 por z3, isto é,

./b(«) ;g.(«),

com g3 de classe Crj-3 e

g;(o) - IÍ.K'(o) # o

Definindo

«ç«' - " q' 4w,
podemos expressar /3 como

.Ã(") - «;g,(") - -ÍP(«);

Note que p é uma função ímpar e como p'(0) # 0, segue que p é um difeomorfismo de
classe C'l'S em alguma vizinhança do 0.

Buscamos agora construir uma função /4 a partir de /3 tal que
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a) a/4 (z, --z') = 0, isto é, que tenha os mesmos pontos críticos blue to;

b) /4(aç, --#') = -- '#', isto é, (lue tenha os mesmos valores críticos que w

Seguindo a idéia do esquema estabelecido no início deste passo, devemos encontrar

dois difeomorfismos @ e a tais que

Â(«,«) - Â(@(«), «(«))

' as condições (a) e (b) estejam satisfeitas.
lemos que

:9(", ") - $?(@("), "(«))@'(«)
e portanto

31(«, -«') - %9(@(«), «(-«'))@'(«).

Portanto para que se cumpra (a) basta que @ e o satisfaçam

,') .( ,') - @(«)'

Para que se cumpra (b), basta que @ e o cumpram (a') e que

/4(", -«') - ./b(V'(«), -V'(«y) {p(d'(«));

logo basta exigirclue

b') @(«)

Portanto, tomando @(z) = p''(z) e como p': é ímpar, pelo Corolário do Lema das
Funções Pares (4.2.1), podemos escrever

@(«) - «,(«'),

com r(0) 74 0 e r de classe C'', onde pela demonstração do Lema das Funções Pares e

pelo fato de p'l ser uma função de classe C'Z'3, s é o maior inteiro pertencente a lO, -Si--l.

Sda a(a) - ar(--«y, temos que .- é um difeomorfismo de classe a' em algu«.,

vizinhança do 0 (dependo somente da coordenada a) e cumpre (a'). Portanto os difeo-
morfismos @ e . cumpr'm(a') e(b'), logo

Â(«, «) - Â(@(*), «(«))
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cumpre (a) e (b). Note que /4 é uma função de classe C''
passo c) Seja

«(", ") - /4(«, ") -(;"' + -).(4.1)
Como /4 tem os mesmos pontos críticos e os mesmos valores críticos que to(aç,a)
l z3 + az temos que

«(«,-«D-o . Z(«,-«D-o.
Derivando a primeira destas igualdades temos que

g=(«, -«D + g=(«, -«D(-2«) - o.

Aplicando a segunda igualdade, obtemos que

continuidade também para z = 0.

Pelo Corolário (4.1.2) do Lema de Divisibilidade, como u e g: se anulam em sç2+a =

0, existe uma função s(a, a) de classe C'''', tal que

se anula para # # 0 e por

«(«,«) («' + «y.(«, «). (4.2)

Por (4.1) e (4.2), temos que

/4(", ") - :''; + «« + ("' + «y'(«, «).

Agora, buscamos uma família de difeomorfismos Ó(z, a) tal que

«,(@(«, «), «) - ;é(«, "); + «Ó(«, ") - /4(«, «)

(4.3)

(4.4)

Como queremos que os pontos e valores críticos se conservem ao aplicarmos Ó,

devemos exigir que na curva a = --z2, Ó seja igual a identidade, isto é, que Ó(z, a) -- z
seja divisível por z2 + a. Queremos então que

Ó(«,«) « «)?(,,«),

ou sqa,

é(«,«) « + («' + «)q(«, «). (4.5)
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Substituindo (4.5) em (4.4), temos que

/4(", ") - :-(" +("' + ')'7(", "))' + «('+(«' + «)'7(«, «)).

Desenvolvendo a expressão acima e igualando a (4.3), segue que

;,; + «'("' + ")'z(", ")+ "("'+ "y'z(", "y+ i-("' + ")''z(", ");+ -+ «("'+ «)'7(«, «)

(«' + «y'(«, «)

Simplificando

("' + ")''z(", ") + «("' + «y'7(", «y+ é-("'+ «);'z(", ")' -('' + «y'(", «)

e dividindo por (]ç' + ay, temos

v(", ") + "'7(", "y + :-("' + ")'7(", "); - '(', "),(4.6)
unção da forma

,+«.'+{("'+")'; '(",")-o
Precisamos saber se a equação acima tem solução e se tem, existe 77(z, a) que satisfaz a
equação (4.6) e portanto satisfaz a equação (4.4).

Definimos

c'(', ", «) - ' + -' + i-("' + «),; - '(«, ').
Portanto G' é uma função de classe C's'2, pois s é de classe C's-2

G(;(0, 0),0, 0) 0) - .(0,0)

a qual é uma eq

Temos que

além disso
ÕG,
b}(', ", ") - 1 + 2«' + ("' + «)''

aG.
b}('(o, o), o, o) - l

Portanto pelo Teorema da Punção /mp/úiZa, existe uma função de classe C'''' 77(z,a)
tal que

e portanto1'

G'(q(«,«),«,«)
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e ?7(0, 0) = s(0,0). Portanto 77(z, a) é a função procurada, logo .É está bem definida e é
uma família de classe C'''2 de difeomorfismos locais

Voltando, segue que

/4(", ") - ;Ó(«, «); + «@(«,«),

onde Ó(z, a) é uma família de classe C''-' de difeomorfismos

pertencente a lO, 1l!?l. Isto implica que

/s(P''("), "(-«)') - ;é(«, «);+ «@(«,«),

é um difeomorfísmo local de classe O'1'3, e r é uma função
maior inteiro pertencente a 10, k-31. Portanto

/a(p''(«), -(-«y) - À.(--(-«y) - ;é(«, «); + '@(«, «),

onde Ào é uma função de classe C'' e portanto Ào(--ar(--ay) é uma função de classe a,
Então

/:(((p''(«)),:t:«(-«y) - ;@(«, ");+ «Ó(', ')+ À.(--(-«y),
onde ( é uma função de classe C'k'3, portanto ( o p-l é uma função de classe C'i'3
Finalmente

./'(((P''(«))+ «o,T-(-«y+ «o) «); + «@(«,«)+ Ào(-«(-«y)+ .f(«o,«o).

Clonsideremos os difeomorfismos locais { de classe C'Z'3 e Ú de classe C'

f(«) ':(«)), v;(«) «y,

fazendo a mudança de variáveis (#, a) ---> ((''(z zo), Ú':(a -- ao)), segue que

./'(",") - llé(e''(« -- «o),'Ó':(« -- «o)y + Ú''(« -- «o)Ó(f''(« «o),Ó''(« -- «o))

+ Ào(:L(« - «o)) + ./'(«o, «o).

Portanto

locais, s é o maior inteirol

de classe C'' Z é o)onde p'l

/(", ") - i'ç'(«, «);+ A(«)ç'(", «) + À(«),
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onde

P(«, «) = Ó(e':(« - «o), Ú;':(« - «o))

é uma família de classe C'''2 de difeomorfismos locais,

h(«) (« - «.)

é um difeomorfismo de classe C'' e

À(«) (:L(« - «.))

é uma. função de classe C''

Claramente À(ao) = 0, pois 'É(a) = :Far(--ay é um difeomorfismo. Agora, como

Z(",") - g(i''(" - ".),@''(« - «.))e'''(« «.),

g(«, «) - i+ 2«T(«, «) + («' + «)g:(«, «)
e (':(z) = p((':(z)). Temos q-

g:("., ".) - gÍ(i''(o), 'ê''(o))p'({''(o))(':'(o)((''(o))('''(o) # o,

pois {1''(0) = 0, @''(0) = 0, aó(0,0) = 1, p'(0) # 0 e (-:'(0) # 0. Isto conclui a

demonstração do teorema. []

Teotetr\a 4.3.2. Seja f l JR x IRa ---} IR uma família de classe CK a, dois pü âmetro de
J'unções. Sn'pondo que k é SK$cienternente grande. Então

i) S' g(«., "., b.) - 0 ' g>("., «., b.) # 0, '«{.f' «m«/amai« d. ./«.. C'*'; P(«, «, b)

ie difeoTn,or$smos locais e xmü junção \Ça,bb de classe CK-\ tal (lue

./'(«,«, ó) «, z,y+ À(«, ó)

.m «/g«m« «à, n «nç« de (zo,«o,Z,.), com

aP,
à:("., "., ó.) # o

e

g:u.,óa - g:(«.,«.,óa, %(«.,óa - g(«.,«.,óa.
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Ü) S. g('.,"o,b.) g3(«.,«.,Ó.) gg(«.,«.,Ó.) # 0 ' }llZ(«.,«.,Ó.) :# 0 .«
gl;ht=o,ao.bÜ :# Q, e=i,ste %ma. família de classe C;-a pÇ=,a.,bb de difeo'rnor$smos

locais, h,Ça,bh um,a jaríLÍli,a, de classe CS de difeom,or$sTnos locais e TTTLa. junção

À(",Z') d' '/«'. C'', .«d. . é . m«á., {«t.;" P«'.-.«f. « 10, 4gl, f«/ g«.

.f(", ", z') - l;ç'(«, ", z'y + A(«, z')ç'(«, «, z') + À(«, ó)

.« «/gwm« uàz nAanç« de (zo,ao,bo), ««.

3:("., "., ó.) # o,

e

h(«o , bo)

Z)emonsíração. A demonstração do caso (i) é identica a demonstração do caso (i) do

teorema (4.3.1), basta substituir formalmente o parâmetro a, por (a,b) no texto da
demonstração.

No caso (ii), começamos considerando a função

/:(r,«,6) ./'(« + «o, . + «o, Ó + bo) .f(:«o , «o, óo)

Assim, temos que

;9-o,o,o- :li-p,o,o - o, ::o,o,Q #o

e 2?b-(0,0,0) # 0 ou a'Â(0,0,0) # 0. Podemos supor qu' ga/l (0,0,0) # 0, cas.

contrário, basta tomar /a(z,a,b) = /i(z,Z,,a) e teremos g=â(0,0,0) # 0. A partir

daqui a demonstração é totalmente análoga a demonstração do caso (ii) do teorema

(4.3.1). Basta seguir os mesmos passos tomando o cuidado de que as funções dependem

adicionalmente do parâmetro b, o qual permanece invariável ao longo da demonstração.

Isto conclui a demonstração do teorema. []

Observação 4.3.1. JVa demonstração do caso (ii) dos teoremas éq.3./) e éy.S.e9 o
coe$ciente \ das Jorra-,s «\ormüis

/(«,') ;%'(«, «)' + A(«)P(«,«) + ,X(«)
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/(", «, z') - l;ç'(«, «, ó)' + A(', z')ç'(«, «, z') + À(«, ó)

não desempenh ttenhum papel especial, foi apenas usado para. simpli$cür os cálcu,los

Portanto nas aplica,ções destes teoremas será conveniente zoar as formas

e

/(«,«) P(,, «); + A(«)P(,, «) + .à(«)

e

./'(«, «,b) P(«, «, 6)3+ Ã(«, b)9(«, «, Z,) + À(«, b)



Capítulo 5

Conclusão

O estudo das bifurcações de codimensão A, ou sqa, as que ocorrem em famílias

parâmentros de campos de vetores, é extremamente importante do ponto de vista teórico

e por suas aplicações potenciais. O seu estudo e compreensão é a chave para determinar

a dinâmica global de qualquer família de campos de vetores. Neste espírito, o estudo ;da

ciclicidade dos gráficos é fundamental e está longe de ser esgotado, como é mencionaldol

nos artigos IDIRI, IGR), IKSI e na seção (2.6) do capítulo 2 desta dissertação.

A investigação da ciclicidade dos Lábios me proporcionou a oportunidade de me

aprofundar nas técnicas modernas utilizadas para atacar os problemas envolvendo bi-

furcações de ciclos limites. Neste trabalho dei um tratamento elementar a aspectos da

Teoria das Singularidades e a Teoria das Formas Normais, sem abrir mão do rigor ma-
temático. O texto foi baseado no artigo IKSI, mas alguns resultados foram reformulados

para tornarem-se mais precisos e algumas demonstrações foram alteradas com o objetivo
de simplificam a exposição e evitar sofisticações desnecessárias.

Acredito que este trabalho possa servir de base no aprofundamento da literatura

anual e no estudo de fenómenos de bifurcações mais complexos.
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