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Resumo

Neste trabalho estudamos as bifurcacdes de um conjunto de grdficos denominado Ldbios,
o qual consiste de duas selas-né, uma atratora e outra repulsora, conectadas pelas
separatrizes dos setores hiperbélicos e por érbitas comuns aos interiores dos setores no-
dais das selas-n6. Estes tipo de fendmeno ocorre em familias de classe O a 3-parametros
de campos de vetores no plano, uma vez que é preciso dois parametros para bifurcar as
singularidades e um para desconectar as separatrizes dos setores hiperbdlicos. Estabe-
lecemos, sobre certas hipdteses de genericidade, o niimero méaximo de ciclos limites que
podem bifurcar a partir de um gréfico que faz parte dos Labios. Também descrevemos

o diagrama de bifurcagio para os Libios.

Palavras-chave: Labios, Ciclicidade, Diagrama de Bifurcagao, Forma Normal,

Sela-né, Transformada de Legendre.



Abstract

In this work we study the bifurcation of families of graphics, called Lips, occuring in
a class of 3-parameter C* families of vector fields in the plane. The Lips consists of
two saddle nodes, one attracting and the other repelling, connected by the hyperbolic
separatrices and by orbits interior to both nodal sectors. We determined under certain
genericity hypotheses, the maximum number of limits cycles that may bifurcate from a

graphic belonging to the Lips. The bifurcation diagram of the Lips is described here.

Keywords: Lips, Cyclicity, Bifurcation Diagram, Normal Form, Saddle-node, Le-

gendre Transform.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos problemas mais importantes dentro da Teoria Qualitativa das E.D.O. consiste
em conhecer o nimero e a posigao dos ciclos limites, isto é, das solugdes periédicas,
de uma familia de E.D.O., que na sua forma mais simples depende de duas varidveis
dinédmicas (de fase) tais como z, y, e de um ou varios parametros, representados por \.

Escrevemos tal equacao da seguinte forma:
¢=P(z,y,A)  y=Q(z,y,}),
a qual associamos a familia de campos de vetores no plano
X(z,y,A) = (P(z,y,A), Q(z,y, ).

Este problema, colocado por Poincaré, estd intimamente ligado com as singularida-
des, 1sto €, os pontos onde as duas fungoes P e () se anulam simultaneamente. De fato
as singularidades sao as esquinas dos grdficos, conjuntos invariantes de onde emergem
(i.e. bifurcam) os ciclos limites por pequenas perturbagdes de A\. O caso mais simples
deste fenémeno é fornecido pelas orbitas homoclinicas ou lagos de sela, formados por
uma singularidade do tipo sela e uma drbita que tende a ela para tempo tendendo a +oo
(veja [R]).

O estudo deste problema esta associado a questoes famosas como o Problema 16 de

Hilbert e o Closing Lemma, entre outros, sem mencionar sua ligagdo com uma ampla

15



16 CAPITULO 1. INTRODUCAO

gama de problemas que emergem das Ciéncias Aplicadas. Isto confere a este estudo um

carater de interdisciplinaridade, exigindo dominio de vérias 4dreas da matemética.

A ciclicidade é definida como o nimero méximo de ciclos ou érbitas periédicas que
bifurcam dos gréficos. Nosso objetivo principal é estudar a ciclicidade de um conjunto
de graficos com duas esquinas presente no trabalho de Kotova-Stanzo [KS], denomina-
do Ldbios (veja a Figura 1.1). E também descrever o diagrama de bifurcacio de uma
familia de equagdes diferenciais onde tal fenémeno ocorre. O diagrama de bifurcacio
é uma particdo, no espago de parametros, de uma vizinhanca da origem em subcon-
juntos disjuntos, tal que os representantes da familia que correspondem a subconjuntos

diferentes sao topologicamente distintos (veja a definigao (2.0.1)).

As duas esquinas que fazem parte dos Labios sdo singularidades do tipo sela-né
(veja as definiges (2.0.2) e (2.0.3)). Este tipo de fendémeno ocorre em familias a trés
parametros, uma vez que é preciso dois parametros para bifurcar as singularidades e
um para desconectar as separatrizes dos setores hiperbélicos das selas-né. A principal
ferramenta para realizar nosso estudo é o Teorema (2.0.1), o qual é apresentado no
segundo capitulo e demonstrado no terceiro. Sua demonstracio envolve uma série de

resultdos de importancia prépria, como o Método Homotépico e o Teorema de Takens.

O teorema (2.0.1) fornece uma forma normal para familias de campos de vetores
X(z,y,A), que para A = 0 possuem uma sela-né na origem (0,0). Portanto no caso dos
Labios aplicamos este teorema na vizinhanga de suas selas-né. E devido a simplicidade
da forma normal podemos nao sé defininir uma “funcio de deslocamento” em uma
destas vizinhangas como também determinar uma expressio para esta aplicacdo. O
problema da ciclicidade dos Labios se reduz entao ao estudo dos zeros de uma familia de
funcoes reais que dependem de trés parametros. Mais precisamente, se X (z,y,)), A =
(A1, A2, A3) € IR?, representa a familia em coordenadas normalizadas tal que para A = 0,
X(z,y,0) apresenta um conjunto de graficos do tipo Léabios, podemos definir, para certos
valores de A, nas segées transversais I'} e I'; (¢ = 1,2) fungdes de transicio conforme

indica a Figura 1.1. Compondo estas fungdes obtemos nossa funcao de deslocamento fy.

O primeiro resultado no sentido de alcancar o objetivo do trabalho é o Teorema

(2.2.1), que estabelece uma relagao entre a ordem das derivadas de fy em um ponto a
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Aq I Agy

Figura 1.1: Labios

(veja a Figura 1.1) e o nimero de ciclos limites que bifurcam de um grafico cruzando
I'} em a, isto é, se a derivada de ordem n > 2 de fy em a é diferente de zero, entao o
grafico passando por a tem ciclicidade menor ou igual a n.

Como foi dito, o problema da ciclicidade dos Lébios se reduz ao estudo dos zeros
da fungao de deslocamento. Assim supondo que a segao transversal '} é parametrizada
como o segmento [—1,1], quando falamos em bifurcacao dos ciclos limites, na verdade
estamos tratando com as bifurcagdes dos zeros desta aplicagio em [—1, 1], que ocorrem
com a variagao dos parametros. Além disso as raizes simples correspondem a ciclos
hiperbdlicos, raizes duplas correspondem a ciclos semi-estaveis, etc. Portanto existem

dois tipos possiveis de bifurcacoes
1. - desdobramento das raizes muiltiplas;
2. - escape das raizes através dos pontos de fronteira +1.
Assim a superficie de bifurcagao é a unido de trés superficies £, £, e ¥_, tal que

e em Yy temos apenas raizes multiplas da aplicacao de deslocamento;

e em X, (resp. ¥_) existe pelo menos uma raiz igual a 1 (resp. —1).
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Em termos das bifurcagoes dos ciclos limites, a superficie $; corresponde aos ciclos
multiplos, equanto ¥ UX_ corresponde a ciclos escapando do dominio em consideracio.
A caracterizagdo destas superficies é dada no Teorema (2.2.2). O caso mais interessante
e que envolve uma teoria mais sofisticada na sua demonstragio é o caso da superficie
Xr-

Denotemos por

©(z,A1,A2,23) =0

a familia a trés parametros de equacdes que determina os ciclos limites, associada a.
funcdo de deslocamento. Veremos que para descrever o diagrama de bifurcacio sers
necessario fazer uma reparametrizacgao (A1, Az, A3) — (4, p, ¢), afim de obter uma familia

equivalente
¢(z,6,p,q) = 0. (1.1)

3

(,9,) determinada pela equacao

Teremos para cada ¢ fixo, uma superficie S5 em IR

(Pts(x)pa q) = (P(‘T)Ja P, q) = 0.

Como estamos interessados nas rafzes multiplas da equagio (1.1), devemos caracterizar

a projegao no plano (p, ¢) da curva Cs dada pelas equacoes
dps
5 Py =0, 5, p,q) = 0.
vs(z,p, q) 9p (&P 4)

A caracterizagao desta curva é feita na segdo (2.4) do capitulo 2 e nos leva ao estudo
das singularidades (veja [MD]), em nosso trabalho nos restringiremos ao estudo das
singularidades dos tipos dobra e ciispide (veja a Figura 1.2). No capitulo 4 discutimos
os resultados que dao sustentacao a esta teoria.

Voltando a discussao das raizes da equagao (1.1), temos que para os pardmetros
(6,p,q) com (p,q) € Cs, as raizes sao miiltiplas. Portanto no espaco de pardmetros
Rf’s’p,q), a superficie X1, pode ser caracterizada pela propriedade de que a sua intersecio
com o plano § = const. é igual ao trago da curva Cs. O Teorema (2.2.2) formaliza esta

discussao e ainda afirma que ¥, no espaco de parametros IR? é difeomorfa ao cilindro
(6:p,9)

cuja base é Cs—q e eixo paralelo ao eixo 4.
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i

Figura 1.2: dobra e cispide

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. O capitulo 2 é o corpo central da
dissertacao. E neste capitulo que apresentamos e demonstramos os principais resultados.
Mais precisamente, temos dois resultados essenciais, os quais foram mencionados de
maneira suscinta nesta introdugdo, ou seja, o Teorema (2.2.1) (veja [DIR] e [GR]) e o
Teorema (2.2.2) (veja [KS]). O Teorema (2.2.1), é o que trata da ciclicidade de um
grafico pertencente aos Lébios e o Teorema (2.2.2), é o que descreve o seu diagrama de
bifurcagdao. A teoria necessaria para a formulagio e demonstracio destes resultados &
riquissima e ocupa boa parte do capitulo. Na secio (2.6) do capitulo 2 mencionamos
alguns tipos de Labios que apresentam fenémenos particulares na fronteira da regiao
nodal, isto ¢, na regiao constituida pelos setores parabélicos das selas-né. Além disso

nesta secao discutiremos um resultado nao encontrado na literatura.

No capitulo 3 provamos a forma normal para familias de campos de vetores no plano
que possuem uma sela-né na origem. Esta forma normal constitui a ferramenta principal
utilizada no estudo do problema em questio e sua demonstracio envolve resultados

classicos e outros menos conhecidos mas de grande importancia e diversas aplicagoes.

No capitulo 4 apresentamos resultados ligados com a teoria das singularidades, isto
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€, demonstramos os teoremas que caracterizam as singularidades do tipo dobra e cispide,
que surgem em familias a um e dois parametros de funcées reais. Estes teoremas sio

fundamentais para demonstracao dos resultados do capitulo 2.



Capitulo 2

Colocacao do Problema e

Resultados Principais

Comecemos com algumas definicdes.

Definigao 2.0.1. Duas familias de campos de vetores no plano X (z,y,\) e Y (u,v,n),
A,n € IR", sdo localmente topologicamente equivalentes (respectivamente localmente C*-
equivalentes) se existem abertos Uy, Uy C IR, Vi,V, C IR" e homeomorfismos H, h

(respectivamente difeomorfismos de classe C*)

h Vi —V,

A — h(X) =n,

H :UyxWV —U;xV,
(z,y,A) — H(z,y,A) = (u,v,h())),
tal que a restricao H(,-,A) leva as orbitas de X(-,-,)) nas drbitas de Y(-,-,h()\)) pre-

servando a orientagdo.

Definigao 2.0.2. Sejam X : U C IR* — IR?, U aberto, wm campo de vetores de classe
C",r>2, epe U wn ponto singular isolado de X. Dizemos que p ¢ uma sela-nd de

multiplicidade k, 2 < k <r, se:

1. DX(p), a diferencial de X no ponto p, tem um autovalor nulo e outro v diferente

de zero;

21
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v , a<0 v , a>0

e =K

v>0, a<0 v>0, a>0

J

Figura 2.1: singularidades do tipo sela-né, & = 2 ou par

2. a restrigio de X a wma variedade central W, de dimensdo 1 através de p, tem a
forma

o =az® 4., a#0, zeWe

onde os pontos suspensivos representam termos de ordem maior ou igual a k;
3. k € par.

Lembremos que uma variedade central W,, é uma variedade invariante sobre X e
tangente a E. em p, onde E. denota o autoespago associado ao autovalor 0 (ver [IL]).

Veja a Figura 2.1.

Definicao 2.0.3. Denominamos Ldbios o conjunto de grificos que consiste de duas
selas-nd, wma atratora e outra repulsora, conectadas pelas separatrizes dos setores hi-
perbélicos e por drbitas comuns aos interiores dos setores parabdlicos ou nodais das

selas-ndg.

Lembremos também, que uma vizinhanga arbitrariamente pequena de uma sela-né

pode ser dividida em dois setores hiperbdlicos e um parabélico. Os setores hiperbdlicos
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Figura 2.2: retrato de fase da equacao (2.1)

sao folheados por érbitas que penetram e abandonam a vizinhanca e o setor parabélico
é folheado por drbitas cujos w-limites ou a-limites é a singularidade. Denominamos
de separatriz hiperbdlica da sela-né, a érbita que pertence a fronteira dos dois setores
hiperbélicos, e denominamos de separatrizes parabélicas as duas érbitas que pertencem

a fronteira que divide os dois setores hiperbélicos do setor parabélico da sela-né (veja

[AL] ou [KS]).

Exemplo 2.0.1. Um ezemplo onde tal fenémeno ocorre ¢ dado pelo campo de vetores

definido no cilindro S* x IR, associado ao sistema de equagées diferenciais

0 = sen?d
(2.1)

!/

Yy = ycosf

com (0,y) € S x R.
De fato, se considerarmos o campo definido em IR?, isto €, com (0,y) € IR*, vemos
claramente que o retrato de fase € como na Figura 2.2. Logo no cilindro S* x IR o retrato

de fase apresenta um conjunto de grdficos do tipo Ldbios.

Este tipo de fenomeno, como foi dito na introducio, ocorre em familias a trés
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parametros, uma vez que é preciso dois parametros para bifurcar as singularidades e um
para desconectar as separatrizes dos setores hiperbélicos das selas-né.

Seja X(z, p, pa, p3), © € IR* e i = (p1, pi2, p3) € IR?, uma familia de classe O™ a
trés parametros de campos de vetores tal que para fi = 0, X(x,0,0,0) tem um conjunto
de graficos do tipo “Ldbios”.

Denotando por o; e o, as selas-né de X(z,0,0,0), consideremos no lado nodal a
regiao folheada por curvas integrais cujos w-limite e a-limite, a menos da orientacdo das
curvas, sao 01 e 0. No interior desta regido temos apenas curvas integrais pertencentes
ao interior dos setores parabdlicos de o; e o0,, entretanto na fronteira podem ocorrer
outros tipos de fendmenos, como por exemplo conexdes de saparatrizes, singularidades
do tipo sela, etc. Por hora, ndo vamos nos preocupar com tais fenémenos, de fato,
vamos tomar segoes transversais as curvas integrais dos setores parabélicos de o e o,
e considerar a saturagao da regiao pelo fluxo, assumindo que a fronteira é constituida
por curvas integrais pertecentes ao interior dos setores parabélicos de o; e 0. Ao variar
os parametros da familia, consideraremos apenas as curvas integrais que interceptam as
secoes transversais, as quais assumiremos independentes dos pardmetros.

Para investigar as bifurcagées dos Lébios e descrever o seu diagrama de bifurcacao,

necessitamos do seguinte resultado.

Teorema 2.0.1. Seja X(z,¢) (z € IR? ¢ ¢ € IR?) uma familia de classe C® a p
parametros de campos de vetores no plano, tal que parac =0 a origem (0,0) seja uma
sela-no de multiplicidade 2. FEntdo, evistem funcgées de classe Ck k>2 u= p(e) e
a = a(e) tais que esta familia é localmente C*-equivalente, para algum inteiro positivo

k, a sequinte forma normal

o = + z24p
- 1+a(e)z

y = =ty

= ple).

Observagao 2.0.1. No teorema acima o valor de k pode ser arbitrariamente alto, mas
finito; a classe de diferenciabilidade das coordenadas normalizadas pode ser aumentada

se reduzirmos o seu dominio de definicdo.

A demonstragao deste teorema é dada no capitulo 3, baseada em [IL].
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Figura 2.3: Labios

Pelo teorema acima, segue que na vizinhanca de o, e 0y existem coordenadas locais
nas quais a familia esta na sua forma normal. Obteremos assim novos parimetros
€ = (¢,4,A) nos quais a configuragao dos Lébios é representada pela Figura 2.3.

Portanto, usando a orientacao da Figura 2.3, na vizinhanca da sela-né oy, existem
coordenadas locais nas quais a familia de campos de vetores tem a forma,

CBI _ z24e
T 14ay ()T _ —
, ( e = e(fn). (2.2)
y =Y
Da mesma forma, na vizinhanga da sela-né o,, existem coordenadas locais nas quais a

familia de campos de vetores tem a forma

o) = b
, i a=a(p), (2:3)
¥y = -y

Denotando por Fii,i = 1,2, as segoes transversais ao fluxo dos campos da familia
X(z, €) na vizinhanca de 0; € 0, respectivamente, dadas pelas equacoes z = +1. Podemos

definir as seguintes aplicacoes de transiao para € > 0 e § > 0, suficientemente pequenos
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Aye:T7 — TIf, Age: 7 — T,

(2.4)
gg:l—‘;—)[‘l—, ngil——>F2_
Utilizando a forma normal podemos mostrar que
Aj(z) = Cy(€) 'z, (2.5)
com Cy(€) - 0 quando e —+ 0 e

com (C5(6) = 0 quando § — 0. Mais precisamente,

1
Ci(e) = exp(— —%—arctan—)

ez

2 1
C(d) = ezp(—%arctan%).

As expressoes acima sao obtidas integrando as formas normais (2.2) e (2.3), as quais
tem variaveis separadas.
Como para ¢ = § = 0 as selas-nd estdao conectadas, temos que 90(0) = 0. Definimos

entao o parametro A por

A = g:(0).

Observagao 2.0.2. Em wm espago topologico A, diremos que uma propriedade ¢ genérica
se ela se verifica em um subconjunto aberto e denso de A. Assim, dizer que “wma pro-
priedade P ¢ genérica em A” ou “genericamente todos os elementos de A possuem a
propriedade P” ou ainda, “ P € uma propriedade de genericidade”, significa que o sub-

conjunto de elementos © de A que satisfazem P € aberto e denso.

De agora em diante assumiremos a hipdtese de genericidade que o Jacobiano da apli-
cagao

(p1, pra, 3) — (€, 6, A) nao se anula, isto é,

det <g;6 ]ﬁ:0> £ 0.
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Com esta hipdtese iremos descrever o diagrama de bifurcacao dos Libios em termos dos

novos parametros € ao invés de ji. A hipétese garante que o diagrama de bifurcacio no

espago de parametros originais é difeomorfo ao que serd obtido no teorema (2.2.2).

A descrigao completa do diagrama de bifurcagdo no espaco dos parametros, onde

existe pelo menos um ponto singular, é dado pelo seguinte teorema (ver [KS]).

Teorema 2.0.2. O diagrama de bifurca¢io na interse¢io de uma pequena vizinhanga

da origem no espaco R?E’(;,/\) com o conjunto M = {e < 0} U {6 < 0}, consiste de

doze componentes correspondendo a retratos de fase topologicamente ndo equivalentes

diferindo por tipos de singularidades e a existéncia de conexdes entre elas:

1.

2.

3.

10.

11.

12.

e=0 =\ =0, duas selas-nd conectadas por wma separatriz;
e=0=0, X #0, duas selas-né sem conezio;

€<0,d <0, A=0, duas selas conectadas por uma separatriz e um nd estdvel e

outro winstdvel;

. €<0,0<0, A #0, duas selas sem conezdo, um nd estdvel e um nd instdvel;

e<0,6=0, =0, sela e sela-nd conectadas por uma separatriz e um né estdvel;
€<0,6=0, A#0, uma sela, uma sela-nd e um néd estdvel sem conexdes;
€<0,d>0, sela e wm nd estdvel;

e=0,0<0, =0, sela e sela-nd conectadas por uma separatriz e um nd instavel;
e=0,0<0, A#0, sela, sela-nd e um nd instdvel sem conezdo;

€=0, 6 >0, uma sela-nd;

€>0, 6 =0, umna sela-nd;

€>0, <0, sela e um nd instdvel;

Demonstragiao. A demonstracao segue imediatamente das formas normais (2.2), (2.3)

nas vizinhangas das selas-né o; e 0,. Note que nestes casos a transformacio de retorno

nao esta definida, pois nao ha érbitas periédicas. O
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A parte mais interessante do diagrama de bifurcagio ocorre quando nao h4 singu-
laridades, isto é, o caso em que € > 0 e § > 0. Neste caso as diferentes componentes do

diagrama correspondem a nimeros e posicdes diferentes dos ciclos limites.

2.1 Mudanga de Coordenadas Admissivel

Os resultados e defini¢oes desta secao foram baseados no trabalho [GR].

Definicao 2.1.1. Uma mudanga de coordenadas admissivel € wma familia de classe C*

de difeomorfismos locais
(D)\((E, y) = ('5/\("5) y)a 77/\(:1:, y))

tal que

1. ®y estd definida em uma vizinhanga coneza U C IR* da origem;
2. ®, preserva os eizos e suas orientagoes;

8. @\ preserva a forma normal obtida no Teorema (2.0.1) no sentido da C*-equivalén-

cia;
4. a aplicagio (z,y,\) — ®)\(z,y) € de classe C*.

Observagao 2.1.1. Seja @, uma mudanga de coordenadas admissivel definida em uma
vizinhanga da sela-nd oy tal que as seges transversais [T = {z = —1}, It = {z =
1} estejam contidas no dominio e na imagem de ®,. Temos que @, gera um par de
difeomorfismos locais de classe C*, (¢1.(y),%1(y)), tal que se Ayz, € a aplicagdio de
transicao de T'y para T} nas coordenadas (E1,6,M1,e), @ qual esta definida para € > 0,

entao

A]E o Spl,e(y) = "l)l,e o AIE(y)’

onde Ave, dada por (2.5), € a aplicagio de transi¢io de Ty para IT nas coordenadas

(z,y). Mais precisamente, ¢, representa a fungdo de transigio de 'y = {z = -1},
parametrizada por y, para I'T = {& . = —1}, parametrizada por M,e. Da mesma forma,
1, representa a fungdo de transigcio de I'f = {z = 1}, parametrizada por y, para

It = {&,. = 1}, parametrizada por n, ..
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Definicao 2.1.2. Chamaremos de familia de entrada associada a sela-nd 01, a familia
de classe C* de difeomorfismos locais 1 . obtida na observacdo (2.1.1), determinada por
uma mudanga de coordenadas admissivel. E chamaremos de familia de saida associada a
sela-né oy, a outra familia de classe C* de difeomorfismos locais ¥1,c obtida na observagio

(2.1.1).
Lema 2.1.1. A fungdo Ay : R x IR* — IR, dada por

“14 au
Al e a)=4 (‘ /_1 u2_|_€d“> se (z,¢) ¢ [0,00) x {0}
0 se (z,€) € [0,00) x {0},

€ uma fungdo de classe C*°.

Demonstragao. Temos que

_/_ L+ o = —% <arctan% ¥ arctan%) — g(ln(ar:2 +¢) —In(1 +¢)),

ex < /-’0 L+ au du) ex < L (arctan ° toarct ! )) 4o
— == —— — an— | | ———.
P\ L w2 re PAT e e Ve)) @+ o)t

Note que para z € [0, c0)

¥ 1 tan + areh 1 ) (14 ¢)2 0
imexp ( ——= | arctan—= + arctan— | | ——<, =0,
o U\ T Ve Ve Vel ) (a2 +¢e)t

pois

) P 1
lim <arctan— + arctan—) = 7.

e—0 \/E \/E

Agora para ¢ € (—o0,0)

. 14+ au 14+ au It
limexp | — 5 du) =exp | — —du | = —ex %€=,
e—=0 qu*+te 1 u

a1

—ez™"e> se z € (—00,0)

Logo,

limAy(z,¢,a) = Ay (z,0,a) =
e—0 0 se r € [0,00),

a qual é uma funcao de classe C'®°.
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Para concluir a demonstragao bastaria mostrar que A; se anula juntamente com
todas as suas derivadas parciais nos pontos (z,0,a) com z € [0,0). Este, entretanto, é
um calculo longo, o qual esta detalhado em [DRR] nas paginas 1014 e 1033 a 1042, veja
também [GR], paginas 69 a 71. O

Proposicao 2.1.1. Seja 1, € > 0, uma familia de classe C* de difeomorfismos locais
crescentes tais que ©1,(0) = 0. Entao existe uma mudanga de coordenadas admissivel
@, tal que a familia de entrada associada a sela-nd o) coincide com a familia @1, dada.

Além disso, a familia de saida 1)y, € unicamente determinada a partir da familia o, .

Demonstraggo. Suponhamos primeiro que exista ®.(z,y) = (&1,e,m1,¢) satisfazendo as
hipéteses da proposi¢ao. Mostraremos entao que a familia 11,e € unicamente determinada
a partir de ¢, .. Para ¢ > 0, usando a notagao da Observacao (2.1.1) e a expressao obtida

em (2.5), temos que
1

AIE(T]LC) = mm,c,

com C(e) = 0 quando € — 0. Portanto ¢, . satisfaz
AIE = ¢1,5 ° AIE o 901_,3:’

isto implica que
Arco o1 0 AT () = hre(y),
isto é, A
g O = o).
Pelo Lema de Divisibilidade (4.1.1) do capitulo 4, existe uma funcao @1,e de classe C*1
tal que @1,(y) = y@1,(y), com @1 (0) # 0, pois ;. é um difeomorfismo de classe C*,

k > 1. Portanto,
1 .
mcl(ﬁ)y%,e(cl(ﬁ)y) = ¢1,e(y),

isto é,
V1,(y) = yp1,(Ci(e)y).

Fazendo € — 0, segue que

Y1o(y) = y1,0(0),
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o que demonstra a segunda afirmacao da proposigio, ou seja, que Y1, € unicamente

determinada a partir de ¢ .

Mostraremos agora que de fato existe a mudanca de coordenadas admissivel ®,
na vizinhanga de o, satisfazendo as hipéteses da proposicao. Considere a mudanca de

coordenadas @ (z,y) = (&1,(z,y),m.(z,y)) dada por

61,6 = T

) (2.7)
Me = YPi,e (yAl(a:) €, al(/‘_[’))) )

onde A; é a funcio dada pelo Lema (2.1.1). Mostraremos que esta mudanca de coorde-

nadas é admissivel.

Para e > 0, ®, é expressa por

61,6 = T
~ 14+ a(fp)u 2.8
Ne = YPle (yexP (—/ 2*1(‘“)@)) (28)
1 u +€
Temos que

¢ , z* + ¢ & +e
=T = — = = ,
. Lt+ai(@)z 14 a1(@)ée

1sto €,

£, e

Cre = L+ ay ()€
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e
the = vne (oo (- [ LR )+

+ y9015<ye‘<p( _ 1:2;1(/:) du )) {y’eXp (—/j }%(/:)udu> +
+ Jexp( / l-zzaii_z)ud'LL)( %) x’J =
iy ([ 22001,
o ([ 50 oo - 258020)
— yexp< / lzzail_ e) du)} =
(- )
= e

ou seja,

’
Me = Me-

Portanto para € > 0, a mudanca de coordenadas dada por (2.8) preserva a forma normal
(2.2) obtida na vizinhanca da sela-né o;.
Assim nas coordenadas (£1,c,71,), temos que I'[ e 'l sio parametrizadas respecti-

vamente pelas expressoes

él,c = -1

. T+ a()u .
Me = YPie (yGXP <—/ s 1(7) du)) = YP1,(y) = @1,(y)
1 u“+ €
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e
fl,e = 1
. Y14 a(p)u .
Me = YPie (y exp (—/ 2—1de>) = y¢1,(Ci(e)y).
-1 u + €
Para € = 0, ®, é expressa por
fio=1
. 1+ a,u
M, = Y¥1,0 <y exp <—/ u—zl’du)) se z € [—1,0) (2.9)
-1
Mo = Y$1,0(0) se z € [0,1],

onde ajp € IR. De forma analéga, como no caso ¢ > 0, temos que a mudanca de
coordenadas dada por (2.9) preserva a forma normal (2.2) no caso € = 0. Assim nas
coordenadas (£1,0,71,0), temos que I'T e I'f sdo parametrizadas respectivamente pelas
expressoes

10 = —1

Mo = yP10(y) = p1,0(y)

o = 1
Mo = yp1,0(0).
Pelo Lema (2.1.1) temos que (z,y,€) — ®.(z,y) é uma aplicacio de classe CF.
Portanto a mudanga de coordenadas definida em (2.7) é admissivel e satisfaz as hipéteses

da proposicao, o que conclui a demonstracio 0

Observagao 2.1.2. Seja @5, uma mudanga de coordenadas admissivel definida em uma
vizinhanga da sela-nd o, tal que as segées transversais 'y = {z = —1}, I'f = {& =
1} estejam contidas no dominio e na imagem de ®s. Temos que ®s gera um par de
difeomorfismos locais de classe C*, (0a5(y),12,6(y)), tal que se Ay € a aplicagio de
transigio de I'; para T nas coordenadas (&55,725), @ qual esta definida para § > 0,
entao

Azg o 992,5(1J) = 1ﬁz,& o A?E(y)y

onde Ag, dada por (2.6), € a aplicagio de transi¢io de I'; para I'Y nas coordenadas

(z,y). Mais precisamente, @35 representa a fungdo de transicio de I; = {z = -1},
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parametrizada por y, para 'y = {&,s = —1}, parametrizada por ;5. Da mesma forma,
Va5 representa a fungdo de transigio de I'T = {x = 1}, parametrizada por y, para

I'T = {&s = 1}, parametrizada por n.

Definigao 2.1.3. Chamaremos de familia de entrada associada a sela-né 02, a familia
de classe C* de difeomorfismos locais 2,5 obtida na observagio (2.1.2), determinada
por uma mudanga de coordenadas admissivel. E chamaremos de familia de saida asso-
ciada a sela-né oy, a outra familia de classe C* de difeomorfismos locais a5 obtida na

observagio (2.1.2).
Lema 2.1.2. A fungdo Ay : IR x IR> — IR, dada por

14+ au ~
As(2, 6, 6) = exp </1 0 +6dU) se (z,6) ¢ (—o0,0] x {0}
0 se (z,0) € (—o0, 0] x {0},

¢ uma fungdo de classe C*.

Demonstragdo. A demonstragao é totalmente andloga a demonstracao do Lema (2.1.1).

O

Proposicao 2.1.2. Seja 1,5, § > 0, uma familia de classe C* de difeomorfismos locais
crescentes tais que P, 5(0) = 0. Entdo existe wma mudanca de coordenadas admissivel
®s, tal que a familia de saida associada a sela-nd o, coincide com a familia Vo5 dada.

Além disso, a familia de entrada @, 5 € unicamente determinada a partir da familia 1, 5.

Demonstragdo. A demonstragao é analoga a demonstracio da Proposicio (2.1.1). Supo-
nhamos primeiro que exista ®s(z,y) = (&,5,72,5) satisfazendo as hipéteses da proposicao.
Mostraremos entao que a familia ¢, 5 € unicamente determinada a partir de Py5. Para

¢ > 0, usando a notacao da Observagio (2.1.2) e a expressio obtida em (2.6), temos que
A2@(772,5) = 02(5)772,6;
com (3(6) —+ 0 quando § — 0. Portanto v, s satisfaz

A -1
Age = 1260 Dgs 0 35,
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isto implica que

Age o ©2,5(y) = a5 © Dae(y),
isto €,

Ca(0)p2,5(y) = 12,5(C2(8)y).
Pelo Lema de Divisibilidade (4.1.1) do capitulo 4, existe uma fungio 1, 5 de classe C*~!
tal que ¥a5(y) = ywa,s(y), com 1,4(0) # 0, pois 2,6 € um difeomorfismo de classe CF,
k > 1. Portanto,

Ca(8)pa5(y) = Ca(6)h2,(Ca(8)y),
isto é,
2,5(y) = ya,s(Ca(8)y).
Fazendo § — 0, segue que
2,0(y) = y1h,0(0),

o que demonstra a segunda afirmacdo da proposicao, ou seja, que 2,6 € unicamente:
determinada a partir de 15 5.

Mostraremos agora que de fato existe a mudanca de coordenadas admissivel ®;
na vizinhanca de o, satisfazendo as hipéteses da proposicio. Considere a mudanca de

coordenadas ®s(z,y) = (&,6(z,y), n2,5(z,y)) dada por

=
s ) ) (2.10)
s = y77/)2,5 (y1\2($) 57 az(lu’))) )
onde A, ¢ a funcao dada pelo Lema (2.1.2). Mostraremos que esta mudanca de coorde-
nadas é admissivel.

Para § > 0, &5 é expressa por

fz,& = T
~ 14 az(fi)u (2.11)
Nes = Yas (y exp (/} uz“j_(i;)du)> .
Temos que
4 / &’ + 6%6 +4
52,5 =z ’

1+ as(ji)z T Iy az()ss’
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isto é,
é.l _ 63’5 + 5
267 1+ ag(j2)é2,s
e

M5 = Ythas (y exp ( /1 ’ %du)) %
ol (veun ([T HEE) ) oy ([0,
[ 222800
-y <yexp ( /lx 1 Zzai(/z)u du)) [_yexp < /IT' 1 J;za:(?u du) "

= _y"ﬁzz,s <y exp (/1”‘ %du)) =

= 2,6
ou seja,
77;,5 = TT12,8-
Portanto para § > 0, a mudanga de coordenadas dada por (2.11) preserva a forma normal

(2.3) obtida na vizinhanca da sela-né o,.

Assim nas coordenadas ({2,5,72,), temos que '} e I'; sdo parametrizadas respecti-

vamente pelas expressoes

s = 1

» U1+ aq(in) .
Mg = Yhos (y exp < / wdu» = yP2,s(y) = b2,5(y)
. u?r4d
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e

b2 = —1
% i 1 + ag(ﬂ)u 7
N2,6 = Y25 (yexp (/1 Wdu)) = yta,s(C2(0)y).
Para § =0, &5 é expressa por
fz,o =
~ “14 azou
n2,0 = Y20 <y exp (/ —u:Ldu>) se z € [1,0) (2.12)
1

72,0 = y'l)ZZO(O) se T € [—1)0])

onde azo € /R. De forma analéga, como no caso § > 0, temos que a mudanca de
coordenadas dada por (2.12) preserva a forma normal (2.3) no caso § = 0. Assim nas
coordenadas (£2,0,72,0), temos que I'; e I'J sio parametrizadas respectivamente pelas

expressoes
£20 = -1
M0 = 3/1/;2,0 (0)

f20 = 1
20 = ?ﬂzz,o (y) = ¥2,0(y)-
Pelo Lema (2.1.2) temos que (z,y,§) — ®s(z,y) é uma aplicacao de classe C*. Por-
tanto a mudanga de coordenadas definida em (2.10) é admissivel e satisfaz as hipéteses

da proposicao, o que conclui a demonstracao O

Teorema 2.1.1. Eziste uma mudanga admissivel de coordenadas de classe C*, tal que
nestas coordenadas a aplicag¢io de transi¢io ge, definida em (2.4), pode ser expressa na
forma

ge(z) =z + \

Demonstragao. Sejam @, = ({1,,71,c) € D5 = (€9.5,725) mudancas de coordenadas ad-
missiveis. Temos que a fungao ¢; : I'f — [, definida em (2.4), nas coordenadas

(&1,e,m1e) € (€25, 12,6) € escrita da forma

Je = 01,600z 0 (1/)2,5)—1,
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isto é,

ge © ¢2,6 = 1,6 © G,
onde @y é a familia de entrada associada a sela-né o; e 1y 5 € a familia de saida associada
a sela-no o,.

Agora, para concluir a demonstragao, queremos que

Ge(n2,5) = m2,5 + g2(0).
Logo ¢1,c e 925 devem satisfazer

Y2,5(y) + 9e(0) = w1,e(ge(y))-

Portanto pelas Proposigoes (2.1.1) e (2.1.2), basta tomar ¢1,(y) = y e ¥o5(y) = g:(y) —

9(0), as quais satisfazem todas as propriedades exigidas. Isto conclui a prova. O

2.2 Teoremas Principais

Nesta secao apresentaremos os teoremas principais.

Teorema 2.2.1. Sejam X(z,€), Az, Agz, ge € fz definidos no inicio deste capitulo.
Suponha que fo, expressa em coordenadas normalizadas, tenha wma derivada de ordem
n > 2 diferente de zero em algum ponto a. Entdo o grdfico dos Ldbios passando por a

tem ciclicidade finita menor ou igual a n.

Demonstragao. Mostraremos primeiro que a hipdtese do teorema é invariante com
respeito a escolha das coordenadas normalizadas. Se I'f e I'; sdo parametrizadas respec-
tivamente por (1,y) e (—1,y) em determinados sistemas de coordenadas normalizadas
nas vizinhancas das selas-né o; e 05, em outros sistemas de coordenadas admissiveis
denotados respectivamente por (&1,¢,71,) € (2,5, 72,5), temos que I'Y e I'; sdo parametri-
zadas respectivamente por (1,7;.) e (—1,7,5). De acordo com as Observacoes (2.1.1),
(2.1.2) e com as Proposicoes (2.1.1), (2.1.2), para e = § = 0, as funcdes de transicio de
I'f eI, nas coordenadas (z,y), para I'f e I';, nas coordenadas (€1,0,m1,0) € (€2,0,72,0),

sdo dadas respectivamente por 1 o(0)y e $2,0(0)y, com 1y o(0) # 0 e ©2,0(0) # 0, onde
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Y1, € a familia de saida com relagdo a sela-né o e ¢, . é a familia de entrada com relacio
a sela-no6 o0,. Isto mostra que a hipétese é de fato invariante.

Demonstraremos agora a afirmacao do teorema. Considere a aplicacio
Ve Ff — T
dada por
Ve(z) = fe(z) — Ay 0 gzt 0 AF(2).

Note que Vz(z) = 0 é a equagao que determina os ciclos limites. Pelos resultados

anteriores

Vi(2) = fe(z) — Co(8)™" - Cy(€) - z + Co(8) - \.

Portanto

logo pela hipdtese do teorema e pelo Teorema de Rolle (ver [EL1]), segue que para
€ = (¢,6, A) suficientemente pequeno Vg(n)(:z:) # 0, para todo z em uma vizinhanca do a.

Isto conclui a demonstragéo. O

O Teorema 2.2.1 é baseado nos trabalhos [DIR] e [GR].

A equagao que determina os ciclos limites é dada por
fe(z) = Co(8) ' Ci(e)z — Co(6)7 .

Introduzindo os novos parametros

fo(l) = p(E):IZ - Q(E) - T(QZ,E), (213)

onde
r(z,€) = fe(z) — fo(z).

Note que r(z,€) — 0 quando ¢ — 0.
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Sem perda de generalidade podemos supor que a se¢io transversal It é parametri-
zada como sendo o segmento [—1,1]. Portanto quando falamos em bifurcacao dos ciclos
limites, na verdade estamos tratando com as bifurcacdes das raizes de (2.13) em [—-1,1],
que ocorrem com a variacao dos parametros. Além disso as raizes simples correspondem
a ciclos hiperbdlicos, raizes duplas correspondem a ciclos semi-estaveis, etc.

Existem dois tipos possiveis de bifurcaces
1. - desdobramento das raizes multiplas;
2. - escape das raizes através dos pontos de fronteira +1.
Assim a superficie de bifurcacdo é a uniio de trés superficies X, Yy e X_, tal que
® em Xy temos apenas raizes miltiplas da equacio (2.13);
e em X, (resp. ¥_) existe pelo menos uma raiz igual a 1 (resp. —1).

Em termos das bifurcagées do sistema original, a superficie ¥, corresponde aos ciclos
multiplos, enquanto X U¥_ corresponde a ciclos escapando do domfnio onde o sistema

esta sendo considerado.

Observagao 2.2.1. A equagdo (2.13) ¢ uma perturbacio da equagao

pz —q = fo(z). (2.14)

Se a reta y = pz — q € tangente ao grdfico da fungdo fo, entdo o nimero de raizes
desta equagdo muda por pequenas perturbagies. Em outras palavras se & € uma raiz
da equagio (2.14) e a reta y = px — q € tangente ao grifico da funcio fo em Z, entdo
T € uma raiz miltiple da equagdo (2.14). Temos que para cada t € [—1,1], a reta
y = fo(t)z — fo(t)t + fo(t) € tangente ao grdfico v de fo em t. Portanto podemos
caracterizar o conjunto dos pontos (p,q) € pr,q), tais que a reta y = pz — q € tangente

ao grdfico da fungdo fo, como sendo o traco da curva

Lv(t) = (f(;(t)7f6(t)t - fO(t)), te R.

Note que como fo ¢ um difeomorfismo de classe C*, k > 1, fo € limitada em [—1,1],

logo L. esta bem definida.
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Seja V' C ]R?e,é,/\) uma pequena vizinhanga da origem, denotemos
VI=vn{s>0,e>0}

Podemos supor que V* é um pequeno cubo com as arestas paralelas aos eixos coorde-
nados.

Definimos entao a aplicacio

oVt — R

(p)q,8

) - R?p’q’s) ﬂ {p > 0}
Cl (6) A )

1 Ca(8)" Ca(8)”
Lema 2.2.1. 1. A imagem ®(V*) ¢ ilimitada. O semi-plano

(57 6 ’\) — @(57 67’\) = (5,,77, Q) = (5

ot = B3, 0 5=
pertence a fronteira de ®(V+).

2. A aplicagio inversa ®~! estd definida em ®(V*) e se estende continuamente para
pog*t. Esta extensio de @' € continuamente diferencidvel em § e leva o semi-plano

poqt no ponto € = 0.

3. Para todo conjunto compacto D C R(z;"q) = IR(zp,q) N{p >0}, eziste 6p > 0 tal que

o cilindro Zp = (0,dp) x D pertence a d(V+).

2+

(pg) @ @plicagdo estendida de ®~' leva o segmento

4. Para qualquer ponto A € IR

[0,64) X A em parte de uma curva tangente a reta d =€, A = 0 no ponto € = 0.

Demonstragdo. A primeira afirmacao do lema é consequeéncia imediata da definicio de
®. Para demonstrar as demais afirmagoes, comecemos primeiro observando que ¢ é
claramente injetiva e portanto a aplicagao inversa ®~! esta definida em (V*+). O

determinante da matriz jacobiana de ®, JO(4,¢,N), é dado pela expressao

1 0 0
(e+ l)arctan—\}—E + /e
T )

o 0 exp(%arctan%)

0 )

* exp(%arctan% - %arcianﬁ)
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onde
, 1 (04 l)arctan% +/6
= —exp(—=arct
* e‘(p(\/_arc an\/_ \/_arc an\/g) SEGT 1)
e

3 exp( )(5+1)a7‘ctan\/—+\/—
¥k = —Aexp(—=arctan——
Vi Ve V5(6 +1)
Portanto J®(d,¢,A) # 0 em V*, logo ®~! é um difeomorfismo de classe O em Q(VH).

Determinemos agora uma expressao para ®~!, para isto vamos analizar a funcao
G :RBRn{z>0 — RN{z>0}
z — G(z) = %arctanﬁ.

Esta fungao é um difeormorfismo de classe C*, pois G/(z) < 0, e seu grafico é como na

Figura 2.4. Note que
=1y/ _ 1
(g )(IE) - g,(g_](x))

Usando as expressoes para Cj(e) e Cy(d) temos que

A= qexp(—\/i.arctan\/_) = qexp(—G(9))

e
(~aretan—2)p = exp(—=arctan——)
exp(—=arctan—=)p = exp(—=arctan—=),
Ve Ve V6 V6
1sto €,
=G71(9(5) — Inp).
Temos que

®~'(d,p,9) = (5, G71(G(6) — Inp), gexp(~G(d))). (2.15)
Estendemos entao ®~! para o semi-plano pog™ de forma que esta extensao leve os pontos

de pog* no ponto (0,0,0). Segue da expressao (2.15) que esta extensio é continua, pois
imG Y(G(8) —Inp) = li - =10.
FmG=(G(0) —Inp) =0,  limgexp(—G(§)) =0

em D(V/+).

Vamos agora derivar a aplicagio ®~! em relacio a §, temos que

_agT—((S,p:(/) = <1, 8_85 (9—1(9(5) — ]Ilp)) 5 a—a(S (q exp(—g(é)))) ’
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onde
9 no g'(d)
— — G'(8) = L
3 (67(00) ~1np) = @)@ ~mPg0) = = g
e
P 9 1 (J—I-l)arctan%Jr\/g
2 (gexp(—G(6))) = - edl :
35 (1XP(=0(0) = gexpl—aretan 7)o T (2.17)
-1
Temos que é uma aplicagio de classe C*° em ®(V+). Note que a expressao (2.17)

aé
tende a 0, quando § — 0 em ®(V*). Observando a expressao (2.16) é de se esperar que

esta expressao tenda a 1, quando § — 0 em ®(V+). Mostremos que isto de fato ocorre.

Considere a equacao
~'(G(8) —1Inp) _
5 =

Desenvolvendo esta equagao e substituindo a expressio para G, temos que

1 1 Inp 1
0 = —=arctan——— + ——/§ — arctan—.
En T m 75

Fazendo y = /¢, | = Inp e z = \/z, considere a fungao dada por

1 1 l 1
Gz, ;1) = ;arctany—z -+ 7Y~ arctan;.

Esta fungao estd bem definida e é de classe C® em U = (3,5) x (0,00) x IR. Derivando

G com relacao a z temos que

8G( ) 1 ’ 1 y
=il Z = e s . )
B 'Y 2 Sarc anzy s
Note que
oG T
1' G 401 ,l =0 l ,l — 7 q

(Z»yv’)l—r*r(llvo»l) (=:9:0) © (zyl)l—>(101) az( Wil) = 2 (2.18)

em U.

Considere agora a funcao

T (2.19)

1
arctan— se = € (0,00)
9(z) =
—z+ 5 se x € (—o0,0].

Como
. 1 T
lim arctan— = —,
z—0+ z 2
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G(z)

Figura 2.4: gréafico de G

temos que g é continua. Note que

g(z)=1{ 2*+1
—1 se z € (—o0,0]

se z € (0,00)

¢ uma fungao continua, portanto temos que g é uma funcio de classe C'. Logo g(yz),

com (z,y) € (3,3) x IR é uma funcio de classe C!. Assim, usando a funcao ¢ definida

em (2.19), podemos definir uma funcio de classe C!, G : (%, g) x IR* — IR, tal que
G lu= G. Portanto, por (2.18) segue do Teorema da Fungdo Implicita que existe uma
fungéo de classe C' {(y, ) definida em uma vizinhanca de (0, {) tal que G(&(y, 1), y, ) =10,
em particular £(0,/) = 1. Logo

G='(9(9) — Inp)

; = (£(V4,Inp))?

e portanto
i & (G(8) = Inp)

§—0 5 = (5(07111,’0))2 =1,

o que demonstra a nossa afirmacao.
Assim podemos estender ®~! para o plano pogt de forma que sua extensdo seja
continuamente diferencidvel em ¢. Isto conclui a demosntracao da segunda afirmacao do

lema. As demais afirmacoes também seguem imediatamente das conclusdes acima. [J

No caso em que V* é um cubo, a imagem ®(V+) é como na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Imagem de V*+ por ®

24
(»,q)’

o cilindro Zp = [0,8p] x D, 6p > 0 dado pelo Lema (2.2.1), em um nesga estreita com

Corolario 2.2.1. Para qualquer compacto D C IR a extensao da aplicagio ®~! leva

vertice em € =0 tangente a reta 6 = ¢, A = 0.

Demonstragao. A demonstragao é consequéncia imediata do item 4 do Lema (2.2.1). O

2+
(»,9)

no interior da nesga ®~'((0,6p) x D), ép > 0 dado pelo Lema (2.2.1).

Corolério 2.2.2. Eziste um compacto D C IR;T \ tal que a superficie 3y, esta contida

Demonstragao. Como fo € um difeomorfismo crescente de classe C*, k > 1, temos que
min _fo(z) > 0.
z€[—1,1]

Fixando nimeros reais positivos Py, P e @, tais que

Py < min_fo(z), P> max_fj(z)

ze[-1,1] z€[-1,1]
e
o , >
Q > I | fo(z)| + TR fo(z),
tomamos D = [Fy, PA] x [~Q,Q]. Portanto pela observacdo (2.2.1), temos que para

(p,q) € D e € suficientemente pequeno, a equacio (2.13) tem somente raizes simples,

logo ¥, C ®7(Zp). Isto conclui a demonstracao. O
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Usando o lema (2.2.1), podemos fazer uma nova parametrizacio (0,6, A) — (d,p,q)

transformando a equacao (2.13), na seguinte equagao equivalente
pr —q—7(2,4,p,q) = fo(z), (2.20)

onde

7(2,8,p,q) = (2, 271(6,p,9)) = fo-1(5p0) () — fo(z).

Observagao 2.2.2. Pelo lema (2.2.1) e pelas propriedades de r, a fungdo 7(z,d,p,q)
pode ser estendida continuamente para o plano poq* tal que 7(z,0,p,q) = 0. Além disso,
para § >0 7 € de classe C* em ®(V*) e sua extensio para o plano poq™ € de classe C*

em 0.

Lema 2.2.2. Seja 7 como acima. Entdo para § > 0, 7 € wma funcdo de classe C* nas
varidveis (z,p,q) e qualquer derivada parcial, de ordem menor ou igual a k, de T nestas

varidveis convergem uniformemente para 0 em [—1,1] x [Py, P,] x [-Q, Q] quando § — 0.

Demonstragio. Consideremos a funcao G definida no lema (2.2.1), isto é,
G(z) = ﬁarctanﬁ.

Calculando as derivadas de G até a ordem 4, segue que

(z + l)arctanﬁ +z
ea(z+1) 7

1(32% 4 6z + 3)arctan—= + 5z/z + 3\/z
0'(a) = 1 " ,
2 22\/z(x + 1)2
1 (152° + 4522 + 45z + 15)arctanﬁ + 332%/z + 40z/z + 15/

g (l) = 4 3:3\/5(:,;+ 1)3 )

G'(z) =~

1 (105z* 4 4202 + 63022 + 420z + 105)arctanﬁ
8 24 /z(z + 1)

GW(z) = +

12792% /% + 5112%\/Z + 3852/ + 105,/7
8 zty/z(z + 1)1 )

Note que G(™(z) — oo quando z — 0, n = 0,...,4.
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Vamos agora calcular as derivadas da aplicagdo G™1(G(6) — Inp) em ®(V*) com
relagao a p até a ordem 4. Denotando G~!(G(8) — In p) por ¢, temos que

Je 1

ap  G'(e)p
P gt9
ap* G’ " G(e)p*
836 g/u(e) g//(6)2 gu( ) 2
g —3 3
R O O T e o arer pawec

™

3_46 . g(4)(6) - logn/(e)gn(e) B g///(e) s g”(E)B
ap? - g'(e)5p4 g/(6)6p4 g/(€)4p4 g/(6)7p4
gl/(e)z gll(e) 6
18 —11 .
T o oo g
Substituindo as expressdes obtidas para as derivadas de G (isto &, GM(z),n=0,... ,4)

nas expressoes das derivadas em relagio a p de g—l(g((g) —Inp), isto &, em
3% (671(G(8) = Inp)),n=0,...,4

e observando que

lime = limG~(G(6) —Inp) =0,

6—0 §—0

para p € [P, P\], segue que

limﬁ(g_l(g(cg)—lnp))zo, n=0,...,4,

§—0 Op™
para p € [Py, P].

Mostraremos agora que as derivadas parciais, de ordem menor ou igual a 4, de 7

nas variaveis (z,p,q) convergem uniformemente para 0 em [—1, 1] x [Py, ] x [-Q, Q]
quando ¢ — 0. Pela definicao de 7 é evidente que as suas derivadas parciais em relacao
somente a variavel  satisfazem a afirmagao do lema, pois ®~1(4, p, ¢) — (0,0,0) quando
d = 0. Para as demais derivadas parciais de 7 basta notar que elas sao constituidas por

uma soma de parcelas cujos termos envolvem o produto das derivadas parciais de r em

relagao as variaveis (z, ¢, \), as quais sao limitadas em

[=1, 1] x (@7((0,8p) x [Fo, Ai] % [-Q,Q]) U {(0,0,0)})
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(veja lema (2.2.1)), com as derivadas parciais de ordem menor ou igual a 4 em relacao

apde G71(G(6) —Inp), as quais tendem a 0 quando § — 0, e com funcoes da forma
exp(—nG(d)), n=1,...,4,

que também tendem a 0 quando § — 0.

Por exemplo, temos que

) (2,6,00) = 0, (2,871(6,p,0)) (a% (g—‘w(a)—lnp))) exp(—26(8))+

" - 82 -
+ (e 070,0,0)) 55 (97(G(6) - Inp) exp(~26(5))
e pela discussdo acima, 7’,(,‘2,4(:1:,5,;0, q) = 0 quando § — 0, para (z,p,q) € [—1,1] x
[PO>P1] x [—QaQ]
Continuando com este mesmo raciocinio, temos que o lema também é valido para

as demais derivadas parciais de 7. O

Consideremos a equacgao
pz —q= f(z),
onde f é uma fungao real de classe C*, k > 1. O niimero de raizes desta equacao muda
por pequenas perturbagoes quando a reta y = pz — ¢ é tangente ao grafico da funcio f
ou quando esta reta passa pelos extremos do grafico.

2

(n,q) 1015 que a reta y = pz — q €

Definigao 2.2.1. O conjunto dos pontos (p,q) € IR
tangente ao grifico de f ¢ dito transformada de Legendre do grdfico v da fungdo f e

denotado por L(7).
Veja a Figura 2.6.

Definigao 2.2.2. Denominaremos por nesga de Legendre o conjunto Xy, N V*, onde ¥,
€ a superficie de bifurcagdo correspondente as raizes miltiplas da equacdo (2.13) e V*+

¢ uma pequena vizinhanga da origem em IR‘Z’E’&”\).

Denotemos por Dif f*([—1,1], IR), o subconjunto de C*([-1,1], IR) das funcdes f
de [-1,1] em IR de classe C*, k > 1, tal que f’(z) # 0 para todo z € [—1, 1].
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pr—q

Figura 2.6: Transformada de Legendre ()

Definigao 2.2.3. Seja f € Dif f*([-1,1], R), k > 3, tal que
1.
(=) #0,

para todo xz € Ay, onde

Ay =A{z e]-1L1[;f"(z) =0}

F'(=1)#0 e f'(1) #0;

3. ¢ a Transformada de Legendre L(vy) do grdfico v de f, é uma curva tendo como
singularidades um mimero finito de cispides ordindrias, suas auto-intersecées, as
quais sao lransversais, ocorrem apenas em suas partes suaves, L(y) se cruza no

mdzimo wma unica vez em cada ponto e ndo existe intersegoes nos extremos de

L(7).

Denotaremos por L*([—1,1], IR) o subconjunto de Dif f*([~1,1], IR) que satisfaz os itens
1, 2 €3 desta definigao.

Pelo Teorema (2.4.2) da segao (2.4) temos que L£¥([—1,1], IR) é aberto e denso em
Dif f*([-1,1], IR), k > 45, na topologia C", r > 3.
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O Teorema (2.2.2) a seguir, dard no caso genérico uma descricao completa do di-
agrama de bifurcagdo da equagéo (2.13). Mais precisamente, se fo, definida em (2.4),
pertence a L¥([—1,1], IR), k > 45, entéo o diagrama de bifurcacao das raizes da equacao

(2.13) é descrito pelo Teorema (2.2.2).

Observagao 2.2.3. Consideremos a funcio de transicdo Jo definida em (2.4). Te-
mos que fo estd associada a um campo de vetores X no plano que possui um con-
junto de grdficos do tipo Ldbios. Pelo Teorema (2.4.2) da segio (2.4), se fo ndo
pertence a L*([—1,1], R), temos que existe fo arbitrariamente prozima de fo tal que
fo € L¥([~1,1], IR). Utilizando técnicas conhecidas por especialistas na drea de Sis-
temas Dindmicos e encontradas na literatura pertinente, como por exemplo o método
descrito na demonstragio do Lema (2.4) da pdgina 101 de [PM], podemos determinar
um campo de vetores X, suficientemente prézimo de X, tal que X tem um conjunto de
grdficos do tipo Ldbios e fo ¢ a fung@o de transicdo associada a X, correspondente a

fungao de transigao fy associada a X.

Como foi dito anteriormente o diagrama de bifurcacio consiste de trés partes, Xy,
24 e X_. Para descrever 3y e ¥_ é suficiente usar os parametros (6, ¢, A). A descricao
de ¥ serd dada no epago de pardmetros (4, p, q).

O Teorema (2.2.2) é baseado em [KS].
Teorema 2.2.2. Seja fy, definida em (2.4), pertence a L¥([-1,1), R), k > 45.

1. - As superficies “de fronteira” ¥y e $_ sdo grdficos de fungées diferencidveis
A= A(69), A = A_(e,0) com eatensdo continua para a fronteira do quadrante

e>0,6>0.

2. Considere no semi-plano R?;q) = IR(?p,q) N{p > 0}, a transformada de Legendre
L(v) do grdfico da fungdo fo(z) e ]R?;:q) mergulhado em R?J’p,q)como sendo parte
do plano § = 0. Seja Zy, o cilindro em ®(V+) sobre L(7) com eizo paralelo ao eizo

6 e altura 8. Entdo para &y suficientemente pequeno, a superficie

Z = ®(3, N V)
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Figura 2.7: imagem da nesga de Legendre por ®

€ difeomorfa a Zr. O difeomorfismo U que leva Z em Zj preserva a folheagdo
6 =cont. e € C' em 6, e sua diferenca da aplicagio identidade na fibra § = const.

¢ de ordem o(9).

3. - A inlerseg¢do da fronteira de Xp, com a camada 0 < § < &y pertence a L4 e Y_.

Nos pontos desta intersegcio a superficie X, € tangente a Ly ou Y_.

Veja a Figura 2.7.
A primeira afirmagao do Teorema (2.2.2) é facilmente deduzida da equagao (2.13).

De fato, temos que a equagao que determina os ciclos limites é dada por

fo(z) = p(€)z — q(€) —r(z,9),
onde
r(z,€) = f:(z) — fo(z).
Substituindo # = 1 e z = —1 na equagao acima, temos que as superficies £, e ¥_ sao

determinadas pelos pontos € = (¢,d, A) que satisfazem, respectivamente, as equacoes
Ay = —fo(1)C5(8) + Ci(e) — Ca(d)r(L,€,6,A),
Al = —fo(=1)C3(8) — Ci(€) — Ca()r(—1,¢,8, ).

Pelo Teorema da Fungao Implicita temos que A e A_ podem ser expressos em funcio de
(,€). Além disso estas funcdes podem ser estendidas continuamente para valores nulos

de eed.
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A demonstragao dos demais itens do Teorema (2.2.2) exige uma teoria mais sofisti-

cada, a qual discutiremos a seguir.

2.3 Transformada de Legendre Generalizada

Seja f uma funcao de classe C*, k > 1.

Definigao 2.3.1. Considere a familia de classe C* a dois pardmetros de curvas no plano
p

(z,y) com parametros (p,q), definidas pelas equagées

F(z,y;p,9) =0

Fy#0, F, #0.
Seja v wma curva regular no plano IR%MJ). Os walores (p, q) para os quais a curva da
Jumilia acima € tangente a y constituem um subconjunto Lp(y) C R?p’q) denominado

Transformada de Legendre Generalizada.

Tomando v = graf(f), para cada ponto (z, f(z)) corresponde um ponto (p,q) =
(Pz,4z) € Lr(7) tal que v é tangente & curva F(-,-, ps, ¢:) = 0 no ponto (z, f(z)).

Pelo Teorema da Funcgao Implicita

o 52, Y5 Pey )
oy v Yy Pz, Qo v=f(z)

Portanto para determinar os pontos (p,, ¢;) basta resolver o sistema de equagoes

F(z,y;p,q) =0
y = f(z)
5 (@, yp,0) + F(2)5E (2, y;p,9) = 0.
Introduzindo a funcao
¢(z,p,q) = F(=, f(z); p, q),

o sistema acima é equivalente a

e(z,p,q) =0

2.21
wo(z,p,q) =0 (2.21)
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Para resolver o sistema acima a seguinte hipétese é imposta

/ /

SOP (PQ

" "
prp (lo:z:q

det £0 (2.22)

para todos os valores z, p, . Neste caso as solugdes sio p, = p(z), ¢ = g(z). Além

disso imporemos que o nimero de elementos do conjunto

52
é finito. E para todo z € A
P
953 (& Py 4s) # 0. (2.24)

Definicao 2.3.2. Diremos que a curva v dada pelo grifico da f estd em posicao geral

com respeito a familia F' se as condigdes (2.22), (2.23) e (2.24) sio satisfeitas.

2.4 Caracterizacao do Conjunto Solucao do Sistema

(2.21)

Seja S uma superficie em IR® dada por ¢(z,p,q) = 0 onde ¢ : U C R® —s R,
U aberto, ¢ uma fungao de classe C*, k suficientemente grande, queremos estudar a
projecao II : (z,p,q) — (p,q) de S no plano. Definimos a linka do horizonte de
S relativo a projegao II, como sendo o conjunto C' dos pontos (z,p,q) € S tais que
¢u(2,p,q) = 0. A projecao II(C) em IR? é dito contorno aparente de §.

Para estudar o comportamento local de S na vizinhanga de um ponto a de C' usare-
mos um sistema de coordenadas que é compativel em R® e em IR%. Mais precisamente,
diremos que um sistema de coordenadas locais (z,y, w) de IR® centrado em a é adaptado
a Il se w e y dependem somente das duas primeiras coordenadas e portanto tem a forma
w(p,q) = woll, y(p,q) = yoIl; entdo w e y sido também coordenadas locais de JR2
centradas em I1(a) e II serd expresso em coordenadas locais por (z,y,w) = (y,w) e C

’ . a
sera determinada por 32 = 0.
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Figura 2.8: dobra e cispide

Dizemos que um ponto ¢ € .S é um ponto de dobrase podemos encontrar um sistema
adaptado de coordenadas locais em a com
o(z,p,q) = 2" —q.
Na vizinhanga de tal ponto e nestas coordenadas S é o grafico da funcao

(z,p) — ¢ = a7,
a linha do horizonte C' ¢ a curva {¢ = 0,z = 0} em S e o contorno aparente no plano
(p,q) é a curva {¢ = 0}. Veja a Figura 2.8.
Dizemos que um ponto a € S é um ponto de cispide (para a projecio IT) se podemos

encontrar um sistema adaptado de coordenadas locais tal que
¢(z,p,q) = 2° — pz — q.

Na vizinhanca de tal ponto e nestas coordenadas S é o gréfico da funcio
(z,p) —> ¢ =2 — pa,

a linha do horizonte C' ¢é a curva {p = 32%,¢ = —22%} em S e todos os pontos de C' com
exceg¢ao de a sao pontos de dobra. O contorno aparente de S sio os pontos (p,q) € IR?

tais que (g)% + (%)% = 0. Veja a Figura 2.8.
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Figura 2.9: ciuspide ordinaria

Sejam L um subconjunto do /R* e « € L. Dizemos que L exibe uma cuspide
ordindria em a se existe um sistema de coordenadas locais (z,y) em IR?% centradas em
a, tal que L é definido na vizinhanca de a pela equacio z? = y°. Veja a Figura 2.9.

Introduziremos agora uma topologia para o espago de funcées reais de classe C'*.
Denotaremos por C*(1,J) o espaco de todas as funcoes de classe C* de I em J, onde
I e J sao intervalos da reta. Uma sequéncia de elementos f; de C*(1,J) é dita ser
convergente para uma fungao f € C*([,J), se para todo 0 < [ < r0<r<K,a
sequéncia f_i(l) converge uniformemente para f() em 7. Tendo assim definido convergéncia
de sequéncias em C*(1, J), podemos agora falar em conjuntos fechados, abertos e densos.
Denominamos de topologia C", a topologia determinada por esta definicio.

A seguir enunciaremos sem prova o “Teorema de Sard”, o qual serd fundamental
para a demonstragao dos préximos resultados e cuja demonstracio pode ser encontrada

em [MD] ou em [EL2].

Teorema 2.4.1. (Teorema de Sard) Seja f : I — IR uma funcio de classe C'' no
intervalo I C IR. E seja S = {z € I; f'(z) = 0}. Entdo f(S) tem medida nula em R.

Definigao 2.4.1. Denotemos por Dif f*(1,IR), I C IR intervalo e k > 1, o subconjunto
de C*(I, IR) das fungées f de I em IR de classe C*, tal que f'(z) # 0 para todo z € I.

Note que Diff5 (I, IR) é aberto em C*(I, R).
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Proposigao 2.4.1. Dado f € C*(I,IR), I C IR intervalo ¢ k > 3, sejam

fa(x) = f(:l:) + %:E2,

Ag, ={z € I; f5 (z) = 0},

O conjunto dos o € IR, tais que f, (z) = 0 para algum z € Ay, tem medida nula em IR.

Demonstragio. Temos que
@) =f"(@)+0 e f'(z)=f"(z).

Pelo Teorema de Sard temos que o conjunto dos ¢ € IR, tais que f’(z) = —o com
f“(z) = 0 tem medida nula em IR. Logo o conjunto dos o € IR, tais que f;"(a,) = {J

para algum z € Aj, tem medida nula em IR. O

Teorema 2.4.2. O conjunto das fungoes f € Dif f*(I,IR), I C IR intervalo compacto
e k > 45, tais que

1.
f’”(.'L') # 0,
para todo z € Ay, onde
Ap={z e[ f'(z) = 0};
2. sea eb sdo os extremos de I, entdo

f(a) #0 e f'(b) #0;

3. e a Transformada de Legendre L(v) do grdfico v de f, € uma curva tendo como
singularidades wm nimero finito de cispides ordindrias, suas auto-intersegoes, as
quais sao transversais, ocorrem apenas em suas partes suaves, L(v) se cruza no

mdzimo uma unica vez em cada ponto e ndo existe interse¢ies nos extremos de

L(7),

€ aberto e denso em Dif f*(I, IR) na topologia C", r > 3.
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Demonstragao. Mostraremos primeiro que o conjunto das funcées f € Dif f*(1, IR) que
satisfazem os itens 1 e 2 do teorema, é aberto e denso em Diff*(I, IR). Basta mostra
que tal conjunto é denso, pois o fato de ser aberto é evidente.

Seja f € Dif f*(I, IR) tal que f nio satisfaz os itens 1 e 2 do teorema, pela Propo-
sigdo (2.4.1), podemos tomar o € IR suficientemente pequeno tal que fo(z) = f(2) —I—a%
é arbitrariamente proxima de f e f, satisfaz os itens 1 e 2. Portanto, o conjunto das
fungoes f € Dif f*(I,IR) que satisfazem os itens 1 e 2 é denso em Dif f*(I, IR) na
topologia C", r > 3.

Dado f € Diff*(I, IR), pela primeira parte da demonstracao, podemos supor que

[ satisfaz os itens 1 e 2 do teorema. Considere a fungio ¢ : I x IR> — IR definida por
¢(z,p,q) = —f(z) + pz —q.
Como Ve(z,p, q) # 0 para todo (z,p,q) € [ x IR?, temos que

o(z,p,q) =0

determina uma superficie S em R®. Sejam C = {p = ¢, = 0}, a linha do horizonte de
SeD={p=p; = pz =0}
Mostraremos que os pontos de C'\ D sao pontos de dobra. Seja ay = (zo, po, q0) €

C'\ D, temos que ¢(ao) = ¢, (ao) = 0 e ¢ (ao) # 0, isto é,
f(zo) = po¥o — qo, ['(z0) =po e ["(z0) # 0.

Pelo teorema (4.3.2) ¢ pode ser escrita na forma ¢(z,p,q) = X(z,p,q)? — Q(p,q) na
vizinhanca de ap, onde X é uma funcio de classe C*=% e ) é uma funcao de classe
C*=1, com X (ao) = Q(po, ) = 0 e X_(ag) # 0. Segue também do teorema (4.3.2) que
dQ(po, 90) = (¥} (a0), ¥} (a0)) = (z0, —1), isto é, dQ(ao) # 0. Portanto podemos escolher

uma funcdo P de classe C*~!, tal que

Py(po,q)  Pipo, qo0)

0,
Q;(poa qO) Q;(PO) ([0) ?é

logo (P, Q) em IR?* é um sistema de coordenadas locais centradas em (po,qo). Assim

a aplicagao (z,p,q) + (X(z,p,q), P(p,q), Q(p,q)) determina um sistema (X, P,Q) de
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coordenadas locais adaptado centrado em ag, pois

0 P} (po, qo) P, (po, 90)
0 Q.(po, o) Qy(po,q0) | #0
X:;(Q:O)p07q0) X;($03p09q0) X/Q(:EO,PO,([O)

e neste sistema ¢ = X? — ). Portanto ag é um ponto de dobra.

Provaremos que os pontos do conjunto D, sdo pontos de cispide. Seja ag =
(20,70, o) € D, temos que @(ao) = ) (d0) = ¢la(a0) = 0, isto &
f(20) = pozo — qo, f'(zo) =po e f"(z0) = 0.

Por hipétese f" (z0) # 0, logo
(Plzl;;:v(ao) ?’l: O

E como ¢}, (a0) = 1, isto é, ¢, (a0) # 0, segue pelo teorema (4.3.2) que ¢ pode ser
escrita na forma ¢(z,p,q) = X(z,p,q)* — P(p, 9)X(z,p,q) — Q(p, q) na vizinhanca de
ao, onde X € uma fungdo de classe C*~2, P e () sdo funcdes de classe C*, onde s é o

maior inteiro pertencente a [0, 2] (neste momento usamos a hipétese & > 45), com

X(ao) = P(po, 90) = Q(po, q0) = 0 e X_(ao) # 0. Note que
@p(a0) @z (a0) — @} (a0)ph, (a0) = 1,
ou seja, ¢, (a0)@y;(ao0) — ¢} (ao)pn,(ao) # 0. Derivando os dois lados da igualdade
o=X>-PX -Q,

afim de obter expressdes para as derivadas parciais Dy Pz P P € usando o fato de

que X(ao) = P(po,q0) = 0, segue que
#p(a0)P4 (a0) = (@0)¢y(a0) = Py(a0)Qp(Po, d0) Xu(@0)— Pp(Po, 40) @4 (o, q0) Xa(ao) # 0.
Portanto, como X, (ag) # 0, segue que

P(a0)Q4(Po, 40) = Fy(Po> 90)Qp(po, q0) # 0.

Logo, como no caso da dobra, (X, P,@) é um sistema de coordenadas locais adaptado
centrado em ay, tal que neste sistema ¢ = X® — PX — (. Portanto ap é um ponto de

cuspide.
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Note que L(v) é o contorno aparente da superficie S e os pontos de Ay estao
associados a pontos de cuspides ordindrias de L(7). Pela Observacao (2.2.1), temos que

L(~y) pode ser parametrizada por

L(Y)(z) = (f'(z), f'(z)z — f(z)), =€l

Assim as tinicas singularidades de L(+y) correspondem aos valores dos parametros z € I,
tais que f”(z) = 0, isto ¢, correspondem aos pontos de A;. Logo L(y) tem como
singularidades apenas cispides ordinérias. Agora o nimero de elementos de Ay é finito,
pois em tais pontos f”(z) # 0, o que implica que os pontos de A sio isolados, e I é
limitado.

Sejam x1,zy € I, com z; # z3, tais que
fl(@1) = fza), f(z)zr— fz1) = fl(a)za — flaz) e f'(z1) #£0, f"(2)#0.

No ponto correspondente a estes valores do parametro, L(v) se cruza transversalmente.

De fato, temos que
L(y)'(a1) = (f".(:vl), f(@1)z1) e L(y)(22) = (f"(22), f"(z2)2),
logo estes vetores nio sio paralelos, pois
((f7(21), [ (1)), (= f"(22) 20, f"(22))) = [ (1) [ (2) (21 — 22) # O,
onde (—f"(z5)zs, f"(25)) é o vetor ortogonal a (f(z2), f"(z2)es).

Suponhamos agora que exista z, 3,23 € I, dois a dois distintos, tais que

F'@) = f(z2) = f(z3), fle1)er— fz1) = f(@2)22 — f2s) = f(23)as — f(23)

fi(20) # 0, f"(22) #0, f"(23) #0.
Portanto no ponto correspondente, L(7y) apresenta uma intersecio tripla (veja a Fi-
gura 2.10). Vamos agora perturbar a fungao f de forma que esta intersecao torne-se
dupla. Para isto tomemos um dos valores do parametro correspondente a tal fenomeno,

digamos z3. Seja

fo(z) = f(z) + pu(z),
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PE—4q

/ L(v)
T1 T2 T3

Figura 2.10: Transformada de Legendre L(y)

onde p é uma fungio de classe C* que se anula fora do intervalo compacto [z3— €0, 5+
co] C [ e tal que u(z) = 1 para = € [z3— €1, 23+ €], com 0 < ¢ < ¢ e p suficientemente

pequenos. Como p(z3) =1 e p'(z3) =0, temos que

Folws) = f'(3), fi(zs)za— folz1) = f'(z1)z1 — fz1) — p

[ (zs) = f"(z3) # 0.
Assim, se v, denota o gréfico de f,, temos que L(v,)(z1) = L(7,)(z3) e L(y,)(z1) #

L(7,)(23), ou seja o ponto de L(v,) correspondente aos pardmetros z;, x5 é um ponto
de intersecao dupla. Agora, para p suficientemente pequeno fo € Dif f5(L, 1), £, é
arbitrariamente proxima de f e coincide com f fora de um vizinhanca suficientemente
pequena de 3. Como o nimero de inflexdes de f é finito, isto é, o ndmero de elementos
do conjunto Ay é finito, temos que L(7) possui um ndmero finito de intersecoes triplas.
Desta forma, repetindo o raciocinio, depois de um niimero finito de etapas, podemos
aproximar f por uma funcio f tal que a Transformada de Legendre do gréfico de f
nao apresenta intersecoes transversais triplas. Procedemos de forma andloga no caso de
intersecoes quadruplas, quintuplas, etc.

O trago de L(7y) ainda pode apresentar fenomenos indesejaveis. Mais precisamente,

pode orcorrer os seguintes fendmenos:

* um ponto de intersegao pode ser também um ponto de cispide ordinaria;
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pr—q

/ o 2 L(y)

Figura 2.11: Transformada de Legendre L(v)

* um ponto de intersecdo pode ser ao mesmo tempo um ponto de duas cuspides

ordinarias distintas;
e um ponto de intersecdo pode ser também um ponto do extremo de L(y).
No primeiro caso existem zy,z; € I, 21 # x4, tais que

fl@) = f=2), [(@i)zr = f(z1) = f(z2)za — fz2), f'(21) #0, f'(z3) =0

f"(z2) # 0.

Veja Figura 2.11.

No segundo caso existem z1, 23 € I, z; # x4, tais que

fl(xl) = fl(fUZ): f,(ml)xl - f(l’l) = fl(fl?z)l’z = f(fb’z), f”($1) = f”(éﬂz) =0

f///(l,l) 7& 0) fll,($2) # 0.

Veja Figura 2.12.

No terceiro caso exite z; € [ tal que

f'(@1) = f'(a), f(z1)z:— f(z1) = f(a)a— f(a)
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pE—q

Ty T2

Figura 2.12: Transformada de Legendre L(v)

7T M~

#1 8 L(y)

'//7//17:5 —q
2 - ®/L(7)

Figura 2.13: Transformada de Legendre L(v)

ou

f'(@) = f1(8), fz)er— f(z1) = f'(b)b— f(b).

Veja Figura 2.13.

Procedendo como no caso das intersecdes triplas, podemos aproximar f por uma
funcio f € Diff*(1,IR), tal que a Transformada de Legendre do grafico de f nao
apresenta tais fenomenos. Os demais fendmenos podem ser reduzidos aos trés casos
acima.

Concluimos entao que o conjunto das fungdes f € Dif f*(I, IR), tais que f"(z) # 0,
para todo = € Ay, onde

Ap={ze I f"(x) = 0},
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f"(a) #0 e f”(b) # 0, onde a e b sdo os extremos de I e a Transformada de Legendre
L(v) do grafico v de f, é uma curva tendo como singularidades um nimero finito de
cispides ordinarias, suas auto-intersegdes, as quais sio transversais, ocorrem apenas em
suas partes suaves, L(7) se cruza no maximo uma tnica vez em cada ponto e nio existe
intersegoes nos extremos de L(y), é denso em Dif f¥(I, IR) na topologia C", r > 3.
Agora, pelas propriedades que caracterizam as cispides ordinarias e pelo fato das auto-
intersegoes serem transversais, é evidente que tal conjunto também é aberto. Isto conclui

a demonstracao do teorema. 0O

2.5 Comnstrugao da Superficie X,

Nesta se¢ao nos demonstraremos as afirmagées (2) e (3) do Teorema (2.2.2), completando

a demonstracao. Para isto usaremos a teoria desenvolvida na secao anterior.

Observagao 2.5.1. Temos que a transformada de Legendre genaralizada € o contorno

aparente da superficie o(z,p,q) = 0 do sistema (2.21).

Lembremos que a parametrizacao ® : (6,¢,A) — (4, p, ¢) transforma a equacio que

determina os ciclos limites na equagao equivalente (2.20), isto &,
fo(z) = pz — q—7(z,6,p,q).

E pela observagao (2.2.2), 7#(z,d,p,q) — 0 quando § — 0.
Portanto usando a notacdo da secao anterior, estamos interessados no caso em que
® € dada por
@s5(e,p,q) = —fo(2) + pz — ¢ — #(2,8,p, ) = 0.

Denotando por o grafico de fp, note que para cada 4 fixo temos uma transformada de
Legendre generalizada, que denotaremos por Ls(7), correspondendo & projecao da curva
dada pelo sistema (2.21) no plano (p, ¢), com ¢ = ;.

Note que Lo(7) é a transformada de Legendre do gréfico v da funcio fy de acordo

com a defini¢ao (2.2.1).
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Proposigao 2.5.1. Para fo € Dif f*([-1,1], R), k > 45, genérica, isto ¢, para f,
pertencente ao conjunto aberto e denso definido pelo Teorema (2.4.2), a transformada
de Legendre generalizada Ls(vy) da curva v = graf(fy) ¢ difeomorfa a Lo(7), para todo

0 suficientemente pequeno.
Para demonstrar a proposigiao acima utilizaremos os dois lemas a seguir.

Lema 2.5.1. Para fo genérica pertecente a Dif f*([—1,1], IR), k > 45, o conjunto Ls(y)
€ uma curva tendo como singularidades um nimero finito de cispides ordindrias, suas
auto-intersegoes, as quais sdo transversais, ocorrem apenas em suas partes suaves e
Ls(v) se cruza no mdzimo uma tnica vez em cada ponto, para todo & suficientemente
pequeno. Além disso, os pontos de auto-intersegdo da curva Ls(v) e os pontos de cuspides
ordindrias sio injetivamente correspondentes as respectivas auto-intersecées e cuspides

ordindrias de Lo(7y).

Demonstragao. Pelo Teorema (2.4.2), para fo genérica, segue que Lo(7), isto é, o con-

torno aparente da superficie determinada pela equacio

wo(z,p,q) = —fo(z) + pr —q=0,

para (z,p,q) € [-1,1] x D, onde D C R?p,q) ¢ o compacto obtido na demonstracio do
coroldrio (2.2.2), é uma curva tendo como singularidades um nimero finito de clispides
ordinarias, suas auto-intersecées, as quais sio transversais, ocorrem apenas em suas
partes suaves e L(7y) se cruza no maximo uma tinica vez em cada ponto.

Mostraremos agora que 7y estda em posicao geral com respeito a familia,
Fs(z,y,p,q) = —y + pz — ¢ — 7(z, 4, p, q),
isto é, devemos mostrar que
¢s(z,p,q) = = fo(z) + px — ¢ —7(z,8,p, q)

satisfaz as condigoes (2.22), (2.23) e (2.24).
Pela observagao (2.2.2) e pelo lema (2.2.2) a fungio 7 e suas derivadas parciais,

de ordem menor ou igual a k, nas variaveis (z, p, q) € [-1,1] x D sido uniformemente
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limitadas e tendem a zero quando § — 0. Em particular 95 — ¢y uniformemente em
[—1,1] x D da mesma forma que as derivadas parciais de ordem menor ou igual a k de

(s convergem para as derivadas parciais de ¢o. Portanto, como

! / _
No=det [ P (o} e -1
((190);{13 (‘PO):,L{Q L0
Temos que
' ! tr —l47
By =det (%),f’ (%),i’ =det | 7 T ) S aqo6) £0, (225)
(<P5)1:p ((P‘s)xq 1 + ra:p r:z:q

se ¢ ¢ suficientemente pequeno. Portanto, segue que a curva Ls(7y) é parametrizada como

p=ps(z), q=qs(z),

(2.26)
ps(z) = po(x) + O(8),  gs(z) = qo(z) + O(6),

onde as funcdes po(z), qo(z) sdo uma parametrizacio da tranformada de Legendre Lo(7)
de 7.
Note que
(28)s(2,P,4) = = fo () + 75 (2,6, p, q).
E como fy pertence ao conjunto definido pelo Teorema (2.4.2), segue que nos pontos
(z,p,q) tais que wo = (o), = (po)ly = 0, temos (po)”, # 0. Isto implica que a
equacao

fo(z)=0

tem somente raizes simples, logo a equacao perturbada
~fo (@) + 70 (2,6,p,9) = 0 (2.27)

tem somente raizes simples as quais sdo o(d)-préximas das raizes de f; (z) = 0. Assim
s satisfaz as condigoes (2.22), (2.23) e (2.24).

Pelo Lema (2.2.2) e pelas expressdes (2.26), temos que para delta suficientemente
pequeno Ls(y) estd suficientemente préxima de Lo(7). E como as intersecdes transversais

nio se destroem por pequenas perturbacdes, segue que cada ponto (ps,qs) € Ls(v)
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de auto-intersegdo, é transversal e é o(4)-préximo do ponto (o, do) de auto-intersecao
transversal de Lo(7). Além disso, como os pontos de auto-intersecio de Lo(y) sao todos
duplos e ocorrem em suas partes suaves, segue que os pontos de Ls() também sao
apenas duplos e ocorrem em suas partes suaves.

Pela demonstragdo do Teorema, (2.4.2) e por (2.27) e (2.25) temos que as singularida-
des de Ls(y) sao cispides ordindrias, as quais sdo o(§)-préximas das cuspides ordinérias
de Lo(7), ou seja, para todo § suficientemente pequeno, Ls(y) é uma curva tendo como
singularidades um nimero finito de cispides ordinarias, as quais sio injetivamente cor-

respondentes as cispides ordinarias de Ls(v). Isto conclui a demonstracio do lema. [

Lema 2.5.2. As partes da curva Ls(vy) na vizinhanga das auto-interse¢ées e na vizi-
nhanga dos pontos de cispides podem ser transformados nas correspondentes partes de

Lo(7) por um difeomorfismo que é O(8)-prézimo da identidade.

Demonstragdo. O fato de que as cispides de Ls(7y) e Lo(v) sido localmente difeomorfas,
segue da forma normal obtida no teorema (4.3.2) do capitulo 4. O restante da afirmacao

do lema é evidente. 0

Demonstragdo da Proposigao (2.5.1). O fato de que as partes suaves de Ls(v) e
Lo(7) sdo difeomorfas é trivial. Deste fato e dos lemas aclma, segue que o difeomor-
fismo global entre estas curvas é obtido usando particoes da unidade. Isto conclui a

demonstragao da proposi¢ao (2.5.1). 0

Corolario 2.5.1. Eriste 6o € (0,6p) tal que no dominio (V¥ N {0 < § < &}) a
superficie

Z=9(5,NnV"H
€ difeomorfa a Zy = (0,00) X Lo(7). O difeomorfismo W que leva Z em Zj, preserva
a folheagao & = cont. ¢ é C'' em 6, e sua diferenca da aplicagio identidade na fibra

§ = const. € da ordem de o(6).

Pelo corolario acima temos que o item (2) do teorema (2.2.2) estd demonstrado.

Resta agora demonstrarmos o item (3).



2.6. A FRONTEIRA DA REGIAO NODAL DOS LABIOS 67

Os valores dos pardmetros para os quais = +1 é uma raiz miltipla da equacao
que determina os ciclos limites, pertencem respectivamente a fronteira de ¥ e a uma
das superficies ¥ e X_. Mostraremos que nestes pontos as superficies sao tangentes.
Consideraremos o caso z = 1, o caso ¢ = —1 é analogo. Note que a afirmacao é
equivalente a mostrar que a superficie Z é tangente a ¥.. Portanto basta mostrarmos que
a transformada de Legendre generalizada Ls(y) é tangente a curva ®(3,)N{§ = const.}
no ponto final de Ls(7y) correspondente a z = 1. A curva ®(Z,)N{§ = const.} é descrita
pela equacao

s(1,p,q) = 0.

Portanto nos pontos desta curva temos que

%
dg _ _ 9p
dp— Qso_s

dq

(1,p,q)

o0}

Note que

dps
a—q 7& Oa

portanto as partes de Ls(y) sem pontos de cispides podem ser expressas como uma

funcao derivavel da forma ¢ = g(p). Agora se (p,q) € Ls(v) temos que

¢s(z,p,q) =0,
portanto
8905
—(1,p,9q)
; dp
g (p) = - )
P 1,p q)
aq b b

Logo as curvas ¢s(1,p,q) = 0 e Ls(y) tém a mesma inclinagido no ponto correspondente
a z = 1. Isto significa que as curvas séo tangentes e portanto as superficies 3y e )3

também. [sto completa a demonstracao do Teorema (2.2.2).

2.6 A Fronteira da Regiao Nodal dos Labios

No estudo realizado nas segoes anteriores deste capitulo, os fenémenos que podem ocorrer

na fronteira da regidao nodal dos Lébios foram evitados. Nesta secio apresentaremos
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Figura 2.14: conexao entre as separatizes parabdlicas

Figura 2.15: conexéo entre as separatizes de setores parabélico e hiperbélico

alguns fenomenos que podem ocorrer na fronteira da regio nodal e discutiremos um
caso particular.

Existem diversos fenémenos, que correspondem basicamente a ligacdes entre as
separatrizes de setores parabdlico e hiperbdlico das selas-né, separatriz de setores pa-
rabélico e hiperbdlico de uma sela-né pertencente ao setor parabélico da outra sela-né,
pontos de sela na fronteira da regiao nodal e combinacoes destes fendmenos. As figuras:
Figura 2.14, Figura 2.15, Figura 2.16, Figura 2.17, Figura 2.18 e Figura 2.19, ilustram
alguns dos casos mencionados.

Em [DIR] e [EM] podemos encontrar resuldados parciais sobre a finitude da cicli-

cidade de alguns dos conjuntos de gréficos ilustrados nas seguintes figuras: Figura 2.14,
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o

Figura 2.16: ponto de sela na fronteira da regido nodal

S

Figura 2.17: separatriz de setores parabdlico e hiperbélico pertencente a regiao nodal

o

Figura 2.18: separatriz de setores parabdlico e hiperbélico pertencente a regiao nodal
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Figura 2.19: separatriz de setores parabélico e hiperbélico pertencente a regiao nodal

Figura 2.20: grafico do tipo T

Figura 2.15, Figura 2.16, Figura 2.17, Figura 2.18 e Figura 2.19. Entretanto, na maioria
dos fenomenos mencionados, o problema de se determinar a ciclicidade exata em cada,
caso, bem como descrever os seus respectivos diagramas de bifurcacio, encontra-se em
aberto (ver [KS]).

Discutiremos agora a ciclicidade de um grafico constituido por duas selas-n6, uma
atratora e outra repulsora, pela conexdo de separatrizes dos setores hiperbdlicos destas
selas-né e pela separatriz dos setores parabélico e hiperbélico de uma das selas-nd, a qual
pertence ao setor parabdlico da outra sela-né. Usaremos a letra grega T para denotar
este tipo de grafico. Veja Figura 2.20. Os retratos de fase das figuras: Figura 2.17,
Figura 2.18 e Figura 2.19, apresentam graficos do tipo Y.
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Ags
Ay /_2\
01 03
[‘;\)F;
Ge,s

Figura 2.21: Labios com um gréfico do tipo Y

Seja X(z,y,1), (z,y) € IR?* e p € IR?, uma familia de classe O™ a trés paramentros
de campos de vetores tal que para g = 0, X(z,0) tem um conjunto de graficos do
tipo Labios com um grafico do tipo T. Denotando por o; e 0, as selas-né de X(z,0),
pelo Teorema (2.0.1), existem coordenadas locais nas quais a familia estd na sua forma
normal. Obtemos assim novos parametros ¢, § € IR nos quais a configuracido destes
Léabios € representado pela Figura 2.21. Portanto usando a orientacio da Figura 2.21,
na vizinhanga da sela-n6 oy, existem coordenadas locais nas quais a familia de campos

de vetores tem a forma

h z e
1+4+a; (u)l‘
’

vy =Y

§ e = e(p).

Da mesma maneira, na vizinhanca da sela-né o4, existem coordenadas locais nas quals

a familia de campos de vetores tem a forma

2z = z245
3 14as (u)z 5= 5(/1)-
y = -~y

Denotando por XF, 'y, I'f e I'; as secées transversais ao fluxo, dadas respectiva-
mente nas coordenadas normalizadas pelas equagdes y =1, 2 = -1, 2 = 41 e z = -1,
nas vizinhangas de oy e 0, (veja Figura 2.21). Podemos definir as seguintes aplicagoes

de transicao para ¢ > 0 e § > 0, suficientemente pequenos
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A : T — BF, Ags:T; — T,

Ges : T¥ — T, hes:XF —T;.

Utilizando a forma normal podemos mostrar que
Ags(z) = C2(d)z.

com (5(6) = 0 quando § — 0. Mais precisamente

Cs(d) = e:cp(——iarctan—l—).

Y Ve

A expressao acima foi obtida integrando a forma normal a qual tem varigveis separadas.
Procedendo da mesma forma, vamos determinar uma expressao para A7l Pela forma

normal, temos que
dy  1+azx

d:c_ycl:z—l—e’

a=a(u), c=c(p).

Dado (z,1) em X} temos que A} associa o ponto (—1,y) em I'], resolvendo

11 T T
/—@:/ 1 m+/ e,
v Y 1T+ ¢ 1T+ ¢€

“2) = ex —L arc a.ni arc cmL M
Ale (3’) - P( \/E( 1 \/€+ t \/E))\/m

Pelo teorema (2.1.1), temos que a aplicagio de transicao 9e,s pode ser expressa na

segue que

forma

Ges(z) =z + ),

onde A = g.5(0). Aplicando a férmula de Taylor em h, s na vizinhanca do zero, temos
que

hes(z) =p+oz+o(z), p=p(c,d), o=o0(cd),

onde o(z) representa uma expressao polinomial em z de grau maior ou igual a 2. Note
que o # 0, para ¢ e d suficientemente pequenos, pois hgg é um difeomorfismo de classe

C*, k> 1, decrescente.
?



2.6. A FRONTEIRA DA REGIAO NODAL DOS LABIOS 73
Teorema 2.6.1. Sejam X(z,y,p), AL, Ags, ges e hes como acima. Suponha que

ho,0(0) # —hg o(0).

Entdo o grdfico dos Ldbios passando por 0, isto é, T tem ciclicidade finita menor ou

wual a 2.

Demonstragdo. Considere a funcao
‘/5,5 : Ei*_ — F;

dada por
Ves(z) = Ags 0 hes(z) — g5 0 Al ().

Note que V,5(z) = 0 é a equagao que determina os ciclos limites. Pelos resultados

anteriores

Ves(z) = pCa(8) + 0 Cy(8)z + o(z)Ca(8) — AzZs(z) + A

Se z € uma raiz de multiplicidade maior do que 2 de V, 5(z) = 0, entdo z satisfaz as
equagdes (Vs),(z) = 0 e (Vi 5)r,(z) = 0. Isto é, z é solugio das respectivas equagoes

14+ az

0 Cs(8) + o () Ca(5) + Agé(x)m

=0, (2.28)

(¢®+a)e® +2(a+ 1)z —ea+1
(22 + €)2 -

Note que A~ (z) é um termo comum das duas equagoes acima. Portanto isolando AZ{(z)

o"(2)Ca(8) — AL () 0. (2.29)

nas equagoes (2.28), (2.29) e depois igualando as expressdes obtidas, temos que

o+o(z) o'(z) (2.30
l+az  (a®+a)2?+2a+ 1)z —eca+1 -30)
Substituindo z = 0 na equacéo (2.30), segue que
0//(0)
T —ea+t1

Pela hipétese do teorema, se € e § sdo suficientemente pequenos, a ultima igualdade é
falsa em uma vizinhanga suficientemente pequena do 0. Logo V.s(z) = 0 ndo tem raizes
de multiplicidade maior do que 2 em uma vizinhanca suficientemente pequena do 0, para

¢ e  suficientemente pequenos. Isto conclui a demonstracao. O
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Observagao 2.6.1. Note que na demonstragcio do Teorema 2.6.1, ndo discutimos a
invariancia da hipdtese, pois a ciclicidade € invariante com respeito a escolha das coor-

denadas normalizadas.

Este resultado nao se encontra na literatura e foi desenvolvido durante o projeto de

mestrado.



Capitulo 3

Forma Normal para Familias de
Campos de Vetores na Vizinhanca

de uma Sela-né

Neste capitulo discutiremos a forma normal para familias de campos de vetores na

vizinhan¢a de uma sela-né.

3.1 Meétodo homotdpico

Sejam v e w dois campos de vetores de classe C% e ¢! &t seus corres ondentes fluxos.
) p vy Pw P

Considere a familia de campos de vetores definida por

v (aai '“’) o

Definigao 3.1.1. O comutador [v,w] dos campos de vetores v e w € definido por

[v,w] = il li=0 - (3.1)

Observagao 3.1.1. Na demonstragio do teorema abaixo usaremos um resultado muito
conhecido da Teoria das Equagées Diferenciais Ordindrias (veja [S1]), o qual diz o se-

guinte: “Sejam Ay, Ay subconjuntos abertos do IR™, Xy : Ay —s R, Xy : Ay — IR™

75
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campos de vetores de classe C* e h: Ay — Ay um difeomorfismo de classe C*. Entdo

h € uma C”-conjugagio entre X; e X5 se e somente se
Dh(p)X1(p) = X2(h(p)), Vpe€ Ay (3.2)
Teorema 3.1.1. O fluzo de dois campos de vetores v e w comutam, isto €,
B0 b, = 6, 0 8!

se, e somente se,

[v,w] = 0.
Demonstragdo. Suponha que os fluxos comutem, isto &,
¢u (¢, (2)) = 85, (44(2)).

Como os fluxos ¢}, ¢2 sao difeomorfismos de classe C¥, segue da igualdade acima que
para t fixo ¢! é uma C*-conjugacio entre o campo w consigo mesmo. Portanto pela
observagao (3.1.1)

94, (x)

T2 w(a) = w(d(2)),

0

Portanto a familia de campos de vetores w; é constante igual ao campo w, logo

isto implica que

[v,w] = 0.
Reciprocamente, suponha que
[v,w] = 0.

Mostraremos que isto implica que a familia de campos de vetores w; é constante igual
ao campo w, entao pela observagdo (3.1.1) segue que o fluxo ¢! é uma C*-conjugacio

entre o campo w consigo mesmo e portanto comuta com o fluxo deste campo, isto €,

by 0 B, = 45,0 &,
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Para provar que a familia de campos de vetores w; é constante, note que wy

devemos mostrar que

—w; = 0.
dt
Usando a propriedade de grupo dos fluxos, temos que
a4t -
gwlea = £[(%0) 065 lia

- 4 [(aqsa;:h .w> oqb;a-h] bse
= [5G (40 ) - w) 04 0 47°] luo

_ d |(23¢8 hOsh ~h -
= E[ 50%%‘1“)0% °¢-ua] [h=0

(
(83(};Z (% ' w> o ¢Jh) o 05;“] lh=0
(

02 —
%'wh) ° ¢u“] |h=o -

Por definicao, temos que

Isto prova o teorema.
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Utilizando o teorema acima podemos obter uma condicdo suficiente para que dois
campos de vetores sejam C*-equivalentes. Sejam v e w campos de vetores de classe C'*
definidos em um aberto & C IR*. Considere o campo de vetores de classe C* em Q x IR

definido por
V(z,s) = (vs(s),0), (3.3)

onde v; = v 4 sR com R = w —v. Note que v = v e v; = w.

Lema 3.1.1. Seja V' como acima. Suponha que eziste um campo de vetores U de classe
C* tal que
U(z,s) = (h(z,s),1) (3.4)

[U,V]=o0. (3.5)

Seja Qo C Q tal que o fluzo de U esteja bem definido em Qg x {s} para todo s € [0,1].
Denotando por Q1 x {1} a imagem deste fluzo para s = 1, seque que os campos de vetores

v e w sdo C*-equivalentes nos dominios Qg e Q.

Demonstragio. O campo de vetores V determina o seguinte sistema de equagcoes dife-
renciais
!

# = we(z),

s = 0.

Os planos s = const. sdo invariantes sobre esta equacio. A restricio de V a s = 0 e
s =1 corresponde aos campos v e w respectivamente.

Por hipétese temos que os fluxos de U e V comutam. Portanto ¢, conjuga o fluxo de
V |Qox{0} com o fluxo de V' |le{1}, logo v e w sao C’k-equivalentes nos correspondentes

dominios. m

O meétodo homotdpico consiste em provar a existéncia do campo U do lema (3.1.1).
Isto significa que para V' dado pela expressao (3.3), a equacao (3.5) tem uma solucio da

forma (3.4). A equacdo (3.5) é conhecida como equagio homoldgica.
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3.1.1 Expressoes para o Comutador e para a Equacao Homolégica.

Comecemos determinando uma expressao para o comutador de dois campos de vetores.

94, >
wy = cw | ot
t ax v
aplicando a férmula de Taylor para ¢! na varidvel ¢ na vizinhanca do 0, temos que

Loy v
oz I+ t%

Temos que

+ O(t?).

piz =z + tv(z) + O(t?),
Omitindo o termo O(¢?) nas expressoes acima para facilitar a notagao, temos que
w, = [(]+tg—z+--~) w| (z —to(z) + )

ov(z —tv(z) +---)
dz

= w(z—tv(z)+---)+t w(z —tv(z) 4+ ) 4.

Portanto
[v,w] = >~w — —v. (3.6)
Vamos usar a expressao (3.6) para simplificar a espressio (3.5). Denotando como
em (3.3) e (3.4), V = (v,,0), U = (h,1) € R* x IR, com v, = v + sR, temos que

Ovs dvs, Oh 0 0
V.0l = (ax’” 95 a?:) 7z T 035

Fazendo H = (h,0), R = (R,0), entao a equagdo [V, U] =0 torna-se

[H,V] = R. (3.7)

Esta ¢ a forma final da equagdo homolégica.
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3.2 Forma Normal

Teorema 3.2.1. (Teorema de Takens.) Seja v um germe de classe C* de um campo
de velores em um ponto singular 0. Seja A o operador correspondente a parte linear
deste campo com subespagos invariantes T°,T*,T° e autovalores distintos. Sejam AT,
A™, e A° a restricio de A a estes subespagos e AT, \” e p seuw espectro, X = (A, \7).

Se a parte real do vetor \ € nao-ressonante, isto €,
ReA; # Re(\ k) Vk € Z7, |k] > 2.
Entdo v ¢ C*-equivalente a
o =w(e), ¥ = A*(2)y, # = A~(a)z,
ondex €T, yeT?, z€T", AY(0) = At e A=(0) = A~.

Observagao 3.2.1. No Teorema de Takens o valor de k pode ser tomado arbitrariamente

alto, mas finito, basta reduzirmos o dominio de defini¢io da equivaléncia entre os campos.

Observagao 3.2.2. Seja v(z,¢), € € IR?, uma familia de classe C* a p parémetros de
germes de campos de vetores. Se para € = 0, v(z,0) satisfaz as hipdteses do Teorema
de Takens, entdo introduzindo a equagio ¢ = 0 na familia de equacées diferenciais
assiciada a v(z,€), temos que o germe de campo de vetores obtido V = (v(z,€),0) €

C*-equivalente ao germe
' =w(z,e), ¥y =AT(z,e)y, 2 = A (z,¢)z.

Note que V' = (v(z,¢),0) terd uma variedade central com coordenadas (z,€). Esta
afirmagdao decorre do fato de que todas as mudancas de coordenadas no Teorema de

Takens preservam a equagao € = 0.

A demonstracao do Teorema de Takens pode ser encontrada em [IL).

Lembremos que uma sela-né de multiplicidade 2 de um campo de vetores no plano
€ um ponto singular com um autovalor 0 e outro ndo nulo. Além disso a restricio
deste campo a variedade central na vizinhanga da singularidade é dada pela expressao

az®+ -+ com a # 0.
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Teorema 3.2.2. Seja X(z,¢) (z € IR* ¢ ¢ € IR?) uma familia de classe C™ g P
parametros de campos de vetores no plano, tal que para e =0 a origem (0,0) seja uma
sela-nd de multiplicidade 2. Entdo, existem fungies de classe CY k>2 p= p(e) e
a = a(e) tais que esta familia € localmente C*-equivalente, para algum inteiro positivo

k, a seguinte forma normal

o z2+y
ro= i1+a(c)$

y = +y

= p(e).

Para demonstrar o teorema acima precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2.1. Seja
z' = f(z,€), = € (R,0), €€ (IRP,0)

uma familia de classe C* de campos de vetores na reta. Se para e = 0 f tem um zero
de multiplicidade 1 na origem, entdo eziste uma C'-equivaléncia, | < k, entre f eum
polinémio em x com coeficientes dependendo de ¢. O grau deste polinémio ndo ultrapassa

2p — 1 e se ai(e) sdo os coeficientes do polinémio, entio a;(0) =0 para 0 < i < p—1.

Para demonstrar o lema acima precisamos de dois resultados classicos da analise
local, o Teorema de Preparacio de Weierstrass e o Teorema da Divisdo, cujas demons-

tragoes podem ser encontradas em [L].

Teorema 3.2.3. (Teorema da Divisao) Seja f(z, €) uma fungio de classe C* tal que
para e =0, f(z,0) tem um zero de multiplicidade 11 no zero. Entdo qualquer fungdo g

de classe C* pode ser ezpressa na vizinhanga da origem como
9(z,€) = f(z,e)q(z, €) + r(z,¢),

onder € um polinomio em z de grau nio maior que ;1 —1, com coeficientes dependendo
de €, isto €,
r(z,e) = » a(e)z'.

A classe de diferenciabilidade destes coeficientes juntamente com a classe de q tende

para infinito quando k — oo.
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Teorema 3.2.4. (Teorema de Preparacao de Weierstrass) Seja f como no Teo-
rema da Divisdo. Entio f pode ser ezpressa na vizinhanga da origem como o produto
de um polinomio em x de grau p com coeficientes dependendo de € e uma funcgao Q sem

zeros, isto €,
m

f(z,e) = W(z,e)Q(z,e€), W(z,e) = Z a;(€)z?,

=0
onde a,(€e) =1, 2(0,0) # 0 e ai(0) =0 para 0 <1 < u—1. A classe de diferenciabilidade

dos coeficienles a; juntamente com a classe de §) tende para infinito quando k — co.

Podemos agora demonstrar o lema (3.2.1).

Demonstracao do lema 3.2.1. Aplicando o Teorema de Preparacao de Weierstrass

em f e o Teorema da Divisao para g = (2, temos que
f=W(fq+r).

Provemos entao que 2’ = f e 2’ = Wr sao C'-equivalentes. Vamos aplicar o método ho-
motépico. De acordo com a notagao usada na se¢io (3.1), os campos v, w correspondem

respectivamente aos campos Wr e f. E o campo v, corresponde ao campo definido por
fs=Wr+sWfq.

Note que fo = Wr e f; = f. Portanto basta resolver a equacao homolégica (3.7) e obter
a funcao desconhecida h.

Em dimensao 1 a equacéo (3.7) tem a forma
Jib' = fih = wfg,

a qual é uma equagao linear nao homogénea. Note que h = f, é uma solucao da equagao

homogénea. Aplicando o método de variacio das constantes para resolver a equacao
wfg

FE

aclma, temos que se h = f,c é solugao da equagao nao homogénea entiao ¢’ =

Agora como

r(0,0) = 2(0,0) #0, fs=Wr+sWfq,
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segue que
- g
~ (r+sfq)?

e esta bem definida. Portanto a solucao h é de classe C'.
Isto prova o lema. 0

De posse dos resultados acima podemos agora demonstrar o Teorema (3.2.2).

Demonstracao do teorema 3.2.2. Introduzindo a equacio ¢ = 0 na familia de
equagoes diferenciais associada a familia de campos de vetores X(z,¢). Podemos desta
forma aplicar o Teorema (3.2.1), o qual, de acordo com a Observacio (3.2.2),preserva a
equagao ¢ = 0. Portanto segue que a familia de campos de vetores, X(z, €), do Teorema,

(3.2.2) é localmente C"-equivalente a familia

' = w(z,e),

y = Az, ey,

¢ =0
onde A(z,¢€) é uma fungao real. Pela definicdo de sela-nd, A(0,0) # 0. Assim, podemos
dividir o campo de vetores dado pelo sistema acima por A em alguma vizinhanca de

(0,0), obtendo

2 = w(z,e),
y = v,
€ =0

Vamos desprezar a equagao € = 0.
A primeira equagao do sistema acima determina um campo de vetores na reta.
Portanto aplicando o lema (3.2.1), mudando somente a coordenada z, segue que a familia

de campos de vetores do Teorema (3.2.2) é localmente C*-equivalente, k < r, a familia
' = £P(z,¢)
y = 4y

onde P = W2 é um polinénio tal que o grau de W é igual a dois e o grau de € é menor

ou igual a um e 0(0,0) # 0, isto é

P(z,¢e) = W(z,e)(bo(e) + bi(e)z), bo(0) # 0,
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W(z,e) =2 + ai(€)z + ao(e) e W(z,e) = by(e)z + bo(e).

Para facilitar a notagao vamos omitir os sinais 4 das expressdes no sistema acima.

(Z](E)
2

Fazendo a mudanca de coordenadas z — z; = z + , obtemos

2y = (@} + a0(€))(Bo(€) + bi (e)z1).

Note que bg(€) # 0 para todo e suficientemente pequeno pois bp(0) # 0 e a;(0) = 0.

Agora, fazendo z1 — x5 = by(€)z1, obtemos a familia
w5y = (23 +a(e))(1 + b()zs).
Portanto denotando d(e) = y e b(¢) = a(e) obtemos entdo a familia
o = (2 + W)L+ a(de) = p(o)

A equagdo obtida acima ainda nio estd na forma normal do Teorema (3.2.2), para

obté-la aplicaremos o metodo homotépico. Temos que
P=WQ

1
com {2(0,0) # 0. Portanto Q; = q esta bem definida numa vizinhanga do (0,0). Pelo

Teorema da Divisao, temos que §); pode ser expresso por
Q] = Pq + T,

com o grau de r menor que o grau de W, em particular o grau de  é menor ou igual a um.
1 .. .

Note que — estd bem definido na vizinhanga do (0,0), pois P(0,0) =0 e 2:(0,0) # 0.
P

Mostremos que as familias

sao C*-equivalentes. De fato,

P=WQ= POL1=W= P(r+Pq)=W =

/ / /!
. p_ Ii _ _PIVQq _ _PIVq)
r r i




3.2. FORMA NORMAL 85

portanto
w
= - P=PWq,
-
onde ¢; = % Podemos agora aplicar o método homotépico. De acordo com a notacao
riiy

usada na segao (3.1), os campos v, w correspondem respectivamente aos campos P e

—. E o campo v, corresponde ao campo definido por
r

Py =P+ sWPq.

Note que Pp = Pe P, = I/V. Portanto basta proceder como na demonstracio do Lema
(3.2.1), resolvendo a equagréo homolédgica (3.7) e obtendo a funcio desconhecida h.

Agora como grau de W ¢ igual a dois e o grau de 7 é menor ou igual a um, segue
que

W 2? +ay(€)z + aole)

r bo(e) + by(e)z

aq T
Como antes, fazendo a mudancas de varidavel z —» 2, = z+ > e depois z; — 3,2 = E—l,
0
podemos assumir que a; =0, ap = g, bp = 1 e by = a(e). '
I_sto prova o Teorema (3.2.2). -0

Observagao 3.2.3. Pela observagdo (3.2.1), temos que no teorema (8.2.2) o valor de k
pode ser tomado arbitrariamente alto, mas finito, basta reduzirmos o dominio de difinigao

da equivaléncia entre os campos.
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Capitulo 4

Formas Normais para Aplicacoes
Diferenciaveis na Vizinhanca de

pontos criticos

4.1 Pré-Requisitos

Lema 4.1.1. (Lema de divisibilidade) Seja f : R® —s IR wma fungdo de classe C*,
k> 1. Entao eziste uma fungdo ¢, : IR® —s IR de classe C* ! tal que

f(:l:])"')xn):ﬂ:llgl(xl,...,:l:n)
. _ of N . _ _ a1y _
se, e somente se, f(0,22,...,2,) = (0 By« < B) = 150 = o 2o, Za,...,2n) = 0.
E nesse caso
10'f

9(0,z9,...,2,) = 192 l (0,z9,...,2n).
Demonstragdo. Suponhamos primeiro que [ = 1. Temos que

f(z1,...,2,) = f(0,2,,.. za) + [ 52 af (t,za,. .. ,z,)dt

1
= f(0,zq,...,2,) + 2, .fo ;T{(sml,xz,...,xn)ds.

: - 19 ;
Portanto definimos a funcao gi(y,zs,...,2,) = Jo %(S.’L‘l,(lig, ..., Tp)ds, a qual é de

classe C*~! pelo “Teorema de Derwagdo sobre o Sinal de Integragdo”. Agora, derivan-

87
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do a igualdade f(zi,...,2,) = z191(21,...,2,) em relacio a z; e aplicando no ponto
(0,22,...,2,), segue que
of
0 coyZn) = =——(0,2q,...,2,).
gl( » L2, » L ) 8'171( T2 z )

Isto prova o caso [ = 1.

Suponhamos agora que [ = 2. Pelo que foi visto acima, temos que

f@1, .y 20) = 2igi (21, 2),

além disso ¢1(0,zs,...,2,) = %(033327"'73:“) = 0. Portanto, aplicando o resultado

obtido no caso [ = 1 para g;, segue que existe uma funcio g, de classe C*~2 tal que

.. .ym) = mfgz(:cl,...,a:n).

Assim derivando a igualdade acima com relacéo a z;, duas vezes e aplicando no ponto

(0,2,,...,z,), segue que
19%f

92(0,Z2,..., %) = ==—5(0, 23, ..., z,),
2 0z

o que conclui o caso [ = 2.

Continuando, indutivamente, com este raciocinio o lema est4 demonstrado. O

Corolério 4.1.1. Seja l(zy,...,z,) uma fung¢io de classe C*, k> 1. Entio dada uma
Jungio f(z1,...,2,,y) de classe C*, existe uma funcdo 921, -, Tnyy) de classe C*1,
tal que

f@r, e 2n,y) = (v — Uz, ., 20))9(20y - -0y 20y ),
se, e somente se, f(z1,...,2n,1(21,...,2,)) =0, isto €, f € nula ao longo do gridfico de

[. Além disso

9,
P @iy 0y B, W@ty o vy 200) ) = a—i(xl,...,xn,l(:cl,...,mn)).

Demonstragdo. Suponhamos que f(z1,...,2,,{(z1,...,2,)) = 0. Definimos

[z, 20, y) = f(2r, . Ty + (21, ., 20)).
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Entao

flz1,...,2,,0) =0
e pelo lema (4.1.1), segue que f(zy, ... yTnyY) = yg(z1,...,T,,y), com g de classe CF1,
Se definirmos
9(z1,. .20 y) = g(21, ..., T,y — Hats o0 y®5)),
teremos que
[z, zny) = (y— Uz, - -, 20))g(2, . . . Ty Y),
g é claramente de classe C*~!. Agora derivando a tltima iguldade acima com relacio a

y e aplicando em [(z4,...,z,), temos que

)
g(z1, ..y zn, (T, .0 2,)) = a—;(:cl,...,a;n,l(:cl,...,xn)).

Isto conclui a demonstracao. : O

Coroldrio 4.1.2. Seja l(xy,...,2,) uma fung¢do de classe C*, k > 2. Entio dada uma
Jungio f(z1,...,2,y) de classe C¥, existe uma fungdo h(zy, .. -y Tn,y) de classe C*2,

tal que
f(a:h LE )xnay) = (y - l(CL‘],. R QJn))Zh(.'l)l, .. '7$n)y)7

se, e somente se,
0
Oy vy B W By 005 B )) = a—]yc(:vl,...,mn,l(:cl,...,:z:n)) =0,

isto €, [ e %ﬁ- sao nulas ao longo do grdfico de .

Demonstragdo. Aplicando o corolério (4.1.1) temos que

[z, zn,y) = (v — Uz, . . S xa))g(zr, . T, y),
com ¢ de classe C*~1 e 91, sz, (21, 2,)) = %(ml,...,xn,l(xl,...,:z:n)) = 0.

Aplicando novamente o corolario (4.1.1) a fungdo g, obtemos a funcio h de classe C*~2

satisfazendo a igualdade
f@y @, y) = (y = Uz, 20)) 2 R(2n, . 2, y).

isto conclui a demonstracao. O
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4.2 Lema das Funcoes Pares
Seja f : R™' — IR. Diremos que f(z,y,, ... ,Yn) € par em z, se
fl@y, . yn) = (=291, yn)
para todo (z,y1,...,y,) € R™*'. Diremos que f(z,y1,...,Y,) é impar em z se
F@y1s o yn) = = f(=2,91,- ., yn)

para todo (z,y1,...,y,) € R*. E fcil ver que toda funcio f(z,yi,...,y,) pode ser

decomposta de forma tinica como a soma de uma funcéo par e uma fun¢do fmpar em z.

Isto é

@1 yn) = fe(, 91, yn) + Fil@, 01, - - ym),
com

fP(iL',yl,...,yn) _ f(x,yl,-..,yn) +2f(—:v,y1,...,yn)
e

fx)ya'--,yn —f—$,y,...,yn
fi(@,y1, - yn) = (z, 1 ) 2( 1 )

Se f(z,y1,---,Yn) = F(z%y1,...,yn), claramente f(z,y1,...,9) é par em z. O

lema a seguir assegura a reciproca.

Lema 4.2.1. Lema das funcdes pares. Seja f: R — IR uma funcdo de clas-

se C%, 6 < k < co. Se f(z,y1,-..,ys) € par em z, entdo existe F(t,y1,...,yn) de

classe C' em z, onde | é o maior inteiro pertencente a [0, g], tal que f(z,y1,...,y,) =
F(zy1,. .., yn).
Demonstragio. Temos que todas as derivadas parciais
Gi+irttin f
(217, Yy - .- ;yn)

0zidy Oy - - Oyl
de f,comi+j; + -+ j, <k, tais que s é impar sdo fun¢oes impares em z e portanto
itivtetin £

Dxidyy Oy - - - Oyir

(07y1>'-'7y’n) = 0)
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para todo ¢ impar tal que 4 j; + - -+ + j, < k. Assim, o polinémio de Taylor de f em

z, na vizinhanca do 0, de ordem k é da forma

k1
Z aZi(yI) e ,yn)ﬂlm,
1=0
1 9%f , ’ N
onde azi(y1,...,Yn) = %F(O’yl’ .., Yn) € ki é tal que 2k; é o maior niimero par
Loz
pertencente a [0, k.
Defina entao
ko
F(z) = Z 82i(Yise o s Yn )T,
1=0

onde k; ¢ tal que 2k; é o maior nlimero par pertencente a [0, %] Consideremos agora a
funcao

W, g1, 5un) = F(@, 0155 9n) = F(2 1, .. ).

Note que h é uma funcao de classe C'?*2, pois os coeficientes a2i(Y1, -3 Yn)y 1 =0,..., ky,

sao fungdes de no minimo classe C**2. Além disso, h é par em z e se anula juntamente.

com todas as suas derivadas parciais nos pontos da forma (0,91,-..,Yn), isto é,
gititetinpy

M — —{(0, Vg - o5 U] =10,
a$1ayilayéz,,.ay%n( N )

com 0 < ¢+ g1 + -+ o < 2k;. Se podermos mostrar que existe H(z,y1,...,y,) de
classe C' em z, onde [ é o maior inteiro pertencente a [0, g], tal que h(z,y1,...,y,) =
H(z*,y1,...,Yn), teremos f(z) = F(2?)+ H(z?). Portanto para concluir a demonstracao

do lema, basta demonstrar o lema abaixo. O

Lema 4.2.2. Se h(z,y1,...,Ya) € uma fungdo de classe C*, 3 < k < oo e tal que h se
anula juntamente com todas as suas derivadas parciais nos pontos da Jorma (0,y1,...,y,),

entao

h(Vhyi, ..., yn) se >0

H(t,yla"'ayn):
0 se t <0

¢ wma fungao de classe C', com | igual ao maior inteiro pertencente a [0, %]
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Demonstragio. Temos que H é claramente continua e diferenciavel fora dos pontos
(0,¥1,.-.,Yn). Provaremos entdo que H é de classe C' nos pontos (0,91,...,Yn). Note
que H ¢é de classe C' nos pontos (0,7, ... ,Yn) com relagdo as varidveis yi, . .. , Yn, POIS

as derivadas de primeira ordem de h em relacio a estas varidveis sio nulas nos pontos

(anla v 7yn)-
Para mostrar que H é de classe C'! em ¢, nos pontos (0,91, -.,Yn), devemos mostrar
: . OH . .
que existe e é continua a derivada parcial W(t, Y1,---,Yn), para isto aplicaremos o lema,
(4.1.1) e escreveremos h(z,y1,...,yn) = 2292(z,Y1,- .., Yn), com g5 de classe C*2 e
19%h
92(0,3/2,--':%) 2(0,?!27 . 7y'n):0-
2 0z
Assim
_ H(tyi,. ...y, - ta(VE Y,
lim Ay yn) _ L t(VE - ya) = (052, yn) = 0
t—0+ t t—0+ t

e como o limite pela esquerda também é 0, temos que

LYl U
%tﬁ(O,yl,...,yn):limH(’yl’ »Yn)

t—0 t

existe e € igual a 0. Logo

oH - Q\Ifag(\/_ yl)"'7yn) se tZO
(t yl,...,yn)—
ot 0 se t<0.

Suponhamos que k£ > 3, entao pelo lema .1) podemos escrever %(m,yl, puvy ) =

(4.1
z2G2(z, Y1, -+ -, Yn), cOM 32(0,v1,...,yn) = % (O Yi,...,Yn) = 0. Portanto

oH %\/z.aZ(\/Z)yl)"')yn) se tZ 0
T(t)yh vre 7y7l) =
t 0 se t<0,
e claramente se vé que aa—i](t Y1,--.,Yn) € continua e portanto H é de classe C'!.
Agora para mostrar que H ¢ de classe C'?, devenos mostrar que (t Yiy -y Yn) €

de classe C'. Note primeiro que, como as derivadas de primeira ordem de g, com relacao
as variaveis yi,...,y, se anulam nos pontos (0, s, ... ,Yn), temos que W( YLy Yn)

é de classe C'! nas varidveis y1,...,y,. Para mostrar que %(t, Yi,--,Yn) também é de
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classe C'' em ¢, consideraremos a funcio %xgg(:v, Y1, -.,Yn) € procederemos como foi feito
acima para mostrar que [ era de classe C'!. Mostremos que existe %ﬁi(t, Yiy---,Yn) €6
continua. Note que neste caso ;zgs(z,y1,. .., y,) corresponde a funcio h(z,yi,...,y.) e
tem as mesmas propriedades que h. Assim para mostrar que %(t, Yi,---,Yn) € de classe
C'emt, %zg}g(x, Y1,---,Yn) deve ser pelo menos de classe C?, logo devemos exigir k > 6.
Portanto se h é de classe C®, segue que H é de classe C2.

Desta maneira, indutivamente, concluimos que se h é de classe C* entio H é de
classe C!, com [ igual ao maior inteiro pertencente a [0, §] Isto conclui a demonstracao

do lema. 0

Coroldrio 4.2.1. Seja f: R™! — IR wma funcdo de classe C*, 7 <k < co. Entdo f

pode ser expressa por

f(xayl,"wyn) = FO(a:z)ylr")yn)+$FI($2>y1)"'7yn)7

com Fy de classe C' e Fy de classe C'~,com | tgual ao maior inteiro pertencente a [0,§ ;

Demonstragio. Expressemos f como a soma de uma funcao par e uma {mpar, isto é,

f(xayly---)yn) :fP(myyl;---;yn) +f1($:y1)---)yn)'

Como fp é par, pelo lema das fungdes pares, existe uma funcéo Fy de classe C! | com [
igual ao maior inteiro pertencente a [0, %], tal que fo(z,y1,...,y.) = Fo(z?,y1, ... » Yn)-
Agora f1(0,y1,...,yn) = 0, pois f; é impar. Portanto pelo lema (4.1.1), fr(z,y1,- .., yn) =
291(2,Y1,.--,¥Yn), com g; de classe C*~!. Note que neste caso g1 € claramente par. Apli-
cando novamente o lema das fungdes pares, temos que existe uma, funcao Fy de classe

C'=1, tal que gi(2,y1,- . .,Ys) = Fi(z%,91,...,yn). Isto conclui a demonstracao. O

Observacao 4.2.1. Os resultados acima tem suas versées locais, que sdo as que utiliza-
remos, donde f ndo necessita estar definida em todo o IR™, mas sé em wm aberto. Isto

nao altera as demonstracées.
Proposicao 4.2.1. Seja f : IR — IR uwma fungdo de classe C*, k > 2, tal que f(0) =
f'(0) = 0 e f(0) # 0. Entio existe um difeomorfismo @ de classe C*=% definido em

uma vizinhanga do 0 tal que

flp(2)) = £27
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nesta vizinhanga.

Demonstragao. Como f(0) = f'(0) = 0 e f”(0) # 0, segue pelo lema (4.1.1) que existe
uma funcado g, : IR — IR de classe C*~2, tal que f(z) = zg2(z) e g2(0) = $17(0) # 0.
Suponhamos que f”(0) > 0, definimos entio @(z) = 21/92(z), como neste caso 92(0) > 0,
segue que ¢ esta bem definida e é uma funcio de classe C*~2? em uma vizinhanca do 0.
Além disso, @'(0) = \/m # 0, portanto pelo Teorema da Fungdo Inversa, temos que

@ é um difeomorfismo de classe C*~2. Portanto
¢(z)" = 2%gs(2) = f(2),
tomando entdo ¢ = ¢!, segue que
f(p(@)) = o

em uma vizinhanca do 0.

No caso em que f”(0) < 0, basta definir @(z) = z —2(z), e portanto

fp(2)) = =2

em uma vizinhanca do 0. O

4.3 Familias a p parametros de funcées de R em IR

Uma familia a p pardmetros de funcdes de IR em IR é uma funcio f : IR x IR? — R

p G )
que a cada @ € IRP nos define uma funcio f@(z) = f(z,a). Para ter uma interpretacao
geométrica mais clara serd conveniente em certas situacdes usar a funcao F': IRx IRP —»

IR x IR?, definida por F(z,a) = (f(z,a),a).

Teorema 4.3.1. Seja f: IR x IR — IR uma familia de classe C* o um parametro de

fungoes. Supondo que k € suficientemente grande. Entdo

i) Se 5L(zo,a0) = 0 ¢ g%(l’o;ao) # 0, existe uma familia ¢(z,a) de classe C*=3 de

difeomorfismos locais e uma fungdo \(a) de classe C*=! tal que

f(z,a) = £p(z,a)’ + Ma)
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em alguma vizinhanga de (29, a0), com

0
a—(f?(fco, ap) # 0
T

0
/\l(ao) = a—£($0, ao).
ii) Se %(wo,ao) = %(xo,ao) =0ce %(Jio,ao)%&(mo,ag) # 0, eziste uma familia

¢(z,a) de classe C*~% de difeomorfismos locais, h(a) difeomorfismo local de classe

k—Q]

C?® e uma fungio \(a) de classe C*, onde s € o maior inteiro pertencente a [0, %52

tal que
1
/(2,0) = 5(x, 0 + h(@)p(a, ) + A(a)
em alguma vizinhanga de (zo, ap), com

0
%(‘TO’ ao) ?é 0:

h(ao) =0,
Demonstragio. Comecemos demonstrando o caso (i). Defina
fi(z,a) = f(z + 20,0 + ao) — f(zo, ao).

Temos que f1(0,0) = %‘—(0,0) =0e %1’;1(0,0) # 0. Mostremos que para cada a fixo

fitay(z) = fi(z,a) tem um ponto critico simples em alguma vizinhanca do 0. Depois
faremos uma translacio de modo que o ponto critico seja 0 e que o valor da funcao neste
ponto também seja 0.

Aplicando o Teorema da Fungdo Implicita em %(m,a), sabemos que existe uma
funcdo vy(a) de classe C*~! tal que y(0) = 0 e %f?‘(”y(a),a) =0, isto é f],\(v(a)) = 0.
Portanto fi(,) tem um ponto critico em y(a). Fazendo uma translacao, construimos a
funcao

fo(z,a) = fi(z +y(a),a) — fi(y(a),a).

Veja Figura 4.1
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Figura 4.1: gréficos de f; e f,

Temos que )
_ 4 9% _ 9 fa
f2(0,a) =0, B_x(o’ a)=0 e It (0,a) #0,

entao pelo lema (4.1.1) existe uma funcio gy(z, a) de classe C*=3 tal que
fa(z,a) = 2°g2(z, a).

Além disso, ,
10%f,
2(0,0) = 5 D2 (0,0) # 0.
Suponhamos que %fo (0,0) > 0, isto &, g5(0,0) > 0. Definindo ?(z,a) = z/g5(z, a),
segue que @ esta bem definida e é uma funcio de classe C*=2 em uma vizinhanca do 0.

Além disso, g—f(O, a) = 1/g2(0,a) # 0, portanto pelo Teorema da Fun¢io Inversa, temos

que @(g)(z) é um difeomorfismo de classe C*3, ou seja, @(z,a) é uma familia de classe

C*=3 de difeomorfismos em uma vizinhanga de (0, 0).
Agora
(15(:1:7 a)Z = :c2g2(rc,a) = fz(d),a),
isto implica que
f(z+~(a) + zo,a + ap) = @(x,a)z + f(y(a) + 2o, a + ap).

Fazendo a mudanca de coordenadas (z,a) s (z — y(a — ap) — To,a — ap), segue que

[z, a) = @(z = y(a — a0) — 20,0 — ao)’ + f(y(a — ao) + 0, a).
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Tomando ¢(z,a) = ¢(z — y(a — ao) — z0,a — ap) e A(a) = f(y(a — ag) + 20, a), segue
que ¢(z,a) é uma familia de classe C*~3 de difeomorfismos e )\ é uma funcao de classe

Cck-1,

Note que
7] Jp
a—:(a:,a) = a—f(ﬂ' —(a — ao) — z0,a — ag),
portanto
de _0p
22(0,0) = 52(0,0) # 0.
Agora
d 0
V(@) = L0 = ao) + 0,0)y'(a — a0) + 2L (3(a— ao) + 20, 0)
logo
; d , 0 0
¥ (a0) = 5 (a0, 001y (0) + X (z0,0) = VL0, a0)

O caso em que %?;2 (0,0) < 0, basta definir @(z,a) = z1/—gs(z,a) e proceder de

forma analoga ao que foi feito acima. Assim,

f(2,0) = —p(z,a)’ + Na),

com @ e A satisfezendo as hipdteses do teorema.

Vamos demonstrar agora o caso (ii). Dividiremos a demonstracao em trés passos,
no passo (a) construiremos uma funcio f; a partir da f1, onde f; é definida como no

caso anterior, com a propriedade de que seus pontos criticos sejam os mesmos da funcio

w(z,a) = %:}:3 + az.
No passo (b) construiremos uma funcio f,, a partir de uma funcao f5 obtida através de
f2, com a propriedade de conservar os pontos criticos de f2 e de ter os mesmos valores
criticos de w(z, @). Por iltimo no passo (c) utilizaremos f; para concluir a demonstracao
através de uma mudanca de coordenadas.
Comegamos primeiro analizando como sdo os pontos e valores criticos de w(z,a) =

%SI}S + az. Os pontos criticos de w ! sdo dados por %(x,a) = 2?4 a =0, isto é, sdo os
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z

a
Figura 4.2: pontos criticos de w
T L y
a
a

Figura 4.3: imagem dos pontos criticos de w por

pontos da forma (z, —z?). Veja Figura 4.2.

Os valores criticos de w sdo dados por w(z,z?) = 222> Para ver como variam os
valores criticos ao variar o pardmetro a, é conveniente observar os valores criticos de
Wz, a) = (w(z,a),a) que sio O(z,2?) = (=223, —2?). Veja Figura 4.3.

Para ter uma idéia geométrica melhor basta olhar o grafico de w(z,a). Veja Figu-

ra 4.4.

!'Sempre que falarmos em pontos criticos de uma familia f(z,a), estaremos nos referindo aos pontos

criticos de cada fungao fia), 1sto é, (z, a) tal que f('a)(z) = 0, ou melhor %(m, a) = 0.
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Figura 4.4: gréfico de w

passo a) Defina

f]((ll,a) = f((L‘ + .730,(1,—}— aO) — f(J:O;aO),

segue da hipdtese que

0 02 03 0?2
70,0 = 5200 = L0020 o T, 800 4o

Portanto como af‘ 52(0,0)=0e gﬂ{); (0,0) # 0, segue do Teorema da Fungéio Implicita que

existe uma fungao 7(z) de classe C*~1, tal que v(0) =0 e

o102 = 0.

Derivando a igualdade acima vemos que
az.fl azfl ’
81132 (3’77(1’)) + alaa(l)’)l(a’))fy (3’) =0.

Como %(0,0) =0e %(0,0) # 0, segue que

7'(0) = 0.

Deriva,ndo novamente

aaf (f”ﬂ(m))”aa’; (= v<w>>v’(m)+£—§;<m(m>>( ()4

(0 0) #0, 5;5:1(0,0) #0e~'(0) =0, temos que

I @ () =0

e portanto como

7"(0) #0.
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NN
A

Figura 4.5: graficos de y e yo ¢

Portanto pela Proposicao (4.2.1) existe um difeomorfismo de classe CF=3 &(z) tal que
7(é(z)) = £2?, com £(0) = 0 e £'(0) # 0. Veja Figura 4.5.
Definimos entao
fa(, ) = fi(E(x), Fa).

Note que f, é uma funcio de classe C*=3. Temos que

0,5 = e, 2096 0) = 2Le(a) 1 e = 0,

portanto os pontos da forma (z,z?) sao os pontos criticos de f,.

Observe que gzgfl(m, a) = i%(f(x), Fa)é'(z), portanto

9’ f
dzda

(0,0) # 0.

passo b) Queremos que coincida a imagem por Fy(z,a) = (fa(z,a),a) dos pontos
criticos de f, com a imagem dos pontos criticos de w(z,a) por Q(w(z,a),a). Veja
Figura 4.6.
A demonstracao consiste em construir a partir de f, uma fungdo f; tal que a curva
Fs(z,—2%) = (fa(x, —z?), —z?) seja simétrica com respeito ao eixo a. Veja Figura 4.7.
Mediante uma mudanga na coordenada a a partir de f3, podemos ajustar a curva

F3(z,~2?) a imagem de (2, —2?). Veja Figura 4.8.
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/ . d

Figura 4.6: imagens das curvas Fy(z, —2?) e Q(z, —z?)

—

/

Figura 4.7: imagens das curvas Fy(z, —2?) e Fy(z, —z?)

o

Figura 4.8: imagens das curvas F3(z, —2?) e )(z, —2?)
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o~

/

Figura 4.9: imagem da curva 7 se alterarmos a coordenada a

Entretanto mudando somente a coordenada @ nio podemos garantir que a curva
dos pontos criticos seja preservada. Veja Figura 4.9.
Assim devemos mudar também a coordenada z de forma a nao alterar 7. Portanto,
concluido estas duas tdltimas etapas teremos obtido fy.
Seja
];2(33) = fa(z, —2?),

aplicando o Corolério do Lema das Fungdes Pares (4.2.1), podemos decompor f5(z) como
fa(e) = Xo(2?) + 2 (27),

com Ao de classe C' e \; de C'"!, | < k — 3, onde de acordo com a demonstracgao do
Lema das Fungoes Pares, [ é o maior inteiro pertencente a [0, 136;3], pois f; é de classe
C*-3,

Definimos agora,

fs(CC, a) = fz(l‘,a) - )\o(—a),

a qual é uma fungao de classe C'. Note que os pontos criticos de f3 coincidem com os

T T
de f,, pois é?—:c(l’a) = 5. (z,a) e portanto
afS 2\ afz 2\
P BT = gy (@) =0

Agora fs(z) = f3(z, —2?%) é uma funcio impar, j& que

falw) = fa(z, %) = fo2,~2%) = Mo(2?) = do(s?) + 2k (22) — ho(2?) = whi(a?)
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e o iltimo termo é evidentemente fmpar. Isto significa que a imagem dos pontos criticos

por F3, isto é,

F3($) _3;2) = (f3($7 _$2)> —3:2) = (f3($)7 _3:2)

é simétrica com respeito ao eixo a. Além disso,

L. f3(0) = 0;
2. f4(0) =0, pois
~ 0
File) = G2 =2 + P2, —a?)(-22) = 220, o)),
3. f5(0) =0, pois f3 é fmpar e

7 E 2 E 2 2, 9/ 2
Fi(@) = 5o =a)(-20) + D05 ooty 2ept 4 Doa, 7)),

4. segue da observagao no final do passo (a) que

O o,
f3(0) = ~45.3,(0,0) = —45—=-(0,0) # 0.

Agora, pelo Lema (4.1.1) 1, 2, 3 e 4 sdo as condicdes para dividir f5 por z3, isto é,

fa(z) = 2°g3(2),

com g3 de classe C'~2 e

~Hr

0(0) = 2(0) £ 0.

Definindo
- 293(3;)7

3

p(z) =z

podemos expressar f3 como

fal@) = °05(2) = —2 ()’

Note que 1 € uma funcéo impar e como p/(0) # 0, segue que x4 € um difeomorfismo de
classe C'=3 em alguma vizinhanca do 0.

Buscamos agora construir uma funcio f; a partir de f5 tal que
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a) %;i(:c, —z?) =0, isto é, que tenha os mesmos pontos criticos que w;

b) fa(z,—2z*) = —22® isto é, que tenha os mesmos valores criticos que w.

Seguindo a idéia do esquema estabelecido no inicio deste passo, devemos encontrar

dois difeomorfismos ¥ e o tais que
fa(z,a) = fs(¥(), o(a))

e as condicbes (a) e (b) estejam satisfeitas.
Temos que

Ofs, . 0fs '
By (@) = 2=($(2),0(a))¥(z)

e portanto

0 f4 2\ dfs . 2\\, /.7
B (&) = 5=(¥(2),0(=2))¢(2).

Portanto para que se cumpra (a) basta que ¢ e o satisfagcam
Q) o(-a?) = —y(z)?

Para que se cumpra (b), basta que ¥ e o cumpréxm (a’) e que
2
fa(z,—2®) = f3(¥(z), —¢($)2) = —5#(¢($))3 = _%ms,

logo basta exigir que

b)) $(z) = ' (2).
Portanto, tomando %(z) = pu~'(z) e como p~! é {mpar, pelo Coroldrio do Lema das

Fungoes Pares (4.2.1), podemos escrever

com r(0) # 0 e r de classe C*, onde pela demonstracio do Lema das Funcoes Pares e
pelo fato de 12~ ser uma funcio de classe C'3, s é o maior inteiro pertencente a [0, ’3;69].

Seja o(a) = ar(—a)?, temos que o é um difeomorfismo de classe C'* em alguma
vizinhanga do 0 (dependo somente da coordenada a) e cumpre (a’). Portanto os difeo-

morfismos 1 e o cumprem (a’) e (b’), logo

fa(z,a) = f3((2),0(a))
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cumpre (a) e (b). Note que f4 é uma funcio de classe C°.
passo c) Seja

v(z,a) = fi(z,a) — (ézs +az). (4.1)

Como f; tem os mesmos pontos criticos e os mesmos valores criticos que w(z,a) =

12° + az temos que

0
v(z,—z?) =0 e é(z, —z%) = 0.
Derivando a primeira destas igualdades temos que
v 5 . OV 5
$(m, —z) + a—a(x, —z*)(—2z) = 0.

. . 0
Aplicando a segunda igualdade, obtemos que éﬁ(z, —z?) se anula para z # 0 e por
a

continuidade também para z = 0.

Pelo Corolério (4.1.2) do Lema de Divisibilidade, como v e % se anulam em z2+q =

0, existe uma funcao s(z,a) de classe C*72, tal que
v(z,a) = (2 + a)?s(z, a). | (4.2)
Por (4.1) e (4.2), temos que
Ffalz,8) = %:1:3 + az + (2% + a)’s(z, a). (4.3)
Agora, buscamos uma familia de difeomorfismos ¢(z, a) tal que
w(#(2,),a) = 38(z, 0 + ad(2,) = S, a) (4.4

Como queremos que os pontos e valores criticos se conservem ao aplicarmos @,
devemos exigir que na curva a = —z?, ¢ seja igual a identidade, isto é, que ¢(z,a) — =z

seja divisivel por z* + a. Queremos entio que
P(z,a) -z = ($2 + a)’?(l‘,a)»

ou seja,

(z,a) =z + (2* + a)n(z, a). (4.5)
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Substituindo (4.5) em (4.4), temos que
1
fl@,0) = 3z + (& + a)n(e,0))° + ao + (2 + a)(z, ).

Desenvolvendo a expressao acima e igualando a (4.3), segue que
1 1
3¢+ 2@ +a)(z,a) + 2(2’+ a)’n(e, ) + 3@ +0)n(z,0)° + az+ a(e’+ a)n(z, a) =

= %z:i + az + (2% + a)%s(z, a).

Simplificando
(2 + a)’n(z,a) + z(2® + a)n(z,a)? + %(12 + a)’n(z,a)’ = (2* + a)?s(z, a)
e dividindo por (2% + a)?, temos
”(w,0) + on(2,0) + 32 + a)n(z, 0)° = s(a,0), (4.6)
a qual é uma equacao da forma

1
z+z2* + §($2 + a)z® — s(z,a) = 0.

Precisamos saber se a equacdo acima tem solucio e se tem, existe n(z, a) que satisfaz a
equagdo (4.6) e portanto satisfaz a equagao (4.4).
Definimos

1
G(z,z,a) = z + z2* + §($2 + a)z® — s(z, a).

Portanto G é uma funcao de classe C*~2. pois s é de classe C*~2. Temos ue
¢ ) q

G(s(0,0),0,0) = s(0,0) — s(0,0) = 0,

além disso
aa—f(z, z,a) =14 2zz 4 (2° + a)2?
e portanto
oG
0,0),0,0) = 1.
= (5(0,0,0,0)

Portanto pelo Teorema da Fungdo Implicita, existe uma fungao de classe C*~2 5(z,a)

tal que

G(n(z,a),z,a) =0
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e n(0,0) = 5(0,0). Portanto 7(z,a) é a fungio procurada, logo ¢ estd bem definida e é
uma familia de classe C'*~? de difeomorfismos locais.

Voltando, segue que
1 3
f4($,(l) = 5{5(3}',0,) +a¢($>a’))

onde ¢(z,a) é uma familia de classe C*~2 de difeomorfismos locais, s é o maior inteiro

pertencente a [0, ’“;—69]. Isto implica que
-1 2 1 3
fa(i™ (&), ar(~a)") = 19(a,0)" + ad(z,a),

onde p~! é um difeomorfismo local de classe C'=3, e r é uma funcao de classe C* léo

maior inteiro pertencente a |0, ’”—gQ‘—] Portanto

ot (2), ar(=a)?) = do(—ar(~a)’) = 6z, a)’ + ag(z, a)

onde A € uma fungdo de classe C' e portanto \o(—ar(—a)?) é uma funcio de classe C*.
Entao

h(E(w™ (2), Far(—a)?) = %cﬁ(w, a)’ + ad(z,a) + Ao(—ar(—a)?),

onde ¢ é uma funcao de classe C*=3, portanto € o u=! é uma funcdo de classe C*-3.

Finalmente
FUE(™" (@) + 0, Far(~a)* + o) = (2,0 + ab(z, ) + do(—ar(~a)?) + f(zo, ao).

Consideremos os difeomorfismos locais ¢ de classe C!=3 e ¥ de classe C'*

{2) =& (), 9P(a) = Far(—a)?,
fazendo a mudanca de varidveis (z,a) — (7' (2z — o), ¥~ (a — ap)), segue que

flz,a) = 3667 (2 — 20),97"(a — 0))® + %~ (a — ag)$(E~" (¢ — o), %~ (a — ao))
+ do(E(a — ao)) + f(z0, ao).

Portanto

(2,0) = 50(z,0)° + h(a)p(x, ) + A(a),



108 CAPITULO 4. FORMAS NORMAIS PARA APLICAGOES DIFERENCIAVEIS

onde
w(z,a) = ¢(5_1($ — 20),% " (a - o))
é uma familia de classe C'*~2 de difeomorfismos locais,
h(a) =¥~ (a — ao)
é um difeomorfismo de classe C° e

/\(a) = /\O(j:(a — ao))

€ uma funcao de classe C”.

Claramente A(ao) = 0, pois ¥(a) = Far(—a)? é um difeomorfismo. Agora, como

52(2,0) = SUE @ — 20), 57— ) (o — 20),

Go(e,0) = 14 20m(z,0) + (2 +0) 2 (a,0)
e £1(2) = p(¢~'(x). Temos que

2 (0, 0) = jf(é-‘(m, P OWE O (0) = w067 (0) 0,
pois £71(0) = 0, $~1(0) = (0 0) =1, #/(0) # 0e &(0) # 0. Isto conclui a
demonstracao do teorema. O

Teorema 4.3.2. Seja f: IR x IR — IR uma familia de classe C* a dois parametro de

Jungoes. Supondo que k € suficientemente grande. Entio

i) Se 2L (:Lo,ag,bo) =0e a—g(mo,ag,bo) # 0, eziste uma familia de classe C*—3 ©(z,a,b)

de difeomorfismos locais € uma fungio \(a,b) de classe C*~! tal que
f(z,a,0) = +¢(z, a,b)* + \(a, b)

em alguma vizinhanga de (zg, ag, by), com

d
a(f(x(), Qo, bO) # 0

oA af dA 0
a0 bo) = S (0,0, b0), Oty be) = L 0, 0,8,
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ii) Se 5(z0,a0,b0) = £ (w0, 00,b0) = 0, 2L (0, a0,b5) # 0 ¢ 2L (20, a0,b0) # 0 ou
;Egb(:z,o,a(),bo) # 0, eziste uma familia de classe C*=2 ¢(z,a,b) de difeomorfismos
locais, h(a,b) uma familia de classe C* de difeomorfismos locais e uma Sfungdo

Aa,b) de classe C*, onde s € o maior inteiro pertencente a [0, &= 2], tal que
f(z,a,b) = 3 @(z,a,b)* + h(a,b)p(z, a,b) + A(a, b)
em alguma vizinhanga de (2o, ag, bo), com

0
8_5(3;07 aop, bU) # O)

h(ao, bo) = 0.

Demonstraggo. A demonstragao do caso (i) é identica a demonstraciao do caso (i) do
teorema (4.3.1), basta substituir formalmente o parimetro a, por (a,b) no texto da
demonstracao.

No caso (ii), comegamos considerando a funcao
f1($7aab) = f(T + Zo,a + aO)b+ bU) —f(ﬂfo,ao,bo)-

Assim, temos que

9fi 0*fi _ 0 f;
5(0,0,0) = 23(0,0,0) = 0, 55(0,0,0) £ 0
gxg;(o 0,0) # 0 ou gmf;lb(() 0,0) # 0. Podemos supor que gzgla(O 0,0) # 0, caso

contrario, basta tomar fy(z,a,b) = fi(z,b,a) e teremos a -£2(0,0,0) # 0. A partir
daqui a demonstracéo é totalmente analoga a demonstragao do caso (ii) do teorema
(4.3.1). Basta seguir os mesmos passos tomando o cuidado de que as fun¢ées dependem
adicionalmente do parametro b, o qual permanece invariavel ao longo da demonstragao.

Isto conclui a demonstracao do teorema. O

Observagao 4.3.1. Na demonstragio do caso (ii) dos teoremas (4.9.1) e (4.3.2) o

. 1 .
coeficiente 3 das formas normais

(2,0) = 50(z,0) + h(a)p(z,a)+ Aa)
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e

f(z,a,b) = éc,o(a:, a,b)* + h(a,b)p(z,a,b) + A a, b)

nao desempenha nenhum papel especial, foi apenas usado para simplificar os cdlculos.

Portanto nas aplicagées destes teoremas serd conveniente usar as formas

f(z,a) = ¢(z,a)’ + h(a)p(z,a) + A(a)

f(z,a,b) = ¢(z,a,b)* + h(a,b)p(z,a,b) + Aa,b).



Capitulo 5

Conclusao

O estudo das bifurcacoes de codimensio k, ou seja, as que ocorrem em familias a k- -
paramentros de campos de vetores, é extremamente importante do ponto de vista tedrico -
e por suas aplicagées potenciais. O seu estudo e compreensio é a chave para determinar
a dinamica global de qualquer familia de campos de vetores. Neste espirito, o estudo:da
ciclicidade dos gréficos é fundamental e est4 longe de ser esgotado, como é mencionado - -
nos artigos [DIR], [GR], [KS] e na segdo (2.6) do capitulo 2 desta dissertagao.

A investigacao da ciclicidade dos Lébios me proporcionou a oportunidade de me
aprofundar nas técnicas modernas utilizadas para atacar os problemas envolvendo bi-
furcagées de ciclos limites. Neste trabalho dei um tratamento elementar a aspectos da
Teoria das Singularidades e a Teoria das Formas Normais, sem abrir mao do rigor ma-
tematico. O texto foi baseado no artigo [KS], mas alguns resultados foram reformulados
para tornarem-se mais precisos e algumas demonstracoes foram alteradas com o ob jetivo
de simplificar a exposicao e evitar sofisticacdes desnecessarias.

Acredito que este trabalho possa servir de base no aprofundamento da literatura

atual e no estudo de fenémenos de bifurcacées mais complexos.
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