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Resumo

Nesse trabalho estabelecemos a relacio entre uma hipétese geométrica na dindmica de
funcées do intervalo (com um ponto critico) e o comportamento cadtico da dindmica,
traduzido por propriedades ergédicas. Ao mesmo tempo, evidenciamos que a hipdtese
geométrica é importante para tirar conclusdes no parametro, quando se trata de familias
de aplicagdes, implicando na abundéncia e prevaléncia, em termos de medida de Lebes-

gue, dos fenomenos cadticos fora de hiperbolicidade regular.

Palavras-chave: Dinamica Unidimensional, Renormalizacio Generalizada, Familia

Quadratica, Decaimento de Geometria, Medidas Absolutamente Continuas.



Abstract

In this work we establish the relation between a geometrical hypothesis in the dynamic
of interval functions (with one critical point) and the chaotic behaviour of the dyna-
mic, defined by ergodic properties. At the same time, we show the importance of the
geometric hypothesis to obtain conclusions involving the parameter, when dealing with
families of maps, implying abundance and prevalence, in the sense of Lebesgue measure,

of chaotic phenomenon outside regular hyperbolicity.

Keywords: One-dimensional Dynamic, Generalized Renormalization, Quadratic

Family, Decay of Geometry, Absolutely Continuous Measures.
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Capitulo 1

Introducao

Nesse trabalho estudaremos alguns aspectos do que ocorre com a dinamica das aplicacoes
unimodais f do intervalo [0,1], isto é, funcdes f : [0,1] — [0,1] com um tnico ponto
critico e tais que f(0) = f(1) = 0. Estaremos interessados no que acontece com a
sequéncia de iterados z, f(z), f*(z),..., f*(z),..., para uma dada.aplicacdo unimodal
[ (e onde f™ denota a composigao sucessiva de f por n vezes). Pode-se querer saber,
por exemplo, com qual freqiiéncia o conjunto dos pontos de acumulagao dessa sequéncia
€ uma drbita periddica, {p, f(p),..., [*"1(p)} com f*(p) = p, ou um conjunto de k
mtervalos lo, [y, ..., [x_1, tais que f(lo) = L, f(I;) = lyy .., f(Ix=h) = L. Aqui a
frequéncia pode ser explicada da seguinte forma: diz-se que uma certa propriedade
ocorre quase sempre ou em quase todo ponto se ela ocorre dentro de um conjunto que
tenha medida total (no nosso caso dentro de um conjunto que tenha medida de Lebesgue
1), isto é, a propriedade sé nao ocorre para pontos que estejam dentro de um conjunto

que tenha medida zero.

Dentro das aplicagoes que estudaremos hé alguns exemplos bem conhecidos como
a familia de fungdes quadraticas f,(z) = 4az(1 — z), onde @ é um parametro variando
no intervalo [0,1], e fo(z) = asen(nz) com o pardmetro a variando em [0, 1] também,
ambas definidas no intervalo [0,1]. Mas é bom ressaltar aqui que iremos trabalhar com
a hipétese de que o ponto critico dessas aplicacbes é quadritico e além disso com uma

hipétese técnica de que a Derivada Schwarziana dessas aplicacoes seja negativa, onde a

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCAO

derivada Schwarziana de uma aplicagio f é definida por

sf() = £ 2 (£
(@) 2\ f(e)
desde que = ndo seja o ponto critico de f.
O nosso objetivo sera formular uma condicio geométrica para aplica¢oes unimodais
[ do intervalo [0, 1] suficiente para serem cadticas, isto &, para a existéncia de medidas
de probabilidade invariantes absolutamente continuas. E o resultado principal desta

dissertagao, enunciado adiante, foi tirado do trabalho de Martens e Nowicki [4].

1.1 Medidas Invariantes e Ergodicidade

1.1.1 Medidas Invariantes

Lembremos alguns conceitos de Teoria da Medida. Sejam X # () um conjunto e P(X)
~o conjunto das partes de X. Dizemos que um conjunto nao vazio A (ACP(X))éuma
o— dlgebra sobre X se, e somente se: () e X pertencem a A, se A é um elemento de
A entdo seu complementar também é, e se (A")neN ¢ uma sequéncia de elementos de
A, entéo | J, .y An também é um elemento de .A. Com isso o par (X, A) é chamado de
espago mensurdvel.

Uma medida sobre (X, A) é uma fungio u definida em A e com valores em [0, 0],
ou seja, pt : A — [0,00]. Assim chamamos a terna (X, A, 1) de espago de medida. Se
p(X) = 1aterna (X, A, 1) é denominada de espago de probabilidade. No nosso contexto
X serd o intervalo [0, 1] e A serd a o—4algebra dos Borelianos, ou seja, a menor o—algebra,
que contém os abertos do intervalo.

Sep: A —[0,00] ev: A= [0,00] sio medidas, dizemos que p é absolutamente
continua com respeito a v, e denotamos y < v,se A€ Ae v(A) =0 implicam p(A) =
0. Quando dizemos apenas que uma certa medida p é absolutamente continua, sem
especificar com relagao a qual medida, estamos querendo dizer que 4 € absolutamente
continua com respeito a medida de Lebesgue, onde a medida de Lebesgue é aquela que

estende a nogao de comprimento de intervalo para os borelianos.
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______________________

Figura 1.1: Ilustragio da pré-imagem por T'de um conjunto mensuravel A.

Dadas uma transformagdo 7' : X — X mensurdvel (isto ¢, tal que T-Y(A) e A
para todo A € A) e uma medida p sobre (X, A), diz-se que p é T'—1invariante, ou que
T preserva a medida p, se p(A) = p(T71(A)) para todo A € A.

Vejamos alguns exemplos. Primeiro definamos a aplicagdo tenda T - [0,1] — [0,1]

dada por

o
IN

z

INA
— =

2z se

T(z)=

INA
IA

T

B | —

2—2z se
Vamos verificar que essa transformacao 7' preserva a propria medida de Lebesgue. Con-
sidere A C [0,1] um conjunto Lebesgue mensuravel. Temos que T-Y(A) = A~ U At
onde A~ C [0,1/2], A* C [1/2,1] (ver Figura 1.1).
Como T' ¢ simétrica em relagio ao ponto ¢ = 1/2 temos que w(T=1(A)) = 2u(A™), mes-
mo que ANA* = {1/2} pois um ponto tem medida de Lebesgue zero. Sendo assim para
concluirmos a invariancia da medida g por 7' basta verificarmos que 2(A7) = p(A).

Seja ¢ : [0,1] — [0,1/2] a inversa de T nesse intervalo, isto é, ¢ é dada por

_y
$y) =3
Temos
,LL(A_):/ do::/ dz = d_y:M’
onde na pentiltima igualdade fizemos a mudanca de varidvel z = é(y). Assim p é

T'—invariante.
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¢= 1/2

0 e=1/2 1

Figura 1.2: Grifico da aplicagao quadrética f(z) = 2z(1 — z).

Considere agora a aplicagao quadratica f : [0,1] — [0, 1] dada por f(z) = 2z(1 —=z).
Temos que essa aplicacio tem o ponto critico ¢ = 1/2 como ponto fixo atrator (ver
Figura 1.2).

Seja d. a medida sobre os borelianos de [0,1] dada por

5.(A) = 0 se cé¢ A,
1 se ceA
Essa medida é chamada de medida de Dirac concentrada no ponto c. Ela é f—invariante,
pois dado A C [0, 1] mensuravel temos que
0 se c¢ [T1(A),
1 se ce f1(A).
Mas se ¢ € f~!(A) entao f(c) = c € A eassim 6,(A) = 6(f71(A)) =1. Casoc ¢ f1(A)

temos analogamente que d.(A) = 6.(f~'(A)) = 0. Portanto 8, é f—invariante.

8e(f7(A) =

Claramente essa medida nao é absolutamente continua com relagao a medida de Lebes-
gue, pois basta tomarmos qualquer conjunto enumeravel £ que contenha ¢ que teremos
Leb(E) = 0 mas 6,(E) = 1.

Como nosso iltimo exemplo considere a aplicagio T' : [0,1] — [0,1] dada por
T(z) = 42(1 — z). Essa aplicagio T' também preserva uma medida absolutamente

continua em relagao a medida de Lebesgue. A densidade dessa medida i € dada por

dz

JREVE D)
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isto €, dado um boreliano A C [0,1] temos que a medida i de A é dada por

dz
)= [ —&
amy/z(l —z)
Que p é absolutamente continua com relacio & medida de Lebesgue é claro, pois se

A C[0,1] € um conjunto Lebegue mensuravel tal que Leb(A) = [, dz = 0 temos que

dz
0= |z

Para verificar que essa medida p é T'—invariante, seja A C [0,1] um conjunto
mensuravel. Temos que T7'(A) = A~ U A+, onde A~ C [0,1/2], A* C [1/2,1] (ver
Figura 1.3).
Como T' é simétrica em relagdo ao ponto critico 1/2 temos que p(T=1A) = 2u(A-).
Sendo assim para mostrarmos a invariancia da medida # por T' basta mostrarmos que
21(A7) = p(A).

Seja ¢ : [0,1] — [0,1/2] dada por

1—-—+/1—y

P(y) = 5

Essa fungao ¢ é a inversa de T' em [0,1/2]. Temos

L dx
“4)= | T

Fazendo a mudanga de varidvel z = ¢(y) obtemos:

(A7) = 1 dy wA)

2 amyl—y) 2

Portanto p1 é T—invariante.

1.1.2 Ergodicidade

Uma maneira interessante de se analisar o comportamento dindmico dessas aplicagoes
é do ponto de vista ergédico, onde dado um espago de probabilidade (X, B, ) e sendo
T : X — X uma transformacao que preserva a medida K, diz-se que T é ergddica se:
VA € B tal que T7'(A) = A, tem-se pu(A) = 0 ou u(X \ A) = 0, ou seja, nao ha dois
conjuntos invariantes disjuntos e ambos com medida positiva. Dentro desse contexto ha

um resultado bésico e muito conhecido que é o Teorema Ergédico de Birkhoff (ver [8]).
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Figura 1.3: Tlustracao da pré-imagem por T'de um conjunto mensuravel A.

Teorema 1.1.1. Teorema Ergédico de Birkhoff. Sejam (X, B, 1) um espaco de

probabilidade e T' : X — X uma transformagio que preserva a medida p. Se f €

LYX,B,pu) ={f : X = C; [, | fldu < oo}, entio existe g € LY(X,B,u) tal que

n—1
1 ;
— > [oT(z) = g(z), quandon — co,pu q.t.p. z € X, e / gdp =/ fdp.
n i X X
Além disso se T' € ergddica entdo g € constante p q.t.p. v € X e

o) = [ fin

Lembrando que uma propriedade é dita valer para # q.t.p. z € X quando ela
e vélida para todo z dentro de um conjunto A € B que tenha medida total (isto ¢,
MX\A)=0).

Analisemos nesse contexto os exemplos que vimos anteriormente. Como em cada, um
deles as transformagoes preservam a medida do seu respectivo espaco podemos aplicar
o Teorema Ergodico de Birkhoff. Lembremos que se (X,B,r) é um espaco de medida
finita, v(X) < oo, entao a fungao indicadora y4 pertence a L'(X,B,v), para qualquer
A € B. Assim, tomando f = y4, para A € B, no Teorema Ergédico de Birkhoff, temos

que

n—1

1 .

n Y xaoT(z) = g(z), p qip. z€X.
—
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Uma vez que

1 se Ti(z)eA

X4 0 T7(2) = x7-3(4)(2) = Spsa)(A) = |
A © 0 se T (z)¢ A,

segue que

n—1

1

=Y Snw(A) = g(2), p qtp. ze X =[0,1]
=0

E se T' for uma aplicagao ergédica obtemos que
1 n—1
;Z5Tf'(z)(A) =+ / Xadp = p(A), p qtp. ze X =[0,1].
i=0 ¥

Mas %27:_; 0ri)(A) = 2#{0 < j < n - 1;Ti(z) € A}, que é a freqiiéncia com
que a orbita do ponto 2z € X = [0,1] visita o conjunto A. Ou seja, para quase todo
ponto z € X = [0,1] a freqiiéncia com que sua érbita frequenta o conjunto A tem uma
probabilidade igual & medida de A, u(A). ’

No caso da aplicacdo T'(z) = 4z(1 — ) hd um resultado (vide Cap.V, pdg. 332

de [MS]) que garante que essa aplicacio é ergodica. Assim pelo Teorema Ergédico de

Birkhoff temos que
1 n—1
;ZXT_J'(A)(:L’) —+ g(z) = / xXadp = p(A), pogip ze X =/0,1].

Como vimos acima a densidade dessa medida p é dada por

dp(z) 1

de g z(l —z)

ou seja, a distribuicao de densidade da érbita de um dado z, € (0,1) se comporta

~ < . 1 . ; . . . ‘. B
segundo a funcao h(z) = By s Podemos fazer assim o seguinte experimento com
putacional: dividimos o intervalo [0,1] em subintervalos de comprimento 0 < A < 1
(ou seja, particionaremos o intervalo [0, 1] em 1/A intervalos de comprimento A); para
facilitar a visualizagao vamos supor que essa divisio nos tenha fornecido k subintervalos,

Ay, Ag,. .., Ag; escolhemos um ponto zq € [0,1] e consideremos as primeiras n iteradas
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Figura 1.4: Comparacao do experimento com o grifico da funcio h(z) = i
de zo pela aplicacao T, isto ¢, zo,z; = T(z0),...,2, = T™(z0); em seguida para cada

intervalo Aj, com 1 < 5 <k, fazemos o seguinte calculo
I L
—#{i <n;z; € Aj} = hj, paracadal < j < k.
n

Com esses nimeros h;, 1 < j < k, em mio facamos o seguinte: sobre cada subintervalo
A; colocamos um retangulo de altura h; e base A, para cada 1 < J < k. Assim plotamos
sobre o intervalo [0, 1], subdividido nos k intervalos Ay, A,, . . ., Ay, retangulos que pos-
suem bases de mesmo comprimento, A, e alturas (h;) que dependem da quantidade de
pontos, do pedaco da drbita de zg, que entraram em cada subintervalo A;. Se fizermos
o comprimento dos intervalos A; tender a zero (é claro que com isso a quantidade de
subintervalos aumentara) e fizermos n — co é de se esperar que a curva sob as altu-
ras dos retangulos colocados sobre cada subintervalo se pareca com o grafico da funcao
h(z) = —=——. Para confirmarmos isso vejamos a Figura 1.4.

Ja no caso da aplicagédo f(z) = 22(1 — z) vimos que a medida que ela preserva
nao € absolutamente continua e assim ela nao possui uma funcao de distribuicao de
densidade. Por outro lado, dado um ponto zy € (0,1) e considerando a érbita zg, z; =

f(zo), ...,z = fi(x0),... temos que as médias de Dirac convergem para d., isto é

1 n—1
;lz:;(sr. — (SC.



1.2. A HIPOTESE GEOMETRICA 17

Na pratica, na maioria dos casos, ndo é ficil encontrar explicitamente medidas
invariantes absolutamente continuas.

Uma motivagdo para estudarmos a existéncia de uma medida de probabilidade
invariante absolutamente continua é que uma tal medida implica em comportamento
cadtico. Na verdade, ocorre que em aplicacdes unimodais do intervalo, com derivada
Schwarziana negativa, a existéncia de um ezpoente de Lyapunov nll’m 1 log |Df"(z)| po-
sitivo para Lebegue q.t.p. z (isto é, para pontos z dentro de um conjo;nzo com medida de
Lebesgue igual a 1) é equivalente & existéncia de uma (dnica) medida de probabilidade
invariante absolutamente continua (vide Cap.V, pg. 366 de [MS]).

Para a existéncia de uma medida de probabilidade invariante absolutamente continua,
utilizaremos aqui nesse trabalho (sem demonstré-lo) um resultado que foi mostrado em
[10] e em [MS, Cap.V, Secio 4] de que expansio suficiente ao longo da érbita critica im-
plica na existéncia de uma tal medida, ou seja, se a taxa de crescimento de |DfE(f())]

for tao rapido de modo que Z IDf*(f(c))| 7Y% < oo, entdo existird uma medida de
E>1
probabilidade f—invariante absolutamente continua.

1.2 A Hipdtese Geométrica

Como ja dissemos, estaremos restritos, neste trabalho, a aplicagbes unimodais f com
Sf < 0 (essas aplicacoes sio chamadas de S'—unimodais) e ponto critico quadratico.
Para formular a hipétese geométrica, precisaremos antes de mais trés hipéteses: (i) f nao
possui atratores periddicos; (ii) o ponto critico é recorrente; (iii) f nio é renormalizével,
Vejamos primeiro o que significa cada um desses conceitos, e em seguida examinaremos
a necessidade de cada uma das hipéteses.

(1) Dizemos que uma aplicacao f possui um atrator periodico, digamos de perfodo
k, se existir um ponto periddico p de perfodo k (isto &, P f(p), -, 5 (p), f5(p) = p)
que seja atrator, isto €, de modo que sua érbita periédica seja atratora. Sendo O(p) =
{f"(p)in = 0} = {p, f(p),..., f¥'(p)} a érbita periddica de p, dizemos que O(p) é
atratora se

B(p) = {z; f*(z) = O(p), quando n — oo}
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contém um conjunto aberto. O conjunto B(p) é chamado de bacia de O(p). Além disso, a
uniao das componentes de B(p), By(p), que contém pontos de O(p), é chamada de bacia
imediata de O(p). Se Bo(p) é uma vizinhanga de O(p) entao O(p) é dita ser atratora
pelos dois lados, caso contrario O(p) é chamada de atratora por um lado. Mas em ambos
os casos chamaremos O(p) apenas de drbita atratora. H4 um resultado (Teorema 2.1.2)
que garante que para aplicagées S—unimodais todo ponto periddico nao-hiperbdlico, isto
é, IDf*(p)| =1 (ver definicdo mais detalhada abaixo), é um atrator nesse sentido.

(ii) O ponto critico ¢ da aplicacio f é chamado de recorrente quando ¢ é um ponto
de acumulagio de sua prépria érbita, ou seja, se existe uma subseqtiéncia n; — co tal
que fM(c) — e

(iii) Diz-se que uma aplicagio f é renormalizdvel se existe uma colegao de intervalos,
{lo, I, ..., Ix_1}, propriamente contidos em [0, 1] com os interiores dois a dois disjuntos
e tais que: (a) o ponto critico ¢ de f pertence a [_;, digamos; (b) f(Ix—1) C I e
f(0Ir—1) C Oly; (c) f: I; = [;41 é um difeomorfismo para todo 72 =0,...,k — 2. Nesse
caso a aplicagdo f*|I,_; normalizada ao intervalo [0, 1] é a renormalizagio de f. A partir
dai diz-se que uma aplicagio f é infinitamente renormalizdvel se toda renormalizacao
de f também é renormalizavel.

Além disso uma aplicaciao f é dita ser Misiurewicz se o ponto critico ¢ nao é recor-
rente. Pode acontecer de w(c) = {y € X; 3 uma seqiiéncia n; — co com fri(e) = y} ser
uma orbita periédica atratora. Se ndo, entdao f(c) pertence a algum conjunto compacto
invariante hiperbélico A = Ay, onde diz-se que um conjunto K C [0, 1] é hiperbdlico se

f(K) C K e existirem constantes C' > 0 e A > 1 tais que
|Df™(2)] > CA™,

para todo z € K e para todo n € N.

Surge assim uma pergunta natural: por que estudaremos aplicagées com todas es-
sas restrigoes? Ou seja, por que queremos que as aplicagbes em questdo ndo possuam
atratores periddicos e sejam ndo renormalizdveis, nio Misiurewicz e S-unimodais?

Um ponto periédico p, de periodo k digamos, é chamado de ponto periddico hi-

perbdlico se | D f*(p)| # 1. Se |Df*(p)| < 1 entdo O(p) é atratora, senao é repulsora.
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Uma vez que as aplicacoes em estudo aqui sio S—unimodais, hd um resultado
devido a Singer, (Teorema 2.1.1) estabelecendo que se f € uma aplicacao do intervalo
S—unimodal com derivada Schwarziana negativa, preservando o bordo, entao a bacia
imediata de qualquer érbita periédica atratora contém um ponto critico de f. Como
consequéncia desse Teorema vale que se f é uma aplicacio S—unimodal ento existe no
maximo uma érbita periédica atratora (vide Corolario 2.1.1). Assim, no caso de haver
uma 6rbita periédica atratora hiperbélica, deve existir um aberto V ¢ [0, 1] contendo
os pontos criticos de f (no nosso caso, f possui apenas um ponto critico) e os pontos
periddicos atratores, de modo que se z € V entao J™(z) converge para a érbita periédica
atratora, O(p). Logo, pelo Teorema 3.1.4 (Teorema de Misiurewicz, mas com a hipétese
de que a aplicagdo é apenas de classe C? seu enunciado também é conhecido como

Teorema de Mané) temos que ﬂ F7*([0,1] \ V) é um conjunto hiperbélico e aplicando
n>0
o Teorema 3.1.3 concluimos que para Lebesgue quase todo ponto z € [0, 1] vale que

(@) = Op) ={po = p,pr = f(p),- -, per = £ (p)},

fazendo com que
1 n—1 1
- Z Oz; = f1 = —(bpo + ...+ 6p,_,), para Leb q.t.p. zo € [0, 1],
¥ 1=0 k

onde {z; = f'(zo);i > 0} é a érbita de zo. E nesse caso nio ha uma medida de
probabilidade absolutamente continua. Para o caso nao hiperbdlico, mais precisamente
quando a drbita periédica atratora é do tipo sela-nd veja o Apéndice, pois nao podemos
utilizar os mesmos argumentos que usamos acima no caso da érbita periddica atratora
hiperbdlica.

Para aplicagoes Misiurewicz hd um resultado conhecido (vide Cap.V, pag. 363
de [MS]) que assegura a existéncia de uma medida absolutamente continua. Veremos
também que a hipdtese geométrica nao pode ser formulada nesse caso.

Quando a aplicagao é renormalizavel temos que para Lebesgue quase todo pon-

to a dinamica se reduz a dinamica de um intervalo de renormalizacao [ C [0, 1] (ver

Apéndice).
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Em nenhum momento evitamos a possibilidade de que a funcao f seja assimétrica.
Para lidar com isso, introduzimos a funcio 7(2) dada por f = forT com 7 #1id, a qual
¢ um difeomorfismo de classe C'! (vide Cap.4, Lema 4.1.1).

Para formular a condi¢do geométrica (tendo em mente as hipdteses acima), defi-
nimos uma seqtiéncia de intervalos V,, chamados de intervalos centrais. Mas para isso
precisamos do conceito de ponto bom (“nice”, em inglés), ou seja, definimos o conjunto

de pontos bons como sendo o conjunto
N ={z €[0,c]|Vz N orb(x) = 0},

onde V5 = (z,7(z)). Assim os intervalos centrais sio da forma V, = (Zn, 7(2n)) (ver
Figura 1.6), e além disso eles também sio chamados de intervalos bons.

A partir dai, para cada n > 1, construimos indutivamente uma aplicacao de pri-
meiro retorno a V., isto é, uma aplicagdo R, : D, — V,, onde D, C V. € uma colecio
enumerével de intervalos, todos sendo levados difeomorficamente sobre V., exceto a com-
ponente central de D,, que é V,,4; (ver Figura 1.5). Além disso diz-se que a aplicacao de
primeiro retorno R,, tem um retorno central quando R,(c) € V, ;. Esse processo indu-
tivo de construcao sucessiva de intervalos bons V,, com suas transformacoes de primeiro
retorno 2, (melhor estudado no Capitulo 4), assim como aquele que estd no Capitulo
7, € chamado de Renormalizagio Generalizada, o qual é bastante utilizado em [1] e [2],
por exemplo, e cuja teoria foi desenvolvida em [11] e [12].

Vale ressaltar aqui que em qualquer um dos casos das aplicagbes que citamos acima
e que nao queremos (isto é, aplicagdes com atratores periddicos, Misiurewicz ou renor-
malizaveis) nao vale a construcao dos intervalos V, (com |V,| — 0, onde |V.| denota o
comprimento do intervalo V). Por isso também a importancia das hipéteses.

A condigao geométrica suficiente para a existéncia de medidas absolutamente con-
tinuas é estabelecida em termos dos fatores de escala (“scaling factors” em inglés)

_ Vgl
[Val

On ,m > 1.

Os fafores de escala descrevem propriedades geométricas do sistema e estio fortemente

relacionados com questoes de distorcao.
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Figura 1.5: Aplicagdo de primeiro retorno a V.

I
f
0
0 =z, c T(z,) 1

Figura 1.6: Ilustracao do intervalo V.

21



22 CAPITULO 1. INTRODUGCAO

Com todos esses conceitos e resultados bem entendidos usaremos a Decomposicao
de Telemann da Orbita Critica (Capitulo 5) para provarmos que a somabilidade dos

fatores de escala

D (on)? < o0

n>1

implica na Condi¢ao de Somabilidade sobre as derivadas

D IDFE(f(e))|7? < e,

k>1
que estabelecemos ha pouco. E aqui estd o passo técnico detalhado nesse trabalho, isto

é, demonstrar que fatores de escala pequenos (Z(an)1/2 < o) implicam em expansio
n>1

ao longo da érbita critica de modo que Z |DF5(f(c))|™"/? < co. E para isso utilizamos
k>1 _
um resultado demonstrado no Capitulo 6 (Proposicao 6.1.1).

Em [10] e em [5] (Cap.V, Secao 4) foi mostrado que expansio suficiente ao lon-
go da orbita critica implica na existéncia de uma medida de probabilidade invariante
absolutamente continua.

E bom ressaltar aqui que a condi¢ao de que exista apenas um niimero finito de
retornos centrais na familia de aplicagdes de retorno é suficiente para termos a somabili-
dade dos fatores de escala. Isto mostra que a condicio geométrica pode ser trocada por
uma condigao topoldgica. Esse é um resultado conhecido como decaimento de geometria
e que pode ser encontrado em [16] e [11]. Discutiremos esse assunto em mais detalhes
no tultimo Capitulo.

Com isso concluiremos o Teorema principal da dissertagdo, tirado do trabalho de

Martens e Nowicki, [4] .

Teorema 1.2.1. Uma aplicagio f (unimodal, Sf < 0), ndo renormalizivel, com ponto
critico quadrdtico e recorrente, e com a condigio geométrica de que ezista apenas um
nimero finito de retornos centrais na sua familia de aplicacées de retorno, € cadtica, ou

seja, f tem uma medida de probabilidade invariante absolutamente continua.

A hipétese de que o ponto critico é qudratico nio é uma hipdtese necesséria. Esta-

remos utilizando-a aqui para facilitar as demonstracoes.
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1.3 Parametros

No dltimo Capitulo desse trabalho estudaremos um pouco da importancia do Teore-
ma 1.2.1 ao lidarmos com familias de aplicacdes ao invés de uma aplicacdo apenas. Ou
seja, utilizaremos esse Teorema para mostrar, por exemplo, que, sob certas hipéteses,
se (fa)acs, é uma familia de aplicacdes S—unimodais do intervalo [0,1], onde Jy é um
intervalo no qual o parametro a varia, entao os parametros a € J, para os quais f, é
renormalizdvel ou cadtica sao prevalentes em Jy. E que além disso os parametros pa-
ra os quals f, é cadtica tém medida positiva e que os parametros para os quais f, é
renormalizavel formam um conjunto denso em Jy. Para provarmos esses resultados no
parametro estudaremos a renormalizagio generalizada em familias.

Na maioria dos Capitulos tentaremos dispor os conceitos e resultados de forma a
facilitar a leitura do trabalho, tanto para os que dominam a area. quanto para os menos
afins com ela. E com essa finalidade que a ultima Secdo de cada Capitulo serd destinada
apenas para as demonstragoes dos resultados constantes no mesmo e alguns resultados
e conceitos técnicos que nao foram enunciados mas que sdo necessarios para obter os

enunciados. Para maior clareza reenunciaremos os resultados e 0s demonstra.remos €em

seguida.
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Capitulo 2

Derivada Schwarziana, Razao

Cruzada e Distorcao

Neste e nos préximos trés capitulos estudaremos conceitos e resultados importantes e
necessarios para adquirirmos embasamento tedrico suficiente para abordarmos o Teorema:
principal da dissertacao.

Os resultados deste Capitulo podem ser encontrados no livro de W. de Melo es.

Van Strien [5].

2.1 Derivada Schwarziana e Razao Cruzada

Definicao 2.1.1. Seja f : [a,b] — [d/,] uma aplicacio C° tal que Df(z) # 0,Vz €
[a,b], com a,b,a',b € R. A Derivada Schwarziana de f no ponto x € [a,b] € definida

g L) 3 (@)
5160 =53~ 5 (g

como

Da definigao, a seguinte férmula para a Derivada Schwarziana da composicao de

duas fungoes segue imediatamente da Regra da Cadeia

Slgo f) = S9(f(2))(Df(x))* + S f(2). (2.1)

25
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Daqui segue que se Sf =0 = Sg entio S(go f) =0. Ese Sf e Sg tém o mesmo
sinal entao S(g o f) também tera este mesmo sinal.

Utilizando essa férmula da composi¢io obtemos a Derivada Schwarziana da inversa

de f, isto é
St

=gy

E assim fica claro que Sf e Sf~! tém sinais opostos, ou seja, se Sf < 0entao Sf~1 >0,

of_l,

e vice-versa.
Uma das hipéteses usadas no Teorema principal desse trabalho é o de que a Derivada
Schwarziana da aplicagao f é negativa, Sf < 0. Nesta Secao a maioria dos resultados

envolvem o sinal da Derivada Schwarziana.

Lema 2.1.1. (Principio do Minimo) Sejam T' = [a,b] C R um intervalo e f:T—R

uma aplicagdo com deriada Schwarziana negativa. Se D f(z) # 0 para todo z € T' entdo
[Df(2)] > min{[Df(a)],|Df(b)[},Vz € (a,b).

Em outras palavras, esse Lema 2.1.1 nos diz que Sf < 0 implica que nao hd minimo
local positivo de D f e nem méximo local negativo de D f.

Vejamos uma propriedade interessante que envolve a Derivada Schwarziana de uma
aplicacao. Na verdade essa é uma aplicagio muito importante da Derivada Schwarziana,
que envolve o conceito de distorcao, como veremos na préxima Secéo.

A Proposicao 2.1.1 assim como o Lema 2.2.2 sao adaptacoes do conhecido Principio

de Koebe. Em [5] ha uma extensa discussio sobre esse resultado.

Proposigao 2.1.1. Sejam I')J' CRe f: I' = J um difeomorfismo. Se J = f(I),J" =
f(I'),Sf>0,ICI' (vide Figura 2.1) entio existe

4] 4]
¢ = ¢(min{—, —
SRR
tal que
D/(z) <c¢Vayel,

Df(y)

onde I} C I' € a componente de I'\ [ a esquerda de [ e I, € o andlogo & direita. Deve-se
P g

ressaltar que a constante ¢ nao depende da fungio f!
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J)

b~

I)

Figura 2.1: Propriedade da Derivada Schwarziana

Como se Sf > 0 teremos pela férmula da composicao que Sf~! < 0, obteremos um
resultado andlogo ao anterior para o caso em que Sf < 0, e nesse caso a constante .c
dependera das razoes nos intervalos do contradominio.

A seguir temos alguns resultados envolvendo, além do sinal da Derivada Schwarzi-
ana, o conceito de orbita atratora, sendo que o primeiro é o Teorema de Singer (origi-

nalmente demonstrado em [17], vide também [5]).

Teorema 2.1.1. Se f tem Sf < 0 e f(OI) C OI entio a bacia imediata de qualquer

drbita periddica atratora contém um ponto critico de f.

Corolério 2.1.1. Se f € uma aplicagdo S—unimodal, entio f possui no mdzimo uma

orbita periddica atratora.

Teorema 2.1.2. Se f tem Sf < 0 entdo todo ponto periddico nao-hiperbolico de f ¢

um atrator.

Definicao 2.1.2. Sejam J C T C R intervalos abertos e limitados tais que T\ J

consiste de dois intervalos L e R. Definimos a razio cruzada desses intervalos como
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sendo o quociente

)
@I = oiEr

A razao cruzada esté relacionada & métrica hiperbolica. Seja T C R um intervalo

limitado. Para z,y € T' definimos o comprimento hiperbélico de J = [z,y] dentro de T

por
|LU J||J U R|
= log (1 + D(T, J)).

Definicao 2.1.3. Sejam J C T C R intervalos como na Definigio 2.1.2 e g: T — [0, 1]

pr(z,y) = hyp(T,J) = log

uma aplicagdo continua e mondtona. Definimos a distorcio da razio cruzada de g como

sendo o quociente

B(g, T, J) = 29(1),9(]))

D(T, J)
E facil ver que se f: [ — [ é continua e f"|T é mondtona entio
n—l . -
B(f*,T,J) =[] B(f, F(T), fi(J)).
i=0

Vamos discutir algumas propriedades interessantes do operador B definido acima,
envolvendo a derivada Schwarziana e o grupo das Transformagéoes de Mobius, M., isto

é, ¢ €M se d(z) = %, onde a,b, ¢, d sao niimeros reais tais que ad — be #£10.

Proposigao 2.1.2. A derivada Schwarziana de g : T C R — R € identicamente zero

se, e somente se, g € a restrigdo de uma transformacio de Mébius a T.

Proposicao 2.1.3. Seja g : T — R wma aplicagio mondtona. Entdo B(g,T*,J*) =1
para todos os pares de intervalos J* C T* se, e somente se, g € a restrigio de uma

transformacao de Mobius.

Proposigao 2.1.4. Seja T um intervalo aberto limitado da reta real. Para z,y €T seja

LUJ||JUR
pr(a,y) = hap(0, ) = log T oy 114 pr, ),

onde J = [z,y]. Entdo pr € uma métrica em T e o grupo de isometrias desta métrica
€ exatamente o grupo My de todas as transformacies de Mébius que levam T em T.
Além disso, o grupo Mt atua transitivamente sobre T, isto €, dados z,y € T, existe

uma isometria ¢ tal que ¢(z) = y.
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Proposigao 2.1.5. Se g : T' = R tem derivada Schwarziana negativa (f’espectz'vamente
positiva) em todos os pontos, ¢ se ¢, sio transformagées de Mobius entdo go ¢ e 1) og

também tém derivada Schwarziana negativa (respectivamente positiva).

Proposigido 2.1.6. Se g : T — R ¢ uma aplicacio C° com derivada Schwarziana

negativa entdo
B(g,T",J*) > 1, para todos os pares de intervalos J* C T* C T\

Assim, um difeomorfismo g : T — T tendo derivada Schwarziana negativa (respec-

tivamente positiva) expande (respectivamente contrai) a métrica hiperbdlica:

pr(9(), 9(y)) > pr(z,y)

(respectivamente p7:(g(z), g(y)) < pr(z,y)) para todos z,y € T e z # y.

2.2 Distorcao

A Propriedade 2.1.1 que finaliza a secio anterior nos motiva & seguinte definicao.

Definicao 2.2.1. Sejam I C R um intervalo e g : 1 = R wma aplicagio C'. Se
Dg(z) # 0 para todo z € I, definimos a distor¢io de g em I por:

|Dg(z)]

Dist(g, I) = sup log ———1.
(9,1) = sup log |50

Dg(z
Na literatura encontra-se também sup, gel :Dg—gill, como sendo a distor¢ao de g em
' gy
De acordo com a Definicio 2.2.1 acima a. Proposicao 2.1.1 afirma que Dist(f, I)é
limitada por log ¢ (ou por ¢, de acordo com Definicao de distorcao utilizada).

Na maioria dos resultados da secdo anterior usamos a hipétese de que a Derivada

Schwarziana é negariva, Sf < 0, e nesta secdo nao a usaremos.

Lema 2.2.1. Sejam f: T — [ ¢ T C I um intervalo tal que a restricio de ™ a T € um
difeomorfismo C'. Entdo

Disi(f*,T) < ) Dist(f, f'(T)).
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Como em geral estamos interessados na dinamica de aplicagbes que tenham pontos

criticos o resultado seguinte trata um pouco dessas consideracoes.

Corolario 2.2.1. Seja f : D C R — D uma aplicacio C*. Sejam V' C D um aberto
contendo todos os pontos criticos de f ¢ C > 0 a constante de Lipschitz da aplicacdo
z > log|Df(z)| em D\'V. Se T C D ¢é wm intervalo tal que T,..., " YT) estio todos
fora de V', entdo

n—1
Dist(f*,T) < C ) J|f(T)]

Definicao 2.2.2. Dizemos que uma aplicagdo [ € de classe C°, onde s=k+a, k€N
ea € [0,1), quando f € C* e sua k—ésima derivada satisfaz a condi¢ao de Holder de
ordem «, isto €

|D* f() = D*f(y)| < C'a -y,
onde C" € uma constante positiva.

Discutiremos expansao da derivada D f™ (hiperbolicidade) no Capfitulo seguinte.
Mas o préximo Lema mostra que expansio da derivada implica em distor¢ao limitada.
Lema 2.2.2. Sejam f : [0,1] — [0,1] wmna aplicacio C'** com o > 0 e A C [0,1]
um conjunto aberto tal que a derivada de f ndo se anula no fecho de A. Se ezistem
C' >0, A > 1 tais que |Df™(z)| > C™'\", para z € [0,1] tal que f'(z) € A para todo
t=1,...,n—1 entio existe Cy > 0 tal que se fi(J)C A para 0<i < n, onde n € N,
entao f* tem distor¢do limitada sobre J, ou seja,

D f*(z
M < Cl,V$,yE J.

|Df*(y)]
£ importante ressaltar que a constante C'; nio depende de n (desde que as hipéteses

sejam satisfeitas).

2.3 Resultados e Demonstracoes

Lema 2.1.1. (Principio do Minimo) Sejam T = [a,b] C R um intervalo e f:T—=R

uma aplicagdo com derivada Schwarziana negativa. Se Df(x) # 0 para todo z € T entdo

[Df(2)] > min{|Df(a)|,|Df(b)[},Va € (a,b).



2.3. RESULTADOS E DEMONSTRACOES 31

Demonstragio. Em qualquer ponto critico y da aplicacio z |Df(z)| temos que

D*f(y) = 0. Assim 0 > Sf(y) = %3;((3;/))

tos. Portanto, y é um mdximo local de Df se Df(y) > 0 ou um minimo local se

, isto é, D°f(y) e Df(y) tém sinais opos-

Df(y) < 0. Conseqiientemente, a funcio z + |Df(z)| ndo pode ter um minimo no

interior do intervalo. Assim seu minimo deve estar na fronteira. O

Proposicao 2.1.1. Sejam I''J' CRe f: I’ — J um difeomorfismo. Se J = f(I),J" =
f('),Sf >0, CIentio existe

— toin( 21, 12
tal que DF)
D/ () <ecVz,yel,

onde Iy C I' € o intervalo a esquerda de [ em I'\ [ ¢ I, € o andlogo a direita. Deve-se
g

ressallar que a constante ¢ ndo depende da funcdo f!

Demonstragao. Considere

@(z) = Dlog |Df(z)| = D*f(z) _ f"(=)

Df(z) — f(z)
Temos
flllf‘l _ f‘//f’l/ fll/ fll 1
Do(z)=——— < <4 __
ple) = = G~ () = 5F+ 3¢
e portanto
1

Como Sf > 0 segue que ¢'(z) > %992(3:), que € uma inequacao diferencial. Resolvendo

a equagio ¢'(z) = 3¢?*(z) obtemos

T —c
ou a solugao identicamente nula, onde ¢ é a constante que determina a unicidade da
solugao para cada z¢ € I, ou seja, dados zo € [ e wy € R \ {0} existe um tnico c tal
que wo = @ (o). Por exemplo, sejam I’ = [/, '], [ = [a,b] e suponhamos sem perda de

generalidade que @’ < a < 0 < b< V. Assim temos que

Yy > ., Ve > b
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€

Par < pe, Ve < d'.

Agora seja @) = ., com ¢; < @/, a solucio tal que p1(a’) = min{0,¢(a')}, e @3 = ¢,

com ¢; > b', a solugdo tal que ¢,(b’) = max {0, ()}. Com isso temos

(,92(33) < (,91,/(:1,‘),V:C <t

p1(2) > pur(z), Yz > d.

Da inequagéo diferencial ¢'(z) > 1¢*(z) segue que

o(z) < pa(z),V < b

e
o(z) > ¢pi1(z),Vz > d.
Logo
<2 N
LES S a—a
e portanto

1 1 2
< 2mas B '
el < 2max{ T2 =5} = T o7

E sendo assim obtemos que

2

|Dlog |Df(z)|| < W

Pelo Teorema do Valor Médio segue que

llog lDf(l)ll = |log |Df(z)| — log|Df(y)|| < “dist?lljlaf');

|Df(y)l

2|1

T T bt < : . .
dist(1, 8[’)} obtemos o resultado desejado 0

fazendo ¢ = ¢(I,I') = e:vp{

Teorema 2.1.1. Se f tem Sf < 0 e f(0I) C dI entdo a bacia imediata de qualquer

orbita periddica atratora contém uwm ponto critico de f.
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Demonstragdo. Seja p um ponto periédico atrator, de periodo n, de f, e seja T' a compo-
nente conexa de sua bacia imediata contendo p. Assim f*(T) C T, pois se existisse z € T
tal que f"(z) ¢ T entao, pelo Teorema do Valor Intermedigrio e pelo fato de 7" ser uma
componente conexa, existiria w fora da bacia imediata de p (f*(p) < ™(y) < f*(z))
tal que w = f™(y) para p < y < x, mas isso nao ocorre pois a bacia imediata é inva-
riante. Além disso, como p nao atrai os pontos de fronteira temos que f*(0T) c oT.
Realmente, f* nao pode levar algum ponto da fronteira de 7' no interior de T, pois
se isso acontecesse poderfamos estender T, o que nao € possivel uma vez que 7" é uma
componente conexa da bacia imediata de p. Se existir z € T tal que Df™(z) = 0 entao,
para algum 0 < j < n — 1, f/(z) é um ponto critico de [ que pertence a f/(T). E
usando o mesmo argumento utilizado acima para concluirmos que f*(7T) C T, também
obtemos que f7(7T') esta contido na bacia imediata de f?(p). Portanto o Teorema est
verificado nesse caso. Agora, vamos assumir, por contradicao, que D f"(z) ¢ 0 para todo
z €T. Sejam=mnseDf*(z) >0 para todo z € T e seja m = 2n se D f*(z) < 0 para
todo z € T'. Como T é uma componente conexa da bacia imediata de p, [M(T)CTe
fr(0T) C 0T, isso implica que f™ é um difeomorfismo de 7' em T, ou seja, f™(T) =T,
Df™(z) > 0 para todo € T e f™(z) = z para = € T. Se 2 € OT entio Dfm™(z)>1
pois caso contrario z seria um atrator dos dois lados, e isso iria contradizer o fato de T
ser uma componente conexa da bacia imediata de p. Pelo Principio do Minimo, segue
que Df™(w) > 1 para todo w € int(7T"). Mas isto é impossivel pois como m™T)=1T
temos pelo Teorema do Valor Médio que existe w € int(T) tal que Df™(w) =1. Assim

concluimos o resultado. O

Coroldrio 2.1.1. Se f ¢ uma aplicagio S—unimodal, entdo f possut no mdzimo uma

orbita periddica atratora.

Demonstragdo. Uma vez que o Teorema de Singer assegura que a bacia imediata de
qualquer érbita periédica atratora contém um ponto critico de f, segue, pelo fato de f

ser S—unimodal, que f possui no maximo uma érbita periddica atratora. O

Teorema 2.1.2. Se f € uma aplicagdo S—unimodal, entio todo ponto periddico ndo-

hiperbolico de [ ¢ um atrator.
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Figura 2.2: Possibilidades de graficos de f™ numa vizinhanca de p, com D f*(p) = 1.

Demonstragao. Seja p um ponto periédico nao-hiperbélico de f, isto é, p é periédico de
periodo n e [Df*(p)| = 1. Sendo assim temos que Df?*(p) = 1. Assim pelo Principio
do Minimo temos que em nenhuma vizinhanca V' de p vale que Df**(z) > 1 para todo
z € V. Logo o grifico de f?", numa vizinhanca de p, pode ser de uma das formas
mostradas na Figura 2.2, com excegao da possibilidade a. pois Sf < 0, as quais so

atratoras pois, em todas (b., c. e d.), pelo menos uma semi-vizinhanca é atratora.

O

Vejamos agora alguns resultados bésicos sobre transformacGes de Mobius que serdo
necessarios para obtermos alguns resultados enunciados anteriormente. Para isso assu-
miremos aqui um conhecimento minimo sobre anélise complexa.

Uma aplicagao 5 : Co, = CU {oo} — Cq da forma S5(z) = z:ﬁ, onde ad — be # 0

é chamada de transformagio de Mobius. Se S é uma transformacao de Mobius entao
S z) = —d;—:rba satisfaz

S(57(2)) = S71(S(2)) = ,
ou seja, S™! é a aplicacao inversa de S e é também uma transformacao de Mobius. Como

a composicao de duas transformacoes de Mobius é uma transformacao de Mobius e a
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composi¢ao € associativa segue que elas formam um grupo, denotado por M.
Quais sao os pontos fixos finitos de S? Ou seja, quais sao os pontos z satisfazendo

S(z) = 27 Se z satisfaz essa condicio entio
ez +(d—a)z—b=0.

Se ¢ # 0 entdo S(c0) # oo pois S(c0) = a/c e assim S terd dois pontos fixos finito no
médximo. Agora, se ¢ = 0 entdo S(co0) = co, mas (d —a)z — b= 0 produz apenas mais
um ponto fixo finito. Assim, uma transformacio de Mobius pode ter no maximo dois
pontos fixos finitos, a menos que S(z) = z.

Agora seja S uma transformagao de Mobius e sejam a,b, c pontos distintos em C,,
com a = S(a),B = S(b),y = S(c). Suponha que T' seja uma outra transformacao de
Mobius com esta propriedade. Entdo 7! o S tem a,b, ¢ como pontos fixos e, portanto
T~'0 S éigual a identidade. Ou seja, T' = S. Assim, uma transformacio de Mobius é
unicamente determinada por sua agio sobre quaisquer trés pontos dados em C,,.

Sejam z, 23, z4 pontos em C.y. Defina S : Co, — Cs por

2 Z9 — Z
S(z)z( )/( ) se 23, 73,7 € C:
Z — Z4 Z9 — Z4

Z — Z3

5(z) = se zo = 00;
Z — Z4

S(z) = i Z3 = 00;
Z — Z4

S(z) = T3 e 24 = 00.
Zy — 23

Em qualquer caso temos S(z;) = 1, S(z3) = 0, S(z4) = c0 e S é a tnica transformacao

de Mobius tendo esta propriedade.

Definigao 2.3.1. Se z; € C, entdo [21, 22, 23, 24), @ razdo cruzada de 21,%9,23 € 24, € a

umagem de zy pela inica transformagio de Mobius que leva zy, no 1, z3 no 0 e z4 no co.

Por exemplo (23,23, 23,24] = 1 e |2, 1,0,00] = z. Também, se M é qualquer trans-
formacao de Mébius e wsy, w3, wy sdo os pontos tais que Mw, = 1, Mws = 0, Mw, = co

entao Mz = [z, ws, w3, wy.
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Proposicao 2.3.1. Se zy, z3, 24 sdo pontos distintos e T ¢ qualquer transformagdo de
Mobius entao

[21, 22, 23, 24] = [T'21, T3, T3, T'24],
para qualguer ponto z, ou seja, transformagées de Mibius preservam a razio cruzada.

Demonstragdo. Seja Sz = [z, 2y, z3,24); entdo S é uma transformacao de Mobius. Se
M = ST~" entdao M(T'zy) = 1, M(T'z3) = 0, M(Tz4) = oo; assim, ST~ 1z = [2, Tz3, Tz, T 24]

para todo z € Ceo. Em particular, se z = Tz, o resultado desejado segue. a

Proposigao 2.3.2. Se z,, z3, z4 sdo pontos distintos em Ceo € se wy, w3, wy também sdo
pontos distintos em Co,, entio existe uma tnica transformacio de Mébius S tal que

522 = thg, 52,’3 = ‘11)3,5'2’4 = Wy4.

Demonstragdo. Sejam Tz = [z, 2y, 23, 24], Mz = [z, ws, w3, wy] € considere § = M-1T.
Claramente S tem a propriedade desejada. Se R é uma outra transformacao de Mobius
tal que Rz; = w; para j = 2,3,4, entdo R~' 0 S tem trés pontos fixos (22,23 € 24). Assim

temos que R™! 0 .S = [ (identidade), ou seja, S = R. O

Vale também um outro resultado simples de se mostrar que diz o seguinte: se
S(z)= % ¢ uma transformagao de Mobius entdo S(R) = R se, e somente se, a,b,ce
d sdao numeros reais.

Proposicao 2.1.2. A derivada Schwarziana de g : T C R — R ¢ identicamente zero

se, e somente se, g € a restrigio de uma transformacio de Mébius a T'.

. ' L 1
Demonstragio. Observe que podemos escrever Sg = —2|Dg|§D2 m Se Sg =0
g
entao Dle;,% = 0. Assim, m = cz + d e portanto, g(z) = gﬁrj A reciproca é

imediata. De fato, se g é a restricdo de uma transformacio de Mébius a T entdo g se

escreve da forma g(z) = :;Is, onde ad — bc # 0. Assim temos que:

Do) = g o) = HEEEIGE L ey < e

s = 5 -3 (555)) - - 2(22) =0
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Proposicao 2.1.3. Seja g : T — R wma aplicacio mondtona. Entao
B(g,T*,J*) = 1 para todos os pares de intervalos J* C T* se, e somente se, g € a

restrigio de uma transformacgdo de Mébius.

Demonstragdo. (<) Sendo ¢ a restricio de uma transformagdo de Mobius temos pela
Proposicao 2.3.1 que g preserva a razio cruzada. Assim B(g,T*,J*) = 1, ou seja, sendo
T* = [zs,21) e J* = [z4,25] C T* (onde z3 < a4 < 24 < z1) e lembrando que g é

monotona temos pela Proposicio 2.3.1
[21, 22, 23, 4] = [9(351),9(%%9(333):9(5’54)]

e dai
D(g(T),9(J7)) _ lg(21), 9(2), 9(w3), g(z4)] ¥
D(T, J*) [:31,3;2,3:3,:1;4] '

(=) Suponha que g seja uma aplicacio monédtona que preserva a razao cruzada. D).

B(g,T*,J*) =

Seja T' = [zo,21] e escolha z4 € (z0,21). Pelo Proposicio 2.3.2 temos que existe uma,
linica transformacao de Mobius ¢ tal que é(z;) = g(z;) para i = 0,1,2. Afirmamos que
9(z) = #(z) para todo = € T'. De fato, se J é o intervalo limitado por 3 e z, entdo
B(g,T,J) = B(¢,T,J) = 1, pois sabemos da Proposicao 2.3.1 que transformacdes de
MGdbius também preservam a razao cruzada. Portanto, D(¢(T), ¢(J)) = D(g(T),9(J))
e, como ¢(T') = g(T') e ¢(x,) = g(x3), obtemos que $(z) = g(z). O

Proposigao 2.1.4 Seja T um intervalo aberto limitado da reta real. Para z,y €T seja

LUJ||JUR
pre,y) = hap(T, ) = tog 0TI vog (14 i, ),

onde J = [z,y]. Entdo pr € uma métrica em T e o grupo de isometrias desta métrica
€ ezatamente o grupo My de todas as transformacées de Mobius que levam T em T.
Além disso, o grupo My atua transitivamente sobre T, isto €, dados x,y € T, existe

uma isometria ¢ tal que ¢(z) = y.

Demonstragdo. Que py é uma métrica segue imediatamente da férmula. Da Proposi-

cao 2.1.3 acima, obtemos que o grupo das isometrias coincide com o grupo das trans-

formagoes de Mébius Mp. Seja T' = (zq z1). Como existe uma tnica transformacio
7 T ’ b1

de Mobius satisfazendo ¢(z;) = z; para i = 0,1 e #(z) = y, o grupo de isometrias
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atua transitivamente sobre 7. Isto prova a sentenca. Se 7' = (0,1) entdo o grupo de
isometrias preservando orientacio é a familia de aplicacoes

Pa(2)

z

= A )
JPSIEE—Y o< A<]

(]

Proposicao 2.1.5 Se g : T' — R tem derivada Schwarziana negativa (respectivamente
positiva) em todos os pontos, e se ¢, sdo transformagoes de Mobius entio go ¢ e 1) og

também tém derivada Schwarziana negativa (respectivamente positiva).

Demonstragdo. Da Proposicio 2.1.2 temos que Si = 0 e, portanto, pela férmula de

composta obtemos
S($og) = (S¥og)-|Dgl*+Sg = Sg e S(go¢) = (Sgod)-(Dh)? +5¢ = (Sgog)-(Dg)?.
O

Proposicao 2.1.6 Seg: T - R ¢ uma aplicagio C* com derivada Schwarziana negativa

entdo

B(g,T",J*) > 1, para todos os pares de intervalos J* c T* C T.

Demonstragao. Sejam T* = [zo,21], J* = [yo, 1] € ¢ uma transformacao de Mobius tal
que ¢ o g fixa os pontos da fronteira de T* e o ponto Yo. Afirmamos que ¢(g(y)) > y;.
De fato, suponha, por contradicio, que #(9(11)) < y1. Pelo Teorema do Valor Médio
existem zo € [0, Yo], 21 € [yo,y1], 22 € [y1,21] tais que

D 0 g)(z0) = 2W0)) = $lg(20)) _ 1,

Yo — To

D(pog)(z1) = ¢<g(y1;1> - i(g(yo)) .

T — Y B
Uma vez que S(pog) = Sg < 0, isto contradiz o Principio do Minimo. Portanto

#(9(y1)) > y1. Logo

T 140177
B(6o9, T, J°) = Guammaay >
T IR
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Como B(¢og,T*, J*) = B(¢,9(T),9(J*))- B(g,T*,J*), e como pela Proposicao 2.1.3 a

transformacao de Mobius ¢ preserva a razao cruzada, obtemos que B(g, T*, J)>1. O

Lema 2.2.1. Sejam f : [ — [ ¢ T C I um intervalo tal que a restrigao de f* a T € um
difeomorfismo C'. Entdo

lwa DS @)
Zl & DAF@)

Uma vez que f*(z), fi(y) € f(T), temos que

|Df™(z)
lo < Dist(f, f’
g|Df (v)] Z

e isto prova o Lema. O

Corolario 2.2.1. Seja f : D C R = D uma aplicagio C'. Sejam V C D wm aberto
contendo todos os pontos criticos de f ¢ C' > 0 a constante de Lipschitz da aplica¢do
z = log [Df(z)| em D\ V. Se T C D € um intervalo tal que T, .. S JPUT) estao todos

fora de V', entdo

Dist(f™, T <C’Z|f

Demonstragao. A distor¢do de f sobre um intervalo J C D\ V é limitada por C - |J|,
pois

g 2T _ f1og |D£(a)| ~ log |D £l < Cle — ] < Cl Yoy € .

g 1 5]

Portanto

Dist(f", T <ZDlst (f, f <02|f
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Lema 2.2.2. Sejam f : [0,1] — [0,1] uma aplicagio C'** coma > 0 ¢ A C [0, 1]
um congunto aberto tal que a derivada de f ndo se anula no fecho de A. Se existem
C'>0, A >1 tais que |[Df"(z)| > C7IA", para z € [0,1] tal que (=) € A para todo
t=1,...,n —1 entdo existe C; > 0 tal que se fi(J ) C A para 0 <3< n, onde n € N,

entio f* tem distor¢io limitada sobre J, ou seja,

IDf(2)]
< Cy,Vz,y e J.

D)
Demonstragio. Dados z,y € Jei=1,...,n — 1 temos pelo Teorema do Valor Médio
que existe { entre f*(z) e f(y) tal que | D~ (£)| = IIJ; E ; f((y))l|

k3 7 J
Aplicando a hipétese de que |Df™(z)| > C~'A\" a =i parai = 1,...,n—1, temos

que

|IDf*H(E)] > C I\ Ve e Ji=1,... ,n—1.
Assim obtemos que

i(2) — Fily)] = |/ () = f*(y)| A= () —
@ -rwl= S cormip@ - pe), e

para todos z,y € J, para todo ¢ dado pelo Teorema do Valor Médio e para todo
1=1,...,n—1.
Agora como f é C'** e a derivada de f nao se anula no fecho de A, existe 8 > 0

tal que a aplicacao @ > log|D f(z)| é C” sobre A. Logo temos que:

n—1

]Df"(:u)| . i i
log 15 o] = ;aog IDF(f(2))| — log | D(Fi(v))])

(defini¢do 2.2.2) 71! o .
<N e - Fp
=0

oA ) - e

= ooIPrE-rory ()

< ooUPrE-rory ()
- /\B 1=0

< c'c SRR




Capitulo 3

Intervalos Errantes e

Hiperbolicidade

3.1 Intervalos Errantes e Hiperbolicidade

Os resultados deste Capitulo podem ser encontrados no livro de W. de Melo e S. Van

Strien [5] e nas referéncias ali mencionadas.

Definicao 3.1.1. Se f : X — X ¢ uma aplicagio continua, onde X € um espaco

mélrico, chamamos de conjunto w—limite da drbita de z € X ao conjunto
w(z) ={y € X;3 uma sequéncia n; — co com f*(z) — y}.
Além disso, para todo subconjunto T' de X, definimos
w(T) = {w(z);z € T}.

Definicao 3.1.2. Dizemos que J € um intervalo errante para a aplicagao [ se:
1. os intervalos J, f(J),... sio dois a dois disjuntos;

2. o conjunto w—limite de J ndo € igual a uma drbita periodica.

Teorema 3.1.1. (Teorema de Schwartz) Seja f : [0,1] — [0,1] uma aplicagio
continua satisfazendo as sequintes condigies: i) f € C' e mondtona por partes e i)
a aplicagio x — log |D f(z)| se estende a uma fungio Lipschitz sobre [0,1]. Entdio f ndo

tem intervalos errantes.
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Do Teorema de Schwartz obtemos o seguinte Corolario 3.1.1 que juntamente com o
Lema 3.2.1 (que se encontra na tltima Secao deste Capitulo) nos fornece o Lema 3.1.1
a seguir. Lembrando que uma érbita periédica, de perfodo k& digamos (O(p) = {p, f(p),
FA(0), -, fF (p)} com fH(p) = p), € dita ser atratora se |Df*(z)| < 1, para todo
z € O(p).

Corolario 3.1.1. Sejam f : [0,1] — [0,1] uma aplicagio C® com Derivada Schwarzi-
ana negativa e V' C [0, 1] wm conjunto aberto contendo todos os pontos criticos de fe
~ pelo menos um ponto de cada orbita periddica atratora. Entio f ndo possut intervalos

errantes em [0,1]\ V.

Lema 3.1.1. Sejam f : [0,1] — [0,1] wma aplicagio C° com derivada Schwarsiang
negativa e V- um congunto aberto contendo todos os pontos criticos de f e pelo menos um
ponto de cada drbita periddica atratora. Entdo existe wm inteiro m tal que se f{(z) ¢V

para todo 0 <1 < m entao |Df™(z)| > 1.

Com o Lema 3.1.1 e o Lema 2.2.2 obteremos o seguinte Teorema 3.1.2. Uma versao
C* desse Teorema. foi demonstrado por Ricardo Mané, vide [5] (por essa razao, seu

enunciado é comunmente citado como Teorema de Mané).

Teorema 3.1.2. Sejam f: I — [ uma aplicacdo C® com derivada Schwarziana negativa
e V um conjunto aberto contendo todos os pontos criticos de [ e pelo menos um ponto
de cada orbita periddica nao-repulsora, onde I C R € um intervalo compacto. FEntao

ezistem C > 0, A > 1 ¢ K < co tais que se z € [ satisfaz f'(z) ¢ V para todo

1=1,...,n—1 entao
|Df*(2)] > C~am,
e se J € um intervalo tal que J,..., f*1(J) estio todos fora de V' entdo
Df"(z)
< K, para todos z,y € J.
Df™(y)

Defini¢ao 3.1.3. Seja f : [0,1] — [0,1] wma aplicagio C", r > 1. Um subconjunto
K C [0,1] € dito hiperbdlico se f(K) C K e existirem constantes C> 0 e A > 1 tais que

|Df* ()] > C7IA"

para todo © € K e para todo n € N.
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O préximo Teorema garante que no intervalo, conjuntos hiperbélicos tém medida

de Lebesgue nula.

Teorema 3.1.3. Seja f:[0,1] = [0, 1] wma aplicagio C*** coma > 0. Se T C [0,1] €

um conjunto hiperbdlico e compacto entio I' tem medida de Lebesque igual a zero.

Como consequéncia do Lema 3.1.1 e do Teorema 3.1.2 obtemos o Teorema de Mi-

siurewicz 3.1.4 a seguir.

Teorema 3.1.4. Seja f : [ — [ uma aplicagio C° com derivada Schwarziana negativa.
Um conjunto compacto, & C I tal que f(K) C K ¢ hiperbdlico se ele nio contém:
pontos criticos, pontos periddicos nio-hiperbolicos e nem pontos periddicos atratores hi-

perbolicos.

Pelo Teorema 3.1.3 este conjunto K tem medida de Lebesgue zero. E como con-

seqiéncia dos dois tltimos Teoremas temos o Corolério 3.1.2 abaixo.

Corolério 3.1.2. Seja f : [ — I uma aplicacio C® com derivada Schwarziana negativa.
Se f tem um nimero finito de pontos criticos, nio tem atratores periodicos e nem orbitas

periddicas ndo-hiperbolicas entdo para q.t.p. z € I, w(z) contém pontos criticos de f.

3.2 Resultados e Demonstracoes

O seguinte Lema 3.2.1 é um passo necessario para a demonstracao do Teorema de

Schwartz.

Lema 3.2.1. Sejam I um intervalo compacto e f : I — [ uma aplicacdo continua. Se
T C I ¢ um intervalo aberto tal que:

1) inf | /(T =0

ou

2) f* € estritamente mondtona em T, Vn > 1

entio T' ou € um intervalo errante ou w(T) € wma drbita periddica.
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a) _ b)
L U 3\ L U hY
5 ———
f(U) f ()
c) U
== )
s
S ()

Figura 3.1: a) e b) ndo ocorrem pois U ¢ uma componente de I.

Demonstragao. Seja T = U f™(T). Temos que Z ndo é necessariamente aberto na
n>0
hipétese 1, mas com a segunda hipétese Z é aberto. Claramente 7 & invariante pelas

iteradas positivas de f.

Primeiramente suponhamos que para qualquer componente U de Z temos que
FU)NU = 0 para todo s > 1. Como T é invariante pelas iteradas positivas de f
temos que f"(U) N f™(U) = @ para todos n > m > 0. Logo U (e portanto 7T') é um
intervalo errante (ou é assintético & uma érbita periddica).

Agora suponhamos que existam uma componente U de Z e s > 0 tais que )N
U # . Como Z é invariante pelas iteradas positivas de f isto implica que rF)cu
(ver caso c) da Figura 3.1).

Com a hipétese 1 temos: Se U é um intervalo que contém em seu interior um
ponto fixo pde f* : U — U (ver Figura 3.2), entdo alguma iterada de T' contém esse ponto
fixo em seu fecho, e como l{gg IF5(T)| = 0 esse ponto fixo atrai T, isto é, f**(z) kg P
para todo z € T'. E nesse caso nao h4 mais nada para fazer. Caso contrario, U contém
em sua fronteira um ponto fixo atrator, p, de fo:U—=U. Se f2(U) # U entao para todo
z € U temos que f*(z) k—_;op? (ver Figura 3.3). Se f*(U) = U entéo o ponto de fronteira
{q} = 90U \ {p} é um ponto periédico repulsor (ver Figura 3.4) e como gg 5T =0
obtemos que nenhuma iterada de 7' contém ¢ em seu fecho. Assim todo ponto de int(U)

€ assintotico a p pelas iteradas de f*, isto é, f*5(z) —_>)°]3 para todo z € T'. Novamente o

resultado segue.
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()

Figura 3.2: Ponto fixo atrator, p, no interior de U .

)

p U

Figura 3.3: Ponto fixo atrator, p, na fronteira de U .
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)

Figura 3.4: Ponto fixo atrator, p, e repulsor, ¢; ambos na fronteira de U .

Com a hipétese 2 temos: Sendo 7' aberto e f™ estritamente monétona, para
todo n > 1, temos que f™(T) é aberto, para todo n > 1. Como U é uma componente de
Z =,50 [™(T), U deve ser no méaximo uma uniio de J™(T) para alguns indices n > 0.
Em U todas as poténcias de f sio monétonas. Para ver isso suponhamos, sem perda de
generalidade, que U = f*(T') U f™(T), para n # m. Como U é uma componente de 7
devemos ter f*(7)N f™(T) # (), e como f™ é estritamente monétona em T, para todo
n > 1, segue que a monotonicidade de f™(T') e a de f™(T') deve ser a mesma. Assim
assumiremos que f° : U — U é estritamente crescente pois caso contrario trabalharfamos
com f* : U — U ao invés de f*. Logo, como f*(U) C U e f* é estritamente crescente
temos que f* possui um ponto fixo atrator, p, no interior ou na fronteira de . Mas em
qualquer caso teremos que todo ponto de U é assintético a p pelas iteradas de f°, isto &,
fEe(2) kg p para todo = € T, mesmo que f*(U) = U pois como f*(T) é aberto, para
todo n > 1, temos que f*(U) néo intersecta o repulsor do bordo de U. E nesse caso o
resultado também segue.

g

Teorema 3.1.1. (Teorema de Schwartz) Seja f : [0,1] = [0,1] uma aplicacio
conlinua satisfazendo as seguintes condigies: i) f € C" e mondtona por partes e ii) a
aplicagio z + log |D f(z)| se estende a wma fungdo Lipschitz sobre [0,1]. Entdo f ndo

tem intervalos errantes.
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Demonstragio. Segue de (i1) que existe uma constante C' > 0 tal que Dist(f,T) < C|T|
para qualquer intervalo T' C [0, 1]. Assim, pelo Corolario 2.2.1, temos que, para qualquer

intervalo T' e para qualquer inteiro n,

n—1

Dist(f",T) < > C|f(T)|.

i=0
Suponhamos por contradigdo que f tenha um intervalo errante J. Seja Jo O J um
intervalo errante maximal contendo J, no sentido de que nao exista intervalo errante
que contenha Jo propriamente. Indutivamente, definimos .J, como sendo um intervalo
errante maximal que contém o interior de f(J,_;). Afirmamos que esses intervalos
{Jn}n>0 sdo dois a dois disjuntos. Realmente, suponhamos por contradicio que existam
inteiros 0 < n < m tais que J, NJ,, # (). Como J,, contém o interior de fm7"(J,) temos
que f"(Jm) N Ty D (I N ) # 0. Mas isso é uma contradi¢ao pois J,, é um
intervalo errante e assim a afirmagéo esté provada.
Como f tem um ndmero finito de pontos de maximo ou de minimo locais, digamos
no, existe ny tal que se n > n; entdo f"(Jy) ndo contém nenhum desses pontos. Em
. particular, f*|J, é um homeomorfismo sobre sua imagem para todo £ > 0 en > n;.

Uma vez que os intervalos {J, },>0 sdo errantes existe n, > n, tal que Z |77 ()| <
7>0
1. Tome 0 < ¢ < (1/2)exp(—2C) e seja A = J,,. Agora escolha um intervalo T que

contenha A estritamente e tal que |T'| < (1 + 6)|A|. Vamos provar por inducao que
[f{(T)] < 2|f(A)| parai=0,1,...,n — 1.

Para n =1 esta propriedade é ébvia. Assumimos que essa propriedade seja verda-
deira até o passo n — 1 e vamos provar que ela é verdadeira para o passo n > 1. Como
vimos no Corolario 2.2.1 a hipétese de inducéo (H.I.) implica que a distorcao de f™ em

T é limitada por 2C, ou seja

Dist(f", T <CZ|f1 = 2CZIf’A)I=2CZIf (Jns)]

< 202 | (Jny)] < 2C.
1=0
Além disso, como a restricao de f* a A é um difeomorfismo, existe pelo Teorema do

Valor Médio um ponto z, € A tal que |Df"(z,)| = UT—X‘M Como Dist(f",T) < 2C
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segue que |Df™(y)| < exp(2C) Ek (A)I para todo y € T'. Dai,

N <171+ expeeV DT 41 < (14 sexpiaop )] < 21770

[sto completa o passo de inducao.

Logo segue que nle [/*(T)] = 0. Mas como A é um intervalo errante maximal
e T contém A estritam:nte nenhuma das teses do Lema 3.2.1 podem ocorrer, e isso
contradiz a existéncia de um intervalo errante, completando assim a demonstracio do

Teorema. O

Corolario 3.1.1. Sejam f : [0,1] — [0, 1] wna aplicacio C® com Derivada Schwarziana
negativa e V' C [0,1] um conjunto aberto contendo todos os pontos criticos de f e pelo
menos wm ponto de cada orbita periddica nao-repulsora. Entio f néo possui intervalos

errantes em [0,1]\ V.

Demonstragdo. Primeiramente restringimos f a [0,1] \ V. Em seguida estendemos
f10,1]\ 'V ao intervalo [0,1] novamente, mas de modo que a aplicacao = + log | D f(z)|
seja Lipschitz sobre [0,1]. Assim aplicamos o Teorema de Schwartz e concluimos o

resultado. O

Lema 3.1.1. Sejam f : [0,1] — [0,1] wma aplicagio C° com derivada Schwarziana
negativa ¢ V' C [0,1] um conjunto aberto contendo todos os pontos criticos de f e pelo
menos um ponto de cada drbita periddica nao-repulsora. Entdo eziste wm inteiro m tal

que: se f(z) & V para todo 0 < i < m entdo |Df™(z)] > 1.

Demonstragdo. Suponha por contradicio que existam inteiros n suficientemente grandes
para os quais existe um ponto z, € [0,1] tal que |Df"(z,)| <1 e ['(zn) ¢ V para todo
0 <@ < n. Uma vez que o conjunto de pontos criticos de f e de pontos periédicos
nao-repulsores é fechado, existe um conjunto aberto U contendo cada, ponto periédico
nao-repulsor em V e cujo fecho est4 contido em V. Seja J, o intervalo maximal contendo
z, tal que

f(J.) C [0,1]\ U, para todo y=0,...,n—1.
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n

Figura 3.5: Componente L,, de J, onde [Df"(z)| < 1.

Como f"|J, é um difeomorfismo sobre sua imagem (pois os pontos criticos de f estao
em U) e Sf™ <0, segue do Lema 2.1.1 que existe uma componente L, de Ju \ {z} tal

que

|Df"(z)| <1, para todo z € L, (ver Figura 3.5) .

Seja Yy, # x, na fronteira de L,. Pela maximalidade de Jn, existe um inteiro
0 < k(n) < n tal que f5")(y,) € U. Seja § > 0 tal que cada componente de V' \ U tenha

comprimento maior ou igual a §. Como f¥")(z,) ¢ V e f¥™)(y,) € U obtemos

|/ (L,)] > 6. (3.1)
Por outro lado, como 0 < |D f*(z)| < 1 para todo z € L,, obtemos que

|/ (L) < |Lal. (3.2)

Afirmamos agora que

|L,.| = 0 quando n — co. (3.3)

De fato, se (3.3) nao se verificar podemos tomar uma subseqiiéncia L,, convergindo para
um intervalo L de comprimento positivo. Se J é um intervalo cujo fecho estd contido no

interior de L entdo existe um inteiro j tal que Ly, contém J para todo n; > j. Como
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Ly C Jny e f1(Ja) NU = () para todo 0 < j < n, segue que f*(J) C [0,1] \ U para
todo n € N. Do Corolério 3.1.1 sabemos que f nao possui intervalos errantes. Logo
como f"|J é monétona, para todo n > 1, pelo Lema 3.2.1 existe um ponto em J que é
assintotico a atratores periédicos. Mas isto nio é possivel pois U contém um ponto de
cada drbita periédica atratora de f. Isto prova (3.3).

De (3.2) e (3.3) obtemos |f"(L,)| = 0. Como |f*™(L,)| > § podemos tomar uma
subseqiiéncia n; — oo tal que os intervalos fk(”")(Lni) convergem para um intervalo S
de comprimento pelo menos igual a §. Como |f*(L,)| = | /A (P (L) = 0 e
|f¥™)(L,)| > 6, temos que n — k(n) — co. De fato. Sejam A = f*)(L,) n — k(n) =1,
f™(Ln) = T. Assim temos

FA) =T,|A > 6>0,|T| <, para um dado € > 0.

Pelo Teorema do Valor Médio sabemos que |T'| = IDf'(€)]]A], para algum ¢ € A. Agora

-1

DA =TT IDFF™(O)] > (min|Df|)

m=0

Assim temos
T
(minIDf|)’ < u <

= llog min D f(¢)]| < logg

SH ™

| 5 log
| : 1319062 57> ;
= log (min [Df])™ > log - = I > log (min [ D f[)-1’

e assim se € — 0 devemos ter [ — co, ou seja, n — k(n) = co.

Se J é um intervalo cujo fecho est4 contido no interior de S, entao f*")(L,.) contém
J para 1 grande o suficiente. Como antes segue que f™(J) estd contido em [0,1] \ U
para todo n € N. Uma vez que f nio possui intervalos errantes (Corolario 3.1.1) e
usando novamente o Lema 3.2.1 obtemos que existem pontos em J que sao assintoticos
a atratores periédicos, o que é uma contradicdo pois f(J)NU = 0 para todo n > 0.

Assim segue o resultado. O

Teorema 3.1.2. Sejam f : [ — [ uma aplicacdo C* com derivada Schwarziana negativa
e V um congunto aberto contendo todos os pontos criticos de [ e pelo menos um ponto

de cada drbita periddica ndo-repulsora, onde I C R ¢ uwm intervalo compacto. FEntao
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eristem C' > 0, A > 1 ¢ K < oo tais que se z € [ satisfaz f'(2) ¢ V para todo
1=1,...,n—1 entdo
|IDf*(z)| > C~1A™.
Se J € um intervalo tal que J,. .. , ["7Y(J) estio todos fora de V entio
Df"(x)
Df™(y)
Demonstragdo. Do Lema 3.1.1 e da compacidade de I'\'V segue que existem um inteiro
ke >1 tais que: se fi(z) ¢ V para todo i < k entdo |Df*(z)| > AF.
Sejam p = min{|Df(z);z € I\ V} e C > 0 tais que p* > C~')\ para todo 0 <
t < k. Se n é um inteiro tal que fY(z) ¢ V para todo [ < n, entao podemos escrever

n=jgk+1i,com0<1i <k, f*(z) = fi(f*(z)), e temos

< K, para todos z,y € J.

|Df"(z)] = (1:[ Ika(.f’k(w))l) ADF(f* ()] >

=0
> (AFYpt > VRGN = g-1pn,

E assim provamos a primeira desigualdade do Teorema.
Ja a segunda e tltima desigualdade do Teorema segue diretamente do Lema 2.2.2.

(]

Teorema 3.1.3. Seja f: [0,1] — [0,1] uma aplicagio C1** com a > 0. Se ' [0,1] €

um congunto hiperbolico e compacto entio T' tem medida de Lebesgue igual a zero.

Demonstragdo. Uma vez que I' é um conjunto hiperbélico para as iteradas de f podemos
considerar f* ao invés de f. Assim podemos assumir que |IDf(z)] > X > 1 para todo
z em uma vizinhanca V de I'. Claramente I' nio contém intervalos. De fato, se J C T
é um intervalo entdo como I' é invariante temos que f*(J) C V para todo n € N; além
disso f™ nao tem pontos criticos em J, pois I' é hiperbélico. Sendo assim, se fr|Jé
injetiva entao f"(J) é um intervalo de comprimento pelo menos igual a A\"Leb(J). Mas
isso nao pode acontecer para todo n € N pois A > 1. Logo para algum n € N f*|J nio
€ injetiva, ou seja, f™|J possui um ponto critico, o que é um absurdo. Portanto I' nio

contém intervalos.
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Suponhamos por contradicio que I' tem medida de Lebesgue positiva e ndo contém
intervalos. Pelo Teorema de Densidade de Lebesgue existe um ponto de densidade a € T.

Isto significa que
o Leb(B(a,d)NT) _1,
s=0  Leb(B(a,?d))

onde B(a,d) é a bola de raio § e centro em a € I'. Seja e > 0 tal que B(z,e) C V se

(3.4)

z € I. Como |Df(z)| > A > 1 para todo z € V, para todo § > 0 existe um inteiro n tal
que Leb(f"(B(a,d))) > e. Tome o menor n = n(6) tal que fi(B(a,d)) C V para todo
0 <1< n.

Uma vez que |[Df(z)| > X > 1 em V temos que:

|f(2) = F(W)] = Az —yl,

/(@) = )] 2 Alf () = F(y)] = Nz — y)|

(@) = PO 2 A7) = 7N ) > > A ) — F)] > > Atz — ).
(3.5)
Do Lema 2.2.2 temos que f™ tem distorcao limitada sobre B(a,d), mais precisamente,

existe uma constante C, independente de §, tal que

|Df"(2)] < C (3.6)

1D f(y)]
para todos z,y € B(a,d). De fato, para aplicarmos o Lema aqui s6 precisamos da

hipétese que: existem C' > 0 e A > 1 tais que se z € [0, 1] satisfaz
fi(@)¢V,i=1,...,n—1 entdo [Df™(z)] > C~'A™,

Mas isso segue facilmente do fato que |Df(z)] > A > 1 sobre V, e notando que
n—1

|Df*()l = [T IDF(F (@)
7=0

Assim existe n > 0 tal que f* mapeia B(a, ) difeomorficamente e com distorcao

limitada sobre um intervalo J5 de comprimento pelo menos €. Sendo I invariante pelas
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iteradas positivas de f obtemos que f*(I'N B(a,d8)) CT'NJs e portanto, usando (3.4) e
(3.6), concluimos que
Leb(Js N T) 5 Leb(f"(I' N B(a, 4))) y Leb(f*(B(a,8)\ I'))
Leb(J;) — Leb(J5) ~ Leb(f*(B(a,0)))
Leb(B(a,5)\ T)
Leb(B(a,d))

quando § — 0. Como cada um dos intervalos Js tem tamanho pelo menos €, existe uma,

>1-0h.

= I,

sequéncia 6, —+ 0 tal que Js, converge para um intervalo J. Portanto, Leb(J NT) =
Leb(J), e assim Leb(I'*N J) = 0. Como I' é um conjunto fechado, obtemos que I' O J.
De fato, como J\T' é aberto em J podemos ter J\T' = () ou J\T contém pelo menos um
intervalo aberto. Mas o iiltimo caso ndo ocorre pois caso J\T contenha algum intervalo
aberto teremos Leb(J \ ') = Leb(I'* N J) > 0. Sendo assim temos que J\I'=0. E dai

segue que

'nd=J= JCT,

contradizendo a hipétese de que I' ndo contém intervalos.

Portanto o resultado est4 concluido. : O

Corolério 3.1.2 Em particular, se uma tal aplicagio f: I — I, com um nimero finito
de pontos criticos, nio tem atratores periddicos e nem drbitas periodicas nao-hiperbolicas

entao para g.t.p. z € I, w(zx) contém pontos criticos de f.
Demonstragdo. Sejam V C I um aberto contendo todos os pontos criticos de f e
Pv={zel;f*(z) ¢ V,Yn >0}

Claramente f(I'v) C Ty, isto é, [y é invariante pela f. Além disso temos que 'y é

fechado. De fato:

z € (Iv)® = 3Ing t.q. f(z) eV,
como V' ¢ aberto temos que existe e > 0 tal que B(f™(z),¢) C V. Sendo f™ continua
existe d > 0 tal que f™(B(z,4d)) C B(f"™(z),e) C V. Logo B(z,d) C (T'v)e, ou seja,
(T'y)¢ é aberto, e portanto T'y é fechado.

Como I'y C I concluimos que ['y é compacto.
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Logo pelos Teoremas 3.1.3 e 3.1.4 obtemos que

Leb(I'y) = 0 e Leb(f~*(T'v)) = 0,Vn € N,

e assim Leb <U f_n(Fv)) = 0. E bom ressaltar que essas afirmacoes demonstradas
n>0
até agora nesse corolério valem para qualquer vizinhanga V' dos pontos criticos de f.

Agora denotemos o conjunto dos pontos criticos de [ por P/ isto é,
Pl ={zeI;f(z) =0} = {55050
Além disso seja R = {z € [;w(z)N P/ # 0}. Temos
r€R & et q. Ve>0,Vng, In > ng t. q. [f"(z) — ¢ < e
Assim
z € R® & Ve, Je > 0,3ng t. q. Vn > ng tem-se que [fM(z) —c]| > ¢
& 3V D P/(onde V é um aberto ),3no t. q. ¥n > ng tem-se éue fz) ¢V
& 3dV,Ine t. q. f(z) €Ty & IV,Ing t. q. z € ™ (Ty)
&IVt qzel)rm(y
n>0

(em particular vale que: VV' C V =2 € (J ., f~™(Iv)).

Tomando uma seqliéncia Viyy C Vi C V com |Vi] = 0 temos que

velJ ) ese U Frmmn =

n>0 k n>0

Mas como Leb(R¢) = 0, o resultado segue.. O



Capitulo 4

Aplicacoes de Retorno e Fatores de

Escala

4.1 Pontos Bons e Aplicacoes de Retorno

Seja f : [0,1] — [0,1] uma aplicacdo S—unimodal com ponto critico ¢. Assumiremos
neste Capitulo que f ndo possui atratores periédicos, nem mesmo os nao-hiperbdlicos.
Os resultados deste Capitulo podem ser encontrados no trabalho de Martens {3].

Para z € [0, 1] denotaremos o intervalo (z,7(z)) por V,, onde 7 é o homeomorfismo

satisfazendo fo7 = f (7 # id).

Lema 4.1.1. O homeomorfismo T € uma aplica¢io de classe C. Com isso o intervalo

Vi € praticamente simétrico, se x estd prézimo de c.
Definicao 4.1.1. Definimos o conjunto de pontos bons (“nice” em inglés) por
N ={z €[0,d|V, Norb(z) = 0}.

Observe que toda érbita periédica contém pontos bons pois basta tomar o ponto
dessa érbita que maximiza f para ser uma extremidade do intervalo Ve. Assim NV é nido

vazio, pois 0 é uma 6rbita periédica, por exemplo.

Lema 4.1.2. O ponto critico € acumulado por érbitas periodicas. Em particular N

também se acumula sobre c.

99
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Como o ponto critico ¢ nao é um ponto bom temos o seguinte resultado.
Lema 4.1.3. N U {c} € fechado.
Agora fixemos z € NV e seu intervalo correspondente V, = (z,7(z)).

Lema 4.1.4. Para i = 1,2 sejam T; C [0,1] dois intervalos abertos diferentes tais que
™ Ti =V, seja mondtona e sobre, para n, <ng. SeThNTy, # 0 entdo Ty C Ty e

ny < np.

Definigao 4.1.2. Seja C,. C [0,1] o conjunto:
Ce ={y €[0,1]|f"(y) € V&, para algum n > 0}.

Dizemos que C, € o conjunto de pontos que retornam a V, sob alguma iterada de f.

Além disso definimos os conjuntos: A, =[0,1] = C, e D, = | “HC) N V.

Observe que o conjunto C, pode ser descrito como sendo a uniio de todos os n-
tervalos T' tais que f™ : T' — V, é mondtona e sobre para algum n > 0, onde f° é a

aplicagao identidade, isto é, f =id: V, — V, (ver Figura 4.1).

Lema 4.1.5. Seja I uma componente de C,. Entdo existe wm dnico n ZO tal que
"I =V, € mondtona e sobre. Além disso UL ), M) = Vi} € uma colegio

onde seus elementos sao dois a dois disjuntos.

O Lema 4.1.5 nos permite definir a aplicacdo de transferéncia
T,:C, =V,
e também a aplicagio de Poincaré ou aplica¢io de primeiro retorno a Ve
R,:D, =V,

por Ry =T, o f.
E bom ressaltar que os ramos da aplicagdo de tranferéncia sao monétonos.

O Lema 4.1.6 a seguir é uma consequéncia direta dos dois tltimos Lemas e do fato

que a fronteira de cada V; é formada por pontos bons.
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D R N

o, - !

s

Figura 4.1: Tlustracao de C,.

Lema 4.1.6. Para cada z € N eziste uma célegdo de intervalos dois a dois diéjuntos/.
U, tal que ‘

(1) I C V; para todo I € U,,

(%) Uy, I = D

(3) Se I €U, ec¢ [ entdo R, : I — V, é mondtona e sobre,

(4) Se I € U, ec € I entio R, : [ — Vi € 2 a 1 sobre a imagem. Além disso

Ry (9I) = {z} ou {r(2)}.

Ja o Lema 4.1.7 abaixo mostrard que essas aplicagées induzidas estido definidas em

quase todo ponto.

Lema 4.1.7. Se z € N entdo:
(1) |Ca| = 1;
(2) D] = V.,
(3) Ay € invariante;

(4) Se y € Ay € tal que orb(y) NV, = 0 entdo A, se acumula de ambos os lados de
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Sa

Figura 4.2: Ilustracao de U,.

Mais algumas palavras sobre a Proposicio 2.1.1 que sao interessantes nesta Secao.
Para aplicarmos essa Proposigio aqui precisamos saber o quanto a monotonicidade pode
ser estendida. Sendo assim suponha que ¢, = f(c) € C. Logo existe uma componente

Sz C C, com ¢; € S,. Defina:

h(z) =0f1(S:)N[0,¢)

Ur = Vyzy = f7(Sz) (ver Figura 4.2) .

Como ¢; € Sy e z € N temos que f~1(S,) C V,. Dai S, C f(V2).
Pelo Lema 4.1.5 existe um tinico n > 0 tal que f*:S; = V, é monétona e sobre.
Além disso {Ss, f(Sz),..., f*(S:) = Vi } é uma colecio onde seus elementos sio dois a

dois disjuntos.

Pela defini¢ao de 1 temos que f(15(z)) é um ponto de fronteira de S,. Logo
orb(f(4(2))) N Ve =0,
pois f*(f(1(z))) € dV,. E em particular
orb(f(%(2))) N Vyiwy = 0 (pois Vyw) C V),

e assim ¥(z) € V.
Por fim defina ¥(z) = z se ¢, ¢ C,.
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O par (V;,U.) é chamado de regido de transferéncia. Se V, contém uma vizinhanca
d—escalonada de U,, ou seja, se cada componente de V,, \ U, tem comprimento pelo
menos 6|Uy|, entdo o par (V;,U,) é chamado de d—regido de transferéncia. Com isso

temos a seguinte

Proposicao 4.1.1. Sejamz € N eI C Cy(z) uma componente, e digamos que Lol =

f*|1. Entio existe um intervalo Ty contendo I tal que
ff T =V,
¢ mondtona e sobre.

Combinando a Proposicio 2.1.1 com esta Proposicao obtemos que os ramos de
Ty@) : Cy(z) = U tém distorgao limitada uniformemente e a limitacdo depende apenas

do tamanho das componentes de V, \ U,.

4.2 Fatores de Escala

Agora escolha z; € A e considere a sequéncia z, = Y(2p_1), com n > 1. Usaremos a

notacao simplificada U, para U, e denotaremos as aplicagoes de primeiro retorno por
R,:D, =V,

ao invés de R,, : D, — V, . Todas essas aplicagbes de primeiro retorno tém as

propriedades estabelecidas no Lema 4.1.6.
Vol

Chamamos o,, = A
n

Segao 2 do Capitulo 1, na Introducio desse trabalho, estaremos usando a hipétese de

,n > 1, de fator de escala de nivel n. Como falamos na,

que os fatores de escala sao somdaveis, ou seja
1/2
E (02)"? < o0,
n>1
e assim € uma conseqliéncia imediat 2 5.0 d Send im na
queéncia imediata que (o, — 0 quando n — 0. Sendo assim nio
ha problemas em assumir que

o, — 0.

E assumiremos isso de modo a facilitar as demonstracoes.
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Lema 4.2.1. Se I € Uy, ¢ R,|I = f* entdo existe um intervalo J tal que f(I)C J e
ft_l = 1/71_1

€ mondtona e sobre. Em particular todas as aplicagées f*=1 : f(I) = V,, I € U, tém
distorgdo limitada uniformemente. Além disso essas aplicagbes serdo essencialmente

afins quando n — oo.

Lema 4.2.2. Para ¢ > 0 eziste no > 1 tal que o comprimento hiperbdlico de qualquer
I € U, € pequeno,

hyp(Va, I) < e
|/ (1)]

Lf(Va)]
Definicao 4.2.1. Um par (T, 1) de intervalos com a propriedade de que para algum

e tambem <€, sen > ng.

n >0, chamado o tempo de transferéncia,

(1) f*: T = V, é mondtona e sobre;

(2) f*(1) = U,
¢ chamado de par-TI para (V,, U,).

Como no Lema 4.1.5 observe que o tempo n > 0 ¢ definido unicamente, e pelo que
vimos anteriormente todo par-77 para uma certa regiao de transferéncia tem distorcao

limitada sobre a parte do meio, U,.

O comportamento de intersecgao dos pares 77T é formulado no Lema 4.2.3 a seguir.

Lema 4.2.3. Parai = 1,2 sejam (T3, ;) pares TI para (Va, Uz) com tempos de trans-

feréncia ny e ny respectivamente. Se ToNTy #0 eny > ny entio
TzCTl\[I 0uT2C]1

€Ny >ny.

4.3 Resultados e Demonstracoes

Lema 4.1.1. O homeomorfismo 7 ¢ wma aplicagdo de classe C'. Com isso o intervalo

Vi € praticamente simétrico, quando z estd prozimo de c.
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Demonstragio. Em primeiro lugar, 7 é uma, involugao, portanto 7=! = 7 e as afirmativas

1

sobre 771 s30 automdticas.

Sejam fi(z) = f(z) para 2 < ce fyo(z) = f(z) para z > c. Assim temos que:
L fi(z), sez<c
T(z)=¢ ¢, sexz=c
1(fa(2), sez>c
Que 7 é um homeomorfismo é claro pois pela sua defini¢do temos que 7 é mondtona
(estritamente decrescente) e continua. De acordo com a definigao de 7 para mostrarmos

que 7 é de classe C'! basta verificarmos que ela é diferencidvel e a derivada & continua

em c, ou seja, precisamos mostrar que o limite

lim \T(l) =79 = lim Ll) i
T—C L — L T—ec T — C

existe e que
lim7'(z) = 7/(c),

r—c

. . - ) 7(z) — 7(c) ,
pois para z # ¢ ja temos que 7 é C'. Uma vez que o quociente —————= é sempre
: T—c

negativo vamos mostrar que o limite desse médulo existe, quando z tende a c. Pela

férmula de Taylor temos que

J@) =1+ 7@ =)+ (@ - o 4y 0)

onde lim,_,. (%:')—)2 = 0. Essa equacdo também vale se substitnirmos z por 7(z), ob-
ra2(7(z))

servando que resto serd do tipo r,(7(z)) e satisfazendo lim,_,, r@—az = 0. Uma vez
que f(z) = f(r(z)), f'(c) =0 e f'(c) # 0 (usando a hipétese de que o ponto critico é

quadratico) temos que

@-(m—c)%[l—}—

2ry(7(2))
f"(c) - (1(z) = ¢)?

rae) )
[CHCERI

(r(@) = e [1 + ]

J"(e)-(r(z)—c)?
) 1+ 2ra(z)
(@) el _ LHOICRR (4.1)
z—c 1+ fu(zrz(f(x) ' :



62 CAPITULO 4. APLICA COES DE RETORNO E FATORES DE ESCALA

Fazendo o limite quando z tende a ¢ de ambos os lados da, equacao 4.1 concluimos

que

T L B CC Y
e T —C

Portanto 7 é diferencidvel em ¢. Falta mostrarmos que 7' é continua em ¢. Lembrando
que f'(z) = f'(r(z)) - 7'(z) para z # c e utilizando argumentos analogos aos anteriores

obtemos
ri(z)

_nf@)
z—c 1+ ages

_ r1(7(z))
T(z) — ¢ 1+f,,(c).(1($)_c)

T(z) =

) (4.2)

onde lim,_,, %1_%) =0e lim,,, %(%f—)} = 0. E fazendo, novamente, o limite quando z

tende a ¢ na equacao 4.2 obtemos

T t—c .,
clclgi’r(l)—il—rg“r(x)—c_ 1 =7'(e).

Portanto 7 é um difeomorfismo de classe .

O

Lema 4.1.2. O ponto critico é acumulado por drbitas periddicas. Em particular N

também se acumula sobre c.

Demonstragdo. Pelo Corolério 3.1.2 existe z # c¢ tal que ¢ € w(z). Assim existe n >
1 tal que f*(z) € (z,7(z)). Como z e 7(x) possuem a mesma érbita a partir do
primeiro iterado, o gréfico de f™ restrito a [z, 7(2)] deve cruzar a diagonal (como mostra
a Figura 4.3), aparecendo assim um ponto fixo, p, de f", isto é, um ponto periédico de

I
O

Lema 4.1.3. N U{c} € fechado.

Demonstragdo. Seja (zn), .y € N tal que z, — = # c. Temos que z € [0,1] pois [0, 1]
é fechado e z,, € [0,1],¥n € N.

Mostremos agora que z € NV, ou seja, Vi > 0, fi(z) ¢ (z,7(z)).

Suponhamos que z ¢ NV, ou seja, existe i € N tal que f°(z) € (z,7(z)).

Como z, — z, temos que 7(z,) — 7(z) e assim existem k,m € N tais que ¢ <

fo(z) < 7(zn) = 1/k < 7(z),Yn > m.
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7(z)

e
Figura 4.3: Gréfico de f™ restrito a [z, 7(z)].
Como f(z,) — f(z) temos que existe ny € N tal que
|f(2a) = F(2)] < 1/k,Nn > ny.
Tome 5 > max{m,no}. Assim teremos
¢ < fo(z;) < 1k + fo(z) < 1/k +7(2;) — 1/k = ¢ < fo(z;) < 7(z;).

Assim f*(z;) € (2;,7(z;)), contradizendo o fato de z; €N.
Portanto A é fechado. O

Lema 4.1.4. Parai = 1,2 sejam T; C |0, 1] dois intervalos abertos diferentes tais que
[Ty — Vi seja mondtona e sobre, para ny < ny. Se Ty N T, # 0 entio Ty, C T} e

1 < ngy.

Demonstragio. Temos as possibilidades mostradas na Figura 4 4.

Por contradicao suponhamos que nao temos T}, C Ti. Assim podemos supor que
IdTi NTy # O (como na Figura 4.5).

Logo n; # ny pois caso contrario f™ nio seria monétona (basta olhar para f™ em

T e sobre T1 NT3).
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oy K
—— ey
o h | T, |

b T2,
i T
T I

Figura 4.4: As possibilidades das interseccées dos intervalos Ty e T,

X out(x) T(x)ou x
n T ’ ny
f | s
2 EAEENES
fllz [‘ ’ fll2
2
X ouT(x) T(x)ou x

Figura 4.5: T; nao est4 contido em 7j.
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Sendo f™ mondtona temos:
- ™ crescente =z € fM(Ty) = f ™ (z) € f*2(T3) = V. Absurdo!
- f™ decrescente = 7(z) € fM(Ty) = Jr2m(r(z)) € fr2(Ty) = V,. Absurdo!
O

Lema 4.1.5. Seja I uma componente de C,. Entio existe wm tinico n > 0 tal que
"I =V, € mondtona e sobre. Além disso {4, f(D),. .., f*(I) = V,} € uma colecio

onde seus elementos sdo dois a dois disjuntos.

Demonstragdo. Como a demonstracao desse Lema é feita de forma, construtiva apenas
mostraremos a disjungao da familia {7, f(7),. - f*(I) = V,}. Para isso é suficiente
provar que f7(I)NV, =0),Y] < n, pois se FI)N (1) #0, para 5 < i < n, temos pelo
Lema 4.1.4 que f7(I) C f*(I). Logo f™(fi(I)) C [P U)) =V, Comon—i4j <n
temos que [~ ()N V, # 0.

Sendo assim suponhamos que f7(1)N V, # 0 para algum j < n. O Lema 4.1.4 nos'
fornece que fi(1) C V.

Seja j < n minimal tal que f(I) C V,. Eseja HC [0,1] o intervalo maximal
contendo / com f’|H mondétona e f/(H) C V,. Se mostrarmos que f7 1 H — V, é
monétona e sobre, teremos pela definicio de C, que H = [ e em particular j = n.
Obtemos assim uma contradicéo pois por hipétese tinhamos que j < n. E portanto o
resultado segue, ou seja, {7, f(1),... , f["(I) = V,.} é uma familia onde os elementos sio
dois a dois disjuntos.

Para provarmos isso vamos supor por contradicao que f7 : H — V, nio seja sobre-
jetora, bastando para tal admitirmos que uma componente L de H \ [ é mapeada em
Vs, ou seja fi(L) C V, (ver Figura 4.6).

Sendo H maximal tal que f7 : H — V, é monédtona e J?(H) C V, temos que para,
qualquer outro intervalo M C [0,1] contendo H e tal que f(M) c V,, M=V,
nao sera monétona e essa perda de monotonicidade ocorrerd na. fronteira de H, 9H, e

se fard com o aparecimento do ponto critico ¢, uma vez que f possui um tnico ponto

critico, c.
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-—’——’H “N\‘

C—E— < L e
e S~ N ¥i e /,’
ST (H)-
\\\_Vx,”’

Figura 4.6: Aplicacgio f7.
¢ \

— i —)
1
|4 § ; §
: @
08 ( 7

.
N J
N ’
~ -
~ ’
~ .
~ s
f ( )I

Figura 4.7: Tlustracao de f*(1) NV, = 0.

Assim, como m C Vi segue que f? perde a monotonicidade em dL, ou seja, o
ponto critico ¢ deve estar na fronteira de f*(L) para algum s < j (c € afs(L)).

Pela minimalidade de j temos que FPF()NV, =0. Daf z ou 7(z) pertence a f2(L)
(ver Figura 4.7).

Como f7(L) C V, obtemos que orb(z) NV # 0, contradizendo o fato de z € N/, E

assim segue o resultado. O

Lema 4.1.7. Se z €¢ N entdo-
(1) |Cxl = 1;
(2) |Dz| = |Vg|;

(3) Ay € invariante;
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(4) Sey € Ay € tal que orb(y) NV, = 0 entdo A, se acumula de ambos o0s lados de

Demonstragio. (1) Segue do fato que |Az| = 0, uma vez que A, é um conjunto compacto
e hiperbélico, ou melhor, segue do Teorema, 3.1.3.

(2) Precisamos mostrar que |V, \ D,| = 0. Como V, \ D, C f7Y(A;) (pois D, =
71 (Cs) NV, ) basta mostrarmos que lf~Y(AL)] = 0.

Pelo item anterior sabemos que [A,| = 0. Assim se |/~ (Az)| > 0 entédo lf~1(Az) N
[0,¢)] > 0 ou |f~'(Az) N (¢, 1]] > 0. Como f[0,¢) e f|(c,1] sdo difeomorfismos terfamos
|Az| > 0, o que contradiz o fato de que |Az| = 0. Portanto segue que [f1(A2)] = 0.

Com raciocinio andlogo prova-se que |f~"(A,)| = 0,Vn > 1.

(3) Tome y € A, e assuma que f(y) ¢ Ay; digamos que f(y) € I € C,.

Secr = f(c) ¢ [ entao f~1(I) = {z € [0,1]|f(2) € I} C Gy Assime; = f(c) € [
pois: y ¢ Cy e f(y) € I € Cy, implicando que J7'(I) nao estd contido em C,. ‘

Agora, como c € f~'(I) e c € V, temos que V, Nf='(I) # 0. E assim poderemos ter
f7HI) € Ve ou V, C f~1(I). Mas o tltimo caso nio ocorre pois caso contrario teremos
z € f71(I) e daf orb(z) NV, # 0, contradizendo o fato de z € .

Logo f~'(I) C V.. Mas isso também é uma contradicdo pois assim teremos que
Y € Vi 0 que nao ocorre uma vez que y € A,.

Portanto A, é invariante.

(4) Tome y € A, com orb(y) NV, = 0. Suponha que y nao é acumulado de ambos
os lados por A,. Assim y é um ponto de fronteira de uma componente de C,. Pelo
Lema 4.1.5 temos que a érbita de y passa pela fronteira de C,, contradizendo a, hipétese

orb(y) NV, = . Portanto A, se acumula de ambos os lados de Y. O

Proposicao 4.1.1. Sejam z e N e [ C Cy) wma componente, digamos que Tyy| =

Sf™|1. Entio existe um intervalo Ty contendo I tal que
T =V,

€ mondtona e sobre.
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Demonstragio. Seja I uma componente de Cy(z), digamos Ty )|l = f*|1, e Séja, H C
[0,1] o intervalo maximal contendo [ tal que f"|H é mondtona e f*(H) C V,. Suponha
por contradi¢cao que a componente I, de H \ 7 é mapeada em V,: m C V. Pelo
mesmo argumento utilizado na demonstracao do Lema 4.1.5 segue da maximalidade que
existe 7 < n tal que ¢ € df(L). Sabemos do Lema 4.1.5 que F(NU, =0. Assim
P(z) € fI(L). O fato de (L) c Vv, implica que orb(1(z)) NV, # 0, o que é uma

contradigao. Portanto segue o resultado. (]

Lema 4.2.1. Se I € U, e R,|I = f' entdo existe um intervalo J tal que f(I) C J e
ft_l :J = ‘/n—l

€ mondtona e sobre. Em particular todas as aplicagoes f*~1 : f(I) — V,,I € U, tém
distor¢io limitada uniformemente. Além disso essas aplicagies serio essencialmente

lineares quando n — co.

Demonstragdio. Seja I € U, tal que Rn|I = f* e seja J o intervalo maximal tal que
f(I) C J e sobre o qual f*~! é monétona. A maximalidade implica na existéncia de
t < t—1 tal que ¢ € 9f'(J). Observe que FAfD)NV, =0, e o primeiro retorno
acontece apds ¢t — 1 > i passos. Assim z, (ou 7(z,)) € fi(J). Como a érbita de f(zn)

nunca entra em V;,_; temos que V,_; C ft-! (J). E assim segue o resultado. O

Lema 4.2.2 Para € > 0 eziste ng > 1 tal que o comprimento hiperbolico de qualquer
I €U, € pequeno,
hyp(Va, I) < ¢

e também ljl,f(é?)l' <€, sen > ng.

Demonstragio. Seja. I € U,, digamos que R.|I = fY|I. O Lema 4.2.1 estabelece a
existéncia de um intervalo J O f(I) tal que ft=! : (J, f(I)) = (Vp_1, V) monétona
e sobre. Para n grande vemos que V, é um intervalo central muito pequeno em V,_,,
e tem comprimento hiperbélico muito pequeno. Como J tem Derivada Schwarziana
negativa obtemos que f(/) C J tem comprimento hiperbélico muito pequeno. Observe

que f~1(J) C V,, pois em caso contrério terfamos z, € ) (ou 7(2,) € f7Y()), e
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assim f(z,) € J (ou f(r(z,)) € J). Mas como f“=!: J — V-1 é mondtona e sobre
(Lema 4.2.1) terfamos que érbita de J(zs) (ou a orbita de f(7(z,))) passaria através
de V,_1, o que é impossivel pelo fato de que a obita de ¥(zn-1) = , ndo cruza V,_,
(como vimos anteriormente). Assim, para concluirmos o Lema basta olharmos para a

pré-imagem do par (J, f(I)) pela f. O

Lema 4.2.3. Parai = 1,2 sejam (T, 1;) pares TI para (V,,U,) com tempos de trans-

feréncia ny e ny respectivamente. Se ToNTy #0 eng > ny entdo
T2CT1\[1 0'I.LT2C[1

€Ny > Mny.

Demonstragao. Do Lema 4.1.4 obtemos que T3 C T e ny < n,. Agora, suponha por
contradicao que 75 N 91y # ). Sendo assim obtemos que b(z) € fM(T3) (ou 7(h(z)) €
JP(T3) ). Logo fra=™(y(z)) € V, (ou fre—m (7(¥(2))) € V. ). Contradicao. O
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Capitulo 5

Condigao de Somabilidade para

Derivadas

Neste Capitulo provaremos o Teorema 1.2.1, a menos de uma Proposicao cuja prova
adiaremos para o préximo Capitulo.

Mostraremos que a somabilidade das raizes dos fatores de escala
Z(an)l/ < o
n>1
implica na Condigdo de Somabilidade sobre as Derivadas, dada por
D IDFHENI™ < oo,
k>1
que ¢ suficiente, por [10], ver também [5], para a existéncia de uma medida de probabi-

lidade invariante absolutamente continua.

Primeiramente escolha ny > 1 grande o suficiente de modo que valha a seguinte
Proposicao, que demonstraremos no Capitulo 6.
Proposicao 6.1.1  Ezistem ny > L, <1eC >0 com a sequinte propriedade: se

n>mng, v € Voyy e Ri(z) ¢ Voys parai < s, entio
IDFT(f(z)| = CL - pp - 0761

onde R;(z) = fT(z) e p, = min{1/0n_;, 1/on}.

71
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5.1 Decomposicao de Telemann da Orbita Critica

Seja
B Z 01/295/2 1 01/2 o
1/2 — fA1/2 1/2
= (o) T 1T =0 S ()Y

onde C' e @ sao as constantes da Proposicao 6.1.1. Temos a < 1 pois:

D (0a)? < 0

n>1

1
()2 < (00-1)? + (00)2, V0 > 1,
Pn

fazendo com que

01/2
> oy SOV S (0a) 2 4 01 3 (0,1 < oo

n>mng n>ng n>ng

E assim, escolhendo ng grande o suficiente teremos a < 1 e poderemos também aplicar
a Proposicao 6.1.1.

Fixe k > 1. A estimativa para | D f*(f(c))| é baseada na decomposi¢io de Telemann
da orbita critica até o tempo k. Considere a érbita de f(c) até o tempo k — 1. Seja
m > 0 tal que V,,4.,» é o menor intervalo central que ¢ intersectado por esse pedaco da

orbita:

no +m =max{j > 0[31 <1 <k, fi(c) € V}},
e o tltimo momento de intersecio é denotado por
Fm = max{l < j < k]fj(c) € Vigtm }-

Os momentos k,, < k,,_; < ...k < ko < k sdo tais que k; é o dltimo momento em que
a orbita passa por Vi 40 se {k < j < k|fi(c) € Vagti—1} = 0 entdo k;_; = = k;, caso
contrario

kiov = max{k; < 7 < k[fj(c) € Viggiz1} com 1 <7 < m.

Além disso defina kmy1 = 0.
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Seja r(k) = k — ko e se k;_, # k; seja
si-1(k) = #H{ki < <kialfi(c) € Voppin 1< i <m+1,

o numero de retornos a Voo 4i-1-

Aplicando a regra da cadeia a Df*(f(c)) obtemos

Df*(f(e)) = DFFO(fR(f(c))) - D= (f(e) HDf" ki (fRi(f(c))).

=0

O primeiro fator pode ser estimado pelo Teorema 3.1.2. Os outros fatores podem ser
estimados pela Proposicao 6.1.1, isto é:
IDFFAENIT2 < (@TWE - TT O prgys - 6-es-1y-172

i<m

ki#kip

01/2 1 r(k) 61/2(91/2) (k)-1
w) " I S

i<m

ki#ki )

Lema 5.1.1. Sejam s;,r ¢ 8oy 1" correspondentes a decomposicio de Telemann de k e k',

respectwamente. Se k # k' entio v # 1/ ou s; # s; para algum 1 > 0.
Demonstragdo. Suponhamos quer = 1/ e s; = s; para todo ¢ > 1. Observe que fFm(c) =

Rovim(c), mas também temos que fFm(c) = Rn’;‘+m(c). Assim obtemos que k,, = k! .

Agora repetimos esse argumento para mostrar que k; = k! para 0 < i < m. Em

particular obtemos ky = k. Logo
F=ky+r' =ko+r=k.

O

5.2 Prova da Condicao de Somabilidade para Deri-
vadas

O niimero a < 1 foi definido no inicio deste capitulo. Seja 8 =1/2. Temos

D_IDFESEIT =30 S DA ()2

k>0 r>0 k>0
r(k)=r
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<Z(}6 < ) S0 Cﬁ@ﬂ)s‘

k>0  o<i<m p”“""
r(R)=r kiZFkiys

Observe que para cada r nio existem dois produtos formados pelos mesmos fatores
aparecendo no segundo somatério, pois em caso contrario deverfamos ter todos os s'(k)’s
iguais, o que nao ocorre devido ao Lema 5.1.1.

Agora, para cada m > 0, temos que o termo

CB(9B)si(k)—1 CB GP)so(k)=1 1B (pBYs1(k)—1 B(9B)sm(k)—1
II (67)" (67) (9%) cr(e%)

0<i<m (p"O‘H)ﬂ o (pﬂo )'B (pno-H )B (pno+m)6
kiFkip X

(5.1)

m+1 fatores

€ majorado por
m+1

.7 C'1/2gs/2
m+41 _
= Z (on) 172

n>ng
s>0

Logo se expandirmos a” veremos que a soma de todos os possiveis produtos diferentes
podem ser estimados por 1+ a + a? 4+ ¢® + . . ..

Assim

ZIDfL C)|1/2<Zcﬁ (—)r-(1+a+a2+a3+...)

k>0 r>0

1 1\’
< 6.
_l—a;O (/\B>

1 1
< CF. : <
=7 14 T-1a =




Capitulo 6

Derivada ao longo de Orbitas

Recorrentes

6.1 Derivada ao longo de Orbitas Recorrentes

Seja p, = min{l/on_1,1/0,}. Neste Capitulo provaremos a
Proposigao 6.1.1. Ezistem ng > 1,0 <1 ¢ C > 0 com a sequinte propriedade: se
n>no, z € Voyy € Ri(2) ¢ Viyy parai < s, entdo

IDF ()] > C7" - pp- 7Y,

onde R:(z) = fT(z).

6.2 Lemas Técnicos

Uma vez que a aplicagio f que estamos trabalhando aqui € de classe C°, f'(c) = 0 e

J"(c) #0, de acordo com a férmula de Taylor temos

$) = )+ 2D (@ = 0 4 1(a),

com lim _r(a,_) = 0. Sendo ¢ o ponto critico de f e como lim ﬂ =0, temos que
aie (z — c)? v—c (z — ¢)?

existe uma constante 0 < A < co tal que
"

c

Ao off < 1f(2) - £ = 1249

5 -(a:—c)z-}-r(:v)l <Az —cf

75
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A |z = < IDf(2)] < A- |z — ¢

Assim sendo, definimos as constantes M e E dadas por

M = sip{lvil2 -max{|f(z) — f(c)| : z € V,}} < o0,
: 1 .
E= 1gf{m ~min{|Df(z)] :z €[0,1]\ V,}}.

A prova da Proposicio 6.1.1 usard os Lemas e notagoes que seguem. Fixe z € V,,;

e t; tal que Rj(z) = f'(z), com 7 < s (ou seja, t, = T ).

Lema 6.2.1. Para cada i < s existe um intervalo S; 3 f(z) tal que
AR /g

€ mondtona e sobre.

Demonstragao. O Lema 4.2.1 aplicado a V,,;1 € U, estabelece a existéncia de S1. A prova
seguird por inducdo. Assuma que exista S; 3 f(z). Entao f4=1:S; = V, é monétona
e sobre. Além disso seja /iy) € U, tal que f4~1(f(2)) € Ii;. Como Fo7 N f(2) & Vi
temos que Iy # Vo e R, ¢ ;41 — V, é monétona e sobre. Assim obtemos Si,; do
seguinte modo: Siyy = f~H=D([,,,)N ;. Além disso [l =R,o fi-1: 8, sV ¢

monotona e sobre. Como ilustracio veja a Figura 6.1. O

Observe que f4-171(S;) = I; € U,.
O préximo Lema 6.2.2 nos diz que se a distorgao da aplicacdo fi=': S, — V, é

grande o suficiente entdao a componente ; nio pode estar muito longe do ponto critico.
Lema 6.2.2. Ezistem ng > 1 ¢ K < co com a sequinte propriedade. Se a distorgio de
fi 1S, 5 V. comn > ng

€ maior que K entdo

I c ( + Vel () - %MI) .
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ft2—.: = R,éoftl‘l fu-
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Figura 6.1: Gréficos ilustrativos de f1=1 e ft2—1,
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Demonstragdo. O Lema 4.2.1 estabelece que f21: 8 — V, tem uma extensio mond-
tona até V,_; (a aplicacdo é essencialmente linear para n grande o suficiente). Assim

tomemos ¢ > 2, e considere a seguinte decomposicao
FENSe = F T () o flT o firmY s,

O fator f%-1=1|S; tem uma extensdo mondtona até V., pois do Lema 6.2.1 temos
que fi-1=1: 8, | — V. é mondtona e sobre, e além disso S; = f"(t"—“])(]i)ﬂsi_l C S;_y
(para n grande o suficiente, essa aplicagdo também é essencialmente linear, pois /; tem
comprimento hiperbélico muito pequeno dentro de V,, - de acordo com o Lema 4.2.2 e
a Proposicio 2.1.6). Ja o fator f4=%-1=1|f(I;) tem uma extensio mondtona, até V,_;
(Lema 4.2.1 - basta olhar para a aplicagao f%~! : S, — V. essa aplicacao também
é essencialmente linear pelos mesmos argumentos, citados acima, que garantem que a -
aplicagao f“-1=1: S, | — V, 0 é). Com isso a distorcio de f%71S; pode ser causada
apenas pelo fator f|I; e somente se I; estiver muito proximo do ponto critico, ¢. Como o
Lema 4.2.2 assegura que [; tem comprimento hiperbélico muito pequeno dentro de Ve,

temos que existe algum ny > 1 tal que I; C (un + Vo, 7 (un) — sVal),sen >no. O
Lema 6.2.3. Dado 0 < 1 ezistem no > 1 e C < oo tais que

1Si| < C - [V - 07,

paran > ng e1 > 2.

Demonstragao. Observe que fle)eSi D8 >...08 e f(Vag1) € Sy, 1 > 2. Seja
L; C Sy a componente conexa de Sy \ S; tal que L; C f(Vat1),2 < j < i (ver Figura 6.1).
Para n grande o suficiente obtemos da construcao do Lema 6.2.1, do Lema 4.2.2 e da
Proposicao 2.1.6 que o comprimento hiperbdlico de S; dentro de Sj-1 € muito pequeno,
2 < j < 1. Realmente: seja R; a componente de S1\ S; UL, para 2 < j < 3. Pelo

Lema 4.2.2 sabemos que dado 0 < ¢ existe ng > 1 tal que

hyp(Va, I) < €,YI € U,

se n > ng.
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Escolhendo ¢ arbitrariamente pequeno teremos que
D(V,,I) < 0,YI € U,,

para algum 0 < f(=expe — 1) < 1.
Agora, como f"~! tem derivada Schwarziana negativa temos, da Proposicao 2.1.6,

que
D(Sj—l’Sj) <9,
para 2 < j <i. Daf seguird que

BA 1S5-1]

<0 ) 6.1
1Li| = " |Lj-] (6:)
para 2 < 7 <.
Para mostrar 6.1, notemos primeiro que
|51] - [ 5| [S2] _ |Re 1Si _ R
D(51,52) = 757 <0= < 2.9 <1a; 9
) LR < L S s ) S T
para ¢ > 2.
' Agora, sejam [j er;, 2 < j < i, as componentes de S;_; \ S, & esquerda e & direita,
respectivamente. Como 'LII’J—;I" < 1 basta mostrarmos que ISIJSiIlI < 0. Sendo assim temos:
|:5;] 1951 - 181l _ |51 - 1S5
.. < = D(Sj_1,5;) < 0.
P R T P e P R
A desigualdade 6.1 implica que
[Si] < b0t L
< b0 f (Vo)
< M0 Vo P
pois b = % <1 O

Lema 6.2.4. Eriste C > 0 tal que

Vol

Val?

Agora, se |Ry(Voy1)| = | f1 (Voyr)| > 1| Vil eziste ng > 1 tal que
[Val

Vs [

DfgM 2

IDfig ' >C

para n > ng.
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Demonstragio. Seja K O f(Vay1) o intervalo que é mapeado monotonamente sobre
Va1 por fi=1. Observe que f~'(K) C V,. Isto segue do fato que a drbita de f(u,)
nunca passa por V,_j, o qual ji observamos anteriormente. Seja K' C K tal que
-l B (un_l + él%_ll,T(un_l) — éan_ll) é mondtona e sobre. Esta aplicacao
tem distor¢ao limitada uniformemente por uma constante ¢ > 0, pois ela possui uma

extensao monétona até V,_,, isto é

|Df1=1(z)] ,
— " < o' Y ye K.
|Dfa=1(y)[ = Y

Além disso vale que f~'(K') C f~Y(K) C V,, pois K' C K. Sendo K" — YK cV,,
temos
FE) C f(Va) = IF(K) < |F(Va)] < M- |V, 2.

Como f(c) € Sy e K" = f~'(K") é da ordem de V,, segue que
|K'| < d-[f(K")],

para alguma constante 0 < d < co (ver Figura 6.2).

Pelo Teorema do Valor Médio existe z € K" tal que

w1y LSTHEY)
Df"7l(z) = TIRT
Seja w € §;. Temos:
D t1—1 o rod t1—1 [-’I
D1 (w) = By Do) 2 (o) LK)
> (C'-d- M) lf“l;;(lf")l > -1, ll“//—lgl’

. '. -
onde C' = 46‘3&.

Assim a derivada | Dt ™| pode ser estimada or
Is; P P

[Vail
Val?

DY > et

Sh

Agora, se |Rp(Vog1)| = | f1 (Voyr)| > %anl, considere a aplicagio f4~1: 5, — V..
A

Do Lema 4.2.1 sabemos que esta aplicacao tem uma extensio mondtona até V,_;.
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K

Figura 6.2: Grafico ilustrativo de f4~! K e K'.

Vad| Va| F7U(KY)
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aplicagao é essencialmente linear pois 7(un—1) 3> 7(u,) se n é grande o suficiente. Assim
a derivada |Df|t5’,l_1| é essencialmente constante e pode ser estimada como segue. Pelo
Teorema do Valor Médio existe z € f(Vag) tal que

_ |Ba(Vayr)|

DI E) = v

Seja w € 5. Temos que

_ DffrH(w)

_. h=1(y),
- thl—l(z) Df ()

Df*(w)

Uma vez que f%~!: S, — V, possui extensao mondtona e sobre até V-1, sua distorgao

é uniformemente limitada por uma. constante C’ > 0. Logo

hipétese =1 '
th[—l(w) 2 (Cr/)—l . thl—l(z) — (C/)—l . IR'N-(‘/'IH-I)I ( p>t ) (C’) “/;1,

| f(Vag)] - 10 |f(Vagr)l
Como
1 1
> __
|/ (Vo) max {|f(z) — f(c)| : 2 € Viei}
> —
— Ve P sup, e - max {|f(z) - f(c)| 1z € Vopy )}
segue que
_ Vol
Dfa-1> -1 . Vo
ENE Vo[
onde C'=C"-10-M. O

6.3 Prova da Proposicao 6.1.1

Primeiramente vamos assumir que s = 1. Assim basta aplicar o Lema 6.2.4. Se

| Bn(Vag1)] > 15|Val entdo

DS = D1 YN DS M 2 @) b 1o ooy
-1 ""l _ =1 IV;II -1
=¢ Vot [? Vs = G- Vot 2 pm

onde usamos que R,(z) = f'(z) ¢ Vo1, e C = ok
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Caso [Rn(Vay1)| < 15|Val, temos que

I ENI =107 @) DS (@) 2 ()7 e 1D @)

onde usamos que 471 (f(z)) € Ru(Vat1), o qual estd préximo da fronteira de Vo, e
G = 7k Logo o caso s = 1 est4 terminado.

Agora vamos assumir que s > 2. A prova sers feita em dois casos. Sejan >mng > 1
grande o suficiente de modo que os Lemas 6.2.2 e 6.2.3 possam ser aplicados. Sejam
K < oo a constante do Lema 6.2.2 e § < 1 a constante do Lema 6.2.3.

Caso I: fT(z) = Ri(z) € (un + sIVal, 7(un) — L|V4]) - Lembremos que Ri(z) ¢
Vayr para @ < 5. Seja H C S, tal que f(z) € H e It = et g
(un + Vo], 7(un) — :IVal) é monétona e sobre. Esta aplicacio tem uma extensio

monétona até V,. Assim ela tem distorcio limitada uniformemente por uma constante

C’ > 0, ou seja

et < D@ ey
OV < g SO voved
Logo
IDFT(fED] = DS (@) IDFT(f(2))]

(C)H - IDF(ST (2))] - Lot
(C) - IDF(ST ()] - 3 - leed

(AVARNAVS

> (O parm Vo] - E
> c-1 “ Pn . 0- (s— 1)
/
onde P é a constante do Lema 6.2.3 e C = 4(’?7})

Caso II : fT(g,) = R:(z) ¢ (Um + éﬂ/nl,T(’LLn) = %'an) - Se a distorgao de f7-!:

Ss — V, é limitada por K entdo podemos usar o mesmo argumento do Caso I, ou seja:

IDFT(f@) = [DFSTf (@) DT (f(=))]
> (o) ',Z,' [Vt
> (e % [Vot1]
> 01, 0=,
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K
onde C’ = 7 P é a constante do Lema 6.2.3 e C = C'P.

Por outro lado, se a distorgdo for maior do que K temos do Lema 6.2.2 que I, C

(un + %IVnI,T(un) — éanl). Dai

IDIF(f@)] = IDf=1(f())] - [DFT4=1 (fm1(£(2)))]
> Ol pn - 07672 D fTtem (flemi(f(2)))].

Para s —1 > 1 obtemos esta estimativa do Caso I: basta ver na demonstragiao do Le-
ma 6.2.1 que f4'71(S,) = I, e RTYz) = fh-i(z) = fe171(f(z)) € I, C
(un + s|Val, 7 (un) — £IVal). J4 quando s — 1 = 1 segue da prova da Proposicao 6.1.1
para s = 1.

O dltimo fator pode ser estimado usando o fato de que fT-tem1-1 . f(ls) =V, tem
uma extensao mondtona até V,,_; (basta observar que I, € U,, f(I,) = f(f*71(S,)) =
ft1(S,), olhar para a aplicacio f&=!: S, — V, que é monotona e sobre e utilizar o

Lema 4.2.1). Ela é essencialmente afim e sua derivada pode ser estimada, por

. Vi _ V.|
DfT ts—1—1 . Z C 1, I 2 1 :
| i (L)) NTVA|

onde ¢ > 0 é dado pelo Lema 4.2.2 e C > 0 é a constante da limitacdo uniforme
da distor¢ao. Tomando ng > 1 grande o suficiente podemos assumir que € > 0 é
arbitrariamente pequeno.

Observe que

IDF(ST(f (=) > E - Vi,

pois f171(f(2)) & (un + §IVal, 7(un) — 2[V]).

Podemos finalizar a estimativa para |DfT(f(z))| observando que

IDFT (= (@] = DT (F@))] - DA (f (@)

> ()7 ey Il
> ()7 ikl
- (2

> 91,



Capitulo 7

Parametros

Nesse Capitulo daremos um esbogo da demonstracio do Teorema 7.1.1 abaixo. Mas a

prova completa pode ser encontrada em [2] e [1].

7.1 Resultados no Parametro

Teorema 7.1.1. Seja f : [0,1] — [0,1] wma fun¢io C°, S—unimodal, Misiurewicz,
nao-renormalizdvel e sem atratores periddicos. Seja (f,)e uma familia C° com fo=F,
transversal em a = 0. Entdo eziste ¢ > 0 tal que

L. para quase todo a € [~¢, €], fu € cadtica ou renormalizdvel;

2. parametros para os quais f, € renormalizdvel constituem wma uniio enumerdvel

de wntervalos fechados que sio densos em [—¢, €];

Além desse Teorema 7.1.1, vamos mostrar que parametros para os quais f, € cadtica
formam um conjunto que tem medida positiva.

Dizemos que (f,), é transversal em a = 0 se

d
%(fa(ca) — wa) 7£ 0,

sendo ¢, a continuagao do ponto critico ¢ e w, a continuagao de w = f(c), as quais estao
bem definidas pelo Teoema da Funcao Implicita. Melhor dizendo, da Teoria Hiperbdlica,

sabe-se que para g suficientemente préxima de f (na topologia C), existe um conjunto

85
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compacto invariante g—hiperbélico A, tal que fIAs e g|A, sao conjugadas por hg : A —
Ay. A fungao g — A, é defato C' e é chamada de continugao hiperbolica de A. Tomamos
f em uma familia C°, (f,)., onde fo = f, e chamamos de w o ponto pertencente a A
tal que w = f(c). Como a varia, w tem sua continuacio w, = h,(w) e o ponto critico
¢ tem sua continuagio c,, a qual estd bem definida pelo Teorema da Funcao Implicita,
usando que ¢ é quadratico.

Na teoria de sistemas dindmicos h4 uma crenca de que um tipico sistema dindmico
tem o comportamento bem entendido. Esta crenca foi precisamente formulada na Con-
Jectura de Palis [9]. H4 alguns resultados que estabelecem esse entendimento para
certas classes de aplicagées. Por exemplo, Lyubich provou que na familia quadratica
fa :10,1] = [0,1], com f,(2) = 4az(l — z) onde a € [0, 1], para quase todo pardmetro
a € [0,1] ou f, é cadtica ou f, possui uma érbita, periédica atratora hiperbélica. As
idéias da Subsegao 7.5.1 estdo contidas na demonstragao desse resultado, baseadas no
uso do conhecido Lema, de Borel-Cantelli.

Em [13] e [14] foi mostrado que os parametros hiperbélicos sio densos na familia
quadrdtica. Além disso, algum tempo antes, em [15] foi mostrado também que, na

familia quadratica, os parametros cadticos tém medida positiva.

7.2 Renormalizacao Generalizada

Aplicaremos os conceitos do Capitulo 4 nao apenas para aplicagdes S—unimodais f do
intervalo [0, 1], mas para familias de aplicacdes S—unimodais (fa)aes do intervalo [0, 1],
onde J € um intervalo. No entanto, adotaremos um ponto de vista ligeiramente diferente.
Sendo assim, consideremos uma tal aplicacio f = fa, para um parametro ¢ € J fixado,
e suporemos que para um certo intervalo bom V' = V, o grifico da sua aplicacao de
primeiro retorno, R = R,, a V, se comporte como mostra a Figura 7.1.

Consideremos agora a colecio By de todas as pré-imagens f de U pela aplicacio R,
tomadas fora de U. Em seguida definimos sobre By U U a seguinte aplicagdo ®y: para
cada 8 € By, ®o|f é definida como a poténcia de R que envia 3 difeomorficamente sobre

U e ®|U = R|U. Com isso o grafico de ®q fica da forma mostrado na Figura 7.2.



7.2. RENORMALIZACAO GENERALIZADA 87

Figura 7.1: Aplicagio de primeiro retorno a V = Vo

(| 2o

Figura 7.2: Aplicacdo de Renormalizacao.
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Seja 1 < esc < co o primeiro inteiro positivo tal que ®$5¢(c) € V \ U. A funcio
renormalizada ' = Ren(®o) serd definida se, e somente se, esc < co e BEC(c) € int(3),

para algum S € By, e neste caso colocamos
7= ®%(B)

como o intervalo central do dominio de @' e ®'|y = ®|B 0 BIC|y. Além de 7, o dominio
de @’ é composto pela unido de todas as pré-imagens de v pela aplicacio ®y tomadas
fora de v e contidas em U. Vamos denotar esta colecio de intervalos por B'. Para cada
B’ € B’ existe uma poténcia de ®y que envia B’ difeomorficamente sobre v, € esta sera
exatamente a definigao de ®’|3’. Analogamente podemos construir a renormalizacao de

®’. Assim observamos que a partir de uma aplicacio ®, com dominio

dom(®g) = 7o U U B Cvyq
BEBy

(onde o corresponde a U e y_; corresponde a V = Vz), obtemos, indutivamente, uma,
sequéncia de aplicagdes {®,}n>0, onde ®, = Ren(®,_;), n > 1. E claro que para
podermos obter essa seqiiéncia de aplicacdes estamos admitindo que para cada n a
posicao do valor critico implica que ®, é renormalizével nesse sentido. Esse processo
gera uma sequéncia decrescente de intervalos encaixados Y-1 D% D ...D9% D...e
colegoes B, de intervalos dois a dois disjuntos e contidos em Yn—1, para todo n > 0.

Como vimos anteriormente, para cada n > 0, existe um nimero esc, > 1 que é
o primeiro inteiro positivo tal que ®55(c) € v,_; \ 7,. Assim diz-se que @, tem um
retorno centralse esc, > 1, isto é, ®,(c) € vn, € um retorno ndo-central em caso contrario
(assim como no Capitulo 4).

A menos de uma mudanga afim de coordenadas daqui pra frente estaremos assu-
mindo que o ponto critico é o zero, 0, ao invés de c.

Para maior facilidade chamaremos
H, = (I)nl’)'n)

o ramo central de 7,, e para cada f € B, seja B : 8 — 7, o difeomorfismo B = D,.|8.
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Esse procedimento, assim como a construcao sucessiva de intervalos bons V. com
suas transformagées de primeiro retorno R,, feita no Capftulo 4, leva o nome de Renor-

malizagdo Generalizada (ver [11] e [12]).

7.3 Renormalizacao Generalizada em Familias

Vamos descrever o processo de renormalizagao para familias, em vez de um parametro
fixado. Iniciamos com um intervalo de parametros Jy onde &, = ®o,, esta definido.
Para ter uma idéia, tome por exemplo (f,), como sendo a familia, quadratica e

escolha Jy = Ay, onde
Av={e FIO)¢V =V, VO<ji<MefMO)eV=1),

onde V' =V, é o intervalo bom cujos extremos sao o ponto fixo atrator & direita de ¢ e
sua outra pré-imagem. Esse intervalo Ay corresponde aos parametros a para os quais a
aplicagao ®p = ®¢, apresenta o mesmo comportamento como mostrado na Figura 7.1,
isto é, com o mesmo nimero de ramos (respeitando a monotonicidade) mas notando que
ao variarmos o parametro a em Ay; = Jp a imagefn do ramo central ir4 percorrer todo o
intervalo V = V,. E lembrando que se a > sup { Ay = Jo} entdo aparecera pelo menos
mais dois ramos na Figura 7.1.

Embora o dominio de ®y (dom(®o)) possa variar com a, cada componente conexa
do dom(®o) tem uma continucio definida para todo a € J,. A proxima geracao ®; é
definida somente para os pardmetros a tais que HG®%(0) € int(8), para algum S € B,.
Portanto a familia ®; é definida para pardmetros em uma unizo de intervalos e cada
intervalo dentro das componentes conexas do dominio sempre admitem uma continuacao.
Todas as componentes conexas do dom(®,) se encolhem em um ponto quando H[?S%(O)
se aproxima de um dos pontos de fronteira de /3.

Precisamente falando, procedemos por inducao. Seja @,, = (@n,a)aej’Jejn a n—eésima
renormalizacao de @9 = (Po,0)acs,, onde J,, é uma colecio de intervalos, cada um dentro
de algum intervalo da colecao J,_;, para n > 1 (e Jo = {Jo}). Para cada J € 7,
existe um intervalo central v, = +,(J) que varia continuamente com a € J, uma co-

lecao B, = B,(J) de pré-imagens do ramo central, variando continuamente com a € J;
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i
———H,(a;0)

Yol / Ivn,a
- <
- LA.
Iz — E E }
g7 = S a
Jy o Js ... RUJ) ... J U

Figura 7.3: Dependéncia do parametro sobre o valor critico e o dominio de D,,.

difeomorfismos a—dependentes B : f — Yn € um ramo central H, : v, — v,_; com a
propriedade de que H,(0) cruza v,_; completamente quando a varia dentro de J.
Neste momento estamos assumindo que ®,, é bem comportada tanto no espagco
quanto no parametro. Por exemplo, o ramo central é aproximadamente quadratico, a
velocidade do valor critico é quase constante e os elementos f = Ba se movem com
velocidade muito menor. Essas hipdteses sao justificadas por inducdo e preservadas
pela renormalizagdo generalizada, como mostrado em [1]. Além disso, sem perda de
generalidade podemos supor que Dy H,, < 0 e |ImH,,| cresce com a (veja Figura 7.3).
Para procedermos indutivamente, dividimos o intervalo de parametros J € 7, da
seguinte maneira: seja R = R(J) o intervalo fechado de parametros para os quais H,
é renormalizavel (no caso da familia quadrética f,(z) = a — 2%, com a € R, temos que
R = [—4,2]); é facil ver que a € R se, e somente se, esc=esc(a) = +oco. Agora sejam
o(a) = — se 0 ¢ ImH, e o(a) = + caso contrério, e defina J* = {a € J;0(a) =

+, escq(a) < +oo}, de maneira que J = J~ U RU J*. Para cada k > 1 defina
JE ={a € J¥;esc,(a) = k}.

Portanto {R, {Jif }r>1} define uma particio de J (veja Figura 7.3) e quando a varia
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dentro dos Jif o ponto H*(0) cruza a componente conexa 3 esquerda de v,—1 \ v, (exceto
para Ji*, onde H,(0) cruza a do lado direito).
O préximo passo ¢é definir a colegio J,41(J) dos elementos de .4, contidos em J.

Cada J" € Jny1(J) pode ser escrito da forma
J'=J(0,k,B)={a € J;0(a) = 0,es¢c,(a) = k, H(0) € B.}

para algum o0 = 4+, k > 1 e B € B,. E claro que J'(0,k,B) C J? e se B pertence 3

componente da direita de vy,_; \ v, entdao J'(+, %, 3) é nao vazio somente se k = 1.

7.4 Decaimento de Geometria e Starting Conditions

Vamos adicionar a esse processo de renormalizacio mais algumas informacoes e carregs-
las por toda a indugao. Uma vez que j& temos definida uma seqiiéncia {®,}n>0, onde
®,, = Ren(®,_,), para todo n > 1, vamos assumir que a derivada Schwarziana de D, é
nao-positiva em cada componente de seu dominio (no caso de aplicacdes S—unimodais
isso é imediato). E que além disso, para cada 8 € By, o difeomorfismo correspondente B : -
B — 7o admite uma extensio difeomérfica de B D f em y—1 com derivada Schwarziana
negativa, implicando em distorcdo pequena de B em f3, se a razio [Y0l/]7-1] é pequena,
como vimos no Capitulo 2.

Para cada g € B, defina

B 18| _ 1A
Pn(B) = dist(ﬂ,@*yn_l)’qn(ﬁ) ~ dist(B,7m)
Seja
Tp = Sup M,pn = sup sup Pn(ﬂ% {n = SUp sup qn(ﬂ)
a |’)’n—1| a BeEBn a [eBn

O supremo é tomado entre os parametros a para os quais a renormalizacdo estd
definida até o estagio n, dentro do intervalo de parametros de definicao de @y (veja
mais detalhes abaixo). Usamos o seguinte Teorema 7.4.1, cuja demonstracao pode ser

encontrada em [16], [11].

Teorema 7.4.1. Se o, pg € qo sao pequenos o suficiente, entdo TnyPn € Gn tendem a zero

quando n — co, e em particular r, tende a zero exponencialmente. Embora eles possam
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nao decrescer monotonamente, dados r,p e g suficientemente pequenos (e maiores que
zero), sero, po € qo sdo suficientemente pequenos entio r, <7r,pn <peqg, <qpara todo
n 2> 0. Além disso, para cada € B, o difeomorfismo B : B = v € extensivel a uma
0, |B|—vizinhanga de 8 com a mesma poténcia j tal que B = @3]6 ¢ um difeomorfismo
sobre sua imagem (a qual estd contida em v,_), onde 0, = 0(qn,72) € 0 vai a zero

quando seu argumento vai a zero.

O decrescimento exponencial de 7, é chamado de decaimento de geometria da
renormalizacdo generalizada.

Vejamos agora as informagdes que iremos adicionar sobre ®,, relacionadas a suas
derivadas envolvendo espaco e pardmetro. Estabelecemos a seguinte notagdo: para
n >0 fixado e J € T, cada B = (B,)acs (0u v, = (Yn,a)acs) € uma familia continua de
intervalos. Observe que 8 é usado tanto para denotar a familia quanto um particular
B = Ba sea é fixado. A funcio B: 8 — Yn ( respectivamente H = H,, : Yn — Yn—1) pode
ser vista como uma fungdo real de duas varidveis em z e a, com dominio {(a,2);a €
J,& € Pa} (respectivamente {(a,2);a € J,z € y,,}), tal que B(a,B.) = Yna, para um
parametro fixado a € J. No entanto mantemos a notagao antiga quando tratamos com
composicoes: por exemplo, B o H significa B(a, H(a,z)), H? significa H(a,H(a,z)) e
B~ = B~!(a, ) é-a fungio tal que B(a, B~!(a, z)) = z. Além disso, se escrevemos B(z)
queremos dizer B(a, z), se nao hé razio para diivida. As derivadas parciais sao escritas
como By, Ba, Hy,, etc. Se j é um inteiro, /! significar (H?), e (H,) significard H,, 3
J—ésima poténcia.

Diremos que a subfamilia ®,, = (®na)acs, para J € J,, n > 0, satisfaz as desigual-

dades (F)s, se o ramo central H = H, : v, — ~y,_; satisfaz

|Hze| > 0,|H,| >0

€
erz Ha:p Haa, sza.
Ifynl ’ sz ? ")’nl Ha ) IJI ' Ha ’I‘]l ’ Ha;z < 50

para todo z € v, = 7,, e todo a € J.

Vejamos o que essas condigdes implicam. Integrando % log | H,| obtemos, para &,
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suficientemente pequeno

“ 0 Hyo()
—1 22| (y)d lo
/O 55 108 [ Hosl(v) ‘ l °8 I7...(0)
Hus(z) _
7.0 <
e sendo do suficientemente pequeno temos que: €% < 1 + Oy e e=% > 1—Cdo. Logo

H,,
< & 50<1gH Eg))<50

& el o 22

temos que

Hyy
— < <
1= Coh < o <1+Cs (7.1)

para todo = € v e para alguma constante S = S, = H,,(0)/2, onde C' é uma constante

universal. Integrando a desigualdade 7.1 e lembrando que H,(0) = 0 obtemos
(1—=Céo)-25z < H, < (14 Cé) - 25z

e integrando novamente obtemos

(1 =Cdo) - Sa® < H(z) — H(0) < (14 Céy) - Sz?,
ou seja, H é quase quadratica para todo ¢ € J, mas a curvatura S = S, pode (em

principio) variar com a. Agora, integrando aa_z log |H,| obtemos
H,
1-Céhp<—<14+C
v

para todo = € vy, e para alguma constante v = v,. Em outras palavras, a velocidade
de H(a,z) com respeito a a é aproximadamente igual & velocidade de H(a,0), para
qualquer z € 7,. Da mesma forma, usando as outras duas desigualdades mostramos
que v, € S, sao quase constantes para a« € J, justificando a definicdo de constantes
vn = v,(J) e S, = Sp(J), que aproximam os valores de Hy(a,z) e Hyp(a,z) para todo
a€JeLE Y ="0

Observamos que renormalizacio generalizada preserva o sinal de v, - S, como é facil
de se ver na familia quadratica por exemplo.

Definimos agora o segundo conjunto de desigualdades, ou seja, dizemos que ®,, =
(Pra)acs, J € Tnyn >0, satisfaz as desigualdades (P1)s, se para todo B € B,, = B.(J)

e a fungao correspondente B : 8 — v, os quocientes

B , Bra: ' I B Iz TTT l I2 Br:va l I Baa
B, H, B2 """ | (B2H, (B2 " (BoyeH, | | (B (L)
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sao menores que ¢; para todo z € B, e a € J tal que |ImH, | > %l%—ll ou ImH, NU(B) #
# para uma certa vizinhanca U(B) de B (para a indugio nds precisamos apenas de
ImH, N B # 0). Aqui H, significa H,(a,0) e nao Hy(a,z), uma vez que = vive dentro
de B (ou entdo v, = v,(J)) se as desigualdades (Po)s, jé estdo satisfeitas). A condicao

(B.)?

assegura distorcao pequena em f3, pois para z;, z, € 8 temos

|10g|Bz($l)|_long(B'("EZ)HS/ [%%

Este quociente, em particular, pode ser controlado de duas maneiras: fazendo o calculo

I'Ynl ' < 51

dy < (S].

direto ou pelas propriedades de extensdo, com o uso do Lema 2.2.2. Fica como uma
questao em aberto se existe um outro método de calculo direto para controlar os quoci-
entes restantes.

A condicao

B,
B.H,

pode ser facilmente entendida se a traduzirmos na forma

< 4

1B, < &1 Ha(0)],

que € dizer que a velocidade de 3, é muito menor que a velocidade de HESC(0). Isto é
valido para valores de a que incluem o momento quando p é cruzado por HESC(0).
Vamos lembrar que o objetivo final é manter sob controle a velocidade do valor
critico: ele tem que ser quase constante ao longo de qualquer intervalo J € J,, n > 0.
Isto corresponde ao quociente em H,,. Mas para controlar esse quociente precisamos
controlar também os outros envolvendo a funcao H, e como consequéncia, todos os que

envolvem as fungées B. Assim temos o seguinte

Teorema 7.4.2. Se ®g = (D ,),ey, satisfaz as desigualdades (Fy)s, e (P,)s, para 8y, d; >
0 suficientemente pequenos, entdo ®,, = (Pna)acs também satisfaz as desigualdades para
todo J € J,, n >0, desde que T, pm € G sejam suficientemente pequenos para todo
m > 0 (que € 0o mesmo que exigir que To,Po € qo sejam suficientemente pequenos, pelo

Teorema 7.4.1).

A prova do Teorema 7.4.2 pode ser encontrada em [1].
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7.5 Demonstracoes

Antes de iniciarmos com o esboco da demonstracdo do Teorema 7.1.1 é importante res-
saltar que com as hipéteses do Teorema 7.1.1, em [2] se mostra que (—¢, €) é particionado
numa colegao Jy, a menos de medida nula, e para cada J, € Jp estd definida uma apli-
cacao ®o que satisfas as desigualdades (Py)s, e (P,)s,. Assim aplicamos o Teorema 7.4.2
para garantir que as condigées sejam mantidas para ®,, para todo n > 0. E isso sera
usado para mostrar os resultados, em Jy, como medida total dos parametros cadticos ou

renormalizaveis e densidade dos renormalizaveis.

7.5.1 Prevaléncia dos parametros cadticos e dos renormalizaveis

Seja Jo um intervalo como acima. Vamos mostrar que se (fu)acs, ¢ uma familia de
aplicagées S'—unimodais do intervalo [0, 1] entdo para quase todo a € R¢ ou f, é Misiu-
rewicz ou #{n;esc, = esc,(a) > 1} < co. No segundo caso, utilizando o Teorema 1.2.1
teremos que f, é cadtica. E como pardmetros Misiurewicz sao automaticamente cadticos
teremos concluido o item 1 do Teorema 7.1.1. Vamos lembrar que definimos os seguintes
conjuntos

R = {a; fa é renormalizavel },

& ={a; f, é cadtica }

M = {a; f, é Misiurewicz }.

Primeiramente observemos o seguinte fato: para qualquer J € J,, n > 0, [Yn—1,a
¢ aproximadamente constante. Isto pode ser provado facilmente por indugao, usando a
aproximacao quadratica do ramo central e o fato que a distancia entre cada BEB,ea

fronteira de 7,, é muito maior que |8|. Para cada J € J,, n > 0, seja
Cent(J) = {a € J; H,(0) € v,}.

Pelas consideragoes acima (uniformidade da velocidade do valor critico) temos que

|Cent(J)]

< Cr,,
I~
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para alguma constante universal C' > 0.
Seja C o subconjunto de parametros em (—¢,¢€) tais que se a € C entdao f, nao é
renormalizdvel e o ponto critico é recorrente (em breve, C = R® \ M), correspondendo

exatamente ao conjunto de parametros para os quais (®7)n>0 estd bem definida. Nos

cnh=) U 7

7121 Jejn

Para cada J € Jn, n > 0, a colegio Jpyi(J) = {J' € Tnt1;J" C J} pode ser

restringiremos a .

decomposta em duas partes:
Ini1(J) = T3 () U T4 (),

onde J' € J:(J) se e somente se J' = J'(o, k, #) para algum & > l,o=xep €B,,
e J' € T2 (J) se e somente se J' = J'(o,1,[) para algum o = + e B € B, (ver
Figura 7.3).

Assim para qualquer ¢ € C N Jy existe uma sequencia Jo O J; D ... D J, D

. convergindo para a (pois [J,| < |J,_y], Vn > 1), tal que para cada n° > 1 ou

In € Ty (Jn-1) ou Jp € T2*(Jno1), € portanto definindo a funcio 6, : N —s {centy ext}.
De acordo com o Teorema 1.2.1, se 07! ({cm}) contém somente finitos elementos entio
a € £. Provaremos que o conjunto de a € J, tais que 0. ({ceni}) é infinito tem medida
de Lebesgue zero, consequentemente provando o que queremos.

Para este propdsito usamos o chamado Lema de Borel-Cantelli: ¢ se '{[z‘}{zo € uma
colegio de intervalos I; C [0,1] tais que Zigo |7i| < oo entdo o conjunto de z € [0, 1]
tais que = pertence a infinitos I/s tem medida de Lebesque zero” .

Para nés, 0;'({cn}) é infinito se e somente se a pertence a infinitos intervalos do

conjunto

U U gemn.

7120 Jejn
Para qualquer J € J,, n > 0, os intervalos da colecdo T (J) sao dois a dois disjuntos

e contidos no intervalo Cent(J). Assim

]' / ! cent
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como observamos acima. Uma vez que Y {|J|; J € J,,} < |Jo| obtemos

> S AT € T < Ol Y

n>0 JET, n>0

Como r, decresce exponencialmente (pelo Teorema 7.4.1) segue que a soma acima é

finita.

7.5.2 Abundancia de Caoticidade

Sejamn > 0, J € J,, S, = Sn(J) e v, = vn(J). Como H, é quase quadratica e a
velocidade do valor critico é quase constante podemos estimar o tamanho do intervalo

de renormalizagao R(J):

2 3
5 o] < |R(J)| < —,Sn ol

Mas queremos expressar |R(J)| como fracdo de |J|. Observe que se a = sup J, entao

1
Sn(5 1) 2 sl

Por outro lado
l7n—1 l
||~

12

Un

levando-se em conta que |y,_;| é quase constante. Assim
[B(J)] < ralJ].

Como r, < 1,Vn >0, e (r,), decresce exponencialmente, existe A < 1 tal que r2 <A™

Vn > 0. Entao, para algum C(\) > 0 temos que

Leb(Jo \ R) > |Jo| - [J(1 = A™) > |Jo| - exp{—C(}) D> oAy >,

Peloitem 1 do Teorema 7.1.1, quase todos os parametros em Jo\ R sdo cadticos, provando

assim a abundancia dos parametros cadticos.
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7.5.3 Densidade da renormalizacao

Se R nao fosse denso em J, entao existiria uma sequencia infinita Jo D J; D J, O ... D

Jn D ... de intervalos encaixados, J, € J,, Vn > 0, tais que ﬂ Jn € um intervalo.
n>0
Por outro lado, como a velocidade do valor critico é quase constante para todo J € 7,,,

n = 0, entao € facil ver que [Jpy1]| < 7|Jn|, implicando que a interseccio deve ser um

inico ponto. Com isso estabelecemos o item 2 do Teorema 7.1.1.



Apéndice A

Na Segdo 1.2 vimos que, no caso de aplicacées S—unimodais do intervalo [0,1] em
questao, para Lebesgue quase todo ponto z € [0, 1] a érbita de 2 converge para a érbita
periédica atratora hiperbélica, se ela existir. F facil ver que o mesmo argumento vale
mesmo no caso nao-hiperbélico, desde que a érbita seja atratora pelos dois lados. Restars

apenas tratar do caso em que a drbita é do tipo sela-né.

Analogamente, podemos mostrar que “se f € uma aplicagdo renormalizdvel entdo
para Lebesgue quase todo ponto = € [0,1], a dindmica de f se reduz ¢ dindmica de
um intervalo de renormalizagio, no caso em que um dos pontos do bordo do intervalo
de renormalizagdo seja um repulsor hiperbdlico. Isto é, mostraremos que para Lebesgue
quase todo ponto z € [0, 1] existe n tal que f™(z) pertence ao intervalo de renormalizacao.
Para ver isso, seja {lo, I1,...,I;_1} a colecao de intervalos que define a renormalizacio
de f, onde excluimos os extremos dos intervalos I; no caso em que um dos extremos
é um repulsor hiperbélico. Assim estamos assumindo que os intervalos /; sao abertos.
Logo se existisse érbita atratora fora de I ela atrairia o ponto critico de f (Teorema
de Singer), mas isso ndo ocorre pois Iy é invariante (f*(ly) C Ily). Com isso temos

k-1
pelo Teorema 3.1.4 que o conjunto ﬂ F[0,1] )\ U I; | € hiperbdlico e aplicando o
1=0

n>0
Teorema 3.1.3 obtemos que quase todo ponto do intervalo [0,1] entra na renormalizacio

de f.
Neste Apéndice mostraremos que valem os dois resultados acima no caso da sela-no,
isto €, sendo O(p) uma Srbita periddica do tipo sela-né entao para Lebesgue quase todo

ponto z € [0, 1] vale que a érbita de z converge para O(p), e que além disso, se f for

99
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renormalizavel e o ponto periédico do hordo do intervalo de renormalizacdo pertencer
a orbita da sela-né entdao para Lebesgue quase todo ponto z € [0,1], a dindmica de
[ se reduz a dinamica do intervalo de renormalizacio. Mas nesse caso (sela-né) ha
uma dificuldade adicional para provarmos esses resultados pois nao podemos utilizar os
mesmos argumentos que utilizamos nos casos anteriores, uma vez que no caso da sela-né
ha apenas uma semi-vizinhanca atratora.

Os argumentos que se seguem foram comunicados pessoalmente por Vilton Pinheiro.

A.1 Sela-né

Nesta Secao provaremos os resultados enunciados anteriormente no caso da sela-né. Mas

para isso sera suficiente provarmos o seguinte resultado.

Proposicao A.1.1. Se f possui wm ponto periddico do tipo sela-nd, e portanto atrator,
entio Leb({z € [0,1] : f™(z) € V, = (p,7(p)), para algum n > 0}) =1, onde p € o-

ponto da orbita da sela-nd que mazimiza f.

Vejamos porque essa Proposigao A.1.1 d4 conta do dois resultados que nos propomos
a demonstrar aqui neste Apéndice. A demonstracio do Teorema de Singer (2.1.1) mostra
que c¢ esta na bacia imediata da érbita atratora, implicando que se z € [p,c] entao
f"(z) = O(p). Para z € (c,7(p)] vale o mesmo, pois f(z) = f(7(z)) e 7(z) pertence
a [p,c]. Por outro lado, suponha que f seja renormalizivel e seja [ o intervalo de
renormalizacao que contém o ponto critico. Suponha também que o ponto periddico, p,
em 0/ seja uma sela-né. Da definicio de renormalizacdo, p é bom e o outro ponto do
bordo de I tem que ser 7(p).

Para demonstrarmos a Proposicio A.1.1 precisaremos de alguns resultados que co-

megaremos a demonstrar agora. Fixemos k como sendo o perfodo da sela-né.
Lema A.1.1. Eziste {(p) € N e periddico tal que

(1) Vo C Ve € Vo # Ve

(ii) o perfodo de £(p) é menor ou igual ao perfodo de p ;
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(iii) f(¢(p)) maximiza f, com V() satisfazendo (i) e (ii).

Demonstragdo. Primeiramente vamos verificar que f tem finitos pontos periddicos de
periodo menor ou igual ao periodo da sela-né.

Seja ¢ = f™. Entdo os pontos periédicos de periodo m de f sdo pontos fixos de
g. Suponha que g tenha infinitos pontos fixos. Pelo Teorema do Valor Médio, existem
infinitos pontos tais que ¢’(z) = 1. Entre quaisquer trés pontos sucessivos para os quais
¢'(z) = 1, deve existir um ponto para o qual ¢’ < 1. Realmente, ¢/(z) nao é identicamente
igual a um sobre um intervalo, pois sendo Sg = 0 o que contradiz o fato de que Sg < 0
(pois Sf < 0). Como conseqiiéncia do Principio do Minimo temos que ¢’ nio pode ter
minimo local positivo entre esses trés pontos. Assim, deve existir pontos para os quais
g' < 0. Conseqiientemente, existem pontos para os quais ¢’ = 0. Mas isso implica que
g tem infinitos pontos criticos, mas isso nio é possivel pois f possui apenas um ponto
critico implicando assim que g = f™ possui um ntimero finito de pontos criticos.

Assim olhamos para o conjunto de pontos periddicos, z € [0, 1], de periodo menor
ou igual ao pél‘l’odo da sela-no, e tal que V, C V, e V, # V,. Em seguida, para cada um
desses pontés tomamos o ponto de sua érbita que maximiza f. E sendo finito o conjunto

desses pontos periédicos conseguimos o ponto &(p). O

Lema A.1.2. O(p) N Vi) = {p}.

Demonstragio. Suponhamos por contradicio que exista 0 < J < k tal que fi(p) €
Ve(p). Assim olhamos para o gréfico de f*~7 restrito ao intervalo (f2(p), 7(F(p))) (ver
Figura A.1). Como f*~(fi(p)) = f*=9(v(fi(p))) = p vemos que o grafico de f*=7 deve
cruzar a diagonal, gerando assim um ponto periédico de perfodo k& — 3 < k. Se o ponto
periodico cair fora de V, teremos uma contradicio com a minimalidade de €(p). Eo
ponto periédico nao pode cair dentro de V, também, pois sabemos que se z € V, entao
¥ (2) = O(p), quando n — co.

(|

Como vimos no Capitulo 4, dado um intervalo bom, Vz, definimos o conjunto de
pontos que retornam a V; sob alguma iterada de f (vide Definicao 4.1.2), e com isso

C pode ser descrito como sendo a unizo de todos os intervalos T tais que f*: T — V,
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=
0 B VA NS— :
R P
ORI )

Figura A.1: Tlustracao do grafico de fF=7.

é mondtona e sobre para algum n > 0, lembrando que f° é a aplicacio identidade
em V, . Vimos também nesse Capitulo 4 que se [ é uma compbnente de C, entao
I, f(I),...,f"(I) = V, sao dois a dois disjuntos (ver Lema 4.1.5). Apesar de termos
assumido no Capitulo 4 que f ndo possui atratores, esses resul‘ﬁados nao dependem

dessa hipétese, de modo que podemos aplicé-los para z = p, onde p é como acima.

Lema A.1.3. Sejam I € C, e n tais que f*: [ — V, € mondtona e sobre. Entdo eziste

J C[0,1] tal que I C J, f*J € wm difeomorfismo ¢ f*(J) = Vi(y).
Demonstragio. Por contradicao seja J O [ maximal tal que

(1) f*|J é um difeomorfismo;

(2) 1*(J) C Ve € fM(J) # Vo).

Neste caso existe j < n tal que ¢ € 8f7(J) (ver Figura A.2). Temos entio que f(p) €
JPHUINT), e assim f*~9(p) € MJ\I)C Vew) \ Vp. Contradizendo o Lema A.1.2.
O

Lema A.1.4. Eziste uma seqiéncia de intervalos bons, (Vi)i, tal que V, C V; eV, £ V;
para todo j > o e tal que a seqiéncia de nimeros reais (|V; \ Vol); converge para zero.

Em outras palavras, V: se “acumula” em V..
p y Vj »

Demonstragio. Seja m < k o periodo de £(p). Suponha que exista um intervalo A C

Ve \ 'V, tal que
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- i) |
c F(I)
| I ‘/p 1 1
P Vew) —
Figura A.2: Tlustragao de ¢ € 9f7(J).
A A
— ]
¢(p) p 7(p) 7(¢(p)) &) ) )

Figura A.3: Tlustracao do inte1‘vaio A.
(a) ANV, = {p} (ver Figura A.3);
(b) se z € A entdo f*(z) ¢ V, para todo n > 0;
(c) A é maximal satisfazendo (a) e (b).

Para facilitar, podemos assumir primeiro que o intervalo (é(p), p) nao contém c.

Se &(p) ¢ A temos as possibilidades
(i) AC f*(A)e A# fH(A);
(i) f*¥(A) c A.

A possibilidade (i) ndo ocorre pois se ocorresse seria uma contradi¢do com a maxi-

malidade de A. E (ii) nao ocorre, pois caso contrario geraria um ponto periddico.
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fr
ff‘

£(p) p £(p) P

Figura A.4: Ilustracao do grafico de f”.

Agora suponha £(p) € A e olhemos para o difeomorfismo fr1(&(p), p), onde r =
mmc(m, k). Como f fixa os extremos ¢(p) e p terfamos a geracao de um atrator o que
nao é possivel (ver Figura A.4), pois ou terfamos um atrator no interior de (&(p),p), o
que é um absurdo, ou ¢(p) tem uma semi-vizinhanca atratora (& direita de £(p)), o que
nao ocorre pois uma vez que {(p) é bom (e portanto ele nio pertence & érbita de )
teriamos outro atrator, o que é um absurdo.

Caso p e {(p) estejam de lados opostos como na Figura A.5 também teremos con-
tradicao. Se 7(£(p)) ¢ A o argumento é andlogo ao caso quando £(p) ¢ A. Agora
se 7(£(p)) € A podemos ter ou f"(p,7(£(p))) = (p,7(€(p))), gerando assim um ponto
periddico, o que é impossivel, ou f"(p,7(é(p))) = (£(p),p) e assim terfamos pontos de A
entrando em V;, o que nao ocorre também, pela definicio de A.

Como conseqiiéncia temos que existem pré-imagens de V, (ou seja, componentes
de C}) arbitrariamente préximas de V,. Assim, para cada uma dessas componentes,
digamos I, sabemos que existe n > 0 tal que f* : [ — V, é mondtona e sobre, e de
acordo com o Lema A.1.3 conseguimos um intervalo J O I que estende essa aplicacao
monotonamente até V(). Com isso temos que os pontos do bordo de J sio mandados
nos pontos do bordo de V;(,) por essa aplicagdo, os quais nao retornam a Ve(p). Sendo

assim, para definirmos os 1ntervalos V;, dentre os pontos da érbita dos pontos de bordo
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fr(p, 7(€(p)))

Figura A.5: Ilustracao da imagem de (p, 7(¢(p))) por f7.

de cada intervalo J escolhemos aquele que maximiza f e que pertence a Ve(w) \Vp

Vamos agora provar a Proposicao A.1.1.

Demonstragao. Primeir@mente tomamos uma seqiéncia de intervalos bons, (V;);, se
“acumulando” em V,, de acordo com o Lema A.1.4. Logo existe Jo > 1 tal que todas
as aplicacoes f™ T — V; tém distorgao limitada uniformemente, para 7 > j5. Como
V; = V, temos qué [Vi\ V,| = 0, isto ¢, dado € > 0 existe jo > 0 tal que [V;i\ V| < e,
para todo j > jp. Como f” tem distor¢io limitada uniformemente sobre os intervalos

V; temos que
Leb({z € C; : fl(z) € V;\ V,, para algum [ > 0}) < Cl,

para alguma constante positiva C'. Por outro lado, como C; contém o ponto critico de
[ e os pontos periddicos atratores, temos pelo Teorema 3.1.4 que (C;)¢ é um conjunto
hiperbélico. Logo, pelo Teorema 3.1.3 obtemos que |C;] = 1. Sendo € > 0 arbitrario,
concluimos que Lebesgue quase todo ponto z € [0, 1] entra em V, sob alguma iterada de

f, isto é,
Leb({z € [0,1] : fl(z) €V, = (p,7(p)), para algum [ > 0}) = 1.

Portanto o resultado segue. O
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