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Resumo

Nesse trabalho estabelecemos a relação entre uma hipótese geométrica na dinâmica de

funções do intervalo (com um ponto crítico) e o comportamento caótico da dinâmica.

traduzido por propriedades ergódicas. Ao mesmo tempo, evidenciamos que a hipótese
geométrica é importante para tirai conclusões rlo parâmetro, quando se trata de famílias

de aplicações, implicando na abundância e prevalência, em termos de medida de Lebes-

gue, dos fenómenos caóticos fora de hiperbolicidade regular.

Palavras-chave: Dinâmica Unidimensional, Renormalização Generalizada, Família
Quadrátíca, Decaimento de Geometria, Medidas Absolutamente Contínuas.



.A.bstract

In this work we establish the relation between a geometrical hypothesis in the dynamic

of interval functions (with one criticam point) and the chaotic behaviour of the dyna-

mic, defined by ergodic properties. At the some time, we show the importance of the

geometric hypothesis to obtain conclusions involving the parameter, when dealing with

families of mapa, implying abundance and prevalence, in the senso of Lebesgue measure,
of chaotic phenomerlon outside regular hyperbolicity.

Keywords: One-dimensionar Dynamic, Geíleralized Renormalization, Quadratic
Family, Decay of Geometry, Absolutely Continuous Measures.
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Capítulo l

Introdução

Nesse trabalho estudaremos alguns aspectos do que ocorre com a dinâmica das aplicações

unÍmodais ./ do intervalo 10, 11, isto é, funções / : 10, 11 --> 10, 11 com um único ponto

crítico e tais quc /(0) = ./'(1) = 0. Estaremos interessados no que acontece com a

sequência de iterados z,/(z), ./'(#), . . ., .f"(#), . . ., para uma dada.aplicação unimodal

/ (e onde ./" denota a composição sucessiva de / por n vezes). Pode-se querer saber,

por exemplo, com qual frequência o conjunto dos pontos de acumulação dessa sequência

é «ma ó«óZf« pe,iód c«, {p,./:(p),...,./'*':(p)} com ./:*(p) = p, o« um co«j«nto de #

enter«]os /o,/i,...,/x;-i, tais que ./'(/o) = /i,.f(/i) = /2,...,/(/k-i) = /o. Aqui a

frequência pode ser explicada da seguinte forma: diz-se que uma certa propriedade

ocorre quase sempre ou em quase todo ponto se ela ocorre dentro de um conjunto que

tenha medida total (no nosso caso dentro de um conjunto que tenha medida de Lebesgue

1), isto é, a propriedade só não ícone pala pontos que estejam dentro de um conjunto
que tenha medida zero.

Dentro das aplicações que estudaremos há alguns exemplos bem conhecidos como

a família de funções quadráticas /a(Z) = 4az(l -- z), onde a é um parâmetro variando

no intervalo 10, 11, e ./:(z) = Usem(ra) com o parâmetro a variando em 10, 11 também,
ambas definidas no intervalo 10, 11. Mas é bom ressaltar aqui que iremos trabalhar com

a hipótese de que o ponto crítico dessas aplicações é quadrático e além disso com uma

hipótese técnica de que a Der Dada ScÀwarzíaníz dessa.s aplicações sqa negativa, onde a

9



10 CAPITULOI INTRODUÇÃO

derivada Schwarziana de uma aplicação / é definida por

s/(«) - /;lQ - 1} rl$0)'
/'(«) 2 \. ./''(«)

desde que z não seja o ponto crítico de /.

O nosso objetivo será formular uma condição geométrica para aplicações unimodais

./' do intervalo 10, 11 suficiente para serem caóticas, isto é, para a existência de medidas

de probabilidade invariarltes absolutamente contínuas. E o resultado principal desta

dissertação, enunciado adiante, foi tirado do trabalho de Margens e Nowicki l41

1.1 Medidas Invariantes e EJ-godicidade

l.l.l Medidas Invariantes

Lerrlbremos alguns conceitos de Teoria da Medida. Sejam X / ül um conjunto e P(X)
o conjunto das partes de X. Dizemos que um conjunto não vazio .4 (.4 C P'(X)) é uma
a á/geóra sobre X se, e somente se: 0 e X pertencem a .4, se .4 é um elemento de

.4 então seu complementar também é, e se (Á«)..N é uma sequência de elementos de
.4, então U..W 4« também é um elemento de J. Com isso o par (X, À) é chamado de
espaço mensurálie!.

Uma medida sobre (X, J) é uma função /z definida em .4 e com valores em 10, ool,
ou s'àa, p : «4 -> lO,ool. Assim chamamos a terna (X,J,#) de espaço de medida. Se
p(X) = 1 a terna (X, ,4,p) é denominada de espaço de proóaói/ dado. No nosso context.

X será o intervalo 10, 11 e .4 será a a--álgebra dos Bote/lados, ou seja, a menor o--álgebra
que contém os abertos do intervalo.

Se p : H --> 10, ool e p : .4 --> lO,ool são medidas, dizemos que /z é aóso/wtamenÉe

conta'w" co""' respeáfo « p, e denotamos p « «,, se Á C .4 e '.'(Á) = 0 implicam p(.4) =

0. Quando dizemos apertas que uma certa medida p é absolutamente contínua, sem

especificar com relação a qual medida, estamos querendo dizer' que p é absolutamente

contínua com respeito à medida de Lebesgue, onde a medida de Lebesgue é aquela que
estende a noção de comprimento de intervalo para os borelianos.
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Figura l.l: Ilustração da pré-imagem por Tde um conjunto mensurável .4

Dadas uma transformação 7' : X --> X mensurável (isto é, tal que T-i(.4) c .A
pa'a todo Á C .4) e uma. medida. p sobre (X, .4), diz-se que p é T--inuaríante, ou que
T p«;.«« « «..dí'Z" p, se p(.A) = p(7'':(.4)) p,ra todo ,4 C .4

Veja.mos alguns exemplos Primeiro definamos a ap/Zcação fenda T : [0, l] -+ ]O, ]]
dada por

l 2z se 0<z<.}.
T(z) := Z ' --: ' --: 2'

l 2--2# se { $z $ 1.

Vamos verificar que essa transformação T preserva a própria medida de Lebesgue. Con-

sidere À C ]O,l] um conjunto l,ebesgue mensurável. Temos que T i(Á) = ,4' U ,4+,

onde .4' C lO, 1/21, A+ C j1/2, ll (ver Figura l.l).

Como T é simétrica em relação ao ponto c - 1/2 temos que p(7'':(Á)) = 2/z(,4 ), mes-

mo que .4' n.A+ = {1/2} pois um ponto tem medida de Lebesgue zero. Sendo assim para

concluirmos a invariância da medida p por T basta verificarmos que 2p(.4') = p(,4).

Seja @ : lO, ll -.> lO, 1/21 a inversa de T nesse intervalo, isto é, @ é dada. por

@(g/)

Temos

P(.4')

onde na penúltima igualdade
T -- invariarlte

F*«..-* - 1, \- W,
mudança de variável #fizemos a

Ó(y). Assim /l é



12 CAPITULOI INTROOUÇÃ0

0 c=1/2 1

Figura 1.2: Gráfico da aplicação quadrático /(z) = 2z(l -- z)

Considere agora a aplicação quadrático ./' : ]O, l] --} ]O, 1] dada por ./'(]ç) = 2#(l -- z)

Temos que essa aplicação tem o ponto crítico c = 1/2 como ponto fixo atrator (ver
Figura 1.2).

Seja (í. a medida sobre os borelianos de 10, 11 dada por

8.(.,.o- l o " 'g,4,
1 1 se cC.4.

Essa medida é chamada de medida de Dirão concentrada. no ponto c. Ela é /--invariante,
pois dado .4 C 10, 11 mensurá.vel temos que

õ.(.r':(.'1))- l o " 'g.f':('i),
1 1 se .C ./'':(Á).

Nuas s' c C ./':(Á) "tã' /(') - c C Á ' -ssim ó.(A) = á.(/''(.4)) = 1. C..o c € ./''(.4)
temos analogamente que á.(Á) = .5.(/ :(.4)) = 0. Porá-to á. é /--in«.iante.
Claramente essa medida não é absolutamente contínua com relação à medida de Lebes-

gue, pois basta tomarmos qualquer conjunto enumerável .E que contenha c que teremos
Leb(E) = 0 mas õ.(E) = 1.

Como nosso último exemplo considere a aplicação T : 10,11 --} 10,11 dada por
T(z) = 4#(l -- z). Essa aplicação T também preserva uma medida absolutamente

contínua em relação à medida de Lebesgue. A densidade dessa medida p é dada por

dP(«)
n'~/zrl -- #)

d
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isto é, dado um boreliano .4 C 10, 11 temos que a medida /z de .4 é dada por

P(.4)
'.4 «'v«(1 ;«)

Que p é absolutamente contínua com relação à medida de Lebesgue é claro, pois se

,'l C 10, 11 é um conjunto Lebegue mensurável tal que Leb(.4) = .fd d# = 0 temos que

P(.'{) - / .=;::-- - o.
,4 «'v:«(1 -- :«)

Para verificar que essa medida /z é 7'--invariante, seja ,4 C [0,1] um conjunto

mensurável. Temos que T-'('4) - Á' U Á+, onde .4' C ]O,1/21,.4+ C j1/2,1] (ver
Figura 1.3).

Como T é simétrica em relação ao ponto crítico 1/2 temos que p(T':.4) = 2P(.,4-).
Sendo assim para mostrarmos a invariância da medida p por T basta mostrarmos que
2P( ,4 ' )

Seja @ : ]O, l] --> ]O, 1/2] dada por

d

l v'í:"ã
@(y) 2

Essa função @ é a inversa de T em ]O, 1/2]. Temos

p(.'1') - .Z.., ;,
dz

Fazendo a mudança de variável z = Ó(y) obtemos

l P(.4)P(..4') 2 27r

Portanto p é T--invariante

1.1.2 Ergodicidade

Uma maneira interessante de se analisar o comportamento dinâmico dessas aplicações

é do ponto de vista ergódico, onde dado um espaço de probabilidade (X,B,p) e sendo

T : ..V --> X uma transformação que preserva a medida p, diz-se que 7' é eryódÍca se:

V,'] C Zi ta] que r-'(Á) = .4, tem-se p(H) = 0 ou p(X \ Á) = 0, ou sda, não há dois

conjuntos invariantes disjuntor e ambos com medida positiva. Dentro desse contexto há

um resultado básico e muito conhecido que é o Teorema Ergódico de Birk.hoff (ver l81).
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0 '1' ' .4'r l

Figura 1.3: Ilustração da pré-imagem por Tde um conjunto mensurável .4

Teor'ema 1.1.1. Teorema Ergódico de BirkhoR. Soam (X,Zi,p) wm espaço de
probabilida,de e T .. X -.» X u,mu tra,Ttsformação qu,e preserva. a 'medi,da. p,. Se f ç:

z,:(x, B,/z) - {./' : x -+ (c; ./x l/lap < oo}, então ezásfe g C Z,'(X,Zi,p) fa/ gwe

! },./' o Tj(z) -+ g(z), gu-do n --} .",p g.t.p. :« c X, .

Além disso se T é ergódica então g é constctnte H q.t.p. = e X e

l

0J .x

.f'Íp

gç«)

Lembrando que uma propriedade é dita valer para p q.t.p. z C X quando ela

é válida para todo z dentro de um conjunto .4 C ZJ que tenha medida total (isto é,
P(X \ .4)

Analisemos nesse contexto os exemplos que vimos anteriormente. Como em cada um

deles as transformações preservam a medida do seu respectivo espaço podemos aplicar

o Teorema Ergódico de Birkhoff. Lembremos que se (X,Zi,P) é um espaço de medida

finita, u(X) < oo, então a função indicadora X..l pertence a Z,:(X,6,p), para qualque.

H C 23. Assim, tomando ./ = X,,i, pala '4 C 6, no Teorema Ergódico de Birkhoff, temos
clLie

Ã

->1:x..l . ri(r) --} g(z), P q.t.P. z c x.
.j=o
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Uma vez que

x«.p'(«) -.o,o(«) (4(.'i) li " I'j(")c'i
l o « r'(') g .'l,

seglue que

: l:ári( (Á)-tg(,), p q.t.p. «cx=lo,il.J=o

E sc T for uma aplicação ergódica obtemos que

:- )l: ',.eo ('1) --*.j=o

]

l

1**«-« - «ç", P q.t.P. « c x

Mas i)l:;l:(l 'ÍT'(,)(.4) = :#l0 $ .J $ n -- 1; Tj(z) C .4}, que é a freqüência com

que a órbita do ponto z C X = 10, 11 visita. o conjunto .4. Ou seja, para quase todo
ponto z C X = 10, 11 a frequência com que sua órbita frequenta o conjunto .4 tem uma

probabilidade igual à medida de .4, p(.4).

No caso da aplicação T(z) = 4z(l -- z) há um resultado (vide Cap.V, pág. 332

de IMSI) que garante que essa aplicação é ergóclica. Assim pelo Teorema Ergódic(i de
Birkho# temos que

i l>..1*.'-.w(«) --* ,(«)
.7=0

/z q.t.P. z C X = ]O, l]

Como vimos acima a densidade dessa medida p é dada por

]Z
dz

ou seja, a distribuição de densidade da órbita de um dado zo C (0,1) se comporta

segundo a função A(z) - : . Podemos fazer assim o seguinte experimento com-

putacional: dividimos o intervalo 10,11 em subintervalos de comprimento 0 < .h < l

(ou seja, particionaremos o intervalo 10, 11 em l/Z\ intervalos de comprimento A)l para

facilitar a visualização vamos supor que essa divisão nos tenha fornecido Ã; subintervalos.

Ai, Z\2, . . . , Z\kl escolhemos um ponto 3o C 10, 11 e consideremos as primeiras n iteradas



16 CAPITULOI INTRODIJCAO

Figura 1.4: Comparação do experimento com o gráfico da função A(#) =
"' v z( l --z)

de zo pela aplicação T, isto é, zo,zi = 7'(zo),. . ,z.
intervalo Aj, com l $ .j $ k, fazemos o seguinte cálculo

--#Íj $ nl z{ C A.Í} = Aj, para cada l 5; J .$ k.

Com esses números Aj, l .$ .j $ A, em mão façamos o seguinte: sobre cada subintervalo

a.j colocamos um retângulo de altura A.f e base A, para cada l $ .j $ k. Assim plotamos

sobre o intervalo 10, 11, subdividido nos A intervalos Z\. , A2, . . . , AÃ;, retângulos que pos

suem bases de mesmo comprimento, zX, e alturas (Aj) que dependem da quantidade de

pontos, do pedaço da órbita de zo, que entraram em cada subintervalo zX.i. Se fizermos

o comprimento dos intervalos Aj tender a zero (é claro que com isso a quantidade de

subintervalos aumentará) e fizermos n --> oo é de se esperar que a curva sob as altu-

ras dos retângulos colocados sobre cada subintervalo se pareça com o gráfico da função

#(z) - ' . Para confirmaimos isso vejamos a Figura 1.4.

Já no caso da aplicação ./'(#) = 2z(l -- z) vimos que a medida que ela preserva

não é absolutamente contínua e assim ela não possui uma função de distribuição de
densidade. Por outro lado, dado um ponto zo C (0, 1) e considerando a órbita zo, z. =

./'(zo), . . . , zí = /{(zo), . . . temos que as médias de Dirac convergem para õ., isto é

T"(zo)l em seguide a para cada
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Na prática, na maioria dos casos, não é fácil encontrar explicitamente medidas
invariantes absolutamente contínuas.

Uma motivação para estudarmos a existência de uma medida de probabilidade

invariante absolutamente contínua é que uma tal medida implica em comportamento

caótico. Na verdade, ocorre que em aplicações unimodais do intervalo, com derivada

Schwarziana negativa, a existência de um e/poente de Lyap nou lln ; log IO./'"(z)l po-
sitivo para Lebegue q.t.p. # (isto é, para pontos z dentro de um conjunto com medida de

Lebesgue igual a 1) é equivalente à existência de uma (única) medida de probabilidade

invariante absolutamente contínua (vede Cap.V, pg. 366 de IMS]).

Para a existência de uma medida de probabilidade invariante absolutamente contínua

utilizaremos aqui nesse trabalho (sem demonstra-lo) um resultado que foi mostrado em

j101 e em IMS, Cap.V, Seção 41 de que expansão suficiente ao longo da órbita crítica im-

plica na existência de uma tal medida, ou seja, se a taxa de crescimento de IZ)./k(/(c))l
for tão rápido de modo que }: ID/k(/(c))I':/' < oo, .ntão existirá uma medida de

probabilidade ./ invariante absolutamente contínua.
k>l

1.2 A llipótese Geométrica

Como já dissemos, estaremos restritos, neste trabalho, a aplicações unimodais ./ com

S/ < 0 (essas aplicações são chamadas de S--unámodaÍs) e ponto crítico quadrático.

Para formular a hipótese geométrica, precisaremos antes de mais três hipóteses: (i) ./' não
possui atratores periódicos; (ii) o ponto crítico é recorrente; (iii) ./: dão é renormalizável.

Vejamos primeiro o que significa cada um desses conceitos, e em seguida examinaremos

a necessidade de cada uma das hipóteses.

(i) Dizemos que uma aplicação ./ possui um atrafor periódico, digamos de período

k, se existir um ponto periódico p de período k (isto é, p, /(P), . . . , /t''(P), /*(P) = P)

que seja atrator, isto é, de modo que sua órbita periódica seja atratora. Sendo O(p) =

{.f"(P);n ? 0} - {P,/(P),.. . ,./k':(p)} a órbita periódica de p, dizemos que O(p) é
czíraZora se

B(P) = {r; ./"(z) --> O(p), quando n --> .o}



18 CAPITULOU INTRODUÇÃO

contém um conjunto aberto. O conjunto B(p) é chamado de ó'leia de O(p). Além disso, a

união das componentes de B(p), Z?o(p), que contém pontos de (9(p), é chamada de bacia

ím'dá«t" d' (0(p). Se Bo(p) é «m' vizinh-ça de O(p) então O(p) é dita ser «f«Zo«
pe/os do s /aços, caso contrário (2(p) é chamada de atralora por m /ado. Mas em ambos

os casos chamaremos O(p) apenas de óró fa afrafora. Há um resultado (Teorema 2.1.2)
que garante que para aplicações S--unimodais todo ponto periódico não-hiperbólico, isto

é, IZ)./Ê(p)l = 1 (ver definição mais detalhada abaixo), é um at.atou nesse sentido.

(ii) O ponto crüíco c da aplicação ./' é chamado de recorrente quando c é um ponto

de acumulação de sua própria órbita, ou sela, se existe uma subseqtiência n{ --} oo tal
que /"'(c) -} c.

(iii) Diz-se que uma ap/ácação../ é reforma/ízáue/ se existe uma coleção de intervalos,

{/o, /i, . . . , /k-i}, propriamente contidos em 10, 11 com os interiores dois a dois disjuntos

e tais que: (a) o ponto crítico c de / pertence a /k :, digamos; (b) ./(/k-i) C /o e

./(a/t-i) C a/o; (c) / : A --> &+i é um difeomor$smo para todo i = 0, . . . , k -- 2. Nesse

caso a aplicação ./kl/t-i normalizada ao intervalo 10, 11 é a, reforma/ cação de /. A partir

daí diz-se que uma aplicação ./ é {n$rzáÉarnenfe reforma/izáoe/ se toda renormajização
de ./' também é renoi'malizável

Além disso uma ap]icaçã.o ./: é dita ser ]l/ási reloicz se o ponto crítico c não é recor-

rente. Pode acontecer de «,(c) - {g C X; ] uma sequência n{ --> 'x com ./"'(c) --> 3/} ser

uma órbita periódica atratora. Se não, então ./(c) pertence a algum conjunto compacto

invariante hiperbólico A = A/, onde diz-se que um colÜanÍo /x' C 10, 11 é /záperóó/ co se

/(Ã') C Ã e existirem constantes C' > 0 e À > 1 tais que

lo/"(z) > c'À",

para todo z C ]Í' e para todo n C N.

Surge assim uma pergunta natural: por que estt&daremos ap/ cações corri todas es-

sas restrições? Ou seja., pot que queremos qu,e as aplicações em qu,estão não possua'm

ütratores periódicos e sejam não revtormalizáuei,s, não Miai,ure\oi,cz e S-'uni,modais?

Um ponto periódico p, de período k digamos, é chamado de porzto per ád co Aí-
p.«óá/i« se IO./*(p)l # 1. Se in.f*(p)l < 1 e«tão O(p) é .tratara, se«ão é rep«ls'r',
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Uma vez que as aplicações em estudo aqui são S--unimodais, há um resultado
devido a Singer, (Teorema 2.1.1) estabelecendo que se / é uma aplicação do intervalo

S--unimoda] com derivada Schwarziana negativa, preservando o bordo, então a bacia

imediata de qualquer órbita periódica atratora contém um ponto crítico de ./:. Como
conseqüência desse Teorema vale que se / é uma aplicação S--unimodal então existe no

máximo uma órbita periódica atratora (vede Corolário 2.1.1). Assim, no caso de haver

uma órbita periódica atratora hiperbólica, deve existir um aberto V C [0, 1] contendo

os pontos críticos de ./ (no nosso caso, ./ possui apenas um ponto crítico) e os pontos
periódicos atratores, de modo que se z C V então ./'"(z) converge para a órbita periódica

atratora, (9(p). Logo, pelo Teorema 3.1.4 (Teorema de Misiurewicz, mas com a hipótese
de que a aplicação é apenas de classe O'2 seu enunciado também é conhecido como

Teorema de Maré) temos que Í'l ./''"(lO, ll \ V) é um conjunto hiperbólico e aplicando

o Teorema 3.1.3 corlcluímos que para. Lebesgue quase todo ponto z C 10, 11 vale que

n,>0

./'"(#) --> o(P) {Po P- , p*-- = .f' :(p)},

fazendo com que

. n--l

E
{-0

'5r: --> /z = {(ÕP.+...+ (í.. .), para Leb q.t.p. zo € 1O,ll,

onde {zí = ./{(zo)lã ? 0} é a órbita de zo. E nesse caso não há uma medida de

probabilidade absolutamente contínua. Para o caso não hiperbólico, mais precisamente

quando a órbita periódica atratora é do tipo se/a-nó veja o Apêndice, pois não podemos

utilizar os mesmos argumentos que usamos acima no caso da órbita periódica atratora
hiperbólica.

Para aplicações Misiurewicz há um resultado conhecido (vede Cap.V, pág. 363

de IMSj) que assegura a existência de uma medida absolutamente contínua. Veremos
também que a hipótese geométrica não pode ser formulada nesse caso

Quando a aplicação é renormalizável temos que para Lebesgue quase todo pon-

to a dinâmica se reduz à dinâmica de um intervalo de renormalização / C lO, ll (ver
ApendiceJ
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Em nenhum momento evitamos a possibilidade de que a função / sqa assimétrica.

Para lidar com isso, introduzimos a função r(z) dada por ./ = ./ ' 1- com a'- # {d, a qual
é um difeomorfismo de classe O'' (vede Cap.4, Lema 4.1.1).

Para formular a condição geométrica (tendo em mente as hipóteses acima), defi-

nimos uma seqüência de intervalos Un, chamados de nterua/os centra s. Mas para isso

p:eclsamos do conceito de porzfo óom ("nice", em inglês), ou seja, definimos o conjunto
de pontos bons como sendo o conjunto

.v {« c lo, cllua n orb(x) = 0},

onde K = (",r(")). Assim os intervalos centrais são da forma Un = (a«,,-(z«)) (ver
Figura 1.6), e além disso eles também são chamados de ZnZert;a/os Z'ons.

A partir daí, para. cada n ? 1, construímos indutivamente uma aplicação de pri-

meiro retorno a 14., isto é, uma aplicação -l?« : D« -} Un, onde D. c Un é uma coleção
enumerável de intervalos, todos sendo levados difeomorficamente sobre Un exceto a com-

ponente central de Z). que é \4.+i (ver Figura 1.5). Além disso diz-se que a aplicação de

primeiro retorno .rt. tem um retorno centra/ quando R,.(c) C yn+l. Esse processo indu-

tivo de construçã.o sucessiva de intervalos bons Un com suas transformações de primeiro

retorno a. (melhor estudado no Capítulo 4), assim como aquele que está no Capítulo

7, é chamado de J?enorme/ cação venera/içada, o qual é bastante utilizado em jlJ e ]2],
por exemplo, e cuja teoria, foi desenvolvida em jll] e j12].

Vale ressaltar aqui que em qualquer um dos casos das aplicações que citamos acima

e que não queremos (isto é, aplicações com atratores periódicos, A/lisíurewicz ou renor-

malizáveis) não vale a construção dos intervalos Un (com IUnl --> 0, onde IUnl denota o

comprimento do intervalo Un). Por isso também a importância das hipóteses.

A condição geométrica suficiente para a existência de medidas absolutamente

tínuas é estabelecida em termos dos /atires de essa/a ("scalíng factors" em inglês)

cl'. == . m. .> l

Os falares de escala descrevem plopríedades geométricas do sistema e estão fortemente
relacionados com (questões de distorção

con

V ln.

U
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Figura Aplicação de primeiro retorno a 14.

Figura Ilustração do intervalo Un
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Clom todos esses conceitos e resultados bem entendidos usaremos a Decomposição

de Telemann da órbita Crítica (Capítulo 5) para provarmos que a somabilidade dos
labores de escala

)l:(««)'/' < m
n,>l

implica na Condição de Somabilidade sobre as derivadas

> ' lo./*(./'(.))I''/' < .«.

que estabelecemos há pouco. E aqui está o passo técnico detalhado nesse trabalho. isto

n,.>l

ao longo da órbita crítica de modo que }: in./:k(.f(c))I''/' < oo. E para isso utilizamos

um resultado demonstrado no Capítulo 6 (Proposição 6.1.1).
Em j10] e em ]5] (Cap.V, Seção 4) foi mostrado que expansão suficiente ao lon-

go da órbita crítica implica na existência de uma medida de probabilidade invariante
absoluta.mente contínua.

E bom ressaltar aqui que a condição de que exista apenas um número finito de

retoinos centrais na família de aplicações de retorno é suficiente para termos a somabili-

dade dos fatoies de escala. Isto mostra que a condição geométrica pode ser trocada por

uma condição topológica. Esse é um resultado conhecido como decaimento de geometria

e que pode ser encontrado em j161 e jlll. Discutiremos esse assunto em mais detalhes
no último Capítulo.

Com isso concluiremos o Teorema principal da dissertação, tirado do trabalho d
Martens e Nowicki, l41

É>l

k>l

e

Teoi'ema 1.2.1. Uma ap/ cação / ruminada/, S.f < 01, não reforma/ázáz;e/, com ponto

=ríti,co quadrático e recorrente, e com Q coTtdição geométricct de qze exista apenas um

r\útero $ni,to de retornou centrais na. sua, fam,íti,ü de aplicações de retorno, é caótica, ou

seja,, f tem urna Tnedida de probctbilidüde inda,diante absolutamente contímtct.

A hipótese de que o ponto crítico é qudrático não é uma hipótese necessária. Esta

remos utilizando-a aqui para facilitar as demonstrações.
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1.3 Parâmetros

No último Clapítulo desse trabalho estudaremos um pouco da importância do Teore-

ma 1.2.1 ao lidarmos com famílias de aplicações ao invés de uma aplicação apenas. Ou

seja, utilizaremos esse Teorema para mostrar, por exemplo, que, sob certas hipóteses,

se (/a).CJ. é uma família de aplicações S--unimodais do intervalo [0, 11, onde Jo é um

intervalo no qual o parâmetro a varia, então os parâmetros a C Jo para os quais /a é
renormalizável ou caótica são prevalentes em Jo. E que além disso os parâmetros pa-

ra os quais /a é caótica têm medida positiva e que os parâmetros para os quais /a é
renormalizável formam um conjunto denso em Jo. Para provarmos esses resultados no

parâmetro estudaremos a renormalização generalizada em famílias.

Na maioria dos Capítulos tentaremos dispor os conceitos e resultados de forma a.

facilitar a leitura do trabalho, tanto para os que dominam a área quanto para os menos

afins com ela. E com essa finalidade que a última Seção de cada Capítulo será destinada

apenas para as demonstrações dos resultados constantes no mesmo e alguns resultados

e conceitos técnicos que não foram enunciados mas que são necessários para obter os
enunciados. Pala maior clareza. reenunciaremos os resultados e os demonstraremos em
seguida.
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Capítulo 2

Derivada Schwarziana, Razão

Cruzada e Distorção Í'

3

2

Neste e nos próximos três capítulos estudaremos conceitos e resultados importa.ates e

necessários para adquirirmos embasamento teórico suficiente para abordarmos o Teorema.
principal da dissertação.

Os resultados deste Capítulo podem ser encontrados no livro de W. de Meio e S
Van Strien l51

2.1 Derivada Schwarziana e Razão Cruzada

Definição 2.1.1. Sda .f : ]a,ó] -} la',ó'l ma ap/cação C'; Za/ gue D./(#) # 0,Vz C

la,bl, com a,b,a',b' c IR. .4 .Z,)eriçada ScAwarz ana de / no ponto z C la,ól á díi/7nída

'''«, -H -; (H)
Da definição, a seguinte fórmula para a Derivada Schwarziana da composição de

duas funções segue imediatamente da Regra da Cadeia

2

Stg . f) = SoÇfÇ=».ÇDfi~=)y' -+ SITE).

25

(2.1)
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Daqui segue que se S.f = 0 = Sg então S(g o ./') = 0. E se S/ e Sg têm

sinal então $(g . ./') também terá este mesmo sinal.

Utilizando essa fórmula da composição obtemos a Derivada Schwarziana da inversa
de ./,Isto é

o mean'io

Sf--\ o f-t
~Dj)a '

E assim fica claro que S/ e S/'i têm sinais opostos, ou seja, se S/ < 0 então S./:-i > 0,
e vi ce-versa.

Uma das hipóteses usadas no Teorema principal desse trabalho é o de que a Derivada

Schwarziana da aplicação / é negativa, S/ < 0. Nesta Seção a maioria dos resultados
envolvem o sinal da Derivada Schwarziana

Lema 2.1.] . (Princípio do Mínimo) Soam T = [a,b] C ]R um nZerua/o e / : 7' --} R

ümü aplicação co'm, deriuadct Schloa,rziana negcttiuct. Se DfÇ=) :# q para todo = C T então

O./(a)l > minÍJO.f(«)l, in./(ó)l},V:« C(«,b)

Em outras palavras, esse Lema 2.1.1 nos diz que S./' < 0 implica que não há mínimo

local positivo de Z)./ e nem máximo local negativo de Z.)./.

Vejamos uma propriedade interessante que envolve a Derivada Schwarziana de uma

aplicação. Na verdade essa é uma. aplica.ção muito importante da Derivada Schwarziana

que envolve o conceito de distorção, como veremos na próxima Seção

A Proposição 2.1.1 assim como o Lema 2.2.2 são adaptações do conhecido Princípio
de l<õebe. Eín ]5] há uma exteíisa discussão sobre esse resultado

Prados:Leão 'Z.l.L. Sejam I' ,J' C W. e J : I' -+ J' um dijeomor$smo. Se J = fÇi),J' =
JÇi' ),SJ Z q.l C I' («ide Fig«,- 2.1) e«tão e«isto

c = c(mina /' , /z })

t,al, que

D./'(«)
7jllÚ' $ ., v«,v c /,

onde l\ C. I' é Q componente de I' \l à esqKerdct de l e 1, é o análogo à direita. Deve-se

ressaltar qüe a, constante c Ttão depende du função ji
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Figura 2.1: Propriedade da Derivada Schwarziana

Como se S/ > 0 teremos peia fórmula da. composição que S/-t < 0, obteremos um

resultado análogo ao anterior para o caso em que S./ < 0, e nesse caso a constante.c
dependerá das razões nos intervalos do contradomínio.

A seguir temos alguns resultados envolvendo, além do sinal da Derivada. Schwatzi-

ana, o conceito de órbita atratora, sendo que o primeiro é o Teorema de Singer (origi-
nalmente demonstrado em j171, vede também l51).

Teorenxa 'Z.L.L. Se J tem Sj <. ü e fçaí) C E)l então ü bacia, i'm,Gaiata de qualquer

órbita l)eriódica atratora contém um poTtto cr'ético de j

Corolário 2.1.1. Se .f tí üma ap/ácação S--animada/, então ./ possua no mázÍmo ma
órl)itü periódica atrütorü.

Teorema 'Z.L.'Z. Se f tem Sf <. ü eTttã,o todo ponto l)eriódico não-hi'perbótico de f é
um a rotor

Definição 2.1.2. Sejam J C T (. IR ãnferua/os apertos e /mijados leis que T \ J
c;insiste de dois interuülos L e R. De$nimos a razão cruzada desses enter-Balas como
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sendo o quociente

A razão cruzada está relacionada à mtíÉrÍca Ãáperóó/ ca. Seja T C IR um intervalo

limitado. Para z,y C T definimos o comprímerzío Aiperóó/{co de J = lz,yl dentro de T
por

p,(", p) - hxp(7', J) - i'g -re-H{HÍIZ-a - i.g (i + n(r, J))
Definição 2.1.3. Seyarn J C T c iR ánferua/os como na De#nição 2./.2 e g : 7' --> lO, ll
uma ap/ cação conta'nKa e monótona. De#n mos a distorção da razão cruzada de g como
sendo o quociente

l

0Z

Bt.g,T , J) =
DÇgçT) , gÇJ»

D(T, J)
E fácil ver que se ./ : / -+ / é contínua e ./'"lr é monótona. então

p(./", r, i) (./, .f;(7'), ./;(J)).

Vamos discutir algumas propriedades interessantes do opera-dor /7 definido acima.

envolverldo a derivada Schwarziana e o grupo das 7rans/armações de Móóius, .A4, isto

é, @ C .M se Ó(aç) - ;ã-.ã, onde a, b, c, d são rlúmeros reais tais que ad -- bc # 0.

Proposição 2.1.2. H der fiada ScAmarz ana de g : T c R --> R á {denf camerzfe fera

se, e somente se, g é a restrição de uma. transformação de Mõbius Q T

Proposição 2.1.3. Sda g : 7' --> 11{ wma ap/ cação monótona. Então B(g,T", J*) = l

para todos os pctres de interna,los J* C T* se, e somente se, g é a, restrição de zmcl
transformação de Mõbiu,s.

Proposição 2.1.4. Sela T um nterua/o aóerfo / m fado da reza rea/. Para z, y C 7' sela
lz u Jllz u RI

p«(", y) - Ãpp(r, i) - i'g -!-!=1-ÍiiiÍ:=-u - i.g (i + n(r, i))
onde J = \=.U\. Então PT é uma mét,ricct em T e o grato de isometrias desta Tnétrica

á elatamente o grupo .My de todas as transformações de Mõbizs qu,e teuüm T eln T

AtéTn disso, o grupo JMT atum, transitiuamertte sobre T, isto é, dados =,y € T, existe
uma isometria. # tal qze $Ç=) = y.



2.2. DISTORÇÃO 29

Proposição 2.1.5. Se g : 7' ---} 11{ fem derivada ScA70arziana negatÍt;a Írespect uameníe

positiva) em todos os pontos, e se $,'$ são transformações de Mõbius então go $ e +o g

L«mbém têm d«i-d« Sch«»«zi-" «.g«ti- («specü«me«te positi")

Proposição 2.1.6. Se g : T -+ IR á wma ap/cação C'3 com derÍoada ScAzoarzana
negafáua então

BÇg,T" .J* ) > \, para todos os pares de intervalos J* C T* C T.

Assim, um dífeomorfismo g : 7' --> T' tendo derivada Schwaiziana negativa (respec
vivamente positiva) expande (respectivamente contrai) a métrica hiperbólica:

Pr,(g(z), g(y)) > pp(=,y)

(r'sp"ti-m'nte pr,(g(',),g(y)) < PT(z, y)) par; todos :«, 3/ C T . « / y.

Distorção

A Propriedade 2.1.1 que finaliza a seção anterior nos motiva à seguinte definição.

Definição 2.2.1. Sejam / C R wm nferua/o e g : / -+ R uma ap/ácação (l.ri. Se

Dgt=b :# Q para, todo = ç: 1, de$nimos Q distorção de g eln l por:

Na literatura encontra-se também sup,,vc.r ID;iiil-' como sendo a distorção de g em

De acordo com a Definição 2.2.1 acima a Proposição 2.1.1 afirma que Dist(./, /) é

[imitada, por ]og c (ou por c, de acordo com Definição de distorção utilizada).

Na maioria dos resultados da seção anterior usamos a hipótese de que a Derivada
Schwarziana é negariva, S./ < 0, e nesta seção não a usaremos

Lenda 'Z.'Z.L. Sejam f : 1 -.} 1 e T C l um, interna,lo tat q'ue ü restrição de f" cl T é u,m,
dijeo'rrLorjismo C\ . Então

n, l

DistÇj" , T) '$ ''!., DistÇJ, f: qT ».
i-o
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Como em geral estamos interessados na dinâmica de aplicações que tenham pontos

críticos o resultado seguinte trata um pouco dessas considerações

Corolário 2.2.1. Seja / : Z) C IR --} Z.) ama ap/ cação (l;'i. Sejam y C Z) m aperto

contendo todos os pontos críti,cos de f e C > Q ü constante de Lipschitz da. aplicação

« -> log in/(')l '«' D \ y. s. r c o á «. {«f.««/. f«/ g«. r, . . . , /"''(r) «fão t.d«
fora d. V, então

Dist(/", r) $ c )l: l./:(7')l.

Definição 2.2.2. .ZI)iremos qwe ama ap/{cação ./ á de c/asse C'', onde s = A + a, A C N
: Q C \ü,L), quando f é Ck e sla k--ésim,ct geriu da bati,afaz Q condição de Hõlder de
ordem a, isto é

l7}

0'&

lo*/(:«) - o*/(z/)l $ c''l« vl",

onde C' é 'ulnü constante positiva,

Discutiremos expansão da derivada Z.)./'" (hiperbolícidade) no Capítulo seguinte.
Mas o próximo Lema mostra que expansão da. derivada implica em distorção limitada.

Lema 2.2.2. Sejam .f : 10,11 H 10,11 uma:.ap/ cação Ci+~ com a > 0 e .4 C lO,ll
un\ cona'unto abed,o tat que a deriuüda, de f não se an'ula, no fecho de A. Se e=isteTn

c' > o, À > 1 f«{' q«. In./'"(«)l ? c'':À", p-« « c lo, il z«/ q«. ./':(#) c .4 p«« z. .
i= 1, ..,m--l .filão ezÍsfe C'i >0 fa/qu se ./:(J)CÀ pa«O$á<n, .ndenC N,

Então J" tem distorção limitada sobre J, OI seja,,

IÍl;;l;# < o'. ,v«, y c J.

E importante ressaltar que a constante C'i não depende de n (desde que as hipóteses
sejam satisfeitas).

2.3 Resultados e Demonstrações

Lema 2.1.1. (Princípio do Mínimo) Soam 7' = la, ól C R m ínterua/o e ./' : T --> R

üma aplicação com dóri,ua,da Sch'würzianü negüti,uü. Se DfÇ=) :# ü para todo = € T eTttão

lo./(:«)l > :ninljD/(«)l, lo./(ó)l},V:« C (a,ó).
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Z)emorzstração. Em qualquer ponto ftlítico g/ da aplicação # -> IZ)/(r)l temos que

DZ.f(.y) :: 0. A.ssim 0 > S.f(.y) Isto é, Daj(.y) e OJI,y) têm sinais oç)os-
sos. Portanto, y é um máximo local 'd;'Z)./' se Z)/(y) > 0 ou um mínimo local se
Z,)./(y) < 0. Conseqüentemente, a função # -> IZ,).f(z)l não pode ter um mínimo no

interior clo intervalo. Assim seu mínimo deve estar na fronteira. []

Prados\ção 2.1.L. Sejam I',J' C W. e f \ I' --+ J' um difeomor$smo. Se J = fÇI),J' =
f(.i'),Sj Z q,l C. I' então existe

c= c(mini /.l, /z })

tal que

D/(«)
ijf(á'Ç .. w« , u ç: -,

onde l\ C. I' é o interna,lo à esquerda de l elrl I' \. l e 1, é o análoga à direita. l)eue-se

ressaltar qwe Q constante c não depeTtde dü Junção fi

Z,)emonsfração. Considere

pÇ«) - o \.g \o.f(«)\ - 1111-;Ec) . f'(«')
Temos

-«,«'- r\4r - Ç- «Ç*- ;.* \.
e portanto

sf
Como S/ ? 0 segue que p'(3) 2. !p'(z), que é uma inequação diferencial. Resolvendo

a .quação g'(z) = IÍp'(z) obtemos

Ç'.(" )

ou a solução identicamente nula, onde c é a constante que determina a unicidade da

solução para cada zo C /, ou seja, dados zo C / e wo C R \ {0} existe um único c tal

que mo = p.(zo). Por exemplo, sejam /' = la', ó'l, / = la, ól e suponhamos sem perda de

generalidade que a' < a < 0 < b < b'. Assim temos que

2

C

.Pb-'> V..'qc'> U
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e

p«- <. \p..Nc <. d

Agora seja yi = p.. , com ci < a', a solução tal que p:(a') = min {0, p(a')}, e 92 = p.,,
com c2 > ó', a solução tal que g,(b') = max {0,g(ó')}. Com isso temos

P,(«) < 9ó,(z),V:« < Ó'

P- (;«) > P..(;«), v:« > «'

Da inequação diferencial p'(z) ? {g'(z) segue que

e

P(z).$ P,(z),Vz < b'

e

P(z) ? P:(;«), V« > «'

Logo
2. 2

ç:' $ 21;:] ' 'p ? ;-::-;
e portanto

lpl ;2m«{ l , l }-
dist(/, a.r')

2

E sendo assim obtemos que

l01og IP/(:«)ll $
dist(/, a/')

Z

Pelo Teorema do Valor Médio segue que

i.g l:;l;y-i - l i.g in.f(")l - i'g lo.f(v)ll $ üaF12ia.;' in/(p)l ' ' ''' '-' ~''

fazendo c = c(/, /') - ezp { 2 /l } obtemos o resultado desejado.

Teo enla 'Z.l..l. Se f tem Sf < 0 e fÇõl) C al então a, ba,ciü i,medi,ata de quatqler

órbita, periódica, utratora contém u,m, ponto crítico de J

D
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Demonstração. Seja p um ponto periódico atrator, de período n, de /, e sqa 7' a compo-

nente conexo de sua bacia imediata contendo p. Assim /"(T) C 7', pois se existisse z C T

tal que /"(z) g 7' então, pelo Teorema do Valor Intermediário e pelo fato de T ser uma

comp'n'nte conexo, existiria w fora da bacia imediata de p (./:"(p) < ./"(g/) < /"(z))
tal que w = /"(g/) para p < y < z, mas isso não ocorre pois a bacia imediata é inva-

riante. Além disso, como p não atrai os pontos de fronteira temos que ./:"(a7') C aT.

Realmente, ./" não pode levar algum ponto da fronteira de T no interior de T, pois
se isso acontecesse poderíamos estender T, o que não é possível uma vez que 7' é uma

componente conexo da bacia imediata de p. Se existir # C T tal que Z)./"(z) = 0 então,

para algum 0 $ .j $ n -- l, /j(z) é um ponto crítico de .f que pertence a .fj(r). E

usando o mesmo argumento utilizado acima para concluirmos que /"(7') C 7', também

obtemos que /j(7') está contido na bacia imediata de ./j(p). Portanto o Teorema está

verificado nesse caso. Agora, vamos assumir, por contradição, que Z,)/"(z) g1 0 para todo

z C T. Sda m - 'z se Z)./"(]') > 0 para todo z C T e sda m = 2n se Z).r"(z) < 0 para

todo z C 7'. Como T é uma componente conexo da bacia imediata de p, /"(T) C T e
/"(ÕT) C aT, isso implica que ./'" é um difeomorfismo de T em T, ou seja, ./'"(7') = T,
D/"(';) > 0 para todo z C T e .f"(:«) = z para " C õ7'. Se :« C Z?T então D./"'(z) ? l
pois caso contrário z seria um atrator dos dois lados, e isso iria contradizer o fato de 7'

ser uma componente conexo da bacia imediata de p. Pelo Princípio do Mínimo, segue

que Z)/"(w) > 1 para todo w C int(T). Mas isto é impossível pois como /m(7') = T

temos pelo Teorema do Valor Médio que existe m C int(T) tal que D./'m(W) = 1. Assim
concluímos o resultado. n

Corolário 2.1.1. Se ./ é uma ap/ cação S--unímoda/, então / possuí no mázÍmo wma
órbita periódica attütora.

Z.)emorzsfração. Uma vez que o Teorema de Singer assegura que a bacia imediata de

qualquer órbita periódica atratora corltém um ponto crítico de .f, segue, pelo fato de /
ser S unimodal, que ./' possui no máximo uma (órbita periódica atratora. []

Teorema 2.1.2. Se / e' Hma ap/ cação S--un moda/, então lodo ponto periódico não
hiperbólico de j é \Lm cttrator.
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a
b

C d

Figura 2.2: Possibilidades de gráficos de ./:" numa vizinhança de p, com Z)/"(p) = l

Denzonsfração. Seja p um ponto periódico não-hiperbólico cle ./', isto é, p é periódico de

pe'iodo n e IO./"(p)l - 1. Sendo assim ternos que l)./'"(p) = 1. Assim pelo Priíicípio
do Mínimo temos que em nenhuma vizinhança V de p vale que Z,)./2"(z) ? l para. todo

z C V. Logo o gráfico de ./2", numa vizinhança de p, pode ser de uma das formas

mostradas na Figura. 2.2, com exceção da possibilidade a. pois S./' < 0, as quais são

atratoras pois, em todas (6., c. e d.), pelo menos uma serei-vizinhança é atratora

n

Víamos agora alguns resultados básicos sobre transformações de Mõbius que serão

necessários para obtermos alguns resultados enunciados anteriormente. Para isso assu-

miremos aqui um conhecimento mínimo sobre análise complexa.

Uma aplicação S : C~ = (C U {oo} --> (C- da coima S(z) = ;ã:7, onde ad -- óc # 0
é chamada de transformação de Mõbius. Se S é uma transformação de Mõbius então

S :(z) = :111iiiâ- satisfaz

Ó'(Õ l.z)) = b'''(S(z)) = .',

ou seja, S't é a aplicação inversa de S e é também uma transformação de Mõbius. Como

a composição de duas transformações de Mõbius é uma transformação de Mõbius e a



2.3 RESULTADOS E DEMONSTRA ÇÕES 35

composição é associativa segue que elas formam um grupo, denotado por .A''(.

Quais são os pontos fixos finitos de S? Ou seja, quais são os pontos z satisfazendo

S(z) = z? Se z satisfaz essa condição então

c,' + (d - «), - b

Se c # 0 então S(oo) # oo pois S(oo) = a/c e assim S terá dois pontos fixos finito no

máximo. Agora, se c = 0 então S(oo) = oo, mas (d -- a)z -- b = 0 produz apenas mais

um ponto fixo finito. Assim, uma transformação de Mõbius pode ter no máximo dois
pontos fixos finitos, a menos que S(z) = z.

Agora seja .g uma transformação de Mõbius e sejam a, 6, c pontos distintos em (C

com a = S(a),# - S'(b),7 = S(c). Suponha que T s.ja uma outra transformação de
Mõbius com esta, propriedade. Então T'l o S tem a, b,c como pontos fixos e, portanto

T-' o S é igua] a identi(]ade. Ou seja, T = $. Assim, uma transformação de Mõbius é

unicamente determinada por sua ação sobre quaisquer três pontos dados em (C

Soam z2, z3,z4 pontos em (Coo. Defina S : ('.. -+ (C.o por

se z2, z3, z4 € (C,
Z2 Z3
Z2 Z4

s(,)

S(,) s' ',

S(z) ::: ;' z'

S(,) '! se ,.
Z2 Z3

Em qualquer caso temos S(z2) = 1, S(,3) = 0, S(z4) = «, e S é a única transformaçã.
de A/lóbius tendo esta propriedade

Definição 2.3.1. Se zl C (Coo enfio lzi,z2)z3)z41, a razão cruzada de zl,z2,z3 e z4, e a

Imagem de z\ pela única transformação de MõbiKS qu,e leda, zl no \, za no Q e z4 no (x.

Por exemplo lz2,z2)z3,z41 :: l e lz, 1,0,ool :: z. Tombem, se /I'f é qualquer trans-

formação de h/lõbius e w2, to3, w4 são os pontos tais que il/zo2 :: 1, Jk/w3 :: 0, j\4to4 :: cn
e«tão M; :::: 1;, w,, .«., «,.l.
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Proposição 2.3.1. Se z2,z3,z4 são podias d st nãos e T e qua/gae7' frans/armação de
Mõbizs então

lzi z2) z3, z41 :: Irai , Tz2, 7'z3) Tz41,

para qualquer ponto z\, OI seja, transformações de Mõbiu,s preservam, Q razão cr'uza,da

Z)emonsfração. Sqa Sz = lz,z2,z3,z4ll então S e uma transformação de Mõbius. Se

]V = ST-t então M(TzZ) = 1, JI/(Tz3) = 0, M(Tz4) = oo; assim, S7'':z = lz, Tz2, Tz3, Tz,l
para todo z C (C.. Em particular, se z = Tzi o resultado desejado segue. []

Proposição 2.3.2. Se z2,z3,z4 são podias d sf fetos em (Cw e se w2,w3,w4 iamóen7z são

pontos distintos em ç,.., então existe um,u úni,ca, transformação de Mõbi,is S tal que
Sza Sza =. 'ln3} Sz4 = lp4

Z,)e7nonstraçao, Sejam 7'z := lz)z2,z3)z41, A/z = lzlto2,to3,to41 e considere S = A# iT

Claramente S tem a propriedade desejada. Se R é uma outra transformação de Mõbius

ta] que Rzj = w:f para J - 2, 3, 4, ente.o R-' o S tem três pontos fixos (z2, z3 e z4). Assim
temos que R'' o S = / (identidade), ou sda, S = R. []

Vale também um outro resultado simples de se mostrar que diz o seguinte: se
S(Z) - a2+ó é uma transformação de Mõbius então S(R) = R se, e somente se, a, b, c e
d são números reais.

Proposição 2.1.2. .4 deríuada ScA?oarziana de g : T C R --.} R á derzZícamente zero

se, e somente se, g é a, restri,ção de uma trarLsformação de Mõbizs a. T

Demonstração. Observe que podemos escrever Sg :: --2 Z)glÍZ)2,t/ 1 . Se Sy :: 0
lopl

então D2 1 = 0. Assim, i: - cz+d e portanto, g(3) = ::;Z. A recíprocaé
imediata. De fato, se g é a restrição de uma transformação de Mõbius a 7' então g se
escreve da forma g(z) = az+ó, onde ad -- bc # 0. Assim temos que:

op(«) - dlt:l;-, o'.(«) - ''«'' - «4k" + 'a . n;g(«) - gi19{3ji--
Loe.o

'«',, - eâ - ; (eP) ' - 6c2 3 /' --2c
2 \. cz + d

D



2.3. RESULTA DOS E DEMONSTRA ÇÕES 37

Proposição 2.1.3. Seja g T ---> IR wmci ap/cação monótona. Então

BÇg,T*.J*) para, todos os pares de intervalos J* C T* se, e som,ente se, g éü
restrição de Kma. tra,nsforma,ção de Mõbius.

Z)emorzsfração. (+) Sendo g a restrição de uma transformação de Mõbius temos pela

Proposição 2.3.1 que g preserva a razão cruzada. Assim B(g, 7'*, J*) = 1, ou seja, sendo

T* :: lz3,zil e J* = lz4,z21 C T* (onde z3 < z4 < a2 < zi) e lembrando que g é

monótona temos pela Proposição 2.3.1

[«:, «,, «;, «.] = ]g(«-), g(:«,),p(«,),p(«.)]

e daí

"ü, '*, 'n - pq!;+' "" - - «
(::>) Suponha que g seja uma. aplicação monótona que preserva a razão cruzada D

Seja T = lzo,zil e escolha. z2 C (zo,zi). Pelo Proposição 2.3.2 temos que existe uma

única transformação de Mõbius Ó tal que .É(z{) = g(z{) para i = 0, 1, 2. Afirmamos que
g(z) = @(z) para todo z C 7'. De fato, se / é o intervalo limitado por z2 e #, então
B(g,T,J) = B(@,T, J) - 1, pois sabeónos da Proposição 2.3.1 que transformações de

Mõbi«s t.mbém p-'s''"m a r«ão cr«ad-. Porá«to, Z)(Ó(7'), Ó(J)) = D(g(T),g(J))
', com' @(r) - g(r) e #'(z,) = g(«,), obtemos q«e Ó(«) = g(#). n

Proposição 2.1.4 Sega T m nterua/o aóerZo /Zmílado da Teta rea/. r'ara z,y C T seja

P,(", 1') - Ayp(I', J) - i'g -rLUí-lgá-!-m - i.g (i + D(Z', J)),
onde J .U\. Então PT é uma Tnétricü enrir T e o grupo de isoTnetrias desta métricct

É elatamente o grupo .M.y de todas as transform,Cações de Mõbius que !eram T em T

AléTn disso, o gru,po .MT atu,ü tta,nsitàuamente sobre T, isto é, d,aços =,y € T, existe
««« i..«.ef,{« Ó Z«/ g«. Ó(;«)

Demo zsZração. Que pr é uma métrica segue imediatamente da fórmula. Da Proposi-

ção 2.1.3 acima, obtemos que o grupo clãs isometrias coincide com o grupo das trans-

formações de Mõbius ./\4r. Seja T = (zo,zi). Como existe uma única transformação

de h'lõbius satisfazendo Ú(z{) = zi para à - 0, 1 e Ó(z) = #, o grupo de isometrias
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agua transitivamente sobre 7'. Isto prova a sentença. Se T = (0, 1) então o grupo de
isometrias preservando orientação é a família de aplicações

ó*(") - .iü':fqi':-x, -.« < .x < :.

D

Proposição 2.1.5 Se g : T -..> R fem derÍoada ScÀwarz ana Regalada 0'especfáuamenfe

positiva) em todos os pontos, e se $, $ são trcLnsformações de Mõbivs então go 4) e '+a g

1.,mbé«l têm geriu-,da Sch,mürzia«\-, negativa (respectivamente positi«iü).

Z)emonslração. Da Proposição 2.1.2 temos que S@ - 0 e, portanto, pela fórmula de
composta obtemos

s(Ú .p) lngl' + sp sg . sçg. Óh ÇSg. 41. ÇDÓÕa +- S$ = ÇSg. ÓÜ. ÇD$ba

D

Proposição 2.1.6 Se g : T -+ IR á uma ap/ cação C'3 com deráuada ScAwarzíana negam z;a
en,ta,o

B(g,T*, J*) > 1, pala todos os pares de intervalos J" C T* C 7'.

Demonstração. Sejam T* = lzo, zil, J* = lyo, 3/il e @ uma transformação de Mõbius tal

que é o g fixa os pontos da fronteira de T* e o ponto yo. Afirmamos que @(g(yi)) > yi.
De fato, suponha, por contradição, que .É(g(gl)) 5; yi. Pelo Teorema do Valor Médio

existem zo C ]ao, go], zi C [yo, yi], z2 C ]yl, zi] tais que

o(ó . g)(..)
yo -- zo

D($ . g)(,: )
yt -- yo

o(@ . g)(,,)
zi -- g/i

Uma vez que S(Ó o g) = Sg < 0, isto contradiz o Princípio do Mínimo. Portanto
@(g(3/i)) > yi. Logo

}

e

]@b(r*»l ló(P(i'))l

B(ó ' p, r*, /*) - -@ii!:lilBõH:;W > '.
l *l la*l
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Como B(@'g, T*, J*) = B(@, g(T*), g(J*)) - 2?(g, T*, J*), e como pela Proposição 2.1.3 a.

transformação de Mõbius é preserva a razão cruzada, obtemos que Z?(g, 7'*, J*) > 1. []

l.ente 2.2.1. Sejam f : 1 --» 1 e T C l um interuülo tal que ü restrição de j" a, T é u,m

difeom,or$smo C\ . Então

n l

Dist(./", r) $ 1>.: Dist(/, /;(r))
{-0

Demonstração. Pela Regra da Cadeia temos que

lo./:(/: («)) l

Um; vez q- /'(:«), /'(z/) € .f:(r), temos q«e

.KH :l :ni;tU,/:W),
e isto prova o Lema. n

Corolário 2.2.1. Sda ./' : Z.) C R -+ Z) üma ap/ilação C'i. Sejam r C Z) am aóerfo

contendo todos os pontos críticos de f e C > ü a constante de Lipschitz da ctpli,cação

« -> log 10/(«)1 em D \ b'. S. 7' C D é ««. ínf.««/. f«/ g«. 7', . . . , ./"''(T) «tã. [.d«
fora de V, eTttão

oist(/", r) $ c' }: l./:(7')l.

l

02

Demonstração. A distorção de ./' sobre um intervalo J C Z) \ V é limitada por C' - l/l,
pois

loKl;l;l;#l llog ip/(«)l - log IO./'(y)ll $ C'l« - vl $ C'ljl,V,,v c J.

Portanto
n -- l n -- l

Dist(/", r) -$ }1: Di;t(./, ./''(r)) -g c' }ll: l./;(r)l
{::o .i ::o

n
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Lema 2.2.2. Sejam / : 10,11 -...> 10,11 ama ap/cação Oi+" com a > 0 e .4 C lO,ll

u'rn conjunto aberto tal qu,e í deTiDa,da. de J não se anula no fecho de A. Se existem

o' > o, À > 1 f«i. g«. IP/"(«)1 2 c'':À", p«« « c to, il f«/ q«. /'(«) c .4 p-« l. .

i=1,...,n--l nfão .zÍst. C'. > 0 fa/gwe se./''(J) C .'l P««O$i<n, .nde n CN,
Então f" tem distorção limitada sobre J, ou seja,

o./"(«)l . . .,
ÍDl;iliH < c':, v«, y c J.

Demonstração. Dados z,y C J e { = 1, . . . ,n -- l temos pelo Teorema do Valor Médio

=i=;:;:=1:ii:i.i ii'ini il:Jil;,$ilfw;, *, ....;
que

IP/"';(01 ?C'''À" ',V(C J,j ..,n-l
Assim obtemos que

1./''(") - ./';(p)l - -lqj;l;ii;tÍlá$a $ c'À'"''':l/"(«) - ./'"(v)l, (2.2)
para todos #,y C J, para todo ( dado pelo Teorema do Valor Médio e para. todo
i = 1,...,n -- l.

Agora como ./' é C'l+a e a derivada de ./' não se anula no fecho de .4, existe /3 > 0

tal que a aplicação z -> log IZ)/(z)l é C'/3 sobre ,4. Logo temos que:

''g ll;;i-l;# - >:(i'glnJ'(./;("))l- i'g in.f(J''(g/))l){-0

(definilÍa0 2.22) $1.! C,'l/{(z) -- /{(Z/)IP
{::0

/n aX 7t,--l

p.4 >, C,'0.0ÀG-")pl/"(«) - /"(y)I';--n

''''i.'"(«) - .''"ui'El$-

c"c''f/"(«) - ./"ul'E(.i

n

'z

'z

<

'q

n



CIJapítulo 3

Intervalos Errantes e

lliperbolicidade

3.1 Intervalos Errantes e lliperbolicidade

Os resultados deste Capítulo podem ser encontrados no livro de W. de Meio e S. Van

Strien l51 e nas referências ali mencionadas.

Definição 3.1.1. Se ./ : X -+ X á üma ap/ilação corztíhtla, onde X é wm espaço

ntétrico, chantumos de cor\junto u limite da órbit de ç: X CLO conjunto

«,(«) X; ] «m« ..g«ên.{« n. -} «, «m /"'(«) --> y}.

Além disso, pura todo slbconjKnto T de X, de$vtimos

«,(r) (:«); « c r}.

Definição 3.1.2. Z){zemos que J é am ínferoa/o errante para a ap/ícação ./ se;

L. os i,nterua.tas J, jÇJ). . . . são dois a, dois dis5untosl

2. o conjunto {.o-tina,te de J não é igual a, u,nLa órbita periódi,ca..

Teorema 3.1.1. (Teorema de Schwartz) Sda ./ : 10,11 -.> 10,11 uzlza ap/cação

:o«.tÍnKa sütisfü«-«d,o «,s seg'«,int« «.«lições: i) f é C''' e monóto«-ü por pa«tes e ü)

« «P/{«çã. « -> log in./'(«)l '' «f'«'Z' « «m« /u«çã. Láp«Àjt. «Ó« ]O, 1]. E«Zão ./' «'.
tem interuülos errantes.

41
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Do Teorema de Schwartz obtemos o seguinte Corolário 3.1.1 que juntamente com o

Lema 3.2.1 (que se encontra na última Seção deste Capítulo) nos fornece o Lema 3.1.1

a seguir. Lembrando que uma órbita periódica, de período k digamos ((9(p) = {p, /(P),
/'(P),- -.,/*':(p)} com ./''(p) = p), é dita ser atratora se IZ)/k(z)l 5; 1, para todo
« c 0(P)

C:oroláno 3.1.1. Sejam .f : 10, 11 -+ 10, 11 wma ap/ cação C'3 con7z Z.)triz;ada ScÀwarzÍ-

ana negam ua e V' C [0, l] wm corÜunto aóerfo conferido lodos os pontos crúÍcos de / e
pelo menos wrru ponto de ca,da órbita periódica, atratora,. Então j não posou,i intervalos
.«-f« .«, ]o, i] \ 7

LeRIa 3.1.1. Sigam ./' : 10, 11 --.> 10, 11 un7za ap/ícação (,y3 com der Dada ScÀwarz ana

rtegatiua e V um conjunto aberto contendo todos os pontos críticos de .f e Feto menos um

ponto de cada, órbita periódica atratora.. Er\tão existe um inteiro m tal qu,e se fi Ç=) { V
p«a Z.do 0 $ i < «. ntã. IP./"(z)l > 1.

Com o Lema 3.1.1 e o Lema 2.2.2 obteremos o seguinte Teorema 3.1.2. Uma versão

C'2 desse Teorema foi demonstrado por Ricardo Maré, vede l51 (por essa razão, seu

enunciado é comunmente citado como Teorema de Mafié)

Teorema. 3.1.2. Sejam f \ l -.» l I'm,a. aplicação Ca com derivada Schwarziana negativa

: V Km conjunto aberto contendo todos os pontos críticos de f e Feto 'menos 'um ponto

ãe cada. órbita periódica, não-repulsora, onde l C W. é zm intervalo compacto. Então

«{.Z.«. C' > 0, ,à > 1 e Ã' < .« t«á' qae se :« C / «f s/a, ./''(z) gl }'' P«« l.'Z.
i = 1, . . . ,n l então

0/"(z) > C':À",

B se J é um inteructto tat que J. . . . , f-'-\ ÇJ) estão todos fora, de V enl,ão

i:i;;l;l $ Ã', para lados :«, y C J.

Definição 3.1.3. Seja .f : 10,11 ---> 10,11 wma ap/{cação C'', r ? 1. Um suÓconlunfo

7( C 10, 11 á d fo A peróó/ co se ./(/T) C /r e ez saírem constantes C > 0 e À > 1 1a s que

lo./'"(z)l > c' 'À"
para todo = E K e para. todo n C N



3.2. RESULTADOS E DEMONSTRA ÇÕES 43

O próximo Teorema garante que no intervalo, conjuntos hiperbólicas têm medida
de Lebesgue nula.

Teorema 3.1.3. Sela .f : 10, 11 --> 10, 11 ma ap/ácação C'i+' com cv > 0. $e I' C 10, 11 e'
um conjunto hiperbólico e compacto então F tem m,edidü de Lebesgue i,gu,üt a, zero.

Como consequência do Lema 3.1.1 e do Teorema 3.1.2 obtemos o Teorema de Mi

siurewicz 3.1.4 a seguir.

Teotetna 3.L.4. Sejcl j : 1 --+ 1 uma a,plicação Ca com derivada Schwatziana negativa

Um con:lento compacto, 1< C. l tal qwe fÇi<) C K é hiperbólico se ete não contém

pontos críticos, paul,os periódicos não-hiperbólicas e nem pontos periódicos utratores hi.
perbólicos.

Pelo Teorema 3.1.3 este conjunto /\' tem medida de Lebesgue zero. E como con
sequência dos dois últimos Teoremas;temos o Corolário 3.1.2 abaixo.

(]oroláno 3.1.2. Sqa ./' : / -+ / alma ap/ícação C'3 com deráoada ScAloarzÍarza Regalada.

Se f tem vm ll'úm,ero anito de pontos críticos, rLão te'm, cttratores periódicos e nem órbitas

periódiccts não-hiperbólicas eTttão para, q.t.p. z ç: l, lota) contém pontos críticos de f

3.2 Resultados e Demonstrações

O seguinte Lema 3.2.1 é um passo necessário para a demonstração do Teorema de
Schwartz.

l.ente 3.2.1.. Seljam, l u,m intervalo com,pacto e j \ 1 --} 1 umu aplicação contírtva,.

T (.. l é lm, interna,lo a,bento tal qu,e:

-rJ ,llE l./'"(7')l - o

2) J" é «t«it««.«te «onót.«~« .« T, v,« Z À.

então T OK é um i,nterua,lo errante ou üoÇT) é 'um,a. ó rbita pera,ódi,ca,

Se
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a) b)

f'(u)

c) U

Figura. 3.1: a) e b) não ocorrem pois U é uma componente de l

Demonstração. Sda Z = U ./'"(T). Temos que Z não é necessariamente aberto na

hipótese 1, mas com a segunda hipótese Z é aberto. Claramente Z é invariante pelas
iteradas positivas de /

Primeiramente suponhamos que para qualquer componente U de Z temos que

./''(u) n ü = 0 para todo s ? 1. Como Z é invariante pelas iteradas positivas de /

temos que /"(U) n /"(u) = 0 para todos n > m 2 0. Logo U (e portanto 7') é um

intervalo errante (ou é assintótico à uma órbita periódica).

Agora suponhamos que existam uma componente U de Z e s > 0 tais que /'(u) n

U # g. Como Z é invariante pelas iteladas positivas de ./ isto implica que ./'(U) C t/
(ver caso c) da Figura 3.1).

Col-n a hipótese l temos: Se U é um intervalo que contém em seu interior um
ponto fixo p de .f' : U -+ U (ver Figura 3.2), então alguma iterada de T contém esse ponto

fixo em seu fecho, e como !n>. 1./*(r)l = 0 esse ponto fixo atrai T, isto é, ./A'(a) k:y' P

para todo z C T. E nesse caso não há mais nada para fazer. Caso contrário, P contém

em sua fronteira um ponto fixo atrator, p, de /' : F --> F. Se ./''(U) # U então para todo

z € a' temos que ./'k'(z) k4 p (ver Figura 3.3). Se /'(U) = U então o ponto de fronteira

{q} = Z?U \ {p} é um ponto periódico repulsor (ver Figura 3.4) e como :p{ l/k(r)l = o
obtemos que nenhuma iterada de 7' contém q em seu fecho. Assim todo pinto de int(U)
é assintótico a p pelas iteradas de /', isto é, ./k'(z) !;'i para todo # C T. Novamente o

resultado segue

n,>0
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Figura Ponto fixo atrator, p, no interior de P

Sf' (u)

Figura Ponto fixo atrator, p, na fronteira de C/
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Sf' (u)

S
/

P gU

Figura 3.4: Ponto fixo atrator, p, e repulsor, ql ambos na fronteira de t/

Com a hipótese 2 temos: Serldo T aberto e ./" estritamente monótona, para
todo n 2 1, temos que /"(T) é aberto, para todo n 2 1. Como U é uma componente de

Z = U«Z. ./"(T), U deve ser no máximo uma união de ./:"(T) para alguns índices n > 0.

Em U todas as potências de ./' são monótonas. Para ver isso suponhamos, sem perda de

generalidade, que U = ./'"(T) U ./'"(7'), para n # m. Como U é uma componente de Z

d-emos ter /"(T) n ./'"(T) # Ü, e como ./" é estria;mente monótona em T, para todo

n ? 1, segue que a monotonicidade de ./"(7') e a de ./-(T) deve ser a mesma. Assim

assumiremos que ./' : U --> U é estritamente crescente pois caso contrário trabalharíamos

com ./'' : U --> U ao invés de ./'. Logo, como ./'(t/) C U e ./'' é estritamente crescente

temos que /' possui um ponto fixo atrator, p, no interior ou na fronteira de U. Mas em

qualquer caso teremos que todo ponto de U é assintótico a p pelas iteradas de ./'', isto é,

./'k'(z) k::?" p para todo z C 7', mesmo que .7;(U) = F pois como /"(T) é aberto, para

todo n ? 1, temos que ./''(U) não intersecta o repulsor do bordo de U. E nesse caso o
resultado também segue.

D

Teorema 3.1.1. (Teorema de Schwartz) Sda ./ : 10,11 --> 10,11 uma ap/ilação

:o«-tinta satisjazend,o as seg«.i.«tes cona,ições: i) f é C* e «o-«ótona po« partes e ü) «

«p/Í«ção « -> log in/(«)l '' «t'«'í' « «m« /«ção Z,{p;.À{Í, ;oó« 10, il. E«fão / «ã.
fem nferua/os errantes.
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Z)emonsZração. Segue de (íi) que existe uma constante C' > 0 tal que Dist(./, 7') < al7'l
para qualquer intervalo T C 10, il. Assim, pelo Corolário 2.2.1, temos que, para qualquer
intervalo T e para qualquer inteiro n

Oist(/", 7') $ }1: al/'(7')l.

Suponhamos por contradição que / tenha um intervalo errante J. Sqa Jo :) ./ um

intervalo errante maximal contendo J, no sentido de que não exista intervalo errante

que contenha Jo propriamente. Indutivamente, definimos Jn como sendo um intervalo

errante maximal que contém o interior de ./'(Jn 1). Afirmamos que esses intervalos

{'/n}«?o são dois a dois disjuntos. Realmente, suponhamos por contradição que existam

inteiros 0 5; n < m tais que Jn n Jm # 0. Como J,,. contém o interior de .f"'"(Jn) temos
que /"'"(a«) n .Á« :.) .f"'"(./«. n Jn) # Ü. Mas isso é uma contradição pOiS Jm é um

intervalo errante e assim a afirmação está provada.

Como ./ tem um número finito de pontos de máximo ou de mínimo locais, digamos

rzo, existe ni tal que se n ? ni então .f"(Jo) não contém nenhum desses pontos. Em

particular, /klln é um homeomorfismo sobre sua imagem para todo A > 0 e n ? n:.

Uma vez que os intervalos {./n}«2o são errantes existe n2 > n: tal que }: l./'j(Jn,)l $

1. Tome 0 < J < (1/2)exp(--2C') e seja ,4 = ./n,. Agora escolha. um intervalo T qu.

contenha .4 estritamente e tal que lrl $ (1 + (i)IÁI. Vamos provar por indução que

1/;(r)l .$ 21/:(.4)l p-ra { = 0, 1, . . . ,n -- l.
Para n = 1 esta propriedade é óbvia. Assumimos que essa propriedade seja verda-

deira até o passo n. -- l e vamos provar que ela é verdadeira para o passo n > 1. Como

vimos no Corolário 2.2.1 a hipótese de indução (H.l.) implica que a distorção de /" em
T é limitada por 2C', ou seja

Dist(./'", 7') 5; a }.: l./'{(r)l ( < ') 2C SI.{ l/;(A)l = 2C' }: l.f;(Jn,)l
{=oi=oi=o

l

0t

>

.$ 2C' }ll: l/:(Jn,)l $ 2C'.

Além disso, como a restrição de /" a Á é um difeomorfismo, existe pelo Teorema do

Valor Médio um ponto z« C .4 tal que ID./'"(z-)l = !Í=(4H. Como Dist(/",T) $ 2C'

0t
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segue que IZ)/"(y)l $ exp(2C')--ÍÃl-- para todo y C T. Daí,

1./'"(r)l $ 1/"('{)1 + exp(2c')-lqSliylr \ ..41 .$ (1 + i«P(2c'))l./"(.'i)l $ 2lJ'"(.4)l.

Isto completa o passo de indução.

Logo segue que lim l./'"(r)l = 0. Mas como Á é um intervalo errante maxima]

e T contém .4 estritamente nenhuma das teses do Lema 3.2.1 podem ocorrer, e isso
contradiz a existência de um intervalo errante, completando a.ssim a demonstração do

Corolário 3.1.1. SeJ'am ./ : 10, 11 --.> 10, 11 Huna ap/ilação Cr3 com Z)eriçada ScÃ?oarziana

Regalada e v C 10, 11 wm conyunío aóez'fo contendo todos os pomos crüícos de / e pe/o

menos um ponto de ca.dü órbita periódica não repu,lsora.. Então j não possui internatos
.«-Z«.mj0,1J\7

Demonstração. Primeiramente restringimos .f a 10, 11 \ :r. Em seguida estendem.os

./ll0,.11 \ 7 ao intervalo 10, 11 novamen.te,. mas de modo que a aplicação # -} log IZ)./(z)l
seja Lipschitz sobre 10,11. Assim aplicamos o Teorema de Schwartz e concluímos o

Lema 3.1.1. Sí#am / : 10,11 -+ [0,11 un7}a ap/ilação C;3 conlz der Dada ScAmarziana

negam oa e 1/ C ]O, 1] wrn conywnfo aperto contendo lodos os pontos crúÍcos de ./ e pe/o
menos um ponto de cada órbita petiódi,ca, não-repulsora. Então triste u,m inteiro m tctl

gue. s. ./''(") g }' P-« f.do 0 $ { < m Chia. ID/"(z)l > 1,

Z)emonstração. Suponha por contradição que existam inteiros n suficientemente grandes

para os quais existe um ponto z« C 10, 11 tal que IZ,)/"(z«)l $ 1 e /{(z«) g y para todo

0 $ i< n. Uma vez que o conjunto de pontos críticos de / e de pontos periódicos

não-repulsores é fechado, existe um conjunto aberto U contendo cada ponto periódico

não-repulsor em y' e cujo fecho está contido em V'. Seja Jn o intervalo maximal contendo
z..tal aue

./'(.h) C 10, il \ &, para todo J = 0: n -- l
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Figura 3.5: Componente Z« de Jn onde ID/"(z)l $1 1

Como ./"I /n é um difeomorfismo sobre sua imagem (pois os pontos críticos de ./' estão

em U) e S./" < 0, segue do Lema 2.1.1 que existe uma componente Z,. de ./« \ {z.} ta]
que

ID/"(z)l $ 1, para todo z C L. (ver Figura 3.5)

Seja y. # 3. na fronteira de L.. Pela maximalidade de ./n, existe um inteiro

0 .$ k(n) < n tal clue ./t(")(y«) € F. Sda á > 0 tal que cada componente de }' \ U tenha
comprimento maior ou igual a á. Como /k(")(z«) g }' e /k(")(y.) C & obtemos

./'*(©(z.)l > â. (3.1)

Por outro lado, como 0 < IO.f"(z)l 5; l para todo z C Z)., obtemos que

/"(t«)l $ 1z,«l. (3.2)

Afirma.mos agora que

Z«l --} 0 quando n -.} oo.

De fato, se (3.3) não se verificar podemos tomar uma subseqüência Z).. convergindo para

um intervalo Z de comprimento positivo. Se J é um intervalo cujo fecho está contido no

interior de Z, então existe um inteiro J tal que Z,.. contém J para todo n{ > J. Como

(3.3)
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L« C Jn, e /'Í(Jn) n a = g para todo 0 $ .j < n, segue que /«(J) C 10, 11 \ a para

todo n C N. Do Clorolário 3.1.1 sabemos que / não possui intervalos errantes. Logo

como ./'"lJ é monótona, para todo n ? 1, pelo Lema 3.2.1 existe um ponto em J que é

assintótico a atratores periódicos. Mas isto não é possível pois U contém um ponto de
cada órbita periódica atratora de /. Isto prova (3.3).

De (3.2) e (3.3) obtemos l./"(t«)l --> 0. Como l./'*(")(L.)l ;. á podemos tomar uma

subseqíiência n{ --> oo tal que os intervalos /A("i)(L«.) convergem para um intervalo S

de comprimento pelo menos igual a J. Como l.f"(L«)l = 1/"'k(")(/k(")(Z.))l -.> 0 e

1./*(")(Z'«)l ? á, temos que n -- A(") --> 'o. De fato. Sejam ,4 = ./'*(")(L«), n -- k(n) = /,
./'"(L.) = T. Assim temos

/i(À) = 7', l,41 ? á > 0, l7'l $ c, para um dado c > 0

Pelo Teorema do Valor Médio sabemos que l7'l = IZ)./:i(OllÁI, para algum ( C .4. Agora

lo/'({)1 ./(/"({))1 2 (mi« lo/l)
m::O

/ l

Assim temos

(minjD./'ly $ rl $ ' ::> /1og minjZ)./(OI $ 1'g;

:} /log(min IZ)./l)'i 2 1og 'Í ::> / ? ii og{
e a"im se c --> 0 d-emos ter / -+ .», o« sda, n -- k(n) --> .».

Se J é um intervalo cujo fecho está contido no interior de S, então /Ê("i)(Z,..) contém

J para i grande o suficiente. Como antes segue que ./:"(J) está contido em 10, 11 \ ü'

para todo n C N. Uma vez que ./' não possui intervalos errantes (Corolário 3.1.1) e
usando novamente o Lema 3.2.1 obtemos que existem pontos em J que são assintóticos

a atratores periódicos, o que é uma contradição pois ./"(J) n a = ü para todo n ? 0.
Assim segue o resultado. n

Teotexma 3.1.'Z. Sejam f : 1 -.» 1 uma. aplicação CS com, derivada Schloarziana negativa

: V lm comi'unto aberto contendo todos os pontos críticos de f e pelo menos um ponto

ie cada, órbita periódica não-rel)ütsorü, onde l C ® é uln internato compacto. Então
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existem C' > 0, À > 1 e .K < c» tais qwe se z C / satÍs/az /i(z) gl V para todo

i = 1, . . . , n -- l ezztão

lo/"lz)l > C'''À

Se J é um, i,nteruato tüt que J, . . . , j-'-t ÇJ) estão todos fora, de V então

D/" («)
ijl;;til- 5; /r, para todos a, y C J.

Demonstração. Do Lema 3.1.1 e da compacidade de / \ V segue que existem um inteiro

É e À > 1 tais que: se /;(z) g y para todo á $ A então IZ).fk(z)l > À*

Soam p = minljD/(aç)l; # C / \ y} e C' > 0 tais que pi > C-'Ài para todo 0 $

í < k. Se n é um inteiro tal que ./'l(z) g y para todo / < n, então podemos escrever
« = JA + í, "m 0 $ { < k, ./"(«) ::: /:(./J*(«)), e temos

lo/"(")l - 1 11 in/*(./''*(«))l l .lo.f:(./j*(«))l ?

? (Àt)jP ? Àj 0'-iÀi - C'-iÀ"

E assim provámos a príineira desigualdade do Teorema.

Já a segunda e última desigualdade do Teorema segue diretamente do Lema 2.2.2

lJ

/ 0

n

Teorema 3.1.3. Seja ./ : [0, 1] --> ]O, ]] ma ap/{cczção C'l+'- com a > 0. Se I' C 10, 11 é
üm, conjunto hiperbólico e compacto ente,o F tem medida de Lebesgle igu,al o, zero.

Z)emonstração. Uma vez que I' é um conjunto hiperbólico para as iteradas de / podemos

considerar /" ao invés de ./. Assim podemos assumir que IZ).f(z)l > À > 1 para todo

r em uma vizinhança V de I'. Claramente I' não contém intervalos. De fato, se J C I'

é um intervalo então como I' é invariante temos que /n(J) C y para todo n C N; além

disso /" não tem pontos críticos em J, pois I' é hiperbólico. Sendo assim, se .f"lló

injetiva então /"(J) é um intervalo de comprimento pelo menos igual a ÀnLeb(J). Mas

isso não pode acontecer para todo n € N pois À > 1. Logo para algum n C N ./'"lZ não
é injetiva, ou sda, ./"I./ possui um ponto crítico, o que é um absurdo. Portanto I' não
contém intervalos
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Suponhamos por contradição que I' tem medida de Lebesgue positiva e não contém

intervalos. Pelo Teorema de Densidade de Lebesgue existe um ponto de densidade a C I'.
Isto slgniHca que

!eH:H::P - «,

onde B(a,á) é a bola de caio á e centro em a C I'. Seja c > 0 tal que Z?(sç, c) C y se
z C I'. Como IZ)/(z)l > À > 1 para. todo z C }'', para todo á > 0 existe um inteiro n tal

que Leb(./'"(B(a,á))) 2- c. Tome o menor n = n(á) tal que /{(B(a,J)) C y para todo
0 <j< n.

Uma vez club IZ)./'(z)l > À > 1 em }' temos (lue:

(3.4)

l.f(z) - ./:(g/)l ? ÀI« - WI,

l/'(«) /'(V)l ? ÀI/(z) /(V)l ? À'lz y

1/"(z) - ./'"(V)1 2 ÀI./'"':(z) - ./'"''(y)l ? ? À"':l./:;(«) - ./':(v)l ? . . . ;. À"l« - vl.

Do Lema 2.2.2 temos que /" tem distorção limitada. sobre B(a, (f), mais precisamente

existe uma constante C'i , independente de á, tal que

lo./'"(«)l , .
bl;úí « '''

para todos z,y C B(a,(f). De fato, para aplicarmos o Lema aqui só precisamos da
hipótese que: existem (7 > 0 e À > 1 tais que se z € 1O, 1] satisfaz

(3.6)

/'(«) í u.i l então IO./'"(:«) ? C' 'À"

A/[as isso segue faci]mente do fato que IZ)./:(z)l > À > 1 sobre y. e notando aue

In/" («)l /j («)) l

Assim existe n ? 0 tal que ./'" mapeia Z?(a, (í) difeomorficamente e com distorção
limitada sobre um intervalo ./i de comprimento pelo menos c. Sendo I' invariante pelas

]

0J
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iteradas positivas de .f obtemos que /"(I' n -B(a, á)) c I' n i8 e portanto, usando (3.4) e
(3.6), co«cl«amos q«e

UXé-e-0 ;: .ky:Cl!..e..IBID . , . .kyZX.g(eJ2.LU
Leb(JÕ) ' Leb(Jõ)

? 1 -- ai . .!e!:(gçel!)-\-D --} l
Leb(Z?(«,á)) ' ''

quando (í --> 0. Como cada um dos intervalos JÕ tem tamanho pelo menos c, existe uma

seqüência á« --} 0 tai que Já. converge para um intervalo J. Portanto, Leb(J n I') =

Leb(J), e assim Leb(I" n i) = 0. Como I' é um conjunto fechado, obtemos que I' .) ./.

De fato, como J \ I' é aberto em J podemos ter J \ I' := g ou ./ \ I' contém pelo menos um

intervalo aberto. IVlas o último caso não ocorre pois caso J \ I' contenha algum intervalo

aberto teremos Leb(J \ I') = Leb(I" n i) > 0. Sendo assim temos que J \ F - 0. E daí
q f3 o'] ] P n 1 1 P

I' n ./ = J ::> J c I',

contradizendo a hipótese de que ]' não contém intervalos
Portanto o resultado está concluído. D

(corolário 3.1.2 Em parZáczé/ar, se wma [a/ ap/ilação ./: : / --} /, com -tlrn rzzímero ./inZfo

d,e pontos críticos, não tem atratores periódicos e ne'm órbitas pera,ódicas não-hiperbólicas

Então para. q.t.p. = C l, {.oÇ=) contém pontos críticos de f

Demonstração. Sejam V C / um aberto contendo todos os pontos críticos de ./ e

Fv /; /"(z) g y.Vn ? 0}

Claramente ./'(I'v') C I'v, isto é, I'v é invariante pela /. Além disso temos que I'V é
fech ado. De fato:

« C (]'v)' ::> ]no t.q. /"'(:«) C }'';

como y é aberto temos que existe c > 0 tal que B(.f"'(z), c) C }'. Sendo /"' contín.a

existe õ > 0 tal q- ./'"'(B(",á)) C B(/"'(r),') C b'. Logo B(z,á) C (I'v)', o« sda,
(I'v)' é aberto, e portanto I't, é fechado.

Cromo I'V C / concluímos que I'v e cimpacto
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Logo pelos Teoremas 3.1.3 e 3.1.4 obtemos que

Leb(I'V) 0 e Leb(/'"(I'v)) 0,Vn c N,

e assim Leb l U /-"(I'V) 1 = o. É bom ressaltar que essas afirmações demonstradas

até agora nesse corolário valem para qualquer vizinhança v dos pontos críticos de /.
Agora denotemos o conjunto dos pontos críticos de ./ por /Y, isto é,

n>0

e /; /'(«) {.:,

Além disso sda 7Z = {a c /; «,(z) n .rY # 0}. Temos

zC ]cit. q. Vc>0,Vno,]n2.not. q. l./"(z) c:l < .

Assim

z C 7Z' « Vc{, ]c > 0, ]no t. q. Vn ? n. tem-se que l/"(z) - cil ? c

$ ]1'' D a( onde y é um aberto ), ]no t. q. Vn ? n. tem-se que .f"(z) g I'

+ ]K],'o t. q. ./'"'(:«) C ]-'v + ]K ],'o t. q. z C ./''"'(Fv)

+ ]l'' t. q. z C U /-"(I'v)
n,>0

(em particular vale que: VV'' C V' :> z C U.>o /'"(I'P,)).
Tomando uma seqüência Uk+l C UA C V com IRAI --> 0 temos que

« C U ./'-"(lvk) $ « C U U /-"(F«.)
n>0 Ã; n,>0

Mas como Leb(7Z') = 0, o resultado segue. n



Capítulo 4

Aplicações de Retorno e I'atores de
Escala

4.1 Pontos Bons e Aplicações de Retorno

Seja ./' : 10, 11 --> 10, 11 uma aplicação S--unimodal com ponto crítico c. Assumiremos

neste Capítulo que / não possui atratores periódicos, nem mesmo os não-hiperbólicas

Os resultados deste Capítulo podem ser encontrados no trabalho de Margens ]3].

Para z C 10, 11 denotaremos o intervalo (z, r(a)) por Ur, onde T é o homeomorfismo

satisfazendo / ' a'- = ./: (r # id).

Lema 4.1.1. O /zomeomor$smo r tí uma ap/ cação de c/asse O'] . C'om isso o {nterua/o

t'',. é praticarrítente siTnétri,co, se = está pró=i'rílro de c

Definição 4.1.1. De$nimos o corÜunfo de pontos bons r"vice" em ng/ês0 por

N' lo, .llya n .,ó(«)

Observe que toda órbita periódica contém pontos bons pois basta tomar o ponto
dessa órbita que maximiza ./ para ser uma extremidade do intervalo \ã;. Assim ./V' é não

vazio, pois 0 é uma órbita. periódica, por exemplo

l.ema 'l.l.'Z. O povtto críti,co é a,cu,matado por órbi,tas periódicas. ETít pctrticutar .V
também se ücumvlü sobre c

55
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Como o ponto crítico c não é um ponto bom temos o seguinte resultado

Lema 4.1.3. .A/' U .(c} á/ecAado.

Agora flxemos ;« C ./V' e seu intervalo correspondente % = (z, r(z)).

Lema 4.1.4. Para í = 1,2 sejam lr. C 10, 11 do s nterua/os aóerfos dilfererztes tais qwe

/"i : 7i -+ V= se/a n7}0nálona e sabre, para nl 5; n2. Se Ti n 72 # Ç] então T2 CI T] c
nl < n2.

Definição 4.1.2. Sega O= C 10, 11 o corÜzinto

(Z. 10, ill./'"(3/) € %, P«« «/g«. n ? 0}

Dizemos q'ue C, é o conjunto de pontos que retornam a V, sob alg-u'm,ü ibera.da de f
,4/ám di"' de$«{m« o' ««./-t«; A, = 10, il -- G . O, = / :(c',) n u;

Observe que o conjunto a., pode ser descrito como sendo a união de todos os in-

tervalos T tais que /" : 7' --} y= é monótona e sobre para algum n ? 0, .onde /o é a
aplicação identidade, isto é, /' = íd : Un -+ K; (ver Figura 4.1).

Lema 4.1.5. Sega / ama comporzenZe de (l;'.;. Então Caíste m único n ? 0 Za/ q e
./'" : / --> Un á monótona e sopre. .4/ám disso {/,./'(/),. . .,./'"(/) = Ur} é ma co/eção
onde seus atem,entes são dois a, dois disjzntos

O Lema 4.1.5 nos permite definir a ap/ilação de trens/erênc a

T= : a:; a Uz

e também a ap/ácação de PoÍncaráou ap/ cczção de primeiro retorno a Un

R, : Z), -} Uz

por R. = T, o j

E bom ressaltar que os ramos da ap/ cação de Irarz/erêncÍa são monótonos.

O Lema 4.1.6 a seguir é uma. consequência direta dos dois últimos Lemas e do fato

que a fronteira de cada \4 é formada por pontos bons
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Figura 4.1: ilustração de O,.

Lema 4.1.6. Para cada z € .Ar ez síe uma co/eção de {nZerz;a/os do s a do s d syunZos,
U«, tal qKe

(1) 1 C Vu P«« t.do l Ç: t4:.:

l3) Se l C U, e c { l ente. R, : 1 --» V, é «o«.óton« . sobre,

14) Se l C U, e c ç: l então R. 1 1 -+ V. é 2 a l sobre ü imagem. Além, disso
R, (Õ/) { .'- («)} .

Já o Lema 4.1.7 abaixo mostrará que essas aplicações induzidas estão definidas em
quase todo ponto.

Lema 4.1.7. Se a C .&'' então.

Í/) la,l
rolo,l
l3) À.« é in««i-*';

14) Se U C À., é tal qse orbtU) n Vu = Ü então À.. se a.cxmu,la. de a,mãos os lados de
g

Ípy U,.., /
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Figura 4.2: Ilustração de CZ.;

Mais algumas palavras sobre a. Proposição 2.1.1 que são interessantes nesta Seção.

Pa.ra aplicarmos essa Proposição a.qui precisamos saber o quanto a monotonicidade pode

ser estendida. Sendo assim suponha que ci = ./'(c) C O;. Logo existe uma componente
S= C C', com cl C Sn. Defina:

@(«) '(s,) n to,c)

e

K %(,) = / :(&) («r Fig«-. 4.2)

Como cl C S, e z C .A/' temos que ./'-l(Sz) C y=. Daí S., C ./'(yr).

Pelo Lema 4.1.5 existe um Único n ? 0 tal que ./'" : Sa -+ yr é monótona e sobre.

Além disso {Sz, .f(Sn), . . . , ./'"(Sa) = Ez} é uma coleção onde seus el.m.nãos são dois a.

dois disjuntos.

Pela definição de d' temos que /(@(aç)) é um ponto de fronteira de Sz. Logo

orb(.f(@(«))) n un = g,

pois .f"(/(@(;«))) C aVa. E em particular

orb(/(V'(z))) n UÓ(,) = g (pois U@(,) C yn),

e .ssi:n @(«) C .Ar

Por fim deâna Ú(z) = z se cl gl C',.
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O par (K, Ua) é chamado de regida de frans/erência. Se E; contém uma vizinhança

á--escalonada de Un, ou seja, se cada componente de \4; \ Uz tem comprimento pelo
menos JIUzl, então o par (%, U=) é chamado de á--região de frans/erêncÍa. Com isso
temos a seguinte

Proposição 4.1.1. Sey'am z C .A/' e / C (-ó(z) uma camponenfe, e digamos que Zb(,)l/ ::
f" \l. Então existe vm, internato T\ contendo l tctl qwe

/" : Ti -.> U;

é monótona, e sobre

Combina.ndo a Proposição 2.1.1 com esta Proposição obtemos que os ramos de

T@(") : (l-Ó(r) '+ Uz têm distorção limitada uniformemente e a limitação depende apenas

do tamanho das componentes de 14; \ [/,;.

4.2 Favores de Escala

Agora escolha zl C .V e considere a sequência z« = Ú(#«-i), com n ? 1. Usaremos a

notação simplificada ZZn para 27a« e denotaremos as aplicações de primeiro retorno por

/?,. : Z). H Un

ao invés de R,. : D,. --> yz.. Todas essas aplicações de primeiro retorno têm as
propriedades estabelecidas no Lema 4.1.6.

Chamamos o« = tli; 1, de /atar de essa/a de nível n. Como falamos na
Seção 2 do Capítulo 1, na Introdução desse trabalho, estaremos usando a hipótese de
que os favores de escala são somáveis, ou seja

}l:('«r/' < «,,
n>l

e assim é uma conseqüência imediata que (a.)i/' --} 0 quando n --> oo. Sendo assim não
há problemas em assumir que

O. - t IJ

E assumiremos isso de modo a facilitar as demonstrações
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Lema 4.2.1. Se / C an e /?«l/ = ./'' então Caíste m nterz,a/o J fa/ qtée /(/) C J e

/'-l : ./ --> Un..

á m,onótona e sobre. Em, particular todas as aplicações f'-\ : fÇI) -.} Vn,l C U. têm

distorção limita,dü urLiformem,ente. Além disso essas aplicações serão essencialmente
a$ns quando n -.» m.

Lema 4.2.2. Para c > 0 ezisfe no > 1 ta/ q e o comer mento Aíperóó/ co de q a/o er
l C t4« é peq'feno,

. t«móám í-lll;à' $ ', '' n ? "o
Definição 4.2.1. Um par (T,/) de ánterua/os com a propr idade de qwe para a/gum

n ? 0, chamado o tempo de transferência,

(1) f" : T -} V, é 'm,onótonct e sobre;

(2) f" (i)
é chumctdo de par- TI para. (Vn. U:.3.

Como no Lema 4.1.5 observe que o tempo n 2 0 é definido unicamente, e pelo que

vimos anteriormente todo par-T/ para uma certa região de transferência tem distorção
limitada sobre a parte do meio, H=.

O comportamento de intersecção dos pares T/é formulado no Lema 4.2.3 a seguir.

Lema 4.2.3. /'ara i= 1,2 soam (Z, /,) pares 7'/ para (%,Ur) com tempos de Zrans-

/e,ênc a "i ' ", raspe.tÍ-m.níe. Se T2 n Ti # 0 e n, 2 n: .ntã.

]'l c Tt \ l\ oz T.i c, l\

e n2 > ni

4.3 Resultados e Demonstrações

Lema 4.1.1. O Aomeomor$smo r á wma ap/ícação de c/asse C'l. Oom sso o ánferoa/o

«. é praticamente simétrico, quando = está pró=i,mo de c.
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Z)emonstração. Em primeiro lugar, r é uma involução, portanto r-i = r e as afirmativas
sobre r'l são automáticas.

Sej.m ./-(#) - ./'(") p'r« z < ' e /2(z) = ./'(z) p'r' « > '. Assim temos q«e:

Í .Ç'(/1(«)), « « <.
S c9 sez =c
l ./T'(/2(«)), ;. « > .

Que r é um homeomorfismo é claro pois pela sua definição temos que 1- é monótona
(estritamente decrescente) e contínua. De acordo com a definição de 1- para mostrarmos

que r é de classe C'i basta. verificarmos que ela é diferenciável e a. derivada é contínua

em c, ou seja, precisamos mostrar que o limite

ría)--ríc) . lim cr a "-c
z-+c :Z; -- C n---tc :Z; -- C

,(«)

existe e que

lim T'(:«) = .-'(c),n-+r. - ' \ /'

pois para z # c já temos que I'- é Oi. Uma vez que o quociente l:(!}.' 'r(c) é semp.e
negativo vamos mostrar que o limite desse módulo existe, quando z tende a c. Pela
fórmula de Tayjor temos que

/(") - ./'(') + ./''(') ' (« - ') + z:llo ' (« - 'p + ,,(«)

onde lim,-. -!2(!L = 0. Essa equação também vale se substituirmos g por r(aç), ob-

servando que resto será do tipo r2(r(z)) e satisfazendo lim,-. Í;Í!$S:l$- = 0. Uma vez
que .f(") - ./(''-(z)), j"(c) = 0 e /"(c) # 0 (usando a hipótese de que o ponto crítico é

quadrático) temos que

/l;d . (« - o' ' [i + PKjnll:l'a] - /l;d . k(,) ' [' + ?;íjlÇéli1lp]
: H") -r . l + ?fHSh:

(« i+?qHqS)!p
l + -.q@

í-.iJ':$$%5z-- - o .u
/ "(.) .(,(,) - .)'

rlz C:+
Z C
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Fazendo o limite quando # tende a c de ambos os lados da equação 4.1 concluímos
que

ii. !@1=.={9 - -í
z--+c Z C

Portanto r é diferenciável em c. Falta mostrarmos que r' é contínua em c. Lembrando

que ./:'(z) - /'(r(z)) .'-'(z) para z # c e utilizando argumentos anal.g.,s ;.s ant.dores
obtemos

1 1 rl(Z

,-'(«) - -!.:!- .
,'-(")-' i+?q3$1$3 '

onde lim,-.}. !iilP = 0 e lim,-.}. !itÍ:il:il) = 0. E fazendo, novamente, o limite quando #
tende a c na equação 4.2 obtemos

(4.2)

!e,'-'(") - l;q ;ê:j:= - -i - ,'-'H.
Portanto 1- é um difeomoifismo de classe Ct

l.ema 4.1.2. O ponto crítico é acumulado 'por órbil,as periódicas. Em particular N
tctmbém se a,cvm,u,ta, sobre c.

n

Demonstração. Pelo Corolário 3.1.2 existe z # c tal que c C w(z). Assim existe n ?

l tal que ./"(z) € (",a'-(z)). Como z e .-(z) possuem a mesma órbita a partir do
primeiro iterado, o gráfico de ./" restrito a l#, r(iç)j deve cruzar a diagonal (como mostra

a Figura 4.3), aparecendo assim um ponto fixo, p, de ./", isto é, um ponto periódico de
/

D

Lema 4.1.3. À/' U {c} á/ecAado

Oemonsfração. Seja (#«)..N C .V tal que z,. --> z # c. Temos que z € 1O, i] pois ]O, l]
é fechado e #« C ]O, l],Vn C N.

Mostremos -gor. q- ;« C N, ou sda, Vi ? 0, ./:(:«) g (z, r(z)).

Suponhamos que «: g À/', ou seja, existe {o C N tal que ./'{.(z) C (z, r(z))
Como :«. -} :«, temos que .-(z«) --> r(:«) e assim existem A,«z C N tais que c <

/''(z) < r(z«) - l/A $ ,(z), Vn ? «.
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Figura. 4.3: Gráfico de ./" restrito a [z,'r(z)]

Como ./''(#«) --> /:'(z) temos que existe n. C N tal que

1/:' («« ) /" (3)l < 1/A,Vn ? n.

Tome .j > maxlm, no}. Assim teremos

c < ./'"(';j) < 1/k + ./':'(z) < 1/k + .'-("j) -- l/A :> c < ./':'(:«.f) < r(zj)

Assim ./:'(:«j) C (zj, r(z.f)), contradizendo o fato de zj C .Ar.
Portanto .V é fechado. n

Lema 4.1.4. Para i :: 1, 2 sejam 7} C 10, 11 dois {níerua/os aóerfos dil/erenÉes país qzée

/"f : T -+ }'' sela nlzonótona e sopre, para ni $ n2. Se Ti n T2 # ç) então 7b (. Ti e

ml < m2.

Z,)emonstração. Temos as possibilidades mostradas na Figura 4.4

Por contradição suponhamos que não temos T2 c T]. Assim podemos supor que
aT] n T2 # Ü (como na Figura 4.5).

Logo ni # n2 pois caso contrário .f"i não seria mon(5tona (basta olhar para ./"i em
Ti e sobre Ti n T2).
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Ç

%'!

As possibilidades das intersecções dos intervalos 7'l e T2Figura

X orz't (1) T (J) orí .r

.t .«'t (1) T (1) .« X

Figura 4.5: T2 não está contido em T]
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Sendo ./"- monótona temos:

"es"nt' :::> ', c /"'(T2) ::> /"''":(a) € ./'"'(T2) = Un. Absurdos

d"ressente ::+ .'-(';) c /"' (T2) ::> /"''"'(,(z)) C ./'"'(T2) = Ur. Absurdos

D

Lema 4.1.5. Seja / ma componente de CZ:;. Então ezásZe m líRIco n ? 0 fa/ g e
/" : / --} U; é m-óí-« ' «b«. .4/á«'' d{«. {.r,./:(/),. . . ,/"(/) = ya} á «m« c./.ç,'
onde seis elementos são dois a. dois disjuntos.

l)ernonsfração. Como a demonstração desse Lema é feita de forma construtiva apenas
mostraremos a disjunção da família {/,./'(/), . . . ,/"(/) = y=}. Para isso é suficiente

prv'r que ./'(/) n v= = g, VJ < n, pois se ./j(/) n ./'(/) # 0, para J < i < n, temos pelo

Lema 4.1.4 qu' /j(/) C ./'(/). L'go ./"'i(/j(/)) C ./'"''(/:(/)) = yz. Com., «

t'mos que /" :+j(/) n K; # o.

Sendo assim suponhamos que /j(/) n y= # 0 para algum .j < n. O Lema 4.1.4 nos
fornece que /j(/) C Un

Seja J' < n minimal tal que ./'j(/) C Uz. E sda # C ]O,l] o ante.vaia maxima]

contendo / com ./jlX monótona e ./j(#) C K. Se mostrarmos que ./j : # -+ K; é
monótona e sobre, teremos pela definição de (UE que # = / e em particular .j - n.

Obtemos assim uma contradição pois por hipótese tínhamos que J < n. E portanto o
resultado segue, ou seja, {/, /(/), . . . , ./"(/) = K} é uma família onde os elem.nãos sã.

dois ; dois disj««tos.

Para provarmos isso vamos supor por contradição que ./.f : // --> \4; não seja sobre-

jetora, bastando para tal admitirmos que uma componente Z, de H \ / é mapeada em
K, ou seja ./.Í(L) C h (ver Figura 4.6).

Sendo # maximal tal que ./j : # --} 14; é monótona e ./j(#) C K temos que para

qualquer outro intervalo M C 10, 11 contendo H e tal que ./:j(JI/) C K, ./j : M --} Un

nao será monótona e essa perda de monotonicidade ocorrerá na fronteira de a, a#, e

se fará com o aparecimento do ponto crítico c, uma vez que ./ possui um único ponto
critico, c
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J'
c'

.fJ (n)

Figura 4.6: Aplicação /j

'y'w'

Figura 4.7: Ilustração de /'(/) n }'; = g

Assim, como ./j(Z') C l,'; segue que ./j perde a monotonicidade em Z?L, ou seja, o

ponto crítico c deve estar na fronteira de /'(L) para algum s < .j (c C Z?/'(L)).

Pela minimalidade de J temos blue ./''(/) n K = 0. Daí ]ç ou T(z) pertence a ./''(Z))
(ver Figura 4.7).

Como /j(Z') C K obtemos que orb(z) n }'; # 0, contradizendo o fato de z C .V. E
assim segue o resultado

D

Lema 4.1.7. Se z C .V então

Í.rJ la:;l

rpy in,l
l3) h., é in««i.n*';
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14) Se U C À., é tat qu,e orbQy) n V, = $ então B... se a.cumula, de ambos os ta.dos de
y

Z)emonsfração. (1) Segue do fato que IA,l = 0, uma vez que A, é um conjunto compacto
e hiperbólico, ou melhor, segue do Teorema 3.1.3.

(2) Precisamos mostrar que 1% \ Z),l = 0. Como Un \ 1), C .f-:(A,) (pois Z)

/':(an) n K ) base- mostr,rios q- l./''(A,)l = 0.
Pelo item anterior sabemos que IA,l = 0. Assim se l/''(A,)l > 0 então l./'-i(A.) n

lO, .)l > 0 - l./'-:(A,) n (c, iJ] > 0. Como ./:]f0, c) e ./](., 1] são difeomorfismos te.í...;

IA,l > 0, o que contradiz o fato de que IA=1 = 0. Portanto segue que l/-i(A,)l = 0.
Com raciocínio análogo prova-se que l/-«(A,)l = 0, Vn 2 1.

(3) Tome y C A, e assuma que ./(y) g A,; digamos que /(y) € / C CJ,.

Se c: =/(') gl / -tã'/''(/) -{« C lO,ill/(=) C /} C G. Assim c: = ./'(c) C /

pois: y gl O,; e /(g) C / € Oz, implicando que /'l(/) não está contido em O,.

Agora, como c C ./'-'(/) e c C K temos que Un n./'-:(/) # g. E assim poderemos t.r

/':(/) C K ou I'; C ./'''(/). Mas o último caso não ocorre pois c''o contra.i. fere..s
;« C /''(/) e daí orb(z) n % # 0, contradizendo o fato de z C ./V'.

Logo .f''(/) C Uz. Mas isso também é uma contradição pois assim teremos que
g/ C 14 o que não ocorre uma vez que # C A

Portanto A. é invariante.

(4) Tome y C A, com orb(3/) n K = o. Suponha que y não é acumulado de ambos

os lados por A,. Assim 3/ é um ponto de fronteira de uma componente de a=. Pelo

Lema 4.1.5 temos que a órbita de g/ passa pela fronteira de Oa, contradizendo a hipótese

orb(y) n K = 0. Portanto A, se acumula de ambos os lados de y. []

r

Proposição 4.1.1. Soam z C .V e / c a@(n) ma componente, digamos gue T@(z)l/ =
f" \l. Então existe um internato T\ contendo l tal q'ue

./'" : T] --> Un

é monótona e sobre
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Z)emonsfração. Seja / uma componente de aÚ(,), digamos T@(z)l/ = /"1/, e sqa ]/ C

10, 11 o intervalo maximal contendo / tal que /«l# é monótona e /«(#) C %. Suponha

por contradição que a componente L de .f7 \ / é mapeada em l,G;: ./:' (L) C yz. Pelo

mesmo ai'gumento utilizado na demonstração do Lema 4.1.5 segue da maximalidade que

existe J' < n ta] que c C õ/'Í(Z). Sabemos do Lema 4.1.5 que ./:j(/) n üz = g. Assim
@('Ç) C /j(É) O fato de j'(Z) C ya impli- que orb(V'(z)) n yz # g, o que é .«.,

contradição. Portanto segue o resultado. []

Lema 4.2.1. Se / C Z/n e /?.l/ = /t então ezisfe m nterua/o Jt it que fÇi) C J

./''': : J --> Un.:

i m,onótona, e sobre. ETn pctrticutür todas as aplicações f'-\ : jÇ.i) -.» V.,l ç tl. têm

distorçã,o limitada uniformemente. Além disso essas aplicações serão essencialmente
lineares (lucLndo n, ---+ (x.

Demonstração. Seja / C an tal que /?«l/ = ./'' e sda J o intervalo maximal tal que

/(/) C J e sobre o qual /t-: é morlótona. A maximalidade implica na existência de

ã < t -- l tal que c € a/:(J). Observe que ./''(/(/)) n un = g, e o primeiro retorn.

acontece após t -- 1 > i p"ss's Assim z« (ou r("«)) C ./:(J). Como a órbita de /(z«)
nunca. entra em Un-l temos que Un.i C ./''-l (J). E assim segue o resultado. []

Lema 4.2.2 Para c > 0 ezísfe no > 1 fa/ gwe o comprámenío Àãperóó/ico de qua/quer
l ç:t4« é pequeno

. fa"''ó'í"'' Íl:lÇÉIÍ $ c, se n ? no.

Z)emonsfração. Seja / C an, digamos que /?.l/ = /'1/. O Lema 4.2.1 estabelece a

existência de um intervalo J D .f(/) tal que /'-' : (J,/(/)) --} (Un-l,Un) monóto«;

e sobre. Para n grande vemos que Un é um intervalo central muito pequeno em Un.l,
e tem comprimento hiperbólico muito pequeno. Como / tem Derivada Schwarziana

negativa obtemos que ./'(/) C J tem comprimento hiperbólico muito pequeno. Observe

que /':(J) C %, pois '" "se co«trário teríamos «« c ./'''(J) (ou r(a.) c /''(J)), e
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assim .f("«) c J (ou ./'('"(,«)) C J). M;s como ./''-- : J --> Un.: é mo«ót..; . ..bre

(Lema 4.2.1) teríamos que órbita de .f(açn) (ou a órbita de /(7-(a«))) passaria através

de Un-l, o que é impossível pelo fato de que a óbito de @(aç«-l) = z« não cruza Un.l
(como vimos anteriormente). Assim, para concluirmos o Lema basta olharmos para, a
pré-imagem do par (J,/(/)) pela /. []

Lema 4.2.3. P'zra á = 1,2 soam (7}, &) pares T/para (%,aa) com tempos de f

.&rêncáa ni ' "2 "esp"fada«.ente. Se T2 n Ti # 0 e n, ? n: nfão

rins

T2 C T] \ /i ou T2 C /i

e n2 > ni

Z)emonstração. Do Lema 4.1.4 obtemos que T2 C T] e ni < n2. Agora, suponha por

contradição qu' T2 n a/t # 0. Sendo assim obtemos que Ú(z) c ./:"' (T2) (ou r(Ú(z)) C
/"'(T2) ). L'go ./"''":(d'(a)) C % (ou ./'"''"' (.'-(@(*))) C Uz ). Co«tr-lição. []
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Capítulo 5

Condição de Somabilidade para
Derivadas

Neste Capítulo piovaremos o Teorema 1.2.1, a menos de uma Proposição cuja prova
adiaremos para o próximo Capítulo.

Mostraremos que a somabilídade das raízes dos favores de escala

>: ('«) :/'

implica na Condição de Somabilidade sobre as Derivadas, dada por

>ll: ip/*(./'(.))I''/' < .«,

que é suficiente, por j101, ver também lõl, para a existência de uma medida de probabi-
lidade invariante absolutamente contínua.

Primeiramente escolha no ? l grande o suficiente de modo que valha a seguinte
Proposição, que demonstraremos no Capítulo 6.

Proposição 6.1.1 .ihislem no > 1, 0 < 1 e C' > 0 com a sega nte propriedade;
n 2 no, z C Un+l e XI,(z) g E.+i para ã .$ s, então

k>l

lO/r(/(:«))l ? 0''' . P. . 0-0-0

.«d' Ri(«) = ./'(:«) ' p« = mi« {l/a«-: , l/..}.
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5.1 Decomposição de Telemann da Orbita Crítica
Sda

«-::Z-.üàA« ,
s>0 -- "

onde C' e 0 são as constantes da Proposição 6.1.1. Temos a < 1 pois

>l:('''«r/' < '«
n.>l

e

(;-):/' $(««--y/' +(««):/',v« ? i,
fazendo com que

f''i/2

E Ü3:» '; '''' E (««-o''' -''" ':'' E (..r'' «:: '«.

E assim, escolhendo no gra.nde o suficiente teremos a < 1 e poderemos também aplicar
a Proposição 6.1.1.

Fixe À; ? 1. A estimativa para ID./t(.r(c))l é baseada na decomposição de Te/emana

da órbita crítica até o tempo k. Clonsidere a órbita de ./(c) até o tempo k -- 1. Seja

m 2. 0 ta] que Un.+. é o menor intervalo central que é intersectado por esse pedaço da
orbita,:

no+". {.j ? olai $i $A,./:(c) c K},

e o último momento de interseção é denotado por

k« {l $ .j $ AI./''Í(c) C Un.+.}

Os momentos Ã;. $ A«-i $ . . . kl 5; Ao $ k são tais que ki é o último momento em que

a órbita passa por Uno+i: se {k{ < j $ AI/j(c) C Uno+i-l} = 0 então A{.: = A{, caso
contrário

É:-, = m« {A: < .j $ AI/'(c) C %..+.-:} com l $ { $ m

Além disso defina A..PI = 0
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Sd' ,(k) = A - Ao e se Ai-- # k{ sd;

sí-l(k) - #Í&í < J' $ Ai-ll/j(c) c %..+i-i},l$ j .$ m+l,
o númel'o de retornos a Un.+{.l.

Aplicando a regra da cadeia a D/A(/(c)) obtemos
m l

0./''(./'(')) - 0/'W(/*'(/(c))) ' D/*-(/(c)) ' ll o./'*'-*'+- (./*'''-'(/(c))).

O primeiro favor pode ser estimado pelo Teorema 3.1.2. Os outros fatores podem ser
estimados pela Proposição 6.1.1, isto é:

lO/*(./'(c))I''/' $ (C'':À'W . ll C'-: P«...: . 0-0 m-0)''/'

:'' (J«y'*' n C' i/Z(0i/2) 'i(k) - l

Lema 5.1.1. Soam s{,r e s;, r' correspondentes â decomposição de Te/emana de Ã; e k'.
respectivamente. Se k # k' então r :# r' ou si:# s'i pura cttg'um i Z Q

Z)emonsfração, Suponhamos que r = r' e s{ = s{ para todo { 2 1. Observe que ./'km(c) =

R:T+.(c), mas também temos que ./*h(c) = B=1'+«(c). Assim obtemos que Ã;. = AÍ,.

Agora repetimos esse argumento para mostrar que Ai = kÍ para 0 $ { $ m. Em

particular obtemos Ao = Aá. Logo

k' = ká + r' = ko + r =A

0Z

n

5.2 Prova da Condição de Somabilidade para Dera.
vadas

O número a < 1 foi definido no início deste capítulo. Sqa # - 1/2. Temos

}: ip./*(./('))I':/' >: }ll: lo/*(.f('))I':/'
&2.0 r>0 k>o

r(A) = 1'
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rl

,(A)=, ki#Ê;+i

Observe que para cada r não existem dois produtos formados pelos mesmos favores

aparecendo no segundo somatório, pois em caso contrário deveríamos ter todos os si(Ays
iguais, o que não ocorre devido ao Lema 5.1.1.

Agora, para cada m ? 0, temos que o termo

.!!. G«-y' ' 0«J'J'"-"'
n <Wpl;= -ey9.:u ç.xepu cpa=u

(p«.+,)p (;i::i;l:y
«+i falares

(5.1)

é majorado por
f'' \ 7n+l

\ s>0

Logo se expandirmos a" veremos que a. soma de todos os possíveis produtos diferentes
podem ser estimados por 1+ a + a2+ a3 +

Assim

E "'*'''.,, ':'' : E '' .(é)' . ': *«* "' * "'* .)

:ÚE '' . (i:
: '' ' ú ' -h « «.



(l:apítulo 6

Derivada ao longo de Orbital
Recorrentes

6.1 Derivada ao longo de Orbitas Recorrentes

Seja p. = min {l/a«-i , l/o-.}. Neste Capítulo provaremos a

Proposição 6.1.1. .Ezístem no ? 1, 0 < 1 e C' > 0 com a segaínte propriedade

n ? no, « C Un+: e Rj.(z) gl K.+- P-« j $ ', .nZã.

In/'r(/(;«))l ? C'': . P. . 0-6-0
.n ' i(«)

6.2 Lemas Técnicos

Uma vez que a aplicação ./' que estamos trabalhando aqui é de classe C'3, /'(c) = 0 e
./:"(c) # 0, de acordo com a Mrmula de Taylor t.mos

.f(") - .f(') + /:lo ' (« - 'p + «(«),

com llm r(:c) :: 0. Sendo c o ponto crítico de ./' e como lim {i;l-!:i3p = 0, temos que
existe uma constante 0 < .4 < oo tal que ~' '

Á'' . l« - .I' $ 1./(«) - J'(')1(« - ')'+ ,(«)1 -$ .a ' l« - .I'
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e

Á': . la - cl 5; la/(«)l 5; .,4 . lz - .l.

Assim sendo, definimos as constantes M e E dadas por

s«p{ ' m«{l./'(a)--./'(')l

E - itifÍÍih- ' minÍJD/(z)l : a' C 10, 11 \ UnJ}.

A prova da Proposição 6.1.1 usará os Lemas e notações que seguem
e Z: tal q- RI,(z) = /''(,), com { 5; . (o« seja, Z,

Fixe z € Un+l

Lema 6.2.1. P'zra cada $ s ezisZe m ánZerua/o .S 3 ./(#) Za/ gae

./''''' : & -+ Un

é m,onótorla, e sobre

Z)emonsfração. O Lema 4.2.1 aplicado a Un+l C ZZn estabelece a existência de SI . 'A prova

seguirá por indução. Assuma que exista Si 3 ./'(3). Então ./''''' : Sí --> Un é monótona

e sobre. Além disso s.ja /,+l C an tal que /':-'(./'(:«)) C /f+l. Como /''-l(/(z)) g Un+:

temos que &+l # l/.,+t e ,f?,, : /.+l --} Un é monótona e sobre. Assim obtemos Si+l do

seguinte modo: Sá+i = /-(''-:)(A+i) n s{. Além disso ./'':+-': = /t. o /'i': : Si+l --} Un é

monótona e sobre. Como ilustração vela a Figura 6.1. []

Observe que ./''' :-:(.S) = /, C Un.

O próximo Lema, 6.2.2 nos diz que se a distorção da aplicação /'i'l : Si --} Un é

graílde o suficiente então a componente /. não pode estar muito longe do ponto crít ]co

Lema b.2.2. Ezzsfem no ? l e Ã' < oo com a seguinte propr idade. Se a distorção de

/ti-l : S{ --.> Un COm n > nO

é maior qKe K então

' ' («« *: « ,,.««, -i " '
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= /Ü o /':-:

/'- l
/(«)

h

(/(«

./'(Un+ :

s,

Figura Gráficos ilustrativos de /ti'l e /t2-l
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Z,)emonsfração. O Lema 4.2.1 estabelece que ./tl'l : Si --> Un tem uma extensão monó-

tona até %,-i (a aplicação é essencialmente linear para n grande o suficiente). Assim
tomemos i ? 2, e considere a seguinte decomposição

/':''l.S =/':'''-'''1./'(Ã) . ./'lA ./':-:''l&

O favor ./'ti-i'ilSi tem uma extensão monótona até Un, pois do Lema 6.2.1 temos

que ./'''--': : .S.l --> Un é monótona e sobre, e além disso & = ./'-(''---i)(/.)nsi.: C .$.1

(para n grande o suficiente, essa aplicação também é essencialmente linear, pois /. tem
comprimento hiperbólico muito pequeno dentro de Un - de acordo com o Lema 4.2.2 e

a Proposição 2.1.6). Já o fatos .f''-''---'l./'(A) tem uma extensão monótona até Un.:
(Lema 4.2.1 - basta olhar para a aplicação ./''i-l : Si -.} Unl essa aplicação também

é essencialmente linear pelos mesmos argumentos, citados acima, que garantem que a
aplicação J''i---i : Si.i -.> Un o é ). Com isso a distorção de ./''''ilSi pode ser causada

apenas pelo favor ./'lA e somente se /. estiver muito próximo do ponto crítico, c. Como :o

Lema 4.2.2 assegura que /. tem comprimento hiperbólico muito pequeno dentro de }â,

''m" q- existe;lgum no ? l tal q«e Ã C(u«+ ãlUnl,.'-(u«) àlUnl),«n ? no.[]

Lema 6.2.3. Z,)ado 0 < 1 ez atem no > 1 e (l; < cx) país gue

l.SI $ c' . 1%.--: I' . o;'' ,

parca n ? no e { ? 2

Z).«..nsZ«ção. Observe que ./'(c) C $1 D S2 D . . . ) 8 e ./:(Un+l) C Sí, i ;. 2. Sda

L:Í C Si a componente conexo de St \Sj tal que Z,.j C /(Un+l ), 2 5; J' $ í (ver Figura 6.1).

Para n grande o suficiente obtemos da construção do Lema 6.2.1, do Lema 4.2.2 e da

Proposição 2.1.6 que o comprimeíito hiperbólico de Sj dentro de Sj.l é muito pequeno,

2 $ .j 5; {. Realmente: sqa Rj a componente de Si \ Sj U Z)j, para 2 $ .j $ i. Pelo

Lema 4.2.2 sabemos que dado 0 < c existe no ? l tal que

hyp(K., /) $ ., v/ c un,

se n ? no
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Escolhendo c arbitrariamente pequeno teremos que

0(K., /) $ 0,V/ C an,

para algum 0 < a(= exp c -- l) < 1.

Agora, como ./''- 'i tem derivada Schwarziana negativa temos, da Proposição 2.1.6
que

D(8-: , .$) $ o,

para 2 $ .7 .$ i. Daí seguirá quc

H'«n, (6.1)

para. 2 $ J .É i.

Para. mostrar 6.1, notemos primeiro que

OH: , SJ - ];J-:B] $ " :* Ei] $ H] . " :* la $ H3i ' ",
para i ? 2.

Agora, sejam /J e rj, 2 $ J É i, as componentes de SJ.i \ Sj, à esquerda e à direita,

respectivamente. Como Z'''l $1 1 basta mostrarmos que Í-!!il 5; 0. Sendo assim temos:

'$ - J;inlliÜ $ páll}/ - OG$--, .u $ ''
A desigualdade 6.1 implica que

l,SI $ ó. a'-: . ILil
$ b . a;': . ./'(Un+-)l

$ M . 0''' . IUn+: I',

pois Z' ' lgl $ 1.

Lema 6.2.4. EzÍste C' > 0 fa/ q e

o/B.":l ? c'-: . l} --l

'âP'«, .. l.r?«(Un+-)l l./'''(Un+:)l ? ÀIUnl e«!st. no ? l í«/ q«.

P./14.''1 ? a': . :lyUn+: I' '

n

para n 2 no
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Z)emonsfração. Sda Ã' D ./'(Un+l) o intervalo que é mapeado monotonamente sobre

Un-l por /''''. Observe que /-:(Ã') C Un. Isto segue do fato que a órbita de /(u«)
nunca passa por Un-l, o qual já observamos anteriormente. Seja K'' C /r tal que
./'':-' : Ã'' -'> ("«-i + 'lUn-:l,r("«-t) -- àlK-:l) é monótona e sobre. Esta aplicação

tem distorção limitada uniformemente por uma constante C" > 0, pois ela possui uma
extensão monótona até Un.l , isto é

B;ii;;]] $ '',"«, . ' '''.
Além disso vale que ./'--'(Ã'') c ./'''(K) C Un, pois Ã'' C Ã'. Sendo Ã'" = ./'''(Ã'') C Un,
temos

./'(Ã'") c ./'(un) ::> 1./'(Ã'")l $ 1.f(un)l $ M' - lunl'

Como ./'(c) C Si e Ã'" = ./:-:(Ã'') é da ordem de Un segue que

l/r'l $ d - l./'(Ã.'")l,

pa'a alguma constante 0 < d < oo (ver Figura 6.2).

Pelo Teorema do Valor Médio existe z C /T' tal que

o./'' ':(,) l/'- ' :(Ã'')l
IÃ''l

Seja w C S.. Temos:

D./''' ' :( «,) n.f': ':(.) ? (c")'' J:g12.' (-rí')l
IÃ''l

1: K'' . d . m-)'' . -Lq;á:-U ? a-'
l} --l
KI'

o«H- r''' -- 4:g::4=4g.

Assim a derivada ID/ls: il pode ser estimada por

n.f.lé.''l ? a'' . PILJll,(l2l ' nl

Agora, se l/?«(Un+i)l - l./'''(Un+t)l ? : IUnl, considere a aplicação /'-': : Si -.> Un.

Do Lema 4.2.1 sabemos que esta aplicação tem uma extensão monótona até Un.:. A
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/(K) +

Figura Gráfico ilustrativo KelÇ'
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aplicação é essencialmente linear pois a'-(u«-l) » r(u«) se n é grande o suficiente. Assim

a, derivada IZ)/s. il é essencialmente constante e pode ser estimada como segue. Pelo
Teorema do Valor Médio existe z C /(Un+l) tal que

o.f'-''(,) - y!;Ç%ud' l/(Un+:)l
Seja. w C Si. Temos que

o.f*' ' ' («-) '(,) nf''' * (.)

Uma vez que ./'f''l : S] --> Un possui extensão

é uniformemente limitada por uma constante

monótona e sobre até

C" > 0. Logo

/t.(Un+t)l (hipótese)
1/(un+-)l :-

Un-i , sua distorção

O/''':(«,) ? (C")'' . D./'''':(,) '' .l (C")': IUnl
io 1/(%.+-)l

Como

l
'»

1./'(K+:)l '
>

l

«'*ÍI/(«) /(.)l

1%.+- I' . 'up« Ív=h'

« C Un--: }1 '

«»* {l/(«) /(.)l : « c %.--:}
segue que

lo/i9Í:l
KI

Un+- I'
onde C' = C'' . 10 . M n

6.3 Prova da Proposição 6.1.1

Primeiramente vamos assumir que s = 1. Assim basta aplicar o Lema 6.2.4. Se
la.(un+-)1 2 Ülunl -tão

In/''(./'(«))1 ''(/(«))1 ' 1o/(./'''''(J'(';)))l ? (c'')': ' Í tÓ'l ' lo.f(/''(«))l

; .': Jgí:- ' I''.--:í - ''' J:h : ''' ',«,

o«de usamos que R.(z) = ./''- (:«) gl Un+.
a'
E



6.3. PROVA DA PROPOSIÇA06.1.1 83

Caso l&.(Un+i) < -àlUnl, temos que

lo/''(J'(«))l lo/''''(/(«))l ' lo/(/''':(/(«)))l ?(c")': ' !E:J . In/(/''(«))l

%# . i"í - '-: - y# ;: '': ' ,
usamos que ./'''''(/(#)) C R«(Un+l), o qual está próximo da fronteira de Un,

O' = -h. Logo o caso s = 1 está terminado.

Agora vamos assumir que s 2. 2. A prova será feita em dois casos. Sela n ? no ? l

grande o suficiente de modo que os Lemas 6.2.2 e 6.2.3 possam ser aplicados. Sejam
/r < oo a constante do Lema 6.2.2 e 0 < 1 a constante do Lema 6.2.3.

Caso 1 : J''(") - Ri(z) C (u« + lilK.l,,-(u«) -- 11Unl) - Lembremos q- al.(z) gl
Un+l p''r'' { $ s. Sda # C S. tal que /(z) € # e /7'-1 - /';-: H -->

(u« + ãl%.l,r(u«) -- 11ynl) é monótona e sobre. Esta aplicação tem ««a .xte«sã.
monótona até 14,. Assim ela tem distorção limitada uniformemente por uma constante
C" > 0, ou seja

lc")'' $ H;;i:-lH .$ c",v«,v c #.
l,opo

lo./''(/(«))l o./'(./''':(./'(«)))l. lo./''''(./'(«))

1. (c'')': ' lny'(.f'(«))l ' Lc:iil:alar

? (c'')'' ' lo.f(J''(«))l ' ã ' IH
? } . (C")'' ' p.o,-llldh.], . 1%.+-l .E
? C''i P. . 0-('-i),

onde P é a constante do Lema 6.2.3 e C' = 11gl.-P
3E

Caso ll : .f'(«) Ri(«) gl (U« + âlUnl,,-(U«) - àlUnl) - Se ; distorção de ./'T-:

S. --} Un é limitada por /T então podemos usar o mesmo argumento do Claso 1, ou seja:

IO/r(/(«))l = IO/(./'':(./'(*)))l- IP/'':(./(«))l
(C")': ' ly ' IUn--- l

(C'')'' ' p:ÕJ .jun....l, . IUn+: l
C''l . P. . 0-('-1),
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onde C" = =-, P é a constante do Lema 6.2.3 e C' = O''P

Por outro lado, se a distorção for maior do que /T temos do Lema 6.2.2 que /, C
(«« + àlUnl,,-(««) - {lUnl). D;í

IP/'(./'(«))1 /:'--(./'(«))1 - ip/' ''-'(/''-:(/(«)))l
? a': - p. . o b-4 . In/'-''-:(/''--(/(«)))l.

Para s -- 1 > 1 obtemos esta estimativa do Claso 1: basta ver na demonstração do Le-

m; 6.2.1 q- ./''---''(S,) = /s e Ri-:(z) = /''-'(Z) = /''--':(./'(Z)) C /, C

(U« + : IUnl,r(un) -- : leal). Já quando s -- 1 = 1 segue da prova da Proposição 6.1.1

para s :: l.

O último fator pode ser estimado usando o fato de que ./'7''''---1- : ./'(/.) --} Un tem

«m; "t"sã' m-óto«; até Un-. (base; observar que /. C ün, ./'(/s) = ./'(/''-'''(Ss)) =

./':'--(S,), olhar para a aplicação /''-: : S, --> Un que é monótona e sobre e utilizar o

Lema 4.2.1). Ela é essencialmente afim e sua derivada pode ser. estimada por

lo.f''''-'''l.r«J1 2 0'': . Íjll-lJÍ ? c'- ' 7 } ,

onde c > 0 é dado pelo Lema 4.2.2 e C' > 0 é a constante da limitação uniforme
da distorção. Tomando no ? l grande o suficiente podemos assumir que c > 0 é
arbitrariamente pequeno.

Observe que

lo./'(/'':(/(:«)))l ? E - lunl

p'is/"':(/(")) Í(u« + ál%1, .'-(««) - :1%.l).
Podemos finalizar a estimativa para IZ)./'r(/(z)) l observando que

o./''''''--(./'''-'(./'(«)))1 ':'-- ':(./'''-'(./(«)))1 1 o./'(/'''(/(«)))
? (+)'' 'Jbh. iz.l
? (cg)'' '#$. 1%.l

(çg)''



CIJapítulo 7

Parâmetros

Nesse Capítulo daremos um esboço da demonstração do Teorema 7.1.1 abaixo. Mas a

prova completa pode ser encontrada em l21 e jll.

7.1 Resultados no Parâmetro

Teorenaa 7.1.1. Se/a ./' : 10, 11 --.> 10,11 z&ma /unção (73, S--animada/J /Vsíurewácz,

rbão-reforma,lizáuel e se'rrl atratores periódicos. Seja Çfa]. uma jamílicl C: con-L fo = f,
Lransuersat em, a. -- q. Er\tão e=i,ste e > q tal q'ue

1. para q ase lodo a C l--c, cl, /a á caótica ou reforma/ízáue/,'

2, pctrâwtetros para os qu,ais f. é renormatizáuel constituem vmü u,ni,ão enxmeráuel

de ánferua/os /ecÃados g e sâo densas em l--c, cl,

Além desse Teorema 7.1.1, vamos mostrar que parâmetros para os quais /a é caótica
formam um conjunto que tem medida positiva.

Dizemos (lue (/a). é transversal em a = 0 se

=(Â('.) - «,.) # o,

sendo c. a continuação do ponto crítico c e w. a continuação de lo = /(c), as quais estão

bem definidas pelo Teoema da Função Implícita. Melhor dizendo, da Teoria Hiperbólica,

sabe-se que para g suficientemente próxima de ./' (na topologia C''), existe um conjunto

85
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compacto invariante g--hiperbólico As tal que ./'lA/ e gjAp são conjugadas por As : A -->
Ap. A função g H A. é de fato (.,7i e é chamada de conZánução Àíperóó/ ca de A. Tomamos

./: em uma família O':3, (/a)., onde /o = ./', e chamamos de w o ponto pertencente a A

tal que «, = /(c). Como a varia, «, tem sua continuação «,. = /z.f.(m) e o ponto crítico

c tem sua continuação c., a qual está bem definida pelo Teorema da Função Implícita,
usando que c é quadrático.

Na teoria de sistemas dinâmicos há uma crença de que um típico sistema dinâmico

tem o comportamento bem entendido. Esta crença foi precisamente formulada na Con.

jectura de Polis l91. Há alguns resultados que estabelecem esse entendimento para
certas classes de aplicações. Por exemplo, Lyubich provou que na família quadrático

/a : ]O, 1] -+ 10, 11, com /a(Z) = 4a#(l -- z) onde a € 1O, 1], para quase todo parâmetro

a C lO, ll OU /a é caótica OU /a pOSsuí uma órbita periódica atratora hiperbólica. As
idéias da Subseção 7.5.1 estão contidas na demonstração desse resultado, baseadas no
uso do conhecido Lema de Borel-Cantelli.

Em j131 e j141 foi mostrado que os parâmetros hiperbólicos são densos na família

quadrático. Além disso, algum tempo antes, em j151 foi mostrado também que, na
família quadrático, os parâmetros caóticos têm medida positiva.

7.2 Renormalização Generalizada

Aplicaremos os conceitos do Capítulo 4 não apenas para aplicações S--unimodais ./ do

intervalo 10, 11, mas para famílias de aplicações S--unimodais (/a).CJ do intervalo ]O, l],

onde J é um intervalo. No entanto, adotaremos um ponto de vista ligeiramente diferente.

Sendo assim, consideremos uma ta] aplicação ./' = /a, para um parâmetro a C J fixado,

e suporemos que para um certo intervalo bom y' = Uz o gráfico da sua aplicação de
primeiro retorno, R = R,, a l.'; se comporte como mostra a Figura 7.1.

Consideremos agora a coleção Bo de todas as pré-imagens # de U pela aplicação R,

tomadas fora de U. Em seguida definimos sobre Bo U U a seguinte aplicação Oo: para
cada # C Bo, (bola é definida como a potência de R que envia /7 difeomorficamente sobre

U e (bola = alU. Com isso o gráfico de Oo fica da forma mostrado na Figura 7.2.
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u=u,

Figura Aplicação de primeiro retorno a K

r
H

i;:ki.a.z. '.
.t'

Figura Aplicação de Renormalização
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Seja l .$ esc 5; oo o primeiro inteiro positivo tal que Õesc(c) C V \ t/. A função

renormalizada 'D' = Ren(@o) será definida se, e somente se, esc < .n e õ:sc(c) C int(P),
para algum P C ZJo, e neste caso colocamos

J"'(#)

como o intervalo central do domínio de ©' e (b'l7 = ©.lpo Q'escl'y. Além de ', o domínio

de @' é composto pela união de todas as pré-imagens de 7 pela aplicação Oo tomadas
fora de 'r e contidas em U. Vamos denotar esta coleção de intervalos por B'. Para cada

#' C Zi' existe uma potência de õo que envia P' difeomorficamente sobre 7, e esta será

exatamente a definição de ü''lP'. Analogamente podemos construir a renormalização de
(ü'. Assim observamos que a partir de uma aplicação õo com domínio

d'm('bo) = 1'o U U # C 7-:

(onde 'o corresponde a t/ e 7-l corresponde a V' = Un), obtemos, indutivamente, uma

seqÍiência de aplicações {®n}«20, onde 'b« = Ren(@«-l), n ? 1. É claro que para

podermos obter essa seqüêncía de aplicações estamos admitindo que para cada n a

posição do valor crítico implica que a'. é renormalizável nesse sentido. Esse processo
gera uma seqüência decrescente de intervalos encaixados 7-i D "yo -) . . . :) 'y« D . . . e

coleções Zi« de intervalos dois a dois disjuntos e contidos em 7n 1 , para todo n ? 0.

Como vimos anteriormente, para cada n ? 0, existe um número esc. ? l que é

o primeiro inteiro positivo tal que õ=sc«(c) C 7«-i \ '.. Assim diz-se que ©. tem um
«*-«o ««f«/s' esc« > 1, isto é, 'D«(c) C %., e «m «ío-o «'.-««t«/'m «se ..t.á.i.
(assim como no Capítulo 4).

A menos de uma mudança afim de coordenadas daqui pra frente estaremos assu-
mindo que o ponto crítico é o zero, 0, ao invés de c.

Para maior facilidade chamaremos

Hn = '>«17n,

o ramo centra/ de '«, e para cada /3 C B. seja B : # --> 7. o difeomorfismo B ©«IP
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Esse procedimento, assim como a construção sucessiva de intervalos bons % com

suas transformações de primeiro retorno .f?,,, feita no Capítulo 4, leva o nome de Renor-

«,«/Í«ção 6'.«««/ã«d« («- liil e li21).

7.3 Renormalização Generalizada em Famílias

Vamos descrever o processo de renormalização para famílias, em vez de um parâmetro

fixado. Iniciamos com um intervalo de parâmetros Jo onde (>o = (bo,. está definido.

Para ter uma idéia, tome por exemplo (/a). como sendo a família quadrático e
escolha Jo = Áw, onde

.4ü/ .e(0)gt' %, V 0<.j<Meyy(0)€1'

onde V' = L/a é o intervalo bom cujos extremos são o ponto fixo atrator à direita de c e

sua outra pré-imagem. Esse intervalo ,4&/ corresponde aos parâmetros a para os quais a

aplicação. Oo = õo,. apresenta o mesmo comportamento como mostrado na Figura 7.1:,

isto é, com o mesmo número de ramos (respeitando a monotonicidade) mas notando que

ao variarmos o parâmetro a em .4.v = Jo a imagem do ramo central irá percorrer todo o

intervalo V :: }â. E lembrando que se a > sup {.4w = ./o} então aparecerá pelo menos

mais dois ramos na Figura 7.1.

Embora o domínio de q)o (dom(©o)) possa variar com a, cada componente conexo

do dom('bo) tem uma continução definida para todo a C Jo. A próxima geração Q. é

definida somente para os parâmetros a tais que /lesc'(0) C int(/3), para algum # C /3..

Portanto a família @i é definida para parâmetros em uma união de intervalos e cada

intervalo dentro das componentes conexas do domínio sempre admitem uma continuação.

Todas as componentes conexas do dom(©i) se encolhem em um ponto quando .f/oesc'(0)
se aproxima de um dos pontos de fronteira de /3.

Precisamentefalando, procedemos por indução. Seja ©« = (õ«,.).CJ,Jcan a n--ésima

renormalização de (1)o = (©o,.)..CJo , onde Jn é uma coleção de intervalos, cada um dentro

de algum intervalo da coleção an-l, para n ? l (e Jo = {Jo}). Para cada J C Jn

existe um intervalo central 7. = 7n(J) que varia continuamente com a C J, uma co-

leção Bn = B.(J) de pré-imagens do I'amo central, variando continuamente com a C ./,
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;(«,o)

J; J; ... RÇJ)

Figura 7.3: Dependência do parâmetro sobre o valor crítico e o domínio de ©.

difeomorfismos a--dependentes .B : P -+ '. e um ramo central .f7n : 7« -+ ',.-i co.m a

propriedade de que J7n(0) cruza '«-] completamente quando a varia dentro de J

Neste momento estamos assumindo que ©. é bem comportada tanto no espaço

quanto no parâmetro. Por exemplo, o ramo central é aproximadamente quadrático, a

velocidade do valor crítico é quase constante e os elementos P = P. se movem com
velocidade muito menor. Essas hipóteses são justificadas por indução e preservadas

pela renormalização generalizada, como mostrado em jll. Além disso, sem perda de

generalidade podemos supor que Z.)2/7n < 0 e jlm.17nl cresce com a (vqa Figura 7.3).

Para procedermos indutivamente, dividimos o intervalo de parâmetros / C a. da

seguinte maneira: seja R = R(J) o intervalo fechado de parâmetros para os quais #.

é renormalizável (no caso da família quadrático /a(Z) = a -- z', com a C R, temos que

R = 1--},2])i é fácil ver que a C R se, e somente se, esc=esc(a) = +oo. Agora sejam

.(") - -- se 0 gl ImH« e .(«) = + caso ««erário, e defi«; J': = {« C J;a(«)
:L, esc«(a) < +oo}, de maneira quc J = J- U R U J+. Para cada k > 1 defina

;AÜ J::;«.«(«)

Portanto {R, {./k }k?:} define uma partição de J (veja Figura 7.3) e quando a varia
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dentro dos J#Ü o ponto //nk(0) cruza a componente conexo à esquerda de '«-i \ 7. (exceto
pai'a J/', onde #n(0) cruza a do lado direito).

O próximo passo é definir a coleção Jn+l(J) dos elementos de an+l contidos eTn J

Cada, J' C Jn+l(J) pode ser escrito da forma

J' = J'ta.k.P) {« C J; a(«) esc«(.) &, /C(o) c P.}

para algum o' = :L, A ? l e P C B«. É dai'o que ./'(o',k,P) C JAa e se # pertence à

componente da direita de 7n-l \ '. então ./'(+, A,P) é não vazio somente se A - l.

7.4 ])ecaimento de Geometria e Starting Conditions

Vamos adicionar a esse processo de ienormalização mais algumas informações e carregá-

las por toda a. indução. Uma vez que já temos definida uma seqüência {©.}.?o, onde
Q. = Ren(Qn-l), para todo n ? 1, vamos assumir que a derivada Schwarziana de ®. é

não-positiva:em cada componente de seu domínio (no caso de aplicações S--unimodais

isso é imediato). E que além disso, para cada /3 C Zio, o difeomorfismo correspondente B

P --> ,yo admite uma extensão difeomórfica de /i :) /3 em '--l com derivada Schwarziana

negativa, implicando em distorção pequena de B em /3, se a razão l7ol/l7.i l é pequena,
como vimos no Capítulo 2.

Para cada /3 C 6. defina

p«(P) - aüiü11;l:D' q.(o) -
Sda

' sup i:;=:'J,p . pcB« ' pca,.
I'r«l : . P suP P«(P), q. = s«P s"P q«(#).

O supremo é tomado entre os parâmetros a para os quais a renormalização está

definida até o estágio n, dentro do intervalo de parâmetros de definição de ü'o (veja

mais detalhes abaixo). Usamos o seguinte Teorema 7.4.1, cuja demonstração pode ser
encontrada em li61, jlll.

Temi'ema 7.4.1. Se to,po e qo são pequenos o swácÍente, então r.,p. e q. tendem a zero

qu,ando rl -.» m, e eln p rticular r. terlde Q zero e:cT)onenciülmente. Embora eles possam
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rLão decrescer monótona,m,ente, dados r,p e q s'u$cientemente pequenos (e maiores qKe

zero), se rü.po e qo são su$ci,entemente pequenos então r. '$ r,p. $ p e qn '$ q para todo

rl Z Q. Além, disso, para cada, l3 ç: B. o difeomor$smo B l l3 -} 'y. é e=tensíuel a. u,rrLÜ

0;:l#l--t;iz nAazzça de # com a mesma potência .j ta/ que B = ©ãlP á um dá/eomor$smo

sobre su,ü imctgem (a qual está contida. em l..\), onde 0. = QÇq.,r..') e 0 uai Q zero
quando se argumento uai a, zero.

O decrescimento exponencial de I'« é chamado de decaÍmenfo de geometria da
renormalização generalizada.

Vejamos agora as informações que iremos adicionar sobre ©., relacionadas a suas

derivadas envolvendo espaço e parâmetro. Estabelecemos a seguinte notação: para

n ? 0 fix.do e J C Jn, cada /3 = (P.).CJ (ou 7« = (%.,.).CJ) é uma f;mília contí«. de

intervalos. Observe que P é usado tanto para denotar a família quanto um particular

/i = /3. se a é fixado. A função B : /3 --} 7n ( respectivamente # = Xn : 7« -+ ''n-l) pode

ser vista como uma função real de duas variáveis em z e a, com domínio {(a,z)l a €

J, ;« C P.} (respectivamente {(a, "); a C J, :« C 7m,«}), ta] que Z?(a,#.) = 'r«,., para um

parâmetro fixado a C J. No entanto mantemos a notação antiga. quando tratamos com

composições: por 'x'mplo, Z? ' H significa B('', X(a,z)), H' significa X(a, H(a,z)) e
Z?-' = B''(a, ") é a função tal que B(a, B''(«, ")) = z. Além disso, se escrevemos B(z)
queremos dizer B(a, z), se não há razão para dúvida. As derivadas parciais são escritas

como Z?,, Z?.., #r., etc. Se .j é um inteiro, /# significará (Hj), e (Hz)j significará Hz à
.j ésima potência.

Diremos que a subfamília (b« = ((Dn,.).CJ, para J € Jn, n ? 0, saf s/az as desagua/-

d«d« (P0)8. se o r.mo central # = Hn : 'r« -+ '7..i s-tisf«

Wz,l > o, j#al > o

e

l7nl - := ,1'*«1 ' k ,I'l
para todo z C 7. = '.,. e todo a C J

Vejamos o que essas condições implicam. Integrando :l} log IX,,l obtemos, para tí0
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mente pequeno

é l.g l#a,l(y)dy0 :.: HI « '. * -'. « .: H « '.

«Ê#..'',
e sendo (ío suficientemente pequeno temos que: eáo < 1 + O'áo e e'ó' ? 1 -- C'áo. Logo

temos que

1 - c'á. 5; gF $ 1 + c'ó. (7.i)

para todo z C ,y e para alguma constante S = S. = #,,(0)/2, onde C' é uma constante

universal. Integrando a desigualdade 7.1 e lembrando que Hz(0) = 0 obtemos

(l --C'áo) 2SZ $ Ha $(1+C'.50).2SZ

e integrando novamente obtemos

(l C'Óo)'S«' $ #(«) #(0)$(1+C'áo).S«',

ou seja, # é quase quadrático para todo a C J, mas a curvatura S .= Sa pode (em
princípio) variar com a. Agora, integrando ià log IW.l obtemos

l c'.i. $ !=k $ 1+ c'(í.

para todo # C ,y. e para alguma constante u :: o.. Em outras palavras, a velocidade

de X(a,z) com respeitc' a a é aproximadamente igual à velocidade de #(a,0), para
qualquer z C '.. Da mesma forma, usando as outras duas desigualdades mostramos

que u. e S. são quase constantes para a C J, justificando a. definição de constantes

u« = u«(J) e S« - Sn(J), que aproximam os valores de #.(a, r) e H-(a,z) p»ra todo
a C J e z C 7. = '.,..

Observamos que renormalização generalizada preserva o sinal de u. . Sn, como é fácil

de se ver na família quadrático por exemplo.

Definimos agora o segundo conjunto de desigualdades, ou seja, dizemos que (D. =

('b«,.).c.J, J C Jn, n ? 0, ;«fÍs/a, « d«ãgK«/dado' (P])Õ. se para t'do P C 6« = B«(J)
e a função correspondente B : P --> 7n os quocientes

á,*.h,,«.dh,«'.h,,.'.

U
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são menores que ái para todo # C /3. e a C J tal que jlmHnl ? : l7n.t l ou ImH.nz/(/3) #

D para uma certa vizinhança Z/(#) de P (para a indução nós precisamos apenas de
[m#n n P # ç]). Aqui #. significa #a(a,0) e não H.(a,z), uma vez que # vive dentro

de # (ou então u« = u«(J)) se as desigualdades (Eo)õ. já estão satisfeitas). A condição

l7.l - ii>1 ': ó-
rção pequena em #, pois para zi, z2 C P temos

/
Este quociente, em particular, pode ser controlado de duas maneiras: fazendo o cálculo

direto ou pelas propriedades de extensão, com o uso do Lema 2.2.2. Fica como uma

questão em aberto se existe um outro método de cálculo direto para controlar os quoci-
entes restantes

/\ concliçao

l log l-a,(«-)l - log IB,(«,)ll 5; : Ê#u '. « ':.
assegura distoS 1' S

pode ser facilmente entendida se a traduzirmos na forma

IB;:l < J-jHa(0)l,

que é dizer que a velocidade de P. é muito menor que a velocidade de llCsc(0). Isto é

válido para valores de a que incluem o momento quando # é cruzado por .f/nesc(0).
Vamos lembrar que o objetivo final é manter sob controle a velocidade do valor

crítico: ele tem que ser quase constante ao longo de qualquer intervalo J C J., n ? 0.

Isto corresponde ao quociente em J7... Mas para controlar esse quociente precisamos

controlar também os outros envolvendo a função #, e como consequência, todos os que

envolvem as funções B. Assim temos o seguinte

Teorema 7.4.2. Se '>o = (Qo,.).CJo safes/a. as desagua/dados (Po)Õ. . (PI)á. P«« áo, 'Si >

1) su$ci,entemente pequenos, então ib. ....}.eJ tümbérrí\ satisfaz as desigualdades para.

bodo J C .J., n '2. Q, desde que r.,pm e qm sejctm sb$ciente'm,ente T)equ,entes para todo

m 2. ü (qTe é o mesmo qu,e erigir que rü,po e qo sejam suPcientemente pequ,entes, pelo
]'"««« 'T.4 i).

A prova do Teorema 7.4.2 pode ser encontrada em jll
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7.5 Demonstrações

Antes de iniciarmos com o esboço da demonstração do Teorema 7.1.1 é importante res-

saltar que com as hipóteses do Teorema 7.1.1, em l21 se mostra que (--c, c) é particionado

numa coleção Jo, a menos de medida nula, e para cada Jo C Jo está definida uma apli-

cação Oo que satisfaz as desigualdades (no)J. e (PI)J.. Assim aplicamos o Teorema 7.4.2

para garantir que as condições soam mantidas para On, para todo n ? 0. E isso será
usado para mostrar os resultados, em Jo, como medida total dos parâmetros caóticos ou
renormalizáveis e densidade dos renormalizáveis.

7.5.1 Prevalência dos parâmetros caóticos e dos i'enormalizáveis

Sda Jo um intervalo como acima. Vamos mostrar que se (/a)..J. é uma família de
aplicações S--unimodais do intervalo 10, 11 então para, quase todo a C 7Z' ou /a é Misiu-

rewicz ou #Ínl esc« = esc«(a) > 1} < oo. No segundo caso, utilizando o Teorema 1.2.1

teremos que /a é caótica. E como parâmetros Misiurewicz são automaticamente caóticos

teremos concluído o item l do Teorema. 7.1.1. Vamos lembrar que definimos os seguintes
conjuntos

: -tcz; ./. é renormalizável },

f = {a; /a é caótica }

e

.A4 = {a; /a é Mísiurewicz }.

Primeiramente observemos o seguinte fato: para qualquer ./ c J., n > 0, I'7«-i,al
é aproximadamente constante. Isto pode ser provado facilmente por indução, usando a

aproximação quadrática. do ramo central e o fato que a distância entre cada P C B. e a

fronteira de 7..i é muito maior que IPI. Para cada J C Jn, n ? 0, seja

Ce«t(J) {« € J; #n(0) C l«}

Pelas considerações acima (uniformidade da velocidade do valor crítico) temos que

UTP : ',«'
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para alguma constante universal C' > 0.

Seja C o subconjunto de parâmetros em (--c, c) tais que se a C C então /a não é

renormalizáve] e o ponto crítico é recorrente (em breve, C = 'R' \ ./U), correspondendo

exatamente ao conjunto de parâmetros para os quais (O«)«?o está bem definida. Nos
restiingiremos a

'-'.-n u '.
Para cada J c Jn, n 2 0, a coleção Jn+l(J) = {J' C an+llJ' C J} pode ser

decomposta em duas partes:

an+- (J) u .Zr. (J),

onde J' C a;;'f(J) se ' s'mente se J' = J'('', k,P) para algum A > 1, a - :L e P C 23.,

e J' C Jne:.(/) s' ' s'me«te se J' = J'(''',l,#) p«' *lg«m a = :E e P C B. (ve«
Figura 7.3).

Assim para qualquer a C C n Jo existe uma sequência Jo D JI D ... D Jn :)
convergindo para a (pois l./nl < IJn-tl, Vn ? l),' tal que para cada n 1? 1 ou

Jn C J;-'( /n-l) ou Jn C Jn"'(J«-l), e portanto definiíido a função 0. : N --} {-«,-.}.

De acordo com o Teorema 1.2.1, se é?;:({-«}) contém somente finitos elementos então

a C C. Provaremos que o conjurlto de a C Jo tais que a;:({-«}) é infinito tem medida
de Lebesgue zero, consequentemente provando o que queremos.

Para este propósito usamos o chamado Lema de Borel-Cantelli: " se {LJi>o á ama

co/eção de {níerua/os /i C ]O, 1] tais qwe >ll::?. l/il < oo então o colÜanto de z c lO, ll
la,is qKe = pertence a in$nitos lls tem medida. de Lebesgve zero"

Para nós, 0;'({.-.}) é infinito se e somente se a pertence a infinitos intervalos do
conj«to

U U .%T}(J).
n2O JCJn

Para qualquer ./ C Jn, n ? 0, os intervalos da coleção a;Tf(J) são dois a dois disjuntos
e contidos no intervalo Cent(J). Assim

Ü )l: {la'l; z' c .ZTf(z)} $ c''«
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como observamos acima. Uma vez que }: {lZl; ./ C an} $ 1Jol obtemos

}l: >1: {1;'1; J' C a=;'t(a)} 5; C'llol >ll:,..
n?O JCJn .>0

Como I'« decresce exponencialmente (pelo Teorema 7.4.1) segue que a soma acima é
finita.

7.5.2 Abundância de Caoticidade

Sejam n ? 0, J c Jn, Sn = Sn(J) e u« = u«(J). Como Xn é puas. quadrático e a
velocidade do valor crítico é quase constante podemos estimar o tamanho do intervalo
de re«o:malização R(J):

Ílg;É-;Ü- < IR(J)l < l&.«.l

Mas queremos expressa;r IX(J)l como oração de IJI. Observe que se a = sup J, então

Sn(l-l7«ly = 17«-: l.

Por outro lado

'0n, :=
. l7n-- l

1/1 '
levando-se em conta que l y..i l é quase constante. Assim

IR(z)l< ,:lll

Como r« < 1, Vn ? 0, e (7'«)n decresce exponencialmente, existe À < 1 tal qu. r2 < À",
Vn ? 0. Então, para algum C'(À) > 0 temos que

L'b(Jo \ 7?) 2- 1Jol ' 11(1 -- À") ? laol ' expl--C'(À) )ll: À"} > 0.

Pelo item l do Teorema 7.1.1, quase todos os parâmetros em Jo\7?1 são caóticos, provando
assim a abundância dos parâmetros ca.éticos.

l

ll(i -.x") ?
n,::l
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7.5.3 Densidade da renormalização

Se 7Z não fosse denso em Jo então existiria uma sequência infinita Jo .) Ji D J2 D . . . :)

Jn :) . . . de intervalos encaixados, Jn C Jn, Vn 2 0, tais que Í'l Jn é um intervalo.

Por outro lado, como a velocidade do valor crítico é quase constante para todo J c Jn,

n ? 0, então é fácil ver que IJn+il «K 111nl, implicando que a intersecção deve ser um
único ponto. Com isso estabelecemos o item 2 do Teorema 7.1.1



Apêndice A

Na Seção 1.2 vimos que, no caso de aplicações S--unimodais do intervalo ]O,l] em
questão, para Lebesgue quase todo ponto z C [0, l] a (órbita de z converge para a órbita

periódica atratora hiperbólica, se ela existir. E fácil ver que o mesmo argumento vale

mesmo no caso não-hiperbólico, desde que a órbita seja atratora pelos dois lados. Restará

apenas tratar do caso em que a órbita é do tipo sela-nó.

Analogamente, podemos mostrar que "se ./' á uma ap/ cação reforma/ záue/ então

para Leóesgue q ase lodo ponto z C 10,11, a din(2mica de ./ se red z â dãn(2m ca de

.Lm internato de renorvnütizaçã,o, no caso em que uln. dos pontos do bordo do internato

de reforma/ázação seja wm repzé/sor Àãperóó/{co. Isto é, mostraremos que para Lebesgue

quase todo ponto z C 10, 11 existe n tal que /"(]ç) pertence ao intervalo de renormalização.

Para ver isso, seja {/o, /i, . . . , /A.i} a coleção de intervalos que define a renormalização

de ./, onde excluímos os extremos dos intervalos /, no caso em que um dos extremos

é um repulsor hiperbólico. Assim estamos assumindo que os intervalos /i são abertos.

Logo se existisse órbita atratora fora de /o ela atrairia o ponto crítico de / (Teorema

de Singer), mas isso não ocorre pois /o é invariante (/*(/o) C /o). Com isso temos

p'lo Teorema 3.1.4 que o conjunto Í'] /-" 1 [0, 1] \ U /i l é hiperbólico e ap]icando o
«,>o \ {-o

Teorema 3.1.3 obtemos que quase todo ponto do intervalo 10, 11 entra na renormalização

Neste Apêndice mostraremos que valem os dois resultados acima no caso da sela-nó.

isto é, sendo O(p) uma órbita periódica do tipo sela-nó então para. Lebesgue quase todo

ponto z C 10, 11 vale que a órbita de # converge para O(p), e que além disso, se / for

A l

de /
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renormalizáve] e o ponto periódico do bordo do intervalo de renormalização pertencer

à órbita da sela-nó então para Lebesgue quase todo ponto z C 10, 11, a dinâmica de

./' se reduz à dinâmica do intervalo de renormalização. Mas nesse caso (sela-nó) há
uma dificuldade adicional para provarmos esses resultados pois não podemos utilizar os

mesmos argumentos que utilizamos nos casos anteriores, uma vez que no caso da sela-nó
há apenas uma gemi-vizinhança atratora.

Os argumentos que se seguem foram comunicados pessoalmente por Vilton Pinheiro.

A.l Sela-nó

Nesta Seção provaremos os resultados enunciados anteriormente no caso da sela-nó. Mas

para isso será suficiente provarmos o seguinte resultado.

Proposição A.l.l. Se / pois wrn ponto per ód co do aipo se/a-nó, e porfanZo atrator,

.«tã. Z,eó({" C 10,11 : /"(«) C UP (P,.-(P)), P«« «/g««. « 2 0}) .«d. P é'
ponto da órbita. da. sela,-nó que maximiza f

Vejamos porque essa Proposição A.l.l dá conta do dois resultados que nos propomos

a demonstrar aqui neste Apêndice. A demonstração do Teorema de Singer (2.1.1) mostra

que c está na bacia imediata da órbita atratora, implicando que se 3 € b,cl então

/"(") --> (9(7'). Para z C (c,''-(7')l «le o mesmo, p'is ./(#) = .f(,-(z)) e r(:«) perte«c.

a ip,cl. Por outro lado, suponha que ./ seja renormalizável e sqa / o intervalo de
renormalização que contém o ponto crítico. Suponha também que o ponto periódico, p,

em õ/ seja uma sela-nó. Da definição de renormalização, p é bom e o outro ponto do
bordo de / tem que ser r(p).

Para demonstrarmos a Proposição A.l.l precisaremos de alguns insultados que co-

meçaremos a demonstrar agora. Fixamos A como sendo o período da sela-nó.

Lema A.l.l. Ezi'te ((p) C ./v . pe,iódí« t«/ gw.

(i) UP C U((P) e UP # Ue(P);

(ii) o período de {(p) é menor ou igual ao período de p l
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(iii) .f(((p)) maximiza ./', com Ue(P) satisfazendo (i) e (ii)

Z)emonstração. Primeiramente vamos verificar que .f tem finitos pontos periódicos de
período menor ou igual ao período da sela-nó.

Seja g = ./". Então os pontos periódicos de período m de ./' são poíjtos fixos de

g. Suponha que g tenha infinitos pontos fixos. Pelo Teorema do Valor Médio, existem

infinitos pontos tais que g'(aç) = 1. Entre quaisquer três pontos sucessivos para os quais

g'(aç) = 1, deve existir um ponto para o qual g' < 1. Realmente, g'(aç) não é identicamente

igual a um sobre um intervalo, pois senão Sg -: 0 o que contradiz o fato de que Sp < 0

(pois SI' < 0). Como consequência do Princípio do Mínimo temos que g' não pode ter

mínimo local positivo entre esses três pontos. Assim, deve existir pontos para os quais

g' < 0. Corlseqüentemente, existem pontos para. os quais g' = 0. Mas isso implica que

g tem infinitos pontos críticos, mas isso não é possível pois ./: possui apenas um ponto
crítico implicando assim que g = /" possui urn número finito de pontos críticos.

Assim olhamos para o conjunto de pontos periódicos, # C 10, 11, de período menor
ou igual ao período da sela-nó, e tal que UP C }Ç e VP # K;. Em seguida, para cada um

desses pontos tomamos o ponto de sua órbita que maximiza ./'. E sendo finito o conjunto

desses pontos periódicos conseguimos o ponto ((p). []

Lema A.1.2. O(P) n u((,) = {P},

Demonstração. Suponhamos por contradição que exista 0 < J < k tal que ./j(p) c

Ue(P) Assim olhamos para o gráfico de .f*'j restrito ao intervalo (/j(p), r(.fj(p))) (ver

Figur; A.l). C'mo /*'j(/j(p)) = ./*'j(.'-(./j(p))) = p vemos q«e o gráfico de /~'j deve

cruzar a diagonal, gerando assim um ponto periódico de período k -- .j < A. Se o ponto

periódico cair fora de UP teremos uma contradição com a, minimalidade de {(p). E o

ponto periódico não pode cair dentro de UP também, pois sabemos que se # C UP então
./'k"(z) --> O(p), quando n -} oo.

n

Como vimos no Capítulo 4, dado um intervalo bom, Ua, definimos o conjunto de

pontos que retornam a Uu sob alguma iterada de / (vede Definição 4.1.2), e com isso

Cr pode ser descrito como sendo a união de todos os intervalos 7' tais que /" : 7' --> yn
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/'(P) .'- (/j (P) )

Figura A.l: Ilustração do gráfico de .fk'i

é monótona e sobre para algum n ? 0, lembrando que /o é a aplicação identidade

em Ur Vimos também nesse Capítulo 4 que se / é uma componente de (IZ:; então
/,./'(/), ,./"(/) = 1,Ç são dois a dois disjuntos (ver Lema 4.1.5). Apesar de termos

assumido no Capítulo 4 que / não possui atratores, esses resultados não dependem

dessa hipótese, de modo que podemos aplica-los para iç - p, onde p é como acima.

Lema A.1.3. Soam / C (4, e n Za s que ./'" : / --> UP á monótona e sopre. Então ezisfe

J C 10, 11 fa/ que / C ./, /"lJ á unz di#omor$smo e /"(J) = UC(,).

Z)emonsZração. Por contradição sqa / D / maximal tal que

(1) ./"lJ é um difeomorfismo;

(2) ./'"(J) C Ue(,) ' /"(J) # Ue(,).

Neste caso existe j < n ta] que c C a.fj(J) (ver Figura A.2). Temos então que /(p) C

./'+:(J \ 7), e assim ./"'f(p) c ./'"(J \ 7) C Ue(,) \ UP. Contradizendo o Lema A.1.2
n

Lema A.1.4. .EzÍsfe u«Qa seqdêncÍa de ntert,a/os bons, (U)j, ta/ gue UP C b e yP # K

P-« Í.d. J ? o . t«/ g«. « «qúê«.{« de «ú«.« ««i' (lb \ ypl)j «««ry' p"" ""
Z:rn o aras pa/au7'as, }Ç se "acumw/a" em UP

Z)emonstração. Seja m .$ A o período de {(p). Suponha que exista um intervalo ,4 C
Ue(P) \ UP tal que
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./'j (J)

C /j(/)

u€

Figura A.2: Ilustração de c C é?./j(J)
Á

(a) H n uP

((P) P .'-(P) .'- (f(p) ) ((P) P '(P) ,,({(P))

Figura A.3: Ilustração do intervalo .4

{p} (ver Figura A.3);

(b) se z C 4 então /"(z) g UP para todo n 2 0;

(c) .4 é maxima] satisfazendo (a) e (b)

Para facilitar, podemos assumir primeiro que o intervalo (((p),p) não contém c
Se ((p) g1 ,4 temos as possibilidades

(i) Á C /*(.4) e Á # /*(.4);

(ii) /'(.'1) C .4

A possibilidade (i) não ocorre pois se ocorresse seria uma. contradição com a maxi

malidade de .4. E (ii) não ocorre, pois caso contrário geraria um ponto periódico.
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((P) P {(P) P

Figura A.4: Ilustração do gráfico de ./'

Agora suponha ((p) C .4 e olhemos para o difeomorfismo ./''l(((p),p), onde r =

mmc(m, k). Como /' âxa os extremos {(p) e p teríamos a geração de um atrator o que

não é possível (vei Figura A.4), pois ou teríamos um atrator no interior de (((p),p), o
que é um absurdo, ou ((p) tem uma gemi-vizinhança atratora (à direita de ((p)), o que

não ocorre pois uma vez que ((p) é bom (e portanto ele não pertence à órbita de p)
teríamos outro atrator, o que é um absurdo.

Caso p e {(p) estejam de lados opostos como na Figura A.5 também teremos con-

tradição. Se a'-(((p)) g1 .4 o argumento é análogo ao caso quando ((p) g1 .4. Agora
se '-(((p)) € .4 podem's ter ou /'(p,.'-(((p))) = (p,r({(p))), ger«do assim um p'nto
periódico, o que é impossível, ou /'(p, a'-(((p))) = (((p),p) e assim teríamos pontos de Á

entrando em UP, o que não ocorre também, pela de.nnição de .4.

Como conseqüência temos que existem pré-imagens de UP (ou seja, componentes

de OP) arbitrariamente próximas de UP. Assim, para cada uma dessas componentes,

digamos /, sabemos que existe n ;. 0 tal que ./" : / --} UP é monótona e sobre, e de

acordo com o Lema A.1.3 conseguimos um intervalo J :) / que estende essa aplicação
monotonamente até UC(p). Com isso temos que os pontos do bordo de J são mandados

nos pontos do bordo de ye(P) poi essa aplicação, os quais não retornam a Ue(P) Sendo
assim, para definirmos os intervalos K, dentre os pontos da órbita dos pontos de bordo



4 Z .çpr,Á.v/) 105

/' (p, .'-(f(p)) )

{(P) .'-(P) ,(((P))

/' (P, .'-(((P)))

Figura A.5: Ilustração da imagem de (p, r(((p))) por ./:'

de cada intervalo J escolhemos aquele que maximiza ./ e que pertence a Ue(p) \ UP
D

Vamos agora provar a Proposição A.l.l

Z)emonsfração. Primeiramente tomamos uma seqüência de intervalos bons, (h)j, se
"acumulando" em EP, de acordo com o Lema A.1.4. Logo existe .jo 2 1 tal que todas

as aplicações /" : T --> IÇ têm distorção limitada uniformemente, para .7 ? .jo. Como

h --> UP temos que lt6 \ v' 1 --> 0, isto é, dado c > 0 existe Jo ? 0 tal que IB \ Upl < c,
para todo J 2 Jo. Como ./" tem distorção limitada uniformemente sobre os intervalos
t6 temos que

Leb({:« C (i4 : /'(#) C K \ UP, para algum / ? 0}) $ ac,

para alguma constante positiva C'. Por outro lado, como (a contém o ponto crítico de

./ e os pontos periódicos atratores, temos pelo Teorema 3.1.4 que ((&)' é um conjunto

hiperbólico. Logo, pelo Teorema 3.1.3 obtemos que 1(41 = 1. Sendo c > 0 arbitrário,

cotJcluÍmos que Lebesgue quase todo ponto z C [0, l] entra em yP sob a]guma iterada de
./', isto é,

L'b({:« C lO, ll : ./''(") C UP = (p,r(p)), p'ra algum / ? 0}) = 1

Portanto o resultado segue. D
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