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Resumo
O objetivo desta tese é fornecer resultados de perturbação para a equação

do tipo parabólico em z, dr/dt + .4z = .r, f > 0, 3(0) = (, em um espaço
de Banach Xo em relação aos dados {, ,4 e /. O operador ,4 tem domínio
constante Xt C Xo, densa e continuamente, gera um semigrupo analítico em
X. e a sua norma do gráfico é equivalente à norma de Xi ; / uma função com
valores em Xol e ( um elemento de um espaço intermediário entre Xo e X:.

Abstract
The goal of this thesis is to obtain perturbation results for the parabolic

type equation in z, d#/d{ + Á# = /, t > 0, r(0) = (, in a Banach space Xo

when (, ,4 and ./' chance. The operador ,4 has a constant domain Xi C Xo,
with contínuos and dense injection, is setorial in Xo, and its graph norm is
equivalent to the norm of Xt; the function .f has values in Xol and ( is in a
intermediate space between Xo and .Xi .
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Introdução
O objetivo deste trabalho é fornecer uma estrutura que permita perturbar

os dados de equações do tipo parabólico em espaço de Banach e avaliar o
consequente efeito na solução.

Por uma equação do tipo parabólico, entendemos uma equação em a,
d#/dt + .4z = /, t > 0, #(0) = ( em um espaços de Banach Xo, o operador
Á com domínio Xi C Xo, densa e continuamente, gerador de um semigrupo
analítico e com norma do gráfico equivalente à norma de Xil a função / com
valores em Xo e ( um elemento de um espaço intermediário entre Xo e Xt.

Os dados da equação são (, / e .4. O incomum é ter o próprio operador
como um dado.

Ao lado da teoria de perturbação de Kato, o pioneiro no assunto a tratar
a questão especificamente para pertubação de dados da equação do tipo pa-
rabólico foi Daniel Henry. Nos resultados de perturbação de Henry inclui-se
a mudança do operador, mas segundo uma direção bem controlada, como
p.A, com variação de p > 0.

A limitação ocorria antes pela escolha tradicional em colocar a solução
da equação no domínio da potência fracionária do operador. Além de só
em casos bem específicos ser conhecida a dependência deste domínio com o
operador, há também dificuldades lógicas.

Por exemplo, o clássico trabalho de Sobolevskii fornece solução pata a
equação qttasilinear d:«/dt + .A(t,z)a = /(t,z), t > 0, z(0) = (, no es-

paço Xo se .A(0, O gera um semigrupo analítico em Xo, as funções (t, z) -}
/(t,z),Á(t,z) regulares com t C m, e z C X" onde X' é o domínio da
potência a-fracionária de ,4(0, O. Mas há adicionalmente a hipótese de que
( C XP, pala P > cl. Note a circularidade.

Então pala remover esta diâculdade a solução da equação é colocada em
um intermediário entre Xo e Xi, mas que não depende de ,'i. Obviamente
é necessário ver como se modificam as estimativas de Henry envolvendo se-

migrupos analíticos, e'"l(, solução de dz/dt + .Aa = 0, f > 0, z(0) = {, e
os espaços de potência; e como se modificam as estimativas de Sobolevskii
para o operador de evolução U(t, r)(, solução de dz/dt + .4(í)a = 0, t > r,
também com os espaços de potência.

Entretanto o programa acima ainda não foi feito. As contribuições mais
próximas disto estão no livro de Alessaíldra Lunardi, mas com suas estima-
tivas não é possível repetir muitos resultados de Henry, principalmente os
envolvendo comportamento assintótico, ou um substituto para o teorema de
existência e unicidade de Sobolevskii mencionado.
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O programa também não foi feito por Amann. Seus resultados são sempre
mencionados incluindo vários possíveis escolhas de espaços intermediários,
mas a generalidade torna seus teoremas difíceis de usar. Também as esti-
mativas de Sobolevskii não foram repetidas por ele com o mesmo nível de
detalhe. Entretanto, com todas as estimativas conseguidas, não foi possível
chegar a um teorema para o caso quasilinear equivalente ao 1181, teorema

A perturbação do operador conforme descrita aqui, com uma topologia
que garante (lue localmente o semigrupo ou operador de evolução estão bem
definidos, e demonstração da analiticidade da depência não existem em re-
ferência que conheço.

O exemplo de bifurcação de Hopf para sistema de reação-difusão com
condições de fronteira não-lineares e operador diferencial linear nas segundas
derivadas também constitui referência original.

3.5.2
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(capítulo l

Espaços Intermediários

E necessário muito pouco para, definir espaços intermediários. Dois es-

paços de Banach continuamente imersos em um espaço de Banach é mais
do que o suficiente. Então, supondo este par fixo, se houver mais estrwfu-
ra, as normas podem ter uma forma mais complexa, mas os espaços não se
modificam.

Para dois espaços de Banach Xo e Xi, Xi C Xo partindo do funcional

/r(t; ./') - ,:l{,.{ll/olho + Zll./'-ll:} ,

é possível definir o espaço de Banach (Xo, XI)«,-;K como as funções / C
Xo que possuem o valor sup(f '*Ã'(tl/)) finito com sup em 0 < t < oo e
escolhido como norma do espaço.

Quando existir um operador linear À com domínio D(.4) = X. em Xo,
em que --.4 gera um semigrupo ao em Xo então está bem definido o espaço
de Banach X.,i;-(.4) formado pelas funções ./' com

1/11 + s«p (. 'll(e''" - -r)/ll)
0<s<oo

finito e escolhido como norma. Se também o operador --,4 gera um semigrupo
analítico, é possível deânir ainda o espaço de Banach X:.t:.(.Á) formado pelas
funções ./' C X com

1./'11 + s«p(.:''11.4.-'"./'11)
0<s<oo

finito e escolhido como norma

11
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Embora as normas possuam formas bem diferentes , valem as igualdades
com normas equivalentes

Xo , XI).,.;K x«,:;-('1) :;.(Á)

para a C lO,ll.
Este último fato é de grande utilidade. Então se --.,4i e --.42 geram se-

migrupos analíticos em Xo com Z,)(Ái) = Z)(.42) com normas e(luivalentes
(quando D(.4i) e Z)(.A2) possuem a norma do gráfico então, se X: = Z)(,41) =
Z)(A,), -le X:,:;-(.4:) = X:,:;.(Á,) = (..Vo,X:).,-;K. "m -rm.s equi«-
lentes.

Permeia todo este capítulo uma idéia que pode soar estranha. Para definir

um operador .4, é necessário fornecer seu domínio e regra de cálculo. Então
necessário fornecer um Xi para ser Z)(.4). Depois pedir que D(.4) = Xil
Mas uma vez definido o operador ainda que com o domínio Xi, nada garante
que a norma do gráfico de .4 mantenha-se equivalente à norma de Xi . E mais

se o operador valia com digamos um #, com domínio fixo Z)(,4(p) = Xi corri
normas equivalentes para cada p, nada garante que as constantes de imersão
não dependam de p. Para as aplicações, estas constantes de imersão vão ter
seu valor controlado.

Nas aplicações às equações de evolução parabólica, os espaços que são usa-
dos são subespaços fechados destes últimos. Os espaços XE.::.(,4) definido
como um subespaço de Xo cujos elementos obedecem t'"ll(e '''l -- /)./'ll -+ 0
se t --> 0 e também os espaços (Xo,Xi)l;,.;K que são os elementos de Xo que
obedecem t''-K({; /) --} 0 se { --} 0.

Suponha hipóteses convenientes para existência de potência do operador
e semigrupo analítico em X. Uma vantagem dos espaços Xa,l;~(.4) sobre
os espaços de potência .A 'X = X"(.4) ]]81, página 25] é ser mais estável
em relação à perturbação do operador. Então, pata dois operadores lineares
Ái, Á2, tem-s. ga:antia que X'(.4i) = X'( 42) se (.AI -- Á2).4ip C -L(X),
algum # C 10, 1) ao passo que X«,t;-(.Ai) = X«,i;-(Á2) inclusive s. somente
(-Ái .42).4i': é limitado em X. Hipóteses mais explítas na observação 1.2.23.

1.1 Nota Bibliográfica
Vamos admitir uma parte dos resultados sobre espaços intermediários de

Peetre descritos principalmente em 1131, capítulo 3, seções 3.1, 3.2, 3.4 e 3.õl,
mas sempre com referências explícitas. Nossa guia é incluir tudo que for
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necessário para entender como variam os espaços, variando os operadores.
No livro l31, o operador permanece fixo. Além disso, usamos um argumento
mais direto que l31 para conseguir constantes mais explícitas nas estimativas.

1.2 Geração de Espaços Intermediários
Suponha Xt e X2 espaços de Banach continuamente imersos em um es.

paço de Banach X. Então os espaços xi n x2 com norma

./llx.,.x: = m-lll./ll:, ll.fll,}
e XI + X2 com norma

ll./'llx-«, - ,:lli':(ll/- ll- + ll/2ll,}

são espaços de Banach ]]31,página 165, proposição 3.2.1].

Definição 1.2.1 0 espaço de BanacÀ y, y C .X, é um espaço ntermedÍáráo
entre .X'i e .X2 se

xinx2cycxi+x2
co'm {m,ersões cona'tunas

Exemplo 1.2.2 0s próprios espaços Xi e X2 são espaços intermediários
entre .Xi e X2 .

Para uer isto, suponhctmos j ç: Xt n Xa. Pela definição de norma e'm,

.i'l l l l./\ 2;
/

1./:11: $ 11.fllx.-x,,

então Xt n X2 C Xi.
Se agora f C Xt, com,o j -- j-t Q,

ll/llx.+x, $ 11/11:

e então Xi C Xt + X2.

A análise pura Xa é idêntica,

Exemplo 1.2.3 Manos descrever os espaços ánfermedÍários entre o domíhÍo
DtA] de um operador linear A fechado em u'rrl es'paço de Bctnach X com
O(Á) C X. O «p«ç. O(.4) «m «.«m« do p,ÚH«, {.f. é,

1«11o(...0 + ll.4«l
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denoZarzdo ll l como a norma em X, á um espaço de -Banana graças â Aipólese
le A ser fechado.

Por um lado

/llo(.4)nx ' ll/llo(..i)

. o(Á) n x ) «m -,«.« ig-,'.
E por outro la,do

1/110U)+X ' j"/a."(4(11./' - «11+ 11«11+ 11.,4«11) ? 11/11 ,

e, com o eze«zp/o anterior, ll./lln(..{)+x ' 11/ 1. Então Z)(.4) + X = X com
nor'm,as zguats.

Portanto os espaços intermediários entre -D(.4) e X são os espaços de
BanacÀ y com Z)(.4) C y C .X com {mersões confZhuas.

Exemplo 1.2.4 S&pon/za o operador / zoar .4, .4 : Z,)(,4) C X --> X, seforÍa/
e ]Re(o(.A)) > 0. Sabemos que a potência Á', a C 10, 11, está 6em de#n da
. «« domháo «m -«.« ll.4'yll, g/ C Z)(Á'), á «m «p«ç. de B«À .
obedece às imersões contínuas

O(Á) c D(.A') c x,

[[81, seção l.4, T)áginas 24 e 25].

Então, pelo e:templo anterã,or, DÇA' ) é zm esta,ço intermediário entre

0(.4) . X

1.2.1 Espaços (XI,Xe).,-;x
Existem diversos métodos para geral espaços intermediários. Partindo

de um par de espaços de Barlach, Butzer e Berens 1131, seção 3.21 explicam
os chamados métodos Jr e J. Embora sejam equivalentes ]]3], seção 3.2.3,
teorema 3.2.121, escolhemos o método .lr por sel operacionalmente o mais
simples dos dois.

Definição 1.2.5 Seyanzz .Xi e X2 espaços de /icznacA comi nuameníe tersos
em vm espaço de Banüch X. Seja

/T(t,/,X:,X,) /T(f,/) : , iPf,(ll/lll:+tll/2ll,), /cX- +x:, o<t<.«
l 2
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P«« a C 10, 11, cÃ«m«.os de (X:, X,).,-;K . "p«ç. /o,«.«do; pe/« /u«çõ«
.f € X:+X, «m s«pO«.«m(t''/T(f; /)) ./í«{to. /Veste «, « «o,"''" "' "P"Ç'
seta

./'ll..-;K:= s«P(t''-K(t;/))
0<t<oo

Observação 1.2.6 Sabemos gue estes espaços são mesmo espaços nterme-
diários conforme [BKtzer e BerensÍ31, página 168, proposição 3.e.4].

Observação 1.2.7 Estamos pari cu/armenfe nferessados nos espaços {nfer-

medjárÍos gerados pe/o método Ã' quando XI = X e X2 = 1)(Á) para .A
)vetado linear fechado em X

Definição 1.2.8 Para does espaços de .Banana Z e W, a água/dado Z :a W
ságnáca Z = W' com normas egwioa/entes.

Proposição 1.2.9 Suponha .A, B operadores / teares /ecÀados em ?&m es

pa,ço de Banüch X. Então

/. Se Z)('4) = Z)(B) e Z)(Á) C D(-B) co« ll./'llo(a) $ cill./'lln(.,!) para lodo
/ C 0(.A) .«lã.

(X, D(.A)).,-;*' c (X, 0(B)).,..;K ,

. .. / C (X, 0(Á))«,-;K

1/11(x,n(B)).,m;K $ maxll, cilll./'ll(x,o(,4».,-;Ã

2. Se D(.A) a: O(B),

(X, D(.A))«,«;K É: (X, 0(-B)).,-;K

Prova. D"'t'mos D(A) = Z).,! e Z)(.B) = Z)B e (X,Z),.i)..,-;K
O..l(a, 'n), (X, DB).,-;Ã = OB(a, o.). Suponha / C D.4(a, oo). Por hipótese,
existe uma constante ci não dependente de a c D,{ para llallnB $ cillalln..
Então, paio' = C X, t C (0, oo),

t-' 'af.(ll"ll + tll.llo,) $ t'' ,:2'.(ii"li+ t.: ll«llo.)

Portanto ll.fllo,(.,m) $ maxÍI, ciJll/llO.(.,~) e Z).4(a, oo) c Z,)n(a, oo), pro-
vando l.

A prova da parte 2 segue diretamente de 1, uma vez que Z)(Á) ::Z D(B)
eq«i-le ; Z)(.A) = Z)(Z?), Z)(.4) C D(.B) e Z)(-B) C Z)(,4).
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Proposição 1.2.10 Suponha que ezisZa no cora nfo de operadores com domÍhÍo

constante .4 C {Á : Xi C X --} X, ,4 /arear/ecÀado em X } um operador
,4o com Z)(.4o) :L Z)(Á) e ámersões não dependentes de Á C .4, isto é, e=ís-

[em consoantes ci e c2 ?ara ll/llo(.4.) $ cill./'llo(..4) e ll./llo(,.1) $ c2ll./llo(.,!.)
P«« f.do ./' C D(,'io) f. . .A C .4. E«fã. ' ''

/.Se,4 C .4

(X, 0(.4))..,-;K:a(X, D(.40))..,~;K ,

. ../ C(X, 0(Á))«,-;*- D(Ao))«,-;K

1/11(x,o(..4)).,m;K $ maxll, cilll./ll(x,o(.4o».,-;K ,

ll.fll(X,o(.4o))a,miK 5; maxll, c2Jll./'ll(x,n(.4))..-:K

2. Se.A,Z? C.4
(X, D(.A)).,-;K:a(X, D(.B))«,-;K

' .' ./' c (X, D(Á))..,-;*' .B))...-;K

ll/ll(x.n(.4»a,m;K $ maxÍI, cic2lll./ll(x,o(B)).,-;x '

1./'11(X,D(B))a,miR' 5; max{ 1, cic2Jll ./'ll(X,O(Á)).,-;K

g.
Se '{ C .4 ' X: :; Z)(Áo) .«tã., -i/o'm.m«fe .«. .4,

(X, D(.4))..,-;K- =: (X, XI).,-;K ,

Prova. A prova de l segue diretamente da parte l de 1.2.9 assim como

a prova da parte 2 desde que D(.A) C D(.B) com ll./'lln(.4) 5; cic2ll./'llo(B) se
/ c D(.'i) = o(B), ..'l, .B c .4. ' '

1.2.2 Espaços Xa,l;.(,4)
Embora estes espaços não sejam extensivamente usados neste trabalho. é

conveniente deâni-los por pedirem menos do operador .4 do que os espaços
X:,:;.(.4) definidos adiante e para não perder o roteiro seguido por 1131,
capítulo 31.

Suponha que o operador --.4, .4 : Z)(Á) C X --> X, gera um semigrupo
C'o unifomemente limitado em X
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O espaço .X.,i;.(.4) é formado pelas ./ C X que tem

sup (.''11(.''" /)./'11)
0<s<oo

finito. Este espaço com norma

1./'11.,:;- 11/11 + s«p (;''ll(e '" - .r)/ll)
u<s<oo

é um espaço de Banach intermediário entre Z)(.A) e X se cl C (0, 1] conforme
1131, página 160, proposição 3.1.31.

Analogamente, definimos os espaços Xa,,;.(.4), r ? 1, inteiro com norma

1./'11.,,;- 11/11 + s«p (.''ll(e''" - /y.fll)
0<s<oo

que também são espaços intermediários entre 1)(.4') e X para a C (0,rl
novamente por ]]3], página 160, proposição 3.1.3].

Espaços XI,i;.(.Á)

Definição 1.2.11 Sda .4 : Z)(.4) C X --} X, wm operador / cear e saponAa
lue A é gerador de Hm semigrup analítico c-sA em X. Dizemos que j ç:
X:,-;.(Á) 'e ./' C X ' s«pO«..:m(;:'"11(.4.';"/)11) é./i«{f.. S«« -,«.« :

/ll:,:;.,. 11./11 + s«P (;:''11(..4. '"./')11)
0<s<oo

1.2.3

Analogamente para 7' 2 1, definimos X:,,;~(.A) com norma

1./'111*,,;. 11.fll+ s«P(.'''ll(Á.''"./')ll)
0<s<oo

Observação 1.2.12 0s espaços X..,,;-(.A), a C (0,rl são espaços {nferme-
diátios entre DÇA' ) e X [13], página 201, proposiçã,o 3 5.2].

Definição 1.2.13 Sejam Xo e Xi espaços de Banana com Xi C Xo conlúzua
e densamente. Seja

%(X: , Xo) {,4 , ,4 : Xi --> Xo, /{near , Z)(Á) :; Xi, isto é,

] C'« > 0, C'« > 0 P-« D(.A) C X- . X: C 0(.A)

com constantes de imersão a..l e C'.4;

{Re .X ? 0} C p(--..4) e ] C'.4 > 0 ta/ que

ll(À + .4)':llJ.,(x.) $ TÀ ..F l se Irei ? 0}
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U"'' "'üu«y. J C %(X:,Xo) á «gw/«, .e .«ást. "m« co«.f-fe Ca f«/
que C'.,i 5; CU, C'.,i $ C'.4, C'..1 5; (l:J para iodo Á perfencenfe a .4.

C)bsev'fiação: com jreqÍiêncicl, referência G esta de$nição implica referência
à proposição 1.2.19.

Observação 1.2.14 JVote gKe se .4 € 'H(Xi,Xo)
então llzllo(.4) $ ((J.4)'llallo(B) para fado Á, B € .4.

é «-« conjunto «galar

Observação 1.2.15 Foram refíradas da de$nÍção {rz/armações escráfas nas
!ntretinhas. Então, embora não esteja escrito, como, diga'mos, Q C p(.A],
necessariam,ente A é lm o'peradot fechado, pois todo operador com resoluente
r\ão vazio é fechcLdo.

Observação 1.2.16 .4 relação da de#zzÍção tem pontos em comum com a
l de$nição de [Soboleuskii]l], página ]O, seção 2]. Uma das diferenças é
1le tá o conjunto os operüdore são dependentes de t, Att). Mas enquanto
:stiuermos pensando estritamente na descrição dos espaços e na estimatiucts
básicas envolvendo semigrupos, üssu,nto do 'próximo capíl,zto, Q restrição Q
Este tipo de conjunto é umcl restrição desnecessária que obscurece a, análise.

Observação 1.2.17 Ta/uez sda tít / pensar numa eremp/o óem s mp/es. Su-
ponha Xo e X\ o conjunto dos números com'pte=os. Então lm operctdot line-
ar em Xa pode ser pensado como uvn número A, tendo no domínio qzal-
gwer número como/eao. Suponha, digamos, .A ? ] e .,'i C ]R, então se

À :: g + zy, IÀ + zzl 2 -- IÀl2 + 2a;.4 + ,42 > IÀl2 -F l se?npre gue z ;: 0. .Z?latão

À + .4l-: 5; i/vIvI' + 1. t/m« «, q«. « /u«Çã. ./'(z) i)/V';ã'';T
po««{ 2/./ã «m. «.á,{m., ente. l.X + ÁI': 5; (2/«ã)/(IÀI + 1). Sd«
.'t C R,l $ .'i $ 100}. Se N C .4, ll,lloPO 1,1. p.,-
lento llzllg(/v) $ 10ljzl e lzl 5; 1/2llzllo(W). Umcz asco/Aa possúe/ para C'.4 é
maxl2/Vã, IO1, 1/2} = 101.

Observação 1.2.18 Quando os operadores ,4 Dariam em um corÜwnfo re-
gra/ar .4 C 'H(Xi,Xo) como agua, como demonstrada a segKÍr, os espaços

X' ,l:..tAb não só não se modi$cam como também fornecem normas equiua-
IPvIT pc:
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Proposição 1.2.19 Se Á C .4 então ,4 gera zzm semàgr po ana/#áco e
t > 0 e ezásZem consíanfes co e cl e á > 0 para

-r. ll.-''ll $ co.-;' ,

2. ll,4e '"ll $ c:e ;'t':

««i$o,«..me«t. .«. .,4 C .,4 "m «.,m« e«. Z,(X)

Prova. E possível perturbar o conjunto resolvente de .4, p(.4) para contei

não só ReÀ 5; 0 mas também 0UÍé $ arg(À) 5; n-}, algum çó C (0, a/2), obe-
decendo a desigualdade em l em 1.2.13 IHoppenstadt'sj71, apêndices. Então
..4 é setorial, e, portanto, gera um semigrupo analítico e't''ljHenryj81, página
20, teorema 1.3.41 ou IPazyjlll, página 61, teorema 5.21. Note também que
0 C p(Á), então se IÀlll.A':ll < 1, À C p( 4) IButzer e Berensj31, página 31,
proposição 1.3.21. Portanto o resolvente p(.4) contém também a bola de cen-
tro 0 e raio l/O.4 e então podemos tomar á = 1/cá cos(Ó). O fato de que co,
c: não dependem de Á C .4 vem do fato de que (IÀj+l)ll(À + Á)'' lll(x) $ C'.4
uniformemente em .4 e em {IRe À ? 0}.

Teorema 1.2.20 Sda .4 como na de$nição /.2.,23. Então, para a C (0, 11,

-7. (X, Z)(Á)).,«;Ã :L X:,i;.(Á) co«a consfanfes de mersães não dependem
fes de .4 C .4.

e. xl,:;.(.4)
Á,.B c.4.

xt.,\;.çn), com constantes de imersões não dependentes de

3. (-X,Xi).,-;K :; X:,i;.(.4) com consíanfes de versões não dependentes
de,4 C ,4.

Prova. Para .4 C .4, suponha .f C X:,i;.(.A). Podemos decompor ./'

.f - .-'".f+ e''"/. Temos (./' e'''.f) c -k e, qu-do . > 0, e-'A./'k nt.,4).
Portanto, denotando a um elemento de Z)(.4) e z um elemento de X, para
s> 0)

,u'.(11"11+ .11«11 + .11.4«11)

$ 11(/ - '''")/11 + '11.-'"./'11 + .11.4. '"./'ll
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Com a estimativa de 1.2.25 e 1.2.26

1/11«,-;K

$ -! s«p(':''ll.,4e-''''./'ll)
C1 0<s<oo

+ s«p (qe''';:''ll./ll + .'
0<s<oo

'llÁ.''"/ll)

Como maxo<,<-Ísi-'e-8'} = á«-i/e,

ll/ll«,-;K

$ maxll+ l/a, qá' :/.}ll.rlll.,:;.

e então ./' C (X, O(Á)).,-;K
Inversamente, suponha / C X, Z)(.A))«,«;x. Inicialmente, note (lue 11./11 $

1./11.,.;K, pois para z C X c a C Z,)(.4) com / = # + a,

11«11 + sll«ll + .ll..4«ll ? ll/ll+(' - i)ll.ll+ .ll.4«ll

Portanto, se s 2 1,

.-' ':,f.(11"11+ ;11«11+ .1 .4«11) i- '''ll./'ll

Mas sup,>i(s'"ll./'ll) l.fll e, então,

:llP(''' ,:511.(11"lÍ + .ll«ll+ ;l .4«11)) 2 11/11

implicando, como desejado, ll.fll $ 11./'11.,.;K

Portanto, .a parcela problemática para avaliar a norma de / em X.,.;~(.4)
é s«Po.,.:-(.:'"11.'1.-'"/11). ' ' ' '

Pelo lema 1.2.22,

;ll.4e''"./'ll $ maxÍco, c:lÃ'(;, .f, x, o(Á))

Multiplicando por s'', tomando o sup à direita e em seguida à esquerda
quando s C (0,oo),

s«p (.''"11.4.''"/11))
0<s<oo

$ m-{.o,c:} sup((.''Ã'(.,/)))
0<s<oo
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Portanto

./'ll..,:;- 5; (í + maxÍü, c-})ll.fll.,:;K ,
concluindo a prova da parte l.

Esta parte juntamente com a proposição 1 .2.10 e a definição de .4 provam
a parte 2.

Observação 1.2.21 4/essandra -Lunard /7õV wsa como norma para X:.::.(.4)
«me«f. s«po«,«m(s:''ll.'l.-'"/ll). .B«t«f-'o « .g«{«/ê«.{« «tÚ .l;;li{.Í«
desde que f -- -- \\nk.+o !N Ae''Alas-- e'NA f e e NA J --.} Q fazendo N -+ (n.

Lenta 1.2.22 Suponha .4 C .,4, .4 como em /.2./g. -Então parti todo s > 0 e
./ e Ào

.ll.'i.';'/ll $ maxÍco, .:JÃ'(.,/, X, D(,'1))

Prova. Suponha .f = 3 + a, # C X e a C Z)(,4). Então

IÁ. '"/ll l; .:e-''; :llall + .o. ;'ll.'i«ll

Resulta

.ll.'i.-'"./'ll
$ maxÍco, c-}((ll«ll + sll«ll + .ll,4«ll))

Como a desigualdade vale pala todo # C X, a C Z)( 4) com /

.llÁ.-'"./ll) $ m-Íq,'-} ,i«11.(11"11 + 11.11 + .11.A.ll)) ,

concluindo a prova

Observação 1.2.23 Soam Xo e Xi espaços de -Banana com Xi C Xo densa

e continuamente. Sejam ..4i,Á2 : Xi -} Xo operadores / teares que obedecem

Z)(.4i):LXt, .Ai.4;:,Á2Ái C L(Xo) e(IÀl+ l)ll(À + 4{)''lll(x.) $ C' < oo
quando À C {IReÀ > 0} para i:: 1,2. Então .4 = {.4i,Á2l} á um con-
j-'. «g«/« d. 'H(X:,Xo). OÓ«á«..«fe (Á: - Á,),'li: á /i«.{t«d. .«. X,
mas isto não é garantia para. igsatdade entre os espaços de potência X- (.A\)
! X' ÇAa], pois o resKttado de pe'r.turbação conhecido IHenr\lj8], página 28,
'"««« .r.#.õ7 p.d. (Á: -- Á,).4ÍP /{«-íf«d. .m Xo, «/g«m P C 10, 1). E#«-
'' 'm c«« ó.m p«í{«/"", "m', p'' .«.mp/., Á: - .4, c Z(Xo), «ão á

.M.{/ «.@«« «fa c.n çã.. M" " «.t,{ção .4:,'1;:, ,'1,.4;' C Z(Xo) á P««-
Lamente comprouáuet em m'ditos ca,sos. Há, Toma,nto, mctior liberdade nu,
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)afiação do operador sem mudança dos esta,ços o que justi$ca, Q substituição
los espaços de Potência com o quais o 'professor Henry conseguiu muito em

}q'fiações semitineares sem variação do operador, e=ceto com a 'perturbação
-mencionada, pelos espaços intermediários de Peetre se permitirmos eq'fiações
com variação do operador.

Exemplo 1.2.24 Por ezemp/o, se $ = A + c, Z)(S) = {/ € H''',p(Í2),
xÇac)i)flE)N -t b(.=)f = Q\, ali)N é Q detida,dct normal e=terir a um aberto

/{mí!«do «g«/« de R", Q e ., b/u«çã« a:(n). S«P.«Á« Á )Z\+c, qC
C'(Q), qi ã q(z) ? qo > 0, 0(.4) = {.f C W''p(Q), a(aç)a.f/aN+b(z)./' = 0}.
A. e S são fechados como OT)oradores lineares em Xo -- Lp(ç\Õ se 'Z nlp > L,
caso en7z que }'r2'P (: (;rl

Há d-s «óo,d.g."; po«ú.{s. De#n{«d« X- = {/ C W',P(Q), .(z)a//aJy+
b(z)/ - 0} «m a no,m« de W''' e .ntã. demos.f«ndo g«e X: :b O(S) .
Xi :L Z,)(.4), com as est mafáz;as para operadores e/zbtÍcos. ,4 outra aóor-
:Lavem mais direta é de$nir X\ DÇS) com a norma do grá$co de S.
S©« ll .ll « ««T" .m Xo. Sd« ./' C X:. Po, «m /.d. ll(-A+.)./ll 5;
1-.(p(")'\+ ')J'll +.(z': + i)ll.fll. z, p.« .«t« /«ú., ll(-p(«)a. + .)}ll E

P: ll(-A + c)ll + P:cll/ll/Po. E«fã. D(.'i) :L X:. '' ''

S«po«do ' > 0 g««de o 'u#.{e«f. e t«.óó«. g«. ó(«) 2 0, .«zã. S, .'i C
H.ÇX\ ,Xoh; por exemplo, veja jjl], página 54]. Neste caso, também é verdade
que X:,:;.(S) :i .Y:,:;.(.4).

Lema 1.2.25 $uponÃa ,4 C .4, .4 como em Z.2. 23. Então se z C

a C (0,11 J

CY

- /)«ll 5; =-ll«ll:,:;m ,

'« q«. ll 11:,.;. á " "',«.« 'm X:,:;.(.'1). E 'e a

/)«ll $ (q + l)ll«lll,,:;. ,

Prova. Conforme IButzer e Berensj3], relação 2.3.1, página 1111

x: ,: ;.(Á) ,

1(.''"

1(.''"

(e'''''l -- /)# = -- lin / .4e ''i
' c-+0./c

t

ds
)

válida mesmo que se # C X somente.

Como z c X:,:;.(.4) e, portanto, supor.<- lls:'«,4e''''!all <
cando a estimativa

t +a .cv

ll / ,4e-'"« a.ll $ L--j

Ae "'all < oo justifi

sup llsi''.,4e-;'izll
0<s<oo
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Tomando o limite para c --> 0 em

l('''' - /)"ll 5; !=' '' .:uP ll;:'',4.-'",ll
concluímos a prova.

Observação 1.2.26 ]Vofe que a praz;a /ornece wma esf maf ua me/Ãor, /or-

necendo como majarante

=- sup lls:'',4e'"lzjl
(1 0<s<oo ''

em uez de

t(li"Íi+ .;up ll;:''.'l.-'"«ll)

Proposição 1.2.27 SwponAa ,'i C .4, .4 como em .7.2..73.

com constantes de imersão não dependentes de .4 C .4,
Então, sempre

.7. (X, Z)(.4))o,-;K :Ü X corri normas {gKaás.

2. Se cv $ 0, X:,:;.(Á) :L X, com corzstantes de {mersões não depende êles
d..A C {.4}.

9. (X, Z)(.4))o,-;K :; XÓ,:;.(.4), com consfandes de {mersões não depen-
dentes de Á € {.4}

#. (x,xi)o,-;K g: X, com conslandes de {mersões não deperzdentes de
Á c {.4}.

Prova. Para provar 1, a dificuldade é provar a imersão X C (X, Z.)(,4))o,.;K,
pois a imersão inversa segue diretamente da definição da norma em (X, Z)(Á))o,«;K

ll/ll.,~;K - .;:l:., ':='.(ll«ll+ .ll«ll+ ;ll,'t«ll) ,

onde, como sempre, # C X e a C Z)(Á), e do fato / = .f + 0 que implica
/ll.,-;«' $ 11/11.

Para prova da inversa, suponha s ? 1. Neste caso

.raf.(11"11+ .11«11+ ;11,'1«11) ? itif(llJ'll +(' i)ll«ll+ ll.4«11) 2 11./'11
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Mas ampliar o intervalo só aumenta o sup} portanto

1/11o,-;K l? ll/ll ,

concluindo a prova de l.

Pela definição de norma em X:,:;.(.A),

1/11.,:;- 11/11 + sup (.:''ll.4.-'".fll)
0<s<oo

a im«são X:.::.(.4) C X é óbvia.
Inversamente suponha ./ C X. Pela proposição 1.2.19,

s«p (':''ll.Ae''".fll) $ c:ll/ll s«p (.''.''')
0<s<oo '' '' '' 0<s<oo' '

' "mo maM.:.«-(' '.''') = (--a/8)'«e' seg-

1./'11.,:;- 5;(i+ ':(-a/á)''.')ll/ll ,

completando a prova de 2.
A parte 3 segue diretamente de l e 21 explicitamete

/llo,:;« 5; (i + c-)ll./llo,-;K e ll.fllo,-;«- $ 11/11o,:;..

Teorenaa 1.2.28 Supor/za ,4 C .4, .4 como em /.2./g. Seja y wm espaço
ie Bünüch e Y C. X através de imersão contínua. Suponha ainda qbe se
r C Z,)(.A) então a C y e famóóm

1«11* 5; c'll.A:«ll'll«ll''' ,

para a/gum a, a C 10, 1) e uma corzsfanZe C' > 0. O% eguiua/enfemenfe ezÍsfe
Ã. > 0 para

;«llr 5; cll.Anil + Ã.'c-'/o-'ollzll ,

para lodo c, c > 0.

E«t'', "mp« q«. P C (a, tl,

xlâ,:;.(.A) c }'

com constante de versão não deperzdeníe de ,4 C .4 e

(X, Xi)P,-;K C }''
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Prova. Suponha ./' C X;,i;.(Á). Obviamente ./ = / -- e-'l/ + e-'l/. Por ser
e';" semigrupo analítico,

f= lim r
'»-+"t"''J'tl«,

novamente por IButzer e Berensr31, relação 2.3.1, página lll].
Chame a soma entre conchetes de g/.. Como g/. = e'i/«Á/ então y. C

Z.)(À) e, portanto, y« C y. Portanto, para demonstrar que / C y, é suficiente
verificar que (y«) é uma sequência de Cauchy em y. Realmente, neste caso,
por ser y espaço de Banach, y« -> g na norma de y, algum g C y. Mas, por
construção, y. --> .f na norma de X. Como y C X continuamente, / = g.

Pelo lema 1.2.29 abaixo e constante c aí definida, para n 5; m,

llv« - v« ll* :ç ii.//=1 ''l'''".fa. 11* $ 'ea2i:-).:ll.!il0-- iÍ.rilb,:;.

l

.,4e''''{/ds + e'''l/l

Em qualquer caso,

e (3/«) é mesmo uma sequência de Cauchy em y

Para ver a continuidade da imersão de Xâ,:;.(.4) em y, note que, devido
ao lema 1.2.29 e à proposição 1.2.19,

llv« - w«ll« 5; cKyy::..:llZl" y 'l
cr ]ll/llb,.;.

l / ,'i.-'".f'í. + .-".fn* $ m-Í'L=41/!y=, a.i'.ill/n f' " , c'ci'cã-'.-'Jll.fllp,:;-# «

Tomando o limite quando n -.> oo,

1./'11r 5; m-l'Ãf--ã , C'cÍcã-'e';lll./llp,:;.
l

A independência da constante de imersão com Á segue da parte 2 do
teorema 1.2.20.

Lema 1.2.29 Com as mesmas Àípóteses do teorema /.2.28, se 0 < a < Z),
E, }.P--a ..Í3--a

ll / .,4. '".fa.ll* $ !
' a"

P « sup (.:'Pll,'le
<s<oo -'"/ll)a

onde c = 2\'t'-6CC}Í='Ca\ , a coTtstante C de$Ttida, no própri,o teorema e cQ,c\
co'rno nü proposição 1.2.19.



26 CAPITULOU ESPAÇOS INTERMEDIÁRIOS

Prova. Antes de mais nada, avaliemos .4e''''!/ na norma de y
Pelas propriedades de semigrupo, Áe '''i./' = e''/2A,4e-s/2'4/ e ,42e'sA.f ::

.,4e''/2Á,4e-'/2Á.f. Portanto, pela proposição 1.2.19 e pela hipótese do teore-

Notando que ll,4e''''i/'.fll = (s/2)P':(s/2):'Pll,'le-'''1/2/ll, sendo c como no
enunciado, a prova pode sei concluída com

ll..4.-'"/llr $ c'(%):'~(2c:yf
Sa

-;l'zõ
ll.'le "/'/ll

llae

ll/'..'le-'".fa.ll* $ c. .p''':(s/2):'alIA.-'"/'/ll a.
b

a

Regularidade dos espaços no caso X = Z,. e Z)(.4) c W«,.

Proposição 1.2.30 Suponha (2 C IR" tlm co Üzénfo /rorzfeÍra ZÍpscÁÍfz guan-
lo ÇL é limitado ou possui a. propriedade de extensão C" quando ç\ não é
limitado[ HenrU]81,página 381. Suponhcl A C A, A como em 1.2.13 com
X = .L.(Q), 0 < P < oo com Z)(.4) C W",P(n) cona n amenfe, m 2 1.

Então, para a C (0,1), com consfanfes de imersão não dependentes de

.r. X:,:;.(.4) C H''*''(Q) q«-do A - n/q < ma - n/P, q ? P.

2. X:,:;.(.4) C C'"(Q) q«««do 0 $ p < ma - n/p

Prova. Pela Desigualdade de Niremberg-Gaglilardo IHcnryj81, página 37, al

llullw*, (q $ C'llullhm,.m)llull=h)

contento que A -- n/q $ 0(m -- n/p) -- n(l -- p) = mO -- n/p e q 2 p. Para

u c Z)(.A), uma vez que D(.Á) C llullw«.,,(Q) e llÁ :ll 5; (J.4 por 1.2.i3,

llullw*, W) .$ 0i ll.,'lullÊ,(n) llull!;h)

Por 1.2.28, com y = Wk,P(Q), X = .[,(Q), tomando a > 0, conc]uím.,s a
prova de l.

A parte 2 é provada similarmente, aplicando também uma desigualdade
de Nirenberg-GagliardojHenryj81, página 37, bl

1«11., 5; c'llull{«-,,ll«lll;'

se0$P5;1,0$«$O(m-n/p)-n(1-0)/p «.0-n/P.
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Observação 1.2.31 Chame X = Xo. Os espaços (Xo,Xi)...;K são mu to

)ons para trabalhar com sistemas de equações. Digamos qKe üm operador
de «', sÍ'fe«.« t'm d.mÚío X: = Wn2,-(Q) X Mn2,-(Q) . fem «/«e, .«.,
Xo = Z.(Q) x Z.(Q), onde « «oZ«çõ« .e ,e/e«m «o' "p«ç« de Soó./e« .
o n indica que os elementos também tem dóri,Dada na direção normal Q açl

Para descrever (Xo,.Xi).,-;x, esmo/Ao m operador .4 em Xo que fem
domínio Xi e ..4 C .4, .4 como em /.2.]3. Uma óoa asco/Aa é

.'! -A«+./, A« + c,r) ,

com -Z\« « Z«p/..'-. em Wn2,'. .E.tã. .. c é g««de . s«#cáe«te, (-.A. +
c/)': : LP --} l,rn2,P e ste e e' /{m fado em Z, com c,(.4) > 0 e ,4 C .4.

Nã' Ã{.dÚ«ád« q«. X: C D(.4). P«« «, g«. 0(.A) C X-, sd« « € D(,'1),
u -- (ul .dz'y. Por estimativas Q priori par wm operador elíptico qKe tem a,
de«{«d« «.,m«/ n« ./}-f.{« d. Q -/«, llu:ll«,,, l; ll(-a« + c/)u:ll. Z,/m«

rejerêvtcia sobre teoremas com estimativas para operadores etílicos pode ser
/7'/57Jteorema g..7..Z, página 7]/. ,4na/ogamenfe, para u2. Então, llullX. <
.ll.4ulll,*L.

Pela. desiguladade de Niremberg-Gagtiardo [18], página 31, ü], com k, q,0
conuententes,

lu:llw*,,(n) $ o'llu:llh,,, llu:ll='

! análoga'mente pata ua . Então, escolhendo, por facilidade, para os espcLços
produto, Q norma do ma=,

llull«.,,*«.,, $ c'll"ll{«,,.*.,,. llull=;z,

e então

llull«,*,,*w.,, ; all..4«llÊ,*t, ll«llL;:L.

.']p/{c.Ção d. Z««.« ].2.28, {«.P/{« (Xo, X:).,-;K C W'*'-(Q) x W'*,p(Q)
se a > 0. O'u premi'semente, a imersão ocorre se q Z p e k -- nq <'2ci -- 'nlP.

C;.m ' mesa' tÍp. 'J' «ry"m'«to, .óté«.-s. (Xo,X:)«,-;K C C'"(Q) x
C'"(Q) quando 0 $ p < 2a -- n/p.

Observação 1.2.32 Sejam Xo,XI espaços de .Banal/z, com Xt C Xo densa
e confín amante. Suponha gue er ste ?lm corÜunío .,4 = {.4}, .4 como em
/.2./9 'm q«e X = Xo. .'ld«.ál« q«e D(,4) :b X:. P«{-f. o ./em.«f« .í'
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(Xo,X:)-,m;K Á))-,:;m e, p«« o «« Xo (Q) ' X:
-tQS hipóteses do teorema 1.2.30 com a conuenier\te, são funções CÇnà.

P«« «m «.«.p/. e«p/tifo, 'd" .'{(«)« -g(u)A« + -, com D(Á(u))
Woz''(n) ' g c C'(]R.)e « > 0. JVofe«.os gae « X. =..L2(Q) e X: = wo2.'(h) ,
f.«.-'í', p- «.mp/., B = --A c.m Z)(B) = PW'(n), f.«.« D(B) :; .f:l
. .«fã. (Xo,X:):,-;K «fá Ím« «. ««J««t. C'(n). .E«tã. á PO«Ú./ «cÁ",
co«dáç'" p"" q« o ««i-t. .4 = {,4(u) , « C /{«.{f«do de (-Xo,X:).,-;K}

seja um conjunto regular de 'H,ÇX\,Xaà. Por exemplo, urna, condição su$-
;lente pode ser achcLda. em [115],teorema 3.1.3, página 'T3], que garante que

31ite ao > 0 para qle AI.uà ç: 'H,ÇX\,Xaà se CL Z ao. A referência ]]t], seção
3, págincl S41 fornece zma T)roda simples para isto se g é Cl\ (R] e a > Q

.Z:;11#'):'Z: q' « .,.m.«*« ú. (x.,xO«,-;« - (x., aGW.,:;. .'y"«

1.2.4 Espaços Xg,i;. e (X, -0(.4))l;,-;/{
Os espaços X' ,i;. previamente definidos possuem um defeito grave. Não

é garantido que em geral o semigrupo e''''!, ,4 C .4 , .4 como em 1.2.13 é
fortemente contínuo em X:,i;-. Ou seja, não é garantido que

l(' '" - /)./'ll.,:;. --> o

quando t --} 0+ se .f C X:..;. Esta, digamos, perda de confÍnaÍdade no
0 pode ser um inconveniente nas aplicações às EDP's. Mas o fato pode ser
remediado trabalhando com os espaços X',i;. que é o subespaço de X' .i;.
garantindo continuidade no 0. Melhor ainda, para garantir continuidade no
0 uniformemente com .4, recorremos aos espaços (X, D(.4)):.:;. definidos a
seguir.

Definição 1.2.33 Sega 4 C .4 , .4 como em .7.2.-Z3. O suóespaço /armado
pe/as .f C X:,i;.( 4) com a mesma norma e gzée obedecem

l(e '" - .r)./ll..,-;. -} o

g«««do í --> 0+ á .À«m«d. d. X;l,:;.(.4)

Proposição 1.2.34 S©« a C 10, il. O «P«ço XE,:;.(.4) á ««. e.p«ç. de Ba-

-W ÍI.:n)' ".,:;:l:l :=". «"j-'. '.«;.. " '«m''« "W :; XÍ.:;.H),
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Prova. Para obter Z)(.A) C X:,i;.(.4) é só observar clue, para / C Z)(.4),

l('''" - /)/111.,-;. 11('''" - /)/11+ .s«p(':''jje-'"(e''" - /),'í/ll)0<s<oo

e aplicar 1.2.19 e o fato de que e't'4 ser fortemente contínuo e supor.<-Ísi-'e-ó'}
ser finito.

O fato de D(.4) ser denso está incluído na definição, pois e':''l/ € -D(.4)
se t > 0. Com isto e também com 2.1.1 escolhendo P = a, é possível concluir
$ue XE,.;.(Á) é um subespaço fechado de X.;,:;.(.4), portanto, espaço de
Banach.

Para acabar, note que as normas de XÍ,i;.(.4) e Z)(.4) são equivalentes,
pois, se ./' C Z)(Á),

ll./'lll.,.;. 5; ll.fll + s«P (11. '".'1/11)
0<s<oo

e, também, por ser XÍ,:;.(Á) espaço intermediário entre Z)( 4) e X, Z)(.4) C
XÍ,:;.(.4). Conseq«e«teme«te s. / C Xf,.;.(.A), (./;) C D(.A), e /n -+ .f «;
norma de XÍ,l;«(-Á), o mesmo se dá na norma de Z)(Á). Mas D(Á) é um
espaço de Banach e, então, / € D(Á).

Vimos em 1.2.27 que Xo,i;-(.4) :L X, então X8.:;.(,4) :L X, pois e''''l é
semigrupo fortemente contínuo em X.

Proposição 1.2.35 StzPonAa ,4 C .4, .4 como em /.2..73 e /r como em /.2.5
Então, para J ç: X, supondo lado direito dcts desiguüdades anito,

/. P«« t > 0 . a C (0, 1],

l(e''" /)ll $ t'/a s«p (;:''ll..4e-'"./'ll)
0<s<t

2. P«« Í > 0 . a C (0, il,

l('''" - /)J'llx:,.;.(«) $ '.'-11,(':''ll,'le-'"./'ll)

co"a c = maxÍco + 1, ci/a, t'/a}
1?. Para f > 0 e a C IR,

t'''ll,'i.'''./ll 5; maxÍq, c:lt''Ã'(f, ./', X, O(.4))
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#. Para Z > 0 e a > 0,

t''/r(t, ./', X, -0(.4))

$(1+ 1/a) .=!.(''''11..'1.-'"./'11) + 'o'';'t:''ll/ll
5. p'ara Á, .B € .4, f > 0,

t''KÇt, f,X,DtA]) $ ct'' l<Çt, f,X,DÇB» ,

com constante c independente do par A,B

Prova. Se f > 0, 1 segue diretamente de

..-'" - l)j yn'-'"f - - wm l Ae''" fa;

Para um t > 0, suponha supor.<t(s'''ll,4e-''4.fll) finito
Para avaliação de

ll(e'''4 /)lxá,:;.('i)

':" - /)./ll + s«p (':''jlÁe-'"(.''" - /)/11)
0<s<oo

falta analisar a segunda parcela, em virtude de l.
Para avalia-la, separamos a análise em dois casos. De um lado, comutan.

do)

.=«,(''''ll.4.-'"('''" .r)/ll)

5; ll.''" /ll s«p (s:''ll.4.''"/ll)

e lle-:'i -- .rll $ co + l
s'' < f'' se t < s,

Do outro lado, como ll,4e''''1ll 5; cl/s e

.;up(':''ll.4e'''('''" - ])/11) $ ':t''ll('''" - /)J'll

Também com aplicação de l,

.;uP(':''ll.4.-'"('''" - .r)/ll)
$ maxlco + l,ci/.«} sup (s'''ll,4e''"./'ll) ,

0<s<t
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o que leva a 2.
O item 3 é uma consequência óbvia de 1.2.22.
Pala provar 4, seja a um elemento de Z)(,4) e z um elemento de X

Portanto, para Z > 0,

x'(t, J', x, o(Á)) - ,:ÜÇ..(il"il + tll«ll + tll.'i«ll)

$ 11(.r - e'*").fll + tll.''".fll + tll.4e-'"./ ,

pois (/ -- e'*''l)./' C X e e''''l.f C Z)( 4). Portanto pala obter 4, é só aplicam l
e 1.2.19

Pala ver 5, é suficiente re]embrar a definição de .4 e ]r

Definição 1.2.36 Seja a C 10, 11. Para Á C .4, ..4 como em -7.2./g, de#ni.
nos o subespaço de X

Z{P(a, X, D(,'!))
= {./ C X , t:''ll,4e':'4./'ll -.> 0 se t --> 0+}

Prop'siçã' 1.2.37 0 «P«ç. L{P(a,-X, D(Á)) é s«ó«p«ç. /í««, /ecÃ«do
de X«,:;m(Á), p«Z-f', "P«ço d. B-«A « a C lO,il e, p«« a C lO,l),
Éãp(a, X, Z)(.A)) :a X::i;.(.A) com normas iguais. -Em parfáca/ar, ZÍp(0, X, -D(.A))
::: X. P««a l,X,0(Á)) C Xf,:;.(.4). ' ''
Prova. Suponha a C [0, 1].

O espaço X.,i;-(.4) contém l,ip(a, X, O(.A)), pois

s«p (.:''ll.4e-'".fll)
0<s<oo

$ maxi sup (s:''ll.4e''''t/ll) , sup(s:''ll,4e''''l/ll)}0<õ<8s>Õ

e, pa:a / C LÍp(a,X, D(.Á)), o último majorante não é maior que, digamos,
maxÍI, ciá''} se escolhemos â > 0 para supor.<õ(s:''ll..4e-'''l/ll) < 1. Não
há dúvida que Lip(a, X, Z)(Á)) é linear.

Para ver que LÍp(a,X, Z)(.4)) é um subespaço fechado, suponha então
(/n) C Lip(a, X, Z)(.4)) uma sequência com limite / na norma de X:.::.(Á).
Obviamente .4e-''i/ = .4e '''i(./: -- /n) + Áe'''4/n e, portanto, '''' ''

f:'"ll.4. '"/l

$ .;uP(':''ll.4.-'"(J' - /n)ll) + f:''lj'le-'".hll



32 CAPITULOU ESPAÇOS INTERMEDIÁRIOS

Dado c > 0, escolhemos no para ll./'-- /n.llX:..:.(A) < c/2, e, em segui-
da, (f > 0, para fi''ll.4e''''i./n.ll < c/2 se 0 < t < .í . Portanto também

f:''ll.4.-'"./ll < c se 0 < t < J e concluímos que ./' C LÍp(a, X, Z)(Á)).

«.3=X.; : J:d: .{:b&.#;.l:glb,\lTh:3';1'À.:i,,}:H2';'" .
Também para a ' 0, vimos aci"ia, Lip(a,X,Z)(.4)) C X.,i;-(,4), mas,

por 1.2.34, X«,i;-(.A) & X:.:;.(.4) :L -.Y.

Par' os casos a C 10, 1), obtemos- nora-to, Z)(Á) c LiP(a,X, Z)(,4)) C
Xg,i;.(Á) e tomando o fecho, como ií)(:D = Xg,:;.(Á), obtemos Lip(a, .f,'Z)(Á)) =
'' L a , 1 ; oo \. ''"x;'

Definição 1.2.38 Sejam .4 C .4, .4 como em /.2..Zg e /r como em .7.2.5. O
espaço formado pelas f C X q'ue obedecem

f''K(t,.f,X,n(.A)) --> 0 se t --> 0 ,

/T «m. em ].2.5, se«á d.«.f«d. po, (X, D(À))l;,.;K

P«p"ição 1.2.39 Sd« a C (0, 1). O «P«ç. (X,O(Á))l;,.;,, á "m "p"ç'

«.'',HTUW: Z,li:, D ».,-;« « :.-' -««« . (x: "u»:,.;. :;

Prova. Registre que, pela 1.2.37, Lip(a,..Y, Z)(.4)) :Ü X;l..;.(,4) . Por 3 de
1.2.35 e l de 1.2.20, (X,Z)(.4))l;,.;K C Lip(a,X,D(,4)) e por 4 de 1.2.35 e
l de 1.2.20, Lip(a,X, Z)(.4)) C (X, -D(.4)):..;K, ambas imersões contínuas,
concluindo a prova.

P-p'sÍção 1.2.40 Sd« a c (0,1). S' / € (X,o(..4))l;..:K p«« «/g«m
.4 C .,4 então

l(e''B -- /)/llx:..;.(a) '} 0+ "n{/ormemenfe pa« Z?, C' c .4.

Prova. Para c > 0 arbitrário, escolhemos 0 < á < 1 pala que
se 0 < { < (i então

f''/r(t, /, X, D(.'!)) $ ./(«-«,«;)

com constantes ai, a2, a3 descritas abaixo
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Sqa ai para

t 'Ã'(t,/,X, D(B)) $ «:Z''-K(t,/,X, 0(.A))

uniformemente com B C .4, garantida por 3, de 1.2.35.
Também por 2 de 1.2.35, existe a2 para

f(.''" .r)./'lixa.::.(a) $ ", s"P (':''ll.:''B.-'"/ll)

Explicitamente, como 0 < f < (í < 1, a2 = maxlco + 1, ci/a, l/a}.
Por último, seja a3, a constante de imersão XÉ,,:;..,(Z?) C X:.::.(C'), clue

não depende de B, (y C .4, por 1.2.20.
Partindo de

ll(e''a -- /).fllx:..;.(a) $ a3ll(e''B -- /)./'lixa,.;.(B)

e com aplicação de 2,3,5 de 1.2.35, obtemos ll(e'*B -- /)./llx:,-;.(a) 5; c sempre
que 0 < Z < (f.

1.3 Relação com os espaços de potência fra.
cionariaP

Originalmente, procurávamos um substituto para os espaços de potências
com norma llÁ'/ll que o professor Daniel Henry [Henryj8j] usou para des-
crever as soluções da equação parabólica semilinear que pudesse descrever as
soluções de equações parabólicas possivelmente não semilineaies. A primeira
escolha recaia sobre os espaços X:,.;..,(.4) Como previamente discutido, o
semigrupo e''" não é necessariamente fortemente contínuo nem o domínio
D( 4) necessariamente denso neste espaço Então partimos pala o substituto
X;l,:;.(.4) que tem estas vantagens.

O teorema seguinte mostra um relacionamente entre eles.

Teorema 1.3.1 SHponÃa .4 como em /.2./g. .Então se 0 $ a $ cl + c $ 1

X=+.,:;.(B) C X'(Á) C X=,:;.(a) ,
aróifráráamenZe para .4, B,O em .4 com ámersões com constantes que não
de'pendem dos operadores usados e também densas. Especi.Rcümente se A =
B constantes para ptimeirq e segunda. i,versões são respectiuct'm,ente

2:''''.«/(1 - ') ' maxi;5c:-.k'ZO!,.:..} «m c« ''cg''ci'/1'(2 -
a). JVo caso p«rfÍcu/ar a = 0, X'(.A) :; Xg,:;.(-B) :L X
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Prova. E suficiente fazer a prova para .4 = .B = C' devido a 1.2.20.

Como D(.A) C Xl:+.,.;.(.4) densamente pela proposição 1.2.34, existe
uma sequência (/n) com /n --} / em X«+.,i;.(.4). Para concluir que ./' C

X'(.A), é suficiente provar que (/n) é uma sequência de Cauchy em X'(.A).
Vend' que /m -- /n = --(' ''1 -- /)(/m -- /n) + .''l(./h -- /n)

l

Com a substuição l = (s/2)'+'':(s/2):'''' e com a estimativa ll.Ae-'-4ll 5;
c.s-'e''l, sendo c« = 2(2cr)''cg''cÍ'/1'(2 -- a) IHenryj81, páginas 26 e 271,

/n)ll $ 2:''''r-:

0
IÁ'(./L - /n)ll $ 1 ,'1'.4e''"(.Ü, - /n) a'll + ljÁ'e-"(/n - /m)ll.

:lll/m /nllX:....,.:.G'0

Portanto,(/n) é sequência de Cauchy em X'(,4)(lue tem limite/ em X'(.4).
Repetindo o mesmo cálculo com /n no lugar de /n -- /m e tomando o limite
quando n -+ oo, obtém-se a primeira imersão do teorema.

Prossegindo, suponha que .f C X'(.4). Para avaliar a norma em X. se
cl > 0, vendo que ./ = --(e'"'!/J -- /).f + e'"'!/õ./'

l.4'(.h

./'= lim
" p-'lo+ .//,

Porta«do 11/11 5; ci-«(co/J)'/all.4«/ll + i/ell./'ll e

e!:lu ii.'!'/ll

Ae' sA f ds -} e'coAj8 j

1/11 $ '-í':-«

Para avaliar supor,<m (s:''Áe''4./'), fazemos a permutação ,4e''4./' = .4:-aC'''{ ,4'/,
para obter

e

;"po«,...(ll':'','le''"/) ll $ .:-«11.4'./'ll

Com isto, X'(.4) C X:.::.(,4) com const-te de ime«ão
«-*Íâ.: -. eqw , .: -« }

Mas .A'('':" - /)/ = ('':" - /).A'.f e então ll..4'(. '" /)/ll -} 0 se
t --} 0+. Pela imersão que acabamos de provar, ll(e''''l -- /)/llx:..:.(.4) '+ 0+
também se f -+ 0+, o que implica que vale a segunda imersão. '

O fato de que todas a imersões são densas segue de que Z)(Á) é um
subespaço denso de todos os espaços do teorema, conforme 1.2.34 e [Henryj81,
página 2SI.

A última afirmação pode ser concluída da proposição 1.2.34 e porque
X'( 4) = X pela IHenryj81, página 25, definição 1.4.11.
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1.4 Conexão com os resultados de Grisvard

E possível obter uma descrição explícita para os espaços intermediários
dos tópicos anteriores para alguns operadores e domínios conforme descrição
em, ;por exemplo, jj17]].

E necessário antes mostrei que os espaços até aqui vistos se igualam aos
espaços definidos em Grisvaid j17].

Definição 1.4.1 Suponha gwe X é Hm espaço de BanacÁ e Á Hm opera-
dor linear fechado com domínio D(.A] C X, densamente. Suponha que --A
gera um semigrz&po /orfemenfe conZúz o e't''!, nll/ormemenfe /{mífado, com

lje't'ill 5; co .Por eaemp/o, isto ocorre se .4 C .4, .4 como em /.2.]3/Pazy/].Z7,
página 30, teorema 1.'7] mais a observação sobre a perturbação do resoluente
comentada em 1.2.19. Definimos

.r. D.(a, ") := {./' c X , s«po«,s:('''11('''' - /).fll) .$nÍto}

2. O..l(a) := {./' C X , t''ll(e :" /).fll --> 0 « t -+ 0+}

Definição 1.4.2 -Pa« os esp«ço D..!(a,.D) e Z)..l(a), de#nÍmos « norma

/lln.(«,-) ll./'ll + sup ll.''(.''" /).fll
0<s<l

Proposição 1.4.3 Suponha .,'i C .4, .4 como em 7.2..7g

-7.para t > 0,

.;up ll'''('''" - /)('':' - /)/ll
$('ó+ l) .=11,('''li('''" - .r)/ll)

2. ll(e '" .r)/llo.(.,-) $ 11(' '" /)./'ll+(q+i) S«PO.,«.(;''* ll(.''" ,r)./'ll

Prova. Para ver 1, dividimos a análise em dois casos. Por um lado,

.=.::. ll.''('''" - /)('''" - ]')/ll
5;('o+ i) .=11,('''il('''" - /)/11)
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E por outro lado,

*;uP ll'''('''" - /)('''" .r)y'll

$ (q + l)z''ll('''' - /)./' l

As duas estimativas juntas implicam l.
Com a definição de norma em Z).4(a, oo) e 1, obtemos 2

Proposição 1.4.4 SwponAa .,4 C .4, .,4 como em /.2./g.
mente em .4,

Então, uniforme

'.p«« f > 0, c l/a e a € (0, 1],

s«P('''ll('''" - .r).fll) 5; ' s«p(':''ll(.4e''"/ll)0<s$t0<s<t

2. P«" c /(1 - 2'':) ' . a C lO, l),

.;up (':''11,'1.-'"/11) $ '.311g.,('''lÍ('';" - -r)y'll)

9. P«« c /(1 - 2" ') . . a C lO, l)

.:uP(':''11.'1.-''/11) $ c.=11:('''11('''" - /)./'11) + c(co+ i)llJ'll

Prova. O item l é consequência direta do item l de 1.2.35.
A prova de 2 requer um argumento bem sofisticado. Pelo fato de e't'i ser

semigrupo, a identidade seguinte é válida para todo natural n

.''" .-'''"(/ - e''''") + .''"'::"
.j=o

Portanto, para t > 0,

l.4e':''!./'ll $ >1: 11,4e-2'''4ll 11(/ -- e'2Jf'i)/ll + ll.4e'2"P:'.4./:ll
0J

Suponha que f > c > 0. Por 1.2.19,

t:''ll.4.-'"./'ll $ .: }:(2j)''' s«P (.''ll(.''"
.j-0 c<s<oo

/)/ll + c:/2"+'t''ll.fll
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Quando rz --} oo,

f:''ll..4.-'"./'ll $ c:/(1 - 2'':) s«P (.''11('''" - /)/11
c<s<oo

o que prova 2, pois c > 0 é arbitrário.

A prova de 3 é consequência do item 2 e da estimativa supi<,<m(s'~ll(e''''l
co + l em consequência de 1.2.19.

/)/ll 5;

Proposição 1.4.5 Para Á C .4, .4 co«',o em /.2.-73, a c (0, 1), Z).4(a,.o) :ü
X: ,- ;.( .4 )

Prova. Consequência direta de l e 3 de 1.4.4

Prop';içã' 1.4.6 P-« ,'! C .4, .4 "m. .m -r.2..rg, a C (0,1) O«(a)

Prova. Por 1.2.37, Lip(a,X, Z)(.4)):a X;l,:;.(.A) se a C(0, 1). Mas, por um
lado, o item l de 1.2.35 implica LÍp(a,X, Õ(Á)) C D..l(a). Por outro lado,
pelo item 2 da proposição 1.4.3 se / C -D.,l(a),

l(e''''l -- /).falo.(.,-) '> 0

quando t ---} 0+ e, pela proposição 1.4.5, lje-t''l -- /llx...;.(.4) ''> 0 também
quando f --> 0+. Isto justifica a imersão Z)..{(a) c X=..;.(.4).

1.5 Estimativas com o resolvente

Esta seção contém estimativas pala o resolvente À -- (--Á) em relação
aos espaços intermediários X:.:;.(.4) . No capítulo seguinte, elas vão ser
um dos ingredientes para avaliar a dependência do semigrupo em /, e f'l/,
./' C X:,:;.(.4), quando variamos .4 em .4.

Teorema 1.5.1 SwponÃa .4 como em -7.2./g. Então se .4,B C ,4, À C
ÁP J

/. ll(À + .4)':lll(x,xá,.;.(BD $ '(1ÀI + l)' :, com ««f-í. q«e «ão de.

p.«d. d. Á, B ' «p«@«me«f. « Á f:l;l;b(a)''ü(ã''(6'.4 + 1)'
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2. ll,4(À + Á)'illi,(xá..;.(a),x) $ clÀI'' , com consfarzZe qzée não depende

de Á, B ' e'p«W«m'«f' « Á = B, . = 1'(a)(1 + 2C'.4)

Prova. E possível provar uma desigualdade mais forte que 1. Suponha
.f C X, vamos avaliar llÁ'(À + .4)'i/ll. Pela desigualdade de interpolação
de IHenryj81, página 26, teorema 1.4.41, 11.4'zll 5; cll.4zll'llzllt-', com c =
2:''a''co/1'(2 -- a) se z C D(Á) . No nosso caso particular, com a definição
1.2.13

0

l.A'(À+ .A)':/ll 1; cc&''(cJ + i)'(l,xl + i)"':
Pelo teorema 1.3.1, conclui-se l.

Para provar 2, recorremos à descrição do resolvente em função do semi-
grupo IButzer e Berensj31, página 32, teorema 1.3.51

B- Xs e' sA j ds

se ReÀ > «,o = limo--(f':logjle-*"'ill). Então «,o $ --'í
igualdade vale se Irei ? 0

Portanto preparando também para usar a regularidade de /,

(À + .A)':./'

1). Então uo $ --'í e, portanto, a

Á(.X +.A)':/
'0

e 'À's' 'isi-'* .4e ' ''4 ./' ds

Pa:« À C p(-.4), com IÀI > 0,

ll.'l(IÀI + .A)':/ll $ 1'(a) ;«p (.:''ll.,'le-'"/ll)IÀI''
0<s<oo

No caso geral,quando À C p(--Á) pela identidade do resolvente,

(À -(-.4))':(IÀI - À)(l,xl -(-.A))''(À -(-Á))': +(l.xl -(-.,'i))':
e mais uma vez pela identidade do resolvente: Á(À+Á)': = jl -- (IÀI -- À)(À+
.4) :].4(IÀI + ,4)': , chega-se a

IÁ(À + Á)':/ll $(1 + 2aA)ll.4(IÀl+ ,4)''/ll.

A estimativa recai no caso ]ReÀ ? 0, o que conclui a prova de 2.

Observação 1.5.2 C'á/cu/o direto mostra q e ll(À + .A)':lll(x;.:..(A» $ 2(h/(IÀl+
1). JV.f' g«. e''" (.X + .A)''d,X P«" «. «,fo ««to«. F 'm
P(-Á). E«Íão (À + Á)':' '" (À + .4)':. O «.f. á «««/{«, « de#-
«{çã« d. ««m« '«. X:,:;.(Á).



Capítulo 2

Estimativas e analiticidade do
Semigrupo

O objetivo deste capítulo é fornecer estimativas para descrever como os
semigrupos e'À''! com .A C .4, Á como em 1.2.13, se relacionam com os
espaços X:,:;.(.A). A referência IHeniyj81 , seção 1 .4, especificamente teorema
1.4.31 fenece um bom guia para os enunciados dos teoremas, mas há muitas
diferenças nas demonstrações

Proposição 2.0.3 Suponha a,P C ]O, 1] Sqa ,4 C .4, .4 como em .7.2..23.

Suponha T um operador linear qKe obedece

ITlll(x.,t;m(.'io),xp,i;.(Ào)) $ c
para a/gum ,'lo C Á. então

/. llTllz,((x,o(A))a,m;K,(x,o(B»p,-;K) $ c'c

2. llTllz.(xa,t;-(.'1),xp.i;.(B» -$ c"c
g. llTlll((xo,x-).,-;K,(xo,x-)p.«;K) 5; c'"c

com d, ci' independentes de A,B ç. A.

Prova. E consequência direta da equivalência das normas descritas em 1.2.20
e 1.2.27

Observação 2.0.4 H proposição anZer orjustll/íca #m proced mento gzée fa-
rtos 'asar covlstantemente. Pctra a prova das estimativas com, o semigrupo,
Escolhemos nü de$nição dos esta,ços o próprio operador do semigrlpo. A
lemos de zma constante, CL estimativa valerá tctmbém para espaços com ope-
ra,dores disl,{ntos.

39
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2.1 Estimativas para semigrupo
[Feorenla 2.1.1 Suponha Á C .4, .4 como em .7.2./g. Então

-7.Se /z ? 0, 0 $ P $ a $ 1,

le'A''i ll Z;(XP,.;. ,Xá,:;.) $ cAP'ac'AÕ/2

Para espaços intermediários de$nidos com A,
c = co max{(2(a --/J)e':/á)'*'P, 2:-P}
2.Se A ? 0, 0 5; a $ P $ 1,

le'AAlll(xp,.;.,xá,i;.) $ ce'há/4

Para espaços de$nidos com o mesmo A,
' = co m«{1, (4(# -- a). '/á)P''

Prova. Pela 2.0.3, nada impede de definirmos os espaços intermediários com
o operador do semigrupo. Supondo ./' C XP,l;.(Á),

lje'""ll.,:;- = 11. ""./11 + s«P (;'''ll,4.-b+U"/ll)".fll + s«p(;'''ll,4.'b''n"/ll)
0<s<oo

A parcela difícil de estimei é a segunda, pois, quanto a primeira,
lle-A'l./'ll $ comaxhZO{A«-Pe'h/2Õle-h/2áAP-all/ll no caso l e lje-h'4./'ll 5;
coe hõ no caso 2

Uma vez que s:-' 5; (s + A)P''(s + A):'P, que implica, no caso l,z que s' ' S (s t /z)'' '(s -F /zJ

s«p (':''ll.4.-o+Q"ll)
0<s<oo

5; 2:-P.:.,e';"/'ÃP-' o<up (((' + A)/2):'PllÁe-b+H/''l/ll) ,
concluindo l.

No caso 2, a única diferença é que usamos (s + A)P''e'á('+A)/2 $
supO<s< ooÍsP-ae-Õs/4 ]. e-âA/4 . ' '

Observação 2.1.2 .F possa'ue/ adaptar a prova para oófer wma estÍmatá-
)a, com maior decaimento e=T)onencial. Na verdade, qualquer decaimento
e't'Õ](\-tn], qualquer F > Q, é possível. A constante que entra no lugar do
2 acima é (} -+ nàlK. Esta obter\cação se aplica parca as demais estimativa,s

;om decctimento exponencial. Ptouauetemente, isto facilita, a substituição dos
:spaços de potência por espaços intermdiários na teoria assintótica de ]Í8]],
por exemplo, ]]8], teorema 5.1.1].
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Teorema 2.1.3 Suponha ,4 C .4, .4 como em .7.2-/3. Enfio, wnl/ormemenfe
em Z?, C' C .4, para /z ? 0,

ll.-"" /llz(x;,.;.(B),xá,i;.(a» $ cmaxlAP'', AP}

guiando 0 .$ a $ P $ 1. .4/ém disso, c = co + l se a = # e c = maxÍc. +
L,c\lB,'L1131 qu«.«do l3 > c-. ~

Prova. Pela 2.0.3, é suficiente fazer a prova para Z? - C' = ,4. Suponha .f C
Xá,:;.(Á). Não há dúvida que / C X:,:;.(.4) pela 2.1.1 no caso particular

Para estimar a norma de (e'"''! -- /).f em Xá,:;.(Á),

l(''" - /)/llx:,.;.U) ''"" /)/ll + .:lup (':''ll.4e''"(''"' - .r)/ll),

o único trabalho é em relação à segunda parcela. Para a primeira, a estima-
tiva está em por 1.2.25 quando # > 0.

Primeiramente , suponha P = a, incluindo, portanto, cr = 0. Neste caso,

lje'"" - /llz,(x:,.;.00,x:,-;.G.0 .$ (q + l) ,

}-0

com a retirada de (e "''i /), que comuta com ,4e'''4 e tem norma em Z,(X)
menor que co + l pela 1.2.19.

Quando P > a, por um lado sc s $ A, então sP a 5; AP'' e

ll.:''.4.-'''!(''"" - /)/ll $ (q + l)AP''ll.:-P,'!e''"./'ll

Por outro lado, se s > A, s'' < A'', e, portanto, si-~ll,4e "lll 5; ciA-', o
quejustifica a desigualdade

ll.:-'.4. '"('''" -- /)/ll $ ':AP'«llA-P(e'"" - .r)/ll
Então, pelo item l da 1.2.35,

1.:''.A.-'"('''" - /)./'ll -$ }Ap'' .".:: (;''pll.4.-'"./'ll)
Em ambos os casos,

ll.:''.4.-'"(e'"" - /)./ll .$ 'AP'';",o«.«.('''Pll.4.-'".fll) ,

com c = maxÍco + 1, ci/#}.
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Teorema 2.1.4 Suponha .4 C .4, .4 como em .7.2./9. Então

.r. .. # c lo, il . B c .4,

ll,4e'A''i llt(xP.i;.(B),x) 5; ce'Õh/2/zP-l

com consfanÉe c &nã/orbe em .4. Se -B = .4 então c = 2i'Pco

2. q ando cv,,6 C 10, 11 e -B,6' C .4,

ll ,4e'h''l lll(XP,:;.(B),x:,i;.(a» $ ce'áÀ/2 maxÍAP-i , AP-a-:l}

com cantante c unia/orbe em .4. .4/tím dáso, se -B = .4 = a, então c

maxÍ2''Pci, 2: 'Pco}

S'. quando P C 10, 11 e a ? l,

11 Á'e'"" llZ(x;,:,. G,0,x. ) 5; c(a, P)e''"/'AP--

Prova. Computação direta que leva à norma em XP,i;-(.4) produz a desi.
gualdade l.

Suponha / C -)q,:;.(Á). Pela proposição 1.2.19

ll.4e-h''i/ll 5; coe-õÀ/2 ll,4e'À''1/2/

Com o ajuste pela substituição l '»-n t.p' ' th laà'-B ,

ll,'i.-""./'ll 5; 2:-Pc..-õh/'âP-: s«P (':'Pll.A.-'"/ll),
0<s<oo

o que conclui a prova.
Para obter 2, suponha novamente .f C -)Q,l;.(.A). Por definição,

1..'!.-""./11x:..;.U) -"./ll + . s«p (':''ll..4e-'",4.'"'/ll
0<s<co

evidenciando a necessidade de avaliar somente a segunda parcela, pois a
primeira parcela está avaliada no item l.

Pela propriedade de semigrupo, Áe''''iÁe'A'4 :: Á2e'('+À)'l -
,4c'('+h)A/2.,4€-(s+h).4/2 e, portanto,

l.4e''''{,4e'À''l ll < 2cie'õh/2(s + /z)'i ll.4e-('+A)'1/2ll ,
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onde também foi aplicada 1.2.19 e a desigualdade óbvia e'J('+J')/2 5; e-Õh/2
se s > 0.

Resta somente reorganizar a desigualdade prévia para fazer surgir a norma
de / em Xá,i;..,(.4). Portanto substituímos 1 = 2'-P(s + A)P':((s + A)/2):'P
e e«tão, como ''''('+ #)'' $(' + A)'' e(. + À)P''': $ 6P-.- ,

s:''ll..'i.-'".4e "'4ll $ 2'-Pc:.-Jh/'AP---: s«P (s:'Pll..'l.'''.fll)
0<s<co

de onde se pode concluir a prova. A terceira estimativa utiliza a estimativa
com potência fracionária

.4'e "''1llz,(x.) 5; c(a)/z''e'â" ,

a ? 0, pela IHenryj8], página 26, teorema 1.4.3]. Note que c(a) é cons-
tante em .4. Sobolevskii também fornece uma tal estimativa, mas restringe
desnecessariamente o valor de cv. Pala concluir, estime

ll ,4'e'"" lll(x,,xd 5; ll ,4'':e'"''l/' lll(x.)ll.4e-"'!/'lll(x,,x.)

com aplicação também da estimativa do item l

2.2 Analiticidade do semigrupo
Para provar a analiticidade de ((, .A) --} e':''i(, é necessário antes definir

uma topologia para os operadores .4 onde o semigrupo esteja localmente bem
definido. O candidato provável é o conjunto H(Xi, Xo) da definição 1.2.13.

P«p'siçã' 2.2.1 0 ««J-f. H(X:, Xo) é «m s«ó««J-f. «ó«f. de .[(X:, Xo)
E cada ,4 C H(Xi,Xo) possui ama uz zãança aóerfa em 'H(Xi,Xo) gue
;ambém é um conjunto regular de 'KÇX\,XaÕ.

Prova. Obviamente é necessário provar que %(Xi, Xo) c Z(Xi,Xo). Para
ver isto, tomando qualquer ,4o C 'H(Xi , Xo), defina ai a constante de imersão
para Z)(.4o) C Xi e por a2 a constante de imersão para Xi C Z)(.Ao) Então
se / C Xi = -0(Áo), ll/llx. + ll.,4o/llx. $ a2ll./llx. e, portanto, ll,4./llx. .$
«,ll./'llx. e .Ao C Z,(.X-,Xo)

Seja Mo tal que (IÀI + l)ll(À + .4)':llz,(x.) $ Mo para INCA 2: 0.
Concluir a prova significa achar B(,4o, r), uma bola de centro .,{. e raio r

de L(Xi, Xo) (lue está contida em .4
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Chame de P um elemento de B(Áo, r). Sempre é verdade que (À + P)
1/ + (P -- Áo)(À + .Ao) :l(À + .4o). E também q« (P -- .Áo)(À -f .4o)'Í
IP - ,'io).Aã:.4o(À + .'lo)':. ' ' ''

Por um lado

Áo(À + ,'lo)': .à(À + ..4o)': + .r ,

o que implica ll.4o(À + .4o)':lll(x.) 5; A/o + l.

E por outro lado, como ll.4ã:lll(x.,x-) $ al(A4o + l),

ll(p .Ao).'iJ:ll $ 11P Áolll(x.,xdll.A;:lll(x.,xO $ «:(Mo+ l),

Com isto se , 5; (ai(Mo + ly)':/2, teremos À + P é inversí«.l .

l(À + p)''ll.(xd $ 11(,x + .'lo)':ll.(xall>1:(-i)*(p
k-o Áo)(À + .4o)':lll(x.) ,

e então ll(À + P)':lll(x. $ 2Wo/(l,Xl+ l).
Falta provar a equivalência das normas do gráfico de Z)(P) e Xi . Para isto,

é suficiente demonstrar que ÁoP'i e P.4ii são uniformemente limitados em

uma bola Z?(Áo, r), talvez diminuindo r. Suponha / C Xi = Z)(Áo) = D(P).
Por um lado,

1./'11x: $ «:(11.fll + ll.AoP :lll(xdllP./'llx.) ,

então ll./'llx. $ czi maxÍI, llP..4i:lll(xa}(ll./:llx. + llP/llx.)
1/11x. + llP.fllx. $ a2 maxll, llP.4i'll (x }ll./:llx.

O r que escolhemos antes também garante que r < (ai(Mo + 1))':/2,
então (P -- .4o).4i: tem norma em Z;(Xo) menor que 1/2 e, portanto, pela
igualdade

)

Por outrolado,

.'loP': [/ + (P - .4o).4i:]''
obtemos ll.4-fo illl(x.) < 2.

O cáculo pala avaliar a norma de P 4ii em .L(Xo) é bem mais simples,
pois

PÀi: - ,4o)Á;: + .r ,
que leva a llPÁi:ll/,(x. 5; al(Mo + l) + l

Observação 2.2.2 Integrabilidade em espaços de Banach. Sda BI((0, T), X)
;om X espaço de Banach dejinidü como as j'ünções em contínuas de (Q.T) ' '
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em X «m g(')'' /{«,{t«d. .«', (0,7') . .«jo -p á " -,m« d. «p«ç.. S.

g c B,C'((0,T),X) e 'y < 1 e«Zão .Hgds e«{sfe e p«f.«ce â C'(to,rl,x). o
ctrgumento consiste em uma aplicação do Teorema, da Convergência Domina-
da de Lebesgue, por exemplo, co'mo está em [D\Lnford e Schwartz]9] , volume
1, página 151, teorema 161. Tome g. de$nidü por g em Wln,T-- \-lnX e por
setas ua/OI'es em l/n e 7' -- 1/n para fornarg. corzfz'nua em ]O, 7'] e, portanto,
./e«.'nfo z:((o,r),x). -E«fã. llg«llx 5; llpllx $ c:t-'. Zom. «. CX
com norma l e c/game Z)(t) = clf'vzo . Então g« --} g em X pontua/merz-
fe em lO,TI.7bmóém g. á / máfada o dominada por .Z,) em lO,rl. Como
D C L\ (Q,T),X) então, pelo Teorema da Clonuergência Dominada de Lebes-
gue, g também pertence e g. -+ g em Lt Çq0,T),X). Para concluir, note qKe
l.Üp(.)a.ll á m.«« g«e lt:-' tã''l/(1 - 7).

Teorema 2.2.3 Suponha .4 como em

.A«me (Xo,X:)l;,.;K : .F«fã.
.7.2./3, 0 < T < oo, 0 $ P $ cv $ 1 e

(.A, O --> {e '''l{ , 0 5; f $ T} : %(Xi,Xo) x X. -+ C'(]O, 7'],X.)
e

(Á, g) --> {.Z' e'«'4'ig(s) ds, o $ f .$ r} : %(xi , xo) xc'(lo, rl, xP) --> c'(lo, z'l, x.)

são ambas anatÍticcts

Prova. Ambas funções estão bem definida. Como

1. '''( - e'''"(ll.(x.) $ 11''""11.(x.)ll(e'i''''-i" /)(11 ,
com m = min]ti,t2] , usando 2.1.1 e o fato que o semigrupo é fortemente
contínuo em X., então lle't'A( -- e't'''l(lll(x.) ''> 0 se lf2 -- til --> 0 e então
f -..} e''''iC C c'(to, rl, x.). Para analisar o outro caso, suponha t2 ? fi. Pela
propriedade de semigrupos,

'" .-''"g(;)a. - I" .-*-"gçsõd.

- it. e'ttz-:)Ages)ds -t lo Çe'(tz-t\)A . l)e-(t\-:\A gÇs)ds.

Avaliar a primeira parcela não oferece diâculdade, pois, pela 2.1 .1 , ll/Íla e'(''-')g(s) asllx. $
c(f2 -- fi):+P''llglla(to,r],x,) Para a avaliar a outra parcela, seja â, 0 < õ<
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1 + # -- a e faça

] 11 (e '(:' -'i) 'l /)' «''4"g(.) d.llx.0

< ' lle-(:'-'-)'! lll(x..t,,x.) lle'('--')'4ll
t

0 lll(xP.x.+,) ds llPllc(to,r],xp)

Então usando 2.1.1 e 2.1.3

ll.Z''(e'o'''o" - .r)''«''O"g(.) a.llx. $ c(t, - t:);ti''p'«''/(l+p - a-á) ,

blue completa a justiâcativa que t --} áot e''''lg(s) ds pertence à C'(lO, Z'l, X.).
Também vê-se que em relação à ( e à g ambas funções são lineares e

contínuas. Então é suficiente provar a analiticidade somente em relação à ,4.
Para ll//'lll(x.,Xo) pequeno o que equivale a ll.f/,4-ill pequeno em L(X),

.4 + ]] C .4 e então

.-'u-''m( - .-'"( - -il .{ .'*(À + 'i + H')':-aÁ':l.4(À + Á)':iwÀ

se I' = 1'- U I'o U I'+ com I'o = {e;'p , l©l 5; Ó}, I':E = {pet;Ói} , p ? 1} e
I'=t tendo o sentido ascendente como orientação positiva e I'o tendo o sentido

anti-horário como orientação positiva; está sendo admitido @ c (n/2, n) cuja
garantia da existência foi explicada na proposição 1.2.19.

A igualdade acima se justifica pelo fato de que e''''! e e':('l+x) serem
semigrupos analíticos e porque

(À+ .'l+ #)': -(À + .4)': #)':H(.à+ ..4)':

Pala IIX.A':ll < (CA + 1)':/2,

(À + .A + x)': + .A)': >1:1x(.x + ..4)':J* ,
A-0

p'is À + '{ + H .#(À + Á)':l(.X + .'l) e #.4':,4(À + ..'!)': tem «.:m*
em Z(X) menor que 1/2.

Portanto obtemos uma série de termos # + ] lineares e ]imitados em ]7

e''('l+H){--e''"( = --ãL- .Ã .'*(À+Á)': >-lX(À+Á)':l*//.4': l.4(À+'4)''l( dÀ
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Mudando de variável À = sp e, pelo teorema de Cauchy, quando s > 0,

.-'("'''m(-.-'"{ - -.-:iL- .[ ."(p/;+'i)': Eln'(À+A)':l*x'4':l.'i(p/'+'i)':lwp

Então a norma em X« de (e''('l+H)( e-"lO não excede

..Â l."I >ll:lllX,4':ll(o' + l)l*llH','l':lllPI'':lPI''ll€11x.h-o

A l

onde usamos o teorema 1.5.1 que também explicita c. Está série é unifor-
memente convergente em ]O, T] se a norma de #.4': em -L(Xo) é menor que
(Oa+1)':/2 e seu valor é menor que llX,4':ll(2n)': ár le"llpl-:ldpl. Estamos
antecipando o caso s = 0 onde a série vale zero como explicado adiante.

Resta provar se as parcelas da série pertencem à C'(lO, 7'l, X.).
E suficiente provar que

1. 1.'* ."'11ÀI'':li.'i(À + .'i)':(ll
tende a zero se s --} se com 0 $ se, s $ T

No caso 0 < á 5; se,s $ T, qualquer 0 < á < T, a continuidade é
uniforme , pois

1.;* - ."*1 $ je'*l

pelo teorema do valor médio e pela estimativa le'ÀI $ jeõÀI se s > á, obtemos

1. 1.'' - ."*1 1.xl':ll.A(À+ .A)':(ll lüÀI

< ."I laÀI ll(llx. l. - .olF

O caso se = 0 é bem mais difícil.

Para um ./ C Z)(Á), e quando s = 0 na série, chamando

F'(À) E
A:0

(À + .,'l)': IH'(À + .4)':l*n'.A':lÁ(À + ,'l)':l/ ,

e se I'X = .B(o, -R) n I', z?(0, R) a bola centrada na origem de raio R, obtemos,
pelo teorema de Cauchy,

P(X)d = 1. P(X)dX
R .R
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com Cn = lllReiw , , IWI .$ @}. Fazendo R --> oo, e notando que llr'llx. =
O(IÀI''') então .ÊF(À)dÀ vale zero. Para s > 0, mudando de variável
À ' sp, pelo teorema de Cauchy,

e'xFÇ\Õdx = s'l l.e"FÇnjsÕdF

E"tã' ''mo llÁ(p/; + .4)':/ll 5; (C',4 + l)(P/')': ll.4./ll,

ll.Á e'ÀF'(À) aÀllx. -$ 2cs:'' .Í je"l lpl«'' lapa ll.a.4':ll ll.4/ll

que revela portanto que fiar e'ÀF'(À) aÀllx. tende a zero se s --> 0+ e / C

Pela fato de que a série pertencere a .[(X.) e porque D(.4) é denso em
X., então o limite acima também dá zero se colocarmos ( no lugar de .f

Seja agora uma p. o polinâmio

P« (H: , ,a)

...,>1:(«) 2zi/'
IH«(«-0(.X + .A)':JHr(«)Á' IÁ(À + ,4)':j( dÀ}

.'*(À + Á)':]#xH(.X + .4)':]

Pelo que vimos p« é uma polinomial em Z(LA(Xi,Xo), C'(lO,rl,X.)) que,
por construção, é também simétrica e

. 'U+m( - e'''( = )ll:p*(X')

com -/7A = .171,. ..,.17k, uniformemente numa vizinhança de cada .4 C .4.

Portanto .4 -} e'o'!( é analítica de .4 em C'(lO, tl, X.), concluindo a prova
do item l.

Aproveitando a expansão prévia,

A l

(e ' '(''i+H ) ãl .Á .'*(À+'I)'' EIH'(À+'!)':I*H'.'I': I.A(À+'4)

Mudando de variável sÀ = p, pelo teorema de Cauchy,

e )g(.) :lg(.)aÀ

(e''('l+H) .-'')g(.)

."(T + .'o': E]x(: + ,'o-']'-a.'l':].'!(T + .©':].u a« ,
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ainda com a mesma I'

Então a norma em X. desta série não excede

csP''
[ I'"l >:(ll-ÜÁ':ll(aa+ i))*ll-a.4':ll(IPl+ l)'':lP]-P]]g(;)llx,
' h=n

A l

portanto tomando aqui também IIX.4''ll < (C'.4 + l)'i/2, e integrando em
s)

/I'(e''("'!+X) -- e-"l)g(s) ds llaUO,r],x.) $

fl+P-a

ci-+.. # - . lla'Á':ll llPllcao,r],xa .Ã l."I IPI«-P': lapa

sendo a série uniformemente convergente na vizinhança de Á com llJÍÁ-i ll $

Cada termo da série acima pertence à C'(lO, rl, X.), pois, com 0 $ ti , t2 5;
T }

ll.r' .': .{ ."(Ç + .'0':FH'(: + ,Ü-'l*-a.4':t.'l(: + .©':lgH ap ll.*.
5; cltl+P'' !+P''l/(i + P -- a) llX 4':ll llgllaU.,r],x.)

Defina

pn ÇH\ , H ,Hn)

= 1/nl ."(( + '1)':]Hxm(: + '{)':]

IHxM( T+ 'l)':lHx(«).'1': 1.4(: + '1)':lg(;) dP d'

l
S

2n'j
!x(1),-.,r(n)

r

Como visto p« C Z(.[*(Xi , Xo), C'([0, r], X..)), são simétricos por construçã.
e p":a cada Á C .4, EE:.pk(#') = .N(e''('i+X) -- e-'"'l)g(s)ds em uma

vizinhança de .4. Então .4 D ,4 --} .6 e'''4g(s) ds C C'(lO, 7'l, X«) é analítica.

Lem.a 2.2.4 Sega I' = 1'. U I'o U I'+ com I'o = {ei'P, IWI 5; @}, I'ü =

{peüÍÓ , p 2: 1]. e I'ü lendo o senfÍdo ascendente como orienfaçâo poszfáz;a e
I'a tendo o sentido anta-horário como orientação positiva. Então, se 0 Z Q,

L le-l l#l-' lapa $ 2ée -- 2e-;é/ coso
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Prova. Em I'o, lpl = 1, lePI = e-s'P, lap

!'b .b e'"'b d+ '$ '2e#.
Quanto ao sentido do percurso, para I'

p : l --> +oo. Também eml'J:, lpl = P, lapa =
os casos, portanto,

d@. Então Jr. le/'llplo lapl

) p : --oo ---} l e , para I'+,

Idp, lePI = cP-sÓ. Em ambos

4. l."lpllapl .--:'l lpo 'lp 'g - ec"'b 1«* #



Capítulo 3

Estimativas e analiticidade do
Operador de Evolução

E um fato bem estabelecido que a solução da equação em um espaço
de Banach -Xo, du(t)/dt + .4({)u(t) = 0, 0 .$ s $ { 5; T, u(s) = z pode
ser descrita através do chamado Operador de Evolução t/, u(t) = U(f,s)z,
quando o operador 4(t) é do lapa ÁÍpe7'óó/{co, lapa paraóó/{co, etc. Há diversas

referências para o fato com as hipóteses precisas necessárias, como ]21, jl],

Neste capítulo vamos ver como o operador de evolução, quando Á(f) é
do tipo paraóó/ co, se comporta diante dos espaços (Xo,Xi).,-;K supondo
D(Á(t) :L X: u«iforme«te com l c lo, rl.

Originalmente, Sobolevskii já descreveu estimativas, digamos, do mesmo
tipo, mas em relação às potências fracionárias do operador Á(t). Conforme
discutido na observação 1.2.23, os espaços (Xo, XI).,-;K tem grande vanta-
gem sobre os espaços de potência porque simplesmente não dependem do
operador Á(t) e as estimativas com o operador de evolução valem, como
veremos, uniformemente em uma família de operadores .4(f).

E difícil descrever as diferenças entre o que há neste capítulo e o que fi-
zeram autores que também avaliaram os operadores de evolução nos espaços
(Xo,Xi)..,-;K, incluindo, entre eles, o professor Herbert Amann no seu li-
vro ISI. No comentário que segue estou pensando no trabalho do professor
Amann em relação ao que há de comum entre o que temos aqui e o que
há em Sobolevskii, ou seja, admitindo que o domínio dos operadores .4(t) é
constante com Z. Comparativamente, para não errei muito, uma análise cui-
dadosa de nosso trabalho conclui que estamos mais próximos de Sobolevskii

itl, etc

51
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que de Amann, pois procuramos obter estimativas do operador específicas
em relação aos espaços (XO, XI).,-;K como fez Sobolevskii em relação aos
espaços de potência de .4(f) enquanto Amann propõe estimativas do opera-
dor evolução não apenas pala estes espaços, mas também para outros espaços
de interpolação. Os argumentos são bem diferentes porque a igualdade en-
tre (Xo,X:).,-;x- e -X:,.;.(.A) q«-do Xo = X e .D(.4(t)) ü: X: é pouco
explorada nos trabalhos de Amann e, no nosso caso, esta igualdade é muito
utilizada. Nossas estimativas também são mais precisas, no sentido de que
fornecemos estimativas para a continuidade o operador de evolução [/A em
relação a t, s nos espaços intermediários remetendo bastante a Sobolevskii.
Amann, por outro lado, pala ganhei em generalidade, procura sempre forne-
cer estimativas pala vários espaços de interpelação simultaneamente, o que
provave[mente traz limitações.

Pala comodidade do leitor, antes de passar para as estimativas, a seção
seguinte contém os resultados principais que vamos admitir sobre operadores
de evolução para operadores do tipo parabólico.

Também está incluída uma descrição de uma desigualdade de Gronwall.
ingrediente utilizado em muitas das estimativas que vamos fazer, não só aqui,
mas em outras partes. Neste capítulo, a desigualdade de Gronwall fornece
a primeira estimativa que é um dos pontos de partida pala as demais. Para
tentar algum controle das constantes que aparecem nas estimativas, vamos
descrever a constante da desigualdade de Gronwall como uma função dos
parâmetros para mais fácil referência.

3.1 Operador de evolução do tipo parabólico
e desigualdade de Gronwall

Definição 3.1.1 Sejam Xo e Xi espaços de .Banana com Xi C Xo corzfúzua

e densamente. Seja, 'HÇXx,Xah o conjunto definido em 1.2.13, T > ç) e
. C (0, il. -Oe#«{mo.

c''(lo , rl, H(x: , xo))
{.4, .4 : to, rl --} 'H(xi, xo), s?'a {«vagem R(.4) é u«z

conjunto reg'fitar de 'ltÇX\ , Xoh \

.«Ís'' "m« ««Z'"t' , c > 0, ' c(.A), f«/ g«.

(.A(t) - .4(')).A :(')ll $ clf - .I' q«««d. Z, ; C lO,Z'l}
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Um «'Ü-'. «g«/« d. C''(lO, rl, 'H(X:,Xo)), d'«.f«d. P.,.4 C C''(lO, rl, %(X-, Xo),
á «m ««/-f. f«/ q«. {..'l(t) , t c to,rl,.4 c .4} é «m ««:j-f. «g«/« 'í'
H(X:,Xo) ' «i'f' "m« ««f««f' « > 0 p«« q«. ll(,'i(f) - .A(;))Á':(.)ll $
«l! - sl' P«« todo ,'! C .4 C C''(lO, rl, 'H(X:, Xo)).

Eq«í«/.«Z.m'"'', ««. «'Ü-'. «g«/« d. c''(to, rl, H(x:, xo)), d.«.t"-
do PO, .Á c c"(to,r], %(x:,xo)), é ««. c.«J««t. c«j« ./em.«f« .ó.d«.«.
às seguintes condições

/. ll(À + .4(f))':llz,(x.) $ tÍÍ.h 'o"'; "n.t««t. Oa "ã. dep'nd'«te d' Á C .4,
t c to, rl . .x € {m.À 2 0}

2. D(.A(t)) é: Xi com constantes de imersão que rzão dependem de .4(f)
para Á C .4 e t C lo, rl.
g. .&rãsZe uma consfanfe a e m ntímero c, c C (0, 11, para gue

ll(.A(f) .A(.))Á(,-)':ll s; «it - .I' ,

zlnã$ormenfe com .4 C .Á e t, s, a'- C ]O, T]

Observação 3.1.2 Sabendo que 1)(,4(t)) :a Xi para a/gum ,4 C .4 e t C
[O,r], a Aípófese 3 mp/{ca 2.

Observação 3.1.3 .Na de$niçâo de C''(lO,TI, H(Xi,Xo)) quando, co«o é

o caso ag«á, [0,r] (í Hm conyunfo compacto, a Àípótese de a imagem de .4
ser um canil'tinto regular de 'H.ÇX.L,Xoh é conseq'üência automática. da conti-
naÍdade de f -+ .A(t) : lO,rl --} Z,(Xt,Xo), portanto pode ser remos,ida. ,4

demonstração será omitida.. Entretanto, isto não odor Cria em casos mais
g««{;, p" e««.p/., «m 10, m) - /«g« d. lo, rl

Teorema 3.1.4 SuponÃ« .4 € C''([0,T],%(Xi,Xo)) con/orbe 3./..Z. Ente.
«á.f' :'m OP.«do« d. .«/wção uA(t,s) .m o ; $ t ; r g«. oó.d"'

/. UA(Í,') ,')Ua('',') p««05;' $r .$z 5;r .uH(z,f)=/P««
z c to, r].
2. P«« 0 5; . $ f $ 7', mÁ(t,s) C .[(Xo) ' é ./b«f.menu. ««fá""., « s'J",

UÁ(t,')z á c.ntí":'" n" n.«m« de Xo p«« c«d« # c Xo. .F P«« 0 $ s <
t '$ T, UAÇt,s)Xa C X. e é uniformemente dijererLciáuel com t, ou seja,,
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aU.\Çt,s)]at C LÇXa] e:riste ncl norma de LÇXah; além disto, esta derivada, é
fortemente comi,{nua, e obedece Q equação em Q Ê s <. t $: T

ÕUa (t, .)

3. â eg anão em is,rl, o 5; r $ 1 5; 7',

UA(t, I'-) = e'G'')'l('') + /' UA (t, s)[.4(r) -- ,4(s)je'(''')'1(') dsT

t

+ .A(t)UA(t, .)

#. â egu«ção e«. ]r,7'], 0 $ r $ 1 5; 7',

UA(Z, r) = e'('-')'!(t) + .-«-4"MI.,4(t) - .A(s)IUx(., ,") d.

Prova. As afirmações l e 2 foram retiradas de ISoboleviskiijll, página 4,
teorema l] e de ]Pazyjll], página 150, teorema 6.1] Então as afirmações
valem para todo .4 C .4. A afirmação 3 foi retirada de ]Sobolevskiijl], página
8], sendo de resto através dela que Sobolevskii defini o operador de evolução
C/A(f, I'-). Finalmente, a afirmação 4 é fornecida em ISoboleviskiijll, página
20, item 81 ou IAmannjS], página 481.

Recomendamos a pesquisa destes resultados também em Kato j101 e em
Tanabe f21.

Dbsetva.ção 3.1.5 Alessandra Lu,nardi]j16], cü'E)ít'uto 6] constrói um ope-
rador de euolvção para m par de esta,ços X\ C Xo com imersão contínua,
ma,s sem exigir densida.de de X\ em Xo. Entretanto, não há garanti,ü de con-
LinKidctde cova t,s se Q $: s <- t $: T, mas somente se ç) $: s < t <. T. Neste
caso, o operador também é diferenciáuet em L(XoÕ, OI selva, uniformemente
dijerenciáuel [j16], página 211, de$nição 6.0.1].

Teorema 3.1.6 Sup-Aa Á € C''(lO,TI, H(Xi,Xo)) con/o,«.e g..7./
a eg açâo em u em Xo, para # C Xo, 0 $ 1- < Z < T,

1:0 + 'i(f)"(t) - y'(t) , "(') - «
»assaz

1. se f C L\ h,T\XoÕ, uma, única solução mito

«(t) = PÁ(t, ,-)« + uÁ(f, .)./'(.) d. ,

ou sda, está garanf do somente que 1,-, tl --} z&(t) C Xo á confúl'a

T
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2. se / á Hd/der caRIz'naa de l0,7'l em Xo, zzma se/wção c/ásÍca, ou sda,
«(t) C X: 'm (,'-,rj ' á f«móá«. ««t'-«m.nte d@««cíá«/ de (,,TI e«.
Xo. A equação é ueri$cada. na. norma de Xo e sua solução também pode ser
descrita pela fórmula, do item l.

Prova. Para o item l, IPazyllll, página 1681. Para o item 2, ISobolevskiijll,
página 4, teorema 4] ou ]Pazyjll], página 168, teorema r.ll.

Teorema 3.1.7 StlponÃa a 2 0, b ? 0, 0 $ a,P < 1 e u : l0,7'l -+ IR
ántegráue/

o $ «(í) $ «f'' + b1. Q - ;)-p«ç') a;

q.t.p em Q < t 'É T. En4,ão existe uma, constante cG -- cGÇa.b,a.l3) pata que

«(t) 5; cat ' ,

g.f.p em (0, Z'l. .4 constante cG depende dos parámefros de acordo com

.a = c(P, b).''«/(l cl) , 0 = (Z,(--P)i):/0'0

segundo [HenrUj81, página 189] e [HerLTUP], 'página. 104] on

a(l + c(a,/3, c)bf:'Pe(:+')p(P,Ó)t) , p(P, Z,) = (1'(1 -- P)ó):/('-P) ,

seg'undojAmannj5], páginct 52, teorema 3.3. 1]
.::a = ca(«, b, a, #).

Parca referência, denotamos

Prova. Corrida nas referência citadas no enunciado

Observação 3.1.8 ]Vão uou me ater ao praz)/ema de eap/{cÍtar a constante
de Gronuatt. Não fora'm mencionadas todas as hipóteses do caso de Amo,nn
porq'ue acho qu,e sza prova está defeituosa, então recomendo referência origi-
nal. A desigualdade de Grau\oütl tem pa'pet relevante na a,nálise do compor-
tamento nssintótico em eq'nações de evolução. Uma boa contribuição daria
quem $zesse o jnentUj81, página 190, e:cercício SI explicitando o compor-
tamento da constante. Tam,bém talvez descobrir o efeito de se incluir um
'"po«.ncí«/ "m. em u(í) 5; «t'': + ó.G .-õ0-4(t - .)P'".'': d..
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3.2 1;'erramentas do cálculo em espaço de Ba.
nach

Teoremas do cálculo em espaço de Banach pala os quais não achei uma
referência explícita, provavemente devido à sua especifidade, são colocados
nesta seção. Embora possam ser considerados simples, no sentido de que
teoremas neste assunto nos forçam a retirar todas as idéias desnecessárias.
demonstram ser ferrramentas poderosíssimas no nosso trabalho.

Também, para comodidade do leitor, acrescentei os teoremas gerais sobre
o assunto que vão ser usados aqui.

Resultados gerais

Definição 3.2.1 Suponha X, y espaços de BanacÀ como/ecos e U C X, um
tbeüo. U'ma função j : U C X --} Y é analítica em U se para todo =o C U
Caíste á(3o) > 0 Za/ g e se ll/zllx < õ, zo + A C X então

/(«o + A) >1: P«(À") ,
n=0

""' P« C -L::,. (X, }'') ' (A") ,A)

Observação 3.2.'Z Esta, de$nição incluindo a condição de uniformidade dü
convergência da série em uma. vizinhança de cada, =a garantida pelo teorema
ibai=o é Ksadct em [HenrU[8], página ]]]. E=atamente com o presente tecto
â usada em ILILnardij16], página 513] e, segundo citação üí, em [Prodi e
A.mbrosetti]18]]. A de$nição aq'üi proposta é conuenier\te para nós potqxe
reduz a prouct da anatiticidade a. achar os polinâmios qze compõem a, série.
A.qui, pelo menos, a, prova da convergência da série se-more é obtida provando
díretamenfenfe a cona;eryêncÍa wni/orme da série em &m o z nAança de cada
zo

Teorema 3.2.3 Suponha X, Y espaços de Banach e U C X, aberto. Então
ie. f é «'«aUtica .« U, f é C' em U e, com « «-otüção d. de$niçã. 3.2.1,

/(4("o) =,';!p«, n ? 0. Também «{sf' «. ál(ao) > 0 p«« gwe /(# + #)
E=;. â./'(d(«)(À") ««W,m'«..«f. .m «, h « llAli.* + ll« - «lillx'.; á:.

Prova. lnenryj131, capítulo analytic function in complex Banach spaces,
página (2.40)j e, para última afirmação, IHenryj131, capítulo analytic function
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in complex Banach spaces, página (2.36)l ou IHalej121, página 23, teorema
1.10]

Teorema 3.2.4 Suponha j analítica como na de$nição 3.2.1. Então para
cczda zo C ü, ezÍsfe tém (fl(3o) > 0 e M(zo, (ii) para que llp.llL:,.(x,r)ár 5;
M < oo, n ? 0.

Prova. IHenryj131, capítulo analytic function in complex Banach spaces,
página (2.40)] e IHenryj81,página ll].

Observação 3.2.5 Em consequência, é possíbe/ achar (i para llp« llt!,.(x,r); $
M0", n ? 0, 0 < a < 1. Para uer isto, fome ã' :: Ji0

Teorema 3.2.6 Sejam t/ aperto em X com X, y espaços de BanacÃ com
ple:cos. Suponha

(i) f« : U -} Y .,.««Utic« p«« «. 'Z 'L.

ÕO ll/n(a)lly $ C' < .» p«« tod. z C .A e n ? l.

rijo ]im«-.,m /n(z) = .f(z) '«êste . « co««.ryênc{« é ««í/o'm. p«« « C P,
ou sda, sup,cu l./;(z) -- /(#)l -} 0, quando n --> .:».

Enfio ./' : C/ --} y tí ana/úÍca, ll./'(a) l 5; C' para 3 € C/ e, se U: C U fem
Bõ(UI) C Á para «/gum J > 0, ./IA) -} ./:(A)(z) quando n --} .» uni/orm'«.on-

ze para C C/t, para cada k ? 0. EspecàWcamenfe sup,cu- ll.dk)(') -- /(k)(-)llZ!,.(x,r) $
klá'*supu ll/n --./'ll. ''

Prova. IHenryj131, página (2.39)l ou, com um entulciado menos detalhado,
ILunaidij16], página 515, corolário 4.101.

Resultados específicos

Definição 3.2.7 Suponha X, y espaços de .Banach e 0 < 7' < oo. Seja
a um n'ímera rea/ e sda A = {(f,s), 0 $ s < t ; T}. Chama«.os de

B.C'(Z\, .L(X, y)) . c.«/-t. d« /u«çõ« / .«. C'(Z\, Z(X, y')) . q«e po««.m
0 VaLOr

1/11B.cw,z(x,}'')) :- . sup (t -- s)'ll.f(f, s)lll(x.r)
(t ,s)Ca.

$rtito e escolhido para norma do espaço.
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Observação 3.2.8 0 espaço .B..(7(Z\, .L(X, y)) é #m espaço de -Ba,zacÀ /Hmann
[S[, página 48]. Modi$quei a. notação otigina] de Amann qqe o chamada
d. K«(-E,r',a) 'm g«. /á . sup "" I'm"d. em {(f,;) c Ja , . < t} «m
}a : ;) C J x J; . $ t}. -F;te ««/-f. c.{«ode «m A ««.', ''

lo/ r]

Proposição 3.2.9 Supor/za X, y, Z espaços de .BanacÁ, .Então se a C

B.C'(A, .[(y, .Z)) e ó C -BPC'(A, Z;(X, }')), «/u«çã. «Ó, («b)(f, ') = «(t, .)Ó(t, .),
pe,f'«« â B..--PC'(A, Z(X, Z)) .

laóllB.+Pa(a,L(x,z» 5; llalla.o(a.,t(r,z)) llóllB,a(A,z.(x,r))

Prova. Seja Ã' um compacto de IR2 contido em zS.. Obviamente a eó
são unifoimemcnte contínuas e limitadas em /r. Sejam então mó e mó para
alia(K,L(V,z)) $ m. e llóllc(K,z,(x,r» 5; mó' Portanto, para (t2, s2) e ti, si) em

Ã', com' «(t,, ;,)--«(f:, ':) =(«({,, ',)--«(t:, ':))Ó(t,, ',)+«(t:, .:)(b(t,, .,)--
ó(t: , ':)) ,

a(f2, sz) -- a(fi, si)lll(x,z)
$ mólla({2, s2) -- a(fi, sl)llt(r.z)+ m.llb(z2, s2) -- b(ti, si)llz,(x,r) ,

o que implica que também ab é tmiformente contínua em /T. Mas como .lr é
arbitrário em Z\, ab C C'(Z\, .[(X, Z)).

A última afirmação é consequência direta da aplicação da definição de
-rm. em B.+PC'(A, Z.(X, Z)).

[)ef\feição 3.2.10 0 símbolo .f+ g denota a conuolução de duas junções J,g,
:,s -.} fl.t,s),g(t,s), e é definida por (..f+ g)(t,s) J: f(.t,v)g(.'r,s)dl'

Proposição 3.2.11 Suponha X, y, Z espaços de ,Barraca. Então se a €

.B«C'(A,Z(y, Z)) e b C -BPC'(A, Z(X, }'')), a,P € (-m, l), .«fão
« * b c B.--P :C'(A, .[(X, Z)) .

la óllB..F,..a(a,L(x,4) $ B(l -- a, 1 -- /3)llalla.a(a,L(V,z))llÓllB,a(zs,z (x,r»

Prova. A paire mais difícil consiste em verificar que a + ó C C'(A, Z;(X, Z)).
Suponha 0 $ se < to < ti $ T. Em particular, é necessário provar que,

"a norma de L(X, Z), « * b(t:, se) -- a(t., se) --> 0 s. ti --> {o. Os demais c;sos
seguem o mesmo tipo de argumento.
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Seja á > 0. Seu valor vai ser definido abaixo, mas já admita J < (to
se)/2. Então

« * b(f:, 'o) - « * 6(t., ;o)
to '5

(«(t: , ,) «(to, .'-))Ó(,'-, .o) d.'-
se

+
'to 'to

«(fo, .-)b(r, se) d, +
'to --J

f «(t:, ,'-)Z,(.'-, .o) d,-
toto --J

«(f:, ,)b(,, ;o) d,- -

A parcela que não depende de á tem norma em L(X, Z) que não excede
c.ÂI.'(ti -- r)''(I'- -- se)'P dr com c = llallB.o(zx,L(r,z))llZ,ll.e,a(a,L(x,r»- Por-

a)]''/'ll'"'a). e '/4 s' lt: -- t.l < á: := {.jcmax{(t. -- se)'P,T'Õ}/(l --

Como lla(Zi,r)llZ(r,z) 5; (tl -- r)''llalla.o(a,L(r,z)) e llb(r,se)llt(x,r) $
(r -- s)'p llÓllB,a(a,z,(x,}')) então

1/. . a(t:, ,)b(,', 'o) a.-lll(x,nto '5

$ m-Í2P,l}(t.-'o)'PI(t: -to+á):'' -(t: -fo): 'l/(l -a)

to

Escolha á, ó2, com á < (to -- se)/2 e ó2 < (íi, para que o último majorante
sqa menor que c/4.

Seja também que (í seja pequeno o suficiente para

IÍ7,... a({o, r)Z'(r, se) drlll(x,z) $ 'f '/(1 cl) < c/4

Seja 8 conveniente para as majoiações prévias fixado.

Como (t, ;) -} «(f, ;) é u«iformemente contín«- em U = {(f, .) , .o $ . $
to--ã < fo $ t $ T} então existe lí > 0, ã < á2, para que lla(t, s) -- a(f', s')lll(r,z) <

c'c/4, com d = (!a:i:?à!=ellólla,(a,L(x,r» quando ({, s), (t', s') C U. Isto impli-
.ca que

que completa a justificativa de que a + Z' C (7(A, Z(X, y)).
Para completa a prova é suficiente notar que

se
la(ti, ,-) -- 'z(to,r))ó(r,se) d.'-llz(x,z) 5; c/4 ,

Áto

la # ó(t, s)lll(x,z)

$ cB(l - a, 1 - P)(t - .):'''P ,
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com c = llallB.a(zi,L(r.z))llólla,a(a,L(x,}'))
Para análise dos demais casos, é conveniente notar que, pela forma do

domínio A, é suficiente demonstrei a continuidade de a#Z)(t, s) separadamente
em f e s

Teorema 3.2.12 StiponÀa X, yl, Z, W espaços de .BanacÀ, C/ C X wm aóerlo
. a,P C(-.«,1). S.

r --> «(z) : P --> B.C'(A, -L(Z, W))

:« --} Ó(z) : U' --> .BPC'(a., É(y, Z))

sã. /u«çõ« «««/Ú:c« .«Zão, « (« * b)(«) * b(«),

e

:« -} (a 8 b)(z) : U --> -B.+P-ic'(a., z.(y, n'))

é analítica.

E e"p/{f"m'«f' « «(«.+A) = E=o pl:(A") e Z,(«o+h) = E=:.p?(A"), ««
d' Pl; C Z;:,.(X, .B«C'(A, -t(Z, W)) e pf C Zb.(X, BPC'(A, É(y, Z)), enZã.

(« * b)(«o + À) >1: q"(Ã")
n=0

COTA

q"(A") 1: p:(A') *pl:''(A" ')

Prova. Por hipótese, para cada zo C U, existe á(zo) para

«(«o + A) >: Pl;(A") ,
n,=0

e

z,(«. + A) }: pl:(À")
n=0

se llAllx < á(zo), sendo p= C Z&.(X, B.C'(A, Z(Z, W')) e pl: C .t:,.(X, BoC'(a., Z(y, Z))
Também é válido que, talvez diminuindo um pouco o á, pelo teorema 3.2.4,
á"llp-lll«(x,aa(a,z,(z,u'») $ A4a < oo e á"llpflll«(x,ap(a,L(}'',u'») $ JMb < OO
Admita, sem perda de geralidade, que .A/a e .IUó foram escolhidos para que
também MaMóB(l a, 1 -- P) 2 1.
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Pela proposição 3.2.11, a(ao+ A)* b(ao+ A) C Z?.+P-iC'(A, Z(y, W)).
DeÊna

ç"0.,..-,A«) :- E
0<r«n ,« '"''n,r

fazendo somente as permutações n entre os índices de {l,... ,r} e {r +
1. - . - ,n F

Então, também com a aplicação da proposição 3.2.11, e esta série é con
vertente quando llAllx < á/(2B(l -- a, 1 -- P)M.Mó), pois, se n 2 1,

q"(À")llB.+,. . a(a,L(r,w»

$ 11AllkB(i - a, 1 - P)llp:ll.;,,.(x,B.(»,'(',«)»llpF''fILIa(x,'.a('.'H,4» 5; (1/2)"

Portanto

«(«. + A) * b('. + à)

com obediência a todas às hipóteses do enunciado.

Teorema 3.2.13 Sejam X, y, Z e W' espaços de Banach e U C X, aperto

z --} a(a) : U -+ B.C'(a., Z(Z, m'))

:« --> b(z) : U --} BPC'(a., Z(y, Z))

.ã. -«/#á«. .«fão, .. («Z,)(«) («)b(«),

a --> (aÓ)(a) : Ü --} -B.+PC'(A, -t(y, W'))

Se

e

ç t& / & [&& ó b ó çt& .

E «P/{t«..«f. « «(«o+A) P=(À") ' b(zo+A) = E=:. PF(A"), ..«-
d' Pl; C Z.!:,.(X, -B.C'(A, Z,(Z, W)) ' Pf C Z ;,. (X, .BpC'(Z\, Z(y, Z)), e«tã.

('Z,)(«. + A)
n,=0

q"(À") )l: p (Ã')p;''(A"'')
com
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Prova. Não há grande diferença com a prova precedente, sendo esta muito
mais simples.

Por hipótese, a(ao + A) = E=opl:(À") e ó(zo + /z) = E=;.pf(A"), sendo
P= c zb«(x, -B.c'(A, z,(.z, n')) e pr c -LZ,.(X, B#C'(A, Z;(y, Z)), se llõll.* <
'f(ao). Também é válido que, talvez diminuindo um pouco o (i, pelo teorema
3.2.4, á"llp"llz;-(x,aa(a,z'(z,w)» $ ]Wa < oo e á'llpÓ lltn(X,BP(a,t(r,W)» $ A/Ó <

oo . Admita, sem perda de geralidade, que .A/a e JWó foram escolhidos para
que também ]WaJUó ? l.

Sda

q"(À:,...,A«) :- E
0<r<n , « ''",r

Portanto, pela proposição 3.2.9, q" C Z;,. (X, .B.+p(7(A, Z(X, Z)) e se llõllx <
õ/(Mamã), para n ? l,

lq"(A")llB....,';(a,,z(x,W $(1/2)" ,

As partes que faltam pala concluir o argumento podem ser retiradas da
prova precedente.

Observação 3.2.14 .4móos teoremas podem ser oóf dos óem mais rapida-
mente a partir de resultados gerais sobre funções analíticas. Especi$camente,
se / : t/ --} y e g : V -} Z, X, y e Z espaços de -BanacÀ e U C X, y c y
abertos, são funções analíticas eTttão fog : U -+ Z é analítica. Ou seja,
:omposição de funções analíticas fornece wma junção analítica. E também se
f : U --+ Y e g : U -+ Z são analíticas então o par Çj.S) : U -.+ Y x Z também
é. Finalmente também usando que se u'ma jt nção é bilineat e contínua então
! ünaLÍI,ica. A vantagem do nosso esquema. é usar essencialmente Q de$nição
le função analítica e fornecer as derivadas como subproduto da prova.

3.3 Analiticidade do Operador de Evolução
Os passos para obter a analiticidade do operador de evolução (.4, O -->

UÀ(Z, s)( requerem que façamos.a extenção da analiticidade do semigrupo
para o caso (Á,O --} e'('-')'1('){. A analiticida de Á --} Ua também é
tratada aqui. Mas por simplicidade pensemos só na primeira por enquanto
e esqueçamos os espaços.
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Originalmente a idéia consistia em usar o teorema de regularidade do
ponto fixo consome descrição em IHenry ]81, página 13] e a descrição de
operador de evolução de Tanabe. Nesta o operador de evolução é calculado
por U(f, s)( = e'('-')'i(')(+W(t, s)( com W(t, s)( = ./: e'('-')'i(').R(r, s)( dr
E resta descrever -R. Chame A(.4)(t, s) = --lÁ(Z) -- Á(s)le'('-')"'1('). Então R
é a sol«ção de R(Z, ')( = k( 4)(f, ;)( + ./: k(Á)(t, r)R(,-, ;)( d..

Se for provada a analiticidade de todas as funções como, por exemplo,
de (.4,O -+ e'(''')A(')(, também de (Á, u) -+ ./: k(.4)(t, r)u(r, s)(ds , então
também chega-se à analiticidade de C/(f,s)(, pois o ponto fixo mantém a
reg«laridade da f-ção r'(u):= k(Á)(f, s){+.C A(.4)(f, r)u(r, .){ds se ela for

uma contrição uniforme em u em uma vizinhança de .4 [Henry l81, página

Entretanto partimos por um caminho que julgamos mais simples que
consiste em obter a analiticidade de UA(t,s)( com o uso da descrição de
operador de evolução de Sobolevskii ou Amann através da série, chamando
a.4(t, s)( = e'('-')'{(;)(,

13

uÁ(f,')( «..(t,')(+('«* A.,)(0(f,')+(«..** A«*#,,)(0({,;) +

'm q- * de-t- - co-ol«çã., (/ * g)(t, .) = .C ./(t, r)g(r, .) d..
Possivelmente também este caminho facilite o cálculo das derivadas do

operador de evolução-

Proposição 3.3.1 0 c07üwrzto c''([o, r], 'H(xi, Xo)) da de$náção 3.1.1 á um
s«ó««:/-f. «ó«f. d. «p«ç. de B«À C''([0,T],Z(X:,Xo)) . «d« ./'-
«,e«to d' C''(]O,T],%(X:,-Xo)) PO««{ «m« «{,{«A-ç" g« l«móém á «m
«'Ü-'. «g«/-. P«c{«m'«fe, «po«A« .4 c C''(lO,TI,H(X:,Xo)), c.«.
(À + .A(t))':ll $ Wo(l,àl + l)'', ll(.A(t) - .4(s))Á(r)':lll(XÜ $ alt - sl' e

O(.'l(t)) C X: «m c.«.t-íe «: . X: C O(.A(t)) c.m ««sf-t' ",, s.«'í.
gue todas as confantes rzão dependem de t,s,7- € 1o,rl. .Então, para r =
1«:(Mo + 1)')':/2, « ó./« .B(.4,,) c C''(to,Z'l, .L(x:,Xo)) «tá .«. .4 s«ósf,-
luíndo as consfanfe práoÍas respect oa«.ente po, 2Mo, a2lai(Mo+l)+ll(r+a),
2at e a2(ai(JIZo + l) + l) -E para P C B(Á,r), llP(f) -- P(s)lll(X:,Xo) $
(" + "2")it - 'l'

Prova. Todo o argumento da prova de 2.2.1 pode ser aproveitado.
Ob«i;mente se Áo C C''(lO, ZI, %(X: , Xo)) então .Ao C C''(lO, 7'l, Z(.X: , Xo))

Chame de ai, a constante de imersão de Z)(Áo(f)) C Xi e de a2 a de Xi C
Z)( 4o({)), que não dependem de Z C lO,Z'l. Então se / C X: = Z)(.Ao(t)),
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l.4o(t)./'llx. $ a2ll.rllx. e Áo(t) C -L(Xi,Xo), llÁo(t)lll(x.,xd $ a2 E isto
também implica que ll,4o(f) -- -4o(s)llJ.,(x.,xo) 5; aocz2lf sl'

A bola l?(Áo, r) de raio r e centro .4o de C''([o, r], z,(xi, Xo)) é formada
pelas operadores P, t --> P(t), que tem

IP -- .A0lla.(]O,T],L(X-,Xo))

'cP.r] ll(P - Áo)(t)lll(x.,xd

+ suP.#,lll(P Áo)(f) - (P-- Áo)(s)l/it --sl'llz(x.,xO <r

Sup-h" e ' -(a:(Mo+ ly)':/2 c'm ll(À + .4(t))i&.)ll $ Wo/(IÀI + l).
Então, pela prova da proposição 2.2.1, ll(À + P(t))': llZ(x.) $ 2Wo/(IÀI + l),
D(P(t)) :L Xi uniforme com t e com P na bola .B(Áo, r). Imediatamente da
definição da norma C''(]O, T], -t(Xi, Xo)),

l(P({) - P('))ll.(x.,xd $(, + «o)it - ;l'

Como, llP(r).4ã:(1'-)lll(xo) $ al(Mo + 1) + 1 pela prova da proposição 2.2.1,

ll(p(z) P('))p':(.'-)ll.(x.,xd 5; «,l«:(Mo+ l) + l)(,+ «o«,)it .I' ,
concluindo a prova.

Também vai ser útil observar que

ll(P - .Ao)(Z) (P Áo)(')1.4;:(')lll(xo $ ":(Mo + l)it .I' ,
pois llÁã:(T)llz,(xo,x-) $ ai(A4o + 1) ainda pela prova da proposição 2.2.1

Proposição 3.3.2 Se P perferzce à óo/a aperta de centro ,4o e ra o r =
(«-(Mo + iy)':/2 de C''(lO,TI,Z,(X-,Xo)) .«tã.

ll(p .'!o)(t) -(P - .4o)(;)IÁJ:(')lll(xO $ -:(Mo + l)l{ - .I'

Prova. Ultima observação da prova da proposição 3.3.1

Proposição 3.3.3 Suponha .4 como em 3.-7./ e sda X. := (Xo,Xi).,.;K

/.wnll/ormememfe com ,4 C .4,

l(À + Á(s2))': --(.À + -4(si))'illl(x.,x.) 5; cls2 -- s:l' IÀI''i
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2. uniformemente com A C A, A um conjunto regzlat, e co'rn H, H per.
'.«««fe « «. /{mif«do d. C"(lO, rl, Z (X:, Xo)),

l#(.,)(À + .4(.,))': f7'(si)(À + .A(si))'illz(x.,xo) $ cls2 s:l'lÀI''

3. ZTliformemente com A C A, A conjunto regvtar, e com H, H pertencente
« «m /{mÍt«do de C''(lo, rl, -t(x:,xo)),

lx(',)(À + À(.,))': ,F/'(si)(À + .4(st))'illí,(xo) $ cls2 -- sil'

Prova. P'raid-tid,da À+Á(',))': --(À+.A(s-))': = (À+Á(s:)) '(.4(si)
.A(',))(À + Á(.,)) :,

(À+ .4(;,))': -(À+ .A(;:))':ll.(x.,x.) 5; ll(À + .A('-))':ll.(x.,x.)ll(.A(.-) .'l(',))ll.(x. ,xd ll(À +

e aplicação de 1.5.1 chega-se a l
A identidade

#(',)(À + .4(',))': - -#(':)(.X + ..4(.:))':
(H(;,) - H(;:))(.X + H'(',))':+ #'(.:)((À + ,4(.:))': (À + .A(.,))':)

com a identidade e aplicação de 1.5.1 implicam 2
A prova do remanescente é análoga.

Proposição 3.3.4 Suponha .4 como za de#nÍção 3.-7.] e sda X. = (Xo,Xi):..:K
e zS = {(t,s) , 0 $ s < f 5; T}. Suponha tamóóm 0 $ # 5; a < 1. .Então as ' '
}'üRçoes

(Á, O -> {e'(''O'4O)( , 0 $ s 5; t $ T} : C''(lO, rl, H(Xi, Xo)) xX. --} C'(Â, X.)

e

,4 --} {e'«'4'l(') , 0 $ s < t $ T} : O''(lO, rl, %(Xt, Xo)) -> .B.-PC'(A, Z;(XP,X.))

são ambas ana,{eticas

Prova. Pala avaliar a série de cada função procede-se como na parte l de
2.2.3. Com o teorema precedente, obtém-se a continuidade requerida para
cada termo.
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em gKe c'

Proposição 3.3.5 S©a A(.4)(t,s) = --1.4(f) -- .4(s)le'('-')'1(')
{(t,s) , 0 $ s < t $ 7'}. S«ponha P C lO, l). -Então a /unção

Chame ê,.

,4 --} {k(.A)(t, s) , o 5; ' < z $ r} ; c''(lo, TI,%(x:, xo)) --} -Bi-P-.c'(a., z.(x#,X))

é analítica

Proa. A função Á --> {.4(t)--Á(') , 0 $ s < t $ T} : C''(lO, TI,'H(Xi,Xo)) --}
B-.C'(A, Z(Xi,Xo)) é linear e contínua, portanto, analítica. Então a piava
pode ser concluída com a aplicação das proposições 3.3.4 e 3.2.13.

Lema 3.3.6 SaponAa a.,{(t, s) = e'('-')'i(') e k.,i(t,s) = --[.4(t)--.A(s)]e-('-')'1(')
.4dmáfa também 0 5; P $ a < 1. .Então em uma uiznAança de .4 C

c''(lo, rl, 'H(x-, ..vo)) c c''(to, rl, z(x:, xo)),

/. lla.,lllB..pa(a,L(xp,xa)) $ cl , em que ci á constante na uázínAança e não
depende cl,l3.

2. llX;..lllB..P..a(z\,z.(xP,x)) $ c2 ) em g e c2 íamóám á constante na uizÍ-
nhançü e não depende de P.

Prova. E=ceto pela observação da independência das constantes ci e ca com
cx e li, o resultado é óbvio, T)ois as junções aA e kA foram der"ítonstradas
ctnatíticus com A, portanto contínu,as, e, então, localmente li'mitüdas.

A. conclusão da prouct consiste em uma aplicação de 2.1.1 e e.i.4, obser-
«nd. g«e A,{ = 1.4(t) -- -A(s)IÁ':(.)Á(s)e'('-')"(') . f«.óém qwe « ««t--
Les nestas estimütiuas podem ser tomadcts independentemente de a,l3.

Proposição 3.3.7 Sda UA(t,s)a o operador de ez;o/tição para a egaação
du/df + Á(f)u = 0, u(s) = z, 0 $ s $ t 5; 7'. Sda a..l(t,s) = e ('-')A(') e
É..i(t, s) = -1.4(t) - ..'{(s)le'0'4-4(4

1. Seu, valor pode ser calculado pela série

Ua (t , .)z ««(t, ')« +('..** A«)(t,'),+(«.* k...,* k..*)(t, s)« +

«'P,m.«.e"f' "-'ry'"'' p"« «m« «{,i«Á-ç« d. c«d« ..4, Á C C"(lO, rl, %(X: , Xo))
2. Se b < B < ci < \. então série é convergente e uniforme'rrLente limitado,

em B.-PC'(A, .[(X#,-X«)) «ni/o«m.«f' 'm ««.« «á.á«A«nç« d. «d« .,'i, .4 C
.'t c c''(lo, rl, z(x:, xo))
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g. Szponhü ( ç: X.. Então CL série em e,,

UH(Z,')( ')e+('«*k«)(t,')(+(««*k«*k«)(t,;)e+

á convergente e u,nijormemente limitada em Cito.,X..) uniformemente em
«m« «{,á«A«ç« d. «d« .'i, ..4 c H c c''(to, rl, z,(x:, xo))

Prova. A primeira parte foi provada em ]Sobolevskii]lj] e em IAmannfõjl
exceto pela observação que incluímos de que há convergência uniforme em
uma vizinhança de 4 na norma de Xo. Para ver que isto ocorre é suficiente
notar que todas as estimativas em Sobolevskii ou Amann que levam à prova
da convergência dependem somente das constantes que ocorrem em .4 da
definição 3.1.1. Em ITanabe ]21,páginas 118 e 119] é possível também ver a
mesma independêndencia num argumento curto.

Para provar a segunda parte, reescreva a série como

a.,! + a..i # A,.l + a.4 # (A...l + Ê...l # A.4 + ,) * k«

Chame w..l := A..i + k.,l # k...l +

provado que
Em IAmannj5], página 50, lema 3.2.11 está

«,Á(t, s)ll.(x) $ (t sy'i cAC(c, p)I'(c)e('+P)(r(')")'/'(t-') ,

com ck = llk..{lla...a(a,z(x)) e um arbitrário p > 0, sendo esta estimativa
uniforme em uma vizinhança de Á € .4 C C''(]O, 7'], Z,(Xi, Xo)), pois

IA,*ll (x) $ «':(t - .y'" ,

de acordo também com 1.2.19 e com a definição de ,4 em 3.1.1.

Pala concluir, primeiramente note que a.4 C B.-/3C'(A, Z)(X#,X.)) e,
aplicando 3.2.11, a.4 # k.4 C B.-p .C(A, Z)(X#, X.)) e

"« * «,« * k..., c B. P-,.C'(A, .L(XP, X.))

Como valem as imersões

B.-#-.0(A, L(XP, X.) C B.-/3C'(A, L(XP, X.))

e

B.-#-2.C'(A, Z(XP, X.)) C .B. PC'(A, -L(XP, X«))
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continuamente, com constantes de imersão T' e 7'2', então a série é conver-
ge«te em B«-PC'(A, -t(X#, X.))

Precisamente ,pela proposição 3.2.11, a série pode ser estimada por

IUH llB..,a(a, (xp,x.» $ 11a.4lln..,a(a,z.(xP,x.))

+T'B(a, 1 -- P -- c) lla.4 llB.a(a,t(x,x.»llX;.,i llB:.,..a(a,L(xP,x»
+cr''-B(l - ',l +p - .)B(a,l+# - 2.) ,

onde c = lla.4 llB.a(a,tlx,x.))llw.4 llB...a(a,z'(x»llA.4 llB..,..a(a,L(xP.x))
Todas as normas do último majorante são limitados em uma vizinhança

de cada Á conforme lema 3.3.6.

Quanto à terceira parte, pala começar, (t,s) --> a.,!(t,s){ pertence à
C'(Z\, X.) conforme proposição 3.3.4. Há melhora da regularidade nos demais
termos. Temos a.4 *k..4 C B-.C'(A, .[(X.)), mas este espaço "tá imerso conti-
-;m-te com co«soante T' em C'(Â, Z;(X.)) tom-do valor ze« par- f = s
No nosso caso, a.4 + k.4(f, t) = 0 por definição e então a.4 # k.4 c C'(ã, Z)(X.)).
Mas isto é muito mais do que desejamos, uma vez que só queremos provar
q-(a..,*AA)(,((«..*k..)O(t, ') =('.4*A.,*)(f,')(, está em C'(ã,x.). Mesmo
argumento para (a.,l + «,.,l + A..!)(

Já foi provada a convergência e limitação da série UÁ em .BoC'(A, Z)(X.))
o que e mais que o necessário para termos as mesmas propriedades pala a
série da terceira parte em C'(Á, X.), pois, no caso que falta, esta série vale
f

Observação 3.3.8 0 p or de lodos é a..l

'lborema 3.3.9 $uponÃa 0 < P < cr < 1. 4s/uniões

.4 -+ {mA(f,s) , o 5; s < t $ r} : o''(lo,TI,H(xi,xo)) -+ .B« PC'(A, z(x#,x.)),

(.A,0 -'> {mA(t,s)( , 0 $ s ; Z ; T} : C''(lO,TI,'H(Xi,Xo))xX« --} C'(Ã,x.) ,
e

(Á,./) -} { / gA(t, ,-)./'(r) dr , 0 $ s 5; Z $ 7'}

C''(lO, 7'l, 'H(X: , Xo)) x C'(lO, rl, XP) --> C'(Ã', X.)

Í

S

são todas analíticas
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Prova. Os dois primeiros são consequência da convergência uniforme da série
do operador de evolução, teorema 3.3.7, e da analiticidade de cada termo,
pela 3.3.4 e pela 3.2.12.

Remodelemos a última afirmação para recairmos nos teoremas disponíveis.
Se / C a(lo, rl, XP) então d'fmi«do F'(À)(f, ') = /(t)À, F' C BoC'(A, Z)(C', XP))
Então pela primeira parte e pelo teorema 3.2.11 , .4 3 Á --} t/A # r' C
B.-p-:C'(A,.[(C',X.*)) é --lítica. Como a -- P -- 1 < 0, ,4 --} PA * r' C
C'(A, L(C', X.)) também é analítica. A análise da série de UA # F' no caso
particular (UA + F'(1)) fornece a analiticidade requerida em relação à ,4.

Mas em rejlção à .f a função é linear e contínua, pois .C UA(f, r)./'(r) dr
pertence à C'(A, X.) pelo que acabamos de ver e

/. UÁ(t, ')/(') a''-lla(X,x.) $(t-;)P''''':Ilha ll

f

'"ll uÁ llB..,a(a, (xP,x.))ll/lla([o,r],xa

3.4 Estimativas para o operador de evolução
As estimativas pala o operador de evolução t/J ocorrem nos espaços

(Xo, XI).,-;K. Mas para efetuar os cálculos usamos a igualdade destes es-
paços com os espaços -XI,:;.(Á). Para melhor definição das constantes das
estimativas que vão surgir quando fazemos esta troca, uma preparação prévia
e necessária.

Proposição 3.4.1 S©a .4 C C''(lO,TI,'H(Xi,Xo)) um co unto rege/ar. .F
sd"mX-(Á) :;-(Á), Á C .4 eX.,K X-).,.;«. E«f'. '' "m

operador /{near T obedece llrllz,(x,,x.) 5; c também obedece

fIlE(x,,,.,x.,.) 5; cmaxÍI + l/a, coã"':/e}(l + maxÍc., ci})
q«-d. aC(0,11 PC lO,il. -BP-«a=0,

lrll.(x,,«,x.,.) llrlll(x,,.,x) $ ':(1 + maxlq, c:})

Prova. A conclusão resulta da equivalência das normas dos espaços.
Os teoremas 1.2.20 e 1.2.27 com suas demonstrações fornecem

IXO,X:).,-;K C X:,-;.('1)
com constante de imersão 1 + maxÍÜ, ci}. Por outro lado

X:,-;.(.4) C (Xo, X-)..,-;K

com constante de imersão maxÍI + l/a, coá" :/e} se cv C (0, ll e l se cr
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Notação 3.4.2 Para um co@unfo regra/ar .4 C C''([0, T],'H(XI,Xo)), c a
TnaTnOS

á(a) axÍI + l/a,%J'':/e}(l + m-{.o,c:})

s. a C (0, il i(0) + maxlq,c:}).

Teorema 3.4.3 Suponha X. := (Xo,Xi).,-;x'. E SKPonAa .,'l C .4, .4 C
C''(lO,rl, H(X:, Xo)) «m c.«/««Z. «g«/- "m. .«. g..r..Z. .E«f''

/. guarida P c ]O, l],

ll.A(t)Ua(t, ;)ll.(x,,x) $ '(P)it .lp': ,

c(P) = ca(2q, caco, 1 -- #, 1 -- c)i(0)

2.quando P C ]O, l],

IUÀ(f, ')lll(x,,xO $ '(P)it

«m .(p) = c:(r:'P+c'(p)), c: « «n.f-fe d' á«.«são X: C D(.4(t)) e d(P)
d,e$nido no item l.

luÀ(t,')llt(x,,x.) s; c(a,P)it .lp'" ,

quando 0 5; P $ a < 1, c.«z c(a,/3) = i(a)maxÍclT« P,anca-B(l + c --

a,P)T',q} p«a # C(0, ll ' c(a,0) = {(a) m-Íc(a),c:c(a).B(l -- a,c)r'} e
c(cl) = maxi(2ae':)',2}, c' de$n do em /Soco/ez,sAÍa, r-Z.28?/. O caso a = l
também vale com a constante do item 2.

3

Prova. Com a fórmula de 3.1.4 e a estimativa para o semigrupo em 2.1.4,

l.'l(t)UÁ(t, .)«ll $ 2.o(t .)p':''Í0-4 ll«llp,:;.+2«q /(f
S

,y' : ll.4(.")uÁ (,'-, .)«ll ú.'-

Aplicação da desigualdade de Gronwall implica a primeira estimativa. A
segunda estimativa Jesuíta do fato de que Xt está continuamente imerso em

A prova da última parte parte requer a primeira parte. Sobolevskiijjljl
também procede assim, mas o argumento com espaços intermediários é menos
direto que o argumento com potências fracionárias.

z)(,'l(t)
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sd; « c xo, P c (o, il
0 < A < oo,

Pela igualdade em 3.1.4, calculada em/zt'',4(t)e'A''!('),

'.A(t)e'"nUÁ (t , ,-),
- Ài-'*,4(t)e'h''l(')e-('-')'l(É)z +

Ã'''.4(f)' ""n.-o-,-)"n(..'l(t)T Á(s)),'1':(.).4(.) UA(., .'-)« d.

Cada parcela pode ser estimatima em função da norma de # em X#,i;..
Para a primeira parcela, é necessário separar o cálculo em dois casos.

Quando f -- I'- $ Á, rearranjamo-.la corno e'('-')'i(t)AP-aAl-P.,4(t)e'À'i(')z e
quando Z -- r ? A, como A:''e "''l(')(t r)P-'(f -- a'-):'PÁ(t)e ('-'J'4(t)z. Por-
tanto,

.:uP (llã:''Á(t)''""n.-0-.-)"n«ll) $ 'o(f-''-)P'' .;!-p (A:'Pll.'!(t)e'"n«ll)

A norma em X da segunda parcela com a ajuda do primeiro item não
excede

t

«%c. l (t
T

.)'''(; r)P': asllzllx,,.;.(-4(f)) ' acocaZ?(l+c--a, P)(t--r)P''+'llzllx,,.;.(A(t»

Para a no:m' em X de U(f, r)z, ILHA(t, r)zll 5; c:llzll
A reunião de todas estas estimativas implica

It/(t, I")zllx.,.;.('l(t» $ maxÍciT'-P, acocaB(l+c--a, P)7", Ülllallx,,.;~(A(t»

Pala o caso # = 0, recorremos à ISobolevskiij1l, (1.14)j que fornece a
relação

com llO(s, r)llZ(x) $ c:lf -- rl''', segundo ISobolevskiil1l, (1.28)l. Portanto,

üH (t, r) = e'('-')'1(') +
T

.-G-4"M©(., ,') d. ,
Z

llu(f, ',)a $ .(a)(t - .'-)''« + / c(a).:(t
f

T
')''(. -,-y':« a.,

em que, conforme 2.1.1, c(a) = comax{(2cve :/á)',2}. Após integração, a
prova está concluída, exceto pelo caso a = 1. Mas este caso é consequência
direta da imersão Xi C (Xo, XI)l,.;K e do item anterior.



72CAPITUL0 3. ESTIMATIVAS E ANALITICIDADE DO OPERADOR DE EVOL

Teorema 3.4.4 S porzÀa X. := (Xo,Xi).,«;K e .4 C .4, .4 como em 3..Z./
um conjunto reg'alar. Então

IUA(t, ') - /lll(x,,x.) 5; '(a, P)(t - .)P'' ,

quando 0 $ cv 5; /3 5; 1, 0 $ s 5; t $ T

Prova. Omita ,4 em ZI/Á por simplicidade. O caso P = 0 e, portanto, a = 0,
é simplesmente a uniformidade da norma Z(X) de U(t, r) em 0 5; r $ t $ 7'
ISobolevskii , página 5, teorema 2, (0.16)l.

Sup-h' e«tão # > 0 e z C (Xo, X:)P,-;Ã :L X#,-;«(.4(t)) :L XP,:;«(.4(f+

Pela fórmula em 3.1.4
h)

(U'(f+A, t)-/)' -(''"'G+H -/)«+./"''" .-G"-4'0+©(.'l(t+A)-'l('))U'(s, t)« d'

Para avaliar a norma de U(t + À,Z) -- / em X.,i;-(.A(t) só precisamos nos
preocupar com a parte em sup 0 < r < oo, pois a norma llt/(t.+ À? t) -- /llt(x)
é unifomemente limitada. Adicionalmente, a parcela e-A'i(*+h)
avaliada em ?? e, portanto, é necessário apenas avaliar

..;uP(''''ll.'!(f+ A)''''0«) ./'" .-0+"-4'0-'-H('l(t + Á) - 'l('))t/(', t)« d;)ll

A eliminação da dependência com r pode ser feita com a separação

l.4(t + Á)e'''4('+A)e ('+A-')'!(f+h) ll

$ 1l ,'i(t + A)e'''4('+A) llz,(x. ,x) lle'('+A-')'!(t+A) lll,(x,x.)

Com a aplicação de 2.1.1 e 2.1.4, ll.4(t + A)e '''l('+h)e-('+h-')'l(t+A) ll $ c(a)r"''({+h s'l-'
Também com 3.4.3,

«:''ll.'i(t + A)e '''i«+m / e-«+À-4.40+H(.4(t + A) Á(s))u'(., t), a. llÍ

$ .(«,#) (t + A - .y''( f)p''a' ll,llx, ,t (.

e ./;F"(f + A -- s)'''(' -- t)P': d. = B(l + c -- a,P)AP''+', para ""cl«ir ;
prova.
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Observação 3.4.5 Na ú/fama ánfegra/, Àá ama sopra de regra/arádade, {sfo
é, a integral é $nitü ctté quctndo cx < L -+ e. Não podemos chegar Q este X.
porque a. igualdade entre este espaço descrito com o método K e os demais
mófodos descritos no capáu/o -7 é garant da somente para cl C lO, ll.

Teorema 3.4.6 Suponha .4 € .4, .4 como em g././ um co Üunfo reg /ar.

.À.me X.. : (-XO,X:)-,m;K. E«fã. « ( C (Xo,X:)l;,~;K
E

(t .)'''ll.4(t)Ua(t, ;){ll --> 0

e

ll(gA(t,.) - /)(llx. --> 0
se Z -} s, f 2 s

Prova. A aplicação da desigualdade de Gronwall segundo a demonstração
em 3.4.3 implica

l.4(f)UÀ(t,s){ll 5; cG(l,acl, 0, 1 -- c)ll..'l(t)e'« 4''in{ l

Mas pela hipótese, (f -- r): 'llÁ(t)e'(' ')'l(t)(ll é o(1) quando Z
j ustificando a primeira estimativa.

Novamente pela fórmula em 3.1.4

s -+ 0+,

(UA(f, ') - /)( 'G'4'n - /)( + /' e'G'')'H(..4(t) - .4(.))UA(,-, .)(d.

Conforme resulta da demonstração em 3.4.4

ll/' .-G-.')'H(.4(t) - .'l('))UÀ(', ')(d'llx. 5; c(a)(t - 'yll(llx. ,

que obviamente se comporta como o(1) quando t -- s -} 0+. Note que

1/ e'O-')"H(Á(t) - .'i('))UA(,-, s)( d'llx. $ c(a)/ '(t-,-y(,--.)'''llfllx. d.
Í

S

Então para concluir o argumento, é suficiente notar que ll(e'(' ')'!(t) -- /){llxg
é o(1) quando t -- s --} 0+, consequência de que ( C (Xo, Xi)l;.. por hipótese.
Veja 1.2.40.
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Teorema 3.4.7 Supor/za ,4 C ,4, .4 como em 3././, um corÜzénfo reg /ar e
X. : (Xo,X:)«,-;K. E«f'.

IUA(t, ') - UH(',,'-)ll.(x,,x.) $ '(a,P, 7)lt-sl''' maxi(;-,)P'',(t-,-)P''}

quando 0 $ a $ ' 5; 1, 0 5; # $ ' $ 1, 0 5; r $ t, s 5; T

Prova. Suponha t ? s. O outro caso é análogo.

A propriedade básica do operador de evolução U.4(t, a") = ud (t, s)UA(s, r)
permite concluir a estimativa diretamente dos teoremas 3.4.3 e 3.4.4. Real-

m:«te UA(t,:)-aÁ(;,.').-(Ua.(f, ;)--/)Ua(', ') ', então, ILHA(t, r) - UÁ(', r)lll(x,,x.)
l Pa(Z, s) -- .fIlE(x,,x.)flua(s, r)lll(x,,x.)

Teorema 3.4.8 StlponAa ,4 C .4, .4 como em g././, m co Üunfo reg /ar e
X« : (Xo,X:).,-;K. E«Z'o

IPa(f, ') - UA(t,')llz(x,,x.) $ ':(a,P, 'y)I'-,IP'' m-{({-')''',(t-,-)'''}

gwando 0 $ ' $ P $ 1 e 0 $ ' $ cv 5; 1, 0 $ r,s $ t $T

Prova. Suponha s ? l-. O outro caso é análogo.

Pela propriedade fundamental do operador de evolução UA(t, r) = UA (t, s)UA(s, I')
e, e«tão, UÁ(t,') - U«(f,.'-) UA(t,')(.r -- ÜÁ(.,.-».

Adaptação do argumento final da demonstração do teorema 3.4.8 conclui
a prova.

Teorema 3.4.9 Suponha 4
conforme 3.1.1. Chame Xi3 =

C C''(lO, TI,.L(X:,Xo)) «m ««j-t. «g«/"
(Xo, Xí)p,-,K. Então unâ/ormemente em .4,

l.4'(t)UA({, .'-)lll(x,,xd $ c(P, ')(t - ,'-)p''

quando 0 .$ /i 5; 1, P $ ' < 1 + c

Prova. O caso P = 0 já foi demonstrado por ]Sobolevskiijl], página 23,
(t.6S)l.

Admita então P > 0. O teorema 3.1.4 nos fornece

l.A'(f)UÁ (t, I'-)lll(X,,Xo)

$ 11,4'(t)e (' ')'!(')llz,(x,,xo) +

llÁ'(z)e'(''')'{(')lll(xo)ll(Á(t) -- Á(s))Á':(s)lll(xo)llÁ(s)UA(s, a'-)lll(x,,xo)

f
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Então,

,'l'(f)U'(Í, ,'-)ll.(x,,xO .É c(P, "r)(t - ,'-)P'' + (t
T

s)'''F'(. r)P': d.

Sob as restrições dadas, a última integral vale .B(l + c 'y,#)({ -- ,)P''''''

Teorema 3.4.10 Suponha .4 c c''(lo, rl, 'H(xi,Xo)) um coÜunío ,egu/ar
Ch«m' X# = (Xo,X:)P,-,K. E«lã. -ã/o«m.«..«t. .m .4,

/. guandol$'y<1+c,O$a$1,0$P$1

ll.4"(t+ A,.'-)IU(t+ Â) - U(t,.'-))llz(x,,xd $ '(a,#,'y)A' '(t - .'-)P '

2. guandol$'y<1+c,0$a5;1,05;#$1

IP(t + A, ,-) U(t, ,'-))lll(x,,x.) 5; c(a, P,7)À' '(t ,)P''

Prova. O cálculo utiliza pesadamente as estimativas de Sobolevskii. Requer
uma adaptação cuidadosa do argumento que justifica a estimativa correspon-
dente com potências de opcladores, a jjll, página 25, (1.28)l.

Chame t/A = U
A propriedade básica do operador de evolução implica a identidade

u(t + ã, .'-) o'({, .'-)

= {]U(t + A, {) -- e'A''i('+À)].A''(t) Á" Á:''(f + /z)e'''4('+A) ds

+ /I" .'l(t + Â)'''"o-''u d.l..4-'(f + À)

As estimativas de Sobolevskii no caso particular que nos interessa são as
seguintes.

Pala ' ? 1, em jjll, página 23, (1.64)l,

,4''(t)l}.4'(f)u(t, .'-)

l.'i(t)IÁ''(t) - .4''(,'-)lll $ c('y)if - .'-l'

Para cr € 1O, ll e/3 C 10, 11, ( € to, rl, em jjll, página 24,(1.67)l,

IÁ"(OIU(t, ,'') - e'0'')"nl.,4-'(.'-)ll $ c(a,#)IZ - ,-l'+P''

Ente' .Ag + À)(U(t + A,r) = [/(í,r)).na n'r=!..Z)(XO,Xo) nã' "c'd'
.(a, P)IÃ« ''''' + .Ü ;'-:-" d. + ./? .'' d. A'l(f - .'-)p''

O outro item segue da imersão X'( 4(t + A)) C X..
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Observação 3.4.11 E«. ue' de .4(t + /z)', Soco/Cosa usa .4({)". No mew

:atender o preço desta, liberdade im'plicü substituir o a do lado direito por
«m a' > a. O m.fá«; Ã'í g«««f{« de q«. ll.,a'(t).4'''(,ll $ c(a,P) ;e
i) < Ê \, po« ]]t], 22, (1.59)], e=cl'«sine a' = a. Nominal«Rente,
d;'-'' g«. . .pe«do« .A'(t) á «ó«d{««d' "' .p««do, .'l''(f)



Capítulo 4

Elementos da teoria linear

Enl muitos lugares, é possível achar resultados sobre a teoria linear da

equação parabólica. Especificamente para a equação du/dt + .A(t)u = /(f),
f > r onde Á(t) gera um semigrupo analítico em um espaço de Banach Xo e
D(.4(f)) :; Xi com Xt um espaço de Banach continua e densamente imenso

Nosso bibliografia básica aqui é o trabalho de ISobolevskiil. Muitos dos
nossos resultados podem ser pensados como adaptações das estimativas de
Sobolevskii quando substituímos as potências fracionárias de ,4(t) pelos es-
paços intermediários (Xo, XI).,«;K ou (Xo, Xi)l:..:K.

Em [1 91, há análise do caso em que Xi não é necessariamente denso em Xo.
Mas ele tem em vista a hipótese de regularidade maximal em que u' é regular
em todo intervalo de existência o que não é o nosso caso e também trabalha
com os espaço (Xo, XI).,l;- e (Xo,Xi)l;.:;. com ,4(t) = Á, constante. Ainda
assim não deixa de ser uma boa referência.

emXo

Teorema 4.0.12 SKponAa ,'l C .4, .4 um corÜunfo regra/ar como em 3.]./,
«.« .«Ósfíf«« [o, r] P- [.'-, T + r]. s«PO«Ã« t.mÓém / c C''(]r, r + 7'],Xo).
Sd"P C (0, 1]. Ch«me XP := (Xo,Xi)P.-;K ' .)q = (Xo,X:)B,.;K. Enfã. ..
«(t) á « se/«ção do p«ó/em« d,/dt + ,4(t)« /(t), t C (,-,.'--f I'l, «(,-)
)alem as seguintes a$rmações, em que todas constantes são urtifo'rmes em
,4 C.AJ

.r. Se0 Sa <P e(CXp, enfãoz C C'q(]l'-,r+T],X.), onde?C(0,P
Além disso, se cta.l3) e ct4 d,e«.t-« « deve«.dê«.ci« d,« c..«;t.«.tes,

«)

1«(f + A) «(f)llx. $ c'lAIa-'-' ,

77
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onde C' c(a,P)IAl;ll€11p+ c(a)IAI'(in IAl+ i) max..[,,,.+:-] ll/(')llx. . -E«fâ.
C' = 0(IAl;) q««/q«., á c(0,# - a).

2. parar € 1r,I'-+rl, e se (cX18,

l -A (f) «(t)llx.
$ c( ll/(t)llx.

+ ,,,.B%,.] 'L/IC?i.:l;JH4'L) + '(#)'(i)it - 'l'': ll€11x,

com o(1) se f --> r. Não Àá o(1) se somente { € XO.

9. H m«m« e'fÍm«fi« d. {t.«. -f'«'- p«« ll«(t)llx.

#. ,4 /u"çã. t --> dz(t)/dZ : (,,.'- + T] -} X,, 7 C lO,minÍp, .}), c.m

ll :l(t)llx, $ '(P, 'Y) lt-'l''«':llt-.'-l:-'(ll/(f)llx. +:QUIS, -t/ll?:jlÍ.:X-)+ll(llx, }
5. a/unção t -+ dz(t)/dt : lr+, r+7'l --> Xo pertence à C'v''(ll'-+, r+7'l, Xo)

p-« r'F C(r,r+TI e "y C(0,minÍp,'}) . 0 C lO,y) .

lISo + © -$mll.*.

$ .('v)IAI'''lt - ,'-l''(ll.f(t)llx. + ,.H?x L/(z)

+.(a)IAI'lf - ,'-lp-'':

Observação 4.0.13 4s partes /,2 uão ser usadas ncz ap/ácação do teorema

do ponto $=o à e(I'nação parabólica quasilinear. A regulará,date da deriliadü
serve para, demonstrar e:cistência de soluções clássicas na aplicação da, teoria
übstrata a equações parabólicas, digctmos, da Física clássica,.

Observação 4.0.14 Ás esf maf uas de Soco/eus#íi em //7 uãa ser necessárias
em vários momentos dü demonstração. Clonforme cornentadü no início do
cctpítzlo, Soboteuskii descreueK estimativas para. o operador de euotução enuot-
oendo potências fracionárias. EmlÚ.ra nós trabalha,Iremos com espaços inter-
mediários, há casos e'm que seus CálCIJ,tos poderrt ser aproveitados sevrl necessi-

dade de udaT)ta,ção do a,rgzmento para. espaços intermediários. Por exemplo,
«fám«fi«; . f p. ]].A(t)'/]] $ C']]/]]x. a C ]O, 1] P.d.«. ;" "P««áf«'Í",
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P.:', P., -7.g..7, P., /.2.20 ' PO, ].2.27, X'(Á(t)) C (Xo,X:).,.;K c'm ""-
farzle de mersãa achatada por c' e, então, ll.fll(x.,x.)..:;K $ c'C'll/llx.

As estimativas de Soboleuskii utili,za,dcts ateste capítulo estão renhidas no
tema al)cti=o.

Prova. Chame de U o operador de evolução para

«(t) U(t, .)/(.) ds
Z

T

A «timatva ll(U(f + A, .'-) -- P(t, ,''))(ll 5; .(a,P)AP ' é «m caso p'rti"-
lat de 3.4.8. Juntamente com 4.0.15, obtém-se a prova do item l.

No item 2, é necessário avaliar Á(t)z(t). A p«rcela Á(t)U(f, ,-)( foi ava-
liada em 3.4.6 ou em 3.4.3 se somente { C X#. A conclusão da prova segue
da avaliação da parcela remanescente. O teorema 3.1.6 fornece também

â í''t ,t

ã; 1. U(t,s)fÇs)ds Att) 1, UQt,s)jÇs)'ls

Com o lema 4.0.15,

ll'!(t) / u(t, ')/(;) a' ll $ '(11/(t)ll + #H 'K/illl:?;ll:g-)
Uniformemente em H, Z)(,4) C -Xi. Clhame de c: a constante de imersão

Então ll./llx. $ (c: + ll.A':ll)ll.A.fll e, segue o item 3, pois ll.4 :ll $ C',4.

O teorema 3.1.4 fornece ât/(t,r)( = --Á(t)U(f,r){ sempre que t > T.
Então

SW--A u ,''l('+ -ã.[
Aplicação de 3.4.3 e 4.0.15 implicam a afirmação do item 4

C/(t, ;)./(.) ds

Lema 4.0.15 Suponha ..4 C .4, -4 u«', co«:/unto rega/ar de C''(]O, T], %(Xt, Xo)
# coam' X. = (Xo, X-).,.;K

Então, com constantes anil/armes para .4 C .4,

'. g-«do a C lO, l)

1 / uÁ(t + A, .).f(.) a. -

$ c(a)A:''(l in AI + l) ,{:llH.. ll/(s)ll

T
UÁ (t, .)./'(.) a;llx.
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2. quando a C [0,min]c,p}),

allà UA (Í, .)./'(.) d. llx. $ c('-)it - 'l''(lll'(t)ll + ,yS .h:(lll::;lIEd)
3. q ando 0 .$ a $ 7 < minlc, p},

iói./'''' uÁo+A, / a.-á.
5; c(7)(f - ')''ã'''(ll./'(t)ll + ,R?<xt

ll/(t) - /(.)ll
It - .I'

-- ,w}. wtt'? 'm )

uÀ (f, .)/(.) asllx.

Prova. Todas consequências da imersão X«(Á(t)) C X' e das estimativas de
ISobolevskiilljl com a observação de que todas dependem somente das cons-
tantes associadas ao conjunto regular .4. O comentário em ISobolevskiirll,
página 491 também corrobora isto. Especiâcamente, para 1, jjl], página 33,
(2.9)l. Pala 2, jjll, página 34, (2.11)l. Para 3, jjll, página 40, (2.27)l.

Teorema 4.0.16 Suponha ..4,Z? C .4, .4 como em 3././, mas suósf fua o
i«fe««/. lO,rl p- [,-,.- + r]. S«p-A« f«móám /,g C O'([.-,.- + r],xo). E
s' Xp:=(Xo,X:)p,-;x-, sd" :'o,yo C XP «m P c(0, il.

Então, se a; e U sáo soluções das equações da:jdt -\ AttÕac = f(t), aujdt -F
B(t)y tc(,-,r+r .«(.-) g/(,-)=g/o .«t''

y(f) - «(t)

,-)(yo - «o) + / UÀ(t, ;)(.4(.)

+ / UA(t,.)(g(.) - /(.)) d;

Z

T

Z

T

B(.))g/(.) d.

Prova. A diferença das equações fornece

iZ(p(t) «(t)) + Á(f)(g/(f) - '(t)) - (Á(t) - B(t))v(t)+p(t) .f(t)

A t'rm' ll(Á(t) -e(t))y(t)ll $ 11(.4(t) -- -B(t))lll(x.,xdllg/(f)llx., pelo teore-
ma 4.0.12, tem majorante de ordem O(it -- rlP :). A conclusão segue do
teorema 3.1.6.
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Observação 4.0.17 t/rrz cam nAo opcÍona/ é provar que o termo menciona-

do á u«.a/unção #õ/der conlúua e«z lr+, rl, a par r de gu«/quer r+ c (r, rl.
]om isto cc equação integral Date parca'r} no t'ügat v. Então toma-se o limite
qutLndo T-+ -+ T. Assim é feito por [SoboteuskiiEl], página 51].



82 CAPITUL04. ELEhIENTOSDA TEORIA LINEAR



CIJapítulo 5

Equação de Evolução
Parabólica

Nosso objetivo é descrever uma maneira de usar os resultados dos capítulos
precedentes para demonstrar existência e regularidade de solução para a
equação parab(51ica quasilinear.

Por equação parabólica quasilinear em um espaço de Banach Xo, enten-
demos uma equação com a forma

$ + .'i(t,")" - .f(t,"), ' < t, "(') - (
A hipótese bá,saca é que .D(,4(f,u)) = Xt, constante, X: C Xo, densa e

continuamente e .A(t,u) pertence a H(Xi,Xo), H(Xi,Xo) com em 1.2.13,

quando (t,u) estão em um aberto de R x X.. Aqui X. := (Xo, Xi)l;..;K
Para poder enunciar as hip(5teses,, vamos demonstrar um simples resul-

tado de topologia. O resultado provoca alguma estranheza. Ele, no entanto,
possibilita encontrar solução para equação quasilineat no mesmo espaço de
fase do dado inicial. Isto não ocorria com o teorema corresponde de Sobolevs-
kii jjl[, teorema 7, página 7]. Em outras pa]avras, era suposto dado inicial
mais regular em ( € Xo pata solução em u(f) C c'(lo,rl,x.) com a < P,
sem continuidade em XO. Na verdade, Sobolevskii usava espaços de potência
X". O método, entretanto, já podia ter sido usado por Sobolevskii.

A heurística está bem descrita no livro de Amann 1151, página xxviiil.
Aparentemente, o método foi usado originalmente em IAmannj4jl. Há uma
lacuna no trabalho de Amann na minha opinião. No artigo ]]4]], ele de-
senvolve a sua teoria de existência para a equação quasilinear parabólica.

83
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Entretanto, na ocasião, ele não possuía estimativas do tipo de Sobolevskii
para espaços intermediários ou de interpolação. Então ele as assume co-
mo hipótese. Assim entendemos seu teorema onde apenas enuncia que as
estimativas de Sobolevskii se mantém para espaços intermediários ou de in-
terpolação. Em seu livro jjSjl, as estimativas de Sobolevskii para espaços de
interpolação começam a ser descritas. Mas não está claro que toda a lacuna
foi preenchida.

A restrição de Sobolevskii continua bem aceita, embora o método de
Amann funcione. Em ILunaidij151, página 335j lê-se "the advantage of this
approach (referência ao trabalho de Sobolevskii, Amann sobre equação quasi-
lineai parabólica) is threefold: first, one can allow inicial data not belonging
to Z) (XI aqui), but to an intermediate space between X# and Z) (however,
not to X.)"

Observação 5.0.18 7Vesfe capáu/o, X. Xo , X- ):,.;K

5.1 Tipologia
Proposição 5.1.1 SwponÀa X. C X#. Se U C ]R x X# é aperto então
un(Rxx.) á«.«ó«t. RxX.. Es.PCRxX. é«m«ó«t..
se V C ]R x Xp á aperto com V :) U então V n (]R x X«) á um aóerfo dc
]R x X. gue contém U

Prova. Suponha (fo,uo) c u n (]R x X.). Pela hipótese da primeira
afirmação, é possível achar ?"o > 0 pala que se it -- tol < ro e llu -- uollxP < to,
vizinhança quadrada de (to, uo), então (t, u) C U Portanto a vizinhança de
(to, uo) em ]R x X. definida pelos ({, u) que obedecem

If tol < ,o , llu -- uollx. < ,o/« ,

com a a constante de imersão de X. C Xp, está também em U. Logo
u n (R x X.) é aberto em m, x ,K..

Adicionalmente, é necessário notar que se u estáem X. então t-«Ã'({, ./', Xo, X:) --}
0 se f -+ 0+ e, por maior razão, t-PK(t,/,Xo,Xi) -} 0 se t -+ 0+ quando

Na segunda aârmação, o fato de que V íl (R x X.:) é aberto segue di-
retamente da primeira parte. E também, por hipótese,V contém uma parte
U, que está em IR x X., então, obviamente, sua interseção com ]R x X. a
incluirá.
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Observação 5.1.2 &/a s tarde ua ./tear c/aro o porgtzê da {nc/wsão da a#r-
mação anal. Mas só para adiantam', parte das hipóteses da equação quasilinear
pa,rabólica são forrou,tadcLS e'm, relação a U C $11 x Xi3 pctra garantir solução em

t/ í] (R x X.), a > P. Então a propôs ção d z g?ze não prec somos depender
d« bo«d«de (sic) d,. U

5.2 Mais cálculo em espaço de Banach
Teorema 5.2.1 StiponÁa X, y espaços de .BanacÀ, U C X aóerfo e J C ]R

um internato limitado. Sul)tenha T z'm, inteiro l)ositiuo. Parca todo k, q $: k <
r, suponha que Q função

r'm : J x U -* Z,:,.(X, }''),

onde F(kà Qt,=) = õk F Çt , =''llõK =, é uniformemente Hõldet ou Lipschitz contínu,a

em t e localmente Hõtder ou Lipschitz contínKct em ]c. Precisamente, existem
«'ím"" p:,p, C (0, ll p««

llr'W(t,, ',) - F'm(t:,«:)ll.5,.(x,r) 5; Z(it, - t:l'' + ll«, - «:llÇ)
s' ai,z2 C uiz(ao) C U p-a cada zo C P, todo A, 0 5; k 5; r . tt,t2 € J

Então a junção composição

z --> f'(., z(.)) : C''(J, P) --> C'P(J, y)

á (,yr se # > 0 e /l? < minlpi,ap2}. .44'azs ainda, .li' é C;r,P com p = @p2 e

@ «. «'ím". g«e .óed«' (l -- Ó)minlp-,ap,} 2 P. S«p-A« « ÃãPót««
sobre F T)üra todo r e se a série para = --} F(t,=) converge uniformemente
em t C: J perto de cada, = ç: U, então CL função composiçã,o é ctnalítica.

Prova. A prova é uma aplicação do recíproco do teorema de Taylor [l81,
página 121. Há também uma excelente demonstração deste teorema em jÍ13]].

Suponha -'o C C''(J, P) e denote por " C C''(J, U) e A C C"'(J, X) com
r+A C C''(J, C/). Sempre possível se(z, /z) está em uma vizinhança de(zo, 0)
em C''(J, t/) x C'"(J, X).

Para cada t C J, por hipótese, a função 3 --} /'(t,a) : U -..} y é C't e
portanto, pelo teorema de Taylor,

+ A(f)) - >: r'm(t, «(f))IA*(t)l

{ll;l-irljí-(/'m(t, "(t) + OÀ(t)) - /'(o(t, "(z)))IÃ'(t)l 'ío

r

A 0
F'(t , «(t

/



86 CAPÍTULOS. EQUAÇÃO OE EvoLUÇÃo /URAnÓL/CA

Pala concluir prova da afirmação inicial, resta verificar se, uniformemente
em0,

l/'(')(', a(-) + 0/z(')) -- /'(')(., a(-))llt:,.(a-(J,x),ap(J,}'')) ''> 0
se(z,A) --}(zo, 0) em C''(J, U) x C'"(J,X)

Explicitando mais as normas

ll/'(')(', z(.) + OA(')) -- r'(')(., a(.))llz;:,.(a-(i.x),aP(i,r»

5; suP llF'n(s, z(') + 0A(s)) -- /'m(s, z('))llL!,.(x,V') +

g''* Íi:=Pllf'm(t, "(t) + OA(t)) - r'n(', '(') + o«('))ll

A primeira parcela não excede Zll/zelo(t0,7'],x) A avaliação da outra é menos
direta, sendo necessário lançar mão dé ditas desigualdades elementares que
passo a descrever. Se a, b 2 0 então (a + b)d 5; aÓ + bÓ e minha, b} $ aÓb'-Ó
sempre que '# é um número em 10, 11. Com isto, entendendo o sup em {Z, s C
J, t # s}

(l,zltJ t U/Z(Z)) -- r''' '(s, z(s) + az(s))ll

;"'B'
l
.IP
l

/'(d(f, «(t)+ OÃ(t)) - /'n(', «(')+ OÃ('))+ r'n({, «(f)) - p'm(., «(.))ll

$ sup Í minl20ll/zela(J,x), 2-Llt

Se, digamos, llz -- zolla.(J,x) $ r, então ll:c(t) -- :«(s)llx $ (r + ao)it -- sl'
com ao pa:a llao(t) -- ao(s)llx 5; golf -- sl'. E também se llAlla.(J,x) 5; r
então llA(t) -- A(s)llx $ rlt -- sl'. Portanto, se /z = minÍpi,ap,}, o Último
majorante não excede

sl''+ 2Z,lla(t) - «(')llÇ+ -tala(f) - A(.)llgl}

cll/zllg.(a,x) suPllt -- sl0-©"/if -- slP}

''m ' = maxÍ2, 2Z'(it -- 'l'-'" + (r + «o)"lt -- 'l'"'" + «"lt -- .l""'-)}.
Como, por hipótese, (l -- #)p -- P ? 0 e por J um intervalo limitado,

llr'(')(-, z(.) + 0/z( )) -- /'(')(., z(-))llz,!,.(a'(i,x).ap(i,}'))

Alta.p,*) )
E.também, seguindo um raciocínio análogo, obtém-se também /'(A)(-, #(-) c
z,5,.(c''(i,x),c'P(i,r)) pala 0 $ A $ r . Portanto, está completada a

prova não só a da primeira, mas de ambas as afirmações sobre diferenciabi-
lidade. Para a análise da analiticidade, estimativa do resto de Taylor prova
o resultado
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5.3 Teorema de existência e unicidade

Teorema 5.3.1 Ch"m. X* = (X.,X:){,.;K- p«a 7 C 10,1). S«PO«Â« '- >
#, a,P C 10, 1) e U C ]R x X# aóerfo. Soam À C A e /z C T, A e T aóerfos
de espaços de Banach. Suponha

(t, JÇ) --} /(t, z, À) : U --> Xo

(t, sç) --> .4(t, z, P) : U' -+ 'H(Xi , Xo)
funções localmente Hõlder comi'cruas em t e Locamente Lipschitz coítt'ínuns
em = 1)ara cctda X e H. Precisctmente, para cada X\ e H\, e para cada ponto

(t.,a:) C U, «{t. «m« «{,{«Á««Ç« }'' '«. R x XP f«/ g«. f.do (f,,) C }'' .
(., y) c }'',

e

1/(t,«,,X:) -/(',y,,X-)llx. 5; Z(it .I' -+ ll« z/llx,) ,

.A(t , :« , P- ) Á(',g,P:)ll.(x.,xd $ Z(if .I' + 11« - g/llx,) ,

para a/gzzma consoante Z > 0, c > 0 e p > 0.

Ente' P-« c«d«(to,uo,Ào,Po) c un(R x x«) xA x T «{.fe r > o .
u,ma zm única função 'u que satisfaz à equação no espaço Xo

du/dt + .4(t, «(f),Po)u , «(t), Ào)

" f > fo . «(to) «çã. « pe,Ée-e â C'([fo, t. + r], x.) n c':((to, fo+
r[,xo) . «(t) c x: « t c(t.,t.+ r].

Prova. Como Ào e po estão fixos, por conveniência, denotamos só /(t, u(t))
em vez d' /(f, u(t), À) e procedemos igualmente com ,4(t, u(t), p).

Sem perda de generalidade, suponha to = 0. Senão, com a mudança de
variável f --> t + to, a equação recai neste caso. Explicitamente, chamando
s t., «(') = u('+t.), .Í(',«) = ./(' +fo,u) e ]l(',«) = ..4(;+t.,u), a
equação em D e

d«/dÍ(')+ Á(;,«('))«(') ./(;,«(s)) , «(0)

Por hipótese, em uma uiz(to, uo) C U C IR x X#, ll/(t', u') -- /(t', u:)llx. $
Z,(lt'--f:l+llu' -- u' llx,). Então também, em uma vizinhança de 8&(0, uo) C
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]RxXp, em q«(s, u) C õ=(0, uo) se(s+t.,u) C «i,(fo, uo), temos idêntica re-

gularidade para J', pois ll/(s',u')/(s:,u:)lixo $ L(ls'--s:l+llu' -- u:llx,).
E, com argumento idêntico, obtêm-se a mesma regularidade pala 4.

Admita então que to = 0. A partir daqui, começa a preparação para
aplicação do teorema de ponto fixo de Banach.

Sej, T> 0. Chame ,7 «m número em(0,a/3),

w(r) lo,rl,x.) n c'"(lo, rl,xp) ,

e d'fin' S(7') = {.« C W(T) , ll-«(f) -- ««(')llx, $ Alt -- .I" , } . O esp;ço
S(T) com a norma de C'(lo,rl,x.) é um espaço métrico completo, pois
c'(lo, 7'l, x..) c o([o, r], xO) continuamente.

Por hipótese em uma vizinhança de (0, uo), digamos, com a > 0 e (í > 0,

}'' «,) c R x Xp , 0 5; t 5; a , ll.« «ollx, 5; á} ,

}'' C U, em cujos pontos (t:, ««'), (t', «,') C y, ./ e ..4 obedecem

1/(t', .«') - ./'(t:, .«:)llx. $ .L(jt' f:l' + ll.«' «:ll*,),

IÁ(t' , «,' ) .4(f:, «,')ll«(x.,xd .$ Z.(lt' t:l' + ll«,' - .«'llx,) ,

para algum Z, > 0.

Supondo T 5; a e T'7 $ (S e também, para obter constantes mais simples,
suponha T $ 1, então , S(T) C y e para todo t« C S(T) e t, s c lo, rl,

l.f(t, «,(t)) /(', .«('))llx. $ Z(l + #)l{ .f" ,

IÁ(t, «,(t)) - .'l(', «,(s))l L(x.,xd $ Z}(l-L + k)it .I' ,
em que /z = mmip, c, 77.}.

Em p':ticular, Á(uo), -4(uo)(t) = .4(t, uo), perde-' à C'"(lO, rl, H(X-, Xo))
Sej;p c (0,p). Obviamente.4(uo) C C'"'(lO,TI,%(X:,Xo)). Entãosda

B(.A(uo),r), , > 0, a bola de centro uo e raio , em C'" (lO,TI,'H(Xi,Xo))
como descrita em 3.3.1. Portanto se também L(l + k)TO + 27'P'P' < r, o
op";dor 4(.«), .4(«,)(Z) = .A(t,.«(t)), perten" à B(uo,,) par, todo «, C

s(r)
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Portanto .A(w) C .4 e o operador de evolução UÁ(«) está bem definido
quando to C S(7'). Então seja

G'(,«) UÁ( (f,0)«o + UA(@(t , ')/(', «,(.)) d'

Veriquemos se a função G define uma contrição em S(T).
Pela 3.3.9, G(m) c c'(lo, rl, x.) cluando w C S(T). E também por 4.0.12,

6'(««) C C'"(lO, rl, Xp) com

lc'(.«)(t) - a(«,)(')llx, $ Alf - .I"

se T for escolhido pequeno o suÊciente. Note que ll/(t,to)llx. .$ Z,(l-L +
k)T" + ll.f(0,ao)llx. se t € 1o, rl e .« c s(r).

Portanto para 7' pequeno o suficiente G com domínio S(7') tem imagem
em S(T).

Se to:,zo' C S(T), então a: = G(to:) é solução da equação da:/dt +
,4(w:)(t)a: = ./(t, w') , z:(0) = zo em virturde das propriedades do operador
de evolução. Raciocínio análogo para (;(w'). Então, aplicando 4.0.16,

(c'(.«') - G(.«:))(t)llx.
<

)uÁ(«D(f, ;)lll(x.,x.) ll/(', .«'(.)) -/(', «,:(.))llx. a.

0
t

IUa(«D0,4 lll(x.,x.)ll(.4(«,:)(;) - .A(.«')(;))lll(x.,xd llG(«,')(;)llx. d.

+
0

Clom isto, como ILHA(«-)(t, s)llz;(x.,x.)
c(a)s 'o(1), e pelo fato de que X. C XO,

$ c(a)(t .)'' e ll«,'(.)llx: $

/F 1 -- a

llG(w') lla(to,r],x.) $ -tc(a,P)o(i)lho' a(to,z],x.)+i':illu'' w:lla]o,r],x.)

Então se T for pequeno o suficiente,

IG(«,') -- G(w:)lla(to,n,x.) $ allw' -- «,:lla]o,r],x.)

com 0 < a < 1 para todo zo C S(T). Então o teorema da Contrição de
Banach aplica-se.

Observação 5.3.2 4 condição de que as esfámafít;a para o Teso/uenfe de
Á(Z,z) .d« 'm {m,'À ? 0} «ã. é «.f«{t{«. Se ./« «/em em, djg«m",
{ReÀ ? «.,}, /a«mos a mudança Á(t, z) --} .4(t, a) + z«/ e ./'({, z) --> ./(t, a) +
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Observação 5.3.3 No caso sem / cear, ,4(f, z) = .4(t), o febre«.a ua/e ta«.óám
se a :: P. E necessário adaptar Q demonstração de 1181, teorema 3.3.3, página
S4], pois aqui há dependência. com t. Mas dispomos de estimativas para fa-
zer a substituição do cálculo com semigru'po para o cálculo com operador de
evolução, apresentadas na seção 3.4

C)s resulta,dos de reg'ütüridüde de HenrU também uão Bater neste caso,
3.4.4, 3.4.S e S.4.S, pois temos resultados de regula idade correspondentes ao
lema. S.4.2 pctra jazer Q substituição de seTnigruT)o para opera,dot de euotução,
apresentados na seção 3.3

Teorema 5.3.4 0 co«Jt.nto {(t,,-,(,P,À), t C /(r,(,p,À)} á aperto em
1,-,.«) x Ü n (R x X«) x T x .A .. .r(,-,{,p,.X) á . {«t«/o m«{m./ d«

s./«çã. u/dZ+..4(f,u,p)u .X),t>,-,u(r) ese« ápót««
s.ó« Á(t,«,p) '/(t,«, À) «/'«', '« «m« «{z{«À-ç« de «d«(t., uo,po, ,Xo) C
u n (x. x R) x T x A..

É' t«móém .m «.« «{,{«À-ç« de «d« (t.,«o,po, Ào) C C/ n (R x X.) x
'C x À., ü fUTtÇãO G descritct na prova anterior é umü contrcLÇão em SÇT) para
atg'ttm T > Q.

Prova:Devido a regularidade de A e / e2. uma vizinhança de cada (zo, (o, po, Ào),
exi'te 7' p"' que /(.-,(,p, À) ) lr,r + PI se (.",(,p,À) C u{,(fo,eo,Po, Ào),
pois nesta vizinhança a função G que foi definida na prova anterior mantém-
s' um; co«oração em S(T).

Para ver isto é necessário analisar função G. Em particular do termo
l6'(«,)(t)llx. . Se« -lor é

G'(.«)(t) uÀ( (t, o)(+ L c/ ( (t, ')/(',«'(')) a'
t

No cálculo da prova, { = ao. A norma da segunda parcela em .Xi é limitada
de acordo com a prova de 4.0.12, portanto não oferece problemas

A parte delicada consiste na análise da outra parcela. Conforme 4.0.12,
IUA(«)(t, 0)EDIL $ c(a)t'''o(1). Mas como não é possível controlar o(1) quan-
do trocamos zo por um (, ainda que próximo, não havendo garantia que G
se mantém contração na vizinhança de zo. Mas e = { -- zo + zo e então

IUÀ(@({, o)(llx: $ .:(a).(1)t'': + .(a)t'''ll{ «.ll*.

Portanto se T e 11{ -- zollx. forem suficientemente pequenos, G continuará
sendo uma contração.
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Se, p;r;(.'-, (, p, À) C «i,(t., (o,po, Ào), ocorresse /(.'-, (,p, À) = 1.'-, .-+Tll,
Ti > 0, então aplicando o teorema novamente para du/dt +.4(t, u)o = .f(t, u),
f > T + TI , «(.- + Ti) = u(.'- + TI), com u a solução em lr, r + Tll, obteríamos
através de u um prolongamento de u o que contraria a hipótese de u ser
maximal.

Observação 5.3.5 0 argumento para a contrição unijforme segue mais /a
cilmente, observando G regularidade de G com A e f conforme Q 3.3.9.

5.4 Lipschitz continuidade com os dados

Teorema 5.4.1 Ch««.e X, = (Xo,Xi)51,.;K p-« ' C 10, 1). Sd«m a,P C
10, 1), a > P. Sda P C IR x Xp um aóerfo. Suponha (t, a) --} /(t,n) : U -+
Xo e (t,a) -"} .A(t,aç) : ü --} 'H(XI,Xo) ]l/ã/der conlúwas com í e Z;ápscÃifz
contÍnzüs ccl'm = .

Pa« u«', (zo, O C U, sda "(', {) a/unção q e obedece de d:«/df+.4(t, z)z =
JÇt,«), «bnõ nJ««e teo««« 5.3.1.

Sda (zo,(lo) C U. -Fnfão ezÍste ma oznAança y C Un (R x X.) de
(zo,(o) e Caíste Zo > 0 fa/ gue toda z(-,O ezÍsfe em z.m {nteroa/o lzo,to +Zol
g«-d. (zo,0 C }'' .

1«(z,( + A) ,(t,Ollx, 5; c(a,P)llãllx, ,

se f C lzo,zo+ rl e(zo,O,(no,(+ A) C }''

Prova. Denotando Á(z(O)(s) = .,4(s,z(s,O), pela 4.0.16,

«(f,(+ á) - =(f,{) UA(,«»(t,r)A

+/. UÁ(,m(f,')(Á(;,"(',0) - .A(z(',(+ A),'))#(',( + À)ds +

UÁ(,m(t, ;)(./'(',a(;, (+ À)) - ./'(., z(s, 0)) d.

t

t

T

A prova pode ser concluída tomando a norma em XO, usando as estima-
tivas de 4.0.12 e aplicando a desigualdade de Gronwalljj81,lema 7.1.2, página
189]. Note que o integrando da primeira integral tem ordem O((t -- s)'P(s
r)' :) e obedece a exigência do lema, pois 1 + a -- P > 1.
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Diferenciabilidade e Analiticidade com os
dados

Teorenaa 5.5.1 SwponÀa as Aãpóleses do teorema .5.g./. Supor/za famóám
g«. p«. «d« (',,e, À,p) '«ásf' «m« «{,{«A""ç« "', tempo .r ],-,,- + T] c.«.
T = Tb, t,\,Hà onde

(u, ,X) -} .f(f, u, .X) , .f(t, u, .X) C Xo

(u,P) --> Á(t,u,P) , .A(t, u,P) C Z(Xi,Xo)
tem derivadas até ordem k, \- $ T < omrtemente Hõlder contínua
com t em, l e localmente Hõtder oz Lipschitz contínuas com u,X e com u,F.
Então UxAxT 3({,À,p) --> u(.; r,{,À,p) C C'(lr,r+rl,X.) á uma/unção
Ck. Temos analiticida.de se as funções jÇt,u,X] e AÇt,u,pl são anal'íticüs
uniformemente em 1, isto é, sins séries de TüUtor convergem anijormemente

e

em/

Prova. Pala uma vizinhança de (zo,(o,/zo,Ào) a função G é contrição
em um vizinhança de cada w C c'(lo,rl,x«) n c'u(lo,TI,XO). A função
«, --} .A(.«) : c'(to,r], x.) n c''(]o,r], xo) --> c'" (lo, rl, L(x:,xo)) é a* o«
analítica pelas hipóteses e pelo 5.2.1 para um p' suficientemente pequeno.
Raciocínio análogo pala / e aplicação de 3.3.9 concluem a prova.

Observação 5.5.2 4mann obtém um teorema de dllferencÍaóá/idade com fécnÍcas
bem distintas em [[4]]. Usa equação singu]üres integrais do tipo de Vo]tetra.
Ambos os teoremas te(lucrem melhor análise.

Teorema 5.5.3 Supor/za a/é«. das Ààpóteses do teo«ma 5.6./ gue (t, u, À) --}
/(t, u, À) : t/ x A --> Xo e (t, u, p) -+ .4(t, u,p) : O x 'r --} -t(Xi, Xo) é Ct otz
a,natÍtica,. Então

(t, r, (, À, p) --> u(t; .'-, (, À, p)

é CIK ou analítica respectivamente para t > 1 no domínio de ezistênci,ü.

Prova. Segue o mesmo argumento da prova de IHenryj81, página 66, co-
rolário 3.4.61. Seja 1 = s/m + 1- para qualquer m > 0. E também g/(s) =
3/('; 0, (, À,») d.finado por g(s) = z(s/m + ,-,.'-,{, À,p) com .\ = (À,«.,r) e

Ê = (p,«.,,-). Então
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ÊU -i$b/m + ,)
e

dujds -+ Ç\ jrÜA Q' -+ s lm, u. FÕy (l/m)/(," + '/«., g, .X) , g/(0) f

O resto do argumento é igual
1/({ - ,'-),

Pela unicidade, se f > r e pala m

«(t,.'-,(,.x,P) l; o,(,(À,(t - .'-)':, ,'-),(P,(t - .'-)':, ,'-))

Aplicação do teorema 5.5.1 implica para s )' 0

((,(À, m, .'-),(p, m, r) --} y('; ., (,(À, «., .'-),(p, m, .-))

é C'' ou analítica. E o resultado está provado.

5.6 Exemplo
O objetivo desta seção é demonstrar como os resultados do presente

capítulo e anteriores podem ser usados para obter solução para o seguin-
te sistema em 0 e c

0. (K(.X,0)VO) + R(À, 0, c)
c. = di«(D(À,0)Vc)+S(À,0,c) , t > 0 , x c n

g:-p(À,o) :lk-e(À,o,'), f>o «c8Q

com 0(0,') e c(0, ,)

5.6.1 Existência

Hipóteses

l

2

3.

Todas as funções são (;' em relação à variáveis

O sistema é parabólico: X'(À,r) > 0 e Z)(À, r) > 0 para À, r C ]R,

O domínio Q C IR" tem fronteira regulam e existe uma função cõ, ã > 0,
que obedece lcÕ(a) < ã, se a C Q, e também cõ(z) = 0, ac8/aN(z) = l
se z C f?Q. A função cõ pode ser estendita e, então, definida em ]R"
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Em princípio, o teorema de existência e unicidade para equação de evo-
lução parabólica não é aplicável. Segundo o método usual, a condição de
fronteira é incorporada ao domínio do operador associado ao problema. Mas
então seu domínio torna-se, em geral, não constante sem constituir um espaço
linear, condições necessárias para a aplicação do teorema.

A técnica usada para tornar o sistema tratável é a mudança de variável.
Não é minha intenção incluir todos os passos pala executei a mudança. Mais
detalhes na minha dissertaçãoj20] .

F'unções para mudança

Soam(À,a,r) --> ©:(À,z, r) : RxR"xR -+ R,(À,a, r, s) -+ ©'(À,#, r, s)
]R x ]R" x ]R,2 descritas por

@:(À,z,,) = «+ P(À,,)CJ(a), tP'(À,z,,,s) = s+ Q(.à,,,s)cõ(z)

Suponha / > 0. E possível achei um número á > 0 para

w:(.X,«,,)-,l 1; i, IW(À,«,,,;) .l .$ i,
w: - il $ i/2 , lw: - il 5; i/2 ,

se l.XI $ 1, « C Q . 1«1, 1.1 $ / + 1.

Seja então ui e u2 as funções que vão substituir a e c no sistema definidas
por

0(t,,) ©:(À,«,«:(f,«)), c(t,«) W(À,«,«:(f,:«),«'(t,«))
Mudança de variáveis

Após um cálculo comprido, mas constituído apenas de aplicações da regra
da cadeia para derivadas, o sistema em relação à oi e u2 torna-se

«J - K'GX, *PD.A«: + ÚF':O,«,«:, V«D+ ÜRGX, q':, W)

«? -0(À, 'P:) - K'(À, @:))A"' + D(À, q':)'\"'
2

iãh-p:cx, ,, «: , v«:)

'õl?b"p:, 'a+ Ü''o,,, «:,«', v«:, v«o+ Üso, ":, "o, t

$-=-., '»', «''",

©:(À,«,«ã) (À,«,«.l,«g)
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Notarão

1. 0s termos /'i e .f?2 denotam

r':(z, t':, u') = K,(À, W:)IVr@:l'+Ã'(À, W:)ltP:,IVo:j'+2VtP:.Vo:+AV:l ,

e

F'(À, ,, «: , «:, V«:, V«')
W:)IV,@'l' + D(À, @:)IA@' + Q:,IV«:l'+ W:;lV«'l' +

2(VtP:.V«:+ V©:.V«' + @,,V«:.V«')j

2

3.

Está implícito tP: = ©:(À, a;, t,:) e tP' = 'P'(À,z,u:, u')

O símbolo Vr significa gradiente total, isto é, Vr©:(À, z, u:) = V©: +
@:\7ui, e V significa gradiente somente em relação a z. Também A
siginifica Laplaciano em relação a z.

Antes da mudança, o sistema possui uma forma diagonal, mas mascarada
Com a mudança, surgem termos fora da diagonal.

Teorema de existência e unicidade

Com notação óbvia, o sistema pode ser descrito por

";(À,«,«:)A«: +6:(À,«,«',«',V«:, V«')
«?(À,z,«:)Z\«:+'«(À,z,«:)A«'+Ó,(À,a,«:,«',V«:,\7«:), t > 0, « CQ
Õui Õo2

ãN' - ã& - 0, t > 0, 3 C ÕQ,

@'(À, «,«il) (À,«,«ã,«IÍ)

"m "-:(À,z,«), «,:(A!«,«), ««(À,,,,), Ó:(À,:«,,,.,P,q), b,(À,,,«,',P,q)
funções C'" para z C n, lrl, lsl < / + 1, p, q c IR"

Defina o operador

'o,«)- : iil:li:i ili:
0

««(À, ., «:)A +A/,

com k um número real positivo a escolher, / o operador identidade e u
(«:,«,):, D(.4(À,«)) = X: = t't'i''(n) x T'«''(n). AÍ, I't'#'(Q) «m s«bspaço
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fechado do espaço de Sobolev W2,P(n) cujos elementos obedecem à condição
de Neumann na fronteira.

Seja também

/(,X, «) b2 - Ay
Então o sistema pode ser descrito pela equação de evolução no espaço de

Banach Xo = Z.(Q) x -L,(Q),

«. + .4(À,«)« «), f > 0,

e «(o)(«)(«.l(o, «), «IÍ(o, «)y

Defina espaço de intermediária X. = (Xo,Xi)l:,.;K. Conforme obser
vação 1.2.31, a imersão X. C C'"(Q) x C'"(Q) ocorre quando 0 $ p < 2a--n/P
Seja 0 < # < a < 1, P > 1/2 e sqa p > n para que p > 1.

Defina por y o aberto em XP

V = {t; C -)w , ]]o]]a(a)xa(a) < /]'

P'rt-to as fu«çõ's (À, «) --} .4(À, «) : [--l, i] x }'' --} Z,(X:, Xo) e (.à, «) -}

./'(À, u) : j--l, 1] x }'' -+ Xo estão bem definidas e são C'"

A regularidade segue, por exemplo, da aplicação do Recíproco do terema,
de Taylorjj81, página 121 com a observação de que tem-se as imersões X# C
C'i x (7i e C'o x C'' C Xo.

Conforme demonstrado em minha dissertaçãojj201, página 41], com uma
escolha conveniente de A, o operador .4(À,t;) é setorial, isto é, obedece l
de 1.2.13, para cada À C j--l, 1], u C V. Pela condição de parabolicidade,
Z)(.4(À,«)) :a -X: -iformemente em y. Então .4(À,«) C 'H(X:,Xo) se À €

[-i, 1] e « C }'

Então para um T > 0, o teorema de existência e unicidade se aplica e
obtem's solução «guiar em C'(lO,r),x.) n c':((o,T),Xo) se uo C X.. A
derivada du/dt C Xv é Hõlder contínua em relação à f > 0 se 7 C (0, a -- P).
Como «(.'-) € Xi, r > 0, a du/dt(f) C X,, para 'y C (0, 1 -- P), t > r. Então
também supondo p > n para 2(1 -- #) -- n/p > 0, as derivadas estão em

C';((0?T) x n), para um á > 0. Também ' função (À,oo) --> u( ,À,«o)
1--i, ll x L' -+ c'([o, r], x.) é regu]ar.

Pala cada t > 0, e D a solução obtida, o problema elíptico em u, .4(À, t;)u =

/(À,.u) -- u., com todas funções C''(Q) com z, então toda solução u aí é

C'2+õ(n). Em particular também u é e obtemos uma solução clássica para o
sistema.
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5.6.2 Bifurcação de Hopf

Sob certas condições, é possível que ocorra bifücação de Hopf em relação
ao parâmetro À para o mesmo sistema

#. (K(À, 0)VO) + R(,à, 0, c)
q(D(.X,0)Vc)+S(À,0,c) , t>o,xcQ

g: - p(À,o), jk - Q(À,o,'), z> o, « € an

Além das hipóteses da seção 5.6.1, suponha também

l.Se.àC(-1,1),-R(À,0,0) 0,0),0)(.X,0,0)
Q,(.x, o, o) (À, o,o)

2. Pa:' .à € (-1, 1), Ã(,X,0) O(À,0)

3. R,(0, 1,0) + E,(0, 0, 0) R,(0, 0, 1) + S,(0, 0, 1) 0

4.Para // definido a seguir, suponha det(õi#(0, 0)) > 0

5.(R,(À,1,0)+R,(À,0,0) R,(À,0,1)+S,(À,0,1))'--4det(õ:H(0,À)) <0
se .X C (-1, 1).

6. a*lR,(À, i,o) + a,(À, o, o) R.(À, 0, 1)+ S,(.X,0, 1)l*-o # 0 e

KÀ(o, o) . .
õ*l ,(À,i,o) + x,(À,o,o) - -R,(.x,o, i) + s,(.XIÓ:i.ÍK= :'

Sob estas restrições, o sistema possui uma bifurcação de Hopf em À = 0.
Especificamente, para todo cl C (0, 1), existe um número À. > 0 e funçoes
regulares À : (--ho,Ao) -} R, p : (--/zo,/zo) --> R e u : (--Ao,ão) -+
C'«+'(m,, xo) n c'"(R, Xi) tais que

À(o) P(o) 0, «(c) é «ão consta«te se Á # 0,

e u(À) é uma solução periódica com período 2ap(A)/«, do sistema com u(A) =
(0(A),.(Á)): e f C m,. '
Prova.
T.inpnr;un'';n
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E conveniente denotar

'(«,D- l ã"B'-,,.o,"u] -"o,"u l
e cha,mando de X(z;, À) a parte remanescente, o sistema torna-se

«.

'D(«,,X) -.4(«,À)« + H'(«,À), « C X:.

A linea:ização em (0, À) será aiq'(0, À) = Á(0, À) + a.#(0, .X) e

a: #(o, .à)

-R,(À, 1, 0) + R.(À, 0, 0)
(À, 1, 0) - R,(,X, 0, 0) + S,(À,1,0) + S.(,X, 0, 0)

x,(À,o, i) l
-R,(À, o, i) + s,(,x, o, i) J

E"tã' a't(Õ-a'(O, À)) = S,(.X, O, i)IX,(À, i, o)+R.(À, o, o)l--x;(À, o, l)is,(À, i, o)+
s,(À, o, o)] .

A função Xi x (--1, 1) -+ Xo : (z, À) --> 'D(r, À) está bem definida e é C'-
A conclusão da prova segue da aplicação conjunta de 5.6.2 e 5.6.3.

Observação 5.6.1 .Hrisfem /unçães -R,S,/r,D g e obedecem ] a 6.

~A', P«« «d« À C (-1, 1),
Suão

&(.X, 1, 0) + R,(.X, 0, 0)

e

R.(.X,0,1) +S,(À,0,1)(.X,0,1) # ,X

e KÀ(0, 0) < 0.

A.s condições 2,3 e 6 estão automaticamente satisfeitas e atUq0,X]
ÀS,(À,0, 1)+(À-S.(À,0, 1))(S,(.X, 1,0)+S,(.X,0,0)). .4dmif« aH:(0,À)
=)brigatoriamente

s,(À, 1, 0) + s,(À, o, o) 1 - ÀS,(À, o, l)

.x - $,(À, o, l)

Porfanfo famótím z;a/em #,.5. Especl#camente, se R = Àr2/2+s2, S,(À, 0, 1) =
À+2, 'nfã. S,(À,1,0)+S,(À,0,0) =(À'+2À -- 1)/2. Um« e«./h« possa./
á S(À,r,s) = (À+2)s'/2+(À' +2À l)r/2. O oóedáêncáa de .7 famóém está
garantida.
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Espectro de unl sistema linear elíptico

Lema 5.6.2 Sda À c (--1,1). Nosso oó/ef oo é de/{mÍfar o espectro do
p«ó/em« e/Úf{« '«. Z;,(Q) x Z;,(n) p«« q C (l,m)

"p' .&, llâ::l--l:::l:i
Oui 0u2 .

ãN- ãN «c aÍZ

!::l:lll :l «'»,l :: l

(*)»

,4dmÍfa {zs condições

. b::(o) + ó«(o)

'. '-.w-'-'«w-' lii1:1 2iil:l «'
#. óí:(o) +z';2(o) # o ' iÍ ilÍÍl:l; <.

C'onseqwêncÍas

/

2.

9

{:':«.:}, «. - :iil:l :iil:l l ''. -'««'« ;'«,'« '. u..
(*)o «ã. f'm -f-«/«« d« ./b,m« {k«,.í}, A :/ ::H,
aÀwP(o) :/ o.

Prova. O argumento é uma adaptação de 1161,página S81.

Denote por 0 :: uo > pi > . > z,'i > . - . os autovalores do Laplaciano
com condição de Neumann e {éili2o o sistema de autofunções completo em
Z,'(Q), zXé = piÓi em Q e aéi/aN = 0 em an. O espectro e as autofunções
se mantém caso o problema seja resolvido em Z,ç((2), q c (l, oo)1161,página
S81. O domínio Q é um conjunto regular e então as autofunções também o

Se u',u' obedecem ao problema (+)À em -Lç(Q) x .[ç(Q) então ui -

>l.,;l:o pié{ e u2 = }::oO qi@{. Tombem 6.ui := >1'{.O pipíéi e 6.u2 := >1'Í::O qipié{.

O problema (+)À é equivalente ao conjunto de equações para i ? 0,

sao

l«m«-'-'::w ..N:l'w,mll il-«wleil
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Portanto, o espectro de (+)À é a união de todos os espectros de

r «(À)«'; +z,::(.x) ó:,(À) l

l Z',:(À) '(À)q+ b2,(.x) J

pala { ? 0. Sua equação característica tem soluções

P(À)
2.(À)«I + Ó::(À) + Ó«(À) J: V/(Ó:

Sob as condições do enunciado seguem então as consequências descritas

Teorema da bifurcação de Hopf para equações totalmente não
lineares em espaços de Banach de Lunardi e Da Prato

Teorema 5.6.3 $ep'',Ãa ..Yo,Xi espaços de Ban«Á. Sda (n, À) -+ F(n, À)
U x (--1, 1) --} Xo, U um con#unfo aóerfo de Xi, uma /unção de c/asse C''
=om derivadas ÕK Fjazi' Lipschitz contínuas com relação à =, k Z 'Z. Assuma
,'l(À) (0,À) «m OP'«t- «t«{«/ P«. .à ««to«/o«' 'Ímp/"
{«/«do. 'í" "« «mp/e«Wc.çã. Ã(.X) . k«,i, k # :H, A {nfe{«, c.«tÍ'Zo' ".

sel con:junto resoluente. Suponha também a condição de ttasuersali,düde

a*(R.Ã(.X))*:o # 0

.Então pa« lodo a C (0, 1), «isto co > 0 e /uniões C'*'', À : (--co,co) --}

IR, P : (--co, co) --} m, u : (--co, %) -} C''+:(]R, Xo) U C''(R,Xi), ta s que

À(0) P(0) «(c) é«ão«-t-''p««c#',

e uÇcà é zma solução periódica. com período '2'KP(.càlu de

«' À(.)), t C R

Prova. Enunciado com mais detalhes e demonstração em jjlSI, página 381,
teorema 9.3.31 . Referência original j141.



Referências BibliográÊcas

jll P.E.Sobolevskii, Equations of parabolic type in a Banach space, 4mer.
M'afÀ. Soc. Zrans/atáon riem, 49(1965), 1-62.

l21 H. Tanabe, Equations of Evolution, Pitman, London, 1979

l3j P. L .Butzer e H. Berens, Semí-6'ro?zps o/ Operators and ,4pprozímatÍon,
Springer-Verlag, Berlin, 1967.

l41 H. Amann, Dynamic Theory of Quasilinear Parabolic Equations - l
Abstract Evo[ution Equations, ]Von/ rzear Ána/ysÍs, 12(1988), 895-919.

ISI H. Amann, Linear and Quasilineai Parabolic Problema, Volume 1, Abs-
tract Linear Theory, il/onograpÃs án il/afÃemalícs, Birkhãuser, Berlin,
1995

l61 H.Amann, Hopf Bifurcation in Quasilinear Reaction-Di#usion Systems,
. Detay Dã$erentiat Equations and DUnamical Sustém. Ptoceedxngs. Lec.
Nomes in Math. 14551455, Springer-Verlag, Berlin (1991).

l71 F.Hoppenstadt, Asymptotic series solutions of some nonlinear parabolic
equations with a small parameter, .4rcA. Rat. A/ecA. .4na/., 35(1969),
284-298.

l81 D.B.Henry, Geometric Theory of Semilinear Paiabolic Equations, Z,ec.

lutes /Vates ãn Ã4aZàematÍcs, Springer-Verlag, Berlin, 1981.

l91 N. Dunford e J.T. Schwartz, Linear Operators. Pare 1: General Theory.
Interscience, New York, 1957.

j101 Tosco Kato, Abstract evolution equation of parabolic type in Banach
and Hi[bert spaces, ]Vagog/a /]/afA. J,, 5(1961), 93-125.

1o1



102 REFERENCIASBIBLIOGRÁFICAS

jlll A.Pazy, Semigroups of linear operators and applications to partiam dif-
ferential equations, Springer-Verlag, New Yourk, 1983.

j121 S.N.show e J.K.Hale, Methods of Bifurcation Theory, Springer-Verlag,
New York, 1982.

j131 D.B.Henry, Banach spaces calculs, notas de aula para o curso Cálculo
em espaço de Banach, USP, Brasil, 2000.

j141 Alessandra Lunardi, Giuseppe Da Prato, Hopf bifurcation for fully non-
linear equations in Banach space, '4nn. /ns. #enry PoÍncaré, 3(1986),
315-329.

jlõl Alessandra Lunardi, Analytic Semigroups and Optimal Regularty in Pa.
rabolic Problema, Birkhãuser, Boston, 1995.

j161 Alessandia Lunardi, Analyticity of the maximal solution of an abstract
nonlinear paiabolic equation, 7Von/ cear .4na/ysÍs, 6(1982), 503-521.

j17] G. Da Prato, P. Grisvaid, Equation d'evolutions abstraites non linéares
de type parabolique, ,4nn. it/af. Pura .4pp/., 120(1979), 329-396.

j18] G.Prodi e A.Ambrosetti, ,4na/{s{ non / neare, Pubbl. Classe Scienze Scu
norm. sup., Pisa, 1973.

j19] E. Sinestrari, On the Abstract Problem of Parabolic Type in Spaces of
Contínuos Functions, Journa/ o/ À/athematáca/ .4na/Z/s s cima .4pp/ácatã-
ons, 107(1985), 16-66.

[20] A.S.Munhoz, Estudo de um sistema de reação difusão com condições de
fronteira não-lineares, dissertação de mestrado, IMEl-USP, 1998. (pedido
de cópia pelo e-mail munhoz-br©yahoo.com.br).


