Perturbacao dos dados
de
equacoes do tipo parabdlico
em espacos de Banach

Antonio Sergio Munhoz

Tese apresentada
ao
Instituto de Matematica e Estatistica,
da

Universidade de Sao Paulo

para Obtencao do Grau
de
Doutor em Matemética Aplicada

Area de Concentracao: Equagoes Diferenciais Parciais
Orientador(in memorian): Prof. Dr. Daniel Bauman
Henry
Orientador: Prof. Dr. Antonio Luiz Pereira

-Sao Paulo, marco de 2003-



Perturbacao dos dados
de
equacoes do tipo parabdlico
em espacos de Banach

Antonio Sergio Munhoz

Este exemplar corresponde

a redagao final da dissertacio corrigida,

defendida por Antonio Sergio Munhoz
e aprovada pela comissao julgadora.

Sao Paulo, 9 de abril de 2003.

Banca examinadora:

e Prof. Dr. Antonio Luiz Pereira (orientador) - IME-USP
e Prof. Dr. Luiz Augusto Fernades de Oliveira - IME-USP
e Prof. Dr. Alexandre Nolasco de Carvalho - ICMC-USP
e Prof. Dr. Hildebrando Munhoz Rodrigues - ICMC-USP
e Prof. Dr. Orlando Francisco Lopez - IMECC-UNICAMP



”Paga mal ao mestre quem se porta sempre como aluno”
Assim Falou Zaratustra, Nietzsche

Nunca vi ninguém pagar melhor a criagdo do que vocé, meu caro Henry.
E é a vocé que dedico este trabalho.

A Daniel Henry, com grande estima.



AGRADECIMENTOS

As pessoas que estiveram por perto, proporcionando afetividade, ainda
que minha atengao seja pouca. Minha mée Sebastiana, minha mulher So-
lange, minha filha Camila, minha cunhada Salete e minha sobrinha Daniele.
Em particular, a Solange, por me obrigar a aclarar minhas idéias. E também
a minha mae em cujos sonhos tenho um lugar. A Camila cuja ternura me
emociona.

Ao Ricardo da Unifei, que perguntava sempre pelo trabalho, obrigando
a me autoavaliar. A muitas pessoas que ficavam perguntando quando ia
comecar o doutorado, como meu sobrinho Ewerson e muitos colegas do IME-
USP, meus agradecimentos.

Ao meu pai Manoel, pelo lirismo que a sua existéncia me proporcionou.

Aos professores Antonio Luiz Pereira, Luiz Augusto Fernandes de Oliveira
e Sérgio Muniz Oliva Filho, que me motivaram a terminar esta trabalho. Em
particular, ao Professor Antonio Luiz Pereira, que abracou a proposta original
do professor Henry. Ao professor Luiz Augusto Fernades de Oliveira por
possibilitar desenvolver um trabalho muito proveitoso no seu curso da pos em
2002. Em conjunto, a estes dois dltimos professores, por terem participado
dos seminarios de 2002 que foram indispensdveis a esta tese.

Ao professor Marcelo Breda Mourao da Poli-Metal por ter valorizado meu
trabalho e pelas colaborages em relagao a sua area e pelo atenciosidade com
que me trata. Ao professor Alexandre Nolasco de Carvalho do ICMC-USP,
pelos poucos, mas estimulantes contatos que tivemos.

Ao meu compadre Sinézio Ferraz Bueno pela companhia agradabilissima
que é e pelos grandes embates que temos travado no
http://www.xadrezonline.com.br, do qual tenho saido derrotado na maijoria.
Mas estou bem neste.

Aos professores, cujos nomes a memdria perdeu, mas cujo valor permane-
ce. Em particular, minha professora de matematica da sexta série pela clima
excitante com que trabalhava e meu professor particular de matematica e
ciéncias da oitava série por ter proporcionado as tardes que estao entre as
melhores da minha vida. A professora Iracema Martin Bund, pela classe
que atribuia ao ambiente académico, e por ter me ouvido nos encontros de
iniciagao cientifica. Igualmente por este tltimo motivo, & professora Carmen
Cardassi e ao professor Hamilton Luiz Guidorizzi. As aulas de graduacao
com o professor Hamilton também foram cheias de alegria que guardo até
hoje, e por isto, meu agradecimento.



Ao irreproduzivel professor Aguinaldo Prandiano Ricieri, professor do
ITA e do Anglo, por me influenciar na crenca de que hd uma luta incrivel
pela ciéncia. E também ao professor André Antunha da Poli-Quimica que
também tem este espirito.

Ao meu primo Helinho pelo aventuras criativas com que encheu minhas
férias da adolescéncia.

Aos meus irméos, pessoas de uma capacidade critica admiravel, o que
fortelece nossa inteligéncia. Em particular, ao Paulo pela atencio e dialogo
que nos proporciona.

Aos meus alunos, que, ndo entende como, manifestam um desagrado ins-
tantaneo diante da fraqueza do argumento e nio me dao alternativa senio
procurar um melhor.

Ao professor Daniel Bauman Henry, pelas demonstragées de balé com que
elaborava argumentos dificeis durante as aulas, pela seriedade e beleza de sua
redacdo, e por muitas outras razoes. Alguns das suas frases que me ajudaram
muito: "ndo quero pensar sobre isto ”, "estou fazendo confusio”, ”isto é um
lixo”. Se vocé quer ter uma idéia da capacidade dele, tenter ler seu livro,
sua teoria geométrica ou suas incontaveis notas de aula. . Provavelmente,
nao ha ninguém no mundo capaz de fazé-lo sem sentir um golpe na prépria
auto-estima, vertigem junto com admiragdo. Atrds do nome dele pode-se
pensar em uma escola, tamanha a extensao e valor de sua producio.



Resumo

O objetivo desta tese é fornecer resultados de perturbagio para a equagao
do tipo parabdlico em z, dz/dt + Az = f,t > 0, 2(0) = ¢, em um espaco
de Banach X, em relacao aos dados ¢, A e f. O operador A tem dominio
constante X; C Xp, densa e continuamente, gera um semigrupo analitico em
Xo e a sua norma do grafico é equivalente a norma de X,; f uma funcéo com
valores em Xo; e { um elemento de um espago intermedidrio entre Xy e X 1.

Abstract

The goal of this thesis is to obtain perturbation results for the parabolic
type equation in z, dz/dt + Az = f, ¢t > 0, z(0) = ¢, in a Banach space X,
when ¢, A and f change. The operator A has a constant domain X; C Xo,
with continuos and dense injection, is setorial in Xp, and its graph norm is
equivalent to the norm of X; the function f has values in Xo; and € is in a
intermediate space between X and X;.



Introducao

O objetivo deste trabalho é fornecer uma estrutura que permita perturbar
os dados de equagées do tipo parabdlico em espaco de Banach e avaliar o
consequente efeito na solucao.

Por uma equagao do tipo parabélico, entendemos uma equagio em z,
dz/dt + Az = f,t > 0, 2(0) = £ em um espagos de Banach Xy, o operador
A com dominio X; C Xo, densa e continuamente, gerador de um semigrupo
analitico e com norma do grafico equivalente & norma de X;; a funcio f com
valores em X e £ um elemento de um espago intermedidrio entre X, e X .

Os dados da equagéo sao ¢, f e A. O incomum é ter o préprio operador
como um dado.

Ao lado da teoria de perturbagiao de Kato, o pioneiro no assunto a tratar
a questdo especificamente para pertubagdo de dados da equagdo do tipo pa-
rabélico foi Daniel Henry. Nos resultados de perturbacio de Henry inclui-se
a mudanga do operador, mas segundo uma diregao bem controlada, como
1A, com variagao de u > 0.

A limitagao ocorria antes pela escolha tradicional em colocar a solucio
da equagao no dominio da poténcia fracionaria do operador. Além de sé
em casos bem especificos ser conhecida a dependéncia deste dominio com o
operador, hd também dificuldades 14gicas.

Por exemplo, o classico trabalho de Sobolevskii fornece solucio para a
equagao quasilinear dz/dt + A(t,z)z = f(t,z), t > 0, z(0) = £, no es-
pago Xp se A(0,¢) gera um semigrupo analitico em Xy, as funcdes (t,z) —
f(t,z), A(t,z) regulares com ¢ € R e 2 € X% onde X é o dominio da
poténcia a-fraciondria de A(0,&). Mas ha adicionalmente a hipétese de que
¢ € XP, para B > a. Note a circularidade.

Entdo para remover esta dificuldade a solugio da equacao é colocada em
um intermediario entre X, e X, mas que nao depende de A. Obviamente
é necessario ver como se modificam as estimativas de Henry envolvendo se-
migrupos analiticos, e™*4¢, solucgio de dz/dt + Az =0, t > 0, z(0) = ¢, e
os espacos de poténcia; e como se modificam as estimativas de Sobolevskii
para o operador de evolugao U(t,7)¢, solucao de dz/dt + A(t)z =0, t > 7,
também com os espacgos de poténcia.

Entretanto o programa acima ainda nao foi feito. As contribuicées mais
proximas disto estdo no livro de Alessandra Lunardi, mas com suas estima-
tivas nao é possivel repetir muitos resultados de Henry, principalmente os
envolvendo comportamento assintdtico, ou um substituto para o teorema de
existéncia e unicidade de Sobolevskii mencionado.



O programa também nao foi feito por Amann. Seus resultados sio sempre
mencionados incluindo vérios possiveis escolhas de espacos intermedigrios,
mas a generalidade torna seus teoremas dificeis de usar. Também as esti-
mativas de Sobolevskii nao foram repetidas por ele com o mesmo nivel de
detalhe. Entretanto, com todas as estimativas conseguidas, nio foi possivel
chegar a um teorema para o caso quasilinear equivalente ao [[8], teorema
3.5.2].

A perturbagdo do operador conforme descrita aqui, com uma topologia
que garante que localmente o semigrupo ou operador de evolucio estio bem
definidos, e demonstracdao da analiticidade da depéncia nio existem em re-
feréncia que conheco.

O exemplo de bifurcagdo de Hopf para sistema de reacao-difusio com
condigoes de fronteira nao-lineares e operador diferencial linear nas segundas
derivadas também constitui referéncia original.
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Capitulo 1

Espacos Intermediarios

E necessario muito pouco para definir espacos intermediarios. Dois es-
pagos de Banach continuamente imersos em um espaco de Banach é mais
do que o suficiente. Entdo, supondo este par fixo, se houver mais estrutu-
ra, as normas podem ter uma forma mais complexa, mas os espacos nio se

modificam.
Para dois espagos de Banach Xy e X, X; C X, partindo do funcional

K(tf) = ot {follo+tAilh}

é possivel definir o espaco de Banach (Xo, X1)a,co; como as funcdes fe
Xo que possuem o valor sup(¢~*K(¢; f)) finito com sup em 0 < ¢ < co e
escolhido como norma do espaco.

Quando existir um operador linear A com dominio D(A) = X; em Xo,
em que —A gera um semigrupo Cp em X, entdo estd bem definido o espago
de Banach X, 1;0(A) formado pelas fungdes f com

1711+ sup (s~ = D))

finito e escolhido como norma. Se também o operador — A gera um semigrupo
analitico, é possivel definir ainda o espago de Banach X 1:00(A) formado pelas
fungoes f € X com

IFll + sup (s'~%||Ae > f]|)
0<s<co
finito e escolhido como norma.

11
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Embora as normas possuam formas bem diferentes , valem as igualdades
com normas equivalentes

(XOaXI)a,OO;I\’ = Xa,l;OO(A) = Xc,x,l;oo(A)

para o € [0,1].

Este ultimo fato é de grande utilidade. Entdo se —A; e —A; geram se-
migrupos analiticos em Xy com D(A;) = D(A;) com normas equivalentes
quando D(A;) e D(A;) possuem a norma do gréfico entio, se X; = D(A)) =
D(Az), vale X 1.o(A1) = X} 1.00(A2) = (X0, X1)ae0;k- cOm normas equiva-
lentes.

Permeia todo este capitulo uma idéia que pode soar estranha. Para definir
um operador A, é necessério fornecer seu dominio e regra de cilculo. Entao
necessario fornecer um X; para ser D(A). Depois pedir que D(A) = X!
Mas uma vez definido o operador ainda que com o dominio X;, nada garante
que a norma do grifico de A mantenha-se equivalente & norma de X;. E mais
se o operador varia com digamos um g, com dominio fixo D(A(x) = X; com
normas equivalentes para cada yx, nada garante que as constantes de imersio
nao dependam de p. Para as aplicagdes, estas constantes de imersio vio ter
seu valor controlado.

Nas aplicagoes as equagdes de evolugao parabélica, os espacos que sio usa-
dos sao subespagos fechados destes tiltimos. Os espacos X3 1:00(A) definido
como um subespago de Xo cujos elementos obedecem ¢~*||(e~* — I)f|| — 0
se t — 0 e também os espagos (Xo, X1)? ,.xc que sdo os elementos de X, que
obedecem t™*K(t; f) — 0 se t — 0.

Suponha hipéteses convenientes para existéncia de poténcia do operador
e semigrupo analitico em X. Uma vantagem dos espagos X, 1.00(A) sobre
os espacos de poténcia A7*X = X*(A) [[8], pagina 25] é ser mais estavel
em relagdo a perturbagdo do operador. Entao, para dois operadores lineares
Ay, Ay, tem-se garantia que X%(A4;) = X%(Az) se (A, — Ay)A;" € L(X),
algum B € [0,1) ao passo que Xq,1;00(A1) = Xa,1,00(A2) inclusive se somente
(A; — A)AT! é limitado em X. Hipéteses mais explitas na observacao 1.2.23.

1.1 Nota Bibliografica

Vamos admitir uma parte dos resultados sobre espacos intermedidrios de
Peetre descritos principalmente em [[3], capitulo 3, secées 3.1, 3.2, 3.4 e3.5],
mas sempre com referéncias explicitas. Nossa guia é incluir tudo que for
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necessario para entender como variam os espacos, variando os operadores.
No livro [3], o operador permanece fixo. Além disso, usamos um argumento
mais direto que [3] para conseguir constantes mais explicitas nas estimativas.

1.2 Geracao de Espacos Intermediarios

Suponha X; e X, espacos de Banach continuamente imersos em um es-
paco de Banach X. Entao os espacos X; N X, com norma

11 nx, = max{|| fll1, [|f]l2}

e Xi + X5 com norma

1Al = int (Ufull + 11 falls}

sao espagos de Banach [[3],pagina 165, proposicao 3.2.1].

Definigao 1.2.1 O espago de Banach Y, Y C X, € um espago intermedidrio

entre X; e Xy se
XlnXQCYCX1+X2

com 1mersoes continuas.

Exemplo 1.2.2 Os prdprios espacos X, e Xy sdo espacos intermedidrios

entre X; e Xs.
Para ver isto, suponhamos f € X; N X,. Pela defini¢cio de norma em

X1 N X,,
Ll < 1l nxz
entao X1 N Xy C X;.
Se agora f € Xy, como f = f+0,

I 1lx 4. < W1l

e entio X1 C X; + Xs.
A andlise para X, € idéntica.

Exemplo 1.2.3 Vamos descrever os espacos intermedidrios entre o dominio
D(A) de um operador linear A fechado em um espaco de Banach X com
D(A) C X. O espago D(A) com norma do grdfico, isto €,

lallpeay = llall + || Aall
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denotando || || como a norma em X, € um espago de Banach gragas d hipdtese
de A ser fechado.
Por um lado
£ Ipaynx = [1fllpcay

e D(A)NX = D(A) com normas iguais.
E por outro lado

[ llpayx = infaeny(If = all + llall + | Aall) > || 71| ,

e, com o exemplo anterior, ||f|lpy+x = ||fll. Entdo D(A)+ X = X com
normas 1guais.
Portanto os espagos intermedidrios entre D(A) e X sdo os espagos de

Banach Y com D(A) CY C X com imersoes continuas.

Exemplo 1.2.4 Suponha o operador linear A, A: D(A) C X — X, setorial
e Re(o(A)) > 0. Sabemos que a poténcia A*, o € [0,1], estd bem definida
e sew dominio com norma ||A%y||, y € D(A%), ¢ um espag¢o de Banach e
obedece as imersdes continuas

D(A) C D(A%) C X,

[[8], se¢io 1.4, piginas 24 e 25].
Entao, pelo exemplo anterior, D(A*) € um espago intermedidrio entre

D(A) e X.

1.2.1 Espagos (X1, X2)a 00k

Existem diversos métodos para gerar espacos intermedirios. Partindo
de um par de espagos de Banach, Butzer e Berens [[3], secio 3.2] explicam
os chamados métodos K e J. Embora sejam equivalentes [[3], secao 3.2.3,
teorema 3.2.12], escolhemos o método K por ser operacionalmente o mais
simples dos dois.

Definigao 1.2.5 Sejam X, e X, espagos de Banach continuamente imersos
em um espago de Banach X. Seja

K(t, f, X0, X2) = K(t, /) := inf

(I Allh+tfell2), FEXI + X, 0 <t < o0.
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Para a € [0,1], chamamos de (X1, X3)a,00,x 0 espaco formados pelas funcées
[ € Xi+Xs comsupy . (t7K(t; f)) finito. Neste caso, a norma no espaco
serd

[fllooosrc := sup (7K (t; f)) -
0<t<co
Observagao 1.2.6 Sabemos que estes espagos sGo mesmo espagos interme-
didrios conforme [Butzer e Berens[3], pdgina 168, proposicio 3.2.4].

Observagao 1.2.7 Estamos particularmente interessados nos espagos inter-
medidrios gerados pelo método K quando X; = X e Xy = D(A) para A
operado linear fechado em X.

Definigao 1.2.8 Para dois espagos de Banach Z ¢ W, a igualdade 7 = W
signica Z = W com normas equivalentes.

Proposigao 1.2.9 Suponha A, B operadores lineares fechados em um es-
pago de Banach X. Entdo

1. Se D(A) = D(B) e D(A) C D(B) com || f|lp) < c1llfllpeay para todo
f € D(A) entio

(X7 ‘D(A))O'.OO;K C (X> D(B))a,oo;[\’ )
e se f € (X, D(A))acor

“f”()(yD(B))u,oo;K S maX{]" cl}”f“(XyD(A))a,oo;K

2. Se D(A) = D(B),
(X> D(A))G:OO;K = (X7 D(B))oz,co;K .

Prova. Denotemos D(A) = Dy e D(B) = Dp e (X, Da)ssat =
D (e, 00), (X, DB)aco;c = Dp(,00). Suponha f € Dy(c,0). Por hipétese,
existe uma constante c; ndo dependente de a € D4 para ||a|p, < c|a|lp,.
Entao, para z € X, t € (0,00),

= inf (el +tlelloy) <t inf (all + terlallo,)

Portanto || fllps(e,ce) < max{l,e1}[|fl|pa(ence) € Da(@,00) € D(ex, 00), pro-

vando 1.
A prova da parte 2 segue diretamente de 1, uma vez que D(A) = D(B)

equivale a D(A) = D(B), D(A) C D(B) e D(B) C D(A).
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Proposicao 1.2.10 Suponha que exista no conjunto de operadores com dominio
constante A C {A : X; C X — X, A linear fechado em X } um operador
Ao com D(Ao) = D(A) e imersies nio dependentes de A € A, isto é, exis-
tem constantes ¢1 e ¢y para ||f|lpas) < allflpwy e |l fllpay < ca|| fll p(ao)
para todo f € D(Ag) = D(A) e todo A € A. Entdo

1.Se Ae A
(XJ D(A))Q,OO;K - (X7 D(AO))a,oo;K )

e se f € (X, D(A))aooix = (X, D(A0))a,c0:k
If

I f
2. Se A,Be A

[(X,D(4)) 0,00 < MaX{L, eI Fll(x,D(40)) 0 c0rrc

I(X,D(Ao))a,oo;x < max{l, e }|| f (X,D(A))a,c0ic *

(X, D(A))ayeoix = (X, D(B))acoikc
e se [ € (X, D(A))aooix = (X, D(B))acoii

[l D) a i < max{L, crea} || fll(x,0(8))aen »
I 1lx,D(BY a0 < max{L, erea}|| fll(x,0(a))e corc -
3. Se Ae Ae X, = D(Ao) entdo, uniformemente em A,

(X’ D(A))CY,OO;K’ = (X7 Xl )a,oo;]\" )

Prova. A prova de 1 segue diretamente da parte 1 de 1.2.9 assim como
a prova da parte 2 desde que D(A) C D(B) com ||f||pay < ac||fllps) se
fe€D(A)=D(B), A,Be A

1.2.2 Espacos X, 1.00(4)

Embora estes espagos nao sejam extensivamente usados neste trabalho, é
conveniente defini-los por pedirem menos do operador A do que os espacos
X 1;00(A) definidos adiante e para ndo perder o roteiro seguido por [[3],
capitulo 3].

Suponha que o operador —A, A: D(A) C X = X, gera um semigrupo

(' unifomemente limitado em X.
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O espaco X, 1;00(A) é formado pelas f € X que tem
sup (s™||(e™* = 1) f]))

0<s< 0

ﬁnito. Este €spaco com norma
I flletie0 = N1 £l + sup (s™[I(e™*4 = 1) f]])
0<s< 00

€ um espago de Banach intermediario entre D(A) e X se o € (0, 1] conforme
[[3], pagina 160, proposicao 3.1.3].
Analogamente, definimos os espacos X, ,.00(A), 7 > 1, inteiro com norma

koo = A1+ sup (s7ll(e=*4 = 1) 1)

que também sao espagos intermediarios entre D(A") e X para a € (0,r]
novamente por [[3], pagina 160, proposicio 3.1.3].

1.2.3 Espagos X, . (A4)

Definicao 1.2.11 Seja A : D(A) C X — X, um operador linear e suponha
que —A € gerador de um semigrup analitico e=** em X. Dizemos que fe
Xoroo(A) se f € X esupge,co(s'2|(Ae™Af)||) € finito. Sua norma €

170 = 1A+ sup (s=2li(Ae™*4 D))

Analogamente para r > 1, definimos X’ .. (A) com norma

a,r;co

[ llerco = Il + sup (s"~*[[(Ae™4f)]]) .
0<s<o0
Observagao 1.2.12 Os espagos Xo rio(A), o € (0,7] sio espagos interme-
didrios entre D(A") e X [[8], pdgina 207, proposi¢io 3.5.2].

Definigao 1.2.13 Sejam Xo e X; espacos de Banach com X, C Xg continua
e densamente. Seja

H(X1,Xo) = {A,A: X, = Xo, linear , D(A) = X, isto é,
3C4 > 0,C4 > 0 para D(A) C X; e X; C D(A)
com constantes de imersao C4 e EA;

{IRRe X >0} C p(—A) e IC, > 0 tal que

C
IO+ A)lzxe) < i se Red >0}
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Um conjunto A C H(Xy,Xo) € regular se existe uma constante C tal
que Cy < Cyu, Cy < Cyu, Cyq <Cy para todo A pertencente a A.

Observagao: com freqiiéncia, referéncia a esta defini¢io implica referéncia
a proposigao 1.2.19.

Observagao 1.2.14 Note que se A € H(Xy,Xo) € um conjunto regular
entio |[z]|oga) < (Ca)ll2llog) pora todo A, B € A

Observacao 1.2.15 Foram retiradas da defini¢io informagées escritas nas
entrelinhas. Entdo, embora nio esteja escrito, como, digamos, 0 € p(A),
necessariamente A € um operador fechado, pois todo operador com resolvente
nao vazio € fechado.

Observagao 1.2.16 A redagio da defini¢io tem pontos em comum com a
a definigao de [Sobolevskii[1], pdgina 10, se¢do 2]. Uma das diferencas ¢
que ld o conjunto os operadore sio dependentes de t, A(t). Mas enquanto
estivermos pensando estritamente na descricio dos espacos e na estimativas
bdsicas envolvendo semigrupos, assunto do prézimo capitulo, a restricio a
este tipo de conjunto € uma restrigio desnecessdria que obscurece a andlise.

Observagao 1.2.17 Talvez seja iitil pensar num ezemplo bem simples. Su-
ponha Xo e Xy o conjunto dos nimeros complezos. Entio um operador line-
ar em Xo pode ser pensado como um mimero A, tendo no dominio gual-
quer nimero complezo. Suponha, digamos, A > 1 e A € IR, entio se
A=z +ay, A+ AP = |A?+22A + A% > |A|* 4 1 sempre que z > 0. Entdo
A+ AI7H < 1/\/IAR + 1. Uma vez que a fungio f(z) = (= + 1)/Vz? +1
possui 2/\/2 como mdzimo, entio |N + A|7! < (2/V2)/(|A] +1). Seja
A={AecR,1 < A<100}. Se N € A, lzllpvy = (N +1)|z|. Por-
tanto ||z||pavy < 101|2| e |z| < 1/2||z||pv). Uma escolha possivel para Cy ¢
max{2/v/2,101,1/2} = 101.

Observagao 1.2.18 Quando os operadores A variam em um conjunto re-
gular A C H(X1,Xo) como aqui, como demonstrada a sequir, os espagos
Xe100(A) ndo s6 ndo se modificam como também fornecem normas equiva-
lentes.
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Proposigao 1.2.19 Se A € A entio A gera wm semigrupo analitico e—t4
t > 0 e existem constantes ¢ e ¢c; e d > 0 para

1. He“A” < et |

2. ||Ae™|| < i~

uniformemente em A € A com normas em L(X).

Prova. E possivel perturbar o conjunto resolvente de A, p(A) para conter
nao s6 IReA < 0 mas também 0U{¢ < arg(A) <}, algum ¢ € (0,7/2), obe-
decendo a desigualdade em 1 em 1.2.13 [Hoppenstadt’s[7], apéndice]. Entao
A € setorial, e, portanto, gera um semigrupo analitico e=*4[Henry([8], pagina
20, teorema 1.3.4] ou [Pazy[11], pagina 61, teorema 5.2]. Note também que
0 € p(A), entdo se |A[[]JA7Y|| < 1, A € p(A) [Butzer e Berens|3], pagina 31,
proposicio 1.3.2]. Portanto o resolvente p(A) contém também a bola de cen-
tro 0 e raio 1/C4 e entdo podemos tomar § = 1/C 4 cos(¢). O fato de que ¢y,
¢y nao dependem de A € A vem do fato de que (|A|+1)||(\ + A) Moxy < Ca
uniformemente em A e em {IRe A > 0}.

Teorema 1.2.20 Seja A como na definicio 1.2.13. Entdo, para a € (0,1],

1. (X, D(A)) a0 = X}, 1.00(A) com constantes de imersées nio dependen-
tes de A € A.

2. X!

a,ljco

A, Be A.

3. (X, Xi)ayooik = X, 1.00(A) com constantes de imersées nio dependentes
de Ae A

(A) = X 1.0o(B), com constantes de imersées nio dependentes de

Prova. Para A € A, suponha f € X/, (A). Podemos decompor f =
f—ef+eAf. Temos (f —e A f) € X e, quando s > 0,e7*f € D(A).
Portanto, denotando a um elemento de D(A) e & um elemento de X, para
s> 0,

inf (2]l + sllell + | Aal]
<N = e fll+ slle™ 7] + sl Ae ]l
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Com a estimativa de 1.2.25 e 1.2.26

Il £l evso0i
1
< — sup (sl_allAe_SAfH)
& 0<s<co
+, Sup (coe s || fI| + s' || Ae~*A 1))

Como maxocsceo{s!™@e™%} = §2~1/e,

Il flla,00i5¢
< max{l +1/e, Cofsa_l/e}”f”;,hoo

e entdao f € (X, D(A))a,coik-
Inversamente, suponha f € X, D(A))a,c0.ic- Inicialmente, note que || f]| <
| flla,c0:5, Pois para z € X e a € D(A) com f =z + a,

llll + sllall + sl Aall > I£]l + (s = 1)lla]| + s]| Aa]| -

Portanto, se s > 1,

3—0(

Jnf (lzll + sllall + sl Aaf)) > s~ £]] -

Mas supys, (s™|I7ll) = Ilf]| e, entéo,

sup(s™® inf (|lz]| + slal| + s[|Aall)) > || £]] ,
s>1 f=z+a

implicando, como desejado, || ]| < || f]la,co:x-
Portanto, a parcela problematica para avaliar a norma de f em Xo,1500(A)

é 311P0<s<oo(51—a”Ae_mf”)
Pelo lema 1.2.22,

sl|Ae* A f|| < max{co, ¢ } K (s, f, X, D(A)) .

Multiplicando por s™¢, tomando o sup & direita e em seguida & esquerda
quando s € (0, c0),

sup (sl Ae™4 1))

0<s<o0

< max{cg, cl}oig)oo((s_“[((s,f))) .
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Portanto
| fllat00 < (14 max{eo, 1 })|| fllayixc

concluindo a prova da parte 1.
Esta parte juntamente com a proposigéo 1.2.10 e a defini¢io de A provam

a parte 2.

Observagao 1.2.21 Alessandra Lunardif16] usa como norma para X 100(A)
somente SUPgeseco(s' || Ae™*Af||). Entretanto a equivaléncia estd mantida
desde que f = —lim._y feN Ae*Afds—e ™ NAf ee™NAf 5 0 fazendo N — co.

Lema 1.2.22 Suponha A € A, A como em 1.2.13. Entdo para todo s > 0 e

€ Xo
SHAG_SAf” < max{co, cl}[((sa f7 X, D(A)) :

Prova. Suponha f =2 +a,z € X ea € D(A). Entio
[Ae™*Af]| < cre™®s7! |le|| + coe™>*| Aal|
Resulta

sllAe™* /]
< max{co, e }((l|zl| + sllall + s||Aal])) -

Como a desigualdade vale para todo = € X, a € D(A) com f =z +a,

sl|Ae™* f][) < max{co, c1} ot (llell + sllall + sl Aal))) ,

concluindo a prova.

Observagao 1.2.23 Sejam X, e X, espagos de Banach com X, C X, densa
e continuamente. Sejam Ay, Ay : X1 — Xo operadores lineares que obedecem
D(A1) = X, AA7", AsATY € L(Xo) € (A + DI+ 4) 0z < C < o0
quando A € {ReX > 0} parai = 1,2. Entdo A = {A;, Ay} € um con-
Junto regular de H(Xy,Xo). Obviamente (A; — Ag)AT' € limitado em X,
mas isto ndo € garantia para igualdade entre os espagos de poténcia X*(Ay)
e X%(Az), pois o resultado de perturbagio conhecido [Henry[8], pdgina 28,
teorema 1.4.6] pede (A — A))A7? limitado em Xo, algum B €[0,1). Exce-
to em casos bem particulares, como, por exemplo, Ay — A, € L(Xo), ndo €
Jacil verificar esta condigio. Mas a restrigio A; Ay, A,AT' € L(X,) € pron-
tamente comprovdvel em muitos casos. Hd, portanto, maior liberdade na
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variagao do operador sem mudanga dos espagos o que justifica a substituigao
dos espagos de Poténcia com o quais o professor Henry conseguiu muito em
equagoes semilineares sem variagio do operador, exceto com a perturbacdo
mencionada, pelos espagos intermedidrios de Peetre se permitirmos equagoes
com variagdo do operador.

Exemplo 1.2.24 Por ezemplo, se S = —A+ ¢, D(S) = {f € W??(f),
a(z)0f/ON + b(z)f = 0}, /ON ¢ a derivada normal exterir a wm aberto
limitado regular de R", Q e a,b fungées C*(Q). Suponha A = —q(z)A+c, q €
C@), 0> q(x) = a0 > 0, D(A) = {f € W#(Q), a(z)9f/ON +b(z) = 0},
A e 5 sao fechados como operadores lineares em Xo = L,(Q) se 2—n/p > 1,
caso em que WP C C.

Ha duas abordagens possiveis. Definindo X, = {f € W>?(Q), a(z)0f/ON+
b(z)f = 0} com a norma de WP e entdo demonstrando que X, = D(S) e
X1 = D(A), com as estimativas para operadores elipticos. A outra abor-
dagem mais direta € definir X; = D(S) com a norma do grafico de S.
Seja || || @ norma em Xo. Seja f € X,. Por um lado (A +e)f| <
I=~(p@)A + )fll + (31 + DIFI. B, por outro lado, |[(-p(z)A + &) <
Pl (=2 + &)l + prcllfll/po- Entdo D(A) = X,.

Supondo ¢ > 0 grande o suficiente e também que b(z) > 0, entio S, A €
H(X1, Xo); por exemplo, veja [[1], pdgina 54]. Neste caso, também ¢ verdade
que Xéz,l;oo(S) = lex,l;oo(A)‘

Lema 1.2.25 Suponha A € A, A como em 1.2.18. Entdo se x € X 1eo(A),
a € (0,1],
tO’
—tA ’
= DNz|| < —|lz|l% ..
lI(e )zl < —llell;c0

em que || [}, 1,00 € @ norma em X/, (A). Ese a =0,

I(e™* = Dall < (co+ Dlle[[o,1;00
Prova. Conforme [Butzer e Berens[3], relagio 2.3.1, pagina 111]

1
(e —DNe=— lim Ae~* Az ds |

valida mesmo que se z € X somente.
Como z € X, ;.,,(A) e, portanto, supy.,.., ||s!"*Ae™*4z|| < oo justifi-
cando a estimativa

i
||/ Ae=*g ds|| <

1o @

sup ||s'"*Ae™ || .
0<s<0o0
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Tomando o limite para ¢ — 0 em

1Y _ @
¢ sup Hsl_aAe_SA:cH,

—tA
—Iz| <
Ie™ = Dyel) < = sup_

concluimos a prova.

Observagao 1.2.26 Note que a prova fornece uma estimativa melhor, for-
necendo como majorante

ta
— sup |[s'"T*Ae™ ||
& 0<s<oo

em vez de
a

t 5 4 —-—S.
—(ll=] + sup_ [|s' " Ae™*A2]|) .

Proposigao 1.2.27 Suponha A € A, A como em 1.2.13. Entio, sempre
com constantes de imersio ndo dependentes de A € A,

1. (X, D(A))oco;x = X com normas iguais.

2. Sea <0, X . .(A) =X, com constantes de imersées ndo dependentes
de A € {A}.

3. (X, D(A))oooix = X{1.00(A), com constandes de imersées nio depen-
dentes de A € {A}.

4. (X, X1)oeosx = X, com constandes de imersies nio dependentes de

Ae {A}.

Prova. Para provar 1, a dificuldade é provar a imersao X C (X, D(A))o co:x¢,
pois a imersao inversa segue diretamente da defini¢dao da norma em (X, D(A))o,c0:i

[ fllocosx = sup inf (|lz]| + slall + s]Aa]) ,
0<s<co f=z+a

onde, como sempre, € X e a € D(A), e do fato f = f 4 0 que implica
[l llo,corc < II£1I-

Para prova da inversa, suponha s > 1. Neste caso

(lzll + sllall + sl Aall) = inf(IIf]| + (s — Dlla]l + [[Aa]l) > || 1] -

inf
f=z+a
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Mas ampliar o intervalo sé aumenta o sup, portanto

[l Fllo,cosc = II£1I

concluindo a prova de 1.
Pela definicao de norma em X/ . (A),

[flletioo = IIFIl + sup (s'~*[|Ae™>4f]]) ,
0<s<0o0

a imersao X’

a,l;co(A) C X é obvia.
Inversamente suponha f € X. Pela proposicao 1.2.19,

sup (sl_allAe_SAf“) <allf|l sup (s‘“e“ss) ,
0<s<o0 0<s<o0o

€ COMO MaXocscoo(8™€7%) = (—a/8)~%e* segue
[fllais0 < (1 + er(=a/8) ™) fI]

completando a prova de 2.
A parte 3 segue diretamente de 1 e 2; explicitamete

| fllo,1500 < (1 4 e)ll fllo,cosrc € || fllocosc < | £ll0,1:00-

Teorema 1.2.28 Suponha A € A, A como em 1.2.13. Seja Y um espaco
de Banach e Y C X altravés de imersio continua. Suponha ainda que se

z € D(A) entdo z € Y e também
lzlly < CllAz]*|l=]*~,

para algum o, o € [0,1) e uma constante C > 0. Ou equivalentemente eziste

K >0 para
lzlly < ellAz|| + Keo/0-D)z]

para todo €, € > 0.
Entao, sempre que B € (a,1],

Xp1.00(A) C Y.
com constante de imersdo nao dependente de A€ A e

(X, Xl)B,oo;K C Y =
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Prova. Suponha f € Xj,..(A). Obviamente f = f —e 4 f+ e 4f. Por ser
=4 semigrupo analitico,

1
< —sA —A
f=dim ([ Acrfds 4y,
novamente por [Butzer e Berens[3], relagdo 2.3.1, pagina 111].

Chame a soma entre conchetes de y,. Como v, = e 1/nAf entio y, €
D(A) e, portanto, y, € Y. Portanto, para demonstrar que f € Y, é suficiente
verificar que (y,) é uma sequéncia de Cauchy em Y. Realmente, neste caso,
por ser Y espago de Banach, y, — ¢g na norma de Y, algum g € Y. Mas, por
construgao, y, — f na norma de X. Como ¥ C X continuamente, f = g.

Pelo lema 1.2.29 abaixo e constante c af definida, para n < m,

(1/n)f~* — (1/m)*~=

1/n
= Um </ Ae™* A fds||y <
lly yHY_lll/m e fds|ly <c 7 a

1115 1500 -

Em qualquer caso,

[(1/m)Pe — (1 /m)|

”f”/ﬂ,l;oo

—

e (yn) ¢ mesmo uma sequéncia de Cauchy em Y.
Para ver a continuidade da imersao de Xp 1.00(A) em Y, note que, devido
ao lema 1.2.29 e a proposigao 1.2.19,

! 1—(1/n)P-=
”/I/n Ae™ fds + e flly < maX{c“ﬂ( 1 cz Ceeg “e“s}”f”[;,l;oo
Tomando o limite quando n — co,

Iflly < max{c = Celeg™ e fllg.00
A independéncia da constante de imersao com A segue da parte 2 do
teorema 1.2.20.

Lema 1.2.29 Com as mesmas hipdteses do teorema 1.2.28, se 0 < a <b,

b —af= 1-B| 4 —sA
B Era A el

onde ¢ = 2"1*=PCci™%c¥, a constante C definida no prdprio teorema e g, ¢
como na proposi¢io 1.2.19.

b
[ A=A sy <
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Prova. Antes de mais nada, avaliemos Ae™*f na norma de Y.
Pelas propriedades de semigrupo, Ae™*4f = e=5/24 Ae=5/?Af e A2e~sAf =
Ae~s/?A pe=s2A 1 Portanto, pela proposicdo 1.2.19 e pela hipétese do teore-

ma,
—s/26

[Ae=*A flly < C(co)'~*(2e1)* ——||Ae4/2 )] .

SO’
Notando que |[Ae™4/2f|| = (s/2)P=1(s/2)'~P||Ae=*A/2f||, sendo ¢ como no
enunciado, a prova pode ser concluida com

I / A A fdslly < o / " P01 (5 )2)1 B A2 f s

Regularidade dos espagos no caso X =L, e D(A) C W,

Proposigao 1.2.30 Suponha Q C IR™ um conjunto fronteira Lipschitz quan-
do Q2 ¢ limitado ou possui a propriedade de extensio C™ quando ) ndo €
limitado[ Henry[8],pdgina 38]. Suponha A € A, A como em 1.2.13 com
X = L,(Q), 0 <p < oo com D(A) C W™P(Q) continuamente, m > 1.

Entdo, para a € (0,1), com constantes de imersdo nio dependentes de
A€ A,

1. X} 10o(A) C WHI(Q) quando k —n/q < ma—n/p, ¢ > p.
2. Xo00(A) C CY(Q) quando 0 < v < ma—n/p .

Prova. Pela Desigualdade de Niremberg-Gaglilardo [Henry(8], pagina 37, al
lullwer@) < Cllullpmellulli (o)

contanto que k —n/q < 0(m —n/p) —n(l —p) =mbd —n/p e q> p. Para
u € D(A), uma vez que D(A) C ||ullwms(2) e ||A~}|| < C4 por 1.2.13,

lullwer@) < Cill Aullz, @ llullz ) -

Por 1.2.28, com Y = W*?(Q)), X = L,(9), tomando a > 6, concluimos a

prova de 1.
A parte 2 é provada similarmente, aplicando também uma desigualdade

de Nirenberg-Gagliardo[Henry([8], pagina 37, b]
lullor < Cllullmsllullz,’

e 0<0<1,0<v<0(m—n/p)—n(l—10)/p=mb—n/p.
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Observagao 1.2.31 Chame X = Xy. Os espagos (X0, X1)aco:ic $G0 muito
bons para trabalhar com sistemas de equag¢ées. Digamos que um operador
de um sistema tem dominio X; = W2P(Q) x W2P(Q) e tem valores em
Xo = Ly(Q) x L,(R), onde as notagées se referem aos espagos de Sobolev e
o n indica que os elementos também tem derivada na dire¢io normal a 0N
nula.

Para descrever (Xo, X1)a,coic, €scolho um operador A em Xo que tem
dominio X, e A€ A, A como em 1.2.13. Uma boa escolha ¢

A=dig(—An+cl,—A, +cl),

com —A, o Laplaciano em W>P. Entdo se c € grande o suficiente, (A, +
cI)™: L, = W2P eaiste e € limitado em L, com o(A) >0 ¢ A€ A.

Nao hd divida que Xy C D(A). Para ver que D(A) C X, sejau € D(A),
u = (u',u?)t. Por estimativas a priori para um operador eliptico que tem a
derivada normal na fronteira de Q nula, ||u!|lw2r < ||(=An + cD)ul||. Uma
referéncia sobre teoremas com estimativas para operadores eliticos pode ser
[[15];teorema 3.1.1, pdgina 71]. Analogamente, para u?. Entdo, lullx, <
C“Au“LpXLP‘

Pela desiguladade de Niremberg-Gagliardo [[8], pdgina 37, o], com k,q,0
convenientes,

et ko) < Cllwt [y llut |l

e analogamente para u®. Entdo, escolhendo, por facilidade, para os espagos
produto, a norma do maz,

lullwraxwes < Cllullyzswesellull;gs,

e entdo
lellwraxwra < CllAullg op llullz s, -

Aplicagio do teorema 1.2.28, implica (X0, X1)a,c0ix C WHP(Q) x Whr(Q)
se a > 0. Ou precisamente, a imersio ocorre se ¢ > p e k —ng < 20 — n/p.

Com o mesmo tipo de argumento, obtém-se (X0, X1)aeoix C C¥(Q) x
C*(Q) quando 0 < v < 2a —n/p.

Observagao 1.2.32 Sejam X, X; espagos de Banach, com X, C X, densa
e continuamente. Suponha que existe um conjunto A = {A}, A como em
1.2.13 em que X = Xy. Admita que D(A) = X,. Portanto o elementos de
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(X0, X1)ayooi6 = (X0y D(A)) w1500 €, para o caso Xo = L,(Q)eX, = WOQ”’(Q)
nas hipdteses do teorema 1.2.30 com o conveniente, sio funcées c(Q).
Para um exemplo explicito, seja A(u)v = —g(u)Av+av, com D(A(u)) =
Ws?(Q) e g € C(IR)e a > 0. Notemos que se Xy = Ly(Q) e X, = W*(Q)
tomando, por exemplo, B = —A com D(B) = W;*(Q2), temos D(B) = X,,
e entGo (Xo, X1)% o, estd imerso no conjunto C(Q). Entdo ¢ possivel achar
condigées para que o conjunto A = {A(u), u € limitado de (X0, X1)a,00:5 }
seja um conjunto regular de H(X,,Xo). Por exemplo, uma condigcdo sufi-
ciente pode ser achada em [[15]teorema 3.1.3, pdgina 73], que garante que
exite ap > 0 para que A(u) € H(X1, Xo) se a > ag. A referéncia [[1], secdo
3, pagina 54] fornece uma prova simples para isto se g ¢ C'(R) ea >0
escolhido para que os elementos de (Xo, X1)aoo;c = (Xo, D(A))a1ie0 Sejam

Jungées de C*(92).

1.2.4  Espacgos X7 ., e (X, D(A4))] .k

Os espagos X, ;... previamente definidos possuem um defeito grave. Nao
é garantido que em geral o semigrupo e™*4, A € A , A como em 1.2.13 é
fortemente continuo em X100 Ou seja, nao é garantido que

(€™ = 1) fllayiso0 = 0

quando t — 0+ se f € X100 - Bsta, digamos, perda de continuidade no
0 pode ser um inconveniente nas aplicacoes s EDP’s. Mas o fato pode ser
remediado trabalhando com os espacos X 1.0 que é o subespago de KXo lioo
garantindo continuidade no 0. Melhor ainda, para garantir continuidade no
0 uniformemente com A, recorremos aos espagos (X, D(A))?, 1.0 definidos a
seguir.

Definicao 1.2.33 Seja A € A, A como em 1.2.13. O subespago formado

pelas f € X!, |. .. (A) com a mesma norma e que obedecem

”(e_tA - I)f”a,l;oo -0
quando t — 0+ € chamado de X3, (A).

Proposigao 1.2.34 Seja o € [0,1]. O espaco X2 1.00(A) € um espago de Ba-
nach que contém D(A) como conjunto denso. E também D(A) = XP 1.0 (4),
Xg,l;oo(‘4) = Xovl;OO(A) = X.
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Prova. Para obter D(A) C X2 ;. (A) é s6 observar que, para f € D(A),

™ = Dl = €™ = DI+ sup (s'~™*A(e4 ~ 1) Af])

eaplicar 1.2.19 e o fato de que e~ ser fortemente continuo e SUPgescools’ e}

ser finito.

O fato de D(A) ser denso estd incluido na definicao, pois e~ f € D(A)
set > 0. Com isto e também com 2.1.1 escolhendo 3 = «, é possivel concluir
que Xg 1.o(A) é um subespago fechado de X .. (A), portanto, espaco de

Banach.
Para acabar, note que as normas de X{,.(A) e D(A) sdo equivalentes,

pois, se f € D(A),

e < 171+ sup (e Af])
0<s<co

e, também, por ser X ;. (A) espago intermedidrio entre D(A) e X, D(A) C
X1 1;00(A). Consequentemente se f € X7 . (A), (f.) C D(A), e fu — f na
norma de Xj ;.. (A), o mesmo se dd na norma de D(A). Mas D(A) é um
espago de Banach e, entdo, f € D(A).

Vimos em 1.2.27 que Xo,1;00(A) = X, entdao Xg, (A) = X, pois e=*4 ¢
semigrupo fortemente continuo em X.

Proposicao 1.2.35 Suponha A € A, A como em 1.2.13 ¢ K como em 1.2.5.
Entdo, para f € X, supondo lado direito das desiguadades finito,

1. Parat> 0 ea € (0,1],
I = D)l < £/ sup ([ Ae*Ap])) .
0<s<t
2. Parat>0ea € (0,1],

I(e™ = 1) f]

Xhpeo(4) S coiugt(sl“’llfle‘“‘fll)

com ¢ = max{co + 1,¢1/a,t*/a}.

3. Parat >0 ea € IR,

tl—a”Ae_tAf” < max{co, cl}t_al{(ty f7 X) D(A)) :
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4. Parat >0 ea>0,

=K (¢, f, X, D(A))
< (1+1/) sup (s [ Ae™4]) + e~ 7|

5. Para A,Be A, t >0,
7K (t, f, X,D(A)) < ct™®K(t, f, X, D(B)) ,
com constante ¢ independente do par A, B.

Prova. Set > 0, 1 segue diretamente de
t
—tA — o~ tAr _ 11 7 T S | —sA
(e Nf=e™f 11_1)1616 f ll_I)l’(I)l i Ae™" fds .

Para um ¢ > 0, suponha supg,,(s'~*||Ae™*4 f||) finito.
Para avaliagao de

I(e™* = Dllx;

aloo )

= ll(e™* = D)fll + sup (s Ae™ (e D))

<s<co

falta analisar a segunda parcela, em virtude de 1.
Para avalid-la, separamos a anélise em dois casos. De um lado, comutan-

do,
sup (s' || Ae™*4(e™** — 1) f]|)

0<s<t

< lle™™ = 1|| sup (s'~*||Ae™*Af))
0<s<t

elle”* —I|| < co+ 1. Do outro lado, como [|Ae™*4|| < ¢;/s e
ST set < s,

sup (s'7*[|Ae™ (e — 1) f) < ext™||(e™ = 1) f]] .

t<s<co

Também com aplicacao de 1,

sup (s %[ Ae™*A(e™ — 1) f]))

0<s<c0
< max{co + 1,1/} sup (s'~|[Ae™**f]|) ,
0<s<t
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o que leva a 2.
O item 3 é uma consequéncia ébvia de 1.2.22.
Para provar 4, seja a um elemento de D(A) e z um elemento de X.

Portanto, para ¢ > 0,
K [,X, D(A)) = inf (]l +t]la]| + ¢ Aa])
< = e Al + tlle™ £l + t]| Ae A

pois (I —e™)f € X e e f € D(A). Portanto para obter 4, é s6 aplicar 1
e1.2.19.
Para ver 5, ¢ suficiente relembrar a defini¢io de A e K.

Definigao 1.2.36 Seja o € [0,1]. Para A € A, A como em 1.2.13, defini-
mos o subespago de X

Lip(e, X, D(A))
={feX,t'Ae™f|| = 0 se t — 0+} .

Proposigao 1.2.37 O espago Lip(a, X, D(A)) € subespago linear fechado

de Xo,1,00(A), portanto, espago de Banach se a € [0,1] e, para a € [0,1),
Lip(er, X, D(A)) = X ,...(A) com normas iguais. Em particular, Lip(0, X, D(A))
= X. Para a =1, Lip(1, X, D(A)) C X7 . (A).

Prova. Suponha a € [0, 1].
O espago Xo,1,00(A) contém Lip(a, X, D(A)), pois

sup (s' [ Aef]))

0<s<0

< max{ sup (sl_aHAe_SAf”) ) SUP(Sl_a”Ae_SAf”)}
0<s<6 526

e, para f € Lip(a, X, D(A)), o iiltimo majorante nio é maior que, digamos,
max{1,c;67°} se escolhemos § > 0 para SUPg<scs(s' 7| Ae A f]|) < 1. Nio
ha divida que Lip(e, X, D(A)) é linear.

Para ver que Lip(a, X, D(A)) é um subespaco fechado, suponha entao
(f) C Lip(e, X, D(A)) uma sequéncia com limite f na norma de X 1:00(A).
Obviamente Ae™ f = Ae " A(f — f,) + Ae™'Af, e, portanto,

e[ Ae™ )|
< sup (s AeT(f — fu)ll) + 0 AL

0<s<0o0
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Dado € > 0, escolhemos ngy para ||f — f,, Xt (4 < €/2, e, em segui-
da, 6 > 0, para t'7®||Ae™*4f, || < €¢/2se0 < ¢t < § . Portanto também
t'=*|[Ae=*4f|| < ese 0 < ¢t < § e concluimos que f € Lip(a, X, D(A)).

Quando a € (0,1], por 2 de 1.2.35, Lip(a, X, D(A)) C XS 1.00(A) .
Tambeém D(A) C Lip(e, X, D(A)) se a € [0,1), pois se f € D(A), t'~||Ae~tAf|| <
cot || Af]].

Também para a = 0, vimos acima, Lip(e, X, D(A)) C Xu1:00(A), mas,
por 1.2.34, Xo1;00(A) = X3 1. (A) = X.

Para os casos a € [0, 1), obtemos, portanto, D(A) C Lip(a, X, D(A)) C
(A) e tomando o fecho, como D(A) = X2 1.00(A), obtemos Lip(a, X, D(A)) =
(A).

XO

a,l;o0

XO

a,l;co

Definicao 1.2.38 Sejam A € A, A como em 1.2.18 ¢ K como em 1.2.5. O
espago formado pelas f € X que obedecem

UK (t, f,X,D(A)) -0 se t—=0,
K como em 1.2.5, serd denotado por (X, D(A))S s -

Proposicao 1.2.39 Seja o € (0,1). O espago (X, D(A))? i € um espaco
de Banach contido em (X, D(A))a,e0;ic com igual norma e (X, D(A))S coirc =
Lip(e, X, D(A)) = X3 1.o(A) .

Prova. Registre que, pela 1.2.37, Lip(a, X, D(A)) = X2 1.00(A) . Por 3 de
1.2.35 e 1 de 1.2.20, (X, D(A))S 0. C Lip(a, X, D(A)) e por 4 de 1.2.35 e
1 de 1.2.20, Lip(a, X, D(A)) C (X, D(A))S 0., ambas imersdes continuas,
concluindo a prova.

Proposicao 1.2.40 Seja o« € (0,1). Se f € (X, D(A))? . para algum
A € A entao
Ca D fllx: () =+ 0+ uniformemente para B,C € A.

Prova. Para ¢ > 0 arbitrario, escolhamos 0 < § < 1 para que
se 0 <t < ¢ entdo

17K (2, f, X, D(A)) < ¢ (araza3)

com constantes a;, as, a3 descritas abaixo.
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Seja a; para
K (t, f, X, D(B)) < ait™ K(¢, f, X, D(A))

uniformemente com B € A, garantida por 3, de 1.2.35.
Também por 2 de 1.2.35, existe ay para
I(e™® = D fllxs,,..8) < a2 S<uPt( s BeT E A)
Explicitamente, como 0 < ¢ < § < 1, ay = max{cy + 1, ¢;/a, 1/a}
Por ultimo, seja as, a constante de imersao X, ;. oO(B’) C X 1.00(C), que
nao depende cle B,C € A, por 1.2.20.
Partindo de

(e = Dfllx:., ) < asll(e™F - D fllxz 1

e com aplicagao de 2,3,5 de 1.2.35, obtemos ||(e~*8 — I)fHX'

; A ! 110 (©) < esempre
que 0 <1t <

1.3 Relagao com os espacos de poténcia fra-
cionaria

Originalmente, procurdvamos um substituto para os espagos de poténcias
com norma ||A%f|| que o professor Daniel Henry [Henry[8]] usou para des-
crever as solugdes da equagdo parabdlica semilinear que pudesse descrever as
solugdes de equagdes parabdlicas possivelmente ndo semilineares. A primeira
escolha recaia sobre os espagos X, ;.. .(4) . Como previamente discutido, o
semigrupo e~*4 ndo é necessariamente fortemente continuo nem o dominio
D(A) necessariamente denso neste espago. Entdo partimos para o substituto
X3 1.00(A) que tem estas vantagens.

O teorema seguinte mostra um relacionamente entre eles.

Teorema 1.3.1 Suponha A como em 1.2.13. Entdose 0 < a<a+e<1
X? (B) C X%(A) C X3,..,(C),

a-+e,1;00
arbitrdriamente para A, B,C em A com imersées com constantes que nao
dependem dos operadores usados e também densas. Especificamente se A =
B = (), as constantes para primeira e segunda imersées sio respectivamente

217, /(1 =€) e max{%e1-a 2L ¢ .} com e, = 2(2a)7c2 e /T(2 —

o

a). No caso particular o = 0, X°(A) = Xg . o(B) = X.
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Prova. E suficiente fazer a prova para A = B = (' devido a 1.2.20.

Como D(A) C Xote1:00(A) densamente pela proposicio 1.2.34, existe
uma sequéncia (f,) com f, = f em Xaye1,00(A). Para concluir que f €
X?(A), é suficiente provar que (f,) é uma sequéncia de Cauchy em X*(A).

Vendo que frm — fo = —(e™* = I)(f — fu) + €A (fn — f»)
147 = FN S| [ A% A=A (f — ) dsll + A€y = )]

Com a substuigdo 1 = (s/2)**1(5/2)'79¢ e com a estimativa |[Ae==4|| <
cas™¥e™*, sendo ¢ = 2(20) "2 ¢X/T(2 — @) [Henry(8], paginas 26 e 27],

«@ ——€ Ca
|A*(fm = fu)ll < 21 1——e“f’” — fallxz,. o4 -

Portanto, (f,.) é sequéncia de Cauchy em X*(A) que tem limite f em X(A).
Repetindo o mesmo célculo com f, no lugar de f, — f,. e tomando o limite
quando n — 0o, obtém-se a primeira imersio do teorema.

Prossegindo, suponha que f € X%(A). Para avaliar a norma em X, se
a >0, vendo que f = —(e=0A/8 _ [)f 4 ¢=0AlS [

co/8
f= lim ’ Ae™*Af ds + e_°°A/5f .

w0+ Jy
Portando |f]] < 1o (ca/d)° /el A ]|+ 1/ell I ¢
5 a
170 < e L ey

Para avaliar supy, <o, (s'"*Ae® f), fazemos a permutacao Aes4 f = Al=aesA Acf,

para obter
SuPocscoo([ls' ™A™ )| < eroall A%S]] -

Com isto, X%(A) C X/, ,..,(A) com constante de imersao

max{_t;¢;_q (°°£5)a,c1_a} .

Mas A%(e™ — I)f = (e7* — [)A%f e entdo ||A%(e~*A — Df| — 0 se
t — 0+. Pela imersao que acabamos de provar, |[(e7*4 — Dfllx:,..a) = 0+
também se ¢ — 0+, o que implica que vale a segunda imersio.

O fato de que todas a imersdes sdo densas segue de que D(A) é um
subespago denso de todos os espagos do teorema, conforme 1.2.34 e [Henry|8],
pagina 25].

A ultima afirmacao pode ser concluida da proposicio 1.2.34 e porque
X?(A) = X pela [Henry(8], pagina 25, definicio 1.4.1].
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1.4 Conexao com os resultados de Grisvard

E possivel obter uma descri¢ao explicita para os espacos intermediarios
dos tépicos anteriores para alguns operadores e dominios conforme descricao
em, por exemplo, [[17]].

I necessario antes mostrar que os espacos até aqui vistos se igualam aos
espacos definidos em Grisvard [17].

Definicao 1.4.1 Suponha que X ¢ um espaco de Banach e A um opera-
dor linear fechado com dominio D(A) C X, densamente. Suponha que —A
gera um semigrupo fortemente continuo e tA, uniformemente limitado, com
”e “U| < co .Por ezemplo, isto ocorre se A € A, A como em 1.2. 15’[P(zzy[11]
pdgina 30, teorema 7.7] mais a observagdo sobre a perturbagio do resolvente
comentada em 1.2.19. Definimos

1. Dy(a,00) :={f € X, supg,;(s7%||(e7*4 — 1) f||) finito} .

2. Da(a) :={feX,t™|(e™ = I)f|| =0 se t — 0+} .
Definigao 1.4.2 Para os espago D4(a,00) e Da(a), definimos a norma

[ lD Aoy = IIfI + sup [[s™(e™** = I)f]| .
0<s<1

Proposicao 1.4.3 Suponha A€ A, A como em 1.2.13 . Entdo

L.parat > 0,

sup |[s™*(e™*4 — I(e ™ — Dfl

0<s<00

< (eo 1) sup (s~|(e™ = D)

2 (™ = Dfllpaace) < (e = 1) fll+(cot1) supgeoer (s~ [l (e™*4 = 1) f|
Prova. Para ver 1, dividimos a anélise em dois casos. Por um lado,

sup [|s™*(e™*4 — I)(e=™ = 1) f]|

0<s<t

< (co+1) sup (s™||(e™** = 1)f]]) -

0<s<t



36 CAPITULO 1. ESPAGOS INTERMEDIARIOS

E por outro lado,

sup [|ls™(e™*4 — I)(e™ — I) f]|

t<s<co

< (o + Dt(e™ = 1)f]| -

As duas estimativas juntas implicam 1.
Com a definigao de norma em D4(a, o) e 1, obtemos 2.

Proposicao 1.4.4 Suponha A € A, A como em 1.2.13. Entdo, uniforme-
mente em A,

Lparat >0, c=1/a ea € (0,1],

sup (s™*||(e™** = I)f]|) < ¢ sup (s"~|(Ae~*4F]))
0<s<t 0<s<t

2. parac=c /(1 -2 eeac]01),

sup (s'7*[|Ae™f|]) < e sup (s7||(e™A — D)f])) .
0<s<00 0<s<0

3. parac=c/(1 -2 eeac|0,1)

sup ('™l Ae fl)) < e sup (s~7I|(~* = D)fl) + eleo + DI

0<s<0

Prova. O item 1 é consequéncia direta do item 1 de 1.2.35.
A prova de 2 requer um argumento bem sofisticado. Pelo fato de e~*4 ger
semigrupo, a identidade seguinte é vilida para todo natural n

L >. .
e—tA = Ze—thA(] _ e_thA) + e_2n+1tA .
J7=0

Portanto, para t > 0,
1441 < 3N A NI — e ) f]] + [[ae™2 4 7]
=0
Suponha que ¢ > € > 0. Por 1.2.19,

o Ae™ ] < o 22(2")“’l sup (s7*[|(e™* = ) fl| + er/2"*' e £]] -

e<s<o0
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Quando n — oo,

L Ae™ A f) < e /(1 —2771) sup (s7(e™ = DIl
0 que prova 2, pois € > 0 € arbitrario.
A prova de 3 é consequéncia do item 2 e da estimativa sup, ., (57| (e=s4
¢o + 1 em consequéncia de 1.2.19.

Proposicao 1.4.5 Para A € A, A como em 1.2.13, o € (0,1), D 4(a,00) =
X! 1eo(A) .

a,l;00
Prova. Consequéncia direta de 1 e 3 de 1.4.4.

Proposigao 1.4.6 Para A € A, A como em 1.2.13, « € (0,1) Da(a) =
ng,l;oo(A)'

Prova. Por 1.2.37, Lip(a, X, D(A)) = X3 . .,(A) se a € (0,1). Mas, por um
lado, o item 1 de 1.2.35 implica Lip(a, X, D(A)) C Dy(e). Por outro lado,
pelo item 2 da proposicio 1.4.3 se f € Dy(a),

I(e™* = 1) fllpa(aso0) = 0

quando ¢ — 0+ e, pela proposi¢ao 1.4.5, ||e™*4 — Ilx ooty — 0 também
quando ¢ — 0+. Isto justifica a imersdo D4 (a) C X3 1,00(A).

1.5 Estimativas com o resolvente

Esta secdao contém estimativas para o resolvente )\ — (—A) em relagao
aos espagos intermediarios X/ ;. (A) . No capitulo seguinte, elas vao ser
um dos ingredientes para avaliar a dependéncia do semigrupo em f, et f,
f € X} 1..0(A), quando variamos A em A.

Teorema 1.5.1 Suponha A como em 1.2.15. Entio se A,B € A, \ €
p(—A),

Lo [(A+A) Yo xe B)) < c(|A] + 1)*71, com constante que ndo de-

a,l;o0

pende de A, B e especificamente se A= B, ¢ = F%;:Z)(a)“"COC'X“(CA + 1)

= DIl <
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2. JJAA+ A)ox:  _B)x) < ¢\, com constante que nédo depende
de A, B e especificamente se A= B, c=T(a)(1 +2Cy4) .
Prova. E possivel provar uma desigualdade mais forte que 1. Suponha
f € X, vamos avaliar ||[A%(A + A)~' f||. Pela desigualdade de interpolacio
de [Henry[8], pagina 26, teorema 1.4.4], |[A%| < c||Az||*]|z]|'~*, com ¢ =
217%a™%¢/T(2 — a) se # € D(A) . No nosso caso particular, com a definicao
1.2.13,

1A%(A + A) TNl < cCLT*(Ca+ V(A + 1)

Pelo teorema 1.3.1, conclui-se 1.
Para provar 2, recorremos a descricao do resolvente em funcao do semi-

grupo [Butzer e Berens[3], pigina 32, teorema 1.3.5]
A+ A)Lf = / e e £ ds
0

se ReA > wo = limyseo (27" log [le™*4]]). Entdo wy < —§ e, portanto, a
igualdade vale se IReA > 0 .
Portanto preparando também para usar a regularidade de f,

A+ AT = [T esmisie g s

Para A € p(—A), com |\| > 0,
QA+ 4)7 1) < (@) _sup (5=l A= Fl)A

No caso geral,quando A € p(—A) pela identidade do resolvente,

A= (=A)T = (A = VA = (=A)TH A = (=A) ™" + (1Al = (=),
e mais uma vez pela identidade do resolvente: A(A+A)~™! = [1—(|\|—A)(A+
A)THA(AN 4+ A)~L, chega-se a
1A+ AT < (1 + 2001 AN + A) 7 £
A estimativa recai no caso IRe) > 0, o que conclui a prova de 2.

Observacao 1.5.2 Cdlculo direto mostra que ||(A + A) Mo ) <204 /(| A+

a,l,00

1). Note que et = L LN + A)"'d ) para um certo contorno T' em

2m

p(—=A). Entio (A4 A) e = e AN + A)1. O resto ¢ analisar a defi-
ni¢ao de norma em X/, .. (A). .



Capitulo 2

Estimativas e analiticidade do
Semigrupo

O objetivo deste capitulo é fornecer estimativas para descrever como os
semigrupos e ™ com —A € A, A como em 1.2.13, se relacionam com os
espagos X/ 1..,(A). A referéncia [Henry[8], secdo 1.4, especificamente teorema
1.4.3] fonece um bom guia para os enunciados dos teoremas, mas hé muitas
diferencas nas demonstragoes.

Proposigao 2.0.3 Suponha o, € [0,1] Seja A € A, A como em 1.2.13.
Suponha T um operador linear que obedece
”T“L(Xa,l;co(AO):Xﬁ,l;oo(AO)) S ¢

para algum Ag € A. entdo

L AT 20X, DAY cor1es(X, DB g oirc) < €'

2 TN 2110041, X 1,0 B)) < €

3 Tl 200 X1 )a 0010 (X0 K1) p i) < €€
com ¢, ¢ independentes de A, B € A.
Prova. E consequéncia direta da equivaléncia das normas descritas em 1.2.20
e 1.2.27.

Observacao 2.0.4 A proposicio anterior justifica um procedimento que va-
mos usar constantemente. Para a prova das estimativas com o semigrupo,
escolhemos na definicio dos espagos o proprio operador do semigrupo. A
menos de uma constante, a estimativa valerd também para espacos com ope-
radores distintos.

39
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2.1 Estimativas para semigrupo

Teorema 2.1.1 Suponha A € A, A como em 1.2.13. Entdo
1.8¢h>0,0<f<a<l,

el p(x: X ) S chP~ee=hd/2

B,1;00
Para espagos intermedidrios definidos com A,
¢ = comax{(2(a — B)e1/§)*F 21-8}
2.5¢h>0,0<a<f<I1,

) < ce‘h‘s/4 .

lle™ 4 px

ﬂ.l;oo’X,

a,l;oco

Para espagos definidos com o mesmo A,
¢ = comax{l, (4(f — a)e!/§)P~=

Prova. Pela 2.0.3, nada impede de definirmos os espagos intermedidrios com
o operador do semigrupo. Supondo f € Xp1,.0(A),

€™ oo = 17111+ sup (1<l Ae+94 1)

A parcela dificil de estimar é a segunda, pois, quanto a primeira,
le " fll < <o maxp>o{h*Pe 2} e~ M2 pf~| f|| no caso 1 e le ™4 £ <
coe " no caso 2.

Uma vez que s'™% < (s + h)P~%(s + h)'~#, que implica, no caso 1,

sup (s'7[Ae” (A
0<s<0

< 1By~ 2 pf-a sup (((s+ h)/2)l_ﬁ||Ae_(s+h)/2Af||) ,
0<s< 0

concluindo 1.
No caso 2, a tnica diferenga é que usamos (s + h)F-2e=3(s+h)/2 <
Sup0<s<oo{33—a6_65/4}6_6h/4.

Observagio 2.1.2 E possivel adaptar a prova para obter uma estimati-
va com maior decaimento exponencial. Na verdade, qualquer decaimento
e~hI0+4) - qualquer p > 0, € possivel. A constante que entra no lugar do
2 acima € (1 + p)/p. Esta observagio se aplica para as demais estimativas
com decaimento exponencial. Provavelemente, isto facilita a substituicdo dos
espagos de poléncia por espagos intermdidrios na teoria assintdtica de [[8]],
por exemplo, [[8], teorema 5.1.1].
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Teorema 2.1.3 Suponha A € A, A como em 1.2.13. Entdo, uniformemente
em B,C € A, para h > 0,

e = Tllzxy, B)xs, (o < emax{h?~, h"}

B,1;00
quando 0 < a < B < 1. Além disso, c=cy+1 se a = 8 e ¢ = max{cy +
1,e1/B,1/B} quando B > a.

Prova. Pela 2.0.3, é suficiente fazer a prova para B = C' = A. Suponha f €
Xp1,00(A). Néo ha divida que f € X/ ;. (A) pela 2.1.1 no caso particular
h=10.

Para estimar a norma de (e™*4 — ) f em X 1:00(A),

™ = Dl oo = IE™ = Dfl+ sup (8" de (e — 1yf]),

a,l;o0

o tnico trabalho é em relagio & segunda parcela. Para a primeira, a estima-

tiva estda em por 1.2.25 quando £ > 0.
Primeiramente , suponha 8 = «, incluindo, portanto, o = 0. Neste caso,

le="4 — N ayx ) < (co+1),

a,l;co a,l;c0

com a retirada de (e™*4 —I), que comuta com Ae™*4 e tem norma em L(.X
q

menor que ¢o + 1 pela 1.2.19.
Quando f > «, por um lado se s < A, entdo P~ < KB~ ¢

ls' =A™ — DI < (co + DA P A4 ] .

Por outro lado, se s > h, s™ < h™% e, portanto, si™|Ae=*4|| < e1h™®, 0
que justifica a desigualdade

I~ Ae=*4 (™A = D) f]| < cth~2|[h~B (e~ — I)f|| .
Entao, pelo item 1 da 1.2.35,

—s c -« - 5
"7 A=A = DF| < GhPT sup (s AAc s

Em ambos os casos,
|s'~*Ae*A(e™" — 1) f|| < chﬁ_"supo<s<oo(SI_BHAe_SAfH) ,

com ¢ = max{co+ 1,¢,/8}.
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Teorema 2.1.4 Suponha A € A, A como em 1.2.13. Entio
1. sep€0,1] eBeA,

14e™  Nlnx,,. . (8),x) < ce™2RET

B,1;00

com constante ¢ uniforme em A. Se B = A entdo ¢ = 2! P¢,.

2. quando o, € [0,1] e B,C € A,

1™ Moy , o (B)x2 yalon < ce™M? max{hP1, pFmo-1}

aloo

com contante ¢ uniforme em A. Além diso, se B = A = C, entdo ¢ =
max{2?2-P¢;, 2 Pcy}.

3. quando B € [0,1] e a > 1,
|A%e™ “L(Xgleo(A),Xo) < c(a, B)e~ /2o

Prova. Computagdo direta que leva a norma em Xg1.0,(A) produz a desi-
gualdade 1.
Suponha f € Xj ;. (A). Pela proposicio 1.2.19

[Ae™ A f]| < coe™®/2|| Ae™4/2 |
Com o ajuste pela substituicio 1 = 21~PRA-1(h/2)1-F

[Ae™ A f|| < 2'~Fege™®M/2pP ,28p (s Pl Ae=*A 1),

o que conclui a prova.
Para obter 2, suponha novamente f € Xp,.,(A). Por definicao,

[Ae™ fllx;

L eA) = |Ae ™™ f|| + sup (s' || Ae™* A A4 gl |
0<s<o0
evidenciando a necessidade de avaliar somente a segunda parcela, pois a
primeira parcela esta avaliada no item 1.
Pela propriedade de semigrupo, Ae™54 Ae "4 =
Ae=(HMA2 Ae=(s+h)A/2 ¢ portanto,

A2 —(s+h)A

”Ae—sAAe—hA” S 2616—517./2(3 4 h)—lllAe—(s+h)A/2” )
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onde também foi aplicada 1.2.19 e a desigualdade ébvia e~3(s+h)/2 < ¢=5h/2
se s > 0.

Resta somente reorganizar a desigualdade prévia para fazer surgir a norma
de f em Xg,.,(A). Portanto substituimos 1 = 2P (s + A)F=1((s + h)/2)'~P
e entdo, como s'"%(s + h)™! < (s +h)" e (s + )Pl < pha-l

S0 Ae A Ae™M| < 22y M2t sup (s1BAA )
0<s<co
de onde se pode concluir a prova. A terceira estimativa utiliza a estimativa,
com poténcia fracionaria

A% (xo) < c(@)h™e5"

a > 0, pela [Henry[8], pdgina 26, teorema 1.4.3]. Note que c¢(a) é cons-
tante em A. Sobolevskii também fornece uma tal estimativa, mas restringe
desnecessariamente o valor de «. Para concluir, estime

A% loixp,x0) < 1A €™ 2 || L(x) [ Ae™ 2|1 (x5.x0)

com aplicacao também da estimativa do item 1.

2.2 Analiticidade do semigrupo

Para provar a analiticidade de (£, A) — e7*4¢, é necessdrio antes definir
uma topologia para os operadores A onde o semigrupo esteja localmente bem
definido. O candidato provavel é o conjunto H(X;, Xo) da definicdo 1.2.13.

Proposigao 2.2.1 O conjunto H(X1, Xo) € um subconjunto aberto de L(X, Xo).
E cada A € H(X1, Xo) possui uma vizinhanga aberta em H(X,,Xo) que
também € um conjunto reqular de H(X;, Xo).

Prova. Obviamente é necessario provar que H(X;, Xp) C L(X,, Xo). Para
ver isto, tomando qualquer Aq € H(X1, X)), defina a, a constante de imersio
para D(Aq) C X e por ay a constante de imerséo para X; C D(Ao) . Entao
se [ € Xy = D(4Ao), | Fllxo + [ Aofllxo < a2l fllx, e, portanto, |[Aof]lx, <
ao|fllx, e Ao € L(X1, Xo) -

Seja Mo tal que (|A] + 1)[[(A + A) 7 1(xe) < Mo para ReX > 0.

Concluir a prova significa achar B(Ay, ), uma bola de centro Ay e raio r
de L(Xy, Xo) que esta contida em A .



44CAPITULO 2. ESTIMATIVAS E ANALITICIDADE DO SEMIGRUPO

Chame de P um elemento de B(Ao,r). Sempre é verdade que (A+P) =
[L + (P — Ao)(A + Ao)7'J(A + Ag). E também que (P — Ag)(A + Ap)™! =
(P — Ag)Agt Ao( X + Ag)~L.

Por um lado
Ao(A+ Ao) ™' = =AM+ A) 1+ 1T,

o que implica || Ao(A + Ao) ™ |[L(x0) < Mo + 1.
E por outro lado, como “AEIHL(XQ,XI) <ay(My+1),

I(P = Ao) A5l < [|P — Aollnixs,x0) 145 (o) < a1 (Mo + 1) .

Com isto se r < (a1(Mp + 1)%)71/2, teremos A + P é inversivel e

1A+ P) " lzexe) < MO+ A0) o) DD (=1)5(P = A0) (A + Ao)™ [l
k=0

e entao [[(A + P) 7 px, < 2Mo/(|A] + 1).

Falta provar a equivaléncia das normas do grafico de D(P) e X;. Para isto,
é suficiente demonstrar que AgP~' ¢ PA5! sao uniformemente limitados em
uma bola B(Ay, ), talvez diminuindo 7. Suponha f € X; = D(Ao) = D(P).

Por um lado,

I lx < ar(lFIl 4+ N1 AoP M lzxo) 1P flixo )

entdo || fllx, < a;max{l, ”PA(;IHL(]go)}(“f”Xo +[[Pfllx,) - Por outro lado,
”f“Xo + ”Pf”Xo < ap ma‘x{lv “PAE ”L(XO)}“f”Xl *

O r que escolhemos antes também garante que r < (a1(Mo + 1))71/2,
entdo (P — Ag)A;" tem norma em L(X,) menor que 1/2 e, portanto, pela

igualdade
AoP™h = [I+ (P — Ao)A5' ™",
obtemos [[AP; | p(x,) < 2.
O cdculo para avaliar a norma de PA;' em L(X;) é bem mais simples,
pois
PAF' = (P — A))A;  + 1,
que leva a ||[PAGY|nix, < ar(Mo +1) 41 .

Observagao 2.2.2 Integrabilidade em espacos de Banach. Seja B,((0,7T), X)
com X espago de Banach definida como as funcées em continuas de (0,7)
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em X com g(s)s" limitado em (0,T) e cujo sup € a norma do espago. Se
9 € B,C((0,7),X) ey <1 entio [5gds existe e pertence a C([0,T],X). O
argumento consiste em uma aplicagio do Teorema da Convergéncia Domina-
da de Lebesgue, por ezemplo, como estd em [Dunford e Schwartz[9] , volume
1, pdgina 151, teorema 16]. Tome g, definida por g em [L/n,T — 1/n] e por
seus valores em 1/n e T —1/n para tornar g, continua em [0,T] e, portanto,
elemento de L'((0,7),X). Entdo ||g.||x < lgllx < eit™. Tome a9 € X
com norma 1 e chame D(t) = c;t 7z . Entdo g, — g em X pontualmen-
te em [0,T]. Também g, € limitada ou dominada por D em [0,T]. Como
D € L'(0,T), X) entio, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
gue, g também pertence e g, — g em L'((0,T),X). Para concluir, note que
1% 9(s) ds | € menor que 617 — £57]/(1 - ).

Teorema 2.2.3 Suponha A como em 1.2.13,0<T< o0, 0<fB<a<1e
chame (Xo, X1)? = X,. Entdo

a,00; K

(A,6) = {e™€,0 <t < T} H(X1, Xo) X Xo = C([0, T], Xa)

(4,9) — { /O Te=9My(5) ds, 0 < £ < T} : H(X, Xo) X C((0, T, Xs) ([0, T}, X.)

sdo ambas analiticas.
Prova. Ambas fungoes estao bem definida. Como
lle™24¢ — e ¢ Lxa) < le™™lnixa (7271 — D

com m = min{t;,%,} , usando 2.1.1 e o fato que o semigrupo é fortemente
continuo em X,, entdo |e7?24¢ — e A€ L(xa) — 0 se |tz — ;| — 0 e entéo
t = e "¢ € C([0,7], X,). Para analisar o outro caso, suponha , > #;. Pela

propriedade de semigrupos,

12) (31
/ e 4g(s) ds —/ e 14g(s)ds
0 0
t t
= / ’ e‘(tQ"s)Ag(s) ds +/ (e_("‘"t‘)A - I)e—(t‘_s)Ag(s) ds.
t 0

Avaliar a primeira parcela nao oferece dificuldade, pois, pela 2.1.1, ||ﬁf’ e~ (=5 g(s) ds||x, <
c(ta — t1)"**~*||gllo(o.,x,)- Para a avaliar a outra parcela, seja 8, 0 < § <
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148 —aefaca

ty
I [ (o4 — et=9ag(s) s,
0
ty
S /O “e_(tQ_tl )A - [IIL(1Y0+6|X01)”e—(tl_S)A”L(XﬁvXa-l-é) dS“g“C([OvT]vxﬂ) *
Entao usando 2.1.1 e 2.1.3

ty
|7 (a4 - e =g s) dslx, < ety — 1) T8 (14 B - a ),

que completa a justificativa que ¢t — f5 e™*4¢(s) ds pertence a C([0,7], X,).
Também vé-se que em relacio & ¢ e & g ambas funcdes sio lineares e
continuas. Entdo é suficiente provar a analiticidade somente em relagdo a A.
Para || H||z(x,,x,) Pequeno o que equivale a |HA™Y|| pequeno em L(X),
A+ H € A e entao

e Ut _ emsdg = —% /F e N+ A+ H)'HAT A + A)7Ye dA
se [ =T_ ULy Ul com [y = {&7, [U| < ¢}, Iy = {petiti}, p > 1} e
['+ tendo o sentido ascendente como orientacio positiva e I o tendo o sentido
anti-hordrio como orientagao positiva; estd sendo admitido ¢ € (7/2,7) cuja
garantia da existéncia foi explicada na proposicao 1.2.19.

A igualdade acima se justifica pelo fato de que e™*4 e e~ 4+H) gerem
semigrupos analiticos e porque

A+A+H) T —(A+A)" = —A+A+H)TTHOA + A"

Para ||HA™!|| < (Ca +1)71/2,

A+A+H) ' '=0+A)7"! i[H(A + A)7E

k=0
pois A+ A+ H =[I+HA+ A)'J(A+A) e HAT'A(A + A)~! tem norma

em L(X) menor que 1/2.
Portanto obtemos uma série de termos & + 1 lineares e limitados em H

(ee)

R [ e Ot A) S THO A HAT A+ A) e d.
e k=0
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Mudando de varidvel A = su e, pelo teorema de Cauchy, quando s > 0,

A eoAg = 1 [ en(ufat A S IHOA) R H A Ao+ A e da
2m Jr k=0

Entao a norma em X, de (e‘s(AJrH)f — e_SAf) nao excede

k=1

e JL 1 S UAAT NG+ DA = e el
onde usamos o teorema 1.5.1 que também explicita c. Estd série é unifor-
memente convergente em [0, 7] se a norma de HA™! em L(X,) é menor que
(Ca+1)7"/2 e seu valor é menor que || HA™1||(2r)~? Jr le )™t du|. Estamos
antecipando o caso s = 0 onde a série vale zero como explicado adiante.

Resta provar se as parcelas da série pertencem a C([0, 7], X.,).

E suficiente provar que

JLle™ = e AR A + A) |

tende a zero se s — s9 com 0 < 59,5 < T .
No caso 0 < § < sp,5 < T, qualquer 0 < § < T, a continuidade é

uniforme , pois
les,\ _ esgAI S leéz\l )

pelo teorema do valor médio e pela estimativa |e**| < |e%*| se s > §, obtemos
JL1e™ = e LAAG + 4) ¢l )
< [ 1P 1Al ElLx, |s = sol -

O caso sp = 0 é bem mais dificil.
Para um f € D(A), e quando s = 0 na série, chamando

(o]

FA)=A+A)T Y [HA+ AT PFHAT AN+ A)7YF,

k=0

ese 'r = B(0, R)NT, B(0, R) a bola centrada na origem de raio R, obtemos,
pelo teorema de Cauchy,

/FF(/\)d/\:/ F(A) dA

Cr
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com Cp = [[{Re"", ,|¥| < ¢}. Fazendo R — oo, e notando que || F||x, =
O(|A|*7?) entdo fr F(A)d) vale zero. Para s > 0, mudando de varidvel
A = su, pelo teorema de Cauchy,

/Fes’\F(/\)d/\ - s_l/r‘e”F(,u/s) dy .
Entao como [[A(u/s + A)7 f|| < (Ca + 1) (1/s) || AS|,

I e PN M, < 265t [ fe#] |ul=2 dul | A~ |1 Af]]

que revela portanto que ||fpe**F(A) d)\||x, tende a zero se s — 0+ e fe
D(A).
Pela fato de que a série pertencere a L(X,) e porque D(A) é denso em
Xa, entao o limite acima também d4 zero se colocarmos € no lugar de f.
Seja agora uma p, o polinémio

pn(Hla"'7Hn)
= l/n' Z {_i/ CSA(/\ + A)—l[f[ﬂ(l)(/\ —+ A)—l] e

(1) (m) 271 Jr
[Hrn1)(A + A) T He(my AT [A(A + A) ') dA} .

Pelo que vimos p, é uma polinomial em L(L*(X1, Xo), C([0,T), X)) que,
por construgao, é também simétrica e

o A _ emong _ 3 (17
k=1

com H* = H,,---, H, uniformemente numa vizinhanca de cada A € A.
Portanto A — e~()4¢ é analitica de A em C([0,t], X4), concluindo a prova

do item 1.
Aproveitanto a expansio prévia,

(e7*(AHH) _e=sA)g(s) = _% [ A+) i[H(/\nLA)‘l]kHA‘I[A(/\+A)‘1]9(S) dA .

k=0

Mudando de varidvel sA = p, pelo teorema de Cauchy,
(7D — et )g(s) =

R L i_o:[H(“ + A A AL+ 4)g(s) du

S
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ainda com a mesma [
Entao a norma em X, desta série nio excede

Xg

k=1 .
o™ e SSOHHAT Ot DA (] + 1~ o)

portanto tomando aqui também ||[HA™!|| < (C4x +1)7!/2, e integrando em
S,

t
| [ (744D — e=s4)g(s) dsllcqomxay <

1+B—a 3 o
Ty g—alT A Mellowoms [ 1116l fdul

sendo a série uniformemente convergente na vizinhanga de A com ||HA~! | <

(Ca+1)71)2.

Cada termo da série acima pertence & C([0, 7], X,,), pois, com 0 < ¢1, ¢, <
T,

77 [ 4 A 4 Ay HAT A 1 Ao du v,
< ety =1+ B = ) |HA Y lglleo.my x. -
Defina
palHy, H - H,)

=1/n! Z

w(1),,7(n)
. [Hm)(f + A)‘I]H,,(n)A‘l[A(% + A)Yg(s)duds .

1

21

L7 et + A g+ a)7

Como visto p, € L(L*(X1, Xo), C([0,T), X4)), sio simétricos por construcao
e para cada A € A, 22, pr(H*) = [j(e™>HH) — e=s4)g(s)ds em uma
vizinhanca de A. Entdo A > A — [j e *g(s)ds € C([0,T), X,) é analitica.

Lema 2.2.4 Seja I' = T_ UTo UTy com Iy = {e", |¥] < ¢}, [y =
{pe**®, p > 1} e T+ tendo o sentido ascendente como orientagao positiva e
Lo tendo o sentido anti-hordrio como orientagdo positiva. Entdo, se 6 > 0,

J 1M 1™ 1l < 26e — 264/ cos p
r
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Prova. Em I, || = 1, |e#] = e®¥, |du| = dip. Entao e, le*llpl? |du| =
8, e dp < e

Quanto ao sentido do percurso, para I'_, p : —co — 1 e , para ['y,
p 1 —= +oo. Também eml'y, |u| = p, |du| = +dp, |e*| = e?<°*%. Em ambos
0s casos, portanto,

S e lulldul = [ eeo= /0 dp < —e=*# fcos .
'y 1



Capitulo 3

Estimativas e analiticidade do
Operador de Evolucao

E um fato bem estabelecido que a solucao da equacao em um espaco
de Banach Xo, du(t)/dt + A(t)u(t) = 0,0 < s <t < T, u(s) = z pode
ser descrita através do chamado Operador de Evolugio U, u(t) = U(t, s)z,
quando o operador A(t) é do tipo hiperbdlico, tipo parabélico, etc. H3 diversas
referéncias para o fato com as hipdteses precisas necessérias, como [2], [1],
[11], etc.

Neste capitulo vamos ver como o operador de evolugdo, quando A(t) é
do tipo parabdlico, se comporta diante dos espagos (X0, X1)a,c0.c SUpondo
D(A(t) = X uniformente com ¢ € [0, 7.

Originalmente, Sobolevskii ja descreveu estimativas, digamos, do mesmo
tipo, mas em relacao as poténcias fracionarias do operador A(¢). Conforme
discutido na observacao 1.2.23, os espagos (Xo, X1)o,00;x tem grande vanta-
gem sobre os espagos de poténcia porque simplesmente nio dependem do
operador A(%) e as estimativas com o operador de evolugio valem, como
veremos, uniformemente em uma familia de operadores A(t).

E dlflcﬂ descrever as diferengas entre o que ha neste capitulo e o que fi-
zeram autores que também avaliaram os operadores de evolugao nos espacos
(Xo, X1)a,00:k, Incluindo, entre eles, o professor Herbert Amann no seu li-
vro [5]. No comentdrio que segue estou pensando no trabalho do professor
Amann em relagdo ao que ha de comum entre o que temos aqui e o que
ha em Sobolevskii, ou seja, admitindo que o dominio dos operadores A(t) é
constante com ¢. Comparativamente, para nao errar muito, uma analise cui-
dadosa de nosso trabalho conclui que estamos mais préximos de Sobolevskii

ol
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que de Amann, pois procuramos obter estimativas do operador especificas
em relagdo aos espacos (Xo, X )a,co:x como fez Sobolevskii em relacao aos
espagos de poténcia de A(?) enquanto Amann propde estimativas do opera-
dor evolucao nao apenas para estes espagos, mas também para outros espacos
de interpolagdo. Os argumentos sao bem diferentes porque a igualdade en-
tre (Xo, X1)a,coix € X[, 1,00(A) quando Xy = X e D(A(t)) = X; é pouco
explorada nos trabalhos de Amann e, no nosso caso, esta igualdade é muito
utilizada. Nossas estimativas também sido mais precisas, no sentido de que
fornecemos estimativas para a continuidade o operador de evolu¢io U4 em
relagao a t,s nos espagos intermedidrios remetendo bastante a Sobolevskii.
Amann, por outro lado, para ganhar em generalidade, procura sempre forne-
cer estimativas para varios espagos de interpolagio simultaneamente, o que
provavelmente traz limitacoes.

Para comodidade do leitor, antes de passar para as estimativas, a secao
seguinte contém os resultados principais que vamos admitir sobre operadores
de evolugao para operadores do tipo parabélico.

Também estd incluida uma descrigio de uma desigualdade de Gronwall,
ingrediente utilizado em muitas das estimativas que vamos fazer, nio sé aquli,
mas em outras partes. Neste capitulo, a desigualdade de Gronwall fornece
a primeira estimativa que é um dos pontos de partida para as demais. Para
tentar algum controle das constantes que aparecem nas estimativas, vamos
descrever a constante da desigualdade de Gronwall como uma funcio dos
parametros para mais facil referéncia.

3.1 Operador de evolucao do tipo parabdlico
e desigualdade de Gronwall

Definicao 3.1.1 Sejam Xy e X, espagos de Banach com X, C Xy continua
e densamente. Seja H(Xy,Xo) o conjunto definido em 1.2.13, T > 0 e
€ (0,1]. Definimos

Ce([())T]aH(Xl,XO)) =
{4, A:[0,T] = H(X1, Xo), sua imagem R(A) € um
conjunto regular de H(X, Xo);
eziste uma constante , ¢ > 0, ¢ = ¢(A), tal que

[I(A(t) = A(s))A™(s)|| < cft — s| quando t,s € [0,T]}.
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Um conjunto regular de C*([0, T], H(X1, Xo)), denotado por A C C*([0, T, H (X1, Xo),
€ um conjunto tal que {A(t),t € [0,T),A € A} é wm conjunto reqular de
H(X1, Xo) e existe uma constante a > 0 para que ||[(A(t) — A(s))A™Y(s)|| <
alt — s| para todo A € A C C*([0, T), H(X1, Xo)).
Equivalentemente, um conjunto regular de C*([0,T], H(X1, Xo)), denota-
do por A C C*([0,T], H(X1, Xo)), € um conjunto cujos elementos obedecem
as sequintes condi¢des

LA+ A) loxo) < ﬁﬁ com constante C' 4 ndo dependente de A € A,
t€[0,T] e A € {IReX > 0}.

2. D(A(t)) = X, com constantes de imersdo que ndo dependem de A(t)
para A€ Aetel0,T].

3. Eziste uma constante a e um nimero €, € € (0,1], para que
I(A() — A(s))A(T) M| < alt — s,
uniformente com A € A et,s, 7 €[0,T].

Observagao 3.1.2 Sabendo que D(A(t)) = X, para algum A € Aet €
[0,T], a hipdtese 3 implica 2.

Observagao 3.1.3 Na definicio de C*([0,T], H(X,,Xo)) quando, como é
o caso aqui, [0,T] € um conjunto compacto, a hipdtese de a imagem de A
ser um conjunto regular de H(Xi, Xo) € consequéncia automdtica da conti-
nuidade de t — A(t) : [0,T] — L(X1,Xo), portanto pode ser removida. A
demonstragdo serd omitida. Entretanto, isto ndo ocorreria em casos mais
gerais, por exemplo, com [0,00) no lugar de [0,T] .

Teorema 3.1.4 Suponha A € C([0,T], H(X1, Xo)) conforme 3.1.1. Entdo
existe um operador de evolugio Ux(t,s) em 0 < s <t < T que obedece

1. Ua(t,s) = Ua(t, 7)Ua(7,s) para 0 < s <7 <t <T e Uy(t,t) = I para
te[0,T].

2. para0 < s <t < T, Us(t,s) € L(Xo) e € fortemente continuo, ou seja,
Ua(t,s)z € continua na norma de Xy para cada z € Xy. E para 0 < s <
t < T, Ua(t,s)Xo C Xy e € uniformemente diferencidvel com t, ou seja,
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AU4(t,s)/0t € L(Xo) existe na norma de L(Xy); além disto, esta derivada €
fortemente continua e obedece a equagio em 0 < s <t < T
8UA(t,S)
ot
3. a equagio em [s,T],0<7<t< T,

+ A(t)UA(t7S) =0.

t
Ua(t,r) = e~ (=740 4 / Ua(t, s)[A(T) — A(s)]e" A g
4. a equagio em [1,T],0< 1< ¢ S T,
t
Ua(t, ) = e~ t-740) 4 / e~ =AO[A(t) — A(s)|Un(s, 7) ds .

Prova. As afirmagdes 1 e 2 foram retiradas de [Soboleviskii[l], pagina 4,
teorema 1] e de [Pazy[l1], pagina 150, teorema 6.1] Entio as afirmacdes
valem para todo A € A. A afirmagio 3 foi retirada de [Sobolevskii[l], pagina,
8], sendo de resto através dela que Sobolevskii defini o operador de evolucao
Ua(t,7). Finalmente, a afirmagao 4 ¢ fornecida em [Soboleviskii[l], pagina
20, item 8] ou [Amann[5], pdgina 48].

Recomendamos a pesquisa destes resultados também em Kato [10] e em
Tanabe [2].

Observagao 3.1.5 Alessandra Lunardi [[16], capitulo 6] constréi um ope-
rador de evolugdo para um par de espagos X, C X, com imersdo continua,
mas sem exigir densidade de X, em Xo. Entretanto, ndo hd garantia de con-
tinuidade com t,s se 0 < s <t < T, mas somente se 0 < s <t < T. Neste
caso, o operador também € diferencidvel em L(Xy), ou seja, uniformemente

diferencidvel [[16], pdgina 211, defini¢do 6.0.1].

Teorema 3.1.6 Suponha A € C*([0,T], H(X1, Xo)) conforme 3.1.1. Entdo
a equagio em u em Xo, para x € Xp, 0<7<t < T,

du(t) _ _
o TAQu) = f(@), u(r) ==

possut

1. se f e L7, T;Xo), uma tinica solugio mild

u(t) = Ua(t,7)z + jrt Ua(t,s)f(s)ds ,

ou seja, estd garantido somente que [7,t] — u(t) € Xy € continua.
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2. se [ € Holder continua de [0,T] em Xo, uma solugdo clisica, ou seja,
u(t) € Xy em (7,T] e € também continuamente diferencidvel de (,T] em
Xo. A equagao € verificada na norma de X, e sua solugdo também pode ser
descrita pela formula do item 1.

Prova. Para o item 1, [Pazy[11], pagina 168]. Para o item 2, [Sobolevskii[1],
pagina 4, teorema 4] ou [Pazy[11], pagina 168, teorema 7.1].

Teorema 3.1.7 Suponhaa > 0,5 2>0,0<a,8<1leu:[0,T] - R
integrdvel

0<u(t)<at ™+ b/ot(t — 5)Pu(s)ds
gt.p em 0 <t <T'. Entdo existe uma constante cg = cg(a,b, o, 8) para que
u(t) < cgt™™,
q.t.p em (0,T]. A constante cg depende dos parametros de acordo com
co = e(B,b)eTaf(1 — ) , 0= (b(—B))/O),
sequndo [Henry[8], pdgina 189] e [Henry[?], pdgina 104] ou
ca = a(1l+c(a, B, e)ot! PeliTIBNY) (8, b) = (D(1 — B)b)/(1-F) |

sequndo[Amann[5], pdgina 52, teorema 3.3.1] . Para referéncia, denotamos
ce = ca(a,b,a, B).

Prova. Contida nas referéncia citadas no enunciado.

Observagao 3.1.8 Nio vou me ater ao problema de explicitar a constante
de Gronwall. Nio foram mencionadas todas as hipdteses do caso de Amann
porque acho que sua prova estd defeituosa, entdo recomendo referéncia origi-
nal. A desigualdade de Gronwall tem papel relevante na andlise do compor-
tamento assintdtico em equagdes de evolugio. Uma boa contribuicio daria
quem fizesse o [Henry[8], pdgina 190, exercicio 3] explicitando o compor-
tamento da constante. Também talvez descobrir o efeito de se incluir um
exponencial como em u(t) < at®' + b ff e =) (¢ — 5)f-2s771 s,
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3.2 Ferramentas do calculo em espaco de Ba-
nach

Teoremas do calculo em espaco de Banach para os quais nio achei uma,
referéncia explicita, provavemente devido a sua especifidade, sio colocados
nesta se¢ao. Embora possam ser considerados simples, no sentido de que
teoremas neste assunto nos forcam a retirar todas as idéias desnecessérias,
demonstram ser ferrramentas poderosissimas no nosso trabalho.

Também, para comodidade do leitor, acrescentei os teoremas gerais sobre
o assunto que vao ser usados aqui.

Resultados gerais

Definicao 3.2.1 Suponha X, Y espagos de Banach complezos e U C X, um
aberto. Uma fungdo f:U C X =Y € andlitica em U se para todo zy € U
existe 6(zo) > 0 tal que se ||hl|x < 8, zo+ h € X entdo

flzo+h) = palh™)

n=0

comp, € Ly, (X,Y) e (h™) = (h,---,h).

sym

Observagao 3.2.2 Esta defini¢io incluindo a condigdo de uniformidade da
convergéncia da série em uma vizinhanga de cada xo garantida pelo teorema
abaizo ¢ usada em [Henry[8], pdgina 11]. Exatamente com o presente texto
€ usada em [Lunardi[16], pdgina 513] e, sequndo citagio ai, em [Prodi e
Ambrosetti[18]]. A defini¢do aqui proposta € conveniente para nos porque
reduz a prova da analiticidade a achar os polinémios que compéem a série.
Aqui, pelo menos, a prova da convergéncia da série sempre ¢ obtida provando
diretamentente a convergéncia uniforme da série em wmn vizinhanca de cada

Zo.

Teorema 3.2.3 Suponha X, Y espagos de Banach e U C X, aberto. Entdo
se [ € analitica em U, f € C* em U e, com a notagdo da definicdo 3.2.1,
f(”)(:vg) =nlpn, n > 0. Também existe um §,(zo) > 0 para que flz+h) =
20 /M (z)(h™) uniformemente em z,h se ||h||x + ||z — zollx < 1.

n=

Prova. [Henry[13], capitulo analytic function in complex Banach spaces,
pagina (2.40)] e, para iltima afirmacéo, [Henry[13], capitulo analytic function
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in complex Banach spaces, pagina (2.36)] ou [Hale[12], pagina 23, teorema
1.10].

Teorema 3.2.4 Suponha f analitica como na definicio 3.2.1. Entio para
cada zo € U, existe um 6;(z0) > 0 e M(zo,8,) para que ||pn”L?ym(X,y)5? <
M < oo, n > 0.

Prova. [Henry[13], capitulo analytic function in complex Banach spaces,
pagina (2.40)] e [Henry[8],pagina 11].

Observagao 3.2.5 Em consequéncia, € possivel achar§ para ”Pn”Lgym(X,Y)gn <
M0, n>0,0<0 <1. Para ver isto, tome § = 6,0.

Teorema 3.2.6 Sejam U aberto em X com X, Y espacos de Banach com-
plezos. Suponha

(i) fn:U =Y analitica paran > 1.
(i) || fa(2z)|ly < C < 0o para todo x € A en > 1.

(i) lim,_ e fo(z) = f(z) eaiste e a convergéncia é uniforme para z € U,
ou seja, sup,ey | fa(z) — f(z)] = 0, quando n — co.

Entio f : U — Y ¢ analitica, ||f(z)|| < C paraxz € U e, se Uy C U tem
Bs(Uy) C A para algum § > 0, f{k) — f(k)(z) quandon — co uniformemen-
te parax € Uy, para cadak > 0. Especificamente sup, ¢, | FB)(-) — f(k)(-)HL?ym(X,y) <

K6~ supy |1 — f1I

Prova. [Henry[13], pdgina (2.39)] ou, com um enunciado menos detalhado,
[Lunardi[16], pagina 515, corolério 4.10].

Resultados especificos

Definicao 3.2.7 Suponha X, Y espagos de Banach e 0 < T < oo0. Seja
a um nimero real ¢ seja A = {(t,5),0 < s < ¢t < T}. Chamamos de
B.C(A, L(X,Y)) o conjunto das fungées f em C(A, L(X,Y)) e que possuem
o valor
Ifllzaca,nxyy = sup (&= s)*|If(¢,s)llpex.y)
(t,5)€A

finito e escolhido para norma do espaco.
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Observacao 3.2.8 O espago B,C (A, L(X,Y)) € um espago de Banach [Amann
[5], pdgina 48]. Modifiquei a notag¢io original de Amann que o chamava
de Koo E, Fya) em que ld o sup era tomado em {(t,s) € Ja, s < t} com
Ja = {(t,s) € J x J;s < t}. Este conjunto coincide com A nosso se

J =1[0,7].

Proposicao 3.2.9 Suponha X, Y, Z espagos de Banach. Entdo se a €
B.C (A, L(Y, Z)) eb € BsC(A, L(X,Y)), a fungio ab, (ab)(t,s) = a(t, s)b(t, s),
pertence @ BoypC(A,L(X, Z)) e

labllBayscia,nix,2)) < llellBaciarr,znllbllBsoianixy)) -

Prova. Seja K um compacto de IR? contido em A. Obviamente a e b
sao uniformemente continuas e limitadas em K. Sejam entdo my e my para
lalle,Lv,z)) < ma e 6]l c(x,L(x,v)) < ms. Portanto, para (t2,52) e t1,81) em
K, como a(ts, sa)—a(t1, 1) = (a(ts, s2)—a(ty,s1))b(ta, s2)+a(ty, 1) (b(ta, 55)—
b(t1, 51)),

lla(ts, s2) — a(ty, 51)||n(x,2)
< mylla(ts, s2) — alty, s1)|loev,z) + mallb(tz, s2) — b(t, s1)||x.y) »

o que implica que também ab é uniformente continua em K. Mas como K é
arbitrario em A, ab € C(A, L(X, Z)).
A tltima afirmacdo é consequéncia direta da aplicacio da definicao de

norma em B, 3C(A, L(X, Z)).

Definigao 3.2.10 O simbolo f+*g denota a convolugio de duas funcées f9,
t,s = f(L,5),9(t,s), e € definida por (f* g)(t,s) = [} f(t,7)g(r,s) dr.

Proposicao 3.2.11 Suponha X, Y, Z espagos de Banach. Entio se a €
B.C(A,L(Y,Z)) e be BgC(A,L(X,Y)), @, € (—o0,1), entdo
axb€ Bypp_1C(AL(X,2)) e

la*bllB,,,_carx,2) < B(l —a,1 — Bllallzacia,ivznllbllB,oa,nixyy) -

Prova. A parte mais dificil consiste em verificar que a * b € C/(A, L(X, Z)).

Suponha 0 < s < to < t; < T. Em particular, é necessdrio provar que,
na norma de L(X, Z), a*b(t1,s0) — a(to, s0) — 0 se t; — to. Os demais casos
seguem o mesmo tipo de argumento.
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Seja d > 0. Seu valor vai ser definido abaixo, mas j& admita § < (¢, —
s0)/2. Entao

a* b(ty,s0) — axb(tg,s0) =
/to—a(a(tl, 7) — a(to, 7))b(T, 80) dT

to to ty
—|—/ : a(t1,7)b(7, $0) dT — / s a(to, 7)b(T, So) dT + / a(ty, 7)b(t, s0) dr
to— t to

e
A parcela que néo depende de ¢ tem norma em L(X, Z) que nio excede
cfto (t1 — 7)7%(7 — 80) P d7 com ¢ = = |la||B.c(a,L YZ))“b”BgC(A L(x,y)). Por-
tanto menor que €/4 se [t; — to| < 6; := {6[cma,x{(to —s0)7A, T-P}/(1 —
) 4}/
Como |la(ty, 7)llerzy < (B — 7)™ lallBaciarrz) € I16(T, so)|lrixy) <
(T = S) 6“[)”Bﬁc A L(X y)) entao

17 alts, (e, 50) drlagy
< max{2”, 1}(to — s0) P[(ts —to + 8)* % — (¢; — to) /(1 —a) .

Escolha 6, d3, com ¢ < (to — $0)/2 e &5 < &, para que o dltimo majorante

seja menor que €/4.
Seja também que § seja pequeno o suficiente para

I / alto, )(r, 50) drlluqx.z) < 6'7/(1 = @) < ¢/

Seja & conveniente para as majoragdes prévias fixado.

Como (t,s) — a(t, s) é uniformemente continua em U = {(¢,s), s < s <
to—6 < to <t < T} entdo existe § > 0,8 < &, para que ||a(t,s) — a(t’, s s')Lv,z) <
c'e/4, com ¢ = %”b”Bﬁ(A,L(x,Y)) quando (t,s), (¥, s) € U. Isto impli-
ca que

to—96
”/ (a(ty, ) — a(to, 7))b(, 50) dT“L(X,Z) <e/d,

que completa a justificativa de que a x b € C(A, L(X,Y)).
Para completa a prova é suficiente notar que

l|a*b(t, s)|lz(x,2)
< CB(l —a,l — ﬁ)(t - 3)1—0—[3 )
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com ¢ = [la]|B.c(a Lv.2plbllBsc(a,ix,y)) -
Para andlise dos demais casos, é conveniente notar que, pela forma do

dominio A, é suficiente demonstrar a continuidade de axb(t, s) separadamente
emtes.

Teorema 3.2.12 Suponha X,Y,Z, W espagos de Banach, U C X um aberto
ea,fB € (—o0,1). Se

z = a(z): U — B,C(A,L(Z,W))

z—b(z): U — BgC(A,L(Y, Z))
sao fungoes analiticas entdo, se (a * b)(z) = a(z) * b(z),

= (a*b)(z): U — Barp1C(A, L(Y,W))

€ analitica.
E explitamente se a(zo+h) = 152, pi(h™) eb(zo+h) = 12, pr(h™), sen-

do p; € L, (X, BoC(A, L(Z,W)) e p} € L},,.(X,BsC(A, L(Y, Z)), entio
(axb)(zo+h) =D q"(h")
n=0

com

¢"(h") = > pu(h") xpy " (A"") .

0<r<n

Prova. Por hipétese, para cada zo € U, existe §(zo) para.

a(zo+h) =3 pa(h"),
n=0

bao+h) = > (A"

se|a]lx < &(zo), sendo pj € LY, (X, BoC(A,L(Z,W))epp € L7, (X, BsC(A, L(Y, Z)).
Também é vilido que, talvez diminuindo um pouco o ¢, pelo teorema 3.2.4,

"|P; llLrx,Baa,Lzwy) < Ma < 00 € 8™||p}l|onix,Byanerwy) < My < oo .

Admita, sem perda de geralidade, que M, e M, foram escolhidos para que

também M, M,B(1 — a,1 — ) > 1.
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Pela proposicao 3.2.11, a(zo + k) * b(zo + h) € Bays-1C(A, L(Y, W)).
Defina

h'n) L Z p‘rl(h17"'7h")*p;;l_r(h,.-i-l,"')hn)

q (hh'": - Cn,r )

0<r<n ,w

fazendo somente as permutacoes 7 entre os indices de {1,---,r} e {r +

,n}.
Entao, também com a aplicacdo da proposicao 3.2.11, e esta série é con-
vergente quando | (2B(1 — a,1 — B)M,M,), pois, se n > 1,

”qn(hn)”Ba+a—1C(A,L(Y,VV))
<[AI%B(1 - a,1 - )”Pa“Lzym(X Ba(A,L(Z, W)))“Pb “L" o (X,BsC(A,L(Y,Z))) =

Portanto o
a(zo+h) *b(zo +h) = ) qau(h")
n=0
com obediéncia a todas as hipéteses do enunciado.

Teorema 3.2.13 Sejam X, Y, Z e W espagos de Banach ¢ U C X, aberto.
Se

= a(z): U — BoC(A,L(Z,W))

z = b(z): U — BgC (A, L(Y, Z))

sdo analiticas entdo, se (ab)(z) = a(z)b(z),
z = (ab)(z) : U = BaypsC(A, L(Y,W))

¢ analitica.
E explitamente se a(zo+h) = 52y pa(h™) € b(zo+h) = 120 pp(h™), sen-

do py € L},..(X, BaC(A, L(Z,W)) e py € L}, (X, BsC(A, L( , 7)), entdo
(ab)(zo+ h) = Zq h™)
com

PO ACH (s

0<r<n

<(1/2)".
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Prova. Nao hd grande diferenca com a prova precedente, sendo esta muito
mais simples.

Por hipétese, a(zo + h) = 352, pi(h") e b(zo + h) = 22 pf(h™), sendo
Py € Liym(X, BuC(A, L(Z,W)) e pf € L1y, (X, BaC(A, L(Y, 2)), se [la]lx <
d(20). Também ¢é valido que, talvez diminuindo um pouco o §, pelo teorema,
3.2.4, 8"|IpzllLn(x,Ba(a,L(zwy) < Mo < 00 € 6™|[pf|Ln(x,Baa,nerwy)) < My <
co . Admita, sem perda de geralidade, que M, e M, foram escolhidos para
que também M, M, > 1.

Seja

1hr)pz—r(hr+17 e ,hn)
Cn,r '

"(h R
qn(hl,...’hn) = Z pa( 1

0<r<n ,m

Portanto, pela proposicao 3.2.9, ¢" € L2, (X, BaysC (A, L(X, Z)) e se ||h|x <
0/(M,M,), para n > 1,

14" (A" )| Baysea,ix,zy) < (1/2)",

As partes que faltam para concluir o argumento podem ser retiradas da
prova precedente.

Observagao 3.2.14 Ambos teoremas podem ser obtidos bem mais rapida-
mente a partir de resultados gerais sobre fungées analiticas. Especificamente,
sef:U—=Veg:V—=2Z,X,Y eZ espagos de Banach e U C X,V C Y
abertos, sdo fungées analiticas entio fog : U — 7 € analitica. Ou seja,
composigao de fungoes analiticas fornece uma fungdo analitica. E também se
[:U =Y eg:U— Z sio analiticas entio o par (f,g) : U = Y X Z também
€. Finalmente também usando que se uma funcio € bilinear e continua entio
¢ analitica. A vantagem do nosso esquema € usar essencialmente a definicao
de fungdo analitica e fornecer as derivadas como subproduto da prova.

3.3 Analiticidade do Operador de Evolucao

Os passos para obter a analiticidade do operador de evolugo (A, ¢) —
Ua(t,s)é requerem que fagamos a extencio da analiticidade do semigrupo
para o caso (A,€&) — e (=AB)¢. A analiticida de A — U, também é
tratada aqui. Mas por simplicidade pensemos s6 na primeira por enquanto
e esquecammos 0s espacos.
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Originalmente a idéia consistia em usar o teorema de regularidade do
ponto fixo confome descrigdo em [Henry [8], pagina 13] e a descricio de
operador de evolugao de Tanabe. Nesta o operador de evolucio é calculado
por U(t,s)€ = e~ =)AE LW (¢, 5)€ com W (t, s)€ = [ e~ (t=DAM R(7, 5)¢ dr.
E resta descrever R. Chame k(A)(t,s) = —[A(t) — A(s)]e"(*=9)4() | Entio R
é a solugao de R(t,s)¢ = k(A)(t,s)é + [L k(A)(t,T)R(r,s)¢ ds.

Se for provada a analiticidade de todas as funcdes como, por exemplo,
de (A,£) = e~ (=)AE)¢ | também de (A, u) — [ k(A)(t, 7)u(r, s)Eds , entdo
também chega-se a analiticidade de U(t,s)&, pois o ponto fixo mantém a
regularidade da funcao F'(u) := k(A)(t, s)é+ [ k(A)(t, T)u(r, s)€ ds se ela for
uma contracdo uniforme em u em uma vizinhanca de A [Henry [8], pagina
13].

Entretanto partimos por um caminho que julgamos mais simples que
consiste em obter a analiticidade de Uy (¢,s)é com o uso da descricio de
operador de evolugao de Sobolevskii ou Amann através da série, chamando
aa(t, s)€ = e" (=40,

Ua(t, s)¢ = aa(t, )€ + (aa x ka)(€)(t,s) + (aa * ka x ka)(€)(t,5) + -

em que * denota a convolugao, (f * g)(¢,s) = [f f(t,7)g(r, s) ds.
Possivelmente também este caminho facilite o célculo das derivadas do
operador de evolugao.

Proposigao 3.3.1 O conjunto C([0,T], H(X1, Xo)) da defini¢io 3.1.1 € um
subconjunto aberto do espago de Banach C*([0,T],L(X,, Xo)) e cada ele-
mento de C°([0,T],H(X1,Xo)) possui uma vizinhanga que também é um
conjunto regular. Precisamente, suponha A € C([0,T], H(X1, Xo)), com
I+ A@) < Mo(IA] + 1) I(A() — A() A Mlzoxn < alt— sf ¢
D(A(t)) C Xy com constante a; e X; C D(A(t)) com constante a,, sendo
que todas as contantes ndo dependem de t,s,7 € [0,T]. Entdio, para r =
(a1(Mo + 1)*)71/2, a bola B(A,r) C C([0,T], L(X1,X0)) esté em A substi-
tuindo as constante prévias respectivamente por 2My, as[a;(Mo+1)+1](r+a),
2ay € ax(a(Mo + 1)+ 1) . E para P € B(A,r), |P(t) — P(s)||(x1,x0) <
(r+ aqza)|t — sl

Prova. Todo o argumento da prova de 2.2.1 pode ser aproveitado.
Obviamentese Ag € C*([0, T, H(X1, Xo)) entao Ay € C*([0, T, L(X1, Xo)).

Chame de a;, a constante de imersdo de D(Ap(t)) C X; e de ay a de X; C

D(Ao(t)), que nédo dependem de t € [0,T]. Entdo se f € X; = D(Ao(t)),
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140(t) fllxo < asll fllx, e Ao(t) € L(X1, Xo), [|A0(t)l|L(x, x0) < a2 . E isto
também implica que || Ao(t) — Ao(s)||L(xy,x0) < @oaslt — s|°.

A bola B(Ao,r) de raio r e centro Ao de C*([0, T}, L(X1, Xy)) é formada
pelas operadores P, ¢t — P(t), que tem

|12 — Aollce(0,77,0(x1,%0))
= sup [[(P — Ao)(t)l1(x1,x0)
s€[0,T]

+  sup [[(P — Ao)(t) — (P — Ao)(s)]/It = ||| nixs,xe) <7 -
t,s€[0,T),t#s

Suponha e r = (a;(Mo +1)*)"'/2 com ||(X + A(t))Z(lxo)” < Mo/(|A] 4 1).
Entao, pela prova da proposigdo 2.2.1, ||[(A + P(t)) ™| n(xs) < 2Mo/(|A| + 1),
D(P(t)) = X, uniforme com ¢ e com P na bola B(A,r). Imediatamente da
definicao da norma C*([0, T, L(X1, Xo)),

I(P() = P(s))llnixy,x0) < (r+ ao)|t — s|° .
Como, “P(T)ASI(T)”L(XD) < a1 (Mo + 1) + 1 pela prova da proposicdo 2.2.1,
I(P(E) = P(s)) P~ (T)l|x,x0) < @2lar(Mo + 1) + 1)(r + agan)|t — s|° |

concluindo a prova.
Também vai ser 1til observar que

(P — Ao)(t) = (P — Ao)(s)1 45" (8)lln(xe) < ras(Mo +1)]t — 8|,
pois ]|A51(T)]|L(X0,Xl) < a1(Mp + 1) ainda pela prova da proposicio 2.2.1.

Proposicao 3.3.2 Se P pertence d bola aberta de centro Ay e raio r —=

(a1 (Mo 4+ 1)*)71/2 de C*([0,T], L(X1, Xo)) entio
(P = A0)(#) = (P = Ao)(s)] A5 (5)l|z(xe) < ras(Mo + 1)Jt — s|° .
Prova. Ultima observagao da prova da proposicao 3.3.1.

Proposicao 3.3.3 Suponha A como em 3.1.1 e seja X, := (X0, X1)a 00k -
Entao

1.uniformemente com A € A,

(A + A(s2)) ™ = (A + A(51)) ™l n(x0,x0) < clsa — s |A]*" .
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2. uniformemente com A € A, A um conjunto regular, e com H, H per-

tencente a um limitado de C*([0, T, L(X1, Xo)),
1H (s2)(A + A(s2) ™ = H(s1)(A + A(51)) ™ o (xa,x0) < elsz — sa] A7 .

3. uniformemente com A € A, A conjunto regular, e com H, H pertencente

a um limitado de C*([0,T), L(X1, Xo)),
| H(s2)(A+ A(s2)) ™" — H(s1)(A + A(Sl))—lllL(Xo) < clsy — 51" .

Prova. Pelaidentidada A+ A(s2)) ™' = (A+A(s1))™" = (A+A(s1)) "1 (A(sy) —
A(s2))(A + A(s2)) 7,

1A+ As2)) ™" = (A + A1) Ml eexo,xa) < N+ A1) ™ o, xa) | (Als1) = Alsa )l xo) | (A + 2

e aplicacao de 1.5.1 chega-se a 1.
A identidade

H(s3)(A + A(s2)) ™ — H(s1)(A + A(sy)) ! =
(H(s2) — H(s1))(A+ H(s2))™" + H(s1)((A 4+ A(s1)) ™" = (A + A(s2))™Y)

com a identidade e aplicacdo de 1.5.1 implicam 2.
A prova do remanescente é anéloga.

o

Proposicao 3.3.4 Suponha A como na defini¢ao 3.1.1 e seja X, = (Xo, X1)3 coirc
e A={(t,s),0<s<t<T}. Suponha também 0 < < a < 1. Entio as

Jungées
(A,6) = {e M) 0 <5 <t < T}: ([0, T), H(Xa, Xo)) % Xa — C(B, Xa)

e

A= {940 0 <s <t < T} C4((0, T, H(X1, Xo)) = BaesC(A, L(X5, Xa))
sdo ambas analiticas.

Prova. Para avaliar a série de cada fungdo procede-se como na parte 1 de
2.2.3. Com o teorema precedente, obtém-se a continuidade requerida para
cada termo.
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Proposigao 3.3.5 Seja k(A)(t,s) = —[A(t) — A(s)]e~(t=946) . Chame A =
{(t,s),0 <s <t <T}. Suponha B € [0,1). Entio a funcdo

A= {k(A)(t,5), 0 < s <t < T} C(0, T), H(Xi, Xo)) = Biog_cC(A, L(X, X))

¢ analitica.

Prova. A fungao A — {A(t)—A(s), 0 <s <t < T}: C¥[0,T], H(X1, Xo)) —
B_.C(A, L(X1,Xo)) é linear e continua, portanto, analitica. Entdo a prova
pode ser concluida com a aplicagao das proposicoes 3.3.4 e 3.2.13.

Lema 3.3.6 Suponhaaa(t,s) = e~ (t=5)A(s) ¢ ka(t,s) = —[A(t)_A(S)]e~(t—S)A(S)
Admita também 0 < B < a < 1. FEntdo em uma vizinhanga de A €
C<([0,T), H(X1, Xo)) € C([0, T, L(X1, Xo)),

1. ||a,;”Ba_ﬂC(A,L(Xﬂ,XG)) <c!', em que c' € constante na wzinhanga e nao

depende o, f3.
2. |kallB,_s_ccanixsxyy < ¢, em que ¢ também € constante na vizi-
nhanga e ndo depende de 3.

Prova. Ezxceto pela observagio da independéncia das constantes ¢! e ¢* com
a e B, o resultado € Sbvio, pois as fungies ay e ks foram demonstradas
analiticas com A, portanto continuas, e, entdo, localmente limitadas.

A conclusio da prova consiste em uma aplicagio de 2.1.1 e 2.1.4, obser-
vando que kg = [A(t) — A(s)]A7(s)A(s)e~(=940) ¢ também que as constan-
tes nestas estimativas podem ser tomadas independentemente de a, 3.

Proposicao 3.3.7 Seja Ux(t,s)z o operador de evolugcido para a equacdo
dufdt + A(t)u = 0, u(s) =2, 0 < s <t < T. Seja ay(t,s) = e~ (t=9)40) ¢
ka(t,s) = —[A(t) — A(s)]e(t=2)40),

1. Seu valor pode ser calculado pela série
Ua(t,s)z = aa(t,s)x + (aa * ka)(t,s)z + (aa * ka * ka)(t,s)z + - |

uniformemente convergente para uma vizinhanga de cada A, A € C*(|0, T, H(X1, Xo)).
2. 5e 0 < B < a< 1 entio série € convergente e uniformemente limitada

em Bo_gC(A, L(Xp, Xa)) uniformente em uma vizinhanga de cada A, A €

AcC C’E([(), T]) L(XI)XO)) :
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3. Suponha £ € X,. Entdo a série em €,
UA(t,S)g = aA(t,s)f -+ ((ZA * k‘A)(t,S)f 4 ((I,A * kA * k‘A)(t,S)f + - ,

¢ convergente e uniformemente limitada em C(A, X,) uniformemente em
uma vizinhanga de cada A, A € AC C*([0,T], L(X1, Xo)) .

Prova. A primeira parte foi provada em [Sobolevskii[l]] e em [Amann[5]]
exceto pela observacio que incluimos de que ha convergéncia uniforme em
uma vizinhanga de A na norma de X,. Para ver que isto ocorre é suficiente
notar que todas as estimativas em Sobolevskii ou Amann que levam & prova
da convergéncia dependem somente das constantes que ocorrem em A da
definicao 3.1.1. Em [Tanabe [2],pdginas 118 e 119] é possivel também ver a
mesma independéndencia num argumento curto.
Para provar a segunda parte, reescreva a série como

“A+GA*kA+aA*(kA+kA*kA+~--)*kA,

Chame wy := kg +ka*ka+---. Em [Amann([5], pagina 50, lema 3.2.1] est4
provado que

”LUA(t,S)”L(X) < (t _ s)c—lckc(e,#)F(e)e(1+u)(1‘(e)ck)l/e(t—s) 7

com ¢ = ”kA”Bl_CC(A,L(X)) e um arbitrario g > 0, sendo esta estimativa
uniforme em uma vizinhanga de A € A C C*([0, T, L(X1, Xo)), pois

eallox) < aci(t—s)t,

de acordo também com 1.2.19 e com a definicio de A em 3.1.1.
Para concluir, primeiramente note que ay € B,_sC(A, L(X3,X,)) e,
aplicando 3.2.11, a4 * k4 € By_p_.C(A, L(Xp, Xa)) €

g *wy * kA € BQ_B_ZEC(A, L(XB,XO,)) .
Como valem as imersoes

BQ_B_EC(A, L(Xﬁ, Xa) C Ba_gC(A, L(XB, Xa))

Bop-2:C(A, L(Xp, Xa)) C BapC(A, L(Xp, Xa))
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continuamente, com constantes de imersao T e T%, entdo a série é conver-
gente em B,_gC(A, L(X3, X,)) .
Precisamente ,pela proposicao 3.2.11, a série pode ser estimada por

|UallBa_so(a,rixsxa)) < llaallBa_so(a,nixsxa)
+7*B(a,1 = B — 6)“aAIIBaC(A,L(X,Xa))”kA”Bl-/z_CC'(A,L(Xﬂ,X))
+cT*B(1 — ¢,14+ B — €)B(a,1 + f — 2€) ,

onde ¢ = [la4||Bac(a,Lix xapllwalls,—.cowarllkall .o ,Lixs x))-

Todas as normas do ltimo majorante sio limitados em uma vizinhanca
de cada A conforme lema 3.3.6.

Quanto a terceita parte, para comegar, (t,s) — a4(t,s)é pertence &
C(A, X,) conforme proposicao 3.3.4. H4 melhora da regularidade nos demais
termos. Temos as+ky € B_.C(A, L(X,)), mas este espaco est4 imerso conti-
nuamente com constante 7' em C'(A, L(X,)) tomando valor zero para t = s .
No nosso caso, a4 *ka(t,t) = 0 por definigao e entdo as xk, € C(A, L(Xa)).
Mas isto é muito mais do que desejamos, uma vez que s queremos provar
que (asxka)é, ((aa*ka)f)(t,s) = (anxka)(t,s)é, estd em C(A, X,). Mesmo
argumento para (a4 * wa * ky)E.

Ja fol provada a convergéncia e limitagao da série Uy em BoC/(A, L(X,))
0 que € mais que o necessario para termos as mesmas propriedades para a
série da terceira parte em C'(A, X,), pois, no caso que falta, esta série vale

.
Observacéo 3.3.8 O pior de todos € ay.

Teorema 3.3.9 Suponha 0 < f < a < 1. As fun¢ies

A= {Ua(t,s),0< s <t <T}: CH[0,T], (X1, Xo)) = BaepC(A, L(Xs, X.)),
(4,€) = {Ua(t,8)6, 0 < s <t < T}: C(0,T), H(X1, Xo)) x Xe = C(A, X,)

€

(4, f) = {/tUA(t,T)f(_T)dT, 0<s<i<T}:
C(10, T], H(X1, Xo)) x C([0,T), X5) = C(B, X.)

sao todas analiticas.
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Prova. Os dois primeiros sdo consequéncia da convergéncia uniforme da série
do operador de evolugao, teorema 3.3.7, e da analiticidade de cada termo,

pela 3.3.4 e pela 3.2.12.

Remodelemos a iiltima afirmagao para recairmos nos teoremas disponiveis.
Se f € C([0,T1], Xp) entao definindo F'(A)(¢,s) = f(t)A, F € BoC(A, L(C, Xp)).
Entao pela primeira parte e pelo teorema 3.2.11 , 4 3 A — Uy x F €
Ba_p1C(A, L(C, X,)) é analitica. Comoa—f—1<0, A — Us*F €
C(A,L(C, X,)) também é analitica. A anélise da série de Uy * F no caso
particular (Uy * F'(1)) fornece a analiticidade requerida em relacio & A.

Mas em relagdo & f a fungio é linear e continua, pois [} Ua(t,7)f(7)dr
pertence & C'(A, X,) pelo que acabamos de ver e

t
II/s Ua(t,7)f(7) d7llez x,) < (t=5)° " UallB._soa i xanll Flleomx,) -

3.4 [Estimativas para o operador de evolucgao

As estimativas para o operador de evolugdo U, ocorrem nos espacos
(X0, X1)aco:ic- Mas para efetuar os cdlculos usamos a igualdade destes es-
pacos com os espagos X, 1., (A). Para melhor definicdo das constantes das
estimativas que véao surgir quando fazemos esta troca, uma preparagao prévia
é necessaria.

Proposigao 3.4.1 Seja A C C([0,T], H(X1, Xo)) um conjunto regular. E
sejam Xo(A) = Xap,00(A), A € A e Xk = (Xo, X1)aoirc- Entio se um
operador linear T' obedece ||T|| (x4 x,) < ¢ também obedece

“T“L(Xﬁ,l(:Xa,K) < cma‘x{l + 1/a1 C060[_1/6}(1 + maX{cO, cl})
quando o € (0,1] e B € [0,1]. E para a = 0,
1T Nz, me.%0,0) = T 2 (xp00,%) < €(1 4+ max{co,c1}) .

Prova. A conclusao resulta da equivaléncia das normas dos espacos.
Os teoremas 1.2.20 e 1.2.27 com suas demonstracées fornecem

(XO,XI)OI.OO;K C Xr;,l;oo(A)
com constante de imersao 1 4+ max{co, ¢;}. Por outro lado
X, (A) - (XO;Xl)a,oo;I\"

a,l;oo
com constante de imersao max{l +1/a,cpé6* ' /e} se a € (0,1] e 1 se o = 0.
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Notagao 3.4.2 Para um conjunto regular A C C<([0, T), H(X1, Xo)), cha-

mamos
i(a) = max{l + 1/a, o6~ /e}(1 + max{co, c1 })

se a € (0,1] e1(0) = (1 + max{co,c1}).

Teorema 3.4.3 Suponha X, := (Xo,X1)aeoc- E suponha A € A, A C
C([0,T], H(X1, Xo)) um conjunto regular como em 9.1.1. Entdo

1. quando f € [0,1],
IAUA(, 9)llzxp,x) < c(B)It — 5P,

¢(B) = ca(2¢co,2aco,1 — 3,1 — €)i(0).
2.quando p € (0,1],

1Ua(t, s)l|(xpx0) < c(B)|t — 5P

com ¢(B) = ¢ (TP +(B)), ' a constante de imersio X, C D(A(t)) e ¢(B)
definido no item 1.

3.
NUA(t, 8)llL(xp,x0) < c(a, B)]t — s|P~

quando 0 < B < a < 1, com ¢(a,B) = i(a)max{c;T* P, acocgB(1 + ¢ —
o, B)T¢, co} para B € (0,1] e ¢(a,0) = () max{c(a), c'c(a)B(1 — a, )T} e
c(a) = max{(2ae™")*,2}, ¢! definido em [Sobolevskii, (1.28)]. O caso o = 1

tambeém vale com a constante do item 2.

Prova. Com a férmula de 3.1.4 e a estimativa para o semigrupo em 2.1.4,
t
1AW VAL )2l < 260(t=)° e ollg st 2aey [ (=) A(r)Ua(r, )l dr

Aplicagao da desigualdade de Gronwall implica a primeira estimativa. A
segunda estimativa resulta do fato de que X estd continuamente imerso em
D(A(t).

A prova da iltima parte parte requer a primeira parte. Sobolevskii[[1]]
também procede assim, mas o argumento com espacos intermediarios é menos
direto que o argumento com poténcias fraciondrias.
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Sejax € Xg, B € (0,1]. Pelaigualdade em 3.1.4, calculada em h!=* A(t)e~hA(0),
0<h< oo,

R A(L)e MOUL(t, 7)a
_ hl aA() —hA(t) —(t T)A(t)$+

/ K= A(t)e *AB e~ (=AM (A (1) — A(s))A™ Y(s)A(s)Ua(s, )z ds .

Cada parcela pode ser estimatima em funcio da norma de z em XB,1;00-
Para a primeira parcela, é necessario separar o cilculo em dois casos.
Quando t — 7 < h, rearranjamo-la como e~(*="AMpA-p1-F f(4)e~hA) g ¢
quando ¢t —7 > h, como h'~*e P40 (¢t — 7)1 (¢ — 1) 1B A(t)e~(t-") Ay, Por-
tanto,
sup (|[R'"*A(t)e MW e=(=A0z|)) < co(t—7)P sup (R P || A(t)e™4Og]|) .

0<s<co 0<h<co

A norma em X da segunda parcela com a ajuda do primeiro item nao
excede

t
aCoCG/ (t—=5) " (s—7)" " ds||z||x,,0 (a00) = acocaB(l+e—a, B)(t—7)P | z||x,.,. . (aq0) -

Para a norma em X de U(t,7)z, ||Ua(t,7)z|| < 1] z]|.
A reuniao de todas estas estimativas implica

WUt 7)2 ]| Xapseotaey) < max{e; T, acocaB(1+e—a, B)T, ot x g0 (AQt)) -

Para o caso f = 0, recorremos a [Sobolevskii[l], (1.14)] que fornece a
relacao

t
Ua(t, ) = e~(=DAM) 4 / et P (s, 7) ds |
com [|®(s, 7)||Lx) < ¢'|t — 7]°7!, segundo [Sobolevskii[l], (1.28)]. Portanto,
|U(t,m)z| < e(a)(t —T) :B—}—/c(a)c (t—s)(s—71)tzds,
em que, conforme 2.1.1, c(a) = comax{(2ce™!/§)*,2}. Apés integracio, a

prova esta concluida, exceto pelo caso a = 1. Mas este caso é consequéncia
direta da imersao X; C (Xo, X1)1 0.k € do item anterior.
’ 1005
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Teorema 3.4.4 Suponha X, := (Xo, X1)aw:x ¢ A€ A, A como em 3.1.1
um conjunto regular. Entdo

”UA(t’S) - [”L(Xp,xa) < C(a’lB)(t - 3)5—01 )
quando 0 < a < <1,0<s<t<T.

Prova. Omita A em Uy por simplicidade. O caso # = 0 e, portanto, a = 0,
é simplesmente a uniformidade da norma L(X) de U(¢,7) em 0 < 7 <t < T
[Sobolevskii , pagina 5, teorema 2, (0.16)].

Suponha entdo f > 0 ez € (Xo, X1)g,00ik = Xp,1;00(A(t)) = Xp 1500 (At +
h).

Pela férmula em 3.1.4
: t+h
(U(t+h,t)—Dz = (e AN _ a4 / e~ A=A (A4 h)— A(s))U (s, 8)z ds
t

Para avaliar a norma de U(t 4 h,t) — I em X, 1,00(A(t) 86 precisamos nos
preocupar com a parte em sup 0 < r < oo, pois a norma ||U(t + h,t) — I||1(x)
é unifomemente limitada. Adicionalmente, a parcela e *A(t+h) — [ 15 foi
avaliada em ?7 e, portanto, é necessirio apenas avaliar

t+h
sup (r'7||A(t + h)e AR / e~ (Hh=a) AR (A(t 4 h) — A(s))U(s,t)z ds)| .
0<r<oco t
A eliminagao da dependéncia com r pode ser feita com a separacio

||A(t o h)e—rA(t+h)e-(t+h—s)A(t+h)”

<A+ h)e ™ AN L x, x)lle~HHA=DACER) o

Com a aplicagdo de2.1.1 € 2.1.4, ||A(t + h)e " Alt+h) e=(tth=s)At+h) || < c(a)r*~t(t+
h—s)™>.

Também com 3.4.3,
t+h
1| A(t + h)e AR / e~ (A=) AR (4 (¢ 4 p) — A(s))U(s,t)z ds||
t
t+h
Sl ) [t +h— ) (s = 1)V ds allx,

e tt+h(t +h—5)"(s—1t)flds = B(1+¢— a, B)hP=e*¢ para concluir a
prova.
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Observacao 3.4.5 Na dltima integral, hd uma sobra de regularidade, isto
€, a integral € finita até quando o < 1+ ¢. Nao podemos chegar a este X,
porque a igualdade entre este espago descrito com o método K e os demais
métodos descritos no capitulo 1 € garantida somente para a € [0,1].

Teorema 3.4.6 Suponha A € A, A como em 3.1.1 um conjunto reqular. E
chame X, := (Xo, X1)a,c0;- Entao se & € (Xo, X1)2 oikc

(t = 8) "l A()Ua(t, s)Ell — 0

I(Ua(t,s) = D¢l xa — 0

set—s,t>s.

Prova. A aplicagdo da desigualdade de Gronwall segundo a demonstracio
em 3.4.3 implica

IA@) TR, s)Ell < ea(l,act, 0,1 =€) [|A()e™ 40| .
Mas pela hipétese, (& — 7)'~%||A(t)e=(=)40¢|| ¢ o(1) quando t — s — 0+,

justificando a primeira estimativa.
Novamente pela férmula em 3.1.4

(Ua(t, s) = D)€ = (740 — )¢ +/st e TIAO(A(L) — A(9))Un(r, s)é ds .
Conforme resulta da demonstracao em 3.4.4
I [ e OA) — A Ua(r, ) dsllx. < ela)(t = ) Elx. |
que obviamente se comporta como o(1) quando ¢ — s — 0+4. Note que
IO — A Ualr, s)e dslx, < (@) [ (t=r)(r=5) el ds
Entao para concluir o argumento, é suficiente notar que [|(e=(=)4(®) — [)¢||x,

é o(1) quando ¢ —s — 0+, consequéncia de que £ € (X, X1)8, 00 POI hipdtese.
Veja 1.2.40.
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Teorema 3.4.7 Suponha A € A, A como em 3.1.1, um conjunto regular e
KXo 1= (Xo, X1)aco:ic- Entéo
1Ua(t,7) = Ua(s, T)lloxs,x0) < ele, B, 7)t=s[""* max{(s—7)~7, (t—7)P~7}
quando 0 Sa<y<1,0<B<y<1,0<7<¢,s<T.
Prova. Suponha ¢ > s. O outro caso é analogo.

A propriedade bdsica do operador de evolugio Ux(t,7) = Ua(t, s)Ua(s, T)
permite concluir a estimativa diretamente dos teoremas 3.4.3 e 3.4.4. Real-

mente Ux (t, 7)~Ua(s,7) = (Ua(t,s)—I)Ua(s, ) e, entdo, |Ua(t, ) — Ua(s, T)lnixs,xa) <
1Ua(t,5) = Ilpex, xa) lUA(S, T) | s, ) -

Teorema 3.4.8 Suponha A € A, A como em 3.1.1, um conjunto regular e
Xo = (Xo, X1)a,c0ic- Entdo

1Ua(t,8) = Ua(t, T)llnixpx0) < (@, 8,7)ls—7[P~" max{(t—s)"~2, (t—7)7"*}
quando 0 <y < <1 e0<y<a<1,0<1,s<t<T.

Prova. Suponha s > 7. O outro caso é anélogo.

Pela propriedade fundamental do operador de evolugdo Uy (t,7) = Uy, (t,8)Ua(s,T)
e, entao, Ua(t,s) — Ua(t,7) = Ua(t,s)(L — Ua(s,T)).

Adaptagao do argumento final da demonstracio do teorema 3.4.8 conclui
a prova.

Teorema 3.4.9 Suponha A C C*([0,T], L(X1, Xo)) wm conjunto regular
conforme 3.1.1. Chame Xp = (Xo,X1)g,c0,- Entio uniformemente em A,

IA(O)Ua(t, )l xa,x0) < (B 7)(t = 7)P77
quando 0 < <1, <v<1+e.

Prova. O caso f = 0 ja foi demonstrado por [Sobolevskii[l], pagina 23,

(1.65)].
Admita entdo f > 0. O teorema 3.1.4 nos fornece

| A™()Ua(t, Tl L(x5,x0)
< A (8)e™ DA pox, xoy +

/Tt A7 (0)e™ = x| (A(E) = A()A™(8) | xo) | A(S) U, 7l 0 -
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Entao,
t
NAY U, )| x50 < c(By7)(E— 1) + / (t—s)™"+(s — 7)1 ds .

Sob as restricoes dadas, a tltima integral vale B(1 + ¢ — v, B)(t — 7)B+<7.

Teorema 3.4.10 Suponha A € C*([0,T]), H(X1, Xo)) um conjunto regular.
Chame Xpg = (Xo, X1)p,c0ix- Entio uniformemente em A,

1. quando 1 <y<14¢0<a<1,0<8<1
1A% + A, DU+ k) = UL, 7))l xpx0) < (e, B,7)R7 (= 1)
2. quando 1 <v<1+4¢60<a<1,0<B<1
1O + R, 7) = Ut 7)) lnexs xa) < ele, By 7)™ (t —7)P 7

Prova. O calculo utiliza pesadamente as estimativas de Sobolevskii. Requer
uma adaptagao cuidadosa do argumento que justifica a estimativa correspon-
dente com poténcias de operadores, a [[1], pagina 25, (1.28)].

Chame Uy = U.

A propriedade basica do operador de evolucao implica a identidade

U(t—l—h,'r‘) — U(t,T)
h
={[U(t+ h,t) — e—hA(t+h)]A—7(t) _ / Al—'y(t + h)e—sA(t+h) ds
0

+ /Oh At + h)e™ AU+ gs[ A= (t + h) — ATTYAT()U (¢, T) .

As estimativas de Sobolevskii no caso particular que nos interessa sio as

seguintes.
Para v > 1, em [[1], pagina 23, (1.64)],

[A@[AT(@) = AT < ()]t —7]° .
Para a € [0,1] e B € [0,1], £ € [0,T], em [[1], pagina 24, (1.67)],
|A%(E)[U(t, 7) — e EDAD A=Y (7)|| < (e, )|t — 7]+~

Entao A(t + h)(U(t + h,7) — U(t,7)) na norma L(Xgz, Xo) nio excede
c(a, B)[R7™oe 4 [ 5771 ds 4 [R5 ds he)(t — 7)B-T
O outro item segue da imersao X*(A(t + h)) C X,.
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Observagao 3.4.11 Em vez de A(t + h)®, Sobolevskii usa A(€)*. No meu
entender o prego desta liberdade implica substituir o o do lado direito por
um o > a. O motivo: hd garantia de que |A*(t)A~ (7] < c(o,B) se
0 <a<a <1, por [[1], 22, (1.59)], exclusive o' = . Nominalmente,
diz-se que o operador A%(t) € subordinado ao operador A'(t) .



Capitulo 4

Elementos da teoria linear

Em muitos lugares, é possivel achar resultados sobre a teoria linear da
equagao parabélica. Especificamente para a equagdo du/dt + A(t)u = f(t),
t > 7 onde A(t) gera um semigrupo analitico em um espaco de Banach X, e
D(A(t)) = X; com X; um espago de Banach continua e densamente imerso
em Xp.

Nosso bibliografia bésica aqui é o trabalho de [Sobolevskii]. Muitos dos
nossos resultados podem ser pensados como adaptacdes das estimativas de
Sobolevskii quando substituimos as poténcias fraciondrias de A(t) pelos es-
pagos intermedidrios (Xo, X1)a,co;x 0U (X0, X1) coixc-

Em [19], ha analise do caso em que X; ndo é necessariamente denso em Xj.
Mas ele tem em vista a hipétese de regularidade maximal em que u’ é regular
em todo intervalo de existéncia o que nao é o nosso caso e também trabalha
com 0s espago (Xo, X1)a,1;00 € (X0, X1)3 1,00 com A(t) = A, constante. Ainda
assim nao deixa de ser uma boa referéncia.

Teorema 4.0.12 Suponha A € A, A um conjunto regular como em 3.1.1,
mas substitua [0,T] por [t,7 + T]. Suponha também f € C?([r,7 + T], X,).
Seja 3 € (0,1]. Chame Xp := (Xo, X1)p oo € X3 = (Xo, X1)§ coirc- Entao se
z(t) € a solugdo do problema dz/dt + A(t)z = f(t), t € (1,7 + T), z(r) =,
valem as seguintes afirmagées, em que todas constantes sio uniformes em

A€ A,

1. Se0 <a<pBelec Xp, entiox € C'([r,74+T],X,), onden € (0,8—a).
Além disso, se c(a, B) e c(a) denotam a dependéncia das constantes,

le(t +A) = 2(t)]lx. < ClhJF7,

7
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onde & = ol BRI’ IElls + c(a) |kl (n k] + 1) maxseps rymy || (), Entio
C = O(|h|°) qualquer 6 € (0,5 — ).

2. parat € [r,7+T], ese € X3,

IA@)2(2)llx,
< e(1£(®)llx, ”
/() = f(s)ll xo =
t,s€[r,7+T] It — SIP )+ C(,B)O(l)lt - TIB ”é-“Xﬁ )

com o(1) set — 7. Ndo hd o(1) se somente £ € Xp.
3. A mesma estimativa do item anterior para ||z(t)||x, .

4. A fungio t — dz(t)/dt : (1,7 + T] — X,, v € [0, min{p, €}), com

155 Ol < (B, Mle=rlFT = O+ L= IO

9. afungiot — dz(t)/dt - [r*,7+T] — Xy pertence a C7=O([r+, 74T], X,)
para 7t € (1,7 +T] ey € (0,min{p,e}) e § € [0,7) e

122+ 1)~ s,

< eI 1 =717 (11£(2)
+c(0)|r)°|t — 7|01,

1£() = f(s)l
lxo + I e T )

Observacao 4.0.13 As partes 1,2 vio ser usadas na aplicacio do teorema
do ponto fizo a equagdo parabdlica quasilinear. A regularidade da derivada
serve para demonstrar ezisténcia de solugdes cldssicas na aplicacio da teoria
abstrata a equagdes parabdlicas, digamos, da Fisica cldssica.

Observagao 4.0.14 As estimativas de Sobolevskii em [1] vio ser necessdrias
em varios momentos da demonstragio. Conforme comentada no inicio do
capitulo, Sobolevskii descreveu estimativas para o operador de evolugio envol-
vendo poténcias fraciondrias. Embora nds trabalhalhemos com espagos inter-
medidrios, hd casos em que seus cdlculos podem ser aproveitados sem necessi-
dade de adaptagdo do argumento para espacos intermedidrios. Por exemplo,
estimativas do tipo ||A(t)*f]| < C||fllx, @ € [0,1] podem ser aproveitadas,
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pois, por 1.3.1, por 1.2.20 e por 1.2.27, X*(A(t)) C (Xo, X1)a,cox cOM cons-
tante de imersio denotada por ¢’ e, entdo, || f|l(xo,x1)0 1 < CClfllx0-
As estimativas de Sobolevskii utilizadas neste capitulo estio reunidas no

lema abaizo.

Prova. Chame de U o operador de evolugao para
t
o(t) = U(t,r)E+ [ Ult,s)f(s)ds .

A estimatva ||[(U(t + h,7) — U(t,7))é|| < c(e, )P~ é um caso particu-
lar de 3.4.8. Juntamente com 4.0.15, obtém-se a prova do item 1.

No item 2, é necessdrio avaliar A(t)z(t). A parcela A(¢)U(t,7)¢ foi ava-
liada em 3.4.6 ou em 3.4.3 se somente ¢ € Xs. A conclusio da prova segue
da avaliagao da parcela remanescente. O teorema 3.1.6 fornece também

%/: U(t,s)f(s)ds = f(t) — A(t) /rtU(t,s)f(s) ds .
Com o lema 4.0.15,

! [1/(t) = F(s)ll
1A®) [ U)f()dsl < /Ol + ma =g
Uniformemente em A, D(A) C X;. Chame de ¢! a constante de imersio.
Entéo || fllx, < (' 4+ [ATY)I[AS] e, segue o item 3, pois [|A~!|| < Ci.
O teorema 3.1.4 fornece ZU(t,7)é = —A(t)U(t,7)¢ sempre que ¢t > T.
Entao

dz a rt
70 =—AOUWE+ 5 [ U s)f(s)ds
Aplicacao de 3.4.3 e 4.0.15 implicam a afirmacio do item 4.

Lema 4.0.15 Suponha A € A, A um conjunto regular de C*([0, T, H(X1, Xo).
E chame X, = (Xo, X1)a,coik -
Entdo, com constantes uniformes para A € A,

1. quando a € [0,1)

Xa

||/Tt+h Ua(t + h, ) f(s) ds — /Tt Ua(t, s)f(s) ds
< c(a)h' (| Inh| + ”é?fz’ih 1f(s)]] -
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2. quando a € [0, min{e, p}),

Xo Zcla)|t — 7|72 (IF(D)]] + 1o W

%/: Ua(t, s)f(s) ds ) |

3. quando 0 < a < v < min{e, p},

a t+h
5 [ Ualt+h,5)f(s) ds——/ Un(t, ) f(s) ds]|x.

<ce(y)E =) (| F @) + e w

£ + k) —f(S)II)

t<s<t+h |t + h — s|?

Prova. Todas consequéncias da imersao X*(A(¢)) C X e das estimativas de
[Sobolevskii[1]] com a observagao de que todas dependem somente das cons-
tantes associadas ao conjunto regular A. O comentério em [Sobolevskii[l],
pagina 49] também corrobora isto. Especificamente, para 1, [[1], pagina 33,
(2.9)]. Para 2, [[1], pagina 34, (2.11)]. Para 3, [[1], pagina 40, (2.27)].

Teorema 4.0.16 Suponha A,B € A, A como em 3.1.1, mas substitua o
intervalo [0, T] por [r,7 + T). Suponha também f,g € C*([r,7 + T],X,). E
se Xp 1= (Xo, X1)B,c0ik, 5€J0 o, Yo € X5 com B € (0,1].

Entao, se x ey sdo solugbes das equagies dz/dt + A(t)x = f(t), dy/dt +
B(t)yy=g(t), t € (1,74 T e a() = o, y(1) = yo entio

y(t)=a(t) |
= Ua(t,7)(yo — zo) + /T Ua(t,s)(A(s) — B(s))y(s) ds

+/Tt Ua(t,s)(g(s) = f(s)) ds .

Prova. A diferenca das equacoes fornece

%(y(t) = (1)) + A@)(y(t) — 2(2)) = (A(t) = B@®))y(t) + 9(t) - f(t) .

A termo [[(A(¢) = B(£))y(¢)ll < [I(A(2) — BEDlpex,x0) ly(t)lx, » pelo teore-
ma 4.0.12, tem majorante de ordem O(|t — 7|°~!). A conclusio segue do
teorema 3.1.6.
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Observagao 4.0.17 Um caminho opcional ¢ provar que o termo menciona-
do € uma fungdo Holder continua em [t+,T], a partir de qualquer v+ € (7, T).
Com isto a equagdo integral vale para T no lugar 7. Entdo toma-se o limite
quando T+ — 7. Assim € feito por [Sobolevskii[1], pdgina 51].
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CAPITULO 4. ELEMENTOS DA TEORIA LINEAR



Capitulo 5

Equacao de Evolucao
Parabdlica

Nosso objetivo é descrever uma maneira de usar os resultados dos capitulos
precedentes para demonstrar existéncia e regularidade de solucio para a
equacao parabdlica quasilinear.

Por equagao parabdlica quasilinear em um espaco de Banach Xj, enten-
demos uma equagao com a forma

du
dt

A hipétese basica é que D(A(t,u)) = X;, constante, X; C X, densa e
continuamente e A(t,u) pertence a H(Xi, Xo), H(X1,Xo) com em 1.2.13,
quando (Z,u) estdo em um aberto de R x X,,. Aqui X, := (Xo, X1)8 o0k

Para poder enunciar as hipéteses,, vamos demonstrar um simples resul-
tado de topologia. O resultado provoca alguma estranhesa. Ele, no entanto,
possibilita encontrar solugdo para equagao quasilinear no mesmo espaco de
fase do dado inicial. Isto ndo ocorria com o teorema corresponde de Sobolevs-
kii [[1], teorema 7, pdgina 7]. Em outras palavras, era suposto dado inicial
mais regular em { € Xp para solugdo em u(t) € C([0,7], X,) com a < 3,
sem continuidade em Xjp. Na verdade, Sobolevskii usava espacgos de poténcia
X?. O método, entretanto, ja podia ter sido usado por Sobolevskii.

A heuristica estd bem descrita no livro de Amann [[5], pagina xxviii].
Aparentemente, o método foi usado originalmente em [Amann[4]]. H4 uma
lacuna no trabalho de Amann na minha opinido. No artigo [[4]], ele de-
senvolve a sua teoria de existéncia para a equagao quasilinear parabdlica.

+ A(t,u)u = f(t,u) , 7 <t,u(r)=¢.

83
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Entretanto, na ocasiao, ele nao possuia estimativas do tipo de Sobolevskii
para espagos intermedidrios ou de interpolagao. Entao ele as assume co-
mo hipdétese. Assim entendemos seu teorema onde apenas enuncia que as
estimativas de Sobolevskii se mantém para espacos intermedigrios ou de in-
terpolagao. Em seu livro [[5]], as estimativas de Sobolevskii para espacos de
interpolacao comegam a ser descritas. Mas ndo estd claro que toda a lacuna
foi preenchida.

A restricdo de Sobolevskii continua bem aceita, embora o método de
Amann funcione. Em [Lunardi[15], pagina 335] 1&-se “the advantage of this
approach (referéncia ao trabalho de Sobolevskii, Amann sobre equacio quasi-
linear parabélica) is threefold: first, one can allow inicial data not belonging
to D (X; aqui), but to an intermediate space between Xj and D (however,
not to Xy)”.

Observagao 5.0.18 Neste capitulo, Xo = (Xo, X1), o0.x-

5.1 Topologia

Proposicao 5.1.1 Suponha X, C Xg. Se U C IR x Xz ¢ aberto entio
UN(R x X,) € um aberto de R x X,. EseU C IR x X, é um aberto e
se V.C IR x Xp € aberto com V D U entio VN (R x X,) € um aberto de
R x X, que contém U.

Prova. Suponha (to,u0) € U N (IR x X,). Pela hipétese da primeira
afirmagdo, é possivel achar 7o > 0 para que se [t —¢o| < rg e ||u — uol|x, < 7o,
vizinhanca quadrada de (%o, uo), entédo (¢,u) € U . Portanto a vizinhanca de
(to,u0) em IR x X, definida pelos (¢,u) que obedecem

[t —to|l < 7o, [lu — uollx, < ro/a,

com a a constante de imersio de X, C Xp, estd também em U. Logo
UN(R x X,) é aberto em IR x X,. '

Adicionalmente, € necessario notar que se u estédem X, entdao t~*K (¢, f, Xo, X1) =
0 se t = 0+ e, por maior razao, t PK (¢, f, Xo, X1) — 0 se t — 0+ quando
a > .

Na segunda afirmacao, o fato de que V' N (IR x X,) é aberto segue di-
retamente da primeira parte. E também, por hipdtese,V contém uma parte
U, que esta em IR x X,, entdo, obviamente, sua intersecio com IR x X, a
incluira.
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Observagao 5.1.2 Mais tarde vai ficar claro o porqué da inclusdo da afir-
magao final. Mas s6 para adiantar, parte das hipdteses da equagio quasilinear
parabdlica sio formuladas em relagio a U C IR x X3 para garantir solu¢io em
UN(R x X,), a > . Entdo a proposi¢io diz que ndo precisamos depender
da bondade(sic) de U.

5.2 Mais calculo em espago de Banach

Teorema 5.2.1 Suponha X, Y espagos de Banach, U C X aberto e J C IR
um intervalo limitado. Suponha r um inteiro positivo. Para todo k, 0 < k <
r, suponha que a fungdo

F® . JxU s Lk

sym (X’ Y)?
onde F®(t,2) = OFF(t,)/0%z, € uniformemente Hélder ou Lipschitz continua
em t e localmente Holder ou Lipschitz continua em x. Precisamente, existem

nimeros py, p2 € (0,1] para
| F®) (b3, 22) — F®(t,, )2y, xv) < L(lte — 4| + ||lze — 2

P2

S JY)
se x1,Ty € viz(xo) C U para cada xg € U, todo k, 0 <k <7 ety ty € J.

Entao a fung¢do composicio
z — F(,z(-)): C*(J,U) = CP(J,Y)

€C" se B >0 e < min{p,ap;}. Mais ainda, F' é C™" com p = $p; e
¢ um nimero que obedece (1 — ¢) min{py,apa} > B. Suponha as hipdteses
sobre I' para todo r e se a série para x — F'(t,x) converge uniformemente
em t € J perto de cada x € U, enldo a fun¢do composicio € analitica.

Prova. A prova é uma aplicagao do reciproco do teorema de Taylor [[8],
péagina 12]. H4 também uma excelente demonstragao deste teorema em [[13]].
Suponha zo € C'%(J,U) e denote por z € C*(J,U) e h € C*(J, X) com
z+h € C(J,U). Sempre possivel se (z, h) estd em uma vizinhanga de (zo, 0)
em C°(J,U) x C*(J, X).
Para cada ¢ € J, por hipdtese, a funcdo z — F(t,z) : U - Y é C* e
portanto, pelo teorema de Taylor,

r

Ft () + h(t)) — > FO(, (t)[R(1))

k=0

_ /0 1 %:‘%T;T(F(r)(t,x(t) +0h(1)) — FOUt,2(2)) (k" (¢)) d6 .
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Para concluir prova da afirmacdo inicial, resta verificar se, uniformemente
em 0,

“F(r)('y z(-) + On(-)) — F(r)(', 3?('))“L;ym(m(J,X),cﬂ(J,Y)) =0
se (z,h) = (20,0) em C*(J,U) x C*(J, X) .
Explicitanto mais as normas
”F(r)(', z(-) + ‘9}‘(')) - F(r)(‘,5’3('))“Lgym(CQ(J,X),CB(J,Y))
< sup ||[FT)(s,z(s) + Oh(s)) — F®)(s,2(s))]
seJ

1
su
t,s€J ,I:;?‘:s It - S'B

Liym(X,Y) T

| FCI(t, z(t) + Oh(t)) — FO(s,z(s) + Oz (s))||

A primeira parcela nao excede L“h”é?([o,T],X)' A avaliagao da outra é menos
direta, sendo necessdrio langar mao de duas desigualdades elementares que
passo a descrever. Se a,b > 0 entdo (a + b)? < a® + b? e min{a,b} < a®b'—%
sempre que ¢ ¢ um nimero em [0, 1]. Com isto, entendendo o sup em {t,s €

J, s 8}

sup

IO, 2(0) + 0h(2) = FO(s,2(5) + 0h(s)) + FO(t,2(8)) = FO(s,a(s))]],

[t—sPP

1 .
< sup m{mlnﬁ@“hlb(]’x), 2L|t — 5| + 2L||z(¢) — x(s)

X + LIA(t) — A(s)I%2}} -

Se, digamos, ||z — @o||ca(sx) < 7, entdo ||z(t) — 2(s)||lx < (r + ao)|t — s|*
com ag para ||zo(t) — zo(s)||lx < ao|t — s|*. E também se fllcax)y < r
entdo [|h(t) — h(s)|lx < 7|t — s|*. Portanto, se ux = min{p;, ap,}, o tltimo
majorante nao excede

ellllGasxy sup{lt — 5|4~ [t — s}

com ¢ = max{2,2L([t — s|["*™* + (r 4 ap)”2|t — s|*2~# 4 2|t — s|or2=) ]
Como, por hipétese, (1 — ¢)p — > 0 e por J um intervalo limitado,

”F(r)('a z(-) + 0h() - F(r)(': f”(‘))”Lgym(Ca(J,X),cﬁ(J,Y))
= O(“h”g’(.],x)) -

E também, seguindo um raciocinio andlogo, obtém-se também F*)(- z(-) €
L§,(C*(J,X),CP(J,Y)) para 0 < k < r . Portanto, estd completada a
prova nao s6 a da primeira, mas de ambas as afirmacSes sobre diferenciabi-
lidade. Para a andlise da analiticidade, estimativa do resto de Taylor prova
o resultado.
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5.3 Teorema de existéncia e unicidade

Teorema 5.3.1 Chame X, = (Xo, X1)’ o.xc para vy € [0,1). Suponha o >
B, a,B €[0,1) e U CIR x Xg aberto. Sejam N\ €A ep e Y, A e abertos
de espagos de Banach. Suponha

(t,z) = f(t,z,\) : U = X,

(t,2) = A(t,z,p) : U = H(X1, Xo)

Jungoes localmente Hélder continuas em t e locamente Lipschitz continuas
em x para cada A e p. Precisamente, para cada Ay e p, e para cada ponto
(t1,21) € U, ezite uma vizinhanga V em IR x Xp tal que todo (t,z) € V e
(s,y) €V,

(s, M) = fls,9, M)llx0 < LIt = 5P + [l2 ~ yllx,) ,

”A(t,:z:,,ul) - A(‘S7y’#1)”L(X1yX0) < L(It - Sle + H:E -y Xp) ’

para alguma constante L > 0, e >0 e p > 0.
Entdo para cada (to,uo, Ao, o) € UN(IR x Xo) x A X Y existe T >0 e
uma um unica fungdio u que satisfaz a equagdo no espago X,

dufdt + A(t,u(t), po)u = [(t,u(t), \o)

set > to e u(to) = uo. A fungdo u pertence a C'([to, to+T], Xa) NC((to, to+
T],Xo) e ’U.(t) € X; set e (t(),to + T]

Prova. Como Ao e g estdo fixos, por conveniéncia, denotamos sé f(t, u(t))
em vez de f(t,u(t),\) e procedemos igualmente com A(t,u(t), ).

Sem perda de generalidade, suponha ¢, = 0. Sendo, com a mudanca de
variavel ¢ — t 4 1o, a equagdo recai neste caso. Explicitamente, chamando
s =1t—to, v(s) =u(s+1o), f(s,u) = f(s +to,u) e A(s,u) = A(s + to,u), a

equacao em v €
dv/di(s) + A(s,v(s))v(s) = F(s,v(s)), v(0) = uo .

Por hipétese, em uma viz(to,u0) C U C IR x Xp, || f(£?,u?) — f(t!,u)|x, <
L([¢*—t'|+|[u* = u'| x,). Entao também, em uma vizinhanca de viz(0, ug) C
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R x Xp, em que (s,u) € viz(0, uo) se (s+to,u) € viz(to, uo), temos idéntica re-
gularidade para f, pois || f(s2,u?) — F(s', u!)|lx, < L(|s®—s'|+]|u® — u'llx,).
E, com argumento idéntico, obtém-se a mesma regularidade para A.
Admita entdao que top = 0. A partir daqui, comeca a preparacio para
aplicacao do teorema de ponto fixo de Banach.
Seja T' > 0. Chame 1 um nimero em (0, — ),

W(T) = C([0,T], Xa) N C"([0,T], Xp) ,

e defina S(T) = {w € W(T), |lw(t) —w(s)||x, < k|t —s|", } . O espaco
S(T) com a norma de C([0,7],X,) é um espago métrico completo, pois
C([0,T],X,) € C([0,T], Xs) continuamente.

Por hipdtese em uma vizinhanca de (0,u), digamos, com o >0e § > 0,

V={(tw) e RxXs,0<t <0, |lw—ulx, <5},
V C U, em cujos pontos (t!,w'), (t?,w?) € V, f e A obedecem

Ilf(t2aw2) - f(tlvwl)”Xo S L(|t2 - tllp + “w2 - wIHXﬂ) )

IA®,w?*) = A®, w)lloa xe) < L = 1+ [lw? — w'|x,)

para algum L > 0.
Supondo 7' < o e T™ < § e também, para obter constantes mais simples,

suponha 7" <1, entdo , S(T) C V e para todo w € S(T) e t,s € [0,T],
(2, w(t) = F(s,w(s))llxy < L(1 + E)t = s]*,

A, w(t)) = Als, w(s)lloxixo) < LOAL + Kt — 5],

em que x4 = min{p, €,n}.
Em particular, A(uo), A(uo)(t) = A(t,uo), pertence & C*([0, T'], H(X1, Xo)).
Sejapu~ € (0,p). Obviamente A(ug) € C* ([0, 7], H(X1, Xo)). Entdo seja
B(A(wo),r), r > 0, a bola de centro ug e raio r em C*” ([0, T], H(X1, Xo))
como descrita em 3.3.1. Portanto se também L(1 + k)T + 2T* " < r, o
operador A(w), A(w)(t) = A(¢,w(t)), pertence & B(uo,r) para todo w €
S(T).
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Portanto A(w) € A e o operador de evolugdo Uy, estd bem definido
quando w € S(T'). Entéo seja

G(w) = Ugqu)(t,0)uo + /Ot Uaqw)(t,s)f(s,w(s))ds .

Veriquemos se a fungao G' define uma contracao em S(7)).
Pela 3.3.9, G(w) € C([0,T], X,) quando w € S(T). E também por 4.0.12,
G(w) € C"(]0,T], Xp) com

1G(w)(2) = G(w)(s)llx, < kIt = s|”

se T' for escolhido pequeno o suficiente. Note que | f(¢,w)
E)T" + || f(0,z0)||x, se t € [0,T] e w € S(T).

Portanto para T' pequeno o suficiente G' com dominio S(7") tem imagem
em S(7).

Se w',w? € S(T), entdo &' = G(w') é solucdo da equacio dz'/dt +
A(w")(t)z' = f(t,w"), 2*(0) = zo em virturde das propriedades do operador
de evolugdo. Raciocinio anédlogo para G(w?). Entao, aplicando 4.0.16,

(G (w?) = G(w"))(®)llx,
S/O 1V a9 |20xo,x0) [(A(w")(8) = A(w?)(s))|pex, x0) |G (w?)(5)]lx, ds

+ [ 10 an & Mt 175, 02(6)) = £ (5,0 (5))lx, ds

lz\'o S L(lL +

Com isto, como ”UA(wl)(t,S)”L(XO,Xa) < cla)(t —s)™ e ||w(s)|lx, <
c(a)s™o(1), e pelo fato de que X, C X,

l—a

T
16(w?) = G(w)lloqom,xa < Le(a, B)o(1)[[w? — w!|loqoz1,x+ lw? — wllefo,71,x4)

l-a
Entao se T for pequeno o suficiente,
IG(w?) = G(wh)llogo,mxa) < allw® = w'op1) x4

com 0 < @ < 1 para todo w € S(T). Entao o teorema da Contracio de
Banach aplica-se.

Observagao 5.3.2 A condi¢cio de que as estimativa para o resolvente de
A(t,z) seja em {IReX > 0} ndo € restritiva. Se elas valem em, digamos,
{ReX > w}, fazemos a mudanga A(t,z) — A(t,z)+wl e f(t,z) = f(t,z)+

we.
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Observagao 5.3.3 No caso semilinear, A(t,z) = A(t), o teorema vale também
se a = f3. E necessirio adaptar a demonstragdo de [[8], teorema 3.3.3, pdgina
54], pois aqui hd dependéncia com t. Mas dispomos de estimativas para fa-
zer a substituigdo do cdlculo com semigrupo para o cdlculo com operador de
evolugao, apresentadas na seg¢io 3.4 .

Os resultados de regularidade de Henry também vdo valer neste caso,
3.4.4, 3.4.5 € 3.4.5, pois temos resultados de regularidade correspondentes ao
lema 3.4.2 para fazer a substituicio de semigrupo para operador de evolugio,
apresentados na se¢do 3.3 .

Teorema 5.3.4 O conjunto {(t,7,&,p,A),t € I(r,&,1,\)} € aberto em
[1,00) x UN (IR x Xo) X T x A se I(1,&,1,)) € o intervalo mazimal da
solugao de du/dt + A(t,u,pu)u = f(t,u,\),t > 71, u(r) = £ e se as hipdteses
sobre A(t,u,p) e f(t,u, A) valem em wma vizinhanga de cada (to, uo, tto, Ao) €
UN(Xa xIR)x T x A.

E também em uma vizinhanga de cada (to, uo, po, Xo) € U N (IR x Xa) X
T x A, a fungao G descrita na prova anterior é uma contracio em S(T) para

algum T > 0.

Prova. Devido aregularidade de Ae f em uma vizinhanga de cada. (7o, &o, tto, o),
existe T" para que I(7,&,,A) D [1,7 + T] se (1,&,p1,A) € viz(to, &, tho, M),
pois nesta vizinhanga a fun¢do G que foi definida na prova anterior mantém-

se uma contracao em S(7").
Para ver isto é necessario analisar funcio G. Em particular do termo

|G(w)(%)||x,- Seu valor é
G(w)(t) = Uy (00 + [ Ut 3)f(s,w(s)) ds

No calculo da prova, { = 2. A norma da segunda parcela em X; é limitada
de acordo com a prova de 4.0.12, portanto nao oferece problemas

A parte delicada consiste na analise da outra parcela. Conforme 4.0.12,
1 Ua(w) (2, 0)zol| < c(a)t*o(1). Mas como néo é possivel controlar o(1) quan-
do trocamos zo por um ¢, ainda que préximo, ndo havendo garantia que G
se mantém contragao na vizinhanca de zo. Mas € = € — z¢ + ¢ e entio

1V (8,0)€lx, < e(@)o(1)t* ™ + (@)t ||€ — aof

Xa -

Portanto se T" e ||{ — x| x, forem suficientemente pequenos, G continuard
sendo uma contracao.
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Se, para (7,¢&, i1, A) € viz(to, o, o, Ao), ocorresse I(1,&,u, A) = [1, 7+ T1],
Ty > 0, entéao aplicando o teorema novamente para dv/dt+A(t,v)v = f(t,v),
t>7+1Ty, v(r+1T1) = u(r+T1), com u a solugao em [r, T + T}], obterfamos
através de v um prolongamento de u o que contraria a hipétese de u ser
maximal.

Observagao 5.3.5 O argumento para a contragdo uniforme seque mais fa-
cilmente, observando a regularidade de G com A e f conforme a 3.3.9.

5.4 Lipschitz continuidade com os dados

Teorema 5.4.1 Chame X, = (Xo, X1)3 .k para~y € [0,1). Sejam a,f €
[0,1), a > B. Seja U C IR x Xg um aberto. Suponha (t,z) — f(t,z): U —
Xo e (t,z) = A(t,z) : U = H(X1,Xo) Holder continuas com t e Lipschitz
continuas com x.

Para um (10,€) € U, sejax(-,€) a fungio que obedece de dz/dt+A(t, z)x =
f(t,z), z(10) = & conforme teorema 5.3.1.

Seja (10,é0) € U. Entio existe uma vizinhanga V C U N (IR x Xao) de
(70,60) e existe To > 0 tal que toda z(-,€) existe em um intervalo [ro, 7 + To)
quando (10,€) € V e

”w(t>§ + h) - a:(t7£)”Xﬂ < c(avﬁ)“h”)ﬁs )
set € 10,70+ T € (70,8), (0,6 +h) € V.
Prova. Denotando A(z(¢))(s) = A(s,z(s,¢)), pela 4.0.16,

z(t,E+ h) — wlt, £) = UA(z(g))(t,T)h
+ | Useten(t, 9)(A(s, 2(5,6)) = Alu(s, €+ b), 9))a(s, € + h) ds +

[ Untoten(ts )5, €+ ) = (5, a(,€))) ds

A prova pode ser concluida tomando a norma em Xp, usando as estima-
tivas de 4.0.12 e aplicando a desigualdade de Gronwall[[8],lema 7.1.2, pagina
189]. Note que o integrando da primeira integral tem ordem O((t — s)~#(s —
7)*7!) e obedece a exigéncia do lema, pois 1 + o — 8 > 1.
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5.5 Diferenciabilidade e Analiticidade com os
dados

Teorema 5.5.1 Suponha as hipdteses do teorema 5.3.1. Suponha também
que para cada (7,&, A, 1) existe uma vizinhanga no tempo I = [r,7 + T] com
T =T(r,& A\ p) onde

(u,A) = f(t, 4, A), f(t,u,)) € Xo

(unu) — A(t7u) 1“) b) A(t’uhu) € L(XlaXO)

tem derivadas até ordem k, 1 < r < oo uniformemente Hélder continua
com t em [ e localmente Holder ou Lipschitz continuas com u, \ e com u, p.
Entio UxAXT 3 (6, \p) = u(- 7,6\ 1) € C([r,7+T), Xa) € uma fungio
C*. Temos analiticidade se as fungées f(t,u,)\) e A(t,u,pn) sio analiticas
uniformemente em I, isto €, suas séries de Taylor convergem uniformemente

em I.

Prova. Para uma vizinhanca de (7o, o, fto, Ao) a funcio G é contracio
em um vizinhanga de cada w € C([0,T],Xs) N C"([0,T], Xp). A funcio
w — A(w) : C([0,T], Xo) N C"([0,T1], Xg) — C* ([0, 7], L(X1, Xo)) é C* ou
analitica pelas hipdteses e pelo 5.2.1 para um p~ suficientemente pequeno.
Raciocinio anélogo para f e aplicagdo de 3.3.9 concluem a prova.

Observagao 5.5.2 Amann obtém um teorema de diferenciabilidade com técnicas
bem distintas em [[4]]. Usa equagio singulares integrais do tipo de Volterra.
Ambos os teoremas requerem melhor andlise.

Teorema 5.5.3 Suponha além das hipdteses do teorema 5.6.1 que (¢,u,\) —
ftu, A) U x A= Xo e (t,u,p) = A(t,u,pu): Ux T — L(X;, Xo) € CF ou
analitica. Entdo

(t, 7, &A1) = u(t; 7,6, A, 1)

¢ C* ou analitica respectivamente para t > 7 no dominio de existéncia.

Prova. Segue o mesmo argumento da prova de [Henry[8], pagina 66, co-
rolario 3.4.6]. Seja t = s/m 4 7 para qualquer m > 0. E também y(s) =
y(s;O,f,:\,ﬂ) definido por y(s) = z(s/m + 7,7,&, A, ) com A = (A,m,7) e
& = (p,m, 7). Entao
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dy 1 dz
E(S) = ;{E(S/m +7)

dy/ds + (1/m)A(T + s/m,y, p)y = (1/m) f(7 + s/m,y,A), y(0) = € .
O resto do argumento é igual . Pela unicidade, se t > 7 e para m =
/(¢ —7),
o(t, 7,6 A1) = y(1,0,6, (A, (=)0 7), (1, (¢ = 7) 74, 7))
Aplicagao do teorema 5.5.1 implica para s > 0
(&, (A m, ), (g, m, 7) = y(s50,€, (A, m, 7), (1, m, 7))

¢ C” ou analitica. E o resultado estd provado.

5.6 Exemplo

O objetivo desta secdo é demonstrar como os resultados do presente
capitulo e anteriores podem ser usados para obter solugdo para o seguin-
te sistema em 6 e ¢

0, = div (K(X,0)V0) + R(), 0, ¢)
¢ = div (D(A,0)Ve) +S(N\,0,c) , t>0,x€Q

90 Jc
—:P(,\,G), a—N_Q(’\707C)7t>07 z € 0N

ON
com (0, z) = Og(z) e ¢(0,z) = co(z).

5.6.1 Existéncia
Hipodteses
1. Todas as fung¢bes sdo C'™ em relacao a variaveis .
2. O sistema é parabdlico: K(A,r) >0e D(\,7) > 0 para \,7 € R.

3. O dominio {2 € IR" tem fronteira regular e existe uma funcio cs, § > 0,
que obedece [cs(z)| < 6, se x € 2, e também cs(z) = 0, des/ON(z) = 1
se x € 0§). A funcdo cs pode ser estendita e, entdo, definida em IR™.
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Em principio, o teorema de existéncia e unicidade para equacio de evo-
lugao parabdlica nao é aplicivel. Segundo o método usual, a condicio de
fronteira é incorparada ao dominio do operador associado ao problema. Mas
entdao seu dominio torna-se, em geral, nao constante sem constituir um espaco
linear, condi¢Ges necessarias para a aplicacao do teorema.

A técnica usada para tornar o sistema tratdvel é a mudanca de varidvel.
Nao € minha intencao incluir todos os passos para executar a mudanca. Mais
detalhes na minha dissertacao[20].

Funcgoes para mudanga
Sejam (A, z,7) = (), z,7) : RxIR"XIR — R, (\, z,7,5) = U2(\, z,r, s):
IR x IR™ x IR? descritas por
UH(A,z,7) =7+ P(A\,r)es(z) , U2(\, 2,7, 8) = s + Q(A, 7, s)es(z) .
Suponha I > 0. E possivel achar um nimero § > 0 para
O (A, z,r) —r| <1, U2\, z,m,8) — 8| <1,
U, —1]<1/2, |92 1] <1/2,

se [A\|<1l,zeelr|,|s| <L+1.
Seja entdo v! e v? as fungdes que vao substituir 8 e ¢ no sistema definidas

por
0(t,z) = UY(A, 2,0 (¢, 2)) , c(t,z) = \Ilz(/\,x,vl(t,x),vz(t,:c)) .

Mudanga de variaveis

Apés um calculo comprido, mas constituido apenas de aplicaces da regra
da cadeia para derivadas, o sistema em relacio & v! e v? torna-se '
1 1
Wl ol
v v,

: %
L(D(A, 1) — K(A, UY)Av + D(A, U1 Av? — WFI(,\,;E,UI, Vol)

vi = KA, U Av' + —F'(\, 2,0, Vol) + —R(), U, ¥?)

U
Uf:lp—
\Ilg 1 2 1
—~\DW§R(‘I} U )+lp—§

FY()\ 2,0, 0%, Vo!, Vo?) + %5(,\, U, w),

ovl  Ov?
P 0, t>0, z€00
N —an -0 t>0,ze00,

UL\ z,v5) = 0o, 2N, z,0),02) =co, z€N.
0 0> Yo

t>
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Notagao

1. Os termos F'!' e F? denotam

Fi(z,0',0%) = K.(A, U) [V U P4 K (N, OY)[EL [Vo! 242V 0L Vol 4 AR

e

F?(\, 2,0, 0%, Vol Vo?)
= D.(A, UY)|[V2U?? + D(A, UH[AT? 4+ T2 |Vo! 2 + 02, [Vo?]? +
2(VE. Vo' + VI2Vv? + ¥, Vol .Vo?)] .

2. Estd implicito U! = W'(A, z,0') e U2 = W2(), 2,0, 0?).

3. O simbolo V7 significa gradiente total, isto é, Vo Wl(\ z,v!) = V! 4

UIVo!, e V significa gradiente somente em relacio a z. Também A
siginifica Laplaciano em relacio a z.

Antes da mudanca, o sistema possui uma forma diagonal, mas mascarada.

Com a mudanga, surgem termos fora da diagonal.

Teorema de existéncia e unicidade

Com notagao ébvia, o sistema pode ser descrito por

v, = an(A, z,v)Avt + b (A, z, 0!, 02, Vo', Vv?)

v} = ag (N, z,vt)Avt + az (A, z,v)Av? 4 by(A, z, v, v?, Vol Vv?), t >0, z €N
vt Ov?
ON  ON 0, > 0, € 90,

U\ z,v8) = b, U\, z,08,08) =co, z2€Q.
com an (A, z,r), ax(A z,r), asn(A z,r), bi(\, z,7,8,p,q), ba(A, z,7,8,p,q)

fungdes C* para z € Q, |r|,|s| <1+1, p,g € R™.
Defina o operador

. _all()‘)'avl)A 0 °
A(Av) = —a21(A, 0 )A —an(A, -, vh)A TR

com k£ um nimero real positivo a escolher, I o operador identidade e v =

(vi,v2), D(A(A,v)) = X1 = WRP(Q) x WgP(). Af, WEP(Q) um subspaco
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fechado do espago de Sobolev W% (Q) cujos elementos obedecem 2, condicao
de Neumann na fronteira.
Seja também

f()\,'l)) = (bl - k,,bg == k)t

Entao o sistema pode ser descrito pela equagao de evolucio no espago de

Banach Xo = L,(02) x L,(Q),
v+ AN v)v = f(A\v), t >0,

e v(0)(z) = (vo(0, ), v5(0, z))*

Defina espaco de intermedidria X, = (X0, X1)3, oo;c-  Conforme obser-
vacao 1.2.31, a imersao Xo C C”(2)xC¥(9) ocorre quando 0 < v < 2a—n/p.
Seja0 < f<a<l,f>1/2eseap>n para querv > 1.

Defina por V' o aberto em Xz

V={veX;, ””“c'(ﬁ)xC(ﬁ) <1}

Portanto as fungdes (A,v) = A(A,v) : [-1,1]xV — L(X;, Xo) e (), v) —
f(Av): [—1,1] x V = X, estao bem definidas e sio .

A regularidade segue, por exemplo, da aplicacio do Reciproco do terema,
de Taylor[[8], pagina 12] com a observagio de que tem-se as imersdes X5 C
C'xC'eC°x C°C X,.

Conforme demonstrado em minha dissertagio[[20], pagina 41], com uma
escolha conveniente de k, o operador A(\,v) é setorial, isto é, obedece 1
de 1.2.13, para cada A € [—1,1], v € V. Pela condicio de parabolicidade,
D(A(A,v)) = Xi uniformemente em V. Entdo A(\,v) € H(X;,Xo) se A €
[-1,1]ev e V.

Entédo para um 7' > 0, o teorema de existéncia e unicidade se aplica e
obtemos solucdo regular em C([0,7), X,) N CY((0,T), Xo) se vo € X,. A
derivada dv/dt € X, é Holder continua em relagio a ¢ > 0 se y € (0, — B).
Como v(7) € X1, 7 > 0, a dv/di(t) € X, paray € (0,1 — ), t > 7. Entao
também supondo p > n para 2(1 — 8) — n/p > 0, as derivadas estio em
C%((0,T) x ), para um § > 0. Também a funcio (A vo) = v(+, A, vp) -
[-1,1] x V = C([0, T}, Xa) é regular.

Paracadat > 0, e v asolugéo obtida, o problema eliptico em u, A\ v)u =
f(A,v) — vi, com todas fungdes C°(2) com z, entdo toda solugio u af é
C**5(Q). Em particular também v é e obtemos uma solucio cléssica para o
sistema.
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5.6.2 Bifurcacao de Hopf

Sob certas condigoes, é possivel que ocorra bifucacio de Hopf em relacao
ao parametro A para o mesmo sistema

0, = div (K(A,0)V8) + R(), 8, ¢c)
¢t = div(D(A,0)Vc) + S(\,0,c) , t>0,x€q

00 dc
== = P(),0) , 0—N:Q(/\,0,c), t>0, z€dn

ON

Além das hipéteses da segao 5.6.1, suponha também

L. Se A € (=1,1), R(},0,0) = 5(},0,0) = P(A,0) = Q(,0,0) = P,(),0) =
Q-(X,0,0) = Q4(,0,0) =0 .

2. Para A € (=1,1), K(),0) = D(),0).
3. R.(0,1,0) + Ry(0,0,0) — Ry(0,0,1) + 5,(0,0,1) = 0 .
4.Para H definido a seguir, suponha det(d; H(0,0)) > 0.

5. (Rr(X,1,0)+ Rs(A,0,0) = Ry (X,0,1)+55(A, 0,1))2 —4 det (8, H(0, 1)) < 0
se A € (—1,1).

6. a)\[R"(/\7 17 0) + Ré‘()‘) 07 O) - RS()"l 07 1) + Ss()‘) 07 1)]/\=O 7£ Oe

K(0,0) <0
OAR-(X,1,0) + Ry(X,0,0) — RBa(A,0,1) + So(A, 0, Dlnco =

Sob estas restrigoes, o sistema possui uma bifurcacio de Hopf em A = 0.
Especificamente, para todo a € (0,1), existe um niimero Ay > 0 e funcoes
regulares A : (—ho,ho) = IR, p : (—ho,ho) = R e u : (—ho,ho) —
Ct(IR, Xo) N C*(IR, X,) tais que

A(0) =0, p(0) =0, u(c) é ndo constante se h £ 0,

e u(h) é uma solugdo periédica com periodo 27p(h)/w do sistema com u(h) =
(0(h),c(h)) et € R.

Prova.

Linearizacao
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E conveniente denotar
—K (A, 0 0

ALD= | _sioo,w) - ko) —pp, v

e chamando de H(v, \) a parte remanescente, o sistema torna-se
vy = @('U, /\)

®(v,A) = —A(v, \)v+ H(v,)), v € X].
A linearizagao em (0, A) serd 0, ®(0,A) = —A(0,\) + 0, H(0,)) e

8,H(0,))

B R.()\1,0) + Ry(),0,0) Ry(),0,1)
T | —Ri(01,0) = Ra(A,0,0) + 5.(A,1,0) 4+ S,(1,0,0) —R,(),0,1) + S.(},0,1)

Entdo det(9,H(0,))) = Ss(,0,1)[B-(A,1,0)+ B, (A,0,0)] = Ry(A, 0, 1)[S, (A, 1,0)+
Ss(A,0,0)].
A fungao X; x (—=1,1) = Xo : (z,A) = ®(z, ) estd bem definida e é C°.

A conclusao da prova segue da aplicacao conjunta de 5.6.2 e 5.6.3.

Observacao 5.6.1 Ewistem fungées R,S,K,D que obedecem 1 a 6. Supo-
nha, para cada X € (—1,1),

R.(A\,1,0) + Ry(),0,0) = A,

—Ry(X,0,1) + S,(A,0,1) = A, Sy(),0,1) # A

e K(0,0) < 0.

As condigdes 2,3 e 6 estdo automaticamente satisfeitas e 0y H(0,)\) =
ASs(A,0,1) +(A=S5(A,0,1))(S-(A,1,0)+55(A,0,0)). Admita H,(0,)) = 1.
Obrigatoriamente
1 —-AS,(A,0,1)

A —55(A,0,1)

S.(),1,0) + S5(),0,0) =

Portanto também valem 4,5. Especificamente, se R = M\r? /2452, S,(),0,1) =
A+2, entdo S,(A,1,0) 4 55(A,0,0) = (A2 +2) —1)/2. Uma escolha possivel
€S, s) = (A+2)s?/24 (N2 42X - 1)r/2. O obediéncia de 1 também estd
garantida.
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Espectro de um sistema linear eliptico

Lema 5.6.2 Seja A € (—1,1). Nosso objetivo € delimitar o espectro do
problema eliptico em L,(2) x Ly(Q) para q € (1, 00)

[G(OA) a<°»HiiflJ+[Z;8§ 2;28”[;‘3}=u(/\)[52] zeq.

Admita as condi¢des

b11(0) b12(0)
bg](O) b22(0)

2. bll(O) + 622(0) = O

bii(A) bia(N)
meA) baa()) '< 0

a’(0
b B1(0) 4 855(0) # 0 ¢ i < 0.

Consequéncias

0,.’13689 (*),\

1. >0.

3. byy(X) + baa(N) — 4

b11(0) b12(0)
bgl (O) 622(0)

2. (*)o ndo tem autovalores da forma {kwoi}, k # +1.

3 . \Ru(0) # 0.

Prova. O argumento é uma adaptagao de [[6],pgina 58].

Denote por 0 = 19 > vy > -+ > 1; > --- os autovalores do Laplaciano
com condigao de Neumann e {¢;}i>o o sistema de autofuncdes completo em
L*(Q), Agi = vidi em Q e O¢;/ON = 0 em Q. O espectro e as autofungdes
se mantém caso o problema seja resolvido em L,(Q), ¢ € (1, 00)[[6],pagina
58]. O dominio £ é um conjunto regular e entdo as autofuncdes também o

, s@o autovalores simples de ().

1. {:l:woz}, Wy =

sao.

Se u',u® obedecem ao problema (), em L,(Q) x L,(R) entio u! =
CiZopidi € U = 1920 ¢igi. Também Aul = 2, pividi e Au? = S qivigh;.
O problema (%), é equivalente ao conjunto de equacdes para i > 0,

DO ][] (2]



100 CAPITULO 5. EQUACAO DE EVOLUGAO PARABOLICA

Portanto, o espectro de (), é a unido de todos os espectros de

[ a(N)y; + by () bia(N) J
bgl(/\) a(/\)z/,- + bgg()\) ’

para 7 > 0. Sua equacdo caracteristica tem solucdes

20w+ ) + ) () + b7 - 4 200 DY)

p(A) = 5

Sob as condigdes do enunciado seguem entdo as consequéncias descritas.

Teorema da bifurcagao de Hopf para equacdes totalmente nio-
lineares em espagos de Banach de Lunardi e Da Prato

Teorema 5.6.3 Seponha Xo, X, espagos de Banach. Seja (z,)) — F(z, A):
U x(=1,1) = Xo, U wm conjunto aberto de X, uma func¢io de classe C*
com derivadas O*F/0z* Lipschitz continuas com relagdo a z, k > 2. Assuma
A(A) = Fp(0,)) um operator setorial para X = 0 e +wi autovalores simples
isolados da sua complexificagio A()\) e kwi, k # +1, k inteiro, contidos no
sew conjunto resolvente. Suponha também a condi¢do de trasversalidade

O\(IReA(N))ao £ 0 .

Entao para todo o € (0,1), eziste co > 0 e fungées C*1 ) : (—co,c0) =
R, p: (—co,c0) = IR, u : (—co, co) = C*F(IR, Xo) U C*(IR, X;), tais que

A0) =0, p(0) =0, u(c) € nio constante para c # 0,
e u(c) € uma solugdo periddica com periodo 2mp(c)/w de
u' = F(u,\(c), t€R .

Prova. Enunciado com mais detalhes e demonstracio em [[15], pagina 381,
teorema 9.3.3] . Referéncia original [14].
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