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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar, comparativamente, os métodos de resíduos

conjugados(CR) e multigrid(MG), amplamente utilizados na solução numérica de equações
elípticas de segunda ordem. Estas resultam da modelagem matemática de problemas de

dinâmica dos fluidos, como por exemplo em modelos atmosféricos. Segundo a literatura,
os métodos descritos têm sua eficiência e convergência diretamente relacionados aos coefi-

cientes dos termos da equação. Este trabalho tem como foco principal estudar e mostrar

como e a partir de que ponto a presença de termos mistos nas equações de segunda or-
dem pode influenciar na solução numérica através dos métodos em questão. De acordo
com os testes efetuados, pode-se observar que o método CR, embora seja um método
mais simples, não demonstra uma eficiência computacional muito boa. Ao contrário. o
método multigrid (e suas variações) demonstra ser um método mais geral (contempla uma
diversidade maior de casos) e é computacionalmente mais eficiente.



Abstract

The goal of the present work is a comparative study of conjugate residual methods
(CR) and multigrid methods (MG), which are extensively used in the numerical solution of

second order elliptic parcial equations arising in the mathematical modelling of problems
in fiuid dynamics, such as atmospheric models. According the literature, the behaviour of
these methods is strongly related to the coefíicients of the equations. The main goal of this

work is to consider the influence of the mixed derivates present in second ordem equations,

in the convergence properties and emciency of the referred methods. Our numerical results

indicate that the multigrid schemes are more robust and eHcient that conjugate residual
methods.
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Introdução

Equações elípticas de segunda ordem surgem naturalmente em diversos modelos de dinâmica

dos fluídos, tais como simulação de reservatório de petróleo ou modelos atmosféricos, e
que são baseados nas equações de Navier-Stokes. A necessidade de resolver numericamen-

te estas equações conduz ao desenvolvimento de métodos computacionais na solução de

sistemas lineares derivados a partir dessas equações. Os métodos de resíduos conjugados
(CR) e multigrid (MG) são representantes dessa classe de métodos e são utilizados neste

trabalho para avaliar sua eficiência em relação aos coeficientes dos termos da equação.
Para tal efeito, o trabalho segue a seguinte estrutura.

No capítulo l apresenta-se o problema modelo contínuo considerado no presente tra-

balho, e por meio do método das diferenças finitas obtém-se o problema discreto (sistema
linear) a ser resolvido pelos métodos CIR e MG. Observa-se que para um problema contínuo

pode-se ter uma variedade de problemas discretos, conforme sejam aproximados os termos

da equação diferencial. Assim, são obtidos três esquemas de discretizações diferentes.

O capítulo 2 trata das idéias básicas do método dos resíduos conjugados (CR), as quais
são descritas a partir da analogia física da equação de onda amortecida, ao contrário de
como comumente é feito- em termos cla resolução numérica de um sistema matricial

linear esparso. Também é introduzida a idéia de pré-condicionamento como método de

aceleração da convergência do método CR à solução do sistema linear e apresenta-se o
método ILU -fatoração LU incompleta- como pré-condicionador.

No capítulo 3 delineiam-se as componentes básicas do método Multigrid, tais como
métodos cle suavização, correção de malha grossa (CGC, ou (7oarse Grád C'orrection) e ite-

l



Introdução 2

rações aninhadas (nesled íeraÉàons). Brevemente, são descritos os métodos de suavização
Gauss-Seidel, Red Black, Zebra e ILU.

O capítulo 4 apresenta os testes computacionais feitos na resolução numérica do pro-
blema modelo por meios dos dois métodos acima mencionados. A seguir, apresentam-se
as conclusões do presente trabalho.



CAPÍTULO I

Um problema modelo

Este capítulo apresenta o problema modelo considerado no presente trabalho, assim como
três discretizações diferentes -obtidas por meio de diferenças finitas- do problema contínuo

a serem utilizadas nos testes computacionais para a comparação dos métodos dos resíduos
conjugados(CR) e multigrid(MG).

1.1 Problema contínuo

Considere-se o seguinte problema de valor de fronteira (PVF)

r'(u)
C'(u)

/n(x), x C Ç2

/'(x), x C I' := ÕQ,
(1.1)

onde x = (zi, z2) e Q C R2 é um domínio com fronteira I', .Cí2 é um operador diferencial
linear elíptico em (2 e rí' representa um ou vários operadores lineares de fronteira em I'

(veja-se a figura (1.1)). As soluções de (1.1) são denotadas por u - u(x). Para simplificar
a notação utiliza-se também ru = / em lugar de (1.1).



1. Um problema modelo

c"(«) = .f'

C'(u)= /'

Figura 1.1: Representação de um PVF contínuo geral

O operador diferencial linear a ser estudado é

c:- «(«, Ü Zl; -- 2ó(«, d ã:i;+ .(«, Üll;, 0.4
definido no quadrado unitário ç2 = (0, 1) x (0, 1) C R, com a, Z), e c funções contínuas em
Q verificando a condição de elipticidade

Z,'(",3/) < a(:«, g/)c(",y), V(z,Z/) C Q (1.3)

e condição de fronteira de Dirichlet, isto é, a solução é conhecida na fronteira I' do domínio
Q. Assim, o problema modelo fica estabelecido como

c'(«)
z:'(«)

«(«,d9 ' "(«,ü:l + .(«,ü=
u y), (z, g/) C I'.

/(z, Z/), (z, y) C Q
(1.4)

Da equação (1.4), consideram-se os seguintes casos particulares

1. Equação cle Laplace:

a := c = 1, z,= o, / =g= o
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2. Equação anisotrópica

a » l ou a « l, Ó= 0, c= 1,
+

3. Equação com termo misto

a :: c = 1, 0 < lól < 1 e especialmente quando ló 1, f

1.2 Problema discreto

O objetivo de um método de discretização é a redução de um problema contínuo a um

problema discreto eguáua/ente, cuja formulação permita a obtenção de uma aproximação

da solução. A aproximação básica implica a substitução do domínio contínuo (2 por
uma malha de pontos discretos Qh dentro dos limites de Q, tal como é mostrado na
figura (1.2) para o caso bidimensional jll. Em vez de calcular-se uma solução definida

em Q, somente obtém-se aproximações nos pontos isolados a,j = (zi, yj). Aproximações
de valores intermediários de derivadas, integrais ou qualquer outro operador obtém-se a
partir da solução discreta através de técnicas de interpolação.

A discretização da equação e a condição de fronteira do problema contínuo é feita

por meio da substitução de cada termo por aproximações em diferenças finitas (elementos
anitos, volumes finitos, etc.), obtendo-se finalmente, uma formulação discreta. Porém,
deve-se observar que é possível obter mais de uma formulação discreta. No caso da
equação (1.4), define-se a malha Oh como

Qh ' {z{,j («:,yj) : í , Nt, .j = 0, - . - ,N2},

onde

ri = ih-L. ui = jh2. jVi, N2 C N,

como mostra-se na figura (1.3)

A seguir, apresentam-se os esquemas discretos utilizados neste trabalho
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(a) Domínio contínuo

ee

iJB:j+i P.+ l.F+ le

aj Je ©

P.+l.Í le

8

(b) Domínio discreto

Figura 1.2: Domínios contínuo e discreto bidimensionais

1.2.1 Esquema de 9 pontos

Considere as seguintes fórmulas de diferenças finitas (descritas em detalhe no apêndice A)
pala aproximar cada termo da equação (1.4):
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Figura Domínio discreto do problema (1.4) para o caso .Ni 8,N2

&r:-2 1 l«,,j+o(h?),

' ' 'l«..*'oa*'nâ.
0'u

a«ayl:,, (1.5)

Õ'u

az/' l:,,

l
':,j + o(Ai2

l

Substituindo-se as fórmulas (1.5) em (1.4), obtém-se

#[, . :]«.*ü;l 1 1 il«.*#l il«.-,,"'","'",.
cle onde obserx'a-se uma ordem cle discretização quadrático (veja os termos do eito asimptótico)
Ao desprezar-se os termos do erro e definir-se (5 = b- tem-se

2
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-$óá,j

a{,.j

Ê':,j

Õ2ci,j

2(ai,j + Õ:c{,j)

Õ2cí,j

hf ./: ,j . (1.6)

1.2.2 Esquema de 7 pontos

Para obter-se este esquema, utiliza-se as mesmas fórmulas de diferenças do caso anterior,

exceto a fórmula que aproxima o termo em derivada mista. Aproxima-se este termo por

meio da fórmula (A.13), se o coeficiente b no ponto da malha a aproximar for não negativo.

Caso contrário, utiliza-se a fórmula (A.14). Para explicar melhor este processo, define-se

Ó:, i(Z'{,j + IZ,:,jl) - maxlZ,, 0},

1;(Z':,.Í - ló:,jl) - mi«{Z', 0}.

Observe-se que b{,j
escrever como

ÓL + Z'ã e IZ,.,j z'ü Logo, a equação (1.4) pode-se

2ó''(«, ügh -- 2ó' («,ügh -- .(«, d g) - .f(«, ü,

e aproximando-se cada termo na forma descrita acima, têm-se

Õ'u
«(z, Z/) +

-.«.* li:i il«*
t !]«.*:t {]«..

?[«
2

l
l

0
./;,.f + 0(A?) + 0(Aih2) + 0(A:),

0LI



1. Um problema modelo 9

[-.=?.,
com a restrição l91

õ'ci,j -- õlbi,jl Jb+

-2(a{,j - dlÓi,jl + Õ'cí,j) a{,.j - ÓIÓi,j

t52ci,j -- cilbi,jl --õbí.j

ui,j = RJi,i (1.7)

lól <: minha,c}. (1.8)

Infelizmente, pode-se ter muita diferença entre a condição de elipticidade (1.3) e a
condição (1.8) (considere-se por exemplo o caso com espaçamento uniforme, isto é, A: -

/z2 :: A e a = 2, c :: 50, onde pela condição de elipticidade tem-se lól < 10 e pela condição
anterior tem-se lól < 2). Porém, nos casos em que a condição (1.8) é satisfeita, a matriz
resultante é uma matriz de tipo M l81.

1.2.3 Esquema de 9 pontos aumentado

Das equações(A.l),(A.2),(A.5),(A.6) e(A.8)-(A.ll), obtêm-se

u(z A:,g/-A,) -2u(z,y-h:)+u(z+À:,g/-A,)

2u(z - h:, y)+ 4u(:«, y) - 2u(z + A-, Z/)+

«(z - h:,y + A,) - 2u(z, g/ + h,)+ u(:«+ A:, g/ + h:)
h?Agãgh(«, Ü +

+o(híh!) + o(AfA!),

ou

F 1 2 1 1

Deseja-se adicionar ao esquema de 9 pontos um múltiplo a da equação (1.9), de tal
modo que a ordem de consistência do esquema resultante nã.o seja alterada e tal que o
novo esquema tenha mais peso ]la direção de diagonal dominância. Para calcular este
favor a considera-se a média harmónica dos coeficientes a e c.

«:«,Jh :,, - hih2
2 4 2
1 2 1

«:,j + o(fila,) + o(h:A:). (1.9)



1. Um problema modelo 10

Mn(«, 0 - :]-: - ]e
.i.l..à a + c

Da condição de elipticidade, observa-se que

2

<
a+c a+c

l
MH(«, .)

2

Logo, define se o fatos

a+c

Se na equação (1.4) se consideram os coeficientes a, b e c constantes e deriva-se em
relaçãoà â , obtém-se

«:h(«, ü -'' "õ;Ílh,(«, ü + .:=,(«, ü - ::(«, ü,
ou,

«:«,Jb'«,«, - W(='«,«, «Ü'«,«, .à'«,«,).
Aproximando-se o termo em derivadas mistas de / por diferenças finitas, tem-se

$ : .{1'..*'''-",,.hih2

Igualando-se a equação anterior com a equação (1.9) e multiplicando-se o resultado
pelo favor a, obtém-se

«:-l l :i il«.
l l

b
,J

0
8(«.,.j + c:,j)

l : $1'.*''"-',,.
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Finalmente, a adição do termo anterior ao esquema standard de 9 pontos deixa o
seguinte esquema

:ll:! bt
{':,. -- '&:L

«.«,«nlllll,

u{,.j h?./;,j +

(l.lO)

Para observar o efeito deste termo sobre o esquema (l.lO) considere-se o problema

extremo em que a = b = c = 1 (problema parabólico), com espaçamento uniforme /zi =

h2 :: h. Este problema indica a existência de uma segunda derivada de u ao longo das
linhas Z/ = 3 + c, com c uma constante arbitrária, que são as diagonais de uma malha
uniforme. Para este exemplo, o esquema anterior reduz-se

0

-2
0

refletindo este fato, enquanto o esquema de 9 pontos (9P) reduz-se



CAPÍTULO 2

O método dos resíduos conjugados

Este capítulo trata os aspectos principais do método dos resíduos conjugados (CR)

2.1 Solvers variacionais

Como está descrito em l5, 101, os algoritmos CR podem ser derivados a partir da analogia
física da equação da onda amortecida

ã? + Fã;i ::: ,c(") - /, (2.i)

cuja solução em regime permanente no pseudo tempo r, isto é, a variável u independe do

tempo, representa a solução do problema (1.1). Discretizando (2.1) no pseudo tempo r
com incremento de tempo Ar e escala de amortecimento T = v7-i,Ãr (assumidas tmiformes
no espaço) e utilizando os seguintes esquemas de diferenças finitas

07-

u"+i -- 2u" + u" l

(z\ .'- ) '
,Ü"+l --,ün

'À7-

para aproximei os termos do lado esquerdo de (2.1), tem-se

V=L-t:SJ-- + Üd:P(«"''': - «") - r(«") /

12



2. O método dos resíduos conjugados 13

Multiplicando por(Z\r)2 tem-se,

(l + q)u"' : (2 + ?)«" + «" " (A.-y(,C(u") - ./')

e após reagrupamento dos termos obtém-se a seguinte fórmula de recorrência de três
termos:

.Ün+l 7u"+(l 'y)u"': + P(,C(u") - /), (2.2)

com

( .&, -) '
l+q

e n sendo o superíndice que indica iterações sucesssivas. A discretização espacial de (2.2)
e

'yur + (l 'y)ur': + #(Z:(u") /), (2.3)

onde o subíndice i= (ãl, á2, . . . , á.) denota a posição sobre uma malha computacional e

ri refere-se à forma discreta de (1.1).

A fórmula (2.2) constitui a base comum para vários esquemas iterativos (veja l51).
Os coeficientes arbitrários que multiplicam as derivadas no pseudo tempo na equação da
onda e o tamanho de passo do pseudo tempo na integração são derivados variacionalmen.

te em cada iteração, por meio da minimização de uma norma apropriada do erro. Isto
garante convergência ótima sempre que o operador r satisfaça certas propriedades- na

norma escolhida, e o esquema CIR obtido dependerá da forma particular da aproximação
da equação de onda e da norma escolhida. Como será visto na próxima seção, o esquema

CR utilizado neste trabalho minimiza a norma euclidealla do resíduo llrll2. Este esquema

nao precisa para sua convergência monótona da simetria da matriz que representa ,C

na malha, que é uma condição necessária no esquema CG clá.ssico. Isto aumenta a apli-

cabilidade de esquemas CR, podendo ser usados para resolver problemas elípticos mais
complexos que surgem em aplicações.
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2.2 O método CR

Definindo o erro residual local na zz-ésima iteração como

-" (2.4)

a equação (2.2) pode ser reescrita da seguinte forma

,Ün+l 7u" + (1 - 7)u"': + #," (2.5)

Ao aplicar-se o operador ,C aos dois lados da equação anterior e subtrair-se ./ dos
resultados, optem-se a seguinte equação:

Tn+l 'y," +(l 7),"': + ©Z:(,") (2.6)

que define o resíduo r"+i = r(u"+i) -- / uma iteração na frente de (2.5). Portanto, pode-se

utilizar a equação (2.6) para determinar parâmetros ótimos ' e /7 na equação (2.5) que

garantam um erro total mínimo após zz + l iterações. Para fazer isto, reescreve-se (com
o intuito de minimizar erros de propagação e arredondamento) as equações (2.5) e (2.6)
como

.t&n+l

Tn+l

'Y(u" - «"'') + u"': + #,"
7(," - ," :) + «" : + #C(,").

(2.7)

(2.8)

Os coeficientes 7 e Õ são então determinados pela minimização de <r"+i, r"+i>, isto é

a rz+l -0r r6
Então,
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i<7("" '"':)+'" : +pr('"),'v('" - '"':)+'"
21<," ,"'',," - ,"':> +2P<," - ," ",r(,")>
+2<r" -- r" :, r"':> = 0
<r"+:,," r"':> = 0.

: + Pr(,"))

(2.9)

De forma equivalente à equação anterior, tem-se

a n+lrM< >

r

ou,

a n+l n+ln r zE<v('" '" :) + "" : +pc('"),v('" - '"':) +'"': +p,c('")>
2'y<," - ," :, ,C('")> + 2#<Z:(,"), ,C(,")> + 2<," :, C(«")>

<,"+', r(,")> - 0. (2.10)

As equações (2.9) e (2.10) levam ao sistema linear simétrico

all a12
a12 a22

7
P

onde

all

a12

a22

bi

(," «" :,," «" :>,

<," - ,'" ', r(,")>,
<z:(«") , r(,")> ,

<," ," :,," '>,
- <r(,"),," :>,

l2.ii)

cuja solução é
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a2ubt ai2ó2

alla22 (2.12)

(2.13)
aiib2 -- ai2bi

allCZ22 -- a12

Observa-se que os coeficientes ' e # minimizam a norma do resíduo sem precisar da

condição de simetria do operador ,C. No apêndice B é dada uma prova da convergência

monótona das equações (2.7), (2.8), (2.12) e (2.13). No início do processo iterativo.

considerando a condição inicial uo (n = 0), assume-se ' = 1, e minimiza-se (2.8) com
respeito a Õ para obter

.. <,',z:(,')>
' <r(,'), ,c(,')>

com o qual, obtém-se o seguinte algoritmo para o método CR

(2.14)
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Algoritmo l Esquema CR
Entrada: ,C, ./', uo
Saída: u = ,C i./'

r' +-- C«'» -- j

qn ç- LT'

/' '--

u: +- u' + #ro

r: +-- r' + /3q'

enquanto llr"ll> cfaça
d"4. [v"

p" + r'} -- r"'i
«:: {-- <P",P">

«« +- <P", q">

«« +-- <q", q">

z,- «-- <P",," :>

b: +- <q",," :>

7 <-- q"ói-':,',
' alla22 aÍ2

# '-- ke=É-
u"+i {..- 7P" + u"-i +

r"+i {-- 7p" + r"'i +

fim do enquanto

2.3 Pré-condicionamento
+

Uma caraterística importante clo método CR é que para ser realmente efetivo necessita ser

acelerado por algum pré-condicionador j101, o que significa transformar o sistema linear
em outro equivalente de fol'ma a acelerar a convergência. Ou seja, transformar-se o sistema
linda.r

L«- (2.15)
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no sistema

M'-:,Cu :./', (2.16)

onde o operador ik/ aproxima-se do operador C em algum sentido. Para que o precondicio-

nador seja útil, a convergência do problema auxiliar (2.16) deve ser suficientemente rápida
para justificar o esforço em inverter o operador M. Em geral, quanto mais M aproxima-se

de r, mais rapidamente o esquema CR convergirá, mas o cálculo da inversa de M será

uma tarefa mais difícil. Por exemplo, no caso limite M = r o esquema CR convergirá
em uma iteração, mas todo o esforço em resolver o sistema linear está em inverter M. No

outro caso limite, M = /, o processo de inverter À/ é trivial, mas o esquema CR não será
acelerado em forma alguma. Entre esses extremos , tem-se uma ampla flexibilidade no
desenvolvimento de pré-condicionadores e não existe um método geral para desenvolver
pré-condicionadores ótimos.

O pré-condicionador utilizado aqui é a fatorização .LU incompleta ILU(0)- de l41,

descrito em j101 e j141, método que consiste em decompor a matriz .4 = ZU -- R, onde

Z e U têm a mesma estrutura não nula que as partes inferiores e superiores de .,'!, res-
pectivamente, e R é o resíduo da fatoração, com elementos nulos nas posições em que a
matriz .4 tem elementos não nulos. Para ilustrar melhor o método considere-se a matriz

de 9 pontos resultante da discretização da EDP au,, + 2bu,, + cuy por meio de dife-
renças finitas. A estrutura desta matriz é mostrada na parte inferior esquerda da figura
(2.1), com tamanho zz = 32 correspondendo à malha de tamanho ni x n2 = 9 x 5 pontos.

Clonsidere-se agora uma matriz triangular inferior .L tendo a mesma estrutura que a parte

inferior de .4 e uma matriz triangular superior U tendo a mesma estrutura que a parte

superior de .A. Estas duas matrizes são representadas na parte superior da figura (2.1).
Ao efetuar-se o produto de .L e P, a matriz resultante terá a estrutura mostrada na parte
inferior direita da figura. Em geral, é impossível encontrar matrizes Z, e U tais que seu

produto seja igual à matriz .4, devido às diagonais adicionais que aparecem na matriz
produto. Porém, ao ignorar-se estas diagonais adicionais, então é possível encontrar Z,
e C/ com a estrutura mencionada acima tais que seu produto seja igual à matriz .4 rias

outras diagonais. Contudo, as matrizes L e U não são únicas. Para garantir unicidade,
considera-se -L triangular unitária inferior.

Para efetuar o cálculo dos elementos elas matrizes L e U na fatoração ILU(0), considere
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se as matrizes do exemplo anterior

€

Ao efetuar o produto das matrizes Z, e U e igualar-se ao correspondente elemento não
nulo da matriz .4, tem-se

«f

«$

zl;«! "'

Zl;uâ "' + /{u!-"-+:
«f

«f

«!

«á

«}

«â

/$uá "-+i + Záu!-"i+2

Zi;uã "' + Jlul:-":'' : + ZÍ«f-'

[fu5 "' + /íu!-"''''' + zÍulí-"'+' + /fu: '+«! (2.17)

/liuk-"''': + zfu! "-+: + u:
zf«!': + «}

«:
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de onde obtém-se as seguintes fórlllulas de recorrência

«f
«f'":
«$ /f«E ":

.Ük --,' i+ l

«$ - z{«ã "-''''
.Ük --ni+2

«f - /f«! "' -

«f «: "' -

«á /$u:-«:+:

«li

«! /j«ã :

«â,

«!

«â

«{

«â

«ã

Z$uk -,' : + l

z$ .,* -« : + :
-- JIUt n:+2

ni+2
z}«ã-: (2.18)

com a colldição de que qualquer elemento u5 com superíndice { não positivo é substituído

por l e qualquer outro elemento com superíndice negativo é substituído por 0. Isto deve-se

ao fato de que as fórmulas de recorrência mudam nos elementos da matriz correspondentes
aos pontos da malha computacional que se encontram próximos à fronteira.

Uma vez estabelecido o precondicionador neste caso À/ = Z,U-, aplica-se o método
CR à equação (2.16), resultando o seguinte algoritmo:
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Entrada: Z:, .ü/, /, uo
Saída: u = C i/

i;o +-- Luo -- f

Resolver Mro - fo
wo +- ,Cro

Resolver Mqo = wo

#'-- $$
u: +--- u' + /7ro

r: +- r' + /3q'

enquanto llr"ll > c faça
uf'' 4. Cv"

Resolver Mq" = w"
p'l <-- T'z r'l l

«:- +- <P",P">
««, +- @", q">

«« +-.<q', q">

ó: +- <P", ," '>

b, +- <g",," :>

# +.. giió2-ailg!!
' alla22 aÍ2

u"+: +- 7P" + u" : + P,"
r"+i +.-. 7p" + r"'i + /7q"

fim do enquanto

Observa-se que na versão precondicionada do esquema CR é necessário resolver um

sistema linear Mq = w (-LUq = w) em cada iteração do processo, mas devido às estru-

turas esparsas das matrizes .L e U, o custo computacional para resolver este sistema é
proporcional ao número de variáveis e, portanto, relativamente barato.
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anil

B

(a) L (b) t/

:::. --'::!. '''::.

-::: '::::

::
H Hall

(c) .4 (d) LU

Figura Estruturas das matrizes .A, -L, U e -LU no método ILU(0)



CAPÍTUI,0 3

O método Multigrid

Este capítulo trata dos principais aspectos do método Mlultigrid (MG)

3.1 Introdução

O método multigrid ]2, 8, 3, 11, 6], também chamado pránczpáo Multigrid, é uma técnica

para acelerar a convergência dos métodos iterativos básicos que evoluiu a partir de tenta-

tivas de superar as limitações apresentadas por tais métodos e foi aplicado, originalmente,

a sistemas lineares resultantes da discretização de problemas de valor de fronteira simples
que surgem nas aplicações físicas.

Os métodos iterativos básicos, tais como Jacobi ou Gauss-Seidel, começam com uma
aproximação inicial da solução do problema discreto, que é melhorada iterativamen-
te. A sequência gerada converge então (idealmente) à solução exala do sistema linear.
Clonsidere-se o sistema linear

Z:" - ./' (3.1)

Após n iterações, tem-se uma solução aproximada u" da solução exala u. Assim,
define-se o erro na n-ésima iteração como

Cn :: ?..[ ,ün (3.2)

e Q res'ídli.o

23
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," - J' r«'" (3.3)

que mede o quanto a aproximação u" não satisfaz o sistema linear (3.1). Substraindo-se

ru" da equação (3.1) e aplicando-se (3.2) e (3.3) ao resultado, obtém-se a equação resádua/

C." - "", (3.4)

observando-se que, ao resolver-se a equação anterior, pode-se encontrar a solução de (3.1)
a partir de (3.2). Como se verá na seção seguinte, a equação residual é muito importante
no contexto multigrid.

Considere-se, agora, um método iterativo da forma

M'u"+: = Ru" + / (3.5)

Como a solução exala deve satisfazer a equação anterior (deve ser um ponto fixo dela),
utilizando (3.2) obtém-se

e"+i = M iRe", (3.6)

e por indução, tem-se

e" :R)"e', (3.7)

onde eo representa o erro inicial. A equação anterior descreve o comportamento do erro em

sucessivas iterações. Supondo que a matriz A/ iR sela diagonalizável com auto-vetores
gt e respeticos auto-valores ÀÊ:

M \ R(pK -- XKtpK, ,N, (3.8)

(N é o número de pontos da malha). Escrevendo o erro inicial eo como

(3.9)
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com ck constantes, a equação (3.7) fica

e" = }, ceÀZç'k, (3.10)

de onde observa-se que a condição necessária e suficiente para que e" tenda a zero quando

n tende ao infinito, é que o raio especfra/ (maior módulo dos autovalores) da matriz N/'iR
seja menor que l (veja j131 para uma demonstração deste fato). Após um certo número
de iterações, predominam os termos correspondentes aos auto-valores de maior módulo.

Em equações elípticas esquemas iterativos como o de Gauss-Seidel se caracterizam por ter
maior auto-valor

k l

.X: - 0(A'),

enquanto no método SOR Ài = 1 -- O(A). Em ambos esquemas, quanto mais fina a

discretização, mais lenta será a convergência. No entanto, os modos de mais alta frequência

apresentam uma redução muito mais rápida (considerando-se os autovetores em (3.1)
sendo séries discretas de Fourier, o fato de que em cada iteração o novo erro produzido em

cada ponto da malha computacional é uma média ponderada das partes circundantes a
ele, as componentes oscilatórias do erro são eficientemente induzidas pelo método iterativo

ou suavização, o que não acontece com as componentes suaves, observando-se que tais

métodos são eficientes na suavização das componentes do erro, mas não na solução do
sistema linear).

O método rnultigrid faz uso do fato de que após um número determinado de iterações
obtém-se uma aproximação à solução com erro suave, Então, é possível calcular uma

correção ao erro, resolvendo-se a equação residual (3.4) em uma malha mais grossa e
transferir a solução de volta para a malha fina, com a clara vantagem que nesta malha
grossa o custo corllputacional será menor. Para se fazer isto, precisa-se definir a malha

grossa, operadores de restrição e ánferpo/anão, que transfiram a informação da malha fina

à malha grossa e vice-versa, o operador de diferenças finitas na malha grossa e o método
para resolver a equação residual na malha grossa.

Em vez de se resolver exatamente a equação residual na malha grossa, pode-se uti-

lizar, iecursivamente, a idéia anterior, considerando-se malhas cada vez mais grossas, o
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que nos leva a ter métodos iterativos com a característica de que o custo computacional
necessário para atingir uma precisão fixa é proporcional ao número de variáveis discretas.

Se incorporarmos ao método multigrid o conceito de iterações aninhadas (nestes áÉeratjon,
ou a utilização de malhas grossas para obter boas aproximações iniciais nas malhas mais

finas), ainda é possível obter métodos cujo custo computacional necessário para obter a
precisão de discretização seja linearmente proporcional ao número de variáveis discretas
jveja l81, por exemplo).

Consequentemente, no método MG podem-se distinguir três elementos ou etapas prin-
cipais:

e Suavização do erro

e Cálculo de correções em malhas grossas e aplicação recursiva

e lterações aninhadas para a obtenção de uma melhor aproximação inicial

3.2 Métodos de suavização

Para definir um operador de suavização, utiliza-se a seguinte notação. Considere o sistema
linear

Ct.uh = jt., (3.11)

onde Z:h é um operador de diferenças de 9 pontos

,c«««(:«) >:'*u«(z+A h), v Z': lkl $ 1}, (3.12)

ou, na notação sfencá/

s l,l
s l,o
s l,-l

se,l sl,l
se,o sl,o

se,-l sl,-l
r.««(«) (3.13)
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Clonsidere agora a seguinte separação do operador Z:A

z:. + z:2 + c;, (3.14)

definida por uma separação correspondente do conjunto de índices 'V em três subconjuntos
disjuntos V , 'Vo e V+, onde

V carateriza os pontos da malha cujos valores antigos são utilizados durante o
processo de suavização.

'Vo carateriza os pontos da malha cujos valores são calculados simultaneamente du
unte o processo de suavização.

V+ carateriza os pontos da malha onde encontram-se disponíveis novos valores (já
da iteração corrente) que são utilizados en vez dos valores antigos durante o processo
de suavização.

Com a notação acima, podem-se representar os principais métodos básicos de suavi-

zação da seguinte forma. Sejam ãA e ãh as aproximações à solução exala uh de (3.11) antes

e depois de um passo de suavização (parcial ou completo). Então, de (3.11) e (3.14), üh
é determinado por

C;ã«(:«) + C2tZ«(z) + r;iZ«(:«) se z c õ.
üA(z) =ãA(z), se :«cQà\Õ., '' "''

onde (2A é um subconjunto de (2h contendo os pontos da malha onde a solução é atualizada.

No caso de ter-se um método de suavização de passo completo, Qh = Qh.

A seguir apresentam-se os métodos de suavização considerados no presente trabalho.

3.2.1 Gauss-Seidel

Conhecido também como Método de Suavização Sucessiva. Uma iteração deste método

consiste em calcular em cada ponto (do int.erior) da malha computacional a nova aproxi-
mação à solução do sistema linear e atualizar, imediatamente seu valor pala ser utilizado

no cálculo dos novos valores nos pontos consecutivos. A ordem em que os pontos são
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considerados, para este trabalho, é a ordem /eaàcogr(ÍHca, isto é, os pontos (zi,Z/j) são
co«liderados na ordem(1, 1),(2, 1), ' '(-NI -- 1, 1),(1, 2), -.,(.NI -- 1, N2

Na notação introduzida acima, tem-se que

v'
@

{A k,) : k, l o« k (1,0)},
{(o,o)},

{A A,) : k: -l o« A (-1,0)},

e Qh = (2A. Na notação síencãZ, tem-se

=i. ,:r.i«;'- I'f' 'i'0

0

onde o superíndice n indica iterações sucessivas e o subíndice h não foi utilizado para
facilitar a leitura.

3.2.2 Red-Black (tipo Jacobi)

Neste método a malha computacional é dividida no estilo de um tabuleiro de xadrez.
como é mostrado na figura (3.1). Uma iteração deste método consiste de duas partes. Na

primeira, os pontos red (na figura, os pontos cuja soma dos índices é par) são suavizados
e seus novos valores são atualizados somente depois de todos os pontos serem conside-
rados. Na segunda parte, utilizando os novos valores dos pontos red, são suavizados os
pontos Z)/acA (na figura, os pontos cuja soma dos índices é ímpar) sendo seus novos valores

atualizados somente depois de serem considerados todos os pontos ó/ack.

Assim, no passo parcial red tem-se

v'
W

v+

{A k,) : k :/ (0, 0)},

{(o, o)},
0,
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Q;'' = Õh = {n C QA : z (àAi,J/z2), ã +J par},

com o qual, na notação sfenc{/, tem-se

[l ;. :]--'- [i;.
se,l sl,l
0 si,o

se,-l sl,-l

Analogamente, no passo parcial ó/ack a separação do operador cà fica inalterada e

(2il"* = Õh = {z C Q : z = (ã/zi,JA2), { +.j ímpar},

com o qual tem-se, na notação sfencá/

[: ,;. :]«-'- [Ê;.
com a observação de que os valores de u" foram atualizados, antes de se iniciar o passo
ó/acA, com os valores u"+l obtidos no passo red.

n+]
i,.j blacÉ

h

se,-l

$
8

6

5

4

6

4

0
0

0
4 5 6 7

(a) Pontos red (b) Pontos Z,/ack

Figura 3.1: Poi)tos red e ó/acX; em uma malha de 9 x 9 pontos
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3.2.3 Zebra

Neste método a suavização é feita por linhas (filas ou colunas), mas não uma após outra

senão no estilo zebra (primeiro as linhas pares e depois as ímpares ou vice-versam veja-se a

figura (3.2.3)). A atualização dos novos valores nos pontos em cada linha é feita após todas

as linhas da etapa respectiva (pares ou ímpares) terem sido consideradas. A notação LZ é

utilizada para indicar suavização por filas (CZ para suavização por colunas). Observa-se
que para suavizar uma linha precisa-se resolver um sistema tridiagonal.

Assim, o passo parcial euen do método Zebra por linhas (LZ) fica determinado por

V
@

v+

{À

{A

g,

k, # o}

e

(2'--"'" = Qh = {z C (2A : z = ({/zl,.jA2), .j para,

com o qual, na notação sZencá/, tem-se

' ' o l l .-:,: ;.,: ;:,: l
si,o se,o si,o lt';l;'---l 0 0 0 lu;l.Í+./:,.j, ZCf2": -'"

l o o o J 1 ;-:,-- '.,-: ':,-: 1
De igual forma, na iteração odd a separação do operador ,CA fica inalterada e

U

Q:- '"=Õ =lzCQ :z=(áài,.j/z2), Jímpar},

de onde tem-se,

.;.. .;- ,;.]«-':

se,l sl,l
0 0

se,-l sl,-l
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com a observação que os valores de u" foram atualizados com os correspondentes valores
de u"+i obtidos na iteração ez;en uma vez concluída esta.

8

6

7

6

+

+

0
0 2 34 5 678 0 +567

(a) Filas ez;en (b) Filas odd

Figura 3.2: Filas pares (euen) e ímpares (odd) em uma malha de 9 x 9 pontos

Analogamente, os passos euen e odd do método Zebra por colunas (CZ) ficam deter.
minados por

{k k:) : k: # o},
{k k,) : k:
0,

e

Q = {z € Q : z = (ãAi,.JA2), ã para,

Qh =Íz C Qh :z=(áhi,.jÃ2), i ímpar},Q''

de onde, por meio da notação stencá/, tem-se os correspondentes passos parciais euen e
odd
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0 se,i

0 se,o

0 se,.i

s i,i 0 si,l
s i,o 0 si,o

s i, 1 0 si, l

e

[: j!;. :]«-'- [i;;. : jT;.]«;*,., ,'':, -.
Observe-se que o método de suavização Zebra alternado (AZ) consta de quatro passos

parciais, correspondentes aos passos parciais dos métodos Zebra por linhas e Zebra por
colunas, repetivamente

3.2.4 ILU

Para utilizar a fatoração LU incompleta (ILU) como método de suavização, considere o
sistema linear (3.1)

e o método iterativo básico (3.6)

À/Id"+'" = R;u" +- f,

que resulta da separação da matriz ,C = M -- .R. Considere agora JI/ = LU e R sendo

as matrizes da fatoração ILU (ILU(0)), como foi descrito no capítulo anterior. Então. o
método iterativo anterior fica como

LU\f"'t'L = R;u" -\- j.

Na notação sfe7zcà/, considerando Z: representado por (3.13), tem-se
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:.l. .:l. l « - I'i''
com o qual o método iterativo resulta em

uo,l

uo,o

0

r-2,1

r 2,0

0

0 0
0 0
0 0

R

,.i. ,.i:ii":'' % l l:;: l l l :;.l«**,.,
3.3 Correção de malha grossa (CGC)

Após aplicar-se várias iterações de um método particular de suavização à aproximação

da solução, pode-se considerar que o eno el; :: uA -- uZ basicamente contém componentes
suaves. Como o mencionado erro satisfaz a equação residual

Z:«eX (3.16)

com rhn = /h -- ChuX, a equação (3.16) pode ser aproximada em uma malha grossa (2#,
com .H > /z, por

c«.Z , (3.i7)

onde Cw é uma aproximação qualquer ao operador CA na malha grossa (2H. Neste trabalho

considera-se # = 2h (standard coam-sening), com o qual a malha grossa (2H é obtida

dobrando os tamanhos de passo em todas as direções (veja-se a figura (3.3)). O operador
Z:2/' é considerado sendo "a versão Q2h de .Ch" e o operador de resta ção Zeõ é definido
colmo
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Este operador é conlumente conhecido como o operador /u// weãgÀtáng (FW)

Figura 3.3: Malha fina QA, malha grossa Qx ç22A e a superposição delas

Sob a hipótese que a equação (3.17) pode ser resolvida, o termo e2h obtido na malha
ç22A é uma boa aproximação ao erro eZ nâ malha (2A e, portanto, pode ser transferido de

volta para a malha fina Qh por meio de um operador de pro/ongação ou ánZerpo/anão, e
ser adicionado à aproximação prévia para obter uma nova aproximação, isto é

ÜX + -ZÜ,';., (3.18)

onde ÜE representa uma atualização do valor de u; e IZáàh representa o operador de trans-

ferência da malha grossa para a malha fina. Neste trabalho, o operador de prolongação
utilizado é definido como

Este operador é conhecido como o operador de ánferpo/anão ó /ãrzear.
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Do processo acima descrito, e apartar de (3.18) e (3.17), obtém-se

(z

a«[41q« k
.[!.c ;l;]l' c«'â
- Z&.Z;:ZZ"C«)ej; ,

onde zh denota o operador identidade sobre a malha QA. Assim, define-se o operador de
correção de mctlha grossa

KI' Ci*lX'C«

e o operctdor de d\tas malhas

(3.19)

À42Kh - S'PKI'S:' , (3.20)

onde Sh' representa p iterações do processo de suavização.

Observa-se que, neste ciclo de duas malhas, o método de suavização foi empregado para

eliminar, eficientemente, as componentes oscilatorias do erro, e a correção de malha grossa
(CGC) foi utilizada para eliminar as componentes suaves. Porém, em vez de resolver.se

a equação (3.17), aproxima-se sua solução por meio de várias iterações de suavização e
uma correção ao erro na malha ç24ü. Clontinuando recursivamente este processo, obtém-se
o seguinte algoritmo recursivo de um ciclo multigrid completo

onde ' indica o número de vezes que o processo de correção de malha grossa será feito
Se ' = 1, tem-se o ciclo y, mostrado na figura (3.4)
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Algoritmo 3 Ciclo multigrid
MGcycle(m, k, ', pi, u2, rkA, ui;h, ./'kA)

se k = m então

«« +-- Sol«e(C««, u««, ./h«)
senão

UÊA +-. ReIax(PI, Z:kh, UkA, ./kA)

rkh 4:'' jKh l:,khukti

para i - 1, ' faça

MGcycle(m, A + 1, 7, z,i, z'2, r(k+i)h, e(Ê+i)A, /ihrkA)

ukh +- ux;A + /á.e(k+i)h
ukh +-. Relax(p2, .ctà, ukh, .ÜÀ)

fim do para
fim do se

©
H

P

C

iterações de suavização

álculo da solução

operador de restrição

operador deinterpolação

Figura 3.4: Ciclo V multigrid pala quatro malhas

que é básicamertte o tipo de ciclo utilizado neste trabalho. Se ' = 2 tem-se o ciclo T'P,
mostrado na 6gura (3.5)

Observe-se que, após a correção da malha grossa, efetua-se p2 iteiações de suavização,
devido à possível introdução de erro por parte dos opeiadoies de transferência.
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©
H

P

C

iterações de suavização

álculo da solução

operador de restrição

Operador dc interpolação

Figura 3.5: Ciclo W' multigrid para quatro malhas

3.4 lterações aninhadas

Este método é independente do conceito multigrid e é baseado na utilização de malhas
grossas para obter valores iniciais apropriados para a solução na malha fina. Considere-se

o ciclo V-multigrid mostrado na figura (3.4). A questão é como obter uma aproximação
inicial à solução na malha fina Qh. O método das iterações aninhadas sugere resolver

o problema (3.11) em uma. malha grossa (22A e utilizar uma interpolação desta solução
na malha fina. Mas, para obter-se um valor inicial da solução ao problema na malha
(22h, pode-se resolver novamente o problema (3.11) na malha grossa o4A. Ao aplicar
recursivamente este método em malhas cada vez mais grossas, obtém-se o esquema y do
método /u// mu/fígrãd, como é mostrado na figura (3.6). No entanto, este método não foi
utilizado neste trabalho.
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a
m

p iterações de suavização. \ Operador de restrição.

Cálculo da solução- / Interpelação inicial .

/

,' Operador de interpelação
/

1 ) Sol«ção co«''ermida

Figura 3.6: Algoritmo Fulo Multigrid (FMG) para quatro malhas

3.5 Análise Local de Fourier

Uma das etapas mais importantes no desenvolvimento de se/uers multigrid é a escolha de
métodos de suavização que reduzam eficientemente as componentes oscilatorias do erro

com o menor custo computacional possível, pois a redução das componentes suaves ao
ser feita em malhas mais grossas terá um custo computacional menor.

A análise local de Fourier, amplamente descrita en] l61, é uma ferramenta que fornece

informação quantitativa e critérios realistas sobre as duas partes principais de um método

multigrid que influenciam na redução do erro: a suavização e a correção de malha grossa,
através dos favores de suauização e de conueryêrzcÍa.

Para efetuar esta análise, desconsideratn-se as interações do interior cla malha com a
fronteira, assumindo-se que o problema está definido em uma naalha infinita Gh, determi-
nada por
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{« k /z:kcZ2}, k A (k: h: , k:h,) (3.21)

e que o operador ,Ch tem coeficientes constantes (a análise é feita com os coeficientes

congelados localmente, no caso de coeficientes variáveis). Como domínio deste operador
rÀ considera-se o espaço linear complexo é:ü gerado pelas frequências de Fourier

P(0, z) eio'/A, z c GA, 0 c R2, -a' < 0 5; n-, (3.22)

onde z/À = (zi/hi,z2/A2) e a desigualdade é feita componente por componente. Estas
frequências são ortogonais segundo o produto interno

<««, «"«> - JU, al }: ««@ - wiüÍi''Q, o.2D
lkl<n

com o qual tem-se que as funções em (3.22) formam uma base para 'fÜ. O subespaço €2h,
sobre a malha (G2A, é definido analogamente, substituindo-se h por 2h.

Considere agora o operador de diferenças ZA, descrito por (3.11). Observa-se que as
frequências de Fourier (3.22) são auto-funções deste operador, isto é

,càp(o,") - À(0,")ç'(a,z), " < 0 5; «-, À(0,z) = >:ske:'*. (3.24)

Uma vez definidas as frequências de Fourier e estabelecida a malha grossa (G2h , definem-

se as frequências suaves (ou Z)aázas) sendo aquelas frequências que são visivéis (podem ser

representadas) sobre a malha G2h e as frequências oscà/Glórias (ou a/tas) sendo aquelas

frequências que não são visivéis (são confundidas com uma frequência suave) sobre a
malha (;2A. Assim,

p(0, -) é chamada frequência suave, se -- f < 0 $ {

frequência oscilatória, em caso contrário.
l3.25)

Da definição anterior, pode-se observam uma relação entre o conjLmto das frequências
suaves e o espaço égua, estabelecida por
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e" «nÍ@(0,'):-:l<05;;l}, .É(0,';) (0,"), ZCG«,

onde @(0, z) denotas a restrição da frequência suave p(0,z) sobre a malha grossa (G2h.
Observa-se também que para z c G2À, existe um conjunto de frequências em GA cujas
restrições sobre a malha (G2A coincidem (a menos de sinal). Logo, definem-se os espaços fA.o

de 2A--harmónicos como os espaços gerados por aquelas frequências de álh cujas restrições
coincidem sobre a malha grossa, isto é

f",' -ÍP(0", .) : a (o, o), (1, 1), (1,0), (o, l)}, (3.26)

com

0" = 0 -- a . sgn(0)n- (3.27)

;:«@-l ii ii := (3.28)

para todo { < 0 $ 7

Considerando-se os operadores de transferência =ZEh e Z;àh e o operador ,Ch sendo repre-
sentados por sfencá/s com coeficientes rk, pA; e it, respetivamente, obtém-se as seguintes

relações, para todo --{ < 0 $ ; e todo a, 0' definidos em (3.26) e (3.27):

C«@(0,';) - A(0,A)@(0,';), A(0,h) :ê*e':"

Z:"9(0',:«) - -R-(0)@(a,';), .R-(0) ,*e:''* (3.29)
k€v

Zâ.Ó(0, ") - >: &.(0)Ç'(0", «), Pa(0) - } l>1:f'-*.:,'*.CI

Para estabelecer a representação de Fourier de um operador de suavização SA , considere

os erros êh :: uh -- ãh e êh = uA -- ãh das aproximações {Zh e {ZA à solução exala uh cle

(3.13) antes e depois do processo de suavização. De (3.13),



3. O método Multigrid 41

ãh = St.ét. =
-(ZE + ZI)':rÀê«, se :« c ã«

êh, se z C Gh \ (Gh
(3.30)

e, em particular, para qualquer frequência g(0, z) de (3.22) tem-se

8hP(0, :«)
.4(0, h)p(0, «), se .« c (ê«

p(0, :«), se «; c GA \ (êh,
(3.31)

onde

'@,Q-

com a observação que À'(0, A) + À+(0, h) # 0 e

(3.32)

,x (o, h) À (0, A) + À'(0, A) + À'''(0, A)

corresponde à separação (3.14) do operador ,CA, com

,x'(o,À) - }l: ;*':", ,x'(o,A) - >: '.'«*, ,x''-(o,A) - )ll: '*''".
kCV- kcV'o À:ev+

Assim, é possível obter representações de Fourier para os operadores de suavizações

descritos na seção 3.2, em relação à base (3.22) de eü. No caso de um operador de passo
completo ((GA = GA), o operador de suavização A. definido em (3.30) é representado por

S.P(a, z) (0, A)P(0, «), -a- < 0 $ a-, z C Gh

No entanto, se o operador A, não é de passo completo (Red Black ou Zebra, por
exemplo), as funções g(0, r) não são mais autofunções de Sh. Porém, os espaços eh,o de
2/}--harmónicos são invariantes sob A. (incluindo os operadores de passo completo), isto
e

St. : Et.,o (3.33)
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de onde se tem que o operador A. é equivalente a uma matriz por blocos de tamanho
4 x 4. Estes blocos são decotados por

A.,, = Shlc.,,, l3.34)

De (3.29), observa-se

q"
SPanÍ@(0, z)} -+ spanlé(0, :«)}

é:«,. --+ ;P«nÍ@(0, z)}

spanÍ@(0, z)} --+ eh,o,

(3.35)

com
$ < 0 $ {, de onde o operador KÉA fica invariante sobre os espaços élh,o,

X:É":fh,o --->'%,., -} <0 . (3.36)

Consequentemente, o operador JCih restrito a eü,o é equivalente a uma matriz de blocos
de tamanho 4 x 4, sendo estes blocos decotados por

ÊiÜo l..,,, ;<0-$ T- (3.37)

Esta representação é determinada apartar de (3.19) e (3.29), para --$ < 0 $ {

Ki"p(o" , #) P(o", «)
P(o", «)
P(o" , #)

P(a", «)

Z!.E ;:l:' C« 9 q0" , zà

À(a", À).Zb,Z:#Zh2"Ç,(a", «)

À(0" , À).Roo (0)Zb,Z#Ó(0, «)

ig;li?R«Mz2hA'É@, «)

-êÇ;#x«WEa.m«,p', «).P(0", z)

Analogamente podem-se calcular os valores para X::"p(0: : , r) , KÉ"W(0'o, z) e K:Ap(0': , z),
com o qual tem-se
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onde p. P(a",z) . À. À(0',A). Assim, para todo { < 0 5; ; tem-se

Éi:a - Z4»'- - Ã[Ó:.,].*., (3.38)

c01n

bi = Eoo,

Z)u = Pii ,

b3 -: Pio,

ól :: Poi,

ci = Àoo.Roo

C2 :: Àll/?ll

C3 :: À10/?10

C4 := À01/?01

A invariança dos operadores K:A e A. sobre os espaços fÜ,o implica na invariança sob
o operador .A4Êh, obtendo-se assim a representação .A4Í:o de .A4Éh, em relação aos espaços
C

.ÚZ% - g%Âliao&:,, (3.39)

de onde observa-se que o comportamento da convergência de um método de duas malhas

está caraterizado pelo raio espectral p(.Mhh). Como p(.4-B) = p(-B.4) para quaisquer
operadores .A e B, tem-se que p(.A,'í2A) depende de p = pl + z/2 e não de z,l e u2 de forma

independente. Utilizando-se a representação 8h,o tem-se

p(A, ") - ma"lp(.ÚÊ:o) -;l < 0 $ ;1}, (3.40)

de onde define-se o /açor de conueryêncàa p* de um método de duas malhas por

Poo   Poo   ÀooRooEoo ,\ooRooPi : ÀooBooPio ÀooRooEol

    Pil l ÀiiRti Poo ÀiiRiiPil Àii-Rti Pio ÀiiRI l Pot

9io   Pio 4A ÀioRioEoo ÀioAoPll ,\loRtoPio ÀioRioEol
Poi   Pol   Àoi Roi Eoo Àoi.Roi Pii ÀolEoi Pio Àol RoiEn ]
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P*(") -s«P{P(À,«): A $ ;}.(3.41)

Com o objetivo de quantificar as propriedades de suavização de um método de sua-

vização, introduz-se o conceito de /atar de suauãzação #. Este favor fornece informação

sobre a redução das componentes oscilatórias do erro obtida em um passo de suavização
na malha fina GA , e sua definição não considera outras componentes multigrid, tais como

operadores de transferência ou de diferenças em malhas grossas, Rias sim a utilização de
uma única malha grossa G2A na qual assume-se a eliminação total das componentes sua-

ves do erro, permanecendo inalteradas as componentes oscilatórias. Assim, o operador de

correção de malha grossa X:ÍÜ é substituído por um operador ideal, denotado por Q2h, o
qual elimina as frequências suaves deixando inalteradas as frequências oscilatórias. Desta
forma, a quantidade

l
}

h <
4

P(8h''QÉ"Sh':) QÊ"8b'), «(3.42)

deveria ser uma boa medida do efeito de suavização ao aplicar-se p passos de suavização.

Alem disso, pode-se considerar esta quantidade como uma aproximação ao raio espectral

de .A4É", no caso em que o operador de correção de malha grossa seja eficiente na eliminação
das componentes suaves do erro. Logo, define-se o favor /z

P(A,«) (3.43)

e Q fatos de suauãzação p.''

p*(") - s«plp(h,"): A $ 1:}.(3.44)
Em relação aos espaços 'fh.o, obtém-se a seguinte representação para p(A, z,)

p(A, ") - m"{ VCI Õilb.ãt,) : -; < 0 $ }},

onde fila é representado por

(3.45)
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0

l
l

l

(3.46)

As seguintes tabelas apresentam valores para o /alar de suauãzação (p*) e de con-

ueryêncáa (p*) para os problemas anisotrópicos e de termo misto, considerando os esque-

mas 9P, 7P e 9PA, para o método multigrid cona suavizações Gauss-Seidel (MG-GS),
Red-Black(MG-RB), Zebra por linhas(MG-LZ), Zebra alternado(MG-AZ) e ILU(MG-
ILU), por meio das fórmulas descritas nesta seção. Para o método MG-ILU, utilizou-se

adicionalmente o método de Newton-Raphson, descrito em j121, para calcular os coefici-
entes dos operadores -L e U, utilizando-se como condição inicial para estes operadores as
partes estritamente triangular inferior e superior do operador Z:A, respetivamente.

Os dados das tabelas foram obtidos da seguinte forma: calculou-se os valores de p
e p para as malhas 65 x 65, 129 x 129 e 257 x 257 pontos e extrapolou-se os valores

para o tamanho do passo A :: 0, obtendo-se assim os valores para p* e p*. Inicialmente,
implementou-se um programa em Fortran90 para calcular os autovalores de uma matriz
complexa, segundo o método descrito em l71. Por praticidade e por não ter-se adicionado

uma subrotina para balancear as matrizes, o programa mencionado foi substituído por
um programa SciLabi

l http://www-rocq.inda.fr/scilab/
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Tabela 3.1: Favores (/z*)" e p* pala o problema anisotropico (ZXh:
interpolação bilinear).

'Full-weighting", .Zjlh

Tabela 3.2

weighting''

Favores (/z*)" e p* para o problema de termo misto

Z2ÀA: interpolação bilinear).
esquema 9P (ZIÍA 'Fulo

 
a (P*)" P* (P*)" P* (P*)" P* (P*)"   (P*)" P*

100

l
0.961a       

0.065

       
        o.or4 l 0.062 o.063 l       

 
b (P*)" P* (P*)"   (P'')'   (P*)'   (P*)"  

                   
0.512

    0.192   0.074 0.062 o.063 l       

       



3. O método Multigrid 47

GS

(P*)" #

0.692 l 0.678
0.435 0.412

0.356 l 0.316
0.291 l 0.228

0.250 l o.192

o.173 l o.153

0.245 l 0.261
0.372 l 0.384
0.686 0.682

RB

lp*)" P'

0.819 l 3.479
0.560 l 0.705

0.385 l 0.526
o.155 l 0.253

o.063 l o.074

o.155 l 0.253

0.385 l 0.526
0.560 l 0.705

0.819 l 3.479

LZ
P

.P P'

0.707 l 0.676
0.362 l 0.324

o.185 l 0.203
o.053 l o.092

o.062 l o.063

o.053 l o.092

o.185 l 0.203
0.362 l 0.324

0.707 l 0.676

ILU
P P

o.129 l o.131

o.050 l o.098

o.043 l o.079

o.036 l o.051

o.016 l o.021

o.o08 l o.020

o.o07 l o.024

o.o08 l o.026

o.013 l o.030

b

0.95

0.85

0.75

0.5

0

0.5

0.75

0.85

0.95

U
.#

0.653

0.278

0.116

0.010

0.014

0.010

0.116

0.278

0.653

0.670

0.317

0.203

o.101

0.039

o.101

0.203

0.317

0.670

Tabela 3.3

weighting"
Favores (p*)" e p* para o problema de termo misto, esquema 7P (-Z?A

iZb, : interpolação bilinear) .

'Full

Tabela 3.4

weighting"
Fatores (p*)" e p* para o problema de termo misto, esquema 9PA (ZIÍh
Zâ.: interpolação bilinear).

;Fulo

 
b (P*)"   (P*)" P* lp*)"   (P*)"   (P*)'  

 
0.618

   
1.359

     
0.565

   
        o.074 l 0.062 0.063        

   



3. O método Multigricl 48

Da tabela (3.1) pode-se observar que

e Os valor'es de p* e p* apresentam simetria em relação a a e 1 , para os métodos MG-

GS, MG-RB e MG-AZ. Este fato pode ser explicado da seguinte forma. Considere
b = 0, c = 1 e õ = 1 no sfencá/ (1.6). Então

'--r; ,{*:, :]
Ao aplicar-se o método Gass-Seidel no síenc{/ anterior, tem-se

0 0
1 « 2(«+ 1)
l o l

Agora, ao aplicar-se novamente o método de Gauss-Seidel no sfencáZ que resulta ao
substituir a por i, tem-se

o l o

« l «;lj + /,,j0

o o o

0 0
l : -2(! + i)
l o l

Multiplicando a equação anterior por a, se obtém

o l o

'u;,j -+ fi,j0 0 a

0 0

o o o 1 1 o « o l
li 2(i+«) ol";l;'- o il«;l,+«/.,.,

o « o 1 1 0 0 0 l

de onde observa-se que os dois esquemas são basicamente iguais, com a direção
invertida. Assim, espera-se que a convergência do método Gauss Seidel seja a mesma

pala a e para 1}. A explicação para os outros métodos acima mencionados é análoga.

e nos diferentes métodos multigrid, os valores de /z* e p* estão muito próximos. Isto

indica que o processo de correção de malha grossa elimina eficientemente as compo-
nentes suaves clo erro.
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e Os melhores favores p* e p* foram obtidos pelos métodos MG-AZ e MG-ILU. Assim.

espera-se que nos testes computacionais estes métodos apresentem um desempenho
melhor em relação aos urros métodos

Das tabelas (3.2)-(3.4) pode-se observar que

e Os valores de /z* e p* apresentam simetria em relação a b e ó, para os métodos
multigrid apresentados, com exeção do método MG-ILU.

e Os valores dos fatores p* e p* estão próximos, mas com alguma diferença. Em alguns

casos (veja os valores para os métodos MG-AZ e MG-ILU, para o esquema 9P) a
diferença é significativa. Isto indica que o processo de correção de malha grossa não
está sendo eficiente na eliminação das componentes suaves do erro.

e Os melhores favores p* e p* foram novamente obtidos pelos métodos MG-AZ e MG-

ILU. Assim, espera-se que nos testes computacionais estes métodos apresentem um
desempenho melhor em relação aos utros métodos

e Dos três esquemas, o esquema 7P apresenta melhores valores para os favores /z* e#
P
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'JI'estes computacionais

Este capítulo apresenta os resultados obtidos nos testes computacionais realizados na

resolução numérica dos problemas apresentados no capítulo 1, utilizando-se os esquemas
de discretização mencionados no mesmo capítulo, por meio dos métodos dos resíduos

conjugados (CR) e multigrid (MG), apresentados nos capítulos 2 e 3, respectivamente.

Os códigos-fonte dos programas foram feitos na linguagem de programação Fortran90 e
os executáveis foram rodados em um nó do cluster Penguin do LCCAi -Laboratório de

Computação Científica Avançada- da USP. Este cluster consiste de um servidor e seis nós.

O sistema operacional do cluster é o Linux, distribução Debian2 Potato, sendo a versão do

kernel a 2.2.19. Cada nó do cluster consiste de um computador com processador AMD3
Athlon de 1.1 GHz e 768 MB de memória RAM.

A organização do presente capítulo segue a seguinte forma: inicialmente é testada a

ordem de consistência dos esquemas de discretização por meio da solução numérica de
um problema cuja solução é conhecida, e logo são apresentados os resultados obtidos na
resolução numérica dos problemas anisotrópicos e de termo misto.

4.1 Ordem de consistência

Para avaliar a ordem de consistência dos esquemas de discretização a.presentados no
capítulo 1, resolveu-se numericamente o seguinte problema

' www.usp.br/lcca
'www.debian.org
;www.amd.com

50
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«(«, g/)
--13sin(3z+g/),(z,g/) € (2 =(0,1) x(0,1)
sin(3z + Z/), (z, 3/) c aÇ2, (4.1)

-cuja solução exala é u(z,y) = sin(3r + g/) pelo método Multigrid, com suavização
RB, operadores /u//-weágÀÍáng na restrição e inferno/anão óá/ázzear na prolongação. Como

valores iniciais na malha mais fina utilizaram-se valores aleatórios no intervalo j1, 21. Os
resultados mostrados na seguinte tabela correspondem à norma (do máximo) do erro após
20 ciclos do tipo V(1,1) e o fatos de redução, considerado como a divisão entre a norma

do erro e a norma do erro do problema. resolvido em uma malha grossa, obtida dobrando

os tamanhos de passo em todas as direções. Este favor indica a taxa de redução do erro
devido ao refinamento da malha.

Tabela 4.1: Norma do erro da solução do problema (4.1)

A partir dos resultados da tabela (4.1), evidencia-se que os esquemas de discretização
9P, 7P e 9PA são de segunda ordem.

4.2 IProblema anisotrópico

Para avaliar o comportamento dos métodos CR e MG na resolução numérica de problemas

anisotrópicos resolveu-se a equação (1.4) considerando-se a tomando os valores 1000, 100,

10, 2, 1, 0.5, 0.1, 0.01 e 0.0011 b = 0, c = 1 e ./' = g = 0. A escolha do problema

homogêneo faz com que as soluções do problema contínuo e do problema discreto sejam

nulas. O código-fonte do programa CR foi baseado no algoritmo (2) do capítulo 2 (CR

  Esquema 9P Esquema 7P Esquema 9PA
Malha l.ll. FR l.ll. FR l.ll. FR

33 x 33 0.6701E-03

O.1677E-03

0.4193E-04

 
0.6710E-03
O.1677E-03

0.4194E-04
O.1048E-04

0.2621E-05 
0.6630E-03

O.1673E-03

0.4191E-04

O.1048E-04

0.2621E-05  
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com precondicionamento ILU). Tem-se que indicar que na programação do mencionado

algoritmo surgiram problemas no cálculo dos coeficientes ' e #, pois os termos que os
compõem, em algtms casos, foram de ordem lO 100, tendo-se que exprimi-los em uma

forma equivalente mas numericamente mais estável para forma-los. No caso do código-
fonte do programa MG, este baseia-se no código-fonte apresentado em l61, sendo reescrita

em Fortran90 e acrescentado nos métodos de suavizações Gauss-Seidel (GS), Red-Black

(RB), Zebra por linhas (LZ), Zebra alternado (AZ) e fatorização LU incompleta (ILU).
O algoritmo MG utiliza, em todos os casos, o ciclo V(1,1) e os operadores /u//-weágAlãng
na restrição e {nterpo/anão óãZánear na prolongação.

As tabelas (4.2)-(4.5) mostram o fator de convergência experimental P, o tempo de
CPU (em segundos) sendo considerado como a média de 10 execuções e o número de

iterações para reduzir o erro inicial até, no mínimo, 10 io ou o número máximo de iterações

(1000 no caso CR, 100 no caso MG) para os esquemas de discretizações 9P, 7P e 9PA (os
quais, neste caso, são iguais) e para as malhas 65 x 65, 129 x 129, 257 x 257 e 513 x 513

pontos. Um número de iterações sublinhado indi(iã que não atingiu-se a precisão dese.fada

ou que teve-se uma divergência, no caso em que P > 1. O fator de convergência Pé
considerado sendo a média geométrica dos favores de convergência em cada iteração, isto
e,

7Z

p- {llT ll.:ll
l.: :ll

'll..ll
1..11'{-1

onde lleill é a norma (do máximo) do erro na á-ésima iteração
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Tabela 4.2: Fator de convergência, tempo de CPU e número de iterações pala o problema
anisotrópico, para a malha 65 x 65.

  CR-ILU hIG-GS MG R,B NIG LZ NIG AZ hIG-ILU
a

P (t) « P (t) - P (t) « P (t) n P (t) n õ (t) n

+
0.219(0.13)16
0.515(0.28)36
0.695(0.51)66

0.725(0.57)75

0.983(0.60)]JIQ
0.948(0.õo)IPQ
0.680(0.43)62
0.256(0.13)18

o.084(0.68)IDQ
0.940(0.Õ8)]llg
0.682(0.42)62
0.226(0.11)16

0.029(0.09)7
0.084(0.12)10

0.071(0.12)9
0.031(0.09)7

0.029(0.15)7
0.078(0.21)10
0.035(0.18)8
0.026(0.15)7

0.091(0.17)10
0.221(0.26)16

0.292(0.32)20
0.369(0.39)24

  0.677(0.48)62 0.164(0.10)14 0.122(0.08)12 0.067(0.12)9 0.020(0.15)7 0.344(0.36)23

  :::::l::::l :
:.=:.aT

0.257(0.12)18
0.680(0.44)62

0.948(0-6õ)b!!!! l
0.984(0.õ8)IPQ l

0.226(0.11)16

0.682(0.42)63 l
0.9SO(0.6Z)]W l
0.98s(o.õ7)]w l

0.211(0.21)16

o.õ82(0.80)63 l

0.9so(i.2z)]w l
0.984(i.2z)]Pg l

0.021(0.15)7

o.oõ3(0 i9)9 l
o.083(0.2i)io l
o.029(0.i6)7 l

1:11;1::::1f;
o.oi3(0.ii)6 l
o.ooo(o.06)3 l

  CR-ILU hIG-GS MG RB MGLZ MG AZ »IG-ILU
a P (t) n P (t) n ê (t) n P (t) n Õ (t) n õ (t) n

 
0.219(0.13)16
0.515(0.28)36
0.695(0.51)66
0.725(0.57)75

0.983(0.8Õ)IW
0.948(0.88)IQQ
0.680(0.54)62

0.256(0.17)18

0.984(0.29)l!!Q
0.9490.78100

0.682(0.50)62
0.226(0.14)16

0.029(0.11)7
0.084(0.15)10
0.071(0.14)9
0.031(0.11)7

0.029(0.19)7
0.078(0.27)10
0.035(0.22)8
0.026(0.19)7

0.091(0.18)10
0.221(0.28)16
0.292(0.35)20
0.360í0.4i)2a

l 0.677(0.48)62 0.164(0.13)14 0.122(0.11)12 0.067(0.14)9 0.020(0.19)7 0.344(0.40)23

J 0.664(0.45)58

::?:;l::í:l::
o.02s(o.oõ)7 l

0.257(0.16)18
0.680(0.54)62

:::::l=:::l
::l::l::: l::
:::::l::;:l

0.211(0.25)16)

::1::: 13
0.984(i.55)]w l

0.021(0.19)7

o.029(0.i9)z l

: fl;l:::ilf;
1::1:1::àll:

  CR-IL[J NIG-GS »[G-RB R,IG-LZ MG AZ hIG ILU
a ê (t) « P (t) n ê (t) n P (t) n õ (t) n  

 
0.219(0.14)16
0.515(0.29)36

0.695(0-52)66
0.725(0.58)75

o .983(i.ÕO)]QQ

o .948(1 .si)]QQ
0.680(0.94)62
0.256(0.28)18

o .984(t.oi)IQQ
0.949(t.02)]llg
0.682(0.63)62
0.226(0.16)16

0.029(0.12)7)
0.084(0.17)10

0.071(0.15)9
0.031(0.12)7

0.029(0.20)7
0.078(0.29)10

0.035(0.22)8
0.026(0.20)7

0.091(0.20)10
0.221(0.31)16

0.292(0.39)20
0.369(0.48)24

l 0.677(0.48)62 0.164(0.21)14 0.122(0.12)12 0.067(0.16)9 0.020(0.20)7 0.344(0.43)23

 
0.664(0.46)58
0.524(0.31)38

:.=:.H

0.257(0.28)18
0.680(0.93)62 l

l::::ll:lll

0.226(0.16)16
0.682(0.64)63
o .9SO(i-oi)IQQ

0.98s(l-oi)lw l

0.211(0.27)16)

:::::ll:=:llZ
0.984(i.64)lw l

0.021(0.20)7
0.063(0.26)9 l:Íl;l=: :lf;

: ll:l=::;1:
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Tabela 4.3: Favor de convergência, tempo de CPU e número de iterações para o problema
anisotrópico, para a malha 129 x 129.

  CR-ILU MG GS hIG-RB MG LZ hIG-AZ hIG-ILU
a P (t) « P (t) « P (t) n ê (t) n P (t) n õ (t) n

l 0.451(1.12)30
0.712(2.58)71

0.831(4.65)130
0.845(5.04)142

0.980(3.63)]!D
0.954(3.63)100
0.687(2.33)64
0.264(0.67)18

0.990(4.2i)IQQ
0.956(4.21)100
0.693(2.74)65
0.233(0.73)17

0.071(0.51)9
0.093(0.58)10

0.077(0.58)10
0.033(0.41)7

0.070(0.86)9
0.086(0.95)10
0.039(0.76)8
0.027(0.68)7

0.352(1.77)23
0.289(1.55)20
0.448(2.35)31
o.ÕOZÍ2.72)36

l 0.815(4.19)117 0.166(0.52)14 0.122(0.52)12 0.067(0.51)9 0.020(0.67)7 0.508r2.7]\36

 
0.811(4.08)114

::í::lf:::l::
o.ii4(0.44)ii l

0.263(0.67)18
0.688(2.32)64

:::::l::::l

0.234(0.73)17

0.990(4-2i)lw l

l::::l:::lll:
l::::l::::l

0.023(0.67)7

o.07i(0.86)9 l

0.22õ(i.32)i7 l

:::::l::::l:

  CR-ILU hIG GS NIG-RB MG-LZ NIG-AZ NIG-ILU
a ê (t) n P (t) n ê (t) n P (t) n ê (t) n  

+
0.451(1.12)30
0.712(2.55)71

0.831(4.63)130
0.8'15(5.04)142

0.980(4.3S)]DQ
0.9s4(4.36)]PQ
0.687(2.79)64
0.264(0.81)18

0.900(4.73)19Q
o.os6(4.72)llU
0.693(3.08)65
0.233(0.81)17

0.071(0.61)9
0.093(0.68)10
0.077(0.68)10
o.033(0.48)7 l

0.070(1.04)9
0.086(1.14)10
0.039(0.93)8
0.027(0.81)7

0.352(1.88)23
0.289(1.63)20
0.448(2.47)31
0.507r2.87)36

  0.815(4.17)117 0.166(0.63)14 0.122(0.58)12 0.067(0.61)9 0.020(0.81)7 0.508(2.85)36

 
0.811(4.06)114
0.700(2.4i)õ7 l
o.124(1.04)28 l
o.ii4(0.44)ii l

0.263(0.80)18
D.688(2.79)64

l::::l ::;l
l::: l ::;l::
:::::l;:;;l

:::::l::=:1::0.023(0.80)7

o.ozi(i.03)9 l

0.415(2.25)28

0.22s(i.39)17 l

l::::l:::;l:

  CR-ILU NIG GS NIG-RB N,IG-LZ NIG AZ MG-ILU
a ê (t) « P (t) n P (t) « ê (t) n P (t) n õ ít) n

+
0.451(1.14)30
0.712(2.59)71

0.831(4.66)130
0.845(5.08)142

0.989(0.94)]Qg
0.0S4(6.0S)]QQ
0.687(4.46)64
0.264(1.27)18

0.900(s.n)llu
0.9s6(s.s2)IPQ
0.693(3.59)65
0.233(0.95)17

0.071(0.66)9
0.093(0.74)10
0.077(0.73)10
0.033(0.52)7

0.070(1.10)9
0.086(1.22)10

0.039(0.98)8
0.027(0.86)7

0.352(2.14)23
0.289(1.87)20
0.448(2.83)31
0.507(3.28)36

  0.815(4.17)117 0.166(0.98)14 0.122(0.68)12 D.067(0.65)9 0.020(0.86)7 0.508í3.27)36

 
0.811(4.07)114

1::::1f::ll;:
o.ii4(0-45)ii l

0.263(1.26)18
0.688(4.46)6'1
0.9ss(6.95)ioo l
0.990(õ.9s)]w l

0.234(0.96)17

0.990(s.S3)IQg l

0.215(1.16)16

0.990(z09)lw l

l::l l: l:l;
o.092(i.zi)io l
o.07i(i.09)9 l

0.415(2.56)28

o.oos(0.52)s l
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Tabela 4.4: Favor de convergência, tempo de CPU e número de iterações para o problema
anisotiópico, para a malha 257 x 257.

  CRILU MG-GS MG RB »IG LZ MG-AZ NIG-ILU
a

P (t) « P (t) n P (t) n P (t) « P (t) n  

]
0.669(9.29)60

0.840(20.58)136
0.901(34.46)229
0.911(38.11)254

0-902(iÕ.32)]lIQ
0.9S7(is.32)]gQ
0.690(9.99)65
0.270(2.97)19

0.992(i8.S3)]lW
0.9Õ9(i8.S4)]9Q
0.701(12.43)67
0.238(3.21)17

0.090(2.27)10

0.094(2.49)11
0.080(2.26)10
0.034(1.82)8

0.089(3.84)10

0.087(3.85)10
0.041(3.08)8
D.027(2.71)7

D.549(12.83)40

0.471(10.28)32
0.662(18.36)58
0.728(23.71)75

  0.900(33.92)225 0.167(2.18)14 0.122(2.28)12 0.068(2.05)9 0.020(2.71)7 0.694í2].20)67

 
0.892(31.72)210

';llli::::l::'
0.30s(3.40)2i l

:::::l:: ll::
:::;;ll::::l

/e:=,;
:::::ll::;:l

0.218(3.59)16

0.992(22-0s)]w l

1:::11::í:l
:::::l::::ll: ::f::l:::llf:

o.02s(2.49)7 l

  CR-ILU N,IG-GS MG RB N,IG-LZ »IG-AZ hIG-ll ,t J
a P (t) n P (t) « P (t) « P (t) « P (t) n õ (t) n

 
0.669(9.25)60

0.840(20.62)136

0.901(34.54)229
0.911(38.05)254

0.992(t8.22)]QQ
0.9s7(i8.28)llW

0.690(11.90)65
0.270(3.54)19

0.992(20.72)]QQ
0.9s0(20.23)]PQ
0.701(13.91)67
0.238(3.59)17

0.090(2.67)10
0.094(2.94)11
0.080(2.69)10

0.034(2.16)8

0.089(4.60)10
0.087(4.61)10
0.041(3.70)8
0.027(3.24)7

0.549(13.40)40
0.471(10.79)32
0.662(19.32)58
0.728(25.53)75

  0.900(34.02)225 0.167(2.63)14 0.122(2.55)12 0.068(2.42)9 0.020(3.24)7 0.694r22.]5)67

 
0.892(31.56)210

0.81i(20.93)i3z l

:::::l::::l:l

0.270(3.52)19
0.690(ii.73)64 l

:::::l ::;:l

0.218(4.24)16
0.699(i7.44)õ7 l
0.9s9(2s.98)lw l
0.992(26.03)]w l

0.024(3.24)7

o.090(4.60)io l
o.isi(4.õi)i3 l
o.02s(2.65)7 l

  CR-ILtJ NIG-GS MG-R.B NIG LZ NIG AZ MG-ILtJ
a P (t) « P (t) « ê (t) n P (t) « P (t) n õ (t) n

 
0.669(9.32)60

0.840(20.53)136

0.901(34.33)229
0.911(38.20)254

0.90u(28.80)]lD
0.0s7(28.79)]:W
0.690(18.71)65
0.270(5.54)19

0.902(23.80)IPQ
0.9S0(23.82)IÍIQ
0.701(16.00)67
0.238(4.12)17

0.090(2.90)10

0.094(3.18)11
0.080(2.90)10

0.034(2.33)8

0.089(4,94)10
0.087(4.92)10
0.041(3.95)8
0.027(3.48)7

0.549(15.23)40

0.471(12.25)32
0.662(21.92)58
0.728í28.27)75

l 0.900(33.79)225 0.167(4.06)14 0.122(2.92)12 0.068(2.61)9 0.020(3.47)7 0.694(25.29)67

  1:::fl:l:l;ll:;
l l:=ll:: l:l

0.270(5.54)19 l

0.9ç2(28.82)lw l

0.238(4.12)17
0.701(15.98)67

0.9s0(23.as)]W l
o.o02(23.76)]w l

0.218(4.59)16

0.699(18.89)67 l

0.959(28.i9)lw l
0.992(28.is)IQQ l

0.024(3.48)7
0.071(4.43)9

: ll:l:: :ll=
1:1::1::; 1fl
o.02s(2.9s)7 l
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Tabela 4.5: Favor de convergência, tempo de CPU e número de iterações para o problema
anisotrópico, pala a malha 513 x 513.

  CR-ILU »IG GS MGRB N4G LZ MG AZ hIG-Tr.Ti
a ê (t) n ê (t) n P (t) n P (t) « P (t) n õ rt} n

 
0.818(69.27)119

0.918(160.04)277
0.954(290.75)504

0.954(288.50)501

0.902(6i.9S)]llQ
0.9S8(Õ2.i2)]llQ
0.691(40.44)65
0.274(12.01)19

0.903(76.7s);!W
0.9õ0(76.73)]PQ
0.705(52.30)68
0.242(13.28)17

0.095(9.78)11
0.094(9.77)11
0.082(8.91)10

0.034(7.17)8

0.095(17.28)11
0.087(15.72)10
0.042(12.62)8
0.027(11.07)7

0.614(63.26)49
0.686(82.13)64

o .90õ(i27 .45)l@
0.930í]27 81\lnn

  0.946(248.48)432 0.167(8.82)14 0.122(9.41)12 0.068(8.05)9 0.020(11.08)7 0.89síi27.s4\lnn

 
0.945(242.18)421

o.s42(2a.20)39 l

0.274(12.00)19

0.992(õ2 06)]@ l

: ;::l:::::l::
:::: l;::::l

0.218(14.07)16

0.993(8õ-s3)]w l =:: :ll;:;;ll:
';::Sl:::::lT'
0.2õ9(2s.33)i9 l
o.084(i3.89)10 l

  CR-ILU N'IG GS MG RB NIG LZ NIG-AZ hIG-IT.Tr
a P (t) n P (t) n P (t) n ê (t) n P (t) « õ rt) n

 
0.818(68.86)119

0.918(158.62)277

0.954(288.98)504
0.954(287.49)501

0.902(73.8s)IQQ
0.9S8(74.0i)]gQ
0.691(48.23)65
0.274(14.33)19

0.993(8s.io)]!!Q

0.960(8s.3s)IQQ
0.705(58.12)68
0.242(14.76)17

0.095(11.51)11

0.094(11.49)11
0.082(10.49)10
0.034(8.44)8

0.095(20.98)11
0.087(19.10)10
0.042(15.34)8
0.027(13.46)7

0.614(65.95)49
0.686(85.86)64

o .908(i33 .57)]@
0.930(133.54\inn

l D.946(247.11)432 D.167(10.63)1'! 0.122(10.51)12 0.068(9.47)9 0.020(13.45)7 0.895í]34.25\lnn
0.5 0.945(241.63)421

0.912(148.57)258
0.274(14.30)19
o.õ91(48.20)6s l

0.958(74 07)lw l
0.902(74.t4)]11Q l

0.242(14.28)i7 l
0.70s(s8.24)68 l

l::l l:::: l

0.218(16.58)16

.:::ll:l:::l=::
0.993(i02-ii)lw l

0.025(13.46)7
0.073(19.13)10

l::::l:::1111:
0.527(õ2.92)39 l

:::::lf; :111:

  CR-ILU MG GS N[G-RB hIG-LZ MG-AZ MG ll.TJ
a P (t) n P (t) n ê (t) « P (t) n õ (t) n õ ft\ n

 
0.818(69.39)119
0.918(160.13)277

0.954(291.30)504
0.954(288.46)501

0.902(ii6.2S)l!!Q
o .9õ8(ii6 .33)]gQ

0.691(75.64)65
0.274(22.36)19

0-903(97.ai)IW
0.9õ0(97.4i)IW
0.705(66.39)68
0.242(16.83)17

0.095(12.55)11
0.094(12.54)11

0.082(11.44)10
0.034(9.21)8

0.095(22.27)11
0.087(20.28)10
0.042(16.26)8
0.027(14.26)7

0.614(74.24)49

0.686(96.53)64
0.908(t40.92):!QQ
0.930ílso.lz)lnn

l 0.946(249.30)432 0.167(16.44)14 0.122(11.95)12 0.068(10.32)9 0.020(14.27)7 0.895f150.12\inn

  :::l:lÍl:::;l l 0.274(22.37)i9 l

.::=:fí:.:::=
0.992(tiõ.4õ)]w l

0.242(16.84)17

0.70s(66.42)68 l
o.Oc0(9Z.s6):!Pg l

0.993(97-3t)]w l

l: ::ll::l l::
0.9õo(iii.st)]QQ l
0.993(iii.27)]w l

0.025(14.28)7

l:::ll:::l:ll=';l:íll::l=1='
0.269(29.s2)19 l
o.084(ia.i8)io l
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Das tabelas (4.2)-(4.5), pode-se observar que

e Os métodos MG-GS, MG-RB e MG-AZ apresentam simetria em relação a a e l
os métodos CR-ILU, MG-LZ e MG-ILU não apresentam esta simetria.

Já

8 Nos diferentes métodos MIG testados, com exceção do método MG-ILU, verifica-se
que o coeficiente P apresenta pouca sensibilidade em relação à malha escolhida. No

método CR-ILU observa-se uma dependencia deste coeficiente em relação à malha.

e Para o método CR-ILU, o esquema 9P resultou ser ligeiramente mais caro que o
esquema 7P e mais barato que o esquema 9PA. Para os métodos MG em geral, o
esquema 7P resultou ser mais caro que o esquema 9P e mais barato que o esquema
o P A

8 Observa-se que o tempo de CPU por iteração (divida-se o tempo de CPU pelo
número de iterações) em ambos métodos (CR e MG) é linearmente proporcional ao

número de pontos na malha (ve.ja l61 para uma prova formal do custo computacional
para o método MG).

Em relação aos fatores de convergência teóricos p* obtidos por meio da análise local

de Fourier e mostrados na tabela (3.1), observa-se que o fatos de convergência P é muito
próximo ao falar p*, com exceção do método MG-ILU. A ampla diferença dos favores
para este último método indica que a correção de malha grossa (CGC) não foi eficiente na

eliminação das componentes suaves do erro. Assim, algumas mudanças nos operadores de

transferência de malhas, operador discreto na malha grossa e/ou tipo de ciclo poderiam
melhorar esta convergência. Finalmente, pode-se afirmar que, em geral, o esquema 7P
teve um tempo de CPU menor e, portanto, um melhor desempenho.

4.3 Problema com termo misto

Para avaliar o comportamento dos métodos CR e MG na resolução numérica de problemas
com termos mistos resolveu-se a equação (1.4) considelanclo-se a = c = 1, b tomando os

valores -0.95, -0.85, -0.5, 0, 0.5, 0.75, 0.85 e 0.95 e / = g = 0. Novamente, as soluções dos

p'oblemas contínuo e discreto são iguais à solução nula. As tabelas (4.6)-(4.9) mostratll o
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fator de convergência experimental P, o tempo de CPU e o número de iterações (utilizando

os mesmos critérios que no caso anterior) para os esquemas de discretizações 9P, 7P e 9PA,
para as malhas 65 x 65, 129 x 129, 257 x 257 e 513 x 513 pontos.
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Tabela 4.6: Favor de convergência, tempo de CPU e número de iterações pala o problema
com termo misto, para a malha 65 x 65.

  CR-ILU MG-GS MG-RB NIG-LZ N,IG-AZ N,IG ILU
b P (t) n P (t) n P (t) n P (t) n P (t) n õ ft) n

+
0.819(0.90)119
0.796(0.80)105
0.784(0.76)98
0.752(0.65)84

0.703(0.Õ8)IW
0.633(0.36)52
0.512(0.25)36
0.315(0.15)21

o.S03(0.6r):111Q

0.641(0.36)54
0.511(0.25)36
0.286(0.13)19

0.752(1.08)84

0.555(0.53)41)
0.408(0.35)27)
0.187(0.20)15)

0.659(1.24)57

0.428(0.61)28
0.283(0.42)19
0.107(0.24)1]

0.578(0.68)44
0.522(0.57)37
0.484(0.54)34
0.445(0.48)30

  0.677(0.48)62 0.164(0.10)14 0.122(0.08)12 0.067(0.12)9 0.020(0.15)7 0.344í0.38\23

 
D.603(0.36)47

0.517(0.29)37

:::::l::í:l;:

0.285(0.13)19

:::l l::::l::
0.789(0-67)]w l

0.304(0.13)20
0.535(0.25)38

0.667(0-39)se l
0.8i8(0-õõ) !w l

::l::l::::l:íl
0.7s2(i.07)84 l

0.107(0.24)11
0.283(0.41)19

::::ll::;:l ; ::l;:l::f:llf
0.307(0-34)2i l

  CR-ILU hIG-GS N,IG RB »IG LZ MGAZ »IG-ILU
b P (t) « P (t) n P (t) n P (t) n P (t) n  

 
0.704(0.52)68
0.731(0.59)76
0.750(0.65)83
0.747(0.64)82

0.843(0.88)]9Q

0.389(0.23)26
0.294(0.17)20
o.194(0.14)n

1.80i(o .8i)IQQ

0.689(0.52)64
0.479(0.26)33
0.247(0.14)17

0.635(0.82)53
0.313(0.34)21)
0.214(0.25)16)

0.092(0.15)10)

0.468(0.85)32
0.210(0.43)16
0.127(0.33)12
0.049(0.21)8

0.381(0.43)25
0.288(0.35)20
0.331(0.40)23
0.372(0.42)24

0 0.677(0.48)62 0.164(0.13)14 0.122(0.10)12 0.067(0.14)9 0.020(0.19)7 0.344(0.40)23

 
0.649(0.42)55

:::;:l::: l::
0.470(0.2õ)3a l

o.188(0.n)15

::::=1:::;1;:
0.8a7(0.86)IW l

0.247(0.14)17
0.478(0.26)33
0.692(0.õi)6s l

i.804(0.79)JW l

0.091(0.16)10)

:::l:l::::l!;l
o.õ34(0.80)s2 l

::l:ll::::ll:
o.168(0.8s)32 l

: l::l:::lllí
:::::l::í:ll:

  CR-ILU »[G-GS N,IG RB R,JG-LZ hIG AZ N,IG-ILU
b

P (t) « P (t) « ê (t) « P (t) n ê (t) n õ (t) n

+
0.743(0.61)80
0.761(0.67)87
0.762(0.66)88
0.753(0.64)84

0.568(0.63)42
0.394(0.40)26
0.309(0.32)21
0.224(0.25)16

L .28i(i.02)]QQ
0.555(0.42)41
0.413(0.27)27
0.234(0.18)17

0.520(0.61)37)
0.327(0.37)22)
0.233(0.29)17)
0.112(0.19)11)

0.380(0.70)25

0.212(0.46)16
0.135(0.34)12
0.062(0.27)9

0.382(0.48)25

0.338(0.43)22
0.387(0.49)25
0.402(0.52)27

  0.677(0.48)62 0.164(0.21)14 0.122(0.13)12 0.067(0.16)9 0.020(0.19)7 0.344(0.44)23

] l:::;l=:::1:1
l::l:l::::l:l

0.202(0.23)15

::::íl::: l::
o.s65(0.64)12 l

0.237(0.17)17

: ::ll::: IÍÍ
1.28s(i-oi)lw l

0.112(0.18)11)

::::;l:: :l::l
o.siz(o-s9)36) l

D.061(0.26)9

0.133(0.34)12

l:: ll: l:l :
l llll=::lll
l::l l:::=ll=
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Tabela 4.7: Favor de convergência, tempo de CPU e número de iterações para o problema
com termo misto, para a malha 129 x 129.

  CR-ILU MG GS »IG-RB NIG LZ NIG-AZ »IG-ILU
b P (t) n P (t) n P (t) n P (t) « ê (t) n õ ít) n

}
0.907(8.55)242

0.892(7.41)209
0.884(6.88)194

0.863(5.76)162

o.Õ38(3.õo)IQQ
0.680(2.24)62
0.550(1.45)40
0.336(0.81)22

0.848(4.20)]gQ
0.692(2.75)65
0.559(1.74)41
0.318(0.89)21

0.790(s.s7)IQQ
0.582(2.48)44
0.422(1.58)28
0.188(0.85)15

0.720(6.84)73
0.458(2.92)31

0.297(1.89)20
0.109(1.04)1]

0.8t4(7.40)IQQ
0.775(6.96)94
0.705(5.07)68
0.635(4.03)54

  0.815(4.15)117 0.166(0.52)14 0.122(0.52)12 0.067(0.52)9 0.020(0.67)7 0.508(2.71)36

  :=;í:l: ::l;:
:::: l::::l:;

0.297(0.74)20
0.506(1.27)35 1::1:1::;=1Í:o.i89(0.8õ)i5 l

o.li8(i.õ8)28 l
o.s72(2.42)43 l
0.789(s.s9)EQ!! l

l:: ?ll::ll::
l:;:ll: :;l::

0.371(1.83)24
0.283(1.55)20

l::l:l :::l::

  CR-ILU hIG GS NIG-RB NIG-LZ hIG-AZ NIG-ILIJ
b

ê (t) « P (t) n P (t) n P (t) n ê (t) n õ (t) n

 
0.845(5.05)141

0.846(5.12)142
0.865(5.88)164

0.861(5.69)159

0.84z(4.38)IQQ
0.415(1.18)27
0.303(0.89)20
0.201(0.66)15

i. 794(4.7t)]QQ
0.685(2.99)63
0.485(1.58)33
0.245(0.82)17

0.635(3.50)53

0.367(1.61)24
0.238(1.15)17
0.099(0.75)11

0.493(3.82)34

0.242(1.92)17
0.145(1.47)13
0.055(1.03)9

0.557(3.26)41

0.483(2.64)33
0.519(2.95)37
0.546(3.19)40

0 0.815(4.20)117 0.166(0.62)14 0.122(0.59)12 0.067(0.61)9 0.020(0.81)7 0.508(2.84)36
0.5

{
0.798(3.84)107

0.779(3.45)96

0.840(4.36)lw l

0.250(0.87)18
0.487(i.57)33 l
o.083(2.98)6s l
t.z03(4.7i)IQQ l

0.098(0.75)11

1::;111:1:11Í
0.637(3.si)s3 l

.:i';lT=::
: :::ll:::l:: ::í::ll:;;ll:

0.21i(i.33)1c l

  CR-ILU N,rG GS hIG-RB MG-LZ »IG-AZ MGILU
b P (t) n P (t) « ê (t) n P (t) n P (t) n õ (t) n

 
0.858(5.57)156
0.871(6.17)173

0.870(6.05)170
0.863(5.78)162

0.629(3.63)52
0.424(1.96)28
0.339(1.55)22
0.241(1.20)17

1.279(5 .54)]@

0.562(2.34)42
0.421(1.57)28
0.244(0.96)17

0.592(3.28)46

0.359(1.73)24

0.245(1.23)17
0.113(0.80)11

0.460(3.72)31
0.242(2.05)17
0.150(1.57)13
0.064(1.10)9

0.533(3.48)38
0.530(3.47)38
0.577(4.00)44
0.603(4.27)47

0 0.815(4.19)117 0.166(0.99)14 0.122(0.68)12 0.067(0.66)9 0.020(0.85)7 0.508(3.29)36

l 0.784(3.50)98
0.763(3.15)88

0.72s(2.67)74 l
o.õli(i.96)54 l

0.204(1.07)15
0.317(1.48)21

1::!11::::1:í

0.241(0.96)17 l

l:l::l::: l:
t.280(s-s4):KQ!! l

0.115(0.80)11

:::::ll=::11;
o.õ09(3.42)48 l

0.064(1.09)9
0.146(1.57)13

l:l::ll:: ll:
::::;lf: :ll:
::ll?ll:;lll:
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Tabela 4.8: Favor de convergência, tempo de CPU e número de iterações para o problema
com termo misto, para a malha 257 x 257.

  CR-ILU N,IG GS »IG-RB N,IG LZ hIG AZ hIG ILtJ
b ê (t) n P (t) n P (t) n P (t) n õ (t) n  

 
0.951(72.29)473

0.944(62.26)413
0.939(56.80)377
0.928(48.50)318

o .848(1õ .ic)]PQ

0.689(9.73)64
0.553(6.09)40
0.337(3.38)22

0.863(i8.s3)]íIQ
0.711(13.00)70
0.574(8.00)43

0.329(4.14)22

0.8i4(22.07)]W
0.590(10.01)45
0.429(6.25)28
0.194(3.38)15

0.745(30.60)81
0.467(12.15)32
0.301(7.62)20
0.110(4.22)1]

t.049(ai.s8)]llQ
l .02s(3i .66)l@
o .9s6(3t.S7)IW
D.846(31.60)]00

  0.900(33.90)225 0.167(2.17)14 0.122(2.29)12 0.068(2.04)9 0.020(2.70)7 0.694í2].30\67

 
0.873(26.37)175

::::;lÍ::::ll?:
0.7i7(ii.i4)73 l

::: :l::::l:;
.::=Íl::l:l=::

0.32i(3.96)2i l
0.560(7.õ6)4i l

0.193(3.37)15

::::;l:: :lÍ:
0.8ii(22-02)]w l

0.112(4.22)11

0.24õ(30.6i)8i l
:: :ll;::ll::

0.617(i7.48)sõ l

  CR-ILU »IG-GS NIG RB MGLZ MG-AZ hIG-ILU
b P (t) n P (t) n P (t) n P (t) n ê (t) n õ ít) n

 
0.920(43.04)286
0.922(43.82)292
0.927(47.15)313

0.927(47.51)314

0.8sÕ(t8.2S)]DQ
0.433(5.37)29
0.320(3.91)21

0.210(2.99)16

1 .809(20 .6i)19Q

0.693(13.51)65
0.489(7.09)34
0.255(3.80)18

0.671(15.57)60
0.381(6.55)25
0.239(4.49)17
o.i03(2.93)ii l

0.551(18.12)40
0.254(8.21)18
0.144(5.93)13
0.055(4.12)9

0.682(21.50)63
0.695(22.54)66
0.735(26.92)79
0.739(27.24\8n

0 0.900(33.67)225 0.167(2.63)14 0.122(2.55)12 0.068(2.43)9 0.020(3.24)7 0.694(22.75)67

 
0.889(30.43)201
0.880(28.06)186

::::;lf::::ll;:

0.195(2.82)15

:::i:l:::;l::
o.õ44(1õ-30)lw l

::í :l;:::ll: o.i02(2.94)ii l
0.243(4.50)iz l

0.056(4.14)9

:!::l::: ll:
0.560(i8.õ0)4i l

0.3a2(z.87)23 l
0.348(7.õ7)23 l

  CR-ILIJ »IG-GS MG-RB NIG-LZ »IG-AZ hIG ILIJ
b P (t) « P (t) n P (t) n P (t) « P (t) n ó (t) n

+
0.925(46.06)303
0.934(51.75)345
0.932(50.54)336

0.928(48.52)320

0.661(16.75)58
0.441(8.41)29
0.349(6.70)23
0.243(4.96)17

1.2s8(23 .ot)IQQ
0.574(10.32)43
0.438(6.99)29
0.254(4.38)18

0.642(15.28)54

D.363(6.83)24
D.246(4.86)17

0.119(3.45)12

0.514(17.49)36
0.252(8.81)18
0.152(6.39)13
0.065(4.44)9

0.718(27.16)72

0.732(29.16)77
0.775(35.29)94
0.792(38.53)100

  0.900(34.24)225 0.167(4.07)14 0.122(2.93)12 0.068(2.61)9 0.020(3.46)7 0.694(25.19)67

 
0.879(27.98)185

::l:il:;:; ll;;
0.797(is.93)10s l

0.219(4.67)16

::l:lÍ::::l::
0.67i(n.3i)60 l

0.250(4.37)18
0.434(6.99)29

o.i2i(3.46)12 l
0.255(s.il)i8 l
D.379(7.12)25

o.õ39(i4.9õ)s3 l

0.066(4.44)9

l:!::l:::;ll:
o.õ31(i8.4s)38 l 0.279(7.42)19 l
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Tabela 4.9: Falar de convergência, tempo de CPU e número de iterações para o problema
com termo misto, para a malha 513 x 513.

  CRILU hIG GS NIG-RB MG-LZ MG-AZ  
b P (t) n P (t) n P (t) n ê (t) « õ (t) n õ rt.) n

 
0.974(524.96)904

0.971(480.72)819
0.968(416.65)720
0.962(354.48)613

o .854(6i.43)llD
0.693(39.96)65
0.559(25.29)41
0.340(13.73)22

0.864(26.44)]W
0.710(53.81)70
0.572(33.17)43
0.326(17.10)22

0.82u(86.s7)llU
0.598(40.84)47
0.435(25.31)29
0.196(13.23)15

0.761(135.09)87
0.481(51.39)33
0.312(32.79)21
0.114(17.29)1]

1.298(i28 .39)]9Q

i. 28i(i29 .23)IQQ

L .20s(i29 .22)]PQ
1.0Slf12g.28)1nn

0 0.946(248.48)432 0.167(8.83)14 0.122(9.46)12 0.068(8.05)9 0.020(11.07)7 0.895(128.13)inn

 
0.934(201.25)347
0.916(157.28)271 :::! l:::::l:: :::;:l: :::l:: 0.197(13.25)15

1:1::íí::;:lÍ;
0.82a(8õ.47)]w l

0.115(17.28)11

:: ::l:f:::l::
0.7õõ(i38.09)89 l

:::l:l::::;lÍ:
0.528(49.63)38 l

!=!9(i28.õ3)]w l

  CR-ILU MG GS N,IG-RB hIG-LZ NIG AZ MG ir.TJ
b P (t) n ê (t) « P (t) n ê (t) « P (t) n  

 
0.959(330.01)572
0.959(331.13)572

0.961(348.91)603
0.963(370.49)637

0.8S3(73.70)IQg
0.447(22.43)30
0.330(16.57)22
0.211(12.13)16

1 .802(8s .01)j;@
0.688(54.66)64
0.491(29.15)34
0.255(15.61)18

0.707(70.03)69
0.410(27.66)27

D.259(18.58)18
0.104(11.45)11

0.602(88.59)47
0.274(35.95)19
0.152(24.68)13
0.058(17.18)9

0.026(i35.S2)IQQ
0.9t8(i3S.90)IW
o.osa(i34.64)]DQ
0.937r]34 12)1nr]

0 0.946(249.33)432 0.167(10.65)14 0.122(10.52)12 0.068(9.47)9 0.020(13.45)7 0.895(135.65)1nn

 
0.945(243.88)419
0.938(215.77)371

:::::ll=::::1:::
::l?:ll:::?l::0.257(is.64)i8 l

0.490(29.i7)34 l l:::=ll:::111:
l :::l:::!:l::  '.'::í?:;::;;z'

0.5io(18.97)36 l
0.476(44.93)33 l

  CR-ILtJ NIG GS N{G RB hIG-LZ hIG-AZ »IG-ILIJ
b P (t) n P (t) n P (t) n P (t) n ê (t) n õ (t) n

 
0.962(352.45)611
0.965(390.51)676

0.965(389.46)677
0.963(360.52)628

0.692(75.51)65
0.458(36.22)31
0.356(26.99)23

0.246(20.03)17

t.284(9z.3a)lpQ
0.582(43.12)44
0.445(29.46)30
0.255(17.84)18

0.679(68.95)62
0.393(29.23)26
0.261(20.33)18

0.121(13.67)12

0.568(84.05)42
0.265(36.21)18
0.164(28.22)14
0.068(18.25)9

o.074(n0.30)]W
0.960(isi.ss)l®
o .98S(isi.õs)]W
0.998(151.69)inn

0 0.946(247.36)432 0.167(16.45)14 0.122(11.99)12 0.068(10.32)9 D.020(14.26)7 0.895(150.41)10n

 
0.942(225.86)395
0.931(189.78)331

::: lll::::;l:::
l::l ll:::ll::
o.a4õ(3s.i2)30 l
o.õ92(7s.70)6s l

0.253(17.88)18

0.444(u9.sz)30 l
0.582(43.14)44
t.28s(97.õ7)]gQ l

0.123(13.65)12

1:11 1:1:1íll:
0-6õ5(6s.25)s9 l

0.068(18.25)9
0.161(26.25)13

::: :l ::: ll

0.698(104.19)60 l
o.ssa(õ2.20)41 l

::ll:ll :lll :
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Das tabelas (4.6)-(4.9), pode-se observar que

8 Os métodos MG-GS, MG-RB, MG-LZ e MG-AZ apresentam, em geral, simetria em
relação a Z) e --b. Os outros métodos, CR-ILU e MG-ILU não apresentaram esta

propriedade. Este fato é observado nos três esquemas de discretização

B Em geral, o favor de convergência P apresenta pouca sensibilidade em relação à malha

escolhida para as diferentes versões do método MG, com exceção do método MG-

ILU. Este comportamento pode ser observado inclusive pelo número de iterações que

um método necessita para atingir a precisão desejada a qual, neste caso, permanece
quase constante através das diferentes malhas consideradas. Já o método CR-ILU
nao apresenta este comportamento. Isto vale para os três esquemas

e O tempo de CPU do esquema 7P é menor quando ó < 0, no método CR-ILU. No
caso ó > 0, o esquema 9P possui um tempo menor de CPU. Entre eles, sempre fica
o esquema 9PA.

o Nos métodos MG, o esquema 7P tem, em geral, um tempo menor de CPU. Em

alguns métodos de suavização o esquema 9PA foi superior ao esquema 9P (LZ, AZ).

e Para alguns valores do coeficiente Z) (lbl = 0.95), o método MG-RB apresentou
divergência. As tabelas (3.2)-(3.4) predizeram este comportamento.

Em relação aos favores de convergência teóricos mostrados nas tabelas (3.2)-(3.4),
observa-se que não existe muita diferença entre eles e seus correspondentes fatores expe-

rimentais, para os esquemas 7P e 9PA. Para o esquema 9P observa-se certa diferença.

Mais uma vez observa-se que os favores teóricos e experimentais têm muita diferença para

o método MG-ILU, indicando com isto que a correção de malha grossa (CGC) não foi

eficiente na eliminação das componentes suaves do erro. Como uma tentativa para supe-
rar este problema, modou-se o tipo de ciclo do esquema multigrid, de V para I'r. Como
foi descrito no capítulo anterior, este ciclo tem a caraterística de efeturar duas vezes o
processo de correcção de malha grossa, em vez de uma, como é feito no ciclo V. Desta

forma, os resultados obtidos com o ciclo T'l' devem estar mais próximos dos resultados
teóricos obtidos para um esquema de duas malhas que os resultados obtidos com o ciclor
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As seguintes tabelas mostram o fator de convergência experimental P , o múmero de

iterações rz e o tempo de CPU (em segundos) para os problemas anisotrópicos (tabela
4.10) e de teimo misto (tabelas 4.11 e 4.12), utilizando-se o esquema multigrid com ciclo

W(1,1), método ILU como método de suavização, operador de restrição /u//-weãgÀfàng e
operador de interpolação óã/ànear , para os esquemas 9P, 7P e 9PA e para as malhas com

65 x 65, 129 x 129, 257 x 257 e 513 x 513. Observa-se que os valores do favor P estão de
acordo com os resultados teóricos obtidos.
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Malha 65 x 65 pontos h/ralha 129 x 129 pontos

Malha 257 x 257 pontos Malha 513 x 513 pontos

Tabela 4.10: Favor de convergência, número de iterações e tempo de CPU para o problema
anisotrópico(A/IG-ILU, ciclo W(1,1)).

    Tempo de CPU (s)
  P («) 9P 7p l 9PA

 
0.0909(10)
0.2217(16)
0.0696(9)

0.0221(7)      
l 0.0144(6) 0.14 0.14 0.15

         

    Tempo de CPU (s)
a P (n)  

 
0.3517(23)
0.2808(19)
0.0737(10)

0.0222(7)      
l 0.0146(6) 0.65 0.68  

 
0.0127(6)

     
    Tempo de CPU (s)

; P («) 9P 7P 1 9PA

 
0.5485(40)
0.2993(20)
0.0742(10)
0.0224(7) !    

l 0.0147(6) 2.85 2.94 3.34

 
0.0129(6)

     

    Tempo de CPU (s)
a P (n)  

 
0.6136(49)
0.3008(20)
0.0756(10)
0.0220(7)      

l 0.0146(6) 11.89 12.29 13.75

 
0.0128(6)
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9P

P (t) «

.3974(0.52)26

2188(0.33)16

1330(0.25)12

.0478(0.17)8

.0144(0.14)6

.0136(0.14)6

.0168(0.14)6

.0220(0.15)7

.0503(0.17)8

7P

P (t) «

0.2909(0.42)20

0.0620(0.20)9

0.0401(0.19)8

0.0264(0.16)7
0.0144(0.14)6

0.0100(0.14)6

0.0084(0.12)5

0.0112(0.14)6

0.0480(0.18)8

b

0.95

0.85

0.75

0.5

0

0.5

0.75

0.85

0.95

P (t) «

0.2855(0.46)19

0.0771(0.25)10

0.0442(0.20)8

0.0299(0.19)7

0.0144(0.16)6

0.0077(0.14)5

0.0080(0.14)5

0.0102(0.16)6

0.0302(0.19)7

Malha 65 x 65 pontos

Malha 129 x 129 pontos

Tabela 4.1 1: Favor de convergência, número de iterações e tempo de CPU para o problema
com termo misto (MG-ILU, ciclo W(1,1)).

      9PA
b P (t) « P (t) « Õ (t) n

 
0.4081(2.64)27
0.2261(1.59)16
0.1373(1.21)12
0.0507(0.84)8

0.3228(2.17)21
0.0831(1.07)10
0.0479(0.87)8
0.0275(0.78)7

0.3095(2.47)21

0.0965(1.34)11

0.0499(1.00)8
0.0309(0.88)7

  0.0146(0.65)6 0.0146(0.67)6 0.0146(0.77)6

  l:ll=:1::1:1:
o.02s4(0.74)7 l
o.0489(0.83)8 l

o.o093(0.68)6 l

o.oii9(0.68)6 l
0.0170(0.68)6
o.0877(i.07)10 l

o.o074(0.66)5 l
0.0099(0.78)6

l::ll:ll::ll
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9P

P (t) «

0.4197(12.14)28

0.2317(7.47)17

0.1381(5.36)12

0.0512(3.68)8

0.0147(2.84)6

0.0139(2.83)6

0.0232(3.27)7

0.0288(3.25)7

0.0487(3.68)8

7P

P (t) «

0.3496(10.36)23

0.0864(4.69)10

0.0477(3.82)8

0.0283(3.39)7
0.0147(2.94)6

0.0096(2.95)6

0.0135(2.95)6

0.0185(2.95)6

0.1104(5.12)11

9PA

P (t) «

0.3176(10.87)21

0.0997(5.85)11

0.0489(4.35)8

0.0313(3.84)7

0.0147(3.35)6

0.0077(2.84)5

0.0106(3.34)6

0.0143(3.35)6

0.0582(4.83)9

b

0.95

0.85

0.75

0.5

0

0.5

0.75

0.85

0.95

Malha 257 x 257 pontos

h/ralha 513 x 513 pontos

Tabela 4. 12: Favor de convergência, número de iterações e tempo de CPU para o problema
com termo misto (MG-ILU, ciclo W(1,1)).

  9P 7P 9PA
b P (t) n P (t) « P (t) «

-0.85

&
0.4248(51.05)28

0.2342(31.40)17
0.1428(24.27)13

0.0542(17.15)9

0.3628(45.15)24

0.0925(19.55)10

0.0482(15.93)8
0.0280(14.07)7

0.3350(46.87)22

0.1022(24.10)11

0.0496(17.89)8
0.0314(15.83)7

  o.0146(11.91)6 l 0.0146(12.28)6 0.0146(13.76)6
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A seguir, apresentam-se alguns gráficos, baseados nos resultados das tabelas (4.6)-
(4.9), que ilustram o comportamento do logaritmo da norma (do máximo) do erro através
do tempo, para os métodos CR-ILU e as diferentes versões do MG. Como os dados foram

obtidos a cada iteração, precisou-se escala-los no tempo, mediante a seguinte fórmula

z:l.m.l := --Z:,

onde t(n) é o tempo (em segundos) em função do número de iterações n, ã representa a

z-ésima iteração e t é o tempo total (em segundos) que o programa utilizou para atingir
a precisão desejada ou o número máximo de iterações. Os gráficos correspondem aos
esquemas 9P, 7P e 9PA e à malha com 513 x 513 pontos.

Z
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Figura 4. 1: Gráficos para o problema com termo misto, com o esquema 9P, para Z) :: --0.95,
b = 0 e ó = 0.95.
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ILU (tic)o w)

Figura4.2: Gráficos para o problema com termo misto, com o esquema 7P, para ó = --0.95.
b = 0 e ó = 0.95.
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Figura 4.3: Gráficos para o problema com termo misto, com o esquema 9PA, para Z)
0.95, ó = 0 e b = 0.95.



Conclusões

Com base nos estudos e testes realizados neste trabalho e, comparando os métodos dos

resíduos conjugados (CR) e multigrid (MG) segundo sua eficiência computacional e esta-

bilidade em relação à variação dos coeficientes da equação elíptica de segunda ordem a
resolver, algumas conclusões podem ser obtidas.

A implementação do método CR é relativamente simples e ele se mantém estável ain-

da nos casos extremos (descritos no capítulo anterior), porém não se apresenta eficiente.

computacionalmente, mesmo utilizando um precondicionador (ILU). Esse precondiciona-
dor foi escolhido pela sua simplicidade, embora existam outros precondicionadores mais
eficientes .

Em relação ao método multigrid (MG), observa-se que é Computacionalmente mais

eficiente, embora em alguns casos extremos tenha apresentado divergência na solução.
Tais divergências poderiam ser justificadas pelo uso inadequado de algum componente MG

(suavização, operadores de tranferência ou operador de discretização na malha grossa, tipo
de ciclo). Uma caraterística principal do método MG é a sua versatilidade em escolher seus

componentes, assim como a dificuldade em se fazer o tunÍng. Nesse caso, pode-se utilizar
a análise local de Fourier para prever aproximadamente o comportamento do método.

Das três discretizações testadas, ainda que tenham a mesma ordem de consistência. o

esquema 7P mostrou ser ligeiramente superior aos demais, o qual está refletido no tempo
de CPU e no fator de convergência experimental.

Para o problema anisotrópico os métodos CR e À/IG não apresentaram bons resultados.

com exceção clo método MG-AZ, cujos resultados rolam ótimos. Já no caso com termo

72
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misto, os métodos não apresentaram bons resultados, com exceção do método MG-ILU
com ciclo W. Este ciclo foi utilizado, em vez do ciclo V, para atingir experimentalmente
os resultados teóricos previstos pela Análise local de Fourier.

I'rabalhos futuros

Como trabalho futuro propõem-se os itens abaixo relacionados para continuidade dos
estudos.

e Estudar e implementar precondicionadores mais robustos, tais como ILU(p), MILU,
entre outros.

8 Estudar outras variantes dos componentes do método MG, tais como operadores de

restrição/interpolação que dependem da discretização, diversos ciclos MG (ciclo F,
sawtooth), FAS, semi-coarsening.

e Estudar e implementar a utilização do MG como precondicionador do método CR.

e Modelar um fenómeno físico e resolvê-lo numericamente aplicando, eficientemente.
as técnicas descritas anteriormente.

e Como as diferentes componentes do método MG permitem a utilização de técnicas
de programação paralela, um projeto dais ambicioso seria a implementação de um
se/uer paralelo através de MPI (Message Passing Interface) ou HPF (High Perfor-
mance Fortran'l.



APÊNDICE A

Método das diferenças finitas

As derivadas parciais podem-se aproximar por diferenças finitas. Tais aproximações in-
troduzem erros, chamados erros de Érurzcamenfo, e que são representados pela notação
asimptotica O. As diferenças finitas têm como base a expansão em séries de Taylor de
ilm n fil .,.a'l a.YWV w-

A.l Teorema de Taylor

Seja u : O --> ]R, função contínua em Q C ]R aberto possuindo derivadas contínuas até de
ordem p em Q. Têm-se

«(" + À) - "(") + a«(") ' A + :ia'«(") ' A: +

onde

h' + ,,(h) ,

74
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« - («:, . . . ,««),

h ..- ,À.),

~«(«) . " -E:(«)":,

::lL- (")A'Aj ,d'«(")'A'->: "'''

.\ Õ;.
d;«(«).hs

}: ã;;::bl;l--(n)/zíÀJAÀ; e assim sucessivamente
á ,.j ,A = l

lü'iP-.
A.2 Fórmulas de diferenças finitas

Utilizando o teorema de Taylor, obtêm-se as equações de diferenças finitas

«(:« - À: , y) «(«,ü o+ y93(«,ü - g9(«,ü --oof) n.o

«(«,ü+A::(«,o+y93(,,ü+g193(«,ü+o :) .n«(« + h:, y)

Da equação anterior obtêm-se

«(' - A-, v) - "(", v) - h: g=(", v) + o(Af),
ou, utilizando a notação sferzc{/,

M':,j-ã-lo : :l":,.+ooo. (A.3)

Esta aproximação é denotado aproximação progressáua de prime ra ordem
se as equações (A.l) e (A.2), obtêm-se

Ao somam

«(" - A-, z/) - 2"(", z/) + "(" + h: , z/) - A?93(", z/) + o(Af),
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ou

: li -2 il":,.+obf). (A.4)

Observe-se que esta aproximação é centrada e de segurzda ordem (veja-se o termo do
erro asimptotico) . Analogamente, têm-se:

«(:«, g/ h:) õ::(«,d +glg>(«,Ü Ü--o0D M.q

«(«,ü+À,;(«,o+ glg>(.,ü -'- gg>(«,ü -- o@D w.o

z'(z, y) -

«(z, g/ + à,)

Somando-se as duas equações anteriores, obtêm-se

«(", z/ - A,) - 2"(", y) + «(", z/ + h,) - hlg>(", z/) + o(À:),
ou, na notação slencã/,

l il «..*..",

(A.7)

Considere-se agora as seguintes expansões em séries de Taylor

«(« - A:, y - A,) «(«, d - h: g:(«, d - A,g;(«, d

*{(«:3'«, «, * ,«:«:n'«, «, * «;B'«, «,)

-á(«:B'«, «, * ;«:«,Ú'«, «, * ;«:«;Ü'«, «,

";:'«, «,) -- á («{:.«, «, -- «:«,:3;'«, «, -'-

--6hÍÃgaÍlhí(«, ü + 4h:A:õ:;b-(., ü --

*«;$'«, «,) * . (A.8)
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«(:« + h:, y + A:) «(«,ü+À-g=(«, + ,g c«,ü

*;(«:B '«, «, * :«:«,='«, «, * «;S'«, «,)

*Ê(«:g'«, «, * ;«:«,ü'«, «, * ;«:«;à'«, «,

*«;g'«, «,) * á(«:9'«,«, * -«:«:Ü'«, «' * '«:«;Jh'«, «,*ag/3t'''',/ ' 24 \.''iÕ;i\''',p/

*'«:«;â'«, «, * «;ü'«,«,) * (A.9)

«(:« h:,y + h,)
«(«, ü d + h: g; («, o

*;(«:g'«, «, - ,«:«:á'«, «, * «;3'«, «,)

*ã( «:ü'«,«, * *«:«,ü'«,«, - ;«:«;=

*«;8'«, «,) * á («:9.., «' ,«:«,Ü'«, «, * '«:«;=h'«,«,

3 : gãl;ái(«,y)

'«:«;A'«, «, * «;9'«,«,) * . (A.lO)

«(z + h:, g/ - h:)
«(«, ü -- A: g:(«, d - Ã:g;(«, o

*{(«:g'«, «, - :«:«,='«, «, * «;3'«, «,)

*i( - «:9'«, «, * ;«:«:Ú'«, «, - ;«:«;='«, «,

--«;9'«, «,) -- á («{g.«, «, - «:«,J3;'., «, -- "f";
-«:":::,(«, d -'. "::(«, d

Õ''.
Úái («, ü

(A.ll)

Logo,
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«(z - h:, g/ - A:) - u(z + h:, g/ - #,)-

u(z A-,g/+ Ã,) + u(« + A:,y + A:)
4 : ,:k(",z') + o(A?A,) + o(A:Àg),

ou

aí..-úl ll .il«.*..'"*''*,
Da mesma forma,

(A.12)

u(« A:,Z/ - A,) u(z, Z/ - A:)-

u(z - A:, 3/) + 2u(«, g/) - u(:« + A:, g/)-

u(z, 3/ + A,) + u(z + A: , y + A,),
2 : :li:lZ-(",v) + o(A{À:) + o(À?hg) + o(A-A8)

ou

:àl : ' -l".*'on*'n."o*'aüt)xa'y z,.7
(A.13)

Finalmente

«(z, y - h:) - «(« + #:, y - A,)-
«(:« A:,y) - 2u(«,g/)+«(«+ A-,Z/)

«(:« A-,y+ A,) + «(«, g/+h:),
2 : ,Zl:l;(", z/) + o(õ?h,) + o(Afaz) + o(A:hg)

otl
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iãl.,-iàl : ' -l«.*'oo*'n-"i-''on
(A.14)



APÊNDICE B

Método dos resíduos conjugados:
prova da convergência

A seguir apresenta-se uma prova da convergência do método dos resíduos conjugados (CR) ,
determinado pelas equações (2.7), (2.8), (2.12) e (2.13), sob a hipótese que o operador Z
é definido negativo,isto é

<s,,C(s)> < 0, Vs / 0

Da equação (2.8), obtém-se

<«"*:,,"*:> 'y<«"''':, ," - ," :> + <«"''':, ,"':> + P<«"+:, z:(,")>, (B.l)

que, devido às relações de ortogonalidade (2.9) e (2.10), reduz-se a

<,"*',," ,"*:> <,"*:,«" «"':>. (B.2)

De (2.9), tem-se

(«"*',«"> <«"*:,,"':>,

e aplicando-se a equação anterior a (B.2), obtém-se a seguinte relação

80



(,"+:, ,"''':> <,"''':, '">,(B.3)

<,"-' :, ,"''': - ,"> - O. (B.4)

Substituindo-se (2.8) no lado direito de (B.3), tem-se

<«"+:,«"':> 1<," - ,"':,,"> + <," :,,">+P<,c(,"),,">,(n.s)
que por (B.4) e (B.3), reduz-se a

<,"+:, ,"'':><,", ,">+ #<Z:('"), ,">.(B.6)

Da equação anterior e da hipótese que o operador ,C é definido negativo, tem-se que

<,"''':, ,"''':> $ <,", ,"> + P<,c(,"), ,">,

se # ? 0. A convergência monótona do método CR requer que a desigualdade aci

satisfeita, valendo a igualdade se e somente se <r", r"> = 0.

Para provar que # ? 0, da primeira equação em (2.11) e de (B.4), tem-se

«:: --,"':,r"--," ">=<«",," ,"':>-<," :,,"--,"'">

e por (B.3)

«:- '",,">+<,"'',,"':> ,"':><,",,">.(B.8)

B. M.étodo d

ou

os resíduos conjugados :!!!ova da convergência] 81

ma seja

(B.7)

Assim, o nutneradoi- de /i em (2.13) satisfazllTn 1';
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allÓ2 a12ÓI «::(Ó, - «:,)

(<'"':,,"':> -<,",,">)(-<z:(,"),,"':><," - ,"':, .c(,")>)

<,", ,C('")>(<'", ,"> -<,"':, ,"':>),(B.9)

de onde observa-se que é não negativo, devido ao fato do operador ,C ser negativo definido
e ail ser não negativo, por definição.

Agora, da desigualdade de Cauchy-Schwarz

1<«, z/>1 $ 11:«11:113/ll:,

tem-se que o denominador de # em (2.13) é não negativo. Por tanto, # ? 0, para todo n.

O caso especial /3 = 0 implica <r", ,C(r")> (que pelo fato de Z ser definido negativo implica

asolução exala) ou<r",r"> =<r" ",r"'i>. Neste último caso, por(B.6) e indução, tem-se

que P = 0 em todas as iterações anteriores até ,6o, cuja definição em (2.14) implica <ro, ro>
e portanto <r", r"> = 0, pata todo n.
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