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Resumo

Na generalizagao do arcabougo simplético da mecéanica a teoria dos campos, o método tradi-
cional baseado em dados iniciais ndo ¢é covariante, pois depende da escolha “a priori” de uma
hipersuperficie de Cauchy. Dois formalismos tem sido desenvolvidos para superar este pro-
blema: a abordagem multissimplética [3,17,21,23,24,39] e a abordagem pelo espaco de fase
covariante ou formalismo funcional covariante [4,5,40,41]. Uma questao central em ambas é a
procura por uma defini¢do natural de colchetes de Poisson. Na abordagem multissimplética,
existem varias propostas de diferentes autores (veja, por exemplo, [12] e referéncias cita-
das), enquanto que na abordagem pelo espago de fase covariante, a definigao é originalmente
devida a Peierls [32] e foi geometrizada por DeWitt [7-9]; a construcio deste colchete de
Peierls-DeWitt dentro do formalismo multissimplético foi recentemente elaborada por For-
ger e Romero [14, 34]. Esta tese apresenta primeiros resultados mostrando que, pelo menos
em certos casos especiais, os diferentes tipos de colchete de Poisson coincidem.

Abstract

In the generalization of the symplectic framework from mechanics to field theory, the tradi-
tional method based on initial data fails to be covariant because it depends on the “a priori”
choice of a Cauchy hypersurface. Two formalisms have been developed to overcome this
problem: the multisymplectic approach [3,17,21,23,24,39] and the covariant phase space
approach or covariant functional formalism [4,5,40,41]. A central issue in both of them is the
quest for a natural definition of Poisson brackets. In the multisymplectic approach, there are
various proposals by different authors (see, for example, [12] and references therein), while
in the covariant phase space approach, the definition is originally due to Peierls [32] and has
been geometrized by de Witt [7-9]; the construction of this Peierls- DeWitt bracket within
the multisymplectic formalism has recently been worked out by Forger and Romero [14,34].
This thesis presents first results showing that, at least in certain special cases, the different
types of Poisson brackets coincide.
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Introducao

Existe uma extensao natural, da mecanica para a teoria dos campos, do conceito do tensor
de Poisson? Com esta pergunta iniciamos a pesquisa que desdgua neste trabalho.

No inicio do século 19, ao estudar as equacoes de movimento na mecénica celeste, Pois-
son introduziu o colchete que leva hoje seu nome. Aproximadamente 30 anos depois, ao
estudar as propriedades algébricas deste colchete, Jacobi descobriu sua famosa identidade
e, na mesma época, Hamilton escreveu as equagdes de movimento da mecanica de sistemas
conservativos na forma de um sistema de primeira ordem, hoje conhecido como as equacdes
de Hamilton.

Uma novidade basica trazida por esta reformula¢ao da mecénica cléssica foi a introducio
do conceito de espago de fase de um sistema, como conjunto de todos os seus estados possiveis.
Esta nocao influenciou de forma fundamental o desenvolvimento de toda a fisica, principal-
mente em areas como a mecénica estatistica ou a mecénica quantica. Hoje, a sua imple-
mentagao matemadtica correta ocupa uma posicao central em qualquer teoria fisica.

Na propria mecénica classica, o modelo matematico para espagos de fase passou por
duas generalizacdes importantes. Originalmente, imaginou-se que o espaco de fase P seria
sempre derivado de um espago de configuragao ), ou em termos matematicos, existiria uma
variedade ) descrevendo as possiveis configuragdes do sistema tal que P seria o fibrado
cotangente 7°() de Q). No entanto, na década de 60, as dificuldades de incorporar particulas
com spin semi-inteiro levaram Souriau a propor um modelo matemaético mais geral: o de
uma variedade simplética. Finalmente, a partir da década de 70, comecou a vingar um
modelo ainda mais geral, protagonizado por Lichnerowicz e Weinstein, entre outros: o de
uma variedade de Poisson.
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Uma variedade de Poisson é uma variedade M munida de um colchete de Poisson,
1.e., uma aplicacao bilinear (sobre R) e antisimétrica

{-,}: F(M) x F(M) — F(M) (1)

que satisfaz

1) a identidade de Jacobi:
g, h3} + {h A0} + {9, {h, f}} = 0, (2)

i) a regra de Leibniz:

{fvgh’} = {f,fl}/z+g{f)/l} (3)

Esta combinacao de propriedades tem se revelado tao importante e 1til que levou & de-
finicdo de um novo tipo de dlgebra: uma dlgebra de Poisson é um espaco vetorial munido
de duas composigoes internas — um produto associativo com unidade, comutativo ou nao,
e um colchete de Lie satisfazendo a regra de Leibniz como condicio de compatibilidade.
Além do seu carater algébrico, a regra de Leibniz também tem um aspecto analitico e
geométrico, pois afirma que para todo f € F(M), a aplicagdo g+ {f,g} ¢é uma derivacao
em F(M) e portanto existe um campo vetorial X; em M tal que X;(g) = {f,¢}. Em parti-
cular, se a func¢ao f for a Hamiltoniana H, o fluxo do campo vetorial Xz correspondente
descreve a evolugao temporal do sistema.

O mesmo argumento pode ser aplicado aos dois argumentos do colchete de Poisson simul-
taneamente: como este é antisimétrico e € uma derivagdo em cada um dos seus argumentos,
existe um 1inico campo bivetorial m sobre P, chamado o tensor de Poisson, tal que, para
quaisquer duas funcdes f,g € F (P), vale

{f,9} = m(dfndg) . (4)
Reinterpretando m como homomorfismo de fibrados vetoriais
7:T*"P—TP, (5)

temos simplesmente
X; = =w(df) . ' (6)

A identidade de Jacobi para o colchete de Poisson pode entdo ser reformulada como a
condigao de que o colchete de Schouten! de 7 com 7 mesmo se anule:

[r,7] = 0. (7)

'Uma definicao explicita do colchete de Schouten para campos multivetoriais é dada na Secao 1.7.
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Uma classe especial de variedades de Poisson sdo as variedades simpléticas. Uma varie-
dade simplética é uma variedade munida de uma dois-forma w fechada (dw = 0) e nao-
degenerada. Esta forma chama-se forma simplética e o tensor de Poisson obtido a partir
desta estrutura simplética é ndo-degenerado. A nao-degenerescéncia de w fornece um meio
de definirmos, de maneira tnica, para cada fungdo um campo vetorial; dada uma funcao f
pode-se associar a 1-forma df o campo vetorial X; dado por

iz\'fw = df * (8)
Neste caso o colchete é expresso pela formula
{f:g} = nginw : - (9)

Obviamente, o colchete assim definido é antisimétrico, e mostra-se que ele satisfaz a identi-
dade de Jacobi se e somente se w for fechada.

Dentro da classe das variedades simpléticas, destacam-se os fibrados cotangentes. O
fibrado cotangente 7@ de uma variedade Q qualquer, com projecao 7o, vem munido de
uma um-forma ¢ dada por

0(2z)(v) = 2(T.75 - v), (10)

onde zeT*Q e veT,(T*Q). Esta forma chama-se forma canénica, e sua derivada exterior
(a menos de sinal) é a forma simplética: ’

w = —db . (11)

Na modelagem matematica do conceito de espaco de fase, existem dois aspectos impor-
tantes que motivaram a passagem de fibrados cotangentes para variedades simpléticas. Um
deles foi a observacao, devida a Souriau, que isso permite incluir, de forma natural, o conceito
de spin na mecanica cldssica, mesmo quando este for semi-inteiro, usando a esfera S? como
a parte do espaco de fase que descreve este grau de liberdade. O outro encontra-se no fato
de que variedades simpléticas constituem um ambito matematico natural para o processo de
reducao do espago de fase, conforme descrito pelo teorema de Marsden e Weinstein. Exem-
plos importantes de variedades simpléticas que, tipicamente, ndo sao fibrados cotangentes
incluem as drbitas coadjuntas de grupos de Lie ou variedades de Kahler.

De forma semelhante, existem variedades de Poisson que ndo sao simpléticas, o que ocorre
quando o tensor de Poisson nao tiver posto maximo, podendo inclusive deixar de ter posto
constante. O exemplo mais simples é o espaco dual g* de uma algebra de Lie g. Uma
outra classe de exemplos é formada pelos grupos de Lie-Poisson, uma vez que um grupo
de Lie semisimples nao possui tensores de Poisson invariantes que sejam nao-degenerados
(ou seja, ndo existem grupos de Lie simpléticos semisimples). Um teorema geral de Wein-
stein estabelece que qualquer variedade de Poisson admite uma decomposiciao canénica em
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subvariedades simpléticas, na forma de uma folheacéo (singular). O exemplo mais simples
de uma algebra de Lie g nas érbitas coadjuntas, em
particular a de R® em esferas: a menor érbita {0} consiste de um tnico ponto, enquanto que
as orbitas de maior dimensao sao as 6rbitas regulares.

3

é a decomposicao do espaco dual g

Passando da mecénica classica a teoria cldssica dos campos, o método mais tradicional
de implementar o formalismo canénico é baseado na identificacio das varidveis dinAmicas
da teoria como dados iniciais, ou seja, funcoes sobre alguma hipersuperficie de Cauchy no
espago-tempo, sendo que o formalismo providencia equagdes diferenciais para a evolucio
temporal fora desta hipersuperficie. O problema principal desta abordagem reside no fato
de que pela mera escolha de uma hipersuperficie de Cauchy especifica para carregar os
dados iniciais, perde-se a covariancia explicita da teoria, isto é, a invaridncia de Lorentz (no
contexto da relatividade restrita) e mais geralmente a invariancia sob transformacdes gerais
de coordenadas do espago-tempo (no contexto da relatividade geral). Isso ndo significa que
estas simetrias fundamentais sejam quebradas, mas elas (ou pelo menos uma parte delas)
deixam de se manifestar de forma direta: podemos dizer que sio ofuscadas. No entanto,
isso pode criar problemas muito mais sérios do que uma mera falta de elegancia quando
queremos aplicar algum método de quantizagao, pois nada garante a priori que este método
seja compativel com tais “simetrias escondidas”. De fato, quantizacio candnica conduz
a modelos da teoria quintica dos campos cuja covariancia estd longe de ser ébvia e de
fato constitui um problema formiddvel: como um exemplo bem conhecido, podemos citar
os esforcos necessarios para verificar a invariancia de Lorentz da eletrodindmica quéntica
(perturbativa) no calibre de Coulomb.

Estas e outras observagdes similares tém por muitas décadas motivado tentativas de des-
envolver, na teoria cléssica dos campos, um formalismo canénico inteiramente covariante,
que poderia servir como ponto inicial para métodos alternativos de quantizacio. Entre mui-
tas idéias que foram propostas nesta dire¢do, duas vieram ocupar um papel de destaque.
A primeira é o “formalismo funcional covariante” , baseado no conceito do “espaco de fase
covariante ” que é definido como o espago das solugdes das equagdes de movimento, ao invés
de um espaco de dados de Cauchy para estas equacdes. Esta formulacio foi popularizada
nos 1980’s por Crnkovi¢, Witten e Zuckerman [4,5,41] (veja também [40]) que mostraram
como construir, para alguns dos modelos mais importantes da teoria dos campos (incluindo
teorias de calibre e relatividade geral), uma estrutura simplética no espaco de fase covariante.
A segunda tornou-se conhecida como o “formalismo multissimplético”, baseado no conceito
do “espago de multifase” que, basicamente, pode ser definido localmente associando a cada
coordenada ¢ ndo apenas um momento conjugado p; mas n momentos conjugados p ¥
(v = 1,...,n), onde n é a dimensdo da variedade espaco-tempo subjacente. Em coor-
denadas locais, esta construcao recorre aos trabalhos cléssicos de De Donder e Weyl nos
1930’s [6,39]. No entanto, a formulagao global é muito mais recente: foi iniciada nos 1970’s
por um grupo de fisicos matematicos, principalmente na Polénia [21,23,24] mas também em
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outras partes do mundo [15,18], e foi definitivamente estabelecida nos 1990’s [3,16]; uma
exposigao detalhada, com varios exemplos, pode ser encontrada no “GIMmsy paper” [17].

Os dois formalismos, embora inteiramente covariantes e dirigidos para o mesmo objetivo
ultimo, sdo completamente diferentes na natureza; cada um deles tem seus proprios méritos
e inconvenientes.

e O formalismo multissimplético é manifestamente consistente com os principios bdsicos
da teoria dos campos, em particular o de localidade, e é matematicamente rigoroso pois
usa apenas métodos bem estabelecidos do cdlculo em variedades de dimensao finita. Por
outro lado, ndo parece permitir nenhuma definigao ébvia do colchete de Poisson entre
observaveis. De fato, a proposta original de simplesmente adotar a mesma férmula
(9) da mecanica cria um problema sério, a saber que a identidade de Jacobi deixa de
ser valida. Este defeito foi recentemente corrigido modificando a definigéo pela adicio
de um termo exato [11,12], mas varias outras dificuldades nio foram superadas, entre
elas a aparente inexisténcia de um produto associativo com unidade em relacio ao qual
este colchete de Poisson satisfaria uma regra de Leibniz. Ademais, a introdugio de n
momentos conjugados a cada coordenada obscurece a dualidade usual entre varidveis
canonicamente conjugadas (tais como momentos e posigées), que desempenha um papel
fundamental em todos os métodos conhecidos de quantizagio. Uma solucio definitiva
destes problemas ainda precisa ser encontrada.

e O formalismo funcional covariante estd em concordincia com os principios que re-
gem a geometria simplética; em particular, ele admite uma definicdo natural do col-
chete de Poisson, devida a Peierls [32] e elaborada posteriormente por DeWitt [7-9],
que preserva a dualidade entre varidveis canonicamente conjugadas. Por outro lado,
sendo de natureza intrinsecamente global, tal abordagem obscurece a implementacao
do principio de localidade. Além disso, este formalismo nio pode ser considerado
matematicamente rigoroso, uma vez que estd essencialmente restrito & aplicacio for-
mal de métodos do cédlculo em variedades, extrapolados ao caso de dimensio infinita:
transformar os resultados formais assim obtidos em teoremas mateméaticos é um pro-
blema separado, frequentemente bem complexo e dificil.

A relagdo exata entre as duas formulagoes vem sendo buscada desde os 1970’s mas ainda
esta longe de ser completamente entendida. Avangos significativos tem sido alcancados nos
tltimos anos e o presente trabalho pretende contribuir nesta direcao.

Os resultados principais desta tese encontram-se no Capitulo 3; sao os Teoremas 3.2 e 3.3.
O segundo e o ultimo deles estabelecem uma estreita relacio entre o colchete de Poisson do
formalismo multissimplético [11,12] entre formas diferenciais no espaco de multifase comum
e o colchete de Peierls-DeWitt entre funcionais definidos a partir de tais formas, para o caso
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especial em que as referidas formas sdo formas hamiltonianas de grau n — 1 e os funcionais
correspondentes sao obtidos, essencialmente, por pull-back destas formas com uma solucao
das equagoes de movimento do modelo e subsequente integragao sobre uma subvariedade de
codimensao 1 do espago-tempo, tipicamente uma hipersuperficie de Cauchy.

Outro aspecto do nosso trabalho € a tentativa de identificar, dentro do formalismo multis-
simplético, um objeto analogo ao tensor de Poisson do formalismo simplético. No contexto
da mecanica, o tensor de Poisson 7 é o dual da forma simplética w, o que em coordenadas
locais de Darboux (¢, p;) pode ser representado pela férmula

o 9 15
ainapi' (12)

w = d¢'adp; , T =

Por outro lado, a relagao entre o tensor de Poisson e o colchete de Poisson entre funcoes
sobre o espago de fase é estabelecida pela equagao (4) que, quando escrita em coordenadas
locais de Darboux (¢*, pi), leva & férmula padrao

_ 0709 0 0
{fvg} - a—q,a_pl aqi 8?:‘ * (13)

Afirmacoes andlogas, pelo menos em nivel formal, valem para o formalismo funcional
covariante da teoria dos campos: Aqui, a forma simplética funcional  é dada pela integral
da “corrente simplética” de Crnkovi¢, Witten e Zuckerman [4,5,41] (veja também [40]) sobre
uma hipersuperficie de Cauchy ¥ no espago-tempo M, enquanto que o colchete de Peierls-
DeWitt, que segundo o resultado principal de [14,34] é o colchete de Poisson correspondente,
conforme o analogo funcional das equagoes (8) e (9), é dado por uma integral dupla envol-
vendo a funcao de Green causal do operador linearizado. Isso pode ser interpretado como
dizendo que o tensor de Poisson funcional II correspondente, conforme o anélogo funcional
da equacao (4), é um operador integral em M x M cujo niicleo é a referida funcio de Green
causal.

No caso do formalismo multissimplético, uma possivel proposta para um tensor de Poisson
consistiria em introduzir, como dual da forma multissimplética w, que é de grau n + 1, um
campo multivetorial 7, também de grau n+1, tal que em coordenadas locais adaptadas onde

w = dq' a dp¥ A d"z, — dpad”z, (14)

teriamos

n a n
o, 0 0" (15)

T 8_(175/\@/\5;‘:— dp Oz’
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Entretanto, ao contrario de w, este objeto ndo é um campo tensorial, pois néo se transforma
de maneira natural sob mudanca de coordenadas. Outro problema é que a definicao ingénua
de um colchete de Poisson a partir de uma expressio andloga & da mecénica classica, tal que

{f,9} = i.(df rdg) , (16)
é insatisfatoria.

Como serd mostrado no Capitulo 2 desta tese, o primeiro problema pode ser resolvido
pela introdugao de um referéncial apropriado, geralmente nio holénomo, que chamaremos
de referéncial de Darboux e que pode ser definido a partir de um conjunto apropriado de
conexoes [, em relagdao ao qual

. 7 i n n
w = e'aefne; — ene”, (17)

Tr = eine, A€, — e, . (18)

Mais exatamente, provamos que o campo multivetorial 7 é completamente determinado em
termos de

e uma conexao geral no espago de configuracao F,
* uma conexao linear parcial no fibrado vertical VE de E ao longo de VE,

e uma conexao linear na variedade base M.

No entanto, é claro que a introducdo de tais conexdes configura uma estrutura adicional
cuja interpretagao fisica permanece obscura. Portanto, o resultado desta investigacio é uma
afirmacao negativa: nio parece existir um conceito natural de tensor de Poisson na geometria
multissimplética.
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CAPIiTULO 1

Formalismo multissimplético

Durante os tltimos anos, evidenciou-se cada vez mais que o &mbito matemético adequado
para a formulagao geométrica da teoria classica dos campos é o que pode ser chamado de geo-
metria multissimplética. Esta extensdao da geometria simplética, que na fisica corresponde &
passagem da mecanica a teoria dos campos, teve inicio nos trabalhos de Cartan, De Donder e
Weyl. A idéia central deste formalismo é tratar todas as varidveis espago-temporais da teoria
dos campos (e ndo apenas a varidvel temporal) da mesma maneira que a varidvel temporal
da mecénica. Assim, em um sistema com N graus internos de liberdade sobre um espaco-
tempo n-dimensional M, teremos para cada campo cldssico ¢' (1 = 1,..., N) nio somente
um campo conjugado mas n campos conjugados 7; (i =1,...,N, g =1,...,n). No forma-
lismo lagrangiano, onde a dinamica de um modelo é determinada pela densidade lagrangiana
L(z*,¢', 0,4, estes campos conjugados sio obtidos pela correspondente transformacgao de
Legendre, i.e.,

oL
! —
e = e (1.1)

e a hamiltoniana covariante ou hamiltoniana de De Donder- Weyl é
H(mu,(roi,,,rlf‘) = mf Oup’ — L . (1.2)

No formalismo lagrangiano, as equagoes do movimento sdo as equagies de Euler- Lagrange

oL oL
0, (25) - 2 <o, 0

Sob passagem ao formalismo hamiltoniano, obtemos como equagdes de movimento as
equagoes de De Donder- Weyl

OH . 0H
817 = aﬂc,o N aso‘ — —8u7r£‘. (14)

2
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Mediante condigoes de regularidade para L e/ou H, essas duas versoes de equacbes de movi-
mento sao equivalentes.

Observemos a similaridade com a situagao encontrada na mecénica. De fato, veremos na
primeira se¢ao que, quando n = 1, recuperamos a mecanica (néo—autonoma) A principal
novidade reside no fato de que, em geral, temos n multimomenta 7" associados a cada grau
de liberdade ¢'. Outras diferengas estao na natureza das varidveis, tanto das independentes
como das dependentes: Na mecanica usa-se simplesmente uma cépia da reta real R para
representar o tempo, enquanto que na teoria dos campos o espaco-tempo é modelado por
uma variedade M que nem sempre sera trivial. Na mecanica, as varidveis dindmicas sio re-
presentadas por curvas em uma variedade “interna” (), chamada de espaco de configuracio,
enquanto que, como explicamos com mais detalhes na segunda se¢éo, na teoria dos campos
elas sao representadas por se¢oes de um fibrado £ sobre M que também nem sempre serd
trivial (é da forma M x @ apenas localmente). Para acomodar derivadas, o papel analogo
ao do fibrado tangente 7'¢) de () na mecanica ¢ desempenhado pelo fibrado dos jatos JE (de
primeira ordem) de E [35]. De forma semelhante, o papel andlogo ao do fibrado cotangente
7@ de @ na mecanica é desempenhado por um dos duais de JE, mais exatamente o dual
afim torcido J®F de JE. Além destes, o formalismo também usa o fibrado dos jatos lineari-
zado JE de E e seu dual linear t01c1do JOE. A construcao destes objetos serd apresentada
na terceira e quarta secao. Também incluimos uma breve exposicao do processo de levanta-
mento canénico de automorfismos (infinitesimais) do fibrado F sobre M para automorfismos
(infinitesimais) do fibrado dos jatos JE e dos seus vérios duais, assim como sua acio sobre
segoes destes fibrados. Na quinta segdo, discutimos a construcao da forma multicandnica
0 e da forma multissimplética w sobre J®E e introduzimos a forma multicandnica 0y e a
forma multissimplética wy sobre J ®E associadas a uma hamiltoniana, H, que é uma segao de
J®E visto como fibrado afim em linhas sobre J@E obtidas sunplesmente por pull-back [3].
Também abordamos as relagées entre 6, w e o campo de Euler ¥ sobre J®E que existe em
fungao de J®FE ser o espago total de um fibrado vetorial sobre E. Assim, verifica-se porque o
dual afim torcido J®F de JE é o espaco de multifase estendido e o dual linear torcido J ®FE
€ o espaco de multifase comum da geometria multissimplética. Na sexta secdo, introduzimos
campos vetoriais localmente hamiltonianos e exatamente hamiltonianos sobre J®E assim
como sobre J®F e apresentamos resultados sobre sua estrutura que, no primeiro caso, foram
obtidos recentemente em [13]. Na sétima secdo, recordamos o conceito de (n — 1)-formas
hamiltonianas e a definicdo do colchete de Poisson de tais formas segundo a filosofia geral
adotada em [11-13,20]. Estes resultados serdo importantes para a demonstracio do teorema,
principal desta tese, que esta no Capitulo 3.
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1.1 Mecanica de sistemas nao-autonomos

Todas as formulagbes usuais da mecanica classica baseiam-se no preceito de tratar a varidvel
independente, o tempo, como um pardmetro externo de evolucao. Aspectos geométricos que
levam a introducao de variedades ndo-triviais, seja como modelo para o espaco de confi-
guragao (), seja como modelo para o espago de fase P, ndo afetam a varidvel tempo ¢ que
parametriza as curvas em () ou P representando as solugdes das equagoes de movimento.
Claramente, esta independéncia de ¢ das variaveis dinamicas do sistema é uma expressio do
axioma do tempo absoluto de Newton. No entanto, sabemos que este ponto de vista nio
poderd ser mantido quando queremos incorporar o principio da relatividade — seja restrita,
seja geral. Portanto, faz-se necessdrio, como primeiro passo, adaptar o formalismo de tal
forma a colocar a varidvel tempo em evidéncia.

A inclusao da varidvel tempo dentro do formalismo geral da mecénica torna-se impres-
cindivel, mesmo no ambito da mecanica classica newtoniana, para a descricio de sistemas
nao-autonomos, tais como a mecénica de particulas ou sistemas de particulas em campos
externos que dependem explicitamente do tempo. O procedimento padrao para tratar desta
situagao no contexto lagrangiano consiste em substituir o espago de configuragao @, com
coordenadas locais tipicas ¢¢, pelo produto cartesiano R x @, com coordenadas locais tipicas
(¢,4'), e o espago de velocidades T'Q, com coordenadas locais tipicas (¢',4"), pelo produto
cartesiano R x T'Q), com coordenadas locais tipicas (,¢,q'), permitindo assim a inclusio
de lagrangianas L que dependem explicitamente do tempo (L = L(t,q',¢')). De maneira
analoga, no contexto hamiltoniano devemos substituir o espaco de fase P, com coordena-
das locais tipicas (¢',p;), pelo produto cartesiano R x P, com coordenadas locais tipicas
(t,¢',p:), permitindo assim a inclusio de hamiltonianas H que dependem explicitamente do
tempo (H = H(t,q',p;)). Globalmente, se P for uma variedade simplética, R x P vem
munido de uma dois-forma fechada que é simplesmente o pull-back da forma simplética de P
pela projegao sobre o segundo fator; no entanto, esta dois-forma é degenerada, com nicleo
que forma uma distribui¢do involutiva uni-dimensional. Este tipo de estrutura tem sido
axiomatizado sob o titulo de “variedades de contato”. Como veremos ela admite uma ex-
tensao natural a teoria dos campos, porém nao-degenerada.

A solugao do problema de definir uma versdo estendida do conceito de espaco de fase
que inclua a varidvel tempo mas sem alterar o tipo de modelo matemético empregado j4
foi claramente enunciada por Cartan. Ao invés do “espago de fase simplesmente estendido”
R x P, com coordenadas locais tipicas (t,q',p;), considere o “espaco de fase duplamente
estendido” R x P x R, com coordenadas locais tipicas (t,¢', p;,p), onde p é uma varigvel
com a dimensao fisica de uma energia. (Usamos o simbolo p, ao invés de E, para evitar
uma mudanga de notagao na hora da passagem da mecanica para a teoria dos campos.)
Obviamente, como R? é o fibrado cotangente de R, R x P x R serd uma variedade do
mesmo tipo que P: se P = 7" com forma candnica dada por 0p = p,;dq', entdo
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Rx P xR=T*Rx () com forma canénica dada por
0 = pidg + pdt, (1.5)

enquanto que se P for variedade simplética com forma simplética dada por wp = dgiadp;,
entao R x P x R também serd variedade simplética, com forma simplética dada por

w = dg'ndp; — dpnadt, (1.6)

e finalmente se P for variedade de Poisson com tensor de Poisson mp, R x P x R também
sera variedade de Poisson, com tensor de Poisson dado por

g 0

Wzﬁp—a—p/\a‘.

(1.7)

Uma outra vantagem de incluir a variavel tempo nos diversos espacos que descrevem
as variaveis dinamicas é que este procedimento permite abordar o conceito das “simetrias
locais” que estdo no coracdo das modernas teorias de calibre, de suma importancia na for-
mulagao de modelos para as interagbes fundamentais na fisica das particulas. Em geral,
simetrias continuas sao descritas por algum grupo de Lie G em conjunto com uma acio
deste grupo sobre o espago de variaveis dindmicas pertinente. A formulacio padrio da
mecanica permite considerar apenas “simetrias globais”, onde as transformacoes de sime-
tria sdo independentes do tempo. A inclusdao de “simetrias locais” requer permitir que as
transformacdes de simetria possam depender explicitamente do tempo; tais simetrias locais
sao geralmente conhecidas como “transformacées de calibre”. Em termos geométricos, isto
significa considerar os espagos estendidos R x @, R x TQ, R x P, R x P x R etc. como
fibrados sobre a reta real que representa o tempo, abrindo assim a possibilidade de interpre-
tar transformacoes de calibre como mudancas de trivializacao nestes fibrados. Observa-se
que segundo um teorema geral de topologia, todos os fibrados sobre R sao triviais, mas vale
salientar que nao existe em geral nenhuma trivializagdo preferida, e portanto o “principio
de invariancia de calibre”, ou seja, o principio de invariancia sob mudanga de trivializacio,
continua sendo de grande importancia mesmo nesta situacao.

Como exemplo, podemos notar que aplicando o principio de invariancia de calibre a
qualquer um dos espagos estendidos acima mencionados elimina o status privilegiado da
segunda projecao. Em particular, isso significa que a projecao de R x P sobre P usada na
definicao da estrutura de contato sobre R x P nao é invariante de calibre. Este fato é a
origem das dificuldades encontradas em tentativas de formular a mecanica hamiltoniana de
particulas acopladas a campos eletromagnéticos e/ou de Yang-Mills usando o formalismo de
variedades de contato.

A reinterpretacao de R x () como fibrado sobre R acarreta uma série de consequéncias
nao-triviais. Primeiro, permite concluir que R x 7'Q é na verdade o fibrado dos jatos (de
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primeira ordem) de R x @). Como tal, este é novamente um fibrado sobre R mas também é
um fibrado sobre R x (), e mais precisamente, um fibrado afim. Podemos perguntar por que
nao seria um fibrado vetorial, ja que 7'Q) é um fibrado vetorial sobre Q). A razao da perda da
estrutura linear ¢ justamente a possibilidade de efetuar transformacoes de calibre, ou seja,
transformagoes de coordenadas locais na variedade () que podem depender do tempo. Neste
caso, a lel de transformagao para as coordenadas locais induzidas em T'Q adquire, além do
termo linear envolvendo a jacobiana, um termo constante envolvendo a derivada temporal.
Os espagos de fase duplamente estendido R x P x R e simplesmente estendido R x P
podem entao ser definidos como, respectivamente, o dual afim do fibrado dos jatos e o dual
linear do fibrado dos jatos linearizado, sendo o primeiro um fibrado afim em linhas sobre
o segundo. Como resultado, é possivel considerar a hamiltoniana de um sistema mecanico
como uma se¢ao deste fibrado (R x P x R — R x P): em coordenadas locais, é definida

por (t,qi,pi) g (t,qi,p;,p) com'
p = —H(t,q',pi) .

Ademais, solugdes das equagoes de movimento tornam-se se¢oes dos fibrados R x ) (no caso
lagrangiano) ou R x P (no caso hamiltoniano) sobre R: em coordenadas locais, sio dadas
por tr (t,q'(t)) ou ¢+~ (t,¢'(t),pi(t)), respectivamente.

Uma descrigao mais detalhada destas construgbes, num contexto bem mais geral, serd
apresentada na proxima segdo. Por enquanto, mencionamos apenas que as formas 0 e w,
assim como o tensor de Poisson 7, dados em coordenadas locais pelas equagoes (1.5), (1.6)
e (1.7), possuem um significado global, ou seja, independente da escolha de um sistema
de coordenadas, mesmo quando admitirmos transformacées de coordenadas ¢' — ¢’* que
dependem do tempo. Esta invaridncia adicional é altamente nao-trivial e nio pode ser
deduzida de nenhum dos argumentos apresentados anteriormente, mas ela pode ser verificada
ou por calculo explicito ou como resultado das construgoes globais a serem discutidas na
proxima secao.

1.2 Campos como secoes de fibrados

O ponto inicial para a formula¢do geométrica da teoria classica dos campos é a escolha de um
fibrado de configuragio, que em general pode ser um fibrado sobre um espago-tempo cujas
secoes sejam os campos da teoria sob consideracao. No que segue, denotaremos seu espaco
total por £, seu espaco base por M, sua fibra tipica por @) e a projecao de E sobre M por m;
as dimensoes sdo

dmM =n , dm@Q = N , dmE = n+ N . (1.8)

10 sinal nesta equagido é meramente convencional.
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De forma geral, M ¢ interpretado como espago-tempo enquanto @ é o espago de configuracdao
da teoria —uma variedade cujas coordenadas (locais) descrevem graus internos de liberdade.?
O espago total £ ¢é localmente mas nao necessariamente globalmente isomorfo ao produto
cartesiano M X (), mas deve-se salientar que mesmo quando o fibrado de configuracio for
globalmente trivial, nao existe em geral nenhuma trivializacao preferida, e é precisamente
a liberdade de mudar de trivializagdo que permite incorporar as teorias do calibre neste
contexto. Um outro ponto que merece ser enfatizado é que o fibrado de configuracio em geral
nao possui nenhuma estrutura adicional: estas aparecem somente quando nos focalizamos
em classes especiais de modelos.

» Fibrados vetoriais surgem naturalmente nas teorias com campos lineares de matéria e
também na relatividade geral: o tensor métrico é um exemplo.

e Fibrados afins podem ser empregados para acomodar campos de calibre, uma vez que
conexoes principais em um fibrado principal P sobre o espago-tempo M podem ser
vistas como secoes do fibrado das conexées de P — um fibrado afim C'P sobre M
construido a partir de P.

 [ibrados gerais sio empregados para acomodar campos ndo-lineares de matéria, em
particular aqueles que correspondem a aplicagoes do espago-tempo M para alguma
variedade alvo (): um exemplo padrao sio os modelos sigma nao-lineares.

Para cobrir toda esta variedade de situagdes, as construcoes gerais nas quais se baseia a
formulagdo geométrica da teoria cldssica dos campos nao devem depender da escolha de
qualquer estrutura adicional no fibrado de configuragio. Esta exigéncia é satisfeita natu-
ralmente no formalismo do espago de multifase — ao contrario de muitas propostas que se
encontram na literatura: na sua maioria, estas dependem da escolha a priori de uma conexio
no fibrado de configuragéo, excluindo assim as teorias de calibre nas quais conexdes devem
ser tratadas como varidveis dinamicas e nao como campos de fundo fixos.

Neste formalismo, simetrias sdo realizadas por automorfismos do fibrado £ sobre M e
geradores de grupos a um parametro de simetrias por campos vetoriais projetdveis sobre F.

Um automorfismo de um fibrado geral F sobre M com projecdo 7 é um difeomorfismo
@y : E — E que preserva fibras. Isto implica que ® induz um difeomorfismo ®,, : M — M
tal que o diagrama

D
E—=+F (1.9)

. l Jw
LY

M—M

?Esta interpretacao muda na teoria das cordas e das membranas.
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¢ comutativo; dizemos que @ é um automorfismo de fibrados sobre ®,,. Como caso especial,
um automorfismo @, de £ é chamado estrito se ®,, for a identidade. Podemos introduzir
ainda o suporte de um difeomorfismo ®,, de M como sendo o fecho do conjunto de pontos
em M sobre os quais ele nao age como a identidade,

supp @y, = {zeM [/ ®,,(2) # 2}, (1.10)

e de forma similar, o suporte na base de um automorfismo ®, de £ como sendo o fecho do
conjunto de pontos de M para os quais ele nao age como a identidade na fibra respectiva,

supp Py = {zeM [Dy(e) # e para algum ee E, } . (1.11)

Passando a campos vetoriais como geradores de grupos a um parametro de difeomorfismos
através do seu fluxo, diremos que um campo vetorial X sobre F é projetdvel se vale

b

T, m(Xg(e1)) = Te,m(Xg(e2)) para eg,eze B com w(e;) = m(eq) (1.12)

onde T'm : TE — TM ¢ a aplicagao tangente a projegao m : £ — M. Isto implica que X
induz um campo vetorial X, sobre M ao qual é m-relacionado:

Xy(z) = Ten(Xg(e)) parazeM eeeE comm(e) =z . (1.13)

Também diremos que Xy recobre X),;. Como caso especial, um campo vetorial projetdvel
Xp sobre E é chamado vertical se X,; for zero. As vezes, é conveniente pensar em um
automorfismo ® de um fibrado como o par (5, ®,,) e em um campo vetorial projetivel
X sobre um fibrado como o par (Xg, X,,). Finalmente, cabe mencionar que um termo
alternativo para “campo vetorial projetavel” é “automorfismo infinitesimal de fibrado”.

Um ponto importante para este trabalho é entender como automorfismos e automorfismos
infinitesimais de fibrados agem sobre suas se¢bes. Primeiro, a acao de um automorfismo
® = (04, ®,,) sobre uma se¢do ¢ de E fornece uma nova segao @ - ¢ de E, dada por:

(®-¢)(z) = D5 (p (B3/(2)) parazeM . (1.14)

Segundo, a agdo de um automorfismo infinitesimal X = (X, X,,) sobre uma se¢io ¢ de E
fornece uma secao dy¢ do fibrado vetorial *(V E) sobre M que é o pull-back do fibrado
vertical VE de E via ¢, obtida da férmula anterior por diferenciacao em relacio ao parametro
de fluxo:

dxp(z) = Xg(e(z)) — Top - Xm(z) para zeM . (1.15)

Em coordenadas locais adaptadas, constituidas por coordenadas locais z* para a variedade
base M, coordenadas locais ¢' para a fibra tipica Q e uma trivializacao local de E sobre M,
temos

Sy’ = X'(p) — 8,0 X" (1.16)
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1.3 Fibrado dos jatos

A construgao do fibrado dos jatos associado a um fibrado geral E é padrio e pode ser
encontrada em muitas referéncias. No caso de jatos de primeira ordem, denotado aqui por
JE, ela é particularmente simples. Dado um fibrado £ sobre M com projecio 7 e fibra
tipica @, a fibra de JE em cada ponto e € £ sobre o ponto z e M é definida por

JE = {ue L(T,M,T.E) : T,mrou=idr,m} . (1.17)

Assim, os elementos de J_FE sdo exatamente os candidatos para as aplicagdes tangentes em x
de segbes (locais) ¢ do fibrado E satisfazendo ¢(z) = e. Obviamente, J,E é um subespaco
afim do espago vetorial L(T, M, T,E) de todas as aplicagdes lineares do espago tangente 7%, M
para o espaco tangente T, E, sendo o correspondente espago vetorial de diferengas o espaco
vetorial L(T,M,V,E) de todas as aplicagbes lineares do espaco tangente T, M para o espaco
vertical V, E:

LE = L(I,M,V,E) =~ T*MQV,E . (1.18)

Variando e em E, obtemos um fibrado afim sobre £ em relacio a projecio alvo 7 : JE — E,
que € um subfibrado do fibrado vetorial L(n*T'M,TE) = «*(T*M) ® TE, sendo o corres-
pondente fibrado vetorial de diferencas o fibrado vetorial sobre E em relagao a projecio alvo
7 JE - E, dado por

JE = L(x*(I'M),VE) = #*(T*M)® VE . (1.19)

Em geral, JE e JE também sio fibrados sobre M em relacao as respectivas projecoes fonte
c=nor:JE M e d=mno7:JE — M, porém apenas fibrados gerais sem estrutura
adicional. Ocasionalmente, denotaremos JE por JzE ou por JE e JE por jEE ou por
J_;WE para enfatizar que estamos considerando-o como fibrado em relagio & projecio alvo ou
em relagdo a projecao fonte, respectivamente. Também faremos uso do fato de que os pontos
de JE podem ser representados como 1-jatos de se¢des (locais) de E: para todo ponto ee E
sobre o ponto z e M, os elementos de J.E podem ser escritos na forma u = 7, onde w é
uma se¢ao de & definida em uma vizinhanca aberta de z em M tal que ¢(z) = e e Typp = w.

Na discussao a seguir, tornar-se-a importante que estruturas adicionais sobre o fibrado E
possam ser herdadas pelo fibrado Jy,E. Por exemplo, se E for um fibrado vetorial/afim
sobre M entdo JE também serd um fibrado vetorial/afim sobre M. Mais especificamente, é
facil ver que se F for um fibrado vetorial sobre M, entao J,; F também o serd: basta definir

Az + iz = 7:(Aeo + pib) para A, peR , p,vel(E). (1.20)

De modo semelhante, se £ for um fibrado afim sobre M e E for o correspondente fibrado
vetorial de diferencas, entao Jy, £ também serd um fibrado afim sobre M e J,,E serd o
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correspondente fibrado vetorial de diferencas: basta definir
Jep +Je@ = Jule+@)  para pel(E), Gel(E) . (1.21)

Durante o desenvolvimento deste trabalho usaremos sistematicamente calculos em coorde-
nadas locais. Tipicamente, denotaremos coordenadas locais na base M por z*, coordenadas
locais na fibra tipica @ por ¢' e as coordenadas locais no espago total £ induzidas por estas e
uma escolha de trivializagio local por (z#; ¢').® Estas por sua vez induzem coordenadas locais
em JE e em JE, que escrevemos na forma (z*,¢'; q,) ou (2", ¢%; ¢!) quando consideramos J E
ou JE como fibrado sobre E, na forma (z*; ¢, qL) ou (z*; ¢', cj;:) quando consideramos JE

ou JE como fibrado sobre M e na forma (z*, ¢, qL) ou (2, ¢, (]'J) quando nao for necessario
ou conveniente especificar a proje¢do. Combinando uma mudanca de coordenadas locais
a* — 2'* em M, uma mudanga de coordenadas locais ¢ = ¢* em Q e uma mudancga, de
trivializagao local, obtemos uma mudanca de coordenadas locais (z*,q') — (z'%,¢'*) em E

onde
2" = 2"z}, ¢* =q"(z.q). (1.22)
Esta por sua vez induz mudancas de coordenadas locais (m“,qi,qi) = (2",¢*%,¢*) em JE

e (a",q¢',q}) = (2", ¢* ¢*) em JE que sio dadas por

. aq* dz+ dq™* dz*
ko ?
b = 0q* dz's T Oz# Oz'c’ (1.23)
’ gt 0
e aon
gt = S 2T i (1.24)

9 = aq: awm q# :

Em particular, se £ for um fibrado vetorial/afim sobre M e os ¢' assim como os q'* forem
coordenadas lineares/afins ao longo das fibras, entdo a mudanga de coordenadas corresponde
a uma transformagéao de calibre, efetuada por uma matriz (¢¥) de fungdes, conforme

¢"(z,q) = gi(2)q (1.25)
no primeiro caso e por uma matriz (gF) mais um vetor (¢*) de funcées, conforme
¢"(z,q) = gi(z)q + ¢"(2) (1.26)
no segundo caso. Em ambos os casos,
aq/k

8_q’-'($’q) = gzk(l)

«,”

3Usamos o simbolo “;” para sinalizar a separagio entre “coordenadas horizontais” e “coordenadas verti-
cais”, em relagao a uma projecao dada.
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e portanto

' p Ox* da* _
(I:;L _ Jz e 1“ + O“gl o q, (1.27)
ou 9 p P
N g o2t ) dz"
ql’{ = Y Oz's (Ip, + 0#.(11' aCE,K' q + al—lg dz's ’ (128)

respectivamente, confirmando assim a afirmacao acima de que £ sendo um fibrado veto-
rial/afim sobre M entdo JE também é.

1.3.1 Levantamento candnico

O préximo passo a ser discutido é o levantamento canénico de automorfismos e, passando
para grupos a um parametro, o levantamento canonlco de automorfismos mﬁmtesnnals ie.,
de campos vetoriais projetaveis, de F ' para JE e para JE. No final discutiremos a a(;a,o
destes levantamentos sobre secoes de JE e de JE.

Um automorfismo do fibrado £ pode ser levantado para um automorfismo do fibrado
dos jatos linearizados JFE, como fibrado vetorial sobre £, definindo .. JE = JE

como segue: dado um ponto ee £ sobre o ponto € M e uma aplicagao hnezu U, EJ F =

L(TzM, V. E), definimos @ (4, )eJq, s = L(Ts,, )M, Vs ,(e) ) por
(Dj'E(ﬁe) = Te(I)E oﬁe ° (Txéﬂ/!)_l : ) (129)

Esta férmula define uma aplicagdo linear de L(T, M, V,E) pareL .L-(T¢M(x)1\/[, Vo, (oF). Em
particular, o seguinte diagrama comuta:

JE—>JE (1.30)

M——M

De forma analoga, um automorfismo do fibrado £ pode ser levantado para um automorfismo
do fibrado dos jatos JE, como fibrado afim sobre £, definindo @, : JE — JE como segue:
dado um ponto ee £/ soble o ponto z e M e um jato u, € J E, definimos @ ;5(u,) e Jy )E'
por (

Op(u,) = T,0pou o (T,2y)" . (1.31)
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Esta formula define uma aplicagao linear de L(T, M, T, E) para L(Ts, )M, Ty () E) que, por
restri¢ao, induz uma aplicagao afim de J E para Jg _(¢)E, j& que mapeia J,E para Jo (o) E:

Ty ()7 © D,p(u,) = Ty (mpoT,Ppou,o (T,®,,)"
= T, (mgo ®p)ou, o (T,0y)7"
= T, (®pomg)ou, 0 (T,0y)""
= T,®y o T,mpou, o (T,0),)~"
= T, @y 0idy pp 0 (T,8y,)7"

= idg, M
M

()

Em particular, o seguinte diagrama comuta:

JE25 JE (1.32)

1.,k

P—E-
Wl lﬂ'
Dar
M—M
Passando a descri¢ao da situacdo infinitesimal, podemos reduzir o levantamento de autormor-
¢ )
fismos infinitesimais ao levantamento de grupos (locais) a um parametro de automorfismos
locais). Assim, todo campo vetorial projetavel X, sobre F possui levantamentos candnicos
J et :
para campos vetoriais projetaveis Xy, sobre JE e X g sobre JE. Ao invés de férmulas glo-
bais que sao pouco instrutivas, apresentamos as expressoes em coordenadas locais adaptadas
) P )
que podem ser deduzidas se observarmos que localmente, automorfismos sao representadas
por transformagoes de um sistema de coordenadas locais adaptadas para outro e portanto
podemos calcular seus geradores por diferenciagio em relagao a um parametro de fluxo ).
Explicitamente, escrevendo

. d
Xy = X“%, (1.33)
’ 9 9
_ p_~ i _2
Xp = Xt oo+ Xigm, (1.34)

onde os X* dependem somente das coordenadas z” na variedade base, e substituindo a
equagao (1.22) por
z'c = :EIK(:L‘,/\) : q/k — q'k(w,q,/\) ,

podemos calcular os componentes

amm ko aq/k

X® = o
oA |\op I | —o
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)?k_a—*/k Xk:aL;k
=T 0N R Y

de Xy e de X por diferenciagao das equagdes (1.24) e (1.23), respectivamente, em relacio
a A, usando que

oz'F ) aq/k . aq/k
f: ) 9 5 = 5{ ) 0 )
dzt |5, ' ¢ 1= Oz |\,
0 (0\| _ 0| 0 (own\| &r| _ _oxe
oN\0z'* ) |,_, Oz'e |\ _o OX \ 027 ) |\, O™ |,_, dz® -
O resultado é que
0 -0 oX* oxXv 0
L = & Xt i =] 35
App = X g ¥ X 55 (3(11 G~ P q”) 3 (1.35)
e _ :
o) 7] ox+ . 0X¥ .  9X*\ 0
7 — fl.[ Xl - _7 . 2 . i .
Ko = Ko T X g (8q3 T ™ Ggu @ T 0:0”) o (1-36)

Finalmente, a a¢do de automorfismos e automorfismos infinitesimais sobre secdes de JE e
de JE ¢é definida pela agao dos correspondentes levantamentos. Em particular, a acio de
um automorfismo infinitesimal X = (X5, Xg, X},) sobre uma secio jo = (p,dp) de JE
fornece uma segdo dy(ji) = (6xp,dx0¢) do fibrado vetorial (5p)*(V(JE)) sobre M que é
o pull-back do fibrado vertical V(JE) de JE via je:

Ix(ip)(2) = Xyp(ip(z)) — To(ip) - Xy(z) parazeM . (1.37)
Em coordenadas locais adaptadas, esta férmula reproduz a equacio (1.16) em conjunto com
a equagao

oX' . 0XY N

ox0,0" = O—qf(('g) 09" — D (v) 09" + ﬁ(cp) — 0,0,¢" X" . (1.38)

1.4 Fibrados de cojatos

Assim como o fibrado tangente de uma variedade M, o fibrado dos jatos de primeira ordem
de um fibrado £ admite uma nocao natural de dual.

Primeiro, introduzimos o dual afim J*E de JE, que é semelhante ao dual linear J*E
de JE: ambos sio fibrados vetoriais sobre E cujas fibras em cada ponto e de E sao definidas
por
JIE = {z :J,F— R afim}, (1.39)

€
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J°E = {Z.:JE — R linear} , (1.40)

respectivamente. Entretanto, para chegar ao tipo de dual que aparece naturalmente na teoria
dos campos, torna-se necessario substituir, no codominio das aplicacdes afins ou lineares
empregadas, a reta real pelo espago unidimensional das formas de volume sobre o ponto
correspondente de M, ou seja, considerar o dual afim torcido J®F de JE e o dual linear
torcido JOE de JE cujas fibras em cada ponto e de E sao definidas por

JE = {z,:J.E — N"T"M afim}, (1.41)
€ — —
JPE = {Z,:J,E — N'T*M linear} , (1.42)
respectivamente. Km outras palavras, temos
J®E = J*EQ N'T*M (1.43)
@ — —
J°E = J'EQ N'T*M (1.44)

respectivamente. Como os fibrados JFE e JE introduzidos na segao anterior, cada um destes
fibrados admite duas projegdes: uma projecao alvo, em relagao & qual é um fibrado vetorial,
e uma projecao fonte, em relacao a qual ndo admite, em geral, nenhuma estrutura adicional.

Em termos de coordenadas locais, podemos afirmar que as coordenadas locais (z*, ¢', qL)

de JE e (z2*,q¢"; q}) introduzidas na secao anterior induzem coordenadas locais (z*. a'. p*
» 459, yqd P55 P

para J*E e J®E e coordenadas locais (2%, ¢',p!) para J*E e f®E, definidas pelo requeri-

mento de que o pareamento entre um ponto de JE e um ponto do seu dual afim seja dado
por ' _ ,
piai+ p (1.45)

no caso nao-torcido e por

(pf‘qL—I— p) d™z (1.46)

no caso torcido, enquanto que o pareamento entre um ponto de JE e um ponto do seu dual
linear seja dado por

ptq, (1.47)
no caso nao-torcido e por _
piq, d™z (1.48)

no caso torcido. Assim, combinando uma mudanga de coordenadas locais z* — z’* em M,
uma mudanga de coordenadas locais ¢ — ¢’* em @ e uma mudanca de trivializacio local,
obtemos, além das mudangas de coordenadas locais induzidas j4 discutidas na secio anterior,



29 FORMALISMO MULTISSIMPLETICO

mudangas de coordenadas locais induzidas (z*,¢',p¥,p) — (2, ¢*,pf,p") em J*E e
em JOF e (a*,¢',pt) — (2™, ¢*%,p}¥) em J*E e em J®E que sio dadas por

) Oz'" aqi aq/k aqi
Ik __ H A — —_ pH . 43
pk afb’“ a(]/k p; ) p P azﬂ aq,k pz (1 49)

no caso nao-torcido e

e oz " s Ox dq* O¢ B
P = det(%) dzr dg* p; >, P = det(é;) (P T Dgn WP; : (1.50)

no caso torcido.

Uma observagao importante na geometria multissimplética é que o fibrado J®FE é isomorfo

a um certo subfibrado vetorial do fibrado A" T*E das n-formas sobre E, a saber o subfibrado

vetorial A,,_, T*E das n-formas (n—1)-horizontais sobre E. Explicitamente, este ¢ definido
por

AN iTZE = {2e N\"T?E [iyi,z =0 paratodo u,veV.E} . (1.51)

De fato, existe um isomorfismo canonico
U:AL TR =5 JOR (1.52)

de fibrados vetoriais sobre E que pode ser definido explicitamente da seguinte maneira:
dado um ponto e€ £ sobre o ponto z € M e uma n-forma (n—1)-horizontal a,e A._, T*E
qualquer, juntamente com um jato u, € J,E, podemos usar u., que é uma aplicacio linear de
T,,M para T E, para fazer o pull-back da n-forma a, sobre T, E para uma n-forma u?a, sobre
T, M. Obviamente, ujca, é uma fun¢do afim em relacédo a u, quando u, percorre o espaco
afim J FE uma vez que na verdade ela é uma funcdo linear de u, quando u, percorre todo
o espago vetorial L(T,M,T,E) (a restricio do dominio de uma aplicacio linear entre dois
espagos vetoriais a um subespaco afim define uma aplicagao afim). Desta forma, colocando

U (a,) u, = ula,, (1.53)

definimos uma aplicagido W, : A" | T*E — J*E que é evidentemente linear e, como e varia
sobre E, providencia o isomorfismo (1.52) desejado. Notemos que para sistemas com apenas
um grau de liberdade interna, i.e., quando N = 1, a condi¢do de (n—1)-horizontalidade é
automatica, ja que neste caso, quaisquer dois vetores verticais sao proporcionais:

N._T*E = N'"T*E quando N =1 . 1.54
n—1 .
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1.4.1 Levantamento canonico

O proximo passo a ser discutido é o levantamento canoénico de automorfismos e, passando
para grupos a um parametro, o levantamento canénico de automorfismos infinitesimais, i.e.,
de campos vetoriais projetaveis, para o fibrado dual linear (torcido ou nio) de JE e o
fibrado dual afim (torcido ou ndo) de JE, que é definido simplesmente por dualizagio dos
automorfismos obtidos na secao anterior. No final discutiremos a acao destes levantamentos
sobre secoes destes fibrados duais.

Primeiro, dualizacao linear do automorfismo ® j : JE — JE de JE obtido por levanta-
mento de um automorfismo ®p : £ — E de I fornece automorfismos @ . 5, : J*E = J*E e
D op J®E — J®E dos fibrados vetoriais J*E e J®E sobre £ definidos como segue: dado
um ponto ee £ sobre o ponto ze M e Z,e J*E ou Z e€J®E, definimos b, (7)€ ng(e)E

ou ¢, (Ze)ejcpi(e)E por

JeE
(I)j"E(Ee) = Z_';O((I)jEL]-;E)_l ) (155)
ou §
(I)fQE(ge) = /\n(Tz(I)M)_l*°Ze°((I)fE|LE)—1’ (1'56)

respectivamente. Em particular, os seguintes diagramas comutam:

- D
Prap J®E

J*E—>J*E e JeE——J°E (1.57)
1Ll Lk
E—2.p E—2% .
M—22 0 0 M—22 o v

De forma analoga, dualizagao afim do automorfismo ®;, : JE — JE de JE obtido
por levantamento de um automorfismo ®5 : E — £ de F fornece automorfismos
Ppp: JE = JE e @55 : J°E — J®E dos fibrados vetoriais J*E e J®E sobre E
definidos como segue: dado um ponto ee E sobre o ponto zeM e z,e J'E ou z, e JOE,
definimos ® . 5(z.) € Jg (o E ou QJ@E(ze)ngg(e)E por

Crup(z) = 2.°(Puplyp)™, (1.58)

ou

Dop(z) = /\n(Tz(I)M)_l*°Ze°((DJE|JeE)—11 (1.59)
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respectivamente. Em particular, os seguintes diagramas comutam:

. b yxg . (I)J@E .

JE-ZE g e jop 2% jep (1.60)
TR AT

E-22.F E—2 . F

[ L M2 p

No ultimo caso, deve ser notado que sob o isomorfismo canénico ¥, o automorfismo & %
de J®E corresponde ao automorfismo de A"_,T*E que age em n-formas sobre E por pull-
back através de ®3'. De fato, dado um ponto ee Iy sobre o ponto ze M, uma n-forma
(n—1)-horizontal w, e A*_,T*E sobre T.E e um jato Ug (e) € Jq)E(e)E em ® (e), calculamos

D05V (w,) wa ) = N'(T,0)7" " (T, (w,) - O75(ua )

(7,

= N(T, ‘I’M)_ e (((Te(bE)_ o ug () © T ®py)" we)
= ((T L) O’qu) e)) W, = ufp e)((Teq)E)" *we)
= Vo, ((T.25) ™" " w,) - wa () -

Passando a descricao da situagdo infinitesimal, prosseguimos como antes, reduzindo o levan-
tamento de automorfismos infinitesimais ao levantamento de grupos (locais) a um parametro
de automorfismos (locais). Assim, todo campo vetorial projetavel X 5 sobre E possui levan-
tamentos canonicos para campos vetoriais projetaveis X 7., sobre J *E, Xjep sobre J ot 28
Xy«g sobre J*E e X o sobre J®E. Novamente, ao invés de férmulas globais que séo pouco
instrutivas, apresentamos as expressoes em coordenadas locais adaptadas, que podem ser de-
duzidas das leis de transformagao (1.49) e (1.50) por diferenciacio em relacio a um pardmetro
de fluxo A, como antes. Usando as férmulas anteriores, em conjunto com as relacdes

o (a)| o p) oer) e _ox
IAX\0q¢* ) |\_, 99" |\=g 0N \0¢° ] |\_o 09" |\_s aqk ’
’ 9 oA
—a — 1
B det (A) det (A) t1 (A 8/\>
que implica
oxXH

- )
A=0 al“
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obtemos 5 5 5 xi s )
o = Xt X (Z e ) 2 ,
)&J*E al_u + aqz ( aqz p] amu P;) ap'f (1 61)
para J*E e
) o, 0X7 oX* X" d
= Xr o X (o v ) 2 ,

para J ®F, assim como

[ ~ X7 XH X
Xy = )('“i =+ Xzaiqi — <8 - o "/) 0 J "Lﬁ (1.63)

OzH aq P; dzv Pi op*  Oan Pi dp
para J*E e
0 ) oX? axXH oxXv 0
— xmr__ £t L ¥ my
Xpow = X g + X' 55 (5‘q’ Pi = e it g p’) ap”

: (1.64)

oxt ’ oxX" 0
Bz P 9zv 7 dp
para J®E. No dltimo caso, nota-se que sob o isomorfismo canénico ¥, o campo vetorial X 0p
sobre J®F corresponde ao campo vetorial sobre A%_, T*E que age em n-formas sobre £ pela
derivada de Lie ao longo de —Xp. De fato, em termos de coordenadas locais adaptadas,

temos que para todo campo vetorial X sobre £ com representacio (1.34) e toda n-forma
(n — 1)-horizontal wy sobre E com representacio

wp = w!dg' A d"z, + wyd"z (1.65)

a derivada de Lie Ly wg de wg ao longo de Xj; é dada por

_ K awzu k awzu z n K a(")0 sk awO n
J < v < .
g (00 X OXY 0K N e n
oqt Ozv dzv dqt # (1.66)
oxX' ,  0x* \ . '
g T )4
oXH

+

—w; dq' A dq’ d"z,, .

dq

Essa formula como esta é valida mesmo para campos vetoriais X5 que ndo sejam projetaveis,
mas ela também mostra que X deve ser projetdvel se queremos garantir que tomando a
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derivada de Lie ao longo de Xp leve n-formas (n — 1)-horizontais em n-formas (n — 1)-
horizontais — exceto para sistemas com apenas um grau de liberdade interno: Quando N =1,
a equagao (1.54) assegura que campos vetoriais arbitrarios sobre £ podem ser levantados
para campos vetoriais sobre J®F, a unica mudanga sendo que, neste caso, a equagao (1.64)
possui um termo adicional, sendo substituida por

. 0
Xjop = X“i + X

Ozt dqt
B <0Xj . OX# oxv ,  OX* ) )

o Pi T e BT g T 5P ) gr

(X by 0X” \ 9
Jzn D1 oz ¥ op’

onde os indices internos 7 e j tomam somente um tnico valor mas nao obstante nao foram
suprimidos a fim de evitar uma confusao notacional.

Finalmente, a acao de automorfismos e automorfismos infinitesimais sobre secdes é, mais
uma vez, definida pela agao dos correspondentes levantamentos. Em particular, a acio de
um automorfismo infinitesimal X = (Xj®E,XE,XM) sobre uma sec¢io ¢ = (¢, 7) de JoFR
fornece uma segio 6y¢ = (dy,dxm) do fibrado vetorial ¢*(V(J®E)) sobre M que é o
pull-back do fibrado vertical V(jGE) de J®E via @

oxp(z) = Xjeg(d(z)) — Tp¢- Xp(z) parazeM . (1.68)

Em coordenadas locais adaptadas, esta férmula reproduz a equagao (1.16) em conjunto com
a equagao

0xX7 u oX* Y oxXv
xm;, = — o (99)7(]‘ + Ozv (@) m; D"

(o)t — o, =t XV . (1.69)

De forma semelhante, se escolhermos uma secao
7® ®
H:J°E — J°FK

de J®E como fibrado afim em linhas sobre J®E (para a interpretacgao fisica deste tipo de
segao como hamiltoniana, veja a secdo seguinte), a acao de um automorfismo infinitesimal
X = (X op, X, Xpy) sobre uma secio ¢ = H(e) = (p,, —H(p,m)) de J®E fornece uma
secio 6yp = (Sy¢,0ym, =6y H(p, 7)) do fibrado vetorial ¢*(V(J®E)) sobre M que é o
pull-back do fibrado vertical V(J®E) de JOE via ¢:

Sxd(z) = Xjop(d(z)) — Tod- X, (z) parazeM . (1.70)
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Em coordenadas locais adaptadas, esta férmula reproduz as equagdes (1.16) e (1.69) em
conjunto com a equagao

X! d /o,
IxH(p,m) = aw(‘?)”f - @(A‘H(%WD, (1.71)
ou
0X? . OX*
oxH(p,m) = P GOk B H(p,m)
. ‘ 1.72)
oH OH : OH (

_ XK _ Y H U m v
Xt Ganlorm) = X0 5 (oum) g’ = X Gl m) Oy

1.5 Geometria multissimplética

Durante os tltimos anos, evidenciou-se cada vez mais que o conceito matemético adequado
para a formulagao geométrica da teoria cldssica dos campos é o de uma variedade multis-
simplética. No entanto, um dos primeiros problemas que enfrentamos neste contexto é a
inexisténcia de uma defini¢ao consolidada deste conceito.

Uma definigao preliminar seria a seguinte: Uma variedade multissimplética é uma varie-
dade P munida de uma forma diferencial w fechada de grau n + 1, onde n é a dimensao
do espago-tempo M, e satisfazendo certas condig¢des de natureza algébrica, entre elas no
minimo a de nao-degenerescéncia: em cada ponto p de P, a contragio de w, com um vetor
tangente X, ndo nulo fornece uma n-forma #(X,)w, nao nula. (Para n =1, recuperamos
a definicao padrao de uma variedade simplética da mecénica.) No entanto, esta condicio
de nao-degenerescéncia nao ¢é suficiente para garantir a validade da versao multissimplética
do teorema de Darboux [29]: este requer condigbes mais restritivas cuja natureza algébrica
ainda nao foi completamente esclarecida. Outro aspecto que nao parece ser adequadamente
contemplado na literatura é o fato de que as variedades multissimpléticas que ocorrem na
teoria dos campos nao sdao apenas variedades mas possuem a estrutura adicional de um
fibrado sobre o espago-tempo e que esta deve satisfazer uma condigao de compatibilidade
com a forma multissimplética. Destarte, a seguinte definigao deve ser considerada um tanto
provisoria.

Definigao 1.1 Uma variedade multissimplética ¢ uma dupla (P,w) onde P € uma
vartedade e w € uma forma diferencial de grau n + 1 sobre P, chamada a forma multis-
stmplética, que € fechada,

dw = 0, (1.73)
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e satifaz certas condigoes algébricas, entre elas no minimo a de ndio-degenerescéncia, afir-
mando que para todo campo vetorial X, vale

iyw =0 = X = 0. (1.74)

Definicao 1.2 Uma variedade exatamente multissimplética é uma variedade P
munida de uma forma 0 de grau n, chamada a forma multicanénica, tal que

w = —do | (1.75)

¢ uma forma multissimplética sobre P.

Observa-se que, obviamente, a conclusdo (1.74) deixa de ser vélida para campos multi-
vetoriais, ou seja, o nicleo de w sobre multivetores néo é trivial. (Isso ocorre mesmo para
formas simpléticas, que se anulam sobre multivetores obtidos como produto exterior de
vetores contidos em algum subespaco isotrépico. Da mesma forma, o nicleo de # sobre
multivetores nao € trivial.) Dualmente, um papel especial e importante é desempenhado
pelo aniquilador deste nicleo, ou seja, por formas cujo niicleo multivetorial é maior do que o
de w, i.e., que se anulam sobre todos os multivetores contidos no nicleo de w. Em particular,
em [12], foi adotada uma defini¢do mais restritiva de variedade exatamente multissimplética,
exigindo-se que o nicleo de w seja contido no niicleo de 8-

ker w c ker @, (1.76)
l.e., para todo campo multivetorial £, vale

A fungao principal desta restrigdo é garantir que o colchete de Poisson entre formas de
Poisson definido em [12] seja bem definido. No entanto, para formas de grau n — 1, a
restri¢do a formas de Poisson torna-se desnecesséria (e por este motivo nem aparece em |1 1]).
Como no presente trabalho, consideramos apenas formas de grau n — 1, optamos por adotar
uma definicdo menos restritiva, o que permite incluir ndo apenas o espaco de multifase
estendido mas também o espago de multifase comum: ambos sio exemplos de variedades
exatamente multissimpléticas, desempenhando o mesmo papel na geometria multissimplética
que os fibrados cotangentes na geometria simplética.

1.5.1 Espacos de multifase

Definigao 1.3 Dado uwm, fibrado de configuragio E sobre o espago-tempo M, o dual afim
torcido J®E do fibrado de jatos JE de E ¢ chamado o espaco de multifase estendido
(associado a E) ¢ o dual linear torcido J®E do fibrado de jatos linearizado JE de E ¢
chamada o espago de multifase comum (associado a E).
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O espago de multifase estendido J®E é o exemplo padrao de uma variedade exatamente
multissimplética. A construgao da forma multicanénica 6 e da forma multissimplética w
sobre J®E pode ser entendido da seguinte forma.

Seja F uma variedade de dimensao n+N e A" T*E o fibrado das n-formas sobre E, com
proje¢do 7;". Entdo existe uma n-forma canénica @ sobre A" T*E, definida por

0(z)(v1,...,vn) = z(Torg™ - v1,..., o™ - vn) (1.78)

onde ze N\"T*E e vy,...,v,eT, (A" T*E). Em termos de coordenadas locais y* (1<a<N)
para I e as coordenadas locais induzidas (y%, z4,..6,) (1<a <N, 1< <...<a, < N)
para A" T*E, temos

1 a a
0 = ] Zar.an Ay a ... A dy (1.79)
e portanto
1
w = —= dzay.an A dy™a ... A dy®" . (1.80)
n!

Quando E for o espago total de um fibrado sobre M, podemos considerar a subvariedade
Ni_T*E das n-formas (n — 1)-horizontais sobre E e restringir as formas 0 e w a esta sub-
variedade. Assim, usando o isomorfismo canénico 1.53, podemos transferir estas formas de

»_\T*E para J®E: usaremos as mesmas letras 0 e w, respectivamente, para todas estas
formas. Em coordenadas locais adaptadas,

g = gt dqi/\d"mﬂ + pdiz (1.81)

e portanto .
w = dg'ndpird"z, — dpadz . (1.82)

Passando ao espaco de multifase comum feE, observamos que neste, nao hd a priori
nenhuma forma multicanénica ou multissimplética preferida. No entanto, esta estrutura pode
ser definida assim que escolhermos uma hamiltoniana. Ocorre que, como j4 foi devidamente
enfatizado em [3], o conceito de hamiltoniana na geometria multissimplética exige o emprego
de ambos os tipos de espago de multifase, o estendido J®E assim como o comum f@E, sendo
o primeiro um fibrado afim em linhas sobre o segundo em relagao & projecao n : JOE — JOE
que associa a cada forma afim sua parte linear.

Definigao 1.4 Dado wm fibrado de configuragio E sobre o espago-tempo M, uma
hamziltoniana € uma secio

H:J®E — J®F (1.83)

do espago de multifase estendido J®E como fibrado afim em linhas sobre o espago de multifase
comum J ®F.
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Observemos que hamiltonianas sempre existem, uma vez que fibrados cuja fibra tipica é
difeomérfica a um R* sempre admitem secdes globais [22, Ch. 1, Theorem 5.7].

Dada uma hamiltoniana H, podemos entao definir uma n-forma 0y e uma (n + 1)-forma
wy sobre J®E por pull-back:

Oy = HO , wy = Hw. (1.84)
Em coordenadas locais adaptadas,

0y = ptdgad'z, — Hd"z , (1.85)

wy = dg'adptadz, + dH A d"z | (1.86)
ou mais explicitamente,

8H

. H .
wy = dg' rdp¥adtz, + 8— dq' A d™z E) ﬂ

dp¥ r d"z :
30 D A (1.87)

2

A observagao crucial € que na teoria dos campos, ao contrario do que acontece na mecénica,
a forma wy € nao- dedenelada De f&to usando coordenadas locais adaptadas, escrevemos
um campo vetorial X qualquer sobre J®E na forma

; 0 % 9
X=X+ X' + X2 ;
X on T X gg t X g (1.88)

onde os coeficientes X*, X* e X} sdo fungdes (em geral arbitrarias) das varidveis z*, ¢* e pf,
e empregamos a forma explicita (1.87) de w,, para obter

. oOH .
igwy = X" dg' adpf ad'z,, — (X“ + X* %> dg'n d"z,
OH OH OH 1:83)
X'~ 27 dpt A dh, X' —— + X* d"z
< 3195‘) PindEe ¥ ( dq " 3Pz>

Quando n > 1, o primeiro termo (que no caso n = 1 estd ausente) é linearmente independente
dos demais e se anula apenas quando os coeficientes X* séo zero, levando & concluséo de que
a expressao inteira se anula se e somente se todos os coeficientes X#*, X* e X! sao zero.

Uma diferenga entre as formas multicandnicas e multissimpléticas sobre J®E e sobre
JOE & que as primeiras satisfazem a relagao (1.76) ou (1.77) entre os respectivos nicleos
enquanto que as segundas nao. Mas a principal diferenca entre as duas estruturas é que a
primeira € de natureza cinematica, independente da escolha de uma hamiltoniana, enquanto
que a segunda é de natureza dindmica, dependendo explicitamente da hamiltoniana. Este
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aspecto ja pode ser notado na mecanica onde, na notagao padriao empregada na primeira
secao deste capitulo, as equagdes (1.81) e (1.82) se reduzem, respectivamente, as equacoes
(1.5) e (1.6), enquanto que as equagdes (1.87) e (1.88) adquirem a forma

. H . O0H '
wy = dq'andp; + a— dg' ndt + — dp; A dt | (1.90)
dq' dp;
‘ 9 9 9
X=X+ XX —. ,
ot X gt Xigy (1.91)
Assim, a equagao (1.89) é substituida por
H ; : H
aq’ Ip;
OH oH (1.92)
X' — + X; — ) dt .
! < o7 101);)

Neste caso vemos que a forma wy; possui um nucleo nao-trivial, gerado pelo campo vetorial

0 oOH 0 oH 0
5t o 97 g 9 (1:98)

sendo que as equagées de movimento podem ser expressas como o fato de que este campo
vetorial deve se anular sobre as suas solugoes. .

Outro objeto importante que pode ser definido globalmente nos espagos de multifase (o
comum assim como o estendido) é o campo de escalonamento ou campo de Euler que denota-
remos por . Ista definigao é baseada exclusivamente no fato de que J®E e J®F sio espacos
totais de fibrados vetoriais sobre £. De fato, dado qualquer fibrado vetorial V sobre E,
Yy (que iremos simplesmente denotar por ¥ quando nao houver perigo de confusio) é defi-
nido como sendo o campo fundamental associado a agéo de R, considerado como um grupo
comutativo pela adigao, por transformagoes de escala, ou homotetias, nas fibras:

RxV — 4
(A, v) — exp(N)v

Assim Y é simplesmente o campo vetorial vertical em V' que, através da identificacio do
espaco tangente vertical a V' com a fibra tipica do préprio V, torna-se a identidade em V:

L(v) = d_cf\_ exp(A)v = .
A=0
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Em coordenadas locais adaptadas, % sobre J®F é dado por

- 0
Y= ptf—, .94
Pi gpF (1.94)
enquanto que X sobre J®F é dado por
) 0
Y = pl = =« 1.
PigE Py (1.95)

O segundo desempenha um papel particularmente importante na teoria, devido & seguinte

Proposicao 1.1 A forma multicandnica 0, a forma multissimplética w e o campo de
Euler ¥ no espago de multifase estendido J®F satisfazem as sequintes relagées:

L = 0. (1.96)
Lyw = w. (1.97)
ig0 = 0. (1.98)
gw = —0. : (1.99)

DEMONSTRAGAO. Observemos que em relagio & projecio alvo de J®E para E, X é vertical
e 0 é horizontal, o que implica a eq. (1.98). Em coordenadas locais adaptadas, observamos
que a contragao usual da forma multissimplética w, dada pela eq. (1.82), com o campo de
Euler ¥, dado pela eq. (1.95), produz, a menos de sinal, a forma 6, dada pela eq. (1.81), o
que prova a eq. (1.99). Combinando estas duas equacdes, temos

provando a eq. (1.96). Finalmente,
Lyw = d(izw) + ixdw = —df = w,

provando a eq. (1.97). O

Observe que a equagao (1.99) concretiza a relagao (1.76) ou (1.77) entre os nicleos de @
e de w no espago de multifase estendido, sendo que nio existe nenhuma relacao analoga
entre os nicleos de fy e de wy no espago de multifase comum (exceto quando H depender
linearmente dos multimomenta, o que é excluido pela hipétese de que o sistema seja nio-
degenerado e mesmo quando este for degenerado constitui um caso pouco realista).
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1.5.2 Levantamento hamiltoniano

A projecao entre os espagos de multifase introduzida acima, assim como a correspondente
projecao entre os duais nao-torcidos, possui algumas propriedades adicionais que néo sao
imediatamente visiveis a partir da afirmacdo de que em coordenadas locais adaptadas, elas
sao dadas pela simples eliminagio (z*,¢',p%,p) — (z",¢',p¥) da varidvel energia p, e
que merecem uma analise mais cuidadosa.® Estas propriedades adicionais baseiam-se na
existéncia de uma a¢ao natural

Rx J*E — JE

fad] et wipe (1.100)

de R sobre J*Iv, definida pela identificagéo de formas constantes, como formas afins especiais,
com seus valores. E facil verificar que esta acao ¢é livre e transitiva sobre as fibras de J*E
sobre J”‘E portanto, J*E é de fato um fibrado principal sobre J*E em relacao a projecao

 JYE — J*E com grupo estrutural R. Em coordenadas locais adaptadas, o campo
fundamental associado a esta acao é simplesmente o campo vetorial

0

o (1.101)
conferindo-lhe assim um significado global, independente de qualquer escolha de coordenadas.
Também podemos transferir toda esta estrutura para os duais torcidos se escolhermos uma
forma de volume € no espago-tempo M, pois esta estabelece isomorfismos J®FE =~ J*E e

JOE =~ J*E. Assim, obtemos uma agao

Rx J®E — J®E

1.102

(a,2)  +—— z+4ac ( )

de R sobre J®E que torna J®E um fibrado principal sobre J®E em relacdo a projecao

: JOE — J@E com grupo estrutural R. Em coordenadas locais adaptadas, o campo
funda,menta,l assoc1ad0 a esta acao é o campo vetorial

0
P = eoa—p onde € = ¢dtz . (1.103)

Em particular, a mera existéncia de uma hamiltoniana implica que J®E, como fibrado
principal sobre J®E, é topologicamente trivial.

Esta estrutura torna-se interessante e 1til quando consideramos o problema de levantar
automorfismos e seus geradores de JeE para J®FE usando uma hamiltoniana H fixa.

4Para simplificar a notacio, denotaremos essas duas projegoes pelo mesmo simbolo 7.
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Comecamos pela questao do levantamento de automorfismos no caso dos duais nao-
torcidos, supondo momentaneamente que seja dada uma secao 'HO de J*E sobre J*E. Neste
caso, podemos afirmar que dado um automorfismo @ ;. . J*E — J*E de J*E sobre o
difeomorﬁsmo QM — M de M, existe um tnico autommﬁsmo Qg : J'E - J'E
de J*E sobre o mesmo difeomorfismo ®,, : M — M de M com as seguintes propriedades:

® ;. projeta sobre @ 7 ., sob a projecao 7, i.e.,

77°(DJ*E == @f*Eon. (1.104)

e & ;. € equivariante em relagao a acao (1.100) de R:

Prp(zt+a) = @up(z) +a

(1.105)

para ze J*E, aeR .

» @5 € um levantamento de @ ;. , pela secao H,, i.e.,
@J*EOHO == HOOQJ",E 5 (1.106)

Para demonstrar esta afirmagdo, notamos inicialmente que as primeiras duas proprieda-
des significam que ®«p é um automorfismo de J*E como fibrado principal sobre J*E.
E bem conhecido e fAcil provar que dado um fibrado principal trivial P sobre uma va-
riedade base M com grupo estrutural ' e mediante a escolha de uma segio global
o: M — P, um automorfismo F': P — P de P que induz um determinado difeomorfismo
f:M — M de M pode ser representado por uma fungéo foeC*(M,G) determinada por
F(a(m) g) = o(f(m))- fo(m)g. Neste contexto, a escolha mais natural é dada por fy =1,
e é exatamente este levantamento cuja existéncia e un1c1dade esta sendo afirmada, no caso
especial em que P, M, (G e o sdao substituidos por J*E, J* E, R e H,, respectivamente.

Passando aos duais torcidos, definidos em termos dos duais nao-torcidos pelas equacoes
(1.43) e (1.44), observamos que as férmulas

Crop = Crp® Py, (1.107)
Crop = Lrp®Py ", (1.108)
estabelecem correspondéncias biunivocas entre os automorfismos de J@E e de J- “F, assim
como entre os automorfismos de J®F e de J*F. Escolhendo uma forma de volume € no
espago-tempo M e fazendo uso dos isomorfismos JOE & J*E e JOE = J*E por ela

induzidos, podemos identificar secdes H, de J*E sobre J*E com secoes H de J®FE sobre
JeE. Assim, chegamos a seguinte
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Proposigao 1.2 Dados uma hamiltoniana H e um automorfismo P jop : JOE — JoF
de J®FE sobre o difeomorfismo ®,, : M — M de M, existe wmn unico automorfismo
Pjep : JOE — JOE de J®F sobre o mesmo difeomorfismo ®,, : M — M de M com

as sequintes propriedades:

* Ojop projeta sobre @ jo sob a projecdo n, i.e.,

ne®jep = Prepon, (1.109)

* D ;o5 satisfaz a sequinte condigdo de “equivariancia torcida” em relagio ¢ agdo (1.102)
de R, para qualquer escolha de e€:

® gz +ae) = yup(2) + adet™ (P (m)) e

para zeJ*E sobre me M, aeR . (1.110)
o Oyop € um levantamento de ® jop pela hamiltoniana H, i.e.,
BopoH = Ho® oy . (1.111)
Chamaremos ® jop; o levantamento hamiltoniano de @ jop.
A versao infinitesimal é a seguinte:
Proposigao 1.3 Dados uma hamiltoniana H e um campo vetorial X yor sobre JOFE que

¢ projetdvel sobre um campo vetorial X,, sobre M, existe um unico campo vetorial X jop
sobre J®E que € projetdvel sobre o mesmo campo vetorial X,, sobre M com as sequintes
propriedades:

* Xjop projeta sobre X jor sob a projecdo 7, i.e.,

TnoXjep = Xjepon . (1.112)

e Xjep satisfaz a seguinte condigdo de “equivariincia torcida” em relagio ao campo
fundamental 3., para qualquer escolha de €:

[XJ@E7EE] = diVXIW EE . (1113)

o Xjeop € um levantamento de X jor, pela hamiltoniana H, i.e.,

XJ@EOH = TH onQE . (1114)
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Chamaremos Xjop o levantamento hamailtoniano de Xjop. Em coordenadas locais
adaptadas (z*,q', p!) para JOF ¢ (2*,q',pt,p) para J®F, escrevendo H = —H d"z e

0 0 0
KXo = XP—"— 4+ X*— 4+ XP .
Jje Ot + a(jl 1 a])“ ) (1 115)
obtemos
d 0 i

XJ@E:X”%_F/\%—{-\ ; ( )
1.116

aX* 0H 0H aH 0

_ T XH b £ _/,"L
((p+H) o T 3 T o X ap X )3})

DEMONSTRAGAO. Em termos de coordenadas locais adaptadas (a*,q',p¥) para J®E e
(=*,q",pt, p) para J®E, campos vetoriais X o5 sdo escritos na forma

d =, 0 0
0$“+X(')q ‘ap

Xjpop = X*

onde os coeficientes X*, X* e X! sdao fun¢bes gerais das variaveis z”, ¢" e p?, enquanto que
campos vetoriais X jep sao escritos na forma
d d d 0
Xjop = Xt — 4+ X' = + X' — + X, —
E 0
F dxr dq* L oopt dp’
onde os coeficientes X*, X', X}' e X, sdo fung¢des gerais das variaveis z*, ¢", p? e p. Nestes
termos, o fato de que o segundo projeta sobre o primeiro significa que

—

R ;
Xt =X+, Xt =X | xt=Xr

Em particular, os coeficientes X#, X" e X! independem de p. Calculando o colchete de Lie,
temos

d 0 0 0 0
- _ SR T FH T
(Xyop, X = [A a$u+A g’ X 0”+XOE) anp}
aéo aXO 3
= (X0 2 —
< gzr ~ © op > dp

Por outro lado, pela definigao da divergéncia,

divX,, e = Ly ¢,
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ou em coordenadas,

wl O  OX*

. 7 .
dl\’ /\!\,[ =

€0 Ozt Ozr
Portanto, a condigdo (1.113) é equivalente a relagao
0X, oXH
o oz (1.117)
que pode ser integrada como segue:
. aXH
‘;\0 = —=p 8.’1}“ + YE) ) (1118)

onde Y; independe da varidvel p. Finalmente, a propriedade de X jop ser um levantamento
de X jop pela hamiltoniana H significa que

OH 0H OH
X = Xt 4+ =X+ X
o <aq,u t ot T o )
Combinando as iiltimas duas equagdes, obtemos a equacio (1.116). O

Observemos que o levantamento hamiltoniano providencia um método de identificar auto-
"morfismos no espago de multifase comum e no espaco de multifase estendido. Entre eles,
podemos distinguir aqueles que preservam a forma multissimplética w e que parecem ser os
candidatos naturais para definir o conceito de uma transformagdo multicanénica, que seria
o analogo natural da nogao de uma transformagao canénica no formalismo simplético da
mecanica.

Finalmente, a agio de automorfismos e automorfismos infinitesimais relacionados por
levantamento hamiltoniano sobre se¢oes é simples Em particular, quando comparamos
a agdo de um automorfismo infinitesimal X = X 7o, sobre uma segio ¢ = (p,)
de J®F com a acdo do seu levantamento hamiltoniano X = X o sobre a se¢do composta

¢ =MH($) = (,m,~H(p,m)) de J®E, obtemos

6X¢ = (5X(1‘975X7T) ) 5_)29; = (6X(P>5X7T’—5XH(9077T))7 (1119)
com
Sgp' = oxp' = X'(p) — Qup' X*, (1.120)
demi = ymt = Xf(p,7m) — Ol X¥, (1.121)
0H " -
oo H(p,m) = F(% )(\( ) ne /\‘)
on (1.122)
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Observemos as diferencas entre os dois processos de levantamento canénico e de levanta-
mento hamiltoniano: Ambos partem de um automorfismo de J ®E que induz um automor-
fismo de £, onde no caso do levantamento candnico o primeiro é obtido por levantamento do
segundo (correspondendo a um campo vetorial sobre J ®E com coeficientes X} determinados
pelos coeficientes X* e X*), enquanto que no caso do levantamento hamiltoniano o primeiro é
independente do segundo (correspondendo a um campo vetorial sobre J®E com coeficientes
X! independentes dos coeficientes X* e X*). Um melhor entendimento da questio quando
estes. dois levantamentos coincidem serd obtido mais adiante.

1.6 Campos vetoriais hamiltonianos

Em variedades multissimpléticas, temos a mesma nogiao de campos vetoriais hamiltonianos
(localmente, globalmente ou exatamente) que em variedades simpléticas:

Definicao 1.5 Seja X e X(P) um campo vetorial sobre uma variedade multis-
simplética P. O campo X € dito localmente hamziltoniano se iyw for wma forma fechada,
ou seja, se

Lyw = 0, (1.123)
o que significa que o fluzo de X preserva a forma multissimplética w, e € dito hamiltoniano
se tyw for uma forma exata, ou seja, se existir uma (n — 1)-forma f tal que

iyw = df . (1.124)

Neste caso, X € unicamente determinado por f (pois w € ndo-degenerada) e chamado o
campo hamiltoniano associado a f, denotado por X;. Reciprocamente, se para uma
dada (n — 1)-forma f existir um campo vetorial X tal que vale a férmula (1.124), entio
dizemos que f € uma (n — 1)-forma hamiltoniana e que f ¢ associada a X.

A novidade na geometria multissimplética é que f é uma (n — 1)-forma, ao invés de ser
simplesmente uma funcédo, e que nem todas as (n — 1)-formas sio hamiltonianas: Ocorre que
a condigao (1.124) impde fortes restri¢des nao apenas sobre X mas também sobre f.

No caso em que a variedade for exatamente multissimplética, podemos completar a de-
finicdo acima como segue:

Definicao 1.6 Seja X e X(P) um campo vetorial sobre wma variedade exatamente
multissimplética P. O campo X € dito exzatamente hamiltoniano se

Ly = 0, (1.125)

o que significa que o fluzo de X preserva a forma multicanonica 0.
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I facil ver que vale

X exatamente hamiltoniano = X hamiltoniano , (1.126)

~ X hamiltoniano = X localmente hamiltoniano . (1.127)
De fato, a primeira implicagao segue de

Proposicao 1.4  Seja X e X(P) um campo vetorial exatamente hamiltoniano sobre uma
variedade exatamente multissimplética P. Entdo

J(X) = 146 (1.128)
¢ uma (n — 1)-forma hamiltoniana cujo campo hamiltoniano associado é o préprio X :

DEMONSTRACAO. E um célculo simples:

1.6.1 Espacgo de multifase estendido

No caso do espago de multifase estendido J®FE, onde o niicleo de 6 contém o niicleo de w
e onde podemos langar mao do campo de Euler ¥ para obter 6 a partir de w, conforme
a equacao (1.99), este constitui uma ferramenta chave para a completa classificacdo dos
campos vetoriais localmente hamiltonianos, através da sua decomposigio em componentes
homogéneos sob a derivada de Lie ao longo de ¥. A seguir, apresentamos a classificacio dos
campos multivetoriais exatamente hamiltonianos e dos campos multivetoriais localmente
hamiltonianos sobre J®E obtida em [13] para o caso especial e mais simples de campos
vetoriais.

Como primeiro passo, formulamos duas afirmacoes simples que generalizam a proposicao

anterior:

Proposigao 1.5 Seja X € X(J®E) um campo vetorial localmente hamiltoniano sobre o
espago de multifase estendido J®E. Entdo

J(X) = iy0 (1.130)
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€ uma (n — 1)-forma hamiltoniana cujo campo hamiltoniano associado é X + (2, X]:

Xyx) = X+[2,X] . (1.131)

DEMONSTRAGAO. E um célculo simples:
d(J(X)) = d(ix0) = Lx0 — i, db
= — Lyiyw + 13w

O

Proposicao 1.6 Seja X € X(J®E) wm campo vetorial localmente hamiltoniano sobre o
espago de multifase estendido J®E. Entio X € homogéneo de grau 0 sob Ly se e somente
se X for ezatamente hamiltoniano.

DEMONSTRAGAO. A afirmagao segue imediatamente da igualdade
Lyl = iz xw , (1.132)

que ¢ valida desde que Lyw = 0, em conjunto com o fato de que w é nio-degenerada.
O

Para prosseguir, usamos coordenadas locais adaptadas, em termos das quais um campo
vetorial X qualquer sobre J®F assume a forma

o) . 0 7, d
X =X—+X"—+ X' — + X, =
gz + aq' A ap¥ o dp’

(1.133)

onde todos os coeficientes X*, X', X! e X, sdo funcées (em geral arbitrarias) das varidveis
z”, ¢*, p e p. Tendo em vista as formas explicitas (1.82) de w e (1.81) de # em coordenadas
locais adaptadas, torna-se 6bvio que
ixw = XY dg' adpf ad™zy, — XPdgadrz, + X7 dp¥andz, (
1.134
+ X*dpadrz, — X, d 2, )
ix0 = (pFX + pX*)d z, — ptX" dg a d"z,, . (1.135)

Estas formulas constituem o ponto de partida para a demonstracio do seguinte teorema.



1.6 CAMPOS VETORIAIS HAMILTONIANOS 4]

Teorema 1.1 Seja X € X(J®E) um campo vetorial exzatamente hamiltoniano sobre o
espago de multifase estendido J®E. Entio em coordenadas locais adaptadas, as componentes
de X conforme definidas pela equagio (1.133) acima estio sujeitas as sequintes restri¢ées:

e Os coeﬁczentes X" independem das varidveis p e pji. Para N> 1, também independem
das varidveis ¢~.

o Os coeficientes X' independem das varidveis p e pf.

o Os coeficientes X{' e Xo sdo definidos em termos dos coeficientes X* e X' pelas se-
guintes formulas:

By AR RN CORY)
oXH oxX?
Xo = —po— —pto (1.137)

DEMONSTRAGAO. Seja X € X(J®E) um campo vetorial qualquer sobre J®E. Em coorde-
nadas locais adaptadas, aplicamos a derivada exterior d & equagdo (1.135) para obter

; 0X? X! .
d(ixﬂ) = X'dpfad"z, + e ptd"x + o0 ptdgi A drz,
X' X'
+ 55 pldpindiz, + ptdp ad™z
apj J K ap I3
n (v n a a 7 n
+ X*dpad $“+0m“pd$+ aqi;pdq/\d %5
oxXv o gx .
+5ﬁpdpj/\d T, + 0ppdp/\d z,

v

— XV dp¥ ndg' nd™z,, + pt dq' A dz" a d"z,,

Ozx*
_ X oXv
0 . ptdq adg' adz,, — o9 ——pt dpiadg adz,,
X"

pﬁ-‘ dp A dqi nd"z,, .

dp

Assim, pela equacao (1.134),
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- Lx0 = d(ix0) — iyw

G oxt . N\ .
- (f)'vﬂp_*_a’vupé +/\O>dw

oxi , X axv ,  axn .
D on v s P o 4 X dgiadmz,
<aqz p] 8:1:" pz + awu pz + aqz p + ) q A :El
axi , X
- p% A d™:
+ (ap;, pz _l_ ap;} p) (p] A ’E#

+ 0K + X" dp ad™z
ap pi ap p pA a2

0X" ; .
+ —pt dq' A dg’ A d"z,,
O’
oxXv . ;
Y dgt A dpi A d™x,,
+ apz p1 q A pk/\( :1:11»
XV -
+ 3‘ ptdg' andpada,, .
dp

Numerando os termos nesta equacao de 1 a 7, a condicao
Lx0 = 0

leva as seguintes conclusoes:

e Termo 7: Este se anula se e somente se os coeficientes X* independem da varigvel
p, e entao o quarto termo se anula se e somente se os coeficientes X* independem da
variavel p.

e Termo 6: Este se anula se e somente se os coeficientes X* independem das varigveis
Pk, € entao o terceiro termo se anula se e somente se os coeficientes X* independem

~q -5 1 K

das variaveis p§.

s Termo 5: Este se anula se e somente se os coeficientes X* independem das variaveis
q*, caso N >1. No caso N = 1, este termo se anula identicamente.

e Termos 1 e 2: Estes se anulam se e somente se os coeficientes X! e X, sao definidos
em termos dos coeficientes X* e X" segundo as equacoes (1.136) e (1.137).

O
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Passando a campos vetoriais localmente mas nao necessariamente exatamente hamiltonianos,
temos o seguinte teorema.

Teorema 1.2 Seja X € X(J®E) um campo vetorial localmente hamiltoniano sobre o
espago de multifase estendido J®E. Entdo em coordenadas locais adaptadas, as componentes
de X conforme definidas pela equagdo (1.188) acima estao sujeitas as sequintes restricées:

o Os coeficientes X* independem das varidveis p e p. Para N> 1, também independem
das varidveis g~.

1

o Os coeficientes X' independem das varidveis p e pf.

o Os coeficientes X[ e Xo sdo definidos em termos dos coeficientes X* e X', em con-
junto com novos coeficientes X! que também independem das varidveis p e pf§, pelas
sequintes formulas:

oxH aX’ oX* axv ~ oxX*
Xt = —p R - p¥ 9 + py g - pt p + o (1.138)
, ax* ax  ox”
Xo = —p dar P Oz* Ozt (1.139)

DEMONSTRAGAO. Seja X € X(J®E) um campo vetorial qualquer sobre J®E. Em coorde-
nadas locais adaptadas, aplicamos a derivada exterior d & equagao (1.134) para obter

P

axv Xv . .
= dq' n dp* A dz*® rnd"z,, + 0 ~ dq’ A dg' A dpt A A"z,
gz ¢’

Xv ; X"
9 deA dq' A dpé‘ nd "z, + 03
p

+ dp  dg* A dp¥ A d™z,,

g n aqu ] ] n
dq d"z — 9g dg’ nd¢' A d"z,

ap§
L Xt
Jx*
8 oxX¥
dp

1

~ o dp] adg' admz, — dp A dq' a d™z,,

J
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_ g’; dp n d™z + aa}(;; de’ n dp! n d"z,,

G 1058 bl 0 0y 4 S dp ot

- dpnds + Z dindpndra, + % dp n dp » d"z,
_ a{_))q‘o dgind"z — %ﬁ’ dp* a dz — 85;;0 dpndz .

Reagrupando os termos, obtemos
oxXt  0Xx i
Lyw = (W — a—q:)> dq /\v(l %

oX! 0X, i gm
_ (31‘” i apf‘) dpf A d™z

oxX* 090X, -
pp + ap)dp/\d T

OXE | OXKN i
ap g dg'ndp nd”z,

(
(

n ( 0X° oX*
(

— 67 ) dpindpada,

Ip;; dp
oxXt 0X7 S OXH S 0X" :
- oM —— — & ar 6! dg' n dp” A d™x
T o T g T % e TG aa> TAE e
j
a/\’:‘ 7 S n
+ o¢ dq' ndg’ nd"z,
oxt
+ —— dpf A dp} A d"z
op;;
oxXe
+ o dq® A dg' A dpt n d™zy,
_ a‘/,o l K A n,_,
— dq ~dpiadp; A d"zy\,
op5;
oxXv . ,
+ dg' a dp? ndp A d"z, .

op
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Numerando os termos nesta equacao de 1 a 11, a condicao

Lxw =

leva as seguintes conclusoes:

e Termo 11: Este se anula se e somente se os coeficientes X* independem da varidvel p.

e Termo 10: Fixando indices z, j, s, v, p e indices mutuamente diferentes p,, ... s P2

contraimos L yw com o campo multivetorial 9; A :n 03 A Dy A ...

A O,,_, (sem soma

sobre j), obtendo a relagao

0X°

a " CVUPI cPn—2
Pi

; 0X7
= 5]' Weuapl---pn_z

(sem soma sobre 7) .
Agora, se inicialmente, fixamos apenas os indices i, u e p, podemos sempre escolher
os demais indices tais que v,p,p1,...,po—2 sdo mutuamente diferentes, o que reduz
o lado esquerdo desta equagdo a expressio +dX?/dp*, enquanto que o lado direito
se anula se escolhermos 7 # 7 ou py,...,p,_2 tais que p ocorre entre eles. Assim,
concluimos que
ox?
m
Ip;
exceto quando N =1 e n>2 e g =p ouquando N =1 e n = 2. Observe que
quando N =1 e p = p, a equagao anterior assume a forma®
axX* oxX”

o Copgy g o gy pins (sem soma sobre p e v) ,

o que implica

=0,

oxX* X" ax? ax*
o = o Gy ap (sem soma sobre p, k e \) ,
desde que y, %, A sdo mutuamente diferentes. Portanto, a conclusdo anterior, de que
axr
— =0,
Ip;

vale mesmo quando N =1 e n>2 e p = p. A tnica excecio ocorre no caso em que
N =1 e n =2, onde é apenas possivel concluir que

oX*
Op*

No entanto, esta situacdo serd coberta no préximo item.

®Quando N = 1, omitimos os indices i, j, etc.
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» Termo 5: Fixando indices ¢, u, p e p1,...,pn—1 tais que os indices p,pi,..., o1
sao mutuamente diferentes, contraimos Lyw com o campo multivetorial
DinOgnDpy A ... A Dp,_,, obtendo a relacio

oxXr 5 X!
apl o

Tomando o trago em y e p e usando o resultado do item anterior, chegamos & conclusio
de que

0X?
o 0,
mesmo no caso em que N =1 e n = 2. Portanto, temos também
0xX’ 0
e — Y
Ip;
mesmo no caso em que N =1 e n = 2.
¢ Termo 8: Fixando indices 7, j, p, v e indices mutuamente diferentes pi,...,pn_1,
contraimos Lyw com o campo multivetorial ;A 02A0p A ... A0, ,, obtendo a
relagao . _
oxX? X"
— € = —— &
H FVPL P—1 v HPL-- Pn—)
opt Ip¥

Agora, se inicialmente, fixamos apenas os indices 7, 7 e p, podemos sempre escolher
os demais indices tais que v # pu e que v,py,...,pa—1 sao mutuamente diferentes, o
que reduz o lado esquerdo desta equacao & expressao + 9X7/9p#, enquanto que o lado
direito se anula. Assim, chegamos a conclusiao de que

X7 0
op? '

e Termo 9: Fixando indices %, 7, p e v,p1,...,pn—2 tais que os indices v,p,p1,...,pn_s
sao mutuamente diferentes, contraimos Lyw com o campo multivetorial
O;nO;n LA Oy A ... A Dp,_, (sem soma sobre j), obtendo a relagio

oxr ; 0X7 .
- = 0 — (sem soma sobre 7) .
dq 7 O’
Assim, chegamos a conclusao de que
axXr
= o= fj
oqt

exceto no caso em que N =1 onde o termo inteiro se anula identicamente e nenhuma,
conclusao pode ser tirada.
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Para prosseguir, escrevemos as equagoes obtidas dos termos restantes.

e Termo 1:
0X, oxt
B¢ = Bt (1.140)
e Termo 2: 5 .
X, X
1 W (1.141)
e Termo 3:
0X, oXH
a_P = — e (1.142)
e Termo 4: o 2%
("} 1L
Opl = = P (1.143)
e Termo 6: - - " fx
< Xi Xk ) K
L= _—§* - 6! — &+ & . .
op! g T oo T O (1.144)
e Termo 7:
X! DX;‘
oq = 9 (1.145)

Comegando pelas equagdes (1.141) e (1.142), nota-se que o lado direito independe da varigvel
p e das variaveis pf; portanto elas podem ser integradas diretamente para concluir que

ox*  , 0x

XO = —Pp aa:# P; am#

+ X5,

onde ¥ € uma funcéo local sobre E: independe da varidvel p e das varidveis p§. O mesmo
argumento aplicado as equagdes (1.143) e (1.144) mostra que

OX* _ w0XT L 0XH L OX® L,

XH* = ot
' Ozv bi dz* !

onde os Y} sdo fungdes locais sobre E: independem da varidvel p e das varidveis Pr. Subs-
tituindo estas relagdes nas equacdes (1.140) e (1.145), vem

oy, _ ov
dq¢t  Oxr
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e
ovy _ vy
o¢  Oq¢ "’
respectivamente. Finalmente, este 1iltimo sistema de equagdes pode ser resolvido pondo
v = 2Ky o O
Oz oq'

onde os X’ sao fungdes locais sobre E: independem da varidvel p e das varidveis p§. Isso
demonstra as equacdes (1.138) e (1.139) e conclui a demonstracio do teorema. ]

Para encontrar uma interpretacao global das conclusoes destes teoremas, observamos
que os primeiros dois itens afirmam que um campo vetorial X (exatamente ou localmente)
hamiltoniano sobre J®E ¢ projetavel sobre um campo vetorial X sobre E que, para N >1,
por sua vez € projetavel sobre um campo vetorial X,; sobre M. Usando o levantamento
canbnico Xjep de Xy para J®FE, dado pela equacdo (1.67), e comparando esta com as
equacoes (1.136) e (1.137), chegamos a

Proposigao 1.7 Seja X e X(J®E) um campo vetorial qualquer sobre o espaco de multi-

Jase estendido J®E. Enlio X € exatamente hamiltoniano se e somente se X € projetdvel
sobre E e coincide com o levantamento canénico X jep de sua projecio Xg.

Passando a campos vetoriais localmente mas néo necessariamente exatamente hamiltonianos,
o terceiro item do Teorema (1.2) sugere uma decomposi¢io de X na soma de dois termos,
sendo o primeiro o mesmo que no teorema anterior. A novidade reside no segundo termo,
isto €, nos coeficientes X”, cuja interpretagdo global decorre da seguinte proposicao:

Proposicao 1.8  Seja f, uma (n—1)-forma sobre E e considere a (n—1)-forma sobre J®FE

obtida de f, por pull-back pela projegio alvo 7° : J®E — E, que por abuso de notagdo
também serd denotada por f,. Entdo as seguintes afirmagoes sio equivalentes:

e Sobre J®F, f, ¢ hamiltoniana.

e Sobre I, a derivada exterior df, de f, € (n — 1)-horizontal.
Em coordenadas locais adaptadas, podemos escrever

1 ty : n
fo = frdhz, + 5 (fo)i dq* a d I S (1.146)
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onde os pontos denotam termos de ordem superior contendo pelo menos dois dq’s, e

0fo Ofg _ 9(fai"\ , i n
("):v(’)i d"z + ( 2 — 0 dg'n d"z,, | (1.147)

dfo = aqt dz?

obtendo

(1.148)

o (R AW 0 of 0
ST dqt Oz

- opf 92" dp

para o campo hamiltoniano associado sobre J®F.

DEMONSTRAGAO. A representacao de uma (n—1)-forma geral sobre £ em coordenadas locais
adaptadas sendo dada pela eq. (1.146), podemos aplicar a derivada exterior para obter uma
férmula que difere da eq. (1.147) pela presenca de termos de ordem superior contendo pelo
menos dois dg’s. A auséncia destes termos expressa, de um lado, a (n — 1)-horizontalidade
de df, sobre E e, de outro lado, a propriedade de df, sobre J®E se anular sobre o ntcleo
de w, pois tendo em vista a forma explicita (1.82) de w em coordenadas locais adaptadas,
mostra-se que um multivetor que é uma combinagéo linear de produtos exteriores de vetores
da forma 0, e 0; pertence ao nicleo de w se e somente se cada dos seus termos contém
pelo menos dois vetores do tipo ;. Da mesma maneira, a forma explicita (1.82) de w em
coordenadas locais adaptadas mostra que se definirmos Xy, pela férmula (1.148), a condicio
(1.124) sera satisfeita. O

Agora podemos formular a decomposicao global de campos vetoriais localmente hamiltoni-
anos em componentes homogéneas sob Ly:

Teorema 1.3 Seja X € X(J®E) um campo vetorial localmente hamiltoniano sobre o
espaco de multifase estendido J®E. Entdo X admite uma decomposicio canénica na soma
de dois termos

X = X_+ X,, (1.149)
onde X_ e X, sdo campos vetoriais localmente hamiltonianos homogéneos de grau —1 e 0

sob Ly, respectivamente. Ademais, temos que

o X_ ¢ vertical em relagdo a projecio sobre E e obtido por pull-back e dualizacio sob w
conforme exposto na Proposigio 1.8.

* Xy € ezatamente hamiltoniano e obtido por levantamento candnico conforme exposto
na Proposicio 1.7.
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1.6.2 Espacgo de multifase comum

No caso do espago de multifase comum J®FE, prosseguimos de forma anéloga, por calculo
direto em coordenadas locais adaptadas, em termos das quais um campo vetorial X qualquer
sobre J ®E assume a forma

d 13}

d
¥-x% i x xr 2 5
dz+ oq " opy’ (1.150)

onde todos os coeficientes X*, X' e X! séo funcdes (em geral arbitrérias) das varidveis
z*, ¢* e pf. Tendo em vista as formas explicitas (1.87) de wy e (1.85) de fy em coordenadas
locais adaptadas, torna-se ébvio que

igwy = X¥ dg adptadie,, — <X;‘ +Xx» Z—H> dg' n d™z,,
q
(1.151)
. OH o0H oOH
XY — XY — ) d d"z, x? X ——, Ty
+< : an)p’“ ‘ ( oq ’apf)“
e - .
ig0y = (PIXT — HX")d", — p"X* dgi n d"ep (1.152)

Estas férmulas constituem o ponto de partida para a demonstragao do seguinte teorema.

Teorema 1.4 Seja Xe I(jeE) um campo vetorial ezatamente hamiltoniano sobre o
espago de multifase comum J®E. Entio em coordenadas locais adaptadas, as componentes
de X conforme definidas pela equagio (1.150) acima estio sujeitas ds sequintes restrigées:

» Os coeficientes X* independem das varidveis p§. Para N >1, também independem das
varidveis g~ .

e Os coeficientes X' independem das varidveis pf.

= Os coeficientes X{* sio definidos em termos dos coeficientes X* e X' pela seguinte
formula:

G dX7 G X"
- ok "
X; o P By Ll il S vl

(1.153)

e Vale a sequinte relagio de compatibilidade entre os coeficientes X* ¢ X' e a fun¢io
hamiltoniana H :
ax® oxX? 0H 0H . O0H

- - = 28wy iy 9y ,
H g TP e = g X T g T g X (1.154)

1
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DEMONSTRAGAO. Seja X € %(jc*;E) um campo vetorial qualquer sobre J®E. Em coorde-
nadas locais adaptadas, aplicamos a derivada exterior d a equagao (1.152) para obter

d(igby) = X' dp¥adrz, + ZA ptd"x

au

aX! X!
+ 0(] pt dq’ ad™z, + 7 ” p; dpiad ez,

.. OH oH ,, .. ., OH "
—A”%da}—Xﬁta—qidQAd.’E”—)& gp—f(lp?/\d’b’u
oxX* n ax* i oxX* n

H d"z aquclqua:u— H dpind"z,

Oz

oXY

pp ——— p¥ dg* A dz" And z,,

— XY dp¥ A dg' nd™z,, +

axXv

o p1 dpi A dg' A d"z,, .

5 . P1 dq /\dq Adtz,, —

Assim, pela equagéo (1.151),
Lgty = d(i,‘? O3) — igwy

a] 1 )
(~ ox* . OXi (aHX” (’)H_X1+8HX;L>)d%

I

ozt PR ozH ¢t dapt

BXJ X axv ,  0X . i am
( ;t_arvupz_{_amup% 8qH+A”>qud$“
X
( pt - 8 7 H) dpjnd"z,
P;

pl dg' a d¢? rd"z,,

+ f‘dqi/\dp',z/\d”:c”,, .

Pk
Numerando os termos nesta equagao de 1 a 5, a condicao

leva as seguintes conclusoes:
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Termo 5: Este se anula se e somente se os coeficientes X* independem das variaveis
Pk, € entao o terceiro termo se anula se e somente se os coeficientes X* independem
das variaveis py.

Termo 4: Este se anula se e somente se os coeficientes X* independem das variiveis
1
q*, caso N > 1. No caso N = 1, este termo se anula identicamente.

Termo 2: Este se anula se e somente se os coeficientes X! sio definidos em termos dos
coeficientes X* e X* segundo a equagdo (1.153).

Termo 1: Este se anula se e somente se vale a relagio (1.154).

a

Passando a campos vetoriais localmente mas nédo necessariamente exatamente hamiltonianos,
temos o seguinte teorema.

Teorema 1.5 Seja X e %(f®E) um campo vetorial localmente hamiltoniano sobre o

espaco de multifase comum J®E, e suponha que N >1 ou n > 2. Entdo em coordenadas
locais adapladas, as componentes de X conforme definidas pela equagio (1.150) acima estio
sujeitas as sequintes restrigoes:

Os coeficientes X" independem das varidveis p§. Para N > 1, também independem das
varidveis ¢~.

Os coeficientes X' independem das varidveis p-.
P k

Os coeficientes X' sdo definidos em termos dos coeficientes X* e X*, em conjunto com
novos coeficientes X* que também independem das varidveis p%, pela sequinte férmula:

xr o g XM L OXT L 0X L XY ox

aq tp dzv Pt v + dq'

(1.155)

Vale a seguinte relagio de compatibilidade entre os coeficientes X*, X* e X* ¢ a fun¢io
hamiltoniana H :

X X\ ox*  OH o . OH
—H = p — = = X'+ —=X
gor " PO T e o Togt o

1

Xt (1.156)

Observagao 1.1  Em relacio as afirmagdes do Teorema 1.5, 0 casoem que N =1 e n = 2
parece ser excepcional. Por exemplo, os argumentos a serem apresentados na demonstracio
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a seguir nao permitem concluir, neste caso, que os coeficientes X* e X* independem das
variaveis pf; mas apenas que vale®

DG

dp*

0X oXv OH

5or = Tt BpF (1.158)

=g, (1.157)

DEMONSTRAGAO. Seja X E%(f@‘E) um campo vetorial qualquer sobre J®E. Em coorde-
nadas locais adaptadas, aplicamos a derivada exterior d & equagao (1.151) para obter

Lywy = d(igwy)

axv . . 2X"
= e dq' n dp¥ A dz" A d Ty + 0q

190,44
Ip;;

dq’ n dq' n dph n d"z,,

+ dp§ n dq' n dp¥ A d"z,,

X+ X %) dg' n d"z
q

s oH ] ) n
X4+ X*# a—q’> dg’ A dq' ~nd™z),

ZX‘[ _ XV ap#

1

(
i<~ OH

> dq’ A dptadmz,

_OH
opt

8( - OH OH

) dp’ A dpi n d™ ),

X! — XY
oq¢? A dp¥

) dg'n d™z

2 (w02 4y 28

B + X7 a7 ) dp¥ ad"z .

Y
J

®Lembramos que quando N = 1, omitimos os indices i, j, etc.
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Reagrupando os termos, obtemos

H 3} - OH :
Lgwy = (i <X:l 3+ X* 3_) + (XJ ol + X7 aH))(lq’/\ d"z
T

Ozt ¢t aqt oq? op¥
+ (5{* (5;; %’T - %‘f:)

a st fp,aH J 2 n
_a_qj(’\" + X0 S ) dgdndd'a d7,

0 ( I aH) A
+— | X — X7 — ) dpindp) and"z,
apz A apl,\ k !
oxX°
+ —dq* A dg' a dp) A d™yg
dq*
0X°
_€ = dg' A dpf A dp} A d "y
Ip;

Numerando os termos nesta equacao de 1 a 7, a condicao
leva as seguintes conclusoes:

e Termo 7: Pelo mesmo argumento usado na demonstracio do Teorema. 1.2 para analisar
o termo 10, podemos concluir que

0X*

n

Op;

=0,

exceto no caso em que N =1 e n = 2, onde é apenas possivel concluir que vale a
relacao (1.157).

e Termo 5: Fixando indices ¢, j, i, v, p € p1,...,pa—y tais que os indices p, 1, ..., pr_s
sao mutuamente diferentes, contraimos Lgw, com o campo multivetorial
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OindLndp A ...nD,, ,,obtendo a relagio
d ; OH d - 0H
— X7 — X* = dX - X —
op; ( ’ 3175) O} ( g 0p$‘> ’
ou seja

5 X’ 0X? OH _ g OxX* 0X? OH

Y opt Opt Op¥ “opy Opy opf
Quando N > 1 ou n > 2, podemos usar o resultado do item anterior para concluir
que

5° 0X? 5 axX'
v TR e v '

Ip; ap]-
Agora, se inicialmente, fixamos apenas os indices 1, j e u, podemos sempre escolher
os demais indices tais que v # e p = v, o que reduz o lado esquerdo desta equacio
a expressao 0X’/dp}, enquanto que o lado direito se anula. Assim, chegamos & con-
clusdo de que

aX?

= 0.
Op;
Por outro lado, quando N =1 e n = 2, a equacao anterior assume a forma
5 0X axX» oH 0X 0X? OH

Y Op* op* dp¥ — Hapr opv Op+

Agora, se inicialmente, fixamos apenas o indice p, podemos sempre escolher os demais
indices tais que v # u e p = v, obtendo

OX _ 0X* oH _ oX* oH bre 1)
8p/" = ap”’ ap" 8])” ap“ 1Tl SOIma sobre V) ,

o que, devido a equagao (1.157), é equivalente a equagio (1.158).

e Termo 6: Pelo mesmo argumento usado na demonstragiao do Teorema 1.2 para analisar
o termo 9, podemos concluir que

oxX?

dq'

=0,

exceto no caso em que /N =1 onde o termo inteiro se anula identicamente e nenhuma
conclusao pode ser tirada.

Para prosseguir, escrevemos as equacoes obtidas dos termos restantes.
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e Termo 1:
0 - OH OH P OH
aq* <\ g + X ap") Ozh ( ;. + X aq‘> (1.159)
s Termo 2:
9 (xiOH oH 0 oH
X3 = v = & X — Xxv . ‘
py ( oq¢’ * XJ Bp’Jf) Oz ( X* apsl.> (1.160)
e Termo 3: 5 - , -
7 (Y#JFX”ai):—ai(é,‘,‘Xj—X”W)
K ’ ! 5 i (1.161)
X" ox"
§7 _grgi I
+ i aTV v 1 a’LK
e Termo 4:

axr  oX!

50 = de (1.162)

Supondo a partir de agora que N > 1 ou n > 2 e usando que sob esta hipétese, os
coeficientes X* e X' independem das varidveis P, notamos que a equagdo (1.161) pode ser
integrada diretamente para concluir que

oxXn axi . ox* G

X = :
P; awu p’t a

T T aq - p] aq

+ )/P'

onde os Y;" sdo fungdes locais sobre E: independem das varigveis p%. Substituindo esta
relagdo na equacao (1.162), vem

ovy _ ovy
¢ ¢’
o que pode ser resolvido pondo
P ) da
. B

onde os Y sao fungdes locais sobre E: independem das varidveis p%. Finalmente, sub-
stituindo a relagdo assim obtida nas equagoes (1.159) e (1.160), vem

0 axv 0xX? 9y’  OH OH OH

—_ o v — v —A/J /n/ _

aqt (H dzv  P1 Pgv + dxv + dx” X"+ g’ + opy X ) !
e

a (. 0X¥ , 0X7 oy” 0H 0H OH

- = sV i 7 Sy .

op* ( dz” Py T oot oz &% dg A+ 8p] X ) 0,
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mostrando que

X" oxX’ 9yY  OH oH 0H
— — p¥ - X¥ + =X 4+ e =
H dzv  Fi g + Oz + dzv + o ops -

onde Y_ é uma funcio local sobre M: independe das variaveis ¢* e p§. Escrevendo Y_ como
uma divergéncia,

8Y’V
Y. = —
dzv
e pondo X* = Y” — Y'" chegamos as equacdes (1.155) e (1.156), o que conclui a
demonstracao do teorema. m)

Para encontrar uma interpretagdao global das conclusdes destes teoremas, observamos
novamente que os primeiros dois itens afirmam que um campo vetorial X (exatamente ou
localmente) hamiltoniano sobre JOE é projetavel sobre um campo vetorial X sobre E7
que, para N >1, por sua vez é projetavel sobre um campo vetorial X,, sobre M. Usando o
levantamento canonico Xjep de X para o espago de multifase estendido J®FE, dado pela
equagao (1.67), e comparando esta com as equacoes (1.153) e (1.154), chegamos &

Proposigao 1.9 Seja X e%(J(‘BE) um campo vetorial qualquer sobre o espago de multi-
fase comum J®E. Entio X € exatamente hamiltoniano se e somente se X ¢ projetdvel
sobre I e € H-relacionado ao levantamento candnico X ;o de sua projegio Xp:

XjogeH = THoX . (1.163)

Passando a campos vetoriais localmente mas nao necessariamente exatamente hamiltonianos,
o terceiro item do Teorema (1.5) sugere uma decomposicio de X na soma de dois termos,
como antes. No entanto, a interpretagdo global desta decomposicao parece ser mais comph-
cada do que no caso do Teorema 1.2. A razao principal da dificuldade reside no fato de que,
apesar de ainda ser possivel caracterizar esta decomposigao em termos de componentes ho-
mogéneos sob a derivada de Lie ao longo do campo de Euler ¥ (agora sobre J®E), estes dois
componentes deixam de ser localmente hamiltonianos pois nao satisfazem separadamente o
vinculo (1.156). Assim, o Teorema 1.3 parece nao ter nenhum andlogo natural.

"Lembramos que excluimos o caso excepcional de campos vetoriais localmente hamiltonianos mencionado
na Observagao 1.1 (sistemas com N =1 grau de liberdade em n =2 dimensdes), que requer um tratamento
separado.
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1.6.3 Projecao e levantamento de campos vetoriais hamiltonianos

O passo final no nosso estudo de campos vetoriais hamiltonianos consistira em esclarecer a,
relagao entre campos vetoriais (exatamente ou localmente) hamiltonianos X sobre o espago
de multifase estendido J®E e campos vetoriais (exatamente ou localmente) hamiltonianos
X sobre o espaco de multifase comum J@’E no caso em que estes sao projetaveis.

Definigao 1.7 Um campo vetorial X sobre o espago de multifuse estendido J®F ¢
chamado projetdvel se for projetdvel em relagio a cada uma das trés projegoes (sobre
J®E, sobre E e sobre M). De forma andloga, um campo vetorial X sobre o espaco de
multifase comum J®E ¢ chamado projetdvel se for projetdivel em relagdo a cada wma das
duas projegoes (sobre E e sobre M ).

Com esta terminologia, os Teoremas 1.2 e 1.5 implicam que para N > 1, qualquer campo
vetorial localmente hamiltoniano é projetavel, enquanto que, talvez surpleendentemente o
caso de sistemas com apenas um grau de hbeIda,de ¢ mais complicado: Para N =1, um
campo vetorial localmente hamiltoniano sobre J®E é projetavel sobre F se n>2, enquanto
que um campo vetorial localmente hamiltoniano sobre J®E é sempre projetével sobre £ e
serd projetavel sobre J ®F se e somente se for projetavel sobre M.

Para a discussao a seguir, que aborda a relagao entre campos vetoriais localmente hamil-
tonianos sobre J®E e sobre J @[, restringiremo-nos a campos vetoriais projetaveis, em todos
os sentidos como definido acima, mesmo quando N =1. Um dos motivos é que campos veto-
riais sobre o espago total de um fibrado sobre o espago-tempo M que nio sejam projetaveis
sobre M podem ser considerados como patoldgicos, pois geram um tipo de transformacao
que nao induz nenhuma transformagdo bem-definida no espaco-tempo: é dificil imaginar
como interpretar uma transformacao desta natureza como candidato para uma simetria que
tenha algum significado fisico.

A relagdo entre campos vetoriais projetaveis e localmente hamiltonianos sobre J®E e
sobre J®E baseia-se na observagao de que a relagio de compatibilidade (1.156) identificada,
no Teorema 1.5 possui uma interpretagao geométrica-natural, independente da escolha de
coordenadas: Ela afirma que os campos vetoriais projetdveis X sobre J®E e X sobre .J©F
dados, respectivamente, pelas equagdes (1.133), (1.138), (1.139) e (1.150), (1.155) sdo H-
relacionados:

XoH = THoX . (1.164)

Independentemente da questao se os campos vetoriais envolvidos sao localmente hamiltoni-
anos ou nao, mostra-se 1til introduzir uma terminologia especifica para medir um possivel
desvio da validade desta relacao.
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Definigao 1.8 Dada uma hamiltoniana H, seja X um campo vetorial sobre o espago de
multifase estendido J®E que € proyetavel conforme a Definigio 1.7, seja X sua proyegao
sobre o espaco de multifase comum JOFE ¢ seja X o levantamento hamiltoniano de X
conforme a Proposi¢ao 1.3. O campo vetorial

X" = X-X (1.165)
sobre J®F serd chamado o desvio hamiltoniano de X.

Em coordenadas locais adaptadas, com componentes de X e de X conforme definidas pela
equagoes (1.133) e (1.150), temos

X" = Xl — .
0 3y (1 166)
onde, conforme a equagao (1.116),
oxX*  O0H oH 0H '
X’H = X H s 7 vt n )
: ot (PHH) 5+ 5 X +3qX+—ap1X (1.167)

Por definigio, X e X sdo H-relacionados se e somente se X* se anula sobre a imagem de H
em J®F. Se X for localmente hamiltoniano, entao a equagdo (1.139) mostra que o coeficiente
X2 independe de p e vale

oxX'  9X" 9H ,, OH . OH _,
t gt g X g X tr Xt (16

aox*

H
%o dzr P Ozt

Note também que o fato de que, por definicao, X e X sio sempre H-relacionados implica
que, para qualquer forma diferencial o sobre J®FE, vale a relacio

ig(Ha) = H*(iza), (1.169)

ou seja,

z'X(H*a) = ’H*(ixa) — ’H*(ixna) . (1.170)
Em particular, notamos que

iywd = 0, iyuw = — XFd"z. (1.171)
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Quanto a possibilidade de construir X a partir de X e/ou vice versa, vale o seguinte

Teorema 1.6 Dada uma hamiltoniana H, seja X € X(J®E) um campo vetorial sobre
o espago de multvfase estendido JOF ¢ X e AE(J®E) um campo vetorial sobre o espaco de
multifase comum J®E ambos projetdveis.

o Dado X, suponha que X seja sua projecao.
Se X for Zocalmente hamiltoniano (em relagio a w) e for tangente d imagem de H,
entio X e X sio H- relacionados, X € localmente hamiltoniano (em relagio a wy) e
X € seu levantamento hamiltoniano.

e Dado A suponha que X seja seu levantamento hamiltoniano.
Se X for localmente hamiltoniano (em relagdo a wH) entio X e X sio M- relacionados,
X € localmente hamiltoniano (em relagio a w) e X ¢ sua projecdo.

Em particular, X € localmente hamiltoniano se e somente se X € localmente hamiltoniano
e tangente a tmagem de H, ou equivalentemente, X™ = (.

DEMO\STRAQAO Observe que X ¢ tangente a imagem de H se e somente se para todo
ZeJOF, existe Yz eT:(J®F) tal que X(H(Z)) = T=H(Ys). Aplicando a tangente T (z)n
a projecao 7, concluimos que Y: = X;. As afirmacoes que se referem ao levantamento
hamiltoniano seguem por comparacio das equagdes (1.116), (1.133) com (1.139) e (1.156).
O

1.7 Colchete de Poisson

Um dos maiores problemas no formalismo multissimplético, ainda parcialmente em aberto,
é a definicdo adequada do colchete de Poisson entre observéaveis. Apesar de uma resposta,
definitiva talvez ainda nio tenha sido encontrada, existem resultados parc1als que passamos
a expor.

Uma das idéias que tem sido explorada na literatura é definir um colchete de Poisson
usando como ponto de partida a mesma férmula iyw = df da mecénica, o que no entanto
requer varias modificagdes — algumas delas ébvias, outras nem tanto. Por exemplo, o fato de
que no formalismo multissimplético, a forma w é de grau n 41 > 2 implica que os objetos
X passam a ser campos multivetoriais, ao invés de campos vetoriais, e os objetos f passam
a ser formas diferenciais, ao invés de fungdes. Como ja foi visto, isso acarreta um certo
grau de ambiguidade, pois em geral, X é determinado por f apenas a menos de um campo
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multivetorial tomando valores no nicleo de w e, reciprocamente, f é determinada por X
apenas a menos de uma forma fechada. No caso especial em que X tem grau 1 e f tem
grau n—1, a primeira ambiguidade deixa de existir, mas a segunda permanece. Em outras
palavras, temos o seguinte isomorfismo:

Formas hamiltonianas
Campos vetoriais hamiltonianos ¢+— de grau n — 1 (1.172)
modulo formas fechadas

Uma primeira proposta para um colchete de Poisson entre duas (n —1)-formas hamiltonianas
f e g é a mesma da mecénica, ou seja,

{f,9} = ix,ixw, (1.173)

onde Xy e X, sao os campos hamiltonianos associados a f e g. Infelizmente, esta proposta
nao satisfaz a identidade de Jacobi, pois para trés (n—1)-formas hamiltonianas f, g e A,
temos

{fa {gyh}} + {g: {h’f}} + {h?{fag}} = d(iX,ngith> . (1174)

Entretanto, no caso de variedades multissimpléticas exatas, este defeito pode ser corrigido
adicionando um termo exato adequado:

Teorema 1.7 [11] Seja P uma variedade mullissimplética exata com n-forma multi-
canénica 0 e (n+1)-forma multissimplética w = —df . Para quaisquer duas (n — 1)-formas
hamiltonianas f e g sobre P, chamamos a (n — 1)-forma hamiltoniana {f,g} definida por

(g} = ixyixw + d(ix,f = ix,g = ix,ix,0) , (1.175)

onde Xy e Xy sio os campos hamiltonianos associados a f e g, respectivamente, o colchete
de Poisson de f e g. Este colchete satisfaz a identidade de Jacobi e prove o espago das
(n —1)-formas hamiltonianas sobre P de uma estrutura de dlgebra de Lie.

Para generalizar esta definigdo do colchete de Poisson a formas de qualquer grau, torna-se
necessario estender algumas das operagdes do calculo em variedades envolvendo campos veto-
riais ao caso de campos multivetoriais. Primeiro, para um campo multivetorial decomponivel
X =Xia...aX,, acontracio de uma forma o com X ¢ definida como

'lXa’ = in...i_XlQ’. (1176)

Segundo, o colchete de Lie entre campos vetoriais pode ser estendido para um colchete
entre campos multivetoriais conhecido como o colchete de Schouten, sendo que o colchete
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de Schouten entre dois campos multivetoriais decomponiveis X = X;a ... 2 X, de graur e
Y =Yia...aY, de grau s é o campo multivetorial de grau r 4+ s — 1 definido por

[(Xin...aX,,Yin.. .aY,]

ZZ —D)M [ X, VA X n.oon Xy A Xigr A eaon X, (1.177)
=1 g=d AYin ..nYignYiaa...aY,.

As propriedades principais do colchete de Schouten sio, além de sua bilinearidade sobre R,
a antissimetria graduada,

[X,Y] = — (-1)VEV [y, X7, (1.178)
a identidade de Jacobi graduada,

(—1)DEDLX, [V, Z]) + (~1)De-D], 2, X]]

1.17
+ (~1)EDEDIZ, X, v]) = (8
e a regra de Leibniz graduada (em relagdo ao produto exterior),
(2, XAY] = [Z,X]AY 4+ (-1) D XA [Z,Y] . (1.180)

Isso significa que o espago dos campos multivetoriais X (M) sobre uma variedade M qual-
quer € uma superalgebra de Poisson — o analogo supersimétrico de uma algebra de Poisson.
Finalmente, a derivada de Lie de uma forma diferencial ao longo de um campo multivetorial
X € definida como o comutador graduado da derivada exterior com a contracio com X:

Lya = (dix — (=1)iyd) o . (1.181)

Retornando a questao da correspondéncia entre campos multivetoriais hamiltonianos de grau
r e formas hamiltonianas de gran n — r estabelecida pela férmula iyw = df , observamos
que para r geral, o isomorfismo (1.172) deve ser substituido pelo seguinte isomorfismo:

Campos multivetoriais Formas hamiltonianas
hamiltonianos de grau r +— de grau n —r (1.182)
médulo nicleo de w modulo formas fechadas

Devido a falta de unicidade dos campos multivetoriais associados as formas hamiltonianas,
teremos que impor uma restri¢ao adicional sobre estas para garantir que o colchete de Poisson
a ser introduzido abaixo seja bem definido.

Definicao 1.9 [12] Seja P uma variedade multissimplética com forma multissimplética w.
Uma forma hamiltoniana f sobre P € chamada uwma forma de Poisson se o nicleo de f
contém o nicleo de w, i.e., se para um campo mullivetorial ¢ de grau arbitrdrio, vale

w =0 = if = 0. (1.183)
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Teorema 1.8 [12] Seja P uma variedade multissimplética exata com n-forma multi-
canonica 0 e (n+1)-forma multissimplética w = —df tal que 0 seja uma forma de Poisson.
Para quaisquer duas formas de Poisson f de graun—r e g de graun — s sobre P, chamamos
a forma de Poisson {f,g} de graun —r — s+ 1 dada por

{f,g} = (-1 Dipizw

1.184
+ a0 iy g - (—1ED i iy0) | L
onde X eY sdo quaisquer dois campos multivetoriais hamiltonianos de graus r e s associados
a f e g, respectivamente, o colchete de Poisson de f e g. FEste colchete, além de bem
definido e graduado antissimetrico, satisfaz a identidade de Jacobi graduada e prove o espaco
das formas de Poisson sobre P de uma estrutura de superdlgebra de Lie.

Outra questdo importante refere-se a escolha da variedade multissimplética P a ser uti-
lizada na construgao do colchete de Poisson. Inicialmente, o problema foi analisado, por
varios autores, no ambito do espago de multifase comum, mas muitas vezes usando cons-
trugoes em coordenadas locais que carecem de um significado geométrico intrinsico, e mais
recentemente no ambito do espago de multifase estendido. No entanto, como foi discutido
na Segio 1.5.1, dada uma hamiltoniana #, o espaco de multifase comum J@E também é
uma variedade exatamente multissimplética, com n-forma multicanénica 0y e (n + 1)-forma
multissimplética wy = —dby, e portanto este também vem munido de um colchete de Pois-
son {-,-}3, que, obviamente, depende da hamiltoniana H, conferindo-lhe uma caracteristica
dindmica. Devido a esta distingdo, referimo-nos ao colchete definido no espago de multifase
estendido J®FE como colchete cinemadtico e ao colchete definido no espaco de multifase
comum J ®E como colchete dinamico.
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Mecanica nao-autéonoma

Teoria dos campos

espago de configuragao estendido
Rx@Q—R

coordenadas locais adaptadas t, ¢'

fibrado de configuragao
E— M

coordenadas locais adaptadas z*, ¢*

espaco de fase simplesmente estendido
Po=RxT"Q

coordenadas locais adaptadas %, ¢*, p;

espaco de multifase comum
Po=J®E=J"EQ\N'T"M

coordenadas locais adaptadas z*,¢', p

espaco de fase duplamente estendido

SP=T"RxQ)=RxT'QxR

coordenadas locais adaptadas t,¢*, p;, E

espago de multifase estendido
P=J°E=JTEQN'T*M

coordenadas locais adaptadas z*, qi,])f,p

1-forma canoénica sobre P

0=pidg + Edt

n-forma multicanonica sobre P

0 =pldg'a d"z, +pd'z

2-forma simplética sobre P,
nao degenerada

w=—df =dq' A dp; — dE A dt

(n + 1)-forma multissimplética sobre P,
nao degenerada (em campos vetoriais)

w=—df =dg'n dpn "z, — dp nd"z

hamiltoniana hamiltoniana
H:Po— R H:Po—P
funcao sobre Py secao de P sobre Py (fibrado afim em linhas)
Campo de Euler Campo de Euler
0 9] 0 0
Y =pi—+ E— Y = pt— —
Pigp; T ¥ oE P ol TP

Tabela comparativa entre a geometria simplética na mecanica
nao-auténoma e a geometria multissimplética na teoria cldssica dos campos.




CAPITULO 2

Tensor de Poisson

A nossa meta principal neste capitulo é investigar a possibilidade de construir, no ambito
do formalismo multissimplético, ou seja, sobre o espaco de multifase estendido P = JOF;
um tensor de Poisson que desempenharia um papel semelhante ao tensor de Poisson na
geometria simplética. Tendo em vista que a forma multissimplética w é de grau n + 1, é
de se esperar que este tensor de Poisson 7 deve ser um campo multivetorial de grau n + 1.
Obviamente, um campo multivetorial 7 de grau n + 1 induz, para todo r com 0 < 7 < n,
um homomorfismo de fibrados vetoriais

o NP — N'TP (2.1)

assim generalizando o homomorfismo (5) da geometria simplética. A meta basica seria definir
7 de tal forma que para formas a que se anulam sobre o niicleo de w, valha a relacio

in(a)w = a, (22)
pois isto garante que
X = =(df) (2.3)
serda uma solucao da condigao bésica
ixyw = df (2.4)

que relaciona campos multivetoriais hamiltonianos e forma hamiltonianos.

Infelizmente, esta construgao depende da escolha de certos dados adicionais, que sdo
conexoes em varios fibrados. Como veremos, dois tensores de Poisson construidos a partir
de diferentes escolhas de conexoes diferem por um campo multivetorial a valores no niicleo
de w, o que reflete a ambiguidade na relagéo entre X e f que j& enfrentamos no Capitulo 1.
Mesmo assim, é interessante identificar qual tipo de estrutura geométrica é suficiente para
remover esta ambiguidade.

65
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Para descrever a referida construcao, torna-se necessario aprofundar-se no estudo de
conexoes, tanto de conexoes gerais em fibrados gerais como de conexdes lineares em fibrados
vetoriais e de conexdes afins em fibrados afins. Serd este o assunto que nos ocupard pela
maior parte do presente capitulo.

Comegaremos discutindo na primeira se¢ao as vérias defini¢des da nocio de conexio em
um fibrado geral e como a escolha de uma conexéo leva a definicio de uma derivada covariante
de segoes. Nas duas secdes seguintes faremos primeiro uma revisao do conceito de conexdes
lineares em fibrados vetoriais, passando em seguida ao conceito de conexdes afins em fibrados
afins. Também discutiremos a nog¢io de conexao dual de uma conexéo linear/afim em um
fibrado vetorial/afim dado, que em ambos os casos é uma conexio linear no fibrado vetorial
dual. Na quarta segdo, estenderemos parte desta discussio a conexdes parciais, definidas
apenas ao longo de subfibrados do fibrado tangente 7'M da variedade base M. Na quinta
secao, consideraremos conexdes compostas em fibrados compostos. Na sexta e na sétima
se¢do, combinaremos os conceitos introduzidos anteriormente para mostrar como construir
conexdes lineares ou afins em vérios fibrados vetoriais ou afins sobre o espaco total E de um
fibrado geral, tais como o fibrado vertical VE, o fibrado J E dos jatos de primeira ordem e seu
dual afim J®FE, a partir de dados mais simples: uma conexio geral em E, uma conexio linear
parcial em V E ao longo de V' E e, nos iltimos dois casos, uma conexio linear na variedade
base M. Finalmente, na iltima secao, definiremos os referenciais de Darboux induzidos no
fibrado J®E pela conexao construida na secio anterior. Nestes referenciais definiremos o
tensor de Poisson e ao final daremos algumas propriedades do tensor de Poisson.

2.1 Conexoes e derivadas covariantes

Nesta secao apresentamos vérias definigoes, todas equivalentes, do conceito de uma conexio
geral em um fibrado geral £ sobre M, sem nenhuma estrutura adicional.

Definicao 2.1 Uma conezdo geral em um fibrado geral E sobre M ¢é dada por uma
sec@o global
' 'FE— JE (2.5)

do fibrado afim JE — E.

Existe uma defini¢ao alternativa, mais tradicional, segundo a qual uma conexéo geral em um
fibrado geral £ sobre M pode ser vista como um subfibrado vetorial HE do fibrado tangente
TE, chamado o fibrado horizontal, que é complementar ao fibrado vertical V E:

TE = HE®VE. (2.6)
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A escolha de um fibrado horizontal equivale a escolha de uma cisao
mTM —TE (2.7)
da seguinte sequéncia exata de fibrados vetoriais sobre E:
0 —VE —=TE —7TM—0. (2.8)

Ainda equivale a escolha de uma projecao horizontal H : TE — TFE ou de uma projecao
vertical V. : TE — TE, que sao homomorfismos de fibrados vetoriais sobre E tais que
H*=H,V*=V,VE=im (V) =ker(H), HE = ker(V) =im(H) e H+V = idpg.

Para mostrar que as duas definigées dadas acima sédo de fato equivalentes, lembramos que
uma secao global I' de JE sobre £ associa a cada ponto ee £ sobre um ponto ze M um
elemento I'(e) e L(T, M, T.E) tal que T.mol(e) = idr,ap . Mas entdo V.Enim (I'(e)) = {0}
e ker(I'(e)) = {0}. A dltima relagao implica que im (I'(e)) e T, M tém a mesma dimensao,
e como T, é sobrejetora, segue V.E @ im(I'(e)) = T.F£, ou seja, im(I'(e)) é subespaco
horizontal de T, £. Assim, uma sec@o global de JE determina um fibrado horizontal de E.
Reciprocamente, a partir de um subespaco horizontal H,FE de T,FE, obtemos um elemento
de J.F considerando a inversa da restricao de T,m a H.E. Assim um fibrado horizontal de E
determina uma se¢do global de JE.

Uma outra forma de estabelecer esta bijecao é através da cisao (2.7), que equivale a uma
secao do fibrado vetorial 7*7T*M @ T'E sobre E, pois este contém JE como subfibrado afim.

Dada uma conexao geral I' no fibrado geral F, podemos para todo campo vetorial X,
sobre M introduzir seu levantamento horizontal, que é um campo vetorial I'( X ;) sobre E
definido por

D(Xar)(e) = D(e) - Xn(a) | (2.9)

para todo ee E sobre ze M. E facil mostrar que para quaisquer dois campos vetoriais Xy
e Yar sobre M, a expressao

QX Yar) = [F(Xum), D(Yar)] — T([(Xar, Yaa)) | (2.10)

representa um campo vetorial vertical sobre £. Mais geralmente, a forma de curvatura da
conexao I' é definida como a 2-forma horizontal {2 sobre E a valores no fibrado vertical V E
tal que para dois campos vetoriais X e Y sobre £, (X,Y) é a parte vertical do colchete de
Lie entre as partes horizontais dos campos X e Y:

AUX,Y) = [Xu,Yulv . (2.11)

Portanto, a forma de curvatura 2 mede quanto o fibrado horizontal deixa de ser involutivo.
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Em coordenadas locais, escrevemos a se¢ao (2.5) na forma
Pz,q) = (2,45 (2,9)) - (2.12)

Outra representagao, que enfatiza a interpretacao de uma conexido como fornecendo uma
base local de 1-formas horizontais a valores no fibrado tangente TE de E, ¢ a seguinte [28]

I = de* @ (0, +1,0) . (2.13)

Isto significa que o levantamento horizontal do campo local d, sobre M é o campo local
I'(0,) sobre £ dado por ‘
rea,) = 0,+T,0;. (2.14)

Nos mesmos termos, a projegao vertical V' e a projecao horizontal H siao dadas por

V(z,¢2,9) = (2*,¢50,¢" +T(z,q) &*) ,

. . 2.15
H(z,q;2,q) = (a*,q;8", =T, (z,q) &*) . (219)
Para a forma de curvatura §) da conexao I', temos
QUX,Y) = XY QL 0, (2.16)
com _ . _ ‘ ' _ _
@, (z,q) = 0,1, —0,T, + I70,T, — I, o,T,, . (2.17)

A lei de transformacao para os coeficientes de conexao sob mudanca de coordenadas locais
como em (1.22) e (1.24) é T%, — TI'¥, onde

dz* dg* . + dz* 0q'*
dz™ dqt * oz’ Qz+

I = (2.18)

Fixando uma conexao, podemos introduzir a nogao de derivada covariante de secdes,
que generaliza a nogao de derivada direcional de funcdes em R™. Em fibrados gerais, a
derivada covariante determina a parte vertical da derivada comum: dada uma segdo (local)
¢ de E sobre M, sua derivada comum é a segao (local) jo de JE sobre M (que corresponde
a aplicacao tangente T : TM — TE) e a sua derivada covariante é uma secio (local) V%
de T"M ® ¢*(V E) sobre M, obtida por composigao

Vi = Vrojo (2.19)

onde

Ve: JE — m*(T"M) ® VE (2.20)
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é arestrigago a JE de idpspy @V : T"M Q@ TE — T*M @ VE. A relacao com a idéia de
derivada direcional é estabelecida por contragao com campos vetoriais X sobre M: denota-
se por Vi a derivada covariante de ¢ ao longo de X, que é uma secio de ©*(VE), com
dependéncia §(M)-linear em X:

Vixe = fViep. (2:21)
Em coordenadas locais,
Ve = (¢, — ') da" ®0;, (2.22)
enquanto que
Vi = (8u¢' — (Tog),)da* ® 0; . (2.23)
e
Vie = (9’ — (Do p)) X 0, (2:24)

Escrevemos simplesmente V no lugar de V!, sempre que nao houver perigo de confuséo.

Reciprocamente, podemos perguntar quais seriam as condi¢des a serem exigidas para
que um operador V que leva cada secdo ¢ de E para uma se¢io Vo de T*M @ ¢*(VE)
seja a derivada covariante associada a uma conexdo I' em E. Em geral, essas condi¢bes sdo
complicadas e de dificil formulacao. Por outro lado, sdo bastante simples no caso de conexdes
lineares em fibrados vetoriais ou conexdes afins em fibrados afins, que passamos a considerar
nas seguintes duas se¢oes.

2.2 Conexoes lineares e duais lineares

Definigao 2.2  Uma conezdo I' em um fibrado vetorial E sobre M ¢ dita ser uma conezdo
linear se a se¢io (2.5) for um homomorfismo de fibrados vetoriais sobre M.

Em coordenadas locais lineares ao longo das fibras, esta condigao significa que
Fu(z,q) = —A(x)d . (2.25)
Nestas coordenadas, a forma de curvatura tem a expressao

‘Q:w(x)q) = —F z(’l’) qj> (226)

mz

onde

Fuuji = apAuJi - aVAﬂ; + Aﬂli ijk o Auli Aﬂjk : (2'27)
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A lei de transformacgao para os coeficientes A, * e os coeficientes F),,}, conhecidos como
potenciais de calibre e como campos de cahble 1espect1vamente sob umm mudanca de

coordenadas locais como em (1.22) e (1.25) é A} — A’k e F ! — F'* onde

"y /.Lll]
; da* - "
Ad = o (114 (97 = dugf (9 1),) : (2.28)
P & dz* 9% P
Frc/\l; = w Oz gzk prj (g 1)‘17 . (229)

Usando o fato de que E sendo um fibrado vetorial, seu fibrado vertical V E é canonica-
mente isomorfo a 7*E e portanto o*(VE) = E para qualquer segao ¢ de E, podemos neste
caso interpretar a derivada covariante como um operador diferencial linear

V:E) — (T*M @ E) (2.30)

de primeira ordem que satisfaz a regra de Leibniz, afirmando que para f eS(M), pe(E)
e XeX(M),

Vx(fe) = (X-fle + fVxe. (2.31)
Reciprocamente, é bem conhecido que qualquer operador diferencial deste tipo é a derivada

covariante associada a uma conexdo linear. Em coordenadas locais lineares ao longo das
fibras, temos Vxp = X*V, ' d; com

Vet = 0’ + Ayl (2.32)

Conexdes lineares comportam-se naturalmente sob o processo de dualizacao. Dado um
fibrado vetorial £/ sobre M, seja £* o seu dual linear, definido fibra por fibra: (E%)e = (Ep)".
Qualquer conexao linear I' em £ induz uma conexao linear I'* em E* cuja definicio é mais
facilmente dada em termos das correspondentes derivadas covariantes. De fato, usando o
pareamento candnico

(,):E"xFE — MxR (2.33)
entre £ e £*, que induz um pareamento candnico
(., ):T(E") xT(E) — F(M) (2.34)

entre suas segoes, os operadores V : ['(E) — IN(T*"M @ E) e V* : I(E*) — I(T*M ® E*)
de derivada covariante em £ e em E* sio determinados um pelo outro através da regra de
Leibniz, afirmando que para X e X(M), ¢ eT(E) e ¢*e(E*),

X (9" 0) = (Vxe™ o) + (¢ Vyp) . (2.35)
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Em coordenadas locais lineares ao longo das fibras, é conveniente denotar as coordenadas
lineares verticais de [2 por ¢' e as coordenadas lineares verticais de E* por p;; entio se a
conexao linear original I' em F é dada pela formula (2.25), a conexao dual I'* em E£* é dada

por
(C)uilz,p) = A,l(z)p; - (2.36)

2.3 Conexoes afins e duais afins

Definigao 2.3 Uma conexio I' em um fibrado afim E sobre M € dita ser uma conezdo
afim se a se¢io (2.5) for um homomorfismo de fibrados afins sobre M.

Em coordenadas locais afins ao longo das fibras, esta condigao significa que

Li(z,q) = —Aj(2) ¢ —Ai(z) . (2.37)

m

Nestas coordenadas, a forma de curvatura tem a expressao

D (2,9) = = F;(2)d = F,'(2), (2.38)
onde
Foi = 8A; —8,A; + AiAF — ALAL, (2.39)
e
F,' = 0,A, — 0,A, + A AS — A A% (2.40)
A lei de transformagio para os coeficientes A} e A’ e os coeficientes F,ieF," conhecidos

como potenciais de calibre e como campos de ca,hbre respectivamente, sob uma mudanca

de coordenadas locais como em (1.22) e (1.26) é A} — Ak e Al — A%, F,i— FL% e
F," = F/F, onde

: az* [ - i

AL = (9 A (T = Bugk (97) (2.41)
Ik 9zt ; ko kg i1y ] k(o ~1yi
A = o (ng Oug” = 9i A (97019 + Ougi (g )zg> : (2.42)
' dz* dz¥ PN

Ff»:l,\ii = 01“‘ 0513”\ 9; Fuuj (g 1)? ) (243)

- dz* 0z¥ 1 | : —ivs
FlE = G B (gf‘F —gF FM (g7") g1> . (2.44)
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Toda conexao afim I' em um fibrado afim E sobre M induz uma conexao linear I no seu
fibrado de diferencas F, sendo que o homomorfismo

5 — J,E (2.45)
de fibrados vetoriais sobre M é simplesmente a parte linear do homomorfismo

de fibrados afins sobre M. Em coordenadas locais vetoriais de E ao longo das fibras (provindo
de coordenadas locais afins de £ ao longo das fibras),

[i(z,q) = —A(z) g . (2.47)

Usando o fato de que F sendo um fibrado afim, seu fibrado vertical VE é canonicamente
isomorfo a T E e portanto @*(VE) = E para qualquer se¢dao ¢ de E, podemos neste caso
interpretar a derivada covariante associada a I' como um operador dlfelenc1al afim

V:T(E) — I(T*M @ E) (2.48)
de primeira ordem e a derivada covariante associada a I' como um operador diferencial linear

V:D(E) — T(IT"M® E) (2.49)
de primeira ordem, satisfazendo a regra de Leibniz, relacionados por

6};(99 —9P) = Vxp — Vxib. (2.50)

Reciprocamente, pode-se mostrar que qualquer operador diferencial deste tipo é a derivada
covariante associada a uma conexao afim. Em coordenadas locais afins ao longo das fibras
de F, temos Vxp = X*V,¢'0; com

Vo' = O’ + A" + AL (2.51)

IR

Em sedmda faremos uso do fato de que sempre podemos, a partir de qualquer conexao
linear T em E e qualquer secdo @, de F, construir uma tnica conexao afim I' em E que

tenha ' como parte linear e tal que a secdo ¢, seja covariantemente constante:
Vi = 0. (2.52)
Em coordenadas locais afins ao longo das fibras de E, isso significa que

A, = —(Ouh + A el - (2:53)

n
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Finalmente, conexdes afins também se comportam naturalmente sob o processo de duali-
zagao. Dado um fibrado afim E sobre M, seja E* o seu dual afim, definido fibra por
fibra: (E*), = (E;)*. Qualquer conexdo afim I' em F induz uma conexio linear ['** em E*
cuja defini¢ao é mais facilmente dada em termos das correspondentes derivadas covariantes.
De fato, usando os pareamentos candnicos

(,):E*xE — MxR (2.54)
entre F* e F e .
(,):E*xE — MxR (2.55)

entre £* e I/, que induzem pareamentos candnicos

(.,.) :T(E*) x I(E) — (M) (2.56)

(.,.):T(E*) x D(E) — F(M) (2.57)
entre suas segdes, os operadores V : [(E) — [(T*M ® E) e V*: ['(E*) —» [(T*M ® E*)

de derivada covariante em £ e em E* sdo determinados um pelo outro através da regra de
Leibniz, afirmando que para X € X(M), ¢ € ['(E) e ¢* € ['(E¥),

X -{p* ) = (Vxe*, @) + (9", Vxo) . (2.58)

Em coordenadas locais afins/lineares ao longo das fibras, é conveniente denotar as coorde-
nadas afins verticais de £ por ¢', as coordenadas lineares verticais de £ por ¢' e as coor-
denadas lineares verticais de E* por (p;,p,), de forma que o pareamento (2.54) é dado por
(p,q) = p;¢" + p, e o pareamento (2.55) por (p,d) = p;G*; entdo se a conexdo afim
original I' em £ é dada pela férmula (2.37), a conexao dual I'* em E* é dada por

(M)uilz,p) = A @) p; , (Muole,p) = Al(2)p; . (2.59)

2.4 Conexoes parciais

O conceito de conexao parcial nasceu no contexto de conexdes lineares, representadas pelos
correspondentes operadores de diferenciacdo covariante, admitindo-se que se¢des possam
possuir derivadas covariantes apenas ao longo de certas diregdes. As dire¢des permitidas sio
representadas pela escolha de um subfibrado vetorial D do fibrado tangente 7'M da variedade
base M. A situacdo mais importante ocorre quando este subfibrado for involutivo.

Para estender o conceito de uma conexao parcial de conexdes lineares a conexdes gerais,
introduzimos o conceito do fibrado dos jatos parciais de primeira ordem associado a um
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fibrado geral £ e um subfibrado vetorial D de sua variedade base, denotado aqui por JIE.
Dado um fibrado E sobre M com projegao m e fibra tipica ) e um subfibrado vetorial D
de T'M, a fibra de J1F em cada ponto ee E sobre o ponto ze M é o espaco afim

JIE = {ueL(D,,T.E) : T.rou=idp,}, (2.60)

que é um subespago afim do espago vetorial L(D.,T.E), com espago modelo L(D,, V,E).
Deixando e variar sobre £, obtemos um fibrado afim sobre F em relacio & projecio alvo
'+ JVE — E, que é um subfibrado do fibrado vetorial L(7n*D,TE) = n*D* ® TE.
Novamente, os pontos de J'E podem ser representados como 1-jatos de secdes (locais) de E:
para todo ponto ee E sobre o ponto z e M, os elementos de JIE podem ser escritos na
forma u = jlo onde ¢ é uma secio de E definida em uma vizinhanca aberta de z em M
tal que ¢(z) =¢e e Tpp|p, = u.

Definigao 2.4 Uma conezdo parcial geral em um fibrado geral E sobre M, ao longo
de um subfibrado vetorial D de T'M, € dada por uma seg¢do global

M. — JIE (2.61)
do fibrado afim J'E — F.

Como no caso de conexdes usuais, existe uma defini¢do alternativa, cuja formulacio requer
substituir o fibrado tangente T'E ao espago total pelo subfibrado vetorial

TpE = (Tr)"Y(D) . (2.62)

De fato, uma conexao parcial geral em um fibrado geral E sobre M, ao longo de um sub-
fibrado vetorial D de T'M, pode ser vista como um subfibrado vetorial Hp E do fibrado THE,
chamado o fibrado horizontal parcial, que é complementar ao fibrado vertical V E:

TpE = HpE®VE . (2.63)
A escolha de um fibrado horizontal parcial equivale a escolha de uma cis3o
7D — TpE (2.64)
da seguinte sequéncia exata de fibrados vetoriais sobre E:
0 —VE —1TpE—"D—0. (2.65)

Ainda equivale a escolha de uma projecao horizontal parcial H : TpE — TpE ou de uma
projecao vertical parcial V : TpE — TpFE, que sao homomorfismos de fibrados vetoriais
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sobre £ tais que H? = H, V? =V, VE = im(V) = ker(H), HpE = ker(V) = im (H) e
H + V = idTDE-

A equivaléncia entre as duas defini¢oes se demonstra da mesma forma como no caso de
conexdes usuais. Também é claro que dada uma conexao parcial I'l em E ao longo de D
podemos definir o levantamento horizontal I''(X,,) de qualquer campo vetorial X, sobre M
tangente a D, substituindo I' por I'l na expressdo em (2.9). No entanto, a definicio de
curvatura requer como hipotese que D seja involutivo, o que implica que TpE também é
involutivo. Neste caso, observa-se que a expressdo em (2.10), com I' substituido por I'l,
continua bem definida, para quaisquer dois campos vetoriais Xy e Yy, sobre M tangentes
a D, e que a expressao em (2.11) continua bem definida, para quaisquer duas secées X e Y

de TDE

Para uma distribuicdo integravel D de dimensao d, podemos considerar sistemas de co-
ordenadas locais em M adaptados a esta distribuicao

(zy,mg) = (2, ol ghen ghe) (2.66)

de tal maneira que as variedades integrais maximais de D sdo descritas por

zy = const . (2.67)
Esta decomposi¢ao das coordenadas locais de M em “coordenadas paralelas” e “coordena-
das transversais” induz uma decomposigio correspondente para os sistemas de coordenadas
locais de £ e de JE introduzidos anteriormente, conforme (z, z}; ¢') e (2}, z}; ¢', qu", qLH),
respectivamente; entdo as coordenadas locais induzidas de J1E sio (zf, zy; ¢', @y, € a segio
(2.61) assume a forma

F"(:U’q) = (fﬁff,ﬂ?fftaqi?%.(ﬂ«”,q)), (2.68)

ou na interpretagio de soma de 1-formas horizontais a valores no fibrado tangente T'E de E,

Em geral, a distribui¢ao D nao admite nenhuma distribui¢ao complementar privilegiada.
No entanto, podemos perguntar o que acontece quando fixarmos um subfibrado vetorial D’
de T'M complementar ao subfibrado vetorial original D de T'M:

™™ = Da D . (2.70)

Neste caso, ¢ fécil ver que a escolha de um par (I'!,I'l") de conexdes parciais em E, I'l ao
longo de D e I'" ao longo de D', corresponde exatamente a escolha de uma conexao comum

['em F, sendo que
TE = HpEF® Hp E®VE . (2.71)
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Também podemos afirmar que

=T, (2.72)

ja que vale
JE = J'E® JVE . (2.73)
Em particular, quando D’ for o complemento ortogonal de D em relagao a alguma métrica,
usamos o simbolo .*, ao invés de .I". Quanto ao uso de coordenadas locais, podemos no caso

dos dois subfibrados, D e D', serem integraveis, escolher as coordenadas transversais a D
tals que sejam coordenadas ao longo de D’.

Como no caso do fibrado J E, estruturas adicionais sobre o fibrado E podem ser herdadas
pelo fibrado JIE. Em particular, prova-se da mesma forma que antes (substituindo 7,¢
por jly) que se E for um fibrado vetorial/afim sobre M entdao J!E também serd um fibrado
vetorial/afim sobre M.

Definigao 2.5 Uma conexdo parcial I' em um fibrado vetorial/afim E sobre M € dita
ser wma conexdo parcial linear/afim se a se¢io (2.61) for um homomorfismo de fibrados
vetoriais/afins sobre M.

No caso linear, que é o caso de interesse a seguir, usando um sistema de coordenadas locais
lineares ao longo das fibras, adaptado a distribuicao D, temos

FLu(f’”a fI) = Au"j(z) qj - (2.74)
Nestas coordenadas, a forma de curvatura tem a expressao
Dy(e,q) = = F,, ()¢ . (2.75)

Finalmente, podemos introduzir o conceito de derivada covariante associada a uma
conexao parcial linear como um operador diferencial linear

VI:T(E) — I(D*®E) (2.76)

de primeira ordem que satisfaz a regra de Leibniz, afirmando que para feF(M), pe'(E)
e X eX(M) tangente a D,

Vi(fe) = (X-fle + fVie. ' (2.77)

Reciprocamente, qualquer operador diferencial deste tipo é a derivada covariante associada
a uma conexao parcial linear. Em coordenadas locais lineares ao longo das fibras, adaptadas
& distribuigdo D, temos Vi¢ = X* Vot 9; com

Vioh = Qe+ Al ¢ . (2.78)

Desta forma vemos que I representa as “direcoes permitidas”, ao longo das quais secoes
possuem derivadas covariantes.
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2.5 Conexoes em fibrados compostos

Nesta se¢ao estudamos conexoes em fibrados compostos. Considere um fibrado F 23 E
cuja base é o espago total de outro fibrado E — M ; entdo obtemos um terceiro fibrado

P8 M , chamado de fibrado composto. (Exemplos seriam F' = VE ou F = JE.) No que
segue, queremos estabelecer diversos tipos de relagdes entre conexées 'y em E, I'r em F'
como fibrado sobre M e I'r em F' como fibrado sobre F.

Como pré-requisito usamos as respectivas projecoes alvo para definir os fibrados verticais
VE % B, VgF 25 F (obtido a partir de F 25 E) e ViyF 2% M (obtido a partir de
F 4 M). Em coordenadas locais, estes fibrados sao parametrizados, respectivamente, por

m,

(«",454") , (2",¢',r™™) (e q',r™5q 7™ .
Com notagao similar para J no lugar de V, podemos definir os fibrados de jatos JE -2 E,
JeF 5 F (obtido a partir de F —2» E)e JyF =% M (obtido a partir de F =5 ).
Em coordenadas locais, estes fibrados sdo parametrizados, respectivamente, por

L amm

($u7 qi; qzt) ) (:L‘”', qi, Tm) Tp T ) (a"u7 qi7 ,,,m; f]’,lu F,T) '
Para os fibrados p*JF e p*JE X JgF sobre F, temos as coordenadas locais

(z*,¢',r™5 ), (2% q, ™ gk, T )

Lema 2.1 [35] FEziste um homomorfismo estrito de fibrados afins sobre F

v:p'JE xXp JgF — JyF (2.79)
que, em coordenadas locais, € dado por
(}L = qfl I W o qft . (2.80)

Passando a discussdo de conexoes, temos nestas mesmas coordenadas locais,

I'g = dw“@(@u + I‘;&) (2.81)
Ip = de* @ (0, + [0; + 70, (2.82)
[r = da* ® (0, + I'0,) + dg @ (i + TTd,) (2.83)

Dizemos que ['p é projetével e projeta sobre I'g se o diagrama

F—5 J\ F (2.84)

|

E—F;JE
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for comutativo. E possivel observar que, em coordenadas locais, esta condicio é equivalente
a requerer que

B i

r, =T, . (2.85)

i

Dizemos ainda que ['r e I'g induzem I'z se o diagrama

p*JE XF JEF J,\,[F (286)
(p‘lfzm Aj
F
for comutativo, isto é, se ) )
I'r = y0(p'Ts,I'F) . (2.87)

Esta conexdao é chamada a conexao composta. Em coordenadas locais,
[r = da" @ (0, + TL0; + (I™ + [7°T%)3,,) . (2.88)

Usando o conceito de conexdes parciais introduzido na secio anterior, podemos dar uma
interpretagdo alternativa e bastante intuitiva a esta construcdo, baseada na decomposicio
(2.6) do fibrado tangente TE de E na soma direta do fibrado vertical VE com o fibrado
horizontal HE iomemdo pela conexdo ['g. De fato, esta pe1m1te decompor qualquer conexéo
geral T em F -2 E na soma direta de duas partes: uma “parte vertical” FF e uma “parte
horizontal” 1‘5 que sao, respectivamente, conexdes parciais gerais em F -2 E ao longo
de VE e ao longo de HE. Observa-se entio que se ['p for projetavel sobre I'g, entao f‘g
sera, grosso modo, o “pull-back” da conexdo composta s pela projecdo m de E sobre M.

Para melhor entender essa iltima correspondéncia, vamos primeiro explicar com um
pouco mais de detalhe o significado da definicao dada na secao anterior para os casos da
“parte vertical” I‘}é e da “parte horizontal” FH da conexio I'p. Em ambos os casos, preci-
samos substituir, nas equactes (2.62)-(2.65), E por F', M por E, m por p e VE por VgF'.
No primeiro caso, onde D = VE, observamos que o subfibrado vetorial TygF de T'F é
exatamente o fibrado vertical Vjs F' em relagio a projecao composta de F' sobre M:

TysF = (Tp)"(VE) = VyF. (2.89)

Assim, a conexdo parcial f‘}; ¢ dada pela escolha de um fibrado horizontal parcial Hy g F tal
que

ViF = HygF & VgF (2.90)

e que é a imagem de p*V E sob uma cisao

p"VE — Vi F
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da seguinte sequéncia exata de fibrados vetoriais sobre F':
0 — VgF — VyF — p'VE — 0.

No segundo caso, o subfibrado vetorial TygF de TF nao possui nenhuma interpretacio
alternativa particularmente interessante; temos apenas a definicao:

THEF = (Tp)_l(HE) (291)

Assim, a conexdo parcial f‘;{ é dada pela escolha de um fibrado horizontal parcial Hy g F tal
que

TupF = HyplF & Vgl , (2.92)

e que € a imagem de p*H F sob uma cisao
pP"HE — Tyl
da seguinte sequéncia exata de fibrados vetoriais sobre F':
0 — Vgl — TygF — p"HE — 0 .
Em termos de jatos, f‘},ﬁ pode ser descrita como uma segao global
Iyp:F— JLF, (2.93)

onde J}F é o fibrado sobre F' cuja fibra em cada ponto feF sobre o ponto ee £ é o
espaco afim
(J9,F = {ue LB, TyF) | Typou = idv.s} (2.9)

que € um subespago afim do espago vetorial L(V,E,TF), com espago modelo L(V,E, Vi F).
Deixando f variar sobre ', obtemos um fibrado afim sobre F' em relacio a projecio alvo
7 : J pF = F, que é um subfibrado do fibrado vetorial L(p*V E,TF) = p*(V*E)® TF.

De forma semelhante, I' pode ser descrita como uma segio global
4.7 —3 JEF (2.95)

onde JHF ¢ o fibrado sobre F' cuja fibra em cada ponto feF sobre o ponto eeE é o
espaco afim
(JB)F = {ueL(H.E,T¢F) [ Tiypou=idy,p}, (2.96)

que € um subespago afim do espago vetorial L(H.E,TF), com espago modelo L(H,E, Vi F).
Deixando f variar sobre /', obtemos um fibrado afim sobre F em relacio & projecio alvo
7+ JRF — F, que é um subfibrado do fibrado vetorial L(p*HE,TF) = p*(H*E) ® TF.
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Por outro lado, sabemos que Jy F' € o fibrado sobre F' cuja fibra em cada ponto feF sobre
o ponto ee [ que por sua vez estd sobre o ponto ze€M ¢é o espaco afim

(JM)]F = {u S L(TIJ\/[, TjF)/Tj(p °7T) ou = ideM} i (2.97)

Assim, o isomorfismo linear 7,7 entre H.E e T, M induz um isomorfismo afim natural entre
(F g)fF e (Ju)sF, mostrando como identificar secdes '} de JEF e secoes I'p de Jp '
sobre F'.

Na discussao a seguir, tornar-se-a importante que estruturas adicionais sobre F como
fibrado sobre £ sejam parcialmente herdadas ndo apenas pelo fibrado JF' mas também
pelo fibrado Jy, F'. Em particular, se I for um fibrado vetorial/afim sobre E, entio como j4
foi visto na segdo (1.3), JpF' também serd um fibrado vetorial/afim sobre E, mas podemos
além disso afirmar que Jy, F' sera um fibrado vetorial/afim sobre JE. A demonstracio desta
afirmacdo esta baseada na seguinte observagao:

e Para quaisquer duas segdes ¢ e 1 de F' sobre M tais que em um ponto z de M dado,

vale ju(pew) = je(potp) em JE (o que implica que (pop)(z) = (potp)(z) em E),
€ possivel encontrar outras duas segbes @ e ¥ de F' sobre M tais que 7, = j,¢ e

J=¥ = 7% em J, F' e que satisfazem pop = poth sobre M inteiro.

De fato, usando esta observagao, torna-se possivel definir a estrutura linear/afim de JyF
sobre JE induzida pela estrutura linear/afim de F sobre E da mesma forma como a de J F’
sobre E, por uma simples adaptacao das férmulas (1.20) e (1.21): No caso linear, podemos
definir

| Mo + pish = Jo(Ae + pp)
para A\, peR e @, el'(M, F) tais que pop = potp sobre M, enquanto que no caso afim,
podemos definir
para pe'(M,F) e ge F(M’,F’) tais que poy = pow sobre M. Essa estrutura nos permite
introduzir a seguinte terminologia.

Definigao 2.6 Seja F' um fibrado vetorial/afim sobre E que por sua vez € um fibrado geral
sobre M. Dada uma conezio geral T'ry em E e uma conexdo I'r em F como fibrado composto
sobre M que € projetdvel e projeta sobre 'y, dizemos que a conezio I'p ¢ linear/afim ao
longo das fibras de I sobre E se e somente se o diagrama (2.84) definir um homomorfismo
de fibrados vetoriais/afins (sobre T'g).

Em termos das componentes utilizadas na equagdo (2.82), isso significa que em coordenadas
locais lineares/afins ao longo das fibras de F' sobre E,

(z,q,r) = — A (z,q)r", (2.98)
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no caso linear, e . _
(z,q,7) = — A (z,q)r" = A" (2,q) , (2.99)
no caso afim.

Voltando & situagao geral, vimos que fixando um fibrado composto F' -2+ E =5 M
e uma conexao 'y em E —s M, uma conexao fp em F 25 E induz uma conexio
[pem 228 M, a conexao composta, que é obviamente projetavel e projeta sobre ['g.
Rec1p1ocarnente podemos perguntar sob quais condigoes é possivel, para uma dada conexao

['wem 3 M que é projetavel e projeta sobre I'g, construir uma conexao Frem F -2 E
tal que I'» seja a composta de 'z com ['g, ou seja,

Iy =Ty + IPT, (2.100)

e tal que f‘p seja determinada de forma natural a partir de f‘p e I'g. E claro que a
condigao (2 100) por si s6 ndo determina [’ unicamente e portanto uma construgao “na-
tural” de I'r em termos de FF e I'g requer dados adicionais. E de se esperar que tal

construcao “natural” seja possivel se o fibrado composto F %8 M for obtido a partir do
fibrado original E -~ M por alguma construcio funtorial “fibra por fibra” que, via de
regra, também permite obter a conexao ['ra partir da conexdo I'g. Exemplos bem conheci-
dos de tais construgoes para fibrados vetoriais e conexoes lineares sio o dual, a soma direta
e o produto tensorial [19]; uma formulagdo préxima & notagdo aqui empregada pode ser
encontrada em [28, pg 52].! Exemplos importantes para fibrados e conexdes gerais sio o
fibrado vertical e o fibrado dos jatos de primeira ordem; a correspondente construgao
de I'p a partir de 'z é descrita em (28, pgs 53 & 57] sob o titulo “vertical connection” e

“second order connection”, respectivamente. No entanto, a questao da construcao de I‘F nao
é abordada: ela sempre requer dados adicionais.

A seguir, discutiremos a construgdo de conexdes em varios fibrados construidos a partir
de um fibrado geral £ — M que sdo fibrados vetoriais ou afins sobre E, incluindo o fibrado
vertical VE de E, o fibrado dos jatos de primeira ordem JE de E e o fibrado dos cojatos
J®E de E: esta ultima serd a chave para o entendimento global da construgio do tensor de
Poisson a ser apresentada na secao final deste capitulo.

2.6 Conexoes no fibrado vertical

Nesta secgao, discutimos a construgao de conexées em V E, o fibrado vertical de E, primeiro
como fibrado composto sobre M

VE 5 E - M (2.101)

'Uma formulagao axiomética do que deve ser entendido por uma construcio funtorial “fibra por fibra”,
no caso de fibrados vetoriais, pode ser encontrada no livro [27].
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e a seguir como fibrado vetorial sobre £. A primeira parte da construcio pode ser elaborada,
de maneira canénica, enquanto que a segunda depende da escolha de uma conexio parcial
linear em V' F ao longo do préprio V E.

Inicialmente, recordamos que se £ e E’ sio fibrados sobre M e ¢ : £ — E' é um homo-
morfismo de fibrados sobre M, entdo a aplicagio tangente T'¢ : T'E — T'E’ levaré o fibrado
vertical VE de E para o fibrado vertical VE’ de E’ e portanto induz uma aplicacio verti-
cal tangente V¢ : VE — VE', por restricado. Aplicamos esta observacio a duas situacdes.
Primeiro, substituindo £ por JE, E' por E e ¢ pela projecao alvo 75, obtemos uma projecio
Vg : Vu(JE) = VE. Segundo, mantendo E mas substituindo £’ por JE e ¢ por uma,
aplicagdo I'g : £ — JE, obtemos uma aplicagio VI'g : VE — Vi (JE). Quando I'z for
uma conexao geral em F, temos 7z °['r = idg e, pela regra da cadeia, VrgoVIg = idy .
Agora fazemos uso da seguinte

Proposigao 2.1 Eziste um difeomorfismo global entre Vas(JE) e Jy(VE), que também €
um somorfismo global de fibrados sobre E assim como sobre M, tal que o sequinte diagrama
comuta:

Va(JE) = Ju(VE) (2.102)

V’TE TVE

VE

Em coordenadas locais, ele € dado pelo sequinte operador de troca:

‘/IV[(JE) — JM(VE)

o S (2.103)

(=", ", 4., 4", 4,) — (2%, ¢4, 4, q,)
DEMONSTRAGAO. Para encontrar uma formulacio global da definicio do operador de troca
dado, em coordenadas locais, pela equagao (2.103), comegamos com uma convencio: uma
familia a um parametro de secées de E é simplesmente a segunda componente ¢ de um secio
@ de I x E sobre I x M, onde I C R é algum intervalo contendo 0:

G(t,2) = (Lolt,a) .
Neste caso, escrevemos

ole) = olb2) , dola) = = pue)

t=0

A seguir, fixamos pontos de referéncia me M e ee E sobre m, um vetor vertical ve V. E e
um jato ueJ F.
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1. Seja w; € Viu(JE) um vetor vertical tangente ao fibrado JE —3 M sobre u. Usando
coordenadas locais, pode-se mostrar que existe uma familia a um parametro de secdes
de E tal que @o(m) = e, 7r(<,ot( )) = m para todo tel, @o(m) = v, jmpo = u e

t]ma,ot|t —o = w;. Entdo ¢y é uma segao de VE — M, e definimos ws € Jyy(VE) por
wy = Jm@o. Como veremos, wy nao depende da escolha de ¢, desde que suponhamos
que ¢ seja pelo menos de classe C?, para garantir a validade da regra de Schwarz.

2. Seja wy € Jyr(VE) um jato de primeira ordem do fibrado VE — M sobre v. Usando
coordenadas locais, pode-se mostrar que existe uma familia a um parametro de secdes
de E tal que @o(m) = e, m(¢i(m)) = m para todo tel, Yo(m) = v, Jmpo = u e
Jm®o = wsy. Entao a fungao I — JE definida por ¢+ j,¢: é uma curva em JE que
¢ vertical em relacao a projecao fonte, e definimos w, € Vyy(JE) por w; = Ed?jm(;otlt:()-
Como veremos, w; nao depende da escolha de ¢, desde que suponhamos que ¢ seja
pelo menos de classe C?, para garantir a validade da regra de Schwarz.

Em coordenadas locais, as condigoes impostas sobre a familia a um pardmetro de secdes
de E utilizada fixam o valor de ¢, de suas primeiras derivadas parciais e de suas segundas
derivadas parciais mistas no ponto (0,m):

(0, m) corresponde a e;

d
° a—(’: a—;i(o,m) corresponde a u;

o? o?
° % 8(’:01:” (0,m) corresponde a w; e ﬁt—

(0,m) corresponde a v e

(0, m) corresponde a ws.

Portanto, a identificacdo entre w; e w;y € expressao da regra de Schwarz. ]

Assim, dada uma conexao geral

I'g: E — JE

. o (2.104)
(=*,¢') — (=",¢,1)
podemos formar sua aplicagao vertical tangente
VIg: VE —3 1,\1(JE')
. ; (2.105)
(z*,¢',¢') — (z*,¢', 1%, ¢, 0, ¢)

e compo-la com o isomorfismo da Proposi¢ao 2.1 para obter uma aplicagao

I'vg:VE —s Ju(VE) (2.106)
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que satisfaz Typel'vep = idvg e portanto é uma conexio geral em VE; ela é chamada a
conexao vertical induzida por I'z. Em coordenadas locais, ela é dada por

Tve(0,) = 0. + L0, + 9,1 ¢ 9, , (2.107)

ou equivalentemente

Tve = do*® (9, + [0, + 9,75 ¢ 8,) . (2.108)
Obviamente, Ivg é projetavel e projeta sobre I'g.

Passando a considerar V' E nao como fibrado sobre M esim como fibrado vetorial sobre E,
e conforme foi visto na se¢ao anterior, podemos reinterpretar a conexio vertical I'yp assim
definida como uma conexao parcial f‘v g em V E ao longo do fibrado horizontal H E definido
por I'z. Ademais, a linearidade de I'y 5 a0 longo das fibras de VE implica que FVE sera uma,
conexao linear parcial ao longo de HE. Complementando esta por FVE, uma conexao linear
parcial qualquer ao longo de V' E, chegamos & conclusao que é sempre possivel reinterpretar
I'vg como sendo o resultado da composicio de alguma conexio linear I'vg em VE com a
conexao original I'g. Em coordenadas locais, esta é dada por

Pve(0, + T3,0;) = 8, + TL0, + 0, % ¢ 9, , (2.109)
Tve(9) = 0, — TE ¢ O . (2.110)
ou equivalentemente _
Lyp = da*® (9, + I},0; + ;T ¢’ 3,) + (dg' — Ti,da*) ® (0; - 547 0) , (2.111)
o que pode ser reescrito na forma
Pve = do*® (9, + (0;TF + TiTE) @ d,) + dg' ® (8; — TE ¢' d) . (2.112)

Observa-se que os coeficientes adicionais F" introduzidos por estas férmulas sao os simbolos

de Christoffel da conexao linear parcial FVE. Resumindo, temos

Teorema 2.1 Dadas uma conexao I'g em E sobre M e uma conezdo linear parcial F
em VE sobre E ao longo de VE, existe wma tnica extensio de FVE para uma conezLao
linear total Ty g em VE sobre E cuja composi¢io com ' € a conezdo vertical Uyg em VE
sobre M induzida por T'g. Em termos de derivadas covariantes de se¢ées X de VE, isto €,
campos vetoriais verticais X sobre F, temos

VX = 9,X7 4+ T X", (2.113)

VX' = 9,X — (oI +T%,Im) X", (2.114)
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ou, equivalentemente,

Uma demonstracao independente de que estas expressoes realmente definem uma derivada
covariante de segées X de V' E encontra-se na primeira se¢do do Apéndice. Neste contexto,
¢ interessante observar que conforme a equa¢do (A.21), os campos de coordenadas 0;
sobre [ se transformam de maneira covariante, enquanto que os campos de coordenadas
d, sobre E ndo. No entanto, combinando as equagdes (A.19), (A.21) e (2.14), concluimos
que os levantamentos horizontais dos campos de coordenadas 0, sobre M para E, estes sim,
se transformam de maneira covariante.

Finalmente, observamos que se o fibrado £ for vetorial ou afim, entdo podemos supor
sem perda de generalidade que a conexio I'}% tenha curvatura zero. Em coordenadas locais
que sao, respectivamente, lineares ou afins ao longo das fibras de F, podemos neste caso
supor que I = 0.

2.7 Conexoes nos fibrados de jatos e cojatos

Nesta se¢ao, discutimos a construcdo de conexoes no fibrado JFE dos jatos de primeira ordem
de E e no fibrado J®FE dos cojatos estendido de E, diretamente como fibrado afim e como
fibrado vetorial sobre E, respectivamente. Como ponto de partida, teremos que escolher:
(a) uma conexdo I'g em E sobre M, (b) uma conexdo linear parcial I'}Z em V E sobre E ao
longo de VE e (c) uma conexéo linear I'y; na variedade base M do fibrado original.

No primeiro passo, observamos que o fibrado de diferencas de JE sobre E é o fibrado
vetorial

JE = 7*(T*M)® VE . (2.116)

Portanto, podemos fazer uso da conexao linear I'y g em V E sobre E induzida pelas primeiras
duas conexoes, conforme o Teorema 2.1 da secao anterior (o simbolo 7 serd omitido para
simplificar a notagdo), em conjunto com a terceira conexao (ou mais exatamente seu pull-
back de M para E), para definir uma conexao linear I' 75, como produto tensorial

Ljg = Tu®Tlyg . (2.117)

No segundo passo, aplicamos um resultado enunciado na Segao 2.3, segundo o qual existe
uma tnica conexao afim I'yp em JE que tenha I' 7 como parte linear e tal que a conexéo
I'g, vista como secdo de JE sobre E, seja covariantemente constante:

Viel, = 0. (2.118)
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Em termos de coordenadas locais (z*, ¢'; j’,}) para JE e (2, ¢ qL) para J E, usamos que os
simbolos de Christoffel do produto tensorial de duas conexoes lineares sao obtidos somando
os simbolos de Christoffel dos dois fatores, em conjunto com a equacio (2.112), digamos,
para obter

. , (2.119)
+di o (0 - T5a )

e combinamos as equagdes (2.37), (2.47), (2.51) e (2.53) para concluir que

Iy = de"® (aﬂ + ((B;T% + Tirk) g + e, g*) oF
+ (9,05 = (9,0% + LLrk)Td — T4, T4) o) (2.120)

J

+dg'® (8 — T ql 0 + (OT% + ThT9) o) .

Passando aos duais, usamos a equagdo (2.36) para definir a conexao linear ['7p em j*E',
dual & conexao linear I'y;, em JE , € da mesma maneira, usamos a equagao (2.59) para definir
a conexao linear I';,; em J*E, dual a conexao afim I';; em JE. Finalmente, para incorporar
os duais torcidos, temos que formar os produtos tensoriais das conexdes lineares nos duais
ordinérios com a conexao linear '} no fibrado em linhas A"7T*M sobre M induzida pela
conexao linear I'}, em 7™M

Tjop = I ®T%r (2.121)
Ljop = Lpp @37 - (2.122)

Em termos de coordenadas locais (z*, ¢'; p¥) para J*E e (z*,¢'; p¥, p) para J*E, temos

Drp = do*® (8, — (0% + TLTh) pf + T, 0) &)

_ _ (2.123)
+dg' ® (0 + T4 pp i)
€
Dpp = do* ® (9, — ((O,T% + TLTE) pf + T, p2) 0
= (9,0 — (0,T% + LiLk) T4 = T2,.T%) pf 3, ) (2.124)

+dd @ (0, + T ppog — (BT + T5T2) pi )
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De maneira anéloga, em termos de coordenadas locais (z*,¢'; pi) para J®E e (z*,¢'; p¥, p)
para J®F, temos '

Upg = do*® (8 — ((O,T% + TuT%) pf + I, 05 — T4, p5) &)

, , (2.125)
+ dg' ® (3; + T% p 92) ,

Loog = do*® (9, — (&% + TiTk) pf + T, pf = T2, p5) 8
— ((9,r% = (o;T} + LLE) T4 — T7, T%) pf — T2, p) 00) (2.126)
+d' ® (8 + Thpp0f — (0% + T5TY) pidy)
Em resumo, temos

Teorema 2.2 Dadas uma conexio I'y em E sobre M, wma conezdo linear parcial T',%
em VE sobre E ao longo de VE e uma conexdo linear 'y, em M, seja T'yp a conexdo
linear no fibrado vertical VE, como fibrado vetorial sobre E, induzida pelas primeiras duas,
conforme o Teorema 2.1. (O simbolo ~ serd omitido, para simplificar a notagdo.) Entdo
existem

e uma unica conexdo linear Iy, em fE, como fibrado vetorial sobre E, que € o produto
tensorial de Iy, e I'yp (veja a equagdo (2.117)), com expressio em coordenadas locais
adaptadas dada pela equagdio (2.119);

e uma inica conezdo afim I';p em JE, como fibrado afim sobre E, que tem T 7, como
parte linear e para a qual 'y, € uma se¢do covariantemente constante (veja a equagdo
(2.118)), com expressio em coordenadas locais adaptadas dada pela equacdo (2.120);

e conexdes lineares 'y, em J*E, Lpp em J*E, Tyep em JOE ¢ Lo em J®E, todos
como fibrados vetoriais sobre E, unicamente determinadas por dualizagio e, no caso
dos duais torcidos, mediante um produto tensorial com I';f (veja as equagées (2.121) e
(2.122)), com expressées em coordenadas locais adaptadas dada pelas equagées (2.123)-
(2.126).

Finalmente, consideramos a questao de construir, a partir dos mesmos dados que antes,
uma conexao afim no espago J®FE dos cojatos estendido de E considerado como fibrado
afim em linhas sobre o espaco J®E dos cojatos comum de £. No caso nao-torcido, é facil
ver que a escolha de uma conexao I'z em £ sobre M, vista como se¢ao I'g : E — JE,
induz uma decomposi¢ao candnica de formas afins sobre as fibras de JE em parte linear
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e parte constante, que pode ser vista como uma trivializacio explicita de J*E sobre J*E.
Obviamente, esta induz uma conexao afim I;.; em J*E como fibrado afim em linhas sobre
J*E. Tomando o produto tensorial com o fibrado em linhas A"7T*M sobre M e a conexio
linear I'}', obtemos uma conexao afim FJQE em J®FE como fibrado afim em linhas sobre J ©.
Explicitamente, em termos de coordenadas locais (z*, ¢'; p*) para JE e (z*,¢'; p¥,p) para
J*E, temos

Lpp = do" @ (0, — 0,15 p} &)

| | | (2.127)
+dg © (0 — O p 0,) + dpt © (9, - Tidy)

De maneira analoga, em termos de coordenadas locais (z*, ¢'; p*) para J®E e (z*,¢'; p¥, p)

para J@F temos

Diop = do*® (9, = (8,15 p§ — T2, (b + T3.9)) )

+dg' ® (8, — OTi p} 8) + dpt' @ (9, — Tidy) . (2.128)

Veremos a seguir como estas construgdes sdo utilizadas para chegar a definicio de um tensor
de Poisson.

2.8 Referenciais de Darboux e tensor de Poisson

Inicialmente, lembremos que um referencial numa variedade M de dimensio n é uma base
{e1,...,es} de campos vetoriais locais e, sobre M. Tal referencial é chamado holénomo se
estes estao em involucao, i.e., se vale

lepe,] =0 (1<pu,v<n).

Neste caso, o teorema de Frobenius garante a existéncia de um sistema de coordenadas locais
z* sobre M tal que (apés diminui¢do do dominio de definigdo se necessario),

d
& = 3 1<p<n).

Caso contrario, o referencial é dito nao-holénomo.

No espaco total de um fibrado, existe uma classe de referenciais especiais adaptados a sua
estrutura de fibrado: sdo os referenciais cujos membros podem naturalmente ser divididos
em campos verticais e campos horizontals. Obviamente, tal divisio requer a escolha de uma
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conexao. Mais explicitamente, dado um fibrado com espago total £, variedade base M e
fibra tipica (), podemos a partir de um sistema de coordenadas locais z* para M, um sistema
de coordenadas locais ¢' para @ e uma conexao [' construir um referencial em E constituido
de N =dim@ campos vetoriais locais verticais e; mais n = dim M campos vetoriais locais
horizontais e,, definidos por

_ 0 0
“ = Bar T v og

Em geral, este referencial composto nao é holonomo, apesar dos referenciais em M e em
) .7
formados, respectivamente, pelos 9/0z* e pelos 9/9q", por si sé serem holénomos. A condicio
y ) b g
para o referencial composto ser holénomo é que a conexao I' tenha curvatura zero; neste caso,
ele é associado a um sistema de coordenadas composto (z*,¢'), como usado anteriormente.

Usando esta idéia e os resultados da se¢do anterior, construiremos uma classe de referen-
ciais no fibrado dos cojatos estendido J®E que chamaremos de referenciais de Darboux.

Na geometria simplética, um sistema de coordenadas adaptado a estrutura simplética é
chamado um sistema de coordenadas de Darboux. A mesma terminologia serd adotada para
a geometria multissimplética. Como exemplos, citamos as coordenadas locais naturais (¢*, p;)
no fibrado cotangente 7*Q) de uma variedade @, no caso simplético e, de forma totalmente
anédloga, as coordenadas locais adaptadas (z*,q',p¥,p) no fibrado dos cojatos estendido
J®E de um fibrado E sobre M (veja a equagao (1.82)).

Passando a referenciais nao-holonomos, continuaremos usando a mesma terminologia,
chamando um referencial qualquer um referencial de Darboux se for adaptado a forma
simplética ou multissimplética. Como veremos, referenciais nao-holénomos de Darboux des-
empenham um papel importante neste trabalho e na definicio de um tensor de Poisson.

Para construir o referencial ndao-holénomo em J®FE associado as trés conexdes mencio-
nadas na hipétese do Teorema 2.2 e a um sistema qualquer (z*,¢',p¥,p) de coordenadas
locais adaptadas em J®E, procedemos como indicado acima, mas em trés etapas. Primeiro,
usamos a conexao 'y em I sobre M para levantar os campos locais d, de M para E:

o 0 L0
Ozt OzH “oq

(2.129)

Segundo, usamos a conexao ['jo; em J®E sobre E para levantar os campos locais 9; e d,
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de E para J ®F:

d 0 0
: 4 Thpv 2.1
8(1' — a(f + ij Py ap; 3 ( 130)

a a e 1 1k v v v
Ozt — ozt (@'Fﬁ + Furéj)pk + Fupp§ - mepj)

2.131)
=, (2.
dp*
Terceiro, usamos a conexéo ['ys, em J®E sobre J ®FE para levantar os campos locais 8;, 0;

ed, de J ®E para JOE:

0 — 2 _ I 2 (2.132
owF T o rop 1)
0 0 ; 0
- = — — oI pY — 2.13
dq' dq ity Pj op’ (2.133)
0 0 - ) O
ol v (C%Fipj ~ T%,lp + Fipj)) o (2.134)
Combinando estas trés etapas, chegamos ao seguinte teorema:
Definigao 2.7 Dadas wma conezio I'y em E sobre M, uma conexdo linear parcial e

em VE sobre I ao longo de VE e wma conexdo linear T'y; em M, o referencial de
Darbouz associado a este conjunto de conexdes e a um sistema (z*, ¢*, p¥,p) de coordenadas
locais adaptadas em J®E ¢ o referencial (e, ¢;, €}, €,) no fibrado tangente ou o referencial
(e*, e, e, €%) no fibrado cotangente de J®FE dado por

bt A ]
0

€0 = 3 2.135
0 dp ( )
A R
= ppr T F“a—p’ (2.136)
d . 0
dq 777 OpY s Op
J .0 ro v v o _p v

e T 7 v Yy p Pr np

—(0#F,J;p§ + oI p¥ — T 9.1 p» — I I‘,{pf — Fﬁpp) 82])’

ou
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et = da* | (2.139)

e = dg — T} dz", (2.140)

ef = dpf — Tjp!dg + (((%FZ + THD9) pt + Dl pf = T2,pt) de’,  (2141)
& = dp + Tidp + O, pldd + (L% pY = T, (p + Thp!)) da® . (2.142)

Uma demonstracao independente de que estas expressdes realmente definem referenci-
als covariantes, no sentido de que sob transformacoes locais de coordenadas adaptadas
(z*, ¢, p¥,p) — (2", ¢*,pi¥, p') em J®E, de acordo com

pi = pi(=",¢\pt) , ' = (", pk,p),

onde

e dz\ 9z’ dq' s Oz B aq* aqt
Pr = det(a—/) w aq,k P; ) P = det’(af,) (p a:l:l" 0q,k pi ) (2143)

estes objetos satisfazem a simples lei de transformagao e, — ef, €}, = €, e; — ¢}, €, —¥ 8L

e el e e, e = ef et — €™ com

/

e = det(%> e , €f = det(a—m) 9u* 8g" ;

0z " 9z /) 9z dg M’ .14
, _ O¢ , _ Ox '
e

Oz dz\ 0z 9q'

10 — d t(——-) 0 /- d t( ) u

¢ “\oz) ¢ 0 % “\oz') dzr 9gF )L
\ aq/k ) 9z'® ( ’ )
/ . 1 Ik __ “

S T e

encontra-se na segunda secao do Apéndice; uma afirmacao analoga vale para o referencial
no fibrado cotangente obtido por dualizagao.

O motivo principal para o uso do termo “referencial de Darboux” reside no fato de que
em qualquer referencial de Darboux, a forma multissimplética w assume a sua forma padrao:
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Teorema 2.3 Dadas wma conexio Ty em E sobre M, uma conezdo linear parcial TVE
em VI sobre I ao longo de V E sem torgio e uma conexdo linear Tyy em M sem torgao,
entdo em qualquer referencial de Darbouz associado a este conjunto de conezdes, a forma
multissimplética w assume a forma padrao

_ z © n 0 n
w = e'nrneine, —ene", (2.146)
enquanto que a forma multicanonica 6 assume a forma
_ J7N ) n 1 M n
0 = ple'ne] +(p+I‘upi)e , (2.147)
onde €™ denota o produto exterior dos e* e €y = tg,€".

DEMONSTRAGAO. Calculamos

0

7 1 n n
6/\61-/\6“—6/\6

_ (dqi —r clo:") A(dpf‘ — T pt dgf
+((BT5 + DRI pY + T4, pf — T5,p!) do) nd"a,

— (dp + T dp* + 9,I" p* dg') ad™z
n 1 r

TN
= dg' ndptnd"z, — T%pt dg' ndg’ ad"z,
+ (05, + I3 pl + T pl — T p¥) dg'a d"z
+ T dpt nd™z — [ T7 pt dg’ nd™

—dpadte — T, dpfad”z — O p* dg' nd™a

= w — [ pl dq' n dg’ A d"z, + (I‘pr§ — Ffmp;—‘) dg' an d"z .
O

Ao contrario da forma multissimplética w e da forma multicanénica 6, o tensor de Poisson
7 depende explicitamente das conexdes escolhidas.

Definicao 2.8 Dadas uma conezio I'y em E sobre M, uma conexdo linear parcial rvE
em VE sobre I ao longo de VE sem tor¢ao e uma conexdo linear Ty; em M sem torgado,
definimos o correspondente tensor de Poisson, em qualquer referencial de Darbouz asso-
ciado a este conjunto de conexoes, por

Tp = €A eL/\eﬁ = Egn €, ; (2.148)

) L y
onde e, denota o produlo exterior dose, e et = i.ue,.
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Observe que a defini¢ao de m depende do conjunto de conexdes escolhido mas independe
do sistema de coordenadas locais adaptadas utilizadas na construgao do referencial de Dar-
boux associado, como pode ser facilmente verificado usando as leis de transformacao (2.144)

e (2.145).

Teorema 2.4 A diferenga entre os tensores de Poisson mp e mp, associados a diferentes
conjuntos de conexdes I' e IV € um campo multivetorial a valores no nicleo de w.

DEMONSTRAGAO. Esta afirmacdo segue diretamente do fato de que podemos escrever o
tensor de Poisson 7 na forma

_ T i
T = (e_i/\ €, € A eu) N

d ro. v d r r J ug _0_ 1 9
= (g * Tor g~ r o T ) (55 - Nhy)

i

9 9 ;0 ro v v v 0
~ 5~ (oan + Mg — (0muor + ot — ) vy | e
0 0 0 d - 0 0
= A —— T oY = A ied Y o —
7 o + 0% g g~ (OFL R g

0 0 ipo, 0 0 9 0 0 9

g _ g Z _ 2 j s
aq* " dp woig Pr dp¥ : dp dp " Dan ¢ BpA dq?

2
n

rov v A 0 .
J

_[aaaa

a7 A 5F ~ Bp A 51;—”] A Onz" + (termos a valores no nicleo de w) ,

onde usamos a abreviacao

1 d 9)

3 ZL‘# = T 6“’12‘"”" AL .
" (n—1)! darz " " g

sendo que o mesmo vale para o tensor de Poisson 7p.
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CAPITULO 3

Formalismo funcional

A nossa meta neste capitulo serd apresentar um resultado que estabelece uma conexio inédita
entre o colchete de Poisson do formalismo multissimplético, conforme exposto no Capitulo 1,
e o colchete de Peierls-DeWitt, que segundo [14,34] pode ser considerado o colchete de Pois-
son do formalismo funcional baseado no conceito do espago de fase covariante. Na primeira
se¢ao, recordamos brevemente alguns aspectos deste formalismo e da sua conexdo com o
formalismo multissimplético. Na segunda se¢ao, introduzimos uma classe de funcionais F
que sao definidos a partir de formas diferenciais f sobre o espaco de multifase do forma-
lismo multissimplético por pull-back e subsequente integragao sobre alguma subvariedade do
espago-tempo. Na terceira segao, provamos o teorema principal desta tese, segundo o qual o
campo hamiltoniano funcional Xf associado ao funcional F pode, em certas circunstancias,
ser obtido diretamente, de forma algébrica, do campo hamiltoniano X associado & forma f,
sem a necessidade de introduzir a funcao de Green causal associada as equacdes de movi-
mento linearizadas para definir X¢ por uma integral de convolugao, como em [14,34]. Como
corolario, obtemos pela primeira vez uma relagao direta entre o colchete de Poisson do for-
malismo multissimplético e o colchete de Peierls-DeWitt do formalismo funcional.

3.1 Espaco de fase covariante

O espago de fase covariante na teoria dos campos é, por definicio, o espaco das solucdes
das equagoes de movimento — ao contrario do espago de fase tradicional, que é definido
em termos de dados de Cauchy, o que ofusca a covariancia da teoria. Obviamente, nio é
de se esperar que estas duas interpretacoes do espago de fase sejam equivalentes de forma
completamente geral, pois é bem conhecido que, para equagoes de movimento nio-lineares,
a evolugao temporal a partir de dados de Cauchy regulares pode gerar solugdes que, dentro
de um tempo finito, desenvolvem algum tipo de singularidade. Um pré-requisito ainda mais

95
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elementar é que o espago-tempo subjacente M deva admitir pelo menos uma hipersuperficie
de Cauchy, o que significa que M deva ser globalmente hiperbdlico.

Portanto, uma das hipoteses fundamentais neste capitulo serd que o espago-tempo M seja
globalmente hiperbslico. T esta a arena natural para a teoria matematica de (sistemas de)
equagoes diferenciais parciais hiperbdlicas, onde o problema de Cauchy é bem posto. Existem
vérias e aparentemente diferentes definigées do conceito de um espago-tempo globalmente
hiperbélico, mas no final todas se mostraram equivalentes; veja [38, Cap. 8] para uma extensa
discussdao. A mais conveniente para os nossos fins é que M admite uma fungio tempo global
cujas hipersuperficies de nivel providenciam uma folheagéo de M em superficies de Cauchy
e um difeomorfismo global M = R x ¥. Como coroldrio imediato, podemos definir a nogio
de uma fatia temporal (aberta ou fechada) em M: é um subconjunto (aberto ou fechado)
de M que sob tal difeomorfismo corresponde a um subconjunto de R x ¥ da forma [ x X,
onde / é um intervalo (aberto ou fechado) em R.

Dentro da abordagem adotada neste trabalho, onde campos sdo segoes de fibrados, é
natural considerar o espago de fase covariante § como inserido no espago de configuracoes
de campo C, que por sua vez é o espaco das secoes de um certo fibrado F':

e = I(F). (3.1)

No formalismo desenvolvido no Capitulo 1, F' é o fibrado E no dmbito lagrangiano e é
o fibrado J®E no ambito hamiltoniano. Destarte, os pontos de €, que sao as secoes ¢
de F, correspondem a segoes ¢ de £ no ambito lagrangiano e a segdes (¢, ) de J®E no
ambito hamiltoniano. Em ambos os casos, os elementos de § sdo os pontos estacionérios
do funcional agao, que em cada ponto ¢ de € é definido como a integral da forma ¢*0, no
ambito lagrangiano e da forma ¢*f3 no dmbito hamiltoniano. As correspondentes equacoes
de movimento constituem um sistema de equagoes diferenciais parciais, conhecidas como
equacdes de Euler-Lagrange no ambito lagrangiano e como equagdes de De Donder-Weyl
no ambito hamiltoniano.

Formalmente, o espago de configuracoes de campo € pode ser visto como uma variedade
(de dimensdo infinita). Como tal, possui em cada um dos seus pontos um espago tangente TsC
que formalmente pode ser definido como um espaco de segdes lisas, com certas propriedades
de suporte, do fibrado vetorial Vi = ¢*(VF') sobre M. Denotando por V; = ¢*(V*F) o
dual comum e por V2 = Vi® N"T*M o dual torcido de Vj, vimos que o espago cotangente
serd entao o espago das se¢oes distribucionais, com propriedades de suporte duais, do fibrado
vetorial Vf sobre M. Existem varias opgdes para a escolha das propriedades de suporte a
serem impostas, entre as quais adotaremos a opgao 3 de [14]:

T,C = T2(Vy) , T;€ = TL2(Vy), (3-2)

1E claro que tal funcao tempo esta longe de ser \inica — mesmo no espaco-tempo de Minkowski.
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onde os indices “sc” e “tc” significam “suporte espacialmente compacto” e “suporte temporal-
mente compacto”, respectivamente. Dizemos que uma se¢ao de um fibrado vetorial sobre
o espago-tempo M tem suporte espacialmente compacto se a intersecao de seu suporte com
qualquer fatia temporal fechada for compacta e que tem suporte temporalmente compacto se
seu suporte for contido em alguma fatia temporal.

Dentro do espago de configuragées de campo C, temos o espaco de fase covariante 8, que
pode ser definido como o conjunto dos pontos estacionarios do funcional agao S:

§ = {peC/S[#] =0} . (3.3)

Formalmente, S pode ser visto como subvariedade de G. Portanto, possui em cada um dos
7 ’
seus pontos um espago tangente 17348 que é o subespago do espaco tangente 7,C consistindo
das solugoes das equagdes de movimento linearizadas (onde “linearizadas” significa, mais
precisamente, “linearizadas em torno da solucao ¢ das plenas equagbes de movimento”).
Estas solugoes sao exatamente as secoes de V,, que pertencem ao nicleo do correspondente
¢ 9

operador de Jacobi d[¢]: I'(Vy) — T(V®) :
TyS = {0¢eTyC/J[d] -0 =0} . (3.4)

Para maiores detalhes, inclusive uma definicao explicita do operador de Jacobi, tanto no
ambito lagrangiano como no ambito hamiltoniano, veja Ref. [14].

A estrutura simplética sobre o espago de fase covariante é descrita por uma forma
simplética funcional {2 que associa a todo ponto ¢ em § e quaisquer dois vetores tangentes §¢;
e 0¢ em TS um nimero real Q4(8¢1,d¢2). Como foi observado por Crnkovié e Witten [4,5],
este pode ser escrito como a integral de uma “corrente simplética”, que é uma (n—1)-forma
fechada sobre o espaco-tempo dependendo de ¢, d¢; e §¢,, sobre uma hipersuperficie ¥ de
Cauchy qualquer:

0,(641,64,) = / T,(661,54,) . (3.5)

No formalismo multissimplético, esta “corrente simplética” pode ser construida diretamente a
partir da forma multissimplética em termos de um pull-back modificado, em dois passos. No
ambito lagrangiano, o primeiro passo consiste em usar a lagrangiana £, ou mais exatamente
a transformagao de Legendre FL : JE — J®FE induzida pela lagrangiana £, para definir
a forma de Poincaré- Cartan w, = (FL)*w sobre JE. No segundo passo, define-se um
“pull-back misturado” de w, pelas derivadas j¢ de ¢, j(d¢,) de é¢, e j(d¢,) de d¢,, onde
nos primeiros dois argumentos de w,, inserimos 7(d¢,) e j(d¢,), respectivamente, ao invés
da aplicagao tangente T'j(¢) a j(¢) que aparece nos demais n—1 argumentos. De forma
analoga, no ambito hamiltoniano, o primeiro passo consiste em usar a hamiltoniana # para
definir a forma de De Donder-Weyl w,, = H*w sobre J®E. No segundo passo, define-se um
“pull-back misturado” de wy, por ¢, d¢, e d¢,, onde nos primeiros dois argumentos de w,,,
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inserimos d¢, e d¢,, respectivamente, ao invés da aplicagao tangente T'¢ a ¢ que aparece nos
demais n—1 argumentos. Explicitamente, no ambito hamiltoniano em que a construcio é
bem mais simples, temos

(¢*wH(6¢l, 6¢2))z(u“ Ce ;un—l) — (w’}-[)¢(:z:) (5¢1(IL)’ 5¢2($)7Tx¢'u17 e ’TI¢ un—l) ) (36)

e entao
To(661,685) = $wy(66y,08,) . (3.7)

Em coordenadas locais adaptadas, escrevendo

J¢(5¢1>5¢2) = J§(5¢1,5¢2) d*z, ,

-0 . 0 .0 0
- -1—, 132 =7 :5}7— (S/,lzl“—,
5¢1 5(191 aqz + 5T1,z apix ) 5¢2 ®a aq.L + T-,z apil
obtemos
0u(681,80) = [ 43, Jp(66,58) (3.8)
com _ .
J5(0¢1,00,) = o) 6myf — by Om [ (3.9)

Alias, estas férmulas mostram que, exatamente como na mecanica, {2 nio depende da escolha
da hamiltoniana #H (o mesmo vale para J).

Continuando a discussdao sobre como desenvolver uma versio formal da geometria
simplética no espaco de fase covariante, o préximo passo seria introduzir o anlogo de funcées,
de suas derivadas, do campo hamiltoniano associado a uma fungao e, finalmente, do colchete
de Poisson entre duas fungées. Como 8 é de certa forma um espaco de fungdes e portanto
o anélogo das fungées sobre um espago de fase comum aqui sdo os funcionais sobre 8, todos
estes conceitos adquirirdao um adjetivo “funcional”.

A primeira destas construgées é a da derivada funcional. Dado um funcional F sobre @,
a sua derivada funcional no ponto ¢ em € ao longo do vetor tangente funcional dpe TyC é
definida por

d
4 e —
Flgl-09 = Pl (3.10)
onde os ¢, representam uma familia a um parametro de secdes de F' tal que
b= ¢ 56 = 2 | 3.11
T Mo d)N Mo (3.11)

Para que esta prescricio realmente defina um vetor cotangente funcional F'[¢]e T;C,
serd necessario garantir compatibilidade com as propriedades de suporte estipulados na
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equagao (3.2). Portanto, neste trabalho consideraremos exclusivamente funcionais que sao
“locais no tempo”, i.e., cuja dependéncia dos campos é nio-trivial apenas dentro de uma
fatia temporal, ou em outras palavras, cuja derivada funcional tem suporte temporalmente
compacto. (Os funcionais a serem estudados nas préximas se¢oes tem esta propriedade, uma
vez que sao definidos como integrais de expressdes locais nos campos sobre alguma hiper-
superficie de Cauchy.) Observamos também que F'[$] é uma segao distribucional do fibrado
vetorial V¢® para a qual utilizaremos a seguinte notacao padrao,

i n oF i
Fllg]- 66 = / e 214 (2) 64(z) | (3.12)
M 5¢
onde podemos considerar que, localmente,
SF oo/ oF . .
5—¢[¢] e I=(Vy) EM d"z e I (V) . (3.13)

As mesmas consideragoes se aplicam, “mutatis mutandis”, se substituirmos o espaco de
configuragoes de campo € pelo espago de fase covariante 8. Observamos apenas que o fato
de que os elementos d¢ de TS devem satisfazer (sistemas de) equagdes diferenciais parciais,
tipicamente de carater hiperbélico, exclui a opgao de exigir que eles tenham suporte compacto
ou suporte temporalmente compacto e motiva a condigao formulada na equacio (3.2) de que
tenham suporte espacialmente compacto como a tnica condigao de suporte consistente com
as referidas equacoes de evolucao.

O problema basico a ser resolvido para poder implementar a filosofia da geometria
simplética dentro do formalismo funcional é conseguir dualizar, em cada ponto ¢ de §, o
covetor funcional F'[¢], em relagdo a forma simplética funcional Q4, para obter um vetor
funcional X¢[¢]. Formalmente, a defini¢do de Xg[¢] em termos de F'[¢] é dada pela férmula

Qu(XFlgl, 0¢) = F'[¢]-6¢ para todo dde T,8 . (3.14)

Observa-se que, ao contrario do que acontece em variedades simpléticas de dimensao finita,
esta relacdo nao garante que Xg[¢] pertenca ao espago T4S. De fato, inspecionando a de-
finicao de Q4(d¢;,d¢,), percebe-se que basta supor que uma das duas segdes §¢, e ¢, seja
lisa e tenha suporte espacialmente compacto, sendo que a outra pode entao ser distribucional
e ter suporte qualquer, e mesmo assim a expressao §04(d¢,,d¢,) sera bem definida. Portanto,
é de se esperar que, de forma geral, nao valha

Xelgl € T2 (Ve) (3.15)

mas que valha apenas

Xelg] e T7°(V5) . (3.16)
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E neste sentido “fraco” que é possivel exibir, no contexto do espaco de fase covariante, o
campo hamiltoniano funcional X associado ao funcional F.

O resultado principal da tese [34] afirma que Xg[¢] pode ser construido explicitamente
como convolugao da distribuigao que define a derivada funcional de F em ¢ com a funcio de
Green causal G4 do operador de Jacobi em ¢:

(Xel6)'@) = [ 7 GHle) A1) (3.17)

/l

Observa-se que esta convolugédo é bem definida, pois quando fixarmos z, Gy(z,.) é uma
distribuicdo de suporte espacialmente compacto em y enquanto que, por hipétese, §F/5¢ [¢]
¢ uma distribuicdo de suporte temporalmente compacto, e a intersegao dos dois suportes
é compacto. Por outro lado, ndo ha como fazer nenhuma afirmagao sobre propriedades de
regularidade ou de suporte da distribuicao resultante.

Usando este resultado, é praticamente trivial escrever o colchete de Poisson induzido
por §2: Para dois funcionais Fe G,

{(FGYH = Fldl- Xeldl = — G4 Xe[4] (3.18)
Explicitamente,
(6} = [ ds [ 4% 520 Glen) 30) (3.19)

Este é o colchete de Peierls - De Witt.

A desvantagem principal das férmulas (3.17) e (3.19) é que elas ainda sdo relativamente
implicitas e que dependem da dinamica do modelo concreto, pois calcular G4 requer resol-
ver um sistema hiperbélico de equagdes diferenciais parciais lineares, onde a solucio ¢ das
equagdes de movimento aparece nos coeficientes do sistema.

O resultado principal da presente tese consistira de uma férmula muito mais simples e
direta para calcular X, para uma classe restrita de funcionais que no entanto é suficiente-
mente importante nas aplicagées para merecer uma atencio especial. Para tais funcionais,
veremos que o colchete de Peierls - DeWitt se reduz a uma versao modificada do colchete de
Poisson discutido no Capitulo 1.

3.2 Funcionais gerados por formas

A nossa meta nesta se¢do sera introduzir uma classe de funcionais no espaco de fase covari-
ante que sao definidos a partir de formas diferenciais sobre o espago de multifase (estendido
ou comum) do formalismo multissimplético por pull-back e integracio, e calcular a derivada
funcional de um tal funcional em termos da derivada de Lie da respectiva forma diferencial.
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Para simplificar o tratamento, restringiremo-nos ao formalismo hamiltoniano, observando
que resultados completamente andlogos no contexto do formalismo lagrangiano podem ser
obtidos por pull-back via a transformacao de Legendre FL pertinente, substituindo J®E
por JE e H por FL.

Definicao 3.1  Sejam X wma subvariedade p-dimensional de M e f uma p-forma sobre
o espago de multifase comum J®E. Entio definimos o functonal F associado a ¥ e f
pela formula

FIOl = [ @ para pe(/oB). (3.20)

A rigor, nao especificamos aqui se queremos considerar F como funcional sobre o espaco de
fase covariante 8 ou sobre o espago € das configuracées de campo da teoria. De qualquer
forma, a segunda opcao constitui uma extensdao da primeira opcao que é definida natural-
mente, sem qualquer arbitrariedade. Também deixamos de especificar condigdes para
garantir a existéncia da integral, pois existem varios tipos de tais condigdes que sio bem
diferentes entre si. Em primeiro lugar, deve-se salientar que ¥ pode ser uma subvariedade
com bordo. Desta forma, podemos garantir a existéncia da integral se supormos que ¥ seja
compacta. Outra possibilidade consiste em impor restri¢ées sobre f. Por exemplo, podemos
supor que f tenha suporte na base compacto (i.e., o conjunto dos pontos z em M tais que f
nao se anula na fibra de J®E sobre z é compacto) ou que f satisfaga condigoes apropriadas
de decaimento ao infinito.

Outro ponto que merece ser mencionado é que dada uma hamiltoniana H qualquer,
podemos sempre supor que f seja o pull-back de uma p-forma sobre J®E via H, pois sempre
vale f = H*(n*f); serd esta a situagdo que encontraremos nas aplicagdes a seguir.

O préximo passo consiste em calcular a derivada funcional para essa classe de funcionais.
Para tanto, lembramos primeiro que o espago tangente formal T C de € no ponto ¢ de @
é o espago ['(¢*(V(J ®E))) das secdes ¢ do pull-back do fibrado vertical V(J®E) de J®E

por ¢. Entle estas, temos as segoes obtidas por composicao de ¢ com um campo vetorial

vertical X sobre J®E B
s4(z) = K(B(x)) . (3.21)

Usando o fato de que ¢ néo é apenas uma aplicagio qualquer de M para J ®E mas é uma $€¢ao
de J®E como fibrado sobre M, pode-se provar que qualquer vauagao (5¢e ['(¢* (V(J®E)))
de ¢ pode ser escrita assim, para algum campo vetorial vertical X e%v(J®E) sobre J®E.
(Para demonstrar esta afirmacdo, que vale nao apenas para J ®F para um fibrado F' sobre M
qualquer, aplicamos o teorema das fungoes inversas para construir, a partir de um sistema
de coordenadas locais (2*,7*) de F' em torno de um ponto qualque1 ¢(m) da imagem de M
em [ sob ¢, induzido por um sistema de coordenadas locais z* de M em torno de m, um
sistema de coordenadas locais r* da fibra tipica de F' e uma trivializacao local de F sobre M
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como sempre, um novo sistema de coordenadas locais (2#,s') de F' em torno de é(m) tal
que nele, a se¢do ¢ é representada por s’( ') = 0. Entao usando uma funcéo corte em torno
da origem, é facil estender as fungées §¢'(x) para fungdes X'(z,s). Finalmente, usa-se uma.
paltigio da unidade sobre M para colar esta “extensées” locais de d¢ e assim chegar a uma

“extensao” global de d¢.) Obviamente, X esta longe de ser unicamente determinado por §¢,
j4 que apenas os valores de X sobre a imagem de M em J ®E sob ¢ sao determinados por §¢,
através da condigao (3.21).

Com essa ferramenta de extensdo de campos vetoriais (verticais) ao longo de uma secao
de um fibrado para campos vetoriais (verticais) na variedade alvo (o espaco total do fibrado)
a nossa disposigao, podemos calcular a derivada funcional de funcionais do tipo (3.20).

Proposigao 3.1  Sejam ¥ uma subvariedade p-dimensional de M e f wma p-forma sobre
o espago de multifase comum J®E. Entio a derivada funcional do funcional F associado a
Y e f conforme a equagdo (3.20) é dada pela formula

F'l¢]- X(¢ /¢ (Lgf),  para ¢el(J®E) e X eX,(J®F) . (3.22)

DEMONSTRAGAO. Lembremos que para um funcional F qualquer, a sua derivada funcional
em ¢ ao longo de §¢ é definida por

7 - d
FIg)- 66 = = Fléy

b

onde os ¢, representam uma familia a um parametro de secdes de J ®FE tal que

d
b=t _ . d= b

d)\

Fixando ¢ e d¢, introduzimos um campo vetorial vertical X sobre J®E que representa a
variagao ¢ de ¢, conforme a equagdo (3.21), e consideramos seu fluxo, que é um grupo
(local) de automorfismos (locais) estritos ®, de J ®E tal que

Podemos entao por

para concluir que

d "
= — (D, o f
=0 /E d\ (2304)"f ’,\:0

= [#(ten)

Fiel- o0 = [ 560

d
_/E¢d_/\
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3.3 Os teoremas principais

Inicialmente, formulamos um teorema que providencia uma interpretacido global para as
equagoes de movimento na teoria geométrica dos campos, em termos de um operador que
podemos chamar de operador de Euler - Lagrange, no formalismo lagrangiano, e de operador
de De Donder- Weyl, no formalismo hamiltoniano. Em ambos os casos, é possivel deduzir
as equagoes de movimento a partir de um principio variacional. Como este procedimento é
bem conhecido no formalismo lagrangiano, restringiremo-nos aqui a apresentar a sua versao
hamiltoniana.

Definigao 3.2 Dada uma hamiltoniana ‘H, definimos o correspondente operador de
De Donder-Weyl como sendo a aplicacio

Dy, : J(J®E) — T*(JOE)@ N"T*M (3.23)

de fibrados sobre J®E ? que associa a cada jato de primeira ordem (p, ™, Op,0m) de se¢bes
(locais) (@, m) de J®F sobre M e a cada campo vetorial X sobre J®E a n-forma sobre M
dada por

Dy, m,0p,0m) - X = (@,7)" (igwy) . (3.24)
A importancia deste operador decorre do seguinte

Teorema 3.1 Dadas uma hamiltoniana H e uma se¢io ¢ = (¢, m) de j®E, as sequintes
condigoes sdo equivalentes:

e ¢ satisfaz as equagoes de De Donder-Weyl;

* ¢ ¢ aniquilado pelo operador de De Donder - Weyl, ou seja, para todo campo vetorial X
sobre J®F, vale
Dy, m,0p,0m)- X = 0; (3.25)

® ¢ € ponto estacionario do funcional agao

Suldl = | ¢70y . (3.26)

M

DEMONSTRAGAO. Seja X um campo vetorial sobre j@E, cuja expressao em coordenadas
locais adaptadas é dada pela equagdo (1.150). Calculando o pull-back da forma igw,,, que

2Suprimimos os simbolos que indicam o pull-back de fibrados sobre E ou M para J®E.
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é dada pela equacao (1.151), com (¢, 7), obtemos

(,m) (ien) = X*(p,m) (Oup' Ot — Dt D!

;0H, OH N
- Bugp‘a—qi((p,n) = Gy} 7 u((p )) d"z

o 0H
+ XZ(‘P?”) (a—¢(997ﬂ) + a/.Lﬂ',/"L) d"x (327)

+ Xi'(p,m) (a:(saﬂ) W) d"z

1

ou seja,

(o) Gigen) = ((Geptorm) + 0nt) (Xpm) — X(6,m) 25
(3.28)

5H ) ') v n
+ (gyatom) = 86) (Xr(em) = Xe(pim) 0nt))

demonstrando a equivaléncia entre o primeiro critério e o segundo critério. Note que as
férmulas (3 27) ou (3.28) mostram que a condigao (3. 20) vale para todo campo vetorial
X sobre J®F se vale para todo campo vetorial vertical X sobre J®FE. Para demonstrar a
equivaléncia entre o segundo critério, nesta forma, e o terceiro critério, utilizamos o resultado
da Proposicao 3.1, segundo o qual temos para todo campo vetorial vertical X sobre J@FE

X * 9 = *(1.2df *(di =0
/(8- (o /¢L /Msb(x H)+A¢(cm>

Como o principio variacional exige que A(c,b) tenha suporte compacto e portanto podemos,
sem perda de generalidade, supor que X tenha suporte na base compacto, o 1iltimo termo
se anula pelo teorema de Stokes. Assim, obtemos

S8 X(g) = - / B lizen)

o que demonstra o teorema. O

Uma outra férmula explicita para o operador de De Donder-Weyl que pode ser obtida da
equagao (3.27) eliminando-se X é a seguinte:

Dy (e, m, 0p, Om)

H H .
= - <a“(p (g (¢, m) + O,m; ) + O,/ (%(cp,ﬁ) — 8,,(,0’) ) da* @ d"z  (3.29)

2

- N OH » ,
+ (g—qi(@,ﬂ') + 3u7r§‘) dg' ® d™x + (a—p#(%ﬁ) - au@) dp; ® d"z .
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Passemos agora a apresentacao dos nossos teoremas principais. Para tanto, continuamos
trabalhando no ambito hamiltoniano, e restringimo-nos a considerar funcionais F associados a
hipersuperficies ¥, tipicamente hipersuperficies de Cauchy, e formas de grau n—1 sobre J ©E
obtidas de formas loca,lrnente hamiltonianas de grau n—1 sobre J®E por pull-back com
alguma hamiltoniana H. E importante lembrar que esta classe de formas é mais ampla do
que a classe de formas localmente hamiltonianas de grau n—1 sobre J@E pois nao estd se
exigindo que os correspondentes campos hamiltonianos sobre J®FE sejam tangentes & imagem

de H.

Teorema 3.2 Dada uma hamiltoniana H, seja f uma (n—1)-forma hamiltoniana sobre
o espago de multifase estendido J®E tal que o campo hamiltoniano X, associado a f seja

projetavel, conforme a Deﬁnzgao 1.7; denotaremos a sua projegio sobre J ®F por X e a sua
projegdo sobre M por X, . 3 Por outro lado, seja ¥ uma hipersuperficie tipo espag:o em M
sem bordo e F o funcional sobre § associado a ¥ e H*f, conforme a Definigdo 3.1. Entdo o
campo hamiltoniano funcional Xg associado a F, definido pela condigio (3.14), € dado pela
sequinte formula explicita:

Xeldl = X (4) — To(X,p) - (3.30)

DEMONSTRAGAO. Para mostrar que a expressao na equagao (3.30) satisfaz a condicio (3.14),
para todo ¢ €8 e todo d¢p € TS c TyC, comegamos representando ¢ como a composicio de
¢ com algum campo vetorial vertical X sobre J®E, conforme a equacao (3.21). Primeiro,
calculamos o lado esquerdo da equagao (3.14), inserindo as equagdes (3.5), (3.7) e (3.30):

Qy(Xe [¢],X(¢ /¢ wy (X [¢7 /¢*WH —’f -T¢ (Xf,M)> X(¢)) .

Observemos agora que a integral

[ 8T Xp X@) = =[x, , (8 50)

se anula, conforme o Teorema 3.1, pelo fato de ¢ ser uma solugio das equagoes de movimento.
Portanto,

Qe 8, K@) = [ & (ixizon)

3 A existéncia destas projegdes é automaticamente garantida exceto no caso N =1; veja a Definigio 1.7 e
a discuss@o subsequente.
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Por outro lado, segundo a Proposicao 3.1, o lado direito da equacio (3.14) vale

Fiol- X0) = [ ¢ (02000) = [ o (aig(3er) viga(ren)
— /az ACIGT) +,/>; # (i (ix,0))

O primeiro termo é zero, pois por hipétese, X = f). e portanto, pela equacio (1.170),
FIal - X(9) = [ (igigon + ixH (i)
3

Agora, o segundo termo é zero pois, em relagao a projecao de J ®E sobre M , 0 campo vetorial
X gV é vertical enquanto que considerando o pull-back da equagio (1.171) com # mostra que
a n-forma H*('L./\’}{W) é horizontal. ]

De forma semelhante, podemos calcular explicitamente o colchete de Peierls- DeWitt entre
dois funcionais associados a (n—1)-formas hamiltonianas:

Teorema 3.3 Dada uma hamiltoniana H, sejam f e g (n—1)-formas hamiltonianas sobre
o espago de multifase estendido J®E tais que os campos hamiltonianos X associados a f e
X, associados a g sejam projetdveis, conforme a Defini¢ao 1.7; denotaremos as respectivas
projecoes sobre J°E por Xf e Xg e as respectivas projecoes sobre M por Xenr € Xgp
Por outro lado, seja ¥ uma hipersuperficie tipo espago de M sem bordo, e sejam F e G os
funcionais sobre S associados a X e as formas H*f e H*g, respectivamente, conforme a

Definigao 3.1, i.e.,

Figl = [ (edrs L 614 = [oeedrg. (3.31)

Entao o colchete de Peierls - DeWitt entre F e G € o funcional sobre S associado a % ¢ 4

forma H*{f7 g}'t‘() i=e'1
1FGHI = [Otod) o (5.52)
onde {f,g}n € um colchete de Poisson modificado entre f e g:
{f,9}u = z'Xginw - ngix;tw - z'X;{inw modulo termos exatos . (3.33)
Explicitamente,

(RGO = [ ¢ (inizon) (3.34)

4A existéncia destas projecdes é automaticamente garantida exceto no caso N =1; veja a Definicio 1.7 e
a discussao subsequente.
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DEMONSTRAGAO. Representando )_('g(qﬁ) — T'¢ (X, 5s) como a composi¢ao de ¢ com algum
campo vetorial vertical X;/ sobre J®L, conforme a equagao (3.21), i.e

X/ () = X,(¢) — To(X,1)

e usando as equagoes (3.18) e (3.22), vemos que o lado esquerdo da expressio (3.32) é dado
por '

{FG}8] = Fld- Xel¢l = | ¢ (Lay (M) = | & (digy(H[) + igyd(H"f)
2 9 n g g9

= /azqs*(ixgv(“rt*f)) +/E¢*(i)zgv (%"‘(ix,W))) ;

O primeiro termo ¢é zero pois por hipdtese, 9% = (), e portanto, pela equagéo (1.170),
{F G} /¢ XVZX Wy -+<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>