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Resumo

Na generalização do arcabouço simplético da mecânica à teoria dos campos, o método tradi-
cional baseado em dados iniciais não é covariante, pois depende da escolha "a priori" de uma
hipersuperfície de Cauchy. Dois formalismos tem sido desenvolvidos para superar este pro-
blema: a abordagem multissimplética l3, 17,21,23,24,39j e a abordagem pelo espaço de fase
covariante ou formalismo funcional covaiiante l4,S,40,411. Uma questão central em ambas é a
procura poi uma definição natural de colchetes de Poisson. Na abordagem multissimplética,
existem várias propostas de diferentes autores (veja, por exemplo, j121 e referências cita-
das), enquanto que na abordagem pelo espaço de fase covariante, a definição é originalmente
devida a Peierls 1321 e foi geometrizada por DeWitt l7 9l; a construção deste colchete de
Peierls-DeWitt dentro do formalismo multissimplético foi recentemente elaborada por For-
ger e Romero j14, 341. Esta tese apresenta primeiros resultados mostrando que, pelo menos
em certos casos especiais, os diferentes tipos de colchete de Poisson coincidem.

Abstract

In the generalization of the symplectic framewoik from mechanics to field theory, the tradi-
cional method based on inicial data fails to be covariant because it dependa on the "a priori"
choice of a Cauchy hypersurface. Two formalismo have been developed to overcome this
problem: the multisymplectic approach l3, 17, 21, 23, 24, 391 and the covariant phase space
approach or covariant functional formalism l4,5,40,411. A central issue in both of them is the
quest for a natural definition of Poisson brackets. In the multisymplectic approach, there are
various proposals by di#erent authors (see, for example, j121 and references thereín), while
in the covariant phase space approach, the definition is originally due to Peierls 1321 and has
been geometrized by de Watt l7--9l; the construction of this Peierls-DeWitt bracket within
the multisymplectic formalism has recently been worked out by Forger and Romero j14, 341.
This thesis presents first results showing that, at least in certain special cases, the diferent
types of Poisson brackets coincide.
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Introducão
.)

Existe uma extensão natural, da mecânica para a teoria dos campos, do conceito do censor
de Poisson? Com esta pergunta iniciamos a pesquisa que desagua neste trabalho.

No início do século 19, ao estudar as equações de movimento na mecânica celeste, Pois-
son introduziu o colchete que leva hoje seu nome. Aproximadamente 30 anos depois, ao
estudar as propriedades algébricas deste colchete, Jacobi descobriu sua famosa identidade
e, na mesma época, Hamilton escreveu as equações de movimento da mecânica de sistemas
conservativos na forma de um sistema de primeira ordem, hoje conhecido como as equações
de Hamilton.

Uma novidade básica trazida por esta reformulação da mecânica clássica foi a introdução
do conceito de espaço de fase de um sistema, como conjunto de todos os seus estados possíveis.
Esta noção influenciou de forma fundamental o desenvolvimento de toda a física, principal-
mente em áreas como a mecânica estatística ou a mecânica quântica. Hoje, a sua imple-
mentação matemática correra ocupa uma posição central em qualquer teoria física.

Na própria mecânica clássica, o modelo matemático para espaços de fase passou por
duas generalizações importantes. Originalmente, imaginou-se que o espaço de fase P seria
sempre derivado de um espaço de configuração Q, ou em termos matemáticos, existiria uma
variedade Q descrevendo as possíveis configurações do sistema tal que P seria o vibrado
cotangente 7'*Q de Q. No entanto, na década de 60, as dificuldades de incorporam partículas
com spin gemi-inteiro levaram Souriau a propor um modelo matemático mais geral: o de
uma variedade simplética. Finalmente, a partir da década de 70, começou a vingar um
modelo ainda mais geral, protagonizado por Lichnerowicz e Weinstein, entre outros: o de
uma variedade de Poisson.

l



2 INVKODUÇÃO

Uma variedade de Poisson é uma variedade /U/ munida cle um colchete de Poisson.
i.e., uma aplicação bilinear (sobre li{) e antisimétiica

{. , .} : /'(}&/) x /'(Jk/) ---+ /'(lü/)

que satisfaz
i) a identidade de Jacobi:

(1)

{.f, {g,Al} + {A, {./',gl} + {w, {A,./'l} 0 , (2)

ii) a regra de Leibniz
{ ./', g A} {.f, p} A + g {/, A} (3)

Esta combinação de propriedades tem se revelado tão importante e útil que levou à de-
finição de um novo tipo de álgebra: uma álgebra de Poisson é um espaço vetorial munido
de duas composições internas um produto associativo com unidade, comutativa ou não,
e um colchete de Lie satisfazendo a regra de Leibniz como condição de compatibilidade.
Além do seu carátei algébrico, a regia de Leibniz também tem um aspecto analítico e
geométrico, pois acima que para todo ./ C F(iV), a aplicação g [->P {.f,p} é uma derivação
em F(iV) e portanto existe um campo vetoiial X.r em J\4 tal que X/(g) = {/, g}. Em parti-
cular, se a função / for a Flainiltoniaiia /7, o fluxo clo campo vetorial Xx correspondente
descreve a evolução temporal do sistema.

O mesmo argumento pode ser aplicado aos dois argumentos clo colchete de Poisson simul-
taneamente: como este é antisimétrico e é uma derivação em cada um dos seus argumentos.
existe um único campo bivetorial a sobre P, chamado o tellsor de Poísson, tal que, pata
quaisquer duas funções ./:,g € .F(P), vale

{./', g} (@'« dg) (4)

Reinterpietando a como homomorfismo de fibraclos vetoriais

R . T" P ---+ TP , (5)

temos simplesmente
x.r = «-(d/')

A identidade de Jacobi para o colchete de Poisson pode então sel
condição de que o colchete de Schouteni de a- com a mesmo se anule:

(6)
reformulada como a

1«,rl

fuma definição explícita do colchete de Schouten pata campos multivetoriais é dada na Seção 1.7.
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Uma classe especial de variedades de Poisson são as variedades simpléticas. Uma varie-
dade simplética é uma variedade munida de uma dois-forma w fechada (du = 0) e não-
degeneiada. Esta forma chama-se forma simplética e o tensos de Poisson obtido a partir
desta estrutura simplética é não-degenerado. A não-degenerescência de w fornece um meio
de definirmos, de maneira única, para cada função um campo vetoriall dada uma função ./'
pode-se associei à l-forma ay o campo vetorial X.r dado por

ix,u = df

Neste caso o colchete é expresso pela fórmula

(8)

{/,g} (9)

Obviamente, o colchete assim definido é antisimétrico, e mostra-se que ele satisfaz a identi
dado de Jacobi se e somente se w for fechada.

Dentro da classe das variedades simpléticas, destacam-se os vibrados cotangentes. O
vibrado cotangente r*Q de uma variedade Q qualquer, com projeção rl3, vem munido de
uma um-forma 0 dada por

o(,)(«)
onde z c 7'*Q e u c Tz(7'*Q). Esta forma chama-se forma canónica, e sua derivada exterior
(a menos de sinal) é a forma simplética:

(10)

t..o (11)

Na modelagem matemática do conceito de espaço de fase, existem dois aspectos impor-
tantes que motivaram a passagem de vibrados cotangentes para variedades simpléticas. Um
deles foi a observação, devida a Souriau, que isso permite incluir, de forma natural, o conceito
de spin na mecânica clássica, mesmo quando este for semi-inteiro, usando a esfera S2 como
a parte do espaço de fase que descreve este grau de liberdade. O outro encontra-se no fato
de que variedades simpléticas constituem um âmbito matemático natural pala o processo de
redução do espaço de fase, conforme descrito pelo teorema de Marsden e Weinstein. Exem-
plos importantes de variedades simpléticas que, tipicamente, não são vibrados cotangentes
incluem as órbitas coadjuntas de grupos de Lie ou variedades de l<âhler.

De forma semelhante, existem variedades de Poisson que não são simpléticas, o que ocorre
quando o censor de Poisson não tiver posto máximo, podendo inclusive deixar de ter posto
constante. O exemplo mais simples é o espaço dual g''' de uma álgebra de Lie g. Uma
outra classe de exemplos é formada pelos grupos de Lie-Poisson, uma vez que um grupo
de Lie semisimples não possui censores de Poisson invariantes que sejam não-degenerados
(ou seja, não existem grupos de Lie simpléticos semisimples). Um teorema geral de Wein-
stein estabelece que qualquer variedade de Poisson admite uma decomposição canónica em
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subvariedades simpléticas, na forma de uma folheação (singular). O exemplo mais simples
é a decomposição do espaço dual g* de uma álgebra de Lie g nas órbitas coadjuntas, em
particular a de IR3 em esferas: a menor órbita {0} consiste de um único ponto, enquanto que
as órbitas de maior dimensão são as órbitas regulares.

Passando da mecânica clássica à teoria clássica dos campos, o método mais tradicional
de implementar o formalismo canónico é baseado lla identificação das variáveis dinâmicas
da teoria como dados iniciais, ou sqa, funções sobre alguma hipersuperfície de Cauchy no
espaço'tempo, sendo que o formalismo providencia equações diferenciais para a evolução
temporal fora desta hipersuperfície. O problema principal desta abordagem reside no fato
de que pela mera escolha de uma hipersuperfície de Cauchy específica para carregar os
dados iniciais, perde-se a covariância explícita da teoria, isto é, a invariância de Lorentz (no
contexto da relatividade restrita) e mais geralmente a invariância sob transformações gerais
de coordenadas do espaço'tempo (no contexto cla relatividade geral). Isso não significa que
estas simetrias fundamentais sejam quebradas, mas elas (ou pelo menos uma parte delas)
deixam de se manifestar de forma direta: podemos dizer que são ofuscados. No entanto.
isso pode criar problemas muito mais sérios do que uma mera falta de elegância quando
queremos aplicar algum método de quantização, pois nada garante a pr oí'í que este método
sqa compatível com tais "simetrias escondidas". De fato, quantização canõllica conduz
a modelos da teoria cluântica dos campos cuja covariância está longe de ser óbvia e de
fato constitui um problema formidável: como um exemplo bem conhecido, podemos citar
os esforços necessários para verificar a invariância de Lorentz da eletrodinâmica quântica
(perturbatix,a) no calibre de Clottlomb.

Estas e outras observações similares têm por muitas décadas motivado tentativas de des-
envolver, na teoria clássica dos campos, um formalismo canónico inteiramente covariante.
que poderia servir como ponto inicial para métodos alternativos de quantização. Entre mui-
tas idéias que foram propostas nesta direção, duas vieram ocupar um papel de destaque.
A primeira é o "formalismo funcional covariante" , baseado no conceito do "espaço de fase
covariante " que é definido como o espaço das soluções das equações de movimento, ao invés
de um espaço de dados de Cauchy para estas equações. Esta formulação foi popularizada
nos 1980's por Cinkovié, Witten e Zuckerman l4, 5, 411 (veja também 1401) que mosto.eram
como construir, pala alguns dos modelos mais importantes da teoria dos campos (incluindo
teorias de calibre e relatividade geral), uma estrutura simplética no espaço de fase covariante.
A segunda tornou-se conhecida como o "formalismo multissimplético", baseado no conceito
do "espaço de multifase" que, basicamente, pode ser definido localmente associando a cada
coordenada q' não apenas um momento conjugado pi mas n momentos conjugados pf
(/z = 1,. . .,n), onde n é a dimensão da variedade espaço-tempo subjacente. Em coor-

denadas locais, esta cons4;rução recobre aos trabalhos clássicos de De Dondei e Weyl nos
1930's l6,391. No entanto, a formulação global é muito mais recente: foi iniciada nos 1970's
por um grupo de físicos matemáticos, principalmente na Polõnia j21,23,241 mas também em
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outras partes do mundo jlõ, 181, e foi definitivamente estabelecida nos 1990's l3, 16ji uma
exposição detalhada, com vários exemplos, pode ser encontrada no "GIMmsy paper" j171.

Os dois formalismos, embora inteiramente covariaíltes e dirigidos para o mesmo objetivo
último, são completamente diferentes na natureza; cada um deles tem seus próprios méritos
e inconvenientes.

e O formalismo multissimplético é manifestamente consistente com os princípios básicos
da teoria dos campos, em particular o de localidade, e é matematicamente rigoroso pois
usa apenas métodos bem estabelecidos do cálculo em variedades de dimensão finita. Pot
outro lado, não padece permitir nenhuma definição óbvia do colchete de Poisson entre
observáveis. De fato, a proposta original de simplesmente adorar a mesma fórmula
l9) da mecânica cria um problema sério, a saber que a identidade de Jacobi deixa de
ser válida. Este defeito foi recentemente corrigido modificando a definição pela adição
de um termo exala j11, 121, mas várias outras dificuldades não foram superadas, entre
elas a aparente inexistência de um produto associativo com unidade em relação ao qual
este colchete de Poisson satisfaria uma regra de Leibniz. Ademais, a introdução de n
momentos conjugados a cada coordenada obscurece a dualidade usual entre variáveis
canonicamente conjugadas (tais como momentos e posições), que desempenha um papel
fundamental em todos os métodos conhecidos de quantização. Uma solução definitiva
destes problemas ainda precisa ser encontrada.

e O formalismo funcional covariante está em concordância com os princípios que re-
gem a geometria simplétical em particular, ele admite uma definição natural do col-
chete de Poisson, devida a Peierls 1321 e elaborada posteriormente por DeWitt [7--91,
que preserva a dualidade entre variáveis canonicamente conjugadas. Por outro lado.
sendo de natureza intrinsecamente global, tal abordagem obscurece a implementação
do princípio de localidade. Além disso, este formalismo não pode ser considerado
matematicamente rigoroso, uma vez que está essencialmente restrito à aplicação for-
mal de métodos do cálculo em variedades, extrapolados ao caso de dimensão infinita,:
transformar os resultados formais assim obtidos em teoremas matemáticos é um pro-
blema separado, frequentemente bem complexo e difícil.

A relação exala entre as duas formulações vem sendo buscada desde os 1970's mas ainda
está longe de ser completamente entendida. Avanços significativos tem sido alcançados nos
últimos anos e o presente trabalho pretende contribuir nesta direção.

Os resultados principais desta tese encontram-se no Capítulo 3; são os Teoremas 3.2 e 3.3.
O segundo e o último deles estabelecem uma estreita relação entre o colchete de Poisson do
formalismo multissimplético j11, 121 entre formas diferenciais no espaço de multifase comum
e o colchete de Peierls-DeWitt entre funcionais definidos a partir de tais formas, para o caso
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especial em que as referidas formas são formas hamiltonianas de grau n -- l e os funcionais
correspondentes são obtidos, essencialmente, por pull-pack destas formas cona uma solução
das equações cle movimento do modelo e subsequente integração sobre uma subvariedacle de
codimcnsão l do espaço-tempo, tipicamente unia hipersupeifície de Clauchy.

Outro aspecto do nosso trabalho é a tentativa de identificar, dentro do formalismo multas
simplético, um objeto análogo ao tensor de Poisson do forinalisino simplético. No contexto
da mecânica, o tensos de Poisson n- é o dual da forma simplética w, o que em coordenadas
locais de Darboux (q:,pi) pode ser representado pela Blmula

« - ''«-«: , « - h~ ® (12)

Poi outro lado, a relação entre o terlsor de Poisson e o colchete de Poisson entre funções
sobre o espaço de fase é estabelecida pela equação (4) que, quando escrita em coot'denadas
l.ocais de Darboux (q', pi), leva à Mrmula paclião

{./', g}
j õg g f

aq: api ad pi (13)

Afirmações análogas, pelo menos em nível formal, valem pala o formalismo funcional
covariante da teoria dos campos: Aqui, a fol'ma simplética funcional Q é dada pela integral
da "corrente simplética" de Crnkovié, Witten e Zuckerman l4,5,411 (veja também [401) sobre
uma hipersuperfície de Cauchy E no espaço-tempo M, enquanto que o colchete de Peierls-
DeWitt, que segundo o resultado principal de j14,341 é o colchete de Poisson correspondente,
conforme o análogo funcional das equações (8) e (9), é dado por uma integral dupla envol-
vendo a função de Green causal do operador linearizado. Isso pode ser interpretado como
dizendo que o censor de Poisson funcional ll correspondente, conforme o análogo funcional
da equação (4), é um operador integral em /W x JI/ cujo núcleo é a referida função de Green
ca.llsall(

No caso do formalismo multissimplético, uma possível proposta para um censor de Poisson
consistiria em introduzir, como dual da forma multissimplética u, que é de grau n + 1, um
campo multivetorial n, também de grau n + 1, tal que em coordenadas locais adaptadas onde

dqt ..dp!~ d"=. dp h d"= , (14)

(15)

teríamos
a a a"

T A A
q

a a"

@"h



INTRODUÇÃO 7

Entretanto, ao contrário de w, este objeto não é um campo sensorial, pois não se transforma
de maneira natural sob mudança de coordenadas. Outro problema é que a definição ingênua
de um colchete de Poisson a partir de uma expressão análoga à da mecânica clássica, tal que

{./:, g} (d7 « ag) (16)

é insatisfatória

Cromo será mostrado no Capítulo 2 desta tese, o primeiro problema pode ser resolvido
pela introdução de um referêncial apropriado, geralmente não holânomo, que chamaremos
de referêncial de Darboux e que pode ser definido a parir de um conjunto apropriado de
conexões I', em relação ao qual

.'« 'f « 'z ..« ." , (17)

"r = 'í« el.« ej: e'« e. . (18)

iv{ais exatamente, provámos que o campo multivetorial nr é completamente determinado em
teimou de

e

e uma conexão geral no espaço de configuração E,

e uma conexão linear parcial no vibrado vertical }''E de E ao longo de V'.8,

e uma conexão linear na variedade base iV

No entanto, é claro que a introdução de tais conexões configura uma estrutura adicional
cuja interpretação física permanece obscura. Portanto, o resultado desta investigação é uma
afirmação negativa: não padece existir um conceito natural de tensor de Poisson na geometria
multissimplética.
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CAPÍTULO I

Formalismo multissimplético

Durante os últimos anos, evidenciou-se cada vez mais que o âmbito matemático adequado
para a formulação geométrica da teoria clássica dos campos é o que pode ser chamado de gecF
metria multissimplética. Esta extensão da geometria simplética, que na física corresponde à
passagem da mecânica à teoria dos campos, teve início nos trabalhos de Cartan, De Donder e
Weyl. A idéia central deste formalismo é tratar todas as variáveis espaço-temporais da teoria
dos campos (e não apenas a variável temporal) da mesma maneira que a variável temporal
da mecânica. Assim, em um sistema com ]V graus internos de liberdade sobre um espaço-
tempo n-dimensiona1 71/, teremos para cada campo clássico g{ (á = 1, . . . , .N) não somente
um campo conjugado mas 7z campos conjugados n-f ({ = 1, . . . , ;V, p = 1, . . . ,n). No forma-
lismo lagrangiano, onde a dinâmica de um modelo é determinada pela densidade lagrangiana
Z,(zJ', p:, a.p'), estes campos conjugados são obtidos pela correspondente transformação de
Legendre,i.e.,

.. al
i)a.9i '

e a Àamá/foniana couariante ou Aam{/ton ana de -De Z,)arder- l,[/ey/ é

(1.1)

#(«", p' , «'f) 'KTa.9' - l, (1.2)

No formalismo lagrangiano, as equações do movimento são as egwações de Ett/er - Lagrange

~« (Ü: (1.3)

Sob passagem ao formalismo hamiltoniano, obtemos como equações de movimento as
equações de De Donder- WeUI

aH .
h;.ã- = a.'p' (1.4)

9
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Mediante condições de regularidade para L e/ou //, essas duas versões de equações de movi-
mento são equivalentes.

Observemos a similalidade com a situação encontrada na mecânica. De fato, veremos na
primeira seção que, quando n = 1, recuperamos a mecânica (nãc-autónoma). A principal
novidade reside no fato de que, em geral, temos rz multimomenta ni associados a cada grau
de liberdade g'. Outras diferenças estão na natureza clãs variáveis, tanto das independentes
como das dependentes: Na mecânica usa se simplesmente uma cópia da rega real R para
representar o tempo, enquanto que na teoria dos campos o espaço-tempo é modelado por
uma variedade &4 que nem sempre será trivial. Na mecânica, as variáveis dinâmicas são re-
presentadas por curvas em uma variedade "interna" Q, chamada de espaço de configuração,
encluanto que, como explicamos com mais detalhes na segunda seção, na teoria dos campos
elas são representadas por seções de um vibrado E sobre ]k/ que também nem sempre será
trivial (é da forma il/ x Q apenas localmente). Para acomodar derivadas, o papel análogo
ao do vibrado tangente rQ de Q na mecânica é desempenhado pelo fibrado dos jatos JE (de
primeira ordem) de -E l35j. De forma semelhante, o papel análogo ao do âbiado cotangente
r*Q de Q na mecânica é desempenhado por um dos duais de JE, mais exatamente o dual
afim torcido J®-E de JE. Além destes, o formalismo também usa o vibrado dos jatos lineari-
zado JE de -E e seu dual linear torcido J®-E. A construção destes objetos será apresentada
na terceira e quarta seção. Também incluímos uma breve exposição do processo de levanta-
mento canónico de automoifismos (infinitesimais) do vibrado -E sobre i\#= pala automorfismos
(infinitesimais) do vibrado dos jatos ./E e dos seus vários duais, assim como sua ação sobre
seções destes fibrados. Na quinta. seção, discutimos a construção da forma multicanânica
a e da forma multissimplética w sobre J®.E e introduzimos a forma multicanânica aX e a
forma multissimplética wX sobre J ®E associadas a uma hamiltoniana H, que é uma seção de
J®E visto como fibrado afim em linhas sobre J®E, obtidas simplesmente por pull-back ]3].
Também abordamos as relações entre 0, w e o campo de Euler E sobre J'DE que existe em
função de J®E ser o espaço total de um vibrado vetorial sobre E. Assim, verifica-se porque o
dual afim torcido J®-E de JE é o espaço de multifase estendido e o dual linear torcido J ®E
é o espaço de multifase comum da geometria multissimplética. Na sexta seção, introduzimos
campos vetoriais localmente hamiltonianos e exatamente hamiltonianos sobre ./®E assim
como sobre ./®E e apresentamos resultados sobre sua estrutura que, no primeiro caso, foram
obtidos recentemente em j131. Na sétima seção, recordamos o conceito de (n -- l)-formas
hamiltonianas e a definição do colchete de Poisson de tais formas segundo a filosofa geral
adorada em j11 13,201. Estes resultados serão importantes pala a demonstração do teorema
principal desta tese, que está no Capítulo 3.
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1.1 Mecânica de sistemas não-autónomos

Todas as formulações usuais da mecânica clássica baseiam-se no preceito de tratar a variável
independente, o tempo, como um parâmetro externo de evolução. Aspectos geométricos que
levam à introdução de variedades não-triviais, seja como modelo pala o espaço de cona
guração (2, seja como modelo para o espaço de fase F', não afetam a variável tempo t que
parametriza as curvas em Q ou P representando as soluções das equações de movimento.
Claramente, esta independência de t das variáveis dinâmicas do sistema é uma expressão do
axioma do tempo absoluto de Newton. No entanto, sabemos que este ponto de vista não
poderá ser mantido quando queremos incorporar o princípio da relatividade seja restrita,
sqa geral. Portanto, faz-se necessário, como primeiro passo, adaptar o formalismo de tal
forma a colocar a variável tempo em evidência.

A inclusão da variável tempo dentro do formalismo geral da mecânica torna-se impres-
cindível, mesmo no âmbito da mecânica clássica newtoniana, para a descrição de sistemas
nãc-autónomos, tais como a mecânica de partículas ou sistemas de partículas em campos
externos que dependem explicitamente do tempo. O procedimento padrão pata tratar desta
situação no contexto lagrangiano consiste em substituir o espaço de configuração Q, com
coordenadas locais típicas q', pelo produto cartesiano R x Q, com coordenadas locais típicas
(t, q'), e o espaço de velocidades rQ, com coordenadas locais típicas (qi, 4i), pelo produto
cartesiano IR x rQ, com coordenadas locais típicas (t,q:, 4'), permitindo assim a inclusão
de lagrangianas Z que dependem explicitamente do tempo (-L = L(t,qi, 4{)). De maneira
análoga, no contexto hamiltoniano devemos substituir o espaço de fase P, com coordena-
das locais típicas (q{,pi), pelo produto cartesiano IR x P, com coordenadas locais típicas
(t, q', pi), permitindo assim a inclusão de hamiltonianas # que dependem explicitamente do
tempo (-H = -H(t,q;,p{)). Globalmente, se P for uma variedade simplética, R x P vem
munido de uma dois-forma fechada que é simplesmente o pull-back da forma simplética de P
pela projeção sobre o segundo falar; no entanto, esta dois-forma é degenerada, com núcleo
que forma uma distribuição involutiva uni-dimensional. Este tipo de estrutura tem sido
axiomatizado sob o título de "variedades de contato". Cromo veremos ela admite uma ex-
tensão natural à teoria dos campos, porém não-degenerada.

A solução do problema de definir uma, versão estendida do conceito de espaço de fase
que inclua a vaiiáve! tempo mas sem alterar o tipo de modelo matemático empregado já
foi claramente enunciada por Cartas. Ao invés do "espaço de fase simplesmente estendido"
R x P, com coordenadas locais típicas (t,q',pi), considere o "espaço de fase duplamente
estendido" IR x P x IR, com coordenadas locais típicas (t,q',pi,p), onde p é uma variável
com a dimensão física de uma energia. (Usamos o símbolo p, ao invés de E, para evitar
uma mudança de notação na hora da passagem da mecânica para a teoria dos campos )
Obviamente, como IR2 é o obrado cotangente de IR, IR x P x R será uma variedade do
mesmo tipo que P: se P = 7'*Q com forma canónica dada por é?p = pídqi, então
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RxPxR T*(R x Q) com forma canónica dada pol

0 = pi ad -} pdt , (1.5)

enquanto que se /' íor variedade siinplética com forma simplética dada por wP - dqiAdp{,
então R x P x R também sela variedade simplética, com forma simpjética dada por

w õ. dpi -- dp N dX , (1.6)

e finalmente se P for variedade de Poisson com censor de Poisson ap, R x P x R também
será variedade de Poisson, com censor de Poisson dado por

TP @"a (1.7)

Uma outra vantagem de incluir a variável tempo nos diversos espaços que descrevem
as variáveis dinâmica.s é que este i)rocedimento permite abordar o conceito das "simetrias
locais" que estão no coração das modernas teorias de calibre, de suma importância na for-
mulação de modelos para as interações fundamentais na física das partículas. Em geral,
simetrias contínuas são descritas por algum grupo de Lie G em conjunto com uma ação
deste grupo sobre o espaço de variáveis dinâmicas pertinente. A formulação padrão da
mecânica permite considerar apenas "simetrias globais", onde as transformações de sime-
tria são independentes do tempo. A inclusão de "simetrias locais" pequei permitir que as
transformações de simetria possam depender explicitamente do tempos tais simetrias locais
são geralmente conhecidas como "transformações de calibre". Em termos geométricos, isto
significa considerar os espaços estendidos R x Q, R x rQ, R x P, IR x P x R etc. como
vibrados sobre a teta real que representa o tempo, abrindo assim a possibilidade de interpre-
tar transformações de calibre como mudanças de trivialização nestes vibrados. Observa-se
que segundo um teorema geral de topologia, todos os vibrados sobre 11{ são triviais, mas vale
salientar que não existe em geral nenhuma trivialização preferida, e portanto o "princípio
de invariância de calibre", ou seja, o princípio de invariância sob mudança de trivialização,
continua sendo de grande importância mesmo nesta situação.

Clamo exemplo, podemos notar que aplicando o princípio de invariância de calibre a
qualquer um dos espaços estendidos acima mencionados elimina o status privilegiado da
segunda projeção. Em particular, isso significa que a projeção de R x P sobre P usada na
definição da estrutura de contato sobre R x P não é invariante de calibre. Este fato é a
origem das dificuldades encontradas em tentativas de formulei a mecânica hamiltoniana de
partículas acopladas a campos eletromagnéticos e/ou de Yang-iN/{ills usando o formalismo de
variedades de contado.

A reinterpretação cle R x Q como fibiado sobre IR acaneta uma série de consecluências
não--triviais. Primeiro, permite concluir que R x 7'Q é na verdade o fibrado dos jatos (de
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primeira ordem) de R x Q. Como tal, este é novamente um vibrado sobre IR mas também é
um vibrado sobre ]R x Q, e mais precisamente, um vibrado afim. Podemos perguntar por que
não seria um vibrado vetorial, já que 7'Q é um vibrado vetorial sobre Q. A razão da perda da
estrutura linear é justamente a possibilidade de efetuar transformações de calibre, ou seja,
transformações de coordenadas locais na variedade Q que podem depender do tempo. Neste
caso, a lei de trarlsformação para as coordenadas locais induzidas em rQ adquire, além do
termo linear envolvendo a jacobiana, um terJTlo constante envolvendo a derivada temporal.
Os espaços de fase dup]amente estendido ]R x P x ]R e simplesmente estendido IR x P
podem então ser definidos como, respectivamente, o dual afim do vibrado dos jatos e o dual
linear do obrado dos jatos linearizado, sendo o primeiro um fibrado afim em linhas sobre
o segundo. Como resultado, é possível considerar a hamiltoniana de um sistema mecânico
como uma seção deste fibrado (IR x P x IR ---> IR x P): em coordenadas locais, é definida
p'r(t,q:,pi) -}(t,q',p{,p) com:

P ,q',P.)

Ademais, soluções das equações de movimento tornam-se seções dos vibrados IR x Q (no caso
lagrangiano) ou IR x P (no caso hamiltoniano) sobre R: em coordenadas locais, são dadas
p'r f H (Z,q:(t)) o« f -} (t,q:(t),p{(t)), respe'tiv'mente.

Uma descrição mais detalhada destas construções, num contexto bem mais geral, será
apresentada na próxima seção. Por enquanto, menciona.mos apenas que as formas 0 e w,
assim como o censor de Poisson n, dados em coordenadas locais pelas equações (1.5), (1.6)
e (1.7), possuem um significado global, ou seja, independente da escolha de um sistema
de coordenadas, mesmo quando admitirmos transformações de coordenadas qi --> q'k que
dependem do tempo. Esta invariância adicional é altamente não-trivial e não pode ser
deduzida de nenhum dos argumentos apresentados anteriormente, mas ela pode ser verificada
ou por cálculo explícito ou como resultado das construções globais a serem discutidas na
proxima seçao.

1.2 Campos como seções de übrados

O ponto inicial para a formulação geométrica da teoria clássica dos campos é a escolha de um
./iórado de co zdguração, que em general pode ser um vibrado sobre um espaço-tempo cujas
seções soam os campos da teoria sob consideração. No que segue, denotaremos seu espaço
total por E, seu espaço base por M, sua fibra típica por Q e a projeção de E sobre 71/ por n;
as dimensões são

dim JM = n , dimQ = N , dim .8 = n+JV
1 0 sinal nesta equação é meramente convencional.

(1.8)



14 FORMALISMO MULTISSIMPLETICO

De forma geral, ]W é interpretado colho espaço-tempo enquanto Q é o e.spaço de corzág?oração
da teoria uma vaiiedãde cujas coordenadas (locais) descrevem graus internos de liberdade.'
O espaço total .E é localmente mas não necessariamente globalmente isomolfo ao produto
cartesiano iU/ x Q, mas deve-se salientar club mesmo quando o fibrado cle configuração for
globalmente trivial, não existe ein geral nenhuma trivialização preferida, e é precisamente
a liberdade de mudar de trivialização que permite incorporam as teorias clo calibre neste
contexto. Um outro ponto que merece ser enfatizado é que o vibrado de configuração em geral
não possui nenhuma estrutura adicional: estas aparecem somente quando nos localizamos
em classes especiais de modelos.

. F'Íórados uetoriais surgem naturalmente nas teorias com campos /ãneares de matéria e
também na relatividade geral: o censor métrico é um exemplo.

e F'ábrados a$ns podem sei' empregados pai'a acomodam' campos de ca/áZ)re, uma vez que
conexões principais em um vibrado principal P sobre o espaço-tempo 7W podem ser
vistas como seções do ./iórado das cone ões de P um vibrado afim C'P sobre ]k/
construído a partir de P

e F'iórados gerais são empregados pat'a acomodar campos não-/{neares de matéria, em
paiticulai aqueles que correspondem à aplicações do espaço-tempo ik/ para alguma
variedade alvo Q: um exemplo padrão são os modelos sigma não-lineares.

Para cobrir toda esta variedade de situações, as construções gerais nas quais se baseia a
formulação geométrica da teoria clássica dos campos não devem depender da escolha de
qualquer estrutura adicional no vibrado de configuração. Esta exigência é satisfeita natu-
ralmente no formalismo do espaço cle multifase ao contrário de muitas propostas que se
encontram na literatura: na sua maioria, estas dependem da escolha a priori de uma conexão
no vibrado de configuração, excluindo assim a.s teorias de calibre nas quais conexões devem
ser tratadas como variáveis dinâmicas e não como campos de fundo fixos

Neste formalismo, simetrias são realizadas por awfomor$smos do vibrado E sobre JW e
geradores de grupos a um parâmetro de simetrias por campos oetoráa s pro/etáueis sobre .E.

Um aatomor$smo de um obrado geral -E sobre &/ com projeção n é um difeomorfismo
õE : -E --> E que preserva fibras. Isto implicaque õE induz um difeomorfismo Q'm : ]M --> M
tal que o diagrama

E llL-K (1.9)

Besta interpretação muda na teoria das cordas e das membranas
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é comutativol dizemos que ã'E é um automorfismo de vibrados soZ)re (PM. Como caso especial,
um automorfismo q'Z de -E é chamado estrito se õm for a identidade. Podemos introduzir
ainda o SKporfe de um difeomorâsmo d'Ã,r de iW como sendo o fecho do conjunto de pontos
em ik/ sobre os quais ele não age como a identidade,

suPP 0w {« ' M' / 'D.,(,) # «} , (l.lO)

e de forma similar, o suporte na Zlase de um automorfismo õz de E como sendo o fecho do
conjunto de pontos de M para os quais ele não age como a identidade na fibra respectiva,

supp©E ' {zcM/©Z(e) # eparaalgum ecE,} (1.1 1)

Passando a campos vetoriais como geradores de grupos a um parâmetro de difeomorfismos,
através do seu fluxo, diremos que um campo vetorial XZ sobre E é projefát;e/ se vale

Z. T(X, (.:) ) para ei, e2 c E com «(el) = «(e2) , (1.12)

onde Tn : T.F --} TM é a aplicação tangente à projeção r : E --> iV

induz um campo vetorial Xm sobre M ao qual é a-relacionado:
Isto implica que X.E

x.(«) Te «' (X, (e) ) pa:a '; c M e e € -E com «(e) Z (1.13)

Também diremos que XZ recobre Xm. Como caso especial, um campo vetorial projetável
XZ sobre E é chamado uert ca/ se XW for zero. As vezes, é conveniente pensam cm um
automorfismo ® de um vibrado como o par (Oz, q)M) e em um campo vetorial projetável
X sobre um vibrado como o par (XZ,Xm). Finalmente, cabe mencionar que um termo
alternativo para "campo vetorial projetável" é "automorfismo infinitesimal de fibrado"

Um ponto importante para este trabalho é entender como automorfismos e automorfismos
infinitesimais de vibrados agem sobre suas seções. Primeiro, a ação de um automorfismo
'l} = (QE, õm) sobre uma seção p de -E fornece uma nova seção © p de .8, dada por:

(® - 9)(«) '>z - (g (ü'# («))) par; # . M (1.14)

Segundo, a ação de um automorfismo infinitesimal X = (XZ,XW) sobre uma seção cp de E
fornece uma seção óxp do fibrado vetorial g*(V-E) sobre M que é o pull-back do vibrado
vertical yE de E via g, obtida da fórmula anterior por diferenciação em relação ao parâmetro
(le lluxo:

8xp(«) = Xz(p(,)) -- T=p 'X«.(«) par' «'M . (1.15)
Em coordenadas locais adaptadas, constituídas por coordenadas locais zp para a variedade
base ]W, coordenadas locais qi para a fibra típica Q e uma trivialização local de .E sobre M,
temos

x'(?) Õ.9t X" (1.16)
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1.3 vibrado dos jatos

A construção do fiblado dos jatos associado a um vibrado geral E é padrão e pode ser
encontrada em muitas referências. No caso de jatos de primeira ordem, denotado aqui por
JE, ela é particularmente simples. Dado um -obrado E sobre M com projeção a- e fibra
típica Q, a fibra de JE em cada ponto e c E sobre o ponto z c Jk/ é definida por

.4z {« ' Z(tM', TeE) Ten- .u = idrnü/} (1.17)

Assim, os elementos de J.E são exatamente os candidatos para as aplicações tangentes em #
de seções (locais) g do vibrado E satisfazendo g(g) = e. Obviamente, J.E é um subespaço
afim do espaço vetorial Z(T=JV, TeE) de todas as aplicações lineares do espaço tangente TnM
para o espaço tangente Te-E, sendo o correspondente espaço vetorial de diferenças o espaço
vetorial -L(7,À/, X:Z) de todas as aplicações lineares do espaço tangente T=M pala o espaço
xrn,+;rnl T/ ;i:

.4E m',%-B) = r=+w'D%-E . (i.i8)
Variando e em E, obtemos um vibrado aâm sobre -E em relação à projeção alvo r : JE --> E,
que é um subfibrado do vibrado vetorial L(r'''7'M, TE) = n*(T"M) (D T-D, sei-Ldo o corres-
pondente fibrado vetorial de diferenças o vibrado vetorial sobre -F em relação à projeção alvo
7 : J.8 --> .E, dado por

L(«*(rlk/), }''-8) = ,-*(T*M) ® }'E (1.19)

Em geral, J-E e JE também são vibrados sobre .A4 em relação às respectivas projeções fonte
a = n .r : J-E --> i\4= e J = r.F' : J-E --> M, porém apenas Êbrados gerais sem estrutura
adicional. Ocasionalmente, denotaremos JE por JZE ou por ./,\,/E e JZ por JZ-E ou por
.,7Jh/E para enfatizar que estamos considerando-o como vibrado em relação à projeção alvo ou
em relação à projeção fonte, respectivamente. Também faremos uso do fato de que os pontos
de JE podem ser representados como l-jatos de seções (locais) de .E: para todo ponto e c .F
sobre o ponto z c M, os elementos de JeE podem ser escritos na forma u = .j,ç) onde (p é
uma seção de E definida en] uma vizinhança aberta de a em M' tal que g(#) = e e Tap = u.

Na discussão a seguir, tomai-se-á importante que estruturas adicionais sobre o fibrado E
possam ser herdadas pelo vibrado ./WE. Por exemplo, se E for um vibrado vetorial/afim
sobre 714= então JE também sela um vibrado vetorial/afim sobre M. Mais especificamente, é
fácil ver que se -E for um fibra(to vetorial sobre M, então JÀ,rE também o será: basta definir

xj,v -+ Kj,.$ ,.(xp-+ p$) p'-'' À,P. R , P,@: I'(.E) (1.20)

De modo semelhante, se E for um fiblado afim sobre ]M e -E for o correspondente vibrado
vetorial de diferenças, então JÀ/E também sela um fibrado afim sobre M e JWE será o
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correspondente vibrado vetorial de diferenças: basta definir

.J,p +.j,# p'-' 'P ' -(-E) , #: F(É) (1.21)

Durante o desenvolvimento deste trabalho usaremos sistematicamente cálculos em coorde-
nadas locais. Tipicamente, denotaremos coordenadas locais na base M por zp, coordenadas
locais na fibra típica Q por qi e as coordenadas locais no espaço total E induzidas por estas e
uma esco]ha de trivia]ização local por (3P; qi).; Estas por sua vez induzem coordenadas locais
em J-E e em J-E, que escrevemos na forma (a", q'; çl.) ou (z", q:; Ü) quando consideramos JE
ou JE como vibrado sobre ,E, na forma (3"l q', çl.) ou (3"l q{, ã:) quando consideramos J-E
ou ./E como vibrado sobre &/ e na forma (=", q:, çi) ou (z', q:, Ü) quando não for necessário
ou conveniente especificar a projeção. Combinando uma mudança de coordenadas locais
zp --> z'" em J14, uma mudança de coordenadas locais q{ --> q't em Q e uma mudança de
trivialização local, obtemos uma mudança de coordenadas locais (a", q:) --> (z'', q'k) em E
onde

«'' («) q'* q). (1.22)

Esta por sua vez induz mudanças de coordenadas locais (z", ç{,çi) --> (a'', q'k, çl) ém J.F
e (z",q:,Ü) --> (a'',q'k,<') em /E que são dadas por

q/ âÇ'* Õz" ;

'ãF' ãM q, + ad' a="
(1.23)

e

üq'' a=» .,
@'ãB'- (1.24)

Em particular, se E for um vibrado vetorial/afim sobre M e os q{ assim como os q'k forem
coordenadas !ineaies/afins ao longo das fibras, então a mudança de coordenadas corresponde
a uma transformação de calibre, efetuada por uma matriz (gf) de funções, conforme

q''(«,q) («) q; (1.25)

no primeiro caso e por uma matriz (pl;) mais um vedor (gA) de funções, conforme

q'*(«,q) gf(«) q' + g*(«) (1.26)

no segundo caso. Em ambos os casos,

:f(«,Ü - gf(«)
SUsamos o símbolo "l" para sinalizar a separação entre "coordenadas horizontais" e "coordenadas verti

cais" , em relação à uma projeção dada
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e portanto

qr ,} = ,1 -- ..,! = «: (1.27)
otl

,F g:; ,l -- -.,! n; «: -- ~.«* g: ,
respectivamente, confirmando assim a afirmação acima de que E sendo um vibrado vet(>
riam/afim sobre ik/ então J-E também é.

çJ (1.28)

1.3.1 Levantamento canónico

O próximo passo a sei discutido é o levantamento canónico de automorfismos e, passando
para grupos a um parâmetro, o levantamento canónico de automot'sismos infinitesimais, i.e.,
de campos vetoriais projetáveis, de E para JE e para JE. No final discutiremos a ação
destes levantamentos sobre seções de JE e de JE.

Um automorfismo do vibrado .B pode ser levantado para um automorfismo do fibrado
dos jatos linearizados JE, como vibrado vetorial sobre E, definindo (D ,. : iZ --} JE
como segue: dado um ponto ec .E sobre o ponto = c 714= e uma aplicação linear d. c ./..E ::
Z,(T=&/, %.8), definimos ©J'Z(ã.) c J@,(.)'E ' I'(T$,,(,)&/, V@a(')1?) por

'b.Ü({Z.) ', (7',©w)': (1.29)

Esta fórmula define uma aplicação linear de L(71,JW, %-E) para Z(T©.,(,)M, V®.(')-E)
particular, o.seguinte diagrama comuta:

Em

. QJn .JE-JE

l.t
l.k

(1.30)

De forma análoga, um automoifismo do vibrado .E pode ser levantado para um automoríismo
do fiblado dos jatos JE, como vibrado afim sobre E, definindo Q'JZ : JE -+ JE como segue:

dado um ponto e c E sobre o palito z c Jy/ e um jato u. c J.E, definimos ®JE(u.) c J©,(.)-E

'>J.(«.) . (Tn©«.)': . (1.31)

por



1.3 FIBRADO DOSJATOS 19

Esta fórmula define uma aplicação linear de Z,(TzM, Te-E) para .L(T©.,(,)M, T$,(')E) que, pot
restrição, induz uma aplicação afim de J.-E para J+a(e)'E, já que mapeia J.-E para J©,(e)-E:

Tõ,H«'E ' 'DJ,(u.) TÕ.H«'E ' Tece ' ". ' (Z;'>W)''
Te («'E ' q'Z) . U. . (7','>«.)':
Te (©M ' «'E) . «. . (T='>.)''
T=©m ' Te"E ' u. . (Tz©.)':
t;©«. ' idr.m ' (L'P«.)':
idr+..,.,,«'

Em paiticulai, o seguinte diagra.ma comuta:

JE !!k JE

,J .. J,
E '- E

«l .., I'

(1.32)

@.D

Passando à descrição da situação infinitesimal, podemos reduzir o levantamento de automor=
fisrnos infinitesimais ao levantamento de grupos (locais) a um parâmetro de automorfismos
(locais). Assim, todo campo vetorial projetável XZ sobre -8 possui levantamentos canónicos
para campos vetoriais projetáveis XI'Z sobre J.8 e XIZ sobre JE. Ao invés de fórmulas glo-
bais que são pouco instrutivas, apresentamos as expressões em coordenadas locais adaptadas,
que podem ser deduzidas se observarmos que localmente, automorfismos são representadas
por transformações de um sistema de coordenadas locais adaptadas pala outro e portanto
podemos calculei seus geradores por diferenciação em relação a um parâmetro de fluxo À.
Explicitamente, escrevendo

(1.33)
e

*« - *"Ú * *'#
onde os XP dependem somente das coordenadas zp na variedade base, e substituindo a
equação (1.22) por

(1.34)

«'" («,À) q'* (z,q, .X) ,
podemos calcular os componentes

x" Xt aq'k
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e

À 0

aÇ:xfH

de XJE e cle X;Z pol diferenciação das equações (1.24) e (1.23), respectivamente, em relação
a À, usando que

Õz'"

0z IÀ.. '; , g*:. aq'k

0z IÀ=o
- 0

e
a

O resultado é que

Õz'''
i) rÕ='p
aÀ \ a:«'À-o

Õz'
a«''l*..

ax»
À-o

Xjz
aa +x +
q ã,ü

ax
a«" '" J aql (1.35)

e
ax" ax:

q; +
a

açl.
(1.36)

Finalmente, a ação de automorfismos e automorflsmos infinitesimais sobre seções de JE e
de .J-E é definida pela ação dos correspondentes levantamentos. Em particular, a ação de
um automorfismo infinitesimal X = (XIZ,XE,Xm) sobre uma seção .jp = (p,ag) de JE
fornece uma seção '5x(.jg) = ('5xp, '5xag) do vibrado vetorial (jp)*(}'(JZ)) sobre Jk/ q«e é

o pull-back do obrado vertical V(JE) de J-E via .jp:

Õx(.jP)(«)(.jg(«)) -Tz(.jp)'XM(«) p;:'a«'JM.(1.37)

Em coordenadas locais adaptadas, esta ürmula reproduz a equação (1.16) em conjunto com
a equação

8;.a.p: - ;}('p) a.'p' - ;:-(ç')a.'p: + g:l('p) - a.a.ç';x" (1.38)

1.4 Fibrc&dos de coj aros

Assim como o vibrado tangente de uma variedade M, o vibrado dos jatos de primeira ordem
de um fibrado .E admite uma noção natural de dual.

Primeiro, introduzimos o dHa/ a$m J*.8 de J-E, que é semelhante ao d?la/ / cear J*.E
de JE: ambos são vibrados vetoriais sobre E cujas fibras em cada ponto e de .E são definidas

J.TE =Íz. : 4:E ---> R afim},(1.39)
poi
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J.'E = { 2. : .4Z ---> IR linear} , (1.40)

respectivamente. Entretanto, para chegar ao tipo de dual que aparece naturalmente na teoria
dos campos, torna-se necessário substituir, no codomínio das aplicações afins ou lineares
empregadas, a rega real pelo espaço unidimensional das formas de volume sobre o ponto
correspondente de M, ou seja, considerar o dua/ a$m ZorcÍdo J®.E de ./.E e o dua/ / cear
forcado J'9.E de J.E cujas fibras em cada ponto e de -E são definidas por

e

{ z. : J.E ---> /\"T*&/ afim } , (1.41)

Zo.E = {z. : .Ã.E -.> A"r'''iw linear} ,

respectivamente. Em outras palavras, temos

e

(1.42)

(1.43)J®E = J*E ® N' T*M ,

e

./*z ® A"r*w , (i.44)

respectivamente. Clamo os vibrados J-E e JE introduzidos na seção anterior, cada um destes
fibrados admite duas projeções: uma projeção alvo, em relação à qual é um vibrado vetorial,
e urna projeção fonte, em relação à qual não admite, em geral, nenhuma estrutura adicional.

Em termos de coordenadas locais, podemos afirmam que as coordenadas locais (zl', qi, çl.)
de J-E e (z", q'; ãp') introduzidas na seção anterior induzem coordenadas locais (a", qi,pf,p)
pata J*-E e J®E e coordenadas locais (zP, qi,pf) para J*.E e J®-E, definidas pelo requeri-
mento de que o paieamento entre um ponto de ./E e um ponto do seu dual afim seja dado
por

.7'z

pfçl. + p (1.45)
no caso não-torcido e por

pfçl. + p) a"« (1.46)

no caso torcido, enquanto que o pareamento entre um ponto de JE e um ponto do seu dual
linear seja dado por

(1.47)

no caso não-torcido e por
pfe a"" (i.48)

no caso torcido. Assim, combinando uma mudança de coordenadas bocais ap --> z'' em ]V.
uma mudança de coordenadas locais q{ --> q'k em Q e uma mudança de trivialização local,
obtemos, além das mudanças de coordenadas locais induzidas já discutidas na seção anterior,
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mudanças de coordenadas locais induzidas (a",q{,pf,p) --> (='',q'k,pr,p')
em Jo-E e (#", ç:,pf) -} (z'', ç'*,pZ') em J*-E e em J'®-E clue são dadas poi

enl\ Jt E e

P' (1.49)

no caso não-torcido e

pZ' -.'(â) =g «' ,' - d.'(=) (1.50)

no caso torcido

Uma observação importante na geometria multissimplética é que o vibrado J®E é isomorfo
a um certo subfibrado vetorial do fibra.do /\" T*.D das n-formas sobre E, a saber o subfibrado
vetorial /\... 7'*E das n-formas (n-- l)-horizontais sobre 1?. Explicitamente, este é definido

/\=.:7='E = {zc/\"7T.E/í.i.z= 0 paratodo u,uc%E} . (1.51)

pol

De fato, existe um isomorfismo canónico

Q \ N=..T* E -:-} J®E (1.52)

de vibrados vetoriais sobre E que pode sel definido explicitamente da seguinte maneira:
dado um ponto e c -B sobre o ponto z c iW e uma n-forma (n-- l)-horizontal a. € /\ ".: ZTZ
qualquer, juntamente com um jato u. c .4ZÇ, podemos usar u., que é uma aplicação linear de
7=&/ para Te-8, para fazer o pull-back da n-forma a. sobre TeE para uma n-forma u:c!. sobre
T=A/. Obviamente, u:a. é uma função afim em relação a u. quando u. percorre o espaço
afim J.E uma vez que na verdade ela é uma função linear de u. quando u. percorre todo
o espaço vetorial É(7':;M, TeE) (a restrição do domínio de uma aplicação linear entre dois
espaços vetoriais a um subespaço afim define uma aplicação afim). Desta forma, colocando

©.(a.) «. (1.53)

definimos uma aplicação tP. : A :.: ZTZ --} Je+-E que é evidentemente linear e, como e varia
sobre E, providencia o isomorfismo (1.52) desejado. Notemos que pala sistemas com apenas
um grau de liberdade interna, i.e., quando Ar = 1, a condição de (n--l)-llorizontalidade é
automática, já que neste caso, quaisquer dois vetores verticais são proporcionais:

K. .T*E A."7'*Z quando .ÍV = l (1.54)
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1.4.1 Levantamento canónico

O próximo passo a ser discutido é o levantamento canónico de automorfismos e, passando
para grupos a um parâmetro, o levantamento canónico de automorfismos infinitesimais, i.e.,
de campos vetoiiais projetáveis, para o vibrado dual linear (torcido ou não) de JE e o
fibiado dual afim (torcido ou não) de JE, que é definido simplesmente por dualização dos
automoiíismos obtidos na seção anterior. No final discutiremos a ação destes levantamentos
sobre seções destes vibrados duais.

Primeiro, dualização linear do automorfismo a'/Z : JE --} JE de JE obtido por levanta-
mento de um automorfismo Oz : .E -..} E de .E fornece automorfismos (D.Í.Z : ./*.E -+ J*.E e
©loZ : J'õE -.> J '9.E dos vibrados vetoriais J*E e J®-E sobre E definidos como segue: dado

um ponto ec E sobre o ponto zc À/ e Ze CJ.+E OU <:cJ.®.E, definimos ©J'.E(Ze) C J@,(.)'D
ou QjaZ(<)cJ<o (.)'E por

©.í..(4) <: '(©/z l.4z)' : (1.55)

'P.»,(4) - A"(T=©M)':'" ',< '('>.ÜI.C.)': ,

respectivamente. Em particular, os seguintes diagramas comutam:

ou

(1.56)

. ®J'.E .J*E ; J*E

,'l .. J''
«J .., I"MI :'-;-M

@

-+ J'9E -.l

J'3E

''l .. l,'
.l .., l«M "'-M

e (1.57)

@.D @.E

De forma análoga, dualização afim do automorfismo õJE : JE -.> ./E de J.8 obtido
por levantamento de um automorfismo õz : E --> E de E fornece automorfismos
OJ*z : J".E --> J"E e QJO : J®E --} J®E dos vibrados vetoiiais J*E e J®E sobre .E

definidos como segue: dado um ponto ecE sobre o ponto zcJW e z.CJe+E OU Z. CJeaE,
definimos ©J*E(z.) c J;,(.)'E ou 'Da'E(z.) c J@oa(')'E por

'> ,*,(.. ) ,..(a'.«l..,)': (1.58)

ou

'D ,.,( ;. ) "(r='p«.)':* .'. .I'p,.l,.,)': ,A (1.59)
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respectivamente. Em particular, os seguintes diagramas comutam

J* E !!:E J* E

,*J .. !,
E '!- E

l.k
e J.,E \elE J'E

,.l ., l..
E ' ; E

«l .., I"M "'-M

(1.60)

®.E Q'a

No último caso, deve ser notado que sob o isomorfismo canónico ü, o automorfismo ® ,..
de J®E corresponde ao automorfismo de /\".i7'*E que age em n-formas sobre .E por pull-
back através de ü);i. De fato, dado um ponto ec E sobre o ponto zcM, uma n-forma
(n -- l)-horizontal w. c A:.:7='Z sobre Te-8 e um jato uü,,(.) ' JÕa(')E 'm (bB(e), calculamos

Q,.,(®.(«'.)) ' «.,M Q'.w)': ': ' (@.(«.,.) ' ©;}(«.,n))

A"UI'..J-' * . («Te'.''' ' "',.., . T='«,Õ* «.)

((t©«)': ' ««,n)* «,. ,M((Tea'Z)':* «,.)

Ü@,(')((7.(Dz)'i * w.) . u@a(.)

Passando à descrição da situação infinitesimal, prosseguimos como arltes, reduzindo o levan
tamento de automorfismos infinitesimais ao levantamento de grupos (locais) a um parâmetro
de automorfismos (locais). Assim, todo campo vetorial projetável -XZ sobre E possui levan-
tamentos canónicos pat'a campos vetoriais projetáveis X./,Z sobre J*-E, XjoX. sobre J ®.E,
X;*Z sobre J*.E e XjoE soba'e J®E. Novamente, ao invés de fórmulas globais que são pouco
instrutivas, apresentamos as expressões em coordenadas locais adaptadas, que podem ser de-
duzidas das leis de transformação (1.49) e (1.50) poi diferenciação em relação a um parâmetro
de fluxo À, como antes. Usando as Mrmulas anteriores, em conjunto com as relações

a
aÀ

aÇ"''\ aÇ'
aç'7 1,;. aç'*l*:.aç'' À-o

e
a

ã.Í det (A) d.t ('1) '- (Á-: aÁ)
que implica

Ê -.'(:) *..
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obtemos
a . a

x" m + x' @
õx»
Oz"

a
(1.61)

para J*E e

x.õ, - x" ãa + x' Zli =«; * =,' a
(1.62)

para J®E, assim como

*,*, - *~á * *'á -
para J*E e

ax: .. a
õa'';@ (1.63)

*«â**;4-(=,; =,.*=,;)&
- (=,' * =,) ;

(1.64)

para J®E. No último caso, nota-se que sob o isomorfismo canónico tP, o campo vetorial Xale
sobre J®E corresponde ao campo vetorial sobre A.=.iT*E que age em n-formas sobre -E pela
derivada de Lie ao longo de --XZ. De fato, em termos de coordenadas locais adaptadas,
temos que para todo campo vetorial XZ sobre -E com representação (1.34) e toda n-forma
(n -- l)-horizontal oE sobre E com representação

«,, dq' « d"«. + «,. d"« , (1.65)

a derivada de Lie -Lx,wZ de wE ao longo de XE é dada por

1.*' = -- .** $) '«'« '««, * (,*'2
-- ($«; =«; -- =«' -- T".
* (=«' * =«.) ~««

+ =âiií"; aq' « ad « a"«..,

d"a
qk

dq' .. d" =.
(1.66)

Essa fórmula como está é válida mesmo para campos vetoriais XZ que não soam projetáveis,
mas e]a também mostra que Xzç deve ser projetáve] se queremos garantir que tomando a
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derivada de Lie ao longo de XZ leve n-formas (n l)-horizontais em n-formas (n -- l)-
horizontais exceto pata sistemas com apenas um grau de liberdade interno: Quando /V = 1,
a equação (1.54) assegura blue campos vetoriais a.ibitiários sobre E podem ser levantados
para ca.mpos vetoriais sobre J®-E, a única mudança sendo que, neste caso, a equação (1.64)
possui um termo adicional, sendo substittJída por

a . a
x"ã;i+ x'ãÕ

(=,. * =,:
ax" \ a

(1.67)

onde os índices internos d e J tomam somente um único valor mas não obstante não foram
suprimidos a fim de evitei uma confusão notacional.

Finalmente, a ação de automorfismos e automorfisinos infinitesimais sobre seções é, mais
uma vez, definida pela ação dos correspondentes levantamentos. Em particular, a ação de
um automorfismo infinitesimal X = (XI'oE,XZÇ,XM) sobre uma seção é = (g,n) de J'®E
fo:nece «ma seção õxÓ = (óxg;'5x,) do fibr«do vetorial @*(y(J''E)) sobre M que é o
pull-back do vibrado vertical V(J'3E) de J'3-F via @:

Óx@(«) x.@.(@(«)) T=@ . XM(z) para z c Jk/ (1.68)

Em coordenadas locais adaptadas, esta fórmula reproduz a equação (1.16) em conjunto com
a equação

%;GO«;+:=M«; 3:-w«f
De forma semelhante, se escolhermos uma seção

i) x» X" (1.69)

'H, : j''õE -.} J®E

de J'9E como vibrado afim em linhas sobre ./®E (para a interpretação física deste tipo de
seção como hamiltoniana, veja a seção seguinte), a ação de um automorfismo infinitesimal
X = (X,..,X,,X.) sobre «m' seção é = 'H($) = (p,«', --#(g,r)) cle J"-E fo:«ece «m-
seção 8x@ = (.5xp,áx,,--õx#(p,«)) clo fib-ado «to:i.l Ó*(y(J"E)) sobre M q- é o
pull-back do obrado vertical }'(J'DE) de J®E via é:

8xé(«) x, .,(ó(«) ) T=Ó XM(3) pala z c ik/ (1.70)



1.5 GEONIETRIA h,IULTISSINIPLÉTICA 27

Em coordenadas locais adaptadas, esta fórmula reproduz as equações (1.16) e (1.69) em
conjunto com a ecluação

8;. #(9, «') :üo«f ;L(.*«"@,«)) (1.71)

ou

8xnQv , « ) il;lüo«f i=x@,«)

- x' àÚ(v',") - x' 'ãF'('p, ") a.'p' x" g$@, «) a.«;
(1.72)

1.5 Geometria mult;issimplética

Durante os últimos anos, evidenciou-se cada vez mais que o conceito matemático adequado
pala a formulação geométrica da teoria clássica dos campos é o de uma variedade multis-
simplética. No entanto, um dos primeiros problemas que enfrentamos neste contexto é a
inexistência de uma definição consolidada deste conceito.

Uma definição preliminar seria a seguinte: Uma variedade multissimplética é uma varie-
dade P munida de uma forma diferencial w fechada de grau n + 1, onde n é a dimensão
do espaço-tempo M, e satisfazendo certas condições de natureza algébrica, entre elas no
mínimo a de não-degenerescência: em cada ponto p de P, a contrição de w. com um vetar
tangente X. não nulo fornece uma n-forma i(X,)w, não nula. (Para n = 1, recuperamos
a definição padrão de uma variedade simplética da mecânica.) No entanto, esta condição
de não-degenerescência não é suficiente para garantir a validade da versão multissimplética
do teorema de Darboux 1201: este requer condições mais restritivas cuja natureza algébrica
ainda não foi completamente esclarecida. Outro aspecto que não parece ser adequadamente
contemplado na literatura é o fato de que as variedades multissimpléticas que ocorrem na
teoria dos campos não são apenas variedades mas possuem a estrutura adicional de um
vibrado sobre o espaço'-tempo e que esta deve satisfazer uma condição de compatibilidade
com a forma multissimplética. Descarte, a seguinte definição deve ser considerada um tanto
provlsona.

Definição 1.1 Pm« variedade "zuZtissá«zpZétáca é ?.«.« d«p/a (P,«.,) onde P é «m«
uarieda.de e Q é umcl forma diferencial de praz 'rl -} \ sobre P, chamada ü for'rTifa muttis-
si'rnrptética, que é fechada,

d" (1.73)
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e satifaz certas condições algébricas, entre elas no mínimo a de não-degenerescência, a$'r
mando qze para todo campo uetoriul X, bale

i,,«, - o -:+ x

Definição 1.2 t/ma variedade ezalan7zente muZtíssimpZética é umrz t;aráedade P
m,unida de urríla, fol'ma 0 de grau 'n, chama,da, Q for'mü 'n\utticcLn.õn.ica; tat q\te

(1.75)

é lmu jormü 'rrtultissimplética sobre P

Observa-se que, obviamente, a conclusão (1.74) deixa de ser válida para campos multi-
vetoriais, ou seja, o núcleo de u sobre multivetores não é trivial. (Isso ocorre mesmo para
formas simpléticas, que se anulam sobre multivetores obtidos como produto exterior de
velares contidos em algum subespaço isotrópico. Da mesma forma, o núcleo de a sobre
multivetores não é trivial.) Dualmente, um papel especial e importante é desempenhado
pelo aniquilador deste núcleo, ou seja, por formas cujo núcleo multivetorial é maior do que o
de w, i.e., que se anulam sobre todos os multivetores contidos no núcleo de w. Em particular,
em j121, foi adorada uma definição mais restritiva de vatiedade exatamente multissimplética,
exigindo-se que o núcleo cle w seja contido no núcleo de 0:

kei w c ker a , (1.76)

i.e., pala todo campo multivetorial (, vale

iÉ., - 0 . (1.77)

A função principal desta restrição é garantir que o colchete de Poisson entre formas de
Poisson definido em j121 seja bem definido. No entanto, para formas de grau n -- 1, a
restrição a formas de Poisson torna-se desnecessária (e por este motivo nem aparece em jlll).
Como no presente trabalho, consideramos apenas formas de grau n -- 1, optamos por adorar
uma definição menos restritiva, o que permite incluir não apenas o espaço de multifase
estendido mas também o espaço de multifase comum: ambos são exemplos de variedades
exatamente multissimpléticas, desempenhando o mesmo papel na geometria multissimplética
que os vibrados cotangentes na geometria simplética.

1.5.1 Espaços de illultifase

Definição 1.3 Z)ado um ./iórado de condg71ração -E sopre o espaço-tempo JM, o dwa/ cl#m
torcido J'sE clo $brctdo de latos JE de E é ct\amado o espaço de 'rTI/ultifase este'adido
(associado a E) e o d\tal li,rteur torcido J'ãE do obrado de latos lil-tectri,zctdo JE de E é
ch«nada o espaço de ««,«-l,tifase co««,'««\ (associado « E).
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O espaço de multifase estendido J'DE é o exemplo padrão de uma variedade exatamente
multissimplética. A construção da forma multicanânica 0 e da forma multissimplética w
sobre J'oE pode ser entendido da seguinte forma.

Seja E uma variedade de dimensão n+JV e A" T*.E o vibrado das n-formas sobre .E. com
projeção rÊ". Então existe uma n-forma canónica a sobre /\" T*.E, definida por

a(,)(«: , , ««) - , (24" . «:, , Tz,-É" - ««) , (1.78)

o«d' ' c A" T*E e «-,. . .,«. cTz(A" 7"''.E). Em termos de coorde««das ]oc;is g/'(] <«< ]V)
para E.e as cooi-denadas locais induzidas(y',z.......)(l < a< JV, l<ai < ... < a«:Ç N)
para A T*E, temos

' - a '.-..... 'íg'''« ... «av'",(i.29)
e portanto

A dy'" (1.80)

Quando E for o espaço total de um vibrado sobre M, podemos considerar a subvariedade
/\:.:T*.E das n-formas (n -- l)-horizontais sobre -E e restringir as formas 0 e w a esta sub-
variedade. Assim, usando o isomorfismo canónico 1.53, podemos transferir estas formas de
/\".:T*.E para J'D-E: usaremos as mesmas letras é) e w, respectivamente, para todas estas
formas. Em coordenadas loco.is adaptadas,

pf aq' « a"«, + p a"" , (1.81)

e portanto
d(f'.dp!'.d"=. dp..d"= (1.82)

Passando ao espaço de multifase comum ./®.E, observamos que neste, não há a pr ori
nenhuma forma multicanânica ou multissimplética preferida. No entanto, esta estrutura pode
ser definida assim que escolhermos uma hamiltoniana. Ocorre que, como já foi devidamente
enfatizado em l31, o conceito de hamiltoniana na geometria multissimplética exige o emprego
de ambos os tipos de espaço de multifase, o estendido J®E assim como o comum J®E, sendo
o primeiro um fibiado afim em linhas sobre o segundo em relação à projeção ?7 : J®E --} J ®.E
que associa a cada forma afim sua pare linear.

Definição 1.4 Z)ado um ./iórado de c071/ig ração E sopre o espaço-tempo À4, wma
hamãltonãan,a é zma seção

(1.83)

d,o espaço.de multijase estendido J®E como abra.do a$m em linhas sobre o esta,ço de mlttifase
com\u'm J'õE

'H : JoE --.} J'DE
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Observemos que hamiltonianas sempre existem, uma vez que fibrados cuja fibra típica é
difeomórfica a um ]Rk sempre admitem seções globais l22, Ch. 1, Theorem 5.71.

Dada uma hamiltoniana 'H, podemos então deÊnir uma. n-forma aX e uma (n + l)-forma
WH sobre J®.E por pull-back:

H"0 , u,K (1.84)

Enl coordenadas locais adaptadas,

p: ad~ ú' «. Hd"=. (1.85)

w,K = d(fK dpFjp. (F=F. -} dH,.. d"= .

ou mais explicitamente,

e

(1.86)

u' dcfr. apll.. d"z. -} (1.87)

A observação crucial% que na teoria dos campos, ao contrário do que acontece na mecânica,
a forma wW é não-dl;venera.da. De fato, usando coordenadas locais adaptadas, escrevemos
um campo vetoiial X qualquer sobre J ®E na forma

aaX X +x
aq' (1.88)

onde os coeficientes XP, X{ e XP são funções (em geral arbitrárias) das variáveis z", qk e pE,
e empregamos a forma explícita (1.87) de wH para obter

"" '«: « ',' « ««« g) ',: « '««.

"'« ««, * (*: g * *.z+ lx'õl
(1.89)

d"z

Quando n > 1, o primeiro termo (que no caso rz = 1 está ausente) é linearmente independente
dos demais e se anula apenas quando os coeâcientes XP são zero, levando à conclusão de que
a expressão inteira se anula se e somente se todos os coeficientes XP, Xi e Xí são zero.

Uma diferença entre as formas multicanânicas e multissimpléticas sobre J'3E e sobre
J'3E é que as prl.moiras satisfazem a relação (1.76) ou (1.77) entre os respectivos núcleos
enquanto que as segundas não. Mas a principal diferença enfie as duas estruturas é que a
primeira é de natureza cinemática, independente cla escolha de uma hamiltoniana, enquanto
que a segunda é de natureza dinâmica, dependendo explicitamente da hamiltoniana. Este
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aspecto já pode ser notado na mecânica onde, na notação padrão empregada na primeira
seção deste capítulo, as equações (1.81) e (1.82) se reduzem, respectivamente, às equações
(1.5) e (1.6), enquanto clue as equações (1.87) e (1.88) adquirem a forma

dq' A dpi + dq' A dt +
qi àã- a-; « '' , (1.90)

(1.91)

e

x'

Assim, a equação (1.89) é substituída por

'«' * (*:
(1.92)

Neste caso vemos que a forma (oH possui um núcleo não-trivial, gerado pelo campo vetorial

Õt ' aPi t)(f

aH a
)

Z

(1.93)

sendo que as equações de movimento podem ser expressas como o fato de que este campo
vetorial deve se anular sobre as suas soluções.

Outro objeto importante que pode ser definido globalmente nos espaços de multifase (o
comum assim como o estendido) é o campo de essa/orçamento ou campo de -Eu/er que denota-
remos por E. Esta definição é baseada exclusivamente no fato de que J®.E e J®E são espaços
totais de vibrados vetoriais sobre E. De fato, dado qualquer fibrado vetorial V sobre E.
EV (que iremos simplesmente denotar por E quando não houver perigo de confusão) é defi
nado como sendo o campo fundamental associado à ação de R, considerado como um grupo
comutativo pela adição, por transformações de escala, ou homotetias, nas fibras:

IR x V' ---> V'

(.X,o) ---> exp(.X)u

Assim E é simplesmente o campo vetorial vertical em y que, através da identificação do
espaço tangente vertical a }'' com a fibra típica do próprio y, torna-se a identidade em V:

x(«) - á «pW" *.o
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Em coordenadas locais adaptadas, E sobre ./®E é dado por

(1.94)

enquanto que E sobre ./'DE é dado por

(1.95)

O segundo desempenha um papel particularmente importante na teoria, devido à seguinte

Pi'oposição 1.1 ,4 /arma mu/ticanón ca 0, a /07'ma mw/lissÍmp/át ca w e o campo de
Eu,ter E lto espaço de mlLttifase estendido J'DE satisfaze'm a.s seg'ttintes relctções:

(1.96)

(1.97)

(1.98)

(1.99)

DEMONSTRAÇÃO. Observemos que em relação à projeção alvo de J'3.E para -E, E é vertical
e é? é horizontal, o que implica a eq. (1.98). Em coordenadas locais adaptadas, observamos
que a contrição usual da forma multissimplética w, dada pela eq. (1.82), com o campo de
Euler E, dado pela eq. (1.95), produz, a menos de sinal, a forma 0, dada pela eq. (1.81), o
que prova a eq. (1.99). Combinando estas duas equações, temos

,o (i»a) + i. da jEw = 0,

provando a eq. (1.96). Finalmente,

L,«., (i,«.,) + {. dw dO = co,

provando a eq. (1.97). D

Observe que a e(luação (1.99) concretiza a relação (1.76) ou (1.77) entre os núcleos de é?
e de co no espaço de muJtifase estendido, sendo que não existe nenhuma relação análoga
entre os núcleos de 0# e de wW no espaço de multifase comum (exceto quando H depender
linearmente dos multimomenta, o que é excluído pela hipótese de que o sistema seja não...-

degenerado e mesmo quaíldo este for degenerado constitui um caso pouco realista).
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1.5.2 Levantamento halniltoniano

A projeção entre os espaços de multifase introduzida acima, assim como a correspondente
projeção entre os duais não-torcidos, possui algumas propriedades adicionais que não são
imediatamente visíveis a partir da afirmação de que em coordenadas locais adaptadas, elas
são dadas pela simples eliminação (z",q:,pf,p) -> (z",qi,pf) da variável energia p, e
que merecem uma análise mais cuidadosa.4 Estas propriedades adicionais baseiam-se na,
existência de uma ação natural

W.x J''E --.» J'''E
(a, ,) ---> ; + '* (1.100)

de R sobre J''E, definida pela identificação de formas constantes, como formas afins especiais,
com seus va]ores. E fácil verificar que esta ação é livre e transitava sobre as fibras de J*.E
sobre J*EI portanto, J*.E é de fato um vibrado principal sobre J*E em relação à projeção
z7 : J*-E --} J*E, com grupo estrutural IR. Em coordenadas locais adaptadas, o campo
fundamental associado a esta ação é simplesmente o campo vetorial

(1.101)

conferindo-lhe assim um significado global, independente de qualquer escolha de coordenadas.
Também podemos transferir toda esta estrutura para os duais torcidos se escolhermos uma
forma de volume c no espaço-tempo M, pois esta estabelece isomorfismos ./®E B ./+.E e
J®.E = J*.B. Assim, obtemos uma ação

®xJOE
(a, ;) --+ , + a. (1.102)

de ]R sobre J:'-E que torna J®-E um vibrado principal sobre J®-E em relação à projeção
z7 : ./'9-E -.} J®.E, com grupo estrutural R. Em coordenadas locais adaptadas, o campo
fundamental associado a esta ação é o campo vetorial

c = co d"# (1.103)

Em particular, a mera existência de uma hamiltoniana implica que J®,E, como vibrado
principal sobre J ®E, é topologica.mente trivial.

Esta estrutura torna-se interessante e útil quando consideramos o problema de levantar
automorfismos e seus geradores de J®.E pala J'D-E usando uma hamiltoniana 'H fixa.

apara simplificar a dotação, denotaremos essas duas projeções pelo mesmo símbolo 77
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Começamos pela cluestão clo levantamento de automorfismos no caso dos duais não.-
torcidos, supondo momentaneamente que seja dada uma seção 'H. de J*E sobre J;''E. Neste
caso, podemos afirmar quc dado um automorfismo (b.pZ : J*E -..-> ./kE de J;'E sobre o
difeomorfisi-no q',v : il/ --> Jk/ de JV, existe um único automorfismo ü'J*z : J*.E --> J*E
de J"-E sobre o mesmo clifeomorfismo Q'W : À/ '> &/ de À/ com as seguintes propriedades:

projeta sobre (b.»Z sob a piojeçã0 77, i.e.,

z7.(bJ*z = ®J'©É;'77 (1.104)

. (DJ,.Z é equivariante em relação à ação (1.100) de IR

'b,,.,(z + a) .(,) + a
para zcJ".E,aclR (1.105)

é un] levantamento de (DjeZ pela seção Ho, i.e.,

0J*z ''Ho = 'Ho 'a'.Pz (1.106)

Pala demonstrar esta afirmação, notamos inicialmente que as primeiras duas proprieda-
des significam que õ;*z é um automorfismo de J*E como vibrado principal sobre J'E.
E bem conhecido e fácil provar que dado um vibrado principal trivial P sobre uma va-
riedade base M com grupo estrutural G e mediante a escolha de uma seção global
cr : JM --} P, um automorfismo F' : P --> P' de P que induz um determinado difeomorfismo
./' : M -+ M de M pode ser representado por uma função /o c C''(M, G) determinada por
F'(a(m) g) = a(.f(m)) ' ./b(m) g. Neste contexto, a «colha mais nat«ral é d'da por ./b = 1,
e é exatamente este levantamento cuja existência e unicidade está sendo afirmada, no caso
especial em que P, ]M, G e o- são substituídos por J*-E, J;''E, IR e 'Ho, respectivamente.

Passando aos duais torcidos, definidos em termos dos duais não-torcidos pelas equações
(1.43) e (1.44), observamos que as fórmulas

'DJoE = q'.».C (D ©M

®;oE = (>J*E ® q)#
#

)

) (1.107)

(1.108)

estabelecem conespondências bíunívocas entre os automorfismos de J®E e de ./*.E. assim
como entre os automorfismos de J'DE e de J"E. Escolhendo uma forma de volume c no
espaço'-tempo M e fazendo uso dos isomorfismos J®-E = Jk.E e J®E = J*E por ela
induzidos, podemos identificar seções 'Ho de J''E sobre J*E com seções 'H de ./®E sobre
J ®.B. Assim, chegamos à seguinte
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Proposição 1.2 Dados ténia Aamá/toníana 'H e um automor$smo (DI'aE : J®Z ..> J'8E
üe J®E sobre o difeomor$smo ®M : M --+ M de M, existe um único automor$s'rno
blue . J®E -+ J'8E de J'bE sobre o mesmo difeomor$smo õh,! \ M -+ M de M com
cls seguintes propriedades:

e J©E profeta sobre ©j'aE sob a projeção n, i.e.,

7?.(D;0Z :: ©loE'77 , (1.109)

ian satisfaz u seguinte condição de "equiuariância torcida" em relação à cação (1.102)
ie R., pctrü qualquer escolha de e:

ü',*,(,+a') = O.*z(.) + adet':(®h(m)) .

para z c J*-E sobre m c M, cr c IR
(1.110)

J E é um teuantamevtto de ibleE pela hamiltonianü'H, i.e.,

ÕJoz '7{ = 'H o©leE (1.1 1 1)

Chamaremos õloa o levantamento hami/tonÍano de ©joE

A versão infinitesimal é a seguinte

Proposição 1.3 -Dados uma Àam{/[oniana 'H e zzm campo uetoria/ XI'oE sopre J®.E ql&e

é projetáue! sobre umí} campo uetoria! XW sobre M, existe um único campo uetoria! XJOE
sobre J'DE qwe é projetáuel sobre o mesmo ca'mpo uetoriat XM sobre M cam CLS seguintes
pro'priedades:

XIQn profeta. sobre XJeE sob a. ptoJeção vl, i.e.,

ll'n .XJÇÕE -- X.Í9n' n (1.112)

b XJOE satisfaz a sega,lute condição de "equiuariância totcidct" em relação a.o campo
funda'n\entat llic, para (I'ualq'üer escoth,a, de e:

IXJoz,E.l .= div Xw E. (1.113)

b x.JçõE e u'm levanta,alento de XJoE Teta ha'miltonianu'l--L, i.e.,

X.JOE''H, -. T't'L .X.JeE (1.114)
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:huno,rerTtos XJÇ,n o te'ua'ntaTrten,to hct'ntiltoltian,o de XJ©n. EvrTt coordenüdcLS locais
adaptadas Ç=" ,(f.p!) 'para J'õE e (.=», q' .'pFI.p) l)a,rü J®E, escrevendo 'H, = Hd"ac e

aaXF +x
aq' (1.115)

oZ)temos

a aXP + x'
aç'

a
+ xf a ''

x/' ++
qi

(P + #)
ÕXP a (1.116)

DEMONSTRAÇÃO. Ein termos de coordenadas locais adaptadas (zp,qi,pf) para .7eZ e
(#", q', pf, p) para J®E, campos vetoriais XjaE são esci'itos na forma

onde os coeficientes XP, Xi e .Xi são funções gerais das variáveis ap, q' e pf, enquanto que
campos vetou'tais X.JOE são escl'idos na foi'ma

onde os coeficientes XP, Xi, Xf e X. são funções gerais das variáveis zp, q', pl? e p
termos, o fato de que o segundo projeta sobre o primeiro significa que

Nestes

XP x" , x'

Em particular, os coeâcientes XP, Xi e Xf independem de p . Calculando o colchete de Lie,
temos

lx,.;,x.l
[.*« ;] -- ,*' ; -- # :; -- ;'. ;: , « :;]
(*« ã - .. g) ;

Por outro lado, pela definição da divergência,

divXm c = Z.x C
À.
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ou em coordenadas,

divXm
l ac. ax»XP +

Portanto, a condição (1.113) é equivalente à relação

ax.
(1.117)

que pode ser integrada como segue:

x. (1.118)

onde yo independe da vai'iável p. Finalmente, a propriedade de XJOE ser um levantamento
de XjoE pela hamiltoniana 'H significa que

rIHx. x'+
qp--H

Combinando as últimas duas equações, obtemos a equação (1.116). D

Observemos que o levantamento hamiltoniano providencia um método de identificam auto-
morfismos no espaço de multifase comum e no espaço de multifase estendido. Entre eles.
podemos distinguir aqueles que preservam a forma multissimplética w e que parecem ser os
candidatos naturais para definir o conceito de uma Irans/armação mu/tÍcanónãca, que seria
o análogo natural da noção de uma transformação canónica no formalismo simplético da
mecânica.

Finalmente, a ação de automorfismos e automorfismos infinitesimais relacionados por
levantamento hamiltoniano sobre seçõcs é simples. Em particular, quando comparamos
a ação de um automorfismo infinitesimal X = X/oE sobre uma seção é = (g,r)
de J®E com a ação do seu levantamento hamiltoniano X = XJOE sobre a seção composta
Ó = H(@) = (p, «, --H(g, «)) de J'-E, obtemos

áx@ p,Jx«), ó.:Í$ p,ó.Ír,-ó.iH(g,«)), (1.119)
com

Ó;.9: (P) - a.9; X' )l
(1.120)

8x«f (9,«) a.«:x" , (1.121)

8ix(p,«') -:E'(p,«') (x'(p) - a.p'x")

+ g;-(p,«) (x/(ç',«) - a."fx")

p, «') lx'(p) -
q

(1.122)
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Observemos as diferenças entre os dois processos de levantamento canónico e de levanta-
mento hamiltoniano: Ambos partem de um automorfismo de J®E que induz uin automor-
fismo de E, onde no caso clo levantamento canónico o primeiro é obtido por levantamento do
segundo (correspondendo a um campo vetorial sobre J®-8 com coeficientes XP determinados
pelos coeficientes Xi e XP), enquanto que no caso do levantamento hamiltoniano o primeiro é
independente do segundo (correspondendo a um campo vetorial sobre J ®E com coeficientes
Xf indepetldcntes dos coeficientes Xi e XP). Um melhor entendimento da questão quando
estes. dois levantamentos coincidem será obtido mais adiante.

1.6 Campos vetoriais hamiltonianos

Em variedades nlultissimpléticas, temos a mesma noção dc campos vetoriais hamiltonianos
(localmente, globalmente ou exatamente) que em variedades simpléticas:

Definição 1.5 Sd« X. l(P) «m c«.p. «to,i«/ «ó« «m« «,á.d«d. «.«/I';-
simplética P. O cctmpo X é dito localmente hamiltoniano se ixt.o Jot umü forma. fecha,da,
ou seja, se

Z.x «.' (1 .123 )
o qtue signi$ca (I'ue o Pv:co de X pteseruct ü fol'ma multissimplética u, e é dito hctmitton,i,a'n,o
se ixu for 'üma forma Beata, OK seja, se e:cistit uma (n, -- \ )-forma j tüt que

ixu = df (1.124)

Neste caso, X é K«-icamente determinado pot f (pois .« é não-degenerada) e chamado o
ca'm,po hamilton,ã,a'no CLssoci.ado cl f, denotado por XÍ. Recipl'ocamente, se parca u,m,ü
d«(la Qn - Ü-forma f existir u« campo veto«ial X t-,l qze «'«le Q fórm«-la (i.i24), e.«tão
dizemos que .f é uma l.n -- L)-forma ham'iltoniana e qze j é associada a X

A novidade na geometria multissimplética é que ./ é uma (n l)-forma, ao invés de ser
simplesmente uma função, e que nem todas as (n -- l)-formas são hamiltonianas: Ocorre que
a, condição (1.124) impõe fortes restrições não apenas sobre X mas também sobre /

No caso em que a variedade for exatamente multissimplética, podemos completar a de-
finição acima como segue:

Definição 1.6 S©a Xc X(P) um campo «Zoría/ soó,'' um" u«ri.d«de ««t«menu.
muttissimplética P. O campo X é dito euatam.ente ha'rnittonian,o se

Lx0 = 0, li.i2s)
o que signi$cn. q'tLe o $z=o de X preso a CL forma mKlticctnânica Q
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E fácil vei que vale

X exatamente hamiltoniano ::::> X ha.miltoniano , (1.126)

e
X hamiltoniano :::::> X localmente hamiltoniano (1.127)

De fato, a primeira implicação segue de

Proposição 1.4 Sda X c l(/:') wm campo oetor a/ e atamerzÉe Àam /toniano sol're uma
uaráedade ezaZamente m /táss mp/ét ca P. Então

J(X) (1.128)

á ?lma (n \)-forma hamiltoniana. cujo campo hamiltoniano associado é o próprio X

- x (1.129)

DEivloNSTRAÇÃo. E um cálculo simples:

d(J(X)) 0) - jx dO

n

1.6.1 Espaço de multifase estendido

No caso do espaço de multifase estendido J'D.E, onde o núcleo de é? contém o núcleo de w
e onde podemos lançar mão do campo de Euler E para obter a a partir de w, conforme
a equação (1.99), este constitui uma ferramenta chave para a completa classificação dos
campos vetoriais localmente hamiltonianos, através da sua decomposição em componentes
homogêneos sob a derivada de Lie ao longo de E. A seguir, apresentamos a classificação dos
campos multivetoriais exatamente hamiltonianos e dos campos multivetoriais localmente
hamiltonianos sobre J'DE obtida em j131 para o caso especial e mais simples de campos
vetoriais.

Como primeiro passo, formulados duas afirmações simples que generalizam a proposição
anterior:

Proposição 1.5 Sda X c l(./®E) um campo t;eforia/ /oca/mente Aam{/foRjaDo sopre o
espaço de mKltifase estendido J'BE. Então

J(X) (1.130)
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á lama (n -- l)-/arma Aami/tonáana cujo campo Aam{/ZonÍano associado é X + IX, XI

X;(.x) ' X + IX,XI (1.131)

DElvloNSTRAÇÃo. E um cálculo simples

d (J(X)) d(í.*o)

-- Z;xjxw + ixw
- L.xixw + {xl.xu + {xw

jx da

'lX,Ela' + ÍXw
D

Proposição 1.6 Sda X c l(J'aE) um campo ueZor a/ /oca/mente /zam{/ZonÍano sopre o
espctço de multifase estendido J®E. Então X é homogéneo de grua Q sob LE se e som,ente
se X Jor e atamente hamittoniano.

DEMONSTRAÇÃO. A afirmação segue imediatamente da igualdade

Z;x0 = {lE,xlw , (1.132)

que é válida desde que Z,.xw = 0, em conjunto com o fato de que w é não-degenerada
n

Para prosseguir, usamos coordenadas locais adaptadas, em termos das quais um campo
vetorial X qualquer sobre J®.E assume a forma

(1.133)

onde todos os coeficientes XP, Xi, Xf e X. são funções (em geral arbitrárias) das variáveis
z", qk, pÊ e p. Tendo em vista as formas explícitas (1.82) de co e (1.81) de 0 em coordenadas
locais adaptadas, torna-se óbvio que

ixu = X" dq' f. dpljõ. d'"=., -- XJ' dqt F. d" :cH -t Xi dplp. d"=.
+ XP dp A d"3p Xo d"z ,

(1.134)

ix0 X'+ PX")d"«, - PfX' dq'«d"«,, .(1.135)
Estas fórmulas constituem o ponto de partida pala a. demonstração do seguinte teorema.

e
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Teo":na 1.1 S©« X . X(J'E) «m c«mpo «Z«{./ .-Z«..«l. Á«mã/t-í-. «ó« .
espaço de muttifase estendido JçõE. Então em coordenadcts tocctis a,da'piadas, as componentes
Ele X conforme de$nidas 'pela equa.ção (1.133) acima estão sujeitas às seguintes restrições:

. Os coeficientes X» independern das variáveis p e pnk. Para N>'\., também independem
das uariáueis q'

B Os coe$cientes Xi independern dcts uariáueis 'p e 'pKk

b Os coe$cientes X" e Xo são definidos em termos dos coe$cientes X» e Xi pelas se
guintes JÓ«m«.t«s:

xf ax»
(1.136)

8X:PPx. õx»
p'ã;i' (1.137)

])EN'lONSTRAÇÃO. Sela X c l(J®-E) um campo vetorial qualquer sobre J®E. Em coorde.
nadas locais adaptadas, aplicamos a derivada exterior d à equação (1.135) para obter

d(ã.*o) x: a,f « a"«, + il;i,f a"« + %;,f a.'« '"",

-'' g8- «f ",; « '"«. + 1l$- 'f '« « '"'.
-'- -*" ''' « '««, -- 3:- , '"« -- 1l;- , -.' « ~"",
-'- 'à8'' ".; « ''", --

PX»

-ãp p dp .. d"=.

- X" ap! ,. d,q' .. a" «.« -F Çl?=- p! dd« a«' ,.. 'i" "..o=': - ' ''' '

- %;- ,f 'd « '.: « '"*,,
- 1l; pf ap « aq: « a"«,,

::- pl' @E « aq; « a",.,

Assim, pela equação (1.134),
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d(j ... o)

=, * =, **.) '««

i)x» ax'
Pí +Õz" P

ax»
'ã?- p dq'.. d"=.

i)x»
ã@', .LP:,. d" ".

-'- 1l;- ,f '«: « ''/ « '"",,
+ 11Íípr aq; « apE « a"".,

+ 1l;pr aq; « ap « a"".,

dp h d"=.

Numeranclo os teimas nesta equação de l a 7, a condição

leva às seguintes conclusões

. Termo 7: Este se anula se e somente se os coeficientes XP independem da variável
p, e então o quarto termo se anula se e somente se os coeficientes Xi independem da
variávelp.

. Termo 6: Este se anula se e somente se os coeficientes XP independem das variáveis
pÊ, e então o terceiro termo se anula se e somente se os coeficientes Xi independem
das variáveis pÊ

6 Termo 5: Este se anula se e somente se os coeficientes XP independem das variáveis
qA, caso N > 1. No caso /V = 1, este termo se anula identicamente.

e Termos l e 2: Estes se anulam se e somente se os coeficientes X{ e X. são definidos
em termos dos coeficientes X' e X: segundo as equações (1.136) e (1.137).

n
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Passando a campos vetoriais localmente mas não necessariamente exataMente hamiltonianos,
temos o seguinte teorema.

Teorema 1.2 SÜ« X c X(J"E) um ««.p. «eZo,áa/ /oc«/«.ente A«m{/t.«i-. s.ó" .
espctço de mü\tifase estendido J®E. Então em coordertüdas local,s adaT)tapas, cis componentes
cle X co«lforme de$r-idas 'pela, eq'üa,çã,o (1.133) a,cima. estão sujeitas às seguintes restrições:

. Os coe$cientes X" index)andem das uatiáueis 'p e pKK

das variáveis q~
Pura N> \, também independem

b Os coe$cientes X' independem das variáveis p e p't

. Os coe$ci,entes X: e Xo são de$ni,dos em termos dos coe$cientes X» e X', em con-
junto com nodos coe$cientes XE. qKe também independem düs variáveis p e p';k, pelas
seguintes fórmulas:

õx» ÕX3 ê)x»P + P;
aÇ' Õa"

ax!
(1.138)

x. =
ax» ax!

(1.139)

DEMONSTRAÇÃO. Seja X cT(JO.E) um campo vetorial qualquer sobre J®E. Em coorde.
nadas locais adaptadas, aplicamos a derivada exterior d à equação (1.134) para obter

d({.*«,)

;:- aq; « @f « a«" « a"«,, + :;- aq' « aq'« apl' « '"".,
ax"õx"

+ -Õã- apE « aq' « ap: « 'í"",, +

+ %S-- a«' « ~""

cl'p '- dq' .. dp'ln d" =.«

-l;á? d« « dq' « d"z,

-ã:-. .',; « a.' « '"",
axr
W
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il;; ~,f « '"« + 3} '«' « ',f « '"".
-'- $ '«; « '«: « '"«, ''' %Í ", « ',: « ''"',

'óã:- a, " """ + -bi;- a«' « 'z, « '"«. + 'àa- a«; « 'z, « '"",

w',«'""
Reagrupando os termos, obtemos

o) '«;«.'""

(: dP:'~'L""

ax" . ax.
Õ=n ' aP

dph d"=

d,ql ». dp « d,"z.

*(= dpKK dP À d"=a

*(8 õ? 1l;- + á:ó?
ax'

dqt A dp\..d"=«

a X'p .

+ :ãi- aq' « aç' « a":'.

-'- @ ',Ê « ',? « '""*

-'- %; ~«* « '«' « ',, « '"'*,

;;í aq' « apÊ « apl' « a""À.
ax' .

+ -ã-- aq: « apf « ap « a":"..
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Numerando os termos nesta equação de l a 11, a condição

Z,xw = 0

leva às seguintes conclusões

. Termo 11: Este se anula se e somente se os coeficientes XP independem da variável p

. Termo 10: Fixando índices i, .j, p, z.,, p e índices mutuamente diferentes pi, . . . , p«-' ,

contraímos Z,xw com o campo multivetorial % A õ;A a: A aP. ,~ . . . A aP.., (sem somacontraimos Lxw com o campo multivetorial aj A a; A aÚ A oP. A
sobre j), obtendo a relação

ax' .; ax'
l)P» 'vap\ pn--a '»ap\ ...Pn--Z

Agora, se inicialmente, fixamos apenas os índices i, p e p, podemos sempre escolher
os demais índices tais que p,p,pi, - - - ,p..2 bão mutuamente diferentes, o que reduz
o lado esquerdo desta equação à expressão ü aXP/apf, enquanto que o lado direito
se anula se escolhermos .j # i ou pi,. ..,p..2 tais que /z ocorre entre eles. Assim,
concluímos que

0

(sem soma sobre j)

ÕXP

exceto quando ]V = 1 e n > 2 e p = p ou quando ]V = 1 e n = 2. Observe que
quando ]V = 1 e p = p, a equação anterior assume a formas

ax»
'ãii-- cpppt...pn.2

o que implica

i)XK i)X'

(sem soma sobre p e p) ,

õx»

desde que p, H, À são mutuamente diferentes. Portanto, a conclusão anterior, de que
ÕXP

ã#' - '

ÕXx
(sem som; sobre p, H e À) ,

vale mesmo quando Ar = 1 e n > 2 e p = p. A única exceção ocorre no caso em que
7V = 1 e n = 2, onde é apenas possível concluir que

No entanto, esta situação será coberta no próximo item

;Quando N = 1, omitimos os índices í, j, etc.
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. Termo 5: Fixando índices á, p, p e pi,...,p..i tais que os índices p,pi,-..,Pn-:
são mutuamente diferentes, contraímos .[xw com o campo mu]tivetoria]
a; « õ. « a,. « . . . « a.,... , ot,ten.lo . :elação

i)XP ÕXi
ap'l '" i)p

Tomando o traço em p e p e usando o resultado do item anterior, chegamos à conclusão
de que

-ã-- - ' ,
mesmo no caso em que JV = 1 e n = 2. Portanto, temos também

8XP

'Õã:- - o ,
mesmo no caso em que ]V = 1 e n = 2.

e Termo 8: Fixando índices {, .j, p, p e índices mutuanaente diferentes pi,. . . ,p,.-: ,
contraímos Lxw com o campo multivetorial õ;A a:A õf,. A ... A p... , obtendo a
relação

i)Xi i)Xi
aPp 'i'pi--p"'' .-- pn--'

Agora, se inicialmente, fixamos apenas os índices í, .j e p, podemos sempre escolher
os demais índices tais que p # p e que i',pi, . . - ,p..i são mutuamente diferentes, o

que reduz o lado esquerdo desta equação à expressão ü é)X;/õpi , enquanto que o lado
direito se anula. Assim, chegamos à conclusão de que

ax}
- 0

e Tei'mo 9: Fixando índices i, .j, p e u,pi, . - . ,p..2 tais que os índices p,p,pi) . . . ,pn-2
são mutuamente diferentes, contraÍlnos Z,xw com o campo multivetorial
a ,.. õl. A ai: A aP. A . . . A aP.., (sem soma sobre .j), obtendo a relação

a X''p

da'

Assim, chegamos à conclusão de que

usem som« sob:e .j)

'ãõ' - ',
exceto no caso ei-n que iV = 1 onde o termo inteiro se anula identicamente e nenhuma
conclusão pode ser tirada.
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Para prosseguir, escrevemos as equações obtidas dos termos restantes

8 Termo l

aXo aXF
aç' (1.140)

+ Termo 2
ax'

(1.141)

e Termo 3

ax. ÕXW
(1.142)

e Termo 4
ÕXK ax»

qí (1.143)

. Termo 6
axr .,,e#

q
+ ': âXP

(1.144)

e Termo 7
ax"'''Jaxr

q (1.145)

Começando pelas equações (1.141) e (1.142), nota-se que o lado direito independe da variável
p e das variáveis pÊI portanto elas podem ser integradas diretamente para concluir que

x. = ax»
p'ã;;'

ax:
+ yoP

onde yo é uma função local sobre E: independe da variável p e das variáveis pÊ
argumento aplicado às equações (1.143) e (1.144) mostra que

O mesmo

..Kf ''ã?' -'- 'í ã; ax'P + x"P

onde os XP são funções locais sobre .E: independem da variável p e das variáveis pt
tituindo estas relações nas equações (1.140) e (1.145), vem

Suba

aqi
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aÇ{ '

respectivamente. Finalmente, este último sistema de equações pode ser resolvido pondo

e

} -
ax!

, x'
ÕXW

aa{ '

onde os Xr são funções locais sobre -E: independem da variável p e das variáveis pÊ
demonstra as e(luações (1.138) e (1.139) e conclui a demonstração clo teorema.

Isso
D

Pala encontrar uma interpretação global das conclusões destes teoremas, observamos
que os primeiros dois itens afirmam que um campo vetorial X (exatamente ou localmente)
hamiltoniano sobre J'DE é projetável sobre um campo vetorial XE sobre E que, para iV > 1,
por sua vez é projetável sobre um campo vetorial Xm sobre ]M. Usando o levantamento
canónico X.JOE de Xa para J®E, dado pela equação (1.67), e compai'ando esta com as
equações (1.136) e (1.137), chegamos à

Proposição ] .7 Seja X c l(J®E) um campo ueZoráa/ qua/quer soZire o espaço de mu/tÍ-
fase estendido J'ãE. Então X é eZatameTtte hamiltoniano se e somente se X é pro:jetáuel
sobre E e coincide com o teuantawlento canónico X.JOE de su,Q l)roJeção Xn

Passando a campos vetoriais localmente mas não necessariamente exatamente hamiltonianos.
o terceiro item do Teor'ema (1.2) sugei'e uma decomposição de X na soma de dois termos,
sendo o primeiro o mesmo que no teorema anterior. A novidade reside no segundo termo,
isto é, nos coeficientes Xf , cuja interpretação global decorre da seguinte proposição:

Proposição 1.8 Sda ./b uma (n--l)-Jorna sobre E e considere .z (n--l)-/arma sopre J®.E
obtida de jo por pula-bctck pela projeção alvo Ta l J'ãE -+ E , que T)or abuso de nota.ção
também será denotüdü por fo Então as seg'vintes a$rmuções são equivalentes:

+ Sobre J'ÕE, fo é hamiltoniana,.

e Sobre E, a der Dada exterior dlfo de fo é (n -- l)-horizontal

Em coordenadas tocctis adaptadas, podemos escreueT

A .« a"«, + l; (Â):' aq'« a"«., + (1.146)
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onde os pontos denotam termos de ordem superior contendo pelo menos dois dq's, e

='""* a.«
õq

a( ./b )f"
a#" dqt .. d":c. , (1.147)

oóterzdo

a.K
q (1.148)

para o campo hamiltoni,ano associado sobre J'ãE

DEN,iONSVnAÇÃO. A representação de uma (n--l)-forma geral sobre E em coordenadas locais
adaptadas sendo dada pela eq. (1.146), podemos aplicar a derivada exterior para obter uma
fórmula que difere da eq. (1.147) pela presença de termos de ordem superior contendo pelo
menos dois dq's. A ausência destes termos expressa, de um lado, a (n -- l)-horizontalidade
de dHo sobre E e, de outro lado, a propriedade de ({fo sobre J®.E se anular sobre o núcleo
de w, pois tendo em vista a forma explícita (1.82) de co em coordenadas locais adaptadas,
mostra-se que um multivetor que é uma combinação linear de produtos exteriores de vetores
da forma aP e õi pertence ao núcleo de w se e somente se cada dos seus termos contém
pelo menos dois vetores do tipo ai. Da mesma maneira, a forma explícita (1.82) de w em
coordenadas locais adaptadas mostra que se definirmos X/o pela fórmula (1.148), a condição
(1.124) será satisfeita,. O

Agora podemos formu]ar a decomposição g]oba] de campos vetoriais localmente hamiltoni
anos em componentes homogêneas sob Z,E

Teorema 1.3 Sda X c X(Ja'E) ?.m campo uetor a/ /oca/mente Àam /Z.Digno sopre o
espaço de m\cttifase estendido J®E. Então X admite uma, decomposição cünânica na soma
de dois termos

X = X. + Xo, (1.149)

onde X. e Xo são ca,mãos uetori,ais localmente hamiltonianos homogéneos de grau
sob LE, respectiuümenLe. Ademais, temos que

l e 0

. X. é vertical em relação à projeção sobre E e obtido por pu!!-pack e dualização sob w
conforme eu'posto na Proposição 1.8.

b Xo é e=ai,ümente hamittoniano e obtido por Levantamento cctnõv\ico conforme exposto
rta Proposição 1.'7.
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1.6.2 Espaço de multif.ase con]un]

No caso do espaço de multifase comum J®-8, prosseguimos de forma análoga, poi cálculo
direto em coordenadas locais adaptadas, em termos das quais um campo vetorial X qualquer
sobre J 'oE assume a forma

' - *«1 * *:4 * *'& , (1.150)

onde todos os coeficientes XP, X{ e Xi são funções (em geral arbitrárias) das variáveis
z', qk e pE. Tendo em vista as formas explícitas (1.87) de wH e (1.85) de 0x em coordenadas
bocais adaptadas, torna-se óbvio que

ixu,K = X" dq' p. dpÇn d"=.« xf+ x"
qi

dq' ». d" =.

(1.151)
+ x'õ"

'' 'P
*« $) «.« '««, * d"z

iXOw PfX: HX")d"«« PfX"aÇ'«a"«.,, (1.152)

Estas fórmulas constituem o ponto de partida para a demonstração do seguinte teorema.

e

Teorema 1.4 Sda X c :(J'E) ««. c««.po uefor{«/ ezafamen e Àa«-á/t.dano s.ór. o
espaço de multifase comam J'õE. Então em coordenadas toca,is adaptadas, as com'parentes
üe X conforme de$nidas pela equa.ção (1.150) acima, estão sujeitas às seguintes restrições:

B Os coe$cientes X» independem düs uüüáueis pKk

uarzaoezs q''
Para, N>L, também independem das

. Os coe$cientes X' independem-t düs uctriáueis pKk

b Os coe$cientes X! são de$ni,dos em termos dos coe$cientes XP e Xi pela seg'pinte
fórmu,tü:

#=
qi (1.153)

b Vale Q seg'ttinte relação de compütibilidu.de entre os coe$cieTttes XK e Xi e u fxl-Lção
ham.ittoni,Cana, H

« 3=- + «f

ax{ =*« * $*' * $*. (1.154)
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DEivloNSTRAÇÃo. Seja .f € 1(J®E) um campo vetorial qualquer sobre J®.8. Em coorde.
nadas locais adaptadas, aplicamos a derivada exterior d à equação (1.152) pala obter

a({.í o«) - x; apf« a"«, + 3=pl' a"«

-- %; ,f '.' « '"". --ãã- ,f '.; « '"",

*«='«« *«;~.'«'"". x" g3 apf « 'z"",

="'"« dq' p. d"zn
'b8- H' ap; « '"'.

- X" apT,.. dd,. a"=., -F Qg:;p: ad,. d=' .. d'"""«

:;,f '«' « '«:« ~"",, - %;,f ~«; « '«;« ''",,
Assim, pela equação (1.151),

d(í.f o«) - jx «.,«

axax» PH + P .x

ax] ax» ax"P PPí +P Õz"J a#"
ax»

H + xf l aq;« a"«.
aq'

* ($«'

+ 1l; ,f '«' « '«' « '"'.,
-'. Ç; ,f '«: « ~,E « '"",,

dpiÀ d"=.

Numerando os termos nesta equação de l a 5, a condição

leva às seguintes conclusões
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. Termo 5: Este se anula se e somente se os coeficientes XP independem das variáveis
pÊ, e então o terceiro termo se anula se e somente se os coeficientes Xi indepcndem
cla.s variáveis pE

. Teimo 4: Este se anula se e somente se os coeficientes XP independem das variáveis
qk, caso JV > 1. No caso JV = 1, este termo se anula identicamente.

. Termo 2: Este se anula se e somente se os coeâcientes Xf são definidos em termos dos
coeficientes X" e X' segundo a equação (1.153).

. Termo 1: Este se anula se e somente se vale a relação (1.154)

D

Passando a campos vetoiiais localmente mas não necessariamente exatamente hamiltonianos.
temos o seguinte teorema.

Teo«,na 1.5 Sd« X' l(i''E) «m ««.p. «t«{«/ /o«/«.e«Ze Á«m{/t-'-o «ó« .
espaço de m\Lttilase co'n"L'ü'm J'àE, e sul)tenha, que N > \ ow 'n, > 'Z . Então em coordenadas
locais adaptadas, as campo«\entes de X conforme de$nidas pela eq\ração (1.150) aci«aü estão
sujeitas às segtcintes restrições:

. Os coe$cientes X" independem dns variáveis pnk. Para N'>'L, tttmbém independem dcLS

oarzauezs q"

9 Os coe$cientes X' indo'pendem das variáveis p'i

. Os coe$cientes X! são de$nidos em, termos dos coe$cie«res X" e X: , el« conjx«\to com
rlouos coe$cientes X! que tambéTn independem düs uariáueis p'i, 'pela seg'vinte jórmzla:

xf axj ax»
'j'ã? Õz"

Í)X" ÕXK
+a?" aq' (1.155)

+ Vate a segKinie rotação de compatibilida.de entre os coeficientes XF' , X
ham,ãttoniünü H

e XE. e a junção

axb' ax
+ pf# ê)XE. Xp+ X

q (1.156)

Observação 1.1 Em relação às afirmações do Teorema 1.5, o caso em que 7V = 1 e n =2
parece ser excepcional. Por exemplo, os argumentos a serem apresentados na demonstração
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a seguir não permitem concluir, neste caso, que os coeficientes XP e X{ independem das
variáveis pÊI mas apenas que vale'

0 , (1.157)
e

ax aX" aH
(1.158)

DEMONSTRAÇÃO. Seja X cX(Jo-8) um campo vetorial qualquer sobre J®.E. Em coorde.
nadas locais adaptada.s, aplicamos a derivada exterior d à equação (1.151) pala obter

z.g «« - d(i.;? «,«)

%;l; aq: « apl' « a:«" « 'í"#., + :; aqj « aq: « apf «

+ 3;r @E « aq; « apf « a"".,
a

+ãa *' * *« $) '«'« '««

a
qj *' * *« $) '«' « '«' « ~"".

1,*' * ,*' :) ~,;« '«'« '"",
-l(';*' *«$) ~,.«'««

*&(';*: *« $) ''«~,.«'"",

a á:x+ P dP\.. dP!~ d":',;

*; (*' : * *;H) ««:« '««

a ' a#

-'- ''; © dP:« d""

OLembramos que quando Ar 1, omitimos as índices {, .j, etc
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Reagrupando os termos, obtemos

Lxüox :â (*' * *« :) * 4 (*' $ dq' õ. d'" =

Ü,
a :*': aH'

-'- ''; ã, dP!,..'t"*

* (';(':
ax' ax'

ãz"

* Ü (*, * *' $
â (*' * *« $

*' =) ) '«' « ',: « '"",
dqJ A dq' N d"=.

*â ('; *'
-- @; "«* « .'«' « ~,, « '""*.

=; a«' « @E « a,? « '""*.

nH'

a. dpnk,.dpl. ..d"u.

Numerando os termos nesta equação de l a 7, a condição

-L.f 'oH = 0

leva às seguintes conclusões

e Tel'mo 7: Pelo mesmo ai'aumento usado na demonstração do Teorema 1.2 para analisar
o termo 10, podemos concluir que

-3:Ã - 0,

exceto no caso em que ]V

rel;ção (1.157).

l e 2, onde é apenas possível concluir que vale a

e Termo 5: Fixando índices i, .j, /z, I', p e pi,
são mutuamente diferentes, contiaímos

,p...i tais que os índices p,pi,..,Pn-t
Z'.fwX com Q campo multivetorial
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al...at..;« ~ A õp,..:, obtendo a relação

á('.*'
ou sqa

ÕXP aH .. i)Xi ÕXP aH
ap! apl '" ap'â ap: ap'l

ou n > 2 , podemos usar o resultado do item anterior para concluirQuando iV > l
que

0Xj ax

Agora, se inicialmente, fixamos apenas os índices {, .j e p, podemos sempre escolher
os demais índices tais que p # p e p = p, o que reduz o lado esquerdo desta equação
à expressão aX;/õpf, enquanto que o lado direito se anula. Assim, chegamos à con-
clusão de que

ê)x]

Por outro lado, quando N = 1 e n = 2 , a equação anterior assume a forma

0

E)IXP aH t)XP aH
a'P" aP»

Agora, se inicialmente, fixamos apenas o índice p, podemos sempre escolher os demais
índices tais que p # p e p = z.', obtendo

aX aH
aP" i)P"

ax'
aP" àit (s'm s'ma s.br' '') ,

o que, devido à equação (1.157), é equivalente à equação (1.158)

e Termo 6: Pelo mesmo argumento usado na demonstração do Teorema 1.2 para analisam'
o termo 9, podemos concluir que

'ã;' - ',
exceto no caso em que ]V = 1 onde o termo inteiro se anula identicamente e nenhuma
conclusão pode ser tirada.

Para prosseguir, escrevemos as equações obtidas dos termos restantes
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. Termo l:

á (*'.$ * *$) - z (*' * *« $) (1.159)

e Termo 2:

â (*' $ * * 8) - i (';*: (1.160)

, Termo 3

ã (*' * *« $)
õx' (1.161)

e Termo 4

qj (1.162)

Supondo a partir de agora que Ar > 1 ou n > 2 e usando que sob esta hipótese, os
coeficientes XP e X' independem das variáveis pi, notamos que a equação (1.161) pode ser
integrada diretamente para concluir que

xf «T
0XP

«f %= + *" ,

onde os XP são funções locais sobre -B: inclependem das variáveis px;.
relação na equação (1.162), vem

Substituindo esta

qj
o (lue pode ser resolvido pondo

P

aq'

onde os y.P são funções locais sobre -E: independem das variáveis pE
stituindo a relação assim obtida nas equações (1.159) e (1.160), vem

Finalmente, sub.

a
qi «= ,; = *= * =*" *;*' * $*: 0 ,

0 .

e
a

'«= ,;s *= *=*" *:*' * $*:
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mostrando que

L,

onde }'. é uma função local sobre M: independe das variáveis qk e pE. Escrevendo }'. como
uma divergência,

e pondo X'' = W' -- y!', chegamos às equações (1.155) e (1.156), o que conclui a
demonstração do teorema. O

Para encontrei uma interpretação global das conclusões destes teoremas, observamos
novamente que os primeiros dois itens afirmam que um campo vetorial X (exatamente ou
localmente) hamiltoniano sobre J®-E é projetável sobre um campo vetorial XZ sobre .E 7
que, para Ar > 1, por sua vez é projetável sobre um campo vetorial XW sobre .IW. Usando o
levantamento canónico Xaoa de XZ para o espaço de multifase estendido J®-E, dado pela
equação (1.67), e comparando esta com as equações (1.153) e (1.154), chegamos à

Proposição 1.9 Seja X cl(Je.E) um campo uetor a/ g a/quer sobre o espaço de mu/tá-
fase comum Jç#E. Então X é e=atümente hamiltoniano se e somente se X é pro5etáuel
sobre E e é'H,-relacionado ao leuüntamento ca,pânico XJaE de su,a, 'projeção XE:

XJOE o't-L (1.163)

Passando a campos vetoriais localmente mas não necessariamente exatamente hamiltonianos,
o terceiro item do Teorema (1.5) sugere uma decomposição de -X na soma de dois termos,
como antes. No entanto, a interpretação global desta decomposição parece ser mais compli-
cada do que no caso do Teorema 1.2. A razão principal da dificuldade reside no fato de que,
apesar de ainda ser possível caracterizar esta decomposição em termos de componentes ho-
mogéneos sob a derivada de Lie ao longo do campo de Euler E (agora sobre J®-E), estes dois
componentes deixam de ser localmente hamiltonianos pois não satisfazem separadamente o
vínculo (1.156). Assim, o Teorema 1.3 parece não ter nenhum análogo natural.

ZLembramos que excluímos o caso excepcional de campos vetoriais localmente hamiltonianos mencionado
na Observação l.l (sistemas com N= 1 grau de liberdade em n = 2 dimensões), que requer um tratamento
separado.
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1.6.3 Projeção e levantamento de cai))pos vetoriais hanliltonianos

O passo final no nosso estudo cle campos vetoriais hamiltonianos consistirá eln esclaiecei a
re[ação entre campos vetoriais (exatamente ou ]oca]mente) hamiltonianos X sobre o espaço
de multifase estendido J®E e campos vetoiia.is (exatainente ou localmente) hamiltonianos
X sobre o espaço de multifase comum J®-E, no caso em que estes são projetáveis.

Definição 1.7 Um campo uetorÍa/ X sobre o espaço de mu/tll/'ase estendido J®E tí
:l11tm«d. p"j'tá"et se f« p«jetá«l em «l.çã. « c«d« ««« d«s t«ês p«jeções (sob«
J®E, sobre E e sflbre M). De forma análoga,, um campo veto'úat X sobre o espaço de
multifase com,'üm J®E é ch,aluado pro3etáuet se Jor l)roljetáuel euro relüçã,o ü cada, u'ma das
d.«as projeções (sobre E e sobre M).

Com esta terminologia, os Teoremas 1.2 e 1.5 implicam que para /V > 1, clualquer campo
vetorial !ocalmente hamiltoniano é projetável, enquanto que, talvez surpreendentemente. o
caso de sistemas com apenas um grau de liberdade é mais complicado: Para N = 1, um
campo vetorial localmente hamiltoniano sobre J®-E é projetável sobre Z se n > 2, enquanto
que um campo vetoiia! localmente hamiltoniano sobre J'Õ.B é sempre projetável sobre .E e
sela piojetável sobre J '3E se e somente se for projetável sobre M.

Para a discussão a seguir,.que aborda a relação entre campos vetoriais localmente hamil
tonianos sobre J®E e sobre J '9E, restringiiemo-nos a campos vetoriais projetáveis, em todos
os sentidos como definido acima, mesmo quando ]V= 1. Um dos motivos é que campos veto-
riais sobre o espaço total de um vibrado sobre o espaço-tempo il/ que não sqa.m projetáveis
sobre A4 podem ser considerados como patológicos, pois geram um tipo de transformação
que não induz nenhuma transformação bem-definida no espaço-tempo: é difícil imaginar
como interpretar uma transformação desta natureza como candidato para uma simetria que
tenha algum significado físico.

A relação entre campos vetoriais projetáveis e localmente hamiltonianos sobre J®E e
sobre J'D-E baseia-se na observação de que a relação de compatibilidade (1.156) identiâcada
no Teorema 1.5 possui uma interpretação geométrica,natural, independente da escolha de
cooi-denadas: Ela afirma que os campos vetoriais projetáveis X sobre J®.E e X sobre J®.E
dados, resp'ctivamente, pelas equações (1.133), (1.138), (1.139) e (1.150), (1.155) são H-relacionados:

X.K - T'K.X (1.164)

liidependentemente da questão se os campos vetoriais envolvidos são localmente hamiltoni-
anos ou não, mostra-se útil introduzir uma terminologia específica para medir um possível
desvio da validade desta relação.
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Definição 1.8 Dada uma Aami/foniarza 'H, s(ga X um campo t;eforia/ sopre o espaço de
mu,ttifase estendido J®E que é projetáuet, conforme Q De$nição 1.1, seja X sua. projeção
sobre o espaço de m ttijüse comam J'ãE e seja, X o levantamento hamiltoniüno de X,
conforme CL Proposição 1.3. O campo uetoriat

Xx - X (1.165)

sobre J'8E será chamado o desvio hamitton,ian,o de X

Em coordenadas locais adaptadas, com componentes de X e de X conforme definidas pela
eq«ações(1.133) e(1.150), temos

(1.166)

onde, conforme a equação (1.116),

Xox ". + @ -- ") g; -'- gx" -- (1.167)

Por deânição, X e X são 'H-relacionados se e somente se XX se anula sobre a imagem de 'H
em J®-E. Se X for localmente hamiltoniano, então a equação (1.139) mostra que o coeficiente
XoK independe de p e vale

Xow (1.168)

Note também que o fato de que, por definição, X e X são sempre 'H-relacionados implica
que, para qualquer forma diferencial cl sobre J®E, vale a relação

i.;? (H*«) - 'H* (jX«) (1.169)

ou sqa,
i.;? ('H*«) H* (i.*«) - 'H* (ix««) (1.170)

Em particular, notamos que

íxxco = -- Xow d"z (1.171)
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Quanto à possibilidade de construir X a partir de X e/ou vice versa, vale o seguinte

Teor'"'a 1.6 D"d« «m« À«m{/fo«áa«« H, sd« Xc l(J'E) «m ««.P. «.Ío«áa/ soÓ"'
o espaço de m\Ltlifase estevtdido JÇÕE e X E 'EÇJ'àE) um campo uetoriat sobre o espaço de
m,ultifase comum JçàE, ambos T)rojetáueis.

B Da,do X, SKI)tenha qxe X seja su,a pl'Dicção.

Se X for locatme'tte humitto«\cano (em relação Q .«) e jor tangente à imagem de 'H,,
,«tão X e X são 'K-«t«io-««d«, X é loc«Ime,«t' t'«minto«i-o (.« «t.ção « .«.) e

X é sea leuavttamento hctmilt071iano.

+ Dado X, sltl)tenha. q\te X seja seu euantamento hamiltoniano.
S. X fo« l««Im.«te h«minto«,i-o (.m «t«ção « u.), então X e X sã.'R-«t«ion«'l",
X é t««tm.nte t»««üto.«i«.« ('m «l«çã. « .«) . X é ;l« p.'.jeçã..

Em particKtal', X é toca,ITnente humiltoniano se e somente se X é localmente hamilto.raiano
e tangente à imagem de h,, on equiuülentemente, X'K

DEMONSTRAÇÃO. Observe que X é tangente à imagem de 'H se e somente se pala todo
ZcloE, existe }Ç cTz-(J®E) t?l que X('H(Z)) = r..-X($1). Aplicando a tangente TW(Z)'7
à projeçã0 77, concluímos que }'} = Xz. As afirmações que se referem ao levantamento
hamiltoniano seguem po' comparação clãs equações (1.116), (1.133) com (1.139) e (1.156).

D

1.7 Colchete de Poisson

Um dos maiores problemas no formalismo multissimplético, ainda parcialmente em aberto.
é a definição adequada do colchete de Poisson entre observáveis. Apesar de uma resposta
definitiva talvez ainda não tenha sido encontrada, existem resultados parciais, que passamos

Uma das idéias que tem sido explorada na literatura é definir um colchete de Poisson
usando como ponto de partida a mesma fórmula ixw = aF da mecânica, o que no entanto
requer valias modificações algumas delas óbvias, outras nem tanto. Por exemplo, o fato de
que no formalismo multissimplético, a forma w é de grau n + 1 > 2 implica que os objetos
X passam a ser campos multivetoriais, ao invés cle campos vetoriais, e os objetos / passam
a ser formas diferenciais, ao invés de funções. Como já foi visto, isso acarreta um certo
grau de ambiguidade, pois em gelam, X é determinado por ./' apenas a menos cle um campo

a expo!



1 .7 COI,CHEFE DE POISSON 61

multivetorial tomando valores no núcleo de w e, reciprocamente, / é determinada por X
apenas a menos de uma forma fechada. No caso especial em que X tem grau l e / tem
grau n-- 1, a primeira ambiguidade deixa de existir, mas a segunda permanece. Em outras
palavras, temos o seguinte isomorfismo:

Formas hamiltonianas
de grau n l

m(5dulo form as fechadas
Campos vetoriais hamiltonianos (1.172)

Uma primeira proposta para um colchete de Poisson entre duas (n
./' e g é a mesma da mecânica, ou seja,

1)-formas hamiltonianas

{/,g} (1.173)

onde X/ e XP são os campos hamiltonianos associados a / e g. Infelizmente, esta proposta
não satisfaz a identidade de Jacobi, pois para três (n l)-formas hamiltonianas ./', g e h,
temos

{/,{«,"l} -- {.,{",.,}} -- {",{.,,.}} - '(:*,:*,:.*»«) o.:«)
Entretanto, no caso de variedades multissimpléticas exatas, este defeito pode sei corrigido
adicionando um termo excito adequado:

Teores-na 1.7 jlll Sega P uma variedade mw/t ssámp/ética ezata com n-/arma mu/fi-
cam(5níca 0 e (n + l)-/arma mu/fÍssÍmp/ética w = --d0 . Para q aisquer anãs (n -- l)-/armas
hamittonianas f e g sobre P, chama,mos a Çn -- \)-jormcl hamiltoniana \.f,g) de$nida, T)or

{/,.} - '.*,'.*,« -- '(:-*,/ '.*,. :.*,") , (1.175)

onde X.j e Xs sao os ca'Upas ha'mtltonianos associados Q f e g, respecttuawtente, o col.chefe
de Poisso'n, de j: e g. Este colchete satisfaz a, identidade de Jacobi e prove o espaço das
kn -- q-formas hümittonianas sobre P de zma estrutura de álgebrü de Li,e.

Para generalizar esta definição do colchete de Poisson a formas de qualquer grau, torna-se
necessário estender algumas das operações do cálculo em variedades envolvendo campos veto-
riais ao caso de campos multivetoriais. Primeiro, para um campo multivetorial decomponível
X = Xi A . . . AX,, a contrição de uma forma a com X é definida como

zXa " zX,.-.zx.a (1.176)

Segundo, o colchete de Lie entre campos vetoriais pode ser estendido para um colchete
entre campos multivetoriais conhecido como o colchete de Schouten, sendo que o colchete
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de Schouten entre dois campos multivetoriais decomponíveis X = Xi A . . . AX, de grau r e
y = yiA . . . A}G cle grau s é o ca.mpo multivetorial de grau r + s -- l deânido por

«x, , y « . . . «vs l

>l:E:(--i):Fj lx{,bl «x- « ...« xi-- «X{.F. « ...« x,(l.ir7)
i=1 .j=i

r S

A ."\i--l A .Ai+l A

« X-i « X+l "

As propriedades principais do colchete de Schouten são, além de sua bilinearidade sobre IR.
a antissimetria graduada,

ty'''' lx;, b 1 « x- «
«h "

AX,
«b

[x,}'''] ::: - (-i)ü'oo n ]Kx] , (i.iz8)
a identidade de Jacobi graduada,

(-i)ü'oo-olx, ll'', zll+(-i)p'oü oly', lz,xll
+ (--1)(' :)(' i)lz, lx, rll = o

e a regia de Leibniz graduada (em relação ao produto exterior),

lz,x«}''l +(-i)(''o'x« lz,rl .(i.i80)
Isso significa que o espaço dos campos multivetoriais l A (M) sobre uma variedade M qual-
quer é uma superálgebra de Poisson o análogo supersimétrico de uma álgebra de Poisson.
Finalmente, a derivada de Lie de uma coima diferencial ao longo de um campo multivetorial
X é definida como o comutador graduado da derivada exterior com a contrição com X

(1.179)

(1.181)

Retornando à questão da correspondência entre campos multivetoriais hamiltonianos de grau
r e formas hamiltonianas de grau n r estabelecida pela fórmula ixci = aF , observamos
que para r geral, o isomorfismo (1.172) deve ser substituído pelo seguinte isomorfismo:

Campos multivetoriais
hamiltonianos de grau r

módulo núcleo de w

z,.*« - (di,, (-lyãxd)a

Formas hamiltonianas
de grau n -- r

módulo formas fechadas
(1.182)

Devido à falta de unicidade dos campos multivetoriais associados às formas hamiltonianas.
teremos qtle impor uma restrição adicional sobre estas para garantir que o colchete de Poisson
a ser introdiizido abaixo seja bem de$niclo.

Definição 1.9 j121 Sda P ma variedade r7zzi/lissimp/áZáca com/ormíz mu/t ss mp/élãca co.
Jnict Jormci hamiltoniüna f sobre P é chctmada. alma forma de Poisson se o núcleo de j
contém o núcleo de to, t.e., se para um campo mKttáuetorin! él de grau arbitrário, Date

í.(o = 0 :::+ ã(./' = o (1.183)
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Teorema 1.8 j121 Sqa P uma oariedízde mu/tÍss mp/át ca ezrzfa com n-/arma mw/ti-
canânica 0 e l.n + l)-forma muttissimplética t..o :: --dl) tat que 0 seja uma .forma de Poisson.
Para quaisquer alas fo'r'mas de Poisson f de gl'au n -- r e g ãe grau n -- s sobre P, cha,ma,mos
a /arma de PoÍsson {./',g} de grua n -- r -- s + l dada por

{ ./', g} ( 1)'(;-:) {ráxc....,

-- -(( ''-:'''-:';*.'' ;.*. (-o''-:'';*;.*«)
(1.184)

onde X e Y são qzüisquer dois campos mIJ,ltiuetorictis ha'm,ittonianos de graus T e s a,ssociados
CL f e g, respectivamente, o colchete de Poi,sson de j e g. Este colchete, além de bem
de$nido e grüdua,do a,ntissimétrico, satisfaz Q identidade de Jacobi gra,doada. e prove o espaço
dns Jormüs de Poisson sobre P de zma, estrutura de superálgebra de Lie.

Outra questão importante refere-se à escolha da variedade multissimplética P a sei uti-
lizada na construção do colchete de Poisson. Inicialmente, o problema foi analisado, por
vários autores, no âmbito do espaço de multifase comum, mas muitas vezes usando cons-
truções em coordenadas locais que carecem de um significado geométrico intrínseco, e mais
recentemente no âmbito do espaço de multifase estendido. No entanto, como foi discutido
na Seção 1.5.1, dada uma hamiltoniana 'H, o espaço de multifase comum J'oZ também é
uma variedade exatamente multissimplética, com n-forma multicanõnica 0X e (n + l)-forma
multissimplética (oH = --dOw, e portanto este também vem munido de um colchete de Pois-
son {., .}x que, obviamente, depende da hamiltoniana 'H, conferindo-lhe uma característica
dinâmica. Devido a esta distinção, referimo-nos ao colchete definido no espaço de multifase
estendido J®E como colchete cinemático e ao colchete definido no espaço de multifase
comum J®E como colchete dinâmico.
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Tabela comparativa entre a geometria simplética na mecânica
não-autónoma e a geometria multissimplética na teoria clássica dos campos

Mecânica não-autónoma Teoria dos campos

espaço de configuração estencliclo

IR x Q'-} R

coordenadas locais adaptadas t, q'

fibiaclo de configuração

E -l M

coordenadas locais adaptadas zp, qi

espaço de fase simplesmente estendido

Po= R x7'*Q

coordenadas ]ocais adaptadas t, q' , pi

espaço de multifase comum

Po = J'a E = li' E ® Nn T* M

coordenadas locais adaptadas zp, qi , pf

espaço de fase duplamente estendido

7' = r*(R x Q) = R x l"*Q x R

coordenadas locais adaptadas t, q' ,pi, .E

espaço de multifase estendido

P = J'ã E -- J': E ® N' T' M

coordenadas locais adaptadas zp, q' , pf,p

l-forma canónica sobre 7)

P = Pf dq' + E dZ

n-forma multicanõnica sobre P'

g = pf dg'A d"=/. + p d"r

2-forma simplética sobre P,
não degenerada

dO -- dq' r. dpi -- dE À dl

ln+ l)-forma multissimplética sobre P'.
não degenerada (em campos vetoriais)

J = d(lsA dp»A (r=H-- dpNdnn

hamiltoniana

% : Po > ]R

função sobre Po

halniltoniana

H,I'Po-+'P

seção de 7) sobre Po (vibrado afim em linhas)
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Tensos de Poisson

A nossa meta principal neste capítulo é investigar a possibilidade de construir, no. âmbito
do formalismo multissimplético, ou sqa, sobre o espaço de multifase estendido P = J®.E,'
um censor de Poisson que desempenharia um papel semelhante ao censor de Poi$son na
geometria simplética. Tendo em vista que a forma multissimplética w é de grau n + 1, é
de se esperar que este tensor de Poisson n deve ser um campo mu]tivetoria] de grau n + l.
Obviamente, um campo multivetorial n de grau n + l induz, para todo r com 0 :Ç r :ç n,
um homomorfismo de vibrados vetoriais

. N'-'-ç~ T*P --\ I'<VP . (2.1)

assim generalizando o homomorfismo (5) da geometria simplética. A meta básica seria definir
T de tal forma que para formas a que se anulam sobre o núcleo de w, valha a relação

Zz(a)W ' a , (2.2)

(2.3)
pois isto garante quê

X
--á u«., .nl..,;n da .-o«Hirân há';r,u \PWV uw vuAA ux BFwv v wuA vw

@ (2.4)

que relaciona campos multivetoriais hamiltonianos e forma hamiltonianos.

Infelizmente, esta construção depende da escolha de certos dados adicionais, que são
conexões em vários vibrados. Como veremos, dois censores de Poisson construídos a partir
de diferentes escolhas de conexões diferem por um campo multivetorial a valores no núcleo
de w, o que reflete a ambiguidade na relação entre X e / que já enfrentamos no Clapítulo l.
Mesmo assim, é interessante identificar qual tipo de estrutura geométrica é suâciente pala
remover esta ambiguidade.

65
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Para descrever a referida construção, toma-se necessário aprofundar-se no estudo de
conexões, tanto de conexões gerais em vibrados gerais como de conexões lineares em vibrados
vetoriais e de conexões afins em vibrados afins. Será este o assunto que nos ocupará pela
irlaior parte do presente capítulo.

Começaremos discutindo na primeira seção as várias deÊnições da noção de conexão em
um vibrado geral e como a escolha de uma conexão leva à definição de uma derivada covariante
de seções. Nas duas seções seguintes faremos primeiro uma revisão do conceito de conexões
lineares em vibrados vetoriais, passando em seguida ao conceito de conexões afins em vibrados
afins. Também discutiremos a noção cle conexão dual de uma conexão linear/afim em um
vibrado vetorial/afim dado, que em ambos os casos é uma conexão linear no vibrado vetorial
dual. Na quarta seção, estenderemos paire desta discussão a conexões parciais, definidas
apenas ao longo de subfibrados do vibrado tangente T&/ da variedade base M. Na quinta
seção, consideraremos conexões compostas em vibrados compostos. Na sexta e na sétima
seção, combinaremos os conceitos introduzidos anteriormente para mostrar como construir
conexões lineares ou afins em vários vibrados vetoriais ou afins sobre o espaço total E de um
fibrado geral, tais como o vibrado vertical V-E, o vibrado J-E dos jatos de primeira ordem e seu
dual afim J®-E, a partir de dados mais simples: uma conexão geral em -E, uma conexão linear
parcial ein V.E ao longo de \''E e, nos últimos dois casos, uma conexão linear na variedade
base /l/. Finalmente, na última seção, definiremos os referenciais de Darboux induzidos no
fibiado J®E pela conexão construída na seção anterior. Nestes referenciais definiremos o
censor de Poisson e ao final daremos algumas propriedades do censor de Poisson.

2.1 Conexões e derivadas covariantes

Nesta seção apresentamos várias definições, todas equivalentes, do conceito de uma conexão
gera[ em um vibrado gera] E sobre ]W, sem nenhuma estrutura adicional.

Definição 2.1
seção global

Umü conexão geral em um $brctdo geral E sobre M é dada por uma

I' : .E - n. ./E (2.5)

do obrado aPm JE ---+ E.

Existe uma definição alternativa, mais tradicional, segundo a qual uma conexão geral em um
fibrado geral -E sobre ]k/ pode ser vista como um subfibrado vetorial nE do fibrado tangente
7'E, chamado o vibrado horizontal, que é complementar ao vibrado vertical VE:

TE -'HE QVE. (2.6)
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A escolha de um fibrado horizontal equivale à escolha de uma cisão

x" TM -} TE (2.7)

da seguinte sequência exala de fibiados vetoriais sobre E

0 ---> y.B (2.8)

Ainda equivale à escolha de uma projeção horizontal H : T.E --> TE ou de uma projeção
vertical y : T-E --} T-E, que são homomorfismos de vibrados vetoriais sobre E tais que
H' = .H, y' = }', }''.E = im (y) = ker(H), #E = ker(y) = im(a) e H + y = idrz.

Para mostrar que as duas definições dadas acima são de fato equivalentes, lembramos que
uma seção global I' de JE sobre E associa a cada ponto e c .E sobre um ponto z c M um
elemento I'(e) c-L(ZIM,TeE) tal que Te«'.I'(e) = idr=J« . Mas então %Enim(1'(.)) = {0}
e kei(I'(e)) = {0}. A última relação implica que im(I'(e)) e T=JW têm a mesma dimensão,
e como Te«' é sobrdetora, segue %E © im(I'(e)) = ZZ, ou seja, im(I'(e)) é subespaço
horizontal de Te-E. Assim, uma seção global de J.E dotei'mina um fibrado horizontal de .E.
Reciprocamente, a partir de um subespaço horizontal .H..E de Te.E, obtemos um elemento
de ./.-E considerando a inversa da restrição de Ten' a H.-E. Assim um fibrado horizontal de .E
determina uma seção global de JE.

Uma outra forma de estabelecer esta bijeção é através da cisão (2.7), que equivale a uma
seção do vibrado vetorial n*T*M ® T.E sobre -E, pois este contém JE como subfibrado afim

Dada uma conexão geral I' no vibrado geral -E, podemos para todo campo vetoiial XW
sobre M introduzir seu levantamento horizontal, que é um campo vetorial I'(Xw) sobre E
definido por

F(XM)(') 'X«.(«) . (2.9)

para todo e c -E sobre z c ]\4. E fácil mostrar que para quaisquer dois campos vetoriais XV
e }/M sobre JW, a expressão

Q(X]« , Ym) ll'(X«.) , F(ym )l F( IX«. , yml) (2.10)

representa um campo vetorial vertical sobre E. Mais geralmente, a forma de curvatura da
conexão I' é definida como a 2-forma horizontal Q sobre E a valores no fibrado vertical VE
tal que pala dois campos vetoriais X e y sobre -8, n(X, y) é a parte vertical do colchete de
Lie entre as partes horizontais dos campos X e y

Q(X, }'') (2.11)

Portanto, a forma de curvatura O mede quanto o vibrado horizontal deixa de ser involutivo
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Em coordenadas locais, escrevemos a seção (2.5) na forma

r(«,q) («",q'; rl,(«,ç)) (2.12)

Outra representação, que enfatiza a interpretação de unia conexão como fornecendo uma
base local de l-coimas horizontais a valores no vibrado tangente TE de -E, é a seguinte 1281

r (a. + rl, a;) (2.13)

Isto significa que o levantamento horizontal do campo local aP sobre JM é o campo local
I'(a.) sobre E dado poi

F(a.) - õp + rl, a;
Nos mesmos termos, a projeção vertical y e a projeçã.o horizontal # são dadas por

(2.14)

}''(*, ç;ã,4),ç;;o,4: + i'l,(«,ç) ã")

17(«,ç;á,4),ç:;á", - ri,(*,ç) ã")
(2.15)

Para a forma de curvatura Q da conexão I', temos

o(x, }'') - x"l''" ni,, a. , (2.16)

com

nl,.(«,ç) - õ.rl, a.rl. + plqr! - ri4rl. . (2.i7)
A lei de transformação para os coeficientes de conexão sob inudallça de coordenadas locais
como em (1.22) e (1.24) é I'l --} I':, onde

í)=" aq'*
i)=-' i)=H (2.18)

Fixando uma conexão, podemos introduzir a noção de derivada covariante de seções,
que generaliza a noção de derivada direciortal de funções em IR". Em vibrados gerais, a
derivada co'ç'ariante determina a parte vertical da derivada comum: dada uma seção (local)
p de -8 sobre ]M, sua derivada comum é a seção (local) .jp de JE sobre ]k/ (que corresponde
à aplicação tangente Tg : TM --} T.E) e a sua derivada covariante é uma seção (local) Vrp
de T*/&/ (D g*(VE) sobre JM, obtida por composição

V'P = }'r'.j9, (2.19)

(2.20)

onde

rr : JE --> 7r*(7'*7k/) ® }'-E
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é a restrição a JE de idr.&/ ® y : T''JW e) TE ---> T*JM ® yE . A relação com a idéia de
derivada direcional é estabelecida por contrição com campos vetoriais X sobre JM: denota-
se por VÇ'p a derivada covariante de p ao longo de X, que é uma seção de p'''(yE), com
dependência 3'(A/)-linear em X

(2.21)

Em coordenadas locais,

(çl. - rl,) a«" ® õ. , (2.22)

(2.23)
enquanto que

(õ.P' li' . p)l.) a«" ® aí

vçp p: - (r. p)i.)x" õ: . (2.24)

Escrevemos simplesmente V no lugar de \7r', sempre que não houver perigo de confusão.

Reciprocamente, podemos perguntar quais seriam as condições a serem exigidas para
que um operador V que leva cada seção p de E para uma seção Vp de T*À/ g*(y-E)
seja a derivada covariante associada a uma conexão I' em E. Em geral, essas condições são
complicadas e de difícil formulação. Por outro lado, são bastante simples no caso de conexões
lineares em vibrados vetoriais ou conexões afins em vibrados aÊns, que passamos a considerar
nas seguintes duas secões.

e

2.2 Conexões lineares e duais lineares

Definição 2.2 Z./ma conta;ão ]' em um./iórado uetoria/ E sopre ]V é dita ser uma comendo
Li,'n,ecLr se a seção (2.5) for «,m homomor$smo de $brados uetoriüis sobre M

Em coordenadas locais lineares ao longo das fibras, esta.condição significa que

i'l,(«,ç) ..a,;(,) q' (2.25)

Nestas coordenadas, a forma de curvatura tem a expressão

ç21,,(« , q) (,) q' (2.26)

(2.27)

onde

a.Á,:l õ,,a.j + ..4,Z ,4,:f ,4,l,4,.f
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A lei de transformação para os coeficientes .Ap.j e os coeficientes ]i' ,.j, conhecidos como
potenciais de calibre e como campos de calibre, respectivamente, sob uma, mudança de
coordenadas locais como em (1.22) e (1.25) é .4,:l --} .,'ll,JI e -Fp,:f --> Fn Xf , onde

H = (.f ",j b-Dj - '.,f b-DI) , (2.28)

(2.29)g:; gS ,} ,'.,; ü-n{

Usando o fato de que -E sendo um vibrado vetorial, seü fibiado vertical yE é canonica-
mente isomorfo a n*E e portanto g*(yE) B E para qualquer seção p de E, podemos neste
caso interpretar a derivada covariante como um operador diferencial linear

V : I'( E) (2.30)

de primeira ordem que satisfaz a regra de Leibniz, afirmando que para ./ c3(M), g c I'(-E)
e X . l(M),

V.x(.fÇ') '/)Ç' + ./'Vx9 . (2.31)

Reciprocamente, é bem conhecido que qualquer operador diferencial deste tipo é a derivada
covariante associada a uma conexão ]inea.r. Em coordenadas locais lineares ao longo das
fibras, temos Vxç' - XPV/.pi aí com

VpP' P'+.A,:lÇ,' (2.32)

Conexões lineares comportam se naturalmente sob o processo de dualização. Dado um
vibrado vetorial -E sobre M, seja -E* o seu dual linear, definido abra por fibra: (-E*), = (E,)''
Qua[quer conexão linear ]' em E induz uma conexão ]ineal I'* em E* cuja definição é mais
facilmente dada em termos das correspondentes derivadas covariantes. De fato. usando o
pareamento canónico

<. , .> : E* x E (2.33)
entre E e E*, que induz um pareamento canónico

<. ,.> : 1'(-F*) x r(E) -+ 8(M') (2.34)

e"tr' s":'s s.ções, 's 'p'''d'r" V : I'(E) -} I'(T*À/ ®E) e V* : I'(-E*) -+ F(T*M® E*)
de derivada covariante em .E e em E* são determinados um pelo outro através da regra de
Leibniz, afirmando que para X c l(M), g c ['(E) e g* c ]'(E*),

X - <P*, 9> <V}P", > + < *,VxP> (2.35)
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Em coordenadas locais lineares ao longo das fibras, é conveniente denotar as coordenadas
lineares verticais de -E por qi e as coordenadas lineares verticais de E* por pi; então se a
conexão linear original I' em E é dada pela fórmula (2.25), a conexão dual 1" em E" é dada

(F*),,;(«,P) Pj . (2.36)

pol

2.3 Conexões afins e duais afins

Definição 2.3 Uma conexão I' em um ./íórado cl$m E sopre Jt/ á d ta ser wma conexão
a$««, se « seção (2.5) jo, u««, homo««$s«o d. $brados aS«-s sobre M

Em coordenadas locais afins ao longo das fibras, esta condição significa que

rl.(«,ç) Á,;(«) d - .A;(,) (2.37)

Nestas coordenadas, a forma de curvatura tem a expressão

nl,.(«, q) <,,;(') q' - e,,'(«) , (2.38)

onde
a 4 t'P''pJ a..,4,:l + .,4,i ,'i,.f Á,l,4,.f, (2.39)

e.,: - a...4í, - õ,..al. + .,4.i ..45 - .4,.l ,4: . (2.40)

A lei de transformação para os coeficientes .Ap:l e .AI. e os coeficientes Fp,.f e .iq,,i, conhecidos
como potenciais de calibre e como campos de calibre, respectivamente, sob uma mudança
de coordenadas locais como em (1.22) e (1.26) é .A,.f --} Á1;5 e ÁI. --} .4lf, Fp,,.i --> -ZCÀf e
.ZC,,{ --} /Uf , onde

e

=l,f««jü-u{ ü-ui) (2.41)

,4: =(,f«l gf,4,:i(p':)Í g' + a.gl: (g':)i g') (2.42)

(2.43)g:; gs: ,f '.,; '« D?,

g: gS (,f ,'«: ü-u{ ,''l (2.44)
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Toda conexão afim I' em um flbrado afim E sobre M induz uma conexão linear i: no seu
vibrado de diferenças E, sendo (lue o homomorfismo

I' : E -+ ./,,,-E (2.45)

de vibrados vetoiiais sobre i\4 é simplesmente a parte linear do homomorfismo

F l E ---} Jj.,!E (2.46)

de $brados afins sobre JM. Em coordenadas locais vetoriais de -F ao longo das fibras (provindo
de coordenadas locais afins de E ao longo das fibras):

rl,(«,ç) («) q' (2.47)

Usando o fato de que -B sendo um vibrado afim, seu fibrado vertical V'E é canonicamente
isomorfo a r*E e portanto g*(y.E) = E para qualquer seção p de -8, podemos neste caso
interpretar a derivada covariante associada a I' como um operador diferencial afim

v : i'(-E) -+ i'(r"M' ® É) (2.48)

de primeira ordem e a derivada covariante associada a ]' como um operador diferencia] linear

V : 1'(-8) (2.49)

de primeira ordem, satisfazendo a regra de Leibniz, relacionados por

yxÇV $) (2.50)

Reciprocamente, pode-se mostrar que qualquer operador diferencial deste tipo é a derivada
covariante associada a uma conexão afim. Em coordenadas locais afins ao longo das fibras
de ZI, temos Vxg = XP VÉ,(pi a com

VpP' Ç''+ À.j9'+.41. (2.51)

Em.seguida, faremos uso do fato de que sempre podemos, a partir de qualquer conexão
linear I' em -F e qualquer seção go de E, construir uma única conexão afim I' em E que
tenha I' como parte linear e tal que a seção po seja covariantemente consta.nte:

v'P. = o l2.s2)

Em coordenadas locais afins ao !ongo clãs fibras de E, isso significa que

ÁI, (a.91, + .4,:l pÊ) (2.53)
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Finalmente, conexões afins também se comportam naturalmente sob o processo de duali-
zação. Dado um vibrado afim E sobre ]\4, seja E* o seu dual afim, definido libra por
fibra: (-E'':), = (-E,)*. Qualquer conexão afim I' em E induz uma conexão linear I'* em .E*

cuja definição é mais facilmente dada em termos das correspondentes derivadas covariantes.
De fato, usando os pareamentos canónicos

(. , .> : .E* x .E - (2.54)

(2.55)

entre .Zl;+ e .ZI e
<. , .> : .E* x É ----> M' x R

entre E" e E, que induzem pareamentos canónicos

<. , .> : r(E*) x I'(E) -+ 3'(A/) (2.56)

<. , .> : F(-E*) x I'(.É) (2.57)

e«tre su-,s seções, os op"'d'r" V : I'(.E) (T"Me).É) e V* : I'(.E':) --> F(7'*M®-E'')
de derivada covariante em -E e em .E* são determinados um pelo outro através da regra de
Leibniz, afirmando que para X C X(M), g C I'(.E) e g* C I'(-E*),

e

X . <9",P> <V$9*,P> + <9'',Vx9> (2.58)

Em coordenadas locais afins/lineares ao longo das fibras, é conveniente denotar as coorde-
nadas afins verticais de -E por q', as coordenadas lineares verticais de E por d' e as coor-
denadas lineares verticais de E'' por (h,po), de forma que o paieamento (2.54) é dado por
<p,q) = píq' + p. e o pareamento (2.55) por <p,d> = pid'; então se a conexão afim
original I' em E é dada pela Hrmula (2.37), a conexão dual l"' em E* é dada por

(1''':),.;(« , P ) ,4.{(«) Pj , (F"),,o(«,P) .41.(«)p; (2.59)

2.4 Conexões parciais

O conceito de conexão parcial nasceu no contexto de conexões lineares, representadas pelos
correspondentes operadores de diferenciação covariante, admitindo-se que seções possam
possuir derivadas covariantes apenas ao longo de certas direções. As direções permitidas são
representadas pela escolha de um subfibrado vetorial 1) do vibrado tangente TiV da variedade
base JM. A situação mais importante ocorre quando este subfibrado for involutivo.

Para estender o conceito de uma conexão parcia] de conexões lineares a conexões gerais,
introduzimos o conceito do vibrado dos jatos parciais de primeira ordem associado a um
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vibrado geral .B e um subfibrado vetorial D de sua variedade base, denotado aqui por JU-E.
Dado um obrado E sobre iv com projeção r e fibra típica O e um subfibrado vetorial Z)
de 7'M, a tíbia cle JHZ em cada ponto e € -E sobre o ponto # c iW é o espttço afim

/.IZ Z,(D.;,Te-B) Te"' 'U = ido,} , (2.60)

que é um subespaço afim do espaço vetorial É(D.;,TeE), com espaço modelo ,L(Z),, }/eE).
Deixando e variar sobre E, obtemos um vibrado aüm sobre -E em relação à projeção alvo
rn : JnE --} E, que é um subfibrado do vibrado vetorial .L(r*D,T.8) = n-+D* ® T.E.
Novamente, os pontos de J nE podem ser representados como l-jatos de seções (locais) de E:
para todo ponto ec E sobre o ponto zc M, os elementos de J:UE podem ser escritos na
forma u = .J:.lip onde p é uma seção de E definida em uma vizinhança aberta de z em M
tal que p(z) = e e Trp 10, = u.

Definição 2.4 Uma conexão parcía] goraz em Hm ./iórado gera/ -E sopre ]W, ao /ongo

de ulll SKb$brado uetorial D de TM, é dada por uma seção global

I'it : .ZI ---> Jn.E (2.61)

do abra,do ü$m J\E -> E

Como no caso de conexões usuais, existe uma definição alternativa, cuja formulação requer
substituir o vibrado tangente 7'E ao espaço total pelo subfibrado vetorial

To-E ':(0) (2.62)

De fato, uma conexão parcial geral em um vibrado geral -E sobre iW, ao longo de um sub-
fibrado vetorial Z,) de T]M, pode ser vista como um subfibrado vetorial Ho E do fibrado Tn.E,
chamado o vibrado horizontal parcial, que é complementar ao fibrado vertical yE:

ToE -- HnE % VE (2.63)

A escolha de um flbtado horizontal parcial equivale à escolha de uma cisão

x* D --.:} TDE (2.64)

da seguinte se(luência exala de vibrados vetoriais sobre E

0 --> V'E ---> TnE --> n'*D ---+ 0 (2.65)

Ainda equivale à escolha de uma piojeção horizontal parcial # : ZbZ O lrnE ou de uma
projeção vertical parcial l/' : To/1 -} 7'n-E, que são homomorfismos de vibrados vetoriais
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sobre E tais que H: = H, }'' = }', y-E = im(y) = ker(H), Ho-E = ker(y) = im(H) e
FV -+- l/ Iflm n

A equivalência entre as duas definições se demonstra da mesma forma como no caso de
conexões usuais. Também é clamo que dada uma conexão parcial I'n em E ao longo de D
podemos definir o levantamento horizontal I'ii(Xm) de qualquer campo vetorial XW sobre M
tangente a D, substituindo I' por I'U na expressão em (2.9). No entanto, a definição de
curvatura requer como hipótese que Z,) seja involutivo, o que implica que 7'o-E também é
involutivo. Neste caso, observa-se que a expressão em (2.10), com I' substituído por I'n,
continua bem definida, para quaisquer dois campos vetoriais Xm e }/M sobre ]l/ tangentes
a D, e que a expressão em (2.11) continua bem definida, para quaisquer duas seções X e y
de i/n.ZÇ

Para uma distribuição integrável Z) de dimensão d, podemos considerar sistemas de co-
ordenadas locais em M adaptados a esta distribuição

D

(-r,«f) - («"', ,ZP',ZPa+: ,a" ) , (2.66)

de tal maneira que as variedades integrais maximais de D são descritas por

(2.67)

Esta decomposição das coordenadas locais de M em "coordenadas paralelas" e "coordena-
das transversais" induz uma decomposição correspondente pala os sistemas de coordenadas
locais de -E e de JE introduzidos anteriormente, conforme (zp, iç"; qi) e (zlfz n'; qi, çi.., çilt),
respectivamentel então as coordenadas locais induzidas de ./ U.E são (ap, sPI qi, ql..), e aseção
l2.61) assume a forma

I'n(«, q) «[, q:; r],..(«, q)) ,(2.68)
ou na interpretação de soma de l-formas horizontais a valores no vibrado tangente TE de .E,

F'i = dzt ® (Õ,n + rl,,. a;) l2.69)

Em geral, a distribuição Z) não admite nenhuma distribuição complementar privilegiada.
No entanto, podemos perguntar o que acontece quando fixarmos um subfibrado vetorial Zy
de 7'jW complementar ao subfibrado vetorial original -Z) de TM:

TM = D %D' (2.70)

Neste caso, é fáci! ver que a escolha de um pai (I'U, I'U') de conexões parciais em E, I'U ao
longo de D e I'n ' ao longo de Z)', corresponde exatamente à escolha de uma conexão comum
I' em E, sendo que

TE = HDE QHo,E ©VE. Ç2.1'Ü
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Também podetnos afirmar que
FH a) I'ti' , (2.72)

já que vale
}.E © J"'E . (2.73)

Em particular, quando Z,y foi o complemento ortogonal de .Z.) em relação a alguma métrica
usamos o símbolo .x, ao invés de .ll'. Quanto ao uso de coordenadas locais, podemos no caso
dos dois subfibrados, Z) e -D', serem integiáveis, escolher as coordenadas transversais a D
tais que sejam coordenadas ao longo de D'

Como no caso do vibrado J-E, estruturas adicionais sobre o vibrado -E podem ser herdadas
pelo vibrado JnE. Em particular, prova'se da mesma forma que antes (substituindo .j,p
por .clip) que se E for um fibrado vetorial/afim sobre M então ./ il.E também será um vibrado
vetoria]/afim sobre JW

Definição 2.5 ZI/ma .conexão rareia/ I'n em ?lm ./iórado oefor a//cz#m E sopre À/ á data

ser uma conexão pa'rci,at ti'cear/a$m se Q seção (2.61) for um homomor$smo de $brados
uetoriais/a$ns sobre M.

No ca.se linear, que é o caso de interesse a seguir, usando um sistema de cooiclenadas locais
]illeares ao longo das fibras, adaptado à distribuição .D, temos

rl...(«,ç) - .,'l,
Nestas coordenadas, a forma de curvatura tem a expressão

(2.74)

(2.75)nl.,.. (# , q) C,.,i..l(z) q'

Finalmente, podemos introduzir o conceito de derivada covariante associada a uma
conexão parcial linear como um operador diferencial linear

yn : I'(E) ---+ r(O* ® E) (2.76)

cle primeira ordem que satisfaz a negra de Leibniz, afirmando que para / c 8(JV), qP c I'(É')
e X c l(À/) t-ge«te a -0

V](/Ç') '/)P + ./'V]P . ' (2.77)

Reciprocamente, qua]quer operac]oi diferencial deste tipo é a derivada covariante associada
a uma conexão parcial linear. Em coordenadas locais lineares ao longo das fibras, adaptadas
à distribuição Z), temos VJp = XP'Vpl(pi a{ com

a.«P' + Á...; 'P' . (2.78)

Desta forma vemos que Z) iepresenta as "direções permitidas", ao longo das quais seções
possuem derivadas covariantes.
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2.5 Conexões em vibrados compostos

Nesta seção estudamos conexões em vibrados compostos. Considere um vibrado F' --.!-> E
cuja base é o espaço total de outro fibrado E --=b À/ ; então obtemos um terceiro vibrado

r' !.={ i\4 , chamado de vibrado composto. (Exemplos seriam F = yE ou f' = JE.) No que
segue, queremos estabelecer diversos tipos de relações entre conexões ]'z em E, I'p em /'
como vibrado sobre M e I'P em f' como vibrado sobre .E

Como pré-requisito usamos as respectivas projeções alvo para definir os vibrados verticais
VE -=g} E, yzf' :5$ F' (obtido a partir de /' --e-+ .B) e ymr' :Cq M (obtido a partir de

r' -=:q. JW). Em coordenadas locais, estes vibrados são parametrizados, respectivamente, por

1«",Ç';4') ,(«',q',,";f") ,(z",q',,";4',Í")
Com notação similar para J no lugar de y, podemos definir os vibrados de jatos J.E -.:g> .E,
JzF' :!iq /' (obtido a partir de r' --e-> .E) e JmF' :iliq ]V (obtido a partir de F -!% M).
Em coordenadas locais, estes vibrados são parametrizados, respectivamente, por

(«",ç:;çl.) ,(.",ç:,,";,Z',,;"),(«',ç',,";QI.,rT)
Pala os vibrados p'''JZ e p*JE xp /zF' sobre /', temos as coordenadas locais

(,~, q', «"; çl.) ,(«",q', ,"; çl.,«I',,;")
Lema 2.1 1351 -8zÍsZe um Aomomor$smo eslríto de ./iórados a/ins sopre F'

-I \ P# JE XF JEF --} JMF (2.79)

qüe, em coordenadas locais, é dado poT

#l. ,Z' + ,l"çl. (2.80)

Passando à discussão de conexões, temos nestas mesmas coordenadas locais,

r, - a«'® (a. + rl.a:)
Íp ® (a. + Í:i.a. + f'Z'Õ«)

dZ" ® (ap + i.'Z'a.) + dq; ® (Õí + f';"Õm)

(2.81)

(2.82)

(2.83)I'p

Dizemos que I'P é pi'ojetável e projeta sobre I'Z se o diagrama

F--!-bJMF

E

(2.84)
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for comutativo. E possível observar que, em coordenadas locais, esta condição é equivalente
a iequerei que

'in2 'íaz

' » ' »

Dizemos ainda que I'P e I'Z induzem I'P se o diagrama

(2.85)

p' JE x F JnF JwF (2.86)

foi comutativo, isto é, se
I'r = ' . (p'''l'z,Fp)

Esta conexão é chamada a conexão composta. Em coordenadas locais,

(2.87)

(2.88)f',; ® (a. + rl.a; + (íZ' + F;"FI.)am)

Usando o conceito cle conexões parciais introduzido na seção anterior, podemos dar uma
interpretação alternativa e bastante intuitiva a esta construção, baseada na decomposição
(2.6) do vibrado tangente T.E de E na soma direta do vibrado vertical yE com o vibrado
horizontal -HE fornecido pela conexão I'a. De fato, esta permite decompor qualquer conexão
gel'al I'P em F' ---> E na soma direta de duas partes: uma "parte vertical" I'l e uma "parte
horizontal" I'X que são, respectivamente, conexões p?rciais gerais em f' --:e-} E ao longo
de yE e ao longo de -r/.E. Observa-se então que se I'P. for projetável sobre I'Z, então I'W
será, grosso modo, o "pula-back" da conexão composta I'p pela projeção n de .E sobre M

Para melhor entender essa última correspondência, vamos primeiro explicar com um
pouco mais de detalhe o significado da definição dada na seção anterior para os casos da
"parte vertical" rX e da "parte horizontal" I'g da conexão I'r.. Em ambos os casos, preci-
samos substituir, nas equações (2.62)--(2.65), -E por r', À/ por -E, a por p e }''.E por VZT'
No primeiro caso, onde Z,) = VE, observamos que o subfibrado vetorial :rvZ/' de TF' é
exatamente o fibiado vertical yWF' em relação à projeção composta de /' sobre M:

Kz/' : (rP)':(}'z) l/À/F' (2.89)

Assim, a conexão parcial I'X é dada pela escolha de um vibrado horizontal parcial HVzF' tal

FlvnF © VEF,
e que é a imagem de p*yÉ; sob uma cisão

(2.90)

P*b''E -+ Vmr'
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da seguinte sequência exala de fibrados vetoriais sobre F'

0 --> UzF' --> Vm/' --> P*V'.E --> 0

No segundo caso, o subfibiado vetoria1 7'HZ-F de TF não possui nenhuma interpretação
alternativa particularmente interessante; temos apenas a definição:

TnnF := ÇvpÕ''l.nn) (2.91)

Assim, a conexão parcial ]'F é dada pe]a esco]ha de um vibrado horizonta] parcial ]7Hzr' tal
que

I'nEF = HnEF % VEF , (2.92)

e que é a imagem de p*.17.E sob uma cisão

P+ HE --'F THEF

da seguinte sequência exala de vibrados vetoriais sobre r'

õ --+ VuF --.+TnnF -+p'HE---+Ç]

Em termos de jatos, I'l' pode ser descrita como uma seção global

f;r : r' (2.93)

onde JZV/' é o vibrado sobre f' cuja fibra em cada ponto /c F' sobre o ponto ec .E é o
espaço aHm

(JE).rr' = {ucl(%-E,T/F')/T/p.u =idve } , (2.94)

que é um subespaço afim do espaço vetoria! .L(K-E, T/r'), com espaço modelo Z(%.8, V//').
Deixando ./ variar sobre /', obtemos um vibrado afim sobre r' em relação à projeção alvo
I'-pv : Jl;r' --> /', que é um subfibrado do vibrado vetorial L(p"y-E, TF') = p*(y"-E) ® TF
De forma seme]hante, ]:'x pode ser descrita como uma seção global

Íg : r' ----.> J gr' (2.95)

onde agr' é o fibrado sobre F' cuja fibra em cada ponto /cr' sobre o ponto ecE é o
espaço afim

IIZ)/r' = {uc-L(H..B,T/F')/bp.u = idH.z} , (2.96)

que é um subespaço afim do espaço vetoria] -L(l/.-E, T/F'), com espaço modelo .L(H.-E, y//').
Deixando ./' variar sobre r', obtemos um fibrado afim sobre F' em relação à projeção alvo
l-P : J gr' --> F', (lue é um subfibrado do vibrado vetorial L(p':#-E, TF') = p*(-#*-8) ® Tf'
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Por outro lado, sabemos que J.b/r' é o vibrado sobre r' cuja fibra em cada ponto .f c f' sobre
o ponto e c .E que poi sua vez está sobre o ponto z c M é o espaço afim

(Jà/)/F' Z,(T=M,T/F')/T/(p.«').u idr=m} . (2.97)

Assim, o isomorfismo linear Tea- entre H.E e Z.W induz um isomorfismo afim natural entre
(aZ).rP' e (Jm).rF', mostrando como identificar seções fg de Zgr' e seções f'p de J.WF'
sobre /'

Na discussão a seguir, tornar-se-á importante que estruturas adicionais sobre F' como
fibrado sobre E sejam parcialmente herdadas não apenas pelo vibrado JZT' mas também
pelo vibrado ..7m r'. Em particular, se F' for um vibrado vetorial/afim sobre -E, então como já
foi visto na seção (1.3), Jzf' também será um vibrado vetorial/afim sobre .E, mas podemos
além disso afirmar que ./&/-F será um vibrado vetorial/afim sobre J.E. A demonstração desta
afirmação está baseada na seguinte observação:

© Para quaisquer duas seções g e @ de F' sobre M tais que em um ponto # de ik/ dado.
-le .j,(p'p) = .j,(p.V') em JE (o que implic- q«e (p.p)(z) = (p.@)(#) em E),
é possível encontrar outras duas seções p e @ de r' sobre M tais que .j,@ = .j,(p e
.j=#' = .ja@ em 4:rf' e que satisfazem p.@ = p'@ sobre M inteiro.

De fato, usando esta observação, torna-se possível definir a estrutura linear/afim de JA,,r'
sobre J-E induzida pela estrutura linear/afim de r' sobre E da mesma forma como a de ./ET'
sobre -E, por uma simples adaptação das Brmulas (1.20) e (1.21): No caso linear, podemos
de$nire

xj,,-p -} Fj,$ = j.Çx-p-} F$)

para À,pcR e p,@cl'(M, F') tais que p.g = p.#, sobre À/, enquanto que no caso afim,
podemos definir

.j,p +.j,#
para y'c I'(&/,r') e #c I'(JM,F) tais que p.g = p.# sobre M. Essa estrutura nos permite
introduzir a seguinte terminologia.

l)ennição 2.6 Seja F um .obrado uetorial/a$m sobre E qze pot sala uez é tlm .obrado geral
sobre M. Dada zma conexão gera! FE em E e zma conexão Fp em F como Furado composto
sobre M q'ue é projetáue! e profeta sobre FE, dizemos que a conexão T'p é linear/a$'rTt ao
longo dcLS $brcLS de F sobre E se e somente se o dio'gtamct (2.84) de$nir m homomorjismo
de $brados uetoriais/a$ns (sobre EE).

Em termos das componentes utilizadas ]la equação (2.82), isso significa que em coordenadas
locais lineares/afins ao longo das fibras de F' sobre E,

Fr(«,q,,) - A.='(«,q) «" , (2.98)
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no caso linear, e
f'Z'(*,ç,«) ,4.=' (z, q) «" .A."(«,q) ) (2.99)

no caso afim.

Voltando à situação geral, vimos que fixando um vibrado composto -F --e} .E --!} M
e uma conexão I'Z em ZÇ --!+ iW, uma conexão I'p em /' --e-> E induz uma conexão
I'/, em f' !-l:{ JM, a conexão composta, que é obviamente projetável e projeta sobre I'Z.
Reciprocamente, podemos perguntar sob quais condições é possível, pata, uma dada conexão
I'/;. em f' !g M que é projetável e projeta sobre I'Z, construir uma conexão I'p em .F --!-> E
tal que I'r seja a composta de I'P com I'Z, ou sqa,

rZ' + i';"i'l. , (2.ioo)

e tal que I'P sela determinada de forma natural a partir de I'p e I'Z. E claro que a
condição (;.100) por si só não determina I'P unicamente e portanto uma construção "na-
tural" de I'P em termos de I'P e I'E requer dados adicionais. E de se esperar que tal
construção "natural" sqa possível se o vibrado composto F !={ M for obtido a partir do
vibrado original -E ----} À4 por alguma .construção funtorial "fibra por tíbia" que, via de
regra, também permite obter a conexão I'P a partir da conexão I'E. Exemplos bem conheci-
dos de tais construções para fibrados vetoriais e conexões lineares são o dual, a soma direta
e o produto sensorial j19li uma formulação próxima à notação aqui empregada pode ser
encontrada em l28, pg 521.i Exemplos importantes para vibrados e conexões gerais são o
fibrado vertical e o vibrado dos jatos de primeira ordeml a correspondente construção
de I'P a partir de I'Z é descrita em l28, pgs 53 & 571 sob o título "vertical connection" e
"second ordem connection" , respectivamente. No entanto, a questão da construção de I'p não
é abordada: ela sempre requer dados adicionais.

A seguir, discutiremos a construção de conexões em vários vibrados construídos a partir
de um vibrado geral .E --!+ .l\4 que são vibrados vetoriais ou afins sobre E, incluindo o fibrado
vertical I''E de -E, o vibrado dos jatos de primeira ordem J-E de E e o vibrado dos cojatos
J®.E de E: esta última será a chave para o entendimento global da construção do censor de
Poisson a ser apresentada na seção final deste capítulo.

2.6 Conexões no vibrado vertical

Nesta seção, discutimos a construção de conexões em yE, o obrado vertical de E, primeiro
como vibrado composto sobre M

(2.101)

ruma formulação axiomática do que deve ser entendido por uma construção funtorial "fibra por fibra",
no caso de vibrados vetoriais, pode ser encontrada no livro ]27].

}''E -:% .E -.!+ M'
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e a seguir como vibrado vetorial sobre E. A primeira parte da, construção pode ser elaborada
de maneira ccanânica, enquanto que a segunda depende da escolha de uma conexão parcial
linear em vZÇ ao longo do próprio V.a.

Inicialmente, recordamos que se -E e -B' são vibrados sobre ik/ e Ó : E --} .E' é um homo-
morfismo de vibrados sobre M, então a aplicação tangente 7'@ : T.E --> T.E' levará o vibrado
vertical y-E de E pala o vibrado vertical V-E' de E' e portanto inctuz uma aplicação verti-
cal tangente y@ : yE --> yE', por restrição. Aplicamos esta observação a duas situações.
Primeiro, substituindo E por J-E, E' por E e '# pela projeção alvo 'i:E, obtemos uma projeção
V7-a : l,'h(JE) --> yE. Segundo, mantendo -E mas substituindo E' por J.E e @ por uma
aplicação I'E : E --} J.E, obtemos uma aplicação yl'Z : }''E --> VÀ/(JE). Quando I'z for
uma conexão geral em -E, temos rE .I'E = idz e, pela regia da cadeia, l/rZ 'yl'E = idvz
Agora fazemos uso da seguinte

Proposição 2.1 Ezãste um di/eomor$smo g/oZ,a/ entre y»/(J-E) e Jm(yE), gue lamba«a á
um isomor$smo global de obra,dos sobre E ctssim como sobre M, tal que o seg'vinte diagrama
c07nuZa;

JuÇVE'. (2.102)

Em coordevtadus locais, ele é dado pelo segKirtte o'gerador de troca

ym(a-E) ----> Jm(b'E)

(«", ç',çi,4:,41.) --}(«',q', 4;,ç1.,4i)
(2.103)

DEMONSTRAÇÃO. Para encontrar uma formulação global da definição do operador de troca
dado, em coordenadas locais, pela equação (2.103), começamos com un-la convenção: uma
família a um parâmetro de seções de E é simplesmente a segunda componente p de um seção
# de / x E sobre / x M, onde / C R é algum intervalo contendo 0:

P(t,«) (z,p(t,«))

Neste caso, escrevemos

P.(«)@o(«)
d

'P.("

A seguir, fixamos pontos de referência m c M e e c E sobre m, um vedor vertical t; c %E e
um j;to u c J.E.
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l Seja wi c ym(JE) um vetor vertical tangente ao vibrado JE --> M sobre u. Usando
coordenadas locais, pode-se mostrar que existe uma família a um parâmetro de seções
de -E tal que po(m) = e, «(p*(m)) = m p-ra t',do tc/, @o(m) = u, .j.'p. = " '
á.im9tjt:o = mi. Então Po é uma seção de V'E --> JW, e definimos to2 € Jm(yE) por
w2 ' .j".go Clamo veremos, w2 não depende da escolha de ?, desde que suponhamos
que g seja pelo menos de classe C'a, para garantir a validade da regra de Schwarz.

2 Seja to2 c J,vr(VE) um jato de primeira ordem do vibrado }''E bre u. Usando
coordenadas locais, pode-se mostrei que existe uma família a um parâmetro de seções
de -E tal que po(m) = e, «(p.(«)) = m p«a t'do tc/, +o(m) = u, .j.ç'o = " e
.j«.go :: w2. Então a função / ---> J.E definida por Z F-+ .j.pt é uma curva em JE que
é vertical em relação à projeção fonte, e definimos toi c VÀ/(JE) por wi = tã.j«'ptlt:o.
Como veremos, zoi não depende da escolha de (p, desde que suponhamos que p seja
pelo menos de classe C'2, pala garantir a validade da regra de Schwarz.

Em coordenadas locais, as condições impostas sobre a família a um parâmetro de seções
de E utilizada fixam o valor de g, de suas primeiras derivadas parciais e de suas segundas
derivadas parciais mistas no ponto (0, m):

. p(0,m) corresponde a e;

. l;ÍI(o, m) corresponde a t' e 31S-(o, m) corresp'nde a u;

. ã?;:ii(o, m) corresponde a wi e ã;i-ÕI(o, m) corresponde a to2.

Portanto, a identificação entre wi e to2 é expressão da regra de Schwaiz. D

Assim, dada uma conexão geral

[n. E ---.+ JE

(3",q') ---} (z",Ç:,i'l.)
(2.104)

podemos formar sua aplicação vertical tangente

}''Fz : }''.E --+ yw(JE)

(z", q;, 4') --> (a", q:, i'l., d:, a;:i'l. dj)
(2.105)

e compõ--la com o isomorfismo da Proposição 2.1 para obter uma aplicação

F- : }''E --* Jm(}''E) (2.106)
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que satisfaz 'rrE.]'yZ = idvE e portanto é uma conexão geral em }''E; ela é chamada a.
conexão vertical induzida por I'Z. Em coordenadas locais, ela é dada por

f«,(a.) a.. + pl. a; + ajF: P Õ* , (2.107)

ou equivalentemente

I'vz a«" ® (a. + rl. a: + qrE 4i Õ*) (2.108)

Obviamente, I'VZ é projetável e projeta sobre I'Z.
Passando a considerar y.E não como obrado sobre .A4 e sim como vibrado vetorial sobre .E

e conforme foi visto na seção a.nteríot, podemos ieinterpietar a conexão vertical I'yE assim
definida como uma conexão parcia] .]3ÍÍE em r-8 ao longo do vibrado horizontal H.E definido
por I'Z. Ademais, a linearidade de I'VZ ao longo das fibras de VE implica que I'WZ será uma
conexão linear parcial ao longo de /fE. Complementando esta por I'rZ, uma conexão linear
parcial qualquer ao longo de VE, chegamos à conclusão que é sempre possível reinterpretar
I'VZ como sendo o resultado da composição de alguma conexão linear I'yZ em yE com a
conexão original I'Z. Em coordenadas locais, esta é dada por

í'«,(õ, + rl. a:)
f'..,(a.)

a. + I'1. 4 + 4 r: 4j á* ,

rE:õ'~*

(2.109)

a- (2.110)

ou equivalentcmente

Í;.,,z(a. + i'i.a. + ajl':4jÕ*)+(dÇ' - FI.dz") ®(a. - r54jÕE) ,(2.111)
o que pode ser reescrito na forma

Í«. ®(Õ«+(ajF:+rIF8)4jÓ*)+dq'®(Õ:-FE4jÕ*).(2.112)
Observa-se que os coeficientes adicionais I'5 introduzidos por estas fórmulas são os símbolos
de Christo#el da conexão linear parcial i\rZ. Resumindo, temos

Teorema 2.1 Dadas uma conexão I'z em .E sobre &/ e uma conexão /arear rareia/ i'rÊI
em VE sopre E ao /ongo de y.E, ezisZe wma zín ca ezZensão de i'l;Ê pczra umcz conta;ão
!inear total Tvn em VE sobre E cuja composição com Fn é a ca-ne:cão uertica! FvE em VE
sobre M inda,lida 'por Tn. Em termos de deriuüdus cova iüntes de seções X de VE, isto é,
cctmpos uetoráais verticais X sobre E, temos

v.x' x' + r{,x 1'
) (2.113)

(2.114)

e

' li' ' 'P'' a;FÍ. + I'Í: F;)X
Z

)
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ou, equiualentemente,

VF(ap)XJ aJ,Xj + i'l. a:X' Õ.I'J X''i' P '' (2.115)

Uma demonstração independente de que estas expressões realmente definem uma derivada
covariante de seções X de y-E encontra-se na primeira seção do Apêndice. Neste contexto,
é interessante obseival que conforme a equação (A.21), os campos de coordenadas ai
sobre -E se transformam de maneira covariante, enquanto que os campos de coordenadas
a, sobre E não. No entanto, combinando as equações (A.19), (A.21) e (2.14), concluímos
que os levantamentos horizontais dos campos de coordenadas aP sobre JM pala -E) estes sim,
se transformam de maneira covariante.

Finalmente, observamos que se o vibrado E for vetorial ou afim, então podemos supor
sem perda de genera]idade que a conexão ].'l''E tenha curvatura zero. Em coordenadas locais
que são, respectivamente, lineares ou afins ao longo das fibras de .E, podemos neste caso
supor que 1'{, = 0.

2.7 Conexões nos vibrados de jatos e cojatos

Nesta seção, discutimos a construção de conexões no vibrado J-E dos jatos de primeira ordem
de -E e no vibrado J®-8 dos cojatos estendido de .E, diretamente como vibrado afim e como
vibrado vetorial sobre -E, respectivamente. Como ponto de partida, teremos que escolher:
(a) uma conexão I'Z em -E sobre M, (b) uma conexão linear parcial i*rÊ em y.E sobre .E ao
longo de y-E e (c) uma conexão linear I'w na variedade base M do vibrado original.

No primeiro passo, observamos que o vibrado de diferenças de J.E sobre E é o vibrado
vetorial

JE = n'''(T*M) ® V'-E (2.116)

Portanto, podemos fazer uso da conexão linear I'VZ em V.E sobre -E induzida pelas primeiras
duas conexões, conforme o Teorema 2.1 da seção anterior (o símbolo : será omitido para
simplificar a notação), em conjunto com a terceira conexão (ou mais exatamente seu pull-
back de M para -E), para definir uma conexão linear I'/.E, como produto sensorial

I'J'Z = i'L 6) 1'VZ (2.117)

No segundo pa.sso, aplicamos um resultado enunciado na Seção 2.3, segundo o qual existe
uma única conexão afim I'JE em JE que tenha I'JZ como parte linear e tal que a conexão
I'Z, vista como seção de JE sobre Z?, seja covariantemente constante:

Vr., I'E - 0 (2.118)
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Em termos de coordenadas locais (=", qil dpi) para JE e (3", qil çi) para J.8, usamos que os
símbolos de ChristofTel do produto tensoiial de duas corlexões lineares são obtidos somando
os símbolos de Christo#el dos dois fatoies, em conjunto com a ecluação (2.112), diga,mos,
pala optei

d«" ®(ap+((4Fl:+ rl.r5) d + FÊ. #) a;)

+ '«:« (A
(2.119)

e combinamos as equações (2.37), (2.47), (2.51) e (2.53) para concluir que

ih a«"®(a.+((4rl: + ri.r5) çi+ rÉ.çli) a;
+ (õ.rE - (qFi + rl.r5) r!

+ '«: * (' -8«i"t -'- P;-t -- -5 -0 ";)
-É. -9 at) (2.120)

Passando aos duais, usamos a equação (2.36) para definir a conexão linear l.pZ em J'-E,
dual à conexão linear I'jk ein JE, e da mesma maneira, usamos a equação (2.59) para definir
a conexão linear IL*E em J*E, dual à conexão afim I'/Z em JE. Finalmente, para incorporar
os duais torcidos, temos que formal os produtos sensoriais das conexões lineares nos duais
ordinários com a conexão ]il:tear I'm no vibrado em linhas /\"T*À/ sobre M induzida pela
conexão linear I'j:r em T*M:

Q',
rb, ®i'M',
FJ*, ® i';,f

(2.121)

(2.122)

Em termos de coordenadas locais (#", qÍ; pf) para .P-e e (#', qi; pf, p) pala J*.E, temos

», d*"®(ap((%FE+ rl.--'B), + r ,,;)aZ)
-- '«: ~ ('4 + -5,Ê .z)

(2.123)

e

Q*, ((4r: + ri.r5) pÊ + rl:,p;) aZ

la.rE (qPli + rl.P8) r{ - rÊ. r5)pEa.)

-- d«:®(4+ -8,ÊaZ -(a;-: -' r8ri),Ea.)
(2.124)
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De maneira análoga, em termos de coordenadas locais (z", qi; pf) pala J'8E e (zA', qi; pf,p)
para J®-E, temos

1 , a«" ® (a. - ((Qrl: + ri.re;)p + r;,pl:
+ '«: « (A -- -5 ,Ê '!)

ri,,;)a!)
(2.125)

e

-';.., - a«'® la. ((4rE + rl.r8) pt + rli,p; - rÊ,p;) ÕZ

- ((a.FE - (%r: + rirá) rZI r5) p2

-* '«:« ('. -- -$,Ê'2 P; -'- -f;-D,EÜ)
-Ê, d ao) (2.126)

Em resumo, temos

Teorema 2.2 Z)abas uma conexão I'Z em .E sobre M, ama conexão / cear Fareja/ I'jB
em VE sobre E ao longo de VE e uma conexão linear Fm em À4, seja FvE a cone:cão
linear no fibra,do vertical VE, como obrado uetoriat sobre E, induzida 'pelas primeiras alas,
conto«me o Teo««« 2.1. (O símbolo' se«á o«indo, p«« simpli$'"" " ,«.t«ção.) Ente.
n=zstem.7

+ umü única conexão !inear T.Ín em JE, como vibrado uetotiat sobre E, qve é o produto
sensorial de rh e PvZ (veja a equação (2.11'7)), com expressão em coordenadas locais
a.dü'piadas dada, Teta eqva,ção (2.119);

b u,mQ Única conexão Q$m TIU em JE, como obrado Q$m sobre E, qu,e tem 'F.Ín como
parte lin,ear e pa,ra Q qual TM é uma seção couüriantemente constante (veja a, equação
l2.it8)), c.« «p«ssã. e« coo«d,e«~«d«s loc«,is «d«pt.«d« d«d« pel« eq«.«çã. (2.120);

B conexões lineares T:Í.n erli J* E, tJ*X em JKE, T.Íen em J'ÕE e [JaE em J®E, todos
como $brados uetoriais sobre E, unicamente determina.das por dualização e, no caso
dos d,«-,is to«i'L.s, mediante um p«anta te«,se«i«t com V'H (uej« «s equ«ções (2.121) e
le. 122)), c.m '«p«ões em coo«de.««d«s !oc«is «d«pt«d« d,«d« pet's 'qu«çõ« (2.123)
/o íoKI

Finalmente, consideramos a questão de construir, a partir dos mesmos dados que antes,
uma conexão afim no espaço J®E dos cojatos estendido de E considerado como fibrado
afim em linhas sobre o espaço J®E dos cojatos comum de E. No caso não-torcido, é fácil
ver que a escolha de uma conexão I'Z em E sobre JW, vista como seção rZ : E -..> J.E,
induz uma decomposição canónica de formas afins sobre as fibras de JE em parte linear
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e parte constante, que pode ser vista como uma trivialização explícita de J':E sobre ./'.E.
Obviamente, esta induz uma conexão afim I'J*Z em J*.E como vibrado afim em linhas sobre
./*.E. Tomanc]o o produto tensoria] com o fibrado em linhas /\"T*ik/ sobre .IW e a conexão
linear I'M", obtemos uma conexão aÊm I'JoZ em J®E como vibrado afim em linhas sobre J '9.E.
Explicitamente, em termos de coordenadas locais (z", qi;pf) para J'-e e (z", qÍ;pf,p) para
/'''.Zl;, temos

',«« (q,

+ '«; « ('; -;-{ ,; ao) -- ',f « (', - -1".)
(2.127)

De maneira análoga, em termos de coordenadas locais (a", qi; pf) para ./'9-E e (açp, çi;pf,p)
para J®E, temos

Ç., d«" ® (a. - (a.F{ PI' FÊ, (P + riPIÍ)) ao)

-- '«;»(". A,) -- '«f«(,« -1".)
(2.128)

Veremos a seguir como estas construções são utilizadas para chegar à dc$nição de um tensor
de Poisson.

2.8 Referenciais de Darboux e censor de Poisson

Inicialmente, lembremos que um referencial numa variedade ikd de dimensão rz é uma base
{ei, . . . , e«} de campos vetoriais locais ep sobre M. Tal referencial é chamado Ao/(5rzomo se
estes estão em involução, i.e., se vale

[',, .,] 0 (1 $ P,p 5; n)

Neste caso, o teorema de Frobenius garante a existência de um sistema de coordenadas locais
zp sobre ]W tal que (após diminuição do domínio de definição se necessário),

'. - ã: (isps")
Claso contrário, o referencial é dito não-Ào/órzomo.

No espace total de um vibrado, existe uma classe de referenciais especiais adaptados a sua
estrutura de vibrado: são os referenciais cujos membros podem naturalmente ser divididos
em campos verticais e campos horizontais. Obviamente, tal divisão requer a escolha de uma
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conexão. Mais explicitamente, dado um vibrado com espaço total .E, variedade base .IV e
fibra típica Q, podemos a partir de um sistema de coordenadas locais ap para M, um sistema
de coordenadas locais q' para Q e uma conexão I' construir um referencial em .E constituído
de JV = dimQ campos vetoriais locais verticais ei mais n = dim M campos vetoriais locais
horizontais e., definidos por

a
ei

qi

ep
a a

+ F
" aç

Em geral, este referencial composto não é holânomo, apesar dos referenciais em M e em Q
formados, respectivamente, pelos a/azP e pelos a/aç{, por si só serem holânomos. A condição
para o referencial composto ser holõnomo é que a conexão I' tenha curvatura zero; neste caso,
ele é associado a um sistema dc coordenadas composto (açp, qi), como usado anteriormente.

Usando esta idéia e os resultados da, seção anterior, construiremos uma classe de referen.
dais no vibrado dos cojatos estendido J®E que chamaremos de referenciais de Darboux.

Na geometria simplética, um sistema de coordenadas adaptado à estrutura simplética é
chamado um sistema de coordenadas de Darboux. A mesma terminologia será adorada para
a, geometria multissimplética. Como exemplos, citamos as coordenadas locais naturais (qi, pi)
no vibrado cotangente r*Q de uma variedade Q, no caso simplético e, de forma totalmente
análoga, as coordenadas locais adaptadas (z", q:, pf,p) no vibrado dos cojatos estendido
J'DE de um vibrado .E sobre JV (veja a equação (1.82)).

Passando a referenciais não-holânomos, continuaremos usando a mesma terminologia,
chamando um referencial qualquer um I'e/erencia/ de Z,)arco se for adaptado à forma
simplética ou multissimplética. Como veremos, referenciais não-holânomos de Darboux des-
empenham um papel importante neste trabalho e na definição de um censor de Poisson.

Para construir o referencial não-holõnomo em J'DE associado às três conexões mencio-
nadas na hipótese do Teorema 2.2 e a um sistema qualquer (zp,q{,pf,p) de coordenadas
locais adaptadas em J®E, procedemos como indicado acima, mas em três etapas. Primeiro,
usamos a conexão I'Z em E sobre M pala levantar os campos locais aP de M para -E:

-+ (2.129)

Segundo, usamos a conexão II'oZ em J®E sobre E para levantar os campos locais ai e õ.
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de .8 pala J ®É;

a a
(2.130)

a
ã-- '}

a
(4['i + ]-'l.r$)pZ + rZ,pl?

a
(2.131)

Terceiro, usamos a conexão IJoZ em J®E sobre J®E para levantar os campos locais a.l, aí
e aP de J ®-B para J®-E:

ad ' ad

(2.132)

a
(2.133)

a a
-',@ -'- -{,D) :: (2.134)

Combinando estas três etapas, chegamos ao seguinte teorema

Definição 2.7 Z)abas uma conexão I'z em .E sopre JM, ?lmü cone ão /{near pa7'cÍa/ I'l;g
Bm VE sobre E ao longo de VE e ümü coTte=iio lineüt TM em M, o referencial de
Darboun associado Q esl,e conjunto de conexões e a ü'm sistema Ç=H . q' ,p!.p) de coordel-ta,dcts
.ocuis adaptadas em J®E é o referencial te»,ei,exD,eQà no libra,do tangente ou o referencial
~e»,ex , eFI,en ) no abra,do cotangente de J'DE dado por

a
@' (2.135)

a

(QF= + rbr{)pÍ ;
(2.136)

e{
aUa

aÇ'
r (2.137)

a BH P qj (4-; ,: -- -;,«;
a

rlÍ, z'; (2.138)

apl'{ PIÍ + i'l.a;rl: Pl: - F{ 4rZ PÍ '.,4::
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e» = dz» (2.139)

.' - aq' - rl. a«" , (2.140)

(2.141)

eo

F;:,f d«' + ((Õ:F + F;;F{),f + -:,,f

', + -l',f + õ;-; ,f'«: -- (z'.-! ,Í -!,D) a«' (2.142)

Uma demonstração independente de que estas expressões realmente definem referenci-
ais covariantes, no sentido de que sob transformações locais de coordenadas adaptadas
(z', q:, pl',p) --} (n'', ç'*,pZ', p') em J'-E, de acordo com

pZ' pt(«",ç',pf) , p' p'(«",ç',pf,p) ,

onde

pZ' '.'(ã) ã,f P' -.'(B) (, (2.143)

estes objetos satisfazem a simples lei de transformação
e e' --> e'', ef -+ eF, e{ --> e'k, ep --} e'' com

.. -* 'ü, .l. --* .!, '; ''> .*,

'.'(:) '.*(g) = $ '1 ,
'' ' ã;='"'

(2.144)

e

e'' ==

(2.145)

encontra-se na segunda seção do Apêndices uma afirmação análoga vale para o referencial
no vibrado cotangente obtido por dualização.

O motivo principal para o uso do termo "referencial de Darboux" reside no fato de que
em qualquer referencial de Darboux, a forma multissimplética w assume a sua forma padrão:
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Teorema 2.3 Z)abas uma cone:cão I'z ern E soZpre il/, uma conezâo /{near Fareja/ I'rg
em VE sopre E ao /ongo de yE sem porção e uma conexão /ánear I'm em M sem torção,
!meão eDIl qlLalquer refereTlcial de Dcttboz= associado Q este conliunLo de conexões, u forma
m'ttltissim,T)léticct u Kss'lL'rne CL forma padrão

« - .'« 'f« 'z - e' A. e'' , (2.146)

en(I'u,cinto que a fo'm\ü m'ülticunõntcct Q asse'me a JorTna

a - pf e'« .Z + (p + rl.pf) e" ,

onde en denota o produto exterior dos eF e (q. = i,e.d"'

(2.147)

DENioNSTRAÇAO. Calculamos

.:« 'f « .z .'« '"

rl: a«') « (ap: - i';:pf aqj

+ ((QI'; + r;.r{)pf + r:,pf rh ,f) a«*)
(@ + ri. aPf + a:r Pfdq:)« a"«

.. d" -'. r'i. pT ad ,. dq3 ~ a"«.
+ ((a;F2 + r;:rÍ.)pf + r;,pf - rÍI,pf) aq'« a"«

+ rl. ap: « '"" rl.i';.pf aq'« a"«

-- dP».d"= rl. apf« '"" a;r; pf aq:« a"«

pf aq'« dçj« a"«, + (FI,p; rÍI,p;) aq;« a"«
D

Ao contrário da forma, multissimplética w e da forma multicanõnica 0, o censor de Poisson
n- depende explicitamente das conexões escolhidas.

Definição 2.8 .Dadas uma coltezão I'Z em .E sopre Jü'f, umcz conexão /arear pare a/ I'vvE

:m VE sobre E a,o longo de VE sem torção e uma conexão linear' EM em M sem torção,
de$nimos o correspondente tensos de Poisson, em qualqtLer referencial de Darbou:c asso-
ciado a, este comi\t.nto de conexões, por

"- - ':« 'l" ': '." '" ,
onde e. denota o produto exterior dos en e e" -- i.-e.

(2.148)
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Observe que a definição de rr depende do conjunto de conexões escolhido mas independe
do sistema de coordenadas locais adaptadas utilizadas na construção do referencial de Dar-
boux associado, como pode ser facilmente verificado usando as leis de transformação (2.144)
e (2.145)

Teorema 2.4 ,4 dil/ererzça entre os censores de PoÍsson nr e ni., assou aços a dil/ererzfes
conjuntos de conexões F e F' é um campo mzltiuetorial a valores no nlícteo de co.

DEMONSTRAÇÃO. Esta afirmação segue diretamente do fato de que podemos escrever o
tensos de Poisson nr na forma

(..« .1. - .. « .,) « .:

4 -'- -L,: J; - e':-; + -;, o,:

g; « (i -. -iá -- -;,,;
@ " ã#- -F ';''': ã© " a#- (õ;r; + r;,r{) ,; á « ãS'

r A
" aq

. a a
A

P aÇj

-- (q-; ,; -- -z,,; -z,,;) á « âl
:;l A ã:il Õ«a" + (term's a -lares no núcleo de «,) ,

onde usamos a abreviação

«,« - ãh.""'''',«Ú .
sendo que o mesmo vale para o censor de Poisson aF,

D





CAPÍTUI.0 3

F'ormalismo funcional

A nossa meta neste capítulo será apresentei um resultado que estabelece uma conexão inédita
entre o colchete de Poisson do formalismo multissimplético, conforme exposto no Capítulo l,
e o colchete de Peierls-DeWitt, que segundo j14,341 pode ser considerado o colchete de Pois-
son do formalismo funcional baseado no conceito do espaço de fase covariante. Na primeira
seção, recordamos brevemente alguns aspectos deste formalismo e da sua conexão com o
formalismo multissimplético. Na segunda seção, introduzimos uma classe de funcionais f:
que são definidos a partir de formas diferenciais / sobre o espaço de multifase do forma-
lismo multissimplético poi pula-back e subsequente integração sobre alguma subvariedade do
espaço-tempo. Na terceira seção, provámos o teorema principal desta tese, segundo o qual o
campo hamiltoniano funcional X> associado ao funcional F pode, em certas circunstâncias,
ser obtido diretamente, de forma algébrica, do campo hamiltoniano XJ' associado à forma /,
sem a necessidade de introduzir a função de Green causal associada às equações de movi-
mento linearizadas para definir Xr por uma integral de convolução, como em j14,34]. Como
corolário, obtemos pela primeira vez uma relação direta entre o colchete de Poisson do for-
malismo multissimplético e o colchete de Peierls-DeWitt do formalismo funcional.

3.1 Espaço de fase covariante

O espaço de fase covariante na teoria dos campos é, por definição, o espaço das soluções
das equações de movimento ao contrário do espaço de fase tradicional, que é definido
em termos de dados de Cauchy, o que ofusca a covariância da teoria. Obviamente, não é
de se esperar que estas duas interpretações do espaço de fase sejam equivalentes de forma
completamente geral, pois é bem conhecido que, para equações de movimento não-lineares,
a evolução temporal a partir de dados de Cauchy regulares pode gerar soluções que, dentro
de um tempo finito, desenvolvem algum tipo de singularidade. Um pré-requisito ainda mais

95
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elementar é que o espaço-tempo subjacente M deva admitir pelo menos uma hipersuperfície
de Cauchy, o que significa que M deva sei globalmente hiperbólico.

Portanto, uma das hipóteses fundamentais neste capítulo será que o espaço-tempo J4/ sela
g/oóa/mente hiperóó/{co. E esta a arena natural para a teoria matemática de (sistemas de)
equações diferenciais parciais hiperbólicas, onde o problema de Cauchy é bem posto. Existem
várias e aparentemente diferentes definições do conceito de um espaço-tempo globalmente
hiperbólico, mas no final todas se mostraram equivalentesl vqa l38, Cap. 81 para uma extensa
discussão. A mais conveniente pala os nossos fins é que M admite uma função tempo globali
cujas hipelsuperfícies cle nível providenciam uma folheação de À/ em superfícies de Cauchy
e um difeomorfismo global M = IR x E. Como corolário in)ediato, podemos definir a noção
de uma /afia tempera/ (aberta ou fechada) em M: é um subconjunto (aberto ou fechado)
de /k/ que sob tal difeomorfismo corresponde a um subconjunto de R x E da forma / x E,
onde / é um intervalo (aberto ou fechado) em R.

Dentro da abordagem adorada neste trabalho, onde campos são seções de vibrados, é
natural considerar o espaço de fase covariante S como inserido no espaço de configurações
de campo (?, que por sua vez é o espaço das seções de um certo fibrado /'

e (3.1)

No formalismo desenvolvido no Capítulo 1, F' é o obrado E no âmbito lagrangiano e é
o fibrado J®.E no âmbito hainiltoniano. Descarte, os pontos de (:, que são as seções é
de r', correspondem a seções g de -E no âmbito lagrangiano e a seções (p,n) de ./'3.8 no
âmbito hamiltoniano. Em ambos os casos, os elementos de S são os pontos estacionários
do funcional ação, que em cada ponto @ de e é definido como a integral da forma é*0c no
âmbito lagrangiano e da forma é*0w no âmbito hamiltoniano. As correspondentes equações
de movimento constituem um sistema de equações diferenciais parciais, conhecidas como
equações de Euler- Lagrange no âmbito lagrangiano e como equações de De Donder-Weyl
no âmbito hamiltoniano.

Formalmente, o espaço de configurações de campo (: pode ser visto como uma variedade
(de dimensão infinita). Como tal, possui em cada um dos seus pontos um espaço tangente TÓ(:
que formalmente pode ser definido como um espaço de seções lisas, com certas propriedades
de suporte, do vibrado vetorial yÓ = @*(yF) sobre M. Denotando por yó+ = @*(y*F') o
dual comum e por t''f) ' l/ó+ ® A"r*&/ o dual torcido de VÓ, vimos que o espaço cotangente
será então o espaço das seções distribucionais, com propriedades de suporte duais, do vibrado
vetorial l,'P sobre M. Existem várias opções pala a escolha das propriedades de suporte a
serem impostas, entre as quais adotaiemos a opção 3 de j14l:

zóe F (vó) , qe t'Ê'(VF') , (3.2)
iÉ claro que tal função tempo está longe de ser única mesmo no espaço-tempo de Minkowski.
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onde os índices "sc" e "tc" significam "suporte espacialmente compacto" e "suporte temporal-
mente compacto", respectivamente. Dizemos que uma seção de um vibrado vetorial sobre
o espaço-tempo M tem suporte espac a/mente compacto se a inteiseção de seu suporte com
qualquer fatia temporal fechada for compacta e que teü suporte têmpora/mente compacto se
seu suporte for contido em alguma fatia temporal.

Dentro do espaço de conÊgurações de campo (:, temos o espaço de fase covariante S, que
pode ser definido como o conjunto dos pontos estacionários do funcional ação S:

8 {@ e/s'l#l (3.3)

Formalmente, S pode ser visto como subvariedade de e. Portanto, possui cm cada um dos
seus pontos um espaço tangente TÓ8 que é o subespaço do espaço tangente TÓ(: consistindo
das soluções das equações de movimento linearizadas (onde "linearizadas" significa, mais
precisamente, "linearizadas em torno da solução @ das plenas equações de movimento").
Estas soluções são exatamente as seções de VÓ que pertencem ao núcleo do correspondente
operador de Jacobi éll#'l : I'(yÓ) ---} I'(t'T')

%s {âó %e/alól ãó (3.4)

Pala maiores detalhes, inclusive uma definição explícita do operador de Jacobi, tanto no
âmbito lagiangiano como no âmbito hamiltoniano, veja Ref. [141.

A estrutura simplética sobre o espaço de fase covariante é descrita por uma forma
simplética funcional n que associa a todo ponto #' em S c quaisquer dois vetores tangentes á@l
e õé2 em TÓ8 um número real Qó(8éi, ÕÓ2). Clamo foi observado por Crnkovié e Witten l4,51,
este pode ser escrito como a integral de uma "corrente simplética", que é uma (n-- l)-forma,
fechada sobre o espaço-tempo dependendo de @, Jéi e (5é2, sobre uma hipersuperfície E de
Clauchy qualquer:

J*(õ$..ÕÓâ

No formalismo multissimplético, esta "corrente simplética" pode ser construída diretamente a
partir da forma multissimplética em termos de um pula-back modificado, em dois passos. No
âmbito lagrangiano, o primeiro passo consiste em usar a lagrangiana ,C, ou mais exatamente
a transformação de Legendre F,C : J-E --} J®E induzida pela lagrangiana .C, para definir
a forma de Poincaré-Cartan wz: = (F,C)*w sobre JE. No segundo passo, define-se um
"pull-back misturado" de wc pelas derivadas .j@ de é, .j(ó@:) de (i@l e .j((ié,) de â@,, onde
nos primeiros dois argumentos de wC, inserimos J(á@.) e .j(õ@,), respectivamente, ao invés
da aplicação tangente r.j(@) a .j(@) que aparece nos demais n-- l argumentos. De forma
análoga, no âmbito hamiltoniano, o primeiro passo consiste em usar a hamiltoniana 'H para
definir a forma de De Donder-Weyl wH = 'H"w sobre J®-E. No segundo passo, define-se um
"pula-back misturado" de wX por «', (íéi e á@2, onde nos primeiros dois argumentos de wX,

E
nó(áÓ: , áé,) (3.5)
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inserimos õéi e J@2, respectivamente, ao invés cla aplicação tangente ré a é que aparece nos
ctelnais n -- l argumentos. Explicitamente, no âmbito llamiltoniano em que a construção é
bem mais simples, tel-nos

@*«.,,{(á#':, Õ@,)),(«:, .. . , u«-- ) («'w)ó(4(õó:(«), áÓ,(:«), z,Ó' «: , , T,#'.«...) , (3.6)
e então

J.bÇõ+\.õ+.à = $+.«,wÇõ+,,õ+.à

Em coordenadas locais adaptadas, escrevendo
(3.7)

J.õÇõ+., à JnóÇ $.,õ$.;b d"*" ,

e

Jé:
a a

- Õ9' + â«':,f , â@,
a

+ Jr,,f 'P
obtemos

Qó(8@. , Ó@,) in. Jj;Çõ#~,õ+.à (3.8)
E

com

J;(õé-,õ@,) õpi ó«,,f Jpi â«:,f . (3.9)
Aliás, estas fórmulas mostram (lue, exatamente como na mecânica, Q não depende da escolha
da hamiltoniana % (o mesmo vale pala J).

Continuando a discussão sobre como desenvolver uma versão formal da geometria
simplética no espaço dó fase covariante, o próximo passo seria introduzir o análogo de funções,
de suas derivadas, do campo hamiltoniano associado a uma função e, finalmente, do colchete
de Poisson entre duas funções. Como S é de certa forma um espaço de funções e portanto
o análogo das funções sobre um espaço de fase comum aqui são os funcionais sobre S, todos
estes conceitos adquirirão um adjetivo "funcional"

A primeira destas construções é a da derivada funcional. Dado um funcional F sobre (:.
a sua derivada /uncÍona/ no ponto @ em (: ao longo do vetou tangente funcional á@c TÓe é
definida por

r'l@l.â@ i.#*il ,aÀ '''''lÀ-o
onde os @À representam uma família a um parâmetro de seções de f' tal que

(3.10)

'É - 'é* À:.
d

'#*dÀ À-o (3.11)

Para que esta prescrição realmente deâna um vedor cotangente funcional r'lÓI c Zl;(?,
será necessário garantir compatibilidade com as propriedades de suporte estipulados na
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equação (3.2). Portanto, neste trabalho consideraremos exclusivamente funcionais que são
"locais no tempo", i.e., cuja dependência dos campos é não-trivial apenas dentro de uma
fatia temporal, ou em outras palavras, cuja derivada funcional tem suporte temporalmente
compacto. (Os funcionais a serem estudados nas próximas seções tem esta propriedade, uma
vez que são definidos como integrais de expressões locais nos campos sobre alguma hiper-
superfície de Cauchy.) Observamos também que r'l@l é uma seção distribucional do vibrado
vetorial t'F para a qual utilizaremos a seguinte notação padrão,

í:''l@l - âÓ d"z
'JW

él («) õ@'(«) (3.12)

onde podemos considerar que, localmente,

;l@l ' rü'(vó') ;l@l ú"« ' rÜ'(}'F) (3.13)

As mesmas considerações se aplicam, "mutatis mutandis", se substituirmos o espaço de
configurações de campo (: pelo espaço de fase covariante S. Observamos apenas que o fato
de que os elementos á@ de TÓS devem satisfazer (sistemas de) equações diferenciais parciais,
tipicamente de caráter hiperbólico, exclui a opção de exigir que eles tenham suporte compacto
ou suporte temporalmente compacto e motiva a condição formulada na equação (3.2) de que
tenham suporte espacialmente compacto como a única condição de suporte consistente co.m
as referidas equações de evolução.

O problema básico a ser resolvido para poder implementar a filosofia da geometria
simplética dentro do formalismo funcional é conseguir dualizar, em .cada ponto Ó de S, o
covetor funcional r'lÓI, em relação à forma simplética funcional nÓ, para obter um vetar
funcional Xr lél. Formalmente, a deânição de Xr lél em termos de r'lél é dada pela fórmula

Qé(Xr l@l, áé) l@l . á@ para todo (iéc TÓS (3.14)

Observa-se que, ao contrário do que acontece em variedades simpléticas de dimensão finita,
esta relação não garante que Xrjél pertença ao espaço TÓ8 De fato, inspecionando a de-
finição de Qó((Séi, ã#'2), percebe-se que basta supor que uma das duas seções J@l e áé2 seja
lisa e tenha suporte espacialmente compacto, sendo que a outra pode então ser distribucional
e ter suporte qualquer, e mesmo assim a expressão QÓ(á@: , ãé,) será bem definida. Portanto,
é de se esperar que, de forma geral, não valha

x. lél . r=(vó) , (3.15)

(3.16)
mas que valha apenas

x,lél . i' '(vó)
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E neste sentido "fraco" que é possível exibir, no contexto do espaço de fa.se covariante, o
campo hamiltoniano funcional Xr associado ao funcional F.

O resultado principal da tese 1341 afirma que Xrj@l pode sei construído explicitamente
como convolução da distribuição que define a derivada funcional de F.em @ com a função de
Green causal GÓ do operador de Jacobi en] @:

a'v c':(", v) ib-iÓI (v)
Observa-se (lue esta convolução é bem definida, pois quando fixarmos z, GÓ(3, .) é uma
distribuição de suporte espacialmente compacto em g/ enquanto que, por hipótese, ór7õ@ l.ÉI
é uma distribuição de suporte temporalmente compacto, e a interseção dos dois suportes
é compacto. Por outro lado, não llá como fazei nenhuma ab6rmação sobre propriedades de
regularidade ou cle suporte da distribuição resultarlte.

Usando este resultado, é praticamente trivial escrever o colchete de Poisson induzido
por Q: Para dois funcionais /:e G,

{r, G } ]Ó] [@] . x. ]@]

(x,l@ly(«) - (3.17)

c'lÓI.x.l@l (3.18)
Explicitamente,

Este é o co/cante de Peãer/s - De I'Hif{

A desvantagem principal clãs Hrmulas (3.17) e (3.19) é que elas ainda são relativamente
implícitas e que dependem da dinâmica do modelo concreto, pois calcular GÓ requer resol-
ver um sistema hiperbólico de equações diferenciais parciais lineares, onde a solução Ó das
equações de movimento aparece nos coeficientes do sistema.

O resultado principal da presente tese consistirá de uma fórmula muito mais simples e
direta para calcular Xr , pala uma classe restrita de funcionais que no entanto é suficiente-
mente importante nas aplicações para merecer uma atenção especial. Para tais funcionais.
veremos que o colchete de Peierls - DeWitt se reduz a uma versão modificada do colchete de
Poisson discutido no Capítulo l.

{r,cllól d"z r a"« ;(,) '4(,,Ü g;U (3.19)

3.2 Funcionais gerados por formas

A nossa meta nesta seção será introduzir uma classe cle funcionais no espaço de fase covari-
ante que são de$nidos a partir de formas diferenciais sobre o espaço de multifase (estendido
ou comum) do formalismo multissimplético por pull-back e integração, e calcular a derivada
funcional de um tal ftlncional em termos da derivada de Lie da respectiva forma diferencial.
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Para simplificar o tratamento, restringiremo-nos ao formalismo hamiltoniano, observando
que resultados completamente análogos no contexto do formalismo lagrangiano podem ser
obtidos por pull-back via a transformação de Legendre F,C pertinente, substituindo J®.E
por JE e H por ]flC.

Definição 3.1 S am E uma swóuarÍedade p-dámensÍona/ de JV e / uma p-l/arma sopre

o espctço de multifase comum J'aE. Então de$nimos o funcion,at F CLssoci,ado a E e j
pela jórmtLta

rl@l LÓ*.r p'''' '#'r(j''z) . (3.20)

A rigor, não especificamos aqui se queremos considerar F como funcional sobre o espaço de
fase covariante S ou sobre o espaço e das configurações de campo da teoria. De qualquer
forma, a segunda opção constitui uma extensão da primeira opção que é definida natural-
mente, sem qualquer arbitrariedade. Também deixa.mos de especificar condições para
garantir a existência da integral, pois existem vários tipos de tais condições que são bem
diferentes entre si. Em primeiro lugar, deve-se salientam que E pode ser uma subvariedade
com bordo. Desta forma, podemos garantir a existência da integral se supormos que E seja
compacta. Outra possibilidade consiste em impor restrições sobre ./. Por exemplo, podemos
supor que / tenha suporte na base compacto (i.e., o conjunto dos pontos # em M tais que .f
não se anula na fibra de J®.E sobre z é compacto) ou que ./ satisfaça condições apropriadas
de decaimento ao infinito.

Outro ponto que merece ser mencionado é que dada uma hamiltoniana H qualquer,
podemos sempre supor que .f seja o pull-back de uma p-forma sobre J®E via 'H, pois sempre
vale ./ = H'''(?7*/); será esta a situação que encontraremos nas aplicações a seguir.

O próximo passo consiste em calculei a derivada funcional para essa classe de funcionais.
Pala tanto, lembramos primeiro que o espaço tangente formal TÓ (: de (! no ponto é de e
é o espaço I'(@'''(}'(J'3.E))) das seções õ@ do pula-back do flbrado vertical y(J'®-E) de ./®.E
por '# Entre estas, temos as seções obtidas por composição de é com um campo vetorial
vertical X sobre J®E,

á@(«) )) . (3.21)

Usando o fato de que é não é apenas uma aplicação qualquer de .IW para J ®.E mas é uma seção
de J'DE como vibrado sobre M, pode-se provar que qualquer variação âéc I'(@*(}'(J'®.E)))
de @ pode ser escrita assim, para algum campo vetorial vertical X clV(Jo-E) sobre i'o-8.
(Para demonstrar esta afirmação, que vale não apenas pala J ®E para um vibrado F sobre M
qualquer, aplicamos o teorema das funções inversas para construir, a partir de um sistema
de coordenadas locais (a", 7'k) de F' em torno de um ponto qualquer Ó(m) da imagem de iW
em f' sob é, induzido por um sistema de coordenadas locais zp de ]M em torno de m, um
sistema de coordenadas locais rk da fibra típica de f' e uma trivialização local de r' sobre M
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como sempre, um novo sistema de coordenadas locais (z",sz) cle r' em toIRo de @(m) tal
que nele, a seção é é representada por sl(z) = 0. Então usando uma função corte em torno
da origem, é fácil estender as funções J@l(z) pala funções XI(#, s). Finalmente, usa-se uma
partição da unidade sobre M pala colei esta "extensões" locais de âó e assim chegar a uma
"extensão" global de (Sé.) Obviamente, X está longe de ser unicamente determinado por J@,
já que apenas os valores de X sobre a imagem cle M em J '9,8 sob é são determinados por 'J'#,
através da condição (3.21).

Com essa ferramenta de extensão de campos vetoriais (verticais) ao longo de uma seção
de um vibrado para campos vetoriais (verticais) na variedade alvo (o espaço total do vibrado)
à nossa disposição, podemos calcular a derivada funcional de funcionais do tipo (3.20).

Proposição 3.1 Soam E uma suóoaráedade p-dãmensí07za/ de &/ e .f uma p-/arma sopre
o esT)aço de multifase comum J®E. Então a, derivada jbncionat do funcional F associ,ado a,
E. e f conforme « eq\t.«çã,o (3.20) é d.,da Teta fórm\«lü

r'lÓI..f(@) $+ÇLÊf).
E

p:':; '#' I'(i''E) e -X ' T«(i''.B) (3.22)

DnNioNsunAÇÃo. Lembremos que para um funcional F qualquer, a sua derivada funcional
em é ao longo de (5@ é definida poi

/:''Íól.õ@
di ':']-'*]À-o )

onde os @À representam uma família a um parâmetro de seções de J'3-E tal que

õ$ - -:'b*
À 0

Fixando @ e õé, introduzimos um campo vetorial vertical -.f sobre ./®.B que representa a
variação 8é de Ó, conforme a equação (3.21), e consideramos seu fluxo, que é um grupo
(local) de automorfismos (locais) estritos ©À de J'8.E tal blue

'É - '#* À=o
)

- ©À À-o

Podemos então por
+x = ®*.'b.

para concluir que

r'l@l.õ@ /á *:' *:. (@* . @) *./'

é* (z,.e /)
E

D
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Os teoremas principais

Inicialmente, formulamos um teorema que providencia uma interpretação global pala as
equações de movimento na teoria geométrica dos campos, em termos de um operador que
podemos chamar de operador de Euler- Lagiange, no formalismo !agrangiano, e de operador
de De Donder- Weyl, no formalismo hamiltoniano. Em ambos os casos, é possível deduzir
as equações de movimento a partir de um princípio variacional. Como este procedimento é
bem conhecido no formalismo lagrangiano, restringiremo-nos aqui a apresentar a sua versão
hamiltoniana.

Definição 3.2 /)ada uma Aam{/toníana 'H, de#nimos o correspondente operado?' de

De -Donder- W/egZ como sendo a ap/àcacâo

D.x\ JÇJ'eE) ---+ T*tJ'8E)®NnT*M (3.23)

de $brüdos sobre J'3E 'z que associ,ü a. cada. licito de primeira ordem Qg,'n,atp,i)'K) de seções
(locais) Qy,v) de J'ãE sobre M e Q cada. cctmpo uetorial X sobre J'sE Q n-forma sobre M
dada T)or

DX(g,«,ap,ar). X =(p,r)*({.:?«,X) .(3.24)

A importância deste operador decorre do seguinte

Teorema 3.1 Z,)abas wma Aa«.á/toniana 'H e uma senão é = (p, r) de ./®E, as seguint«
condições são equivalentes:

B + satisfaz as eq'fiações de De Donder- We'yl;

6 $ é üniqvitado l)eto operador de De Donder- WeUI, ou sela, T)ara todo campo uetoriül X
sobre J'BE, Date

D.(P, «', a9, av) . .Í

B $ é ponto estacionário do funciona,l ação

& [Ó] Ó'0,K (3.26)

DKMONS'mAÇÃo. Sqa X um campo vetorial sobre J®.E, cuja expressão em coordenadas
locais adaptadas é dada pela equação (1.150). Calculando o pull-back da forma i.Í(ox, que

ZSuprimimos os símbolos que indicam o pull-back de vibrados sobre E ou M para Jo-F
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é dada pela equação(1.151), com(p, r), obtemos

X'(Ç', «) lapa: a.«f - a.P; ap"f

õ,ç'' b$-(p, «)

-- ":@,d ($@,«) -- "««f) ~"«

'- ''/G,,d ($@,«)

(9, «')*(j.;?«,,, )

-,«' $',,.,) '"«

(3.27)

ou sqa,

(aHG,,«) + ap"f)(X;@,«) - X"G,,«) a.9;)

+ (ã?-@,«) - a.p:)(xf@,«) «) õ,«f)) a"« ,

demonstrando a equivalência entre o primeiro critério e o segundo critério. Note que as
Hrmulas (3.27) ou (3.28) mostram que a condição (3.25) vale para todo campo vetorial
X sobre J®E se vale para todo campo vetorial vertical X sobre J®.B. Pala ctemonstrai' a
equivalência entre o segundo critério, nesta forJna, e o terceiro critério, utilizamos o resultado
da Proposição 3.1, segundo o qual temos pala todo campo vetorial vertical X sobre J®E

(9, «')*(j.;?«,,. )

(3.28)

Sh\$À.X($) = 1 Ó''(LR0,K) @''(lido.K)-F l @*(d 0)M JM JNf

Como o princípio vaiiacional exige que X(@) tenha suporte compacto e portanto podemos,
sem perda de generalidade, supor que X tenha suporte na base compacto, o último termo
se anula pelo teorema de Stokes. Assim, obtemos

qEó] . x(@) $+Qxu,.à
4

o que demonstra o teorema. D

Uma outra fóimu]a explícita para o operador de De Donder-Wey] que pode ser obtida da
equação (3.27) eliminando-se X é a seguinte:

D. (p, «', aP, a«- )

a,.P'
$',,«, * .,«;) * ««; (=.«,«,

,««.) '«; * '«« * (z.«,«,

a,P' d=K ® d"= l3.29)

dP: ® d" -'
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Passemos agora à apresentação dos nossos teoremas principais. Para tanto, continuamos
trabalhando no âmbito hamiltoniano, e restringimo-nos a considerar funcionais f: associados a
hipersuperfícies E, tipicamente hipersuperfícies de Clauchy, e formas de grau n -- l sobre J''8E
obtidas de formas localmente hamiltonianas de grau n -- l sobre J®E por pull-back com
alguma hamiltoniana 'H. E importante lembrar que esta classe de formas é mais ampla do
que a classe de formas localmente hamiltonianas de grau n-- l sobre J®E, pois não está se
exigindo que os correspondentes campos hamiltonianos sobre J®E sejam tangentes à imagem
de'H

Teorema 3.2 Dada uma hamiltoniana 'H, seja f uma (n-- \-)-forma hamiltortiana sobre

o esl)uço de mzttifase estendido J'bE tat que o cam'po hamiltoniano Xj associado Q J: seja
projetáuel, conforme a De$nição l.'T; denotaremos Q sua pro5eção sobre J'ÕE por Xf e ü sxa
projeção sobre MI por Xj,M 3 Pot outro lado, seja, E uma hil)ersKperlíci,e tipo es'pa'ço em M
sem, bordo e F o fuTLcioTiut sobre S associado Q E e X*if, conforme Q De$nição 3.1. Então o
campo ha'rnittoniaíto fUT\CiOnal X. associado Q F, de$nido pela condição (S.l4), é dado Teta,
seguinte fórm'ula e=ptícitü:

4 [@] ÊJÇ$Ü T$tXj,M] (3.30)

DEMONSTnAÇÃO. Pala mostrar que a expressão na equação(3.30) satisfaz a condição(3.14),
pala todo Óc S e todo (ÍÓ c TÓS c TÓe, começamos representando (íé como a composição de
é com algum campo vetorial vertical X sobre J®-E, conforme a equação (3.21). Primeiro,
calculamos o lado esquerdo da equação(3.14), inserindo as equações(3.5),(3.7) e(3.30):

nó(X, lél , -.f(@) ) Ó*w. (XF lél , -X ( é) )
X

:l;"u«Ç-RJÇÓÜ - T# ÇX,,.),& Ç$à)
E

Observemos agora que a integral

.t;'' uxÇT $ ÇXj,M) .XÇ4Ü
E l.i*,..çó*«x««))

se anula, conforme o Teorema 3.1, pelo fato de é ser uma solução das equações de movimento
Portanto,

Ç2ó(Xr l@l , X(@) ) ,c «*(:*:.*,««)

SA existência destas projeções é automaticamente garantida exceto no caso N
a discussão subsequente.

11 vda a Definição 1.7 e
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Por outro lado, segundo a Proposição 3.1, o lado direito da equação (3.14) vale

r'lél..f(Ó) 1.*' b*o',b Ló* ç''; o'.n -* ';'("*n)

,." Ç*ç«;$b -* l.«' Ç*w ç*,4
O primeiro termo é zero, pois por hipótese, aE = 0. e portanto, pela equação (1.170),

-'\'* ' xç© - ll::«' Ç:;'*,«« -* :*''* ç**«)~l

Agora, o segundo teimo é zero pois, em relação à projeção de J '9E sobre ]M, o campo vetorial
Xy é vertical enquanto que considerando o pull-back da equação (1.171) com 'H mostra que
a n-forma H"(ix7«') é horizontal. []

De forma semelhante, podemos calcular explicitamente o colchete de Peierls- DeWitt entre
dois funcionais associados a (n -- l)-coimas hamiltonianas:

Teo enla 3.3 Dada u,ma hamittonianu h,, sejam f e g Qn--Ü-formas ttami,Ltoniancts sobre
o espaço de m\Lltifase estendido J'3E tais qKe os campos hctmittonianos X. associados CL f e
Xs associados Q g sejam projetáueis, conform,e Q De$nição 1.'7; deTtotaremos as respectivas

projeções sobre J®E por Xj e Xls e üs res])ectiucts projeções sobre Ã/l por Xj,M e Xs,M.4
Por outro lado, sejct 'Ê 'alma hiperszperfície tipo espaço de M sem bordo, e sejam F e'G os
funciona,is sobre 8 associados Q 'Ê e às formas n*j e X*g, resT)ectiuamente, conforme u
De$nição 3.1, i.e.,

rl.ÓA .@)"J , GjóÜ g. (s.sl)

Entiio o colchete de Pei,etls- DeWitt emite F e G é o fKnci,oral sobre 8 a,ssociado ü E e à
forma 'n* \.J,g3x, i.e.,

{r, c} l@l L(x'@y"{/,p}. , (3.32)H . @)*{/, g}.

onde \f,g\U, é lm colchete de Poissort modi$cüdo entre f e g

{/,glX = jX,iX,«, -- jX,iX/W''' {XgHáX,'''
modelo termos exatos (3.33)

Elplicitürnente ,

{r,cll@l
.{ «* (:*,:.:,,««) (3.34)

4A existência destas projeções é automaticamente garantida enceta no caso N= ll vdit a Definição 1.7 e
a discussão subsequente
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DEMONSTRAÇÃO. Representando .Xp(é) -- ré (xg,M) como a composição de @ com algum

campo vetorial vertical .Íy sobre i'eZ, con.brme a equação (3.21), i.e.,

X.r(@) - ró(x,,«.) ,

e usando as equações (3.18) e (3.22), vemos que o lado esquerdo da expressão (3.32) é dado
por

{r,cllÓI r'l@l.x.lél 1. #'' (L xy (w' j)) l.ó+çíi*y(u'n -+ i*yú(wfü

1,.*' ç*;wn) -* .L«' ç*;("u*,«'ü)
O primeiro termo é zero pois por hipótese, é?E = g, e portanto, pela equação (1.170),

{r,cllÓI L;4' ç'*í'*,"« -* '*y''* ç*r"))
A.gera, o segundo termo é zero pois, em relação à projeção de J ®E sobre À/, o campo vetorial
.XI' é vertical enquanto que considerando o pull-back da equação (1.171) com 'H mostra que a

n-forma H*({x7") é horizo"tal. Usand' - r'l'ção .ÍI'(Ó) - X..(#') -- T#'(X,,m), obtemos

{r,cJl@l 1.* ç*j*,«.õ ç*,«.à
Novamente, o segundo termo se anula, desta vez devido ao fato de @ ser uma solução das
equações de movimento, conforme o Teorema 3.1. Assim, chegamos à equação (3.34). Final-
mente, observamos que

'R?Í.u..- «* (:.*,;-*,« ''" :.*,:.*7"

já que o termo iXoníXrc'o se anula automaticamente. D

Resta, como tarefa, para o futuro, determinar os termos exatos (lue faltam na equação (3.33)
para garantir que este colchete modificado satisfaça a identidade de Jacobi, em analogia ao
Teorema 1.7





APÊNDICE A

Referenciais não holânomos

A.l Derivadas covariantes no vibrado vertical

No que segue, apresentaremos uma demonstração independente do Teorema 2.1, que por
conveniência reproduzimos aqui:

Teorema A.l Z)ada uma conexão I'z em -E sopre M e tina corzç ão /{near Fareja/ I'$B
em V-E soZpre E ao /ongo de yE, ez ste uma tín ca extensão de i'\''E para uma conexão
/ cear tola/ I'VZ em y-E sobre E cada composição com I'Z á a conexão uerfáca/ FvZ em yE
sobre M indKzidü por Tn. Em termos de derivadas couüriantes de seções X d,e VE, isto é,
cctmpos uetoriais verticais X sobre E, temos

V:X' X' + F{,X
r

) (A.l)
e

v x] = a x]' H' ' ' »-' a.ri + ri: r;)x t
) (A.2)

(A.3)

ou, eqz valentemente,

Vr (ap)X; a.x' + rl, õ.x' 0.1'J X'
't' P ''

DEMONSTRAÇÃO. Para checar que estas expressões realmente definem uma derivada co.-
variante de seções X de y-E, faremos uma mudança de coordenadas, do antigo sistema de
coordenadas locais (z", q'l (i') de yE para um novo sistema de coordenadas locais (z'', q'kl d'k)
conforme a equação (1.20), que implica

ê'* (A.4)

109
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Conforme a equação (A.21), os campos cle coordenadas ai sobre .E se transformam de maneira
covariante, enquanto que os campos de coordenadas aP sobre E não. No entanto, combinando
as equações (A.19), (A.21) e (2.14), concluímos que os levantamentos horizontais dos campos
de coordelladas õp sobre À/ para -8, estes sim, se transformam cle maneira covariante. Assim,
temos

$«, r(q) à> r(õ«) (A.5)

A lei de transformação para as componentes de seções X de V-E é dada pela equação (A.4),
e a lei de transformação para as suas derivadas parciais pode ser calculada a partir desta e
das equações (A.21):

i):Xi --} t)j:X'l $z":*'+

i).x]

a«" aç'' aç: aç'' ..x, eg. Pd.
'''' a='' âzp aÇ" aqiaqj ''

Portanto, a lei de transformação (A.26) mostra que as derivadas covariantes ao longo dos
campos de coordenada.s õi sobre É;, que apalecenl na equação (A.l), se transformam de
maneira covariante:

ví:x'' a,lx'' + rZ. x"

bE':*' * aq: ê)'q''

'?C P( ?(- r{
i)qi aq'K t)q'; ' "

x;

+ a'q'' õd aq' \
adaqr aq'" aq';.l

$$'.*'
Por outro lado, a lei de transformação (A.21) mostra que as derivadas covaiiantes ao longo
dos campos de coordenadas a, sobre -D, que aparecem na equação (A.2), não se transformam
de maneira covariante, o que não deve suipieender tende em vista que os próprios campos
aP sobre E não se transformam de maneira covaiiante. Covariância só pode ser estabelecida
para as derivadas covariantes ao longo dos campos I'(õ«) sobre -E obtidos a partir dos campos
de coordenadas aP sobre iU/ por levantamento horizontal, pois estes sim se transformam de
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maneira covariante (vda a equação (A.5)). De fato, temos

Vr(aZ)X al:x'' -+ r:al:x'' - aí:r:x'*

.gg. g?r Pd. ?e a. xj
âz'" é?zp aÇ" aÇj '''' âa'" Oap Õq'' q{ qj.'.'

* (=$ -: *= e) ($ $ .,.*' *$ 4á; *'
= $ ($ «;-1 * ;$ -i * J%) ($ .*')

g:: g$ v..,,,x' + !:' ó:l1lw x' g:. gS E« õ?- a.x'

= = $ á= .*' -- = g=; -i-*'

l)dE)qi ' ' ' Õ=n aq'

1;:' gl vrp,)x'

Isto implica na lei de transformação desejada

».*, - '**'' - $z*:*',
VTPIXj ----} VrpOX'' = g: g:l Vrp.)Xj
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A.2 Referenciais não holânomos no vibrado dos cojatos

Teorema A.2 -Dadas uma conezâo I'z em E sopre i\4, lémrz .conexão /{near Fareja/ i'rB
:m VE sobre E ao longo de VE e uma cone ão tinha,r Tt.í em M, os referenciais de l)CLr-
boü= associa,dos ti este conjunto de cone:cães se trünsfor'rnüm de 'maneira, counriante sob trans-
formações de coordenüd s locais adaptadas e«ü J®E, como especi$cado Tetas equações (2.144)
e

DEuoNSTKAÇÃo. Restringiremo-nos a provar a lei de transformação (2.144) para os refe
renciais de Darboux no obrado tangente de J®-E, definidos pelas equações (2.135)--(2.138),
sendo que a definição dos referenciais de Daiboux no fibrado cotangente de J®E, dada pelas
equações (2.139)-(2.142), e a lei de transformação (2.145) para estes é obtida por dualização.
Começamos por reproduzir as equações (2.135)--(2.138):

a
eo ) (A.6)

(A.7)
a

aqi + Pari) p; á (A.8)

a
ajl-'; pl: + rZ, p;

a
rÍI,p; (A.9)

Para mostrarmos que estas expressões realmente definem um referencial covariante, faremos
uma mudança de coordenadas, do antigo sistema de coordenadas locais (zp,qi,pf,p) de
/®E para o novo sistema de coordenadas locais (#'', q'k,pZ',p'), de acordo com

pZ' («",q:,pf) , p' ç',pf,p) ,

aPa.p{ p; + rl, Qr; pl: F qr; pí - i'Z,r:p;

onde

-«(:)=$,', ,'--.'(:)(, $,.) .««,
A correspondente lei de transformação para o referencial pode ser determinado diferenciando
a última equação, obtendo a lei dc transformação para os diferenciais:

â(.«(:)= $)«;'«« * '. ($) ;($),;'«'

* -.'($) = $ -,'

pZ' P
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dP' á (-.'($) (, aÇ'' aÇj , d p '.* (â) á âq'* ad
l)u" aq'K P; dq'

'..(â)= + d.*(ã) a,
T Ten n Hn n q rpl ;, .-apc

Õ.(Á':) a..,'! ,4- ,

a«det(.4) = det(.A) tr(.A':a.Á) ,

para funções a valores matriciais .4 das variáveis z', obtemos

','' - =~«" ,
(A.ll)

(A.12)dq'k g'""*
'.'(:) â2];/a

a='' ad a'q';
E)=" aq'; Õ=K aq'

Õaa;'' aqi 1/

a=« Õa., 'ããÜ P]
aç'

p;l a«"aq'A
(A.13)

a='' i)qi
a=' aq'; adaq' $,;'.: +

dP' -.*(z)Õ'à:Cía Õ:Cp
Õ=»âzp Õ=''

a2q'k aÇÍ ,,
Õ;;"ã7 ã? 'j

aç'*
Oz" $«; - ,)

aq'' ad a'q';
' Õ=C" aq'; E)=n aqr

aç' ,,'
ã@'j.

d p

dq'
8'q'*

aaç'Õq{

g$ -«' *

ad' ad a'q';
a«" aq'; aq' aqr

aç' ., (A.14)

Dualizando, obtemos o resultado

a
aP' '.*($) ; (A.15)

(A.16)
a '.'(:) Õz'' ad ap'l
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+
ê)q'K aq'

a'Ç''
aÇiaÇ'

aÇ'
aq'' $«;

a
+ a'ç"

a=» E)q'
qj

aç"
)« .. a
iiP"'''ãi, (A.17)

i)=" i)
i)='' i)z»

a«" aq'* ad
ê)='' i)=» aq'K aqt

a

+ Õo-=ta Õ=p Õ:Cv .. Õa ra »
Õ=v E):Cp i):Cla i):CTK rt t) uÕ:Ep t)=ra

--=:Ç%,;
3'q'' aqi .. aqui ÕqT a'qj*

ã;i'M Ti$":
i)'='' Õ=p E)q'* aqa ,, . âu='' Õ:.;p

õ=i'm'õa'ã;'õb'\ 'v 'ã;i'M'ãBp

a
(A.18)

a

Para uma conexão em -E, temos a lei de transformação

aq: '"
+ a=" i)ql'

E)='' t)=. ' (A.19)

que, como notaremos para uso posterior, implica

, +rl,f - ,'+rlf,[ - d.'(=) (, +ri«f) (A.20)

Para calcular a lei de transformação pala as suas derivadas, usamos que, localmente em E,

a='"dz'' dzp , dq'*

e dualizando

a i)=" i)
i)=,' E)='' Õ=H

a«» aq'" aq' a
Õ='': a=» i)q'K aqi

a
aq'k E)q'k .E)qx

(A.21)

obtemos assim as leis de transformações procuradas

qri. --.-* alrl a.rl. (A.22)

onde

aq'! aqi
Õ=H i)qik .i

+a«'' aqx
P

Õu" i)q''
a='' t)=»
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e

al.p/ -
Õz"

ou explicitamente

aq'' aqJ a
a=" E)q'l aqi aqi '"

+ t)=" aq'*
i)='' ê)=n

qj
Z?q'l aqi '''" + a'ç'* FP

a'Ç'*
E)=n i)qi (A.23)

Z)q/k n Tli l a2q/k Tli 41)2Z/a Z)Zp aq/k n{
.DF ""'" ' ã;;ã? ' " ' ã;;ãa ãM ãF ''

a'q'K Õn='' Õacp Õq'*
Õ=" Õ=n t)=" Õ=n l)='' Õ=p

g $ ($ *-1 -- ;ç -l *- =ç))
Finalmente, para uma conexão ]inear em M (isto é, no vibrado tangente T]W de M)

+

E)=» a="
Õ:c'' t)=,x

(A.24)

ru . e1l= ?!- a'" i'e' "À Õl;)i Õl;ú ' ""
e para uma conexão linear no vibrado vertical y.E de E

F", i)a»Õ=" E)T'' Õ:co" '

82Z/a
(A.25)

F!; rh aq'; aq' aqi .,
aqr aq'l' E)q'l

a'q'; ad ad
adi)qi aq'' i)q''

(A.26)

Isto implica que

4i'l. + r;,rZ alr: + r15 ]''T (A.27)
onde

=g$ ,,-: --3='" aqj aq' aàü ' "
anq'' aqJ aqt

aqi Õq' i)q'l aqj'

+ a=- a'q'' i)qi
t)=Í' Õ:Cn aqi aqit

-- (s $ $ -}, aq''

isto é

aír: + rl:i'='

i)=,';
aq'k

qi $ (",-1 -- -}, -;) (A.28)

8=» aqJ
+

Õ:c'' aq'l
aq' aq'' Õn q'K

aq'' a=» i)qj a(f
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Então

eo -.â,.l -.l .:-.l, (A.29)

onde

.ã - .*..(g) '. (A.30)

De forma similar,

e/k'fc
a .,. a

aP'É 'k Õii.

'.'(g) (= $â *== g;l
'.'( )(=$-1 -- =g a

- -.'($) = $
a.ssim

-.'(g) $'1 (A.31)

Para uso posterior, observemos as seguintes leis cle transformações, que são facilmente dera
vidas das equações (A.ll) e (A.31):

p:'e.i =

)

) (A.32)

pl e.x (A.33)

pí* 1 - p; .:l (A.34)

Agora podemos observar o comportamento do referencial por uma mudança de coordenadas
com respeito as coordenadas q. Usamos as equações (A.6) e (A.7) para reescrevermo a
equação (A.8) na forma

': - É; + r;,:p: .:l - a;r= p: '. , (A.35)
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e usando as leis de transformações de coordenadas estabelecidas previamente pala calcular

/

eA ã + rãpF .l? - a,lr:'pF .:

3q'' ad ' aq' aqr aq'; aq'' '' apÇ

a'ç''
é?çi qj

aq'i aÇ" ., ,
'ã?' ã? pi ';

aç'
aq'A $ ':-; -* a'ç'' F'Paq'a'f

a'ç"+
asç"aq'

aq' P
eo.aç" "'

aq'
aq'k

a .
ã? + j-'bpl: '{ a.I'; pl: e.

+ 3'q'' ad aq' . a
ã;;"ãi'ã?'ã@"i '&

que fornece

q

aq'k '' (A.36)

Finalmente, para checaimos as leis de transformações para o referencial com respeito as
coordenadas z, usamos as equações (A.6), (A.7) e (A.8) para reescrevermos a equação (A.9)
na forma

a .
'« - ãa + rí. 'j (4rZ + r;.rl.) pr + rZ,p - r2,p;) .{

(Q,-i ,;
(A.37)

:'É, (, -'-' F{,;)) .. ,

e usando as leis de transformações de coordenadas estabelecidas previamente calculamos
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Õl; -.- rZ .Í (a/rl; + rÍÊr:)PF + r:PI' r=.pÍ*) .l

(,:-l ,í* ü' -- -1,;0) .b

i)z'' Õ=n
a*» ad' aq' a
i)='' a=» aq'K aq

-- = ='; $ -;

â.n â'2,..ra â,\.p

E):Ela Õ=v Õ=P Õ:EÍK rt

3=" aq'* aqr and' aqi .J
'Õa'ã;'ã?'ã;'ÕÕ: ã?T'''

' a2q'k aqi ., aq'i aÇ' a2q'k aÇ{ .,
.ã;i"ãP Õ? ': ã ã? ã;;Õ? ã?p

y'='' i)=p aq'* a(f ., . #'='' t)=p
'ã;li--ã;-ãB-ãi-ã$p\ '} 'ã;li"Õ8'ã8p

a

a

*l$ aq'i q

g $ ($ (*-z -- -;;-l) -- $ $ g -;.
aqx aq'* an.f;
aq'' a=" i)qii)q'

aç'' aç'
aq' aq'

ân.íX "R,rlt ã.pp
\lw vw vw TXI/

i)z" Õz-' E)z-. ' n'
ê)'à='x Õ=n

Õ=» Õ:cp i)='' =)=
-- = (-;, .Ã -- @ -- -{,D .D

z ;,-; --e31...
Õnni)qi'" Õu" ê)=n a=,'

Õn='' i)=p aq'*

Õ=u t)=» i)3}'a i)=p

= «;-; * = ': *

aÇj ''

aq'' ad
a=» i)q'k

a'Ç''
aa"aq:

aç' .,
* õ? P; ''
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De acordo com a equação (A.35), os termos sublinhados se cancelam, e após renomear
índices em termos originados da equação (A.18), temos que

os

[z + ri ., - ((4r; + r;;rl,)p: + rZ,p; - ]''t,P;) '{

a.riP; - rl:,(P + rílP;)) '.l

aDUp Õ'Zela Õ=» U
+ Pa='' t)aK õ=p a='' 'j@ J

a#" a

'?'q" aq' ,
ã?"'

a )«" aq'* aq' a'q'; aq' . a
2

3

a'Ç'' aÇj , aqj''; aqi a'd'
Õu" aq'' a=" t)d

aç' ,

i)aU'' Õ=P Õqll i)q3 . . â2='' Õ=P

ã=;'ã;'ãD'ãh'ãbp'i.v 'ã;;"ã;'ãBp

5 6

a

7 8

+
Õz''

qi

aq'k
aq'* a'q''
Õu» adia(f

a=» a'(f;
Õ:cí' t)=Ki)qj

4 3

g == = üs..:üa --ul
l 82

Õu" aqJ
a='' Õq't

a'q''
U

823/a

ê)z"Õ=»
2.

E)2='' D=p adt
a=" Õ=K i)='a i)=p

+ a'q''
i)=" i)zH

aq'' ad a'd' .,
a=» i)q'K adaqr ' "

ad" aq'

Õ=K aq'K Õu" ad.
a'ç'' P

P eoJ

4 6
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llk)dos os termos não homogeneos se cancelam, e ficamos com

'l - ga ', . H.3q
n
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