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Resumo

Sob hipóteses físicas simpliâcadoras, apresenta-se uma formulação das equações

de movimento de uma partícula carregada em uma típica magnetosfera planetária,
onde todas as constantes físicas do planeta e da partícula se resumem em dois

parâmetros: .L e A. A partir de tal formulação, é realizado um estudo exaustivo da

dinâmica restrita ao plano equatorial, em função de vários parâmetros do problema.

Em seguida é feita uma análise da estabilidade dos equilíbrios no plano equatorial
com a respeito a perturbações fora do mesmo.

As regiões de Hall para o problema são obtidas em função dos parâmetros do
sistema. A análise completa das regiões de Hall é uma das maiores contribuições
desta tese.

No estudo da dinâmica restrita ao plano equatorial encontram-se certos laços
homoclínicos. A dinâmica próxima a tais laços é estudada usando uma certa apro-

ximação da aplicação de Poincaré. Através do estudo desta aplicação é possível
determinar a estabilidade dos laços homoclínicos.
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Abstract

A simple physical modem for the motion of a charged particle in a typical pla-
netary magnetosphere is studied. The problem is scaled in such a way that the
equations of motion depend only on two parameters: .L and A. Then the dynamics
on the equatorial plane and the stability of the equilibria with respect to out of plane
perturbations are studied.

The Hall's regions of the problem are fully studied. This is one of the maia
contributions of this thesis.

Some saddle-center loops are found on the equatorial plane. In the last parte of

the thesis the question of stability of these loops is addressed using Poincaré's 6rst
return maps.
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Introdução

Desde que o sistema dos anéis de Júpiter foi descoberto em 1979 pela nave espacial

Voyager l(Smith et al. (1979),Owen et al. (1979)) revelou-se um crescente interesse

pelos anéis ditos etéreos. Tais anéis têm duas características que os tornam tão
diferentes dos outros, são elas: a dinâmica de cada uma de suas partículas é mais
importante para a sua forma do que os efeitos do conjunto delas, uma vez que a
densidade da partícula é baixa, e a maioria das partículas dos anéis tem uma vida
limitada(Burns et al.(1984)).

A teoria desenvolvida nesta tese possui aplicações nos estudos de tais anéis etéreos.

Aqui, Júpiter será escolhido como modelo uma vez que, ao contrário de Saturno,
possui exclusivamente anéis etéreos. Além dos anéis etéreos, como por exemplo o anel
F, Soturno possui também anéis com partículas grandes, da ordem de centímetros ou

metros, aos quais os resultados aqui são irrelevantes. No entanto, cabe ressaltar que,

do ponto de vista da hipótese de que o eixo magnético do planeta está alinhado ao

seu eixo de rotação suposta a seguir, Soturno se encaixa melhor ao modelo proposto

do que Júpiter.

Os anéis de Júpiter são bem uniformes e têm três componentes: o halo interno, o

anel principal e o anel "gossamer" exterior que possui apenas 10'6 por cento de massa

em relação aos outros dois anéis(Burns et al. (1984)). Devido ao curto período de vida

das partículas, os anéis têm de ser permanentemente realimentados. Por exemplo,
provavelmente a principal fonte de reabastecimento de grãos do anel principal é o

satélite Andrastea(Burns et al. (1999)). No apêndice A podem ser encontradas as
constantes físicas relacionadas a Júpiter e Soturno, inclusive comparadas com as da

5
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Terra

A maioria das partículas nos anéis de Júpiter possuem diâmetro que vai de 0.1 a

100pm(Horányi, Cravens (1996)). Devido a um fenõineno eletromagnético explicado
em Consolmagno (1983) e Burns et al. (1999) tais partículas adquirem uma carga
elétrica e por causa de tal carregamento elas interagem com o campo magnético de
Júpiter. Assim, como o da Terra, o campo magnético de Júpiter é aproximadamente o

campo de um dipolo, cujo eixo está inclinado com relação ao eixo do planeta em apro-

ximadamente 10 graus(Consolmagno (1983)). Nesta tese, o eixo magnético e o eixo de

rotação do planeta serão considerados alinhados, ou seja, a declinação magnética será

desprezada. E importante ressaltar que no caso de Soturno a declinação magnética
é menor que l grau. Ou seja, para Saturno a hipótese de axisímetria é verificada
com acurância. Tal hipótese, natural em uma prin:Leira abordagem facilita muito o
problema matematicamente. Com isso, o número de graus de liberdade para o mo-
vimento da partícula pode ser reduzido de três para dois usando-se a simetria das
equações de movimento com relação ao eixo de rotação do planeta. Uma discussão

detalhada acerca da validade do modelo físico aqui utilizado pode ser encontrada

em Consolmagno (1983), Burns et al. (1984), Schafier, Burns (1994) e Krivov et al.

Neste trabalho, os resultados matemáticos obtidos não serão confrontados com os

dados observacionais(encontrados, por exemplo, em Ockert-Bela et al. (1999)), a mai-
oria dos quais obtidos pela sonda Galileo, que recentemente visitou o planeta. Tanto

um tratan:tento de declinação magnética quanto uma confrontação dos resultados com

os dados observacionais serão objeto de um futuro estudo.

O principal objetivo deste trabalho é o estudo da estabilidade do movimento

no plano equatorial das partículas nos anéis de Júpiter e das regiões de Hall da

Hamiltoniana do sistema. A princípio o sistema possui muitos parâmetros, que após

um devido reescalamento de variáveis são reduzidos a dois: os parâmetros .L e A, onde
.L é o momento angular e A é o parâmetro que engloba todas as contantes físicas do

problema. A dinâmica no plano equatorial é então exaustivamente estudada em

função de (.L, A) e da energia da órbita. Este estudo é motivado pelo fato de que a

maior parte dos grãos de poeira encontra-se no plano equatorial do planeta(Schaffer,
Burns (1994)). A seguir, apresenta-se um pequeno resumo da tese.
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Este trabalho está dividido em três capítulos. No primeiro deles, descreve-se

as várias formulações das equações de movimento para, em seguida, escrevê-las em
termos dos parâmetros .L e A. De fato, muito da física do problema está contida na

definição destes parâmetros adimensionais. Aborda-se, então, o problema no plano
equatorial, obtendo-se os equilíbrios e a primeira divisão do plano (.L, A) em termos

dos tipos de funções potenciais possíveis. Linearizando o sistema de equações em

torno de tais equilíbrios, pôde-se classifica-los quanto à estabilidade nas direções p e

z e obter mais uma divisão do plano (.L, A).

As regiões de Hall, que são regiões do espaço de configurações acessíveis ao movi-

mento, são obtidas no segundo capítulo. Primeiramente, uma análise cuidadosa teve

de ser feita próxima à "origem" , que é uma singularidade do potencial gravitacional
e magnético. A seguir, obtêm-se tais regiões para o caso em que todos pontos críticos

do potencial estão no plano equatorial. Finalmente, obtêm-se as regiões de Hill em

uma região do espaço (.L, A) na qual existem equilíbrios fora do plano equatorial.

Deve-se mencionar que um estudo parcial de zonas de Hall já foi feito por Howard

et al. (1999), Howard et al. (2000) e Dullin et al. (2002). Para alguns parâmetros

fisicamente relevantes do problema tais autores exibiram as zonas de Hall. Uma

contribuição principal dada nesta tese foi o estudo completo das zonas de Hall do
problema para todos os valores dos parâmetros.

O terceiro capítulo refere-se ao estudo da dinâmica próxima a um tipo espe-

cial de órbita, o chamado laço sela-centro. Trata-se de uma órbita homoclínica (ou
bi-assintótica) a um equilíbrio do tipo sela-centro (ou seja, associado a um par de
autovalores reais ül' e um par de autovalores imaginários puros :l:ui). Os laços sela-

centro contidos no plano equatorial estão sempre associados a equilíbrios do tipo

sela-centro cujo autoespaço do tipo sela está também contido no plano equatorial.
A parte do tipo centro é transversal ao plano equatorial. O estudo da dinâmica
próxima ao sela-centro é feito através de uma certa aproximação a uma conveniente

aplicação de Poincaré, definida sobre uma seção de Poincaré transversal ao laço. Tal

aplicação possui dois invariantes 7 e a, aos quais está associada a dinâmica do laço.

Um deles, o invariante ', é facilmente obtido, uma vez que é dado por X/lw/z/l. O
invariante a está relacionado à linearização do fluxo na órbita homoclínica. Este foi

aqui calculado numericamente. Também neste capítulo faz-se uma breve descrição
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de alguns resultados obtidos por Grotta Ragazzo(Grotta Ragazzo (1997c)) acerca da

estabilidade orbital do laço sela-centro. Um deles é um critério numérico que per-

mite extrair informação da estabilidade a partir dos valores de 7 e a. Usando-se tal

critério e o cálculo numérico de c!, foi possível encontrar valores de A e .L para os
quais o sistema admite tanto laços sela-centro estáveis quanto instáveis. Quando o

laço é instável, foi obtido por Addas Zanata e Grotta Ragazzo(Addas Zanata, Grotta
Ragazzo (2002)) um resultado ligado à topologia das órbitas que se afastam do laço
sela-centro. Tal resultado é brevemente descrito e também é veri6cado numérica e

explicitamente para o problema estudado.



CAPÍTULO I

Equações de Movimento

Na primeira seção deste capítulo são apresentadas as equações de movimento de
uma partícula nos anéis de Júpiter nas suas formas Newtoniana e Hamiltoniana. Após

uma transformação canónica de coordenadas e uma reescala do tempo e da posição,

tais equações já na forma Hamiltoniana podem ser reescritas de modo a dependerem
de apenas dois parâmetros. O estudo de tais equações no plano equatorial é feito na
segunda seção, onde também é dado um gráfico de bifurcação dos tipos de funções

potenciais no plano equatorial. Na última seção, obtém-se uma classificação dos tipos

de equilíbrios relativos possíveis no plano equatorial.

1.1 Equações de Movimento

Considera-se uma partícula de massa m com carga Q sob um campo gravitacional

de uma esfera de massa M e um campo magnético de um dipolo mirante, localizado
no centro da esfera. Supõe-se que o eixo do dipolo, cujo momento magnético é pe,,

está alinhado com a direção da velocidade angular n. Desta forma, a equação de
movimento da partícula em um sistema inercial é escrita, no sistema de unidades
CGS, como(Mendis et al. (1982)):

mq - $4 * B© - ?© * d * B@ - MmGÍ$, (1.1)

onde q = (z,y,z) C R3, c é a velocidade da luz, G é a constante da gravitação

universal, B(q) = V. x A(q) e A(q) = 11Tliu

9



Equações de Mloviniento

A Lagrangiana do sistema é dada por:

L(q, à, t) - Tiüt' + ?ã - A(q) - T(n x q) ' A(q) + 1:13g
segue que o momento associado à L é dado por:

p - Vãl = mà + =A(q).

Logo, a Hamiltoniana associada ao sistema é escrita como:

n , ,0'áp' ;AW --$(n*d AM--ti-
Introduzindo-se coordenadas cilíndricas

(,,g,,) g,p se«p, ,)

onde p C ]R; e p C l0,2nl, e assumindo-se que p = /ze, e Q = Qe,, obtém-se a
seguinte Hamiltoniana:

P«-á

Pp - P'

pp Q» p
P c (P' + ,')3/' -.gran<$«-pT-:l« o.

2

(1.2)

(1.3)

(1.4)

é constante.

Desta forma, têm-se as equações de movimento:

Z
* -à(7 -e@/®.

P.

. 1
P''=

Pi, .(2p p,p /(2pVp(,'-2p')l QpQp(2z'-p') MmGp
p ' .(p'+;');/' \ ./ (p'+,'yJ . (p'+,')'/' (p'+,')3/'

QP P,z .
c (# +;:);/' ' 9 ' P'z

(p' + ;'y *;T@É#-Jgh.

P
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Observa-se que p é uma variável cíclica ou ignorável

Seja o seguinte reescalamento

/' f2mc\ 1/3

Nota-se que í e q são adimensionais.

As equações de movimento reescaladas são escritas como

e

,' - i(; - ;:-'.«,@Zw)
2' := Pz

p;-g -;
P(2z' - P' + 3z)

.L'= 0

(1.7)

P(2' -- 2p')
(P' + z')* (# + 2'):/'

:;«..«,#Lh * ®h) -
A2

(P' + 2')a/'
onde

' - ,' (.' * ;;«'~«, @l@
(co«stante) e

..:yegs
são também adimensionais.

A Hamiltoniana é dada por:

.ã - ;(pâ + p:) + 0(P, z) (1.8)

onde

'',, ;, - ;(;-;;«..«,@é@)'*;;-.'«, @-;'?)o:' o.q
E importante salientar que, devido ao mecanismo de carregamento elétrico das

partículas(Consolmagno (1983)), a razão entre a força magnética e a força gravitaci-

onal, que agem em uma partícula dos anéis, cresce inversamente com o tamanho da
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partícula. Ou seja, para partículas grandes o efeito da força magnética é desprezível,
o oposto valendo para as partículas muito pequenas. Portanto, como era de se es-
perar, o parâmetro físico de maior importância para o entendimento da dinâmica de
uma partícula é sua razão Q/m. Mais ainda, quando a razão carga-massa converge

para o in6nito, tem-se o problema de Stõrmer mirante e; quando ela tende para zero,
tem-se o problema de Kepler. Na nova parametrização, o primeiro caso equivale a
A --> 0 e o segundo, a A -} oo.

1.2 Equações de Movimento no Plano Equatorial
e Equilíbrios Relativos

No plano equatorial, as equações (1.7)(omitindo-se as barras) são dadas por

P'

P'

L'

á - ;:«'~«,)
(sg«(C?P) - A) . .L'

0

(l.lO)

;;«wd} -- i;
com Hamiltoniana associada

u + U'(P)
2 (1.11)

onde

".«, -;(; - ;«'.«,i)' * @wFU.
Os equilíbrios relativos no plano equatorial são os pontos críticos da função po-

tencial U e portanto, são aqueles para os quais p satisfaz:

(1.12)

(-sW(QP) + A)P: .L2p2 + 3sgn(Qp)Lp -- 2 0 (1.13)

A denominação relativo tem origem no fato de que, na verdade, tais equilíbrios

são órbitas periódicas no plano (p, p). Se, além da condição (1.13), vale que

p - !21190, 0.i©
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então os equilíbrios relativos são, de fato, equilíbrios do sistema. A condição (1.14) é

satisfeita no conjunto de parâmetros a seguir:

{(.C, .A) : A

Para obter o diagrama de bifurcação da função potencial U, será feito um estudo
dos pontos críticos, dos limites e dos zeros da função potencial.

1. Pontos Críticos da Função Potencial P

Observa-se que a equação (1.13), dos pontos críticos de t/, pode ser reescrita
como

#ê: = (ê -- sgn(Qp))(ê -- 2sgn(Qp)) (1.15)

onde

P- -sW(QP) + .A
(1.16)

e

(1.17)

com L #O.

Logo, as bifurcações ocorrem para os pares (ê, 0) onde a curva Pêa tangencia

a curva P2 -- 3sgn(Qp)ê + 2, ou seja, para os pares

',:,«:, - (: - ", ÚJ$ ),
'",,,, - (;* ",üg%),

se Qp > 0, ou

';:,,;,-( ;-",dõ? ),
',.,'.,-( :*",#H),

se Qp < 0.

(a) Caso Qp > 0

Desta forma, para Qp > 0 tem-se que a função potencia! possui
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i. nenhum ponto crítico se
A. .L < 0, J\ $ 1 ou

B. .L > 0, A < Pi.Z;3 + l;

ii. um ponto crítico se
A. L < O,A > 1;

B. .L > o, A > #2.L3 + l ou

C..L > 0,A = #l.La+l;
iii. dois pontos críticos se

A. .L > o, A ;: #2.L3 + l ou

B. -L > 0,PI.L3 + 1 < A < ll

iv. três pontos críticos se

A..L > 0,1< A < P2.L3+l.

No caso Z = 0, pode-se resolver a equação (1.13) explicitamente e
conclui-se que a função U não tem pontos críticos, se A $ 1, ou possui
apenas um, se A > 1.

Caso Qp < 0

Já para Qp < 0, tem-se que a função potencial possui:

i. nenhum ponto crítico se

A. .L < 0,A < P4.L3 . l ou

B. Z > O,A $ 1;

ii. um ponto crítico se
A. .L < 0,A = D4.L3 l;

B. .L < 0,A > #3.Z;s -- l ou

C..Z)> O,A > -1;

iii. dois pontos críticos se

A. .L < o,#4.L3 -- 1 < A $ --1 ou

B. .L < 0, A = #3.La -- l;

iv. três pontos críticos se

A. .L < 0, --1 < A < ©,.Z;3

(b)
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No caso .L = 0, novamente pode-se resolver a equação (1.13) explicita-
mente e conclui-se que a função U não tem pontos críticos, se A $ --1, ou

possui apenas um, se A > --1.

2. Zeros da Função Potencial U

A equação dos zeros da função U é dada por

(;g-(QP) - A)P3 + É?! - ;K«(QP)ZP + ! 0 (1.18)

(1.19)

e é equivalente a equação

2Pê' = (ê -- sgn(Qp))'

onde # e ê são dados como em (1.16) e (1.17), respectivamente

As bifurcações desta última equação ocorrem para os pares

u;,#a - l :,'l,

';., ,., - (;, é) ,
se (2p > 0, ou

'",,,, -( - ;, -i),
(ê8 , Õ8)

seQp <0

(,) Caso C?p > 0

Logo, para Qp > 0 o número de zeros se distribui da seguinte forma

i. nenhum zero se

A. L < 0,A $ 1ou

B. L > 0,A < 1;

ii. um zero se

A..L < 0,A > 1;

B. .L > o, A > ©õ.L3 + l ou
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C..L > 0,A = 1;

iii. dois zeros se

A. .L > 0, A :: #õ.La + l;

iv. três zeros se

A. .L > 0, 1 < A < /36.L3 + l.

Do mesmo modo pode-se resolver a equação (1.18)
que U não tem zeros, se A 5; 1, ou possui apenas uin,

Caso C?p < 0

Agora, para Qp )' 0 o número de zeros se distribui

i. nenhum zero se

A. .L < 0,A < --1 ou

B. L > O,A $ 1;

para Z' = 0 e obter

se A > 1.

(b)
da seguinte forma

ii. un). zero se

A. .L < 0, A > #7.Ls

B. .L < o, A = --1 ou

C. .L > O,A > --1;

iii. dois zeros se

A. L < 0, A :: #7.La -- l;

iv. três zeros se

A. .L < 0, --1 < A < #7.Ls

Novamente a equação (1.18)
que U não tem zeros, se A $ -

l

pode ser resolvida para .L - 0 e obtém-se

1, ou possui apenas um, se A > --1.

3. Limites da Função Potencial U

Resta o estudo dos limites da função potencial U. Observando a expressão

(1.12), conclui-se que quando p converge para zero, então U(p) converge para

+oo. No entanto, quando p converge para +oo, tem-se que

(a) U(p) --> 0+ se A $ sg"(Qp) o«

(b) U(p) -} 0- se A > sgn(Q/z).
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Figura 1.1: Diagrama de bifurcação da função potencial para Qp > 0 onde, com
0,A.-(.L) .La+l,.A,(.L) , ;+l,A.(.L) .L;+l.

Figura 1.2: Diagrama de bifurcação da função potencial para (2p < 0 onde, com

Z,$O,Aa(Z) Z;-l, .A,(.L) l,A7(.L) .L3-l.



18 Classificação dos Equilíbrios Relativos

Com todos os resultados anteriores, pode-se obter o diagrama de bifurcação da

função potencial P(p) eln termos dos parâmetros .L e A conforme as âguras (1.1) e
(1.2) para os casos Qp > 0 e Qp < 0, respectivamente.

1.3 Classificação dos Equilíbrios Relativos

Linearizando-se o sistema ein totno dos equilíbrios relativos p. no plano equatorial,

obtém-se que:

ê' (i.20)

onde ( = (p, p, z,p,, .L, p,),

0

0

Hpp
0

ZP

0

0

0

0

0

0

0

]Ü,
0

ZP

0

-H,:

l
0

0

0

0

0

0

0

-HLp
0

-HL,

0

0
l
0

0

0

(1.21)

e J7ij são as derivadas segundas do Hamiltoniano -H no ponto crítico (*, com {,.j

Restringindo a (p, z) e usando que Hz, = 0, obtém-se que:

P,.L,z

(' (1.22)

(1.23)

onde ( = (p, z,p,,p,),

«-l -'., =1.
p = HP' ' .6 (.Lp. -- (3sgn(C?p) + v/3))(.Lp* -- (3sgn(C?p) -- v''ã))

+
(1.24)

(1.25)

e

«, = H,; = ;((--3sgn(Qp) + A)p: + 3(sg«(Qp).Lp* -- l)).
+
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O polinõmio característico de M é dado por

P(.x) + «)(.x' + «,). (1.26)

A matriz (1.23) possui dois subespaços bidimensionais invariantes: um deles tan-

gente ao plano (p, p,) e outro tangente ao plano (z, p,). Os autovalores do subespaço

(p,p,) estão associados ao coeficiente z' e os autovalores do subespaço (z,p,) estão
associados ao coeficiente w.

Nota-se que, usando a equação (1.13), w pode ser reescrito como

«, = -1(--2sKn(Qp)p: + .L'p: -- l).
+

(1.27)

No entanto, para facilitar a classificação dos equilíbrios, feita a seguir, é usada a

expressão (1.25) para co.

A classificação dos equilíbrios na direção p, como centro, sela ou parabólico, é
imediata da classificação dos pontos críticos do potencial U, como mínimo, máximo

ou sela, respectivamente. Para a classiâcação na direção z é necessário verificar se o
autovalor associado a esta direção é real ou complexo o que corresponde a w negativo

(sela) ou positivo (centro), respectivamente, o que sugere o estudo da equação w = 0.

Observa-se que tal equação é equivalente à:

Pê' (-sgn(Qp)ê+ l) (1.28)

onde

e

P 3sgn(Qp) + A
l,a (1.29)

(1.30)

com Z #O

As soluções de (1.28) bifurcam-se para o par:

';,,',, - (:, -;),
se (2p > 0, ou

',:.,,:., -( -;, ;) ,
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se Qp < 0

Zeros da equação w = 0

1. Caso Qp > 0

Neste caso, a equação co :: 0 possui

(a) nenhuma solução se

i. .L $ 0, A $ 3 ou

ii. Z > 0, A < #o-L + 3,

(b) «ma solução (p:) se

i. .Z; $ O, A > 3,

ii. .L > 0, A 2 3 ou

iii. .L > 0, A = /3o.L3 + 3,

(c) duas soluções (p:, p,) se

i. L > 0,#9Z3+3 < A < 3,

No caso (a), tem-se que w < 0 para todo p., logo nestas regiões os equilíbrios

são todos selas. Por outro lado, no caso (b), têm-se duas situações: em (i)
e (ii), «, < 0 se 0 < p* < pt, «, = 0 se p* = pi e «, > 0 se p* > p:; e em

(iii), w < 0 se p* :# pt e u = 0 se p, = pi. Nestas regiões, a classificação

do equilíbrio na direção z depende da sua posição em relação às soluções da

equação w = 0, podendo ser do tipo sela, parabólico ou centro em (b(i)) e (b(ii)),
e sela ou parabólico em (b(iii)). No caso (c), novamente a classi6cação depende

da posição relativa do equilíbrio, podendo ser sela (w < 0 se 0 < p* < pt ou
p* > Ü), parabólico (w = 0 se p* = pi ou p, = A) ou centro (o > 0 se
pt < p* < p2). Os casos descritos acima estão sintetizados na âgura (1.3).

2. Caso Qp < 0

A equação w = 0 neste outro caso possui
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A

l

@ nenhum zero(sela);
E um zero(sela, parabólico ou centro);
B] dois zer?s(:ela,parabólico ou centra)) ;
Ao um zero(sela ou parabólico).

Figura 1.3: Cllassificação do número de soluções da equação w = 0 para C?p > 0 onde,
com .L ? 0, A9(.L) = 09L3 + 3

A

l

8 L

Aio
@ nenhum zero(sela);
H .' 'ã';;l:l;(;:i; parabólico o" "ntro) i
1; a=;';;n;G Í(F;;;t;@ê)';u';=i;ál;
A .um zero(sola oii parabólico).

Figura 1.4: Classificação do número de soluções da equação w = 0 para Qp < 0 onde,
com .L $ 0, A«(-L) = #io.L' -- 3
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(a) nenhuma solução se

i. .L < 0, A < Pio.L3 -- 3 ou

ii. Z 2 0,A $ 3,

(b) «ma sol«ção (p:) se

i. .L < 0, A :: /jlo.L3

ii. .L < 0, A ? --3 ou

iii. .L ? O, A > --3,

3,

(c) d«-as soluções (p:,Ü) se

i. .L < 0, #io.L3 -- 3 < A < --3,

Novamente, no caso (a) tem-se que co < 0 para todo p*, logo nestas regiões os

equilíbrios são todos selas. Por outro lado, no caso (b), têm-se duas situações:
em (i), u < 0 se p* # pl e w = 0 se p* = pi;e em (ii) e (iii), w < 0 se 0 < p* < pi,

u = 0 se p* :: pi e u > 0 se p* > pi. Nestas regiões, a classificação do equilíbrio

na direção z depende da sua posição em relação às soluções da equação a = 0,

podendo ser do tipo sela ou parabólico eln (b(i)), e sela, parabólico ou centro
em (b(ii)) e (b(iii)). No caso (c), novamente a classificação depende da posição

relativa do equilíbrio, podendo ser sela (w < 0 se 0 < p* < pl ou p* > p2),

parabólico (w = 0 se p* = p- ou p* = @) ou centro (w > 0 se pi < p. < h).
Unia síntese de tais casos pode ser encontrada na figura (1.4).
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Regiões de Hall

Inicia-se este capítulo com um diagrama de bifurcação dos tipos de regiões de Hill
possíveis em termos dos parâmetros .L e A, para (2p > 0. E em seguida, explica-se

como tais regiões foram obtidas. Em todo o capítulo foi considerado este sinal de C2/z

para fixar idéias. O caso Qp negativo é análogo e será apresentado em um trabalho
futuro. Na segunda seção, obtém-se o comportamento da função potencial U na
origem e no infinito. Com estes resultados e a classificação dos equilíbrios no plano

equatorial, pode-se na seção seguinte esboçar as regiões de Hall para o caso onde

todos os equilíbrios estão neste plano. Na última seção, mostra-se a existência de

equilíbrios fora do plano equatorial e de posse deles, as regiões de Hill para este caso

são esboçadas. Todas as regiões esboçadas neste capítulo foram verificadas usando o

programa (2) do apêndice B.

2.1 Diagrama de Bifurcação das Regiões de Hall

Já foi visto que a Hamiltoniana do problema é dada por:

n'(p, ') - l;(p3 + p:) + u'(p, ') (2.1)

onde

"',, ,, - ; (pámpÉv) '*;;«'~«,
. #

Como l (p2 + p2) é não negativo, segue que,

U'(P,z) $.E

~'''"' (P' + ,');/'

23
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para cada energia -D. A região definida pelos pares (p, z) que satisfazem a desigualdade

anterior é denominada a região de Hall para o nível de energia .E. Nota-se que o

movimento da partícula fica confinado a esta região para a energia fixada .E.

Fixado o par (A, .L), para cada energia .E, telha-se uma região de Hill. Para obter
a descrição de tais regiões para cada energia, escolhe-se primeiramente un-la energia

onde tal região seja a mais simples possível. Pelos tipos da função potencial P (ver
figura (1.1)) no plano equatorial, o mais conveniente neste caso é a menor energia,
ou melhor, o menor valor que o potencial UI,-o asstune. A seguir, varia-se .E, neste
caso, aumentando a energia, e observa-se a topologia da região U .$ E. De fato, este

con«Lportamento é alterado a medida que surgem novos pontos críticos e dependelldo

do tipo dos mesmos. Aqui ressalta-se que importam não somente os equilíbrios no
plano equatorial, já obtidos no Capítulo 1, como também os equilíbrios fora do plano

equatorial, caso eles existam. De posse de tais equilíbrios, resta apenas obter o

comportamento do potencial g na origem (quando (p, z) -+ (0,0)) e no infinito

(quando p --} oo e z -+:Loo).

O diagrama de bifurcação dos tipos de regiões de Hall possíveis para cada par

(.L, A) é dado pela figura (2.1). Neste diagrama estão resumidos os resultados deste

capítulo, inclusive com as curvas de bifurcação do número de equilíbrios fora do
plano equatorial. Observa-se que o diagrama limita-se a .L ? 0. Se .L $ 0, tem-se

duas situações: uma para A $ 1, que é idêntica a da região (9) e, outra para i1 2 1,

que é esboçada pela 6gura (2.4).

2.2 Comportamento da F\unção Potencial U na Ori
gem e no Inânito

O potencial U na origem possui três tipos de comportamento que destacam-se a
seguir

+ Existência de uma região próxima à origem onde U $ .E para toda energia .E

B Existência de uma curva equipotencial que se aproxima da origem para E = .L

e Próximo da origem, U > E para toda energia l?.
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Figura 2.1: Diagrama de bifurcação das regiões de Hill em termos do par (.L,A)
para C?p > 0 onde AI,A2,AÕ são como na figura (1.1), A9 é como na figura (1.3),
A = 0, 92820323.L e X obtida numericamente, conforme explicado na seção (2.4).
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4B: :IB: :2B 3A

3B 4A

5B

6B

Figura 2.2: "Zoom" da região demarcada na figura (2.1)

Inicialmente, considera-se a mudança de coordenadas dada por

(2.3)

onde p > 0 e z € R.

Observa-se que, de fato, tem-se um difeomor6smo da região {(p, z) : p > 0, z > 0}

na região {(r,u) : u > 0,0 < r < u}. Analogamente, {(p,z) : p > 0,z < 0} é
difeomorfo a {(r, u) : u > 0, r > u > 0}.

Nestas novas coordenadas, o potencial P é descrito como

u(', ") - ã;l;i(z" - ;g"(Qp))' +
sgn(Qp)

(2.4)

o qual pode ser reescrito como

"',, «, - *P * ; ( - « * à''« - ;:-'.«,,') .
(2.5)
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Figura 2.3: Região "salsicha" próxima à origem

Neste ponto fixa-se o sinal de Qp para uma melhor compreensão do comporta-
mento do potencial P. Inicialmente, toma-se C?p > 0.

Pode-se reescrever a equação (2.5) como uma equação quadrático em u da seguinte
forma

L'u' - 2(.E,; + A,' + .L)u + 2,' + 1

cuja solução é
(.E,3 + .A,' + .L) :L ,'«ÃI

.L2 (2.7)

onde

A ,'(A + -E,)' + 2.L(.A + (.E L),)

Observa-se que A ----} 2.LA e u ---} l/Z, quando r ---} 0. Desta forma, o estudo

do comportamento do potencial U próximo a origem resume-se a analisar os sinais
dos limites de A e u, ou melhor, do produto .LA e de .L.

1. Caso .LA > 0 e 1, > 0

Considera-se a equação (2.6). Neste caso, tem-se que A e u convergem para
valores positivos, quando r --> 0. Logo, para cada r a equação (2.6) possui dois

valores u como solução e portanto, pode-se concluir que existem duas curvas

de nível U ;: .D convergindo para zero, o que garante que existe uma região

"salsicha" em torno da curva 'ÍI/z tal que U(p, z) < .E para toda energia .E,

conforme a figura (2.3).
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Pode-se ver este comportamento, por exemplo, na figura (2.5)

2. Caso .LA > 0 e .L < 0

Apesar de a. convergir pla um valor positivo, quando r converge pra zero, a
solução u dada por (2.7) converge para l/.L o qual é um número negativo, o

que é uma contradição. Logo, novamente, não existe a região "salsicha"

A figura (2.15) retrata este comportamento.

3. Caso .LA < 0

Neste caso, pode-se observar que A converge para um valor negativo, quando

r ---} 0. Logo, não existe u real que satisfaça a equação (2.6), para r pequeno.
E portanto, não pode existir a região "salsicha"

Este comportamento pode ser visto nas figuras (2.4) e (2.15).

4. Caso .LA = 0

Este caso de divide em dois

(a) Caso .L

Substituindo .L = 0 na equação (2.6), obtém-se a seguinte equação

2(.Er3 + Ar2)u + 2r3 + 1 :: 0 (2.8)

e neste caso, quando r ---} 0, a equação acima não possui solução e por-
tanto, a região "salsicha" não aparece.

(b) Caso .A

Têm-se dua possibilidades:

i. Caso .Z, > 0

Observa-se que

A ,'(.A + -E,y + 2(.E - .z;),. (2.9)

Desta forma, se -E ? .L então existe a região "salsicha" pois a. ---}
0+, quando r converge pra zero. Caso contrário, não existe a região
"salsicha'' pois A ---} 0 , quando r converge pra zero.
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ii. Caso .L < 0

Neste caso, quando r ---} 0 u ---+ l/.L, o qual é negativo e portanto,
não existe a região "salsicha"

O estudo do comportamento de U no infinito é mais simples. Fixando-se p na

expressão (2.2) de U, tem-se que U converge para :li;r quando z -+ oo. Por outro
lado, se z está Êxo, U também converge para 0, quando p -+ oo.

2.3 Equilíbrios do Plano Equatorial

Neste momento esboçam-se as regiões de Hall para os casos onde todos os equilíbrios

se encontram no plano e(luatorial. São elas: as regiões (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7),
l7C),(7D),(8),(9) da figura(2.1).

1. Região onde -L $ 0 e A > 1 (Figura 2.4)

e Não-existência da região "salsicha" , conforme foi visto na seção (2.2).

e O potencial possui apenas um ponto crítico do tipo centro-centro cuja
energia é.Et.

2. Região l: .L > 0 e A > #2.L3 + l (Figura 2.5)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial também possui apenas um ponto crítico porém do tipo centro.

sela e cuja energia é .EI.

3. Região 2: .L > 0 e A /32.L3 + l e A > PZ, (Figura 2.6)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

8 O potencial possui dois pontos críticos: um do tipo centro-sela(energia .Et)

e outro do tipo parabólico-sela(energia .E3).

4. Região 3: .L > 0 e Õ2.La + 1 < A < #6.La + l e A > #.L (Figura 2.7)
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Figura Regiões de Hall para o potencial U da região onde Z $ 0 e A > l
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Figura 2.5: Regiões de Hill para o potencial U da região (1) da figura (2.1) acima de
curva A2.



32 Equilíbrios do Plano Equatorial

Figura 2.6: Regiões de Hall para o potencial C/ da região (2) da figura (2.1) sobre a
curva A2.
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e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos: um do tipo centro-sela(energia

.EI), outro do tipo sela-centro(energia .Es) e mais um do tipo centro-

centro(energia -D3).

5. Região 4: .L > 0 e A ê6l' + l e A > #.L (Figura 2.8)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos: um do tipo centro-sela(energia

.EI), outro do tipo sela-centro(energia -Es) e mais um do tipo centro-

centro(energia .E3).

e Este caso difere do anterior pelo fato de que a energia do sela-centro(.ES)
coincide com a energia 0.

6. Região 5: .L > 0 e #6.L3 + 1 < A < 1 e A > /3.L (Figura 2.9)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos: um do tipo centro-sela(energia

.EI), outro do tipo sela-centro(energia E6) e mais um do tipo centro-

centro(energia .E3).

e Neste caso, diferentemente dos dois anteriores, a energia do sela-centro(.EÕ)

é maior que a energia -Es :: 0.

7. Região 6: -Z; > 0 e A l e A > #.L (Figura 2.10)

8 Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

8 O potencial possui dois pontos críticos: um do tipo centro-sela(energia

.Ei = 0) e outro do tipo sela-centro(energia -E3).

8. Região 7: .L > 0 e 1 < A < #l.L3 + l e A > P.L (Figura 2.11)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui dois pontos críticos: um do tipo centro-sela(energia .Et)

e outro do tipo sela-centro(energia E4).
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Figura 2.7: Regiões de Hill para o potencial U da região (3) da figura (2.1) entre as
curvas A2 e A6.
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Figura 2.8: Regiões de Hall para o potencial U da região (4) da figura (2.1) sobre a
curva A6.
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Figura 2.9: Regiões de Hill para o potencial U da região (5) da figura (2.1) entre as
curvas Aõ e A = 1.
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Figura 2.10: Regiões de Hill para o potencial t/ da região (6) da âgura (2.1) sobre a
curva A = 1.
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e Este caso difere do anterior pelo fato de que a energia do centro-sela(EI)
é maior do que 0.

9. Região 7C: .L > 0 e A 0 e Pi.Ls + 1 < A < ,Õ.L (Figura 2.12)

8 Existência da curva equipotencial quando -E4 :: .L, conforme foi visto no
caso (2) da seção (2.2).

e O potencial possui dois pontos críticos: um do tipo centro-centro(energia
.E2) e outro do tipo sela-centro(energia E6).

e Neste caso, a região que se origina da "salsicha" existe mas longe da origem.

Este é o caso de bifurcação entre o que possui a região "salsicha" (A > 0)

e o que não possui (A < 0).

10. Região 7D: .L > 0 e #i-L3 + 1 < A < 0 (Figura 2.13)

e Não-existência da região "salsicha", de acordo com o caso (3) da seção

e O potencial possui dois pontos críticos: um do tipo centro-centro(energia
.B2) e outro do tipo sela-centro(energia E4).

e Neste caso, podemos ver que a região para uma energia -Ea > .E2 é um
pouco deformada devido ao fato dela estar relacionada com a curva equi-

potencial(e também com a região "salsicha") do caso anterior.

(2.2)

11. Região 8: .L > 0 e A PI.L3 + l (Figura 2.14)

e Não-existência da região "salsicha", de acordo com o caso (3) da seção

e O potencial possui apenas um ponto crítico do tipo parabólico-sela(energia

E,)2

12. Região 9: L > 0 e A < #i.La + l (Figura 2.15)

e Não-existência da região "salsicha", de acordo com o caso (3) da seção
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Figura 2.11: Regiões de Hill para o potencial U da região (7) da âgura (2.1) entre as
curvas A = 1 e Ai.
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Figura 2.12: Regiões de Hill para o potencial U da região (7C) da figura (2.1) entre
as curvas A = 1 e Ai.
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Figura 2.13: Regiões de Hill para o potencial U da região (7D) da figura (2.1) entre
as curvas A = 1 e Ai.
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Figura 2.14: Regiões de Hall para o potencial U da região (8) da figura (2.1) sobre a
curva A2.
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e O potencial não possui pontos críticos

13. Região onde L $ 0 e A $ 1 (Figura 2.15)

e Idêntico à região (9)

2.4 Equilíbrios IF'ora do Plano Equatorial

Para descobrir a existência ou não de pontos críticos fora do plano equatorial,

deve-se analisar as equações dos pontos críticos em coordenadas convenientes.

A função potencial pode ser escrita como

"',, ,, -;(l} - SI (2.10)

Da expressão (2.10) para a função potencial obtêm-se as derivadas parciais da U:

gl--(; s)(á--à) --3 ',«,

g -3 1: (; -á)
Após a substituição de ã = É e simplificações, obtém-se que as equações dos

pontos críticos são dadas por:

«'(1 + 2,3) - L' (2.12)

(2.13)3(.Z; - «(1 + ,:)) + .A,'

as quais são equivalentes a
3.L + Ar2
3(1 + ,3)

2A2rs -- 9.L2r4 + 12.LAr3 + A2r2 + 6.LA

(2.14)

(2.15)0

Os zeros das últimas equações são os possíveis candidatos a pontos críticos do
potencial C/. No caso .L = 0, é fácil verificar a não-existência de pontos críticos fora

do plano equatorial.
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Figura 2.15: Regiões de Hi11 para o potencial C/ da região (9) da figura (2.1) abaixo
da curva A2 e também para .L < 0.
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Considera-se, então, o caso .L # 0. Com isto, pode-se definir, a partir da equação

(2.15), a função

/(r) = 2ê',s -- 9r' + 12pr' + p'r' + 6# (2.16)

onde
A

Desta forma, os zeros de .f(r) são os candidatos a pontos críticos fora do plano
equatorial. Mais ainda, pode-se obter um valor de P para o qual tais possíveis zeros
bifurcam de 0 para 2 zeros. Este valor de P é tal que / e /' se anulam simultaneamente

e é aproximadamente
# H 0, 92820323,

quando # > 0. No caso em que /3 < 0, os r's são todos negativos e logo, não são
considerados. O caso P = 0 equivale a A = 0, e daí /(r) = --9r4, cujo único zero é

r :: 0, o qual não é considerado. Observa-se que .L > 0 pois se .L < 0 então A < 0 de
onde u < 0, o que é um absurdo. Conclui-se que

e se 0 < # < /i então têm-se dois r's que satisfazem / 0;

. se /3 P então tem-se um r que satisfaz / 0 e;

e se # > /3 então não existem zeros de / 0

Resta verificar se para tais candidatos tem-se uma variável u correspondente bem
definida. De fato, observa-se que isto só ocorre se a variável u é positiva e se a variável

p, obtida a partir de u, é menor que o seu respectivo r. Logo, se além de satisfazer
/(r) = 0, u é tal que

l
'

L

0<u<-

então o par (r, u) corresponde a um ponto crítico fora do plano equatorial

Deseja-se determinar que região do plano (.L, A) corresponde a tais pares Para

isso, considera-se novamente as equações (2.12) e (2.13) que determinam os pontos

críticos fora do plano z = 0. Fixando .L, segue da equação (2.12) que:

' (1 + 2,;):/2

(2.17)

(2.18)
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E da equação (2.13) obtém-se que:

« - ; (Q# - «,) .
(2.19)

E por fim como r2 :: p2 + z2 e u = É- resulta que

, - -):/' (2.20)

e portanto através do programa (1) variando .L e r, é verificado inicialmente se a

condição (2.17) é satisfeita pra u dada por (2.18). Caso ela sda verdadeira, calcula-
se A e z usando as equações (2.19) e (2.20). Se z estiver próximo de zero e A for
positivo, tem-se o par (.Z;, A). Obtidos numericamente estes pares formam a curva

X de bifurcação entre l par de zeros e 2 pares de zeros fora do plano equatorial, o
que pode ser visto na figura (2.16). Observa-se que tais pontos críticos aparecem aos
pares, um simétrico ao outro em relação ao eixo z = 0.

Assim, classificando-se tais pontos de equilíbrio, as regiões de Hall podem ser

esboçadas. A fim de obter tal classificação, lineariza-se o sistema (1.7), obtendo-se

(' = M( (2.21)

onde ( = (p, @, z,p,, .L,p;),

0

0

Hp,p,
0

0

0

M (2.22)

e Jlij são as derivadas segundas do Hamiltoniano -H no ponto crítico (,, cona {,.j
p.L,z,pp,pz

O polinõmio característico de M é dado por:

P(À) - À'(À' + (Hp, + Hz;)À' + (Hp,.H« - .EÇ;)),

onde, em (.,

«,-Ç-mUh*;,:(q g#)*! TP,

(2.23)

(2.24)

0 0 0 4,', 0

  0 /Ü, 0  
0 0 0 0 0

PP 0 PZ 0 - Hpt

0 0 0 0 0

--H.. 0 -H,, 0 -H:i,
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n
H

1 par de pontos críticos fora do plano equatorial

2 pares de pontos críticos fora do plano equatorial

Figura 2.16: Diagrama de bifurcação do número de zeros fora do plano equatorial
em termos do par (.L,A) para Qp > 0 onde Ai,A2,AS são como na figura (1.1),
Ao é como na figura (1.3), A = 0, 92820323.L e X obtida nun-tericamente, conforme
explicado nesta seção.
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Após o cálculo para diversos casos conclui-se que tais pontos de equilíbrio são de

dois tipos: centro-centro e sela-centro, sendo que o segundo só aparece no caso onde
temos dois pares de pontos críticos fora do plano equatorial.

Neste momento esboçam-se as regiões de Hall para os casos onde existem pontos

de equilíbrio fora do plano equatorial. São elas: as regiões (IB), (2B), (3A), (3B),

(4A),(4B),(5AI),(5A2),(5A3),(5B),(6A),(6B),(7A),(7B) das figuras(2.1) e

Observa-se que nos casos A tem-se o par de equilíbrios do tipo centro-centro e,

nos casos B têm-se os dois pares do tipo centro-centro e sela-centro. Nas regiões (3),
(4), (5), (6) e (7), o equilíbrio do tipo centro-centro de energia .E3 se bifurca em dois

formando o par do tipo centro-centro que aparece nas regiões A. O par de equilíbrios

do tipo centro-sela que aparece nas regiões B se origina da bifurcação do equilíbrio
do tipo sela-centro das regiões A. Sobre a curva X, estes pares coincidem com os
equilíbrios no plano equatorial.

Fr Q,2

Hpz p-z+

A . s(P-z) . 8p*
(d + ,?);/' ' (d + z?y/' ' (4 + ,?)' (2.25)

A . 5z+ 2,? - 3d . 2(z? - 3p:)
(d + z?y/' ' (d + z?y/' ' (d + ;?); (2.26)

e

(2.2)

1. Região IB: -L > 0 e #2.L3 + 1 < A < 0.L (Figura 2.17)

e Existência da região "salsicha", de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui apenas um ponto crítico do tipo centro-sela(.EI) no
plano equatorial e dois pares de pontos críticos fora deste plano, sendo:

dois do tipo centro-centro(-E3) e dois do tipo sela-centro(Es).

2. Região 2B: .L > 0 e A #2.L3 + l e A < P.L (Figura 2.18)

Existência da região "salsicha", de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

8 O potencial possui dois pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia .Et) e outro do tipo parabólico-sela(energia -Ez) e,
mais dois pares de pontos críticos fora deste plano, sendo: dois do tipo

centro-centro(E3) e dois do tipo sela-centro(.ES).
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Figura 2.17: Regiões de Hill para o potencial U da região (IB) da figura (2.2) acima
da curva A2.
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Figura 2.18: Regiões de Hall para o potencial U da região (2B) da figura (2.2) sobre
n turva A.
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3. Região 3A: .L > 0 e P2.Ls + 1 < A < #6.La + l e A < #.L e (.L,A) C int(X)

(Figura 2.19)

8 Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia .EI), outro do tipo sela-centro(energia .E7) e um
outro do tipo centro-sela(energia .Es) e, mais um par de pontos críticos
fora deste plano do tipo centro-centro(ES).

4. Região 3B: .L > 0 e ê2.L3 + 1 < A < P6.L3 + l e A < #l (Figura 2.20)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos no plano equatorial, sendo: um
do tipo centro-sela(energia -EI), outro do tipo sela-sela(energia .E9) e um

outro do tipo centro-sela(energia .E5) e, mais dois pares de pontos críticos
fora deste plano, sendo: dois do tipo centro-centro(.E3) e dois do tipo
sela-ce«tro(.E, ) .

5. Região 4A: .L > 0 e A P6l'3 + l e A < /i.L e (.L, A) € int(X) (Figura 2.21)

8 Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia -EI), outro do tipo sela-centro(energia .E7) e um
outro do tipo centro-sela(energia .Es) e, mais um par de pontos críticos
fora deste plano do tipo centro-centro(.ES).

e Este caso difere do caso da região (3A) pelo fato de que a energia do

sela-centro(EV) coincide com a energia 0.

6. Região 4B: .L > 0 e A P..Ls + l e A < #Z (Figura 2.22)

8 Existência da região "salsicha", de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos no plano equatorial, sendo: um
do tipo centro-sela(energia .EI), outro do tipo sela-sela(energia .E9) e um
outro do tipo centro-sela(energia .Es) e, mais dois pares de pontos críticos
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Figura 2.19: Regiões de Hall para o potencial U da região (3A) da figura (2.2) entre
as curvas A2 e Aõ.
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Figura 2.20: Regiões de Hall para o potencial ü da região (3B) da figura (2.2) entre
as curvas A2 e A6.
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Figura 2.21: Regiões de Hill para o potencial U da região (4A) da âgura (2.2) sobre
a curva A6.
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fora deste plano, sendo: dois do tipo centro-centro(.E3) e dois do tipo
sela-centro( .E, ) .

e Este caso difere do caso da região (3B) pelo fato de que a energia do
sela-sela(.Eo) coincide com a energia 0.

No caso da região (5A) da figura (2.1) têm-se três casos a considerar onde a
topologia das regiões de Hall se modiâca dependendo das energias dos dois poços

do potencial U

7. Região 5Al: Z > 0 e /36.L; + 1 < A < 1 e A > e (Z,A) C int(X) (Figura

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia .EI), outro do tipo sela-centro(energia .Er) e um
outro do tipo centro-sela(energia -Es) e, mais um par de pontos críticos
fora deste plano do tipo centro-centro(.E3).

e Neste caso, diferentemente dos casos das regiões (3A) e (4A), a energia do

sela-centro(Eõ) é maior que a energia .E7 = 0.

e A energia .Dt do primeiro poço é menor que a energia -Es do segundo poço.

8. Região 5A2: .L > 0 e #6.L3 + 1 < A < 1 e A > e (.L,A) € int(X) (Figura
2.24)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia E3), outro do tipo sela-centro(energia .EÕ) e um

outro do tipo centro-sela(energia .E3) e, mais um par de pontos críticos
fora deste plano do tipo centro-centro(.Ei).

e Neste caso, diferentemente dos casos das regiões (3A) e (4A), a energia do

sela-centro(.E6) é maior que a energia .8s = 0.

8 As energias dos dois poços coincidem(.ES).
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Figura 2.22: Regiões de Hill para o potencial t/ da região (4B) da figura (2.2) sobre
a curva A6.
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Figura 2.23: Regiões de Hil! para o potencial U da região (5AI) da figura (2.1) entre
as curvas Aõ e A = 1.
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Figura 2.24: Regiões de Hill para o potencial U da região (5A2) da figura (2.1) entre
as curvas Aõ e A = 1.
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9. Região 5A3: .L > 0 e #6-Ls + 1 < A < 1 e A > e (.L,A) C int(X) (Figura
2.25)

e Existência da região "salsicha", de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia -D5), outro do tipo sela-centro(energia E8) e um
outro do tipo centro-sela(energia E3) e, mais um par de pontos críticos
fora deste plano do tipo centro-centro(Ei).

e Neste caso, diferentemente dos casos das regiões (3A) e (4A), a energia do

sela-centro(.D8) é maior que a energia .Ez = 0.

e A energia -Es do primeiro poço é maior que a energia .E3 do segundo poço.

10. Região 5B: .L > 0 e #6.L3 + 1 < A < 1 e A < /3.L (Figura 2.26)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui três pontos críticos no plano equatorial, sendo: um

do tipo centro-sela(energia .EI), outro do tipo sela-sela(energia .Et0) e um
outro do tipo centro..sela(energia .Es) e, mais dois pares de pontos críticos

fora deste plano, sendo: dois do tipo centro-centro(.D3) e dois do tipo
sela-ce«tro( .E8 ) .

8 Neste caso, diferentemente dos casos das regiões (3B) e (4B), a energia do

sela-centro(.Ei0) é maior (;lue a energia .E7 = 0.

11. Região 6A: .L > 0 e A l e A < Õ.L e (.L,A) C int(X) (Figura 2.27)

e Existência da região "salsicha", de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui dois pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia .E3 = 0) e outro do tipo sela-centro(energia .Es) e,

mais um par de pontos críticos fora deste plano do tipo centro-centro(.Ei).

12. Região 6B: .L > 0 e A l e A < /3.L (Figura 2.28)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2)
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Figura 2.25: Regiões de Hall para o potencial U da região (5A3) da figura (2.1) entre
as curvas Aõ e A = 1.
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Figura 2.26: Regiões de Hall para o potencial U da região (5B) da figura (2.2) entre
as curvas A6 e A = 1.
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Figura 2.27: Regiões de Hill para o potencial U da região (6A) da figura (2.1) sobre
a curva A = 1.
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© O potencial possui dois pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia .E3 = 0) e outro do tipo sela-sela(energia Ez) e,
mais dois pares de pontos críticos fora deste plano, sendo: dois do tipo
centro-centro(.Et) e dois do tipo sela-centro(.ES).

13. Região 7A: .L > 0 e 1 < A < ,61.L3 + l e A < ,8.C e (.L,A) C int(À:) (Figura
2.29)

e Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui dois pontos críticos no plano equatorial, sendo: um do

tipo centro-sela(energia -E4) e outro do tipo sela-centro(energia -E6) e, mais
um par de pontos críticos fora deste plano do tipo centro-centro(.Ei).

e Este caso difere do caso da região (6A) pelo fato de que a energia do
centro-sela(.D4) é maior do que 0.

14. Região 7B: .L > 0 e 1 < A < Pi.L3 + l e A < P-L (Figura 2.30)

© Existência da região "salsicha" , de acordo com o caso (1) da seção (2.2).

e O potencial possui dois pontos críticos no plano equatorial, sendo: um
do tipo centro-sela(energia .E4) e outro do tipo sela-sela(energia -Es) e,
mais dois pares de pontos críticos fora deste plano, sendo: dois do tipo

centro-centro(EI) e dois do tipo sela-centro(.EÕ).

e Este caso difere do caso da região (6B) pelo fato de que a energia do
centro-sela(.E4) é maior do que 0.



64 Equilíbrios Fora do Plano Equatorial

Figura 2.28: Regiões de Hill para o potencial U da região (6B) da figura (2.2) sobre
a curva A := 1.
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Figura 2.29: Regiões de Hall para o potencial U da região (7A) da figura (2.1) entre
as curvas A = 1 e Ai.
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Figura 2.30: Regiões de Hill para o potencial U da região (7B) da Êgura (2.2) entre
as curvas A = 1 e Ai.



CAPÍTUt,0 3

Dinâmica Próxima às Orbital
.P

liomoclínicas ao Sela-Centro

Neste último capítulo apresenta-se um breve estudo da dinâmica próxima aos laços

homoclínicos sela-centro. Na primeira seção é introduzida a aplicação de Poincaré

e uma aproximação discreta da mesma. Esta aproximação possui dois invariantes:

,y e cl. O invariante ' está associado aos autovalores do sela-centro. O invariante
cv é definido na seção seguinte, onde também é dada uma interpretação geométrica

para ele. Na seção 3, apresenta-se o algoritmo usado para o cálculo numérico do
invariante a. Discorre-se um pouco sobre a estabilidade orbital dos laços sela-centro

na seção 4. E 6nalmente, na última seção, mostra-se a existência de atratores para a

aproximação discreta apresentada na seção inicial.

3.1 Aplicação de Poincaré e sua Aproximação Dis.
creia

Neste momento, pretende-se estudar a dinâmica próxima às órbitas homoclínicas ao

equilíbrio sela-centro contidas no plano equatorial. Duas tais órbitas são mostradas
na figura (3.1). Para tanto, considera-se o conjunto invariante dado pelo equilíbrio
sela-centro e pela órbita homoclínica a ele, o qual é denominado laço sela-centro e

denotado por I'. Observa-se que, do ponto de vista topológico, um laço sela-centro é
similar a uma órbita periódica de "período infinito" , o que sugere o uso de seções de

67
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Figura 3.1: Exemplos de órbitas homoclínicas I'i e I'2

Poincaré. Uma primeira di6culdade vem do fato de que o equilíbrio contido no laço

é instável. De maneira que, para ultrapassar esta dificuldade, escreve-se a aplicação
de Poincaré para o laço sela-centro como uma composição de duas aplicações: uma
relacionada à passagem das soluções próxima ao equilíbrio sela-centro e outra devida

às excursões das soluções próximas à órbita homoclínica. Para definir tais aplicações,

considera-se a parte quadrática de .H(1.8), ou seja,

.ãe + p: - l«l(p - p.y + l"l''l. (3.i)

Segue-se, então, que (p*, 0) tem uma variedade unidimensional estável W', uma
variedade unidimensional instável W'" e uma variedade bidimensional central W'c. As

aproximações lineares de tais variedades são dadas por:

PU {(= (P, z,P,,P,) :P, -P*),P;

WLu (P, ;,P,,P:) :P, P*),P,

WLc (P, ,,P,,P,) : P, P*}.

Denota-se por }'l'i(W+u) a parte de T'ç'''(W'') com p > p* e por W:(W!) a parte
de }y'(W") com 0 < p < p*. Observa-se que a órbita homoclínica coincide ou com

}t'i e t't'f, ou com W! e W!. A figura (3.2) esboça o primeiro caso.
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Pp.

P

Figura 3.2: Seções de Poincaré EI e E2, transversais às variedades t'çT e W:, respec
vivamente.

Sejam -Eo a energia do equilíbrio sela-centro e I'a as órbitas periódicas com energia
.B < .Eo, as quais se acumulam na órbita homoclínica ao sela-centro, conforme Grotta

Ragazzo (1997c) e Bascos de Figueiredo et al. (1998). Pode-se então, definir uma
seção de Poincaré E transversal ao laço sela-centro como

E = {(P = Po, z,P, < 0,P;}

onde po é uma constante (conveniente).

Usando a conservação da energia, considera-se a família a l-parâmetro de aplicações

de Poincaré, fz : E.F --} E.n onde Ez denota a restrição de E ao nível de energia -E.

Para cada .E, toma-se p, = --V/2.E - ; ? - z . Desta forma, tem-se que (z,p,) é um

sistema de coordenadas para E.D, desde que 2.B -- p: -- z2 > 0.

Após uma adequada parametrização local de tais seções(por z,p, e E), mostra-
se(ver Lerman (1991), À'lielke et al. (1992)) que, para l.E -- Eol e ll(ll := ll(z,p;)ll sufi-
cientemente pequenos, fx pode ser aproximada pela família de aplicações(ver Grotta

Ragazzo(1997b), Grotta Ragazzo(1997a))

FE(e) = ARJÊ -- ' in 1 -1 y/ w ll(ll2 -- (.E -- .Do)lle (3.2)

onde € = (z,p;) € R:, ll€11 > para .E > .Eo, Fz. (O) := O para
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E .Eo, Ã é uma constante(que pode ser removida por um reescalamento), '

« - l= :1.1, .*:
(3.3)

e

/' coso --seno
R(O)

\ seno coso

Logo, a dinâmica do laço sela-centro está relacionada aos invariantes a e l. O
parâmetro ' é a razão entre os autovalores .V/lwl e V/'li;l, e portanto é invariante sob
mudança de variáveis. Já o parâmetro a é mais difícil de calcular e está relacionado

à linearização do fluxo na órbita homoclínica.

(3.4)

3.2 O Invariante a e sua Interpretação Geométrica

Seguindo Grotta Ragazzo (1994) e Addas Zanata, Grotta Ragazzo (2001), denota-

P(P) (.Eo - U(P, 0)) (3.5)

se

1«,1 + Q(p) - e:gS:0..
Seja I'(t) a solução homoclínica à p. dada por:

e

(3.6)

P

P,
z = P; = 0

(3.7)

(3.8)

onde I'(t) satisfaz a equação
ã'

As componentes (z, P.) do campo de vetores linearizado em I' são

z ::P,

», 1 + c?(r'(t))l;

(3.9)
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Segue que as equações acima são equivalentes à equação diferencial de segunda
ordem em z abaixo:

2 «.,l + Q(r'(t))l, (3.10)

onde Q(I'(t)) decresce exponencialmente para zero quando t -} :Loo. Esta equação
tem uma solução complexa @ com o seguinte comportamento assintótico:

@(t) --} aeiviat + be-i/GÍ' quando t --} --oo

@(t) --> ei«l"lt quando t --> oo

(3.11)

com a, b € C.

Em Grotta Ragazzo (1994), mostra-se que

~ - lól + v/ÍiÍã';'Í (3.12)

onde lól é o parâmetro dado em (3.11).

Para uma interpretação geométrica de c!, observa-se que a variedade central do
equilíbrio sela-centro é folheada por órbitas periódicas (e, uma para cada energia

.F > .EO. Em uma aproximação linear, (c é um círculo no plano {p,,0,z,l),}. A
variedade estável de (. é um cilindro que intercepta a seção Ez em um círculo Oz.

Por sua vez, F.D leva C'E em uma curva fechada Cb que é aproximadamente uma
elipse, se E -- .Do é suficientemente pequeno, conforme a figura (3.3). Genericamente,

OE intercepta C'b transversalmente.

Considera-se, agora, .4i como sendo a área de Oz e, .42 como sendo a área de

C'b exceto a parte desta área que pertence a Or. Seja A a razão entre .42 e .4i. Em

(Addas Zanata, Grotta Ragazzo (2001)), é mostrado que

a+a-: 'n(A) l
2 2 cos(A{)

Portanto, o invariante a e seu inverso a'i podem ser interpretados não só como

os autovalores de A mas também como os gemi-eixos de Cb.
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Figura 3.3: Comportamento da aplicação F.D.

3.3 Cálculo Aproximado do Invariante a

Ressalta-se que este cálculo foi feito numericamente e que a seguir dar-se-á a teoria

pela qual foi desenvolvido o algoritmo. Pode-se ver no apêndice B o programa (3)
usado para obter o invariante a.

O invariante a é definido por (3.12), e pode ser interpretado geometricamente

como na seção anterior. Para o cálculo numérico, obtém-se inicialmente a órbita

homoclínica I'(t), integrando-se o sistema de equações

á-x
X

(3.13)

com condições iniciais z(0) = p«i« e á(0) = X(0) = 0.

Substitui-se a solução I'(t) em (3.9). Observa-se que, quando t -} --oo, a equação

(3.9) é equivalente à

z :: P,

d; - l~l,
(3.14)
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cujas curvas de nível são elipses.

No entanto, pretende-se partir de um círculo. Para tanto, toma-se uma mudança

canónica de variáveis dada pela função geradora

s = lwli/4zv

de onde, a equação (3.9) é transformada em

Ú

$'' 1:/'+ 1«,1-:/'Q(r(t)))v

(3.15)

cujas curvas de nível são círculos, conforme desejado.

Neste momento, integra-se (3.15) de --T à T com condições iniciais (1, 0) e (0, 1)
Desta forma, constrói-se uma matriz fundamental de soluções

M(t) g/:(t) z/,(t) \
h(t) ya(t) ,/

tal que M(-T) = 1.

Obtido M(T), como detM(T) 1, pode-se escrever sua representação polar

M(T) = SR

onde S é uma matriz simétrica e R é uma matriz de rotação

Com isto, resulta que

M(a")m(ry

Portanto, calculando-se os autovalores de M(r)M(Zy, obtém-se os autovalores

de S que são os gemi-eixos da elipse, ou seja, o invariante cl e seu inverso Q'i

Para obter M, observa-se que não é necessário integrar (3.15) de --T à T mas

somente de 0 à T. Para confirmar esta observação, considera-se a função
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g(t) -(lwl:/' + l..,l-:/'c?(r'(t)))

a qual é uma função par em t

Seja

~'*, :-l : :l
a matriz fundamental de soluções com N(0) = 1 obtida da integração a partir de
t- o.

De fato, de g(t) sei par, prova-se que zl(t) e Z2(t) são pares e Zi(t) e z2(t) são
ímpares, donde resulta que

N(-T) ;: (T)
-Z:(T)

Desta forma,

M(t) : N(t)N(-T)':
é uma matriz fundamental de soluções com M(--T) = 1. Portanto, para obter M
M(T), basta calcular N(r).

3.4 Estabilidade Orbital dos Laços Sela-Centro

Neste momento, considera-se aplicação(3.2) restrita à energia .Eo, ou seja, à energia

do laço sela-centro. Após uma reescala conveniente de variáveis (Lerman (1991),Mi-
elke et al.(1992),Grotta Ragazzo(1997a),Grotta Ragazzo(1997b)) tal aplicação pode
ser reescrita como:

F(0 (O)(

onde € c ]R:, A e R são dados em (3.3) e (3.4) e 0 = 0(z) = --2'yln l(l.

Nota-se que F, é invariante por dilatações discretas, ou melhor,

(3.16)
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F(eVe) (3.17)

para todo A C Z.

Usando esta simetria, pode-se obter resultados acerca da estabilidade do ponto

6xo e.

De fato, se a = 1, a aplicação F é integrável e deixa invariantes todos os círculos

centrados na origem. Logo, (* - O é estável sob iterações de F, para a - 1. Agora,

longe de (* = O, F é analítica e do Teorema KAM (Kolmogorov, Arnold, Moser)
prova-se que se la -- ll é suficientemente pequeno então existem curvas invariantes

perto de e.. Devido à simetria, têm-se que existem infinitas outras destas curvas
se acumulando em 0. Portanto, temos que (, = O também é estável se a está
suficientemente próximo de l(Grotta Ragazzo (1997c)).

Para a » 1, usa-se novamente a simetria de dilatações e prova-se a instabilidade

de (l*. Se F tem um ponto fixo ( diferente de O, então a aplicação possui uma família
infinita de pontos fixos dados por (Grotta Ragazzo (1997a))

kr .

eT(l, k c Z

Mostra-se que, para a # 1, a aplicação tem quatro famílias de pontos fixos, sendo

que a primeira família é dada por (k, k € Z, onde eTeo e

.. -(..*-(; â)..; ,.*(; - Ê);.«.)

kTr

com

. - «;({) ' 1., :)
A segunda família de pontos fixos é dada por --eÊ. Os autovalores (À,À

linearização de F em torno de €1o e --(lo são determinados por

') da

À + .X-: + 2'y(a - a':)

o que implica que todos os pontos fixos üe& são hiperbólicas.

Admitindo-se que a variedade instável de Co intercepta transversamente a varie-

dade estável de Ci, da simetria por dilatações de F, segue que a variedade instável de
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Figura 3.4: Cadeia heteroclínica transversal

(É intercepta transversalmente a variedade estável de (k+l,conforme ilustrado em 3.4.

Logo, a existência de uma órbita heteroclínica transversal conectando (o a Ci implica

na existência de duas cadeias heteroclínicas infinitas, ou "cadeias de transição de
Arnold" , portanto, tem-se a instabilidade de (l = O. Foi provado em Grotta Ragazzo

(1997b) a existência de tal cadeia de transição para '(a -- a':) > 1.

Além disso, em Grotta Ragazzo (1997c) também foi obtido numericamente uma

curva Z tal que se l $ cv < Z(7) então e. é estável; de outro modo (. é instável. Tal

curva Z é aproximadamente dada por

(3.18)

Alguns valores de a foram calculados e usando o critério acima, a estabilidade
das órbitas homoclínicas correspondentes foram classificadas, conforme pode-se ver
na tabela a seguir.

Observa-se que c = 7(a -- a.i) e que para cada par (.L, A) com dois valores de a,

os casos (t) correspondem aos primeiros poços(mais próximos da origem) e os casos
(n) correspondelli aos segundos poços.
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.c l A l 7 l « c l Estabilidade

3.5 Atratores para a Aplicação Discreta no Toro

Neste momento, considera-se o caso em que o laço é instável, ou seja, quando
'y(a -- a i) > 1. E observa-se o comportamento da aplicação discreta, porém em um

outro espaço, descrito a seguir.

Usando a propriedade (3.17) da simetria das dilatações discretas, define-se a se-
guinte relação de equivalência «', em ]R2\tO}, por

k

zv3/ +> z::el ÉC Z

4.0 6.0 1.163755 8.241042 13.10320 instável(+)
4.0 6.0 1.613755 3.148750 4.568805 instá«l(-)
4.0 7.0 2.549510 8.466394 1.000581 instável(+)
4.0 7.0 2.549510 21.28402 0.002960558 está«l(«)
5.0 11.0 1.702274 8.026729 13.45162 instável(t)
5.0 11.0 1.702274 1.223218 0.6906163 está«l(-)

10.0 80.0 1.722602 7.782857 13.18543 instá«el(+)
10.0 80.0 1.722602 1.021520 0.07253288 está«l(-)
4.0 5.740740740 1.544479 8.061992 12.260006 instável

5.0 l0.25925926 1.588291 7.844429 12.256760 instável

3.0 3.0 1.414214 9.039812 12.627784 instável

4.0 3.0 1.245348 7.301817 8.922747 instável

4.0 4.0 1.310052 7.657177 9.860210 instável

5.0 3.0 1.229856 6.613553 7.947757 instável

4.0 1.0 1.172604 6.350896 7.262449 instável

3.0 1.0 1.097134 7.112312 7.648903 instável

5.0 1.0 1.198332 6.086740 7.097062 instável

4.0 2.0 1.154754 4.246315 4.631505 instável

4.0 0.0 1.154736 5.763194 6.454602 instável

4.0 0.0 1.187342 5.808461 6.692213 instável
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Figura 3.5: Não-preservação da área da aplicação F.n.

e toma-se

T: {0}/ -,,

com a projeção canónica r : R2\lO} -+ T2

Com isto, pode-se definir a aplicação

Ê : T2 --} T2

por

n' o F :: F o r (3.19)

Observa-se que F não preserva área(ver figura 3.5). Mais ainda, em Addas Zanata,

Grotta Ragazzo (2002), mostra-se a existência de atratores periódicos para a aplicação

F, para alguns pares ('y, a). Tais atratores correspondem à órbitas de F que escapam
com uma velocidade exponencial da origem.
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Z2

Figura 3.6: Círculos invariantes da aplicação G induzida da aplicação hiperbólica G

dada por (3.20).

Para ilustrar o comportamento de tais atratores, o exemplo seguinte é considerado.

Seja G a aplicação hiperbólica dada por

G(,:,,,) ,2,,) (3.20)

Como @(a) = eTz comuta com qualquer aplicação linear, a aplicação G induz
uma aplicação

ê : T2 --} T2

por
7r o G = G o n' (3.21)

Da figura 3.6, têm-se que G é dissipativa e tem 4 círculos invariantes, onde os
2 círculos relativos ao eixo zi são repulsores e os 2 círculos relativos ao eixo z2 são

atratores. Além disso, ao iterar G sobre uma vizinhança pequena de condições iniciais

próxima à origem, resulta que tais iteradas se aglomeram em torno do eixo a;2.



80 Atratores para a Aplicação Discreta no Toro

Verifica-se, de fato, que tais atratores existem para este caso como pode ser visto

nos casos ilustrados a seguir. Primeiramente, foram obtidas as seções de Poincaré e

discreta para o laço sela-centro. Em seguida, foi feito uma reescalamento do plano
para o anel, onde observou-se a presença de um atrator de ordem 2. Para que o
atrator ficasse mais visível, desprezou-se as primeiras íteradas, o que é visto nas
figuras (3.11) e (A.l). O objetivo da obtenção das duas seções, a de Poincaré e a
discreta é comprovar, mais uma vez, que a aplicação discreta é uma boa aproximação
da seção de Poincaré.

Este trabalho limitou-se a apresentar a existência de exemplos de atratores. No
entanto, fica em aberto um estudo do significado deles para os anéis de Júpiter.

0.4

0.3

02

\

0.1

0.1

4.4

6 4 .2

Figura 3.7: Seção de Poincaré onde
.L = 4, A = 6 e cv = 3, 14, obtida pelo

programa (4) do apêndice B.

Figura 3.8: Seção discreta onde Z, = 4,
A = 6 e a = 3, 14, obtida pelo pro-
grama (5) do apêndice B.



Figura 3.9: Seção (3.7) reescalada
para o anel onde .L = 4, A = 6 e

cv = 3, 14, obtida pelo programa (6)

do apêndice B.

Figura 3.10: Seção (3.8) reescalada
para o anel onde .L = 4, A = 6 e

c! = 3,14, obtida pelo programa (7)
do apêndice B.

Figura 3.11: Atrator da seção (3.9),

obtido pelo programa (6) do apêndice
B

Figura 3.12: Atrator da seção (3.10),
obtido pelo programa (7) do apêndice
B





APÊNDICE A

Dados Planetários de Júpiter e
Saturno

1. Anéis de Júpiter

Í'
\Gossamer ){ings

\laia RIDE
' " ' # .
Adrasfe»

.Amaltliea\

Figura Anéis de Júpiter e seus principais satélites
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2 Comparações dos dados de Júpiter com os dados da Terra

3. Comparações dos dados de Saturno com os dados da Terra

Dados l Satufno Terra l Razão(Soturno/Terra)

Dados Júpiter Terra Razão(Júpiter/Terra)

Massa (10:'kg) 1.898,6 5.9736 317,83

Volume (10:'km;) 143.128 108,321 1321,33

Raio (km) Equatorial 71.492 6.378,1 11.209
Polar 66.854 6.356,8 l0.517
Raio Médio Volumétrico km 69.911 6.371 l0,973

Elipticidade 0,06487 0,00335 19.36

Densidade Média (kg/ma) 1.326 5.515 0.240

Gravidade (m/s') 24,79 9,80 2.530

Aceleração (m/s') 23,12 9,78 2,364

Velocidade de Escape (km/s) 59,5 11, 19 5,32
GM (x106km3/s2) 126.686 0.3986 317,81

Momento de Inércia (l/MR2) 0,254 0.3308 0,768

J2 (x10'') 14.736 1.082.63 13,611
Número de Satélites Naturais 63 l  

Massa (10"kg) 568.46 5,9736 95.159

Volume (10:'km;) 82.713 108.321 763.59

Raio (km) Equatorial 60.268 6.378,1 9.449
Polar 54.364 6.356,8 8.552
Raio Médio Volumétrico km 58.232 6.371 9,140

Elipticidade 0.09796 0.00335 29,24

Densidade Média (kg/m3) 687 5.515 0,125

Gravidade (m/s2) l0,44 9,80 1,065

Aceleração (m/s') 8,96 9,78 0.916

Velocidade de Escape (km/s) 35,5 11,19 3,172

GM (x10õkmS/s2) 37,931 0,3936 95,16

Momento de Inércia (l/NIR2) 0,210 0.3308 0,635
J, (x10'') 16.298 1.082.63 15.504
Número de Satélites Naturais 33 l  
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4. Parâmetros Orbitais de Júpiter
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5 Parâmetros Orbitais de Saturno

Dados Júpiter Terra Razão(Júpiter/Terra)

Semi-eixo Maior (10' km) 778,57 149,60 5,204

Período da C)rbita Sideral (dias) 4.332,589 365.256 11,862

Período da órbita 'ltopical (dias) 4.330,595 365,242 11,857

Periélio(106 km) 740,52 147,09 5,034

Afélio (10' km) 816,62 152,10 5,369

Período Sinódico (dias) 398,88    
Velocidade Média Orbital(km/s) 13,07 29,78 0,439

Velocidade Orbital Máxima(km/s) 13,72 30,29 0,453

Velocidade Orbital Mínima(km/s) 12,44 29,29 0,425

Inclinação da órbita (graus) 1,304 0,00  
Excentricidade da Orbita 0,0489 0,0167 2,928

Período de Rotação Sideral (horas) 9,9250 23,9345 0,415

Clomprimento dos dias (horas) 9,9254   0,414

Obliquidade da Órbita (graus) 3,13   0,133

Dados Soturno Terra Razão(Saturno/Terra)

gemi-eixo Maior (10õ km) 1.433,53 149,60 9,582

Período da órbita Sideral (dias) l0.759,22 365,256 29,457

Período da órbita Tropical (dias) l0.746,94 365,242 29,424

Periélio(10õ km) 1.352,53 147,09 9,195

Afélio (10' km) 1.514,50 152,10 9,957

Período Sinódico (dias) 378,09    
Velocidade Média Orbital(km/s) 9,69 29,78 0,325

Velocidade Orbital Máxima(km/s) lO, 18 30,29 0,336

Velocidade Orbital Mínima(km/s) 9,09 29,29 0,310

Inclinação da Orbita (graus) 2,485 0,00  
Excentricidade da Orbita 0,0565 0,0167 3,383

Período de Rotação Sideral (horas) l0,656 23,9345 0,445

Clomprimento dos dias (horas) l0,656 24,0 0,444

Obliquidade da Orbita (graus) 26,73 23,45 1,140
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6. Elementos Orbitais Médios (J2000)

7. Mlagnetosfera de Júpiter

Dados Júpiter

Nota: Rj denota o raio Jovian = 71, 398 km

8. Magnetosfera de Saturno

Dados Saturno

Nota: Rs denota o raio Saturniano = 60, 330 km

9. Dados dos Anéis de Júpiter e Saturno

Dados Júpiter Saturno

Selni-eixo Maior (AU) 5,20336301 9,53707032
Excentricidade Orbital 0,04839266 0,05415060
Inclinação Orbital (graus) 1,30530 2,48446
Longitude do Nodo Ascendente (graus) 100,55615 113,71504
Longitude do Periélio (graus) 14,75385 92,43194
Longitude Média (graus) 34,40438 49,94432

Campo de Dipolo Efetivo 4, 28(ga«ss x Rj;)
Desvio do Dipolo em Relação ao Eixo de Rotação (graus) 9,6
Longitude do Desvio (graus) 201,7
Distância O#set (do Centro do Planeta ao Centro do Dipolo) o,i3iN
Latitude/Longitude do Vetou O#set(graus) 8,0/148,57

Clampo de Dipolo Efetivo 0, 210(gauss x Rs;)
Desvio do Dipolo em Relação ao Eixo de Rotação (graus) < 1

Longitude do Desvio (graus)  
Distância ORset (do Centro do Planeta ao Centro do Dipolo) 0, 04 -- 0, 05Rs(direção norte)
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Anel Raio(km) l Raio Equatorial

Equador de Júpiter
Halo

Principal

Gossamer (internos

Gossamer (externo)

71.492

100.000 122.000

122.000 129.000

129.200 182.000

224.900182.000

l,ooo
1, 40 - 1, 71
1,71 1,81

1,81 2,55
2, 55 - 3, 15

Equador de Soturno
F (centro do anel

G (parte internam

E (parte interna)

60.268

140.180

170.000

181.000

l,ooo
2,326

2,82
3

Todos os dados aqui apresentados foram obtidos no site da "National Space
Science Data Center"





APÊNDICE B

Programas numéricos

1. Programa para o cálculo da curva X

8i.aclade <atdio .b>

8iaclude <nath.b>

/+ Gráfico d© l., laxnbda onda ocorra a bife:'caccao +/

doable L,T-nn'r

doable P(double P,double x);
double C(doubl8 P.double x,doabl© y)
double B(doable x.double y);
double l(double x,double y);
doable pot(doubl© x. dottble J)i

wh0

doable P ,rO ,rnax ,b,r,a,lanbdB, z.=bo
FILE +fPlp8íP2i

{

/+ Entrada dos Dados e/

fpl:fopea('iLLIHBDAI.ia"p"r")
fscanf(fpt,"Xlí\a",tl);
f scanf (fpl , "Xlí\n" , &Lnu) ;

f scaní (fpl , "Xlí\a" . trO) ;

fscanf (fpí . "Xlf\a" . trnu) ;

fscanf(fpl."Xlf\a".tb);
fclos8(fPI):

fp2ufopea("LI..IXBDAI. out" . "B")

for(P=L;P<=1.nal;P+a0.001)
{

f or (r-rO ; r<=rnax ; r+ =b )

{

BnP(P.r);
if ( (u>0 .O) tt (u<n(1 . 0/r)) )

{

].ÜBbdBnG (P ,r,u) i

z=H(r.n):

j.f ((z<0 . 01) tt(lanbda>0 . 01) )

fpriatí(fp2, "Xt4. tola X14. 101f\a" ,PplBnbdB)
}

}
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}

fclos©(fp2)

}

/8 Pinccao que deterniaa o va].OI' d8 tl en fugi
double P(doable P,double x)
{

doable it,b,c,d;
Re2.0+X+=+X;
b=1.0+R;

Capot(b,0.5);
d=P/c;
ret-n(d) ;

}

d8 L,r e/

/

{

Funccao qu8 deterá.aa o va].or d8 lanbda e ía l
tbl8 G(double P.doable x,doubl® y)

;ao de L.z'.a 8/

double a,b

b:y-P;
;=b/a;

e'c+d;
f=3.0+e;
retém(f) ;

d.©.f

}

/+ rabecão que deterá.na o valor de z en fanccao de
double H(double ledouble y)

double a,b.c,d.8.f;
{

/

ba1.0-B;
::'Pot (b ,0 . 5 )

d xec;
retira(d);

}

/8 rabecão que d8t8rnini

doubl© l(doable x,doabl.
{

o vd.or de zho ©n fanccao de z',a +/
y)

doable a.b.

bua+y;
cqot (b.0 . 6) ;
r8t«.u(c);

}

/+ Punccao qae fornece a potencia y d© un
dottbl6 pot(double x.double y)
{

real. x 8/

if(x>0.0)
retém(exp (y©log(x) )) i

retarn(0.0)i
}

2. Programa para a verificação da região de Hill através do potencial U
em função de (p, z)

Binclude <stdi.o . b>
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Binclude <nRtb .b>

doable L .lanbda ,B.rboO .:'batina.l .hz'bo, zO .b,pl
double potenclnl(double rbo.doubl+ z) i
double pot(doable x, double y)i

Mijo
{

double x'bo.z,zant,U
int z'eBiao;
FILE efPl8+fP2;

/+ Entrada dos dados 8/

fpl-fopen(e'VERBll.LI. in" . -r'e) ;

f8caní(ípl,"%lf\a",tl);
fscanf(fpl,"Xlf\a",&lanbda);
fscanf(fpl,"Xlf\a",&B);
fscaní(ípl,"Xlf\a",trbo0);
íscaaí(íp l, "Xlf\a" , trbof i.ad. )

íscanf(!pí,"Xlf\a",turbo);
fscanf(!PI."Xl!\a",tz0);
fscanf (fpl , "XU\a" . tb) ;

fcloBe(fPI);

1+ 'es. +l
pi=4.0+atan(l.O)

fp2nfopen("VEREILLI.out","v")

for(rhourboO i z'ho< -rbof iRaI i rho +'hrho)

re8iBo=O;
{

/+ Cd.Guio do poteacia]. U en rabecão de

fOr(Z=-Z0;Z<aZ0;Z+nb)
{

rbo.z+/

U:potencíaJp(rho.z);
j.f (Urze)
{

if(re8íao=n0)fpriatf(fp2 , "Xe Xe\a'

regi.aonli
:bo,z)

}

else

{

i.f(re8iaoaul)fpriatf(fp2 , "Xe Xe\a'
r©8iBonOi

}
zaatnz;

rabo,zant)

}

fclose (fp2) ;

retém(0) i

}

}

/e Panccao que fornece o potencial
double potencial(double rbo.doable
{

U en funccao d© rbo,z
z)

./

rbo+rbo;
bnz©z;

cza+b;

capot(c.1.5);
ez(l./rbüo) - (rbo/d) ;

f=a/d;
BUPot(c.0.6);
balanbda/B;
in0 . 6+ © 8e '} f -b ;

doubl© a,b.e.d.e,f,8,b.iU
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rotura(i.)
}

/e Punccao qu© fornece a potencia
double pot(double x.double y)

iÍ(x>0.0)
rotura(8xp (Jelo8 (x))) i

rotura(0.0);

{

}

y de aa axu ro I'eal x e/

3 Programa para o cálculo do invariante a que, junto com '7, fornece
o valor c com o qual temos um critério de estabilidade para o laço
sela-centro

8include <stdio.b>
8inc].ude <natb.h>

double l.,lanbda.E,rboO,rhonax ,:'baliu .rVp fTnpg&lBfU,?

lroid Ran88.Xutta(int j , double xO,doubl.
doub[e P(int j. doab]© yt4]) ;

doubl© U(doub],© rho);
double delUd©l=bo(doubl8 zbo)
doable dõlUd©lzz(double rbo);
doubl© onera(doubl© rbo);
doubla delUd8lrhorho(double rho) ;

doubl© nu(double lho);
doubl© pot(double x, double J);

yO,double tenro,doubl© apont8int B)

doubl8 xO,yO.telapo,apontpl,B,C,D,P.G,H,l.J.X,alpba

{

Pita +fPI,+fp2

/+ Entrada

fpt:fopen('
fscünf(fpl,
fscanf(íPI.
f8canf(fPI.
fscanf(fPI,
fscanf(fpt,
facanf(fPí,
facanf(fPI.
fscanf(fpl,
fscanf(fpl.
fclose(fpl)

dos dador +/

UPB.lí . in" , "z''e) ;

'Zlf\n",&l.);
Xií \n " . tlülübda)
'hf\a" . tE) ;

Xlf\a",trbo0);
%lf\a" , trbonu )
X[í \n" . bbo]. j.a)

Xlf\a" . tt paPO) ;

Xlí\a" , tapont ) ;
Zd\a" . tn) ;

fp2=fopen("ILPHll.dat".
:on 8a(rbonu) ;

rv:,pot (v .0 .5) ;

/+lnpressao de onera ©/

fpriatf(fp2,"oae8a = Xe\a" ,v) ;

/e lapressao de Taipa de onera
fpriatf(fp2,"raiz de Olaega = X

n:nu (rboBU) ;

rnnpot (n ,O .6) ;
/+ Inpr©ssno d8 ai 8/

tpriatf(fp2,"ni. = X©\a",a);
/e Inpr©ssao d8 :aiz de ni +/

fprintf(fp2,"rai.z d8 ai = Xe\a'

)

'/

-\n''.rv)

m)
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8uux-v/rai
/+ lxapressao de gama 8/

fprintf(fp2, "gama B %e\n" .8an) ;

/8 Inte8racc&o +/

Range.latia(O.1.0.0. 0.tenpo8 apoat ,IB) ;

/e Inpressao da la coltua da matriz +/
/+ fpriatf(fp2,"1 ' X6 B B Xe\a",A.B)
/+ lategraccao 8/

Range.Xutta(1.0.0.1.0,teapopapont .IB) ;

/8 Inpressao dB 2a colanB da matriz 8/

/8 ípríatf(fp2."C : Xe D - Xe\a".C,D)
P=A+C+B+D;
G=P+P'tt.Oi
H-pot(G,0.6);
j.f(F>u0.0) alpbbanP'tB.

el8e alpbban-P+E;
/+ Inpressao de &lpba +/

fprintf(fp2. "a].pha : Xe\n" ,alphn) ;

la1.0/&lpha;
J=alpb&-l;
Xugan8Ji
/+ Inpressao de c 8/

fpriatf (fp2,"c : %e\a",X) i

./

/

fclose(íp2)

F8t'uu(0)
}

void Range.Xutta(iat j.doubl© IOedOable yO,double tenro.doabl© apoatpint n)

double yt4] ,Jat4] ,Jbt4] .yct4] .t.k]t4] .k214] ,k314] .X4114] ,k614] ,t614] ;
double EI ,B2.rhol,rbo2.bedelta,d8ltaled8lt&8;
int i.k;
FILE 8íP3.+fP4.+fP6;

{

j.f(jn:0)
{

fp3zfop8n("llPXlIR. out" , "v'e) ;

fp4afopea("lLPBllRV. oat " . ''BH) ;

fp6'fopen("J.LPBllB. dat " , " a") ;

else if(j=nl) íp6nfop8n("ll.PallE.dnt'
}

-B")

/+ Passo pua o tempo 8/

b=tenpo/(npoat-t.O)i

t:o.o;
k:o;
deltaa0.0

/+ Condiccoes iai.ci.ais +/

yEOJnrboO;
yt2Jul0;
yt31ay0;
E[,E-U(} [0] ) ;
/e rboí depende de onde

printf("rhonu\a") ;

rhol'rbonax-rbo0 i

//pri.atf("rbonia\n");
//rbolarboO-rboaax;

porco /

/+ FboBn. -boü.n
/

if(B1<0.0) príatf("Energi.a n88ati.va\t ')
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j.f(El>a0.0)
{

ytlJupot(2.0+E1,0.5)

U(j=n0)
{

/e lapressa'
fp:'iate(fp3
/' Impressa'
fpz'iate(fp4

d© ='bo(t) +/

'XÍ4.1011 X14.101f\n".t.yt0])i
da fuRGão g(t) qu© dnr© coavez'gix' pa='a rai:

'Xt4 . 101f Xt4. tO]f\n" ,t , d©]Ude]zz(ytO])/rv)
de onera e/

/e Integrador Range-Xatta de quarta o:dele/

rbo2-JtOJi

do
{

for(j,u0;Í<=3iÍ++)
{

kl [i] uP (j. , J) ;

Jati] uy [j.] +0 .6+b+k] [i] ;

}

for(j.=0;i<=3;i++)
{

U [i] nP (i, ya) i

yb [i] ny [j.] +0 .5+b+k2tj.] i

}

foz'(j.n0;i<=3;j.++)
{

k3til=P(Í.yb);
JctiJ-ytiJ+bb+k3til;

}

for(j.=0;j.<=3;i++)
{

k4 [j.] =P ( j. . Je) ;

k5tí] =k] [j.] +2 . O+k2 [j.] +2 . O

k6tj.]uk6ti]/6.0;
JtiJ+=b+tSlliJ;

k3 [j.] +k4 [j.]

}

/+ real depende de onda 6BtBP o pOrcO 8/
rbo[=bona=-y [O] ;

//rbo[:y110] onax; /+ rhonax'rbod.a +/

/e Avali.accao da en8rBia
E2=0 . 681 [1] ey [1] +U(y [0] ) ;
EtnE-E2;
deltal=fabs(EI);
ií(de].t&l>delta) delta=deltal

:/

if (fnod(k ,n) ==0)

{

u(j::o)
{

/8 lapressao
fprintí(fp3,
/+ Inpresaao
fprintf(fp4,

}
}

de rho(t) e/
XÍ4.Í01í X14.t0].f\n'
dB funccao 8(t) qae
'%14.í01f Z14.t0].f\n'

t,Jt0])i
deve coaver8i.r para raiz d9 0ae8i
t.d8]Ud©]zz(JE0])/rv);

/

k+=

j.f(t>teaPO) pz'iate("t©nPo\n");
ií(I'bol<'rbolin) printf("rbolin\n")
if(y [OJ<(rbo2)) priatf("zbo2\a") ;

//i.f(yE0] >(rbo2)) pri.ntf("rbo2\n");
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/+ Critérios de parada depender d8 Onde e8tal o porco +/
/+ Critérios de suada: tempo, B diíereacca de x'bo con rhoau(ou
/8 de rboü.a con rbo) ficam' menor que un certo limite, +/
/8 rho(t) deck'e8cBr(ou crescer) 8/

/+ Este aluno cri.tei.ro deve ser odi.fi.Gado aos casos onde8/
/8 rbo(t) decre ce(oa cresce) "pouco" 8/

/+ diniaui-se(ou acreac8ata-s©) está "pouco"(t.O©-08) +/

/e Xo entanto. i.sto se' deve se=' feito se for ao i.nicho 8/
/e d& iategr ccao, oti pa='a pouc08 pontos +/

}vbi.le((t<=tenpo)tt(rbol>rbolín)tt(J[Ol>a(rbo2))) ; /+ -1.0e-08 8/

//}vbi.l8((t<utenpo)tt(real»'balia)tt(yt01<a(rho2))) i/e +l.Oe-06

/

}

./

/+ Inpressao da va='íaccao da eaer8i.a e/
feri.ntf(fp5, "deltas B %e\a",delta) ;

/8 lxapressao de rhol(dilerencc entre rbolüu rbo) e/

/e fpriatf(íp6,''diíerencca entre rhonax e rho = %e\n",:'bol)i 8/

/8 Impressão de rhol(diferencia entre rho e rhonin) e/
fprintí(íp6,"difer©ncc entre rho e rbonin B %e\a",rbol)

/+ Inpressao da difex©ncca eat='© rbo e rabo ant+ri.or) e/
fpriatf(fp6,"diferencia entre rho e rbo anterior = Xe\a",yEOl-rbo2)

/+ Inpr8asao da di.ferencca entre g(t) e rai.z d© onera +/
d©[ta8=(d8]Ude]zz(y [O])/zv) -]v ;

fpriatf(fp6,"di.f©reacca entre 8(t) e raiz de one8n : Xe\n",d8lta8)

a=yt2]
v=yt3]

ií(j==o)
{

fclos©(fP3)

fclose(fP4)
}

fclose(fp6);
}

/e Puaccao qu© deterniaB as equaccoea do sístelaa Haailtoniani
doab[e P(int j, doab]8 yt4])
{

8/

iÍ(j==0) r©turn(Jt]]) i

[se i.í(j=n]) rotula(-de]Ude]z'bo(J[O])):
lse ií(j==2) ]'atura(rveyt3]);
l8e i.í(j==3) retwa(-((de]Ude]zz(yt0])/m)+yE2]));
lae r©turn(0.0);

}

/e Punccao potencial 8/

double U(doable rho)
{

double a.b,c.d,e,f
a=1./rho;
b=rbo+rbo;
c=1.0/b;
d=a-c;
e:(1.0-1a3abda)/rbo
fz0.58d+d't©;
r+tum (f) ;

}

/+ Derivada da faaccao potencial.
double delUdelrho(double rho)

double a.b.e,d,e,f,8;
{

8n r+lBccao iB rui.Bv81 rho 8/
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a:rho8rbo;
b=a+rho;
cz2.0/(a+b);
da(3.0+1.)/(a
e =(L+L) /b ;

f:( -l . O+lanbd

g=-c+d-e+f;
retém(g) ;

}

/+

do'

{

Segunda d8x'içada da lancei
tb].e delUdelzz(double rbo)

pot LB]. 8n relaccao 'a va='i.aval z+/

double a,b.c,d,e.f
rboe='bto ;

b=Bel'bo;

c=3.0/(b+b);
d=(3.08L)/(aeb);
8 :(-3 . 0+1ambda) /b ;

f=-c+d+e;
r©t-« u(Í) ;

}

/e Punccao qüe fornece o

double onera(double rbo)
{

ttovalol onegi do tl variasrel ze/

double a,b;
aadelUde].zz(rbo);
if(&>=0.0) b=a;
els© b=-a;
r6t«.u(b);

}

/+ Segunda derivada
doubl© delUdelrhorha
{

double a,b,c
a:zbo+rho;
b=a+xho;

(L+l.)/(a+a)
dnl./(a8b);

:6.0/(beb)i
f=c-6.0+d+©;
r8tum (Í) ;

}

da fanccao potenci.al
(double rbo)

en relaccao B va='iav81 rh- '/

d,©,f

/e Funccao que fora ce

double au(double rbo)
{

autova].or na aasoci.ado B Taxi.aTeI :'bo+/

double B.b;
R=delUdelzborbo(rho);
ií(a>n0.0) bna;
lse b=-a;

ret-. u(b) ;

}

/+ Punccao qae fornece R potencia y de un nunen
double pot(double x,double y)
{

i&]. X 8/

if(x>0.0)
rotura(exp(y8lo8(x)));
rotura(0.0);

}

}

4. Programa para o cálculo da seção de Poincaré em (z,p;) para p fixo
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Biaclade <stdio.b>
8include <natb.b>

double L.lanbda ,oue8B, 8an, B,rboO ,acond.znax,rnax. deltanax
iat nbatj.dB;

voi.d Range.Kutta(double tempo,double apont .íat n) i

doub[e P(int j. doab]e yt4]);
double U(doubl© rho,double z);
double delUdell:'bo(double ='bo.double z) i

double delUdelz(doabl© rbo.doable z) ;

double pot(double l,doable y);
doubl8 interpela(double x,doubl8 J.doubl8 z.doable v) ;
double ci.rcttlo(iixt j ,doable x) i
double ='Kj.o(doabl© x, doabl© J);

PZ

{

lO

double tea!)o,npont
j.at n;
FILE +fPl;

/8 Entrada doa dados 8/

fpl-fopea(WPOIXCAI.in","re');
fscaní(fpl,"%lf\n''.tl);
fscanl(fpl.,"Xlf\a".&lanbda);
f8canf(fpl,"Xlf\n'',tone8a)i
fscaa! (fpl , "Xlf\a" . &8an) ;

fscanf(fpl,"Xlf\n'',&E);
fscanf(fpl,''Xlí\n",t='hoO);
fscaaf(fpl,"%lí\n".tacond);
fscanf (fpl . "%lf\a" .&znu) ;

f8canf (fpl , "Xlí\a" , truta) i

fac anf(fp l, "Xtf\a'' , tdelt anu)
fscanf(fpl,"Xlf\a'',teeapo);
fscaní(fpl,"Xlf\a'',tnpont);
fscanf (fpí , "Xd\a" , tn) ;

fscaní(fpl,"Xd\a",tabatida);
fclose(ípl);

Range.Katta(tenro,apoat,n)

retém(0)
}

vaia Run8©.Xatta(double t8apoBdoabl8 npont piar n)
{

doub[e E[,yt4] .Jat4] .JbE4] ,yct4] ,t,kít4] ,k214] .k314] .k414] ,k614] .k614]
double r.ZO,ZI .pZleZant pPZant pane,z2,pz2,auxcond,bcond;
double delta,deltas,b.lata.a;
int i,t.bBtidK,batidatot&l;
Pll.B 8fP2 . eíP3,+fP4. +fP6e+fP6 .+fP7i

/e arquivos de Brida 8/

/+ SeccBO de Poi.ncu© +/

fp2nfopen("POIXCAI . out" , "v'e) ;

/+ Vara.accao da energia, raio nuiiüo
fP3nfoPen("P01XCAIE. d&t" , "v") ;

/+ Plano rbolz +/

fp4=fopen("POIXCIRZ.oat
/+ Plano rbolprbo 8/

/+ fp5=fop8a("P011ClIR.out" , "v") ;

/e Plano zlPZ e/

/+ fp6=fopea("POIXCAIZ.otit" , "v") ;

/+ SeccKO de Poincu8 corri.gi.da +/

fP7afoPen("P01XCAIC. oat" , "v") i

/

/

atingido e numero d8 batidas aa s8ccBO
,/

v");

pia4.0+&tan(1.0)
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/+ Passo para as coadiccoes iniciais e/

fatz=8xp(pi/8an) ;

aulcoadnzBAX/fatzi
bbcondn( znu- auxcond)/nc oad ;

/+ Passo pua o temPO +/

but8apo/(npont-1.0);

/+ Condiccao inibi.a]. zO +/

n=0.0;
zOabcond+auxcond;

/+ Contador do nunezo de bati.daa final 8/
batidatota].a0;

/+ l.oop dKS coadiccoea iaici.ai.s
do

{

t:0.0;
k:l;
d©ltau0.0;
batidB=1;

/

/e Conde.ccoes inicj.Bis +/

ytOJ:rho0+0.0001;
ytlJ=z0;
yE31n0.0;
yE2] u-Pot(2.0+(E-U(yt0] ,yC1])) ,0.6) ;
/+ yt21:pot(2.0+(E-IJ(JE0] ,yt1])) .0.6) +/

/8 liapr8ssao no plano rholz e/

!Priatf(fP4. "Xt4. 101f %14 . 101t\a" ,y [0] ,y [1] )

/+ Inpr8ssao ao plano zholprbo +/
/+ fpx'íntf(fp6,"%!4.tO]f X14.101f\a',J[O] ,yt2]) i e/

/8 IW.r8ssao no Plano zlPZ'/
/+ fpríntf(íp6."X14.tO]í X14.101f\a",yt]] ,yt3]); e/

/+ lat©grador Rangi

do

{

de quarta ordl ./

aat-yEOJ;
zutT[Í] ;

pzant=y [3] ;

for(inOií<=3;i++)
{

kl [i] =P (j. . J) ;

ya [i] aJ [i] +0 .5+b+k] [i] ;

}

for(j.=0ij.<=3;j.++)
{

k2 [i] =F ( j. . Ja) ;

yb [i] aJ ti] +0 . 6+hek2tí] ;

}

foi'(iaOii<=3;i+'})
{

k3tiJ:P(i.Jb)i
rctiJ:7tiJ+bek3tiJ;

}

for(j.z0;i<a3ii++)
{

k4tiJ=P(i.!c);
k5 [i] a]í ]]i] +2 . 0ek2 [i] +2 . 08k3 [i[+k4 [i]

k6tiJak5ti]/6.0;
yti] +=b8k6 ti.] ;
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}

/e Calcar.o do Frio de z, PZ +/

rnraio(ytl],yt3]);

/+ ]va].laccao da eae='8ia 8/

E[n0.68(yt238y [2] +y [3] +yt3]) +U(y [0] ,yt]] )
deltalníabs(E-EI);
if(de[ta[>de].ta) de].taude]ta] ;

if (fnod(k .n) na0 )

/8 Inox'essas no plano rbolz 8/
fpriatf(fp4, "Xí4. tO]f %14. 10].f\a" ,yt0] ,yt]] )

{

/+ Inpreasao ao plano rbolprbo +/

/+ fpriatf(fp6,'tX14.101f %14.101f\a".yt0] ,yt2]) ; 8/

/e lapres8RO no plano zlpze/
/+ fPriatf(fP6,"X14.101f %14.101f\a".yt]] ,y[3]) i e/

}

/+ llapreasao na aeccao d8 Poincu© 8/
if(((ytOJ-rboO)+(ant-rbo0))<0.0 tt(ytOJ-rboO)<0
{

0)

/8 Int©rpolaccao do ponto B ser 8raficado
z[=hterpo]a(ant ,ytO] , zant .yt]]) ;

pz[:inte='peia(ant ,y [0] . pzant ,y [3]) ;

/+ lladancca de va='i.aval para o ciz'calo +/
z2=circalo(O.zl);
pz2acirculo(l,pzl);
fpriatf(fp2, "%14. 101í %14. tola\a",z2,pz2) ;

fP:'iate(íP7 . ''%14. 101f Xt4. Í01f\a".200.08z2p200

'/

0+Pz2)

b&tidK+=l
}

t+ bb

}vbi.le((t<=tenpo) &t (bntida<nbütida) tt (r<=rzau) tt (delt&<deltanu))

/8 lapr8BSBO da variaccao da energia +/

fpriatí(fp3, "deltas B X©\a".delta) ;

/8 Inpr©ssao do Trio nnxim atingido 8/

fpriatf(fp3."max = Xe\n" .=') ;

/8 llapr8ssao do nun8ro de batidas n& seccao +/
ípriatí(fp3, "bati.dit = Xd\a".batida-l);

bati.dBtota].+u(bati.da-l)
z0+abcond;

a+=1.0;

}while(n<acond)

/e Inpressao do numero final de batidas a& s©ccao +/
fprintf(fp3. "batidatotal = %d\a'' .batid&totBI) ;

fclos©(fP2)i
fclose(fP3);
fclose(fp4);
/+ fclos8(fP5)
/8 fclos©(fP6)
fclose(fp7) ;

8/
,/

}
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/+ Funccao que d©tez'uiva aa eqaacco©s do
doub[© P(iat j. doub]e yt4])
{

rena Band.].tom.aa.
/

if(JURO) rotura(yt2]) ;

e[s© ií(j==í) repara(y[3]) i

[se ií(j==2) =etuza(-de]Ude]rbo(ytO] ,yt]]));
[se ií(j==3) rotura(-de]Ud8]z(ytO] .yt]]));
la+ letura(0.0) ;

}

/,

d

{

Ptinccao poteaci.a]. +/

uble U(doubl© rho. double z)

doubl8 a.b,e,d,©.f
B,rbo+rboi
b=z+z;

d:-pot (c . t . 5) ;
(L/rbo)-(rabo/d);

fnB/d;
8:Pot (c ,0 .6) ;
b=lanbdHI/g;
i=0.5+e+e+f
r.t«m(i) ;

}

/e De='i.fiada da ftuccao pot©acial ai r laccao

doubl© delUdelrho(double rho.doable z)
{

a vara.aTeI rho +/

double a.b,e,d,©,f.8,b,i.j.k,l;
a:rhoerbo;
b=z+z;

d'pot (c ,4.0) ;
e:(rho+(b-2.0+B))/di
fnPot(c,2.6);
8n (3 .0+1.U'ho)/f ;

b= (1.+1.)/ (=ho8a) ;

i=(rbo8(2.0+b-a))/f;
jqot (c .1 .6) ;
kz (laMda+rho) /j ;

l=e+g-b+i+k;
ret -« u(1) ;

}

/

d.

{

Dóri.fiada dB faaccao potenci.al en
tble delUd©lz(doubl© rbo.dotibl© z)

ll. rui.alre]. z 8/

double &,b,c,d
a:rbo rho;
bnz8z;
c=a.+b;

d:pot (c ,+. 0) i
e:(a8z)/d;
f::pot (c ,2 . 6) ;
8n((L-8)»z)/f;
b=pot(c.1.6);
ia(lanbda+z)/b
ja3.08(-©+8)+j.
F8tu u(j ) ;

e,f

}

/,

d

{

Puaccao que fornece a potenci.a J de un awnezo real x +/
lble pot(doabl8 x,doabl© y)

if(x>0.0)
retém (elp (y+lo8 (x)) )

rotura(0.0);
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}

/+ Hud&ncca d+ variável da 8llps
double ciz'calo(iat j .double x)

{

pala o clrcali 8/

double a,b;
a=Pot(oneBB,0.26);
bn1.0/a;
iÍ(jan0) rotura(b+x):
8lse if (ja=1) rettu'a(a+x)
8lse ret'ua(0.0) i

}

/+ Punccao qae int8rpola o ponto B aer 8raflcado 8/
double interpela(doubl© x,double J,doubl© z,double sr)
{

bny-rb0Oi
c=a+bi
d=y-=;
8=c/d;
fa'v-e;
r©tum(f)

}

/e Fuaccao qa8 calcula o raio 8ntz'8 z e pz e/

double raio(doabl© =. double y)

double a.b.e.d;
{

b=y+J;
cna+b;
d=pot(c.0.6)
retém(d) ;

}

5. Programa para a iteração da aplicação discreta em (z,p,)

Bi.nclade <stdi.o.b>
B i.nclade <natb . b>

/+ Pro8rana coB corr©ccao i'G'P 8/

doable ono8a,Baxl, alpba,EO . B. pi;

doubl8 raio(doubl8 x. doabl© y);
double treta(double x.doubl© y);
doable PB(int j,doubl x.double ypdouble st)
double pot(double x.double y):

double ncoad .znax ,lnax ,b ,fatz , auxcoad ,zi

i.at tealpopaitera.afinal . i. .ait©ratotal i

FILE eíPI,efP2.+fP3;

{

ld .PZ,zÍ.pzl.t.r

/e Entrada dos dados e/

fpl-fopen("POllCAD.i.a"."r")
fscanf(fPI . "Xlf\n" .sonega) i

f scanf (fpl . "Xlf\a" ,&8an) i

fscanf(fpl,"Xlf\a''.talpba);
fscaa! (fPI , "%lf\n'' .tEO) ;

f s cana (fpl . "Xlf\n'' ,tB) ;

fscanf(fpl, "Xlf\n" , tncond) ;

f 8 cana (fpl , "Xlf\a" .&znax) i
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fscanf (fpl . "%lf\a" . trnax) ;

facanf (fpl , "%d\n" .ttenpo) ;

fscanf(fpl,"Zd\a".tai.lera)
fscaaf(fpl,"%d\a",tafiaal)
fclos8(fPI)i

/e Arquj.vos de Brida +/

/e lteradas da apli.caccao discreta +/

fp2=fopea("POl#CID.out","v-);
/+ Xunero de it©radas calculadas e rai.
fp3=fop©a("POIXCID.dat","v");

máximo ltj.n8idi ./

1+ 'pi +l

pi.:4.0eataa(l.O)

/+ Passo pua as coadiccoes ini.dai.s
fatz=©xP (pi/gan) ;

auxcoad=znax/fatz;
b=(zna.x-auxcond)/acena;

/

/+ laPr©ssao da orj.gen +/

z=0.0;
pz:0.0;
fprintf(fp2."%11 %lf\n",z,pz)

/8 Contador do nua8ro de iteradas final +/
ni.t8rBtota].a0;

/+ Look da condiccao inicial z +/
/+ (ei.xo doa z d© b+atucoad at©) zmax) +/

for(zcoRdah+ alu cona ; zcond<=znax ; zcond+=b)

/+ Conde.cco©s iniciais e/

zl=zcond;
pzl:0.0i

{

/e Look de i.teraccao da aplícaccao diac=eta PE 8/
d

{

/e Ca].ca].o do tb©ta +/

t=th ta(zl,pzl) ;

/e Ca].cü.o dB i.gerada da aplicaccao discreta PB +/
z=PE(0,t,zl,pzí);
pz:PE(l,t,zl,pzl);
/e Inpressao da it Fada da aplicaccao discreta PE
fPrintf(fp2 . "Xlí %lf\n" .z.pz) ;

/+ Cd.calo do rai.o de z, pz e/
r=zaio(z,pz)i

'/

zl=z;
pzl:PZ

i't+;
}vbile((i<=tenpo) tt( I'<=lna.x) )

/8 lapressao do BwneTO de itez&das calculada
fprintf(fp3,"ait8r B Id\a",i-l);

'/

/8 Inpr©ssao do raio máximo atingido e/

fpriatf(fp3. ''rnax = %e\n".r) ;

nit erre ot &l+ =( i.-l )

}

/+ Inpress&o do aanero d8 iteradas calculadas e/
fpriatf(fp3,"aiteratotzl B Xd\n" .aiteratotal) ;
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fclose(fP2)
fclose(fP3)

r©tum(0)
}

/8 Punccao qu© calPcalB o rai.0 8nt:'e z 8 pz
double :'aio(double x, double y)
{

/

doable a,b.e.d;

buy+JI
cuB+b;

dupot(e.0.6);
retira(d);

}

/+ Punccao qae calcula tbet
doable treta(double l,doubli
{

(uganetito
y)

da natri.z d© x'otaccao) /

dottble a,bee,d, ,f,8
as'X+X;

bay8y;
c=B+b;

d=pot (onera,O .6) ;
8 ad+ c ;

fa0.6+e-E+E0;
j.f(f>=o.o)

8=lo8(f);
l8e

8nlO8(
h 8an g;
i:2.619-h;
ret-m(-i.) i

h,i

}

/8 Punccao díscr+ta PB +/

double PE(iat j,doubl8 x,doabl©
{

y,doubl. r)

double a.b,e,d.e.f;
Rz8j.U(1) ;

bagos(x)i
ií(j-'o)
{

8uc-di
f=alpba'
metam(f) ;

}

BIBE if(jn=1)
{

y;
d=b8v;
e=c+d;
f=e/alpbR;
relaxa(f) ;

}

retarn(0.0);
}

/8 Punccao qa8 fornece a pot8acii
double poe(double x.doubl© J)
{

y d© un DUB+FI al x e/

if (1>0 . 0)

rotura ( exp (y8lo8(x) )) i

retém (0 .0) ;
}



6. Programa para o cálculo da seção de Poincaré em (z,p;) para p fixo,
com o reescalamento para o anel

8iaclude <stdio.b>
Biaclude <nath.b>

/8 Reescalanento pua o anel e/

/+ A iat graccao coatiatia coa o ponto r8escalado8/
/+ l='qui.vo coa todas as batidas

/e .l.aqui.vo con apenas BS batidas fiaai.s 8/
/8 Arquivo con apenas as batidas final.s 8 con a liniaaccao da:

/

ilb ilj.reli ./

double L.lanbda, onera, gan, B.rbbo0 ,ncond ,znalc.rnax ,pi
int abatida.aíina].;
void Range.Xutta(double teBpopdoable npont .int n) ;

doub[. P(üt j. doub]. yE4]):
double U(doable rbo,doubl© z);
double delUdelz'bo(double rho,doubl6 z) ;
double d8lUdelz(double rho.double z) ;

double pot(double x,double y);
double iaterpola(double x.double y.double z.doubl©
doubl© circulo(iat j ,doubl© x) i

voj.d uol(void) ;

double raio(double x, double J);

Rane]. ranel ,d8lt amar

v)

Balão
{

doubl© tempo

FILE efPí;

/+ Entrada

fpí:íopea('
facaní(fpl,
fscanf(fpl,
f 8 c.M (fPI .

fscanf(fpl.
f scaní (fpl ,

fscaní(fpt,
fscaaf(fPI,
fscanf(fpl,
fscanf(fpl,
Í soam (fPI .

fscanf(íPI,
facaaf(ípl.
fscanf(fpl,
fscaaf(fpt,
lacar!(fpí,
fclose(fpl)

dos dados e/
POIXCAI.in","r");
%].f\n",tl.);
%lf\n" .tlanbd&) ;

Zlí\a",sonega)i
'Xlf\a" , &8an) i

'%U\n" , tE) ;
'llf\n".trbbo0);
'%].f\a",tncond)i
Xlf\n",tzmnx);
%lf\a" , rnm&X) ;

X[í \n" , tde].t alüax)

%lf\a" . tt capo) ;

%lf\n".&apoat);
Xd\a".txK);
%d\a",&nbatida);
%d\a".taxi.na].);

/8 Int88raccao +/

Range.lutta(tenro,zipoat,n)

return(O)
}

void Range.Xutta(double trapo.doubl6 npont .int n)

doub[© zí.rC4] ,7at4] ,rbC4] .icC4] .t,k]C4] ,k214] .t314] .k414] ,k614] .t6C4]

double r,zO,zl ,pzl .zant .pzaat .ant .z2,pz2 ,auxcond.bcoad.delta,deltas .b;

doubl8 fatz . n,t&tul.kaux2 .fataux;
int j. ,k.bati,da .nfinalaux .ilha.batidatotal;
Pll.E +fp2++fp3. píp4.efp5,efp6.8fp7, efp8i

{

/+ arquivos de sai.da +/

/õ Secção de Poiacare re seRIada pala o anel +/
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fP2nfoPen("POIXCAIA.out" , "v") ;

/8 Bati.dRS fiaai.s da seccao de Poiacu'e õ/
fp3=fopea("P01XCllP . out " , "V'i) ;

/+ B&tidüa finais dB s©ccao de Poiacara exclusaa
fp4nfOpen("POIXCIAI . out" , "V'i) i

/+ Plano rholz 8/

fp6-!open(UPOIBlIRZ. oat" , "V") ;

/8 Plano rbolprbbo +/

/8 íp6afopea("POIXCIAR.out",''vn) i 8/

/+ Plano zlpz 8/

/8 fp7ufopea("P01XCllZ. OUt" , ''V'e) i

/8 Vu'iaccao da energia. rai.o naxíno atingido e
fp8=fopen(e'POIXCIAE.dat" . "V") ;

/

a ilhas elípticas /

luneta de batidas

pí-4.0+atan(l.O)

/+ Passo pua & coada.ccoes inibi.zi.a +/

fBtznexp (pi/8an) ;

&uxcoRdazB&x/f at z ;

bbc oad=( znax - auxc ond)/nc ond ;

/+ Xunero d8 i.t8radBa deapz©zadas 8/
nf ina].aux=abat i.da-af i.nal i

/+ Raio maior do anel e/
Ranel=znaxe10 . 0 ;

/+ Raio menor do anel +/

Farol Raael/lata;

//anexo

/+ Passo puB o tenro +/

hateVO/ (nPont-1 .0) ;

/+ CondiccRO inicial zO e/

na0.0i
zO=hcoad+aaxcond;

/+ Contador do numero de batidKa final e/
batidatota1=0i

/+ Look das
do
{

t,o.o;

deltaz0.0
bati.da=l

idj.cco©s inj.cÍais 8/

/8 Variável d8 eliainaccao dBS ilhas elipti.cas 8/
ilbaz0;

/8 Coadiccoes i.nici.zi.s +/

yt01nrho0+0.0001i
ytl] :z0 ;
yt3Jz0.0i
yt21=-Pot(2.0+(E-U(yC0] .Jt1])) ,0.6) ;

/+ yC2JnpOt(2.08(E-U(yt0] .Jt1])) .0.5) /

/+ Inpressao ao plano rboXz +/
íprintf(fp5,"%14.golf Xt4. 101f\n".Jt0] .yC]])

/8 Inpressao no plano rbolprbo 8/
/8 fpriatf(fp6."%14.101f %14.101f\a".J[O] ,yt2]) ; +/
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/e lapreasao no plano zlpz+/
/+ fPrj,ntf(fP7."X14.101f X14.1011\n".yt]] ,yt3]) ; +/

/e Int8gradox' Rung©-Kutta de quanta oz'di
d
{

/

--t=y [0] ;
ut:y [1] ;

pzaxit:yt3J;

foz'(i=0;í<=3;í++)
{

kltiJ=P(i.J);
yatilnylliJ+0.5+h8kltiJ;

}

for(inO;Í<=3ii++)
{

k2E[.]=P(i,Ja);
yb[[íJnytj.]+0.6+b+k2EiJ;

}

for(i=0;i<=3;j.++)
{

k3tiJ=P(j..Jb);
yc ti] =y [j.] +b8k3 [i] ;

}

for(i=0;i<=3;j.++)
{

k4tiJ=P(i.,Je);
k5Ei] =k]Ei] +2 . 0ek2 [i] +2 . 0+k3 [j.] +k4 [i]

Xõ[[j.]=kSti,]/S.O;
rti.]+=h+tõ]]i.];

/e Calcu].o do raio de z, pz +/

/e r:raio(Jt]] ,yt3]) ; +/

/+ .lvaliaccao da en©r8ia 8/

EIXO.5+(yt2] ey [2] +y [3] +y [3])+U(Jt0] ,yt!] )
deltal=fabs(E
if(deltal>delta) delta=deltal;

/+ Inpr+saao na s©ccao de Poincare e/

if(((J[O] -zboO)8(ant-zboO))<0.0 tt(y10] -rho0)<0. O)

{

/e Int©rpolaccao do ponto a s©z graficado +/

z[=iaterpo]a(ant ,y [0] , zant .yt]]) ;
pz[:iaterpo]a(ant .y]O] , plane , y [3]) ;

/© }[udancca d8 variave] pala o cixca].o
z2=cixcalo(0,zl);
pZ2zCirCUl0(l,pZI);

/

/e Calculo do raio de z. pz e/
r=x'aj.o(z2,pz2);

/e R8escala ente para o anel +/

fataux=1 .O ;

if((z'>=0.0)&t(r<ranel))
{

/+ pzintf('interi.or\n") ; e/
j.lbazl;
/+ Callculo do kauxl +/

kaux l=(gan/pi) +log(Raael/r) ;

/e Calculo do kaux2 (maior iat

kauJc2=floor(kauxl);
f&t aux::Pot (f at z . k&ux2 ) ;

ir noaor que kauxl) ./

}

lae if(r>nR&nel)
{
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/e príntf("exterior\n");
ilbaal;
/8 Ca]cu].o do kaaxl +/

kaaxl(8an/pi) õlo8(r/Ranel)i
/8 Ca].calo do kKux2 (fenol:' iateil'o maior qt

taux2=ceil(kattxl);
fatauxnpot(fatz.-kaax2)i

/

kauxl) +/

Z2af at aUX + Z2 ;

pz2nfBtaux8Pz2

fpriatí (íp2 -XÍ4.tOiÍ X14.101f\a".z2.pz2)

/8 l:apress o na seccao de Poinca=© son©nt© daa batidas íiaaj.s+/
i.f(batida>nfiaalau=) fpx'irei(fp3,"X14. 101f %14. 1011\a",z2,pz2) ;

/8 Inpr©ssRO na seccao de Poi.acax'e sonantes das bati.daa íi.aKíS +/
/8 excluindo as ilhas elípticas +/

.f(ilba=ul tt batida>nfiaalüax) fpriatí(fp4."X14. 101f %14.1011\n".z2,pz2)

batlda+=l

/8 Ree calanento da it r d
yEOJ=rho0;
ytlJ=fataux+zli
yt3JníataUl+pZl;
yt21=-Pot(2.0+(E-U(yE0] , yC]]))-(yt3] eyE3]) ,0. 6)

/

ií (ínod(k ,n) z=0 )

/+ Inpressao no plano rbolz 8/
fpriatf(fp6."%14.101f X14.101f\n",J[O] .yt]])

{

/e InpiessKO no plano rbolprbbo +/
/+ fpriatf(fp6,"X1.4. 1.01f %14.101f\a" .y [O] ,J112] ) ,/

/e Inpressao ao plano zlpz8/
/8 fpriatf(fp7,"X14.tola %14.101f\a'.7[1] .yt3]) ; 8/

}

}vbj.le(bat j.dR< aRbatid&) /8 t& (I'<nlBU)) ie/

/8 Inpr8ssao da vax'iaccao da energia e/
fprintf (fp8 ."d©ltaB : Xe\a" .delta) i

/8 lapr8ssao do raio Batina atingido e/
fpriatf(fp8."rna.x B Ze\n" .:') i

/8 1upressao do numero de bati.das na 8i
fprintf(fp8."batida : Xd\n" ,bati.da-l)i

+/

batidatot&].+=(batido-l)
z0+=bcoad;
n+=1.0;

}vbj.l©(a<ncoad)

/e Inpressao do nun©ro total d8 batidas na a ccao e/
fpziatf(fp8, "b&tidatota.l = Xd\a" .batidatot8.l) i

f c].o se(fp2 )

f dose(fP3)
fclose(fp4)
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fcloa8(fP6);
/+ fclose(fp6)i õ/

/e fclose(íp7); +/

fclos©(íP8);
}

/+ Punccao qa© deterniaB as equaccoes do
doub[© P(i.at j, doub]e yt4])
{

itOaa Haniltonj. BUI /

ií(j==0) retarn(JE2]) ;

-[ae if(j=n]) return(yt3]) ;

llse íí(j==2) return(-d8]Ude]rho(J[O] ,ytí]));
esse ií(j==3) regam(-de]Dde]z(ytO] ,yt]]));
8lse z'atura(0.0) ;

/

d

{

Puaccao potencial. 8/
uble U(doab].e ='ho, doub].e z)

double a.b,c,d.©,f
a:rbo+rho;
b=z+z;

d:pot(c.1.5);
e:(L/rbo)-(rho/d);
f=a/d ;

g=Pot(c,0.6);
b=lanbda/g;
i=O . 5+e 8 ©+f'h ;

='et «. n(i.) ;

}

/,

d.

{

Derivada da íunccao potencial. eD 16lBI
tble delUdelrbo(doub].© rho,doubl© z)

vax'i.aval rho +/

double a,b.e.d,e.f.g,b,i
a:rho+rho;
baz+z;
c = a.+b ;

d:pot(c,4.0);
e=(rbo8(b-2.0ea))/d;
f::Pot(c.2.6);
g=(3.0+1.ez'bo)/f;
b= (Lel)/ (rbo+a) i

i= (rho 8 (2 . O+b -a) )/f ;

jnPOt(C.1.5);
k= (lanbda+rho) /j ;

l=e+8-b+i+k;
rotura(1) ;

}

/e Derivada da faneca.
doab].© delUdelz(doubl

{

potencial en rel
rho.double z)

vara.aves. z e/

doubl© B,b,c,d
a=rboerbo;
b=zez;

d:;pot(c .4 .0) ;
8:(aez)/d;
fzPot(c,2.5);
8=((L-a)+z)/f;
b:pot(c.1.6);
j. =(lanbda+z) /b

j=3.0e(-e+8)+i
retém (j) ;

.,f.8.b.í.j

}
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/8 Puaccao que fornece a poteuci.a y d6 un numero real x
double pot(double x.doubl© y)
{

/

iÍ(x>0.0)
retém (©lp (y8log (x))) ;

rettlm(O .0) ;

/8 Hadancca de va='lavei da e].ips-

double circulo(Int j.doubl© x)
{

para o cilcü.o 8/

double a.b;
capot (one8B .0 . 26) ;

bu1.0/a;
i.f(jna0) return(b+x) i

elas if(jnnl) rotura(R8x)
8].a8 rotura(0.0)i

/8 Funccao qu8 ineerpola o post'

double i.nt©rpola(doubl8 x .doubl.

double a,b,e,d,e.f;
{

ser graíicado +/

yedOUble z,double V)

BaV-Z;
b=y-rbo0;
c=a8b;
d=y-x;

:c/d;
f=v-8;
retém(f)

}

/8 Ptuccao qu8 calculo o raio
double raio(double x, double y)
{

catre z e pz '/

double a.b,e.d;

bny8yi
cna+b;
d'pot(c,0.5);
retém(d) ;

/+ Punccao que descreve o anel

voi.d anel(vaia)
{

/

double x.y.pilpj;
FILE +fp9;

fp9=fopea( "lXBL . out " , "v" )

Pi1:28Pj.

for(jz0;j<:pi.l;j+n0.001)
{

lnranel8c08(j) ;

y=raael8sia(j) ;

fpríntf(fp9, "%lf Xlf\n'
}

x,J)

for(j :O;j<'pií ;j +:O . 001 )

{

x=Rünel8cos (j) ;

y=Ranel+ sin(j) ;

fpriatf(fp9,"Xlf %lf\n'

}

fclos8(fP9)



}

7. Programa pai'a iteração da aplicação discreta com o reescalamento
para o anel

8include <atdio . b>

8iaclude <natb.b>

/8 Reescalanento pala o ande/
/+ Irqaivo con todas a3 bati.das e/

/+ arquivo con ap8naa as batidas tirai.s +/
/+ Irqaivo co apenas as batidas fiaai,s e coa a ©lininaccao daa ilba8 ©lipti.caa e/

double onera,Ban, alpb&,EO .E ,pi,zan8l;
double raio(double =. double y);

doub[8 tb8ta(doub].e x,doub]© y) ;
doable FE(int j,double x.doubl8 y.doubl
doable pot(doubl© x.doubl© J);
voi.d anel(lroid);

v)

naj.nO

double ncond, znax,luar,b.fatz . auxcond . z ,pz ,zcond. zl ,pzlPt
double r,fataa=.kauJcl.laux2;
i.at tempo ,ai.teta,afinal , nfina]aux, item'a. i.].ba,ni.teratotal i

FILE efpl,efp2,+íp3,çfp4,efp5;

{

/+ Entrada

fPl:íoP8a(''
f8canf(ípl,
fscanf(fpl,
fscanf(fpl,
f8canf(fpl,
fscanf(fpl,
fscanf(ípl,
facanf(fpl.
fscanf(fpl.
fscanf(fpl,
fscaaf(fpl.
fscanf(fpl,
fcloae(fpl)

dos dados 8/
POIXC.ID.ia"."x")
'%lf\n",sonega);
%lf\n" , tgan) ;
%].f\a",&alpha);
%lÍ\n" .tEO) ;

Xlf\a",tE);
Xlí\n" , tacond) ;

%lÍ\n" ,&7mnv) ;

%lf\n",trBnX);
Xd\a",ttenpo);
%d\n" ,&ai.tez'a) ;

Xd\n",rali.nal);

/+ Arqui.vos de saída +/

/8 S©ccao di.screta leesca].ada para o an81 e/
fp2=fopen("P01XCADI. out " , "tí') ;

/e Batidas final.s da seccao di.screta e/

fp3=fopea("POIXCDIP . out" , "v") ;

/+ Batidas finais da seccao di.screta exclusas as ilhas 8lipticag
fp4=íopea(''POIXCDAI.out'' , "v') ;

/+ Vara.accao do rzi.o nzlxiiao atingi.do e nuxüero de i.tiradas calculadas
fp5=fopen("P01NCID.l. dat " , ''v") ;

/

./

1+ 'pl +l

pi.=4.0+Btan(l.O)

/8 Passo pal'a as condicco©s iniciais e/

fatz=+xP (Pi/gan) ;

aulcondzzBAI/fBtz
b=(znax-auxcond)/ncond;

/+ Contador do nanero dõ iteradas fingi 8/
nit8ratota].=O;
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/8 Xunero de i.teradBa desprezadas 8/

uíi.B&l&uxnBi.tela-afinal;

/+ Raio eBOF do an81 8/

ran8la1.0/fala;

uel( )

/8 LooP da condiccao iaicj.d. z +/

/8 (8i.xo dos z de h+auxcond Bte' znu) 8/

for(zcondnh+'aalcond ; zcoad<=znaic ; zcond+=b)

/+ Coada.cc08s iniciais 8/

j.terBnl;
zl=zcoad;
pzl:0.0;

{

/e Variável de ©lini.aBeGão das i.lhas elípticas 8/
ilba=0;

/+ Look de iteraccao dB aplicaccao discr©tB FE +/
d
{

/8 Ca].ca].o do treta +/

t treta(zl.pzl)i
/+ Ca].calo da i.gerada da aplícaccRO di.acreta PE
z=PB(0,t,zl,pzl)i
pz:PE(l,t.zl,pzl)i

-/

/+ Calculo do raio d© z, pz +/

r=z'aio(z,pz);

/e Re©scalaneato pax'B a an81 +/

fataUIC=1.0;
i.f ( (F>n0 .0)tt (r<ruel) )

{

/+ priatf("iateri.or\a") ; +/
ilbaali
/+ Cd.cttlo do kaaxl 8/
kau cl (8u/Pi)elos(1.0/x');
/+ Calculo do kaux2 (nBiol' iateixo
kaul2uf].oor(kaaxl)i
fataux-pot(fato.knux2);

neaor qa© kaaxl) /

}

.lse if(r>ul.O)
{

/+ printf("exterior\a") ; e/
i.lban t ;

/+ Cálculo do kaaxl 8/

kaaxt=(8an/pi) e].o8(1') ;

/+ Cd.cttlo do kaux2 (nenox' inteiro
kRul2nc8i.]. (kauxl) ;

fataulnpot(fRtz.-kau.l2)i

maior qae kaaxl) ,/

}

zafataa18z;
pz'fataux+pz

/e Inpre sao da iterada dB aplii
fpriatf(fp2."%lf Xlf\a",z,pz)i

di.scr8ta PE z'. :alada pua o anel 8/

/8 lapressao na seccao discreta sonent© das batidas final.Se/
if(itera>afinalaux) fprintf(fp3,"Xlí Xlf\a",z,pz) ;

/8 llnpressao nR seccao de Poiacare son ates das bntidBS fiaai.s e/
/+ exc].vindo as ilhas ©lipticaa 8/

if(i].hü al tt iterB>ali.ad.au=) fprintf(fp4.''Xlf Xlf\a".z,pz) ;



/e Calculo do raio de z. pz 8/

r=raio(z,pz);

zl=z;
pzl;PZ

}vhil©((itera<=ni.tela) )

/+ Inpr©asao do numero d© iteradaa calculada
fpriatf(fp6, "item'a B %d\n".ibera-l) ;

./

/+ lapr©asao do raio na=ino atingi.do 8/
feri.atf(fp5, "rnax = %e\n".r) ;

niteratotal+=(ibera-l)
}

/+ Inpr©ssao do aiunero total de i.geradas +/
fPrintí(fP5e "aiteratota]. = %d\a" ,niteratota].)

fclose(fp2)
fclose(fp3)
feio se (fp4)

íclose(fp5)

}

r.tara(O)

/,

d.

{

Puaccao que calcula o relia entre
tbl© raio(doabl© x. double y)

PZ +/

double a.b.c,d

b=yeJ;

d=pot(c,0.5);
r©tum (d) ;

}

/. Pan
doubl8
{

cao qae caJpcu].a tb8ta(ugunent-
tbeta(doubl8 x.double y)

de rotaccao) e/

dotibl© a,b,c,d,e

b:y+J;
c=a+b;

d::pot ( one8et .O . 5)
8=d8c;
f=0.6+e-B+E0;
j.f(f>=o.o)

8=log(f);
lse
g=lo8(

b=gan+8;
i:2.5Í9-h;
r+tum (-i) ;

f,8.b,i

}

/8 Puaccao di.scz'eta PE 8/
double PE(int j,double l.double y,double v)
{

doubl© a,b,c.d.©.f;
a=gin(lc) ;

bnc03(x);
ií(j==o)
{

:b8y;
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d õv

f ualpha+e ;
rotula (f) ;

}

8lSe j.f(j=al)
{

CaB+y;
dzb81r;

Bac+d;
fae/alpb&;
rotura (f) ;

}

rotula(O .O) ;

8ac-d

0

}

/+ Punccao qu© foraec© a potencia J de an aunero real x
doubl© pot(double x.doubl© y)
{

,/

if(x>0.0)
retira(©xp(y8lo8(x)))i
retém(0 .0) ;

/+ Ptuccao qu© descre

vaia anel(void)
{

-.el ./

double x.y,Pil,j
FILE +fp6;

fp6afop8n('elBELD.out","v'q)

Pj.1=2ePi

for(j=0;j<=pil;j+=0.001)
{

x-rmel.cos(j) ;

y-raa©l88j.n(j) ;

fpriatí(íp6 , ''%lf %lf\n" .x, y)

}

fOr (j aO ;j <Tj.l ;j +=0 .001)
{

InCaS(j)i
yn8in(j) ;

fprintf(fp6,"%lf Xlf\Bi
}

x.y)

fclose(íp6)
}

8. Programa para o cálculo da seção global de Poincaré em (z,p;) para
p fixo

8i.aclude <stdi.o.b>
8iaclude <natb.b>

doub[e L .].anbda.one8R , gan. E.rbo0 .ncond. anal .rn&x . de]tnnxx , pi

oid Rlu8e.Xutta(doubl8 t8npo.double npontpint n) ;
doub[e P(int j. doub]e yt4])i
double U(double rho.doubl8 z);
doubl© delUd8lrbo(doable rho,double z) ;

doubl© delUd©lz(double rbo,double z) ;



doable pot(doubl© x,double y);
doub[© i.aterpo]a(doub]e x.doab]© y.doub].i
double circulo(iat j.double x)i
doubl© rai.o(double x. dotibl8 y);

.doubl© çr)

{

double tenpi
i.at n;
Pll.B +ÍPl;

/+ Entrada

fpluíopea('
fscanf(fpl.
f 8 cana (fPI .

f s cana (fPI .
f 8 cana (fPI ,

fzcanf(fPI,
fscanf(fpl,
f scanf (!PI ,

facas.Í(fPI.
fscaní(fPI,
f scaní (fPI ,

f scaní (ípl .
f 8 cana (fpl .

f 8 cana (ípl ,

fclos©(fPI)

dos dados +/

POIXCAI.ia","r");
XU\a" . tl) ;

Xlí\n",tlanbdB);
Xlf\a",sonega);
Xlf\a" , &8an) ;

%lf\a".tB);
XIÍ\a",tZ'ho0)i
Xlf\n",tacond);
%lf\n",tznax);
%lf\n".&tüAX);
Xií \n " .&d©ltamax )

%].f\a" , tt euro) ;

%lf\n" . tnpont ) ;
Xd\a" , tn) ;

/+ Integraccao +/

Range.Katta(tenro,npont,n)

retém(0)
}

void Rua8e.Xutta(double teaapo.double npont ,iat n)

{

doab[8 EÍ,r114] ,ya114] ,ybt4] .yct4] ,t,k]E4] .k214] .k314] ,1414] ,k514] .k614]
doable r,zO,zl,pzlBzant ,pzant »ant ,z2,pz2 .auxcond,bcoad;
double delta,deltas.b, fatz ,n;

i.nt i.,k,batida,batidatota].;
Pll.E efP29 +fP3 ,efP4, efP6 , +fP6 ;

/8 lzquivos de saída e/
/+ S©ccao global de Poincaz'e
fP2=foP©n("POIXCllG.out","v")
/8 Va='iaccao da energia. raia

fp3=fop©n("POIXCÍGE.dat","v")
/+ Plano rbolz
fp4:íopen("P01XIGRZ.out
/+ Plano rholprbo e/

/+ íp5::íopen("POIXCIGR.out
/+ Plano zlpz +/

/8 fp6=fop©n("P01XCIGZ.out

/

/

afino ati.agi.do nunel'o de b&tidi Da 88ccao 8/

l& 'pi +l

pi:4.0eatan(!.O)

/8 Passo pax'a as condiccoes i.ai.dai.s
fatz=exp (pi/gan) ;

BulcondxznAI/fatz;
//bcond=(znu-nuxcond)/ncond ;

bcoad=0.05;

/

/e Passo pax'n o tempo e/

h=tenpo/(apont-l.O);

/8 Conde.cc&o iaicid. zO 8/
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//zOabcoad+aulcotld
zona.0i

/+ Contador do numero de batidas final e/

bBtj.datota],u0;

/e Look das condicco©a Inicj.aís
do

{

/

t'o.o;

d©ltau0.0;
bati.dBnl

/+ Coada.ccoes j.aj.dais +/

y 110] n'ho0+0 .0001 ;
ytlJnz0;
yt3Jn0.0;
yt2] =-Pot(2.08(E-U(yt0] ,ytt])) ,0.6) ;
/+ JE2J:pot(2.0+(B-U(yt0] .yt1])) ,0.6) +/

/e Inpr©ssao ao plano rholz 8/

fpriatf(fp4. "%14.101f Xí4. 101f\a" ,ytO] .Jt]] )

/+ Inpressao ao plano rholprho 8/

/+ fpriatf(fp8."X14.10]f %14.101í\a".ytO] ,Jt2]) ; +/

/8 lapressao no plano zXpz+/
/+ fprintf(fp6,"X14.101f %14.t01f\a",yt]] ,yt3]) ; e/

/+ Integrador' Rangi

do

{

de quarta 0rden+/

ut=y [0] ;
zantny [1] ;

pzant-yt3] ;

for(j.=0ii<n3;i++)
{

kl [i] nP (j. ,y) ;
yatilaytil+0.6+b+klEiJ;

}

for(in0;i<=3;i++)
{

k211iJeP(i.ya);
ybtíJ=ytiJ+0.6ebek2tiJ;

}

for(i=0;i<=3iÍ++)
{

k3tj.]:P(i,yb);
yC [i] UyEi] +h+X3Ci] ;

}

for(i.=0;i<a3;i++)
{

k4til=P(i.yc);
k6 [i] =k] [j.] +2 . O+k2 [i] + 2

k6tiJ:k6ti]/6.0;
yti] +nbb+k6 [j.] ;

O +k3 [i] +k4 [ j.]

}

/+ Calculo do raio d© z. pz 8/

rKraio(Jtl],yt3])i

/+ lvaliaccao dB ea©r8ia +/

E[a0. 5+(7 [2] +yt2] +Jt3] eyC3]) +U(J [0] .Jt]] )
d6ltRlnfBbB (E-BI) i

if(d8ltal>delta) deltBudeltal;
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i{ (fnod(k . IO .O+n) B =0 )

/e liapressao no plano rbolz e/
fprintí(fp4."Z14. 101f Xí4.101f\n".yrO] .yt]] )

{

/+ Impressão no plano rbolprho e/

/e fprintf(fp5,"%í4.101í %14.10]f\n".ytO] ,yt2]) ; 8/

/+ lzapr©ssao no plano zlpz+/
/+ fprintf(íp6,''X14.101f X14.tO]í\n",yC]] ,Jt3])i +/

}

/+ laTr8 sao n seco o de Poínca='e e/
i.f(((ytOJ-rbo0)+(ant-moO))<0.0 tt(yCOJ-moO)<0.0)
{

/+ Interpolaccao do ponto a ser gzaficado +/
z[=iaterpo]a(ant .y [O] .zant ,Jt]]) ;
pz[:i.uterpo]a(ant , y tO] ,pzant ,J 113]) ;
/e )ludancca d8 variável pua o circulo +/

z2=cilcalo(0,zl);
pz2ncirca].o(l , pzl) ;

fprintf(íp2 , "%14 . 101í Xt4. 101f\n" .z2 .pz2) ;

bati.da+=l
}

}vhi.].©(t<=tenpo)

/e lapreaaao da 'ra='i.accao da eaergi.a e/
fprintf(íp3, ''doltaE = Xe\a",delta) ;

/8 Inpr©ssao do rai.o naxino atingido +/
fpz'iREi (fp3 , "rnax = Ze\n" ,r) ;

/+ Inpr8asao do nula ro de batidas na

fpriatf (fp3 , "bati.da = Xd\a" .batida-l)

bati.datotal+=(batida-l)
z0+=bcond;
n+=1.0;

}vbil©(n<acond)

/8 ]npressao do nlu©lo total. de bati.das aa seccao 8/
fpriatf (fp3 , "bati.datotal = Xd\n" .bati.datotaJp) ;

fclose(fp2);
fclose(fp3);
/# fclos©(fp4)
/8 fclos8(fp5)
/+ fclos©(fp6)

/

'/

,/

}

/8 Punccao qu+ determina as equRcc08s do si.steaa Haai.ltoniano
doub[e P(int j. doab]e yC4])
{

/

.f(j=zO) return(Jt2]) i

esse íf (j==í) ='eram(yt3]);
lse ií(j==2) r8turn(-de]Ude]rbo(Jt0] ,Jt]]));
[se ir(j==3) retém(-de]Ude]z(yt0] .Jt]]))

else rotura(0.0)S a

/+ Punccao potenci.al e/

doubl© U(double rho. double z)
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{

doubl© a.b.e,d.e.f
a,rho8rhoi
baz+z;
cnB+b;
dupot (c . 1 .6) ;

©a(l./rabo)-(rho/d);
f=a/d;
gxPot(c,0.6);
hnlanbda/8 ;
iz0.6+eee+f-b;
retém(i) i

8.b.i

}

/+ Derivada da funccao potencial ©a relaccao
doab[e d4].Ude]rbo(doab].e rho.doab]e z)
{

'a Taxi.aTeI ='bo +/

double a,b,c.d.e.f,8.bpipjpE,l;
Bnl'bo+rho;
baz+z;
ca&+b;

d=pot(c,4.0)i
©u(rbo+ (b-2 .08 B) ) /d ;

capot(c,2.6);
BZ(3.08L+rbo)/f;
ha (L+L)/ (rho+a) ;

j.a(rho+ (2 .08b-a) ) /f ;

jnPOt(C.1.6);
kn ( lalabdae'bbo) /j ;

l=©'tB-b+i+k;
retém (1) ;

/+ Derivada dB fiuccao poteacid. en reli
double delUdelz(double rbo,double z)
{

variav81

doubl© a,b,e,d,e.f,8.b.i.j;
a=rho8rho;
buz+z;
caa+b;
dnpot(c.4.0);

(a8z)/d;
fuPot(c,2.6);
8a ((L-a) 8z) /f ;

hnpot (c , 1 .6) ;
i.u (laiabdR8z) /b ;

j =3 . 0+(-e+g) }i. ;

r.tum (j) ;

/e FuaccBO que fornec a potenci.a y de un numero real

double pot(double x.doubl8 y)
{

/

if (x>0 . 0)

rotura(©xp(Jelog(x)));
retém (O .0) ;

/e Hudancc& d© vara.aTeI da eli.ps© puB o circula
double ciz'calo(int j.double x)
{

:/

double a.b;
a=pot (onera , 0 .26) ;

b=1.0/a;
if(jKz0) rotura(b+x);

lse iÍ(j':Í) FetUm(a8x) i

IS9 return(0.0);



/+ FunccBO qa8 iaterpola o ponto B s8r gz'afi.Gado e/

double iat©r?ola(doubl8 x,doubl© JedOUbl8 z.double tl)

doubl© a.b.e.d.e,!;
{

b=y-REGO;
cuB+b;
d=y-x;
eac/d;

ret-.u(f)
}

/+ Punccao qu© calcula o raio entre z e pz +/
doubl8 rBi.o(doable x, double y)

doub].e a.b.c.d;
{

a=X8X;
b=y+y;

d:pot(c,0.5)
ret«.u(d);

}

9. Programa para o cálculo da seção global de Poincaré em (p,pP) para
z lixo

8include <stdio.b>
Binclade <natb.b>

double l.,lanbda, on88a,E,rho0,prhoO ,pi

void Run8©.Xutta(doable tempo,double apoat .int n)

doub[e P(i.at j. doab]e yt4])i
doub].8 U(doubl© rbo.doable z);
doubl8 d8lDd©lxho(double zho ,doabl8 z) ;

doubl© d8lUdelz(doabl© rho,double z) ;

doable pot(double x.doubl+ J);
double i.aterpola(doabl© x,doubl© y.doabl8 z,doubli
doable cü'Guio(int j ,double x) ;

double raio(doubl© x. doubl© y);

v)

mh0
{

double tenpi
j.nt n;
FILE eíPl;

nPont

/+ Entrada

fpl:fopea('
fscanf(fpl.
fscanf(fpt;
f s cana (fpl ;

íscanf(fpl
f 8 caaf (fpt .

fscanf(fpl
fscanf(fpt.
fscaaf(fpl,
fscanf(fpl.
fclos8(fPI)

dos dador e/
POIXCAlz.ia'',"r")
'Xlf\a" , tl.) ;

'%].f\a" ,t].anbda) ;

'Z].f\n",sonega);
'ZU\a" , tE) ;
'%lf\a".trho0);
'Zlf\a",&prbo0);
%lf\n" .tt enpo) ;

Zlf\ti",tapoat);
%d\a" . ta)

/e Int8gr&ccao +/
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Range.Rut ta(t enpo , npont . n)

retém (0 )

}

voi.d Range.Xutta(double teBpo8doubl© nPont pÍnt n)
{

doub[e B[,Jt4] .JaE4] ,ybt4] ,yct4] .t.Xt114] .t2t4] .k314] ,k414] ,k614] ,k614]
double z'.rbol ,prbol ,rboant .prboant , aat .rbo2 , pz'ho2 l auxcond.bcond ;

double deltll.deltas,b.lata,n;
j.nt í.t.batidas
FILE +íP2.+íP3,+ÍP4»eÍP6p+fP6i

/8 h'qai'ros de saída 8/

/8 S8ccBO global de Poincaz'e ao plano
íp2=fopen('ePOIXCICZ . OUt" , "V") ;

/+ Vax'iaccao da energia. raio naxino

fp3ufopen("POIXIGZB . dat" , "v") ;

/+ Plano rbolz

fp4nfop©n("POlIGZRZ. out " , "vl') i

/8 Plano zb'bo +/

/+ fp6ufop8a('POIXIGZR.out" ,"B") ; 8/
/+ P].ano zlPZ +/

/+ íp6nfopen("POIXIGZZ.OUt" ,"V'o) ;

/

/

rbolprbi

LtinBido

con z fixo +/

8 numero de bKtid

Pi=4.0+atan(1.0)

/+ Passo pu'a o telapo e/

h=tempo/(apont-1.0);

t:o.oi

deltn=0.0
bKtidaali

/8 Condiccoes inibi.ais
yt01-rbo0;
rttl=o.oooíi
yt2J-Prho0i
yE31=-Pot(2.0+(B-U(yE0] ,yt]]) 8Jt2])) .0.6) ;

/+ yt3Jupot(2.08(B-U(Jt0] ,yt]])-(yt238Jt2])) .0.6)

/

/

/8 llapressao ao plano rbolz e/
íprintí(fp4."X14. 101f Xt4. 101f\a" .Jt0] .yt]])

/+ Inpzessao no plano rbolprbo +/

/+ fpriatf(fp5."%14.101f X14.1011\a".yEO] ,yE2])i e/

/+ lacre sao ao plano zlpz+/

/+ fpriatf(fp6,"X14.101f X14.101f\n",Jt]] .yt3]) i +/

/8 lategrBdor Range-Xutti
do

{

de quarta ordena/

-nt:y [1] ;

rhoantaytO]
prboantaJE2J;

for ( i. zO ; i. < a3 ; í++ )

{

kí ti] :P(i ,l) ;

yati] ay [i.] +0 . 58hek] [i]

}

for(iu0;i.<=3;i++)
{

k2til=P(i.Ja);
yb [j.] ny ti.] +0 . 6 eb+k2 [i]
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}

for(inO;i<=3;i++)
{

k3tiJ=P(i.Jb);
yc [j.] =y [j.] +b»k3 [i] i

}

for(i=Oii<=3;i++)
{

k4tiJ=P(i,Je);
k5 [i] =k] [j.] +2 . 0e12Ei] +2 . 08k3 [i] +k4 [i]

k6tiJ=k5tj.]/6.0;
rCi] +nb8k6 [j.] ;

/+ Ca].calo do raio d© rbo. prho +/

r=aio(y [O] ,y [2] ) ;

/+ ]va].i.acção da energia +/

E[=O. 6+(y [2] +y [2] +y [3] +yC3])+U(J[O] ,yt]] )
deltalnfabs(E-EÍ);
if(deltal>delta) delta=doltal;

if (fnod(k , n) ==O)

/e lapxessao no plano lhoXz e/
fPZ'intf(íP4, "%14.101f %14.t01f\n",yt0] ,Jt]] )

{

/+ Inpreasao no plano rholprho 4/
/e frei.atf(fp6,"X14.t01í X14.101f\a",J[O] .Jt2]); +/

/+ lapa'essas ao plano zlpze/
/e fprintf(fp6,"%14.101f %14.101í\n",Jt]] ,yE3]) ; +/

}

/8 llapr©asaa aa a8ccao da Poincue +/

i.f((JtíJ+ant)<0.0 tt(ytll-ant)<0.0)
{

/+ latez'polaccao do ponto a ser graficado
rho[=iat ®rpo]a(ant .JE]] ,=boant .y [O]) ;

pzbo[:interpo]a(ant ,yE]] , prboaat ,JC2]) ;

/e [!adancca de vaz'iave]. pala o circa]o 8/
/e Z2=CirCUl0(0,ZI);
/8 pz2ncircalo(l,pzl);
/+ i!(fnod(k,20)==0)

/
/

'/

i/ fprintf(fp2,"%14.101f Z14.101f\n- ,rbol,prhol)

batida+=t
}

k+=l

}vbil©(t<=telapo)

/+ Inpressao da vax'iaccao da eaergi.a e/
fpriatf(fp3, "d8ltaE = )Ce\n".delta) i

/+ lapres8ao do rai.o nazi.no atingido e/

fpri.ntf(fp3."r aax = Xa\a".r);

/+ Inpr8ssao do nun©ro de batidas na secção +/
fpriatf(fp3, "batida = Xd\a".batida-l);

fclose(fP2);
fclose(fp3);
fclose(fp4);
/+ fclose(fp5)
/e fclose(fP6)

/

/

}
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/8 FunccBO qae deterniaR as equRccoes do

double P(int j, doab]8 yt4])
{

istena Hanilt piano +/

if(jua0) retém(yt2]);
else if(jan[) l:'atura(yt3]);
©ls+ if(jna2) reluz'n(-de]Ude]l'bbo(ytO] ,JE]]));
else if(jan3) rotura( de]Ude]z(ytO] .yt]]))i
8lse retuJ'a(0.0) ;

/+ Funccao potezici.al 8/

doub].e U(doabl© rbo. doubl©
{

z)

b,idouble aeb.C.d,e.f.8
a,rbo+rhoi
baz+z;
cna+b;

dqot (c. 1 .6) ;
©u(L/rbo)-(rbo/d);
fna/d;
8-Pot(c,0.6);
h=lanbda/8i
j.u0.5õe+e+f-b;
ret- .( j.) ;

/8

do'

{

D©riv&da da funccao pot8ncid. en reli
lble delUdelrbo(double zbo.double z)

a vax'i.aves. rho +/

double a,b.e.d,©.f,8,b
n=rho+x'hoi
bnz+z;
c=a+b;

d=pot (c ,4 .0) ;
8e(lbo8(b-2.0+a))/d;

caPOt(C.2.6);
BS(3.0+L+l'bo)/f;
ha (l.8L)/ (rbo+a) ;

j.a (rbboe(2 .0+b-a) ) /í ;

j nPOt (C .1 .5) ;
kn (lubda+rbbo) /j ;

lxe+8-b+ i. +k ;

retarn(1);

i.j.x.i

}

/8 Derivada da fuaccao
double delUdelz(doubl©
{

potencial ea
rho,doubl© z)

ili vu'j.av61 z e/

doable a,b,e.d,e
a=rho+rho;
b=zez;
c=&+b;

d'pot(c.'1.0);
©=(a8z)/d;
f:Pot(c.2.6);
BU((L-8) «z)/f ;

hqot (e. ! .6) ;
i=(lanbda+z)/bi
jn3.0+(-e'tB)+i;
r.t.lm(j ) ;

r,8,x.i,j

/8 Puacc&o qa8 fornece a pot©acíi

doubl© pot(doable x.doubl© J)
{

y de un numero real x +/

if(x>0.0)
retém (©xp (y8lo8(x))) ;
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}

retém (O . O)

/

d

{

Hadancca de va='i.aTeI da elipse pua o
tble circulo(int j,double x)

ircu].-
./

double a,b;
a=pot(onera,0.2S);
b=1.0/a;
if(j=xO) r©taJrn(bex) ;

-lse ií(j==í) return(a+x)
lse rotura(0.0);

}

/

{

Panccao que iaterpola o ponto a 8er 8raficado e/
Lble interpela(doable x.double J.doable z,double v)

doable a.b,c.d.©
a:z+y;
b=xev;
c=a-b

doabl© u,b.c,d
BnX+X

d=y-x;
©=c/d;
ret«.u(e)

}

/e Funccao qu© ca]cu].a o rai.o eat:

doubl© raio(doable x, double y)
{

PZ '/

b=y+y;
c=a+b;
dnpot(c,0.5)
r©tum(d) ;

}
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