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RESUMO

A dissertação desenvolve, com uma visão matemática, a modelagem da expressão

gênica no mecanismo de switch do vírus lago-lambda, quando este infecta a bactéria E

poli, segundo a proposta do artigo "The control OR system of bacteriophage lambda - a

physical-chemical model for gene regulation", de M.A. Shears e G.K. Ackers (Journal of

Molecular Biology 118, p.211-230, 1985). Na dissertação, mostra-se como pode-se levar

em conta a taxa de degradação das proteínas para que, nas equações diferenciais que
resultam da modelagem, possam existir, simultaneamente, dois equilíbrios, que

correspondem aos estados lítico e lisogênico de infecção

ABSTRACT

This work develops, under a mathematical point of view, the modelling of gene

expression in the switch mechanism of vírus phage-lambda, when it infects bacteria E. poli,

according to the paper "The contrai OR system of bacteriophage lambda - a physical-

chemical modal for gene regulation", M.A. Shears and G.K. Ackers (Journal of Molecular

Biology 118, p.211-230, 1985). It is shown how to take unto account protein degradation

ratos in order that, in the diHerential equations resulting âom the modelling process, there

could be, simultaneously, two equilibrium situations, corresponding to the litic and

lysogenic status ofthe infection.
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l Introdução

Este trabalho tem como base o modelo físico-químico formulado por Madeline A. Shea

e Gary K. Ackers em seu artigo "The contrai OR system o/ .BacteráopÀage Zambda - .4

pÀysicaZ-cÀemãcaJ made/ /or gene regra/ation", que descreve uma parte do processo biológico

da infecção sofrida pela bactéria -E. cozo quando em contato com um vírus denominado /ago

À. O modelo é um sistema de equações diferenciais baseado nos processos de regulação

gênica e na Termodinâmica Estatística.

Nosso objetivo é compreendo-to através da descüção dos processos biológicos essenciais

da reg'ralação genica, justá$cá-lo com os phncípãos da Temrtodinâmica Estatística e dar-lhe

um enfoque matemático, explorando o sistema de equações diferenciais em Ra , simulando

o modelo e discutindo os resultados.

Este estudo servirá para organizar de forma autocontida as informações necessárias para

o entendimento desse tipo de modelagem. Servirá também para deixar mais claro que a

existência de situações de equilíbrio pode ser naturalmente explicada pelas singularidades

do sistema, mostrando também a importância de se considerar os dados bioquímicos sobre

as taxas de degradação de proteínas, o que não foi feito no trabalho original.

Para introduzirmos o leitor no assunto, passamos a uma breve descrição do mesmo.

Existe naturalmente uma tendência cla bactéria Esc/zehcAãa co/{ (E.co/í) ser infectada

pelo bacteiiófago (fago) À um vírus destruidor de bactérias. Esta. característica foi des
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coberta no Instituto Pasteur, em Pauis, há mais de 40 anos (j131). Tal processo é bem

interessante pois verificamos que uma bactéria pode ser infectada por um vírus e, a partir

daí, ter seu metabolismo e suas funções modi6cados.

A bactéria .E.coza vive pacificamente no intestino humano (191). Pelo seu metabolismo

natural não causa nenhum mal ao seu hospedeiro (o homem), pelo contrário, pode até

quebrar resíduos complexos e transforma-los em substâncias simples gerando vitaminas

.D, Ã. e Bi2. Além disso sua população é controlada pelo organismo humano. Porém, ao

ser infectada por um determinado vírus torna-se tão agressiva que recebeu até um código

de identificação: é a .F. coza 0157:H7, que causa diarréia hemorrágica, podendo levar seu

hospedeiro (o homem) à morte.

Por outro lado, existe um exemplo benéfico. Esta mesma bactéria, ao ser infectada por

um outro vírus, o T7 recombinado com o À, leva o intestino humano a produzir insulina, o

que pode regularizar o organismo de uma pessoa diabética.

Podemos ver que o estudo deste tipo de infecção de uma bactéria por um vírus é

relevante tanto para evitar o mal como para providenciar o bem. Em ambos os casos um

modelo matemático qualitativo pode trazer contribuições valiosas, pois este pode prever

o tipo de desenvolvimento de uma bactéria ao longo do tempo, através da avaliação da

evolução das concentrações de proteínas específicas presentes em bactérias infectadas, dada

uma concentração inicial das mesmas. Desta forma, poderemos conhecer as possibilidades
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de desenvolvimento de uma colónia como um todo. O fogo À tem crescimento e controle

semelhante aos dos vírus citados acima (191), então este tipo de modelagem caberá para

ambos.

Falaremos primeiramente, no Capítulo 2, dos processos bioquímicos necessários para a

modelagem e dos elementos biológicos que compõem o sistema, expondo que após a infecção

duas situações podem ocorrer: instalar-se o estado lisogênico ( "dormente"), ou o mítico (de

reprodução do vírus e "destruição" da bactéria). Pretendemos utilizar o modelo do artigo

original para mostrar que os dois estados podem ser vistos como dois equilíbrios do mesmo

sistema de equações diferenciais.

Esta modelagem não inclui o momento de decisão inicial pois o modelo tem origem

estatística e não se aplica bem aos instantes iniciais de infecção (jll).

No Capítulo 3 faremos um breve resumo da Termodinâmica Estatística até o conceito

de energia livre de Gibbs e exporemos sua relação com a equação de equilíbrio químico.

Esta equação de equilíbrio químico e sua relação com a energia livre de Gibbs foram

utilizada no Capítulo 4, juntamente com dados apresentados em j151, para a formulação

do modelo quantitativo, através de um sistema de equações diferenciais em R2

No Capítulo 5 apresentamos a dinâmica do modelo e discutimos o seu retrato de fases,

fazendo considerações qualitativas sobre o mesmo.

Enceiramos este trabalho, no Capítulo 6, com várias considerações e pontos relevantes
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para futuras discussões sobre este tipo de modelagem. Não faremos, no entanto, uma

comparação numérica entre os dados oriundos do modelo apresentado e os dados reais

vindos das experiências que comprovem a eficácia quantitativa da modelagem.
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2 Descrição dos processos biológicos
2.1 0 hospedeiro

Figura 1: Foto de uma bactéria -E. coza (j131)

A bactéria -EscAehcÀia comi, ou simplesmente E.co/í - ver Figura 1 - é um indivíduo

unicelular, procarionte, com núcleo simples contendo uma única molécula de DNA cir-

cular, e seu hialoplasma contém apenas ribossomos, que são organelas responsáveis pela

produção de proteínas. Sua locomoção se dá através de flagelos e seus movimentos não são

casuais nem caóticos. De acordo com l51 esta bactéria tem um tamanho aproximado de

2 x 10'õ m (metros) ou 2p m de comprimento por aproximadamente ip m de diâmetro. Se

imaginarmos a bactéria, aproximadamente como um cilindro temos que seu volume é de

b' - a.( 1)2 x 2 = 2pm2 - 2 x 10'i; litros.

Este valor é utilizado ein j151 e j101 com esta mesma finalidade.

Na Seção 4.5, veremos que este valor sela útil para o cálculo da concentração, que é
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dada em À4 (molar) = moles / litros.

A massa da -B.cola é formada por: 70% de água, 15% de proteínas, 6% de moléculas de

RNA, 3% de açúcares, 2% de gorduras, 1% da molécula de DNA, 1% de sais minerais e

pequenas quantidades de outras substâncias. Seria necessária uma colónia de l trilhão de

E.co/ã para alcançar l grama de massa (191).

2.2 0 parasita

Figura 2: Ilustração do fogo-À atacando a bactéria

Bacteriófagos ou simplesmente fagos são vírus "comedores"de bactérias - ver Figura

2. O parasita fogo À, protagonista do nosso estudo, possui apenas uma molécula de DNA

com fita dupla - existem fogos com fita simples de DNA e ainda com uma fita de RNA

e uma cápsula formada por 15 proteínas diferentes, com uma cabeça na forma de um

icosaedro e uma cauda (j131). E obrigatoria.mente um parasita, pois para se multiplicar

necessita utilizar os recursos de um outro sei vivo, neste caso os de uma bactéria
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Figura 3: Momento da infecção (j131).
direita) .

Estado lírico (à esquerda). Estado lisogênico (à

2.3 A infecção

Quando o vírus entra em contato com a bactéria, ele se fixa na parede de sua célula e

injeta para dentro da mesma seu DNA, descartando sua cápsula corporal de proteínas

(j131). Ao entrar na célula, o DNA do vírus se circulariza: uma enzima do hospedeiro

liga covalentemente os terminais 3' e 5', cujos formatos são complementares (terminais

coesivos).

O faço À é di

após a infecção:

1. 0 estado lítica, também chamado de virulento, no qual o DNA do vírus (faço) toma

o controle sobre o mecanismo da bactéria e começa a se reproduzir, replicando seu próprio

código e fabricando novas cápsulas proteicas. Com isso a célula vai ficando repleta com

vários vírus prontos até que a célula da bactéria pise (estoure). Esta informação pode nos

to temperado pois pode assumir dois estados distintos de crescimentor S] ] l r
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dar a impressão errada de que ê a saturação aa ceiuia por novos vírus que a laz estourar, mas

na verdade o estado lítico desencadeia uma série de processos que culminam na destruição

da membrana celular. Este processo dura cerca de 45 minutos e o número de novos vírus

por célula pode variar de 50 a 1000 indivíduos (jlSI).

2. O estado lisogênico, no qual o DNA do lago integra-se ao da bactéria, permanen-

cendo dormente. Neste caso passa a chamar-se pro/ago e não faz mal algum à bactéria

Porém, quando ela se reproduz, gera nova bactérias já infectadas (j131).

Ambos os processos de reprodução são eficientes pois tanto o vírus quanto a bactéria

se reproduzem rapidamente gerando centenas de novos indivíduos em questão de minutos.

De fato, é graças à rapidez com que os indivíduos envolvidos se reproduzem que se pode

combinar genética com bioquímica para analisar a regulação gênica muito mais eficazmente

do que em organismos superiores.

2.4 0 DNA

O DNA é uma molécula inerte por si só, mas contém muitas informações a serem decodi-

ficadas. Essa molécula é composta por duas fitas formadas por uma seqüência de 4 bases

hidiogenadas que se ligam 2 a 2 formando pontes que unem as duas fitas.

Cada uma destas bases tem uma estrutura particular, o que faz com que a molécula

tenha uma superfície irregular, porém definida pela seqiiência destas bases. Cada grupo de

3 bases codifica um dos 20 aminoácidos existentes. Todo aminoácido possui dois grupos
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básicos em sua composição. Esses grupos também podem ser chamados de terminais,

pois ficam nas extremidades dos aminoácidos, ou ainda, domínios. Um deles é chamado

OarbozZ//, com a composição química dada por a00H - também chamado de O-terminal.

O outro é denominado .4mÍno, sua composição química é dada por ]V-Z72 - também chamado

de /V-terYrzãnaJ. Existem algumas exceções, mas em geral, são estes terminais que permitem

aos aminoácidos ligarem-se uns aos outros, de forma que o terminal ameno de um liga-se

ao terminal carboxyl do outro.

Os aminoácidos podem se juntar em pequenas ou grandes quantidades e ainda em diver-

sas seqüências diferentes, formando assim as proteínas, cada uma com seu formato carac-

terístico dependendo da seqüência e do número de aminoácidos que a compõe. Apresentam-

se tipicamente como um glóbulo irregular cuja superfície é cheia de cavidades e pro-

tuberâncias. Esta característica está intimamente envolvida num processo denominado

regulação gênãca, que será explicado na Seção 2.6, pois há proteínas que se ligam em

seqüências específicas do DNA ao longo de um subconjunto de pares de bases (pb), e cada

uma seleciona seu(s) local(is) de ligação(ões) entre uns 5 milhões ou mais de pares de ba-

ses, pela complementaridade de suas estruturas. Esta característica então permitirá que o

encaixe ocorra somente entre sítio (local do DNA) e proteína específicos.

A estrutura da proteína liga-se ao DNA somente sobre um determinado composto e

efetua sempre o mesmo tipo de reação. Esta grande especificidade está ielacionacla à coima
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isso este processo é chamado de Telha da Chave-Fechadura.

No processo de repZícczção, a molécula de DNA atrai para si uma outra chamada RNA

polimerase (RNAp), que é uma enzima - uma proteína especial. A função da RNAp é

traduzir o código genético do DNA e transcrevê-lo numa nova molécula, que vai sendo

formada no decorrer deste processo, o RNA mensageiro (RNAm). Ele funcionará como

um negativo de uma das fitas do DNA e levará a informação para o ribossomo, que é

responsável por executar a transformação das trincar de pb em aminoácidos, produzindo

assim as proteínas.

A RNAp liga-se num determinado ponto próximo do início de um gene, num local

chamado de saio promotor, e viaja ao longo de um ou mais genes sintetizando o RNAm.

Ocorre continuamente um desenrolamento e um reenrolamento de pequenos trechos do

DNA, que se separam temporariamente para a passagem da RNAp e a formação do uNAm.

Esta mudança temporária na característica do DNA, é chamada de /or'mação de compZezo

aberto.

Cada fita do DNA tem um sentido específico de transcrição, como se fosse uma rodovia

duplicada, onde cada pista pode ser trafegada num único sentido, isto é, cada fita só pode

ser copiada num sentido. Cada promotor aponta a RNAp num ou noutro sentido ao longo

da hélice do DNA. Assim copia apenas unia das fitas do DNA de cada vez

tridimen sion a,l de n,mãosl l cnFEles se encaixa.m perfeitamente como chaves em fechaduras, por
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2.5 O DNA do lago À

De forma geral, o À-DNA tem dois genes, que podem ser considerados, mais importantes.

São os genes cro e c/. Estes genes são adjacentes no À-DNA, mas seus promotores apontam

Q RNAp em senti,dos opostos.

De acordo com j131, no estado lisogênico, praticamente só o gene c/ do profano é trans-

crito. Esta característica é incorporada no modelo, prevendo que o gene cro tenha pouca

chance de ser transcrito no estado lisogênico.

A transcrição deste gene pela enzima RNAp (RNA polimerase) produzirá um RNAm

(RNA mensageiro) que ao ser traduzido sintetizará a proteína chamada C7-Repressor ou

Rep, responsável pela manutenção do estado lisogênico. Esta proteína reprime a transcrição

do outro gene, o cro, o qual só poderá ser transcrito eficazmente na indução para o estado

IÍtico.

A transcrição deste outro gene gera a proteína Cro, que reprimirá a síntese da proteína

Rep e permitirá o avanço do crescimento lítico.

A Figura 4 mostra um esquema do mapa genético do À-DNA. Seu genoma completo

envolve uns 50000 pb. O vírus carrega genes que são responsáveis por várias funções: gerar

enzimas que permitirão encaixar seu DNA no DNA da bactéria, gerar enzimas que farão o

contrário, se ocorrer uma mudança pala o estado lítico, geiai a cápsula de proteínas pala a

formação de sua estluttua, etc. A produção de proteínas a partir desses genes é feita com
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Figura 4: Mapa genético do rabo À

s recursos da célula invadida.

Os outros genes pertencentes ao À-DNA, não participam da modelagem mas têm seus

papéis definidos em cada estado de crescimento da bactéria. Os genes .N, c/7 e c/77 atuam

desde o momento da infecção e contribuiem na decisão inicial sobre qual caminho seguir.

Se a decisão for pelo crescimento lírico, passam a atuar os genes Q, cro, Z)JV,4 rep/àcatíon,

além de .V. Em seguida, mais genes também são atíuados, os dos grupos Àead e faJ/ e por

fim os do grupo Z3/sÍs.

No outro caminho, pala o crescimento lisogênico, os genes que atuam são: c/, c// e

eco'rn b't'na, t't o'n,

0
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A Tabela l apresenta de forma esquemática os genes do À-DNA e suas funções

Tabela 1: Descrição do mapa genético

2.6 A regulação gênica

A regulação gênica é um processo biológico muito simples, porém, fundamental neste e

em outros casos e ocorre naturalmente desde o início da vida. Por exemplo, quando um

ser vivo está em formação, tudo começa a partir de um ovo fertilizado, gerando células

que vão se dividindo milhões de vezes, onde cada nova célula recebe um conjunto de genes

idêntico. No decorrer do processo de desenvolvimento vários tipos de células vão formando

as diversas partes do corpo deste novo ser, porém todas elas têm o mesmo código genético.

O que vai determinar o formato, a função e outras características de cada célula é a

19

GENE A r' A (')
  Genes importantes:

c/ gene que sintetiza a proteína Rep.
  gene que sintetiza a proteína Cll.

clll gene que sintetiza a proteína Clll.
cro gene que sintetiza a proteína Cro.
N gene que sintetiza a proteína N.
e gene que sintetiza a proteína Q

  Grupos de genes reunidos pela função:
recombinatÍon 10 genes que sintetizam proteínas que ligam os DNA's.
DNA repticütion 2 genes que sintetizam proteínas que duplicam o DNA.
iZ/sãs 3 genes que sintetizam proteínas que controlam o crescimento lírico.
head «' 10 genes que fabricam as cabeças das cápsulas de proteínas.

  -' 12 genes que fabricam as caudas das cápsulas.



relação dos genes atados e anafados em seu DNA e ainda o grau de atividade dentro da

célula envolvendo a transcrição destes genes, ou seja, cada célula usa só um subconjunto

de seus genes para a produção direta de outras moléculas que podem inclusive influenciar

nas transcrições de genes. Dizemos que a relação destes genes e os graus de atividade

envolvendo suas transcrições é a expressão genica.

Entendemos por genes atÍuos, aqueles que podem ser transcritos e inÚtIl;os aqueles blo-

queados e que portanto não podem ser transcritos. Cada gene pode estar temporariamente

atino ou Hálito. E ainda, os genes atados podem ter diferentes graus de atividade.

Um gene ativo, ao ser transcrito permite a produção de uma ou mais moléculas de

proteínas. Estas proteínas poderão influenciar na transcrição de um ou mais genes, inclusive

do próprio gene que as originou. Essa influência poderá gerar diferentes graus de atividades

para os diversos genes ativos e ainda ativar ou desativar genes. As etapas da regulação

gênica vão se desenrolando como uma cascata, um evento após o outro, de maneira que

uma ordem seja estabelecida e que cada evento ocorra somente no momento adequado.

Alguns genes são transcritos somente depois de algum tempo ou de algum comando. Por

exemplo se o gene que produz o /{se na bactéria fosse transcrito desde o início do processo,

ela estouraiia antes que novos vírus fossem produzidos.

Este processo não ocorre somente na formação do ser vivo, mas durante toda a ç'ida da

célula. Genes ativos podem tomar-se inativos e vice-versa, basta que algum fatos interno ou
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externo contribua para isso. Por exemplo, quando uma pessoa toma sol sua pele escurece

porque os genes que aumentam a pigmentação nas células são ativados, ou seja, existem

fatores que modificam o estado do gene. Por isso dizemos que a expressão gênica é regulada.

Os biólogos ainda estudam como ocorrem estas ativações naturais de genes durante

o desenvolvimento do ser e ao longo de sua vida. Procuram conhecer os mecanismos de

regulação gênica que participam do circuito de decisão, quais garantem a ativação ordenada

de um conjunto de genes, quais destes passos são dados por programas intracelulares e ainda

quais são dados por sinais extracelulares.

A regulação gênica é um processo que se baseia no seguinte fato: se o sítio promotor de

um gene ou grupo de genes está livre, o gene está ativo e poderá ser transcrito assim que

a RNAp se ligar ao promotor. E estará inativo se parte deste promotor estiver bloqueado

por uma proteína. Este tipo de proteína é chamada reguZatór a justamente porque regula

a ativação de um ou mais genes. Fica claro que estas proteínas exercem um contra/e sobre

o processo: dizemos que este controle é negativo quando uma proteína se liga ao DNA,

bloqueando um promotor e portanto impedindo que um ou mais genes sejam transcritos,

e dizemos que é positivo quando uma proteína se liga ao DNA num local adjacente ao

promotor de forma a atrair mais fortemente a RNAp para a-quere promotor e a aumentar

a chance de que um ou mais genes sejam transcritos.

De um modo geral, o local do DNA onde as proteínas regulatóiias se ligam chama-se
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sizzo operador e estende

de l ou 2 promotores.

Um tipo de proteína regulatória em particular se encaixa num ou mais sítios operadores

na molécula de DNA. Um sítio operador poderá ser direito ou esquerdo indicando o

sentido para o qual ocorre a transcrição dos genes da fita do DNA em que está. Porém,

mesmo sendo um operador direito, por exemplo, ao ser ocupado poderá bloquear um gene

cujo promotor é esquerdo, isso porque as fitas do DNA formam uma espécie de hélice e as

proteínas, com sua forma tridimensional podem, ao se encaixarem num operador direito

encobrir parcialmente um promotor esquerdo.

Portanto, se a proteína estiver presente, usualmente ela será encontrada no sítio opera-

dor, mas ela pode facilmente sair do sítio, permitindo assim que outra proteína idêntica se

encaixe. Tudo irá depender da sua concentração - dada em ]M (molar) = moles/litro - e

da sua aánidade - força com que o encaixe ocorre - pelo sítio operador. As ligações nunca

são definitivas: ligamentos e deslizamentos ocorrem a todo instante, e é nesse fato que se

baseia a modelagem que apresentaremos.

Os sítios operadores nos quais as proteínas regulatórias Rep e Cro podem se encaixar

no À-DNA são três, todos operadores direitos, denominados OXI , On2 e Om. Eles ficam em

locais adjacentes, não se sobrepõem e tomam parte dos promotores dos genes que atavam

n -intoco rl0Qtna nt'flt01'.na

podendo tomar parteaproximadamente 17 pares de basesse por l l r l
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Figura 5: Ilustração dos sítios promotores e operadores (j131)

Como podemos ver na t'igura 5 os sítios operadores ORI e OR2 tomam parte do promotor

do gene cro denominado .f)n e os sítios operadores Oa2 e ORS tomam parte do promotor do

gene c/ denominado .f)XÀ/.

Para cada sítio operador

proteína e esta pode variar dependendo da situação. Se um sítio tem uma afinidade menor

que a do outro então em algum instante de baixa concentração da proteína somente o sítio

com maior afinidade estará ocupado. Mas uma alta concentração da proteína poderá fazer

com que a diferença de afinidade seja ignorada e assim ambos serão ocupados. As ligações

entre proteínas e sítios operadores são muito importantes, pois determinam se

um ou mais genes estão ou não ativos (j131).

Nas seções 2.7 e 2.10 descieveiemos qualitativamente duas situações:

v/ A manutenção clo estado lisogênico --, estando a bactéria lisogêni

1 1 m n l:nrpnY' de denominada a$nidade com aexiste] r encaixe, Z

ca, o'u se.la, com.]
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o profano integrado em seu DNA, determinaiemos quais os níveis de concentrações das

proteínas que garantem a manutenção da atual situação.

v/ A mitdança para o estado mítico --, situação contrária à anterior, ou seja, quais

n[+npnnaacl nno nlxrnBn renal-no nan/ nn+v'n#ar\AO nnnPT'/\+am n mll/4f\nnn /]r\ nota/4/\
cbi UE;i CL\rvt;D ll\JD iii Y t/iD \lt;Dual \'vii\.E;iiul cb\-vE)D (À\'cLL i \; uc+iii cb iii Li\Aaii\yCb \xt/ \aD ucb\AL/-

Em resumo, sabemos que dois genes presentes no DNA do fogo são os mais importantes

e de forma bem simplificada são os responsáveis por ambas as situações (Tabela 2).

Tabela 2: Ação das proteínas regulatórias

Um esclarecimento sobre a notação: Como em todas as nossa referências, utilizaremos

letra inicial minúscula e caracteres em itálico para representar os genes cro e c/e letra inicial

maiúscula para representar as proteínas Cro e Rep.

2.7 0 controle

A decisão inicial sobre qual caminho de reprodução seguir, que ocorre logo após a infecção,

se dará exclusivamente no DNA do fogo, também através da reg&Zaçâo gêníca. Há aqui uma

questão que parece ainda não tão bem compreendida, sobre a decisão inicial. Em j131 e

j151 trata-se de um processo de regulação gênica, assim como todas as decisões e processos

posteriores, porém envolve mais elementos (genes, proteínas, etc). Já em jll, esta é tratada
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cona a adição de flutuações probabilísticas, que podem levar a um ou outro estado.

Esta decisão também depende de fatores externos, tais como a condição nutricional

da célula e do meio em que ela está. Se decidir pelo crescimento lírico, o caminho é

praticamente irreversível (j131) até o estouro da bactéria, mas se optar pelo crescimento

lisogênico, temos interesse em estudar quais fatores são cruciais para a manutenção deste

estado e quais concentrações das proteína provocariam uma mudança posterior para o

estado lírico. Teoricamente, verificaremos no modelo que há possibilidade de reverter o

estado lítico introduzindo-se uma quantidade de proteínas Rep. Mas numa situação real,

ao entrar no estado lírico, muita coisa muda no interior da bactéria: o DNA do lago se

separa do DNA da bactéria, mais vírus e portanto mais material genético é fabricado e a

célula acaba por estourar, de forma que nosso modelo teórico perde a validade.

No estado lisogênico, c/ é o gene do profano com maior grau de transcrição e, portanto,

aquele que sintetiza mais proteínas. Este gene pode ser regulado tanto positiva quanto

negativamente na expressão gênica. Estando ativo, sintetiza a proteína Rep, que se liga

ao DNA do profago e ajuda a sintetizar mais proteínas do mesmo tipo (controle positivo).

Portanto, contribui no aumento de sua própria concentração dentro da célula. Essa proteína

também se liga ao À-DNA, bloqueando o sítio promotor do gene cro, tornando-o inativo

(controle negativo). Além disso, as proteínas livres também podem se ligar a outros À-

DNA's que venham a reinfectar a bactéria, tornando-os inativos (controle negativo). Isto
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mostra que outro lago não pode começar o ciclo mítico numa bactéria que já esteja no estado

lisogênico. Diz-se que a céZuZa Zisogêníca é imune à infecção por um À-vírus (j131).

2.8 A indução por radiação ultravioleta

No estado lisogênico, Rep entra em Oai e Oa2 (esta situação juntamente com a RNAp no

sítio promotor PRÂ/ é o estado transchcionaZ mais provável do sistema no geral) bloqueando

.f)R (desativando cro) e estimulando a transcrição de c/. Nessa situação, a proteína Rep está

sendo sintetizada em alta escala. Assim a célula se reproduz (cresce e se divide), com o

gene cro permanecendo com um grau de transcrição baixíssimo. Aqui, assim como em

j151, não nos preocuparemos com as variações de volume e a presença de 2 DNA's nos

momentos que antecedem a divisão celular, mas tal informação poderá ser incorporada em

trabalhos complementares se houver a pretensão de se simular um modelo mais realista. Se

a concentração de Rep aumenta muito, então o sítio operador Om será também ocupado,

diminuindo drasticamente a produção de Rep (auto-regulação - que poderá ser confirmada

no modelo). Porém na divisão celular a concentração cai e Om é novamente desocupado,

portanto c/ volta a ser atiçado. Embora nosso modelo não preveja a divisão celular, outro

mecanismo de diminuição da quantidade de proteína Rep é a degradação natural que ela

sofre, assim como qualquer outra proteína. E isso que permite atingir-se um equilíbi-io na

concentração de Rep.

Numa experiência (j13j e referências ali contidas) realizada ]la década de 50, uma pc-
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pulação de bactérias infectadas foi exposta a uma certa quantidade de radiação ultia-violeta

e os pro/figos tornaram-se virulentos, ou seja, passaram do estado lisogênico para o estado

lírico. Muitos agentes semelhantes ao raio UV induzem a mudança do ciclo lisogênico para

o mítico, matando a bactéria. Em j131 é cogitado a hipótese de que o raio UV danifique o

DNA da bactéria o que irá leva-la a morte, então o profago sente através de enzimas bacte-

rianas o iminente falecimento de seu anfitrião e muda para o ciclo lírico. N'las existe ainda

uma outra hipótese dada em j13) e jlSI de que, com a irradiação, a proteína regulatória

que é responsável pela manutenção do estado lisogênico começa a ser degradada e então

permite o avanço do crescimento mítico. E bom salientar que, mesmo na ausência de fatores

externos, existem casos isolados de bactérias que entram espontaneamente no estado lítico.

Ficaremos com a hipótese de que, com a radiação ultravioleta, a proteína Rep é destruída

(aumenta o grau de degradação). Essa maior degradação ocorrerá porque uma proteína

bacteriana chamada RecA, que em estado normal catalisa recombinações entre moléculas

de DNA, fica hiperativada e passa a quebrar moléculas de Rep ligadas ou não ao DNA.

A queda na concentração da proteína Rep se acentua e a produção da mesma também

diminui, pois c/ está quase inativo. Os sítios OXI e OX2 permanecem mais tempo deso-

cupados, o que diminui ainda mais a chance de tiansciição de c/ e a síntese da proteína

Rep. Aumenta ainda mais a chance de RNAp ocupar o promotor .f)n e aumentam o grau de

transcrição do gene cro. O resultado disso é que a proteína Cro passa a sei sintetizada mais
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Com o aumento da sua concentração, a proteína Cro é que determina o curso agora. Neste

ponto o "interruptor" é mudado e começa o estado lítico.

A ação da Cro é mais simples que a da Rep pois esta se liga independentemente nos

OX 's (não se ajudam) e portanto o controle sobre as transcrições é estritamente negativo

- quando bloqueia -f)nÀ/, não permitindo a transcrição de c-t. Suas afinidades com os sítios

operadores são opostas às da Rep, como mostra a Tabela 4.

Conforme aumenta a concentração da Cro, aumentam as chances destas se ligarem nos

sítios operadores. Se a concentração âcar muito alta, esta proteína pode bloquear seu

próprio promotor e impedir sua própria transcrição (auto-regulação). h/las o estado lítica e

as ações necessárias pala a reprodução de novos vírus já estão em pleno andamento e como

já dissemos é um processo praticamente irreversível.

Resumidamente, a constituição do controle (interruptor) gênico é dada pelas duas

proteínas regulatórias, Rep e Cro que competem na ocupação de três sítios operadores

direitos, OXI, On2, Om e a enzima RNAp que poderá se ligar em dois sítios promotores .f)a

e PKN!.

Pod

sogênico temos c/ ativo e cro inativo, enquanto que no ciclo lírico c/ está inativo en

ciuanto cro está ativo (Tabela 3)

eficazmente e tem mais chance de se ligam ao DNA do lago porém com efeitos contrárioslZ l l l

dizer aproximadamente interruptor tem duas posições no ciclo liemos l l que o r['1] e
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CICLO LISOGENICIO c/ on e cro oH'
CICLO LITICO c/ off e cro on

Tabela 3: Ativação dos genes

Estes 3 sítios operadores são semelhantes porém não idênticos, assim podem ser dife-

renciados pelas proteínas regulatórias. Isso explica as diferentes afinidades que as proteínas

regulat(árias têm com estes locais (Tabela 4).

Tabela 4: Intensidade das afinidades

A RNAp é provida pelo anfitrião e, quando se liga em .f)n, transcreve para a direita o

gene cra, e ao ligar-se em .f)Xm transcreve para a esquerda o gene c/. Não ocorrerá portanto,

transcrição simultânea por uma única RNAp de ambos os genes, pois as mesmas ocorrem

em sentidos contrários.

2.9 Descrição das proteínas regulatórias

A forma básica na qual a proteína Rep é sintetizada se constitui de dois domínios ou

terminais ligados por uma espécie de haste, como mostra a Figura 6. Um destes terminais

é denominado Carboxyl (C'00H) pela composição química da extremidade livre do seu

último aminoácido. Pelo mesmo motivo o outro domínio é chamado Ameno ( VH2). A
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Figura 6: Molécula de monõmeros da proteína Rep (j131). O domínio Carboxyl. N domínio
Ameno.

Atino Inativo

Figura 7: Encaixe dos dímeros de Rep nos sítios operadores Oa2 e Om tornando o gene
cro inativo e RNAp no sítio promotor atw tornando o gene c/ mais ativo (j131).

estrutura toda é composta por 236 aminoácidos, onde 92 compõem o domínio Ameno, 104

compõem o domínio Carboxyl e 40 formam uma espécie de haste que une os dois domínios.

Esta forma simples na qual a proteína é sintetizada denomina-se monõmero, porém

para ligar-se ao DNA e cumprir o seu papel de proteína iegulatória deve juntar-se a outra

idêntica e formal um dímero (dupla de monõmeros). O contato entre os monõmeros ao

formar dímeros é feito pelo domínio Carboxyl enquanto que o encaixe no DNA se dá através

do domínio Amino. ver Figura 7
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e número de monõmeios da proteína Rep presente na célula lisogênica.

Em j131 temos que praticamente 95% das Rep estão formando dímeros. Já em j151 esta

proporção é dada como de 80%. Nosso modelo utiliza a primeira hipótese.

Desta forma, se é dada uma população inicial de 200 moléculas de monâmeros de Rep,

temos 95 moléculas de dímeros e 10 moléculas de monõmeros livres na célula. A relação

entre o número de moléculas de dímeros de Rep é de 47.5% do total de moléculas de

monõmeros presentes.

A proteína Cro também é sintetizada na forma simples de monõmeros. Estes se ligam

formando dímeros para o encaixe no DNA, como vemos na Figura 8, começando pelo sítio

Om. Quando a concentração de dímeros de Cro é muito alta, esta proteína ocupa o sítio

operador OXI e pode bloquear sua própria transcrição.

Estes monõmeros possuem um único domínio respon

ricamente 100% formam dímeros (j131 e j151).

Podemos dizer que existe um tipo de interação entre os monõmeros destas duas proteí-

nas, fazendo com que seja mais comum encontra-las em forma de dímeros do que em forma

rl p T-n flui flTTI OT' rlq

Em nossas referências existe uma divergência nas proporções entre número de dímerosS T'

sável pelas duas interações e prae
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nativo

Inativo

Atino

Inativo

Figura 8: A RNAp em PR, transcrição do gene cro atava (j131)

2.10 Competição, interação e cooperatividade

Tanto Cro quanto Rep formam dímeros para ligar-se em Oai , On2 e On?=3 e ambas se encai-

xam nos mesmos locais no DNA, o que exclui a possibilidade de ambos ocuparem o mesmo

sítio operador. Este fato nos dá uma idéia de competição entre elas. Estas ligações de

natureza química não são covalentes e portanto podem ocorrer dissociações.

As possibilidades de ocupação nos sítios operadores pelas proteínas regulatórias e dos

sítios promotores pela RNAp, assim como as características provenientes de cada uma

destas possibilidades geraram uma série de afirmações que serviram de roteiro para a for-

mulação do modelo físico-químico do nosso texto base (j151).

Além disso, há vários tipos de interações importantes que devem sel e foram levadas

em consideração, pois a força de atração entre proteína e DNA muda de intensidade devido

à existência de algumas cooperações.
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U climero de Hep tem ahnidades diferentes para cada CJa porque estes sítios operadores

são semelhantes mas não idênticos. Estas pequenas diferenças fazem com que o dímero de

Rep reconheça como preferencial o sítio Oai. Normalmente após tê-lo ocupado o próximo

será Ox2 e, por último, se a concentração for suficientemente alta, ocupará On:3.

Os dímeros de Rep também têm afinidades aos pares, ou seja, dois dímeros de Rep

ligados em sítios operadores vizinhos, OXI e (1)n2 ou On2 e Om se ajudam mutuamente.

Essa afinidades são expressas em termos de energia livre, como veremos na Seção 3.11

Algumas das configurações dadas em j151 que podemos ver a título de exemplo são:

v Apenas um dímero da proteína Cro em Om.

v/ Apenas um dímero da proteína Cro em OX2.

v Dois dímeros da proteína Cro ocupando simultaneamente Om e Oa2.

« Apenas um dímero da proteína Rep em Oai.

y' Apenas um dímero da proteína Rep em (1)x2.

v Dois dímeros da proteína Rep ocupando simultaneamente Oai e Oa2

v Um dímero da proteína Rep em OXI e um dímero de Cro em OR2.

Todas as possibilidades com a quantificação das afinidades são dadas na Tabela 6, que

erá explicada oportunamente (Seção 4.2).

A posição mais importante pala Rep é a ocupação de On2 onde exerce controles positivo

negativo especiâcados na Tabela 5. Estando nesta posição o Rep aumenta a possibilidade

S

e
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Tabela 5: Tipos de controle

de transcrição de c/, pois aumenta a chance da RNAp ligar-se em .f)nx/. Isso porque o

domínio amino toca a RNAp fazendo mais uma interação - além da que já existe entre

DNA e proteína - agora entre proteínas.

As aârmações mencionadas nos permitem escrever 40 configurações possíveis para as

ligações envolvendo as proteínas regulatórias e os sítios operadores Oa 's e ainda entre a

RNAp e os sítios promotores. Cada uma delas possível e mais ou menos provável, de acordo

com suas afinidades e a concentração das proteínas regulatórias e ainda da RNAp. À/leis

adiante (Capítulo 4) veremos como usar estas informações para a construção do modelo

matemático que prevê a dependência das concentrações em relação ao tempo.

Nesta etapa, já consideramos as características biológicas do nosso problema, porém

na formulação do modelo são consideradas muitas características físicas e químicas que

podem ser melhor entendidas através da Termodinâmica Estatística. Por isso devotaremos

o próximo Capítulo ao entendimento de aspectos básicos desta teoria para depois voltarmos

à quantificação dos processos descritos neste Capítulo.
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3 'lFermodinâmica Estatística

A modelagem propriamente dita dos processos biológicos descritos no Capítulo 2 será feita

apenas no Capítulo 4. Aqui apresentaremos de forma sucinta a teoria da Termodinâmica

Estatística de forma a justificar a equação de equilíbrio químico (lO) e a relação da constante

de equilíbrio com a energia livre de Gibbs.

Neste Capítulo buscamos ainda entender o conceito de energia livre de Gibbs e, ao

olharmos para a natureza química destas ligações, compreender como esta energia influencia

na freqüência de ocupação de cada sítio operador no À-DNA pelas proteínas regulatórias

e dos sítios promotores pela RNAp. Nosso intuito é dar ao leitor não iniciado as idéias

básicas que estão por trás dos conceitos utilizados na formulação do modelo, para que a

leitura seja praticamente autocontida.

Se ao leitor for familiar à teoria ou simplesmente assim o desejar, pode pular este

Capítulo, admitindo-se a validade da Equação de equilíbrio (lO), a qual retomamos e uti-

lizamos no Capítulo 4.

3.1 Pressupostos provenientes da física quântica

Na Nlecânica Quântica (141), a evolução de uma partícula é descrita por uma função Ú(z, t)

com z C IR3, t € 1R, a valores complexos. Essa função satisfaz a equação de Schrõdinger

;hg- v'ú-' }''(«)@
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,'« -8 *Ü *g ,
onde z = (zi, z2,z3), m é a massa da partícula e h = g:eZgãiQ== (é a constante de Planck

h dividida por 2n). Se adequadamente normalizada para que sua integral espacial valha

1, a função l@l2 fornece a distribuição de probabilidade de se encontrar a partícula em

determinada posição no instante t. Além disso, a função V(]ç) é a energia potencial clássica

associada a um campo de forças conservativo.

Se buscarmos soluções do tipo @(z,t) = T(t)u(z) (com variáveis separáveis) com T

IR --, (C e u : R3 --, C, obteremos:

íh$(t)«(«) - -gl;v:«(")r(t) + }'(')r(t)"(')

e dividindo a equação toda por T(t)u(aç) teremos:

:"''M - -.- "(«)

Para que haja a igualdade para todo (z, t) é preciso que exista uma constante .E C C tal

que

;«w - ,. (3)

e

(«) -'. (4)



A E;quaçao tóJ e ordinária e nnear, e tem

Equação (4), podemos reescreva-la como:

O operador -H : u ---, r -- gâV2 + V(z)'lu é chamado de operador #amàlton ano. As
\ '''' /

soluções de (5) dependem de }'(aç). Para entendê-la, observamos que H é um operador

linear agindo num espaço de funções, em geral o espaço de Hilbert das funções -L2 (a

derivação é entendida no sentido de distribuições). Se existem .E e u tais que Hu = Eu

então u é autofunção para H e E é um autovalor.

O estudo de .17 deve ser feito caso a caso, mas admitirei

propriedades, em geral verificadas nos casos de interesse:

(a) seu espectro é discreto, real, positivo e enumerável (isto é, é o conjunto de seus

a«to«leres) ;

(b) o conjunto das autofunções é uma base ortonormal das funções L'

Os autovalores .EI , .E2, E3, . . são chamados de ua/ares de energia e o espectro

de espectro de energia.

Como consequência, suponha que procuremos uma solução da equação de Schrõdinger

tal que @(z,0) = uo(z). Então escrevemos @(z,0) = Ejajuj(=) onde ui,u2,... são as

:': * «.,,) « - ,«

g'soluções do tipo 7'(t) = Ce No caso daÍe l

tenha as seguintesos que P

é chamado

(5)
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segue que aiunçao

E
J

chródinaer com a condicão inicial

Ü(z, t) ., .-: #''«j (#)

autofunções associadas aos autovetorese T'

prescrita, usando o fato del C S ae a solução aa equação cie õc

que este operador é linear.

Como l@l2 fornece a distribuição de probabilidade em cada instante da posição da

partícula sua integral deve valer l (na verdade após normalização apropriada). Por outro

lado

l@ ' -

assim a soma do lado direito deve ser igual a 1. A interpretação física é qu

a probabilidade de se encontrar a partícula no estado de energia Ej.

3.2 Partícula numa caixa

a:« - }: l«,I'
J

Um dos exemplos mais simples, mas que nos interessa bastante, é o de uma partícula numa

caixa unidimensional, cujo potencial pode ser modelado por

"(«)-{.= :: lzl < «

então ü(=) = 0. Para z dentro de (--a,a) vale

, 2m
«" (") + -b-r"(") - o
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Se E' < O, temos a equação u"(z) = k'u(a) cujo polinõmio característico tem como

raízes os valores k e --k. A solução geral desta equação é zz(z) = ciek' + c2e'k' mas pala

esta solução se anular em a e a será preciso que ci = c2 = 0 então u(z) = 0.

Se -E = O, temos 3>(z) = 0, cuja solução geral é u(z) = ciz+c2. Mas para esta solução

se anular em --a e a temos que ci - c2 - 0 então, u(z) = 0.

Se E > 0, temos a equação u"(]ç) = --k:u(z) cujo polinõmio característico tem como

raízes os valores ák e {k. A solução geral desta equação é u(z) = ci cos(kz) + c2sen(ka)

com k'

As soluções que buscamos são combinações lineares de sen(kz) e cos(ka).

No caso dos senos buscamos sen(ka) = 0 = sen( ka). Isso implica que ka = na com

n = 1, 2,3, ... , isto é,

*' - aF - n2T2

ou ainda

,-g;.'
( ka). IssoNo caso dos cossenos cos(ka)

2%ê = k' = (n + {):$, então

, -=.« *{,'
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4 - g;.'
Juntando tudo a lista completa dos autovaloies éa

para .7 - 0, 1, 2, ...

Para passar a uma caixa tridimensional, veremos um caso particular de potencial

V(zl,#2,a3) dado por }'(zi,iç2,z3) = H(zl) + V2(z2) + V3(z3), com cada q , .j = 1,2,3

função unidimensional semelhante ao caso anterior.

A caixa pode ser suposta cúbica após uma mudança linear de coordenadas. Então a

ecjuacao
2

E
l t' x--z2

i y \zl)J;2)=;3J'üE :: .o'u

pode ser resolvida por ua(zi, aç2, z3) = ui(zi)u2(z2)u3(z3), com

com .j :: 1, 2, 3 e .E; :: ei + e2 + e3.

Assim pode-se dizer que (141), as autofunções de (-- h2 V2 + y) são os produtos de três

autofunções tmidimensionais, e os autovalores são a soma dos autovalores unidimensionais

correspondentes. Temos que a lista dos autovalores é o conjunto

L2 2

:;Í:.(j? + j{ + .jg) , J:,.j2,j; ' N

uj (zj)

(6)
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3.3 Contagem dos níveis de energia

Para compreender a teoria da Termodinâmica Estatística é importante calcular o número

aproximado de níveis de energia abaixo de certo valor de energia .E. Esse número é a

quantidade de pontos do primeiro octante com coordenadas inteiras de norma menor que

equivalente ao raio da caixa em questão. Esse número pode ser aproximado por um oitavo

do volume da esfera:

yo - ilá"chã)jzi
Aqui reteremos apenas a informação de que o número de

.E é proporcional a E$

O caso de ]V partículas pode ser tratado da seguinte forma. Considera-se a função

Ú(z(i), z(2), z(3), ..., z(]v), t), onde l@l2 dá a distribuição de probabilidade de se encontrar a

partícu[a [ em z(i), a partícu]a 2 em z(2), etc..., como se fossem 3]V coordenadas espaciais

e uma temporal. Se forem N partículas numa caixa que não interagem entre si, o potencial

y podeis ser escrito como

2

níveis de energia abaixo do valorl ] r a

b''(zm , :«m, .m, ..., :«P'0) = }: Ç'''(;«ID) + b''(z9)) + V'(:«y)) + ... + }'''(#9))

Os níveis de energia globais senão dados pela soma dos níveis de energia das partículas.

N
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.rai'a contar o número cle estados com menos energia que /s' estimaremos o

esfera de caio R = v.P;T.E no espaço 3Ar dimensional. Esse volume vale

'7r 2 n3.N

F(W + i) ''

Judo é da ordem de

.H,*n;L,* ,
ou seja, da ordem de -E;T, para /V fixo. Não é razoável supor que as partículas não

interagem entre si, porém neste caso a resolução da equação de Schrõdinger pode se tornar

um problema bem mais complicado. Mesmo que haja interação, esse potencial é um bom

ponto de partida para os pressupostos estatísticos que servem de base à Termodinâmica

Estatística.

3.4 Pressupostos estatísticos da Termodinâmica

volume da

3N

de forma que o número proa

A Termodinâmica Estatística (l21 , j141) parte do pressuposto de que a listagem dos níveis de

energia num sistema de ]V partículas admite uma quantidade proporcional a .V de "números

quânticos" , que são os índices dessa listagem. Por exemplo, uma partícula numa caixa tem

3 números quânticos, .ji ,.j2, .j3, para cada dimensão espacial e as Ar partículas numa caixa

que não interagem têm 3iN números quânticos, ltm para cada partícula e dimensão espacial.

Seja Q(.E) a função que dá o número de estados quânticos do sistema compatíveis

com a energia total .D. Esta é a principal função da Termodinâmica Estatística. No
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entanto, algum cuidado se requer para entendê-la corretamente. Em primeiro lugar, ela

pode depender de várias variáveis, ditas externas (por exemplo, o volume da caixa que

contém um gás ou um campo magnético, elétrico ou gravitacional externo). alas aqui, por

enquanto, supomos que essas quantidades são fixas.

Em segundo lugar, a energia total só pode assumir uma quantidade enumerável de

valores, então não faz sentido fixar um tal -E e perguntar por Q(E), pois na maioria das

vezes a resposta será zero.

A dificuldade é sobrepassada da seguinte forma. Escolhe-se um valor â.E pequeno do

ponto de vista das medidas macroscópicas mas grande se comparado às diferenças entre

níveis de energia de um ou poucos números quânticos. Então define-se Q(E) como o número

de estados com energia entre E -- õ-E e E + (5.F.

Veja que se (i.F for pequeno é razoável supor que Q(.E) = u(E).5-E para alguma função

u(-E) (uma densidade do número de estados). Se escolhêssemos um valor diferente ã.E

n ht pri n ml nq '

õ(z) = "(z)ãz - "(-E)õ-Ei;l - ç2(z);;l ,

isto é, a contagem de estados diferida apenas por um fatos constante (que poderia ser

absorvido mais adiante por uma constante). A hipótese mais básica da Termodinâmica

Estatística é a de que num s stema íso/ado com energia lota/ E, iodo.s os estados compatz'fieis

com essa onera'la sao Q,al.tal,m,en,te prouáuel,s
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Para sermos mais precisos na definição admitimos que "ter energia total -E" corresponde

a ter energia total entre E (5.E e .E + õ.E. Este princípio tem conseqiiências importantes

como veremos mais adiante.

O exemplo das .V partículas numa caixa m

função que cresce muito rapidamente com .E.

Observe que Q(.E) é aproximadamente a derivada da função dada na expressão

multiplicado por 2(5E, portanto uma função do tipo (.;.Egf'i , que também tem crescimento

muito rápido com .E.

3.5 Interação entre sistemas macroscópicos

ostra que é razoável supor que Q(.D) é umastr Z V l

Suponha que dois sistemas a e a' estejam em contato de tal forma que possam trocar

energia mas suas variáveis externas e a energia total não se alterem. Diz-se que esses

sistemas têm interação (puramente) térmica.

O calor trocado entre os dois sistemas é a di

final (.E/) de um dos sistemas, contado positivamente. O calor absorvido pelo sistema o- é

z1(2 = Z\-E = .E.r Eí, que pode ser negativo se, de f;

absorvido por a' é ZX.(2' = A..D' = ZI. -- E{

A soma dos calores absorvidos pelos dois

ferença entre a energia inicial (Ei) e a energial l rgl l l

C) calorto, o sistema perder energia8 ]

total sesistemasS e zero porque a enei'gia.
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"nser« (AQ + Z\Q' = 0).

Outra forma de dois sistemas trocarem energia é através de interações mecânicas rea-

lizadas através de mudanças nas variáveis externas (tipicamente o volume). Por exemplo

um gás numa caixa termicamente isolada, sujeito ao campo gravitacional, quando alçado

a grande altura, ou dois gases com uma parede móvel e isolante entre eles.

O trabalho efetuado por um sistema é denotado por Z\.W e o outro por Z\T'r', e se

a interação for puramente mecânica então Z\l,V + .&l,V' = 0, por causa da conservação

de energia. Em geral, porém, as duas formas de trocar energia aparecem juntas. Então

.ê.E = ZX.Q .aW'. Em outras palavras, o calor aliso ido pelo sistema é a dÜerença de

energia do estado inicial para o estado anal mcLis o trabalho realizado pelo sistema. Na

verdade, essa expressão pode ser usada para definir o calor absorvido no caso mais geral

onde aparecem interações mecânicas.

Uma situação comum é quando a única variável externa relevante de um sistema é seu

volume. Por exemplo, um cilindro com um pistão móvel. A força exercida pelo sistema

sobre o pistão é p.4, onde p é a pressão e .4 a área da superfície do pistão. O trabalho

infinitesimal realizado pelo sistema é dado por dl,V = p.Ads = pd\'' onde ds é o deslocamento

infinitesimal do pistão e dy é a mudança infinitesinlal no volume. De fato, a fórmula

dLr = pd\'' faz sentido em situações mais gerais do que a de um pistão cilíndrico.

Neste sistema e em outros a energia total é determinada como função da pressão e do
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volume através da função E(V, p) (assim como a energia e o volume determinam a pressão)

se não houver troca de calor

Pela observação acima temos

3.6 ];'armas diferenciais

Vale a pena entender os conceitos apresentados sob o ponto de vista da teoria de Formas

Diferenciais (181). Falaremos apenas de formas diferenciais definidas em subconjuntos de

IR2 e para conectar mais rapidamente com a teoria usaremos l.'' e p como coordenadas do

plano (em vez de z e y, respectivamente).

Uma ]-/arma rou apenas /or7r&a,) dll/erencàaZ definida num aberto C/ C R2 é uma função

contínua que a cada ponto (y. p) de U associa uma transformação linear w(y. p) : IR2 --, IR.

Por exemplo, denomina-se dp a forma constante que age como

dP(y. P) . («:, u,)

isto é, que toma a segunda coordenada do vetou em que se aplica. Analogamente, dy

toma a primeira coordenada do vedor em que se aplica. Outro exemplo é quando se dá

uma função de classe C't qualquer / : C/ --, IR, para a qual se associa a forma diferencial

ay = géav + gíldp. Isto motiva a seguinte definição.

Definição. C/ma /07ma dii/erencãaZ w é data exata se e ste / : U C R: ta! que
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w = d/. .Veste caso, dizemos que a /unção / é uma primitiva da /07ma w.

Formas diferenciais podem ser integradas ao longo de caminhos, de acordo com a se-

guinte definição.

Definição. Z)ada uma /arma dderencàaZ w e um caminho dll/erenc áueZ À : la,ól --, U,

de$nimos a integra! de w ao longo do caminho X por Jxw = .f:w(.X(t» - X' (t)dt.

Teorema 1. .4s a$r'mações são equipa/entes

!. u é ezata

2. /À«, «m À : I',ól --» U depende 'pen« d«. .«t«mád.de' .X(') ' À(Z,)

3. j'xw -- Q se X é um caminho .fechado

No caso em que a energia E é função de V' e p podemos definir a forma exata

-, - g« * $'" - ;" - ,-« ,

onde aproveitamos o fato de que p = g#.

Porém devemos tomar muito cuidado, pois nem toda forma é exatal Por exemplo,

tomemos a forma pd\'', que pega a primeira coordenada do vetou e multiplica pelo valor

da pressão no ponto. A utilidade dessa forma é que se o sistema vai de (H, -R) a (y/, P/)

através de uma cuida ' então o trabalho realizado é .Ê dtV = ./,rpdV'
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Se '(t) - (b' (t),p(t)) temos "r'(t) '(t),p'(t)) e então J,p'ít''' - J.I' p(t)I''''(t)'Zt. Se '

for gráfico de uma função p(V) então essa integral é a área sob o gráfico. Mas se o resultado

da integral é a área sob o gráfico então o resultado depende do caminho, mostrando que

pdV não pode ser uma forma exatal

Pela Seção 3.5, d.E = aQ -- dw, isto é aQ :; d.E + dw ou dw = aQ -- d.E. Então aQ

não pode ser forma excita, pois se fosse ÓQ -- dE seria e então dl,V seria, contradizendo o

que acabamos de ver animal

Além disso, dW só é forma excita quando o sistema estiver termicamente isolado, que

é estabelecido na I' Lei da Termodinâmica: "Se um sistema termÍcamente iso/ado é Zeuado

de vm estado 'inicial 'para 'um anal, o trabalho realizado é independente do processo zsüdo"

3.7 Entropia e temperatura

Sejam dois sistemas ai e a2 teimicamente isolados entre si e isolados no seu conjunto, com

energia ZI) e .Eno e com parâmetros externos pré-fixados. O que acontece se removermos

a barreira de isolamento térmico (mantendo o conjunto al U o2 isolado)? Para responder

a esta pergunta, convém olhar as funções ç2i(-Et) e Q2(E2) (QI e Qe são em geral funções

diferentes, pois os sistemas podem ser diferentes).

Antes ou após a remoção, a energia total é constante e igual a .Eo :; Eo + Zg. Alas após

a remoção, os sistemas estão livres para trocam energia (calor), desde que a soma perma-neça

constante
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Agora supomos que após a remoção os dois sistemas atingem

respeito ao outro. Como prever a energia total de cada um deles?

Seja Q o número total de estados acessíveis ao conjunto dos dois

o- >1: o:(z)o,(z" -E)
0<.E<.EO

Chamemos de Q(-D) = Qi(.E)Q2(.E' -- .B) o número de estados do sistema com a imposição

de que ai esteja com energia -E. Então definimos P(.E) = íl(z) , a probabilidade de que ai

tenha energia .B.

Como Qi (E) cresce rápido com .E e Q2(.@ -- -E) decresce rápido com .E então P(E) tem

gráfico como ilustrado na Figura 9

equilíbrio um0 1 11 com

EntãosistemasS

0

Figura 9: Gráfico de P(E), onde -E é a energia de um sistema ai que é subsistema de ai Ua2
e tal que a energia total é fixa, e P é a oração de estados com energia .E em comparação
com todos os estados possíveis do sistema.

O gráfico ilustra a existência de um ponto de máximo .E' para o qual há maior proba-

bilidade. De fato, o ponto de máximo da função P(.E) coincide com o ponto de máximo

da função in P(E), dada por

1« P(.D) = -- 1« Q + in Q:(.E) + 1« Q,(.E' -- .F)
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E;nt&o podem

equação

e-:19(-ED + (-ue.:êb(.a - .E*) - o
Definindo

Ü- a in Qj

com J = 1, 2, temos

Pt ( .D* )

As quantidades de que estamos tratando têm nome e significado físico. Poi exemplo,

S = k in {2, onde k é uma constante positiva, é chamada de entropia. Estamos considerando

S como uma função da energia E do sistema, portanto S também é uma função de estado.

Observe que a condição de máximo para in P(E) é o mesmo que a condição de máximo

para a soma das entropias dos dois subsistemas (Equação (7)), ou seja, as hipóteses proba-

bi!ísticas implicam que o equilüho é atingido quando a soma das entropias é maximizada.

A quantidade definida pelo símbolo P, que é a derivada da entropia em relação à energia,

pode ser suposta uma função monótona da energia (batendo-se nos casos típicos como o

dos gases ideais), de forma que .E* fique definida de forma unívoca. Assim, .a mede uma

propriedade intrínseca dos sistemas e a igualdade Ot = .(32 acaba por ser uma condição para

o equilíbrio, na hipótese de que o sistema passe a maior parte do tempo entre o conjunto

de estados mais provável.
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Observe que se inicialmente o sistema não atingiu o equilíbrio e a energia de oi é E,

com E < -E*, então a derivada de InP(.F) é positiva, o que implica .(3t > a2. Por outro

lado, se E > -E* ela é negativa, isto é PI < P2. Assim, a troca de energia é no sentido do

sistema que tem menor © para o que tem maior #.

O signiâcado intuitivo de temperatura nos diz que o calor é trocado do mais quente

(temperatura mais alta) para o menos quente (temperatura mais baixa). Definindo a

temperatura como um número proporcional ao inverso de P obtemos uma quantificação

coerente com a intuição. Assim, a temperatura é definida por P = jJÇ e pode ser escrita

também como 1 :: k/3 = as, com unidade de medida denominada -KeZuin. A constante

k pode ser ajustada para que a diferença entre o ponto de congelamento e o ponto de

ebulição da água seja igual a 100 Kelvin (por razões históricas, para que um grau Kelvin se

iguale a um grau Celsius, porém de forma a que a escala Kelvin seja uma medida absoluta

da temperatura, no sentido que expusemos acima). Isso dá k = kB = 1.3807 x 10 23

Joules/Kelvin, que é chamada de constante de .Bo/tzman.

3.8 Favor integrante

Se um sistema recebe um acréscimo de energia infinitesimal aQ na forma de calor podemos

escrever

i«o(z + 'zQ) - i" o(z) - gil:9.zo - .aaQ
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isto é,

,. ü(v

Pode-se argumentar a partir dos pressupostos estatísticos (j141) que o número de estados

acessíveis ao sistema não se altera por processos quasi-estáticos (isto é, lentos a ponto

de permitir ao sistema permanecer em equilíbrio durante o processo) envolvendo apenas

trabalho mecânico. Em outras palavras, num sistema termicamente isolado (ou seja, para o

qual não se permite troca de calor) onde seus parâmetros externos (tipicamente o volume)

são alterados de forma quase-estática não há mudança na entropia. Assim, a igualdade

dS = !P vale mesmo quando há interações térmica e mecânica simultaneamente.

Observe que embora aQ não seja uma diferencial excita ela passa a ser quando dividida

pela temperatura, pois dS é excita. Assim o inverso da temperatura é um /açor ãntegrarzte

que multiplica a forma aQ e a torna excita.

3.9 A função entropia e a relação de Euler

T

Em resumo, a teoria da Termodinâmica Esta

fu«»ção e«tropiü

D :: D(/L) V, JVI, . . . } JVz.J

onde E é a energia, y é o volume e iVí é o número de moléculas do tipo -B{ , í = 1, . . . ,r

Essa função deve satisfazer algumas propriedades, que podem ser estabelecidas de modo
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axiomãtico ou sugeridas de argumentos estatísticos, como fazemos acima, desde que se clehna

a entropia como proporcional ao logaritmo do número de estados acessíveis ao sistema.

Em primeiro lugar, a entropia é uma função estritamente crescente da energia. De fato

como gÊ = P é tanto menor quanto maior for a energia, supõe-se que g;l; < 0 (admite-se

boas propriedades de diferenciabilidade para que essas expressões façam sentido).

As variáveis das quais depende a entropia são chamadas eitensiuas. Pressupõe-se que

o equilíbrio macroscópica do sistema seja totalmente caracterizado por essas variáveis.

C)s jarrões que dizem "a entropia só cresce" ou "a entropia é sempre maximizada" têm

formulação precisa. Um sistema composto (ai com o2) pode ser simplesmente a junção

"lado a lado" dos dois sistemas, sem que haja interação entre eles, de qualquer espécie.

Para não haver interação, é preciso que haja várias barreiras: té7móíca, para não haver

troca de energia na forma de calor; mecânica, para não haver alterações de volume; ou

quúnica, para não haver transferências de moléculas de um sistema para o outro. No

entanto, se uma das barreiras for removida, as variáveis externas que podem se alterar

passarão, dentro das suas possibilidades, a assumir valores que maximizam a entropia. Por

exemplo, se a barreira térmica for removida as energias Ei e .E2 dos dois sistemas assumirão

valoiestais que a entropia total

S:(.em,b'W,JVf:,,. . . ,MO)+S2(Em,}''m,.Vfn,. . ,jVJn) ,

seja maximizada, respeitando-se que a soma -E(i) + .E(2) permaneça constante e igual à
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energia total do sistema composto.

Assume-se também que a entropia seja aditivo sobre suas partes constituintes, o que

implica, de fato, que a entropia é uma função homogênea (de primeira ordem) das suas

variáveis. Isto é, dado a > 0 então

S(a.E,ay.a.N:, , aNr) -E,y. Ni, ..., -M,)

O fato de que $ é uma função monótona da variável -E implica que esta variável pode

ser isolada utilizando .S como variável:

E = EÇS, V, N\ . ... . N..)

Assim, a Termodinâmica pode ser apresentada de forma alternativa. Essa função também

é homogênea de primeira ordem. Derivando a relação de homogeneidade

E(aS,ay.a.N:, , aNr) S,y. .V:, ..., .M,)

em relação a a e tomando a = 1 segue que

'H, y, ":, ..., N,) - $S -'- g$" -- ge'»: + .... -'' MNr

Como vimos anteriormente, --g é a pressão p e az é o inverso de gÊ, isto é, a tem-

peratura T. As derivadas parciais igle recebem a denominação de p{ e são chamadas de

potenciais quáÍ7zícos. Então, resumidamente:

E = TS -- piV -t »tN\ -F .... -} H.N.
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variáveis T, p, p: (ditas !ntensiuas) são, nesta equação, funções de S, y, AC.

Vimos que o princípio de maximização da entropia implica que a remoção da barreira

térmica leva à igualdade de temperaturas (ver Seção 3.7). Se também for removida a

barreira volumétrica o mesmo princípio implicará na igualdade de temperaturas e pressões.

Então temperatura e pressão podem sei vistas como potenciais, pois indicam o sentido e

a intensidade das mudanças na energia e no volume. Os potenciais químicos têm papel

semelhante (daí seu nome): a remoção das barreiras térmica e química proporciona a

igualdade de temperaturas e potenciais químicos.

Também é possível formular o princípio de maximização da entropia como um princípio

de minimização da energia (l21 ou j141). Se o equilíbrio entre dois sistemas sem barreira

térmica é aquele dado por Ei e E2, tais que .Et + .E2 = Er (onde E.r é a energia total fixa)

e que maximizam a entropia Si + S2, se chamarmos de S]« o valor de Si + S2 no equilíbrio

então valerá também que Si e S2 são dados pela condição de que Si + S2 = Sr e de tal

maneira a minimizam .i:i + .E2

3.10 A energia livre de Gibbs

equação que é conhecida como ..l.,=.
F -'b-'ywv d.p. Eqi.l.p.r Deve-se atentar para o fato de que asÇE l e Z ] a r

Suponha apoia que tenha.mos dois sistenaas o e o-', onde a' é um reseruafóho de temperatura

e pressão. Isto significa que o e a' podem trocar calor e trabalho nlecánico por pressão,

mas a' é tão grande que sua temperatura Zo e sua. pressão po não se alteiam. Assim, o
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sistema cr terá sempre, no equilíbrio, as mesmas temperatura e pressão que o reservatório.

Este tipo de hipótese condiz com as condições encontradas em laboratório, especial-

mente quando se realizam reações químicas. A atmosfera é um reservatório de pressão e

temperatura, condições nas quais se dão as reações. Durante o processo de reação pode

haver alterações Z\.S e aS' nas entropias de a e a', mas sempre no sentido de aumentar a

entropia, isto é a variação da entropia total àSr = Z\.S + Z\.S' é sempre não negativa.

Seja aQ o calor transferido de a' para o (com sinal). Então, como a temperatura do

reservatório não se altera durante o processo,

por causa da relação de Euler, dada na Seção 3.9. Mas, pelo que vimos na Seção 3.5, temos

aQ = A-F+PoA}'',

onde Z\.E é a mudança de energia em a e poA.y é o trabalho feito em o- contra a pressão

constante em a', supondo que este seja o único tipo de interação mecânica entre os sistemas

Então

.âSr - AS - êg - J- lEoAS .6E - P.Z\t''laO lO

Go = E + Poy -- ToS
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teremos

. . L3\aOz \.)q == --

Em palavras, dGo representa o acréscimo infinitesimal (com sinal) de energia mais

trabalho feito contra a pressão do reservatório menos a energia recebida em forma de calor

do reservatório, ou seja, trata-se da energia efetiva gerada pelo processo.

Como A.Sr 2 0 isso implica que Z\.Go $ 0, logo a situação de equilíbrio é caracterizada

pela condição de que a quantidade Go seja mínima.

Dá-se o nome de enery a /át;re de Gibbs à grandeza Go.

h/leis formalmente define-se a energia livre de Gibbs de um eiei-n- n n nn«in n f. . .,.a.'Y'-/el

G = G(T,p, N\ , ... , N,')

obtida de E = .E(S, y. .Ni, ..., /V,) da seguinte forma: toma-se o sistema

resolvendo $ e y em função de p e 7' e escrevendo G = -E -- 7'S + pv em função de

p, T, JVi, .. , .Ar,.. A função G é uma frans/armação de Z;egendre da função E e ambas contêm

todas as informações sobre o sistema.

.:::%&,w:, :
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3.11 Equilíbrio químico

Uma equação química pode sei escrita na forma

>l: «: .a.

onde os u , chamados de coe#cientes estequíométàcos, são números inteiros. O sinal de cada

pi indica "o lado" da reação em que está o composto .Bi ao qual se refere. Por exemplo, na

reaçao

r

{-1

2H'2 + 02 ;; 2.H20

podemos chamar .fii = .fi2, .232 :: O2 e .233 := /í2O, com pi ;= --2, p2 := --1 e pa

+2, convencionândcpse que os sinais positivos correspondam ao lado direito da equação

(produtos) e os sinais negativos ao lado esquerdo da equação (reagentes).

Como sempre, seja J\h o número de moléculas de .Bi presentes no sistema. Supondo

que os compostos sejam colocados juntos, se houver reação química então os números

.7V. poderão se alterar, mas de uma maneira que preservem o número de átomos, isto é,

respeitando a equação de reação. Ou seja, Z\iV. = Àz/{, para um certo À, que representa a

"quantidade de reação" efetuada.

Na situação de equilíbrio em que o sistema. esteja em contato com um reservatório de

temperatura Zo e pressão po, a energia livre de Gibbs é a mínima., isto é: dGo = 0. Então

dG'. - ZoS + P.}'') - >:P.djV. -0



Substituindo aAC por ÀI'i, temos

[ N)

que diz em que condições podemos achar o equilíbrio, desde que conheçamos como se

comportam os potenciais químicos.

Em situações ideais onde os compostos são gases é possível deduzir as funções de po-

tencial químico a partir dos pressupostos quânticos e estatísticos. Como

Hi - Hi(T. p, N\. ...., Nà ,

p = po e T = Zo, e ainda supondo que não haja dependência em relação ao número de

outras moléculas, o potencial químico é essencialmente uma função de aG. No caso de

compostos que reagem em um solvente, observa-se experimentalmente (jlll,j121,161) que

pi = p? + kBTlnl.B:l ,

onde l.aÍI é a concentração da molécula B{ em h/lotar, ou seja, pl) é o potencial químico para

a concentração de l Nlolar. Substituindo na equação (8), temos

> 1 «.(p? + k.a"i«l-a:l) - o

Podemos também multiplicar esta. equação por JV.a, o número de .4uogadro, que tepre

senta o número de moléculas que formam l mol. .A constante .V..+kB é denotado poi R e é

r

i-l
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eisal dos gases . Assim,

>l: «:p?-w« + Rr >ll: «:i-l.a:l - o
{-l {-l

Se chamarmos de Z\Go a soma >1:=:i q/zl)ATÀ (justificaremos isso logo em seguida) e esse

valor for conhecido, então esta é a equação sobre as concentrações do equilíbrio, e pode ser

reformulada para

chamada de "constante univS

r r

n;.:l.a:l'' - .-:ig: - Ã''.

que é conhecida como equação do equiZzZho químico.

Para entender melhor o significado do Z\GO, primeiro definiremos o que é "I mol de

eação". Se s é tal que

)

r

(9)

Z'/l) P2) ...) Us 'Ç U <. Z/s+l} ys+2) ...) Z/r ,

isto é, os primeiros s coeficientes estequiométricos se referem aos reagentes e os demais aos

produtos, e além disso os coeficientes não têm fator comum, então dizemos que ocorreu "I

mol de reação" , se Afaz/i moléculas de .13i, i\rAPé moléculas de .B2, ..., ATÁz/, moléculas de

.Bs se transformaram em .7V,:lps+l moléculas de .Bs+l, iV..{ps+2 moléculals de 23,+2, ..., iV.4p,

moléculas de .B,.

Como pois.,{ representa a energia livre de Gibbs de iim mol da substância .Bi à con-

centração de l Nlolar, então .âGo = >1,:.: pipa) VA é a diferença entre a soma das energias

livres cle pl moles de .Bi, p2 moles de B2, ..., z/. moles de lis e a santa clãs energias liv'res de
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z/s+l moles de .Bs+l, ps+2 moles de .Eis+2, ..., p, moles de .E3r

Esse dado zSGo é mensurável. Por exemplo, no modelo temos uma reação do tipo

IDNA +lCro;aIDNA&Cro,

que Z\Go seja menor que zero.

A equação de equilíbrio químico é comumente apresentada na forma

l-e,+tl"'*-...In,l"' ,, ..4Z
'Bli,:...i;$: - '''', - .'*' . oo

Essa equação será usada no próximo Capítulo para se obter as probabilidades (forças)

de cada configuração sobre os sítios operadores em função dos valores de energia livre e das

concentrações. Essas probabilidades serão usadas na construção da equação diferencial.

E importante atentar para o fato de que a equação não é invariante por uma

mudança de unidades de medida de concentração: se elas forem mudadas, muda

a constante de equilíbrio. Mas a própria definição de Z\Go depende da unidade escolhida

para a concentração.

3.12 Dedução probabilística da equação de equilíbrio

onde a energia da parte direita da equação é menor quer re]r a da parte esquerda, fazendo com

Considerando uma equação na coima.

s r

E «."; : E «;".
Í := 1 Í:: s+ l
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oCbl../t;'i)Ç; tlti.t; Cb l./X \./ LfCUI../XllX..ICbX.l.X.f \.l\., XJ\.,\JX l \.,l..l!./.IC& XaCU l ç./CUXC.ux./ x..t(,u x.,t.JXI \..tx..,A. x.Lcu l../cu.t CU [,u x.t.]a. \-'] u (-o) \.l \.tx.f x.,.L.t«..u.]].]CU

remos aqui de -P+, deve ser proporcional à probabilidade de se encontrar simultaneamente,

num determinado elemento de volume, pi moléculas de Bi, . . ., p, moléculas de .B,. Su-

pondo que as probabilidades são independentes, então a probabilidade de se encontrar uma

molécula de .B{ será proporcional a l.eil. Portanto .f\. = -K+HÍl:ilBil":, onde .K+ é uma

constante de proporcionalidade.

Analogamente, definindo .lJ'- como a probabilid

para a esquerda, teremos P. = Ã..ll{.,+ilB:l

Numa situação de equilíbrio deveremos ter P+ = .ft- e conseqüentemente

n;.,...:lB:l'' .K... .
n;..l.aÍI'' Ã-

ou seja, pode-se chegar à Equação 10 por argumentos probabilísticos, mas esse argumento

não mostra como obter a constante de equilíbrio de forma independente.

ade de ocorrência da reação da direitar l l

eq

62



4 0 modelo

4.1 Probabilidades das configurações

Com o intuito de chegar ao nosso modelo, interessa-nos analisar o equilíbrio de uma equação

do tipo

t'l-01 t U2.02 t ..... t Ur.Z:jr +--= UC'(-..,'

de reagentes formam um único produto e para a qual vale

[al"' ., .Ê©
@a'i=1.@;F - -K., - ''-' ; (li)

onde /(.q é a constante de equilíbrio da equação, Z\.Go é a energia livre de Gibbs associada

à equação, R é a constante universal dos gases e 7' é a temperatura absoluta no equilíbrio.

Vimos no Capítulo 3 como se deduz essa equação a partir da teoria da Termodinâmica

Estatística.

Esse tipox 1 3 1 v vw'l='='wnnn-uv-vlv luvvv l/xvvvAv4xxvHTwx xxxvxuuUILAAJ

de proteínas que podem se ligar a apenas uma molécula de DNA, gerando uma configuração

caracterizada pela molécula de DNA com uma ou mais destas proteínas ligadas a ela. A

cada configuração que considerarmos, o que irá variar serão os tipos de proteínas que se

ligarão ao DNA e a quantidade de cada um destes tipos que se ligais ao mesmo tempo

Nlais precisa.mente, teremos

onde um número finitor

DNA + PR.pRep + z.'a.«Cro + px,v..{pRNAp --, Conf
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onde Conf é uma das configurações de equilíbrio possíveis. Na Tabela 6 listaremos todas

as conâgurações possíveis e os dados correspondentes

n qqi m) t nTTI ne

lg:;: = IRepj"a'' ICroj"c- IRNApj"nx'l'.K , (12)

onde K é a constante de equilíbrio da reação. Esta informação vai nos ajudar a deduzir o

modelo.

Como já vimos pela Equação (lO), a constante .K se relaciona com a energia livre de

Gibbs da configuração onde as proteínas e a RNAp estão ligadas à molécula de DNA,

em quantidades determinadas por seus coeficientes PR.P, PC- e uRN,{P Na Tabela 6 são

fornecidos os valores de energia livre de Gibbs e não diretamente as constantes de equilíbrio

A rigor, o quociente

IConfl

[DNA]

faz pouco sentido, visto que o número de moléculas de DNA e Conf (situação em que a

molécula de DNA está ligada a uma determinada quantidade de proteínas) só pode ser 0

ou l e, ainda, quando um é 0 o outro é 1, e vice-versa.

),las se levarmos em consideração que o equilíbrio é estatístico e não estático, o quociente

será a proporção de tempo em que o sistema apresenta a configuração de equilíbrio en]
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a configuração. Seria então algo como

TONA

enotanao por r os tempos respectivos.

Como existem várias configurações possíveis no modelo completo, temos que considerar

a possibilidade de várias reações simultaneamente e para cada uma delas tem-se a equação

llÊelB. = IRepj'L'' ICroj"à'- IRNApj'ix-''pÃ'i . (13)reNA

Admitindo que podemos fixar, arbitrariamente, um intervalo de tempo de tamanho 1- e

que, dentro deste intervalo, cada situação corresponderá a uma fração de r, teremos

= row.4 + }, tc«..f.

A proporção de tempo da configuração ã com relação ao tempo 1- é

TConli I'Cona:
;'-- 'OIV.at2,:zC-.r. ' (14)

Observemos que o lado esquerdo da equação nos dá a probabilidade de se encontrar a

configuração í e o lado direito pode ser desenvolvido com a Equação (13). Então

d

S

r
i-l

Prol)(C'on. fi) = r] 5\
' ''~-'''''/ l+ >-.j.tjRepjNn'pjCrojlc-jRNApjdR'"A'KJ ' \'"

Na formulação das equações diferenciais, levaremos em conta o acoplamento das pro-

babilidades deferentes às configurações onde ocorre atiçação dos piomotoies /)n e .f)n.t./,
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ou seja, configurações que possibilitam a produção das proteínas iegulatórias Rep e Cro.

Desta forma, estas probabilidades, associadas a outros parâmetros, serão utilizadas para

determinar as taxas de produção para essas proteínas.

4.2 Tabela de configurações

Ao descrevermos todas as configurações possíveis para o modelo, utilizaremos várias afirma-

ções de natureza físico-química das interações moleculares, como regras de ligação, interação

com cooperatividade e exclusão. Assim, determinaremos as possíveis combinações entre

as moléculas de dímeros das proteínas Rep, Cro e RNAp com seus sítios operadores e

promotores.

Passaremos agora a relatar as afirmações necessárias para entender as configurações

moleculares microscópicas que podem ocorrer nos sítios operadores Oa's. Observando

novamente as Figuras 5, 7 e 8 encontradas no Capítulo 2 tais afirmações podem ser melh

compreendidas. São elas:

or

1. 0s 3 s'ítios operadores de ligação são especí$cos, não se sobrepõe'm, e em cada um

liga-se apenas uma Trote'ína em forma de dímero por uez.

2. Quando há cooperatiuidade entre as proteínas a,o se tigüre'rn rLa mol,éctla de DNA,

o tutor da en.ergiü tigre (em m.ódttlo) desta con$guração é maior que Q se-ma, (ta,s

energias livres díts con.$gttrações em que as proteínas estão ligadas separadamente
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3. Não há interctção cooperativa entre um dímero de Cro e quatq'éter outra proteína,

incluindo outro dímero de Cro no sítio adjacente.

4. Nos operadores com 3 d'ímeros de ReT) \igados somente há cooperatiuidade entre dí

7neros e7n oRi e oR2.

5. Se CL RNAp liga-se em Pnl.,i, previne que os dímeros de Cro ou Rep liguem-se em Onz

e uzce-versa.

6. Se a, RNAp liga-se e'm Pn, T)retine que os d'ímeros de ReT) ou Cro liguem-se em OKt

e On2 e vice-versa.

7. Dua,s RNA'p podem ocupar PRI.,l e Pn siTnuttaneamente, mas não h(i, interação entre

as polimerases nos promotores adjacentes l

As afinidades das configurações nos sítios operadores são determinadas pela energia

livre de Gibbs, cujos valores estão expostos na Tabela 6. Esses valores, associados às

concentrações de cada proteína, determinarão as probabilidades de cada configuração.

Quanto mais negativa for a variação de energia livre para a ligação, maior é a afinidade

entre proteína e DNA. Algumas configurações têm maior energia livre do que poderia

iHá informações contraditórias nas nossas referências sobre a possibilidade de transcrição de genes
nesta configuração. No artigo j151. observamos que ao mesmo tempo em que foi dito explicitamente que
não haveria transcrição de nenhum dos dois, mais adiante os autores supõena implicitamente que ambos os
genes podem ser transcritos. Nós utilizaremos a segunda opção.
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se supor a partir da soma das energias livres de cada configuração separadamente, como

dissemos acima na segunda afirmação e comentámos na Seção 2.10. Por exemplo,

y/ Um dímero da proteína Cro em OR2 corresponde a uma variação de energia de -10.8

Kcal/mol, ou seja, aCl! = --10.8.

v Um dímero da proteína Cro em Om, sozinho, tem a.Câ = --12.1.

v/ Um dímero da proteína Cito em On3 e outro em On2 têm, juntos, ZXaá + a.Cl!

( 12.1) + (--10.8) = --22.9, pois não há cooperatividade.

v/ Um dímero da proteína Rep em Oai corresponde a uma variação de energia de -11,7

Kcal/mol, ou seja, AGI = --11.7.

V/ Um dímero da proteína Rep em Oa2, sozinho, tem zàG2 :: --10.1.

V/ Um dímero da proteína Rep em ORt e outro em Oa2 têm, juntos, Z\.(.;i + .6G2 +

Z\Gi2 ' (--11.7) + (--10.1) + (--1.9) = --23.7, devido à presença de cooperatividade.

Na Tabela 6 a primeira coluna numero as configurações possíveis. O símbolo (t) ao lado

do número indica que aquela configuração tem possibilidade de transcrição de pelo menos

um dos genes, poi causa da presença da RNAp.

A segunda coluna expõe os tipos de proteínas ligadas nos três sítios operadores e prc-

motores. Cada dímero de Rep ou Cro pode se ligam num dos três sítios operadores. Nesta

polui)a, 0 indica que o sítio está desocupado, R2 representa un-l dímeio de Rep ligado ao

sítio operador indicado pela posição deste símbolo e, analogamente, para um dímero cle
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2
3

5
6
7

(t)8
(t)9

10
11
12
13
14
15

(t)16
17
18

9
20
21
22

(t)23
(t)24
(t)25
(t)26
(t)27
(t)28

29
30
31

33
34
35
36

(t)37
(t)38
(t)39
(t)40

11.7
10.1
10.1
l0.8
l0.8
12.1
11.5
12.5
.23.7
.21.8

21.6
22.9
.22.9
.24.0
.22.5
.20.9
.20.9
.23.8
.20.9
.22.2
.22.6
.21.6
.23.2
24.6

22.3
.33.8
.33.7
-35.8
.32.6
33.0
.31.7
-33.0
34.6
35.2
.33.1
.34.0
-32.4

Tabela 6: Tabela de configurações
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ro tltlllzamos o símbolo (J2 .

O símbolo RNAp na coluna de OP3 indica que a enzima RNAp está ligada no sítio

promotor PnÀ/, em posição de transcrever o gene c/, que produz a proteína Rep. Para

indicar que a enzima RNAp está ligada ao sítio promotor Pa colocamos o símbolo RNAp

na coluna de Oa2 e deixamos vazia a posição na coluna de Oal.

Quando colocamos o símbolo R2+, indicamos que este dímero e

com cooperatividade.

Os monõmios da terceira coluna refletem a configuração da segunda coluna, pois os

expoentes de z, 3/ e z correspondem aos números de moléculas de R2, C2 e RNAp, res-

pectivamente, presentes na configuração. Esses monõmios aparecem nos numeradores das

probabilidades das configurações, segundo a Equação (lO). No próximo Capítulo, usaremos

z, y e z para denotar as concentrações de R2, (b e RNAp, respectivamente, simplificando

n nntnnãn

Na quanta coluna temos os valores totais de energia livre de Gibbs relacionadas com a

configuração. O estado referencial para toda energia livre é o genoma do lago sem proteína

regulatórias. Esses valores são dados em j151 e foram obtidos através de experiências ín

uivo e án uÍfro.

De modo gera

C

o seu adjacente ageme .]

l e resumindo a probabilidade de cada configuração pode sei escrital lll(IF gtu 'z, (:r
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como

onde

P-bico«f:l e r:'(;'lnx.=i: Uk: zmi

>l'ao e--AGI/RTzjl3/kzz"'

8 Z\.Gi é a energia livre de Gibbs da configuração {, dada em Kcal/mol

e R = 0.001987093690 Kcal/mol Kelvin é a constante universal dos gases

8 T 310-K é a temperatura absoluta dos experimentos

e z, y, z são as concentrações de .R2, a2 e da enzima RNA polimerase, dadas em Molar

e .j{, ki, m{ são os índices que indicam o número de moléculas de cada tipo ligadas na

configuração i (0 - 3).

4.3 Equação diferencial

A expressão que fornece a probabilidade de se encontrar uma determinada configuração s

sela utilizada na equação diferencial que dará a variação nas concentrações das proteínas,

como um valor que indica a possibilidade de transcrição dos genes envolvidos. Porém este

número sozinho ainda não é o suficiente pala determinar a produção de novas proteínas.

O simples fato de ocorrer uma configuração com possibilidade de transcrição não in-

dica que ela lealmente ocorrerá. Como foi dito anterio]n]ente, existe un] \dor conhecido
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como taxa de formação de compZezos abetos que representa a chance de ocorrer a condição

ideal para a transcrição. Desta forma, podemos dizer que a contribuição de cada confi-

guração para as mudanças nas concentrações das proteínas será o produto de três fatores:

a probabilidade da configuração, a taxa de isomerização da RNAp em complexos abertos,

e o número de moléculas de proteínas sintetizadas por transcrição (dada em unidades de

""e«tração) .

As probabilidades que {nPuenciam atiliamente nas equações são aquelas referentes às

con$gurüções q'ue indicam Q T)ossibilidade de transcrição do gene comesT)ardente à Brote'ína,

re/ehda na equação. Pelas descrições anteriores dos processos biológicos, dadas no Capítulo

2, sabemos que as configurações citadas acima são aquelas em que a RNAp está ligada ao

sítio promotor do gene que, ao ser transcrito, permitirá a produção da proteína à qual se

refere.

Então, ao escrevermos a equação que descreve a variação na concentração de

dímeros de Rep, levamos em conta as probabilidades das configurações em que

a RNAp está ligada ao promotor /)RIM correspondente ao gene c/. Analogamente,

ao escrevermos a equação que descreve a variação na concentração de dímeros

da proteína Cro, levamos em conta as probabilidades das configurações em que

a RNAp está ligada ao promotor Pa correspondente ao gene cro

Como foi descrito no Capítulo 2, no caso do gene c/, existe uma cooperatividade entre
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tividade será representada no modelo por um aumento da energia da configuração. Além

disso, há ainda um considerável aumento na chance de formação de complexos abertos

nestas ligações, por isso teremos taxas distintas a serem consideradas nos casos em que

ocorre e em que não ocorre esta cooperatividade.

Podemos então, escrever as equações diferenciais do nosso modelo da seguinte forma:

PTObI I.F)R&/&RNAPI kPRMI + PTOb2jPRA/&RNAPI kPRM2 .4R, -- IR2lk.ÍR

a RNAp e o dímero de Rep quando este se encontra no sítio operador OnZ Essa cooperaSl l l

e

SÍl:4 = ProbjPn&RNApl.kpa..Ac, O2lkac

onde

8 Probil.f)nW&RNApl é um valor entre 0 e 1, pois se trata da soma das probabilidades

referentes às configurações onde a RNAp está ligada em /)aA/ e é ajudada pelo dímero

de Rep ligado em OR2, ou seja, Probt l.f)nm&RNApl = ProbjConf241 + ProbjConf371 +

P«Z,IConf40l ;

e Prob21.r)n.v&RNApl é a soma das probabilidades refez'entes às configurações onde a

RNAp está ligado em .f)n.v e sem a ajuda do dímeio de Rep ligada em Oa2, ou seja,

/)rob21.f)a.v&;RNApl :: Probl('onf81 + Probl('onf161 + ProbjClonf2sl + ProbjConf271 +

/)robe('onf281 + ProbjC:onf381 + .f)robjClonf391
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e ProbjPn&RNApl é a soma das probabilidades referentes às configurações onde a

RNAp está ligada em P/t, ou seja, ProbjPn&RNApl = ProbjConfol + ProbjConfi61 +

ProójConf231 + ProbjConf261 ;

e kpn /i é a taxa de isomerização da RNAp no promotor /)n.v/ com coopeiatividade do

dímero de Rep em OR2 - dada em OC s-l complexos abertos formados por segundo;

8 kpnA/2 é a taxa de isomerização da RNAp no promotor .Z)xm sem cooperatividade

dada em OC s-i ;

e kpn é a taxa de isomerização da RNAp no promotor .f)R - dada em OC s l l

e ..'!R, é a quantidade de dímeros de Rep formados em cada transcrição - dada em molar

OC'-t (vide Seção 4.5 para comentários sobre esta unidade de medida) l

8 -Ac, é a quantidade de dímeros de Cro formados em cada transcrição - dada em molar

0C'-i;

e kaR é a taxa de degradação da proteína Rep - dada em s'i;

e X;ac é a taxa de degradação da proteína Cro - dada em s l

A integração numérica das equações diferenciais formuladas produz as concentrações

celulares dos dímeios Cio e Rep ao longo do tempo.
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4.4 Comentários sobre o modelo original

O objetivo do modelo originalmente formulado no artigo j151 era observar o comportamento

das concentrações das proteínas ao longo de uma hora, sob condições iniciais e parâmetros

de interesse.

Algumas diferenças podem ser apontadas entre os dois modelos apresentados, tanto na

maneira de apresentar as equações como em outros aspectos de natureza qualitativa.

No original a segunda equação dá a variação da concentração de dímeros da proteína

Cro em dímeros, tal como expusemos aqui, mas a primeira equação, relativa à proteína Rep,

dá essa variação em monâmeros. Isso é possível porque, como foi dito no Capítulo 2, há um

equilíbrio entre as concentrações de monâmeros e dímeros desta proteína presentes na célula,

embora somente aquelas que estão formando dímeros participem da regulação gênica. No

entanto dentro das expressões das probabilidades foi usada a concentração de dímeros.

Fora destas expressões, todas as outras informações, inclusive a própria concentração, foram

dadas com respeito a monõmeros - a quantidade de proteínas formada por transcrição (.4n),

a taxa de degradação (kax). Isso pode gerar uma certa confusão, por isso no modelo que

formulamos ambas as equações já iepiesentam a variação nas concentrações das proteínas

em forma de dímeros, e portanto todas M informações dizem respeito a este formato de

ambas as proteínas.

E clamo cine. apesar rlp'=t n rl i fnt'ptlr''n colho ambos foianl formulados basicamente utili111i'e] rr r r
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bando as mesmas características, podemos dizer que um é uma espécie de adaptação do ou-

tro. Para ielacioná-los, vamos utilizar lal para indicar a concentração total de monõmeros

de Rep (livres ou não) presentes na bactéria e IX21 para a concentração em dímeros desta

mesma proteína. Como foi dito na Seção 2.9 anteriormente, utilizando os dados de j131

temos que l.n21 = 0.475lal e podemos verificar que esta proporção é a mesma para a cons-

tante que representa o número de monõmeros produzidos por transcrição, de forma que

.,'!n, = 0.475.An que é dada em j151 por .Aa - ll monõmeros por OC. Em relação às taxas

de degradação a proporcionalidade é mantida: kóa, = kóx.

Além disso, na leitura do artigo j151 verificamos ainda que, para simular os equilíbrios

dos estados lisogênico e lírico, os autores não levaram em consideração as degradações

naturais das proteínas, mas apenas dados parciais para cada estado em separado.

Por exemplo, na simulação do estado lisogênico, foram considerados somente valores

referentes à produção das proteínas regulatórias e nenhum dado referente à degradação.

Neste caso, é evidente que não ocorrerão equilíbrios, pois sem as componentes de degradação

as derivadas das funções serão sempre positivas. O que poderá ocorrer será somente uma

dãminuãção na produção de proteínas Rep e Cro, mas não um equilíbrio.

Na simulação da indução para o estado lítico: ao contrário do primeiro caso, foi consi-

derada na primeira equação uma taxa alta de degradação pala a proteína Rep, provocada

por um fatos externo (radiação ultravioleta), introduzido em experiências realizadas e que
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mostraram ser possível passar do estado lisogênico para o lítica (ver Seção 2.8). Desta

forma, há uma grande queda na concentração de dímeros desta proteína Rep, o que per-

mite um aumento na concentração de dímeros da proteína Cro. Com o passar do tempo,

poderá ocorrer também uma diminuição na produção de novas proteínas, mas também

não ocorrerá um equilíbrio, pois a segunda equação ainda não tem componente negativa e

portanto terá derivada sempre positiva.

Mesmo não ocorrendo equilíbrios, percebemos que estas situações acontecem em sis-

temas distintos. Num primeiro momento, considerando apenas a produção das proteínas

regulatórias, simulou-se o estado lisogênico caracterizado pela alta concentração de dímeros

da proteína Rep e baixa concentração de dímeros da proteína Cro. E noutro, considerando

uma alta taxa de degradação pala a proteína Rep, simulou-se o estado mítico, caracterizado

pela situação contrária, ou seja, alta concentração de dímeros da proteína Cro e baixa

concentração de dímeros da proteína Rep.

Apesar das diferenças entre os modelos (original e deste texto), podemos afirmar que

existe coerência entre os mesmos, pois repetindo as simulações do artigo j151 conseguimos

reproduzir seus resultados. SÓ fizemos modificações depois de termos conseguido os mesmos

resultados numéricos que os apresentados originalmente

Tudo isso nos fez refletir sobre a existência de taxas de degradação para ambas as

proteínas, e no alto grau de influência que estas taxas exerciam sobre as concentrações.



Suspeitamos então, que poderia haver um valor intermediário, uma taxa de degradação

adequada, que pudesse levar um único sistema a exibir dois equilíbrios, e que, a partir

deste sistema, a convergência para um ou outro equilíbrio dependesse das condições iniciais

'"l na r'nnnon+ rnnÃoa
uuu \.fvxAuux xu x LbYVuu«

Na leitura de jlll, verificamos que há um valor de degradação natural para qualquer

proteína presente em uma célula, com exceção da molécula de DNA, que permanece intacta

enquanto a célula estiver viva. Esta informação nos permitiu incluir no modelo taxas de

degradação para ambas as proteínas e procurar valores para tais taxas de forma que ocorram

simultaneamente no modelo os dois equilíbrios. E nos propusemos a estudar a influência

destas taxas na dinâmica, por exemplo, investigando a existência ou não de dois equilíbrios

estáveis, que representarão os dois estados lisogênico e lítico.

Aqui nos interessa conseguir um sistema que demonstre pelo menos os dois equilíbrios,

que representarão os dois estados da bactéria, ou seja, num único retrato de fases deverão

aparecer ambos os equilíbrios. Queremos ainda enxergar quais concentrações iniciais das

proteínas levarão o modelo para um ou para o outro estado.

4.5 Constantes utilizadas no modelo

Os \a.lotes que utilizaremos como constantes foram obtidos, basicamente: de j151. Este

artigo somente ilã.o fornecia os valores dons taxas de degradação para as proteínas. Esses

\dores deç'em ajustar o modelo, de forma que este fique coerente com as características
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que apresentamos na Seção 4.4.

Em nossas pesquisas encontramos em jll valores tidos como taxas de degradação natural

ara as proteínas Rep e Cro, dadas por

Rep 115 ( ) onde kaa = 0.0007s':

Cro !S ( ) onde kóc = 0.0025s':

Como estas informações referem-se às proteínas podemos considerar que esta degradação

ocorrerá na mesma proporção tanto para dímeros quanto para monõmeros destas proteínas.

Nas simulações, porém, estes valores não nos levaram ao sistema com as características

almejadas. Nos propusemos então a investigar valores mais adequados para estas taxas. Dos

resultados obtidos tomamos valores arbitrários, porém com a mesma ordem de grandeza

dos apresentados em jll. Uma discussão mais clara sobre estas simulações e os resultados

obtidosserão dados na Seção 5.6.

A Tabela 7 apresenta os val

modelo.

Observe que estamos considerando a conce

untada pela letra z, como uma constante.

Existe uma ctuiosidade sobre a unidade de medida de concentração de moléculas de

proteínas clo nosso modelo, que se deve ao 'calor aproximado do volume da bactéria .E.cozo:

o que acaba levando a uma celta confusão na leitura de j151.

P

utilizaremos para simulação dodas constantes lores S que iiizar T'

que no modelo foi reprentração de RNAp el l

S
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Tabela 7: Tabela de parâmetros do modelo

Exibindo explicitamente o valor aproximado do volume da bactéria em litros e a unidade

de concentração em .A/alar = nozes por litro, faremos um cálculo para identificar o valor

da concentração na unidade de medida em questão para o caso de apenas l molécula de

uma proteína presente na bactéria. Representamos a concentração por:

l molécula l molécula 1.10is.2 moles

V'(volume da bactéria) a/2.10-is litros 6.102s.r litros '

isto é, aproximadamente,

10-9 moles/litro = 10-9 Molar = 1 nanoh/folar l nNI

Então quando lemos no artigo ou neste trabalho que a concentração de proteínas é de 200

nÀ/l, podemos imaginar que existem aproximadamente 200 moléculas de proteínas daquele

tipo presentes na bactéria. Por isso, as constantes .4X, e -Ac, que são dadas em j151 em

número de proteínas por complexos abertos formados, são utilizadas aparentemente nestas

mesmas unidades, sem que seja feita. uma conversão de número de moléculas para uma

unidade de concentração (a não se] a multiplicação por 10'9). Nos cálculos da simulação
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  Pn.u e Rep PR e Cro Unidades de medida
Ép-«..t«' básico jlSI
#Pro«toÉ., estimulado j151
cte.de proporcionalidade Áp..t j13, 151
taxa de degradação
concentração de RNAp jlSI

o.oo]
o.O]]
5.225

0.0006
30    



do modelo, estes dados são utilizados em molar, então os valores destas taxas, a rigor são,

.Ax, :: 5.225 x 10'9 e .4c, :: 6.0x 10'9 molares por complexos abertos formados. E claro, que

se não fosse essa coincidência seria preciso converter número de moléculas em concentração.

E importante salientar que a integração numérica foi feita com as concentrações de z e 3/ e

demais parâmetros em molares. No entanto, para não carregar a exposição, apresentaremos

os resultados em na-molares (nNI).
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5 Descrição da dinâmica do modelo
5.1 Análise do modelo

s o sistema como

r à - /(a,Z/)
1. ú

Analisemos agora o comportamento das funções /(z, y) e g(z, y) , para dar mais detalhes

sobre o campo representado pelo sistema autónomo de equações diferenciais que o modelo

representa. Consideraremos que as funções / e g são definidas apenas no quadrante z 2 0

e y ? 0, pois z e 3/ representam quantidades ou concentrações de proteínas. Notemos que

/ e g são (7" e que portanto o campo é dado por um sistema autónomo de classe O" de

equações diferenciais ordinárias.

Como o campo é em particular de classe C'

das soluções dos problemas de valor inicial.

Nosso primeiro passo será descobrir uma l

além disso, atrai todas as órbitas do primeiro quadrante. Isso nos permitirá centrar nossa

análise apenas nessa região.

5.2 Região invariante

De forma si creveremo

l ficam garantidas a existência e a unicidadel l l

egião invariante no primeiro quadrante quel r r

mplificada e:

Primeiramente 'sejamos quais são os conlpoitamentos clãs funções ./ e g nos eixos. No

eixo z temos # = 0, logo a parte negati'üa cle g, conespondente à taxa de degradação, se
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mostra que o primeiro quadrante é invariante pelo fluxo, fato que é coerente com a realidade

do fenómeno bioquímico (não há como passar de concentração positiva de proteínas para

concentração negativa).

Por outro lado, obse

anula P

rvando que

/(z,y) IProbil.f)nA/&RNApl kpaÀ/i + Prob2jPRÀ/&RNApl kpaÀ/21 ' '4R2

sabemos que o primeiro termo é limitado pois é composto por constantes e valores de

probabilidades que serão no máximo iguais a 1. Então

/(]ç, g) = 1 termo limitado l zkaa ,

portanto existe zÀ/ tal que para todo z 2 zw teremos /(z, y) < 0, VZ/ ? 0

Analogamente como

g(gç, z/) = ProójPn&RNApl . kpx ' .4c, ykac

temos que

g(z, g) = 1 termo limitado 1 - ykúc ,

portanto existe y.\.r tal que para todo g ? y.v teremos g(=, g) < 0, Vz ? 0.

Isso mostra que a região 10, z.vl x 10, y.vl é invariante pelo fluxo, como mostra a Figura

10.
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Podemos fixar zw e y&/ com alguma precisão. Na primeira equação, o termo

lkpaA/i + kpam21 '4n2 ,

IkPRMI + X;PR&/21 ' '4R2
kaa

Analogamente

kpx'.Ac2'

Além da existência da região invariante, podemos conclui

inicial (zo, yo) existirá um 'valor tP tal que

(:r(t), y(t)) C lO, =,vl x 10, y.vl

e menor que

logo

é uma escolha possívelC e]

r que para qualquercondiçãoie Dai l



Como as probabilidades que compõem as funções .f e g são proporcionais às concen-

trações, pode nos parecer contraditório o fato de que pala uma alta concentração, ao invés

de produzir mais proteínas, a tendência será uma queda nesta concentração.

À/las além da existência de uma taxa de degradação, está embutido no modelo um

mecanismo de autoregulação biológico, que prevê um nível de concentração que satura a

célula, tornando muito mais provável uma configuração em que não ocorre transcrição. Ou

seja, prevê que os sítios operadores serão todos ocupados pela proteína numa situação de

alta concentração e isso aumenta consideravelmente o valor da probabilidade de um estado

em que não ocorrerá mais a transcrição do gene e, portanto, não será mais produzida, em

grande escala, esta proteína.

Tudo isso vale tanto para a proteína Rep, quanto pala a Cro pois, no caso do estado

mítico, ocorre uma queda acentuada na concentração de dímeros da proteína Rep, e um

aumento na concentração de dímeros da proteína Cro. Com o passar do tempo, se repetirá

a situação anterior de alta concentração de dímeros, só que agora da proteína Cro.

Portanto, se encontrarmos o retrato de fases dentro desta região invariante saberemos

basicamente o comportamento do sistema no quadrante como um todo.

Para. os parâmetros apresentados na Tabela 7 a. discussão da legião invariante pode ser
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estimada por

lkpp.v/i + X;pn,v21 '4R2
kaa

10.011 + 0.0011 . 4.4 JO 9
0.0006

104.5 x 10'9 Nlolares ,

kpa..Ac2

0.014.6.0.20'9
0.004

21 x 10 9 hlolares

Podemos concluir por estes cálculos que, no quadrante positivo, não existirão singulari-

dades fora da região 10 nMI 104.5 nÀ/ll x 10 nM; 21 nMI. Então, se existirem singularidades

no quadrante z ? 0 e y ? 0 certamente estarão dentro desta região.

5.3 Encontrando singularidades

As singularidades e demais propriedades da equação diferencial foram encontrados com o

auxílio do software Nlaple V

Foi utilizado aqui o comando se/ue com as equações /(z, g) = 0 e g(z, y) = 0 para encon-

trar suas raízes e focam obtidos valores reais positivos, leais negativos e complexos. ),ias os

resultados que nos interessam são apenas os reais positivos pois representam sá7zgz&/arádades
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renas positivas:

Pi = (4.93243475 nM, 16.29916562 nNI) ,

Pe ' (11.88831310 nÃ/1, 12.57120402 nNI) ,

P3 ' (44.95477144 nN1, 3.02513962 nM)

Estas três raízes são aproximações de três singularidades, e coerentemente estão dentro

da região invariante. A existência de três singularidades dentro da região invariante é

confirmada visualmente quando traçámos as curvas de nível zero das funções / e g.

As curvas de nível das funções / e g revelam seu comportamento (em geral) decres-

cente, como mostram as Figuras ll--A e ll B. Tomando apenas as curvas de nível zelo,

confirmámos que ocorrerem três cruzamentos, portanto três locais em que o campo se anula

(Figura ll C).

Pelo estudo dos casos de competições entre espécies, como é feito em l71, sabemos que

as curvas de nível zero de / e g têm propriedades importantes no que diz respeito ao campo

de vetores. Sobre a curva /'i(0) a componente á se anula portanto somente a componente

Z/ aparecerá, o vetor terá direção vertical e apontara para cima ou para baixo dependendo

do sinal de Ú. O mesmo ocorre sobre a cuida g 1(0) sobre a qual somente a componente

horizontal existirá e seu sentido (direita ou esquerda) dependerá do sinal de .t. A Figura

11 D ilustra esses fatos
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Figura 11: A - Gráfico que representa curvas de nível da função /l B - Gráfico que representa
as curvas de nível da função g; C - Gráfico que mostra as curvas de nível 0 das funções /
e g: dentro da região invariante; D - Gráfico com curvas de nível 0 das funções / e g com
as direções do campo sobre elas.
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5.4 Classificação das singularidades

Que tipo de singularidades são estas? Como se comporta o fluxo em suas vizinhanças?

Dizemos que uma singularidade p de um campo X é AiperZ)ÓZàca se Z)X(p) é um campo

linear hiperbólico, isto é, não tem autovalores com parte real nula. O Teorema de Hartman-

Grobman (ver, por exemplo, l31) para campos de vetores garante que se p é ponto fixo

hiperbólico de X então, X em p é localmente topologicamente conjugado a -DX(p) em 0.

Analisemos primeiro PI = (4.93243475, 16.29916562). Verifiquemos primeiramente se é

hdperbóZàco. A matriz Jacobiana .DX(PI), calculada com o auxílio do Maple, é

0.0002349103828 0.0001013939616
n nnoiKH997Qan n nnHHKR7a9KnR

cujos autovalo«s são

.0.0001837927461 , À2 = 0.004507910143

Seus autovetores são

ul (0.09987315877, 0.05035092585) , u: (0.02347825579,0.9894334905)

Uma aproximação do retrato de fases local, ou seja, nas proximidades desta singulari-

dade pôde ser exibido com os recursos dos softwaies já citados (ver Figura 12).

Portanto Pi é um nó atrator hiperbólico e o campo X em F'i é localmente conjugado

com o campo linear DX(Pi) em 0 (Teo Haitmann-Giobman). Poden)os notei ainda que
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16.3

16.299:

/
16.29g

18.2981

16.290.

4.g32 4.9322 4.9324 4.9326 4.g328 4.933 4.g332

Figura 12: Retrato de fases local - vizinhança da singularidade PI

.x'

uma das direções atrai de maneira muito mais forte que a outra direção: isso se dá pois

existe uma diferença na ordem de grandeza dos autovalores de aproximadamente cem vezes.

Como o valor absoluto do autovalor está associado à velocidade de convergência, ocorrerá

..ma "n..\v;m.,n=" ..,.. ,.1..=,. ê. a;....l..;H.,4. ,..1. fnr-.n +'--.....+. ê. ''l;ro";,\ ,...;. fr",..-
ulllcb cbl.FI \.pixxxxlc&\schç.p \-vIlA l \.flcb\c&\.r c 1 1 3 UAC»x l\.LCA\x\f \.tv iL\ii. lllc& ucblli3\.rnuv c» \ill L'çíc&\.r lllcblD ll cbl(b.

Para sermos coerentes com os dados expostos até aqui, podemos afirmar que este

equilíbrio refere-se ao estado Zúíco ou virulento, pois a concentração de dímeros da proteína

(3/, Cro) que estão associadas a este estado é muito maior que a concentração da outra

proteína (z, Rep).

Vejamos agora o que ocorre com Pe - (11.88831310, 12.57120402). Temos a matriz
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.DX(P2) igual a

/ 0.0000202581096 0.0002899596442 \
k o.o02350907575 0.004335179747 J

cujos autovalores são

ÀI = 0.0001323255536 , Àe = --0.004487763410

e cujos autovetores são

«- .8849517749, -0.4656826776) , u, 0709198185, 1.092685383)

'lFata-se de uma sela hiperbólica, onde uma das direções atrai e a outra repele. Pela

mesma análise feita anteriormente da força de atração e/ou repulsão para o nó hiperbólico,

através da ordem de grandeza dos autovalores percebemos que a direção de atração é muito

mais forte que a direção de repulsão, o que explica a grande deformação que pod

no retrato de fases local (Figura 13).

Este equilíbrio não tem, em princípio, signiâcado no fenómeno bioquímico, embora logo

adiante fique claro o papel desta sela na divisão das bacias de atração de cada equilíbrio

estável.

.F'ina

emos ver

Imente, p ara Ps - (44.95477144, 3.02513962) temos a matriz

/ 0.000457228099 0.00148420918 \
k o.oo0436329853 0.004037625879 /

cujos auto~aloles são

.0.0002846695302 , À2 = --0.004210184448
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Figura 13: Retrato de fases local vizinhança da singularidade P2

e cujos autovetores são

ul (0.9933092149, .0.1154850798), u2 (0.3806396443,0.9624815576)

Este equilíbrio (Figura 14) é associado ao estado /{sogênãco pelos mesmos argumentos

que foram dados anteriormente para Pi .

Dentro da região invariante existem e

tanto simples (pontos são isolados)

5.5 0 retrato de fases

star três singularidades todas hiperbólicas e pore l r

Utilizando ainda os recursos dos softwares podemos então esboçar uma aproximação do

retrato de fases desta legião, como mostra a Figura 15. Note que a variedade estável da

sela .f% é a fronteira das bacias cle atração dos pontos atratoies hiperbólicos P] e P3. Pala

encontra-la, verificamos primeiro que ela deveria intersectar as linhas y = 0 e y = y,v
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Figura 14: Retrato de fases local vizinhança da singularidade Pa

Figura 15: Retrato de fases dentro da região invariante para o campo de ç'etotes do modelo.
A região sombreada é a bacia de atiação de Pi, delimitada pelo eixo y e pela. variedade
estável da sela Po
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que ajudam a dehnir a região invariante. Variando zo, mantendo yo = 0 ou yo :: ylv/

usando aproximação por dicotomia, conseguimos reproduzir duas trajetórias com proximi-

dade bastante confiável das separatrizes da variedade estável da sela. Não foi necessária

uma integração do campo com sinal invertido, pois nossas condições iniciais já se encontra-

vam nas fronteiras (tanto superior como inferior) da região invariante, que é exatamente a

área que nos interessa.

Aparentemente também se depreende, da Figura 15, que

que atrai todas as órbitas e que contém as três singulariades.

Este retrato de fases nos parece um resultado coerente com os dados encontrados nas

referências, onde existem muito mais bactérias no estado lisogênico do que no lítico, já que

cada estado está associado às concentrações das proteínas regulatórias. De acordo com o

retrato de fases, podemos veri6car que o equilíbrio P3 tem uma bacia de atração muito

maior que a do outro equilíbrio Pt. Portanto este modelo determinístico, utilizando os

valores de parâmetros citados, parece-nos coerente e viável

5.6 Comentários sobre os parâmetros

existe uma linha invarianteS

Também determinamos, através de simulação em computador, a região de pares de taxas

de degradação das proteínas para os quais o retrato de fases fica semelhante ao apresentado

na Figura 15. Através de um estudo sobre as cuidas de nível zero e clo cálculo direto das

raízes das funções, verificamos que existirão 2 situações distintas no nioclelo:
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1. A situação já descrita, onde aparecerão 3 singularidadesl e

2. uma situação onde aparecerá apenas uma singularidade.

Pelo menos numericamente, parece que a inexistência de singularidades s(5 ocorre quando

uma das taxas de degradação é nula. A Figura 16 mostra o resultado. A grande maioria

de pares de valores refere-se ao aparecimento de uma única singularidade, embora ali não

estejam especiâcadas regiões em separado para uma única singularidade referente ao estado

lítico, ou referente ao estado lisogênico. E aparece ainda uma região onde os pares de taxas

de degradação proporcionam o surgimento de três singularidades, como é o caso do nosso

modelo.

Clonforme vão aumentando (ambas) as taxas de degradação a faixa que corresponde ao

surgimento de três singularidades vai se estreitando até sumir. Observamos ainda que, no

espaço de fases, a região invariante pode ser tomada cada vez menor e próxima da origem.

Na extremidade, onde a faixa escura do gráfico da Figura 16 termina, as simulações nos

mostram que a região invariante no primeiro quadrante é muito pequena e as singularidades

estão muito próximas. Para esses parâmetros, mesmo que ainda haja uma pequena região

invariante e singularidades dentro dela, o número de proteínas envolvidas é muito pequeno

e é difícil tirar uma conclusão sobre a situação biológica do sistema.

Uma observação atenta ao gráfico da Figura 16 nos permite localizar o par cle taxas

ie utilizamos nas nossas simulações e ainda verificam que as taxas de clegiadação citadasqt
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n& Seção 4.5 estão na região referente a uma única singularidade (estado lítico), mas bem

próxima da região que nos interessa, ou seja, daquela em que aparecem as três singulari-

dades. Isso nos faz reítetii sobre as diversas, aproximações feitas ao longo deste trabalho.

Por exemplo, no cálculo do volume da bactéria, cuja aproximação afetará diretamente as

constantes ,4R, e .4c, e ainda nos próprios valores dos parâmetros que devem ter desvios.

Não há nenhuma razão para se descartar a hipótese de que no sistema biológico real os

parâmetros sejam tais a permitir a coexistência dos dois equilíbrios dinâmicos.

A transição no espaço de parâmetros entre as duas situações qualitativamente distintas

se dá através da tangência entre as curvas de nível 0, o que corresponde também à colisão

entre um nó hiperbólico e uma sela hiperbólica. Esse tipo de bifurcação é conhecido como

bll/urcação de se/a-ná (171). Podemos imaginar que, biologicamente isso corresponderia a

introduzir o raio UV no sistema, aumentando assim a taxa de degradação da proteína Rep

e portanto levar o sistema do equilíbrio lisogênico ao lítico.

Tomando três valores distintos de taxas de degradação para a proteína Rep, mantendo

a outra fixa em kac = 0.004 temos caracterizadas duas situações de transferência. Num

primeiro momento, com uma taxa de degradação baixa, #aa = 0.0005 encontramos somente

um equilíbrio, que corresponde ao estado lisogênico, pois a concentração de dímeros da

proteína do tipo Rep é muito maior que a concentração de clímeios da outra proteína: a

Cio. En} seguida, considerando a taxa de degradação kún = 0.0006, a mesma utilizada na
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Figura 16: Gráfico da região de pares de taxas de degradação. Área cinza - apenas uma
singularidade (à esquerda, lisogênico, e à direita, lírico). Área escura - três singularidades.
Ponto no interior da área escura - par de taxas utilizado no modelo.

simulação do modelo, encontramos os três equilíbrios que já foram descritos anteriormente.

E poi último, considerando uma taxa de degradação mais elevada kan = 0.00075, aparece

novamente somente um equilíbrio, com a diferença de que agora este corresponde ao estado

lítico, já que a concentração de dímeros da proteína Cro que é a maior agora.

Podemos concluir então que existirá lula valor para kda entre 0.0005 e 0.0006 para o

qual aparecerão dois equilíbrios. Se esta taxa \.ai auinentanclo continuamente, para algum
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Figura 17: Curvas de nível 0 de funções f e g com diferentes taxas de degradação. Fixandc-
se a taxa de degradação kac = 0.004 e variando a taxa de degradação kax percebemos que
quanto maior o valor desta taxa, mais rapidamente decresce a função f. Ao considerarmos
três taxas de degradação kaa distintas para traçar as curvas de nível 0, constatamos a
ocorrência de três situações: kdR = 0.0006, (tmm do modelo - linhas mais espessas) três
singularidades já descritas. Para kax = 0.0005 (mais baixa que a do modelo - linha contínua
fina) uma singularidade conespondente ao estado lisogênico. Para kaR = 0.00075 (mais alta
que a do modelo - linha pontilhada) uma singularidade correspondente ao estado mítico.

valor entre os dois já citados, as curvas de nível zero das funções, que se cruzavam uma

única vez, passam a se cruzar duas vezes, e logo após, cruzam-se três vezes, como mostra a

Figura 17 e a Figura 18, que mostra também, esquematicamente, a configuração dinâmica

dos equilíbrios

Da mesma coima, existe um outro valor entre 0.0006 e 0.00075 em que novamente edis

terão somente dois equilíbrios. Nessas duas situações onde há exatamente dois equilíbrios

un] deles é uma sela-nó

98



K dR

Figura 18: Gráficos com curvas de nível zero das funções / e g. Taxa de degradação
kac fixa em 0.004s'i A - Gráfico com kan = 0.0005s-i, um equilíbrio (lisogênico); B -
Gráfico com kax -u 0.00056s'i, dois equilíbrios com ocorrência de sela-nó; C - Gráfico
com kóR = 0.0006s'l, três equilíbrios (semelhante ao modelo apresentado)l D - Gráfico
com kan :; 0.00067s i, três equilíbrios (semelhante ao modelo apresentado, porém com
dimensões diferentes pala as bacias de atração); E - Gráâco com kax -- 0.000685s'i: dois
equilíbrios com ocorrência de sela-nó; F - Gráfico com ÉaR = 0.00075s 1, um equilíbrio
(mítico)lt]
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6 Considerações finais

Através de considerações de caiáter físico-químicas, como foi feito em jlSI, obtivemos um

sistema de equações diferenciais em duas variáveis que modela a dinâmica das concentrações

das proteínas Rep e Cro numa bactéria invadida pelo vírus lago-À. Nossa modelagem incor-

porou certas modificações ao modelo originalmente proposto, ao usar taxas de degradação

para ambas as proteínas, de forma que os dois estados, lisogênico e lítico, aparecessem

como pontos de equilíbrio de um mesmo modelo. Já nas simulações feitas no artigo original

(jlSI) não ocorreram realmente equilíbrios, mas apenas uma queda considerável na taxa

de produção das proteínas. Isso resultou numa pseudc-estabilização na concentração de

proteínas - o aumento é tão pequeno que não é percebido num espaço curto de tempo,

dando-nos uma falsa idéia de estabilidade na concentração. A/las a inclusão de taxas de

degradação para ambas as proteínas proporcionou ao modelo uma melhor aproximação com

a realidade e a possibilidade de um estudo mais preciso.

O equilíbrio referente ao estado lisogênico que constatamos pelo modelo é também um

equilíbrio biológico, pois a bactéria pode permanecer neste estado por um longo tempo.

Já o equilíbrio referente ao estado lítica é estável do ponto de vista matemático, mas

biologicamente sabemos que, este estado é extremamente nocivo à bactéria. Logo que

entra neste estado, desencadeia um processo de fabricação de novos vírus, o À-DNA se

solta do DNA da bactéria e acaba por mata-la, destruindo assim o sistema como um todo.
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Além disso, durante este processo várias moléculas de À-DNA são fabricadas, fazendo com

que o modelo perca a validade. Já a bacia de atração do equilíbrio lisogênico é um dado

quantitativo válido, pois está na região onde as hipóteses utilizadas têm validade.

Algumas características biológicas reais não foram consideradas neste modelo, como

por exemplo, o fato de ocorrerem flutuações nas concentrações das proteínas, ou ainda, a

presença momentânea de duas moléculas de DNA por ocasião da reprodução da bactéria.

Essas informações podem mudar a dinâmica do sistema, e desta forma, para verificarmos

como será seu comportamento, precisamos incorporar estas informações ao modelo e refazer

+ ,IH n n qilnll l nPãnu'uYVv-

Há ainda, uma observação importante sobre o modelo que gostaríamos de dividir com

os leitores. Observamos que a configuração 16, em que duas RNAp estão ligadas ao mesmo

tempo nos sítios promotores de ambos os genes, é utilizada em ambas as equações, isso

porque a expressão da probabilidade conta as configurações em que a RNAp está presente

num sítio promotor - cada equação considerando o sítio promotor do gene correspondente à

proteína à qual se refere. Ao multiplicarmos a probabilidade que engloba esta configuração

pela constante de proporcionalidade que dá o nomeio de proteínas produzidas por trans-

crição, temos a impressão de que ocorrerá transcrição pala os dois promotores ao mesmo

tempo, de fato é como se admitíssemos que isto ocorre. Porém há informações em j131

e j151 que indicam o contiáiio. Nos reses'çaiemos a(lui ao direito de continuar utilizando
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o modelo loimulado, apesar de ter levantado uma questão que Julgamos importante.

trabalhos posteriores achamos importante que essa informação seja averiguado.

Acreditamos também termos dado uma contribuição na facilidade de acesso ao modelo,

expondo lado a lado os aspectos qualitativos, como em j13j e os quantitativos dados em

j151, e ainda oferecendo uma explicação para as probabilidades das configurações (Seção

4.1 e Equação 15) que não encontramos em nenhum dos textos pesquisados. A exposição

sobre Termodinâmica Estatística e Equilíbrio Químico serve como primeira apresentação

aos não iniciados nessas disciplinas, que podem assim usar ou questionar o modelo com

mais propriedade.

As adaptações feitas no modelo tiveram como objetivo dar um enfoque mais matemático

ao assunto, permitindo-nos uma breve comparação com um modelo populacional de com-

petição entre espécies, além de utilizar dados mais realistas para a questão - como as taxas

de degradação natural para as duas proteínas, algo que realmente existe como confirmado

em bibliografia adequada.

Algumas questões ainda podem ser levantadas como: este tipo de modelo é geral em

expressão gênica? Se introduzirmos mais proteínas no problema, ou considerarmos um

outro problema em que mais proteínas estão envolvidas poderemos atingir uma situação

de caos? Por exemplo, considerando um sistema em iR3 (mas poderia ser em dimensão n)

Em
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do tipo

E: a:,{'=!:,m: -- ''3"3

com b'" ? 0, aí 2 0 e ki ? 0, que é formulado nos mesmos moldes que o apresentado

neste trabalho, porém um pouco mais geral, composto por três variáveis e constantes

positivas arbitrárias. Que tipos de comportamento podem ou não podem ter? Sabemos

o quão complexo pode se tomar um sistema qualquer em IR3, e a questão que colocamos

é justamente se podem surgir novos elementos além das singularidades, como no caso

particular que apresentamos.

Nlesmo em dimensão 2, pode-se buscar saber que tipos de comportamento esse tipo

de modelo proporciona. Por exemplo, pode haver mais equilíbrios estáveis? Como eles

se distribuem? E um fato geral a presença de uma linha invariante que contém todas as

singularidades e que atrai todas as órbitas?

Para uma investigação bioquímica poderiam-se fazer experimentou baseados nm Figuras

15 e 16. No caso da primeira, pode ser interessante confirmar o posicionamento da bacia

de atração do estado lisogênico e as trajetórias até esse equilíbrio. No caso da segunda,

estuclal como as taxas de degradação afetam a existência dos equilíbrios e como mudam as

bacias de âtl'cação

)ll:. bi3 zÍiz5 l3=
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