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RESUMO

A dissertagdo desenvolve, com uma visdo matematica, a modelagem da expressdo
génica no mecanismo de switch do virus fago-lambda, quando este infecta a bactéria E.
coli, segundo a proposta do artigo "The control OR system of bacteriophage lambda - a
physical-chemical model for gene regulation", de M.A. Shears e G.K. Ackers (Journal of
Molecular Biology 118, p.211-230, 1985). Na dissertagdo, mostra-se como pode-se levar
em conta a taxa de degradagdo das proteinas para que, nas equagdes diferenciais que
resultam da modelagem, possam existir, simultaneamente, dois equilibrios, que

correspondem aos estados litico e lisogénico de infecgdo.

ABSTRACT

This work develops, under a mathematical point of view, the modelling of gene
expression in the switch mechanism of virus phage-lambda, when it infects bacteria E. coli,
according to the paper "The control OR system of bacteriophage lambda - a physical-
chemical model for gene regulation”, M.A. Shears and G.K. Ackers (Journal of Molecular
Biology 118, p.211-230, 1985). It is shown how to take into account protein degradation
rates in order that, in the differential equations resulting from the modelling process, there
could be, simultaneously, two equilibrium situations, corresponding to the litic and

lysogenic states of the infection.
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1 Introducao

Este trabalho tem como base o modelo fisico-quimico formulado por Madeline A. Shea
e Gary K. Ackers em seu artigo “The control Or system of Bacteriophage lambda - A
physical-chemical model for gene regulation”, que descreve uma parte do processo biolégico
da infeccao sofrida pela bactéria F.colt quando em contato com um virus denominado fago
A. O modelo é um sistema de equagoes diferenciais baseado nos processos de regulagao
génica e na Termodinamica Estatistica.

Nosso objetivo é compreendé-lo através da descrigdo dos processos bioldgicos essenciais
da regulagdo génica, justificda-lo com os principios da Termodinamica Estatistica e dar-lhe
um enfoque matemdtico, ezplorando o sistema de equacées diferenciais em R?, simulando
o modelo e discutindo os resultados.

Este estudo servira para organizar de forma autocontida as informagoes necessarias para
o entendimento desse tipo de modelagem. Servird também para deixar mais claro que a
existéncia de situagoes de equilibrio pode ser naturalmente explicada pelas singularidades
do sistema, mostrando também a importancia de se considerar os dados bioquimicos sobre
as taxas de degradagao de proteinas, o que nao foi feito no trabalho original.

Para introduzirmos o leitor no assunto, passamos a uma breve descrigao do mesmo.

Existe naturalmente uma tendéncia da bactéria Escherichia coli (E.coli) ser infectada

pelo bacteriéfago (fago) A - um virus destruidor de bactérias. Esta caracteristica foi des-



coberta no Instituto Pasteur, em Paris, hd mais de 40 anos ([13]). Tal processo é bem
interessante pois verificamos que uma bactéria pode ser infectada por um virus e, a partir
dai, ter seu metabolismo e suas fungoes modificados.

A bactéria E.coli vive pacificamente no intestino humano ([9]). Pelo seu metabolismo
natural nao causa nenhum mal ao seu hospedeiro (o homem), pelo contrario, pode até
quebrar residuos complexos e transformé-los em substéncias simples gerando vitaminas
D,K e Bjy. Além disso sua populagdo é controlada pelo organismo humano. Porém, ao
ser infectada por um determinado virus torna-se tdo agressiva que recebeu até um cddigo
de identificacao: é a F.coli O157:H7, que causa diarréia hemorragica, podendo levar seu
hospedeiro (o homem) & morte.

Por outro lado, existe um exemplo benéfico. Esta mesma bactéria, ao ser infectada por
um outro virus, o 77 recombinado com o A, leva o intestino humano a produzir insulina, o
que pode regularizar o organismo de uma pessoa diabética.

Podemos ver que o estudo deste tipo de infeccdo de uma bactéria por um virus é
relevante tanto para evitar o mal como para providenciar o bem. Em ambos os casos um
modelo matemadtico qualitativo pode trazer contribuigoes valiosas, pois este pode prever
o tipo de desenvolvimento de uma bactéria ao longo do tempo, através da avaliagao da
evolugao das concentragoes de proteinas especificas presentes em bactérias infectadas, dada

uma concentracao inicial das mesmas. Desta forma, poderemos conhecer as possibilidades



de desenvolvimento de uma colénia como um todo. O fago A tem crescimento e controle
semelhante aos dos virus citados acima ([9]), entdo este tipo de modelagem cabera para
ambos.

Falaremos primeiramente, no Capitulo 2, dos processos bioquimicos necessarios para a
modelagem e dos elementos biolégicos que compdem o sistema, expondo que apés a infecgao
duas situagées podem ocorrer: instalar-se o estado lisogénico (“dormente”), ou o litico (de
reprodugao do virus e “destruigdo” da bactéria). Pretendemos utilizar o modelo do artigo
original para mostrar que os dois estados podem ser vistos como dois equilibrios do mesmo
sistema de equagoes diferenciais.

Esta modelagem nao inclui o momento de decis@o inicial pois 0 modelo tem origem
estatistica e nao se aplica bem aos instantes iniciais de infecgao ([1]).

No Capitulo 3 faremos um breve resumo da Termodinamica Estatistica até o conceito
de energia livre de Gibbs e exporemos sua relagdo com a equacao de equilibrio quimico.

Esta equagao de equilibrio quimico e sua relagdo com a energia livre de Gibbs foram
utilizadas no Capitulo 4, juntamente com dados apresentados em [15], para a formulagdo
do modelo quantitativo, através de um sistema de equacoes diferenciais em R2.

No Capitulo 5 apresentamos a dindmica do modelo e discutimos o seu retrato de fases,
fazendo consideragoes qualitativas sobre o mesmo.

Encerramos este trabalho, no Capitulo 6, com varias consideragoes e pontos relevantes



para futuras discussoes sobre este tipo de modelagem. Nao faremos, no entanto, uma
comparagdo numérica entre os dados oriundos do modelo apresentado e os dados reais

vindos das experiéncias que comprovem a eficicia quantitativa da modelagem.
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2 Descricao dos processos biolégicos

2.1 O hospedeiro

Figura 1: Foto de uma bactéria E. coli ([13])

A bactéria Fscherichia coli, ou simplesmente F.coli - ver Figura 1 - é um individuo
unicelular, procarionte, com nicleo simples contendo uma tnica molécula de DNA cir-
cular, e seu hialoplasma contém apenas ribossomos, que sdo organelas responsaveis pela
producéo de proteinas. Sua locomogao se dé através de flagelos e seus movimentos néo séao
casuais nem caéticos. De acordo com [5] esta bactéria tem um tamanho aproximado de
2 x 107® m (metros) ou 2 m de comprimento por aproximadamente 1 m de didmetro. Se

imaginarmos a bactéria, aproximadamente como um cilindro temos que seu volume ¢ de

V=m(z)?x2= gﬂm? = % % 1075 litros. (1)

4

Este valor é utilizado em [15] e [10] com esta mesma finalidade.

Na Segao 4.5, veremos que este valor sera util para o calculo da concentragao, que é
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dada em M (molar) = moles / litros.

A massa da E.coli é formada por: 70% de dgua, 15% de proteinas, 6% de moléculas de
RNA, 3% de agucares, 2% de gorduras, 1% da molécula de DNA, 1% de sais minerais e
pequenas quantidades de outras substancias. Seria necessaria uma colonia de 1 trilhao de

E.coli para alcancar 1 grama de massa ([9)]).

2.2 O parasita

Figura 2: Ilustracao do fago-\ atacando a bactéria

Bacteriéfagos ou simplesmente fagos sao virus “comedores”de bactérias - ver Figura
2. O parasita fago A, protagonista do nosso estudo, possui apenas uma molécula de DNA
com fita dupla - existem fagos com fita simples de DNA e ainda com uma fita de RNA
- e uma capsula formada por 15 proteinas diferentes, com uma cabeca na forma de um
icosaedro e uma cauda ([13]). E obrigatoriamente um parasita, pois para se multiplicar

necessita utilizar os recursos de um outro ser vivo, neste caso os de uma bactéria.
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Figura 3: Momento da infecgdo ([13]). Estado litico (& esquerda). Estado lisogénico (&
direita).

2.3 A infeccao

Quando o virus entra em contato com a bactéria, ele se fixa na parede de sua célula e
injeta para dentro da mesma seu DNA, descartando sua cdpsula corporal de proteinas
([13]). Ao entrar na célula, o DNA do virus se circulariza: uma enzima do hospedeiro
liga covalentemente os terminais 3’ e 5’, cujos formatos sdo complementares (terminais
Coesivos).

O fago A é dito temperado pois pode assumir dois estados distintos de crescimento
apés a infecgao:

1. O estado litico, também chamado de virulento, no qual o DNA do virus (fago) toma
o controle sobre o mecanismo da bactéria e comeca a se reproduzir, replicando seu proprio
cédigo e fabricando novas capsulas proteicas. Com isso a célula vai ficando repleta com

varios virus prontos até que a célula da bactéria lise (estoure). Esta informagao pode nos
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dar a impressao errada de que € a saturagao da célula por novos virus que a faz estourar, mas
na verdade o estado litico desencadeia uma série de processos que culminam na destruicao
da membrana celular. Este processo dura cerca de 45 minutos e o nimero de novos virus
por célula pode variar de 50 a 1000 individuos ([15]).

2. O estado lisogénico, no qual o DNA do fago integra-se ao da bactéria, permanen-
cendo dormente. Neste caso passa a chamar-se profago e nao faz mal algum a bactéria.
Porém, quando ela se reproduz, gera nova bactérias ja infectadas ([13]).

Ambos os processos de reprodugao sao eficientes pois tanto o virus quanto a bactéria
se reproduzem rapidamente gerando centenas de novos individuos em questao de minutos.
De fato, é gracgas a rapidez com que os individuos envolvidos se reproduzem que se pode
combinar genética com bioquimica para analisar a regulacdo génica muito mais eficazmente

do que em organismos superiores.

2.4 O DNA

O DNA é uma molécula inerte por si s6, mas contém muitas informagoes a serem decodi-
ficadas. Essa molécula é composta por duas fitas formadas por uma sequéncia de 4 bases
hidrogenadas que se ligam 2 a 2 formando pontes que unem as duas fitas.

Cada uma destas bases tem uma estrutura particular, o que faz com que a molécula
tenha uma superficie irregular, porém definida pela seqliéncia destas bases. Cada grupo de
3 bases codifica um dos 20 aminoacidos existentes. Todo aminoédcido possui dois grupos
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bésicos em sua composicao. Esses grupos também podem ser chamados de terminais,
pois ficam nas extremidades dos aminoacidos, ou ainda, dominios. Um deles é chamado
Carbozyl, com a composicao quimica dada por COOH - também chamado de C-terminal.
O outro é denominado Amino, sua composi¢ao quimica é dada por N Hy - também chamado
de N-terminal. Existem algumas excegoes, mas em geral, sao estes terminais que permitem
aos aminodcidos ligarem-se uns aos outros, de forma que o terminal amino de um liga-se
ao terminal carboxyl do outro.

Os aminoécidos podem se juntar em pequenas ou grandes quantidades e ainda em diver-
sas sequiéncias diferentes, formando assim as proteinas, cada uma com seu formato carac-
teristico dependendo da seqiiéncia e do nimero de aminoacidos que a compoe. Apresentam-
se tipicamente como um glébulo irregular cuja superficie é cheia de cavidades e pro-
tuberancias. Esta caracteristica estd intimamente envolvida num processo denominado
regulacao génica, que serd explicado na Secao 2.6, pois hé proteinas que se ligam em
seqiiéncias especificas do DNA ao longo de um subconjunto de pares de bases (pb), e cada
uma seleciona seu(s) local(is) de ligagdo(Ges) entre uns 5 milhdes ou mais de pares de ba-
ses, pela complementaridade de suas estruturas. Esta caracteristica entao permitird que o
encaixe ocorra somente entre sitio (local do DNA) e proteina especificos.

A estrutura da proteina liga-se ao DNA somente sobre um determinado composto e

efetua sempre o mesmo tipo de reagao. Esta grande especificidade esta relacionada a forma



tridimensional de ambos. Eles se encaixam perfeitamente como chaves em fechaduras, por
isso este processo é chamado de Teoria da Chave-Fechadura.

No processo de replica¢ao, a molécula de DNA atrai para si uma outra chamada RNA
polimerase (RNAp), que é uma enzima - uma proteina especial. A func¢do da RNAp é
traduzir o cédigo genético do DNA e transcrevé-lo numa nova molécula, que vai sendo
formada no decorrer deste processo, o RNA mensageiro (RNAm). Ele funcionard como
um negativo de uma das fitas do DNA e levard a informagao para o ribossomo, que é
responsavel por executar a transformacao das trincas de pb em aminodcidos, produzindo
assim as proteinas.

A RNAp liga-se num determinado ponto préximo do inicio de um gene, num local
chamado de sitio promotor, e viaja ao longo de um ou mais genes sintetizando o RNAm.
Ocorre continuamente um desenrolamento e um reenrolamento de pequenos trechos do
DNA, que se separam temporariamente para a passagem da RNAp e a formacao do RNAm.
Esta mudanca temporéria na caracteristica do DNA, é chamada de formacgédo de complezo
aberto.

Cada fita do DNA tem um sentido especifico de transcri¢ao, como se fosse uma rodovia
duplicada, onde cada pista pode ser trafegada num unico sentido, isto é, cada fita s6 pode
ser copiada num sentido. Cada promotor aponta a RNAp num ou noutro sentido ao longo

da hélice do DNA. Assim copia apenas uma das fitas do DNA de cada vez.
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2.5 0O DNA do fago A

De forma geral, o A-DNA tem dois genes, que podem ser considerados, mais importantes.
Sao os genes cro e cl. Estes genes sao adjacentes no \-DNA, mas seus promotores apontam
a RNAp em sentidos opostos.

De acordo com [13], no estado lisogénico, praticamente sé o gene c/ do profago é trans-
crito. Esta caracteristica é incorporada no modelo, prevendo que o gene cro tenha pouca
chance de ser transcrito no estado lisogénico.

A transcricao deste gene pela enzima RNAp (RNA polimerase) produzird um RNAm
(RNA mensageiro) que ao ser traduzido sintetizard a proteina chamada CI-Repressor ou
Rep, responsavel pela manutengao do estado lisogénico. Esta proteina reprime a transcricao
do outro gene, o cro, o qual s6 podera ser transcrito eficazmente na inducao para o estado
litico.

A transcricdo deste outro gene gera a proteina Cro, que reprimiré a sintese da proteina
Rep e permitird o avango do crescimento litico.

A Figura 4 mostra um esquema do mapa genético do \-DNA. Seu genoma completo
envolve uns 50000 pb. O virus carrega genes que sao responsaveis por varias fungoes: gerar
enzimas que permitirdao encaixar seu DNA no DNA da bactéria, gerar enzimas que farao o
contrario, se ocorrer uma mudanga para o estado litico, gerar a capsula de proteinas para a

formacgao de sua estrutura, etc. A produgao de proteinas a partir desses genes é feita com
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Figura 4: Mapa genético do fago A.

os recursos da célula invadida.

Os outros genes pertencentes ao A-DNA, nao participam da modelagem mas tém seus
papéis definidos em cada estado de crescimento da bactéria. Os genes N, cll e cII] atuam
desde o momento da infecgao e contribuiem na decisao inicial sobre qual caminho seguir.
Se a decisao for pelo crescimento litico, passam a atuar os genes @, cro, DNA replication,
além de N. Em seguida, mais genes também sao ativados, os dos grupos head e tall e por
fim os do grupo lysis.

No outro caminho, para o crescimento lisogénico, os genes que atuam sao: cl, cll e

recornbination.

18



A Tabela 1 apresenta de forma esquematica os genes do \-DNA e suas fungoes.

GENE ACAO
Genes importantes:

cl gene que sintetiza a proteina Rep.
cll gene que sintetiza a proteina CII.
clll gene que sintetiza a proteina CIII.
cro gene que sintetiza a proteina Cro.
N gene que sintetiza a proteina N.

Q gene que sintetiza a proteina Q .

Grupos de genes reunidos pela fungao:
recombination 10 genes que sintetizam proteinas que ligam os DNA's.
DNA replication 2 genes que sintetizam proteinas que duplicam o DNA.
lysis 3 genes que sintetizam proteinas que controlam o crescimento litico.
head ~ 10 genes que fabricam as cabegas das cdpsulas de proteinas.
tall ~ 12 genes que fabricam as caudas das capsulas.

Tabela 1: Descrigao do mapa genético

2.6 A regulacao génica

A regulagao génica é um processo biolégico muito simples, porém, fundamental neste e
em outros casos e ocorre naturalmente desde o inicio da vida. Por exemplo, quando um
ser vivo estd em formacao, tudo comega a partir de um ovo fertilizado, gerando células
que vao se dividindo milhdes de vezes, onde cada nova célula recebe um conjunto de genes
idéntico. No decorrer do processo de desenvolvimento varios tipos de células vao formando
as diversas partes do corpo deste novo ser, porém todas elas tém o mesmo codigo genético.

O que vai determinar o formato, a fun¢do e outras caracteristicas de cada célula é a
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relacao dos genes ativos e inativos em seu DNA e ainda o grau de atividade dentro da
célula envolvendo a transcri¢ao destes genes, ou seja, cada célula usa s6 um subconjunto
de seus genes para a producao direta de outras moléculas que podem inclusive influenciar
nas transcricoes de genes. Dizemos que a relagdo destes genes e os graus de atividade
envolvendo suas transcrigoes é a ezpressao génica.

Entendemos por genes ativos, aqueles que podem ser transcritos e inativos aqueles blo-
queados e que portanto nao podem ser transcritos. Cada gene pode estar temporariamente
ativo ou inativo. E ainda, os genes ativos podem ter diferentes graus de atividade.

Um gene ativo, ao ser transcrito permite a produgdo de uma ou mais moléculas de
proteinas. Estas proteinas poderao influenciar na transcrigado de um ou mais genes, inclusive
do préprio gene que as originou. Essa influéncia poderd gerar diferentes graus de atividades
para os diversos genes ativos e ainda ativar ou desativar genes. As etapas da regulagao
génica vao se desenrolando como uma cascata, um evento apds o outro, de maneira que
uma ordem seja estabelecida e que cada evento ocorra somente no momento adequado.
Alguns genes sao transcritos somente depois de algum tempo ou de algum comando. Por
exemplo se o gene que produz o lise na bactéria fosse transcrito desde o inicio do processo,
ela estouraria antes que novos virus fossem produzidos.

Este processo nao ocorre somente na formacao do ser vivo, mas durante toda a vida da

célula. Genes ativos podem tornar-se inativos e vice-versa, basta que algum fator interno ou
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externo contribua para isso. Por exemplo, quando uma pessoa toma sol sua pele escurece
porque os genes que aumentam a pigmentagao nas células sao ativados, ou seja, existem
fatores que modificam o estado do gene. Por isso dizemos que a expressao génica é regulada.

Os bidlogos ainda estudam como ocorrem estas ativagoes naturais de genes durante
o desenvolvimento do ser e ao longo de sua vida. Procuram conhecer os mecanismos de
regulacdo génica que participam do circuito de decisao, quais garantem a ativagao ordenada
de um conjunto de genes, quais destes passos sao dados por programas intracelulares e ainda
quais sao dados por sinais extracelulares.

A regulagao génica é um processo que se baseia no seguinte fato: se o sitio promotor de
um gene ou grupo de genes estd livre, o gene estd ativo e poderd ser transcrito assim que
a RNAp se ligar ao promotor. E estara inativo se parte deste promotor estiver bloqueado
por uma proteina. Este tipo de proteina é chamada regulatoria justamente porque regula
a ativagao de um ou mais genes. Fica claro que estas proteinas exercem um controle sobre
o processo: dizemos que este controle é negativo quando uma proteina se liga ao DNA,
bloqueando um promotor e portanto impedindo que um ou mais genes sejam transcritos,
e dizemos que é positivo quando uma proteina se liga ao DNA num local adjacente ao
promotor de forma a atrair mais fortemente a RNAp para aquele promotor e a aumentar
a chance de que um ou mais genes sejam transcritos.

De um modo geral, o local do DNA onde as proteinas regulatérias se ligam chama-se



sitio operador e estende-se por aproximadamente 17 pares de bases, podendo tomar parte
de 1 ou 2 promotores.

Um tipo de proteina regulatéria em particular se encaixa num ou mais sitios operadores
na molécula de DNA. Um sitio operador poderd ser direito ou esquerdo indicando o
sentido para o qual ocorre a transcrigdo dos genes da fita do DNA em que estd. Porém,
mesmo sendo um operador direito, por exemplo, ao ser ocupado poderéd bloquear um gene
cujo promotor é esquerdo, isso porque as fitas do DNA formam uma espécie de hélice e as
proteinas, com sua forma tridimensional podem, ao se encaixarem num operador direito,
encobrir parcialmente um promotor esquerdo.

Portanto, se a proteina estiver presente, usualmente ela sera encontrada no sitio opera-
dor, mas ela pode facilmente sair do sitio, permitindo assim que outra proteina idéntica se
encaixe. Tudo ir4 depender da sua concentracdo - dada em M (molar) = moles/litro - e
da sua afinidade - forca com que o encaixe ocorre - pelo sitio operador. As ligagdes nunca
sao definitivas: ligamentos e desligamentos ocorrem a todo instante, e é nesse fato que se
baseia a modelagem que apresentaremos.

Os sitios operadores nos quais as proteinas regulatérias Rep e Cro podem se encaixar
no A-DNA sao trés, todos operadores direitos, denominados Ogy, Ogs € Ops. Eles ficam em
locais adjacentes, nao se sobrepoem e tomam parte dos promotores dos genes que ativam

a sintese destas proteinas.



Figura 5: Ilustragdo dos sitios promotores e operadores ([13]).

Como podemos ver na Figura 5 os sitios operadores Og; € Ogrs tomam parte do promotor
do gene cro denominado Py e os sitios operadores Ogs € O3 tomam parte do promotor do
gene c/ denominado Pgy,.

Para cada sitio operador existe uma forgca de encaixe, denominada afinidade com a
proteina e esta pode variar dependendo da situagao. Se um sitio tem uma afinidade menor
que a do outro entao em algum instante de baixa concentraciao da proteina somente o sitio
com maior afinidade estarda ocupado. Mas uma alta concentracio da proteina poderd fazer
com que a diferenca de afinidade seja ignorada e assim ambos serdo ocupados. As ligagoes
entre proteinas e sitios operadores sao muito importantes, pois determinam se
um ou mais genes estao ou nao ativos ([13]).

Nas segoes 2.7 e 2.10 descreveremos qualitativamente duas situagoes:

v/ A manutengéo do estado lisogénico — estando a bactéria lisogénica, ou seja, com
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o profago integrado em seu DNA, determinaremos quais os niveis de concentragoes das
proteinas que garantem a manutencao da atual situagao.

v/ A mudanca para o estado litico — situagdo contrria & anterior, ou seja, quais
alteragoes nos niveis destas concentragoes acarretam a mudanga de estado.

Em resumo, sabemos que dois genes presentes no DNA do fago sdo os mais importantes

e de forma bem simplificada s@o os responséaveis por ambas as situagoes (Tabela 2).

GENE PROTEINA ACAO
cl CI-Repressor ou Rep | Responsavel pela manutencao do estado lisogénico.
cro Cro Responsavel pelo crescimento litico.

Tabela 2: Agao das proteinas regulatdrias

Um esclarecimento sobre a notagao: Como em todas as nossa referéncias, utilizaremos
letra inicial minudscula e caracteres em italico para representar os genes cro e cl e letra inicial

maiuscula para representar as proteinas Cro e Rep.

2.7 O controle

A decisao inicial sobre qual caminho de reprodugao seguir, que ocorre logo apés a infecgao,
se dara exclusivamente no DNA do fago, também através da regulagdo génica. Ha aqui uma
questao que parece ainda nao tdo bem compreendida, sobre a decisao inicial. Em [13] e
[15] trata-se de um processo de regulagao génica, assim como todas as decisoes e processos

posteriores, porém envolve mais elementos (genes, proteinas, etc). Ja em [1], esta é tratada
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com a adi¢ao de flutuacoes probabilisticas, que podem levar a um ou outro estado.

Esta decisao também depende de fatores externos, tais como a condi¢cao nutricional
da célula e do meio em que ela estd. Se decidir pelo crescimento litico, o caminho é
praticamente irreversivel ([13]) até o estouro da bactéria, mas se optar pelo crescimento
lisogénico, temos interesse em estudar quais fatores s@o cruciais para a manutengao deste
estado e quais concentragoes das proteinas provocariam uma mudanga posterior para o
estado litico. Teoricamente, verificaremos no modelo que hé possibilidade de reverter o
estado litico introduzindo-se uma quantidade de proteinas Rep. Mas numa situagao real,
ao entrar no estado litico, muita coisa muda no interior da bactéria: o DNA do fago se
separa do DNA da bactéria, mais virus e portanto mais material genético é fabricado e a
célula acaba por estourar, de forma que nosso modelo tedrico perde a validade.

No estado lisogénico, cI é o gene do profago com maior grau de transcrigao e, portanto,
aquele que sintetiza mais proteinas. Este gene pode ser regulado tanto positiva quanto
negativamente na expressao génica. Estando ativo, sintetiza a proteina Rep, que se liga
ao DNA do profago e ajuda a sintetizar mais proteinas do mesmo tipo (controle positivo).
Portanto, contribui no aumento de sua prépria concentracao dentro da célula. Essa proteina
também se liga ao A-DNA, bloqueando o sitio promotor do gene cro, tornando-o inativo
(controle negativo). Além disso, as proteinas livres também podem se ligar a outros \-

DNA’s que venham a reinfectar a bactéria, tornando-os inativos (controle negativo). Isto
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mostra que outro fago nao pode comegar o ciclo litico numa bactéria que ja esteja no estado

lisogénico. Diz-se que a célula lisogénica é imune & infecgdo por um A-virus ([13]).
2.8 A indugao por radiagao ultravioleta

No estado lisogénico, Rep entra em Opg; e Ogy (esta situacao juntamente com a RNAp no
sitio promotor Py € 0 estado transcricional mais provével do sistema no geral) bloqueando
Pp, (desativando cro) e estimulando a transcrigao de cl. Nessa situacao, a proteina Rep esté
sendo sintetizada em alta escala. Assim a célula se reproduz (cresce e se divide), com o
gene cro permanecendo com um grau de transcrigao baixissimo. Aqui, assim como em
[15], nﬁo nos preocuparemos com as variagoes de volume e a presenga de 2 DNA’s nos
momentos que antecedem a divisao celular, mas tal informacao podera ser incorporada em
trabalhos complementares se houver a pretensao de se simular um modelo mais realista. Se
a concentracao de Rep aumenta muito, entao o sitio operador Ogz seréd também ocupado,
diminuindo drasticamente a produgao de Rep (auto-regulagao - que podera ser confirmada
no modelo). Porém na divisdo celular a concentragao cai e Ogs é novamente desocupado,
portanto ¢/ volta a ser ativado. Embora nosso modelo nao preveja a divisao celular, outro
mecanismo de diminuicao da quantidade de proteina Rep é a degradacao natural que ela
sofre, assim como qualquer outra protefna. E isso que permite atingir-se um equilibrio na
concentragao de Rep.

Numa experiéncia ([13] e referéncias ali contidas) realizada na década de 50, uma po-
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pulagéo de bactérias infectadas foi exposta a uma certa quantidade de radiagao ultra-violeta
e os profagos tornaram-se virulentos, ou seja, passaram do estado lisogénico para o estado
litico. Muitos agentes semelhantes ao raio UV induzem a mudanga do ciclo lisogénico para
o litico, matando a bactéria. Em [13] é cogitada a hip6tese de que o raio UV danifique o
DNA da bactéria o que ird levé-la a morte, entao o profago sente através de enzimas bacte-
rianas o iminente falecimento de seu anfitrido e muda para o ciclo litico. Mas existe ainda
uma outra hipétese dada em [13] e [15] de que, com a irradiagdo, a proteina regulatéria
que é responsavel pela manutengao do estado lisogénico comega a ser degradada e entao
permite o avango do crescimento litico. E bom salientar que, mesmo na auséncia de fatores
externos, existem casos isolados de bactérias que entram espontaneamente no estado litico.

Ficaremos com a hipdtese de que, com a radiacao ultravioleta, a proteina Rep é destruida
(aumenta o grau de degradagdo). Essa maior degradagao ocorrerd porque uma proteina
bacteriana chamada RecA, que em estado normal catalisa recombinagoes entre moléculas
de DNA, fica hiperativada e passa a quebrar moléculas de Rep ligadas ou ndo ao DNA.

A queda na concentragao da proteina Rep se acentua e a producao da mesma também
diminui, pois c/ esta quase inativo. Os sitios Og; e Ope permanecem mais tempo deso-
cupados, o que diminui ainda mais a chance de transcricao de ¢/ e a sintese da proteina
Rep. Aumenta ainda mais a chance de RNAp ocupar o promotor Pg e aumentar o grau de

transcricao do gene cro. O resultado disso é que a proteina Cro passa a ser sintetizada mais



eficazmente e tem mais chance de se ligar ao DNA do fago, porém com efeitos contrarios.
Com o aumento da sua concentragdo, a proteina Cro é que determina o curso agora. Neste
ponto o “interruptor” é mudado e comega o estado litico.

A agdo da Cro é mais simples que a da Rep pois esta se liga independentemente nos
ORr’s (ndo se ajudam) e portanto o controle sobre as transcrigbes é estritamente negativo
- quando bloqueia Pgrjs, nao permitindo a transcrigdo de cl. Suas afinidades com os sitios
operadores sao opostas as da Rep, como mostra a Tabela 4.

Conforme aumenta a concentragao da Cro, aumentam as chances destas se ligarem nos
sitios operadores. Se a concentragao ficar muito alta, esta proteina pode bloquear seu
proprio promotor e impedir sua prépria transcri¢ao (auto-regulagéo). Mas o estado litico e
as acoes necessarias para a reprodugao de novos virus ja estdo em pleno andamento e como
jé dissemos é um processo praticamente irreversivel.

Resumidamente, a constituigdo do controle (interruptor) génico é dada pelas duas
proteinas regulatérias, Rep e Cro que competem na ocupacao de trés sitios operadores
direitos, Og1, Opa, Ogs e a enzima RNAp que poder4 se ligar em dois sitios promotores Pr
e P RM -

Podemos dizer, aproximadamente, que o interruptor tem duas posigoes: no ciclo li-
sogénico temos ¢/ ativo e cro inativo, enquanto que no ciclo litico ¢/ esta inativo en-

quanto cro esta ativo (Tabela 3).



CICLO LISOGENICO | cI on e cro off
CICLO LITICO cl off e cro on

Tabela 3: Ativacdo dos genes

Estes 3 sitios operadores sao semelhantes porém néo idénticos, assim podem ser dife-
renciados pelas proteinas regulatérias. Isso explica as diferentes afinidades que as proteinas

regulatérias tém com estes locais (Tabela 4).

Rep Ori1 | Orz | Ors
afinidades | forte | média | fraca
Cro O R1 0] R2 O R3
afinidades | fraca | média | forte

Tabela 4: Intensidade das afinidades

A RNAp é provida pelo anfitriao e, quando se liga em Pp, transcreve para a direita o
gene cro, e ao ligar-se em Pgys transcreve para a esquerda o gene cl. Nao ocorreré portanto,
transcri¢ao simultanea por uma tnica RNAp de ambos os genes, pois as mesmas ocorrem

em sentidos contrarios.

2.9 Descricao das proteinas regulatdrias

A forma bésica na qual a proteina Rep é sintetizada se constitui de dois dominios ou
terminais ligados por uma espécie de haste, como mostra a Figura 6. Um destes terminais
é denominado Carboxyl (COOH) pela composi¢do quimica da extremidade livre do seu
tultimo aminoacido. Pelo mesmo motivo o outro dominio é chamado Amino (NH,). A
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Figura 6: Molécula de monomeros da proteina Rep ([13]). C dominio Carboxyl. N dominio
Amino.

Ativo Inativo

Figura 7: Encaixe dos dimeros de Rep nos sitios operadores Ogy e Ogs tornando o gene
cro inativo e RNAp no sitio promotor Pgry tornando o gene cl mais ativo ([13]).

estrutura toda é composta por 236 aminoécidos, onde 92 compéem o dominio Amino, 104
compoem o dominio Carboxyl e 40 formam uma espécie de haste que une os dois dominios.

Esta forma simples na qual a proteina é sintetizada denomina-se monémero, porém
para ligar-se ao DNA e cumprir o seu papel de proteina regulatéria deve juntar-se a outra
idéntica e formar um dimero (dupla de monoémeros). O contato entre os mondmeros ao
formar dimeros é feito pelo dominio Carboxyl enquanto que o encaixe no DNA se d4 através

do dominio Amino, ver Figura 7.
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Em nossas referéncias, existe uma divergéncia nas proporgoes entre nimero de dimeros
e numero de monomeros da proteina Rep presente na célula lisogénica.

Em [13] temos que praticamente 95% das Rep est@o formando dimeros. J& em [15] esta
proporgao é dada como de 80%. Nosso modelo utiliza a primeira hipdtese.

Desta forma, se é dada uma populagao inicial de 200 moléculas de monomeros de Rep,
temos 95 moléculas de dimeros e 10 moléculas de monémeros livres na célula. A relagdo
entre o nimero de moléculas de dimeros de Rep é de 47.5% do total de moléculas de
mondémeros presentes.

A proteina Cro também é sintetizada na forma simples de monémeros. Estes se ligam
formando dimeros para o encaixe no DNA, como vemos na Figura 8, comegando pelo sitio
Ops. Quando a concentragdo de dimeros de Cro é muito alta, esta proteina ocupa o sitio
operador Op; e pode bloquear sua prépria transcrigao.

Estes monomeros possuem um unico dominio responsavel pelas duas interagoes e pra-
ticamente 100% formam dimeros ([13] e [15]).

Podemos dizer que existe um tipo de interacao entre os monoémeros destas duas protei-
nas, fazendo com que seja mais comum encontré-las em forma de dimeros do que em forma

de monomeros.

31



Figura 8: A RNAp em Pp, transcrigdo do gene cro ativa ([13]).

2.10 Competicao, interacao e cooperatividade

Tanto Cro quanto Rep formam dimeros para ligar-se em Opgy, Ogrs € Ors e ambas se encai-
xam nos mesmos locais no DNA, o que exclui a possibilidade de ambos ocuparem o mesmo
sitio operador. Este fato nos dé4 uma idéia de competicao entre elas. Estas ligagoes de
natureza quimica nao sao covalentes e portanto podem ocorrer dissociagoes.

As possibilidades de ocupagao nos sitios operadores pelas proteinas regulatérias e dos
sitios promotores pela RNAp, assim como as caracteristicas provenientes de cada uma
destas possibilidades geraram uma série de afirmacoes que serviram de roteiro para a for-
mulacao do modelo fisico-quimico do nosso texto base ([15]).

Além disso, héd vérios tipos de interagoes importantes que devem ser e foram levadas
em consideragao, pois a forca de atracao entre proteina e DNA muda de intensidade devido

a existencia de algumas cooperagoes.



O dimero de Rep tem afinidades diferentes para cada Og porque estes sitios operadores
sao semelhantes mas nao idénticos. Estas pequenas diferencas fazem com que o dimero de
Rep reconhega como preferencial o sitio Og;. Normalmente apés té-lo ocupado o préximo
serd Opy €, por ultimo, se a concentracao for suficientemente alta, ocupard Ops.

Os dimeros de Rep também tém afinidades aos pares, ou seja, dois dimeros de Rep
ligados em sitios operadores vizinhos, Ogr; € Ogrs ou Ogs e Og3 se ajudam mutuamente.

Essas afinidades sao expressas em termos de energia livre, como veremos na Secéo 3.11.
Algumas das configuragdes dadas em [15] que podemos ver a titulo de exemplo séo:

v/ Apenas um dimero da proteina Cro em Opgs.

v/ Apenas um dimero da proteina Cro em Ops.

/ Dois dimeros da proteina Cro ocupando simultaneamente Ogs e Ops.

v/ Apenas um dimero da proteina Rep em Opg;.

v/ Apenas um dimero da proteina Rep em Opgs.

y/ Dois dimeros da proteina Rep ocupando simultaneamente Opg; € Ops.

v/ Um dimero da proteina Rep em Opg; e um dimero de Cro em Ops.

Todas as possibilidades com a quantificagao das afinidades sao dadas na Tabela 6, que
sera explicada oportunamente (Secéo 4.2).

A posicao mais importante para Rep é a ocupagao de Or, onde exerce controles positivo

e negativo especificados na Tabela 5. Estando nesta posicao o Rep aumenta a possibilidade
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Positivo | quando ajuda a RNAp em Pgy,, ativando a transcricao do gene c/
Negativo | quando impede a RNAp de entrar em Pg, desativando o gene cro

Tabela 5: Tipos de controle

de transcricao de cl, pois aumenta a chance da RNAp ligar-se em Pgj;. Isso porque o
dominio amino toca a RNAp fazendo mais uma interacdo - além da que ja existe entre
DNA e proteina - agora entre proteinas.

As afirmacoes mencionadas nos permitem escrever 40 configuragoes possiveis para as
ligagdes envolvendo as proteinas regulatérias e os sitios operadores Ogr s e ainda entre a
RNAPp e os sitios promotores. Cada uma delas possivel e mais ou menos provavel, de acordo
com suas afinidades e a concentragao das proteinas regulatérias e ainda da RNAp. Mais
adiante (Capitulo 4) veremos como usar estas informagées para a construgao do modelo
matemadtico que prevé a dependéncia das concentragoes em relagio ao tempo.

Nesta etapa, ja4 consideramos as caracteristicas biolégicas do nosso problema, porém
na formulacao do modelo sao consideradas muitas caracteristicas fisicas e quimicas que
podem ser melhor entendidas através da Termodinamica Estatistica. Por isso devotaremos
o préximo Capitulo ao entendimento de aspectos bésicos desta teoria para depois voltarmos

a quantificagao dos processos descritos neste Capitulo.
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3 Termodinamica Estatistica

A modelagem propriamente dita dos processos bioldgicos descritos no Capitulo 2 sera feita
apenas no Capitulo 4. Aqui apresentaremos de forma sucinta a teoria da Termodinidmica
Estatistica de forma a justificar a equagao de equilibrio quimico (10) e a relacdo da constante
de equilibrio com a energia livre de Gibbs.

Neste Capitulo buscamos ainda entender o conceito de energia livre de Gibbs e, ao
olharmos para a natureza quimica destas ligagoes, compreender como esta energia influencia
na freqiiéncia de ocupagao de cada sitio operador no A-DNA pelas proteinas regulatérias
e dos sitios promotores pela RNAp. Nosso intuito é dar ao leitor nao iniciado as idéias
bésicas que estao por tras dos conceitos utilizados na formulagao do modelo, para que a
leitura seja praticamente autocontida.

Se ao leitor for familiar a teoria ou simplesmente assim o desejar, pode pular este
Capitulo, admitindo-se a validade da Equagao de equilibrio (10), a qual retomamos e uti-

lizamos no Capitulo 4.

3.1 Pressupostos provenientes da fisica quantica

Na Mecanica Quantica ([4]), a evolugdo de uma particula é descrita por uma fungao y(z, t)

com z € R3 t € R, a valores complexos. Essa funcio satisfaz a equacio de Schrédinger

ih— = ——V*Y T)U . 2
zhat 2mv v+ V() (2)



onde

32,1/) 3‘21/) 32?’0
2 _
vy oz? * Ox3 = Oz}’

6.626x10—34

onde z = (z1,T2,3), m é a massa da particula e i = =

(é a constante de Planck
h dividida por 27). Se adequadamente normalizada para que sua integral espacial valha
1, a funcdo |1|? fornece a distribuicdo de probabilidade de se encontrar a particula em
determinada posi¢ao no instante ¢. Além disso, a fungdo V(z) é a energia potencial cldssica
associada a um campo de forgas conservativo.

Se buscarmos solugoes do tipo ¥ (z,t) = T'(t)u(x) (com varidveis separdveis) com T :

R — C e u: R® — C, obteremos:

ar

LT
it

(t)u(z) = —:—mV2u(a))T(t) + V(2)T(t)u(z)

e dividindo a equagao toda por T'(t)u(z) teremos:

T'(t) _hzvgu(m) 4

i T@t)  2mu(z)

V(z) .

Para que haja a igualdade para todo (z,t) é preciso que exista uma constante F € C tal

que
L T'(t)
LhT(t) =F. (3)
e
PViu(z)
 2mu(x) Vizj=#. )
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A Equagdo (3) é ordindria e linear, e tem solugoes do tipo T'(t) = Ce=*t. No caso da

Equacao (4), podemos reescrevé-la como:

<— %V2+V(x)>u=Eu. (5)

O operador H : u — (— %VQ + V(x))u é chamado de operador Hamiltoniano. As
solugoes de (5) dependem de V(z). Para entendé-la, observamos que H é um operador
linear agindo num espaco de funcdes, em geral o espaco de Hilbert das funcgdes L? (a
derivacao é entendida no sentido de distribuigoes). Se existem F e u tais que Hu = Fu
entdo u é autofungao para H e E é um autovalor.

O estudo de H deve ser feito caso a caso, mas admitiremos que tenha as seguintes
propriedades, emv geral verificadas nos casos de interesse:

(a) seu espectro é discreto, real, positivo e enumerdvel (isto é, é o conjunto de seus
autovalores);

(b) o conjunto das autofuncdes é uma base ortonormal das fungdes L?.

Os autovalores E1, Fs, F3, ... sao chamados de valores de energia e o espectro é chamado
de espectro de energia.

Como conseqiiéncia, suponha que procuremos uma solugao da equagao de Schrédinger

tal que ¥(z,0) = uo(z). Entdo escrevemos yw(z,0) = 3, a;u;(z) onde uy, uy, ... sdo as
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autofuncoes associadas aos autovetores. Segue que a fungao

b(z,t) = Y ajem T tuy(z)
J

€ a solugao da equagao de Schrodinger com a condigao inicial prescrita, usando o fato de
que este operador é linear.
Como ||? fornece a distribuicdo de probabilidade em cada instante da posi¢do da

particula sua integral deve valer 1 (na verdade apés normalizagdo apropriada). Por outro

lado
) = / 62z =3 |ayf?,
7

assim a soma do lado direito deve ser igual a 1. A interpretagao fisica é que |a;|? representa

a probabilidade de se encontrar a particula no estado de energia E;.

3.2 Particula numa caixa

Um dos exemplos mais simples, mas que nos interessa bastante, é o de uma particula numa

caixa unidimensional, cujo potencial pode ser modelado por

v_J 0 se |z|]<a
V(‘r)_{oo se |z|] >a

Isso impde que para z fora de (—a,a) vale ( - ;—:}j—; + V(;z:))u = Fu com V(z) = oo,

entdo u(z) = 0. Para z dentro de (—a,a) vale

2
u”(z) + ﬁ—?EU,(I) =10.
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Se E < 0, temos a equagao u”(z) = k*u(z) cujo polindémio caracteristico tem como
raizes os valores k e —k. A solucdo geral desta equacdo é u(z) = c1e*® + cye ™ mas para
esta solugao se anular em —a e a serd preciso que ¢; = ¢; = 0 entdo u(z) = 0.

Se E = 0, temos %‘2‘(:17) = 0, cuja solugao geral é u(z) = c;x+ co. Mas para esta solugao
se anular em —a e a temos que ¢; = ¢y = 0 entdo, u(z) = 0.

Se E > 0, temos a equagdo v’ (z) = —k?u(z) cujo polindmio caracteristico tem como

raizes os valores 1k e —ik. A solucdo geral desta equagdo é u(z) = c¢; cos(kz) + cosen(kz)

2m.
Az

com k? =
As solucoes que buscamos sao combinagoes lineares de sen(kx) e cos(kx).

No caso dos senos buscamos sen(ka) = 0 = sen(—ka). Isso implica que ka = nm com

n=123,...,isto é,
12— 2mE  n’n?
R T @
ou ainda
_ (hW)2n2
2ma?

No caso dos cossenos cos(ka) = 0 = cos(—ka). Isso implica que ka = (n + §)m, isto §,

2 =
mE = k? = (n+ 1)?%;, entdo

B h27? 1

(n+ 5)2

2ma?

comn=20,1,2,3,....
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Juntando tudo a lista completa dos autovalores é:

(hW)Q .2
By = 8ma?

para j =0,1,2,.....

Para passar a uma caixa tridimensional, veremos um caso particular de potencial
V(z1, 2, z3) dado por V(z1,zs,z3) = Vi(z1) + Va(za) + Va(z3), com cada V; , j = 1,2,3
funcdo unidimensional semelhante ao caso anterior.

A caixa pode ser suposta ciibica apés uma mudanca linear de coordenadas. Entao a
equagao

h2
—5—V?ug + V (21,02, v3)ug = Eug

pode ser resolvida por ug(z1, 2, z3) = u1(z1)us(z)us(z3), com

h? d?

———— + Vi(z: (r.:) = e.u:(1.
om d:v;f i(@5) | ui(zs) = ejus(z;)
comj=123eFE =e;+e+ es.
Assim pode-se dizer que ([4]), as autofungoes de (—%Z—V2 + V') sdo os produtos de trés

autofuncoes unidimensionais, e os autovalores sdo a soma dos autovalores unidimensionais

correspondentes. Temos que a lista dos autovalores é o conjunto

hzﬂi -2 -2 ) " P
. 2(J1+]2 +J3) 5 Ji,Je.Ja € N. (6)
8ma
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3.3 Contagem dos niveis de energia

Para compreender a teoria da Termodinamica Estatistica é importante calcular o niimero
aproximado de niveis de energia abaixo de certo valor de energia E. Esse ntimero é a

quantidade de pontos do primeiro octante com coordenadas inteiras de norma menor que

8ma?
B=\ et

equivalente ao raio da caixa em questao. Esse nimero pode ser aproximado por um oitavo

do volume da esfera:

14 8ma?
83"\

v, )2E% .
Aqui reteremos apenas a informacéo de que o ntimero de niveis de energia abaixo do valor
FE é proporcional a E3.

O caso de N particulas pode ser tratado da seguinte forma. Considera-se a funcao
P(zW, 2@ @) (V) ) onde |4|? d4 a distribuicao de probabilidade de se encontrar a
particula 1 em ()| a particula 2 em 2@, ete..., como se fossem 3N coordenadas espaciais

e uma temporal. Se forem IV particulas numa caixa que nao interagem entre si, o potencial

V' podera ser escrito como

J=1

Os niveis de energia globais serao dados pela soma dos niveis de energia das particulas.
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Para contar o numero de estados com menos energia que E estimaremos o volume da

s 2 . .
esfera de raio R = 4/ 8,.:;17?2 E no espago 3N dimensional. Esse volume vale

aN
m 2

RSN ,
D

de forma que o nimero procurado é da ordem de

8ma?
( P22

-

3N 3N
= E7Z
) L +1) ’

ou seja, da ordem de E%, para N fixo. Nao é razoavel supor que as particulas nao
interagem entre si, porém neste caso a resolucao da equagao de Schrodinger pode se tornar
um problema bem mais complicado. Mesmo que haja interagao, esse potencial é um bom
ponto de partida para os pressupostos estatisticos que servem de base a Termodinamica

Estatistica.

3.4 Pressupostos estatisticos da Termodinamica

A Termodinamica Estatistica ([2], [14]) parte do pressuposto de que a listagem dos niveis de
energia num sistema de N particulas admite uma quantidade proporcional a N de “ntimeros
quanticos”, que sao os indices dessa listagem. Por exemplo, uma particula numa caixa tem
3 numeros quanticos, ji, j2, J3, para cada dimensao espacial e as N particulas numa caixa
que nao interagem tém 3N niimeros quanticos, um para cada particula e dimensao espacial.

Seja Q(E) a funcdo que dd o niumero de estados quanticos do sistema compativeis
com a energia total E. Esta é a principal fungao da Termodinamica Estatistica. No

12



entanto, algum cuidado se requer para entendé-la corretamente. Em primeiro lugar, ela
pode depender de vérias varidveis, ditas externas (por exemplo, o volume da caixa que
contém um gas ou um campo magnético, elétrico ou gravitacional externo). Mas aqui, por
enquanto, supomos que essas quantidades sao fixas.

Em segundo lugar, a energia total s6 pode assumir uma quantidade enumeravel de
valores, entao nao faz sentido fixar um tal £ e perguntar por Q(E), pois na maioria das
vezes a resposta sera zero.

A dificuldade é sobrepassada da seguinte forma. Escolhe-se um valor 6 E pequeno do
ponto de vista das medidas macroscépicas mas grande se comparado as diferencas entre
niveis de energia de um ou poucos nimeros quanticos. Entao define-se Q( E') como o niimero
de estados com energia entre £ — §E e E + §E.

Veja que se 6E for pequeno é razoavel supor que Q(E) ~ w(E)JE para alguma fungao
w(E) (uma densidade do ndmero de estados). Se escolhéssemos um valor diferente 6F
obteriamos:

5E 5E

QE) ~w(E)E = w(E)éEE =Q(E) Tk

isto é, a contagem de estados diferiria apenas por um fator constante (que poderia ser
absorvido mais adiante por uma constante). A hipétese mais bésica da Termodinamica
Estatistica é a de que num sistema isolado com energia total E, todos os estados compativeis

com essa energia sao igualmente provaveis.
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Para sermos mais precisos na defini¢gao admitimos que “ter energia total E” corresponde
a ter energia total entre £ — dE e E + 0E. Este principio tem conseqiiéncias importantes,
como veremos mais adiante.

O exemplo das N particulas numa caixa mostra que é razoavel supor que Q(E) é uma
fungao que cresce muito rapidamente com F.

Observe que Q(F) é aproximadamente a derivada da fungao dada na expressao

3N
8ma® av w2z
2

() ¥ +1)

aN
2

E

multiplicado por 26 E, portanto uma fungao do tipo CE* 1 que também tem crescimento

muito rapido com FE.

3.5 Interacao entre sistemas macroscépicos

Suponha que dois sistemas ¢ e ¢’ estejam em contato de tal forma que possam trocar
energia mas suas varidveis externas e a energia total nao se alterem. Diz-se que esses
sistemas tém interagdo (puramente) térmica.

O calor trocado entre os dois sistemas ¢ a diferenca entre a energia inicial ( F;) e a energia
final (Ef) de um dos sistemas, contado positivamente. O calor absorvido pelo sistema o é
AQ = AE = Ey— E;, que pode ser negativo se, de fato, o sistema perder energia. O calor
absorvido por 0’ ¢ AQ' = AE' = E} — Ej.

A soma dos calores absorvidos pelos dois sistemas é zero porque a energia total se
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conserva (AQ + AQ' = 0).

Outra forma de dois sistemas trocarem energia é através de interagbes mecanicas rea-
lizadas através de mudancgas nas variaveis externas (tipicamente o volume). Por exemplo
um gés numa caixa termicamente isolada, sujeito ao campo gravitacional, quando algado
a grande altura, ou dois gases com uma parede mével e isolante entre eles.

O trabalho efetuado por um sistema é denotado por AW e o outro por AW’, e se
a interagao for puramente mecanica entdo AW + AW’ = 0, por causa da conservacao
de energia. Em geral, porém, as duas formas de trocar energia aparecem juntas. Entao
AE = AQ — AW. Em outras palavras, o calor absorvido pelo sistema € a diferenca de
energia do estado inicial para o estado final mais o trabalho realizado pelo sistema. Na
verdade, essa expressao pode ser usada para definir o calor absorvido no caso mais geral
onde aparecem interagoes mecanicas.

Uma situagao comum é quando a tnica variavel externa relevante de um sistema é seu
volume. Por exemplo, um cilindro com um pistao mével. A forga exercida pelo sistema
sobre o pistao é pA, onde p é a pressao e A a area da superficie do pistdo. O trabalho
infinitesimal realizado pelo sistema é dado por dW = pAds = pdV onde ds é o deslocamento
infinitesimal do pistdao e dV é a mudancga infinitesimal no volume. De fato, a férmula
dW = pdV faz sentido em situacoes mais gerais do que a de um pistao cilindrico.

Neste sistema e em outros a energia total é determinada como fungao da pressao e do
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volume através da func¢éo E(V, p) (assim como a energia e o volume determinam a pressao),
se nao houver troca de calor.

Pela observacao acima temos

OF
ov -

3.6 Formas diferenciais

Vale a pena entender os conceitos apresentados sob o ponto de vista da teoria de Formas
Diferenciais ([8]). Falaremos apenas de formas diferenciais definidas em subconjuntos de
R? e para conectar mais rapidamente com a teoria usaremos V e p como coordenadas do
plano (em vez de z e y, respectivamente).

Uma I-forma (ou apenas forma) diferencial definida num aberto U C R? é uma funcéao
continua que a cada ponto (V, p) de U associa uma transformagao linear w(V,p) : R? — R.

Por exemplo, denomina-se dp a forma constante que age como

dp(V)p) ' ('U],'UQ) =12,

isto é, que toma a segunda coordenada do vetor em que se aplica. Analogamente, dV
toma a primeira coordenada do vetor em que se aplica. Outro exemplo é quando se da
uma funcao de classe C! qualquer f : U — R, para a qual se associa a forma diferencial
df = gédV # —g—lf;dp. Isto motiva a seguinte definigao.

Definicao. Uma forma diferencial w é dita exata se eziste f : U C R?> — R tal que

46



w = df. Neste caso, dizemos que a fun¢do f € uma primitiva da forma w.

Formas diferenciais podem ser integradas ao longo de caminhos, de acordo com a se-
guinte definigao.
Definicdo. Dada wma forma diferencial w e um caminho diferencidvel X : [a,b] — U,

definimos a integral de w ao longo do caminho X por [,w = f:w()\(t)) - N (t)dt.
Teorema 1. As afirmacdes sao equivalentes:

1. w € ezata.

2. [\w com X: [a,b] — U depende apenas das extremidades \(a) e A(b).

3. f,\"" =0 se A € um caminho fechado.

No caso em que a energia E é fungao de V' e p podemos definir a forma exata

oE OF oE
dE = 8—p—dp+ de = a—pdp—pdV >

oF

onde aproveitamos o fato de que p = —57.

Porém devemos tomar muito cuidado, pois nem toda forma é exata! Por exemplo,
tomemos a forma pdV, que pega a primeira coordenada do vetor e multiplica pelo valor
da pressao no ponto. A utilidade dessa forma é que se o sistema vai de (Vi, P) a (V}, Py)

através de uma curva y entao o trabalho realizado é f7 dW = fv pdV.
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Se y(t) = (V(t),p(t)) temos v/ (t) = (V'(t),p'(t)) e entao fq pdV = ftt’ p(t)V'(t)dt. Se v
for gréafico de uma fungdo p(V) entéo essa integral é a drea sob o gréafico. Mas se o resultado
da integral é a 4rea sob o grafico entdo o resultado depende do caminho, mostrando que
pdV nao pode ser uma forma exatal

Pela Segao 3.5, dE = dQ — dW, isto é dQ = dE + dW ou dW = dQ — dE. Entao dQ
nao pode ser forma exata, pois se fosse dQ) — dE seria e entdo dW seria, contradizendo o
que acabamos de ver acimal

Além disso, dW sé é forma exata quando o sistema estiver termicamente isolado, que
é estabelecido na 1* Lei da Termodinamica: “Se um sistema termicamente isolado € levado

de um estado wnicial para um final, o trabalho realizado € independente do processo usado”.

3.7 Entropia e temperatura

Sejam dois sistemas o; e g, termicamente isolados entre si e isolados no seu conjunto, com
energia EY e EJ e com parametros externos pré-fixados. O que acontece se removermos
a barreira de isolamento térmico (mantendo o conjunto o, U o9 isolado)? Para responder
a esta pergunta, convém olhar as fungoes Q;(E;) e Qa(F3) (€1 e Q9 sdo em geral fungoes
diferentes, pois os sistemas podem ser diferentes).

Antes ou apds a remogao, a energia total é constante e igual a E° = E? + E. Mas apés
a remocao, os sistemas estao livres para trocar energia (calor), desde que a soma permaneca

constante.
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Agora supomos que apds a remogao os dois sistemas atingem o equilibrio um com
respeito ao outro. Como prever a energia total de cada um deles?

Seja (2 o nimero total de estados acessiveis ao conjunto dos dois sistemas. Entao

Q= ) M(E)%(E-E)
0<E<E®

Chamemos de Q(E) = Q,(E)Q(E° — E) o nimero de estados do sistema com a imposi¢ao
de que o7 esteja com energia F. Entdo definimos P(F) = %@, a probabilidade de que o
tenha energia F.

Como Q4 (E) cresce rapido com E e Qy(E® — E) decresce rdpido com E entdo P(FE) tem

o grafico como ilustrado na Figura 9.

P(E)

Figura 9: Gréfico de P(E), onde E é a energia de um sistema o7 que é subsistema de o1 Uoy
e tal que a energia total é fixa, e P é a fragdo de estados com energia E em comparagao
com todos os estados possiveis do sistema.

O gréfico ilustra a existéncia de um ponto de maximo E* para o qual ha maior proba-
bilidade. De fato, o ponto de maximo da fungao P(FE) coincide com o ponto de méximo

da fungao In P(FE), dada por

InP(E)=-InQ+InQ(E) +InQ(E°-E). (7)
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Entao podemos achar E* simplesmente derivando essa fungao, ou seja como solugao da

equacao
BanI i dln QQ 0 £\
35 (E*) + (-1) EYo) (E°—E*)=0.
Definindo
_ 811'1 Qj

Bi=—5 >
com j = 1,2, temos
Bi(E*) = B2 E® — EY) .

As quantidades de que estamos tratando tém nome e significado fisico. Por exemplo,
S = kIn (2, onde k é uma constante positiva, é chamada de entropia. Estamos considerando
S como uma fungao da energia F do sistema, portanto .S também é uma funcao de estado.

Observe que a condicdo de méaximo para In P(E) é o mesmo que a condi¢do de maximo
para a soma das entropias dos dois subsistemas (Equacdo (7)), ou seja, as hipdteses proba-
bilisticas implicam que o equilibrio € atingido quando a soma das entropias € mazimizada.

A quantidade definida pelo simbolo 3, que é a derivada da entropia em relacao a energia,
pode ser suposta uma fungdo monétona da energia (basendo-se nos casos tipicos como o
dos gases ideais), de forma que E* fique definida de forma univoca. Assim, 8 mede uma
propriedade intrinseca dos sistemas e a igualdade 3; = 3, acaba por ser uma condigao para
o equilibrio, na hipétese de que o sistema passe a maior parte do tempo entre o conjunto

de estados mais provavel.



Observe que se inicialmente o sistema nao atingiu o equilibrio e a energia de o, é E,
com E < E*, entao a derivada de In P(FE) é positiva, o que implica §; > B,. Por outro
lado, se E > E* ela é negativa, isto é 8; < (5. Assim, a troca de energia é no sentido do
sistema que tem menor [ para o que tem maior 3.

O significado intuitivo de temperatura nos diz que o calor é trocado do mais quente
(temperatura mais alta) para o menos quente (temperatura mais baixa). Definindo a
temperatura como um nimero proporcional ao inverso de [ obtemos uma quantificagao
coerente com a intuigdo. Assim, a temperatura é definida por 8 = ﬁ e pode ser escrita
também como % =k = %, com unidade de medida denominada Kelvin. A constante
k pode ser ajustada para que a diferenca entre o ponto de congelamento e o ponto de
ebuligdo da dgua seja igual a 100 Kelvin (por razoes histéricas, para que um grau Kelvin se
iguale a um grau Celsius, porém de forma a que a escala Kelvin seja uma medida absoluta

da temperatura, no sentido que expusemos acima). Isso d4 k = kg = 1.3807 x 1072

Joules/Kelvin, que é chamada de constante de Boltzman.

3.8 Fator integrante

Se um sistema recebe um acréscimo de energia infinitesimal d@) na forma de calor podemos

escrever

nQ(E + dQ) — InQ(E) = 0;;0@ = 8dQ ,

ol



isto é,

_ dQ
ds =7+

Pode-se argumentar a partir dos pressupostos estatisticos ([14]) que o ntiimero de estados
acessiveis ao sistema ndo se altera por processos quasi-estaticos (isto é, lentos a ponto
de permitir ao sistema permanecer em equilibrio durante o processo) envolvendo apenas
trabalho mecénico. Em outras palavras, num sistema termicamente isolado (ou seja, para o
qual néo se permite troca de calor) onde seus parametros externos (tipicamente o volume)
sao alterados de forma quasi-estatica nao hd mudanca na entropia. Assim, a igualdade
s = % vale mesmo quando hé interagoes térmica e mecanica simultaneamente.

Observe que embora d@ nao seja uma diferencial exata ela passa a ser quando dividida
pela temperatura, pois dS é exata. Assim o inverso da temperatura é um fator integrante

que multiplica a forma dQ e a torna exata.

3.9 A funcao entropia e a relagao de Euler

Em resumo, a teoria da Termodinamica Estatistica pressupoe que o sistema tenha uma
fungao entropia

S =S(E,V,N,...,N,)

onde F é a energia, V é o volume e V; é o nimero de moléculas do tipo B; , i =1,...,r.

Essa funcao deve satisfazer algumas propriedades, que podem ser estabelecidas de modo
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axiomatico ou sugeridas de argumentos estatisticos, como fizemos acima, desde que se defina
a entropia como proporcional ao logaritmo do ntimero de estados acessiveis ao sistema.

Em primeiro lugar, a entropia é uma funcao estritamente crescente da energia. De fato,
como % = ( é tanto menor quanto maior for a energia, supoe-se que %‘% < 0 (admite-se
boas propriedades de diferenciabilidade para que essas expressoes facam sentido).

As varidveis das quais depende a entropia sao chamadas extensivas. Pressupoe-se que
o equilibrio macroscépico do sistema seja totalmente caracterizado por essas variaveis.

Os jargoes que dizem “a entropia sé cresce” ou “a entropia é sempre maximizada” tém
formulagao precisa. Um sistema composto (o; com o3) pode ser simplesmente a jungdo
“lado a lado” dos dois sistemas, sem que haja interacao entre eles, de qualquer espécie.
Para nao haver interacao, € preciso que haja varias barreiras: térmica, para nao haver
troca de energia na forma de calor; mecanica, para nao haver alteragoes de volume; ou
quimica, para nao haver transferéncias de moléculas de um sistema para o outro. No
entanto, se uma das barreiras for removida, as variaveis externas que podem se alterar
passarao, dentro das suas possibilidades, a assumir valores que maximizam a entropia. Por

exemplo, se a barreira térmica for removida as energias E' e E? dos dois sistemas assumirao

valores tais que a entropia total
SYED v NO Ny L g (E® v N Ny

seja maximizada, respeitando-se que a soma E!) + E?) permaneca constante e igual &
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energia total do sistema composto.
Assume-se também que a entropia seja aditiva sobre suas partes constituintes, o que
implica, de fato, que a entropia é uma fun¢do homogénea (de primeira ordem) das suas

variaveis. Isto é, dado a > 0 entao
S(aE,aV,aNy,...,aN,) = aS(E,V,Ny,...,N,) .

O fato de que S é uma fungdo monétona da varidvel E implica que esta varidvel pode

ser isolada utilizando S como varidvel:
E = E(S,V,Ny,...,N;).

Assim, a Termodinamica pode ser apresentada de forma alternativa. Essa func¢do também

¢ homogénea de primeira ordem. Derivando a relacao de homogeneidade
E(aS,aV,aNy,...,aN,) = aE(S,V,Ny, ..., N,) .

em-relacdo a o e tomando o = 1 segue que

OF 0F oF oF
= — — —N; + ...
E(S,V,Ny,...,N;) aSS+ 8VV+ ale 1+ e+ N,

N, .
OE 9E

Como vimos anteriormente, —5; € a pressao p e 35 € o inverso de %, isto é, a tem-

oF

peratura 7. As derivadas parciais 53~ recebem a denominagdo de y; e sio chamadas de

potenciais quimicos. Entao, resumidamente,

E=TS—-pV+uNy+ ... + u. N, ,

o4



equagao que € conhecida como relagdo de Euler. Deve-se atentar para o fato de que as
variaveis T', p, p; (ditas intensivas) sao, nesta equacao, funcées de S, V, N..

Vimos que o principio de maximizagéo da entropia implica que a remocéo da barreira
térmica leva & igualdade de temperaturas (ver Secdo 3.7). Se também for removida a
barreira volumétrica o mesmo principio implicard na igualdade de temperaturas e pressoes.
Entao temperatura e pressdo podem ser vistas como potenciais, pois indicam o sentido e
a intensidade das mudangas na energia e no volume. Os potenciais quimicos tém papel
semelhante (daf seu nome): a remogéo das barreiras térmica e quimica proporciona a
igualdade de temperaturas e potenciais quimicos.

Também € possivel formular o principio de maximizagao da entropia como um principio
de minimizacao da energia ([2] ou [14]). Se o equilibrio entre dois sistemas sem barreira
térmica ¢ aquele dado por E' e E?, tais que E' + E? = Ep (onde Er é a energia total fixa)
e que maximizam a entropia S' 4+ S?, se chamarmos de Sr o valor de S' + 52 no equilibrio,
entdo valera também que S e S? sdo dados pela condicdo de que S* + S? = Sy e de tal
maneira a minimizar E' + E2.

3.10 A energia livre de Gibbs

Suponha agora que tenhamos dois sistemas o e ¢’. onde ¢’ é um reservatério de temperatura
e pressao. Isto significa que o e ¢’ podem trocar calor e trabalho mecanico pOr pressao,
mas o' ¢ tao grande que sua temperatura Ty e sua pressio py nio se alteram. Assim, o
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sistema ¢ tera sempre, no equilibrio, as mesmas temperatura e pressao que o reservatorio.
Este tipo de hipétese condiz com as condigoes encontradas em laboratério, especial-
mente quando se realizam reagdes quimicas. A atmosfera é um reservatério de pressao e
temperatura, condicoes nas quais se dao as reagoes. Durante o processo de reacao pode
haver alteragoes AS e AS’ nas entropias de ¢ e ¢/, mas sempre no sentido de aumentar a
entropia, isto € a variagao da entropia total ASr = AS + AS’ é sempre ndo negativa.
Seja AQ o calor transferido de ¢’ para ¢ (com sinal). Entdo, como a temperatura do

reservatério nao se altera durante o processo,

por causa da relacao de Euler, dada na Segdo 3.9. Mas, pelo que vimos na Se¢ao 3.5, temos
AQ = AE + pAV

onde AE é a mudanga de energia em o e pp/AV é o trabalho feito em o contra a pressao
constante em ¢’, supondo que este seja o Unico tipo de interacao mecanica entre os sistemas.

Entao

ASr=0S-29 - Linas— AE - pav]
To T()

Denominando

G0=E+p0V—T05



teremos

AGy
To

ASt = —

Em palavras, dG, representa o acréscimo infinitesimal (com sinal) de energia mais
trabalho feito contra a pressao do reservatério menos a energia recebida em forma de calor,
do reservatério, ou seja, trata-se da energia efetiva gerada pelo processo.

Como AS7 > 0 isso implica que AGyp < 0, logo a situagdo de equilibrio é caracterizada
pela condicao de que a quantidade Gy seja minima.

Dé-se o nome de energia livre de Gibbs & grandeza Gjy.

Mais formalmente define-se a energia livre de Gibbs de um sistema como a fungao
G = G(T,p, Nl, —_— Nr)

obtida de E = E(S,V, Ny, ..., N,) da seguinte forma: toma-se o sistema

{ T= gg(sa Vv le"'aNr)
—P= ﬁ(sa V) Nl) ---)Nr)

resolvendo S e V' em fungao de p e T e escrevendo G = E — TS + pV em funcao de
p, T, Ny, ..,N,. A funcao G é uma transformacao de Legendre da funcao E e ambas contém

todas as informacgoes sobre o sistema.



3.11 Equilibrio quimico

Uma equagao quimica pode ser escrita na forma

T

ZU{B-{ZO,

i=1

onde os v;, chamados de coeficientes estequiométricos, sao nimeros inteiros. O sinal de cada
v; indica “o lado” da reacao em que estd o composto B; ao qual se refere. Por exemplo, na
reacao

2Hy + Oy = 2H,0

podemos chamar By = Hy, By = Oy e By = HyO, com vy = —2, v, = —1 e v3 =
+2, convencionando-se que os sinais positivos correspondam ao lado direito da equagao
(produtos) e os sinais negativos ao lado esquerdo da equagdo (reagentes).

Como sempre, seja N; o numero de moléculas de B; presentes no sistema. Supondo
que os compostos sejam colocados juntos, se houver reagdo quimica entao os nimeros
N; poderao se alterar, mas de uma maneira que preservem o numero de atomos, isto é,
respeitando a equagao de reagao. Ou seja, AN; = A\y;, para um certo \, que representa a
“quantidade de reagao” efetuada.

Na situagao de equilibrio em que o sistema esteja em contato com um reservatério de

temperatura 7p e pressao po, a energia livre de Gibbs é a minima. isto é. dGy = 0. Entao
dGo = d(E —ToS+poV) = > pudN; =0.
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Substituindo dN; por A\y;, temos
Z'Ll,ﬂ/i = () y (8)

que diz em que condigées podemos achar o equilibrio, desde que conhecamos como se
comportam os potenciais quimicos.
Em situagdes ideais onde os compostos sao gases é possivel deduzir as funcdes de po-

tencial quimico a partir dos pressupostos quéanticos e estatisticos. Como

Hi = )u’i(T)p) N17 ""1NT) )

p = po € T = Tp, e ainda supondo que ndo haja dependéncia em relacdo ao niimero de
outras moléculas, o potencial quimico é essencialmente uma funcio de NN;. No caso de

compostos que reagem em um solvente, observa-se experimentalmente ([11],[12],[6]) que
pi = 1 + kpTn[By] ,

onde [B;] é a concentragéo da molécula B; em Molar, ou seja, 1 é o potencial quimico para

a concentragao de 1 Molar. Substituindo na equagéo (8), temos

> vy + kTIn[Bj]) = 0.
=1

Podemos também multiplicar esta equagéo por Ny, o nimero de Avogadro, que repre-

senta o numero de moléculas que formam 1 mol. A constante V. kp é denotada por R e é



chamada de “constante universal dos gases”. Assim,
> vipdNa+RTY " vn[B)] =0.
i=1 i=1

Se chamarmos de AG® a soma ) ._, v;u! N, (justificaremos isso logo em seguida) e esse
valor for conhecido, entéo esta é a equagéo sobre as concentracoes do equilibrio, e pode ser
reformulada para

agl

L [B]" = e’ = Koy, (9)

que é conhecida como equacdo do equilibrio quimico.
Para entender melhor o significado do AGP?, primeiro definiremos o que é “1 mol de
O bl
reagao”. Se s é tal que

V1,V ..o, Vs < 0 < Vg1, Vera,..., Uy,

isto é, os primeiros s coeficientes estequiométricos se referem aos reagentes e os demais aos
produtos, e além disso os coeficientes ndo tém fator comum, entdo dizemos que ocorreu “1
mol de reagao”, se N v moléculas de By, Navy moléculas de Bs, ..., Nsvs moléculas de
B; se transformaram em N,4v,,; moléculas de By, Navsyo moléculas de Byyo, ..., Nav,
moléculas de B,.

Como p?N, representa a energia livre de Gibbs de um mol da substincia B; a con-
centragdo de 1 Molar, entdo AG® = 37 v;u?V, é a diferenca entre a soma das energias

livres de v moles de By, v, moles de Bs, ..., vs moles de B, e a soma das energias livres de
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Vsy1 moles de By, Vsyo moles de Bgya, ..., v moles de B;.

Esse dado AG° é mensurdvel. Por exemplo, no modelo temos uma reagao do tipo
1 DNA + 1 Cro = 1 DNA&Cro

onde a energia da parte direita da equagao é menor que a da parte esquerda, fazendo com
que AGP seja menor que zero.
A equagdo de equilibrio quimico é comumente apresentada na forma

Bl (BJ* . _ae
[BI]VI._.[BS]”S = Keq = e RT | (10)

Essa equacao sera usada no préximo Capitulo para se obter as probabilidades (forgas)
de cada configuragéo sobre os sitios operadores em funcao dos valores de energia livre e das
concentragoes. Essas probabilidades serdo usadas na construgao da equagao diferencial.

E importante atentar para o fato de que a equagao nao é invariante por uma
mudanga de unidades de medida de concentracao: se elas forem mudadas, muda
a constante de equilibrio. Mas a prépria definicdo de AG° depende da unidade escolhida

para a concentragao.

3.12 Deducgao probabilistica da equacao de equilibrio

Considerando uma equagao na forma

S T

Zl/,‘B,’ = Z l/,'B,‘ s

=1 i=s+1



sabe-se que a probabilidade de ocorréncia da reagao da esquerda para a direita, que chama-
remos aqui de Py, deve ser proporcional a probabilidade de se encontrar simultaneamente,
num determinado elemento de volume, v; moléculas de By, ..., v moléculas de B,. Su-
pondo que as probabilidades sao independentes, entao a probabilidade de se encontrar uma
molécula de B; sera proporcional a [B;]. Portanto Py = K II{_,[B;]", onde K, é uma
constante de proporcionalidade.

Analogamente, definindo P_ como a probabilidade de ocorréncia da reagao da direita
para a esquerda, teremos P_ = K_II__,[B;]"

Numa situagdo de equilibrio deveremos ter P, = P_ e conseqlientemente

O, [B)" Ky

e o 1 ! — K
Hle [Bi]l/i K_

eq

ou seja, pode-se chegar a Equagao 10 por argumentos probabilisticos, mas esse argumento

nao mostra como obter a constante de equilibrio de forma independente.



4 O modelo

4.1 Probabilidades das configuracoes

Com o intuito de chegar ao nosso modelo, interessa-nos analisar o equilibrio de uma equacao
do tipo

B+ 1By + ... + v.B, 2 vC

onde um niimero finito de reagentes formam um unico produto e para a qual vale

CF°  _p -5
BBl T -

onde K., é a constante de equilibrio da equagdo, AG® é a energia livre de Gibbs associada
a equagdo, R é a constante universal dos gases e 7' é a temperatura absoluta no equilibrio.
Vimos no Capitulo 3 como se deduz essa equagao a partir da teoria da Termodinimica
Estatistica.

Esse tipo de equagao quimica é aqui utilizado porque sempre teremos varias moléculas
de proteinas que podem se ligar a apenas uma molécula de DNA, gerando uma configuracio
caracterizada pela molécula de DNA com uma ou mais destas proteinas ligadas a ela. A
cada configuracao que considerarmos, o que ird variar serdo os tipos de proteinas que se
ligarao a0 DNA e a quantidade de cada um destes tipos que se ligard ao mesmo tempo.

Mais precisamente, teremos

DNA + vgepRep + veroCro + vy 4,RNAp — Conf |
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onde Conf é uma das configuragoes de equilibrio possiveis. Na Tabela 6 listaremos todas
as configuragoes possiveis e os dados correspondentes.

Assim, temos

[Conf]
[DNA]

= [Rep|"R<r[Cro]“¢r[RNAp]"AN4r K | (12)

onde K é a constante de equilibrio da reacdo. Esta informagdo vai nos ajudar a deduzir o
modelo.

Como ja vimos pela Equagdo (10), a constante K se relaciona com a energia livre de
Gibbs da configuragdo onde as proteinas e a RNAp estdo ligadas & molécula de DNA,
em quantidades determinadas por seus coeficientes VRepy VCro € VRNAp.- Na Tabela 6 sdo
fornecidos os valores de energia livre de Gibbs e nao diretamente as constantes de equilibrio.

A rigor, o quociente

[Conf]
[DNA]

faz pouco sentido, visto que o nimero de moléculas de DNA e Conf (situacio em que a
molécula de DNA est4 ligada a uma determinada quantidade de proteinas) sé pode ser 0
ou 1 e, ainda, quando um é 0 o outro é 1, e vice-versa.

Mas se levarmos em consideracao que o equilibrio é estatistico e nao estético, o quociente

serd a proporgao de tempo em que o sistema apresenta a configuracio de equilibrio em
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relagdo ao tempo em que nao apresenta a configuragao. Seria entdo algo como

TConf
)
TDN A

denotando por 7 os tempos respectivos.
Como existem varias configuragoes possiveis no modelo completo, temos que considerar

a possibilidade de varias reagdes simultaneamente e para cada uma delas tem-se a equacao

M — [Rep]uheP[Crolué‘ra [RNAP]U;'ZNApKi . (13)
TDNA
Admitindo que podemos fixar, arbitrariamente, um intervalo de tempo de tamanho 7 e

que, dentro deste intervalo, cada situagio corresponderd a uma fracio de 7, teremos

S
T =TpNA + E TConf; -

i=1

A proporcao de tempo da configuragdo 7 com relacao ao tempo 7 é

TConf; _ TConf;
T TDNA + D ; TConf;

(14)

Observemos que o lado esquerdo da equagdo nos d4 a probabilidade de se encontrar a

configuragao 7 e o lado direito pode ser desenvolvido com a Equagao (13). Entdo

[Rep]“ker [Cro]“cre[RNAp] ks I,
]' + Zj:l [Rep] U"QCP [CI‘O]%M [RNAP] V]R.\’,-lp](j ’

Prob(Conf;) = (15)

Na formulagao das equacées diferenciais, levaremos em conta o acoplamento das pro-
babilidades referentes as configuragées onde ocorre ativacao dos promotores Pr e Pgyy,
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ou seja, configuragoes que possibilitam a produgédo das proteinas regulatérias Rep e Cro.
Desta forma, estas probabilidades, associadas a outros parametros, serdo utilizadas para

determinar as taxas de produgao para essas proteinas.

4.2 Tabela de configuracoes

Ao descrevermos todas as configuragoes possiveis para o modelo, utilizaremos vérias afirma-
coes de natureza fisico-quimica das interagoes moleculares, como regras de ligacao, interacao
com cooperatividade e exclusao. Assim, determinaremos as possiveis combinagées entre
as moléculas de dimeros das proteinas Rep, Cro e RNAp com seus sitios operadores e
promotores.

Passaremos agora a relatar as afirmagoes necessarias para entender as configuragoes
moleculares microscépicas que podem ocorrer nos sitios operadores Og’s. Observando
novamente as Figuras 5, 7 e 8 encontradas no Capitulo 2 tais afirmac¢des podem ser melhor

compreendidas. Sao elas:

1. Os 3 sitios operadores de ligagGo sdo especificos, ndo se sobrepoem e em cada um

liga-se apenas uma proteina em forma de dimero por vez.

2. Quando hd cooperatividade entre as proteinas ao se ligarem na molécula de DNA,
o valor da energia livre (em mddulo) desta configuragio € maior que a soma das

energias livres das configuragoes em que as proteinas estao ligadas separadamente.
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3. Ndo hd interacao cooperativa entre um dimero de Cro e qualquer outra proteina,

incluindo outro dimero de Cro no sitio adjacente.

4. Nos operadores com 3 dimeros de Rep ligados somente hd cooperatividade entre di-

meros em Op; € Oprs.

5. Se a RNAp liga-se em Pgryy, previne que os dimeros de Cro ou Rep liguem-se em Ops

e vice-versa.

6. Se a RNAp liga-se em Ppg, previne que os dimeros de Rep ou Cro liguem-se em Op;

e Ogry e vice-versa.

7. Duas RNAp podem ocupar Pry e Pr simultaneamente, mas nao hd interacao entre

as polimerases nos promotores adjacentes *.

As afinidades das configuragoes nos sitios operadores sao determinadas pela energia
livrte de Gibbs, cujos valores estao expostos na Tabela 6. Esses valores, associados as
concentracgoes de cada proteina, determinarao as probabilidades de cada configuracao.

Quanto mais negativa for a variagao de energia livre para a ligacao, maior ¢ a afinidade

entre proteinas e DNA. Algumas configuragdes tém maior energia livre do que poderia

'H4 informacoes contraditérias nas nossas referéncias sobre a possibilidade de transcrigio de genes
nesta configuracao. No artigo [15]. observamos que ao mesmo tempo em que foi dito explicitamente que
nao haveria transcri¢ao de nenhum dos dois, mais adiante os autores supoem implicitamente que ambos os
genes podem ser transcritos. Nos utilizaremos a segunda opgao.
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se supor a partir da soma das energias livres de cada configuracao separadamente, como
dissemos acima na segunda afirmagdo e comentamos na Secao 2.10. Por exemplo,

v/ Um dimero da proteina Cro em Ogy corresponde a uma variagao de energia de -10.8
Kcal/mol, ou seja, AG, = —10.8.

v/ Um dimero da proteina Cro em Opgs, sozinho, tem AGY, = —12.1.

v/ Um dimero da proteina Cro em Opgs e outro em Ogs tém, juntos, AGs + AG) =
(—12.1) + (—10.8) = —22.9, pois nao hé cooperatividade.

v/ Um dimero da proteina Rep em Opg; corresponde a uma variagiao de energia de -11,7
Kcal/mol, ou seja, AG; = —11.7.

v/ Um dimero da proteina Rep em Opy, sozinho, tem AG, = —10.1.

v/ Um dimero da proteina Rep em Opg; e outro em Opgy tém, juntos, AG; + AG, +
AGyp = (—11.7) + (—=10.1) + (—1.9) = —23.7, devido a presenca de cooperatividade.

Na Tabela 6 a primeira coluna numera as configuragoes possiveis. O simbolo (t) ao lado
do numero indica que aquela configuragao tem possibilidade de transcri¢do de pelo menos
um dos genes, por causa da presenca da RNAp.

A segunda coluna expoe os tipos de proteinas ligadas nos trés sitios operadores e pro-
motores. Cada dimero de Rep ou Cro pode se ligar num dos trés sitios operadores. Nesta
coluna, 0 indica que o sitio estd desocupado, R, representa um dimero de Rep ligado ao

sitio operador indicado pela posicao deste simbolo e, analogamente, para um dimero de
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s OR3 Op2 Opgr; | mondémio AG(%’-)

1 0 0 0 zoy 20 0.0

2 0 0 Ry 19020 -11.7

3 0 R2 0 219020 -10.1

4 R2 0 0 zly020 -10.1

5 0 0 Ca z0y120 -10.8

6 0 Cs 0 a:oylz0 -10.8

7 Ca 0 0 z0y120 -12.1
(t)8 | RNAp 0 0 04021 -11.5
(t)9 0 RNAp 209021 -12.5
10 0 Ro* Ro 229020 -23.7

11 R, 0 Ry z2y020 -21.8
12 Ro* Ry 0 229920 -22.2

13 0 Cs Cs 209220 -21.6

14 Ca 0 Coy z0y220 -22.9
15 Cay Coy 0 209220 -22.9
(t)16 | RNAp RNAp 299022 -24.0
17 0 Cy Ry zlylz0 =225

18 0 R, Cs zlylz0 -20.9
19 Ry 0 Cs zlylz0 -20.9
20 Cy 0 R, zlyl2® -23.8
21 Ry Co 0 zlylz0 -20.9
22 Cy R 0 zlyl20 -22.2
(t)23 R; RNAp zly02! -22.6
(t)24 | RNAp R, 0 zly021 -21.6
(t)25 | RNAp 0 R, zly0z1 -23.2
(t)26 Cy RNAp z0ylzl -24.6
()27 | RNAp Cs 0 z0yl21 -223
(t)28 | RNAp 0 Ca z0ylz! -22.3
29 Ry Ro* Ro> 239020 -33.8
30 Co Cy Cs 204320 -33.7
31 Co Ry* R, z2yl20 -35.8
32 R, Co R> z2yl20 -32.6
33 Ro* Ro Cs 2294120 -33.0
34 R, Cs Cs zly?20 -31.7
35 Co R> Ca zly?20 -33.0
36 Cs C2 Ry zly?20 -34.6
(t)37 | RNAp  Ro* Ry 229021 -35.2
(t)38 | RNAp C> C2 209221 334
(t)39 | RNAp Cs Ro zlylz! -34.0
(t)40 | RNAp Ry Ca lylz! -32.4

Tabela 6: Tabela de configuragées
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Cro utilizamos o simbolo Cj.

O simbolo RNAp na coluna de Ogs indica que a enzima RNAp estd ligada no sitio
promotor Pgys, em posigao de transcrever o gene cl, que produz a proteina Rep. Para
indicar que a enzima RNAp estd ligada ao sitio promotor P colocamos o simbolo RNAp
na coluna de Opry e deixamos vazia a posi¢ao na coluna de Og;.

Quando colocamos o simbolo Rsy*, indicamos que este dimero e o seu adjacente agem
com cooperatividade.

Os monomios da terceira coluna refletem a configuragdo da segunda coluna, pois os
expoentes de x, y e z correspondem aos numeros de moléculas de Ry, (> e RNAp, res-
pectivamente, presentes na configuragao. Esses monomios aparecem nos numeradores das
probabilidades das configuragoes, segundo a Equagéo (10). No préximo Capitulo, usaremos
xz, y e z para denotar as concentragoes de Ry, Cy e RNAp, respectivamente, simplificando
a notacao.

Na quarta coluna temos os valores totais de energia livre de Gibbs relacionadas com a
configuragao. O estado referencial para toda energia livre é o genoma do fago sem proteinas
regulatérias. Esses valores sdo dados em [15] e foram obtidos através de experiéncias in
VIV0 € N VILTo.

De modo geral e resumindo, a probabilidade de cada configuragao i pode ser escrita



Ccomao:

e—AGi/Rijiyki oMM

40 _AG/RT 1ji k1 »mu
=1 € i/ ;L']Iy Lz

Prob[Conf;] =

onde

o AG; é a energia livre de Gibbs da configuragéo ¢, dada em Kcal/mol.

R =0.001987093690 Kcal/mol Kelvin é a constante universal dos gases.

T = 310K é a temperatura absoluta dos experimentos.

e 1,7y, z sdo as concentragoes de Ry, Cy e da enzima RNA polimerase, dadas em Molar

= mol/litro;

Ji, ki, m; sdo os indices que indicam o nimero de moléculas de cada tipo ligadas na

configuragao 7 (0 - 3).
4.3 Equagao diferencial

A expressao que fornece a probabilidade de se encontrar uma determinada configuragao s
sera utilizada na equagao diferencial que dard a variagao nas concentragoes das proteinas,
como um valor que indica a possibilidade de transcricao dos genes envolvidos. Porém este
numero sozinho ainda nao é o suficiente para determinar a producao de novas proteinas.
O simples fato de ocorrer uma configuracao com possibilidade de transcrigao nao in-

dica que ela realmente ocorrera. Como foi dito anteriormente, existe um valor conhecido
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como taxa de formagao de complezos abertos que representa a chance de ocorrer a condigao
ideal para a transcrigao. Desta forma, podemos dizer que a contribuicao de cada confi-
guracdo para as mudangas nas concentragoes das proteinas sera o produto de trés fatores:
a probabilidade da configuragao, a taxa de isomerizagao da RNAp em complexos abertos,
e o numero de moléculas de proteinas sintetizadas por transcrigdo (dada em unidades de
concentragao).

As probabilidades que influenciam ativamente nas equagdes sao aquelas referentes as
configuragdes que indicam a possibilidade de transcricdo do gene correspondente a proteina
refém’da na equagado. Pelas descrigoes anteriores dos processos bioldgicos, dadas no Capitulo
2, sabemos que as configuragoes citadas acima sao aquelas em que a RNAp esté ligada ao
sitio promotor do gene que, ao ser transcrito, permitird a producao da proteina a qual se
refere.

Entao, ao escrevermos a equagao que descreve a variagao na concentragao de
dimeros de Rep, levamos em conta as probabilidades das configuragoes em que
a RNAp esta ligada ao promotor Pgrys correspondente ao gene cl. Analogamente,
ao escrevermos a equagao que descreve a variagao na concentragao de dimeros
da proteina Cro, levamos em conta as probabilidades das configuracoes em que
a RINAp esta ligada ao promotor Py correspondente ao gene cro.

Como foi descrito no Capitulo 2. no caso do gene cl, existe uma cooperatividade entre
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a RNAp e o dimero de Rep, quando este se encontra no sitio operador Ogs. Essa coopera-
tividade sera representada no modelo por um aumento da energia da configuragao. Além
disso, ha ainda um consideravel aumento na chance de formagdao de complexos abertos
nestas ligagoes, por isso teremos taxas distintas a serem consideradas nos casos em que
ocorre e em que nao ocorre esta cooperatividade.

Podemos entao, escrever as equacoes diferenciais do nosso modelo da seguinte forma:

d|R
_[dt2] = | Prob,[Pry&RNAD| - kpra1 + Probe[Pray&RNAD| - kprara | - Ar, — [Ralkar
e
d
% = ]D'r‘ob[PR&LIXNJAP].ICPR./l(;'2 - [CQ]de
onde

o Probi[Pry&RNAp] é um valor entre 0 e 1, pois se trata da soma das probabilidades
referentes as configuragoes onde a RNAp esta ligada em Pgy; e é ajudada pelo dimero
de Rep ligado em Opgs, ou seja, Prob;[Pry&RNAp|] = Prob[Confay] + Prob[Confsr] +

Prob[Confyg] ;

o Proby[Pry&RNAp] é a soma das probabilidades referentes s configuragdes onde a
RNAD esta ligado em Pgys e sem a ajuda do dimero de Rep ligada em Opg,, ou seja,
Probs[Pra&RNAp| = Prob[Confs] + Prob[Config] + Prob[Confas] + Prob[Confay] +
Prob[Confas] + Prob[Confss] + Prob[Confsg] ;
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e Prob[Pr&RNAp| é a soma das probabilidades referentes as configuragoes onde a
RNAp esta ligada em Pg, ou seja, Prob[Pr&RNAp| = Prob[Confy] + Prob[Conf;g] +

Prob[Confys] + Prob[Confag] ;

e kpran é a taxa de isomerizagao da RNAp no promotor Pgy, com cooperatividade do

1

dimero de Rep em Op, - dada em OC s™' complexos abertos formados por segundo;

e kprae € a taxa de isomerizagao da RNAp no promotor Pgrys sem cooperatividade -

dada em OC s7!;
e kpr é a taxa de isomerizagao da RNAp no promotor Py - dada em OC s~} ;

e Ap, é a quantidade de dimeros de Rep formados em cada transcrigao - dada em molar

OC~! (vide Segao 4.5 para comentérios sobre esta unidade de medida) ;

e Ac, é a quantidade de dimeros de Cro formados em cada transcrigao - dada em molar

oc—!;

e kyp é a taxa de degradagéo da proteina Rep - dada em s7!;

o kyc é a taxa de degradacao da proteina Cro - dada em s~ !.

A integracao numérica das equacoes diferenciais formuladas produz as concentragoes

celulares dos dimeros Cro e Rep ao longo do tempo.



4.4 Comentarios sobre o modelo original

O objetivo do modelo originalmente formulado no artigo [15] era observar o comportamento
das concentracoes das proteinas ao longo de uma hora, sob condigoes iniciais e parametros
de interesse.

Algumas diferencas podem ser apontadas entre os dois modelos apresentados, tanto na
maneira de apresentar as equagoes como em outros aspectos de natureza qualitativa.

No original a segunda equagdo dé a variacao da concentragao de dimeros da proteina
Cro em dimeros, tal como expusemos aqui, mas a primeira equagao, relativa a proteina Rep,
dé essa variagdo em monomeros. Isso é possivel porque, como foi dito no Capitulo 2, hd um
equilibrio entre as concentragoes de monomeros e dimeros desta proteina presentes na célula,
embora somente aquelas que estao formando dimeros participem da regulacao génica. No
entanto dentro das expressoes das probabilidades foi usada a concentragao de dimeros.
Fora destas expressoes, todas as outras informagoes, inclusive a prépria concentragao, foram
dadas com respeito a monémeros - a quantidade de proteinas formada por transcrigao (Ag),
a taxa de degradagao (ksr). Isso pode gerar uma certa confusao, por isso no modelo que
formulamos ambas as equagoes ja representam a variagao nas concentragoes das proteinas
em forma de dimeros, e portanto todas as informagoes dizem respeito a este formato de
ambas as proteinas.

E claro que, apesar desta diferenca, como ambos foram formulados basicamente utili-
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zando as mesmas caracteristicas, podemos dizer que um é uma espécie de adaptacao do ou-
tro. Para relaciona-los, vamos utilizar [R] para indicar a concentracao total de monémeros
de Rep (livres ou nao) presentes na bactéria e [Ry] para a concentracdo em dimeros desta
mesma proteina. Como foi dito na Segao 2.9 anteriormente, utilizando os dados de [13]
temos que [Rp] = 0.475[R] e podemos verificar que esta proporgdo é a mesma para a cons-
tante que representa o nimero de monémeros produzidos por transcrigao, de forma que
Apr, = 0.475AR que é dada em [15] por Ag = 11 mondmeros por OC. Em relacio as taxas
de degradacao a proporcionalidade é mantida: kqg, = kqr.

Além disso, na leitura do artigo [15] verificamos ainda que, para simular os equilibrios
dos estados lisogenico e litico, os autores nao levaram em consideragiao as degradacoes
naturais das proteinas, mas apenas dados parciais para cada estado em separado.

Por exemplo, na simulagdo do estado lisogénico, foram considerados somente valores
referentes & produgao das proteinas regulatérias e nenhum dado referente & degradacao.
Neste caso, € evidente que nao ocorrerao equilibrios, pois sem as componentes de degradacao
as derivadas das fungoes serao sempre positivas. O que podera ocorrer serd somente uma
diminui¢ao na produgao de proteinas Rep e Cro, mas nao um equilibrio.

Na simulagao da indugao para o estado litico, ao contrdrio do primeiro caso, foi consi-
derada na primeira equagao uma taxa alta de degradacao para a proteina Rep, provocada

por um fator externo (radiagao ultravioleta), introduzido em experiéncias realizadas e que
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mostraram ser possivel passar do estado lisogénico para o litico (ver Secdo 2.8). Desta
forma, h4 uma grande queda na concentragao de dimeros desta proteina Rep, o que per-
mite um aumento na concentragao de dimeros da proteina Cro. Com o passar do tempo,
podera ocorrer também uma diminuicdo na produgdo de novas proteinas, mas também
nao ocorrerd um equilibrio, pois a segunda equagao ainda nao tem componente negativa e
portanto tera derivada sempre positiva.

Mesmo nao ocorrendo equilibrios, percebemos que estas situagoes acontecem em sis-
temas distintos. Num primeiro momento, considerando apenas a produgdo das proteinas
regulatérias, simulou-se o estado lisogénico caracterizado pela alta concentracao de dimeros
da proteina Rep e baixa concentracao de dimeros da proteina Cro. E noutro, considerando
uma alta taxa de degradagao para a proteina Rep, simulou-se o estado litico, caracterizado
pela situacao contraria, ou seja, alta concentragao de dimeros da proteina Cro e baixa
concentracao de dimeros da proteina Rep.

Apesar das diferencas entre os modelos (original e deste texto), podemos afirmar que
existe coeréncia entre os mesmos, pois repetindo as simulagoes do artigo [15] conseguimos
reproduzir seus resultados. Sé fizemos modificacoes depois de termos conseguido os mesmos
resultados numeéricos que os apresentados originalmente.

Tudo isso nos fez refletir sobre a existéncia de taxas de degradagido para ambas as

proteinas, e no alto grau de influéncia que estas taxas exerciam sobre as concentragoes.
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Suspeitamos entao, que poderia haver um valor intermedidrio, uma taxa de degradacao
adequada, que pudesse levar um unico sistema a exibir dois equilibrios, e que, a partir
deste sistema, a convergéncia para um ou outro equilibrio dependesse das condicoes iniciais
das concentracoes.

Na leitura de [11], verificamos que héd um valor de degradacao natural para qualquer
proteina presente em uma célula, com exce¢do da molécula de DNA, que permanece intacta
enquanto a célula estiver viva. Esta informagao nos permitiu incluir no modelo taxas de
degradacdo para ambas as proteinas e procurar valores para tais taxas de forma que ocorram
simultaneamente no modelo os dois equilibrios. E nos propusemos a estudar a influéncia
destas taxas na dinamica, por exemplo, investigando a existéncia ou nao de dois equilibrios
estdveis, que representarao os dois estados lisogénico e litico.

Aqui nos interessa conseguir um sistema que demonstre pelo menos os dois equilibrios,
que representarao os dois estados da bactéria, ou seja, num tnico retrato de fases deverao
aparecer ambos os equilibrios. Queremos ainda enxergar quais concentracoes iniciais das

proteinas levarao o modelo para um ou para o outro estado.
4.5 Constantes utilizadas no modelo
Os valores que utilizaremos como constantes foram obtidos, basicamente, de [15]. Este

artigo somente nao fornecia os valores das taxas de degradagao para as proteinas. Esses

valores devem ajustar o modelo, de forma que este fique coerente com as caracteristicas



que apresentamos na Segao 4.4.
Em nossas pesquisas encontramos em [1] valores tidos como taxas de degradagao natural

para as proteinas Rep e Cro, dadas por
Rep & () onde kqg = 0.0007s

Cro 24 () onde kqc = 0.002557" .

Como estas informacoes referem-se as proteinas podemos considerar que esta degradagao
ocorrerd na mesma propor¢ao tanto para dimeros quanto para monomeros destas proteinas.

Nas simulagoes, porém, estes valores nao nos levaram ao sistema com as caracteristicas
almejadas. Nos propusemos entao a investigar valores mais adequados para estas taxas. Dos
resultados obtidos tomamos valores arbitrérios, porém com a mesma ordem de grandeza
dos apresentados em [1]. Uma discussédo mais clara sobre estas simulagoes e os resultados
obtidos serdo dados na Segao 5.6.

A Tabela 7 apresenta os valores das constantes que utilizaremos para simulacao do
modelo.

Observe que estamos considerando a concentragao de RNAp, que no modelo foi repre-
sentada pela letra z, como uma constante.

Existe uma curiosidade sobre a unidade de medida de concentragao de moléculas de
proteinas do nosso modelo, que se deve ao valor aproximado do volume da bactéria E.coli,
o que acaba levando a uma certa confusao na leitura de [15].
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Pry e Rep | Pr e Cro | Unidades de medida
k Promotor Désico [15] 0.001 0.014 OCs~!
kpromotor estimulado [15) 0.011 - 0OCs™!
cte.de proporcionalidade Aprqt(13, 15] 5.225 6.0 nM OC™!
taxa de degradacao 0.0006 0.004 s~1
concentragao de RNAp [15] 30 30 nM

Tabela 7: Tabela de parametros do modelo

Exibindo explicitamente o valor aproximado do volume da bactéria em litros e a unidade
de concentracdo em Molar = moles por litro, faremos um célculo para identificar o valor
da concentracdo na unidade de medida em questdo para o caso de apenas 1 molécula de

uma proteina presente na bactéria. Representamos a concentragao por:

1 molécula _ 1molécula  1.10".2 moles
V(volume da bactéria)  m/2.10-15 litros  6.10%.7 litros ’

isto €, aproximadamente,
107 moles/litro = 10~° Molar = 1 nanoMolar = 1 nM .

Entao quando lemos no artigo ou neste trabalho que a concentracao de proteinas é de 200
nM, podemos imaginar que existem aproximadamente 200 moléculas de proteinas daquele
tipo presentes na bactéria. Por isso, as constantes Ag, e Ac, que sdo dadas em [15] em
numero de proteinas por complexos abertos formados, sao utilizadas aparentemente nestas
mesmas unidades, sem que seja feita uma conversao de numero de moléculas para uma
unidade de concentracao (a ndo ser a multiplicacdo por 107?). Nos calculos da simulagio
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do modelo, estes dados sao utilizados em molar, entao os valores destas taxas, a rigor sao,
Ap, = 5.225%x107% e A¢, = 6.0x10~? molares por complexos abertos formados. E claro, que
se nao fosse essa coincidéncia seria preciso converter nimero de moléculas em concentragao.
E importante salientar que a integracao numérica foi feita com as concentragoes de z e y e
demais parametros em molares. No entanto, para nao carregar a exposi¢ao, apresentaremos

os resultados em nanomolares (nM).
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5 Descricao da dinamica do modelo

5.1 Analise do modelo

De forma simplificada escreveremos o sistema como

{ &= f(z,y)
¥ =g(z,y)

Analisemos agora o comportamento das fungdes f(z,y) e g(z,y), para dar mais detalhes
sobre o campo representado pelo sistema auténomo de equagoes diferenciais que o modelo
representa. Consideraremos que as fungoes f e g sao definidas apenas no quadrante z > 0
e y > 0, pois = e y representam quantidades ou concentragoes de proteinas. Notemos que
f e g sao C* e que portanto o campo é dado por um sistema auténomo de classe C* de
equagoes diferenciais ordinarias.

Como o campo é em particular de classe C! ficam garantidas a existéncia e a unicidade
das solugoes dos problemas de valor inicial.

Nosso primeiro passo serd descobrir uma regiao invariante no primeiro quadrante que,
além disso, atrai todas as orbitas do primeiro quadrante. Isso nos permitird centrar nossa

andlise apenas nessa regiao.
5.2 Regiao invariante
Primeiramente vejamos quais sao os comportamentos das fungoes f e g nos eixos. No

eixo x temos y = 0, logo a parte negativa de g, correspondente & taxa de degradacao. se
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anula. Portanto g > 0. No eixo y, £ = 0 e de maneira similar concluimos que f > 0. Isso
mostra que o primeiro quadrante é invariante pelo fluxo, fato que é coerente com a realidade
do fendomeno bioquimico (ndo ha como passar de concentragio positiva de proteinas para
concentragao negativa).

Por outro lado, observando que

f(:l‘,', y) = [PTObl[PRM&RNAp] : kPRM1 + PTObQ[PRM&RNAp] : kpRMQ] . ARg — .’IIde

sabemos que o primeiro termo é limitado pois é composto por constantes e valores de

probabilidades que serdo no méaximo iguais a 1. Entao

f(z,y) = [ termo limitado | — zkar ,

portanto existe zjs tal que para todo x > x); teremos f(z,y) <0, Vy > 0.

Analogamente como

9(z,y) = Prob|PrR&RNAD] - kpr - Ac, — ykac

temos que

g(z,y) = [ termo limitado | — ykac ,

portanto existe yys tal que para todo y > y,; teremos g(z,y) < 0, Vz > 0.
Isso mostra que a regidao [0, z,/] x [0, yas) é invariante pelo fluxo, como mostra a Figura
10.
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Figura 10: Regiao invariante para o campo de vetores do modelo

Podemos fixar z)s e yp com alguma precisdo. Na primeira equagao, o termo limitado

€ menor que

(kpra1 + kprae] - Ago

logo
[kpra1 + kprua] - Are
M =
kRra
é uma escolha possivel. Analogamente
kpr - Aca
M = —F.
kca

Além da existéncia da regiao invariante, podemos concluir que para qualquer condi¢ao

inicial (zo, yo) existird um valor tg tal que

(x(t), y(t)) € [0, zar] x [0, yas]

para qualquer t > tp.
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Como as probabilidades que compoem as fungdes f e g sao proporcionais s concen-
tragoes, pode nos parecer contraditério o fato de que para uma alta concentragao, ao invés
de produzir mais proteinas, a tendéncia serd uma queda nesta concentracao.

Mas além da existéncia de uma taxa de degradacao, est4 embutido no modelo um
mecanismo de autoregulacao biolégico, que prevé um nivel de concentracido que satura a
célula, tornando muito mais provével uma configuragdo em que nao ocorre transcricao. Ou
seja, preve que os sitios operadores serao todos ocupados pela proteina numa situacao de
alta concentracao e isso aumenta consideravelmente o valor da probabilidade de um estado
em que nao ocorrerd mais a transcrigdo do gene e, portanto, ndo serd mais produzida, em
grande escala, esta proteina.

Tudo isso vale tanto para a proteina Rep, quanto para a Cro pois, no caso do estado
litico, ocorre uma queda acentuada na concentragdo de dimeros da proteina Rep, e um
aumento na concentra¢ao de dimeros da proteina Cro. Com o passar do tempo, se repetiré
a situacao anterior de alta concentracao de dimeros, s6 que agora da proteina Cro.

Portanto, se encontrarmos o retrato de fases dentro desta regiao invariante saberemos
basicamente o comportamento do sistema no quadrante como um todo.

Para os parametros apresentados na Tabela 7 a discussdo da regiao invariante pode ser
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estimada por

(kpran + kprar2] - Ao
kRra

[0.011 + 0.001] - 4.4 - 10=°
0.0006

Ty =

= 104.5 x 10° Molares ,

kpr.Aca
kca
0.014.6.0 - [0—°
0.004

Ymvm =

= 21 x 10~ Molares .

Podemos concluir por estes célculos que, no quadrante positivo, ndo existirdo singulari-
dades fora da regiao [0 nM; 104.5 nM] x [0 nM; 21 nM]. Entdo, se existirem singularidades

no quadrante z > 0 e y > 0 certamente estardo dentro desta regiao.

5.3 Encontrando singularidades

As singularidades e demais propriedades da equacao diferencial foram encontrados com o
auxilio do software Maple V.

Foi utilizado aqui o comando solve com as equagdes f(z,y) = 0 e g(z. y) = 0 para encon-
trar suas raizes e foram obtidos valores reais positivos, reais negativos e complexos. Mas os
resultados que nos interessam sao apenas os reais positivos pois representam singularidades

36



Teais positivas:

P, = (4.93243475 nM, 16.29916562 nM) ,
P, = (11.88831310 nM, 12.57120402 nM) ,
P3 = (44.95477144 nM, 3.02513962 nM) .

Estas trés raizes sao aproximagoes de trés singularidades, e coerentemente estao dentro
da regiao invariante. A existéncia de trés singularidades dentro da regiao invariante é
confirmada visualmente quando tragamos as curvas de nivel zero das fungoes f e g.

As curvas de nivel das fungbes f e g revelam seu comportamento (em geral) decres-
cente, como mostram as Figuras 11-A e 11-B. Tomando apenas as curvas de nivel zero,
confirmamos que ocorrerem trés cruzamentos, portanto trés locais em que o campo se anula
(Figura 11-C).

Pelo estudo dos casos de competicoes entre espécies, como é feito em [7], sabemos que
as curvas de nivel zero de f e g tém propriedades importantes no que diz respeito ao campo
de vetores. Sobre a curva f~!(0) a componente i se anula portanto somente a componente
7/ aparecera, o vetor terd direcao vertical e apontara para cima ou para baixo dependendo
do sinal de y. O mesmo ocorre sobre a curva g~!(0) sobre a qual somente a componente
horizontal existird e seu sentido (direita ou esquerda) dependerd do sinal de . A Figura

11-D ilustra esses fatos.
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Figura 11: A - Gréfico que representa curvas de nivel da funcao f; B - Grafico que representa
as curvas de nivel da funcdo g; C - Gréafico que mostra as curvas de nivel 0 das funcoes f
e g. dentro da regiao invariante; D - Grafico com curvas de nivel 0 das funcoes f e g com

as diregoes do campo sobre elas.
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5.4 Classificagao das singularidades

Que tipo de singularidades sao estas? Como se comporta o fluxo em suas vizinhangas?
Dizemos que uma singularidade p de um campo X é hiperbdlica se DX (p) é um campo
linear hiperbdlico, isto é, nao tem autovalores com parte real nula. O Teorema de Hartman-
Grobman (ver, por exemplo, [3]) para campos de vetores garante que se p é ponto fixo
hiperbdlico de X entdo, X em p é localmente topologicamente conjugado a DX (p) em 0.
Analisemos primeiro P, = (4.93243475,16.29916562). Verifiquemos primeiramente se é

hiperbélico. A matriz Jacobiana DX (P;), calculada com o auxilio do Maple, é

—0.0002349103828 —0.0001013939616
—0.002154227390 —0.004456792506 '

cujos autovalores sao
A1 = —0.0001837927461 , Ay = —0.004507910143 .
Seus autovetores sao:
vy = (0.09987315877, —0.05035092585) , vy = (0.02347825579,0.9894334905) .

Uma aproximacao do retrato de fases local, ou seja, nas proximidades desta singulari-
dade pode ser exibido com os recursos dos softwares ja citados (ver Figura 12).

Portanto P; é um né atrator hiperbdlico e o campo X em P, é localmente conjugado
com o campo linear DX(P;) em 0 (Teo Hartmann-Grobman). Podemos notar ainda que
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Figura 12: Retrato de fases local - vizinhanga da singularidade P;

uma das direcoes atrai de maneira muito mais forte que a outra diregao: isso se da pois
existe uma diferenca na ordem de grandeza dos autovalores de aproximadamente cem vezes.
Como o valor absoluto do autovalor estd associado a velocidade de convergéncia, ocorrera
uma aproximacao com relacao a singularidade de forma tangente a direcao mais fraca.

Para sermos coerentes com os dados expostos até aqui, podemos afirmar que este
equilibrio refere-se ao estado litico ou virulento, pois a concentragao de dimeros da proteina
(y, Cro) que estdo associadas a este estado é muito maior que a concentragdo da outra
proteina (z, Rep).

Vejamos agora o que ocorre com P, = (11.88831310,12.57120402). Temos a matriz
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DX (P) igual a

—0.0000202581096 —0.0002899596442
—0.002350907575  —0.004335179747

cujos autovalores sao
A1 = 0.0001323255536 , Ay = —0.004487763410
e cujos autovetores sao
vy = (0.8849517749, —0.4656826776) , v, = (0.0709198185,1.092685383) .

Trata-se de uma sela hiperbdlica, onde uma das dire¢oes atrai e a outra repele. Pela
mesma andlise feita anteriormente da forga de atragéo e/ou repulsao para o né hiperbélico,
através da ordem de grandeza dos autovalores percebemos que a direcdo de atragao é muito
mais forte que a direcao de repulsado, o que explica a grande deformacao que podemos ver
no retrato de fases local (Figura 13).

Este equilibrio nao tem, em principio, significado no fenémeno bioquimico, embora logo
adiante fique claro o papel desta sela na divisdo das bacias de atragao de cada equilibrio
estével.

Finalmente, para P; = (44.95477144, 3.02513962) temos a matriz

—0.000457228099 —0.00148420918
—0.000436329853 —0.004037625879 ) ’

cujos autovalores sao
A1 = —0.0002846695302 , Ao = —0.004210184-448
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e cujos autovetores sao

v = (0.9933092149, —0.1154850798) , vy = (0.3806396443,0.9624815576) .

Este equilibrio (Figura 14) é associado ao estado lisogénico pelos mesmos argumentos
que foram dados anteriormente para P.
Dentro da regiao invariante existem estas trés singularidades, todas hiperbdlicas e por-

tanto simples (pontos séo isolados).

5.5 O retrato de fases

Utilizando ainda os recursos dos softwares podemos entao esbogar uma aproximacgao do
retrato de fases desta regiao, como mostra a Figura 15. Note que a variedade estdvel da
sela P, é a fronteira das bacias de atracao dos pontos atratores hiperbdlicos P, e P;. Para

encontré-la, verificamos primeiro que ela deveria intersectar as linhas y = 0 e y = yys
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Figura 14: Retrato de fases local - vizinhanca da singularidade Ps.

Figura 15: Retrato de fases dentro da regiao invariante para o campo de vetores do modelo.
A regiao sombreada é a bacia de atracao de P, delimitada pelo eixo y e pela variedade
estavel da sela Ps.
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que ajudam a definir a regido invariante. Variando z, mantendo Yo=0o0ouy =uyy e
usando aproximagao por dicotomia, conseguimos reproduzir duas trajetérias com proximi-
dade bastante confidvel das separatrizes da variedade estdvel da sela. Nio foi necessaria
uma integragéo do campo com sinal invertido, pois nossas condicdes iniciais j4 se encontra-
vam nas fronteiras (tanto superior como inferior) da regido invariante, que é exatamente a
area que nos interessa.

Aparentemente também se depreende, da Figura 15, que existe uma linha invariante
que atrai todas as érbitas e que contém as trés singulariades.

Este retrato de fases nos parece um resultado coerente com os dados encontrados nas
referéncias, onde existem muito mais bactérias no estado lisogénico do que no litico, ja que
cada estado estd associado as concentragdes das protefnas regulatérias. De acordo com o
retrato de fases, podemos verificar que o equilibrio P; tem uma bacia de atracao muito
maior que a do outro equilibrio P;. Portanto este modelo deterministico, utilizando os

valores de parametros citados, parece-nos coerente e vigvel.

5.6 Comentarios sobre os parametros

Também determinamos, através de simulagio em computador, a regiao de pares de taxas
de degradacao das proteinas para os quais o retrato de fases fica semelhante ao apresentado
na Figura 15. Através de um estudo sobre as curvas de nivel zero e do calculo direto das

raizes das fungoes, verificamos que existirao 2 situacoes distintas no modelo:
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1. A situagao ja descrita, onde aparecerdo 3 singularidades; e

2. uma situagao onde aparecerd apenas uma singularidade.

Pelo menos numericamente, parece que a inexisténcia de singularidades s6 ocorre quando
uma das taxas de degradagao é nula. A Figura 16 mostra o resultado. A grande maioria
de pares de valores refere-se ao aparecimento de uma tnica singularidade, embora ali nao
estejam especificadas regides em separado para uma tnica singularidade referente ao estado
litico, ou referente ao estado lisogénico. E aparece ainda uma regido onde os pares de taxas
de degradacgao proporcionam o surgimento de trés singularidades, como é o caso do nosso
modelo.

Conforme vao aumentando (ambas) as taxas de degradacao a faixa que corresponde ao
surgimento de trés singularidades vai se estreitando até sumir. Observamos ainda que, no
espago de fases, a regiao invariante pode ser tomada cada vez menor e préxima da origem.
Na extremidade, onde a faixa escura do grifico da Figura 16 termina, as simulagdes nos
mostram que a regiao invariante no primeiro quadrante é muito pequena e as singularidades
estdo muito préximas. Para esses parametros, mesmo que ainda haja uma pequena regido
invariante e singularidades dentro dela, o nimero de proteinas envolvidas é muito pequeno
e é dificil tirar uma conclusao sobre a situacao biolégica do sistema.

Uma observagao atenta ao grafico da Figura 16 nos permite localizar o par de taxas
que utilizamos nas nossas simulagoes e ainda verificar que as taxas de degradacéo citadas
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na Secao 4.5 estao na regiao referente a uma tunica singularidade (estado litico), mas bem
préxima da regiao que nos interessa, ou seja, daquela em que aparecem as trés singulari-
dades. Isso nos faz refletir sobre as diversas, aproximacoes feitas ao longo deste trabalho.
Por exemplo, no cdlculo do volume da bactéria, cuja aproximagao afetara diretamente as
constantes Ar, e Ac, e ainda nos préprios valores dos parametros que devem ter desvios.
Nao hé nenhuma razao para se descartar a hipétese de que no sistema biolédgico real os
parametros sejam tais a permitir a coexisténcia dos dois equilibrios dindmicos.

A transicao no espago de parametros entre as duas situagoes qualitativamente distintas
se d4 através da tangeéncia entre as curvas de nivel 0, o que corresponde também & colisao
entre um noé hiperbdlico e uma sela hiperbdlica. Esse tipo de bifurcagao é conhecido como
bifurcacio de sela-nd ([7]). Podemos imaginar que, biologicamente isso corresponderia a
introduzir o raio UV no sistema, aumentando assim a taxa de degradacao da proteina Rep
e portanto levar o sistema do equilibrio lisogénico ao litico.

Tomando trés valores distintos de taxas de degradagao para a proteina Rep, mantendo
a outra fixa em kqc = 0.004 temos caracterizadas duas situagoes de transferéncia. Num
primeiro momento, com uma taxa de degradacao baixa, kyg = 0.0005 encontramos somente
um equilibrio, que corresponde ao estado lisogénico, pois a concentragao de dimeros da
proteina do tipo Rep é muito maior que a concentracao de dimeros da outra proteina, a

Cro. Em seguida, considerando a taxa de degradagao kqz = 0.0006, a mesma utilizada na
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Figura 16: Gréfico da regiao de pares de taxas de degradagao. Area cinza - apenas uma
singularidade (& esquerda, lisogénico, e a direita, litico). Area escura - trés singularidades.
Ponto no interior da 4rea escura - par de taxas utilizado no modelo.

simulagao do modelo, encontramos os trés equilibrios que ja foram descritos anteriormente.
E por ultimo, considerando uma taxa de degradacao mais elevada kqyr = 0.00075, aparece
novamente somente um equilibrio, com a diferenga de que agora este corresponde ao estado
litico, j4 que a concentrac¢ao de dimeros da proteina Cro que é a maior agora.

Podemos concluir entdo que existirda um valor para kysp entre 0.0005 e 0.0006 para o

qual aparecerao dois equilibrios. Se esta taxa vai aumentando continuamente. para algum
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Figura 17: Curvas de nivel 0 de fungoes f e g com diferentes taxas de degradagao. Fixando-
se a taxa de degradagao kqc = 0.004 e variando a taxa de degradagao kqr percebemos que
quanto maior o valor desta taxa, mais rapidamente decresce a funcao f. Ao considerarmos
trés taxas de degradacao kyr distintas para tragar as curvas de nivel 0, constatamos a
ocorréncia de trés situagoes: kgr = 0.0006, (taxa do modelo - linhas mais espessas) trés
singularidades j4 descritas. Para kygr = 0.0005 (mais baixa que a do modelo - linha continua
fina) uma singularidade correspondente ao estado lisogénico. Para ksz = 0.00075 (mais alta
que a do modelo - linha pontilhada) uma singularidade correspondente ao estado litico.

valor entre os dois ja citados, as curvas de nivel zero das fungoes, que se cruzavam uma
Unica vez, passam a se cruzar duas vezes, e logo apds, cruzam-se trés vezes, como mostra a
Figura 17 e a Figura 18, que mostra também, esquematicamente, a configuragao dinamica
dos equilibrios.

Da mesma forma, existe um outro valor entre 0.0006 e 0.00075 em que novamente exis-
tirdo somente dois equilibrios. Nessas duas situagoes onde hé exatamente dois equilibrios,

um deles é uma sela-noé.
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Figura 18: Gréficos com curvas de nivel zero das fungoes f e g. Taxa de degradacao
kqc fixa em 0.004s7! A - Gréafico com ksr = 0.0005s~!, um equilibrio (lisogénico); B -
Grafico com kqp ~ 0.00056s7!, dois equilibrios com ocorréncia de sela-né; C - Gréfico
com kgr = 0.0006s~!, trés equilibrios (semelhante ao modelo apresentado); D - Grafico
com kqr = 0.00067s7!, trés equilibrios (semelhante ao modelo apresentado, porém com
dimensoes diferentes para as bacias de atracdo); E - Gréfico com kqr ~ 0.000685s~!, dois
equilibrios com ocorréncia de sela-né; F - Grafico com kgr = 0.00075s~!, um equilibrio
(litico).
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6 Consideracoes finais

Através de consideragoes de carater fisico-quimicas, como foi feito em [15], obtivemos um
sistema de equagdes diferenciais em duas varidveis que modela a dinamica das concentracoes
das proteinas Rep e Cro numa bactéria invadida pelo virus fago-A. Nossa modelagem incor-
porou certas modificagées ao modelo originalmente proposto, ao usar taxas de degradacgao
para ambas as proteinas, de forma que os dois estados, lisogénico e litico, aparecessem
como pontos de equilibrio de um mesmo modelo. Ja nas simulagoes feitas no artigo original
([15]) ndo ocorreram realmente equilibrios, mas apenas uma queda consideravel na taxa
de producao das proteinas. Isso resultou numa pseudo-estabilizagao na concentragao de
proteinas - o aumento é tao pequeno que nao é percebido num espaco curto de tempo,
dando-nos uma falsa idéia de estabilidade na concentracao. Mas a inclusao de taxas de
degradagédo para ambas as proteinas proporcionou ao modelo uma melhor aproximacao com
a realidade e a possibilidade de um estudo mais preciso.

O equilibrio referente ao estado lisogénico que constatamos pelo modelo é também um
equilibrio biolégico, pois a bactéria pode permanecer neste estado por um longo tempo.
J4 o equilibrio referente ao estado litico é estdavel do ponto de vista matemdtico, mas
biologicamente sabemos que, este estado é extremamente nocivo a bactéria. Logo que
entra neste estado, desencadeia um processo de fabricagao de novos virus, o \-DNA se

solta do DNA da bactéria e acaba por maté-la, destruindo assim o sistema como um todo.
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Além disso, durante este processo vérias moléculas de A-DNA sao fabricadas, fazendo com
que o modelo perca a validade. J& a bacia de atragdo do equilibrio lisogénico é um dado
quantitativo valido, pois estd na regiao onde as hipoteses utilizadas tém validade.

Algumas caracteristicas biolégicas reais nao foram consideradas neste modelo, como
por exemplo, o fato de ocorrerem flutuagoes nas concentragoes das proteinas, ou ainda, a
presenga momentanea de duas moléculas de DNA por ocasiao da reproducao da bactéria.
Essas informacoes podem mudar a dinamica do sistema, e desta forma, para verificarmos
como sera seu comportamento, precisamos incorporar estas informagcoes ao modelo e refazer
toda a simulagao.

H4 ainda, uma observagao importante sobre o modelo que gostariamos de dividir com
os leitores. Observamos que a configuracao 16, em que duas RNAp estao ligadas ao mesmo
tempo nos sitios promotores de ambos os genes, é utilizada em ambas as equacgoes, isso
porque a expressao da probabilidade conta as configuragoes em que a RNAp estd presente
num sitio promotor - cada equagao considerando o sitio promotor do gene correspondente a
proteina & qual se refere. Ao multiplicarmos a probabilidade que engloba esta configuragao
pela constante de proporcionalidade que d4 o numero de proteinas produzidas por trans-
cricao, temos a impressao de que ocorrera transcricao para os dois promotores ao mesmo
tempo, de fato é como se admitissemos que isto ocorre. Porém héd informagoes em [13]

e [15] que indicam o contrario. Nos reservaremos aqui ao direito de continuar utilizando
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o modelo formulado, apesar de ter levantado uma questao que julgamos importante. Em
trabalhos posteriores achamos importante que essa informagao seja averiguada.

Acreditamos também termos dado uma contribui¢ao na facilidade de acesso ao modelo,
expondo lado a lado os aspectos qualitativos, como em [13] e os quantitativos dados em
[15], e ainda oferecendo uma explicagdo para as probabilidades das configuragdes (Secao
4.1 e Equacao 15) que ndo encontramos em nenhum dos textos pesquisados. A exposigao
sobre Termodinamica Estatistica e Equilibrio Quimico serve como primeira apresentagao
ao0s nao iniciados nessas disciplinas, que podem assim usar ou questionar o modelo com
mais propriedade.

As adaptacoes feitas no modelo tiveram como objetivo dar um enfoque mais matemético
ao assunto, permitindo-nos uma breve comparac¢ao com um modelo populacional de com-
peticdo entre espécies, além de utilizar dados mais realistas para a questao - como as taxas
de degradagao natural para as duas proteinas, algo que realmente existe como confirmado
em bibliografia adequada.

Algumas questoes ainda podem ser levantadas como: este tipo de modelo é geral em
expressao génica? Se introduzirmos mais proteinas no problema, ou considerarmos um
outro problema em que mais proteinas estao envolvidas poderemos atingir uma situagao

de caos? Por exemplo, considerando um sistema em R3 (mas poderia ser em dimenséo n)
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com bi» > 0, a; > 0 e k; > 0, que é formulado nos mesmos moldes que o apresentado
neste trabalho, porém um pouco mais geral, composto por trés varidveis e constantes
positivas arbitrarias. Que tipos de comportamento podem ou nao podem ter? Sabemos
o qudo complexo pode se tornar um sistema qualquer em R3 e a questdo que colocamos
é justamente se podem surgir novos elementos além das singularidades, como no caso
particular que apresentamos.

Mesmo em dimensao 2, pode-se buscar saber que tipos de comportamento esse tipo
de modelo proporciona. Por exemplo, pode haver mais equilibrios estdveis? Como eles
se distribuem? E um fato geral a presenga de uma linha invariante que contém todas as
singularidades e que atrai todas as orbitas?

Para uma investigacao bioquimica poderiam-se fazer experimentos baseados nas Figuras
15 e 16. No caso da primeira, pode ser interessante confirmar o posicionamento da bacia
de atragao do estado lisogénico e as trajetérias até esse equilibrio. No caso da segunda,

estudar como as taxas de degradagao afetam a existéncia dos equilibrios e como mudam as

bacias de atragao.
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