
DEr\Ai

rl.lll:!!

llnl..

)Qf''xn

Simulação Numérica Bidimensional
da Interação Fluido-Estrutura

através do Método Físico Virtual

Santos Alberto Enriquez Remigio

TESEAPRESENTADA

AO
INSTITUTO DE NIATEMÁTICA E ESTATÍSTICA

DA
UNIVERSIDADE DESÇO PAULO

PARAOBTENÇAODOGRAU
DE

DOUTOR EM MATEMÁTICA APLICADA

Área de Concentração:

Matemática Aplicada
Orientador: Prof. Dr. Alexandre Megiorin Romã
Co-orientador: Prof. Dr. Aristeu da Silveira Neto

Durante a elaboração deste trabalho,

o autor recebeu tipoio $nanceiro da Capas

São Paulo, Setembro de 2005



Simulação Numérica Bidimensional

da Interação Fluido-Estrutura através do
Método Físico Virtual

Este exemplar cor'responde à Vedação anal deaiidamente

corwgáda e de/endãda por Santos Alberto Enriquez Remigio
e apto'Dada Teta, comissão julgücLora.

São Paulo, 05 de Setembro de 2005

Banca examinadora

Pi'of.

Prof.

Profa

Prof.

Prof.

Dr. Alexandre A/legiorin Boina
Dr. Aristeu da Silveira Neto

Dra. Ana Lúcia Fernandes de Lama e Silvo
Dr. Antonio Castelo Filho

Dr. Sérgio raid Nlansur

IMBUSP

FENIEC-UFU
FEÀIEC-UFU

ICNIC-USP São Cardos

DER'l-UNESP de Ilha Solteira



A MIS PADRES



Agradecimentos

Agradeço a Deus por tudo o Ele que fez por mim.

Agradeço aos meus pais e irmãos pelo grande amor e à toda a minha família pelo
grande apoio.

Agradeço ao meu orientador Prof. Rosna pela orientação, conselhos e pela sua prec-
cupaçao e paciência.

Agradeço ao meu co-orientador Prof. Aristeu por todo o apoio e preocupação durante
o desenvolvimento deste trabalho.

Agradeço ao Prof. Héctor Nlerklen, Profa. melena, Profa. Joyce, Prof. Luis Cardos,

Prof. Angela \Veiss, Prof. Nelson Kuhl, Prof. Oscar Vilcachagua, Prof. Saulo Rabello e
a todos os professores do IME por todo o apoio durante o doutorado.

Ao LCCA-Laboratório de Computação Científica Avançada do Centro de Computação

Electrónica da Universidade de São Paulo, que permitiu a realização das simulações. Ao
analista Francisco Ribacionka pela atenção e presteza.

Aos amigos da UFU:Ana Lúcia e Sandro, Elie e Luana, lsrael, José Eduardo e seus

pais, Juliana e h/larga, Luas Alberto e Tatiana, Manuel, Millena, Rubens, Tumialan por
todo o apoio e bons momentos compartilhados

A Verá pela grande amizade, pelos bons momentos compartilhados e pelos ensinamen-
tos de perseverança e coragem

Ao meu melhor amigo Nelson pela grande amizade, apoio e paciência

Aos meus amigos: Antonio e Josefa, Alice, Domingo, Julio e Ruth, Luis, À/laité e
Fernando, À'laiiela, Nlarina, À/lary Luz, Nlario Saltes, Natalia, Nestor e Sandra, Nubia,

Olha, Pauta, Rodo Bendezu, Rodo Olivares, Rudimar, Sandra e Cristian, raid, Victoiia
e Leo

A todos meus amigos argentinos, bolivianos, brasileiros, colombianos e peruanos que
se a(lui eu colocasse o nome de todos, não iria terminar de lista-los.

Aos funcionários do lbIE por toda a sua disposição nos momentos em (lue mais precisei



Resumo

Problemas de escoamentos turbulentos sobre geometrias móveis e complexas são muito

frequentes em engenharia e também eln outras áreas correlatas, por exemplo, sistemas de

bombeamento, colnpressoies, motores de combustão interna, e problelnm biológicos.

As anuais metodologias para a solução desta classe de problemas apresentam grande

potencial mas também grandes desafios e deficiências. A metodologia de fronteira imersa,
em desenvolvimento por vários grupos de pesquisa, está se apresentando como uma fer-

ramente alternativa com grandes potenciais. Lima e Silvo et al. l25j e Arruda jll, propu-
seram uma nova forma de se avaliar o campo de forças que caracteriza essa metodologia.
Simulações apresentadas pelos autores foram referentes à intelação de um fluido com
corpos móveis de velocidades prescritas.

Neste trabalho apresentam-se aplicações da metodologia da fronteira imensa com cálculo

do campo de força dada por Limo e Silvo et al. j2SI em problemas de interação fluido

e estrutura rígida de velocidade não prescrita. Foram feitas adaptações e novas imple-
mentações no c(5digo desenvolvido por estes autores. Equações do corpo rígido foram acres-

centadas e a forma de iesolvei as equações do fluido foram modificadas. O conjunto de

equaçoes do sistema: Navier-Stokes (escoamento incompressível) e Newton-Euler (corpo

rígido) foiain resolvidas através do Método de Range-Kutta de segunda ordem explícito

no tempo e diferenças finitas centradas de segunda ordem no espaço. Em cada passo no

tempo as equações do fluido são resolvidas por intermédio do ]nétodo de projeção.

O código computacional foi validado atráves da comparação com a solução analítica

do problema do escoamento de Couette circular. Este código também foi aplicado na
simulação de um pêndulo cilíndrico bidimensional em uin meio fluido parado. Apartar
destes resultados avançou-se pala uma aplicação preliminar de um sistema de bombea-
mento composto de cavidade e válvulas.

Os resultados obtidos apontam para o importante potencial desta metodologia no que
se refere à modelagem ]natemática e à simulação numérica de escoamentos turbulentos

em sistemas de boinbeamento caiu fronteiras rígidas móveis e escoamentos complexos.

Palavras chaves: Nlétodo da Fronteira Imersa; N'modelo Físico Virtuall interação fluidc-

estrutura; escoamentos complexos; sistemas de boinbeamento; diferenças finitasl método
de projeção explícito.



Abstract

Turbulent flows post coinplex, mobile obstacles occur often in engineering, physics,

biological problem alnong other áreas, e.g. inteinal combustion ensines and flow past
artiâcial heart valves.

The immersed boundaiy methodology offeis a poweiful pool to hcandle such problems

and it is currently under development by several reseaich groups Lama e Silva et al. 1251,

and Arruda jll, proposed a new approach for evaluating the force field term, wich charac-

terize this methodology. The simulations presented in their works iefer to the dynamical,
one:way interaction between an incompressible flow and mobile immeised strutures whose

velocity is prescribed. In the present work, an extension of the immersed boundary metho.-

dology capable of handling the dynamical, tmo-toag/ interaction between an incompressible

fiow and a rigid immersed struture (non-prescribed velocity) is described. The equati-
ons of motions, composed by the incompressible Navier-Stokes and by the Newton-Euler

equations are solved numerically based on a Projection Method employing an explicit

second-order Runge-Kutta Method for the time integration. The computational code was

validated by comparison with several problems with known solution (either exactly or
numerically, e.g. the circular Couette flow problem). This methodology is applied for
perfoiming the nuinerical simulation of the simple pendulum immersed in a fluid, and the

flow in a complex geometry given by a channel, valves and a moving bottom.

Key words: Immersed boundaly methodl physical virtual model; fiuid-struture interac-

tionl rinite diüerence method; explicit projection method; complex flows.
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CAPÍTULO I

Introdução

Interações fluido-estrutura são fenómenos físicos presentes na natureza.

Alguns exemplos de inteiação fluido-estrutura são: o sangue com as válvulas naturais

ou artificiais do coração humano (Figura 1.1), a sedimentação de partículas em suspensão

em um fluido, o ar e um avião em vâo, o processo de injeção de um fluido em moldes nas

indústrias alimentícias e siderúrgicas, etc. O estudo da dinâmica dos fluidos desses e de

outros processos físicos permite prever possíveis consequências não desejadas para adotar

medidas que auxiliem a otimizai o desempenho das interações fluido-estrutura. Tal estudo

pode ser feito de duas formas: experimental e teórico.

Figura 1.1: Válvula artificial mecânica bola ein gaiola usada no colação

Ensaios experimentais em laboratório, colmo testes em túneis de vento e tanques de

água representam uma abordagem para o estudo da dinâmica dos fluidos. Estes oferecem

l
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resultados mais leais, Dias Hein toda experiência pode ser iepioduzida em laboratório com

baixo custo e com tempo suficientemente curto.

O estudo teórico está baseado na análise das soluções das equações de um modelo
matemático associado ao fenâineno físico de estudo. Estas soluções podem ser encontra-

das analiticamente e/ou numéricamente. Para alguns modelos matemáticos simples (por

exemplo, escoamento de Poiseuille) soluções analíticas são conhecidas, porém, os mode-
los matemáticos para problemas de interação fluido-sólido são em geral colllplexos e com

solução fechada desconhecida, devido à natureza não linear das equações que compõem o

modelo matemático. Neste caso, métodos numéricos é o caminho a ser seguido na procura

da solução para estes problemas.

O estudo teórico através da solução numérica das equações que modelam o fenómeno

físico oferece um ambiente de testes mais flexível já que muitas experiências podem ser

feitas para um mesmo problema variando-se os valores dos parâmetros, das condições

inicial e de contorno. As informações são calculadas no domínio total de estudo (dife-

rentemente do caso experimental), o que permite uma melhor análise do escoamento em

diferentes regiões do domínio e a possibilidade de simulam problemas que não são possíveis

de reproduzir em laboratório. Este tipo de estudo computacional da dinâmica dos fluidos

é conhecido como Dinâmica de Fluidos Computacional (DFC). Estas vantagens da DFC
não implicam que a análise experimental seja deixada de lado: é muito comum o uso das

duas técnicas simultaneamente j311.

A DFC é uma alternativa que permite estudos mais abrangentes desde que o modelo

matemático seja adequado e as técnicas computacionais possam resolvo-lo com precisão,

eficiência e robustes. A vantagem do uso da DFC está na possibilidade de se desenvolver

muitas experiências para um mesmo fenómeno, com baixo custo, assim como de se obter

infoiinações em regiões de difícil aceso, como é o caso dos experimentas eln laboratório.

A procura por metodologias numéricas eficientes e robustas para o estudo da interação

fluido-estrutura propulsionaram o surgimento de unia grande variedade de metodologias.

Cada uma delas apresentam algumas vantagens e desvantagens e, existe um constante

esforço para apetfeiçoá-las.

No Laboratório de TYansfeiência de Calor e Nlassa e Dinâmica dos Fluidos (LTCNI)
da Faculdade de Engenharia À'mecânica da Universidade Federal de Uberlândia foi de-

senvolvida unia metodologia para estudar problemas de interação fluido-estrutura rígida.

Esta metodologia está baseada no Nlétodo da Fronteira Imersa (MFI) (Seção 2.3) que

impõe a presença da estrutura através de um catnpo de forças. O LTCNl-UFU apresentou
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uma nova forma de calcular o campo de forças denoinínado Nlodelo Físico Virtual (NIFV)
No presente trabalho, esta metodologia é estendida para aplicação em ouvias classes cle
ploblenias.

1.1 Apresentação do trabalho

A aplicabilidade do MFI/b/IFV foi mostrada ein alguns trabalhos para problemas bidi-
inensionais com estruturas rígidas em repouso ou com movimento prescrito. O objetivo

deste trabalho é estudar o comportamento do À/IFI/h/IFV para problemas de interações
fluido-estrutura rígida gerais, isto é, a velocidade da estrutura rígida não é conhecida a

priori, mas determinada durante o processo de integração das equações do sistema fiuidc-

estrutura. Para isto, foi utilizado como código base o código desenvolvido por Limo e
Silvo 1251, ao qual foram acrescentadas algumas subrotinas, a fim de:

e aproximar a condição de contorno por diferenças finitas de segunda ordem;

e validar o método de solução das equações do fluido para probletnas com solução
analítica conhecida;

e modelar novas geometrias;

e resolver as equações da dinâmica das estruturas rígidas

Este trabalho está organizado da seguinte forma: uma revisão da literatura específica é

apresentada no Capítulo 2. No Capítulo 3, é apresentado o modelo matemático usado pala

o sistema fluido-estrutura rígida. No Capítulo 4 é apresentada a metodologia numérica
para resolver as equações do sistema fluido-estrutura rígida. Resultados dos testes de

validação do código sem fronteira imensa e de problemas de aplicação do NIFV são o

contendo no Capítulo 5. A conclusão e planos futuros são apresentados no Capítulo 6.

Alguns apêndices foram incluídos no final deste trabalho. O Apêndice A descreve as

aproximações no espaço para a condição de contorno e pala os operadores das equações

de Navier-Stokes adotados. No Apêlldice B é apresentada unia demonstração do Lema 4,

usado para aproximar a condição de contorno numérica do passo de projeção cla solução
das equações de Navier-Stokes.



CAPÍTULO 2

Revisão da literatura

Um modelo matemático pala a interação fluido-estrutura deve considerar as equações para
o fluido, as equações pala a estrutura e as relações de acoplamento entre elas, que deter-

minam a interação total. Essas relações de acoplamento são dadas pelas forças de ação e

reação existentes entre o fluido e a estrutura. No caso da ação do corpo sobre o fluido,
estas relações de acoplamento podem ser vistas como um tipo de condição de contorno
interna para o fluido. A ação do íiuido sobre o corpo é dada pelas forças fluidodinâmicas

que este exerce na estrutura e as quais são responsáveis pelo movimento de translação e
rotação da estrutura. Na Seção 2.1, são apresentadas as equações para o sistema fluido-

estrutura. Soluções analíticas não são possíveis e, portanto, técnicas computacionais são

empregadas para resolvo-.las.

A procura por técnicas computacionais eâcientes e robustas para estudar a interação

fluid(restrutura motivou o desenvolvimento de diversas metodologias. Estas metodologias

apresentam vantagens e desvantagens e existe um constante esforço para apeifeiçoá-las.

Na Seção 2.2 são apresentadas algumas metodologias que imponhem a presença da estru-

tura no fluido por intermédio de condição de contorno nas equações do fluido. Na Seção
2.3 são apresentadas algumas metodologias que usam o À/létodo da Fronteira Imersa e

imponhem a presença atiáves de um termo forçante ou modificação da solução ao redor
da fronteira da estrutura.

Na Seção 2.4 apresentam-se algumas observações referentes aos métodos bmeados no
iK.létodo da Fronteira llnersa.
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2.1 Generalidades

As equações para o modelo iTlatemático da interação fluido-corpo rígido são deduzidas

a partir dos princípios físicos que governam o fluido e o corpo rígido. Na Figura 2.1,
apresenta-se Rima região ietangular, Q C R2, ocupada por um fluido e um corpo rígido.

A região ocupada pelo corpo é denotado por .B(t) e aquela ocupada pelo fluido é Q \ -B(t).
O contorno do corpo (ou interface fiuidc-estrutura) é denotado por ' e o contorno do
domínio do sistema (Q) é denotado por I'
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Figura 2.1: Domínio retangular bidimensional contendo um corpo imerso em um fluido

Princípios físicos que governam o fluido são válidos nas regiões que o mesmo está

ocupando. Estes princípios físicos são: balanço da massa, balanço da quantidade de mc-

vimento (Segunda Lei de Newton), e balanço da energia (Primeira Lei da Termodinâmica).

Para o caso de escoamentos incompressíveis e isotérmicos, as equações baseadas nos

princípios físicos (balanço da massa e balanço de quantidade de movimento) são:

Õu
+u.VuP

V.u
V.a,

0,

(2.1)

(2.2)

onde a = --p1 + 2Hd é o censor das t.ensões e d = (y!!:ty!!D é o tensor das taxas de

deformação; u = u(x, t) (x é a posição no espaço e t é o tempo), representa a velocidade

do fluido, e a função escalar p = p(x, t), representa o campo de pressão; os parâmetros

físicos p e p, constantes no espaço e no tempo, são iespectivanlente a massa especi6ca e
a viscosidade dinâmica.

O sistema de equações (2.1-2.2) é um problema de valor inicial e de contorno. Para

iesolvê-lo, é preciso uma colldição inicial e condições de contorno ade(suadas.
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Pala o exemplo de um corpo imerso em um fluido (Figura 2.1) a condição inicial é
dada por

u(x, 0) - uo em Q \ B(0), (2.3)

e as condições de contorno são dadas por: (1) na fronteira do corpo, "y; e (2) no contorno
de Q,I'

A condição de contorno e[n I' depende do problema en] análise e será denotado por:

CC(u(x, t)) - h(x, t). (2.4)

A expressão CC(u) pode representar, enfie outras, uma condição de contorno do tipo

Dirichlet e/ou Neumann e, h é o respectivo valor associado à condição de contorno para
U

A condição de contorno na interface, 'r, é a condição de contorno do tipo Dirichlet
para a velocidade,isto é,

(2.5)

onde V é a velocidade que o corpo tem no contorno.

O modelo matemático para o corpo rígido também é dado pelos princípios físicos de

balanço da quantidade de momento linear e da quantidade de momento angular pala

um corpo líbido. Estes princípios determinam a dinâmica do corpo rígido: translação e
rn+ n r" n n
'v"wyuv.

Devido ao fato que corpo é rígido, todos os pontos transladam-se por igual. Portanto,
pala referir-se ao movimento de translação é suficiente fixar um ponto no corpo e definir

o movimento de translação com respeito a tal ponto. O movimento de rotação é devido

ao torque resultante que as forças externas exercem com respeito a uin ponto de aplicação
no corpo

Neste trabalho, assume-se que o centro de musa do corpo é o ponto usado pala definir

tanto o movimento de translação quanto o ponto de aplicação do porque no corpo. As
equações do modelo matemático para a dinâmica de uin corpo rígido caiu massa À4. e
momento de inércia /. são dadas por j13j:

(2.6)

onde: V. e w são a velocidade de translação do cent.ro de massa e a velocidade angular

do corpo com respeito ao centro de massa, respetivamente. G. é o peso do corpo, F.f.

(2.7)
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é a força total externa atuando no corpo e T.r. é o torque total produzido pelas forças
externas no corpo.

A posição do centro de massa, X.., e do ângulo de lotação, 0., podem sel determinadas
usando-se as equações cinemáticas:

dx.

do.

v., (2.8)

(2.9)

Quando um corpo encontra-se imerso em uln fluido, as forças que o fluido exerce no

corpo rígido podem ser determinadas com base em um tensor de tensões. Tais forças de

ação do fluido no corpo são denominada forças fiuidodinâmicas e, em conjunto com o peso

do corpo, determinam a dinâmica do corpo rígido. A expressão pala a força resultante e

o torque resultante devido à ação do fluido no corpo estão dados por:

F/.

T/.

o'.nds,
'aB(t)

1....F x.3*..«'i;.

(2.10)

(2.11)

Equações (2.1-2.2) são conhecidas como as equações de Navier-Stokes e as equações

l2.6-2.9) são conhecidas colho as equações de Newton-Euler. Estas equações, considerandc-

se as condições de contorno (interna e externa) similares as dadas por (2.4-2.5), são m
equações do modelo matemático usado na metodologia apresentada a seguir.

2.2 Metodologias baseadas no uso de condição de
contorno interna

Estes métodos caracterizam-se por impor a presença do corpo nas equações do fluido

usando condições de contorno internas pura o domínio clo fluido. As equações usadas
nestes métodos são(2.1)-(2.9).

Nesta metodologia usam-se malhas estruturada ou não estruturadas para discretizar

o domínio do fluido, que permitem se adaptarem ao contorno dado pela interface fluido-

estrutura. O domínio do fluido pode apresentar regiões complexas devido à geometria
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que a estrutura possui e pode estar mudando de topologia conforme a dinâmica desenvol-

vida pelo corpo devido à interação com o fluido. lst.o implica na reconstrução da malha
associada ao domínio do fluido.

O uso de malhas estruturadas nesta metodologia pode requer o uso de sistemas de

coordenadas gelaeralizadas. As equações devem ser transformadas para este sistema e

as equações discretas podem apresentar caiacteríticas especiais que precisam de métodos

robustos para resolvê-las. Geralmente são usada discretizações no espaço baseadas ein
diferenças finitas ou volumes anitos.

Por outro lado, o uso de malhas não estruturadas permitem uma discretização mais
precisa, porém, o custo de gelar uma malha não estruturada pode ser muito alto ou
inviável dependendo da complexidade geométrica do domínio ocupado pelo fluido. Neste

caso, as equações não precisam ser transformadas para outros sistemas. Este tipo de

malha é usada em conjunção aos métodos dos elementos finitos e volume finitos pala
discretizar as equações do fluido.

A principal desvantagem da metodologia baseada no uso de condição de contorno
interna é o custo da geração e alteração da malha pala o fluido (quando possível), assim
como a necessidade de métodos eficientes para resolver os sistemas lineares associados ao

problema discreto resultante.

Um dos primeiros trabalhos de simulação numérica direta usando a metodologia de

condição de contorno foi apresentada por Hu et al. j171. Neste trabalho foi usado o método
de elementos anitos para resolver as equações do modelo matemático em duas dimensões

onde simularam a sedimentação de algumas partículas (circulares e elípticas) num canal.

Em uln outro trabalho, Hu j161 usou uma generalização de um método padrão de
elementos finitos de Galerkin. Esta generalização permite incorporar as equações do fluido

e da partícula em uma única equação variacional para o sistema fluido-sólido, contendo

ambas, velocidades das partículas e do fluido, como incógnitas primitivas. Esta formulação

evita cálculo das forças fluidodinâ.macas e torques pois estas passam a ser forças internas

para o sistema fluido-sólido. Neste segundo trabalho foi apresentada uma simulação do
escoamento de Poiseuille da mistura líquido..sólido ao longo de um canal -.,ertical.
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2.3 Metodologias baseadas no método da fronteira
imersa

Nesta metodologia considera-se um novo domínio para o fluido formado pela união da

região ocupada pelo fluido e a região ocupada pelo corpo rígido. A imposição da presença
do corpo no fluido é feita mediante a presença de uin termo forçante e/ou modificação da
solução das equações do fluido ao redor da interface fiuidc-estrutura.

Uma malha cartesiana é usada para discretizar o novo domínio do fluido e uma malha

lagrangiana é usada para definir o contorno da interface. Ambas as malhas são inde-
pendentes. A comunicação entre elm é feita através de negras ou fórmula dadas pela

metodologia. Figura 2.2-(a) apresenta um exemplo de um corpo imerso em um cuido. Na

Figura 2.2-(b) a representação da versão discreta usada nos métodos da fronteira imensa:

malha cartesiana fixa para o novo domínio do fluido e malha lagrangiana para representar
o contorno da estrutura imersa.

B(t)

Q

Figura 2.2: (a) Domínio real para o sistema-fluido estrutural (b) Nlalha cartesiana para o
novo domínio do fluido e malha lagrangiana para o contorno do corpo.

Peskin 1341 apresentou un) modelo matemát.ico e uln método numérico, conhecido
colho o Nlétodo da Fronteira Imersa, para estudar o escoamento de sangue ao redor

da válvtlla nlitral. En)bora a base da dedução do modelo matemático dado por Peskin
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esteja fundamentada para fronteiras com propriedades elásticas, esta é usada pala simular
interação fluido-estrutura rígida.

Neste trabalho, denomina-se genes-icamente de A/létodo da Fronteira Imersa uma vari-

edade de metodologias baseados na imposição da presença do corpo por interinedio de uin

termo forçante ou pela modificação das equações do fluido ao redor da fronteira imersa
utilizando uma malha cartesiana.

Nlétodo da fronteira imersa apresentam a vantagem de serem de baixo custo compu-

tacional relativamente às metodologias que usam condições de contorno (j101), pois o uso
de uma malha cartesiana permite o uso de métodos eficientes existentes pala resolver as

equações discretas associadas ao fluido. Além disso, em problemas com estruturas em
movimento, não é necessário uma reconstrução da malha euleriana do fluido. A desvan-

tagem é que não há expressão excita para o termo forçante a ser usado nas equação do
fluido (ou a forma correta de se modiâcar as equações do fluido ein torno da interface)

para impor coiretamente a presença e ação da estrutura nas equações do fluido. Esta
característica motivou o aparecemento de vária metodologias, cada uma delas mostrou

bom comportamento nas experiências apresentadas pelos autores.

2.3.1 :termo forçante de Peskin ]34]

O b/létodo da Fronteira Imersa de Peskin 1341 foi introduzido para estudar interação fiuido-
estrutura elástica. Nesta metodologia, a estrutura considerada é formada por fibras, cada

uma contendo pontos sem massa que movimentam-se com a velocidade local do fluido,
isto é

?:! - u(X*, t), (2.12)

onde X é uma parâinetiização da malha lagrangiana e u(Xk, t) é a 'ç'elocidade do fluido

no ponto lagrangiano Xlk.

A densidade de força euleriana é dada por

f(x,t) - Z.P(X(;,t), t)õ(x - X(', t)) ds,(2.13)
onde: F(s, t) é a densidade de força lagiangianal (5 é a " função" delta de Dirac e S é a

superfície (ou contorno) da estrutura imersa.

Devido às propriedades elásticas da estrutura, a densidade de força lagrangiana t.ena a

seguinte expressão:
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F(', t) - f:;;-!(', t). (2.14)

onde I'- é o vetou tangente unitário à curva e a variável T é a tensão ila líbia cujo valor é
dado pela lei generalizada de Hooke

ax
r - r(ll 1, ., tÕs

A função delta de Dirac em uma dimensão é definida como

)

se

se

z #',
z == (.z (2.15)

Õ(«
-00

Õ(#
-00

«)d:« (2.16)

(2.17)«)é(z)d . - @(.: Ó continua com suporte compacto.

No método computacional, uma aproximação suave para a função delta de Dirac é
usada. No presente trabalho adotou-se a seguinte expressão pala o delta de Dirac bidi-

mensional: '5h(z, Z/) = Ú-O(Í).O(E), onde h = h, = h, é o espaçamento da malha e

Í }(3 i,i+vÍ;'iFÍ-lP) , « l,ISt,
D(')-l ã(3 21«1-«-i-iiiÉi-'ã;D , « i$1,1$2, (2.i8)

1. 0 , se lrl>2.
Esta função é positiva, contínua e com suporte compacto l--2, 0 , 2, 01. Outras expressões

para a função Z) (assim como as propriedades que ela deve cumprir) podem ser encontradas
em l8), 1351.

As equações (2.12) e (2.13) são as equações de interação entre as duas formulações:

euleiiana e lagrangiana. A primeira equação permite conhecer a velocidade da interface

mediante um processo de interpolação. A segunda, dá a força que age no fluido devido à

presença da estrutura. Neste caso um processo de espalhamento da força lagrangiana é

feito. Devido ao uso de uma versão suave pala a função delta de Dirac, a força lagrangiana

é distribuída ao redor da interface como mostrado na Figura 2.3. Dependendo do suporte
adotado pala a aproximação do delta de Dirac as forças são espalhadas a duas ou mais

células computacionais ao redor cla interface.

O método de Peskin tem sido aplicado a unia grande variedade de problemas biológicos

1351. Sua aplicação para modelar interação fluido-sólido, embora o modelo matemático re.-

presente a interação fluido-estrutura elástica, é feita seguindo duas estrátegias. A primeira
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Figura 2.3: Representação da fronteira imersa devido ao uso do delta de Dirac no processo
de espalhamento da força lagrangiana.

considera constantes de elasticidade altas entre os pontos lagrangianos da interface. A

segunda consiste em amarrar os pontos lagrangianos da estrutura a uma posição desejada

por intermédio de molas e aplicam uma força restauradora nos pontos lagrangianos dada
pela lei de Hooke,

F(X*,t) Z(Xk - Xi) (2.19)

onde Z representa a constante de Hooke e XIÊ é a posição desejada para a estrutura. O pro-

blema associado com estas estrátegias é que o sistema de equações fica mal condicionado
e, para inantêr-lo estável, pequenos passos no tempo são necessários.

Laí 1281 simulou o escoamento de uin fluido ao redor de um cilindro estacionário uti-

lizando a metodologia de Peskin e usou a segunda estiátegia para manter os pontos la-

grangianos estacionários. Coeficientes de arrasto e de sustentação e o número de Strouhal
foram calculados. Uma boa concordância com resultados de outros autores foi obtida. Lai

deduziu uma expressão para o tamanho do passo no tempo

&ta C\l- l2.20)

Enriquez-Remigio e Romã l91 apresentaram a simulação do escoamento de Poisseuille
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mediante o uso da metodologia de Peskin. Para simular a. entrada e a saída de fluido no

canal foiain usados elementos de modelagem matemática denontinados font.es e sumidou-

ros. O perfil parabólico da velocidade foi obtido e um estudo de convergência lnostraou

a convergência de primeira ordem do b/létodo da Fronteira Imersa. Valores grandes para

as constantes de rigidez foram necessários para manter o corpo ila posição de equilibiio

desejada. Isto implicou na imposição de uma forte restrição para o passo no tempo dado

por (2.20).

Uhlmann 1441 usou a metodologia de Peskin e as equações de Newton-Euler para
simulam a queda livre de uma partícula circular em um fluido. Uma expressão para o
cálculo das forças hidrodinâmicas e torque na partícula foi determinada por ele. Os
resultados mostraram boa concordância com as de outros autores.

2.3.2 Termo forçante de Goldstein et al.

Goldstein et al. j141 propuseram o Método da Fronteira Virtual para simular o escoamento
de um fluido sobre corpos submersos com velocidade prescrita. Similarmente ao Nlétodo

da Fronteira llnersa de Peskin, a fronteira sólida é considerada como gerador de força. Tal

campo de força é modelado por uma função /eedback, que relaciona a velocidade do fluido

com a velocidade prescrita.

F(X*,t) - a /.(u(X.,t) - V(X.,t))dt+#(u(X*,t) V(X*,t)),(2.21)
onde u(XJ;, t) é a velocidade do íiuido em Xx; e V é a velocidade prescrita do corpo. As

constantes a e 0 são negativas e devem ser ajustadas de acordo com o problema a ser
simulado.

t

As simulações apresentadas poi Goldstein et al. j141 estão no contexto dos métodos

espectrais. Para evitar o processo de interpolação, as loiças foram aplicadas diretamente

na malha euleriana. Assim, uma fronteira do tipo escalonada é considerada, em vez de

uma suave. Foram realizadas simulações de escoamentos turbulentos sobre um modelo de

superfície coberta, entre outros problemas. Eles executaram unia análise de estabilidade

e determinaram blue quando a forçante é computada explicitamente por un] esquema

Aclams-Bashfoith, a restrição do passo no tempo é dada por

Â..(.É.
a (2.22)
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onde k é umca constante de ordem l dependendo do escoamento.

Saiki et al. 1391 aplicaram o método de Goldstein et al. j141 no contexto cto método

de diferenças finitas, com aproximação no espaço de quanta ordem. Uin processo de

interpolação para calcular a velocidade do fluido na fronteira e para distribuir a força da
fronteira na malha euleríana foi usado. Eles simularam o escoamento de um fluido sobre

uin cilindro estacionário ou em movimento de rotação. Uma restrição do passo no tempo

similar à equação (2.22) para o esquema de Runge-Kutta usado foi encontrado.

2.3.3 Termo forçante de Mohd-Yusof 1301

Mohd-Yusof 1301 apresentou uma proposta para o termo forçante que deve ser acrescentado

nas equações de Navier-Stokes. Este termo é baseado na versão discreta da metodologia

empregada para resolver as equações de Navier-Stokes. Por exemplo, para uma aprc-
ximação de Euler progressiva da equação da quantidade de movimento

,(c:J-c -'" (« ',«)") - -'«" -- '. I'«-l" -* '': ,
o teimo forçante que impõe a condição de contorno na interface ' é dado por

(2.23)

.. / ,(:y#'--(«''«)")--v," '.l,«-l", .-« ,

1 0, outro caso
(2.24)

Se os pontos lagrangianos da interface 7 coincidem com pontos eulerianos, então subs-

tituindo a equação (2.24) na equação (2.23), tem-se que: u"+i = V nos pontos requeridos.

Na prática, os pontos da malha lagrangiana não coincidem com pontos da malha euleri-

ana. Isto implica na necessidade de definir os pontos onde é aplicado o termo forçante e
qual é o valor pala a velocidade V a ser usada nesses pontos.

Rlohd-Yusof 1301 aplicou esta metodologia no contexto dos métodos espectrais. O
termo forçante foi aplicado em pontos adjacentes à fronteira imersa e no interior dela. A

simulação do escoamento laininal em um canal tridimensional com chicanas foi apresen-

tada. Nesta metodologia, o termo forçante não depende de paiâinetros que devam ser

ajustados para impor a condição de contorno, diferentemente da metodologia de Peskin

(lue é aplicada para corpos rígidos 1281 e Goldstein et al.j141. alas depende da escolha dos
pontos onde será aplicado o termo forçante e a velocidade aditada para esses pontos.

Fadluii et al. j101 conlparaiam a metodologia de Goldstein et al. j141 e a de Xlohd-
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Yusof 1301 no contexto do método de diferença finitas eln uma mallla deslocado. Ex-

periências computacionais mostiarain que, embota ambas metodologias proporcionem es-

senciahnente os mesmos resultados, a última é subtancialinente mais eficiente, fazendo

com que esta seja mais apropiada para simulações de escoamentos complexos em três
dimensões. Eles escolheram o ponto de aplicação do termo forçante na primeira célula

externa à interface na direção z e Z/. A velocidade na primeira célula externa escolhida

foi interpolada usando-se a velocidade da interface e a velocidade da segunda célula na
respectiva direção. Os outros termos do termo forçante são calculados mediante valores

das variáveis provenientes de um passo preditor.

Na Figura 2.4 mostra-se o ponto de aplicação do termo forçante e as velocidades usadas

para interpolar a velocidade, requerida pelo termo forçante, empregada por Fadlun et al

j101 . Eles apresentaram simulações, entre outras, do escoamento no interior de um sistema

pistão/cilindro em altos números de Reynolds.

L
t-

+

-1

--.+

Figura 2.4: Exemplo do ponto de aplicação do termo forçante e pontos msociados no

cálculo da velocidade ç para o termo forçante 1521.

Kim et al. 1221 apresentaram um método baseado no termo forçalate direto dado por

Xlohd-Yusof e ein um termo fonte/sumidouio de massa. O termo forçante discreto foi
usado pala impor a condição de contorno e o termo fonte/suinidouro para conservação

da ulassa em células que contên} pontos lagrangianos. Um processo de interpolação para

avaliar a velocidade a ser usada no tendo forçante foi apresentada. Eles apresentaram,
entre outras simulações, o escoamento ao redor de uin cilindro e de uma esfera.
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Balaras l21 apresentou umca metodologia pala desenvolver Simulação de Grandes Es-

calas (SGE) com termo forçante dado por Nlohd-Yusof. A diferença de Fadlun et al. j101,

é a direção de aplicação dos pontos forçantes, baseada na direção do vetou normal ao
contorno do corpo. Estrátegias para interpolar a velocidade são dadas. Simulação do

escoamento 3D ao redor de um cilindro circular foi apresentado, entre outros.

Outras aplicações do método da forçante de À/lohd-Yusof onde a estrutura tem uma
velocidade prescrita, foi apresentada por Verzicco et a1. 1471: para estudar o escoamento
no interior de um tanque de mistura usando técnicas de fronteira imersa.

2.3.4 Termo forçante de Limo e Salva et al. 1251

Limo e Silvo et al. j2SI propuseram o Modelo Físico Virtual para simular a interação

fluido-.estrutura rígida. Este pertence à classe de métodos da fronteira imersa que impõe

a presença da estrutura através de um termo forçante. Algumas diferenças do MFV com

relação a métodos que também se baseiam em termos forçantes são:

e foi'ma de se obter o termo forçante f: através da distribuição da força calculada na
interface;

e princípio físico para se obter a densidade de força lagrangiana F: balanço da quan

tidade de movimento nos pontos lagrangianos;

e não requer esquemas especiais para localizar as malhas nas quais se calculam as
velocidades e se atribuiem as forças.

Na Figura 2.5 apresenta-se um volume de fluido ao redor do ponto lagrangiano X.j;.

Os autores consideram que nesse volume, além do fluido que rodeia ao ponto lagrangiano

se tem um campo de forças devido à ação da estrutura no fluido, F(Xt,t). Aplicando o
balanço da quantidade de movimento nesse volume, obtiveram a seguinte expressão para
a densidade de força lagrangiana:

F(Xt , t) (p(-ã +(u Vu)) + Vp- V.(2pd))(X.,f). (2.25)

Tal força pode ser expressa da seguinte forma

F(X* , t) Fa(Xk, t) + G(Xt, t) l2.26)
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Figura 2.5: Volume de controle ao redor do ponto lagrangiano XJ; para a aplicação do
balanço da quantidade de movimento.

onde

Fa

G

0u
Pa'
p(u Vu) + Vp - V . (2pd),

(2.27)

(2.28)

são denominadas loiça de aceleração e força complementar, respectivamente.

O cálculo da força de aceleração foi feito mediante a seguinte aproximação

l rn+l ..n

p;''':(XE'''D - p(]:--:;i.%) P.29)

onde V'+i é a velocidade da estrutura no tempo t"+i e u?k é a velocidade do fluido no
tempo tn no ponto lagrangiano Xjj+i. Para determinam' o valor de G dado pela equação
(2.28), um processo de interpolação é aplicado.

Limo e Silvo et al. 1251 apresentaltun simulações dentro do contexto do método de dife-

renças finitas. Um processo para o cálculo do termo G é dado. O escoamento de uni fluido

ao redor de um cilindro estacionário é apresentado, entre outros. A boa concordância dos

valores dos coeficientes de arrasto e sustentação e número de Strouhal foram reportados.
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Outros trabalhos ein duas dimensões para corpos com velocidade prescrita não nula

foram apresentados por: Arruda jll, escoamento induzido em um conjunto canal-cavidade

com fundo móvel peiiódicol Silvo et al. j411, escocamento sobre cilindros circulares osci-

lando ou girando em número de Reynolds acima de 1000, e Oliveira et al. 1321, escoamento

ao redor de um cilindro de diâmetro variável no tempo. Os resultados apresentaram boa
concordância quantitativa e/ou qualitativa.

No caso da velocidade de estrutura rígida não ser prescrita, uma simulação foi apõe
sentada por Alessandra et al. 1491, pala a queda livre de uma partícula circulam em um
fluido viscoso. Compal'ações com outros resultados apresentaram boa concordância.

2.3.5 Imposição da presença da interface através de células fan
tasmas

Nos métodos anteriores, a imposição da condição de contorno devido à presença do corpo
é feita através de um campo forçante aplicado ao redor da interface ou através da escolha

de pontos de aplicação do termo forçante discreto.

No método baseado em células fantasmas a imposição da condição de contorno se dá

através das célula fantasmas. Estas células são definidas como células internas ao corpo

que tem pelo menos uma célula de fluido vizinha. Na Figura 2.6-(a), mostra-se algumas
células fantasmas (A), e célula de fluido (x).

Nestas células fantasmas modifica-se o estêncil associado à variável genérica @ por

uma expressão encontrada mediante um processo de extrapolação local. Este processo

de extrapolação tem como base uma função obtida mediante o uso do(s) valor(es) da
variável(eis) no contorno e em outras células de fluido. É através dessa função (lue se tem

em conta o valor da variável no contorno e permite-se impor indiretamente o valor delas

nas equações. Funções lineares, bilineares, quadráticas, etc. podem ser consideradas em
Nlajumdar et al 1261.

Por exemplo, pala o ponto G da Figura 2.6-(b) mostra-se um conjunto de pontos do

fluido (XI, IX2 . . . Xs) e um ponto do contorno O, que podem ser usados pala definir uma

função para a vaiiáve! é. Para o cmo de se considerar, somente, os pontos O, X.i, e X2
podese detelminai a função linear:

tP :: ao + aiz + (/2y, (2.30)

onde ao, ai e a2 são coeficientes obtidos através dos valores da função @ nos três pontos
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(Õ)

Figura 2.6: (a) Exemplo de um domínio computacional com uma fronteira imersa, x,

ponto no domínio físico e A, células fantasmas do domínio; (b) esquema de pontos usados

pala avaliar a variável localizada na células fantasma G IS21

especificados acima.

Com base nesta função, o valor de é no ponto G pode ser expresso como

é :; aoÓo + aiÓI + a2é2, (2.31)

onde os coeâcientes ao . . . cl2 são constantes determinadas no processo de avaliação de é no

ponto G e éo, Ói e Ó2 são os valores da variável é nos pontos O, X.i e Xl2, respectivamente.

Entre as aplicações desta metodologia, ou variantes dela, tem-se: escoamento ao fedor

de um roam-ue/zãcZe 1481, investigação numérica e experimental do escoamento turbulento

em serpentinas com chicanas j181, Solvers RANS com malhas estruturadas adaptativas

não conformes à interface 1261 .

2.3.6 Imposição da presença da interface através da reconstrução
das células cortadas pela interface

Uma outra naetodologia, baseada eln volumes finitos, foi apresentada por Ye et al ISll.
Ela consiste ein redefinir as células que são cortadas pela interface (considerada como
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polinâmio linear por partes) e calcular os fluxos necessários pala o cálculo das integrais
nesses voluinens. A foiina de redefinir as células é tal que a nova célula tenha a interface

como contorno da célula e, assim, imposição da condição de contorno devido à interface é
satisfeita.

A proposta de Ye et al. j511 foi definir células trapezoidais para as células cortadas

pela interface. Uma vez identificadas as células cortadas pela interface e os pontos onde
elas são coitadas, verifica-se se o centro da célula está no fluido. Se for assim, elimina-se

a porção da célula que está no sólido e adicionam-se as partes das outras células cujos
centros estão no caem no fluido. As figuras 2.7-(a),(b) mostram exemplos da redefinição

de células cortadas pela interface. Dependendo da localização e da orientação local da

interface, células trapezoidais de diferentes dimensões podem ser formadas.

(c.)

Figura 2.7: Exemplos de células trapezoidais ao redor da interface imersa j511

Na Figura 2.7-(c),(d), mostram-se duas células trapezoidais. Os fluxos devem ser
determinados nos lados destas células. Ye et al. j51j propuseram definir uma função para
a variável genérica @ nos lados das células trapezoidais, com base no seu valor dela inesina

eln out.ros pontos conhecidos e, com ela, determinar os fluxos necessários. Por exemplo,
para a célula trapezoidal mostrada na Figura 2.8-(a), uma função é definida para o cálculo

do fluxo em /,.. Esta função é produto da interpolação da variável é em seis pontos (

pontos do fluido (1),(2), (3) e (4) e pontos do contorno (5) e (6)), cuja expressão é a
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O Points in the six'poial stencil for /;.

Figura 2.8: Exemplo do estêncil usado pala interpolar os fluxos nos lados do trapézio j511

seguinte:

té = cia;y2 + c23/2 + c3zg/ + c4z + cs3/ + c6 (2.32)

Os valores dos coeficientes cí's i= 1:6 são determinados pelos valores de é nos seis pontos

indicados. Baseado nessa função, serão determinados os fluxos necessários no ponto /,.

Exemplos da aplicação ein duas dimensões foram apresentadas por Ye et al. j51j.

Outros exemplos da aplicação desta metodologia são: objetos em queda livre 1201, entre
outros.

2.3.7 Imposição da presença da interface através de um termo
do tipo multiplicador de Lagrange

Glowinski et al. j131 apiesentarain uma técnica denominada Nlétodo de Domínio Fictício.

no (dual considera-se o fluido ocupando um domínio maior do que o ocupado por ele inesino.

Além disso, um termo do tipo multiplicador de Lagrange é acrescentado nas equações do
fluido pala simular a presença da estrutura. A discretização foi baseada ein elementos

finitos e uma única equação variacional foi usada para o sistema fluido-sólido (evitando-se
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o cálculo das força hidrodinâmicas e dos torques). Eles apiesentaiana uma simulação de
duas partículas em um canal bidimensional, 504 partículas mima caixa bidimellsional e a

interação de duas partículas esféricas em 3D.

Juárez et al. 1201 usaram o método de domínio fictício pala simular nuineiicamente
a dinâmica de um pêndulo imerso ein um fluido. No mesmo trabalho apresentaram a

simulação numérica de dois pêndulos imensos em um fluido fixos no mesmo ponto mas
soltos de diferentes pontos iniciais. Resultados mostraram comportamentos qualitativos

esperados.

2.4 Resumo sobre as metodologias baseadas no MFI

Nesta seção, apresenta-se um resumo das caiacteiísticas, vantagens e desvantagens das

metodologias bmeadas do Método da Fronteira Imersa apresentados na seção anterior

1. Termo forçante de Peskin 1341

Características e desvantagens:

e Requer uso de constantes a serem ajustadas para representei' a rigidez do corpo,

o que implica o uso de pequenos passos no tempo

e Uso de uma função de distribuição suave para o delta de Dirac e isto implica

na representação enlargecida da fronteira imersa

e Convergência de primeira ordem

Características e vantagens

e Independência do termo forçante com a discretização espacial

e O cálculo das forças fluidodinâmicas e porque é direto.

2. Termo forçante de Goldstein et al. j141

Características e desvantagens:

e Requer uso de constantes a sei'em ajustadas para representar a rigidez do corpo

e a sua implicação em pequenos passo no tempo

e Uso de uma função de dista'ibuição suave para o delta de Dirac e a implicação

na representação enlaigecida da h'onteira imersa



2:4.R:estimo-sobreqs metodo/ogias baseadas no.Nll;1l.

Caractel'ísticas e vantagens

e Independência do termo forçante com a discretização espacial

e O cálculo das foiçm fluidodinâmicas e toique é direto

3. Termo forçante de Mohd-Yusof 1301

Características e desvantagens:

© Necessidade da escolha dos pontos de aplicação do termo forçante

8 Necessidade de esquemas de interpelação para determinar a velocidade a ser
usada nos pontos de aplicação do termo forçante

e O cálculo da força fiuidodinâmica e torque não é tão direto, pois depende da
condição do movimento e geometria do corpos

Características e vantagens

e Não requer constantes a serem ajustada para impor a rigidez do corpo. Passo
no tempo restrito pelo método numérico usado

8 Independência do termo forçante com a discretização espacial

4. Termo forçante de Lama e Salva et al. 1251

Características e desvantagens:

8 Uso de uma função de distribuição suave para o delta de Dirac e a implicação
na representação enlargecida da fronteira imersa

e Convergência de primeira ordem

Características e vantagens

e Não requer o uso de constantes a serem ajustadas pai'a representar a rigidez do

corpo. Ein principio, o passo no tempo está restrito pelo método usado para
resoivê-las

e Independência do termo forçante com a discretização espacial

e O cálculo das forças fiuidodinâmicas e torque é dii'eto

5. Imposição da presença da interface através de células fantasmas

Características e desvantagens:
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e Necessidade de processos de interpolação pala deteinlinar o estêllcil associado

aos pontos fantasmas que conselvein a ordem de convergêi)cia do método

© Aplicação de métodos eficientes para a resolução dos sistemas lineares pode

sofrer baixa na ordem de convergência, quando aplicados pala as novas equações
modificadas

Características e vantagens

e Não requer um termo folçante e sim de uma modificação do estêncil para os
pontos fantasmas

e Repi'esentação da interface não é modificada

6. Imposição da presença da interface através da reconstrução das células
cortadas pela interface

Características e desvantagens:

© Necessidade de processos de modificação das células computacionais cortada

pela interface em células trapezoidais. Dependendo da localização e orientação
local da interface, células trapezoidais de diferentes dimensões podem ser for-
madas

8 Problemas de generalização para simulações em três dimensões, devido à diâ-

culdade da determinação das células cortadas pela interface

e Necessidade de processo de interpolação para a determinação das funções a
serem usadas no cálculo do fluxo

e Necessidade da condição de contorno para a pressão na interface

Características e vantagens

8 Repi'esentação da interface não é modificada

e À.melhor representação da condição de contorno, por collsideiar células ao redor

da interface que conforma ao corpo

e àlelhoi'es propriedades de conservação da massa e (quantidade de movimento
ao redor do contorno
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Cada uin dos métodos da fronteira imersa descritos nesta revisão bibliográfica apresen-

tam vantagens e desvantagens. As simulações computacionais desenvolvidas pelos autores
com estes métodos para uma variedade de problemas mostram a sua aplicabilidade. Algu-

mas simulações são para problemas de inteiação parcial, isto é, estrutura rígida determina

a dinâmica do fluido, outras pala problemas de interação total, isto é, a dinâmica do sis-

tema fluido-estrutura é determinada por ambos.

Neste trabalho, emprega-se o NIFI/b/IFV com o intuito de estudar problemas de in-
teração total. O modelo matemático que usa esta metodologia é apresentado no capítulo
a seguir
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Modelagem matemática

Neste Capítulo, apresentam-se as equações do modelo matemático adorado para estudar

a interação fluido-estrutura.

Na Seção 3.1, são apresentada M equações do modelo matemático para o sistema

fluido-estrutura mediante o Nlodelo Físico Virtual (MFV) (1251). Um elemento importante
usado no cálculo da força lagrangiana do MFV é a função indicadora, apresentada na na

Seção 3.2. Altos números de Reynolds podem acontecer no processo de interação fluido-

estrutura gerando turbulência no escoamento. Pala modelam a turbulência é usada a
metodologia baseada na Simulação das Grandes Escalas a qual é apresentada na Seção
3.3

3.1 Modelo Físico Virtual

O A/lodelo Físico Virtual, proposto por Limo e Silvo et al. 1251 para modelar interações

fluido-estrutura é utilizado dentro da metodologia da fronteira imersa (Seção 2.3). Tal
método está baseado na imposição de un) tel'mo foiçante nas equações do fluido para
modelar a presença da estrutura.

As e(luações do fluido terão a seguinte foiina:

P( :E + u ' Vu )

V U

--Vp + V . {p(Vu + Vu')} + f, (3.1)

(3.2)

onde a expressão para o termo forçante, f, depende do termo fonte F, definido na interface,
isto é,

f . (3.3)

26
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Os termos foiçantes f e F são denominados, aqui, força poi unidade de volunae euleriana
e lagiangiana, respectivamente.

As equações (3.1)-(3.2) são usadas por outras metodologias baseadas no Método da

Fronteira Imersa (Peskin 1341, Goldstein et al. j141). A diferença entre eles está na
expressão dada pala as dellsidades de forças f e F

A densidade de força lagrangiana no NIFV é deduzida usando-se o balanço da quanti-

dade de movimento nos pontos da interface XÀ;. Esta densidade de força lagrangiana tem
a seguinte expressão:

F(X* , t) F.(Xk, t) + F:(Xk, t) + F.(Xk, t) + Fd(Xk, t), (3.4)

onde

F.
F{

Fp

Fa

Õu
f'a'
P(u . Vu),

vP,

-V (2Pd),

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

e são chamados de força de aceleração, força de inercia, força de pressão e força viscosa

A expressão (3.4), pode ser escrita da seguinte forma:

F(X., t) F.(X*, t) + G(X., t), (3.9)

com:

G - F:+ F,+ F., (3.10)

denominada aqui de força complementar. Para determinar a força lagrangiana F deve-se

conhecer a força de aceleração e a força complementar

Dependendo do método usado para resolver as equações do fluido no tempo e no espaço

uma expressão para o termo densidade de força lagrangiana será dada. Por exemplo, no
caso de usar um método de Euler explícito e no caso da velocidade da estrutura ser
prescrita, a força de aceleração pode ser aproximada por:

F.(XE'''' , t") - , "'''': (XE''TT:J+jKj4FH ,

onde: XE+i é a posição da estrutura no tempo t"+t, un+l(XE+l) é a velocidade do fluido

no tempo t"+i na posição X;+t, u"(Xjj+i) é a velocidade do fluido no teilapo n na posição

A

(3.11)
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Limo e Silvo et al. 1251 propuseram usar para as velocidades que aparecem na força
de aceleração, equação (3.11), m seguintes relações:

u»''' :(xil'' : )

u '(X[''' : ) ";*

onde: V;+i é a velocidade da interface no tempo t"+i e u?k é a velocidade do fluido no
tempo t" e no ponto XE+l. Esta última é calculada através de um processo de interpolação

e ser explicado abaixo. Logo, a força de aceleração teia seguinte expressão 1251:

V?+i
F.(XÊ''':, t.) - pj:C;fÍ!&. (3 i2)

A expressão para o termo G, equação (3.10), tem derivadas em x e y da velocidade

e pressão avaliadas nos pontos da interface. Pala o cálculo dessas derivadas os autores

propuseram determinar polinõinios de segundo grau pala u, u e p nas direcções das com-

ponentes do vedor normal à interface, e usar as derivadas no espaço destes polinõmios

para aproximar as respectiva derivadas que compõem o termo G.

Pala determinar os polinõmios pala u, u e p na direção z e y, pontos auxiliares são

usados. Os pontos adicionais eln T foram denotados por xi e x2 distantes Az e 2Az de

Xlt, respectivamente e os pontos em y são denotados po! x3 e x4 e distam a.y e 2Ay de

Xi;, respectivamente (Figura 3.1). As velocidades e pressões nesses pontos adicionais são

denotadas por (u{,ui) e pi, i= 1, 2,3,4 e estas devem ser interpoladas das velocidades

e pressões do fluido. Em Xt, determina-se a velocidade do fluido u/k = (u/t,u.fi) e a
pressão px;, por um processo de interpolação similar ao adotado para os pontos auxiliares

e, determina-se a velocidade da interface (no caso dela não ser conhecida) através das

equações associada à estrutura.

O processo de interpolação adotado para o cálculo de (ui, ui) { = 1, 2, 3, 4 (e (u.fk, t//k))

é dado por:

". - l.u(x)Õ(x- x.)A«Ay

": - l.«(x)Õ(x- x.)6.«Ay

onde: (5 é uma aproximação do delta de Dirac. Aqui, a seguinte aproximação pala o delta
de Dirac é usada

Õ(x - x.)
o(qÍ')o(5f)
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Figura 3.1: Esquema para a interpelação da pressão e da velocidade

onde a função unidimensional Z) representa um peso da contribuição do valor da variável

em x no ponto x{ dependendo da distância relativa ]!:!d (ou !x=vd) e suporte da função

.D, neste caso l--2,0 , 2, 01, função (2.18).

Para o cálculo da pressão pi, i= 1, . . . 4 (e pk) é usada a expressão:

./bP(x)Õ(x - x:)(l - .r(x))a.:«A3/

Jn õ(x - x.)(l -r(x))A«Ay '

onde a função -r(x) é denominada função indicadora (Seção 3.2) cujo valor é l se x é um
ponto dentro do corpo e é zero se o ponto estiver fora do corpo

Uma vez determinada a densidade de força lagrangiana, F, esta deve ser espalhada

para os pontos da malha euleriana e assim determinam f, que está encarnada de impor a

presença da interface no fluido

Limo e Sirva et al. 1251 usaram um processo de espalhamento da força lagrangiana em

pontos da malha euleiiana que distam duas células do respectivo ponto lagrangiano. Pala

pontos iliais distantes, a contribuição da força lagrangiana é considerada nula. Vários

pontos lagrangianos podeiTI contribuir na força euleriana. O número de pontos lagrangia-

nos pode sei identificado mediante a determinação do número de pontos lagrangianos que

estão dentro de um ietângulo de dimensões 4A: x 4Ay com centro no ponto euleriano. Na

Figura 3.2, ilustra-se o número de pontos lagrangianos que influenciam na força euleriana
em x. e xõ. Para o ponto x.. o retângulo contem três pontos lagrangianos (lue deterlni-

(3.13)
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nana a força nesse ponto, enquanto que pala o ponto xõ, no retângulo coiiespondente, seis

pontos lagrangianos estão contidos e esses determinam a força em tal ponto euleriano.

Figura 3.2: Exemplo da influência da contribuição de pontos forçantes lagrangianos em

pontos euleiianos.

A determinação da expressão para f f(F) é baseada nas seguintes considerações

e as densidades de força euleriana e lagrangiana possuem a mesma dimensão, isto é,

força por unidade de volume;

e os volumes de controle usados para os pontos eulerianos e lagrangianos são AV''

AFAZ/Az e AVk = AstAska.z, respectivamente;

e o peso da contribuição da força lagrangiana é dado com base na função -D com

suporte l--2,0, 2,01.

Baseamdo-se nessas três condições, a força no volume do fluido Z\V com centro no ponto

euleriano xij é dada por:

í:,AV' - E r*Au;o(9ailb)o(g2iiB), (3.14)

r.'\.*.x.* OC:e:qoPbF) (3.15)
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onde ]vpz é o número total de pontos lagrangianos. O fator e!::l-ãililÊlg:liiiê! é uma
aproximação suave para a função delta de Dirac. Portanto a equação (3.15) pode ser
expressa como

.NPz

k l
f.j 1: Fk 5(xij -- Xk)Askz\sÀ;.

Esta força euleriana é a utilizada para impor a presença da estrutura imersa no fluido.

Para a determinação da dinâmica do corpo rígido são usadas M equações de Newton-

Euler, isto é,

(3.16)

«€
:.á(«)

dx.

do.

G.+F/. (3.17)

T/.

v.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

onde M. e 1. são a massa e o momento de inércia da estrutura; V. e w são a velocidade de

translação do CÀ'l e ra velocidade angular do corpos XI. e 0. são a posição do Ch/l e o delo-

camento angular; G. é o peso do corpos F/. e T.f. são a força hidrodinâmica tola! aquando

no corpo e o toique total no corpo devido às força hidrodinâmicas, respetivamente.

O cálculo da loiça fiuidodinâmica total é determinado pela soma de todas as forças que

o fluido exerce no contorno da estrutura. No MFV a força de ação do fluido na estrutura

pode ser determinada em função da força lagrangiana e da terceira lei de Newton, segundo

o qual a toda ação corresponde uma reação de igual magnitude mas em sentido contrário.

A força de ação da estrutura no fluido é dado por FrAsE, portanto a força de reação do
fluido na estrutura é dado por --Fkz\sZ. Baseado nisto, as expressões para F.f. e T.f. são:

F/.

T/.

E(-F*As*A.*)
k-l

E(X- - X.) x (-F*A;*z\.*)
k-l

(3.21)

(3.22)
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3.2 Funçãoindicadora

A determinação da região ocupada pelas componentes de uin sistema fiuidc-estrutura

rígida ou fluido-fluido é importante para identificação das propriedades físicas no domínio

euleriano ou pala os elementos que o processo de solução da metodologia requer.

A seguir, é apresentada uma forma de definir uma função denominda função indica-

dora, que determina a legião ocupada pelos elementos que compõem o sistema de es-

tudo fluido-estrutura ou fluido-fluido. O cálculo desta função é baseada nm propriedades
geométricas da interface, definidas pelas componentes do sistema.

Função indicadora de Unverdi e 'ltyggvason

Unverdi e Tryggvason 1451 propuseram um método para o cálculo das propriedades

físicas dos fluidos, que se baseia em uma função indicadora. Este método pode ser usado

para determinar uma função que indique a região ocupada por uma estrutura rígida imersa
em um fluido. Neste caso, a estrutura imensa é denominada fase dispensa e o fluido fase
contínua.

A função indicadora de Unverdi e 'lYyggavason, /(x, t), é calculada por uln termo fonte
G(x, t), o qual é definido por:

V/(x, t) - G(x, t), (3.23)

se«do G(x, f):

G(x, t) - X.)n(X.)A.(X*),

com l)(x -- Xk) uma função de distribuição, n(Xk) o vedor normal à interface e Z\s(Xk)
a distância entre dois pontos lagrangianos consecutivos

Aplicando o operador divergente à equação (3.23), obtém-se

k
(3.24)

v'-r(x, t) - v G(x, t), (3.25)

que é uma equação de Poisson a ser resolvida para a obtenção de /(x, t)

A expressão para G, equação (3.24), é definida de tal forma que a fase dispersa tome o

valor de um (estrutura rígida) e a fase contínua tome valor zero (fluido). O uso da função

de distribuição, Z) na expressão para G, determina (lue a interface seja representada poi

uma interface enlarguecida. Nesta região, o valor da função indicadora assume valores

entre zero e iim. As considerações acima determinam que a condição cle contorno para a

equação (3.25) é a condição de Dirichlet homogênea, isto é, /lan = 0
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3.3 Modelagem da turbulência: SGE

Os escoamentos turbulentos são caracterizados por um elevado número de graus de liber-

dade e unia ampla gama de estruturas turbillonares tridimensionais. Essas estruturas, em

função de certas características, coinpoem uma banda de escalas que vão desde as grandes

escalas até as pequenas escalas dissipativm de Kolmogorov.

Uma forma de capturar todas as estruturas do escoamento do fluido é mediante a
solução das equações do fluido em malhas muito finas. Este processo de solução é deno-

minada de Simulação Numérica Direta (SND), quando todas as escalas da turbulência
são resolvidas.

Devido ao custo computacional que a SND carrega, são procuradas outra metodolo-

gias pala simular escoamentos turbulentos. Uma revisão destas metodologias podem ser

encontrada em Silveira-Neto 1421 .

Neste trabalho, a metodologia a ser empregada para simular a turbulência nos flui-

dos é baseada na solução das estruturas de grande escala e na modelagem das pequenas

escalas, que é conhecida como Simulação de Grandes Escalas (SGE). Em SGE, são re-
solvidas as estruturas de grandes escalas e modeladas as estruturas de pequenas escalas.

A separação de escalas é possível, sob a suposição que as pequenas escalas são aproxima-

damente isotrópicas e independentes da geometria e da condição de contorno, enquanto

que as grandes escalas são mais anisotrópicas e variam de um escoamento para outro.

A separação das escalas é feita atráves de uin processo de filtragem. Mediante o
processo de filtragem, uma variável é pode ser expressa por

$

onde é é a variável filtrada correspondente à estrutura de grande escala e @' é a variável

corresponde à estrutura de pequena escala. A expressão para determinam @ é dada por

(caso unidimensional)

l$(«) ,«')0(«')d«',

onde a função G(z, #') é conhecida com o núcleo do filtro. Núcleos de filt.ro aplicados em

SGE são uma função Gaussiana, uma função filtro caixa, etc. Cada filtro t.em associado

ulll coniplimento de separação ou de corte, zX. Escalas de comprimento maiores a zX são

consideradas como grandes escalas e inenoies a A correspondem as estruturas de pequenas

escalas. também conhecidas como escalas sub-malha

No processo de filtragem das equações do fluido, surgem censores adicionais, além dos
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tensores viscosos, os quais deveill sei naodelados. A seguir, apresentam-se as equações de
Naivei'-Stokes filtradas ein notação de Einstein, pala ilustrar o processo de aparecimento
de novos telnlos a serem modelados

-:: -- á(«[8 -- :n ,
0,

(3.26)

(3.27)

Observa-se, na equação (3.26), que no termo adjectivo aparece o produto filtrado das
variáveis de interesse. Para que esta equação possa ser resolvida, as componentes da

velocidade que aparecem neste produto serão decompostas. Fazendo a decomposição e

aplicando as definições cabíveis, as equações globais da turbulência são:

Õzi{ Õliiti
th, ' a=.

onde nj = tl;l4 é o tensos de Reynolds sub-malha. Detalhes do processo de filtragem
acima pode ser encontrado ein Silveira-Neto et al. 1421 e em Padilla l33j. Conforme

se observa na equação (3.28), a consequência imediata do processo de decomposição de
escalas e da transformação das equações originais em equações médias é o aparecimento

do censor adicional nj, o qual deve ser modelado.

(«[8 -- 3] -- .D (3.28)

(3.29)

Boussineq propôs um modelo de fechamento para o censor de Reynolds com o conceito
de viscosidade turbulenta. Tal modelo expressa o tensor de Reynolds sub-malha em função

da taxa de deformação, gerada pelo campo de velocidade e da energia cinética turbulenta

(k) da seguinte forma:

.. - «. [E -- g] - :":, - ,«.', - ;"'., (3.30)

onde:

iom) - ;(«;' + «" + ú'n

!(E -- :)s',

e (5if é o delta de l<roiiecher.
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Substituindo a equação (3.30) na equação (3.28) e incorporando-se a energia cinética

ao termo de pressão, obtém-se a seguinte e(luação:

9'-q?- --á(«...t:--:i), o;n
onde:

P + ;kP (3.32)

« + «. (3.33)

Observa-se que campo de pressão dada na equação (3.32) é ull} campo de pressão

modificado: pressão filtrada mais uma pressão devido à energia cinética.

A equação (3.31) é a equação de quantidade de movimento para a modelagem de

turbulência via a SGE. Tal equação estará completamente determinada se um valor para
p. é definido.

3.3.1 Modelagem sub-malha: modelo de Smagorinsky

A modelagem sub-malha possibilita o cálculo da viscosidade turbulenta via diferentes

modelos, buscando representar a idéia de modelam a transferência de energia entre a banda

de escalas resolvidas (grandes escalas) e a banda de escalas não resolvidas (pequenas

escalas). Aqui considerou-se o modelo sub-malha de Smagorinsky.

Modelo de Smagorinsky

E um modelo a zero equações de transporte. Simples, mas exige o uso de malhas
finas. E deduzido usando-se a hipótese de equilíbrio local pala as pequenas escalas, onde
a energia injetada no espectro deve ser igual à energia dissipada pelos efeitos viscosos.

Assim, a viscosidade turbulenta é função da taxa de deformação Sij e do comprimento
sub..malha como indica a expressão:

«. A)'ll.ãjll, (3.34)

onde:

e Cs é uma constante empírica, denominada constante de Smagorinsky

e A é o compi'iinento cai'acterístico associado ao tamanho da malha e seu o valor é

dado por (A.z\,):/'

. llS.jl r2SijSij é o modulo do tensor taxa de deformação do campo filtrado
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Solução numérica da modelagem
matemática

No Capítulo anterior foram apresentadas as equações a serem usadas para modelar a
interação fluido-estrutura mediante o Modelo Físico Virtual. Esse conjunto de equações

está formado pelas equações de Navier-Stokes com termo forçante (pala impor a presença

da estrutura) e as equações de Newton-Euler. A solução numérica de tais equações será

feita mediante um método de Runge-Kutta explícito de segunda ordem no tempo (RKE2)

com discretização espacial de segunda ordem baseada no método de diferenças finitas. Em

cada estágio do método de Runge.-Kutta, dever-se-á resolver as equações de Navier-Stokes
e as equações de Newton-Euler.

A solução numérica dm equações do fluido devem levar em conta, entre outras coisas,

a não linearidade das equações de Navier-Stokes e a falta de uma equação para a pressão

do fluido. Muitas propostas de solução apareceram. Na Seção 4.1, é apresentada uma

introdução a duas coimas de solução numérica das equações de Navier-Stokes em regime

transiente: método de equação de Poisson para a pressão e método de piojeção. Nlétodo

de projeção é um dos métodos mais populares para resolver as equações de Navier-Stokes

para escoamentos incotnpressívieis 1241 .

Na Seção 4.2 é apresentado o uso do método de projeção para dois métodos explícitos

de primeira e segunda ordem no tempo: Runge-Kutta de primeira ordem e de segunda

ordem. Apresenta-se t.ambém nesta seção um método semi-implícito.

Na Seção 4.3 são apresentadas as discretizações adotadas, as condições de contorno

numéricas e a condição de estabilidade, referentes ao método de solução numérica usado
neste trabalho.

36
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O algoritlno numérico empregado é apresentado na Seção 4.5.

4.1 Solução das equações de Navier-Stokes: equação

de Poisson para a pressão e método de projeção

As equações de Navier-Stokes para um escoamento incoinpressível são dadas por

Õu +u.VuP

V.u
VP + V . (2pd) + f,

0

(4.1)

(4.2)

onde d = y--!!tV]4-- (tensos taxa de deformação de um fluido)

A condição inicial é dado por: u(x, 0) = uo, e a condição de contorno para o campo

de velocidade pode ser, entre outras, do tipo Dirichlet ou Neumann.

Tentar desenvolver um esquema numérico para resolver as equações (4.1)-(??) sig-

nifica lidar com algunaas dificuldades destas equações: a não linearidade das equações

devido ao termo convectivo, a falta de uma equação pala a pressão, etc. A maioria dos

esquemas partem de equações discretizadas no tempo. A seguir, apresentam-se algumas

aproximações no tempo das equações de Navier-Stokes:

,(";i" -- (« . v«)") - : -' v.I'«-l" -- '",
V . u"+i = 0,

(4.3)

(4.4)

ou

,(-;:w --- (« . v«)"''''':) - v«"''-:'' -- ,.l,«-l"'"':'' + '"''':'' ,
V . u"+i/2 - 0 .

O sistema (4.3) pode ser obtido integrando-se as equações de Navier-Stokes no in-

tervalo lf",t"+:l (z\t = t"+' -- t") j211. Por outro lado, o sistema (4.4) está baseado

numa aproximação centrada no tempo t"+i/2. Os esquema (4.3) e (4.4) são de primeira

e segunda ordem no tempo.

Uma solução direta do sistema acoplado não é praticável devido à necessidade de

métodos robustos para lidar com sistemas não lineares de equações e ao custo computaci-
onal que isto acarreta 1241. As metodologias mais populares estão baseadas no desacopla-
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mento do cálculo da velocidade e da pressão, que permite o uso (te técnicas mais eficientes
para cada uln dos processos resultantes.

Harlow e \Velch jlSI apresentaram o método NIAC (marker and ceZZ) desenvolvido

para o tratamento de escoamentos incompressíveis com superfícies livres. A proposta para

resolver as equações de Navier-Stokes consiste na geração de uma equação de Poisson para

a pressão, a partir da equação do balanço da quantidade de movimento discreta no tempo
e da condição de livre divergência da velocidade (Sistema 4.3). Uma vez obtida a pressão,

o campo de velocidade é calculado da equação de quantidade de movimento considerando

a pressão calculada. Vários trabalhos foram desenvolvidos seguindo esta filosofia. E e Liu

l50j usaram esta técnica para cada sub-estágio do método explícito de Runge-Kutta de

quarta ordem empregado no estudo de esquemas de diferenças finitas usando a formulação
vorticidade.

Nos anos 60, Chorin l61 observou que para escoamentos incompressíveis, a pressão não

tem um papel termodinâmico. Ela tem por função forçar a condição de incompressibi-

lidade pala o íiuido. Esta observação motivou um esquema de discretização baseado na

separação de operadores e é conhecido como o método de projeção ou o método de passo

fracionário. Neste método, os cálculos da velocidade e da pressão são realizados por in-

termédio de dois passos: um preditor e outro corretor. No primeiro passo, um campo de

velocidade auxiliam é calculado, resolvendo-se a equação da quantidade de movimento sem

considerar o termo da pressão e a condição de incompiessibilidade. No segundo passo, de

acordo com o teorema de decomposição de Hodge (Chorin e À/larsden l71), a velocidade
auxiliar é projetada no espaço dos campos vetoriais com divergente zero para determi-
nar a pressão (ou correção de pressão) e a velocidade corneta (que satisfaz a condição de
incolnpressibilidade) .

4.2 Métodos de projeção: explícitos e semi-implícitos

Como foi descrito na Seção anterior, o método de projeção está baseado no desacoplamento

do cálculo da velocidade e da pressão. Valias propost.as foianl apresentadas l3j, l61, 1231,

1461 e as principais diferenças entre elas residem nas expressões para o cálculo da velocidade

auxiliam e para o passo de projeção. Exemplos da aplicabilidade dos mét.odes de projeção

em problemas práticos podem ser encontrados ein j101, j111, 1271, 1281, 1341, 1361, 1431. A

seguir, apresentam-se dois métodos explícitos, um de primeira e out.ro de segunda ordem

no tempo, e um seini-implícito de segunda ordem no tempo.
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4.2.1 Um método explícito de primeira ordem no tempo

O lllétodo explícito a ser apresentado está baseado na aproximação de primeira ordem
no tempo, (4.3), para as equações de Navier-Stokes. Estas aproximações senão resolvidas

através do método de projeção, que será dividido em três passos:

Passo 1: Cálculo de uma velocidade auxiliar, u*, da equação da quantidade de movi.
mento do sistema (4.3), sem considerar a condição de incompiessibilidade:

,(ç-i-r--(« ',«)")
CC(u')

n

Vç+ V.j2pd + P

hu.

(4.5)

(4.6)

onde q é uma aproximação para p"+t e CC é algum tipo de condição de contorno
para a velocidade auxiliar.

Passo 2: Projeção da velocidade auxiliam

ll4'

V.Un+l

(4.7)

(4.8)

Para calcular u"+i de (4.7) é necessário conhecer o campo '#. Aplicando-se o opera-

dor divergente à equação (4.7) e usando a igualdade (4.8), tem-se uma equação de
Poisson para @

v'é - -Év . «*, (4.9)

A solução desta equação será obtida uma vez definida a condição de contorno para
é

Passo 3: Determinação da pressão (atualização da pressão). Para isto será usado o se...

guinte fato: equações (4.5) e (4.7) aproximatn a equação (4.3). Portanto, substituindo-

se (4.7) ein (4.5) e igualandc-se com a equação (4.3) obtém-se

(4.10)
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Para este caso, o método de projeção requer condições de contorno numéricas para as

variáveis não físicas, u' e #, e estas devem ser consistentes para detenninar aproximações
da ordem do método l41.

Anualmente este ]nétodo é usado, embora tenha uma fonte restrição no tamanho de

passo- No 1CA/IC/USP é usado um método similar ao descrito para desenvolver um am-

biente de simulação de escoamentos de fluidos eln duas e três dimensões com superfície
livre, denominado FreFlow(1431)

4.2.2 Um método explícito de segunda ordem no tempo

A equação (4.4) é uma aproximação de segunda ordem no tempo das equações de Navier-

Stokes. A avaliação dos termos advectivos e difusivos no tempo t"+i/2 pode ser feita

usando o campo de velocidade no tempo n+1/2

Para determinam o campo de velocidade no tempo n+1/2, pode-se aplicar um método

de Euler explícito para as equações de Navier-Stokes, com tamanho de passo igual à
metade do tamanho de passo total. Logo, na dedução deste método explícito, além de

usar a aproximação no tempo, equação (4.4), é usada a seguinte aproximação

,(''=- --(«. v«)") - --v.l,«.l"--",
\7' . Un+1/2 :: 0 (4.11)

As duas aproximações no tempo, (4.4) e (4.11), correspondem à aplicação de um

método explícito de Runge-Kutta de segunda ordem no tempo para as equações de Naviei-
Stokes.

Cada sub-estágio do método de Runge-Kutta será resolvida via um método de projeção,

similar ao desenvolvido na seção 4.2.1. No primeiro estágio, calculam-se uma velocidade

auxiliar para u"+i/2 e uma correção de pressão é"+i/2. Com estas, detenninam-se a ve-

locidade e a pressão: Un+1/2 e p". O passo de atualização para o campo da pressão, p",

é similar à equação (4.10), com @ = é"+i/2. Similarmente, ilo segundo estágio, calculana-

se uma velocidade auxiliar para a velocidade u"+l e uma coireção para a pressão Ó«+l

Estas perinitiião o cálculo de u"+i e p"+i/2. Aqui, o passo de atualização para a pressão

continua sendo da n)esmo foiina que na anterior, exceto que Ó = @"+i. As atualizações em

cada estágio são consistent.es cona as equações de Navier-Stokes aproximadas no tempo.

Logo, um passo no tempo neste método explícito leva à aplicação de dois métodos de
projeção e, portcanto, a dois cálculos de velocidades auxiliares e duas soluções de equações
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de Poisson

O método descrito acima foi usado por Feinandez-Feria e Sanlniguel-Rojas j121 em

escoamentos abertos de fluidos incompressívies onde a coladição de contorno de Dirichlet
para a pressão foi adotada em partes do bordo do domínio.

4.2.3 Método semi-implícito de segunda ordem no tempo

b/métodos de projeção explícitos têm uma forte restrição no tamanho do passo no tempo.
Esta restrição pode ser evitada usando-se métodos de projeção gemi-implícitos.

Os métodos de projeção semi-implícitos foram motivados pela seguinte aproximação
de segunda ordem no tempo pala as equações de Navier-Stokes:

,(":3i' -'' (« . v«)"'''''') : ;v'"''':': + '. l«U" -- -"-''UI -- '"''":': ' U.:D

onde o termo advectivo é avaliado mediante um processo de extrapolação (por exemplo,

usando-se Adams Bashfoith de segunda ordem)

O sistema (4.12) é uma outra versão do sistema (4.4), onde o termo difusivo é aproxi-
mado usando a regra dos trapezios:

d"+i/2 H g..J. dn+l
2

Foi nos anos 80, que muitas propostas apareceram para resolver estas equações discreti-

zadm no tempo. 'ltabalhos analíticos e numéricos mostraram que os métodos de projeção

introduzidos pala resolver estas equações tinham uma aproximação de segunda ordem
para a velocidade e de primeira ordem para a pressão (alguma referências bibliográâcas
em Í41).

No ano de 2001, Brown et al. l41 publicaran} um trabalho analítico e numérico, refez

rente a t.rês métodos de projeção para as equações seini-implicita e deduzirem blue a fonte

de aproximação de primeira ordem estava na inconsistente atualização para a pressão. Eles

nlostrarain blue a expressão para atualizar a pressão, para os três métodos de projeção
senti-implícitos, é dada por:

P"+'/' #'+q eêlv'ó.
P

l4.13)
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Para um dos métodos de piojeção, a condição de contorno para a velocidade auxiliar
também teve que ser modificada pala obter-se aproximação de segunda OI'dem para a
pressão.

4.3 Discretizações adotadas

O método de solução numérica adorado para resolver as equações de interação no tempo

está baseado no método de Runge-Kutta explícito de segunda ordem, enquanto que no

espaço é baseado no método de diferenças finitas de segunda ordem. A seguir são apic

sentados alguns detalhes das discretizações adotadas pala o domínio e para os termos das

equações do sistema.

4.3.1 Discretização no espaço

Um domínio retangular, Q, é usado para estudar a interação fluido-estrutura. Nesse

donlíno encontram-se o fluido e a(s) estrutura(s) imersa(s) e, no Nlodelo Físico Virtual
Q será o novo domínio pala o fluido onde a estiutuia é representada por uma curva que
define o contorno que esta possui.

A discretização adorada para Q está baseada ein uma malha regular. Nessa malha, as

variáveis são distribuídas na forma apresentada por Harlow e \Velch j151, conhecida como

a malha MAC. Essa malha é composta poi células com arestas em duas dimensões, Az

e Ay (por simplicidade, Az = Ay). Em uma célula com coordenadas ({,.j), as variáveis

que descrevem campos escaleres são considerados nos centros das células, enquanto as

componentes dos campos vetoriais são discretizadas nos lados das células: a componente

no eixo z nas faces laterais distam (:t)gy do centro e a componente no eixo Z/ nas faces

superior e inferior distam (:L)!y do centro.

Na Figura 4.1 (esquerda) apresenta-se uma típica célula MAC com os correspondentes

índices fracionários e na Figura 4.1 (direita) apresenta-se a ]nesma célula usando índices
inteiros. Esta última notação temi por objetivo evitar índices fracionários e facilitar a
implementação computacional .

A interface (curva) onde serão calculada a densidade de força lagrangiana do NIFV, é
discretizada em um conjunto de pontos igualmente espaçados com espaçamento igual à

metade do espaçamento da malha euleriana (Peskin l3al). o cuida discretizada e os pontos
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escolhidos são denominados de naalha !agrangiana e pontos lagrangianos, respectivamente

uí+i/2,j
-©- - - -

'uÍ+i,.j
+- - -

«.,+ +' 'tz{,.j+l.",,.+:/' ©

Pi,.f
? u'i,J+i/2 e

-+-
u{,.j

.e- - - - -

u{ t/2,j

Figura 4.1 : Típica célula À/IAC: índice fracionário (esquerda) e adoção de índices inteiros

pala o processo de programação computacional (direita) .

Para discietizar os termos contendo derivadas no espaço das equações de Navier-Stokes:

termos convectivo, difusivo e gradiente de pressão, são empregada diferenças finitas cen-

tradas de segunda ordem. No Apêndice A são mostradas as expressões discretas para esse
termos.

4.3.2 Discretização temporal da densidade de força lagrangiana

A densidade de força lagrangiana calculada pelo À/lodelo físico virtual, é dada por:

P(X',f) -(p:l: + p(u ' Vu) + Vp - V '(2pd))(X*, f)

Esta pode ser expressa da seguinte forma

r(x*, 0 - pelÇàld + G(x., 0,

(4.14)

(4.15)

onde:

G - p(u . Vu) + Vp - V - (2pd).

Limo e Silvo et al.1251 chamaram o primeiro termo do lado direito da e(luação (4.14)

de força de aceleração e discretizarain-lo da seguinte fortlta:

F.(X*, 0 - ,2E:E4 - ,(Yl=;U), (4.16)
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onde: Vk e u.fk são a velocidade cla interface e a velocidade do fluido no ponto Xk,
respectivamente. Esta expressão é válida se a velocidade Vk da interface é conhecida no

respectivo tempo de integração .

A aplicação do método de Runge-Kutta de segunda ordem-n implica na deteiininação

de duas vezes a densidade de loiça lagrangiana, uma em cada estágio do método. A

expressão pala a força de aceleração da equação (4.15) é aproximada e esta depende do

estágio no qual está-se calculando e da condição de movimento da estrutura (velocidade

prescrita ou não). A seguir, são dadas expressões para a densidade de força lagrangiana
baseada no estágio e na condição do movimento para a estrutura.

Caso 1: velocidade não prescrita

EIB muitos problemas de interação fluido-estrutura a velocidade da interface ou da
estrutura não é conhecida até as equações dos sistema serem resolvidas.

O cálculo da densidade de força lagrangiana faz uso da velocidade da interface para

impor a condição de contorno na interface. Devido ao fato desta não ser conhecida ]lo

instante anual, o cálculo da densidade de força lagrangiana deve ser determinado mediante

processos que dependem do método iluinérico empregado para o sistema.

Aqui usa-se o método de Runge-Kutta explícito de segunda ordem para resolvem as
equações do sistema, portanto, informações do tempo anterior são usadas para determinar

a densidade de força lagrangiana

O cálculo da densidade de força lagrangiana no primeiro estágio emprega os pontos

(Xjl, t"). Pala aproximar a força de aceleração usa-se uma aproximação regressiva. Logo,
a densidade de força lagrangiana tem a seguinte forma:

F(X;, t') - pdT(4Fl- «"'/'(XD ) + G(X;, t").

Na equação (4.17), os campos de velocidade u'(Xt) e u'''/2(Xk) devem ser definidos

com a condição de se impor a condição de contorno na interface. As seguintes relações

são usadas pala estes campos:

(4.17)

u'(Xt)
."-:/'(XE) = u;.(X;)

\ expressão para a densidade de fol'ça no primeiro estágio é dada poi

F(Xt, t") - pP:.-illP) + G(X;, t"). (4.18)
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Para o segundo estágio a densidade de força lago angiana é aplicada i\os polltos (Xx;+i/2, t"+1/2)

Neste caso, a força de aceleração é aproximada usando diferença centrada. Então

F(X='' :/', t"-'-'/') - p(!1l:-=lti-.le)(XJ''':/') + G(XE''':/:, t"-'':/'). (4.i9)

Similaiinente, as velocidades u"+:(XE+:/') e u"(X:+'/') devem ser calculadas com a
condição de satisfazer a condição de contorno na interface. Para isto, usam-se as seguintes
rale,PÃne-'v'uyvvu-

u"''':(XÍJ''':/') H 2u"''':/'(X;j''':/') u"(XÊ''':/'),

u"(XJ''':/') H u;l':/'(X=':/'),
.«-'-:/'(XÍJ''':/') - vil''':/'

Substituindo-.se tais expressões na equação (4.19) e fazendo operações obtém-se:

F(X;''':/', *" ''-/') - p(}(Ê11-:-ill!;1]3) + C(Xj:''':'', t"''''/'). (4.20)

Caso 2: velocidade prescrita

Exemplos de estruturas com velocidade conhecida, isto é, velocidade prescrita, podem

ser encontrados em muitos sistema de interação. Por exemplo, rotação de cilindros,
helices de um helicóptero, etc

Para estas estruturas com velocidade prescrita, a determinação de sua posição no
tempo pode ser feita integrando-se as equações de translação e de rotação. Por exemplo,

no caso de o movimento da estrutura ser unicamente de translação, a posição da estrutura
é obtida, resolvendo-se:

T-"*,
onde Vt é a velocidade dada da interface

Tanto a velocidade como a posição da estrutura são conhecidas en] todo tempo e estas

podem ser usadas na determinação da densidade de força lagrangiana. Assim, no primeiro

estágio do método, a densidade de força lagrangiana é aplicada nos pontos (X;l+i/2, t")

Para a força de aceleração, é usada uma aproximação progressiva. Logo, a densidade de

força lagiangiana terá a seguinte expressão:

F(X['' '/' , [") - p(!:l:':ll2:i.!r)(X;''':/:) + G(X[''''/', t") (4.21)
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Novamente, campos vetoriais devem ser aproximados em (4.21).
t'plnpÃpc

Usam-tdo-se as seguintes

. "' :/'(XÍJ'' ' :/' )
u"(X= '"' :/' )

vE-'- -/' ,
"?*,

tem-se

r(xr''/', t") - p(]$::1i;Ua) + G(xl''''',
No segundo estágio, a densidade de força lagrangiana é aplicada

e a derivada temporal é aproximada por diferenças centradas

F(XE'''' , t"''':/' )

t") (4.22)

nospontos (XZ''': , t"-'':/')

ã;-=-)(XE+:) + G(XZ+' , tn+ 1/2) , (4.23)

onde

u"''':(Xjj''':) - V;''':

u"(X2'":) H u;Z':/'
Logo, a densidade de força lagrangiana neste segundo estágio é dada por

F(XE''': , t"-'''/') - p( )(Çi!!i;Ü--) + C(X2''':, t"-'':/')- (4.24)

4.3.3 Condição de estabilidade

A estabilidade do método depende do passo no tempo. Para métodos explícitos de Runge-

Kutta aplicados às equações de Navier-Stokes, a restrição do passo no tempo para o
método ser estável é dada por (j311):

At = , -«ün(At:, .At,), (4.25)

onde

a*: .. ..«(:ê!--,:-êg--),E«l«.* ' l«l..*
l (Azy(Z\y):

2« (Azy + (Z\y)2

e T é um fator de segurança, cujo valor está no intervalor l0,2:0,6li lul..x e lul.,x são o

valor da norma do máximo das componentes u e u da velocidade, respectivamente. A

restrição (4.26) é devida ao termo advectivo, enquanto que a restrição (4.27) é devida ao
termo difusivo das equações de Navier-Stokes

<

(4.26)

(4.27)
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4.4 Condições de contorno numéricas

As equações de Navier-Stokes requerem, além de uma condição inicial, condições de con-

torno para a velocidade, para serem completamente determina(tas. Estas podem ser, entre

outras, condições de contorno do tipo Dirichlet e/ou Neumann.

Devido ao uso do método de projeção pala resolver as equações de Navier-Stokes,

condições de contorno numéricas adicionais são requeridas para a solução numérica ser

determinada. Estas condições de contorno adicionais tem origem no desacoplamento do

cálculo da velocidade e da pressão dm equações de Navier-Stokes, que empregam duas

variáveis adicionais, u* e @. Estas condições de contorno são numéricas, devido à natureza

destas variáveis auxiliares, não representando propriedades físicas do escoamento.

Alguns autores que usaram o método de projeção para resolver as equações do es-
coamento adotaiam condições de contorno periódicas para o campo de velocidade e de

pressão do fluido l34, 38, 37j. Neste caso, é obvio a escolha da condição de contorno
periódica para as variáveis é e u'. Para outras condições de contorno das equações do

fluido deve-se determinam condições de contorno apropriadas para estas variáveis. Devido

à relação (4.7), condições de contorno para 'é e u* devem ser consistentes com a condição

de contorno para a velocidade do fluido.

No caso de se ter condições de contorno do tipo Dirichlet para a velocidade, isto é,

u -ub, xC aQ,

e supondo que a condição de contorno para a velocidade auxiliar, u*, é dada pela meslBa

expressão que para a velocidade do fluido, isto é,

u*- ub, x C aQ,

pode-se determinar uma condição de contorno para a variável @ usando-se a equação (4.7)

Aplicando-se o produto interno na equação (4.7) com o vetou normal obtém-se a se
guinte condição de contorno para a variável @,

Vé.n =0

Esta é uma condição de contonlo do tipo Neuinann homogênea para a variável é.

Condições de contorno não consistentes para as variáveis auxiliares e/ou atualizações

não corretas para a pressão podem influenciar na convergência do método de projeção
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adotado. Brown et al. l41 apresentaram modificações nas condições de contorno e/ou
atualizações da pressão que eiain usadas poi três métodos de projeção semi-implícitos de

segunda ordem no tetnpo e no espaço e que tinham uma convergência de segunda OI'dein

para a velocidade e de primeira ordem para a pressão. Cola estas modificações, focam
obtidas coi:tvergência de segunda ordem para a pressão nos três métodos de projeção.

4.5 Algoritmo de Runge-Kutta para a interação fluido
estrutura

O algoritino para o estágio Z = 1, 2 do RKE2 aplicado é

Dados: Xx;,V., w, X., 0 e u,q

l

2

Calculam-se F"+!F e p'+!:F usando equação (3.4) e (3.16), respectivamente

Calcula-se (u*)"''$:

,(
(u')"''{ -- u"-'- (« . ',«)"''#) - 'p -- ',. l,,«l"''''r .,.. "--u. (4.28)

3. Determinam-se u"+ã e p"+'T

(«*)"*{

v . .«+{

.«+; + elêlvóz,
P

0,

q"+$' + é.

(4.29)

(4.30)

(4.31)

4. Calcula-se FTJ '

5. Determine..se Vcn+{

usandc-se e(luação (3.21) e (3.22), respectivamente

üw E

«.qP'
..,«+{ -- «,"

/'(

(4.32)

(4 33)
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6. Determilla-se

xl;'''' - x:

o«+{ o«

(4.34)

(4.35)

7. Determina-se

+ A(X='''' - Xlt''' ' ), (4.36)

onde A é uma matriz de rotação que depende do ângulo dO = 0"+{ 0"

al := 0.5 e a2 := 1.0

As equações (4.29) e (4.30) do passo 3 do algoritmo geram uma equação de Poisson

para Ói. Esta equação é resolvida usando-se rotinas do FISHPACK 1401.



CAPÍTULO 5

]3,esultados numéricos

Neste capítulo apresentam-se resultados de validações nuilaéricas e de estudos do compor-

tamento da modelagem matemática para inteiação fluido-estrutura rígida via o Nlétodo

da Fronteira Imersa/A/modelo Físico Virtual (MFI/b/IFV) .

Este capítulo está organizado da seguinte forma: na primeira seção são apresentados os

elementos matemáticos usados para avaliam o comportamento quantitativo da metodologia.

A validação do método de solução das equações do fluido é apresentada na Seção 5.2. Na

Seção 5.3 á apresentada a validação do R/IFV com um problema de inteiação parcial. Os
resultados de um estudo do comportamento da aplicação do MFV eln um problema de

interação total para o qual não são conhecidas soluções analítica e/ou experimentais são
apresentados na Seção 5.4. Finalmente, são apresentados os resultados da aplicação do

b/IFV para um problema de interação parcial e total na Seção 5.5

5.1 Preliminares: normas e estudo de convergência

Neste trabalho são apresentadas simulações bidimensionais de problemas de interação

fluido-estrutura. O domínio do estudo é uin conjunto ietangular Q = la, ól x lc, al C Ra
Uma malha regular para o domínio é usada e as variáveis do fluido são discretizadas

numa malha NIAC (À'laik and Cell). Nesta malha i\'IAC as variáveis que descrevem campos

escalares são considerados no centro das células, enquanto (lue as componentes dos campos
\etoriais são considerados nos faces das células.

Etn uma malha bIAC três conjuntos de pontos podem ser diferenciados: o conjunto de

pontos onde variáveis escalaies do fluido são calculados, Q:i o conjunto de pontos onde a

primeira componente das variáveis vetoriais do fluido são calculadas, Q: e o conjunto de

50
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pontos onde a segunda componente das variáveis vetoiiais são calculados, Q: . Normas ll ll l,

l ll2 e ll 11., podem ser definidas para as variáveis escaleres e vetoiiais usando os respectivos
conjuntos de pontos descritos acima.

As normas ll llt, ll ll2 ejl 11.. para uma variável Ó definida ein Q!, será denotado por:

ll@ll,

ll@ll.

E l@kl'"i):'', «-:,,,

E8 l@kf'

(5.1)

(5.2)

onde @k é o valor de @ no centro da célula k = (kl, k2), de quem o comprimento e largura

Se @ = (@i, @2) é um vetor variável com ÚI definido em Q: e Óa definido em Q:, então:

é hk

l@ll,

ll@ll.

E l@.il'hÍ -'" .E IÚÜi«qy'', « - :,,,
ico! Jcç21

m«'lm«' I'P:il, :8 I'Ú:j l} -

(5.3)

(5.4)

Para analisar numericamente a convergência do método, será suposto que a solução

fornecida por ele tem expansão assintótica nas potências do espaçamento da malha. Nas

malhas uniformes empregadas, por exemplo, a função escalar é tem solução numérica

Ó(x, t, h) a qual, por hipótese, pode ser escrita na forma assintótica

Ó(x, t, h) t) + E,(x, t)h'+ E.+:(x,t)h''''' +

pala h suficientemente pequeno, onde Ó.(x, t) é a solução exala e os coeficientes Ei(x, t),

í = q, q + 1, . . . , independem de À.

Se a solução excita é conhecida, após ter sido encontrada a solução apioxiinada @(x, t, h)

para algum h, calcula-se pala o mesmo ponto (x,t) a apioxiinação @(x, t, h/2). Assim
obtém-se, em primeira aproximação,

@(x,t, h) = Ó.(x, t) + E,(x, t)h' ,

hç

Ó(x, t, h/2) = Ó.(x, t)+ E,(x, f)Ü
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Das duas aproximações anteriores, os erros entre a solução excita e as apioxiinadas pala

malhas de espaçamentos h e h/2, satisfazem a lazão

lé(x,t, h)-- @'.(x, t)ll ~ 2ç.

onde a norma utilizada pode ser (5.1) ou (5.2)

Seguindo este raciocínio, pala aproximações de funções vetoriais que tem uma expansão

assintótica, obtém-se

(5.5)

i«(*, *, Q - ".o'.olt ~ ,,
lv(x,t,h/2) - v.(x, t)ll ' ' '

onde v.(x, t) é a solução exala e, mais uma vez, ll .ll representa qualquer uma das normas,

ll.ll2 ou 11.11-, definidas em (5.3) e (5.4), respectivamente.

Fazendo-se uso de (5.5) (ou (5.6)), tem-se que a razão entre os erros, na malha de
espaçamento h e /z/2, para métodos de ordem q =1, 2 e 3, devem ser aproximadamente

2, 4 e 8, respectivamente

(5.6)

5.2 Validação do método de projeção explícito

Para examinar a resolução numérica das equações de Navier-Stokes separadamente, um

problema modelo "suave" é utilizado, evitandc-se termos forçantes singulares como o dado

em (3.3). Nenhuma fronteira imersa será definida e o termo forçante f provirá de forças
exteriores.

O problema suave a ser usado na verificação numérica da ordem de convergência é

definido no domínio Q = 10, 11 x 10, 11 cuja solução exata para o campo de velocidade e

pressão são (Lai 1281):

u.(x, t)

P.(x, t)

ai.sin(bi x + wi.t) + a2. sin(b2

ci. sin(bi x + wl.t)+ c2. sin(b2

x + w2.t)

x + w2.t)

(5.7)

(5.8)

onde

ai

bi

cl

1, 2)

2n-(2, 1

ca = l

a: - (2, -2),

b, - 2,-(1, 1)
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Cona teimo forçante dado f (/=, .h), sendo

/= (x, t)

./L (x, t)

p l--w(cos .4 -- 2 cos -B) + 4a-(sin(Á -- .B)) + 2a(2 cos Á + cos -B)

4pn2(5 sin .4 4sin B) (5.9)

p l2r(cos.A -- cos.B)+ 4n-(2sin -ecos .4 sinÁcosB)l + 2a-(cos.A + cos -B)

--4pr'(4 sin B -- 10 sin .A) , (5.10)

onde

,4 = 4n-z + 2n"y + wt e B ;: 2n-z + 2n-y + 'wt

5.2.1 Caso l Condição de Dirichlet para a velocidade

Neste caso usou-se os seguintes parâmetros para as variáveis do fluido, assim como as

condições de contorno numéricas para as variáveis auxiliares do método de projeção cor-

respondentes à condição de contorno para u ( Seção B.2 do Apêndice B)

p :: 1, 0g/cms, p = 1, 0.Ê; 3 g/cm sl

. u(x, 0) (x, 0);

. Nt

. CC(u') 0

e t.f :: 0,is

Na Tabela 5.1 são apresentadas as normas dos erros e seus quocientes consecutivos

para o cálculo da velocidade do fluido, com um tempo t.f - 0, 1, para malhas de tamanho

Ar x N, ]V=16, 32, 64, 128, 256. Comparando as razões calculadas desta tabela com a

restrição (5.6) pode se dizer que o método é unia aproximação de segunda ordena para as
P,l. \qiH nrn nana n ,-]..+ ;, '] naLbyvvu Lbuv ULt ULtvn

5.2.2 Caso 2 Condição Neumann para a velocidade

Neste estudo usam-se os mesmos valores para os parâmet.ros do fluido (late no estudo

anterior, enquanto que as condições de contorno numéricas para as variáveis auxiliares

são diferentes e estas são as seguintes (Seção B.2 do Apêndice B)
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. %g- - 1lE . @l- - o
Usando..se as condições indicadas acima encontrou-se as normas dos erros no cálculo

da velocidade mostradas na Tabela 5.2 para um tempo tJ :; 0.1 e para as noimm Z2 e Z-

e ma]has de tamanho ]V x N, Ar=16, 32, 64, 128, 256. Nessa mesma Tabela, apresentas-

se os quocientes das normas indicadas entre malhas de tamanhos ]N x .7V e 2JV x 2/V.

Observe-se que o valor deste quociente comporta-se como dado pela equação (5.6)

Tabela 5.1: Método de projeção com condições de contorno do tipo Dirichlet para a
velocidade: erros cometidos no campo de velocidade e razão entre eles, no tempo t/ ' 0, is.

Tabela 5.2: Método de projeção e condições de contorno do tipo Neumann pala a veloci-

dade: erros cometidos, no campo de velocidade, e razão entre eles no tempo t/ ' 0, is.

Para ambas as condições de contorno da velocidade obteve-se (lue o método é de

segunda ordem, a ordem espetada teoricamente.

5.3 Validação do MFI/MFV: Escoamento de Couette
Circular

Pioblenlas físicos com solução analítica e/ou experin)ental são usados para validar inode-

lagens matemáticas. Por exemplo, Arruda jll validou o lnodelagena matemática do NIFV

b/falha llu -- u.ll.,, i'ãz&0 llu -- u.lll. rcazao

 
3.631986e-01

1.006141e-01

2.711418e.-02

6.149209e-03

1.456337e03

3.6098181

3.7107558

4.4093769

4.2223805

8.469929e-01

3.312879e-01

1.746493e-01

3.503684e-02

6.034676e-,03 
À/lalha l« ««ll., razão lu u.lll. razão

 
7.820090e.-01

1.952529e-01

4.087282e-02

1.416421e02

2.790854e-03

4,0051082

4,7770841

2,8856406

5,0752243

2.498489e+00

4.422158e-01

9.754564e.-02

3.212181e-02

6.581764e-03

5,6499315

4,5334246

3,0367417

4,8804257
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usando dois problemas conhecidos: escoamento de Poiseuille, cuja solução analítica é co-

nhecida e escoamento em uma cavidade, cujos resultados experimentais são deportados.

Os resultados apresentados por Arruda tiveram boa concordância com a solução analítica
e solução experimental.

Uin outro problema cuja solução analítica é conhecida é o escoamento de Couette
circular. Este problema é um caso especial do escoamento de Couette Taylor, que consiste
no escoamento de um fluido na região entre de dois cilindros concêntricos. Um ou ambos

cilindros guiam com velocidades constantes ao longo do eixo comum (Figura 5.1-(a)).

(a) (b)

Figura 5.1: Plano transversal "ç2" ao escoamento de Couette circular (a); domínio bidi-

mensional, Q, considerado na modelagem do NIFV (b).

O escoamento de Couette circular corresponde ao caso em que o regime do escoamento

é estacionário. Este escoamento acontece se o número de Taylor Ta < 100. No caso do

cilindro interno estar em movimento e o externo parado, o número de Taylor tem a seguinte
de fi nirãn'

. P(.«:n.)g.P

onde: gap é a distância de separação entre os cilindrosl wl e Ri são a velocidade angular
e o laia do cilindro interno

a

P

Em geral, a solução exata para o escoamento de Couette circular é dada em coorde

nadas cilíndricas por:

u - («,, «., u:) - (0, «(,), 0)
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Ollde:

lo.i iJ

sendo .A e .B constantes a sel'em determinados pela condição de contorno nas paredes. O
valor dessas constalltes são:

B
u(r) = ,4r + :-r

À

B

u2rj -- wlrf

(«: «:),?,g

Uma expressão para a velocidade em coordenadas caitesianas é dada por:

U «(,)(-«n(0) , co.(0)) (5.12)

Parâmetros de simulação

Para representar a presença dos cilindros do escoamento de Couette circular no domínio

bidimensional euleriano são usadas duas malhas lagrangianas. A primeira malha repõe..-

senta o primeiro cilindro interno, de raio Ri e a velocidade de rotação wi a segunda malha

representa o segundo cilindro, externo, de raio R2 e velocidade de rotação w2 (Figura 5.1-
(b)). Neste trabalho é simulado o caso em que o cilindro interno está girando ein sentido
anta-horário e o cilindro externo está parado.

Os parâmetros da simulação são

e Q lO,1,8751 x lO,1,875j

. P - l,og/-,;, P 0, Olg/cm s

e Ri = 0, 15625cm, R2 :: 0, 65625cm, gap= 0, 5cm, R2/Ri :: 4,2

e wl ;; 2,0rad/s, w2 :: 0, Ora.d/s

. Condição inicial: u(x, 0) = (0,0)

8 Condições de contorno no limite externo euleriano pal'a a velocidade é Dírichlet
llnmnaân-n

e As condições de contorno para as vai'iáveis auxiliares são as dadas na Seção B.2 do
Apêndice B.

. 7 ,Ri"!92P = 15, 625
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Simulações foram feitas pala três diferentes tamanhos das l)falhas eulerianas e la-
grangianas. Na Tabela 5.3, apresentam-se as descrições associadas às malhas euleiiana e

lagrangianm, onde: npll e np12 são a quantidade de pontos lagrangianos para o primeiro

e segundo cilindro, respectivamente, e .ÍVCgap é a quantidade de células eulerianas de

separação entre os cilindros.

Tabela 5.3: Escoamento de Couette circular: tamanho das malhas eulerianas e lagrangi
dllttõ

A condição de contorno de Dirichlet homogênea para a velocidade é usada para guardar

a relação com a velocidade de lotação nula do cilindro externo. O critério para deteiminal

se o regime estacionário foi atingido é bmeado em j31l:

..a(u,«).. , .
i' a I'"" "'' N=Nv'

onde o valor de € é uma constante, e neste caso adotou-se o valor de 0,001.

E computada, na região anular dos cilindros concêntricos, a norma máxima do erro

entre a solução numérica dada pelo NIFI/NIFV e a solução exala , equação (5.12), assim

como a razão dos erros pala malhas N x .M e 2iN x 2Ar. Os resultados da Tabela 5.4

inostiam uma convergência de primeira ordem. Esses resultados eram esperados, pois o

b/létodo de Fronteira Imersa é uin método de primeira ordem, conforme discutido em jll,

l81, 1281, entre outros.

Tabela 5.4: Erros entre a solução exala e numérica para o escoamento de Couette utili

zando NIFI/À'IFV

Resultados do elmo máximo entre a \elocidade laglangiana da interface e a veloci-
dade do fluido na interface são deportados na Tabela 5.5 onde os resultados inostralTI um

comportamento de segunda ordem

N,::N, npll np12   NCgctp  

     
0,031250

0,015625

0,007812  
[1,0n5, 1,0B3]
[1,0B5, 1,0B4]

[1,0B5, 1,0B4]

N l« «.ll«.- i'azao

 
4,27602e,02

2,29318e--02

1.10977e-02
1,864668

2,06
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Tabela 5.5: Erro do máximo entre a velocidade lagrangiana e a velocidade do fluido na

respectiva malha lagrangiana obtidos através do b'IFV

As Figuras 5.2 e 5.3 mostram o campo da pressão e as linhas de corrente, respectiva-

mente, associadas ao escoamento de Couette circular.

Observa-se que a pressão é maior ao redor da interface correspondente ao cilindro

externo do que aquela conespondente ao cilindro interno, e uma redução não linear da

pressão pode ser observada na região anular. Tais comportamentos são qualitativamente
consistentes.

As linha de corrente da Figura 5.3 mostram três comportamentos importantes obtidos

pela metodologia: (1) as linhas de corrente ao redor do cilindro interno seguem o sentido
anta-horário de rotação deste cilindro tanto fora deste quanto no seu interior; (2) as linhas
de corrente ao redor do cilindro externo são contra-rotativas o que reflete a recuperação

da condição de contorno de não deslizamento modelada virtualmente sobre este cilindros

e (3) linhas de corrente ao redor da fronteira do domínio euleriano, ' ' aQ, apresentam
recirculações na vizinhanças dos cantos deste domínio. Observa-se que o escoamento
externo ao canal anular é induzido puramente pelo campo de força avaliado pelo À/IFV

E interessante perceber que células secundárias foram capturadas nos quatros cantos do

domínio.

5.4 Pêndulo imerso em um fluido

Este problema consiste ein uin pêndulo imerso ein um fluido contido em uma caixa fechada.

Inicialmente o sistema fiuidc-pêndulo encontra-se ein repouso com o pêndulo posicionado

de Díodo a formar um ângulo 0 > 0 com o eixo -y (Figura 5.4). Aqui o pêndulo é
representado utilizando-se ulli cilindro.

A solução analítica pala este problema não é conhecida, elnboia o comportamento
físico da dinâmica do pêndulo seja conhecida. A diferença deste problema com o do

escoamento de Couette circulam é que não se conhece a priori a velocidade do corpo imerso,

N luki -- uekill«:« i'azao luk2 -- Uekall.«- razão

 
3,25655e-03

6,16178e-04

1,73282e-04

5.28508

4,8251266

1,81100e-04

3,70857e-05

7,71994e-06

4,8832839

4,8038845
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4.00405577
4.0107072
-0.0173586lw4.0306614
4.0373128

4.0772213

4.0905242
4.0971756

Figura 5.2: Escoamento de Couette circular: campo de pressão (malha 60 x 60)

0.223601
0.203274
0.182946
0.162619
0.142292
0.121964
0.101637
0.0813095
0.0609821

0.0203274

Figura 5.3: Escoamento de Couette circular: linhas de corrente (malha 60 x 60)
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esta é determinada no processo de integração das equações. Este piobleina, apesar de sua

coi\figuração geométrica simples, já caracteriza un) problema de interação fluido-estrutura.

Para detenninar a dinâmica do pêndulo no fluido deve-se integrar as equações as-
sociadas ao seu movimento. Para tal é necessário determinar o campo de forças total

atuando sobre ele. Neste caso, além da força de gravidade e de empuxo tem-se a força
íiuidodinâmica aquando sobre ele.

Na Figura 5.4 é apresentado o diagrama de forças que atuam no pêndulo. Descompondc-

se as forças nas direções radiais e tangencias ao movimento e usando o fato de que a
trajetória do pêndulo é conhecida, tem-se que a resultante das componente das forças na

direção radial sempre é nula, enquanto que na direção tangencial não necessariamente o

é. Portanto, tem-se uma equação para o movimento tangencial devido à resultante das

forças de ação nessa direção.

Figura 5.4: Pêndulo imerso em uma caixa contendo um fluido

Solução numérica via o b/IFI/MFV

Para representar o pêndulo imerso num fluido é considerada uma n)filha lagiangiana cujos

pontos são provenientes da discretização de ul-na circunferência de raio B. A caída que
suspende o pêndulo não é considerada diretainente no fluido. A presença da corda é
imposta assuinindc-se que não haja movimento na direção radial.

O algoritmo pode ser resumido por:

e Dada a posição inicial do pêndulo 0o, calcula-se a força resultante sobre ele, levando

en conta o peso, o einpuxo e o arrasto;
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e Com esta força i'exultante pi'ojetada na direção tangencial da sua ti'ajetói'ia, calcula-

se sua aceleração angular;

e Calcula-se sua velocidade angular e transporta-se o pêndulo pala nova posição Oil

e Com a velocidade angular determinada 0o e com os campos de velocidade e pressão

eulerianos calcula-se a força lagrcangiana pelo NIFV;

e Resolvem-se as equações de Navier-Stokes pala a nova posição Ot levando-se em

conta a força lagrangiana do passo precedente (força explícita) ;

e Conhecidos os campos de velocidade e pressão eulerianos recalcula-se o n

de forças lagrangiano, transporta-se o pêndulo e reinicia-se o processo.

ovo campo

Os seguintes parâmetros são considerados para o pêndulo e para o fluido:

e Sistema de unidades CGS

e ç2 = 10, 0 , 6, 01 x 10, 0 , 2, 01 (dimensão do domínio)

e p- \,qgjcma . »= S.QE -- 3gjcms

8 R :: 0, 125cm

. p.- 'à.qglcm3

e LP :: l,Ocm

. g - (0,0, -980,67) «n/.:

e Posição inicial do pendulo = (3,98, 1,83)cm (0o = 1.4rad)

. Condição inicial: u(x, 0) = (0,0)cm/s

e Condições de contorno para a fronteira externa para a velocidade é Dirichlet hc-

inogenea

. Ae PnnHI,Ã.q rln

Apêndice B
contorno para as variáveis associadas são as dadas na Seção B.2 do] S iaaf arii rê la.\l C( f r
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A simu]ação numérica foi feita numa nla]ha eu]eiiana de tamanho ]V, x iVv, onde: Ar= =

1536 e /Vv = 512 (Az = A3/ = 3, 90625 x 10'3) e considerou-se np1 = 816.

A Figura 5.5 mostra a história temporal do deslocamento angular, 0, que o pêndulo faz

com o eixo y. Este valor decresce conforme passa o tempo. Observa-se que o in(5dulo das

amplitudes quando o pêndulo movimenta também decresce. Um comportamento similar

para a velocidade angular é observado na Figura 5.6. Observa-se que o período das
oscilações se mantém praticamente constante, como prevê a teoria de sistemas dinâmico
não amortecidos.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t [s]

Figura 5.5: Pêndulo imerso num íiuido: história temporal do ângulo 0 (rad)

Na Figura 5.7 e 5.8 mostram-se o valor do número de Reynolds definido com Reo =

!Le, onde Uc é a velocidade do cilindro que depende do tempo, e o módulo da loiça
fiuidodinâmica atuando no corpo (Fo), respectivamente. O máximo número de Re é

t\proximadamente 800 e é atingido para 0 :: 0 no primeiro ciclo do pêndulo. Ambas
figuras mostram que estas grandezas decrescem conforme passa o tempo-

Na Figura 5.9 mostram-se o valor absoluto das diferenças entre a força total FT que

atum sobre o cilindro (levando-se ein conta o arrasto Fo, o peso W e o empuxo E) e a
loiça peso menos o empuxo, FwE e a força de arrasto, FD. Percebe-se que a força Fwz

(diferença entre peso e empuxo) é predominante sobre a força de arrasto na fase inicial do

problema. A naedida que o tempo passa o arrasto assume un)a magnitude similar ao peso
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história temporal da velocidade angular wFigura 5.6: Pêndulo imerso num fluido

0.4 0.6 0.8 1.2

t [s]

Figura 5.7: Pêndulo imerso em um cuido incompressí't'el: llistória temporal do número de

Reynolds.
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L L

1.2 1.40.8

t [s]

Figura 5.8: Módulo da força total fiuidodinâmica FD atuando no corpo (dinas)

menos o empuxo. Este resultado é fisicamente consistente, uma vez que o amortecimento
viscoso é menor que as loiças aceleradoras. Isto explica o porque do elevado número de

ciclos necessários pala levar o cilindro ao repouso.

l F,- F. l
l FT - Fo

1.6 1.8

t [s]

Figura 5.9: Nlódulo da diferenca entre a força total atuando na direção do movimento e

as contribuições FwK e Fo.
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5.5 Canal-cavidade com válvulas cilíndricas

No trabalho de Ariuda jll foi apresentada a simulação numérica, utilizando-se NIFI/bIFV,
do escoamento de um fluido no interior de um conjunto canal-cavidade onde o escoamento

é originado do movimento periódico prescrito do fundo da cavidade. Os resultados obtidos

por Arruda jll foram muito promissores, demonstrando que este tipo de modelagem pode

ser aplicado a problemas práticos de alta complexidade. Nesse contexto, o presente tra-
balho é uma extensão da aplicação da metodologia h/IFI/NIFV para uln estudo preliminar

de um modelo simplificado de um dispositivo de bombeamento.

O modelo simplificado do dispositivo de bombeamento está representado por um con-

junto canal-cavidade com duas contrações, localizadas na entrada e na saída do canal,

e dois cilindros, como apresentado na Figura 5.10. O fundo da cavidade se movimenta

com velocidade periódica imposta y(t). O movimento dos cilindros é restrito à direção

horizontal, e é promovido exclusivamente pelo movimento do fluido.

O escoamento neste modelo se deve à }novimentação do fundo da cavidade. No entanto,

a dinâmica do escoamento é influenciada pela interação do fluido com os cilindros.

L

0,535L

0,43L

0.535L

2L

L

L 0.5L .5L L L 0.5L 2L

Figura 5.10: Representação geométrica do conjunto canal-cavidade contendo dois cilin-
dros imersos (dimensões em função do comprimento do pistão, L). Os polacos A e B são

pontos de referência a serem usadas com o cilindro do lado esquerdo e do lado direito,

respectivamente.
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A seguir apresentam-se m condições para o problema considerado e algumas ex-

periências desenvolvidas com o intuito de conhecer mais sobre o comportamento da inc-

delageln matemática adorada.

5.5.1 Descrição das condições do problema

Para esta simulação foram especificados os seguintes parâmetros para o sistema fiuidc-

estruturas rígidas:

e Sistema de unidades: MKS

e Domínio Q = 10i 0, 21251 x l0; 0, 1375)

e Densidade do fluido, p = 1, Okg/m3, e viscosidade p = 1, 7 x 10'skg/ms

e Velocidade do pistão é dada por

}'(t) .in(20«t)jm/.l, (5.13)

onde Vo é a atnplitude para a velocidade do fundo da cavidade (pistão) sendo adotado

o valor de 0,9m/s. A frequência do movimento do pistão é 10 Hz e o período é 0,is.

Na Figura 5.11 apresenta-se o gráâco da distribuição da velocidade do pistão em
função do tempo.

0.025 0.05

l [s]

Figura 5.11: Velocidade periódica pala o fundo móvel

. O núnleio de Reynolds foi calculado como Re = d!(!)&©, onde U(t) é a velocidade

do fundo inó'ç'el no tempo t e H(t) é a altura da cavidade no tempo t. A Figura 5.12
apresenta o perfil do número de Reynols para a cavidade col-n fundo móvel.
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t [s]

0.075

Figura 5.12: História temporal do número de Reynolds para a cavidade com fundo móvel

periódica.

e A modelagem da turbulência foi realizada empregando o Modelo de Smagorinsky,

onde o valor da constante de Smagorinsky considerado foi C', = 0, 3.

© As dimensões do canal-cavidade são mostradas na Figura 5.10 e estas são dadas ein

função do comprimento da parede do fundo móvel, L. Neste caso o valor adotado
para o comprimento do fundo móvel é L :: 0, 025m.

8 Os raios dos cilindros são iguais a 6, 2 x 10'3m. Com este raio os cilindros formam

uin ângulo cv = 60' no momento de contato com as paredes das contrações como é

ilutrada na Figura 5.13

linf

Figura 5.13: Ângulo formado pelo contado do cilindro com o vértice da contiação e a
linlla horizontal que passa pelo centro de massa. O comprimento linf é o valor mínimo da

coordenada z, do centro de massa do cilindro com respeito ao vértice da contlação

e Os cilindi'os são convidei'idos de mesma densidade
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5.5.2 Solução numérica através do MFI/MFV

Uma malha iegu]ai eu]eriana de tamanho iVz x iVP com ]VI = 340 e ATP = 220 é usada.

O espaçailiento da malha é Az = z\y :: 6,25 x 10'4m. bês malhas lagrangianas são
usadas: a primeira, define o contorno do conjunto canal-cavidade; a segunda, define o
contorno do cilindro esquerdo e a última o contorno do cilindro direito. Os números de

pontos lagrangianos ein cada malha lagrangiana são: 2048 pala malha do canal-cavidade,
124 pontos lagrangianos pala cada cilindro. O espaçamento entre os pontos lagrangianos

é tal que existe pelo menos dois pontos lagrangianos por célula computacional euleriana.

As condições iniciais para o sistema são: velocidade e pressão nulas, fundo móvel da

cavidade localizado na parte inferior, enquanto que a posição inicial dos cilindros é um

parâmetro a ser definido para cada experiência.

As condiçoes de contorno para a velocidade do íiuido são do tipo Neumann homogênea

(condição de contorno pala as variáveis auxiliares do passo de projeção estão indicadas

no Apêndice B). As estruturas rígidas na metodologia do NIFI/NIFV não precisam de
condicão de contorno.

A posição do pistão é obtida através da integração da equação:

g - v'n,

onde Yk indica a posição de cada ponto k da cavidade e y(t) é a velocidade especificada

em (5.13).

Para detenninar a posição dos cilindros deve-se resolver m equações associadas ao
centro de massa, equações (3.17) e (3.19).

(5.14)

5.5.3 Experiência 1: movimento horizontal livre dos cilindros

Nesta experiência os cilindros têm movimentos restritos à horizontal, sendo limitados à

suas esquerdas pelos estrangulamentos e podem se mover para a direita livremente, sob a
influência do escoamento.

Experiências coinputacioilais foram realizadas considerando os cilindros com densida-

des iguais e diversas posições iniciais. Dois valores para a densidade dos cilindros são

considerados, sendo (lue para cada uin deles os cilindros foram localizados em três dife-

rentes posições iniciais.
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Nas Figuras 5.14 e 5.15 apiesentain-se os comportamentos temporais dos centros de
massa dos cilindros. Na Figura 5.14 mostram-se os comportamentos temporais pala três

posições iniciais arbitrárias dos centros de massa dos cilindros, ein função das coordenadas
relativas aos pontos A e B (Figura 5.10), para cilindros com densidades iguais a 0,5kg/m3
O cilindro localizado à direita do canal, com centro de massa localizado ein xcm2, tem

a mesma posição inicial para os três casos apresentados nesta figura. Por outro lado, o
cilindro localizado no lado esquerdo assume três posições iniciais para o centro de massa

(xcml), cada vez mais afastadas das estrangulações, caracterizando três experiências dis-
tintas. A linha horizontal na Figura 5.14 denotado por linf corresponde à posição limite

inferior para o deslocamento dos centros de massa (mostrada na Figura 5.13).

Na Figura 5.14 (a) o cilindro da esquerda se encontra inicialmente de A em (xcml,

ycml) = (0,009, 0,005)jml enquanto o cilindro 2 se encontra em (xcm2, ycm2) - ( 0,006,

0,005)jml de B. Percebe-se que, com a ascensão do pistão, no primeiro ciclo, o cilindro
l (da esquerda) se desloca para a esquerda e o seu centro de massa ultrapassa o limite
inferior. Isto significa que o cilindro sólido penetrou pelas paredes do estrangulamento,
mostrando uma inconsistência física que aparece devido ao fato que a metodologia da

fronteira imersa, como aplicada no presente trabalho, não modela corretamente o choque

do cilindro contra uma parede. Por outro lado, a variável relativa a xcm2 mostra que o

cilindro 2 se desloca livremente para a direita. Com o pensar do tempo ambos os cilindros

oscilam em função do movimento do pistão. No entanto, o primeiro cilindro se afasta do

respectivo estrangulamento continuamente.

Na Figura 5.14 (b) o cilindro l é colocado inicialmente em (xcml, ycml) = (0,017,

0,005)jml e o cilindro 2 é colocado inicialmente na mesma posição do caso precedente. Os

cilindros, neste caso, se movimentam oscilando, mostrando uma leve ascenção média, o

que pode ser produzido que os cilindros estão se deslocando para a direita. Assim, tem-se
uma maior estabilidade da movimentação quando comparada com os casos precedentes.

Observa-se que os movimentos dos cilindros não estão em fase com o pistão, devido às
suas merdas.

Na Figura 5.14 (c) o cilindro l é liberado em outra posição (xcml, yctnl) = (0,031,

0.005)jml e o cilindro 2 na ]llesma posição anterior. Novamente podese observar uma
movimentação mais estável dos cilindros, se comparada com o caso da Figura 5.14 (a).

Nas figuras 5.15 apresenta-se o movimento dos centros de massa para uma densidade

do cilindro de 1,5 (maior (lue a do fluido). Observam-se comportamentos similares aos da

figura anterior, com leves diferenças em relação à amplitude dos respectivos deslocamen-
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Figura 5.14: Nlovimento livre dos cilindos: abscissas relativas do centro de massa dos
cilindros (xcml e xcna2) aos pontos A e B das contrações; altura do fundo móvel da
cavidade, ycav; valor iníniino para a abscissa dos cilindros, linf. (p. - 0,5p e uo
0.9m/s).
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tos. Percebe-se na Figura 5.15 (a) que o cilindro de Gentio de massa xcml, iniciallllente

ultrapassa os limites de iefeiência (sem sentido físico). Isto explica-se pelo fato que o
escoamento está ein fase de desenvolvimento, onde o campo de forças que ieplesenta a

presença da interface não está ainda adequadamente quantificada. A posição inicial dos
cilindros ínHuencia na dinâmica do escoamento.

Os l esultados mostrados indicam a necessidade de melhores especificações que peimi

tam ull] melhor controle dos corpos móveis.

5.5.4 Experiência 2: movimento dos cilindro limitados mecani
camente

Neste caso, os cilindros são limitados mecanicamente através de batentes mecânicas. Na

Figura 5.16 apresenta-se uma vista de todo o domínio ilustrando a localização dos cilindros

em relação aos batentes e em relação aos estrangulamentos (pontos A e B). Estes batentes

são modelados matemáticainente por meio de imposição de condições locais nulas para a

velocidade do centro de massa, isto é V. = 0.

A imposição da velocidade nula pala o centro de massa é aplicada quando a posição

deste atinge o limite especi6cado. Nesse caso, tal especificação é feita através de limita-

dores pala as abscissas dos centros de musa. Cada cilindro tem associados litnitantes,

e na modelagem adotada considera-se que os espaçamentos entre eles são iguais para os
dois cilindros.

Denota-se por Limo e LimS os limitantes inferior e superior para o centro de massa

dos cilindros l e 2, relativos aos pontos A e B (Figura 5.16). Usando-se tais limitantes,

as abscissas dos centros de massa dos cilindros (relativos aos pontos A e B) satisfazem:

Liml $ xcml $ Limo, Liml < xcm2 < Lilás

Os seguintes valores são considerados para os limitantes (espaçamento entre os limitantes

igual a duas vezes o caio dos cilindros)

Liinl = 0, 012nt, LimS Liml+2R

A Figura 5.17 apresenta as posições dos centros de massa dos cilindros l e 2 (xcnll e

xcnl2), em relação aos pontos A e B (Figura 5.16). Assim, na Figura 5.17 mostram-se as
posições dos centros de massa de ambos os cilindros, cujos valores estão Ilimitados pelos

valores Liml e Limo, representados nas figuras pelas !inhas llorizontal inferior e horizontal
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Figura 5.15: Nloviinento livre dos cilindos: abscissas relativas do centro de massa dos
cilindros (xclnl e xcm2) aos pontos A e B das contraçõesl altura do fundo móvel da

cavidade, ycav; valor ntíniino para a abscissa dos cilindros, linf. (p. = 1, 5p e uo
0,9m/s)
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Figura 5.16: Exemplo da localização de limitantes mecânicos para o movimento do centro
de massa do cilindro imerso.

superior. As distribuições temporais dos centros de mesa relativas a três posições iniciais

distintas do centro de massa do cilindro 1, mantendo-se a mesma posição inicial do centro

de massa do cilindro 2, são apresentadas nm Figuras 5.17 (a), (b) e (c).

No primeiro experimento (Figura 5.17 (a) ) o centro de massa do cilindro l se encontl.a

em xcml = 0,013m em relação ao ponto A ( uma posição à direita do limite inferior) e o
centro de massa do cilindro 2 se ellcontra ei-n xcm2 = 0,012m em relação ao ponto B. Em

t = 0 o pistão inicia o seu l-movimento de ascensão, aun)entendo a pressão no conjunto

cilindro-canal. Com o aumento da pressão, o cilindro l se desloca para a esquerda, em
direção ao limite inferior, atingindo-o ein aproximadamente t :; 0,018s. Neste instante o

seu movimento para a esquerda é interrompido, pelo limitados mecânico, e ele permanece

em repouso até t = 0,062s. O pistão, neste momento, inicia seu movimento de descida.

diminuindo a pressão no interior do canal e promovendo o movimento do cilindro l para

à direita do limite inferior e em direção ao limite superior. Em t = 0,105s ele atinge o
seu deslocament.o máximo, sem atingir, no entanto, o limite superior. Observa-se que seu

deslocamento máximo ein relação ao limite inferior, neste primeiro ciclo do pistão, é de

4,0 x 10 3m. Fez-se, assim a análise do movimento do cilindro l no prilTleiio ciclo do
pistão. Passa-se ágata à alaálise do inovinlento do cilindro 2 neste mesmo ciclo. O cilindro
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2 parte cla posição xcin2 = 0,012m ein t :: Os. Colho o pistão se desloca pala acima, o

cilindro 2 se desloca para a direita, em diieção ao limite super'ior (linha horizontal supelioi

LilnS). Enfatiza-se que a inesina linha horizontal, representa os dois limites superiores

representados na Figura 5.16. Ele atinge o seu deslocamento máximo, de 4, 0 x 10'3m em

t = 0,06s, quando retorna eln direção ao limite inferior, devido à descida do pistão.

Os movimentos dos cilindros não permanecem sincronizadas com o movimento do

pistão devido às inércias dos inesinos. A falta de sincronia leva ao amortecimento do des-

locamento do cilindro 2, o que pode ser observcado durante o terceiro ciclo de movimento.

Passando agora à análise do caso da Figura 5.17 (b), pala o qual xcml = 0,018m e
xcm2 :; 0,012m em t = 0. Observa-se que, o cilindro 1, oscila entre os limites inferior e

superior, sem no entanto, atingi-los, até t ::: 0,25s quando ele atinge o limite inferior e

permanece parado até t = 0,26s. Novamente o cilindro 2, que parte da mesma posição
do experimento (a), tem o seu movimento amortecido devido à falta de sincronia com o

pistão e também devido à dinâmica do escoamento no sistema.

Na Figura 5-17 (c) mostram-se os resultados para o cmo em que o cálculo foi iniciado

com xcml = 0,024m. Neste caso, a simulação se iniciou com o cilindro l tendo seu

centro de massa coincidente com o seu limite superior. No seu movimento ele atinge este
limite superior no final do segtutdo ciclo. O cilindro 2 tem novamente o seu movimento
amortecido, porém, com uma intelasidade menor que nos casos prescedentes. Isto mostra
que a dinâmica de um cilindro é dependente da dinâmica do outro.

No próximo experimento, apresentado na Figura 5.18, iniciou-se o cálculo com os
dois cilindros localizados na mesma posição relativa ao limite inferior de cada cilindro,

ou sela xclnl = xcm2 = 0,018m em t = 0. Neste caso observa-se que os cilindros se
movimentam com um desfazagem de meio ciclo o que é fisicamente consistente, uma vez

que os movimentos dos mesmos é gerado por um mesmo pistão. No entanto observa-se

que ambos vão se deslocando ein direção aos respectivos limites inferiores. Em t = 0,252s

o cilindro l atinge o limite inferior e permance parado por aproximadamente 0,0ls o que
afeta visivilmente a dinâmica do cilindro 2.

O próximo caso (lue foi simulado correspoitde à seguinte condição inicial e condição de

operação: os dois cilindro folain posicionados, inicialmente, de forma a que o cilindro l

está no limite superior e o cilindro 2 está no limite inferior. Desta forma xcna1 = 0,0009 e
xcm2 = 0,0032. Os limites inferiores e os superiores para ambos cilindros foram alterados

ein relação aos casos precedentes, de tal forma que os cilindros poçana atingir os cantos

das contrações colocadas antes e após a cavidade de fundo móvel (como ilustrada na
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Figuit\ 5.17: Nlovimento dos cilindos limitados mecanicamente: abscissas relativas do

centro de massa dos cilindros (xcml e xcm2) aos pontos A e B das contrações; altura do

fundo móvel da cavidade, ycav; linhas horizontais inferior e superior, iepresent.aln o valor

de Liml e Liras, respectivamente (p. = 1, 5p e uo = 0,9m/s).
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Figura 5.18: Movimento dos cilindos limitados mecanicamente: X..i = XI.:.2 = (0,018,
0,005) (p. e «o - 0,9m/.)-

Figura 5.13). Nos casos precedentes isto não era permitido. Além disso, o espaçamento

entre os limites foi considerado igual ao raio dos cilindros e adoro-se para a amplitude da

velocidade do fundo móvel yo = 1, 45m/s (equação 5.13).

Observa-se na Figura 5.19 que ambos os cilindros tocam os limites inferior e superior
até o tempo t -: 0,3s. Neste momento acontece uma anomalia nos movimentos de ambos

os cilindros: eles deixam de tocar os limites inferiores. Dois ciclos ainda permanecem

até que eln t = 0,37s os dois cilindros permanecem constantemente nos limites superiores
e as pesagens do fluido pelas restrições fica completamente abertas. Estas anomalias

não podem ainda ser explicadas do ponto de vista físico. Restam explicações ligada à

modelagem matemática que pode estar apresentando problemas. Especificanaente nada de

especial foi feito para modelar os toques dos dois cilindros com as batentes das restrições

nos canais. b'laioies investigações devem ser feitas.

Na Figura 5.20 apresenta-se o resultado do movimento do centro de massa do cilindro

l e 2 para um problema com as mesmas condições de operação que do caso anterior,
mas com o dobro de espaçamento de separação entre a cavidade e a fronteira inferior
do domínio. Pode-se observar que a anomalia do experimento piescedeilte não acontece

neste maior don)iria de estudo, mas un] fenómeno diferente aparece. Observe-se (lue
até t = 0,38s os cilindros desenvolvem a dinâmica esperada de abertura e fechadura das

válvulas. No intervalo de tempo t=0,38s até t = 0,41s ambas não conseguetn atingir seus

respectivos liinitantes. Observe-se que apartar do tempo t = 0,41s, o primeiro cilindro
pemlanece fechado, enquanto que o cilindro 2 alterna entre aberto e fechado. Isto é
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existe um intervalo de tempo Ollde ambas válvulas estão fechadas enquanto o pistão injeta

e retira fluido. Este fenómeno nào é físico e precisa de maiores pequisas do porque este
acontecimento.

xcml
xcm2

n0.006

0.004

t [s]

Figura 5.19: À'lovimento dos cilindos limitados mecanicamente: X..i = (0,003, 0,005)jml

e X..2 =(0,009, 0,005)jml( p. = 1.5p e Ua = 1.45m/s).

t [s]

Figura 5.20: Nloviinento dos cilindos limitados mecanicamente: X..i = (0,003, 0,005)jml

e X.,«2 = (0,009, 0,005)jml ( p. = 1.5p e Uo = 1.45in/s ). Espaço de separação entre

a cavidade e a fronteira inferior do domínio duas vezes maior ao da experiência anterior

(Figura 3.19).

Para inelhoiar o entendimento do escoainent.o no sistenaa, mostra-se na Figura 5.21, os

campos de pressão ao longo do plillleiro ciclo do caso da Figura 5.18. Na Figura 5.21 (a)
o pistão começa a subir , elevando a pressão no interior do sistema. As cores naostram as
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variações de pressão. Junto ao cilindro a cor vellnelha indica uma legião de alta pressão e

à tnedida que se observa este campo ein direção às válvulas vê-se que acontece uma queda

nos seus valores o que promove o escoamento. Na Figura 5.21 (b) o campo de pressão
já é mais uniforme em toda a região entre as válvulas e a cabeça do pistão. Entre as

Figuras 5.21 (b) e (c) tem-se t = 0,025s que corresponde à máxima velocidade do pistão,

e também a uma aceleração nula. O pistão está a meio caldinho do seu curso. A partir
deste momento o pistão começa a reduzir sua velocidade, ou seja, a se desacelerar. Em

conseqüência a pressão no fluido junto ao pistão cai, descalerando o fluido no inteior do
sistema. Na Figura 5.21 (d) observe-se, pelas cores que o gradiente de pressão na cavidade

se inverte, quando comparada com a Figura 5.21 (b). Na Figura 5.21 (e) o cilindro atinge

o seu ponto horto superior. Observa-se claramente um gradiente inverso de pressão sobre

a cabeça do pistão. No interior do cilindro, acima do pistão a pressão é negativa e abaixo

do pistão ela é positiva. No momento em que o pistão começa sua descida (Figura 5.21

(f)) o fluido acima do pistão começa a sei succionado para o interior do cilindro e abaixo

do pistão ele começa a ser expulso. O processo prossegue até que na Figura 5.21 (j) o
pistão chega ao seu ponto morto inferior.

Toda esta dinâmica do pistão afeta também o movimento das válvulas. Cabe observei

que a dinâmica destas válvulas depende também do campo do escoamento sobre elas assim
como de suas inércias.

Na Figura 5.22 mostra-se a norma do vetou força euleriana nas vizinhanças do canal,

cavidade e fundo móvel. Observa-se que a força desenha corretamente as fronteiras que

são modeladas virtualmente. Quanto maior é a pressão no interior do sistema (Figura 5.21

(b)-(c)) maior a norma da força sobre as paredes ( Figura 5.22 (b)-(c)). Observa-se ainda

que na fase de descida do pistão, os momentos de menor pressão (Figura 5.21 (g)-(h))
também correspondem a maior norma da força euleriana (Figura 5.22 (g)-(h))

Na Figura 5.23 mostra-se a componente vertical da força euleriana que as fronteiras

virtuais "distribuem" para o fluido. Uma análise destas figuras é importante para verificar

a consistência da metodologia. Tomando colho exemplo a Figura 5.23 (b), que representa

uin momento en] que o pistão está subindo, ou seja o fluido está sendo comprimido e
expulso do sistema. Observa-se na vizinhança da parede superior que o fluido está sendo

submetido a uma força no sentido negativo do eixo y impedindo-o de sair pela parede para

o exterior do canal. Por outro lado, nas vizinhanças da parede inferior do canal, observani-

se valores positivos da força\ injetada pela fronteira virtual sobre o fluido, impedindo que

surja escoamento sobre a parede, do interior para o exterior do canal. De forma bastante

interessante, observa-se o inverso na Figura 5.23 (h) (quando o pistão está descendo. Estes
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resultados são bastantes consistentes fisicamente

Na Figura 5.24 mostra-se a componente horizontal da velocidade ilustrando fatos

fisicamente interessantes e consistentes. Por exemplo, na Figura 5.24 (b) , quando o pistão

está subindo observa-se o movimento do fluido passando entre os dois estrangulamentos

onde esta componente de velocidade atinge valores máximos. No estrangulalTlento à di-

reita do pistão a velocidade é positiva. Á sua esquerda ela é negativa. E interessante
observei que o fluido está também acompanhando o pistão pelo lado externo sendo suc-

cionado para o seu interior. Olhando a Figura 5.24 (h) observa-se uma inversão completa
de todo o movimento, uma vez que o pistão está descendo.

A Figura 5.25, que apresenta a componente vertical da velocidade, corrobora a análise

prescedente.
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Figura 5.21: Escoamento no interior de um conjunto canal-cavidade com fundo móvel

contendo dois cilindros imersos. Campos de pressão pala o intervalo de tempo 0 < t $ 0, 1,
At = 0, Ols.
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Figura 5.22: Campos da norma da força euleriana para o intervalo de tempo 0 < t 5; 0.1,

At = 0, Ols.
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Figura 5.23: Campos da força euleiiana: componente vertical durante o intervalo de
tempo 0 < t $ 0, 1, At :: 0, Ols.
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Figura 5.24: Escoamento no interior de um conjunto canal-cavidade com fundo móvel
contendo dois cilindros imersos. Campos de velocidade: componente horizontal pata o
intervalo de tempo 0 < t $1 0.1, AZ = 0, Ols.
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Figura 5.25: Escoamento no interior de um conjunto canal-cavidade com fundo móvel
contendo dois cilindros imersos. Campos da velocidade: componente vertical para o

intervalo de tempo 0 < t $ 0, 1, At = 0, Ols.



CAPÍTUI,O 6

Conclusão

Muitos escoamentos presentes em piobleinas práticos são caiacteiizados por geometrias

complexas, móveis e mesmos defoimáveis. Corações e válvulas mecânicas, motores de

combustão interna, compressores e turbinas são exemplos. As metodologia de análise
teórica oferecem muitos recursos para esta classe de problemas. Entre elas, destacam-se

aquelas baseadas em malhas não estruturadas, utilizadas para discretizar as equações que
compõem os modelos matemáticos. Uma }netodologia alternativa e promisora vem sendo

desenvolvida pela comunidade mundial, na busca de se poder resolver e analizai- esta classe

de problemas. Trata-se da metodologia de fronteira imersa.

No presente trabalho foi dada uma contribuição no desenvolvimento e aplicações desta
metodologia ein problemas que envolvem sistemas de bombeamento. Foi ultilizado o

Modelo Físico Virtual, desenvolvido decentemente por Limo e Sirva et al. 1251. Um pro-
grama computaciolaal foi adaptado a uma primeira aproximação de um sistema de bom-

beamento, composto de cavidades, pistão móvel e válvulas.

O código foi validado para problemas de fronteira móvel simulando uin escoamento

de Couette circular, onde os cilindros foram modelados por meio de campos de forças.

Uma outra validação qualitativa foi feito por intermédio da simulação de um pêndulo
cilíndrico bidimensional ein um meio fluido parado. Uma vez validado o programa, ele foi
aplicado para uma análise pieliininai do escoamento gerado pelo sistema de bombeamento
comentado acima.

Foi feito uin estudo de iníiuência do posicionanaento inicial das válvulas. Resultados

fisicamente consist.entes foram obtidos. Este trabalho ainda não é conclusivo e maiores

desenvolviillentos são necessários. No entanto ele serve de base para desenvolvimentos

futuros, uma vez que a metodologia utilizada se mostra muito proa)issoi'a.
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Perspectivas
Com os desenvolvimentos dos trabalhos de Arruda jll e do presente trabalho, pode-se

com realismo, estabelecer as seguintes perspectivas:

e Continuação do desenvolvimento do programa e validação frente a dados experi-
mentais, para aplicação em sistemas de boinbeamento, compressores e motores de
combustão interna;

e b'idimensionalização da metodologia para os casos do item anterior;

e Desenvolvimento de modelagem apropriada pala o processo de colisão entre frontes
ias sólidas;

e Paialelizar o código computacional para viabilizar simulações tridimensionais;

e Estender o desenvolvimento da metodologia de fronteira imersa, buscando aumentar

a ordem de precisão da mesma.



APÊNDICE A

Discretizaçao no espaço

Aproximações de diferenças finitas de segunda ordem centradas são usadas para as deri-

vadas espaciais dos termos das equações de Navier-Stokes. No caso da discretização das

condições de contorno, aproximações centradas e não centradas de segunda lidem serão
usadas de acordo com o caso.

A seguinte notação é usada: conv(u) representa o termo convectivo dm equações de

Navier-Stokes; difu(u) representa o termo difusivo ou dissipativo das equações de Navier-

Stokes; O(z\z2) representa grandezas da ordem (.az2).

A.l Discretização dos termos advectivos

O segundo termo da equação do movimento (termo advectivo), pode sei representado,

para as componentes z e y, como mostrado na equação (A.l) e (A.2), respectivamente:

«-(«), - elf -- elP, (A.l)

.-«(«), - e8P -- elP. (A.2)

As equações (A.l) e (A.2) são discretizadas, respect.ivainente, conforme as e(luações a

seguir, utilizando-se o esquema cent.lado de segunda ordem.
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2

conv(u). = +

2

+convtu y

(%

1; 1("'::!t"' . "'::çu") (-jf'': . '':Ç''' )l

*;'*'''':) ("'':*"' '': . !'-y-)]
(A.3)

Z l("'''':'''"'-- '"' ' . "i:t:") - ("'t;':- "l'')l
(A.4)

"-$:EKq - F':;-a . ''-'01
A.2 Discretização do gradiente de pressão

O gradiente de pressão nas direções z e 3/, é discretizado conforme as equações abaixo

aP h.j -- Pi ,j l
) (A.5)

(A.6)

A.3 Discretização dos termos difusivos

O quarto termo da equação do movimento (termo difusivo), pode sei expandido pal'a as

componentes z e Z/, como mostrado nas equações (A.7) e (A.8), respectivamente

-:'-(«), - â i,«,:i -- á i«.,(g -- Z)i (A.7)

-:'-(«), - é i«.(: -- g;)i -'" á i'«.;i-- .
Estas componentes, z e y, são discietizadas, respectivamente conforme Equações (A.9)

e (A.12) a seguir, utilizando tainbéin o esquema centrado de segunda ordem:

á('«..:.,.! *kt! 2''..r :.j-- ----Ã;-- o--:L l ::;,l(«3b-'... -l:,:: )
(A.9)
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onde

"./,x - 0, 25(«./,:.j + "..Í,:+:,j + "./,:.--,j-: + "./,...f-:),

Ue.f,S 25(«./,:,.j + "./,:,.j-: + "./,:-: j-: + "./,: :,j)

(A.IO)

(A.ll)

(A.12)
onde

L «..,.('' "::'" ... "' '*:'":-' ''*' )

("''''='' ' -'- "''''=-''') *à('«.',:.! 'üz '".',:-:,.u':?-),

yej,E

Z/e/ ,W

0, 25(«./ ,:,j + "./ ,:,j--: + "..í,:-:,.í + "..í,:-:,j--:),

t/ef ,E.

(A.13)

(A.14)

A discretização da equação que representa a viscosidade turbulenta é dada por

"*: ,, - P.o'\l2dsalk:u)' + tP"Xi!'n + É".ã:e:'e)]: + 2GULâ:iu)',
(A.15)

onde

'Um,n

'Um,s

'Um,e

'üm,w

0, 25(ui+t ,:Í + ui+i ,:j+i + ui ,.f + ui,j+l)

0, 25(u: .j+ u: ,.j...:+ ":-: ,j+ ":-: ,.j-..-)
0, 25(«:--- ,j + ":+- ,j.-- + ": ,j + ": ,j---)

0, 25(ui+i ,j-i + t'Í+i ,j + ui ,j-i + uí ,j...i)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)



APÊNDICE B

/"'-q "He # 'B l .P eCondicões de contornos numéricas

para o passo de projeção

B.l Método de projeção explícito de segunda ordem

Neste trabalho o método esplícito é baseado no método de Runge-Kutta de segunda ordem

(RKE2) e, este é apresentado a seguir:

Estágio l
n

U U
P

Ntl'z. + (u . V«)")

CC(u;)

-Vq. + v. l2pdl" + í" , (B.l)

(B.2)hu;,

«:

\7' . url+1/2

Un+1/2 + At/2\7'@i,
P

0.

(B.3)

(B.4)

Estágio 2

+ (« v«)"-'-:/:)
CC(u;)

Vç2+V.l2pdl /2+f"+i/2,
hu;,

(B.5)

(B.6)

«;

V.u"+i

n,+l
U

P
(B.7)

(B.8)



B.l Método de projeção explicito de segunda ordem

onde: qi, q2 são aploxiinações para a pressão ena t" e t"+l/u, iespectivailaentel u;, u; são

as velocidades auxiliares e éi e ée os campos escalaies a serem determinados. A expressão

CC(u;) = hu; (Z = 1, 2) é a respectiva condição de contorno pala a velocidade auxiliar.

B.l.l Considerações adoradas na aplicação do RKE2

A seguir apresentam-se alguma considerações usadas neste trabalho

(CI) Denominação dos pontos discretos usados

Entende-se por ponto interno os pontos do domínio que pertencem ao interior de Q; por
pontos fronteira aos pontos do domínio que pertencem à fronteira, 8Q e por pontos fan-

tasmas aqueles pontos que não pertencem ao fecho de Q. Dependendo em que ponto
esta localizada uma variável esta será denominada de variável interna, fronteira ou fan-

tastna. Na Figura B.l, apresenta-se um exemplo de algumas variáveis internas, fronteiras
e fantasma.

"''i ,e

a

Figura B.l: ui,t;i,pi: variáveis inteiras; ub, uó: variáveis fronteira; ug, us,ps: variáveis
fantasmas.

(C2) Cálculo da velocidade auxiliar

Neste trabalho considerou-se (lue a velocidade auxiliar é calculada da seguint.e forma
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e elos pontos intel'nos, calcula-se poi' intermédio da equação da quantidade de movi-

mento dada pala o escoamento

e nos pontos fronteira e fantasmas calcula-se por intei'médio do uso da respectiva

condição de contorno da velocidade do fluido

(C3) Relação entre os campos p e q

Supõe-se que

© - M -- o('.D

M - M ' o(»,D

ã - gl -- o('«D,
'" - '"--o(»«0. (B.9)

(C4) Tamanhos de passo no tempo e no espaço e, indezação usada

Considera-se para o passo no espaço e no tempo: Az ' afAZ/ e At = a2O(Az2) (devido

à condição de estabilidade no método RKE2) e, a indezação usada na discietização é

mostrada na Figura B.2.

f
l

+ u{,j+t/2Ui,j 1/2+
}
l

e
Pt,.7

t;i-i/2 ,j

Figura B.2: Indezação usada na discretização



B..l Método de projeção explíbíto de segunda ordem 93

(C5) Aplicação da condição de contorno

Na Figura B.3, ilustram-se os pontos onde são aplicadas as condições de contorno do tipo

Neumann pala as velocidades. Os índices (i,j) correspondem as células de fronteira, isto

células internas com um lado pertencente à fronteira do domínio.

i) l ({,.í)Z

+ +
L

Figura B.3: Pontos de aplicação da condição de contorno para a velocidade em uma malha
NIACl

(C6) Notação para a variável (Óz) no contorno I'

A seguinte notação é usada para a variável Ói, Z ;: 1, 2 definida no contorno de Q, I'

(ÓI)F (éi)r, U(é.)r; U(@i)r, U(@.)r,.

onde: (éz)r,, (ói)r., (ói)r. e (ói)r. é a variável restrita à fronteira inferior, superior,
escluerda e direita do domínio, respectivament.e.



B.2 (:condições de contornos numéricas para g Passo cle pro.Jeçao 94

B.2 Condições de contornos numéricas para o passo

de projeção

As seguintes observações das condições de contorno numéricas para as variáveis u* e é
são indicadas para dois tipos de condição de contorno da velocidade u do escoamento:

1. Se CC(u) = uó (Dirichlet em I'), então pode-se adotai

. CC(u')

. cc(ó) - ã
com u :: u* At'V@ nos pontos internos e fronteira

2. Se CC(u) = gg = (h., h.) (Neumann em I'), então pode-se adotar

. CC(u*)

. cc(@)

com u u+ AtV@ aplicado nos pontos internos , fronteiras e fantasmas

A prova da ordem de aproximação obtida usando-se tais condições de contornos numéricas

é dada na Seção B.3.

No caso de se ter condição de contorno mistas: Dirichlet e Neumann, deve adotar-

se para as variáveis auxliares a respectiva condição de contorno associada à condição de
contorno da velocidade dada acima.

B.3 Ordem de aproximação da velocidade no con-

torno

Nesta Seção são apresentadas alguns lemas que permitem estabelecer a ordem da apro-

ximação no contorno da velocidade usando-se o Rl<E2 e as condições de contorno numéricas

para as variáveis auxiliares dadas na seção anterior.

A seguia os índices (i, .j) correspondem aos índices associados à uma célula fronteira e

a variável 4) designa qualquer uma dm variáveis Ói ou Ó2 associados à variável auxiliar no

passo de projeção do RKE2.



B.3 Ordem

Lema 1. Sda Ó -uma /unção escalar de$náda em Q = la, ól x lc,ól. Se.

(a) @-

(b) .As aprozámações centradas de segunda orde7n são aplicadas para a phzneira e segunda
dehuada.

(c) Os índices (i,j) denotam 'uma célula .fronteira,

então,

7. Eml'E

95

#Ó j :,, ~ 0(Z\''),

+ o(a.y').

(B.IO)

(B.ll)

(B.12)

(B.13}

uátàdas em

Eml'.r2

Pela condição (b) a seaundra, a segueegiiaiçe

ay i- i/2,j - lay i- tla.j

0(a.3/') ,

-= + 0(A«').
a# {- i,j - 1/2

Expressões semelhantes üs dadas e'rn (B.lO), (B.ll), (B.12) e (B.13) são u

I'o e I's, respectáuamente.

Prova.

1. Seja ({,.j) índices de uma célula fronteira esquerda. Segue da hipótse (a) do Lema l:

é{.j-t/2 = o, (B.14)

'#{.j H --'#i.j.., (B.15)

d'i-i.j = '#i-t.j... (B.16)

e primeira derivada são aproxilnadm por:

aa@'.,-:/' Ó' O( ,D. W.iD

éti.=;@CH + o(Av'). (B.i8)
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Substituindo-se as relações (B.14) e (B.15) em (B.17) optem-se a equação (B.lO). En-

quanto que as relações (B.15) e (B.16) em (B.18) deteilninam a equação (B.ll).

2. Seja (i,j) uma célula fronteira inferior, a condição (a) implica que:

têi-i/2 ,.l (B.19)

(B.20)

(B.21)

#'í i,j

éi.j-i

Devido à aproximação das derivadas poi diferenças centradas de segunda ordem (condição

(b)), tem-se:

a2@:--'',j - $a--3%il;8Ç!-$:U -- OGÃ«D,

giê . l?:,j-çb:'h +0(A:«').
Õz {,j-i/2 &.z

Usando-se a relação (B.19) e (B.20) em (B.22) obtem-se a equação (B.12) e usando-se as

relações(B.20) e(B.21) determina-se(B.13).

(B.22)

(B.23)

l

Lema 2. Sejam éz, Z = 1, 2 a uaháueZ escalar associada ao estdgáo Z do passo de projeção

do método explícito de Range-Kutta de segunda ordem. Se ü condição (B.9) é satis.feita

para pontos enter"nos do domínio, as seguintes relações são verdadeiras:

e@ H 0(a.t')+0(a.z'),

eg! H 0(Z\t')+0(Az').
@

(B.24)

(B.25)

Pro.ua .

A demonstração é feita para o primeiro estágio do método de Runge-Kutta explícito.

Utn processo similar emprega-se para demonstrar o segtmdo estágio.

Somando as componentes correspondentes das equações (B.l) e (B.3), po(te'se obter

as seguintes relações:

g-:::llrig + (" ' Vu): - -(:!' + 11:) + V l2pdl + /r,

!i=1=;iiC + (" ' V"); - -(g + -ãÍ) + V.l2pdl + .r;.

+ (u . Vu)= (B.26)

+ (u . V«); (B.27)
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As relações (B.26) e (B.27) devem apioximai as seguintes igualdades:

C:llÍliij-!C + 0(At) + (u ' Vu)= - -g;' + V.l2Pdl + ./=,

!i=llliii-!- + 0(z\t) + (u ' Vu):l - -g;' + V.l2pdl, + .a.
Comparando-se as equações (B.26) e (B.28) e as equações (B.27) e (B.29), obtem-se:

z - &-©-.'«"),
'© . '""-"'f --'(»o.

Devido à consideração (C3) entre p e qz (equações (B.9)), temos que:

eg - o(z\t)+o(A«'),

e© - o(z\t)+o(a.z/').
@

No segundo estágio, seguindo um raciocínio semelhante, e o fato que o método é de
gunda ordem no tempo, tem-se que:

e@ a.t')+0(A«'), (B.34)

2© At:)+0(6.v'). (B.35)

De todo o anterior seguem (B.24) e (B.25). l

A fim de simplificar as notações a seguir, m seguintes lemas assumem que a densidade

do fluido p é l.

Lema 3. rClaso: Condição de contorno Dirichlet para a velocidade)

Seja u o campo de velocidade do líbido com condições de contos"rto do tipo Dihchlet:

se

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

ul' := ub)

obtido pelo método projeção explícita de segunda ordem dada na Seção 4.2.2. Se cumprem

as seguintes condições

í. u* é calculada Gonzo indicada na consideração (C2) r Senão B.]..r)
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2. @ é calculada dn equação

(B.36)

(B.37)

3. u é caZcuZada t;áa o passo de pzu7eção: u :; u* AtV@ em godos os pontos ánZervzos

e frobteiva;

4. u nos pontos fantasmas é calculada uia a condição de contorno dada para ela;

então

(i) V.u 0(a.z') + 0(AZ/'),

(ü) ul-

Lema 4. ((caso: Condição de contorno do tipo Neumann para a velocidade)

Seja u o campo de uetocidcLde do Puído com condições de coito'mo da tipo Neumann.

=l; - h. - (b«, h-),

obtido mediante o método de projeção e:rplícãto de segunda ordem dada na Senão 4.2.2

Se c-umprem as seguintes condições:

1. u* é caicüZada como ánd cada na consideração (C2) r Senão .B.-í.]);

2. Ó é calcul,ada da equação

v'@
0.

(B.38)

(B.39)

3. u é calculada uía o passo de p70?eção. u = u* -- AtV@ ern todos os pontos enter'rios

fronteira e fantasmas

então

(i) nas cé/u/as áníerrlas. V .u 0(A«') + 0(Ay:),
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(ii) no lado esqt&erdo do cantor-rzo, I'

Õu.

ã; li,.í - i/2

ã; li-i/2,j-i/2

h. + 0(Az') , (B.40)

(B.41)h, + 0(A:«') ,

onde (i.:j) cow'esconde a uma célula enter"na adjacente á fronteira esquerda;

(ni) n. i.do án/eho, d. I'

ãl; li-t/2,j -i/2
âu.
'ã:li i/2,j
@'

o«»de (i,j) co«po«,'l' " «m« célul. iate«'« «dj«.-«te à j««üei« infe«io".

h. + 0(Ay;), (B.42)

(B.43)h. + 0(AZ/') ,

Expressões semelhantes a (B.40) e (B.41) são válidas na fronteira direita, da mesma

forma no lado supeüor são válidas relações semelhantes a(B.42) e (B.43).

A prova do Lema 3 é direta. Uma prova do Lema 4 é apresentada a seguir

Prova do Lema 4

(i) Seja (m.n) índices de uma célula internas e/ou fronteira. Aplicando-se aproximações

centradas de segunda ordem para o divergente e collsiderandc»se as hipóteses 2 e 3 do
lema 4, obtein-se que:

V ' u.,. ) + 0(A3/'),

(ii) A hipótese l do lema 4 expressa que o cálculo de u* nos pontos fronteira ou fantasmas
é feito através da seguinte relação:

:l- - @., h.),

onde i:g" é aproximada através de diferenças centradas ou não centradas (te segunda

ordem, segundo seja cada caso.

A demosntração será feita para o contorno esquerdo do domínio. Unl similar raciocínio

pode ser aplicado para os outros contornos.

Seja (i,j) índices de uma célula fronteira es(lueida, então:
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EI (i,j-1/2) é um ponto fronteira pala a variável, u. Para tal ponto é válida a hipótese 3
do 4 Logo

:l:,,-:', - a" ' Aa - gl- - A*93 w.4

Usando-se a hipótese 1. e a relação (B.lO) e a condição At = O(A#'), telli-se que:

g:li,j-i/2 -- Ato(Az') - /z« + 0(Z\a''). (B.4S)

E2 (i-1/2, j-1/2) não é nenhum ponto definido na consideração (C5). Pala este ponto

aproximações centradas de segunda ordem são usadas. Logo,

8o . ui--t/2,j
ãi.-:/,,'-:/, - ''"-Ã

do à hipótese (3), tem-se:

Õ« . («=:/,,, - Atgl:-:/,.j) - (";-:/,,j-: - AtZl:-:/,,j -)
ã;ii-i/a..í-t/2 " ;\li

?b/,,. - "Lula 1:-:/,,. - gi:-:/,,.-o w.4D

Usandc-se a relação (B.ll), a equação (B.47) pode sel reescrita como:

:l:-:,:,'-:., - g;i:-:.,,'-: , :pgt:-:.:,J

Usando-se a equação (B.24) na equação acima, tem-se que:

ü. -'- o(Ê:l-) + o(ê.Ze) -- o(ê:l:e)
h, + 0(z\z') (B.48)

onde a última relação é devido à consideração 1, isto é, At = O(Az2)

a das outras ielacões são siniilaies à demonstrada

Z

Deva

lA prova das outras ielaçóes sao sinailalÇQer (

(B.46)

- i'z :5- \ I'}
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