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Resumo

Problemas de escoamentos turbulentos sobre geometrias méveis e complexas sao muito
frequentes em engenharia e também em outras dreas correlatas, por exemplo, sistemas de

bombeamento, compressores, motores de combustéo interna, e problemas biolégicos.

As atuais metodologias para a solugao desta classe de problemas apresentam grande
potencial mas também grandes desafios e deficiéncias. A metodologia de fronteira imersa,
em desenvolvimento por varios grupos de pesquisa, estd se apresentando como uma fer-
ramente alternativa com grandes potenciais. Lima e Silva et al. [25] e Arruda [1], propu-
seram uma nova forma de se avaliar o campo de forgas que caracteriza essa metodologia.
Simulagdes apresentadas pelos autores foram referentes & interacao de um fluido com
corpos méveis de velocidades prescritas.

Neste trabalho apresentam-se aplicagoes da metodologia da fronteira imersa com célculo
do campo de forga dada por Lima e Silva et al. [25] em problemas de interacio fluido
e estrutura rigida de velocidade nao prescrita. Foram feitas adaptacdes e novas imple-
mentagoes no cédigo desenvolvido por estes autores. Equagdes do corpo rigido foram acres-
centadas e a forma de resolver as equacgoes do fluido foram modificadas. O conjunto de
equagoes do sistema: Navier-Stokes (escoamento incompressivel) e Newton-Euler (corpo
rigido) foram resolvidas através do Método de Runge-Kutta de segunda ordem explicito
no tempo e diferengas finitas centradas de segunda ordem no espago. Em cada passo no
tempo as equagoes do fluido sao resolvidas por intermédio do método de projegao.

O cédigo computacional foi validado atraves da comparagio com a solucao analitica
do problema do escoamento de Couette circular. Este cédigo também foi aplicado na
simulagao de um péndulo cilindrico bidimensional em um meio fluido parado. Apartir
destes resultados avangou-se para uma aplicacdo preliminar de um sistema de bombea-
mento composto de cavidade e valvulas.

Os resultados obtidos apontam para o importante potencial desta metodologia no que
se refere a modelagem matemética e & simulagio numérica de escoamentos turbulentos
em sistemas de bombeamento com fronteiras rigidas méveis e escoamentos complexos.

Palavras chaves: Método da Fronteira Imersa; Modelo Fisico Virtual; interacao fluido-
estrutura; escoamentos complexos; sistemas de bombeamento; diferencas finitas; método
de projecao explicito.



Abstract

Turbulent flows past complex, mobile obstacles occur often in engineering, physics,
biological problem among other areas, e.g. internal combustion engines and flow past
artificial heart valves.

The immersed boundary methodology offers a powerful tool to handle such problems
and it is currently under development by several research groups. Lima e Silva et al. (25],
and Arruda [1], proposed a new approach for evaluating the force field term, wich charac-
terize this methodology. The simulations presented in their works refer to the dynamical,
one-way interaction between an incompressible flow and mobile immersed strutures whose
velocity is prescribed. In the present work, an extension of the immersed boundary metho-
dology capable of handling the dynamical, {wo-way interaction between an incompressible
flow and a rigid immersed struture (non-prescribed velocity) is described. The equati-
ons of motions, composed by the incompressible Navier-Stokes and by the Newton-Euler
equations are solved numerically based on a Projection Method employing an explicit
second-order Runge-Kutta Method for the time integration. The computational code was
validated by comparison with several problems with known solution (either exactly or
numerically, e.g. the circular Couette flow problem). This methodology is applied for
performing the numerical simulation of the simple pendulum immersed in a fluid, and the
flow in a complex geometry given by a channel, valves and a moving bottom.

Key words: Immersed boundary method; physical virtual model; fluid-struture interac-
tion; finite difference method; explicit projection method; complex flows.
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CAPIiTULO 1

Introducao

Interagoes fluido-estrutura sao fendomenos fisicos presentes na natureza.

Alguns exemplos de interagao fluido-estrutura sio: o sangue com as véalvulas naturais
ou artificiais do coragdo humano (Figura 1.1), a sedimentagao de particulas em suspenséo
em um fluido, o ar e um aviao em véo, o processo de inje¢ao de um fluido em moldes nas
industrias alimenticias e sidertrgicas, etc. O estudo da dinamica dos fluidos desses e de
outros processos fisicos permite prever possiveis consequéncias nao desejadas para adotar
medidas que auxiliem a otimizar o desempenho das interagoes fluido-estrutura. Tal estudo
pode ser feito de duas formas: experimental e tedrico.

Figura 1.1: Vélvula artificial mecénica bola em gaiola usada no coragao.

Ensaios experimentais em laboratério, como testes em tiuneis de vento e tanques de

agua representam uma abordagem para o estudo da dinamica dos fluidos. Estes oferecem



resultados mais reais, mas nem toda experiéncia pode ser reproduzida em laboratdrio com

baixo custo e com tempo suficientemente curto.

O estudo tedrico estd baseado na andlise das solugoes das equagoes de um modelo
matematico associado ao fenomeno fisico de estudo. Estas solugoes podem ser encontra-
das analiticamente e/ou numéricamente. Para alguns modelos matematicos simples (por
exemplo, escoamento de Poiseuille) solucoes analiticas sio conhecidas, porém, os mode-
los matematicos para problemas de interagao fluido-sélido sao em geral complexos e com
solucao fechada desconhecida, devido & natureza nao linear das equagoes que compoem o
modelo matematico. Neste caso, métodos numéricos é o caminho a ser seguido na procura

da solugao para estes problemas.

O estudo tedrico através da solugao numérica das equagoes que modelam o fendmeno
fisico oferece um ambiente de testes mais flexivel ja que muitas experiéncias podem ser
feitas para um mesmo problema variando-se os valores dos parametros, das condigoes
inicial e de contorno. As informacoes sao calculadas no dominio total de estudo (dife-
rentemente do caso experimental), o que permite uma melhor andlise do escoamento em
diferentes regioes do dominio e a possibilidade de simular problemas que nao sao possiveis
de reproduzir em laboratério. Este tipo de estudo computacional da dindmica dos fluidos
é conhecido como Dinamica de Fluidos Computacional (DFC). Estas vantagens da DFC
nao implicam que a andlise experimental seja deixada de lado: é muito comum o uso das
duas técnicas simultaneamente [31].

A DFC é uma alternativa que permite estudos mais abrangentes desde que o modelo
matematico seja adequado e as técnicas computacionais possam resolvé-lo com precisao,
eficiencia e robustes. A vantagem do uso da DFC estd na possibilidade de se desenvolver
muitas experiéncias para um mesmo fendmeno, com baixo custo, assim como de se obter
informacoes em regioes de dificil aceso, como é o caso dos experimentos em laboratério.

A procura por metodologias numéricas eficientes e robustas para o estudo da interagao
fluido-estrutura propulsionaram o surgimento de uma grande variedade de metodologias.
Cada uma delas apresentam algumas vantagens e desvantagens e, existe um constante

esforco para aperfeigod-las.

No Laboratério de Transferéncia de Calor e Massa e Dindmica dos Fluidos (LTCM)
da Faculdade de Engenharia Mecanica da Universidade Federal de Uberlandia foi de-
senvolvida uma metodologia para estudar problemas de interagao fluido-estrutura rigida.
Esta metodologia estd baseada no Método da Fronteira Imersa (MFI) (Segao 2.3) que

impoe a presenca da estrutura através de um campo de forgas. O LTCM-UFU apresentou



1.1 Apresentacao do trabalho 3

uma nova forma de calcular o campo de forgas denominado Modelo Fisico Virtual (MFV).
No presente trabalho, esta metodologia é estendida para aplicacio em outras classes de

problemas.

1.1 Apresentacao do trabalho

A aplicabilidade do MFI/MFV foi mostrada em alguns trabalhos para problemas bidi-
mensionais com estruturas rigidas em repouso ou com movimento prescrito. O objetivo
deste trabalho é estudar o comportamento do MFI/MFV para problemas de interacoes
fluido-estrutura rigida gerais, isto €, a velocidade da estrutura rigida ndo é conhecida a
priori, mas determinada durante o processo de integracio das equacdes do sistema fluido-
estrutura. Para isto, foi utilizado como cdédigo base o cédigo desenvolvido por Lima e
Silva [25], ao qual foram acrescentadas algumas subrotinas, a fim de:

e aproximar a condi¢ao de contorno por diferengas finitas de segunda ordem:;

e validar o método de solugao das equagées do fluido para problemas com solucio
analitica conhecida; -

e modelar novas geometrias;

e resolver as equagoes da dindmica das estruturas rigidas.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: uma revisio da literatura especifica é
apresentada no Capitulo 2. No Capitulo 3, é apresentado o modelo matematico usado para
o sistema fluido-estrutura rigida. No Capitulo 4 é apresentada a metodologia numérica
para resolver as equacgoes do sistema fluido-estrutura rigida. Resultados dos testes de
validagao do cddigo sem fronteira imersa e de problemas de aplicacio do MFV sio o
conteudo no Capitulo 5. A concluséo e planos futuros sao apresentados no Capitulo 6.
Alguns apéndices foram incluidos no final deste trabalho. O Apéndice A descreve as
aproximagoes no espago para a condigao de contorno e para os operadores das equacdes
de Navier-Stokes adotados. No Apéndice B é apresentada uma demonstracio do Lema 4,
usado para aproximar a condigao de contorno numérica do passo de projecio da solugao
das equacgoes de Navier-Stokes.



CAPITULO 2

Revisao da literatura

Um modelo matemdtico para a interagao fluido-estrutura deve considerar as equagoes para
o fluido, as equagoes para a estrutura e as relagées de acoplamento entre elas, que deter-
minam a interagao total. Essas relagées de acoplamento sao dadas pelas forgas de acéo e
reacao existentes entre o fluido e a estrutura. No caso da agao do corpo sobre o fluido,
estas relagoes de acoplamento podem ser vistas como um tipo de condicdo de contorno
interna para o fluido. A agao do fluido sobre o corpo é dada pelas forcas fluidodinamicas
que este exerce na estrutura e as quais sao responsaveis pelo movimento de translacao e
rotagao da estrutura. Na Segao 2.1, sdo apresentadas as equagoes para o sistema fluido-
estrutura. Solugdes analiticas nao sao possiveis e, portanto, técnicas computacionais sao
empregadas para resolvé-las.

A procura por técnicas computacionais eficientes e robustas para estudar a interagao
fluido-estrutura motivou o desenvolvimento de diversas metodologias. Estas metodologias
apresentam vantagens e desvantagens e existe um constante esforgo para aperfeicod-las.
Na Segao 2.2 sao apresentadas algumas metodologias que imponhem a presenca da estru-
tura no fluido por intermédio de condigao de contorno nas equagoes do fluido. Na Secdo
2.3 sao apresentadas algumas metodologias que usam o Método da Fronteira Imersa e
imponhem a presenca atrdves de um termo forgante ou modificacio da solucéo ao redor
da fronteira da estrutura.

Na Segao 2.4 apresentam-se algumas observacoes referentes aos métodos baseados no
Método da Fronteira Imersa.
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2.1 Generalidades

As equagées para o modelo matemdtico da interagio fluido-corpo rigido sdo deduzidas
a partir dos principios fisicos que governam o fluido e o corpo rigido. Na Figura 2.1,
apresenta-se uma regiao retangular, Q@ C R?, ocupada por um fluido e um corpo rigido.
A regido ocupada pelo corpo é denotada por B(t) e aquela ocupada pelo fluido é Q\ B(t).
O contorno do corpo (ou interface fluido-estrutura) é denotado por v e o contorno do
dominio do sistema (£2) é denotado por I

Q‘;

Figura 2.1: Dominio retangular bidimensional contendo um corpo imerso em um fluido.

Principios fisicos que governam o fluido séo vélidos nas regioes que o mesmo estd
ocupando. Estes principios fisicos sdo: balango da massa, balanco da quantidade de mo-
vimento (Segunda Lei de Newton), e balango da energia (Primeira Lei da Termodinémica).

Para o caso de escoamentos incompressiveis e isotérmicos, as equacdes baseadas nos
principios fisicos (balango da massa e balango de quantidade de movimento) sao:

o
p(Equu-Vu) = V.o, (2.1)
V-u = 0, (2.2)
onde 0 = —pl + 2ud é o tensor das tensoes e d = w é o tensor das taxas de

deformagao; u = u(x, t) (x é a posi¢do no espago e t é o tempo), representa a velocidade
do fluido, e a fungao escalar p = p(x.t), representa o campo de pressio; os parametros
fisicos p e 1, constantes no espago e no tempo, sao respectivamente a massa especifica e
a viscosidade dinamica.

O sistema de equagdes (2.1-2.2) é um problema de valor inicial e de contorno. Para

resolvé-lo, é preciso uma condigao inicial e condigoes de contorno adequadas.
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Para o exemplo de um corpo imerso em um fluido (Figura 2.1) a condicao inicial é
dada por
u(x,0) =u, em Q\ B(0), (2.3)

e as condigoes de contorno sao dadas por: (1) na fronteira do corpo, 7; e (2) no contorno
de Q, T.

A condigao de contorno em I' depende do problema em anilise e serd denotado por:
CC(u(x,t)) = h(x,t). (2.4)

A expressao CC(u) pode representar, entre outras, uma condi¢io de contorno do tipo
Dirichlet e/ou Neumann e, h ¢é o respectivo valor associado & condicdo de contorno para
u.

A condigao de contorno na interface, y, é a condigao de contorno do tipo Dirichlet
para a velocidade, isto é,

ul, =V, (2.5)
onde V ¢ a velocidade que o corpo tem no contorno.

O modelo matemaético para o corpo rigido também é dado pelos principios fisicos de
balango da quantidade de momento linear e da quantidade de momento angular para
um corpo rigido. Estes principios determinam a dindmica do corpo rigido: translacéo e

rotagao.

Devido ao fato que corpo é rigido, todos os pontos transladam-se por igual. Portanto,
para referir-se a0 movimento de translagao ¢ suficiente fixar um ponto no corpo e definir
o movimento de translagdo com respeito a tal ponto. O movimento de rotacao é devido
ao torque resultante que as forgas externas exercem com respeito a um ponto de aplicac¢ao

1O COrpo.

Neste trabalho, assume-se que o centro de massa do corpo é o ponto usado para definir
tanto o movimento de translagao quanto o ponto de aplicagao do torque no corpo. As
equagoes do modelo matemaético para a dinamica de um corpo rigido com massa M, e

momento de inércia /; sao dadas por [13]:

dV
M,—=: = G.+Fy, 2.
! 7t + Ey (2.6)
d
Loy (w) = Ty, (2.7)

onde: V. e w sdo a velocidade de translagao do centro de massa e a velocidade angular

do corpo com respeito ao centro de massa, respetivamente. G, é o peso do corpo, F fe
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€ a forga total externa atuando no corpo e T, é o torque total produzido pelas forcas

externas no corpo.

A posigao do centro de massa, X,, e do angulo de rotacao, 6., podem ser determinadas

usando-se as equagoes cineméaticas:

dX.

= = V., (2.8)
db.
i (2.9)

Quando um corpo encontra-se imerso em um fluido, as forcas que o fluido exerce no
corpo rigido podem ser determinadas com base em um tensor de tensdes. Tais forcas de
agao do fluido no corpo sao denominadas forgas fluidodinamicas e, em conjunto com o peso
do corpo, determinam a dindmica do corpo rigido. A expressdo para a forca resultante e
o torque resultante devido & a¢ao do fluido no corpo estao dados por:

F;. — / nds, 2.10
! 3B(t)an s ( )

T, = — X, . . .
7 /{)B(t)(x X.) X o.nds (2.11)

Equagoes (2.1-2.2) sao conhecidas como as equacoes de Navier-Stokes e as equagoes
(2.6-2.9) sao conhecidas como as equagdes de Newton-Euler. Estas equagoes, considerando-
se as condigGes de contorno (interna e externa) similares as dadas por (2.4-2.5), sao as
equagdes do modelo matemdtico usado na metodologia apresentada a seguir.

2.2 Metodologias baseadas no uso de condicao de

contorno interna

Estes métodos caracterizam-se por impor a presenga do corpo nas equacoes do fluido
usando condigées de contorno internas para o dominio do fluido. As equagdes usadas
nestes métodos sao (2.1)-(2.9).

Nesta metodologia usam-se malhas estruturadas ou nio estruturadas para discretizar
o dominio do fluido, que permitem se adaptarem ao contorno dado pela interface fluido-

estrutura. O dominio do fluido pode apresentar regides complexas devido A geometria
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que a estrutura possui e pode estar mudando de topologia conforme a dinamica desenvol-
vida pelo corpo devido a interacao com o fluido. Isto implica na reconstrucio da malha

associada ao dominio do fluido.

O uso de malhas estruturadas nesta metodologia pode requer o uso de sistemas de
coordenadas generalizadas. As equagées devem ser transformadas para este sistema e
as equagoes discretas podem apresentar caracteriticas especiais que precisam de métodos
robustos para resolvé-las. Geralmente séo usadas discretizagdes no espago baseadas em
diferengas finitas ou volumes finitos.

Por outro lado, o uso de malhas nao estruturadas permitem uma discretizacdo mais
precisa, porém, o custo de gerar uma malha nao estruturada pode ser muito alto ou
invidvel dependendo da complexidade geométrica do dominio ocupado pelo fluido. Neste
caso, as equagoes nao precisam ser transformadas para outros sistemas. Este tipo de
malha é usada em conjungao aos métodos dos elementos finitos e volume finitos para
discretizar as equagoes do fluido.

A principal desvantagem da metodologia baseada no uso de condicdo de contorno
interna é o custo da geragao e alteragao da malha para o fluido (quando possivel), assim
como a necessidade de métodos eficientes para resolver os sistemas lineares associados ao
problema discreto resultante.

Um dos primeiros trabalhos de simulagdo numérica direta usando a metodologia de
condigao de contorno foi apresentada por Hu et al. [17]. Neste trabalho foi usado o método
de elementos finitos para resolver as equagdes do modelo matematico em duas dimensoes
onde simularam a sedimentagao de algumas particulas (circulares e elipticas) num canal.

Em um outro trabalho, Hu [16] usou uma generalizacio de um método padrio de
elementos finitos de Galerkin. Esta generalizacao permite incorporar as equagées do fluido
e da particula em uma tnica equagéo variacional para o sistema fluido-sélido, contendo
ambas, velocidades das particulas e do fluido, como incégnitas primitivas. Esta formulagéo
evita calculo das forgas fluidodinamicas e torques pois estas passam a ser forcas internas
para o sistema fluido-sélido. Neste segundo trabalho foi apresentada uma simulacio do

escoamento de Poiseuille da mistura liquido-sélido ao longo de um canal vertical.
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2.3 Metodologias baseadas no método da fronteira

imersa

Nesta metodologia considera-se um novo dominio para o fluido formado pela uniao da
regido ocupada pelo fluido e a regiao ocupada pelo corpo rigido. A imposigao da presenca
do corpo no fluido é feita mediante a presenca de um termo forgante e/ou modificacio da
solugao das equacoes do fluido ao redor da interface fluido-estrutura.

Uma malha cartesiana é usada para discretizar o novo dominio do fluido e uma malha
lagrangiana é usada para definir o contorno da interface. Ambas as malhas sao inde-
pendentes. A comunicacao entre elas é feita através de regras ou férmulas dadas pela
metodologia. Figura 2.2-(a) apresenta um exemplo de um corpo imerso em um fluido. Na
Figura 2.2-(b) a representagéo da versao discreta usada nos métodos da fronteira imersa:
malha cartesiana fixa para o novo dominio do fluido e malha lagrangiana para representar
o contorno da estrutura imersa.

Q Q

Figura 2.2: (a) Dominio real para o sistema-fluido estrutura; (b) Malha cartesiana para o

novo dominio do fluido e malha lagrangiana para o contorno do corpo.

Peskin [34] apresentou um modelo matemdtico e um método numérico, conhecido
como o Meétodo da Fronteira Imersa, para estudar o escoamento de sangue ao redor

da vdlvula mitral. Embora a base da dedugao do modelo matematico dado por Peskin
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esteja fundamentada para fronteiras com propriedades eldsticas, esta é usada para simular

interagao fluido-estrutura rigida.

Neste trabalho, denomina-se genericamente de Método da Fronteira Imersa uma vari-
edade de metodologias baseados na imposigao da presenga do corpo por intermedio de um
termo forgante ou pela modificagao das equagoes do fluido ao redor da fronteira imersa

utilizando uma malha cartesiana.

Método da fronteira imersa apresentam a vantagem de serem de baixo custo compu-
tacional relativamente as metodologias que usam condigdes de contorno ([10]), pois o uso
de uma malha cartesiana permite o uso de métodos eficientes existentes para resolver as
equacoes discretas associadas ao fluido. Além disso, em problemas com estruturas em
movimento, nao é necessario uma reconstrugao da malha euleriana do fluido. A desvan-
tagem é que nao hd expressao exata para o termo forgante a ser usado nas equagao do
fluido (ou a forma correta de se modificar as equagdes do fluido em torno da interface)
para impor corretamente a presenga e agdo da estrutura nas equacoes do fluido. Esta
caracteristica motivou o aparecemento de varias metodologias, cada uma delas mostrou
bom comportamento nas experiéncias apresentadas pelos autores.

2.3.1 Termo forcante de Peskin [34]

O Método da Fronteira Imersa de Peskin [34] foi introduzido para estudar interagao fluido-
estrutura eldstica. Nesta metodologia, a estrutura considerada é formada por fibras, cada
uma contendo pontos sem massa que movimentam-se com a velocidade local do fluido,

isto é

IX
Wk = u(Xy, t), (2.12)

onde X é uma parametrizacao da malha lagrangiana e u(Xy,t) é a velocidade do fluido
no ponto lagrangiano Xj.

A densidade de forca euleriana é dada por
f(x, 1) = /S F(X(s,1), )8(x — X(s, 1)) ds, (2.13)

onde: F(s,t) é a densidade de forca lagrangiana; § é a “ funcao” delta de Dirace S é a

superficie (ou contorno) da estrutura imersa.

Devido as propriedades eldsticas da estrutura, a densidade de forga lagrangiana tem a

seguinte expressao:
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F(s,t) = 2= (s,1). (2.14)

0s

onde 7 é o vetor tangente unitédrio a curva e a varidvel T é a tensao na fibra cujo valor é

dado pela lei generalizada de Hooke

oX
T= T(”g”,s,t),

A funcao delta de Dirac em uma dimensao é definida como

§(z —a) = { 0 s 27 (2.15)
+oo , se T =a,
/_oo d(z —a)dz =1 (2.16)

/ iy (z — a)p(z)dz = ¢(a) ¢ continua com suporte compacto.  (2.17)

No método computacional, uma aproximagao suave para a funcao delta de Dirac é
usada. No presente trabalho adotou-se a seguinte expressao para o delta de Dirac bidi-
mensional: d,(z,y) = 7 D(£)D(¥), onde h = h, = h, é o espacamento da malha e

1B-2kl+ 1+ —4?) , se || <1,
-2 - /-7+12r—42) |, se 1< <2, (2.18)
, se |r|>2.

D(r) =

(@]

Esta fungao é positiva, continua e com suporte compacto [—2,0, 2, 0]. Outras expressoes
para a fungao D (assim como as propriedades que ela deve cumprir) podem ser encontradas
em (8], [35].

As equagodes (2.12) e (2.13) sdo as equagoes de interacdo entre as duas formulacdes:
euleriana e lagrangiana. A primeira equacao permite conhecer a velocidade da interface
mediante um processo de interpolagéo. A segunda, d4 a forca que age no fluido devido &
presenga da estrutura. Neste caso um processo de espalhamento da forca lagrangiana é
feito. Devido ao uso de uma versao suave para a fungao delta de Dirac, a forca lagrangiana
é distribuida ao redor da interface como mostrado na Figura 2.3. Dependendo do suporte
adotado para a aproximagao do delta de Dirac as forcas sio espalhadas a duas ou mais
células computacionais ao redor da interface.

O método de Peskin tem sido aplicado a uma grande variedade de problemas bioldgicos
[35]. Sua aplicagao para modelar interagao fluido-sélido, embora o modelo matemético re-
presente a interagao fluido-estrutura eldstica, é feita seguindo duas estrategias. A primeira
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Figura 2.3: Representagao da fronteira imersa devido ao uso do delta de Dirac no processo
de espalhamento da forga lagrangiana.

considera constantes de elasticidade altas entre os pontos lagrangianos da interface. A
segunda consiste em amarrar os pontos lagrangianos da estrutura a uma posigao desejada
por intermédio de molas e aplicar uma forga restauradora nos pontos lagrangianos dada
pela lei de Hooke,

F(Xg,t) = —1(Xe — X5) (2.19)

onde [ representa a constante de Hooke e X}, é a posigao desejada para a estrutura. O pro-
blema associado com estas estritegias é que o sistema de equacoes fica mal condicionado
e, para mantér-lo estavel, pequenos passos no tempo sao necessarios.

Lai [28] simulou o escoamento de um fluido ao redor de um cilindro estacionario uti-
lizando a metodologia de Peskin e usou a segunda estrategia para manter os pontos la-
grangianos estaciondrios. Coeficientes de arrasto e de sustentacao e o niimero de Strouhal
foram calculados. Uma boa concordancia com resultados de outros autores foi obtida. Lai

deduziu uma expressao para o tamanho do passo no tempo,
At =~ Cy[~=. (2.20)

Enriquez-Remigio e Roma [9] apresentaram a simulagao do escoamento de Poisseuille
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mediante o uso da metodologia de Peskin. Para simular a entrada e a saida de fluido no
canal foram usados elementos de modelagem matemadtica denominados fontes e sumidou-
ros. O perfil parabdlico da velocidade foi obtido e um estudo de convergéncia mostraou
a convergéncia de primeira ordem do Método da Fronteira Imersa. Valores grandes para
as constantes de rigidez foram necessarios para manter o corpo na posicao de equilibrio
desejada. Isto implicou na imposigao de uma forte restrigao para o passo no tempo dado
por (2.20).

Uhlmann [44] usou a metodologia de Peskin e as equagbes de Newton-Euler para
simular a queda livre de uma particula circular em um fluido. Uma expressao para o
cdlculo das forcas hidrodindmicas e torque na particula foi determinada por ele. Os

resultados mostraram boa concordancia com as de outros autores.

2.3.2 Termo forcante de Goldstein et al. [14]

Goldstein et al. [14] propuseram o Método da Fronteira Virtual para simular o escoamento
de um fluido sobre corpos submersos com velocidade prescrita. Similarmente ao Método
da Fronteira Imersa de Peskin, a fronteira sélida é considerada como gerador de forga. Tal
campo de forga é modelado por uma funcao feedback, que relaciona a velocidade do fluido
com a velocidade prescrita.

F(X)0) =a [ “((Xnt) — V(Xe, 8)dt + Bu(Xe £) — V(X t)),  (2.21)

onde u(Xy,t) é a velocidade do fluido em X e V é a velocidade prescrita do corpo. As
constantes a e 0 sdo negativas e devem ser ajustadas de acordo com o problema a ser
simulado.

As simulagoes apresentadas por Goldstein et al. [14] estao no contexto dos métodos
espectrais. Para evitar o processo de interpolacao, as forgas foram aplicadas diretamente
na malha euleriana. Assim, uma fronteira do tipo escalonada é considerada, em vez de
uma suave. Foram realizadas simulagoes de escoamentos turbulentos sobre um modelo de
superficie coberta, entre outros problemas. Eles executaram uma andlise de estabilidade
e determinaram que quando a forgante é computada explicitamente por um esquema
Adams-Bashforth, a restricao do passo no tempo é dada por

«

(2.22)
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onde k é uma constante de ordem 1 dependendo do escoamento.

Saiki et al. [39] aplicaram o método de Goldstein et al. [14] no contexto do método
de diferengas finitas, com aproximagao no espago de quarta ordem. Um processo de
interpolagao para calcular a velocidade do fluido na fronteira e para distribuir a forca da
fronteira na malha euleriana foi usado. Eles simularam o escoamento de um fluido sobre
um cilindro estacionédrio ou em movimento de rotagao. Uma restrigdo do passo no tempo

similar & equagao (2.22) para o esquema de Runge-Kutta usado foi encontrado.

2.3.3 Termo forcante de Mohd-Yusof [30]

Mohd-Yusof [30] apresentou uma proposta para o termo forcante que deve ser acrescentado
nas equagoes de Navier-Stokes. Este termo é baseado na versao discreta da metodologia
empregada para resolver as equagoes de Navier-Stokes. Por exemplo, para uma apro-
ximacgao de Euler progressiva da equagao da quantidade de movimento

p(%{un +(u- Vo)) = =Vp* + V.[2ud|" + £, (2.23)

o termo forgante que impoe a condigao de contorno na interface y é dado por

(2.24)

. p(VA;tu + (u- Vu)") + Vp™ — V.[Qud]n, em v
B 0, outro caso.

Se os pontos lagrangianos da interface v coincidem com pontos eulerianos, entao subs-
tituindo a equacao (2.24) na equagao (2.23), tem-se que: u™*! = V nos pontos requeridos.
Na prética, os pontos da malha lagrangiana nao coincidem com pontos da malha euleri-
ana. Isto implica na necessidade de definir os pontos onde é aplicado o termo forgante e
qual é o valor para a velocidade V a ser usada nesses pontos.

Mohd-Yusof [30] aplicou esta metodologia no contexto dos métodos espectrais. O
termo forgante foi aplicado em pontos adjacentes & fronteira imersa e no interior dela. A
simulagao do escoamento laminar em um canal tridimensional com chicanas foi apresen-
tada. Nesta metodologia, o termo forgante ndo depende de parametros que devam ser
ajustados para impor a condigao de contorno, diferentemente da metodologia de Peskin
que ¢ aplicada para corpos rigidos [28] e Goldstein et al.[14]. Mas depende da escolha dos

pontos onde sera aplicado o termo forgante e a velocidade adotada para esses pontos.

Fadlun et al. [10] compararam a metodologia de Goldstein et al. [14] e a de Mohd-
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Yusof [30] no contexto do método de diferengas finitas em uma malha deslocada. Ex-
periéncias computacionais mostraram que, embora ambas metodologias proporcionem es-
sencialmente os mesmos resultados, a tltima é subtancialmente mais eficiente, fazendo
com que esta seja mais apropiada para simulagées de escoamentos complexos em trés
dimensoes. Eles escolheram o ponto de aplicagao do termo forcante na primeira célula
externa a interface na direcdo z e y. A velocidade na primeira célula externa escolhida
foi interpolada usando-se a velocidade da interface e a velocidade da segunda célula na
respectiva diregao. Os outros termos do termo forgante sio calculados mediante valores
das varidveis provenientes de um passo preditor.

Na Figura 2.4 mostra-se o ponto de aplicagao do termo forcante e as velocidades usadas
para interpolar a velocidade, requerida pelo termo forcante, empregada por Fadlun et al
[10]. Eles apresentaram simulagoes, entre outras, do escoamento no interior de um sistema
pistao/cilindro em altos nimeros de Reynolds.

Figura 2.4: Exemplo do ponto de aplicagdo do termo forcante e pontos associados no
cdlculo da velocidade v para o termo for¢ante [52].

Kim et al. [22] apresentaram um método baseado no termo forgante direto dado por
Mohd-Yusof e em um termo fonte/sumidouro de massa. O termo forcante discreto foi
usado para impor a condigao de contorno e o termo fonte/sumidouro para conservacao
da massa em células que contém pontos lagrangianos. Um processo de interpolaciao para
avaliar a velocidade a ser usada no termo forgante foi apresentada. Eles apresentaram,
entre outras simulagoes, o escoamento ao redor de um cilindro e de uma esfera.
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Balaras [2] apresentou uma metodologia para desenvolver Simulaciao de Grandes Es-
calas (SGE) com termo forgante dado por Mohd-Yusof. A diferenga de Fadlun et al. [10],
¢ a diregao de aplicacdo dos pontos forgantes, baseada na diregio do vetor normal ao
contorno do corpo. Estrétegias para interpolar a velocidade sao dadas. Simulagao do
escoamento 3D ao redor de um cilindro circular foi apresentado, entre outros.

Outras aplicagoes do método da forgante de Mohd-Yusof onde a estrutura tem uma
velocidade prescrita, foi apresentada por Verzicco et al. [47): para estudar o escoamento
no interior de um tanque de mistura usando técnicas de fronteira imersa.

2.3.4 Termo forgante de Lima e Silva et al. [25]

Lima e Silva et al. [25] propuseram o Modelo Fisico Virtual para simular a interago
fluido-estrutura rigida. Este pertence & classe de métodos da fronteira imersa que impoe
a presenca da estrutura através de um termo forgante. Algumas diferencas do MFV com
relagao a métodos que também se baseiam em termos forcantes sio:

e forma de se obter o termo forcante f: através da distribuicao da forca calculada na
interface;

e principio fisico para se obter a densidade de forga lagrangiana F: balanco da quan-
tidade de movimento nos pontos lagrangianos;

® Nnao requer esquemas especiais para localizar as malhas nas quais se calculam as
velocidades e se atribuiem as forgas.

Na Figura 2.5 apresenta-se um volume de fluido ao redor do ponto lagrangiano Xj.
Os autores consideram que nesse volume, além do fluido que rodeia ao ponto lagrangiano
se tem um campo de forcas devido & agéo da estrutura no fluido, F(Xy,t). Aplicando o
balango da quantidade de movimento nesse volume, obtiveram a seguinte expressao para
a densidade de forga lagrangiana:

F(X,t) = (p(% +(u-Vu)) +Vp- V- (2ud) ) (Xs, t). (2.25)

Tal forga pode ser expressa da seguinte forma

F(Xy.t) = Fa(Xk, t) + G(Xy, t)

—_
o
5]
D

~—
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Figura 2.5: Volume de controle ao redor do ponto lagrangiano X; para a aplicaciao do
balango da quantidade de movimento.

onde:
ou
Fa = p—, 2.27
a p ot )
G = p(u-Vu)+Vp-V-(2ud), (2.28)
sao denominadas forga de aceleragao e for¢a complementar, respectivamente.
O célculo da forga de aceleragao foi feito mediante a seguinte aproximacao:
Vn+1 L
n+1 n+1y _ fk
FH(Xp) = p(—— L) (229)

onde V™! ¢ a velocidade da estrutura no tempo ¢"*! e u}, é a velocidade do fluido no
tempo ¢, no ponto lagrangiano X3*!. Para determinar o valor de G dado pela equagao

(2.28), um processo de interpolagao é aplicado.

Lima e Silva et al. [25] apresentaram simulagées dentro do contexto do método de dife-
rencas finitas. Um processo para o célculo do termo G é dado. O escoamento de um fluido
ao redor de um cilindro estaciondrio é apresentado, entre outros. A boa concordancia dos
valores dos coeficientes de arrasto e sustentagao e nimero de Strouhal foram reportados.



2.3 Metodologias baseadas no método da fronteira imersa 18

Outros trabalhos em duas dimensoes para corpos com velocidade prescrita nio nula
foram apresentados por: Arruda [1], escoamento induzido em um conjunto canal-cavidade
com fundo mével periddico; Silva et al. [41], escoamento sobre cilindros circulares osci-
lando ou girando em nimero de Reynolds acima de 1000, e Oliveira et al. [32], escoamento
ao redor de um cilindro de didmetro varigvel no tempo. Os resultados apresentaram boa
concordancia quantitativa e/ou qualitativa.

No caso da velocidade de estrutura rigida nio ser prescrita, uma simulagao foi apre-
sentada por Alessandra et al. [49], para a queda livre de uma particula circular em um
fluido viscoso. Comparagées com outros resultados apresentaram boa concordancia.

2.3.5 Imposicao da presenca da interface através de células fan-

tasmas

Nos métodos anteriores, a imposi¢do da condicdo de contorno devido & presenga do corpo
é feita através de um campo forgante aplicado ao redor da interface ou através da escolha
de pontos de aplicagdo do termo forcante discreto.

No método baseado em células fantasmas a imposicao da condi¢do de contorno se d4
através das células fantasmas. Estas células sao definidas como células internas ao corpo
que tem pelo menos uma célula de fluido vizinha. Na Figura 2.6-(a), mostra-se algumas
células fantasmas (A), e células de fluido (x).

Nestas células fantasmas modifica-se o esténcil associado & varidvel genérica ¢ por
uma expressao encontrada mediante um processo de extrapolagio local. Este processo
de extrapolagao tem como base uma funcio obtida mediante o uso do(s) valor(es) da
varidvel(eis) no contorno e em outras células de fluido. E através dessa funcao que se tem
em conta o valor da varidvel no contorno e permite-se impor indiretamente o valor delas
nas equagoes. Fungoes lineares, bilineares, quadraticas, etc. podem ser consideradas em
Majumdar et al [26].

Por exemplo, para o ponto G da Figura 2.6-(b) mostra-se um conjunto de pontos do
fluido (X1, X3...X5) e um ponto do contorno O, que podem ser usados para definir uma
fungao para a varidvel ¢. Para o caso de se considerar, somente, os pontos O, X, e X,

pode-se determinar a funcao linear:
¢ = ap + a1z + ayy, (2.30)

onde ag,a; e ay sao coeficientes obtidos através dos valores da fungao ¢ nos trés pontos
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Figura 2.6: (a) Exemplo de um dominio computacional com uma fronteira imersa, X,
ponto no dominio fisico e A, células fantasmas do dominio; (b) esquema de pontos usados
para avaliar a varidvel localizada na células fantasma G [52].

especificados acima.

Com base nesta funcao, o valor de ¢ no ponto G pode ser expresso como

¢ = aodo + a1¢1 + ey, (2.31)
onde os coeficientes ay . . . g sdo constantes determinadas no processo de avaliagao de ¢ no
ponto G e ¢o, #1 e ¢ sado os valores da varidvel ¢ nos pontos O, X; e X,, respectivamente.

Entre as aplicacoes desta metodologia, ou variantes dela, tem-se: escoamento ao redor
de um road-vehicle [48], investigagao numérica e experimental do escoamento turbulento
em serpentinas com chicanas [18], Solvers RANS com malhas estruturadas adaptativas
nao conformes a interface [26].

2.3.6 Imposicao da presenca da interface através da reconstrucio

das células cortadas pela interface

Uma outra metodologia, baseada em volumes finitos, foi apresentada por Ye et al [51].

Ela consiste em redefinir as células que sao cortadas pela interface (considerada como
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polindmio linear por partes) e calcular os fluxos necessérios para o cilculo das integrais
nesses volumens. A forma de redefinir as células é tal que a nova célula tenha a interface
como contorno da célula e, assim, imposigao da condicio de contorno devido A interface é

satisfeita.

A proposta de Ye et al. [51] foi definir células trapezoidais para as células cortadas
pela interface. Uma vez identificadas as células cortadas pela interface e os pontos onde
elas sao cortadas, verifica-se se o centro da célula estd no fluido. Se for assim, elimina-se
a porgao da célula que estd no sélido e adicionam-se as partes das outras células cujos
centros estao no caem no fluido. As figuras 2.7-(a),(b) mostram exemplos da redefini¢ao
de células cortadas pela interface. Dependendo da localizagio e da orientacao local da
interface, células trapezoidais de diferentes dimensGes podem ser formadas.

(a) (b)

‘

T

|
Qed----

1

1
efedecne

'

f

4

R
7

T e - -
7: sodid | 2|

(c)

Figura 2.7: Exemplos de células trapezoidais ao redor da interface imersa [51].

Na Figura 2.7-(c),(d), mostram-se duas células trapezoidais. Os fluxos devem ser
determinados nos lados destas células. Ye et al. [51] propuseram definir uma funcao para
a variavel genérica ¢ nos lados das células trapezoidais, com base no seu valor dela mesma
em outros pontos conhecidos e, com ela, determinar os fluxos necessarios. Por exemplo,
para a célula trapezoidal mostrada na Figura 2.8-(a), uma funcio é definida para o calculo
do fluxo em f,,. Esta fungao é produto da interpolacao da varigvel ¢ em seis pontos (
pontos do fluido (1),(2), (3) e (4) e pontos do contorno (5) e (6)), cuja expressio é a
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Figura 2.8: Exemplo do esténcil usado para interpolar os fluxos nos lados do trapézio [51].

seguinte:
¢ = crzy® + coy? + C3TY + T + ¢y + cs. (2.32)

Os valores dos coeficientes c¢;’s i= 1:6 sao determinados pelos valores de ¢ nos seis pontos
indicados. Baseado nessa funcao, serao determinados os fluxos necessirios no ponto fs,.

Exemplos da aplicagdo em duas dimensoes foram apresentadas por Ye et al. [51].
Outros exemplos da aplicagao desta metodologia sao: objetos em queda livre [29], entre

outros.

2.3.7 Imposicao da presenga da interface através de um termo

do tipo multiplicador de Lagrange

Glowinski et al. [13] apresentaram uma técnica denominada Método de Dominio Ficticio,
no qual considera-se o fluido ocupando um dominio maior do que o ocupado por ele mesmo.
Além disso, um termo do tipo multiplicador de Lagrange é acrescentado nas equacdes do
fluido para simular a presenca da estrutura. A discretizagao foi baseada em elementos

finitos e uma tnica equagao variacional foi usada para o sistema fluido-sélido (evitando-se
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o calculo das forgas hidrodindmicas e dos torques). Eles apresentaram uma simulacao de
duas particulas em um canal bidimensional, 504 particulas numa caixa bidimensional e a

interagao de duas particulas esféricas em 3D.

Judrez et al. [20] usaram o método de dominio ficticio para simular numericamente
a dindmica de um péndulo imerso em um fluido. No mesmo trabalho apresentaram a
simulagao numérica de dois péndulos imersos em um fluido fixos no mesmo ponto mas
soltos de diferentes pontos iniciais. Resultados mostraram comportamentos qualitativos
esperados.

2.4 Resumo sobre as metodologias baseadas no MFI

Nesta segao, apresenta-se um resumo das caracteristicas, vantagens e desvantagens das

metodologias baseadas do Método da Fronteira Imersa apresentados na secao anterior

1. Termo forgante de Peskin [34]
Caracteristicas e desvantagens:
e Requer uso de constantes a serem ajustadas para representar a rigidez do corpo,
o que implica o uso de pequenos passos no tempo

e Uso de uma funcao de distribuigao suave para o delta de Dirac e isto implica
na representagao enlargecida da fronteira imersa

e Convergéncia de primeira ordem
Caracteristicas e vantagens:

e Independéncia do termo forgante com a discretizacao espacial

e O célculo das forgas fluidodinamicas e torque € direto.

2. Termo forcante de Goldstein et al. [14]

Caracteristicas e desvantagens:

e Requer uso de constantes a serem ajustadas para representar a rigidez do corpo

e a sua implicagao em pequenos passo no tempo

e Uso de uma fungao de distribuigao suave para o delta de Dirac e a implicacao

na representagao enlargecida da fronteira imersa
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Caracteristicas e vantagens:

e Independéncia do termo forcante com a discretizagao espacial

e O célculo das forgas fluidodinamicas e torque é direto

3. Termo forgante de Mohd-Yusof [30]

Caracteristicas e desvantagens:

e Necessidade da escolha dos pontos de aplicagao do termo forgante

e Necessidade de esquemas de interpolagao para determinar a velocidade a ser
usada nos pontos de aplicagao do termo forcante

e O célculo da forca fluidodinamica e torque nao é tao direto, pois depende da
condigao do movimento e geometria do corpos

Caracteristicas e vantagens:
e Nao requer constantes a serem ajustada para impor a rigidez do corpo. Passo

no tempo restrito pelo método numérico usado

e Independéncia do termo forgante com a discretizagao espacial

4. Termo forgante de Lima e Silva et al. [25]

Caracteristicas e desvantagens:

e Uso de uma fungao de distribuicao suave para o delta de Dirac e a implicacao
na representagao enlargecida da fronteira imersa

e Convergéncia de primeira ordem
Caracteristicas e vantagens:

e Nao requer o uso de constantes a serem ajustadas para representar a rigidez do
corpo. Em principio, o passo no tempo estd restrito pelo método usado para
resolvé-las

e Independéncia do termo forgante com a discretizagao espacial

e O célculo das forgas fluidodinamicas e torque é direto

5. Imposicao da presenca da interface através de células fantasmas

Caracteristicas e desvantagens:
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e Necessidade de processos de interpolagio para determinar o esténcil associado

aos pontos fantasmas que conservem a ordem de convergéncia do método

e Aplicagao de métodos eficientes para a resolugao dos sistemas lineares pode
sofrer baixa na ordem de convergéncia, quando aplicados para as novas equacoes
modificadas

Caracteristicas e vantagens:

e Nao requer um termo forcante e sim de uma modificagao do esténcil para os
pontos fantasmas

e Representacao da interface nao é modificada

6. Imposicao da presenca da interface através da reconstrucao das células
cortadas pela interface

Caracteristicas e desvantagens:

e Necessidade de processos de modificagao das células computacionais cortadas
pela interface em células trapezoidais. Dependendo da localizagao e orientacao
local da interface, células trapezoidais de diferentes dimensoes podem ser for-
madas

e Problemas de generaliza¢ao para simulagoes em trés dimensoes, devido & difi-
culdade da determinagao das células cortadas pela interface

e Necessidade de processo de interpolagao para a determinacao das funcdes a
serem usadas no célculo do fluxo

e Necessidade da condigao de contorno para a pressao na interface
Caracteristicas e vantagens:

e Representagao da interface nao é modificada

e Melhor representagao da condigédo de contorno, por considerar células ao redor

da interface que conforma ao corpo

e Melhores propriedades de conservagao da massa e quantidade de movimento
ao redor do contorno



2.4 Resumo sobre as metodologias baseadas no MFI 25

Cada um dos métodos da fronteira imersa descritos nesta revisao bibliografica apresen-
tam vantagens e desvantagens. As simulagdes computacionais desenvolvidas pelos autores
com estes métodos para uma variedade de problemas mostram a sua aplicabilidade. Algu-
mas simulagoes sao para problemas de interagao parcial, isto é, estrutura rigida determina
a dinamica do fluido, outras para problemas de interagao total, isto é, a dinamica do sis-
tema fluido-estrutura é determinada por ambos.

Neste trabalho, emprega-se 0 MFI/MFV com o intuito de estudar problemas de in-

teracao total. O modelo matematico que usa esta metodologia é apresentado no capitulo

a seguir.



CapriTULO 3

Modelagem matematica

Neste Capitulo, apresentam-se as equagoes do modelo matemético adotado para estudar

a interagao fluido-estrutura.

Na Secao 3.1, sao apresentadas as equagoes do modelo matemadtico para o sistema
fluido-estrutura mediante o Modelo Fisico Virtual (MFV) ([25]). Um elemento importante
usado no célculo da forga lagrangiana do MFV é a fungao indicadora, apresentada na na
Secao 3.2. Altos ntimeros de Reynolds podem acontecer no processo de interagao fluido-
estrutura gerando turbuléncia no escoamento. Para modelar a turbuléncia é usada a
metodologia baseada na Simulacao das Grandes Escalas a qual é apresentada na Segao
3.3.

3.1 Modelo Fisico Virtual

O Modelo Fisico Virtual, proposto por Lima e Silva et al. [25] para modelar interagoes
fluido-estrutura é utilizado dentro da metodologia da fronteira imersa (Se¢ao 2.3). Tal
método estd baseado na imposi¢ao de um termo forgante nas equagoes do fluido para

modelar a presenga da estrutura.

As equagoes do fluido terao a seguinte forma:

p(a—u+u-Vu) = —Vp+ V- -{u(Vu+Vu')}+f, (3.1)

ot
V-u = 0. (3.2)
onde a expressao para o termo forgante, f, depende do termo fonte F, definido na interface,

isto &,
f=f(F). (3.3)

26
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Os termos forgantes f e F sdo denominados, aqui, forca por unidade de volume euleriana

e lagrangiana, respectivamente.

As equagoes (3.1)-(3.2) sdo usadas por outras metodologias baseadas no Método da
Fronteira Imersa (Peskin [34], Goldstein et al. [14]). A diferenca entre eles estd na
expressao dada para as densidades de forgas f e F'.

A densidade de forca lagrangiana no MFV é deduzida usando-se o balanco da quanti-
dade de movimento nos pontos da interface X. Esta densidade de forca lagrangiana tem

a seguinte expressao:

F(Xk, t) = Fo(Xi, t) + Fi(Xg, t) + F, (X, t) + Fa(Xy, t), (3.4)
onde:
ou
F, Pop (3.5)
F, = p(u-Vu), (3.6)
F, = Vp, (3.7)
F; = —V-(2ud), (3.8)

e sao chamados de forca de aceleragao, forga de inercia, for¢a de pressao e forca viscosa.

A expressao (3.4), pode ser escrita da seguinte forma:
F(Xk1t) = Fa(Xkyt) + G(Xk7 t)7 (39)

com:
G=F;+F,+F, (3.10)

denominada aqui de forga complementar. Para determinar a forga lagrangiana F deve-se
conhecer a forga de aceleragao e a forga complementar.

Dependendo do método usado para resolver as equagées do fluido no tempo e no espaco
uma expressao para o termo densidade de forca lagrangiana serd dada. Por exemplo, no
caso de usar um método de Euler explicito e no caso da velocidade da estrutura ser
prescrita, a forca de aceleracao pode ser aproximada por:

n+1 n+1 n n+1
u"tH(XET) —u (X))

F.(Xp )y =p T , (3.11)

onde: X;*! é a posigio da estrutura no tempo t*+!, u™1(X7+!) é a velocidade do fluido
no tempo t"*! na posiciao X!, u?(X?*!) é a velocidade do fluido no tempo n na posicio
k k p
n+l1
X7+,
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Lima e Silva et al. [25] propuseram usar para as velocidades que aparecem na forca

de aceleragao, equacao (3.11), as seguintes relagoes:

u"+1(X2+1) e Vz+l)

(X)) = uf.

onde: Vi*! é a velocidade da interface no tempo ¢"*! e u}, ¢ a velocidade do fluido no
tempo t" e no ponto X7 *!. Esta tltima é calculada através de um processo de interpolagao
e ser explicado abaixo. Logo, a forga de aceleragao terd seguinte expressao [25]:

n+1 n
V== Upp

FG(X;\.}+17tT‘) = p At

(3.12)

A expressao para o termo G, equagdo (3.10), tem derivadas em x e y da velocidade
e pressao avaliadas nos pontos da interface. Para o cilculo dessas derivadas os autores
propuseram determinar polinémios de segundo grau para u, v e p nas direcgoes das com-
ponentes do vetor normal a interface, e usar as derivadas no espago destes polindmios

para aproximar as respectivas derivadas que compoem o termo G.

Para determinar os polinémios para u, v e p na direcao = e y, pontos auxiliares sao
usados. Os pontos adicionais em z foram denotados por x; e x5 distantes Az e 2Az de
Xy, respectivamente e os pontos em y sdo denotados por x3 e x4 e distam Ay e 2Ay de
X, respectivamente (Figura 3.1). As velocidades e pressoes nesses pontos adicionais sao
denotadas por (u;,v;) e p;, i = 1,2,3,4 e estas devem ser interpoladas das velocidades
e pressoes do fluido. Em X, determina-se a velocidade do fluido usr = (usk,vsi) € a
pressao pi, por um processo de interpolagao similar ao adotado para os pontos auxiliares
e, determina-se a velocidade da interface (no caso dela nédo ser conhecida) através das
equagoes associada & estrutura.

O processo de interpolagao adotado para o célculo de (u;,v;) i =1,2,3,4 (e (usk, vsr))
é dado por:

u = /Qu(x)é(x—x,-)A:cAy
v = /Q'u(x)é(x—x,-)AJ:Ay

onde: ¢ é uma aproximacgao do delta de Dirac. Aqui, a seguinte aproximacgao para o delta

de Dirac é usada s o
Sl -y = DUEEDDCS)
v AzAy ’
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Figura 3.1: Esquema para a interpolagao da pressao e da velocidade.

onde a funcao unidimensional D representa um peso da contribuicao do valor da varidvel
em x no ponto x; dependendo da distancia relativa % (ou h’;—;") e suporte da fungao
D, neste caso [—2,0, 2,0], fungao (2.18).

Para o calculo da pressao p;, i = 1,...4 (e px) é usada a expressao:

i — Jop(x)8(x — x;) (1 — I(x))AzAy
' Jo0(x —x;)(1 — I(x))AzAy ’

(3.13)

onde a fungao /(x) é denominada fungéo indicadora (Secao 3.2) cujo valor é 1 se x é um
ponto dentro do corpo e é zero se o ponto estiver fora do corpo.

Uma vez determinada a densidade de forga lagrangiana, F', esta deve ser espalhada
para os pontos da malha euleriana e assim determinar f, que esta encargada de impor a
presenca da interface no fluido.

Lima e Silva et al. [25] usaram um processo de espalhamento da forga lagrangiana em
pontos da malha euleriana que distam duas células do respectivo ponto lagrangiano. Para
pontos mais distantes, a contribui¢io da forgca lagrangiana é considerada nula. Varios
pontos lagrangianos podem contribuir na forga euleriana. O nimero de pontos lagrangia-
nos pode ser identificado mediante a determinagao do ntiimero de pontos lagrangianos que
estao dentro de um retangulo de dimensoes 4Ax x 4Ay com centro no ponto euleriano. Na
Figura 3.2, ilustra-se o niimero de pontos lagrangianos que influenciam na forca euleriana

em X, e X;. Para o ponto x, o retangulo contem trés pontos lagrangianos que determi-
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nam a forca nesse ponto, enquanto que para o ponto X, no retangulo correspondente, seis

pontos lagrangianos estao contidos e esses determinam a forga em tal ponto euleriano.

Figura 3.2: Exemplo da influéncia da contribuicao de pontos forgantes lagrangianos em
pontos eulerianos.

A determinacio da expressao para f = f(F') é baseada nas seguintes consideragoes:

e as densidades de forca euleriana e lagrangiana possuem a mesma dimensao, isto é,
forga por unidade de volume;

e os volumes de controle usados para os pontos eulerianos e lagrangianos sao AV =
AzAyAz e AV = AsAsp Az, respectivamente;

e 0 peso da contribuigio da forga lagrangiana é dado com base na fungao D com
suporte [—2,0, 2,0].

Baseamdo-se nessas trés condigoes, a for¢a no volume do fluido AV com centro no ponto
euleriano x;; é dada por:

Npl

Tiy — Xi yij—Yk
f,AV = F AV D(=2 )D ), (3.14)
/ 1; Az ( Ay
e portanto:
Npl D(% — X )D( yu"Yk)
£ =3 FrAspAs—== 4y 3.15
/ g Rk AzAy (B
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x5 —X) vi; =YL

DR D)
AzAy

aproximagao suave para a fungao delta de Dirac. Portanto a equagao (3.15) pode ser

onde Npl é o numero total de pontos lagrangianos. O fator é uma

expressa como
Npl

fi; = > Fro(xi; — Xp)AspAsy. (3.16)

k=1
Esta forca euleriana é a utilizada para impor a presenga da estrutura imersa no fluido.

Para a determinagao da dinamica do corpo rigido sao usadas as equagoes de Newton-
Euler, isto é€,

MC‘N° = G.+Fy, (3.17)
dt

Low) = Ty (318)
dc);c = V, (3.19)
ddo;; = w (3.20)

onde M. e I. sao a massa e o momento de inércia da estrutura; V. e w sao a velocidade de
translacao do CM e a velocidade angular do corpo; X, e 6, sao a posigao do CM e o delo-
camento angular; G, é o peso do corpo; Fs. e T, sao a forga hidrodinamica total atuando
no corpo e o torque total no corpo devido as forcas hidrodinamicas, respetivamente.

O calculo da forga fluidodinamica total é determinado pela soma de todas as forgas que
o fluido exerce no contorno da estrutura. No MFV a forga de agao do fluido na estrutura
pode ser determinada em fungao da forca lagrangiana e da terceira lei de Newton, segundo
o qual a toda agao corresponde uma reagao de igual magnitude mas em sentido contrario.
A forca de acdo da estrutura no fluido é dado por FrAs?, portanto a forca de reagio do
fluido na estrutura é dado por —F;As}. Baseado nisto, as expressoes para Fy. e T, sao:

Npl
ch = Z(—FkASkASk) (321)
k
N
Tre = > (Xi—Xe) x (~FrAspAsy) (3.22)
k=1

Il
-

]
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3.2 Funcao indicadora

A determinagao da regiao ocupada pelas componentes de um sistema fluido-estrutura
rigida ou fluido-fluido é importante para identificacao das propriedades fisicas no dominio

euleriano ou para os elementos que o processo de solugao da metodologia requer.

A seguir, é apresentada uma forma de definir uma fun¢io denominda funcéo indica-
dora, que determina a regiao ocupada pelos elementos que compdem o sistema de es-
tudo fluido-estrutura ou fluido-fluido. O célculo desta funcio é baseada nas propriedades
geométricas da interface, definidas pelas componentes do sistema.

Funcao indicadora de Unverdi e Tryggvason

Unverdi e Tryggvason [45] propuseram um método para o calculo das propriedades
fisicas dos fluidos, que se baseia em uma fungao indicadora. Este método pode ser usado
para determinar uma fungao que indique a regiao ocupada por uma estrutura rigida imersa
em um fluido. Neste caso, a estrutura imersa é denominada fase dispersa e o fluido fase

continua.

A fungao indicadora de Unverdi e Tryggavason, I(x, ), é calculada por um termo fonte
G(x, 1), o qual é definido por:
VI(x,t) = G(x,t), (3.23)

sendo G(x,t):
G(x,t) =Y D(x — Xp)n(X;)As(Xy), (3.24)
k

com D(x — Xj) uma funcéo de distribui¢ao, n(X}) o vetor normal & interface e As(Xy)
a distancia entre dois pontos lagrangianos consecutivos.

Aplicando o operador divergente & equagao (3.23), obtém-se
V2I(x,t) = V- G(x, 1), (3.25)

que € uma equacao de Poisson a ser resolvida para a obtengio de I(x, t).

A expressao para G, equagao (3.24), é definida de tal forma que a fase dispersa tome o
valor de um (estrutura rigida) e a fase continua tome valor zero (fluido). O uso da fungio
de distribuigao, D na expressao para G, determina que a interface seja representada por
uma interface enlarguecida. Nesta regido, o valor da funcao indicadora assume valores
entre zero e um. As consideragoes acima determinam que a condigao de contorno para a
equagao (3.25) é a condigao de Dirichlet homogénea, isto é, ]y = 0.
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3.3 Modelagem da turbuléncia: SGE

Os escoamentos turbulentos sao caracterizados por um elevado ntiimero de graus de liber-
dade e uma ampla gama de estruturas turbillonares tridimensionais. Essas estruturas, em
funcao de certas caracteristicas, compoem uma banda de escalas que vao desde as grandes
escalas até as pequenas escalas dissipativas de Kolmogorov.

Uma forma de capturar todas as estruturas do escoamento do fluido é mediante a
solucdo das equagoes do fluido em malhas muito finas. Este processo de solugao é deno-
minada de Simulagdo Numérica Direta (SND), quando todas as escalas da turbuléncia
sao resolvidas.

Devido ao custo computacional que a SND carrega, sao procuradas outras metodolo-
gias para simular escoamentos turbulentos. Uma revisao destas metodologias podem ser
encontrada em Silveira-Neto [42].

Neste trabalho, a metodologia a ser empregada para simular a turbuléncia nos flui-
dos é baseada na solugao das estruturas de grande escala e na modelagem das pequenas
escalas, que é conhecida como Simulagdo de Grandes Escalas (SGE). Em SGE, séo re-
solvidas as estruturas de grandes escalas e modeladas as estruturas de pequenas escalas.
A separagao de escalas é possivel, sob a suposicao que as pequenas escalas sdo aproxima-
damente isotrépicas e independentes da geometria e da condigao de contorno, enquanto
que as grandes escalas sdo mais anisotrépicas e variam de um escoamento para outro.

A separacao das escalas é feita atraves de um processo de filtragem. Mediante o
processo de filtragem, uma variavel ¢ pode ser expressa por

p=0+¢,

onde ¢ é a variavel filtrada correspondente & estrutura de grande escala e ¢’ é a varidvel

corresponde a estrutura de pequena escala. A expressao para determinar ¢ é dada por
(caso unidimensional)

o(z) = /G(x,:z’)(j)(;r')d:v',
onde a funcao G(z,z’) é conhecida com o nucleo do filtro. Nicleos de filtro aplicados em
SGE sao uma fungao Gaussiana, uma funcao filtro caixa, etc. Cada filtro tem associado
um comprimento de separacao ou de corte, A. Escalas de comprimento maiores a A sao
consideradas como grandes escalas e menores a A correspondem as estruturas de pequenas

escalas, também conhecidas como escalas sub-malha.

No processo de filtragem das equagoes do fluido, surgem tensores adicionais, além dos



3.3 Modelagem da turbuléncia: SGE 34

tensores viscosos, os quais devem ser modelados. A seguir, apresentam-se as equagoes de
Naiver-Stokes filtradas em notagao de Einstein, para ilustrar o processo de aparecimento

de novos termos a serem modelados

ou, oww; 18 9, 0w g
ot " a:EJ' a p OT; * a.’l?j (V[ail,‘j + axi])’ (326)
8’in
oz 0, (3.27)

Observa-se, na equacao (3.26), que no termo advectivo aparece o produto filtrado das
varidveis de interesse. Para que esta equagao possa ser resolvida, as componentes da
velocidade que aparecem neste produto serdo decompostas. Fazendo a decomposicao e
aplicando as definigoes cabiveis, as equagoes globais da turbuléncia sao:

ot ! dz; —  pou t oz; (V[{-)zj + 8231,] +Tz]) (3.28)
ou;
N 2
oz (3.29)
onde T;; = —Tu; é o tensor de Reynolds sub-malha. Detalhes do processo de filtragem

acima pode ser encontrado em Silveira-Neto et al. [42] e em Padilla [33]. Conforme
se observa na equagao (3.28), a consequéncia imediata do processo de decomposicao de
escalas e da transformacao das equagdes originais em equagoes médias é o aparecimento
do tensor adicional 7;;, o qual deve ser modelado.

Boussineq propos um modelo de fechamento para o tensor de Reynolds com o conceito
de viscosidade turbulenta. Tal modelo expressa o tensor de Reynolds sub-malha em funcao
da taxa de deformagao, gerada pelo campo de velocidade e da energia cinética turbulenta
(k) da seguinte forma:

ow; Ju; 2 . %
Tij = W [8_'13_, %"j’] — gkéij = 2V¢S,‘j — gk()ij, (330)
onde:
 S— lﬁ — 1 12 2 12
= 5(“:“;) = 5(“ + 2+ w'?)
. om0
Sy = 3G * 20)

e d;; € o delta de Kronecher.
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Substituindo a equacao (3.30) na equagao (3.28) e incorporando-se a energia cinética

ao termo de pressao, obtém-se a seguinte equacao:

at - g 9. \“efelg ) 3l
o " o, pdz; Bz, (ver [a;z:j T azi]) (3.31)
onde:
- _ 2
Vo= PGk (3.32)
Vefe = VU (3.33)

Observa-se que campo de pressio dada na equagao (3.32) é um campo de pressio
modificado: pressao filtrada mais uma pressao devido & energia cinética.

A equagao (3.31) é a equacdo de quantidade de movimento para a modelagem de
turbuléncia via a SGE. Tal equagao estard completamente determinada se um valor para
v; € definido.

3.3.1 Modelagem sub-malha: modelo de Smagorinsky

A modelagem sub-malha possibilita o cdlculo da viscosidade turbulenta via diferentes
modelos, buscando representar a idéia de modelar a transferéncia de energia entre a banda
de escalas resolvidas (grandes escalas) e a banda de escalas nao resolvidas (pequenas
escalas). Aqui considerou-se o modelo sub-malha de Smagorinsky.

Modelo de Smagorinsky

E um modelo a zero equagoes de transporte. Simples, mas exige o uso de malhas
finas. E deduzido usando-se a hipétese de equilibrio local para as pequenas escalas, onde
a energia injetada no espectro deve ser igual & energia dissipada pelos efeitos viscosos.
Assim, a viscosidade turbulenta é fungao da taxa de deformagao S;; e do comprimento
sub-malha como indica a expressao:

v = (CsA)*1S5l, (3.34)

onde:

Cs é uma constante empirica, denominada constante de Smagorinsky

A é o comprimento caracteristico associado ao tamanho da malha e seu o valor é
dado por (A, A,)Y?

15511 = /25:;S; é o modulo do tensor taxa de deformacao do campo filtrado.



CAPITULO 4

Solucao numérica da modelagem

matematica

No Capitulo anterior foram apresentadas as equagoes a serem usadas para modelar a
interagao fluido-estrutura mediante o Modelo Fisico Virtual. Esse conjunto de equacoes
estd formado pelas equagoes de Navier-Stokes com termo forgante (para impor a presenca
da estrutura) e as equagées de Newton-Euler. A solugdo numérica de tais equagdes ser,
feita mediante um método de Runge-Kutta explicito de segunda ordem no tempo (RKE2)
com discretizacao espacial de segunda ordem baseada no método de diferengas finitas. Em
cada estagio do método de Runge-Kutta, dever-se-4 resolver as equagoes de Navier-Stokes

e as equagoes de Newton-Euler.

A solugao numérica das equagoes do fluido devem levar em conta, entre outras coisas,
a nao linearidade das equagoes de Navier-Stokes e a falta de uma equagao para a pressao
do fluido. Muitas propostas de solugao apareceram. Na Secao 4.1, é apresentada uma
introdugao a duas formas de solugao numérica das equagdes de Navier-Stokes em regime
transiente: método de equagao de Poisson para a pressao e método de projegao. Método
de projecao é um dos métodos mais populares para resolver as equagoes de Navier-Stokes

para escoamentos incompressivieis [24].

Na Secgao 4.2 é apresentado o uso do método de projecao para dois métodos explicitos
de primeira e segunda ordem no tempo: Runge-Kutta de primeira ordem e de segunda

ordem. Apresenta-se também nesta se¢gdo um método semi-implicito.

Na Secao 4.3 sao apresentadas as discretizagoes adotadas, as condicoes de contorno
numéricas e a condigao de estabilidade, referentes ao método de solucao numérica usado

neste trabalho.

36
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O algoritmo numeérico empregado é apresentado na Segao 4.5.

4.1 Solucgao das equacoes de Navier-Stokes: equacao

de Poisson para a pressao e método de projecao

As equagoes de Navier-Stokes para um escoamento incompressivel sao dadas por:

p(%%—u-Vn) = —Vp+V-(2ud)+f, (4.1)
V.ou = 0, (4.2)

onde d = vu;—vuT (tensor taxa de deformagao de um fluido).

A condigao inicial é dado por: u(x,0) = uy, e a condigao de contorno para o campo
de velocidade pode ser, entre outras, do tipo Dirichlet ou Neumann.

Tentar desenvolver um esquema numérico para resolver as equagoes (4.1)-(??) sig-
nifica lidar com algumas dificuldades destas equagdes: a nao linearidade das equagoes
devido ao termo convectivo, a falta de uma equagéo para a pressao, etc. A maioria dos
esquemas partem de equagoes discretizadas no tempo. A seguir, apresentam-se algumas
aproximacoes no tempo das equacgoes de Navier-Stokes:

(e s v) - vy e,
VAR u"t! =0, ( 3)
ou
p(UGE + (e Vuy ) = vt/ v o] e,
v . un+1/2 = 0 . .

O sistema (4.3) pode ser obtido integrando-se as equacoes de Navier-Stokes no in-
tervalo [t", "] (At = t"*! — ") [21]. Por outro lado, o sistema (4.4) estd baseado
numa aproximagao centrada no tempo t"*/2. Os esquemas (4.3) e (4.4) sdo de primeira

e segunda ordem no tempo.

Uma solugao direta do sistema acoplado nao € praticdvel devido & necessidade de
métodos robustos para lidar com sistemas nao lineares de equages e ao custo computaci-

onal que isto acarreta [24]. As metodologias mais populares estao baseadas no desacopla-
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mento do célculo da velocidade e da pressao, que permite o uso de técnicas mais eficientes

para cada um dos processos resultantes.

Harlow e Welch [15] apresentaram o método MAC (marker and cell) desenvolvido
para o tratamento de escoamentos incompressiveis com superficies livres. A proposta para
resolver as equagoes de Navier-Stokes consiste na geragao de uma equagio de Poisson para
a pressao, a partir da equagao do balango da quantidade de movimento discreta no tempo
e da condigao de livre divergéncia da velocidade (Sistema 4.3). Uma vez obtida a pressao,
o campo de velocidade é calculado da equagao de quantidade de movimento considerando
a pressao calculada. Vérios trabalhos foram desenvolvidos seguindo esta filosofia. E e Liu
[50] usaram esta técnica para cada sub-estdgio do método explicito de Runge-Kutta de
quarta ordem empregado no estudo de esquemas de diferengas finitas usando a formulagéo
vorticidade.

Nos anos 60, Chorin [6] observou que para escoamentos incompressiveis, a pressiao nao
tem um papel termodinamico. Ela tem por fungéo forgar a condigao de incompressibi-
lidade para o fluido. Esta observagio motivou um esquema de discretizacdao baseado na
separagao de operadores e é conhecido como o método de projegio ou o método de passo
fracionério. Neste método, os cdlculos da velocidade e da pressio sao realizados por in-
termédio de dois passos: um preditor e outro corretor. No primeiro passo, um campo de
velocidade auxiliar é calculado, resolvendo-se a equacio da quantidade de movimento sem
considerar o termo da pressao e a condi¢ao de incompressibilidade. No segundo passo, de
acordo com o teorema de decomposicao de Hodge (Chorin e Marsden [7]), a velocidade
auxiliar € projetada no espago dos campos vetoriais com divergente zero para determi-
nar a pressao (ou corregao de pressao) e a velocidade correta (que satisfaz a condicao de
incompressibilidade).

4.2 Métodos de projecao: explicitos e semi-implicitos

Como foi descrito na Segao anterior, o método de projecio est4 baseado no desacoplamento
do calculo da velocidade e da pressao. Vérias propostas foram apresentadas [3], [6], [23],
[46] e as principais diferencas entre elas residem nas expressoes para o calculo da velocidade
auxiliar e para o passo de proje¢ao. Exemplos da aplicabilidade dos métodos de projegao
em problemas praticos podem ser encontrados em [10], [11], [27], (28], [34], [36], [43]. A
seguir, apresentam-se dois métodos explicitos, um de primeira e outro de segunda ordem

no tempo, e um semi-implicito de segunda ordem no tempo.
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4.2.1 Um método explicito de primeira ordem no tempo

O método explicito a ser apresentado estd baseado na aproximacdo de primeira ordem
no tempo, (4.3), para as equagoes de Navier-Stokes. Estas aproximacoes serao resolvidas
através do método de projegao, que serd dividido em trés passos:

Passo 1: Calculo de uma velocidade auxiliar, u*, da equagao da quantidade de movi-
mento do sistema (4.3), sem considerar a condi¢ao de incompressibilidade:

* n

pGL§§L4wu-VuV) ~Vq+V.[2ud]" + £, (4.5)
CCu") = hy-, (4.6)

I

onde ¢ é uma aproximagao para p™*! e CC é algum tipo de condi¢ao de contorno
para a velocidade auxiliar.

Passo 2: Projecao da velocidade auxiliar:

At
ut = u”+1+7v¢, (4.7)

V.out = 0. (4.8)

Para calcular u™*! de (4.7) é necessério conhecer o campo ¢. Aplicando-se o opera-
dor divergente a equagao (4.7) e usando a igualdade (4.8), tem-se uma equacao de
Poisson para ¢

29— P o. 4
V= V-u, (4.9)

A solugao desta equagao serd obtida uma vez definida a condicdo de contorno para

Q.

Passo 3: Determinacao da pressao (atualizagao da pressao). Para isto serd usado o se-
guinte fato: equagoes (4.5) e (4.7) aproximam a equagao (4.3). Portanto, substituindo-

se (4.7) em (4.5) e igualando-se com a equagao (4.3) obtém-se

P =o+q (4.10)
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Para este caso, o método de projegéo requer condigoes de contorno numéricas para as
varidveis nao fisicas, u* e ¢, e estas devem ser consistentes para determinar aproximacoes

da ordem do método [4].

Atualmente este método é usado, embora tenha uma forte restricio no tamanho de
passo. No ICMC/USP é usado um método similar ao descrito para desenvolver um am-
biente de simulagdo de escoamentos de fluidos em duas e trés dimensdes com superficie
livre, denominado FreFlow ([43]).

4.2.2 Um método explicito de segunda ordem no tempo

A equagao (4.4) é uma aproximagao de segunda ordem no tempo das equagdes de Navier-
Stokes. A avaliagdo dos termos advectivos e difusivos no tempo t*+1/2 pode ser feita
usando o campo de velocidade no tempo n+1/2.

Para determinar o campo de velocidade no tempo n+1/2, pode-se aplicar um método
de Euler explicito para as equagées de Navier-Stokes, com tamanho de passo igual &
metade do tamanho de passo total. Logo, na dedugio deste método explicito, além de

usar a aproximagao no tempo, equagao (4.4), é usada a seguinte aproximacio

urt+/2_qgn ' n\ _ _on ' n
Q(—. unA+t1/2 + (u- Vu)") :O'Vp + V. [2pd]" + £, )

As duas aproximagoées no tempo, (4.4) e (4.11), correspondem & aplicacio de um
método explicito de Runge-Kutta de segunda ordem no tempo para as equagoes de Navier-
Stokes.

Cada sub-estdgio do método de Runge-Kutta serd resolvida via um método de projegao,
similar ao desenvolvido na se¢do 4.2.1. No primeiro estdgio, calculam-se uma velocidade

"+1/2 ¢ uma correcio de pressao ¢"*1/2. Com estas, determinam-se a ve-

auxiliar para u
locidade e a pressao: u"*'/2 e p*. O passo de atualizagao para o campo da pressao, p",
é similar a equagao (4.10), com ¢ = ¢"*'/2. Similarmente, no segundo estégio, calculam-
se uma velocidade auxiliar para a velocidade u™*!' e uma correcio para a pressao ¢™+!.
Estas permitirao o célculo de u™*! e p"*1/2. Aqui, o passo de atualizacao para a pressao
continua sendo da mesma forma que na anterior, exceto que ¢ = ¢"*!. As atualizacdes em
cada estdgio sao consistentes com as equagoes de Navier-Stokes aproximadas no tempo.
Logo, um passo no tempo neste método explicito leva a aplicacdo de dois métodos de

projegao e, portanto, a dois célculos de velocidades auxiliares e duas solucdes de equacdes
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de Poisson.

O método descrito acima foi usado por Fernandez-Feria e Sanmiguel-Rojas [12] em
escoamentos abertos de fluidos incompressivies onde a condigao de contorno de Dirichlet
para a pressao foi adotada em partes do bordo do dominio.

4.2.3 Meétodo semi-implicito de segunda ordem no tempo

Métodos de projegao explicitos tém uma forte restrigdo no tamanho do passo no tempo.
Esta restricao pode ser evitada usando-se métodos de projecao semi-implicitos.

Os métodos de projegao semi-implicitos foram motivados pela seguinte aproximacao
de segunda ordem no tempo para as equagoes de Navier-Stokes:

dt

p<un+1_un 4 (u ) Vu)"+1/2) _ —Vp"+1/2 + V.[u(dn + dn+1)] + fn+1/2’ (4 12)
Vv - un+l =1 , .
onde o termo advectivo é avaliado mediante um processo de extrapolagao (por exemplo,

usando-se Adams Bashforth de segunda ordem)

O sistema (4.12) é uma outra versdo do sistema (4.4), onde o termo difusivo é aproxi-
mado usando a regra dos trapezios:
d” +d"*!

dn+l/2 ~
2

Foi nos anos 80, que muitas propostas apareceram para resolver estas equacoes discreti-
zadas no tempo. Trabalhos analiticos e numéricos mostraram que os métodos de projecao
introduzidos para resolver estas equagoes tinham uma aproximacao de segunda ordem
para a velocidade e de primeira ordem para a pressao (algumas referéncias bibliograficas
em [4]).

No ano de 2001, Brown et al. [4] publicaram um trabalho analitico e numérico, refe-
rente a trés métodos de projegao para as equagoes semi-implicitas e deduziram que a fonte
de aproximagcao de primeira ordem estava na inconsistente atualizacao para a pressao. Eles
mostraram que a expressao para atualizar a pressao, para os trés métodos de projecao
semi-implicitos, é dada por:

JIAN;

pn+1/2 = ¢+q VZ(P (413)
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Para um dos métodos de projecao, a condigao de contorno para a velocidade auxiliar
também teve que ser modificada para obter-se aproximagao de segunda ordem para a

pressao.

4.3 Discretizagoes adotadas

O método de solucao numérica adotado para resolver as equagoes de interagao no tempo
estd baseado no método de Runge-Kutta explicito de segunda ordem, enquanto que no
espaco é baseado no método de diferengas finitas de segunda ordem. A seguir sao apre-
sentados alguns detalhes das discretizagoes adotadas para o dominio e para os termos das
equacoes do sistema.

4.3.1 Discretizacao no espago

7

Um dominio retangular, €2, é usado para estudar a interagao fluido-estrutura. Nesse
domino encontram-se o fluido e a(s) estrutura(s) imersa(s) e, no Modelo Fisico Virtual
2 serda o novo dominio para o fluido onde a estrutura é representada por uma curva que
define o contorno que esta possui.

A discretizagao adotada para €2 estd baseada em uma malha regular. Nessa malha, as
varidveis sao distribuidas na forma apresentada por Harlow e Welch [15], conhecida como
a malha MAC. Essa malha é composta por células com arestas em duas dimensoes, Az
e Ay (por simplicidade, Az = Ay). Em uma célula com coordenadas (i, j), as varidveis
que descrevem campos escalares sao considerados nos centros das células, enquanto as
componentes dos campos vetoriais sao discretizadas nos lados das células: a componente
no eixo z nas faces laterais distam (:t)—A?—I do centro e a componente no eixo y nas faces
superior e inferior distam (i)% do centro.

Na Figura 4.1 (esquerda) apresenta-se uma tipica célula MAC com os correspondentes
indices fracionarios e na Figura 4.1 (direita) apresenta-se a mesma célula usando indices
inteiros. Esta ultima notagao tem por objetivo evitar indices fracionarios e facilitar a

implementacao computacional.

A interface (curva) onde serao calculada a densidade de forga lagrangiana do MFV, é
discretizada em um conjunto de pontos igualmente espagados com espagamento igual a

metade do espacamento da malha euleriana (Peskin [34]). O curva discretizada e os pontos
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escolhidos sao denominados de malha lagrangiana e pontos lagrangianos, respectivamente.

__U1+_1/2,j __UL:HJ

} : ; ;
[l : ! :
1 ) : 1
1

1 : ) :
1 1

Uz)'O-1/2 ® ® Ujjt1/2 Ui g ® ® Ujjt1
. Pij ! X Dij :
: : | |
l : ! 1
1 ) ! 1
Vs o = = 5 ®------- Vi i rmtiioms: 2 e ] ®-------
Vi-1/2,j Vi j

Figura 4.1: Tipica célula MAC: indice fracionario (esquerda) e adogao de indices inteiros
para o processo de programagao computacional (direita).

Para discretizar os termos contendo derivadas no espago das equacoes de Navier-Stokes:
termos convectivo, difusivo e gradiente de pressao, sao empregadas diferencas finitas cen-
tradas de segunda ordem. No Apéndice A sao mostradas as expressoes discretas para esse

termos.

4.3.2 Discretizacao temporal da densidade de forga lagrangiana

A densidade de forca lagrangiana calculada pelo Modelo fisico virtual, é dada por:

ou
F(Xx,t) = (p; + plu- Vu) +Vp = V- (2ud)) (X, ). (4.14)
Esta pode ser expressa da seguinte forma
o L
(X, 0) = p22X0 0 | i, ), (4.15)

ot
onde:

G =p(u-Vu)+ Vp—-V-(2ud).

Lima e Silva et al.[25] chamaram o primeiro termo do lado direito da equacio (4.14)

de forga de aceleragao e discretizaram-lo da seguinte forma:

(911(Xk, t) Vk — Uyk

FalXit) = p—5— = p(—Fx;),

(4.16)
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onde: V. e uy sao a velocidade da interface e a velocidade do fluido no ponto X,
respectivamente. Esta expressao é vélida se a velocidade V. da interface é conhecida no

respectivo tempo de integragao.

A aplicacao do método de Runge-Kutta de segunda ordem implica na determinacao
de duas vezes a densidade de forga lagrangiana, uma em cada estagio do método. A
expressao para a forga de aceleragio da equagao (4.15) é aproximada e esta depende do
estdgio no qual estd-se calculando e da condigao de movimento da estrutura (velocidade
prescrita ou nao). A seguir, sao dadas expressoes para a densidade de forga lagrangiana
baseada no estdgio e na condicao do movimento para a estrutura.

Caso 1: velocidade nao prescrita

Em muitos problemas de interacao fluido-estrutura a velocidade da interface ou da
estrutura nao é conhecida até as equagoes dos sistema serem resolvidas.

O célculo da densidade de forga lagrangiana faz uso da velocidade da interface para
impor a condicao de contorno na interface. Devido ao fato desta nao ser conhecida no
instante atual, o cdlculo da densidade de forga lagrangiana deve ser determinado mediante
processos que dependem do método numérico empregado para o sistema.

Aqui usa-se o método de Runge-Kutta explicito de segunda ordem para resolver as
equagoes do sistema, portanto, informagoes do tempo anterior sao usadas para determinar
a densidade de forga lagrangiana.

O célculo da densidade de forga lagrangiana no primeiro estdgio emprega os pontos
(X},t"). Para aproximar a forga de aceleragao usa-se uma aproximagao regressiva. Logo,
a densidade de forca lagrangiana tem a seguinte forma:

u”(X3) —un2A(XE)
0.5At

F(X},t") = p )+ G(X§, ). (4.17)

Na equacgdo (4.17), os campos de velocidade u™(X}) e u™ "/?(X}) devem ser definidos
com a condicao de se impor a condi¢ao de contorno na interface. As seguintes relagoes
sao usadas para estes campos:

u(Xp) = Vi,
wVAX]) A (XK.

A expressao para a densidade de for¢a no primeiro estdgio é dada por:

Vi —ujy

F(X],t") = o~

) + G(X, th). (4.18)
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. . o 1/2
Para o segundo estdgio a densidade de forga lagrangiana é aplicada nos pontos (X /2 ¢n+1/2),

Neste caso, a forca de aceleragao é aproximada usando diferenca centrada. Entao

n+1 n

u —u

P2, 6m17%) = p(——

)(Xn+l/2) + G(Xn+1/2 tn+1/o) (419)

- . 1/2 +1/2

Similarmente, as velocidades u™(X}*%) e u*(X}*/?) devem ser calculadas com a
) k k

condigao de satisfazer a condicao de contorno na interface. Para isto, usam-se as seguintes

relagoes:

un+l(Xz+1/2) 2un+1/2(Xz+1/2) N un(XZ+1/2)
u"(XZH/?) . n+l/2(Xn+1/2)

Q

bl

un+1/2(X:+1/2) _ Vn+1/2
Substituindo-se tais expressoes na equagao (4.19) e fazendo operacdes obtém-se:
Vn+1/2 un+1/2)

fk
0.5At

F(XG/2,m4172) = o )+ G2, i), (4.20)

Caso 2: velocidade prescrita

Exemplos de estruturas com velocidade conhecida, isto é, velocidade prescrita, podem
ser encontrados em muitos sistemas de interacao. Por exemplo, rotaciao de cilindros,
helices de um helicéptero, etc.

Para estas estruturas com velocidade prescrita, a determinacao de sua posi¢ao no
tempo pode ser feita integrando-se as equagoes de translagao e de rotagao. Por exemplo,
no caso de o movimento da estrutura ser unicamente de translacao, a posi¢ao da estrutura

é obtida, resolvendo-se:
dXy

dt
onde V} é a velocidade dada da interface.

Vk)

Tanto a velocidade como a posicao da estrutura sao conhecidas em todo tempo e estas
podem ser usadas na determinagao da densidade de forga lagrangiana. Assim, no primeiro
estdgio do método, a densidade de forca lagrangiana é aplicada nos pontos (X"“/ ? ).
Para a forca de aceleracao, é usada uma aproximagao progressiva. Logo, a densidade de
forca lagrangiana terd a seguinte expressao:
un-H/? —un

F n+1/2 Im _
(X ) = Al 0.5At

JXT) + GEXEH2 ). (4.21)
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Novamente, campos vetoriais devem ser aproximados em (4.21). Usando-se as seguintes

relagoes
u"+1/2(XZ+1/2) _ VZ+1/2,
n n+1/2 n
u (Xk+ / ) = Ugk,
tem-se
VZH/Q —u’; 2
F(XH2 ) = p( L)+ GXTH2 ). (4.22)

0.5At

No segundo estégio, a densidade de forga lagrangiana é aplicada nos pontos (X1, ¢7+1/2)
e a derivada temporal é aproximada por diferencas centradas -

n+l _ . n
F(XJH, 1772) = p( =) (X) + G(XGH, e7H172), (4:23)
onde
un+1(x[r:+l) = VZ+1,

n n+1 —~ n+1/2
ut (X)) o~ oup
Logo, a densidade de forca lagrangiana neste segundo estdgio é dada por:

Vn+1 _ nt+1)2
k

F(XPH ¢ +172) = pf k) GXP gnt1/2y, 4.24
k At k

4.3.3 Condicao de estabilidade

A estabilidade do método depende do passo no tempo. Para métodos explicitos de Runge-
Kutta aplicados as equagdes de Navier-Stokes, a restricio do passo no tempo para o
método ser estavel é dada por ([31]):

At = 7 min(Aty, Aty), (4.25)

onde

Az A
Aty < min( ==

|u|max, I'Ulmax
(Az)*(Ay)?
(Az)* + (Ay)*

e 7 é um fator de seguranga, cujo valor estd no intervalor [0,2:0,6]; |u|max € |v|max S30 O

), (4.26)

1
Aty < — (427)
2v

valor da norma do maximo das componentes u e v da velocidade, respectivamente. A
restrigao (4.26) é devida ao termo advectivo, enquanto que a restrigao (4.27) é devida ao
termo difusivo das equagées de Navier-Stokes.
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4.4 Condicoes de contorno numeéricas

As equagoes de Navier-Stokes requerem, além de uma condi¢éo inicial, condigoes de con-
torno para a velocidade, para serem completamente determinadas. Estas podem ser, entre
outras, condigoes de contorno do tipo Dirichlet e/ou Neumann.

Devido ao uso do método de projecao para resolver as equagoes de Navier-Stokes,
condigbes de contorno numeéricas adicionais sao requeridas para a solu¢do numeérica ser
determinada. Estas condigoes de contorno adicionais tem origem no desacoplamento do
célculo da velocidade e da pressao das equagoes de Navier-Stokes, que empregam duas
varidveis adicionais, u* e ¢. Estas condig¢oes de contorno sao numéricas, devido & natureza

destas varidveis auxiliares, nao representando propriedades fisicas do escoamento.

Alguns autores que usaram o método de projegao para resolver as equacoes do es-
coamento adotaram condigoes de contorno periédicas para o campo de velocidade e de
pressao do fluido [34, 38, 37]. Neste caso, é obvia a escolha da condigao de contorno
periddica para as varidveis ¢ e u*. Para outras condigoes de contorno das equagoes do
fluido deve-se determinar condi¢oes de contorno apropriadas para estas variaveis. Devido
a relacao (4.7), condigoes de contorno para ¢ e u* devem ser consistentes com a condigao
de contorno para a velocidade do fluido.

No caso de se ter condigoes de contorno do tipo Dirichlet para a velocidade, isto €,
u=up, x€dQ,

e supondo que a condigao de contorno para a velocidade auxiliar, u*, é dada pela mesma
expressao que para a velocidade do fluido, isto é,

u' =u, x€0Q,

pode-se determinar uma condigao de contorno para a variavel ¢ usando-se a equagao (4.7).

Aplicando-se o produto interno na equagao (4.7) com o vetor normal obtém-se a se-

guinte condigao de contorno para a varidvel ¢,

Vé-n=0.

Esta é uma condi¢ao de contorno do tipo Neumann homogénea para a variavel ¢.

Condicgoes de contorno nao consistentes para as varidveis auxiliares e/ou atualizagoes

nao corretas para a pressao podem influenciar na convergéncia do método de projecao
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adotado. Brown et al. [4] apresentaram modificagoes nas condigoes de contorno e/ou
atualizagoes da pressao que eram usadas por trés métodos de projecao semi-implicitos de
segunda ordem no tempo e no espago e que tinham uma convergéncia de segunda ordem
para a velocidade e de primeira ordem para a pressao. Com estas modificagoes, foram

obtidas convergéncia de segunda ordem para a pressao nos trés métodos de projecao.

4.5 Algoritmo de Runge-Kutta para a interacao fluido-

estrutura

O algoritmo para o estagio l = 1, 2 do RKE2 aplicado é:

B
Dados: X, Ve, w,X.,0 e u,qg~pem 5

1. Calculam-se F™+'7 e f"+'5" usando equagao (3.4) e (3.16), respectivamente.

2. Calcula-se (u*)”+% :

*n+L_ n =1 =
((U) :-u Tt (4.28)

: i (5}
3. Determinam-se u**2 e p"t =z :

At
(w)™z = u”+%+—alp Va, (4.29)
V.outr = 0, (4.30)
T = T 4 (4.31)

n I; “_—1‘ ~ .
4. Calcula-se Ff: Z e T'}: 2 usando-se equagao (3.21) e (3.22), respectivamente.

!
. n+sz 1
5. Determine-se V. 2 e w™tz:

N~

AVAREI Vol ni-ligt
M, )Y = G.+F, 2, 4.32
n+ it PN ;| npl=l
L2,y — T,j 7 (4.33)

a At
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1
. n+z L
6. Determina-se X, 2 e g7z

Xc 2 —X? n-‘.—'“—l
Ve %, 4.34
ap At ( )

9n+i —_ 9 n+’;l‘
AL w7, (4.35)

7. Determina-se X:+§
n+i nti izl a1

X, =X 24+ AKX 7 =X."7), (4.36)

onde A é uma matriz de rotagdo que depende do angulo df = gtz — om.

a;=05eay;=1.0

As equagoes (4.29) e (4.30) do passo 3 do algoritmo geram uma equagao de Poisson

para ¢;. Esta equagao é resolvida usando-se rotinas do FISHPACK [40].



CAPITULO 5

Resultados numéricos

Neste capitulo apresentam-se resultados de validagoes numéricas e de estudos do compor-
tamento da modelagem matemética para interacao fluido-estrutura rigida via o Método
da Fronteira Imersa/Modelo Fisico Virtual (MFI/MFV).

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na primeira se¢ao sao apresentados os
elementos matematicos usados para avaliar o comportamento quantitativo da metodologia.
A validagao do método de solugao das equagoes do fluido é apresentada na Secao 5.2. Na
Secgao 5.3 4 apresentada a validagdo do MFV com um problema de interagao parcial. Os
resultados de um estudo do comportamento da aplicagao do MFV em um problema de
interagao total para o qual nao sdo conhecidas solugoes analiticas e/ou experimentais sao
apresentados na Segao 5.4. Finalmente, sao apresentados os resultados da aplicacao do
MFV para um problema de interagao parcial e total na Secao 5.5

5.1 Preliminares: normas e estudo de convergéncia

Neste trabalho sao apresentadas simulagoes bidimensionais de problemas de interagao
fluido-estrutura. O dominio do estudo é um conjunto retangular Q = [a,b] x [c,d] C R%.
Uma malha regular para o dominio é usada e as varidveis do fluido sao discretizadas
numa malha MAC (Mark and Cell). Nesta malha MAC as varidveis que descrevem campos
escalares sao considerados no centro das células, enquanto que as componentes dos campos

vetoriais sao considerados nos faces das células.

Em uma malha MAC trés conjuntos de pontos podem ser diferenciados: o conjunto de
pontos onde variaveis escalares do fluido sao calculados, Qﬁ; o conjunto de pontos onde a

primeira componente das varidveis vetoriais do fluido sdo calculadas, Q" e o conjunto de

50
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pontos onde a segunda componente das varidveis vetoriais sdo calculados, Q. Normas |||,
llll2 € ||]lcc Podem ser definidas para as varidveis escalares e vetoriais usando os respectivos

conjuntos de pontos descritos acima.

As normas ||||1, ||||2 €]l para uma variavel ¢ definida em Qz, serd denotada por:

2\ 1/
lgl, = (3 lol'nd) ™, a=1.2, (5.1)
keah
o = max ; 5.2
] e |91 (5.2)

onde ¢} é o valor de ¢ no centro da célula k = (k1, ks), de quem o comprimento e largura
é hy.

Se 1) = (11, 12) é um vetor variavel com 1, definido em Q" e 1, definido em Q”, entao:

1/q o
“d’”q = Z |w1i|qh’§ + Z |¢2'|qh’? , ¢=1,2, (‘3'3)
; ) )
ieqQh jeah
lblloe = max{max opy;], max g} (5.4)
1eQh Jeah

Para analisar numericamente a convergéncia do método, sera suposto que a solugao
fornecida por ele tem expansao assintética nas poténcias do espagamento da malha. Nas
malhas uniformes empregadas, por exemplo, a funcao escalar ¢ tem solugao numérica
o(x,t, h) a qual, por hipétese, pode ser escrita na forma assintética

O(x,t, h) = pe(x,t) + Eq(x, t)h? + Eqa (x, t)h7 + ...
para h suficientemente pequeno, onde ¢.(x,t) é a solugdo exata e os coeficientes E;(x, t),

i=q,q+1,...,independem de h.

Se a solugao exata é conhecida, apés ter sido encontrada a solugao aproximada ¢(x, ¢, h)
para algum h, calcula-se para o mesmo ponto (x,t) a aproximacao ¢(x,t,h/2). Assim

obtém-se, em primeira aproximacao,

O(x,t,h) = de(x,t) + Ey(x,t)h7,

]q
o(x,t, h)2) = ¢,(x, 1) + Eq(x,t)%.
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Das duas aproximacoes anteriores, os erros entre a solu¢ao exata e as aproximadas para

malhas de espagamentos h e h/2, satisfazem a razao

“d)(x) tw h) - ¢)e(x’ t)” ~ 24
”¢(X,t,h/2) - ¢e(x1t)“ ’

onde a norma utilizada pode ser (5.1) ou (5.2).

Seguindo este raciocinio, para aproximagoes de fungoes vetoriais que tem uma expansao

assintotica, obtém-se

t,h) — ve(x,t
“V(X7 i, h‘/2) - Ve(X, t)”
onde v.(x,t) é a solugdo exata e, mais uma vez, ||.|| representa qualquer uma das normas,
[|-l|2 ou ||.||co, definidas em (5.3) e (5.4), respectivamente.

Fazendo-se uso de (5.5) (ou (5.6)), tem-se que a razao entre os erros, na malha de
espacamento h e h/2, para métodos de ordem ¢ =1, 2 e 3, devem ser aproximadamente
2, 4 e 8, respectivamente.

5.2 Validacao do método de projecao explicito

Para examinar a resolugao numérica das equagoes de Navier-Stokes separadamente, um
b

problema modelo “suave” é utilizado, evitando-se termos for¢antes singulares como o dado

em (3.3). Nenhuma fronteira imersa serd definida e o termo forcante f provira de forcas

exteriores.

O problema suave a ser usado na verificagdo numérica da ordem de convergéncia é
definido no dominio 2 = [0, 1] x [0, 1] cuja solugao exata para o campo de velocidade e
pressao sao (Lai [28]):

at

t
o« ~l
S—

u.(x,t) = aj.sin(b; - x+ wy.t) + as.sin(by - x + wy.t), (
pe(x,t) = c¢y.sin(by - x + wy.t) + c.sin(by - X + ws.t), €

onde

a; = (_172)a Ay = (21_2)1
b; = 27(2,1), by = 27(1,1),

ci = C2:1, w1=w2:‘w=0.1.
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Com termo forgante dado f = (f., f,), sendo

fz(x,t) = p[—w(cos A —2cosB) + dn(sin(A — B)] + 27(2 cos A + cos B)

—4um*(5sin A — 4sin B) (5.9)
fy(x,t) = p[2m(cos A — cos B) + 4m(2sin B cos A — sin A cos B)] + 2m(cos A + cos B)
—4pun*(4sin B — 10sin A), (5.10)

onde
A =drx + 27y + wt e B =2nz + 21y + wt.

5.2.1 Caso 1: Condicao de Dirichlet para a velocidade

Neste caso usou-se os seguintes parametros para as variaveis do fluido, assim como as
condigoes de contorno numeéricas para as variaveis auxiliares do método de projegao cor-
respondentes & condi¢ao de contorno para u ( Segao B.2 do Apéndice B)

e p=1,09/cm? u=1,0E -3 g/cm s;

e u(x,0) = u.(x,0);

At = AzP 2

CC(u*) = CC(u) e 22 =0

tf :0,18

Na Tabela 5.1 sao apresentadas as normas dos erros e seus quocientes consecutivos
para o calculo da velocidade do fluido, com um tempo ¢ = 0, 1, para malhas de tamanho
N x N, N=16, 32, 64, 128, 256. Comparando as razoes calculadas desta tabela com a
restrigao (5.6) pode se dizer que o método é uma aproximagao de segunda ordem para as
consideracoes adotadas.

5.2.2 Caso 2: Condigcao Neumann para a velocidade

Neste estudo usam-se os mesmos valores para os parametros do fluido que no estudo
anterior, enquanto que as condi¢oes de contorno numéricas para as varidveis auxiliares

sao diferentes e estas sao as seguintes (Segao B.2 do Apéndice B)
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pus _ ou
e Sh=5medlr=0

Usando-se as condigoes indicadas acima encontrou-se as normas dos erros no célculo
da velocidade mostradas na Tabela 5.2 para um tempo t; = 0.1 e para as normas Ly e Ly
e malhas de tamanho N x N, N=16, 32, 64, 128, 256. Nessa mesma Tabela, apresentam-
se os quocientes das normas indicadas entre malhas de tamanhos N x N e 2N x 2N.
Observe-se que o valor deste quociente comporta-se como dado pela equagao (5.6).

Malha | ||u — u.||z, | razao |lu — uallL, | razao
16 3.631986e-01 8.469929e-01
32 1.006141e-01 | 3.6098181 | 3.312879-01 | 2.5566672

64 2.711418e-02 | 3.7107558 | 1.746493e-01 | 1.8968751
128 6.149209e-03 | 4.4093769 | 3.503684e-02 | 4.9847332
256 1.456337e-03 | 4.2223805 | 6.034676e-03 | 5.805919

Tabela 5.1: Método de projecao com condigdes de contorno do tipo Dirichlet para a
velocidade: erros cometidos no campo de velocidade e razao entre eles, no tempo ¢y = 0, 1s.

Malha | |[u — u.l||z, | razao lu — ugllz., | razao
16 7.820090e-01 2.498489e+-00
32 1.952529¢-01 | 4,0051082 | 4.422158e-01 | 5,6499315
64 4.087282e-02 | 4,7770841 | 9.754564e-02 | 4,5334246
128 1.416421e-02 | 2,8856406 | 3.212181e-02 | 3,0367417
256 2.790854e-03 | 5,0752243 | 6.581764e-03 | 4,8804257

Tabela 5.2: Método de projecao e condigdes de contorno do tipo Neumann para a veloci-
dade: erros cometidos, no campo de velocidade, e razao entre eles no tempo ty =0, 1s.

Para ambas as condi¢des de contorno da velocidade obteve-se que o método é de

segunda ordem, a ordem esperada teoricamente.

5.3 Validacdo do MFI/MFV: Escoamento de Couette

Circular

Problemas fisicos com solucdo analitica e/ou experimental sao usados para validar mode-

lagens matematicas. Por exemplo, Arruda [1] validou o modelagem matematica do MFV
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usando dois problemas conhecidos: escoamento de Poiseuille, cuja solucao analitica é co-
nhecida e escoamento em uma cavidade, cujos resultados experimentais sao reportados.
Os resultados apresentados por Arruda tiveram boa concordancia com a solucao analitica

e solugao experimental.

Um outro problema cuja solugdo analitica é conhecida é o escoamento de Couette
circular. Este problema é um caso especial do escoamento de Couette Taylor, que consiste
no escoamento de um fluido na regiao entre de dois cilindros concéntricos. Um ou ambos
cilindros giram com velocidades constantes ao longo do eixo comum (Figura 5.1-(a)).

(b)

Figura 5.1: Plano transversal “Q” ao escoamento de Couette circular (a); dominio bidi-
mensional, 2, considerado na modelagem do MFV (b).

O escoamento de Couette circular corresponde ao caso em que o regime do escoamento
¢ estaciondrio. Este escoamento acontece se o niimero de Taylor T, < 100. No caso do
cilindro interno estar em movimento e o externo parado, o ntimero de Taylor tem a seguinte

definigao:
T — p(wy Ry)gap
a—
7
onde: gap € a distancia de separacao entre os cilindros; w; e Ry sao a velocidade angular

e o raio do cilindro interno.
Em geral, a solucao exata para o escoamento de Couette circular é dada em coorde-
nadas cilindricas por:
u = (u,, ug,u.) = (0,v(r),0)
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onde:
B
v(r) = Ar + - (5.11)

sendo A e B constantes a serem determinados pela condi¢ao de contorno nas paredes. O

valor dessas constantes sao:

wari — wyr?
A = 2 2
T3 —T1
2,.2
(wy; — wy)rir
B )12.

-]

Uma expressao para a velocidade em coordenadas cartesianas é dada por:

u = v(r)(—sen(6), cos()). (5.12)

Parametros de simulagao

Para representar a presenca dos cilindros do escoamento de Couette circular no dominio
bidimensional euleriano sao usadas duas malhas lagrangianas. A primeira malha repre-
senta o primeiro cilindro interno, de raio R; e a velocidade de rotacao w; a segunda malha
representa o segundo cilindro, externo, de raio R; e velocidade de rotagao w, (Figura 5.1-
(b)). Neste trabalho é simulado o caso em que o cilindro interno esté girando em sentido

anti-horario e o cilindro externo esta parado.
Os parametros da simulagao sao
e Q=[0,1,875] x [0,1,875]
e p=1,09/cm? p=0,01g/cms
e R; = 0,15625cm, Ry = 0,65625cm, gap= 0, 5¢cm, Ry/ Ry = 4,2
o w; = 2,0rad/s, wy = 0,0rad/s
e Condigao inicial: u(x,0) = (0,0)

e Condicoes de contorno no limite externo euleriano para a velocidade é Dirichlet

homogénea

e As condigoes de contorno para as varidveis auxiliares sao as dadas na Secdao B.2 do
Apéndice B.

o T, = fﬁTLE = 15,625.
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Simulagoes foram feitas para trés diferentes tamanhos das malhas eulerianas e la-
grangianas. Na Tabela 5.3, apresentam-se as descrigoes associadas as malhas euleriana e
lagrangianas, onde: npll e npl2 sao a quantidade de pontos lagrangianos para o primeiro
e segundo cilindro, respectivamente, e NCgap é a quantidade de células eulerianas de

separacao entre os cilindros.

N; =N, | npll | npl2 | Az NCgap | At

60 64 264 | 0,031250 16 [1,0E-5, 1,0E-3]
120 128 | 528 | 0,015625 32 [1,0E-5, 1,0E-4]
240 256 | 1056 | 0,007812 64 (1,0E-5, 1,0E-4]

Tabela 5.3: Escoamento de Couette circular: tamanho das malhas eulerianas e lagrangi-
anas

A condigao de contorno de Dirichlet homogeénea para a velocidade é usada para guardar
a relagao com a velocidade de rotagao nula do cilindro externo. O critério para determinar
se o regime estaciondrio foi atingido é baseado em [31]:
O(u,v) €
=5 llmaz < =7
ot NN,

onde o valor de € é uma constante, e neste caso adotou-se o valor de 0,001.

E computada, na regiao anular dos cilindros concéntricos, a norma méxima do erro
entre a solu¢io numérica dada pelo MFI/MFV e a solucdo exata , equagao (5.12), assim
como a razao dos erros para malhas N x N e 2N x 2N. Os resultados da Tabela 5.4
mostram uma convergéncia de primeira ordem. Esses resultados eram esperados, pois o
Método de Fronteira Imersa é um método de primeira ordem, conforme discutido em [1],
(8], [28], entre outros.

N | ||u — ta|lmax | razao
60 | 4,27602e-02
120 | 2,29318e-02 | 1,864668
240 | 1,10977e-02 | 2,06

Tabela 5.4: Erros entre a solugao exata e numérica para o escoamento de Couette utili-
zando MFI/MFV

Resultados do erro maximo entre a velocidade lagrangiana da interface e a veloci-
dade do fluido na interface sao reportados na Tabela 5.5 onde os resultados mostram um

comportamento de segunda ordem.
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N |luky — ueki||max | razao |luks — ueks||max | razao

60 | 3,25655e-03 1,81100e-04

120 | 6,16178e-04 5,28508 3,70857e-05 4,8832839
240 | 1,73282e-04 4,8251266 | 7,71994e-06 4,8038845

Tabela 5.5: Erro do méaximo entre a velocidade lagrangiana e a velocidade do fluido na

respectiva malha lagrangiana obtidos através do MFV.

As Figuras 5.2 e 5.3 mostram o campo da pressao e as linhas de corrente, respectiva-

mente, associadas ao escoamento de Couette circular.

Observa-se que a pressao é maior ao redor da interface correspondente ao cilindro
externo do que aquela correspondente ao cilindro interno, e uma redugao nao linear da
pressao pode ser observada na regido anular. Tais comportamentos sao qualitativamente

consistentes.

As linhas de corrente da Figura 5.3 mostram trés comportamentos importantes obtidos
pela metodologia: (1) as linhas de corrente ao redor do cilindro interno seguem o sentido
anti-horério de rotacao deste cilindro tanto fora deste quanto no seu interior; (2) as linhas
de corrente ao redor do cilindro externo sao contra-rotativas o que reflete a recuperagao
da condigao de contorno de nio deslizamento modelada virtualmente sobre este cilindro;
e (3) linhas de corrente ao redor da fronteira do dominio euleriano, v = 0f), apresentam
recirculacoes na vizinhangas dos cantos deste dominio. Observa-se que o escoamento
externo ao canal anular é induzido puramente pelo campo de forga avaliado pelo MFV.
E interessante perceber que células secundérias foram capturadas nos quatros cantos do
dominio.

5.4 Péndulo imerso em um fluido

Este problema consiste em um péndulo imerso em um fluido contido em uma caixa fechada.
Inicialmente o sistema fluido-péndulo encontra-se em repouso com o péndulo posicionado
de modo a formar um angulo § > 0 com o eixo -y (Figura 5.4). Aqui o péndulo é

representado utilizando-se um cilindro.

A solucao analitica para este problema nao é conhecida, embora o comportamento
fisico da dindmica do péndulo seja conhecida. A diferenca deste problema com o do

escoamento de Couette circular é que nao se conhece a priori a velocidade do corpo imerso,
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-0.00405577
-0.0107072

Figura 5.2: Escoamento de Couette circular: campo de pressdo (malha 60 x 60).

0.304911
0.284583
— 0.264256

1 0.243929
0.223601
4 0.203274
0.182946
0.162619
0.142292
0.121964
0.101637
0.0813095
0.0609821
0.0406548
0.0203274

Figura 5.3: Escoamento de Couette circular: linhas de corrente (malha 60 x 60).



5.4 Péndulo imerso em um fluido 60

esta é determinada no processo de integragao das equagées. Este problema, apesar de sua

configuracao geométrica simples, j4 caracteriza um problema de interagao fluido-estrutura.

Para determinar a dindmica do péndulo no fluido deve-se integrar as equagoes as-
sociadas ao seu movimento. Para tal é necessirio determinar o campo de forgas total
atuando sobre ele. Neste caso, além da forga de gravidade e de empuxo tem-se a forga
fluidodinamica atuando sobre ele.

Na Figura 5.4 é apresentado o diagrama de forgas que atuam no péndulo. Descompondo-
se as forgas nas direcoes radiais e tangencias ao movimento e usando o fato de que a
trajetéria do péndulo é conhecida, tem-se que a resultante das componente das forgas na
direcdo radial sempre é nula, enquanto que na diregao tangencial nao necessariamente o
6. Portanto, tem-se uma equagao para o movimento tangencial devido & resultante das
forgas de agao nessa diregao.

Figura 5.4: Péndulo imerso em uma caixa contendo um fluido.

Solugao numérica via o MFI/MFV

Para representar o péndulo imerso num fluido é considerada uma malha lagrangiana cujos
pontos sao provenientes da discretizagdo de uma circunferéncia de raio R. A corda que
suspende o péndulo nao é considerada diretamente no fluido. A presenca da corda é

imposta assumindo-se que néo haja movimento na diregao radial.

O algoritmo pode ser resumido por:

e Dada a posicdo inicial do péndulo 6°, calcula-se a forga resultante sobre ele, levando

en conta o peso, 0 empuxo e o arrasto;
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e Com esta forca resultante projetada na dire¢ao tangencial da sua trajetdria, calcula-

se sua aceleragao angular;
e Calcula-se sua velocidade angular e transporta-se o péndulo para nova posigao 6';

e Com a velocidade angular determinada 6° e com os campos de velocidade e pressao

eulerianos calcula-se a forga lagrangiana pelo MFV;

e Resolvem-se as equagdes de Navier-Stokes para a nova posigao 6! levando-se em

conta a forca lagrangiana do passo precedente (forga explicita);

e Conhecidos os campos de velocidade e pressdo eulerianos recalcula-se o novo campo

de forgas lagrangiano, transporta-se o péndulo e reinicia-se o processo.

Os seguintes parametros sao considerados para o péndulo e para o fluido:

Sistema de unidades CGS

e Q=1[0,0,6,0] x [0,0, 2,0] (dimensao do dominio)

p=1,0g/cm® p=50E —3g/cms

R =0,125cm

e p.=3,0g/cm?®

e L, =1,0cm

o g = (0,0, -980,67) cm/s*

e Posicdo inicial do pendulo = (3,98, 1,83)cm (6° = 1.4rad)
e Condicdo inicial: u(x,0) = (0,0)cm/s

o Condicdes de contorno para a fronteira externa para a velocidade é Dirichlet ho-
mogénea

e As condicoes de contorno para as variaveis associadas sao as dadas na Segao B.2 do
Apéndice B.
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A simulagao numérica foi feita numa malha euleriana de tamanho N, x N, onde: N, =
1536 e NV, = 512 (Az = Ay = 3,90625 x 107?) e considerou-se npl = 816.

A Figura 5.5 mostra a histéria temporal do deslocamento angular, 6, que o péndulo faz
com o eixo y. Este valor decresce conforme passa o tempo. Observa-se que o médulo das
amplitudes quando o péndulo movimenta também decresce. Um comportamento similar
para a velocidade angular é observado na Figura 5.6. Observa-se que o periodo das
oscilagoes se mantém praticamente constante, como prevé a teoria de sistemas dindmico

nao amortecidos.

1.5 | ;
I i
| |

i e e i Emm e — - -

1.0

05F------F--- e R D

O [rad]

e b b o b g Vv by v b b b by

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18
t[s]

Figura 5.5: Péndulo imerso num fluido: histéria temporal do angulo 8 (rad).

Na Figura 5.7 e 5.8 mostram-se o valor do nimero de Reynolds definido com Rep =

U;D, onde U, é a velocidade do cilindro que depende do tempo, e o médulo da forga
fluidodindmica atuando no corpo (Fp), respectivamente. O mdaximo numero de Re é
aproximadamente 800 e é atingido para § = 0 no primeiro ciclo do péndulo. Ambas

figuras mostram que estas grandezas decrescem conforme passa o tempo.

Na Figura 5.9 mostram-se o valor absoluto das diferengas entre a forca total Fr que
atua sobre o cilindro (levando-se em conta o arrasto Fp, o peso W e o empuxo E) e a
for¢a peso menos o empuxo, Fywg e a forca de arrasto, Fp. Percebe-se que a forca Fywg
(diferenga entre peso e empuxo) é predominante sobre a forga de arrasto na fase inicial do
problema. A medida que o tempo passa o arrasto assume uma magnitude similar ao peso
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Figura 5.7: Péndulo imerso em um fluido incompressivel: histéria temporal do niimero de

Reynolds.
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| Fp | [d]

Figura 5.8: Médulo da forga total fluidodindmica Fp atuando no corpo (dinas).

menos o empuxo. Este resultado é fisicamente consistente, uma vez que o amortecimento

viscoso é menor que as forcas aceleradoras. Isto explica o porque do elevado nimero de
ciclos necessérios para levar o cilindro ao repouso.
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Figura 5.9: Médulo da diferenca entre a forga total atuando na dire¢ao do movimento e
as contribuicoes Fwg e Fp.
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5.5 Canal-cavidade com valvulas cilindricas

No trabalho de Arruda [1] foi apresentada a simulagao numérica, utilizando-se MFI /MFV,
do escoamento de um fluido no interior de um conjunto canal-cavidade onde o escoamento
é originado do movimento periédico prescrito do fundo da cavidade. Os resultados obtidos
por Arruda [1] foram muito promissores, demonstrando que este tipo de modelagem pode
ser aplicado a problemas praticos de alta complexidade. Nesse contexto, o presente tra-
balho é uma extensdo da aplicacio da metodologia MFI/MFV para um estudo preliminar
de um modelo simplificado de um dispositivo de bombeamento.

O modelo simplificado do dispositivo de bombeamento estd representado por um con-
junto canal-cavidade com duas contragdes, localizadas na entrada e na saida do canal,
e dois cilindros, como apresentado na Figura 5.10. O fundo da cavidade se movimenta
com velocidade periédica imposta V/(t). O movimento dos cilindros é restrito a diregao
horizontal, e é promovido exclusivamente pelo movimento do fluido.

O escoamento neste modelo se deve & movimentacao do fundo da cavidade. No entanto,
a dinamica do escoamento é influenciada pela interagéo do fluido com os cilindros.

0,535L
(YE N SO et S
A .
0,535L B

Figura 5.10: Representagao geométrica do conjunto canal-cavidade contendo dois cilin-
dros imersos (dimensoes em fungao do comprimento do pistao, L). Os pontos A e B sao
pontos de referéncia a serem usadas com o cilindro do lado esquerdo e do lado direito,

respectivamente.
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A seguir apresentam-se as condigdes para o problema considerado e algumas ex-
periéncias desenvolvidas com o intuito de conhecer mais sobre o comportamento da mo-

delagem matematica adotada.

5.5.1 Descri¢ao das condigoes do problema

Para esta simulagao foram especificados os seguintes parametros para o sistema fluido-

estruturas rigidas:

e Sistema de unidades: MKS
o Dominio = [0;0, 2125] x [0;0,1375]
e Densidade do fluido, p = 1,0kg/m3, e viscosidade pp = 1,7 x 10~°kg/m s
e Velocidade do pistao é dada por:
V(t) = Vpsin(20mt)[m/s], (5.13)

onde Vj é a amplitude para a velocidade do fundo da cavidade (pistéo) sendo adotado
o valor de 0,9m/s. A frequéncia do movimento do pistao é 10 Hz e o periodo é 0,1s.
Na Figura 5.11 apresenta-se o grafico da distribuicao da velocidade do pistao em

fungao do tempo.
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Figura 5.11: Velocidade periddica para o fundo mével.

e O numero de Reynolds foi calculado como Re = &ZH(’—), onde U(t) é a velocidade
do fundo mével no tempo t e H(t) é a altura da cavidade no tempo t. A Figura 5.12
apresenta o perfil do nimero de Reynols para a cavidade com fundo mével.
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Figura 5.12: Histéria temporal do nimero de Reynolds para a cavidade com fundo moével

periddica.

e A modelagem da turbuléncia foi realizada empregando o Modelo de Smagorinsky,

onde o valor da constante de Smagorinsky considerado foi Cs = 0, 3.

e As dimensoes do canal-cavidade sdo mostradas na Figura 5.10 e estas sao dadas em
funcio do comprimento da parede do fundo mével, L. Neste caso o valor adotado

para o comprimento do fundo mével é L = 0,025m.

e Os raios dos cilindros séo iguais a 6,2 x 10~m. Com este raio os cilindros formam
um angulo a = 60° no momento de contato com as paredes das contragoes como €

ilutrada na Figura 5.13

Figura 5.13: Angulo formado pelo contato do cilindro com o vértice da contragao e a
linha horizontal que passa pelo centro de massa. O comprimento linf é o valor minimo da

coordenada z, do centro de massa do cilindro com respeito ao vértice da contragao

e Os cilindros sao considerados de mesma densidade
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5.5.2 Solucao numérica através do MFI/MFV

Uma malha regular euleriana de tamanho N, x N, com N, = 340 e N, = 220 é usada.
O espacamento da malha é Az = Ay = 6,25 X 10~%m. Trés malhas lagrangianas sao
usadas: a primeira, define o contorno do conjunto canal-cavidade; a segunda, define o
contorno do cilindro esquerdo e a tltima o contorno do cilindro direito. Os nimeros de
pontos lagrangianos em cada malha lagrangiana sao: 2048 para malha do canal-cavidade,
124 pontos lagrangianos para cada cilindro. O espagamento entre os pontos lagrangianos

é tal que existe pelo menos dois pontos lagrangianos por célula computacional euleriana.

As condigdes iniciais para o sistema sao: velocidade e pressao nulas, fundo mével da
cavidade localizado na parte inferior, enquanto que a posigao fnicial dos cilindros é um

parametro a ser definido para cada experiéncia.

As condigoes de contorno para a velocidade do fluido sdo do tipo Neumann homogénea
(condigio de contorno para as varidveis auxiliares do passo de projegao estao indicadas
no Apéndice B). As estruturas rigidas na metodologia do MFI/MFV nao precisam de

condicao de contorno.
A posicao do pistao é obtida através da integracao da equagao:

dYy "
onde Y} indica a posicdo de cada ponto k da cavidade e V(t) é a velocidade especificada

em (5.13).

Para determinar a posicao dos cilindros deve-se resolver as equagoes associadas ao

centro de massa, equagoes (3.17) e (3.19).

5.5.3 Experiéncia 1: movimento horizontal livre dos cilindros

Nesta experiéncia os cilindros tém movimentos restritos a horizontal, sendo limitados a
suas esquerdas pelos estrangulamentos e podem se mover para a direita livremente, sob a

influéncia do escoamento.

Experiéncias computacionais foram realizadas considerando os cilindros com densida-
des iguais e diversas posigdes iniciais. Dois valores para a densidade dos cilindros sao
considerados, sendo que para cada um deles os cilindros foram localizados em tres dife-
rentes posigoes iniciais.
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Nas Figuras 5.14 e 5.15 apresentam-se os comportamentos temporais dos centros de
massa dos cilindros. Na Figura 5.14 mostram-se os comportamentos temporais para trés
posicoes iniciais arbitrarias dos centros de massa dos cilindros, em fungao das coordenadas
relativas aos pontos A e B (Figura 5.10), para cilindros com densidades iguais a 0,5kg/m?>.
O cilindro localizado & direita do canal, com centro de massa localizado em xcm2, tem
a mesma posicao inicial para os trés casos apresentados nesta figura. Por outro lado, o
cilindro localizado no lado esquerdo assume trés posigoes iniciais para o centro de massa
(xcml), cada vez mais afastadas das estrangulacdes, caracterizando trés experiéncias dis-
tintas. A linha horizontal na Figura 5.14 denotada por linf corresponde & posigao limite
inferior para o deslocamento dos centros de massa (mostrada na Figura 5.13).

Na Figura 5.14 (a) o cilindro da esquerda se encontra inicialmente de A em (xcml,
yem1) = (0,009, 0,005)[m] enquanto o cilindro 2 se encontra em (xem2, yem2) = ( 0,006,
0,005)[m] de B. Percebe-se que, com a ascensao do pistao, no primeiro ciclo, o cilindro
1 (da esquerda) se desloca para a esquerda e o seu centro de massa ultrapassa o limite
inferior. Isto significa que o cilindro sélido penetrou pelas paredes do estrangulamento,
mostrando uma inconsisténcia fisica que aparece devido ao fato que a metodologia da
fronteira imersa, como aplicada no presente trabalho, ndo modela corretamente o choque
do cilindro contra uma parede. Por outro lado, a varidvel relativa a xcm2 mostra que o
cilindro 2 se desloca livremente para a direita. Com o passar do tempo ambos 0s cilindros
oscilam em funcdo do movimento do pistao. No entanto, o primeiro cilindro se afasta do

respectivo estrangulamento continuamente.

Na Figura 5.14 (b) o cilindro 1 é colocado inicialmente em (xeml, yeml) = (0,017,
0,005)[m] e o cilindro 2 é colocado inicialmente na mesma posicao do caso precedente. Os
cilindros, neste caso, se movimentam oscilando, mostrando uma leve ascengao média, o
que pode ser produzido que os cilindros estao se deslocando para a direita. Assim, tem-se
uma maior estabilidade da movimentacao quando comparada com 0s casos precedentes.
Observa-se que os movimentos dos cilindros nao estio em fase com o pistao, devido as

suas inércias.

Na Figura 5.14 (c) o cilindro 1 é liberado em outra posigao (xem1, yeml) = (0,031,
0.005)[m] e o cilindro 2 na mesma posi¢ao anterior. Novamente pode-se observar uma

movimentagao mais estdvel dos cilindros, se comparada com o caso da Figura 5.14 (a).

Nas figuras 5.15 apresenta-se o movimento dos centros de massa para uma densidade
do cilindro de 1,5 (maior que a do fluido). Observam-se comportamentos similares aos da

figura anterior, com leves diferengas em relagao 4 amplitude dos respectivos deslocamen-
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Figura 5.14: Movimento livre dos cilindos: abscissas relativas do centro de massa dos
cilindros (xeml e xcm2) aos pontos A e B das contragoes; altura do fundo mével da
cavidade, ycav; valor minimo para a abscissa dos cilindros, linf. (p. = 0,5p e vo =
0,9m/s).
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tos. Percebe-se na Figura 5.15 (a) que o cilindro de centro de massa xcml, inicialmente
ultrapassa os limites de referéncia (sem sentido fisico). Isto explica-se pelo fato que o
escoamento esta em fase de desenvolvimento, onde o campo de forcas que representa a
presenca da interface nao estd ainda adequadamente quantificada. A posigao inicial dos

cilindros influencia na dinamica do escoamento.

Os resultados mostrados indicam a necessidade de melhores especificagoes que permi-

tam um melhor controle dos corpos méveis.

5.5.4 Experiéncia 2: movimento dos cilindro limitados mecani-

camente

Neste caso, os cilindros sao limitados mecanicamente através de batentes mecanicas. Na
Figura 5.16 apresenta-se uma vista de todo o dominio ilustrando a localizagao dos cilindros
em relacao aos batentes e em relagao aos estrangulamentos (pontos A e B). Estes batentes
sao modelados matematicamente por meio de imposigao de condigoes locais nulas para a
velocidade do centro de massa, isto é V., = 0.

A imposigao da velocidade nula para o centro de massa é aplicada quando a posigao
deste atinge o limite especificado. Nesse caso, tal especificagao é feita através de limita-
dores para as abscissas dos centros de massa. Cada cilindro tem associados limitantes,
e na modelagem adotada considera-se que os espagamentos entre eles sao iguais para os
dois cilindros.

Denota-se por Liml e LimS os limitantes inferior e superior para o centro de massa
dos cilindros 1 e 2, relativos aos pontos A e B (Figura 5.16). Usando-se tais limitantes,

as abscissas dos centros de massa dos cilindros (relativos aos pontos A e B) satisfazem:
LimI < xeml < LimS, Liml < xem2 < LimS.

Os seguintes valores sdo considerados para os limitantes (espagamento entre os limitantes
igual a duas vezes o raio dos cilindros)

Liml = 0,012m, LimS = LimI + 2R.

A Figura 5.17 apresenta as posicoes dos centros de massa dos cilindros 1 e 2 (xeml e
xcm?2), em relagao aos pontos A e B (Figura 5.16). Assim, na Figura 5.17 mostram-se as
posicoes dos centros de massa de ambos os cilindros, cujos valores estao limitados pelos

valores Liml e LimS, representados nas figuras pelas linhas horizontal inferior e horizontal
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Figura 5.15: Movimento livre dos cilindos: abscissas relativas do centro de massa dos

cilindros (xeml e xcm2) aos pontos A e B das contragdes; altura do fundo mével da

cavidade, ycav; valor minimo para a abscissa dos cilindros, linf.

0,9m/s).

(pe = 1,5p e vg
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Figura 5.16: Exemplo da localizagdo de limitantes mecénicos para o movimento do centro
de massa do cilindro imerso.

superior. As distribuigoes temporais dos centros de massa relativas a trés posicoes iniciais
distintas do centro de massa do cilindro 1, mantendo-se a mesma posicao inicial do centro
de massa do cilindro 2, sdo apresentadas nas Figuras 5.17 (a), (b) e (c).

No primeiro experimento (Figura 5.17 (a) ) o centro de massa do cilindro 1 se encontra
em xcml = 0,013m em relagao ao ponto A ( uma posigao a direita do limite inferior) e o
centro de massa do cilindro 2 se encontra em xcm2 = 0,012m em relacao ao ponto B. Em
t = 0 o pistao inicia o seu movimento de ascensdo, aumentando a pressiao no conjunto
cilindro-canal. Com o aumento da presséo, o cilindro 1 se desloca para a esquerda, em
direcao ao limite inferior, atingindo-o em aproximadamente t = 0,018s. Neste instante o
seu movimento para a esquerda é interrompido, pelo limitador mecénico, e ele permanece
em repouso até t = 0,062s. O pistao, neste momento, inicia seu movimento de descida,
diminuindo a pressao no interior do canal e promovendo o movimento do cilindro 1 para
a direita do limite inferior e em diregao ao limite superior. Em t = 0,105s ele atinge o
seu deslocamento maximo, sem atingir, no entanto, o limite superior. Observa-se que seu
deslocamento maximo em relagao ao limite inferior, neste primeiro ciclo do pistao, é de
4,0 x 10™*m. Fez-se, assim a andlise do movimento do cilindro 1 no primeiro ciclo do
pistao. Passa-se agora a anélise do movimento do cilindro 2 neste mesmo ciclo. O cilindro
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2 parte da posigao xcm2 = 0,012m em t = Os. Como o pistao se desloca para acima, o
cilindro 2 se desloca para a direita, em dire¢do ao limite superior (linha horizontal superior
LimS). Enfatiza-se que a mesma linha horizontal, representa os dois limites superiores
representados na Figura 5.16. Ele atinge o seu deslocamento méximo, de 4,0 x 10™3m em
t = 0,06s, quando retorna em dire¢éo ao limite inferior, devido & descida do pistao.

Os movimentos dos cilindros ndo permanecem sincronizados com o movimento do
pistao devido as inércias dos mesmos. A falta de sincronia leva ao amortecimento do des-
locamento do cilindro 2, o que pode ser observado durante o terceiro ciclo de movimento.

Passando agora a andlise do caso da Figura 5.17 (b), para o qual xcml = 0,018m e
xem2 = 0,012m em t = 0. Observa-se que, o cilindro 1, oscila entre os limites inferior e
superior, sem no entanto, atingi-los, até t = 0,25s quando ele atinge o limite inferior e
permanece parado até t = 0,26s. Novamente o cilindro 2, que parte da mesma posicao
do experimento (a), tem o seu movimento amortecido devido & falta de sincronia com o

pistao e também devido & dindmica do escoamento no sistema.

Na Figura 5.17 (c) mostram-se os resultados para o caso em que o célculo foi iniciado
com xcml = 0,024m. Neste caso, a simulagdo se iniciou com o cilindro 1 tendo seu
centro de massa coincidente com o seu limite superior. No seu movimento ele atinge este
limite superior no final do segundo ciclo. O cilindro 2 tem novamente o seu movimento
amortecido, porém, com uma intensidade menor que nos casos prescedentes. Isto mostra
que a dindmica de um cilindro é dependente da dinamica do outro.

No préximo experimento, apresentado na Figura 5.18, iniciou-se o célculo com os
dois cilindros localizados na mesma posicao relativa ao limite inferior de cada cilindro,
ou seja xeml = xecm2 = 0,018m em t = 0. Neste caso observa-se que os cilindros se
movimentam com um desfazagem de meio ciclo o que é fisicamente consistente, uma vez
que os movimentos dos mesmos é gerado por um mesmo pistao. No entanto observa-se
que ambos vao se deslocando em diregao aos respectivos limites inferiores. Em t = 0,252s
o cilindro 1 atinge o limite inferior e permance parado por aproximadamente 0,01s o que

afeta visivilmente a dinamica do cilindro 2.

O préximo caso que foi simulado corresponde & seguinte condigao inicial e condicao de
operagao: os dois cilindro foram posicionados, inicialmente, de forma a que o cilindro 1
esta no limite superior e o cilindro 2 estd no limite inferior. Desta forma xcm1 = 0,0009 e
xem?2 = 0,0032. Os limites inferiores e os superiores para ambos cilindros foram alterados
em relagao aos casos precedentes, de tal forma que os cilindros pocam atingir os cantos

das contragoes colocadas antes e apds a cavidade de fundo mdével (como ilustrada na
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Figura 5.17: Movimento dos cilindos limitados mecanicamente: abscissas relativas do

centro de massa dos cilindros (xcml e xem2) aos pontos A e B das contracdes; altura do

fundo mével da cavidade, ycav; linhas horizontais inferior e superior, representam o valor

de LimI e LimS, respectivamente (p. = 1,5p e vg = 0,9m/s).
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Figura 5.18: Movimento dos cilindos limitados mecanicamente: X ;1 = Xema2 = (0,018,
0,005) (p. = 1,5p e vo = 0,9m/s).

Figura 5.13). Nos casos precedentes isto nao era permitido. Além disso, o espagamento
entre os limites foi considerado igual ao raio dos cilindros e adoto-se para a amplitude da
velocidade do fundo mével Vy = 1,45m/s (equagao 5.13).

Observa-se na Figura 5.19 que ambos os cilindros tocam os limites inferior e superior
até o tempo t = 0,3s. Neste momento acontece uma anomalia nos movimentos de ambos
os cilindros: eles deixam de tocar os limites inferiores. Dois ciclos ainda permanecem
até que em t = 0,37s os dois cilindros permanecem constantemente nos limites superiores
e as passagens do fluido pelas restrigoes fica completamente abertas. Estas anomalias
nao podem ainda ser explicadas do ponto de vista fisico. Restam explicagoes ligadas &
modelagem matematica que pode estar apresentando problemas. Especificamente nada de
especial foi feito para modelar os toques dos dois cilindros com as batentes das restricoes
nos canais. Maiores investigagoes devem ser feitas.

Na Figura 5.20 apresenta-se o resultado do movimento do centro de massa do cilindro
1 e 2 para um problema com as mesmas condi¢oes de operacao que do caso anterior,
mas com o dobro de espagamento de separagao entre a cavidade e a fronteira inferior
do dominio. Pode-se observar que a anomalia do experimento prescedente nao acontece
neste maior dominio de estudo, mas um fenémeno diferente aparece. Observe-se que
até t = 0,38s os cilindros desenvolvem a dinamica esperada de abertura e fechadura das
valvulas. No intervalo de tempo t=0,38s até t = 0,41s ambas nao conseguem atingir seus
respectivos limitantes. Observe-se que apartir do tempo t = 0,41s, o primeiro cilindro

permanece fechado, enquanto que o cilindro 2 alterna entre aberto e fechado. Isto é,
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existe um intervalo de tempo onde ambas valvulas estao fechadas enquanto o pistao injeta
e retira fluido. Este fenémeno nao é fisico e precisa de maiores pequisas do porque este

acontecimento.
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Figura 5.19: Movimento dos cilindos limitados mecanicamente: X,; = (0,003, 0,005)[m]
e Xeme = (0,009, 0,005)[m] ( p. =1.5p e Vo = 1.45m/s).
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Figura 5.20: Movimento dos cilindos limitados mecanicamente: X,; = (0,003, 0,005)[mn]
e X.m2 = (0,009, 0,005)[m] ( p. = 1.5p e Vo = 1.45m/s ). Espago de separagao entre
a cavidade e a fronteira inferior do dominio duas vezes maior ao da experiéncia anterior
(Figura 5.19).

Para melhorar o entendimento do escoamento no sistema, mostra-se na Figura 5.21, os
campos de pressao ao longo do primeiro ciclo do caso da Figura 5.18. Na Figura 5.21 (a)

o pistao comeca a subir , elevando a pressao no interior do sistema. As cores mostram as
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variagoes de pressao. Junto ao cilindro a cor vermelha indica uma regiao de alta pressao e
a medida que se observa este campo em diregao as vélvulas vé-se que acontece uma queda
nos seus valores o que promove o escoamento. Na Figura 5.21 (b) o campo de pressao
j& é mais uniforme em toda a regiao entre as valvulas e a cabega do pistao. Entre as
Figuras 5.21 (b) e (c) tem-se t = 0,025s que corresponde & maxima velocidade do pistao,
e também a uma aceleragao nula. O pistao estd a meio caminho do seu curso. A partir
deste momento o pistdao comega a reduzir sua velocidade, ou seja, a se desacelerar. Em
conseqiiéncia a pressao no fluido junto ao pistao cai, descalerando o fluido no inteior do
sistema. Na Figura 5.21 (d) observe-se, pelas cores que o gradiente de pressao na cavidade
se inverte, quando comparada com a Figura 5.21 (b). Na Figura 5.21 (e) o cilindro atinge
o seu ponto morto superior. Observa-se claramente um gradiente inverso de pressao sobre
a cabega do pistao. No interior do cilindro, acima do pistao a pressao é negativa e abaixo
do pistao ela é positiva. No momento em que o pistdo comega sua descida (Figura 5.21
(f)) o fluido acima do pistao comega a ser succionado para o interior do cilindro e abaixo
do pistao ele comega a ser expulso. O processo prossegue até que na Figura 5.21 (j) o

pistao chega ao seu ponto morto inferior.

Toda esta dindmica do pistao afeta também o movimento das valvulas. Cabe observar
que a dinamica destas valvulas depende também do campo do escoamento sobre elas assim

como de suas inércias.

Na Figura 5.22 mostra-se a norma do vetor forga euleriana nas vizinhangas do canal,
cavidade e fundo mével. Observa-se que a forga desenha corretamente as fronteiras que
sao modeladas virtualmente. Quanto maior é a pressao no interior do sistema (Figura 5.21
(b)-(c)) maior a norma da forga sobre as paredes ( Figura 5.22 (b)-(c)). Observa-se ainda
que na fase de descida do pistao, os momentos de menor pressio (Figura 5.21 (g)-(h))
também correspondem a maior norma da forga euleriana (Figura 5.22 (g)-(h)).

Na Figura 5.23 mostra-se a componente vertical da forga euleriana que as fronteiras
virtuais “distribuem” para o fluido. Uma analise destas figuras é importante para verificar
a consisténcia da metodologia. Tomando como exemplo a Figura 5.23 (b), que representa
um momento em que o pistao esta subindo, ou seja o fluido estd sendo comprimido e
expulso do sistema. Observa-se na vizinhanga da parede superior que o fluido estd sendo
submetido a uma forga no sentido negativo do eixo y impedindo-o de sair pela parede para
o exterior do canal. Por outro lado, nas vizinhangas da parede inferior do canal, observam-
se valores positivos da forga injetada pela fronteira virtual sobre o fluido, impedindo que
surja escoamento sobre a parede, do interior para o exterior do canal. De forma bastante

interessante, observa-se o inverso na Figura 5.23 (h) quando o pistao esta descendo. Estes
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resultados sao bastantes consistentes fisicamente.

Na Figura 5.24 mostra-se a componente horizontal da velocidade ilustrando fatos
fisicamente interessantes e consistentes. Por exemplo, na Figura 5.24 (b), quando o pistao
estd subindo observa-se o movimento do fluido passando entre os dois estrangulamentos
onde esta componente de velocidade atinge valores maximos. No estrangulamento & di-
reita do pistao a velocidade é positiva. A sua esquerda ela é negativa. E interessante
observar que o fluido estd também acompanhando o pistdo pelo lado externo sendo suc-
cionado para o seu interior. Olhando a Figura 5.24 (h) observa-se uma inversao completa
de todo o movimento, uma vez que o pistao estd descendo.

A Figura 5.25, que apresenta a componente vertical da velocidade, corrobora a andlise

prescedente.
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Figura 5.21: Escoamento no interior de um conjunto canal-cavidade com fundo moével

contendo dois cilindros imersos. Campos de pressao para o intervalo de tempo 0 < ¢ <0, 1,

At =0,01s.
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Figura 5.22: Campos da norma da forca euleriana para o intervalo de tempo 0 < ¢ < 0.1,
At =0,01s.
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Figura 5.23: Campos da forga euleriana: componente vertical durante o intervalo de

tempo 0 <t < 0,1, At =0,01s.
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Figura 5.24: Escoamento no interior de um conjunto canal-cavidade com fundo mével
contendo dois cilindros imersos. Campos de velocidade: componente horizontal para o

intervalo de tempo 0 < ¢ < 0.1, At = 0,01s.
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Figura 5.25: Escoamento no interior de um conjunto canal-cavidade com fundo mével
contendo dois cilindros imersos. Campos da velocidade: componente vertical para o
intervalo de tempo 0 < ¢ < 0,1, At =0,01s.



CAPITULO 6

Conclusao

Muitos escoamentos presentes em problemas praticos sao caracterizados por geometrias
complexas, moveis e mesmos deformaveis. Coragoes e valvulas mecanicas, motores de
combustao interna, compressores e turbinas sao exemplos. As metodologias de andlise
tedrica oferecem muitos recursos para esta classe de problemas. Entre elas, destacam-se
aquelas baseadas em malhas nao estruturadas, utilizadas para discretizar as equagées que
compoem os modelos matematicos. Uma metodologia alternativa e promisora vem sendo
desenvolvida pela comunidade mundial, na busca de se poder resolver e analizar esta classe
de problemas. Trata-se da metodologia de fronteira imersa.

No presente trabalho foi dada uma contribuigao no desenvolvimento e aplicacdes desta
metodologia em problemas que envolvem sistemas de bombeamento. Foi ultilizado o
Modelo Fisico Virtual, desenvolvido recentemente por Lima e Silva et al. [25]. Um pro-
grama computacional foi adaptado a uma primeira aproximagao de um sistema de bom-
beamento, composto de cavidades, pistao mével e véalvulas.

O cdédigo foi validado para problemas de fronteira mével simulando um escoamento
de Couette circular, onde os cilindros foram modelados por meio de campos de forcas.
Uma outra validagao qualitativa foi feito por intermédio da simulagio de um péndulo
cilindrico bidimensional em um meio fluido parado. Uma vez validado o programa, ele foi
aplicado para uma analise preliminar do escoamento gerado pelo sistema de bombeamento
comentado acima.

Foi feito um estudo de influéncia do posicionamento inicial das vélvulas. Resultados
fisicamente consistentes foram obtidos. Este trabalho ainda nao é conclusivo e maiores
desenvolvimentos sao necessarios. No entanto ele serve de base para desenvolvimentos

futuros, uma vez que a metodologia utilizada se mostra muito promissora.
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Perspectivas

Com os desenvolvimentos dos trabalhos de Arruda [1] e do presente trabalho, pode-se,

com realismo, estabelecer as seguintes perspectivas:

e Continuagdo do desenvolvimento do programa e validagao frente a dados experi-
mentais, para aplicacao em sistemas de bombeamento, compressores e motores de

combustao interna;
e Tridimensionalizagao da metodologia para os casos do item anterior;

e Desenvolvimento de modelagem apropriada para o processo de colisao entre frontei-

ras sélidas;
e Paralelizar o cédigo computacional para viabilizar simulagoes tridimensionais;

e Estender o desenvolvimento da metodologia de fronteira imersa, buscando aumentar

a ordem de precisao da mesma.



APENDICE A

Discretizacao no espaco

Aproximagoes de diferencgas finitas de segunda ordem centradas sao usadas para as deri-
vadas espaciais dos termos das equagoes de Navier-Stokes. No caso da discretizagao das
condicoes de contorno, aproximagoes centradas e nao centradas de segunda ordem serao

usadas de acordo com o caso.

A seguinte notagao é usada: conv(u) representa o termo convectivo das equagoes de
Navier-Stokes; difu(u) representa o termo difusivo ou dissipativo das equacoes de Navier-
Stokes; O(Az?) representa grandezas da ordem (Az?).

A.1 Discretizagao dos termos advectivos

O segundo termo da equacao do movimento (termo advectivo), pode ser representado,
para as componentes z e y, como mostrado na equagao (A.1) e (A.2), respectivamente:

Q

(uu)  O(vu)

conv(u), = O + 9y (A1)
conv(u), = a(au:) + agjyv). (A.2)

As equacgoes (A.1) e (A.2) sao discretizadas, respectivamente, conforme as equacoes a

seguir, utilizando-se o esquema centrado de segunda ordem.
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L[(ui-j+l+ui.j . u,‘.j+1+1l|"‘j) . (l‘ivj+ui~li . u,"j—'}-u,'jal )]
Az 2 2 2 2
conv(u), =¢ + (A.3)
L[(“i+l.j+“i,j . Ui+1.j+vi+l.j—]) _ (u.,j+u,-_1d i U.’,j+Ui,jwl):I
\ Ay 2 2 2 2 )
[ ﬁ[(ui.jﬂ-%;li—l,j“ . Ui.j+12+Ui,j) _ (lli,j+;li—l,j . Ui.j—12+Ui,j )]
conv(u), =<¢ + (A4)
L[(Ui+l.j+vi,j . Ui+l,j+1r’x',j) _ (Ui,j+Ui—~1,j i vi.j+’vi—1,j)]
Ay 2 2 2 2

A.2 Discretizagao do gradiente de pressao

O gradiente de pressao nas diregoes z e y, é discretizado conforme as equacgoes abaixo

op

or Az

Op _Ppij —Pi-1;

Oy Ay

DPij — Pi j-1
3

(A.5)

(A.6)

A.3 Discretizagao dos termos difusivos

O quarto termo da equagao do movimento (termo difusivo), pode ser expandido para as

componentes T e y, como mostrado nas equagoes (A.7) e (A.8), respectivamente

difu(u), = %[21@]:%] + agyl:l/ef<% + %)] (A7)
difu(u), = %[w(% - g—Z)] + aa—y[ uefg—:]Jr (A.8)

Estas componentes, x e y, sao discretizadas, respectivamente conforme Equagées (A.9)

e (A.12) a seguir, utilizando também o esquema centrado de segunda ordem:

A—II<2V.€/..:J'

Ui 41 — Ui j

Az

Ui ;= u,~_j_1)+ 1

Az ZZ

_2Vef.i.j—l

|

Vef.N(
_Vef.S(

Uig] . j— Ui + Vigl ) —Vigl j-1

Ay Arx

)}!

(A.9)

Uj j—Ui—1 5 Up )~ Vi -1
Ay + Az
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onde

Ve N = 0,25(Vef ij + Ves it1j + Vefit1,j—1 + Vef ij-1), (A.10)
Ver.s = 0,25(Vesij + Ves ij—1 + Vefim1j—1+ Vef i—1,5)- (A.11)

1 Ve E Vi, j+1"Vi,j + Ui j4+1"Ui—] 541 1 v; L Wi i — Viq.s
x= f ( u.é_f—u,'_j_, ui‘jézi_l‘j ) +A_(2Vef g +1.JA 3 —DWis it F = 1.5
T _Vej,W( Az + Ay ) Y Y
(A.12)
onde
Ve B = 0,25(Vef ij+ Vef ij+1+ Ve io15 + Vefim1j+1), (A.13)
Vef W = Vef E- (A.14)

A discretizacao da equagao que representa a viscosidade turbulenta é dada por:

Ui j+1 — Ui 5 'L_l'm,n_ﬁm,s um,e_ﬂ w Vit1,5 — Vij
Vii j = (031)2\/2(L—1)2 + [ )+ ( TRV 4 (e,

Az Ay Az Ay
(A.15)
onde
Ummn = 0,25(Uip1j + Uiy jo1+ Ui j + Ui j11) (A.16)
Um,s = 0,25(U;j + Ui jp1+ Uic1j+ Uicy j41) (A.17)
Ume = 0,25(Vir1; + Vi1 o1 + v 5 + 0 ji1) (A.18)
Unw = 0,25(Vig1 o1+ Vi1 j+ Vi jo1 + Vi ji1) (A.19)

(A.20)



APENDICE B

Condicoes de contornos numeéricas

para o passo de projecao

B.1 Meétodo de projecao explicito de segunda ordem

Neste trabalho o método esplicito é baseado no método de Runge-Kutta de segunda ordem
(RKE2) e, este é apresentado a seguir:

Estagio 1
uj —u" n
p( At/Z + (u- Vu)”) = —Vaq+ V.[2ud] + £, (B.1)
CC(uj}) = hu;, (B.2)
At/2
w = w2y, (83)
V-utt? o= 0. (B.4)
Estagio 2
(UQA_tll +(u- vu)n+1/2) — Vg + V.[Q;Ld] n+1/2 & fn+l/2‘ (B.5)
CC(u;) = hu;, (B.6)
At
u; = u™t4 ‘;Véfz, (B.7)
vV-utt = 0. (B.8)
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onde: g1, q2 sao aproximacoes para a pressao em t" e t"+1/2 respectivamente; uj, uj sao
as velocidades auxiliares e ¢ e ¢ 0s campos escalares a serem determinados. A expressao

CC(uj) = hy; (I =1, 2) ¢ a respectiva condigao de contorno para a velocidade auxiliar.

B.1.1 Consideracoes adotadas na aplicagao do RKE2

A seguir apresentam-se alguma consideragoes usadas neste trabalho:

(C1) Denominacao dos pontos discretos usados

Entende-se por ponto interno os pontos do dominio que pertencem ao interior de 2; por
pontos fronteira aos pontos do dominio que pertencem a fronteira, 0 e por pontos fan-
tasmas aqueles pontos que nio pertencem ao fecho de 2. Dependendo em que ponto
esta localizada uma variivel esta serd denominada de varidvel interna, fronteira ou fan-
tasma. Na Figura B.1, apresenta-se um exemplo de algumas varidveis internas, fronteiras
e fantasmas.

T
1
'
'
|
'
'

[ ]
I
|
1
'
|
'
]

3

° Up @ °

J e LT T T

vy

$
=

e e o

Figura B.1: wu;,v;,p;: varidveis internas; us,v,: varidveis fronteira; wg, vy, Py variaveis

fantasmas.

(C2) Célculo da velocidade auxiliar

Neste trabalho considerou-se que a velocidade auxiliar é calculada da seguinte forma:



B.1 Método de projecao explicito de segunda ordem 92

e n0s pontos internos, calcula-se por intermédio da equagao da quantidade de movi-

mento dada para o escoamento

e nos pontos fronteira e fantasmas calcula-se por intermédio do uso da respectiva
condigdo de contorno da velocidade do fluido

(C3) Relagdo entre os campos p e g

Supoe-se que:

Op  Op 2 01 Op 2

% Do +O0(Az?) , By ay+O(Ay ),

9g2 _ 3_19 2 Oqz _ @ 2

5~ D2 +O(Az®) 3y By + O(Ay?). (B.9)

(C4) Tamanhos de passo no tempo e no espago e, indezacgao usada

Considera-se para o passo no espago e no tempo: Az = 1Ay e At = a,O(Az?) (devido
a condicao de estabilidade no método RKE2) e, a indezagdo usada na discretizagao é

mostrada na Figura B.2.

! Dij

Vi-1/2.j

Figura B.2: Indezagao usada na discretizagao.
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(C5) Aplicagao da condigao de contorno

Na Figura B.3, ilustram-se os pontos onde sao aplicadas as condigoes de contorno do tipo
Neumann para as velocidades. Os indices (i,j) correspondem as células de fronteira, isto

células internas com um lado pertencente a fronteira do dominio.

1
I . ..
| !
: + T + :
|
| X FI

|
1
| + X
:(2—17.7)
_______________ 1 R S
Dy u
® o: [ ) dy
ou o
B o=z B 5y

Figura B.3: Pontos de aplicagao da condigéo de contorno para a velocidade em uma malha
MAC.
(C6) Notagao para a variavel (¢;) no contorno I

A seguinte notagao é usada para a varidvel ¢;, | = 1,2 definida no contorno de (, I":

(d)r = (¢)r; U (d)rs U (d1)rg U ()rp,

onde: (d)r,, (A)rs, (d)re € (d)rp € a varidvel restrita a fronteira inferior, superior,
esquerda e direita do dominio, respectivamente.
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B.2 Condicoes de contornos numéricas para 0 passo
de projecao
As seguintes observagoes das condigoes de contorno numéricas para as variaveis u* e ¢
sio indicadas para dois tipos de condigao de contorno da velocidade u do escoamento:
1. Se CC(u) = u, (Dirichlet em I'), entdo pode-se adotar:
e CC(u*) =uy
e CC(¢) =55 =0
com u = u* — AtV¢ nos pontos internos e fronteira.
2. Se CC(u) = &4 = (hy, h,) (Neumann em I'), entao pode-se adotar:
e COu') = 2% = (hu, )
e CC(¢) =¢r =0

com u = u* — AtV¢ aplicado nos pontos internos , fronteiras e fantasmas.

A prova da ordem de aproximagao obtida usando-se tais condigoes de contornos numéricas

é dada na Segao B.3.

No caso de se ter condicdo de contorno mistas: Dirichlet e Neumann, deve adotar-
se para as varidveis auxliares a respectiva condigao de contorno associada a condigao de
contorno da velocidade dada acima.

B.3 Ordem de aproximacao da velocidade no con-

torno

Nesta Secdo sdao apresentadas alguns lemas que permitem estabelecer a ordem da apro-
ximagdo no contorno da velocidade usando-se o RKE2 e as condigoes de contorno numeéricas

para as varidveis auxiliares dadas na segao anterior.
A seguir os indices (i, j) correspondem aos indices associados a uma célula fronteira e
a variavel ¢ designa qualquer uma das varidveis ¢ ou ¢2 associados a variavel auxiliar no

passo de projecao do RKE2.
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Lema 1. Seja ¢ uma fungdo escalar definida em Q = [a,b] X [c, d]. Se:

(a) (b]" = 0.

(b) As aprozimagées centradas de segunda ordem sdo aplicadas para a primeira e sequnda

derivada.

(c) Os indices (i,j) denotam uma célula fronteira,

entao,
& ¢ 2
ﬁi’j_l/z ~ O(A.’E ), (B].O)
o¢ ¢ 2
—= ~o—— + O(Ay?). (B.11
ayi—l/?,j 3’!/:‘—1/2.3'—1 )

2. EmTy:

0%
- ~ O(Ay?), B.12
W s 1n, (Ay") (B.12)
¢ 9¢ 2
= ~ —— O(Azx?). B.13
0T i,j—1/2 Oxi-1,j-1/2 +0(Az’) ( )

Expressoes semelhantes as dadas em (B.10),(B.11), (B.12) e (B.13) sGo vdlidas em
I'p e I's, respectivamente.

Prova.

1. Seja (4, 7) indices de uma célula fronteira esquerda. Segue da hipétse (a) do Lema 1:

¢ij-12 = 0, (B.14)
Gij; = —0ij-1, (B.15)
¢’i—1.j ~ _¢i—14j-1- (B-lﬁ)

Pela condicao (b), a segunda e primeira derivada sao aproximadas por:

o) Gij — 20i 512 + dij-1 5

— = — . - : Az?). B.17
0x%ij-1/2 2(5%)? +OlAz) ( )
Jd9 bij— Gi—1j 2

= = =L = 1+ O(Ay°). B.18
()yi—1/2.j Ay (&) ( )
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Substituindo-se as relacdes (B.14) e (B.15) em (B.17) obtem-se a equagao (B.10). En-
quanto que as relagdes (B.15) e (B.16) em (B.18) determinam a equagao (B.11).

2. Seja (i,j) uma célula fronteira inferior, a condigao (a) implica que:

bic1p; = 0, (B.19)
bij = —¢i-1;, (B.20)
Gij1 = —Pi—1j-1- (B.21)

Devido & aproximacao das derivadas por diferengas centradas de segunda ordem (condigao
(b)), tem-se:

0% i = 20im125 t dima

— = +0(Ay?), B.22
ayzi—uz,j 2(%1)2 ( y) ( )
Qf . Gij — dij—1 2

Bzis1js s + O(Az?). (B.23)

Usando-se a relacao (B.19) e (B.20) em (B.22) obtem-se a equagao (B.12) e usando-se as
relacdes (B.20) e (B.21) determina-se (B.13).

Lema 2. Sejam ¢y, | = 1,2 a varidvel escalar associada ao estdgio | do passo de projegao
do método explicito de Runge-Kutta de seqgunda ordem. Se a condi¢ao (B.9) € satisfeita

para pontos internos do dominio, as seguintes relagoes sao verdadeiras:

% ~ O(At) +O(Az?), (B.24)
%% ~ O(At) + O(AZ?). (B.25)

Prova.

A demonstracéo é feita para o primeiro estigio do método de Runge-Kutta explicito.

Um processo similar emprega-se para demonstrar o segundo estagio.

Somando as componentes correspondentes das equagdes (B.1) e (B.3), pode-se obter

as seguintes relagoes:

an+l/2 —u® aqil 865'1‘ i

- : o === =L 9 n ‘
x7 (u-Vu)" == T It V. [2ud]” + 2, (B.26)

Un+l/?. — aqil aé? n

_— . n = —_ 1 ”. 2
a ot (u-Vu)" ( o )+ v.[zud}y + /7 (B.27)



B.3 Ordem de aproximagao da velocidade no contorno 97

As relacdes (B.26) e (B.27) devem aproximar as seguintes igualdades:

/2 gy apn n
- A . n p . . ] n .
T3 + O(At) + (u - Vu)” ¥ [Zpd]x+f,, (B.28)
/2 gy op™ n
. L — 21t T :
AT + O(At) + (u- Vu)? 5 +.| ,ld]y +fI (B.29)

Comparando-se as equagdes (B.26) e (B.28) e as equagdes (B.27) e (B.29), obtem-se:
ekl op"  9q¢t

L = S-S +O(), (B.30)
o¢r _ op" _ 940
o = oy~ 3y TOB (B.31)

Devido & consideracio (C3) entre p e q; (equagdes (B.9)), temos que:

% = 0O(At) + O(Az?), (B.32)
%"f— — O(A) + O(AgD). (B.33)

No segundo estégio, seguindo um raciocinio semelhante, e o fato que o método € de
segunda ordem no tempo, tem-se que:

% = O(At?) + 0(Az?), (B.34)
%‘2—2 _ O(A®) + O(Ay?). (B.35)
De todo o anterior seguem (B.24) e (B.25). |

A fim de simplificar as notacdes a seguir, as seguintes lemas assumem que a densidade
do fluido p é 1.

Lema 3. (Caso: Condigao de contorno Dirichlet para a velocidade)

Seja u o campo de velocidade do fluido com condigoes de contorno do tipo Dirichlet:
ur = Uy,

obtido pelo método projegdo explicita de segunda ordem dada na Segao 4.2.2. Se cumprem

as sequintes condigoes:

1. u* é calculada como indicada na consideragao (C2) ( Se¢do B.1.1)
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2. ¢ ¢ calculada da equagao

. V.
Vi = (B.36)
g

55 = 0. (B.37)

3. u € calculada via o passo de projecao: u = u* — AtV ¢ em todos os pontos internos

e fronteira;

4. u nos pontos fantasmas € calculada via a condicdo de contorno dada para ela;

entao:

(i) V-u=0(Az? + O(Ay?),
(i1) u|r = u.
Lema 4. (Caso: Condigao de contorno do tipo Neumann para a velocidade)

Seja u o campo de velocidade do fluido com condigoes de contorno do tipo Neumann:

Odu
e hy = (hy, hy),

obtido mediante o método de proje¢do explicito de sequnda ordem dada na Segao 4.2.2.

Se cumprem as seguintes condigoes:

1. u* é calculada como indicada na consideragao (C2) ( Segdo B.1.1);

2. ¢ € calculada da equagao:

Vi = At (B.38)

dlr = 0. (B.39)

3. u € calculada via o passo de projegao: u = u* — AtV¢ em todos os pontos internos,

fronteira e fantasmas

entao:

(i) nas células internas: V - u = O(Az?) + O(Ay?),
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(ii) no lado esquerdo do contorno, I'

o ‘
oligmiz = hu+O(AaY), (B.40)

v .
%li—l/2.j—l/2 = h,+0(Az%), (B.41)

onde (i.j) corresponde a uma célula interna adjacente d fronteira esquerda;

(iil) no lado inferior de I’

ou

-65|i—1/2,j—1/2 = h,+ O(A‘ys), (B.42)
0
%Ii—l/?,j hy + O(Ay“), (B.43)

onde (i,j) coreesponde a uma célula interna adjacente a fronteira inferior.

Expressies semelhantes a (B.40) e (B.41) sdo vdlidas na fronteira direita, da mesma
forma no lado superior sao vdlidas relagoes semelhantes a(B.42) e (B.43).

A prova do Lema 3 é direta. Uma prova do Lema 4 é apresentada a seguir.

Prova do Lema 4

(i) Seja (m.n) indices de uma célula internas e/ou fronteira. Aplicando-se aproximagoes
centradas de segunda ordem para o divergente e considerando-se as hipéteses 2 e 3 do
lema 4, obtem-se que:

VU, = O(Az?) +0(Ay?),

(ii) A hipétese 1 do lema 4 expressa que o calculo de u* nos pontos fronteira ou fantasmas
é feito através da seguinte relagao:

all*
dn

= (Ru; hy),;

au-
on
ordem, segundo seja cada caso.

onde é aproximada através de diferengas centradas ou nao centradas de segunda

A demosntragao sera feita para o contorno esquerdo do dominio. Um similar raciocinio

pode ser aplicado para os outros contornos.

Seja (i,j) indices de uma célula fronteira esquerda, entao:
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E1 (ij-1/2) é um ponto fronteira para a varidvel, u. Para tal ponto é valida a hipdtese 3

do 4 Logo,
Ou out — At2  out ¢
— iy = ——F = - At— 44
5 12 Oz 9z Bz? (B.44)
Usando-se a hipétese 1. e a relagéo (B.10) e a condigio At = O(Az?), tem-se que:
du 5 3
%lid_lﬂ = h.u — AtO(AIE ) = hu + O(ALL‘ ) (B45)

E2 (i-1/2, j-1/2) néo é nenhum ponto definido na consideragao (C5). Para este ponto
aproximacdes centradas de segunda ordem sao usadas. Logo,

ov Vi-1/2,5 — Vi—1/2,5—-1
a_xli—l/2,j—1/2= L s e, (B.46)

Devido & hipétese (3), tem-se:

8_1)'. _ B (Vi_1j25 — At%%'i—l/?d) — (W g1 — Atg—ﬁh_l/w_l)
oz i—1/2,j—1/2 ~
V125 — Vi1 At 0¢ o
N - Az — - E(a_yh*l/?,j - a_y|i—1/2,j_1) (B.47)

Usando-se a relagao (B.11), a equagdo (B.47) pode ser reescrita como:

v ov* At ,_0¢
5;':‘—1/2.]'—1/2 =5 lic1/2,5-1/2 — E(2a_y|i—l/2,j)

Usando-se a equacao (B.24) na equagao acima, tem-se que:

o AN AttAz? At Ay?
%‘li—l/?.j—lﬂ = h,+ O( Az ) +O( Az )+ O( Az )
= h,+O0(Az?) (B.48)

onde a tltima relacdo é devido & consideracdo 1, isto é, At = O(Az?).

A prova das outras relagdes sao similares a demonstrada. |
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