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Resumo

Neste trabalho, estuda\mos tl classificação dos subgntpos inaximttis (não discretos) dos
grupos de Lie compactos conexos. Nlost.ramos piinteiro (lue ela é equivalent.e à deter-
mina\ção das sitbálgebit\s nlaxima.is invariantes das álgebrtts de Lie comi)actas e como
está\ pode ser reduzida à classificação (ias subálgebras primitivas das álgebras de Lie
cotnpact.as simples. Na segunda parte, apresentatnos est.a classificação, conforme os re-
sult.idos encontrados na literatura, com algumas correções, e calculamos explicitamente,
pa-ra os grupos clássicos, os subgrupos maxilnais correspondentes.

Abstract

In t.his work, we study the classific'ation of the (non-discret.e) maximal subgroups of
compact connect.ed Lie groups. First we show that it is equivalent to the determination
of the maxima] invariaiit subalgebras of coinpact Lie algeblas t\nd how this can be ieduced
to the classification of the priinitive subalgebras of compact siinple Lie algebras. In t.he
secoiid part, we present t.his classificat.ion, according to the results found in the literature,
wit.h some corrections, and explicitly calculate, for t.he classical groups, the cotresponding
inaximal subgroups.
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Introdução

Na teoria dos grupos e suas representações, a det.ermillação dos subgrupos maximais
ocupa uin papel importante, pois providencia unia ferramenta para. se chegar ao reticulado
completo cle todos os subgrupos, por iteraçã.o. Entre as catcgoiias de grupos est.áveis sob
passa-gem a subgrupos e para as qut\is este problcnla pode ser abordado com alguma
chance de sucesso, destacam-se a dos grupos finitos e a dos grupos de Lie compactos.

No caso dos grupos de Lie, podemos relacione\i essa (luest.ão com a mesma t.arefa
no nível "infinitesimal" , ou seja, de álgebras de Lie. Assim, poi exemplo, a classificação
dos subgrupos inaximais conexos dos grupos de Lie compactos conexos é equivalente
à classificação das suba.lgebias inaximais das álgebras de Lie compactas, ou ainda, das
suba.lgebras maximais redutivas das álgebras de Lie complexas redutivas.

Porém, quando se quer encontrar os subgrupos inaximais, inclusive os que não são
conexos, dos grupos de Lie compactos conexos, t.al equivalência deixa de valer: existem
subgrupos maximais cujas correspondent.es subálgebras de Lie não são maximais. No
ent.arlt.o, uma. correspondência análoga pode ser estabelecida usando uma generalização
da lloção cle subálgebra maxilnal, a saber a de subálgebta maximal invt\riante (que no
caso de subálgebras que não contêm nenhum ideal da álgebra alnbient.e é idênt.ico à de
subálgebra primitiva): existe uma correspondência biunívoca entre os subgrupos maxi-
mais, conexos ou não, de ttln grupo de Lie compacto G e as subalgebras maximal in-
variantes da álgebra de Lie correspondente g. Adenlais, existe hoje uma classificação
completa das subálgebras primitivas das álgebras de Lie coinpact.as (semi)simples, ou
ainda, das subálgebras primitivas redutivas das álgebras de Lie complexas (semi)simples,
análoga à famosa. classificação das subálgebras lnaximais das álgebrtls cle Lie complexas
(seini)simples de Dynkin. E esta a teoria (lue será apresentada. no trabalho.

A motivação (entrai de nosso t.iabalho surgiu do projeto iniciado por Hoinos &
Hornos 1291 blue propuseram uma abordagem niateniática ao problema da evolução do
código genético, através de um modelo algébrico que intei'poeta as degeneiescências do
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VI INTROD(leÃO

código genét.ico como sendo o result.ado cle iun processo evolutivo acompanhado por uma
sequência de (quebras de simetria.l veja 1301 para uma exposição detalllada. A imple-
mentação deste procedimento na categoria dos grupos de Lie compactos consiste na esc(»
Iha de um grupo de Lie compacto que possui uma iepiesentação irieclutí\.'el de dimensão
64, juntaineiit.c com uma cadeia descendent.c (le subgrupos maximais, t.itl (luc a correspon-
dente quebrtt de sintetria, até o último subgrupo, reproduz as degenerescêlicit\s (to código
genét.ico. Uma busca\ exaust.iva já pio(luziu iiiila. classificação de todos os possíveis esqui
Dias de quebra de simetria através de cadeias de subgrupos conexos l29, 17, 30, 9, 1, 21.
No ent.ant.o, esta classifica\ção ainda não é completa, uma vez que subgrupos nao conexos
apa-tecem natural e (quase inevitavelment.e no processo de (luebrtt de simetria, mas esta
opção ainda não foi sisa.ematicamente incluída na análise. Pala tanto, precisa-se de uma
classihcação completa de subgrupos maximais de grupos (le Lie compact-os, conexos ou
não, c neste seilt.ido, &l presente dissertação const.it.ui um primeiro passo para finalment.e
completar o programa. iniciado em 1291.

Concretamente, dividimos o nosso trabalho em dois capít.Rios. No prin)eira, ex-
plicamos a correspondência biunívoca entre os subgrupos maximais, conexos ou não, de
um grupo de Lie compacto conexo G e t\s subalgebras maximal invariantes da álgebra
de Lie correspondente g. A exposição é baseada no trabalho de Golubitsky 1201 mas traz
uma simplificação importante: eliminamos completamente a hipótese cle cine a subálgebra
em questão não deva conter nenhuili ideal próprio da álgebra ambiente. (Portanto, no
contexto do problema de determinar subgrupos ma-ximais, esta hipótese, que faz parte
da definição de uma subálgebra primitiva e é automaticamente satisfeita caso a álgebra
ambiente for simples, é realmente supérflua.) Ainda no primeiro capítulo, mostramos
t.ambém como reduzir a determinação das subálgebras inaxiinal invariantes das álgebras
de Lie compact.as à determinação das suba.]gebras maxima] inv'ariantes, ou primitivas,
das álgebras de Lie compactas simples.

No segundo capítulo, o nosso principal objetivo é determinar todas as subálgebras
primitivas das álgebras de Lie compact.as simples. Esta classificação é tema de vários
antigos na literatura l20, 11, 351 e é apresent.acta na forma de várias tabelas, as quais
contêm uma série de correções de erros encontrados nas t.abelas originais. Também
exibimos tabelas com os subgrupos maximais dos grupos clássicos que decorrem desta
classificação, e apresentamos alguns aigtunentos pala consolidam e justificar os resultados
obtidos.



CAPÍTULO I

Subgrupos maximais de
grupos de Lie compactos

Neste (apítttlo, invest.igamos a classificação dos subgrupos maximais de grupos de Lie
compactos. Um ingrediente essencial para tal estu(to são os trabalhos clássicos (te Dynkin
sobre a classificação das subá]gebras semisimp]es mllximais (]as álgebras de Lie complexas
semisinlples j13, 14ji para uma apresentação recente eln not.ação moderna (e com as devi-
das correções), veja jll. No ent.anão, os result.idos de Dynkin precisam ser adaptados em
várias direções. Por exemplo, é necessário efetuar a passagem do âmbito das álgebras de
Lie complexas semisinlples pata as álgebras de Lie reais compactas. Um problema mais
grave ainda provém do fato de que a correspondência pt\drão entre subgrupos de Lie de
um grupo de Lie c subálgebras de Lie cle lmia álgebra de Lie é apenas parcialmente com-
patível com o conceito de maximalidade, pois cont.rariamente a uma afirmação feita por
Dynkin em um dos seus t.rabalhos principais j14, p. 2461, exist.em exemplos elementares
de subgrupos maximais de grupos de Lie compactos cuja álgebra de Lie não é maximal.
As considerações que se fazem necessárias para lidar com esta dificuldade mot.ivaram a
introdução de novos coilceit.os, entre eles o de subálgebras primitivas de uma álgebra de
Lie, cuja classificação foi abordada ein mina série de trabalhos j11, 20, 211.

1.1 Subgrupos e subálgebras maximais

Para álgebras de Lie, a definição do conceito de uma subálgebra maximal é a óbvia

Definição 1.1 Seja g uma álgebia de Lie. Ui-na subálgebra maximal de g é uma
subálgebra ])rópiia m de g tal que se ú é qualquer sttbálgebra de g com m C ó C g, vale
m :: m ou m :: g.

l
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Para grupos de Lic e partic11lanne11te pnrn grupos de Lie compactos. a situaçâo 
é 111c11os clara, pois existem dois reticulados naturais de subgrupos de um grupo de Lie 
compacto: o dos subgrupos fediados e o dos subgrupos ele Lie. ~ ~t definição formu 
lc1da a scg11ir. adotaremos um c0111prot11isso. Por um lado. utilizaremos o reticulado 
mais amplo de todos os s11bgrnpos de Lie, o que permite manter o do com sub.ilgebras 
da c1lgcbra ele Lie correspo11de11te: um subgrupo maximal de um grupo de Lic G é 
uiu subgrupo de Lie "próprio" ./\/ de G t al que se 1'1 é qualquer subgrupo de Lie 
ele G com 1\l e J\J e G, vale JÜ = i\1 011 JÜ = G. Por outro lado, observando 
que aplicando esta condição de mc1xirncdidade com A/ = 1Ü implica que J\l deve ser 
ou fechado ou denso, exigimos que a expressão "próprio" na frase anterior seja en 
tendido no sentido mais restrito de que vale JÜ ~ G, cm vez ele somente AI ~ G. 
Em outras palavras, entende-se que subgrupos de Lie densos rufo qualificam como sub 
grupos maximais, o que permite garantir que na passagem de um grupo ele Lie compacto 
para um subgrupo rnaximal, permanecemos na categoria dos grupos de Lie compactos. 
Assim, chegamos i\ seguinte 

Definição 1.2 Seja G um grupo ele Lie. Um subgrupo rnaxirnal de G é um subgrupo 
fechado próprio A/ de G que é maxinial entre todos os ~11bgrnpos de Lie ele G, isto é, tal 
<111e se ,Ü é qualquer subgrupo de Lie ele G com 1H C AI C G, vale fr = M ou }Ü = G. 

De maneira análoga, temos a seguinte 

Definição 1.3 Seja G um grupo ele Lie conexo. Um subgrupo maximal conexo 
de G é um subgrupo fechado conexo próprio Alo ele G que é inaximal entre todos os 

e - 

subgrupos ele Lie conexos de G, isto é, tal que se ./\lo é qualquer subgrupo de Lie conexo 
de G com J\/0 e J\10 e G, vale J\/o = u; ou iÜu = G. 

A primeira observação é que se nos restringirmos a considerar apenas grupos 
e subgrupos de Lie conexos, o conceito de maximalidade para subgrupos corresponde 
plcuamentc ao de maximalidade para sub.ilgcbras. De fato, tendo em vista a bijccào 
entre o reticulado elos subgrupos de Lie conexos ele um grupo de Lie conexo e o reticulado 
deis suhálgebras de Lie ela sua álgebra de Lie [:33, p. 47], temos a seguinte 

Proposição 1.1 Sejam G um, grupo de Lie conexo com álgebra de Lie g e Alo um 
s11,hgrnpo [ectuulo conexo proprio de C com álgebra. de Lie m. Então i'1o é subgrupo 
ttuixiuuil conexo de G se e somente se m é .rnbálgebrn, maiimul de g. 

A questão ele corno est cuder este tipo ele correspondência a subgrupos de Lio que nào 
são ueccssariamcnr c conexos. rnes1110 pnra o n1so em que o grupo de Lie ambiente G for 
rn111pacto e conexo. constitui o µroblerna centrnJ deste capítulo. 
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Colho passo preliniinai, inv'estiganios como o piobleintt de classificam os subgrupos
inaxiniais (le grupos de Lie colnpt\elos pode ser re(luzido a lun problema análogo para
grupos (le Lie compact.os conexos. Suponha então (lue (l; é uni grupo de Lie coJiipa-cto,
(;o e a componente coiiexa da i(lentidade de (l; e I' é o grupo cle coinponent.es de C;, isto é
I' é o gntpo finito (;/Gol então denot.&\ndo a piojeção canõiiica de G sobre I' pol n-, temos
a segtiint.c sequência cinta exat.a (le grupos:

1 --+ C;o ----> (1? --!L-» I' ---., l,

Diz-se que G é uma ext.eiisão as(en(lente de Go ])oi I' (ou extensão (tescelidente (le I'
por Go):

/l /'l TI
(= == (=o . l

Um caso particularmente important.e é (quando esta extensão cinde, isto é, (luando existe
lun honioinorfismo de I' para G que é uma inversa à direit.a. de a: ent.ão identificando
I' com sua imagem sob este homoniorfismo permit.e considerar I' como subgrupo de G
e G colho o produto seinidireto de Go e I' (em relação à ação de I' em Go dada pela
conjugação em G):

LX == lan . l

Infelizmente, isto Hein sempre é o caso 1271.

Seja agora A4 um subgrupo maximal de G: seja E a imagem de À/ em I' e Jt/ a
pré-imagem de E em G, ist.o é, À/ - T i(n(À/)). Então Ã/ é um subgrupo fechado de G
t.al que À/ C M C G, e portanto estaremos necessariamente em tuna das seguintes duas
qi t l] ,lr ÃT'q'

U\VUV.

(a) se ]a] = ]4/, ent.ão Go C À/ e A4 é uma extensão ascendente de C;o por E (ou
extensão descendente de E por Go):

lv = Go .E

Explicitamente, podemos para cada elenlent.o '7 de E escolher uln elemento g.r de .A/
na componente collexa cle G (lue corresponde a 7, i.e., tal que n-(g,) = ', pala obter

gagoU

Adeniais, E é subgrupo maxis-tal de I'
Portant.o, a classificação deste tipo cle subgrupo maxinial de G se deduz à classificação
dos subgrupos maximais do grupo finito I', o que constitui uin piobleina importante
na t.eoiia dos grupos finitos (lue vem sendo investigado int.ensamente durante a última
clécadal vejaa, por exemplo, l6, 32, 36, 37, 39, 401.
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(b) se A/ = G, então E = 1', o que significa que iA/ int.ersect.a cada componente collexa
de G e que 7ü/ é uma extensão asceiidentc. (le Go n JA/ por I' (ou extensão descencleilt.e
cle I' por Go n ]ü/):

A/ A/) . I'

Infelizmente, (;o n 11/ não é necessai'iainent.e um subgrupo nla-xiiital de (;o. De fat.o,
depen(tei)do d&\ estrut.urt\ de (l; como extensão ascendent.e de (;o pol I', pode acontecer
(lue cert.os subgrupos de Lie cle (l;n não aclnlitenl nenhuma extei)são ascendente por I'
para subgrupos de Lie de (;. Neste caso, devemos considerar apenas subgrupos (te Lie
de (;o (lue adiilitein tal extensão: é apertas ent.re estes que Go n i4/ será niaximal. Em
part.ocular, no caso de uma extensão cingida, isto é, quando G é o produto semidireto
de (l:o e I', os subgrupos de Lie de Go que admit.ein tal extensão são exat.ament.e os
subgrupos de Lie de Go I'-invariantes. Not.e, porém, (lue no caso de unia extensão
cindida trivial, isto é, quando G é o produto direto de Go e I', a ação de I' em Go
é t.]ivial e port.cinto todos os subgrupos de Lie de Go são I'-invariantesl assim, neste
caso, (;ro n iü4 terá que ser um subgrupo maximal de Go.

Para o resto desta dissertação, supoiclltos quc o grupo anibíente G é corlezo. Mas inesino
com esta restriçã.o, a. classific:tição dos subgrupos maximais Jt/ de G constitui uni problema
que est.á longe de poder ser reduzido à classificação dos subgrupos tnaxiinais conexos Àío
de G. Por exeinp]o, -A/o pode até ser trivia] (.A/ = {1}), o que significa que ]W deve ser
um subgrupo maximal discret.o (e portant.o finito) de G. Por outro lado, .A./o pode até ser
maximal entre os subgrupos de Lie conexos de G e mesmo assim não ser nlaximal entre
todos os subgrupos de Lie de G

Exemplo 1.1 No grupo G - S0(3) das rotações em IR3, temos os seguintes subgrupos
finitos (veja j15, p. 1921 e j19, p. 103j):

Zn ' o grupo cíclico de ordem n,
D. = o grupo diedral de ordem 2n
T = o grupo do tetraedro 3 .44

O = o grupo do cubo/oct.cedro =

- o grupo do dodecaedro/icosaedrol

Entre estes, o grupo do octaedro O e o grupo do icosaedro l são subgrupos inaxiinais
finitos e de fat.o são nlaximais entre todos os subgrupos de G.

Exemplo 1.2 No grupo (; - S0(3) clãs lotações ein Ra, considere o t.oro nlaxiinal
T = S0(2). Este subgrupo é maximal entre t.odor os subgrupos de Lie conexos de G, já
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(lue sua álgebra de Lie t = se(2) é subálgebia maxiinal de g = se(3). No cntnnto, T
não é niaximal entre todos os sttbgiupos de Lie de C;, pois

r $ À.rç G,

onde

G(3) , r s0(2), Jv(2)az2xs0(2)
A(lui, o símbolo x denota o produto selllidiiet.o. Geoniet.licainent.e, 7' é tun círculo e À/
é a união disjunta de dois círculos, sendo que À/ é gei'a(lo por T c dais ilint} única inat.riz
de determinant.e -- 1, poi exemplo a. reflexão na diagonal principal:

? & )
No segundo exemplo, not.e que o subgrupo .A/, est.e sim, é um subgrupo maximal

de G, com Àá) = T. Observe também que À/ é o nonnalizador de T em G (isto é, A/
consiste de t.odas t\s matrizes g em G t.ais que conjugação com g deixa T invariante).
Coliio veremos a seguir, é esta propiieda.de de .A/ ser o nornializador de sua própri;:i
componente conexa da identidade ]ü{/o (lue por suEI vez é inaximal entre todos os subgrupos
de Lie conexos de G (lue faz com o (lue A/ seja. maximal entre t.odor os subgrupos de
Lie de G, conexos ou não. Portant.o, o conceito do tionnalizador ocupa unia posição
central na classificação dos subgrupos maximais de um grupo de Lie conexo. Assim,
antes de prosseguir, precisamos registrar alguns fatos elementares sobre a construção de
normalizadores.

1.2 Normalizadores

Inicialment.e, estabelemos algumas notações e convenções. Sejam G tun grupo de Lie, g
sua álgebra de Lie, /7 um subgrupo de Lie de G, -l/o a component.e conexa da identidade
de /J e b a álgebra de Lie de .f/ e //o. Denotaremos por

Nc (.HQ ) { g C G l gHog'' (1.1)

o normalizador de J7o em (; e por

M(b) {g c G Ad(g)b (1.2)

o normalizados de b em G em relação à representação adjuntal obviamente, estes dois
subgrupos são iguais e a seguir serão simplesmente denotados poi iV:

Vc (Ho) (1.3)
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Observe (lue

H.C H C.V, (1.4)

pois pala todo /l C .f/, vale /i.H/i.-i = H (já (lue /7 é subgrupo) e portanto AHoh'i = Ho
ljú que con.jtigação por b. é itm hoineomoifislno de H e portant.o trt\tisfoima componentes
conexas de H ell] componentes conexas de H), ou seja, b C /V.

Lenta 1.1 Seja.nt G llm. grupo de Li.e com ál.febra de Lie g e Ho llm sltbgTltpo de l,{e
con,elo de G com álgebru de Lie b. Eltt.ão o l\orTli.ntizador N de Ho e de b e'rll G é \Llll
s\tbgrttpo fectLado de G.

Demonstração: Obviament.e, ]V é subgrupo de (l;. Par?t mostra.r que é fechado, basta
interpret.ar N como a imagem inversa do subgrupo fecllado

{ I' c GL(g) l r(b)

do grupo geral linear GL(g) sob o holnomorflsmo Ad : G --, GL(g). (Note que este
subgrupo de GL(g) e de fato fechado, sendo que, em relação a uma decomposição direta
qualquer de g na soma direta g ::: b © m de b e algum subespaço complementar m, seus
elementos podem sel represent.ados por matrizes bloco (2 x 2) triangulares.) n

Retornando à inclusão Ho C N (veja a eq. (1.4) acima), notamos que, em geral, N pode
ser beiii maior do que J7o. Um caso extremo é a situaçã.o caracterizada por uma das
seguintes condições equivalentes:

N-G Ho subgrupo normal de G (1.5)

A seguir, esta possibilidade deve sei explicitamente excluída l)aia garantir que .V seja
um subgrupo fechado próprio de G. O outro ext.reino ocorre quando .N tem Jío como sua
compoiient.e conexo da identidade, ou seja, quando o grupo JV/f7o for discreto.

A seguir, denotaremos a álgebia de Lie de Ar poi n; obviamente,

n l ad(X)b (1.6)

é o notmalizador de h eni g, e vale a inclusão

b c n (1.7)

Novament.e, notamos (lue, em geral, n pode ser bem maior do cine b. Um caso extremo
como ant.es, é a situação caracteriza\da por uma das seguintes condições e(luivalentes:

n=g [] ideal de g (1.8)

O outro ext.remo ocorre quando n
normalizant.e .

ou seja, (quando a subálgebra f) for auto..
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Definição 1.4 Seja g tuna álgel)ta de Lie. Ulntt subálgebra f) de g é chamada auto-
normalizante se í) = n, onde n denot.a o noimt\lizt\doi cle b eni g, conforlnc definido
pela eq. (1.6).

Observe (lue tls condições foiinuladas ntt. eq. (1.5) iinplicain as ('ondições formuladas
na eq. (1.8) e (lue todas est.as coi}(lições são equivalentes se G fot conexo. Da mesma
foitiia, a condição dc que Ar/.17o seja\ discicto é eqilivttlente à con(tição de que b seja
aut o-noi nlalizante

Pala ('oinl)legar a imagem, consicleiemos brevemente o coiso intermediário (te uma
suba.lgebra f) qualquer. Denotando seu noimalizador em g por ni, o normalizador de ni
em g por n2 e assim em diante, obt.emos uma. sequência crescent.e de subálgebri\s de g
(lue, necessariamente, t.erminará em alguma subálgebra própria n, de g:

b C ni C n2 C . . . Cn,Cg (1.9)

De forma. semelhant.e, devido à eq. (1.4), os normalizadores em G forma.m uma sequência
crescente de subgrupos de (l;,

H c Nxc.Nzc C N. C Nc(n,) C G (l.lO)

onde Ni = Arc(b), N2 = .Arc(ni), . . . , ]V. = A/c(n,-i). Temos então duas possibilidades:
ou n, é unl ideal de g ou é auto-normalizante. No primeiro caso, ATG(n,) = G, sendo
que a iteração deixa de produzir a]gum resultado útil, enquant.o que no segundo caso,
Arc(n,) constitui um candidat.o a um subgrupo maximal de G, com álgebra de Lie n,: é
esta sit.uação que prevalece quando g for simples.

1.3 Tipos de subgrupos maximais

A nossa meta piincipa] nesta seção é niostiar que os subgrupos iliaximais de um grupo
de Lie conexo podem ser divididos eln duas categorias distintas (e clisjuntas).

Proposição 1.2 Seja G ]zm gr?]po de Zíe cozlezo com á/geóra de Láe g e ]A/ um suógr?/po
m,afim.al de G com co'ntpo'ne'nte col\e=ca du idelttidu.de Rlo e álgebra, de Lie m. Então Date
finta da.s seguintes duas alterTtatiuas.

1. it.lo é subgl'upo t\o'r'm,al, de G e m é ideal de $ (sendo que estas ducts coltdições são
equipa\e'rELes pois G é collelo).

2. \l é igual a.o normütizador de Àla e de m em G
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Demonstração: Suponha (lue ivo irão é subgrupo normal de G e m não é ideal de g.
Eilt.ão segull(lo o leiiia na senão alit.etior, o nornlalizador ./V de 11/0 e (le m em (; é um
subgrupo próprio fe(halo de G que contén] iA/ (veja a e(1. (1.4)) e portanto deve ser água.l
a iA/, já que pot }iipót.ese, ]v é inaxiina]. []

Nos dois ct\sos, é possível impor, sem peida. (le generaliza(le, unia. hipót.ese a(licional

1. /i/o c m são t.riviais, isto é, J\{/o = {1}, m -: {0}.
De fato, se ii/o for um subgrupo iioiinal nãc-t.rivial de C;, podemos subst.ituir G pelo
grupo (]uocient.e G' :: (;/.A./o, que é ui]i grupo de Lie conexo, e ]4/ pelo subgrupo
(luocient.e À/' = iA//i4/o, blue é um subgrupo ntaximal finito de G'

2 ]4/o nã.o cona.énl nenhum subgrupo iiornial não-trivial de G,
m não contém nenhum ideal não-trivial de g.
De fato, se J4/o contiver algum subgrupo noinlal não-trivial de G, podemos intro
duzii o subgrupo fechado .NÀ/. de G definido por

iVA/. = { g C (; l g'gg''i C .4ío para todo g' C G}

observando club est.e é o maior subgrupo normal de G cona.ido cm .A/o, e subst.ituir
G pelo grupo quociente (;' = (7/.NA/. e ]4'/ pelo subgrupo quociente Ã/' -: A//iVA/.

Para grupos de Lie compactos conexos como grupo ambiente, evidencia-se que a clas-
sificação dos subgrupos inaximais do primeiro tipo (i.e., cuja componente conexo da
ident.idade é um subgrupo normal) pode scr reduzida à classificação dos subgrupos maxi-
inais finitos. De maneira senielhant.e, a classificação dos subgrupos maximais do segundo
tipo (i.e., que são os nora)alizadoies da sua própria componente conexo da ident.idade)
pode ser reduzida à classificação dos subgrupos maximais cuja componente conexo da
identidade não contém nenhum subgrupo normal nãc-trivial.

O primeiro problema a classificação dos subgrupos maxiinais finitos dos grupos
de Lie coi:npactos conexos - é de alta complexidade e amplamente discutido na literatura
matemática. Por exemplo, existe tuna série de art.egos (lue tratam de det.enllinar os
subgrupos finitos dos grupos de Lie simples (.4., .B«, C., D., Eõ, E7, E8, Fa, G2)
l24, 25, 261, sendo (lue o Exemplo 1.1 acima providencia a solução para o caso mais
elementar de ,4t.

Na discussão a seguir, abordaremos o segurado problema a classificação dos
subgrupos maxiniais dos grupos de Lie compact.os conexos (lue são os normalizadoies
da sua pi'ópria componente conexo da identidade ou, e(lttivalentemente, da sua própria
álgebra de Lie. Como piinleiro passo, daremos uma caracterização das subálgebras de Lie
cujos norllializadoies são subgrupos maximais: isso nos levará ao conceito de subálgebras
nlaximais invariantes e, enl part.ocular, de subálgebras primitivas.
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1.4 Subálgebras maximais invariantes e
subálgebras primitivas

Retonit\ndo nossa apieseiitação de notações e (oiivenções a serem ttst\dt\s a seguia (sellclo
(lue, como ntl Seção 1.2, G é uin gittpo de Lie, g sui\ álgebia de Lie, J7 um subgrupo
cle Lie de G, /ío {l conipoiiente coiiexa da. ideiit.ida(te de J7, f) tl álgebra (te Lie de .f7
e cle Ho e N o iiormalizadot de Ho e de b em G), escrevemos Aut(g) para o grupo dc
aut.omorfismos de g e i)et(g) pala a álgebia. de Lie das derivações de g: Aut.(g) é um
grupo de Lie (lue t.eni i)et(g) como sua tílgebra de Lie.t Também escrevemos Ad para
a represent.ação a(ljLuit.a de G em g, como antes, e ad para a represent.ação adjunt.a de
g en] g, substit.uíndo Ad por Ada e ttd por ada se for necessário para evitam dúvidas.
Obviamente, temos Ad(G) C Aut(g) e ad(g) C Det(g), mas em geral esttts inclusões não
são iguttldades. (Por exemplo, se g for semisiinples, então ad(g) = Det(g) , feias se g for
abeliana, então acl(g) = {0} enquanto que aet(g) = gt(g) .) Ademais, definimos Int(g)
como o subgrupo de Lie conexo de Aut(g) com á.lgebra de Lie ad(g) e

l«t(g, b) - { @ c l«t.(g) é(b)

Essencialinent.e, lilt.(g) é uma versão universal do grupo de aut.oiiiorfismos internos de g,
pois Int(g) é a componente conexo de l de Ad(G) e coincide com Ad(G) se G for conexo.
(Em out.ras pa]avias, o "grupo a(]jiulto" Ad(G) é independent.e da escolha de G, dentro
da. classe dos grupos de Lie conexos com álgebra de Lie igual a ad(g).) falais exatamente,
quando G é conexo, temos

Int(g) i«t(a, b) Ada(N)

Para maiores detalhes, veja l33, pp. 55-58.

Definição 1.5 Seja g uma álgebra. de Lie. Uma subálgebra maximal invariante
de g é uma sttbálgebra própria m de g (lue é maximal entre todas as subálgebras Int(g, m)-
invariant.es de g, isto é, tal (]ue se ú é (qualquer subálgebia Int(g, m)-invariante de g com
m C ü C g, vale ú = m ou ú = g. Uma subálgebra primitiva de g é uma subálgebra
maximal invariante de g que não contém nem)um ideal próprio de g.

A t.ítulo de exemplo: notamos (lue o noinializaclor n de b em g é Int(g, f))-invariante, pois
dado @ € 1nt(g,l)) e X C n, temos

}' C h -:+ ad(é(X))(}'') ló(x),Ó(Ó '(r))l @(ad(X)(é :(}'))) C b ,

daqui, todos os grupos de Lie e todas as álgebras cle Lie são leais, mas conceitos análogos existem
para grupos e álgebras de Lie sobre outros corpos, principalmente sobre C.
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isto é. (X) En. Portanto. uma subálgebra maximal invariante ou é auto-normalizante

ou é umideal, e uma subálgebra primitiva é sempre auto-normalizante. Naturalmente,

emálgebras de Lie simples. os conceitos de subálgebra maximal invariante e de subálgebra

primitiva coincidem.

À nossa metanesta seção é provar o seguinte teorema.

Teorema 1.1 Sejam G umgrupo de Lie conexo com álgebra de Lie g e Ho um subgrupo

de Lie conexo próprio de G com álgebra de Lie & auto-normalizante. Então o norma-

lizador N de Ho e de b em G é um subgrupo maximal de G se e somente se b é uma

subálgebra mazimal invariante de g.

Demonstração: Inicialmente, notamos como antes que b sendo uma subálgebra

própria auto-normalizante de g, b não é ideal de g pois b = n & g e, como G é co-

nexo, Ho não é subgrupo normal de G; assim, N é um subgrupo fechado próprio de G e

N/Ho é discreto.

Suponha então primeiro que b seja uma subálgebra maximal invariante de g e que H'

seja um subgrupo de Lie de G contendo N, comálgebra de Lie b; então b C b' C q.

Ademais, b' é Int(g, b)-invariante. (Para provar isto, observamos que para todo h' E H”,

o automorfismo Ade(h”) de g deixa a subálgebra b' invariante, sendo que a sua restrição

a esta subálgebracoincide com o automorfismo Ad,r(h') de b". Mas como N C H', con-
cluímos que b' é Adc(N)-invariante.) Como, por hipótese, b é uma subálgebra maximal

invariante de g, segue que LS b'=g ou b=b' Gg. Se b'=g, então H'=G,pois G é

conexo. Se por outro lado b' = b, então Hg = Ho, logo H' C Ne(H6) (vejaa eq. (1.4))

e portanto H' = N.

Paraprovar a afirmação recíproca, suponha agora que N seja um subgrupo maximal de G

e que b' seja uma subálgebra Int(g, b)-invariante de g contendo b. Seja Hg o subgrupo de

Lie conexo de G que corresponde à subálgebra de Lie b' de g, e seja N' o normalizador

de Hg e de b' em G. Então o fato de h' ser Adc(N)-invariante é equivalente à inclusão

Nc N'. Como, por hipótese, N é subgrupo maximal de G, segue que NG N'=G

ou N=NGÇG Se N=N,entãob'cn=n=beportanto h'=b. Se N'=G,
então H9 é subgrupo normal de G e b' é ideal de g. Neste caso, considere o subconjunto

Nº" = NH = HgN deG, que é evidentemente um subgrupo de G e de fato um subgrupo

de Lie de G cuja componente conexa da identidade é Hh, já que N/Ho é discreto e Ho

é contido em Hg. Como N” contém N e N é subgrupo maximal de G, concluímos que
N"=N ou N”"=G. Considerando as componentes conexas da identidade, segue que

6 = Ho e portanto b' = b, no primeiro caso, e Hg = G e portanto b' = g, no segundo

caso. D
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Deva(lo a est.e t.eoreliia: a classificação tios subgrupos niaxinlais dos grupos de Lie
compact.os conexos que sao os noitnalizadores (ta sua pió])rit\ álgebra cle Lie é reduzida
à classificação das subálgebras lnaximais invariant.es das álgebias de Lie compactas (lue
não são ideais. A seguir, inostlaiemos maio esta, pol alia vcz, l)ode ser reduzida à
classificação das subálgebias piiinitivas das álgebras (le Lie coiiipactas simples.

O primeiro passo é reduzir o caso iedtttivo para o (aso semisilnples

Proposição 1.3 Seja $ nula á\febra de Lie redlttiuü, peco'mpostü llü soma, di-retu

g = 3a) g' (1.1 1)

do self ce'ntro b e sua álgebra derivada ç{, que é sentisimples, e seljü m 'tluíla shbátgebra
ma=àmal invariante de g qlte não é ideal de g. Evi,tão m c07ttént 3 e é n.ecessariameTtte da
for'nLa

m ;: 3 q) m' (1.12)

OTtde xN umcl subálgebrn nazi'ntal inuaücn\te de g' que não é ideal de d

Demonstração: Primeiro, provámos que m deve cona.er o centro 3 de g. Para tanto,
considere a suba.lgebra ü de g gerada por 3 e m (que é simplesmente a soma 3 + m, eln
geral não direta, de 3 e m). Obviamente, ü é Int(g,m)-invariante pois m é lut(g,m)-
invariante e 3 é até Int(g)-invariante. Portanto, ú = m ou ú = g. No primeiro caso,
segue (lue 3 C m, como (lueríainos. No segundo caso, concluímos (lue m deve conter
a álgebra derivada g' de g, pois dados (quaisquer dois elementos X e y de g, podemos
escrever X = X, + X. e y = 4 + ym e obtemos lx,rl = IX.,yml C m. X'las isso
implica (lue m é ideal de g, o que exclui este caso, por hipótese. Portant.o, 'v'ale 3 C m, e
a int.erseção m' = g' n m é unia subálgebra rnaximal invada.nt.e de g' (pois se b' é uma
subálgebra Int(g':m')-invariante de g' tal (lue m' C f)' C g', então í) = 3 © b' é uma
subá[gebia [nt(g, m)-invariante de g ta] (lue m C f) C g, o (lue ii-np]ica f) = m ou ]) = g
e portanto b' = m' ou b' = g') (lue não é ideal de g' e tal (lue a decomposição direta
(1.11) implica a dec:imposição direta (1.12). O
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Rest.a rc(luzir o caso seliiisiniples ao caso sim])les

Proposição 1.4 Seyrl g ?im.a áZgeóza. de Z,ie semisímp/es e sega m üm.a. s?zbáZgeóra
ni.a. i.7itat {.TI.pari.avtt.e de g que não é i.dca! de g. En.tão m é l}.ecessa7-ia.n}.et\te de llm. dos
seçltti.l\tes (t.ois ti.pos:

B O tipo simpl,es: a nl.e'nos de l n iso'm.orbe'm.o, que i.ltcllti 'tina per'nttttação a.deqlLuda,
dos 2der),ís sámp/es q7ze con.sZiÉ?lem/, g, urze g :: go a)gi e m :: mo a)gt, orl.de go é üln
dos ideais sàTTlples de g, g\ é a som.a direta de todos os otLtros ideais simples de g e
mo é lllna sttbálgebra primitiva de go.

B O tipo diabo'real,: Q MICRos de um iso'mor$snto, q'\ie inctl i '\lula perwuLtnção ade-
ga a(2a dos ideais simp/es que c07}sZífuem g, ua/e g = go a) go (D gt e m = go © gi,
onde go é um dos ideais simp/es de g qme ocorre Ípe/o nzen,os,) d?las vezes ezrl g, gi
é a soma ddrefa dos outros ideais sãmpZes de g e o me7lguZA,o de go em go © go é a
«p/íc«çã. ã«g-«/, q«. /e« Xo C go p«. (Xo, Xo) C go © go.

Demonstração: A demonstração é complet.ainente análoga à demonstração da pro-.
posição correspondente para subá]gebras inaxiinais j13, Teorema 15.11. []

Como corolário, notamos que uma álgebra de Lie compacta que não é simples
e nem é a soma direi.a de duas cópias da mesma álgebra de Lie simples não admite
subálgebias primitivas.

1.5 Subálgebras primitivas de posto máximo

A part.ir das definições 1.1 e 1.5, é óbvio que subálgebras nlaximais de uma álgebra de Lie
simples são primitivas, e portanto, a classificação das subálgebras maxinlais das á.lgebras
cle Lie simples devida a Dynkin j13, 141 é de importância cent.ral pala o presente traba-
lho. O coiit.rário, no ente\nto, está longe de ser verdade: existem subálgebras primitivas
relativamente "pequenas". Talvez o melhor exemplo seja a subálgebra de Cart.an das
álgebras de Lie simples dos tipos H, D e E (veja a proposição logo abaixo). De forma
mais geral, uma grande classe de exemplos de subálgebras primit.ivas é fornecida pelas
subálgebias piiinit.ovas de posto máximo.

Definição 1.6 Seja g uma álgebl'a de Lie redut.iva. Uma subálgebia m de g é chamada
de posto máximo se ela cont.ém unia. subálgebia de Caitan f) de g.
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Antes de ])rosseguii, vt\mos fixar algumas notações. Seja g liintl álgebia de Lie iedutix;a
e m uma. sttbálgebia de g de posto niáxhno, cont.eiido unir\ subálgebia de Cartan f) de g.
Passam(lo às coniplexificações gc de g, m' de m e b' de h, denotanlos o sistema de I'aízes
de gc i'elativo a bc l)or z\ e consi(lei'amos a decomposição dii'eta de gc elll sttbtílgebra de
Ci\otan c cspttços de raízes

g' u'o (1) '..
ae.A

(1.13)

Ent.ão polido
A. { a C A/g« C m' } (1.14)

obter:nos i[ coircspondente decomposição direta de m' en] sttbálgebia de Cartan e espaços
de raizes

m' - b'© (D '.
ae.6'.

(1.15)

Taillbéili notamos que o grupo Int(g, l))o, a coirlponent.e conexo (ta identidade do grupo
Int(g, f)), é dado por

l«t(g, b). { @ C hit(g) @lh

e que o grupo (quociente

1:-t(g, b) / l«t(g, b)o

é o grupo de \Veyl de g, um grupo finito (lue age naturalillente sobre b e, por dualidade,
sobre A. Observe (lue, para qualquer subálgebra m de g de posto lnáxinio, Int(g, f))o é
contido em Int.(g, m), e portanto podemos definir

(l«t(g, b) n l«t(g, m))/ l«t(g, b)o

Alt.ernat.ivamente, temos

[rm (g) { a C l,r(g) l a(A«) C A« }

Finalmente, para (qualquer subgrupo I't/'(g) de I''(g), dizemos (lue m é l,r'(g)-invariante

LV''(g) C I'rm(g)

se

A seguir, aplicaremos estas noções ao caso em que g é uma álgebia de Lie compacta

Proposição 1.5 Sega g alma á/febra de Z,le com.pacÉa símp/es e h lzr7 a suóáZgeb7a de
Cartas de g. Evttão b é püntitiua se e somente se todas as raízes de g têm o mesmo
comprimeTtto, otl seja, se g for do til)o A, D otc E.
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Demonstração: Seja m iria subálgebia Int(g,f))-invariante dc g com í) C m C g.
Então m, contendo b, é de posto ináxinlo, e zX« deve ser I'r(g)-invariante. Agoitt, se g foi
do tipo .4, /) ou E, t.odes as raízes (le g tên] o mesmo comi)rimento e fornlani lulit\. única
órbita sob t,T''(g); port.auto, A« = ç) e m = 1) ou zX. = A e m = g. Se, poi out.io la(lo,
g for do tipo B, C, F' ou (;, exist.ein raízes de exatamente dois coniprinientos difcieiit.es,
t\s raízes longas e }\s raízes ctutas, (lue foiinani exatalnent.e duas órbitas sob ly(g). i'çest.e
caso, a subálgebitt de Cait.an em conjuiit.o com os espt\ços de raízes longas foinlam uma
subálgebra g/ de g t.al que

of - b'© (ID g. (i.i6)
nezS.

Q lo

e que é Int(g, l])-invariant.e e maior clo que b, enquanto blue a subálgebra. de Cartaii eln
conjunto com os espaços de raízes curtas não, pois

gS b'© g«
Q curta

não é uma subálgebia de g'. Isto se deve ao fat.o de (lue a soma de duas raízes longas,
se for raiz, sempre é luila, ra.íz longa, en(ltt \nt.o (lue a soma de duas raízes curtas. se for
raiz, pode ser uma iaíz curt.a ou longa.

De fato, sejam a, P C .h duas raízes não-proporcionais e do mesmo coinpri
mento (amibas longas ou ambas curtas); ent.ão

2(#, a)
«1'

2(P, a)

vale 0 ou ÉI. Suponhamos ainda. que sua. soma também é raiz:

e Se a e N são ortogonais, então a a-sequência cine passa por # é necessa
rianlente da. forma {P -- a, P, O + a}, e como, neste caso,

0:t al' l#l: +lal'

só rest.a uma possibilidade: a e P são curtas enquant.o que P -- a e P +a
são longas

e Se a e # não são oi'togol-tais, então a cv-se(iuência que passa por # é da
forma {Zg,O+a} ou {# cv,P,#+a,#+2a}, com

2(P, a)
«1:

llw:y -
fal: '
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e ângulo cle 120' entre a e /3, ou (la foiina {# -- 2a,0
com

a, a, /3 + ct}

2(P, a)
1«1'

e ângulo (le (i0' entre a e P. No priinciro caso, vem

P + al' #l'+lal'+ 2(P,a) al'(l+l 1)

post.rando que # + cl é iaíz do mesmo coinpiiinento que CY e P. No
segundo e t.erceiro caso, vem

ID+al: - IPl:+lal'+2(P,a) - lal'(1+1+1) ,

P:Leal' - IPl:+4lal::t4(P,a) - lal'(1+4-2) ,
o que só é possível no caso de (l;2, (quando a e /3 são curtas en(luant.o que
P + a e P ]: 2a são longas.

e

n

E fácil determinar a. subálgebra gZ de g

e Para g do tipo B., g/ é do t.ipo Z,)«

g o(2n + l) -:> g.

e Para g do tipo C., g/ é do tipo ,4i a) © .'l- (« soma«dos)

g = SP(2n) -:+ gr .«(2) © . . . 0 .«(2)

8 Pala g do tiPO Fa, g! é do tiPO Da

g = Fa '::> g/ ' Z)4 = SO(8)

e Para g do tipo Gz, g/ é do t.ipo .42:

g - G, -:> g. - .'i, - .«(3)

É interessante not.ar que nestes (quatro casos, é gr, ein vez cle b, (lue é tuna subálgebra
primit.iva de g, sendo que também é uma subálgebra inaximal para -B« e G2, irias não
para Cn e F]

Voltando ao caso mais geral das subálgebras de posto máximo, temos o seguinte
critério para decidir se são maxinlais invariantes ou não.
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Proposição 1.6 Sda g ?lma á/geb7a de Lira redrlÉlua e m ?lm.a. s?l.báZge/)ra própria de g
de posto nl.áll.n}.o, coTlteTtdo unia. sltbátgebra de Cartas h de g. ETtt.ã.o m é ur .n. sttbál.febra
rrir7zãmla/ án.uarãar).[e de g se e som.en.[e se é mazámaJ e71.Ére godos os s'üóá/geóras ],rm(g)-
:,'«,'ã.«f« 'í' ÉI "«le«d. b, 2.to é, f./ q«. ;e ú é q«/q«.., s«óá/g.ó« tt''l«(0)-i««.,í«.«*'
de g com m C ü C g, ua./e ú = m oíl. m = g.

A cleiiioilstlação é tuna coiise(luência imediata do seguinte lema

Lema 1.2 Se/a g uma á/geóra de Lie compacta e sejam m e ú d?las s71báZgebras de g
de posto má=àm.o, covltendo llm.a subálgebra de CartaT} b de g, e tais que

f)C m C ü Cg

.E7}Éão ú é }P'.(g)-ãn«,á«n*e se . s.m«.íe se é Int(g, m)-inu«rÍ-,n*e

Demonstração: Obviamente, ú é I'rm(g)-invariante se e soment.e se é invariante sob
Int(g, b) n Int.(g, m). Portanto, precisamos most.rar apenas (lue se ú é invariante sob
Int(g, b) n Int(g, m), então já é hivariante sob Int.(g, m). Seja então @ C Int(g, m), ist.o é,
@ c Int(g) tal que Ó(m) = m. Pala lidar com o problema de que, em geral, @(1)) # b,
escolhemos primeiro algum grupo de Lie compacto conexo À/ cuja á.lgebra de Lie é m (já
que m, como subálgebra de Lie de uma álgebra de Lie compacta, é uma á.lgebra de Lie
c'oinpacta) para encontrar um automorfismo interno @« C Int(m) de m pelo qual as duas
subálgebras de Cart.an f) e 'É(b) de m sã.o conjugadas l33, Theorem 4.341, no sentido de que
vale @«(b) = @(b). Este pode ser est.endido a um automorfisnlo interno @. C Int(g) de g
t.alque@.(b) é,(m)(ú) bastaescrever@«(ad«(Xo)),com
Xo C m C ú, e definir Óg = exp(ad,(Xo)). Assim, temos @ o Ó;i C Int(g, f)) n Int(g, m)
e, como ü é invariant.e sob Int(g, b) n Int(g, m), podemos concluir que (Óo é;:)(ú) = ó;
portanto, vale @(ú) = ú. D



CAPÍTUI,0 2

Classificação das subálgebras
primitivas de álgebras de Lie simples

No capít.ulo anterior, vimos (lue o problema de determinar os subgrupos maximais dos
grupos de Lie compact.os leva nat.uialinent.e ao problema de classificar uma cert.a classe de
subálgebras das álgebias de Lie compactas simples chamada de subálgebras primitivas,
a qual inclui a das subálgebrt\s maximais luas é est.ritainente maior. No entanto, o
procediment.o para as duas classes é muito parecido.

A classificação a ser apresentada a seguir é baseada na combinação dos resultados
de vários antigos j11, 13, 14, 20, 21, 35j, porém com algumas adaptações que precisam
ser explicadas. A mais importante delas deve-se ao fato de que a maioria dos result.ados
refere-se a s4-tbá.lgebras maximais j13, 141 e subálgebras primit.ovas j11, 20, 211 de álgebras
de Lie complexas simples, sendo que só um trabalho l35j trata explicitamente das formas
reais. Felizmente, como será explicado a seguir, a passagem à forma real compacta é fácil
de se realizar. Como é de cost.ume nesta área, os result.ados finais serão apresentados na
forma de várias tabelas, cujas ent.Fadas t.anlbénl requerem uma série de explicações. N/leis
especificamente, listamos primeiro, para cada uma das álgebras clássicas e excepcionais,
as subálgebras pi'iinitivas e, logo em seguida, para cada um dos grupos clássicos e ex-
cepcionais, os correspoiident.es noimalizadores (que, conforme foi mostrado no capítulo
anterior, são subgrupos maximais), e seus grupos de cot)oponentes.'

Nui-n trabalho post.erior, pretendemos aplicar estes resultados ao estudo dos
possíveis esquemas de quebra de simetria pala o código genético.

iLenlbramos que o grupo de componentes de unl grupo de Lie G é o grupo discreto G/Go obtido
tomando o quociente pela componente coliexa da identidade Go de G

17
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2.1 Algebras de Lie reais
P

e complexas
A relação ent.ie álgebras de Lie leais e álgebias de Lie complexas é assunt.o de t.odor os
livros t.exmo plidrão sobre a. areal porá.ant.o, podemos nos restringir a alguns colnent.brios
gera\is sobre os aspect.os (lue serão relevantes para o (late segue. Toda álgebra (le Lie leal go
fornece, por ext.eilsão do corpo base de R pala (C, uma álgebra de Lie complexa cht\dada &\

sua conlplexificação e t\(lui dcnotada por go - No sentido opost.o, uma álgebia de Lie iet\.l
go é cha.dada unia. forma real de uma álgebra de Lie con)plena g se sua coniplexificação
alf é igual a g (a menos de isomorfismo). Ein geral, uma álgebra de Lie complexa tem
várias formas reais que não são isomorfas entre sil por exemplo, a álgebra de Lie st(/V, (C)
possui, etit.re outra\s, uma forma real compacta su(-/\r) e uma forma real nominal st(7V, R).

UiJla classe de álgebras de Lie de pttrt.ocular importância, tanto no âmbito real
como no âmbito complexo, são {\s álgebias de Lie iedutivas. Existem várias def:inições
deste conceito, todas equivalentes, entre elas as duas seguintes (veja l33j, Capít.ulo 1.7):

Definição 2.1 Uma álgebra de Lie g real ou complexa é chamada dedutiva se vale
um dos seguintes dois critérios e(luivalentes:

e g é a soma diret.a (to seu centro Õ c da sua álgebra derivada la, gl,

g 3 © la, gl ,

sendo que Õ é uin ideal abeliano e la, gl é um ideal semisimples de g

(2.1)

e Todo ideal a de g admite um ideal complementar b de g, i.e., t.al que g = a a) b

Para álgebras de Lie leais, temos o conceito de uma álgebra de Lie compacta, igualmente
importante (veja 1331 , Capítulo 4.4):

Definição 2.2 Uma álgebra de Lie g real é chamada compacta se vale un] dos seguintes
t.rês critérios equivalentes:

e Int(g) é um grupo de Lie compacto

B g é álgebra de Lie de algum grupo de Lie compact.o

e g admite um produto escalei' positivo definido invariante

Obviamente, toda álgebra de Lie compacta é redutiva.

A maioria dos conceitos deesenvolvidos para álgebras de Lie semisimples se es-
tende, naturalment.e e sem (qualquer dificuldade, a álgebras de Lie redutivas. A título
cle exemplo, citamos o seguinte teorema famoso de H. \Veyl (veja l33j, Teorema 6.11 e
Corolário 6.20):
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Teorema 2.1 Toda áZgeóza de Z,ie como/ezrz reduíiuíz g poss7zã fina /orm.a 7ea/ com-
pacta g., qlte é líll.{ca a. ntenos de isom.or$snl.o. &fais e=atameTtte, pa.ra. qu.a.i.sqlter duas
for'mas reais coTít.pacto,s de g, existe 'llnl nutomorjiswLO (b C À.xx\Çqh que trnnsjolma nulo,
"« o«t.«. (Se $ jo« semtsimp\es, @ é «« «.tomo«esmo i«,te«.o.)

Devido a este teoienia, temos uma coriespondêil('ia l)iunívoctt

á.lgebras cle Lie compactas ----» álgebias cle Lie complexas redutivas (2.2)

onde " --," significa complexificação e "---" sigllifica rest.lição à forma real compacta,
e a. pa-rtir dela, obtemos outra correspondência biunívoca

reticulado das subálgebras
de uma álgebra de Lie compact.a

ret.iculado das subálgebras redutivas ,. .~
' ma álgebra de Lie complexa redutiva LZ ÓJ

onde " --," significa complexificação e "---" significa interseção com a forma real com
pacto.

Ten(lo em vista a restrição ?\ suba.lgebras redutivas que precisa ser efetuada no
âmbit.o complexo, evidencia-se que na procura por subálgebras maximais, podemos t.ra-
balhai no âmbito complexo desde que nos restringirmos ao reticulado das suba.lgebras
redutivas. lst.o significa que precisamos, por um lado, excluir subálgebras inaximais que
não sejam redutivas e, por outro lado, incluir subálgebias redutivas que são maximais
entre t\s subálgebras redutivas mas não entre todas as suba.lgebras. Os mesmos cuidados
dcvein ser aplicados para suba.lgebias maximais invariant.es e, ein pa-rticular, subálgebras
primitivas, eln vez de maximais.

Para eliminei qualquer possibilidade de dúvida, introduzimos a seguinte modi-
ficação do conceit.o de suba.lgebra maximal, de subálgebra maximal invariante e de
subálgebra. primitiva (confira as definições 1.1 e 1.5):

Definição 2.3 Seja g ui.na álgebra de Lie redut.iva. Uma subálgebra r-maximal de g
é uma subálgebra própria redutiva m de g tal que se ú é qualquer subálgebra redutiva
de g com m C ú C g, vale ú = m ou m = g.

Definição 2.4 Seja g uma á.lgebia de Lie dedutiva. Uma subálgebra r-maximal
invariante de g é uma subálgebra própria dedutiva m de g que é mnximal entre todas as
sttbálgebras redut.ivas Int(g, m)-invariantes de g, isto é, tal que se ú é qual(quer subálgebra
dedutiva Int.(g,m)-invariante de g com m c ú C g, vale ü = m ou ú = g. Unia
subálgebra r-primitiva de g é uma suba.lgebia r-maximal invaiiant.e de g que não
cont.ém nenhtuTI ideal próprio de g.
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Com esta teiininologia, t.olha-se óbvio (lue subálgebias maximais/ maximais invari-
antes/primit.ovas de uma álgebra de Lie comi)acta coriespondein biLmivocaniente a
subálgebras r-lnaxiniais / r-inaxiinais invariantes / i-primitivcas de sua. complexifict\ção.

Uma. classe de exemplos típicos qite ilust.ra toda esta situa\ção é piovidenciaclt\
pelas subálgebi?ts parabólicas cle álgebras de Lie simples e seus fatoies de Leva(veja. 1331 ,
Capít.talo 5.7). Seja g tuna álgebra de Lie complexa simples. Escolhi\mos uma subtílgebra
de Cartas f) de g e denot.erros por zX o sistema de raízes coriespollclente. Adeinais,
supoilhai.nos (lue t.nnibén) tenhamos escolhido uma ordem.n em Z\ para definir duais são o
sisa.ema Z\t de raízes positivas, o sistema A de raízes nega\uvas e o sistema. de rt\ízüs
simples ll correspondente. Ent.ão temos a decomposição direta

g = 1] a) n+ © n (2.4)

onde

(2.5)

Então nl: são stibálgebras nilpotent.es e

b:t = b © nJ: (2.6)

são subálgebias solúveis de g conhecidas como subálgebras de Borel. As subálgebras
parabólicas p de g são as subálgebras de g que contêm alguma subálgebra de Borel
de g. Como todas as subálgebras de Botei de g são conjugadas, podemos nos restringir
a considerar apenas subálgebras parabólicas p de g cine co})têm uma subálgebra de Borel
de g fixa, digamos b+. Estas podem ser parametrizadas pelos subconjLuitos ll' de 11, da
seguinte forma: Dado n', defina zX:. e AL colmo sendo o subconjLmto de A formado por
todas as combinações lineares das raízes simples eln ll' com coeficientes nãcFnegativos e
nãc-positivos, respect.ivamente, e ponha

p - b©n+ © (IE) g.
aeZ\l

(2.7)

Recipiocanlente, dada lmia subálgebra parabólica p contendo b+, defina

zX' = {a c zX l g.. c p e g . c p}

e al: = A' n z\t, ll' = A' n H. Ponha ainda

(2.8)

(2.9)[ - b © (ID a.
aez3.'
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e

(2.10)
ncA+ \A :.

para. obter i\ decomposição diieta
P = [0u l2.ii)

Então [ é uma subá]gebta dedutiva de g comi cena.ro

3([) b l a(H) 0 para t.oclo cv C A' } (2.12)

chamada o fator de Leva de P, eiicluanto que u é o radical nilpot.ente de P. Observamos
blue [ pode ser obtido como o centra]izac]or de 3([), ou ainc]a, como o ccntra]izador de um
único elemento Zo na subálgebra de Cartan b de g: bast.a escolher Zo C 3([) ta] que para
todo a C A\A', a(Zo) # 0. Finalmellte, int.roduzindo a forma real compacta g. que,
segundo o t.eorelna de H. Weyl, é explicitamente dada por

g. - >1: R(ÍX-) © (11) R(X..
cl C Z\ a € a.

X-.) © (E) R(i(X.. + X-..)) (2.13)

verificamos club
g.nt = e = g.np (2.14)

com

e - }: R(ãHa © (11) ]n(x.. + x-«) © (ID z(i(x.
aC .6./ aC6 /

x ..)) (2.15)

Agora not.amos que

p é subálgebra maximal de g 'l
[ é subá]gebra r-maxiina] de g >

E é suba.lgebra inaximal de g. J

<-:> caril(n\n') - l (2.16)

Alas p não é r-niaximal porque não é dedutiva e l não é lnaxinaal porclue está estritamente
contida eni p.

2.2 Tipos de subálgebras maximais e primitivas

Na classificação das subálgebras redutivas s das álgebras de Lie complexas simples g em
geral, e das subálgebras r-maxiinais e r-primitivas eln particular, é conveniente apresentar
os resultados na forma de várias tabelas, cada uma contemplando uma certa classe de
casosas
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Uma das divisões ein classes dist.intas. t.alvez a. mais óbvia, iefeie-se à natureza
da sttbálgebra, dependendo cle se

e s é liina subtílgebra siinplesl

e s é uma subálgebra abeliana (caso denot.ado poi' a l-Las tabelas);

e s é unia subálgebi'a seinisimples mas não simples (caso denotado poi' s nê\s tabelas)l

8 s é uma subálgebra dedutiva com centro e álgebra derivada # {0}
(caso denot.ado por r nê\s tabelas).

Outra divisão importante decorre da natureza da álgebra ambiente, dependendo de se g
pertence a tuna das quatro séries de álgebias clássicas ou é uma clãs cinco álgebras excep-
cionais. A importância desta distinção decorre do fat.o de que os métodos empregados na
classificação das subálgebras redut.ovas (gerais, r-maximais ou r-primitivas) das álgebras
clássicas e das álgebras excepcionais são totalmente diferentes, como já se verifica nos
trabalhos pioneiros de Dynkin j13, 141. Oco)re (lue no cioso das á.lgebias excepcionais, a
cla.ssificação é obtida por uma análise detalhada e exaustiva, caso a caso, enquanto que
no caso das álgebras clássicas, existe uma abordagem sistemática bascacla na teoria das
representações. À/tais especificamente, quando g é uma das álgebras clássicas, do tipo
Áz (st(n,C), co:n n /+l), .B. (se(n,C), com n 1), C. (sp(n,C), coma
ou -Dz (se(n,C), com 71. = 21), é conveniente pensar na inclusão de s em g como uma
representação n-dimensionar de s. Dizemos então que a subálgebra s de g é irredutível
ou redutível se esta represent.ação é irredutível ou redutível, e podemos caracteriza-la
por seu peso máximo ou conjunto de pesos máximos. Já no caso das subálgebras redu-
tivas das álgebras excepcionais, esta distinção não faz sentido se não especificaimos qual
é a representação da álgebra ambiente a (lue se refere, e mesmo se especiíicasseinos esta
representação, tal distinção não seria de grande utilidade.

Seja então g uma das álgebras clássicas st(n., (C), se(n, (C) ou sp(n, (C) e G o grupo
clássico correspondente, isto é, SL(n, (C), SO(n, C) ou Sp(n, C), e seja s uma sttbálgebra
r-inaximal ou, mais geralment.e, uma subálgebia r-primitiva de g.

Quando s é simples, é fácil ver que s é necessariamente irredutível, com uma
única exceção a ser especificada a seguir. De fato, se s fosse redutível, o espaço {C" da
representação pertinente poderia ser clecoinposto na soma direta. de dois subespaços s-
invaiiantes, de dimensão p e q, digamos, tal (late após uma. ilaudança de base adecluada, a
subálgebra s de g estaria contida ein unia subálgebra ã de g da forma (C©st(p, C)Gst(q, (C)
quando g = st(n,(C), da forma se(p,(C) G) se(q,(C) quando g = se(n,(C) ou da forma
sp(p,C) © sp(q,(C) quando g = sp(n,C). Adanais, Õ é Int.(g)-invariante.
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De fato, escievenclo é C Int.(g) na fotnla @ = Ad(g) com g C G, vemos
(lue se @ pieselva. a subálgebia s de g, g transforma subespt\ços s-iiivaliaiites
de (C" eni subespaços s invaiiaiit.es de (C" e porá.cinto @ t.anibém pieseiva a
subálgebia ã de g

Assina, s não seria r-niaxin]al e ncm r-primitiva., excet.o no (aso c]]] (late g = se(ri., (C) e
5 ã .o(n. l,C).

Por out.ro lado, quando s não é simples, s pode ser redutível ou iri-edutível. Pala
entettder como funciona a. construção das subálgebras r-mt\ximais e, mais geralmente, das
subálgebras r-primitivas nestes dois casos, precisamos de dois conceit.os gerais da t.eotia
das represent.ações de álgebras cle Lie: a soda direta (comum e externa) e o produto
tensorial (comum e ext.erno) de representações.

2.3 Algebras clássicas e representações
#

Sejam al : gt - e n-2 : g2 ---, gt(y2) represent.ações de álgebras de Lie gi e g2
sobre espaços vetoriais t'l e V2. A sol-na direta externa de a-l e n-e é a representação
ni EBn-2 da álgebra de Lie gi a) g2 na soma (lireta Vi © V2 dos dois espaços Vi e V2 definida\
como segue:

gi © g2 --, gl(h © V2)

X: + X, ----, «-:(X:) © r,(X,)
O produto tensorial externo de ni e r2 é a representação a-i E n2 da álgebra de Lie
gi x gZ no produto tensorial V] ® V2 dos dois espaços Vi e y2 definida como segue:

a'i Ei] n-2

(2.17)

«'i E", : gi x g, ---, gl(h ® V2)

(X:,X,) ---» r:(X:)®l+ l®«,(X,)
(2.18)

v.l,, ,.}\oo''Xrn'' ']..a ., ,l;+')]'o)lnQ o- +.. .. 'Jll-. '.,.,.;;a- .3-l-Á ..,,.l.lc.;xr'-T«lo,1+'3 TI'- ".-.,.c+,...onVCllb vL/Dvl VCll LILI CI \ ll X\rXXXs«- vllL-l\.p C10 \ALICIA llv\vv0 \./üba- d\ IU01VCllll llb llCb ÇL/iiOUiCl\íCiXJ

das representações e não na á.lgebra de Lie representada, sendo que as á.lgebias de Lie
g] a) g2 e gt x g2 que aparecem nas e(Junções (2.17) e (2.18) são realmente idênticas.
Nlesino assim, no caso do produto tensorial: preferimos usar o símbolo x , eni vez de ©
pala denotar a á.lgebra cle Lie representada, pois isso tem se mostrado útil para diminuir o
risco de confusão. Enfatizainos ainda que não devemos (e não vamos) empregar o símbolo
® neste contexto, pois não existe o conceit.o de produto tensorial de duas álgebras de Lie:
não há como construir um colchet.e nat.ural sobre o produto tensorial de duas álgebras
de Lie, como espaços vet.oriais, exclusivament.e en] ternos dos dois colchetes dados. Este
defeito pode ser superado passando da cat.egoria das álgebras de Lie para a categoria
das álgebras associat.ovas, considerando a. correspondência biunívoca entre representações
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n : g ---, gl(t'') de unia álgebra de Lie g e repiesentaçõcs â- : U(g) ----, l,(y) dt\ sut\
á.lgebia. univeisa.l envolvent.e U(g) , ein conjLuito com o fat.o cle (lue a cat.egoria. das álgebias
t\ssociativas, est.a sim, a(linit.e un produto t.ensorial natural, e que é t.al blue existe un]
isontorfisnlo canónico

U(gt x g2) = U(gi) ® U(gz) (2.19)

gelado pela inclusão
u(g-) ® t/(g,)

XiGg)l + l® X2

Finalmente, e é este o inot.ivo pelo uso do adjet.ivo "ext.fino" acima, t.anão a soma direi.t\
externa como o produto sensorial externo de duas representações da ineslna á.lgebra de
Lie g providenciam representações de uma owfra álgebra dc Lie, a saber a "álgebra
duplicada" g © g ou g x g. Para reduzi-las a representações de g e assim chegar à soma
direta comum e ao produt.o sensorial comum de represent.ações de g, basta prccompõ--las
com a inclusão diagonal

gi x g2

(x: , x,)
(2.20)

g ----' g ©g ou g x g

(x,x) (2.21)

A diferença essencial ent.rc ns dutts const.ruções reside no fato de que a soma direi.a ext.erna
ni El] n2 de uma representação n-i de gi e uma representação n-z de g2 é sempre tm)a
representação redutível de gi © g2, mesmo quando ri e a-2 forem irredutíveis, enquanto
que o produto tensorial externo n-i E n-2 de uma representação irredutível ri de gi e uma
representação irredutível a-2 de g2 é uma representação irredutível de gi x g2. Ademais,
toda representação irredutível de gt x g2 é desta forma: isso segue da seguinte proposição
provindo da t.eoria das representações de á.lgebras associativas (veja 1221, Proposição
3.1.8)

Proposição 2.1 Soam pi : .4t ---, -L(Vi) e p2 : Á2 --, Z,(W2) representações àr-
redut'íueis de di'm.ensão Brita de átgebras associativas com unidade A\ e Aa. Então o
produto sensorial enter'no de p\ e pz, de$nido por

Pt R P: : ,4i ® ,'l2 ---, Z,(K ® y2)

": ® «, ---, P: («:) ® P,(«,)

é uma representação irredutível de dimensão $n-ita da átgeb-ra associativa com 'unidade
A\ ® Aa, e tapa, rel)resentação irredutível de dimeT\são jil\itcl de A\ ® A.z é desta forma.

lterando a construção descrita acima, é clamo como definia a soma. direta (comum e
externa) e o produto tensorial (comum e externo) de um numero finito arbitrário de
representações .
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2.4 Representações complexas, reais e pseudo-reais

Seja g uma álgebia cle Lie real e n : g --, gt(L') unia iepresentt\ção de g em um
espaço vetorial complexo y de climeiisão finita. Dada uma conjugação em L'', isto é,
uma tialisfoimação antilinetu involutiva. a : V --+ y, po(temos definir a. represe71faç(io
conlzlga.da ã : g --, gt(L') de g no mesmo espttço L'', como segue:

ã(X) «-(X)a p.-« X C g , (2.22)

e dizemos que n é auto-cozÜTlgízdn se ã e n são equivalentes, i.e., se existe uma tians-
fornlação linear inveisível T : y ----, }'' t.al (lue

ã(X) = 7'n(X)T'' para X C g . (2.23)

Obviamente, a questão se n é auto-conjugada não depende da escolha da conjugação a,
pois se definirmos íi e ãa como sendo as conjugadas de n em relação a duas conjugações
diferentes al e a2, respectivamente, fi e í2 seixo equivalentes pela transformação linear
o-ia2. Nota-se também que combinando as equações (2.22) e (2.23) e polido r = a7',
obtemos

n(X) = rn(X)I'-': para X C g . (2.24)

Unl caso especial de represeiit.ações auto-conjugadas são as representações reais
Dizemos que n- é rea/ se a transformação T acima. pode ser escolhida tal que r = aT
é involutiva, ou em outras palavras, se existe uma c07Üugação r em y que satisfaz a
e(luação (2.24). Isto é equivalente a exigir que existe uma forma real Ua de y, i.e., um
subespaço real Un de y tal que y = Uw G){Un , (lue é g-invariante. Neste caso, denotando
a restrição de n- a UK por aiR, V será a. complexificação de uR e n será a complexificação
de aR

Outro caso especial de representações auto-conjugadas são as representações
pseudo-reais. Dizemos que n é pseudo-rea/ se a t.ransformação T acima pode ser es-
colhida tal que o quadrado de r = o-7' é l (em vez de +l). Neste caso, não existe
nenlluma possibilidade de redução a um subespaço real.

A importância desta subdivisão reside no fato de que quando n é irredutível,
estas são as únicas possibilidades. Para provar ist.o, suponha blue a representação r é
irredutível e aut.c-conjugada. Então como r é uma transformação antilinear em V (lue
comuta com todos os n(.X), X C g, é c]aro que l-2 é uma transformação linear em y que
comuta com todos os a-(X), X € g, e portanto pelo lema. de Schur, l-2 é um múltiplo da
identidade, ou seja, r2 = ÀI com À C (C, À # 0. Agora, ,à deve ser real, pois r2 = ÀI
implica

T3

73

')T'. T ÀI. r
r.ÀI

Àr ,

Àr
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porque r é ant.ilinet\r. Finalmente, substit.vindo T poi ÀI'i/eT, poclelnos supor sem
perda de generalidade (lue IÀI :: 1, o que demonst.tt} a afirmação.

De forma análoga, seja g uma álgebia de Lie leal ou ('omplexa e n- : g --, gt(V)
uma iepiesciitação de g em um espaço vetoriitl complexo V de dimensão finit.a. Agora,
([efininios a rep7esen.faç(io düa./ n* : g -----, gt(V*) (]e g no espaço c]ut\] L'* df' V, c:onio
segue:

(«*(X)u*,u> = <u*,n(X)u> para XCg, u*C L'*,uC y , (2.25)
e dizemos (lue a- é auto-düaZ se n-* e r são equivalentes, i.e., sc existe unia tra.nsfoimação
liiieai inveisível S : L/ ---> y* t.al que

«-*(x) s«-(x) s ' para X C g (2.26)

Obviamente, a- é auto-.dual se e somente se V adlnitc uma forma bilinear (. , .) não-.
degenerada que é g-invariante, i.e., tal que

(«'(X)u, .«) + («, «-(X)««) para- X C g, u, w € V' (2.27)

(Basta definir (u,IL) = <S(u),ui>, para u,zo C V.) Como antes, existem (bois casos
espe(tais de represelltações auto-duais: dizemos que n- é orlogona/ se esta forma bilinear
é simétrica e que n é simzplétÍca se esta forma bilinear é antissimétrica. Novamente, a
importância desta subdivisão reside no fat.o de que quando n- é irredutível, estas são
as únicas possibilidades, porque neste caso, a transformação linear S acima e a forma
bilinear (. , .) são unicamente determinadas a menos de um múltiplo e portanto tanto
a parte simétrica(. , .), de(. , .) como a parte antíssimétrica(. , .). de(. , .) tem que ser

múltiplos de (. , .): unia das duas terá (lue se anular.

Fina[mente, obter'vamos que quando g é uma á]gebra de Lie real compacta, toda
represent.ação r de g em uin espaço vetorial complexo L'' de dimensão finita admit.e um
produto escalar (forma sesquilinear heriniteana positivo definido), o que equivale a. um
isoinoifismo antilinear entre V e V'* e permite concluir que a- é auto-conjugada se e
sontente se é auto-dual e que, neste caso, n é real se e somente se é ortogonal e é pseudo-
real se e soment.e se é simplética. Assim, tentos três classes distintas de represent.ações
irredut.íveis n:

© Tipo 0: representações complexas não auto-duais ou auto-conjugadas
«'(g) C .«(n);

8 Tipo +l: representações reais ou ortogonais --(g) C .o(n)

e Tipo 1: repiesent.ações pseudo-reais ou simpléticas «(g) C .P(n)
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2.5 Tabelas

A seguir, apresente\fetos a ('lassifict\ção das subálgebras primitivas das álgebias de Lie
compactas simples na forma de uma sequencia de ta.belas.

Coineçtlndo pelas foinias leais campa('tt\s dt\s álgcbias clássicas, g = su(r}),
g = s0(7i.) e g = SP(r}), distinguimos entre subálgebras plimit.ivas simples e )ião-simples.

Para sttbálgebras pritnitivêls simples p de g, int.eipietatlios a inclusão de p em g
como unia repiesent.ação de p de dinleiisão n. e do tipo adequado:

. Tipo 0 (representação complexa não auto-dual ou aut.o-conjugada): p C su(71);

. Tipo +l (represent.ação real ou ortogonal): p C se(n);

e Tipo l (representação pseudo-real ou simplética): p C sp(n,)

O resultado principal é que quase toda representação irredutível de p providencia uma
inclusa.o de p como subálgebra inaximal da álgebra clássica g ade(suada. Exist.em apenas
19 ciosos em que P deixa de ser maximal j131, e ent.re estes apenas l caso eni (lue p
deixa de ser iliaximal int\s ainda é primitiva jlll. Estes casos excepcionais são listrados
na Tabela 2.1, onde A denota o peso máximo da correspondente representação de P, ein
termos dos pesos fundamentais.

Já para subálgebras primitivas nã(»simples p de g, listadas na Tabela 2.2
(g = su(n)), na Tabela 2.4 (g = se(n)) e na Tabela 2.7 (g = sp(n) com n par), se-
guimos uma estratégia diferente de apresentação, distinguindo entre subálgebras abelia-
nas (a), subálgebras semisimples (s) e subálgebras redutivas com centro e álgebra derivada
nãc-trivial (r), entre subálgebras mergulhadas por uma repiesent.ação reduz.ível (soma
diret.a) e suba.lgebras mergulhadas por uma iepresent.ação irredutível (produto tensorial)
e, finalmente, ent.re subálgebias nlaximais na primeira parte e subálgebras primitivas que
não são inaximais na segunda parte de cada tabela. Nas condições impost.as sobre os
parâtnetios dest.as séries de subálgebras, algumas aparecem poiclue, nest.as t.abelas, não
listamos subálgebras simples, e outras servem para eliminar duplicidades que, na sua
grande maioria, são devidas aos seguintes isoinorfismos entre os primeiros n-membros de
cada série:

.«(1)

.o(1)
se(3)
.P(2)
.P(4)

{0}
{0}

.«(2)

.«(2)

.o(5)
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se(2) = R

.o(4) «(2) © .«(2)
.o(6)

Por exemplo, lla, Tabela 2.4. na linha l o caso p a: 3, q = 1 (se(n. -- 1) C se(rz)) é
excluído, e nas linhas 4, 9 e 11, a condição de (lue p # 4 é imposta sem peida. de gene-
it\lidade, para ex.içar repetições, devido ao isoniorfistrlo se(6) = su(4) e ao isoniorfismo
se(4) = sp(2) x sp(2): quc permite concluir que

21

.P(2)
k-l

e

;.(4) x .P(2) x .P(2) .P(2) x .P(2) x .P(2) x .P(2)

Em seguida, nas Tabelas 2.9-2.13, listamos as subálgebras primitivas das formas
reais compact.as das á]gttbras excepcionais. Neste caso, ('omo já foi(cito anteriormente, a
distinção ent.re subíílgebras redut.íveis e subálgebras ilrediitíveís não faz sentido, e a clt\ssc
(simples, abcliana, semisimples mias não simples ou rcctutiva com centro c álgebta deri-
vada # {0}) é óbvia. Para dist.intuir entre subálgebras que são isomorfas como álgebras
de Lie abstratas mt\s não são conjugadas na álgebta de Lie ambiente e poitant.o devem
ser consideradas como subálgebras diferentes, usamos o áhdáce de Z)ynX;ãrz da subálgebra,
definido da seguinte forma. Toda álgebra de Lie compacta simples possui uma forma
bilinear simétrica positiva definida e inva.riante, que é unicamente determinada a menos
de lun múltiplo positivo. Normalmente, ela é obtida como foriria de baço em alguma
representação, sendo que o exemplo mais ut.ilizado é a forma de traço na iepresent.ação
adjunta, ou seja, a forma de Killing. Quando nora-nalizada de t.al maneira (lue o compri-
mento das raízes longas é igual a v'2, est.a forma bilinear simétrica positiva definida e
invariante é chamada a /orma padrão. Explicitamente, para as álgebras clássicas, ela é
dada por

(X,}') (X}') pa:a X,}' C .u(n) ,

(X,y) = --#tr(Xy) para X,y C se(n) , (2.28)

(X,y) = --t.r(Xy) para X,y Csp(n)

Agora, se g é uma. álgebra simples e s é iirna subálgebra simples (ou seinisimples) de g, o
:pula-bt\ck" da coima padi'ão de g pela inclusão de (cada ideal simples de) s em g define

uma forma bilinear simétrica positiva definida e invariante sobre (cada ideal simples
de) s (lue deve ser proporcional à forma padrão de (cada ideal simples de) s, e o fator
de proporcionalidade é o blue é cllamaclo o índice de Dynkin dest.a inclusão, isto é, de
(cada ideal simples de) s como subálgebra de g. Obviamente, est.e índice é invariante
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por (onjugação (le s em g. Um teoien-ta. básico foimulaclo pela primeira vez por Dynkin
afirma (iue este índice é seinpie un] int.eito (veja l81 para tiuia demonst.loção).

Finalinent.e, ili\s Tabelas 2.3, 2.5, 2.6 e 2.8, listados os subgrupos niaximais dos
gittpos conl])actos clássicos, G = SU(n.), G = SO(n) e G = Sp(n.), especificando pala
cada t.al subgrupo .f/ sua componeiit.e conexo cla ident.idade //o e o seu gntpo de compc»
Dentes #/Ho, sendo (lue H é o iioiilializador Ah(Ho) de Ho ein G. Est.as informações
result.aln cle unia análise tediosa mtls muito conclet.a de cada ct\se (lue t\pieseilt.aiiios a
seguir, pois l)ode sei considerada como lIHlt\ verificação independente, ade(suada inclu-
sive para eliminar un} grande número dc eixos nas t.abelas que podem ser encontradas ila
literat.ura.

Uma ferramenta importante e muito útil para efetuar est.a análise consiste na
introdução de uln grupo "intermediário" cnt.re .Ho e JI/, que a seguir denotaremos por .f/: .2
De forma gera[, suponha (lue G é um grupo de Lie collexo com á]gebra de Lie g e ]7 um
subgrupo maximal de G com componente conexo da ident.idade Ho e álgebia de Lie b
que não é um ideal de g.3 Então conforme a Proposição 1.2, .f/ é igual ao iiormalizador
Arc(Ho) de Ho em G. Além deste, consideramos também o centralizador Za(Ho) de Ho
em G e definimos .f/, = Ho Zc(Ho) = ZC(Ho) Ho como sendo o subgrupo fechado de G
gerado pelos dois subgrupos fe(hados .f/o e Za-(//o) rlc G. Ent.ão vale

Hn<Hi<H (2.29)

onde Á <] -B significa ".4 é subgrupo normal de B". Observe que podemos interpretar
.f/ como consistindo dos elementos de (; que, por conjugação, agem sobre A) como
automorfismos e então JI/i como consistindo dos elementos de G que, por conjugação,
agem sobre Ho colho autoinoifismos int.ernos. (Obviamente, os elementos de Zc(Ho)
agem trivialmente). Observe tainbéni que -H, Hí e -17o t.êm a mesma álgebra de Lie b (já
que isso va]e para /]/ e ]7o) e portanto os grupos quociente H/]Zo, #/]]/i e J7i/]7o são
todos discretosl adeinais, o t.erceiro teorema do isomorfismo garante que

nln. uln.
n:ln. (2.30)

Se G for compacto, os deferidos grupos quociente são todos finitos, e temos a seguinte
relação entre as suas ordens:

l.H/Ho - IH./HollH/H:l (2.31)

Em muitos casos de interesse, podemos usar propriedades adicionais para deduzia
informações sobre a estrut.ura de Hí/Ho e de ]///l/i, e assim, também de H/Ho:

deste procedimento foi sugerido por Fenlando Antoneli.
3Se g for simples, isto equivale a exigir simplesmente que h # {0}
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. Hi/Ho : Como Ho n zc(Ho) = Z(Ho), o segundo teoieina do isoinorfisnto galant.e
que

HijHo 'x zGÇHnÕjzÇHo) . qa.sah

Not.amos que se f) t.iver post.o máximo, ou seja, se Ho contiver uni t.oro mtíxinlo T
de G, então ZC(Ho) C T C Ho e portanto o grupo qttocient.e Hi/Ho é trivial.
Not.}\mos também que seiiipie vale Z(G) C Za(Ho) . Reciprocamente, se G é lun
gntpo clássico e se a inclusão de .fío ein G const.it.ui uma iepiesentação irredutível
ent.ão o lema de Schui garante que ZC(Ho) C (Cid) n G C .Z(G) e porá"nto

Zc(Hn) HijHo H ZÇG)IZÇHo) (2.33)

. H/.Hi : Este grupo quociente pode ser i(tentificado com o grupo Out(b)nlnt(g) dos
autoinorfislnos externos de b que podem ser est.eiididos a aut.omorfismos int.ernos
de g e portant.o iinplement.ados por conjugação por elementos do grupo a-nibiente G.
Se f) for seinisimples, pode ainda ser identificado com o grupo Aut(1') n Int(g) dos
attt.omorfismos do diagrama de Dynkin I' de b que podem ser estendidos a auto-
morfisnios int.ermos de g e portant.o inlplenlentados por conjugação por elementos
do grupo ambiente G!:

#/'Hí = Aut(F) n Int(g) . (2.34)

Conforme a eq. (2.30), o grupo -H/.lío é uma extensão ascendente do grupo Hi/-/7o pelo
grupo }l//J7i, mas em geral não se sabe "a priori" se esta extensão é cândida, e portanto
um produto semidireto, ou não.

Pcara uma outra parte desta análise, precisaremos de alguns lemas provindo da
álgebra linear. Começamos pelo caso real e depois passamos a considerar o caso complexo
e o caso quaterniõnico.

Lema 2.1 Soam u e zo does velares qüaãsq er em R" \ {0}. Então ehstem .4o C SO(n)
e À C R \ {0} [aãs que

-« - À(Á.
Demonstração: Se u e zu são linearmente dependentes, digamos m = pu, podemos
escolher ,4o tal (lue .4ou :: u e .4o é uma reHexão no complemento ortogonal do espaço
unidimensional gerado por u e wl então bast.a tomar À = p/2. Se u e w são linearmente
independentes, definimos ,4o como sendo uma rotação da forma

cosa
sina

- Sln a

cos a

no subespaço bidimensional gelado por u e w e como sendo a identidade no seu com-
plemento ortogonal. Nlais explicitamente, pondo uo = z;/lz;l, zl;o = w/lwl e definindo @
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por cos'# = z/o ' tl/o. podemos einpregt\r os vet.odes [.'o e (u,-o -- cos«' ']]o)/
ort.onormal neste subespaço, obtendo

sin é colho base

'i(/o cos @ 'oo
Ando = cosa uo + sinc} ':" :: 'sino

. u'o -- cos '# uo . . zuo -- cosa uo
no :: siii a uo t cosa

sin @ ' sin @
c asslin.

, coso . .~ . sina lul
l.cos a sln a -- iJ u t ='T i.::i w~ sina ' sinéjwl

O primeiro terilio nesta expressão se anula se escolhermos a = 2@ --
escolhendo À tal (lue À-i :; --2cos@ lul/lwl, segue a afirmação do lema.

(.4.
T. e neste caso,

n

Lema 2.2 Soam u e m dois uetores qaaísg?ler em (C" \ {0}. .Bretão ezàsÉem .4o C SU(n)
e À € (C \ {0} faãs q?le

:« - À(.,4.

Lema 2.3 Sejam u e tu doí.s ueÉores qlza sq7ier em lm" \ {0}. Erzlão ehslemz .4o C Sp (2n.)
e À C HI \ {0} cais que

.« - .à(.4.
Demons.tração: Identificando (C" com R2" e M' com IR4', precisamos especificar a
construção de .4o na demonstração acima de tal forma que .4o comuta, respectivamente,
com o operador de n\ultiplicação por { e com os três operadores de multiplicação por ã,
.j e k constituindo a estrutura adicional que permite implementar esta identificação,
pela qual obtemos SU(n) = s0(2n) n GL(n,(C) e Sp(2n) = s0(4n) n GI,(n,M)
Se u e ü são linearmente dependentes, respectivament.e, sobre (C e sobre IH, isto é, w = Am
com p C (C\l0} e /l C W\l0}, basta escolher Ao tal que vale .Ao(u) = --u, .4o(ãu) = --ãu
e ,4o = id sobre o complemento octogonal do subespaço bidimei-tsional real gerado por
z, e ãz,, no caso complexo, e tal que vale .Ao(z,) = --u, ,4o({u) = --ãu, .4o(ju) = .ju,
,4o(Á;u) = X;u e .4o = id sobre o conlplelnento ortogonal clo subespaço quadri-
dimensioiial leal gerado por u, áu, .ju e ku, no caso quaterniânico. Se u e m são linear-
mente independent.es, respectivamente, sobre (C e sobre ml, Ào será a rot.ação definida
ant.eiiormente não apenas no subespaço biclinlensional real gerado por u e w mas também
no subespaço bidimensional real gerado poi íu e ím, sendo a ident.idade apenas no com-
plemento ortogonal do subespaço real gerado por u, ãu, to e íu,-, no caso complexo, e será
a rotação definida anteriormente não apenas no subespaço bidimensional real gerado por
u e u mas tainbén] nos três subespaços bicliniensionais reais gerados por áu e íw, por .ju
e Jtu e pol ku e Aw, sendo a identidade apenas no complemento octogonal do subespaço
iea[ gelado poi u, íu, Ju, ku, w, áw, Jw e km, no caso (]uat.erniõnico. []
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2.5.1 Subgrupos maximais de SU(n)

Analisando calda uma clãs inclusões da. Tabela 2.3, dist.iliguinios os seguintes casos

l Para. definia a. incl\tsão

S(U(P) x U(q)) C SU(«)
pela soma diret.a d?is representações canónicas dc U(p) e U(q), com rz. = p + q,
""".m« «t..« : .:- 'C" "".. "t.-« «l«« .:- b-«. ; - (=) .«.1. « . y ;ã.,
respect.ivainente, vetoies coluna em (C/' e cln C'z. Então (.4, Z?) C t/(p) x U(q) age
sobre z conforme (.4, -B) z = (Íli=) , e esta «ção define um homomoi-cismo injetor,
ou seja, uma inclusão de U(p) x U(q) enl C/(7}). A pié-imagem de G = SU(n) sob
est.a inclusão é o subgrupo conexo

/7o S(t/(P) x U(q)) .B) C U(P) x U(q) det(,4) (let(B)

e a rest.rição do hoiiiomorfismo injet.or int.reduzido acima a este grupo providencia a
inclusão desejada. Note t.ambéin que o centralizador ZC(Ho) de Ho em G é contido
em f/o l logo, .Ht ;; /7o.

Para calcular o noiinalizador .FJ do subgrupo conexo /l/o assim definido, represen-
tamos mat.dizes (n x n) por matrizes em bloco (2 x 2) cujas entradas são, respect.i-
":nente, matrizes (p x p), (p x q), (q x p) e (q x q), escreve«do ele««nãos Ao de Ho
e h de .r7 na forma

/zo
.4o 0
0 Z)o

b.

0

C D com ht

A condição de que Aht = 1. significa (lue

,4.4t + .B.Bt .4Ct + .BZ)t
C',4t + Z).Bt CC't + DZ.)t k :)

Por outro lado, a condição de (lue /zb.oht C Ho significa (lue

,4.4o,4t + BZ)oBt ,4.,4oC't + Z?Z,)oDt
C'.4o,4t + Z).D. Z?t C',4oC't + .Z.)l)o.Dt

Como esta condição deve valer para quaisquer .4o C U(p) e Do C U(q) com
det(Ào) det(Z)o) = 1, podemos escolher l)o = 1. para obter

A(.4. - 1,)C'* , C'(.4. 1,).4t - 0 para todo .Ao C SU(p)
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e, dt\ ineslna foiina, escolher .4o = 1, peia obt.er

B(0.-1.)Ot o , o(o. 1.)Bt - 0 pt\ia t.o(lo Do C SU(q)

Pelo telha 2.2, isso implica que .4 :: 0 ou C' :: 0 e (lue B :; 0 ou 1) :;: 0. Tzliilbém
não é possível tei ,4 = 0 e Z? = 0 nem C' = 0 e .D = 0, jú que det h # 0. Assim),
coiiclttínlos (lue os elemeiit.os /?, de ,f/ devem t.er a forma

«- (: E) .: «- (g f)
com p :: q no segundo caso, pois caso contrário, não há como satisfazer a condição

B.Bt
0

[)

COt
Ip 0

0 1ç

unia vez que -BBt não pode ter posto maior do que q. No primeiro caso, segue que
h C .ll/o e portant.o, JI/ = .fío. No segundo caso, podemos escrever Ã como produz;o
cle um elenieitt.o de J/o com a matriz

0 ip
Ip 0

que pert,ence a SU(n) (n = 2p), pois

0 B
a o 0 ip

-lp 0 'f E)
Como o quadrado r o l,

\ -l, o

da deferida. matriz pertence a ]l/o, concluímos que, nest.e caso

2
Ip 0
0 --1p

nln. - z»

2. Para deíinir a inclusão

SU(P) xz, SH(q) C St/(n)

pelo produto tensorial das representações canónicas de U(p) e U(q), com
n = p q e d = mdc(p,q) (i.e., d é o maior divisor coinuin de p e q), escre-
vemos vetores z em (C" colho tensores, entre os quais tellios os tensores decoin-
poníveis z = .r ®y onde T e y são, respecti'ç'amente, vetores em (CP e em (Cq. Então
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(.4, .B) C Z./(p) x U(q) «ge sobre
clefilae tml honioniorfismo

confonne (À, Zi) .'lz ® By : e esta ação

U(P) x U(q) ---, U(«)
(,'!. B) ---, .A ® -B

(lue, z\o cona.iíírio dtt sit.nação encontrada no primeiro item, não é injetor, pois tem
núcleo

{(«p(ãa)l,,exp(-ia)l.) aC R} = U(1)
Devido à fórmula

det(Á ® B) t(.,'1)y (det(23)y ,

a pré-imagem de G = SU(7}) sob este homoinorfismo é o subgrupo

S'(U(p) x C/(q)) (À, .B) c U(p) x U(q) det(.,4)'det.(By

sendo que o homomorfismo restrito

S'(U(P) x U(q)) ---, SU(,')
(.4, B) ----, .'l ® B

ainda. tem o meslilo núcleo

{ (exp(ãa)l, , exp(--áa)lç) a C R} u(1)

Sua interseção com o subgrupo conexo SU(p) x SU(q) é

{(exp(2«-ik/d)l, , exp(-2«ãk/d)l.) 0 < X; < d} = Za

Passando ao quociente, obtemos a inclusão desejada. Note também que o centro
Z(G) de G é contido no grupo quociente S'(U(p) x U(q))/U(1) e que este é gerado
por Z(G) e pelo grupo quocient.e (SU(p) x SU(q))/Za ; logo,

Ho B ÇSUtpb x SUÇd)]l'Zú

e

S'(U(P) x U(q))/U(1) ,

de forma cine, como foi visto antes (veja a eq. (2.33)),

HtlHü 'z ZqC)IZÇ.Hnb 'z %«I'L«tü 'z Za
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Explicit.amante, um representante da component.e conexo. de .ll/í coitespoiident.e a
k lnod d é (lado pela niat.iiz exp(2aÍk/n.) 1«, uma vez que (quando k for um
nttílt.iplo cle d, k/71. será uni niúlt.iplo de d/n. (lue pode ser escrit.o ni\ foinit\

[]. r s
-+

rl p q

(sclldo que r e s são escolhidos (le t.al forma (lue rq' + .sp' = 1 oilcle p' = p/d
e q' = q/d, o que é possível pois p' e q' são relat.ivanleiit.e primos), e portanto
exp(2«-iA;/,,.) 1. C Ho.

Pala calcular o normalizados /7 clo subgrupo conexo //o assim definido, observamos
primeiro que (para. p > 3) o diagrama. de Dynkin de su(p) admite um único aut.c-
morfislno, que pode ser implementado poi unltt. involução ant.ilinear ap em (CP
Como o produto tensorial de transfonnações lineares/ aittilineares é uma trans-
formação linear/ant.ilinear, enquant.o que o produto t.ensorial de uma trttns-
foimação linear e unia traiisforliiação aiitilineai não é bem definido, vemos que
exist.e um único automorfisnlo do diagrama de Dynkin I' de su(p) x su(q) induzido
por i\utomorfismos dos diagramas de Dynkin dos fatores (lue pode ser estendido
a. urn automorfisnlo de su(rz), a saber a(luele implementado por uma involução
antilinear da forma o-, (8 oa , mas est.e será sempre um automorfismo externo e
não inteiro de su(n). Assim, fica claro (lue para p # q, Aut(1') n Int(g) = {1},
enquanto que pa-ra p - q, Aut(1') n Int(g) pode, no máximo, ser igual ao grupo Z2,
pois neste caso existe a possibilidade de trocar os dois fat.odes do produto tensorial.
Explicitainent.e, um represent.ante da componente conexo correspondente de .H é
dado pela transformação

c- - c"
z = z 'a y ---' z' = exp(ã@,) y ® z

que pertence a SU(n) (n = p') se escolhermos a fase exp(ã@,) conforme

+l ou --l

+1

.XP(Í«-/4)
l

se

se

se

se

P -o

P - l
P -2
P -3

mod 4
mod 4
mod 4

inod 4

exp(í@,)

pois a peilllut.ação que leva z ® y em y (8 .r, quando escrita em uma base de (C"
provindo de uma base de (CP tomando produtos sensoriais entre os vetores da última,
é o produto de (g) = p(p 1)/2 transposições

et 8 ej {- -} ej ® eí (i < í < .j < p) ,
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com p pontos fixos ei®ei(l < í « p) e portant.o é luiit\ involução com deteiniinante
l l)Pb D/2. Assim, concluímos que para p = q, Aut(1')nlnt.(g) = Z2 . Finallnent.e,
a estrutura (lo grupo .f//.17o neste caso pode ser deduzida observando (lue para
p # 2 nlod 4, a t.ransforniação .r t:em ordem 2 e poi'tant.o }l////o é o pro(lut.o dii'eto
ZP x Z2, eiiclttant.o (lue pala p :; 2 niod 4, i.e., /] :: 2r com r impar, ela t.ein
oi-dem 8, ]ut\s seu (luadit\do coinci(le com a lnatiiz exp(2n-ár2/p2) 1« = á 1« que

tepiesent.a uma das componentes conexo\s liãc»triviais de .f/i , e o (quadrado dest.a
pert.eiice a J7o, implicando (lue .fl'/-f/n é uma ext.eitsão ?ascendente nã(Fcindida do
grupo ZP pelo grupo Z2 (.11//.17o = ZP Z2) que pode ser explicitttment.e realizada
como o grupo (luociente ZP xz, Z.i.

3. Generalizando o procedimento clo primeiro item, definimos a inclusão

S(C/(P) x x t/(P)) C SU(n)

pela soma. direta de / cópias da representação canónica de U(p), com n = pJ,
escrevendo vetores z em (C' como vet.odes coluna em bloco compostos de / vetores
coluna em CP. A pré-imagem de G = SU(í}) sob a inclusão correspondente

[/(P) x . . . x U(P) C U(n)

é o subgrupo conexo
Ho (P) x . . . x U(P))

Not.e tainbénl que o centralizador ZC(Ho) de Ho em G é contido em Ho ; logo,
rl; -- Fln

Para calcular o normalizador .f/ do subgrupo conexo }l/o assim definido, represen-
tamos inat.dizes (n x n) por mat-rezes eni bloco (/ x J) cujas entradas são matrizes
(p x p), escrevendo eletnentos bo de Ho e /} de H na forma

'4i

0

0

'4z

/zo

e

para concluir que para quaiscluer t.iês índices i,.j, k com l < {,.j, k < / e i :# .j, vale

Aíx: = 0 ou Àjx; = 0 e portanto existe uma permutação a de {l, . . . , /} tal que

b, -

=:: : { :; ) ..:« «.* ,41, . . . .,41,

,4l: . . . ..41.
cole b.t

'4n

,4;* se í # a(A)
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en(quanto (lue

det (,4.W~) # 0

Quando. poi exemplo, a é a t.ransposição simples ri2 (ri2(1) = 2, r12(2) = 1,
T12(i) = ã pala 2 > 3), podemos escievei b. como produto de uni elemento de Ho
c'om a nlatiiz

0 ip 0
--lp 0 0
0 0 ip

0
()

()

0 0 0 ... 1p

que ])ertence a SU(7z) e cujo quadrado pert.etice a .17o. Logo, segue que, neste caso,
HJHü = St.

4. Generalizando o procedimento do segundo item, definimos a inclusão

(SU(P) x x SU(P))/Zr": C SP(«)

pelo proclut.o tensoiiit.l dc / cópias da repl'eseilt.ação caiiõtiica de U(p), com n = p/,
escrevendo vetores z ein (C" como censores de grau / sobre (CP. Est.a inclusão provém
do holnoinorfismo

U(P) x . . . x U(P) --, U(n)

(.'l:,...,Á.) ----, Á:®...«,,'l.

(]ue não é injetor, pois tem núcleo

{(exp(ia:) l,,. . .,exp(ía.) 1,) 1 exp({(a-+ . . . +.«,)) u(iy''
Devido à fórmula

det.(..4: ®.. ®Á,) (det(.A - ) det( .'1/) y
/ 1

a pré-imagem de SU(z}) sob est.e honlomorfismo é o subgrupo

S'(U(P) x . . . x U(P))
{(Á 1 ) ,'!z) C U(P) x

(det( .A : )
x U(P) l

det(.41)y' '

sendo que o hoinomorfismo restrito

S'(U(P) x ... x U(P)) ----, SU(«)
(À:,...,.,4.) ---, À:8...®.'l.
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ainda tem o mesmo núcleo

{(exp(fa-)l,,...,exp(ía.)l,) e*p(á(a- + ... +a.))

Sua int.elseção com o subgrupo conexo SC/(p) x . . . x SU(p) é

u(iy''

{ (exp(2«-Í#-/p) l, , , .xp(2«-ãÀ:./p) l,) «P(2«'ã(k- + + À;,)/P) - l }

Passa\n(to ao quociente, obt.amos a inclusão desejadtl.
Z(G) de G é contido no grupo quocient.e S'(U(p) x
é gerttdo poi Z(G) e pelo grupo quociente (SU(p) x

Not.e também que o centro
x U(p))/U(iy'' e 'l«e est.e

x SU(P))/Z[': ; log',

Ho 3 (SU(P) x x SU(P))/Z['

e

H: B S'(U(P) x x U(P))/t/(iy''
de forma que, como foi vist.o antes (vejo\ a eq. (2.33)),

uiluç, z z\Gbjz\.nnà = 't«I'n. 'z 'L,--*

Explicitamente, um representante da componente conexo de .H. correspondente a
k niod pl'i é dado pela matriz exp(2n-ík/n) 1«, uma vez que quando X; for uin
múltiplo de pZ':, exp(2nãk/n) 1. C Ho

Para calcular o nonnalizador .H do subgrupo conexo .lío assim definido, observamos
como antes cine não exist.e nenhum automoifismo do diagrama de Dynkin de
su(p) x . . . x su(p) induzido por automorfismos dos diagramas de Dynkin dos fat.ores
(lue possa ser estendido a um aut.omorfismo int.ermo de su(n). Assim, fica claro que
Aut.(1') n Int(g) pode, no máximo, ser igual ao grupo simétrico SI, pois exist.e a
possibilidade de permutar os Z fatoles do piodut.o sensorial. Colllo / > 3, podemos
implement.ai qualquer transposição at.iavés de unia involução de det.erminante +l
pois, por exemplo, o deteiminant.e da transformação

c" - c"
:= ZI 6) Z2 e) Z'3 (3 . . . êg) ZI F-----.> Z7'i2 :: :l:.r2 Qg) ZI (8) Z3 Ç8) . . . GÕ ZI

que representa a transposição simples ri2 (ri2(1) = 2, T12(2) = 1, r12(i) = í para
i a: 3) é (--1)P'''(Pçi)/2, que vale +l cluando p é par e, dependendo da escolha do
sinal, também quando p é impar. Assim, concluímos (lue Aut(1') n Int(g) = SI
e (lue /l//-H0 é o produto direto ZPl-i x Sr.
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2.5.2 Subgrupos maximais de SO(n)
Analis?\ndo cada unia clãs inclusões dt\s Ta.belas 2.5 e 2.6, clist.inguinios os seguint.es ('ases

l Pala definir a inclusão
SO(P) x SO(q) C SO(n)

pela soDlt\ (lireta dêle iepiesenttlções canónicas de O(p) e O(q), com n. = ,p + q,

"'-"e«:os «toros ; .«: R" co«,o v.to-es col«::a e«: bloco ; (:) o :'le .« e # são,
i'espectivan]ente, vetores coluna en] R' e ern RÇ. Ent.ão (d, /3) C O(p) x O(q) auge

sobre z confoiine (À, -B) ' z = (;1;) , e esta ação define um honlomorfisino injetor,
ou seja, uma inclusão de O(p) x O(q) en] O(n). A pré-imagem de G = SO(n) sob
est.a inclusão é o subgrupo

H-. (O(p) xO(q)) B)CO(p)xO(q) det.(.4)'let(.B)

que tem duas componentes conexas, a. da identidade, que é

Ho (p)xSO(q) .B)CO(p)xO(q) .let(.'1) 1

e IUDEt outra

{ (À, -B) C O(p) x O(q) det(.'1) 1 = det.(B) } ,

sendo que a restrição do hoinolnorfismo injetor introduzido acima à primeira provi-
dencia a inclusão desejada. Note t.ambém que o centralizador Za(Ho) de Ho em G
é cont.ido em H+ e que H+ é gelado por Za(Ho) e Ho l logo, Hi = H+

Para calcular o normalizados /l/ do subgrupo conexo //o assim definido, podemos
prosseguir como no caso de St/(r}), aplicando o lema 2.1 para concluir que os
elementos b de .H devem ter a. forma

Á o
h 0 D ou b

0 B
a o

com p := q no seguncto caso. No primeiro caso, segue que /} C .fl/+ e portanto,
// = .f/+ , .f//}l/o = Z2. No segundo caso, podemos escrevem /z como piodut.o de um
elemento de H+ com a matriz

:, k)
blue pertence a SO(7z) (n 2p), pois

(s :) - ( ], kl('f E
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Como o quactrado

:, k)' [' ],)
da referida. matriz pert.ente a /l/+ Dias pertence ti .f/o apenas se p é par, concluídos
(lue, neste ct\se, .f//.f/o :: Zu x Z2 se p é pai c .fl//.f/o :: Z4 se p é iinptir.

2 De forma seinelhant.e, considctaiido a inclusão

s0(4) c S0(5)

e mais geralmente, a inclusão

SO(n - 1) C SO(n)

temos que o norinalizador do subgrupo conexo

«-'(: ?) ''.'« -"'",-*:' :.'''«-:,

em SO(n) é o subgrupo

Á
0

0

l

!: )

Á C 0(n
U

1) , det(.4)

= 0(n 1)

'( : .4 C 0(n 1) , det(.'1)

3 Este caso, como os anteriores, pode ser t.raiado utilizando os resultados sobre o
índice de recobiimento dos espaços simétricos contpactos (veja 1281, Capítulo lO,
Exercício C4, p. 526) para a série D ///, (lue leva à conclusão de que o normalizados
de u(p) no nm'upo Spár}(n) (n = 2p) é conexo se p é impar e tem duas componentes
conexas se p é par. O fato de (lue o mesmo resultado é válido se substituírlnos o
grupo simplesmente conexo Spirz(rz) pelo grupo especial octogonal SO(n) pode ser
deduzido usando (lue o automoifismo involutivo da álgebra. de Lie se(n) (lue tem
a subálgebra de Lie u(p) como subálgebra de estabilidade pode ser levantado para
uin automorfismo involutivo do grupo SO(n) e portanto o seu levantamento para
uin autoniorfislno involutivo do grupo Spírz(n) é a ident.idade sobre o núcleo Z2 do
iecobrimento duplo de SO(n) por Spãr2(n).
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4. Para definir a inclusão

SO(p) x SO(q) C SO(ri.) se pou q impar
SO(p) xz:SO(q) C SO(n.) se peqp"t

pelo produto teilsoiial das representações canânictls de O(p) e O(q), com rz- - pq,
escicvciiios vet.odes z eni IR" como telisoies, entre os (duais temos os tensores de-
coinpoiiíveis z = z ® y onde z e :iy são, iespcctivamente, vetores ein RP e em RÇ
Então (.4, B) C O(p) x O(q) age sobre z confoinie (.A: B) - z = .4.r ® By, e esta
tição define um homomorfismo

0(P) x 0(q) ----, 0(n)
(Á, -B) ---, .'i ® B

que, ao cona.rário da situação encontrada no piinieiro item, não é illjetor, pois tem
núcleo

{(l, , lq), (-1,, -1,)} = Z,
Devido à dóri)-nela

det(,4 ® B) = (det.(-.'!)y (det(B))'

a pré-imagem de G = SO(n) sob este homomorfismo é o subgrupo

S(0(P) x 0(q))
0(P) x SO(q)
SO(P) x 0(q)
0(P) x 0(q)

se p impar
se p impar
se p par
se ppar

q impar
q par

q impar
g par

S'(0(P) x 0(q))

Nos primeiros t.rês casos, este grupo tem duas componentes conexas tais (lue o
núcleo do homoinorfismo introduzido acima intersecta cada uma delas em exata-
mente tmi elemento (pois (--l, , --lç) pertence à conlpoiiente conexo que não é a
da ident.idade), e portanto a restrição do hoiliomorfismo introduzido acima à com-
ponente conexa da identidade providencia a inclusão clesejacla- No último caso, o
inferido grupo temi quatro componentes conexas, mas o núcleo do homomorfismo
introduzido acima é completamente cont.ido iia componente conexo da identidade
(pois (--l,, lç) pertence à compoiient.e conexo da identidade), e portanto pre-
cisamos passai aos cluocientes por este núcleo para obter a seguinte sequência de
inclusões:

SO(P) xz:SO(q) C 0(P) xz,0(q) C SO(n)
Note talllbém cine o centro .Z(G) de G é contido em Ho ; logo, .Hi = Ho



42 CLASSIFICAÇÃO I)AS SIJBALGE13RAS PRIN'IITIV/\S DE ALGEBRAS DE LIE SIR,IPLES

Pala ct\lculai o noitnt\lizador .f/ do subgrupo conexo Ho assim definido, obsetvanlos
ptilneiio (lue (pala /) par, p a: 6, p # 8) o diagrama de Dynkin de se(p) aclinite
lun único aut.oilloifisnio, (lue pode ser implementado por unia reflexão ap enl R.P.a
Calculando det.erniinantes, vemos que os alttomoifisinos (lo diagrunitl de Dynkin
I' dc se(p) x se(q) induzidos poi automorfisilios dos diagra.mas cle Dynkin (los
favores ])odeia senipie ser est.elididos a. autoiiioihsnios de se(r}) e que est.es serão
attt.onioifislnos ext.ermos (inlplenlentados por unia matriz cn} O(r}) que hão peit.eiice
a SO(n)) se p ou q foi impar nle\s serão internos (implementados por uma iliatliz
em SO(ri.)) se p c q forem pares Assim, fica. cinto (lue para p # q,

Aut(F) n Int(g)
{l} se p :# q, p ou q impar

22 x 2;2 se p 7é q: p e q par
enquant.o que pa-ra p - q, Aut(1') n Int(g) pode, além disso, conter um grupo Z2
como favor adicional, pois neste caso exist.e a possibilidade de trocar os dois fatores
do produz.o tensorial. Explicitttincnte, um represent.ante da componcnt.e conexo
correspondente de /lí é dado pela transformação

R" --, R"

T (8 y P-.--.} Zr :: :l: y é) :r

que, pelo mesmo argumento empregado no caso de SU(n), tem determinante
(--1)P(Pl:i)/2 e portanto pertence a SO(n), mediante uma. escolha adequada do si-
nal, exceto quando p = 2 mod 4. Assim, concluímos que Aut(1') n Int(g) = Z2
se p = q é impar mas que Aut(1') n Int(g) = Z2 x Z2 se p = 2 mod 4 e
Aut(1')nlnt.(g) xZ2): Z2(ouZ2x(Z2xZ2))se p moda, sendo
(lue neste caso, a estrutura deste grupo como produto semidireto se evidencia se
observarmos que conjugação com a transformação .' leva Á® B (tm B®Á e portanto
age sobre Z2 x Z2 pela troca dos fat.ares.

5. Para definir a inclusão

SP(2P) x«, SP (2q) C SO(n)

pe[o piodut.o tensoria] das iepiesentações canónicas c]e Sp(2p) e Sp(2q), com
n :; 4pq, observando que o produt.o tciisorial de duas represent.ações pseud(leais
(simpléticas) é real (ort.ogonal), podemos prosseguir da mesma forma (lue no item
anterior, porém com algumas simplificações: o honiomoifismo

SP(2P) x SP (2q) ---. 0(n)
(,4, B) ---, .'l ® B

4No caso c]e se(8), há otitios alltomorfismos não-t.iiviais do (diagrama cle Dynkin, luas estes não podem
ser impleincntt\dos por transformações lineares ern RS
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senil)ie tem iillagem (omitida eiu G = SO(7}) e t:eni o mesmo núcleo que ant.es

{(12,, 12.), (--12,, --12.)} = Z,

Post.ant.o. cle providcn('ia a in('lesão deseje\(la do coiicspon(lente gntpo quociente
Note também que o c:ent.io Z(G) de G é c:obtido eni Ho ; logo, Hi = Ho.

Para ca]cu]ai o nonna]iza.dor /7 do subgrupo conexo ]l/o assim definido, ol)seivanios
que ptua p # q, Aut(1') n Int(g) = {1}, enquanto que para p - q, Aut(1') n Int(g)
pode, no máximo, ser igual ao grupo Z2, pois neste caso exist.e a ])ossibilidade
de t.focar os dois fatoies do produt.o tensorial. O argumento paiol decidir se est.e
operador de troca t.em clet.erminante +l ou -- l t.ainbém permanece inalt.arado e leva
à conclusão (le que Aut(F)nlnt(g) = {1} se p = q é impar e Aut.(1')nlnt(g) = Z2
se p ::= q e par.

6. Generalizando o procedimento do item 1, definimos a inclusão

SO(P) x x SO(P) C SO(n)

pela soma direta de / cópias da representação canónica de O(])), com zt - p/,
escrevendo vetores z en] R" como vetores coluna eni bloco compostos de / vet.odes
coluna em RP. A pré-imagetn de G = SO(7}) sob a inclusão c'orrespondente

0(P) x . . . x 0(P) C 0(n)

é o subgrupo
H-.. - S(0(P) x . . . x 0(P)) ,

que tem 2l'i componentes conexas, a da identidade sendo

H. (P) x . . . x SO(P)

Note também blue o centia]izador ZC(Ho) de Ho em G é contido ein #+ e que ]lÜ-
é gerado por Zc(Ho) e Ho ; logo, Hi - H+

Para ca]cu]ai o noiina]izador ]lí do subgrupo conexo .ll/o assim definido, podemos
prosseguir como no caso de St/(n.), para concluir que os e]ement.os de ]l/ devem
t.er a íonna

'4ii '4iz

h.
'4lt

onde o- C Sr e
,'1.* - 0 se ã # a(k) ,
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en(lua.nt.o (lttc
.t.t.(.4.w*) # o

Quando, por exclilplo, a é a tiaiisposição silii])les r12 (ri2(1) = 2, r12(2) = 1
r12(f) = ã para 1 > 3), podeiiios escrevem /z« como produto de uni elemento de H+
com a. nlat.iiz

0 ip 0
--lp 0 0o o

0
()

0

()

Ip

o o o ... l.
que pertence a SO(z}) e cujo cluadrado pert.ence a H+ mas perteitce a Ho apenas
se p for par. Logo, segue que, neste caso, -l//J7o é uma ext.então ascendente do
grupo ZI'l pelo grupo simétrico SI, sendo que esta extensão é cindida e portanto
um produto semidireto, H/Ho = ZZ'i : SI (ou Sr x Zl!':), se p é par, lhas não é
cândida, H/Ha = Z,'i. Sz, se p é impar.

7. Generalizando o piocediment.o do item 'l, definimos a inclusão

SO(p)x...xSO(7,) C SO(n) « limpar
(SO(p)x... xSO(p))/ZI'' C SO(n) se ppar

pelo produto tensorial de / cópias da. representação canónica de O(p), com n = pZ
escrevendo vetores z em R' como tensoies de grau / sobre IRP. Esta inclusão provém
do hoinolllorfismo

0(P) x . . . x 0(P) 0(m)

(.4-, ..,.'1.) ----, À:®...®'l.

que não é injetor, pois t.em núcleo

{(.-l,,...,.il,)I'-,...,.. ...., 1} a ZI':

Devido à fórmula

.l.t(,4: ® . ® À.) (det( ..4 . ) det(dl)y'''

a pré-imagem de G = SO(TZ) sob este hon)OlnorfisiTlo é o grupo

S'(0(P) x . . . x 0(P))
S(O(p) x . . . x O(p)) se p impar

O(p) x . . . x O(p) se p par
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No piiineiro caso, este grupo t.eui 2r't comi)onent.es conexo\s tais (lue o núcleo
do honioniorfismo intro(!uzido acima intersect;a cada iulla delas em exat.alllente uni
elemento, e portanto a restrição do lionion-toríisino introduzido ttcima à. componeiit.e
conexo da i(lent.idade piovideitcia a inclusão deseja\cla. No segttiido ct\se, o inferido
grupo t.em 2i (oiliponent.es conexas, mas o inícleo clo liomomoifismo int.ioduzido
ttcinia é complet.ainent.e coiiticlo na componcnt.e coiiexa da idciitidade, e poitt\nt.o
precisamos passar aos quocientes por este [[úcleo para obt.e] a seguint.e sequência.
de inclusões:

(SO(P) x x SO(P))/ZI ' C (0(P) x x 0(P))/Z[' C SO(,,,)

Not.e também (lue o centro Z(G) de G é contido em Ho ; logo, Hi = Ho.

Para calcular o ltormalizador JI/ do subgrupo conexo .ll/o assim definido, observamos
como antes (late para p par, todos os automorfismos do diagrama de Dynkin de
se(p) x . . . x se(p) induzidos poi automorfismos dos diagramas de Dynkin dos
fatores podem ser est.endidos a. autor:riorfismos de se(n) e que est.es sempre betão
internos. Além disso, Attt(1') n Int(g) pode conter um grupo Si como favor adi-
cional, pois existe a po:;sibilidade de pennxttttr os J fat.Odes do produto sensorial.
Como / ): 3, podemos prosseguir ('adio no ct\se de St,/(7}) para. implement.ar qual
quer transposição através de UMt i] volução de determinante +l. Assim, concluímos
que Aut(1') n Int(g) = Sr se p é impar e A\tt(1') n Int(g) = Zã : S! (ou Sr x Zl:) se
p é par, sendo que neste caso, a estrutura deste grupo como produto semidireto se
evidencia se observarmos blue Si age sobre Zl? por perinutações dos fatores.

8. Generalizando o procedimento do item 5, deíinilnos a inclusão

(SP(2P) x x Sp(2p))/Zl;': C SO(z}) (/ par)

pelo produt.o tensorial de J cópias da representação canõnicaa.l de Sp(2p), com
n. = (2p)Z, observando que o produto tensorial de / representações pseudcneais
(simp[éticas) é rea] (ortogonal) se / foi par. Podemos prosseguir da mesma forma
(lue no itetn ant.prior, porém com algumas simplificações: o homomoifismo

SP (2P) x . . . x SP(2P) ----, 0(n)

(..'l:,...,.A.) ---» .4:®...®.A.

senlpie t.ein imagem cont.ida ein G = SO(7}) e tem o mesmo núcleo que antes

{ (.: l2, , .zl,,) l ': , c/ = ÉI : ci ..- i} 3 zl''
Portanto, ele providencia a inclusão desejada do correspondente grupo cluociente
Note também que o centro Z(G) de G é contido em Ho ; logo, Hí = Xo.
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Pt\i'a calculam' o boi'nlalizadoi' .f/ do subgi'upo ('ollexo .f/tl ttssim definido. obscl'\rdlnos
colho antes que Aut(r) n Int(g) po(le, no niáxhno, sei igual ao grupo siniétiico
Sr, pois exist.e a. possibili(jade de petinut.ar os / favores do produto teiisoiial.
Como / }: 3, podemos, mais uma 'ç'ez, prosseguir ('onlo no caso cle St/(r}) para
iilipleineiit.ar (lualqtter transposição at.revés dc uma involução de (leteiniint\nt.e +l.
Assim, coiicluíinos que Aut.(r) n lilt(g) = sl

2.5.3 Subgrupos maximais de Sp (n)

Analisando cada uma das inclusões da Tabela 2.8, distinguimos os seguint.es casos

l Para definir a inclusão
SP (2P) x SP (2q) C SP (n)

pela soda direta das representações canónicas de Sp(2p) e Sp(2q), com
« q), esc««.:«os «etores ; e«- C" co:no «t.ores col«- em bl"o z
onde z e y são. respectivament.e, vet.pies coluna em (C2P e em (C2ç. Então
(.4, B) C Sp(2p) x S}'(2q) age sobre z conforme ( 4, .B) z - (''!,) , e esta ação
define um hotnoinoifisiiio in.actor, ou seja, uma inclusão de

Ho (2P) x SP(2q)

como subgrupo conexo de G = Sp(n). Note tanibéin que o centrca.lizador Zc(Ho)
de .l/o eii] G é contido em .Ho l logo, J7i = Ho.

Para calcular o nonnalizador J7 do subgrupo conexo Ho assim definido, podemos
prosseguir como no caso de St/(n), aplicando o lema 2.3 pala concluir que os
elementos h de H devem ter a forma

«- (í x) - «- (g :)
com p :: q no segundo caso. No primeiro caso, segue que /l. C .f7o e portant.o,

No segundo caso, podemos escrever /z como produto de um elemento
de /l/o com a matriz

0

- l2p
l2p
0

que pertence a Sp (/1) (n. = 4p), pois

0 B
G 0 'f !)
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('lodo o (lua(lindo

l -T,, 'ã' y
da iefeiidtl nit\triz pertence a .f/o: conclttínios que wesie. caso, HJHo

2. Est.e c \se. como o ?bit.eiioi, pode ser t.iataclo iitiliztliido os iesult.a(tos sobre o índice
(le iecobrinlento dos espaços simét.iscos ('onlpt\ct.os (veja 1281 , Capít.lido 10, Exeicí('io
C4, p. 526) pala a série C' /, (late leva à conclusão de (late o noimt\lizttdoi de u(p)
iio glttpo Sp (n) (n. = 2p) tem duas coliiponentes codex?ls.

3. Para. definia a inclusão

Sp(2p) xSO(q) C Sp(r}) se qimpai

Sp(2p) x«: SO(q) C Sp(«.) « .7 pa:

pelo produto tellsorial das representações canónicas de Sp (2p) e O(q), com m = 2pq,
observando que o produto t.ensorial de uma representação pseudc-real (simplética) e
uma representação real (octogonal) é pseudo-real (simplética), podemos prosseguir
da nlesina foirna (llle nos it.ens 4 e 5 do caso de SO(n): o homoniorfisnio

SP(2P) x 0(q) --, SP (n)
(,'!, B) ----, À ® B

sempre tens imagem cona.ida enl G = Sp (n) e t.en) o i-neslno núcleo blue antes

{(12,, 1.), (--12,, --1.)} B Z,

Obsetvc que o grupo Sp (2p) x O(q) tem duas component.es conexas. Se q é impar,
o núcleo do hoinomoifisnio introduzido acima intersecta ('nela uma delas em exata-

ntente um element.o(pois(-- 12, , -- 1.) pertence à componente conexo(lue não é a da
ident.idade), e portant.o a restrição do hoinomorfisi-no introduzido acima. à compc-
liente coiiexa da identidade providencia a inclusão (desejada. Se q é par, o ilÓGICo do
honlonlorfismo introduzido t\cima é completainent.e contido na. componente conexo
da ident.idade (pois (--le, , --lq) pertence à componente conexo dtt identidade), e

portanto precisamos passa-i caos (quocientes por este núcleo pata obter a seguinte
se(luência cle inclusões:

SP(2P) xz: SO(q) C SP(2P) xz: 0(q) C SP(n)
Not.e também que o cena.io .Z(G) de G é contido en] Ho ; logo: Hi = -/7o

Para calcular o noi-nlalizadoi /í do subgrupo conexo Ho assim definido, observamos
(]lle podemos prosseguia da mesma forma (lue nos itens 4 e 5 do caso (te SO(r}) para
concluir que Aut(1') nlnt(g) =Íl} se q é impar e Aut(1')nlnt.(g) = Z2 se q é par.
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4. Geneializan(to o piocc(linlento do item 1, definimos a inclusão

SP(2P) x x SP (2P) C SP(«)

pela somtl cliieta de / cópias dtt representação canónica de Sp (2p), com rl. = 2pZ,
escrevendo vetoies z enl (C" colho vetoies coluna em bloco compostos de Z vetores
coluna cm (C2P. Assim. obt.amos

H. x SP(2P)

como subgrupo conexo de G = Sp(7}). Not.e t.ambéin que o centralizador Za(Ho)
de Ho enl G é contido ein /ío l logo, -H. = Ho.

Para calcular o norinalizador .f/ do subgrupo conexo //o assim definido, podemos
prosseguir colho no caso de SU(r7.), para concluir que os elementos de H devem ter
a. forma

'4ti

/}.
'4zi

onde a C Sr c
Á:* se { :/ a(A)

enquanto que
det(,4.W«) # 0

Quando, por exemplo, a é a transposição simples ri (7-1(1) = 2, rl (2) = 1, rl(ã) = ã
para { > 3), podemos escrevem /z. como produto de um elemento de Ho com a
matriz

()

-lp
0

Ip 0o 0
0 ip

0

0

0

0 0 0 ... 1p

que pertence a Sp(71) e cujo quadrado pertence a Xo. Logo, segue blue, neste caso
HJHo= St.

5. Generalizando procediment.os de itens anteriores, definimos a inclusão

(SP(2P) x x Sp(2p))/Zl:': C Sp(r}) (/ impar)

pelo produto tensoiial de / cópias da repiesent.ação canónica de Sp(2p), com
n = (2p)Z, observando (lue o produto t.ensorial de / representações pseudo-reais
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(simplét.ices) é pseudo-leal (simplét.ica) se / foi impar. Podemos prosseguir
niesnia foiina (lue no item 8 do caso de SO(n): o hoiiiolliorfismo

da

SP(2P) x . . . x SP(2P)

(A : , . . . , .'L)

sempre t.eln imtlgem cont.ida eiii G = Sp (n.) e t.ein o mesmo núcleo (lue t\ntes

{ (.- l,, , ..i,,) l ':, . . . , .. - j:: , '- 1 1} Z
/ 1
9

Portant.o, ele providencia a inclusão desejada do correspondent.e grupo (!uociente.
Note também que o centro Z(G) de G é contido em Ho ; logo, Hi = Ho-

Para calculam o nonnalizadoi .H do subgrupo conexo /ío assim definido, observamos
colho antes que Aut(1') n Int(g) pode, no máximo, ser igual ao grupo simétrico
Si, pois existe a possibilidade de permut.ar os / fat.ores do produto tensorial.
Como / a: 3, podemos, mais uma vez, prosseguir como no caso de SC/(n) para
implementar qualquer t.ransposição através de uma involução de determinante +l.
Assim, concluímos que Aut(1') n Int(g) = SI
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sttbálgebl.a pesolná:j!!pA ln=(limo\ l tipo l primitiv!

Tabela 2.1 Subálgc'liras simples não-maximais
de su(n)(tipo 0), se(n)(tipo +l) e sp(r}) com rz par(tipo --l)

5«(, + 1) (, a: 3) ÀI + .\3 s( ' .T') () iiao

s«(r + 1) (« a; 2) 2Ài + À2 s('1') () iiao

su(2) 6À] 7 +1 iiao

.«l6)   189 +1 iiao

se(4/ + 3) (/ a: l) Ã;À2i+: (A a: 2) n'H ( -- 1)(1+ :)k iiao

.o(9)   128 +1 iiao

«(lO)

SP(6) 2À2
2Àz + À3   !,\2 + /X4

se(12)   4Ç)5

4928   =
e6   351

1755o    
e7

 
1539

27664
365750
]792096    

gu kÀ: (k a: 2) ## (*T*) +1  
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subálgebra rOH(li''Ões c:lt\sse irredutível nlaximal

R © .«(p) © .«(ql

s«(P) x .«(q)

R'-' © a) .«(p)
k-i
n

]'l .«(p)
k-l

nao

nao

n. = P/ , / a: 3 , P >2

m a:3

n = P/ , / > 3, P > 2

nao

iiao

sim

nao

nao

nao

Tabela Subálgebras primitivas nãnsimples de su(n) (n > 2)
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conlpoitente ('onen\ /7o grupo de conlpoiientes ,f{/.f/o

Tabela 2.3: Subgrupos maximais não-simples H de SU(n) (n a: 2)

S(U(P) x U(q))
(re.l«tí~,el)

(solda direta)

SU(P) x«. SU(q)
(iriedu t.ível)

jprodut.o t.ensorial)
(d (P, q))

3UÇ.PÜ x«.. SUQpà
jir tedu t.ível)

(produto sensorial)

{l} pala íl ::= p + q , p > q > l

Z2 para 11. :; p + q , p ;: q ;> l

Z./ para 7z - pq , p > q a: 2

ZP x Z2 para n "p2; p> 2, p# 2 mod 4
ZPxz,Z.i para n:=p2,p>2,p=2 mod4

; (j «',,)
(redutível)

(soma dileta)

]'l st/(p) /zl':k-l

jiiledlltíve] )
(produto tensorial)

Sr para n :: p/ , / > 3, p > l

ZPl-l x S! para 'n :: pl , J > 3, p > 2
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subálgebra

se(P) © .o(q)

R © .o(P)

.o(4)

R © .«(P)

.o(P) x ..(q)

SP(2P) x .P(2q)

comi(liçoes

n =P+q, P > q > 3

n =P+2,P> 3

n =5

n, = 2P , P > 3 , P :/4

n = Pq,P a:ç > 3,P,q # 4

rz. = 4Pq , P > q > l

rz = P/ , / a: 3 , P a:3

n = 2/ , J > 3

r} = p/ , Z > 3 , p a: 3,p#4

rz = (2p)l , / > 4 , Z par, p a: l

rz = 4P , P > 3 , P # 4

classe iriedtttível tnaximal

S

r

S

r

S

S

iiao

iia.o

iiao

na.o

slm

Sllll

Slln

Slll]

sim

sim

S

a

S

nao

nao

sim

na.o

nao

ilao

r

r] SP(2P)k-l

.o(P) x SP(2) x 'P(2)

S

S

Slln

sim

nao

nao

Tabela 2.4: Subálgebras primitivas não-simples de se(n) 5)
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cotnponc'ntc conexo Ho grupo de coniponcntes ,f//]7o

SO(P) x SO(q)
( :«l«tí«el)

(soma direta)

Z2

Z2 x 2;2

para
para
para

pala

n=P+q,P >q>2
rl. :: p + q , p := q > 3 impar
ri. = p + q , p = q a: 3par

SO (4) n=5

u(P)
Z2

para
para

n, :; 2p , p > 3 , p impar

n = 2p,p > 6,p par

SO(P) x SO(q)
(irredutível)

(produto t.ensorit\l) Zu

n = Pq , P > q a: 3 , P , q:#4
pala ' ' .' ... . -----' p ou q Impar

'n = Pq , P = q a: 3
paio\ .' - :... ...
' p -: q impar

Z.x a- para

para

para

n. -- Pq , P > q )p 6

p e q par
n. - Pq , P = q a: 6
p ;:= q = 2 mod 4

l\ -- P(l : P -- q >z 8

p=q =0 mod 4

SO(P) x«, SO(q)
(irredutível)

(produto tensorial)

Z2 x Z 2

(Z, x Z,) : Z,

SP(2P) x«, .%(2q)
(hiedutível)

(piocluto tensorial)

{1}

Z2

para
para
pala

rz = 4Pq , P > q > l

r} = 4pq , p = q impar
rl = 4pq , p = q par

Tabela 2.5: Subgrupos maxinlais não-simples -# de SO(n) (n a: 5), Parte l
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coinpoiiente fonema ]7o gittpo de coinpoiientes .f:í/-lío

l

rl se(p)
k-l

( : ..l-- tível)
(soi«» direi.a)

z!-'.s,
zl-' : s,

pala
l)aia

rz = p/ , / a: 3 , p a: 3 , p iinpai
11 :: P/ , / > 3 , P > 2 , P pt\i'

H se(p)
k-l

(irredutível)
(produto teiisorial)

/

S para pr , / > 3 , p > 3 , p impar

H se(p) / zl;':
k-l

(iriedtttível)
(produz.o t.ensorial)

/

Zb : S/ para n := p/ , / > 3 , p > 6 , p par

]'l sp(2p) / zF'k-l

(irredutível)
(produto tellsorial)

/

Sr para m, (2p)i , / > 4 , / par,p a: l

SO(P) x (SP(2) x«, SP(2))
(irre(lutível)

(produto tensorial)

{l} ])ara n = 4p , p > 3 , p impar

SO(P) x«: (SP(2) x«, »(2))
(irredutível)

(produto tensoiia})

Z2 x Z2 para It = 4p , p > 6 , p par

Tabela 2.6: Subgrupos lnaximais não-simples H cle SO(n) (n a: 5), Parte 2
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subálgebra

SP(2P) © SP(2q)

R © .«(P)

SP(2P) x sO(q)

P..llfliPÃPq

n q),P > q a:l

n = 2P,P a:2

rz = 2Pq , P > 1 , q > 3 , q#4

classe l irredutível l nlaxinlal

nao

iiao

SJin

tido

sim

sim

sim

Slnl

siiri

tido

nao

iiao

n = 2P/ , / > 3 , P a:l© .P(2P)
k-l

l2p)z , / > 3 , / impar, p > lH .p(2p) n
k-l

.P(2P) x .P(2) x .P(2) n = 8P,P > 2

Tabela 2.7: Suba.lgebras primitivas não-simples de sp(n) (n par, rt a: 4)
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componente (oiiexa ,f/o grupo de coniponeiltes .f///7o

SP(2P) x SP(2q)
(r..l«tí«el)

(som« direi«)
Z2

para
para

ri :: 2(P + q) , P > q »: l

~. + q) , P

u(P) Z2 pura 'T}. == 2p,P ) 2

@(2P) x SO(q)

(irredutível)
(produto tensoiial)

para 2pq , p > 1 , q > 3 , limpar

SP(2P) x«, SO(q)
(iiiedut.ível)

(plodlito tensoiial)
pala rz = 2pq , p > 1 , q a: 6) , q pai

H @(2p)
k-l

(redutível)
(soma diret.a)

/

SZ para n = 2P/ , / 2: 3 , P >l

H sp(2p) /zl':
k-l

(irredutível)
(produt.o tensorial)

/

SI para 'n (2p)z , / a: 3 , / impar, p > l

SP(2P) x«: (SP(2) x«, SP(2))
(irredutível)

(produto t.ensorial)

2J2 para n. = 8P , P ) 2

Tabela 2.8: Subgrupos ilaaximais não-simples -H de Sp(rt) (n par, n a: 4)



58 C;LASSIFICAÇAO DAS St.!BALGEBRAS PRIN'IITIVAS DE ALGEBRAS DE LIE SINIPLES

sul)álgebra mztxiinal

Tabela Subálgebias priinit.ovas da álgebra excepcional eõ

   
R' © se(8)

IR6

:::
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subálgebra nlaxinlal

Tabela 2.10: Subálgebias primitivas da álgebra excepcional e7

s«(8)

su(2):'

.«(2)"'

su(2)"'

s«(2) © .o(12)

.«(3) © su(6)

.P(6) © g,

su(2) 0 F,J

5u(2) © g,

.«(2) © .«(2)  
se(8)

se(8) 6 .«(2) © .«(2) © '«(2)

.«(2) © .«(2) © '«(2) © .«(2) © '«(2) © '«(2) © '«(2)
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subálgebi'a inaxinlal

Tttbela 2.11: Subálgebtas primitivas da álgebra excepcional e8

   
s«(2)

.o(8) © .o(8)

.«(2) 0 g, © g:

.«(3) © .«(3) © .«(3) © .«(3)

.«(2) © .«(2) Q .«(2) Q .«(2) © .«(2) © .«(2) © 5«(2) © .«(2)  
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subálgebra mt\xinlitl

Tabela 2 Subálgcbias primit.ovas da álget)la excepcional f4

subálgebra nlaximal
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Tabela 2.13: Subálgebias primitivas da álgebia excepcional g2
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