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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo de métodos de diferencas finitas para
se avaliar uma opcdo americana sob um ativo-objeto que paga dividendos.
A discretizacdo do problema de fronteira livre associado, quando formulado
como uma desigualdade variacional, conduz a um problema de complemen-
taridade linear em cada passo de tempo. Os esquemas de diferengas fini-
tas estudados permitem resolver os problemas de complementaridade linear
de forma eficiente com o algoritmo de Elliott-Ockendon. Este fato é con-
sequéncia da estrutura da matriz da parte implicita da discretizagao, que
é uma M-matriz tridiagonal, da consisténcia da discretizagao e da condigao
inicial. Resultados numéricos sao apresentados para se validar a teoria. A re-
levancia de esquemas dissipativos é brevemente abordada com uma simulagao
para o parametro DELTA.

Palavras chave. Opcao Americana, fronteira livre, método de diferengas

finitas, problema de complementaridade linear.



Abstract

In this work, finite difference methods for the pricing of american opti-
ons are studied. The discretization of the associated free boundary problem,
when formulated as a variational inequality, leads to a linear complementa-
rity problem to be solved at each time step. The finite difference schemes
studied allow to solve these linear complementarity problems efficiently with
the Elliott-Ockendon algorithm. This fact follows from the structure of the
matrix associated with the implicit part of the discretization, which is a tri-
diagonal M-matrix, from the consistency of the discretization and from the
initial condition. Numerical results are presented to validate the theory. The
relevance of dissipative schemes if briefly discussed by a simulation for the
DELTA parameter.

Key words. American option, free boundary, finite difference method,

linear complementarity problem.
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Introducao

Nos tltimos anos o crescimento dos mercados financeiros tem sido associ-
ado com a criacio e expansao de novos produtos e servigos, entre os quais os
produtos derivados sao de primeira ordem. Entre os derivativos mais comuns
temos as opcgoes.

Uma opcao é um instrumento financeiro que confere a seu titular o direito
de comprar ou vender um ativo-objeto a um prego determinado (prego de
exercicio). Os ativos objeto incluem agGes, indices de agdes, moedas, instru-
mentos de divida, commodities e contratos futuros. Para o lancador da opgao
(investidor que vende a opgdo), ao direito do titular se opoe uma obrigacao
futura, caso esse direito seja exercido pelo titular. Chama-se opgao ame-
ricana aquela que pode ser exercida em qualquer data a partir da emissao
até o vencimento, e opcao européia aquela que s sera exercida na data de
vencimento.

O prémio de uma opgao é o prego pelo qual a opgao é negociada, cujo valor
é determinado pelo preco corrente e volatilidade do ativo-objeto, prego de
exercicio, prazo de vencimento da opgao e pela taxa de juros. O procedimento
pelo qual se determina o prémio de uma opgao deve refletir a possibilidade
de lucro ou prejuizo futuro do langador, devido as variagoes na cotagao do
ativo-objeto. Uma das questoes cruciais da negociagao com opgoes é: 0 prego
da opgao é caro ou barato? Essa resposta, juntamente com as expectativas

futuras do preco do ativo objeto, determinard a relagao 6tima de risco e
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retorno para a posi¢ao tomada.

Uma mudanca na matematica financeira foi iniciada pela publicagao do
trabalho de Fischer Black e Myron Scholes [11]. Nele, os autores mostraram
que determinadas opgoes poderiam ser avaliadas pela solugao de uma equagao
diferencial parcial parabdlica regressiva.

De um ponto de vista matematico, é significativo que esta equagao possa
ser transformada na equagao do calor.

Assim, o vasto arsenal de técnicas para resolver analiticamente ou para
aproximar numericamente a equagdo do calor pode ser empregado em neste
importante aspecto da modelagem financeira. Quando solugoes fechadas nao
podem ser obtidas, ou quando as férmulas para a solugao exata sao compli-
cadas de usar na prética, as solu¢bes numeéricas surgem como uma maneira
natural de resolver o problema.

Em particular, o presente trabalho centra-se em aplicar os esquemas
explicito, implicito, Crank-nicolson, e Crandall-Douglas para a precificacao
de wanilla stock options ! todos eles olhados como caso particular do es-
quema mais geral conhecido como #-ponderado [27]. Outros esquemas que
nés aplicamos teste computacionais é o BDF2 (second order backward dif-
ference formula) e Crandall-Douglas 3 niveis. Esses esquemas sao muito
populares na comunidade de estudo de transferéncia de calor. Explorando
caracteristicas especiais desta discretizagao a serem apresentadas mais adi-
ante, daremos a base para uma metodologia de precificagdo da opgédo numa
forma extremamente eficiente.

Para opgoes européias, isto requer a solugdo de um problema de valor
inicial na fronteira. Dado que o operador matricial em cada passo é tridia-

gonal, pode-se resolver este problema em um tempo que é linear no nimero

1As opgdes aqui descritas sio as vezes denominadas de derivativos plain vanilla ou
'padrao’. Alguns derivativos que fogem do padrao sio simplesmente carteiras com dois ou
mais opgoes plain vanilla. Os derivativos fora do padrao sao chamados de opgoes ezxdticas
ou, simplesmente, ezdticos.
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de pontos espago-temporais da grade. O resultado é uma solugao numérica
rapida e precisa do problema de precificagao de uma opgao européia.

Entretanto, se nés permitirmos o exercicio adiantado da opgao entao nos
temos de fato um problema de opgao americana. Assim, obtemos um pro-
blema de fronteira livre . Isto pode ser visto como uma desigualdade variacio-
nal obviando assim a necessidade de seguir a fronteira livre. A aproximagao é
construida fazendo uso de um sistema de coordenadas escolhido para reduzir
a equacao de Black e Scholes & equagao do calor.

O operador de difusao é discretizado com os esquemas BDF2 e com o
método @-ponderado fazendo uso de condigdes de fronteira de Dirichlet na
fronteira artificial. Entretanto, apdés a discretizagio obtemos um problema
de complementaridade linear (PCL) que tem que ser resolvido em cada passo
de tempo. Mostrando que o esquema usado produz uma matriz tridiagonal
de Minkowsky (M-matriz) conforme a evolugao do tempo, e observando uma
propriedade no sinal dos vetores que se geram em aqueles PCLs, nés estamos
em condicdes de resolver estes PCL’s pelo algoritmo de Elliott-Ockendon. E
de suprema importancia para este estudo que o algoritmo de Elliot-Ockendon
é executado em tempo linear.

A eficiéncia desta aproximacao é comprovada em opgoes put e call ame-
ricanas pagando dividendos.

Vamos agora fazer uma descrigao geral do contetido, motivagoes e objeti-
vos desta obra.

No capitulo 1 vamos fazer uma revisao das nogoes basicas da teoria de
opcdes financeiras. O propésito do capitulo é familiarizar o leitor com certas
propriedades e definigoes bésicas, e fundamentalmente fixar uma notagao
que serd utilizada nos capitulos seguintes. Para maiores detalhes pode-se
consultar [7].

No capitulo 2 apresenta-se uma base geral para analisar as propriedades

de esquemas de discretizacao em diferencas finitas para resolver as equagoes
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de precificacdo. Para um estudo mais profundo o leitor pode consultar o
trabalho classico de Richtmeyer e Morton [9]. O capitulo 2 é concluido
com descricdo de um algoritmo para a discretizacao em diferengas finitas
da formulacdo em complementaridade diferencial parcial. Discretizando o
problema de complementaridade diferencial parcial, reduzimos o problema
de precificagio de uma opgao americana & solugdo de uma seqiiéncia de pro-
blemas de complementaridade linear (LCP).

Existem algoritmos de solugdo diretos e iterativos para resolver o pro-
blema de complementaridade numericamente. Por exemplo, o PSOR ¢ apli-
cado para precificar opgdes em [35], um método penalty em [36]. Algoritmos
diretos sdo aplicados em [32] e um método de operador spliting ¢ usado
em [37]. O problema de precificar uma opgao pode ser formulado também
em forma de programacao linear. Métodos diretos e programagao linear sao
considerados em [38]. Neste trabalho nés estudamos um método direto nos
experimentos numeéricos.

Os resultados das experiéncias computacionais realizadas sao apresenta-
das no capitulo 3, onde ilustram-se as técnicas de diferenca finita na solugao
de exemplos de precificacdo de opgoes americanas. Nés discutimos os métodos

de grade para resolver as equagoes de Black-Scholes em termos de:

e aproximagao por diferengas finitas.
e condigoes de fronteira.

e cilculo do valor da opcao em um instante de tempo dado.

Os experimentos numéricos mostram que a discretizacdo no tempo por médio
dos esquemas BDF2 e Crandall-Douglas 3 niveis possuem melhores proprie-
dades de estabilidade e producen menos oscilagoes na solugao numérica de-
vido a seu carater de métodos dissipativos.

Finalmente, algumas conclusoes sdo dadas bem como temas de pesquisas

futuras.



Capitulo 1

Teoria Basica de Opcoes

O presente capitulo comega com a formulacao matemética do problema
de precificacio para opgdes européias baseada na equagao de Black e Scho-
les. Como j4 foi advertido isto representa um modelo simples para o valor
de duas opcoes bésicas, as chamadas opgdo put e opgao call. Resultando
em um problema de fronteira de uma equagao de difusao. Logo nés intro-
duzimos o problema de fixar o preco da opgao americana, para este caso, a
equacéo de Black e Scholes resulta em um problema de valor na fronteira
livre. Em seguida, nés discutimos a estrutura do problema de complemen-
taridade linear para a precificagao de uma opgdo americana. Em todos os
casos os custos de transaccao sao ignorados. A tabela fornece um glossario

da notacao matemética que sera utilizada subsequentemente.



§1 Teoria Bésica de Opgoes

Simbolo  Significando

S Preco atual da agao.

K Preco de exercicio da agao.

T Tempo para o vencimento da opgao.

t Periodo atual.

St Prego da acao no instante 7.

T Taxa de juro (continuamente capitalizada) livre de risco

para um investimento que vence no instante 7'.

%4 Valor de uma opgao.

C Valor de uma opc¢ao americana de compra de uma agao.
P Valor de uma opc¢ao americana de venda de uma agao.
o Volatilidade do prego da agao.

D Taxa de dividendo.

Sy Instante de exercicio ideal.

A A delta.

Notagoes

1.1 Modelo de Precificacao de Opcoes de Black

e Scholes

No apéndice nés damos uma derivagao da equagao de Black e Scholes que
em sua forma bésica escreve-se como sendo a soluco da equagio parabdlica: *
%+§S2%+(T—D)S%—TV:0
S € (0,00) te (-0, T), T>0
V(S,T)=g(5) S € (0,00) condigao final.
(1.1)
Onde o, r, D sao constantes reais. A primeira linha de (1.1) é a equagao de

Black e Scholes, onde a acao sobre a qual a opgao ¢é langada paga dividendos,

1A condigio de contorno é fixada no ponto final do tempo, que nao é o caso dos tipos
classicos de equagoes parabdlicas.
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nesta forma (1.1) é uma equagao de tipo convecgao difusao em uma dimensao
espacial. Com os termos s70?V/ds?, pode ser reconhecida uma equagao dife-
rencial de Euler que pode ser transformada na equagao do calor. Em geral,
néo é simples obter uma solugdo explicita & equacao parabdlica acima.

Como por razoes de arbitragem temos também
0<C(S(t),t) < S(t),

o preco da call é unicamente determinado pelo problema (1.1) se esse pro-
blema possui uma tinica solugao. Black e Scholes nao resolveram o problema
de Cauchy diretamente, seu método consistiu em transformar (1.1) em forma
da equacao do calor a qual é bem conhecida na fisica. Por médio das subs-

tituicoes

K
1.2
C(S,t) = Kv(z,7)  k=2% k=252 12)
obtemos o seguinte problema equivalente a (1.1):
Vr = Uge + (ko — Vv, — kv, 7> 0,z €R, (1.3)
v(z,0) = (e* — 1)*, z € R. '

Procurando por uma solugao da forma
v(z,T) = e PTy(z, T)
com constantes reais «, 3 obtemos a equagao diferencial parcial

Bu + ur = ou + 20y + U + (ko — 1) (u + u;) — kyu.
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Com a escolha de

1 1
a= —5(’92 -1), B= —Z((kz —1)* + 4k1)
obtemos a forma
Ur=Uge, T>0, zER (1.4)
com condigao final
u(z,0) = g(z) := (e%(’”“)": - e%(ki’_l)m) z€R (1.5)

Da teoria da equacéo do calor é sabido que a solugdo de (1.4)-(1.5) é dada

por

1 > _(I—z,r)2
U(m,f)=%/ g(y)e” = dy.

—00
O método para o célculo dessa integral pode se observar na seccéo 5.4 de [7].

Posteriormente recuperamos a fungao original V'(S,t) usando

2

V(S,t) = K5 § 72 em s b= +akn) (T-0)y, (111(:;), %(T - t)) . (16)

Para opcoes européias nés temos uma solucéo fechada, chamada férmula

de Black-Scholes. Estas sao, no caso de uma call,
C(S,t) = Se PT-IN(dy) — Ke"T"IN(dy)
e para o caso da pul tem-se
P(S,t) = Ke " T9N(—dy) — Se PTIN(—d,)

onde

N() = = /_ e #®ag



§ 1.2 Valorando Opg¢oes Americanas

e a integral Gaussiana, e as constantes d;, dy sao dados por

_ In(£)+ (r— D+ %)(T — 1)

dy =
! oI —t

J () 4 (r— D — )T —t)
2 = .

oV T —t

1.2 Avaliando Opcgoes Americanas

Esta secao deriva a estratégia de valuagao para as opgoes americanas que
nés seguimos durante todo o trabalho, chamado problema de complementa-
ridade diferencial parcial (PCDP).

O valor V de uma opcao é dada pelo seguinte sistema de desigualdades,

onde f é o payoff:

V>f
W 4 (r— D)SI + 1025295 <1V (1.7)
(% + (= D)SE + 10?55 V) (V = ) =0
V(S,T) = f(S5).

Este sistema pode entenderse da seguinte maneira. A primeira desigualdade
expressa que em cada instante de tempo o preco da opgao nao pode ser
menor que o seu valor intrinseco. A segunda desigualdade reflete que se o
valor da opcao cresce mais lentamente do que o valor de um bond livre risco,
a opcao é exercida. A terceira condigdo reforca o fato de que se o valor de
uma opcao estd acima do seu valor intrinseco, o preco da opgao € descrita
pela mesma EDP que descreve a correspondente opgao européia. A ultima
condicéo indica que o valor da opgao na data de vencimento iguala seu valor
intrinseco. No préximo capitulo detalharemos um método para resolver o

sistema (1.7).



§1.2 Valorando Opgoes Americanas

Estratégia para tratar com opgoes americanas : Opgoes européias, uma
put por exemplo, ndo permitem o exercicio adiantado e também é bem sa-
bido que podem alcangar valores Vp(S,t) < K — S para S perto de zero
([15]). Como pode-se ver da equagao (1.7), isto ndo pode acontecer para puts
americanas, mas para S > 0 suficientemente pequeno a igualdade se mantém
certa. Como V é continua e monétona, deve existir um valor 0 < Sy < K,
para o qual a primeira linha em (1.7) muda de igualdade para desigual-
dade. S; denota o tltimo ponto para o qual a igualdade se cumpre, i.e.
Vp(Ss,t) = K — S, e depende também de ¢. Inicialmente, este ponto de
contato Sf(t) é desconhecido mas muito importante de saber porque diz se
é oportuno reter ou melhor exercer a opgao. No tltimo caso, o ponto corres-
pondente tg é chamado tempo de parada. Se Sf(t) é calculado, deve obedecer

o seguinte

estratégia para opcoes americanas
a call: S < Sf(t) : reter S > Sg(t) : exercer
a put: S < Sf(t) : exercer S > Sf(t) : reter

Se a put for executado, a quantidade ganha K deve ser investida em um ativo
livre de risco com taxa r por o tempo restante (7' — t).

Se a call for executado, o estoque comprado K é vendido por S e o lucro
S — K deve ser investido em um ativo livre de risco.

Da anélise anterior se pode concluir sobre o valor da call e da put ame-

ricanas, que

Ve(S,t) > (S— K)* seS < S;(t) | Vo(S,t)=K —S  seS<Ss(t)
Vc(S, t) =5S—-—K se S > Sf(t) VP(S, t) > (I{ — S)+ se S > Sf(t)

Desde que S; nao é sabido a priori, resolver para V' é chamado um problema

de valor na fronteira livre. Para poder calcular a fronteira desconhecida

10
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S, noés necessitamos condigoes adicionais. Eventualmente nés temos que

adicionar uma condi¢do no ponto de contato para ambos a put e a call:

Tosimn=1 S50, =1

Resumindo todo aqueles fatos para opgdes americanas obtém-se o seguinte

problema de valor na fronteira livre [15]:

Call americana

para S < S(t) V(S,t)>(S—K)t e
Vi + %ozSQVtt +(r—D)SVs —7rV =0
para S > Sy(t) V(S,t)=(S—K)" e

V, + 30252V + (r— D)SVs — 1V <0 (1.8)
condicdo de fronteira V' (0,t) =0

V(Sy(t),1) = Sp(t) - K

Vs(Ss(8),t) = 1
condigao final V(S,T)= (S - K)*

Put americana

para S < Sf(t) V(S,t)= (K-8t e
Vi + %0252‘/21, +(r—=D)SVs—rV <0
para S > S(t) V(S,t)>(S—K)t e

Vi + 30252V + (r— D)SVs =1V =0 (1.9)

condigdo de fronteira Slilzlt’l V(S,t)=0

V(S)(0),1) = 5;(8) - K
VS(Sf(t))t) ==1
condicao final V(S,T)=(K-9S)*

Aplicando as transformacoes (1.2) da segéo anterior acima da desigual-

11
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dades quando avaliamos opgoes americanas, obtemos diretamente:

32
ou o
dz? — Ot
Recordando que as condigoes para o problema de valor na fronteira livre

(PVFL) para uma call americana em (1.8) levam sob a transformacao a
Ve(S,t) > (S — K)* = Kmax{e” — 1,0},
substituindo esta expressao em (1.6) tém-se 0 < D <

u(z,7) > max{e® — 1,0}ezka—Deti((ka=1)*+dk)r
_ e%((k2_1)2+4k1)—r max{(em _ 1)(6%(1»‘2—1)1)’ 0}

— eil(ka=1* k)T oy fed(katl)e _ g3(ka—1)z ()

=5 g(%; T)-

A condigéo final para a call americana, V(S,T) = (S — K)* implica uma
igualdade na equagio acima, daf a condigéo inicial para u é u(z, 0) = g(z,0).
Para £ — +o00, também temos u(z,7) = g(z, 7).

Com um ajuste da funcdo g, esta construcao ainda funciona para puts
americanas. Assim podemos formular o seguinte problema de complementa-

ridade linear:

Call:g(z, ) 1= ei(r=12+dk)r max{ez*> )7 _ ez(k2=Dz (}
1
4

Put:g(z, 7) i= ei(a=D*+4k)7 maxfealka=Dz _ e3(katl)z )

12
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[ [ -84} >0, (u(z,7) — g(z,7)) > 0
ponyd (8- 3) - @) - oa,m) =0
u(z,0) = g(z,0) 0<7 <30T,
| u(z,7) =g(z,7) para z — Zoo.

(1.10)

No préximo capitulo daremos um método para a solucao do (PCL) anterior.
O resultado de resolver a equacao diferencial parcial de Black e Scho-
les (1.1) diretamente, ou aplicar a transformagao e resolver a equagdo de
conducdo de calor, sio os mesmos. Tecnicamente é mais facil resolver esta
tltima por varias razoes: A mais obvia é, que (1.4) possui s6 dois termos, o
termo de difusao e a derivada temporal, ao contrario dos quatro termos em
(1.1), o qual resulta em um algoritmo mais simples para as calculagoes. Uma
outra vantagem ¢é a auséncia do termo de convecgao em (1.4), como con-
sequéncia obtemos um sistema simétrico para resolver, melhor que um nao
simétrico. Além disso, o termo convectivo em (1.1) pode conduzir a falta de
estabilidade numérica em nossas aplicagoes, chamadas spurious oscillations
oscilacdes. Nao sdao causadas pela equagao diferencial parcial mesma, mas
pelo algoritmo numérico particular que nés usamos para resolver-a. Estas

dificuldades nao estao presentes na equagao do calor.

13



Capitulo 2

Aproximacao Numérica e

Opcoes Americanas

O presente capitulo descreve o método apresentado em [14] para a discre-
tizacdo do problema (1.10) na avaliagdo de opgdes americanas, a sua relagao
com o método apresentado por Huang e Pang em [16], além disso é descrito
a implementacdo considerada no presente trabalho, bem como a andlise dos

resultados obtidos para os diferentes testes computacionais realizados.

2.1 Andlise de diferencas Finitas

Discretizacao ou Problema Aproximado

Entre a grande quantidade de técnicas numéricas para resolver problemas
de valor inicial ou problemas de contorno, os métodos de diferencas finitas
sdo muito utilizados. Estes métodos sao derivados do truncamento da série
de Taylor, onde é dada uma equacao diferencial parcial e as condigoes iniciais
e de contorno sao substituidas por um conjunto de equagoes algebricas que

sdo entao resolvidas pelas técnicas existentes. Estes métodos possuem uma

14



§ 2.1 Anélise de diferencas Finitas

vantagem importante sob outros métodos pela sua simplicidade na analise e
desenvolvimento de cédigos computacionais na resolucao de problemas com
geometrias complexas. Discutiremos diferentes esquemas para derivadas de
primeira e segunda ordem, e logo as aplicaremos na resolugao numérica de
problemas de valores iniciais e de contorno para equagoes diferenciais parciais
de segunda ordem.

A aproximacao discreta da derivada parcial continua produz um erro
quando os termos da expansao da serie de Taylor sao truncados. Este é
conhecido como o erro local de truncamento. A EDP de Black e Scholes (1.1)
tem trés derivadas continuas, dois sdo de primeira ordem e uma ¢ de segunda
ordem. Se f(z,t) é uma fungdo arbitraria, podem ser obtidas aproximagoes
de varias derivadas parciais de f usando a definigdo de derivada parcial:

of(z,t)  fz,t+ At) — f(z,t)

5% A + O(At)

of (z,t)  fl=z,t) — f(z,t — At)
o At +OlA)

of (z,t)  fl=z,t+ At) — f(z,t — At) 5
a oAl +O((AD)

af(;;,t) _ fla,t+ %)A—tf(‘”’t —%) O((At)?)

?f(z,t)  flz+ Az, t) —2f(z,t) + f(z — Az,t) 5
0 (Az)? + O((Az)?).

Para examinar a eficiéncia de um esquema numérico de diferencas finitas
aspectos como consiséncia, convergéncia e estabilidade necessitam ser avali-

ados:

15



§ 2.1 Analise de diferencas Finitas

Seja Q = [Tinf, Tsup) X [0,7] um dominio no plano (z,t) e considere a
malha (z;,t;), 0 < i <ne0 < j<m definida em §2. Depois de substituir

todas as derivadas de uma equagao diferencial parcial dada
Lu=f, (z,t)eq,

pelos quocientes de diferengas respectivos, obtemos uma equagao de dife-

rencgas finitas da forma
DUi,j = fi’j, (ivi,tj) € Q,

onde D denota o operador de diferengas. Esta ultima equagao representa a
forma discreta da equacdo dada tal que sua solugao U; ; aproxima u(z,t) nos
pontos da malha.

Erro local de truncamento: O erro local de truncamento ¢; ; € a quan-
tidade pela qual a solugdo U;; falha em satisfazer a equagao Lu = f , ou
seja,

€ij = Duij — fij

Consisténcia: A equagao diferencial DU ; = f; ; é dita consistente com

a equacao diferencial parcial Lu = f se

lim ¢ ; = 0.

T

Erro de discretizagao: O erro de discretizagao V;; é definido como
Vi; = U;; — u;j, onde U;; é a solugdo da equagio DU;; = fi; e ui; € a

solucdo da equacdo diferencial original calculada no ponto (z;, ;).

16



§ 2.1 Andlise de diferencas Finitas

Convergéncia: O esquema de diferencas é dito convergente se
hlizmoWi'j' = hlilan(Ui’j —wu;;) =0, para (z;,1;) € Q.

Estabilidade: O conceito de estabilidade de um esquema de diferengas
finitas é baseado na propagagao do erro E; g = V; 0 — Ui, com o crescimento
de j, onde U;o denota os valores iniciais da equagao de diferencas DU;; =
fij» € Vipo os valores iniciais obtidos da solugdo de um sistema de diferencas
perturbado.

Para uma equacao diferencial parcial com uma solucao limitada, o es-
quema de diferencas é dito estével se os erros E; ; = V;; — U; ; sdo uniforme-

mente limitados em ¢ quando j — oo, isto é,
|E; ;| < M, paraj>J

onde M é uma constante positiva e J um inteiro positivo. O teorema da
equivaléncia de Lax, estabelece que a estabilidade de uma solugao é condigao
necessédria e suficiente para a convergéncia de um problema de diferencas

finitas que é consistente com um problema de valores de contorno bem posto
(vide Stirkwerda [18]).

Método 0

Intoduzimos uma grade discreta com espagamento A7 = k, Az = h, onde
Az é o espacamento da grade para o prego (log) do ativo objeto, e AT é o

espacamento para o tempo, e fixamos

ult = u(nAx, mAT).

17



§2.1 Anélise de diferencas Finitas

Todos os esquemas envolvem o parametro a que é dado por

AT
(Az)?

& = (2.1)
Nés aplicamos um esquema de diferengas finitas para o problema de comple-
mentaridade linear (1.10). Para a derivada parcial com respecto ao tempo

usamos a seguinte aproximacao:

m

ou  urtl—u

5o = +0(Aa7)),

e para a derivada parcial segunda con respecto da variavel z usamos uma

aproximacao por diferengas centradas f-ponderada:

0*u upt = 2uptt um ) — 2up +up 2
7= (e )““(H”( R JrO((@a)

onde 0 < 6 < 1. O método A é uma generaliza¢ao dos métodos de diferenca
finitas por meio do qual, é possivel convertir o método a qualquer um de
explicito (6 = 0), implicito (§ = 1), Crank-Nicolson (§ = 1/2) ou Crandall-
Douglas dependendo da escolha de 6.

Agora, fazendo uso da nossa aproximagao por diferencas finitas obtemos

~.—f

2 m+1 m m+1 _ m+1 m+1 m m m
ou Pu _up™ —u (U’n—l 2ut +unth )#(1_0) (un_l 2umt +unt

or oz " AT (Az)? (Az)?

Assim o método aplicado & equagao u; — u,, = 0 pode-se expandir da

seguinte forma
(1+200)u ! — ab(u! +ult) = (1—2a(1—0)jul +a(l—0) (u, +ulk,)
(2.2)

e Explicito

W = (1= 200w + oully +uly)

18
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§2.1 Anélise de diferencas Finitas

e Completamente Implicito

(1+ 20)u ! — a(ulh +umfl) = ult

e Crank-Nicolson

«

2

Q, m m m m
(1 + a)u?—i—l - _2_(unj—11 + 'u’n—l_—*—ll) = (1 - a)un =F (u:zn—l + un—l—l)

e Douglas (2-niveis no tempo)

(10+120)u™ 4+ (1—60a) (up it +um) = (10-120)uy+(1+6a) (ups; +unt )

n—1
basta tomar § = 1 — L
2 12

Apresentamos também mais dois métodos os quais nao fazem parte da familia

do método 6:
e Douglas (3-niveis no tempo)

1 5
(g - a)(UL”fll + UZ‘JE) + (Z + 2a)uptt

1 ,
= E(U;n—l + upyy + 10uy)

1
(un' +unpd + 10u™)

24

e Second-order backward difference (BDF2)

1 2
(=1 +=Bu™' =

1 m—1 m
A7 3 Tu Iu

3AL 3AL

Onde B é a matriz resultante da discretizacao no espaco.
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§2.1 Anélise de diferencas Finitas

Estabilidade do Método 6

Se nossos dados numéricos tiverem que arredondarse, e tendo que todas
as representacoes numéricas em um computador sao aproximadas, nés nao
desejamos que os erros que sdo implicitos em tais representagoes venham
dominarem completamente a resposta numérica do computador. Com um
esquema. instavel, é possivel por os mesmos algoritmos sobre computadores
diferentes, ou usar sistemas de software diferentes no computador, e obter
respostas totalmente diferentes.

Existem vérios métodos para a andlise da estabilidade como por exemplo
examinar o nimero de condicoes da matriz nos métodos onde se requer da
inversdo de uma matriz, ou examinar os eigenvalores da matriz que é a mul-
tiplicadora do sistema, ou ainda introduzindo uma pequena perturbagao no
dado inicial.

A anélise seguida aqui é como sugerida em ([13]) e ([14]).

Nés supomos infinita precisao aritmética, que temos uma solugao u,' da
nossa equacao de diferencas (2.2), e que a solugéo perturbada v)' = uy' + £
, onde E? representa um erro inicial pequeno e em geral ET" representa o

erro no passo de tempo m, satisfaz também & mesma equagao de diferengas

(14200) B —af( By + Bt = (1-20(1-0)) BT +a(1-6) (B + By
(2.3)
Nés consideramos as solugoes desta equagao de diferencas para uma per-

turbagao da forma

E™ = X" sin(nw)

Isto significa que E° = sin(nw) é uma perturbagdo pequena harménica do
dado inicial. As possibilidades detalhadas para w nao sao consideradas aqui.

Noés estamos interessados nos valores possiveis para o fator de amplificacao

20



§2.1 Anélise de diferengas Finitas

. A visao padrao é que se
Al > 1

entdo o sistema é instavel, e para o sistema ser estdvel precisamos
A < 1.
Substituindo E™*! ¢ E™ em (2.3) obtemos:

M(1 + 2a0) sin(nw) — af(sin((n — 1)w) + sin((n + 1)w))]
= [(1 = 2a(1 — 0)) sin(nw) + a(1 — O)(sin((n — 1)w) + sin((n + 1)w))]

usando a identidade sin((n+1)w))+sin((n—1)w) = 2sin(nw) cos(w) obtemos
que:

M1+ 200 — 2a0 cos(w)) =1 — 2a(1 — 0) + 2a(1 — ) cos(w)

Agora nés recordamos a identidade cos(w) = 1 — ZSinQ(‘g) para chegar no

seguinte valor do fator de amplificacao A

_1-(1-0)(4a sin®(%))

1+ 0(4asin®(%))

Com o objeto de simplificar a andlise dos diversos casos, é conveniente

fazer uma substituicao. Fixamos
. o,W
= 4a31112(§).

De modo que considerado em funcao de y:

_1-(1-0)y
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§ 2.1 Analise de diferencas Finitas

Pode-se ver que se 0 < § < 3, entao [A| < 1 56 no caso que

0<a< ——1—
— 2(1—20)
Entretanto, quando 3 < 6 < 1, vemos que [A\| <1V o> 0.

A tabela 2.1 mostra o resumo dos diferentes valores de §. A Parte Princi-
pal do erro de truncamento para cada método é mostrada na coluna PPET,
da mesma forma o intervalo de estabilidade deduzido anteriormente pela
analise de Von Neumann é mostrado na coluna AVN. Dado que a equagao
de difusdo (1.4) é linear e as aproximagoes por diferencas finitas que estamos
utilizando sdo consistentes, uma vez provado que um determinado esquema

é estavel resta usar o teorema de equivaléncia de Lax para ver se o mesmo

convergira.
Esquema g PPET AVN
Explicito 0 Ok]+O[r*Y] a<j;
Completamente implicito 1 O[k]+ O[r?] OK
Crank-Nicolson 3 O[k? + O[R?] OK
Crandall-Douglas s — oz OF]+0[r*] OK
Crandall-Douglas 3N NA O[k’] + O[r*] OK

Tabela 2.1: Sumario de propriedades. Onde k = AT e h = Axz.

Teste 1

Considera-se o caso diffusivo puro com dados iniciais lisos. Black-Scholes
com dados iniciais nao-lisos tem complicac¢oes adicionais. Consideramos a

equacao de difusao
du _ &%u
or  Ox?
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§2.1 Analise de diferencas Finitas

na regiao

com a condic¢ao inicial

u(z,0) = sin(%)

e as condigoes de fronteira
u(2,7) = u(—2,7) = 0.

Este problema tem a seguinte solugao exata

u(z, ) = sin(E) e_#
2
A tabela 2.2 apresenta os resultados obtidos para a funcao diferenca, ou
seja, a diferenca entre a solucao numérica e a solugao analitica no instante 7 =
0.1, M representa o ntimero de passos no tempo, N o niimero de subintervalos
em que foi dividido o dominio espacial e | - | é a norma do supremo, |a| =

max |a;|, Va € R™

Método N M Miéximo |errol

Explicito 160 400 3.46952153F — 5
Completamente implicito 160 400 8.41998593FE — 5
Crank-Nicolson 160 40 2.41634090FE — 5
Crandall-Douglas 160 40 6.09400896E — 7
Crandall-Douglas 3N 160 40 2.37184583E — 6
BDF 160 40 2.24015889FE — 5
Crandall-Douglas 80 10 9.75118485E — 6
Crandall-Douglas 3N 80 10 3.43883937E — 5
BDF 80 10 6.47174427FE — 5

Tabela 2.2: Teste 1, 7 = 0.1

23



§2.1 Analise de diferengas Finitas

Teste 2

Precificacio de uma Opgao Européia de compra usando a equagao do
calor u; = Ugg, N0 dominio Tinr < T < Zgy, € T < 0.098, e com os seguintes
parametros escolhidos 7 = 0.1, 0 = 0.2, K =1, D = 0, ziny = —6.7,
Teup = 1.6, n = 64, AT =0.0049. Logo Az = 0.13, a = (Lf—;)z = 0.29.

No gréfico 2.1 é apresentada a solugao exata junto com o payoff para esta

opcao, a qual possui solugdo exata dada pela formula de Black e Scholes
C(S,t)|imo = Se " PTIN(d}) — Ke ™ TIN(dy).

Aqui T —t = 0—227, ou seja T'—t = 4.9. Analogamente, para o prego do ativo
subjacente S temos a relagio S = Ke®. quando z = —6.7 temos S = ™" =
0,001230912, e para z = 1.6 temos que o valorde S é S = el'® = 4,953032424

As constantes dy,ds = di — o/T — t para este caso sao dados por

In(£) + (r — D+ %)(T — t) o In(S) + (0.1 + 0.02)4.9
oVT —t i 0.2v/4.9

Para a resolucdo numérica vamos resolver primeiramente para uma put e,

dili=0 =

depois achamos o prego da call por meio da paridade put-call L
A tabela 2.3 apresenta os resultados obtidos apds de 20 iteracoes , N €
o nimero de subintervalos em que foi dividido o dominio espacial e | - | =

max |a;| para qualquer a € R".

Observacoes

e O erro para o esquema implicito é maior que aquele cometido pelo
esquema. explicito, como se previa com a andlise do erro de trunca-

mento. Porém, na hora de comparar deve-se levar em conta que o

1Este procedimento sé é possivel no caso de op¢oes européias
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§ 2.1 Analise de diferencas Finitas

Call Europeio (r=0.1, sigma=0.2, K=1, D=0)

4~5 T T T T T T T T
‘compra.dat’ -
‘payoff.dat’ /
4 / B
e
/ ‘
35 F -
v
3r =
2
8 25 B
«
o
s 2t -
@
>
15 J
1} E
05 / i
0 1 1 I 1 1 1 L 1
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5

Pre o do ativo

Figura 2.1: Gréfico da solugao exata em 7 = 0.090 do prego de uma opgao
call européia do teste 2 calculada pelo esquema de Crandall-Douglas, com
a=0.29e Az =0.13.

esquema, implicito permite uma redugdo em Az, quando fixamos AT,
sem que aparega instabilidade o qual nao pode ser visto para o esquema

explicito.

e Olhando para o esquema de Crank-Nicolson e BDF, observa-se uma
melhora significativa sobre o esquema implicito sem que isto carregue

custo computacional adicional.

e O esquema de Crandall-Douglas tém resultados superiores sem incre-

mento do custo computacional.

e A tabela 2.3 também indica que se reduzimos o numero de pontos

espaciais da grade por um fator de %, o esquema de Crandall-Douglas

ainda tém um desempenho melhor que todos os outros esquemas. S6

com % dos pontos da grade, a precisdo produzida é compardvel a dos
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§ 2.2 Complementaridade linear

Método N |erro|

Explicito 64 1.58322261F — 2
Completamente implicito 64 5.77881219F — 2
Crank-Nicolson 64 2.12687753E — 2
Crandall-Douglas 64 2.89806340F — 4
Crandall-Douglas 3N 64 8.82841537FE —4
BDF 64 2.20273079F — 2
Crandall-Douglas 32 2.28318270F — 3
Crandall-Douglas 3N 32 2.08766190F — 3
BDF 32 8.05142016F — 2
Crandall-Douglas 16 3.95309028F — 2
Crandall-Douglas 3N 16 3.87266356F — 2
BDF 16 0.2817100514

Tabela 2.3: Teste 2, 7 = 0.098, N representa o nimero de subdivisdes no
espago e || é a norma do supremo.

esquemas de Crank-Nicolson e BDF.

2.2 Complementaridade linear

Nesta secao discutiremos a formulag@o introduzida no capitulo 1 para
opcdes americanas. Por meio da discretizagdo do PCDP (sistema 1.7), nds
reduzimos o problema de precificagao de uma opgéo americana para a solugao
de uma seqiiéncia de problemas de complementaridade linear (PCL).

Nés recordamos o valor de uma opgao americana em forma compacta

(2-24) 20, (ue,7)—g(s,7) 20
(3 - 2%) - (wlw,7) - 9(z,7)) =0,
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§ 2.2 Complementaridade linear

onde g(z, T) é a funcéo payoff dada por

g(z,7) = i (k2 +1)?+4k1)T 1oy (e%(kz'l)x — e%(kﬁl)x, 0) )

Para uma put, e para uma call é dado por
g(z,7) = (ka1 bl o (e%(kg-{—l)z _ e%(kz—l)x’())

2(r—D e .
onde ki = %%, ko = (—Tﬂ—) As condicoes inicial e de fronteira tornam-se

u(z,0) = g(z,0)
u(z,7) ¢é continua
ou

5—(a:, 7) é tdo continua como g(z,T)
7

lim wu(z,7) = lilil g(z, 7).

z—+o0

Como j4 foi notado, uma das principais vantagens da formulagao em com-
plementaridade linear, é que nao ha referencia explicita nenhuma da fronteira
livre. Podemos resolver o PCL e posteriormente encontrar a fronteira livre

pela condigdo que o define, a saber

u(zs(7),7) = g(zs(7),7), e wulz,7)>g(z,7) para T >zs(7)
para a put, e para a call tém-se

u(zs(1),7) = g(zs(7),7), e wulz,7)>g(z,7) para z < zp(7).

Dada uma matriz A € R™" e um vetor ¢ € R*, o PCL consiste em achar o
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§ 2.2 Complementaridade linear

vetor z que satisfaz as seguintes condigoes:

Az+q>0
z>0
(Az+q)T-2=0.

Acostuma-se denotar este PCL pelo simbolo (g, A). O nome é por causa da
terceira condigdo, chamada condigdo de complementaridade a qual requer
que pelo menos uma varidvel do par (Az + )i, zi deve ser igual a zero na
solucdo do problema, para cada ¢ = 1 até n.

Com o intuito de ilustrar a ligacdo que a formulagdo em PCDP (1.10)
do problema de precificagao de opgdes tém com o PCL, suponha o seguinte
PCDP:

u(z,7) > g(z,7)

Ur — Uz 2 0

(tr — t022) (= g) = O (2.4)
0§T§§T, —o<z<

u(z,0) = g(z,0)

Este sistema pode ser resolvido numericamente com um esquema de dife-
rencas finitas, para a solugdo aproximada temos que truncar o dominio de

modo que T se encontre entre Zi,f, € Tsyp- Por exemplo, usando o método 0

Loup — Ti
sobre uma grade regular com tamanho de passo Az = Zeup — inS 16 espago
n

T
M
m, u é aproximado pelo vetor (uf',uy,...,u"), onde u* = u(z;, mAT),

e um tamanho de passo temporal de A7 = A cada passo do tempo

z; =10+ 1Az, i=0,...,n, € To = Tins. Assim a funcao paoyff g é aproxi-

mada por g™ = g(nAz, mAT)
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§ 2.2 Complementaridade linear

O sistema (2.4) acima é entao aproximado por

umtl > g™+l para m > 1
(1+200)ut! — af(up ™ +uptf) > 07

(_agu;nj-ll +(1+ 2a9)u;n+l _ CY@UZ:LT _ b?) (umtt — g;n+1) =0.

Onde como usual « é definido por (2.1) e o vetor b’ é igual a:

7=l + a(l — 0) (g5 — 2ul +up') + afgg
b = (1—2a(l — 0))ul + o1 — 0)(ulry +upyy) n=2,...,N—2
by =ulty + ol —0)(up, — 2upy + g7) + abgy .
(2.5)
Fazendo uma simples mudanga de varidveis z; = u; — g;, este sistema é
equivalente ao PCL (g, A), onde A é uma matriz (N —1) X (N —1) e ¢ é um
vetor (N — 1) definidos por

[ 14200 —af 0 0 |
—af 1+2a8 —ab 0
0 —af 1420 —ab . 0
A= . ‘ . . . (2.6)
0 —af 1+2ab —ab

i 0 .. 0 —ab 14+ 2a0

(14 2a0) g7+t — afgyt — bp 1
—q=| g™ +a(l-0) (gt — 29" + gl -0 |- (27)

I —afgts + (1 + 2a0)gnti — bR, ]

Os elementos da diagonal de A sdo positivos, os elementos por fora da

diagonal sdo negativos, e a matriz é estritamente diagonal dominante. Isto
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§ 2.2 Complementaridade linear

é, A é uma matriz de Minkowski (M-matriz). Esta propriedade garante a

existencia e unicidade do problema de complementaridade (g, A) [19].

Algoritmo de Brennan e Schwartz

Brennan e schwartz introduziram um algoritmo para o problema de pre-
cificar uma opcao put americana em [32]. O algoritmo de solugao é baseado
na eliminacao de Gauss onde a restrigdo de exercicio adiantado da opgao é
manipulada em uma forma simples. A discretizacao no espago e no tempo
do problema de complementaridade (1.10) conduz a uma seqiiéncia de pro-
blemas de complementaridade estacionaria. Daqui, em cada passo de tempo

m, m=0,..., M, o problema

Aum+1 2 pm
uftl > gmtl (2.8)

(Aum—i—l _ bm)T . (um—l—l _ gm+1) =0

Precisa ser resolvido. Aqui, a matriz A tem origem na discretizacao da
equacdo diferencial parcial. Mostramos como o algoritmo de Brennan e
Schwartz é aplicado em cada passo de tempo para resolver o problema (2.8).
Nés descrevemos o algoritmo para uma call americana, da seguinte forma:

A eliminacéo transforma cada linha do sistema de equagoes lineares Au = b

da forma
pju; + sitjr1 = fj (2.9)
para j = 1,...,n, onde os coeficientes sao dados por
p1 = A, s1=Ap, fi=h
pj = Ajj — /:,ii__l‘ Aicviy, 8= A, fi=bi— ?,Zi__ll fi-1,
Pn = Apn — %An—ln e Jo="bn— ::;_11 fa-1.
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§ 2.2 Complementaridade linear

A solucao u do problema (2.8) é obtida usando as equagdes (2.9) e a fungao
payoff da opcdo call. Deve-se comegar resolvendo u, da equagao (2.9) quando
j = n; se u, é menor que o valor do payoff entdo iguala-se u, = gn. Apos

vocé prossegue resolvendo para u,_i, etc.

Algoritmo de Elliot e Ockendon

O segundo algoritmo que apresentamos e devido a Elliot e Ockendon. Eles
ddo um algoritmo para problemas de complementaridade linear em [17] e este
algoritmo directo é aplicado a problemas de precificacao de opgoes americanas
em [8]. Para comegar, o problema de opgao americana é transformado de
maneira que a restricao de exercicio adiantado seja igual a funcao zero ao
invés de ser a funcao payoff. Esta transformagao ¢ feita usando as seguintes

substituicoes para o problema (2.8):
AP = it gt o gl = At

Com estas notagoes o problema de complementaridade pode-se formular

como em Huang e Pang [16], na seguinte forma:

Az+q>0
z2>0 (2.10)
(Az+q¢)T-2=0

onde j = 0,..., M. Esta apresentagdo do problema de complementaridade
também é considerada em [17] e [8]. Assumimos que a matriz de discretizagao
A é uma M-matriz. Ainda mais, assume-se que o vetor ¢! tem uma forma
especifica, a qual é descrita na proposi¢ao 2.1.

No seguinte o método de solugdo de novo € considerado em um instante

de tempo, portanto o indice do passo no tempo é omitido. O algoritmo
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§22 Complementaridade linear

de Elliot e Ockendon, para o problema de complementaridade linear (2.10),

como referenciado em [17] é:

inicializar i=1, oy = Ay, fi=-—-q/An
Passo: 1 —1i1+1
Vi1 = Aicrif @i
a; = Aii — Aiim17i-1
fi = —la+ As-afi)/o
se f; > —qiy1/Air1; entao volta ao passo
substituigao regressiva k =1t
2 = [
i=k—1:1:-1

%= fi — Yi%in

Observe que 7; e a;, sao elementos da decomposicdo LU e f; é o vetor in-
termediério apds a substituicdo directa. Este algoritmo deve ser empregado
em cada passo de tempo e a solugdo do problema de precificagao original é

obtida mediante u/t! = 29+ 4 g7+

Andlise do método

Em cada instante de tempo a solucdo do problema de complementaridade
linear satisfaz a equacao diferencial parcial de Black e Scholes em uma regiao
e na outra regido é igual a restrigao de exercicio adiantado. Portanto, a cada
passo de tempo j existe um no k; na discretizacao o qual divide o eixo z em
duas regioes separadas.

Mostramos que a solucao satisfaz a equac@o diferencial parcial nos nos
onde o valor intermedidrio depois da substituicio directa é positivo e a
solugdo ¢é igual & restricio de exercicio adiantado (aqui a fungao zero) nos

nos onde o valor intermedidrio depois da substitui¢ao directa é negativo.

32



§ 2.2 Complementaridade linear

Inicialmente 2, assumimos que a solugao tem uma forma especifica. Em

forma precisa, supomos que a solugdo 27 tema a forma
J e . J _ s = T
22>0, 1=0,...,k;, e 2=0, i=k+1,...,N-1

Estudamos o algoritmo de Elliot e Ockendon e especificamente a condigao
no laco do passo o qual pode ser reformulado com uso das seguintes relagoes

de equivaléncia:

fir1 = —(Gig1 + Airifi)/oiz1 > 0
& —(qip1 + Aiy1ifi) > 0

& i1 < —Apfi

& —Git1/Airi < fi

onde A;;1; é negativo pela propriedade AM-matriz de A. Também os «a; sao
positivos por causa desta propriedade. Assumimos que k; é o menor indice
para o qual fr;41 < 0. Em concordancia com o algoritmo de Elliot e Oc-
kendon e a equivaléncia acima, temos que z;4; = 0 para ¢ = kj;,...,n—1e
ainda mais, o que resta da solugdo pode ser calculada usando substituigao
regressiva a qual da em z; = f; — yiziy1 para i =1,...,k;.

Nés podemos ver que o algoritmo de Elliot e Ockendon é mais eficiente
que o algoritmo de Brennan e Schuwartz no sentido que o segundo calcula
todas as componentes do vetor solugdo z. Por sua vez o algoritmo de Elliot
e Ockendon calcula sé um numero k, com k < (N — 1), de componentes
do vetor z, aquelas entradas que sdo diferentes de zero. o qual carrega um
tempo menor e sem custo computacional adicional.

Na seguinte proposicao, assume-se que A é uma matriz tridiagonal, que

2Este fato sera provado na préxima proposicao.
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§ 2.2 Complementaridade linear

denotaremos da seguinte forma:

[ a; ¢ 0 . 0 W
by ay ¢ . 0
A=10 0
b1 Gn_1 Cn-1
| 0 ... 0 b, ap |
Proposigao 2.1 e (i) Se a matriz A satisfaz as mesmas condigoes que

em (2.6), ou seja, os elementos da diagonal de A sdo positivos, os
elementos por fora da diagonal sio negativos, e a matriz € estritamente

diagonal dominante entdo eziste uma unica solugdo de (2.10).

o (ii) Seq; <0,i=1,2,...,ky, eq; > 0,i=ko+1,...,n—1, entao
existe um k > ko tal que z; =0, parai >k e z; > 0 para i < k.

Prova

e (i)A matriz A é uma matriz de Minkowski irredutivel, portanto o resul-
tado e garantido por um teorema que pode ser consultado na referéncia
(33].

e (ii)Se ¢; < 0, entdo z; > —(¢; + Cizip1 + bizi_1)/a; > 0, a ultima
desigualdade se verifica dado que a;, —b; e —¢; s@o positivos. Dai
z; > 0 para todo i < ko. Seja (k+ 1) o primeiro inteiro maior que ko

para o qual z; = 0, assim o PCL é satisfeito por z; = 0; w; = qi; © > k.

>

A proposicao anterior mostra uma forma de tomar vantagem do nosso pro-
blema particular: suponha que a solugao do PCL (2.10) de fato satisfaz z; > 0

para i < k; e z; = 0 para i > k, deste modo para se achar z deve-se resolver
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§ 2.2 Complementaridade linear

o sistema

a1z +c1ze+q =0
bizi_1+a,-zi+cizi+1+qi =0 1’——2,...,k’— 1 (211)
brzk—1 + arze +q =0

>0, i<k; 2z =0, 1> k+1; bk+1zk+qk+120.

N6s observamos que aplicando eliminagdao gaussiana directa para (2.11), a
primeira componente encontrada é zj; se além z, também satisfaz by12k +
Qi1 > 0, entdo o indice k tem sido achado e s6 resta a substituigao regressiva
para determinar a tinica solugdo do PCL. Este modo de proceder € numeri-
camente estavel dado que A é diagonal dominante. O conteo de operagoes
é (5k + 4) + (k — 1) multiplicacoes e divisoes, o ltimo termo provem de
testar a desigualdade para f;. Em [65] o ntimero de operagoes para o método
aplicado a0 mesmo problema é k? + 3k; e (5k — 4) + 3(k* — k3) + 5(k — ko)
para o método em [34]

Nas aplicacoes, k — ko = O(1/h) e geralmente k >> ko [17]. Também,
dado que k = O(1/h), reduzindo na metade h dobra o ntiimero de operagoes
para o algoritmo.

S6 resta mostrar que o vetor ¢ tem o sinal necessario para a aplicagao da
proposicdo 2.1. A cada passo de tempo, o vetor ¢ no PCL (2.8) provem da
substituicdo ¢ = Ag™*t! — b™, onde A é dado em (2.6), o vetor b em (2.5) e
o vetor resultante ¢ é dado pela férmula (2.7). Vamos supor o caso de uma
call americana para a funcdo payoff g.

Supondo uma discretizagdo do operador de difusdo pelo método 6 com
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§ 2.2 Complementaridade linear

0 = 1, obtemos o seguinte esquema de diferencas finitas

m+1 m+1 m+1 m
(1 + 2a)un - a(un—l + Up g1 ) Z Up
m+1 m+1
Uy " 2 Gy
m+1 _  m+1 m+l _ _m+l 0o _ 0
Ug - gO ) uN - gN ) ’U,n - gn

ou equivalentemente com uso de notagdo matricial obtemos o problema de

complementaridade
Aum+1 Z u™
um+1 > gm+1 (2.12)
(Aum+1 _ um)(um+1 _ gm-i—l) =0
onde A é a matriz tridiagonal com entradas A = [-a (1+2a) —al.

Proposicao 2.2 O wvetor q satisfaz o sequinte padrao de sinal

qi <0 T; € [Iinf):Es)
>0 1z € (0,z)
qi 2 0 T; € [ms;msup]

Prova

Na seccdo 1.1 obtivemos uma expressao para a funcao payoff na forma

ePTe (e — T
g(z,7) = { (=1 @>0) (2.13)

0 <0

onde

o=tk 1), f= (k=1 + k),

Dai obtemos que
m+1 AT _m
9n P gn

= efg™, 0 = BAT.
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Seja x; € [Illinf,()].

Nesse caso g™t

T =0 e portanto

m+1 mo__ m
4q; = =" = —u

< 0.

Seja z; € (0,z;) o vetor g é dado pela expressao

g =(Ag"*")y —uT
¢ = (Ag" ) — gt — (u +97)
e g, =e " (Ag" ) — g — (uy +g7)
~ Are™o%n (g‘r - gzw) =g (UZ‘ + g;n)

Agora
Gr — Guz = €PTeo 2 {e* — L}

—az _ T 2D T r
€ ng'r—gzm—eﬂ’}?{e—ﬁ}

ou seja a funcdo e**"g, — g, € crescente em x. De outro lado

B
-
1

efre*V (Ke®, )%

=PV (Ke", )+

= eP7(e* — 1) portanto
=" (V(Ke®, )% — (e" — 1))

8
<
S S NS
|

derivando com respecto a variavel = temos

=gl = e (Vi - )
= —efrer(1-V,) <0,

pois 0 < V, < 1, este fato pode ser consultado na referéncia [38].
Assim a funcéo e=***(u — g) é decrescente, daf a fungao —e**"(u— g)

é crescente.
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§ 2.2 Complementaridade linear

Da anélise anterior concluimos que
et gn 1 > €70 gy

Portanto se ¢, > 0 entao ¢,4+1 > 0 e isto prova que a partir do primeiro

indice ¢ para qual ¢; > 0 se cumpre que ¢, > 0 para todo n > 1.

e Sejax; € [CL's,stup]

Nesse caso temos u§"+1 = g§"+1 e assim o vetor ¢ toma a forma seguinte

qi = (Ag™™! —b); o em equivalentemente

(gl — 2gmtt + gt = g

wtt — a(Az)* (9o = g7

r7zn+1 - g;n = a(Ax)Q(ng)Zl-H

m-1 m

9n —9n — (

(gr)7 + O(AT) = (gza)i + O((Az)?)
(g‘r - gmw)? > 0

Estudo da funcdo g para a ultima desigualdade:

Noés usamos o seguinte resultado sob opgoes americanas

Gr—0s2 <0 se z<In(f).
Gr— 02 >0 se z>In(%).

Este fato pode comprovar se observamos que
— — P (MUIE{Dm_ }
Gr — zz =€ € = ef—r}.

Queremos saber o comportamento de g, — g5,. Para o caso de uma call
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§2.2 Complementaridade linear

sinal do vetor q

v
05
0 Wity
-0.5 i
-1 i 1¢;g%/§f‘?%
-1.5 %’2,%%{{5%?‘ v

.

L L AL L L L |

Figura 2.2: Gréafico da superficie gerada pelo padrao de sinal do vetor ¢ para
uma opcao call de estilo americano do teste 5 calculada pelo esquema de
Crandall-Douglas, com o = 1.

temos o seguinte

o 2
9r = Yzz = A(T)e%’”"””—2 {De%‘” - Te_%z}
o

(VU]

9r — 02z >0 & De? > re”
Mas S = Ke® e portanto

T

T~ Yxz S I{
gr — 0z >0 & > D

Pela teoria de opgdes americanas S(7) é uma fungdo nao decrescente sendo

que S(0) = max {5 K, K }. Isto implica que

S(r)=250) 720
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§ 2.2 Complementaridade linear

5
S(T) > max {—K, K}
D
- z(7) T « s
se 7>0 entao "’ > 5 O due significa que
para = >z, Secumpre que g, — ggz >0

>

Teorema 1 Seu™ é solugdo do problema de complementaridade (2.12) entdo

Para m > 1 se cumpre que u™ > eSu™ 1.

Prova
Vamos razonar por inducgao. Seja m = 1 entao temos que o PCL (2.12)

se transforma em

onde as condigoes de fronteira que se cumprem sdo u® = g° e

ul > gt = g = efu®

Isto prova o teorema para o primeiro instante de tempo, caso m = 1.
Hipotése de induccao

Supondo que o enunciado é valido para todo p com p < m queremos

provar que o resultado é valido para p = m + 1. Temos o PCL

m+1 m

Aun 2 Uy,

m+1 m+1
Uy 2 Gn

(Auptt — ) (up ™ — g t1) = 0

n n
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§ 2.2 Complementaridade linear

Note que como u™ > e*u™ ! temos que
n n

m+1 6, m—1
Aulm™ > e®up

(2.14)
U?Jrl 2 g:?+1

m

m ¢ solucao de

Agora e’u

A(eum) > eSum!

m+1 (215)

ehuy > gt =g
Das equagoes (2.14) e (2.15) concluimos
umt > eSym,

Isto prova o teorema para o caso geral.

>

Uma consequiéncia imediata é que como u™! > eu e e’ul = e’g™ >
g™+ temos que a fronteira se move para a direita.

Observacao Uma prova similar pode ser dada para o padrao de sinal
do vetor ¢ quando aplicamos os esquemas de diferengas finitas de Crandall-
Douglas, Crank-Nicolson e a férmula BDF2 ao operador de difusao. Es-
sencialmente a prova faz uso dos seguintes fatos: a estrutura da matriz A,
consisténcia dos esquemas de diferencas finitas com a equagao diferencial
parcial e as propriedades da funcao g.

Para opcoes americanas de venda, o vetor de complementaridade tem o
padrao de sinal g, > 0 para Ti,y < T < Ty € ¢, < 0 para 5 < T < Tgyy.
Assim, basta iverter siplesmente a ordem das componentes dos vetores g e z,
do mesmo modo fazer com os elementos da diagonal principal, sub-diagonal
e super-diagonal da matriz A, intercambiando a sub-diagonal com a super-

diagonal, e proceder com o algoritmo como descrito acima.
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Capitulo 3
Testes computacionais

A implementacao apresentada nesta se¢éo foi desenvolvida na linguagem
de programacao GNU! FORTRAN 90 utilizando precisao simples e executado
num computador do IME-USP com as seguintes caracteristicas: processador
AMD? Opteron 242, 512Mb. de memdéria RAM e sistema operacional Linux,

distribuicdo Debian3.

Teste 3

Noés apresentamos agora simulagoes numeéricas para ilustrar a aproximagao
4 formulacéo de Black e Scholes ilustrada acima. Para este exemplo, foram
utilizados os seguintes valores dos pardmetros r = 0.1, ¢ = 0.4, k = 1,
D = 0.07, Tiyny = —4.6, T5p = 1.6, N = 124, A7 = 0.005. Portanto,
Az = 0.05, a = 2.

A Tabela 3.1 apresenta os resultados para uma put americana ap6s 20
iteracoes (7 = 0.1). E na Figura 3.1 é mostrada a solugao aproximada pelo

esquema Crandall Douglas e utilizando o método de Elliott Ockendon para

lwww.gnu.or

(=3
2www.amd.com
3www.debian.org
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os célculos dos PCL’s.

Prego do Ativo | Explicito Crank-Nicolson | BDF Douglasl
0.57 0.4230501 0.4230501 0.4230501 0.4230501
0.60 0.3945534 0.3945404 0.3945523 0.3945473
1.0 0.1508205 0.1507020 0.1508193 0.1507912
1.4 4.3224F — 2 | 4.3173E — 2 4.3203F — 2 | 4.3191F — 2
2.0 1.1787F — 2 | 1.1805E — 2 1.1795F — 2 | 1.1766E — 2
2.5 3.0555F — 3 | 3.0868E — 3 3.0868F — 3 | 3.0489F — 3
3.0 1.2009F — 3 | 1.2263F — 3 1.2319E — 3 | 1.1997E — 3
3.4 4.2817TE — 4 | 4.4472F — 4 4.5128F — 4 | 4.2923F — 4
4.0 1.3515F — 4 | 1.4366E — 4 1.4813E — 4 | 1.3636F — 4
4.7 2.4236F — 5 | 2.6263F — 5 2.7459F — 5 | 2.4608EF — 5
Tabela 3.1: Teste 3, A7 = 0.005
1 T T T T T T T T T
i valor da put
\ payoff -
0.9 —‘-._“ E
08 .
07| ‘1\_
06 [ \‘\ e
05 ‘\"1
04 \ -
\
03 \ 4
0.2 f "1\
AN
0.1 | AN -
0 L 1 x\ﬁ\ 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45 5
Figura 3.1: Grafico em ¢t = 0.005 do preco de uma opcao put de estilo

americano do teste 3 calculada pelo esquema de Crandall-Douglas, com a = 2

e Az = 0.05.
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Teste 4

Considere uma opc¢ao call americana a seis meses com uma taxa de divi-
dendo D = 0.03. O preco de exercicio é 100, a taxa de juros livre de risco
é r = 0.03, e a volatilidade é 40% ao ano. A fronteira direita é fixada em
Tsp = 1.6 € a esquerda em T,y = —4.6. Um tamanho de passo no tempo
M = 496 com a = 0.16 é tomado para todos os métodos. Como os dados
da solucdo exata nao sao conhecidos utilizamos o método éxplicito com um
refinamento de malha tal que a convegéncia do método é alcancada. Para
propésitos de comparagao nés tomamos esses valores como sendo os valores

exatos da opcdo. Os resultados sdo apresentados na Tabela 3.2.

Preco do Ativo | Valor Verdadeiro | Crank-Nicolson | BDF Douglasl
40.15 0.002942 0.002965 0.002966 | 0.002936
50.28 0.048605 0.048705 0.048706 | 0.048542
60.65 0.333538 0.333569 0.333565 | 0.333258
70.46 1.207727 1.207241 1.207235 | 1.207059
80.85 3.265165 3.263724 3.263726 | 3.264007
90.48 6.525598 6.523326 6.523339 | 6.524074
100 11.10845 11.10576 11.10577 | 11.10674
110.51 17.61820 17.61559 17.61561 | 17.61651
120.62 25.05209 25.04994 25.04994 | 25.05058

Tabela 3.2: Teste 4, 7 = 0.04 valor de uma call americana com vencimento
em 6 meses, o nimero de passos de tempo foi 256, o = 0.16 .

3.1 Teste de Convergéncia

Neste experimento numérico comparamos as taxas de convergéncia dos
métodos Crank-Nicolson, a férmula BDF2 e o esquema de Crandall-Douglas.
Os problemas de complemetaridade linear a cada passo de tempo foram re-

solvido s pelo algoritmo de Elliott e Ockendon. Para os célculos de uma

44



§ 3

Testes computacionais

opcdo americana de compra tomamos os seguintes valores dos parametros
oc=06,7r=025 K=10,D =02 T = =69, 5 =19eT =1. Os
resultados sao apresentados na Tabela 3.3.

Para o caso dos esquema Crank-Nicolson e BDF2 e Crandall-douglas a
solugdo numérica apresenta presigao similar para os tamanhos de passo espa-
cial N = 176, 352, 704, Da Tabela 3.3 vemos que quando o niimero de passos
espaciais crece de 704 para 1408 a solu¢ao numérica obtida pelo esquema de

Crandall-Douglas tem maior precisdo que os outos métodos avaliados.

N Espaco | M Tempo | Crank-Nicolson | BDF Douglasl

176 216 1.565918F — 3 | 1.558269FE — 3 | 1.243767E — 3
352 432 3.744659F — 4 | 3.728284F — 4 | 2.875099F — 4
704 864 8.023125FE —5 | 8.061523FE — 5 | 7.961523E — 5
1408 1728 6.196267E — 6 | 6.120635FE — 6 | 3.635415F — 8

Tabela 3.3: Teste 5, Erro maximo e taxa de convergéncia da solugao numérica
de uma call americana com vencimento em 12 meses.

3.2 O delta

Neste tltimo experimento numérico, estudamos a influéncia do esquema
de discretizacdo temporal para a fungdo delta, a qual é a derivada do prego
da opcao com respecto a S. Nas figuras 3.2 e 3.3, mostramos as fungoes delta
para opcoes call e put americanas nos casos do método de Crank-Nicolson e
o esquema de BDF2.

Como pode ser visto o esquema BDF2 suavisa as funcoes delta enquanto
oscilagoes indesejaveis surgem do uso do método de Crank-Nicolson. Estas
oscilagbes sdo localizadas perto do prego de exercicio K, onde a derivada
espacial da condicdo inicial é descontinua. Os valores dos parametros sao

os mesmos que os usados no teste de convergéncia e foi usada N = 2048 e
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M = 32. O tamanho do passo no tempo M foi relativamente pequeno com

a finalidade de mostar as oscilagoes.

-0.2 T T T T T T
2BDF ——
C-N ----—-- |

04t T

06 - T .

-0.8 } o

,,-’//
EQs /,-"' % _
r//
,/
~
12 | 7 i
Ve
/,
14} S/ .
/
/

16 / .
18t/ 1
_2 1 1 1 1 1 1 1

6 7 8 9 10 1 12 13 14

Figura 3.2: Gréfico em 7" = 1 da fungéo delta de uma opgao put americana
do teste 4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson e por 2BDF, com Az =
0.004.

Nés ainda refinamos mais a malha para uma grade de 8188 pontos espa-
ciais por 128 pontos temporais e observamos da figura 3.4 que o esquema de
Crank-Nicolson continua apresentado oscilagoes perto do prego de exercicio.

Com isto comprovamos que mantendo « constante o esquema de Crank-
Nicolson néo é dissipativo. Além disso, dado que a fungdo payoff g tem
derivada discontinua para o instante inicial, o esquema de Crank-Nicolson
acaba apresentado dados errados da solugdo numérica da funcao delta.

Testes para o calculo da delta foram realizados para o esquema de Crandall-
Douglas e observamos que este apresenta oscilasoes na solugao numérica, por-
tanto devemos utilizar métodos dissipativos que suavisem essas oscilasoes,

para este fim nés fazemos uso o da férmula BDF2.
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1.5 T T T T T T T

14+

13} .

08 |- ' .

06F i

6 7 8 9 10 1 12 13 14

Figura 3.3: Gréfico em 7" = 1 da fungao delta de uma opgao call americana do
teste 4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson e 2BDF, com Az = 0.004.

15 T T T T T T T
C-N ——

11t A _
1} / .
09| / i

08 / .

L
2\

0.7 / 1
06 | // -

05 l 1 1 1 1 L L '
6 7 8 9 10 1 12 13 14

Figura 3.4: Gréfico em 7' = 1 da delta de uma opgao call americana do teste
4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson Az = 0.001.
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Capitulo 4
Conclusoes

Neste trabalho, aplicamos métodos de diferencas finitas para precificar
opcdes vanilla de estilo americano. Foi investigado esquemas de discre-
tizacoes no tempo e no espago e se utilizou um método direto para o problema
de complementaridade linear.

Aplicamos o método 6 para a discretizacao do operador de difusao. Este
esquema pode chegar a ser de quarta ordem de precisdo no espago e incondi-
cionalmente estével como no caso 6 = § — r3—. Nés estudamos a influéncia da
discretizacdo no tempo para o calculo da grega delta da opgao e aplicamos
a formula BDF2 para a discretizagao no tempo e verificou-se nos experimen-
tos numéricos que esta possui precisdo similar ao método incondicionalmente
estédvel de Crank Nicolson, além disso, comprovamos que a férmula BDE'2
produz menores oscilasoes que o método de Crank Nicolson.

Quando aplicamos as desigualdades variacionais para opgoes americanas
o as discretizacoes levam a problemas de complementaridade (A,q) linear que
precisam ser resolvidos em cada passo do tempo, onde a matriz A é uma M-
matriz tridiagonal e o vetor ¢ tem as propriedades de sinais necessarias para
a aplicacao do algoritmo de Elliott Ockendon como observado anteriormente

na seccao 2.2. Nesta formulagdo a restrigao de exercicio adiantado da opgao
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é manipulada usando as propriedades do sinal do vetor g.
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Apéndice

O presente capitulo comega com a derivacdo da equacio de precificagao
para opcoes européias baseada na construcao de um portfolio cujo valor siga
os fluxos de dinheiro do derivativo em funcao do tempo. Ha outras apro-
ximacoes fundamentais para derivar as equagoes de precificagao para deriva-
tivos européios, uma delas faz uso do teorema de Feynman-Kac ( [12] secgao
3.3), que estabelece que a esperanca condicional de um processo estocastico
obedece uma equacao diferencial parcial. Existe ainda uma aproximagao
mais moderna para o problema de precificagdo, chamado ’replication princi-
ple’ vide [12].

Precificacao de Opcgoes pela Aproximacgao Di-
ferencial

No seu famoso trabalho, Black e Scholes transformaram o problema de
precificacdo na terefa de resolver uma equagao diferencial parcial pardbolica
com uma condicdo final. Do lado do uso de equagoes diferenciais parciais
como uma ferramenta técnica, a principal idéia conceptual de Black e Scholes
radica na construccao de um portfolio livre de risco consistindo de posigoes
tomadas sobre bonds, opcoes, e o ativo objeto. Consideragoes para este

modelo
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O preco do ativo objeto segue o movimento geométrico browniano dS =

wSdt + 0SdW com p, o constantes;
e nao hé dividendos durante a vida do derivativo;
e a negociacao com titulos é continua;

e & permitido a venda a descoberto de titulos, com a total utilizagdo dos

recursos;
e nao ha custos de transacao;
e todos os titulos sdo infinitamente divisiveis;
e nao ha oportunidades de arbitragem livre de risco;

e a taxa de juro livre de risco de curto prazo, r, € constante e igual para

todos os vencimentos.

Construccao de um portfolio livre de risco e o problema de Cauchy.
Em seu artigo ([11]), Black e Scholes consideram um portfolio cosistindo de
posicdes varidveis em um bond * Sy e um ativo objeto S, e exatamente de uma
opcao vendida. Por simplicidade vamos supor o caso de uma call européia
com preco de exercicio K. Black e Scholes supéem que o prego da call no
tempo t pode ser representado como uma fungéo C(S(t),t) do tempo e do
preco atual S(t). Naturalmente, o preco da opcao na maturidade 7' é dado
por

C(S(T),T) = (Sr — K)*.

Para continuar com o argumento precisamos da seguinte definicao:
Portfolio (¢o, ¢1) E um par ¢g e ¢ o qual descreve respectivamente o

ntmero de unidades de ativos e de bonds que temos no tempo t.

10 modelo do preco de um bond é Sp(t) = Ie™, So(0) =: I, I € R*.
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Estratégia Com a idéia de portfolio vem a idéia de estratégia. A des-
cricao (¢o(t), ¢1(t)) é uma estratégia dinamica que detalha a quantidade de
cada componente a segurar em cada instante. Um portfolio é de auto finan-
ciamento se a mudanca em seu valor depender somente da mudanca do prego
do ativo.

A idéia principal de Black e Scholes é seguir uma estratégia de negocio
(trading) de autofinanciamento (1o(t),1(t)) em ativos e bonds tais que o

processo da riqueza incluindo exatamente uma opgao call vendida
TI(t) == vo(t)So(t) +¢1(£)S(t) — C(S(t),1)

néo possui nenhuma flutuacéo aleatoria. Este é considerado como um portfo-
lio livre de risco. Se entao o preco de opgao satisfaz as condigoes necessdrias
para a aplicacdo da férmula de Ito, i.e., se C(S,t) for suficientemente suave,

entao obtemos:

dIl(t) = o(t)dSo(t) +11(t)dS(t) — dC(S(t), 1)
= [1o(t)So(t)r + 1 (t)S(¢)w
— (Cy + CsSp+ 2Cs55%(t)0?)] dt
+(@1(t)S(t)o — CsS(t)a)dW (2)

Para, II(t) ser o processo da riqueza correspondente ao portfolio livre de risco
os coeficientes de difusdo devem-se anular (para eliminar a incerteca). Daqui

devemos ter

U (t) = Cs(S, t).
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Por razoes de arbitragem 2, o processo da riqueza II(t) deve comportar-se

como um multiplo do prego do bond, nés assim requeremos
dIi(t) = rIL(t)dt.

Substituindo agora 1, (t) por Cs(S,t), o requeremento acima sobre o coefici-

ente drift implica

rII(t) = 740(t)So(t) + pCsS — Cy + CsSp + 3CssS*(t)o?
= 7(1ho(t)So(t) + 11 (t)S(t) — C(S(t),t)) + rC(S(t),t)
+(u —1)CsS(t) — (Ci + pCsS(t) + 3Css0>5(t)?)
— TI(t) + (rC — rCsS(t) — Cy — %css(;?su)

~—

=0

Junto com a condicao final em t = T e algumas condicoes apropriadas
de regularidade, nés obtemos assim que o prego da call C(S(t),t) resolve o

seguinte problema de Cauchy

1625(t)*Css + (r — D)SCs+ C, —rC =0, (S,t) € (0,00) x [0,T)
C(S,T)=(S—K)*, Se€(0,00)
com

C € C((0,00) x [0,T]) N C2((0, 00) x [0,T))

Onde temos acrescentado o termo devido & taxa de dividendos.

2A equacéo para dIl ndo involucra dW;, o portfolio é livre de risco durante um periodo
de tempo dt e portanto ganha a taxa instantdnea de retorno 7, ou seja dIl = rIldt.
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Observacao

O processo seguido pelo pre¢co de uma acao sem dividendos pode ser

escrito como
dS = puSdt + 0Sdz

ou

d
?S = pudt + odz

Esse desenvolvimento do comportamento dos precos de uma acao € as vezes
conhecido como movimento browniano geometrico. A partir do lema de

Itd, o processo seguido por uma funcao f,de Syt é:

_(9f of | 1f 50 of
df—(aS/J,S-l"a-l‘aﬁids dt+%05dz

Para um instrumento americano, a aplicagdo do principio de nao arbi-
tragem reduz o problema de precificagdo para a calculo do maximo, sobre
todas as estratégias de exercicio, de uma esperanga sobre o espago dos fatores
subjacentes que determinam o preco do instrumento.

Sob apropriadas condigoes, o cdlculo destas esperancas se reduz a solugao

de um problema de complementaridade diferencial parcial [10].
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