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Resumo

Este trabalho apresenta ulb estudo de métodos de diferenças finitas para

se avaliar uma opção americana sob um ativo-objeto que paga dividendos.

A discretização do problema de fronteira livre associado, quando formulado
como uma desigualdade variacional, conduz a um problema de complemen-

taridade linear em cada passo de tempo. Os esquemas de diferenças fini-
tas estudados permitem resolvem os problemas de complementaridade linear

de forma e6ciente com o algoritmo de Elliott-Ockendon. Este fato é con-
sequência da estrutura da matriz da parte implícita da discretização, que
é uma M-matriz tridiagonal, da consistência da discretização e da condição

inicial. Resultados numéricos são apresentados para se validar a teoria. A re-

levância de esquemas dissipativos é brevemente abordada com uma simulação

para o parâmetro DELTA.
Palavras chave. Opção Americana, fronteira livre, método de diferenças

finitas, problema de complementaridade linear.
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.A.bstract

In this work, rinite diRerence methods for the pricing of american opti-
ons are studied. The discretization of the associated free boundary problem,

when formulated as a variational inequality, leads to a linear complementa-

rity problem to be solved at each time step. The rinite difference schemes

studied allow to solve these linear complementarity problems emciently with

the Elliott-Ockendon algorithm. This fact follows from the structure of the
matrix associated with the implicit part of the discretization, which is a tri-

diagonal M-matrix, froin the consistency of the discretization and from the
initial condition. Nulnerical results are presented to validate the theory. The

relevance of dissipative schemes if briefiy discussed by a simulation for the

DELTA parameter.

Key words. American option, free boundary, rinite difTerence method,
linear complementarity problem.

Abstract 

ln this work, finite difference methods for the pricing of american opti­

ons are studied. The discretization of the associated free boundary problem, 

when formulated as a variational inequality, leads to a linear complementa­

rity problem to be solved at each time step. The finite difference schemes 

studied allow to solve these linear complementarity problems efficiently with 

the Elliott-Ockendon algorithm. This fact follows from the structure of the 

matrix associated with the implicit part of the discretization, which is a tri­

diagonal M-matrix, from the consistency of the discretization and from the 

initial condition. N umerical results are presented to valida te the theory. The 

relevance of dissipative schemes if briefly discussed by a simulation for the 

DELTA parameter. 

Key words. American option, free boundary, finite difference method, 

linear complementarity problem. 



Sumário

Introdução

l Teoria Básica de Opções
1.1 Modelo de Precificação de Opções de Black e Scholes
1.2 Avaliando Opções Americanas

2 Aproximação Numérica e Opções Americanas
2.1 Análise de diferenças Finitas
2.2 Complementaridade linear

3 Testes computacionais
3.1 Teste de Convergência

3.2 0 delta

4 Conclusões

Apêndice: Derivação da equação de Black e Scholes

D .r..an.:.. l~:}.l:nn.4{ln'\.

l

5

6

9

14

14

26

42

44

45

48

50

55

Sumário 

Introdução 

1 Teoria Básica de Opções 

1.1 Modelo de Precificação de Opções de Black e Scholes 

1. 2 Avaliando Opções Americanas . . . . . . . . . . 

2 Aproximação Numérica e Opções Americanas 

2.1 Análise de diferenças Finitas . 

2.2 Complementaridade linear 

3 Testes computacionais 

3.1 Teste de Convergência 

3.2 O delta .. ..... . . 

4 Conclusões 

Apêndice: Derivação da equação de Black e Scholes 

Referências bibliográficas 

1 

5 

6 

9 

14 

14 

26 

42 

44 

45 

48 

50 

55 



Introdução

Nos últimos anos o crescimento dos mercados financeiros tem sido associ-

ado com a criação e expansão de novos produtos e serviços, entre os quais os

produtos derivados são de primeira ordem. Entre os derivativos mais comuns
temos as opções.

Uma opção é uin instrumento financeiro que confere a seu titular o direito

de comprar ou vender un] atino-objeto a um preço deterá-finado (preço de

exercício). Os ativos objeto incluem ações, índices de ações, moedas, instru-
mentos de dívida, commodífáes e contratos futuros. Para o lançador da opção

(investidor que vende a opção), ao direito do titular se opõe uma obrigação
futura, caso esse direito seja exercido pelo titular. Clhama-se opção ame-
ricana aquela que pode ser exercida em qualquer data a partir da emissão

até o vencimento, e opção européia aquela que só será exercida na data de
vencimento.

O prêmio de unia opção é o preço pelo qual a opção é negociada, cujo valor
é determinado pelo preço corrente e volatilidade do ativo-objeto, preço de

exercício, prazo de vencimento da opção e pela taxa de juros. O procedimento

pelo qual se determina o prêmio de uma opção deve refletir a possibilidade
de lucro ou prejuízo futuro do lançador, devido às variações na cotação do
ativo-objeto. Uma das questões cruciais da negociação com opções é: o preço

da opção é caro ou barato? Essa resposta, juntamente com as expectativas
futuras do preço do ativo objeto, determinará a relação ótima de risco e
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retorno para a posição tomada.

Uma mudança na matemática financeira foi iniciada pela publicação do
trabalho de Fischer Black e Myron Scholes jlll. Nele, os autores mostraram

que determinadas opções poderiam ser avaliadas pela solução de uma equação

diferencial parcial parabólica regressiva.

De ui-n ponto de vista matemático, é significativo que esta equação possa

ser transformada na equação do calor.

Assim, o vasto arsenal de técnicas para resolver analíticamente ou para

aproximar numericamente a equação do calor pode ser empregado em neste

importante aspecto da modelagem financeira. Quando soluções fechadas não

podem ser obtidas, ou quando as fórmulas para a solução excita são compli-
cadas de usar na prática, as soluções numéricas surgem como uma maneira
natural de resolver o problema.

Em particular, o presente trabalho centra-se em aplicar os esquemas

explícito, implícito, Crank-nicolson, e Crandall-Douglas para a preciâcação
de uanÍZZa stock optáons l todos eles olhados como caso particular do es-

quema mais geral conhecido como 0-ponderado 1271. Outros esquemas que

nós aplicamos teste computacionais é o BDF2 (second arder backward alF
/erence /or'mula) e Crandall-Douglas 3 níveis. Esses esquemas são muito

populares na comunidade de estudo de transferência de calor. Explorando
características especiais desta discretização a serem apresentadas leais adi-
ante, daremos a base para uma metodologia de precificação da opção numa
forma extremamente e6ciente.

Para opções européias, isto requer a solução de um problema de valor
inicial na fronteira. Dado que o operador matricial em cada passo é tridia-

gonal, pode-se resolver este problema em um tempo que é linear no número

iAs opções aqui descritas são às vezes denominadas de derivativos pZaãn Dana/Za ou
'padrão'. Alguns deiivativos que fogem do padrão são simplesmente carteiras com dois ou
fetais opções plaán oanáZZa. Os derivativos fora do padrão são chamados de opções ezótácas
ou, simplesmente, eróticos.
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de pontos espaço-temporais da grade. O resultado é uma solução numérica

rápida e precisa do problema de precificação de uma opção europeia.
Entretanto, se nós pernütirmos o exercício adiantado da opção então nós

temos de fato um problema de opção americana. Assim, obtemos um pro'-
blen:ta de fronteira livre . Isto pode ser visto como uma desigualdade variacio-

nal obviando assim a necessidade de seguir a fronteira livre. A aproximação é
construída fazendo uso de um sistema de coordenadas escolhido para reduzir

a equação de Black e Scholes à equação do calor.

O operador de difusão é discretizado com os esquemas BDF2 e com o
método 0-ponderado fazendo uso de condições de fronteira de Dirichlet na

fronteira artificial. Entretanto, após a discretização obtemos um problema

de complementaridade linear (PCL) que tem que ser resolvido em cada passo

de tempo. Mostrando que o esquema usado produz uma matriz tridiagonal

de Minkowsky (M-matriz) conforme a evolução do tempo, e observando uma

propriedade no sinal dos vetores que se geram enl aqueles PCLs, nós estádios

eln condições de resolver estes PCL's pelo algoritmo de Elliott-Ockendon. E

de suprema importância para este estudo que o algoritmo de Elliot-Ockendon

é executado em tempo linear.
A eâciência desta aproximação é comprovada em opções put e jaZZ ame-

ricanas pagando dividendos.
Vamos agora fazer uma descrição geral do conteúdo, motivações e objeti-

vos desta obra.

No capítulo l vamos fazer uma revisão das noções básicas da teoria de
opções financeiras. O propósito do capítulo é familiarizar o leitor com certas

propriedades e definições básicas, e fundamentalmente fixar uma notação

que será utilizada nos capítulos seguintes. Para maiores detalhes pode-se
consultar 171.

No capítulo 2 apresenta-se unia base geral para analisar as propriedades

de esquemas de discretização en-l diferenças finitas para resolver as equações
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de precificação. Para um estudo mais profundo o leitor pode consultar o
trabalho clássico de Richtmeyer e Morton l91. O capítulo 2 é concluído

com descrição de um algoritmo para a discretização em diferenças finitas
da formulação em complementaridade diferencial parcial. Discretizando o

problema de complementaridade diferencial parcial, reduzimos o problema
de precificação de uma opção americana à solução de uma seqüência de pro-
blemas de complementaridade linear (LCP).

Existem algoritmos de solução diremos e iterativos para resolver o prc'-

blema de complementaridade numericamente. Por exemplo, o PIOR é apli-

cado para precificar opções em 1351, um método penalty em 1361. Algoritinos
diretos são aplicados em 1321 e um método de operador spliting é usado

em 1371. O problema de precificar uma opção pode ser formulado também
em forma de programação linear. Métodos diretos e programação linear são

considerados em 1381. Neste trabalho nós estudamos um método direto nos

experimentos numéricos.

Os resultados das experiências computacionais realizadas são apresenta-

das no capítulo 3, onde ilustram-se as técnicas de diferença finita na solução

de exemplos de preciíicação de opções americanas. Nós discutimos os métodos

de grade para resolver as equações de Black-Scholes em termos de:

8 aproximação por diferenças finitas.

e condições de fronteira

e cálculo do valor da opção em uin instante de tempo dado.

Os experimentos numéricos mostram que a discretização no tempo por médio

dos esquemas BDF2 e Crandall-Douglas 3 níveis possuem n:melhores proprie-

dades de estabilidade e producen menos oscilações na solução numérica de-
vido a seu caráter de métodos dissipativos.

Finalmente, algumas conclusões são dadas bem como temas de pesquisas
futuras.
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Capítulo l

'll'Corja Básica de Opções

O presente capítulo começa com a formulação matemática do problema

de precificação para opções européias baseada na equação de Black e Scho-
les. Como já foi advertido isto representa um modelo simples para o valor

de duas opções básicas, as chamadas opção put e opção caju. Resultando
elli um problema de fronteira de uma equação de difusão. Logo nós intr(F

duzimos o problema de fixar o preço da opção americana, para este caso, a
equação de Black e Scholes resulta em um problema de valor na fronteira
livre. Em seguida, nós discutimos a estrutura do problema de complemen-

taridade linear para a preciíicação de uma opção americana. Enl todos os
casos os custos de transacção são ignorados. A tabela fornece um glossário

da notação matemática que será utilizada subsequentemente.
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Teoria Básica de Opções

Símbolo
S

r
t
Sr
T

Significando
Preço atualda ação.
Preço de exercício da ação.
Tempo para o vencimento da opção.
Período atual.
Preço da ação no instante T
Taxa de juro (continuamente capitalizada) livre de risco
para um investimento que vence no instante T
Valor de uma opção.
Valor de uma opção americana de compra de uma ação.
Valor de uma opção americana de venda de uma ação.
Volatilidade do preço da ação.
Taxa de dividendo.
Instante de exercício ideal.
A delta.

y
0
P
a'

D
s/
A

Notações

1.1 Modelo de Precificação de Opções de Black
e Scholes

No apêndice nós damos uma derivação da equação de Black e Scholes que

em sua forma básica escreve-se como sendo a solução da equação parabólica: l

É c (-oo,r), T > o

S c (0, oo) condição final.

Onde a-, r, .D são constantes reais. A primeira linha de (1.1) é a equação de

Black e Scholes, onde a ação sobre a qual a opção é lançada paga dividendos,

%+ {s'gZ+ (,- -o)sZ 'v' -o
S c (o, .«)
}''(S, T) - g(S)

(1.1)

iA condição de contorno é fixada no ponto final do tempo, que não é o caso dos tipos
clássicos de equações parabólicas.
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Símbolo 
s 
J( 

T 
t 
Sr 
r 

V 
e 
p 

CJ 

D 
S1 
6,. 

Notações 

Significando 
Preço atual da ação. 
Preço de exercício da ação. 
Tempo para o vencimento da opção. 
Período atual. 
Preço da ação no instante T. 
Taxa de juro ( continuamente capitalizada) livre de risco 
para um investimento que vence no instante T. 
Valor de uma opção. 
Valor de uma opção americana de compra de uma ação. 
Valor de uma opção americana de venda de uma ação. 
Volatilidade do preço da ação. 
Taxa de dividendo. 
Instante de exercício ideal. 
A delta. 

1.1 Modelo de Precificação de Opções de Black 

e Scholes 

No apêndice nós damos uma derivação ela equação de Black e Scholes que 

em sua forma básica escreve-se como sendo a solução da equação parabólica: 1 

1 
av + ª2 52a2v + (r - D)Sªv - rV = O 
at 2 as2 as 

SE(O, oo) 

V(S, T) = g(S) 

t E ( -oo, T), T > O 

S E (O, oo) condição final. 
(1.1) 

Onde CJ, r, D são constantes reais. A primeira linha de (1.1) é a equação de 

Black e Scholes, onde a ação sobre a qual a opção é lançada paga dividendos, 

1 A condição de contorno é fixada no ponto final cio tempo, que não é o caso cios tipos 

clássicos de equações parabólicas. 
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nesta forma (1.1) é uma equação de tipo convecção difusão em uma dimensão

espacial. Com os termos sjajV/asj, pode ser reconhecida uma equação dife-
rencial de Euler que pode ser transformada na equação do calor. Em geral,

não é simples obter uma solução explícita à equação parabólica acima.

Como por razões de arbitragem temos também

o $ c(S(t),t) $ s(t),

o preço da jaZZ é unicamente determinado pelo problema (1.1) se esse pro-

blema possui uma única solução. Black e Scholes não resolveram o problema

de Clauchy diretamente, seu método consistiu ein transformar (1.1) em forma

da equação do calor a qual é bem conhecida na física. Por médio das subs-
+ i t l li Pane
u A u 't-y-/ u-

« - l«(}) .'- - !a'(T t)

c;(s, t) - .K«(«, ,-) k: - $ k, 2(,'-D) (1.2)
a2 )

obtemos o seguinte problema equivalente a (1.1)

{" u,,+(k2-- ])u, -- kiu, r > 0,aç C ]R,

u(z, 0) = (e' -- 1)+, z € R.
(1.3)

Procurando por uma solução da forma

«(z, ,-) - e"''P'u(z, .'-)

com constantes reais CE, /3 obtemos a equação diferencial parcial

P.'+", a'u + 2au. + u., + (k, 1)(au + u,)-k:u
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§ 1 Teoria Básica de Opções 

nesta forma (1.1) é uma equação de tipo convecção difusão em uma dimensão 

espacial. Com os termos si [)1 V/ fJsi, pode ser reconhecida uma equação dife­

rencial de Euler que pode ser transformada na equação do calor. Em geral, 

não é simples obter uma solução explícita à equação parabólica acima. 

Como por razões ele arbitragem temos também 

O::; C(S(t), t) ::; S(t), 

o preço da call é unicamente determinado pelo problema ( 1.1) se esse pro­

blema possui uma única solução. Black e Scholes não resolveram o problema 

de Cauchy diretamente, seu método consistiu em transformar (1.1) em forma 

da equação do calor a qual é bem conhecida na física. Por médio das subs­

tituições 

x=ln(i) T=½u2 (T-t) 

C(S, t) = Kv(x, T) k1 = ;; k2 = 2
(r;,iD), 

obtemos o seguinte problema equivalente a (1.1): 

{ 
v,,. = Vxx + (k2- l)vx - k1v, T > O,x E JR., 

V (X, 0) = ( ex - l) +, X E lR.. 

Procurando por uma solução da forma 

com constantes reais a, {3 obtemos a equação diferencial parcial 

(1.2) 

(1.3) 
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Com a escolha de

P - -:((k, - iy + 4k-)

obtemos a forma

", - U,, T > 0, z c R (1.4)

''... ,.,-.ndirãn filln]

«(,,o-.(«):-(.:'*'-'-:'' -:'') «'" o.

Da teoria da equação do calor é sabido que a solução de (1.4)-(1.5) é dada
por

O método pala o cálculo dessa integral pode se observar na secção 5.4 de l71.

Posteriormente recuperamos a função original V(S, t) usando

Para opções européias nós temos uma solução fechada, chamada fórmula
de Black-Scholes. Estas são, no caso de uma jaZZ,

C'(S, t) - Se'"('-0]V(d:) - Ke''(''0.V(d,)

e para o caso da pu{ tem-se

P($,t) - Ke''(' ON(-'Z,) - Se "('-0N(-d:)

onde

N(.z) := \ f' e'{(eyd€1

R

(1.6)V'(S, t) = .K 2 S!=t2e--ã''((k2-1)'+4ki)(7' t)u i«(;),{0"

g(Z/)e' @ãa d3/
l

u(z,'r
2a'

§ 1 Teoria Básica de Opções 

Com a escolha de 

obtemos a forma 

U 7 = Uxx T > O, X E JR (1.4) 

com condição final 

Da teoria da equação do calor é sabido que a solução de (1.4)-(1.5) é dada 

por 
1 j oo (x-y)2 

u(x,T) = - g(y)e-~dy. 
27T -00 

O método para o cálculo dessa integral pode se observar na secção 5.4 de [7]. 

Posteriormente recuperamos a função original V(S, t) usando 

Para opções européias nós temos uma solução fechada, chamada fórmula 

de Black-Scholes. Estas são, no caso de uma call, 

e para o caso da put tem-se 

onde 
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e a integral Gaussiana, e as constantes di, d2 são dados por

:.
' aV'T -- t

1.2 Avaliando Opções Americanas
Esta seção deriva a estratégia de valuação para as opções americanas que

nós seguimos durante todo o trabalho, chamado problema de complementa-

ridade diferencial parcial(PCDP).
O valor V de uma opção é dada pelo seguinte sistema de desigualdades,

ande f ê Q 'pagos.

}''? /

% + (, - o)sg + {«'s'gl; $ ,}''
(%+@ o)sZ+{.''s'& ,''') 0''

t''(S, T)

(1.7)

Este sistema pode entenderse da seguinte maneira. A primeira desigualdade
expressa que em cada instante de tempo o preço da opção não pode ser
menor que o seu valor intrínseco. A segunda desigualdade reflete que se o

valor da opção cresce mais lentamente do que o valor de um bond livre risco,

a opção é exercida. A terceira condição reforça o fato de que se o valor de

uma opção está acima do seu valor intrínseco, o preço da opção é descrita
pela mesma EDP que descreve a correspondente opção européia. A última

condição indica que o valor da opção na data de vencimento iguala seu valor
intrínseco. No próximo capítulo detalharenlos ulli método para resolver o
sistema (1.7).
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e a integral Gaussiana, e as constantes d1 , d2 são dados por 

di := ln(/)+ (r - D+~ )(T - t) 
CJ✓T - t 

d ·-ln(/)+ (r-D- ~)(T-t) 
2 .- CJ✓T t . 

1.2 Avaliando Opções Americanas 

Esta seção deriva a estratégia de valuação para as opções americanas que 

nós seguimos durante todo o trabalho, chamado problema de complementa­

ridade diferencial parcial (PCDP). 

O valor V de uma opção é dada pelo seguinte sistema de desigualdades, 

onde f é o payoff: 

V?_ f 

av + (r - D)Sªv + !CJ252a2v < rV at as 2 as2 -

( av + (r - D)Sªv + 1.(5252 a2v - rV) (V - f) = O at as 2 as2 
(1.7) 

V(S, T) = f(S) . 

Este sistema pode entenderse da seguinte maneira. A primeira desigualdade 

expressa que em cada instante de tempo o preço da opção não pode ser 

menor que o seu valor intrínseco. A segunda desigualdade reflete que se o 

valor da opção cresce mais lentamente do que o valor de um bond livre risco , 

a opção é exercida. A terceira condição reforça o fato de que se o valor de 

uma opção está acima do seu valor intrínseco, o preço da opção é descrita 

pela mesma EDP que descreve a correspondente opção européia. A última 

condição indica que o valor da opção na data de vencimento iguala seu valor 

intrínseco. No próximo capítulo detalharemos um método para resolver o 

sistema ( 1. 7) . 

9 



Valorando Opções An)ericanas

Estratégia para tratar com opções americanas : Opções européias, uma
put por exemplo, não permitem o exercício adiantado e também é bem sa-

bido que podem alcançar valores yP(S, t) < -K -- S pala S perto de zero
(j151). Con-to pode-se ver da equação (1.7), isto não pode acontecer para puta
americanas, mas para S > 0 suficientemente pequeno a igualdade se mantéill

certa. Como 1/ é contínua e monótona, deve existir um valor 0 < S.r < K,

para o qual a primeira linha em (1.7) muda de igualdade para desigual-

dade. S/ denota o último ponto para o qual a igualdade se cumpre, i.e.
yP(S/,t) = -K -- S, e depende também de t. Inicialmente, este ponto de

contato S/(t) é desconhecido mas muito importante de saber porque diz se
é oportuno reter ou ntelhor exercer a opção. No último caso, o ponto corres-

pondente ts é chamado tempo de parada. Se S/(t) é calculado, deve obedecer

o seguinte

i.J..JF-- estratégia para opções americanas
a c«ZZ: S< S/(t) : reter $ S/(t) : exercer

a put: $ $ S/(t) : exe«er S > S/(t) : reter

Se a p%t for executado, a quantidade ganha K deve ser investida em um ativo
livre de risco com taxa r por o tempo restante (7' t).

Se a jaZZ for executado, o estoque comprado -K é vendido por S e o lucro
S -- K deve ser investido em um ativo livre de risco.

Da análise anterior se pode concluir sobre o valor da ca/Z e da put ame-

ricanas, que

Uo(S,t)>(S-K)+ seS<S.f(t) Vp(S,t)=K S seS$S/(t)
Uc(S,t) ? S.f(t) l yp(S,t) > (K' - S)''' s' S > S/(t)

Desde que S/ não é sabido a priori, resolver para V é chamado um problema
de valor na fronteira time. Para poder calcular a fronteira desconhecida
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§ 1.2 Valorando Opções Americanas 

Estratégia para tratar com opções americanas : Opções européias, uma 

put por exemplo, não permitem o exercício adiantado e também é bem sa­

bido que podem alcançar valores Vp(S, t) < K - S para S perto de zero 

((15]). Como pode-se ver da equação (1.7), isto não pode acontecer para puts 

americanas, mas para S > O suficientemente pequeno a igualdade se mantém 

certa. Como V é contínua e monótona, deve existir um valor O < SI < K, 

para o qual a primeira linha em (1. 7) muda de igualdade para desigual­

dade. SI denota o último ponto para o qual a igualdade se cumpre, i.e. 

Vp(SI, t) = K - S, e depende também de t. Inicialmente, este ponto de 

contato SI(t) é desconhecido mas muito importante de saber porque diz se 

é oportuno reter ou melhor exercer a opção. No último caso, o ponto corres­

pondente ts é chamado tempo de parada. Se SI(t) é calculado, deve obedecer 

o seguinte 

estratégia para opções americanas 

a call: S < SI(t) : reter 

a put: S '.S SI(t) : exercer 

S 2: SI(t) : exercer 

S > SI(t) : reter 

Se a put for executado, a quantidade ganha K deve ser investida em um ativo 

livre de risco com taxar por o tempo restante (T - t). 

Se a call for executado, o estoque comprado K é vendido por Se o lucro 

S - K deve ser investido em um ativo livTe de risco . 

Da análise anterior se pode concluir sobre o valor da call e da put ame­

ricanas, que 

Vc(S, t) > (S - K)+ se S < SI(t) Vp(S, t) = K - S 

Vc(S, t) = S - K 

Desde que SI não é sabido a priori, resolver para V é chamado um problema 

de valor na fronteira livre. Para poder calcular a fronteira desconhecida 
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S/, nós necessitamos condições adicionais. Eventualmente nós temos que
adicionar un-la condição no ponto de contato para ambos a put e a jaZZ:

gl: (s.f (t) , t) ll

-0

-0

1ll: (s/ (t) , t)
Resumindo todo aqueles fatos para opções americanas obtém-se o seguinte

problema de valor na fronteira livre jlSj:

(jaZZ americana

para $ < S/(t) I'(S, t) > (S - K)+ e

H + {.-'S'Vü + (, - .0)SVs
}'(S, t) - (S - -K)'' e

H+ $a'S:U*+ (, -0)SVs
t''(o, t) - o
v'(S/ (t) , t)
Vs (S/ (t) , t)

}''(s, r) - (s - -K)'''

rV

rV < 0
pa:* $ > S/(t)

(1.8)
....Hi-;. ,1. 4:rnntpirn
vVXl\A&yl»v uu Aa- vxxvvxlb w

.,\.IHinãn Hnnlv\.fxx\.ÜÀywv xxx w

Pude americana

para S < S/(t) }'(S, t) - (Ã' - S)'' e

H+ {a'$'%*+ (« D)SVs
V(S, t) > (S - .K)+ e

H + $.-'S'%. + (« - D)SVs

,!h, v'(s, t) - o
b''(S.r(t), t) (t) - -K

Vs (S/ (t) , t)

V'(S, 7') - (K' - S)'''

rV < 0

para S > S/(t)

(1.9)
condição de fronteira

,-.,-.nH irão G n nl
\.rvxxuxb wv xx w

Aplicando as transformações (1.2) da seção anterior acima da desigual-
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Sf, nós necessitamos condições adicionais. Eventualmente nós temos que 

adicionar uma condição no ponto de contato para ambos a put e a call: 

Resumindo todo aqueles fatos para opções americanas obtém-se o seguinte 

problema de valor na fronteira livre [15]: 

C all americana 

para S < SJ(t) V(S, t) > (S - K)+ e 

½ + ½CT
2S2½t + (r - D)SVs - rV = O 

V(S, t) = (S - K)+ e 

½ + ½CT
2S2½t + (r - D)SVs - rV < O 

condição de fronteira V(O, t) = O 

condição final 

Put americana 

condição de fronteira 

condição final 

V(SJ(t), t) = SJ(t) - K 

Vs(SJ(t), t) = l 

V(S, T) = (S - K)+ 

V(S, t) = (K - S)+ e 

½ + ½CT
2S2½t + (r - D)SVs - rV < O 

V(S, t) > (S - K)+ e 

½ + ½CT
2S2½t + (r - D)SVs - rV = O 

lim V(S, t) = O 
S->±oo 

V(SJ(t) , t) = SJ(t) - K 

Vs(SJ(t) , t) = -1 

V(S, T) = (K - S)+ 

(1.8) 

(1.9) 

Aplicando as transformações (1.2) da seção anterior acima da desigual-
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dades quando avaliamos opções anaericanas, obtemos diretamente

@.@

Recordando que as condições para o problema de valor na fronteira livre

(PVFL) pala uma jaZZ americana em (1.8) levam sob a transformação a

Uo(S, t) ? (S Ã')+ K :n«.{e' - 1, 0},

substituindo esta expressão em (1.6) têm-se 0 < 1) < r

u(z,r) 2 maxle' 1,0leã(k2-l)z+}«k2 1)'+4kt)r

- c}((k2 i)'+4k:)' maxi(e' l)(e4(k'-i)'), 0}

}«k2-1)'+4kt)'' maxte!(k2+l)r e2(k2-l)z, 0}

-: g(z, ,-).

A condição final para a caZ/ an:tericana, V(S,T) = (S K)+ implica uma

igualdade na equação acima, daí a condição inicial pata u é u(z, 0) = g(z, 0).
Para :« --, i:.o, também temos u(z, r) = g(3ç, a'-).

Com um ajuste da função g, esta construção ainda funciona para puta
americanas. Assim podemos formular o seguinte problema de complementa-
ridade linear:

o«/J:g(:«, .'-)

P«t:g(z, .'-)

ca((k2 1)'+4ki)l- max.[e!(k2+l)=(k2-l)=, 0].
ci((k2 l)2+4kl)a" maxle2(k2-l)z !(k2+l)=, 0}
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clades quando avaliamos opções americanas, obtemos diretamente: 

éPu ou 
-<-8x2 - OT · 

Recordando que as condições para o problema ele valor na fronteira livre 

(PVFL) para uma call americana em (1.8) levam sob a transformação a 

Vc(S, t) ~ (S - K)+ = K max{ ex - 1, O} , 

substituindo esta expressão em (1.6) têm-se O < D < r 

u(x, T) ~ max{ ex - 1, O}e½Ck2 - l)x+¼((k2-1)2+4k1)r 

= e¼ C(k2-1)2+4k1)r max{(ex _ l)(e½Ck2 -l)x), O} 

= e¼C(k2 -1)2+4k1)r max{ e½(k2+l)x _ e½(k2-l)x 
1 

O} 

=: g(x, T). 

A condição final para a call americana, V(S, T) = (S - K)+ implica uma 

igualdade na equação acima, daí a condição inicial para ué u(x , O) = g(x, O). 

Para x ---t ±oo, também temos u(x, T) = g(x, T). 

Com um ajuste ela função g, esta construção ainda funciona para puts 

americanas. Assim podemos formular o seguinte problema de complementa­

ridade linear: 

Call:g(x, T) := e¼ ((k2-1)2+4k1)r max{ e½(k2+l)x _ e½(k2-l)x, O} 

Put:g(x, T) := e¼((k2-1)2+4k1)r max{ e½(k2-l)x _ e½(k2+l)x, O} 
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: B) .(«(«,')-g(«,,-)) -o
u(:«, 0) - g(z, 0)

u(z, .'-) - g(#, ',)
(l.lO)

(u(z,r) g(z, r)) ? 0

(PCZ )
o $ ,-$ !.-'r,
para z --} üoo.

No próximo capítulo daremos uin método para a solução do (PCL) anterior.
O resultado de resolver a equação diferencial parcial de Black e Scho-

les (1.1) diretamente, ou aplicam a transformação e resolver a equação de
condução de calor, são os mesmos. Tecnicamente é mais fácil resolver esta
última por varias razões: A mais obvio é, que (1.4) possui só dois termos, o
termo de difusão e a derivada temporal, ao contrario dos quatro termos em

(1.1), o qual resulta em un:l algoritlno mais simples para as calculações. Uma
outra vantagem é a ausência do termo de convecção em (1.4), como con-

sequência obtemos um sistema simétrico para resolver, melhor que um não
simétrico. Além disso, o termo convectivo em (1.1) pôde conduzir a falta de
estabilidade numérica em nossas aplicações, chamadas spwNous osciZZatíons

oscilações. Não são causadas pela equação diferencial parcial mesma, mas
pelo algoritino numérico particular que nós usamos para resolver-a. Estas
dificuldades não estão presentes na equação do calor.
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(PCL) 

Valorando Opções Americanas 

( ~~ - ~:~) 2 o, 
( ~~ - ~:~) · (u(x , T) - g(x, T)) = O 

u(x, O) = g(x, O) 

u(x, T) = g(x, T) 

(u(x, T) - g(x, T)) 2 O 

para x ---+ ±oo. 
(1.10) 

No próximo capítulo daremos um método para a solução do (PCL) anterior. 

O resultado de resolver a equação diferencial parcial de Black e Scho­

les ( 1. 1) diretamente, ou aplicar a transformação e resolver a equação de 

condução de calor, são os mesmos. Tecnicamente é mais fácil resolver esta 

última por varias razões: A mais obvia é, que (1.4) possui só dois termos, o 

termo de difusão e a derivada temporal, ao contrario dos quatro termos em 

(1.1), o qual resulta em um algoritmo mais simples para as calculações. Uma 

outra vantagem é a ausência do termo de convecção em (1.4), como con­

sequência obtemos um sistema simétrico para resolver, melhor que um não 

simétrico. Além disso, o termo convectivo em (1.1) pôde conduzir a falta de 

estabilidade numérica em nossas aplicações, chamadas spurious oscillations 

oscilações. Não são causadas pela equação diferencial parcial mesma, mas 

pelo algoritmo numérico particular que nós usamos para resolver-a. Estas 

dificuldades não estão presentes na equação do calor. 
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Capítulo 2
A e .+' ''n.'T .P e

-A.proximação Numérica e

Opções .4-mexicanas

O presente capítulo descreve o método apresentado ein j141 para a discre-

tização do problenaa (l.lO) na avaliação de opções americanas, a sua relação
com o método apresentado por Huang e Pang ein j161, além disso é descrito

a implementação considerada no presente trabalho, bem colmo a análise dos
resultados obtidos para os diferentes testes computacionais realizados.

2.1 Análise de diferenças Finitas

Discretização ou Problema Aproximado

Entre a grande quantidade de técnicas numéricas para resolver problemas

de valor inicial ou problemas de contorno, os métodos de diferenças finitas
são muito utilizados. Estes métodos são derivados do truncamento da série

de Taylor, onde é dada uma equação diferencial parcial e as condições iniciais

e de contorno são substituídas por um conjunto de equações algebricas que

são então resolvidas pelas técnicas existentes. Estes métodos possuem uma
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Capítulo 2 

Aproximação Numérica e 

Opções Americanas 

O presente capítulo descreve o método apresentado em [14] para a discre­

tização do problema (1.10) na avaliação de opções americanas, a sua relação 

com o método apresentado por Huang e Pang em [16], além disso é descrito 

a implementação considerada no presente trabalho, bem como a análise dos 

resultados obtidos para os diferentes testes computacionais realizados. 

2 .1 Análise de diferenças Finitas 

Discretização ou Problema Aproximado 

Entre a grande quantidade de técnicas numéricas para resolver problemas 

ele valor inicial ou problemas ele contorno, os métodos de diferenças finitas 

são muito utilizados. Estes métodos são derivados do truncamento da série 

de Taylor, onde é dada uma equação diferencial parcial e as condições iniciais 

e de contorno são substituídas por um conjunto de equações algebricas que 

são então resolvidas pelas técnicas existentes. Estes métodos possuem uma 
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Análise de diferenças Finitas

vantagem importante sob outros métodos pela sua simplicidade na análise e

desenvolvimento de códigos contputacionais na resolução de problemas com

geometrias complexas. Discutiremos diferentes esquemas para derivadas de

primeira e segunda ordem, e logo as aplicaremos na resolução numérica de

problemas de valores iniciais e de contorno para equações diferenciais parciais

de segunda ordem.

A aproximação discreta da derivada parcial contínua produz um erro
quando os termos da expansão da serie de Taylor são truncados. Este é
conhecido col-no o erro local de truncamento. A EDP de Black e Scholes (1.1)

tem três derivadas contínuas, dois são de primeira ordem e uma é de segunda

ordem. Se /(aç, t) é uma função arbitrária, podem ser obtidas aproximações
de varias derivadas parciais de / usando a definição de derivada parcial:

a/GM./0;,t+AO --o@.0

a/GM ./o,:o-iây'* 4:0+ou'o

a/GÜ./(«,t+AO :A0+o«a.0D

a/ «,0 . / «,t + #);f@+ 3? + o«a.0D

a'./(",t) + A",f) - 2/('';,t) !:Zll! : ê!!Q -"- 0rr6«\'~
'''ã;í \\'--'"/ /'

Para examinar a eficiência de um esquema numérico de diferenças finitas

aspectos colmo consisência, convergência e estabilidade necessitam ser avali-
ados:
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vantagem importante sob outros métodos pela sua simplicidade na análise e 

desenvolvimento ele códigos computacionais na resolução de problemas com 

geometrias complexas. Discutiremos diferentes esquemas para derivadas de 

primeira e segunda ordem, e logo as aplicaremos na resolução numérica ele 

problemas ele valores iniciais e ele contorno para equações diferenciais parciais 

de segunda ordem. 

A aproximação discreta da derivada parcial contínua produz um erro 

quando os termos da expansão da serie de Taylor são truncados. Este é 

conhecido como o erro local ele truncamento. A EDP de Black e Scholes (1.1) 

tem três derivadas contínuas, dois são de primeira ordem e uma é ele segunda 

ordem. Se J(x, t) é uma função arbitraria, podem ser obtidas aproximações 

de varias derivadas parciais de f usando a definição ele derivada parcial: 

éJJ(x, t) = J(x, t + 6t) - f(x, t) 0(6 t) 
m 6t + 

éJJ(x, t) = f( x, t) - J(x, t - 6t) 0(6 t) 
m 6t + 

éJJ(x, t) = f(x, t + 6t) - f(x , t - 6t) 0((6 t)2) 
at 26t + 

éJJ(x, t) = f(x, t + ~) - f(x, t - ~) 0((6 t) 2) 

at 6t + 

82 f(x, t) = J(x + 6x, t) - 2f (x, t) + f (x - 6x, t) O((" )2) 

éJx2 (6x)2 + ux . 

Para examinar a eficiência de um esquema numérico de diferenças finit as 

aspectos como consisência, convergência e estabilidade necessitam ser avali­

ados: 
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Análise de diferenças Finitas

Seja Q = lzi«.r,z-,l x lO,7-l um domínio no plano (z,t) e considere a
malha (z{,tj), 0 $ ã $ n e 0 $ .j 5; m definida em Q. Depois de substituir
todas as derivadas de uma equação diferencial parcial dada

Lu (Z,t) C Q,

pelos quocientes de diferenças respectivos, obtemos unia equação de dife
rendas finitas da forma

nG,j , (z:,tj) C Q,

onde .D denota o operador de diferenças. Esta última equação representa a

forma discreta da equação dada tal que sua solução t&,j aproxima u(z, t) nos
pontos da malha.

Erro local de truncamento: O erro local de truncamento ci,j é a quan-

tidade pela qual a solução [Ã,j fa]ha em satisfazer a equação .Lu ;; / , ou

seja,

ei,j -- Dui,j -- fi.i

Consistência: A equação diferencial Z)tÃ,.j = /,,j é dita consistente com

a equação diferencial parcial -Lu = / se

,:tyo':,, - 0
Erro de discretização: O erro de discretização %,j é definido como

'ç4,j = tÃ,j -- ui,j, onde C4,j é a solução da equação Z,)[Â,j - /.,j e ui,j é a

solução da equação diferencial original calculada no ponto (zi, tj).

16
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Seja D = [xinf , Xsup] x [O , T] um domínio no plano (x, t) e considere a 

malha (xi, tj), O ::; i ::; n e O ::; j ::; m definida em D. Depois ele substituir 

todas as derivadas ele uma equação diferencial parcial dada 

Lu = f, (x, t) E D, 

pelos quocientes ele diferenças respectivos, obtemos uma equação de dife­

renças finitas ela forma 

onde D denota o operador de diferenças . Esta última equação representa a 

forma discreta da equação dada tal que sua solução Ui,i aproxima u(x, t) nos 

pontos da malha. 

Erro local de truncamento: O erro local de truncamento Ei,j é a quan­

tidade pela qual a solução Ui,j falha em satisfazer a equação Lu = f , ou 

seja, 

E · · = Du · · - f · · •,J i,J i,J 

Consistência: A equação diferencial DUi,j = Íi,i é dita consistente com 

a equação diferencial parcial Lu = f se 

lim Eij = Ü. 
h,l-+O ' 

Erro de discretização: O erro de cliscretização ¼,i é definido como 

½ · = U · - u· · onde U· · é a solução ela eqt1aça~o DU· · - J e u e' a 
•,J i,J i,J, i,J i ,J - i, j i,j 

solução da equação diferencial original calculada no ponto (Xi, ti). 

16 
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Convergência: O esquema de diferenças é dito convergente se

,JIZ:, I'ç,. l ,:jm.(ü,j ":,j) 0, para (sçi, tj) C Q

Estabilidade: O conceito de estabilidade de unl esquema de diferenças

finitas é baseado na propagação do erro Ei,o = U,o -- tÃ,o, com o crescimento

de .j, onde tÃ,o denota os valores iniciais da equação de diferenças Z)t&,j "

./:,j, e l,G,o os valores iniciais obtidos da solução de um sistema de diferenças
perturbado.

Para uma equação diferencial parcial com uma solução limitada, o es-
quema de diferenças é dito estável se os erros Ei,j = %,j -- [4,j são uniforme-
mente limitados em ã quando .j --+ oo, isto é,

l-Eí,jl < À4, para .j > J,

onde M é uma constante positiva e J um inteiro positivo. O teorema da
equivalência de Lax, estabelece que a estabilidade de unia solução é condição

necessária e suficiente para a convergência de um problema de diferenças

finitas que é consistente com um problema de valores de contorno bem posto

(vede Stirkwerda j181).

Método 0

Intoduzimos uma grade discreta com espaçamento Aa'- = k, Az = h, onde
Az é o espaçamento da grade para o preço (log) do ativo objeto, e A7- é o
espaçamento pala o tempo, e fixamos

u=' - u(na.z, ma.,-)
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Convergência: O esquema ele diferenças é dito convergente se 

lim 1 ¼ · I = lim ( ui - - Ui -) = o 
h,l-+0 ,J h,l-+0 ,J ,J ' 

Estabilidade: O conceito ele estabilidade de um esquema de diferenças 

finitas é baseado na propagação do erro Ei,O = ¼,o - Ui,O, com o crescimento 

de j, onde Ui ,O denota os valores iniciais ela equação de diferenças DUi,j = 

Íi,j, e ¼,o os valores iniciais obtidos ela solução ele um sistema ele diferenças 

perturbado. 

Para uma equação diferencial parcial com uma solução limitada, o es­

quema de diferenças é dito estável se os erros E i,j = ¼,i - Ui ,j são uniforme­

mente limitados em i quando j -t oo, isto é, 

para j > J, 

onde M é uma constante positiva e J um inteiro positivo. O teorema da 

equivalência de Lax, estabelece que a estabilidade de uma solução é condição 

necessária e suficiente para a convergência ele um problema de diferenças 

finitas que é consistente com um problema de valores ele contorno bem posto 

( vide Stir kwerda [ 18]) . 

Método 0 

Intocluzimos uma grade discreta com espaçamento 6.T = k, 6.x = h , onde 

l:::,.x é o espaçamento da grade para o preço (log) do ativo objeto, e 6T é o 

espaçamento para o tempo, e fixamos 

17 



S 2.i Análise de diferenças Finitas

Todos os esquemas envolvem o parâmetro a que é dado por

6.7-

"'BN (2.1)

Nós aplicamos um esquema de diferenças finitas para o problema de comple-

mentaridade linear (l.lO). Pala a derivada parcial com respecto ao tempo
usamos a seguinte aproximação:

1 - q:i-W -* o@'d,

e para a derivada parcial segunda con respecto da variável z usamos uma
aproximação por diferenças centradas 0-ponderada:

l"FLUI '''w) --':-,,(";'8:' ":')«''»«,',,

onde 0 $ é? 5; 1. 0 método é? é uma generalização dos métodos de diferença

finitas por meio do qual, é possível convertir o método a qualquer um de

explícito (0 = 0), implicito (0 = 1), Crank-Nicolson (0 = 1/2) ou Crandall-

Douglas dependendo da escolha de 0.

Agora, fazendo uso da nossa aproximação por diferenças finitas obtemos

Õu Õn.u, '«:'+' --.Ü"-
A7- '(©

2u='+i + u;lÜ'
(a.«:)' .: ('h=;'"

Assim o método aplicado à equação ut -- u..,
seguinte forma

0 pode-se expandir da

(1+2a0)ull'''': - aO(u;lq'+ul;#) -(1 - 2a(1 - 0))u='+a(1- 0)(u=-.: +u=,..)
/'") ')\

e Explicito
.,m+: (1 2.«)u=' + a(u=..: + u=.,:)
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Todos os esquemas envolvem o parâmetro a que é dado por 

(2.1) 

Nós aplicamos um esquema ele diferenças finitas para o problema de comple­

mentaridade linear (1.10). Para a derivada parcial com respecto ao tempo 

usamos a seguinte aproximação: 

a m+l m 
--2!:_ = un - un 0(6. )) 
8T Ô..T + T ' 

e para a derivada parcial segunda con respecto da variavel x usamos uma 

aproximação por diferenças centradas 0-ponderada: 

onde O :::; 0 =::; 1. O método 0 é uma generalização elos métodos de diferença 

finitas por meio do qual, é possível convertir o método a qualquer um de 

explícito (0 = O), implícito (0 = 1), Crank-Nicolson (0 = 1/2) ou Crandall­

Douglas dependendo da escolha de 0. 

Agora, fazendo uso da nossa aproximação por diferenças finitas obtemos 

Assim o método aplicado à equação Ut - U xx = O pode-se expandir da 

seguinte forma 

(1+2a0)um+1 -a0(um+I+um+l) = (1-2a(l-0))um+a(l-0)(um +um ) 
n n-1 n+l n n-1 n+ l 

(2.2) 

• Explicito 

18 



Análise de diferenças Finitas

e Completamente In-tplícito

(1 + 2a)u='''': a(u;=' + u;#.') - u='

Crank-Nicolson

(i + '-)«'='''' - ;(";ly + «'l;#) - (i '-)«'='

e Douglas (2-níveis no tempo)

(10+12a)u='+:+(1-6a)(u=T+u=Ü') -(10-12a)u=+(1+6'*)(u=:+uh-:)

basta tomar 0 = à i4i

Apresentamos tainbéin mais dois métodos os quais não fazem parte da família
do método 0:

e Douglas (3-níveis no tempo)

(li - d(«:3' + «=ÜD + (: + 2«)«T''':

- li("=-.: + "=..: + io«=')

+ w:L' + 10u=' :)

e Second-order backward diRerence (BDF2)

+ u=..: )

Onde .B é a matriz resultante da discretização no espaço

19
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• Completamente Implícito 

• Crank-Nicolson 

• Douglas (2-níveis no tempo) 

basta tomar 0 = ½ - 1~°' 

Apresentamos também mais dois métodos os quais não fazem parte da familia 

do método 0: 

• Douglas (3-níveis no tempo) 

• Seconcl-orcler backward difference (BDF2) 

( 1 J 2B) m+l - 1 J m-1 4 J 1n -+- u ---u ---u 
6.t 3 36.t 36.t 

Onde B é a matriz resultante ela cliscretização no espaço. 
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Estabilidade do Método é?

Se nossos dados numéricos tiverem-n que arredondarse, e tendo que todas

as representações numéricas em um computador são aproximadas, nós não
desejamos que os erros que são implícitos ell] tais representações venham
doininarein completamente a resposta nun-térica do computador. Com um

esquema instável, é possível põr os mesmos algoritmos sobre computadores

diferentes, ou usar sistemas de software diferentes no computador, e obter

respostas totalmente diferentes.

Existem vários métodos pala a análise da estabilidade como por exemplo
examinar o número de condições da matriz nos métodos onde se requer da

inversão de uma matriz, ou examinar os eigenvalores da matriz que é a liiul-
tiplicadora do sistema, ou ainda introduzindo uma pequena perturbação no
dado inicial.

A análise seguida aqui é como sugerida em (j131) e (j141).

Nós supomos infinita precisão aritmética, que temos uma solução ur da

nossa equação de diferenças (2.2), e que a solução perturbada Unm = U=' + .Enm

, onde -E: representa um erro inicial pequeno e em geral -Er representa o

erro no passo de tempo m, satisfaz também à mesma equação de diferenças

(1+2a0).E=+:-a0(.El:Z:+.Fila:) -(1-2a(1-0))-Er+a(1-0)(Enn::+.E=-:).
(2.3)

Nós consideramos as soluções desta equação de diferenças para uma per-
t.---}.,pãn fnrDla

E= = À" sin(7m)

Isto significa que -iZ = sin(7xc.;) é unia perturbação pequena harmónica do
dado inicial. As possibilidades detalhadas para w não são consideradas aqui.
Nós estamos interessados nos valores possíveis para o fator de amplificação
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Estabilidade do Método 0 

Se nossos dados numéricos tiverem que arredondarse, e tendo que todas 

as representações numéricas em um computador são aproximadas, nós não 

desejamos que os erros que são implícitos em tais representações venham 

dominarem completamente a resposta numérica do computador. Com um 

esquema instável, é possível pôr os mesmos algoritmos sobre computadores 

diferentes, ou usar sistemas de software diferentes no computador, e obter 

respostas totalmente diferentes. 

Existem vários métodos para a análise da estabilidade como por exemplo 

examinar o número de condições da matriz nos métodos onde se requer da 

inversão de uma matriz, ou examinar os eigenvalores da matriz que é a mul­

tiplicadora do sistema, ou ainda introduzindo uma pequena perturbação no 

dado inicial. 

A análise seguida aqui é como sugerida em ([13]) e ([14]) . 

Nós supomos infinita precisão aritmética, que temos uma solução u~ da 

nossa equação de diferenças (2.2), e que a solução perturbada v;;" = u;;" + E;:1 

, onde E~ representa um erro inicial pequeno e em geral E;;" representa o 

erro no passo de tempo m, satisfaz também à mesma equação de diferenças 

(l+2a0)E:,+ 1-a0(E:,_+/+E:,++/) = (l-2a(l-0))E:,+a(l-0)(E:,_ 1 +E;;,+1). 

(2.3) 

Nós consideramos as soluções desta equação de diferenças para uma per­

turbação da forma 

Isto significa que E~ = sin(nw) é uma perturbação pequena harmônica do 

dado inicial. As possibilidades detalhadas para w não são consideradas aqui. 

Nós estamos interessados nos valores possíveis para o fator de amplificação 
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À. A visão padrão é que se

então o sistema é instável, e para o sistema ser estável precisamos

Substituindo -E='+i e -E= em (2.3) obtemos

ÀI(t + 2a0) sin(««,) '«0(sin((n -- 1)«,) + sin((n + t)«,))l
= 1(1 -- 2a(1 -- 0)) sin(«,) + a(1 -- 0)(sin((n 1)«,) + sin((n + i)«,))l

usando a identidade sin((n+ l)o)) +sin((n-- 1)«,) = 2 sin(7m) cos(«,) obtemos

que:

À(1 + 2a0 - 2a0 cos(«.,)) l 2a(1 - 0) + 2a(l 0)cos(«,)

Agora nós recordamos a identidade cos(w) = 1 -- 2 sina(i) para chegar no

seguinte valor do fator de amplificação À

À 1 -- (1 -- 0)(4cv sin'(g))
1 + 0(4cv sin'(y))

Com o objeto de simplificar a análise dos diversos casos, é conveniente

fazer uma substituição. Fixamos

g/ = 4a sina(o)

De n-todo que considerado ein função de Z/

À(y) -
l - (l - o)z/
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À. A visão padrão é que se 

i>-1 > 1 

então o sistema é instável, e para o sistema ser estável precisamos 

i>-1 ::; 1. 

Substituindo E;;,+1 e E:, em (2.3) obtemos: 

>.[(1 + 2a0) sin(nw) - a0(sin((n - l)w) + sin((n + l)w))] 

= [(1 - 2a(l - 0)) sin(nw) + a(l - 0)(sin((n - l)w) + sin((n + l)w))] 

usando a identidade sin((n+l)w))+sin((n-l)w) = 2sin(nw) cos(w) obtemos 

que: 

>.(1 + 2a0 - 2a0cos(w)) = 1 - 2a(l - 0) + 2a(l - 0) cos(w) 

Agora nós recordamos a identidade cos(w) = 1 - 2sin2(i) para chegar no 

seguinte valor elo fator ele amplificação À 

À= _1 _-_(1_-_0)_(4_a_s_in_
2 (_i)_) 

1 + 0( 4a sin2 (i)) 

Com o objeto de simplificar a análise dos diversos casos, é conveniente 

fazer uma substituição. Fixamos 

De modo que considerado em função ele y : 

>.(y) = 1 - (1 - 0)y _ 
1 + 0y 
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Pode-se ver que se 0 < 0 < 1 , então IÀI $ 1 só no caso que

l
0 < " 5; 2(1 - 20)

Entretanto, quando à 5; é? $ 1, vemos que IÀI $ 1 V a > 0.
A tabela 2.1 mostra o resumo dos diferentes valores de 0. A Parte Princi-

pal do erro de truncamento pala cada método é mostrada na coluna PPET,
da mesma forma o intervalo de estabilidade deduzido anteriormente pela

análise de Von Neumann é mostrado na coluna AVN. Dado que a equação

de difusão (1.4) é linear e as aproximações por diferenças finitas que estamos

utilizando são consistentes, uma vez provado que um determinado esquema
é estável resta usar o teorema de equivalência de Lax para ver se o mesmo
convergira.

Esquema 0 PPET AVN
Explicito 0 0jkl + 0lh21 a $ {
Completamente implícito l Ojkl +Ojh21 OK
Crank-Nicolson l olk2l+ (1)lh21 OK
Crandall-Douglas ! -- l Ojk2j+OJA41 OK
Crandall-Douglas3N NA Ojk2j+Ojh41 OK

Tabela 2.1: Sumário de propriedades. Onde k = 6.a'- e h = Az.

Teste l

Considera-se o caso difrusivo puro com dados iniciais lisos. Black-Scholes
com dados iniciais não-lisos tem complicações adicionais. Consideramos a
equação de difusão

Õu ÕZ.u,

Õa- E)nn
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Pode-se ver que se O < 0 < ½, então JÀJ :S 1 só no caso que 

1 
O < ª :S 2(1 - 20) 

Entretanto, quando ½ :S 0 :S 1, vemos que JÀJ :S 1 V a> O. 

A tabela 2.1 mostra o resumo dos diferentes valores de 0. A Parte Princi­

pal do erro de truncamento para cada método é mostrada na coluna PPET, 

ela mesma forma o intervalo de estabilidade deduzido anteriormente pela 

análise ele Von Neumann é mostrado na coluna AVN. Dado que a equação 

de difusão (1.4) é linear e as aproximações por diferenças finitas que estamos 

utilizando são consistentes, uma vez provado que um determinado esquema 

é estável resta usar o teorema de equivalência de Lax para ver se o mesmo 

convergirá. 

Esquema 

Explicito 
Completamente implícito 
Crank-Nicolson 
Crandall-Douglas 
Crandall-Douglas 3N 

0 
o 
1 
1 

I 1 ---
2 12a 
NA 

PPET 

O[k] + O[h2] 

O[k] + O[h2
] 

O[k2
] + O[h2

] 

O(k2
] + O(h4

] 

O[k2
] + O[h4

] 

AVN 
a<! 

- 2 
OK 
OK 
OK 
OK 

Tabela 2.1: Sumário de propriedades. Onde k = 6.r eh= 6.x . 

Teste 1 

Considera-se o caso diffusivo puro com dados iniciais lisos. Black-Scholes 

com dados iniciais não-lisos tem complicações adicionais. Consideramos a 

equação de difusão 
ou éPu 
or 8x2 
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Análise de diferenças Finitas

na região
2 SzS 2, 7-20

com a condição inicial

u(z,0) ;: (T)
e as condições de fronteira

u(2, .-) - u(-2, ',) - 0

Este problema tem a seguinte solução excita

«(", ') - ;i"(T)
.2 T

A tabela 2.2 apresenta os resultados obtidos para a função diferença, ou

seja, a diferença entre a solução numérica e a solução analítica no instante a'- =

0. 1, M representa o número de passos no tempo, .7V o número de subintervalos

em que foi dividido o domínio espacial e 1 . é a norma do supremo, lal

max lail, Va C ]R"

Método
400
400
40
40
40
40
10
10
10

Máximo jorro
3.46952153E -
8.41998593E
2.41634090E -
6.09400896E -
2.37184583E -
2.24015889E -
9.75118485E
3.43883937E -
6.47174427E

Explicito
Completamente implícito
Crank-Nicolson
Crandall-Douglas
Crandall-Douglas 3N
BDF

160
160
160
160
160
160
80
80
80

5
5

5
7

6
5

6
5

5

Crandall-Douglas
Crandall-Douglas 3N
BDF

Tabela 2.2: Teste 1, r = 0.1
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na regiao 

- 2 ::; X ::; 2, 

com a condição inicial 

e as condições de fronteira 

u(2,r) = u(-2,r) = O. 

Este problema tem a seguinte solução exata 

1fX ,,.2.,. 
u(x, r) = sin( 2 ) e--4. 

A tabela 2.2 apresenta os resultados obtidos para a função diferença, ou 

seja, a diferença entre a solução numérica e a solução analítica no instante T = 

0.1, !VI representa o número de passos no tempo, No número de subintervalos 

em que foi dividido o domínio espacial e 1 · 1 é a norma do supremo, lal = 

max lai l, Va E !Rn. 

Método N M Máximo lerrol 
Explicito 160 400 3.46952153E - 5 
Completamente implícito 160 400 8.41998593E - 5 
Crank-Nicolson 160 40 2.41634090E - 5 
Crandall-Douglas 160 40 6.09400896E - 7 
Crandall-Douglas 3N 160 40 2.37184583E - 6 
BDF 160 40 2.24015889E - 5 

Crandall-Douglas 80 10 9.75118485E - 6 
Crandall-Douglas 3N 80 10 3.43883937 E - 5 
BDF 80 10 6.47174427 E - 5 

Tabela 2.2: Teste 1, T = 0.1 
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Análise de diferenças Finitas

Teste 2

Precificação de uma Opção Européia de compra usando a equação do
calor ut = u,,, no domínio zi«.f $ z $ z.«p e r $ 0.098, e com os seguintes

parâmetros escolhidos r = 0.1, a = 0.2, -K = 1, Z) = 0, zi«/ = --6.7,

r;«, = 1.6, n = 64, A'r = 0.0049. Logo Az = 0.13, a = Í;€1:P = 0.29.

No gráfico 2.1 é apresentada a solução excita junto com o pag/o# para esta

opção, a qual possui solução exata dada pela fórmula de Black e Scholes

C'(S, t)l.-o S. n(' 0N'(d:) K'.-,("-0N(d, )

Aqui 7' -- t = ;g'r, ou seja T -- t = 4.9. Analogamente, para o preço do ativo
subjacente S temos a relação S = Ke'. quando z = -6.7 temos S -; e 67 =

0, 001230912, e para a; :: 1.6 temos que o valor de S é S = ei6 = 4, 953032424

As constantes di, d2 = di -- o-S/7 - t para este caso são dados por

': - y".Í:::'q''
Para a resolução numérica vamos resolver primeiramente para uma put e,
depois achamos o preço da ca/Z por meio da paridade put-jaZZ :

A tabela 2.3 apresenta os resultados obtidos após de 20 iterações , Ar é
o número de subintervalos em que foi dividido o domínio espacial e l

max laia pala qualquer a C R"

Observações

e O erro para o esquema implícito é maior que aquele cometido pelo
esquema explícito, como se previa com a análise do erro de trunca-
mento. Porém, na hora de compaial deve-se levar em conta que o

leste procedimento só é possível no caso de opções euiopéias
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Teste 2 

Precificação de uma Opção Européia de compra usando a equaçao do 

calor Ut = Uxx, no domínio X inf :'.S; x :'.S; Xsup e T :'.S; 0.098, e com os seguintes 

parâmetros escolhidos r = 0.1, CJ = 0.2, K = l, D = O, Xinf = -6.7, 

Xsup = 1.6, n = 64, 6.T = 0.0049. Logo i:).x = 0.13, a= (t:)2 = 0.29. 

No gráfico 2.1 é apresentada a solução exata junto com o payoff para esta 

opção, a qual possui solução exata dada pela fórmula de Black e Scholes 

Aqui T- t = 2
2 r, ou seja T- t = 4.9. Analogamente, para o preço do ativo 

a 

subjacente S temos a relação S = Kex. quando x = -6.7 temos S = e-6
·
7 = 

O, 001230912, e para x = l.6 temos que o valor de Sé S = el.
6 = 4, 953032424 

As constantes d1, d2 = d1 - CJ✓T - t para este caso são dados por 

d I- = ln( i) +(r-D + ~)(T-t)
1
_ = ln(S)+(0.1+0.02)4.9 

1 t-o CJ✓T _ t t-o 0_2-Jl[g 

Para a resolução numérica vamos resolver primeiramente para uma put e, 

depois achamos o preço da call por meio da paridade put- call 1 . 

A tabela 2.3 apresenta os resultados obtidos após de 20 iterações , N é 

o número de subintervalos em que foi dividido o domínio espacial e 1 · 1 = 

max iail para qualquer a E lRn. 

Observações 

• O erro para o esquema implícito é maior que aquele cometido pelo 

esquema explícito, como se previa com a análise do erro de trunca­

mento. Porém, na hora de comparar deve-se levar em conta que o 

1 Este procedimento só é possível no caso de opções européias 
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Análise de diferenças Finitas

K:l.D:O)Call Europeia (r=0.1

BH

,,'

,,'

,,'

4.5 53.532 2.5 41.5
Pre o do ativo

Figura 2.1: Gráâco da solução excita em r = 0.090 do preço de uma opção
jaZZ européia do teste 2 calculada pelo esquema de Clrandall-Douglas, com
cv = 0.29 e 6.z = 0.13.

esquema implícito permite ullla redução em Az, quando fixamos Ar,

sem que apareça instabilidade o qual não pode ser visto para o esquema

explícito.

e Olhando para o esquen-La de Crank-Nicolson e BDF, observa-se uma

melhora significativa sobre o esquema implícito sem que isto carregue

custo computacional adicional.

e O esquema de Crandall-Douglas têm resultados superiores sem incre-
mento do custo computacional.

B A tabela 2.3 tambén) indica que se reduzimos o número de pontos

espaciais da grade por um favor de {, o esquema de Crandall-Douglas
ainda têm um desenapenho melhor que todos os outros esquemas. SÓ

cona } dos pontos da grade, a precisão produzida é comparável à dos

25
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Call Europeia (r=0.1, sigma=0.2, K=l, D=O) 

4.5 

4 

3.5 

'compra.dai: --- / / / 
/ .· 

3 

~ 
a. 2.5 o 
"' "O 

ci 2 
õi 
> 

1.5 

0.5 

o L...--=-----"'---.L----'------'---'-----'-----"'----'-----' 

O 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

Pre o do ativo 

Figura 2.1: Gráfico da solução exata em T = 0.090 do preço de uma opção 

call européia do teste 2 calculada pelo esquema de Crandall-Douglas, com 

a= 0.29 e 6.x = 0.13 . 

esquema implícito permite uma redução em 6.x, quando fixamos 6.T , 

sem que apareça instabilidade o qual não pode ser visto para o esquema 

explícito. 

• Olhando para o esquema de Crank-Nicolson e BDF, observa-se uma 

melhora significativa sobre o esquema implícito sem que isto carregue 

custo computacional adicional. 

• O esquema de Cranclall-Douglas têm resultados superiores sem incre­

mento do custo computacional. 

• A tabela 2.3 também indica que se reduzimos o número de pontos 

espaciais da grade por um fator de ½, o esquema ele Crandall-Douglas 

ainda têm um desempenho melhor que todos os outros esquemas. Só 

com ¼ dos pontos ela grade, a precisão produzida é comparável à elos 
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Complementaridade linear

Método JV
64
64
64
64
64
64
32
32
32
16
16
16

errol
1.58322261E
5.77881219E
2.12687753E
2.89806340E
8.82841537E
2.20273079E
2.28318270E
2.08766190E
8.05142016E
3.95309028E
3.87266356E
0.2817100514

Explícito
Completamente implícito
Crank-Nicolson
Crandall-Douglas
Crandall-Douglas 3N
BDF

2

2
2

4
4
2

3

3

2

2
2

Crandall-Douglas
Crandall-Douglas 3N
BDF
Crandall-Douglas
Crandall-Douglas 3N
BDF

Tabela 2.3: Teste 2, a'- = 0.098, N representa o número de subdivisões no
espaço e l é a norma do supremo.

esquemas de Crank-Nicolson e BDF

2.2 Complementaridade linear

Nesta seção discutiremos a formulação introduzida no capítulo l para
opções americanas. Por meio da discretização do PCDP (sistema 1.7), nós
reduzimos o problema de precificação de uma opção americana para a solução

de uma seqüência de problemas de complementaridade linear (PCL).
Nós recordamos o valor de uma opção anaericana enl forma compacta

: («(«,.'-) («,,-»:'

(Ê .(«(«,.'-) («,,-»-',
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Método N lerrol 
Explícito 64 l.58322261E - 2 
Completamente implícito 64 5.77881219E - 2 
Crank-Nicolson 64 2.12687753E - 2 
Crandall-Douglas 64 2.89806340E - 4 

Crandall-Douglas 3N 64 8.82841537 E - 4 
BDF 64 2.20273079E - 2 

Crandall-Douglas 32 2.28318270E - 3 
Crandall-Douglas 3N 32 2.08766190E - 3 
BDF 32 8.05142016E - 2 

Crandall-Douglas 16 3.95309028E - 2 
Crandall-Douglas 3N 16 3.87266356E - 2 
BDF 16 0.2817100514 

Tabela 2.3: Teste 2, T = 0.098, N representa o número de subdivisões no 

espaço e li é a norma do supremo. 

esquemas de Crank-Nicolson e BDF. 

2.2 Complementaridade linear 

Nesta seção discutiremos a formulação introduzida no capítulo 1 para 

opções americanas. Por meio da discretização do PCDP (sistema 1.7), nós 

reduzimos o problema de precificação de uma opção americana para a solução 

de uma seqüência de problemas de complementaridade linear (PCL) . 

Nós recordamos o valor de uma opção americana em forma compacta 

( i~ - i:~) 2:: O, (u(x, T) - g(x, T)) 2'.'. O 

( i~ - i:~) · (u(x, T) - g(x, T)) = O, 
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Colnplelnentaridade linear

onde g(z, a'-) é a função pago.F dada por

,(«, ,-) - .;«*'--:'''''"''' ««:(.;'*'-:'' -' :'', .)
Para uma put, e para uma jaZZ é dado por

.(«, ,-) - .:«''-' :,'-''":'' ««. (.;'*'-'-:'' .;'',-:'', .)
onde ki Z(1lj;e}. As condições inicial e de fronteira tornam-se

u(z, 0) - g(z, 0)

u(z, ,-) é contín«a

é tão co«tínua como g(z, ,)

,!Um «(", ') - ,1lEL g(«, ,-).

Como já foi notado, uma das principais vantagens da formulação em com-

plementaridade linear, é que não há referencia explícita nenhuma da fronteira
lide. Podemos resolver o PCL e posteriormente encontrar a fronteira livre

pela condição que o define, a saber

u(z/(,-) , ,-) g(«/(.'-) , ',) , e u(z, r) > g(z, ',) para z > z/(1-)

para a put, e para a jaZZ têm-se

u (z.f (.'-) , .'-) g (z.f (.-) , .'-) , e u(«;, r) > g(«, .'-) para a' < z.f(,-)

Dada uma matriz .4 C R""" e um vetor q C R", o PCL consiste em achar o
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onde g(x , T) é a função payoff dada por 

Para uma put, e para uma call é dado por 

onde k = 2r k = 2
<r-D). As condições inicial e ele fronteira tornam-se 

1 a2, 2 a2 

u(x, O) = g(x, O) 

u(x, T) é contínua 
ou 
ax (x, T) é tão contínua como g(x, T) 

lim u(x, T) = lim g(x, T). 
x->±= x-+±= 

Como já foi notado, uma das principais vantagens da formulação em com­

plementaridade linear, é que não há referencia explícita nenhuma da fronteira 

livre. Podemos resolver o PCL e posteriormente encontrar a fronteira livre 

pela condição que o define, a saber 

para a put, e para a call têm-se 

Dada uma matriz A E !Rnxn e um vetor q E !Rn, o PCL consiste em achar o 
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Conlplelnentaridade linear

vedor z que satisfaz as seguintes condições

.,'lz + q ? 0
z> 0

(.A; + q)' , - 0

Acostuma-se denotar este PCL pelo símbolo (q, .A). O nome é por causa da

terceira condição, chamada condição de complementaridade a qual requer

que pelo menos uma variável do par (.Az + q)i, z{ deve ser igual a zero na

solução do problema, para cada ã = 1 até n.
Com o intuito de ilustrar a ligação que a formulação eln PCDP (l.lO)

do problema de precificação de opções têm com o PCL, suponha o seguinte
PCDP:

u(z, .-) 2 g(z, .'-)

u,--u.. ? 0

(u, - u-) (u - g) - 0
0 $ r $ ;-7', --oo $ z $ oo

u(z, 0) - g(z, 0)

Este sistema pode ser resolvido numericamente com um esquema de dife-

renças finitas, para a solução aproximada temos que trancar o domínio de

modo que z se encontre entre z{./, e z.«p Por exemplo, usando o método 0
sobre uma grade regular com tamanho de passo Az = {"f ::o espaço

e un] tamanho de passo temporal de A.I'- = !Ç$. A cada passo do tempo
m, u é aproximado pelo vetor (ug',uT, . . . ,u='), onde u;" = u(sçi,mAa'-),

zi := zo + {zXz, { = 0, . . . , n, e zo = zi«.f Assim a função paoyff g é aproxi-

mada por gnm = g(nAz, mAr)

(2.4)
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vetor z que satisfaz as seguintes condições: 

Az + q ~ O 

z~ O 

( Az + q f · z = O. 

Acostuma-se denotar este PCL pelo símbolo (q, A) . O nome é por causa da 

terceira condição, chamada condição de complementaridade a qual requer 

que pelo menos uma variável do par (Az + q)i, zi deve ser igual a zero na 

solução do problema, para cada i = 1 até n. 

Com o intuito de ilustrar a ligação que a formulação em PCDP (1.10) 

do problema de precificação de opções têm com o PCL, suponha o seguinte 

PCDP: 

( Ur - Uxx) ( U - g) = Ü 

Ü :s; T :s; ;2
T, -00 ~ X :s; 00 

u(x, O) = g(x, O) 

(2.4) 

Este sistema pode ser resolvido numericamente com um esquema de dife­

renças finitas, para a solução aproximada temos que truncar o domínio de 

modo que x se encontre entre Xinf, e Xsup · Por exemplo, usando o método 0 
Xsup - Xinf 

sobre uma grade regular com tamanho de passo 6.x = --- -no espaço 
n 

e um tamanho de passo temporal de 6.T = ª2
2 Á4 . A cada passo do tempo 

m , u é aproximado pelo vetor (u0, u1, ... , u:), onde uf = u(xi, m6.T), 

xi := x0 + i6.x, i =O, ... , n, e Xo = Xinf· Assim a função paoyff g é aproxi­

mada por g;;_1' = g(n6.x, m6.T) 
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O sistema (2.4) acima é então aproxitnado por

uT+: 2 g='+: pala m 2 1
(1 + 2a0)uT''': - aO(u=t# + u;lZ') ? Z,='

(-aOu;13' + (1 + 2a0)u='''': - aOu=$' - br) . (u='''': - g=''':) - 0

Onde como usual a é definido por (2.1) e o vetor b=' é igual a

ÓT uT+.«(1 -0)(gOm 2UT+UT)+aOgOm+:
b=' - 2a(1 - 0))uT + a(1 - 0)(uK..: + uh-:)

bmN.: . .=..: + a(1 0)(uZ.2 - 2U=..: + gnm) + aOg='-'-:

n = 2, . . . , ]V -- 2

Fazendo uma simples mudança de variáveis zí := ui -- gi, este sistema é
equivalente ao PCL (q, .A), onde .A é uma matriz (N 1) x (-N -- 1) e q é um

vetor (N -- 1) definidos por

1+2aé? cvé? 0 0
--a0 1 + 2a0 --cv0 0

0 --aé? 1 + 2a --a0

0

0

0
Á (2.6)

0 .cté? 1 + 2a0 --aé?
0 --aé? 1+2a0

(1 + 2a0)gÍ"''': aOg2m''': - Z,T

g:"''': + a(1 0)(P;y': 2g;"+: + p;U-:) - ó:" (2.7)

-aOgNm!{ + (1 + 2aa)glÇli - ÓZ.:
Os elementos da diagonal de .A são positivos, os elementos por fora da

diagonal são negativos, e a matriz é estritamente diagonal dominante. Isto
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O sistema (2.4) acima é então aproximado por 

u:+1 ~ g~1+1 para m ~ 1 

(1 + 2a0)u:+1 
- a0(u:!l + u::n ~ b: 

(-a0um+l + (1 + 2a0)um+l - a0um+l - bm) · (um+l - gm+l) = O n-l n n+l n n n · 

Onde como usual a é definido por (2.1) e o vetor b: é igual a: 

bi =ui+ a(l - 0)(gõ - 2ui + ur) + a0gbn+l 

b: = (l - 2a(l - 0))u: + a(l - 0)(u:_ 1 + u~~1) 

bN-l = u:_1 + a(l - 0)(u:_2 - 2u:_1 + g:) + a0g:+1
. 

n = 2, . . . ,N-2 

(2.5) 

Fazendo uma simples mudança de variáveis zi := ui - 9i, este sistema é 

equivalente ao PCL (q, A), onde A é uma matriz (N - 1) x (N -1) e q é um 

vetor ( N - l) definidos por 

A= 

1 + 2a0 

-a0 

o 

o 
o 

-a0 o o o 
1 + 2a0 -a0 o o 

-a0 1 +2a -a0 o 

o -a0 l + 2a0 -a0 

O -a0 1 + 2a0 

-a0gm+l + (1 + 2a0)gm+l - bm 
N-2 N-1 N-l 

(2.6) 

(2.7) 

Os elementos da diagonal de A são positivos, os elementos por fora da 

diagonal são negativos, e a matriz é estritamente diagonal dominante. Isto 
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é, .4 é uma matriz de Minkowski(M-matriz). Esta propriedade galante a
existencia e unicidade do problema de complementaridade (q, .A) j191.

Algoritmo de Brennan e Schwartz
Brennan e schwartz introduziram um algoritlno para o problema de pre-

cificar uma opção put americana em 1321. O algoritlno de solução é baseado

na eliminação de Gauss onde a restrição de exercício adiantado da opção é

manipulado enl uma forma simples. A discretização no espaço e no tempo
do problema de complementaridade (l.lO) conduz a uma sequência de pro-

blemas de complementaridade estacionária. Daqui, em cada passo de tempo
m, m = 0, . . . , M, o problema

.4u'+i>b"
u"+: 2 g"+:
(.Au"''': -Z,")'

(2.8)

(u'+l g"+l) 0

Precisa ser resolvido. Aqui, a matriz .A tem origem na discretização da
equação diferencial parcial. Mostramos como o algoritmo de Brennan e
Schwartz é aplicado ein cada passo de tempo para resolver o problema (2.8).
Nós descrevemos o algoritino para uma ca/Z americana, da seguinte forma:
A eliminação transforma cada linha do sistema de equações lineares .Au = b
da forma

Z'j"j + ':uj...: - ./) (2.9)

para .7 :: l, , n, onde os coeficientes são dados por

PI = .''lii,

Pj {??-''li-ií,
p. 1l:=?-''i«--"

sl - Ai2

s{ = .''lái+l

e

1:- õ. 11:2-Í'-:,
/n

/
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é, A é urna matriz ele Minkowski (:M-rnatriz). Esta propriedade garante a 

existencia e unicidade do problema ele complementaridade (q, A) [19]. 

Algoritmo de Brennan e Schwartz 

Brennan e schwartz introduziram um algoritmo para o problema de pre­

cificar uma opção put americana em [32]. O algoritmo ele solução é baseado 

na eliminação de Gauss onde a restrição ele exercício adiantado da opção é 

manipulada em uma forma simples. A cliscretização no espaço e no tempo 

elo problema ele complementaridade (1.10) conduz a uma seqüência de pro­

blemas de complementaridade estacionaria. Daqui, em cada passo de tempo 

m, m =O, ... , M, o problema 

(2.8) 

Precisa ser resolvido. Aqui, a matriz A tem ongem na discretização da 

equação diferencial parcial. Mostramos como o algoritmo de Brennan e 

Schwartz é aplicado em cada passo de tempo para resolver o problema (2.8). 

Nós descrevemos o algoritmo para uma call americana, da seguinte forma: 

A eliminação transforma cada linha elo sistema de equações lineares Au = b 

da forma 

(2 .9) 

para j = 1, .. . , n, onde os coeficientes são dados por 

Pl = A11, Íi = b1 
A A;;-1A 

P1 = jj - Pi-1 i-li , f . = b- _ A ;;-1 ! · 
1 t P i -! t-1, 

A Ann-1 A 
Pn = nn - Pn-l n-ln e Ín = bn - APn-l Ín-1· 

nn-1 
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A solução u do problema (2.8) é obtida usando as equações (2.9) e a função

pag/o# da opção jaZZ. Deve-se começar resolvendo u« da equação (2.9) quando

.7 :: nl se u. é menor que o valor do pag/o# então iguala-se u. = g.. Após

você prossegue resolvendo para un--l, etc.

Algoritmo de Elliot e Ockendon
O segundo algoritmo que apresentamos e devido a Elliot e Ockendon. Eles

dão um algoritmo para problemas de complementaridade linear eln j171 e este

algoritmo directo é aplicado a problemas de precificação de opções americanas

em l81. Pala começar, o problema de opção americana é transformado de
maneira que a restrição de exercício adiantado seja igual à função zero ao
invés de ser a função pag/(ZB Esta transformação é feita usando as seguintes

substituições para o problema (2.8):

«j+: -- ?'': e d:-': ..4?': ü

Com estas notações o problema de complementaridade pode-se formular

como em Huang e Pane j161, na seguinte forma:

.4z + q 2. 0
z> 0

(.A, + q)' . ; :
(2.10)

0

onde .j = 0, . . . , M. Esta apresentação do problema de complementaridade

também é considerada en] j171 e l81. Assumimos que a matriz de discretização
,4 é uma À4-matriz. Ainda mais, assume-se que o vetor qj+t tem uma fauna

especifica, a qual é descrita na proposição 2.1.

No seguinte o método de solução de novo é considerado em um instante

de tempo, portanto o índice do passo no tempo é omitido. O algoritino
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A solução u elo problema (2.8) é obtida usando as equações (2.9) e a função 

payoff ela opção call. Deve-se começar resolvendo Un da equação (2.9) quando 

j = n; se Un é menor que o valor do payoff então iguala-se Un = 9n· Após 

você prossegue resolvendo para Un-l, etc. 

Algoritmo de Elliot e Ockendon 

O segundo algoritmo que apresentamos e devido a Elliot e Ockendon. Eles 

dão um algoritmo para problemas de complementaridade linear em [17] e este 

algoritmo directo é aplicado a problemas de precificação ele opções americanas 

em [8]. Para começar, o problema de opção americana é transformado de 

maneira que a restrição de exercício adiantado seja igual à função zero ao 

invés de ser a função payoff. Esta transformação é feita usando as seguintes 

substituições para o problema (2.8): 

Com estas notações o problema ele complementaridade pode-se formular 

como em Huang e Pang [16], na seguinte forma: 

! 
Az + q 2: O 

z> O 

(Az + q)T · z = O 

(2.10) 

onde j = O, ... , JVI. Esta apresentação do problema de complementaridade 

também é considerada em [17] e [8] . Assumimos que a matriz de discretização 

A é uma JVJ-matriz. Ainda mais, assume-se que o vetor qí+1 tem uma forma 

especifica, a qual é descrita na proposição 2.1. 

No seguinte o método de solução de novo é considerado em um instante 

de tempo, portanto o índice do passo no tempo é omitido. O algoritmo 
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Complementaridade linear

de Elliot e Ockendon, para o problema de complementaridade linear (2.10),

como referenciado em j171 é:

inicializar

Passo
Í = 1, ai = ,4ii, /i = qt/.4it
áná+l

,yi.i = .Ai-ii/cli-t
ai = Áü -- .Aii-i''i-i

./; + .A*-:./; :)/a:
se /, > --qi+i/.4í+i{ então volta ao passo

k-{

á = k -- l : l : --l

zi = /. -- 'Yizi+i

substituição regressiva

Observe que 'i e ai, são elementos da decomposição LU e ./: é o vetor in-
termediário após a substituição directa. Este algoritlno deve ser empregado

em cada passo de tempo e a solução do problema de precificação original é
obtida tnediante uj+i = zj+i + gj+i

Análise do método

Eln cada instante de tempo a solução do problema de complementaridade

linear satisfaz a equação diferencial parcial de Black e Scholes em uma região

e na outra região é igual à restrição de exercício adiantado. Portanto, a cada

passo de tempo .j existe um no kj na discretização o qual divide o eixo z em
duas regiões separadas.

Mostramos que a solução satisfaz a equação diferencial parcial nos nos
onde o valor intermediário depois da substituição directa é positivo e a
solução é igual à restrição de exercício adiantado (aqui a função zelo) nos
nos oi:tde o valor intermediário depois da substituição directa é negativo.
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de Elliot e Ockendon, para o problema de complementaridade linear (2.10) , 

como referenciado em [17) é: 

inicializar i = 1, a 1 = A 11, li = -qi/ A 11 

Passo : i -+ i + 1 

Ti-l = Ai-ld ªi-l 

ai = Aii - Aii-11i-1 

Íi = -( qi + Aii-IÍi-i) / ai 

se Íi > -qi+i/ Ai+li então volta ao passo 

substituição regressiva k = i 

Zk = Ík 

i=k-1 : 1:-1 

Observe que Ti e ai, são elementos da decomposição LU e Íi é o vetor in­

termediário após a substituição directa. Este algoritmo deve ser empregado 

em cada passo de tempo e a solução do problema de precificação original é 

obtida mediante ui+1 = zi+1 + gi+I _ 

Análise do método 

Em cada instante de tempo a solução do problema de complementaridade 

linear satisfaz a equação diferencial parcial de Black e Scholes em uma região 

e na outra região é igual à restrição de exercício adiantado. Portanto, a cada 

passo de tempo j existe um no kj na discretização o qual divide o eixo x em 

duas regiões separadas. 

Mostramos que a solução satisfaz a equação diferencial parcial nos nos 

onde o valor intermediário depois da substituição directa é positivo e a 

solução é igual à restrição de exercício adiantado ( aqui a função zero) nos 

nos onde o valor intermediário depois da substituição directa é negativo. 
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Complementaridade linear

Inicialmente 2, assumimos que a solução tem uma forma especifica. Eln

forma precisa, supomos que a solução zj tema a fora-ta

zÍ > 0, ã = 0, ,kj, e 4 0, ã = kj + l, ,N l

Estudamos o algoritmo de Elliot e Ockendon e especificamente a condição
no laço do passo o qual pode ser refonnulado com uso das seguintes relações

de equivalência:

/...-i(q:+i+ .A:...«/.)/a:+: >0
+ --(qi+l + .A:+i{.Â) > 0
«- qi+t < --,4i+ii/.

'» --qi+i/.4i+i{ < /.

onde .4i+ti é negativo pela propriedade M-matriz de Á. Também os cl{ são

positivos por causa desta propriedade. Assumimos que kj é o menor índice

para o qual /k,+i < 0. Em concordância com o algoritmo de Elliot e Oc-
kendon e a equivalência acima, temos que zi+l :: 0 para ã ' kj, . . . , n -- l e

ainda mais, o que resta da solução pode ser calculada usando substituição
regressiva a qual da en] zi :: /i -- ' izi+i para ã - 1, . . . , Ãy.

Nós podemos ver que o algoritmo de Elliot e Ockendon é mais eficiente

que o algoritmo de Brennan e Schuwartz no sentido que o segundo calcula
todas as contponentes do vedor solução z. Por sua vez o algoritmo de Elliot

e Ockendon calcula só um número k, com k < (N -- 1), de componentes

do vetar z, aquelas entradas que são diferentes de zero. o qual carrega um
tempo menor e sem custo computacional adicional.

Na seguinte proposição, assume-se que .A é uma matriz tridiagonal, que

deste fato sela provado na próxima proposição.
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§ 2.2 Complementaridade linear 

Inicialmente 2
, assumimos que a solução tem uma forma especifica. Em 

forma precisa, supomos que a solução zi tema a forma 

z{ > O, i = O, ... , ki, i = ki + 1, ... , N - 1 

Estudamos o algoritmo de Elliot e Ockenclon e especificamente a condição 

no laço do passo o qual pode ser reformulado com uso das seguintes relações 

de equivalência: 

Íi+I = -(qi+l + Ai+1di)/ai+1 > O 

{::} -(qi+l + Ai+liÍi ) > o 
{::} qi+i < -A+idi 
{::} -qi+i/ A i+li < Íi 

onde Ai+li é negativo pela propriedade A1-matriz ele A. Também os ai são 

positivos por causa desta propriedade. Assumimos que kj é o menor índice 

para o qual Íkj+l < O. Em concordância com o algoritmo de Elliot e Oc­

kendon e a equivalência acima, temos que zi+1 = O parai = kj, ... , n - 1 e 

ainda mais, o que resta da solução pode ser calculada usando substituição 

regressiva a qual da em zi = Íi - ')'iZi+l parai= 1, . . . , kj. 

Nós podemos ver que o algoritmo de Elliot e Ockendon é mais eficiente 

que o algoritmo de Brennan e Schuwartz no sentido que o segundo calcula 

todas as componentes do vetor solução z . Por sua vez o algoritmo de Elliot 

e Ockendon calcula só um número k, com k < (N - 1), de componentes 

do vetor z, aquelas entradas que são diferentes de zero. o qual carrega um 

tempo menor e sem custo computacional adicional. 

Na seguinte proposição, assume-se que A é uma matriz tridiagonal, que 

2Este fato será provado na próxima proposição. 
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3 é'." Complementaridade linear

denotaremos da seguinte forma

al

b2

0

0

ci 0
a2 C2

0

0

()

a'n,

Á

b..t
0

Proposição 2.1 e Õ,) $e a matriz .4 satãli/az as mesmas condições que
eul (2.6), o'« seja, os el,ementas da, diabo'n,at de A são positivos, os
el,eme'fetos T)or fora da dio.gon,al, são negativos, e a, mcttüz é estútamente

diagonal dominante então existe uma única solução de (2.10).

e ÕÍ) Se qi < 0, { = 1,2,...,ko, e q{ 2 0, á = ko+ l,...,n -- 1, então
ea;êste urra k > ko taZ que zi = 0, para ã > k e zi > 0 para á 5; k.

Prova

e (i)A matriz .A é uma matriz de Minkowski irredutível, portanto o resul-
tado e garantido por um teorema que pode ser consultado na referência

. (ü)Se qi < 0, então zi ? -(q{ + cizi+i + Z'izi-i)/ai > 0, a ultima

desigualdade se verifica dado que ai, --b{ e --ci são positivos. Dai
zí > 0 para todo { < ko. Seja (k + 1) o primeiro inteiro maior que ko
para o qual zk = 0, assim o PCL é satisfeito por z{ " 0; toi = qil ã > k.

>

A proposição anterior mostra uma forma de tomar vantagem do nosso pro-
blema particular: suponha que a solução do PCL (2.10) de fato satisfaz zi > 0

para { $ k; e zi = 0 para { > k, deste modo para se achar z deve-se resolver
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denotaremos ela seguinte forma: 

o o 
C2 o 

A= o o 
bn-l an-l Cn-l 

o o bn an 

Proposição 2.1 • {i) Se a matriz A satisfaz as mesmas condições que 

em {2.6) , ou seja, os elementos da diagonal de A são positivos, os 

elementos por fora da diagonal são negativos, e a matriz é estritamente 

diagonal dominante então existe uma única solução de {2.1 O). 

• {ii) Se qi < O, i = 1, 2, . .. , k0 , e qi ~ O, i = k0 + 1, . . . , n - 1, então 

existe um k > k0 tal que Zi = O, para i > k e zi > O para i :S k. 

Prova 

• (i)A matriz A é uma matriz ele Minkowski irredutível, portanto o resul­

tado e garantido por um teorema que pode ser consultado na referência 

[33] . 

• (ii)Se qi < O, então Zi ~ -(qi + cizi+1 + bizi-i)/ai > O, a ultima 

desigualdade se verifica dado que ai, -bi e -ci são positivos. Dai 

zi > O para todo i < k0 . Seja (k + 1) o primeiro inteiro maior que k0 

para o qual zk = O, assim o PCL é satisfeito por zi = O; wi = qi; i > k. 

[> 

A proposição anterior mostra uma forma de tomar vantagem do nosso pro­

blema particular: suponha que a solução elo PCL (2.10) de fato satisfaz zi > O 

parai :S k; e zi = O parai > k, deste modo para se achar z deve-se resolver 
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Complementaridade linear

o sistema

alzl + clz2 + qi - 0

biz{.t + aizi + cizi+i + qi ;: 0

bÉ:zk.l + ax;zÀ; + qi; = 0

(2.11)

zi>0, á$k; zi=0, á?k+ll bk+izk+qA:+i?0.

Nós observamos que aplicando eliminação gaussiana directa para (2.11), a

primeira componente encontrada é zkl se além zJ; também satisfaz bk+izJ; +

qk+l 2 0, então o índice k tem sido achado e só resta a substituição regressiva
para determinar a única solução do PCL. Este modo de proceder é numeri-
camente estável dado que .A é diagonal dominante. O conteo de operações

é (5k + 4) + (k -- 1) multiplicações e divisões, o último termo provem de

testar a desigualdade para ./:. Em 1651 o número de operações para o ITiétodo
aplicado ao mesmo problema é k' + 3k; e (5k -- 4) + {(k2 -- kg) + 8(k -- ko)

para o método em 1341

Nas aplicações, k -- ko = O(l/h) e geralmente k >> ko j171. Também,

dado que k = O(l/h), reduzindo na metade h dobra o número de operações
para o algoritmo.

SÓ resta mostrar que o vetor q ten-t o sinal necessário para a aplicação da

proposição 2.1. A cada passo de tempo, o vetar q no PCL (2.8) provem da
substituição q = .Ag"+i -- bm, onde Á é dado eln (2.6), o vedor b eln (2.5) e

o vedor resultante q é dado pela fórmula (2.7). Vamos supor o caso de uma
jaZZ americana para a função pa3/o# g.

Supondo uma discretização do operador de difusão pelo método f? com
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o sistema 

a1 z1 + c1z2 + q1 = O 

bizi- I + aizi + cizi+I + qi = O 

bk zk-1 + ak zk + qk = O 

i < k· - ) 

Complementaridade linear 

(2.11) 

Nós observamos que aplicando eliminação gaussiana directa para (2.11), a 

primeira componente encontrada é zk ; se além Zk também satisfaz bk+1 Zk + 
qk+l 2 O, então o índice k tem sido achado e só resta a substituição regressiva 

para determinar a única solução do PCL. Este modo de proceder é numeri­

camente estável dado que A é diagonal dominante. O conteo de operações 

é (5k + 4) + (k - 1) multiplicações e divisões, o último termo provem de 

testar a desigualdade para k Em [65] o número de operações para o método 

aplicado ao mesmo problema é k2 + 3k; e (5k - 4) + ~(k2 - k5) + ~(k - k0 ) 

para o método em [34] 

Nas aplicações, k - k0 = O(1/h) e geralmente k >> k0 [17] . Também, 

dado que k = O(1/h), reduzindo na metade h dobra o número de operações 

para o algoritmo. 

Só resta mostrar que o vetor q tem o sinal necessário para a aplicação da 

proposição 2.1. A cada passo de tempo, o vetor q no PCL (2.8) provem da 

substituição q = Agm+I - bm, onde A é dado em (2.6), o vetor b em (2.5) e 

o vetor resultante q é dado pela fórmula (2.7) . Vamos supor o caso de uma 

call americana para a função payofj g. 

Supondo uma discretização elo operador de difusão pelo método 0 com 
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Coinplenaentaridade linear

0 :: 1, obtemos o seguinte esquema de diferenças finitas

(1 + 2.«)u='''': a(ul;Z' + u;l$') ? uT
U=+: ? gnm+:

ur'': :, ulÇ''':

ou equivalentenlente com uso de notação matricial obtemos o problema de
complementaridade

.4U"+t> Um

U"+: ? gm+l

(-.4u"''': - u")(u"'''' - g"+:) - 0

onde .A é a matriz tridiagonal com entradas .A = 1--a (1 + 2a) -- al

Proposição 2.2 0 uetor q satisfaz o seguinte padrão de sánaZ

q: < 0 «: C lz:./,«.)
q: ? 0 «: C (0, z;)
qi 2 0 zi C lz,, JÇ.«,l

IZ . J. Z ;

Prova
Na secção 1.1 obtivemos uma expressão para a função pag/o.F na forma

.(«,,-) - l :'''"k' - D z $ 0

(z > 0)

P - -;((k, - i)' + 4k:)

(2.13)

,-,.'q0

Daí obtemos que
m+l

= eBõ'' çn

= eõgT, Õ = É3hT.
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0 = l, obtemos o seguinte esquema ele diferenças finitas 

(1 + 2o:)um+l _ o:(um+l + Um+l) > Um n n-l n+l - n 
um+l > gm+l 

n - n 

Um+l _ gm+l Um+l _ 
9

m+l uº = 
9

o 
O -o ' N -N, n n 

ou equivalentemente com uso ele notação matricial obtemos o problema ele 

complementaridade 

Aum+i ~ um 

um+l ~ gm+l (2.12) 

(Aum+l _ um)(um+l _ 9m+l) = O 

onde A é a matriz tridiagonal com entradas A= [-o: (1 + 2a) - o:] . 

Proposição 2.2 O vetor q satisfaz o seguinte padrão de sinal 

Qi ~ O Xi E (O, Xs) 

Qi ~ O Xi E [xs, Xsup] 

Prova 

Na secção 1.1 obtivemos uma expressão para a função payoff na forma 

onde 

Daí obtemos que 
g~n+l = e/36.T g;:: 

= eógrn 
n> 

(2.13) 

ó= {36.T. 
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. Seja zi c lzi«.r,01.

Nesse caso g;"+i = 0 e portanto

m+l

. Seja zi C (0, z,) o vetor q é dado pela expressão

q

q

e ' " " q,L

(.Ag"''':). - u='
(,'lg"''':)« - g=' (u=' + g=')
e -«(.Ag"'' :). -- gnm (u=' + g#')

a.''e'''"(g..- - g-) e ""(u=' + g=')

Agora
g, - g., - .p'.-g {.' Ê}

e'-'g, -- g.,

ou seja a função e'"«g, -- g,. é crescente em z. De outro lado

k

«(«,,)

.'""«(«, ,)
''-«g(«, .'-)

e "« (u g)

eP'e-y(Ke', -) #

eP'l'(-Ke', -) }

eP'(e' -- 1) portanto

.P' (}'(X'e', -)# - (e' - l))

derivando com respecto à variável z temos

je--«(u - p)l, (.'y, - e')
eP'e'(l -- K) < 0,

pois 0 < 1,/s < 1, este fato pode ser consultado na referência 1381.

Assim a função e--«(u -- g) é decrescente, daí a função e'"«(u -- g)
é crescente.
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• Seja Xi E [xinf, O]. 

Nesse caso gf+I = O e portanto 

< O. 

• Seja xi E (O, Xs) o vetor q é dado pela expressão 

Agora 

q = (Agn+l)n - u: 

q = (Agn+l)n - g;;1' - (u: + g~n) 

e-axnqn = e-axn(Agn+l)n _ g;;1 _ (u: + g;;1') 

~ D..Te-OXn(gr - 9xx) - e- OXn(u: + g;;1) 

9r - 9xx = ef3r eªx 2s { ex - ]5 } 

e-axn 9r - 9xx = ef3r ':f { ex - 15} 

ou seja a função e-ax"9r - 9xx é crescente em x. De outro lado 

u(x,T) 

e- OXnu(x, T) 

e- OXng(X,T) 

e-OXn(u _ g) 

= ef3reaxv(I<ex ·) 1... ) I< 

= ef3r V ( I< ex •) 1... ) I< 

= ef3r ( ex - 1) portanto 

= ef3r ( V ( I< ex, ·) J< - ( ex - 1)) 

derivando com respecto à variavel x temos 

[e-ax"(u - g)]x = ef3r (ex½ - ex) 

= -ef3r ex(l - ½) < o, 

pois O < ½ < 1, este fato pode ser consultado na referência [38] . 

Assim a função e-ax,. ( u - g) é decrescente, daí a função -e-axn ( u - g) 

é crescente. 
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Complementaridade linear

Da análise anterior concluímos que

e--o="+iqn+l > e ar"qn

Portanto se q,. 2. 0 então q.+t ? 0 e isto prova que a partir do primeiro
índice { para qual qi ? 0 se cumpre que q. ? 0 para todo n > ã.

. Seja zi c lz,,aç,«,l

Nesse caso temos u:"+i = g: +i e assim o vetor q toma a forma seguinte

qi = (.Ag"+: -- b){ o em equivalentemente

gnm+: - a(g;13: - 2gnm+: + g;l:i:) - g='

gnm+: -- .«(AZ)'(g-)='+:
gnm+: -- g=' (g,,)='+:
gZ;Fa - (g,,);'+'
(g,)=' + o(a..'-) )=' + o((A«y)
(g, - g-);' > o.

Estudo da função g para a última desigualdade:

Nós usamos o seguinte resultado sob opções americanas

g,- -- g:,,:: < 0 se
g..- g,,. > 0 se

Este fato pode comprovar se observamos que

g, -- g,, - eP'e('+O' z {Z)e' -- r}

Queremos saber o comportamento de g.- g,,. Para o caso de uma jaZZ
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Da análise anterior concluimos que 

Portanto se qm 2: O então qm+l 2: O e isto prova que a partir elo primeiro 

índice i para qual qi 2: O se cumpre que qn 2'. O para todo n > i . 

Nesse caso temos uf+1 = g7+ 1 e assim o vetor q toma a forma seguinte 

qi = (Agm+l - b)i o em equivalentemente 

gm+l _ a (gm+l _ 2gm+l + 9m+l) = gm 
n n-1 n n+l n 

g;;i+I - a(6x) 2 (9xx):+l = g;;i 

g;;i+l - g;;i = a(6x)2(9xx):+l 
m+l m. 

9n -g" = (g )m+l 
t:,7 XX n 

(g,,.): + 0(6T) = (9xx): + 0((6x)2) 

(g,,. - 9xx): > O. 

Estudo da função g para a última desigualdade: 

Nós usamos o seguinte resultado sob opções americanas 

g,,. - 9xx < O se X < ln ( 15) . 
g,,. - 9xx > O se X > ln ( 15) . 

Este fato pode comprovar se observamos que 

2 
g - g = efhe(o+l)x _ {Dex - r} 

T XX a2 • 

Queremos saber o comportamento de g,,. - 9xx· Para o caso de uma call 

38 



Coillplementaridade linear

sinaldo vetorq

0
-0.5

1.5
-2

.2.5

Figura 2.2: Gráfico da superfície gerada pelo padrão de sinal do vetor q para
uma opção jaZZ de estilo americano do teste 5 calculada pelo esquema de
Crandall-Douglas, com a = 1.

temos o seguinte

g, - g,, - .,4o-).{'"'é. {.o.;' - ,.-4'}

g,, > o ++:> Z)e5 > re'!

Mas S :: .l(e' e portanto

g, -- g,,. > o

Pela teoria de opções americanas S(r) é uma função não decrescente sendo

que S(0) = max {ÊK, K}. Isto implica que

S(,'-) ? S(0) r ? 0
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0.5 
o 

-0.5 
·1 

-1.5 
-2 

-2.5 
-3 

-3.5 

Complementaridade linear 

sinal do vetor q -

V 

Figura 2.2: Gráfico da superficie gerada pelo padrão de sinal do vetor q para 

uma opção call de estilo americano do teste 5 calculada pelo esquema de 

Crandall-Douglas, com a = 1. 

temos o seguinte 

Mas S = K ex e portanto 

9r - 9xx > O ç;, 

Pela teoria de opções americanas S( T) é uma função não decrescente sendo 

que S(O) = max { 15K, K}. Isto implica que 

39 



Complementaridade linear

'o-) ? :«- { Ê-«, «'}

se a''>0 então e'(') > r oque significaque

para z > z,- se cumpre que g,- -- g,, >0

>

Teorema l Se u" é solução do problema de compZementahdade é2..íe9 então

Para m ? l se cumpre que u=' ? eõu=' l

Prova
Vamos razonar por inducção. Seja m = 1 então temos que o PCL (2.12)

se transforma em
.4ui > uo

(.'lu: u')(u: - g:) - 0

onde as condições de fronteira que se cumprem são uo = go e

ux -Z g'

Isto prova o teorema pala o primeiro instante de tempo, caso m :: l.
Hlipotóse de inducção
Supondo que o enunciado é valido para todo p com p $ m queremos

provar que o resultado é valido para p :: m + 1. Temos o PCL

,4U='+: 2 Um

U='+: 2 gm+l

(..4U;''''' -- U=')(UT''': -- gnm+:)
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[> 

S(T) ~ ma.x { ;K, K} 
se T > O então ex(T) > ; o que significa que 

para x > X7 se cumpre que gT - 9xx > O 

Teorema 1 Seu: é solução do problema de complementaridade (2.12) então 

Para m ~ l se cumpre que u: ~ e8u:-1 . 

Prova 

Vamos razonar por inducção. Seja m = 1 então temos que o PCL (2.12) 

se transforma em 
Au1 ~ u 0 

UI~ gl 

(Au1 
- uº)(u1 

- g1) = O 

onde as condições de fronteira que se cumprem são u0 = gº e 

Isto prova o teorema para o primeiro instante de tempo, caso m = 1. 

Hipotóse de inducção 

Supondo que o enunciado é valido para todo p com p :s; m queremos 

provar que o resultado é valido para p = m + l. Temos o PCL 

u:+1 ~ 9:,+1 

(Au:+ 1 - u:)(u:+1 - g~n+l) = O 
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Note que como u=' 2 eõu=''i temos que

.4u:'+: ? e'u;'-:
U='+: 2 gnm+:

(2.14)

Agora eów=' é solução de

.'l(e'ur) ? e'u='':
e'u;' 2 e;gnm = g"+:

(2.15)

Das equações (2.14) e (2.15) concluímos

uT+: ? e;u='

Isto prova o teorema para o caso geral.

Uma consequiência imediata. é que como u='+1 2 eÓu- e eõu= = eõgnm 2.

g#'+l temos que a fronteira se move para a direita.

Observação Uma prova similar pode ser dada para o padrão de sinal
do vetor q quando aplicamos os esquemas de diferenças finitas de Crandall-

Douglas, Crank-Nicolson e a fórmula BDF2 ao operador de difusão. Es-
sencialmente a prova faz uso dos seguintes fatos: a estrutura da matriz .A,
consistência dos esquemas de diferenças finitas com a equação diferencial

parcial e as propriedades da função g.

Para opções americanas de venda, o vedor de complementaridade tem o

padrão de sinal q. ? 0 para zin/ < z < z, e q. < 0 para z, < z < z.UP.

Assim, basta iverter siplesmente a ordem das componentes dos vetoies q e z,

do mesmo modo fazer com os elementos da diagonal principal, sub-diagonal

e super-diagonal da matriz .A, intercambiando a sub-diagonal com a super-
diagonal, e proceder com o algoritmo como descrito acima.

>
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Capítulo 3

Testes computacionais

A implementação apresentada nesta seção foi desenvolvida na linguagem

de programação GNUi FOR:l'RAN 90 utilizando precisão simples e executado

num computador do IME-USP com as seguintes características: processador
AMD2 Opteron 242, 512Mb. de memória RAM e sistema operacional Linux,

distribuição Debian3

Teste 3

Nós apresentamos agora simulações numéricas para ilustrar a aproximação
à formulação de Black e Scholes ilustrada acima. Para este exemplo, foram
utilizados os seguintes valores dos parâmetros r = 0.1, a = 0.4, k = 1,
D = 0.07, zi./ :: --4.6, z..p = 1.6, .N := 124, 6.l- = 0.005. Portanto,
A= = 0.05, a = 2.

A Tabela 3.1 apresenta os resultados pala uma pHt americana após 20

iterações (1- = 0.1). E na Figura 3.1 é mostrada a solução aproximada pelo

esquema Crandall Douglas e utilizando o método de Elliott Ockendon para

'x?wvw.gnu.oig
'wwxx,.alnd.com
awww.debian.org
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S 3 Testes computacionais

os cálculos dos PCL's

Tabela 3.1: Teste 3, 6.7- = 0.005

Figura 3.1: Gráfico em t = 0.005 do preço de uma opção put de estilo
americano do teste 3 calculada pelo esquema de Crandall-Douglas, com a = 2
e Az = 0.05.
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Prprn dn At.iyn Explicito Crank-Nicolson BDF Douglasl

 

0.4230501
0.3945534
0.1508205
4.3224E 2
1.1787E 2
3.0555E 3
1.2009E 3
4.2817E 4
1.3515E 4
2.4236E 5

0.4230501
0.3945404
0.1507020
4.3173E 2
1.1805E 2
3.0868E 3
1.2263E 3
4.4472E 4
1.4366E 4
2.6263E 5

0.4230501
0.3945523
0.1508193
4.3203E 2
1.1795E 2
3.0868E 3
1.2319E 3
4.5128E 4
1.4813E 4
2.7459E 5

0.4230501
0.3945473
0.1507912
4.3191E 2
1.1766E 2
3.0489E 3
1.1997E 3
4.2923E 4
1.3636E 4
2.4608E 5

§ 3 Testes computacionais 

os cálculos dos PCL's. 

Preço do Ativo Explicito Crank-Nicolson BDF Douglasl 

0.57 0.4230501 0.4230501 0.4230501 0.4230501 

0.60 0.3945534 0.3945404 0.3945523 0.3945473 

1.0 0.1508205 0.1507020 0.1508193 0.1507912 

1.4 4.3224E - 2 4.3173E- 2 4.3203E- 2 4.3191E - 2 

2.0 l.1787E - 2 l.l805E - 2 l.l 795E - 2 l.l766E - 2 

2.5 3.0555E- 3 3.0868E- 3 3.0868E- 3 3.0489E - 3 

3.0 l.2009E - 3 l.2263E - 3 l.2319E - 3 l.1997E - 3 

3.4 4.2817E - 4 4.4472E- 4 4.5128E- 4 4.2923E- 4 

4.0 l.3515E - 4 l.4366E - 4 l.4813E - 4 l.3636E - 4 

4.7 2.4236E - 5 2.6263E - 5 2.7459E- 5 2.4608E - 5 

Tabela 3.1: Teste 3, 6T = 0.005 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

\ 
\ 
1 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

valor da put -
payoff ------

o L___,____:,___,___-=::=="----'-----'-----'-----'---___J 

o 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

Figura 3.1: Gráfico em t 0.005 do preço de uma opção put de estilo 

americano do teste 3 calculada pelo esquema de Crandall-Douglas, com a = 2 

e 6..x = 0.05. 

43 



Testes computacionais

Teste 4

Considere uma opção caZJ americana a seis meses com uma taxa de divi-
dendo Z) = 0.03. O preço de exercício é 100, a taxa de juros livre de risco
é r = 0.03, e a volatilidade é 40% ao ano. A fronteira direita é fixada ein

r-p = 1.6 e a esquerda em z{«.f - --4.6. Uin tan-ranho de passo no tempo
M = 496 com a = 0.16 é tomado para todos os métodos. Como os dados

da solução excita não são conhecidos utilizamos o método éxplicito com um
refinan:tento de malha tal que a convegência do método é alcançada. Para
propósitos de comparação nós tomamos esses valores como sendo os valores

exatos da opção. Os resultados são apresentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Teste 4, a'- := 0.04 valor de uma caZJ americana com vencimento
em 6 meses, o número de passos de tempo foi 256, cr = 0.16

3.1 Teste de Convergência
Neste experimento numérico comparamos as taxas de convergência dos

métodos Crank-Nicolson, a fórmula BDF2 e o esquema de Crandall-Douglas.

Os problemas de complemetaridade linear a cada passo de tempo foram re-
solvido s pelo algoritino de Elliott e Ockendon. Para os cálculos de uma

44

Propn rln A +ivn
L X v\Ív \.tv A XUA T V

Valor Verdadeiro Crank-Nicolson BDF Douglasl
40.15
50.28
60.65
70.46
80.85
90.48
100
110.51
120.62

0.002942
0.048605
0.333538
1.207727
3.265165
6.525598
11.10845
17.61820
25.05209

0.002965
0.048705
0.333569
1.207241
3.263724
6.523326
11.10576
17.61559
25.04994

0.002966
0.048706
0.333565
1.207235
3.263726
6.523339
11.10577
17.61561
25.04994

0.002936
0.048542
0.333258
1.207059
3.264007
6.524074
11.10674
17.61651
25.05058

§ 3 Testes computacionais 

Teste 4 

Considere uma opção call americana a seis meses com uma taxa de divi­

dendo D = 0.03. O preço de exercício é 100, a taxa de juros livre de risco 

é r = 0.03, e a volatilidade é 40% ao ano. A fronteira direita é fixada em 

Xsup = 1.6 e a esquerda em Xinf = -4.6. Um tamanho de passo no tempo 

NI = 496 com a = 0.16 é tomado para todos os métodos. Como os dados 

da solução exata não são conhecidos utilizamos o método éxplicito com um 

refinamento de malha tal que a convegência do método é alcançada. Para 

propósitos de comparação nós tomamos esses valores como sendo os valores 

exatos da opção. Os resultados são apresentados na Tabela 3.2. 

Preço do Ativo Valor Verdadeiro Crank-Nicolson BDF Douglasl 

40.15 0.002942 0.002965 0.002966 0.002936 

50.28 0.048605 0.048705 0.048706 0.048542 

60 .65 0.333538 0.333569 0.333565 0.333258 

70.46 1.207727 1.207241 1.207235 1.207059 

80.85 3.265165 3.263724 3.263726 3.264007 

90.48 6.525598 6.523326 6.523339 6.524074 

100 11 .10845 11.10576 11.10577 11.10674 

110.51 17.61820 17.61559 17.61561 17.61651 

120.62 25 .05209 25.04994 25.04994 25.05058 

Tabela 3.2: Teste 4, T = 0.04 valor de uma call americana com vencimento 

em 6 meses, o número de passos de tempo foi 256, a = 0.16 . 

3.1 Teste de C onvergência 

Neste experimento numérico comparamos as taxas de convergência dos 

métodos Crank-Nicolson, a fórmula BDF2 e o esquema ele Crandall-Douglas. 

Os problemas de complemetaridade linear a cada passo de tempo foram re­

solvido s pelo algoritmo de Elliott e Ockendon. Para os cálculos de uma 
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g 3 Testes computacionais

opção americana de compra tomamos os seguintes valores dos parâmetros
a = 0.6, r = 0.25, -K = lO, .D = 0.2, zi«/ :: --6.9, z-p = 1.9 e T = 1. Os

resultados são apresentados na Tabela 3.3.
Para o caso dos esquema Crank-Nicolson e BDF2 e Crandall-douglas a

solução numérica apresenta presição silhilar para os tamanhos de passo espa-

cial .V = 176, 352, 704, Da Tabela 3.3 vemos que quando o número de passos

espaciais crece de 704 para 1408 a solução ntunérica obtida pelo esquema de

Crandall-Douglas tem maior precisão que os outos métodos avaliados.

Tabela 3.3: Teste 5, Erro máximo e taxa de convergência da solução numérica
de uma caju americana com vencimento em 12 meses.

3.2 0 delta

Neste último experimento numérico, estudamos a influência do esquema

de discretização temporal para a função delta, a qual é a derivada do preço

da opção cona respeito a S. Nas figuras 3.2 e 3.3, mostramos as funções delta

para opções ca/Z e p&t americanas nos casos do método de orai:tk-Nicolson e
o esquema de BDF2.

Como pode ser visto o esquema BDF2 suavisa as funções delta enquanto
oscilações indesejáveis surgem-t do uso do método de Crank-Nicolson. Estas
oscilações são localizadas perto do preço de exercício -l(, onde a derivada
espacial da condição inicial é descontínua. Os valores dos parâmetros são
os mesmos que os usados no teste de convergência e foi usada .N = 2048 e
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N Espaco M Tempo Crank-Nicolson BDF Douglasl

   
1.565918E 3
3.744659E 4
8.023125E 5
6.196267E 6

1.558269E 3
3.728284E 4
8.061523E 5
6.120635E 6

1.243767E 3
2.875099E 4
7.961523E 5
3.635415E 8

§ 3 Testes computacionais 

opção americana ele compra tomamos os seguintes valores elos parâmetros 

a = 0.6, r = 0.25, K = 10, D = 0.2, X inf = -6.9, XsiLp = 1.9 e T = 1. Os 

resultados são apresentados na Tabela 3.3. 

Para o caso elos esquema Crank-Nicolson e BDF2 e Crandall-clouglas a 

solução numérica apresenta presição similar para os tamanhos ele passo espa­

cial N = 176, 352, 704, Da Tabela 3.3 vemos que quando o número de passos 

espaciais crece ele 704 para 1408 a solução numérica obtida pelo esquema ele 

Cranclall-Douglas tem maior precisão que os outos métodos avaliados. 

N Espaco M Tempo Crank-Nicolson BDF Douglasl 

176 216 1.565918E - 3 1.558269E - 3 1.243767 E - 3 

352 432 3.744659E - 4 3.728284E - 4 2.875099E - 4 

704 864 8.023125E - 5 8.061523E - 5 7.961523E - 5 

1408 1728 6.196267E- 6 6.120635E - 6 3.635415E - 8 

Tabela 3.3: Teste 5, Erro máximo e taxa de convergência da solução numérica 

de uma call americana com vencimento em 12 meses. 

3.2 O delta 

Neste último experimento numérico, estudamos a influência do esquema 

de discretização temporal para a função delta, a qual é a derivada do preço 

da opção com respecto a S . Nas figuras 3.2 e 3.3, mostramos as funções delta 

para opções call e put americanas nos casos do método de Crank-Nicolson e 

o esquema de BDF2. 

Como pode ser visto o esquema BDF2 suavisa as funções delta enquanto 

oscilações indesejaveis surgem elo uso do método ele Crank-Nicolson. Estas 

oscilações são localizadas perto do preço de exercício K, onde a derivada 

espacial da condição inicial é descontínua. Os valores dos parâmetros são 

os mesmos que os usados no teste de convergência e foi usada N = 2048 e 
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Testes computacionais

]W = 32. O tamanho do passo no tempo M foi relativamente pequeno com
a Ênalidade de gostar as oscilações.

.0.2

0.4

.0.6

.0.8

2BDF
C-N

,/

1.2

1.4

1.6

/
/

/

1.8

.2

6 7 8 9 10 ll 12 13 14

Figura 3.2: Gráfico em T = 1 da função delta de uma opção put americana
do teste 4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson e por 2BDF, com Z\z =
Í ) Í )Í )4

Nós ainda refinamos mais a malha para uma grade de 8188 pontos espa-

ciais por 128 pontos temporais e observamos da figura 3.4 que o esquema de
Crank-Nicolson continua apresentado oscilações perto do preço de exercício.

Com isto comprovanlos que mantendo cl constante o esquema de Crank-
Nicolson não é dissipativo. Além disso, dado que a função payo# g tem
derivada discontínua pala o instante inicial, o esquema de Clrank-Nicolson

acaba apresentado dados errados da solução numérica da função delta.
Testes para o cálculo da delta foram realizados para o esquema de Crandall

Douglas e observamos que este apresenta oscilasões na solução numérica, por-
tanto devemos utilizar métodos dissipativos que suavisem essas oscilasões,

para este fim nós fazemos uso o da fórmula BDF2.
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JVI = 32. O tamanho do passo no tempo J"\lf foi relativamente pequeno com 

a finalidade de mostar as oscilações. 
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Figura 3.2: Gráfico em T = l da função delta de uma opção put americana 

do teste 4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson e por 2BDF, com 6..x = 
Q_QQ4. 

Nós ainda refinamos mais a malha para uma grade de 8188 pontos espa­

ciais por 128 pontos temporais e observamos da figura 3.4 que o esquema de 

Crank-Nicolson continua apresentado oscilações perto do preço de exercício. 

Com isto comprovamos que mantendo a constante o esquema de Crank­

Nicolson não é dissipativo. Além disso, dado que a função payoff g tem 

derivada discontínua para o instante inicial, o esquema de Crank-Nicolson 

acaba apresentado dados errados da solução numérica da função delta. 

Testes para o cálculo da delta foram realizados para o esquema de Crandall­

Douglas e observamos que este apresenta oscilasões na solução numérica, por­

tanto devemos utilizar métodos dissipativos que suavisem essas oscilasões, 

para este fim nós fazemos uso o da fórmula BDF2. 
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1.5

1.4

1.3

1.2

1 .1

2BDF
C-N

0.9

0.8

0.7

0.6

./""'
/

7 8 9 10 ll 12 13 14

Figura 3.3: Gráfico em T = 1 da função delta de uma opção caZJ americana do
teste 4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson e 2BDF, com zXz = 0.004.

Figura 3.4: Gráfico em T = 1 da delta de unia opção jaZZ americana do teste
4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson zXz = 0.001.
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Figura 3.3: Gráfico em T = 1 da função delta de uma opção call americana do 

teste 4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson e 2BDF, com ~x = 0.004. 
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Figura 3.4: Gráfico em T = l da delta de uma opção call americana do teste 

4 calculada pelo esquema de Crank Nicolson ~ x = 0.001. 
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Capítulo 4

Conclusões

Neste trabalho, aplicamos métodos de diferenças finitas para precificar
opções uani/Za de estilo americano. Foi investigado esquemas de discre-

tizações no tempo e no espaço e se utilizou um método direto para o problema

de complementaridade linear.

Aplicamos o método 0 para a discretização do operador de difusão. Este

esquema pode chegar a ser de quarta ordem de precisão no espaço e incondi-
cionalmente estável como no caso 0 = 1 -- i;L. Nós estudamos a influência da

discretização no tempo para o calculo da grega delta da opção e aplicamos
a fórmula BDF2 para a discretização no tempo e verificou-se nos experimen-

tos numéricos que esta possui precisão similar ao método incondicionalmente
estável de Crank Nicolson, além disso, comprovamos que a fórmula BDF2

produz menores oscilasões que o método de Crank Nicolson.

Quando aplicamos às desigualdades variacionais para opções americanas
o as discretizações levam a problemas de complementaridade (,4,q) linear que

precisam ser resolvidos ein cada passo do tempo, onde a matriz .4 é unia M-

matriz tridiagonal e o vetor q tem as propriedades de sinais necessárias para

a aplicação do algoritino de Elliott Ockendon como observado anteriormente

na secção 2.2. Nesta formulação a restrição de exercício adiantado da opção
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Conclusões

é manipulado usando as propriedades do sinal do vetor q
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Conclusões 

é manipulada usando as propriedades do sinal elo vetor q. 
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-A.pêndice

O presente capítulo começa com a derivação da equação de precificação

para opções européias baseada na construção de uln portfolio cujo valor siga
os fluxos de dinheiro do derivativo ein função do tempo. Há outras apro-

ximações fundamentais para derivar as equações de precificação para deiiva-

tivos européios, uma delas faz uso do teorema de Feynman-Kac ( j121 secção

3.3), que estabelece que a esperança condicional de um processo estocástico
obedece uma equação diferencial parcial. Existe ainda uma aproximação

mais moderna para o problema de precificação, chamado 'replication princi-

pie' vida j121.

PreciHcação de Opções pela Aproximação Di
ferencial

No seu famoso trabalho, Black e Scholes transformaram o problema de

precificação na terefa de resolver uma equação diferencial parcial parábolica
com uma condição final. Do lado do uso de equações diferenciais parciais

conto uma ferramenta técnica, a principal idéia conceptual de Black e Scholes

radica na construcção de um portfolio livre de risco consistindo de posições
tomadas sobre bonds, opções, e o ativo objeto. Considerações para este
modelo
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ximações fundamentais para derivar as equações de precificação para deriva­

tivos européias, uma delas faz uso do teorema de Feynman-Kac ( [12] secção 

3.3), que estabelece que a esperança condicional de um processo estocástico 

obedece uma equação diferencial parcial. Existe ainda uma aproximação 

mais moderna para o problema de precificação, chamado 'replication princi­

ple' vide [12] . 

Precificação de Opções pela Aproximação Di­

ferencial 

No seu famoso trabalho, Black e Scholes transformaram o problema de 

precificação na terefa de resolver urna equação diferencial parcial parábolica 

com uma condição final. Do lado do uso de equações diferenciais parciais 

como uma ferramenta técnica, a principal idéia conceptual de Black e Scholes 

radica na construcção de um portfolio livre de risco consistindo de posições 

tomadas sobre bonds, opções, e o ativo objeto. Considerações para este 

modelo 
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e O preço do ativo objeto segue o movimento geométrico browniano d$

pSdt + o-SdW com p, o- constantesl

e i:tão há dividendos durante a vida do derivativol

© a negociação com títulos é continuai

e é permitido a venda a descoberto de títulos, com a total utilização dos

recursos;

e não há custos de transação;

e todos os títulos são infinitamente divisíveisl

e não há oportunidades de arbitragem livre de riscos

e a taxa de juro lide de risco de curto prazo, r, é constante e igual para
todos os vencimentos.

Construcção de um portfolio livre de risco e o problema de Cauchy.
Em seu artigo (jlll), Black e Scholes consideram um portfolio cosistindo de
posições variáveis em um bond l So e um ativo objeto S, e exatamente de uma

opção vendida. Por simplicidade vamos supor o caso de uma caZ/ eulopéia
com preço de exercício Ã.. Black e Scholes supõem que o preço da caju no

tempo t pode ser representado como uma função O(S(t),t) do tempo e do
preço anual S(t). Naturalmente, o preço da opção na maturidade T é dado

C(S(T) , I")
por

Para continuar com o argumento precisamos da seguinte definição:
Portfolio (@o, éi) É um par éo e 'Pi o qual descreve respectivanaente o

número de unidades de ativos e de bonds que ten-tos no tempo t.

iO mode]o do preço de um band é So(t) = /e'', So(0) =: .r, ] C ]R+
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• O preço do ativo objeto segue o movimento geométrico browniano dS = 

1-tSdt + crSdW comµ, cr constantes; 

• não há dividendos durante a vida do derivativo; 

• a negociação com títulos é contínua; 

• é permitido a venda a descoberto de títulos, com a total utilização dos 

recursos; 

• não há custos de transação; 

• todos os títulos são infinitamente divisíveis; 

• não há oportunidades de arbitragem livre de risco; 

• a taxa de juro livre de risco de curto prazo, r, é constante e igual para 

todos os vencimentos. 

Construcção de um portfolio livre de risco e o problema de Cauchy. 

Em seu artigo ([11]), Black e Scholes consideram um portfolio cosistindo de 

posições variáveis em um bond 1 S0 e um ativo objeto S, e exatamente de uma 

opção vendida. Por simplicidade vamos supor o caso de uma call européia 

com preço de exercício K . Black e Scholes supõem que o preço da call no 

tempo t pode ser representado como uma função C(S(t), t) do tempo e do 

preço atual S(t). Naturalmente, o preço da opção na maturidade T é dado 

por 

C(S(T), T) = (Sr - Kt. 

Para continuar com o argumento precisamos da seguinte definição: 

Portfolio (</>0 , </>1) É um par </>o e </> 1 o qual descreve respectivamente o 

número ele unidades ele ativos e de bonds que temos no tempo t . 

10 modelo do preço de um bond é S0 (t) = l e"t, S0 (0) =: I,I E JR+. 

51 



Apêndice

Estratégia Cola a idéia de portfolio vem a idéia de estratégia. A des-

crição (@o(t), @i(t)) é uma estratégia dinâmica que detalha a quantidade de
cada componente a segurar em cada instante. Um portfolio é de auto finan-

ciamento se a mudança em seu valor depender somente da mudança do preço
do ativo.

A idéia principal de Black e Scholes é seguir uma estratégia de negocio
(tiading) de autofinanciamento (@o(t), @i(t)) em ativos e bonda tais que o

processo da riqueza incluindo exatamente uma, opção jaZZ vendida

n(t) @o(t)So(t) + @: (t)S(t) 0(S(t) , t)

não possui nenhuma flutuação aleatoria. Este é considerado como um portfo-

lio livre de risco. Se então o preço de opção satisfaz as condições necessárias

para a aplicação da fórmula de lto, i.e., se C'($, t) for suficientemente suave,
então obtemos:

dn(t) - @o(t)dso(t) + @: (t)ds(t) - dc'(s(t), t)
So(t), + @: (t)S(t)P

(c. + o.sp + {o«s'(t)«')l at
+(@:(t)S(t)a - OsS(t)a)dW(t)

Para ll(t) ser o processo da riqueza correspondente ao portfolio livre de risco
os coeficientes de difusão devem-se anular (para eliminar a incerteça). Daqui
devemos ter

@:(t)
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Estratégia Com a idéia ele portfolio vem a idéia ele estratégia. A des­

crição ( cf>o ( t), c/>1 ( t)) é uma estratégia dinâmica que detalha a quantidade ele 

cada componente a segurar em cada instante. Um portfolio é de auto finan­

ciamento se a mudança em seu valor depender somente ela mudança do preço 

do ativo. 

A idéia principal de Black e Scholes é seguir uma estratégia de negocio 

(tracling) de autofinanciamento ('l/J0(t), 'l/J1 (t)) em ativos e boncls tais que o 

processo da riqueza incluindo exatamente uma opção call vendida 

IT(t) := 'l/Jo(t)So(t) + '!/J1 (t)S(t) - C(S(t), t) 

não possui nenhuma flutuação aleatoria. Este é considerado como um portfo­

lio livre de risco. Se então o preço ele opção satisfaz as condições necessárias 

para a aplicação ela fórmula de Ito, i.e., se C(S, t) for suficientemente suave, 

então obtemos: 

dIT(t) = 'lf;0 (t)dS0 (t) + '!/J1 (t)dS(t) - dC(S(t), t) 

= ['l/Jo(t)So(t)r + '!/J1 (t)S(t)µ 

- ( Ct + CsSµ + ½CssS2 (t)0"2
)] dt 

+('lf;1 (t)S(t)O" - CsS(t)O")dW(t) 

Para IT(t) ser o processo da riqueza correspondente ao portfolio livre de risco 

os coeficientes ele difusão devem-se anular (para eliminar a incerteça). Daqui 

elevemos ter 

'!/J1 (t) = Cs(S, t) . 
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Por razões de arbitragem 2, o processo da riqueza ll(t) deve comportar-se
como um múltiplo do preço do bond, nós assim requeremos

dn(t) - «n(t)dt

Substituindo agora @t(t) por (Js(S, t), o requeremento acima sobre o coefici-
ente draft implica

«n(t) - ,@o(t).%(t) + pCsS O. + Cs$p + {CssS'(t)a'
(t)So(t) + @:(t)S(t) - C'(S(t), t)) + ,0(S(t), t)

+(P - ,)OsS(t) - (C* + pOiS(t) + bossa'S(t)')
+ ('C' "C.S(t) - Ct - l;C««'S(t))

0

Junto com a condição final em t = T e algumas condições apropriadas

de regularidade, nós obtemos assim que o preço da caZ/ C(S(t), t) resolve o

seguinte problema de Cauchy

{a'S(tyCss + (, - -0)SCs + o. - ,c t) c (o, '") x lo,r)
c'(s, r) (s - KF', s c (o, m)
com

C' C a((0, m) x lO,r1) 0C:''((0, .«) x lO,r))

Onde temos acrescentado o termo devido à taxa de dividendos.

2A equação para dll não involucra dl't, o portfolio é livre de risco durante uin período
de tempo dt e portanto ganha a taxa instantânea de retorno r, ou seja dll = rlldt.
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Por razões ele arbitragem 2
, o processo ela riqueza IT(t) eleve comportar-se 

como um múltiplo elo preço elo boncl, nós assim requeremos 

dIT( t) = r II( t )dt. 

Substituindo agora 'lj;1 (t) por Cs(S, t), o requeremento acima sobre o coefici­

ente clrift implica 

rIT(t) = r'I/Jo(t)So(t) + /tCsS - Ct + CsSµ + ½CssS2(t)a2 

= r('I/Jo(t)So(t) + 'lj;1(t)S(t) - C(S(t), t)) + rC(S(t), t) 

+(µ - r)CsS(t) - (Ct + µCsS(t) + ½Cssa2S(t) 2
) 

= rIT(t) + (rC - rCsS(t) - Ct - 1Cssa2S(t)) 

=Ü 

Junto com a condição final em t = T e algumas condições apropriadas 

de regularidade, nós obtemos assim que o preço da call C(S(t), t) resolve o 

seguinte problema de Cauchy 

½a2S(t)2Css + (r - D)SCs + Ct - rC = O, (S, t) E (O, oo) x [O, T) 

C(S, T) = (S - K)+, SE (O, oo) 

com 

e E C((O,oo) X [ü,T]) íl C 1
•
2((0,oo) X [O,T)) 

Onde temos acrescentado o termo devido à taxa de dividendos. 

2 A equação para dII não involucra dvVi, o portfolio é livre de risco durante um periodo 

de tempo dt e portanto ganha a taxa instantânea de retorno r, ou seja dII = rIIdt . 
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Observação

O processo seguido pelo preço de uilaa ação sem dividendos pode ser
escrito como

dS-- HSdl-F aSdz

!;- = /zdt + adz

Esse desenvolvimento do comportamento dos preços de uma ação é às vezes

conhecido como mo'uámenfo hownáano geometráco. A partir do lema de

ltõ, o processo seguido por uma função /, de S y t é:

ou

« - (gÉ«'*% -- ;g.';') «*g««;
Para uin instrumento americano, a aplicação do principio de não arbi-

tragem reduz o problema de precificação para a cálculo do máximo, sobre

todas as estratégias de exercício, de uma esperança sobre o espaço dos fatores

subjacentes que determinan-t o preço do instrumento.

Sob apropriadas condições, o cálculo destas esperanças se reduz à solução

de uln problema de complementaridade diferencial parcial j101 .

54

Apêndice 

Observação 

O processo seguido pelo preço de uma açao sem dividendos pode ser 

escrito como 

dS = µSdt + aSdz 

ou 
dS 
S = µdt +adz 

Esse desenvolvimento do comportamento dos preços de uma ação é às vezes 

conhecido como movimento browniano geometrico. A partir do lema de 

Itô, o processo seguido por uma função f, de S y t é: 

( 
a J a J 1 a2 

f 2 2) a J 
df = asµS + at + 2 as2ª s dt + asªSdz 

Para um instrumento americano, a aplicação do principio de não arbi­

tragem reduz o problema de precificação para a cálculo do máximo, sobre 

todas as estratégias de exercício, de uma esperança sobre o espaço dos fatores 

subjacentes que determinam o preço elo instrumento. 

Sob apropriadas condições, o cálculo destas esperanças se reduz à solução 

de um problema de complementaridade diferencial parcial [10]. 
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