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INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é apresentar um teorema
mini-max demonstrado recentemente por Greene e Kleitman.

Con a final.i.dado de enunciar este resultado, seja

P um conjunta finito parcialmente ordenado e k um i-nteiro
não negativa. Vamos considerar subconjuntos de P quenão coB:

têm cadeias de comprimento k+l, chamados k-famílias em P. O
teorema mi.ni-max afirma que

Dados P e k. exi.ste UHã k-família X ein P e uma pa]..

ti.ção t de P em cadeias ,ta]. que

IXI : >1 mina IC: l ,k}
C. C'r '

O enunciado não apresenta uma igual-dado mini-max.
Entretanto, é fácil verificar que se Y é uma k-farol'lia eH P

e 6 é una partição de P em cadeias, então

IYI >1 mi-nÍIDii,k}

}

INTRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho é apresentar um teorema 

mini-max demonstrado recentemente por Greene e Kleitman. 

Com a finalidade de enunciar este resultado, seja 

Pum conjunto finito parcialmente ordenado e k um inteiro 

nao negativo. Vamos considerar subconjuntos de P que nao con 

tem cadeias de comprimento k+l, chamados k-familias em P. O 

teorema mini-max afirma que: 

Dados P e k, existe uma k-família X em P e uma Pª! 

tiçio 1: de P em cadeias,tal que 

l min { 1 C. ! , k} . 
e. €1: i 

l. 

O enunciado nao apresenta uma igualdade mini-max. 

Entretanto, é fácil verificar que se Y é uma k-família em P 

e ô é uma partição de P em cadeias, então 

1 Y 1 ~ Í min { 1 D. 1 , k} . 
D. €ô 1 

l. 
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Portanto, se a igualdade contida no enunciado do
teorema se verifica, concluímos que X é uma k-família em P

de cardinalidade máxima Cdenominada Sperner k-família em P)

e T é uma partição de P em cadeias que minimiza a somató-

rio ã direita da igualdade.

Neste traba].ho, encontra-se uma demonstração de u-

ma generalização deste teorema, provada inicialmente por
Greene e K]eitman [GK]. Outras provas deste resu]-todo foram

obtidas por c].judia Lucchesi e por Hoffman e Schwartz [HS]

Teoremas demonstrados anteriormente inspiraram a dÊ.

finição de Sperner k-famÍl-ia em P. Apresentamos abaixo uma

visão h:istãrica destes resu].tados

Em 1928, Sperner [S2] determina a cardina]i.date mã

cima de uma anticadeia do conjunto P(X) dos subconjuntos de

um conjunto finito X, parcialmente ordenado por inclusão.

Varias demonstrações deste resu].Lado surgiram posteriormen-
te, destacando-se entre e].as a e].egante prova de Lube]] [L].

Em ].945, ErdÕs ]:E] determina a cardinalidade de u-

rna Sperner k-família em P(X) : estendendo o teorema combina-
torzo acima.

Generalizações destes resultados foram conjectura-

das quando P(X) é substituído pelo conljunto P(N) dos divisa.

res de um íiÚmero natural N, l)arcialmente ordenada por divi-

i
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Portanto. se a igualdade contida no enunciado do 

teorema se verifica; concluímos que X é uma k-famÍlia em P 

de cardinalidade máxima (denominada Sperner k-famÍlia em P) 

e T é uma partição de P em cadeias que minimiza a somató­

ria à direita da igualdade. 

Neste trabalho, encontra-se uma demonstração deu­

ma generalização deste teorema, provada inicialmente por 

Greene e Kleitman [GKJ. Outras provas deste resultado foram 

obtidas por Cláudio Lucchesi e por Hoffman e Schwartz [HSJ. 

Teoremas demonstrados anteriormente inspiraram a d~ 

finição de Sperner k-família em P. Apresentamos abaixo uma 

visão hist6rica destes resultados. 

Em 1928, Sperner [S2] determina a cardinalidade má 

xima de uma anticadeia do conjunto P(X) dos subconjuntos de 

um conjunto finito X, parcialmente ordenado por inclusão. 

Várias demonstrações deste resultado surgiram posteriormen­

te. destacando-se entre elas a elegante prova de Lubell [L]. 

Em 1945, Erdos [EJ determina a cardinalidade deu­

ma Sperner k-famÍlia em P(X). estendendo o teorema combina­

tório acima. 

Generalizações destes resultados foram conjectura­

das quando P(X) i substituído pelo conjunto P(N) dos diviso 

res de um nfimero natural N, parcialmente ordenado por divi-
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subi.].idade. A extensão do teorema de Sperner nestes termos

foi proposta como um problema prémio em 1949(+)

Param-e].anente ã estes resuJ-tados, surgi.u em 1950 um

teorema mini-max que se tornou cé].ebre. Este resultado esta

enunciado abaixo e foi demonstrado inicialmente por Dilworth
[Dl]

A cardina].idade máxima de uma anticadeia de um con

junto finito parcial-medite ordenado P é igual ao nÚ

mero mínimo de blocos numa partição de P em cadeias

Após o aparecimento deste teorema, surgiram novas
demonstrações do teorema de Erdê$s e as conjecturas referidas

foram provadas. Estas provas enval-vem partições de P(X) ou

PCN) em cadeias que possuem determinadas propriedades.

Q teorema de Dilwarth é um corolário do teorema mi

ni-max de CreCHe e Kleitman, pois se k= 1, estes resultados
$e co 3.;nc i.({em .

Analisando os conceitos utilizados na demonstração
que apresentamos do teorema central, conseguimos unia.car os

resultados dos capt+tul-as 111 e IV e apresentamos no capi'tu-

lo IV uma demonstração mais simples de uma general-i.zação do
teorema de Erdlis. demonstrada por Schê;nheim [Sl]. Esta foi.

uma das razões que nos levou a dispor o trabal-ho da seguin-

(+) - Proposto como um problema premio no Wiskundig Genootschap eu 1949.
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sibilidade. A extensão do teorema de Sperner nestes termos 

foi proposta como um problema prêmio em 1949(*). 

Paralelamente ã estes resultados, surgiu em 1950 um 

teorema mini-max que se tornou célebre. Este resultado está 

enunciado abaixo e foi demonstrado inicialmente por Dilworth 

[DlJ. 

A cardinalidade máxima de uma anticadeia de um con 

junto finito parcialmente ordenado Pé igual ao nª 

mero mínimo de blocos numa partição de P em cadeias. 

Após o aparecimento deste teorema, surgiram novas 

demonstrações do teorema de Erdos e as conjecturas referidas 

foram provadas. Estas provas envolvem partições de P (X) ou 

P(N) em cadeias que possuem determinadas propriedades. 

O teorema de Dilworth i um corolirio do teorema mi 

ni-max de Greene e Kleitman, pois se k= l, estes resultados 

se coincidem. 

Analisando os conceitos utilizados na demonstração 

que apresentamos do teorema central, conseguimos unificar os 

resultados dos capftulos III e IV e apresentamos no capítu­

lo IV uma demonstração mais simples de uma generalização do 

teorema de Erdõs, demonstrada por SchÕnheim [SlJ. Esta foi 

uma das raz5es que nos levou a dispor o trabalho da seguin­

(*) - Proposto como u.m problema prêmio no Wiskundig Genootschap em 1949. 
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No capítulo l são introduzidas definições e concei
tos básicos.

O capítulo ll contém uma denonstração do teorema

mini-nax de Greene e Klei.tman e o enunciado do dual deste.

Inicialnente, definimos uma relação de orden no conjunto das

k-fanz+].ias en P e mostranos que Q conjunto das Sperner k-fZ

mz'lias en P, parcialmente ordenado par esta ordem. é um re-

ticulada. Para atingirmos este resultado, que seta fundamen

tal na demonstração apresentada do terrena mini-nax,tomamos
contacto com propriedades estruturais das k-fami+lias em P

No capítulo 11.[, encontran-se demonstrações cons-

truti.vas dos teoremas de Sperner e de Erdõs.

O capítulo IV contém provas de generalizações dos

resultados do capítulo lli, quando P(X) é substi.tuido por

P(N)

Finalmente, apresentamos a bibliografia contendo as

referências diretamente ligadas aos resultados apresentados

Os capítulos serão decotados por algarismos rona-

nos. As seções de cada capítulo serão numeradas seqüencia].-
mente. Tambén os teoremas, as lemas, etc. serãonumerados se

qüencialmente dentro de cada capl+tulo. Para referências, o
;R,

- 4 -

te forma: 

No capítulo I sao introduzidas definições e concei 

tos básicos. 

O capítulo II contém uma demonstração do teorema 

mini-max de Greene e Kleitman e o enunciado do dual deste. 

Inicialmente, definimos uma relação de ordem no conjunto das 

k-famílias em P e mostramos que o conjunto das Sperner k-f!!_ 

mÍlias em P, parcialmente ordenado por esta ordem, é um re­

ticulado. Para atingirmos este resultado, que será fundamen 

tal na demonstração apresentada do teorema mini-max,tomamos 

contacto com propriedades estruturais das k-famílias em P. 

No capítulo III, encontram-se demonstrações cons­

trutivas dos teoremas de Sperner e de Erdõs. 

O capítulo IV contém provas de generalizações dos 

resultados do capítulo III, quando P(X) 

p (N). 

.. 
e substituido por 

Finalmente, apresentamos a bibliografia contendo as 

referências diretamente ligadas aos resultados apresentados 

ou referidos. 

Os capítulos serao denotados por algarismos roma­

nos. As seções de cada capítulo serão numeradas seqüencial­

mente. Também os teoremas. os lemas, etc. serão numerados s!: 

qüencialmente dentro de cada capítulo. Para referências, o 



teorema 3 do capítulo ll seta referido pelo número 3 dentro

do mesmo capítulo e por 3.11 em outros capítulos.

O si+mbolo + será usado no final das demonstrações
e a expressão ''sse'' seta utilizada como abrevi.atura de ''se
e saméntê $é '* ~

- 5 -

teorema 3 do capítulo II será referido pelo número 3 dentro 

do mesmo capítulo e por 3.II em outros capítulos. 

O símbolo• será usado no final das demonstrações 

e a expressão 11 sse" será utilizada como abreviatura de "se 

e somente se". 



CAPITULA l

DEriNiÇÕC$ E KESULTAOO$ BáSiCOS

1 - PARTIÇÃO E DECOMPOSIÇÃO

Uma co].eção X]..X2,. . . .Xk de subconjuntos de um coB
o X é uma de.campa.ó.{ção de X sse XinX.i = @ (l çi<j <k) e

U.Xi:X. Cada Xi (l çiçk) é denominado b,êaea da decomposi-
ção
l

Uma pa'L,Ü.çãa de um conjunto não vazia X é uma deck

paólçãa de X que não possui blocos nazi.os.

2 - CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

l)iz-se que uma relação B sobre um conjunto X é uma

relação de ordem sse as seguintes condições estão verificadas,
para quaisquer x,y e zGX:

a) xOx Cpropriedade reflexiva)

b) se x6y e y8x, então x=y (propriedade anta-simétrica)

c) se xOy e y8z, então xO z (propriedade transitava)
Â

CAPÍTULO l 

DEFINIÇÕES E RESULTADOS BÃSICOS 

1 - PARTIÇÃO E OECOMPOSl~ÃO 

junto X é 
k 
U Xi =X. 

i=l 
çao. 

Uma coleção x1 .x2 •..•• xk de subconjuntos de um cog 

uma de.c.ompo-0.lç.íio de X s se Xi nX j = {l) ( 1 ~ i < j ~ k) e 

Cada X. (1 ~ i ~ k) é denominado bloc.o da decompos i-
1 

Uma pMLlção de um conjunto nao vazio X e uma de.c..am­

po-0.lç~o de X que não possui blocos vazios. 

2 - CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 

Diz-se que uma relação e sobre um conjunto X é uma 

relação de ordem sse as seguintes condições estão verificadas, 

pa:ra quaisquer x, y e z€X: 

a) x6x (propriedade reflexiva) 

b) se xey e yex, então x = y (propriedade anti-simétrica) 

e) se xey e yez, então xez (propriedade transitiva) 

-6-



Um coizlulüa laaac,{laemiliüe a,-cdetmdo é um cona unto não vazio

P munido de utila relação de ordem, que denataremos frequente
mente por "<

Na decorrer da nosso trabalho, um conjunta parda.}
mente ordenado seta denotado por um par ordenado (P,<), ou

simpJ-esmente por P ,cluando não houver ambigüidade.

Se xe y eP, x çy e x # y, escrevemos x<y

Prosseguimos definindo alguns contei.tos usuais da

teoria dos conjuntos parcialmente ordenados. Com esta fina-

lidade, seja P um conjunto parcialmente ordenado, X um sub-

conjunto de P e xe y el-e)Bentos quaisquer de P

Os e].ementas xey :;ão campa./Lave,{.6 sse xç y ou y (x

Em caso contrãrio* x e y são ,{lncompcz,/Lave,ü ou .üdepei'tdei'üw e es

crevemos x g y e y # x.

Diz-se que xcob.te y sse x> y e não existe zeP ta].

que x > z > y.

X é uma aJz;Üllcade,{a de P sse os elementos de X são
dois a doi.s incomparáveis. X é; uma cadeia de P sse as elemen

tos de X são dois a dois comparáveis. Oeõmp/i,4íme/üo da ca-

deia X é igua]. ã IXI e denotaremos umê cadeia de comprimen-

to opor uma seqüência <xl'x2'''''xn> tal que xi<xi+l' l$
$ [ ç n-].

Um conjunto paJtci..ahnente oJt.denado é um conjunto nao vazio 

P munido de uma relação de ordem. que denotaremos freqiient~ 

mente por"~". 

No decorrer do nosso trabalho, um conjunto parcial 

mente ordenado será denotado por um par ordenado (P.~), ou 

simplesmente por P,quando não houver ambigilidade. 

Se xey8P, x~y e x;,:y, escrevemos x<y. 

Prosseguimos definindo alguns conceitos usuais da 

teoria dos conjuntos parcialmente ordenados. Com esta fina­

lidade, seja Pum conjunto parcialmente ordenado, X um sub-

conjunto de P e x e y elementos isquer de P. 

Os elementos x e y sao eampa11:ávw sse x ~ y ou y ~ x. 

Em caso contrário, x e y são -lneompall:ávw ou 1..ndependentu e es 

crevemos x /: y e y 1:. x. 

Diz-se que x cob1te. y sse x > y e nao existe z € P tal 

que x > z > y. 

X é uma ~de.ia de P sse os elementos de X sao 

dois a dois incomparáveis. X é uma c.adúa de P sse os elemen 

tos de X são dois a dois comparáveis. O eampJU.mento da ca­

deia Xi igual i IXI e denotaremos uma cade comprimen­

to n por uma seqüência <x1 ,x 2 •..• ,xn> tal que xi<xi+l' 1~ 

~i,n-1. 



X é um ,édea€1 ,üáe,ptÁ04 üiti P sse para todo xGX, se y < x,

então yeX. A intersecção de todos os ideais infere.ares en P

que contém X é o ,Z,deaZ ,üáe.ü.04 em P ge/Lado poA.X e seta denota-

do por X*. Dualmente define-se um ,üea€1 óupeitZax ciH P e o ideal
supera.or em P gerado por X, denotado por X*

Seja X # @ e xeX. x é um e].evento max,úae de X sse não

existe zeX ta]. que z > x, x é un ,C,ãn,{lÍe óupeluéraa. de X sse x> z
para todo z € X. x é o menor e.,ãtt.é,Ce lupa,füoa. de X sse x é um li

mito superior de X e se y é um limite superior de X, então

y > x. O menor ]-imite superior de X seta denotado pare.tt.b de.

X ou óup X. Dualmente define-se um elemento ttléttimaZ de X, um

,Cãn,€1Za ZttÁe/úa,'t de X e o mcúa,t ,C,{m,é,{e ,&táe,pl,ío,t de X, que seta deng
todo por g.Z.b de x ou .{ná x

Em seguida definimos i-somorfismo e produto direto
de dois conjuntos parcialmente ordenados. (P,ç) e CQ,ç).

Um ,üama4á,üma de P em Q é uma função bijetora
W:P ----- Q tal que x<y sse @(x) ÇW(y). P e Q são .mamoa-áaó

sse existe um isomorfismo entre eles.

P odtÍa Défipc,to de P e Q é o conjunto dos pares orde-
nados (x,z) É; PxQ,parcialmente ordenado pela relação de ordem

(x['z]) ç (x2'z2) sse x]çx2 ern P e z].ç z2 em Q.

Faci].mente podemos defina! produto direta de um número fmi

- 8 -

X é um ,ideal. ..úi6etúoJt em P sse para todo x€X, se y < x. 

então y€X. A intersecção de todos os ideais inferiores em P 

que contém X é o i.deai. hi6vúaJt em P geJUU.lo poJt X e será denota,.. 

do por X..,. Dualmente define-se um i.deai. .õu.pvúoJt em P e o ideal 

* superior em P gerado por X, denotado por X . 

Seja X'$.~ e x€X. x é um elemento ma.xi.mal de X sse nao 

existe z€X tal que z > x. x é um Umi.,t.e, '6upe1t.io1t de X sse x ➔ z 

para todo z €X. x ê o me.noJt R.1.mlte -óu..pvúoJt de X sse x é um 1 i 

~ite superior de X e se y & um limite sup~rior de X, entio 

y~x. O menor limite superior de X será denotado porl .. u.b de. 

X ou -óup X. Dualmente define-se um elemento m.úú..mal de X, um 

Um,lte, infie.túoJt de X e o ma.ioJt -U.nú.,,t.e, inóWOJt de X, que sera deno 

tado por g.l.b de X ou hió X. 

Em seguida definimos isomorfismo e produto direto 

de dois conjuntos parcialmente ordenados, (P.~) e (Q.,). 

Um .l6omo1t6.l6ma de P em Q é uma função bij etora 

tjJ: P --+ Q tal que x , y sse 111 (x) , 111 (y). P e Q são .l6omo1tóo4 

sse existe um isomorfismo entre eles. 

P1todut.o V.i.lt.eto de P e Q é o conjunto dos pares orde­

nados (x, z) € PxQ,parcialmente ordenado pela relação de ordem: 

facilmente podemos definir produto direto de um número fini 



to de conjuntos parcialmente ordenados, generalizando a de-

finição acha.

Descrevemos abaixo uma representação gráfica de um

conjunto parcialnente ordenado.

Se P é um conjunto parcialmente ordenado finito, P

possui lma representação gráfica, chamada dtlag/Lama de, Hmóe. Neste dia-

grana. elementos distintos de P são representados por pon-
tos distintos e existe um segmento orientado dex para y sse

y cobre x em P.

Na maioria de exemplos que apresentamos nesta dis-

sertação, a figura representa o diagralüa de Haste do conjuD:
to parcial-mente ordenado em questão e indicamos cam uma se-

ta a direção dos segmentos

EXEMPLO - Seja P(S) o conjunto dos subconjuntos do conjunto

finito Sa {a,b,c}. PCS) com a relação de inclusão é um Con-

junta parcialmente ordenado. Mostramos abaixo o diagrama de

Haste de P(S) e ilustramos alguns conceitos defina-dos

&b
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to de conjuntos parcialmente ordenados, generalizando a de­

finição acima. 

Descrevemos abaixo uma representação gráfica de um 

conjunto parcialmente ordenado. 

Se Pé um conjunto parcialmente ordenado finito, P 

possui uma representação gráfica, chamada dJ..agJW.ma de HMJe. Neste dia­

grama, elementos distintos de P são representados por pon­

tos distintos e existe um segmento orientado de x para y sse 

y cobre x em P. 

Na maioria de exemplos que apresentamos nesta dis­

sertação, a figura representa o diagrama de Hasse do conjun 

to parcialmente ordenado em questão e indicamos com uma se­

ta a direção dos segmentos. 

EXEMPLO - Seja P (S) o conjunto dos subconjuntos do conjunto 

finito S = {a,b,c}. P(S) com a relação de inclusão é um con­

junto parcialmente ordenado. Mostramos abaixo o diagrama de 

Hasse de P(S) e ilustramos alguns conceitos definidos. 

a ab 
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Observe que

ab cab,te a em P (S)

c e abc sãa campa'tava.ü em P(S)

<@,c,bc> é uma cada,{a de P(S) de como/Lémelüo 3

{ab,ac,bc} é uma atz,tllcade,{a de P(S)

abc é .e.ü.b de P(S)

@ é g.Z.b. de P(S)
Se X= {b,c}, então X* = {b,c,ab,ac,bc,abc}
Se X= {c,b,ab,ac,bc}, então ab,ac e bc são e].ementas ma-

)(,{ma,ü (b X.

3;- RETÍCULA80$

Vamos definir reticulados considerando ainda P um

conjunto parcialmente ordenado qualquer

P é um .ta,ücttCado sse existe óupÍx,y} e ,{lnálx,y}, pa-
ra quaisquer x eyG P.Denotaremos froqiientemente suplx,y} e

infÍx,y} por xv y e XA y, respectivamente

Q é umóab,te,tZlcü,cada do reticulado P sse QÇP e se x

e y são elementos de Q, então supÍx,y} em P e infÍx,y} em P
são el ementas de Q.

Um,üam04á,ümo de um reticulado P em um reticulado Q
é uma função bijetora @: P ------* Q tal que

@Cxv y) = @Cx) v @(y) e @(XA y) = @(x) A @(y).

- 10 -

Observe que: 

ab c.obJte a em P (S) . 

e e abc são c.ompaJtâ.vw em P (S) . 

<~,e, bc> é uma c.adm de P ( S) de c.ampJu.men:t.o 3 . 

{ab, ac. bc} é uma anüc.adm de P (S) . 

abc é l.u.b de P(S). 

g) é g.Lb. de P(S). 

* Se X= {b,c}, então X = {b,c,ab,ac,bc,abc}. 

Se X= {c,b,ab,ac,bc}, então ab,ac e bc são elementos ma­

u.mau. de X. 

3 - RETICULADOS 

Vamos definir reticulados considerando ainda P um 

conjunto parcialmente ordenado qualquer. 

Pé um Jtetic.uf..ado sse existe .&up{x,y} e -Ú'ló{x,y}. pa­

ra quaisquer x e y 6 P .Denotaremos freqüentemente sup{x,y} e 

inf{x,y} por x v y e x A y, respectivamente. 

Q é um .&ub1tmc.ui.a.do do reticulado P sse Qçp e se x 

e y sao elementos de Q, então sup{x,y} em P e inf{x,y} em P 

sao elementos de Q. 

Um .ú.,oman,6-l.&mo de um reticulado P em um reticulado Q 

é uma função bijetora ij>: P----+ Q tal que: 

ij>(x v y) = ij>(x) v ij>(y) e ip(x A y) = ij>(x) A ijJ(y). 



Como exemp].o de reticulados, mostramos abaixo os

diagramas de Haste de todos os reticulados que consistem de
cinco elementos, a menos de isomorfismo.

Enunciámos abaixo duas proposições bem conhecidas,

cujas demonstrações podem ser encontradas em textos da teo-
ria de reticulados.

!BgEgg.!S891 - Seja P um conjunto finito parcialmente ordenado

e xe y dois elementos quaisquer de P. P é um reticulado sse
P possui um mini.co e].evento minima] e existe ]-.u.b de {x,y}.

PBQePllç8ç! ? -Se P e Q são reticulados, o produto direto de P

e Q é un reticulado e se (xl'zl) e (x2'z2) CP:''Q, então:

(xl'zl) v (x2, z2) Cxl v x2'zl v z2)

e

Cx[ ' z].) A (x2 ,z2) (x[ A x2 ' z]. A z2) .

Os objetos usuais em Matemática serão usados no de

- 11 -

Como exemplo de reticulados, mostramos abaixo os 

diagramas de Hasse de todos os reticulados que consistem de 

cinco elementos, a menos de isomorfismo. 

j 
l 

Enunciamos abaixo duas proposições bem conhecidas, 

cujas demonstrações podem ser encontradas em textos da teo­

ria de reticulados. 

PROPOSIÇÃO 1 - Seja P um conjunto finito parcialmente ordenado 

e x e y dois elementos quaisquer de P. P ê um reticulado sse 

P possui um único elemento minimal e existe l.u.b de {x,y}. 

PROPOSIÇÃO 2 -Se P e Q sao reticulados, o produto direto de P 

e Q é um reticulado e se (x1 ,z 1 ) e (x 2,z 2} €PxQ, então: 

e 

Os objetos usuais em Matemática serão usados no de 



correr deste trabalho e denotaremos por

lxl. a cardinalidade do conjunto X
X-Y, a diferença entre dois conjuntos X e Y

LxJ , o maior inteiro menor ou igual ao número x

ITI, combinação de n elementos k a kjkJ '

Se X é um subconjunto de Y, usaremos a notação XSY
A negação de XÇY seta denotado por XFY

- 12 -

correr deste trabalho e denotaremos por: 

lXI, a cardinalidade do conjunto X. 
X-Y, a diferença entre dois conjuntos X e Y. 

~ 

o maior inteiro menor ou igual ao numero x. 

combinação de n elementos k a k. 

Se X é um subconjunto de Y, usaremos a notação X~Y. 

A negação de xçy será denotada por X%Y. 



CAP ÍTULO } t

Neste capítulo apresentamos o resultado central des

te trabalho. Vamos considerar P um conjunto finito parcial-

mente ordenado qualquer e k um inteiro não negativo.

} ESTRUTURA DAS SPERNER k-FAMÍLIAS

tém cadeias de comprimento k+l. Uma k-família em P de cara.i

na].idade máxima é chamada Sll)erner k-famt+lia eín P

Vamos usar frequentemente a expressão k-família ou

Sperner k-famz'li.a, significando k-fami'lia em P ou Sperner
k-farol'lia em P, respecti\lamente

E fácil ver que uma ].-farol']ia em P é unia a!!tica-

deia de P e que toda k-fann+lia enl P é uma j-famÍli-a em P se j > k.

No decorrer deste trabalho, -vkCP) denota o conjun-

to das k-fami'lias em P, Bk(P) denota o conjunto das Sperner
k-famÍl-ias em P, dk(P) designa a cardinulidade de uma Spet'-
ner k-fami']ia em P e (y(p])K (]er\ota o conjunto das k-tul)las

CAPfTULO 11 

SPERNER k-FAM!LIAS E PARTIÇÕES k-SATURADAS 

Neste capítulo apresentamos o resultado central de~ 

te trabalho. Vamos considerar Pum conjunto finito parcial­

mente ordenado qualquer e k um inteiro não negativo. 

1 - ESTRUTURA DAS SPERNER k-FAMfLIAS 

0EFINIÇA0 1 - Seja Xf:P, X é uma k-farnÍlia em P sse X nao con­

tém cadeias de comprimento k+l. Uma k-família em P de cardi 

nalidade mixima é chamada Sperner k-famflia em P. 

Vamos usar freqüentemente a expressio k-família ou 

Sperner k-famÍlia, significando k-famÍlia em P ou Sperner 

k-famÍlia em P, respectivamente. 

B ficil ver que uma 1-familia em -P e uma ant ica-

deia de P e que toda k-família em P é uma j-famÍlia em P se j > k. 

No decorrer deste trabalho, yk(P) denota o conjun­

to das k-famílias em P, Sk(P) denota o conjunto das Sperner 

k-famÍlias em P, dk(P) designa a cardinalidade de uma Sper­

ner k-famÍlia em P e (y(PJ)k denota o conjunto das k-tuplas 

-13-
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ordenadas a= (XI'X2,...,Xk) de anticadeias Xi de P, ]. < içk
Para simplificar a notação, denotamos por yCP) o conjunto
das anticadeias de P e por B(P) Q conjunto das anticadeias
de cardinalidade máxima de P

O objetivo desta seção é definir tnn relação de ordem

e" sobre yk(P) e mostrar que (OkCP), <) é um reticu].ada. Es-
te resultado seta utilizado na demonstração do teoremaminí-

max. Ele estende um teorema provado por Di]worth em [D2] nn$
traído que (B(P),e) é um reli.Guiado.

Con esta finalidade, iniciamos mostrando que

(y(P),e) e (BCP),ç) são reticu].idos. Provámos em segui.da (pe

(Yk(P) ,<) é um reticulado. Durante este processo,examinadas

propriedades estruturais das k-famx'li.as, que serão utiliza-
das posteriormente. As demonstrações destes resultados são

de acordo can [GK]. Para atingirmos o resultado principal,
usamos dual i.dade, diferindo da demonstração contida no arte
go mencionado.

.gElE.!!!S8g...Z - Sejam Xe Y € Y(P) . X ç Y sse X* ç Y*.

Facilmente verifica-se que (y(P),$) é un conjunto

parcialmente ordenado. Também ((y(P))k,o é um conjunta pa:
cialmente ordenado.

Se XSP, vamos denotar por M(X) o conjunto dos ele

mentes maximais de X, por m(X) o conjunto dos elementos mi

- 14 -

ordenadas a = (X1 , x2 •••.• Xk) de anticadeias Xi de P. 1 ~ i , k. 

Para simplificar a notação. denotamos por y(P) o conjunto 

das anticadeias de P e por a (P) o conjunto das anticadeias 
de cardinalidade máxima de P. 

O objetivo desta seçao i definir uma relação de ordem 

"~" sobre yk(P) e mostrar que (!\;(P). ~) é um reticulado. Es­

te resulta.do será utilizado na demonstração do teorema mini­

max. Ele estende um teorema provado por Dihvo-rth em [D2] mos 

trando que (S(P).~) é um reticulado. 

Com esta finalidade, iniciamos mostrando que 

(y(P) .~) e (S(P) ,~) são reticulados. Provamos em seguida que 
(yk(P).~) ê um reticulado. Durante este processo,examinamos 
propriedades estruturais.das k-famílias, que serio utiliza• 

das posteriormente. As demonstrações destes resultados sao 

de acordo com (GKJ. Para atingirmos o resultado principal, 
usamos dual.idade, diferindo da demonstração contida no arti 

go mencionado. 

DEflNtÇÃO 2 ~ Sejam Xe Y 6 y(P). X~ Y sse X* S: Y*. 

Facilmente verifica...,se que (y(P), ~q é um conjunto 

parcialmente ordenado. Também ((y(P))k,~) ê um conjunto PªE 
cialmente ordenado. 

Se X~P, vamos denotar por M(X} o conjunto dos ele­
mentos maximais de X, por m(X) o conjunto dos elementos mi-



:':: :l:l . i:

? '

- xp ....,. xníf'V\ . ,~,..«\.gB*n# H b'êp3nêv C)g .8.G }&a)(3,wnimais de X

mais de X

PEEl!.E!.S8g..2 ' Dados Xe Y CY(P) , definimos: (veja exemplo l)

XvY : M(XuY)

XAY = M(X* nY*)

XTy = NMCXuY) u (XnY)

E óbvio que Xv Y e X A Ye y(P) . Também XTYeY(IP) .De

fato, podemos concluir isto, observando que NM(XuY) € Y(P) .

desde que XuY € y2(P) .

EXEMPLO 1 - Dados XeYe y(P). x:{4,6} e Y: {5,7.}, temos:

XvY = {4 ,5 .7}

XAY = {2.6}

XW : {6}

TEOREMA l-(Y(p) ,e) é um reticulado. Se XeYey(P). então

suPÍX,Y} : XvY e inftX,Y} : XAY

ocnoNS.!1l4ç4g -Seja T(P) o conjunto dos ideais i.nferiares em

P, parcialmente ordenado por inclusão; XeYe y(P) e + a fu#.
ção de y(P) em t(P) t.al que +(X):X*

E fãci.l ver que q) bijetora e que +'iCX.) = M(X*)

- 15 -

nimais de X e por NM(X) o conjunto dos ·elementos nao maxi­

mais de X. 

DEFINIÇÃO 3 - Dados X e Y € y (P), definimos: (veja exemplo 1) 

XvY = M(XuY) 

XAY = M(X*nY *) 

XTY = NM(XuY) u (XnY) 

S óbvio que X v Y e X" Y € y (P). Também XTY € y(P) .De 

fato, podemos concluir isto, observando que NM(XuY) € y(P), 

desde que XuY € -y 2 (P) . 

EXE.MPLO 1 - Dados XeY€y(P), X= {4,6}. e Y= {5,7.}. temos: 

4 5 ] xvv = {4,S,71 

XAY = {2,6} 

XTY = {6} 

TEOREMA 1 - ( y (P) 1 ~n é um reticulado. Se X e Y € y (P), então 

sup{X,Y} = KvY e inf{X,Y} = XAY. 

DEMONSTRAÇÃO - Seja -r(P) o conjunto dos ideais inferiores em 

P, parcialmente 01·denado por inclusão; X e Y € -y(P) e ; a fun 

çao de y (P) em ,: (P) t_al que <HX) = X*. 

f! fácil ver que <P bijetora e que <P- 1 (X*) = M(X*). 
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<I> e um is omor fis mo. De fato, X~ Y sse X* r;; Y *. 

Como a união e a intersecção de ideais inferiores 

em P sao ideais inferiores em P, então (T(P) ,e) é um reticu 

lado, sup {X* ,Y*} =X*uY* e inf{X*,Y*} =X*nY*. 

Logo (y(P) ,~) é um reticulado, sup{X,Y} = M(X* uY* ) 

e inf{X,Y} = M(X*nY*). Mas M(X*uY*) = M(XuY). O teorema está 

assim demonstrado. • 

COROLÃRIO 1 - ((y(P))k,~) é um reticulado . Se et= (Xi,X2, •.• ,Xk) 

e a= (Y1 ,Y 2 , ..• ,Yk) são elementos de (y(P))k, então 

avS = (X1vY1 ,x2vY 2 , ••. ,XkvYk) 

e 

DEMONSTRAÇÃO - Imedia ta usando o teorema 1 e resultados da teo 

• 
ria de reticulados. 

LEMA 1 - Sejam X e Y € y(P). Então: 

i) 1 x 1 + 1 Y 1 = 1 xvY 1 + 1 XTY 1 

ii) XrY s XA Y 

iii ) Se IXI = IYI = d 1 (P), então IXvYI = \XAYI = IXrYI = d1 (P) 

DEMONSTRAÇÃO -

i) Imediata. 

ii) Se x 6 X-r Y ,então x 6 XAY. De fato, se x 6 NM(XuY) ou xEXnY, 

então x ê maximal . em x. ou em Y*, x6X*exEY*. Por-
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tanto x € KCX+ nY+)

iii) Pela hipótese e por i),segue que lxvYi+lXTYj:2d].(P)

como xvY e xTYey(P),então lxvYlsdl(P) e IXTYlsdl(P)

Logo IXvYl: IXTYI :dl(P). Também IXAYl=dl(P), desde

que XAYey(P), IXTYI : dl(P) e XTYSXAY por iil). '+

TEOREMA 2 -(B(P),«) é um reticulado. Se XeYC B(P),

supÍX,Y} = XvY e infÍX,Y} = XTY

PÇDQl!$.!.B4ç4Q - Sejam X e Ye 11(P) .Usando o lema l concluídos que

XvY, XAY e XTYC B(P) e XTY: XAY. Logo (13(P) ,e) é um subret.}
culado do reticulado Cv(P),<), suptX,Y} : XvY e inflX,Y} =
= Xp.Y = XTY. +

A :fim de estendermos alguns resultados vistos, de-

fininos a seguir uma decomposição de uma k-famx+lia em k-an-
ticadeias

OErlNlcÃo it - Seja a função W: yk(P) -----+ (y(P))j=tai que W(x):

: CXI'X2,''',Xk), sendo Xl:M(X) e Xj :W(X-iUiXi)' 2(j(k. A
imagem de X pela função @ seta chamada decomposição canóni-
ca superior de X.

Segue imediatamente da definição acima que esta é
a única decomposição de X em k anticadeias que satisfaz às
duas propriedades abaixo

[) XjnX.i : g, ]. ( i < j < k

11) XI > X2 > ... > Xk

- 17 -

tanto x €M(X*nY*). 

iii) Pela hipótese e por i) ,segue que jXvY!+IXTY!=Zd1 (P). 

Como XvY e XTY € y (P) , então I XvY j :s;dl (P) e I XTY 1 :s;dl (P). 

Logo I XvY 1 = 1 XTY 1 = dl (P) • Também I XAY 1 = d1 (P) • desde 

que XAY € y(P), IXTYI = d1 (P) e XTY~XAY por ii). • 

TEOREMA 2 - (13 (P) , ~) é um reticulado. Se X e Y € 8 (P) • 

sup{X,Y} = XvY e inf{X,Y} = XTY. 

DEMONSTRAÇÃO - Sejam X e Y € 8 (P) • Usando o lema 1 concluímos que 

XvY. XAY e XTY € e (P) e XTY = XAY. Logo (f3 (P) • ~) é um subreti 

culado do reticulado (y(P) .~), sup{X,Y} = XvY e inf{X,Y} = 

• 
A fim de estendermos alguns resultados vistos, de­

finimos a seguir uma decomposição de uma k-famÍlfa em k-an­

ticadeias. 

DEFINIÇÃO 4 - Seja a função 'lji: yk(P) --+ (y(P))k tal que ljJ(X)= 
.i -1 

= (X1,Xz, ••• ,Xk)., sendo xl = M(X) e x. = M(X- U X.), Z~j~k. A 
J i=l 1 

imagem de X pela função w será chamada decomposição canôni-

ca superior de X. 

Segue imediatamente da definição acima que esta 

a Única decomposição de X em k anticadeias que satisfaz 

duas propriedades abaixo: 

I) X. nX. = {6, 1 ~ i < j ~ k 
1 . J 

II) xl ~ Xz ~ ••• ;::: xk 

... 
e 

... 
as 



Sempre que XCykCP),Xi (l<i(k) denotará a i-ési.ma
componente da decomposição canónica superior de X.

O exemplo abaixo mostra as anticadeias da de
lição canónica superior de uma 5-fami+lia

EXEMPLO 2 - Seja X = {1,3,4,5,6,8,9,10,111€Y5(p)

rompo

7

0
0

Então

k

X2: {8,9}, X3;Í5,6}, X4 : {4} e XS :Í1,3}.

EBgEg!.!.Ç89.1 -Seja XÇP. xé uma k- família em P sse X é a união
de k-anticadeias de P

DEMONSTRACAO -Se X é uma k-famz'lia em P, então X = U X;.

Para verificarmos a implicação contraria, suponha-

mos que X é a uni.ão de k anticadeias de P e que X É yk(P)
Então, existe uma cadeia C em X tal que ICI > k+l

Logo, existe uma cadeia <x,y> em C tal que x e y pertencem

ã mesma anticadeia de P, uma contradição. +

.BE.E.!.l!.l..ÇA0 5 -Sejam X e Y € yk(P) . X < Y sse Xi

= { 1 0 ,].1 }
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Sempre que X€ yk(P) ,Xi (l~i~k) denotará a 

componente da decomposição canônica superior de X. 

O exemplo abaixo mostra as anticadeias da decompo­

sição canônica superior de uma 5-família. 

EXEMPLO 2 - Seja X= {l,3,4,5,6,8,9,10,11}€y5(P). 

7 

1 

1 12 

2 

PROPOSIÇÃO t -Seja XçP. Xéuma k-famÍlia em P sse X é a união 

de k-anticadeias de P. 

k 
DEMONSTRAÇÃO - Se X é uma k-famÍlia em P, então X = U X .• 

. l 1 
l."" 

Para verificarmos a implicação contrária, suponha-

mos que X é a união de k anticadeias de P e que X~ yk(P). 

Então, existe uma cadeia Cem X tal que ICI ~ k+l. 

Logo. existe uma cadeia <x,y> em C tal que x e y pertencem 

à mesma anticadeia de P, uma contradição. ♦ 

DEFINIÇÃO 5 -Sejam XeY€yk(P). X~Y sse X. ::::Y., l~i::::k. 
1 1 



É imedi.ato verificar que "(

dem sobre "rk(P) .

.glE.!!!SA0 6 - Se X e Y € yk(P) . definimos
k

,y:Xi"Y:

e uma relação de or

Xv''Y

k

:y:xi'*:XtY

PeJ-a proposição 1, XvYe XTYeyk(P).

LEMA 2 -Se XeYeyk(P), V(XvY) : CXlvYI'X2vY2,...,XkvYk), seB
do + a função descrita na definição 4.

DEMONSTRAÇÃO -Para mostrar que X;vY; (l(jek) são os blocos da

decomposição canónica superior de XvY, vamos mostrar inicial

mente que (XivYi)nLXjvYj) :ü, ] < i< j $k.

Seja x um elemento pertencente ã intersecção acima

Vamos supor, sem perda de generalidade que mexi' Como

xe XjvYj e XjnXj. : B, x € Yj ' Então exi-ste z € Yi tal que x<z.
Desde que YinYj : g, x < z. Logo xÉ XivYi' Isto é uma contra

Resta verificarmos que XlvYI )X2vY2 > . . . >XkvYk'

Sejam- ç i( k-l. Como XivYi: suplXi'Yi},XivYi > Xi e

XivYi>Yi Mas Xi> Xi+l e Yi>Yi+l' Logo XivYi é um limite
superior de {Xi+]'Yi+].}. Desde que Xi+]vYi+].:supÍXi+]'Yi+].},

segue que XivYi > Xi+lvYi+l
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'fj imediato verificar que .. , .. é uma relação de or­

dem sobre yk(P). 

DEFINIÇÃO 6 - Se X e Y € yk(P), definimos: 

k 
XvY = U x.vY. 

. 1 l. 1 1= 

k 
U X.TY. 

. 1 1 l. 1= 

Pela proposição 1, XvY e XTY € yk (P) • 

LEMA 2 - Se X e Y € yk(P), ijJ(XvY) = (X1 vY1 ,X2vY 2 , ••• ,XkvYk). sen 

do 1jJ a função descrita na definição 4. 

DEMONSTRAÇÃO - Para mostrar que Xj vY j (1,j ,k) sao os blocos da 

decomposição canônica superior de XvY, vamos mostrar inicial 

mente que (X.vY.)nlX.vY.)=!l). lEi<jEk. 
1 1. J J 

Seja x um elemento pertencente à intersecção acim& 

Vamos supor. sem perda de generalidade que x €Xi. Como 

x€X.vY. e X.nx. =!l). x€•y .• Então existe z€Y. tal que x~z. 
J J J 1 J l. 

Desde que Y. nY. = q), x < z. Logo xi x. vY .• Isto é uma contra-
i J 1 1. 

dição. 

Resta verificarmos que x1 vY1 ;i:x2vY 2 ~ ••• ~XkvYk. 

Seja 1,iEk-l. Como X.vY.=sup{X .• Y.LX.vY.~X. e 
l 1. 1 l 1 l 1 

X. vY. ➔ Y .• Mas X. ~ X. 1 e Y. ~ Y. 1 • Logo X. vY. é um 1 imite 
l. l 1 1 1+ 1 1+ l. 1 

superior de {Xi+l'Yi+l}. Desde que Xi+lvY1+1=sup{Xi+l'yi+li 

segue que X. vY. ~ X. 1 vY. +l" 
1 1 1+ 1 



Portanto , o lema está provado

TEOREMA 3 - (yk(P) ,q é um reticu].ado. Se XeYe'yk(P) t supÍX.Y} : xvy

.2Ê1139E!!B8ç8g - Sejam Xe Ye yk(P) . Pe].o corolário 1 , CX].vYI'X2vY2' ..

...XkvYk) é sup{(XI'X2,....Xk),(YI'Y2'...,Yk)} em ((y(P))k,ç).Pelo le-

ma 2, (X].vYI'X2vY2'....XkvYk) é a decomposição canónica superior
de k-famÍli.a XvY. Logo XvY é suptX.Y} em (yt(P).$). Cano o con-

junto vazio pertence a yk(P) e é seu {inico elemento minimal,

cancluz+mas pela proposição 1.1 que (ykCP),ç) é um reticulado.

LEMA 3 - Se Xe Ye yk(P). então:

j-) IXI + iVI = IXvYI + lxTYI

ii) Se IXI = IVI = dk(P), então XvYeBk(P).

DEMONSTRAÇÃO -

i) Vamos verificar que (XiTYi)n(XjTYj);© se l<i<j«k.
Seja x pertencente ã intersecção acima e suponhamos

sem perda de generalidade que xeXi'Como XjnXi:@exeXljTYlj'xeYj'
Logo existe meXI tal que x<z. Como X.inXI =@, x < z. .[sto é u-

ma contradição, pois XI > Xi'

Seja iej (k. Xj'Yj'XjvYj e XjvYj são os blocos de uma

decomposição de X, Y, XvY e XrY, respectivamente. Pe]-o ].ema l.

IXj + IYjl ; IXjvYjl+ IXjTYji. Somando sob j. obtemos a igualda-
de lxl + IYI = lxvYI + IXTYI

ii) Por hipótese e por i) segue que IXvYl+ IXvYi 2dk(P)
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Portanto, o lema está provado. 

TEOREMA 3 - (yk(P) ,~) é um reticulado. Se Xe Y€ yk(P), sup{X,Y} = XvY. 

DEMONSTRAÇÃO -Sejam XeY€yk(P). Pelo corolário 1, (X
1

vY1 ,X2vY
2
,. • 

• • ,Xk vYk) ê sup{ (X1 ,X2 •••• ,XkL (Y1 , Y2 .- •• , Yk)} em ( (y(P)) k, :\6) .Pelo le­

ma 2, (X1vY1 ,x2vY2,.. -.XkvYk) é a decomposição canônica superior 

de k-família XvY. Logo XvY ê sup{X,Y} em (yk(P) ,~). Como o con­

junto vazio pertence a yk(P) e é seu Único elemento minimal, 

concluímos pela proposição 1. I que b'k(P) ,,) é um reticulado • 

• 
LEMA 3 - Se Xe Y€ yk(P), então: 

i) 1x1 + IYI = IXvYI + IXTYI 

ii) Se IXI = IYI == ¾CP), então XvY€ f3k(P). 

DEMONSTRAÇAO -

i) Vamos verificar que (X1TY.)n(X.TY.)=~selll6i<jEik. 
l J J 

Seja x pertencente à intersecção acima e suponhamos 

sem perda de generalidade que x6 x1 .Como Xjnx1 "" ~ex€ 

Logo existe z€X. tal que x~z. Como X.nX. =~. x < z. Isto é u-J J 1 

ma contradição. pois X. ~ X .• 
l J 

Seja l~j ~k. x.,YJ.,X.vY. e X.rY. são os blocos de uma 
J J J J J 

decomposição de X, Y. XvY e XTY, respectivamente. Pelo lema 1, 

IX. 1 + !Y · 1 = jx. vY. ! + IX. TYj ! . Somando sob j, obtemos a igua.lda-J J J J J 
de IXI + IYI = !XvYI + IXTYI. 

ii) Por hipótese e por i), segue que IXvYI + IXTYl = 2dk(P). 
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Segue imediatamente que IXvYI : dk(P) e XTYi ; dk(P), pois

XvY e XTY6 Yk(P) . Logo XvYe BkCP) . '+

Os lemas 4 e S (lue agora apresentamos serão usados

somente na próxima seção .

.l;E86...1 - Sejam Xe ílk(P) e Ye Bk+l(P) . Então XvY € Bk+l(P) e XTY € Í3k(P)

2EHgNljB8ÊA0 - Como X6Bk(P) , Xk+l : g. Logo Xk+lTYk+l : @ e por'
tanto XvYe"rl..(P).Pelo lema 3,IXl+ IYi: IXvYl+ IXTYI. Então

IXvYl+lXTYl: dk(P) + dk+lCP). Como XvY e'Yk+lCP),iXvYI(dk+lCP)

Desde que iXTYI(dk(P), segue que iXvYl:dk+l(P) e lxTYl=dk(P)
Portanto XvY € Bk.+l(P) e XxY € 13k(P) , como quere'amos demonstrar

LEMA 5 -sejam XeYGYk(P) e IXI : dKCP). Então IXvYi > IYI.

DEMONSTRAÇÃO -Pelo lema 3, IXl+IYl= IXvYI ' IXTYI. Logo,IXvYI

= iYI'pdk(P)-iXTYi. Como XTYeyk(P), iXTVI (dk(P) e portanto

Usando o lema 3, concluímos que as operações v e T

são fechadas em f31..(P) . Entretanto, não conseguimos mostrar

que (Bk(P).<) é un subreticu].ado de (yk(P),o,pois se X e Y

pertencem a yk(P), XTY nao é necessariamente inftX,Y} em

(yk(P) ,«) . Também XÃY = U.XiAYi não é necessariamente inftX,Y}
em (yk(P),ç). (Veja exemplo 3).

EXEMPLO 3 Sejam X e Y G yl (P) { 6 , 7 . 9 , 1 0 } { S , 8 }
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Segue imediatamente que lXvYI = dk(P) e jXTYI = dk(P), pois 

XvY e XTY € yk (P) • Logo XvY € 6k (P) • • 

Os lemas 4 e 5 que agora apresentamos serao usados 

somente na próxima seção. 

LEMA 4 - Sejam X€ Sk(P) e Y 6 Sk+ l (F) • Então XvY € t\+ l (P) e XTY € ~(P) • 

DEMONSTRAÇÃO -Como X€Sk(P). xk+l = ~- Logo xk+lTYk+l =~e por­

tanto XTY€yk(P).Pelo lema 3,lxl + !Y! = !XvYI + IXTYI. Então 

IXvYl+lXTYI = dk(P) + dk+l(P). Como XvY €yk+l(P),jXvYj~dk+l(P). 

Desde que !XrY!,dk(P), segue que jXvYj=dk+l(P) e IXTY!=dk(P). 

Portanto XvY € ak+l (P) e XTY € Sk(P). como queríamos demonstrar • 

• 
LEMA 5 ~ Sejam X e Y € yk(P) e !XI== dk(P). Então IXvYI ~ IYI. 

DEMONSTRAÇÃO -Pelo lema 3, IXl+IYI = IXvY!,..IXrYI. Logo,jXvY! = 

= 1 Y 1 +dk (P) -1 XTY 1 • Como XrY € yk(P) , 1 XrY 1 ~ dk (P) e portanto 

IXvY! ;1; IYI • • 

Usando o lema 3, concluímos que as operaçoes v e T 

sao fechadas em Sk(P). Entretanto, não conseguimos mostrar 

que (ek(P),,) é um subreticulado de (yk(P),,),pois se X e Y 

pertencem a yk(P), XTY não é necessariamente inf{X,Y} em 
k 

( yk (P) , Eí) • Também XÃY = U X. A Y. não é necessariamente inf{X,Y} 
i==l l l. 

em (yk(P),~). (Veja exemplo 3). 

EXEMPLO 3 - Sejam XeY€yz(P). X= {6,7,9,10} e Y= {5,8}. 
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suplX,Y} = XvY :Í8,9,10,5,6,7}
âo8?'

3

ã 2

infÍX,Y} = XAY = {1,3}

XTY = @

XÃY : {3}

A fim de mostrar que (Bk(P),ç) é um reticulado, vg:
mos usar dua].idade. Consideremos as operações A e A. defini-

das sobre ykCP), duais das operações v e r da defi.niçãa 6,
respectivatuente. Denotamas por "e'" a relação de ordem so-

bre ykCP) , dual da relação de ordem "<" sobre yk(P) . Trocam
do cada operação pela sua operação dual e cada conceito por

seu dua]., obtemos definições, teoremas e lemas duais dos re

sulcados apresentados nesta seção.

As definições 7. 8 e 9 enunciadas abaixo são duais

das definições 2. 4 e 5, respectivamente.

.gEE.L!!.gâg..Z -Sejam X e Y € y(P) . X e'Y sse Y*çX*.
Verifica-se que "<'" é uma relação de ordem sobre yCP)

.211E.!.E!.ÊA0 8 -Seja a função Q: yk(P) ----+ ('r(P))k.tal que 6(X)

: {liil.,XZ'''',Xk) , sendo Íl:m(X) e ij :n(X-.U.i1l,), 2 <j <k."': ' '. ' .' ' .'.' '.''.''.' -'.'.' .' : -.:2.::#:l.}:

A imagem de X pela função o gera chamada deconpasição canó-

nica inferior de X. Íp. €1J.ÇZçk) denotará a Z-ésima componen-
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11 

sup{X,Y} = XvY = {8,9,10,5,6,7} 

inf{X,Y} = XAY = {1,3} 

XÃY:;: {3} 

A fim de mostrar que (Sk(P),~) é um reticulado, v~ 

mos usar dualidade. Consideremos as operações A e i defini­

das sobre yk(P), duais das operações v e T da definição 6, 

respectivamente. Denotamos por "E!>" a relação de ordem so­

bre yk(P), dual da relação de ordem "lli:" sobre yk(P). Troca!! 

do cada operação pela sua operação dual e cada conceito por 

seu dual. obtemos definições, teoremas e lemas duais dos :re 

sultados apresentados nesta seçao. 

As definições 7, 8 e 9 enunciadas abaixo sao duais 

das definições 2. 4 e 5, respectivamente. 

~E,Fl~IÇÂO 7 -Sejam X e Y € y(P). X ~Y sse Y*sx*. 

Verifica-se que "~•" é uma relação de ordem sobre y ( P) • 

,!)EFUHÇÂO 8 -Seja a função e: yk(P) --+ (y(P))ktal que e(X) = 
. j-1 

= (X1,Íz,···,Xk), sendo xl =m(X) e x.=m(X- U Xt). 2,j ,k. 
J Jl.=l 

A imagem de X pela função e será chamada decomposição canô-

nica inferior de X. Xi (1,t,k) denotará a !-ésima componen-



)mposiçao canon]ca iliferiui da k-í: !nÍ].i.a X.

- se:jamXeVCvk(P). Xe'\' ss tÊ<'tt' l<t<k.

;e que "e'" é uma relação de urdenl ubic vk(P).
is resultados que aqui a cxiuiit..i.alnuõ, duais da tçorS

parte ii) do lema .s serão utíli-zados na aemonstrg
)rema 6.

(yk(P),$) é um reticulado. Se XeYe"rk(P.), en.tão
inftX,Y} = XAY.

= Y p Y Ê R. rP) então XAY E É\. fP'l.
w Pk\''J» '- -' - ' rl\\ #

D teorema abaixo é Interessante por sl sõ e seta y.

enlolis-t.iaçãu tlu teorcnta 6 .

Sejam x e Y k-famílias maxínals em p cuili ielaçãu

o. En-tãu X < Y ssc K +«'"Y.

Q -Vamos demonstrar a parte ''somente se'' por can-

buponhamos que XÉ'Y. Sejam o nieiiui iilLçii'u, (]- j XI)

i #'t.. Então tliÍii*. Portanto existe y C'tj e não e-

Xj tal que x (y. Podemos concluir que:
p+a -... r-ndpin v <v <...<v. .<v. =v em Y. ].,. É;Y.. fl<Z.çl):
='.çw-'avw''''7].''2'''''J-l'] ' '' ''H, X,' ~ '''
n existe xçX . fi<nçk) tal que xey.

:.;l.:: ::..--:,:.: .I'....l:
.X. Por 11, j>i. Como '?j-içíj-t' existexj-ieij-l- t.&l

çyj-t' Portanto, existe uma cadei.a xl<x2<''' < xj-l

: íg, (içl<j-t) . Como xj-l € yj-t <yj 'existe uma cadeia

-!!E:-í"

te da decomposição canónica inferior da k-famíl-ia X

.gEElj.g.!.Ê6g..2- Sejam XeYe"rk(P). Xe'Y sse XÊe'YI' l ç Êek.
Verifica-se que "$" é uma relação de ordem sobre yk(P).

Os resultados que agora enunciámos, duais do teare

ma 3 e da parte ii) do lema 3 serão utilizados na demonstre.

ç.ão do teorema 6.

TEOREMA 4 - (yk(P),$) é um reticulado. Se XeYe"rk(P.), então
inftX,Y} = XAY.

LEMA 6 - Se XeYe Bk(P), então XAYeBk(P)

O teorema abaixo ê interessante por si se e seta u

sad na demonstração do teorema 6.

TEOREMA 5 - Sejam X e Y k-fami'lias maxinais em P com relação
ã ilíclusão. Então X < Y sse X $Y.

DEMONSTRAÇAQ -Vamos demonstrar a parte ''somente se'' por can

tradição

Suponhamos que X#Y. Sejaj a menor inteiro, (]ejek]

tal! (lue {j #'tj' Então t;gii''. Portanto existe y C'tj e não e-
x].ste xGX: tal que x (y. Podemos concluir que

i) Ihiste wla cadeia y].<y2<. ..<yj-l<yj :y em Y, }'!,É;Yp,' (t<Z.«j);
11) Não ex:iate xçX., (j<nçk) tal que xey

Vamos examinar o $ ca $ o $

1) Zi$11. Por 11, j>i. Como '?j.içij-t' existexj-ieij-l- tal
que xj.l çyj-3.' Portanto, existe uma cadei.a xl<x2<''' < xj-l

eln X, x eíÊ, (içl<j-t). Como xj-l eyj-t <yj'existe uma cadeia

- 23 -

te da decomposição canônica inferior da k-família X. 

OEFUHÇA09- Sejam XeY€yk(P). X~Y sse X.J1,~YJ1,t 1,1,k. 

Verifica-se que "~" é uma relação de ordem sobre yk (P). 

Os resultados que agora enunciamos, duais do teore 

ma 3 e da parte ii) do lema 3 serão utilizados na demonstra 

ção do teorema 6. 

TEOREMA 4 - (yk(P) ,E>) é um reticulado. Se X e Y € yk(P.), então 

inf{X,Y} = XAY. 

O teorema abaixo é interessante por si só e será u 

sado na demonstração do teorema 6. 

------ - Sejam X e Y k-famÍlias maximais em P com relação 

à 111.são {t Então X~ Y sse X ~y. 

DEMONSTRA~AO - Vamos demonstrar a parte nsomente se" por con­

tradição. 

Suponhamos que X-f,-Y. Seja j o menor inteiro, (l~j:,;,:;k) 

tal que X. ~-Y .• Então Y~fK~. Portanto existe y 8Y. e nao e-
J J J J J 

xiste x€X. tal que x~y. Podemos concluir que: 
J 

I) Existe uma cadeia y1<y2< •.• <yj-l<yj ==y em Y, Y9, 8Y9,, (1~9"~j); 

II) Não existe x 8 xn, (j :,;,:;n~k) tal que x ~ y. 

Vamos examinar os casos: 

1) rEX. Por II, j>l. Como Y~ 1 ç;X~ l' existex. €:X. tal 
J- J- J J 

que x .. 1 ~ y. 1
• Portanto, existe uma cadeia x

1
<x 2< ••• < x. 

1 J- J- J-

em X. x JI, € X t (1 ~ l1, ~ j -1) • Como x j _ 1 ti: y j _ 1 < y j • existe uma cadeia 
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xi'aZ<''''uj-i'(l em X. Logo, yetÊ' (j(l<k),contradizendo ll.

2) rgx - Como X é unia k-famz+]ia maxima]. em P cam re].ação

à i.nclusão, existe uma cadeia C em XuÍy} tal que ICI = k+l

Seja C = <xl'x2'''''y,...,xj'''''xk>'

É fãci.]- ver que xieíinXk-i+l' Ci<i<k) .Verifica-se
que y < x.i' caso contrario teríamos x.i < y, contradizendo lJI.

Como XeY por hipótese, existe zj GYk-j+l. tal que
xj$zj' Logaexiste uma cadeia zj<zj+l<'''<zk em Y,
z j. € Yk-i+l (j <içk)

Desde que y<xj < zj ' então yl.'y2<.'''(yj =y< zj<zj+l<'''<zk
õ unia cadeia em Y de comprimento k+l, uma contradição.

A impJ-ilação contraria pode ser provada usando duZ
+13.daãa*

Apresentamos final-mente o resultado principal des
ta seção.

TEORE:HA 6 - (Bk(P) 'o é um reticulado. Dados XeY.É; Bk(P),
XAY = inftX,Y}.

g11BgE!!$8ÇAa -Sejam XeYe Bk(P) . Pelo teorema 4 e lema 6, coy.

cluÍmos que XAy é infÍX,Y} em (8k(P) , ej .Lago XAY$X, XAY$Y
e não existe Z É; 13k(P] tal que Z $X, Z eY e XAYQZ: Por outro

lado, X,Y e XAY são k:-famílias maximais cam relação ã incly.
são. Portanto, pelo teorema 5, XAY<X e XAY(Y. Logo XAY é

- 24 -

x
1 

<x2< ••• <xj-l <yj em X. Logo, y € Xt. (j ~t~k) • contradizendo II. 

2) y~X - Como X é uma k-família maximal em P com relação 

à inclusão, existe uma cadeia C em Xu{y} tal que ICI::;: k+l. 

J:! fácil ver que xi€ x1 nxk-i+l i (l~i,k). Verifica-se 

que y < x., caso contrário teríamos x. < y, contradizendo II. 
J J 

Como X~ Y por hipótese. existe zj € Yk-j+l tal que 

x. , z .• Logo existe uma cadeia 
J J 

em Y, 

zi € yk-i+l (j~i~k). 

.., 
e u:ma e 

lidade. 

ta seçao. 

Desde que y<xj~zj. então y1<y2< ••• <yj"=y<zj<zj+l< ••• <zk 

em Y de comprimento k+l, uma contradição. 

A implicação contrária pode ser provada usando dua 

Apresentamos finalmente o resultado principal des-

____ .. (Sk(P) .~) e um reticulado. Dados X e Y E Sk(P). 

XAY = inf{X,Y}. 

_____ - Sejam X e Y € ék(P). Pelo teorema. 4 e lema 6, CO,!! 

e s que XAY é inf{X, Y} em (13k(P) ;,i .Logo XAY "°X, XAY (.,oY 

e nao existe Z e !3k (P) tal que Z "°X, Z "° Y e XA Y ~ Z t Por outro 

lado, X,Y e XAY sao k~famílias maximais' com relação à inc 

são. Portanto, ... lo teorema 5, XAY:EiX e XAY:EiY. Logo XAY e 



um limite in:fedor de {X,Y} em (BkCP) ,ç)

Seja S= {WG Bk(P) IW<X e W<Y}. Como XAYe S, S # @.SÊ

ja T= sup S. T existe, pois S é finito e XvY = supÍX,Y} em

(8k(P) ,e)

Suponhamos que T#XAY. Então TeX. TÇY e XAYeT.

Como Te Bk(P), pelo teorema 5,tentes T<.X, TÇ.Y e XAY $T. Lo

go, XAY não é íttá de {X,Y} em (Bk(P).<'), una contradição.

Portanto T= XAY. Logo XAY é {+lÁ de {X,Y} an (Bk(P),e).

Então (13k(P) ,<) é um reticulado,Gamo queríamos demonstrar.+

2 - O TEQREIM MINI -t@X

.211E.!11SAO lO -Seja t uma partição de P em cadeias CI' C2' . .
Cj e pk(t) ' lll.minllCii,kJ' T é k-saturada sse pk(T):dk(P).
Nesta seção, çk€1T) designa o número de cadeias de T de com-
primento maior do que k.

O resultado principal desta dissertação pode Agora
ser enunciado:

.!.EQBeli4 7 - Dados P e k, existe uma partição r de P ew cadeias

que é k-saturada, isto é,

dk(P) : Pk(t).

Se k = 1,- a teorema acima torna-se o teorema de
Oi].worth
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um limite inferior de {X,Y} em (f3k(P) .,). 

Seja s = {W€ s1/P) jw,x e w,Y}. Como XAY€ s. s ,/; fl).S!, 

ja T = sup S. T existe. pois S é finito e XvY = sup{X,Y} em 

Suponhamos que T ;,t XAY. Então T ll6 X, T ~ Y e XAY ll6 T. 

Como T € Sk(P). pelo teorema 5. temos T , .. x. T ~y e XAY ~T. 

go. XAY não é -lnó de {X,Y} em {f3k(P) .~·). uma contradição. 

Portanto T = XAY. Logo XA Y é -lná de {X, Y} em (f3k(P),~). 

Então (Sk(P).~) é um reticulado.como queríamos demonstrar. ♦ 

t?~
1
Flf\flÇÃo 10 - S~j a -r uma partição de P em cadeias c1 • c2 •••.•• •· . J 

CJ. e pk(T) s) min{!Cil,k}. Tê k-saturada sse pk(T)=dk(P). 
i=l 

Nesta seção, f\(t) designa o número de cadeias de T de com-

primento maior do que k. 

O resultado principal desta dissertação pode agora 

ser enunciado: 

TEOttfMA 7 - Dados P e k, existe uma partição T de P em cadeias 

qu~ é k-saturada, isto i. 

Se k = 1. o teorema acima torna-se o teorema de 

Dilworth. 



E oportuno observar que dk(P) ç pk(T) para qualquer
partição T de P en cadeias. De fato, $e CeT e Xeyk(P),então
X possui no máximo k elementos de C se ICI > k ou ICI eleme2.

to de C, caso contrário. Esta é a desigualdade trivial do
teorema 7 e seta usada freqüentemente em denonstrações pos-

teriores.

V.amas demonstrar uma extensão do teorema 7, que a-

gora enunciámos

TEOREttA 8 - Dados P e k, existe uma partição 'r de Pem cadeias

que é k e k+l saturada, isto é,

dk(P) : Pk(T)

dk+l(P) : Pk+l('r)

A demonstração que apresentaremos do teorema 8 é d.g

vida a CreCHe eK]eitman [GK]. E]a não induz um a]goritmo pg

[i.nomia]. para se obter uma partição de P em cadeias que é k
e k+l saturada

Uma outra demonstração deste resultado :Eoi obtida

recentemente por cJ-ãudio Lucchesi. Baseando-se nesta demos.g

oração. obtém-se um algoritmo polinomial que encontra una

partição de P em cadei.as que é k e k+l saturada,uma Sperner

k-fama'lia em P e uma Sperner k+l-família em P.

Prosseguimos, apresentando alguns exemplos de par
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~ oportuno observar que dk(P) ~ pk('r) para qualquer 

partição T de P em cadeias. De fato, se C€T e X€yk(P),então 

X possui no máximo k elementos de C se ICI ~ k ou ICI elemen 

to de C, caso contrário. Esta é a desigualdade trivial do 

teorema 7 e será usada freqüentemente em demonstrações pos­

teriores. 

Vamos demonstrar uma extensão do teorema 7, que a­

gora enunciamos: 

TEOREMA 8 - Dados P e k, existe uma partição T de P em cadeias 

que é k e k+l saturada, isto é, 

e 

A demonstração que apresentaremos do teorema 8 ê d~ 

vida a Greene e Kleitman [GKJ. Ela não induz um algoritmo po 

linomia1 para se obter uma partição de P em cadeias que é k 

e k+l saturada. 

Uma outra demonstração deste resultado foi obtida 

recentemente por Cláudio Lucchesi. Baseando-se nesta demons 

tração, obtém-se um algoritmo polinomial que encontra uma 

partição de P em cadeias que é k e k+l saturada,uma Sperner 

k-famflia em P e uma Sperner k+l-família em P. 

Pross~guimos, apresentando alguns exemplos de par~ 
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2 7

tições k-saturadas

EXEMPLO 4

Seja v=tCI'C2'C3}, sendo Cl:<3,6>, C2:<1,4> e

C3;<2,5,7> e i=lCI'C2'C3}, sendo Cl:<3>, C2 : <1,4.6> e
C3 : <2.5,7>. Note que t é ]. e 3-saturada. mas não é 2-satura
da. :i é 1,2e3-saturada. Como di(P):d3(P) para i>3, con-
c].uímos que ; é simul-taneamente k-saturada para todo k.

Existem conjuntos parcialmente ordenados que nãa

possuem partições simultaneamente k-saturadas para todo k,
como podemos observar no exemplo abaixo.

EXEMPLO 5

Vamos verificar que P não possui uma partiçaoT que
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tições k-saturadas. 

EXEMPLO 4 ... 

1 2 

Seja í = {C1 ,c2 ,c3}. sendo c1 =
 <3,6>, c2 :.:: <1,4> e 

C3 = <2, 5, 7> e T = ª\, Cz, ê3}. sendo ê\ = <3>, e\ = <1, 4, 6> e 

ê3 = <2, 5, 7>. Note que í é 1 e 3-saturada, mas não é 2-satura 

da. i: é 1, 2 e 3-saturada. Como di (P) = d 3 (P) para i > 3, con­

cluímos que T é simultaneamente k-saturada para todo k. 

Existem conjuntos parcialmente ordenados que nao 

possuem partições simultaneamente k-saturadas para todo k, 

como podemos observar no exemplo abaixo. 

EXEMPLO 5 -

10 11 

1 2 

Vamos verificar que P nao possui uma partição T que 



'i!!!Hil:

é ]. e 3-saturada.

Como dl(P):3, t é una partição l-saturada $se
ITi= 3. A Única partição de P en três cadeias é a partição

t:<cl'C2'C3>, sendo Cl:<1 3,6,9>, c2:<2,4,7,10> e C3
=<5,8,11>. T não é 3-saturada, pois d3(P) : 8 e p3(T) : 9.

partição t : {êl'ê2'CS,ê4}, sendo CI : <] ,3,4,7,8,11>. ê2

= <6,9>, c3 : <2,10> e C14 : <5> é 3-saturada.
Para simplificar a notação, no que segue, X' e X

denotarão a Sperner k-família maximal e minimal em P, res-

pectivamente.
Com o objetivo de demonstrarmos o resultado funda-

mental, demonstramos os lemas

LEMA 7 - Sejam X,Ye ZG y(P), tais que XeY«Z. Então XnZÇY.

pl1891g!$âÊ89-Se XnZ= @, o lema é valido.
Seja xeXnZ. Cano X*çY*çZ* por hipótese, então e-

xiste y € Y e z G Z tal que x € y € z.

Se z # x, então <x,z> e uma cadeia elii Z,um absurdo.

Sendo P um conjunto parcialnente ordenado, x < y e y < x impl.}

ca que x : y . Portanto XnZÇY. '+

];!88 8 -Seja Xe Bk(P) Então XlnXlçXI'

!!Bgl:!MSêg -Como Bk(P) é um reticulado, X' ( X< X+ para toda

Xe Bk(p) . Logo XI < XI < X+. Conforme o ].ena 7, X+] n X] ÇX]..
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é 1 e 3-saturada. 

Como d 1 (P) = 3, -r é uma partição 1-saturada sse 

1 T 1 = 3. A única partição de P em três cadeias é a partição 

-r=<C
1

,c2
,c3

>, sendo c1 =<1,3,6,9>, c2 =<2,4,7,10> e c3 = 

= <5,8,11>. T não ê 3-saturada, pois d 3 (P) = 8 e p 3 (1:) = 9. A 

partição i = H\.ê2 ,ê3 ,c4L sendo<\= <1,3,4,7,8,11>, c2 = 

= <6,9>, c3 = <2,10> e c
4 

= <5> ê 3-saturada. 

Para simplificar a notação, no que segue. }(._ e 

denotarão a Sperner k-famíl ia maximal e minimal em P. res­

pectivamente. 

Com o objetivo de demonstrarmos o resultado funda­

mental, demonstramos os lemas: 

Lí;MA 7 - Sejam X,Ye Z € y(P). tais que X 1'. Y, z. Então XnZ 

Pf:MONSTRAkÃO - Se Xn Z = ~, o lema é válido. 

Seja xSXnZ. Como x*sy*çz* por hipótese, então e­

xiste y e Y e z € Z tal que x , y , z • 

Se z ~ x, então <x. z> é uma cadeia em Z ~ um absurdo. 

Sendo P um conjunto parcialmente ordenado, x, y e y, x impli 

ca que x = y. Portanto XnZGY. 

+ ,,.. 
LEAA 8 ... Seja X S ek (P) • Então xl oXl f:Xl. 

P~MONSTAAk~o - Como ak (P) é um reticulado, x- ~ X, x+ para todo 

- + + -
X€ ak(P). Logo x1 , x1 , x1 • Conforme o lema 7, x1 n x1 ~ x1 

• 

• 



LEMA 9 -Seja Xe 13k(P).Então dk(P) - dk.l(P) ç IXil, lç i«k

.2EBgy!!B8Ê8g - Seja 1 ( i< k. (x-xi) É; rk-l(P) e portanto lx-xilç
€ dk-l(P). Mas lx-x.j=lXl-lXil:dk(p)-lxil.Logo ak(p)-ixil €

É dk-].(P) e o resultado segue. +

LEMA IQ - Sejam Y € Bk+](P) e X].nXI : W# g.

i) Se X'r eY e WnYI = g, então WÇY7'

ii) Wç ZI para todo Z É; Bk+l(P) .

.2EEgj!!!B8ÊAO - i) Cano X]çX]<Y] e WnY]. : @, então X].nY]. : @ pelo

].ema 7. Logo X'nYl;@ e portanto iX'uYll: ix'l tIYll>dk(P)+
tdk+l(P)-dk(P) ; dk+l(P) pelo lema 9. Por outro leda, (X'uYI) € 'rk+l(P)

Concluímos então que IX'l+lvj.j-dk+l.(P). como iYi

: iY-Yll+IYll :dk+l(P), segue que IV-VI.l : IX'l. Portanto,
CY-YI) É; 13k(P). Pelo lema 8, WçY2

ii) Sejam Z €11k+].CP) e Z = Z - Zk+].. Como ZÉ;rkCP) e X+eBk(P),
IZvX+l > IZI pe]o ]-ema 5. Suponhamos que iZvX+l > iZI. Pelo !Ê.

ma 7. (2vX+)nZk+]:@ e portanto l(ZvX+)uZk+]l>dk+].(P). is-
to é um absurdo, pois ((zvx+)uzk+l) G rk+l(P). Logo lzvx+i :

= jZi. Peia ].ema 3, IZTX+Í : IX+l e portanto Ws(ZTX+)l* pela
lema 8. Logo W( ZI ' +

Os lemas ll e 12 serão usados na demonstração do
t eorema 8 .

LEMA ll - Seja 7 uma partição k-saturada de P em cadeias. En-

tão ou T é k+l saturada, ou existe xeP que õ maxilnal em toda
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LEMA 9 - Seja X€ Sk(P) ,Então dk(P) - dk-l (P) ~ !Xi 1, 1 ~ i ~ k. 

DEMONSTRAÇÃO -Seja 1~ i~k. (X-Xi) €Yk-l(P) e portanto 1x-xi1~ 
~ dk-l(P). Mas 1x-xi1=1x1-1xij=dk(P)-!Xi!.Logo dk(P)-!Xi! ~ 

~ dk_ 1 (P) e o resultado segue. 

+ -LEMA 10 - Sejam Y € $k+l(P) e X1nX1 = W;é (/J. 

i) Se X+~y e WnY1 =~. então WEY 2 • 

ii) W ~ z1 para todo Z € Sk+l (P). 

- - + . -OEMONSTAAÇAO - i) Como X1 ~Xl ~y l e Wn Y l = f/J. então X1 n Y l == f/J pelo 

lema 7. Logo x-nY1 = f/J e portanto IX-uY1 1 = !X-l+IY1 1 ~ dl/P)+ 

+dk+ l (P)-<\ (P) == dk+ l (P) pelo lema 9. Por outro lado. (X-uY 1) € yk+ l (P) • 

Concluímos então que jX-l+IY1 !=dk+l(P). Como jYI = 

= IY-Y1 1+!Y1 j=dk+l(P), segue que IY-Y1 1 = jx-1. Portanto, 

(Y-Y1) € Sk(P). Pelo lema 8, WçY2 . 

ii) Sejam Z 8 ~+l (P) e Z = Z - Zk+l' Como Z€Yk(P) e x+eak(P). 
- + - - + -1 ZvX ! ~ 1 Z I pelo lema 5. Suponhamos que ! ZvX 1 > 1 Z 1. Pelo le 

- + - + ma 7. (ZvX ) nZk+l = ~ e portanto 1 (ZvX ) uZk+l l > dk+l (P). Is-
. - + - + to é um absurdo. pois ( (ZvX ) uZk+l) € y k+l (P). Logo I ZvX 1 = 

- - + + - + = IZ!. Pelo lema 3, !ZTX 1 = IX I e portanto Wf(ZTX ) 1 i pelo 

Os lemas 11 e 12 serao usados na demonstração do 

teorema 8. 

LEMA 11 - Seja T uma partição k-saturada de P em cadeias. En­

tão ou T é k+l saturada, ou existe x€P que é maximal em toda 



Sperner k-fanz+].ia em P

oeMONSTnAÇ4Q

E claro que pk+l(T) :pk(T) +clk(T). Logo. como T é

k-saturada, pk+l(T) : dk(P) + akCt) .

coam dk+] (P) ( pk+] ( t) , segue que dk+].(P) < dk(P) + clk(t).

Se dk+.](P) : dk(P) + ak('t) , então pk+].('r) : dk+iCP) e
T é k+l-saturada

Vamos analisar o caso en que dk+l(P) <dk(P)+ak(x)

Suponhamos que XlnXI ' @. Então X'nXI : @. Logo,

lx'uxii = lx'l+ lx3.* > dk(P) F dk(P) - dk-].(P) pelo leria 9.Mas

dk(P) - dk-l(P) > ukC'r) , pois dk-l(P)ÇPk-l(T) : PkC'r)-ak-l(T)«

< Pk(v} ' uk('r) : dkCP) - ak(T) .

Logo lx'ux].i> dk(P) + ak(t) > dk+l(P) , uma contradi-

ção. pais (X'uXI) € 'rk+l(P) .

Portanto X: nX; # g.

Concluímos então que XlnXlçXI para todo Xe f3k(P)}pg
lo ].ema 8.

Ficou assim demonstrado que se T não é k+l-satura-

da, existe xç P que é maximal em toda Sperner k-fanília.
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Sperner k-família em P. 

OEMONSTRAÇAO -

... 
:6 claro que Pk+l (-r) = pk(-r) + a.k(-r). Logo, como -r e 

k-saturada, Pk+l (-r) = dk(P) + a.k(,:} • 

Com dk+l (P) ~ Pk+l (-r), segue que ¾+l (P), ¾(P) + a.k(-r). 

Se dk+l (P) = dk (P) + ªk ( ,:) , então Pk+l ( 't) = dk+ l (P) e 

T é k+l-saturada. 

- + - + Suponhamos que x1nx1 ~ ~. Então X nX1 =~-Logo,. 

1 x- uX~ 1 = 1 X- 1 + 1 x;: 1 ~ dk (P) + dk (P) - dk-l (P) pelo lema 9 .Mas 

dk(P) - dk-l (P) ~ a.k(-r), pois dk-l (P),pk-l (T) = pk(-r)-ak-l {-r) ~ 

' pk(-r) - ak(-r) = dk(P) - a.k(,:). 

Logo I x- uX~ 1 ~ dk (P) + etk ('r) > dk+l ( ,. uma contradi-

- + 
çao, pois (X uX1) € Yk+ l (P) • 

... + -
Conclu1.mos então que x1 nX1 sx1 para todo X€ ek (PJ, p~ 

lema 8. 

Ficou assim demonstrado que se T nao i k+l-satura­

da, existe x € P que é maximal em toda Sperner k-famíl ia~ 

• 



LEMA 12 - Seja T uma partição k-saturada de P em cadeias ta].

que dk+l(P) < pk+l(t) . Então existe xC P tal que

a) x é maximal em toda Sperner k-família

b) x pertence ã toda Sperner k+l-família

DEMONSTRAÇÃO

Seja W= X;nX].. Como t é k-saturada e não é k+l-sa
tufada, então W # @ pelo lema ll

Vamos provar este lema, verificando as condições i)
e ii.)

i) Se WnY]. : @ para todo Y € Bk+l(P) , então WSY2 para to-
do Y € Bk...l(P).

Seja Ye 6k+].(P) e ! : X+vY. Ye Bk+l(P) , pelo lema 4.

Logo Y].nW: g por hipótese. Por outro ].ado, X+ {Y. Então,co#:

forme o lema 10, Wç?2 : (X+vY)2: X+vY2' Como WÇX+le X+nX+=g,
X;nW = @ e portanto WÇYp

ii) Se Y[nW#g para algun Ye Bk+].(P), seja ? naximal- em

í3k+l(P) com esta propriedade, ü = Wn'?l e YÊ Bk+l(P) . Então,
ou WçY. ou WÇY.).

Seja Y'=X':v?. Pelo lema 4. Y'É;llk+l(P). Como
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LEMA 12 - Seja T uma partição k-saturada de P em cadeias tal 

que dk+l (P) < Pk+l ('r). Então existe x € P tal que: 

a) x g maximal em toda Sperner k~familia. 

b) x pertence à toda Sperner k+l-famÍlia. 

D~MONSTRAÇÂO -

+ - ~ .,,,.. Seja W= X1 nx1 • Como -r e k-saturada e nao e k+l-sa-

turada. então W;,.: 0 pelo lema 11. 

Vamos provar este lema, verificando as condições.~ 

e ii) ~ 

i) Se WnY 1 = ~ para todo Y € f3k+l (P). então WSY 2 para to­

do Y € Bk+l (P). 

- + -Seja Y € ak+l (P) e Y = X vY. Y € 8k+l (P). pelo lema 4. 

Logo 'i\ nW = 0 por hipótese. Por outro lado. x+ ~ Y. Então, con_ 

forme o lema 10, WsY 2 = (X+vY) 2 = x;vY2 • Como WsX~ e X~nx; = 0, 
+ x2 nW = ~ e portanto WSY 2 • 

ii) Se Y 1 nW ~ 0 para algum Y € ak+l (P). seja Y maximal em 

ak+l(P) com esta propriedade, W = Wni1 e Y€ í3k+l(P). Então, 

ou wsy
1 

ou Wi;;Y 2 • 

+ -Seja Y • = X vY. Pelo lema 4. . Y 1 € Bk+ 1 (P) • Como 
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QçXln7]., então WÇVi. Desde que Y' >? e YjnW #g, segue que
v' .'+ . . :. - 'v

Lega X' ç Y

Seja Ye Bk+l(P). Pe].o lema 10, W<YI'

Se Y « Y, então YI $ YI e portanto

WÇY]. nW, então WÇYI pelo lema 7

Se Y#!', então Yv'? > ?. Logo (YvY)lnW: @, por hipã
tese. Por outro dado, por (].) verificamos que X+ <Yv't. En-

tão, pelo lema 10, segue que WS(Yvt)2:Y2v?2' Como ÜçW e

WnY2 : @, então WSY2

Esta assim provado o lema .®'

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 8

Vamos provar por indução em IPI e em k

Se k= 0 existe uma partição T de P em cadeias que

é zero e l-saturada pel-o teorema de Dilworth. Suponhamos

que existe uma partição t de P em cadeias que é k-l e k-sa-

turada. Vimos pe]o ]ema ]-l que dk+tCP) < dk(P) + ak('r) . Temas
dois casos a examinar :

Caso ]. dk+iCP) dk (P) '''clk ( 't )
Neste ca$:o o 3. ema 3.} ü;os
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- + - então ws:yi· Desde Y' ~y Y1nW ;ie0, wsx
1

nY1 , que e segue que 

Y' = y • 

Logo + -X ~ y. (1) 

Seja Y€Bk+l(P). Pelo lema 10, W~Y1 • 

Se Y ~ Y, então Y1 ~ Y 1 e portanto W ~ Y 1 ~ Y 1 • Como 

WS:YlnW, então wçyl pelo lema 7. 

Se Y 'i. Y, então YvY > Y. Logo (YvY) 1 nW::: 0. por hipó-

+ -tese. Por outro lado, por (1) verificamos que X < YvY. En-

tão, pelo lema 10, segue que WS(YvY) 2 =Y 2vY 2 • Como wsw e 

W n Y 2 = 0, então WSY 2 . 

Está assim provado o lema. • 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 8 

Vamos provar por indução em !PI e em k. 

Se k = O existe uma partição T de P em cadeias que 

é zero e 1-saturada pelo teorema de Dilworth. Suponhamos 

que existe uma partição T de P em cadeias que é k-1 e k-sa­

turada. Vimos pelo lema 11 que dk+l (P) ~ dk(P) + ak(T). Temos 

dois casos a examinar: 
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tra que T é k+].-saturada.

dk.tl(P) < dkCP) + ak(T) . Então T não é k+l-satu-
rada. Conforme o lema 12, existe xCP que perteE,

ce ã toda Sperner k e k+l famílias em P. Seja
P' = P - {x}. Então,

dk(P) : dk(P') ''' l

dk+l(P) : dk...l (P') + l

e ( 1 )

Como IP' l = IPI - 1, por hipótese da indução exi.ste

uma partição T' de P' em cadeias CI'C2,.'',Cj que é k e k+l
saturada , isto é ,

dk(P') : Pk('t ')

dk+l(P') : Pk+lCT')
e ( 1 1 )

Se Cj+i; <x>, então CI'C2''.',Cj+l são os blocos de
uma partição i de P em cadeias.t é k e k+]. saturada. De fa-

to,

pk(i) : pk(t')+l : dk(P')+l : dk(P) por (11) e (1).

e pk+l(i) : pk+l(t')+l : dk+l(P')+l : dk+l(P) por (11) e (1).

A demonstração do teorema 8 esta completa. +
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tra que Tê k+l-saturada. 

Caso 2 - dk+l (P) < dk(P) + ak(T). Então T nao é k+l-satu­

rada. Conforme o lema 12, existe x€P que perte~ 

ce à toda Sperner k e k+l famílias em P. Seja 

P'=P-{x}. Então, 

e (I) 

Como IP' 1 = 1 P 1 - 1, por hipótese da indução existé 

uma partição T' de P' em cadeias c1 ,c2 , ..•• cj que ê k e k+l 

saturada, isto ê, 

e (II) 

Se Cj+l = <x>, então c1 ,c2 , ••• ,cj+l sao os blocos de 

uma partição T de P em cadeias.i ê k e k+l saturada. De fa-

to, 

pk(T) = pk(T')+l = dk(P')+l = dk(P) por (II) e (I). 

e Pk+l(T) = Pk+l (T 1)+l = dk+l(P')+l = dk+l(P) por (II) e (I). 
-

A demonstração do teorema 8 está completá. • 
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3 - DUAL B8 TE:õR;EMÂ Mig!-MÂX

Considerando partições de P em anticadeias e sub-

conjuntos de P que não contém anticadeias de cardinalidade

k+l. isto é, trocando os conceitos de cadeia e anticadeia de

P, obtém-se um teorema mini-max que generaliza o dual do teo

rema de Di].worth e é o dual do teorema 8. Analisando as pa.{

tições mencionadas, outros resu].tados interessantes podem

ser obtidos.

Nesta seção, apenas enunciámos o teorema referido

A demonstração deste resu].tado é devida a Curtia Greene e pg
de ser encontrada em [G] .

Ini-cialmente, introduzimos as definições

DEFINIÇÃO ll - Seja XÇP. X é uma k-cafamíli.a em P sse X não contém

anticadeias de cardinal.i;date k+l. d;(P) designa a cardinali
dade máxima de uma k-cofamÍlia em P.

Pç[E.]BWQ].! -Seja 6 uma partição de P em anticadeias A. ,A.,

',Aj e pkC(s) :;j.minÍk,IAil}.(s é k-saturada sse dil(P) :
: PkC's)

Prosseguimos com algumas observações

- dil(P) $ pk(dl) para toda partição '5 de P em anticadeias.
-- Seja k > 1 a cardinalidade máxima de uma anticadeia de P

Pej-o teorema de Dilworth, toda j-cofamÍlia (jçk) pode ser

particionada emj cadeias de p. Logo, dl'(P) é igual à cardi-
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3 - DUAL DO TEOREMA MINI-MAX 

Considerando partições de P em anticadeias e sub­

conjuntos de P que não contêm anticadeias de cardinalidade 

k+l, isto é, trocando os conceitos de cadeia e anticadeia de 

P 1 obtém-se um teorema mini-max que generaliza o dual do teo 

rema de Dilworth e é o dual do teorema 8. Analisando as PªL 

tições mencionadas, outros resultados interessantes podem 

ser obtidos. 

Nesta seçao, apenas enunciamos o teorema referido. 

A demonstração deste resultado ê devida a Curtis Greene e po 

de ser encontrada em [GJ. 

Inicialmente, introduzimos as definições: 

DEF 1N I ÇAO 11 - Seja X'=P. X é uma k-cof amíl ia em P sse X não contém 

anticadeias de cardinalfdade k+l. d;(P) designa a cardinali 

dade máxima de uma k-cofamília em P. 

DEFINIÇÃO 12 - Seja ô uma partição de P em anticadeias A
1 

,A
2

, 

••• ,A. e pk*(ó) = ! min{k, jA. I}. ô é k-saturada sse dk*(P) = 
J . 1 1 l."" 

* = pk(ô). 

Prosseguimos com algumas observações. 

d; (P) ~ pk ( ô) para toda partição ô de P em anticadeias. 

Seja k ~ 1 a cardinalidade máxima .de uma anticadeia de P. 

Pelo teorema de Dilworth, toda j-cofamÍlia (j ~k) pode ser 

particionada emj cadeias de P. Logo, di(P) é igual à cardi-



nulidade da cadeia de P de comprimento máximo e dj(P) (jçk) é igtm]. à
cardinalidade máxima da tmião de j cadeias disjuntas de P.

TEOREMA 9 (dual do teorema 8) - Dados P e k, existe unia partição

6 de P em anticadeias que é k e k+l saturada, isto é,

d;(P) ; P;(6)

a=...icp) ; P;..-tc6)

Este resultado generaliza o dual do teorema de

Dilworth. que agora enunciámos:

O comprimento máximo de uma cadeia de P é igual-

ar níimero mz'nimo de blocos numa partição de P em antica-

deias .

Para final-azar esta seção, apresentamos al-duns e-

xemplos onde exibidos partições de P em anticadeias que são
k-saturadas

Apresentaaips no exemplo 7 um conjunto parcialmTeltte ordenado

que não possui uma partição em anticadeias que é simultaneg.
mente k saturada para todo k

EXEMPLO 6 - Seja 6 = {AI'A2'A3} uma partição de P em antica-

deias, sendo AI :{5,1,2,3,4,9}. A2: {6,7,8} e A3 ' {10, 11,

1 2 , 1 3 } .
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- * ~ 
nalidade da cadeia de P de comprimento maximo e d. (P) (j i::k) e igual a 

J 

cardinalidade máxima da müão de j cadeias disjuntas de P. 

TEOREMA 9 (dual do teorema 8) - Dados P e k. existe uma partição 

ó de P em anticadeias que ê k e k+l saturada, isto e, 

e 
* * dk+l(P) = p (ó) k+l · 

Este resultado generaliza o dual do teorema de 

Dilworth, que agora enunciamos: 

O comprimento máximo de uma cadeia de P é i~ual 

ao número mínimo de blocos numa partição de P em antica­

deias. 

Para finalizar esta seçao, apresentamos alguns e­

xemplos onde exibimos partições de P em anticadeias que são 

k-saturadas. 

Apresentamos no exemplo 7 um conjunto parcialmente ordenado 

que nao possui uma partição em anticadeias que é simultanea 

mente k saturada para todo k. 

EXEMPLO 6 - Seja ó= {A1 ,A 2 ,A 3} uma partição de P em antica­

deias, sendo A1 = {5,1,2,3,4,9}; A2 = {6,7,8} e A3 == {10, 11, 

12, 13}. 



(5 ê simultaneamente k-saturada para todo k, pois d].(P) : 3,

d;(p):ó. dlCP)=g, a;(p):il, d5(p):12 e d;l(P):13 para
i > 6.

EXEMPLO 7 Seja a diagrama de Haste de P

'

Vamos mostrar que não existe uma partição â de P

em anta.cadeias que é l e 3-saturada.

Observe que dl.(P) : 3 e d3(P) : 7

Seja 6 uma partição de P em anticadeias. 6 é l-sâ
tufada sse lõl = 3. Por outro ]-ado, õ é 3-saturada sse 6 co2
tém a anticadeia A = {]. , 2 , 7 , 8}

Suponhamos que (5 é 3-saturada. Então lõl > 4. De f8

to, se t á uma partição do conjunto parcialmente ordenado
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t 5 

ô é simultaneamente k-saturada para todo k. pois di(P) = 3, 

di(P) = 6, di(P) • 9, d;(P) = 11, d;(P) = 12 e d1(P) = 13 para 

EXEMPl.O 7 ... Seja o diagrama de Hasse de P; 

Vamos mostrar que nao existe uma partição ô de P 

em anticadeias que é 1 e 3-saturada. 

Seja ô uma partição de P em anticadeias. ô é 1-s~ 

turada sse I ô 1 = 3. Por outro lado. ô é 3-saturada sse ô con 

t ém a anti e ade ia A = { 1 • 2 • 7 • 8 } • 

Suponhamos que ô é 3-sa turada. Bntão I ô 1 ~ 4. De fa 

to, se t é uma partição do conjunto parcialmente ordenado 
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(P-A,«) em anticadeias, então ITI > 3, pois P-A contém lmu ca

dela de comprimento três. (Dual- do Teorema de Dilworth) . Lo

go, {S não ê l-saturada.

A partição 6 - {A]'A2,A3}, sendo A].

{4,5} e A3 : {6,7.8} é k-saturada para todo

: { 1 , 2 ,3} A2

- 37 -

(P ... A,~n em anticadeias, então !TI;;,; 3, pois P-A contém uma ca 

deia de comprimento três. (Dual do Teorema de Dilworth). Lo 

got ô não ê !-saturada. 

A partição ô = {A
1 

,A2 , A3 } , sendo A
1 

= { 1, 2, 3} • A2 = 

= {4,5} e A3 =-{6,7,8} é k-saturada para todo k-;,:3. 



CAPITULO lll

SUB[UNIUNIUS DE UM CONJUNTO FINITO

Neste capítulo, k designa um número natural, S de
nota um conjunto fmi.to e PCS) denota o conjunto dos subcon
it.lutos de S, püit-i-diluente ordenado por Inc-fusão.

O objetivo principal deste capítul-o ê demonstrar

a general-ilação do tcoreutü dç Speriler, provada origina.Lmen-
te por Erdõs.

Inicialmente, dcfi-iii.ânus partlções de P(S) em ca-

deias que possuem determinadas propriedades. Isto foi feito
indopcndcntcmeute pui Katoíia e KleltmaB em LK.LJ e I'x.21. Ve-

rificamos então, que estü> parEI.iões são k-saturadas para to-

dc} k. Com este resultado, a demonstração da teorema central
ê Imediata .

Vamos intx'uúuai i ub enunc].aços dos teoremas combinató
rios:

CAPITULO lll

:lFQBEMAS COMBINATÜR10S NO CONJUNTO DOS

$gBCONÜUNTOS DE UM CONJUNTO FiNiTO

Neste capítulo, k designa um número natural, S de

nota um conjunto fmi.to e PCS) denota o conjunto dos subcon
juntos de S, parcial-mente ordenado por inc].usão.

O objetivo principa] deste capítu].o é demonstrar

a general.ização do teorema de Sperner, provada originalmen-
te por Erdõs.

Inicialmente, definimos partições de P(S) em ca-
deias que possuem determinadas propriedades. Isto foi feito

independentemente por Katona e K]eitman em [K].] e [K2]. Ve-

rificamos então, que estas partições são k-saturadas para to-
dc} k. Com este resultado, a demonstração do teorema central
é imedj.ata

Vamos introduzir os enunciados dos teoremas combinatã

CAPITULO III 

TEOREMAS COMBINATÕRIOS NO CONJUNTO DOS 

SUBCONJUNTOS DE UM CONJUNTO FINITO 

Neste capítulo, k designa um nGmero natural, S de 

nota um conjunto finito e P(S) denota o conjunto dos subcon 

juntos de S, parcialmente ordenado por inclusão. 

O objetivo principal deste capítulo ê demonstrar 

a generalização do teorema de Sperner. provada originalmen­

te por Erdos. 

Inicialmente. definimos partições de P(S) em ca­

deias que possuem determinadas propriedades. Isto foi feito 

independentemente por Katona e Kleitman em [KIJ e [KZJ. Ve­

rificamos então, que estas partições são k-saturadas para to­

do k. Com este resultado, a demonstração do teorema central 

é imediata. 

Vamos introduzir os enunciados dos teoremas combinatô 
rios: 

-38-
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TEOREMA 1 (Sperner) - Seja X uma an t ic ade ia de P (S) . Então 

TEOREMA 2 (Erdos) Seja X uma k-família em P(S). Então /XI e 

menor ou igual à soma dos k maiores coeficientes binomi ai s 

E fácil ver que o teorema 1 ê um corolário do teo-

Em seguida apresentamos uma definição e alguns le 

mas. 

DEFINIÇÃO - Seja C = <Al ,Az, ... ,Ak> uma cadeia de P(S). C e 

simétrica se satisfaz as propriedades: 

1) 

2) 

/A . /= /A.+1l - l, 
J J 

1 ~ j ~ k-1 

IA1 1 + /Akl = /si 

LEMA 1 -Existe uma partição de P(S) em cadeias simétricas. 

QEMONSTRAÇÃO - A prova será por indução em / S /. Se IS 1 = 1, tri_ 

vial . Seja s = s - {x}, x6S. Pela hipótese de indução existe 

em cadeias simétr i -

em cade i as 
.. 

s1me-
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tricas a partir de ;. A cada cadeia êjci, construz+inos as ca-

deias Ci e vier, se lcil > 2.Em caso contrário, construímos
apenas a cadeia CI G T, conforme descrevemos abaixo

Seja êi : <X].,X2,...,Xk>

Então Ci : <X]'X2, .. . ,Xk,Xk+]> sendo Xk+]. : XkuÍx]

e Di : <YI'Y2,- '',Yk-l>, sendo Yj : XjuÍx}, 1< j < k-l-.

Todo elemento de P(S) pertence ã uma cadeia de T,

pois se X É;P(S) ,então ou X é um subconjunto de g ou é a u-

nião de {x} a um subconjunto de g.

É fácil verificar que C{ e DI (l<i<j) são cadeias
simétricas em P(S) , desde que CI é uma cadeia simétrica em
p (g)

Também as cadeias de T são disjuntas duas a duas,

pois as cadeias de r são duas a duas disjuntas.

Logo, r é uma partição de P(S) em cadeias simétri

cas , como queríamos demonstrar. .+

Mostramos no exemplo abaixo uma partição 1- de P(Sj}

em cadeias simétricas, dado S =Ía,b,c,d}

EXEMPLO }
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tricasa partir de T. A cada cadeia êi€T, construímos as ca-

<leias C
1
. e D. f>r. se I ê. 1 2!: 2 .Em caso 

1 1! 
- • ✓ contrario, construimos 

apenas a cadeia Ci E T, conforme descrevemos abaixo: 

Então Ci = <X1 .x 2 , ..• ,Xk,Xk+l> sendo Xk+l;;:: Xku{x} 

e Di = <Y 1 ,Y 2 , •.• ,Yk-l>' sendo Yj =Xju{x}, l ,j ,k-1. 

Todo elemento de P(S) pertence ã uma cadeia de T, 

pois se X 8 P(S) ,então ou X é um subconjunto de S ou ê a u­

nião de {x} a um subconjunto de S. 

E fácil verificar que C. e D. (1,i,j) sao cadeias 
1 l 

simétricas em P(S), desde que êi é uma cadeia sim~trica em 

P(S). 

Também as cadeias de T sao disjuntas duas a duas, 

pois as cadeias de T são duas a duas disjuntas. 

Logo, T é uma partição de P(S) em cadeias simêtri 

cas, como queríamos demonstrar. 

Mostramos no exemplo abaixo uma partição T de P(S) 

em cadeias simétricas, dado S = {a,b,c,d}. 

EXEMPLO 1 -
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{CI 'C2,C3'C4 ,C5,C6}, sendo
<ÇÓ, a, ab , abc , abcd>

<b , bc , bcd>

<c , ac, acd>

<d, ad, abd>

<bd>

<cd>

T é mostrada em traço forte no di.agrama de Haste
de P(S) .

LEMA 2 -Se T é uma partição de P(S) em cadeias simétricas, r

cadeias de comprimento maior ou igt.ialIS l +k
2
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T ;;:: {C1,Cz,C3,C4,C5,C6}, sendo: 

Cl = <0. ª· ab. abc. abcd> 

c2 = <b • bc, bcd> 

C3 = <e, ac, acd> 

C4 = <d, ad, abd> 

C5 == <bd> 

c6 = <cd> 

-T e mostrada em traço forte no diagrama de Hasse 

de P(S). 

LEMA 2 - Se T é uma partição de P(S) em cadeias simétricas, T 

contém [ll!~~kJ] cadeias de comprimento maior ou i al 
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ã k

.2EllgN!!BâÊêg -Seja T uma partição de P(S) em cadeiras simétri

cas e Cet. Se ICI =k, então o elemento maximal de C teta car

dinal-idade igual- a -----3--

Suponhamos que ICI > k. C possui um subconjunto de

S de cardinalidade igual a li..iillliBil. De fato, C possui um sub

ro for inteiro, caso contrario, CI >k e C possui um subcoi}.-

junto de S de cardinalidade igual a ----;--. Como doi.s subcon-
juntos distintos de S, de mesma cardinali-dade pertencem ã ca

delas distintas de T existem 1 1 tSj+kl i cadeias em T (lue con-
l i... á ..} }

têm um elemento de cardina]idade igual. a l+!!i;iliq. Como cãcíã U
lnã destas cadeias tem cumpri-mento mai.or au igual a k, o ].e-
ma e sta demons tudo .

gglig1:811.gJ -Seja T como no teorema acima. Então

A]
DEMONSTRAÇÃO - Peia ].ema 2 .
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a k. 

OEMONSTRAÇAO - Seja T uma partição de P(S) em cadeiras simétri 

cas e C€T. Se I C 1 = k. então o elemento maximal de C terá car 

dinalidade igual a lSl;k-l. 

Suponhamos que I C 1 ~ k. e possui um subconjunto de 

S de cardinalidade igual a l1S;+kj. De fato, C possui um 

conjunto de S de cardinalidade igual a ISl;k-l se este nGme 

ro for inteiro, caso contrário, ICI >k e C possui um subcon~ 

junto de S de cardinalidade igual a !S~+k. Como dois subcon­

juntos distintos de S, de mesma cardinalidade pertencem i ca 

de ias distintas de T existem [li~! !k j) cadeias em T que con­

têm um elemento de cardinalidade igual a tlS~+kj. Como cada 

ma destas cadeias tem comprimento maior ou igual a k, o le­

ma estâ demonstrado. 

COROLÃRI O 1 - Seja T como no teorema acima. Então 

1 T 1 l Is I l 
= l' ~ 'J . 

DEMONSTRAÇAO - Pelo lema z' 

1 T 1 :::: 1s I l llS;'lj . Como 1 s I l l1s;•1J == 1s1 l li! lj . 
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o coralãrio esta provado

Apresentamos abaixo uma demonstração do teorema de

$:per er

OEnoNSTj3AÇÃÇ) j?QJ-EOKEnA l -

Seja X C y(PCS))

Pelo lema l e corolário l,existe uma partição t de
i s l

P(S) em l l ISI 1 1 cadeias simétricas. Desde que cadacadeiade
L 2 J

[ possui no maxi.mo un] elemento de x, então IXI ç

mo queríamos demonstrar

Usando o llema 2, provámos o lemaabaixo:

LEMA3 - Seja v=ÍCI'C2'...,Cl} uma partição de P(S) em ca-
deias simétricas. Então T é k-saturada para todo k) 1, isto

'*'-':,, : ,{*«,»{ ', ,*}

.2Eng!!!BêÊ@. -T induz um limite superior em dk(PCS)) , calcula.
do àba3.xo:
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o corolário está provado. 

Apresentamos abaixo uma demonstração do teorema de 

Sperner. 

DEMONSTRAÇAO DO TEOREMA 1-

Seja X e y (P ( S)) • 

Pelo lema 1 e corolirio l,existe uma partição T de 

P(S) em 
, s, l l'~ lj cadeias simétricas. Desde que cada cadeia de 

-r possui no máximo um elemento de X, então 

mo queríamos demonstrar. 

Usando o lema 2. provamos o lema abaixo: 

, s I l ll~lj . e~ .. 

LEMA 3 - Seja T = {C1 ,c2 , .•. ,Cj} uma partição de P(S) em ca­

deias s imêt ricas. Então T é k-s aturada para todo k ~ 1, is to 

-e • 

DEMONSTRAÇAO-T induz um limite superior em dk(P(S)), calcula 

do abaixo: 
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'*«'«, *l&l*«-.,llpbll-l&ll .

[ s ] ]

vamos verificar que dk(p(s)) :K. Seja - ]!?l ç i ç

< IKI e z]. = {xçsi ixi=1-t;-q+il. Trivialmente verificamos que

L4J
ZiCy(PCS)). SejaY= U Zi' EntãoYéumak-famíliaem

I'?''l

l s l l s l
+ (k-2)

lsl+k-t

l$1 Í is l

gual a esta somatÕria com uma demonstração anal-oga 'à da prg

posição 3.IV. Logo, dk(P(S)) :K e T é k-saturada para todo

Podemos verificar que K é iPCS) e lvl

Fina[izando este capítulo, observamos pe]o ]-ema 3

que a cardinalidade máxima de uma k-família em p(s)é igual a

l ....;;.... +i ' Desde que esta somatõria é igual ã soma
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+ (k-2) 

Vamos verificar que dk (P( S)) = K. Seja - l_k; 1 j , i ~ 
~ l~J e Zi ={X'=SI IXl=l 1

~
1j+i}. Trivialmente verificamos que 

l~J 
Z. €y(P(S)). Seja Y= U Z .. Então Y é uma k-famÍlia em 

l . k-lj 1 1=-l-2 

P(S) e IYI -• Podemos verificar que K e i 

gual a esta somatória com uma demonstração análoga à da pr~ 

posição 3.IV. Logo, dk(P(S))=K e T é k-saturada para todo 

k. • 

Finalizando este capítulo, observamos pelo lema 3 

que a cardinalidade máxima de uma k-família em P(S) ê igual a 

l ~j [ 1 s I l ·- l-l j l~lj-+i . Desde que esta somatória é igual à soma 

1--L-r-J -
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dos k maiores coeficientes binomi.ais lilill , conc].urros
tão que o teorema 2 é um corolãri.o imediato do ].ema 3.
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dos k maiores coeficientes binomiais (1~1), concluímos en­
tão que o teorema 2 é um corolário imediato do lema 3. 
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CAPÍTULO IV

TEQRcmAS COMBINATÜRlos NO CONJUNTO

DOS DIVISORES DE UM NUMERO

Com a finalidade de genera].azar os resultados do

capítulo 111, vamos considerar P(N) o conjuntos dos diviso-

res de um número natural. N, parcialmente ordenado par divi-
sibilidade e k um número natural

Expomos i.nicialmente a extensão do ]ema ]..]]].,prg
fiada por Bruijn, Tengbergen e Kruyswijk [BTK]. Provámos en-

tão o teorema l que é uma extensão do teorema 2.111. com u-
ma demonstração anal-oga a deste

Uma outra demonstração deste resultado foi fei.ta

por J. Schõnheim em [Sl]. Coiro coro],ária deste teorema, ob-
temos o teorema 2, que generaliza o teorema de Sperner

Prosseguimos cam as definições

.2Ê.E..!.N.!.ÇAO - Se pllp22...piÍ é a fatoração canónica de N, eB
al+a2+'''+ai e denominado grau de N e será denotado por

CAPÍTULO IV 

TEOREMAS COMBINATÕRIOS NO CONJUNTO 

DOS DIVISORES DE UM NOMERO 

Com a finalidade de generalizar os resultados do 

capítulo III. vamos considerar P(N) o conjuntos dos diviso­
res de um número natural N, parcialmente ordenado por divi­

sibilidade e k um número natural. 

Expomos inicialmente a extensão do lema l.III,pr2 
vada por Bruijn, Tengbergen e Kruyswijk [BTK]. Provamos en­
tão o teorema 1 que é uma extensão do teorema 2.III, com u-

- ' ma demonstração analoga a deste. 

Uma outra demonstração deste resultado foi feita 
por J. Schonheim em [Sl]. Como corolário deste teorema. ob­
temos o teorema 2, que generaliza o teorema de Sperner. 

Prosseguimos com as definições. 

OE F I N I ÇAO S a. 1 °' 2 a. i -__ ......._ __ - e P1 Pz ···P1 e 

tão a.1+a. 2+ ••• +a.i é denominado 

a fatoração canônica de N, err 
grau de N e será denotado por 

-46-
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Vamos denotar por LK(N) o número de divisores de

N de grau k. Convencionámos que Li(N) = 0 se i> g(N) ou i< o
e L'(N) = l

!E.E.!.ElSA0 2 - Uma cadeia <dl'd2' . . . ,dk> de divisores de Né s.}

métrica se satisfaz as propriedades

1) 0 quociente di+l/di é um número primo, 1 < içk-l

2) g(dl) + g(dk) : g(NI)

LEMA i Existe uma partição de PCN) em cadeias simétricas

BRHP!$TRAÇÃO

A prova seta por indução no número .} de primos dis

tintas que dividem N. Se i= 0, trivial. Suponhamos que o lg
ma é valido para o número natura] M ta]. que N = Mpcl, p é um
primo e p não divã.de M. Pela hipótese da indução existe uma

partição i= {êl'êZ'''''ci} de P(M) em cadeias simétricas.
Vamos definir uma partição T de P(N) a partir de t. Seja

CI, : <dl'd2' . - . ,dk> uma cadeia de i. Vamos considerar as di-

visores djpp de N, i(j<k e OÇB$cl. Vamos mostrar atra-
vés da figura a seguir que este conjunto de divisores de N

pode ser particionado em j cadeias, l <j çk.

g(N). 

Vamos denotar por Lk(N) o número de divisores de 

N de grau k. Convencionamos que Li 00 = O te i > g(N) ou i < O 
e LO (N) = l. 

DEFINIÇ~Q 2 ... Uma. cadeia <=d1 ,d2 , ••• ,dk> de divisores de N é si 

métrica se satisfai as propriedades: 

l) O quociente di + 1/ di é um rrúmero primo, l , i ~ k..,.l. 

2) g(d
1

) + g{dk) = g(N). 

LEMA 1 ~Existe uma partição de P (N) ém cadeias s imitricas. 

A prova será por indução no número i de primos dis ......... ...,.. 

tintos que dividem N. Se i =O. trivial. Suponhamos que o l!,. 

ma é válido para o número natural M tal que N = Mpª, p, um 

primo e p não divide M. Pela hipótese da indução existe uma 
partição i = {i\,ê 2 •••• .l\} de P(M) em cadeias simétricas. 

Vamos definir uma partição T de P(N) a partir de i: ., Seja 

ê\=<d1 $d 2 , ••• ,dk> uma cadeia de -r. Vamos considerar os di­

visores d.pB de N, 1 Eí j Eí k e O, B, a. Vamos mostrar atra-J 
vês da figura a seguir que este conjunto de divisores de N 

po& ser particiona em j cadeias, 1 , j , k. 
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'': l '2

q.p l a2p

'ip: l ':p'

.': '.'.!'.''..'.'. .''..;.''
':,~-: l -:-'-:

l ':,"':
'\P" d2P~

As cadeias <di'dj.p.dip2 .. . ' ,dipcl
dkpa'X+l> são simétricas, l <i<j. De fato,

trivialmente a propriedade 1) da definição
priedade 2), pois

,di+lpa'i l,

elas sati.sfazem

2 e também a prg

g(di) + g(dkpa'Z+] ) = g(dl) + i-l- + g(dk) +a - (i-l)

g(dl) + gCdk) + cl : g(M) + cx = g(N)

Verifica-se que as cadeias acima são disjuntas
duas a duas.

Desde que P(M) é particionado em cadeias simétri-

cas, podemos conc].uir este ].ema, baseados nas cadeias cona

O exempl-o descrito abaixo mostra uma partição r de
P(300) em cadeias simétricas. r ê mostrada no diagrama de
passe de P (300) . em trago fort ê

<1i dz 

<\P d2p 

<\P2 dzP2 

. . . 
• . 

'\Pa-2 dzPa-2 

'\Pa-1 dzP 
a-1 

'¾_Pª d Pª 2 
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d3 

d:,P 

d:,P2 

d3p a-2 

d31>°'-l 
. õ. 

d3P 

... 

. . . . . 
• . . .. . . 

... 
••• 

• • • • 

• 2 a-i +l a-i+l As cadeias < di ,dip ,dip •••• ,d1p ,di+lP , • • • • 
·+1 dkpa-i > são simétricas, 1 , i ~ j. De fato I elas satisfazem 

trivialmente a propriedade 1) da definição 2 e também a pro 
priedade 2), pois; 

a.-i+l g(d1) + g(dkp ) = g(d1) + i - 1 + g(dk) + a - (i-1) = 

= g(d
1) + g(dk) + a = g(M) + a = g(N). 

Verifica-se que as cadeias acima sao 

duas a duas. 

disjuntas 

Desde que P(M) é particionado em cadeias simétri~ 
cas, podemos concluir este lema, baseados nas cadeias cons­
truídas acima. 

O exemplo descri to abaixo mostra uma partição ,:- de 
P(300) em cadeias simétricas. T é mostrada no diagrama de 
Hasse de P(300), em traço forte. 
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5Z
2z 3 .5z

'r : {CI 'C2 ,C3,C4 'C5} , sendo

CI : <1,5,5a.2.5z,2?52,2?3.5z>
C 2 ; < 2 , 2 . 5 , 22. 5 , 2z3.5>

C.l = < 2z ,22 3>

C4 : <3, 3.5 ,3.5z ,2. 3.52>

C5 : < 2. 3 ,2. 3.5 >

Mostramos nas proposições 2 e 3, propriedades dos
números L' (N) , análogas a algumas propriedades dos coefici-

entes binomiais. Para a demonstração da preposição 2, usa-
mos a proposição l que apresenta uma propriedade das cadeias
Simétricas.

.Eggeg!!.S89.J -Seja C = <dl'd2' . '. ,dn> uma cadeia simétrica de

P(N). Então, existe dÉ;c tal que g(d) = li 2 l.

.gE.89111138Ê8g -Suponhamos club a tese é falsa. Podemos ter os
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T = {C1,C2,C3,C4,C5}, sendo: 

Cl "' <1,s ,5 2 .2.s 2 .2~5 2 ,2~3.5 2 > 

C2 = < 2 , 2 • 5 , 22
• s , 22

• 3 . s > 

C3 ;:::: < 22 '22
• 3> 

C4 = <3,3.5,3.5 2 ,2.3.5 2 > 

Mostramos nas proposições 2 e 3, propriedades 
-numeros k -L (N), analogas a algumas propriedades dos coef i-

entes binomiais. Para a demonstração da proposição 2, usa­

mos a proposição l que apresenta uma propriedade das cadeias 

simétricas. 

PROPOSIÇÃO 1 -Seja C = <d
1 

,d 2 , ••• ,dn> urna cadeia simétrica de 

P(N). Então, existe d€ e tal que g(d) = lg(r)J. 
pEMONSTRAÇAO - Suponhamos que a tese é falsa. Podemos ter os 
casos: 



a) g(dl) > 1 2 l e g(dn) > 1 2 1. Então

g(d].) + gCdn) > 2 l&e;!'iLI + 2 > g(N)

b) g(dl) < lliigii.tl e g(dn) < 1 2 1. Então

gCdt) + g(dn) < 2]aíi]!)] < g(N)

Em qua].quer casa, temos um absurdo pois C é simé

PROPOR 1 ÇA0 2

i) Lj (N) ; Lg(N) -j (N)

ii) LO (N) € Ll-(N) ( .. . $ Lw'~,
DEMONSTRAÇÃO -

i) Se j < 0 ou j >g(N), Lj(N) ;Lg(N)-j(N), trivialmente
Seja 0 çj <g(N). Sejam X e Y os conjuntos dos diviso

res de N de graus j e g(N)-j ,respectivamente e$afunçãode X em Y

tal que @Cd) =S. É fãci.l ver que P é bijetora. Logo lxl=lvl
e portanto Lj (N) : Lg(N)-j (N) .

ii) Seja T lma partição de p(N) em cadeias simétricas, o « ii < 1.iililJ)l
e dGP(N) tal que g(d) =j. Seja C a cadeia de T que contém d . Pela

preposição 1, C possui um elemento de grau lji(gl111. Então e-
xi.ste d'É;C tal que g(d')=j+l. Logo Lj(N) (Lj+i(N) e f)OI'

Is(m) l
tantoa seciüência LO(N) ,LI(N) , ... ,LI'FI(N) é monatõnica nã Ü
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a) g(d
1

) > lg(
2
N)j e g(dn) > lg~N)j. Então 

g(dl) + g(dn) :;: 2 l&(2N)j + 2 > g(N). 

b) g(d
1

) < lg(
2
N)j e g(dn) < lg(

2
N) j. Então 

g(dl) + g(dn) < 2 lg(r)J 'g(N). 

Em qualquer caso, temos um absurdo, pois C é simé 

trica. • 

f R,OPOS I ÇÂO 2 -

pEMONSTRAÇAO -

i) Se j < O ou j > g(N), Lj (N) = Lg(N) -j (N), trivialmente. 

Seja O :s; j ~ g(N). Sejam X e Y os conjuntos dos diviso 

re s de N de graus j e g ( N) - j • respectivamente e ljJ a função de X em Y 

tal que lj!(d) =~. E fácil ver que ljJ ê bijetora. Logo IXl=IYI 
e portanto Lj (N) == Lg(N) - j (N) • 

ii) Seja T uma partição de P(N) em cadeias simétricas, O~ j < ~~'t{lj 
e dE P(N) tal que g(d) = j. Seja C a cadeia de T que contém d • Pela 

proposição 1, e 

xiste d' 8 e tal 

tanto a seqüência 

possui um elemento de grau lg(
2
N)j. Então e-

. . 1 
que g(d') = j+l. Lo~o 1 3 (N) ~ LJ+ (N) e por­

g(N)_I 
O) 1 2J ~ -L (N ,L (N), ... ,L (N) e monotonica 



decresãebtõ

PROPOSIÇÃO 3

L (N) é igual ã soma dos kmaiores valores de L] (N)

OEMONSTRAçÃa -

Verificamos pela proposição 2 que '.}l' .LL 2 J (N)

dos k maiores va].ares de Lx(N) . Mas,

}J.PgJ *;'~.*
j:i

[i].A*''~, *$'J.H''-: '~,
j:i j

rli.P;q '~,
j:i

llJ.pn.~, * +.b"+'~,
j:i j :o

VáRIos agora generalizar o lema 2.ril

LEMA 2 - Se T é uma partição de P(N) em cadeias si.métricas,

então T possui LL z J CN) cadeias de comprimem-Lto maior au igual: ak

e a

H
(N)

"H H. +j
(N)L

}j 2

}

g(N)2 *j
(N)-+

j ;o
(pela proposição 2)

k
(N)

j:i

:.l... ..:.=:=;:; =1.:.:1:1.:1...1i.-....;.:'.= :.; ;1;.='..:=..i..l::.: :.l.: l1l:.:l.l:l.=: :1 ; :il.lili ili.
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decrescente. 

PROPOSIÇAO 3 -

k lg(N) + j j 
l L 2 (N) é igual à soma dos k maiores valores de L i(N). 

j=l 

OEMONSTRAÇAO -

Verificamos pela proposição 2 que 
l~J ltl&J+j I L 2 (N) 

j =-[k;lj 
e a soma dos k maiores valores de Li(N). Mas, 

l~J ~g(N) J +j l~J lg(N) j +j o l g (N) j + j I L 2 (N) = l L 2 (N) + I L 2 (N) 
j=-tk;lj j=l j =-lk;l j 

l~J tg(N)j+j tk;lj lg(N) 1-j . 
= l L 

2 
(N) + l L 

2 
(N) 

j=l j=O 

l~J ~g(N)+2jj 
= l L 2 (N) 

j=l 

tk;lj g(N)-lg(N) J+j 
+ l L 2 (N) j=O (pela proposição 2) 

~J I g(N) +2jj 
= I L l 2 . (N) + 

j ==l 

Vamos agora generalizar o lema 2.IIl. 

LEMA 2 - Se T é uma partição de P (N) em cadeias simétricas, 

l g(N) +kj 
então T possui L 2 (N) cadeias de comprimento maior ou igual a k. 
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S 2

.gEEglg118$êg - Soja t uma partição de P(N) em cadeias siiÚtrãcas e Ce T.

Se ICÍ = k, então o elemiento i]]axi,xm] de C teta cadina].idade ali112i!:g:ü. La

go, se lcl > k, C possui tm divisor de N de grau aC!!)illBi:-l se este
for inteiro;caso contrario, ICI >k e C possui um divisor do N de grau

'iÍ--.?--. ]lm qualquer caso, C possui. tm divisor de N de grau IZliEg-U:l . Co

nn doi.s di.vigores distintos de N, de iwslno grau perteiKem ã cadeias dis

tintas de 'r, existem LL ' J(N) cadeias em T que cclltêm um elelwn

to de grau ll:iCJili=iiJq . Como cada tnu destas cadeias tem coaprimenta maior
au igual- a k, o ].elm esta provado. .+

LEMA 3 -Seja t uma partição de P(N) em cadeias simétricas.En
tão t é k-saturada para toda k> ]., isto é,

dk(P(N)) : C >1 TminÍlcil,k}

!Êj891âlB8ÊAO -Com o auxílio do lema 2, verificamos que:

'.-.' .'.'.' '' .'.' '...-.' J'''.i''.'-.''$:.':H:.'.3

Vamos mostrar que existe XGyk(P(N)) tanque lxl=K

Seja -flui j:BI ' zj:ÍdePW)Ig ):l-$PI'j}. Ve,ifi.-
jk l

ca-se fácil-mente que zj C r(P(N)) . Selva x=j ll.7--lzj' Então

dk('(N))Çt'LIJ 2 l(U'''(k-t) Lb : l )-Lb: ICW

: } .kqR'~:W) - Llg'!i1llqW)

#
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OEMONSTAAÇÃO - Seja -r uma partição de P(N) em cadeias simétricas e C€-r" 

Se ICI ""k, então o elemento maximal de e terá cadimüidade &{N){k""l. 

go, se ICI ~ k. C possui um divisor de N de grau &(N){k-l se este nnm,:,.,...,.. 

for inteil"o;caso contrário, !CI ► k e C possui um divisor de N de 

S(~ +k. J3m qualquer caso. e possui um divisor de N de grau l_g(~ +kj. 

m.o dois divisores distintos de N, de mesmo grau pertencem ã cadeias diE, 
!;(N)+kj 

tinta.B de T, existem L [ 2 · (N) cadeias em 'i que contêm um elemel! 

to de grau ~CNJ+~. Com.o cada ~ destas cadeias tem comprimento 

ou igual a k. o lema está provado. • 
~.EMA l - Seja T uma partição P(N) em cadeias simêtricas.En -
tão 'f é k-s a tir.rada para todo k ~ 1, is to é. 

d1~(P(N)) = I min{ IC, j ,k} 
.m. e.ih i l. . 

OEMON~T~A~Ão - Com o auxf 1 io do lema 2, ver ificrunos que i 

lg(N)+lcj [ l&(W}+~-+j lj(N,l+kl ) 
dk(P(N)) , k•L 2 (N) + (k-1) L 2 (N) .. L 2 (N) + 

[ 
l1(Nl+lj l•0~)+2j l l< 

+ • • • + L 2 (N) - L . ( N) = Í 
j=l 

(N) = IL 

Vamos mostrar que existe Xi r 1/P (N)) tal que IX 1 

Seja -lkz1J 'j' l~J e zj ={d€ P(N) jg(d) .. ~(:) j+j }· Verif 

l½J 
ca-se facilmente que Zj € y(P(N) J. Seja X= U Z • Então 

j=-[~j j 



pel-a proposição 3. Logo dk(P(N)) = K e T é k-saturada para tg

TEOREMA 1 - Seja X € yk(P(N)) . Então a cardo.nalídade de X é iüE.

nor ou igual. ã soma dos k maiores va].odes de Li(N) .

Imediata, pelo lema 3.

TEOREllA 2 - Seja X € y(P(N)). Então

IXI < LIS'4' 1W).
.BE591ãlB8ÊA0 - Segue trivia].mente do teorema l.

Pllmous lo -

Uma outra demonstração do teorema 2 pode ser obt.i
da diretamente do lema l e da proposição l

Se N é um número natural ].ivre de quadrados, os

teoremas l e 2 tornam-se teorema 2.111 e teorema l.ili, reê.
pectivamente, portanto estes resu].Lados generalizar o teore
ma de Sperner

- 53 -

(N). 

pela proposição 3. Logo dk(P(N)) ;:;I( e T é k .... saturada para to 

do k. ♦ 

Tf:'.OR!MA l .,. Seja X e yk(P(N)). Então a cardinalidade X é 

nor ou igual à soma dos k maiores valores de L1(N). 

Tf:01\EMA i - Seja X 6 y(P (N)) • Então 

Uma outra demonstração do teorema 2 pode ser 

da diretamente do lema 1 e da proposição 1. 

ti .... 

Se N é um número natural livre de quadrados, os 

teoremas 1 e 2 tornam-■a teorema a.III e teorema l.III, 
pectivamente, portanto estes resultados generalizam o t 

ma de Sperner. 
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