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INTRODUCAOQ

0 objetivo deste trabalho & apresentar um teorema

mini-max demonstrado recentemente por Greene e Kleitman.

Com a finalidade de enunciar este resultado, seja
P um conjunto finito parcialmente ordenado ¢ k um inteiro
ndo negativo. Vamos considerar subconjuntos de P que nao con
tem cadeias de comprimento k+1, chamados k-familias em P, O

teorema mini-max afirma que:

Dados P e k, existe uma k-familia X em P e uma par

tigao v de P em cadeias,tal que

(x| = )} min{|C;|.k}.
C.€t

i
0 enunciado nao apresenta uma igualdade mini-max.
Entretanto, & fdcil verificar que se Y & uma k-familia em P

e 6 & uma partigdo de P em cadeias, entao

Yl « ) miﬂ{iDif,k}.
DiEG



Portanto, se a igualdade contida no enunciado do
teorema se verifica, concluimos que X € uma k-familia em P
de cardinalidade maxima (denominada Sperner k-familia em P)
e T & uma particao de P em cadeias que minimiza a somato-

ria a direita da igualdade.

Neste trabalho, encontra-se uma demonstragao de u-
ma generalizacgdo deste teorema, provada inicialmente por
Greene e Kleitman [GK1. Outras provas deste resultado foram

obtidas por Cldudio Lucchesi e por Hoffman e Schwartz [HSI.

Teoremas demonstrados anteriormente inspirarama de
finigcdo de Sperner k-familia em P. Apresentamos abaixo uma

visao historica destes resultados.

Em 1928, Sperner [5271 determina a cardinalidade ma
xima de uma anticadeia do conjunto P(X) dos subconjuntos de
um conjunto finito X, parcialmente ordenado por inclusao.
Varias demonstracgOes deste resuitado surgiram posteriormen-

~te, destacando-se entre elas a elegante prova de Lubell [LIL

Fm 1945, Erdos [E] determina a cardinalidade de u-
ma Sperner k-familia em P(X), estendendo o teorema combina-

torio acima.

Generalizacoes destes resultados foram conjectura-
das quando P(X) € substituido pelo conjunto P(N) dos diviso

res de um numero natural N, parcialmente ordenado por divi-



sibilidade. A extensao do teorema de Sperner nestes termos

foi proposta como um problema prémio em 1949

Paralelamente a estes resultados, surgiuem 1950 um
teorema mini-max que se tornou célebre. Este resultado esta
enunciado abaixo e foi demonstrado inicialmente por Dilworth

th11l.

A cardinalidade midxima de uma anticadeia de um con
junto finito parcialmente ordenado P & igual ao ni

mero minimo de blocos numa particdode Pem cadeias.

Apbs o aparecimento deste teorema, surgiram novas
demonstracoes do teorema de Erdds e as conjecturas referidas
foram provadas. Estas provas envolvem particoes de P(X) ou

P(N) em cadeias que possuem determinadas propriedades.

0 teorema de Dilworth & um corolidrio do teorema mi
ni-max de Greene e Kleitman, pois se k=1, estes resultados

se coincidem.

Analisando os conceitos utilizados na demonstracio
que apresentamos do teorema central, conseguimosunificar os
resultados dos capitulos IIT e IV e apresentamos no capitu-
lo IV uma demonstragdo mais simples de uma generalizacdo do
teorema de Erdds, demonstrada por Schonheim [él]. Esta foi

uma das razoes que nos levou a dispor o trabalho da seguin-

(*) - Proposto como um problema premio no Wiskundig Genootschap em 1949,



te forma:

No capitulo I s3o introduzidas definigbes e concei

tos basicos.

0 capitulo II contém uma demonstragao do teorema
mini-max de Greene e Kleitman e o enunciado do dual deste.
Inicialmente, definimos uma relacao de ordem no conjunto das
k-familias em P e mostramos que o conjunto das Sperner k-fa
milias em P, parcialmente ordenado por esta ordem, & um re-
ticulado. Para atingirmos este resultado, que sera fundamen
tal na demonstracdo apresentada do teorema mini—max,tomamas

contacto com propriedades estruturais das k-familias em P.

No capitulo III, encontram-se demonstracoes cons-

trutivas dos teoremas de Sperner e de Erdds.

0 capitulo IV contém provas de generalizagGes dos
resultados do capitulo III, quando P(X) € substituido por

P(N).

Finalmente, apresentamos a bibliografia contendo as
referéncias diretamente ligadas aos resultados apresentados

ou referidos.

0s capitulos serao denotados por algarismos roma-
nos. As secBes de cada capitulo serdo numeradas seqliencial-
mente. Também os teoremas, os lemas, etc. seraonumerados se

%

qliencialmente dentro de cada capitulo. Para referéncias, o



teorema 3 do capitulo II serd referido pelo numero 3 dentro

do mesmo capitulo e por 3.II em outros capitulos.

0 simbolo @ serd usado no final das demonstracgdes
e a expressdo 'sse' sera utilizada como abreviatura de 'se

e somente se''.



CAPITULO |

DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

1 - PARTICAQ E DECOMPOSICAO

Uma colegdo X, ,X,,...,X;, de subconjuntos de um con

1
U Xi =X, Cada X, (1 €i<k) & denominado bloco da decomposi-
i=1
gao.

jinto X & uma decomposicdo de X sse XinX, = @ (1si<jgk) e

Uma particac de um conjunto nao vazio X & uma decom-

posi¢ao de X que nac possui blocos vazios,

2 - CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

Diz-se que uma relacadao 6 sobre um conjunto X € uma
relacao de ordem sse as seguintes condigoes estdo verificadas,
para quaisquer x,y e z€X:

a) x6x (propriedade reflexiva)
b} se x8y e y8x, entao x =y (propriedade anti-simétrica)

c) se x8y e ybz, entdo x6 z (propriedade transitiva)



Um confunto pareialmente ondenado € um conjunto nao vazio
P munido de uma relacao de ordem, que denotaremos freqlente

mente por "€".

No decorrer do nosso trabalho, um conjunto parcial
mente ordenado sera denotado por um par ordenado (P,<), ou

simplesmente por P,quando nao houver ambigliidade.
Se xey€P, xsy e x#y, escrevemos x<Yy.

Prosseguimos definindo alguns conceitos usuais da
teoria dos conjuntos parcialmente ordenados. Com esta fina-
lidade, seja P um conjunto parcialmente ordenado, X um sub-

conjunto de P e xey elementos quaisquer de P.

Os elementos x ey sao comparaveis sse X<y ou y <x,.
Em caso contrario, xey sao {ncomparaveis ou independentes e es

crevemos X gy e y £ X,

Diz-se que x cobre y sse x>y e nao existe z €P tal

que x> z>vy,

X € uma anticadeia de P sse os elementos de X sio
dois a dois incompardveis. X € uma cadeia de P sse os elemen
tos de X sao dois a dois  compardveis. O comprimento da ca-
deia X € igual & |X| e denotaremos uma cadeia de comprimen-

| RS

liencia < s e > . .
to n por uma seqliencia X1:%5, Xy tal que X1<X1+1’-

‘éi QH“}.




X & um ideal inferion em P sse para todo X€X, se y<x
entdo y€X. A interseccdaco de todos os ideais inferiores em P
que contém X & o 4deal inferion em P gerado pon X e sera denota-
do por X,. Dualmente define-se um {deal superion em P e o ideal

superior em P gerado por X, denotado por X".

Seja X=@ e x€X. x € um elemento maximal de X sse nio

existe z€X tal que z>x. x & um Limite superion de X sse x2 z

para todo z€X. x & o menor Limite superion de X sse x & um 1i
mite superior de X e se y € um limite superior de X, entio
y 2 x. O menor limite superior de X serd denotado por L.u.b de
X ou sup X. Dualmente definé-se um elemento minimal de X, um
Limite inferion de X e o maion Limite inferion de X, que sera deno

tado por g.2.b de X ou inf X.

Em seguida definimos isomorfismo e produto direto

de dois conjuntos parcialmente ordenados, (P,€) e (Q,5).

Um 4{somonfismo de P em Q & uma funcdo bijetora
P:P — Q tal que x €y sse Y(x) €y(y). P e Q sao isomorfos

sse existe um isomorfismo entre eles.

Produto Dineto de P e Q & o conjunto dos pares orde-

nados (x,z) € PxQ,parcialmente ordenado pela relacdo de ordem

(Xl’z}.) € (xz,zz) sse xlsxz em Pe zls.zz em Q.

Facilmente podemos definir produto direto de um nimero fini



to de conjuntos parcialmente ordenados, generalizando a de-
finicao acima.
Descrevemos abaixo uma representacao grafica de um

conjunto parcialmente ordenado.

Se P & um conjunto parcialmente ordenado finito, P
possui uma representacdo grafica, chamada diagrama de Hasse. Neste dia-
grama, elementos distintos de P sao representados por pon-
tos distintos e existe um segmento orientado de x para y sse

y cobre x em P.

Na maioria de exemplos que apresentamos nesta dis-
sertacao, a figura representa o diagrama de Hasse do conjun
to parcialmente ordenado em questao e indicamos com uma se-

ta a direcao dos segmentos.

EXEMPLO - Seja P(S) o conjunto dos subconjuntos do conjunto
finito S={a,b,c}. P(S) com a relagdo de inclusao € um con-
junto parciglmente ordenado. Mostramos abaixo o diagrama de

Hasse de P(S) e ilustramos alguns conceitos definidos.

a ab
@ Q o abc
;::><<:;§///////
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Observe que:
ab cobre a em P(S).
¢ e abc sdao comparaveis em P(S).
<@,c,bc> € uma cadeia de P(S) de comprimento 3.
{ab,ac,bc} € uma anticadeia de P(S).
abc & L.u.b de P(S).
@ & g.L.b. de P(S).
Se X=1{b,c}, entao X*=={b,c,ab,ac,bc,abc}.
Se X={c,b,ab,ac,bc}, entao ab,ac e bc szao elementos ma-
ximais de X.

3 - RETICULADOS

Vamos definir reticulados considerando ainda P um

conjunto parcialmente ordenado qualquer.

P & um neticulado sse existe supi{x,y} e ing{x,y}, pa-
ra quaisquer xey€P.Denotaremos frequentemente sup{x,y} e

inf{x,y} por xvy e xAay, respectivamente.

Q € um subreticulado do reticulado P sse QSP e se x
e y sao elementos de Q, entao sup{x,y} em P e inf{x,y} em P

sao elementos de Q.

Um {somongismo de um reticulado P em um reticulado Q

& uma fungdo bijetora y: P —+ Q tal que:

Yxvy) = X)) vly) e yxay) = p(x) A p(y).
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Como exemplo de reticulados, mostramos abaixo os
diagramas de Hasse de todos os reticulados que consistem de

cinco elementos, a menos de isomorfismo.

Enunciamos abaixo duas proposicGes bem conhecidas,
cujas demonstracoes podem ser encontradas em textos da teo-

ria de reticulados.

PROPOSICAO 1 -Seja P um conjunto finito parcialmente ordenado

e xey dois elementos quaisquer de P. P & um reticulado sse

P possui um Gnico elemento minimal e existe l.u.b de {x,y}.

PRGPGS&QEC -8¢ P e Q sdo reticulados, o produto direto de P

e Q &€ um reticulado e se (xl,zl) e (XZ’ZZ) EPxQ, entao:

(xl,zl}v(xz,zz) = (xlvxz,zlvzz)

(xl,zl} A (xz,zz) = (xlez,zlA 22).

Os objetos usuais em Matemdtica serao usados no de



correr deste trabalho e denotaremos por:

|X|, a cardinalidade do conjunto X.
X-Y, a diferenga entre dois conjuntos X e Y.
|x], o maior inteiro menor ou igual ao namero Xx.

{2), combinacao de n elementos k a k.

Se X & um subconjunto de Y, usaremos a notacao XSY.

A negacao de XY sera denotada por XF#Y.



CAPITULO 1t

SPERNER k-FAMILIAS E PARTICOES k-SATURADAS

Neste capitulo apresentamos o resultado central des
te trabalho. Vamos considerar P um conjunto finito parcial-

mente ordenado qualquer e k um inteiro ndo negativo.

1 - ESTRUTURA DAS SPERNER k-FAMTLIAS

DEFINICAO 1 - Seja XSP. X & uma k-familia em P sse X ndo con-
tém cadeias de comprimento k+l. Uma k-familia em P de cardi

nalidade maxima € chamada Sperner k-familia em P.

Vamos usar freqlentemente a expressdo k-familia ou
Sperner k-familia, significando k-familia em P ou Sperner

k-familia em P, respectivamente.

E facil ver que uma 1-familia em P & uma antica-

deia de P e que toda k-familia em P € uma j-familia em P se j> k.

No decorrer deste trabalho, Yk(P) denota o conjun-
to das k-familias em P, Bk(P) denota o conjunto das Sperner
k-familias em P, dk(P) designa a cardinalidade de uma Sper-

ner k-familia em P e (Y(P))k denota o conjunto das k-tuplas
13-



ordenadas a=={X1,X2,...,Xk) de anticadeias Xi de P, 1gizgk
Para simplificar a notagdo, denotamos por y(P) o conjunto
das anticadeias de P e por B(P) o conjunto das anticadeias

de cardinalidade maxima de P.

O objetivo desta secao & definir uma relacdo de ordem
"€" sobre yk(P) e mostrar que (Bkﬂﬂ, s) & um reticulado. Bs-
te resultado serd utilizado na demonstracdo do teorema mini-
max. Ele estende um teorema provado por Dilworth em [D2] mos

trando que (B(P),<) & um reticulado.

Com esta finalidade, iniciamos ~mostrando  que
(y(P),s) e (B(P),s) sdo reticulados. Provamos em seguida que
(v (P) . €) € um reticulado. Durante este processo,examinamos
propriedades estruturais das k~famflias, que serdo utiliza-
das posteriormente. As demonstracOes destes resultados sio
de acorde com [GK]. Para atingirmos o resultado principal,
usamos dualidade, diferindo da demonstracdo contida no arti

go mencionado.
DEFINICAO 2 - Sejam Xe YEY(P). X <Y sse X, €Y,.

Facilmente verifica-se que (y(P),<) & um conjunto
parcialmente ordenado. Também ({Y(?))k,sj € um ceﬁjuﬁto par

cialmente ordenado.

Se X<P, vamos denotar por M(X) o conjunto dos ele-

mentos maximais de X, por m(X) o conjunto dos elementos mi-
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nimais de X e por NM(X) o conjunto dos elementos nao maxi-

mais de X.

DEFlngﬁi) 3 - Dados XeYEY(P), definimos: (veja exemplo 1)

XvY = M(XuY)
XaY = M(X,.nY,)
XTY = NM(XvY) v (XnY)

E Sbvio que XvY e XAYEY(P). Também XtY € y(P) .De
fato, podemos concluir isto, observando que NM(XuY) € v(P),

desde que XuY €y, (P).

EXEMPLO 1| - Dados XeYEY(P), X~= {4,6} e Y=1{5,7}, temos:

7
b 5 B¢ XvY = {4,5,7}
/ XAY = (2,6}
Xty = {6}

[ %]
\a

TEOREMA 1 - (y(P),€) & um reticulado. Se Xe YE y(P), entao
sup{X,Y} = Xv¥ e inf{X,Y} = XaY.

BE_ﬂGNﬁTRRgRQ -Seja t(P) o conjunto dos ideais inferiores em
P, parcialmente ovdenado poT inclusgo; XeYE y(P) e ¢ a fun

cao de y(P) em t(P) tal que ¢(X)=X,.

B facil ver que ¢ bijetora e que ¢J—1(X*) = M(X.).




—

¢ € um isomorfismo. De fato, X <Y sse X,cY,.

Como a uniao e a intersecgao de ideais inferiores

em P sao ideais inferiores em P, entao (t(P),<) € um reticu
lado, sup {X_,Y,}=X_,uY, e inf{X_,Y,}=X_nY,.

Logo (v(P),s) € um reticulado, sup{X,Y} = M(X,uY,)

e inf{X,Y}=M(X,nY,). Mas M(X,uY,) = M(XuY). O teorema esta

assim demonstrado. -

COROLARIO 1 - ((y(P))¥,<) & um reticulado. Se a= (X.X,,....X)

e B = (Yl,YZ,...,Yk) sao elementos de (y(P))k, entao

VR = (xlel’XZVYZ""’kaYk)
e
QAR = (XlAYl,XZAYZ,...,XkAYk).
DEMONSTRACAO - Imediata usando o teorema 1 e resultados da teo

ria de reticulados. -

LEMA 1 -Sejam Xe YE y(P). Entao:
1) X[+ |Y]| = |XvY]|+ |XTY]|
ii) XTY € XaY

iii) Se |Xx| = |Y| =d, (P), entao |XvY| = [XAY| = [XTY]| =d, (P)

DEMONSTRACAO -

i) Imediata.
'ii) Se x € XrY,entao x € XaY. De fato, se x € NM(XuY) ou x € XnY,

entiao x é maximal.em X, ou em Y, , x€X,ex€Y_ . Por-
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tanto x EM(X, nY,).

iii) Pela hipoOtese e por i),segue que [XvY [+ |XTY[=2d, (P).
Como XvY e XTY € y(P),entao {XVY'lsdl(P) e IXTY{sdl (P).
Logo [XvY] = lXTYf==d1(P). Também |XaY| =d, (P), desde
que XAY € y(P), [X7Y]|= d; (P) e XTYSXAY por ii). @

TEOREMA 2 - (B(P).,<) € um reticulado. Se Xe YE B(P),
sup{X,Y} = XvY¥ e inf{X,Y} = X71Y.

DEMONSTRACAO - Sejam Xe YE B(P).Usando o lema 1 concluimos que

XvY, XAY e XtY € B(P) e XtY=XaY. Logo (B(P),<) & um subreti
culado do reticulado (Y(P),€), sup{X,Y} = XvY e inf{X,Y} =
= XaY = X71Y. : 3

A fim de estendermos alguns resultados vistos, de-
finimos a seguir uma decomposicao de uma k-familia em k-an-

ticadeias.

DEFINICAO 4 - Seja a fungdo y: Y (P) — (w,r(P))1 tal que Y(X)=
(XI’XZ"“‘XR.)’ sendo X1=M(X) e XJ = M(X- 1U1X ), 2<jsk. A

imagem de X pela funcd@o ¢ sera chamada decomposicdao candni-

ca superior de X.

Segue imediatamente da definigao acima que esta e
a Gnica decomposicdo de X em k anticadeias que satisfaz 3s

duas propriedades abaixo:

I) XjnX; = @, 1icj<k
1) X2 X c2 X

2% k
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Sempre que XGYR(P),Xi (1sigk) denotara a i-ésima

componente da decomposicdo canonica superior de X.

O exemplo abaixo mostra as anticadeias da decompo-

. -~ - . - * e
sigao canonica superior de uma S5-familia.

EXEMPLO 2 - Seja X = {1,3,4,5,6,8,9,10,11}8YS(P).

<

e}

Entao Xl-- {10,111}, X2= {8,91}, X3= {5,6}, X4= {4} eXS= {1,3}%

PROPOSICAQ 1 -Seja XSP. X & uma k- familia em P sse X & a unido

de k-anticadeias de P.

k
DEMONSTRACAD -Se X € uma k-familia em P, entdo X = || X; .
' i=1
Para verificarmos a implicacdo contraria, suponha-

mos que X & a unido de k anticadeias de P e que Xﬁyk(P).
Entao, existe uma cadeia C em X tal que |C| > k+1.
Logo, existe uma cadeia <x,y> em C tal que x e y pertencen

a mesma anticadeia de P, uma contradicao. \ 4

DEFINICAC 5 ~Sejam XeYEvy, (P). X<Y sse X;€Y,, 1€isk.
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E imediato verificar que "<" € uma relacao de or-

dem sobre Yk(P) .

DEFINICAD 6 - Se XeYE€y,(P), definimos:
k

XvYy = |}

X.vY.
j=1 + 1

k
XtY = | X.TY,

Pela proposicao 1, XvYe XtYE€E Y (P) -

LEMA 2 -Se Xe Y€ v, (P}, v(XvY) = (X,v¥, X, v¥,,...,X, vY, ), sen
e k 1 71722 k 'k =2

do ¢ a funcdo descrita na definicgao 4.
DEMONSTR&QEG - Para mostrar Que vaYj (1sj<k) sao os blocos da
decomposic@o canOnica superior de XvY, vamos mostrar inicial

mente que (XiVYi}ﬁ{XjVYj) =@, 1€1ic«< j <k,

Seja x um elemento pertencente d intersecgao acima.
Vamos supor, sem perda de generalidade que x€ X, . Como

XxEX.vY. e X.nximﬁ, xG~Yj’ Entao existe z(EYi tal que x%z.

Jo] J
Desde que Yin‘!j =0, x<z, Logo x§¢ Xiin. Isto € uma contra-
dicgdo.

Resta verificarmos que leYl EXZVY 2 e ?XRVY

2 k’

Seja 1 €is<k-1. Como X vY, = sup{Xi,Yi},Xiin?Xi e

Xiin?'Yi‘ Mas Xiz Xi+l e Yiayi*l' Logo XiVYi e um limite
superior de {Xi+1’Yi+1}' Desde que Xi+1in+1=sup{Xi+1,'Yi+1},
segue que Xiin.a Xi+1in+1.
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Portanto, o lema esta provado. @

TEOREMA 3 - (v, (P),9) € um reticulado. Se XeYE yk(P), sup{X,Y} = XvY,

DEMONSTRACAO - Sejam XeYE€ Y (P). Pelo corolario 1, (X VY XY,
C X VYD 8 sup{ (X Xy ke e X5 0 Y0 e Y} em (D)X, € Pelo 1e-
ma 2, (XIVYl’XZVYZ""’XkVYk} € a decomposigdo candnica superior
de k-familia XvY. Logo XvY & sup{X,Y} em {yk(P),s). Como o con-
junto vazio pertence a yk(P) e € seu Unico elemento minimal,
concluimos pela proposicao 1.1 que (Yk(P),s) € um reticulado.
®

LEMA 3 - Se XeYGyk(P), entao:

1 x+y] = [xvy]+ [xry]

ii) Se |X| = |Y| = 4, (P), entdo XvY€ B (P).

DEMONSTRACAQ -

i) Vamos verificar que (XiTYi)n(XjTYj)=¢ se 1€i<jgk.
Seja x pertencente & intersecgdo acima e suponhamos
sem perda de generalidade que x€ Xi.Com Xjn)(i'—'aie X€ XjTYj,xGYj.
Logo existe ZEXj tal que x€z. Como Xani =@, x<z. Isto € u-

ma contradicao, pois X, 2 Xj .

Seja 1<j<k. Xj’Yj’XjVYj & XjTYj sao os blocos de uma

decomposicao de X, Y, Xv¥ e XvY¥, respectivamente. Pelo lema 1,
{th }ij = IXjVYjH [X}.TY |. Somando sob j, obtemos a igualda-
de |X|+ Y] = |Xvy|+ |X7Y]|.

ii) Por hipotese e por i), segue que [XvYi+ |XtYl = de(P).
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Segue imediatamente que |XvY| = d (P) e |X7Y| = 4, (P), pois
XvY e X1Y € YR(P)‘ Logo XvYE€ Sk(P). @

Os lemas 4 e 5 que agora apresentamos serao usados

somente na proxima secao.
LEMA 4 - Sejam XE€ Bk{P} e YE 8k+1(P) . Entao X\’YGBKH(P) e XTY € Sk(P} .

DEMONSTRACAQ - Como X€B, (P}, Xy, =@. Logo Xy 7Y, , =9 e por-

tanto XTY € v, (P) .Pelo lema 3,0+ |Y] = |XvY]+ |XTY|. Entdo
|XvY |+ |XTY| =d, (P) +dy ,(P). Como XvYE Yiep (PMXVY | <dy  (P).
Desde que [Xﬂ!}ﬁdk(?), segue que {Xthwdk+1(P) e‘EXTYgﬁdk(?)‘
Portanto XvY € Bkﬂ(P} e XtY € 6k(P) , como queriamos demonstrar.
' -
LEMA 5 -Sejam Xe YE v, (P) e x| = dy (P). Entdo |XvY]| 2 |Y].

DEMONSTRACAQ - Pelo lema 3, |[X[+|Y|= |XvY|+|XtY|. Logo,|XvY| =
= {Y§+dk{P)~[XTYI. Como XT’YGY}((P},;!XTYI <d, (P) e portanto
[XvY| 2 ]Y]. @

Usando o lema 3, concluimos que as operagtes v e T
sao fechadas em Bk(P}' Entretanto, ndo conseguimos mostrar
que (skﬁ’),s) € um subreticulado de (Yk{P),é),pais se X eY
pertencem a yk(P), Xty néa é necessariamente inf{X,Y} em
(v (P).9) . Também XAY = | X;aY; nao € necessariamente inf{X,Y}

i=1
em (Yk(P)'s‘)“ (Veja exemplo 3).

EXEMPLO 3 - Sejam XeYG*{Z(P), X=1{6,7,9,10} e Y={5,8}.



i1
/\\\ sup{X,Y} = Xv¥ = {8,9,10,5,6,7}
8" 9 10 e |
{ inf{X,Y} = Xa¥ = {1,3}
5 7
o\\//6 Xty = ¢
3 iy E
I l XAY = {3}
1 2

A fim de mostrar que (Bk(P),s) € um reticulado, va
mos usar dualidade. Consideremos as operacgoes A e 4 defini-
das sobre Yk(?), duais das operacbes v e T da definicado 6,
respectivamente. Denotamos por "€" a8 relac@o de ordem so-
bre YR[P}’ dual da relacao de ordem "<" sobre yk{?). Trocan
do cada operacao pela sua operacdo dual e cada conceito por
seu dual, obtemos definicOes, teoremas e lemas duais dos Te

sultados apresentados nesta secao.

As definigoes 7, 8 e 9 enunciadas abaixo sdo duais

das definigoes 2, 4 e 5, respectivamente.

E)EF&MQEO 7 -Sejam Xe YEY(P). XY sse Y*eXx™,

Verifica-se que "€" é uma relacao de ordem sobre Yy(P).

DEFINICAO 8 -Seja a fungdo 6: Y (P) — {y(?}} g;al que 8(X) =
{5(1,5{2,.‘. k}, sendo X =m(X) e )'i =m(X- B X)), 2835k,
=1 %

A imagem de X pela funclo 8 sera chamada decomposicao canb-

nica inferior de X. f(g (1<2sk) denotard a L-&sima componen-



te da decomposicio candnica inferior da k-familia X.

E}EFEN%Q,Z%G g - Sejam Xe Ye'yk(P). XY sse )'(ﬁ s«‘l’g, 1<k,
Verifica-se que "¢" & uma relacao de ordem sobre *\fk(fi“)e

0s resultados que agora enunciamos, duais do teore
ma 3 e da parte ii) do lema 3 serao utilizados na demonstra

cao do teorema 6.

TEOREMA 4 - (yk€P} ,€) € um reticulado. Se XeYeyk(PA}, entzo

%

inf{X,Y} = XaY.

LEMA 6 - Se XeYE Bk(P) , entao XaY € BR(P) .

0 teorema abaixo & interessante por si sd e serd u

sado na demonstracao do teorema 6.

TEQREMA 5 - Sejam X e Y k-familias maximais em P com relagido

3 inclusaoc. Bntao XY sse X <Y.

DEMONSTRACAQ -Vamos demonstrar a parte ‘'somente se'' POT con-

tradigao.
Suponhamos que X #&Y. Sejaj o menor inteiro, (l€jsk)
tal que ﬁj ﬁ«‘?j, Entao Y’;S)'(;f. Portanto existe ySYj e nio e-
xiste xé’:ﬁ}:(j tal que x €y. Podemos concluir que:
I) Existe uma cadeia yl‘;},z(“'qu“lqj =y emY, YQIEY‘Q'z (1=50<3);
I1) Nao existe xéﬁ)’(n, (j<n<k) tal que x €Y.
Vamos examinar ©sS €asos:
: ! s 7 % Y % 5
1) y€X. Por 1I, j>1. Como Yju}.gX}f~1‘ ex1stexj‘18Xj_‘1 tal
£, g - @ - i i e & & =
que hjmi y}-—»l Portanto, existe uma cadeia X <xy< <x}_"1

em X, xie‘if(g (1<2gj-1). Como x $Y¥j.1 <yj,existe uma cadeia

j-1
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xqu“‘qul{“}’j em X. Logo, ye}?tﬁ, (j<2<k) ,contradizendo II,

2} ygX - Como X € uma k-familia maximal em P com relacdo

4 inclusdo, existe uma cadeia C em Xu{y} tal que |C|=k+1.

Seja C = <x1,x2,“.,y,“.,xj,...,x}g.

E facil ver que xiSf{inXk (1<igk) .Verifica-se

c~i+1?
que y<xj, caso contrario teriamos xs3 <y, contradizendo 1I.

Como X €Y por hipOtese, existe Z GYk-—ji»l tal que

. €2.. Logo existe uma cadei Z. <z, < ove €2 em Y
jSEje o8 B BN RS | k ’

2, €Yy _;,, (isi<k).

Desde que y<xj&zj, entao y1<72<,‘.<yj=y< 2.€2. <. o%2

j i+l
€ uma cadeia em Y de comprimento k+1, uma contradicio,

k

A implicagdo contrdria pode ser provada usando dua

lidade. @

Apresentamos finalmente o resultado principal des-

ta secao.

TEOREMA 6 - (Bk(P) ,€) & um reticulado. Dados XeY € BkiP) ;
XAY = inf{X,Y}.

DEMONSTRACAO - Sejam Xe Y€ B (P). Pelo teorema. 4 e lema 6, con

cluimos que XAY & inf{X,Y} em (3K(P),’§:§.Lngo XaY X, XaY¥ Y
€ nao existe Z€ B, (P) tal que Z eX, Z¢Y e XaY =1, Pef outro
lado, X,Y e XaY s2o k-familias maximais“ com relagdo & inclu
sao. Portanto, pelo teorema 5, XaY <X e XAY<Y. Logo XaY &
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um limite inferior de {X,Y} em (BR(P},ﬁ}.

Seja S={WE B, (P)|W<X e WsY}. Como XAYES, S=0.5¢
ja T=sup S. T existe, pois S & finito e XvY = sup{X,Y} em
(B (P) %)

Suponhamos que T = XAY. Entao T<X, T<Y e XaAYS T,
Como T¢gE 8k(P), pelo teorema 5,temos TeX, TeY e XaAY®T. Lo
go, XAY ndo € inf de {X,Y} em (B (P),=), uma contradicao.

Portanto T = XAY. Logo XAY € inf de {X,Y} em (B, (P),%).

Entdo (ﬁk(P},s) € um reticulado,como queriamos demonstrar. e

2 - 0 TEOREMA MINI-NAX

DEFINICAD 10 -Seja T uma particdo de P em cadeias Cl’ Corune,
o ; 3

C, e p {t)= ] min{|C.]|,k}. T & k-saturada sse p,(7)=d, (P).
3 k i=1 1 ik k

Nesta secdo, g&(w) designa o nimero de cadeias de t de com-

primento maior do que k.

0 resultado principal desta dissertaczo pode agora

ser enunciado:
TEOREMA 7 - Dados P e k, existe uma particdor de P em cadeias
que & k-saturada, isto &,

ékiy) = Fk(f}*

Se k= 1, o teorema acima torna-se o teorema de

Dilworth.



E oportuno observar que dk(P}=spk{t} para qualquer
particao 1 de P em cadeias. De fato, Se:CET e XEYk{P),entia
X possui no maximo k elementos de C se [C|2k carlct elemen
to de C, caso contrario. Esta & a desigualdade trivial do
teorema 7 e sera usada freqlientemente enm demﬁnst?agées pos-

teriores.

Vamos demonstrar uma extensao do teorema 7, que a-

gora enunciamos:

TEOREMA 8 - Dados P e k, existe uma partigao 1 de Pem cadeias

que & k e k+1 saturada, isto &,
dk(P) = Py (1)
dk'*‘l'(P) = pk““l(f}'

A demonstracdo que apresentaremos do teorema 8&5@3
vida a Greene e Kleitman [GK]. Ela ndo induz um algoritmo po
linomial para se obter uma particdo de P em cadeias que € k

e k+1 saturada.

Uma outra demonstracao deste resultado foi obtida
recentemente por Cliudio Lucchesi. Baseande»ée nesta demaﬁg
tragdo, obtém-se um algoritmo polinomial que encontra uma
particdo de P em cadeias que € k e k+l1 saturada,uma Sperner

-y

k-familia em P e uma Sperner k+1-familia em P.

Prosseguimos, apresentando alguns exemplos de par-



ti¢oes k-saturadas.

EXEMPLO & -

Seja t=1{C;,C,,Cz}, sendo Cy=<3,6>, C,= <1,4> e

Cq= <2,5,7> e %=={§1,62,53}, sendo C1= <3>, éz‘= <1,4,6> ¢

CS: <2,5,7>. Note que T é le 3-saturada, mas nao € 2-satura
da. T & 1,2 e 3-saturada. Como di{P)==dg{P} para i>3, con-

cluimos que T & simultaneamente k-saturada para todo k.

Existem conjuntos parcialmente ordenados que nio
possuem particOes simultaneamente k-saturadas para todo Kk,

como podemos observar no exemplo abaixo.

EXEMPLO 5 -

9 0 11
6 7¢—>——e8
3¢—>—2l  d5
1s 2¢

Vamos verificar que P nao possui uma particdo T que
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& 1le 3-saturada.

Como dl(P)=3, T & uma particdo l-saturada sse
|t|=3. A Ginica particdo de P em trés cadeias € a particédo
Tx<Cl,C2,Cs>, sendo CI=<1,3,6,9>, €2=<2,4,7,10> e (33 =
= <5,8,11>, t ndo & 3-saturada, pois d,(P) =8 ¢ py(1) =9, A
partigdo T = {E;.C,,C5,Cy}, sendo C, = <1,3,4,7,8,11>, T, =

<5> & 3-saturada.

= <6,9>, Gy = <2,10> e C,
Para simplificar a notacdo, no que segue, e X
denotardo a Sperner k-familia maximal e minimal em P, res=
pectivamente.
Com o objetivo de demonstrarmos o resultado funda-

mental, demonstramos os lemas:
LEMA 7 - Sejam X,Ye Z € y(P), tais que X<Y s Z. Entao XnZ&Y.

DEMONSTRACAO - Se XnZ=@, o lema & valido.

Seja x€ XnZ. Como X,SY,€Z, por hipétese, entdo e-
xiste ye‘f e z€Z tal que xsy<z,

Se z #x, entdo <x,z> & uma cadeia em Z,um absurdo.
Sendo P um conjunto parcialmente ordenado,x<€y e y €x impli
ca que x=y. Portanto XnZ&Y. @

<o

JEX,

LEMA 8 - Seja X €8, (P). Entdo XjnX]eX;.

DEMONSTRA! A0 - Como By (P) & um reticulado, X ¢ xex* para todo
X € ﬁk{P) . Logo X'}j <X, € K;. Conforme o lema 7, X; n X; €X; -

L
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LEMA 9 - Seja X € 8, (P).Entdo d, (P} -dy_;(P) < [X,[, 1€igk.

1!’

DEMONSTRACAO - Seja 1 <1i < k. (X-X;) €y _;(P) e portanto [X-X,|s

< d,_,(P). Mas lX~Xi1=iX!~[Xi}=dk(P)-$Xil.Legcrdk(P}~}Xi§ <

€ dk-«l(P) e o resultado segue. @
LEMA 10 - Sejam Y € B, (P) e XInXi =Wz,

i) ‘Se X+SY e WnY1=¢, entao WEYZ.
ii) Wse Z1 para todo Z€ Bkﬂ(P)‘

A P

DEMONSTRAGAO - i) Como X]<X;<Y; e WaY, =@, entdo XjaY, =@ pelo
lema 7. Logo X nY, =@ e portanto [X“qui = tX“if{Yli 24, (P)+
*dy 1 (P)=dy (P) =dy ., (P) pelo lema 9. Por outro lado, (X"uYy) €Y1 ().

Concluimos entdo que (X*{H\’lhdk{,}_(‘?). Como |Y]| =
= 3Y-‘{11+{Y11 =dy,1(P), segue que |Y-Y | = |X"|. Portanto,
(Y-Yl) € 81{{?}‘ Pelo lema 8, W':_:Yz.

i) Sejam ZER ,(P) e Z=1-72, .. Como ZEY, (P) e X"€R, (P),
|zvX"| 2 |Z| pelo lema 5. Suponhamos que |ZvX"| > |Z]. Pelo le
ma 7, (Ev)ﬁ)nzkﬂw@ e portanto t(ivx"’)uzk+11 > dkﬂ{m‘ Is-

e

to e um absurdo, pois ((ZVX+)uZ'k+l) € Ykﬂ(?)° Logo !ivfl =

i

|Z]. Pelo lema 3, IZTX+[ = [X*{ e portanto WE(ETX-F}I,. pelo

lema 8. Logo WgZ &

1'
Os lemas 11 e 12 serdo usados na demonstragdo do

teorema B.

LEMA 11 - Seja 1 uma particao k-saturada de P em cadeias. En-

tdo ou T & k+1 saturada, ou existe x€P que & maximal em toda
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Sperner k-familia em P.

DEMONSTRACAQ -

£ claro que py, (1) =py (1) + o (). Logo, como T &
k~saturada, pk+1[t)==dk(P)*~mk(t).

Como dy . (P) < Py4q (), segue que 41 (P Sdk(P}“?' oy (7).

Se dkfl(p)gzdktp)'+@k(T)’ entao pk+1(T):=dk+1(P) e

1 & k+l-saturada.
Vamos analisar o caso em que dy 4 (P) < dy (P)*+ay (1) .

Suponhamos que xinxz = @. Entdo X"nXI = ¢. Logo,
+ +

[XTuX(] = |XT|# [X]] 2 4 (P) +dy (P) - dy_;(P) pelo lema 9.Mas
d (P) -dy ,(P) > ak(r)¢ pois dkﬂl(P)sgka(T)==pk(f}qak,1(r}s
€ pk(r)-ak(T)==dk(P)—-mk(T). ’

Logo EX"UX§}?=dk(P}4-ak(t)>»dk+1(P), uma contradi-~

¢do, pois (x‘ux;) € vy (P):

A o=
Portanto XlnX1 z @,

Concluimos entdo que inXEQXI para todo XE€ gk(P}7 pe

o lema §.

Ficou assim demonstrado que se T ndo & k+l-satura-
da, existe x€P que & maximal em toda Sperner k-familia.

@
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LEMA 12 - Seja T uma particao k-saturada de P em cadeias tal

que dk+1(P) <pk+1(r), Entao existe x€P tal que:

a) x & maximal em toda Sperner k-familia.

b) x pertence a toda Sperner k+l1-familia.

DEMONSTRACAQ -

Seja W= x{nxi. Como T € k-saturada e ndc & k+l-sa-

turada, entdao W= pelo lema 11.

Vamos provar este lema, verificando as condicgoes i)

e ii}.

i) Se WnYl =@ para todo Y€ Bkﬂ(?)* entaoc WSYZ para to-
do Y€ SkH(P) .

Seja YE By, ,(P) e ¥=x"vy. Ye Brs1(P). pelo lema 4
Logo Y,nW=@ por hipStese. Por outro lado, x" < ¥. Entdo,con
5 + v + + + ot
forme o lema 10, WE?-YZ = (X vY)z = XZVYZ" Como WEXl e Xln}(z =@,
X;nw= # e portanto WY, .

ii) Se Ylnwxﬁ para algum Y€ Skﬂ(P}’ seja Y maximal em
Bys+1(P) com esta propriedade, W = w”?i e YE By, ;(P). Entdo,

ou WeY. ou @9‘{2@

1
Seja Y'=X'v¥. Pelo lema 4, Y'E Brap(P). Como
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WSXIn?l, entao WSYi. Desde que Y'2Y e Yinw @, segue que
Y

Logo X' <7, (1)

Seja Y€ Bk-i-l(P)' Pelo lema 10, WsYl.

Se Y<Y, entdo Y‘lel e portanto W<Y, <Y,. Como
@9?1nw, entdo WeY, pelo lema 7.

Se Y£Y, entao YvV¥> Y. Logo (YVY’)an=¢, por hipo-
tese. Por outro lado, por (1) verificamos que X" <yv¥. En-

tdo, pelo lema 10, segue que WE(YVY)2.= sz? Como WEW e

5
?-*In?z =@, entao WSYZ .

Esta assim provado o lema. &

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 8

Vamos provar por indugdo em |P| e em k.

Se k=0 existe uma particao T de P em cadeias que
e zerowe l-saturada pelo teorema de Dilworth. Suponhamos
que existe uma particdo T de P em cadeias que & k-1 e k-sa-
turada. Vimos pelo lema 11 que dk+1(P} sdk(P) +ak(ﬂc). Temos

dois casos a examinar:

Caso 1 - dk+1(P) = dk(}?)-i-cek("{}. Neste caso o lema 11 mos
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tra que T € k+l-saturada.

Caso 2 = dk+1(P}< dk(P)i-ak(t). Entdo T nao € k+l-satu-
rada. Conforme o lema 12, existe XEP que perten
ce a toda Sperner k e k+1 familias em P. Seja

P'=P-~ {x}. Entao,

dk(P) dk(P')+ 1
e (1)
dy,,(P) = 4y, (P1) +1

Como |P']=]P|-1, por hipdtese da indugao existe
uma particdo 1' de P' em cadeias CI'CZ""’Cj que € k e k+1

saturada, isto e,

i}

4, (P1) = pyt)
e (I1)
dy (P = ppy (e ’

Se Cj*1=:<X>’ entao Cl,Cz,..-.,Cj+l sac 0s blocos de
uma particao T de P em cadeias.t & k e k+1 saturada. De fa-

to,

fl

p (T = p (t)+1 = d (P)+1 = 4, (P) por (II) e (I).
e P (D = P (041 = 4y (P)+1 = 4 (P) por (II) e (D).

A demonstracdo do teorema 8 esta completa. L



3 ~ DUAL DO TEOREMA MINI-MAX

Considerando particoes de P em anticadeias e sub-
conjuntos de P que ndo contém anticadeias de cardinalidade
k+1, isto &, trocando os conceitos de cadeia e anticadeia de
P, obtém-se um teorema mini-max que generaliza o dual do teo
rema de Dilworth e € o dual do teorema 8. Analisando as par
tigcOes mencionadas, outros resultados interessantes podem

ser obtidos.

Nesta secgao, apenas enunciamos o teorema referido.
A demonstragao deste resultado & devida a Curtis Greene e po

de ser encontrada em [G].
Inicialmente, introduzimos as definicoes:

DEFINICAO 11 -Seja XSP. X & uma k-cofamilia em P sse X ndo contém

anticadeias de cardinai@dade k+1. d;(P) designa a cardinali

dade maxima de uma k-cofamilia em P.

DEFINICAO 12 -Seja & uma particdo de P em anticadeias Al Ay,
e AL e p;(é) = % min{k,|A. |}, 8§ é k-saturada sse d*(P)

j Y i K
= py(8).

Prosseguimos com algumas observacoes.

|

d;{P}s‘p;{é) para toda particdo § de P em anticadeias.
—~ Seja k21 a cardinalidade maxima de uma anticadeia de P.
Pelo teorema de Dilworth, toda j-cofamilia (jsk) pode ser

particionads em j cadeias de P. Logo, d;(P) € igual 3 cardi-
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nalidade da cadeia de P de comprimento maximo e d’;(p) (j<k) & igual &

cardinalidade maxima da umiao de j cadeias disjuntas de P.

TEOREMA 9 (dual do teorema 8) - Dados P e k, existe uma particao

§ de P em anticadeias que & k e k+1 saturada, isto &,
dp(P) = py(8)
dr .. (P) = py
ke1 (P = Praq (8,

Este resultado generaliza o dual do teorema de

Dilworth, que agora enunciamos:

0 comprimento miximo de uma cadeia de P & igual
ao numero minimo de blocos numa particao de P em antica-

deias.

Para finalizar esta secao, apresentamos alguns e-
xemplos onde exibimos particoes de P em anticadeias que sao

k~-saturadas.

Apresentamos no exemplo 7 um conjunto parcialmente ordenado
que ndo possui uma particao em anticadeias que € simultanea

mente k saturada para todo k.

EXEMPLO 6 -~ Seja 6=={A1,A2,A3} uma particdo de P em antica-
deias, sendo A1= {5,1,2,3,4,9} . A2=={6,7,8} e A3 = {10, 11,
12, 13},
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10 11 12 13

Q.

§ & simultaneamente k-saturada para todo k, pois d{(?} = 3,
d5(P) =6, d3(P) =9, dy(P) =11, df(P) =12 e dj(P) =13 vpara
iz 6,

EXEMPLO 7 - Seja o diagrama de Hasse de P:

Vamos mostrar que ndo existe uma partigaoc § de P

em anticadeias que & 1 e 3-saturada.
Observe que dj(P) =3 e d3(P) = 7.

Seja & uma partigdo de P em anticadeias. § & l-sa
turada sse |8| =3. Por outro lado, 8 & 3-saturada sse § con

tém a anticadeia A=1{1,2,7,8}.

Suponhamos que § & 3-saturada. Entd@o |8]| 24, De fa

to, se T & uma particdo do conjunto parcialmente ordenado



(P-A,<) em anticadeias, entdo |T| 2 3, pois P-A contém uma ca
deia de comprimento trés. (Dual do Teorema de Dilworth). Lo
go, 8 ndo € l-saturada.

A particdo 6 ={A;,A,,Az}, sendo A, ={1,2,3}, A, =
= {4,5} e A; =1{6,7,8} & k~saturada para todo k # 3.



CAPTTULO III

TEOREMAS COMBINATORIOS NO CONJUNTO DOS

SUBCONJUNTOS DE UM CONJUNTO FINITO

Neste capitulo, k designa um nlimero natural, § de
nota um conjunto finito e P(S) denota o conjunto dos subcog

juntos de S, parcialmente ordenado por inclusao.

O objetivo principal deste capitulo & demonstrar
a generalizacao do teorema de Sperner, provada originalmen-

te por Erdds.

Inicialmente, definimos particdes de P(S) em ca-
deias que possuem determinadas propriedades. Isto foi feito
independentemente por Katona e Kleitman em [K1] e [K2]. Ve-
rificamos entdo, que estas particdes sao k-saturadas para to-

do k. Com este resultado, a demonstracao do teorema central

& imediata.

Vamos introduzir os enunciados dos teoremas combinatg

rios?

w8
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T :
TEOREMA 1 (Sperner) - Seja X uma anticadeia de P(S). Entao

s
e}

TEOREMA 2 (Erdos) - Seja X uma k-familia em P(S). Entdo |X| g
menor ou igual a soma dos k maiores coeficientes binomiais

5]

£ facil ver que o teorema 1 & um coroldrio do teo-

Tema 2.
Em seguida apresentamos uma definigao e alguns le

mas .
Eﬂﬂﬂﬂﬁég_l'- Seja C==<A1,A2,...,Ak> uma cadeia de P(8)., C @
simétrica se satisfaz as propriedades:

1 - < i <k-

) |J| |AJ+1| [ 1<j<k-1

2) (Al + 1Al = 18]

icas.

LEMA 1 -Existe uma partigao de P(S) em cadeias simetr

se |S] =1, tri

DEMONSTRAGAO - A prova sera por indugao em

pela hipotese d

CJ} de P(5) em cadeias
deias simé-

vial. Seja §=85- {x}, X€S . e indugao existe
uma partigao T ={C1,C2,..., simétri-

vames definir uma particae T de p(S) em ca

cas .
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tricas a partir de T. A cada cadeia éiGE, construimos as ca-
deias C; e D;€t, se [C;|> 2.Em caso contrario, construimos

apenas a cadeia Ci € 1, conforme descrevemos abaixo:

Seja éi==<X X X, >

1: 2recen k

Entao Ci==<X1,XZ,...,Xk,Xk+1> sendo X = Xku{x}

k+1
e D, =<Yy,Y,,...,Y, 4>, sendo Yj==Xju{x}, 1<€j sk-1.

Todo elemento de P(S) pertence a uma cadeia de T,
pois se X € P(S),entdo ou X € um subconjunto de S ou é a u-

nido de {x} a um subconjunto de S.

E facil verificar que Ci e Di (1<igj) sao cadeias
simétricas em P(S), desde que éi € uma cadeia simétrica em

P(8).

Também as cadeias de Tt sdao disjuntas duas a dusas,

pois as cadeias de T siao duas a duas disjuntas.

Logo, v & uma particdo de P(S) em cadeias simétri

cas, como queriamos demonstrar. 3

Mostramos no exemplo abaixo uma particgao t de P(S)

em cadeias simétricas, dado S = {a,b,c,d}.

EXEMPLO 1 -
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ab

T = {CI’CZ’CS’C4’CS’C6}’ sendo :
Cl = <, a, ab, abc, abcd>
C2 = <b, bc, becd>
63 = '<¢, ac, acd>
C4 = <d, ad, abd>
Cc = <bd>
Cé = <cd>

T & mostrada em traco forte no diagrama de Hasse

de P(8).

LEMA 2 -Se T & uma particao de P(S) em cadeias simétricas, T

18]
contém {!SE+ J cadeias de comprimento maior ou igual

[ S NS
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a k.

DEMONSTRACAC - Seja T uma particdo de P(S) em cadeiras simétri

cas e C€t. Se |C| =k, entdo o elemento maximal de C terad car

dinalidade igual a i§i§§:l.

Suponhamos que [C| 2 k. C possui um subconjunto de
S de cardinalidade igual a LL§%i§J. De fato, C possui um sub
conjunto de S de cardinalidade igual a i§i%&;£ se este nime

ro for inteiro, caso contrario, [C| >k e C possui um subcon-

junto de § de cardinalidade igual a l§%i§. Como dois subcon-

juntos distintos de S, de mesma cardinalidade pertencem a ca
8]

deias distintas de T existem tﬁS{+kJ cadeias em T que con-
2

tem um elemento de cardinalidade igual a kg%i%j.Como cada u

ma destas cadeias tem comprimento maior ou igual a k, o le-
- @
ma esta demonstrado,

COROLARIO 1 ~Seja T como no teorema acima. Entao

DEMONSTRACAG - Pelo lema 2,

S

[t] = }_:SELJ . Como FS;}J = {E‘{{J ,
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o coroclario esta provado. @

Apresentamos abaixo uma demonstracao do teorema de

Sperner.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1~
Seja XE€vy(P(S)).

Pelo lema 1 e corolario 1l,existe uma particgao t de
Is]
P(S) en L&S!J cadeias simétricas. Desde que cada cadeia de

|s]
T possui no maximo um elemento de X, entdo |[X| ¢ LES[J , €O
e 9
mo queriamos demonstrar. @
Usando o lema 2, provamos o lema abaixo:
LEMA 3 - Seja T = {CI'CZ"“ ,Cj} uma particao de P(S) em ca-

deias simétricas. Entao tv é k-saturada para todo k> 1, isto

e,

d (P(8)) = ilmin{fﬁil,k} ‘

1:

BEMONSTRA(}—XG -1 induz um limite superior em dk(P{S}) , calcula

do abaixo:
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|S] |S ] |S]
d, (P(8)) <k LISykJ +(k-1) L{S!;k'—lj - L;syk_ +
S| IS [s] )
+ (k-2) |S}+k~2]] = |S{+k-1 taee t jS|+1 -
o o | R
[S] |S| S| |S]
+ ;15;+2J = LISé+kJ * }ssg;k—zj + . Lt8£+1j = K.

Vamos verificar que d, (P(S)) =K. Seja - géil <i <
g t%l e Zi=={XESlIX{=LL%%J+i}. Trivialmente verificamos que
ok
5l )
Z; €y(P(S8)). Seja Y = U Z;. Entao Y & uma k-familia em

P(S) e |Y]| = ) L]S{J+i . Podemos verificar que K € i
k-1

=[]
gual a esta somatOria com uma demonstragdo andloga 3 da pro

posigaoc 3.IV. Logo, dk(P(S)}==K e T € k-saturada para todo

k. @«

Finalizando este capitulo, observamos pelo lema 3
que a cardinalidade maxima de uma k-familia em P(S)é igual a

B[

ES§J+i . Desde que esta somatdria & igual 3 soma
2

]
i=- |5 U~



dos k maiores coeficientes binomiais {1§¥}, concluimos en

tao que o teorema 2 & um coroldrio imediato do lema 3.



CAPITULOC 1V

TEOREMAS COMBINATORIOS NO CONJUNTO

DOS DIVISORES DE UM NUMERO

Com a finalidade de generalizar os resultados do
capitulo III, vamos considerar P(N) o conjuntos dos diviso-
res de um numero natural N, parcialmente ordenado por divi-

sibilidade e k um nGmero natural.

Expomos inicialmente a extensioc do lema l,III,prg
vada por Bruijn, Tengbergen e Kruyswijk [BTK]. Provamos en-
tdo o teorema 1 que € uma extensaoc do teorema 2,111, com u-

ma demonstracdo analoga a deste.

Uma outra demonstracado deste resultado foi feita
por J. Schdnheim em [S131. Como corolario deste teorema, ob-

temos o teorema 2, que generaliza o teorema de Sperner.
Prosseguimos com as definicdes.

DEFINICAO 1 - Se p%1p§2...p§i € a fatoragdo candnica de N, en

tdo a1+a2+...+ai € denominado grau de N e sera denotado por

46~
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g(N).

Vamos denotar por Lk@%) o niimero de divisores de
N de grau k. Convencionamos que Blfﬁi}?ﬁ& se 1i>g(N) ou i<0
e L9y =1,

QEF}!E;_ES? =~ Uma cadeia <dl,d2, i "dk> de divisores de Né& sg,_

métrica se satisfaz as propriedades:
1) 0 quociente d;,q/d; 8 um niimero primo, 1 €i€k-1,
2) g(dy) +g(d) =g(N).

LEMA 1 -Existe uma particdo de P(N) em cadeias simétricas.

DEMONSTRACAO -

A prova serd por inducdo no niimero i de primos dis
tintos que dividem N. Se i=0, triviai. Suponhamos que o 1le
ma & vdlido para o niimero natural M tal que N = Mp%, p & unm
primo e p ndo divide M. Pela hipdtese da inducdo existe uma
partigdo T = {ﬁl,ﬁz,...,ﬁi} de P(M) em cadeias simétricas,
Vamos definir uma particdo v de P(N) a partir de 7. Seja
522 =<d;,d,,...,dy > una cadeia de T. Vamos considerar os di-
visores djpg de N, 1sjske 0¢B8¢5aq. Vamos mostrar atra-
vés da figura a seguir que este conjunto de éivise?es de N

pode ser particionado em j cadeias, 1<j sk.
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dl dz d3 d4 ® e e dk
dqp | dp | dp B e
dp* | dp? | dgp? : vos :
‘a2 0&—2 ‘a-2 . a2
qip " 1dp T dy poovee &p
- =1 -1 . a-1
élpa : dzpa dsga 1 : ve dkp
dip dzp djp : ves dkp
; =1#] -1+l
As cadeias <di,dip.dip2....,dip°‘1 ,Qﬁqp“ S
dkg”ﬁ*1> sdo simétricas, 1<i<j. De fato, elas satisfazenm

trivialmente a propriedade 1) da definicdo 2 e também a pro

priedade 2}, pois:

g(d;) + gldyp = gldy) +i-1+ gldy) +a - (i-1) =

= g(dl) +g(dk) o o= g(M) + g = g(N}.

Verifica-se que as cadeias acima sio disjuntas

duas a duas,

Desde que P(M) & particionado em cadeias simétri-
cas, podemos concluir este lema, baseados nas cadeias cons-

truidas acima. @

0 exemplo descrito abaixo mostra uma particdo 1 de
P(300) em cadeias simétricas. t & mostrada no diagrama de

Hasse de P(300), em traco forte.



»2% 3,52

T o= {Cl’CZ’CS’C4’CS}’ sendo:
C, = <1,5,5%,2,.5%,2252 223 52,

1
62 = <2,2.5,2%25,2%23.,5>
= 2 52
CS <25, 253>
64 = <3,3.5,3,5%2,2,3,52>
GS = <2.3,2.3.5>

Mostramos nas proposicgles 2 e 3, propriedades dos
nimeros Lk(N), andlogas a algumas propriedades dos coefici~-
entes binomiais. Para a demonstragdo da proposicdo 2, usa-
mos a proposicao 1 que apresenta uma propriedade das cadeias

simétricas.

PROPOSICAO 1 -Seja C = <dy,dy,...,d > uma cadeia simétrica de

P(N). Entdo, existe d € C tal que g(d) = Eﬂ%ﬂ{t

DEMONSTRACAO - Suponhamos que a tese & falsa. Podemos ter os

casos



a) g(dl) > Lg%ij e g(dn) > L—g%—}—_; Entao

804 +e(d) 2 2|BG0 4 25 5.

b) g(d)) < L&%‘QJ e g(d ) < Lﬁ%\’lj Entio

8(d)) + g(ay) < 2|80 <),
Em qualquer caso, temos um absurdo, pois C & simé
trica. L 2

PROPOSICAD 2 -

i) Ly = L8N Iy,

Lgcm
L

1 o P

i) LYo sty < ... <

DEMONSTRACAQ -

i) Se j <0 ou j>gN), LIy =1.8M-J(ny)  trivialmente.

Seja 0 <j <g(N). Sejam X e Y os conjuntos dos diviso

res de N de graus j e g(N)-j , Tespectivamente ey a funcaode X em Y

tal que y(d) =J. B £icil ver que y & bijetora. Logo |X|=|Y]
e portanto 1] (N) = 18(N) -] (N).

1i) Seja T uma particac de P(N) em cadeias simétricas, 0<j< ifi—{?ij
e dEP(N) tal que g(d) =j. Seja C a cadeia de T que contém d. Pela
proposigcao 1, C possui um elemento de grau F—%ﬁj Entao e-

g(M)

xiste d' €C tal que g(d') =j+1. LOTD Lj(N) sLjﬂ(N) e por-
2

tanto a seqiiéncia LG(N) ,LI(N) seee,bL (N) @ monotonica nao
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decrescente, <

PROPOSICAD 3 -

s |
} L 2 (N) & igual a soma dos kmaiores valores de L™ (N).
ji=1
DEMONSTRACAO - "
g 3] |80 |4 5
Verificamos pela proposigao 2 que ¥ L ()

-l

B . i
e a soma dos k maiores valores de L (N). Mas,

K . X -
%‘j ) |50 T- %J ’ |52 T L[g%m S
i1

K
i
{
f gw‘
NI
L
Qo
1
§
f fw
[T
P

g, =Y g .

= %ng JM(N)th % LL%WJ "o
j=1 j=0
K| g2 kol e |,

= %JLL 2+ J'J(N) + ‘DE Lg(N) ng J+j (N) (pela proposicao 2)
j=1 j=0
5| a2 L 1am+2j () +]

= %JLL% N;ZJJ(N} + LEUg ; %HJ(N) - zchL“?”j(N)' *
j=1 j=0 j=1

Vamos agora generalizar o lema 2.III.

LEMA 2 - Se T € uma particao de P(N) em cadeias simétricas,

s

entao T possui L (N) cadeias de comprimento maior ou igual a k.
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DEMONSTRACAO - Seja T ume particdo de P(N) em cadeias simStricas e CE7,

Se |C| =k, entdo o elemento maximal de C terd cadinalidade

go, se |Cl2k, C possui um divisor de N de grau 8 2"2 se este nimero

for inteirojcaso contrdrio, |C|>k e C possui um divisor de N de grau
_&QN%@ Em qualquer caso, C possui um divisor de N de grau L&%ﬁﬁ} o

mo dois divisores distintos de N, de mesmo grau pertencem & cadeias dis
g(N)+k

tintas de v, existem L'

to de grau L gz*'kj + Como cada uma destas cadeias tem comprimento maior

*(N) cadeias em t que contem um elemen

ou igual a k, o lema estd provado. -

LEMA 3 -Seja T uma particdo de P(N) em cadeias simétricas.En

tdo 1 & k-saturada para todo k21, isto &,

d, (P(N}) = ) min{|C.],k}
k (I%Tm n{| 1“

&gﬁaﬁsmﬁias - Com o auxilio do lema 2, verificamos que:

{~~fwui tgéngkj
& (POD) < koL (ﬁ}}%

i R
S

Vamos mostrar que existe X€y,(P(N)) talque [X|=K
seja - |55t <5< 5] e 2, - {aerm g - e

+3}. Verifi-

ca~se facilmente que Zj € y(P(N)). Seja X = U Zj' Ent&o
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3 |sel,; IREOTR
XE€y, (P(N)) e [X]= f Lo 7 (N). Mas K= E Lo* Ny,
k-1 - [k-1
j TJ 3“'?}

pela proposigdo 3. Logo d, (P(N)) =K e v é k-saturada para to
do k. @

TEOREMA 1 - Seja X €y, (P(N)). Entdo a cardinalidade de X & me

nor ou igual & soma dos k maiores valores de L'(N).

DEMONSTRACAO - Imediata, pelo lema 3, ®

TEOREMA 2 - Seja X € y(P(N)). Entdo

e |
[X] « L™ = “(N).
DEMONSTRACAD - Segue trivialmente do teorema 1. <

Uma outra demonstragde do teorema 2 pode ser obti

da diretamente do lema 1 e da proposigae 1.

8¢ N & um nlimero natural livre de quadrados, os
teoremas | e 2 tornam-se teorema 2.III e teorema 1.III, res
pectivamente, portanto estes resultados generalizam o teore

ma de Sperner.
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