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RESUMO

Neste ttabalhor desenvolvemos um método formal para a tran.!
formação de um algoritmo sequencial, expresso em malhas encaixadas, em

um algoritmo paralelo sistÕlico. Apresentamos primeiro, resultados

sobre a detecção de computaçÕes independentes e a ordenação das com-

putações para execução em paralelo. Usando esses resultados, apreseB

tamos um método ori.final que, aplicado a um algori.tmo sequencial sa-

tisfazendo uma certa condição ("uso de iteração anterior") , produz

o algoritmo sistõlico õtimo, tanto em tempo como em espaço.

ABSTRACT

In this work we develop a formal method for the transforma

ti.on of a. sequente-al algorithm expressem as nested loops unto a
parallel systolic algorithm. First we present results on the detec-

tion of i.ndependent computations and the orderi.ng of these computa-

tions for parallel execution. Using these results, we present an

origi.nal method that, applied to a sequencial algorithm satisfyi.ng

a certain condition ("use of previous i.teration") , lives the optimum

systolic algorithm both in time and space

000
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Capítulo 1 

I~trodução 

Este trabalho trata do desenvolvimento formal de algori

tmos paralelos sistólicos. O conceito de algoritmo sistólico, a 

ser exposto no próximo capítulo, foi introduzido em fins de 1970 e 

t em c a usado um impacto muito grande no projeto de algoritmos alta 

mente paralelos, com fina granularidade de paralelismo. 

O nosso trabalho de sistematização do projeto de algori

tmos sistólicos pode ser dividido em duas partes: detecção de pa

ralelismo e transformação de um algoritmo sequencial em sistólico. 

Na parte relativa à detecção de paralelismo, o nosso tra

balho é baseado essencialmente no trabalho de Fortes e Maldovan [85 : 

Os principais resultados, entretanto, são reorganizados de maneira 

mais clara, com ilustração por meio de muitos exemplos. 

A contribuição mais importante do nosso trabalho reside 

na parte referente ao método de síntese formal de algoritmos sistó

licos a partir de algoritmos sequenciais expressos em malhas encai

xadas ou equaçoes de recorrência uniforme . O método consiste em ob 

ter um transformador T que distribui de maneira adequada as comp uta 

çõe s originais em hiperplanos onde as computações são independente s 

e portanto podem ser executadas em paralelo. No trabalho original 

de Fortes e Maldovan, esta parte é tratada de maneira informal, conten 
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tendo-se em obter uma solução boa, não necessariamente Óti.ma. NÓs

propusemos um método original que, dentro de certas condições, pro-
duz um sistema sistõlico õtimo, em termos de tempo de execução e em
termos de número de processadores ou células do sistema.

Um outro resultado original é o algori.tmo sistólico para
a decomposição LU.

No capítulo 2, introduzimos o contei.to de sistema si.stõli-

co apresentando vários exemplos para ilustrar suas características e

vantagens.

No capítulo 3, desenvolvemos a técnica de detectar compu-

taçÕes i-ndependentes para um algorÍtmo escri.to na forma de malhas en

caixadas, que servira de base para o capítulo 4

No capítulo 4, definimos o transformador T de algorítmo
que modifica um algoritmo sequencial na forma de malhas encai.xadas

para que ele fique nas condições de poder aplicar um resultado do ca
pítulo 3 e em seguida como e]e é executado si.sto].icamente

No capítulo 5, trataremos da otimização do transformador

T do capítulo anterior, para que se obtenha um sistema de menor tem

po de execução e ocupando menor espaço.

No capítulo 6, apresentamos comentários e conclusões sobre
o trabalho.



Capítulo 2 

O Conceito de Algoritmo Sistólico e 
Exemplos 

Algoritmo Sistólico 

Nos últimos anos, a tecnologia de circuitos integrados VLSI 

( "Very Large Scale of Integration" ) (Mead & Conway [80]) tem desen

volvido bas tante , com e norme s avanços tanto no t amanho dos c ompo 

nentes eletrônicos , corno na velocidade de computação. 

A densidade de componentes num "chip" ou pastilha tem crescido 

de mane ira surpreendente . Urna pastilha de silício , que integrava a

penas algumas centenas de componentes vinte anos atrás, hoje chega 

a conter cerca de um milhão de componentes em menos de 1 centíme tro 

quadrado de área . 

Motivado por tais avanços tecnológicos , um ramo da ciência de 

computa ção que tem de spe rtado muita ate n ç ão nos últimos anos e ode 

des e nvolvime nto de algoritmos parale los com c a racte rísticas apro

priadas para implementação dire t a em silício . 

Pastilhas·,.d.e u s o específ i c o, imp l ementando ta is algori t rnos , sao 

proj e tadas p a ra a r e soluç ão d e proble mas que requerem pes adas c ornpu 

ta ç ões , imposs íve i s de se r e m a t e ndidas po r máquinas de arqu itetura 

c onv nc iona l d e Von Newrnann. 

São e nq u adrados nesse tipo de problemas q ue demandam computações 

d e a l to desempe nho muito s problemas das áreas de processamento de 

i magen s , processame nto d e sinais e compu tação cientí fica . 



O processo do prometo de uma pastilha de circuito integrado,eD:
tretanto, é em gera] comp]exo e de a].to custo.
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Para que o esquema de computação paralela mencionado seja viá-

vel, é necessário que o algoritmo paralelo possua características
apropri.adas para implementação em pastilha.

O conceito de algoritmo si.stõlico foi introduzido em fins da

década de 70, por Kung & Leiserson [79], justamente para responder
a este desafio

1.1. 0 que é sistema sistõlico

O termo "sistólico" refere--se a contração rítmica do coração
que impulsiona o sangue no sistema circulatório humano.

Um sistema sistõlico é um sistema de computação baseado numa

rede de processadores chamados de "células" que têm as seguintes cg:
racterísticas.

l

2

3

4

Os processadores que compõem a rede são todos idênticos ou

constituídos de poucos ti.pos diferentes de processadores.

Cada processador efetua operações bastante simples sobre
os dados que o atravessam, com pequeno repertório de instou
does

Geralmente. em cada ciclo de relógio, os processadores efetuam

exatamente a mesma sequência de operações e depois impulsionam

os dados para outros processadores para serem usados no ci-
clo segui-nte

O fluxo de dados e sinais de controle é bastante si.mples e re

guiar, requerendo apenas comunicações locais entre processado
res vizinhos.
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5. Uso extensivo de paralelismo e "pipelining" ou computação se

rial encadeada. 

1.2. Vantagens 

Por suas características, o sistema sistólico apresenta inú

meras vantagens, descritas a seguir: 

1. Necessita projetar apenas poucos tipos de células básicas dife 

rentes (às vezes apenas um tipo). 

2. Uma pastilha é basicamente formada por um grande numero de co-

pias de células básicas. 

3. A interconexão entre as células e apenas local. 

4. A interconexão entre células e regular. 

5. Alto desempenho devido ao uso de paralelismo e "pipelining" de 

modo muito intensivo. 

As vantagens 1 a 4 , proporcionam relativa facilidade para a fa 

bricação de pastilha. 

Em particular, a vantagem 3 evita um dos grandes problemas do 

projeto de circuitos que é a comunicação a grande distância e a van 

tagem 4 torna o projeto modular~ i.e. pode ser estendido com facili 

dade. 

Como foi mencionado em 1.1., várias classes de problemas a se

rem resolvidos por métodos computacionais requerem curto tempo de 

resposta ou alto desempe nho no poder computacional, não satisfeitos 

pelas soluções tradicionais de processamento sequencial. 
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A vantagem 5 serve justamente para superar esta barreira. 

1.3. Estrutura de interconexão 

Como foi dito em 1.2. as células básicas (processadores) de um 

sistema sistólico sao colocadas numa disposição regular com comuni

cação local. 

Ilustramos algumas topologias mais típicas. 

Fig. 2.1.a. Estrutura de lista linear, já usada para reconhecimen

to de padrão (Foster & Kung [80]),transformada discre

ta de Fourier por exemplo. 

Fig. 2.1.b. Estrutura de matriz retangular, usada para programaçao 

dinâmica por exemplo. 
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Fig. 2.1.c. Matriz hexagonal, bastante usada para cálculos matei.
dai.s. Pode ser vista como uma matriz retangular com
uma conexão diagonal.

Pig. 2.1.d. Arvore bi-nãria, usada para busca e ordenação (Sono
[81] )
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Fig. 2.1.e. É chamada "di.sposi.ção H" que é nadamai.s que umadispos.i
ção compacta de uma arvore binária.

Na próxi-ma seção veremos alguns exemplos de .sistemas si.stõlicós

usando algumas destas topologias.

00o



f.2 Exemplos 

Nesta seçao,veremos 4 exemplos de sistemas sitólicos para ilus 

trar melhor as características mencionadas na seção anterior. 

Os dois primeiros exemplos são do trabalho pioneiro de Kung & 

Leiserson [79) que introduziram o conceito de sistema sistólico e 

sao as soluções sistólicas para problemas de multiplicação de matri 

zes de banda . e de sistemas linerares triangulares. 

O terce iro e xe mplo é p r oposto por Okuda & Song [86) e é um sis 

tema sistólico para multiplicação de matrizes com desempenho me lho

rado em relação ao de Kung & Leiserson. 

O último exemplo proposto aqui por Okuda também e uma alte rna

tiva melhorada para decomposição LU. 

2.1. Multiplicação de Matrizes (Kung & Leiserson) 

Sejam A e B duas matrizes quadradas de banda de ordem n. A ma 

triz produto ~=AB é obtida usando a seguinte recorrência: 

para todo i,j,k, 

e~~): = o, 
lJ 

e (_k_+ 1) • = e~~) 
lJ . lJ 

e .. := c~r:i+l) 
lJ lJ 

1 ::;; i,j,k ::;; n 
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cll c12 c13 c14 0
c21 c22 c23 c24

c31 . c32

0

b24

b34 b35

0

A B

Pig. 2.1

C

Se as matei.zes A e B são de banda, como na Fig. 2.1., coma lar

gula de bandaWA: PA+qA- l e WB-PB+qB - lr entãoos ele-
mentos da matriz C podem ser obtidos usando um sistema si.stóli.co

células dispostas numa matriz hexagonal como mostra a -Pig

Na Fi.g. 2.2., temos a representação esquemãti.ca de cada célula,

denominada de processador de produto interno, com três direções pa-

ra o fluxo de informações.

aout ' aín

bout ' btn

cout ' Cín + afnbín

Pig. 2.2
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/) 13/A/.''u

t
's

.T
: '':
l

C32C23 '' l ...

C42 ('33 C24

C43 c34

Fig. 2.3

No caso do exemplo da Fig. 2.1., WA - 4 e WB - 4 e a matriz hg.
xagonal do sistema sistõlico é constituída de 4 x 4 = 16 células

conforme Fig. 2.3.

Os fluxos dos elementos das matei.zes A, B e C movem-se na ma-

triz hexagonal do si.stema em três direções di.gerentes, os elementos



da matriz C entram no lado i.nferior do sistema com valores iniciali

zados como zero e movem-se para cima. os elementos de A movem-se da

esquerda para a direita de modo descendente e os elementos de B mo-

vem-se da direita para a esquerda, também de modo descendente

12

Cada C.i.i entra no sistema com valor inicial zero e durante sua

trajetõria ascendente e acumula todas as suas parcelas, de forma

que ao sair do sistema pelo lado de cima, conterá exatamente o va-
lor desejado.

A Pi.g. 2.4. mostra quatro etapas da multiplicação do exemplo

da Pi.g. 2.1

t
'a : à:;

Fig. 2.4.a
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+:'s
'.2 ',;

t

Fig 2.4.b

Pig 2. 4.c
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'q,. ó.t
4 K

t

:s
''J3 ó,

+ 11'

+

Pig. 2.4.d

A multiplicação de duas matei.zes quadradas de ordem n de banda

A e B com larguras de banda WA e WBrrespectivamente, pode ser reali

zada em 3n + min (WAIWB) passosr usando uma matriz hexagonal de WA
W. células.

Em qualquer uma das três direções do fluxo de dados, apenas

uma célula de cada três células consecutivas está aviva em qualquer
doetapa processamento

2.3. Sistema linear triangular

Uma vez feita a decomposição i.U de uma matriz A do sistema de

equações li.teares AX = b, resta-nos resolver 2 si.stemas lineares tri
angulares.



Seja A = (aij) uma matriz n x n não singular, triangular i.nfe-
ri-or de banda. (Vamos t!'atar apenas do sistema linear triangular
inferior pois o outro é análogo)

Seja X :: (xl,...Xn)u o vedor solução do si-stema AX = b.

15

all

a21 a22a
a31 a32 a33

a41 a42 a43 azA

a52 a53 a54 a55

a63

A x b

Flg. 2.8. Sistema com largura de banda W

xl

. l l *:
x3

x4

x5

bl

b2

b3

b4

b5

0

q 4

Os elementos xj do vedor solução Xpodem ser obtidos utilizan
do-se a.segui.nte recorrênci.a:

Y(1) . 0l

YÍk+l) - Yj.k) + aj.kxk

xi - (bi -- Ylz))/aij.

O sistema linear triangular de banda pode ser resolvi.do por um

si.stema sistó].ico em disposição li.cear conforme a .Fig. 2.9
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a43

,..J
a42

x: -- -- ->
'G -- --./3

/)

4

ó2

Fig. 2.9. Sistema si.stólico para resolução de si.stema linear
tri.angular de banda

O sistema sistõli.co é constituído por uma lista linear de cé -

lulas do tipo processador de produto interno,representadas por qua-

drados, e uma célula especial representada por círculo na extremada
de esquerda da lista. O funcionamento dos doi.s tipos decélulas éo
seguinte

Xout Xout

xout ' x.In

yout ' yjn + aln Xln

bín

xout ' (bjn - yin)/ain

Pig. 2.10



Os elementos x movimentam-se na direção horizontal da esquerda

para a direita. Os elementos a e b movi.mentem-se na direção verti-

cal mas nos sentidos conforme a Pig. 2.9., os elementos y, com va-

lor inicial zero, entram no sistema sistõlico pela extremidade d
direita e caminham para a esquerda.

yi acumula termos do produto interno à medida em que anda
pelas células do tipo produto interno (célula quadrada) , recolhendo
uma parcela em cada célula por onde passa.

Ao chegar ã célula circular. yj jã terá acumulado o vaJ-or

ailxi+ai2x2 + ''' aij.-lxi-l e a célula circular dã o valor
(bi - yi)/aii

Este sistema sistõlico resolve um si.stema linear trinagular de

banda n x n. com largura de banda W = q, em 2n+q passos.

17

e

2.3. Multa.plicação de matrizes (Okuda & gang)
Em 198.6,0kuda e Sono propuseram um sistema si.stõlico alternati

vo para a multiplicação matei.cial com algumas vantagens em relação
ao de Kung & Leisersen.

a) Descrição do si.stema

Supondo A, B e C matrizes n x n, não de banda, o si.stema a ser

descai.to realiza o produto C = A x B.

O sistema usa uma matriz de células interligadas conforme a
Fig. 2..11

Exi.saem três direções para o fluxo de dados: os elementos da

matei.z A, juntamente com os dados f a serem descritos a seguir, prg
cedem da esquerda para a di-rei-ta. os elementos da matriz B. de cima

para baixo e os da matriz C seguem di-reções di.agonais.
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Matriz B

Matriz A

Matriz C

Fig. 2.11

Uma célula básica, ilustrada na Fig. 2.12., é composta essen

cialmente de quatro registradores a, b, c e s.

out 'out

Fase de entrada

a.in

b.in

Cin

fase de Computação.

s:= s + a.b

if f. = 1 thenin
e s:=0

PiÇ. 2.12

Fase de saTd:

aout:: a

bout:: b

cout

fout:: f.in
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e as saídas

e

As entradas à célula são: ainr bi.Dr Cin

aout r boutr cout e fOut

O dado f serve para indicar o flm do fluxo de ain de cada li-

nha da matriz A, valendo l para o último elemento e 0 para os ant
Y' l r\ 7'Q a

O registrador s,inicializado com zero, serve para acumular uma

somatõria e o seu valor é transfere-do para o regi-strador c quando

Cada célula básica realiza um passo que é constituído de três

fases: uma fase de entrada, uma fase de computação e uma fase de

saída. A fase de saída de uma célula coinci.de com a fase de entra-
da da próxima célula.

f lIn

A Fig. 2.13. mostra a multiplicação de duas matrizes 4 x 4, em

cada célula estão mostrados os valores dos registradores a, b e c e

por simplici-date, não estão mostrados os valores do registrador s,

contendo as somatórias para-ais acumuladas, mostrando apenas as saí

das que interessam, isto é, os elementos da matriz produto.

"14

'44

b24

b34

b13

b23

b33

b43

b12
b22

b32

b42

bll
b21

b31

all a12 ba
13 I'14 41

a21 a22 a23

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

Fig. 13.a



20

b14

b13 b24

b12 b23 b34

bll b22 b33 b44

b21 b32 b43
bb aaaa 4231 1412 13

aa aa 24 412321 22

aa a a 34333231

a aaa 4342 444]

Pig. 13.b

b14

b13 b24

b12 b23 b34
bbb 3322

aaa 4314322112 13

aa aa 423123 2421 22

aa aa B'
34 4131 3332

aaa a
44434241

Fig. 13.c
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b]4
b13 b24

b bb12 23 34
a

'l ll al 2 b22 a a13 33 14 44
C

a a a a21 22 21 23 u32 4324

a a a a31 34 Õ4232 33 '31

a a a41 42 41

Fig. 13.d

Flg. 13.e
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Fig 13 f

rig 13 g

      C]4

    a21 bl 3
c23

a22 b24
c13

  ããÍii
c32

a32 b23

c22

a33 b34
c12

;-' :;: 'ã 'q  
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a 2] l
C C

] 42
a a

31 321 3 2
CC33 2 1 3

b aa a421241 23 43 3
CC C C42 32 12

c41 ' c31 c2'1 cl.l

Pig. 2.13.h.

c24 c14

c23 c13
c32 c22 c'12

c3.1 c21 cll
c42

c41

Pig. 2.13.i

a B
41 l

C C44 34
CC 43 33

c24 c14
c23 c13

c42 c32 c22 c12
c41 c31 c21 cll

Fig. 2.23.j

       
       
      a31 bl

c3

    ;'' ::: a42 b2
c3
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b) Observações

i) para matrizes completas n x n, o si.stema leva 3n passos usando

na cé]u].as, contra o tempo de 5n passos com aproximadamente

4nz células necessárias pelo sistema em 2.1

i.i) Neste sistema, todas as células podem estar ativas enquanto

que no algorítmo de 2.1, emqualquerinstante,no max 1/3 das cé
lulas estão ativas.

i.i.i) Uma outra vantagem do método apresentado é a possa.bilidade do

uso de um si.stema sistólico de tamanho n x n para multa.placa -
ção de 2 matrizes maiores que n x n, através de um processo de

decomposição descrito com detalhes em Okuda & Sono [86]

2.4. -1:Decomposição LU de uma matriz

O problema de decomposição LU consiste na decomposição de uma

matriz A em um produto de uma matriz triangular i.nferior L com uma

matriz triangular superior U.

Seja AX = b um sistema de equações lineares.

Uma vez que .h é decomposto em LU, o sistema AX = b é equivalem
te a LUX = b e ele é resolvido da seguinte maneira:

i) resolve-se o sistema linear triangular LY = b. obtendo-se Y
i.i) em seguida, resolve-se o sistema li.near triangular UX = Y, ob

tendo-se X.

Supõe-se que a matriz A tem a propriedade de que sua decompor.L

ção LU possa ser feita com o método de eliminação de Gauss sem pi.vg
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utÍ-ta sitiva definida, irred

se

rpnn db n bbv v nvH l:FV

vel ou diagonal dominante, por exemplo)

A decomposição de uma matriz A em LU, onde L = (li]) é uma ma.

triz triangular infere.or e U = (uij) é uma matriz triangular supe'
dor, é obtida com a seguinte recorrência:

a!}):: aij '

aÍÇ+l):: aik) + lik(-ukj) ,

se

se

0

l
(k) la Uik kk

lik

ÍO se k > j

'kj'' l.akk) se k É j

Em 1979,junto com seus outros trabalhos pi.oneiros vistos em

2.2.1 e 2.2.2., Kung & Leiserson apresentaram uma solução sistõlica

para a decomposi.ção LU de uma matriz de banda usandoumd.ispositivo se
melhante ao de . ,2.1. (Kung & Lei.serson,[79])

Naquela solução,assim como em 2.1., uma das três células es

tá atava em cada instante e o tempo é de 4n passos para uma matriz
completa de n x n.

A seguir, most
um sistema sistÓ]ico a].ternativo propor

to por Kunio Okuda, cujo tempo é de 3n passos para uma matriz com-
pleta de n x n

Faremos

Vamos considerar a decomposição LU de uma matriz completa
A(n x n) . Para n = 4 o exemplo é mostrado na Fig. 2.14

a12 a13 a14 l fi 0 0 0 ) fu.. u

A
U

pig. 2':i4



O sistema usa uma matei.z de interconexão idênti.ca àquele de
2.3. e os fluxos de dados são como na Pig. 2.15.
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matriz A

matriz L

matriz U

Fig. 2.15

O sistema possui apenas um tipo de cé].ula básica, enquanto que

o de Kung & Lei-serson tem 2 tipos bási-cos.

Este sistema sõ trata de saídas de t.i.i para i> j e uj.i para
i$ j pois somente estes elementos nos interessam. Para n= 4, a ma-

triz A pode ser escrita como na Fig. 2.16.

ull u12 u13 u14

t21ul] l21u12+u22 l21u13+u23 t21u14'pu24

l31ul1 l31u12+132u22 l31u13+l'32u23+u33 Z31u14+'132u24+u34

l41ul1 l41u12+lh2u22 .- g41u13+t42u23+143u33 .l41u14'tt.+2u24+143u34+u44

Pig. 2'.16

all a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44



A ideia básica do sistema é a seguinte: à medi.da que o elemeB
to da matriz A anda na direção diagonal, cada célula deve reconsti.
tui.r os elementos das matei.zes U e L da maneira "i.nversa"
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Cada célula básica é composta de 5 registradores Ra, Rb, Ru,RI

e Rx, sendo que Ra, Ru e RI, são para elementos de matrizes A, U e

L.respectivamente, Rb é para valores intermediários e Rx é um regi.g
orador auxi.]iar que indica se a cé]u].a jã transfere.u para registra

dor Rb algum valor a recebido pela célula
ÍI a célula ainda não recebeu a l

R
X

lul0 a rce a ]a ecebeu a.

Rx é necessãri.o,poisa dos fluxos de a que entram em cada célu-
la, somente um a podeentrar no calculo nesta célula e a célula deve

ignorar a passagem de outros a's.

Antes de mostrar o funcionamento do sistema, temos algumas ob
servações preliminares.

i) O a que jã participou em calculo,i.e.,cujovalor já foi transfe-

rido para Rb em aJ-gume célula,não deve participar em nenhum OB
tro cálculo e apenas deve passar pelas células.

ii.) Toda vez que um b é transferido para Ru ou para RI, a célula

serve apenas para passagem de valores devariãveis como a, V..

e VI (estas duas últimas a serem descritas logo a seguir)

iii) O tipo de operações que cada célula executa em cada instante

depende da configuração de 4 registradores (temos 7 casos a

considerar)

Deva.do às observações aci.ma. vamos usar mais três variáveis

auxiliares Va, Vu e VI que se deslocamjunto com a, u e l respectiva
mente, e suas funções são:



Va: para indicar se o valor de a já foi. transfere.do para Rb em
alguma célula

se o valor de a não foi. transfere.do

se o va].or de a jã foi transferido
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Va

Vu

VÊ

rr+ vb.P \r \A Ç; LI

se um u está na célula

se não hã u na célula

presença de l

se um l esta na célula

se não há ! na célula

Considere-se uma célula básica, como ilustr

indicarpara a

U

i.ndicarpara a

VI

ada 2. 17

rig. 2.17
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As três fases de cada passo são

Fase de entrada
a: = a.In

u: = u.In

z: = Ê.in

w: - v.

vl:- vz in

Fase de computação
if V' . v - lit a -

Then begin

Fase de saída

aout : : a ;

uout

'out
Va:: 0 ; E Vu!

VI,out: : Vt;

; Va;

end;

v := va ain if V'l: Vu - l

then b:= b- lu;

i.f Vu - l and VI
then bedin

'b:= b/u;

0

vl:
end;

j.f Vx - Vu - V2

trem begin
u:= b;

v.;F ; i;
end;

0

A seguir/a Fig. 2.17 mostra o funcionamento do sistema para
uma matriz 4 x 4.

Note que cada fi.aura mostra o fi.m de um passo. Por exemplo,

da Fi-g. 2.18.1, na célula do cantoesquerdo superiora Va = 1 passou

a Va - 0 e x - l passou a Vx - 0.
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Pig. 2.18.1

a..-
Va =.o  
Vu =. l '';;=i'

+
Va = o 'l;'':il:

Vu = 0 ';;:i'

:Va-= o . vl : o.

Vu = 0 Vx = 1'

;va = 0 VI :'D

Vu = 0 Vx = ].

Va.=. 0 vl : o

Vu = 0 Vx =l

Va = 0 vl :o

Vu = '0 Vx =l

Va = o 'T;'i'

Vu = 0 'l;:;'

Va = 0 ';i=J'

Vu = 0 Vx =l

va = 0 VI -o

vü .; o Vx =l

Va = 0 vl :o

vü-:' o Vx =]

Va = 0 vl :o

Vu = 0 'l;'':;

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =l

Va = 0 ';i='ã

Vu = Ó Vx = l

Va = 0 
Vu = 0 ''Ç;'':';

Va = o 
Vu = 0 ''Ç;'':'Í

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = l
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Fig. 2.18.2

âe.
.'Va - .l VI : o

vü -.o Vx =.0

a..-
Va = 0  
u.f

Vu = l t.
:Va-= .0 vl : o

Vu à: 0 Vx = l

;va = 0 'T;=i'

Vu = 0 Vx =l

a,.
Va = 0 VI : l  
u..

Vu = ']. Vx = 0

a2]./ul1: l21

 
a..

Va = 0 vl : o

Vu = '0 Vx = l

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx =l

Va = 0 VI :o

Vu = 0 Vx =l

Va = 0 VI : o

Vu .= 0 Vx = l

Va = o vl - o

vü.: o Vx = l

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = l

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =l

Va = 0 'çí:b'

Vu = 0 Vx = l

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = l

Va = 0 vl : o

Vu '= 0 Vx = l

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =l
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Fig. 2.18.3.

a',
\7a = l vl - o

Vu = 0 Vx = 0

a;:
VR -';'l VI : o

Vu =. 0 Vx =.0

a.:-
:Va-. = .. 0  
Vu i:: l  

;Va = 0 vl :'o

Vu = 0 Vx =l

Va = l vl : o

Vu = '0 Vx = 0

a*.
Va = 0

1'.
vl : l

u',
Vu = 'l

a22' I'21u12

; u22

Vx = 0

a.,
Va = o vl : o

Vu = 0 Vx = l

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =l

Va = o vl : l  
u'.

Vu .= l

a31/ull: 1, ''
31

Vx = 0 
a'.

Va = 0 vl - o

Vu = 0 Vx = l

a-.
Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = l

Va = 0 vl :o

Vu = l Vx =l

Va = 0 vl : o

Vu = '0 Vx = l

Va = o vl : o

Vu '= 0 Vx = l

Va = 0 vl - o

Vu = 0 Vx = ll

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =l
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Fig. 2.18.4

a''+
Va = l VI - o

Vu = 0 \rX = 0

Ü4.
Va -';'l VI : o

Vu =. 0 Vx =. 0

a:.
: Va:- = . l vl : o

Vu = 0 Vx = 0

a..l
:va = 0 bw:.i-
u..í

Vu = l  
Va = l vl : o

Vu = l Vx = 0

a;,
Va = l vl - o

Vu = l Vx = 0

a',
Va = 0

1:.
vl : l

u',
Vu = l

a23' I'21u13

: u23

Vx = 0

a':
Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = l

a4,
va = l VI : o

Vu .= 0 Vx = 0

a;.
Va = 0

/;.
vl : l

u-,
Vu.= l

a32' 231u12

Vx = 0

a,.
Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = l

a':
Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = ].

Va = 0

1«.'
vl : l  

u..
Vu = 'l

'4:/«::: 4.1i

Vx = 0

/

a;.
Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = l

a-.
Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = l

a'.
Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx =l
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Fig. 2.18.5.

Va -';'o VI - o

Vu =. 0 Vx =.0

Va = 0 'T;:i-

Vu = .0 Vx = 0

:Va-= 0 'l=:i.

Vu i: 0 Vx = 0 '

:Va = 0 'TÍ=ã'

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 vl : o

Vu = '0 Vx = 0

Va = l VI : o

Vu = '0 Vx = 0

Va = l 'T;:i'
u:í

Vu = l \*:.

a.,.
Va = 0

J'.
vl : l

u'.
Vu = l

a24' l21u14

24

Vx =0

Va = o VI : o

VÜ .= o Vx = 0

Va = l  
u':

vü.: l  
a:;

Va = 0

2:.
VI :l

u':.
Vu = l

a33' I'31u13

- 'â3

Vx =0

a*,
Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =l

Va = 0 'çí:ã'

Vu = 0 Vx = 0

a4,
Va = l

J«.
VI :o

Ü-,
Vu = l

a42' Z41u12

Vx =0

a;.
Va = 0 'T;:i'

Vu '= 0 Vx =l

a,:
Va = 0 vl :

Vu = 0 Vx =].
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Fig. 2.18.6.

Va = 0 vl - o

Vu = 0 Vx = 0

Va -;o VI : o

vü :. o Vx =.0

:Va.= 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

:va = .0 vl :'o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 VI : o

Vu = '0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = '0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl :o

z/, ''
Vu = l Vx =0

va = 0 VI : o

\h .: o Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu.=' 0 Vx =0

a"
Va = l

'P3.
vl :l

zz-,
Vu = l

aà3- 232u23

33

Vx =0

a;.
Va = 0

'P 3.
vl :l

zz'.
Vu = l

a34' t 31u14

---.: a31t..
Vx =0

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0

2':s
vl :l  

Vu = l

a&2/u22:242

Vx =0  
a";

Va = o
z'.
vl :l

u',
Vu '= l

a43'Ê 41u13

Vx =0

a;;
Va = l vl :o

Vu = 0 Vx =l
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Fig. 2.18. 7

'Va: = '; o VI : o

Vu. =- 0 \u :- o

Va = 0 ''Ç;':'8

Vu = .0 Vx = 0

:Va. = . 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0'

:va = .0 .vl áo

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 vl : o

Vu = '0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = -0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl -o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 VI - o

Vu = 0 Vx = 0

Va = o vl : o

vü.: o Vx = 0

Va = 0 VI : o

u;f"'
Vu = l Vx = 0

Va = 0

2;,
vl :l

Vu = l

a&4' l32u24

34

Vx =0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = o 'Ti:B'

Vu = 0 ''ç;=b'

Va = 0

/':
vl : l

#:;
Vu = l

zF3- l42u23

: 'Í3

Vx =0

a.
Va = 0

/..
vl :l

u..
Vu = l

a44' Ê41u14

Vx =0
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Fig. 2.18.8

va -';o VI : o

vü :. o Vx =.0

Va = o VI - o

Vu = .0 Vx = 0

: Va-- = 0 VI eO

Vu = 0 Vx =0

va = .o vl :'o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 VI : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = '0 Vx = 0

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 vl : o

Vu .= 0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu-= 0 Vx =0

Va = 0 vl :o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 vl :o

u;;'
Vu = l Vx =0

Va = . o vl - o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0

2.:
vl :l

Vu = l

aÉ3/u33- 24

Vx =0

Va = o vl : o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0

/..
vl :l

Vu = l

L- lz.2u2z.

Vx =0
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Pig. 2.18.9.

Va = ';' 0 VI : o

vü :. o
#' Vx =.0

Va = 0 ';;:i-

Vu = 0 Vx = 0

:Va.= 0 ';Í:Õ.'

Vu i::. 0 Vx = 0

va = 0 VI :'.o

Vu = 0 Vx = 0

Va = o 
Vu = '0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = '0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx =0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = o  
vü .: o Vx = 0

Va = 0 ''TÍ=b'

Vu.=' 0
'':--'

Vx = 0

Va = 0 'l=:B'

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 VI : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0  
Vu = '0  

Va = 0  
Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0

1';
vl : l

zz'.
Vu = l

aáz.- l43u34

B.u4z,

Vx = 0
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Va = 0 0VI

0Vu Vx = 0

rig 2 l 8 l 0

va - .o VI : o

Vu =. 0
+ Vx =.0

:Va-= .0 vl : o

Vu i: 0 Vx = 0'

:Va = .0 VI :'4

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = '0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = -0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl - o

Vu = 0 Vx =0

va = o vl : o

vü .- o Vx = 0

Va = 0 ''TÍ:T

Vu = 0
''=--'

Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl - o

Vu = 0 Vx = 0

Va = C vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

Vu = 0 Vx = 0

Va = 0 vl : o

ü.f'
Vu = l

''\

Vx = 0
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2.5. Outros exentplos

Vimos 4 exemplos de si.stemas sistõlicos para problemas

matrici.ais. Aqui mencionaremos brevemente outros exemplos para mo.g

trai a potencialidade do sistema sistõli.co.

a) Convolução

Devido à quantidade de computações envolvidas e o curto tempo

de resposta exigi-do, a convolução usada em processamento de imagens

e si.naus é um bom exemplo para ser resolvido pela abordagem sistõlica.

Um sistema sistólico para . convolução bi.-di.mensional

foi desenvo[vido ei-mp].einentado em pasti]ha por Kung e Sono [82]

Outros exemplos para a convolução são encontrados em Kung,
Ruane e Yen [81] e Robert e Tchuente [86]

b) AlaoritFIQ combinatóri.o para programação dinâmica

Usa-se o sistema sistõlico em disposição triangular no prometo

proposto por Gui.bas, Kung e Thompson [79]

c) Reconhecimento de Padrão

Poster e Kung projetaram uma pastilha implementando um si.stema

sistõlico em disposição linear para o reconhecimento de um padrão

de bi.ts (Poster e Kung [80])

d) Busca

Usa-se um sistema sistõlico em disposição de árvore bi.nafta

(Fig. 2.21) no prometo proposto por Bent]ey e Kung [79]
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c) Ordenação

O sistema sistÕlico (Fig. 2.21) é usado também para problemas

de ordenação. Algumas soluções sistõlicas foram propostas por
Sono [81]

Fig. 2.21

000



g.3 Motivação para Sistematizar a Geração de Algo
ritmos Sistólicos

42

Desde o surgimento do Algoritmo sistõlico para a multiplicação

de matrizes, proposto por Kung e Lei-serson. muitos pesquisadores fi-
caram fascinados com a engenhosidade do algoritmto e começaram a ten

tar a decomposição de outros algori.tmos em algoritmos sistõli.cos.

Na seção anterior ilustramos apenas alguns exemplos. No decor

rer dos anos, muitos projetos sistÓlicos foram propostos para os
mais variados problemas

Passada a primeira fase em que os algorítmos sistÕlicos eram

concebidos de maneira "ad hoc", requerendo bastante criati.vidade e

paciência de seus autores, uma pergunta natural era a seguinte

Seta que não haveria uma maneira mai.s si.stemãtica e formal par

derivação ou síntese desses algorítmos?

O trabalho pioneiro neste sentido é o trabalho de Fortes & Mol

dovan [.85] , surgi.ram também outros trabalhos propondo método para
o desenvo].vimento formal de algoritmo sistóli.co, como lpsen & Delos
me[86], Qui.nton[87] e Li & Wah[85]

Nos prõxi.mos capítulos,seguiremos de perto as li.nhas de traba-

lho de Fortes & Maldovan dando ênfase na sua interpretação geométri.

a a

ca

00o



Capítulo 3 43

Deteção de Paralelismo

Na seção 1, vamos introduzir algumas definições básicas e usando

estas defi.nações,. a seção 2 mostra alguns resultados sobre detecção

de paralela.smo.

Os TPç:illtadOq da spçãn 3 serão de fundamental importância para

transformação de algori.tmos a ser tratada no Capítulo 4

.l Definições
Neste trabalho,estamos interessados em algoritmos expressos co

mo "loops" ou malhas encaixadas da seguinte forma

g

for ll - NI to MI do
for l2 : N2 to M2 do

for it

begin

al(]-l'...It) - fllal(ll-dll'...lt'dtl)
a2(ll' ...]t) : f2]al(]-l-dll'...lt'dtl)

Nt to Mt do

.as(ll-dl s'...]t'dl s)]

,as (] l-d-ls'...]t'd-ts)]

as (ll
end

onde, para i - l,...t:

biS são Índices de malha

It) (il-dali'...it'dti) , ( ]- l-dias ' . . . ]t'd.ts ) ]
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Nir Mi e a COMA N. < M.1 1

al's são variáveis.

fi's são operações aritméti.cas envolvendo ai's (eventualmente algu
mas delas podem não participar nas operações) e

dlik, são constantes intei.ras para i: l,...t , j = 1,...s e k= 1,

Em geral os índices ou coordenadas usados neste trabalho serão

ilri2f.'''zt ou jlrj2r'''jt' Os valores õas coordenadas serão

Plrp2r'''lpt' No caso de 3 malhas encaixadas, como ocorre em muitos
exemplos, convencionámos usa.r os. Índi.ces K,l,J nesta ordem (i.e

il - KI ; i2 : l e i3 - J) . A sua representação geométrica é como

na Figura abaixo e a coordenada (pl'p2rp3) significa K = pl ; 1 - p2
J = Pq

E$çpp+ç? 11111. Algoritmo A.

for K:= 1 to 10 do

for 1:= 1 to 5 do

for J:= 0 to 8 do

begin
A(K,l,J)

B(K,l,J)

E(K,l,J)

end ;

P

r

S

A(K--l,l--l,J) + B(K,l,J--l)+C(K,l--l,J)

5+B (K, 1--1 , J--l) ;

2+(A(K, l ,J-1) +3+C(K-l, 1--1 , J) -B(K, l ,J) )

29.!j:.n+.ç.4a..2.=.1. Seja A um algoritmo então c] = { (1. 119, . . .].+..)Czzt /

NK $ 1K $ MKr l $ K $ t} é chamado cana'artía.de ,ÍltdicU do a.Lgorit-
mo A.



EXg!!!Elo 3.2. No caso de 3 malhas encaixadas, CI é o conjunto dos
pontos de coordenadas inteiras de um paralelepípedo retangular no

cujas arestas são paralelas aos 3 eixos
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AlgorÍtmo A2 for K = 0 to 3 do

for 1: = 0 to 4 do

for J: = 0 to 8 do

begin

"corpo do algoritmo A2"

nd;e

Fig. 3.1 paralepepípedo retangular que contem CI de A no ex 3. 2

Defi.nação 3.2.. Seja A um algori.tmo e CI seu conjunto de índices. A
oa,dem ZexZcog/ãá,Cca. de execução de A é uma ordem total sobre CI tal
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(l l r l2 r ,it) < (ll'l;,

se e somente se

Ílh - lh para h < k
] K (l S k S t) l

lik ' :i

Numa maquina sequenci.al, a ordem natural para executar malhas
caixadas é a lexicogrâfica.

Podemos realizar a execução de um algori.tmo A do seguinte modo:

dado o algori.tmo A e seu CI, percorremos os pontos de CI na ordem

lexicogrãfica e em cada ponto (llr12r...It) nõs executamos a compu'

tição do corpo de Ar i..e.,calculamos allllr12r...It) , a2(llr12'...It)
as (1l'12'...It)

en

Exemplo 3.3 Algoritmo A3

for K: = to 2 do

for 1: = 0 to 2 do

for J: = 0 to 2 do

begin
a(K,l,J)

b(K,].,J)

C(K,l,J)
d .en f

a(K,l-l,J)

b(K,l,J-l)

C(K-l,l,J) + a(K,l,J)+b(K,l,J)

A Fi-g. 3.2.1 mostra os pontos de CI para A e na Fig. 3.2.2. es
tes pontos são marcados na sua ordem lexi.cogrãfica.
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Fig 3. 2. 1

Fig 3.2. 2
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Obs Para evitar que os índices completos dificultem a compreensão

das idéias descritas nas definições e exemplos, usaremos, no

decorrer do capítulos uma notação mais simplificada paraos í=
alces, sempre que for possível

2g.!j:nação 3.3. Seja A um algoritmo e considere a seguinte computa

ção no corpo de A.

a (l].,l2'. ..It) f [ r b (ll-dl r l2-d2 r lt'dt), ]

Então di.zemos que

a(1l'12 r...It) depende de b(ll-dlr12-d2'..lt'dt)

BZg1lplo: No ex.3.3.

a(K,l,J) depende de a(K,l-l,J),
b(K,l,J) depende de b(K,l,J-l)

C(K.l,J) depende de C(K--l,l,J), a(K,l,J) e b(K,l,J)

e

Veremos mais adiante que não estamos preocupados com depend-êZ

cia do tipo C(K,l,J) em relação a a(K,l,J) e b(K.l,J)

pedi.nação 3.4. Dizemos que a dependênci.a de a(l1.l9,

loção a b(l{.l;,...I't) é uma apt,ü-dependênc(a se

It) em re

(l].,l2'...It) < (11'1;,...1{)

em ordem lexicogrãfi.ca.
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Exemplo 3.4 Algoritmo A4

for 1: = 1 to 3 do

for J: = 1 to 3 do

begin
a(l,J)

b(l,J)

end;

3+a (l,J-l) ;

a(l,J+1)+2+b(l-l,J) r

Neste exemplo, b(l,J) tem anta-dependência em relação a

a(l,J+l)

Vamos impor a condição de que daqui em diante o algoritmo A é

tal que não tem anel-dependência.

PsÉj:J!&.çêg..9..=.!. Suponha que a(1l'12' .. .It) depende de

b(ll-dl'12-d2'...lt'dt)r então o vetar d = (dlrd2'...dt) '' é chamado
de ue,{ah de dependênc,{a.

Podemos ilustrar a dependência imposta pelo vedor d = (dld2'-..dt)'r

para cada ponto (1l'12'...It) de Clr consideramos um vetou

d =(dld2'...dt)' que sai de(ll-dl'12-d2'....lt-dt) e chega neste
ponto. Isso é mostrado no exemplo a segui-r

Exemplo 315. Algoritmo A5
for 1: = 0 to 3 do

for J: = 0 to 3 do

a(l,J) : = a(l-l,J-l)+a(l--l,J)+a(l,J-l)

Como a(l,J) depende de a(l--l,J-l),a(l-l,J) e a(l,J-l) temos 3

vetores de dependênci.a
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a: : (}) , d2 : (à) , d3 : C:)

A flg. 3.3. ilustra a situação

'Ó

0

23

33

Pig. 3.3

Observemos os vetores vindos fora de CI. Eles representam as

entradas de valores não computadas em A mas sim fornece.das ao al
goritmo A.

Por exemplo,a(1,0) recebe a(O,-l) e a(1,-1) que são lidos ou

computados antes de começar AK

Exemplo: para o ex.3.3. te 3 de dependênciavelaresIdos

22
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1~

ol (devido a dependênci-a de c(.K,l,J) em relação.a c(K-l,llJ)) r

(devido dependência de a(K,l,J) relacão a(K,l l,J)),a em aJ

(revi.do dependência b(K,l,J)de relação b(K,].,J l ) )a ein a

dl

d2

d3

A Fig. 3.4. mostra os velares de dependência para este exemplo
Note que a dependência de c(K,l,J) em relação a a(K,l,J) vai. resul

tar em vedor de dependência nul-a asse.m como a dependência de
c(K,l,J) em relação a b(K,l,J).

Como veremos mais adi.ante, nosso interesse se concentra de onde

vem os dados necessários para a computação em cada ponto de Cl; por
tanto a dependênci.a dentro do próprio ponto em si. não é relevante

Pig. 3.4



Pela maneira como foram (definidas no começo do capítulo, as compu-

tações fei.tas em cada ponto de Ci são idênticas em todos os pontos de

CI comseus valores diferentes de 1ll12r...It assumidos em cada ponto.

No capítulo 4,veremos que a consequência deste fato é de que as

células básicas que compõem o sistema sistõlico são todas idênti.cas.

52

Também é óbvia a homogeneidade da maneira como os vetores de de

pendênci.a chegam para cada ponto de CI e este fato é ilustrado nas
Fi.gs. 3. 3. e 3.4

Também veremos que o fato de os vetores de dependência serem os

mesmos em todos os pontos de CI, como exemplificado nas Pig. 3.3 e
Fig. 3.4 tem como consequência a regulará.jade de ligações entre as cé

lulas básicas do sistema si.stõlico correspondente

00o
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ig.2 1)eteção de IParalelismo

PS.Ej:Jlj:siãg..2.:.ã. Seja A um algoritmo, então chama-se -. maC/üz como.ee.{a de

depend:ênc,éa .;. para A, a seguinte matriz:
a,

'].:1 ..'12 .'.:..
P 'i.: :.'i: '?:

D :
C

't: .!:.
'---Y---J '----y''J

al a2

'!; .Ê: .{:.
----V---J '---,--J ----l,---J

as al a2

.{;...':: '::.
----b-J ----Y--J '------J

s''' al a2

'E;
a

S

Os rótulos supera.odes identificam as variáveis do lado esquerdo
de comando de atribuição do corpo de A; os rótulos infere.odes identi-

ficam as variáveis do lado direito dos comandos,i..e. ,as variáveis en-

volvidas em computações de:cada variável, e as colunas são seus respeg
uivos vetores de dependência.

Exemolo: Para o algori.tmo do ex. 3.1. a matriz completa de dependên
cia seta:

BA E

0 0 0 0 l

D l 0 l lC

0 l

A B



Paraex. 3.6. CI e D. são idênticos aos do ex. 3.3.

A Úni.ca diferença (:sta nas computaçoes feitas em cada ponto de cl
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Como veremos no Cap. IVro algoritmo do ex.3.3. e o algoritmo do

ex. 3.6. resultam em sistemas sistÕlicos semelhantes, i.e., mesmas con-
figurações para di.aposição e interconexão de células básicas exceto es

truturas i.nternas das cé].ulas básicas para executar computaçÕes dife-
rentes.

Podemos afi.amar quer do ponto de vi.sta de detecção de paralela.smo

e sua consequente construção de sistema sistõlico, o algoritmo do ex

3.3. e o algoritmo do ex. 3.6 são "geometri.cadente equivalentes"

Como consequênci.a, podemos adorar a seguinte postura:

Daqui em diante, iremos descrever muitas vezes um algoritmo A e.g

pecifi-candoapenas al e Dcr sem dar toda sua especificação.

Observação : Para um algori.tmo A dado, escrever sua matriz completa de de-

pendência Dc não sÓ é um pouco tedioso comotambém é desnecessário pa

ra a análise de paralelismo,.pois o que nos interessa é apenas como um

ponto de CI está relacionado com outros pontos de CI via vetores de

dependência.

Faremos então as seguintes simplificações

1. Omissão de rótulos superior e j:nferior:
Nosso interesse é de onde vêm as vara.ávei.s envolvidas em computa

ções num ponto de C e.sendo irrelevantes, qual-s são essas variãvei.s.

Por exemplo, no ex. 3.1. a privei-ra coluna 111 da sua matriz com

plena de dependência tem rótulo superior A e rótulo inferior A. isto

si.gni.fica que em cada ponto (K,l,J) de CI A(K,l,J) necessita de

A(K- ] , ] - ]. , J )

l

0
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Mas do ponto de vista de detecção de paralelismo,a única coi.sa

que interessa é a seguinte: computaçÕes no ponto (K.l,J) de-
pendem de computaçÕes feitas em (K-l,l-l,J)

2 Omissão de co].una nula (i . e vetou nulo de dependênci.a)

O motivo é o mesmo do item 1. , por exemplo, no ex. 3.3. a última

coluna mostra que a computação de c(K,l,J) necessita de b(K,l,J) em ca
da ponto (K,lrJ) de seu QI. Dependências desse tipo, envolvendo o mes

mo ponto de CI são i.mportantes quando a estrutura interna de célula bã

Bica é projetada.

3. Omissão de colunas idênticas

No Dc do ex. 3.1, a primeira easextacolunas são idênticas mostran

do a chegada de A(K-l,l-l,J) e E(K-l,l-l,J) ao ponto (K,l,J) a parti.r
do ponto (K-l,l-l,J)

Novamente, nosso interesse é o fato de que existe fluxo de dados

do ponto (K-l,l-l,J) para o ponto (K,l,J) e não de quantas variãvei.s
sejam tais fluxos.

Ap.enas quando projetamos as ligações entre as células é que prec.L

samos saber que de (K-l,l-l,J) temos duas ligações para (K,l,J). Na

detecção de paralelismo, este fato não i.nfluenci.a em nada.

Hã, entretanto, uma distinção conceptual entre essa simplificação

e as 1. e 2. Ao contrario de duas omissões anteriores que dizem res-

pei-to mais a estrutura interna da célula básica do sistema sistólico,

a simplifi-cação 3. ignora o número de ligações entre células, o que é
mais relevante que as anteriores.
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29€jnição 3.6. Seja A um algoritmo e De sua matei.z completa de depen
dênci.a como foi definida em def. 3.5. Então chama-se ma;(/L,(z de depen

dênc,{la para A a matei.z D obtida com as simpli.ficações acima.

Ex As três matri.zes de dependênci.a anteriores serão as segui.ates

para o ex. 3.1

l o o o

l l

l0 0

para o ex. 3.3
l0 0

0D l

0 l 0

para o ex. 3.5
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Dado um algori.tmo A. seu CI e D sugerem a definição de um grato or.}
entado de computação.

111g.fi.nação 3.7: Dados um algoritmo À e seu CI, o grato ori.entado de

computação para A é o sagui.nte

Os pontos de CI serão verti.ces deste grato orientado e e-

xi.ste uma aresta orientada de p para qr onde q = p+d. sendo d um ve
tor de dependência de D.

Na Figura 3.5,temos o grato ori.entado correspondente ao

ex. 3.5. Comparando com a Figura 3.3, notamos que não estão pre-
sentes aquelas flechas que representavam as entradas de dados.
Tal i.nformação, entretanto, pode ser recuperada sem dificuldade,

uma vez que os vetores de dependência são constantes em todos os poB
tos

Neste grafo, quaisquer doi.s vértices que não são ligados

por um passeio, correspondem a dois pontos i-ndependentes em relação
à sua computação, i.e., qual-squer dois pontos que não estão no ifecho

transitivo conexo de passeio são executãveis paralelamente

Observand.o a Figura 3.5., notamos que (1,0) e (0,1) são

pontos de computação independentes enquanto que (1,0) e (2,2) não
são pontos de computação independentes
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Figura 3.5

Na Pig. 3.6,temos o grifo orientado de computação corres

pondente ao ex. 3.3. Os pontos(0,1,0),(1,0,0) e(0,0,1) são pon
tos de computação independente

Observemos também que (0,0,0) não pode ser ponto de compy:

tição independente comnenhumoutro ponto de CI pois todos os demais

pontos dependem dele
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202

0';a:220

120

221

9g
101 102

112

121 1 1 \lp122

üí'-l l:2õm-l

KI
'0 2 1 ' ''02. 2

Figura 3.6

Usemos a tripla (p,d.q) para representar a dependência do

ponto q em relação a p via vedor d, i.e. q = p+d.

Definição 3.8: Dados (pj..l ' di'pi) tais que pi: pi.l+di'

para i: 1,2....,k, di-zemos que (pOrdl+d2+...+dk/pk) é compor,{ção

de dependênc,{a (Pj..I'di/pi)l$iSk. onde o vedor dl+d2+...+dk é a coD
posição dos vetores de dependência d. ,d,), . . . ,d.,

, di Pi)
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Podemos agora ampliar o concei.to de dependência: na con

lição acima, di.zemos que pk depende de po' Dizemos que q depende
diretamente de p quando nc) grato ori.entado de computação hã uma a

resta de p para q.

Definição 3.9

goritmo A
Seja Dnxm uma matei.z de dependência para um dado al

m

n

ja coluna = vedor de dependência d.i

d

Definimos Dnxõ como a matei.z cujas colunas são todas
composições possíveis de vetores de dependência no CI

111

'ij l l

] k

as

;::.]} «

jg coluna = d
m

>l. "jkdk '

ajk é um inteiro não negativo e pelo menos um ajk é diferente de
zero.

Ex. para o ex. 3.5
0 0 0 l 2 2 2 2 3 3 3 3

l 0 2 3 0 2 3 0 2 32 3 l ll
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Ex. para o ex. 3.3

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 222222222
0 0 1 1 1 2 2 2 0 0 0 1 1 1 2 2 2 0 0 0111222
1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 012012012

Então é fácil observar que dados dois pontos p e q em CI,

q depende de p se e somente se d = q-p é uma coluna de D.

Definição 3 10: Na conde-ção acima,dizemos que as computaçÕes em p

e q são dependerüe.ó.

Notação: Na condição acima,escrevemos deD.

Assim, as computações em p e q são dependentes se e

somente se deÕ ou -dCD , onde d = p-q; em caso contrário. p e q

cão i.ndependentes:

Para saber se as computações em doi.s pontos p'e q são in-

dependentes ou não, a i.nspeção atleta de D é pouco prática devido
ao seu tamanho. Entretanto, existem certas relações Úteis entre D

e D que nos permi-tem detectar as computações i-ndependentes inspeci-g
Dando apenas D. Para isso, necessitamos de alguns preparos.

Defi.nação 3.11: Dado D e D de um algoritmo A. anotamos as seguintes

notações:

L' = conjunto de linhas de D cujos elementos são todos nulos ,

Lt = conjunto de linhas de D cujos elementos são todos positivos ,

L' - conjunto de linhas de D cujos elementos são todos negativos ,

L - conjunto de li.nhas de D cujos elementos são todos não-negativos

(mas não todos nu]os, i.e. pe]o menos um e].emento é positivo),
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L = conjunto de linhas de D cujos elementos são todos não positi
vos, mas não todos nulos,

L' = conjunto de duplas de linhas de D não-negati.vos ou não-positi.
vas, cujas colunas são todas não nulas.

<

PS.11&ni:.gê9...g.=.!.Z Í; Ê / L', L , L , LT são definidas para linhas
de D analogamente a defi.nação 3.11

Lema l

i.) Sejam Êi a ie linha de D e Êi a ia linha de D, então
se e somente se ÊiCÊ+ , onde +et0,+,-,<,>} ;

temos ainda

il)
{2j.lrli2''''R''it} € LT

se e somente se

{ íj.: ,ij.2 '

Demonstração: seja dú uma coluna em D

aaj
ã j a

m

j - k::
conforme def . 3 . 9

ã . l .
n]

d'lk

dnk

dk
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asse.m temos

dj.j
m

k=1 jkaj.k '- djk : ' 0

i..) a) aikw 0 , v k2 #t:Í=,>,<,É,à}

portanto dij # o , v .j por (]1)

assim,se lieL+ então ZjeL+ onde t € {0,+,-,<,>}
exceto que para + : < ou > ainda devemos verificar que os elemen
tos não são todos nulos.

De fato, dik # 0 para algum k então pela maneira como foi
construído D exi.ste k tal

b)

portanto,
dj.k # 0 , V kr # C {=,>,.<,à,É}

j, pois a iB linha de D é parte da i.Õ linha de D

Se Zj,CÊ(ouÊ<) deve ocorrerque lj €1(0uL<) pois

do contrário, todos os elementos de lj seriam nulos, ou seja,

ili C Lo. Teríamos por a) ii e Í;o, o que é'uma contradição

Portanto, se l:i e L+ então R,j € L+. + e {0,+,-,<,>}

ii) decorre imediatamente de i.)

ex. para o ex. 3.3. temos
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o o l

l o o

o l o

0 0 0 0 .0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 22222222
0 0 1 1 1 2 2 2 0 0 0 1 1 1 2 2 2 0 0 0111222
1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 012012012

Z: € L' ' íl € i (Ê 1 'l 2 rR'3) l.T e (ill'Z2'il3) c ÊT

porém. note-se que (Zi,tj) + LT e (ti'tj) # ÊT para vi,j,
l s i,j $ 3.

O prÓxi.mo Lema diz que se todas as dependências têm com

ponente nulo ao longo de algumas coordenadas então as computações
em pontos que di.ferem nestas coordenadas são independentes.

Lema 2

Sejam A, CI e D como anteri.ormente e P e P' € CI

i.) Se P e P' diferem pelo menos no i-e componente, tal que 1,1 CLo,
então P e P' são independentes;

ii) Em particular, se P e P' diferem em algum componente i,tal que

ZZ € Lo (ou alguns componentes i's .para os quais li C Lo) e tg

dos os outros componentes k, taxi.'s que tk $ Lo têm os mesmos va
lares, então P e.P' sao independentes



66

dem i) Seja li e Lo -pelo Lema 1, Z.i e . Assim, a ia linha de Dé
toda nula. Se p e p' di-ferem no componente i, o vedor dife-

rença de p e p' têm o lo componente não nulo. Portanto, não
pertence a D. Logo, p e p' são independentes.

Óbvio.

Lema l,

ii)

ex. 3.7. Algoritmo A7: for K: = 1 to 3 do
for 1: = 1 to 3 do

for J: = 1 to.3 do

a(K,l,J) = a(K,l-l,J) + 3+a(K-l,l-l,J)

0 1
1 1
0 0

Fig. 3.7 Grato orientado de computação de A7 baseado em seu CI e D
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Por i) na Fig. 3.8, cada ponto marcado por l é independente de

qualquer ponto marcado por 2 ou por 3 . E analogamente, por

pontos marcados por 2 e 3

Fig. 3.8

Por ii) , na Fi-g. 3.9 os pontos marcados com o mesmo número são

independentes.

Pig. 3.9
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Intuitivamente. o próximo lema diz que, se algumas linhas

de D satisfazem a definição de LL,então 2 pontos de CI,para os
quais a distância entre eles restri.ta a estas coordenadas é menor

que certo valor, são independentes.

Lema 3.

Sejam A, CI, D. L>, L< e L'L conforme defi.nação anterior

,lkt) e L' e h = (nlr...lnt)Seja
onde

mini
dkqj # 0} se lkq € L

>

H
q

kqj 0} se Êkq. C L<

para q ; 1,2,...,t

o.sinal de H. é o mesmo dos elementos não nulos de Ê..
q

Se

tais que
(PI r P2 ' ,Pn) € CI e P' (pi,p;, PJ.) € CI são

t
E

q:l
?@ ' '*q < 1

então as computações em P e P' são i.ndependentes

Dem.: Caso 1: Consideremos (pkq-pkq)/Hq - 0 Vq:l,...,t
então

Pkq ' Pkq ' O v q : l,...,t
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Por outro'lado, peladef. 3.11 as colunas formadas por LT não podem

ser nulas e consequentemente, pelo Lema 1, as colunas formadas por
[' também não podem ser nulas.

Logo, o vedor d P-P' (ou -d) + B

Caso 2: ] qo tal que l (pkq. - pkq.)'o 'o

Obviamente,

Lema 3), ou
piqol/.IHqol < 1 (decorrente da hipótese do

o « lpkq Hplq <

q0 0

Em outras pa]avras, ] qo tal que pkq. ' pkq, é não nulo e menor em
valor absoluto do que o menor elemento não nulo da linha tq. em D

(lqo e L' ou L'") , consequentemente, menor do que o menor elemento

não nulo de lq,.., em D

Portanto, p'p' (ou -d) + Õ

Em ambos os casos, p e p' são independentes

[]

O Lema 4 é mais abrangente que o Lema 3

Lema 4: Sejam A, CI, D,

Se p e p' são tais que
L", L'L, g,h, .P e P' como no Lema 3

p e p' são independentes
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29D9nEEÉêg&.s'--ELã----g.- Z 0 V q : l,. . .,t ('- --g-R---g É 0

V q = 1,...,t), então recai-se no Lema 3.

Supomos que existem q e q e {l,...,t} tais que

(Pkq ' Pkq)/Hq > 0. e (pkq ' pkq)/Hq < 0
Seja j = p-p', então d tem ã-ésimo componente com sinal

oposto de elementos não nulos de q-ésima linha de D, pois

(Pk.- Pk.)/H. < 0 significa numerador e denominador com sinais opo.g
q q q

tos, e consequentemente, sinal oposto de elementos não nulos da q-êi
si.ma linha de D.

[''k
q

Logo, d # 0.

Analogamenteíconsi-devamos -d. Temos (pk..-pk.)/H.. < 0 e
q q' ..q

(pk. - pk,,)/Hq > 0 e então -d tem a q-ésimo componente com sinal o
posto ao dos elementos não nulos da q-ésime! linha de D e -d # D.

Assim, P e P' são independentes []

Do Lema 4 temos o seguinte

Corolário l
Sejam A, CI, D, P, P' como anteriormente e

2k € L' (ou Êk € L')

Hk:mznÍldkjl} (ou -mintldkjl} se lkeL')

Se P e P' são tais que lpk - pkl < IHklr então P e P'
são i.ndependentes.
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Agora veremos vários exemplos para ilustrar o Lema 3,
o Lema 4 e o corolãri.o l

Não especificamos CI e,nas figuras apenas uma parte de

CI, que esta na vizinhança de um ponto em particular, é mostrada,pais

CI toda não é de i.nteresse nestes exemplos. Nosso interesse é a

dependência de um ponto a outros pontos, sendo irrelevante se o l
vai. de 0 a 5 ou vai. de 0 a 500.

Exemp].os

o o l

l o o

o l o

Voltamos.ao Ex. 3.3,.temos D -

l

(llr Ê2/ I'3) € L'

HI - H2 - H3

Sejam P= (pl'p2'p3) e P' - (plrp2 e p;)

Para satisfazer o Lema 3 deve acontecer

lpl-pll + lp2'-p21 + lp3 - p31 < 1. Como todos os elementos são

inteiros,temos pj. ' p]. ; i' lr2.3. Logo, pelo Lema 3, não detec
tamos pontos de computação independente

Entretanto, podemos detectar pontos de computação i.nde

pendente pelo Lema 4, como se segue

Para bati.afazer o Lema 4, deve acontecer

l(pl - pl) +(p2-p2) +(p3 - p3)l< 1. Novamente. como todos os

elementos são i.nteiros, temos (pl - pl)+(p2 - p2) + (p3 - p3) : 0.

Logo PI + P2 + P3 pi + p; + pâ
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Na Fig. 3.10, os pontos i-ndependentes entre si são mar
cabos com a mesma numeração.

Por outro lado, podemos notar que (ll' t2), (12' 13),
(Zlr l3) # LT e como contra exemplos tentemos aplicar o Lema 3 pâ

ra (l. , in)

lpl ' pil ''" lp2 - p;l « l

pl ' pl e p2 ' p2

Fig. 3.10
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então, P = (0,0,1) e P' = (0rOí2) seriam pontos independentes, o
que não é verdade

Como ti + L+ (ou L') para i- 1,2,3, o Corolário l não
se aplica para o ex. 3.3.

infere um algoritmo A co

0 0 3
3 0 0
0 3 0

(ZlrÊ2'l'3) € LT

HI - H2 - H3

( PI r P2 ' P3 )

p' : (pi,p;,p;)

portanto,

,!:l',-p::- ' ;
ou 3

,21:ip.'p&t : :
Na Fig. 3.11, P = (2,2,2) assinalam

2 Exemplo Cons seguinte Dm a

Pelo Lema 3

independeno com x e

3. 8 :
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3. Exemplo. 3.9
2 2 0

2 0 2

0 2 2

(llr12rl'3) € LT

2HHH
3l 2

- ( PI,P2,P3)P

p' = (pi,p;,pà)
Pelo Lema 3

3

E
q:l

Portanto, 3

,!:lp,'pil ' :
ou

3

,11:lp.'p&l : :
p e P' têm apenas uma coordenada que difere de uma unidade

Na Figura 3.12, P = (1,1,1) é i.ndependente com pontos
marcados com
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PiÇ. 3.12

Por outro lado, podemos observar que (Ê1,l9) C L'L'

H. - H. : 2

Pelo Lema 3

2

!.Ip.'p&l : :q

2'pj

Portanto, devemos ter
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lpl'pil É l

lp:-p;

é independente aos pontos

e (11'13) C Lr e os resulta

temos:

Na Figura 3.13, P = (1,1,1)
1 1 1 Q. .L \# a. LA v =)B

Analogamente, (t2r13) € L'
dos são semelhantes.

Agora, aplicando o Lema 4

(llrR'2r13) € LT

HI : H2 : H3 - 2

(pi-pi) + (p2-p;) + (p3-p;)

(pi-pi) + (p2-p;) + (p3-pà)

(pi-pi) + (p2-p;) + (p3-p; )

ou

(pi-pi)+(p2-p;)+(p3-p;)

pl + p2 + p3 ; pi + p2 + p3+l

pl + p2 + p3 : pi + p; + p:b

ou

PI + Po + P2 : P{ + P; + P4'l

lpi-pi
ou

lp2'p;l $ 1

/

$ 1

ou

ou
©

@

®
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Fig. 3.13

A Fi.gula 3.14 ilustra a si.tuação: Considerando

(2,2,2) , os pontos marcados com l são independentes com P de

viço à relação l, ..analogamente para pontos marcados com 2 e 0.

./

Fig. 3.15a

Á
Fig. 3.15b
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Se olharmos a Fig. 3.14, na direção mostrada na Fi.g;
3.15a., podemos notar que os pontos marcados com o mesmo número

estão situados no hi.perplano como respectivo número na Fig. 3.15b

Notamos também que os três hiperp]anos são param.elos.
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4. Exemplo 3.10

2 3 1

3 2 2

o o o

Pelo Lema 2, P=(pl'p2rp3) e p':(pl'p2rp3) tais que p3 # p3
são independentes e na Fi-g. 3.16 os pontos marcados com números
diferentes são i.ndependentes.

Pelo Corolário l

H.

P e P' são pontos i.ndependentes se lpl-pll < 1 (i-.e.r pl ' pl)

Na Fig. 3.17, P = (2r2/2) é independente com pontos mail
cados com e.

Ê l

.[. n []

Por outro lado, temos que 29 € L' ' "2

P e P' são independentes se lp2-p21 < 2 (i.e

Na Fig. 3.18, p = (2,2,2) é independente com pontos
marcado

ou :t l)
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Fig. 3.16.
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.3 Ordenação de Execução
Dado um algori.tmo expresso em malhas encaixadas, uma ordem na-

tural para a execução das computações nos pontos de CI é a ordem le

xicográfica dos seus índices.

g

Tal ordem de execução corresponde â execução sequencial das

computaçõe s .

NÕs jã temos vários resultados para detectar conjuntos de com-

putações i-ndependentes. Vamos agora obter ordens de execução que g

dequadamente escalonama execução simultânea de computações indepen-
dentes.

Vamos introduzir dois ti.pos de ordenações: ordenação relaxada

e ordenação linear. Elas estão ligadas intimamente com o Lema 2e

o Lema 4. respectivamente

Daremos dois teoremas nesta seção e omitiremos suas demonstra

ções por serem relativamente imediatas.

Dada uma ordem de execução > sejam P e P' dois pontos de CI

P < P' significa que a computação em P deve preceder a computação
em P'

Definição 3.12. Seja >a ordem lexicográfica em C1. 0 a.e,&txamepZo

de > ob,tea ea04.danada j é uma ordem parcial >q tal que

para (PI'...Pn) e P' de CI,

P > P' q-+ P
S

e

D: # o! para algum i # s

P'>
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}lXSlnplp. Voltamos ao ex. 3.7: Vamos relaxar a > sobre a coordena
da J, i.e. s = 3.

Na Fig. 3.9, os pontos marcados com o mesmo número são aqueles

que perderam a relação de ordem na nova ord

glçQrçnq 1. Sejam A, CI, D e Lu como anteriormente. O relaxamento

de > sobre qualquer coordenada iç: onde t. e Lo é uma ordem de exe-
cução de A.

Qual.squer pontos não relacionados por essa ordenação são ande

pendentes e podem ser executados em paralelo.

Demonstração Fortes & Mo].dovan [85]

gZS!!!nlg: Voltemos para o ex. 3.7. , a Fig. 3.9 mostra exatamente a

nova ordenação >l

Podemos executar este algoritmo em nove passos seguindo a nume

ração da Fig. 3.9 e executando computações de três pontos marcados

com o mesmo número simultaneamente em cada passo.

Vamos introduzir mais um tipo de ordenação

Definição 3.13: Seja g =(jklrjk2'''''jkt) tupla de coordenadas de

CI e seja h = (HI'...,Ht) dupla . de constantes inteiras.

Então a . .o,tdenação ,e.Zneaa .doba.e g cam deóZacamept,to h é qualquer

ordenação parcial >grh tal que

para
se

P.P' € CI
+

R,>ll(pkR,-pkl)/Ht Z ].
então P >grh PP
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!exemplo 3 . 2 : Considere CI { (K,l,J) e Ü7 O É K,l,J S 2} e

(l,J) ; h = (1,2)

São ilustrados a seguir (Fig. 3.19) alguns pares de pontos re
lacionados pela ordenação linear <. .. Temos

r

( 0 r l r l) <g,h( 1/ 2 r l)

(O, l, l)<g h(1'2. 2)

(1 , 1 , 0)<g,h(lr 2 r l)

(1 , 1 , 0)<g,Ê(1 , 2 , 2)
( 3 r l . l) <g,h(l r 2 r l)

(3. 1, 1)<g,h(1' 2r2)

Ver Fi-g. 3.19

rig. 3.19
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Teorema 2: .Sejam A,CI,D.Li, g h como no lema 4, então qualquer ol
denação linear sobre g com deslocamento h, >grh, é uma ordem de exe

cução de A. Quaisquer pontos não relaci.onados por essa ordenação

são independentes e podem ser executados em paralelo.

Demonstração Fortes & Mo]dovan [85]

Exemplos

1) Retomemos o Ex. 3.3.: Na Figura 3.10, temos a ordenação

>g,h onde g : (K,l,J), h = (1,1,1)
Podemos executar este algori.tmo seguindo a numeração da figurar

os pontoss marcados com a mesma numeração serão executados simulta

neamente. Observe que os pontos de computação paralela estão conta

dos em planos paralelos.

2) yo[tamos aoEx. 3.9: g=(K,]-,J) ; h=(2,2,2)

Na Figura 3.14 a numeração mostra a ordenação >grh sendo que

os dois hiperplanos paralelos consecuti.vos são executados simulta-

neamente

Corolário 2: Sejam A,CI,D,Ê,,L'r e H,, como no Corolário 1, então a

ordenação li.near sobre a coordenada jV com deslocamento HV é uma or
dem de execução de A.

Todos os pontos não relacionados com essa nova ordenação são

independentes e podem ser executados em paralelo.

Em outras palavras, a ordenação aci.ma é uma ordenação relaxada
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sobre {j l , rjk-l'jk+l'''''jn}

Exemplos

1) Voltamos ao ex. 3.10, com t. e L'r e HI

O plano marcado na Fig. 3.17 mostra um passo de execução da

nova ordenação. Os pontos situados em cada plano horizontal são e

xecutados em paralelo.r começando com o plano K = 0 e avançando na

direção K

2) Ainda no ex. 3.10 com la € H' e H.

Os pontos situados nos dois planos paralelos consecuti.vos ao

plano (1 = 0) na Fig. 3.18 são executados simultaneamente, começando

com os planos 1=0 e 1=1 e avançando na direção l

000



Capítulo 4

l.'ransformação de Algoritmo e
Obtenção de Sistema Sistólico

No SI vamos transformar um algori.tmo para Bati.afazer o Corolário 2

do Capítulo 3, tomando um dos índices de CI como índice de tempo

ou passo de execução.

NO S2 veremos como obter um sistema sistõlico a partir do algorítmo
transformado.

Os resultados deste Capítulo são validos para um algori-tmo constitg

ído de um número qual-quer de malhas encaixadas, conforme definido

no Capítulo 3.

AlgorÍtmos com três ou duas malhas, entretanto, são de particular

interesse pois resultarão em sistemas sistõlicos de duas e uma di

mensões, respectivamente

Neste capítulo, trataremos de casos com três malhas enchi.xadas.

.l 'l)ansformador

Já sabemos como detectar pontos de computação paralela em

EI de um dado algoritmo A no capítulo 3, nossa próxima tarefa agg

ra é como uti.lizar esta informação para projetar um si.stema sitõli.-

co para A.

$

Considere novamente o ex. 3.3., através do Lema 4 já co-

nhecemos os pontos de computação paralela e basta seguir as numero
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ções da Fig. 3.10 para a execução paralela conforme o Teorema 2. A

nossa dificuldade é como obter um si.stema sistólico que reali.za tais
computações.

A numeração Como na Fig. 3.10, é pouco conveniente para

descrever a execução paralela de um sistema sistóli.co. Vamos modifi
car um pouco o algoritmo A (consequentemente seu EI e D como veremos

logo) para que novo algoritmo A' fique nas condições do Corolilrio 2

Definição 4.1. Dado um algori.tmo A, seu CI e Dê vamos consi.gerar T

um operador linear bijetor de B.''e um algorÍtmo A' tais que

1 ) T na sua representação matricial tem todos os elementos
i.ntei.ros.

2) O algori-tmo A' é o segui.nte

for ll :: NI

for l2 :- N

for it ::
begin

al [r(ll'

doto Ml
doto M

2 2

doto Mtt

,it)] f[{ a] [T([].-dL]' ... ,]t'dt])] .

as[T([ -ajs'... .]t'dts) ]} ;

f2Íal]T(ll-dll'..,]t'dtl)].

asIT(]- -ans'.. . ,]t'dts)]} ;

a2 [T ([].. ,... , it) ]

.zt)] :- fstal]T(].-dill'...,]t'dtl)] ,

as [T([].-d].s'.. . , ]t'dts)]} ;
end;
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Chamamos A' de a,ega/Lé;(ma .ü,artóáo,amado.

do,t de A.
.-de A ê T de . .ü.anu6o.tma

Também .adcptnmos a notação; A' r(A)

Obs Permi.ti.mo-nos certo abuso de linguagem entre posição

(1l'12'''''lt) e vetou(1l'12'''''lt) '. A maneira corneta
m m

de escrever seria, por exemplo. al[(T{([l'...,it)'})'' ] em

[ugar de alia(]l'....]t) ] , mas ta] forma]ismo sobrecarrega-
da a notação. Portanto, continuamos com este abuso a menos

que haja perigo de confusão.

Daremos um exemplo para ilustrar a modificação causada por T,

assim como seus efeitos .

$#ÇPPlo 4.1 Considere o ex 3 . 3 e um transformador T dado por

l l l

o l o

o o l

(1,1,1) vai corresponder a seguinte computaçãoAo ponto (K,].,J)

a [T(1, 1, 1) ]

b [T ( 1 , 1 , ]. ) ]

c [r(1, 1, 1) ]

a [T (1 , 0 , 1) ]

b [T ([ , ] , O) ]

c [T(0 , 1 , 1) ]

a [T ( 1 , 1 , 1) ] +b [T ( 1 , 1 , 1)]

a ( 3. 1 , 1)

b(3,1,1)

c (3. 1 , 1)

a(2,0, 1) ;

b(2, 1, O) ;

c(2.1 ,1)+a(3, 1, 1) +b(3, 1, 1) ;
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No ex. 3.3. o ponto(K,l,J) =(1,1,1) é associado ao ponto de

coordenada (1,1,1) do seu CI e computamos a(1,1,1), b(1,1,1) e

c(1,1,1) , i.e., até agora tivemos coincidência entre Índice de com-

putação do algori.tmo A, coordenada do ponto de computação de CI e

índices de variáveis a serem computadas. No ex. 4.1. perdemos esta

coi.ncidência, pois no ponto(K,l,J)=(1,1,1) computamos a(3,1,1),

b (3 .1,1) e c (3 ,1,1)

A rigor,não sabemos o que seria o CI de A' pois CI foi defina

do na Def. 3.1 para o algori-tmo A e o corpo do algoritmo A' é di-
ferente de A. Entretanto, uma maneira natural de definir CI é a se

guinte

Defi.nação 4.2

T (C]. )

Dados A, EI e seu transformador T, o €1 de T(A) e

ex. paraoex. 4.1. CI de T(A) é mostrada na Fi.g. 4.1 e a Fig. 4.2

mostra como a ordem lexicogrãfi.ca do ex. 3.3. (Fi-g. 3.2.2) foi

transportada para T (A..' )

A numeração da Fig. 4.2 é uma ordem de execução do T(A) mas ng

te que os novos pontos de computação jã não conserva a ordem ].exi.co

gráfica em termos de (K.l,J)
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Fig. 4.1
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Pig. 4.2
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Pig. 4.3.
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Pig. 4.4.
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No ex. 3.3., (K,l,J) = (1,1,1) corresponde ao ponto marcado de

14 da Fig. 3.2.2. e ele foi levado para (3,1,1) via T, conforme

mostra a Fig. 4.2. onde são computadas a(3,1,1), b(3,1,1) e c(3,1,1)
recuperando deste modo, a coincidência que perdemos.

Vejamos como ficam os vetores de dependência

A Pig. 4.3

(3,1,1) com os

mostra o fluxo

três vetores de

l

ai : lol a: -
0

de dados para

dependência:
l

:l ' 'à
0

a computação em

l

0 ,

l

i.e./ d!l T(d:) , l $ i $ 3

Temos a seguinte defi-nação, que decorre naturalmente da obser

vaçao acima.

Definição 4.3: Dado A, seu D. e o transformador T de A, então

Dn. de T(A) denotada por T(Dn.) é tal que

1 )

2)

os rótulos superior e inferior são inalterados

Ignorando os rótulos, T(DC) - T.DC
ex. No ex.3.3. tivemos:

a b c
,--''--x .---'''--x . -''-

o o l o o
l o o o o
o l o o o

'------' '------' '------' '-----' ---,.--'
a b c a b

DC
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no ex. 4. 1 . temos

b C
#---'--n #---'L-ZX

l l l 00

l 0 00 0

0 0 0l
'---Y' '''''-/---Z \---*-'----,--/

b ba C a
\

Dé - r(Dc)

Na Pig. 4.4.rtemos o grato ori.entado de computação correspon

dente ao algoritmo A'. Comparando a Fig. 4.4.eaFig. 4.2 combina

da com a Fig. 3.2.2. eaFig. 3.6, percebemos que na essênci.a nada

foi mudado: a ordem de execução e a dependência entre pontos de

EI continuam as mesmas e apenas mudaram os índi.ces.

Os resu].Lados do Capítulo 111 continuam válidos para algorit
mos transformados.

Dados A, seu D e o transformador T de A, podemos notar que

T(D) do algoritmo T(A) será dado por T.D. Voltando para o ex.4.1

vemos que T (D) será :

l l l

0 0

o l o

l

Isto mostra que T(A) esta nas condições do Corolãri.o 2 (como

a linha 21 C L'r). Assimr podemos executar T(A) com ordenação li-
near sobre a coordenada K com deslocamento 1. De fato, para cada
nível de altura K. os fluxos de dados vêm do nível imedi.atamente i.n

fedor, não tendo nenhum fluxo no mesmo nível
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Pig. 4.5.
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A Fig. 4.2. mostra que a ordem de execução é no sentido verti

cal de baixo para cima, executando-se primeiro o ponto marcado por

l e em segui-da executando-se os pontos marcados por 2,4 e 10 simul

taneamente e assim por diante (ver também Fig. 4.5)

Notamos que a coordenada K está servindo como índice de tempo,

pois noT(CI) os pontos cujas coordenadas K valem K?., são executados

simultaneamente no Kn-ésimo passo.

Este exemplo é um caso particular de uma ordenação linear mas

é um caso que tem a virtude de poder executar o algoritmo T(A) , que

no fundo é equivalente a A, de modo si.stólico como veremos na seção

seguinte. Daremos algumas nomenclaturas em relação a estas ordena-

ções lineares particulares.

Defi.nação 4.4 Chamamos de rz,,[veZ kn o seguinte hi.perp]ano em :R3

{ (K,],J) C ]R3 : K K c zz}0

Quando não hã perigo de ambiguidade,não faremos a dista.nção ep:
tre algoritmo A e T(A) e temos a segui.nte nomenclatura:

Definição 4.5: : Dado cl de um algori.tmo A, uma execução de Aé

exectlção vê,PL{J,cdZ óequencéaZ se as computaçÕes dos pontos situados no

nível K. são executadas simultaneamente no K.-ésimo passos i-.e., a
execução de A é pela ordenação linear na coordenada K com desloca-

mento um, no mesmo senti.do do eixo K.

Chamamos a atenção ao fato de que a numeração de ordem de exe

cução de Def. 4.5. nem sempre começa com zero como mostra o seguin

te exemplo:
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gZS!!!p+:g.4.2 : No lugar do algoritmo A do ex. 4.1. considere o se

guinte algori.tmo:

algoritmo A8
for K:= 2 to 4 do

for 1:= 0 to 2 do

for J:= 0 to 2 do

begin

a(K, l ,J) := b(K, l-l ,J) ;

b(K,l,J) := b(K,l,J-l);

c(K,l,J) :=c(K-l,l,J-l)+a(K,l,J) tb(K,l,J) ;

end;

e considere o mesmo T do Ex. 4. 1

É fácil ver que T(CI) deste exemplo é T(EI)..do Ex.4.1. transia

dado verticalmente de duas unidades e a numeração de passos vai de
2 8a

Podemos imaginar um T que torne a ordem de execução no senti.do

inverso à coordenada K mas esta possa.bilidade sela ignorada como ve

remos no Capítulo V

Quando o mínimo H da pri.mei.ra linha de D for maior que um,temos
uma ordenação linear sobre coordenada K com H deslocamentos e temos

a seguinte definição:

Defi.nação 4.6.: Dado EI de um algoritmo A, uma execução de Aé

execução ve,it,;ü,cae cam H de,ó.Cacamei'tía,õ se no Kn-ésimo passo são executa-
dos si.multaneamente as computações dos pontos situados nos seguintes
H níveis consecuti.vos:

{nÍvel K
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Neste caso,a coordenada K não representa exatamente os passos

mas continua sendo um indicador de tempo.

Voltamos ao nosso Ex. 4.1. Comparando a fig. 3.10 e a Fig.4.5

e considerando como T levou cada ponto de CI ao ponto de T(CI) , no-

tamos que as numerações da Fi.g. 4.5. são exatamente as mesmas da

Pig. 3.10.

Na essência, T não fez nada mais que mudar a disposição de a:].

em Eta de tal maneira que a ordem de execução seja "visíveln pois a

gota a coordenada K representa o tempo como mostra o ex. 4.1

Esta e, portanto, a idéi.a central desta secção

1) Dado um algori.tmo A cujo D tem a primeira li.nha com elementos

positi.vos e alguns elementos nulos (note que elemento negativo

não pode aparecer pois não temos anel-dependência);

2) Procuramos um T tal que T(D) tenha a primeira linha toda post

uva;

3) Executamos T(A) por execução vertical sequenci-al ou com n des

locamentos conílorme o caso .

A seguirrvamos tratar a]guns detalhes em re].ação a esta ideia

1. Com o transformad-or T, podemos obter uma ordenação de execução

com menos passos do que outras ordenações obtidas apenas com os re-

sultados do Capítulo 111, como mostra o seguinte exemplo:
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BIÇIPPlo 4.2

algoritmo A9 for K:= 0 to 4 do

for 1:= 0 to 4 do

for J:= 0 to 4 do

begin

a(K,l,J) := a(K-1,1-2,J)+ a(K-1,1-2,J-l)

b(K,l,J) := b(K-1,1-2,J-1)+2+a(K-2,1-1,J) ;

f

end;

1 1 2

2 2 1

o l o

i) A já esta na condição do Corolário 2 e podemos executar A em

execução vertical sequencial

l

l l o

o l o

o o l
Agora vamos aplicar

3 3 3
3 3 3
o l o

r(D)

T(CI) intercepta com 9 níveis 0, 1, 2,...,8 com deslocamento

3. Logo podemos executar T(A) em apenas 3 passos ao passo que a

ordem lexicogrãfica necessita de 125 passos e em i) ou ii) precisa
mos de 5 passos .
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Deste modo, mesmo que um algori.tmo A esteja nas condições do

corolário 2, o transformador T pode melhorar ainda mais o tempo de

execução.

No capítulo seguinte iremos mostrar uma maneira de escolher o

melhor transformador T que minimize o tempo.

2. O Transformador T do algoritmo A na sua representação matricial
deve ter todos os seus elementos inteiros para que as coordenadas

de T(CI) sejam todas inteiras e T deve ser bijeção por motivo óbvio

de manter "equivalência" entre A e T(A)

3. Existência de T para um algoritmo A que não esteja nas conde
ções do Corolário 2:

Teorema 3: Seja A um algori.tmo cuja matei.z de dependência D tem al

duns elementos nulos na le li.nha, então exi.ste um transformador T

do algoritmo A que torna a le linha de T(D) toda post-uva

Demonstração: Em vez de considerar uma função linear bi.jetora T

consideremos uma sequênci.a de operações elementares sobre linhas de

D e tomemos um T equivalente a esta sequência de operações elemento:

res (Nering [63])

Sejam d4 ,dú ,...d..; colunas de D com le elemento nulo e
JI J.0 Jm

jl < j2 < ... < j ' Observe-se que cada uma dessas colunas não po
de ser toda nula pela defi.nação de D a partir de Da

D
'aj:' ''a:j

.d . . . .)
]m '
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i)
na coluna ajl : (o'd2jl'd3jl)T pelo menos um dos a2jl e a3jl
é positi.vo, pois caso contrario, ou d4 é nula ou temos anel

-dependência.
l

Vamos supor que a2j. é positivo. (Se apenas a3j. é posíti-vo,
então no que se segue devemos substitui.r as palavras "2a linha"

por "3e linha")

ii) Se somarmos a 2e linha à la linha, tornamos jl-ésimo elemento

da le linha positiva mas ao mesmo tempo podemos tornar não po

sitivos alguns outros elementos da le linha.

Logo, faremos o seguinte: Seja t = min {tKe:N/tKI'alK+a2K > 0}
e multiplicamos a le linha por t

iii) Somemos 2e linha à lõ linha;

iv) Repetimos i) '- iii-) a dú até d4 ;

v) Escolhemos T que é o produto de matrizes correspondentes a es

ta sequência de operações elementares.

2 m

Como a multiplicação feita no passo ii) é por intei.ro, T tem

todos os seus elementos inteiros e T é bijetora, pois é produto de
matrizes i.nversíveis .

4. Uma questão a ser levantada é a escolha de um transformador T

conveniente, pois a simples existência d.e T garantida pelo Teorema

3 pode levar a um T muito ruim.
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O que queremos é um T que proporcione um sistema sistólico

mais eficiente possível

Esta questão sela tratada no Capítulo V. Vejamos agora como

se constrói um sistema sistõlico a partir de um algoritmo A e do
transformador T

000
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2 Sistema Sistólico
Dado um algoritmo A, o Teorema 3 da seção anterior garante a

existência de um transformador T que permi-te a execução vertical
sequencial ou com H deslocamentos

g

Veremos agora como obter um sistema si.stÕlico a partir de exe
cução verti.cal

Examinaremos primeiro o caso da execução verti.cal sequencial,

uma vez que a execução verti.cal com H d.eslocamentos também pode ser

executada como sequencial

2. 1. Execução vertical sçqyçnci.al

Veremos 2 exemplos de construção de sistema sistõlico a partir

de um dado algoritmo A e um dado transformador T e em seguida

formalizaremos a construção. A construção é bastante natural devi-

do à observação de que cada nível Kn é executado no Kn-ésimo passo

a) Voltemos ao ex. 4 . 1

i) coiro a coordenada K representa o tempo, podemos pensar que

cada nível Kn do T(CI) mostra o Kn-ésimo passo do sistema sistólico

sendo que cada ponto de T(CI) situa(io no nível K,.. representa uma cé

lula bãsi.ca que esta aviva neste passo. (Fig. 4.6.)
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passo 0 passo l passo 2

passo 4 passo 5

Fig. 4.6

Asse-m sendo, o ponto (Krl,J) do T(al) signo.fica o K-ésimo pas-

so da célula na posição. (l,J) e Fig. 4.6 mostra que precisamos de 9

células básicas para nosso sistema sistõlico, dispostas em matei.z
3 3X

ii) i-nterconexão entre células básicas:

O vedor (1,1,0) i de T(Dc) representa fluxo de a que sai de
(K-l,l-l,J) e chega a (K,l,J) . Como K passou a representar o tem

po, o vetar (1,1,0)'t significa que o dado a que está na célula

   

l     
    

l

w W
passo 3

     
  J 

. wnosso h
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(l--l,J) no (K-l)-ésimo passo entra na célula (l,J) no K-ésimo passo

Desta forma precisaremos li-cação da célula (l-l,J) para a célula

\ 1 / u .P

Analogamente temos li.cação da célula (l,J-l) para a célula

(l,J) proveniente do vetar(l,O,l)'

Por outro lado, o vedor (1,0,0)'L signo-fica que o dado C fi.ca
estacionado na célula.

Como estas observações valem para qualquer célula (l,J), nÕs

temos as mesmas ligações para todas as células, o que é uma carac

tenística desejável do sistema sistõlico.

iii) A Fig. 4.4. é um grato orientado de computação para T(A)
Não temos arestas que entram neste grato indicando dados quevêm de

fora. mas pela regularidade de dependência podemos conhece-los fa-

cilmente

A Fig. 4.7. mostra o fluxo de dados a e b em cada passo no sig
tema si.stõli.co, omita.ndo-se os índi.ces.
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Q a a

b b

© ©
©

b ©

©b

a

a

©
© ©

b

b

a

b

b

Fig. 4.7
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A Pig- 4.7 nada mais é que a versão 3 x 3 da Fig. ;.13 (exce-
to a posterior saída dos elementos C) , mostrando que o trabalho de

Okuda-Sono é o resultado de uma transformação particular do algori.E
mo de multil)li.Cação matrlci.al

b) Ex. 4.2

Vejamos agora um exemplo em que retardou ou "de,eag" convem
entes devem ser insere.dos no fluxo de dados do si.stema sistõlico.

Tais ''de,eag,õ" estão relacionados com os valores da lê linha da ma

triz T(D,.) ou T(D)

Algoritmo A for K:= 0 to 2 do

for 1:= 0 to 2 do

for J:= 0 to 2 do

begin

a(K.l,J) := a(K,l-l,J)+2+b(K-l,l-l,J) ;

b(K,l,J) := b(K,l-l,J-l)+a(K-l,l,J) ;

end;

Para este exemplo temos

EI { (K,l,J) C Zõ3: 0 S K,l,J

a b
,---''---3.--'b--X

o l o l

l l l o

o o l o
''-----s,---J ~----v---+ '----,--Z ----»-J

a b b a

DC
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Na Fig. 4.8. temos CI e ilustramos 4 vetores de dependência
entrando no ponto (1,1,1)

Agora, consideremos o seguinte T

l

0

l

l

l

0

0

0

l

H S6

Fig. 4.8
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Pig. 4.9.



115

i) Na Fi.g. 4.9. temos T(CI) e 4 vetores de dependênci.a en
traído em(2,1,2) = T[(1,1,1)']

NÕs temos 5 passos como mostra a Fig. 4.10, onde em cada pas

se mostramos as cé]u].as ativas

passo 0 passo l

passo 2 passo 3

passo 4 rig. 4.10

       

      
r

        

     

  
r r

 
        
       

   b. : :   
l                

  d b   l

      : '
l

       

       
      .1
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A Fig. 4.10 mostra também que precisamos de 15 células bãsi

cas dispostas em Mau.z 3 x 5.

ii) interconexão entre células básicas

l)e modo análogo ao exemplo anteri.or, os vetores (1,1,0)'L,
nl m

(1,1.1)' e (1.0,1)' de T(Dr.) correspondem a 3 1i:cações:

1) de (l-l,J) à

2) de (l,J-l) à

3) de (l-l,J--l) à

a

a

b

Quanto ao vedor (2,1,1)', ele significa que o dado b da cé

lula (l,J) provém da célula (i--l,J-l) de 2 passos atrás.

Este dado b deve então sair da célula (l-l,J-l) e sofrer um

petardo ou í'de,Zag" de um passo antes de participar das operações da
célula (].,J)

Não precisamos de uma 4õ ]igação ]igando cé]u].a (l-l,J-l) à

célula (l,J) , poi.s a 30 ligação acima une as mesmas células para o
mesmo fluxo de dado b.

O esquema da célula bási.ca esta ilu:sarado na Fig. 4.11. .O

si.stema sistõlico com os 3 fluxos de dados está mostrado na Fig.
q . l ó .

(l,J) para dado

(l,J) para dado

( ]. , J ) para dado
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riç. 4.11

\mi(]add
/arü'

ti.ca
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c)bservação Seja um algoritmo A'

for K:= 0 to 2 do

for ].:= 0 to 2 do
for J:= 0 to 2 do

begin

a (K,l,J):= f [a(K,]-],J)

b (K,l,J):= g [a(K-],],J)
end;

b(K-l,l-l,J)

b(K,l-l,J-l)

EI e Dr. de A' são os mesmos de A. Seaplicarmos o mesmo T então fere

mos um sistema sistõlico análogo, ao do ex. 4.2., mudando apenas
detalhes internos da célula básica referentes à unidades aritméti.cas

para a computação de f e g.

c. formalização

Sejam dados um algori.tmo A e seu transformador T que torna pos

cível a execução vertical sequencial de T(A) possível

i) Disposição de células básicas:

Seja Prol: H.3 -+ ]R2 tal que Prol (K,i,.j) = (i,j)

Então Prol (T(CI)) sela o conjunto de todas as coordenadas das

células básicas do sistema sistólico para executar A.

ii) Número de passos necessários para a execução:

Sejam Kmin - mintK: (KrlIJ) € T(CI)} e

Kmax:maxÍK: (K,l,J) € T(CI) }, entãoo si.stema si.stÓli.co necessita
de (K.,.-K.{.+l) passos



1 20

são ati.varias as seguintesEm cada passo K.
células básicas:

(K 0 maxmln

{ (K,l,J) € T (CI) K }0

Qbpçrvação: este é o número de passos em que unidades aritméti.cas

das células básicas estão operando efetivamente

Não inclui o petardo necessári.o para a entrada ini.ci.al de dados

iii) interconexão entre células básicas e estrutura i.nterna

Considere o segui.nte T(O(.)
aa

dd 12 Is
d d22 2s
d d

3s31

a
S

T(DC)

Mostramos como são as interconexÕes para a variável al ' A mes

ma ideia aplica-se a a2r'''ras

As S primeiras colunas de T(Dr) correspondem à seguinte compu'
tição de a. de T(A)

al(KrlIJ) := fltal(K-dllrl-d21'J-d31) . a2(K-d12'l-d22'J-d32)

as (K-dls ' l-d2s'J-d.3s) }

Para cada célula (l,J) temos ligações vi.nelas de células

(l-d22/J-d31,) correspondentes a aR,, l $ 1 $ S, todas elas entrando
numa unidade aritmética que efetua computação de fl
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Da unidade aritmética temos ligações indo para células

d21,r J+d31,) , l $ Ê $ S.

Se algum vetou (dll,íd21,rd31,) , l $ Ê $ S, tiver dlÊ > 1, então

as li.cações correspondentes a al, deve ter um petardo ou "de,eag" de

(dlR, - 1) passos antes de entrar na uni.jade aritmética corresponden-

(1+

te

2.2. Execução vertical com H deslocamentos

Para ilustrar este caso, usemos um exemplo bem simples para que

as figuras mais si-mples ajudem a captar melhor as idéias básicas.

Ex. 4.3. Algoritmo A for K:= O to 2 do

for 1:= 0 to 2 do

for J:= 0 to 2. do

begin

a(K,l,J):= a(K-l,l,J-l) + b(K

b (K, l ,J) := b (K--l , l-l ,J) t2

end;

[ , ].-] ,J) ;

1 1
0 1
1 0

l l l

o l o

o o l

Considere
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2 2

0 1

1 0

temos r(D)

A Fi-g. 4.13 mostra. 6 passos de execução verti.ca]. sequenci-al do

algoritmo A onde o pequeno retângulo do canto superior esquerdo de

cada célula representa um retarda ou um "de,eag" de um passo

A mistura de letras maiúsculas e mi.núsculas é proposital, ape-

nas para distinguir instâncias diferentes dos fluxos a e b
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A execução vertical com 2 deslocamentos será feita da seguinte
maneira:

Os níveis l e 2 da Fi.g. 13 correspondem ao passo l da Pig. 4.14

Observe-se que no nível 1, a operação aritmética envolve a e b e no

nível 2, Ae B. Nopasso l da Fig. 4.14, entretanto, oparAe Be

o par a e b participam em operações aritméticas simultaneamente

Assim, os níveis l e 2 são executados em um passo. Analogamente,

os níveis 3 e 4 são executados no passo 2, e asse.m por diante
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A passagem da execução vertical sequencial para execução verti
cal com deslocamento 2 foi feita da segui-nte maneira

i) Cada célula básica da Fig. 4.14 é composta de duas partes idên-
ticas que por sua vez são iguais às céulas básicas (ia Fig.4.1.3,
sem o disposi-uivo "de,eag"

ii.) Na Fig. 4.14 temos 2 f].uxos (de b minúsculo e de B maiúsculo)

no sentido horizontal

iii) No sentido vertical ocorre o mesmo

iv) O passo l da Fig. 4.14 é uma superposição do nível l e níve12

da Fi.g. 4.1.3r as duas partes que compõem a célula básica exe-

cutam as operações aritméticas correspondentes ao nível l e 2

si.multaneamente, sem necessidade do "deZag"



Capítulo 5

A Escolha do Tlransformador Otimo
P

.l Algumas Considerações Iniciaisg
No capítulo anterior,observamos através de alguns exemplos que,

dado um algoritmo A, um transformador T adequado nos proporcionou

um sistema sistõlico que executa T(A) , equivalente a A, paralelamen-

te e nossa tarefa agora é como escolher este T "adequado"

Temos 2 cri.sérios para julgar se T é bom ou não: o tempo que o

sistema sistõlico leva para executar T(A) e o espaço ocupado pelo
sistema., sistólico

a b c

x21 x22 x23

x31 x32 x33

transformador de algoritmo AumumSejam T =

e p:(K,i.,j) um ponto de a:l então T(p) =(aK + bi + cj,

x21K + x22i + x23j , x31K + x32i + x33j) . Como vimos no capítulo IV,
a primeira coordenada de T(p) indica o passo no qual a computação é
feita e as duas coordenadas restantes indicam as coordenadas da célu-

la na qual a computação é feita.

Em outras palavras, a primeira linha de T refere-se ao tempo e

as duas Últimas linhas referem-se ao espaço. Adotemos a seguinte no
menclatura
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Definição 5.1 Dado um transformador de algoritmo

a b c

x21 x22 x23

x31 x32 x33

lí = (a, b. c) B.3 -» ]li é chamada áünçãa tempo e

x21 x22 x23
.üi3 -+ .liz e chamada 6ctnçao e,opaCO

x31 x32 x33

S

Queremos lí que mini.mi.ze o tempo de execução, i.e.,o número de

passos de computação e S que minimize o espaço,. i..e.,o número de cé

lulas do sistema sistÕlico e consequentemente a área para dispor as

células numa pastilha

Em muitos algorztmos iterativos defina.dos por recorrências
encontramos frequentemente casos em que um valor â\i'J depende

de a(k-l) , i.e.,a(K-l) é um dos argumentos de uma função que deter-

mina o valor de a(K) . Num caso mais geral, o valor a(K) da iteração

k depende de algum valor a(K-h) da i.teração K-h.

Defina-ção 5.2.: Seja A um algorztmo. Diremos que A é um algoritmo

com a o de ,éÍa.açãa ©l,{e,pü,o,t (Ac/UIA) se o corpo do algoritmo tiver o

seguinte comando.

ap(K.i'j) f [ ,aq(K-hrilj)r ] , he.D{
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Se h = 1 diremos que A é um algoritmo com o ui o de .éZe,Ração .ime({éata

mcrüc üpúê,pü04. (Aç/UNIA)

Se p = q di-remos que A é um algoritmo com a u o de .éZe4ctça.o apt,te,ftZo,t

pXÕP/Ü.o (Aç/UIAP)

E, finalmente, se h = 1 e p = q diremos que A é um algori.tmo

com ux.óo de ,é.{e,tacão .imed,{a;tamerüe art,te/Ü.ox pxop/tZo (Ac/ul IAP)

Seja A um algori.tmoRc/UIArentão a sua matriz de dependências D

tem uma coluna (h,0,0)'L com h € :N e a presença do vedor do tipo
(h,0,0)' implica que a função tempo lí = (a.b,c) deve ter a > 0 e

neste caso podemos decompor T da seguinte maneira:

a b c

x21 x22 x23

x31 x32 x33

l o o

x21/a x22-bx 21/a x23-cx21/a

x31/a x32-bx31/a x33-cx31/a

a b c

o l o

0 0

Definição 5.3.: a matriz

l o o

x21/a x22-bx21/a x23-cx21/a

x31/a x32-bx31/a x33-cx31/a

é chamada de T.
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a b c

e a matei.z 10 1 0 1 é chamada de T'
o o l

É fácil ver que a transformação T' trata de deformação no

sentido vertical (no eixo K) do conjunto de Índices CI do A sem mu-

dar i. e j e a transformação T.a trata de deformação no sentido hori-
zontal do mesmo, sem mudar k. Em outras palavras, T' trata de tem

po e T3 trata de espaço.

Também é fácil ver que T' é uma matriz inversível mas nada poda.

mos garantir quanto a T31 a i.nversibilidade de T3 sela tratada na sec
ção 3.

Assim. para um algoritmo c/UIA podemos pensar em otimizar tempo

via T' e depois otimi-zar espaço via T3' A Pig. 5.1. mostra grafica-
mente efeitoseu

<-- P-.} (T(C!)

Fig. 5.1
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.2 0timização de Tempo
Sejam Aç/UIA, T, lí e CI como foram definidos anteriormente, en-

tão o tempo de execução t de T(A) é dado por t:maxlí(PI)-minar(P2)+l,

onde PI/P2 e CI / i.e.,igual ao número de níveis que interceptam
com T(CI) , no caso (ie execução vertical sequencial e

€

onde dl é vedor de dependência de T(A) no caso de execução vertical
com H deslocamentos onde H = min T(dl)

égua de mini.mizar o t da seguinte ma

t - maxi (PI) -minlí (P2) + l

min lr (di)

estratosseguzmos a nossar'l

negra

la etapa Consideremos apenas a execução vertical sequenci-al e ache

mos T que minimize t] onde t] = max ü (P]) - mi.nlí (P2)

2a etaoa: Consideremos a execução vertical com deslocamento e ache-

[max T (PI) - mi-n ll (P2) + l ']mos t=1-- ' ' --1 usandoas i.nformaçõesda le eta
l mi-nt(d:) l

pa.

Daremos a seguir os detalhes

2 . 1 Oti.mização para execução vertical sequencial

Prosseguimos da seguinte maneira

i) Escolhemos um T' provisório chamado T' que possibilita execução

vertical sequencial

ii.) Usando este T' como feto superior, procuramos o melhor T'
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2.1.1. Como Escolher TI

Vamos di.vidir velares de dependência em 2 grupos

pçfi.nação 5.4. : Seja A um algorÍtmo com três mail\as encaixadas.

O vetou de dependênci.a com o le elemento post.tivo é chamado vc.{04.

com K-dependênc,[a e o vedor de d.ependência com o ]e e]emento nu]o é

chamado v e,{a.t ,ó e.m K-depertdênc,l.a.

A ação de T' deve transformar vetores sem K-dependênci.a a ve-

tores com K-dependência, i.e., falando geometricamente, T' ",Cevait,Ca"

os vetores paralelos ao plano ij. Porém T' deve manter vetores com

K-dependência.

T' pode ser decomposto em duas partes, como segue

a b c) rl b c) Ía 0 0

T' - l O l O : O l O.jOiO

o o 1 1 to o 1 1 to o l

Definição 5.5.
a 0 0

0 1 0 aci.ma é chamado Tlr
o o l

l b c

0 1 0 l acima é chamado T.
2

o o l
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Também é fácil ver que TI e T9 são i.nversívei.s e TI "estica"
EI no sentido vertical e ela não tem nenhum efeito a vetores sem

K-dependência, i.e. se d é sem K--dependência TI (d)

Temos a seguinte decomposi-ção de T

T3'T' - T3'T2'TI

a 0

0 1

0 0

0

D

l
onde TI

l

0

0

b c

1 0
0 1

T2

l

x21/a

x31/a

0

x22'bx21/a x23-cx21/a

x32'bx31/a x33-cx31/a

T3

TI estica C] vertica].mente ,

T2 ' deforma TI(CI) verticalmente sem mudar i-,j ,
T. deforma T.T. (CI) horizontalmente sem mudar K (ver Fig. 5.2.)
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n

Fig. 5.2

A escolha de T' sela fei.ta da seguinte maneira

i) procuramos um T9 que levante todo vedor sem K-dependênci.a as

sumindo por enquanto T. = 1 e consequentemente T' = To
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ii) se este B' mantém todos os vetores com K-dependência, então
ele sela escolhido.

iii) Eventualmente pode ocorrer que T2 "abaZxe"alguns vetores com
K-dependência transformando-os em vetores sem K-dependência

ou em vetores de anel-dependênci.a. Neste caso, então esco-

].hemos um TI com a conveniente que permita TI compensar esta

ação de T)

a) Escolha. de T.

Como o algoritmo A não tem anel-dependência, os vetores sem

K-dependência de A deve ser um dos seguintes 4 tipos (ver Fig. 5.3.)

0

l : l o
B

0

B

onde c[, B C ]D{

Fig. 5.3
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l b c

SejaT2' lo 1 0 1, entãooefeitodeT2sobrecada
o o l

um dos 4 tipos de vetar sem K-dependência é o seguinte

T

]-) r2

0

0

B

0

a

0

Bc

0

B

ab

a.

0

0

a

B

0

a

B

clb+Bc

11) T2 a

B

,ocb-13c

a

B

111) T2 IV) T2

onde clb-Bc > 0

Inspecionando este efei.to, temos os seguintes passos para ter

um T2 que levante todos os vetores sem K-dependência.

l b c0 0
o l o

o o l

1 ) T2
sao

definidos como se segue

2) Se existem vetores sem K-dependência do tipo 1, então Co -l
senão C = 0.0

3) Se C. = 1 e exi.saem velares sem K-dependência. do tipo IVr en

tão bo : minlbe:N/aib - Bico > 0 para todo vetar sem K-depen-
dência. do tipo ].v (Oral,-B:)}
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Se Co : l e não existem vetores sem K-dependência do ti.po IVr
então b. = 0.

Se C.=0 ou existem vetores sem K-dependênci.a do tipo ll
então b = l

Obsel:vação: Notemos que foram escolhidos b e c cujos valores abso

lutos eram os menores possíveis e seu motivo será visto em 2.1.4

f

b) Escolha de T.

Com T2 escolhido acima,todos os vetores sem K-dependência foram

levantados e partimos para a escolha de TI lembrando que ele não tem
nenhum efeito a vetores sem K-dependência.

Se T2 manei.ver todos os vetores com K-dependência,i.e., o le elg

mento de cada vedor continua positivo, então TI = 1 (função identi.-
jade)

Caso contrario, seja ao - mi-n { a C :N,(Kia+ aibo + Bico > 0
para todo vedor com K-dependência (KI,aj,Bj)} e

a 0 00

TI ; 0 1 0

o o l

2.1.2. Escolha de T'

Temos então B-

a b c0 i0 0

0 1 0 escolhido pela maneira des
o o l

cri.ta acima. l resta procurar T' Õtimo, usando T' como teta superior

em relação ao tempo.

Antes, temos as seguintes observações
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Observações

1) Considere os seguintes dois algori.tios cujos corpos são identi.
cos:

Algoritmo A fr-\r T( = Ttr +-r\ M rlf l
"K '' ''K ''

for 1:= NI to MI do

to MJ do
regi-n

corpo do algoritmo

end;

Algoritmo A' fnr TÍ.= í) +-n M --NÍ dr\
''K ''K ''

for 1:= 0 to Ml-NI do

for J:= 0 to MJ-NJ do

begin

corpo do algoritmo
end;

EI' pardo algoritmo A' é CI transladado com vedor

(-NK. - NI. ' NJ) como se observa na Fig. 5.4

Pig. 5.4
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Seja T um transformador de A, então

T(CI') = T(Cl+v) = {T(p+v)/pCCl} = {T(p)+T(v)/peCl}
r(cl) + r(v)

r(c].') é portanto T(C].) transladado por T(v)

Nosso objetivo é anali.sar qual é a melhor deformação de CI vi.a

T, podemos considerar apenas os algortimos do tipo A' acima, sem

que isto afere nosso estudo.

2) Voltemos um pouco ao T2' cuja função é levantar os vetores sem
K-dependência.

Como foi. visto em 2.1.2 temos 4 tipos de vetores sem K-depen-

dência e uma inspeção nos leva a concluir que existem 7 tipos de

T9 que realiza esta tarefa.

Estes 7 tipos. de T2 são identificados como Ti'TjrT-jrTi+jrTj..jr

T-.-j e T.i+j l como mostrados na Pig. 5.5.

b O

1 0 bcw
0 1

Pig. 5.5.1
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\
+

1 0 c

V.-l0 1 01 ceWJ l l
o o l

Pig. 5.5.2

o o l

Pig. 5.5.3.
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l b c

T:.:= 10 1 01 b,cCMa--J l l
o o l

K Fig.

Ti-j- 10 ]- 0 b,c cw
o o l

Pig. 5.5.5.
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l -b

r . . = to l-1-]
0 0

-c

0

l

Pig. 5.5.6

l

l b C

0 l 0

00
'-i+j

Pig. 5.5.7
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Cada um destes 7 tipos de T2 serve para certas combinações de
vetores sem K-dependência e sõ temos estes 7 tipos.

Voltando para T' , sabemos que T' = T2'TI e o papel de TI é es-
ticar CI verti.calmente. Então podemos di.zer que também temos 7 ti-

pos de T', a Fig. 5.5. mostra estes 7 tipos para o caso particular de

TI l

Por este motivo também usamos a mesma nomenclatura da Fi.ç. 5.5.

para os 7 tipos de T'

3) O tempo de execução é dado por t - maxlí(PI)-minar(P2) -F l

PlrP2 C T(CI) e os 7 tipos de T' deformam CI como mostra a Fi.g
5.5., exceto o fatode 'a' poder ser maior que 1. Podemos obter

var o seguinte

i) para rp maxi(P)

minlí(P)

maxi(P)

minar(P)

maxlT(P)

mini(P)

maxlT(P)

minlí(P)

e

e

e

e

e

e

e

e

ii.) para T-1-]

iii) para ri.j

iv) para T.i.+j

Calculemos t para cad.a caso

dado por P   (NK/NI/NJ]
dado por P   (o , o , o)

dado por P   (NK ' O . O )
dado por P   ( O , N]. , NJ )
dado por P   (NK'NI'O)
dado por P   ( O , O , NJ)
dado por P   (NK'O.NJ)
dado por P   ( O ,NI ' O)



144

i) vi : (a,b,0)
x: = (a.0,c)

vi+j - (a,b,c)

t .J

TTÍ(NK'NI'NJ) l - lrj.(0,0,0) i+l:aNK+bNl+0NJ+l

Trj (NK'NI'NJ) ' - xj (0,0,0) '+1=aNK+0Nl+cNJ+l

L+j(NK'NI ' NJ) '-lri+j(0, 0 ,0) '+1=aNK+bNl+cNJ+l

ii) (a, 0,-c) t.j : v-j(NK'0,0)i - lr.j(0,NI'NJ)i+l=aNK'tONl+cNJ+l

r.i.j:(a,b,-c) t.j..j:lr-i-j(NK'0,0)'-lr.i.j(0,N].,NJ)'+l:aNK+bNl+cNJ+l

j.-j (a.b,-c) ti.j : lri-j(NK'NI '0) i-lrÍ.j(0, 0,NJ) i+l=aNK+bNl+cNJ+l

iv) lr.i+j ( a l --b f c) t.j.+j: lr-Í+j(NK' 0,NJ) i-lí.i+j(0,NI '0) i+l:aNK+bNl+cNJ+l

Assim podemos concluir que se

b,c € z:, então t = aNK+lbINt+lcINJ+l

Logo, mi-nimizar t é achar a tupla (a,b,c) que minimiza

aNK+lbINt+lcINJ' Note que se NK - NI - NJíentão mini.mizar t é mini.
mizar a + lbl+lcl

(a,b,c) onde a € :N e

Os passos para minimizar t são os seguintes

1 )

2)

3)

Seja to - aoNK+boNl+coNJ +l como foi. definido em 2.1.1.a
Faca t . := tmin o

Para cada tupla (a,b,c) C lg x (HUt0})' tal que

aNK+bNl+cNJ e t < t..:. faça
mln '

3.1.) Faça i:- l e líl := (a,b,c)
3.2.) Se não existe vetar sem K-dependência do tipo 111 e

b # 0 então faça i:= i+l e r::= (a,-b,c)
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Se não existe vetou sem K-dependênci.a do tipo l e

c # 0 então faça i:- i+l e Tl:=(a,b.-c)

Se não existe . vetou sem K-dependência do tipo l e do

tipo llJ-, b # 0 e c # O

então faça i:= i+l e lrl:= (a,-b.-c)

3.3.) Se ]jtalquel$j $i elíq(d) >0paratodovetor

de dependência d, então faça (ao'bo'co) :- líj e tmin:: t

a b co o o
0 1 0 1, coma,bec escolhidos aci-ma,é
o o l

T'

õti.mo em relação a execução vertical sequencial

Observação: Os passos 3.1, 3.2 e 3.3 são executados para cada tri-
pla (a,b,c) satisfazendo as condições menci-onadas no passo 3. Supor:

do N., = N, = N. = N. o número de triplas (a,b,c) possíveis satisfa-
l\ .L U

zendo (a+b+c)N + 1 < to ; (ao+bo+co)N +l ou a+b+c < ao+bo+co 'é

daordem de (ao+bo+co) . Pode-se mostrar que ao+bo+co é daordemde

u: com a = maxtldij 1 , dij C D}

O passo (3.3) leva o tempo de execução de 0(m) , onde m é o nú-

mero de vetores de dependência. O algorítmo tela portanto um tempo

de 0(mcEõ) . Notemos que cl em geral é um inteiro positivo bem pequeno,

em torno (ie 2

3
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2 . 2 Otimização para execução vertical com H deslocamentos

Vimos no final do capítulo 4, que numa execução vertical com H

deslocamentos, H níveis são executados num Úni.co passo. Vimos tam-

bém que cada cé]u].a básica do sistema sistólico é realmente consti-

tuída de H células básicas da execução vertical sequencial. Tal fa

to impli.ca no aumento de li-cações entre cada célula e suas vizinhas.

O número de níveis que podem ser executados num passo está portanto

relacionado e limitado pelo número de li.cações possíveis. Este Últi

mo,por sua vez,depende das características geométricas das dimensões
da célula básica.

Seja 2 NZ o número máximo de ligações permitidas na borda de

cada célula básica do sistema sistõlico e hl o número de ligações re

queridas pela dependênci.a de dados descritas no S2 . do capítulo 4

Seja G : l:ià. então como cada célula bâsi-ca requer hl ligaçõ.s
para realizar a execução de um nível, o número maxi.mo de H é G.

a b c

o l o

o o l

cução vertical com H deslocamento (H S G) seta dado por

sendo, T'Assim tempo de exeentãoseja 0r

:p~«* . l-..« mina(di)
se IT(di
do vedor
cía di

2 G para tg
de dependêB

caso contrárioG
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a b co o o
Seja T' = 1 0 1 0 l o T' escolhido em 2.1

o o l

1)

2)

3)

Seja to '.N.'lb.IN:-''lc.INJ -'' l

faça t.:.:= t' min o

Para cada tripla (a,b.c) e :N x C.WU {0}) ' tal que

aNK+bNl+cNJ +l < G.to faça

3.1.) faça i:= 1 e lll:= (a,b,c)

3.2.) Se não existe vedor sem K-dependência do tipo 111 e

b# 0, então faça i:: i+l e vl:=(a, -b,c)

Se não existe vedor sem K-dependência do tipo l e

c # 0,então faça i:= i+l e v.i:= (a.b,-c)

Se não existem vedor sem K-dependênci.a do tipo l e

do tipo 111, b # 0 e c # 0, então faça

i:= i+l e rl:= (a,-b,- c)

3.3.) Seljtalquel$jÉI. etj<tmin e lrj(d)>0
para todo vedor de dependência d, então faça

(ao'bo'co):- lrj e tmi.n::tj
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g.a Otimização de Espaço

Escolhido T' Õtimo, nos resta apenas escolhermos T3

a b c l Í x21 x22 x23

Seja T = lx2i x22 x2].

x31 x32 x33

e

x31 x32 x33

Consideremos um cubo unitário como na Fig 5. 6

k

(l.o,o )

rl, 1, e )
t.) 't

C 0,e.i)

v,q

( G.i,ü)

l

Fig. 5.6

Considere as seguintes duas faces (FI e F2) paralelas do cubo
unitário. Veremos qual é o efeito de S a FI e F2r observando co
mo S levou os 4 verti.ces de cada face

p]. - { (o.j-,j)/o $ j-,j s l}

p2 - {(l.,i,j)/o $ i,j $ 1}
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para FI

0

s l o
0

0

0

0

s l l
0

x22

x32

0

s l o
l

x23

x33

0

s l
l

x22+x33

x32+x33

para Fo

l

s l o
0

x21

x31

l

s l l
0

x21+x22

x31+x32

l

s l o
l

x21+x23 l

l

l

x21+x22+x23

x31+x33 x31+x32+x33

Observamos que S(F2) - S(FI) + lx2il e dado P € cl,
S(P) = Prol (T(P) ) . ''

Então, se x21 e x31 não forem ambos nulos,S(F2) não coincide
com S(FJ;) e,conseqtlentemente,aumenta a área de projeção de T(CI)

Logo a melhor opção sela x21 ' x31



150

Assim temos
a b c

T: lo x22 x23 e T3

0 x32 x33

l o o

0 x22 x23

0 x32 x33

As células básicas de nosso sistema sistõlico são dispostas

num para'lelograma.

Como as pastilhas VLSI são projetadas dentro de uma disposição

quadrada (ou retangular) , o melhor paralelograma de área constante

que minimize o tamanho do quadrado (ou do retângulo) no qual ela é
disposta, é o próprio quadrado (ou retângulo)

l o o

o l o

o o l

Assim sendo T. será e

l o o

o l o

o o l

l b c

o l o
o o l

a 0 0

o l o
o o l

T - T3.T2.TI

a b c

o l o

o o l

Até aqui- sÕ foi discuti-da a otimização de espaço sem falar em

inversibili.date de TI mas sendo Ta = 1 esta questão foi automática
mente solucionada.



Capítulo 6

Conclusão

Nosso trabalho baseou-se, em grande partem no trabalho

de Fortes e Moldovan. Começaremos então este capítulo com uma coB

Ralação entre aquele trabalho e o nosso. Em seguida vamos resu-
mir as contribuições da nossa dissertação.

6 . 1 Comoaração com o método de Fortes e Maldovan

a) O método de Fortes e Moldovan é geral, ao passo que o mé-

todo apresentado no Capítulo 5 aplica-se a algoritmos com
UIA (uso de iteração anterior)

b) O método de Fortes e Moldovan parte de suposi.ções inicial-s

para obter um transformador T. Se tal T for não inversí-

vel, as suposições iniciais são alteradas até a obtenção
de um T inversÍvel. O transformador T assim obtido pode

não ser õtimo em relação ao tempo. O método apresentado

produz um transformador T Ótimo em relação ao tempo e seB

pre inversível, de maneira sistemática.

c) O método de Fortes e Moldovan começa com a escolha dos ti

pos de li-cações permitidas, Dessa maneira. é possível re.g

tringir a obtenção de sistemas sistõlicos onde apenas cé-
lulas vi.zinhas tenham ligações entre si.. Pelo nosso méto-

do é possível a necessidade de ligações entre células não
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vizi.lhas , embora próximas

Em resumo, o nosso método consegue obter o transformador

T Õti.mo a custa da necessidade das ligações entre células não vi.-

zinhas. Como a distância entre tai.s células não vizinhas depende

do valor absoluto dos elementos da matriz de dependência, que em

geral são pequenos, as ligações não devem constitui.r grande difi-

culdade para a sua i.mplementação em circuitos de microeletrõni.ca

Em termos de complexidade de tempo, o algoritmo apresen-
tado neste traba]ho, conforme seção 2 do capítu].o 5, é de 0(mclõ) ,

onde m é o número de vetores de dependência e a : max{ ldijl rdj.ieD}
(a é em geral um inteiro bem pequeno) . Fortes e Parisi-Presicce

[84] apresentaram um a]goritmo para obter o tempo õtimo, cuja com-

plexa.date é de 0(m3. (33m)). Em ambos os casos, a complexa-date re-
fere-se a transformações de algoritmos sequenci.ais expressos em
três malhas encaixadas.

6.2. Contei.buições

A segui.r vamos resuma-r as contribuições deste trabalho de

dissertação.

a) No capítulo 2, o algoritmo sistõlico de decomposição LU,

que reduz a complexa.date de tempo de 4n (método de Kung

e Leiserson) para 3n. para matriz n x n. é i.nédito.
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b) No capítulo 3, re-organizamos os resultados sobre a detec

ção de param-e]ismo de Fortes e Mo]dovan [85] , tornando-os

mais claros e dando a ênfase no aspecto geométrico, por

meio de abundantes exemplos .

c) No capítu]o 4, uti].izamos o tratamento geométri.co e resul-

tados do capítulo 3 para esclarecer a transformação de al-

goritmos.:e sua posters.or adaptação ao sistema sistÕlico. A

interpretação geométrica da transformação contribuiu para

a melhor compreensão do método envolvi.do e a execução ver-
tical com H deslocamentos foi descrita com maior clareza

do que em outros trabalhos.

d)

e)

Ainda no capítulo 4, o teorema 3 que trata da existênci.a
do transformador T é inédito, existência essa não tratada

de maneira clara em trabalhos anteriores.

No capítulo 5, todos os resultados incluindo a nomencla-

tura e a classe.ficação dos transformadores, são ori.finais.

Embora restri.to a algoritmos com UIA. o método inédito pa-

ra obtenção do transformador õti.mo é relevante pela consta:

tação de que mui.tos algori.amos iterativos definidos por rg

coerências são desse tipo.

:'P '.'.='':-''' ='1;3
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6. 3 Possíveis direçÕes para trabalhos futuros

1)

2)

Geração automática da descrição de todo esquema do sistema

sistõlico após a escolha do transformador T, o que é feito

de maneira manual

Prometo de um sistema sistõlico reconfigurável e universal
que poderealizar as computações de qualquer sistema sistó-

li.co resultante da aplicação do método apresentado.

3) Utilização e extensão dos resultados obtidos para a gera

ção automática de código para maquinas paralelas específi
cas.

000
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