


Abstract

Our objective in this work is to study the problem of converting a given matrix to
an incidence matrix of a graph using elementary row operations and column-scaling, if such a
conversion is possible. This problem is a particular case of the more abstract Matroid Graph
Realization (MGR) problem, which is: given a matroid M, decide whether M is isomorphic to
a matroid of a graph and, if such is the case, construct such a graph.

Tutte [1960] gave a polinomial algorithm to solve the MGR. problem when M is binary,
that is, given by a matrix over GF(2). Bixby & Wagner [1988] designed a faster algorithm
based on a particular graph decomposition. Bixby & Cunningham [1980] showed how the MGR
problem can be solved in polinomial-time when M is representable over a field, by reducing this

problem to the binary case. Finally, Seymour [1981] solved the MGR problem in the general
case.

These algorithms are related to the polinomial-time algorithm for testing whether a
given matrix is totally unimodular, which is a consequence of Seymour’s famous decomposition
theorem of regular matroids, in the sense that both rely on a reduction to the binary case.

This work describes all the algorithms mentioned above, some in terms of matroids
and others in terms of matrices and graphs.
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Introducao e preliminares

1 Introdugao

Problemas que requerem o emprego de programagéo linear ou a solucio de sistema lineares
sdo dados através de uma matriz. Quando a matriz do problema assume formas particulares
algoritmos mais especializados podem ser empregados para resolve-lo com grande melhora de
desempenho ou economia de memdria.

Muitos problemas em grafos podem ser formulados em termos de programacio linear,
como, por exemplo, problemas de fluxo. Entretanto, devido & estrutura especial desses pro-
blemas e as suas relevantes aplicagbes, um grande niimero de algoritmos simples e eficientes e
de teoremas elegantes tém sido desenvolvidos. Em muitos desses problemas a solugio étima é
inteira, fato esse que nao ocorre para programagao linear em geral.

Ja que problemas em grafos podem ser resolvidos eficientemente por algoritmos que ex-
ploram a estrutura do problema, e muitos desses problemas podem ser formulados em termos de
programagao linear, surge naturalmente a pergunta: Quando é que problemas em programagio
linear, que nao sao explicitamente problemas em grafos, podem ser convertidos em problemas
em grafos?

De maneira geral nao sabemos responder a essa pergunta. Entretanto, Iri [1966] foi
o primeiro a observar que combinatdria (ou matematica discreta) poderia ser uma ferramenta
util para uma tal conversio através do reconhecimento de matrizes que “representam” grafos.
Nosso objetivo nesta dissertagao foi estudar algoritmos que fazem esse reconhecimento.

No primeiro capitulo veremos vérias motivagées para o interesse em matrizes que re-
presentam grafos, também deixaremos claro o que queremos dizer por “representam” grafos
através das definigoes de matrizes de grafos, de grafos sinalizados e gréaficas, além de estudar-
mos a complexidade computacional do problema de reconhecer tais matrizes.

Um algoritmo muito eficiente para o reconhecimento de matrizes graficas serd descrito
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no capitulo 2. A parte principal desse algoritmo utiliza uma técnica de decomposigio bastante
engenhosa de um grafo e uma estrutura de dados muito simples para armazeni-la.

Os algoritmos que estudaremos para reconhecer matrizes graficas foram originalmente
escritos em termos de uma teoria extremamente rica e bela, fundada em trabalhos antolégicos
de H. Whitney e W. T. Tutte, para resolverem problemas mais abstratos. Essa teoria é um
ramo da combinatdria que tem sido estudado por mais de cinco decadas e é conhecido pelo
nome de teoria dos matrdides. No capitulo 3 faremos uma introducio rapida aos matréides. A
essa altura esperamos que matrdides seja algo que flua como uma abstragio natural do que é
apresentado nos primeiros capitulos. Ainda nesse capitulo estudaremos o problema, um pouco
mais abstrato, de reconhecer-se matréides gréficos e veremos um algoritmo para resolve-lo.

Matrizes totalmente unimodulares é uma classe de matrizes para a qual problemas de
programacgao linear possuem solugao inteira. No capitulo 4 veremos como matrizes totalmente
unimodulares foram caracterizadas em termos de matrdides através dos trabalhos notaveis de
W. T. Tutte e P. Seymour. Descreveremos ainda um algoritmo polinomial que reconhece uni-
modularidade total em matrizes. E interessante observarmos que esse algoritmo emprega uma
estratégia semelhante a utilizada pelos algoritmos que reconhecem matrizes graficas. Na dltima
segao desse capitulo estudaremos como o problema de reconhecer submatrizes méximas (no sen-
tido de linhas, colunas ou nimero de elementos) que satisfagam uma propriedade IT é N'P-dificil
para muitas das propriedades “boas” sobre matrizes, como, por exemplo, unimodularidade to-
tal.

Durante toda esta dissertacio faremos constantemente referéncias aos excelentes livros
de A. Recski [1989], “Matroid Theory and its Applications”, e A. Schrijver [1986], “Theory of
Linear and Integer Programming”, pois esses, entre outras coisas, contém uma vasta quantidade
de referéncias originais sobre os respectivos assuntos. Usaremos as siglas MTIA e TLIP para nos
referenciarmos aos livros de Recski e Schrijver, respectivamente.

2 Preliminares

Fixaremos aqui a maior parte da notagao e defini¢des que nio sio “muito” padronizadas e que
serao empregadas ao longo desta dissertagao. Os algoritmos que veremos serdo apresentados
numa liguagem do tipo ALGOL e usaremos uma porcentagem (%) antes de comentdrios.

Em teoria da complexidade de problemas serd empregada a notacio de Garey & Jonh-
son [1979].

2.1 Notacgao basica

E claro que usaremos todos os abusos de linguagem que ja foram consagrados pelo uso (e talvez
mais alguns). Usaremos os simbolos U e \ para a uniio e diferenca de conjuntos, respectiva-
mente. Entretanto, quando um dos conjuntos for unitdrio usaremos simplesmente + ao invés
de U e — ao invés de \, respectivamente. Por exemplo, escreveremos A + b ao invés de AU {b}.
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E facil percebermos que com isto estamos fazendo uma economia de sete caracteres no IATEX.

2.2 Preliminares de algebra linear

Sera assumida uma certa familiaridade com os elementos da dlgebra linear, tais como (sub)espa-
co linear, (in)dependéncia linear, posto, matriz, matrizes nao singulares, etc. Como referéncia
sugerimos Smith [1984] e Hoffman & Kunze [1979)].

Durante esta dissertacao matrizes serao indexadas por conjuntos cujos elementos nao
tém, a priori, nenhuma ordem especial. Assim, ao exibirmos explicitamente os elementos de
uma matriz numa forma, digamos, tabular, estaremos meramente mostrando uma das diversas
maneiras tabulares de exibirmos a mesma matriz. E importante que nao fagamos confusao entre
a matriz e uma de suas formas tabular. Haverdo certamente momentos em que desejaremos
alguma ordem entre os elementos dos conjuntos indexadores da matriz para exibirmos a mesma
numa forma tabular mais “atraente”.

Se L e C sao conjuntos finitos, uma L X C-matriz é uma matriz com linhas e colunas
indexadas por L e C, respectivamente.

Como as motivagbes para reconhecer-se estruturas em uma matriz vem primordialmente
de problemas de programagao linear (PL) e matrizes de PLs ndo possuem linhas ou colunas
inteiramente nulas, estaremos sempre supondo que cada linhd e cada coluna de uma matriz
possui pelo menos um entrada nao nula.

Um l-vetor é um vetor de dimensao [. Uma ! X c-matriz é uma matriz com [/ linhas e ¢
colunas, cujas linhas e colunas sao indexadas por {1,...,1} e {1,..., ¢}, respectivamente.

Se A é uma matriz, e z,b,y e c sao vetores, entdo quando usada a notagao
Az =b, Az <b, yA=c (1)

estaremos implicitamente assumindo compatibilidade de tamanhos entre A, z,b,y, e c. Assim,
em (1), se A é uma n X m-matriz entao z é um vetor coluna de dimensao m, b é um vetor
coluna de dimensao n, y é um vetor linha de dimenséao n e ¢ é um, vetor linha de dimensao m.

Analogamente, se ¢ e z sdo vetores e escrevermos
cx (2)

entao ¢ sera um vetor linha e z um vetor coluna, ambos com o mesmo nimero de componentes.
Logo (2) pode ser considerado como o produto interno entre c e z.

Se A é uma matriz e b um vetor coluna, chamaremos Az = b um sistema de equagées
lineares, e Az < b de um sistema de inequagdes lineares

Um conjunto de vetores que é 1.d. e é minimal com relagido a essa propriedade sera
dito um conjunto l.d. minimal

A matriz identidade sera denotada por I, onde a dimenséo estaréd clara pelo contexto.
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O suporte de um vetor z, que serd denotado por ||z ||, é o conjunto das coordenadas i
tal que z; # 0.

Uma n x m-matriz é dita de posto linha completo (resp., posto coluna completo) se
posto A = n (resp., posto A = m). Denotaremos posto A por p(A) ou simplesmente por pA.

Seja d = (di, ..., dy) um vetor. Sera denotado por diag(d;,ds, ..., dx) ou diag(d) a matriz
diagonal cuja entrada (z,1) é d;.

Um vetor ou matriz é dito racional (resp., inteiro) se todos os seus elementos forem
nimeros racionais (resp., inteiros).

Se para cada L x C-matriz A que satisfaz um propriedade II temos que toda L' x C'-
submatriz de A, L' C L e C' C C, satisfaz II, apds a possivel remocdo de linhas e colunas
inteiramente nulas, entdo diremos que II é uma. propriedade hereditiria. Se A nio satisfaz uma
propriedade hereditaria II, entdo toda matriz que contenha A como submatriz nio satisfaz II.
- Se A nao satisfaz uma propriedade hereditéria II e toda submatriz prépria de A satisfaz II
diremos entdo que A é uma obstrugdo ou submatriz proibida da propriedade II. Quando nao
houver perigo de confusdo sobre qual é a propriedade em questio diremos simplesmente que
A é uma obstrugao ou submatriz proibida. De fato, qualquer propriedade sobre matrizes que
pode ser caracterizada em termos de submatrizes proibidas é uma propriedade hereditaria.

Denotaremos por G'F(2) o corpo com dois elementos {0, 1}.

3 Preliminares de teoria dos grafos

Em teoria dos grafos usaremos em geral a notagio de Bondy & Murty [1976] e Bollobds [1979].

Grafos nao dirigidos

Um grafo G é uma tripla ordenada (V(G), E(G),g) consistindo de um conjunto nio vazio
V(G) de vértices, um conjunto E(G), disjunto de V(G) de arestas, e uma funcao ¢ que
associa a cada aresta de G um par nio ordenado de vértices (nio necessariamente distintos)
de G. Se e é uma aresta e u e v sdo vértices tal que ¥g(e) = uv, entio é dito que e conecta
ou liga u e v. Os vértices u e v sio chamados de pontas de e. Algumas vezes escreveremos
simplesmente e = uv ao invés de g (e) = uwv.

Um grafo G pode ser naturalmente representado através de um diagrama, como o da
figura 1, onde os vértices sdo representados por pequenas bolas e as arestas por linhas ligando
essas bolas. Normalmente nao faremos distingao alguma entre o diagrama e o grafo.

As pontas de uma aresta sio ditas incidentes com a aresta e vice-versa. Dois vértices
que sao incidentes com uma mesma aresta sio ditos adjacentes.

Uma aresta com pontas iguais é dita um lago. Duas arestas com as mesmas pontas
sdo ditas paralelas. Um grafo é simples se néo possui lagos ou arestas paralelas. Na figura 1, b
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Figura 1: Um diagrama de um grafo G.

é um laco e d e f sdo arestas paralelas.

Um grafo é dito bipartido se os seus vértices podem ser particionados em dois conjuntos
disjuntos X e Y, tais que cada aresta tem uma ponta em X e a outra em Y.

Suponhamos que V' é um subconjunto nao vazio de V. O subgrafo de G cujo conjunto
de vértices é V' e cujo conjunto de arestas sao as arestas de G' que possuem as duas pontas
em V' é chamado de subgrafo induzido por V' e denotado por G[V']. Dizemos que G[V'] é um
subgrafo induzido (por vértices) de G. O subgrafo induzido G[V \ V'], denotado por G — V', é
o subgrafo de G obtido através da remogao dos vértices em V' junto com as arestas incidentes
a algum vértice de V'. Se V' = {v} escreveremos G — v ao invés de G — {v}.

Agora, suponhamos que E’ é um subconjunto nao vazio de E. O subgrafo de G cujo
conjunto de vértices sao as pontas das arestas de E' e o conjunto de arestas é E' é chamado
de subgrafo de G induzido por E' e é denotado por G[E']. O subgrafo de G cujo conjunto de
vértices € V e o conjunto de arestas é E'\ £’ é denotado simplesmente por G — E'. Se E’ = {¢}
escreveremos G — € ao invés de G — {e}.

Seja G = (V, E) um grafo e seja € = uv uma aresta de G. Contrair a aresta e de G
consiste na operacao de remover € de G e depois identificar as pontas de €. O grafo resultante
¢ denotado por G/e. A figura 2 ilustra o efeito da operagao de contragao da aresta f do grafo
da figura 1.

Um passeio em um grafo G = (V, E) de vy a vy é uma sequéncia da forma
(vo, €1,01, €2, -, Vi1, €1, Vy) (3)

onde vy, ..., vy s40 vértices e €y, ..., €; sao arestas tais que ¢; = v;_jv; parat = 1,....,t. O vértice
vo € vy 540 0 1nicio e o fim do passeio, respectivamente. Os vértices vy e v, também sio
ditos as pontas do passeio e as arestas €; e € sao as extremidades do passeio. Dizemos que
(3) é um passeio de vy a v; ou um vy — v;-passeio que liga ou conecta vy e vy. Na figura 1
(w,c,v,e,z,d,w, f,x,h,y) é um w — y-passeio.

O comprimento do passeio (3) é1. A distancia entre dois vértices u e v é o comprimento
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Figura 2: Grafo obtido pela contracio da aresta f do grafo G da figura 1.

do menor passeio que liga u e v.

Se o passeio (3) nao tem vértices repetidos entdo ele é chamado de um caminho. Na
figura 1 (w,c,v,e,z,h,y) é um w — y-caminho.

Se vo = v, entdo o passeio (3) é chamado de passeio fechado. Um passeio fechado
de comprimento pelo menos um e sem vértices repetidos (exceto o inicio e o fim) é dito um
circuito. Na figura 1 (u,b,u), (z,d,w, f,z) e (v, a,u,g,z,d,w,c,v) sio exemplos de circuitos.
Diremos que um circuito € impar (resp. par) se ele tiver comprimento impar (resp. par).

Um grafo é dito um tridngulo se for um circuito com exatamente trés arestas.

Se G = (V+¢, E) é um grafo tal que | V |> 3, G[V] é um circuito e todo vérticev € V
é adjacente a c, entdo G é dito um grafo roda'. Na figura 3 vemos um exemplo de grafo roda.

Figura 3: Um grafo roda.

A estrela de um vértice é o conjunto de arestas incidentes a esse vértice. Na figura 1
{d,e,f,g,h} é a estrela do vértice z e no grafo da figura 3 {1, k,m,n,z,w,y,z} é a estrela do
vértice c.

Um grafo é conexo se quaisquer dois vértices puderem ser ligados por um caminho.
Conexidade através de caminhos induz uma relacio de equivaléncia entre vértices. Suas classes

1 Wheel graph.
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sdo chamadas de componentes (conexas) do grafo.

Se G = (V,E) é um grafo e V' C V entéo o conjunto das arestas que tém uma ponta
em V\ V' e aoutraem V' é dito um conjunto de arestas de corte de G. Os conjunto de aresta.s
{a,e,d, f} e {a,e,c} sdo cortes do grafo G da figura 1.

O grau de um vértice é um nimero de arestas incidentes a ele, lagos contam como sendo
duas arestas. Na figura 2 o vértice y tem grau 1 e o vértice u tem grau 4.

Uma floresta é um grafo sem circuitos, e uma drvore é uma floresta conexa. Nao é
dificil ver que para um grafo G = (V, E) sio equivalentes:

e (G é uma arvore;

¢ G nao contém circuitos e | E |=| V | —1;

(4)

o Géconexoe | E|=|V|-1;

e existe um unico caminho que liga quaisquer dois vértices de G.

Um vértice de grau 1 de uma floresta é dito uma folha

Um subgrafo T' = (V, E’) de G = (V, E) é dito uma drvore geradora de G se T for uma

drvore. Um grafo G' possui uma drvore geradora se, e somente se, for conexo.
Um cligue em um grafo G é um subconjunto de vértices de G dois a dois adjacentes.

Um conjunto S de V' é chamado um conjunto independente de G se os vértices de S
sao dois a dois ndo adjacentes. O problema do conjunto independente mdzimo é o problema:
dado um grafo G' = (V, E) encontrar um conjunto independente de tamanho méximo.

Um emparelhamento em um grafo é um conjunto de arestas que nao contém nenhum
lago e duas a duas as arestas nao tém pontas em comum.

A malriz de incidéncia de um grafo G = (V, E), sem lagos, é uma {0, 1}-matriz com

linhas e colunas indexadas por V e E, respectivamente, onde a entrada (v,€e) é1 sseeéincidente
awv.

Grafos dirigidos

Um grafo dirigido D é uma tripla ordenada (V(D), A(D),%p) consistindo de um conjunto
nao vazio de vértices V(D), um conjunto A(D), disjunto de V (D), de arestas ou arcos e uma
func¢do de incidéncia p que associa a cada aresta de D um par ordenado de vértices (ndo
necessariamente distintos) de D. Se a é uma aresta e u e v sdo vértices tal que ¥p(a) = (u,v),
entao € dito que a liga u a v, u é dito ponta inicial de a e v ponta final. Um grafo dirigido
D" é um subgrafo de D se V(D’) C V(D),A(D') € A(D) e ¢p: é a restricio de 1p a A(D').
A terminologia e notagao para subgrafos dirigidos é a mesma que a usada para subgrafos nao
dirigidos.
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A diferenga de grafos dirigidos para grafos nio dirigidos é a orientacio que é dada aos
pares. Cada grafo dirigido da origem a um grafo subjacente® ndo dirigido, que é o grafo em
que esquecemos das orientagoes dadas as arestas. Algumas vezes, quando nao houver perigo de
confusdo, usaremos a terminologia de grafos ndo dirigidos para grafos dirigidos, por exemplo,
T ¢ uma éarvore geradora de um grafo dirigido D se o grafo subjacente a T for uma &rvore

geradora do grafo subjacente a D. O conceito de lago, arestas paralelas é andlogo ao conceito
em grafos nao dirigidos.

A malriz de incidéncia de um grafo dirigido D = (V, A), sem lagos, é a {0, +1}-matriz
cujas linhas e colunas sdo indexadas por V e A, respectivamente, onde a entrada (v,a) é
—1,+1, ou 0, conforme v seja ponta inicial de a, ponta final de a, ou nao seja incidente a a,
respectivamente (veja figura 4).

u v
O=—= +O
]Vu,a =-1 Nv,a = +1

Figura 4: Uma aresta a = uv e os respectivos valores nas entradas (u,a) e (v, a) da matriz de
incidéncia N.

2 Underlying graph.



Capitulo 1

Reconhecimento de grafos

Neste capitulo trataremos do problema de reconhecer em uma matriz estruturas subjacentes de
um grafo. Motivagbes para o interesse em estrutura de grafos serao vistas na secao 1. Na secdo 2
estudaremos a complexidade computacional de alguns problemas que tratam do reconhecimento
de uma tal estrutura em uma matriz. Na secio 3 discutiremos como o reconhecimento da
estrutura de um grafo pode ser utilizada para transformar um problema de programagao linear
(PL) em um problema de programagao linear sobre um grafo.

1.1 Motivacgao

Diversos problemas préaticos requerem a utilizacio de programacao linear ou a solugao de siste-
mas lineares. Dentre estes problemas alguns sio naturalmente modelados por meio de grafos,
problemas tais como produgao e distribuigio de mercadorias, rede de estradas, comunicagao, ro-
teamento de circuitos e redes elétricas. O interesse em tais problemas levou ao desenvolvimento
de algoritmos que, ao explorarem a estrutura do grafo contido no problema, sdo mais rapidos
e/ou necessitam menos memdria do que algoritmos mais gerais (cf. Ford & Fulkerson [1962],
Edmonds & Karp [1972]). Essa melhoria de eficiéncia chega muitas vezes a ser consideravel (cf.
Glover, Karney & Klingman [1974]).

O interesse em reconhecer-se, numa matriz, estruturas que possam ser representadas
) )
por um grafo € detectar se o problema que essa matriz representa pode ser resolvido por algum
desses algoritmos especificos sobre grafos.

As motivagdes que veremos a seguir sdo provenientes da solugao de sistemas lineares
e, fundalmentalmente, de programagio linear. A motivacio proveniente de solucao de sistemas
lineares sera mais extensivamente descrita, pois esta, na sua simplicidade, mostra claramente
vantagens advindas do reconhecimento de estruturas que possam ser representadas por um
grafo. Ja as motivagdes de programacio linear serdo descritas brevemente, pois muitas das
vantagens sao em esséncia as mesmas que veremos na solugao de sistemas lineares, serao dadas
referéncias para estas motivagoes.
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1.1.1 Solucao de sistemas lineares

Suponha que estejamos interessados em obter uma solugao do sistema

Nz = b, (1.1)
onde
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
-1 0 0 0 O O O 0O O O O 0 0 -1 -1 0 0]
1 -1 0 0 0 O O O0-1-1 0 0 0 0 0 0 0
0 1-1 0 0 0 O O O O O 0 -1 0 0 0 O
N-| 0 0 0-1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 -1 0
o o 1 1 0 0-1 0 1 O0-1-1 0 0 0 0 0
o 0 o o o O 0 1 O 1 1 0 0 0O 0 0 o0
o 0o o o 0-1 1-1 0 0 0 0 O 0 0 0 1
o 0 o o0 1 1 0 O O O O 1 O O 0 0 o0
. 0 0 0 0-1 0 0 0 0 O O O 0 0 1 1 —1|
S
-
0
7
b= | 12
3
6
10
_4.4

Poderiamos resolver o sistema acima empregando, por exemplo, 0 método de eliminagao
de Gauss. No entanto, se examinarmos um pouco mais atentamente a matriz N notaremos
que ela possui em cada coluna exatamente dois elementos nao nulos, um +1 e um —1. Assim
N é a matriz de incidéncia de um grafo dirigido, o qual é mostrado na figura 1.1. Cientes desse
fato poderiamos pensar em encontrar uma solugio do sistema 1.1 utilizando algum algoritmo
mais particular, algoritmo esse que tire proveito dessa estrutura.

Quando N é matriz de incidéncia de um grafo dirigido, o problema de encontrar uma
solugdo do sistema 1.1 tem uma interpretacio bem conhecida que € a seguinte:

o grafo D = (V, A) pode ser pensado como uma rede de estradas, ou seja, cada
vértices € uma cidade, as arestas sdo estradas ligando as cidades e os b, sdo a de-
manda, de um determinado produto, em cada cidade. Um A-vetor z, solugdo do
sistema, pode ser pensado como a quantidade de produto x, que deve ser transpor-
tada através de cada estrada a, de tal forma que a demanda em cada cidade seja
suprida. Cidades com demanda negativa, b, < 0, sio cidades que podem dispor
de uma quantidade b, do produto para mandarem a outras cidades. Se o valor a
ser transportado numa estrada a = (u,v) € negativo, z, < 0, isso significa que a
mercadoria estd sendo transportada da cidade v para a cidade u.
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V30 13 U4

az

V2( a16
aj
V10— +OVg

a5
Figura 1.1: Grafo cuja matriz de incidéncia é N .

Se N fosse a matriz de incidéncia de uma drvore T' = (V, A) poderiamos encontrar uma
solugdo do sistema Nz = b através do algoritmo da figura 1.2. Tendo em mente a interpretagio
dada anteriormente, percebe-se que a estratégia do algoritmo é escolher uma cidade v, que est4
ligada as demais por intermédio de uma tnica estrada a (v é uma folha da arvore) e calcular qual
deve ser a quantidade de produto z, transportada através dessa estrada, para que a demanda
na cidade v seja atendida.

Na realidade, se N é matriz de incidéncia de uma arvore, a solucio encontrada pelo
algoritmo da figura 1.2 para o sistema Nz = b, se existir, é tnica. Isso pode ser verificado
facilmente por indugéo em | VT |, pois se @ = (u,v) é a aresta incidente ao vértice v (escolhido
na linha 1 do algoritmo) e N’ é a matriz de incidéncia da drvore T := T —a entéo z’ é solucdo do
sistema N'z’ = b/, devolvida pela chamada ArvoresSdoBacanas (T, b') (linha 12 do algoritmo)
sse o vetor A-vetor z dado por

:ra‘—{m“' se a #

’ b, sea=

7

Qr Q1

é solugao do sistema Nz = b. A figura 1.3 ilustra a situagio com relacio a matriz N.

E interessante observarmos que no caso de N ser a matriz de incidéncia de um grafo
dirigido D = (V, A) que possue algum circuito entao o sistema Nz = b nao tem solugio wnica.
De fato, suponhamos que D contenha um circuito, digamos C. Consideremos uma orientagao
arbitraria de C e seja Z o seguinte {0, +1}-vetor com

+1 se a tem o mesmo sentido da orientagao de C;
Z,:= ¢ —1 se a nao tem o mesmo sentido da orientagao de C;
0 se a nao pertence a C.
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Algoritmo
Entrada  : Uma arvore T = (V, A) e um V-vetor racional b.
Saida : Um A-vetor z solugdo do sistema Nz = b, se existir, onde N é a V x A-matriz
de incidéncia de T'.
inicio
1 Escolha uma folha v de T
2 se | VT |=1
3 entéo se b, =0
4 entao z ¢ solugao do sistema
5 senao o sistema é incompativel
senao inicio
6 Seja u o vértice adjacente a v em T e a a aresta de T incidente a ambos;
7 by by + by;
8 se a = (u,v)
9 entao x, «— by;
10 S€Nnao T, «— _bu:
fim ;
11 Seja b’ o vetor b a menos da componente associada a v;
12 ArvoresSéoBacanas (T — v, V')
fim .
Figura 1.2: Algoritmo para solugio de sistemas da forma Nz = b, onde N é a matriz de

incidéncia de um arvore.

a
0
N =
U -1
v 0 1

Figura 1.3: Matriz de incidéncia N de uma arvore dirigida, v é uma folha da &rvore e a é a
aresta da arvore incidente a v.
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para todo a € A (a figura 1.4 mostra uma orientagdo de um circuito e o correspondente vetor
&). Da maneira como & foi definido temos que NZ = 0 e Z # 0, o que mostra que se o sistema
Nz = b tem uma solugao T entéo ela nao é Wnica, pois T + k& também é solugio, para todo k.

Figura 1.4: Um circuito com a sua orientagdo e o respectivo vetor Z.

Do que vimos até agora podemos concluir que se N é a V x A-matriz de incidéncia de
um grafo dirigido conexo D = (V, A) entao o sistema Nz = b tem solugado tinica sse D for uma
arvore. Por outro lado, da dlgebra linear sabemos que um sistema Nz = b tem solucio tnica
sse suas colunas forem Li. . Logo, como toda arvore geradora T de D possui | V | —1 arestas,
podemos resumir tudo isso na seguinte proposicao:

Proposigao 1.1 Se D = (V, A) € um grafo dirigido conezo, N a sua V x A-matriz de incidéncia
e N a matriz resultante apds a remogdo de uma linha de N, entdo N tem posto linha completo.
Além disso, um conjunto K de colunas de N forma uma base do espago coluna de N sse as
arestas correspondentes as colunas em K formam uwma drvore geradora de D. L]

Esta proposicdo, que relaciona arestas de um grafo com colunas l.i. de sua matriz de
incidéncia, nos sera muito util mais adiante.

O algoritmo da figura 1.2 encontra uma solugao do sistema Nz = b somente quando
N é a matriz de incidéncia de uma arvore dirigida. Entretanto, devido a proposicao 1.1, é facil
ver que para encontrarmos uma solugao do sistema quando N é matriz de incidéncia de um

grafo dirigido conexo D = (V, A) basta utilizarmos o algoritmo GrafosTambémSaoBacanas
da figura 1.5.

Se pegassemos papel e lapis para resolver o sistema 1.1 perceberfamos facilmente o quio
simples é o algoritmo GrafosTambémSaoBacanas em comparagao com outros algoritmos,
como o método de eliminagiao de Gauss.

Vejamos agora qual é a complexidade do algoritmo GrafosTambémSaoBacanas. A
linha 1 do algoritmo pode ser executada em tempo O(] V || A |). A construgio da arvore
geradora da linha 2 pode ser executada em tempo O(| A |) (veja, Gibbons [1985: pp. 20-24]).
As linhas 3 e 4 do algoritmo podem ser executadas em tempo O(| A |). Durante a construgio
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Algoritmo GrafosTambémSaoBacanas (N, b)

Entrada  : Uma V x A-matriz de incidéncia N de um grafo dirigido conexo e um V-vetor

racional b. _ o
Saida : Um A-vetor z solugdo do sistema Nz = b, se existir.

inicio
Construa o grafo D = (V, A) tal que N é a sua matriz de incidéncia;
Construa uma arvore geradora T' de D;
para toda aresta a ¢ AT faca
z, — 0

ArvoresSaoBacanas (T, b);

Ot B W

Figura 1.5: Algoritmo que encontra, se existir, uma solucdo do sistema Nz = b, onde N é
matriz de incidéncia de um grafo dirigido.

da drvore geradora T' pode ser construida uma lista de vértices que forneca uma ordem em que
os vértices podem ser escolhidos pela linha 1 do algoritmo ArvoresSaoBacanas. Assim, todas
as linhas do algoritmo da figura 1.2 podem ser executadas em tempo constante e portanto a
sua complexidade ¢ O(| V' |) (uma tal lista de vértices é mostrada na figura 1.6). Portanto,
a complexidade do algoritmo GrafosTambémSaoBacanas é O(| V || A |). J4 o método de
eliminagdo de Gauss levaria tempo O(] V' | | A |*) para encontrar uma solugio (veja, Humes et
al. [1983: pp. 49 e 50]).

Convém lembrarmos que, quando o problema em questdo possui a estrutura subjacente
de um grafo, muitas vezes o dado do problema é o grafo e ndo a sua matriz de incidéncia.
Assim, no algoritmo GrafosTambémSaoBacanas, a linha 1 seria descartada e a complexidade
do algoritmo passaria a ser O(| A |).

Na figura 1.7 vemos a simulagao da resolucio do sistema 1.1 através da arvore T' e da
ordem dada na figura 1.6.

Para armazenar um grafo o espago requerido é O(| V | + | A |), entretanto se o grafo for
conexo entao | V [<| A | —1, assim o espago requerido serd O(| A |). Portanto, a complexidade
de espago do algoritmo Gra fosTambémSaoBacanas é O(| A |). Observemos que em nenhum
instante é necessario que a matriz N esteja inteiramente na memoria, pois para construir o
grafo D basta o algoritmo examinar uma a uma as colunas de N . J4 o espago requerido pelo
método de eliminagio de Gauss seria de O(| A || V |).

As vantagens que obtemos ao utilizar o algoritmo GrafosTambémSaoBacanas, que

encontra uma solugdo do sistema Nz = b valendo-se da estrutura do grafo, ao invés de um
outro algoritmo mais geral foram:

Economia de espago Numa matriz de incidéncia os elementos nio nulos sio da ordem do
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V3 V4
as
a4
az
Us
V20 ar
ag &
as as
a v7
1 Ve
V10<—inicio Vg

Figura 1.6: Uma arvore geradora do grafo da figura 1.1. A linha tracejada mostra uma ordem
em que os vértices podem ser escolhidos pela linha 6 do algoritmo da figura 1.2.

b3= ,g, 4 bq— 7
V30 Vq
To,= -7
a4

as

V20 by= -1, 4 s= 10, 14
b6: 3 as as
ay| Tq=-5 Ve Tag= 9 vy g = el
b;= 6,9, 23 4
V10 Vg
bl =5 ng 4

Figura 1.7: Simulagdo da resolugao do sistema 1.1 através do algoritmo da figura 1.2. Como
ao final b5 = 0 entdo o vetor z calculado pelo algoritmo é uma solucio do sistema 1.1.
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Ny

Figura 1.8: Matriz de incidéncia de um grafo desconexo.

numero de colunas. No grafo temos representadas somente as entradas nao nulas da
matriz.

Eficiéncia As operagoes feitas pelo algoritmo, ao percorrer o grafo, foram somente somas e
subtragdes, que em geral sdo executadas muito rapidamente por computadores.

Redugao de erros Como o algoritmo trabalha somente com o grafo, o qual representa os
dados originais do problema, ha uma diminuigao nos erros numeéricos.

Uma tltima observagao sobre o algoritmo Gra fosTambémSaoBacanas é que a hiptese
de conexidade do grafo D pode ser descartada. De fato, se D for desconexo entdo as linhas e
colunas da matriz N podem ser ordenadas de tal maneira que a matriz assuma a forma tabular
da figura 1.8, onde cada submatriz NN; é a matriz de incidéncia de uma componente conexa D;

do grafo D.

Assim é facil ver que, para resolver um sistema linear em que o grafo D néo é conexo,
basta simplesmente aplicar o algoritmo Gra fosTambémSaoBacanas a cada um dos subsiste-
mas associados as componentes do grafo. No secao 2.1.3 veremos como pode ser feita uma
ordenacao das linhas e colunas da matriz de tal forma que ela fique como na figura 1.8 bem
como uma extensao do conceito de conexidade em grafos para conexidade em matrizes.

1.1.2 Programacao linear

Em programacao linear estruturas especiais sao freqiientemente exploradas por algoritmos mais
particulares objetivando assim uma maior eficiéncia e/ou uma economia de mémoria (¢f. Dant-
zig & Wolfe [1960], Dantzig & Van Slyke [1967]). Atengado especial tem sido dedicada por
diversos pesquisadores a problemas de otimizagao que possuem uma estrutura subjacente de

grafos (¢f. Klingman & Mulvey [1981], Gallo & Sandi [1986]).

Consideremos o problema de programacao linear (PL) na sua forma canénica

min ¢z
Az =1b (1.2)
z2>0
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Anm Anp

Aqm AQP

Figura 1.9: Matriz A.

Visando resolver 1.2 quando A é a matriz de incidéncia de um grafo, apds a possivel
remogao de uma linha, Dantzig[1951] e Orden [1956] obtiveram uma substancial simplificagdo
no método simplex revisado. O método resultante foi denominado de método simplez para redes

(veja Chvatal [1983: p. 291]).

De uma maneira semelhante a que vimos na solugao de sistemas lineares, o método
simplex para redes obtém melhora de desempenho e economia de mémoria, em relagao ao
simplex revisado, ao trocar as operagao sobre a matriz A por operacdes mais simples sobre uma
arvore geradora 1" do grafo, cuja matriz de incidéncia é A.

Da mesma forma que vimos na solugao de sistemas lineares aqui também a hipétese de
conexidade do grafo pode ser descartada, pois caso o grafo seja desconexo as linhas e colunas
de A podem ser ordenadas de maneira que a matriz assuma a forma da figura 1.8 e assim nao
¢ dificil vermos que o problema 1.2 pode ser decomposto nos subproblemas

min ¢;z;
Niz =b; parai=1,...,k (1.3)
I Z 0

onde N; é a matriz de incidéncia de uma componente conexa de D e ¢;, z; e b; sdao as componentes
de ¢, z e b correspondentes a submatriz N;.

O método simplex para redes pode ser encontrado em Chvatal [1983: cap. 19].

Suponhamos agora que a matriz A em 1.2 nao seja a matriz de incidéncia de um grafo
dirigido. Entretanto, suas linhas e colunas podem ser ordenadas de tal forma que A fique como
na figura 1.9, onde A;; é uma 1 x j-submatriz e A,,, é a matriz de incidéncia de um grafo
dirigido apds a possivel remocao de algumas linhas. Para resolver o problema 1.2 quando a
matriz A tem a forma descrita, Glover & Klingman [1981] desenvolveram um método do tipo
simplex chamado simplex SON (Special ordered network). A motivagdo que ambos tiveram
para desenvolver tal método foram problemas préticos em que A, é relativamente grande.

A a estrutura de A induz uma partigio na submatriz basical B (i.e., a submatriz

1Este tipo de técnica é chamada de partitioning methods. Veja também Bixby [1984] e Aho, Hopcroft &
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By, By

Figura 1.10: Matriz basica B.

Ny

M

Figura 1.11: Matriz no formato de quase blocos.

formada por um conjunto de colunas l.i. que formam uma base do espago coluna de A), como
mostra a figura 1.10, onde By, é a matriz de incidéncia de uma drvore dirigida T’ apés a remogio
de uma linha. No método SON, as operagdes envolvendo a submatriz By, sio feitas percorrendo-
se T'. As vantagens advindas sao as mesmas mencionadas para os problemas anteriores.

O principio de decomposigao de Dantzig & Wolfe [1960] aplica-se para resolver o PL
1.2 quando A é uma matriz cujas linhas e colunas podem ser ordenadas de tal forma que ela
assuma uma forma tabular como a mostrada na figura 1.11, as submatrizes N; sao associados
a PLs chamados de subproblemas e a submatriz M é associada ao bem conhecido PL chamado

problema mestre. Uma matriz com a forma tabular da figura 1.11 é dita uma matriz de quase
blocos®.

O principio de decomposicéo de Dantzig & Wolfe tem suas vantagens e desvantagens
em relagao ao método simplex revisado. A chave do sucesso de algoritmos de decomposigao
reside numa particdo criteriosa da matriz associada ao problema. Idealmente, na aplicagao
da decomposigdo de Dantzig & Wolfe & matrizes de quase blocos, os subproblemas deveriam
poder ser resolvidos de uma maneira relativamente rapida e a submatriz associada ao problema

Ullman [1976: pp. 232 e 233).
2 Block-angular matriz.
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mestre deveria ter poucas linhas. Quando as matrizes associadas aos subproblemas sdo matrizes
de incidéncia de grafos dirigidos, ap6s a possivel remogdo de algumas linhas, os subproblemas
podem ser resolvidos eficientemente pelo método simplex para redes. Neste caso a decomposigao
de Dantzig & Wolfe pode ser aplicada com uma grande melhora de desempenho.

Para uma descrigao detalhada do principio de decomposigdo de Dantzig & Wolfe veja
Chvatal [1983: cap. 26).

A tltima motivagido que mencionaremos aqui vem de programagdo linear inteira (PLI),
i.e., problemas em que estamos interessados em resolver o problema 1.2 com a restrigao adicional
de que todas as componentes do vetor x sejam numeros inteiros. Programagao linear inteira
é em geral um problema A'P-completo. Entretanto, quando restringimos PLI a instancias em
que a matriz de restrigdes é a matriz de incidéncia de um grafo dirigido o problema passa a
poder ser resolvido em tempo polinomial (¢f. TLIP, p. 279). O que esta por tras disso é o fato
de que, se N é a matriz de incidéncia de um grafo dirigido entdo, o poliedro

P:={Nz=b|z >0}

tem somente vértices com coordenadas inteiras (i.e., o poliedro é inteiro) para todo vetor b
inteiro. No capitulo 4 nos aprofundaremos um pouco no estudo e reconhecimento das matrizes
que tém essa propriedade bastante desejavel.

1.2 Qual é o problema?

A resposta para pergunta acima é “Sao varios!”. O que faremos nesta secao sera explicitar
e discutir sobre a complexidade computacional de alguns problemas que tratam do reconhe-
cimento de estrutura em matrizes que possam ser representadas por um grafo. Olharemos
estes problemas sobre o ponto de vista de complexidade computacional, i.e., o nosso interesse
sera saber quais desses problemas sao “faceis” (podem ser resolvidos em tempo polinomial) e
quais sao “dificeis” (AP-completos). Para os problemas que podem ser resolvidos em tempo
polinomial nao estaremos muito preocupados, pelo menos nesta secao, com qual é o grau do
polinémio.

Lembremos que, ao longo desta dissertagao, matrizes sao indexadas por conjuntos que,
a priori, nao tém nenhuma ordem entre seus elementos. Assim uma mesma matriz pode ser
exibida de diferentes formas tabulares.

Devido as motivagbes que vimos na segao anterior é bastante razodvel que a estrutura

que representa um grafo que pensemos em reconhecer primeiro seja a de matrizes de incidéncia
de grafos dirigidos.

1.2.1 Matrizes de grafos

Da proposigao 1.1 temos que se N é a V X A-matriz de incidéncia de um grafo D com compo-
nentes Dy, D,, ..., Dy, entao a matriz N resultante da remocao de linhas vy, v, ...vx de N, onde
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v; é um vértice qualquer de D;, tem posto linha completo. Isto nos diz que N contém essen-
cialmente a mesma informagao que N , pelo menos quando estamos interessados em resolver
sistemas lineares ou PLs. Na realidade a partir de N podemos obter a matriz de incidéncia de
um grafo simplesmente acrescentando-se a N, uma linha que é soma de todas as linhas de N.
E facil vermos que a matriz resultante tem dois elementos nao nulos distintos em cada coluna,
um +1 e um -1. Assim, chamaremos de matriz de um grafo® a qualquer {0,41}-matriz que
contenha em cada coluna no méximo duas entradas nao nulas distintas e chamaremos de matriz
restrita de um grafo! a matriz de um grafo que tenha posto linha completo. Diremos ainda que
N é (uma) matriz do grafo D.

O problema de decidir se uma matriz é matriz de um grafo, i.e. :

dados : Uma L x C-matriz A.
pergunta : A é matriz de um grafo? (1.4)

€ um problema fécil de ser resolvido por um algoritmo de complexidade O(| L || C |).

Percebe-se facilmente que a propriedade I1, = “ser matriz de um grafo” é uma propri-
edade hereditaria e que as obstrugoes de II, sao as matrizes:

) 2]

Na pratica, ¢ pouco provével que matrizes de PLs ou de sistemas lineares sejam matrizes
de grafo. O que podemos esperar, com alguma sorte, é que essas matrizes sejam parcialmente
matrizes de grafos, como mostra a figura 1.12.

A B C

Figura 1.12: Matrizes que sao parcialmente matrizes de grafos. A regido com um N denota a
submatriz que é matriz de um grafo.

Reconhecimento de matrizes que sdo parcialmente matrizes de grafos, como na figura
1.12, séo 1teis para: o método simplex (SON) de Glover & Klingman [1981], decomposigao

3 Node-arc incidence matrir ou network matriz.
4 Restricted node-arc incidence mairiz.
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de Dantzig & Wolfe [1960], decomposicao de Benders (veja TLIP, pp. 371 e 372]) e relaxagio
lagrangeana (veja TLIP, pp. 367-370]).

A figura 1.12 nos sugere trés problemas, a saber:

dados : Uma L x C-matriz.
encontrar : Uma L' x C-submatriz de A que seja matriz de um grafo tal (1.5)
que | L' | seja maximo.

dados : Uma L x C-matriz A.
encontrar : Uma L x C'-submatriz de A que seja matriz de um grafo tal (1.6)
que | C’ | seja méaximo.

dados : Uma L x C-matriz A.
encontrar : Uma L' x C'-submatriz de A que seja matriz de um grafo tal (1.7)
que | L' | x | C" | seja méximo.

O problema 1.6 pode ser resolvido facilmente pelo mesmo algoritmo que resolve o
problema 1.4. Infelizmente os problemas 1.5 e 1.7 sao NP-dificeis, tendo em vista que, pela
proposigao 1.2 abaixo, o problema de decisdo associado ao problema 1.5, i.e.,

dados : Uma L x C-matriz A e um inteiro positivo k.
pergunta : Existe uma L' x C-submatriz de A que seja matriz de um (1.8)
grafoe | L' |> k7

é N'P-completo. Aqui, bem como em muitos problemas em ciéncia da computacio, parece que
a linha que separa o muito facil do muito dificil é bastante ténue.

Proposigdo 1.2 O problema 1.8 é N'P-completo.

Prova: Mostraremos que mesmo se A é uma {0, 1}-matriz o problema 1.8 é N'P-completo.

E facil ver que o problema 1.8 pertence a AP, pois um algoritmo nio deterministico
ne ‘essita somente escolher um conjunto L’ C L e verificar, em tempo polinomial, se a L' x C-
submatriz de A é matriz de um grafo.

Transformaremos o problema do conjunto independente méximo no problema 1.8.

Seja G = (L,C) uma instancia arbitrdria do problema do conjunto independente
mdzimo. A matriz A que contruiremos é simplesmente a L x C-matriz de incidéncia de G.
E claro que A pode ser construida em tempo polinomial.

Como A é a matriz de incidéncia G entdo é imediato que L’ é um conjunto independente
de G sse a L' x C-submatriz de A for a matriz de um grafo. O que prova que a transformagao
que fizemos é de fato uma redugao. L]
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LI x|C| 0 :

Figura 1.13: Matriz da transformagéo que reduz o problema 1.5 ao problema 1.7.

Para verificar que a proposicao 1.2 de fato implica que o problema 1.7 é N'P-dificil,
basta verificar que a transformagao que dada uma L x C-matriz A, instancia do problema 1.12,
constréi a matriz mostrada na figura 1.13 é uma redugéao polinomial do problema 1.5 (que, pela
proposigao 1.2, é N'P-dificil) ao problema 1.7.

Mesmo a estrutura de matrizes que sao parcialmente matrizes de grafos é uma estrutura
muito particular. Na proxima subsegao trataremos do problema de reconhecer estruturas um
pouco mais gerais que as tratadas até agora.

1.2.2 Matrizes de grafos sinalizados

Um problema um pouco mais geral que o problema 1.4, é o de decidir se uma matriz A pode
ser transformada numa matriz de um grafo através da multiplicagao de algumas linhas® por -1,
ou seja:

dados : Uma L x C-matriz A.
pergunia  : Existe uma {0, +1}-matriz diagonal nao singular A tal que (1.9)
N = AA, onde N é a matriz de um grafo?

Se existir uma tal matriz diagonal A diremos que A é matriz de um grafo sinalizadd®. A
origem do nome é devido ao seguinte fato: se A é uma L x C — {0, £1}-matriz com no maximo
duas entradas nao nulas por coluna e G = (L,C’"),C' C C, é o grafo tal que ¢ = LI, € ('
sse Ay, = A # 0, entdo resolver o problema 1.9 é equivalente a encontrar, se existir, uma
atribuigdo de sinais (+,—) aos vértices de G tal que ao multiplicarmos por -1 as linhas cujos
vértices correspondentes receberam o sinal (—), transformamos A na matriz de um grafo. E
claro que toda matriz de um grafo é matriz de um grafo sinalizado, basta tomarmos A = 1.

Abaixo vemos duas {0,+1}-matrizes que claramente nao sdo matrizes de grafos sina-

5Scaling das linhas por 1 ou -1
6 Embedded network matriz.
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lizados:
[ 1 0 0 . 17 1 0 0 17
-1 1 0 11 0 0
0o -1 1 P o1 1 = =
My = e Lot w3 M= 0 . . L (1.10)
Toor s . 10 T A A
L0 0 ... ... -1 1) (00 ... ... 1 1]

onde M; é uma matriz de ordem maior ou igual a 2 e My;4; € uma matriz de ordem 2k+1, k > 0.
Observemos que matrizes obtidas apds a multiplicagio de algumas colunas das matrizes 1.10
por -1 também nao sao matrizes de grafos sinalizados.

E facil vermos que a propriedade II, = “ser matriz de um grafo sinalizado” é uma
propriedade hereditaria. Portanto, as matrizes 1.10, bem como as matrizes obtidas a partir
dessas apds a multiplicacao de algumas colunas por -1, sao obstrugoes de II,.

O problema 1.9, a exemplo do que ocorre com o problema 1.4, pode ser resolvido em
tempo polinomial. A figura 1.14 mostra um algoritmo polinomial para o problema 1.9.

A idéia em que se baseia o algoritmo da figura 1.14 é simples. Antes de mais nada é
claro que se uma L X C-matriz A ndo é uma {0,41}-matriz com no maximo duas entradas
nao nulas por coluna entdo A nao é a matriz de um grafo subjacente, dai a razio do teste na
linha 1 do algoritmo. Caso contrario, na linha 3 do algoritmo é construido o grafo G = (L, E),
onde uma aresta l,1, pertence a E sse existe uma coluna c tal que A, . # 0 # A, .. Na linha
5 sdo contraidas as arestas do grafo G que correspondem a colunas que nao sdo conflitantes,
i.e., colunas com duas entradas nao nulas distintas. Assim, os vértices {l;, 1y, ..., Iy} do grafo G’
1nduzem uma parti¢ao no conjunto L. Seja [ = {li, liyy -y 1i,} © L um vértice de G’ se alguma
linha l; € I for multiplicada por @ € {1,—1}, para transformar A na matriz de um grafo, entdo
todas as linhas em [ deverdo ser multiplicadas por a. Mais ainda, se [;l; é uma aresta de G’
isto significa que se as linhas em I; forem multiplicadas por o € {1, -1}, entéo as linhas em I,
devem ser multiplicadas por —a, para que A seja transformada na matriz de um grafo. Desta
forma, é claro que se o grafo G’ possuir um circuito impar, entdo A nao é a matriz de um grafo
subjacente, isto é verificado na linha 6 do algoritmo. Mais ainda, se G’ contém um circuito
impar de comprimento 1 (um lago), entao nao € dificil encontrarmos uma submatriz de A que
seja igual a matriz M; em 1.10 (a menos da multiplicacao de algumas colunas por -1), e se G
contém um circuito impar de comprimento maior que 1 podemos encontrar uma submatriz de
A que seja igual a matriz My;4; em 1.10 (a menos da multiplicagao de algumas colunas por -1)
onde 2k + 1 é o comprimento do circuito impar. Observemos que os indices nas matrizes 1.10
sao o comprimento do circuito impar. Logo, se G’ for um grafo bipartido, entdo A é a matriz
de um grafo subjacente e a matriz A é calculada pelas linhas 7-13 do algoritmo.

Das observagoes que fizemos acima e da corretude do algoritmo da figura 1.14 (que nao
foi provada mais nao é dificil de verificarmos) temos a seguinte proposigao:

Proposigao 1.3 Uma {0,+1}-matriz com no mdzimo duas entradas ndo nulas por coluna € a
matriz de um grafo sinalizado sse nao possuir as matrizes 1.10 (a menos da multiplicagio de
algumas colunas por -1) como submalrizes. ]
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Algoritmo MatrizDeGrafoSinalizado (A)

Entrada : Uma L x C-matriz A.

Saida : Uma {0,+1}-matriz diagonal nao singular A tal que N = AA, onde N é a
matriz de um grafo, se A for a matriz de um grafo sinalizado.

inicio
1 se A é uma {0, +1}-matriz com no maximo duas entradas nao nulas em cada coluna
2 Seja C’ C C o conjunto das colunas com duas entradas nao nulas;
3 Construa o grafo G = (L,C"'), onde c € C' liga l; e I se Ay, # 0 # Al
4 Seja C" C C as colunas com duas entradas nao nulas distintas;
5 G' — G/C"
6 se G' é bipartido
entao inicio

7 A é a matriz de um grafo sinalizado;

% calculo da matriz A
8 Seja (X,Y) uma biparti¢io de G';
9 para cada vértice € L faca
10 se [ pertence a algum vértice [ de X
11 entdo d; « —1
12 senao d; «— 1 ;
13 A = diag(d),,dy,, ..., di,,) é tal que AA

€ a matriz de um grafo;

fim
14 senao A nao é matriz de um grafo sinalizado;
fim
15 senao A nao é matriz de um grafo sinalizado;
fim

Figura 1.14: Algoritmo que verifica se uma matriz é matriz de um grafo sinalizado.
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O que a proposigao 1.3 também estd nos dizendo é que, a exemplo do que ocorre com
matrizes de grafos, o problema de decidir se uma matriz é matriz de um grafo sinalizado tem
uma boa caracterizagao (i.e. estd em NP N co-N'P).

Apesar de matrizes de grafos sinalizados serem uma estrutura um pouco (talvez bem
pouco) mais geral que a de matrizes de grafos, ainda assim é pouco provével que em problemas
praticos nos defrontemos com matrizes que sejam matrizes de grafos sinalizados, assim é natural
pensarmos nos seguintes problemas analogos aos problemas 1.5, 1.6 e 1.7, respectivamente:

dados : Uma L x C-matriz.
encontrar : Uma L' x C-submatriz de A que seja matriz de um grafo (1.11)
sinalizado tal que | L’ | seja maximo.

dados : Uma L x C-matriz A.
encontrar : Uma L x C’-submatriz de A que seja matriz de um grafo (1.12)
sinalizado tal que | C’ | seja maximo.

dados : Uma L x C-matriz A.
encontrar : Uma L' x C’-submatriz de A que seja matriz de um grafo (1.13)
sinalizado tal que | L' | x | C' | seja mdximo.

Como os problemas 1.6 e 1.7, devido a proposi¢io 1.2, sio NP-dificeis entio é claro
que os problemas 1.12 e 1.13 sao AN'P-dificeis. A novidade agora é que apesar do problema
1.5 nao ser N'P-dificil, o problema anélogo para matriz de grafos sinalizados, problema 1.11, é
NP-dificil, pois, como veremos na proposicio 1.4, o problema de decisdo associado ao problema
1.11, ou seja:

dados : Uma L x C-matriz A e um inteiro positivo k.
pergunta : Existe uma L' x C-submatriz de A que seja matriz de um (1.14)
grafo sinalizadoe | L' |> k ?

é N'P-completo.
Proposigao 1.4 O problema 1.14 é N'P-completo.

Prova: E ficil vermos que o problema 1.14 pertence a NP, pois um algoritmo nao deter-
ministico necessita somente escolher um conjunto L' C L e verificar em tempo polinomial, com
o algoritmo da figura 1.14 por exemplo, se a L' x C-submatriz de A é matriz de um grafo
sinalizado.

Transformaremos o problema do subgrafo bipartido no problema 1.14. O problema do
subgrafo bipartido consiste em:

dados :  Dado um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
pergunta  :  Existe um subconjunto E' C E com | E' |> k tal que o (1.15)
subgrafo G[E’] é bipartido.
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Para mais informagées sobre o problema 1.15 veja Garey & Johnson [1979: p. 196].

Seja G = (L,C) uma instancia do problema do subgrafo bipartido. Podemos supor
sem perda de generalidade que G néo possui lagos. Construiremos uma L x C — {0, 1}-matriz
A tal que G[C'],C" C C é um subgrafo bipartido de G sse a L x C'-submatriz de A é uma
matriz de um grafo sinalizado.

A matriz A que contruiremos é nada mais do que a matriz de incidéncia de G, i.e.,
para cada aresta ¢ de G construiremos uma L-coluna da matriz A da seguinte maneira:

A 1 se céincidentea I
le = o
0 caso contririo

para cada vértice [ de G.

E claro que A pode ser construida em tempo polinomial. Agora resta apenas provarmos
que G[C'] é um subgrafo bipartido sse a L x C’-submatriz A’ de A é uma matriz de um grafo
sinalizado. De fato, suponhamos que G[C"] é bipartido. Seja (X,Y) um biparticio de G[C"] e
A a L x L-matriz diagonal onde o elemento da entrada (I,1) é -1 se | € X e 1 caso contrario.
Nao ¢ dificil verificarmos que AA’ é a matriz de um grafo. Reciprocamente, suponhamos que
A" € uma matriz de um grafo sinalizado. Sejam A uma matriz diagonal nio singular tal que
AA’ € a matriz de um grafo, X = {l € L | A;y = —1} e L' os vértices de G[C’]. Também nao é
dificil verificarmos que (X, L'\ X) é uma bipartigao de G[C"]. a2

Assim, pelo que vimos, todos os problemas que tratam do reconhecimento de subma-
trizes maximas (mdximas no sentido de linhas ou colunas ou niimero de elementos, veja figura
1.12) que sido matrizes de grafos sinalizados saio N P-dificeis.

Na préxima subse¢éo ainda faremos uma tltima generalizagio dos problema tratados
até agora.

1.2.3 Matrizes graficas

Na segao anterior tratamos do problema de tentar transformar uma matriz A na matriz de um
grafo através da multiplicagao de algumas linhas por -1. Nesta subsecio trataremos novamente
do problema de transformar uma matriz A na matriz de um grafo sé que desta vez as operagdes
permitidas serdo combinagao linear das linhas e multiplicagido das colunas por nimeros nao
nulos”. Mais precisamente:

dados : Uma L x C-matriz A.
pergunia  : Existem matrizes ndo singulares 7 e A tais que N = mAA, (1.16)
onde A é uma matriz diagonal e N é a matriz de um grafo?

Dizemos que duas matrizes A e B sido projetivamente equivalentes (p.e.), escreve-se
A~ B,se B=mAA, onde 7 e A sdo matrizes nao singulares e A é uma matriz diagonal. A

7Scaling nao nulo das colunas.
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origem do nome p.e. € proveniente de espacos projetivos. Se pensarmos nas colunas de A como
pontos do espago projetivo PL entdo A leva esses pontos do espago em pontos projetivamente
equivalentes e 7 é um automorfismo do espaco.

Em outras palavras, o que o problema 1.16 est4 perguntando é se uma matriz A dada
é p.e. a matriz de um grafo. E claro que, se A é a matriz de um grafo sinalizado, entdo A é p.e.
a matriz de um grafo. Mais ainda, as matrizes M; e Mj4; em 1.10 também sio p.e. a matriz
de um grafo, pois sdo matrizes nao singulares e portanto podem ser transformadas, através de

combinagao linear das linhas, na identidade. Se A é uma matriz p.e. a matriz de um grafo
diremos entdo que A é grdfica.

Analogamente ao que vimos nas subsegdes anteriores é facil ver que a propriedade Il 4
= “ser uma matriz grafica” = “ser uma matriz p.e. a matriz de um grafo” é uma propriedade

hereditaria.

Uma boa caracterizagao, bastante profunda, de matrizes graficas é devida a Tutte e
encontra-se no teorema 1.1 abaixo.

Teorema 1.1 (Tutte [1959,1965]) Uma matriz € grdfica sse ndo possui submatrizes p.e. as
seguintes matrizes:

1 0000 % =
1 0 0 0 x * =

_|1 0 e B |, _ ._ |01 00 * 0 =

U2.4—[0176]1?,_[3(1)(1):8;*}&_ 0010+ +0

0 0 0 1 * #* =%

(1 0 0 000 = = 0 0]

1 000 % 00 % = 010000 % 0 * 0

v v_ |01 00 x = 0 0 = e y_ |0 01 000 % 0 0 =

MKs3)=10 0100 +0+«|ME)I=00010003% s 0

00 01 0 0 % * = 000 0100 % 0 =

L00000100*:.:_

onde a, v, 3, 6 sao numeros néo nulos, (a,v) e (f,6) sao 1.i. e * denota entradas nao nulas,
nao necessariamente iguais. |

Para outras demonstragdes do teorema 1.1 veja Seymour [1980], Truemper [1985b],
Wagner [1985] e Bixby & Cunningham [1980].

Diversos algoritmos polinomiais foram propostos para resolver o problema 1.16 (Tutte
[1960], Iri [1966], Bixby & Cunningham [1980], Fujishige [1980] e Bixby & Wagner [1988]).
Como os problemas 1.11, 1.12 e 1.13 sao N'P-dificeis entédo é claro que qualquer problema que
diga respeito a reconhecer numa matriz uma submatriz maxima (maxima no sentido de linhas
ou colunas ou ainda numero de elementos, veja figura 1.12) que seja grafica é N P-dificil.

Na préxima segao veremos como o reconhecimento de matrizes graficas pode ser 1til
em programacgao linear.
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1.3 Redes escondidas

Na tltima segao vimos alguns problemas que tratam do reconhecimento de estruturas subjacen-
tes de um grafo em uma matriz. Dentre estes problemas aquele que dedicaremos nossa atengao
sera o ultimo, i.e. o reconhecimento de (sub)matrizes graficas.

Como ja foi dito, a motivagdo para reconhecer tais estruturas subjacentes vem prin-
cipalmente de programagio linear. As motivacGes que vimos na secao 1 diziam respeito ao
reconhecimento de matrizes de grafos. Veremos agora como o reconhecimento de matrizes
graficas pode ser util em programagao linear.

Um PL

min ¢z
Az =b (1.17)
z2>0

é dito uma rede escondida® se a matriz A é grafica. Observemos que nesse caso N = wAA,
onde N é uma {0,+1}-matriz de um grafo, entdo se tivermos conhecimento explicito de A, N
e de uma solugao 7 do sistema Az = b podemos produzir o PL

min c'y
Ny =1V (1.18)
y=20

tal que y é solucao de 1.18 sse Ay é solucdo de 1.17. Em particular, como pode ser visto no
apéndice A, nao é preciso que conhegamos 7 para transformar o PL 1.17 no PL 1.18.

O problema de encontrar redes escondidas é na realidade o problema de encontrar
matrizes graficas em PLs.

A motivagio para encontrar-se redes escondidas é primordialmente computacional.
Como foi visto na secao 1 o PL 1.18 pode ser resolvido mais eficientemente que PLs mais
gerais, como o PL 1.17. Também ha motivacdo proveniente de uma certa “atragao” por proble-
mas de otimizagio em grafos, os quais sugerem que uma nova visdo (modelagem) do problema
pode ser ganha ao transformarmos problemas que, a priori, ndo parecem conter a estrutura de
um grato em problemas em grafos.

Bixby [1984] sugere os seguintes passos para encontrar redes encondidas:

1. Simplificagcao. Matrizes de PLs apresentam com freqiiéncia varidveis fixas, restrigdes
explicitas que tém o efeito de forcar implicitamente limites inferiores ou superiores em
algumas variaveis. Devido a isso algumas linhas da matriz podem ser eventualmente
descartadas.

2. Escala® Se A é uma matriz, o objetivo aqui é encontrar matrizes diagonais nao singulares
Ay, A,, tal que AyAA, tenha o maior nimero possivel de {0,+1}-linhas, as quais serdo
candidatas a serem linhas de um grafo sinalizado.

8 Hidden nelwork
9Scaling.
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3. Grafos sinalizados. Neste passo deve-se tentar encontrar a maior submatriz de um grafo
sinalizado que for possivel.

4. Rede escondida. Agora o objetivo é estender a submatriz de um grafo sinalizado do item
anterior para a maior matriz grafica que for possivel.

Referéncias sobre diversas heuristicas para os passos 1-3 e alguns resultados computa-
cionais obtidos por R. Fourer e Bixby aplicando os passo acima a 10 PLs podem ser encontrados
em Bixby [1984].

Bixby sugere os passos acima por considerar que a aplicagdo direta de técnicas para
encontrar redes escondidas (que veremos no préximo capitulo) sdo “relativamente” ineficientes
em comparagao com as técnicas utilizadas nos passos 1-3.

Seja A a L x C-matriz do PL 1.17. Se encontrarmos uma L’ x C-submatriz grafica de
A que seja “grande” poderiamos entao aplicar o principio de decomposi¢ao de Dantzig & Wolfe
ao PL. As linhas que nao fazem parte da submatriz grafica formariam o problema mestre.

Pelo que vimos na segao passada sabemos que o problema de encontrar redes escondidas
maximas é A'P-dificil. Por outro lado, é claro que qualquer algoritmo polinomial que decida
se um PL é uma rede escondida da origem a um algoritmo polinomial para encontrar redes
escondidas maximais. De fato, se dada uma L x C-matriz queremos, por exemplo, encontrar
uma L’ x C-submatriz grafica maximal basta comegarmos o processo com uma submatriz grafica,
digamos, uma simples linha, e irmos adicionando uma a uma as linhas da matriz a submatriz
e testar, em tempo polinomial, se a submatriz resultante é grafica. E claro que esse método
do tipo “forga bruta” nao deve ser muito eficiente. Na realidade a sua complexidade sera | L |
vezes pior que a complexidade do algoritmo polinomial que decide se uma matriz é grafica.
E de se esperar que um algoritmo que tire proveito da submatriz gréfica ja construida para
construir a proxima deva ter um desempenho bem melhor.

No préximo capitulo veremos um algoritmo que decide se uma matriz é grafica e no
apéndice A € ilustrado como esse algoritmo pode ser usado para converter o PL original em
um PL como em 1.18. Na realidade o algoritmo que veremos faz mais do que isso, dada uma
matriz L x C-matriz ele encontra uma L x C’-submatriz grafica maximal.



Capitulo 2

Algoritmo para reconhecimento de
matrizes graficas

O objeto central deste capitulo e apresentar um algoritmo que reconhece matrizes graficas. Na
realidade o algoritmo que veremos resolve um problema mais geral, que é apresentado a seguir:

dados : Uma L x C-matriz A.
encontrar : Uma L X R-submatriz grafica mazimal de A. (2.1)

Observemos que o algoritmo encontra uma submatriz grafica mazimal e ndo mdzima, o
que € de se esperar ja que no capitulo anterior vimos que o problema de encontrar submatrizes
graficas méximas é N P-dificil.

Este capitulo esta organizado como segue. Na secao 1 veremos uma primeira tentativa
de algoritmo para resolver o problema 2.1 bem como uma decomposicao do problema. Na secao
2 descreveremos o algoritmo de Bixby & Wagner que resolve o problema 2.1 quando A é uma
matriz sobre GF(2). Finalmente, na secao 3, mostraremos um algoritmo que testa equivaléncia
projetiva entre matrizes e a versdo final do algoritmo que resolve o problema 2.1.

[Durante todo este capitulo serd utilizada, de uma maneira muito forte, a correspondéncia entre
conjuntos l.i (resp., l.d. minimal) de colunas de uma matriz grifica e florestas (resp., circuitos) de
um grafo, correspondéncia essa que é conseqiiéncia da proposicao 1.1 (p. 5). No préximo capitulo
tornaremos explicita e estudaremos a estrutura que estd subjacente a este fato, a saber: “matrdides”.]

2.1 Algoritmo guloso

Para resolvermos o problema 2.1 é natural que pensemos em um algoritmo guloso que, a partir
de um conjunto de colunas de A que formem uma submatriz grafica, tente expandir essa sub-
matriz acrescentando uma a uma as demais colunas de A e testando se a submatriz resultante
é grafica. O algoritmo, ou pelo menos uma primeira tentativa, pode ser visto na figura 2.1.
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Algoritmo Guloso (A)
Entrada : Uma L x C-matriz A.

Saida : Uma L x R-submatriz grafica maximal de A.
inicio
1 R « “algum” subconjunto de C tal que a L x R-submatriz de A seja gréfica;
2 C — C\R;
3 para cada coluna ¢ € C faca
4 se a L x (R + c¢)-submatriz de A é gréfica
5 entaio R «— R + ¢;

% A L x R-submatriz de A é uma submatriz grafica maximal

fim

Figura 2.1: Algoritmo guloso para encontrar uma submatriz grafica maximal.

Nés falamos que o algoritmo Guloso é uma primeira tentativa pois é claro que o algo-
ritmo da figura 2.1 encontra um conjunto maximal de colunas R tal que a L x R-submatriz de

A é grafica. O que estd longe de estar claro é como executar as linhas 1 e 4 do algoritmo, mais
precisamente:

e Como encontrar um subconjunto de C cuja submatriz seja grafica para inicializarmos R?

e Como testar se uma matriz é gréfica?

Nas proximas subsegoes estaremos buscando respontas a estas perguntas.

2.1.1  Submatriz grafica inicial

Uma matriz L x C-matriz A esta na forma candnica se as suas colunas estao ordenadas de
tal maneira que A assuma a forma tabular [I | A’], onde I denota a matriz identidade e A’ o
restante da matriz A.

Todos algoritmos conhecidos para reconhecer matrizes graficas assumem que a matriz
dada estd na forma canénica. Se a matriz dada nao esta na forma canénica podemos colocé-la
nesta forma de duas maneiras diferentes:

1. acrestando a identidade a matriz dada, i.e. trabalhariamos com a matriz [I | A] ao invés
da matriz A. Muitos pacotes de programagao linear fazem isso de qualquer maneira.

2. fazendo pivotagdes (operagoes elementares nas linhas) para gerar a identidade (suponha-
mos que a matriz tem posto linha completo).
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Infelizmente, ambos os metédos podem destruir a estrutura de matrizes graficas. Entretanto
o segundo método parece ser particularmente ruim, pois uma linha pode reduzir uma matriz
que era quase que inteiramente grafica a uma matriz que é quase que inteiramente nao grafica,
como a matriz abaixo tenta ilustrar:

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 1 —1
I 1 1 1
11 -1 -1
1 11 1 1 1

E facil vermos que ao removermos a coluna 4 da matriz acima, a submatriz restante é
inteiramente grafica. Entretanto se pivotarmos a matriz em relagio ao elemento da posigao (4,4)
e tivermos R = {1,2,3,4,5,6,7} entio nenhuma das colunas entre 8-12 poderao ser incluidas
a submatriz grafica (veja teorema 1.1, p. 19).

Se A é uma L x C-matriz, convecionaremos que A := [I | A] é a L x (L U C)-matriz
mostrada na figura 2.2.

L——C—
Lll-o A
L L

Figura 2.2: Matriz A := [J

Al.
Assim, daqui por diante o problema que algoritmo Guloso estara tentando resolver nio
sera exatamente o problema 2.1, mas sim o problema

dados : Uma L x C-matriz A. )
encontrar : Uma L X R submatriz grafica mazimal de A. (2.2)

Ou seja, estaremos assumindo que a matriz de entrada para o algoritmo Guloso estd na forma
canonica.

Como ¢é claro que a matriz identidade é gréfica, entdo uma maneira natural de inici-

alizarmos o conjunto R (na linha 1 do algoritmo da figura 2.1), é inicializa-lo com o conjunto
dos indices das colunas que formam a identidade de A, i.e inicializaremos R com L.

2.1.2 Como testar se uma matriz é grafica?

Lembremos que devido ao que vimos na anterior, a safda do algoritmo Guloso devera ser uma
submatriz grafica maximal de A (= [I | A)).
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Para executarmos as linhas 3-5 do algontmo do algoritmo Guloso a idéia é tentarmos
tirar proveito da L x R-submatriz de A que j4 sabemos ser grafica. Para isso iremos empregar a
proposigao 1.1, que nos da a relagio entre colunas da matriz de um grafo e as arestas do grafo.

Da proposigdo 1.1 sabemos que se N é uma L x (L U C)-matriz do grafo dirigido
D = (V,L U C), entdo um conjunto de colunas K de N é Li. sse as arestas correspondentes as
colunas em K formam uma floresta em D, ou equivalentemente, um conjunto K de colunas N
€ l.d. minimal sse as arestas correspondentes as colunas em K formam um circuito em D.

Da discussao acima e do fato de combinagao linear de linhas e escala de colunas serem
operagdes que preservam dependéncia linear das colunas, temos que se A é uma L x C-matriz
tal que A ~ N (ie. N = 7AA, onde 7 e A sio matrizes ndo singulares e além disso A ¢
diagonal) onde N é matriz do grafo D = (V,L U C), entdo um conjunto de colunas K de A é
l.d. minimal sse as arestas correspondentes as colunas em K formam um circuito no grafo D.
Observermos que como A tem posto linha completo entdo N é a matriz restrita de um grafo
(i.e. N é a matriz de um grafo com posto linha completo).

Acabamos de ver uma condigao necessdria para que uma matriz seja grafica, a saber:

Se A é uma L x C-matriz tal que A é grafica entdo existe um grafo D =
(V,L U C) tal que um conjunto de colunas K de M é l.d. minimal sse as (2.3)
arestas correspondentes as colunas em K formam um circuito em D.

Veremos mais adiante, na secao 2.3, que a condigao 2.3 também é suficiente, ou seja,
vale o seguinte teorema:

~

Teorema 2.1 (Teorema da realizagao) Se A ¢ uma L x C-matriz entio A € grdfica sse
existir um grafo D = (V,L U C) que satisfa¢a a seguinte propriedade:

K € um conjunto de colunas l.d. minimal de A sse as arestas correspondentes
as colunas em K formam wm circuito de D.

Um grafo D nas condigdes do teorema 2.1 é dito uma realizagao! de A.

Pelo teorema da realizagio vemos que o problema de decidir se uma matriz Aé grafica
é equivalente ao problema de encontrar uma realizagio para A.

Devido ao que foi discutido na segio anterior sabemos que a matriz A (= [I | A]) est4
na forma canénica e R (linha 1 do algoritmo da figura Guloso) é inicializado com o conjunto
de indices das colunas que formam a identidade de A. Assim, no comego da execugao do
algoritmo, uma realizagio da L x R-submatriz grafica de A é qualquer floresta D = (V,R).
Para executarmos a linha 4 do algoritmo precisamos testar se pode ser acrescentada uma
aresta c (correspondente a uma coluna de A) a D de tal forma que o grafo resultante seja uma
realizagao da L x (R + c)-submatriz de A. Entretanto, logo de inicio temos um problema.
Para percebermos qual é o problema vamos aplicar o algoritmo (o que temos até o momento)

1 Realizalion.
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a seguinte matriz:

. 1 2 3 4
A=|10 11 (2.4)
0112

De inicio R = {1,2} e uma realizagdo da L x R-submatriz de A pode ser uma arvore
com 2 arestas (orientagio arbitrdria). Ao examinarmos a coluna de indice 3 vemos que essa
coluna é combinagao linear das colunas de indices 1 e 2, ou seja, as colunas de indices 1, 2 e 3
formam um conjunto de colunas l.d. minimal de A logo as arestas correspondentes is colunas de
indices 1, 2 e 3 devem formar um circuito em qualquer realizacio da matriz A. Ao examinarmos
a coluna de indice 4 vemos que ela também é combinagao linear das colunas de indices 1 e 2,
assim em qualquer realizagio de A as arestas correspondentes is colunas de indices 1, 2 e 4
devem formar um circuito. Poderiamos pensar no grafo da figura 2.3 como uma realizagio de
A, mas infelizmente as arestas 3 e 4 formam um circuito no grafo e as colunas de indices 3 e 4
nio sio colunas l.d. da matriz A. Logo o grafo da figura 2.3 nio é uma realizagio de A. Na
realidade pelo teorema 1.1 (p. 19) sabemos que a matriz A néo é grafica.

D

Figura 2.3: Tentativa de realizagao para a matriz A.

Qual foi o problema ? O problema foi que acrescentamos arestas ao grafo sem verificar
se as colunas correspondentes aos circuitos que estavam sendo criados formavam um conjunto
1.d. minimal da matriz A. Infelizmente, se tivermos que olhar para todos os circuitos que surgem
ao acrescentarmos uma aresta ao grafo D e verificarmos se as colunas de A correspondentes as
arestas do circuito sao l.d. entdo o nosso algoritmo nao serd eficiente, pois este procedimento
é certamente exponencial. O que podemos entao fazer para construirmos pouco a pouco uma
realizacio para uma submatriz de A sem que precisemos ficar nos preocupando com os eventuais
circuitos que possam vir a ser criados durante o processo? A resposta para essa pergunta nao
é ébvia, mas o fato é que se estivessemos trabalhando com o corpo GF(2) ao invés de IR
(ou qualquer outro corpo), i.e. A fosse uma matriz sobre GF(2) e estivessemos considerando
dependéncia linear sobre G F(2), néo haveria esse problema, como mostra a proposi¢ao 2.1 a
seguir.

Proposicdo 2.1 Se B ¢ uma L x C-matriz sobre GF(2) tal que B (= [I | B)) € grdfica com
realizagio G = (V,LUC) e b é um L-vetor sobre GF(2) com suporte P (P =||b||C L) tal
que as arestas de G em P formam um u; — ug-caminho, entdo |B | b] € grdfica com realizagdo
G + uyus.
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Prova: Seja N a matriz do grafo G. Como B é grafica com realizacio G entio N = 7B, onde
7 € uma matriz néo singular (A = I, pois estamos trabalhando sobre GF(2)). Para provarmos
que G + ujuy; é uma realizagio de [B | b) é suficiente provarmos que || b ||= {uj,us}, i.e.
[N | #b] é a matriz do grafo G + uju,.

Seja B e N as submatriz de B e N, respectivamente, correspondente as arestas em P
(observemos que B ¢ formada por colunas que formam a identidade de B‘) E claro que N = 7B
e as colunas de [B | b] sdo 1.d. minimal, mas as colunas da matriz [B | b} sdo 1.d. minimal sse
a soma das colunas de B é igual a b, sse a soma das colunas de 7B (= N) é igual a 7b, sse
[|7b||= {u1,uz}, pois as arestas em P formam um caminho em D. |

Antes de continuarmos convém observarmos que o grafo do enunciado da proposigao
1.1 é dirigido. Entretanto ao trabalhamos com matrizes de grafos sobre GF(2) a orientagao
das arestas do grafo torna-se irrelevante (diferentes orientagdes do mesmo grafo dao origem a
mesma matriz), estamos interessados em circuitos no grafo subjacente e nao circuitos dirigidos,
por isso usamos (G, ao invés de D, na proposi¢ao 2.1 para denotar a realizagao de uma matriz
B sobre GF(2). Assim, ao denotarmos por G a realizagdo de uma matriz isto significa que a
orientacado das arestas € arbitraria.

Uma consequéncia imediata da proposicao 2.1 é o

Coloririo 2.1 Se B ¢ uma matriz sobre GF(2) e T € uma realizagio da submatriz identidade

de B (T deve ser uma floresta) tal que P =||b|| € um caminho em T, para toda coluna b de B,
entao B € grdfica. 7]

Como usar a proposicao 2.1 e colordrio 2.1 para decidir se uma matriz A é grafica?
Parte da reposta a esta pergunta é dada na proposicao 2.2 abaixo.

Proposigao 2.2 Se A € uma L x C-malriz sobre IR tal que A € grdfica e B € a L x C-matriz
sobre GF(2) obtida a partir de A substituindo-se as entradas ndao nulas por 1, entdo B¢  grdfica.
Mais ainda, o grafo subjacente & realizagio de A € uma realizagdo de B.

Prova: Seja D uma realizagio de A, G o grafo subjacente de D e F' a floresta de G formada
pelas arestas correspondentes i identidade de A. Pelo colorario 2.1, para provarmos que B é
grafica é suficiente provarmos que, para toda coluna b de B, P =|| b|| é o conjunto de arestas
de um caminho em F.

Sejam b uma coluna qualquer de B e P =||b||. Seja ainda k o indice de b. Da definigao
de B nao é dificil vermos que as colunas de A de indices em P + k formam um conjunto de
colunas l.d. minimal, logo existe em G um circuito formado pelas arestas em P + k. O que
prova que as arestas em P sao arestas de um caminho em G. e

Uma matriz B nas condigoes da proposicao 2.2 é dita a imagem booleana de A.

E facil vermos que a reciproca da proposicao 2.2 nao é verdadeira, ja que a matriz A
em 2.4 € um contra-exemplo. Apesar de A nao ser grafica (veja teorema 1. 1), a sua imagem
booleana B é grafica e o grafo da figura 2.3 é uma realizacio de B.
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A estratégia para executarmos a linha 4 do algoritmo Guloso serd a seguinte. Suponha-
mos que [/ | A’] é uma submatriz gréfica de A. Estamos interessados em descobrir se [I | A’ | d]
é grafica, onde a é uma coluna de A que nio esta em [I | A’). Pela proposigio 2.2 sabemos
que se [I | A’ | a] é grafica entdo a sua imagem booleana [I | B | b] também é grafica. Assim,
o que faremos é, a partir de uma realizagdo de [I | B'], tentar construir uma realizagio para
[I| B | b]. Se nao conseguirmos entéo [I | A’ | a] nédo é uma submatriz grafica de A, nesse caso
descartamos a coluna a. Agora, suponha que conseguimos construir uma realizagdo, digamos
G, de [I | B' | b). Infelizmente ndo podemos concluir que [I | A’ | a] é grifica. Entretanto,
devido ao lema 2.4 que veremos na segao 2.3, temos que se [I | A’ | a] é grifica entdo o grafo
D, obtido a partir de G fixando-se uma orientagao arbitraria das arestas, é uma realizacdo de

[I]A"]a)

Assim, o problema de decidir se uma matriz A é gréfica fica decomposto em:

1. construir, se existir, uma realizagdo G = (V,L U C) para a imagem booleana B de A,
onde V =L +v;e

2. testar se o grafo dirigido D = (V,LUC), obtida a partir de G fixando-se uma orientagao
arbitraria de suas arestas, é uma realizagao de A ou equivalentemente, testar se Aé p.e.
a matriz de incidéncia do grafo D apds a remogao de uma linha.

Observemos que como A tem posto linha completo e A é p.e. & matriz do grafo D,
digamos N, entdo N tem posto linha completo. Isto quer dizer, na linguagem da segdo 1.2, que
N é a malriz restrita de um grafo.

Como veremos a dificuldade em reconhecer-se matrizes graficas estd em resolver o
problema associado ao item 1. A resolugao do item 2 é apenas um teste de equivaléncia projetiva
entre duas matrizes, nao sera usado o fato de uma das matrizes ser a matriz de incidéncia de
um grafo.

Na préxima segao descreveremos o algoritmo de Bixby & Wagner [1988] que resolve
o item 1 de uma maneira muito eficiente. E na secao 2.3 veremos como pode ser testada a
equivaléncia projetiva entre duas matrizes quaisquer.

Antes do algoritmo de Bixby & Wagner serd util que vejamos como o conceito de
conexidade em grafos pode ser estendido para conexidade em matrizes. Faremos isso na proxima
subsecao.

2.1.3 Conexidade de matrizes

A cada L x C-matriz A podemos associar o grafo bipartido H(A) com biparticao (L,C) onde
um vértice | € L esta ligado a um vértice ¢ € C sse A # 0. Diremos que uma matriz A €
conera sse o grafo H(A) for conexo. Analogamente ao que é feito no caso de grafos, diremos
que uma submatriz A de A é uma componente coneza, ou simplesmente componente, de A se
A for uma submatriz conexa maximal de A.



2.1 Algoritmo guloso - Conexidade de matrizes

Na figura 2.4 vemos o grafo H(A) onde A é matriz 2.5 abaixo.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
[ 1 -3
1 -1
-1
1 1
-1
& = -1 -1 -1
-2 1
-1
-1 -1 1
1 1 1
i -1
G C4 Ci0 ©GCs C3 Cs Cg Cr  Cn1
@)
O O

14 19 15 ll 12 17 18 110 11]

Figura 2.4: Grafo H(A) onde A é a matriz 2.5.

12

le

29

(2.5)

L

Esta definicao de conexidade nada mais é do que uma extensao do conceito de conexi-
dade em grafos, pois se D é um grafo com componentes conexas Dy, D, ..., Dy entdo as linhas,
e colunas da matriz de D podem ser ordenadas de tal maneira que ela fique com o formato da
figura 2.5, onde Ny, ..., Ny sdo as componentes da matriz do grafo de D. Assim, nao é dificil
ver que, se N é a matriz de um grafo D e N é conexa, entao D é conexo.

Uma ordenagao que deixa evidente as componentes conexas de uma matriz, como na

figura 2.5 é obtida pelo algoritmo da figura 2.6.
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Ny

N

Figura 2.5: Formato da matriz de incidéncia de um grafo desconexo.

Algoritmo SubmatrizesConexas (A)
Fntrada : Uma L x C-matriz A.

Saida : Uma decomposicao de A em componentes conexas A;, Ao, ..., Ak
Inicio
1 Construa o grafo H(A) ;
2 Encontre as componentes conexas do grafo H(A) ;
3 Sejam L, UCy, Ly U Cy, ... , Ly U Cy os vértices das componentes conexas de H(A).
4 As L; x C;-submatrizes A; sdo as componentes conexas de A
fim

Figura 2.6: Algoritmo que encontra as componentes conexas de uma matriz.
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Abaixo vemos a matriz 2.5 apds aplicarmos o algoritmo da figura 2.6.

1 4 10 6 3 5 8 7 1 9 2 12

1 1 f
=1 =} 1
=1
2 1 -3
1 -1
A= -2 1
-1
1 11
1 -1
=] -1 -1
i -1 1 1

A complexidade da linha 1 do algoritmo da figura 2.6 ¢ O(| L || C |) e a da linha 2 é
O(| v |), onde v é o nimero de entradas ndo nulas da matriz A, i.e., o nimero de arestas do

grafo H(A). Assim, a complexidade do algoritmo é O(| L || C |).

Observemos que se a entrada do algoritmo da figura 2.6 for dada em termos de uma
lista de linhas e colunas das entradas nao nulas, entdo a linha 1 pode ser executada em tempo
O(| v |) e a complexidade do algoritmo passa a ser O(] v |).

A ligagao entre matrizes conexas e matrizes graficas é dada pela seguinte proposigio:

Proposicao 2.3 Se A é uma matriz com componentes conezas Ay, Ay, ..., Ay, entdo A € grdfica
sse A; € grdfica, 1 =1, ..., k.

Prova: Se A;, A, ..., Ax sao graficas com realizagoes Dy, D,, ..., Dy, entio nao é dificil vermos
que o grafo D, cujas componentes conexas sao Dy, D,, ..., Dy é uma realizacdo de A. Recipro-
camente, se A € grafica com realizagdo D entdo, devido ao teorema da realizagao, o subgrafo
D; formado pelas arestas correspondentes as colunas de A; é uma realizagio de A;,i = 1,..., k.

Devido a proposigao acima, podemos supor durante o restante deste capitulo que a
matriz de entrada A (= [I | A]) do problema 2.1 é conexa, pois se A nao é conexa podemos
usar o algoritmo SubmatrizesConezas para encontrar as suas componentes conexas.

2.2  Algoritmo de Bixby & Wagner

O objetivo desta segao é descrever uma algoritmo eficiente para resolver o problema:

dados : Uma L x C-matriz B sobre GF(2). )
encontrar : Uma realizagao G = (V,L U C) para B (= [I | B]), se B for (2.6)
grafica.



2.2 Algoritmo de Bixby & Wagner - Definigoes 32

Lembremos que, devido & proposicio 2.3 da secio 2.1.3, estamos assumindo que B (e portanto
B) é uma matriz conexa.

Devido ao colordrio 2.1 € facil vermos que o problema 2.6 ¢ equivalente ao problema:

dados : Uma L x C-matriz B sobre GF(2).

encontrar : Uma drvore T = (V, L), tal que P =||b|| é o conjunto de (2.7)
arestas de um caminho em T, para toda coluna b de B, se B '
for gréfica.

Viérios algoritmos foram propostos para resolver o problema 2.7 (¢f. Bixby & Cun-
ningham [1980], Iri [1966], Truemper [1985a), Tutte [1960,1964]).

O algoritmo de Bixby & Wagner? [1988] que serd descrito nesta secio tem a mesma
complexidade de tempo que o algoritmo de Fujishige [1980], ambos tém complexidade de tempo
“quase” linear no nuimero de entradas nio nulas da matriz. Esta é a melhor complexidade dentre
os algoritmos conhecidos.

Os algoritmos de Fujishige e Bixby & Wagner sio baseados em um procedimento
exponencial proposto por Lofgren (veja Bixby & Wagner [1988]) e em maneiras “compactas”
de representar todas as realizacdes de uma matriz grafica. A principal diferenca entre os dois
algoritmos é que Fujishige utilizou fortemente uma estrutura de dados chamada de grafo-PQ,
baseada em drvore-PQ) (sobre arvores-PQ veja, por exemplo, Golumbic [1980: pp. 176-178)),
para representar essas realizagoes e tornar o procedimento Léfgren polinomial enquanto que
Bixby & Wagner empregaram uma técnica de decomposigao em grafos.

Antes de continuarmos precisaremos de algumas definigoes.

2.2.1 Definigoes

Se G é um grafo e C ¢ o conjunto de arestas tal que G[C] é um circuito, entdo faremos o abuso de
linguagem de também chamar C de circuito®. Faremos um abuso analogo com relagao a arvores
e seu conjunto de arestas. Deixaremos com o contexto o trabalho de desfazer a ambigtidade.

Um grafo conexo, sem lagos e com dois vértices serd chamado de um elo?.

Uma &rvore dirigida T = (V, A) é dita uma arborescéncia se o seu grafo subjacente é
uma arvore e todo vértice v € V| exceto um, é o inicio de alguma aresta (i.e., tem uma aresta
cuja ponta final é ele). O vértice que nao é inicio de alguma aresta serd chamado de raizde T e
sera denotado por raiz(T'). Sejam u e v pontas inicial e final, respectivamente, de uma aresta
de T'. Entéo u ¢ dito o pai de v e v um filho de u. Notemos que todo vértice u exceto raiz(T)
tem um nico pai, o qual serd denotado por pai(u).

20 algoritmo ¢ baseada na tese de doutorado de Wagner em 1983 sob a orientagio de Bixby.

3Algumas vezes a distingao é feita chamando-se o conjunto de arestas de cycle ou o grafo de polygon.
4Bond.
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Seja G = (V, E) um grafo conexo e T o conjunto de arestas de uma arvore geradora de
G. Para cada aresta e € E\T o grafo G[T + €] contém um tnico circuito que sera chamado de
circuito fundamental de T determinado por e. Seja M a {0,1}-matriz, cujo conjunto de indices
de colunas é E \ T e de linhas é T e o elemento da entrada (j,k) de M, mjx, é definido da
seguinte maneira:

mjk = { 1 sej€C(T,k),

0 caso contrario.

Uma tal matriz M dita uma matriz fundamental de G em relagao a T'.

Uma maneira equivalente de enunciarmos o problema 2.7 é:

dados : Uma L x C-matriz B sobre GF(2).
encontrar : Um grafo G = (V, LUC), tal que B é uma matriz fundamental (2.8)
de G.

Para toda {0,1}-matriz M, grafica ou nao, chamaremos o conjunto formado pelo su-
porte da coluna k junto com o indice k de um circuito fundamental de M e o denotaremos por

Ck.'

Seja G = (V, E) um grafo conexo, e seja {E;, E;} uma particao de E. Para k > 0,
{E1, B2} é uma k-separagdo de G se

| Ey [2 k <| By |, |V(GIE])NV(GIE)) |= k.

Paran > 0, G é dito n-conezo se ele nao possui uma k-separacao para k < n. Grafos
que possuem uma l-separagao sao ditos separdveis e grafos 2-conexos sao ditos ndo separdveis
ou blocos. E bem sabido que um grafo é 2-conexo se quaisquer duas arestas estio contidas em
um circuito.

Uma classe de paralelismo é um conjunto maximal de arestas paralelas de um grafo. A
simplificacdo de um grafo G é o grafo obtido a partir de G removendo-se os lagos e removendo-se
de cada classe de paralelismo todas arestas, exceto uma (uma representante da classe). Um
grafo é dito primo se nao for um circuito, nem um elo e sua simplificagao for 3-conexa.

Seja {Ey, E;} uma 2-separagao de um grafo G, tal que V(G[E;])) N V(G|E,]) = {u,v}.
Definamos o grafo G’ como o grafo obtido através da troca em G|[E;] das arestas incidentes a u
pelas arestas incidentes a v e vice-versa. Diremos que G’ foi obtido a partir de G por reversio

de G[FE;] ou por uma reversio em relagao a {u,v}. A operagao de reversao esta ilustrada na
figura 2.7

Dois grafos G e G’ sao ditos 2-isomorfos se G' puder ser obtido a partir de G através

de uma seqiiéncia de reversoes. E facil ver que se G e G’ sao 2-isomorfos, entao eles possuem os
mesmos circuitos. O que nao é tao facil de ver € que para grafos nao separdveis vale a reciproca:

Teorema 2.2 (Whitney) Se G ¢ G’ sdo grafos nao separdvers, entdo G € G’ sio 2-isomorfos
SS€ POSSUITET 0S MESMOS Circuilos. |

Uma prova curta para o teorema 2.2 pode ser encontrada em Wagner [1985).
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Figura 2.7: G’ foi obtido a partir de G pela reversio de G[Ey], onde E; = {a,b,¢,d, e}.
2.2.2 Esbocgo do algoritmo

Sejam B’ uma L x C’-submatriz de B, tal que B’ = [I | B'] é gréfica com realizagio G =
(V,LUC') e b uma coluna de B que nao esta em B’. Um passo chave do algoritmo que veremos
é a construcio de uma realizagao para [I | B’ | b] a partir de G|, se [I | B' | b] for gréfica.

A proposic¢ao 2.1 nos da uma dica de como a construgdo acima pode ser feita. Se
P =||b|| é o conjunto de arestas de um caminho em algum grafo 2-isormorfo a G, digamos G’,
entao o grafo obtido a partir de G’ ligando-se as pontas u; e u; do caminho P por uma aresta
é uma realizacio de [I | B’ | b]. Mais ainda, se G for nao separavel, entao nao ¢ dificil vermos
que, pelo teorema de Whitney, vale a reciproca, i.e., [I | B’ | b] é gréfica sse P for o conjunto de
aresta de um caminho em algum grafo 2-isomorfo a G. Um caminho em algum grafo 2-isomorfo
a G é dito um hipocaminho de G.

Assim, pelo que foi exposto acima, parece ser conveniente que em cada passo do algo-
ritmo a realizagdo da submatriz gréfica de B seja nao separavel. Por outro lado, néo é muito
dificil vermos que se M é uma matriz conexa com realizagdo G, entao G é nao separdvel. Isso
motivou a seguinte definicao. Seja M uma L x C — {0, 1}-matriz, uma ordenagao k; < ... < ki¢|
de C é dita fortemente coneza se a matriz My, , formada pelas colunas de indice k;, ..., k; de M,
é conexa para todo 7. Se M é uma matriz conexa, entdo nao é dificil obtermos uma ordenagao
fortemente conexa de C. O algoritmo da SubmatrizesConezas (p. 30) pode computar uma
tal ordenagao enquanto constrdi as componentes conexas de uma matriz; mais precisamente,
busca em largura no grafo H(M) (definido na secdo 2.1.3) nos fornece essa ordenagao.

Se a entrada do problema 2.6 for uma L x C-matriz B e uma ordenagao fortemente
conexa de C entdao ao examinarmos uma a uma as colunas de B, em ordem, tentanto expandir
a submatriz gréfica [I | B'] de B, teremos que a cada instante a realizagio de [I | B'] serd néo
separavel, a menos, eventualmente, de algumas arestas correspondentes as colunas da identidade
de B. Mas, isso nao estraga os nossos planos do algoritmo ter uma realizagio conexa a cada
instante, pois qualquer aresta [ que corresponde a alguma coluna da identidade de B s6 necessita
fazer parte da realizagao de [I | B'] se existir uma coluna b’ em B’ tal quel € ||¥'||. Isto significa
que podemos fazer com que a realizagao, que vai sendo construida pelo algoritmo, seja sempre
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nao separavel.

O teorema abaixo resume o que foi discutido até agora e pode ser facilmente provado
a partir do teorema de Whitney.

Teorema 2.3 (Lofgren) Se B ¢ uma submatriz coneza de B com realizagdo G = (V,E) e b €
uma coluna de B que ndo estd em B, entdo [B | b] € grdficasse P =||b|| N E € um hipocaminho

de G. &

Baseado no teorema 2.3, Lofgren sugeriu o algoritmo da figura 2.8 para resolver o
problema 2.6.

Algoritmo Loéfgren (B)

Entrada  : Uma L x C-matriz B e uma ordenagao fortemente conexa k; < ... < ki¢gj de C.
Observemos que é importante que a submatriz de B, que esta sendo processada
a cada instante, seja conexa (veja os teoremas de Whitney e Lofgren), dai a
ordem das colunas de B.

Saida : Uma realizacio G para uma submatriz grafica maximal de B.
inicio

2 E « Ck,;

3 Seja G = (V, E) um circuito;

% Diferentemente do que ocorreu até agora, aqui a ordem em que as colunas de B sao
% processadas é fundamental.

4 parat=2,..,|C | faca
inicio
5 P« Ck' NnE
6 se P é um hipocaminho de G
entao inicio
7 Seja G' um grafo 2-isomorfo a G, onde P é um caminho.
8 Seja G” o grafo obtido, a partir de G’ unindo-se as pontas
u; e uy de P por um caminho, cujas arestas sao Cy, \ P;
9 R — R+ k;;
10 G — G";
fim
fim
11 Seja B’ a L x R-submatriz de B;

% G é uma realizagio de B' = [I | B'].
fim

Figura 2.8: Algoritmo de Lofgren.

A implementacao da idéia de Lofgren requer um método polinomial para:
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Gy

Figura 2.9: Uma t-decomposigao.

1. decidir se um conjunto de arestas P de G é um hipocaminho de G (linha 6 do
algoritmo) e

ii. obter o grafo G’ 2-isomorfo a G (linha 7 do algoritmo).

Uma idéia natural é representar G' de alguma maneira que todos os grafos 2-isomorfos a
G fiquem aparentes. Para essa representagao Bixby & Wagner empregaram uma decomposigao
do grafo G' chamada de t-decomposigao.

O restante desta se¢do serd usada para descrever um exemplo de decomposigao e ilustrar
pictoricamente como ela pode ser usada para implementar a idéia de Lofgren.

Mais tarde faremos uma definigdo precisa de uma ¢-decomposigao. Por enquanto uma
t-decomposigao ¢ simplesmente uma arborescéncia cujos vértices sao grafos. E assumido que
cada grafo é um elo, um circuito ou primo. Dois vértices da arborescéncia, que sao grafos, sao
adjacentes se eles tém uma aresta em comum, a qual é chamada de um marcador. Um exemplo
de t-decomposigao pode ser visto na figura 2.9. Uma aresta entre dois grafos indica que ha um
marcador comum a ambos. A raiz da decomposigao é G;. Os marcadores sao representados
por arestas tracejadas orientadas.

Nés associaremos com cada t-decomposigao um grafo soma obtido pela identificagao
e posterior remogao dos marcadores comuns. O grafo soma da t-decomposigao da figura 2.9 é
mostrado na figura 2.10. A orientagao dos marcadores especifica a maneira como eles devem ser
identificados. Observemos que as pontas dos marcadores correspondem aos vértices do grafo
soma sobre os quais podem ser feitas reversdes.

Seja G o grafo da figura 2.10 e P = {a,b,c¢,d,¢, f,g}. Cada aresta em P pertence a
um grafo da ¢-decomposi¢ao T da figura 2.9. Consideremos a decomposicao T’ da figura 2.11.
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n

Figura 2.10: O grafo soma da t-decomposigao da figura 2.9

Figura 2.11: t-decomposicao alterada.



2.2 Algoritmo de Bixby & Wagner - O problema do hipocaminho 38

Figura 2.12: O grafo soma da t-decomposicao da figura 2.11
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Figura 2.13: t-decomposigao atualizada.

A t-decomposicao T foi obtida a partir de D através de: “reorientagio” de GG; em
relagdo a G (i.e., pela reorientacado do marcador em G que é comum a GG e G5, isto corresponde
a uma reversao no grafo soma G); “reordenacao” das arestas do circuito Gs; e reorientagdo de
Gg em relacdo a Gg. O resultado final é que P é um caminho no grafo soma G’ de T", o qual
¢ mostrado na figura 2.12. O grafo G' é claramente 2-isomorfo a G, logo P é um hipocaminho
de G. O algoritmo HipoCaminho cuidara das operagbes de reorientagio e reordenagao.

Seja h uma aresta que nao estd em G’. Acrescentaremos h a G' de tal maneira que h
forme um circuito com as arestas de P. Uma nova t-decomposicao deve ser construida para o
novo grafo. Essa nova {-decomposicao é mostrada na figura 2.13. Ela foi obtida fazendo-se a
“soma” dos grafos G;, Gy, G3, Gs' de T'. O algoritmo Atualiza se encarregard da construgao
de uma nova t-decomposigao.

2.2.3 O problema do hipocaminho

O problema do hipocaminho corresponde ao problema associado a linha 6 do algoritmo de
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Lofgren, i.e.,

dados : Um grafo G e um conjunto de arestas P de G.
pergunta : P é um hipocaminho de G7

E f4cil vermos que esse problema pode ser resolvido em tempo O(| P |) se G é um grafo
primo. Mais ainda, o problema pode ser resolvido em tempo constante se G' for um circuito ou
um elo. Veremos nessa secao um algoritmo que usando uma decomposigio do grafo G, onde os
membros sao elos, circuitos ou primos, resolve o problema do hipocaminho.

Comecaremos descrevendo uma decomposicio de um grafo. Enquanto a descrigdo

estiver sendo feita é interessante que tenhamos em mente a ilustragao pictérica dada na secao
2.2.2.

Seja D uma colegdo finita de grafos nao separaveis, ' um grafo dirigido cujos vértices
sao os elementos de D e dois vértices (que sado grafos) sao adjacentes se possuirem alguma
aresta em comum. A colecao D é uma decomposigdo se T for uma arborescéncia e dois membros
quaisquer de D tém no méaximo uma aresta em comum. Se H,K € D e {e} = E(H) N E(K),
entdo e é dito um marcador de H e I{. Se K = pai(H), entao e é um marcador filho de K e
um marcador pai de H. O marcador pai de um membro H € D sera denotado por mp(H).

Sera assumido pelo algoritmo que o grafo raiz(D) = raiz(T) é escolhido de maneira a
possuir uma aresta nao pertencente a outro membro de D. Escolheremos uma aresta arbitraria,
digamos m, e definiremos m = mp(raiz(D)). No algoritmo sempre sera escolhida como m
a aresta correspondente a primeira coluna da matriz B, a qual assumiremos ter somente uma
entrada nao nula. Esta escolha garantira que m nunca estard em P (veja definigao do problema
do hipocaminho) e raiz(D) é sempre um elo, dado que D é uma “t-decomposicao”.

Seja e = mp(H) com pontas u; e u; em H e v; e v, em K = pai(H). Uma orientagio
de H em relagdo a K é uma bijegao [ : {uj,us} — {vi,v2}. Fixada f, H é dito orientado em
relacao a K. Reorientar H significa mudar a bijecdo f. Uma decomposicao é dita orientada se
cada membro € orientado em relagao ao seu pai.

Uma decomposigao orientada D é dita uma {-decomposicao se

i. todo membro de D tem pelo menos trés arestas e é um circuito, um elo ou primo;
ii. somente os membros de D que sao elos podem ter arestas paralelas ao seu
marcador pai, e

iii. nao existem dois circuitos (resp. elos) com marcadores em comum.

Reordenar um circuito de D significa transformar esse circuito em um circuito 2-
isomorfo a ele, i.e., “trocar a ordem” em que as arestas aparecem no circuito.

Correspondente a decomposicao acima existe um composicao. Seja D uma decom-
posicao orientada com H, K € D, I = pai(H), e e = mp(H). Sejam u, e uy as pontas de e em
H. Somar H com K corresponde a remover e de ambos os grafos e identificar u; com f(u;),
i = 1,2, onde f é uma orientagao de H em relacio a . O grafo resultante sera denotado por

S(H, K).
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Trocar, em D, os grafo H e K pelo grafo ¥(H, K) d4 origem a uma nova decomposicio
D' com um elernento a menos. Repetindo este processo mais | D | —2 vezes obteremos um grafo
que sera denotado por X(D). E imediato verificar que (D) néao depende da ordem em que os
membros de D sdao somados. O grafo (D) é dito o grafo soma de D.

A caracteristica de uma t-decomposigao que é de particular interesse aqui é a se-
guinte: suponha que reordenemos alguns circuitos e reorientemos alguns membros de uma
t-decomposicao D; como pode ser facilmente observado essas reordenagdes e reorientagdes pro-
duzirdao um decomposi¢ao D’ cujo grafo £(D’) é 2-isomorfo ao grafo ¥(D). A seguinte versio
mais refinada do teorema de Whitney, cuja prova pode ser encontrada no artigo de Bixby &

Wagner, afirma que essas operagoes siao as inicas operagoes necessarias para produzirmos todos
os grafo 2-isomorfos a ¥(D).

Teorema 2.4 (Whitney) Se G ¢ H sdo grafos 2-isomorfos e ndo separdveis e D € uma t-
decomposi¢io de G, entio a decomposi¢io D pode ser transformada, através de reordenagées e
reorintagées de alguns de seus membros, em uma decomposigao D' tal que H = £(D"). |

O teorema acima tem uma clara relevincia para o problema do hipocaminho. A
idéia é encontrar, se existir, uma seqiiéncia de reordenagdes e reorientagdes dos membros da
t-decomposi¢ao D de G, de tal forma a obter uma ¢-decomposicio D', onde P seja o conjunto de
arestas de um caminho em X(D’). Para isso serd explorada a estrutura de arborescéncia de uma

decomposigao orientada de G e serd feita uma “classificacio” dos membros da decomposicio
com relagdo a P.

Definiremos D, a t- decomposi¢do reduzida de D em relagao a P, como sendo a decom-
posi¢ao minimal contida em D que contém todos os membros de D que possuem arestas de P.
E claro que P é um hipocaminho de ¥(D) sse for um hipocaminho de E(D) Notemos que a
estrutura de arborescéncia de D induz uma estrutura de arborescéncia em D.

A seguinte classificagao é crucial para o algoritmo de Bixby & Wagner. Seja H um
grafo, m uma aresta de H e Wy C E(H)—m. Considere a seguinte classificagao de (H, Wy, m):
1. Wy 4+ m é um circuito;
Wy € um caminho e m é incidente a um vértice interno e a uma das pontas de Wy;
Wy 4+ m é um caminho e m estd em uma das extremidades do caminho;

Wy + m é um caminho e m nao esta em uma das extremidades;

Tt W N

nenhum dos casos acima ocorre.

Usando a classificagao acima definiremos Tipo(H, Wy, m) como sendo o menor 7 tal
que (H',Wg,m) satisfaz (1 ) e H' é 2-isomorfo a H; caso H = H' diremos que H é bacana. No
que veremos adiante H sera um membro de uma decornpomgao orientada e m = mp(H).

Durante o restante desta secao usaremos a seguinte notacgao. Déat- decomposu;ao
reduzida de D com relagao aP,e@ € D é fixo. Cada filho de Q@ é raiz de uma unica t-
decomposigio maximal em D. Sejam Dy, D, ..., D, essas decomposicoes e seja H; = L(D;),
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Figura 2.14: Q) e os seus filhos completos Hy, ..., H,.

1 <2<t Hy,...,H; sao ditos filhos completos de @Q, a situagdo encontra-se ilustrada na
figura 2.14. Sejam m = mp(Q) , H = %(Q, Hy,...,Hs), m; = mp(H;), Py = PN E(H) e
Wq = (PN E(Q)) U {m,...,m;}. Escreveremos T'ipo(H;) para denotar Tipo(H;, Py,,m;) e
Tipo(H) para denotar T'ipo( H, Py, m).

Suponhamos que P é um hipocaminho de G = E(ﬁ); suponhamos ainda que @ =
raiz(ﬁ), ou seja, G = H = ¥(Q, Hy,...,H;). Como P é um hipocaminho de G, entdo pelo
teorema 2.4, isto significa que existem grafos Q' e Hj, ..., H}, tais que Q' é 2-isormorfo a Q, H;
é 2-isomorfo a H] e P é um caminho em X(Q’, Hy, ..., H]). Observemos que Tipo(H;) = 2,3
significa que H{ possui necessariamente uma (unica) ponta do caminho P e Tipo(H;) = 4
significa que as duas pontas do caminho P estao em H!.

Assim, € claro que se P € um hipocaminho de G entao:

(a) ou Tipo(H;) = 2,3 para exatamente dois valores de ¢, 1 < ¢ < t;

(b) ou T'ipo(H;) = 4 para um tnico valor de z, 1 < < t.

Mais ainda, se o caso (a) acima ocorre, entdo Wy é um caminho em Q' e m; e my sdo as arestas
nas extremidades do caminho, como ilustra a figura 2.15. Se o caso (b) ocorre entdo Wg é um
circuito em Q' (em () também), como ilustra a figura 2.16.

As condigbes acima sao condigdes necessarias para que P seja um hipocaminho de G.
Devido ao teorema 2.4 nao € dificil vermos que essas condigoes também sao condicoes suficientes.
Assim, para decidirmos se P é um hipocaminho de G precisamos somente “olhar” para o grafo
e conhecermos os valores de T'ipo(H,), ..., Ttpo( Hy). Isto reduz o problema do hipocaminho ao
problema de calcular o T'zpo dos filhos completos de membros de uma t-decomposi¢io. Veremos
a seguir, de uma maneira informal e bastante pictdrica, como isso pode ser feito.

Se @Q é folha da arborescéncia da {-decomposigio D, entao Tipo(H) (= Tipo(Q)) pode
ser calculado facilmente (em tempo O(| Py |)). No caso em que @ nao é folha veremos como
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m = mp(Q') = mp(D)

Figura 2.15: Q' e os seus filhos completos Hj, ..., H,. Os vértices u; e up sdo as pontas de P.

Figura 2.16: Q' e os seus filhos completos Hj, ..., H{. Os vértices u; e u, sao as pontas de P.
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m = mp(Q) 1 m = mp(Q)
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Figura 2.17: @ é um circuito e Tipo(H;) = 1,1 < i <t. O vértice u é uma ponta de P.

Tipo(H) pode ser calculado a partir de @ e do conhecimento de Tipo(H,), ..., Tipo( H;). Vamos
supor que ) é um circuito (no caso em que ) é um elo ou primo o raciocinio é semelhante).

E claro que se Tipo(H) = 5, entdo P nao é um hipocaminho de G. Para que Tipo(H)
seja menor que 5 € necessario que:

(a) ou Tipo(H;) =1,1<:1< ¢
(b) ou Tipo(H;) = 2,3 para no maximo dois valoresde 7, 1 <7 < t;

(c) ou T'ipo(H;) = 4 para no maximo um valorde 7,1 <1i < t.

Analisaremos, a seguir, cada um dos casos acima.
caso (a): Tipo(H;)=1,1<1i<t;

Podemos reordenar ) de maneira a tornar Wy um caminho com m adjacente a uma das
extremidades. Neste caso se Wg +m = E(Q) entao Tipo(H) = 1, caso contrario, Tipo(H) = 3.
A situagao esta ilustrada na figura 2.17.

caso (b): Tipo(H;) = 2,3 para no maximo dois valores de i, 1 <1 < t;
Estudaremos os dois subcasos possiveis separadamente:
caso (b.1): Tipo(H;) = 2,3 e Tipo(H;) = 1,1 # j,1 <1 < t;

Podemos reordenar () de tal maneira a tornar Wy um caminho com m; em uma das
extremidades e m adjacente a outra extremidade. Suponhamos que Wo + m = E(Q), nesse
caso se T'ipo(H;) = 2 (resp. 3), entdo podemos reorientar H;, se necessario, de tal forma que
Tipo(H) = 2 (resp. 3). A situacdo encontra-se ilustrada na figura 2.18. No caso em que
Wq + m # E(Q), entao podemos reorientar H;, se necessario, de tal forma que Tipo(H) = 3
(independentemente de Tipo(H;) = 2 ou 3). A situagao estd ilustrado na figura 2.19.

caso (b.2): Tipo(H;) = 2,3, Tipo(Hy) = 2,3 e Tipo(H;) = 1,1 # j,k, 1 <1 < t;
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Qm:~

‘ Tipo(H) = 3‘ ‘ Tipo(H ‘

Flgura 2.18: @ é um circuito, Wo +m = E(Q), Tipo(H;) = 3 e Tipo(H;) = 1,1 # j. O vértice
u é uma ponta de P.

\ m = mp(Q) { \ m = mp(Q

L mi,p
.o
Tipo(H) =3

Figura 2.19: Q é um circuito, Tipo(H;) = 2,3 e Tipo(H;) = 1,1 # j. O vértice u é uma ponta
de P.
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Figura 2.20: @ é um circuito, Wo + m = E(Q), Tipo(H;) = 2 = Tipo(H) e Tipo(H;) = 1,
t # j,k. Os vértices u; e u, seriam as pontas de P.

Podemos reordenar () de maneira a tornar Wg — m; um caminho com m) em uma
das extremidades, m adjacente a outra extremidade e m; adjacente a m. Nesse caso, se m; for
adjacente a m; (ou equivalentemente, Wo + m = E(Q)) e Tipo(H;) = Tipo(H\) = 2, entdo
Tipo(H) = 5. A situacéo esta ilustrada na figura 2.20. Caso contrério, podemos reorientar H;
e Hj, se necessario, de tal forma que Tipo(H) = 4. A situagao esta ilustrada na figura 2.21.

caso (c): Tipo(H;) =4 e Tipo(H;)=1,1+# 7,1 <1 <H;

Neste caso, se Wo + m # E(Q) entdo Tipo(H) = 5, caso contrario, Tipo(H) = 4. A
situagao esta ilustrada na figura 2.22.

Pelo que acabamos de ver percebe-se facilmente que, durante o calculo do Tipo dos
filhos completos de cada membro de uma t-decomposicao D, é possivel reordenarmos e reorien-
tarmos os membros da t-decomposi¢ao D de tal forma a obtermos ao final uma t-decomposigao

D', onde todos os filhos completos de raiz(D') sio bacanas. Est4 idéia encontra-se expressa no
algoritmo CalculaTipo da figura 2.23.

~

Com o conhecimento de raiz(D) e do Tipo de cada um de seus filhos completos,
obtidos através do algoritmo CalculaT'ipo, é facil decidirmos se P é um hipocaminho de %(D).
O algoritmo HipoCaminho da figura 2.24 mostra como isto pode ser feito.
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Figura 2.21: @ ¢ um circuito, Tipo(H;) = 2,3 Tipo(Hy) = 2,3 Tipo(H;) # Tipo(Hy) e
Tipo(H;) =1, 1 # j, k. Os vértices u; e uy sio as pontas de P.

m = mp(Q)
---0

Figura 2.22: @) é um circuito, Tipo(H;) = 4 e Tipo(H;) = 1, i # j. Os vértices uy e us sio as
pontas de P.
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Algoritmo CalculaTipo (D, P, )

Entrada  : Uma t-decomposicio reduzida D correspondente a uma t-decomposigao D e a
um conjunto néo vazio P C E(E(D)); a partigdo 7 = (7o, ..., 7,) de D, onde
K € 7,0 < j < s, se o dnico caminho de K até a raiz(D) na arborescéncia
de D tem j arestas. Serd assumido que s > 1.

Saida : A conclusio que P nao é um hipocaminho de (D), ou uma (nova) t-
decomposicio D obtida a partir de reorientagbes e reordenagbes de alguns
dos membros da t-decomposicio D da entrada, de tal forma que cada filho
completo H; da raiz da nova decomposicao D seja bacana.

inicio
1 para cada H € =, faca
inicio
% H é um circuito, um elo ou primo.
2 se H é um circuito
3 entdao reordene H, se necessario, para transformd-lo em um circuito
bacana;
4 se Tipo(H) =5
5 entdao P nao é um hipocaminho de Z(D);
fim
6 para j=s—1,...,1fg§g
7 para cada @ € 7; faca
inicio
8 Sejam H,, ..., H; os filhos completos de Q.
9 se mais de dois Hy; nao sao do Tipo 1
10 entao P nao é um hipocaminho de E(D);
11 se ) é um circuito
12 entao reordene as arestas de ) como indicado nos
casos (a), (b) e (c);
13 Reoriente, se possivel, Hy, ..., H; com relagiao a @) de tal forma a
transformar H = ¥(Q, H,, ..., H;) em um grafo bacana.
14 se Tipo(H)=05
15 entio P nao é um hipocaminho de X(D);
16 fim
fim

Figura 2.23: Algoritmo que determina o tipo dos filhos completos de raiz(D).
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Algoritmo HipoCaminho (D, P)

Entrada  : Uma t-decomposigio reduzida D e um conjunto P C E(Z(D)).

Saida : Uma (nova) t-decomposigao D, tal que P é um caminho de £(D) e $(D) é
2-isomorfo ao grafo soma da t-decomposicio da entrada, ou a conclusao que P
nao € um hipocaminho de (D).

inicio
1 Calcule a t-decomposicao reduzida D em relacio a P.
2 se D tem mais do que um elemento
entdo inicio
3 Calcule a partigao 7, entrada do algoritmo CalculaTipo.
CalculaTipo (D, P, ).
fim
Q «— raiz(D);

Sejam H,, ..., H; o conjunto de filhos completos de Q;
se mais de dois Hy, ndo sao do Tipo 1
entdo P nao é um hipocaminho de £(D);
se () € um circuito
10 entao Reordene () de tal maneira que Wy seja um caminho onde
os marcadores associados a filhos completos, cujo tipo é
diferente de 1, estejam nas extremidades do caminho;

o0~ O O

11 se € possivel encontrar uma reorientagao dos filhos completos de @
de maneira que P seja um caminho de ¥(Q, Hy, ..., Hy)
12 entdo P é um hipocaminho de (D)
13 senao P nao é um hipocaminho de £(D);
15 fim
fim

Figura 2.24: Algoritmo que decide se um conjunto P C E(¥X(D)) é um hipocaminho de (D).
Em caso afirmativo o algoritmo obtém uma nova t-decomposigao D onde P é um caminho de

(D).
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2.2.4 Atualizagao da t-decomposigao

Consideremos uma t-decomposi¢io D, um caminho P de $(D) e a t-decomposicio reduzida D
de D em relagdo a P. Seja C um conjunto, tal que C N E(X(D)) = P e C\ P é diferente de
vazio. O objetivo desta segao é mostrar como pode ser construida uma i-decomposigao D* para
o grafo obtido a partir de £(D), ligando-se as pontas de P por um caminho, cujo conjunto de
arestas é C'\ P. Isto corresponde a executar a linha 8 do algoritmo de Léfgren (pg. 35).

A idéia para construir D* € intuitivamente simples. Primeiro selecionaremos grafos
K1, K; € D que contenham as pontas de P. Se K; = K,, entao D* nao serd muito diferente
de D. Quando K # K, serao feitas modificagbes um pouco mais complicadas em D. Seja R o
unico caminho em D entre K; e K,. Primeiro os circuitos em R serdo “lapidados” e depois as
arestas de C'\ P serdo acrescentadas de maneira apropriada para que o grafo L(R) seja primo.

Faremos agora a seguinte convengédo. Para um dado vértice z de £(D) poderao haver
varios membros de D com um vértice, que é identificado ao vértice = no grafo soma, denotaremos

qualquer um desses vértices por z.

Os grafos K; e K, podem ser obtidos naturalmente, basta apenas acrescentarmos
algumas linhas aos algoritmos CalculaTipo e Hipocaminho da segao 2.2.3:

Acréscimos ao algoritmo CalculaTipo

5.1 se Tipo(H)=2,3

5.2 entao se K, ainda nao foi encontrado

5.3 entio K, — H

5.4 senao Ky «— H ;

5.5 senao se T'ipo(H) =4

5.6 entao Ky, K, — H ;

15.1 se Tipo(H;) =1 para todo i e Tipo(H) = 2

15.2 entao se J{; ainda nao foi encontrado

15.3 m ]"1 — Q

15.5 senao se Tipo(H;) =1 para todo i e Tipo(H) = 4

15.6 entdo Ky, Ky, «— Q

15.7 senao se Tipo(Hy) = 2,3 para algum k, Tipo(H;) = 1,1 # k
e Tipo(H) =4

15.8 entdo Ky « o membro no unico caminho,

em D entre ) e K que seja mais proximo
de K e contenha a mesma ponta de P que esta

em @
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- Acréscimos ao algoritmo HipoCaminho

13.1 se K, ainda nao foi encontrado

13.2 _@_I_lt_ég I(l,I(Z — Q

13.3 senao se K, ainda nao foi encontrado

13.4 entdao K, «+ o membro no tinico caminho em D

entre ) e I{; que seja mais préximo de K; e tenha a
mesma ponta de P que estd em Q;

13.6 entdo se as pontas de P s@ao as pontas de mp(K;) e K; nao é um elo

13.7 entao Ky, Ky « pai(K7)

13.8 senao se as pontas de P sido as pontas de um marcador m; de
Ky, Ky é um circuito e m; é aresta de um elo G

13.9 entdo K, K, «— G

14 Seja u; € Ky e uy € K, as pontas de P em (D).

Nao ¢ dificil entendermos as linhas acima se tivermos em mente o que ja foi observado
na segao 2.2.3, i.e., T'ipo(H) = 2,3 significa que H contém uma ponta de P e Tipo(H) = 4
significa que H contém as duas pontas de P.

Suponhamos que K; # K,. Sejam wu;, uy; as pontas de P em 2(D) com vu; € K;,
t = 1,2 e R o tdnico caminho em D entre K; e K,. A linha 15.8 do algoritmo CalculaTipo e
a linha 13.4 do algoritmo HipoCaminho tém por objetivo escolher K, (observemos que K; foi
encontrado anteriormente) de maneira que nao exista membro algum em R, entre K; e K,, que
contenha u; ou uz. Observemos ainda que o fato de m = mp(raiz(D)) néo pertencer a outro
membro de D simplifica a condigao da linha 13.8 do algoritmo HipoCaminho.

Tendo em méos K, e K, estamos preparados para construir a nova t-decomposiciao D*
2 ]
mas, antes vejamos o que quisemos dizer por “lapidar” os circuitos em R.

Lapidar um circuito C' de R em relagdo a um conjunto de arestas L, | L |> 1, que
formam um caminho em C, significa trocar C em D* pelos circuitos formados por L + fe
(C\ L)+ f, onde f é um novo marcador de D* (veja figura 2.25). No caso em que | L |=1 a
lapidagao de C' em relagdo a L nao produz efeito algum.

Convém lembramos que uma ¢-decomposicao possui a estrutura subjacente de uma
arborescéncia. Ao lapidarmos um circuito os novos membros da nova {-decomposi¢ao tém uma
orientacao natural que é induzida pela arborescéncia. Todas as operagdes que faremos a seguir
tém essa mesma caracteristica, i.e., a orientagdo dos novos membros é facilmente obtida da
orientacao da atual arborescéncia. A orientagdo dos marcadores que serio criados é arbitraria.

O apéndice A mostra um pequeno exemplo de execugio do algoritmo de Bixby & Wag-
ner, esse exemplo pode ser bastante ttil para a visualizagio das operagdes feitas no algoritmo
Atualiza da figura 2.26, bem como dos algoritmos CalculaTipo e HipoCaminho.

Observemos que pode existir no maximo um indice ¢, 2 < 7 < s, tal que o grafo G;
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Figura 2.25: Lapidagao do circuito C' com relagido ao caminho L = {a,b,c}. m é o marcador

pai de C.

satisfaca a condigao da linha 14 do algoritmo Atualiza e o candidato para isso é raiz(D), onde
D ¢é a t-decomposicao reduzida em relagao a P. O objetivo da linha 15 é evitar que o grafo
Y(R) tenha arestas paralelas ao seu marcador pai, e a lapidacio dos circuitos em R atua no
sentido de que, ao final do algoritmo, o grafo G da linha 19 do algoritmo seja primo.

Através de uma leitura cuidadosa do algoritmo Atualiza nao é muito dificil nos con-
vensermos que ao final do algoritmo £(D”) é o grafo obtido a partir de (D) acrescentando-se
arestas C \ P de tal forma que C seja o conjunto de arestas de um circuito. Podemos ainda
verificar que D* é de fato uma t-decomposigdo, i.e. D* tem as seguintes propriedades:

(a) é uma decomposigao;
(b
(
(

) cada membro tem pelo menos trés arestas;
¢) nao existem circuitos (resp. elos) adjacentes;

d

nenhum membro que é um circuito ou primo tem arestas paralelas aos seu marcador
pai, e

(e) todo membro é um circuito, ou um elo ou primo.

O ponto chave para verificar-se os passos acima estd no lema que se segue.
Lema 2.1 O grafo G da linha 19 do algoritmo Atualiza € primo. |

Uma prova para o lema acima, bem como a verificagao de que D* é um t-decomposigao,
pode ser encontrada no artigo de Bixby & Wagner.

Na subsegao a seguir veremos o algoritmo de Lofgren escrito em termos do trabalho de
Bixby & Wagner.
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Algoritmo Atualiza (D, P,C, Ky, K2, uy, u3)

Entrada : Uma t-decomposi¢ao D, um caminho P de £(D) e um conjunto C tal que CNE(Z(D)) = P
e C\ P é nao vazio; membros K; e Ko de D e vértices u;,u; de Ky, Ko, respectivamente,
tal que u; e uy sd3o as pontas de P em X(D) e nao existe G # K;, K2 no inico caminho
entre K; e Ky em D que contenha u; ou wus.

Saida : Uma t-decomposi¢do D* do grafo obtido a partir de (D) ap6s a conecgdo de uy e up por
um caminho de arestas C'\ P (a ordem das arestas ¢ irrelevante).

inicio

1 D* — D,

2 se |C\P|=1

3 entdo Seja {f} =C\P

4 sendo Seja f um novo marcador. Crie um circuito, cujo conjunto de arestas é (C\ P)+ f

(a ordem das arestas é irrelevante) e acrescente a D* esse circuito.

5 se ](1 = ]{2

6 entao se K; nao é um circuito

7 entdo Ligue u; e uy com a aresta f

8 sendo se uj e up sao adjacentes % K; é um circuito

9 entdo Seja e a aresta em K; que, é incidente a u; e ug e f' um novo marcador.

Troque e por f' em K; e acrescente o elo formado por {f’,¢, f} a D*.
10 sendao Sejam Lj, Ly os dois caminhos disjunto de u; a us em K; e fy, f novos
marcadores. Remova K de D* e acrescente os circuitos formados por
Li + fi, i=1,2 e o elo formado por {fi, f, f2}.
senao inicio
11 Sejam R = (K; = G1,a1,Gy,...,a541,Gs41 = K3) o inico caminho entre K; e Ky e
{mi} = E(Gl) n E(G,’+]),i = 1: <oy 8
12 para 7 =2,..,s faca
13 se G; é primo e m;_, m; sdo arestas paralelas ou G; é um elo com pelo menos 4
arestas e pai(G;) ¢ R
14 entdo Seja f' um novo marcador. Sejam G’; o grafo obtido a partir de G; ap6s
a remogao de m;_, e m; e a adigdo de f’ (com as mesmas pontas); e
B o elo formado por {m;_y, f', m;}.
Troque G; em R por B e remova G; de D* e acrescente G'; e B.
15 senao se G; for um circuito
16 entdao Sejam L; e L, as duas componentes de G; — {m;_1,m;};
Lapide o circuito G; com relagao a L, e o circuito resultante
(que contém L) com relagdo a Lj.
17 se K;,i=1,2, é um circuito
18 entdo Sejam L;, L, os caminhos entre as pontas do marcador pai de K; e u;.
Lapide K; com relagdo a L e o circuito resultante com relagao a L.
19 Seja G o grafo £(R) com as pontas u; e uy ligadas pela aresta f.
% G é um grafo primo !
20 Remova de D* os membros de R e acrescente o grafo G.
fim
fim
Figura 2.26: Algoritlmo que acrescenta um caminho ao grafo (D) e atualiza a sua

{-decomposigao.
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2.2.5 Algoritmo principal e estrutura de dados

Comegaremos esta segdo descrevendo, na figura 2.27, o algoritmo de Bixby & Wagner, que
tornou o procedimento de Lofgren polinomial através da manipulagio e manutengio de uma
t-decomposigao D. Durante a execugao do algoritmo, £(D) é realizagio de uma submatriz
grifica de B. O algoritmo de ambos se utiliza dos algoritmos HipoCaminho (p. 48) e Atualiza
(p. 52).

A estrutura de dados proposta por Bixby & Wagner é elementar. Os membros da
t-decomposigao possuem uma estrutura de arborescéncia subjacente. Assim, é necessirio que
cada membro H da t-decomposigao tenha um apontador para o membro paz(H) Esses aponta-
dores, entre outras coisas, serdo utilizados no cdlculo da t-decomposicio reduzida D em relagio
a P (lmha 1 do algoritmo HipoCaminho).

O algoritmo Hipocaminho e CalculaTipo requerem uma estrutura de dados simples.
De fato, para testarmos se P é um hipocaminho de $(D) nio precisamos muito mais do que:

(a) a designagdo de cada membro de D (se ele é um elo, um circuito ou primo);
(b) o marcador pai de cada membro;

(c) para cada membro H de D, diferente de raiz(D), estd associado um marcador filho
de pai(H). Precisaremos de apontadores de H para esse marcador filho e vice-versa.

O algoritmo Atualiza necessita de uma estrutura de dados que permita que a operacao
de soma entre os membro de D seja feita rapidamente. Lembremos que, pela definicio de
decomposigao, D € um conjunto de grafos. Quando somamos alguns membros de D, diga-
mos (1, ..., G, 0 que estamos fazendo no fundo é trocar esses elementos em D pelo elemento
{G1,...,Gi}. Isso sugere que a estrutura de dados para a t-decomposicio, além de ser uma
arborescéncia, permita que a uniao (disjunta) dos seus membros possa ser feita de maneira
eficiente. O mesmo ocorre com os vértices dos membros de D, pois estes eventualmente preci-
sam ser identificados quando somamos dois membros. Assim, os membros de D bem como os
vértices de seus membros devem ser armazenados de tal forma que a unido disjunta de conjuntos
seja feita rapidamente.

Bixby & Wagner provaram que o limite computacional do algoritmo Grafo vem da
atualizagao das t-decomposigdes e nao do problema do hipocaminho. Mais ainda, ambos prova-
ram que a complexidade do algoritmo Grafo é a mesma complexidade do algoritmo utilizado
para a de uniao disjunta de conjuntos .

A estrutura de dados mais eficiente para o problema da unizo disjunta de conjuntos
que € conhecida é a unidao disjunia de conjunio com compressio de caminhos que pode ser
encontrada, por exemplo, em Terada [1982: pp. 76-87] e Horowitz & Sahni [1984: pp. 70-79]).

[A estrutura para unido disjunta de conjuntos consiste em dados dois elementos distintos z e y:

cria(z) : cria o conjunto {z} de nome z. E assumido que z nio pertence a outro conjunto;

nome(x) : encontra o nome do conjunto contendo z e
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Algoritmo Grafo (B)

Entrada  : Uma L x C-matriz B e uma ordenagao k; < ... < kic| fortemente conexa de C.
E assumido que a coluna k; de B tem apenas uma entrada nao nula (uma tal
coluna pode ser sempre acrescentada a B sem afetar o fato de uma submatriz
ser grafica ou nao).

Saida : Uma realizagdo G para uma submatriz gréfica maximal de B (= [I | B)).

inicio

1 Seja G um elo com duas arestas;
% G é uma realizacio para a submatriz de B formada pela coluna k; de B
% e por uma coluna da identidade de B.

2 Seja mp(G) a aresta de G correspondente a coluna k; de B;

3 D — {G};
% Notemos que neste ponto D é uma decomposicao, mas nio uma t-decomposigio
% pois G tem apenas 2 arestas. Este serd o tinico momento em que isto ocorre.

% A ordem em que as colunas sido processadas é importante.

4 parat = 2,...,| C | faca
inicio
5 P« Ci, N E(X(D));
6 HipoCaminho(D, P);
7 se P é um hipocaminho de (D)
entdo inicio
8 Atualiza(D, P, Cy,, K1, K2, uy, u);

% Observemos que K, Ky,u;,u, (entradas do algoritmo

% Atualiza), foram obtidos pelo algoritmo HipoCaminho.
9 D « D*; % D* é saida do algoritmo Atualiza.
fim
fim

10 G «— X(D);
% G é uma realizagio para uma submatriz grafica maximal de B.

fim

Figura 2.27: Algoritmo de Bixby & Wagner.
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uniao(z,y) : faz a unido dos conjuntos contendo z e y.

Os conjuntos sdo armazenados como arborescéncias onde a raiz contém o nome do conjunto e cada
vértice contém o nome de um elemento. Executar nome(z) significa percorrer a arborescéncia desde
o vértice contendo z até a raiz “comprimindo” esse caminho de tal forma que cada vértice nele passe
a apontar diretamente para a raiz. A operagio unido(z,y) corresponde a executar nome(z) depois

nome(y) e criar uma aresta que aponte da raiz da arborescéncia menos profunda até a raiz da mais
profunda.

Suponhamos que o algoritmo Grafo utilize a estrutura acima para armazenar os membros
de D e os vértices dos membros de D. Assim, se e é uma aresta que indica que H é o membro ao qual
ela pertence e que as suas pontas sdo u e v, entdo o nome corrente do membro ao qual e pertence é
nome(H ) e de suas pontas é nome(u) e nome(v). ]

Teorema 2.5 (Tarjan) A unido disjunta de conjuntos com compressio de caminhos tem com-
plezidade de tempo O(ma(m,n)), onde m € o nimero de operagies: cria, nome e uniao; e n
€ o numero de elementos do conjunto. |

A fungdo a(m,n) que aparece no teorema de Tarjan ¢ definida em termos da funcio
de Ackerman A(7,j) como a(m,n) = min{i > 1 | A(i, [m/n|) > log,n}, m > n > 1, (|z] =
max{z | ¢ < z}). A fungdo a(m,n) é uma fungiio que cresce muito lentamente, para propésitos
préticos ela nunca é maior que 4 (A(4,1) = f(17), onde f(1) = 2 e f(k) = 2/¢=1) para k > 2.
Portanto, f(4) = 265536),

Assumindo que a matriz B é dada através de uma lista de entradas nio nulas por
coluna e utilizando a estrutura de dados acima, principalmente o teorema de Tarjan, Bixby &
Wagner provaram o teorema 2.6 a seguir, onde v denota o nimero de entradas nao nulas da
matriz B.

Teorema 2.6 (Bixby & Wagner) Dado uma L x C — {0,1}-matriz com v entradas nédo
nulas, o algoritmo Grafo tem complezidade de tempo O(va(v,| L |)) e complezidade de espago

O(v). |

A anilise completa do algoritmo, explicagoes de como se usar a estrutura de dados,
bem como a prova do teorema 2.6 encontra-se no artigo de Bixby & Wagner.

2.3 Teste de equivaléncia projetiva

Lembremos que na segao 2.1 o problema associado & execugio da linha 4 do algoritmo Guloso

(p. 23), i.e., o problema de decidir se uma matriz A (= [I'| A]) é gréfica, foi decomposto em
dois subproblemas, a saber:

1. construir, se existir, uma realizagago G = (V, L U C) para a imagem booleana B de /i,
onde V=L+ve
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2. testarseo grafo D = (V,LUC) (obtido a partir de G fixando-se uma orientagéo arbitraria
das arestas) é uma realizagio de A, ou equivalentemente, se A é p.e. & matriz de incidéncia
de D apds a remogao de uma linha.

O problema do item 1 foi resolvido na segao 2.2. O que faremos nessa segao é resolver o
problema do item 2. Na sec¢do 2.2 a orientagio das aresta de G era irrelevante, agora é chegado
o momento de olharmos para uma orientagao arbitraria de G .

O problema de decidir se duas matrizes (graficas ou nao) sao p.e. é bem conhecido e,
como veremos, a sua solu¢ao nao levard em conta se uma das matrizes é grafica.

O método que veremos para testar equivaléncia projetiva entre duas matrizes baseia-
se no lema 2.2 a seguir, que afirma, que equivaléncia projetiva entre duas matrizes na forma
canonica pode ser verificada de maneira muito simples.

Lema 2.2 Se X e Y sio L x C-matrizes tal que X ~ Y, entio ezistem matrizes diagonais
ndo singulares Ay e A, tal que X = A Y A,.

Prova: Se X ~ Y entao por defini¢ao existem matrizes nao singulares 7 e A tal que A é
diagonal e X = 7V A. Como X e Y estdo na forma canénica entio X = [I | X] e Y =[I | Y.
Segue que existe uma submatriz apropriada A’ de A tal que 7A’ = I, o que implica que 7 é
diagonal. |

Sejam A uma L x C-matriz sobre IR, B a imagem booleana da matriz A e G = (V, LuC)
uma realizagio da matriz B obtida pelo algoritmo Grafo (p. 55),onde V = L+v. Chamaremos
de D = (V,LUC) o grafo obtido a partir de G apds fixarmos uma orientagao arbitraria de suas
arestas e N a sua matriz de incidéncia.

O lema 2.2 sugere que para verificarmos se A ~ N, onde N é a matriz obtida a partir
de N apés a remocio da linha correspondente ao vértice v € V, primeiro transformemos N
em uma matriz na forma canénica. Entretanto, uma tal transformacdo requer um esforco
computacional muito grande (O(| L |* | C |)). Assim, trabalharemos diretamente com o grafo
D, para construirmos uma matriz M = [I | M] ~ N.

Observemos que como A é conexa entao pela proposigao 1.1 (p. 5) N tem posto linha
completo.

Definiremos a L x C-matriz M como segue. Seja T' = (V, L) o subgrafo de D induzidos
pelas arestas de L (as arestas em L corresponde as colunas da identidade de B) Pela pro-
posigao 1.1, T' é uma arvore geradora de D. Para cada aresta ¢ € C temos que T + ¢ possui um
unico circuito, o circuito fundamental de T determinado por c. Seja T. o conjunto de arestas
na arvore que fazem parte do circuito. Consideremos a orientagao do circuito T, + ¢ que tem o
mesmo sentido da aresta ¢ e definamos

+1 sel € T, tem o mesmo sentido da orientagao do circuito;
myc =14 —1 sel € T, tem o sentido contrario ao da orientagdo do circuito; (2.9)
0 sel¢T..
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A matriz M é dita matriz fundamental de D com relagio a T'°.

Abaixo vemos a matriz M = [I | M], onde M é a matriz fundamental do grafo D da
figura 2.28 em relagdo a arvore T = {1,2,3}.

1 +1
1 -1 -1
1 +1
1 D
O— 9}
1 2 5
¥ 4
3

Figura 2.28: T'= {1,2,3} é uma arvore geradora de D.

Verifiquemos que M é de fato p.e. a N. Seja P a V x L-matriz de incidéncia de
T=(V,L)e P a matriz P apos a remocao da linha correspondente ao vértice v. Pela proposigao
1.1 P é ndo singular. Podemos verificar facilmente que PM = N. Assim, PM = N e portanto
M = P-'N, o que prova que M é p.e. a N.

A matriz M pode ser contruida em tempo O(| L || € |), na realidade se armazenarmos
M na forma de lista de suas entradas nao nulas entio M pode ser construida em tempo O(| v |),
onde » é o numero de entradas nao nulas de A.

Tendo em maos a matriz M, que é p.e. a N, resta agora apenas testarmos se A ~ M.

Consideremos o grafo H(A) com bipartigio (L,C) onde um vértice [ € L é adjacente
a um vértice ¢ € C sse A;. # 0. Para cada aresta e = lc € V(H(A)) seja a. e m, os valores
de A e M, respectivamente. Como veremos, testar equivaléncia projetiva entre as matrizes

A e M & equivalente a descobrir se existe um L U C-vetor w tal que pgacp, = me, para toda
aresta e € E(H(A)), e = zy.

Um algoritmo que testa equivaléncia projetiva entre duas matrizes na forma canénica

¢ exibido na figura 2.29.

E facil vermos que a complexidade do algoritmo T'estaPE ¢ O(| L || C |).

M também é dita uma network matriz (veja TLIP, p.276)
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Algoritmo TestaPE (A, M)

FEntrada  : Duas L x C-matriz conexas A e M.
Saida : A conclusido de que A ¢ M ou um L U C-vetor  tal que pga.pu, = m., para
toda aresta e € E(H(A)), e = zy.
inicio
1 Construa o grafo H(A) com bipartigao (L, C) onde um vértice | € L é

adjacente a um vértice ¢ € C' sse A, # 0.
Para cada aresta e = lc € V(H(A)) seja a. e m, os valores de A;. e M,
respectivamente.
2 Construa uma arvore geradora T' de H(A) de raiz r.
% H(A) possui uma arvore geradora pois A é conexa.

% As linhas 4-8 abaixo podem ser executadas simultaneamente & construcio
% da arvore T'.

3 s — 1;
4 gercorr’a a arvore T' de vértice pai para vértice filho definindo
o vetor 1 da seguinte maneira, onde z = pai(y) e e = zy:
5 : fy = Me/(pzae);
6 se para cada aresta e € E(H(A)), e = 2y temos que pzacpun, = m.
7 entio A ~ M
8 senao A ¢ M

Figura 2.29: Algoritmo que testa equivaléncia projetiva entre duas matrizes na forma canénica.
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Observemos que como A é uma matriz conexa entéo H(A) é um grafo conexo (veja
segao 2.1.3) e como algoritmo T'esta P E percorre uma 4rvore geradora de H(A) entéo os valores
de p, estardo bem definidos para todo = € LUC. Observemos ainda que se A ~ M entéo, pelo
lema 2.2, A e M tém exatamente as mesmas entradas nao nulas.

Teorema 2.7 Dadas duas L x C-matrizes, A e M, o algoritmo TestaPE decide corretamente
se A é projetivamente equivalente a M.

Prova: Suponhamos que o algoritmo T'estaPE conclua que A ~ M. Assim, devido & linha 6
do algoritmo, é ficil verificarmos que M = 7 AA, onde 7 é uma L x L-matriz diagonal tal que
7y = m e A éuma LUC x LU C-matriz diagonal tal que Ay = p;*, paral € L e Ace = o,
para ¢ € C. Portanto, a conclusdo do algoritmo é correta.

Suponhamos agora que o algoritmo TestaPE conclua que Ao M. Se essa conclusio
é falsa, entdo pelo lema 2.2 existe um L U C-vetor 7, tal que para toda aresta e € 'HgA), e =lc,
Maen. = m.. Agorasejar a raiz da arvore T construida na linha 2 do algoritmo. E claro que
podemos assumir, sem perda de generalidade, que 7, = 1. Mas, nao é dificil vermos que, isto
implica que 7 = p, que é a contradigao que estavamos procurando. |

Devido a prova do teorema 2.7 é ficil vermos que o vetor p calculado pelo algoritmo
TestaPE é tnico a menos de multiplicagdo por escalar.

Um algoritmo muito semelhante ao algoritmo TestaPE pode ser usado para trans-
formar uma matriz A em uma {0, £1}-matriz, ou determinar que uma tal transformacao nao
é possivel. Um tal algoritmo poderia ser empregado para detectarmos mais rdapidamente que
uma matriz ndo é grafica. Entretanto, isso néo eliminaria a necessidade do algoritmo Grafo,
j4 que nem toda {0, +1}-matriz é grafica (veja teorema 1.1, p. 19).

Na proposicao 2.4 vemos a prova de que se A é uma matriz grafica entdo D, a matriz
obtida a partir de uma orientagao arbitrdria das arestas do grafo G saida do algoritmo Grafo,
é uma realizacao de A.

Proposicao 2.4 Se A € uma L x C-matriz tal que A € grdfica, B ¢ a imagem booleana de A,
G ¢ uma realizagio para B € D € uma grafo obtido a partir de G fizando-se uma orientagdo
arbitrdria de sua arestas, entdo D € uma realizagdo de A.

Prova: Como A é grafica entdo pelo teorema da realizagao (p. 25) existe um grafo D' =
(V,L U C) realizagao de A. Seja G' o grafo subjacente a D'. Para provarmos a proposicao €
suficiente provarmos que G e G’ tém exatamente os mesmos circuitos, i.e. G e G’ sdo grafos
2-isomorfos. .

Seja M uma L x C-matriz construida a partir de D' como definido em 2.9 e seja T'
a arvore de G’ correspondente as colunas da identidade de M. Pela definicio de M é claro
que para cada coluna m de M temos que || m || é o conjunto de arestas de um caminho em
T'. Como, pelo lema 2.2, M e B tém exatamente as mesmas entradas nao nulas entao para
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cada coluna b de B temos que ||b|| é um caminho em T”. Assim, pelo colordrio 2.1, G’ é uma
realizacio de B e portanto G’ e G sio grafos 2-isomorfos. |

Antes de encerrarmos este capitulo resta ainda provarmos o teorema da realizacio (p.
25). Mas antes, provaremos o lema 2.3, a seguir, que sera nos auxiliard a provar o teorema da
realizacao.

Lema 2.3 Se A é uma L x C-matriz, A’ é uma L' x C'-submatriz de A, D = (V,LUC) € uma
realizagdo de A e D' é o grafo obtido a partir de D apds a remogao das arestas em C'\ C' e
contragdo das arestas em L\ L', entio D' é uma realizagio de A'.

Prova: Precisamos provar que um subconjunto K’ de colunas de A’ é 1.d. minimal sse K’ é o
conjunto de arestas de um circuito em D’. Denotaremos por A; (resp., A!) a coluna de indice
¢ da matriz A (resp., A’).

Se {A;l, , A}, } é um conjunto 1.d. minimal de colunas de A’ sse existem ay, ..., a; € IR
tal que Yt o AL = 0. Seja P =||a1 Ak, + ... + a4 Ay, || (€ L\ I'). E facil ver que o conjunto
das colunas de A de indices em P U {ky,...,k;} é l.d. minimal e portanto P U {ki,...,k,} é

o conjunto de arestas de um circuito em D, donde {ki,...,k;} é o conjunto de arestas de um
circuito em D’.

Reciprocamente, {kj,...,k} é o conjunto de arestas de um circuito em D’ sse existe
um conjunto de arestas P (C L\ L) de D tal que P U {k,...,k;} é o conjunto de arestas de
um circuito em D. Assim, existem oy, ...,y € IR tal que i, a; Ay, + Yiep aiAr, = 0. Néo é
dificil verificar que 3¢_; a; A}, = 0 e que Aj , ..., A}, é um conjunto l.d. minimal. |

O lema 2.3 mostra que se uma matriz A possul uma realizacao entao toda submatriz
de A possui uma realizagao, o que era de se esperar se assumissemos o teorema da realizagio
como verdadeiro, j& que submatrizes de matrizes graficas sao graficas.

Para provarmos o teorema da realizagao restava apenas provarmos a suficiéncia da
condigao 2.3 (p. 25), isso € feito através do lema 2.4 a seguir.

Lema 2.4 Se A € wma L x C-matriz e D = (V,LUC) € uma realizagio de A, entio A ¢
grdfica.

Prova: E claro que podemos assumir que A é conexa. Seja M uma L X C-matriz construida a
partir de D como definido em 2.9. Considere a aplicagao do algoritmo T'estaPE(A, M). Existe
uma 4r vore T de H(A) e um LUC-vetor p tal que jacp. = me, para toda aresta e = lc € E(T).
Se A & M entdo existe uma aresta e = lc ¢ E(T), tal que pacp. # m.. Portanto existe um
circuito @ do grafo H(A) tal que pacp. # m. para exatamente uma aresta e = lc € E(Q).
Seja L' o subconjunto de linhas e C’ o subconjunto de colunas correspondentes aos vértices de
Q. Se A’ é a L x C-matriz definida por aj, := paycpc, para l € L e ¢ € C, entdo os conjuntos
L' e C' determinam submatrizes A de A’ e M; de M que tém exatamente duas entradas nao
nulas em cada linha e coluna e que sdo identicas a menos de uma tnica entrada nao nula. Seja
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a e B o valor dessa entrada em A} e M, respectivamente. Para niimeros a e b, a # 0, temos
que determinante de A} é aa + b e determinante de M; é Ba + b. Por outro lado, é claro que D
€ uma realizagio de A’ e portanto o grafo D; resultante de D apés a remocao das arestas C'\ C’
e contragio das arestas L\ L' é uma realizagio de A} e de M;. Como A} tem exatamente duas
entradas nédo nulas por coluna entéo nao é dificil ver que todos os circuitos fundamentais de D;
sao triangulos e que as arestas da arvore T} = D, [L] formam a estrela de um vértice, portanto
D, é um grafo roda. Como D, é uma realizagio de fi'l e de ]\?1 entdo o determinante de A} e

M, sao ambos igual a zero, mas isso é possivel sse a = ue € a contradicdo que estavamos
9 b
procurando. ) |

Na figura 2.30 vemos o algoritmo Guloso, na sua forma final, utilizando-se dos algorvit—
mos Grafo e TestaPE.

E claro que em cada execucio dos algoritmos Grafo e TestaPE (linhas 6 e 10 do
algoritmo, respectivamente) informagoes sobre a submatriz que ja sabemos ser grafica pode
ser mantida (a t-decomposi¢ao construida pelo algoritmo Grafo e o vetor i calculado pelo
algoritmo T'estaP E) de tal forma a simplificar a préxima iteragao. Assim, o trabalho total feito
pelos algoritmos Grafo e TestaPE, em uma execucgio do algoritmo Guloso, tém complexidade
de tempo “quase” linear no nimero de entradas nio nulas da matriz A e o(l LI C)

respectivamente. Logo, a complexidade do algoritmo Guloso é O(| L || C' |)

No apéndice A é mostrada a execugio do algoritmo Guloso tendo como entrada a
matriz de restrigbes de um PL que é uma rede escondida, bem como a conversio desse PL a um
PL onde a matriz de retrigoes é a matriz restrita de um grafo (matriz de um grafo com posto
linha completo), como j4 foi mencionado na segio 1.3.
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Algoritmo Guloso (A)
Entrada : Uma L x C-matriz A.

Saida : Uma realizagio D para uma L x R-submatriz grafica maximal de A.
inicio

1 Seja B a imagem booleana de A.

2 Consideremos uma ordenacio k; < ... < kic| fortemente conexa de C.

% Uma tal ordenagio pode ser obtida utilizando-se um variagao do algoritmo
% SubmatrizesConezas (p. 30).

3 C' 0
7% A ordem em que as colunas sdo processadas é importante.
4 parai=1,..,|C | faca
5 Seja B" a L x (C' + k;)-submatriz de B.
6 Grafo(B'); % execugio do algoritmo Gra fo;
7 se o algoritmo Grafo decidiu que B’ é gréfica
entao inicio
8 Seja D' a realizagao de B contruida pelo algoritmo Grafo apés
fixarmos uma orientacao arbitraria das arestas.
9 Seja M a matriz construida a partir de D’ como descrito em
2.9 (p. 56) e A’ a L x (C' + k;)-submatriz de A.
10 TestaPE(A', M); % execugio do algoritmo TestaPE
13 se o algoritmo T'estaPFE decidiu que A’ ~ M
entdo inicio
14 C'—C'+k;
15 D « D
16 fim
fim
fim ;

16 R« LUC

% A L x R-submatriz de A é uma submatriz grafica maximal com realizagao D.
fim

Figura 2.30: Algoritmo guloso para encontrar uma submatriz grafica maximal.



Capitulo 3

Matroides e o reconhecimento de
matrizes graficas

Como pudemos observar pelos capitulos anteriores, grafos e matrizes (de incidéncia, de grafos
ou gréficas) se comportam de maneira muito semelhante. Isto pode ser notado, por exemplo,
através da proposicao 1.1 que afirma que um conjunto K de colunas da matriz de incidéncia

de um grafo G € L.i. (resp., l.d. minimal) sse as arestas de G correspondentes as colunas em K
formam uma floresta (resp., um circuito) em G.

Isso sugere que existe, subjacente a grafos e os seus circuitos e matrizes e os seus con-
juntos de colunas l.d. minimal, uma estrutura abstrata comum a ambos. Este fato foi primeiro
trazido a tona por Whitney [1935] em seu trabalho antolégico “On the abstract properties of
linear dependence”. A esta abstragao de grafos e matrizes Whitney deu o nome de matrdide.

Neste capitulo estudaremos um pouco dessa estrutura combinatdria que sio os matréi-
des e qual é o papel dessa teoria no reconhecimento de matrizes graficas. Como veremos, muito
do que fizemos nos capitulos anteriores pode ser escrito de uma maneira mais simples em termos
de matréides, de fato muito do que vimos até agora foi originalmente escrito usando a linguagem
de teoria dos matrdides. Defini¢oes equivalentes de matréides bem como alguns exemplos
encontram-se na secao 1. Alguns conceitos como isormorfismo, soma direta, conexidade e
dualidade de matréides serdo mostrados na segao 2. Na secio 3 veremos como matrdides se
relacionam com os algoritmos vitos no capitulo 2. Finalmente, na segdo 4, serao descritos alguns
resultados em matréides sobre um problema mais geral do que o reconhecimento de matrizes
graficas, a saber, o reconhecimento de matréides “gréficos”.

3.1 Matroéides: definicao e exemplos

Como veremos matréides sao uma abstragao de: matrizes e a dependéncia linear entre suas
colunas; e de grafos e os seus circuitos. Podemos definir um matréide de véarias maneiras
diferentes, muitas das quais foram descritas por Whitney em seu trabalho original, dentre essas
varias maneiras veremos somente as que mais nos interessario. A primeira dessas, inclusive
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na nomenclatura, tem sua origem do ponto de vista de teoria dos grafos. Sem mais delongas
vamos aos matroides.

Um matréide M é um conjunto finito E e uma colecido C de subconjuntos de E que
satisfazem as propriedades (C1) e (C2) abaixo:

(C1) se C, € C e C, C Cy, entao C; € C;

(C2) se C;,C; sao membros distintos de C e e € C; N Cy, entdo existe C3 € C tal que C5 C
(C] U Cz) — €.

Diremos que M = (E,C) é um matréide sobre E.

Exemplos de matréides:

Matréide grdfico: Se E é o conjunto de arestas de um grafo G e C € o conjunto de circuitos
de G entdo o par (£,C) é um matréide, chamado de matrdide grdfico de G, o qual sera

denotado por M(G).

Matroide Linear: Se V é um espago vetorial sobre um corpo F', E é um conjunto finito de
vetores de V e os membros de C sdo os subconjuntos de vetores de E que sao l.d. minimais
sobre F', entdo o par (E,C) é um matrdide. No que veremos, E serd tipicamente o conjunto
de colunas de uma matriz sobre IR ou GF(2).

Os membros do conjunto C sao ditos os circuitosde M (analogia com grafos). Conside-
remos um conjunto C € C. Se C = {e;} diremos que ¢; é um lago matréide M. Se C = {e1, 5},
diremos que €; € e; sao elementos em paralelo (analogia com grafos).

Motivados pela analogia com dlgebra linear (principalmente independéncia linear) é
natural que definamos um matréide M como sendo um conjunto finito £ e uma colegao 7 de
subconjuntos de E (chamados de conjuntos independentes) que satisfacam (I1)—(I3) a seguir:

(I1) 0 €T (i.e. T#0);
(12) se I] € Te ]2 Q 11, entao ]2 € I,

(I3) se I,I, sao membrosde T e | I |=| I, | +1, entdo existe e € I \ I, tal que I, + e € .

Um subconjunto de F que nao estda em Z é dito dependente (analogia com espagos
vetoriais).

Ambas as defini¢des de matréides que acabamos de ver sdo equivalentes. De fato, se C é
o conjunto de circuitos de um matréide M sobre E entaoZ = {I C E | ndo existe C € C,C C I}
¢é o conjunto dos independentes de M. Reciprocamente, se Z é o conjunto de independentes de
um matréide M sobre E e C é o conjunto dos dependentes minimais de M, entdo C € o conjunto
dos circuitos de M.
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Assim, podemos definir matrdides graficos e matrdides lineares, de maneira equivalente
a que fizemos, especificando o conjunto dos independentes desses matréides da seguinte maneira:

Matréides Grdficos: Se E é o conjunto de arestas de um grafo G entdo o conjunto 7 das arestas
de G que formam florestas em G é o conjunto dos independentes do matrdide grafico de

G (M(G)).

Matréides Lineares: Se V é um espago vetorial sobre um corpo F e E é um conjunto finito
de vetores de V entdo o conjunto Z dos subconjuntos de vetores em E que sio l.i. é o
conjunto de independentes do matrdide linear sobre E.

Seguindo a analogia com espagos vetoriais faremos as seguintes definigoes.

Uma base de um matréide M é um conjunto independente maximal, a coleciao das
bases é denotado por B.

A fungédo posto de um matrdéide m sobre E é a fungio do conjunto das partes de E nos
inteiros definida por

p(A) :=max{|I||IC A Te€eI} (ACE).
Muitas vezes escreveremos simplesmente pA e pM ao invés de p(A) e p(E), respectivamente.

Vimos que o conhecimento do conjunto de independentes ou de circuitos de um matréi-
de é suficiente para defini-lo de maneira tinica. De maneira semelhante, nio é dificil verificarmos
que o conhecimento das bases ou da fun¢io posto também definem um matréide de maneira
unica. Assim, € de se esperar que também hajam axiomas que definam um matréide em termos
desses conceitos.

Aziomas de Base: Uma colegdo B de subconjuntos de um conjunto E é o conjunto das bases
de um matrdide sse B satisfaz as propriedades (B1)-(B3) a seguir:

(B1) B #0;

(B2) |B,| = |Bs|, para todo B;, B, € B;

(B3) se By, B; € Be e € By \ By, entao existe e; € B, \ B; tal que (B; —e;) + €3 € B.
Aziomas de Posto: Uma fungio p do conjunto das partes de F nos inteiros é a fungao posto de
um matréide sobre E sse valem (R1)-(R3), a seguir, para X C E, e;,¢e; € E:

(R1) p(0) =0;

(R2) p(X)<p(X +e)<p(X)+1;

(R3) se p(X 4 €1) = p(X + e2) = p(X), entdo p(X + e; + €3) = p(X).
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Outro exemplo de matrédide:

O Matroide Uniforme U,: Se E é um conjunto de cardinalidadeneZ e a colecao de todos os
subconjuntos de E de cardinalidade menor ou igual a k, entdo o par (E,T) é um matréide
sobre E, o qual é denotado por Uy, 0 matrdide uniforme de posto k. As bases, circuitos
e fungao posto de Uy, estdo listadas abaixo:

B(Uxn) ={BCE||B|=k},

CUn) ={CCE||C+1|=k+1},

|A| se|A|<k
pA _{ k se|A|>k

A colegdo dos independentes, dos circuitos e das bases de um matréide M serdo de-
notadas por I(M),C(M) e B(M), respectivamente. Quando nio houver dividas sobre qual o
matroide que estd sendo tratado escreveremos simplesmente Z,C e B ao invés de Z(M),C(M)

e B(M).

Se M = (E,X) é um matrdide, onde X = I(M),C(M),B(M) ou a funcio posto de M,

entdo diremos simplesmente que M é um matrdide sobre E. o qual denotaremos por M(E).

Em Welsh [1976] (primeira monografia e referéncia “canénica” sobre matréides) podem
ser encontradas outras definigbes equivalentes e muito mais exemplos de matrdides.

Na préxima segio veremos alguns conceitos sobre matréides que serdo empregados até
o final desta dissertacio.

3.2 Alguns conceitos em teoria dos matréides

Dois matréides M; e M, sobre E; e E,, respectivamente, sio ditos isomorfos se existe uma
bijecdo entre E; e E; que preserva independéncia (e portanto preserva circuitos, bases, posto,
etc.). Escreveremos M; ~ M, se M; e M, sao isomorfos.

Consideremos o matréide U3 sobre um conjunto E qualquer. Todo subconjunto
proprio de E ¢ independente em U, 3. Assim, se um grafo G é um circuito com trés arestas,
entao ¢ claro que M(G) ~ U, 3. Por outro lado nao existe um grafo G' tal que M(G) ~ Uy,
pois nao existe grafo com quatro arestas tal que qualquer trés arestas formam um circuito.

Um matréide M ¢é dito grdfico se existe um grafo G tal que M(G) ~ M. O grafo G é
dito uma realizagio de M. Logo U, 3 é gréfico e U, 4 nio é grafico.

Dois grafos G; = (Wi, E1) e G, = (Vo E;) sio 2-isormorfos se existe uma bijecio
entre suas arestas que preserva circuitos (estamos generalizando um pouco o conceito de 2-
isormorfismo feito na segao 2.2.1, pois aqui ndo estamos exigindo que E; = E,). E claro que
quaisquer grafos 2-isomorfos tém o mesmo matrdide (i.e. os matrdides sdo isormorfos).

Se A é uma L x C-matriz sobre um corpo F, denotaremos por M(A) o matréide sobre
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C tal que C’ C C é dependente sse as colunas de A cujos indices estio em C’ formam um
conjunto l.d. minimal como vetores de FL. E claro que M(A) é isomorfo ao matrdide linear
sobre o conjunto dos vetores formados pelas colunas de A vistos como vetores do espago F'L.

Os vetores (1,1,0),(1,0,1) e (0,1,1) séo linearmente dependentes sobre GF(2). O
matrdide linear sobre esses vetores é isormorfo ao matréide U, 3. Os mesmos vetores sao line-
armente independentes sobre IR e o matrdide linear desses vetores (sobre IR) é isomorfo ao
matréide Uz 3. Um matréide M é dito representdvel sobre um corpo F se existe uma matriz A
sobre F' tal que M ~ M(A), a matriz A é dita uma representagio de M. Por exemplo, Us 4 é
representavel sobre IR, pois U, 4 >~ M(A) onde A é a matriz abaixo:

1 011
0112
Entretanto, nao é dificil verificarmos que, U, 4 nédo é representavel sobre GF(2).

Acima dissemos que A é uma representagao de M, pois é claro que se 7 é uma matriz
nao singular, entdo M(A) ~ M(wA). A matriz 7 pode ser vista simplesmente como uma
matriz de mudanga de base dos vetores coluna de A. Assim, é claro que se M é representdvel
sobre um corpo F entdo M possui uma representagdo candénica sobre F', i.e. existe uma matriz
A = [I | A] sobre F tal que M ~ M(A). Se M é um matrdide sobre E que é representavel
sobre GF(2) podemos construir uma representagao canénica de M sobre GF(2) como segue.
Seja B = {by,...,b;} uma base qualquer de M. Para cada elemento e € E \ B o matréide
M(B + e) contém um tnico circuito Ce, o circuito fundamental de e com relagiao a B. Seja A
uma B x (E \ B) — {0,1}-matriz, onde o elemento da entrada (b,e) de A, ap., é definido da
seguinte maneira:

] 1 sebeCy
Gbe == { 0 seb¢ C.. (3:1)

A matriz A = [I| A] é uma representacio canénica de M (veja, por exemplo, Welsh [1976: pp.
165 e 166]). Observemos que a construgio da matriz A acima foi feita de maneira aniloga ao
que fizemos em 2.9 (p. 56).

Um fato interessante sobre a representabilidade de matrdides graficos encontra-se na
Proposicao a seguir.

Proposigao 3.1 Se M é um mairdide grdfico, entdo M € representdvel sobre todo corpo. M

A prova da proposi¢ao acima nao é dificil e pode ser encontrada, por exemplo, em

MTIA, p. 186.

Uma conseqiiéncia imediata da proposicao 3.1 é que o matrdide U, 4 nao é representavel
sobre todos os corpos. De fato, como ja haviamos mencionado, nao é dificil verificarmos que
U,,4 nao é representavel sobre GF(2).

Quase todos os fatos em teoria dos grafos que podem ser fomulados sem o emprego
da palavra “vértice” possuem uma formulagao andloga e natural em teoria dos matrdides. A
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idéia agora é generalizarmos para matréides os conceitos, muito uteis, de remogao e contragao
de arestas em grafos.

Se M = (E,C) é um matréide e X C E entéo o conjunto
C'={CecC|CNnX =0}

é o conjunto dos circuitos de um matrdide sobre E \ X, obtido pela remogdo do conjunto X

(ou restrigao do matréide M ao conjunto E \ X). Este matréide serd denotado por M \ X ou
por M(E\ X).

Se M = (E,C) é um matréide e X C E entao o conjunto
C'={C\X|C€CendoexisteC'eCtalqueC'#CeC'\ X CC\X}

(i.e. C' é formado pelos subconjuntos minimais de {C' \ X | C € C}) é o conjunto dos circuitos
de um matréide sobre E\ X obtido pela coniragdo do conjunto X. Este matrdide sera denotado
por M/X ou por M.(E \ X).

Os matréides M \ X e M/X generalizam para matrdides os conceitos de remogao e
contragao de arestas em um grafo, respectivamente.

A partir de M(FE) véarios novos matréides podem ser obtidos através da remogao e
contracdo de subconjuntos de E. O matréide resultante de uma seqiiéncia de remocgoes e
contragoes é dito um menor de M. Nao é dificil provarmos que a ordem em que as contragoes
e remogoes sdo feitas € irrelevante, i.e. se M(E) é um matréide e M’ é um menor de M, entdo
existem X,Y C E, X NY = 0 tais que M' = (M \ X)/Y = (M/Y)\ X (veja, por exemplo,
MTIA, p. 158)]).

Consideremos uma matriz A, representagdo do matréide M(E), e e € E. Uma repre-
sentacao para o matroide M — e, pode ser obtida a partir de A simplesmente removendo-se a
coluna correspondente ao elemento e. J& se quisermos construir uma representagao para M/e
teremos que considerar dois casos possiveis. Se e € um lago basta removermos a coluna corres-
pondente a e, caso contrdrio teremos um pouco mais de trabalho (mas nado muito). Primeiro
deveremos pivotar a matriz A com relagao a alguma entrada ndo nula da coluna correspondente
a e. Seja A’ a matriz resultante. Se [ é o indice da linha onde encontra-se a tinica entrada nao
nula de A’ correspondente a z, entao uma representagido para M/e pode ser obtida a partir de
A’ removendo-se a coluna € e a linha ! (o que estamos fazendo é olhar para os vetores coluna de
A médulo o vetor coluna correspondente a €). Nao é dificil verificarmos que as matrizes acima
sao de fato representagoes para os menores M — e e M/e.

Os menores de um matrdide preservam alguma estrutura do matrdide original, como
podemos perceber pelas duas proposicoes a seguir.

Proposigao 3.2 Se M € um matroide representdvel sobre F, entdo todo menor de M € repre-
sentdvel sobre F'.

Prova: De fato, se M’ é um menor de M entdo uma representagao para M’ pode ser obtida
a partir de uma representagao para M através de uma seqiiéncia de pivotagdes e remogoes de
linhas e colunas como foi descrito acima. |
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Proposigao 3.3 Se M € um matrdide grdfico, entdo todo menor de M é grdfico.

Prova: Seja M’ um menor de M. Como M é gréfico entdo existe um grafo G tal que M ~
M(G) e como M’ é um menor de M entdo existem conjuntos disjuntos X,Y C E tais que
M' = (M \ X)/Y. Agora, nao é dificil verificarmos que o grafo G’ obtido a partir de G
apds a contragao das arestas correspondentes aos elementos em X e a remocio das arestas
correspondentes aos elementos em Y é uma realizagio de M’ (i.e M' ~ M(G'"), a prova é

essencialmente a mesma do lema 2.3). |
O que as proposi¢oes anteriores estao nos mostrando é que as propriedades II,,, = “ser
um matréide representavel” e Il,,, = “ser um matrdide grafico” sao hereditarias. Mais ainda,

uma consequéncia imediata da proposicao 3.3 e do fato de U, 4 nado ser representavel sobre
GF(2) é que se M é um matréide que possui um menor M’ tal que M’ ~ U, 4, entao M nao é
representdvel sobre G F'(2). Tutte deu uma caracterizagao de matréides bindrios provando que
vale também a reciproca dessa afirmagao, ou seja:

Teorema 3.1 (Tutte [1965]) Um matrdide ¢ representdvel sobre GF(2) sse ndo possui Uy 4
como menor. ]

Uma prova para o teorema acima pode também ser encontrada em Welsh [1976, pp.
167-169).

Um matréide que é representavel sobre GF(2) é dito bindrio. Assim, o que Tutte
provou foi que Us 4 € essencialmente o “tinico” matrdide nao binério, ou seja, que U, 4 ¢ a tinica
obstrugdo (menor proibido) da propriedade II,,,.

Da proposigao 3.1 e do fato de U, 4 ndo ser grafico é evidente que se M é um matréide
que possui U4 como menor, entdo M nao é grafico. Infelizmente, isto ainda nio nos d4 uma
caracterizagdo de matréides graficos. Na proxima segao veremos uma caracterizacio bastante
profunda de matrdides graficos, em termos de obstrugdes, a qual é também devida a Tutte.

Podemos também criar matrdides, a partir de matréides ja existentes, que sio “maio-
res” que os matrdides originais. Uma das maneiras de fazermos isso ¢ a seguinte. Consideremos
matréides My = (E1,C1) e My = (E,,C;), {C | C € C; ou C € Cy} é o conjunto de circuitos
de um matrdide M sobre Fy U E,. Diremos que M é matréide soma direta, ou a I-soma, dos
matréide M; e M; e denotaremos essa operagio por M = My 4+, M,. A operacio de soma
direta pode ser estendida para mais de um matréide. Por exemplo, se Gy, ..., Gy sio as com-
ponentes 2-conexas de um grafo G, entao M(G) = M(G1) +1 ... +1 M(G) e se Ay, ..., Ay sio
as componentes conexas de uma matriz A (a definigao de componente conexa de uma matriz

encontra-se na segao 2.1.3), entio M(A) = M(A;) +1 ... +1 M(Ay).
Um matréide M(E) é dito conezo ou ndo separdvel se ele nio pode ser escrito como
soma direta, ou equivalentemente, nao existe uma partigio {E;, By}, Ey # 0 # E,, de E, tal

que

pEy + pEy < pM. (3.2)
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M(E'") é dito uma componente coneza (ou simplesmente componente) de M sse M(E') é conexo.
Observemos que nesse caso {E', E \ E'} satisfaz 3.2 com igualdade.

Notemos que M(G) é conexo sse G é 2-conexo e M(A) é conexo sse A é conexa.

Precisaremos ainda de mais um conceito importante antes de terminarmos esta secio,
que é o conceito de dualidade em matrdides.

Seja B o conjunto de bases de um matréide M(E). O conjunto B* = {E \ B | B € B}
é o conjunto de bases de um matréide M*(E), o matrdide dual de M. O prefixo “co”, em geral,
sera usado para dualizar um termo. Assim, um cocircuito de M é um circuito do matréide
M*, um colago de M é um lago de M*, etc. Por exemplo, C* é um cocircuito de um matréide
(G) sse as arestas de G, correspondentes aos elementos de C*, formam um corte do grafo G.

E ébvio que a relagdo entre M e M* é simétrica, ou seja

(M*)* = M.

Um matréide M ¢é dito cogrdfico sse M* é grafico. Se M ¢é gréfico e cografico, entao
M é dito planar. A nomenclatura aqui vem da analogia com planaridade em grafos. De fato,
as definigdes que acabamos de ver generalizam para matréides o conceito de planaridade em
grafos. O teorema a seguir é a versao para matréides da caracterizacio de grafos planares de
Kuratowski (veja, por exemplo, Welsh [1976: pp. 93-96]).

Teorema 3.2 (Tutte [1965]) Se M ¢é um matrdide ¢ G € um grafo, tal que M ~ M(G)
entdo M ¢€ planarsse G € planar. |

A relagao entre a representacio de um matrdide e a representaciao do seu matréide dual
¢ mostrada na proposicao 3.4.

Proposigao 3.4 Se [I | A] ¢ wma representagdo de um matréide M, entdo [I | A!] é uma
representagdo de M*. |
Uma prova da proposi¢ao acima pode ser encontrada em MTIA, pp. 186 e 187.

A tabela 3.1 pode ser til para visualisarmos em teoria dos grafos e 4lgebra linear o
que representam alguns conceitos vistos por nés em teoria dos matrdides.

Uma tabela com mais conceitos do que a tabela 3.1 pode ser encontrada em MTIA, p.

197.

3.3 Reconhecimento de matrizes graficas

No capitulo 2 vimos como o problema de reconhecer matrizes graficas (i.e., matrizes projeti-
vamente equivalentes a matrizes de grafos) pode ser resolvido. Nesta secao discutiremos este
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Como podemos imaginar certos conceitos em teoria dos matréides?

Conceito em teoria dos

Suponha que o matrdide é dado através de

matrdides um grafo | uma matriz
elemento aresta vetor coluna
lago lago vetor nulo
elementos em paralelo | arestas paralelas vetores 1.d.

circuito

conjunto independente
base

posto

remoc¢ao
contragao

dual

soma direta

circuito

floresta

floresta geradora
nimero de arestas em
uma floresta, maximal
Tremogao

contracao

dual para grafos planares,

nada para os demais
veja figura 4.1, p. 84

vetores 1.d. minimais
vetores 1.i.

base do espago coluna
posto

remocao
espaco quociente

espaco ortogonal

veja figura 4.4, p. 86

Tabela 3.1:
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problema do ponto de vista da teoria dos matréides. Como ja foi mencionado, muito do que
vimos no capitulo 2 foi originalmente escrito em termos de teoria dos matréides.

O problema de reconhecer matrizes grdficas é o problema

dados

pergunta

Uma matriz A sobre um corpo F.

A é uma matriz grifica? Ou seja, existem N matriz de um

grafo, 7 e A matrizes ndo singulares, A diagonal, tais que

N =71AA?

(3.3)

Do que vimos na se¢ao 3.2 é claro que, se A é uma matriz, 7 e A sio matrizes nio

singulares e A ¢ diagonal, entao M(A) ~ M(wAA), i.e., matrizes projetivamente equivalentes
tém o mesmo matrdide. Logo, o teorema 2.1 (p. 25) é equivalente ao seguinte teorema:

Teorema 3.3 Uma matriz A € grdfica sse o matréide M(A) € grdfico. [ |
Assim, o problema de reconhecer matrizes graficas é equivalente ao problema:

dados
pergunta

Uma matriz A sobre um corpo F.

~

O matréide M(A) é grifico? Ou seja, existe um grafo G tal

A

(3.4)
que M(A) ~ M(G)?

Ao enunciarmos o problema acima assumimos implicitamente que a matriz dada est4 na
forma canénica, nao hd nenhuma perda em generalidade com isso, pois matrizes projetivamente
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tém o mesmo matrdide. A razio para termos assumido que a matriz dada est4 na forma canénica
ficard evidente logo adiante quando enunciarmos a proposicio 3.6.

E comum que quando um matréide nao é conexo muitos problemas envolvendo esse
matréide possam ser solucionados resolvendo-se o problema em questdo para cada uma de suas
componentes conexas. Este é precisamente o caso do problema 3.4, como pode ser visto através
da proposigdo a seguir, que é conseqiiéncia imediata da proposigio 2.3 (p. 31) e do teorema 3.3.

Proposigao 3.5 Se A ¢ uma matriz com componentes conezas Ai,..., Ak, entdo A € grdfica sse

M(A;) € grdfico,1=1,...,k. B

A proposigao 2.3 estd nos dizendo que podemos assumir, sem perda de generalidade,
que a matriz de entrada A do problema 3.4 é conexa (se A nio for conexa podemos utilizar
o algoritmo SubmatrizesConezas, p. 30, para encontrar as componentes conexas de A). Ob-
servemos que ambas as hipéteses sobre a matriz de entrada (forma canénica e conexidade)

do problema 3.4 sdo exatamente as mesma hipSteses que foram assumidas pelo algoritmo que
vimos no capitulo 2.

Da proposi¢ao 2.2 (p. 27) e do teorema 3.3 segue imediatamente a seguinte pro-
posicao 3.6:

Proposicao 3.6 Se A ¢ uma matriz sobre um corpo F tal que M(/i) € grdafico e B € a imagem

A ~

booleana de A, entao M(B) ~ M(A). [

Até o final desta secédo denotaremos por B a imagem booleana da matriz A.

E importante observarmos que na proposicao 3.6 o fato de A ser uma matriz na forma
candnica ¢ fundamental, pois é claro que a matriz

11
a3 e]
€ grafica (qualquer drvore com duas arestas é uma realizagao para A) e portanto, pelo te-
orema 3.3, o matrdide M(A) é grifico. Entretanto, é evidente que M(A) # M(B). A

proposi¢ao 3.6 ainda continua verdadeira se trocarmos no enunciado a palavra “gréafico” por
“binario” (veja, por exemplo, Welsh [1976: pp. 165-167] ou a proposicio 4.2, p. 88).

Agora veremos a razao que nos levou a assumir que a matriz dada estd na forma
canonica. De maneira andloga ao que ocorreu na secao 2.1.2, a proposi¢ao 3.6 nos fornece uma
condicdo necessaria para que M (/i) seja grafico, a saber, que o matréide M (B) seja grafico.
Infelizmente néo vale a reciproca da proposigio 3.6 (qualquer representagao na forma canénica
de Uy 4 é um contra-exemplo). Entretanto, a proposicio a seguir nos fornece num certo sentido,

uma “quase” reciproca da proposicao 3.6.

Proposigao 3.7 Se A € uma matriz, M(A) € grdfico e G ¢é um grafo tal que M(B) ~ M(G),
entdo M(A) ~ M(B). |
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A prova da proposigao acima segue facilmente da proposigio 2.4 (p. 59) e do teo-
rema 3.3.

Devido as proposigoes 3.6 € 3.7 e ja que o algoritmo Grafo (p. 54) néo s6 resolve o
problema 3.4 quando o corpo F' é GF(2) como também, no caso de M (B) ser gréfico, devolve um

grafo G tal que M(B) = M(G), entéo é razodvel que pensemos em decompor o problema 3.4
nos subproblemas:

1. testar se M(B) é grafico;
2. testar se M(A) ~ M(B).

Devemos observar que precisamos testar se M(A) ~ M(B) somente quando o algoritmo
Grafo decide que M(B) é gla,ﬁco Assim, no item 2 o que estamos testando na realidade é
se M(A) ~ M(G), onde G é um grafo tal que M(B) ~ M(G). Isso faz muita diferenca,
pois, como a proposigao 3.6 permanece verdadeira quando M(A) ¢ binario, ao inves de grafico,
entdo testar se M(A) ~ M(B) é equivalente a decidir se M(A) ¢ bindrio e nao existe algoritmo
polinomial que decide se um matrdide, mesmo representdvel, é binério (cf. Seymour [1981]).

Para testarmos se M(A) ~ M(G) utilizaremos a proposicio 3.8 a seguir e alguns
resultados da secao 2.3.

Proposigao 3.8 Se X ¢ Y sdo matrizes tais que M(X)=M(G) = M(Y), entio X é proje-
tivamente equivalente a Y (X ~Y ).

Prova: Seja N a matriz construida a partir do grafo G como descrito em 2.9 (p. 56). Como
M(X) = M(G) entio X ~ N. Da mesma forma temos que Y ~ N. Portanto, como ~ é uma
relagao de equivaléncia, temos que X ~ Y. |

Pela proposigao 3.8 vemos que para testarmos se M(A) ~ M(G), basta construirmos
um matriz N a partir do grafo G, como descrito em 2.9 (é claro que N é uma representagao
canénica de M(G)) e usar o algoritmo TestaPE (p. 58) para testar se A ~ N.

Recapitularemos agora, usando a linguagem de teoria dos matréides, como o problema
de reconhecer matrizes graficas é resolvido no capitulo 2. Primeiro o algorltmo Grafo testa
se AZ[(B) é grafico. Se o algoritmo Grafo decide que M(B) nao ¢ grafico, entdo (pela pro-
posicdo 3.6) concluimos que M(A) nao é grafico e portanto (pelo teorema 3.3) A nio é gréfica.
Caso o algoritmo Grafo decida que J\J(B) é grafico, entdo o algoritmo devolve um grafo G' tal
que J\/I(B) M(G). O préximo passo é a construgao de uma representacio candnica N para
M(G) a partir do grafo G como o descrito em 2.9 e o teste de equivaléncia projetiva, feito pelo
algoritmo T'estaPE (p. 58), entre a representagao N e a matriz A. Se o algoritmo TestaPE
decide que N nio é projetivamente equivalente a A, entdo (pela proposicao 3.7) concluimos que
M (A) nio é grafico e portanto A nao é grafica. Caso contrario, como matrizes projetivamente
equivalentes tém o mesmo matréide, concluimos que AJ(A) é graﬁco, logo A é gréfica.

Resumindo: para resolver o problema 3.4 bastou sabermos testar equivaléncia projetiva
entre duas matrizes e decidir se um matréide bindrio é grafico. Como testar equivaléncia
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projetiva é facil entdo, no fundo, precisamos saber resolver o problema 3.4 somente quando o

corpo F' é GF(2).

Lembremos que o algoritmo que vimos no capitulo 2 ndo s6 decide se um matréide
representdvel M(E) é grafico como também, no caso em que M(E) nao é grafico, encontra um
conjunto £’ C E maximal tal que M(E’) é grafico. Na préxima segio veremos mais alguns
resultados sobre o problema de decidir se um matréide (ndo necessariamente representavel) é
grafico.

3.4 Reconhecimento de matréides graficos

Discutiremos nesta se¢ao a respeito de um problema um pouco mais geral que o problema 3.5,
que ¢é o problema de reconhecer matrdides grdficos, ou seja:

dados : Um matréide M(E).
pergunta  : O matréide M(E) é grafico? Ou seja, existe um grafo G tal (3.5)
que M(E) ~ M(G)?

Durante toda esta secao, M sera um matréide sobre um conjunto E.

Antes de prosseguirmos precisamos ter claro o significado de um matréide ser a entrada
do problema 3.5.

Em geral, aplicagoes praticas requerem matrdides representdveis ou graficos como mo-
delos, os quais podem ser dados através de matrizes ou grafos. Em ambos os casos testar se
um subconjunto E' C E ¢ independente em M requer no maximo | E | operagdes (polinomial

em | E |).

Mas como fazer no caso geral, quando M é um matréide qualquer? Nesses casos
assume-se que o matréide M é dado através de uma subrotina que responde a alguma pergunta
do tipo: “E’ C E é independente em M?”; “E’' C E éuma base de M?”; “E’ C E é um circuito
de M?”; etc. Uma tal subrotina é chamada de um ordculo'. Se o oraculo responde a pergunta
“E' C E ¢é independente em M?”, entdo ele é dito um ordculo de independéncia.

Todos os algoritmos que foram vistos até agora sio polinomiais, no sentido em que o
numero de operacdes é um polinémio no tamanho da entrada. Agora qual é o tamanho da
entrada quando a entrada é um matréide? Quando um matréide é dado através de um grafo
ou de uma matriz a resposta é obvia. Mas o que fazer quando o matrdide é dado atraves de um
oraculo? Em casos como esses o que € feito é medir a complexidade do algoritmo em termos
do numero de chamadas a esse oraculo.

Tudo o que vimos nos paragrafos anteriores e muito mais sobre ordculos para matréides
esta explicado de uma maneira muito clara no excelente livro MTIA, sec. 17.1.

1Um meio infalivel através do qual os deuses nos revelam os mistérios do universo.
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Algoritmos para reconhecer matréides graficos

Na se¢ao 2.2 vimos o algoritmo de Bixby & Wagner [1988] que resolve o problema 3.5 quando
M é um matrdide bindrio, ou seja, quando M é dado através de uma representagio B de M
sobre GF(2). A complexidade desse algoritmo é “quase” linear no niimero de entradas nao

nulas de B.

Bixby & Cunningham [1980] propuseram um algoritmo de complexidade O(pM( A).v)
para decidir se um matréide M(A) é gréfico, onde pM(A) ev sdo o posto (obviamente igual ao
nimero de linhas de A) e o nimero de entradas nao nulas de A, respectivamente. O algoritmo
de Bixby & Cunningham usa a mesma estratégia do algoritmo que vimos na secao 3.3, a
diferenca é que para decidir se M (B) é gréfico, e em caso afirmativo construir um grafo G tal
que M(G) ~ M(B), Bixby & Cunningham se basearam no algoritmo de Tutte [1960]. A seguir
veremos um esboco do algoritmo de Tutte, o qual é uma abstragdo do seu algoritmo de teste
de planaridade para grafos.

Ajudaré bastante se durante a descrigdo da motivagao do algoritmo tivermos em mente
que se M ~ M(QG) para algum grafo G, entéo um cocircuito Y de M corresponde a um conjunto
de arestas de corte de G. Dado um cocircuito Y de um matréide M, as pontes do cocircuito Y
sao as componentes conexas de M \ Y. No caso em que M ~ M(G) as pontes de um cocircuito
Y correspondem a componentes 2-conexas do grafo G\ Y. Uma Y -componente é um matréide
da forma M.(P UY), onde P é o conjunto de elementos de uma ponte de Y. Finalmente, os
P-segmentos de Y sio as classes de paralelismode M.(PUY')\ P, onde a classe de paralelismo
de um elemento e é o conjunto de todos os elementos que sao paralelos a e. O conceito de ponte
estd ilustrado na figura 3.1, onde M = M(G), Y = {1,2,3,4,5,6} e as pontes de M \ Y séo os
matréides graficos de G[Py],...,G[Ps]. A Y-componente M(G).(P4UY) é o matréide gréfico
do grafo da figura 3.2.

Figura 3.1: Grafo G e as pontes de M(G) \ {1,2,3,4,5,6}.

Lembremos que um matréide M é grafico sse cada uma de suas componentes conexas
o forem. Assim, podemos descrever o algoritmo de T'utle somente para o caso em que M ¢é
conexo. Se M = M(G) e Y é um cocircuito de M com apenas uma ponte, entdo é claro que Y’
é a estrela de um vértice em G. Portanto, cada elemento de M pode estar em no maximo dois
cocircuitos que sé tenham uma ponte. O préximo fato captura a idéia que esta aparente no



3.4 Reconhecimento de matréides grificos 76

(S0~

Figura 3.2: Uma Y-componente de M(G), onde G é o grafo da figura3.1e Y = {1,2,3,4,5,6}.

exemplo da figura 3.1, ou seja, em um matrdide grafico, as pontes de um cocircuito podem ser
divididas em duas classes, uma classe correspondente a cada um dos lados do corte Y em G.
Tutte formulou uma abstracao para esta propriedade introduzindo a nocio de “entrelacamento”
entre pontes. Dizemos que duas pontes P; e P, se entrelagam? se nao existe um P;-segmento
S; e um Pp-segmento Sy, tal que S; U S, =Y. E facil observarmos que, no grafo G da figura
3.1, as pontes que estao do mesmo lado com relagao ao corte Y nao se entrelagam duas a duas.
De fato, as tnicas pontes de Y que se entrelagam sdo os pares de pontes (Py, Py), (Ps, Ps) e
(P4, P;). Define-se o grafo ponte de um circuito ¥ como sendo o grafo com um vértice para
cada ponte de Y, onde dois vértices sao adjacentes sse as pontes correspondentes se entrelagam.

Como as observagoes acima sugerem o grafo ponte de um cocircuito de um matréide grafico é
bipartido.

Teorema 3.4 Se M € um matrdide e Y é um cocircuito de M, entdo M ¢é grdfico sse

. as Y-componentes de M sdo grdficas, e

it. o grafo ponte de Y ¢ bipartido. |

O teorema 3.4 foi primeiro provado por Tutte [1960] para matrdides bindrios. Um
prova para o teorema acima quando M = J\J(A) onde A é uma matriz sobre um corpo F', pode
ser encontrada em Bixby & Cunningham [1980]. Bixby [1984] provou o teorema acima quando
M é um matroide qualquer.

Inspirado pelo teorema 3.4 Tutte [1960] propés um algoritmo recursivo para resolver o
problema 3.5, quando M é um matrdide binario. O algoritmo de Tutte encontra-se na figura 3.3.
Nele ¢ utilizado o fato de que se M ¢ bindrio e B é uma representacio de M sobre GF(2), entao
o suporte de cada linha de B é um cocircuito de M (isto é imediato a partir da proposigao 3.4).

O algoritmo de Bixby & Cunningham [1980] para decidir se um matréide M(A) é
grafico consiste de uma implementagao cuidadosa do algoritmo de Tutte, especialmente na
construgao do grafo ponte de Y. Bixby & Cunningham ainda apresentaram em seu trabalho

um algoritmo diferente para construir uma realizagio G de M(/i), Nno caso em que M(/i) é
grafico.

2 Qverlap.
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Algoritmo Tutte (M)
Entrada  : Um matrdide binario M, dado através de uma de suas representagdes candnicas

B (dado M a representacio B pode ser contruida como foi descrito em 3.1).
Saida : A conclusdo se M é gréfico ou nio.

inicio
se cada coluna de B tem no maximo duas entradas nao nulas
entao M é gréfico
Escolha uma coluna de B com um 1 em trés linhas, correspondentes a
cocircuitos Y7, Y5 e Y3 de M.

> W N =

5 se Y1,Y; e Y3 tém somente uma ponte
6 entdo M nao é grifico
7 Seja Y € {Y1,Y3,Y2} um cocircuito com mais de uma ponte.
8 se o grafo ponte de Y nao é bipartido
9 entao M nao é grafico
% Aplica o algoritmo de Tutte recursivamente
% a cada Y-componente de M.
10 para cada Y-componente M’ faca
11 T'utte(M');
12 Pelo teorema 3.4 M é grafico
sse cada Y-componente de M é gréfica.
fim

Figura 3.3: Algoritmo de Tutte para decidir se um matréide bindrio é gréfico.
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Na secado 3.3 vimos que para decidir se um matréide M é grafico tivemos que resolver
o seguinte problema:

dados :  Um matréide M e um grafo G.
pergunta  : M ~ M(G)? (3.6)

Na realidade, s6 tivemos que resolver o problema 3.6 quando M era um matrdide representdvel.
O teorema de Seymour a seguir, junto com o algoritmo que ele induz, constitui a primeira

solugdo para o problema 3.6, quando M é um matréide qualquer (dado através de um oréculo
de independéncia).

Teorema 3.5 (Seymour [1981]) Se M(E) € um matrdide ¢ G = (V, E) é um grafo, entdo
M = M(G) sse

. p(M) < p(M(G)), e

1. a estrela de cada vértice de G € a unido de cocircuitos de M. E

Baseado em seu teorema, Seyrnoux propés o primeiro algoritmo polinomial, que re-
conhece matréides graficos (o matrdide é dado através de um oraculo de independéncia). O
algoritmo que Seymour propés consiste em construirmos uma representacao canénica B sobre
GF(2) para M (em 3.1 est4 descrito como construir uma tal representagio) e testarmos se M(B)
€ grafico (usando, por exemplo, um dos métodos em: Tutte [1960], Bixby & Cunningham [1980]
ou Bixby & Wagner [1988]). Se M (B) nio é grafico, entio M nao é grifico (pela proposigao
3.6). Caso contrério, devemos construir um grafo G tal que M(B) ~ M(Q) (os algoritmos que
citamos fazem isso). Se a estrela de cada vértice de G é a unido de cocircuitos de M entio M
é grafico e G' é uma realizagao para M, sendo M nao é grafico (pelo teorema 3.5).

O teorema 3.6 ¢ uma versao mais forte do teorema de Seymour obtida por Truemper

(cf. Bixby [1984]).

Teorema 3.6 (Truemper) Sejam M; e M, matrdides sobre E e G um grafo com arestas E.
Se

t. My e M, sdo conezos,

iw. My e My possuem uma base em comum, tal que M; e M, tém os mesmos circuitos
fundamentais em relagio a essa base,
wi. My = M(G) e

w. Para cada vértice v de G, a estrela de v contém um cocircuito de M,

entao M, = M,. |

O teorema de Truemper simplifica o tiltimo passo do algoritmo de Seymour. A com-
plexidade do algoritmo passa a ser O(pM.| E |) (chamadas do ordculo de independéncia). De
fato, a construgdo de uma base K de M requer O(| E |) chamadas do ordculo. Construir uma
representacio B para M a partir da base K requer mais O(pM.| E |) chamadas (O(pM) para
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cada e € E'\ K). Para determinarmos se M (B) é grifico e, em caso afirmativo, construir um
grafo G, tal que M(B) = M(G), podemos usar o algoritmo de Bixby & Wagner descrito na
secao 2.2. Finalmente, para aplicarmos o teorema de Truemper basta testarmos se a estrela de
cada vértice de G' contém um cocircuito de M. Este tltimo passo requer O(pM) chamadas do
oraculo (precisamos testar se para cada estrela X de G, E \ X nao contém uma base de M ).

Uma caracterizacao de matréides graficos em termos de menores proibidos

Na secdo 3.2 vimos que uma condigdo necessiria para que um matréide seja grafico é que ele
seja bindrio, i.e., nao tenha U, 4 como menor. Entretanto, isso nio é suficiente, pois como (pela
proposicao 3.1) M(Ks) e M(K33) sio binérios, entdo (pelo teorema 3.4) M*(K5) e M*(Ks3)
sdo bindrios. Mas devido ao teorema 3.2 é evidente que M*(K;) e M*(K33) nao sio graficos.
Mais ainda, os métroides lineares das seguintes matrizes sobre GF(2) sio obviamente binérios,
mas nenhum deles é grafico.

L0001 1000011
0100101

0101011

0011101/ Go1LoLld
0001111

O matrdide linear da primeira matriz é conhecido como matrdide de Fano e é denotado
por Fr. E claro, pelo teorema 3.4, que o matrdide linear da segunda matriz é F¥. Fy nio é
grafico, pois se existisse G, tal que F; ~ M(G), entdo G teria 4 vértices , pois F; tem posto 3.
Entretanto, qualquer grafo com 4 vértices e 7 arestas possui algum laco ou aretas paralelas, mas
] 7

F7 nao possui lagos ou elementos em paralelo. Analogamente, se F ~ M(H) isto implicaria
que H possui 5 vértices, mas como qualquer grafo com 5 vértices e 7 arestas possui um vértice
de grau no maximo 2, entio H deve possuir um corte com no maximo duas arestas. Entretanto
) p )

F; nao possui lagos nem elementos em paralelo.

7

Tutte provou que Uy 4, M*(K5), M*(K33), F7, e F; sio essencialmente os tinico matréides

nao graficos, como esta resumido no teorema abaixo.

Teorema 3.7 (Tutte [1965]) Um matrdide € grdfico sse nio possui como menor um dos se-
guintes matroides: Uy g, M*(K5), M*(Kaz), Fr, e Fy. [ |

Outras provas do teorema de Tutte podem ser encontradas em Seymour [1980a)] e
Wagner [1985].

O teorema 3.7 é o teorema 1.1 (p. 19) reescrito em termos de matréides.



Capitulo 4

Unimodularidade total e propriedades
hereditarias

Programagdo linear inteira (PLI) investiga a solugao de problemas de programacao linear onde
ha a restrigao adicional de que o vetor solucdo seja inteiro, isto é:

min czx
Az <b (4.1)

z inteiro

Nao € conhecido algoritmo polinomial para PLI. De fato, PLI é NP-completo (veja,
TLIP, sec. 18.1).

Uma matriz A sobre IR ¢é dita totalmente unimodular se o determinante de cada
submatriz de A € 0,+1, ou —1. A relevincia de total unimodularidade para PLI é evidente
tendo em vista o teorema a seguir.

Teorema 4.1 (Hoffman & Kruskal) Se A € uma matriz inteira, entdo A € totalmente uni-
modular sse o poliedro {z | z > 0; Az < b} € inteiro para todo vetor b inteiro. |

Uma prova do teorema acima pode ser encontrada em TLIP, p. 268.

O teorema de Hoffman & Kruskal est4 nos dizendo que matrizes totalmente unimodu-
lares € precisamente a classe de matrizes para as quais PLI pode ser resolvida por algoritmos
para PL quando b ¢ inteiro, ou seja, a restrigao de z ser inteiro é redundante. Assim, é claro
que se a matriz A em 4.1 é totalmente unimodular entéo esta instancia do problema pode ser
resolvida eficientemente.

Na secao 1 deste ultimo capitulo nos dedicaremos ao estudo de matrizes totalmente
unimodulares sobre o ponto de vista de teoria dos matréides. Na secdo 2 descreveremos um
algoritmo polinomial que testa total unimodularidade. Finalmente, na secio 3 discutiremos
sobre um coroldrio (observado por Bartholdi [1982]) do notavel trabalho de Yannakakis [1981],
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o qual afirma que o reconhecimento de submatrizes miximas (no sentido de linha, colunas
ou nimero de elementos) que satisfaz uma propriedade hereditéria II é AP-completo, o que
generaliza (e muito!) as provas que fizemos para algumas propriedades (matrizes de grafos, de
grafos sinalizados e graficas) na secao 1.2.

4.1 Unimodularidade total e matréides regulares

Nesta segao estudaremos algumas propriedades de matrizes totalmente unimodulares e matrdi-
des regulares bem como a relagao entre ambos.

Lembremos que uma matriz sobre IR é dita totalmente unimodular (t.u.) se o deter-
minante da cada uma de suas submatrizes é 0, +1, ou —1. Da defini¢io de unimodularidade
total segue imediatamente que se A é uma matriz t.u. entio: A é uma {0, +1}-matriz; toda
submatriz de A é t.u.; [I | A] é t.u; e A' é t.u., onde A! é a transposta de A. Mais ainda,

unimodularidade total é preservada sob as operagdes de pivotagio e multiplicacio de uma linha
ou coluna por -1.

O teorema de Hoffman & Kruskal nos fornece uma caracterizacio de matrizes total-
mente unimodulares. Existem diversas outras caracterizagoes, duas das quais sdo apresentadas
no teorema abaixo.

Teorema 4.2 Se A € uma {0,+1}-matriz, entdo sio equivalentes:
t. A € totalmente unimodular.

. cada colegdo de colunas de A pode ser particionada em dois conjuntos A; e A, tal que
a soma das colunas em A; menos a soma das colunas em Ay é um {0,+1}-vetor.
wi. a soma das entradas nio nulas de cada submatriz quadrada de A com um nimero par

de entradas ndo nulas em cada linha e coluna é divisivel por quatro. |

As caracterizagoes ii. e iii. sao devidas a Ghouila-Houri e Camion, respectivamente.
Uma prova para o teorema acima, bem como muitas outras caracterizacdes de matrizes total-
mente unimodulares podem ser encontradas em TLIP, sec. 19.2.

Matrizes de incidéncia de grafos dirigidos (e portanto matrizes de grafos) e matrizes
de incidéncia de grafos bipartidos sio exemplos de matrizes totalmente unimodulares. Isto
pode ser facilmente provado utilizando-se a caracterizagio de Ghouila-Houri. Mais exemplos
de matrizes t.u. (e aplicagdes) podem ser encontradas em TLIP, sec. 19.3.

Da definicao de unimodularidade total é evidente que a propriedade II,, = “ser uma
matriz t.u.” € hereditaria. Assim, tendo em vista o que j& ocorreu para matrizes graficas
(teorema 1.1, p. 19), é natural que fagamos a seguinte pergunta: Quais sio as obstrucdes para
T4, 7 A seguir obteremos a resposta para essa pergunta em termos de matréides “regulares”.

Um matréide M é dito regularse é representével sobre todo corpo e ele é dito totalmente
unimodular se existe uma matriz A t.u. que é uma representagio de M. A relagio entre
matréides regulares e totalmente unimodulares é dada pelo seguinte teorema:
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Teorema 4.3 (Tutte [1965]) Um matrdide € regular sse ele € totalmente unimodular. |

O teorema de Tutte estd afirmando que uma matrdide é regular sse ele possui uma
representacao t.u. . Mais ainda, ele mostra que o problema de decidir se uma {0, +1}-matriz
é t.u. é equivalente ao problema de determinar se o matréide dessa matriz é regular.

Devido a proposigao 3.2 (p. 68) que afirma que se um matréide M é representivel
entdo todo menor de M é representdvel é claro que vale a seguinte proposigio:

Proposigao 4.1 Se M € um malrdide regular, entdo todo menor de M € regular. |

Em outras palavras o que a proposigio 4.1 estd mostrando é que a propriedade I1,,,¢, =

“ser um matréide regular” é uma propriedade hereditiria. E claro que para obtermos as

obstrugoes de Il;, basta obtermos as obstruges de Il e,

Sabemos que matréides graficos sao representdveis sobre todo corpo (proposicio 3.1,
p. 67) logo todo matrdide grafico é regular. Devido as proposigdes 3.1 e 3.4 (p. 70) temos que
matréides cogrdficos também sao regulares. Os matréides regulares nao sao somente gréficos
ou cograficos como nos mostra o matrdide linear R, representado pela seguinte matriz sobre

GF(2):

(4.2)

OO O O -
DO O = O
OO = OO
O = O OO
- O O OO
_—0 O =
O = == O
_— OO

—— O O

OO = =

O matréide R;o nao é grafico nem cografico, embora seja regular (veja MTIA, pp. 299, 499 e

500).

U, 4 nao € binario e portanto este matréide é uma obstrucido ébvia da propriedade
Hmreg. Sabemos ainda que F7 e F; nao sao graficos nem cograficos (veja teorema 3.7, p.
79), entdo é claro que esses matrdides sao obstrugdes de Il,,,e,. Tutte em mais uma de suas
caracterizagoes de matréides em termos de menores proibidos provou que essas sdo as unicas
obstrugoes de Il ¢q.

Teorema 4.4 (Tutte [1965]) Um mairdide € regularsse ndo possui um dos seguintes matrdi-
des como menor: Uygy, Fy, € F. [ |

Como matrizes projetivamente equivalentes (lembremos que A; é projetivamente equi-
valente (p.e.) a A; se existem matrizes 7 ¢ A nao sigulares, A diagonal, tal que A; = 14,A)
tém o mesmo matréide entdo podemos enunciar o teorema de Tutte somente em termos de
matrizes seguinte maneira:
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Teorema 4.5 (Tutte [1959,1965]) Uma {0, 1}-matriz € regular sse ndo possui submatrizes
p.e. ds seguintes matrizes:

1 00 0 0 * =«

1 0 0 0 * * =«
N R L R R R L FE R R R
! 00 1=+ + 0 =« 0 0 01 * * =«

onde «, 7, B, 6 sao numeros ndo nulos, (a,v) e (B,8) sio l.i. e * denota entradas nio nulas,
nao necessariamente iguais. ||

O teorema de Tutte acima nos fornece um meio para provarmos que um matréide M(A)
nao é regular, basta exibirmos um menor de M(A) isomorfo a uma das obstrugoes de Il,,,.,
(isto pode ser verificado em um niimero polinomial de passos se o matréide é dado através de
um oraculo de independéncia).

Agora, como podemos provar que um matroide M(A) é regular? Esta resposta é facil
quando trocamos regular por grafico. De fato, para provarmos que um matréide M(A) é
grafico basta exibirmos um grafo G tal que M(A) ~ M(G), pois sabemos verificar em tempo
polinomial se M(A) ~ M(G) (Seymour [1981] foi o primeiro a provar que esse teste pode ser
feito em um nimero polinomial de passos, veja p. 78). Entretanto, para provarmos que M (A)
¢ regular nao podemos tentar exibir representagdes de M(A) sobre todo corpo, pois existem
infinitos. Mesmo tendo em vista a seguinte caracterizagio de matroides regulares:

Teorema 4.6 (Seymour [1979]) Uma matrdide € regularsse ele € representdvel sobre GF(2)
e GF(3). g

Ainda assim nao saberiamos como provar que M(A) é regular, pois, como ja foi dito na segao
3.3, testar se M(A) ~ M(B), onde B é um canditado a representagio de M(A) sobre GF(2),
€ equivalente a testar se M(A) é binario e nao existe algoritmo polinomial que faga este teste
(cf. Seymour [1981]).

A resposta a pergunta acima foi dada por Seymour [1980b]. Mas antes, para enten-
dermos a resposta de Seymour, precisaremos estender a operagao de 1-soma (soma direta) de
matrdides (vista na segao 3.2).

A 1-soma entre matrdides graficos pode ser visualisada pictoricamente através da figura
4.1, onde a 1-soma entre os matréides M(G;) e M(G;) é o matrdide grafico do grafo resultante
apos a identificagao de um vértice do grafo G; com um vértice do grafo (5. As figuras 4.2 e
4.3 sugerem as operagoes de 2-soma e 3-soma, respectivamente. A 2-soma entre os matrdides
M(G,) e M(G;) é o matroide que tem como realizagao o grafo obtido a partir de G} e G,
apos a identificagao e posterior remogao de uma aresta de cada grafo. A operagao de 3-soma
¢ analoga as anteriores, s6 que desta vez identificamos um tridngulo de G; a um triangulo
de G e em seguida as arestas dos triangulos sao removidas. Denotaremos por Gj 4+ G; e
M(Gy) +x M(G>) o grafo e o matrdide resultante da k-soma, k = 1, 2 e 3, entre M(G;) e
M(G,), respectivamente. E interessante observamos que a operagao de 2-soma entre grafos ja
foi empregada por nds na segao 2.2, onde era denotada por (G, G,). Observemos ainda que G,
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Figura 4.1: M(G,) +1 M(G,), soma direta entre os matréides M(G;) e M(Gy).

+9

o—]
O——O
I

Figura 4.2: M(Gy) +2 M(G>).

Figura 4.3: M(Gy) 4+, M(G>).

84
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e G podem ser obtidos a partir do grafo G, +x G2,k = 1,2 e 3, através de contragdes e remogdes
de algumas arestas. Isto significa que M(G,) e M(G;) sio menores de M(G,) +x M(G>)

[Para prosseguirmos nao necessitaremos da definigio formal de 1-,2- e 3-soma, mas sim da intui¢io do
que ela representa, principalmente no que diz respeito a matréides representiveis. De qualquer forma
abaixo encontra-se a definigao.

A definigdo de 1-,2- e 3-soma para matréides bindrios é a seguinte. Sejam M; e M, matréides
bindrios sobre E, e Ey, respectivamente. Seja M; A M, o matréide sobre EyAE; = (E; UE)\(EINE,)
cujos circuitos sdo os membros minimais nao vazios de

{C1AC; | C1AC, C EyAE,; onde C; é a unido disjunta de circuitos de M;,i = 1,2).

Agora temos trés casos de interesse a considerar:

i. Se EyNE; =0 e Ey,E; # 0, entdao My AM; (denotado também por M; +, M,) éa
1-soma (soma direta) de M; e M,.
ii. Se | By |,| B2 |> 3 e EyN E; = {e}, onde € ndo é um lago ou colaco de M; ou M,
entdo M; AM; (denotado também por M; 42 M,) é a 2-soma de M; e M,.
ili. Se | Ey |,| B2 |> 7Te EyNEy, = Z = {e, f,g}, onde: e, f e g sio distintos; Z nio
contém um cocircuito de M; ou M,; e Z é um circuito de ambos os matréides, entdo
M1 AM, (denotado também por M; +3 M; ) é a 3-soma de M; e M,.)

Agora estamos preparados para a resposta de Seymour que consiste em uma caracte-
rizagao muito profunda de matréides regulares.

Teorema 4.7 (Seymour [1980b]) Um matrdide M € regularsse vale uma das sequintes afir-
magoes:

t. M € grdfico ou cogrdfico.
1. M € isomorfo a Ryo.

wi. M € 1-,2-, ou 3-soma de dois matrdides requlares. i |

O teorema de Seymour nos fornece uma maneira para provarmos que um matréide
M(A) é regular: basta explicitarmos uma colegio {M(A4,),..., M(Ax)} de matréides (que na
realidade sdo menores de M), onde M(A;) é gréfico, cogréfico ou Ry e uma seqiiéncia de 1-,2-
e 3-somas que geram o matréides M(A). Com efeito, testar sabemos em tempo polinomial se
um matréide é grafico, cografico (veja secao 3.4) ou Rjg e calcular a 1-,2- e 3-soma entre dois
matréides bindrios. Assim, o teorema de Seymour mostrou que o problema de decidir se um
matréide M(A) é regular possui uma boa caracterizagio (i.e. estd NP N co-NP).

Observemos que nao foi feita hipétese alguma sobre o matréide M do teorema de
Seymour. Entretanto, sdo do nosso particular interesse matréides representdveis. Assim, é
importante que saibamos o que significa uma k-soma de matréides representdveis.

Quando M, e M; sao matrdides com representagdes A, e A, sobre um mesmo corpo,
entao uma representagao Ay +4 A, para M; +4 M,, k = 1,2, ou 3, pode ser obtida da maneira
como esta ilustrado nas figuras 4.4, 4.5 € 4.6. Na figura 4.5 € é o tinico elemento comum a M,
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Figura 4.4: M(A;) +1 M(A;), soma direta dos matréides M(A;) e M(A,)).

e e -
X |0 sl ¥ A0
+2 o T | Y

z [1 01 Y
01|Y

Aq As
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e M,. Na figura 4.6 {e, f,g} séo os tdnicos elementos comum a M; e M,. As submatrizes com
I’s e 0’s que estio ilustradas nas figuras podem ser facilmente obtidas através de pivotagdes.

Se A, e A, sdo matrizes t.u. entio nio é dificil verificarmos que A, +; A; é t.u., basta
usarmos, por exemplo, a caracterizagio de Ghouila-Houri de matrizes t.u. (teorema 4.2, i.).
Ou seja, unimodularidade total é invariante sob a operagao de 1-, 2- e 3-soma.

Correspondente & operacio de k-soma, k = 1,2 ou 3 existe uma k-decomposicdo. Se
M, M, e M, sio matréides tal que M = M, +, M,, entio dizemos que {M;, M} é uma k-
decomposi¢do de M.

[Se um matréide M (A) possui uma k-decomposicio entio, como nos sugere as figuras 4.4,4.5 e 4.6, a
matriz 4 pode ser transformada em uma matriz no formato de quase blocos. Isso é uma caracteristjca
de k-decomposiges que pode ser itil quando estamos resolvendo um PL cuja matriz de restri¢oes é
A, pois nos permite aplicar o principio de decomposicio de Dantiz & Wolfe [1960].]

Seja M um matrdide sobre E. Uma particio {Ey, By} de E é chamada de uma k-
separagdo de M se

| By |2 k <| E; |, pEi+pE;=pM +k—1. (4.3)

onde p é a fungdo posto de M. Se M nio possui uma k’-separagao k' < k entio M é dito
k-conezo.

Como nos sugere as figuras 4.4, 4.5 e 4.6 a cada k-decomposigao de M (A) est4 associada
uma k-separagio e vice-versa.

Observemos que a definicao de k-conexidade acima ¢ uma extensao da definicao de
conexidade feita em 3.2 (p. 69). Um matréide é conexo sse ele é 1-conexo.

Na préxima segéio veremos como o teorema de Seymour possibilitou que o problema de
decidir se uma matriz é t.u. pudesse ser resolvido em tempo polinomial.

4.2 Reconhecimento de unimodularidade total

Nesta secao estudaremos um algoritmo polinomial que decide se uma matriz é t.u.. Como vimos
na introdugéo deste capitulo a motivagao para um tal algoritmo vem de PLI.

Durante a apresentacio do algoritmo € interessante que observemos a grande seme-
lhangas entre a estratégia usada aqui € a empregada na secio 3.3 para decidir se uma matriz é
grafica.

Devido ao teorema 4.3 que afirma que uma matriz A inteira é t.u. sse M(A) é um
matréide regular, vemos que o problema de decidir se uma matriz A é t.u. ¢ equivalente ao
problema:

dados : Uma {0, +1}-matriz A sobre IR.

P

pergunta  :  M(A) é regular? (4.4)
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Estamos assumindo que a matriz dada estd na forma canénica, o que nao constitui
perda de generalidade, pois unimodularidade total é invariante sob pivotacdo. A razao para
termos assumido estd hipotese é a mesma razio que nos levou a assumi-la na segdo 3.3 e
encontra-se expressa na proposi¢ao a seguir, que constitui um primeiro passo no sentido de
reduzir o problema 4.4 ao “caso bindrio”.

Proposicéo 4.2 Se A € uma L x C-matriz sobre um corpo F tal que M(A) € bindrio e B € a

~

imagem booleana de A, entao M(B) ~ M(A).

A

Prova: E claro que L é uma base de M(A). Consideremos uma representagao candnica [I | B’]
de M(A) onde as colunas da identidade sio indexadas por L. Para provarmos a proposicao é
suficiente provarmos que B = B'.

Sejam e um elemento de M(A) que nao estd em L e b, e b, as colunas de B e B/,
respectivamente, correspondentes a e. Seja ainda C, o circuito fundamental de e com relagao
a base L. Da unicidade de C. segue imediatamente que ||b.||= C, — ¢ =|| bl |

[A proposigdo acima é uma versio mais forte da proposi¢ao 3.6 (p. 72) onde no lugar da palavra
“bindrio” encontramos “grafico”. A hipétese de que M(A) é bindrio é fundamental, como pode ser
visto através das matrizes 4.5 logo adiante.]

A prova da proposicao 4.2 nos mostra como podemos representar um matréide de
maneira unica sobre GF(2). Mais precisamente:

Teorema 4.8 (Teorema da unicidade de representagao) Se M ¢ wm matréide bindrio e
K € uma base de M, entdo eziste uma tnica representacdo canénica de M sobre GF(2), onde
os elementos de K correspondem a identidade. i

Assim, se M é um matrdide sobre LU C, L é uma base de M e B é uma L x C-matriz
sobre GF(2) tal que B representa M, entao diremos que B é a representagdo de M em relagao
a base L (observemos que a representagao é tnica contanto que fixemos a base).

O mesmo nao ocorre quando representamos um matréide sobre outros COTpOS, COMOo
pode ser observado através das seguintes matrizes sobre IR:

101 1 1011
[011—1]’ [0112} (4.5)

E fécil vermos que as duas matrizes acima tém o mesmo matréide e estio na forma candnica
com relagao a mesma base, entretanto é ébvio que elas nio sio iguais.

Até o final desta segdo denotaremos por B a imagem booleana da L x C-matriz A.

Como matréides regulares sao em particular binérios entéo a proposicio 4.2 nos fornece

-

uma condigao necesséria para que o matréide M(A) seja regular (i.e. que a matriz A seja t.u.),
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a saber, que a o matréide M(B) seja binario. Somente essa condigio néo é suficiente (qualquer
uma das matrizes em 4.5 é um contra-exemplo).

Veremos a seguir como o problema de decidir se M(A) é regular (A é t.u.) pode ser

A

reduzido ao problema de decidir se M(B) é regular.

Redugao ao caso bindrio

Suponha que soubessemos testar se um matréide binario é regular. Nesse caso, para resolvermos
o problema 4.4, bastaria que tivessemos um algoritmo que testasse se M(A) ~ M(B). Todavia,
devido ao teorema da representagao tinica, esse teste seria equivalente a testarmos se o matréide
M (A) € bindrio e como ja foi mencionado na secéo 3.3, esse problema ¢ intrinsicamente expo-

A

nencial (cf. Seymour [1981]). Por outro lado, sé precisamos testar se M(A) ~ M(B) quando

soubermos a priori que M(B) é regular. Veremos como esse fato aliado ao teorema 4.3 (p. 82)

e ao teorema de Camion a seguir, nos proporcionarao um meio de contornarmos esse entrave
exponencial.

Uma sinalizagdo de uma {0, £1}-matriz corresponde a trocarmos alguns 1’s dessa ma-
triz por -1’s.

Teorema 4.9 (Camion) Se B uma L x C — {0,1}-matriz que possui uma sinalizagdo, tal que
a matriz resultante € t.u., entdo essa sinalizagdo € tnica, a menos de multiplicacdo de linhas e
colunas de B por -1.

A prova que veremos do teorema de Camion encontra-se em TLIP, pp. 296 e 297.
Ela descreve, implicitamente, um algoritmo polinomial que encontra uma sinalizagao para uma
{0, £1}-matriz B de tal forma que a matriz resultante é t.u. sse existe uma sinalizacdo que
transforma B em uma matriz t.u..

Prova do teorema 4.9: Seja H(B) o grafo bipartido com biparticio (L, C), tal que um vértice
'€ L é adjacente a um vértice ¢ € C' sse Bj. = 1. Seja F' uma floresta maximal de H(B) e
B’ uma matriz t.u. resultante de uma sinalizagdo de B. Através de multiplicagio de linhas e
colunas de B’ por -1 podemos fazer com que as entradas correspondentes as arestas de F' sejam
todas igual a 1. De fato, seja [ € L (resp., ¢ € C) uma folha de F' e e = lc € F. Podemos
multiplicar a linha I (resp., coluna ¢) por -1, se necessério, de tal forma que Bj . seja igual a
1. Depois, podemos proceder de maneira andloga com a floresta F' — e em lugar de F e assim
por diante, de tal forma que ao final todas as entradas de B’ correspondentes a arestas em F
sejam igual a 1. Logo, podemos supor, sem perda de generalidade, que todas as entradas de B’
correspondentes a arestas em F sao iguais a 1.

Para provarmos a proposigao usaremos o fato de que num circuito K de H(B) sem
cordas a soma das entradas de B’ correspondentes as arestas em K ¢é divisivel por 4 (veja
teorema 4.2 iii.). Consideremos uma ordenagio das arestas {ey, ..., ex} de H(B) que nio estio
em F' tal que se o circuito em F' + ¢; tem comprimento maior que o circuito em F + e;, entdo
i < j. Para cada j existe um circuito sem cordas em F'U{ey,...,e;_1} que contém e;. Portanto,
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fixados os valores das entradas em B’ correspondentes as arestas em F U {ey,...,ej-1} existe
uma tnica possibilidade para atribuirmos valor para a entrada correspondente a ;. Como essa
é a situagdo para cada €; o resultado segue por inducao. i |

Caso M(B) seja regular entdo pelo teorema 4.3 sabemos que existe uma representacio
canénica t.u. de M(B) em relacio a base L, digamos §. Pelo teorema da representagao nica
é claro que S e B tém as mesmas entradas nio nulas, logo B possui uma sinalizacdo que a
transforma em uma matriz t.u.. Além disso, pelo teorema de Camion essa representagao é \nica,

a menos de equivaléncia projetiva. Tudo isso mostra que o problema 4.4 pode ser decomposto
em:

1. testar se M(B) é regular; e

~ ~

3)
2. testar se A ~ § (i.e. A ép.e. a uma sinalizagio que transforma B em uma matriz tu.) .

E claro que s6 faremos o teste do item 2 quando soubermos, a priori, que ]W(B) é
regular.

Testar equivaléncia projetiva entre matrizes na forma canénica em relacdo a uma
mesma base nao ¢ dificil e pode ser resolvido de maneira eficiente pelo algoritmo TestaPE
(p. 58). Se é possivel sinalizarmos uma {0, 1}-matriz de tal forma que a matriz resultante seja
t.u., entao podemos obter uma tal sinalizagao rapidamente através do algoritmo implicito na
prova do teorema de Camion. Logo testar se M(A) é regular (A é t.u.) fica reduzido a testar
se M(B) é regular. A seguir veremos um algoritmo que faz este teste.

Algoritmo para testar se um matréide binério é regular

Seja B uma L x C — {0,1}-matriz. Segundo o teorema de Seymour vale uma das seguintes
alternativas:

i. M(B) é grafico;
1. ]\{(B‘) é grafico (i.e. ]M(B) € cogrifico, veja proposicao 3.4, p. 70);
iii. M(B) =~ Ryo;
iv. A!(B) = M(B,) +, M(B,), onde {M(B;), M(B,;)} é uma k-decomposigio de
]\f(B), k=1,20u 3; ou
v. M(B) néo é regular.

E claro que se uma das alternativas 1.—iii. ocorre entao M(B) é regular

Como vemos, o teorema de Seymour sugere naturalmente um algoritmo recursivo para
testarmos se M(B) é regular.

Nas segoes 2.2 e 3.3 vimos algoritmos eficientes que verificaram se a alternativa i. ou ii.
ocorre (i.e. testam se uma matréide binario é grafico). E claro que podemos testar em tempo
polinomial se M(B) ~ Ryp. Assim, sé resta sabermos como encontrar uma k-decomposicio de

M(B), k=1,20u 3.
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F H

Figura 4.7: Matriz béasica B, onde pF + pG < k — 1, o niimero de colunas de F e G é pelo
menos k.

Tendo em mente como obtivemos uma representagio para a k-soma, k = 1,2 e 3,
de matrdides representdveis (veja figuras 4.4, 4.5 e 4.6), nao é muito dificil percebermos que
encontrar uma k-decomposicao de M(E) é equivalente a encontrarmos uma ordenacio das
linhas e colunas de B tal que B assuma a forma tabular mostrada na figura 4.7, onde

pF +pG < k-1
e o nimero de colunas de F e de G ¢ pelo menos k.

_ Seja E=LUC. A matriz B possui uma ordenagao como a mostrada na figura 4.7 sse
M(B) possui uma k-separagio, i.e. existe uma partigio {E1, E,} de E tal que

| Ev |2 k <| Ez|, pEy+ pEs=pM+k—1.

Além disso, é claro que a partir de uma k-separacao de M(B) podemos obter uma ordenacéao das
linhas e colunas de B que a coloquem no formato da matriz da figura 4.7. Assim, para obtermos

uma k-decomposicdo de M(B) é suficiente encontrarmos uma k-separacio deste matréide.

Cunningham & Edmonds [1980] observaram que uma k-separacio de uma matréide
pode ser encontrada em tempo polinomial utilizando-se o algoritmo de intersecgao de matréides
(AIM). O AIM, que pode ser encontrado em MTIA, sec. 13.1 e Lawler [1976: cap. 8], é um

algoritmo que resolve o problema da interseccio de dois matrdides (PIM), i.e:
dados :  Matrdides M, = (E,I;) e M, = (E,I,).
encontrar :  Um conjunto de I de cardinalidade méxima tal que € Z;NZ,.
O AIM néo s6 resolve o PIM como também devolve uma particio {Ey, E;} de E tal que
| I |= p1E1 + p2E,, onde p; e p; sao as fungbes posto de M; e M, respectivamente.

Para todo I € T NI, e X C E vale que | I |< pX + p(E \ X), pois

| T|=|InX [ +]T\X

<X+ p2(E\X).

Devido a este fato e a corretude do AIM temos que vale o seguinte teorema do tipo minimax:
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Teorema 4.10 (Edmonds) Se p; € p; sdo as fungées posto dos matrdides My = (E,I;) e
M, = (E,1,), respectivamente, entdo

ymax |1 |= minlp X + p2(E\ X)). a

Antes de continuarmos € conveniente que observemos que se X é um conjunto de
elementos de M(B) e px é a fungao posto do matréide M(B)/X sobre E \ X, entdo

pxY = p(Y UX)—pX,

onde p é a fungéo posto de ]\4(15’). No matréide M(B)/X consideramos dependéncia linear dos
vetores colunas de B médulo o subespago gerado pelos vetores de indice X (um conjunto V de
vetores € 1.i. médulo um subespaco S, se V U K é l.i. para alguma base K de S).

~

Se M(B) possui uma k-separagao {Ey, E;}, entdo existem S C F; e T C E, tal que
|S|=k=|T| eS,TeLT.

Consideremos agora os matréides My = (M(B)\ T)/S e My = (M(B)\ S)/T. M; e M, sio
matrdides sobre E/ = E'\ (SUT) com fungao posto ;X = p(XUS)—ke po X = p(XUT) -k,
respectivamente.

Se aplicarmos o AIM a M, e M,, entao ao final da sua execugao o AIM nos devolvera
I' € T, NI, e uma particao {E}, £} de E' tal que | I' |= p1(E}) + p2(E3). Assim,

| I'|= p(E, U S) + p(E,LUT) — 2k.

~ ~

Se | I' |< pM(B) — k, entao {E; U S, E;UT} é uma k-separagao de M(B). Por outro lado, se

~

| I' |> pM(B) — k entéo, pelo teorema de Edmonds, nao existe uma k-separagao {Eq, E,} de

~

M(B) tal que SC E, e T C E,.

~

Portanto, para encontrarmos uma k-separagao, {E;, E,} de M(B) basta repetirmos o
procedimento acima para todo os possiveis subconjuntos S, C E,SNT = { tal que

|S|=k=|T]| eS,TeT.

Existem O(| E |¢) subconjuntos S e T' que podem satisfazer essas hipoteses. Assim, podemos

~

encontrar, se existir, uma k-separagao de M(B) em O(| E |¢) chamadas do AIM.
Cunningham [1973: cap. 5] descreve um algoritmo que encontra uma k-decomposigao

de uma matréide M qualquer. O algoritmo que vimos é um versao particular do algoritmo de
Cunningham.

O algoritmo

Resumiremos agora, rapidamente, o algoritmo visto para reconhecer unimodularidade total em
matrizes.
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que a matriz dada esta na forma canénica
(pois unimodularidade total é invariante sob pivotagio). Para decidirmos se uma matriz A é
t.u. primeiro devemos verificar se toda entrada de A contém um 0, 1 ou -1. Em caso afirmativo
devemos agora verificar se M(A) ¢ regular (veja teorema 4.3).

’

Para verificarmos se M(A) é regular a estratégia empregada foi testar se M(B) é
regular. Se M(B) néo é regular, entao M(A) nao é regular (veja proposicao 4.2). Caso contrério,
construimos uma sinalizagao para B, tal que M (A) é regular sse A é projetivamente eqmva]ente
a essa sinalizagao (veja teorema Camion nesta segao).

Para testarmos se M (B) é regular utilizamos de uma maneira fundamental o teorema de
Seymour (teorema 4.7). O teste consiste em primeiro verificarmos se M ( B) é graﬁca cogréfica
(i.e. ]M(B‘) é grafica) ou é Ryo. Se algum desses casos ocorre conclufmos que M(B) é regular.
O nosso préximo passo é encontrar, se existir, {M(B,), M( Bg)} uma k-decomposigio, k = 1,2
ou 3, de M(B). Se nio existir uma tal k- decomp051§ao entao AI(B) nao é regular. Caso
contrério, pelo teorema de Seymour, M(B) é regular sse M(B,) e M(B,) forem regulares.

E interessante observarmos que os algoritmos que vimos para decidir se uma matriz
AI(A) sobre IR ¢é gréafica procederam de maneira andloga ao algoritmo que estudamos nesta
secao. Ou seja, o problema foi reduzido a: decidir se M(B) era grafico; em caso afirmativo
encontrar uma representagio A’ de M(B) sobre IR e testar se A e A’ sio projetivamente
equivalentes.

O fato de termos um teorema de unicidade de representagao sobre GF(2) (teorema 4.8)
e A e A’ serem matrizes sobre IR que representam o matréide M(A) sobre uma mesma base
(em caso de A ser grafica) foi muito importante, tanto para reconhecer matrizes totalmente uni-
modulares, como matrizes gréficas. Esta importancia pode ser percebida através das seguintes
matrizes:

1 2 3 4 5 1 5 3 4 2
1 +1 1 +1

1 -1 -1} 1 -1 -1

1 +1 1 =1 =l

Ambas as matrizes acima tém como realizacio o grafo D da figura 4.8 e portanto, sao graficas
e projetivamente equivalentes. Entretanto, o algoritmo TestaPE nao detectaria que elas sio
projetivamente equivalentes (elas nem sequer tém as mesmas entradas nao nulas), pois o algo-
ritmo T'esta PE assume implicitamente que as matrizes de entrada sio representagdes de M (D)

em relagao a uma mesma base (veja como foi feita a construgio da representagio para M(D)
em 2.9, p. 56).

O livro TLIP, cap. 20, apresenta um algoritmo, descrito inteiramente em termos de
matrizes, que reconhece matrizes totalmente unimodulares e {0,41}-matrizes graficas. O al-
goritmo de intersecgao de matrdides estd implicito no algoritmo apresentado para encontrar-se
uma 1-,2- ou 3-decomposi¢ao de uma matriz.
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Figura 4.8: T = {1,2,3} e T" = {1, 3,5} sao bases de M(D).

4.3 Propriedades hereditarias

Nesta secido consideraremos o problema de encontrar submatrizes que satisfagam alguma pro-
priedade hereditaria.

Como ja foi mencionado na secao 1.1, a motivagdo para encontrar-se submatrizes “gran-
des” que satisfagam alguma propriedade especial é permitir que o problema que essa matriz
representa possa talvez ser resolvido por algoritmos particulares, que explorem essa estrutura.
Por exemplo, se a matriz de restrigoes de um PLI possui um subconjunto grande de linhas com
alguma propriedade “tratavel”, entdo algum método de decomposigao como relaxagao lagrange-
ana talvez possa ser aplicado (veja, por exemplo TLIP, pp. 367-370). Analogamente, se existir
um subconjunto grande de colunas com alguma propriedade “especial”, entdo decomposigio de
Benders pode vir a ser ttil (veja, por exemplo, TLIP, pp. 371 e 372]).

Infelizmente, como veremos, Bartholdi [1982], utilizando os resultados de Yannakakis
[1981], mostrou que o problema de encontrar em uma matriz dada uma submatriz de tamanho
fixo que satisfaga alguma propriedade II que seja hereditaria, “interessante” e satisfeita por
toda matriz identidade é A/P-dificil. Entre as propriedades que satisfazem essas condigdes

encontram-se todas as propriedades vistas por nds nesta dissertacao, ou seja, II, = “ser matriz
de um grafo”, I, = “ser a matriz de um grafo sinalizado”, Il;,,; = “ser uma matriz grafica”
e Il;, = “ser uma matriz totalmente unimodular”. Mesmo as propriedade II; = “ser a matriz

identidade” satisfaz as condigbes acima. Assim, o que veremos nesta segao generaliza (e muito)
os resultados vistos por nds na segio 1.2.

Como observou Bartholdi, nao é nenhum espanto que esses problemas sejam AN P-
dificeis, o que é notavel é que todos podem ser tratados en masse.

A seguir descreveremos um pouco do trabalho de Yannakakis, que é todo em termos

do “problema da remogao de vértices” em grafos, e em seguida veremos as observagoes feitas
por Bartholdi.
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O problema da remogdo de vértices' para um propriedade IT é o problema:

dados :  Uma grafo G = (V, E) simples e um inteiro k.
pergunta : Existe V! C V,| V' |< k, tal que G[V \ V'] satisfaz II? (4.6)

Muitos problemas, como o problema da cobertura minima, podem ser apresentados
na forma de um problema de remogao de vértices através de uma especificagio conveniente da
propriedade II.

Diremos que uma propriedade sobre grafos é ndo trivial sobre um dominio U se ela
¢ satisfeita pelo grafo com um tnico vértice e sem arestas e ela nao é satisfeita por todos os
grafos em U. Por exemplo, a propriedade Il. = “ser um grafo completo” é nao trivial sobre o
conjunto dos grafos. Uma propriedade II serd dita interessante sobre um dominio U se existem
grafos arbitrariamente grandes que satisfagam II. Por exemplo, II, ndo é uma propriedade
interessante sobre os grafos bipartidos.

Se Il nao é uma propriedade interessante o problema da remogio de vértices pode ser
resolvido em tempo polinomial. De fato, se Il é satisfeita para um ndimero finito de grafos
Gy, ..., Gk, entdo podemos encontrar, em tempo polinomial, o grafo G;, com o maior nimero
de vértices, que é isomorfo a um subgrafo induzido por vértices de um grafo dado.

De maneira andloga ao que foi definido para matrizes diremos que uma propriedade
Il sobre grafos € heredildria, se para cada grafo G = (V, E) que satisfaga II, tenhamos que
todos os seus subgrafos induzidos por vértices, i.e., G[V'] com V' C V, também satisfazem
II. Se G nao satisfaz uma propriedade hereditdria Il entdo todo grafo que contenha G como
subgrafo induzido por vértices néo satisfaz II. Diremos que um grafo que nio satisfaz uma
propriedade hereditaria II e é minimal com relagao a isso é uma obstrucdo ou subgrafo proibido
da propriedade Il. Qualquer propriedade sobre grafos que possa ser caracterizada em termos de
obtrugdes é uma propriedade hereditaria. Exemplos de propriedades hereditérias sobre grafos
sao: “G é um clique”; “G é um conjunto independente”; “G ¢ uma floresta”; “G é bipartido”;
“G é planar”; “G é um grafo de comparabilidade”.

Teorema 4.11 (Yannakakis [1981]) O problema da remocgdo de vértices para propriedades
sobre grafos bipartidos que sejam hereditdrias, ndo triviais, e satisfeitas por subgrafos induzidos
por emparelhamentos é N'P-completo. ||

E claro que no teorema de Yannakakis sé estao sendo consideradas propriedades que
possam ser reconhecidas em tempo polinomial nao deterministico (i.e. estdo em N'P).

Grafos bipartidos podem ser naturalmente associados a {0,1}-matrizes da seguinte
maneira: se G' € um grafo com bipartigéo (L, C), entdo podemos contruir L x C-matriz A, onde
para todo I € L e c € C temos que A;. = 1 se | é adjacente a c em G, ou seja G = H(A).
Observermos que essa associagdo nao é tnica, pois G pode corresponder a A ou Al

! Node-deletion problem. Sobre o problema da remogio de vértices veja também Lewis & Yannakakis [1980].
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A correspondéncia acima entre grafos bipartidos e {0,1}-matrizes faz com que cada
propriedade II sobre grafos bipartidos induza uma propriedade II' sobre {0,1}-matrizes da
seguinte maneira: uma {0,1}-matriz A satisfaz I, se G = H(A) satisfaz II.

Seja IT" uma propriedade sobre {0,1}-matrizes. Analogamente ao que foi definido para
propriedades sobre grafos, diremos I’ é ndo trivial se ela é satisfeita pela matriz [0] e ela nao
é satisfeita por todas {0,1}-matrizes. Diremos ainda que II' é interessante se existem matrizes
arbitrariamente grandes, que satisfagam II'.

E evidente que, se II é uma propriedade sobre grafos bipartidos e Il é a propriedade
induzida por II sobre {0,1}-matrizes, entdo: II’ é hereditdria sse IT é hereditdria; II’ é nao
trivial sse Il é nao trivial; I’ é interessante sse II € interessante; e II’ é satisfeita por toda
matriz identidade sse II € satisfeita por qualquer grafo induzido por um emparelhamento.

Tudo que vimos até agora nos sugere que o problema da remogao de vértices para uma
propriedade II hereditaria e interessante sobre grafos bipartidos é polinomialmente redutivel ao
problema:

dados : Uma L x C — {0,1}-matriz A e inteiros k; e k;.
pergunta : Existe uma L' x C’-submatriz de A que satisfaca II’, tal que (4.7)
| L' |> ky e | C |> ky?

onde II' é a propriedade sobre {0,1}-matrizes induzida por II. O problema acima é chamado
de o problema da submatriz mdzima para a propriedade IT".

Com efeito, consideremos um grafo bipartido G = (V, E) com biparticao (L,C) e um
inteiro k, instancia arbitraria do problema da remocao de vértices para a propriedade II fixa.
Como II é uma propriedade interessante e hereditdria, IT é satisfeita por qualquer conjunto
independente de vértices. Assim, se k é maior ou igual ao tamanho da cobertura minima de G,
a resposta ao problema da remogao de vértices sobre esta instancia é obviamente sim. Logo,
estaremos assumindo, sem perda de generalidade, que k é menor que o tamanho da cobertura
minima. Na realidade, para os nossos fins, é suficiente k < min{| L |,| C |}.

A partir de G podemos construir em tempo O(| L || C |) uma L x C-matriz A, tal que
G = H(A). Agora, basta testarmos para todos os possiveis valores de k; e ko, ky +k, =| V | —k
(observemos que o fato de k ser menor do que min{| L |,| C |} garante que k, e k; sejam nao
nulos), se A ou A! possui uma submatriz com pelo menos k; linhas e pelo menos k; colunas
que satisfaga II'. Para isso O(| L | + | C |) testes sao suficientes. Nao é dificil vermos que,
se L' # 0 # C', entdo a L' x C'-submatriz de A ou a C' x L'-submatriz de A! satisfaz II’ sse
G[L' U (] satisfaz II.

O que acabamos de ver mostra como, a partir de um algoritmo polinomial para o pro-
blema da submatriz maxima para II’, podemos obter um algoritmo polinomial para o problema
da remogao de vértices para Il sobre grafos bipartidos. Como conseqiiéncia dessa redugio
polinomial temos o seguinte colorario do teorema de Yannakakis:

Colorario 4.1 (Bartholdi [1982]) O problema da submatriz mdzima para uma propriedade
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II' que € hereditdria, ndo trivial, interessante e satisfeita por toda matriz identidade é N'P-
completo. 3

Dentre as propriedades que satisfazem as condigdes do coroldrio acima encontra-se
também I, = “ser uma matriz balanceada”.

[Uma {0,1}- matriz A é balanceada se ela nio possui uma submatriz quadrada de ordem fmpar com
exatamente dois 1’s em cada linha e cada coluna. Ou seja, se A nao possui uma submatriz da forma:

10 0 ... ... 17
11 0 ... ... 0
01 1 : :
: YRy 10
L0 0 ... ... 1 1]

Como a matriz acima tem determinante dois, entdo {0,1}-matrizes t.u. sio balanceadas. Fulkerson,
Hoffman & Oppenheim provaram que, se 4 é uma matriz balanceada entio o poliedro {z | z > 0, Az =
1} é inteiro. Mais sobre matrizes balanceadas pode ser encontrado em TLIP, sec. 21.5.]

Através de modificagdes na prova do teorema de Yannakakis, Bartholdi provou que se IT’
€ uma propriedade hereditéria, nao trivial, interessante e satisfeita por toda matriz identidade,
entao os seguintes problemas sdo A/P-completos:

dados : Uma L x C — {0,1}-matriz A e um inteiro k.

pergunta  : Existe uma L x C’-submatriz de 4 que satisfaca II', tal que
| C"|> k?

dados : Uma L x C — {0,1}-matriz A e um inteiro k.

pergunta  :  Existe uma L' x C-submatriz de A que satisfaca II’, tal que
| L' |> k?

Consideremos uma L x L-matriz A, toda L’ x L'-submatriz de A é dita uma submatriz
principal de A. Utilizando o trabalho de Lewis & Yannakakis [1980], Bartholdi ainda mostrou
que se II' é uma propriedade hereditdria sobre submatrizes principais, nao trivial, interessante
e é satisfeita por toda matriz identidade, entio o problema:

dados : Uma L x L-matriz A e um inteiro k.
pergunta  : Existe uma L' x L'-submatriz de 4 que satisfaga II’, tal que
| L' |> k?
é N'P-completo. Uma propriedade que satisfaz essas condigdes é II; = “ser uma matriz

triangular”. Mais propriedades e referéncias podem ser encontradas no artigo de Bartholdi.

Como os problemas que vimos sio N'P-completo para propriedades sobre {0,1}-matrizes,

entdo os problemas correspondentes para matrizes sobre IR sio A P-completo.
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Assim, Bartholdi mostrou que o problema de encontrar-se numa matriz uma subma-
triz médxima que satisfaga uma propriedade “boa” é NP-dificil para muitas das propriedades
conhecidas, mesmo que existam algoritmos polinomiais para reconhecer-se essas propriedades.

[Truemper [1985] apresenta um algoritmo que dado uma matriz encontra submatrizes maximais que
satisfazem uma propriedade hereditiria que atenda a certas condigdes. g0y e Iy, atendem essas
condigdes.]



Apéndice A

Exemplo de reconhecimento de rede
escondida

Neste apéndice veremos um exemplo em que reconhecimento de matrizes graficas pode ser
aplicado para transformar um PL
min czr

Az =b (A.1)
z>0

que é uma rede escondida (i.e. A é uma matriz grafica) em um PL
min c'y
Ny=1V (A.2)
y=0

onde N = nAA é uma {0, +1}-matriz de um grafo, 7 e A sao matrizes diagonais nao singulares,
tais que y € solugao de A.2 sse Ay é solugdo de A.l. Em particular, como veremos, nio é
necessario que tenhamos conhecimento explicito de 7 para transformar o PL A.1 no PL A.2.

A.1 O PL original

Consideremos o PL
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min z; + 323 + 23+ 24 + 225 + 26 + 227 + 428 + Tg + T210 + 8211 + T12+ 213 + 3Z14 + T35+ 2216 + 217

Z) +3.’tg +3.’C15 = 3
Z9 —9239 —12.’1:10 —61?]] —91115 = 9
T3 —6:139 —8.’1210 —41'1] —-41.'14 —6$15 = -8
z4 +3z9 +2z14 —Z16 = 2
Is —152215 —5216 +5z17 = 0
Tg +3z13 +9z15 43216 -3z37 = 9
7 —41‘11 —21712 —21213 —6115 —21‘13 = -8
Ig +8$]1 +4.’1312 12

Denotaremos por A a matriz de restricoes do PL acima e por A a matriz obtida a partir
de A removendo-se as colunas da identidade.

Nossa primeira tarefa para decidir se o PL acima é uma rede escondida serd verificar
se a matriz A é gréfica. Isto, como foi visto no capitulo 2, pode ser feito aplicando-se o
algoritmo Guloso (p. 62) & matriz A. O algoritmo Guloso, por sua vez, se utiliza dos algoritmos
Grafo (p. 53) e TestaPE (p. 58). Por questdo de simplicidade na exposigao da aplicagio de
tais algoritmos & matriz A, apresentaremos separadamente a execugao dos algoritmo Grafo e
TestaPE. Entretanto, como pode ser visto no algoritmo Guloso, é claro que esses algoritmos
podem trabalhar concomitantemente para decidir se A é grafica. '

A.2  Execugao do algoritmo Grafo

Seja B a imagem booleana de A. Como a primeira coluna de A tem mais de uma entrada
nao nula acrescentaremos a B uma coluna de indice 18 com apenas a entrada (1,1) nao nula e
chamaremos de B a matriz resultante. Assim,

18 9 10 11 12 13 14 15 16 17
11 0 0 0 0 0 1 0 0]
01 1 1 0 0 0 1 0 0
01 1 1 0 0 1 1 0 0

B=| 01 0 0 0 0 1 0 1 0
00 0 0 0 0 0 1 1 1
00 0 0 0 1 0 1 1 1
00 0 1 1 1 0 1 1 0
L 00 0 1 1 0 0 0 0 0]

Como foi observado na entrada do algoritmo Gra fo, o acréscimo da coluna 18 & imagem
booleana de A nao altera em nada o fato desta ser ou nio grafica.

Observemos que, com a ordenagio das colunas com que B foi apresentada acima, B
¢ uma matriz totalmente conexa, pois cada coluna de B, exceto a coluna 18, possui um 1 em
uma linha, que j4 possui um 1 em uma coluna anterior.
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Veremos agora a execugao do algoritmo Gra fo tendo como entrada a matriz B. Dare-
mos os nomes (G, G5, ... aos grafos, que forem sendo criados durante a execugdo do algoritmo
para formar a t-decomposicao.

Coluna 18: Na linha 1-3 do algoritmo Gra fo sera criado o grafo G, realizagao para a coluna
18, com mp(G;) = 18. No inicio D = {G;}. Notemos que D ainda néo é uma t-decomposigao,
pois G; tém apenas duas arestas. Entretanto, D é uma t-decomposi¢ao com relagio a todos os
outros aspectos (veja figura A.1).

Figura A.1: Decomposigao D (coluna 18).

Coluna 9: Na linha 5 do algoritmo Grafo teremos P = {1}. A execugao da linha 1 do
algoritmo HipoCaminho é trivial, pois D tem apenas um membro. A execugao das demais
linhas do algoritmo HipoCaminho também é trivial, pois como | P |= 1, é claro que P é um
hipocaminho de ¥(D) (o grafo soma de D). A execugédo das linhas 13.1, 13.2 e 14 do algoritmo
HipoCaminho fardo com que K, Ky «— G e u; e up sejam as pontas da aresta 1.

Na execugdo da linha 4 do algoritmo Atualiza sera criado e acrescentado a D* o circuito
G,, cujas arestas sao {2,3,4,5,19}, onde o marcador 19 tem orientacdo arbitraria. Finalmente,
na linha 7 do algoritmo Atualiza as pontas da aresta 1 serdo ligadas através do marcador
19. A t-decomposicdo D = {G;,G,} resultante apds a execugado da linha 9 do algoritmo
HipoCaminho pode ser vista na figura A.2.

—_———

Figura A.2: {-decomposi¢ao D (coluna 9).

Coluna 10: Desta vez teremos P = {2,3}. Na linha 1 do algoritmo HipoCaminho serd
construida D = {G,}, a t-decomposi¢ao reduzida de D com relagdo a P. As linha 3 e 4 nao
serdo executadas, j& que | D | é novamente igual a 1. Na linha 10 as arestas de G, serio
reordenadas de maneira que Wy = {2,3} seja o conjunto de arestas de um caminho em Gj.
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As linhas 13.1 e 13.2 fardo com que Kj, K, «— G; e na linha 14 teremos que u; e uy serdo as
pontas de Wy em G,.

A linha 3 do algoritmo Atualiza criard a aresta f = C\ P =10. Como K; = K,, G,
€ um circuito e u;, u; ndo sao adjacentes, entdo, na linha 10 do algoritmo Atualiza, o circuito
G2 sera removido de D*, serdo criados marcadores f; = 20 e f2 = 21 e criados ainda circuitos
formados pelas arestas {4,9,19,20} e {2,3,21}, bem como um elo formado por {20, 10,21} os
quais serao todos acrescentados a D*. A estrutura subjacente de arborescéncia dos membros
de D* ¢ facilmente obtida da orientagido dos membros de D. A t-decomposicio D atualizada é
mostrada na figura A.3, onde o nome G, foi dado ao circuito formado pelas arestas {4,9,19, 20}.

Figura A.3: t-decomposicao D (coluna 10).

Coluna 11: Novamente P = {2,3}. Na linha 1 do algoritmo HipoCaminho teremos a t-
decomposigio reduzida D = {G4}. Ainda no algoritmo HipoCaminho, na linha 10, as arestas
de @) = G4 serdo ordenadas de maneira que W = {2, 3} seja um caminho em G4 (desta. feita este
passo € redundante), na linha 13.3 teremos K;, K3 « G4. Entretanto, como K, = K, as pontas
de P sao as pontas de mp(G4) e G4 nao é um elo, entdo na linha 13.7 Ky, K, « pai(Gy) = G
e devido a linha 14 u; e u; serdo as pontas de P em Gs.

Durante a execugao do algoritmo Atualiza, na linha 4, serdo criados um novo marcador
f = 22 e um novo circuito G5, cujas arestas sio (C \ P) + f = {7,8,11,22}, e Gs serd
acrescentado a D*. Agora como K; = K, = G5 é um elo, entio as pontas u; e u; serdo ligadas
pelo marcador 22. A decomposigio D resultante apés a execucio da linha 9 do algoritmo Gra fo
pode ser vista na figura A.4.

Coluna 12: Desta feita, P = {7,8}. Na linha 1 do algoritmo HipoCaminho sera calculada
a t-decomposigao 1edu21da D = {Gs}, e na linha 10 as arestas de @ = G5 serdo ordenadas
de tal maneira que Wgo = {7,8} seja um caminho em G5 (desta vez este passo é novamente
redundante). Ainda durante a execugao do algoritmo HipoCaminho, na linha 13.2, K;, K, «
G's e, na linha 14, u; e uy serao as pontas de P em Gs.

Na linha 3 do algoritmo Atualiza teremos que f = C \ P =12. Como K, = K,, G5
€ um circuito e uy, u; nao sao adjacentes entdo, na linha 10 do algoritmo Atualiza, o circuito
Gs serd removido de D*, serdo criados marcadores f; = 23 e f, = 24 e circuitos formados
pelas arestas {11,22,13} e {7,8,24}, bem como um elo formado pelas arestas {23,12,24}, os
quais serdo todos acrescentados a D*. Como j& foi mencionado, a estrutura subjacente de
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Figura A.4: t-decomposicdo D (coluna 11).

arborescéncia dos membros de D* é facilmente obtida através da orientacio dos membros de
D. A t-decomposicio resultante, apds a execugdo da linha 9 do algoritmo Grafo, pode ser
vista na figura A.5, onde o nome G’ foi dado ao circuito formado por {11,22,23}.

Coluna 13 Temos que P = {7} e D = {G7}. De maneira andloga ao que j4 foi visto, ao final
do algoritmo HipoCaminho, teremos K; = Ko = G7 e u; e u serdo as pontas da arestas 7 em

G7.

Quando da execucao da linha 4 do algoritmo Atualiza, serdo criados um marcador
[ =26 e um circuito formado pelas arestas (C' \ P) + f = {6, 13,26} o qual ser4 acrescentado
a D*. Como K; = K, G7 é um circuito e uy,us sio adjacentes em G entao, na linha 9
do algoritmo Atualiza, um novo marcador f' = 25 sera criado, a aresta 7 serd trocada pelo
marcador 25 em G7 e o elo {25,7,26} serd acrescentado a D*. A t-decomposicio resultante,
ap6s a execugdo da linha 9 do algoritmo Gra fo, encontra-se na figura A.6.

Coluna 14: Nés temos P = {3,4} e D = {G5, G5, G4}. Nalinha 3 do algoritmo Hipocaminho
serd calculada a partigio = de D. Assim, teremos que mo = {Gp}, m = {Gs} e my = {G4}.
Durante a execugdo das linhas 2-5 do algoritmo CalculaTipo serd verificado que Tipo(Gy) =3
e durante a execugao das linhas 8-15 seré constatado que T'ipo(H) = 3 (H = %(Gs,G4)). Como
Q@ = G4 é um circuito entao, durante a execucao da linha 10 do algoritmo HipoCaminho, G,
sera ordenado de maneira que as arestas Wo = {4,20} formem um caminho em G5 com o
marcador 20 em uma das extremidades (no caso em questio esse passo é redundante), e na
linha 11 o marcador 20 serd reorientado para que P seja um caminho de £(G3, Gs, G4)

Na linha 3 do algoritmo Atualiza serd criada a aresta f = C'\ P = 14. Os vértices do
caminho R da linha 11 serao G5, G5 e G4. As linhas 12-16 nao causario efeito algum a G3. Nas
linhas 17 e 18 o circuito Gy sera lapidado com relagio a {4,20}. Finalmente, na linha 20 do
algoritmo Atualiza, os grafos Gy, G3, G4 serdo removidos de D* e o grafo G, que é £(R) com as
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Figura A.6: t-decomposicdo D (coluna 13).



A.2 Execugao do algoritmo Grafo 105

pontas u; e u; ligadas pela aresta aresta f = 14, serd acrescentado. Na figura A.7 encontra-se
a t-decomposicdo D ja atualizada, onde o grafo Z(R) é chamado de G, e o grafo Gy é o grafo
resultante da lapidagéo feita na linha 18 do algoritmo Atualiza.

|
124—24' 1723—23]
1 \ 1

!

\
.

Figura A.7: t-decomposigao D (coluna 14).

Coluna 15: P = {1,2,3,6,7} e D=D. A particio 7 calculada na linha 3 do algoritmo
HipoCaminho sera tal que mp = {G,}, mp = {Gio}, m3 = {G2}, my = {Gs}, 75 = {Gs},
e = {G7}, 7 = {Gg} € g = {Gg}

Na execugao das linhas 1-5 do algoritmo CalculaTipo ser4 verificado que Tipo(Gy) = 3,
pois Pg, +mp(Gy) = {6,26} é um caminho em Gy com o marcador 26 em uma das extremidades
(as arestas de Gy nem precisam ser reordenadas e na linha 5.3 teremos K. 1 « Gy). Durante a
execugao das linhas 6-16 do algoritmo CalculaTipo teremos que quando:

J=1Q=Gs, Hi =Gy e Tipo(H) =2 (H = %(Q, Hy)), pois Wi = {6,7} é um caminho e

mp(Q) = 25 é incidente a um vértice interno e a uma das pontas de Wy;

J =6 Q = G, H = X(Gs,G) e Tipo(H) = 3, pois Wy + mp(Q) = {6,7,25,24} é um

caminho em H com o mp(Q) = 24 em uma das extremidades;

J =95 Q= Gs, Hi = 5(G7,Gs,Gs) e Tipo(H) = 3, pois Wy + mp(Q) = {6,7,23} é um
caminho em H com mp(Q) = 24 em uma das extremidades;
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J =4 Q= Gs, H = X(Gs,Gr,Gs,G) e Tipo(H) = 3, pois na linha 13 o marcador filho 23
de @ sera reorientado de tal maneira que Wy + mp(Q) = {6,7,22} seja um caminho em
H com mp(Q) = 22 em uma das extremidades; :

J =3 Q = Gq, Hi = X(G},Gs,G7,Gs,Gs), onde G% é o grafo G5 apds a reorientacio
do marcador filho 23, e Tipo(H) = 3, pois na linha 13 o marcador filho 22 de Q sera
reorientado de tal maneira que Wy +mp(Q) = {6,7,3,2,27} sejam arestas de um caminho
em H com mp(Q) = 27 em uma das extremidades; e finalmente

J =2 Q=G H = X(G3, G5, Ge, G7,Gs, Gg), onde G é o grafo G, apés a reorientagao
do marcador filho 22, e T'ipo( H) = 3, pois o marcador filho 27 de @ sera reorientado, na

linha 13, de tal maneira que Wy + mp(Q) = {6,7,3,2, 19} seja um caminho em H com
mp(Q) = 19 em uma das extremidades.

Assim, ao final da execugao do algoritmo CalculaTipo a t-decomposi¢ao D terd sido alterada,
de forma que o tnico filho completo de raiz(D) = Gy, i.e., X(GYy, Gh, G, Ge, G7,Gs, Gy), seja
um grafo bacana, onde G}, é o grafo Gy apds a reorientagio do marcador filho 27.

No restante da execugao do algoritmo Hipocaminho seré verificado que P é um caminho
de ¥(D) (linhas 5-13), K; « G}, (linha 13.4) e uy,up serdo as pontas de P em Gg e G

respectivamente.

!
10»

Na linha 4 do algoritmo Atualiza sera criado um novo marcador f = 28 e um circuito
de arestas (C'\ P) + f = {5,15,28}, o qual ser4 acrescentado a D*. O caminho R da linha 11
serd composto pelos membros G, Gy, G4, Gs, G7, Gs e Go de D*. Na linha 20 serdo removidos
de D* os membros que estio no caminho R e o grafo G, que é ¥(R) com as pontas u; e us

ligadas pelo marcador f = 28, ser4 acrescentado. A t-decomposicao resultante é mostrada na
figura A.8, onde chamamos de Gy o grafo G.

14

i
18, [1/19+—19,

Figura A.8: t-decomposicdo D (coluna 15).

Coluna 16: Teremos P = {4,5,6,7}, D = {Gh0,Gn1}, 10 = {G1o} e m = {G11}. Nas
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linhas 1-5 do algoritmo CalculaTipo sera verificado que Tipo(H) = 3, onde H = G40, pois
Py + mp(H) é um caminho em H com mp(H) = 28 em uma das extremidades, e na linha 5.3
K; « Gy;. Nas linhas 5-13 serad constatado que P é um caminho de E(D) Na linha 13.4
K, « Gy e, devido a linha 14, uy, u, serdo as pontas de P em Gy, e G, respectivamente.

Na linha 3 do algoritmo Atualiza sera criada a aresta f = C \ P =16. O caminho R
da linha 11 serd composto somente por K; e K,,i.e. G11 e Gy, o grafo G da linha 19 serd o
grafo X(R) com u; e u, ligados pela aresta f = 16 e finalmente na linha 20 os grafos Gy; e Gy
serao removidos de D* e o grafo G serd acrescentado. A decomposigdo D resultante encontra-se
na figura A.9, onde foi dado o nome Gy, ao grafo G.

16 G'io

Figura A.9: ¢-decomposigio D (coluna 16).

Coluna 17: Desta feita P = {5,6}, D = {Gyo}. Como | D |= 1, entao a execugao do algoritmo
HipoCaminho é trivial, ao final de sua execugio teremos a conclusio de que P é um caminho

A

de %(D) = Gho, K1 = Ky = Gyg € uq, up serdo as pontas de P em Gy.

O algoritmo Atualiza apenas ligard as pontas uj, u, de P com a aresta F=C0%\P =117,
que foi criada na linha 3. A t-decomposicio resultante estd na figura A.10.

Figura A.10: t-decomposigao D (coluna 17).

Assim, ao final do algoritmo Grafo, teremos que Y(G1, G1o) é uma realizacio da matriz
B e portanto, pelo teorema da realizagao (p. 25), temos que B é uma matriz grafica.
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Em Bixby & Wagner [1988] pode ser encontrada a simulagio do algoritmo Gra fo
aplicado a outra {0,1}-matriz.

Seja G o grafo (G, G1o) apds ﬁxa.rmos arbitrariamente a orientagao de suas arestas.
Devido ao lema 2.4 (p. 60) sabemos que, se A é uma matriz grafica entdo G € uma de suas
realizagbes. Assim, o nosso préximo passo para sabermos se A é grafica serd testar se A é
projetivamente equivalente (p.e.) & matriz do grafo G.

A.3 Execugao do algoritmo TestaPFE

Consideremos o grafo G da figura A.11, o qual foi obtido a partir do grafo £(D) da figura A.10
apds fixarmos uma orientagao arbitraria de suas arestas. Seja N a matriz de incidéncia de G e
N a matriz N, apds a remogao de uma de suas linhas.

14 G

16

O

15

Figura A.11: Grafo obtido a partir do grafo ¥(D) da figura A.10, apés fixarmos uma orientacio
arbitraria de suas arestas.

Seja M a matriz fundamental de G com relagdo a T = {1,2,3,4,5,6, 7,8}, contruida
como foi descrito em 2.9 (p. 56). Do que foi visto na se¢io 2.3 sabemos que M abaixo, € p.e.
a N.
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Observemos que as arestas {1,...,8} de G forman1 uma arvore geradora T' de G, e
que as colunas correspondentes as arestas de 7', tanto em A quanto em M, formam a matriz
identidade. Para a aplicagio do algoritmo TestaPE é importante que AeM sejam matrizes
candnicas em relagdo a uma mesma arvore geradora de G.

Para vermos como a matriz M foi construida a partir de G consideremos, por exemplo,
a aresta 15 de G. O circuito fundamental de T determinado pela aresta 15 é {1,2,3,5,6,7,15}.
Assim, a coluna 15 tera entradas nio nulas nas colunas 1,2,3,5,6,e 7. Além disso, como 1,
2, 3,6, e7tém a mesma orientagao no circuito, entio as entradas correspondentes na coluna
15 terao os mesmos valores, digamos 1, e a entrada correspondente a aresta 5 tera valor -1.

Aplicando o algoritmo T'estaPE as matrizes A e M obteremos os seguintes valores
para o vetor pu: p1 =1, pp = —1/3, p3 = =1/2, pg = =1, ps = 1/5, pg = 1/3, pr = —1/2,
pe =1/4, po = 1/3, po = 1/4, py = 1/2, a2 = 1, puz = 1, paa = 1/2, pys = 1/3, pas = 1,
par = 1.

E imediato verificar que M = 7AA, onde 7 é uma 8 x §-matriz diagonal, tal que
T = e A éuma 17 x 17-matriz diagonal, tal que Ay = g%, 1 € {1,...,8} e Ace = e,
c€{9,...,17}. Assim, podemos afirmar que a matriz A é de fato uma matriz grafica.

Para encerrarmos este apéndice resta apenas exibirmos o PL sobre redes (do tipo do
PL A.2) equivalente ao PL apresentado na segio A.1, é precisamente isso que faremos a seguir.

A.4 O PL sobre redes equivalente

Apesar do grafo G da figura A.11 ser o grafo subjacente do PL equivalente, ainda resta en-
contrarmos a demanda dos vértices e o custo sobre arestas. Como um primeiro passo para
obtermos esses valores devemos observar que os valores do vetor p correspondentes as colu-
nas das varidveis z,, 3, 24 € 7 sdo negativos. Claro que gostariamos de evitar multiplicar
as colunas de A por valores negativos, pois isso faria com que as varidveis correspondentes a
essas colunas no PL equivalente tivessem a restricio de nio serem positivas, o que nao é usual.
Assim, mudaremos o sinal de pg, p3, s € ji7, isso pode ser feito simplesmente reorientando-se
as arestas 2, 3, 4 e 7 do grafo G (é claro que o grafo resultante ainda é uma realizacio de A).

Agora nés calcularemos os custos das arestas. Consideremos por exemplo a aresta 10
correspondente a variavel z1o. Como 119 = 1/4, entéo a coluna 10 da matriz sera multiplicada
por 1/4, logo o coeficiente cio de 310 no PL equivalente devers ser 1/4¢10 = 7/4, onde ¢ é 0
coeficiente de z19 na funcio objetivo do PL da secio A.l. De maneira analoga obteremos que
¢ =1, =33 =9 (a aresta 2 foi reorientada), ¢, = 2.1 = 2 e assim por diante.

Resta apenas calcularmos a demanda nos vértices. E claro que b’ = wb. Entretanto,
podemos calcular b’ de uma outra maneira bastante simples. Como A est4 na forma canonica,
entdo temos em méaos uma solucio do sistema Az = b (observemos que esta solugdo nao é
necessariamente uma solugéo vidvel do PL). Assim, z; = 3, z, = 9, 23 = =8, ... é uma
solugio de Az = b. Vamos transformar essa solugdo em um fluxo de G', onde G’ é o grafo da
figura A.11, apds a reorientagio das arestas 2, 3, 4 e 7. E facil fazermos essa transformacao
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se lembrarmos que y = A~'z é uma solugdo, nio necessariamente vigvel, do PL equivalente,
Agora, as demandas dos vértices de G’ podem ser facilmente obtidas computando-se a diferenga
entre o fluxo que entra e o fluxo que sai de cada vértice.

O problema em redes equivalente é mostrado na figura A.12, onde as demandas estio
préximas aos respectivos vértices e os custos estiao préximos as respectivas aresta .

173 =0

Figura A.12: O problema sobre redes equivalente ao PL da secio A.1.

E facil verificar que a solugao 6tima para o PL sobre redes equivalente é y; = 2, yg = 2,
Yo=1,%0=2,y12=3,y13=1,9%14 =1, 315 = 0 e y; = 0 para os demais valores de i. A
solugao correspondente do PL da secio A.1 é 2y = 2, 26 = 6, 29 = 1/3, x10 = 1/2, 715 = 3,
13 =1 214 = 1/2, 215 = 0 e z; = 0 para os demais valores de 7. A optimalidade da solugao
acima pode ser verificada empregando-se o teorema fraco de dualidade e os multiplicadores
Y1 =1, 72 =13/18, 3 = —47/24, v4 = —29/12, 45 = 41/60, 76 = 77 = 1 e 75 = 3/4.
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