
Estrutura Gráfica de 
Matrizes 

José Coelho de Pina Junior 

DISSERTAÇÃ O APRESENTADA 
AO 

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA 
DA 

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO 

PARA OBTENÇÃO DO GRAU DE 
MESTRE EM 

MATEMÁTICA APLICADA 

Área de Concentração: Ciência da Computação 
Orienta.dor: Prof. Dr. Arnaldo Mandel 

Durante a elaboração deste trabalho, 
o autor recebeu apoio financeiro do CNPq. 

- São Paulo, Agosto de 1990 -



DEDALUS - Acervo - IME
Estrutura gráfica de matrizes /

31000042112
l l l l

QA845.T
P645e
e.2

A.bstract

Our objective in this work is to study the problem of converting a given matrix to
an incidence matrix of a graph using elementary row operations and column-scaling, if such a
conversion is possible. This problem is a particular case of the more abstract À/atraía Graça
Rea/ zation (h4GR) problem, which is: given a matroid M, decide whether M is isomorphic to
a matroid of a giaph and, if such is the case, construct such a graph.

Tutte j19601 ga.ve a polinomial algorithm to solve the MGR problem when M is binary,
that is, given by a matrix over GF(2). Bixby & Wagner j19881 designed a faster algorithm
based on a particular graph decomposition. Bixby & Cunningham j19801 showed how the MGR
problem can be solved in polinomial-time when M is lepresentable over a field, by reducing this
problem to the binary case. Finally, Seymour [19811 solved the MGR prob]em in the gerJera]
case

These algorithms are related to the polinomial-time algorithm for testing whether a
given matrix is totally unimodular, which is a consequence of Seymour's famous decomposition
theorem of regular matroids, in the senso that both rely on a leduction to the binary case.

Tais work describes all the algorithms mentioned above, some in termo of matroids
and others in terms of matrices and graphs.
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Introdução e preliminares

l Introdução

Problemas que requerem o emprego de programação linear ou a solução de sistema lineares
são dados através de uma matriz. Quando a matriz do problema assume formas particulares
algoritmos mais especializados podem ser empregados para resolve-lo com grande melhora de
desempenho ou economia de memória.

b4uitos problema.s em gratos podem ser formulados em termos de programação linear,
como, por exemplo, problen)a.s de fluxo. Entret.anto, devido à estrutura especial desses pro-
blemas e às suas relevantes aplicações, um grande número de algoritmos simples e eficientes e
de teoremas elegantes têm sido desenvolvidos. Em muitos desses problemas a solução ótima é
inteira, fato esse que não ocorre pa.ra programação linear em geral.

Já. que problemas em gratos podem ser resolvidos eficientemente por algoritmos que ex-
ploram a estrutura do problema, e muitos desses problemas podem ser formulados em termos de
progra-mação linear, surge naturalmente a pergunta: Quando é que problemas em programação
linear, que não sã.o explicitamente problemas em gratos, podem ser convertidos em problemas
em gratos?

De ma.negra geral nã.o sabemos responder a essa. pergunta. Entretanto, Iri j19661 foi
o primeiro a observar que combinatória (ou matemática discreta) poderia ser uma ferramenta
útil para uma tal conversão através do reconhecimento de matrizes que "representam" gratos.
Nosso objetivo nesta dissertação foi estudar algoritmos que fazem esse reconhecimento.

No primeiro capítulo veremos várias motivações para o interesse em matrizes que re-
presentam gratos, também deixaremos claro o que queremos dizer por "representam" gratos
através das definições de matrizes de gratos, de gratos sinalizados e gráficas, além de estudar-
mos a complexidade conlputaciona] do problema de reconhecer tais matrizes.

Um algorltmo muito eficlent.e pala o reconhecimento de matrizes gráâcas será descrit.o
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no capítulo 2. A parte principal desse algoritmo utiliza uma técnica de decomposição bastante
engenhosa de um grato e uma estrutura de dados muito simples para armazena-la.

Os algoritmos que estudaremos para reconhecer matrizes gráâcas foram originalmente
escritos em termos de uma teoria extremamente rica e bela, fundada em trabalhos antológicas
de H. Whitney e W. T. Tutte, para resolverem problemas mais abstratos. Essa teoria é um
ramo da combinatória que tem sido estudado por mais de cinco decidas e é conhecido pelo
nome de teoria dos matróÍdes. No capítulo 3 faremos uma introdução rápida aos matróides. A
essa altura esperamos que matróides seja algo que flua como uma abstração natural do que é
apresentado nos primeiros capítulos. Ainda nesse capítulo estudaremos o problema, um pouco
mais abstrato, de reconhecer-se matróídes gráficos e veremos um algoritmo para resolve-lo.

Matrizes totalmente unimodulares é uma classe de matrizes para a qual problemas de
programação linear possuem solução inteira. No capítulo 4 veremos como matrizes totalmente
unimodulares foram caracterizadas em termos de matróides através dos trabalhos notáveis de
W. T. Tutte e P. Seynaour. Descreveremos ainda um algoritmo polinomial que reconhece uni-
modularidade total em matrizes. E interessante observarmos que esse algoritmo emprega uma
estratégia semelhante à utilizada pelos algoritmos que reconhecem matrizes gráficas. Na última
seção desse capítulo estudaremos como o problema de reconhecer submatrizes máximas (no sen-
tido de linhas, colunas ou número de elementos) que satisfaçam uma propriedade ]] é .A/'P-difícil
para muitas das proprieda.des "boas" sobre matrizes, como, por exemplo, unimodularidade to-
tal

Durante toda est.a dissertação faremos constantemente referências aos exce]entes livros

de A. R.ecski j19891, ".A4atroÍd Theory and {ts .App/ícations", e A. Schrijver j19861, "rheory o/
Z,{nea7' an d /nZeger ProgrammÍnd , pois esses, entre outras coisas, contêm uma vasta. quantidade
de referências origina.is sobre os respectivos assuntos. Usaremos as siglas MTIA e TLIP para nos
referenciarmos aos livros de Recski e Schrijver, respectivamente.

2 Preliminares

Fixaremos aqui a maior parte da notação e definições que não são "muito" padroniza.das e que
serão empregadas a.o longo desta dlssertaçã.o. Os algoritmos que veremos será.o apresentados
numa. liguagem do tipo ALGOL e usaremos uma percentagem (%) antes de comentários.

Em teoria da complexidade de problemas será empregada a notação de Garey & Jonh
son j19791.

2.1 Notação básica

É claro que usaremos todos os abusos de linguagem que já. foram consagrados pelo uso (e talvez
mais alguns). Usaremos os símbolos U e \ para. a união e diferença de conjuntos, respectiva-
mente. Entretanto, quando um dos conjuntos íor unitário usaremos simplesmente + ao invés
de U e -- a.o invés de \, respectivamente. Por exemplo, escreveremos .4 + b ao invés de .4 U {b}.
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E fácil percebermos que com isto estamos fazendo uma economia de sete caracteres no

2.2 Preliminares de álgebra linear

Será assumida uma certa familiaridade com os elementos da álgebra linear, tais como(sub)espa-
ço linear, (in)dependência linear, posto, matriz, matrizes não singulares, etc. Como referência
sugerimos Smith j19S41 e Hoffman & Kunze li9791.

Durante esta dissertação matrizes serão indexadas por conjuntos cujos elementos não
têm, a priori, nenhuma ordem especial. Assim, ao exibirmos explicitamente os elementos de
uma matriz numa forma, digamos, tubular, estaremos meramente mostrando uma das diversas
maneiras tubulares de exibirmos a mesma matriz. E importante que não façamos confusão entre
a matriz e uma de suas formas tabular. Haverão certamente moment.os em que desejaremos
alguma ordem entre os elementos dos conjuntos índexadores da matriz para exibirmos a mesma
numa forma. tubular mais "atraente"

Se [, e C sã.o conjuntos finitos, uma Z, x C'-matriz é uma matriz com linhas e colunas
indexadas por .L e C, respectivamente.

Como a.s motivações para reconhecer-se estruturas em uma matriz vem primordialmente
de problema.s de programação linear (PL) e matrizes de PLs nã.o possuem linhas ou colunas
inteiramente nulas, estaremos sempre supondo que cada linha e cada coluna de uma n)atriz
possui pelo menos um entrada nã.o nula.

Um /-vetar é um vedor de dimensão J. Uma. / x c-ma.triz é uma matriz com / linhas e c

colunas, cujas linhas e colunas sã.o indexadas por {l, ..., /} e {l, ...,c}, respectivamente.

Se ,4 é uma matriz, e :r, b, y e c são vetores, então quando usada a notaçã.o

.4= = ó, .4z $ b, y.4 = c (1 )

estaremos implícitanlent.e assumindo campal.ibilida.de de tamanhos entre ,4, =, b, 3/, e c. Assim,
em (1), se .4 é uma n x «:-matriz então = é um vedor coluna de dimensão m, Z, é um vedor
coluna de din)ensâ,o n, y é um vetar linha de dimensão n e c é um, vedor linha de dimensão m.

Analogamente, se c e r sã.o vet.ares e escrevermos

cz (2)

então c será um vet.or linha e = um vedor coluna, ambos com o mesmo número de componentes

Logo (2) pode ser considera.do como o produto int.erno entre c e a.

Se ,4 é uma ma.triz e b um vetar coluna, chamaremos ,4=
/ineares, e ,4z $ Z) de un] sísíema de l7zeguaçóes / teares

b um sistema de egzlações

Um conjunto de velares que é l.d. e é minimal com relação a essa propriedade será
dito um conjunto J. d. mínima/

A matriz identidade será. denota.da por .r, onde a dimensão estará clara pejo contexto
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O suporte de um vetor a, que será denotado por ll 3 11, é o conjunto das coordenadas i
tal que ai # 0.

Uma n X m-matriz é dita de posto /{nÀa como/eto (resp., posto co/una completo) se
posto Á - n (resp., posto Á - m). Denotaremos posto .4 por p(.A) ou simplesmente por p.A.

Seja d =(dl, ..., dk) um vedor. Será denotado por dáag(di,d2,..., dt) ou dáag(d) a matriz
diagonalcuja entrada (i,i) é di.

Um vetar ou matriz é dito racÍona/ (resp., ínfeíro) se todos os seus elementos forem
números racionais (resp., inteiros).

Se para cada Z, x C'-matriz ,4 que satisfaz um propriedade ll temos que toda .L' x O'
submatriz de Á, .L' Ç .L e (7' Ç a, satisfaz 11, após a possível remoção de linhas e colunas
inteiramente nu]as, então diremos que ]] é uma propüedade Acreditaria. Se .4 não satisfaz uma
propriedade hereditária 11, então toda matriz que contenha .,4 como submatriz não satisfaz ll.
Se .4 não satisfaz uma propriedade hereditária ]] e toda submatriz própria de .4 satisfaz ll
diremos então que .4 é uma oósírução ou submafriz proibida da propriedade 11. Quando não
houver perigo de confusão sobre qual é a propriedade em questão diremos simplesmente que
.4 é uma obstrução ou submatriz proibida. De fato, qualquer propriedade sobre matrizes que
pode ser caracterizada em termos de submatrizes proibidas é uma propriedade hereditária.

Denotaremos por G/'(2) o corpo com dois elementos {0, 1}

3 Preliminares de teoria dos gratos

Em teoria dos gratos usaremos em geral a notação de Bondy & Murty j19761 e Bollobás j19791

Grafos não dirigidos

Um gra/o G' é uma tripla ordenada (y(G),E(G),V,a) consistindo de um conjunto não vazio
V(G) de uártices, um conjunto .E(G), disjunto de y(G) de arestas, e uma função V,C que
associa a cada aresta de G um par não ordenado de vértices (não necessariamente distintos)
de G. Se e é uma aresta e u e u são vértices tal que Úc;(e) = uu, então é dito que e conecfa
ou /{ga. u e o. Os vértices u e u sã.o chama.dos de pontas de e. Algumas vezes escreveremos
simplesmente e = uu ao invés de Úc(e) = uo.

Um glafo G pode ser naturalmente representado através de um diagrama, como o da
figura 1, onde os vértices são representados por pequenas bolas e as arestas por linhas ligando
essas bolas. Normalmente não faremos distinção alguma entre o diagrama e o grato.

As ponta.s de uma. aresta são ditas {7zcidentes com a aresta e vice-versa. Dois vértices
que são incidentes com uma mesma aresta são ditos adyaceníes.

Uma aresta com pontas iguais é dita um /aço. Duas arestas com as mesmas pontas
são ditas paraZe/as. Uln grato é simp/es se não possui laços ou arestas paralelas. Na figura 1, b
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b 

a g G 

w 

Figura 1: Um diagrama de um grafo G. 

é um laço e d e f são arestas para lelas. 

Um grafo é dito bipartido se os seus vérti ces podem ser parti cionados em dois conjuntos 
di sjuntos X e Y , tai s qu e cada aresta tem uma ponta em X e a outra em Y . 

Suponhamos que\/' é um subconjunto nã.o vazio de\/. O subgrafo de G cujo conjunto 
de vértices é \I' e cujo conjunto de arestas sã.o as arestas de G que possuem as duas pontas 
em \I' é ch amado de subgrafo induzido por \I' e denotado por G[\/']. Dizemos que G[\/'] é um 
subgrafo induzido (por vérti ces) de G. O subgrafo induzido G[\/ \\/'],denotado por G - V' , é 
o su bgrafo de G obtido através da remoção dos vértices em \/' junto com as arestas in cidentes 
a algum vértice de \/' . Se V' = { v} escreveremos G - v ao invés de G - { v}. 

Agora., suponhamos que E' é um subconjunto nâ.o vazio de E . O subgrafo de G cujo 
conjunto de vértices são as pont.a.s da s arestas de E' e o conjunto de arestas é E' é chamado 
de subgrafo de G induzido por E' e é denotado por G[E']. O subgrafo de G cujo conjunto de 
vértices é V e o conjunto de ares tas é E\ E' é denot ado simplesmente por G - E'. Se E' = {e} 
escreveremos G - e ao invés de G - {e}. 

Seja G = (V, E) um grafo e seja e = uv uma aresta de G. Contrair a aresta e de G 
consiste na operação de remover e de G e depoi s identifi car as pontas de t . O grafo resultante 
é denotado por G / e. A figura 2 ilu stra o efeito da operação de contra.çào da aresta f do grafo 
da figura 1. 

Um pa.sse io em um grafo G = (\/, E) de v0 a v1 é uma seqü ência da forma 

(3) 

onde v0 , ... ,Vt sã.o vértices e e1 , ... ,e1 sã.o arestas tais que ei = Vi-JVi parai= l , .. . ,t. O vértice 
v0 e v1 sã.o o início e o fim do passeio , respectivamente . Os vérti ces v0 e v1 também sã.o 
ditos as pontas do passe1:o e as arestas e1 e e1. são as extremidades do pa sseio . Di zemos que 
(3) é um passeio de v0 a v1 ou um v0 - v1-passeio que liga ou conecta v0 e v1. Na figura 1 
(w ,c,v,e,x, d,w, J,x , h,y) é um w - y-passeio. 

O comprimento do passeio (3) é t. A distância entre doi s vértices u e v é o comprimento 
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b

G//

Figura 2: Grato obtido pela contrição da aresta / do grifo G da figura l

do menor passeio que liga u e z;

Se o passeio (3) não tem vértices repetidos então ele é chamado de um caminho.
figura l(w,c,o,e,a, /z,y) é um w -- y-caminho.

Na

Se oo = ut então o passeio (3) é chamado de passeio /ecAado. Um passeio fechado
de comprimento pelo menos um e sem vértices repetidos (exceto o início e o fim) é dito um
c{«unto. Na fig«ra l(u,b,u),(a,d,t«,/,z) e(u,a,u,g,a,d,.«,c,u) são exemplos de circuitos.
Diremos que um circKilo é Ímpar (resp. par) se ele tiver comprimento ímpar (resp. par).

Um grato é dito um triangulo se for um circuito com exatamente três arestas

Se G = (y + c, E) é um grato tal que l V 12 3, alva é um circuito e todo vértice u C V
é adjacente a c, então G é dito um g?'(!/o rodei. Na figura 3 vemos um exemplo de grato roda.

Figura 3: Um grifo roda

A estro/a de um vértice é o conjunto de arestas incidentes a esse vértice. Na figura l
{d, e,/,g, à} é a estrela do vértice z e no grato da figura 3 {à, k,m,n,a,w,y,z} é a estrela do
vértice c.

Um grato é colzeao se quaisquer dois vértices puderem ser ligados por um caminho.
Conexidade através de caminhos induz uma relação de equivalência entre vértices. Suas classes

l WÀee/ graph.
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são chamadas de componentes (conexas) do grato

Se G = (V. .E) é um grato e y' Ç V então o conjunto das arestas (lue têm uma ponta
em y \ y' e a outra em y' é dito um conjunto de arestas de corte de (-;. Os conjunto de arestas
{a, e,d, /} e {a, e,c} são cortes do grato G da figura l.

O grau de tlm uárZice é um número de arestas incidentes a ele, laços contam como sendo

duas arestas. Na figura 2 o vértice y tem grau l e o vértice u tem grau 4.

Uma .PoresZa é um grato sem circuitos, e uma árvore é uma floresta conexo.
difícil ver que para um grato G = (V. -E) são equivalentes:

Não é

B G é uma árvore;

8 G não contém circuitos e l E 1=1 y l .1;

. G é conexo e l .E 1=1 V 1;
(4)

8 existe um único caminho que liga quaisquer dois vértices de G

Um vértice de grau l de uma floresta é dito uma /olha

Um subgrafo 7' = (V. -E') de G = (V. E) é dito uma árvore geradora de G se T íor uma

Um giafo G possui uma árvore geradora se, e somente se, for conexo.arvore

Um cJÍqKe em um grato G é um subconjunto de vértices de G dois a dois adjacentes

Um conjunto S de y é cllamado um conjunto independente de G se os vértices de S
são dois a dois não adjacentes. O proa/ema do c07Üunlo i7zdepezzdente máximo é o problema:
dado um grato G = (V. -E) encontrar um conjunto independente de tamanho máximo.

Um empate//tamenZo em um giafo é um conjunto de giestas que não contém nenhum
laço e duas a duas as arestas não têm pontas em comum.

A matriz de incidência de um grato G = (V. -E), sem laços, é uma {0, 11-matriz com
linhas e colunas indexa.das por y e E, respectivamente, onde a entrada. (u, e) é l sse e é incidente
a. D

Gratos dirigidos

Um grcq/o d agido .D é uma tripla ordenada (y(-D),.4(-D),V,o) consistindo de um conjunto
nã' -zio de «érZice' l/(-D), um conju«to .4(.D), disjunto de y(.D), de are.tas o« ""os e uma

função de incidência V,o que associa a cada aresta de D um par ordenado de vértices (não
necessariamente distintos) de -D. Se a é «ma aresta e u e o são vértices tal que V,o(a) = (u, u),
então é dito que a liga u a u, u é dito poRIa inicia/ de a e u poria ./tRaZ. Um grato dirigido
Z)' é «m s«bg:'f. d' .D se l/(-D') Ç y(-D), Á(-D') Ç .4(-D) e Úo, é . restrição de Ún . .4(-D').
A terminologia e notação para subgrafos dirigidos é a mesma que a usada para subgrafos não
dirigidos.
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A diferença de gratos dirigidos para gratos não dirigidos é a orientação que é dada aos
pares. Cada grato dirigido dá origem a um gra/o subjacentes não dirigido, que é o grato em
que esquecemos das orientações dadas as arestas. Algumas vezes, quando não houver perigo de
confusão, usaremos a terminologia de gratos não dirigidos para gratos dirigidos, por exemplo,
T é uma árvore geradora de um grato dirigido .D se o grato subjacente a T for uma árvore
geradora do grato subjacente a .D. O conceito de laço, arestas para/e/as é análogo ao conceito
em gratos não dirigidos.

A matriz e {nc{ énc a 'Ze wm gra/o dirigi o = (V. ,4), sem laços, é a {0,J:ll-matriz
cujas linhas e colunas são indexadas por V e '4, respectivamente, onde a entrada (t;,a) é
--l,+l, ou 0, conforme u seja ponta inicial de a, ponta final de a, ou não sqa incidente a a,
respectivamente(veja figura 4).

'u

g H

Nu.. = -l

a D

Nu,. = +l

Figura 4: Uma desta
incidência .Ar

u" e os respectivos valores nas entradas (u, a) e (o, a) da matriz de

2 Underlying grapll



Capítulo l

li,econhecimento de gratos

Neste capítulo trataremos do problema de reconhecer em uma matriz estruturas subjacentes de
um grato. Motivações para o interesse em estrutura de gratos serão vistas na seção 1. Na seção 2
estudaremos a complexidade computacional de alguns problemas que tratam do reconhecimento
de uma tal estrutura em uma matriz. Na seção 3 discutiremos como o reconhecimento da
estrutura de um grato pode ser utilizada para transformar um problema de programação linear
(PL) em um problema de programação linear sobre um grato.

1.1 Motivação

Diversos problemas práticos requerem a utilização de programação linear ou a solução de riste
mas lineares. Dentre estes problenaas alguns são naturalmente modelados por meio de gratos,
problemas tais como produção e distribuição de mercadorias, rede de estudas, comunicação, ro-
teamento de circuitos e redes elétricas. O interesse em tais problemas levou ao desenvolvimento
de algoritmos que, ao explorarem a estrutura do grato contido no problema, são mais rápidos
e/ou necessitam menos memória do que algoritmos mais gerais ((Ú Ford & Fulkerson j19621,
Edmonds & Karp j19721). Essa melhoria. de eficiência chega muitas vezes a ser considerável (c/.
Glover, Karney & Klingman j19741).

O interesse em reconhecer-se, numa matriz, estruturas que possam ser representadas
por um grato é detectar se o problema que essa matriz representa pode ser resolvido por algum
desses algoritmos específicos sobre gratos.

As motivações que veremos a seguir são provenientes da solução de sistemas lineares
e, fundalmentalmente, de programam;ão linear. A motivação proveniente de solução de sistemas
lineares será mais extensivamente descrita, pois esta, na, sua simplicidade, mostra claramente
vantagens advindos do reconhecimento de estruturas que possam ser representadas por um
grato. Já as motivações de proclamação linear serão descritas brevemente, pois muitas das
vantagens são em essência as mesmas que veremos na solução de sistemas lineares, serão dadas
referências para estas motivações.



1.1 Motivação Solução de sistemas lineares

l.l.l Solução de sistemas lineares

Suponha que estejamos interessados em obter uma solução do sistema
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Poderíamos resolver o sistema acima empregando, por exemplo, o método de eliminação
de Gauss. No entanto, se examinarmos um pouco mais atentamente a matriz .N notaremos
que ela possui em cada coluna exatamente dois elementos não nulos, um +l e um --l. Assim
.V é a matriz de incidência de um grato dirigido, o qual é mostrado na figura 1.1 . Cientes desse
fato poderíamos pensei em encontram uma solução do sistema 1.1 utilizando algum algoritmo
mais particular, algoritmo esse que tire proveito dessa estrutura.

Quando -N é matriz de incidência de um grato dirigido, o problema de encontrar uma
solução do sistema 1.1 tem uma interpretação bem conhecida que é a seguinte:

. g,a/o D = (y..A) p.d' se, pe««do ..m' «m« «de de «Z«d«, o« ..j«, c«d"
vértices é uma cidade, as arestas são estudas !igando as cidades e os b. são a de-
manda, de um determinado produto, em cada cidade. Um A-vetar =, solução do
sistema, pode ser pensado como a quantidade de produto =. que deve ser transpor-
tada através de cada estrada a, de tat lforma que a demaltda em cada cidade seja
sul)Tida. Cidades com demanda negativa, b. < 0, são cidades que podem dispor
de uma quantidade b. do produto para mandarem a outras cidades. Se o valor a
ser Zra7zsporZado numa estrada a = (u,o) é legal uo, a. < 0, isso slgn@ca que a

mercadoMa está sendo transportada da cidade u para a cidade u.
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Figura 1.1: Grato cuja matriz de incidência é .N

Se .N fosse a matriz de incidência de uma árvore T = (V. .A) poderíamos encontrar uma

solução do sistema .Nz = b através do algoritmo da figura 1 .2. Tendo em mente a interpretação
dada anteriormente, percebe-se que a estrat.égua do algoritmo é escolher uma cidade ü, que está
liga.da às demais por int.ernÉdio de uma. única estrada a (u é uma folha da árvore) e ca]cu]ar qual
deve ser a quantidade de produto =. transporta.da através dessa estrada, para que a demanda
na cidade u seja atendida.

Na realidade, se N é matriz de incidência. de uma árvore, a solução encontrada pelo
algoritmo da figura 1.2 para o sistema. .Ara = b, se existir, é única. Isso pode ser verificado
facilmente por indução en] yT 1, pois se ã = (u, t}) é a aresta incidente ao vértice D (escolhido
na linha l do algoritmo) e -N' é a matriz de incidência da árvore T' := 7'--a então n' é solução do
sistema .N'a' = b', devolvida pela chamada ,4ruoresSáoBacanas (T', b') (linha 12 do algoritmo),
sse o vedor ,4-vetar z dado por

,. :- { q se a # ã

é solução do sistema .Na = ó. A figura 1.3 ilustra a situação com relação a matriz .N

E interessante observarmos que no caso de ./\r ser a matriz de incidência de um grato
dirigido .D = (y. .4) que possue ajguna circuito então o sistema .N# = Z) não tem solução única.

De fato, suponhamos que .D contenha um circuito, digamos C;. Consideremos uma orientação
arbitrária de C e seja il o seguinte {0, d:ll-vedor com

+1
l
0

se a tem o mesmo sentido da orientação de C';
se a não tem o mesmo sentido da orientação de (;;
se a não pertence a O.
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Algorítmo
E«t«d« : Uma ár-re T = (y. Á) e «m y--tor r«io-l b.

Saz'da : Um .4-vetor a solução do sistema ./\r# = b, se existir, onde .N é a y x .,4-matriz
de incidência de T

l
2

3

4

5

InIcIo
Escolha uma folha u de T;
wlyTl=t

e111:ãe B b. = o
e!!J:ãQ 3 é solução do sistema
senão o sistema é incompatível

senão inicio

Seja u o vértice adjacente a o em 7' e a a aresta de T incidente a ambosl
b. +-- b. + b.;
w«

sl1l:âe #. - b.;
ge!!ã:g z. - --b.;

6

7

8

9

10

11

12
Seja b' o vedor Z) a menos da componente associada a ul
ArvoresSâoBacanas (7' -- u, b')

fim

Figura 1.2: Algoritmo para solução de sistemas da forma .N#
incidência de um árvore.

b, onde N é a matriz de

Figura 1.3: Matriz de incidência .N de uma árvore dirigida, u é uma folha da árvore e a é a
aresta da árvoieincidente a o.
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para todo a € .A (a figura 1.4 mostra uma orientação de um circuito e o correspondente vetar
ã). Da maneira como ã foi definido temos que .Nã = 0 e ã # 0, o que mostra que se o sistema
.Na = b tem uma solução F então ela não é única, pois F + kã também é solução, para todo k.

a6

ü: -: '.: : ,., :N.
lorientação

'.,; : '":lz,
a3

Figura 1.4: Um circuito com a sua orientação e o respectivo vetar â

Do que vimos até agora. podemos concluir que se .N é a y x .4-matriz de incidência de
um grato dirigido conexo .D = (y. .A) então o sistema .N= = b tem solução única sse .D for uma
árvore. Por outro lado, da álgebla linear sabemos que um sistema .Nz = b tem solução única
sse suas colunas forem l.i. . Logo, como toda árvore geradora T de .D possui l y 1 --1 arestas,
podemos resumir tudo isso na seguinte proposição:

Proposição 1.1 Se D = (y. .A) é um oral/o dirigido conexo, .N a saa y x ,4-matriz de incidência
e N Q matriz resuttaltte após Q remoção de uma \inca, de N, então N tem posto linha completo.
Ate'rn disso, um, con3ubto 1< de colunas de N jorTrta u'rn,ü base do espaço coluna de N sse as
arestas correspondentes às coZu7zas em /{ /armam uma árz;ore geradora de .D. H

Está proposição, que relaciona arestas de um giafo com co]unas ].i
incidência, nos será muito útil mais adiante.

de sua matriz de

O algoiitmo da figura 1.2 encontra uma solução do sistema .N# = b somente quando
.N é a matriz de incidência de uma árvore dirigida. Entretanto, devido a proposição 1 .1, é fácil
ver que para. encontrarmos uma solução do sistema quando .N é matriz de incidência de um
grato dirigido conexo -D = (y. .4) basta utilizarmos o algoritmo Gra/osTambémSão.Bananas
da figura 1.5.

Se pegassemos papel e lápis pala resolver o sistema 1 .1 perceberíamos facilmente o quão
simples é o algoritmo Gra/osTambémSão.Bananas em comparação com outros algoritmos,
como o método de eliminação de Gauss.

Vejamos agora. qual é a. complexidade do algoritmo Gra/osTambémSão.Bananas. A
linha l do algoritnao pode ser executada em tempo O(l y ll .4 1). A construção da árvore
geradora da linha 2 pode ser executada em tempo O(l Á l) (veja, Gibbons j198õ: pp. 20-241).
As linhas 3 e 4 do algoritmo podem ser executadas em tempo O(l .A 1). Dura.nte a construção
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Algoritmo
Entrada

GrafosTambémSãoBacanas(.N, b)
Uma y x .A-matriz de incidência .N de um grifo dirigido conexo e um y-vedor
racional b.
Um .,4-vetor z solução do sistema .Na = b, se existir.Saída,

l
2

3

4

5

inicio

Construa o grato -D - (y. .A) tal que .N é a sua matriz de incidência;
Construa uma árvore geradora T de .D;
PBE4 !içada aresta a « .4T faça:

a;. +..... 0;

ArvoresSâoBacanas (T, 6);
fim

Figura 1.5: Algoritmo que encontra, se existir, uma solução do sistema .Nz = b, onde .N é
matriz de incidência de um glafo dirigido.

da árvore geradora T pode ser construída uma lista de vértices que forneça uma ordem em que
os vértices podem ser escolhidos pela linha l do algoritmo .Ardor'esSãoBacanas. Assim, todas
as linhas do algoritmo da figura 1.2 podem ser executadas em tempo constante e portanto a
sua complexidade é O(l y l) (uma. ta] lista de vértices é mostrada na figura 1.6). Portanto,
a complexidade do algoritmo Gra/os7'arnZ,émSãoBacanas é O(l y ll .4 1). Já o método de
eliminação de Gauss levaria tempo O(l V 1 1 4 I') para encontrar uma solução (veja, cumes et
a/. j1983: pp. 49 e 501).

Convém lembrarmos que, quando o problema. em questão possui a estrutura subjacente
de um grato, muitas vezes o dado do problema é o giafo e não a sua matriz de incidência.
Assim, no algoritmo Gra/osTambémSão-Bananas, a linha l seria descartado e a complexidade
do algoritmo passaria, a ser O(1 .4 1).

Na figura 1.7 vemos a simulação da resolução do sistema 1.1 através da árvore T e da
ordem dada na figura 1.6.

Para armazenam um grato o espaço requerido é O(l V' l + l .4 1), entretanto se o giafo foi
conexo então l y l$1 .4 1 --1, assim o espa-ço requerido será O(1 ,4 1). Portanto, a complexidade
de espaço do algoritmo Gra/osTambénl.São.Bananas é O(1 .4 1). Observemos que em nenhum
instante é necessário que a matriz ./\r esteja inteiramente na memória, pois para construir o
grato D basta o algoritmo examinar uma a uma. as colunas de .N . Já o espaço requerido pelo
método de eliminação de Gauss seria de O(l .4 ll V l).

As vantagens que obtemos ao utilizar o algoritmo Gra./osTambénzSão.Bananas, que
encontra uma solução do sistema .Na = b valendo-se da estrutura do grato, ao invés de um
outro algoritmo mais geral foram:

Economia de espaço Numa matriz de incidência. os elementos não nulos são da ordem do
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03(

a2

02(

)U4

a3
©4

5

'a7

olO---início

Figura 1.6: Uma árvore geradora do grato da figura 1.1. A linha tracejada mostra uma ordem
em que os vértices podem ser escolhidos pela linha 6 do algoritmo da figura 1.2.

b3= ,a, 4
03(

b,= 7
)U4

=aÍ= '7

©4

a3

Za3'
a21 Za,= -4

%:; Z, ;H', ,( o

z.= 23
'a7

a6,

u2Õ b2= g', 4 b8: ;ã, 14

b6= 3 a..
ÕÉ. 3..-

b7
a-l z..= -5

aaÕ

07

Ãg,23

:' \.
ZaS .4

ol
bi = 5

)09

b,= '

Figura 1.7: Simulação da resolução do sistema 1.1 através do algoritmo da figura 1.2
ao final bs = 0 então o vedor 3 calculado pelo algoritmo é uma solução do sistema l.l.

Como
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Figura 1.8: Matriz de incidência de um grato desconexo

número de colunas. No grato temos representadas somente as entradas não nulas da
matriz.

Eficiência As operações feitas pelo algoritmo, ao percorrer o grato, foram somente somas e
subtrações, que em geral são executadas muito rá.pidamente por computadores.

Redução de erros Como o ajgorlt.mo t.rabalha somente com o grato, o qual representa os
dados originais do problema, há uma diminuiçã.o nos erros numéricos.

Uma última observação sobre o algoritmo Gra/os7'ambémSão.BaGaDas é que a. hipótese
de conexidade do grato .D pode ser descarnada. De fato, se .D for desconexo então as linhas e
co[unas da matriz .N podem ser ordenadas de ta] maneira que a. matriz assuma a forma tabu]ar
da $gura 1 .8, onde cada. submatriz .Ni é a ma.triz de incidência de uma componente conexa .Di
do grato D.

Assim é fácil ver que, para resolver um sistema linear em que o grato -D não é conexo,
basta simplesmente aplicar o algoritmo Gra/os7'ambémSão-Bananas a cada. um dos subsiste-
mas associados às componentes do grato. No seção 2.1.3 veremos como pode ser feita uma
ordenação das linhas e colunas da matriz de tal forma que ela. fique como na figura 1 .8 bem
como uma extensão do conceito de conexidade em grados para conexidade em matrizes.

1.1.2 Programação linear

Em programação linear estruturas especiais são frequentemente exploradas por algoritmos mais
particulares objetivando assim uma maior eficiência. e/ou uma economia de mémoria (c/. Dant-
zíg & \volte j19601, Dantzig & Van Slyke j19671). Atenção especial tem sido dedicada por

diversos pesquisadores a problemas de ot.imizaçã.o que possuem uma estrutura subjacent.e de
gratos (c/. Klingman & h4ulvey j19Si], Galão & Sande j19861).

Consideremos o problema de programaçâ.o linear (PL) na sua forma canónica

mln ca
,4a = b
z > 0

(1.2)
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Figura 1.9: N4atriz A

Visando resolver 1.2 quando .4 é a ma.triz de incidência de um grato, após a possível
remoção de uma linha, Dantzigj19511 e Ordem j19S61 obtiveram uma substancial simplificação
no método simplex revira.do. O método resultante foi denominado de método sÍmp/e3 para redes
(veja Chvátal li9S3: p. 29il).

De uma maneira semelhante à que vimos na solução de sistemas lineares, o método
simpjex para redes obtém melhora de desempenho e economia de mémoria, em relação ao
simplex revirado, a.o trocar as opera-çã.o sobre a matriz ,4 por operações mais simples sobre uma
árvore geradora T do grato, cuja matriz de incidência. é .4.

Da mesma forma que vimos na solução de sistemas lineares aqui também a hipótese de
conexidade do grado pode ser descarta.da, pois caso o grato seja desconexo as linhas e colunas
de 4 podem ser ordenadas de maneira que a matriz assuma a forma da figura 1.8 e assim nã.o
é difícil vermos que o problema 1 .2 pode ser decomposto nos subproblemas

min c{3í
Aria = b{ para { - 1, ..., k
=, ? o

(1.3)

onde Arl é a matriz de incidência. de uma componente conexo. de 1) e ci, a;{ e bi sã.o as componentes
de c, a; e Z) correspondentes à submatriz .A/{.

O método simp]ex para redes pode ser encont.Fado em Chvá.ta.] li9S3: cap. 191

Suponhamos agora que a. matriz 4 em 1 .2 não seja a matriz de incidência de um grado
dirigido. Entretanto, suas linhas e colunas podem ser ordenadas de ta] forma que .4 fique como
na figura 1.9, onde ,4Íj é uma ix j-submatriz e .4«« é a matriz de incidência de um grato
dirigido após a possível remoção de algumas linhas. Para. resolver o problema. 1.2 quando a
matriz Á tem a forma descrita, G]over & ]<lingman j1981j desenvolveram um método do tipo
simplex cha.medo simples SON ÍSpecia/ 07demd 7?efworkJ. A motivação que ambos tiveram
para desenvolver ta] método foram problemas prá.t.ecos em que .4.« é relativamente grande.

A a estrutura de .4 induz uma partição na submatriz básica' .B (i.e., a submatriz

leste tipo de técnica é chamada de partfí oníng mcÍÀods Veja também Bixby j19S4] e Aho, Hopcroft &

Á". ''4"p

'4ç« '4çp
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Figura 1.10: Matriz básica B

Figura 1.11: Matriz no formato de quase blocos

formada por um conjunto de colunas l.i. que formam uma base do espaço coluna de A), como
mostra a figura 1 .10, onde -Bii é a matriz de incidência de uma árvore dirigida T após a remoção
de uma linha. No método SON, as operações envolvendo a submatriz -Bti são feitas percorrendo-
se T. As vantagens advindos são as mesmas mencionadas para os problemas anteriores.

O princípio de decomposição de Dantzig & Wolfe j19601 aplica-se para resolver o PL
1.2 quando ..4 é uma matriz cujas linhas e colunas podem sei ordenadas de tal forma que ela
assuma uma forma tubular como a mostrada na figura ].]], as submatrizes ]Ví são associados
a PLs chamados de subprob/Chás e a submatriz M é associada ao bem conhecido PL chamado
proa/ema mestre. Uma ma.triz com a forma tubular da figura 1.11 é dita uma matriz de quase
btocogz

O princípio de decomposição de Dantzig & Wolfe tem suas vantagens e desvantagens
em relação ao método simplex revirado. A chave do sucesso de algoritmos de decomposição
reside numa partição criteriosa. da matriz associada ao problema. Idealmente, na aplicação
da decomposição de Dantzig & Wolfe à matrizes de quase blocos, os subproblemas deveriam
poder ser resolvidos de uma maneira relativamente rápida e a submatriz associada ao problema

Ullman j1976: pp. 232 e 233].
z .B/ocl-aTlgular mau'fz.

   
   

' HÍ
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mestre deveria ter poucas linhas. Quando as matrizes associadas aos subproblemas são matrizes
de incidência de gratos dirigidos, após a possíve] remoção de algumas linhas, os subproblemas
podem ser resolvidos eficientemente pelo método simplex para- redes. Neste caso a decomposição
de Dantzig & Wolfe pode ser aplicada com uma grande melhora de desempenho.

Para unia descrição detalhada do principio de decomposição de Dantzig & \Volte veja
Chvátal j1983: cap, 261.

A última motivação que mencionaremos aqui vem de program.anão /{near inteira (PLI),
i.e., problemas em que estamos interessados em reso]ver o problema 1.2 com a restrição adicional
de que todas as componentes do vetar = sejam números inteiros. Programação linear inteira
é em geral um problema ./V'P-completo. Entretanto, quando restringimos PLI a instâncias em
que a matriz de restrições é a. matriz de incidência de um grato dirigido o problema passa a
poder ser resolvido em tempo polinomial (c/, TLIP, p. 279). O que está por trás disso é o fato
de que, se N é a. matriz de incidência de um grato dirigido ente.o, o poliedro

P:

tem somente vértices com coordenadas inteira.s (i.e., o poliedro é {nleiro) para. todo vetar b
inteiro. No capítulo 4 nos aprofundaremos um pouco no estudo e reconhecimento das matrizes
que têm essa propriedade bastante desejável.

1.2 Qual é o problema?

A resposta para pergunta acima é "São váriosl". O que faremos nesta seção será explicitar
e discutir sobre a complexidade computacional de alguns problemas que tratam do reconhe-
cimento de estrutura em matrizes que possam ser representadas por um grato. Olharemos
estes problema.s sobre o ponto de vista. de con-)p]exidade computacional, i.e., o nosso interesse

será. saber quais desses problema.s são "fá.ceis" (podem ser resolvidos em tempo polinomial) e
quais sã.o "difíceis" (.ATP'-completos). Para os problemas que podem ser resolvidos em tempo
polinomia] nã.o estaremos muito preocupados, peão menos nesta seçã.o, com qual é o grau do
polinâmio.

Lembremos que, ao longo desta dissertação, mat.rezes são indexadas por conjuntos que,
a priori, nã.o têm nenhuma ordem entre seus elementos. Assim uma mesma. matriz pode ser
exibida de diferentes fornaas tubulares.

Devido às motivações que vimos na seção anterior é bast.ante razoável que a estrutura
que representa um grato que pensemos em reconhecer primeiro seja a de matrizes de incidência
de gratos dirigidos.

1.2.1 Matrizes de gratos

Da proposição 1.1 temos que se Ar é a y x .4-matriz de incidência de um grato -D com compo-
nentes Z.)] , .D2, ..., .DJ;, então a matriz Ar resultante da remoçã.o de linhas t;i, u2, ...t;k de .N, onde
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uí é um vértice qualquer de .Di, tem posto linha completo. Isto nos diz que .N contém essen-

cialmente a mesma informação que .N , pelo menos quando estamos interessados em resolver
sistemas lineares ou PLs. Na realidade a partir de ]V podemos obter a matriz de incidência de
um grato simplesmente acrescentando-se a .N, uma linha que é soma de todas as linhas de .N
E fácil vermos que a matriz resultante tem dois elementos não nulos distintos em cada coluna,
um +l e um -l. Assim, chamaremos de matriz de um gra/o3 a qualquer {0,&ll-matriz que
contenha em cada. coluna no máximo duas entradas não nulas distintas e chamaremos de naif z

resíriía de zim gra/o4 a matriz de um grato que tenha posto linha completo. Diremos ainda que
.N é («ma) «-at,i, d. g«/o .O.

O problema de decidir se uma matriz é matriz de um grato, i.e

dados

pe7yunfa

Uma .L x C'-matriz .4.

.4 é matriz de um grato? (1.4)

é un] problema fácil de ser resolvido por um algoritmo de complexidade O(l L ll C' l)

Percebe-se facilmente que a propriedade llP = "ser matriz de um grato" é uma propri
eda.de hereditária e que as obstruções de llP são as matrizes:

l
l

l
l

Na prática., é pouco provável que matrizes de PLs ou de sistemas linea.res sejam matrizes
de grato. O que podemos esperar, com alguma sorte, é que essas Diatribes sejam parcialmente
matrizes de gratos, como mostra a figura 1 .12.

Figura 1.12: À4atrizes que são parcialmente matrizes de gratos
submatriz que é matriz de um grato.

A região com um Ar denota a

Reconhecimento de matrizes que são parcialmente matrizes de gratos, como na figura
1.12, sã.o úteis pa.ra: o método simplex (SON) de Glover & l<lingman j198il, decomposição

3.hrOde-QfC tnc:deTzce maf7'tr ou neíuorl mafrtr
ares rácICa Rode-arc {ncidcpcc mafrfr

/v

 
A
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de Dantzig & Wolfe j19C01, decomposição de Benders (veja TLIP, pp
lagrangeana (veja TLIP, pp. 367-3701).

371 e 3721) e relaxação

A figura 1 .12 nos sugere três problemas, a saber

dados
encontrar

Uma .L x O-matriz.

Uma .L' x C-submatriz de Á que seja matriz de um grato tal
que l .L' l seja máximo.

(1.5)

dados
en caRiTa r

Uma .L x C'-matriz .4.

Uma L x C'-submatriz de 4 que seja matriz de um grato tal
que l a' l seja máximo.

(1.6)

dados
e7zcon.fiar

Uma .L x C-matriz .4.

Uma -L' x (:'-submatriz de .4 que seja matriz de um grato tal
que l -L' l x l C" l sqa máximo.

(1.7)

O problema 1.6 pode ser resolvido facilmente pelo mesmo algoritmo que resolve o
problema. 1.4. Infelizmente os problemas 1 .5 e 1.7 sã.o ./V''P-difíceis, tendo em vista que, pela
proposição 1 .2 abaixo, o problema de decisã.o associado ao problema 1.5, i.e.,

ãa.d.os

pe ?y unia
Uma .L x C'-matriz .4 e um inteiro positivo k.
Existe unia L' x C-submatriz de ,4 que seja matriz de um
grato e .L' 12 X- ?

(1.8)

é .A/'P'-completo. Aqui, bem como em muitos problemas en] ciência da computação, parece que
a linha que separa o muito fáci] do muito difícil é bastant.e tênue

Proposição 1.2 0 proZp/ema /.8 é ÀT'P-como/eto

Prova: N4ostraremos que mesmo se .4 é uma {0, ] }-matriz o problema 1 .8 é .A/'P'-completo

É fá.ci] ver que o problema 1 .8 pertence a. ./V'P, pois um algoritmo nã.o determinístico
ne -essita. somente escolher um conjunt.o L' Ç .L e verificar, en] tenapo polinomial, se a Z,' x O.
sublnatriz de ,4 é matriz de um grato.

Transformaremos o problema do conjunto independente máximo no problema 1.8

Seja G = (.L,C) «ma instância arbitrária do p«b/em. do con.j«nto {ndep.«dente
mázÍmo. A ma.triz .4 que contruiremos é simplesmente a Z, x O-matriz de incidência de G.
E claro que .4 pode ser construída em tempo polinomial.

Como 4 é a matriz de incidência G então é imediato que E' é um conjunto independente

de G sse a .L' x C-submatriz de ,4 for a matriz de um grato. O que prova que a transformação
que fizemos é de fato uma reduçã.o. H
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Z l x l C'

Figura 1.13: Matriz da transformação que reduz o problema 1.5 ao problema 1.7

Para verificar que a. proposição 1.2 de fato implica que o problema 1.7 é ./V'P'-difícil,
basta veri$car que a transformação que dada uma .L x C'-ma.triz .4, instância do problema 1 .12,
constrói a matriz mostrada na figura 1 .13 é uma redução polinomial do problema 1 .5 (que, pela
proposição 1 .2, é ./V'7)-difícil) a.o problema 1 .7.

N4esmo a estrutura de matrizes que são parcialmente matrizes de gratos é uma estrutura
muito pa.rticular. Na próxima subseção trataremos do problema de reconhecer estruturas um
pouco mais gerais que as tratadas até agora.

1.2.2 Matrizes de gratos sinalizados

Um problema um pouco mais geral que o problema 1.4, é o de decidir se uma matriz .4 pode
ser transformada numa matriz de um grato através da multiplicação de algumas linhasS por -l,
ou seja:

dados

pe 7yu zzía

Uma Z, x (..:-mat.riz ,4.

Existe uma {0, i:ll-matriz diagonal não singular A tal que
À' = A.4, onde Ar é a mat.riz de um grato?

(1.9)

Se existir uma ta] matriz diagonal A diremos que Á é m.atroz de um gra/o sina/{zado6. A
origem do nome é devido ao seguinte fato: se .4 é uma -L x C -- {0, ül }-matriz com no máximo
duas entrada.s nã.o nu]as por coluna e G = (.L,C'),O' Ç (:, é o grado ta] que c = l1/2 C (.;'
sse .AÍ.,. :: ÁI,,c # 0, então resolver o problema 1.9 é equivalente a encontrar, se existir, uma
atribuição de sinais (+,--) aos vértices de G ta] que ao multiplicarmos por -l as linhas cujos
vértices correspondentes receberam o sinal (--), transformamos Á na matriz de um grato. E
claro que toda matriz de um grato é matriz de um grato sinalizado, basta tomarmos A = -r

Abaixo vemos duas {0, üll-matrizes que claramente nã.o são matrizes de gratos sina-

5 Sca/:7tg das linhas por ] ou -]
6 Em bedded neta ork maÍri:.

C

0  
Á 0
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lizados

l o o
l l o

o -l l

l
0

l o o
l l o
o l l

l
0

JW2t+l (l.lO)

1 0
1 1

1 0
1 10 0 0 0

onde .À/i é uma matriz de ordem maior ou igual a 2 e À/21;+1 é uma matriz de ordem 2k+l, k > 0.
Observemos que matrizes obtidas após a multiplicação de algumas colunas das matrizes l.lO
por -l também não são matrizes de gratos sinalizados.

É fácil vermos que a propriedade ll, = "ser matriz de um grado sinalizado" é uma
propriedade hereditária. Portanto, as matrizes 1.10, bem como as matrizes obtidas a partir
dessas após a multiplicaçã.o de algumas colunas por -l, sã.o obstruções de ll,.

O problema 1.9, a exemplo do que ocorre com o problema 1 .4, pode ser resolvido em
tempo polinomial. A figura 1.14 mostra um algoritmo polínomial para o problema 1.9.

A idéia en] que se baseia o algoritmo da. $gura 1.14 é simples. Antes de mais nada é
claro que se uma .L x O-matriz .4 não é uma {0,&ll-matriz com no máximo duas entradas
não nulas por coluna então .4 nã.o é a matriz de um grato subjacente, daí a razã.o do teste na
linha l do algoritmo. Caso contrário, na linha 3 do algoritmo é construído o grato G = (Z,, .E),
onde uma aresta /]/2 pertence a E sse existe uma coluna c tal que .4l:,. # 0 # ÁI,,.. Na linha
5 são contraídas as arestas do grato G que correspondem a colunas que não sã.o cola./7{tantes,

i.e., colunas com duas entradas não nulas distintas. Assim, os vértices {/1, l2, ..., lj;} do grato G'
induzem uma partição no conjunto .[. Seja / = {Zí. , /'', ..., ]i,} Ç .L um vértice de G', se a]guma
linha /f, C J for multiplicada por a C {l, --l}, para- transformar .4 na matriz de um grato, então

todas as linhas em J deverão ser mult.aplicadas por o. Mais ainda, se Z1/2 é uma aresta de G'
isto signiâca que se as linhas em /l forem multiplicadas por o C {l, --l}, então as linhas em /2
devem ser mujt.aplicadas por --a, para que ,4 seja transformada na matriz de um grato. Desta
forma, é claro que se o grato G' possuir um circuito ímpar, então ,4 não é a matriz de um grato
subjacente, isto é veri$cado na !inca 6 do algoritmo. b4ais ainda, se G' contém um circuito
ímpar de comprimento l (um laço), então nã.o é dia'cil encontrarmos uma submatríz de .4 que
seja. igual a matriz .Mi em 1 .]0 (a menos da multiplicaçã.o de algunaas colunas por -l), e se G'
contém um circuito ímpar de comprimento maior que l podemos encont.rar uma submatriz de
4 que seja igual a matriz À/2k+l em ] .lO (a menos da multiplicação de algumas colunas por -l)
onde 2X- + l é o comprimento do circuito ímpar. Observemos que os índices nas matrizes l.lO
são o comprimento do circuito ímpar. Logo, se G' for um grato bipartido, ente.o ,4 é a matriz
de um grato subjacente e a. matriz Â é calculada pelas linhas 7-13 do algoritmo.

Das observações que fizemos acima e da corretude do algoritmo da figura 1 .14 (que não
foi provada mais não é difícil de verificarmos) temos a seguinte proposição:

Proposição 1.3 t/ma {0, üll-mail'íz com lzo máximo duas e7ztradas 7zão lzu/as por co/una éa

matriz de um grelo sinalizado sse nã.o possuir as matrizes l.lO (a menos da multiplicação de
a/gramas co/Eras por -.7) como submaírizes. H
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Algoritmo MatrizDeGrafoSinalizado(Á)
Entrada : Uma .L x C'-matriz .4.

Saz'da : Uma {0,ü]l-matriz diagona] não singular A tal que .N = A..4, onde .N éa
matriz de um grato, se 4 for a matriz de um grato sinalizado.

l
]nlclo

se .4 é um
ent.â.o

a {0, 4:11-matriz com no máximo duas entradas nã.o nulas em cada coluna
]nlcjo

Seja O' Ç O o conjunto das colunas com duas entradas não nulas;
Construa o grato G = (.L, C"), onde c C C' liga /l e /2 se .4l:,. # 0 # .41,..;
Seja O" Ç C as colunas com dua.s ent.radar não nulas distintas;
G'- GJC"\
w G' é bipartido

ente.o início

,4 é a matriz de um grato sinalizado;
% calculo da matriz A

Seja (X, y) uma bipartição de G';

pêlo ça4iê vértice / C .L !ê:ç&
Eg / pertence a algum vértice / de X

el1l:âe dz - --l
g9nãe di -- l ;

A = dias(dl, , di,, ..., dl...) é ta] que a..4
é a matriz de um grato;

fim
ge!!ãQ .,4 não é matriz de um grato sinalizado;

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 1

12

13

14

15

flm

,4 não é matriz de um grato sinalizado;
fim

seno.o

Figura 1.14: Algoritmo que verifica se uma matriz é matriz de um grato sinalizado
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O que a proposição 1.3 também está nos dizendo é que, a exemplo do que ocorre com
matrizes de gratos, o problema de decidir se uma matriz é matriz de um grato sinalizado tem
uma boa caracterização (i.e. está em .A/'P' n co-./V'p').

Apesar de matrizes de gratos sinalizados serem uma estrutura um pouco (talvez bem
pouco) mais geral que a de matrizes de gratos, ainda assim é pouco provável que em problemas
práticos nos defrontemos com matrizes que sejam matrizes de gratos sinalizados, assim é natural
pensarmos nos seguintes problemas análogos aos problemas 1.5, 1.6 e 1.7, respectivamente:

dados ; Uma .L x C'-matriz.

enc07zfrar ; Uma L' x C'-submatriz de .Á que seja matriz de um grato (1.11)
sinalizado ta] que l .L' l seja máximo.

ãa,dos
encontrar

Uma .[ x C'-ma.triz ,4.

Uma. .L x C'-submatriz de .4 que seja matriz de um grato
sina.]]zado ta] que l C'' l seja máximo.

(1.12)

da.dos

en.conirar
Uma Z, x C-matriz ,4.

Uma Z,' x C"-submatriz de ,4 que seja matriz de um grato
sina[izado ta] que l Z,' l x l C' l seja máximo.

(1.13)

Como os problemas 1.6 e 1.7, devido a proposição 1.2, são ./V'P-difíceis então é claro
que os problemas 1.12 e 1.13 são ./V'P'-difíceis. A novidade agora é que apesar do problema
1.5 não ser ./V'P-difící], o problema aná.logo para matriz de gratos sinalizados, problema 1.11, é
./V'P-difícil, pois, como veremos na proposição 1 .4, o problema de decisão associado ao problema
1.11, ou seja:

da.ãos

pe zyu 7zZa
Uma 1, x C'-matriz .4 e um inteiro positivo k.
Existe uma /,' x C-submatriz de .4 que seja matriz de um
grato sinaliza.do e l .L' 12 À' ?

(1.14)

é .A/'P'-completo

Proposição 1.4 0 proa/ema /./4 é ./V'P'-como/efo

Prova: É fácil vermos que o problema 1.14 pertence a ./V'P, pois um algoritmo não deter-
minístico necessita somente escolher um conjunto .L' Ç Z, e verificar em tempo polinomial, com
o a]goritmo da figura 1.]4 poi exenaplo, se a. .L' x C'-subma.triz de .A é matriz de um grato
sinalizado.

Transformaremos o proa/ema do suZ)gra/o biparíido no problema ] .14
subgrafo bipartida consiste em:

O problema do

da.dos

pe 7y zz nta
Dado um grato (.; = (\6 .E) e um inteiro positivo k.

Existe um subconjunto .E' Ç .E com l .E' 12 k tal que o
subgrafo al.c'l é bipartido.

(1.15)
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Para mais informações sobre o problema 1.15 veja Garey & Johnson j1979; p. 1961

Seja G = (Z,,(;) uma instância do problema do subgrafo bipartida. Podemos supor
sem perda de generalidade que G não possui laços. Construiremos uma .L x C' -- {0, 11-matriz
4 tal que alO'l,C'' Ç C é um subgrafo bipartido de G sse a L x C''-submatriz de ,4 é uma
matriz de um grato sinalizado.

A matriz .4 que contruiremos é nada mais do que a matriz de incidência de G, i.e.,
para cada aresta c de G construiremos uma .L-coluna da matriz .4 da seguinte maneira:

.4',.
se c é incidente a /;
caso contrário

para cada vértice / de G

E claro que .A pode ser construída em tempo polinomial. Agora resta apenas provarmos
que alC"l é um subgrafo bipartida sse a .L x C''-submatriz .4' de .4 é uma matriz de um grado
sinalizado. De fato, suponhamos que C]C''] é bipartido. Seja (X, y) um bipartição de a]C''] e
A a L x .[-matriz diagonal onde o elemento da entrada (/, /) é -l se / C X e l caso contrário.
Não é difícil veri$carmos que A,4' é a matriz de um grato. R.eciprocamente, suponhamos que
.4' é uma matriz de um grato sinalizado. Sejam A uma matriz diagonal não singular tal que
A,4' é a matriz de um grato, X = {1 € Z l Az,i = --1} e .L' os vértices de CIC'l. Também não é
difícil verificarmos que (X, .L' \ X) é uma bipartição de alC''l. H

Assim, pelo que vimos, todos os problemas que tratam do reconhecimento de subma-
trizes máximas (máximas no sentido de linhas ou colunas ou número de elementos, veja. figura
1.12) que são matrizes de gratos sinalizados são ./V'?-difíceis.

Na próxima subseção ainda faremos uma última generalização dos problema tratados
até agora.

1.2.3 Matrizes gráficas

Na seção anterior tratamos do problema de tentar transformar uma matriz .4 na matriz de um
grato através da multiplicação de algumas linha.s por -l. Nesta subseção trataremos novamente
do problenaa de transformar uma matriz .4 na. matriz de um grato só que desta vez as operações
permitidas serão combinação linear das linhas e multiplicação das colunas por números não
nulos7. R/lals precisamente:

andas

pe ryü. lzía

Uma 1, x C'-matriz .4.

Existem matrizes não singulares n e A tais que .N = a.4A,
onde A é uma matriz diagonal e .N é a matriz de um grato?

(1.16)

Dizemos que dua.s matrizes ,4 e .B sã.o pr(Üetiuam.e7zíe equipa/e7ztes Íp.e.), escreve-se

.4 -' .B, se .B = r,4A, onde n e A são matrizes não singulares e .A é uma matriz diagonal. A

isca/zng não nulo das colunas.
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origem do nome p.e. é proveniente de espaços projetivos. Se pensarmos nas colunas de .,4 como
pontos do espaço projetivo Pt então A leva esses pontos do espaço em pontos projetivamente
equivalentes e n é um automorfismo do espaço.

Em outras palavras, o que o problema 1.16 está perguntando é se uma matriz .A dada
é p.e. a matriz de um grato. E claro que, se .4 é a matriz de um grato sinalizado, então .,4 é p.e.
a matriz de um grato. Mais ainda, as matrizes MI e M21+1 em 1 .10 também são p.e. a matriz
de um grato, pois são matrizes não singulares e portanto podem ser transformadas, através de
combinam;ão linear das linhas, na identidade. Se .A é uma matriz p.e. a matriz de um grato
diremos então que .A é gr(ÍHca.

Analogamente ao que vimos nas subseções anteriores é fácil ver que a propriedade llP«/
= "ser uma matriz gráfica" = "ser uma matriz p.e. a- matriz de um grato" é uma propriedade
hereditária.

Uma. boa caracterização, bastante profunda, de matrizes gráficas é devida a Tutte e
encontra-se no teorema. 1.1 abaixo.

Teorenaa l.l(Tutte j1959,196s])
seguintes matrizes:

Umo matriz é gráfica sse não possui submatrizes p-e

«,.- : l à ? ;

1 0
0 1
0 0: [

0 0
0 +
1 +

+

0

+

l
0

0

0

0 0
0 0
1 0
0 1
0 0
0 0

: [
o o o o +
l o o + o
o l o + +
o o l + +

0

0

+

0
+

+

+

+

0

+

1 0
0 1
0 0
0 0

o o + o o
o o + + o
l o o + +
o l o o +

l
0

0

0

0

0

0
l
0

0
0

0

0

D

0

0

l
0

0 +
0 +
0 +
0 0
0 0
1 0

+ 0
0 +
0 0

+ 0
0 +

0 +

M'(Ks) =0 +M '(À'3,3 )

onde a, ', P, ó são números não nulos, (a,I') e (P,ó) são l.i. e * denota entradas não nulas,
não necessariamente iguais. H

Para outras demonstra.ções do teorema 1.1 veja Seymour li9801, Truemper j198õbl,
Wagner j198SI e Bixby & Cunningham j19S01.

Diversos algoritmos polinomíais foram propostos para resolver o problema 1.16 (Tutte
li9601, Iri j1966), Bixby & Cunningham li9801, Fujishige j19S01 e Bixby & Wagner j19881).
Como os problemas 1.11, 1.12 e 1 .13 são ./V'P'-dia'ceia então é claro que qualquer problema que
diga respeito a reconhecer numa matriz uma submatriz máxima (máxima no sentido de linhas
ou colunas ou ainda número de elementos, veja figura 1.12) que seja gráfica é ./V'P-difícil.

Na próxima seção veremos como o reconhecimento de matrizes gráficas pode ser útil
em progra.mação linear.
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1.3 Redes escondidas

Na última seção vimos alguns problemas que tratam do reconhecimento de estruturas subjacen-
tes de um grato em uma matriz. Dentre estes problemas aquele que dedicaremos nossa atenção
será o último, i.e. o reconhecimento de (sub)matrizes gráficas.

Como já foi dito, a motivação para reconhecer tais estruturas subjacentes vem prin-
cipalmente de programaçã.o linear. As motivações que vimos na seção l diziam respeito ao
reconhecimento de matrizes de gratos. Veremos agora como o reconhecimento de matrizes
gráficas pode ser útil em programação linear.

UmPL
m)n c3

,4z = b
z >0

(1.17)

é dito uma rede escondida8 se a matriz .4 é gráfica. Observemos que nesse caso .N = n,4A,
onde ./\r é uma. {0, Éll-matriz de um grato, ente.o se tivermos conhecimento explicito de a., .N
e de uma solução ã do sistema .4= = b podemos produzir o PL

mln

(1.18)

tal que y é solução de 1.18 sse Ag/ é solução de 1.17. Em particular, como pode ser visto no
apêndice A, não é preciso que conheçamos a para transformar o PL 1.17 no PL 1.18.

O problema de encontrar redes escondidas é na realidade o problema de encontrar
matrizes gráficas em PLs.

A motivação para encontra.r-se redes escondidas é primordialmente computacional.
Como foi visto na seção l o PL 1.18 pode ser resolvido mais eficientemente que PLs mais
gerais, como o PL 1.17. Também há motivação proveniente de uma certa "atraçã.o" por proble-
mas de otimização em gratos, os quais sugerem que uma nova visão (modelagem) do problema
pode ser ganha ao transformarmos problemas que, a priori, não parecem conter a estrutura de
um grato em problemas em gratos.

Bixby j19S41 sugere os seguintes passos para encontrar redes encondidas

1. SÍmpli$cação. À4atrizes de PLs apresent.am com frequência variáveis fixas, restrições
explícitas que têm o efeito de íoiçar implicitamente limites inferiores ou superiores em
algumas variáveis. Devido a isso algumas linhas da matriz podem ser eventualmente
descarnadas.

2. .Essa/a.9 Se ,4 é uma matriz, o objetivo aqui é encontrar mat.rezes diagonais não singulares
.Ai, A2, tal que Ai,4zh2 tenha o maior número possível de {0, d:ll-linhas, as quais serão
candidat.as a serem linhas de um grato sinalizado.

B iidden netuork
9 Scalin g
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3. Gratos sinalizados. Neste passo deve-se tentar encontrar a maior submatriz de um grato
sinalizado que for possível.

4. Rede escondida. Agora o objetivo é estender a submatriz de um grato sinalizado do item
anterior para a maior matriz gráfica que for possível.

Referências sobre diversas heurísticas para os passos ] -3 e alguns resultados computa-
cionais obtidos por R. Fourer e Bixby aplicando os passo acima a 10 PLs podem ser encontrados
em Bixby j19S41.

Bixby sugere os passos acima. por considerar que a aplicação direta de técnicas para
encontrar redes escondidas (que veremos no próximo capítulo) são "relativamente" ineficientes
em comparação com as técnicas utilizadas nos passos 1-3.

Seja. ,4 a .L x O-matriz do PL 1.17. Se encontrarmos uma Z' x O-submatriz gráfica de
4 que seja "grande" poderíamos então a.plicar o princípio de decomposição de Dantzig & Wolfe
ao PL. As linhas que nã.o fazem parte da submatríz grá$ca formariam o problema mestre.

Pelo que vimos na. seçã.o passa.da. sabemos que o problema de encontrar redes escondidas
máximas é ./V'P'-difícil. Por outro la.do, é claro que qualquer algoritmo polinomial que decida
se um PL é uma rede escondida da origem a um algoritmo polinomial para encontrar redes
escondidas maximais. De fato, se dada uma .[ x O-matriz queremos, por exemplo, encontrar
uma .[' x C'-submatriz gráfica maxima] basta começarmos o processo com uma submatriz gráfica,
digamos, uma simples linha., e irmos adicionando uma a uma. as linhas da matriz à submatriz
e testar, em tempo polinomial, se a submatriz resultante é grá.hca. E claro que esse método
do tipo "força bruta" não deve se] muito eficiente. Na realidade a sua complexidade será l Z, l
vezes pior que a complexidade do algoiitmo polinomial que decide se uma matriz é gráfica.
E de se esperar que um algoritnao que tire proveito da submatriz gráfica já construída para
construir a próxima deva ter un] desempenho bem melhor.

No próximo capítulo veremos um algoritmo que decide se uma. matriz é gráfica. e no
apêndice A é ilust.rado como esse algoritmo pode ser usado para converter o PL original em
um PL como em 1.18. Na realidade o algoritmo que veremos faz mais do que isso, dada uma
matriz .L x C'-matriz e]e encontra uma .L x C"-submatriz grá.fica nlaxima].



(capítulo 2

Algoritmo para reconhecimento de
matrizes Brancas

O objeto central deste capítulo e apresent.ar un] algoritmo que reconhece matrizes gráficas. Na
realidade o a]goritino que veremos resolve um problema mais geral, que é apresentado a seguir:

dados
enc07zÍrar

Uma .L x C'-matriz .4.

Uma Z, x R-submatriz gráfica matina/ de .4. (2.1)

Observemos que o algoritmo encont.ra uma submatriz gráfica mazima/ e não máxima, o
que é de se esperar já que no capítulo anterior vimos que o problema de encontrar submatrizes
grá$cas máximas é ./V'P-difícil.

Este capítulo está. organizado como segue. Na seção l veremos uma primeira tentativa
de algoritmo para resolver o problema 2.1 bem como uma decomposição do problema. Na seção
2 descreveremos o algoritmo de Bixby & \4/agner que resolve o problema 2.1 quando .4 é uma
matriz sobre G-F(2). Finalmente, na seção 3, mostraremos um algoritmo que testa equivalência
projetiva entre matrizes e a. versão final do algoritmo que resolve o problema 2.1.

IDurante todo este capítulo será. utilizada, de unia maneira muito forte, a correspondência entre
conjuntos [.i(resp., ].d. mininla]) de colunas de uma matriz gráfica e florestas (resp., circuitos) de
um grado, correspondência essa que é canseqüência da proposição l.l (p. 5). No próximo capítulo
tornaremos explícita e estudaremos a estrutura que está subjacente a. este fato, a saber: "matróides".]

2.1 Algoritmo guloso

Para reso]vermos o problema 2.1 é natural que pensemos em um algorit.mo guloso que, a partir
de um conjunto de coluna.s de .A que formem uma submatriz gráfica, tente expandir essa sub-
matriz acrescentando uma a uma as demais colunas de .4 e testando se a submatriz resultante

é gráfica. O algoritnlo, ou pelo menos unia primeira tentativa, pode ser visto na figura 2.1.
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Algoritmo Guloso (.4)
Entrada : Uma .L x C'-matriz ,4.

Sai'2a : Uma .L x R-submatriz gráfica maxima] de 4

]nlclo

R -- "algum" subconjunto de C ta] que a .L x R-submatriz de .4 seja gráfica;

0 - O\R;
pala Cada coluna c € C !açê

B a .L x (R + c)-submatriz de 4 é gráfica
e!!!âe .R - R + c;

% A Z, x R-submatriz de ,4 é uma submatriz gráfica maximal

l
2

3

4

5

fim

Figura 2.1: Algoritmo guloso para encontrar uma. subnlatriz gráfica maximal

Nós falamos que o algoritmo Gu/oso é uma primeira tentativa pois é claro que o algo-
ritmo da figura 2.1 encontra um conjunto maxima] de colunas .R tal que a L x R-submatriz de
4 é grá$ca. O que está longe de estar claro é como executar as linhas l e 4 do algoritmo, mais
precisamente:

B Como encontrar um subconjunto de C' cuja submatriz seja gráfica para inicializarmos R?

e Como testar se uma matriz é gráfica?

Nas próximas subseções estaremos buscando respondas a estas perguntas

2.1.1 Submatriz grá$ca inicial

Uma mat.riz 1, x O-matriz .4 está na /arma canónica se as suas colunas esta.o ordenadas de
ta] maneira que .A assuma a forma tubular l/ l .4'l, onde .r denota a matriz identidade e .4' o
restante da. matriz .4.

Todos algoritmos conhecidos para reconhecer matrizes grá$cas assumem que a matriz
dada. está na forma canónica. Se a matriz dada nào está na forma canónica podemos coloca-la
nesta forma de duas maneiras diferentes:

1. acrestando a identidade à mat.riz dada, i.e. trabalharíamos com a matriz l.r l .41 ao invés
da matriz .4. h4uitos pacotes de programaçã.o linear fazem isso de qualquer maneira.

2. fazendo pivotações (operações elementares nas linhas) para gerar a identidade (suponha
mos que a matriz tem posto linha completo).
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Infelizmente, ambos os metidos podem destruir a estrutura de matrizes gráficas. Entretanto
o segundo método parece ser particularmente ruim, pois uma linha pode reduzir uma matriz
que era quase que inteiramente grá$ca a uma matriz que é quase que inteiramente não gráfica,
como a matriz abaixo tenta ilustrar:

l

l
2

l

3 4
l
l

1 1
l

5

l
l

6 7
1 -1

l
l

8 9 10 11 12

l l l l l

E fácil vermos que ao removermos a coluna 4 da matriz acima, a submatríz restante é
inteiramente gráfica. Entretanto se pivotarmos a matriz em relação ao elemento da posição (4,4)
e tivermos -R = {1,2, 3,4,5,6,7} ente.o nenhuma. das colunas entre 8-12 poderão ser incluídas
à submatriz grá.fica (veja teorema 1.1, p. 19).

Se .Á é uma Z, x C-matriz, convecionarenaos que ,4
mostrada na figura 2.2.

= 1.r l .ÁI é a L x (l, U C')-matriz

Figura 2.2: h4a.triz ,4 l.r l,41

Assim, da,qui por diante o problema que algoritmo Gu/oso estará tentando resolver não
será exat.agente o problema 2.1, mas sim o problema

dados : Uma 1, x C'-matriz .4.

encontrar : Uma .L x -R submatriz gráfica mazima/de .4. (2.2)

Ou seja., estaremos assumindo que a mat.riz de entra.da. para o algoritmo Gu/oso está na forma
ca.nonlca.

Como é claro que a matriz identidade é gráfica, então uma maneira natural de inici-
alizarmos o conjunto .R (na linha l do algoritmo da figura 2.1), é ínicializa-lo com o conjunto
dos índices das colunas que formam a identidade de .4, i.e inicializaremos R com L.

2.1.2 Como testar se uma matriz é gráfica?

Lembremos que devido ao que vimos na anterior, a saída do algorítmo Guloso deverá ser uma
submatriz gráfica maxima] de 4 (= 1/ 1 .AI).
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Para executarmos as linhas 3-5 do algoritmo do algoritmo Guloso a idéia é tentarmos
tirar proveito da .[ x .R-submatriz de .À que já sabemos ser gráfica. Para isso iremos empregar a
proposição 1.1, que nos dá a relação entre colunas da matriz de um grato e as arestas do grato.

Da proposição 1.1 sabemos que se .N é uma Z, x (.[ U C')-matriz do grato dirigido
.D = (y. Z U O), então um conjunto de colunas .K de .N é l.i. sse as arestas correspondentes às
colunas em .l{ formam uma floresta em .D, ou equivalentemente, um conjunto /T de colunas .N
é l.d. mínima/ sse as arestas correspondentes às colunas em .K formam um circuito em .D.

Da discussão acima e do fato de combinação linear de linhas e escala de colunas serem
operações que preservam dependência linear das colunas, temos que se ,4 é uma L x C'-matriz
tal que .,4 -' .N (i.e. .N = n.4A, onde a e A são matrizes não singulares e além disso A é
diagonal) onde .N é matriz do grato .D = (V. .L U C'), então um conjunto de colunas .K de .À é

Z.d. mÍn maJ sse as arestas correspondentes às colunas em /T formam um circuito no grato .D.
Observarmos que como .A tem posto linha completo então .N é a matriz restrita de um grato
(i.e. N é a matriz de um grato com posto linha completo).

Acabamos de ver uma. condição necess(í?"ia para que uma matriz seja gráfica, a saber

Se .,4 é uma ], x C'-matriz ta] que ,4 é gráfica então existe um grato .D ::
(V.-L U O) tal que um conjunto de colunas .K de À/ é /.d. minimal sse as
arestas correspondentes às colunas em /( formam um circuito em .Z).

(2.3)

Veremos mais a.diante, ila. seção 2.3, que a condição 2.3 também é suficiente, ou seja,
vale o seguinte teorema:

Teorema 2.1 (Teorema da realização) Se .A é uma .L x C'-matriz então .Â é g7'íWca sse
existir um grelo D = (V,L U C) que satis.faça a seguinte propriedade:

/{ é ttm c07Üunto de co/un.as /.d. mínima/ de i sse as arestas corresp07zdentes
às colunas em l{ .formam um circuito de D.

Um grato 1) nas condições do teorema 2.1 é dito uma realizaçãol de .4

Pelo teorema da. realizaçâ.o vemos que o problema de decidir se unia matriz .A é gráfica
é equivalente a.o problema de encontrar unia. lealizaçã.o para .A.

Devido ao que foi discutido na. seção anterior sabemos que a. matriz .4 (= 1-r ] .A]) está
na forma canónica e -/? (linha l do algoritmo da figura Gu/oso) é inicializado com o conjunto
de índices das colunas que formam a identidade de .À. Assim, no começo da. execução do
algoritmo, uma realização da .L x R-submatriz gráfica de .Â é qualquer floresta .D = (y, R).
Para executarmos a linha 4 do algoritmo precisamos testar se pode ser acrescentada uma
aresta c (correspondente a uma coluna de .4) à. .D de tal forma que o grato resultante seja uma
realização da .L x (.R + c)-submatriz de .À. Entretanto, logo de início temos um problema.
Para. percebermos qual é o problema vamos aplicar o algoritmo (o que temos até o momento)

l Realázat.ion.
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à seguinte matriz

[ Ê Í i : ] (2.4)

De início R = {1, 2} e uma realização da .L x R-submatriz de .4 pode ser uma árvore
com 2 arestas (orientação arbitrária.). Ao examinarmos a coluna de índice 3 vemos que essa
coluna é combinação linear das colunas de índices ] e 2, ou seja, as colunas de índices 1, 2 e 3
formam um conjunto de colunas l.d. minimal de ,4 logo as arestas correspondentes às colunas de
índices 1, 2 e 3 devem formar um circuito em qualquer realização da matriz .4. Ao examinarmos
a coluna de índice 4 vemos que ela também é combinação linear das colunas de índices l e 2,
assim em qualquer realização de Á as arestas correspondentes às colunas de índices 1, 2 e 4
devem formar um circuito. Poderíamos pensar no grato da figura 2.3 como uma realização de
,4, mas infelizmente as arestas 3 e 4 formam um circuito no grato e as colunas de índices 3 e 4
não são colunas l.d. da matriz .4. Logo o grato da figura 2.3 não é uma realização de .A. Na
realidade pelo tec'rema l.l (p. 19) sabemos que a matriz ,4 nã.o é gráfica.

Figura 2.3: Tentati'ç'a de realização para a matriz .4

Qual foi o problema ? O problema fol que acrescentamos arestas ao grato sem verificar
se as colunas correspondentes aos circuitos que estavam sendo criados formavam um conjunto
[.d. minimal da matriz .4. ]nfe]izment.e, se tivermos que o]har para todos os circuitos que surgem

a.o acrescentarmos uma aresta ao grato D e verificarmos se as colunas de ,4 correspondentes às
arestas do circuito são l.d. ente.o o nosso algoritmo não será eficiente, pois este procedimento
é certamente exponencia]. O que p(,demos então fazer para construirmos pouco a pouco uma
realização para uma submat.riz de ,4 sem que precisemos ficar nos preocupando com os eventuais
circuitos que possam vir a ser criados durante o processo? A resposta para essa pergunta não
é óbvia, mas o fato é que se estivessemos trabalhando com o corpo GF(2) ao invés de -m
(ou qualquer outro corpo), i.e. ,4 fosse uma matriz sobre G.F(2) e está'ç'essemos considerando
dependência linear sobre G-F(2), nã.o haveria esse problema, como mostra a proposição 2.1 a
seguir

Proposição 2.1 Sc .B é uma 1, x C'-matriz soZ,re GF(2) ía/ guc .B É:: 1/ 1 BIJ é gr(Mca com
«a/{,«ão G = (V,L U C') b é «m .L-«.ío, soZ,« GF(2) com .«po,Ze P ÍP =1 b llÇ 1,) t.J
gu-e as arestas dc (z elll P /or17iazl? um ul -- u2'calnzlt/io, e72.tao l.Zi l ól e gr(il/ica com realização
(; + UIU2
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Prova: Seja .N a matriz do grato G. Como .B é gráfica com realização G então N = r.B, onde
T é uma matriz não singular (A = .r, pois estamos trabalhando sobre GF(2)). Para provarmos
que (; + uiu2 é uma realização de l.P l ól é suficiente provarmos que ll mb ll= {ul,uz}, i.e.
l.V l rbl é a matriz do grato (; + uiu2.

Seja B e N as submatriz de .B e .N, respectivamente, correspondente as arestas em P
(observemos que IB é formada por colunas que formam a identidade de .Ê). É claro que IN = nlB
e as colunas de l]B l õl são ].d. minimal, mas as colunas da matriz lia l ól são l.d. minimal sse
a soma das colunas de .B é igual a b, sse a soma das colunas de a-lB (= N) é igual a aZ), sse
lnóll= {ul)u2} pois as arestas em P formam um caminho em 1). H

Antes de continua.rmos convém observarmos que o grato do enunciado da proposição
1.1 é dirigido. Entretanto ao t.rabalhamos com matrizes de grados sobre GF(2) a orientação
das arestas do grato torna-se irrelevante (diferentes orienta.ções do mesmo grato dão origem a
mesma matriz), estamos interessados em circuitos no grato subjacente e não circuitos dirigidos,
por isso usamos G, ao in'ç'és de 1), na proposição 2.1 para denotar a realização de uma matriz
.B sobre G.F(2). Assim, ao denotarmos por G a realizaçã.o de uma matriz isto significa que a
orientaçã.o das arestas é arbitra.ria.

Uma consequência imediata da proposiçã-o 2.1 é o

Colorário 2.1 Se -B é uma matriz sobre GF'(2) e T é uma rea/{zação da submatdz {de7ztldade
de -B (7' de e ser um.a .ForesíaJ ta/ guc P =ll b ll é um cam.anho em T, para toda co/tina b de .B,
então .B é gr(í$ca. H

Como usar a proposiçã.o 2.1 e colorá.rio 2.1 para decidir se uma matriz .4 é grá$ca?
Parte da. reposta a esta pergunta é dada na proposição 2.2 abaixo.

Proposição 2.2 Se .4 é uma E x C'-matriz sobre -#? ta/ gue ,4 é grcÍ/íca e -B é a .L x C'-matriz
sobre GF(2) obtid.a Q partir de A subst.{tuin.do-se as entra.d.as não nulas por ], então Ê é grá$ca.
Àfais ainda, o grelo subjacente à realização de A é zma realização de B.

Prova: Seja .D uma realização de ,4, G o grato subjacente de D e -F a floresta de G formada
pelas arestas coriespondent.es à ident.idade de ,4. Pelo colorário 2.1, para pro'ç'armas que .D é
gráfica é suficiente pro'vermos que, para toda coluna. Z) de .B, P =ll b ll é o conjunto de arestas
de um caminho en] /'

Sejam b uma coluna qualquer de .B e P =llõll. Seja ainda k o índice de b. Da deânição
de .B nã.o é difícil vermos que as colunas de ,4 de índices em P + k formam um conjunto de
colunas [.d. minimal, logo existe em G um circuito formado peias arestas em P + k. O que
prova que as arestas em P são arestas de um caminho em G. H

Uma matriz .B nas condições da proposição 2.2 é dita a imagem boo/Cana de .4

E fá.cil vermos que a recíproca da proposição 2.2 não é verdadeira, já que a matriz .4
em 2.4 é um contra-exemplo. Apesar de .4 não ser gráfica (veja teorema ].l), a sua imagem
booleana .8 é grá.fica e o grato da neura 2.3 é uma realização de .B.
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A estratégia para executarmos a linha 4 do algoritmo Guloso será a seguinte. Suponha-
mos que l/ l .,4'l é uma submatriz gráfica de .A. Estamos interessados em descobrir se l/ l .4' l al
é gráfica, onde a é uma coluna de .4 que não está em l/ l .AI. Pela proposição 2.2 sabemos
que se ]/ ] ,4' ] a] é gráfica então a sua imagem booleana l/ l -B' l ól também é gráfica. Assim,
o que faremos é, a partir de uma realização de l/ l .p'l, tentar construir uma realização para
l.r l .B' l ól. Se não conseguirmos então l/ l .A' l al não é uma submatriz grá$ca de .A, nesse caso
descartamos a coluna a. Agora, suponha que conseguimos construir uma realização, digamos
G, de l/ l .B' l ól. Infelizmente não podemos concluir que l/ l ,4' l al é gráfica. Entretanto,
devido ao lema 2.4 que veremos na seção 2.3, temos que se l/ l .A' l al é gráfica então o grato
D, obtido a partir de G fixando-se uma orientação arbitrária das arestas, é uma realização de

} .]l.r l ,4/

Assim, o problema de decidir se uma matriz ,4 é gráfica fica decomposto em

1. construir, se existir, uma realizaçã.o G = (y. .L U O) para a imagem booleana .B de .4,
onde y = .[ + o; e

2. testar se o grato dirigido Z) = (V, Z, U C'), obtida a partir de G fixando-se uma orientação
arbitrária de suas a.Festas, é uma realização de .4, ou equivalentemente, testar se Á é p.e.
a ma.triz de incidência do grato 1) após a. remoção de uma linha.

Observemos que como .A tem posto linha completo e .4 é p.e. à matriz do grato D,
digamos ./\Í, ente.o Àr tem posto linha completo. Isto quer dizer, na linguagem da seção 1.2, que
N ê a matriz restrita de um trajo.

Como veremos a dificuldade em reconhecer-se matrizes gráficas está em resolver o
problema. associado ao item 1 . A resolução do item 2 é a.penas um teste de equivalência projetiva
entre duas matrizes, nã.o será usado o fato de uma das matrizes ser a matriz de incidência de
um grato.

Na próxima seção descreveremos o algoritmo de Bixby & \Vagner j19881 que resolve
o item ] de uma maneira muito eficient.e. E na seção 2.3 veremos como pode ser testada a
equivalência projetiva entre duas matrizes quaisquer.

Antes do a.]gorit.mo de Bixby & \va.gner será út.i] que vejamos como o conceito de
conexida.de em gratos pode ser estendido pa.ra. conexldade em matrizes. Faremos isso na próxima
subseção.

2.1.3 Conexidade de matrizes

A cada L x (J-matriz ,4 podemos associar o grato bipartido 'H(,4) com bipartição (.[,C) onde
un] vértice / C .L está ligado a um vértice c C C sse .4Z,. ?é 0. Diremos que uma matriz 4 é
cozzea'a sse o grato 'H(.4) for conexo. Analogamente a.o que é feito no caso de gratos, diremos
que unia submatriz .4 de .4 é uma componente coneza, ou simplesmente comp07zenZe, de ,4 se
.4 for uma submatriz conexa maximal de .,'l.
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Na figura 2.4 vemos o grato H(,4) onde ,4 é matriz 2.5 abaixo

1 2 3 4
2 1

l

5 6
3

l

7 8 9 10 ll 12

-1 1
l
l

l

(2.5)

1 1

CI C4 C10 C6 C3 C5 C8 C2 C12C7 Cll

Z4 Zo /5 /i /2 /7 /8

Figura 2.4: Grato 'H(.4) onde .4 é a matriz 2.5

Esta definiçã.o de conexidade nada mais é do que uma extensão do conceito de conexi-
dade em gratos, pois se Z) é um grato com componentes conexas -Di, .D2, ..., .Dt então as linhas
e colunas da matriz de .D podem ser ordenadas de tal maneira que ela. fique com o formato da
figura 2.5, onde Ari, ..., .Nk são as componentes da matriz do grato de ]). Assim, não é difícil
ver que, se .N é a matriz de um grafo 1) e .N é conexo, ente.o -D é conexo.

Uma ordenação que deixa evidente as componentes conexas de uma matriz, como na
figura 2.5 é obtida pelo algoritmo da figura 2.6.



2.1 Algoritmo guloso Conexidade de matrizes 30

Figura 2.5: Format.o da matriz de incidência de um grato desconexo

Algoritnlo SubmatrizesGonexas(A)
Entra da : Uma .L x O-nlat.riz A.

Saída : Uma decomposiçã.o de A em componentes conexas .4], .A2, ..., Ák

l
2

3

4

]nlclo

Construa o grato 'H(.4) ;
Encontre as componentes conexas do grato H(.4) ;
Sejam LI U C,, .L2 U G2, ... , Lt U Ci os vértices das componentes conexas de 'H(.4)
As .Li x Ci-submatrizes .4{ são as componentes conexas de .4

fim

Figura 2.6: Algoritmo que encontra as componentes conexas de uma matriz
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Abaixo vemos a matriz 2.5 após aplicarmos o algoritmo da figura 2.6

l
l
l

2

4 10

l
l

l
l

6 3 5 8 7 ll 9 2 12

l

3

l
2

Á l
l

l
l

l
l

l

1 1
l

1 1
1 1

A complexidade da linha ] do algoritmo da figura 2.6 é O(l Z, ll C' 1) e a da linha 2 é
O(l p 1), onde p é o número de entradas nã.o nulas da matriz .A, i.e., o número de arestas do
grato H(.4). Assim, a complexidade do ajgoritmo é O(l Z ll C l).

Observemos que se a ent.Fada do algoritmo da figura 2.6 for dada em termos de uma
lista de linhas e colunas das entradas não nula.s, então a linha l pode ser executada em tempo
O(l p 1) e a complexidade do algoritmo passa a ser O(l z, l).

A ligação entre matrizes conexas e ma.trazes gráficas é dada pela seguinte proposição

Proposição 2.3 Se ,4 é tina maíráz com com.p07ze?ates c071ezas .4i, .42,
sse .4{ tí gr(Í/ica, { = 1, ..., k.

,.4i, e7?.tão ,4 é grá/ica

Prova: Se .41, .42, ..., .4X; são gráfica.s com realizações .Di, .Z)2, ..., .Z,)t, então não é difícil vermos

que o grado D, cujas componentes conexas são .D1, l)2, ..., .Dt é uma realizaçâ.o de .4. Recipro-
camente, se .4 é gráfica com realizaçã.o .D então, devido ao teorema da realizaçã.o, o subgrafo
Z){ forma.do pelas arestas correspondentes as colunas de .Ai é uma. realização de ,4f, { = 1, ..., k.

Devido a proposiçã.o acima., podemos supor durante o restante deste capítulo que a
matriz de entrada ,4 (= 1/ .41) do problema 2.1 é conexo, pois se 4 nã.o é conexa podemos
usar o algoritmo Suba.aírázesConezas para encont.rar as suas componentes conexas.

2.2 Algoritmo de IBixby &= Wagner

O objetivo desta. seçã.o é descrevem uma algoritmo eficiente para resolver o problema

dados
enconf7'ar

Uma .[ x C-matriz .B sobre G.F(2).
Uma realização G = (V. L U C') p.ra .B (= 1/ .PI), se .B for
gráfica..

(2.6)
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Lembremos que, devido à proposição 2.3 da seção 2.] .3, estamos assumindo que .B (e portanto
.B) é uma mat.riz conexo.

Devido ao co]orário 2.1 é fá.ci] vermos que o problema 2.6 é equivalente ao problema:

dados
e n co Rira r

Uma .L x C'-matriz .B sobre GF(2).
Uma árvore T = (V.L), tal que P =ll b ll é o conjunto de
arestas de um caminho em T, para toda coluna b de .B. se .B
for gráfica

(2.7)

Vários algoritmos foram propostos para. resolver o problema 2.7 ((/
ningham j19801, Iri l196al, Truemper j1985al, Tutte j1960,19641).

Bixby & Cun

O algoritmo de Bixby & M/agner2 j19S8] que será descrito nesta seção tem a mesma

complexidade de tempo que o algorit.mo de Fujishige j19801, ambos têm complexidade de tempo
"quase" linear no número de entradas não nulas da matriz. Esta é a melhor complexidade dentre
os algoritmos conhecidos.

Os algorit.mos de Fujishige e Bixby & Wagner são baseados em um procedimento
exponencial proposto por Lõfgren (veja Bixby & \vagner li9881) e em maneiras "compactas"
de representar todas a.s realizações de uma matriz gráfica. A principa] diferença entre os dois
algoritmos é que Fujishige utilizou fortemente uma estrutura de dados chamada de gra/o-PQ,
baseada em árvore-PC? (sobre á.rvores-PQ veja, por exemplo, Golumbic j1980: pp. 176-1781),
para representar essas realiza.ções e tornar o procedimento Lõfgren polinomial enquanto que
Bixby & M/agner emprega.ram uma técnica de decomposição en] gratos.

Antes de continuarmos precisarenlos de algumas definições

2.2.1 D e finições

Se G é um gra.fo e C é o conjunto de arestas tal que CIOI é um circuito, então faremos o abuso de

linguagem de também chama.i C' de ci7'cuiío3. Faremos um abuso análogo com relação a árvores
e seu conjunt.o de a.resta.s. Deixaremos com o contexto o trabalho de desfazer a ambiguidade.

Um gra.fo conexo, sem laços e cona dois -.,,ért.ices será chamado de um eZo4

Uma árvore dirigida T = (\''l .A) é dita uma arborescéncia se o seu grato subjacente é

uma árvore e todo vértice t; C v, enceta um, é o início de alguma aresta (i.e., tem uma aresta
cuja ponta final é ele). O vértice que não é início de alguma aresta. será chamado de raizde T e
será denotado por raiz(T). Sejam u. e u pontas inicial e final, respectivamente, de uma aresta
de T. Então u é dito o paf de t, e t, um .#/ho de u. Notemos que todo vértice u exceto raiz(7')
tem um único pai, o qua.] será denotado por pairuJ.

20 algoritmo é baseada na tese de doutorado de U'agner em 1983 sab a orientação de Bixby.
;Algumas vezes a dist.unção é feita chan)ando-se o conjunto de arestas de cycle ou o grato de po/#qon
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Seja G = (V. .E) um grato conexo e T o conjunto de arestas de uma árvore geradora de
G. Para cada aresta e C E \ r o grato alr + el contém um único circuito que será chamado de
circuito /u7zdamental de T determinado por e. Seja M a {0, 1 }-matriz, cujo conjunto de índices
de colunas é E \ T e de linhas é T e o elemento da entrada (.j, k) de M, mj,i, é definido da
seguinte maneira:

J l se .j c c'(r, k),
1 0 caso contrário.

Uma ta] matriz M dita uma matriz /u7zdamenZa/ de G em relação a T

m.j,t

Uma maneira equivalente de enunciarmos o problema 2.7 é:

dados : Uma .L x C-matriz .B sobre G.F(2).
encont7'ar : Um grato G = (V. .LUC'), ta] que .B é uma matriz fundamental (2.8)

Para toda {0, 11-matriz À/, grá.fica ou nã.o, chamaremos o conjunto forma-do pelo su-
porte da coluna k junto com o índice k de um circuito /undamen. a/ de À4' e o denotaremos por

Seja G = (v,-E) um grato colJexo, e seja {-EI,-E2} uma part.ição de E. Para k > 0,
{.EI, .E2} é uma k-separação de (; se

l .E- 1? k ÉI .E: 1, 1 v(cl.E-l) n v(al-E:l) 1= k.

Para n. > 0, G é dito n-con.ezo se ele não possui uma k-separação para k < n. Gratos
que possuem uma l-separação são ditos separáveis e grados 2-conexos são ditos 7zão separáveis
ou b/ocos. E bem sabido que um grato é 2-conexo se quaisquer duas arestas esta.o contidas em
um circuito.

Uma c/asse de para/e/esmo é um conjunto maximal de arestas paralelas de um grato. A
sim.pll#cação de um grato G é o gra.fo obtido a partir de G removendo-se os laços e removendo-se
de cada classe de pa.ralelismo todas a.Festas, exceto uma (uma representante da classe). Um
grato é dito primo se nã.o for um circuito, nem um elo e sua sinlpliflcação for 3-conexo.

Seja {.EI, .E2} uma 2-separação de um grato G, ta] que V(Gl-Eil) n t/(GI.E21) = {u, u}.
Definimos o grato G' como o grato obtido através da troca em GIEll das arestas incidentes a. u
pelas arestas incident.es a t, e vice-versa. Diremos que G' fol obtido a partir de G por reuersáo
de GI.Eil ou por unia reuc7'sáo em relê.çã.o à {u, u}. A operação de reverso.o está ilustrada lla
figura. 2.7

Dois gratos G e G' são ditos 2-isom07:Íos se G' puder ser obtido a partir de G at.ravés
de uma sequência de reversões. E fácil ver que se G e G' são 2-isomorfos, então eles possuem os

mesmos circuitos. O que não é tão fá.cil de ver é que para gratos não separáveis vale a recíproca:

Teorema 2.2 (Whitney) Se G e G' são gra/os não separáveis, ezzfão G e G' são 2-Ísomor/os
sse possuírem os mesmos circuitos. n

Uma prova curta para o teorema 2.2 pode ser encontra.da em Mragner j198S
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Figura 2.7: G' foi obtido a. partir de G pela reverso.o de Gj-Eil, onde -EI = {a, b, c, d, e}

2.2.2 Esboço do algoritmo

Sejam .B' uma .L x C"-submatriz de .B, tal que .B' = 1/ 1 .B'l é grá$ca com realização G

(V. 1, U O') e b uma coluna de .B que não está em -B'. Um passo chave do algoritmo que veremos
é a construção de uma realização para l.r l .B' õl a partir de G, se l.r l .B' l ól for gráfica.

A proposiçã.o 2.1 nos dá. uma dica de como a const.ruça.o a.cima pode ser feita. Se
P =ll óll é o conjunto de arestas de um caminho em algum gra.fo 2-isormorfo a. G, digamos G',
então o grato obtido a pa.rtir de G' ligando-se as pontas u] e u2 do caminho P por uma aresta
é uma realização de l/ l .B' ól. N4ais ainda, se G for não separa.vel, então não é difícil vermos
que, pelo teorema de \4/hitney, vale a recíproca, í.e., l/ .B' l ól é grá.fica sse P for o conjunto de
aresta de um caminho em algum grato 2-isomorfo a G. Um caminho en] algum grato 2-isomorfo
a G é dito um hipocaminho de G.

Assim, pelo que foi exposto a.cima, parece ser conveniente que em cada passo do algo-
ritmo a realização da subnaatriz gráfica de .B seja não separável. Por outro lado, nã.o é muito
difícil vermos que se .A/ é uma matriz conexo com realizaçã.o G, então G é não separável. Isso
motivou a seguinte definiçã.o. Seja M uma L x C -- {0, 11-matriz, uma ordenação kl < ... < klcl

de C é dita /ortemez2te c07? eza se a matriz .A/t. , formada pelas colunas de índice kl , ..., kf de M,

é conexo. para todo {. Se À/ é uma ma.triz conexo, então nã.o é difícil obtermos uma ordenação
fortemente conexo de O. O algoritmo da Sub77zatrázesO07zezas (p. 30) pode computar uma
tal ordenação enquanto constrói as componentes conexa.s de uma matriz; dais precisamente,
busca em ]argura no grato 'H(]1/) (definido na seção 2.1.3) nos fornece essa ordenação.

Se a entrada do problema 2.6 for uma .L x C-matriz -B e uma ordenação fortemente
conexa de C então ao examinarmos uma a uma as colunas de .B, em ordem, tentando expandir
a submatriz gráâca l/ l -a'l de .B, teremos que a cada instante a realização de l/ l .a'l será não
separáve[, a menos, eventua.]ment.e, de a.]guma.s arestas correspondentes às colunas da identidade
de .B. Mas, isso nã.o est.rega os nossos planos do algoritmo ter uma realização conexa. a cada
instante, pois qualquer aresta / que corresponde a. alguma coluna. da identidade de B só necessita
fazer parte da realização de l/ l .a'l se existir uma coluna b' em B' ta] que / C ll b' ll. Isto significa
que podemos fazer com que a realizaçã.o, que vai sendo construída pelo algoritmo, seja sempre
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não separável

O teorema abaixo resume o que foi discutido até agora e pode ser facilmente provado
a partir do teorema de Whitney.

Teorema 2.3 (Lõfgren) Se IB é uma sub«-aírÍz coneza de .Ê com rea/{zação G = (V. .E) e b é

u«.a coJ««a de .B q«e não está em IR, e«tã. lia l Z,l é g,á$« sse P =ll z, ll n .E é «m Àfp«amính.
deG. H

Baseado no teorema 2.3, Lõfgren sugeriu o algoritmo da. figura 2.8 para resolver o
problema 2.6.

Algoritmo
Entrada

Lõfgren (.B)
Uma .L x O-matriz B e uma ordenação fortemente conexa k] < ... < klal de O
Observemos que é importante que a subma.triz de .B, que está sendo processada
a cada instante, seja conexo (veja os teoremas de \Vhitney e Lõfgren), daí a
ordem das colunas de .B.

Uma realização G pa.ra uma submatriz gráfica maxima] de .B.Saída

l
2

3

]nlcjo

R {k };
E '- Ck, ;
Seja G = (V, .E) um circ«ito;
% Diferentemente do que ocorreu a.té agora, a.qui a ordem em que a.s colunas de -B são
% processa.das é fundamental.
pau { - 2, ..., l 0 l !aça

]nlclo

P'-- ci;.n E
gÊ P é um hipocaminho de G

ente.o início

Seja G' um grato 2-isomorfo a G, onde P é um ca.minha.
Seja 6'" o grato obtido, a partir de G' unindo-se as pontas
ui e u2 de P por um caminho, cujas arestas são O;;. \ PI
R .-- R + ki;
G - G''\

fim

4

5

6

7

8

9

10

fim
Seja .B' a .L x R-submatriz de .B;

% G é uma realização de .É' = 1/ 1 .a'l.

1 1

fim

Figura 2.8: Algoritmo de Lõfgren

A implementaçã.o da idéia de Lõfgren requer um método polinomial para
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C4

r:j'
+

'''+'.

l

+

G8
G7

Figura 2.9: Uma t-decomposição

i. decidir se um conjunto de a.restos P de G é um hipocaminho de G (linha 6 do
algoritmo) e

ii. obter o grato G' 2-isomorfo a G (linha 7 do algoritmo).

Uma idéia natural é representar G de alguma maneira que todos os gratos 2-isomorfos a
G fiquem aparentes. Para essa representação Bixby & Wagner empregaram uma decomposição
do grato G chamada de t-decomposição.

O restante desta. seção será usada. para descrever um exemplo de decomposição e ilustrar
pictoricamente como ela pode ser usada para implementar a idéia de Lõfgren.

Mais tarde falemos uma definição precisa de uma {-decomposição. Por enquanto uma
t-decomposição é simplesmente uma arborescência cujos vértices são gratos. É assumido que
cada grato é um elo, um circuito ou primo. Dois vértices da arborescência, que são gratos, são
adjacentes se eles têm uma aresta em comum, a qual é chamada de um marcador. Um exemplo
de t-decomposição pode ser visto na $gura 2.9. Uma aresta entre dois gratos indica que há um
marcador comum a ambos. A raiz da decomposição é (]i. Os marcadores são representados
por arestas tracejadas orientadas.

Nós associaremos com cada t-decomposição um gra!/o soma obtido pela identificação
e posterior remoção dos marcadores comuns. O grato soma da {-decomposição da figura 2.9 é
mostrado na figura 2.10. A orientação dos marcador'es especifica. a maneira como eles devem ser
identificados. Observemos que as pontas dos marcadores correspondem aos vértices do grato
soma sobre os quais podem se] feitas revelsões.

Seja. G o grato da figura 2.10 e P = {a,b,c,d,e,/,g}. Cada aresta em P pertence a
um grato da t-decomposição T da figura 2.9. Consideremos a decomposição T' da figura 2.11.
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Figura 2.10: O grado soma da t-decomposição da $gura 2.9

G7

Figura 2.11: t-deconaposição alterada
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Figura 2.12: O grato soma da t-decomposição da figura 2.11

/

e
/

G7 /
/

'+.
/\ /

\ /

Figura. 2.13: {-decomposiçâ-o atualizada

A Z-decomposição T' foi obtida a partir de 1) abra.vés de: "reorientação" de GI em
relação à G2 (i.e., pela reorientação do marcador em Gi que é comum a Gi e G2, ist.o corresponde
a uma reverso.o no grato soma G); "reordenação" das arestas do circuito Gs; e reorientaçã.o de
G9 em relação a (;8. O resultado final é que P é um caminho no grato soma (;' de T', o qual
é mostra.do na figura 2.12. O grado G' é claramente 2-isomorfo a G, logo P é um hipocaminho
de G. O algoritmo #ápoOamínb.o cuidara da.s operações de reorientação e reordenação.

Seja A uma. a.resta que não está em G'. Acrescentaremos h a G' de tal maneira que A
forme um circuito com as aresta.s de P. Uma nova t-decomposiçã.o deve ser construída para o
novo grato. Essa nova Z-decomposição é most.rada. na figura 2.13. Ela foi obtida fazendo-se a
"soma" dos gratos Gi, (?2, G3, (;5' de T'. O algoritmo .4{uaJÍza se encarregará da construção
de uma nova {-decomposição.

2.2.3 O problema do hipocaminho

O proa/ema do ÃipocamÍn/z.o corresponde ao problema a.ssociado a linha 6 do algoritmo de
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Lõfgren, i.e.,

dados

pe ryu lz ta

Um grifo G e um conjunto de arestas P de G
P é um hipocaminho de G?

E fácil vermos que esse problema pode ser resolvido em tempo O(l P 1) se G é um grato
primo. Mais ainda, o problema pode ser resolvido em tempo constante se G for um circuito ou
um elo. Veremos nessa seção um algoritmo que usando uma decomposição do grato G, onde os
membros sãa elos, circuitos ou primos, resolve o problema do hipocaminho.

Começaremos descrevendo uma decomposição de um grato. Enquanto a descrição
estiver sendo feita é interessante que tenhamos em mente a ilustração pictórica dada na seção
2.2.2

Seja Z) uma coleção finita de gratos nã.o separáveis, T um grato dirigido cujos vértices
são os elementos de -D e dois vértices (que são gratos) são adjacentes se possuírem alguma
aresta em comum. A coleção Z) é uma decomposição se T for uma arborescência e dois membros
quaisquer de .D têm no máximo uma aresta em comum. Se -H, .K C .D e {e} = .E(.H) n .E(.K),
então e é dito um marcador de # e /(. Se Ã' = pai(#), então e é um marcador./i/Ao de -K e
um marcador pa{ de .H. O marcador pai de um membro H C .D será denotado por mp(.#).

Será assumido pelo algoritmo que o grato raiz(D) = raiz(T) é escolhido de maneira a
possuir uma aresta não pertencente a outro membro de -D. Escolheremos uma aresta arbitrária,
digamos m, e definiremos l?z = mp(raiz(D)). No algoritmo sempre será escolhida como m
a aresta correspondente a primeira coluna da matriz -B, a qual assumiremos ter somente uma
entrada. não nula- Esta escolha cara.ntirá. que m. nunca est.ará em P (veja definição do problema
do hipocaminho) e raiz(D) é sempre um elo, dado que -D é uma "t-decomposição"

Seja . = mp(#) com pontas ", e «: em .H e ü- e t,: em Ã' = pa{(H). Uma orient%ão
de .H em relaçã.o a /{ é uma bijeção ./ : {tzi,u2} -' {u],o2}. Fixada ./, # é dito orielztado em

relação a /{. Reoríeníar.H significa mudar a bijeçâ.o .f. Uma decomposição é dita oríezzZada se
cada membro é orientado em relação ao seu pai.

Uma decomposição orienta.da. Z) é dita uma {-decomposição se

i. todo membro de .D tem pelo menos três arestas e é um circuito, um elo ou primo;
ii. somente os membros de .D que são elos podem ter arestas pa.ralelas ao seu

marca.dor pai, e

iii. não existem dois circuitos (resp. elos) com marcadores em comum.

Reorde72.ar um circuito de .D significa transformar esse circuito em um circuito 2
isomorfo a. ele, i.e., "trocar a ordem" em que as arestas aparecem no circuito.

Correspondente a decomposiçã.o acima existe um composição. Seja D uma decom-
posição orientada com H, /í C D, J( = pai(#), e e = mp(H). Sejam ui e u2 as pontas de e em
.H. Somar .H com ]\' corresponde a remover e de ambos os gratos e identificar uí com /(ui),
i= 1,2, onde / é uma orientação de -H elll relação a /\'. O grato resultante será denotado por

/T)E(#)
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Trocar, em -D, os grato H e /( pelo grato E(.ü, /{) dá origem a uma nova decomposição
.D' com um elemento a menos. Repetindo este processo mais l D l --2 vezes obteremos um grato
que será denotado por E(D). E imediato verificar que E(.D) não depende da ordem em que os
membros de .D são somados. O grato E(.D) é dito o gra/o soma de Z).

A característica de uma t-decomposição que é de particular interesse aqui é a se-
guinte: suponha que reordenemos alguns circuitos e reorientemos alguns membros de uma
t-decomposição .D; como pode ser facilmente observado essas reordenações e reorientações pro-
duzirão um decomposição Z)' cujo grato E(Zy) é 2-isomorfo ao grato E(.D). A seguinte versão
mais refinada do teorema de Whitney, cuja prova pode ser encontrada no artigo de Bixby &
Wagner, afirma que essas operações são as únicas operaçoes necessárias para produzirmos todos
os grato 2-isomorfos a E(-Z.)).

Teorema 2.4 (Wllitney) Se G e .# são gra/os 2-isom07:Íos e não separáveis e .D é Hma t-
decoml)osição de G, então a decomposã,ção D pode ser transformada, através de reorden(iões e
«oH«taça« d' 'Zg-. de «« memó«s, em «m« decomposição D' t«J q«. H = E(D'). H

O teorema. acima. tem uma clama. relevância para o problema do hipocaminho. A

idéia é encontra.r, se existir, unia seqüêiicia de leoldenações e reorientações dos membros da
Z-decomposição -D de G, de ta] forma a. obter uma Z-decomposição -D', onde P seja o conjunto de
arestas de um caminho em E(.D'). Pala isso será explorada a estrutura de arboiescência de uma
decomposição orientada de G e será feita. uma "classificação" dos membros da decomposição
,..,. ,.l,,;. , P

WYWV w 4

Definiremos -D, a. t-decomposição reduzida de Z) em relação a P, como sendo a decom-
posição minimal contida em .D que contém todos os membros de .D que possuem arestas de P
E claro que P é um hipocaminho de E(-D) sse for um hipocaminho de E(.Õ). Notemos que a
estrutura de arborescência de .D induz uma estrutura. de arborescência en] .D.

A seguinte classifica.ção é crucial para o algoritmo de Bíxby & Wagner. Sela .# um
grato, m uma atesta de -H e WH Ç -E(-#) -- m. Considere a seguinte classificação de (-#, WH, m):

1. Ww + m é um circuito;

2. U/x é um caminho e m é incidente a. um vértice interno e a uma das pontas de WH;

3. M/x + m é um caminho e m está em uma das extremidades do caminho;

4. WH + m é um caminho e m nã.o está em uma das extremidades;

5. nenhum dos casos acima ocorre

Usando a classificação a.cima definiremos Tipo(#, Ww,m) como sendo o menor i tal
que (#', Ww,m) satisfaz (á) e -#' é 2-isomorfo a #; caso .H = #' diremos que .ü é baiana. No

que veremos adiante -# será um membro de uma decomposição orientada e m = mp(#).

Durante o restante desta. seção usaremos a seguinte notação. .D é a t-decomposição
reduzida de 1) com relação a P, e Q C Z) é fixo. Cada filho de C? é raiz de uma única t-
decomposição maximal em .D. Sejam .D1, l)2, ...,-Dt essas decomposições e seja H{ = E(Z)i),
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m = mp(Q)

Figura. 2.14: Q e os seus filhos completos .f/l, #,

l 5; { $ Z. H-, ...,.H. são ditos ./iJ/}os coma)/elos de Q, a situação encontra-se ilustrada na

fig«ra 2.14. Soam «- = «.p(Q) , # = E(Q,-H:,...,-H2), mi = mp(#.), Pw = P n .E(.#) e
ub = (P n -E(Q)) U {m-, ...,m,}. Escre«remos 7'ápo(.Hí) par- denotar 7'Ípo(-Hi,PH.,mi) e
Tipo(-#) p.«. denotar 7'ipo(.#, PH , m).

Suponhamos que P é um hipocaminho de G = E(.D); suponhamos ainda que Q =
z'aáz(-D), ou seja, G = H = E(Q,-Hi,...,.Ht). Como -P é um hipocaminho de G, então pelo
teorema 2.4, isto significa que existem grifos Q' e .1/{, ..., ./7Í, tais que Q' é 2-isormorfo a C?, .Hi
é 2-isomorfo a .Hlr e P é un] caminho em E(Q', -#{,..., #Í). Observemos que Tipo(-Hí) = 2,3
significa que .ü: possui necessariamente unia. (única) ponta do caminho P e rapo(.Hi) = 4
significa que as duas pontas do ca.mínho P estão em .Hi

Assim, é clamo que se P é um hipocaminho de G então

(a) ou 7'ápo(-Hi) = 2, 3 para exatamente dois valores de á, l $ { $ t;
(b) ou Tipo(#i) = 4 para un] único valor de i, l $ í S; t.

Mais ainda, se o caso (a) acima ocorre, então Ub é um caminho em Q' e mj e mk são as arestas
nas extremidades do caminho, como ilustra a. figura 2.15. Se o caso (b) ocorre então t4b é um
circuito em C2' (em Q também), como ilustra a figura 2.16.

As condições acima são condições necessárias para que P seja um hipocaminho de G.
Devido ao teorema 2.4 não é difícil vermos que essas condições também são condições suficientes.

Assim, para decidirmos se P é um hipocaminho de G precisamos somente "olhar" para o grato Q
e conhecermos os valores de Tipo(-Hi), ..., Tipo(-Ht). Isto reduz o problema do hipocaminho ao
problema de calculam o 7'ápo dos filhos completos de membros de uma t-decomposição. Veremos
a seguir, de uma ma.negra. informal e basta.nte pictórica, como isso pode ser feito.

Se Q é folha da arborescência da t-decomposição .Õ, então rapo(.H) (= Tipo(Q)) pode
ser calculado facilmente (em tempo O(l PH 1)). No caso em que Q não é folha veremos como



2.2 Algoz;tmo de Bixby & Wagner - O problema do hipocaminho

«. = mp(Q') = mp(D)

42

Q' ,P'
/

/

+

Figura. 2.15: Q' e os seus filhos completos nÍ, .H;. Os vértices u] e u2 são as pontas de P

"': = mp(Q') = mp(D)

Figura 2.16: Q' e os seus filhos completos #Í, //;. Os véi'vices tll e u2 sã.o as pontas de .P
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m = mp(Q) mp(Q)

rapo(x) = l T{P«#)-3

Figura 2.17: C? é um circuito e Tipo(.Hí) 1, 1 $ { $ t. O vértice u é uma ponta de P

Tipo(H) pode ser calculado a partir de Q e do conhecimento de 7'ipo(.#l ), ..., Tipo(.Ht). Vamos
supor que (2 é um circuito (no caso em que Q é um elo ou primo o raciocínio é semelhante).

E claro que se Tipo(#) = 5, então P não é um hipocamínho de G. Para que Tipo(H)
seja menor que 5 é necessário que:

(a) ou ráP.(#í) = 1, 1 $ $ t;
(b) ou Tipo(Hi) = 2, 3 para no máximo dois valores de i, l $ { $1 t;
(c) ou rapo(Hi) = 4 para no máximo um valor de {, l $ { $ t.

Analisaremos, a seguir, ca.da um dos casos a.cima

cas. (a): ríP.(H.) 1, 1 $ á $ t;

Podemos reordena.r Q de maneira a tornar T4/P um caminho com m adjacente a uma das
extremidades. Neste caso se TVe +ln = E(Q) então 7'ápo(H) = 1, caso contrário, 7'Ípo(.ü) = 3.

A situação está ilustrada na figura 2.17.

caso (b): riP.(.H.) 2, 3 para no máximo dois valores de {, l $ { 5; tl

Estudaremos os dois sul)casos possíveis separadan)ente

caso (b.l): Tipo(Hj) 2, 3 e Tipo(.HÍ) = 1, { # j, l $ { $ t;

Podemos reordenar (2 de tal maneira a tornar }4/e um caminho com m.Í em uma. das
extremidades e m adjacente à outra extremidade. Suponhamos que T4/Q + m = .E((2), nesse

caso se Tipo(-Hj) = 2 (resp. 3), então podemos reorientar Xj, se necessário, de tal forma que
7'ipo(.H) = 2 (resp. 3). A sit.unção encontra-se ilustrada na figura 2.18. No caso em que
Uh + m # .E(Q), então podemos reorientar Hj, se necessário, de ta] forma que Tipo(.H) = 3
(independentemente de Tipo(Hj) = 2 ou 3). A situação está ilust.ra.do na figura 2.19.

caso (b.2): rapo(-Hj) 2, 3, 7'iPO(-H*) 2,3 e Tipo(.Hí) = 1, í # .j,k, l$ i$ t;
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mp(Q) mP(Q)

\ /
\

\

rÍp.(#) rip.( .#)

Figura 2.18: Q é um circuito, U/e + m
u é uma ponta de P

.E(Q), ríp.(-Hj) Tipo (Hi ) O vértice

mp(Q)

Q

.:". m{,.P\D...a

Tipo(.H) = 3

Figura. 2.19: (2 é um circuito, rapo(Hj)
deP

2, 3 e Tipo(Hf) # .j. O vértice u é uma ponta
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7'fP.(.#) = 5

m="p(Q) l
4+

-\ 1'71J 0u\
\

+
\

«?~
\

f"'" Xi
+

d
Q

Fig«ra 2.20: O é um circuito, 14'e + m = .E(Q), Tipo(#J) = 2 = rapo(HJ;) e Tipo(.Hi)
í # j, k. Os vértices u] e u2 seriam as pontas de P

1 ,

Podemos reordena.r Q de maneira a. tornar T4/O -- mj um caminho com mk em uma
das extremidades, nl adjacente a. outra extremidade e mj adjacente a m. Nesse caso, se mj for
adjacente a mi (o« eq«i«]entemente, i4/e + m = E(Q)) e Táp.(-H,) = Táp.(.Ht) = 2, então
Tipo(.#) = 5. A situação está ilustrada na $gura 2.20. Caso contra.rio, podemos reorientar XI
e .Ht, se necessário, de ta] forma que 7'ápo(H) = 4. A situação está ilustrada na figura 2.21.

caso (c): 7'ip.(#.) 4 e Tipo(.H{) i, á #.j, l s; $ t;

Neste caso, se 14/e + m # .E(Q) então Tipo(H) = 5, c;se contrário, rapo(-H) = 4. A
situaçã.o está ilustra.da na figura 2.22.

Pelo que acabamos de ver percebe-se facilment.e que, durante o calculo do Tipo dos
filhos completos de ca.da menabro de uma {-decomposição .D, é possível reordenarmos e reorien-
tarmos os membros da í-decomposição .D de ta] forma a obtermos ao final uma t-decomposição
.Z)', onde todos os filhos completos de raiz(.D') sã.o bacanas. Está idéia encontra-se expressa no
algoritmo Oa/cu/atiro da figura 2.23.

Com o conhecimento de raiz(.D) e do rapo de cada um de seus filhos completos,
obtidos através do algoritmo C'alce/a7'ipo, é fácil decidirmos se P é um hipocaminho de E(.D).
O algorit.mo .#ipoC'aminÀ.o da figura 2.24 mostra como isto pode ser feito.
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Tipo(#) = 4

"'' = "'.p(Q)

Q
q

\

\

\

9
\

\

\

Figura 2.21: Q é um circuito, Tipo(-Hj) = 2,3 7'ápo(.Ht)
Tipo(-Hf) = 1, { # j, k. Os vértices ul e u2 são as pontas de P.

2,3 Tipo(-h) # Tipo(-#k) e

"' = mp(Q)
0 m = mP(Q)

.a

Tipo(.#)
Tipo(.#) = 4

Figura 2.22: Q é um circuito, Tipo(A) = 4 e Tipo(-Hi)
pontas de P

1, i# .j. Os vértices ui e u2 são as
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Algoritmo
Entrada

C.lc«laTip. (O, /', ,)
Uma t-decomposição reduzida .Õ correspondente a uma t-decomposição .D e a
«m conjunto não -zio P Ç .E(E(.D)); a partição , = (,o, ..., ,.) de Õ, onde

/T C rj,0 S; J $1 $, se o único caminho de X' até a raiz(.Õ) na arborescência
de 1) tem .j arestas. Será assumido que s ? l.
A conclusão qle P não é um hipocaminho de E(D), ou uma (nova) t-
decomposição .D obtida a. partir de reorientações e reordenações de alguns
dos membros da t-decomposição .D da entrada, de tal forma que cada filho
completo .Hi da raiz da nova decomposição .Õ seja ba.cana.

Saída

l

2

3

4

5

]nlclo

Pêlo Çêd.a .H C n', !açê:
inlcjo

% .# é um circuito, um elo ou primo.
se .# é um circuito

gl1l:ã9 reordene .#, se necessá.rio, para transforma-lo em um circuito
bacana;

K Tipo(H)
e!!Lâg P não é um hipocamínho de E(.Õ);

fim

6

7
PB:Lê j = s -- l, ..., l !BÇê:

PaB ÇBda Q € n'j !àça:
]nlc)o

Sejam .HI , ..., #. os filhos completos de Q

$g mais de dois -Hi,, não sã.o do Tipo l
e!!!:@ P não é un] hipocaminho de E(.Õ);

se C; é um circuito

el1l:âg reordene as arestas de Q como indicado nos
c-,sos (a), (Z,) e (c);

Reoriente, se possível, .H. , ..., Xt com relação a C2 de tal forma a

transformar .H = E(Q, .HI, ..., Xz) em um grato bacana
K rip.(H)

el1l:& P não é un] hipocaminho de E(.Õ);

8

9

10

1 1

12

13

14

15

16 fim
fim

Figura. 2.23: Algoritmo que determina o tipo dos filhos completos de 7'aiz(.D)
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Algoritmo
En t ra. da.

Saída

HipoCaminho (D, P)
Uma {-decomposição reduzida .D e um conjunto P Ç .E(E(D)).
Uma (nova) í-decomposição ]), ta] que F' é um caminho de E(Z)) e E(Z)) é
2-isomorfo ao grato soma da t-decomposição da entrada, ou a conclusão que P
não é um hipocaminho de E(D).

]njclo

Calcule a. t-decomposiçã.o reduzida D em relação a P
$e .D tem mais do que um elemento

ente.o início

Clalcule a partiçã.o n, entrada do algoritmo Ca/culaTÍpo.
CalculaTipo (D, P, «-).

nm

l
2

3

4

5

6

7

8

9

10

Q -- «{z(1));
Sejam .H], ..., Xt o conjunto de filhos completos de Q;
B mais de dois .Hf,, não são do rapo l

e!!i!:ãg P não é um hipocaminho de E(J));
seda.o ]nlclo

se O é um circuito

el1l:ãp Reordene Q de tal maneira que M/O seja um caminho onde
os marca.dores associados a filhos completos, cujo tipo é
difel'ente de 1, estejam nas extremidades do caminho;

ge é possível encont.rar uma reorientação dos filhos completos de (2
de maneira que P seja um caminho de E(Q, .Hi, ..., Xt)
g!!!:& P é um hipocaminho de E(-D)
ggnâe P não é um hipocaminho de E(Z));

1 1

12

13

15

fim

Figura 2.24: Algoritnlo que decide se um conjunto r' Ç E(E(.D)) é um hipocaminho de E(D).
Em caso afirmativo o algoritmo obténs uma nova t-decomposição 1) onde P é um caminho de
E(D)
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2.2.4 Atualização da t-decomposição

Consideremos uma t-decomposição .D, um caminho P de E(.D) e a t-decomposição reduzida .D
de .D em relação a P. Seja C' um conjunto, tal que O n .E(E(z))) = P e C \ P é diferente de
vazio. O objetivo desta seção é mostrar como pode ser construída uma {-decomposição l)' para
o grato obtido a partir de E(1)), ligando-se as pontas de P por um caminho, cujo conjunto de
arestas é C' \ P. Isto corresponde a executar a linha 8 do algoritmo de Lõfgren (pg. 35).

A idéia para construir D' é intuitivamente simples. Primeiro selecionaremos gratos
.Ki, .K2 € D que contenham as pontas de P. Se /Ti = J(2, então .D' não será. muito diferente
de D. Quando /{l # /{2 serão feitas modificações um pouco mais complicadas em 1). Sqa .R o
único caminho em .D entre /Ti e /(2. Primeiro os circuitos em R serão "lapidados" e depois as
arestas de C' \ P serão acrescentadas de maneira apropriada para que o grado E(R) seja primo.

Fa.remos agora a seguinte convenção. Para um dado vértice : de E(D) poderão haver
vários membros de .D com um vértice, que é identificado ao vértice 3 no grato soma, denotarenlos
qualquer um desses vértices por =.

Os gratos /rl e /í'2 podem ser obtidos naturalmente, bast.a apenas acrescentarmos
algumas linhas aos ajgoritmos C'a/cu/atino e .HipacamánAo da seção 2.2.3:

Acréscimos ao algoritmo C'a./cu/aTápo

5.1

5.2
5.3
5.4
5.5
5.6

se Tipo(H) = 2, 3
g!!i!:ãe gg /(i ainda nã.o foi encontrado

e11i!:ãe /{. - .#
cpn;n /{'- +... FI'

ggnãQ se Tipo(#) = 4

gl1l:ãe /{], /(, .-- .H

15.1
15.2
15.3
15.4
15.5
15.6
15.7

se Tipo(.Hi) = 1 para todo i e Tipo(#) = 2
e11i!:âg B /(i ainda nã.o foi encontrado

g!!!Ü K'- - (2

!!ã T po(Hf) = 1 para todo { e 7'Ípo(-H) =4
el1]:ãe /{i, ]l'2 +-' C?

ge!!ã:e w Tipo(#t) = 2,3 para algum k, 7'ápo(#i) = 1,{ # k

e rapo(#) = 4

e!!J:âe /t'2 +-- o membro no único caminho,
em .D entre Q e /(l que seja mais próximo
de /I'i e contenha a mesma ponta de P que está
em CJ:

15.8
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Acréscimos ao algoritmo .HipoOaminAo

13.1
13.2
13.3
13.4

se /{i ainda não foi encontrado
el1l:ãQ /{i,/(2 +--C?

gente $g /{2 ainda não foi encontrado
el1l:ãQ /{2 +-. o membro no único caminho em .D

entre C? e /{i que seja mais próximo de /{i e tenha a
mesma ponta de P que está em Q;

13.5
13.6
13.7
13.8

el1l:ãe W as pontas de P são as pontas de mp(-Ki) e /{i não é um elo
ente /{-, -K, -- p'á(-K-)
8s!!ãQ $g as pontas de P são as pontas de um marcador m{ de

/íl , /{i é um circuito e mi é aresta de um elo G
e!!!ãe /(i, /{2 +-- (;

Seja ui C Jt'l e u2 C /{2 a.s pontas de P em E(-D).

13.9
14

Não é difícil entendermos as linhas acima. se tivermos em mente o que já foi observado

na seção 2.2.3, i.e., Tipo(-#) = 2,3 significa que .H contém uma ponta de P e Tipo(.#) = 4
significa que .# contém as duas pontas de P

Suponhamos que /{i # /{2. Sejam ul, u2 as pontas de P em E(-D) com u{ C /{i,
á :: 1,2 e R o único caminho em .D entre /Ti e /{2. A linha 15.8 do algoritmo C'a/cu/atino e
a linha 13.4 do algoritmo .#ápoC'amanho têm por objetivo escolher /{2 (observemos que /Ti foi
encontrado anteriormente) de ma.fieira que não exista membro algum em R, entre /{i e K2, que
contenha ul ou u2. Observemos ainda (lue o fato de m. = mp(raiz(.D)) não pertencer a outro
membro de -D simplifica- a condição da linha 13.8 do algoritmo -HipoC'amánAo.

Tendo em mãos /TI e /(2 estamos piepaiados para construir a nova t-decomposição -D*,
mas, antes vejamos o que quisemos dizer por "lapidar" os circuitos em .R.

Lap dar um circuito (7 de R em relação a um conjunto de arestas .L, .L 1> 1, que
formam um caminho en] C, significa trocar C' em D* pelos circuitos formados por .L + / e
(C' \ -L) + /, onde / é um novo marcador de -D* (veja figura. 2.25). No caso em que l .L 1= 1 a
lapidação de C em legação a. -L não produz efeito algum.

Convém lembramos que uma í-decomposição possui a estrutura subjacente de uma
arborescência. Ao lapidarmos um circuito os novos membros da nova {-decomposição têm uma
orientação natural que é induzida pela arbolescência. Todas as operações que faremos a seguir
têm essa mesma caracteiistica, i.e., a orientação dos novos membros é facilmente obtida da
orientação da anual alborescência. A orientação dos marcadores que serão criados é arbitrária.

O apêndice ,4 mostra um pequeno exemplo de execução do algoritmo de Bixby & Wag-
ner, esse exemplo pode ser bastante útil para a visualização das operações feitas no algoritmo
,4{ua/áza da neura 2.26, bem como dos algoritmos Calca/aparo e #ípoC'amánÀo.

Observemos que pode existir no máximo um índice i, 2 $ á $ s, tal que o grato G{
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''9 a

c\.L l/--/l
l

i/ C

Figura 2.25: Lapidação do circuito C' com relação ao caminho Z
pai de C'.

{a,b, c}. m é o marcador

satisfaça a condição da linha 14 do algoritmo .4{ua/{za e o candidato para isso é raiz(.D), onde
1) é a. t-decomposição reduzida em relaçã.o a P. O objetivo da linha 15 é evitar que o grato
E(.R) tenha arestas paralelas ao seu marcador pai, e a lapidação dos circuitos em .R atua no
sentido de que, ao final do algoritmo, o grato G da linha 19 do algoritmo seja primo.

Através de uma leitura cuidadosa do algoritmo .4tuaZÍza não é muito difícil nos con-
vensermos que ao final do algoritmo E(.D') é o grato obtido a partir de E(-D) acrescentando-se
arestas O \ P de tal forma que C seja o conjunto de arestas de um circuito. Podemos ainda
verificar que .D' é de fato uma t-decolnposiçao, i.e. .D' tem as seguintes propriedades:

(a) é uma decomposição;

(b) cada membro tem pelo menos três arestas;

(c) não existem circuitos (resp. elos) adjacentes;

(d) nenhum membro que é um circuit.o ou primo tem arestas paralelas a.os seu marcador
pal, e

(e) todo membro é um circuito, ou um elo ou primo.

O ponto chave pa.ra verificar-se os passos acima está no lema que se segue

Lema 2.1 0 g7'a/o G da /{nàa ]g do a/goritmo .4{ua/{za é p7'ímo

Uma prova para o lema acima, bem como a verificação de que .D' é um Z-decomposição,
pode ser encontrada no artigo de Bixby & Wagner.

Na subseção a seguir veremos o algoritmo de Lõígren escrito em termos do trabalho de
Bixby & \Vagner.
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Algoritmo Atualiza(1), P, C, Ki, Ã'z, ui, u2)
Entrada : Uma t-decomposição D, um caminho P de E(Z)) e um conjunto O tal que (;nE(E(1))) =P

e C \ P é não vazio; membros .fÍt e X2 de 1) e vértices ui, u2 de .fíi, K2, respectivamente,
tal que ui e u2 são as pontas de P em E(1)) e não existe G ?é X'i,Ã'2 no único caminho
entre /{i e .K2 em J) que contenha ui ou u2.

Saída : Uma t-decomposição Z)' do grato obtido a partir de E(1)) após a conecção de ui e u2 por
um caminho de arestas O \ P (a ordem das arestas é irrelevante).

l
2

3

4

5

6

7

8

9

10

inicio
D'
se c\pl=i

g!!!® Sda {/} = O\P
Egnêg Seja / um novo marcador. Crie um circuito, cujo conjunto de arestas é (C: \ P) + .f

(a ordem das arestas é irrelevante) e acrescente a l)' esse circuito
lÇ\ = K2
sl1l:ãg Êg ]\'i não é um circuito

el!!=ãg Ligue ui e u2 com a aresta /
gÊ!!ãe B u] e u2 são adjacentes %- /{l é um circuito

g!!!:ie Seja e a arest.a em .r(] que, é incidente a u] e u2 e /' um novo marcador
Troque e por /' em Ki e acrescente o elo formado por {.f'. e,/} a l)'

senão Sejam Z,] , L2 os dois caminhos disjunto de ui a u2 em /{i e /1, /2 novos
marcadores. Remova /(x de l)' e acrescente os circuit.os formados por
Li +/i, í = 1,2 e o elo formado por {/i,/,/2}.

se

1 1

12

13

14

senão ]nlcio

Sejam R = (X'] = Gi,ai,G2
{mi} = E(Gf) n E(Gi+i),{ = 1,
Pala Í = 2, ..., s !3Çg

gg Gi é primo e mf-i , mf são arestas paralelas ou (;i é um elo com pelo menos 4
,"stm e p.i(Gf) g R
e111ãe Seja .f' um novo marcador. Sejan] G'i o grato obtido a partir de Gi após

a remoção de mí-] e mi e a adição de /' (com as mesmas pontas); e
B o elo formado por {mí-l,/', mi).
Troque Gf en] R por B e remova Gi de ly e acrescente G'í e .B.

gÊ!!ãg gÊ Gf for um circuito
então Selanl Li e L2 as duas componentes de (;i -- {mi-],mil;

Lápide o circuito G{ com relação a l,i e o circuito resultante
(que contém Z,2) cona relação a L2.

B /I i, { = 1, 2, é um circuito
então Sejam l,i, LZ os caminhos entre as pontas do marcador pai de /{i e uí.

Lápide /I'i com relação a 1,] e o circuito resultant.e com relação a L2.
Seja G o grato E(R) com as pontas ui e u2 ligadas pela aresta /.
% G é um grato primo l
Remova de ly os membros de R e acrescente o grato G

hm

,-s;
, a,+l, G.+l = ,f(2) o único caminho ent.re /{i e X2 e

15

16

17

18

19

20

fim

Figura 2.26: Algoritmo que acrescenta um caminho ao grato E(D) e atualiza a sua
í-decomposição.
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2.2.5 Algoritmo principal e estrutura de dados

Começaremos esta seção descrevendo, na figura 2.27, o ajgoritmo de Bixby & Wagner, que
tornou o procedimento de Lõfgren polinomial através da manipulação e manutenção de uma
t-decomposição .D. Durante a execução do algoritmo, E(1)) é realização de uma submatriz
gráfica de .B. O algoritmo de ambos se utiliza dos algoritmos .HápoC'amÍnÀo (p. 48) e ,4tualiza
(P 52)

A estrutura de dados proposta por Bixby & Wagner é elementar. Os membros da
t-decomposição possuem uma estrutura de arborescência. subjacente. Assim, é necessário que
cada membro # da t-decomposição tenha um apontador para o membro pa{(#). Esses aponta-
dores, entre outras coisas, serão utilizados no cálculo da t-decomposição reduzida 1) em relaçã.o
a P (linha l do algoritmo #ÍpoC'amÍnAo).

O algoritmo .#ápocaminho e C'a/culaTápo requerem uma estrutura de dados simples
De fato, para tentarmos se P é um hipocanlinho de E(.D) não precisamos muito mais do que:

(a) a designação de cada membro de .Õ (se ele é um elo, um circuito ou primo);

(b) o marcador pai de cada membro;

(c) para cada membro # de .D, diferente de 7'aiz(.D), está associado um marcador filho
de pai(-H). Precisaremos de apontadores de -H para esse marcador filho e vice-versa.

O algoritmo .Atum/iza necessita de uma estrutura de dados que permita que a operação
de soma entre os membro de 1) seja feita rapidamente. Lembremos que, pela definição de
decomposiçã.o, Z) é um conjunto de gratos. Qua.ndo soma.mos alguns membros de .D, diga-
mos GI, ..., Gi, o que estamos fazendo no fundo é trocar esses elementos em .D pelo elemento
{GI,...,GA}. Isso sugere que a estrutura de da.dos para a t-decomposição, além de ser uma
arborescência, permita. que a união (disjunta.) dos seus membros possa ser feita de maneira
eficiente. O mesmo ocorre com os vértlc.es dos membros de .D, pois estes eventualmente preci-
sa.m ser identifica.dos quando somamos dois membros. Assim, os membros de Z) bem como os
vértices de seus membros devem ser armazena.dos de tal forma que a união disjunta de conjuntos
seja feita rapidamente.

Bixby & U/agner provara.m que o limite computacional do algoritmo Gra.fo vem da
atualização das t-decomposições e nã.o do problema do pipoca.minho. h4ais ainda, ambos prova-
ran] que a complexidade do algoritmo Gra/o é a mesma. compjexldade do algoritnlo utilizado
para a de união disjunta. de conjuntos

A estrutura de dados mais eficiente para o problema da unia.o disjunta de conjuntos
que é conhecida é a u7zíão d slunfa de c07z.junco com compressão de caminhos que pode ser
encontrada, por exemplo, em Tarada. j19S2: pp. 76-87j e Horowitz & Sahni j19S4: pp. 70-791).

IA estrutura para unia.o disjunta de conjuntos consiste em dados dois elementos distintos z e 3/

cria(=) : cria o conjunto {=} de nome a. É assumido que a: não pertence a outro conjunto;

nome(z) : encont.ra o nome do conjunt.o contejldo = e
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Algoritmo
gritada,

Grato (.B)
Uma .L x O-matriz -B e uma ordenação ki < ... < klol fortemente conexo de (7.

E assumido que a coluna kl de .B tem apenas uma entrada não nula (uma tal
coluna pode ser sempre acrescentada a .B sem afetar o fato de uma submatriz
ser gránc. o« «ão).

Uma realização G pa.la uma submatriz gráfica maximal de .É (= 1.r l Bj).SaÍãü

l

2

3

]niclo

Seja G um elo com duas arestas;

% G é uma realização pala. a submatriz de .B formada pela coluna Ê: de .B
% e por uma coluna da identidade de .B.
Seja mp(G) a aresta de G correspondente a coluna ki de .B;
Z) - {Gl;
% Notemos que neste ponto D é uma decomposição, mas não uma t-decomposição
% pois G tem apena.s 2 arestas. Este será o único momento em que isto ocorre.

% A ordem em que as colunas são processadas é importante.
pala á - 2, ..., l G l Üça

inicio
p .-- o*. n E(E(D));
HipoCaminho(D ,P) \
w P é um hipocal-ninho de E(-D)

ente.o início

,'lt««Ji;«(D, P, 0*. , .K- , .K:, «- , «:);
% Observemos que JÍi, /{2,ui, u2 (entradas do algoritmo

4

5

6

7

8

% 4Zua/áza), foram obtidos pelo algoritmo .HápaC'amínÀo
.D +- .D'; % -D''' é saída do algoritmo .4tua/iza.

fim
9

fim

10 G -- E(-0);
% G é uma rea.]ização para unia submatriz gráfica ma.xima] de .B

âm

Figura 2.27: Algoritmo de Bixby & Wagner



2.3 Teste de equivalência projetiva 55

unáãa(z, 3/) : faz a união dos conjuntos contendo 3 e y

Os conjuntos são armazenados como arborescências onde a raiz contém o nome do conjunto e cada
vértice contém o nome de um elemento. Executar nome(z) significa percorrer a arborescência desde
o vértice contendo z até a raiz "comprimindo" esse caminho de tal forma que cada vértice nele passe
a apontar diretamente para a raiz. A operação união(z, y) corresponde a executar nome(z) depois
nome(3f) e criar uma aresta que aponte da raiz da arborescência menos profunda até a raiz da mais
profunda.

Suponhamos que o algoritmo Gra/o utilize a estrutura acima para armazenar os membros
de D e os vértices dos membros de -D. Assim, se e é uma aresta que indica que .# é o membro ao qual
ela pertence e que as sua.s pontas são u e u, então o nome corrente do membro ao qual e pertence é
nom'(.a) e de s«as pontas é n.me(u) e nome(u). l

Teorema 2.5 (Tarjan) 4 wnÍão d unia de codwntos com compressão de ca«ain/zos te«a co«.-

p/e'ád«d' d' Z'mp. O(ma(m,n)), o«de m á . «úme« .p «çõe;; «i«, ,'.m. . - ã.; n
á o ntímero de e/ementas do c07zjw?zto. H

A função a(m,n) que aparece no teorema de Tarjan é definida em termos da função
de Acke'man .4(á,j) como a(m,n) = minÍ{ ? 1 l .4({, [m/nJ) > ]og,n}, m 2 n 2 1, (]aJ =
maxli l í $ z}). A função cr(m, n) é uma fullção que cresce muito lentamente, para propósitos
práticos ela nunca é maior que 4(.4(4,1) =/(17), onde/(1) = 2 e/(k) = 2/(*-:) para k 2 2.
Portanto, /(4) = 265536).

Assumindo que a matriz -B é dada. através de uma lista de entradas não nulas por
coluna e utilizando a estrutura de dados acima, principalmente o teorema de Tarjan, Bixby &
Wagner provaram o teorema 2.6 a seguir, onde p denota o número de entradas não nulas da
matriz .B.

Teorellla 2.6 (Bixby & Wagner) Z)ado uma Z x C' -- {0,11-matiz com z, entradas 7zão

-/«, o «/g«elmo G-.fo Z'm «mp/«ád«d. 'i' te«.po O(-(«, J, l)) . «mp/«ád«d. d' "p"ç'

A análise completa. do algoritmo, explicações de como se usar a estrutura de dados,
bem como a. prova do teorema. 2.6 encontra.-se no artigo de Bixby & M/agner.

2.3 Teste de equivalência projetiva

Lembremos que na seção 2.1 o problema associado à execução da linha 4 do algoritmo Gu/oso
(p. 23), i.e., o problema de decidir se uma matriz .À (= 1/ 1 .AI) é gráfica, foi decomposto em
dois subproblemas, a saber:

1. construir, se existir, uma. realização G
onde y = .L + u e

(y. Z U C) para a imagem booleana .ê de .Â,
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2 testar se o grato D = (y. LUO') (obtido a partir de G fixando-se uma orientação arbitrária
das arestas) é uma realização de À, ou equivalentemente, se .4 é p.e. à matriz de incidência
de .D após a remoção de uma linha.

O problema do item l foi resolvido na seção 2.2. O que faremos nessa seção é resolver o
problema do item 2. Na seção 2.2 a orientação das aresta de G era irrelevante, agora é chegado
o momento de olharmos para uma orientação arbitrária de G

O problema de decidir se duas matrizes (gráficas ou não) são p.e. é bem conhecido e,
como veremos, a sua solução não levará em conta se uma das matrizes é gráfica.

O método que veremos para testar equivalência projetiva entre duas matrizes baseia-
se no lema 2.2 a seguir, que afirma, que equivalência projetiva entre duas matrizes na forma
canónica. pode ser verificada de maneira muito simples.

Lema 2.2 Se X e y são 1, x C7-matrizes ta/ que X -, y, então ezisfem matizes diagonais
não s ngulans Ai e A2 ta/ guie X = a.iyA2.

Prova: Se X «' y então por definição existem matrizes não singulares n e A tal que A é
diagonal e .X = nyA. Como X e y estão na forma canónica então .X = 1/ 1 XI e y = li l rl.
Segue que existe uma submatriz apropriada A' de A tal que rA' = /, o que implica que n é
diagonal . H

Sejam ,4 uma Z x C-matriz sobre #?, .Õ a imagem booleana da matriz .Â e G = (V. .LUC')
uma realização da matriz .B obtida pelo algoritmo Gra/o (p. 55), onde y = .L+t;. Chamaremos
de .D = (V. .LU O) o grato obtido a. partir de G após fixarmos uma orientax$o arbitrária de suas
arestas e .N a sua matriz de incidência..

O lema 2.2 sugere que para- verificarmos se .4 -' .N, onde .N é a matriz obtida a partir
de .N após a remoção da linha correspondente ao vértice t; C y, primeiro transformemos .N
em uma naatriz na forma canónica. Entretanto, uma tal transformação requer um esforço
computacional muito grande (O(l .L I' l C 1)). Assim, trabalharemos díretamente com o grato
.D, para construirmos uma matriz .A4 = 1/ 1 WI -, .N

Observemos que como .4 é conexo ente.o pela proposição l.l (p. 5) .N tem posto linha
completo.

Definiremos a .L x O-matriz .M como segue. Seja T = (V. .L) o subgrafo de .D induzidos
pelas arestas de L (as arestas em .[ corresponde às colunas da identidade de .B). Peia pro-
posição 1.1, T é uma árvore geradora de .D. Para cada aresta c € C' temos que T + c possui um
único circuito, o circuífo /u7zdamenta/ de T determinado por c. Seja ZI. o conjunto de arestas
na árvore que fazem parte do circuito. Consideremos a orientação do circuito 71. + c que tem o
mesmo sentido da aresta c e definimos

+1
l
0

se / C T. tem o mesmo sentido da orientação do circuito;
se l € ZI. tem o sentido contrário ao da orientação do circuito;
« t q: T..

17ZJ,c (2.9)
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A matriz .A4' é dita matriz /undamental de .D com relação a TS

Abaixo vemos a matriz M = 1/ 1 .õ/l, onde .A/ é a matriz fundamental do grato .D da
figura 2.28 em relação a árvore T = {1, 2, 3}.

1 2 3 4 5

I' - . '} :ll

Figura 2.28: 7' = {1,2, 3} é uma árvore geradora de -D

Verifiquemos que M é de fato p.e. a. N. Sqa P a y x .L-matriz de incidência de
T = (y. .L) e P a matriz P após a remoção da linha correspondente ao vértice o. Pela proposição
[:] P g nã? singu]ar. Podemos verificar faci]mente que P]Ü = .N. Assim, PM = N e portanto
.A4' = P-i./V, o que prova que .M é p.e. a ./V.

A matriz .A4 pode ser contruída. em tempo O(l Z 1 0 1), na realidade se armazenarmos
.ll/ na forma de lista de suas entradas não nulas então .lü pode ser construída. em tempo O(l p l),
onde !/ é o número de entradas leão nulas de Á.

Tendo em mãos a. matriz .A4, que é p.e. a .N, lesta agora apenas tentarmos se ,4 «. .A/

Consideremos o grato H(.A) com bipartição (Z,,O) onde um vértice / C -L é adjacente
a um vértice c € C ss' ÁI,. :# 0. Pa:a ca.d' aresta e = /c C }'(H(.A)) seja a. e m. os v«lores
de ,41,. e Mr,., respectivamente. Como veremos, testar equivalência projetiva entre as matrizes

,4 e À4 é equivalente a descobrir se existe um .L U O-vetar p tal que p,a./zv - m., para toda
«est. . C .E(H(Á)), e = -y.

Um algoritmo que testa equivalência projetiva entre duas matrizes na forma canónica
é exibido na figura.2.29.

E fácil vermos que a complexidade do algoritmo Testar.E é O(l -L l C' l)

5À/ também é dita uma neíwort matriz (veja TLIP, p.276)
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Algoritmo TestaPE (.A, M)
Entrada : Duas 1, x O-matriz conexas ,4 e M

Saída : A conclusão de que ,4 ?Ó M ou um Z U O-vetar p tal que p,a.p, - m., para

tod- ,:est. . C -E(H(Á)), e = :«g/.

l
inIcIo

Construa o grato H(.4) com bipartição (Z,, C') onde um vértice / C ], é
adjacente a um vértice c C C' sse .AI,. # 0.
Para cada aresta ' = Zc C }'(H(.4)) sda a. e m. os valores de .4i.. e MZ,.,
respectivamente.

Construa uma árvore geradora T de H(Á) de raiz r
% 7{(,4) possui uma árvore gera.dará pois .4 é conexo.

2

% As linhas 4 8 abaixo podena sei executadas simultaneamente à construção
% da árvore 7'
ü. {-- l:

Percorra. a árvore T de vértice pai para vértice /{/Ao definindo
o vedor p da seguinte maneira, onde = pai(y) e e = #Z/:

F. -- m.IÇF.«eà\

3

4

5

6 B pala cada desta e € .E(H(.4)), e = #g temos que p,a.p, = m.
7 então ..4 «..a4
8 êe!!ãe Á # M

fim

Figura 2.29: Algoritmo que testa equivalêl)cia projetiva entre duas mail izes na forma canónica
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Observemos que como 4 é uma matriz conexo então 'H(Á) é um,grato conexo (veja
seção 2.1 .3) e como algoritmo Te3taPE percorre uma árvore geradora de H(Á) então os valores
de p, esta,rão bem definidos para todo z € É U O. Observemos ainda que se .A '- M então, pelo
lema 2.2, .A e JW têm exatamente as mesmas entradas não nulas.

Teorema 2.7 1)idas duas .[ x O-matizes, .A e ]W, o aZgoHtmo destaPE decide cof'ntamente

se -Â é projetfuamente equfüalente a .A/

Prova: Suponhamos que o algoritmo Testar.E conclua que ,4 v M. Assim, devido à linha 6
do algoritmo, é fácil verificarmos que À/ = z.AA, onde r é uma .L x L-matriz diagonal tal que
rl.l = pi e A é uma 1, U (; x .L U C'-matriz diagonal tal que Ai,i = pl 1 , para l C I' e A... = pc,

para c C O. Portanto, a conclusão do algoritmo é carreta.

Suponhamos agora que o algoritmo Testar.E conclua que ..4 # À/. Se essa conclusão
é falsa, então pelo lema 2.2 existe um .L U O-vetar l7, ta] que para toda aresta e € 'LIÇA), e = lc,
i7,a.l7. = m.. Agora seja r a raiz da árvore T construída na linha 2 do algorítmo. E claro que
podemos assumir, sem perda de generalidade, que l7, = 1. Mas, não é difícil vermos que, isto
implica que v7 = p, que é a contradição que esta'ç-amos procurando. n

Devido a prova do teorema 2.7 é fácil vermos que o vetar p calculado pelo algoritmo
Testar.E é único a menos de multiplicação por escalar.

Um algorít.mo muito semelhante ao algoritmo Testar.E pode ser usado para trans-
formar uma matriz .4 em uma {0, üll-matriz, ou determinar que uma tal transformam;ão não
é possível. Um tal algoritmo poderia ser empregado para detectarmos mais rapidamente que
uma matriz não é gráfica. Entretanto, isso não eliminaria a necessidade do algoritmo Gra.fo,
já que nem toda {0, 3:11-matriz é gráfica (veja teorema 1.1, p. 19).

Na proposição 2.4 vemos a prova de que se Á é uma matriz gráfica então .D, a matriz
obtida a partir de uma. orientação arbitrária das arestas do grato G saída do algoritmo Gra.fo,
é uma realização de .4.

J.6.v.t J t, .l.llv \-z ' u'./ "}

Proposição 2.4 Se .A é uma .L x C;-matriz tal qKe .A é gr((/ica, .B é a imagem boo/Cana
de.A,

é uma realização paT'a B e D é uma grelo obtido a partir de G Ji=ando-se uma oHentação
arbitrária de sua a.resmas, e7zíáo .D é uma rca/{zação de .A.

Prova: Como ,4 é grá.fica ente.o pelo teorema da realizaçã.o (p. 25) existe um grato .l)' =
('b/, Z U (.;) realização de .A. Seja G' o grato subjacente a .D'. Para pro''''armas a propôs'çao e
suficiente provarmos que G e G' têm exatamente os mesmos circuitos, i.e. G e G' são gratos
2 -isomorfos .

Seja ]W uma. L x C'-matriz construída a partir de .D'.como definido em 2.9 e sda T'
a árvore de G' correspondente às colunas da identidade de .M. Pe]a definição de ]l/ é claro
que para cada. coluna m de .A/ temos que ll m ll é o conjunto de arestas de um

caminho em

T' Como, pelo lema 2.2, M e -B têm exatamente as mesmas entradas não nulas então para
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cada coluna b de .B temos que ll b ll é um caminho em T'.
realização de .B e portanto G' e G são gratos 2-isomorfos

Assim, pelo colorário 2.1, G' é uma

Antes de encerrarmos este capítulo resta ainda provarmos o teorema da realização (p.
25). Mas antes, provaremos o lema 2.3, a seguir, que será nos auxiliará a provar o teorema da
realização.

Lema 2.3 Se .A é wma L X O-matriz, .4' é uma .L' x O'-stibmatr z de .4, .D = (y. .L U C') é tina

realização de A e D' é o grato obtido a. partir de D após a remoção das arestas em C \. C' e
contrição das arestas em -L \ -L', então Z)' á uma realização de ,4/

Prova: Precisamos provar que um subconjunto /{' de colunas de ,4' é ].d. minimal sse /{/ é o

conjunto de arestas de um circuito em -D'. Denotaremos por .4i(resp., '4;) a coluna de índice
á da matriz .4 (resp., '4').

Se {.4i;: , ..., *.} é um conjunto ].d. minimal de colunas de .4' sse existem ai, ..., cv. C #?

tal clue El;: ai.,4Í:. = 0. Seja P =ll ai.,4k. + ... + at.4k. ll (Ç .L \ -L'). É fácil ver que o conjunto
das co]unas de .4 de índices em P U {#], ...,A.} é ].d. minimal e portanto P U {ki,...,kt} é
o conjunto de arestas de um circuito em -D, donde {kl,..., kt} é o conjunto de arestas de um
circuito em .D'

Reciprocamente, {kl, ..., kt} é o conjunto de arestas de um circuito em .D' sse existe
um conjunto de arestas P (Ç .L \ -L') de -D tal que P U {kl, ..., kt} é o conjunto de arestas de

um circuito em Z). Assim, existem al, ...,at C #? tal que )l,{:l aÍ.4k. + }l:iCP ai'4t. = 0. Não é

difícil verificam que >1:!:i ai.Ai;. = 0 e que ,41. , ..., .Ak. é um conjunto l.d. minimal. H

O lema 2.3 mostra que se uma matriz ,4 possui uma realização então toda submatriz
de .4 possui uma realização, o que era de se esperai se assumissemos o teorema da realizam;ão

como verdadeiro, já que submatrizes de matrizes gráficas são gráficas.

Para provarmos o teorema. da rea.]ização restava apenas provarmos a suficiência da
condição 2.3 (p. 25), isso é feito através do lema 2.4 a seguir.

Lema 2.4 Se .,'i é wma Z, x C-m.a.Zríz e .D

gr(i)ca.
(V. .L U a) é ««.« ««/i«çã. de .Â, e«Zão .Â é

Prova: E claro que podemos assulllii que Á é conexo. Seja A4 uma -L x O-matriz construída a
partir de -D como definido en] 2.9. Considere a aplicação do algoritmo destaPE(.4, .A/). Existe
uma árvore T de H(.A) e um LUO-vetou p tal clue pla.p. = m., para toda aresta e = Zc C -E(7').
Se .4 # .A/ então existe uma aresta. e = /c g -E(T), tal que PZa.p. # m.. Portanto existe um

circuito Q do grato H(Á) tal cine #la.p. :# m. para exatamente uma aresta e = /c C .E(Q).
Seja .L' o subconjunto de linhas e O' o subconjunto de colunas correspondentes aos vértices de
Q. Se .4' é a 1, x C'-matriz definida pol' aÍ.. ::: play,cpc, para / C -L e c C C', então os conjuntos
Z,' e C'' determinam submatiizes ,4{ de .A' e .A4'i de M que têm exatamente duas entradas não
nulas em cada linha e coluna. e que sã.o identicas a menos de uma única entrada não nula. Sqa
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a e P o valor dessa entrada em .AÍ e .À/l, respectivamente. Para números a e b, a # 0, temos
que determinante de .4Í é aa + b e determinante de MI é Pa + b. Por outro lado, é claro que .D
é uma realização de .4' e portanto o grato .Di resultante de .D após a remoção das arestas C \ Of
e contração das arestas .L \ Z' é uma realização de .A{ e de .A/l . Como .A: tem exatamente duas
entradas não nulas por coluna então não é difícil ver que todos os circuitos fundamentais de .Di
são triângulos e que as arestas da árvore Ti = Dil.LI formam a estrela de um vértice, portanto
Z)l é um grato roda. Como .D. é uma realização de .Á{ e de .A/i então o determinante de .,4i e
.A/i são ambos igual a zero, mas isso é possível sse a = P, que é a contradição que estávamos
procurando.H

Na figura 2.30 vemos o algoritmo Guloso, na sua forma final, utilizando-se dos algorit
mos Gra/o e Testar.E. '

É claro que em cada. execução dos algoritmos Gra/o e Testar.E (linhas 6 e 10 do
algoritmo, respectivamente) informações sobre a. submatriz que já sabemos ser gráfica pode
ser mantida (a t-decomposição construída pelo algoritmo Gra/o e o vetar p calculado pelo
algoritmo Testar.E) de tal forma a simplificar a próxima iteração. Assim, o trabalho total feito
pelos algoritmos Gra/o e Testar.E, em uma. execuçã.o do algoritmo Guloso, têm complexidade
de tempo "quase" linear no número de entradas não nulas da matriz .A e O(l .L ll C' l),
respectivamente. Logo, a complexidade do algoritmo Gu/oso é O(j Z ll C' l).

No apêndice A é mostrada a execução do algoritmo Gu/oso tendo como entrada a
matriz de restrições de um PL que é uma rede escondida, bem como a conversão desse PL a um

PL onde a matriz de ietrições é a matriz restrita de um grato (matriz de um grato com posto
linha. completo), como já foi mencionado na seção 1.3.
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Algoritmo Guloso (.A)
E7zlrada : Uma 1, x C-matriz ,4.

Saída : Uma realização .D para. uma Z x .R-submatriz gráfica maximal de .4

inIcIo

Seja .B a imagem booleana de .4.

Consideremos uma ordenação ki < ... < klal fortemente conexa de O.
% Uma. tal ordenação pode ser obtida. utilizando-se uni . variação do algoritmo
% SuZ)maÍrizesOoneaa.s(p. 30).
c'' - ©;

% A ordem em que as colunas sã.o processadas é importante.
pau { - 1, ..., 1 C' l bçe:

]nlclo

Seja .B' a Z, x (C'' + kí)-s«bmatriz de .B.

Gra/o(-B'); % execução do algoritmo Gra/o;
gg o algoritmo Gra.fo decidiu que .B' é gráfica

ente.o início

Seja. .D' a realização de .B contruida pelo algoritmo Gra/o após
fixarmos uma orientação arbitrária das arestas.

Seja .A/ a matriz construída a partir de .D' como descrito em
2.9(p. 56) e .A' a -L x((7'+ kf)-submatriz de .A.

P

l
2

3

4

5

6

7

8

9

10

13

14

15

16

16

destaPE(.A', M); % execução do algoritmo Testar.E
® o algoritmo 7'estar.E decidiu que ,4' -. .A4

ente.o início

C'' - 0' + Êi;
D ç-D'\

$m
fim

R F- .L U (;'=

% A .L x R-submatriz de .,'! é uma submatriz gráfica. maximal com realização .D
fim

Figura 2.30: Algolítmo gz//oso para encontrar uma. submatriz gráfica maximal



Capítulo 3

Matróides e o reconhecimento de
matrizes Brancas

Como pudemos observar pelos capítulos anteriores, glifos e matrizes (de incidência, de gratos
ou gráficas) se comportam de maneira muito semelhante. Isto pode ser notado, por exemplo,
através da proposição 1.1 que afirma que um conjunto /\' de colunas da matriz de incidência
de um grato G é l.i. (resp., l.d. minimal) sse a.s destas de G correspo]]dentes às colunas en] /{
formam uma floresta (resp., um circuito) em G.

Isso sugere que existe, subjacente a gratos e os seus circuitos e matrizes e os seus con-

juntos de colunas ].d. minimal, uma estrutura abstrata. comum a. ambos. Este fato foi primeiro
trazido a tona por \Vhitne}, j19351 em seu trabalho antológico "On tAe abstrac{ propertÍes o/
/ cear depende7zce". A esta abstração de gratos e matrizes Whitney deu o nome de matróíde.

Neste capítulo estudaremos um pouco dessa estrutura combinatória que são os matrói-
des e qual é o papel dessa teoria no reconhecimento de matrizes gráficas. Como veremos, muito
do que fizemos nos capítulos anteriores pode ser escrito de uma. maneira mais simples em termos
de nlatróides, de fato muito do que vimos até agora foi originalmente escrito usando a linguagem
de teoria dos matróides. Definições equivalentes de matróides bem como alguns exemplos
encontram-se na seção 1. Alguns conceitos como isormorfismo, soma direta, conexidade e
dualidade de matróides serão mostra.dos na seçã.o 2. Na seção 3 veremos como matróides se
i-elacionam com os a.lgoritmos vimos no capítulo 2. Finalmente, na seçâo 4, serão descritos alguns
resultados em ma.tróides sobre um plob]ema mais geral do que o reconhecimento de matrizes
gráficas, a saber, o reconhecinaento de nlatróides "grá.ficou"

3.1 Matróides: definição e exemplos

Como veremos matróides sã.o uma. abstraçâ.o de: matrizes e a dependência linear entre suas
colunas; e de gratos e os seus circuitos. Podenaos definir un] nlatróide de várias maneiras
diferentes, muitas das quais foram descritas por M/hitney em seu trabalho original, dentre essas

várias maneiras veremos somente a.s que nazis nos interessarâo. A primeira dessas, inclusive
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na, nomenclatura,, tem sua origem do ponto de vista de teoria dos gratos. Sem mais delongas
vamos aos matróides.

Um matróide .À/ é um conjunto finito .E e uma coleção C de subconjuntos de .E que
satisfazem as propriedades (CI) e (C2) abaixo:

(CI) se O: € C e C, C O:, e«tM C, g' C;

(C2) se (l;t, O2 são membros distintos de C e e C oi n o2, então existe 03 C C tal que 03 Ç
(OI U OZ) -- e.

Diremos que M (.E,C) é um matróide sobre .E

Exemplos de matróídes

À4'atróíde gr(@co; Se E é o conjunto de arestas de um grato G e C é o conjunto de circuitos
de G então o par (.E,C) é um matróide, chamado de matróÍde gr(í$co de G, o qual será
denotado por .M(G).

[[/atró de L mean Se V é um espaço vetoria] sobre um corpo .F, E é um conjunto finito de
vetores de \'' e os membros de C são os subconjuntos de velares de .E que são l.d. minimais

sobre .F, então o par (E, C) é um matróide. No que veremos, .E será tipicamente o conjunto
de colunas de uma matriz sobre #? ou GF(2).

Os membros do conjunto C são ditos os cÍrcuÍZos de M (analogia com gratos). Conside-
remos um conjunto C' C C. Se C = {el} diremos que el é um /aço matróíde M. Se C' = {el, e2},

diremos que ei e e2 são e/ementas em parale/o (analogia com gratos).

Motivados pela analogia com álgebra. linear (principalmente independência linear) é
natural que definimos um matróide M como sendo um conjunto finito .E e uma coleção Z de
subconjuntos de .E (chamados de conjuntos {ndepe7zdentes) que satisfaçam (11)-(13) a seguir:

(11) ü € Z (i.e. Z # 0);

(12) se .r- C Z e /2 Ç .r], então .r2 C Z;

(13) se /i, /2 são membros de Z e l /l l /2 l -F], então existe e C /i \ /2 ta] que /2 + e C Z

Um subconjunto de E que não está em Z é dito dependente (analogia com espaços
vetoriais).

Ambas as definições de matr(lides que acabamos de ver são equivalentes. De fato, se C é
o conjunto de circuitos de un] matróide .A4 sobre .E então Z = {/ Ç .E l não existe O C C, C Ç /}

é o conjunto dos independentes de M. Reciprocamente, se Z é o conjunto de independentes de
um matróide JI/ sobre E e C é o conjunto dos dependentes minimais de M, então C é o conjunto
dos circuitos de M
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Assim, podemos definir matróides gráficos e matróides lineares, de maneira equivalente
à que âzemos, especificando o conjunto dos independentes desses matróides da seguinte maneira:

À/aZróides Gri:ecos: Se .E é o conjunto de arestas de um grato G então o conjunto Z das arestas

de G que formam florestas em G é o conjunto dos independentes do matróíde gráfico de
G (.M(G)).

À/afróides Z,ínearex Se y é um espaço vetoria] sobre um corpo F e .E é um conjunto finito
de vetores de y então o conjunto Z dos subconjuntos de vetores em .E que são l.i. é o
conjunto de independentes do matróide linear sobre .E.

Seguindo a analogia com espaços vetoriais faremos as seguintes definições

Uma base de um matróide M é um conjunto independente maxímal, a coleção das
bases é denotado por B.

A função posto de um matróide m sobre -E é a função do conjunto das partes de .E nos
inteiros definida. por

P(,4) m-ll/l l .r Ç ,'l,.r C Z} (,4 Ç .E)

Muitas vezes escreveremos simplesmente p,4 e pM ao invés de p(.A) e p(.E), respectivamente

Vimos que o conhecimento do conjunto de independentes ou de circuitos de um matrói-
de é suficiente pa.ra deâni-lo de maneira única. De maneira semelhante, não é difícil verificarmos
que o conhecimento das bases ou da função posto também definem um matróide de maneira
única. Assim, é de se esperar que também hajam axiomas que definam um matróide em termos
desses conceitos.

.4ziomas de .Base: Uma coleção 23 de subconjuntos de um conjunto .E é o conjunto das bases
de um matróide sse B satisfaz as propriedades (BI)-(B3) a seguir:

(Bi) Z] # g;

(B2) l.Bil = IB21, pa-ra todo .Bi, .B2 C 23;

(B3) se .Bi, .B2 C B e e] C .B] \ .B2, então existe e: C .B: \ B] tal que (BI e,)+e, C B

.4=Íomas de Posto: Uma. função p do conjunto das partes de E nos inteiros é a. função posto de
um matróide sobre .E sse valem (RI)-(R3), a seguir, para. X Ç .E, e:, e2 C .E:

(Ri) p(0) = O;

(R2) P(X) $ P(X + .-) $ P(X) + l;

(R3) se p(X + e:) p(X + .,) = p(X), e«tão p(X + .- + e,) = p(X)
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Outro exemplo de matróide

O .A/atroíde t/ni/07'me U&..: Se .E é um conjunto de cardinalidade n e Z e a coleção de todos os

subconjuntos de .E de cardinalidade menor ou igual a t, então o par (.E,Z) é um matróide
sobre .E, o qual é denotado por Ui.n, o matrófde u7z{/OI'me de posto 1. As bases, circuitos
e função posto de Ub,. estão listadas abaixo:

B(Uh..)
c(ui,.)

l.al= A},
=lc ç Ella+il= k+i},
. J IH l ;e l .,4 ISk
' l k se l.A l>k

A colação dos independentes, dos circuitos e das bases de um matróide M serão de-
notadas por Z(JW),C(.A/) e 25(M), respectivamente. Quando não houver dúvidas sobre qual o
matróide que está sendo tratado escreveremos simplesmente Z,C e B ao invés de Z(M),C(À4)
e

Se M = (E, X) é um matróide, onde X = Z(M),C(M), B(M) ou a função posto de M,
então diremos simplesmente que .A4 é um matróide sobre E. o qual denotaremos por M(.E).

Em \velsh j19761 (primeira monografia e referência "canónica" sobre matróides) podem
ser encontradas outras definições equivalentes e muito mais exemplos de matróides.

Na próxima seção veremos alguns conceitos sobre matróides que serão empregados até
o final desta dissertação.

3.2 Alguns conceitos em teoria dos matróides

Dois matróides .Mi e .A/2 sobre .Ei e .E2, respectivamente, são ditos {somol:fos se existe uma
bijeção entre Ei e .E2 que prever''''a independência. (e portanto preserva circuitos, bases, posto,
etc.). Escreveremos ]Wi À/2 se .A/i e .A/2 são isomoríos.

Consideremos o matróide U2,3 sobre um conjunto .E qualquer. Todo subconjunto
próprio de -E é independente em t/2.3. Assim, se um grato (; é um circuito com três arestas,
então é claro que .M(G) = t/Z.3. Por outro lado, não existe um grifo G tal que .A4(G) = t/Z,4,
pois não existe grato com quatro arestas ta] que qualquer três arestas formam um circuito.

Um matróide .M é dito gr(í$co se existe um grato G ta] que .M(G) = M
dito uma realização de .À/. Logo t/2,a é gráfico e t/2,4 não é gráfico.

O grato G é

Dois gratos Gi = (h,.Ei) e G2 = (Va,.E2) são 2-isormor/os se existe uma bij.ção
entre suas arestas que preserva circuitos (estamos generalizando um pouco o conceito de 2-
isormorfismo feito na seçã.o 2.2.1, pois aqui nã.o estamos exigindo que .EI = .E2). E claro que
quaisquer gratos 2-isomorfos têm o mesmo matróide (i.e. os matróides são isormorfos).

Se .4 é uma .[ x C-matriz sobre um corpo .F, denotaremos por M(.A) o matróide sobre
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O ta] que O'' Ç C' é dependente sse as colunas de .A cujos índices estão em C'' formam um
conjunto l.d. minimal como velares de /'L. É claro que M(.A) é isomorfo ao matróide linear
sobre o conjunto dos velares formados pelas colunas de .A vistos como vetores do espaço Ft

Os velares (1,1,0),(1,0, 1) e (0,1,1) são linearmente dependentes sobre GF(2). O
matróide linear sobre esses vetores é isormorfo ao matróide t/2.3. Os mesmos velares são line-
armente independentes sobre .R e o matróide linear desses vetores (sobre .R) é isomorfo ao
matróide U3.3. Um matróide .A/ é dito repmsent(ítpel sobre um corpo F se existe uma matriz ,4
sobre F tal que M = M(.A), a matriz .A é dita uma repnsenfação de JI/. Por exemplo, Ua.4 é
representável sobre #?, pois U2.4 = À/(.4) onde .4 é a matriz abaixo:

Entretanto, não é difl'cil verificarmos que, t/2.4 não é representável sobre GF(2)

Acima dissemos que .A é uma representação de M, pois é claro que se r é uma matriz
não singular, então .À/(.4) = JW(n.4). A matriz a pode ser vista simplesmente como uma
matriz de mudança de base dos vetores coluna de .A. Assim, é claro que se .M é representável
sobre um corpo .F então ]W possui uma 7'epmsentação ca7zónÍca sobre .F, i.e. existe uma matriz
.4 = 1.r l .41 sobre .F ta] que À4 = M(.À). Se .M é um matróide sobre .E que é representável
sobre GF(2) podemos construir uma. representado canónica de M sobre GF(2) como segue.
Seja .B = {bi, ...,b,} uma base qualquer de M. Para cada elemento e C .E \ .B o matróide
.A/(.B + e) contém um único circuito O., o circuito /u7zdamenía/ de e com relação a .B. Seja .4
uma .B x (.E \ .B) -- {0, 11-matriz, onde o elemento da entrada (b, e) de .A, aõ,., é definido da
seguinte maneira:

«,.:: l i
se b C O.;
se b « C,.

(3.1)

A matriz 4 = 1/ 1 .AI é uma. representação canónica de À/ (veja, por exemplo, Welsh j1976: pp.
165 e i661). Observemos que a construção da matriz ,4 acima foi feita de maneira análoga ao
que fizemos em 2.9 (p. 56).

Um fato interessante sobre a representabilidade de matróides gráficos encontra-se na
proposição a seguir.

Proposição 3.1 Se .A/ é lzm matróíde gr({/íco, então .A/ é represe7zfz'oe/ soZ)re todo col?o

A prova da proposição acima nã.o é difícil e pode ser encontrada, por exemplo, em
MTIA,p. 186.

Uma. consequência imediata da proposição 3.1 é que o matróide t/2,4 não é representável
sobre todos os corpos. De fato, como já havíamos mencionado, não é difíci! verificarmos que
U2.4 não é representável sobre GF(2).

Quase todos os fatos em teoria dos gratos que podem ser fomulados sem o emprego
da palavra "vértice" possuem uma formulação análoga e natural em teoria dos matróides. A
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idéia a,gera é generalizarmos para matróides os conceitos, muito úteis, de remoção e contrição
de arestas em grifos.

Se M = (.E,C) é um matróide e X Ç .E então o conjunto

c' = {c € c l c' n x =g}
é o conjunto dos circuitos de um matróide sobre .E \ X, obtido pela remoção do conjunto X
(ou restrkão do matróide M ao conjunto .E \ X). Este matróide será denotado por À/ \ X ou
por M(E \ X).

Se .M = (.E,C) é um matróide e X Ç .E então o conjunto

C' = {C' \ X 1 (1: C C e não existe C' C C tal que C'' # (l;' e C'' \ X C C \ X}

(i.e. C' é formado pelos subconjuntos minimais de {C' \ X l C C C}) é o conjunto dos circuitos
de um matróide sobre .E\X obtido pela conlração do conjunto X. Este matróide será denotado
por M/X ou por .A/.(-E \ X).

Os matróídes .À/ \ À' e .M/X generalizam para matróídes os conceitos de remoção e
contraçã.o de arestas em um grato, respectivamente.

A partir de M(.E) vários novos matróides podem ser obtidos através da remoção e
contraçã.o de subconjuntos de .E. O matróide resultante de uma sequência de remoções e
contrações é dito um melhor de M. Nã.o é difícil provarmos que a ordem em que as contrações
e remoções são feitas é irrelevante, i.e. se .A/(E) é um matróide e .A/' é um menor de M, então
existem X,y Ç .E,.x n y = 0 tais que M' = (.A/ \ X)/y = (]W/y) \ X (veja, por exemplo,
Maia, p. iSSo).

Consideremos uma matriz .4, representação do matróide .A/(.E), e e C E. Uma repre-
sentaçã.o para o matróide .A/ -- e, pode ser obtida a partir de ,4 simplesmente removendo-se a
coluna correspondente ao elemento e. Já se quisermos construir uma representação para M/e
teremos que considerar dois casos possíveis. Se e é um laço basta removermos a coluna corres-
pondente a e, caso contrário teremos um pouco mais de trabalho (mas não muito). Primeiro
deveremos pivotar a matriz .A com relação à alguma entrada não nula da coluna correspondente
a e. Seja .4' a matriz resultante. Se / é o índice da. linha onde encontra-se a única entrada não
nula de .A' correspondente a =, então uma representação para M/e pode ser obtida a partir de
,4' removendo-se a coluna e e a linha / (o que estamos fazendo é olhar para os vetores coluna de
.4 módulo o vetar coluna correspondente a e). Nã.o é difícil verificarmos que as matrizes acima
são de fato representações para os menores .A/ -- e e .A4/e.

Os menores de um matróide preservam alguma. estrutura do matróide original, como
podemos perceber pelas duas proposições a seguir.

Proposição 3.2 Se JW é um matróide represen!(íue/ sobre .F, então todo menor de M é repn
sentápel sobre F

Prova: De fato, se M' é um menor de .A/ ente.o uma representação pa.ra M' pode ser obtida
a partir de uma representaçã.o para A/ abra.vés de uma sequência de pivotações e remoções de
linhas e colunas como foi descrito acima. H



3.2 Alguns conceitos em teoria dos matróides 69

Proposição 3.3 Se M á um mata(íÍde gr({/ico, e?lido todo menor de À4 é griWco

Prova: Seja M' um menor de M. Como M é gráfico então existe um grato G tal que M =
.M(G) e como M' é um menor de M então existem conjuntos disjuntos X,y Ç .E tais que
M' = (M \ X)/y. Agora, não é difícil verificarmos que o grato G' obtido a partir de G
após a contração das arestas correspondentes aos elementos em X e a remoção das arestas
correspondentes aos e]ementos em y é uma rea]ização de ]W (í.e M' = M(G'), a prova é
essencialmente a mesma do lema 2.3). H

O que as proposições anteriores estão nos mostrando é que as propriedades ll., = "ser
um matr(lide representável" e ll.P = "ser um matróide gráfico" são hereditárias. Mais ainda,
uma consequência imediata da proposição 3.3 e do fato de U2,4 não ser representável sobre
GF(2) é que se M é um matróide que possuí um menor M' tal que M' = U2.4, então .A/ não é
representável sobre (7-F(2). Tutte deu uma caracterização de matróides binários provando que
vale também a recípi'oca dessa. afirmação, ou seja:

Teorema 3.1 (Tutte j19651) t/m matrááde é repmsenldoe/ sobre ar'reJ sse não possuí U2,4
como menor. ]]

Uma prova para o teorema acima pode também ser encontrada. em Welsh [1976, pp
i67-i6q.

Um matróide que é representa.vel sobre GF(2) é dito Z)aBaTia. Assim, o que Tutte
provou foi que U2,4 é essencialmente o "úllico" matróide não binário, ou seja, que Z./2.4 é a única
obsZruçâo (menor proibido) da propriedade ll«P.

Da proposição 3.1 e do fato de U2,4 não ser gráfico é evidente que se M é um matróide
que possui U2,4 como menor, então .M não é gráfico. Infelizmente, isto ainda não nos dá uma
caracterização de matróides gráficos. Na próxima seção veremos uma caracterização bastante
profunda de matróides gráficos, em termos de obstruções, a qual é também devida a Tutte.

Podemos também criar matróides, a partir de matróides já existentes, que são "maio-
res" que os matróides originais. Uma da.s maneiras de fazermos isso é a seguinte. Consideremos
matróides .A4] = (-EI,CI) e .A42 = (E2,C2), {C' C C Ci ou C' C C2} é o conjunto de circuitos
de um matróide .A4 sobre -Ei U E2. Diremos que M é matróide soma dÍreta, ou a /-soma, dos
matróide Mi e ./142 e dellotaremos essa apela.ção por .A4 :: .A/i +i ./l/2. A operação de soma

direta pode ser estendida para mais de um matróide. Por exemplo, se Gi, ..., Gk são as com-
p'nentes 2-conexas de «m grato G, então M(G) = M(Gi) +i... +l M(Gk) e se .41,..., ,4t são
as componentes conexo.s de uma. matriz 4 (a definição de componente conexo de uma matriz
e""nora-se na s'ção 2.1.3), e«tão M(.4) = M(ÁI) +: ... +- M(.Ak).

Um matróide .a4(.E) é dito cone:ro ou não separáueZ se ele não pode sei escrito como
soma direta, ou equivalentemente, nã.o existe uma partição {-Ei, .E2}, .EI # @ ?é E2, de .E, tal
que

pE\ -\- pEa '$ pl\4. (3.2)
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]W(E') é dito uma c.«.ponenZe cone,« (ou simplesmente c.mponenfe) de M sse M(.D') é conexo
Observemos que nesse caso {-E', .E \ .E'} satisfaz 3.2 com igualdade.

Notemos que M(G) é conexo sse G é 2-conexo e M(.A) é conexo sse .,4 é conexo

Precisaremos ainda de mais um conceito importante antes de terminarmos esta seção,
que é o conceito de dualidade em matróides.

Sda Zi o conjunto de bases de um matróide M(E). O conjunto B' = {.E \ -B l .B € B}
é o conjunto de bases de um matróide M'(.E), o maZráide dua/ de M. O prefixo "co" , em geral,
será usado para dualizar um termo. Assim, um cocircK{Zo de M é um circuito do matróide
.A4'*, um co/aço de M é um laço de M*, etc. Por exemplo, C'' é um cocircuito de um matróide
M(G) sse as arestas de G, correspondentes aos elementos de a*, formam um corte do grato G.
E óbvio que a relação entre M e M* é simétrica, ou seja

(M*)*

Um matrólde M é dito cog7aMco sse M' é gráfico. Se M é gráfico e cográfico, então
.A4 é dito p/arar. A nomenclatura aqui vens da analogia com planaridade em gratos. De fato,
as definições que acabamos de vei geneializam pa.la matróides o conceito de planaridade em
gratos. O teorema a seguir é a versão pa-ia. matróides da ca.lacteiização de gratos planares de
l<uratowski(vqa, por exemplo, Welsh j1976: pp. 93-961).

Teorema 3.2 (Tutte [1965]) Se M é um maíróide e G é um gra/o, ía/ qKe M
então M é planar sse G é planar.

M(G)

A relaçã.o entre a. leplesentação de um matróide e a. representação do seu matróide dual
é mostrada. na proposição 3.4.

Proposição 3.4 Se l/ .AI é uma repmsentação de um matróide À/, e7ztão l/
real"esentação de À4'

.A'l é «m«

Uma piava da proposição acima pode ser encontra.da eln MTIA, pp. 186 e 187

A tabela 3.1 pode ser útil pala. visualisarmos em teoria dos gratos e álgebra linear o
que representa.m alguns conceitos vistos por nós em teoria dos matróides.

Uma tabela cona ma.is conceitos do que a. tabela 3.1 pode ser encontrada em MTIA, p
197

3.3 Reconhecimento de matrizes gráficas

No capítulo 2 vimos como o problema. de reconhecer matrizes grá.ficas (i.e., matrizes projeti-
vamente equivalentes a matrizes de giafos) pode ser resolvido. Nesta. seção discutiremos este
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Tabela 3.1

problema do ponto de vista da teoria. dos matróides. Como já foi mencionado, muito do que
vimos no capítulo 2 foi originalmente escrito em termos de teoria dos matróides.

O proa/ema de reconhecer mata'ares gr({/ices é o problema

dados

pe 7yzz ?z ta
Uma matriz .4 sobre um corpo -F

,4 é uma. matriz gráfica? Ou seja, existem .N matriz de um
grato, a e A matrizes não singulares, A diagonal, tais que
.N = n',4,A?

(3.3)

Do que vimos na seção 3.2 é claro que, se .4 é uma matriz, a e a. são matrizes não
singulares e A é diagonal, então M( 4) z .A4(n.4A), i.e., matrizes projetivamente equivalentes
têm o mesmo matróide. Logo, o teorema 2.1 (p. 25) é equiva.lente ao seguinte teorema:

Teorema 3.3 t/n«a matriz .4 é g7'(Wca sse o «zaZróÍde .A4(.4) é gr(@co

Assim, o problema de reconhecer matrizes gráficas é equivalente ao problema

dados

pe7yu7zZa
Uma matriz .A sobre um corpo -F

O matrójde .A/(.4) é gráfico? Ou seja, existe um grato G tal
q- M(.4) z .M(G)?

(3.4)

Ao ellunciarmos o problema. acima assumimos implicitamente que a matriz dada está na
forma canónica, não há nenhuma perda em generalidade com isso, pois matrizes projetivamente

Como podemos imaginar certos conceitos em teoria dos mail,ó des?

Conceito em teoria dos Suponha que o matróide é dado através de
matróides l um grafo l uma matriz
elemento

laço
elementos em paralelo
circuito
conjunto independente
base

posto

remoção
contração
dual

soma. direta

aresta

arestas paralelas
circuito
floresta
floresta geradora
número de arestas em

uma floresta maxima]
remoção
contração
dual para gratos planares,
nada para os demais
veja figura 4.1, p. 84

vetor coluna
vetor nulo
vetores l.d.
vetores l.d. minimais
vetores l.i.

base do espaço coluna
posto

remoção
espaço quociente
espaço ortogonal

vejafigura 4.4, p. 86
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têm o mesmo matróide. A razão para termos assumido que a matriz dada está na forma canónica
ficará evidente logo adiante quando enunciarmos a proposição 3.6.

E comum que quando um matróide não é conexo muitos problemas envolvendo esse
matróide possam ser solucionados resolvendo-se o problema em questão para cada uma de suas
componentes conexas. Este é precisamente o caso do problema 3.4, como pode ser visto através
da proposição a seguir, que é conseqiiência imediata da proposição 2.3 (p. 31) e do teorema 3.3.

P

Proposição 3.5 Se .A é uma matriz com componentes colzezas .41,...,.4k, então .4 é grcÍPca sse
.A/(Á{) é gr(ÍWco, i= 1, ..., k. H

A proposição 2.3 está nos dizendo que podemos assumir, sem perda de generalidade,
que a matriz de entrada 4 do problema 3.4 é conexo (se .4 não for conexo podemos utilizar
o algoritmo SubmaZrizesaonesças, p. 30, para encontrar as componentes conexas de .4). Ob-
servemos que ambas as hipóteses sobre a matriz de entrada (forma canónica e conexidade)
do problema 3.4 são exatamente as mesma hipóteses que foram assumidas pelo algoritmo que
vimos no capítulo 2.

Da proposição 2.2 (p.
posição 3.6:

27) e do teorema 3.3 segue imediatamente a seguinte pro

Proposição 3.6 Se .4 é Tma mata?z sobre um corpo .F Za/ gue M(.Ã) á gr(@co e -B tí a imagem
óoo/e-« d' .4, .«Zão M(.Ê) z W(,4). U

Até o final desta seção denotaremos por -B a imagem booleana da matriz .A

E importante observarmos que na proposição 3.6 o fato de .,4 ser uma matriz na forma
canónica é fundamental, pois é claro que a mata-iz

é gráfica (qualquer árvore com duas destas é uma. realização para Á) e portanto, pelo te-
orema 3.3, o matróide M(.4) é gráfico. Entretanto, é evidente que .A/(.4) # M(-B). A
proposição 3.6 ainda. continua verde.deira se trocarmos no enunciado a palavra "gráfico" por
"binário" (vqa, por exemplo, Welsh j1976: pp. 165-167) ou a proposição 4.2, p. 88).

l lÁ- l 2

Apoia veremos a razão que nos levou a assumir que a matriz dada. está na forma
canónica. De maneira análoga ao que ocorreu na seção 2.1.2, a. proposição 3.6 nos fornece uma
condição necessária para que M(.,4) seja gráfico, a saber, que o matróide M(-É) seja gráfico.
Infelizmente não vale a recíproca da proposição 3.6 (qualquer representação na forma canónica
de U2.4 é um contra-exemplo). Entretanto, a. proposição a seguir nos fornece num certo sentido,
uma "quase" recíproca da proposição 3.6.

Proposição 3.7 Sf .A é uma m«traz, M(Â) é g,áHco . G é um gra/o t«/ que M(.É) z M(G),
.«Íã. .M(..4) = .A4'(.B). H



3.3 R.econhecimento de mau'izes gráficas 73

A prova da proposição acima segue facilmente da proposição 2.4 (p.
rema 3.3.

59) e do teo

Devido às proposições 3.6 e 3.7 e já que o algoritmo Gra/o .(p. 54) não só resolve o
problema 3.4 quando o corpo F é GF(2) como também, no caso de .M(.Ê) ser gráfico, devolve um
grato G tal que M(.B) = M(G), então é razoável que pensemos em decompor o problema 3.4
nos subproblemas:

1. test.r se M(-B) é grá6co;

2. test.r se .M(.Â) z .M(.Ê)

Devemos observar que precisamos testar se M(.Á) = M(.Ê) somente quando o algoritmo
Gra/o .decide que M(.B) é gráfico. Assim, no item 2 o que estamos testando na realidade é
se M(.A) = .M(G), onde G é um grato tal que M(.Ê) = M(G). Isso faz muita diferença,
pois, como a proposição 3.6 permanece verdadeira quando M(.A) é binário, ao ínves de gráfico,
então testar se .A/(.A) = M(.B) é equivalente a decidir se .A4(..4) é binário e não existe algoritmo
polinomial que decide se um matróide, mesmo representável, é binário (($ Seymour j19811).

Para testarmos se M(,'!)
resultados da seçã.o 2.3.

.M(G) utilizaleinos a proposição 3.8 a seguir e alguns

Proposição 3.8 Se X e y são mat,{zes tais que M(.t) = .M(G) = M(Í'), então .Ê é pide
íát;amante eguÍt/a/Cale a y rÃ' «., y,).

Prova: Seja Ar a matriz construída. a. partir do grato G como descrito em 2.9 (p. 56). Como
M(X) = M(G) então X «., .N. Da mesma forma temos que y - .N. Portanto, como - é uma
relação de equiva.lência, temos que X «' y. H

Pela proposição 3.8 vemos que pala tentarmos se M(.Â) = .M(G), basta construirmos
um matriz .N a partir do giafo G, como descrito em 2.9 (é claro que .& é uma representação
canónica de ./L'((G)) e usar o algoritmo Testar-E (p. 58) para testar se .Â «., .&.

Recapitularemos agora, usa.ndo a linguagem de teoria dos matróides, como o problema
de reconhecer matrizes gráficas é resolvido no capítulo 2. Primeiro o algoritmo Gra/o testa
se M(.B) é gráfico. Se o algoritmo Gra./'o decide que À/(.Ê) não é gráfico, então (pela pro-
posição 3.6) concluímos que .A4(.4) não é.gráfico e portanto (pelo teorema 3.3) ,â não é gráfica.
Caso o algoritmo Gra/o decida que .A4(-Ê) é gráfico, então o algoritmo devolve um grato G tal
que M(.B) z .M(G). O próximo passo é a construção de uma representação canónica .& para
.M(G) a partir do giafo G como o descrito em 2.9 e o teste de equivalência projetiva, feito pelo
algoritmo Testar-E (p. 58), entre a. representação ./V e a matriz .Â. Se o algoritmo Testar.E
decide que .N não é projetivamente equivalente a .À, então (pela proposição 3.7) concluímos que
M(.Á) não é gráfico e portanto .À não é gráfica. Caso contrário, como matrizes projetivamente
equivalentes têm o mesmo matróide, concluímos que M(.Ã) é gráfico, logo .Ã é gráfica.

Resumindo: pa.la resolver o problema 3 .4 bastou sabermos testar equivalência projetiva
entre duas matrizes e decidir se un] matróide binário é gráfico. Como testar equivalência
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projetiva é fácil então, no fundo, precisamos saber resolver o problema 3.4 somente quando o
corp' /' ' GF(2).

Lembremos que o algoritmo que vimos no capítulo 2 não só decide se um matróide
representável .A4(-E) é gráfico como também, no caso em (lue M(E) não é gráfico, encontra um
conjunto -E' Ç .E maximal tal que M(.E') é gráfico. Na próxima seção veremos mais alguns
resultados sobre o problema de decidir se um matróide (não necessariamente representável) é
gráficor

3.4 Reconhecimento de matróides gráficos

Discutiremos nesta seção a respeito de um problema um pouco mais geral que o problema 3.5,
que é o proa/ema de reconhecer maíróides gr({/ices, ou sqa:

dados

pergunta
Um matróide .A4(-E).
O matróide M(E) é gráfico? Ou seja, existe um grato G tal
q« M(.E) z M(G)?

(3.5)

Durante toda esta seção, .A4 será um matróide sobre um conjunto .E

Antes de prosseguirmos precisamos ter claro o significado de um matróide ser a entrada
do problema 3.5.

Em geral, aplicações práticas requerem matróides representáveis ou gráficos como mo-
delos, os quais podem sei dados através de matrizes ou gratos. Em ambos os casos testar se
um subconjunto .E' Ç -E é independente em M requer no máximo l .E l3 operações (polinomial
em l .E l).

Mas como fazer no caso geral, quando .A4' é um matróide qualquer? Nesses casos

assume-se que o matróide M é dado através de uma s?éórotína que responde a alguma pergunta
do tipo: "-E' Ç .E é indepelJdente em .A4'?"l ".E' Ç E é uma base de M?" l ".E' Ç .E é um circuito
de .A/?"; etc. Uma. tal subrotina é chamada de um orácK/ot. Se o oráculo responde à pergunta
".B' Ç .E é independente em .A4?", então ele é dito um oráculo de ndependéncia.

Todos os algolitmos que falam vistos até agora são polinomiais, no sentido em que o
número de operações é um polinõmio no tamanho da entrada. Agora qual é o tamanho da
entrada quando a entrada é um matróide? Qua.ndo um matróide é dado através de um grato
ou de uma matriz a resposta é obvio. N'las o que fazer quando o matróide é dado atráves de um
oráculo? Em casos como esses o que é feito é medir a complexada.de do algoritmo em termos
do número de chamadas a esse oráculo.

Tudo o que vimos nos parágrafos anteriores e muito mais sobre oráculos para matróides
está explicado de uma maneira muito clama no excelente livro MTIA, sec. 17.1.

l Um meio infalível através do qual os deuses nos revelam os mistérios do universo
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Algoritmos para reconhecer matróides gráficos

Na seção 2.2 vimos o algoritmo de Bixby & Wagner j19881 que resolve o problema 3.5 Suando
M é um matróide binário, ou seja, quando M é dado através de uma representação B de .A/
sobre GF(2). A complexidade desse algoritmo é "quase" linear no número de entradas não
nulas de.B.

Bixby & Cunningham j19S01 propuseram um algoritmo de complexidade O(pM(Á).p)
para decidir se um matróide .A/(.Ã) é gráfico, onde pM(.4) e z, são o posto (obviamente igual ao
número de linhas de ,4) e o número de entradas não nulas de .À, respectivamente. O algoritmo
de Bixby & Cunningham usa a mesma estratégia do algoritmo que vimos na seção 3.3, a
diferença é que para decidir se .A/(B) é gráfico, e em caso afirmativo construir um grato G tal
que .M(G) = M(.B), Bixby & Cunningham se basearam no algoritmo de Tutte j19601. A seguir
veremos um esboço do algoritmo de Tutte, o qual é uma abstração do seu algoritmo de teste
de planaridade para gratos.

Ajudará bastante se durante a descrição da motivação do algoritmo tivermos em mente
que se M = M(G) para algum grato G, então um cocircuito y de M corresponde a um conjunto
de arestas de corte de G. Dado um cocircuito y de um mat.róíde .A/, as pontes do cocircuito y
são as componentes conexas de M \ y. No caso em que M = M(G) as pontes de um cocircuito
y correspondem a componentes 2-conexas do grato G \ y. Uma y-componente é um matróíde
da forma ]W.(P U y), onde P é o conjunto de elementos de uma ponte de y. Finalmente, os
P-segmentos de y são as c/esses de para/e/ smo de M.(P U y) \ P, onde a classe de paralelismo
de um elemento e é o conjunto de todos os elementos que são paralelos a e. O conceito de ponte
está ilustrado na. $gura 3.1, onde À/ = M(G), y = {1,2,3,4,5,6} e as pontes de .A4 \y são os

matróides gráficos de GIPll, ..., GJP71. A y-componente .M(G).(P4 U y) é o matróide gráfico
do grato da $gura 3.2.

Figura 3.1: Grato G e as pontes de ./W(G) \ {1,2,3,4,5,6}

Lembremos que um ma.tróide À/ é gráfico sse cada uma de suas componentes conexas
o forem. Assim, podemos descrever o ajgoritmo de TutÍe somente para o caso em que .À/ é
conexo. Se .À/ = .M(G) e y é um cocircuito de ]W com apenas uma ponte, então é claro que y
é a estrela de um vértice em G. Portanto, cada elemento de M pode estar em no máximo dois
cocircuitos que só tenham uma ponte. O pr(5ximo fato captura a idéia que está aparente no
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Figura 3.2: Uma y-componente de .M(G), onde G é o grato da figura 3.1 e y = {1,2,3,4,5,6}

exemplo da figura 3.1, ou seja, em um matróide gráfico, as pontes de um cocircuito podem ser
divididas em duas classes, uma classe correspondente a cada um dos lados do corte y em G.
Tutte formulou uma abstração pata esta propriedade introduzindo a noção de "entrelaçamento"
entre pontes. Dizemos que duas pontes Pi e P2 se enZm/açam2 se não existe um Pi-segmento
Si e um P2-segmento S2, tal que Si U S2 = y. É fácil observarmos que, no grato G da figura
3.1, as pontes que estão do mesmo lado com relação ao corte y não se entrelaçam duas a duas.
De fato, as únicas pontes de y que se entrelaçam são os pares de pontes (Pi,P4), (P2,Ps) e
(P4, P2). Define-se o gra/o p07zíe de um circuito y como sendo o grato com um vértice para
cada ponte de y, onde dois vértices são adja.Gentes sse as pontes correspondentes se entrelaçam.
Como as observações acima. sugerem o grato ponte de um cocircuito de um matróide gráfico é
bipartido.

Teores-na 3.4 Se À4 é wm malróíde e y é um cocircuito de .M, então .M é gr(Í/ico sse

i. as Y-componentes de M são gtá$cas, e

ii. o grelo ponte de Y é bipal'tido.

O teorema. 3.4 foi primeiro provado por Tutte j19aol para matróides binários. Um
prova para o teorema acima quando M = .A/(.4), onde .4 é uma matriz sobre um corpo -F, pode
ser encontrada em Bixby & Cunningham j19801. Bixby ]i984] provou o teorema acima quando
.A4 é um matróide qualquer.

Inspirado pelo teorema 3.4 Tutte j19601 propôs um algoritmo iecursivo para resolver o
problema 3.5, quando .ll/ é um matróide binário: O algoritmo de Tutte encontra-se na figura 3.3.
Nele é utilizado o fato de que se .A4 é binário e .B é uma representação de M sobre GF(2), então
o suporte de cada linha de .B é um cocircuito de M (isto é imediato a partir da proposição 3.4).

O algoritmo de Bixby & Cunningham j19801 para decidir se um matróide M(,4) é
gráfico consiste de uma implementação cuidadosa do algoritmo de Tutte, especialmente na
construção do grato ponte de y. Bixby & Cunningham ainda apresentaram em seu trabalho
um algoritmo diferente pala construir uma realização G de M(.Ã), no caso em que M(.Â) é
gráficor

2 Quer/ap
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Algoritmo
Entrada

T«tte (M)

Um matróide binário M, dado através de uma de suas representações canónicas
.B (dado M a replresentação .Ê pode sei contruida como foi descrito em 3.1).
A conclusão se M é gráfico ou não. 'Saída

l
2

3

4

5

6

7

8

9

]njclo
se cada: coluna de .B tem no máximo duas entradas não nulas

e!!tãQ .M é gráfico
senão ]njclo

Escolha uma coluna de -B com um l em três linhas, correspondentes a
cocircuitos }/l , y2 e y3 de .M

$g y;, y2 e y3 têm somente uma ponte
el1l:ãe .A4 nã.o é gráfico
seno.o ]lli cjo

Seja y C {y;, y2, y2} um cocircuito com mais de uma ponte
® o grato ponte de y não é bipartido

enJ:ãe .A4 não é gráfico
seno,o ] nlclo

% Aplica o algoritmo de Tutte recursivamente
% à cada y-componente de M.
PB:!.ê cada. y-componente .A/' b:ça

r«{t.(M');
Pelo teorema 3.4 M é gráfico
sse cada y-componente de M é gráfica.

fim

10

11

12

fim
fim

fim

Figura 3.3: Algoz'itmo de Tutte para decidir se uln matróide binário é gráfico
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Na seção 3.3 vimos que para decidir se um matróide M é gráfico tivemos que resolver
o seguinte problema:

dados Um matróide M e um grato G
M = M(G)? (3.6)

Na realidade, só tivemos que resolver o problema 3.6 quando M era um matróide representável.

O teorema de Seymour a seguir, junto com o algoritmo que ele induz, constitui a primeira
solução para o problema 3.6, quando À/ é um matróide qualquer (dado através de um oráculo
deíndependência).

Teorema 3.5 (Seymour [1981]) Se M(.E) é um ma]ráide e G = (y.E) é um gra/o, e,ztão
.M

i. p(-M) $ p(.M(G)), e
ii. a, estrela, de cada vértice de G é a un,ião de cocircKitos de M

Baseado em seu teorema, Seymoul plopâs o primeiro a]goritmo po]inomia], que re-
conhece matróides gráficos (o matróide é dado através de um oráculo de independência). O
algoritmo que Seymour propôs consiste en] colastruirlnos uma representação canónica .B sobre
GF(2) para M (em 3.1 está descrito como construir uma tal representação) e testarmos se M(.Ê)
é gráâco (usando, por exemplo, um dos métodos em: Tutte j19601, Bixby & Cunningham j19801

ou Bixby 8z; Wagner j19881). Se M(.B) nã.o é gráfico, então M não é gráfico (pela proposição
3.6). Caso contrário, devemos construir um grato G tal que M(.É) = M(G) (os algoritmos (lue
citamos fazem isso). Se a estrela de cada. vértice de G é a união de cocircuitos de M então M
é gráfico e G é uma realização para M, senão M não é gráfico (pelo teorema 3.5).

O teorema 3.6 é uma. versão mais forte do teorema de Seymoui obtida por Truemper
(d Bixby li9841).

Teorema 3.6 (Truemper) Soam .A/i e .A42 maíróides soZ,re .E e G zlm gra/o com arestas .E
Se

z.

tz.

.lt4i e .A42 sao conexos,

.A4i e .A42 possuem zzma base em comum, ta/ que Mi e .A/2 têm. os m.elmos cÍrczlÍtos
fundamentais em relação a essa base,
M,
Para cada vértice u de G, Q estrela de u contém. um cocitcxito de Mx,

então .A/i :: .A/2

O teorema de Truemper simplifica o último passo do algoritmo de Seymour. A com-
plexidade do algoritmo })asse a. sei O(p.A/. l .E l) (chamadas do oráculo de independência). De
fato, a construção de uma base /{ de .A/ requer O(l -E 1) chamadas do oráculo. Construir uma
representação .B pa.ra Â4' a partia da ba.se /í' requer mais O(pM. l -E 1) chamadas (O(pM) para
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cada e C .E \ /{). Para determinarmos se M(.Õ) é gráfico e, em caso afirmativo, construir um
grato G, tal que M(.B) = .A,'((G), podemos usar o algoritmo de Bixby & Wagner descrito na
seção 2.2. Finalmente, para aplicarmos o teorema de Truemper basta tentarmos se a estrela de
cada vértice de G contém um cocircuito de .A/. Este último passo requer O(pM) chamadas do
oráculo (precisamos testar se para cada estrela X de G, .E \ X não contém uma base de A4).

Uma caracterização de matróides gráficos em termos de menores proibidos

Na seção 3.2 vimos que uma condição necessária para que um matróide seja gráfico é que ele
seja binário, i.e., não tenha C/2,4 como menor. Entretanto, isso não é suficiente, pois como (pela
pr'posição 3.1) M(.KS) e .M(-K3,3) são binários, então (pelo teorema 3.4) .M*(X'S) e .M'(.K3.a)
são binários. Mas devido ao teorema 3.2 é evidente que .M'(.KS) e M'(Ã3.3) não são gráficos.
Mais ainda, os mátroides lineares das seguintes matrizes sobre GF(2) são obviamente binários,
mas nenhum deles é gráfico.

o o o l l
l o l o l
o l l l o ] ,

l o o o o l l
o l o o l o l
o o l o l l o
o o o l l l l

O matróide linea.r da primeira matriz é conhecido como mafr(ride de Pano e é denotado
por F7. E dai'o, pelo teorema 3.4, que o matróide linear da segunda matriz é Fw'. & não é
gráfico, pois se existisse G, ta] que & z .M((?), então G teria 4 vértices , pois & tem posto 3.
Entretanto, qualquer grato com 4 vértices e 7 arestas possui algum laço ou areias paralelas, mas
F7 não possui laços ou elementos em paralelo. Analogamente, se .l , = .M(.H) isto implicaria
que -# possui 5 vértices, mas como qualquer grato com 5 vértices e 7 arestas possui um vértice
de grau no máximo 2, então ]/ deve possuir um core com no máximo duas arestas. Entretanto.
/T não possui laços nem elementos em paralelo.

Tutte provou que U2,4, .M'(/fs), .M'(/(3,3), F7, e F7+ são essencialmente os único matróides
não gráficos, como está resumido no teorema abaixo.

Teorema 3.7 (Tutte [1965]) t/rn matróáde é gr(@co sse não possK{ como menor um dos se
g«antes m«f,'áád«; U2.', M*(-K.), M'(.K;.;), -&, . -F7 l

Outras provas do teoiel-na de Tutte podem ser encontrada.s em Seymour j1980al e
Wagner j198õl.

O teorema 3.7 é o teorema l.l (p. 19) reescrito em termos de matróides



Capítulo 4

Unimodularidade total e propriedades
hereditárias

Programação /inear inteira (PLI) investiga a. solução de problemas de programação linear onde
há a restrição adicional de que o vedor solução seja inteiro, isto é:

mln cz
,4z < b

z inteiro
(4.1)

Não é conhecido algoritmo polinomial para PLI. De fato, PLI é .A/'P-completo (veja,
TLIP, sec. 18.1).

Uma matriz ,4 sobre m é dita. lota/mente un moeu/ar se o determinante de cada
submatriz de .A é 0,+1, ou --l. A relevância de total unimodularidade para PLI é evidente
tendo em vista o teorema a seguir.

Teorema 4.1 (Hoffman & Kruskal) Se .A é uma mafr z nteÍru, então ,4 é tola/mente ni
moeu/ar sse o po/cedro {# l 3 2 0; .A# $ b} é inteiro para !odo ueZor Z) inteiro. H

Uma prova do teorema. acima. pode ser encontrada em TLIP, p. 268

O teorema de HoH'man & l<ruskal está nos dizendo que matrizes totalmente unimodu-
lares é precisamente a classe de matrizes para as quais PLI pode ser resolvida por algoritmos
para PL quando b é inteiro, ou seja, a restrição de # ser inteiro é redundante. Assim, é claro
que se a matriz .A em 4.1 é totalmente unimodular então esta instância do problema pode ser
resolvida eficientemente.

Na seção l deste último capítulo nos dedicaremos ao estudo de matrizes totalmente
unimodulares sobre o ponto de vista. de teoria dos matróides. Na seção 2 descreveremos um
a[goritmo po]inomia[ que testa. total unimodu]ai'idade. Finalmente, na seção 3 discutiremos
sobre um corolário (observado poi Bartholdi j19S21) do notável trabalho de Yannakakis j19811,
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o qual afirma que o reconhecimento de submatrizes máximas (no sentido de linha, colunas
ou número de elementos) que satisfaz uma propriedade hereditária ll é ./V'P-completo, o que
generaliza (e muitos) as provas que fizemos para algumas propriedades (matrizes de gratos, de
gratos sinalizados e gráficas) na seção 1.2.

4.1 Unimodularidade total e matróides regulares

Nesta seção estudaremos algumas propriedades de matrizes totalmente unimodulares e matrói
des regulares bem como a relação entre ambos.

Lembremos (lue uma matriz sobre -m é dita lota/mente unimodular (t.u.) se o deter-
minante da cada uma de suas submatrizes é 0, +1, ou --l. Da. definição de unimodularidade
total segue imediatamente que se .A é uma matriz t.u. então: ,4 é uma {0,üll-matriz; toda
submatriz de .4 é t.u.; l/ l .41 é t.u; e .4' é t.u., onde .4' é a transposta de .4. Mais ainda,

unimodularidade total é preservada sob as operações de pivotação e multiplicação de uma linha
ou coluna por -l.

O teorema de HoHman & ]<ruska] nos fornece uma caracterização de matrizes total-
mente unimodulares. Existem diversa.s outras cara.cterizai;ões, duas das quais são apresentadas
no teorema abaixo.

Teorema 4.2 Se ,4 é uma {0,üll-matriz, então são eguít;a/e7zZes;

i. A é totalmente unimodutar.

{i. cada co/eção de co/umas de .4 pode ser particionada em dois c07Üunfos ,4i e .A2 ta/ gue
a soma das co/umas eln .Ai menos a soma das co/altas em .A2 é um {0, ülJ-t;etor.

iii. a soma das ente'idas não ltulas de cada submatriz quadrada de A com um nlímero par
de e7ttradas não lzu/as em cada / ?zAa e co/una á d u súe/ por quatro.

As caracterizações ái. e íÍI. são devidas a Ghouila-Houri e Camion, respectivamente
Uma prova para o teorema a.cima, bem como muitas outras caracterizações de matrizes total
mente unimodulares podem ser encontradas em TLIP, sec. 19.2.

Matrizes de incidência de gratos dirigidos (e portanto matrizes de giafos) e matrizes
de incidência de glifos bipartidos são exemplos de matrizes totalmente unimodulares. Isto
pode ser facilmente provado utilizando-se a ca.iacterização de Ghouila-Houri. Mais exemplos
de matrizes t.u. (e aplicações) podem ser encontradas em TLIP, sec. 19.3.

Da definição de uninlodulaiidade total é evidente que a propriedade llt, = "ser uma
matriz t.u." é hereditária. Assim, tendo em vista o que já ocorreu para matrizes gráficas
(teorema 1.1, p. 19), é natural que façamos a seguinte pergunta: Quais são as obstruções para
11:«? A seguir obteremos a resposta para essa pergunta em termos de matróides "regulares"

Um matróide .A/ é dito rega/Urge é iepresentável sobre todo corpo e ele é dito lota/mente
unimodu/ar se existe uma matriz ,4 t.u. que é uma representação de M. A relação entre
matróides regulares e totalmente unimodulares é dada pelo seguinte teorema:
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Teorema 4.3 (Tutte [1965]) Um mafró de é regra/ar sse e/e é lota/melzZe unímodu/ar

O teorema de Tutte está afirmando que uma matróide é regular sse ele possui uma
representação t.u. . Mais ainda, ele mostra que o problema de decidir se uma {0, J:lJ-matriz
é t.u. é equivalente ao problema de determinar se o matróide dessa matriz é regular.

Devido à proposição 3.2 (p. 68) que afirma que se um matróide ]l/ é representável
então todo menor de .A/ é representável é claro que vale a seguinte proposição:

Proposição 4.1 Se M é um maírcíÍde regra/ar, então todo menor' de M é regular

Em outras palavras o que a proposição 4 .1 está. mostrando é que a propriedade ]].,.s =
"ser um matróide regular" é uma propriedade hereditária. É claro que para obtermos as
obstruções de [[t. ba.sta obtermos as obstruções de ]].,.s.

Sabemos que matróides gráficos são representáveis sobre todo corpo (proposição 3.1,
p. 67) logo todo matróide gráfico é regular. Devido às proposições 3.1 e 3.4 (p. 70) temos que
matróides cográficos também são regulares. Os matróides regulares não são somente gráficos
ou cográficos como nos mostra o matróide linear Rio representado pela seguinte matriz sobre
GF(2)

l
0

0

0

0

0

l
0

0

0

0

0

l
0

0

0

0

0

l
0

0 1
0 1
0 0
0 0
1 1

l
l
l
0

0

0

l
l
l
0

0 1
0 0
1 0
1 1
1 1

(4.2)

O matróide .Rlo não é gráfico nem cográfico, embora seja regular (veja MTIA, pp
500)

299, 499 e

U2,4 não é binário e portanto este matróide é uma obstruçã.o óbvia da propriedade
1]««P Sabemos ainda que F7 e .iT nã.o são grá$cos nem cográficos (veja teorema 3.7, p.
79), então é claro que esses matróides sã.o obstruções de H.,.P. Tutte em mais uma de suas
caracterizações de ma.tróides em termos de menores proibidos provou que essas sã.o as únicas
obstruções de l].,.s.

Teorema 4.4 (Tutte [1965]) Um matróide é regu]arsse não possui um dos seguintes maZró{
des conlzo melhor; t/2,4,F7, e F7'. l

Como matrizes projetivamente equivalentes (lembremos que .4i é projetivamente equi-
valente (p.e.) a .A2 se existem matrizes a e A nã.o sigu]ares, A diagonal, ta] que .41 = a.42A)
têm o mesmo matróide então podemos enunciar o teorema de Tutte somente em termos de
matrizes seguinte maneira:
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Teorema 4.5(Tuttel1959,19651)
p.e. às seguÍnles matrizes;

Uma {0, ül }-matriz é regra/ar sse Tido possui submatNzes

l
0

0

0: [0 a
l 7 ; [ i l o + o

o l + +

+

+

0

o o o o
l o o +
o l o +
o o l +

onde cv, 7, P, ó são números não nulos, (a,7) e (P,ó) são l.i. e * denota entradas não nulas,
não necessariamente iguais. U

O teorema de Tutte acima nos fornece um meio para provarmos que um matróide À/(.4)
não é regular, basta exibirmos um menor de .IV(.4) isomorfo a uma das obstruções de ll««g
(isto pode ser verificado em um número polinomial de passos se o matróide é dado através de
um oráculo de independência).

Agora, como podemos provar que um matróide .A4'(,4) é regular? Esta resposta é fácil
quando trocamos regu]ar por gráfico. De fato, para provarmos que um matróide ]V(.A) é
gráfico basta exibirmos um grato G tal que .&4(,4) z ./U(G), pois sabemos verificar em tempo
polinomial se .A/(.4) z M(G) (Seymour j19811 foi o primeiro a provar que esse teste pode ser
feito em um número polinomial de passos, veja p. 78). Entretanto, para provarmos que M( 4)
é regular não podemos tentar exibir representações de ]t4(.4) sobre todo corpo, pois existem
infinitos. Mesmo tendo em vista. a seguinte caracterização de matróides regulares:

Teorema 4.6 (Seynaour ]1979])
e GF(3).

Uma matróide é regular sse ele é representdue! sobre GF(2)

Ainda assim não saberíamos como provar que ]V(,4) é regular, pois, como já foi dito na seção
3.3, testar se .A4(Á) z A/(B), onde -B é um canditado a representação de A'f(.4) sobre GF(2),
é equivalente a testar se À/(,4) é binário e não existe algoritmo polinomial que faça este teste
(d Seymour li98tl).

A resposta à pergunta acima foi dada por Seymour j1980bj. Mas antes, para enten-
dermos a resposta de Seymour, precisaremos estender a operação de l-soma (soma direta) de
matróides (vista na seção 3.2).

A l-soma entre matróides gráficos pode ser visualisada pictoricamente através da figura
4.1 , onde a l-soma entre os matróides .,\,((Gt) e .M(G2) é o matróide gráfico do grato resultante
após a identificação de um vértice do grato Gi com um vértice do grifo G2. As figuras 4.2 e
4.3 sugerem as operações de 2-soma e 3-soma, respectivamente. A 2-soma entre os matróides
.M(GI) e .M(G2) é o matr(lide que tem como realização o grifo obtido a partir de Gi e G2
após a identificação e posterior remoção de uma aresta de cada grato. A operação de 3-soma
é análoga às anteriores, só que desta vez identificamos um triângulo de Gi a um triângulo
de G2 e em seguida as arestas dos triângulos são removidas. Denotaremos por Gi +k GZ e
.M(Gi) +k M(G2) o grifo e o matróide resultante da k-soma, k = 1, 2 e 3, entre .M(Gt) e
.M(G2), respectivamente. E interessante observamos que a operação de 2-soma entre gratos já
íoi empregada por nós na seção 2.2, onde era denotado por E(Gi,G2). Observemos aindaque Gi
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-...'""--.

Figura M(G-) +- M(G2), som; direta entre os matróides .M(G:) e M(G:)

ng«:a 4.2: M(G-) +: M(G,)

Figura 4.3: M(Gi) +2 M(G2)
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e G2 podem ser obtidos a partir do grato Gi +i(;a, 1 = 1, 2 e 3, através de contraçoes e remoções
de algumas arestas. Isto significa que .M(Gi) e À/(Ga) são menores de M(Gi) +i M(G2)

apara prosseguirmos não necessitaremos da definição formal de 1-,2- e 3-soma, ma8 sim da intuição do
que ela representa, principalmente no que diz respeito a matróides representáveis. De qualquer forma
abaixo encontra-se a definição.

A definição de 1-,2- e 3-soma para matróides binários é a seguinte. Sejam À/i e .A/2 matróides
binários sobre .Ei e .E2, respectivamente. Seja .A/] a.M2 o matróide sobre .EIA.E2 = (.EI U.E2)\(.Eln.E2)
cujos circuitos são os membros minimais não vazios de

{Ci.a.C2 l Ci6.02 Ç .EIA..E2; onde Ci é a união disjunta de circuitos de ]b/i,{

Agora temos três casos de interesse a considerar:

i. Se .E] n .E2 = 0 e .Di, .E2 ?é g, então .À/iZ\.JW2 (denotado também por À/l +i .A/2) é a
/-coma (soma díreía) de ]ai e .M2.

ii. Se l Ei l, l .E2 1> 3 e .EI n .E2 = {e}, onde e não é um laço ou colaço de .A/i ou ./W2,

então .À/laia/2 (denotado também por ]l/i +2 .il/2) é a 2-soma de JUi e M2.

iii. Se l -Ei l,l .E2 IZ 7 e .EI n .E2 = Z = {e,/,g}, onde: e,/ e g são distintos; Z não
contén] um cocircuito de .À/] ou .A/2; e Z é um circuito de ambos os matróides, então
À/l.6.À/2 (denotado também por À/1 +3 M2 ) é a 3-soma de .À/l e ./l/2.l

Agora estamos preparados para. a resposta de Seymour que consiste em uma caracte.
rização muito profunda de matróides regulares.

Teorema 4.7 (Seymour [1980b]) t/m m.aíró de M é regra/arsse Da/e um.a das seguintes aár.
mações;

i. M é grá$co OI cogvá$co.

ii. M é isomorjo a R\o.

iii. M é ]-,2-, ou 3-soma de dois matróides regulams

O teorema. de Seyl-nour nos fornece uma maneira para provarmos que um matróide
J1/( 4) é regular: basta explicítarmos uma coleção {À/(,41), ..., À/(.4i)} de matróides ((lue na
realidade são menores de M), onde .À/(.4i) é gráfico, cográfico ou Rlo e uma seqüêncià de 1-,2-
e 3-somas que geram o matró]des .À/(.4). Com efeito, testar sa.bemos em tempo po]ínomia] se
um matróide é grá.fico, cográfico (veja seção 3.4) ou Rlo e calcular a 1-,2- e 3-soma entre dois
matróides binários. Assim, o teorema de Seymour mostrou que o problema de decidir se um
matróide M(.Á) é regular possui uma boa caracterização (i.e. está .A/'P' n co-.A/'7'').

Observemos que nã.o foi feita hipótese alguma sobre o matróide ]W do teorema de
Seymour. Entretanto, sã.o do nosso particular interesse matróides representáveis. Assim, é
importante que saibamos o que significa uma A-soma- de matróides representáveis.

Quando .À/] e M2 sã.o matr(lides com representações ,41 e .A2 sobre um mesmo corpo,
então uma representação .4i +k ,42 pa.ra .A/l +l; .À42, A = 1,2, ou 3, pode ser obtida da maneira
como está ilustrado nas figuras 4.4, 4.5 e 4.6. Na figura 4.5 e é o único elemento comum a .Mi
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+1

Figura 4.4: M( 4i) +i .A/(.A2), soma direta dos matr(lides À/(.Ai) e M(.A2))

Figura 4.5: .A4(.Ai) +2 M(.42)
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Figura 4.6: M(.Ai) +3 .A/(.A2)

'4i 0

0 .'42

.x 0

Z g

0 y

  0

X2 h

0 h

C

.x 0

r l

'41

C

] y

0 y

'4,

  0

  l o l
l l o

.'41

l o l
l l o b

0 h

'4e



4.2 Reconhecimento de unimodularidade total
87

e .A/2. Na figura 4.6 {e,/,g} são os únicos elementos comum a ]l/l e JW2. As submatrizes com
l 's e 0's que estão ilustradas nas figuras podem ser facilmente obtidas através de pivotações.

EliE;l l UiÇ:! =:=;':::
z;- '':r="=:=.à;t:;H $ !;=';rã1,2 ou 3 existe uma k-decomposição. Se

, então dizemos que {.A/l, M2} é uma l-

Seja .M um matróide sobre .E. Uma partição {.Ei,.E2} de .E é chamada de uma k-sepa7'anão de JV se

l .E- 1? k $1 .E2 1, P.E- +P.8, =P.M+k-l-(4.3)
onde p é a função posto de .M. Se ]W não possui uma k'-separação k' < Ê então .À/ é dito

Como nos sugere as figuras 4.4, 4.5 e 4.6 a. cada l-decomposição de M(.4) está associada

Observemos que a definição de A-conexidade acima é uma ext,ensâ.o da definirão de
conexidade feita em 3.2 (p. 69). Um matrólde é conexo sse e]e é ]-conexo. --'""v"

Na próxima. seção veremos como o teorema de Seymour possibilitou que o problema de
Qect(lir se uma matriz é t.u. pudesse ser resolvido em tempo polinomial. ' ''----

4.2 Reconhecimento de unimodularidade total

Nesta seção estudaremos um algoritmo po]inomia.] que decide se uma ma.t,riz é t. u Como vimos
na Introdução deste capítulo a motivaçã.o para. um ta] algoritmo vem de PLI. '- --v'

Durante a apresentação do algoritmo é interessante que observemos a grande seme-
lhanças entre a estratégia usada aqui é a empregada na seção 3.3 para decidir se uma matriz é
gráfica.

Devido ao teorema 4.3 que afirma que uma matriz ,â inteira é t.u
matróide regular, vemos que o problema de decidir se uma matriz ,4 é t.u
problema:

dados : Unam {0,:Lll-matriz ,4 sobre #?.
p'W«"f« : .À4'(.4) é «g«]ar?

«. .M(.â) é «m
é equivalente ao

(4.4)
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Estamos assumindo que a matriz dada está na forma canónica,, o que não constitui
perda de generalidade, pois unímodularidade total é invariante sob pivotação. A razão para
termos assumido está hipótese é a mesma razão que nos levou a assumi-la.na seção 3.3 e
encontra-se expressa na proposição a seguir, que constitui um primeiro passo no sentido de
reduzir o problema 4.4 ao "caso binário"

Proposição 4.2 Se 4 é uma Z, x.C-mata'Íz.sobre um corpo F' ta/ que .M(Á) é binddo e .B é a
imagem boo/««a d' .4, .«tã. .A/(.Ê) = W(.4).

Prova:. É claro que .L é uma base de .A/(Á). Consideremos uma representação canónica l/ l .p'l
de M( 4) onde as colunas da identidade sã.o indexadas por Z. Para provarmos a proposição é
suficiente provarmos que .B = .B'

Sejam e um elemento de M(.Â) que não está em .L e Z,. e b: as colunas de .B e .B'.
respectivamente, correspondentes a e. Seja ainda O. o circuito fundamental de e com relação
à base .L. Da unicidade de (-;. segue imediatamente que ll b. 11= C. -- e =ll ól: 11. H

IA proposição acima é uma versão mais forte da proposição 3.6 (p. 72) onde no lugar da. palavra
"binário" encontramos "grá.fico". A hipótese de que À/(.4) é binário é fundament.al, como pode ser
visto através das matrizes 4.5 logo adiante.l

A prova da proposição 4.2 nos mostra como podemos representar um matróide de
maneira única sobre GF(2). h4ais precisamente:

Teorema 4.8 (Teorema da unicidade de represelltação) Se .A/ á um maZróíde ó n(frio e
1< é uma base de À4, então triste um.a única represeTttação canó7tica de M sobre GF(2), onde
os e/eme72tos de /f cor spozzdem à idezztÍdade. H

Assim, se M é um matróide sobre L U C', .L é uma base de .A/ e .B é uma 1, x C'-matriz
sobre GF(2) ta] que .B representa .À/, então diremos que .B é a representaçã.o de .A/ em relação
à base .[ (observemos que a representação é única contento que fixemos a base).

O mesmo nã.o ocorre quando representamos um matróide sobre outros corpos, como
pode ser observado através das seguintes matrizes sobre .m:

à? { -:l, lã? : 1l (4.5)

E fácil vermos que as dua.s matrizes acima têm o mesmo matróide e estão na forma canónica
com relação à. mesma base, entretanto é óbvio que elas não sã.o iguais.

Até o final desta seção denotaremos por -B a imagem booleana da Z x C'-matriz ,4

Como matróides regulares são em particular binários então a proposição 4.2 nos fornece
uma condição necessária para que o matróide ]W(.À) seja regular (i.e. que a matriz ,À seja t.u.),
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a saber, que a o matróide M(.B) seja binário. Somente essa condição não é suficiente (qualquer
uma das matrizes em 4.5 é um contra-exemplo).

Veremos a seguir como o prob]ema de decidir se ]1/(.4) é regular (.Â é t.u.) pode ser
reduzido ao problema de decidir se .A4(-D) é regular.

Redução ao caso binário

Suponha que soubessemos testar se um matróide binário é regular. Nesse caso, para resolvermos
o problema 4.4, bastaria (iue tivessemos um algoritmo que tentasse se .A/(.Â) = M(.Õ). Todavia,
devido ao teorema da representação única, esse teste seria equivalente a testarmos se o matróide

M(.Á) é binário e como já foi mencionado na seção 3.3, esse problema é intrinsecamente expo-
nencial (($ Seymour j19811). Por outro lado, só precisamos testar se M(.Â) = .A4(.Õ) quando
soubermos a priori que .M(.B) é regular. Veremos como esse fato aliado ao teorema 4.3 (p. 82)
e ao teorema de Camion a seguir, nos proporcionarão um meio de contornarmos esse entrave
exponencial.

Uma sina/{zaçâo de uma {0, üll-matriz corresponde a trocarmos alguns I's dessa ma-
triz por -l's.

Teorema 4.9 (Camion) Se -B uma .[ x C' -- {0, 11-matriz que posou uma sina/{zação, ta/ que
a matriz resultante é t.u., en.tão essa sinalização é única, a menos de multiplicação de tinhas e
colunas de B por -l.

A prova que veremos do teorema de Camion encontra-se em TLIP, pp. 296 e 297.
Ela descreve, implicitamente, um algoritmo polinomial que encontra uma sinalização para uma
{0, J:ll-matriz .B de tal fotnaa. que a matriz resultante é t.p. sse existe uma sinalização que
transforma .B em uma matriz t.u..

Prova do teorema 4.9: Seja 'H(-B) o grato bipartido com biparticão(L, C'), tal que um vértice
r C .L é adjacente a um vértice c C C' sse -Bi,. = 1. Seja .F uma floresta maximal de H(B) e
,B' uma matriz t.u. resultante de uma sinalização de .B. Através de multiplicação de linhas e
colunas de .B' por -l podemos fazei com que as entradas correspondentes às arestas de .F sejam
todas igual a 1. De fato, seja. / C .L (resp., c C C') uma folha de F e e = /c C F. Podemos
multiplicam a linha / (resp., coluna c) por -], se necessário, de ta] forma que .B/.. seja igual a
1. Depois, podemos proceder de maneira análoga com a floresta .F -- e em lugar de .F e assim
por diante, de tal forma que ao final todas as entradas de .B' correspondentes a arestas em .F
sejam igual a 1. Logo, podemos supor, sem perda. de generalidade, que todas as entradas de .B'
correspondentes a arestas em /' são iguais a l.

Para provarmos a. proposiçã.o usaremos o fato de que num circuito /T de H(.B) sem
cordas a soma das entrada.s de .B' correspondentes às.arestas em /{ é divisível por 4 (veja
teorema 4.2 ií{.). Clonsideremos uma ordenação das arestas {e:, ..., ek} de H(-B) que não estão
em .F tal que se o circuito em /' + ej tem comprimento maior que o circuito em .F + ei, então
á < .j. Para cada J existe um circuito sem cordas em /'U {ei, ..., ej-i} que contém ej. Portanto,
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fixados os valores das entradas em .B' correspondentes às arestas em F U {ei, ...,ej-i} existe
uma única possibilidade para atribuirmos valor para a entrada correspondente a ej. Como essa
é a situação para cada eJ o resultado segue por indução. H

Caso .A/(.B) seja regular então pelo teorema 4.3 sabemos que existe uma representação
canónica t.u. de M(.B) em relação a base .L, digamos .g. Pelo teorema da representação única
é claro que S e .B têm as mesmas entradas não nulas, ]ogo .B possui uma sinalização que a
transforma em uma matriz t.u.. Além disso, pelo teorema de Camion essa representação é única,
a. menos de equivalência projetiva. Tudo isso mostra que o problema 4.4 pode ser decomposto
em

1. testar se M(B) é regular; e

2. testar se .4 -' .g (i.e. Â é p.e. a uma. sinalização que transforma .Ê em uma matriz t.u.)

É claro que só fa.remos o t.est.e do item 2 quando soubermos, a priori, que M(.B) é
regular.

Test,ar equivalência projetiva ent.re matrizes na forma canónica em relaçâ.o a uma
mesma base não é difícil e pode ser resolvido de maneira eficiente pelo algoritmo TesíaPE
(p. 58). Se é possível sinalizarmos uma {0, 11-matriz de tal forma que a matriz resultante seja
t.u., ente.o podemos obter uma tal finaliza.çâ.o rapidamente através do algoritmo implicito na
prova qo teorema de Camion. Logo testar se .À/( 4) é regular (.À é t.u.) fica reduzido a testar
se .M(.B) é regular. A seguir veremos um algoritmo que faz este teste

Algoritmo para testar se um naatróide binário é regular

Seja .B uma .L x C'
alternativas:

{0, 11-matriz. Segundo o teorema de Sel'mour vale uma das seguintes

]

] ] ]

l\r

V

.A/(B) é Branco;

.A/(.B') é giafico (i.e. .A/(-É) é cográfico, veja proposição 3.4, p. 70);
M(B) z .R-o;

À/(.Ê) = .A/(.É-) +k .À/(.Ó2), o«de {.A/(.É-),.A/(.É:)} é uma k-decomposição de

À/(B), k = 1,2 ou 3; ou
.A/(-B) não é reg«]ar.

É claro que se uma das alternativas {.-iÍf. ocorre então .A/(.Ê) é regular

Como vemos, o t.eorema de Seymour sugere naturalmente um algoritmo recursivo para
testarmos se .A/(B) é regular.

Na.s seções 2.2 e 3.3 vimos algoritmos e$cientes que verificaram se a alternativa {. ou {{.
ocorre (i.e. testam se uma matróide binário é gráfico). É claro que podemos testar em tempo
poli?omial se .À/(.B) = Rlo. Assim, só resta sabermos como encont.rar uma k-decomposição de
.A/(.B), À- = 1,2 ou 3.



4.2 Reconhecimento de unimodularidade total 91

Figura 4.7: Matriz básica .B, onde p.F + pG $ k -- 1, o número de colunas de .F e G é pelo
menos k.

Tendo em mente como obtivemos uma representação para a k-soma, k = 1,2 e 3,
de matróides representa.vens (veja figuram 4.4, 4.5 e 4.6), não é muito difícil percebermos que
encontrar uma k-delomposiçâ? de .A/(É) é equivalente a encontrarmos uma ordenação das
[inhas e colunas de -B ta] que .B assuma. a forma Labutar mostrada na figura 4.7, onde

PF+PG $ k-l

e o número de colunas de F e de G é pelo menos k

Seja .E = Z, U C'. A matriz -B possui uma ordenação como a mostrada na figura 4.7 sse
JW(.B) possui uma k-separação, i.e. existe uma partição {.Ei, .E2} de .E ta] que

-E] 1? k $1 .E2 1, p.E] + p.E2 PÀ/+A l

Além disso, é clamo (!ue a paitii de uma Ã'-separaçã.o de .À/(.B) podemos obter uma ordenação das
linhas e colunas de .B que a coloquem no forma.to da matriz da figura 4.7. Assim, para obtermos
uma k-decomposição de M(.B) é suficiente encontrarmos uma #-separação deste matróide.

Cunningham & Edmonds j19S01 observaram que uma X'-separação de uma matróide
pode ser encontrada em tempo po]inomia] utilizando-se o a/gaTIlHo de iníe7'secção de maíró des

(Alba) O AIÀ4, que pode ser encontrado em MTIA, sec. ]3.1 e Lawler j1076: cap. 81, é um
algoritmo que resolve o proa/ema da {nlersecção de dois mafrófdes (Plh4), i.e:

da,dos

encon.arar
IK4atlóides .A/- = (-E,Z-) e .À/2 = (.E,Z2).
Unl conjunto de .r de cardina]idade máxima ta] que / C zl nz2

O Alho nã.o só resolve o PIÀ4 como também devolve uma partição {.EI,.E2} de -E tal que
/ 1:: Fiel + p2.E2, onde p] e p2 são as funções posto de .A/i e .À42, respectivamente.

Para todo / c zi n z2 e X Ç -E va.le que l / l$ pX + p(.E \ X), pois

.r l=1 .r n .x l+ l .r \ x l$ P-x + P2(E \ x)

Devido a este fato e a corretude do AIN4 temos que vale o seguinte teorema do tipo minimax

E G

F  
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Teorema 4.10 (Edmonds) Se pl e p2 são as /uniões posto dos matráfdes À/l = (E,Zi) e
M: = (E,Z2), «.p«f:«am.«[., .«t''

,8'",l r 1; @2;lp:x + p,(z \ x)l.

Antes de continuarmos é conveniente que observemos que se X é um conjunto de
elementos de .A/(1?) e px é a função post.o do matróide M(B)/X sobre .E \ X, então

P.*y u .x) - pX,

onde p é a função posto de .A4(.B). No matróide .A/(.B)/X consideramos dependência linear dos
vetores colunas de .B módulo o subespaço gera.do pelos velares de índice X (um conjunto y de
vetores é l.i. módulo um subespaço S, se V U /{ é l.i. para alguma base /T de S).

Se À/(.B) possui uma k-separação {.E] , .E2}, então existem S Ç .EI e T Ç -E2 tal que

sl k =lrl e S,7'C Z

Co«slderemos agora os matróides .A/, = (.A/(.B) \ 7')/S e M2 = (M(.B) \ S)/T. MI e M2 são

matróides sobre E' = E\(SUT) com f«nção posto p,X = p(X US) -- k e p2.X = p(XUT) -- k,
respectivamente.

Se aplicarmos o AIN4 a .A/i e .A42, ente.o ao final da sua execução o AIN4 nos devolverá
/' C ZI nZ2 e uma pari-ição {.E;, .E;} de .E' ta] que l /' 1= pl(EÍ) + p2(E;). Assim,

l .r' l: p(.FÍ u s) + p(E; u r) 2k

Se l /' 1< pÀ/(É) -- k, então {rl U S, E; U T} é uma k-separação de .M(.Ê). Por outro lado, se
/' IZ p.A/(.B) -- k ente.o, pelo teorema de Edmonds, não existe uma k-separação {.Ei, .E2} de

À/(.B) ta] que S Ç .Ei e T Ç .E2.

Portanto, para encontrarmos uma k-separação, {EI, .E2} de .A/(B) basta repetirmos o
procedimento acima para t.odo os possíveis subconjuntos S, 7' ç E, s n T = ü tal que

SI 7'l e S,T € Z

Existem O(l E l6) subconjulltos S e T que podem sa.tisfazer essa.s hipóteses. Assim, podemos
encontrar, se existia, unha X--separação de .A4(.B) en] O(l E I') chamadas do Alba.

Cunningham j1973: cap. õl descreve um algoritmo que encontra uma k-decomposição
de unia matróide M qualquer. O algorit.lno que vimos é um versão particular do ajgorit.mo de
Cunningham.

O algoritmo

Resumiremos agora, ra.pidamente, o algoritmo visto para reconhecer unimodularidade total em
matrizes.
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que a matriz dada está na forma canónica
(pois unimodularidade total é invariante sob pivotação). Para decidirmos se uma matriz ,4 é
t.u. primeiro devemos verificar se toda entrada de .4 contém um 0, 1 ou -l. Em caso afirmativo
devemos agora verificar se M(.4) é regular (veja teorema 4.3).

Para veri$carmos se M(Á) é regular a estratégia empregada foi testar se .M(.É) é
regular. Se M(.B) não é regular, então M(.Á) não é regular(veja proposição 4.2). Caso contrário,
construímos uma sina]ização para -B, ta] que .A/(.4) é regular sse .4 é projetivamente equivalente
a essa sinalização (veja teorema Camion nesta seção).

Para tentarmos se .À4'(.B) é regular utilizamos de uma maneira fundamental o teorema de
Seymour (teorema 4.7). O teste consiste em primeiro verificarmos se ]W(É) é gráfica, cográfica
(i.e., À/(.B') é gráfica) ou é Rlo. Se algum desses casos ocorre concluímos que M(É) é regular.
O nosso próximo passo é encontrar, se existir, {JW(.ÉI), M(.D2)} uma k-decomposição, k = 1,2
ou 3, de M(B) Se não existir uma ta].k-decomposição, então M(B) não é regular. Caso
contrário, pelo teorema de Seymour, M(.B) é regular sse M(.BI) e M(.B2) forem regulares.

E interessante observarmos que os algoritmos que vimos para decidir se uma matriz
J1/(,4) sobre .m é grá.fica procederam de maneira análoga ao algorit.mo que estudamos nesta
seção. Ou seja, o problema foi reduzido a: decidir se M(É) era gráfico; em caso afirmativo
encontrar uma represent.anão .4' de .A/(.B) sobre .#? e testar se ,4 e .A' são projetivamente
equivalent.es.

O fato de termos um teorema de unicidade de representação sobre GF(2) (teorema 4.8)
e .4 e .4' serem matrizes sobre .ZR que representam o matróide .A/(.À) sobre uma mesma. base
(em caso de .4 ser gráfica) foi muito importante, tanto para reconhecer mat.rizes totalmente uni-
modulares, como matrizes gráficas. Esta importa.ncia pode ser percebida através das seguintes
matrizes:

l

1 '
2 3 4

+]
1 -1

l

5 l

[ :
5 3 4

+1
1 -1

1 -1

2

Ambas a.s matrizes acima têm como realizaçâ.o o gra.fo .D da. $gura. 4.8 e portanto, são gráficas
e projetivamente equivalentes. Entretanto, o algoritmo destaPE nã.o detectada que elas são
projetivamente equivalentes (elas nem sequer tên) a.s mesmas entradas não nulas), pois o algo-
ritmo TesíaPE assume implicitamente que as matrizes de entrada são representações de M(1))
em relação a uma mesma base (veja como fol feita a construção da representação para .A,'í(D)
em 2.9, p. 56).

O livro TLIP, cap. 20, apresenta um algoritmo, descrito inteiramente em termos de
matrizes, que reconhece matrizes totalmente unimodulares e {0, üll-matrizes gráficas. O al-
goritmo de intersecção de matróides está implícito no a.]goritmo apresentado para encontrar-se
uma 1-,2- ou 3-decomposição de uma matriz.
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Figura 4.8: T = {1,2,3} e T' =Í1,3,5} são bases de .M(.D)

4.3 Propriedades hereditárias

Nesta seção consideraremos o problema de encontrar submatrizes que sat.isfaçam alguma pro
priedade hereditária.

Como já foi mencionado na seção 1.1, a motivação para encontrar-se subma.trazes "gran-
des" que satisfaçam alguma propriedade especial é permitir que o problema que essa matriz
representa possa talvez ser resolvido por algoritmos particulares, que explorem essa estrutura.
Por exemplo, se a matriz de restrições de um PLI possui um subconjunto grande de linhas com
alguma propriedade "t.ratáve]" , então algum método de decomposição como re]axaçã.o ]agrange-
ana talvez possa ser aplicado (veja, por exemplo TLIP, pp. 367-370). Analogamente, se existir
um subconjunto grande de colunas com alguma propriedade "especial" , então decomposição de
Benders pode vir a ser útil (veja, por exemplo, TLIP, pp. 371 e 3721).

Infelizmente, como veremos, Bartholdi j19S21, utilizando os resultados de Yannakakis
j19811, mostrou que o problenaa de encontrar em uma matriz da.da uma submatriz de tamanho
fixo que satisfaça alguma proprieda.de ]] que seja hereditá.ria, "interessante" e satisfeita por
toda matriz identidade é ./V'P-difícil. Entre as propriedades que satisfazem essas condições

encont.ram-se todas as propriedades vistas por nós nesta dissertação, ou seja, ll, = "ser matriz
de um grato", ll, = "ser a matriz de um grato sinalizado", llP«.Í = "ser uma matriz gráfica"
e llt. = "ser uma matriz totalmente unimodular". À4esmo as propriedade lli = "ser a matriz
identidade" satisfaz as condições acima. Assim, o que veremos nesta seção generaliza (e muito)
os resultados vistos por nós na seção 1.2.

Como observou Bartholdi, não é nenhum espanto que esses problemas sejam ./V'P'

difíceis, o que é notável é que todos podem ser tratados ezz messe.

A seguir descreveremos um pouco do trabalho de Yannakakis, que é todo em termos
do "problema da remoção de vértices" em gratos, e em seguida veremos as observações feitas
por Bartholdi.
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O proa/ema da remoção de t;értÍcesl para um propriedade ll é o problema

dados

pe7yunZa
Uma grato G = (V. E) simples e um inteiro k.
Existe y' Ç V. l V' 1< A, tal que alv \ V'l satisfaz n? (4.6)

Muitos problemas, como o problema da cobertura mínima, podem ser apresentados
na forma de um problema de remoção de vértices através de uma especificação conveniente da
propriedade ll.

Diremos que uma propriedade sobre gratos é não Zr{ a/ sobre um domínio U se ela
é satisfeita pelo grato com um único vértice e sem arestas e ela não é satisfeita por todos os
gratos em U. Por exemplo, a propriedade ]]. = "ser um grato completo" é não trivial sobre o
conjunto dos gratos. Uma propriedade ll será dita ntewssante sobre um domínio U se existem
gratos arbitrariamente grandes que satisfaçam 11. Por exemplo, 11. não é uma propriedade
interessante sobre os gratos bipartidos.

Se 1] não é uma propriedade interessante o problema da remoção de vértices pode ser
resolvido em tempo polinomial. De fato, se ll é satisfeita para um número finito de gratos
Gi, ..., Gk, então podemos encontrar, em tempo polinomial, o grato Gf, com o maior número
de vértices, que é isomorfo a um subgrafo induzido por vértices de um grato dado.

De maneira aná.Ioga ao que foi definido para matrizes diremos que uma propriedade
111 sobre gra/os é heredít(í7'ia, se para cada grato G = (V. .E) que satisfaça 11, tenhamos que
todos os seus subgrafos induzidos por vértices, i.e., alv'l com V' Ç y, também satisfazem
[[. Se G não satisfaz uma propriedade hereditária ]] então todo grato que contenha G como
subgrafo induzido por vértices não satisfaz 11. Diremos que um grato que não satisfaz uma
propriedade hereditária 1] e é minimal com relação a isso é uma obstrução ou su.bgra/o pro b do
da propriedade 11. Qualquer propriedade sobre gratos que possa ser caracterizada em termos de
obtruções é uma propriedade hereditária. Exenaplos de propriedades hereditárias sobre gratos
são: "G é um clique"l "G é um conjunto independente"l "G é uma floresta"; "G é bipartida";
"G é planar"; "G é um grato de comparabilida.de"

Teorema 4.11 (Yannakakis j1981]) O praz,/ema da remoção de uértíces para propóedades
sobre gratos bipartidos qKe sejam hereditádüs, não tri tais, e satisfeitas pof subg'ralos induzidos
por empate//zame7ztos é ./V'P-c07?zp/eZo. H

E claro que no teorema de Yannakakis só estão sendo consideradas propriedades que
possam ser reconhecidas em tempo polinomial não determinístico (i.e. estão em .A/'P').

Gratos bipartidos podem ser naturalmente associados a {0, 1J-ma.trazes da seguinte
maneira: se G é um grato com bipartição (.L, C'), então podemos contruir Z, x (7-matriz .4, onde
para todo / € .[ e c € C temos que ,41,. = ] se / é adjacente a c em G, ou seja G = H(.4).
Observermos que essa associação não é única, pois (? pode corresponder a ,4 ou .4t

l .Nade-deleÍion proa/em. Sobre o problema da remoção de vértices veja também Leu'is & Yannakakis jiP80].
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A correspondência acima entre gratos bípartidos e {0, 11-matrizes faz com que cada
propriedade ll sobre gratos bipartidos induza uma propriedade ll' Dobre {0, 11-matrizes da
seguinte maneira: uma {0, 11-matriz .A satisfaz ll', se G = H(Á) satisfaz ll.

Seja ll' uma propriedade sobre {0, 11-matrizes. Analogamente ao que foi definido para
propriedades sobre gratos, diremos n' é não tduía/ se ela é satisfeita pela matriz 101 e ela não
é satisfeita por todas {0, 11-matrizes. Diremos ainda. que ll' é ante soante se existem matrizes
arbitrariamente grandes, que satisfaçam ll'

E evidente que, se ll é uma propriedade sobre gratos bipartidos e ll' é a propriedade
induzida por ll sobre {0, 11-matrizes, então: ll' é hereditária sse ll é hereditária; ll' é não
trivial sse ll é não trivial; ll' é interessante sse ll é interessante; e ll' é satisfeita por toda
matriz identidade sse ]] é satisfeita por qualquer grato induzido por um emparelhamento.

Tudo que vimos até agora nos sugere que o problema da. remoção de vértices para uma
propriedade ll hereditária e interessante sobre gratos bipartidos é polinomialmente redutível ao
problema:

dados

pe7yunZa
Uma .L x C -- {0, 11-matriz .,4 e inteiros ki e k2.
Existe uma. Z,' x C"-submatriz de .4 que satisfaça ]]', ta] que

Z,' 12: k: e l O' 1? k2?
(4.7)

onde ll' é a propriedade sobre {0, 11-matrizes induzida por n. O problema acima é chamado
de o proa/ema da submatdz máxima para a propriedade ll'

Com efeito, consideremos um grato bipartida G = (y. E) com bipartição (.L, C') e um
inteiro [, instância arbitrária, do problema da remoção de vértices para a propriedade ]] âxa.
Como ll é uma propriedade interessante e hereditária, ll é satisfeita por qualquer conjunto
independente de vértices. Assim, se k é maior ou igual ao tamanho da cobertura mínima de G,
a resposta ao problema da remoção de vértices sobre esta instância é obviamente sim. Logo,
estaremos assumindo, sem perda de generalida.de, que k é menor que o tamanho da cobertura
mínima. Na realidade, para os nossos fins, é suficiente k < minll Z l, l O l}.

A partir de G podemos construir em tempo O(j -L ll O 1) uma .L x C;-matriz .A, tal que
G = 7{(.4). Agora, basta testarmos para todos os possíveis valores de ki e k2, ki + k2 =1 y l --k
(observemos que o fato de k ser menor do que mina L 1, 1 C 1} garante que ki e k2 sejam não
nulos), se .4 ou .A' possui uma submatriz com pelo menos ki linhas e pelo menos k2 colunas
que satisfaça ll'. Para isso O(l .L 1 + 1 C 1) testes são suficientes. Não é di$'cil vermos que,
se .[' ?É 0 # C", então a L' x C'-submatriz de .4 ou a C'' x L'-submatriz de .4' satisfaz ]]' sse

al.t' U C'l satisfaz ll.

O que acabamos de ver mostra como, a partir de um a]goritmo po]inomia] para o pro-
blema da. submatriz máxima para ll', podemos obter um algoritmo polinomial para o problema
da remoção de vértices para n sobre gratos bipartidos. Como consequência dessa redução
polinomial temos o seguinte colorário do teorema de Yannakakis:

Colorário 4.1 (Bartholdi [1982]) O proa/ema da suba.atroz mázÍma para uma propriedade
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ll' gue é Acreditada, não tNufal, fntenssante e satfs/eíía por toda matiz identidade é ./V'P

Dentre as propriedades que satisfazem as condições do corolário acima encontra-se
também llÕ = "ser uma matriz balanceada"

fuma {0, 11- matriz .A é balanceada se ela não possui uma submatriz quadrada de ordem ímpar com
exatamente dois I's em cada linha e cada coluna. Ou sela, se .4 não possui uma submatriz da forma:

l o o
l l o
o l l

l
0

1 0
1 10 0

Como a matriz acima tem determinante dois, então {0, 11-matrizes t.u. são balanceadas. F\ilkerson,
HoíTman & Oppenheim provaram que, se .4 é uma matriz balanceada então o poliedro {z l z 2 0, .,4z =
1} é inteiro. Mais sobre matrizes balanceadas pode ser encontrado em TLIP, sec. 21.5.] '

Através de modificações na prova do teorema de Yannakakis, Bartholdi provou que se llf
é uma propriedade hereditária, não trivial, interessante e satisfeita por toda matriz identidade.
então os seguintes problemas são ./V'P-completos: '

dados

pe7yuzzfa
Uma .L x C -- {0, 11-matriz .4 e um inteiro k.

Existe uma .[ x C''-submatriz de .4 que satisfaça ll', tal que
o'lz k? '

dados

peWunía
Uma .L x C' -- {0, 11-matriz ,4 e um inteiro k.

Existe uma .[' x C'-submatriz de .4 que satisfaça n', tal que
z'l? k? '

Consideremos uma Z, x .L-matriz .4, toda .[' x .L'-submatriz de .,4 é dita uma submatr z

pM7zcipa/ de .Á. Utilizando o trabalho de Leais & Yannakakis j19801, Bartholdi ainda mostrou
que se ll' é uma proprieda.de hereditária. sobre submatrizes principais, não trivial, interessante
e é satisfeita por toda matriz identidade, então o problema:

dados

pe7yun.ta
Uma .L x Z,-matriz ,4 e um inteiro É.

Existe uma .[' x Z,'-submatriz de ,4 que satisfaça. ll', tal que
z'lz k?

é .V'P'-completo. Uma propriedade que satisfaz essas condições é ll. - "ser uma matriz

triangular". Mais propriedades e referências podem ser encontradas no artigo de Bartholdi.

Como os problemas que vimos são ./rP-completo para propriedades sobre {0, 11-matrizes,
então os problemas correspondentes para matrizes sobre .#? são ./V'P'-completo.
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Assim, Bartholdi mostrou que o problema de encontrar-se numa matriz uma subma-
z máxima que satisfaça uma propriedade "boa" é ./V'P-difícil para muitas das propriedades

conhecidas, mesmo que existam algoritmos polínomiais para reconhecer-se essas propriedades.

[TI'uemper [1985] apresenta um a]]goritmo que dado uma matriz encontra submatrizes maximais que
satisfazem uma propriedade hereditária que atenda a certas condições. llr,./ e llt. atendem eSsaS

condições.l



.z\pêndice A

Exemplo de reconhecimento de rede
escondida

Neste apêndice veremos um exemplo em que reconhecimento de matrizes gráficas pode ser
aplicado para transformar um PL

mln cz
,4z = b
z >0

(A.l)

que é uma rede escondida (i.e. .4 é uma. matriz gráfica) em um PL

mln

(A.2)

onde ]V = r.4A é uma. {0, üll-matriz de um grado, z e A são matrizes diagonais não singulares,
tais que g é solução de A.2 sse Ay é soluça.o de A.l. Em particular, como veremos, não é
necessário que tenhamos conhecimento explícito de a para transformar o PL A.l no PL A.2.

A.l O PL original

Consideremos o PL
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min zi+ 3z2+ =3 + z4+ 2zS+ z6 + 2z7+ 4zS + =9+ 7=io+ 8Zii+ zi2 + zi3 + 3zi4+ zls + 2Z16+ zi7

zl
g2
Z3

Z4
Z5
Z6

Z7

Z8

-- 9zo
--6zo
+3zo

12zlo --6zli
--8zio --4=ii

+3zis
--9zls
--6=ls

3
9

8
2

0
9

8
12

-4zi4

-15zis
+9zis
-- 6zis

-Z16
-5zlõ
+3zls
-2ziõ

+3=i3
-4zll -2z12 -2zis
+8zll +4z12

+5zi7
-- 3=lr

Denotaremos por '4 a matriz de restrições do PL acima e por Á a matriz obtida a partir
de ,4 removendo-se as colunas da identidade

Nossa primeira tarefa para decidir se o PL acima é uma rede escondida será verificar
se a matriz ,4 é gráfica. Isto, como foi visto no capítulo 2, pode ser feito aplicando-se o
algoritmo Guloso (p. 62) à matriz .,4. O algoritmo Gu/oso, por sua vez, se utiliza dos algoritmos
Gra/o (p. 53) e Testar.E (p. 58). Por questão de simplicidade na exposição da aplicação de
tais algoritmos à matriz .4, apresentaremos separadamente a execução dos algoritmo G7'a.fo e
Testar.E. Entretanto, como pode ser visto no algoritmo Gu/oso, é claro que esses algoritmos
podem tuba.]har concomitantemente para decidir se .4 é gráfica.

A.2 Execução do algoritmo Gra/o

Seja .B a imagem booleana de .4. Como a primeira coluna de .4 tem mais de uma entrada
não nula acrescentaremos a .B uma coluna de índice 18 com apenas a entrada (1, 1) não nula e
chamaremos de -B a matriz resultante. Assim,

18

l
0

0

0

0

0

0

0

9

l
l
l
l
0

0

0

0

10

0

l
l
0

0

0

0

0

1 1

0

l
l
0

0

0
l
l

12

0

0

0

0

0

0

l
l

13

0

0

0

0

0

l
l
0

14

0

0

l
l
0

0
0

0

15

l
l
l
0

l
l
l
0

16

0

0

0

l
l
l
l
0

17

0

0

0

0

l
l
0

0

B

Como foi observado na entrada do algoritmo Gra.fo, o acréscimo da coluna 18 à imagem
booleana de .4 não altera em nada o fato desta ser ou não gráfica.

Observemos que, com a ordenação das colunas com que .B foi apresentada acima, .B
é uma matriz totalmente conexo, pois cada coluna de .B, exceto a. coluna 18, possui um l em
uma linha, que jí possui um l em uma coluna anterior.
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Veremos agora a execução do algoritmo Gra/o tendo como entrada. a matriz .B. Dare-
mos os nomes (;i, G2, ... a.os gratos, que forem sendo criados durante a execução do algoritmo
para formar a Z-decomposição.

Coluna 18: Na linha 1-3 do algoritmo Gra/o será criado o grato Gi, realização para a coluna
18, com mp(Gi) = 18. No início .D = {Gi}. Notemos que .D ainda não é uma t-decomposição,
pois Gi têm apenas duas arestas. Entretanto, .D é uma {-decomposição com relação a todos os
outros aspectos (veja figura A.l).

Figura A.l: Decomposição .D (coluna 18)

Coluna 9: Na linha 5 do algoritmo Gra/o teremos P = {1}. A execução da linha l do
algoritmo -#ãpoC'amínAo é trivial, pois 1) tem apenas um membro. A execução das demais
linhas do algoritmo .#ipoC'amánào também é trivial, pois colmo l P 1= 1, é claro que P é um
hipocaminho de E(Z)) (o grato soma de .D). A execuçã.o das ]inhas 13.1, ]3.2 e 14 do algoritmo
.#ipoC'amÍn/zo farão com que /í'1 , /{2 +- Gi e ui e u2 sejam as pontas da aresta l.

Na execuçã.o da linha 4 do algoritmo .4Zua /{za será criado e acrescentado a D' o circuito
G2, cuja.s arestas são {2, 3, 4, 5, 1 9} , onde o marca.dor 19 tem orientação arbitrária. Finalmente,
na. linha 7 do algoritmo .At?za/íza. as pontas da aresta. l serão ligadas através do marcador
19. A t-decomposição l) = {Gi,G2} resultante após a execução da linha 9 do algoritmo
-#ápoCaminho pode ser vista. na figura A.2.

Figura. A.2: Z-decomposição -D (coluna 9)

Coluna 10: Desta vez teremos P = {2,3}. Na linha l do algoritmo .#ipoOaminAo será

construída .D :: {G2}, a. t-decomposição reduzida de Z) com relação a P. As linha 3 e 4 não
serão executadas, já que l .D l é novamente igual a 1. Na linha 10 as arestas de G2 serão
reordenados de maneira que 14/e = {2,3} seja. o conjunto de arestas de um caminho em G2.
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As linhas 13.1 e 13.2 farão com que /(l,/r2 +-- (;2 e na linha 14 teremos que ul e u2 serão as
pontas de WO em (;2

A linha 3 do algoritmo .Atum/áza criará a aresta ./ = C' \ P = 10. Como /{i = .K2, G2
é um circuito e ui , u2 não são adjacentes, então, na linha 10 do algoritmo .4tua/iza, o circuito
G2 será removido de .D', serão criados marcadores /l = 20 e /2 = 21 e criados ainda circuitos

formados pelas arestas {4, 9, 19,20} e {2, 3,21}, bem como um elo formado por {20, 10,21} os
quais serão todos acrescentados a -D*. A estrutura subjacente de arborescência dos membros
de -D' é facilmente obtida da orientação dos membros de .D. A t-decomposição .D atualizada é

mostrada na figura A.3, onde o nome G2 foi dado ao circuito formado pelas arestas {4, 9, 19, 20}.

18
A

> G.
19

19
'?

9

4 '&'+ :6

'. i *q
-4"-«1 c,
,' i/í

Figura A.3: {-decomposição .D (coluna lO)

Coluna 11: Nova.mente P = {2,3}. Na linha l do algoritmo .l/ipoC'aminÀo teremos a t-

decomposição reduzida .D = {G4}. Ainda. no a.lgoritmo .HípoC'anjinho, na linha 10, as arestas
de Q = G4 serão ordenadas de maneira que 14/e = {2, 3} seja um caminho em G4 (desta feita este
passo é redundante), na linha. 13.3 teremos /{i , /{2 +- G4. Entretanto, como /Tt = /{2, as pontas

de P são as pontas de mp(G4) e G4 nã.o é um elo, então na linha 13.7 /{i, /{2 - pai(G4) = G3
e devido à linha 14 ui e u2 serão as ponta.s de P em G3.

Durante a execução do a.]goritmo .4ttza/ãza, na linha 4, serão criados um novo marcador

/ = 22 e um novo circuito GÕ, cujas a.resta.s são (a \ P) + / = {7,8,11,22}, e Gs será
acrescentado a Z)'. Agora como /{i = /{2 = (;3 é um e]o, então as pontas ui e u2 serão ligadas
pelo marcador 22. A decomposição .D resultante após a execução da linha 9 do algoritmo Gra/o
pode ser vista na figura A.4.

Coluna 12: Desta feita, P .= {7,8}. Na linha l do algoritmo -HipoaamánAo será calculada
a t-decomposição reduzida .D = {Gs}, e na. linha. 10 a.s arestas de Q = Gs serão ordenadas
de ta] maneira que U/e = {7,8} seja. um ca.minho em Gs (desta vez este passo é novamente
redundante). Ainda durante a execução do a.]goritmo .#ípoOaminÀo, na linha 13.2, .Ki,.K2 +'
Gs e, na linha 14, ui e u2 seixo as pontas de P em Gs.

Na linha 3 do algoritmo ,4{ualiza teremos que / = C' \ P = 12. Como /{] = /{2, GS

é um circuito e ui, u2 não são adjacentes então, na linha 10 do algoritlno .4tualáza, o circuito
Gs será removido de -D*, será.o criados marcadores /l = 23 e /2 = 24 e circuitos formados

pelas arestas {11, 22, 13} e {7,8,24}, bem como um elo formado pelas al,estas {23, 12,24}, os
quais serão todos acrescentados a -D'. Como já foi mencionado, a estrutura subjacente de



A.2 Execução do algoritmo Gra/o 103

:20 ; 20

Figura A.4: t-decomposição .D (coluna ll)

arboiescência dos membros de Z)* é facilmente obtida através da. orientação dos membros de
Z). A Z-decomposição resulta.nte, após a execução da linha 9 do a.lgoritmo Gra./o, pode ser
vista na figura A.5, onde o nome Gs foi dado ao circuito formado por {11, 22, 23}.

Coluna 13 Temos que P = {7} e .D = {G7l' De maneira análoga ao que já foi visto, ao final
do algoritmo .aipo(caminho, teremos /{l :: /í'2 = C;7 e ul e u2 serão as pontas da arestas 7 em
G7

Quando da execução da linha 4 do algoritmo .4tua/{za, serão criados um marcador
/ = 26 e um circuito formado pelas a.lestas (C' \ P) + / = {6, 13, 26} o qual será acrescentado
a .D'. Como Jri = /{2, G7 é um circuito e ui,u2 são adjacentes em G7 então, na linha 9
do algoritmo .4{ua/zza, um novo marcador /' = 25 será cria.do, a atesta 7 será trocada pelo
marcador 25 em G7 e o elo {25, 7,26} será acrescentado a -D*. A t-decomposição resultante,
após a execução da linha 9 do algoritmo Gra/o, encontra-se na figura A.6.

Coluna 14: Nós temos P = {3,4} e -D :: {G2, (;3, (;4}. Na linha. 3 do algoritmo .Hipocamin/zó
será calculada. a partição a de .D. Assim, teremos que ao = {G2}, ni = {G3} e r2 = {G4}.

Durante a execução das linhas 2-5 do ajgoritmo C'a/cu/aT po será veriâcado que Tipo(G4) = 3
e durante a execução das lillhas 8 15 será constatado que rapo(#) = 3 (# = E(G3, G4)). Como
Q :: (;2 é um circuito então, durante a execução da. linha 10 do algoritmo .lJipoCaminAo, G2
será ordenado de maneira que as arestas 14/e = {4,20} formem um caminho em G2 com o
marcador 20 em uma das extremidades (no caso em questão esse passo é redundante), e na
linha ll o marcador 20 será reorientado pa.ra que P seja. um caminho de E(G2, G3, G4).

Na linha 3 do algoritmo .4Zua/áza será criada a aresta. / = O \ P = 14. Os vértices do

caminho .l? da linha ll serão G2, (;3 e (;4. As linhas 12-16 não causa.rão efeito algum a G3. Nas
linhas 17 e 18 o circuito G2 será. lépida.do com relação a {4,20}. Finalmente, na linha 20 do
algoritmo .4{ua/iza, os gratos G2, G3, G4 serão removidos de 1)" e o giafo G, que é E(-R) com as
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\

\

l \

/

Figura A.5: í-decomposição .D (coluna 12)

19

'!..ll7"' ::,''=\
o/ W + n --

23

t
23

=''Õ"'' '*G.

G.
'? #.

H'-" tF "-':
Figura A.6: t-decomposição l) (coluna 13).

.' l \ '\
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pontas ui e u2 ligadas pela aresta aresta / = 14, será acrescentado. Na figura A.7 encontra-se
a t-decomposição .D já atualizada, onde o grifo E(R) é chamado de G2 e o grato Gio é o grato
resultante da lapidação feita na linha 18 do algoritmo .4Zua/iza.

18

19

19
'9

10

9

á 1«-« 1 :1«-,1 %
25

.+0

Figura A.7: t-decomposição .D (coluna 14)

Coluna 15: P = {1,2,3,6,7} e .D = .D. A partição a calculada na linha 3 do algoritmo

ÍI:TH31"#=%.T'I:='1'b}. ' ' «, - {G«}, «, - {C,}, «. - {G;}, «. - {G.},

Na execução das linhas 1-5 do algoritmo (7a/cu/atino será verificado que rapo(G9) = 3,
pois /)Go +mP(Go) = {6, 26} é um caminho em G9 com o marcador 26 em uma. das extremidades

(as arestas de Go nem precisam sei reordenados e na linha 5.3 teremos /{i - G9). Durante a
execução das linhas 6-16 do algoritmo C'a/culaTipo teremos que quando:

J

J

J

7: Q = G8, .Hi = Go e Tipo(N) = 2 (-H = E(C?,.Üi)), pois Wx = {6, 7} é um caminho e

mp(Q) = 25 é incidente a um vértice interno e a uma das pontas de WH;

6: Q = G7, .Hi = E(GS,G9) e Tipo(-H) = 3, pois WH + mp(Q) = {6,7,25,24} é um
caminho em .H com o ??zp(Q) = 24 em uma das extremidades;

5: Q = Gõ, HI = E(G7,G8,G9) e Tipo(.#) = 3, pois TVH + mp(C2) = {6,7,23} é um
caminho em -H com nzp(Q) = 24 em uma das extremidades;
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.i = 4: (2 = Gs, .Hi = E(G6, G7, G8, Go) e Tipo(.H) = 3, pois na linha 13 o marcador filho 23
de Q será reorientado de ta] maneira que WX + mp(Q) = {6, 7, 22} seja um caminho em
# com mp(Q) = 22 em uma das extremidades;

.i = 3: Q = G2, .Hi = E(GS,Go,G7,Gs,Go), onde GÉ é o grato Gs após a reorientação
do marcador filho 23, e Tipo(.#) = 3, pois na linha 13 o marcador filho 22 de Q será
reorientado de tal maneira que WX +mp(Q) = {6, 7, 3, 2, 27} sejam arestas de um caminho
em -ü com mp(Q) = 27 em uma das extremidades; e finalmente

.i = 2: (2 = Gío, .H: = E(G2,Gs,G6,G7,G8,G9), onde Cl! é o grato G2 após a reorientação
do marcador filho 22, e Tipo(#) = 3, pois o marcador filho 27 de Q será reorientado, na
linha 13, de tal maneira que WX + mp(Q) = {6,7,3,2, 19} seja um caminho em .H com
mp(C?) = 19 em uma das extremidades.

Assim, ao final da execução do algoritmo Ca/cu/atiro a t-decomposição .D terá sido alterada,
de forma que o único filho completo de raiz(-D) = Gi, i.e., E(G;o, G;, GÊ, Ge, G7, G8, G9), seja
um grato bacana, onde Glo é o grato Glo após a reorientação do marcador filho 27.

No restante da execução do algoritmo .Hipocam n/zo será verificado que P é um caminho

de E(.D) (linhas 5-13), /T2 -- aq. (linha 13.4) e ui,u2 serão as pontas de P em GS e GÍo,
respectivamente.

Na linha. 4 do algoritmo .4Zua/áza será criado um novo marcador / = 28 e um circuito
de arestas (C' \ P) + ./ = {5, 15, 28}, o qual será acrescentado a .D'. O caminho .R da linha ll
será composto pelos membros (?io, G2, (;5, Gõ, (;7, (;8 e (];9 de .D'. Na. linha 20 serão removidos
de D* os membros que estão no caminho -R e o giafo G, que é E(.R) com as pontas u. e u2
ligadas pelo marcador / = 28, será a.crescentado. A t-decomposição resultante é mostrada na
figura A.8, onde chamamos de Glo o glafo G.

Figura. A.8: t-decomposição Z) (coluna 15).

Coluna 16: Tecemos P = {4,5,6,7}, Z) = {Glo,Gii}, mo = {Gio} e ai {Gil}. Nas
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PN + mp(.#) é um caminho em # com mp(N) = 28 em uma das extremidades, e na linha 5.3
Ki +-- Gii. Nas linhas 5-13 será constatado que P é um caminho de E(.D). Na, linha 13.4
.K2 +- Gio e, devido à linha 14, ui, u2 serão as pontas de P em Gii e Gio, respectivamente.

Na linha 3 do algoritmo .4tualiza será criada a aresta / = C' \ P = 16. O caminho .R
da linha ll será composto somente por /{i e Jr2, i.e. Gli e Gio, o grato G da linha 19 será o
grato E(R) com ul e u2 ligados pela aresta / = 16 e finalmente na linha 20 os gratos Gii e G:o
serão removidos de D' e o grato G será acrescentado. A decomposição .D resultante encontra-se
na figura A.9, onde foi dado o nome Glo ao grifo G.

/

/

f l \
l l l

18i jii19
\ l .
\. l ./

16 (;10

Figura A.9: í-decomposição l) (coluna 16)

Coluna 17: Desta feita P = {5, 6}, .D = {Glo}. Como l -D 1= 1, então a execução do algoritmo
#ápoaaminÀo é trivial, ao final de sua execução teremos a conclusão de que P é um caminho
de E(.D) = Gio, .Ki = .K2 = Gio e u],u2 serão as pontas de P em G...

O algoritmo .4Zua/ãza apenas ligará as pontas ul, u2 de P com a aresta / = C'\P = 17,
que foi criada na linha. 3. A Z-decomposiçã.o resultante está na figura A.lO.

,' T'\
1 1 '

-': l-\:'
. l /
\. l ./

10

Figura A.10: t-decomposição D (coluna 17)

Assim, ao final do algoritmo Gz'a./o, teremos que E(Gi , Gio) é uma realização da matriz
.B e portanto, pelo teorema da realização (p. 25), temos que .B é uma matriz gráfica.
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Em Bixby & Wagner j19881 pode ser encontrada a simula.ção do algoritmo G7'a./'o
aplicado a outra {0, 11-matriz.

Seja G o grato E(Gi , Gto) após fixarmos arbitrariamente a orientação de suas arestlas.
Devido ao lema 2.4 (p. 60) sabemos que, se ,4 é uma matriz gráfica então G é uma de suas
realizações. Assim, o nosso próximo passo para sabermos se ,4 é gráfica será testar se .4 é
projetivamente equivalente (p.e.) à matriz do grado G.

A.3 Execução do algoritmo Testam.E

Consideremos o grato G da figura A.ll, o qual foi obtido a partir do grato E(.D) da figura A.lO
após fixarmos uma orientação arbitrária de suas arestas. Seja .N a matriz de incidência de G e
.V a matriz .N, após a remoção de uma de suas linhas.

Figura A.l 1 : Giaío obtido a. partir do giaío E(D) da $gula A.lO, após fixarmos uma orientação
arbitrária de suas arestas.

Seja M a matriz /andamenZa/ de G com relação a T = {1,2,3,4,5,6, 7, 8}, contruída
como foi descrito em 2.9 (p. 56). Do que foi visto na seção 2.3 sabemos que M abaixo, é p.e.
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Observemos que as arestas {1,...,8} de G formam uma árvore geradora 7' de G, e
que as colunas correspondentes às arestas de T, tanto em .4 quanto em M, formam a matriz
identidade. Para a aplicação do algoritmo 7'estar.E é importante que .4 e M sejam matrizes
canónicas em relação a uma mesma árvore geradora de G.

Para vermos como a matriz .A/ foi construída a partir de G consideremos, por exemplo,
a aresta 15 de G. O cÍrcwáto /u7zdamenfa/ de T determinado pela aresta 15 é {1, 2, 3, 5, 6, 7, 15}.
Assim, a coluna 15 terá entradas não nulas nas colunas 1, 2, 3, 5, 6, e 7. Além disso, como l,
2, 3, 6, e 7 têm a mesma orientação no circuito, então as entradas correspondentes na coluna
15 terão os mesmos valores, digamos 1, e a entrada correspondente a aresta 5 terá valor -l.

Aplicando o algoritmo 7'estar.E às matrizes .4 e M obteremos os seguintes valores
para o vedor p: /zi :: 1, p2 :: --1/3, P3 :: --1/2, P4 :: --l, Ps :: 1/5, P6 := 1/3, P7 = --1/2,
Ps :: 1/4, Po ;: 1/3, Plo :: 1/4, Pil = 1/2, /zi2 :: l, /zi3 = 1, Pi4 = 1/2, Pis :: 1/3, /zi6 :; l,

E imediato verificam que M = a.4A, onde r é uma 8 x 8-matriz diagonal, tal que

a'l,l = pi e A é uma 17 X 17-matriz diagonal, tal que AI,i = píl, / € {1,...,8} e A.,. = pc,

c € {9, ..., 17}. Assim, podemos aflimar que a matriz ,4 é de fato uma. matriz gráâca.

Para encerrarmos este apêndice lesta a.penas exibirmos o PL sobre redes (do tipo do
PL A.2) equivalente ao PL apresentado na seção A.l, é precisamente isso que faremos a seguir.

A.4 O PL sobre redes equivalente

Apesar do grato G da figura A.ll se] o glafo subjacente do PL equivalente, ainda resta en-
contrarmos a demanda dos vértices e o custo sobre giestas. Como um primeiro passo para
obtermos esses valores devemos observar que os valores do vetar p correspondentes as colu-
nas das variáveis z2, a3} al e a7 são nega.uivos. Clamo que gostaria.mos de evitar multiplicar
as colunas de ,4 por valores negativos, pois isso faria com que as variáveis correspondentes a
essas colunas no PL equivalente tivessem a. restrição de não serem positivas, o que não é usual.
Assim, mudaremos o sinal de p2, p3, p4 e p7} isso pode ser feito simplesmente reorientando-se
as arestas 2, 3, 4 e 7 do giafo G (é clamo que o glafo resultante ainda é uma realização de .A).

Agora nós calcularemos os custos da.s arestas. Consideremos por exemplo a aresta lO
correspondente à variável zlo. Como plo = 1/4, então a coluna 10 da matriz será multiplicada
por 1/4, logo o coeficiente cÍo de Z/io no PL equivalente deverá sei 1/4clo = 7/4, onde clo é o
coeficiente de zlo na função objetivo do PL da seção A.l. De maneira análoga obteremos que
c{ = 1, c2 = 3.3 = 9 (a aresta. 2 foi reorientada), d3 = 2.1 = 2 e assim por diante.

Resta apenas calcularmos a demanda nos vértices. E claro que b' = nb. Entretanto,
podemos calcular ó' de uma. outra maneira bastante simples. Como .4 está na forma canónica.
então temos em mãos uma soluça.o do sistema .4# = b (observemos que esta solução não é
necessariamente uma solução viável do PL). Assim, ai = 3, z2 = 9, z3 = --8, ... é uma

solução de .4a = ó. Vamos transformam essa. solução em um fluxo de G', onde G' é o grato da
figura A.ll, após a reorientação da.s arestas 2, 3, 4 e 7. E fácil fazermos essa transformação
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se lembrarmos que y = .a'la é uma solução, não necessariamente viável, do PL equivalente.
Agora, as demandas dos vértices de G' podem ser facilmente obtidas computando-se a diferença
entre o fluxo que entra e o fluxo que sai de cada vértice.

O problema em redes equivalente é mostrado na figura A.12, onde as demandas estão
próximas aos respectivos vértices e os custos estão próximos às respectivas aresta

7

í/3

16B ©
3

Figul'a A.12: O problema. sobre pedes equivalente ao PL da. seção A.l

É fácil verificar que a solução ótima para o PL sobre redes equivalente é 3/i :: 2, y6 = 2,
yo ' 1, g/io :: 2, y12 :: 3, g/i3 = 1, yia = 1, ylS = 0 e yi :: 0 para os demais valores de {. A

solução correspondente do PL da seção A.l é ai = 2, iç6 :: 6, a9 = 1/3, zlo :: 1/2, ai2 := 3)

zi3 ' l ai4 = 1/2, ais = 0 e zi = 0 pala os demais valores de á. A optimalidade da solução
acima pode ser verificada emprega.ndo-se o teorema fraco de dualidade e os multiplicadores
7i :: 1, 72 :: 13/18, '3 = --47/24, '4 :: --29/12, "ys :: 41/60, '6 = 17 :: l e 78 :: 3/4.
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