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Resumo

Neste trabalho provamos a reconhecibilidade das classes de con-
gruéncia de A* associadas ao semigrupo de Burnside com |A| geradores
definido pela equagdo z" = z"*™, paran >4 e m > 1.

Este problema foi originalmente formulado por Brzozowski em 1969
para m = 1 en > 2 e foi resolvido ha dois anos por Aldo de Luca &
Stefano Varricchio nos casos em que n > 5. Pouco depois, John McCammond
estendeu o problema para m > 1 e o resolveu de forma independente nos casos
em quen > 6 e m > 1. Nosso trabalho, que se baseia nas técnicas de Aldo
de Luca & Stefano Varricchio, estende os dois resultados portanto.

Para tanto, construimos de forma efetiva, um gerador minimal ¥
para a congruéncia em questao. Introduzimos também um conceito elemen-
tar, o de estabilidade de produgées, que permite eliminar dos resultados
principais quaisquer restri¢oes adicionais sobre os valores de n ou m. Parte
substancial da nossa demonstragio é o resultado de que todas as produgdes
em Y sao estaveis paran >4 em > 1.

Além disso fornecemos um algoritmo que resolve o problema da
palavra e mostra que o semigrupo é finito J-acima. Também mostramos
que o “frame” das R-classes é uma arvore. Caracterizamos também as R-
classes e as D-classes do semigrupo e provamos que os subgrupos maximais
sao ciclicos de ordem m sempre nos casos em que n > 4 e m > 1.

Abstract

In this dissertation we prove that the congruence classes of A* asso-
ciated to the Burnside semigroup with | A| generators defined by the equation
" =zt for n >4 e m > 1, are recognizable.

This problem was originaly formulated by Brzozowski in 1969 for
m = 1 and n > 2. Two years ago Aldo de Luca & Stefano Varricchio
solved the problem for n > 5. A little later, John McCammond extended
the problem for m > 1 and solved it independently in the cases n > 6 and
m > 1. Our work, wich is based on the techniques developed by Aldo de
Luca & Stefano Varricchio, extends both these results.

We effectively construct a minimal generator ¥ of our congruence.
We introduce an elementary concept, namely the stability of productions,
wich allows to eliminate all hypothesis related to the values of n and m. A
substantial part of our proof consists of showing that all productions in ¥
are stable, forn >4 em > 1.

We also give an algorithm that solves the word problem and show
that the semigroup is finite J-above. We prove that the frame of the R-
classes of the semigroup is a tree. We characterize also the R-classes and
the D-classes of the semigroup and prove that its the subgroups are cyclic of
ordem m in the casesn >4 em > 1.
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Capitulo 1

Introducao.

Seja A um alfabeto finito com mais que uma letra, Seja A* o conjunto de

) . : ; def
todas as palavras com letras em A (inclusive a palavra vazia 1) e seja AT ==

A\ {1}.
Neste trabalho suporemos m e m inteiros fixos e satisfazendo as

restricoes: n > 2 e m > 1. Os resultados mais importantes, contudo, sio
obtidos paran >4 em > 1.

Seja r &L {(zn, 2™ Vz € A*} uma relagido e tomemos por ~,

a menor congruéncia que contém 7. Seja o conjunto M = {[w], w € A*}

onde [w] denota a classe de congruéncia da palavra w pela congruéncia ~.
epi

Seja ¢ : A* — M definida por ¢(w) = [w] a projecio canbnica de A*
sobre M. A congruéncia ¢ !¢ é a menor congruéncia que contém 7 e a
projecao ¢ induz uma operagao associativa sobre M definida por [u] - [v] =
[uv]. Assim (M, ) é um mondide e (M \ [1],-) é um semigrupo. Estes sio,
respectivamente, o mondide de Burnside e o semigrupo de Burnside relativos
a equagao z" = g"tm,

Nestes termos a conjectura de Brzozowski da qual tratamos pode
ser formulada como segue:

Yw € A*, [w] é reconhecivel.

Em outras palavras, para toda palavra w existe um autémato finito A tal
que o conjunto das palavras que induz um caminho de algum estado inicial
deste automato para algum estado final é exatamnte [w].

A partir de uma aplicagio das palavras de Thue-Morse[9] e de um
trabalho de Brzozowski e outros publicado em 1971[2], sabemos que estes
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semigrupos de Burnside sao infinitos. Somente estamos considerando os casos
em que n > 2 e m > 1 neste trabalho, contudo vale a pena observar que o
semigrupo idempotente — o semigrupo de Burnside para os casos em que
n=1em=1— ¢ finito e completamente conhecido. Na verdade, por um
trabalho classico de Green & Rees[4], sabemos que os semigrupos em que
n =1 e m > 1 sao finitos se e s6 se os semigruposem quen =0em > 1 —
que sao grupos neste caso — sao finitos. O estudo da finitude destes grupos,
também chamados grupos de Burnside, é extremamente complexo e ainda
hoje é objeto de muito estudo.

A conjectura em questdo foi formulada originalmente para m = 1
em 1969(1] e é este o caso considerado por Aldo de Luca & Stefano Varricchio.
Eles provaram a conjectura original para n > 5 em 1990(3] tendo restado os
casos n = 2, n = 3 e n = 4. John McCammond estendeu a conjectura para
m > 1 em 1991[6] e resolveu independentemente o problema para os casos
emquen >6em > 1.

Nosso trabalho é profundamente baseado nas técnicas desenvolvidas
por Aldo de Luca & Stefano Varricchio. A possibilidade de um aprimora-
mento destas técnicas de modo a provar a conjectura original para o caso
em que n = 4 era prevista pelos mesmos, sendo mais céticos com relagao a
possibilidade de que estas técnicas pudessem ajudar a resolver os casos em
que n < 4. Nos estendemos as mesmas para incluir os casos em que m > 1
e melhoramos os resultados de ambos de modo a provar a conjectura esten-
dida paran >4 e m > 1. Ademais, abrimos caminho para a demonstracio
dos casosem quen =3 em > 1 ouquen =2em = 1. Também temos
alguns resultados parciais sobre a estrutura dos semigrupos de Burnside para
os quals a conjectura foi resolvida.

O conceito principal desenvolvido por nds que permitiu estas nossas
melhorias é o conceito de estabilidade. As defini¢cdes necessarias serio feitas
neste pardgrafo. Seja  um subconjunto de A+ x A+ definido como &£
{(c,1) tal que ¢ é a0 mesmo tempo sufixo e prefixo préprio de [ e ¢~ é m-

poténcia}. Observe que 7 C Q. A cada 7 € ) chamamos de produ¢do. Sobre

cada producio 7 definimos a fungio base como base(r) 2L (|i| — le])/m.

Nés dizemos que ¢ é o curto de T enquanto que [ é o longo de 7. Observe que
base(7) é periodo de c e de I. Dizemos que a producio 7 é estdvel quando
base(7) for justamente o menor periodo de c e de 1.

Inspirado nas técnicas de Aldo de Luca & Stefano Varricchio, cons-
truimos de maneira efetiva uma relagio ¥ C §) (com uma descrigao complexa,
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e incomparavel a 7) tal que a menor congruéncia que a contém é ~,. Esta
construgao é feita no capitulo 3, depois de algumas definigées e proposigoes.
Durante a obtencao dos principais resultados do nosso trabalho, na medida
do possivel, procuramos demonstra-los de modo a independer ao maximo uns
dos outros, mas também a depender o minimo possivel de restricoes adicio-
nais sobre n e sobre m (além de que n > 2 e m > 1). Este espirito originou
o conceito de estabilidade de produgoes visto acima. Apesar de elementar, é
esta a chave mais importante encontrada para uma completa reestruturagao
e extensao das demonstragoes originais de Aldo de Luca & Stefano Varric-
chio que fizemos. De fato, nenhum resultado nosso supoe qualquer restrigao
adicional sobre n ou m mas apenas, em alguns casos, a hipdtese de que as
produgoes de ¥ sejam estaveis. Esta situagao contrasta com o trabalho de
Aldo de Luca & Stefano Varricchio onde, por exemplo, todos os resultados
principais e a quase totalidade dos auxiliares dependem do fato de que n > 4
e, em alguns casos, de que n > 5.

O primeiro resultado forte do trabalho é justamente o da demons-
tragao de que a menor congruéncia que contém ¥ é a mesma que contém T
e vale paran > 2 e m > 1 (nem mesmo depende da estabilidade das pro-
dugdes de ¥). Isto é feito no capitulo 4. O segundo resultado forte é o da
demonstragao da estabilidade das produgoes de ¥ quandon > 4 e m > 1.
Isto ¢ feito no capitulo 5. Sabemos que existem produgdes de ¥ que nao sao
estaveis quando n = 2 e m > 2. Ficam em aberto o cason =2 em=1eo0
cason =3 e m > 1. Os nossos demais resultados supoem a estabilidade das
produgodes de ¥ e, como ja dissemos, nao supoem restri¢coes adicionais sobres
os valores de n ou m. Em particular, a demonstragdo da conjectura para
n=3em2>1oun=2em = 1 poderia ser obtida caso tivéssemos uma
demonstragao de que as produgoes de ¥ sao estaveis também nestes casos.
Nés temos evidéncias disto quando n = 3.

Num terceiro momento, nés mostramos que em toda classe [w’]
existe uma tunica palavra w mais curta que as demais, a partir da qual, por
sucessivas substituigoes dos curtos de produgoes de ¥ por seus respectivos
longos, obtemos qualquer palavra em [w’]. Também mostramos que ¥ é uma
relacdo minimal tal que a menor congruéncia que a contém é ~ . Isto é feito
no capitulo 6.

Por fim, no capitulo 7, provamos que o semigrupo é finito J-acima e
provamos a conjectura de Brzozowski. Isto foi provado também por Aldo de
Luca & Stefano Varricchio e John McCammond nos casos por eles estudados.



O conceito de finitude [J-acima e outros conceitos da teoria de semigrupos
podem ser vistos no comego do capitulo 7, podendo ser aprofundados em
[6]. Também mostramos que o “frame” das R-classes é uma arvore e que
existe uma tnica palavra mais curta na imagem inversa por ¢ de uma dada,
R-classe. Isto também foi mostrado por Imre Simon em 1970[8] para os
casos da conjectura original. John McCammond mostrou em seu trabalho
que os subgrupos maximais dos semigrupos de Burnside por ele estudados
sao ciclicos de ordem m e mostramos isto também para os semigrupos por
no6s estudados. Temos alguns resultados originais relativos a estrutura destes
semigrupos. Mostramos que a estrutura interna (em particular o tamanho e
as transigées internas) de uma R-classe é determinada exclusivamente pelo
mais longo sufixo desta inica mais curta palavra descrita acima que é um
curto de alguma producao de ¥ (se este sufixo nao existir a R-classe é trivial).
Mostramos também que as D-classes regulares sao aquelas que contém a
classe de equivaléncia de alguma produgao de ¥, sendo que dois elementos
destes estao na mesma D-classe se e somente se as produgdes em questao
tém a mesma base e seus curtos tém menores periodos que sao palavras
conjugadas. Mostramos também que as H-classes irregulares sao triviais.
Fazemos também freqilientes alteracoes nas definigoes apresentadas
no trabalho de Aldo de Luca & Stefano Varricchio para permitir melhorias
nas demonstragoes, por motivo de compacidade, ou por questao de estilo.



Capitulo 2

Conceitos e Proposicoes
Combinatorias.

Se C é um conjunto qualquer e < é uma ordem ou quase-ordem, total ou
parcial, definimos o subconjunto dos mdzimos de C sob < e o subconjunto
dos minimos respectivamente como: max<(C) = {c € C tal que Vd € C,c <
d=d < c};eming(C) = {c€Ctal que Vd € C,d < ¢ = ¢ < d}. Quando
a ordem for a ordem comum sobre os inteiros, entdo a mesma podera ser
omitida na notagao. Por convengao, e por abuso de linguagem, identifica-
remos um conjunto de um unico elemento com o seu préprio elemento. Se
R C C x C é uma relacao sobre C, entdao Dom(R) s {c € C tal que existe

d € C com (c,d) € R} é o dominio de R e Im(R) 2L {c € C tal que existe
d € C com (d,c) € R} é a imagem de R.

Definimos uma palavra w sobre um alfabeto A como sendo uma
sequéncia finita de elementos de A. Dizemos que o tamanho |w| da seqiiéncia
¢ o comprimento de w. Dizemos que A* é o conjunto das palavras sobre A
e A¥ é conjunto das palavras sobre A de comprimento k. Neste trabalho,
manteremos fixo o alfabeto A e, portanto, somente nos referenciaremos a
w como uma palavra. Dizemos que Let(w) é o conjunto das letras de w.
Assim a palavra ababbaba tem comprimento 8 e o conjunto de suas letras
é {a,b}. Permitiremos deliberadamente a confusiao de letras e palavras de
comprimento 1, sem perigo de ambiguidade.

Dadas duas palavras u e v quaisquer, definimos a sua concatenagao
uv (ou uv) como sendo a palavra obtida pelo acréscimo da seqiiéncia v ao fim
da seqiiéncia u. Observe que uv assim definida é uma operacio, associativa



por sinal. Observemos também que |uv| = |u| + |v|. Naturalmente, a conca-
tenacao de dois conjuntos é o conjunto das concatenagoes de seus elementos,
respeitando-se a ordem. Definimos a quase-ordem < e sua ordem estrita <
sobre as palavras como segue: v < u <=L o] < |ul; v < u & oy <u
eu £ v < |v] < |u|. Esta serd a ordem implicita sobre duas palavras
quaisquer.

Definimos também uma fung@o potenciagio (denotamos como na
potenciagio usual) que aplica A* x IN em A* como se segue: u® = 1;u™ =
wu™ ! paran > 1. Definimos u* como sendo o conjunto u* &£ {uf k € IN}

e definimos u* como ut 2L y*\ {1}. Para k € IN\ {0}, dizemos que
uma palavra w é uma k-poténcia de u, ou que u é uma k-subpoténcia de w,
quando w = u*. Dizemos também que w é uma k-poténcia ou simplesmente
uma poténcia. Definimos também o grau de uma palavra w em At como
sendo grau(w) £ max({k € IN tal que Ju € A*, w = u*}). Dizemos que
w € primitiva se a mais curta subpoténcia de w é w.

Definiremos algumas fun¢ées de A* sobre os subconjuntos de A*
como segue: Fat(w) et {u € A tal que w € A*uA*} é o conjunto dos fatores
de w; Pref(w) &£ {u € A*tal quew € uA*} é o conjunto dos prefizos de w; e
Suf(w) 2L {u € A* tal que w € A*u} o conjunto de sufizos de w. Se k < |w|
entao existe um unico prefixo de w de comprimento k e o denotaremos por

pref(w, k). Analogamente, suf(w, k) é o sufizo de w de mesmo comprimento.

Para v € Suf(u) dizemos que uv~! 2L pref(u, |u| — |[v]). Quando v €

Pref(u) dizemos que v='u 2L suf(u, [u| — |v]). Sejak € IN e 0 < k < ||
definimos uAd=* 2L pref(u,|u| — k) e também A~Fu &L suf(u, |u| — k).
Por simplicidade de notagio, definimos uv—F 2 u(v¥)~1. Definimos o

encaize de duas palavras u e v como: u=v < max(Suf(u) N Pref(v)),
ou seja, a palavra de maior comprimento que seja sufixo de u e prefixo de v
simultaneamente.

Dizemos que duas palavras u e u’ sdo conjugadas se Jv,v' € A*
tals que u = vv’ e u = v'v. A relacdo definida pelos pares de palavras
conjugadas é uma relagao de equivaléncia.

Dizemos que u € A* (possivelmente mais comprido que w) é um
periodo de w quando w € Fat(u*). Neste caso também dizemos que i =
|u| é um periodo de w. Quando este inteiro ¢ é minimo, entdao dizemos
que este € o menor periodo de w e denotamos: i = per(w). Permitimo-



nos dizer que este u é um menor periodo de w. Se u for um periodo de

w, entao definimos a freqiéncia de u (ou de seu comprimento ) em w por

freq(w,u) 2L freq(w, |u|) &£ |w]|/lu| que, intuitivamente, corresponde

ao numero de repeticdes de u em w. Definimos ainda o indice de w como

sendo a freqiiéncia de seu menor perfodo: indice(w) 2L freq(w, per(w)) =

max({freq(w, u) tal que u é periodo de w}).

Seja u = abcab e seja v = bcaba. A concatenagio de u e v foi
convensionalmente assumida como sendo a palavra uv = abcabbcaba, obtida
conactenando-se v a direita de u. Esta escolha é unilateral e poderiamos
também ter definido como sendo a concatenacio a esquerda de u. Neste caso
(chamamos de caso dual), terfamos que o que antes era sufixo viraria prefixo
e 0 que era prefixo viraria sufixo. Uma conseqiiéncia deste fato, a grosso
modo, é que se uma propriedade vale para sufixos, entio vale para prefixos
também. Dizemos que prefixos e sufixos sio conceitos duais. Assim sendo,
mencionaremos as proposi¢oes somente em termos de sufixos e a propriedade
dual deve ser assumida como verdadeira também.

As duas proposigoes sobre sufixos, prefixos e fatores que se seguem
sao bésicas e conhecidas, nao sendo portanto demonstradas.

Proposigao 2.1 Sejam w,u,v,u',v’ € A* tais que w = u'u = v'v. Entao,
existe € A” tal que u = zv e v’ = u'z se e 50 se |v| < |u| se e 56 se
| < [v'|. Em particular, v € Suf(u) ou u € Suf(v).

Proposigao 2.2 Se u € Pref(w),v € Suf(w) e |u| + |v| < |w| entdo u €
Pref(wv™), v € Suf(u='w) e uH(wv™!) = (v w)v~!. Em particular, w =
uv <= |u| + |v| = |w].

Devido ao fato de que se = € Suf(u) N Pref(v) entao (uz=!)v =
u(z~'v) permitimo-nos representar (uz~!)v por uz~lv quando z € Suf(u) N
Pref(v). Devido & proposicio 2.2, permitimo-nos representar (v w)v~! por
u~'wv™! quando u € Pref(w) e v € Suf(w).

Proposicao 2.3 Seja u € At um periodo de w € A* e seja k € IN minimo
tal que w € Fat(u*). Entio existem z,y € A* tais que u* = zwy com
z € Pref(u), y € Suf(u) e 0 < |z|, |y| < |u|. Se além disso k > 2, entdo
u*=? € Fat(w).



Demonstragao.
Vamos provar a primeira parte da tese. Sejam z,y € A* tais que

ub = zwy. Temos que u,y € Suf(u*). Como u € Suf(y) implica que
uF=1 = zw(yu~') que é uma contradi¢io com a minimalidade de k, usan-

do a proposicao 2.1, temos que 0 < |y| < |u| e y € Suf(u). De maneira dual
temos que z € Pref(u) e 0 < |z| < |ul.

Vamos provar a segunda parte da tese. Admita que k > 2. Te-
mos que uk=1 wy € Suf(u*). Devido a minimalidade de k temos que wy ¢
Suf(u*-1) e, usando a proposicao 2 1 temos que [uf~1| < |wy| e quc ub-1 e
Suf(wy). Como y € Suf(u) C Suf(u*~1), entio temos que uF~1y~1 € Suf(w).
Como |y| < |u|, entao |u*~ty=!| = (k — 1)|u| = |y| > k — 2)|ul. O-
ra, uk- ‘J‘l uk=% € Pref(u*1), logo, usando a proposi¢ao 2.1, temos que

u*=% € Pref(u*~'y~1). Portanto, v*~? € Fat(u*~1y~1) C Fat(w). i

Proposigao 2.4 Seja w uma k-poténcia, pam ke IN\ {0}. Entdo k divide
lw| e w = pref(w, |w|/k)* = suf(w, |w|/k)F.

Demonstracao.

Seja u tal que w = u*. A demonstracio é imediata uma vez que
lw| = klu|, v = pref(u*,|u|) = pref(w, |w|/k). Analogamente temos que
u = suf(w, |w|/k). ®

As duas proposi¢oes que se seguem sao de imediata demonstracao
a partir das defini¢oes.

Proposicao 2.5 Para toda palavra v, para todo inteiro positivo k, temos
que Fat(v™) = Fat((v*)*). Em particular, dada uma palavra w, temos que v
€ perlodo de de w se e sd se toda poléncia (ou subpoténcia) de v ¢ periodo
de w se e 56 se existe uma poténcia (subpoténcia) de v que é periodo de w.

Proposigao 2.6 Sec w ¢ poténcia de u entio u ¢ periodo de w.

A reciproca do proposigao anterior nao ¢, geralmente, verdadeira.
Veremos agora uma condicao necessaria e suficiente para que isto acontega.

Proposigio 2.7 Seja u um periodo de w. Entio w ¢ uma k-poténcia de
algum conjugado de u se ¢ s6 se freq(w,u) = k € IN\ {0}.



Demonstragao.

Suponha que w seja uma k-poténcia de u’ onde v’ é um conjugado
de u e k € IN\ {0}. Neste caso w = u’* e |o/| = |u|. Assim freq(w,u) =
fwl/lul = |/l k/[u] = k.

Sendo k = freq(w, u), suponha que k € IN\ {0}. Assim |w| = k|u].
Tome k' minimo tal que w € Fat(u*'). Sejam z,y € A* tais que u*' = zwy.
Usando a proposigao 2.3, temos que z € Pref(u), y € Suf(u) e 0 < |z, |y| <
|u|. Nestas condigdes temos que (k' — k)|u| = |u¥'| — k|u| = |zwy| — |w| =
|z|+ ly| < 2|u| e portanto &' —k € {0,1}. Se k' =kentioz =y =1, w = u*
e w é uma k-poténcia de um conjugado de u. Se k' —k = 1 entdo concluimos

que |z| + |y| = |u| e, usando a proposigao 2.2, temos que u = zy. Neste
contexto, temos que w = z~1u¥y~! = a7 (ay) 1y~ = (yz)* e, portanto, w
¢ uma k-poténcia de yz que é um conjugado de u. ||

Proposigao 2.8 A palavrau’ ¢ conjugada de u se e sé se v’ € Fat(u*)N Al
se e s6 se u' € Fat(u?) N Al

Demonstragaio.

Admita v,v" € A* tais que u = vv’ e v = v'v. Entdo u? =
vv'vv’ = vu'v’ e, portanto, v’ € Fat(u?) N AlYl C Fat(u*) N Al

Tome u’ € Fat(u*) N Al*l. Tome k > 0 minimo segundo o qual u' €
Fat(u*¥)NAll. Sejam v, v’ € A* tais que u* = vu'v’. Usando a proposicio 2.3,
temos que v € Pref(u), v € Suf(u) e 0 < |v|, |[v'| < |u|. Assim |u*| = |v| +
|v’| 4 [«'| < 3|u|. Donde k =1 ou k = 2 e Fat(u*) N Al*l C Fat(u?) N Al¥l. Se
k =1 entiov =v" =1, e u' = u é conjugado de u, trivialmente. Admitamos

k=2e|v|+|v'|=|u|. Como |v|+ |v| = |u|, usando a proposicio 2.2, temos
que u = vv’ e, portanto, ' = v™'u?'"" = v'v. Assim u e u’ sio conjugados.
| |

A proposicao 2.8 nos permite relacionar os conceitos de conju-
gado e perfodo. Embora nao seja o nosso objetivo, podemos desenvol-
ver esta proposigao de modo a caracterizar o conjunto dos conjugados de
uma palavra. Podemos mostrar que o conjunto dos conjugados de u ¢é
Fat(u pref(u, |[u|/grau(u) — 1)) N A"l e sua cardinalidade é |u|/grau(u).

Faremos algumas observagées sobre os conjugados dos periodos.



Proposicao 2.9 Sejam u e u' conjugados. Entio Fat(u*) = Fat(u’™), em
particular, dada uma palavra w qualquer, temos que u € um periodo de w se
e s0 se u' € um periodo de w.

Demonstragao.

Sejam v, v’ tais que u = vv’ e u’ = v'v. Entdo teremos Fat(u¥) =
Fat((vv')¥) C Fat(v'(vv')*v) = Fat(u/**'). Assim Fat(u*) C Fat(u'*) e, ana-
logamente, Fat(u"") C Fat(u*) e, portanto, Fat(u'*) = Fat(u*). Naturalmen-
te, entdo, w € Fat(u"™) <= w € Fat(u*). |

Uma investigagao interessante seria a de verificar se a reciproca vale.
A resposta é nao. Ela vale para periodos mais curtos que a palavra, como
veremos na proposicao abaixo.

Proposigao 2.10 Sejam u e u' dois periodos de w satisfazendo: |u| = |u'| <
|w|. Entdo u e u’ sdo conjugados.

Demonstragao.

Tome u” € Fat(w)NAM. Ora, |u| = |u/| e, usando a proposicao 2.12,
temos que u” é conjugado de u como também de u’. Por transitividade temos
que u e u' sao conjugados. |

Proposigao 2.11 Sejam u e u' dois conjugados. Se u é uma k-poténcia de x
entdo u' € uma k-poténcia de um conjugado de x. Em particular, grau(u) =
grau(u').

Demonstragao.

Sejam z € At e k € IN\ {0} tais que u = z¥F e u? = z?*. Da
proposicao 2.6 temos que z é um periodo de u e de u?. Da proposicao 2.8
temos que u’ € Fat(u?) N Al“l e pela proposicao 2.22 temos que z é perfodo
de u'. Ora, freq(u/,z) = |v/|/|z| = |u|/|]z] = & € IN\ {0} e, usando a
proposigao 2.7, temos que u’ ¢ uma k-poténcia de um conjugado (chamemo-
lo de 2’ ) de z. Assim v’ = z’* e grau(u') > grau(u). Analogamente temos o
outro sentido da desigualdade e, portanto, temos que grau(u) = grau(u’). W

As proposigoes que se seguem agora se referem a fatores que sio
periodos.
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Proposicao 2.12 Seja u um periodo de w satisfazendo |u| < |w| e seja u'
um fator de w de mesmo comprimento que u. Entdo u' € um conjugado de
u e também € periodo de w.

Demonstracao.

Como u' € Fat(w) C Fat(u*) e |u'| = |ul, temos que v’ € Fat(u*) N
Al Usando a proposicio 2.8, teremos que ' é um conjugado de u e, pela
proposigao 2.9, também é periodo de w. |

Observe que a proposi¢ao anterior ndo nos garante que u seja um
fator de w mas somente um conjugado seu. De fato isto nem sempre ocorre.

A proposicao que se segue nos da uma condigio suficiente para que isto
ocorra.

Proposicao 2.13 Seja u um periodo de w. Se freq(w,u) > 2 entdo u €
Fat(w).

Demonstragao.

Tome k& minimo tal que w € Fat(u*) e sejam z,y € A* tais que
u* = zwy. Temos que 2 < freq(w,u) = |w|/|u| = |z~ W y~ |/ |u| = k- (|z] +
ly|)/|u]. Sek = 2entdoz =y =1, w = u® e obviamente u € Fat(w). Admita
que k > 3. Usando a proposigao 2.3, temos que u € Fat(u*~?) C Fat(w). N

k

Proposicgao 2.14 Seja u € Suf(w) \ {1}. Entdou € periodo de w se e s6 se
wu~! € Suf(w).

Demonstragao.
Admita que u seja perfodo de w. Seja k € IN tal que w € Fat(u*).
Sejam z,y € A* tais que u¥ = zwy. Assim zwyu = vt = uzwy =

uz(wu')uy e, portanto, zw = pref(u !, |z| + |w|) = uz(wu~'). Como
|(wu™t)| < |w|, usando a proposicao 2.1, temos que wu~! € Suf(w).

Admita que wu™! € Suf(w). Seja k = ||w|/|u||. Tome k' €
IN, 1 < k' < k. Provaremos, por indugao em k', que u* € Suf(w) e que
wu~* € Suf(w). Para k' = 1 é imediato pois u € Suf(w) e wu~' € Suf(w)
por hipétese. Admita 1 < k¥ < k e que wu™" € Suf(w). Neste caso
lwu=F| = |w| — K'|u| > (k — k')|u| > |u|. Como u,wu~* € Suf(w), usando a
proposicao 2.1, temos u € Suf(wu~*') e, portanto, temos que u*'*! € Suf(w).
Como wu~* € Suf(w), entdo teremos que wu~*+1) € Suf(wu=1) C Suf(w).
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Desta maneira temos que wu™ u € Suf(w) e como |wu=*| < |u|, usando
a proposicao 2.1, temos que wu~* € Suf(u). Portanto w € Suf(uk“) C
Suf(u*) C Fat(u*). [ |

Corolario 2.15 Seja u € Suf(w). Entdo u € periodo de w se e s6 se w €
Suf(u*). Neste caso w € Suf (ulfreaw)l) ¢ ylirealww)] ¢ Suf(w).

Proposigao 2.16 Sejam w € AT e u,v € Suf(w) dois periodos de w tais
que |u| > |v|. Entdo uv~! € periodo de wv!.

Demonstragao.

De u € Suf(w) e u é periodo de w temos, pela proposicao 2.14,
que wu~! € Suf(w). Analogamente temos que wv~! € Suf(w). Como |u| >
|v], entdo temos que |wv~!| > |wu~!|, donde wu~! € Suf(wv~!) devido a
proposi¢ao 2.1. Também temos que v € Suf(u) e uv™! é definido. Como
lu| > |v|, temos que wv~! = (wu~!)(uv~!) e, portanto, temos que uv~! €
Suf(wv™') \ {1} e que (wv™)(uv™)"! = wu! € Suf(wv™!). Entdo, pela
proposicao 2.14, temos que uv~! é periodo de wv!. |

Observe que mdc(|u|, |v|) < |ul,|v|. Donde temos que |u| + |v| —
mdc(Jul, [v]) 2 [ul, [v], mdc([ul, |v]).

Teorema 2.17 (Teorema de Fine & Wilf) Sejam u' e v’ dois periodos
de w. Admita que |w| > |[v/| + |v'| — mdc(|u'|, [v']). Entdo podemos definir
z = suf(w, mdc(|u'], [v'])), u = suf(w, |v|) e v = suf(w, |v'|). Entio z € um
periodo de w; u = zl/l=l ¢ o' ¢ uma (|u|/|z|)-poténcia de um conjugado de
z e; v =zalllZl ¢ v ¢ uma (Jv|/|z|)-poténcia de um conjugado de .

Demonstragao.

Pela proposicao 2.12, temos que u e v sao periodos de w.

Admita que |w| > |u| 4 |v| — mdc(|ul, |v]). Admitamos, sem perda
de generalidade, que |u| > |v|. Entao |z| < |v| < |u| < |w| e, usando a
proposigao 2.1, temos que z € Suf(v) C Suf(u) C Suf(w).

Provaremos por indugao em max(|ul,|v]). Admita que |u| = 1.
Entdo |u| = |v| = 1, z = v = u e a proposigao se torna trivial.

Admita que |u| > 1.

Admita que |v| divide |u|. Entdo temos que z = v, portanto z
¢é periodo de w e, naturalmente, v é uma poténcia de z. Assim, usando
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a proposicao 2.22, temos que z = v é um periodo de u € Fat(w). Como
freq(u,z) = |u]/|v| € IN '\ {0}, usando a proposicao 2.7, temos que u é uma
(|u|/|z|)-poténcia de um conjugado de z. Pela proposicao 2.4, este conjugado
é suf(u, |z|) = suf (w, |z|) = =.

Admitamos pois que |v| ndo divide |u|. Assim |z| < |v]| < |u] < |w|.
Usando a proposicao 2.16, temos que uv~! é periodo de wv~!. Observe que
uv™! € Suf((wu™t)(uv™?!)) = Suf(wv~!). Usando a proposicio 2.22, temos
que v é periodo de wv~! e, usando a proposicao 2.14, temos que wv~! €
Suf(w). Ora, Jo| = mde(jul,[o]) = mde(fu| — Jol, o) = mde(fu™], o],
portanto [wv™*| = |w| — |v| > |u] + |v| — mde(Jul, [v]) = || = |uv™!| +
|v| — mdc(Juv=?,|v]) > |uv~1|, |v], |z|. Ora, usando a proposi¢ao 2.1, temos
que z,v € Suf(wv™!). Como max(|uv=!|, |v|) < max(|ul, |v|) = |u|, usando a
hipétese de indugio, temos que v = z!l/lel e que uv=1 = zl** ' V/Iel Assim u =
(wo=")v = gl VIzlghl/lel = zlul/lel, Usando a proposicao 2.5, concluimos que
z é um periodo de w.

Quanto a u’ e v’ serem poténcias de conjugados de z, segue imedi-
atamente da proposi¢ao 2.11. |

A condigao sobre o comprimento de |w| acima é a melhor possivel.
Neste trabalho, no entanto, como mdc(|ul, |v|) pode ser muito pequeno rela-
tivamente a |u| 4 |v|, desprezaremos aquela parcela.

As trés proposigbes seguintes relacionam os conceitos de menor
periodo e primitividade.

Proposigao 2.18 Se u é um menor periodo de w entdo u é primitiva.

Demonstragao.

Seja u = v*. Entao, pela proposi¢io 2.5, temos que este v é um
periodo de w. Donde |[v| > per(w) = |u| = |[v*| = k|v| e portanto k = 1.
Assim grau(u) = 1 e u € primitiva. [i

Proposigao 2.19 Seja u primitiva um periodo de w. Seja v um periodo de
w. Se |v| < |u|, entdo |w| < |u] + |v].

Demonstragao.

Admita que |[v| < |u|. Se |w| > |u|+]|v|, usando o Teorema de Fine &
Wilf, temos que mdc(|u|, |v|) é um periodo de w. Pela proposicao 2.12, temos
que u' = suf(w, |u]) é um conjugado de u. Como mdc(|u|, |v|) é periodo de
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w, existe z € AT tal que |z| = mdc(|ul, |v]) e v’ € Fat(w) C Fat(z*). Assim
temos que mdc(|ul, |v|) é periodo também de «'. Usando a proposigio 2.7
temos que v’ é uma (|u|/mdc(|ul,|v]))-poténcia. Como u’ é primitiva, pela
proposicao 2.11, entdo grau(u’) = 1 e |u|/mdc(|ul,|v|) = 1. Portanto |u| < |v|
que é uma contradigao. [ |

Corolario 2.20 Seja u primitiva um periodo de w. Entdo freq(w,u) > 2
implica que u € um menor periodo de w.

Demonstragao.

Se, por absurdo, v nao for um menor periodo de w, entao existe
v € A* um menor periodo de w com |v| < |u|. Usando a proposicio 2.19,
temos que |w| < |u| + |v| < 2|ul, portanto freq(w,u) = |w|/|u| < 2. O que
contradiz com as hipéteses. ||

Teorema 2.21 O conjunto das palavras das quais u € periodo € o mesmo
conjunto das palavras das quais v € periodo se e so se as menores subpoténcias
de u e v forem conjugadas.

Demonstragao.

Observe que o conjunto das palavras das quais u é periodo é exata-
mente Fat(u*). Sejam z e y as menores subpoténcias de u e v respectivamen-
te. Pela proposicao 2.5, temos que Fat(u*) = Fat(z*) e que Fat(v*) = Fat(y*).

Admita que = e y sejam conjugadas. Pela proposicao 2.9, temos
que Fat(y*) = Fat(z*). Assim sendo, temos que Fat(u*) = Fat(v*).

Admita que Fat(u*) = Fat(v*). Assim podemos escolher uma pala-
vra w em Fat(y*) = Fat(z*) tal que |w| > 2max({|z|,|y|}). Como z e y sdo
menores subpoténcias, entao sao primitivas e, pelo corolario 2.20, temos que
sao menores periodos de w e, portanto, tém o mesmo comprimento. Assim
z € Fat(z*) N Akl = Fat(y*) N AM e, pela proposicao 2.8, temos que z e y
sao conjugadas. |

As duas proposicoes seguintes tratam da transmissao de periodici-
dade para os fatores.

Proposicao 2.22 Seja w € A* com perdodo u e seja w' um fator de w.
Entao w' tem periodo u e per(w') < per(w).
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Demonstragao.
E imediato uma vez que w’ € Fat(w) C Fat(u*) e que o mesmo
ocorrera para um menor periodo de w. |

A proposicao 2.22 é de fato imediata. Nao vale, em geral, a igual-
dade per(w’) = per(w). A proposicdo 2.23 nos dd uma condigao suficiente
para que isto ocorra.

Proposicao 2.23 Seja u um menor periodo de w. Seja w' € Fat(w). Se
|w’| > 2|u| entdo u continuard sendo um menor periodo de w'.

Demonstragao.

A partir da proposi¢ao 2.18 temos que u é primitiva. Da propo-
si¢do 2.22 temos que u é periodo de w’ e, usando o corolario 2.20, temos que
u € um menor periodo de w'. i

A reciproca da proposicao 2.22 certamente nao vale. A propo-
sicdo 2.24 nos da uma condigao para que, dado um periodo de um prefixo e
um sufixo de uma palavra, também seja um periodo da palavra inteira.

Proposicao 2.24 Sejam w,u,u’,v,v" € A* tais que w = wu’ = v'v. Seja z
um periodo de u e z' um periodo de v com |z| = |z'|. Se |u|+ |v| > |w|+ |z|
entdo x e ' sdo periodos conjugados de w.

Demonstragado.
Admita que |u| + |v| > |w| + |z|. Seja z” = suf(u,|z|). Assim,
temos que z"u’ € Suf(uv’) = Suf(w). Como |z"v/| = |z| + |w| — |u] < |v|

e v € Suf(w), usando a proposigdo 2.1, entdo temos que z"u’ € Suf(v) e
¢" € Fat(v). Usando a proposigao 2.12, temos que z,2’ e =" sao palavras
conjugadas e que z” é periodo de u e de v e, usando a proposicao 2.22, temos
que também € periodo de z"u'. Assim, pelo coroldrio 2.15, temos que existem
naturais k e k' tais que u € Suf(z2"*) e z"u’ € Pref(z"¥"). Assim, temos que
u' € Pref(z"%-1) e, portanto, uu’ € Fat(a"* z"'-1) C Fat(z") e z”, mas
também z e z’ devido a proposi¢ao 2.9, é periodo de uu’ = w. |

Proposigao 2.25 Seja k € IN\ {0} e ¥’ € IN. Seja = um periodo de w =

~ ! ! ’ 7 .
uzhv = u'z™v’, com |z| = |2'|. Entdo uz®v = u'z'¥'v' e z € periodo de uz*'v.
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Demonstragao.

Seja y = suf(w, |z|). Devido a proposigao 2.12, temos que z,z’ e y
sao periodos conjugados de w e, pela proposigao 2.22, também de uz, uz* e
zv. Usando o corolario 2.15, temos que existem ¢ e j tais que uz € Suf(z?),
zv € Pref(z?) e uz*'v € Fat(z~12¥27-1) C Fat(z*). Assim z, mas também
y devido a proposigao 2.9, é periodo de uz*v. Analogamente, z’ e y sao
periodos de u/z'*'v’.

Vamos mostrar que uz*'v = u/z’*'v'. Seja i = |u'z"¥'v/| = |u/z'kv’| —
(k — K)|z'| = |ua*v| — (k — K')|z| = |uz*v|. Admita que & > 0. Como
y,zv € Suf(w) e, como |y| = |z| < |zv|, usando a proposicio 2.1, temos
que y € Suf(zv) C Suf(uz*'v). Devido ao coroldrio 2.15, temos que uz*'v =
suf (y[/WN 7). Analogamante, temos que w'z'*'v' = suf (y[/Wl ) = uzF'v.
Admita que &' = 0. Devido a proposicao 2.5, temos que z* é perfodo de uz*
e, devido & proposigao 2.14, temos que u € Suf(uz*). Assim uv = suf(w, 7).
Analogamante, u'v' = suf(w,7) = uv. |

k

A proposigao que se segue relaciona os conceitos de indice e grau
das palavras.

Proposigao 2.26 Se w € ndo primitiva, entdo indice(w) = grau(w).

Demonstragao.

Se w é nao primitiva, entdo grau(w) > 2. Seja u € A* tal que
w = uf* ) Tome v € A* tal que u = v¥*™), Assim temos que w =
usrauv) = perau(wlgran(v) - Pela definigio de grau(w), temos que grau(w) >
grau(u)grau(w), donde grau(u) = 1 e u é primitiva. Usando a propo-
sicao 2.6, temos que u é periodo de w. Temos ainda que freq(w,u) =
lw|/|u] = |us*@)|/|u| = grau(w) > 2. Usando o coroldrio 2.20 teremos
que |u| = per(w) e portanto indice(w) = freq(w,u) = grau(w). n

A seguinte proposi¢ido nos dd uma propriedade interessante relativa
ao encaixe de duas palavras e nos permite demonstrar a proposicio 2.28:

Proposicao 2.27 Temos que u(u=v) v = min(uA* N A*v).
Demonstracaio.

Temos que u(u=v)"'v € uA* N A*v pois u € Pref(u((u=v)"1v)) e
v € Suf((u(u=v)"1)v).
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Admita que exista z € uA*N A*v satisfazendo |z| < |u(u=v) 1| <
|u| + |v|. Nestas condigbes, existem u’, v’ € A* tais que z = v'v = wv’ com
] < la] - [ul < [ol, [/] < Je| o] < ful e [o'] + '] = 2]z — Ju] — o] < |al.
Usando a proposicao 2.2, temos que existe y € A* tal que y = v/~ (zv'™") =
w''u € Suf(u), y = (W)™t = v’ € Pref(v) e |y| = |z| — || — || =
2] — (2| — [o]) — (lel — [ul) = [l + lo — [2] > ful + o] ~ fu(wmv) o] =
lu=v|. Assim |u=v| < |y| e, pela defini¢ao de encaixe, |y| < |[u=wv|. Donde
y = suf(u, [lu=v|) = |[u=v| e segue imediato que z = |u(u=v)~tv]. |

A seguinte proposigao sera freqientemente usada nas demonstragoes
do capitulo 6:

Proposigao 2.28 Sejam p,z,n,p',2',n' € A* tais que pzn = p'z'y'. Admi-
ta que |u| < |p'].

1. Se |n| < |n'| entdo existem u,v € A* tais que: pu = p', vp = 7,
z = uz'v, e portanto ' € Fat(z).

2. Se |n| > |n'| entdo existem u,v € A* tais que: pu = p', n = vy,
zv = ua', |u| > |z| — |z=22'] e |v| > |2'| — |[z=2'].

Demonstragao.

Usando a proposi¢ao 2.1, podemos escolher u € A* tal que p/ = pu
e uz'n’ = zn.

Admita que || < |p|. Como uz'n’ = zn, usando a proposicao 2.1,
temos que existe v € A* tal que 5’ = vn, ua'v = z, donde 2’ € Fat(z).

Admita que || > |n|. Como uz'n’ = zn, usando a proposigao 2.1,

temos que existe v € A* tal que n = vy’ e uz’ = zv. Nesta situagao,
temos que uz’ = zv € zA* N A*2’. Usando a proposi¢ao 2.27, temos que
|z| + |2'| — |e=2'| = |z(z=2')"12'| = |min(zA* N A*2')| < |uz!| = |2v|.
Assim, segue imediato que |u| > |z| — |z=2| e |v| > |2'| — |[z=2'|. |
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Capitulo 3

Relacoes equivalentes a .

3.1 Produgoes, Estabilidade e a ordem <,.

Sendo 7 = (z,y) € AT x AT um par ordenado de palavras, definimos duas
funcdes sobre 7: ¢, 2L g denota o curto de 7 e I, & y denota o longo
de 7. (Esta nomenclatura se justifica pois, neste trabalho, esta notacao sera
usada sobre pares ordenados 7 que satisfagam |c,| < |I;].)

Tomemos uma relagao 7 C At x At e seja 7 € 7. Definimos ~7
como sendo a menor conguéncia que contém 7 e dizemos que T é necessdrio
em 7 quando a menor congruéncia que contém 7 \ {7} for um subconjunto
proprio de ~7. Dada uma relacio = de equivaléncia (ou de congruéncia,
em particular), dizemos que [w]= 2L {w' € A* tal que w = w'} é a
classe de equivaléncia (ou de congruéncia) de w sob a equivaléncia =. Como
a congruéncia ~, ¢ a equivaléncia mais usada neste trabalho, permitimo-
nos representar suas classes de congruéncia simplesmente por [w]. Duas

relagoes 7, e 7, sao ditas equivalentes se ~7; e ~7, sao iguais. Denotamos

def
TIE'TZ — N = VT

Dados 7,0 € At X AT e dada uma palavra u € A*, definimos a

~ def "
concatenagdo de 7 e u como Tu = (¢,u,l,u) e a concatenagao de u e T

como ur & (ucr,uly). Se U é um conjunto de palavras, entido o conjunto
Ur 2L {ur,u € U} é a concatenagio de U e 7, e 7U 2 {ru,u €
U} é a concatenagao de 7 e U. Se u € Suf(e,) N Suf(l,), podemos definir
rul & (cu ! Lu)eseu € Pref(c, )NPref(l,), podemos definir u=r 2L
(uer,u™tl;). Definimos algumas fungées de A+ x A* sobre os subconjuntos
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de A+ x A* como segue: Pref(r) 22 {o € A* x A* tal que T € 0 A*} é o0
conjunto dos prefizos de 7; e Suf(r) 2L {0 € A* x A* tal que 7 € A*s} o
conjunto de sufizos de .

Também definimos uma ordem parcial <; sobre A* x At e a ordem
estrita <, como segue: o <, T &L Ju,v € A* tais que T = uov; e
o<, T (g 0 <, 7 e o # 7. Dizemos que 7 é irredutivel em 7 quando
7 for minimal em 7 segundo a ordem <, e definimos irred(7") como sendo a

sub-relagao de 7 que possui todas os elementos irredutiveis de T, ou seja,

irred(7") def ming, (7). Definimos o conjunto das expansées sob 7 como

sendo o conjunto =, = A*7T A%, ou seja, a relacdo definida por: w =,
w &L 3o € T tal que o <, (w,w'). A cada elemento de =, chamamos

simplesmente de ezpansdo.

Como j4 definimos na introducéo, @ £ {(c, ) tal que ¢ € Suf(f)n

Pref(l) \ {{} e ¢!l é m-poténcia} e a cada elemento de  chamamos de
produ¢do. Sobre cada producido 7 ja definimos a base de 7 como sendo

base(r) = |c;l;|/m e definiremos mais duas fungoes sobre as produgdes
def

de Q: besq(7) == pref(l,, base(r)) é a base esquerda de 7; ba(r) &

suf(l,,base(7)) é a base direita de 7. Dizemos que |7| 2L |¢,| é o compri-

mento de 7. Definamos €; 2L {r € Q tal que base(r) = i} e também

N 2 {7 € Q tal que base(r) < i}, parai € IN\ {0}. Observe que, dado

T CQ, entao 7 N ; € o subconjunto formado por todas as producoes de 7
que tém base 7 e 7 N {<; é o formado por aquelas que tém base menor ou
igual a 1.

Dizemos que duas produgbes 7 e ¢ sdo conjugadas, quando bg;(7)
e bair(0) sao conjugadas. A relacao definida pelos pares de produgoes conju-
gadas é uma relacao de equivaléncia. Dizemos que uma produgao 7 é estdvel
quando per(c,) = per(l;) = base(r). Observe que se 7 for estivel entao
le-| > base(T).

A proposicao que seguira é basica para aplicagbes posteriores, e
omitiremos referéncias a mesma. Veremos algumas proposi¢oes sobre estes
conceitos.

Proposicao 3.1 Seja 7 uma produgao em Q. Entdo c;'l;, = bai (7)™ e

lrc;' = besq(T)™ sao palavras conjugadas e sio periodos de ¢, e de l,, o
mesmo acontecendo com besq(7) € bair(7).
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Demonstragao.

Usando a proposigao 2.14 a partir da defini¢do de 2, temos que ¢;!{;
é um periodo de I, e como ¢;!l, é uma m-poténcia, por defini¢ao, usando
a proposigao 2.4, teremos c;'l, = suf(c;!l,, base(r))™ = suf(l,, base(r))™ =
bair(7)™. Usando a proposi¢ao 2.12, temos que l,c;! é conjugado de ¢ 1.,
também é um periodo de [, e, pela proposi¢ao 2.11, é uma m-poténcia de
um conjugado de bgi(7) que, pela proposicao 2.4, é a propria besq(7). Para
concluir, bgir(7) € besq(7) sdo periodos de I, devido & proposicao 2.5, e todos
os periodos de [, sao também periodos de ¢, devido a proposicao 2.22. 1§

Corolario 3.2 Duas produgées 7 e o sdo conjugadas se € s se besy(T) €
besq(0) sdo conjugadas se e so se as palavras besq(T), bair(7), besq(o) € bair(o)
sao todas conjugadas e sdo periodos de c,,cq,l; € l,.

As proposigoes seguintes nos dao um conjunto de propriedades in-
teressante sobre a ordem parcial <;:

Proposigao 3.3 Seja1 € Q) e sejaoc € AT x At com o <, 7. Entdo temos
que 0 € §) € que T e o sao conjugadas.

Demonstragao.

Como o <, 7 entao Ju,v € A* tais que 7 = uov. Assim ¢,,¢c,,l, €
Fat(l;). Ora, 7 € § implica que ¢, = uc,v € Pref(l;) N Suf(l,) \ {l,} =
Pref(ul,v) N Suf(ul,v) \ {ul,v}. Como uc,v € Pref(ul,v) \ {ul,v}, te-
mos que c,v € Pref(l,v) e |¢,| < |l,|. Como c,,l, € Pref(l,v), usan-
do a proposicao 2.1, temos que ¢, € Pref(l,). Analogamente temos que
¢, € Suf(l,) e temos que ¢, € Pref(l,) N Suf(l,) \ {l,}. donde ¢, =
u~te,v™t = uH(Pref(ul,v)NSuf(ul,v) \{ul,v})v=t = Pref(l,)NSuf ({,)\{l,}.
Temos que bgir(7) é um periodo de I, e, pela proposicio 2.22, também o
serd de ¢;,¢y,l5,¢, 7 ,. Observe que |¢;7Y,| = |l,| = |eo| = (|lr] = Ju| =
[v]) = (les| = |u| — |v])) = |lz]| = |e;| = mbase(r) = m|bai(7)| e portanto
freq(c, ™1y, bair(7)) = m € IN'\ {0} e, usando a proposicio 2.7, temos que
¢, 'y, é uma m-poténcia de um conjugado de bg; (7). Assim o € Q. U-
sando a proposigao 2.4, temos que este conjugado de bg;(7) do qual ¢; i, é
m-poténcia é bg;:(0) e, portanto, o e 7 sdo produgdes conjugadas. |
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Proposigao 3.4 Sejam 7,0 € ). Entdo 0 <, 7 <= base(r) = base(c) e
I, € Fat(l;). Se |c,| > base(o), entdo o <, 7 <= base(r) = base(c) e
¢s € Fat(c,).

Demonstragao.

Suponha que ¢ <, 7. Entao existem u,v € A* tais que 7 = uov.
Assim ¢, € Fat(c;) e I, € Fat(l;). Usando a proposicio 3.3, temos que 7 e o
sao produgoes conjugadas e, portanto, base(r) = base(o).

Suponha que base(7) = base(o) e que [, € Fat(l,). Sejam u,v € A*
tais que I, = ul,v. Entao temos que |uc,v| = |u|+(|l;]|) — (mbase(c)) + |v| =
lu| + (]I-| — [u| = |v]) — (mbase(r)) + |v| = |¢;|. Como ¢, € Suf(l,), entdo
cov € Suf(l,v) € Suf(l;). Como ¢, c,v € Suf(l;) e como ¢,,u € Pref(l,),
usando a proposigao 2.1, temos que c,v € Suf(c,) e u € Pref(c,). Usando a
proposicao 2.2, temos que ¢, = uc,v e, portanto, 7 = uove o <, 7.

Suponha que base(7) = base(c) e que ¢, € Fat(c,) com |c,| >
base(c). Sejam u,v € A* tais que ¢; = uc,v. Como by (0),c, € Suf(l,) e
bair(7), ¢, € Suf(l;), como |¢;| > |c,| > base(c) = base(r), usando a propo-
sicao 2.1, temos que bgi(0) € Suf(c,) e bai(7) € Suf(c,). Assim temos
que bai(7) é periodo de (¢;bair(7)™") bair(7)' 1 = wu(cybair(0)™) bai(a)' v

e |bair(7)] = |bair(c)|. Concluimos entio que (chdir(T)_l)bdir(T)Hml =
u(cobair() ") bair(0)' ™™ v devido & proposicio 2.25 e, simplificando, temos
que l; = ¢;bai(7)™ = uc,bair(0)™v = ul,v. Portanto 7 =uoveoc <, 7. W

Proposigao 3.5 Sejam 7,0 € §). Entdo, T e 0 sdo conjugadas se e sé se
existe uma producdo p € Q tal que 7,0 <, p.

Demonstragao.

Admita que 7 e o sejam conjugadas. Entao, usando o coroldrio 3.2,
temos que u = bgi:(7) é um periodo de I, e de I, e, portanto, temos que
lr,l, € Fat(u*). Seja k > mtal quel,,l, € Fat(u*) e seja p = (uk~™ uk) € Q.
Como base(p) = |u™|/m = base(r) = base(o) e I,,l, € Fat(l,), usando a
proposigao 3.4, temos que 7,0 <; p.

Admita que exista p € ) tal que 7,0 <, p. Usando a proposigao 3.3,
temos que as produgdes T, p e o sdo todas conjugadas. ||

A préxima proposi¢ao nos sera util na demonstragao do Teorema
da Equivaléncia, como veremos mais tarde.
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Proposigao 3.6 Seja7 C At x A*. Entdo irred(7) =17T.

Demonstragao.

Note que irred(7) C 7 e portanto ~jeq7)C~7.

Seja 7 € T \irred(7). Entdo existe o € irred(7) tal que o <, 7,
mas também Ju,v € A* tais que 7 = uowv e, portanto, ¢, = uc,v e I, = ul,v.
Donde 7 €~ (5} E~irred(1)) T Simed(T) € ~TC~miyreairy = Nirred(T)-

Concluindo, ~jeq(7y=~T €, por definigao, irred(7) = 7. [ |

Seguem-se algumas propriedades relativas a estabilidade.

Proposigao 3.7 Toda produgao T € Q satisfaz per(c,) < per(l,) < base(r).
Assim 7T € estdvel se e somente se per(c,) = base(r).

Demonstragao.

Temos que base(7) ¢ periodo de [, e portanto per(l,) < base(r). Da
proposigao 2.22 temos que per(c,) < per(l;), pois ¢, € Fat(l,) por definigao.
O restante é imediato a partir da desigualdade demonstrada. [

Proposicao 3.8 Seja 7 uma produgdo estdvel. Entdo bgi.(T) é primitiva.

Demonstragao.

Temos que bair(7) é periodo de I,. Como 7 ¢ estavel, entdo per(l,) =
base(r) = |bair(7)|. Assim, pela proposigao 2.18, temos que bgi (1) é primi-
tiva. ||

Diante da proposigao 3.8, é natural perguntarmo-nos se a reciproca
é verdadeira. A resposta é nao. Na proposigao 3.9 veremos uma condicio
suficiente para que a reciproca valha.

Proposigao 3.9 Sejar € Q) com bqir(7) primitiva. Se|c,| > 2base(r) entdo
T € estdvel.

Demonstragao.

Temos que bgir(7) é perfodo de I.. Assim sendo, freq(c,, bair(7)) =
|c-|/base(r) > 2 e, usando o coroldrio 2.20, temos que bg;(7) é um menor
periodo de c,. Assim per(c,) = |bair(7)| = base(r) e, pela proposicio 3.7,
temos que 7 € estavel. |

O coeficiente 2 visto na proposigao anterior é o melhor possivel.
Para mostrar isto veja o exemplo 3.10 a seguir:
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Exemplo 3.10 Seja um real positivo € e seja k > max({3/¢,3}) um inteiro.
Seja T = (A73z2, A=3¢¥*™) onde v = aba*~?. Entdo ba (1) = = ¢ primitiva,
lez| > (2 — €)base(T) mas T ndo € estdvel.

Demonstragao.

E imediato verificar que z = bair(7) é primitiva. Observe que
¢; = a*?ba*2. Observe também que |c,| = 2k — 3 = 2base(r) — 3 =
(2 — 3/k)base(T) > (2 — ¢)base(r). Finalmente, como temos que per(c,) =
|a¥=2b] = k — 1 < k = |z| = base(7), temos, portanto, que 7 nio é estavel. i

Proposigao 3.11 Se 7 € Q € estdvel, entdo ba; (1) € Suf(c,).

Demonstragao.
Como c¢;,bair(7) € Suf(l;) e como |¢;| > per(c,) = base(r) =
[bair(7)|, usando a proposigao 2.1, temos que bgi(7) € Suf(c,). [ |

3.2 Reducgoes e fecho por redugao.

Faremos agora uma apresentacao do que vem a ser a ja mencionada relagao
.

Primeiramente, vamos mostrar que existem produgdes em 7 que
nao sao minimais em ~, segundo a ordem <, e existem algumas que sao
conseqiiéncia direta de outras produ¢Ses de 7 (ndo sdo necessarias em ).
Para tanto observemos os exemplos a seguir.

Exemplo 3.12 Seja 7 = (z",2™™) € 7 onde z = (b(ab)™*t™ ). Seja
o = ((ab)*z™%(ba)™, (ab)*z™t™2(ba)"™). Entdo temos que 0 <, T € 0 € ~,,
muito embora o ndo seja da forma (y™,y"*™) para nenhum y € A*. Temos
também que o nao € estavel quandon =2 em > 2.

Demonstragao.

Note que ((ab)", (ab)"*™) = ((ab)”,az) € 7 e que ((ba)™, (ba)™*™) =
((ba)*,za) € w. Observe que (ab)*z™2(ba)" ~, (ab)"*mz"=2%(ba)™t™ =
azz™ 2za ~yp azz™™ 2ga = (ab)"tma ™2 (ba) ™~ (ab) 2™t 2 (ba)",
donde temos que 0 € ~,. Assim temos que 7 = b(ab)™ g b(ab)™"!, que
o0 <; T,que o € ~, eque o nao ¢é da forma (y",y"*™) para nenhum y € At.
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Suponha que n = 2 e que m > 2. Temos que ¢, = ababbaba e que
per(c,) = 5 < 3+ 2m = |z| = base(7) = base(o) devido & proposicio 3.3.
Assim temos que o nao é estavel nestes casos. n

Exemplo 3.13 Seja = aa e seja 7 = (™, 2™™) € © uma produg¢do ndo
estavel. Entdao a produg¢do T ndo € necessdria em .

Demonstragao.

Como per(c,) = per(a®™) = 1 < 2 = base(7), temos que 7 nio é
estavel. Como (a",a™™) € =, temos que z"t™ = q2(ntm) — gnimgnim
aa™m™ ~, a"a™ = z" e, portanto, T nio é necessiria em T pois 7 € uma
conseqiiéncia direta da produgao (a”,a™™). |

Exemplo 3.14 Seja 7 = (2",2™™) € 7 uma produgdo de © onde z =
c(ab)**™d. Entdo a produgio T é estdvel mas ndo € necessdria em .

Demonstragao.

Como per(c,) = per((c(ab)*t™d)™) = |(c(ab)™*™d)| = base(), se-
gue que 7 seja estavel devido a proposigao 3.7. Seja 2’ = c(ab)"d # =z.
Observe que (z™,2"""™), ((ad)", (ab)"*™) € x. Assim temos que z"+™ =
(c(ab)™tmd)™t™ ~p (c(ab)d)™™ = (2)™™ ~p (@) = (c(ab)"d)" ~p
(c(ab)™*™d)* = z™ e, portanto, T é uma conseqiiéncia imediata das producoes
(2™, 2™*™) e ((ab)™, (ab)"*™), ndo sendo necessaria em 7. |

Assim, o primeiro objetivo nosso é o de construir uma relacio © C
que tenha as seguintes propriedades:

e A menor congruéncia que contém 7 é a mesma que contém X.
e As produgoes de ¥ sdo todas irredutiveis em ~,.
e Todas as produgoes de ¥ sao necessarias em Y.

Estas propriedades serdo provadas a posteriori (no Teorema da Equivaléncia
e no Teorema da Expansibilidade) e nos dio uma intuigio interessante do
que vem a ser esta relagdo X. Mostramos também que todas as palavras de
uma da classe [w] podem ser obtidas somente por expansées sob ¥ a partir da
palavra mais curta em [w]. O trabalho de Aldo de Luca & Stefano Varricchio
usa um superconjunto deste ¥ e nao trabalha com o conceito de necessidade.
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Faremos algumas definiges agora de modo a construir uma ope-
racao sobre o conjunto das relagdes com produgées em §) que serd empregada
na construgao de . Dados 7 C Q e 7,0 € T definimos a relacio Rg;, como

7 Rar 0 <& le;=l,| > |c;| e base(r) > base(o).

Note que ¢, ¢;=l, € Pref(l;) e que se 7 Rair o entdo, pela proposicao 2.1,
temos que ¢, € Pref(c,=1l,). Assim definimos uma fungao que aplica um par
de produgdes em A*: My (7, 0) L ¢ *(er=1l,) quando 7 Rgi; 0 e 1 caso
contrario. Observe que My;(7,0) € Suf(c,=1,) C Suf(c,) C Suf(l;). Assim
podemos definir a operagiao bindria ®g4;, em §) como

T Qa0 & 7 (Mai(7,0))™" = (e; (Man(r,0))71, 1, (Maie(7,0))™")

e dizemos que T ®air 0 € a redu¢do d direita de T por o. De maneira dual,
podemos definir a relagdo Resq como

T Resq 0 <L llo=c;| > |c,| e base(r) > base(o),

/ ~ d f e
mas também a fungio Mesq(7,0) = (l,=¢,)c, ! quando 7 Resq o € 1 caso
contrdrio, e finalmente definimos a reducdo @ esquerda de 7 por o como
sendo

O Qesq T = (Mesq(T, U))_l T = ((Mesq("',a))_lcﬂ(Mesq(TaU))_llf)-

Assim a operagido sobre as relagdes com producdes em §) acima citada é
definida como: ®(7) 4l o fechode T pelos operadores @gir € @esq. Dizemos
que ®(7) é o fecho por reducées de T .

Seja 7 C ). Tomemos 7 € ®(7). Definimos uma deducdo s para
7 como a quadrupla ordenada s = (k, {i},{0:},7), onde: k € IN; {r;} é a
sequéncia 7o, 1, . . . , Tx de comprimento k+1; {0;} é a seqiiéncia o, 02y ...y OF
de comprimento k; valem as seguintes restricoes:

To € T

T = Tk

o, €®(T),1=1,2,...,k

Ti € {0i @esq Tie1, Tie1 Qair 03} \ {1ic1}, 1=1,2,...,k.

Observe que esta deducdo para 7 é, na realidade, uma 4rvore de redugoes
que descreve a obtencdo de 7 a partir de 7y através de sucessivas redugoes
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pelas producoes de {o;}. Dizemos que k é o comprimento de s e, fixados T
e 7, dizemos que s é dtima quando seu comprimento for minimo. Dizemos
que 7o € o patriarca de T por esta dedugdo. Dizemos que um certo 7y é um
patriarca de 7 se existir uma dedugdo segundo a qual ele seja o patriarca de 7.
Quando as seqiiéncias {7;} € {0;} sdo taisque 7; = 7,1 ®qir0;, = 1,2,...,k,
dizemos que esta é uma dedug¢do @ direita. Analogamente, definimos dedu¢do
a esquerda.

Definimos uma ordem parcial <j sobre 2 e a ordem estrita <j como
segue: p < T S base(p) < base(T) ou T <, pyep <t €L p<irTe

pFT

Seguem-se algumas proposi¢oes relativas a estes conceitos.

Proposigao 3.15 Sejam 7,0 € Q. Entdo T Qair 0 € §, base(T Qqir 0) =
base(T) € T ®air 0 <; T sendo que a desigualdade € estrita se e sé se T Ry, .

Demonstragao.

Observe que 7 = 1 (7 ®air ) Maix(7,0) e que |Mair(7,0)| > 0 se e
s6 se T Rqir 0. Assim temos que 7 ®qir 0 <; 7, que a desigualdade é estrita
se e s6 se T Rair 0 e, pela proposicao 3.3, que 7 ®air 0 € Q e também que

base(T ®air o) = base(7). [ |

Uma conseqiiéncia da proposicao 3.15 é que dado 7 C Q entdo

®(T) € Q.

Proposigao 3.16 Sejam 7,0 € Q. Entdo |May(7,0)| < mbase(o) sendo
que a igualdade vale somente se I, € Suf(c,).

Demonstragao.

Caso (7,0) & Rair é imediato j& que Mgi(7,0) = 1. Admita que
7 Rair 0. Como ¢,=l, € Pref(l,), entdo |Myy(7,0)| = |c; (c,=l,)| =
le;=ls| = |eo] < |lo| — |cs| = mbase(o) e, naturalmente, a igualdade s6 vale
se |l;| = |e.=1;| que equivale a dizer [, € Suf(c,). |

Proposigao 3.17 Sejam 7,0 duas produgées tais que T Qgir 0 # 7. Entdo
temos que ¢, € Suf(c,gy;,0)-

Demonstragao.
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Como T ®air 0 # T, usando a proposigao 3.15, temos que 7 Rgir 0.
Como Myir(7,0) = ¢; (e,=21,), e como ¢; = ¢rgy,0 Mair(T,0), temos que
co = (er=ly)Mair(T, 0)_1 € Suf(cTMdir(T,a)'l) = Suf(¢rgy,o)- |

Proposicao 3.18 Seja 7 C Q. Seja 7 € Q(7T) e seja uma dedugdo s =
(k,{m:},{0:},T) para 7. Seu patriarca 7o € T € tal que 7 <; 7o e base(r) =
base(r). Temos também que 7i_y1,0; <x T, ¢ = 1,2,...,k; em particular,
base(ri—1) = base(T) e base(o;) < base(7), 1 =1,2,...,k.

Demonstragao.
Da definigdo de deducdo, obteremos que base(7;) € base({)o; Resq
Tic1,Ti—1 Qair 0i} = {base(ri_1)}, ¢ = 1,2,...,k. Assim sendo temos que

base(r;) = base(7x) = base(r), ¢ =0,1,2,...,k. Usando a proposigao 3.15,
obtemos que 7; <; Ti—1 € que (7i—1,0;) € Rair U Resq, 2 =1,2,...,k. Donde

T=7Tp <¢ Tic1 €Tic1 <x T, ¢ = 1,2,...,k. Pela definicao das relagoes Rgj:
e Resq, temos que base(o;) < base(r;_1) = base(7) e, portanto, o; <y 7, © =
1,2:vs 3 K [ |

As trés proposicoes seguintes nos dao propriedades importantes so-
bre o operador fecho por redu¢oes definido anteriormente.

Proposicao 3.19 Seja 7 C Q. Entio ®@(7)=T.

Demonstragao.

Como 7 C ®(T) entdo ~7 C~g(). Falta-nos, somente, provar a
outra inclusao.

Primeiro provaremos ®(7 ) C ~7. Para tanto faremos uma indugao
dupla sobre 7 € ®(7). A mais externa € sobre base(7) e a mais interna é
sobre a distancia de 7 a 7.

Tome 7 € (7). Seja s = (k,{7},{0:},7) uma dedugio para 7
com k minimo. Se base(7) = 1 entdo k = 0 pois, caso contrario, usando
a proposicao 3.18, teriamos o absurdo de que base(oy) < base(r) = 1. Se
k = 0, usando a proposi¢ao 3.18, temos que 7 = 79 € 7 C~q. Assim ja
temos as bases da inducao dupla.

Assuma que k > 0 e que base(r) > 1. Assim temos que 7 =
Tk € {0k ®esq Th=1,Tk—1 Qdir 0k }. Assuma que 7 = Tk—1 Qair 0k. O caso
T = Ok Qesq Tk—1 € perfeitamente dual. Assuma, por hipdtese de indugao,
que se 0 € ®(7) com o com base(r) > base(o) ou base(7) = base(o) mas
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com a distancia de o até 7 menor que a de 7 a 7, entao o0 €~7. Assim
Tk—1,0k €E~T.

Pela definicao de deducdo temos que 7 = 7, # 74_; e, pela pro-
posicao 3.15, temos que 741 Rair ox. Seja z = ¢,,_,=1l,,. Ora, ¢, =
ch—lMdiT(Tk-l’ak)_l = (CTk—ﬁE_l)cﬂk ~T (ch-lm—l)lak = Crpy (m—llak) ~T
lTk—l(m_llok) = (l'rk—lm_l)lak ~T (l"'k—lz_l)cak = lTk—lMdjr(Tk—l’Uk)_l = ln,
donde 7 = Tk_1 @air 0k € ~7. Logo temos que ®(7) C~7, que ~g) C
~ny =r~1 C ~g(T) €, por definigao, concluimos que ®(7) = 7. [ |

Proposigao 3.20 Seja T C Q<. Entdo &(7T) C Q.

Demonstragao.

Tome 7 € ®(7). Escolha um patriarca p para 7. Pela propo-
sicao 3.18, temos que p € T C §lcx. Portanto base(r) = base(p) < k,
T € Q< e ®(T) C Q<. ||

Proposigao 3.21 Seja 7 C Q. Entdo ®(7) N0k = Q(7 N N<y).

Demonstragao.

Provaremos que ®(7 N <) € ®(7) N N<x. Como T NQer C
T entao ®(7 NN<k) € ®(7). Como TNk C Nk, usando a pro-
posicao 3.20, concluimos que ®(7 N Q) C Oci. Assim ®(7 NNex) C
®(T) n st.

Provaremos que ®(7) N <r € ®(7 NQ<x). Admita, por absurdo,
que seja possivel escolher um elemento 7 em (®(7) N Q<x) \ ®(7 N Qgy).
Escolhamos entao 7 de forma que base(7) seja minima e, dentre estes, de
forma que a distancia de 7 para 7 seja minima. Escolha uma deducio
s = (K,{n},{0:},T) para 7. Observe que k' > 0 pois sendo 7 € 7 N
Q< € (T NQ<x). Ora, Tr_1,0p0 € ®(T) pela definigio de dedugio, e,
pela proposicao 3.18, temos que base(oy) < base(r) < k e base(rp_;) =
base(r) < k, portanto Tp_1,00 € ®&(T) N Qck. Além disso, a distancia de
Ter—1 & 7 € menor que a de 7. Por conseguinte, pela escolha de 7, temos
que Tr_1,0%" € ®(7 N Q<) e, portanto, 7 € {op @esq Thi—1, Thr—1 Pair Oxr} C
(7T N st) que é uma contradigdo. Assim a escolha de T nao é possivel e

®(T) NQer C (T N Qey). n

Construiremos outras relagoes equivalentes a 7, inclusive . Obser-
ve que obtemos, implicitamente, um algoritmo para obter as produgdes de
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¥ que tenham base menor ou igual a um dado inteiro, como conseqiiéncia
das defini¢bes e da proposigao 3.22. Para entender melhor estas definigoes,
lembremos que se T Qg ¢ # T, entdo temos que T Rair 0 <, T € que
base(c) < base(r) = base(T ®gir o) devido a proposi¢do 3.15 e a propo-
sicao 3.3. A proposicao 3.22 nos dara uma boa descricdo também.

Seja Yo = (). Entao definimos:

m L {(zn,zvm), Yz € AT}
!, de

=)
&

T € 7; tal que 7 é estavel e fo € ¥|iwa, I, € Fat(l,
L5]
= (' iULin)
2 2L rred(X)).

t3
=¥
e

-

Definimos ainda os conjuntos:

T o= UzZm={(z",2""),Ve € At}
' g U?;lﬂ"i

o &L e,y

y & UR, %, = irred(¥’)

o o N0 =ATA N

Como consequiéncia da proposic¢ao 3.15, temos que se 7 C ) entdo
®(7T) C R, como ja vimos. De posse deste fato, é de facil verificagdo que
todas estas relacoes sao subconjuntos de 2. Isto sera assumido naturalmente
a partir daqui.

[ interessante observar que my = 7'y =¥ =X = 7NQy. Fica, no
entanto, a pergunta sobre quem sao os conjuntos w;, 7';, 2';, ¥; para valores
quaisquer de . Na proposigao 3.22, veremos que 7; e 7’; sao, na realidade,
os subconjuntos formados por todas as producoes de 7 e 7/, respectivamente,
que tém base igual az. Ja ¥; é o subconjunto formado por todas as producoes
de ¥ que tém base menor ou igual a z. Assim Y; é o conjunto X;_; acrescido
das proposi¢oes de ¥ que tém base . Veremos uma descricio de ¥” na
proposigao 3.23.

Na proposi¢ao seguinte, o simbolo + representa uniao disjunta.

Proposicao 3.22 As seguintes propriedades se verificam:

1. mi =7 N,;.
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;=7 NQ;.

2 = BN Qg
Yi=EN)+ 5.
®(%;) = %;.

S 8 e

Demonstragao.

Os itens 1 e 2 decorrem imediatamente das defini¢bes e nao nos
preocuparemos em demonstrar.

Vamos mostrar que ®(X;) = ;. Observe que X; C ®(X;). Tome

7 € ®(%;). Da proposi¢ao 3.18, existe p € I; tal que 7 <, p. Mas Q(%;) C
®(X;) = ¥';, donde 7 € ¥';. Como p é irredutivel em ¥';, entdao 7 = p e
R(X;) C %;. Assim ®(Z;) = X

Vamos mostrar que ¥; C ¥'; C Qg;. Faremos uma indugéo em .
Para ¢ = 1 temos entao que m; = ¥; = ¥y C ) = Q<. Parai > 1,
admitindo que ¥;_; C Q«; 1 C Q¢; e sabendo que 7'; C §; C Q;, temos
que 7'; UX;_y C ;. Usando a proposicao 3.20, temos que ¥; C ¥/; =
®(r'; U XEi_1) C Q.

Vamos mostrar que ¥'; N Q<;_y = X;_;. Usando a proposicao 3.21
temos que X'; N ¢;i1 = (7' U Xi1) N Qcing = @((7; ULiz1) NQgimq) =
®(Zis1) = Zio1.

Vamos mostrar que ¥; = i N Q<; C Yiyk, para £ > 0. Fa-
remos uma indugao em k. Para £ = 0 é trivial. Admita que £ > 0 e
que ¥; = Yigp-1 N Q<i € Yijp—1. Temos que Tipp—1 = irred(Bipx-1) =
irred(E'Hk N Q§i+k—1) = il‘red(zl,'.i_k) N Qgi+k—1 = Yk N Qsi+k—1 C Yitk-
Donde ¥; = Eipp—1 N ‘QSi =Y N Q§i+k—1 N Qﬁf =Yk N QSi C Yigk-

Vamos mostrar que X; = ¥NQ<;. Ora, LN = (UR,Z;)N0; =
(Uf2:X;) NQai = UGZy(E; N Qgi) = U2 (25) = 5.

Finalmente, vamos mostrar que ¥’; = (' N ;) + £;. Como X¥/; C
Q<i, temos que X'y = (XN Q) + (2N Qcio1) C (2 NQY) + Zimi. Seja
7 € (¥'NQ;). Seja k minimo tal que 7 € X'. Assim temos que 7 € ;NY', C
2 N Q<p e temos que = < k. Ora, se 7 < k terfamos que 7 € X/ N Qe =
Yr-1 € Y'k-1 que é contradicao com a minimalidade de k. Logo temos que
k=1e que (E' n Q,‘) C ¥, Como X1 Cn';NXY;_; C ®(7r’i n Ei_.l) = X5,
temos entao que (X' N Q;) + X, C ¥;. [ |

A proposigao 3.23 nos dd uma descri¢do um pouco mais intuitiva do
que vem a ser a relagao ¥”. A grosso modo, é o conjunto de producos de )
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obtidas a partir da concatenacao “coerente” de alguma producao de ¥ com
mais periodos desta producao, tanto “concatenacio a direita” da producao
quanto “a esquerda”. Entenderemos qual a utilidade desta nova relagao nas
proposigoes 6.5 e 6.6, quando tivermos definido o conceito de expansor.

Proposigao 3.23 Temos que ¥ = {Suf(besq(7)") 7 Pref(baic(7)*), 7 € T}
e que X C X' C ¥

Demonstragao.

Seja B o conjunto {Suf(besq(7)") 7 Pref(bair(7)"), 7 € B}.

Vamos mostrar que £’ C B. Tome p € ¥’ = A*YA* N Q. Seja
T € ¥ e sejam u,v € A tais que p = uTv. Seja 0 = (U, ubesq(7)™). Como
oc;,v = utv = p e p € (1, temos entao que o € 1 devido a proposicao 3.3.
Ora, temos que bgir(0) = besq(7) € que bgir(0) é um periodo e sufixo de I,;
usando entao o coroldrio 2.15, temos que u = ¢, € Suf(l,) C Suf(bgi (o)) =
Suf(besq(7)*). De forma dual temos que v € Pref(bair(7)7), que p = urv € B
e que ¥’ C B.

Vamos mostrar que B C X"”. Seja p € B. Seja 7 € ¥ e sejam
u € Suf(besq(7)") € v € Pref(bair(7)*) tais que p = urv. Naturalmente te-
mos que p € A*YA*. Assim, para mostrarmos que p € L = A*LA*NQ
e, portanto que B C Y’ falta-nos apenas mostrar p € § e, por conse-
guinte, que uc,v € Pref(ulv) N Suf(ul,v) \ {ul;v} e que (uc,v) " (ul,v) é
uma m-poténcia. Como bg;(7) é periodo e sufixo de [,, temos que ¢, €
Suf(l;) C Suf(bai(7)") devido ao coroldrio 2.15. Assim temos que ¢,v, l,v €
Suf (bair(7)")Pref(bair(7)") € Fat(bair(7)") = Fat((besq(7)™)*) devido ao teo-
rema 2.21. Logo temos que besq(7)™ = (1;v)(c,v)™! é periodo de [,v e, devido
ao dual da proposigao 2.14, temos que c;v = besq(7)™ " (l;v) € Pref(l,v) e,
portanto, que uc,v € Pref(ul,v). De forma dual, temos que uc,v € Suf(ul,v).
Como ¢, # [;, entao temos que uc,v # ul,v e que uc,v € Pref(ul,v) N
Suf(ul;v)\ {ul;v}. Como (uc,v) ! (ul,v) € Suf(l;v), como begy(7)™ é perfodo
de l;v, como |(uc,v) " (ul;v)| = |besq(7)™]|, usando a proposicao 2.12, temos
que (uc,v) ' (ul;v) é conjugado de besq(7)™ e, portanto, é uma m-poténcia
também devido a proposicao 2.11.

Vamos mostrar que ¥ C ¥/ C ¥”. Seja 0,7 e  conforme as defi-
ni¢oes do exemplo 3.12. Como ¥ = irred(X’), temos que ¥ C ¥’. Temos que
esta inclusao é prépria pois temos que o <, 7, que o € X' e, portanto, que
T ¢ ¥mas que 7 € ¥'. Como ¥ C N e ¥ C A*YLA*, temos que X' C Y.
Temos que esta inclusao é propria pois 7z € X"\ ¥'. |
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Na proposicao seguinte veremos que as produgoes de ¥ além de
serem irredutiveis em ¥’, nao podem sofrer redugoes a direita ou a esquerda
estritas por producoes de 3.

Proposigao 3.24 Sejam 7,0 € ¥. Entao (7,0) € Rair U Resq.

Demonstragao.

Tome duas produgodes 7,0 € X. Seja k = max({base(7), base(c)}).
Portanto 7,0 € ¥ N Q¢x. Pela proposicao 3.22 temos que T; = £ N .
Assim 7,0 € L C ¥t = Q(7'x UXk_1). Logo 7 Qgir 0 € X's. Usando a
proposicao 3.15, temos que 7 ®qgir 0 <, 7. Como 7 é irredutivel em ¥'x, entao
T ®air ¢ = T €, pela mesma proposicao 3.15, temos que (7,0) & Rair.

Analogamente temos que (7,0) &€ Resq. |

Proposigao 3.25 Seja 7 € X' e seja s = (k,{n},{oi},7’; UZ; 1) uma
dedugdo para T onde j = base(r). Entdo o € n'; C 7' e 0; € ¥;_; C X, para
1=1,2,...,k

Demonstragao.

Usando a proposigao 3.18, temos que 7 <, 7, que 79 € 7’; U 5;_4,
que base(r;) = j = base(r) para ¢ = 0,1,...,k, que base(o;) < j para i =
1,2,...,kequeo;, iy <x T parat = 1,2,... k. Pelaproposigao 3.22, temos
que 1o € (7'; UX;-1) N Q; = n'; C n’. Usando também a proposicio 3.21,
temos o; € ®(7r’j U Ej_l) N ng—l = ®((7l"j U Ej_l) N ng—l) = ®(Ej_1) =
;i C X parai=1,2,....k 11

Demonstraremos agora algumas proposi¢oes importantes relaciona-
das ao conceito de estabilidade das producoes de 7, n/, ¥/ e X.

Proposigao 3.26 Uma produgior = (z",2™™) em 7 € estdvel se e somente
se z for primitiva.

Demonstragao.

Temos que & = bgir(7) é um periodo de I, e de ¢,. Suponha que
T seja estavel. Entao, usando a proposigdo 3.8, temos que z é primitiva.
Suponha que = seja primitiva. Entdo, |c;| = |2"| = nbase(r) > 2base(7) e,
usando a proposi¢ao 3.9, temos que 7 € estavel. | |
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Esta proposigao é particularmente interessante pois ajuda-nos a ca-
racterizar as produgoes de 7’. Em particular, ajuda-nos a obter propriedades
para ¥’ ou X, como veremos na proposicao 3.27.

Proposigao 3.27 Se 7 € ¥’ entdo bair(7) € besq(T) sdo primitivas.

Demonstragao.

Pela proposigao 3.22, temos que 7 € ¥'; = ®(«’; U X;_1) onde
j = base(7). Tome uma dedugdo s = (k, {7;}, {o:},7';UZ;_,) para 7. Usando
a proposigao 3.25, temos que p € 7’ e, portanto, que p é estavel devido a
definicao de 7’. Usando a proposicio 3.18, temos que 7 <, p. Temos que
bair(p) é um periodo de /,. Da proposicao 3.26 temos que bgi(p) é primitiva
e portanto grau(bair(p)) = 1. Da proposicio 3.3 e do coroldrio 3.2, temos
que bair(p), bair(7) € besq(7) sdo conjugados. Da proposigao 2.11 temos que
bair(p), bair(T) € besq(7) tém o mesmo grau e portanto bair(7) € besq(T) sdo
primitivas. ' [ |

Uma questao crucial neste trabalho é a de investigar se as producoes
de ¥’ sao ou nao estaveis. As proposigoes 3.8, 3.9,3.26 e 3.27 apontam nesta
direcdao. Como ja dissemos, isto sera visto no Teorema da Estabilidade.

Vale observar que, paran = 2 e param > 2, nem todas as produgoes
de ¥ sdo estaveis. Para mostrar isto, observe que o visto no exemplo 3.12
da pagina 23 ¢ uma produgao ndo estavel para estes valores de n e m, que
o € ¥/, que existe uma produgdo ¢’ € ¥ tal que ¢’ <, o e que isto implica
que per(c,/) < per(c,) devido a proposigao 2.22, que per(c,) < base(o)
devido a proposi¢ao 3.7, que base(o) = base(¢’) devido a proposicao 3.3 e,
portanto, que per(c,) < base(o’) e que ¢’ também nao é estavel devido a
proposicao 3.7.
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Capitulo 4

Equivaléncia das novas
relacoes e .

O teorema abaixo mostra a equivaléncia das relagoes ¥ e 7, sendo que ne-
nhuma restrigao adicional (além de que n > 2 em > 1) é feita.

Teorema 4.1 (Teorema da Equivaléncia) As relagées 7, 7/, ¥, ¥ ¢ ©
sdo equivalentes.

Demonstragao. Decorre da proposigao 4.2 e do lema 4.3.

Proposigao 4.2 Temos que XNQ¢; = Y NQi =7'N0g e =Y =7n'=
",

Demonstragao.

Provaremos que ¥; C ¥/; C ®(#’). Faremos uma inducao em 1.
Para z = 1 ¢ imediato ja que m; = ¥y = ¥; C 7' C ®(x’'). Admitindo que
Yi-1 € ®(n'), entao temos que X; C ¥'; = @(r; UXi—1) C @(x; U (7)) =
®(®(r")) = ®(').

Provaremos que 7' N{l<; = ¥'NQ«; e que 7’ = ¥'. Como '; C X5,
temos que 7' = U, n’; C ¥ = U,Y'; C @(n'). Assim sendo, usando
as proposigoes 3.21 e 3.19, temos que ~ N - ~EinQg, C ~e(r)nRg =
~e(rnQg) = ~MrinQg;, Mas também que ~z C vy C gy = A

Provaremos que ¥ N Q¢; = X' N Q<i eque ¥ = ¥ = ¥”. Usando
a proposigao 3.6, temos que ¥' N Q¢; = irred(X' N Qg;) = irred(X') N Ng; =
Y N Qg¢;, mas também que ¥ = irred(X") = ¥ = irred(X') = ¥/, B |
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Observe que uma consequéncia da demonstragao da proposicao 4.2
é que ¥’ C ®(n’). Acredito que possamos provar que ¥ = irred(®(n’)). Nao
fiz esta demonstragao nem uso este fato neste trabalho.

Lema 4.3 Temos que 7 = 7.

Demonstragao.

Segundo a definicao de = devemos mostrar que ~, = ~.. De 7' C
7 decorre imediatamente que ~,» C ~,. Nos preocuparemos em demonstrar
que para todo 7 € 7, temos que ¢, ~, [;. Nesta situagao teremos que ™ Crp
donde ~;Cr~ = ~p.

Seja 7 = (u™,u™™) € 7. Provaremos, fazendo uma indugio em
k = base(r) = |u|, que u™ ~p u™™. Para k = 1 é ébvio pois m; = 7’1 C
7' C ~n. Assim ja temos a base de inducao.

Admita que k > 1 e, por hipétese de indugao, que 7N Qcr_1 C ~p.
Note que 7 € 7. Se 7 € ') entdo, naturalmente, ¢, ~, L.

Admitamos, pois, que 7 & 7’i. Pela definigao de 7'y temos que: ou
T nao é estavel, ou 7 é estavel e Jo € ELﬂJ com I, € Fat(l;).

Admita que 7 nao seja estavel. Neste caso, pela a proposicao 3.26,
u nao é primitiva e 3z € A*, Ik’ > 1 tais que 2¥ = u. Logo |z| = |u|/k <
k — 1, donde (z,2"*t™) € 7 N Q<k-1 e, pela hipdtese de indugao, temos que
2"~ ™™ Portanto u = 2k~ gF(vtm) — yntm o Assimr €~ e a
tese de inducao esta provada.

A partir de agora, admitamos que 7 seja estavel e seja o € K| (k-1)/m|
com [, € Fat(l;). Pelas proposigoes 3.22 e 4.2, temos que 0 € X|—1)/m] €
XN st—l g NEDQSk_I = NMrlnQgpoy = nl- Assim Co ~pt lo-

Seja v = besq(0), w = I, e W' = ¢,. Assim w' € Pref(w) N Suf(w).
Lembrando que ¢, ~ l,, teremos que w = v™w’ ~, w' e que v é um periodo
de w. Temos também que base(7) = |u| = k > m|%L]| > mbase(d) = m|v|
e, portanto,

[v™| < |ul. (4.1)

Observe ainda que tanto u, pela proposi¢ao 3.26, quanto v, pela propo-
sicao 3.27, sao primitivas. Pela proposicao 2.22, temos que u é periodo
de w. Como nao é o menor, usando a proposi¢ao 2.19, temos que |w| <
lu| + per(w) < |u| + |v| < 2|u|. Observe que w é fator de u™*™ e seja k' o
minimo inteiro tal que w € Fat(u*'). Naturalmente que k' € {1,2,...,n4+m}.
Usando a proposi¢ao 2.3, podemos escolher u,n € A* tais que u*' = pwny

35



com p € Pref(u), n € Suf(u) e 0 < |g|,|n| < |u|. Assim, temos que
2u| > |u| + |v| > |w| = |u¥'| = || = |n] > (K — 2)|u| que implica k' < 4.
Temos trés casos possives, portanto:

1. Admita k' = 1. Neste caso, u = pwn.

Sejaz = pw'n. Temos que |z] = ||+ |w'|+[n| = |p|+|w|—[v™]+ 7] =
|u| = [v™| < k —1. Donde (z",2"*™) € 7 N Q<x—1 e, pela hipdtese de
indugdo, temos que z" ~, z"*t™. Neste caso, temos que u = pwn ~
pw'n = x. Assim u™t™ ~p g™t~ 2™~ u™ e, portanto, T €~

2. Admita k' = 2. Neste caso, u? = pwn.

Nesta situagao temos dois subcasos possivelis:

lw'n| 2 |u]

Usando (4.1), seja & = pref(u, |u| — [v™|). Seja y = z7'u. Vamos
mostrar que pw'n = zu = z?y. Temos que pwn = u? = zyu.
Ora, |u| > |n| devido a escolha de 77 e |z| = |u| — [v™| > |u| —
[o™| + |u| — |w'n| = [u?| — |[v™w'y| = |p|, donde, usando o ftem 1
da proposicao 2.28, temos que existem z, z' € A* tais que pz = z,
z'n = uezyz = w = lv™w'. Pela proposigao 2.25, temos que
lw' = zZz' e, portanto, pw'n = pzz'n = zu = z%y.

Vamos mostrar que u' ~, x'y. Faremos uma indugao em 7. Para

i = 1 é trivial. Assuma ¢ > 2 e que u'™! ~, z~ly. Entao
v = (uu ~p (2Ty)u = (e w))u = (2l uu =
(&) pwy ~m a2’y = &2ty = 2y,

Vamos mostrar que 7 € ~,+. Temos que |z| = |u| — [v™] < |u| =

k, donde (z*,z"*™) € 7 N Q<i—1 e, pela hipdtese de indugao,
temos que z" ~n &™™. Teremos portanto: u™t™ ~, . z"tmy ~
Ty~ Ul

lw'n| < |ul
Como p € Pref(u) devido a prépria escolha de u, definimos v; =
p~tu. Como w'n,u € Suf(u?), e |w'n| < |u|, usando a pro-
posigao 2.1, temos que w'n € Suf(u) e podemos definir v, =

w(w'n)™!. Entdo u = pv; = wvw'n. Ora, temos que v™ =
(n7H (o w'n))(w'n) ™! = (n7 (uw))(w'n) ™" = (p~ u)(u(w'n) ") =
v1v;. Assim, usando (4.1), temos que |u| > [v™| = |v1| + |vg| e,
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usando a proposigao 2.2, podemos definir z = v, luv;~!. Logo
w'n = vy u = Tv;.

Vamos mostrar que u' ~,s voz*v,. Faremos uma inducao emi. Pa-
rat = 1étrivial. Assumaquei > 1equeu'™ ~, vzi~lv,. Entao
temos que u' = (W u ~p (V2277 v)u = (vezi~luyvw'n =
Vo VMW~ vz Tl = vz lavy = voziy;.

Vamos mostrar que 7 € ~,. Temos que |z| = |[u| — |v;]| — |ve| =
|u|—[v™| < |u| = k, donde (z™,z"*™) € mNQN<k_1 €, pela hipdtese
de inducao, temos que 2™ ~, z™+t™, Teremos portanto: u™t™ ~
V2T ™y~ VRV~ U

3. Admita k' = 3. Neste caso, u® = pwn.

Como u € Pref(u), definimos v; = p~'u. Como vimos que |w| <
|ul + |v], temos que |w'y| = |w'| + |n| < w| — ™| + u] < |u] + |v] -
mlv| + |u| < |u?|. Como w'n,u? € Suf(u®), usando a proposigao 2.1,
temos que w'y € Suf(u?) e podemos definir v; = u?(w'n)~!. Ora, v™ =
(1= pomw'n))(wn)™ = (7 (ue?))(w'n)™t = (p~tu)(u?(w'n)™") =

v1v2. Assim, usando (4.1), temos que |u| > [v™| = |v1| + |v2] €, usando
a proposigao 2.2, podemos definir z = vy~ luv;~!. Neste caso, w'n =
vy~ 'u? = zvyu. Ora, z,w’ € Pref(zviu) e |z| = |u| = |vi| — |v2| =
uf = o™ < [w?] = |u] = ] = [o™] = w] — [o™| = |w'|. Assim, usando

a proposicao 2.1, temos que = € Pref(w’) C Pref(w) C Pref(p=1u3?).
Como vyu = p~'uu € Pref(p~'u?) e |z| < |u| < |viu| entdo, usando
a proposicao 2.1, temos que = € Pref(viu) e podemos definir y =

z7 (viu).

Vamos mostrar que u' ~, vz'y, para ¢ > 2. Para i = 2 temos que
u? = vezviu = vorly. Admita ¢ > 2 e ™! ~p vezi~ly. Temos
que zyu = viuu = g luu? = wy ~p w'n = zvju = z?y. Assim

u' = (W) u v (0227 Y u = vzt T 2zyu ~p vazi 222y = voaty.

Vamos mostrar que 7 € ~p. Temos que |z| = |u| — |v1| — |v2] =
|u| = [v™| < |u| = k, donde (z™,2™*™) € © N Qck_1 e, pela hipdtese
de indugao, temos que z" ~, z"t™, Teremos portanto: u™*t™ ~,
V™Y ~ops V™Y~ U,
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Capitulo 5

O Teorema da Estabilidade.

Neste capitulo, o principal resultado é a demonstragao do Teorema da Es-
tabilidade. Provamos que toda produgdo de ¥ (também de ¥’ e de ©”) é
estavel quandon >4 em > 1.

A proposi¢ao 5.1 nos dd um conjunto de propriedades muito in-
teressante sobre as produgoes de ¥ e de . Sera usado na demonstracao
do Teorema da Estabilidade, mais adiante, como também do Teorema da
Expansibilidade e outras proposigoes.

Proposigao 5.1 Sejam 7,0 € Y duas produgies estdveis. As seguintes
afirmagoes sao verdadeiras:

Se l, € Fat(c,) entdo o <, 7.

Se l, € Fat(l;), entdo o <, 7.

Se ¢, € Fat(c,), entdo o <, 7 ou base(c) < base(r).

e o=

Se ¢, € Fat(l;), entdo o e T sdo produgdes conjugadas, ou base(s) <
base(r). Seja l; = uc,v. Admita que base(c) < base(r) < |c.|/3.
Entao existem u’ € Suf(u), v' € Pref(v) tais que ¢, = u'c,v' satisfazen-
dou'=1<=u=1c¢ev =14+=v=1. Em particular, c, € Fat(c,).

Demonstragao.

Da definicao de ¥, segue que existem 7/,0' € ¥ tais que o’ <, 0 e
7' <; 7. Devido & proposicao 3.3, temos que o e o’ sdo produgdes conjugadas,
o mesmo acontecendo com 7 e 7/. Como 7 e o sido estéveis, temos que
le;| > per(e,) = per(l;) = base(r) e |c,| > per(c,) = per(l,) = base(o).
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Usando a proposigao 3.8, temos que bgir(7) € bair(0) sdo palavras primitivas.
Observe que ¢, € Fat(l,) e Fat(c,;) C Fat(l,), donde, em todos os casos, temos
que ¢, € Fat(l;). Usando a proposicao 2.22, temos que bg;(7) é periodo de ¢,
(ou também de I, no caso dos itens 1 e 2) e teremos que base(o) < base(7),
em todos os casos.

Provaremos os itens 1 e 2. Nestes dois casos, temos que [, € Fat(l,).
Usando a proposigao 3.18 e a proposic¢ao 3.25, escolhamos p = (z™, z™*™) € 7/
um patriarca de 7/ com 7' <; p. Usando a proposi¢ao 3.3, temos que p,
7 e 7' sao produgoes conjugadas, donde z = bgi(p) é um periodo de I,
devido ao corolario 3.2, e também de [,, devido a proposigao 2.22. Seja k'
minimo tal que [, € Fat(z*'). Temos dois casos a analisar: ou k' > n +m
ou k' < n+m. Admita que ¥’ > n + m. Assim podemos admitir que
k'>n+m+12>4. Usando a proposigao 2.3, temos que 22 € Fat(z*'~2) C
Fat(l,). Como z? € Fat(l,) C Fat(l,), usando a proposigio 2.22, temos que
per(z?) < per(l,) < per(l;). Como p é estavel, entdo = é um menor periodo
de ¢, = 2" e, usando a proposi¢ao 2.23, temos que per(z?) = per(z") =
base(r) = per(l;). Assim sendo base(r) = per(l;) = per(l,) = base(c).
Admita que k' < n +m. Assim l,» € Fat(l,) C Fat(z*") C Fat(l,). Sendo
¢ = base(p), usando a proposi¢ao 3.22 e a definicio de 7';, temos que p € 7/;
e que 0’ & X|(i_1)/m|; donde base(c) = base(o’) > (i — 1)/m| e mbase(s) >
i = base(p). Portanto, |l,| = |c,| + mbase(d) > |c,| + base(p) > |bair(0)| +
|bair(7)|. Ora, devido a proposi¢ao 2.19, temos que base(c) = |bai(0)| =
|bair(7)| = base(7). Assim, nos dois casos, temos que base(r) = base(o) e
devido a proposicao 3.4, temos que o <, 7.

Provaremos o item 3. Ja vimos que base(c) < base(r). Caso
base(7) = base(o), usando a proposigao 3.4, temos que o <, 7.

Provaremos o item 4. J& vimos que base(o) < base(r). Admita que
|bair(o)| = base(o) = base(r) = |bair(7)|. Usando a proposigio 3.11, temos
que bgir(0) € Fat(c,) C Fat(l;). Usando a proposicio 2.12, temos que bair(o)
e bair(7) sdo palavras conjugadas e, portanto, as produgdes T e o sio conju-
gadas. Admita que base(o) < base(r) < |c¢,|/3. Usando a proposigio 2.19,
temos que |c;| < |bair(7)| + |bair(c)| < 2base(r) < |c,|. Naturalmente, se
v = 1 entao temos que u # 1, que ¢,, ¢, € Suf(l;) e, usando a proposigio 2.1,
temos que existe v’ € Suf(u) \ {1} tal que v'c, = ¢,. Vale também o dual,
caso v = 1. Admita, pois, que v # 1 # u. Seja k = min(m, max{i € IN
tal que |v| > |bair(7)'|}). Como bair(r)*,v € Suf(l,), usando a propo-
sigdo 2.1, entao temos que existe v’ € Pref(v) \ {1} tal que v'bgu(7)* = v

)
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e uc,v' = ldejr(T)_k € Pref(l;). Se k = m, entdo uc,v’ = ¢, e ndo mais
ha o que fazer. Admita que k = max{i € IN tal que |v| > |bair(7)'|} < m.
Ora, |u| = |l;| = |c,| — |v| > mbase(r) + |¢,| — 2base(r) — |bair(7)*| >
(m 43 —2—k —1)base(7) = |besq(7)™ ¥|, donde, usando a proposicio 2.1,
temos que existe u' € Suf(u) \ {1} tal que u = beg(7)™ Fu' € we,v' =
besq(T)_(m_k)ldej,.('r)_k. Assim |u'c,v'| = |¢;|. Usando a proposigao 2.5,
temos que besq(r)m_k ¢ um periodo de uc,v’' e, usando o dual da propo-
sigao 2.14, temos que u'c,v’ € Pref(uc,v’) C Pref(l;). Donde concluimos que
cr = u'c, 0. [ |

Corolario 5.2 Sejam 7,0 duas produgoes distintas e estdveis de ¥. Entao
temos que l, & Fat(c,) e que I, & Fat(l;).

Demonstragao.

Observe que Fat(c,) C Fat(l,). Caso [, € Fat(l;), usando o item 2
da proposicao 5.1, temos que 0 <, 7. Como 7,0 € ¥ = irred(Y'), temos
entao que ¢ = 7, que é uma contradigdo com a hipétese de que as producdes
sejam distintas. [ |

Vejamos agora algumas proposi¢oes que nos ajudam na demons-
tracao do Teorema da Estabilidade.

Proposicao 5.3 Seja o uma produgdo estdvel e seja x € Pref(l,) de com-
primento maior ou igual ao de c,. Entdo per(z) = base(c) e bai (o) é um
menor periodo de x.

Demonstragao.

Como o ¢é estavel, temos que per(c,) = per(l,) = base(c). Co-
mo z,c, € Pref(l,) e |z| > |c,|, usando a proposicao 2.1, temos que ¢, €
Pref(z) seguindo entdo que base(oc) = per(c,) < per(z) devido a propo-
sigao 2.22. Ora, como « € Pref(l,), usando a mesma proposicao 2.22, temos
que per(z) < per(l,) = base(o) e que bai(o) é um perfodo de z. Logo, temos
que per(z) = base(o) e que bgi(0) é, inclusive, um menor periodo de z. N

A proposicao 5.3 sera particularmente usada quando o for estavel

e tivermos, para algum 7, que |c,=[,| > |c,|. Nestes casos, teremos que
per(c,=l,) = base(o).
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Proposigao 5.4 Sejam 7,0 duas produgies estdveis de . Entdo |c,=1,| <
leq].

Demonstragao.

Suponha, por absurdo, que |e,=l,| > |¢,|. Usando a proposicio 5.3,
temos que per(c,=l,) = base(o). Como c,=l, € Suf(c,), usando a pro-
si¢ao 2.22, temos que base(o) = per(c,=l,) < per(c,) = base(r) também
devido a estabilidade de 7. Suponha que base(o) < base(r). Neste caso
temos que 7 Rair o, contradizendo com a proposi¢ao 3.24. Deveremos su-
por entdo que base(o) = base(r). Como c¢,=l,,c, € Pref(l,), usando a
proposi¢ao 2.1, temos que ¢, € Pref(c,=1,) C Fat(c,). Como o é estavel
e portanto base(o) = per(c,) < |¢,|, usando a proposigao 3.4, temos que
o <, 7. Como 0,7 € ¥ = irred(¥’) temos que 0 = 7 e que ¢, = ¢,. Assim
temos que ¢,=l, = c,=l, = ¢, que é uma contradi¢io com |c,=l,| > |c,|.

A proposicao seguinte nos mostra que redugoes a esquerda, desde
que feitas para produgoes estaveis, nao interferem nas possiveis reducgoes a
direita.

Proposicao 5.5 Sejam p,0,0' produgies em Q e seja T = 0’ Qesq p- Se T €
estdvel, entdo temos que Mair(7,0) = Mair(p, o).

Demonstragao.

Usando a proposicao 3.15, temos que 7 <, p e, portanto, que
base(p) = base(r) devido a proposi¢ao 3.3. Caso base(s) > base(p) =
base(7), teremos entao que p Rair 0 € que 7 Ryir 0. Assim Mgi(7,0) =
1 = Mair(p, o) € a tese ja estd demonstrada.

Suponhamos entdo, a partir de agora, que base(c) < base(p) =
base(7) e que T seja estavel.

Vamos provar que c,=l, = c¢,=l,. Ora, ¢, = Mesq(p,’)c;, don-
de temos que ¢, € Suf(c,). Assim sendo c¢,=l, € Suf(c,) N Pref(l,) C
Suf(c,) N Pref(l,). Logo, temos que |c,=(,| < |max(Suf(c,) N Pref(l,))| =
le,=ls|. Ora, c,=l, € Pref(l,), usando a proposi¢ao 2.22, e como bg;:(c)
é periodo de o, temos que per(c,=l,) < per(l,) < base(c). Como T ¢é
estavel, entdo per(c,) = base(r) > base(oc) > per(c,=l,) e, usando a pro-
posicao 2.22, temos que ¢, ¢ Suf(c,=l,). Como c¢,,c,=l, € Suf(c,), usan-
do a proposigao 2.1, temos que c,=l, € Suf(c;). Assim sendo, c,=l, €
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Suf(c,;) N Pref(l,) e portanto |c,=l,| < |max(Suf(c,) NPref(l,))| = |e,=1,].
Assim os dois encaixes acima tém o mesmo comprimento e, como sao prefixos
de l,, sao idénticos.

Como ¢,=l, = ¢,=l, e como base(c) < base(r) = base(p), temos
entio que: p Rar 0 <= |c,=2l| > |co| <= |er=ls] > |eo| <= 7 Rair 0.
Caso p Rair 0, teremos entao que Mair(7,0) = 1 = Mai(p, o) € a tese ja esta
demonstrada. Caso p Rair 0, teremos entdo que Mgir(p,0) = ¢, " 1(c,=1,) =
¢ Her=l,) = Mair(7, 0) € a tese novamente estd demonstrada. 1]

Lema 5.6 Sejam p,0,0’ produgées tais que 0’ Qesq p € que p Qair 0 sejam
produgdes estdveis. Entdo temos que (0’ Qesq p) Qdir 0 = 0’ esq (p Rair 7).

Demonstragao.

Seja T = 0’ Resq p € s€ja 7' = p ®air 0. Temos entdo que p =
Mesq(p,0") 7 = 7' Mair(p, o). Usando a proposi¢ao 5.5, temos que Mgir(p,0) =
Mair(7,0) € que Mesq(p, 0') = Mesq(7’,0”) devido ao dual da mesma propo-

sicio. Assim temos que (0’ Resq p) Rdir ¢ = T Qair ¢ = TMair(7,0)7! =
(Mesq(/’: U’)-l P) Mdir(Pa 0)_1 = Mesq("'l>0l)_1 (PMdir(PaU)_l) =0 Qesq 7' =
o’ ®esq (P ®adir 0)' n

SejaT C Q,sejaT € ®(7T) esejas = (k,{r},{o:},7) uma dedugao
para 7. Definiremos algumas funcoes sobre s. Definimos Dir(s) oo {5 €
{1,...,k} tal que 7; = Tj_; ®air 0;} €, Esq(s) £ {j € {1,...,k} tal que
Tj = 0j®esqTj-1}- Dizemos que opjy(s) € a subseqiiéncia de {o;} formada pelas

produgdes com indices em Dir(s) e Ogeq(s) € a formada pelas produgées com
ef

indice em Esq(s). Definimos também Inv(s) &£ {(i,j) € Esq(s) x Dir(s)
tal que ¢ < j}. Usaremos estes conceitos na demonstragao do lema 5.7.

O lema seguinte aplica o lema anterior de uma maneira global e
permite-nos concluir que dada uma deducdo para uma produgio 7 a partir
de um patriarca p, podemos obter a mesma produgao se antes fizermos todas
as redugbes de um lado para depois fazer as do outro lado.

Lema 5.7 Sejat € ¥ e s = (k, {7i}, {0i}, T'base(r) U Lbase(r)-1) uma dedugdo
para 7. Sejam p,n € A* tais que 1o = pn. Admita que toda produgio de ¥’
menor que T pela ordem <y seja estdvel. Entdao Dir(s) e Esq(s) sdo disjuntos
e existem uma dedugio s’ = (K',{7'i},{0"i}, T'base(r) U Lbase(r)-1) Para 7 e
k" < k satisfazendo: k' = k; 17§ = 19 e 7, = 7 = T;Inv(s’) = 0; ODir(s) =

! R . ) o ’ A
ag Dir(sl) = 0102 %y % Uk//, aEsq(s) = UEsq(sl) = Ukl/+10k/l+2 v i@ Uk) Tku — (IICT,,UI7).
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Demonstragao.

Primeiro vamos mostrar que Dir(s) N Esq(s) = 0. Suponha, por
absurdo, que exista ¢ tal que ¢ € Dir(s) N Esq(s). Assim temos que 7; =
0; Qesq Ti-1 = Ti—1 dir 0; €, portanto, que ¢, € Suf(c,,_,) N Pref(c,,_,). Logo
Mair(7i-1,0i) = c;ler,_, é periodo de c,,_, devido a proposi¢ao 2.14. Co-
mo o, Ti—1 sa0 estaveis, temos que |Mair(7i-1,0;)| = per(c,_,) = |bair(7i-1)|
e que |cy;| > per(es;) = |bair(oi)|]. Como c¢r_,=l,; € Suf(c,_,), temos
que Mgir(7i-1,0:) é periodo de ¢,,_,=l,, devido a proposicao 2.22. Usan-
do a proposi¢ao 5.3, temos que bgi(0;) € periodo de ¢,,_,=I,,, sendo que
bair(7i—1) € primitiva devido a proposicao 3.27. Como |c,_,=ly;| = |cs,| +
|Mair(7i=1,0:)| 2 |bair(0:)| + |bair(7i=1)|, usando a proposicao 2.19, temos que
[bair(o:)| > |bair(7i-1)|, que é uma contradigdo com a proposigao 3.18.

Para demonstrar o restante, faremos uma inducao em |Inv(s)|. Se
Inv(s) = 0, tomemos s’ = s e k" = max(Dir(s)) e a tese é imediata. Admita
que Inv(s) # 0 e que a tese valha para qualquer dedugao s tal que |Inv(s")| <
|Inv(s)|. Seja 7 = max(Dom(Inv(s))). Entdo j < k, 7 € Esq(s) e j+1 €
Dir(s). Portanto, 7; = 0 Qesq Tj—1 € Tj+1 = Tj Qdir 0j+1. Da proposigao 3.18,
teremos que base(o;),base(ojy41) < base(r) = base(r;-1) = base(r;) =
base(Tj41), que 7; <k 7T e, portanto, que T; = 0} ®esq Tj—1 € estavel. Usan-
do a proposigao 5.5, temos que Mair(7j-1, 0j4+1) = Mair(7j,0;41), temos que
Ti+1 = TiMair(7j,0541) 7" <o Tj-1Maie(7550541) 7 = o1 Main(7j-1,0541) 7 =
Tj—1 Qdir 0j41, temos que 7,1 Qgir 0j41 <k Tj+1 <k T €, portanto, temos que
Tj-1Qdir 0541 € estavel. Usando o lema 5.6, temos que 7j41 = 0} Qesq (Tj—1 dir
0;+1). Assim sendo, as seqiiéncias {7;}, {0”;}, obtidas, a primeira a partir de
{7} substituindo 7; por (7j—1 ®air0j+1), € a segunda a partir de {o;} trocando
de lugar o; e 041, formam a dedugado s’ = (k, {7'i}, {0"i}, Tbase(r) U Lbase(r)-1)

para 7 satisfazendo: k' = k; 7§ = o e 1, = 7%, = T ODir(s) = O’ Dir(s)}
OBsq(s) = O'Esq(s); € Inv(s’) = Inv(s) \ {(s,7 +1)} C Inv(s). Aplicando a
hipétese de indugao sobre s’ segue imediatamente a tese. |

Lema 5.8 Seja 7 € ¥ e seja s = (k,{Ti}, {0}, T'base(r) U Dbase(r)-1) uma
dedugao otima a direita para T com k > 1. Suponha que todas as produgoes
da seqiéncia {o;} sejam estdveis.

Entdo temos que base(oy) > fbase(ok—1) > -+ > B*'base(d,), onde B =
max({1,¢—1}) e ¢ € tal que |c,| > pbase(o) para todo o na seqiiéncia {o;}.
Temos ainda que c,; € Fat(ly,,,), parat=1,2,..., k—1.

Demonstragao.
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Se k = 1 isto é imediato. Admitamos, pois que k£ > 1.

Como 7; # Ti—1, usando a proposicao 3.17, temos que ¢,; € Suf(c,,),
para 1 < ¢ < k. Definamos m; et c;'.lcﬂ._l = Mair(Ti-1,0:) # 1 para
t=1,2,...,k. Observe que ¢,;m; = ¢r,_, =y, parat=1,2,... k.

Fixemos ¢ tal que 1 <1 < k.

Vamos mostrar que bgi(0i41) € um menor periodo de Coipi Migi ©
que bgir(0;) € um menor perfodo de ¢,;m;. Como temos que co;,Miy1 =
cri=loiy, € Suf(lyyy,) € |coipymiga| > |€oiy, |, usando a proposi¢do 5.3, temos
que bgir(0i41) € um menor periodo de ¢, ,miy1. Analogamente, temos que
bair(0;) € um menor periodo de c,;m;.

Vamos mostrar que ¢,; € Suf(co,,,miy1) € Fat(l,,,,). Suponha, por
absurdo, que ¢,,,,miy1 € Suf(c,,;). Entao temos que ¢, , miy1 = cr,=l,,,, €
Suf(c;) N Pref(l,,,,) N Suf(c,;). Como oy, mig1| > |Coyy, | entdo temos que
|co;=loiy,| = |max(Suf(cs,) N Pref(ls;,,))| 2 |coiy;mig1] > |Coiys |, contradi-
zendo com a proposigao 5.4. Assim temos que ¢, miy1 & Suf(c,,;). Como
Coip1Mit1, Co; € Suf(cy;); usando a proposigao 2.1, temos que ¢,; € um sufixo
proprio de ¢, ,,miy1, que por sua vez ¢ um prefixo de [, ;.

Vamos mostrar que base(o;) < base(oi41). Como temos que c,, €
Suf(cy;,,mig1), usando a proposigao 2.22, temos que base(o;) = per(c,,) <
per(cs;,,mit1) = base(oiy1). Suponhamos, por absurdo, que base(o4;) =
base(o;). Assim sendo, besq(0it1) € besq(0i) sdo periodos de ¢,y mit1 €
de ¢,;m;, respectivamente, e tém mesmo comprimento. Ora, temos que
|Corpsmir1ltleamil = |coyymivimil+eo| 2 |coiy Miy1mi|+[besq(0ir1)], don-
de, usando a proposicao 2.24, temos que besq(0i41) € periodo de Coiyy MU AT
Usando o corolario 2.15, temos que ly,,,,CoyMiy1mi € Pref(besq(ois1)”)-
Admita que ¢, miz1m; € Pref(ly,,,). Entdo ¢, ,miyym; € Suf(c,_,) N
Pref(lp) € [cns =lgs| = |max(Suf(es_,) N Pref{loyy )| = [coey, misamal
Observe também que ¢, ,, miy1mi, ¢r;_, =lo,,, € Suf(c,,_,), donde temos que
m; € Suf(c,,,mizim;) € Suf(cr,_ =l,,,) devido & proposicao 2.1. As-
sim temos que (c,_, =lo;,,)mi~" € Suf(c,,_,m;™") N Pref(ly,,,) = Suf(c,;) N
Pref(l,,,,). Logo, temos que |c,,=ls,,,| = |max(Suf(c,,) N Pref(l,,,,))| >
|cTa‘-1‘__\lUi+1mi_ll 2 |Cai+1mi+1mi| - |m1| = |C0i+1mi+1| = lcTi:lﬂi+1| €, por-
tanto, temos que c,,_,=l,,,, = Co;,,Miy1m; pois sao prefixos de ly;y, de mes-
mo coprimento (que é maior que |c,,,,|). Assim sendo, temos que 7;_; Rai
Oit1, € que Tiy1 = T;_1 Qdir Ois1, contradizendo com a minimalidade de k.
Neste caso, podemos admitir que c,,,, miyim; € Pref(l,,,,). Usando a pro-
posigao 2.1, temos que l,,,, € Pref(c,;,,miz1m;) C Fat(c,,). Ora, 79 € 0441
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sao estaveis e, portanto, podemos usar o item 1 da proposi¢ao 5.1. Assim con-
cluimos que 041 <, 7o, que € uma contradicao pois, devido a proposigao 3.3,
teriamos que base(oi;1) = base(7) = base(T).

Vamos concluir a demonstracdo. Ja temos que base(o;) < base(c;)
para 1 <1 < j < k. Isto conclui a demonstracao no caso em que f =
1. Admita que 8 = ¢ — 1 > 1. Como bgir(ciy1) € primitiva devido a
proposicao 3.27, como nao somente bg;(o;) é periodo de ¢,; mas também
bair(0iy1) devido a proposigao 2.22 e ao fato de que bgir(0i41) é periodo de
loiy; € a0 de que ¢,; € Fat(l,,,,), usando a proposicao 2.19, temos entdo
que pbase(d;) < |cy;| < |bair(0i)| + |bair(0it1)| €, portanto, que base(oiy1) >
(¢ — 1)base(o;) = Bbase(o;). |

A proposicao seguinte nos mostra que dada uma deducao a direita
conforme diz o enunciado, ndo pode existir uma producao estavel o de base
maior que a de oy tal que seu curto seja fator de c,, e que termine depois
de c,, pois isto siguinificaria que esta produgao o também foi reduzida por
alguma das producdes de {o;}. Se admitirmos que o tenha a mesma base
que o € que ocorre em ¢, como o descrito acima, entdo teremos que o e oy
sao conjugados e que esta ocorréncia de ¢, ocorre toda dentro do encaixe de
Crp_, COM Iy, .

Lema 5.9 Seja 7 € ¥ e seja s = (k,{7i},{0i}, T'base(r) U Lbase(r)-1) wma
dedugdo otima a direita para T com k > 1. Suponha que todas as produgées
da sequéncia {o;} sejam estdveis.

Seja o € ¥ uma produgdo estavel e seja v € A* tais que zc, € Pref(c,,). As
sequintes afirmagdes sao verdadeiras:

1. Se base(c) > base(oy) temos entdo que |rc,| < |cy|.

2. Se base(c) = base(ox) e |c;| < |zeo| temos entio que |c;| < |ze,| <
ler,_,| € que 0 € o) sdo conjugadas.

Demonstragao.

Caso |zc,| < |c| ou base(o) < base(oy), entdo temos que ambos os
itens ja estao provados.

Admitiremos pois que |zc,| > |c,| e que base(o) > base(ok).

Como zc,, ¢, € Pref(cy,), temos que Pref(c,) C Pref(zc,) devido a
proposi¢ao 2.1. Como Pref(c,) = Pref(c,,) C Pref(c,,_,) C -+ C Pref(c,,) e
como Pref(c,) = Pref(c,,) C Pref(zc,) C Pref(c,,), entdo temos que existe
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tnico ¢ tal que Pref(c,;) C Pref(zc,) € Pref(cy,_,). Naturalmente, temos
que 1 < 1 < k e, portanto que base(o;) < base(ox) < base(o) devido a
proposigao 5.8. Usando a proposigao 2.1, temos que existe m” € AT e m’ €
~A* tais que ¢, m" = zc,, que Tc,m' = ¢, e que m"m' = Mgy (7i-1,0) =
c;‘lcﬂ._]. Usando a proposi¢ao 3.17, temos que ¢,; € Suf(c,;). Sejay € A*
tal que ¢,, = yc,, €, portanto, tal que zc, = c,;m" = yc,;m".

Vamos provar o primeiro item. Suponha que base(o) > base(oy).
Vamos mostrar que isto leva a uma contradigao pois ja estamos supondo que
le-| < |zcs|- Observe que ¢ ,;m” € Pref(cy; Mair(7i-1,03)) = Pref(c,,_,=l,;) C
Pref(l,,) e assim temos que per(c,;m”) = base(o;) devido a proposigao 5.3.
Como temos que base(o;) < base(ox) < base(c) devido a proposi¢ao 5.8,
entdo temos que per(c,,m") = base(o;) < base(c) = per(c,). Usando a
proposicao 2.22, temos que ¢, ¢ Suf(c,;m”). Como ja vimos que yc,;m" =
zc,, usando a proposicao 2.22, temos que ¢,;m” € Suf(c,) N Pref(l,;). Assim
temos que |c,=l,,| = | max(Suf(c,) N Pref(ly;)| > |co;m”| > |cs;|, que é uma
contradicao com a proposicao 5.4.

Suponha, a partir de agora, que base(c) = base(oy).

Vamos mostrar que i = k e que |z¢,| < |¢s_,|- Caso k =1 nem ha
outra possibilidade para i e também ja sabemos que |zc,| < |er| = |ery |-
Suponhamos entao que k > 2. Usando a proposi¢ao 5.8, temos que base(o) =
base(o)) > base(ok-1). A deducdo s induz uma dedugao 6tima & direita s’
para ¢,,_, de comprimento k¥ —1 > 1. Usando o primeiro item baseado nesta
deducao s’, temos que |z¢,| < |er,_,|. Como z¢y,c,,_, € Pref(c,,), usando
a proposicao 2.1, temos entdo que Pref(c,,) C Pref(zc,) C Pref(c,,_,) e,
portanto, que ¢ = k.

Vamos provar o segundo item. Observe que ja estamos supon-
do as hipdteses do segundo item. Usando a proposi¢ao 3.11, temos que
bair(0) € Suf(c,) C Suf(zc,) = Suf(yc,;m”). Como o; é estavel, temos que
leo,m"| > |co;| = per(cs;) = base(o;) = base(or) = base(o) = |bair(c)| e,
usando a proposi¢ao 2.1, temos entdo que bgir (o) € Suf(c,;m") C Fat(l,,) =
Fat(l,,). Como bgy(c) € Fat(l,,), como bgi(0ox) é um periodo de I,, e
|bair(ok)| = |bair(c)|, usando a proposicao 2.12, temos que bgir(ox) € bair(o)
sao conjugadas. Portanto, temos que o e o sao producées conjugadas. N

O Teorema da Estabilidade, é importante a ponto de que a demons-
tracdo da conjectura para casos como m > 1 e n = 3 esteja dependendo uni-
camente dele, como ja afirmamos anteriormente. Observe, pela construcao de
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¥, que se T € X' entdo existe um 79 € 7’ a partir do qual foram feitas sucessi-
vas redugdes, a direita e/ou a esquerda, até obtermos 7; mas também existem
palavras p,n tais que 7o = p7n. O nosso objetivo é mostrar que as produgoes
de ¥ sdo estdveis, mas para isto, mostramos que |u|,|n| < base(r) usando
o lema seguinte. Neste caso, teremos que |c;| = |p™ eyt > 2base(T) e,
usando a proposicao 3.9, teremos que T é estdavel, demonstrando o Teorema

da Estabilidade.

Lema 5.10 Seja 7 € X' e seja s = (k, {7i}, {0i}, T'base(r) U Lbase(r)-1) uma
deducdo dtima a direita para 7. Suponha que todas as produgées da seqiéncia
{o:} sejam estdveis.

Sejan € A* tal que 1o = 1. Entdo 10 € 7' e |n| < base(T).

Demonstragao.

Pela proposigao 3.25, temos que 79 € 7' e que o} € ¥ e, usando a
proposicao 3.18, temos que base(ox) < base(r).

Suponha, por absurdo, que |p| > base(r) = base(7,). Neste caso
teremos que k > 1. Seja u € At tal que 70 = (u™,u™*™). Como ¢, =
u™ = u" 'u, usando a proposigao 2.1, temos que ¢, € Pref(u™!) e que uc, €
Pref(u™). Usando a proposicdo 3.17, temos que ¢,, € Suf(c,). Seja z € A*
tal que zc,, = uc, € Pref(u™) = Pref(c,,). Como |e;| < |uc,| = |zes,],
usando o item 2 do lema 5.9, temos que |zc,,| < |er_,| €, portanto, que
[Mair(Tk-1, 0)| = |7 erey| = len | = ler| 2 |oeo| = ler| = fuer| = |er| = ful.
Como oy é estavel, temos que |bair(0k)| = base(ox) = per(cs,) < eyl
Assim temos que |c;,_, =ls,| = |cop Mair(Tk=1,0%)| 2 |Cop| + [Mair(Tr=1,0%)| >
[baic(ok)| + |u|. Como ¢,,_,=l,, € Suf(c,,_,) C Fat(u"), temos que u é
periodo de ¢;,_,=l,,. Como ¢,,_,=l,, € Pref(l,,) e bair(cx) é periodo de
ly,, temos que bgir(ox) é periodo de ¢,,_,=l,, devido a proposicao 2.22.
Usando o Teorema de Fine & Wilf, temos entdo que mdc(|bair(ok)l, [u]) <
|bair(0k)| < base(r) = |u| e que u é uma (|u|/mdc(|bair(ok)|, |u|))-poténcia,
nao sendo primitiva e contradizendo com a proposicao 3.26.

Vamos mostrar, no exemplo seguinte, que as razdes |u|/base(T),
|n|/base(r) podem chegar a valores muito proximos de 1, simultaneamente
inclusive. Temos que 1 é, portanto, o melhor limite superior possivel. Fixado
n, isto pode supor valores altos de m, contudo.

Fixados n e m, podemos mostrar que podemos diminuir o valor
deste limite superior, que por sua vez, depende de n e m. Conforme os
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valores de n e m, podemos obter um limite superior tao préoximo de 0 quanto
queiramos. Temos uma demostragao destes fatos que, no entanto, nao se
encontra neste trabalho.

Exemplo 5.11 Seja € um real tal que 0 < € < 1. Para todo n > 2, existe
m > 1 tal que existem 7 € 7’ e 0 € ¥/, existem p,n € AT tais que T = pon
e € < |u|/base(r), |n|/base(r) < 1.

Demonstragao.
Tome por 7 e o as produgoes do exemplo 3.12. Para aquele caso,
podemos tomar g = z(ab)™ e n = (ba) "z onde z = b(ab)"*™~1. Temos

ainda que 7 = (z™,2"*™) = pon. Assim temos que base(r) = |z| = 2n +
2m — 1 e que |p| = || = |z] — [(ba)™| = 2m — 1. E suficiente escolhermos
m > =221 para que |p|/base(7), |n|/base(T) > e. |

Teorema 5.12 (Teorema da Estabilidade) Admita quen > 4 e m > 1.
Entao toda produgao de %" (e portanto de ¥ e de ¥') € estdvel.

Demonstragao.

Pela proposi¢ao 3.23, temos que ¥ C ¥’ C ¥”. Por isso toda
producao de ¥’ e de ¥ é estavel se toda produgao de X" o for.

Vamos mostrar que se as produgoes de ¥’ sao estaveis, entdo as
de " também sao. Suponha que ja tenhamos provado que as produgoes
de Y/ sao estaveis. Seja p € X”. Pela definicdo de X", tome 0 € ¥ C ¥/
tal que o <, p. Entdo ¢, € Fat(c,) e, devido a proposicdo 2.22, temos que
per(c,) < per(c,). Como o é estivel, entao temos que per(c,) = base(o)
e, devido a proposicao 3.3, temos que base(o) = base(p). Assim temos que
per(c,) > base(p) e, usando a proposigao 3.7, temos que p é estavel.

Vamos mostrar que as producoes de Y/ sao estaveis. Seja 7 € ¥ e
seja j = base(r). Pela proposigao 3.22, temos que 7 € ¥'; = @(n'; U L;_1).
Tome uma dedugao étima s = (k,{7:},{o:},7’; U £;_1) para 7. Faremos
uma indugao dupla em j (mais externa) e em nj — |¢,| (mais interna). Pela
proposicao 3.25, temos que 1o € 7' C X' equeg; € £ C ¥'. Paranj—|c,| =0
é imediato pois 7 = 79 € 7’ e, pela construcdo de 7’;, temos que 7 é estavel.
Também se j = base(7) = 1 é imediato pois teremos k = 0, necessariamente,
e novamente teremos que 7 € estavel. Assim ja temos a nossa base de inducao.
Admita que j = base(7) > 1 e que nj —|c;| > 0. Portanto £ > 1. Seja o € X'
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tal que o <x 7. Entdo base(o) < base(7), e neste caso o ¢é estavel devido a
hipétese de indugao, ou entdo T <, o, € neste caso |c,| > |¢-| € o é estavel pela
hipétese de inducao. Sejam u,n € A* tais que 79 = p77n. Usando o lema 5.7,
podemos tomar uma dedugao s’ = (K, {7'i}, {0"i}, T'base(r) U Lbase(r)-1) Para 7
e k" < k' = k satisfazendo 7, = (pc,, pl;). Como s é 6tima e s’ tem o mesmo
comprimento que s, temos que a deducao s’ é 6tima. Seja s” a deducao étima
a direita para 7/, induzida por s’. Usando o lema 5.10 sobre a seqiiéncia, s”,
temos que |p| < base(r). De forma dual, temos que |p| < base(7). Portanto,
temos que |c;| = |cr| — || = |n] > (n — 2)base(r) > 2base(r) e, usando a
proposigao 3.9, temos que T € estavel. [ |

49



Capitulo 6

Sobre a expansibilidade de >..

6.1 Definigoes.

Dada uma relagao 7 com producoes em 2, definiremos trés funcdes sobre uma
expansao € qualquer de = ;: a funcao comego da expansao e definida como
com(e) = ming, (Pref(¢) N (=7)); a funcdo motivo da expansao e definida
como mot(e) = ming, (Suf(com(e)) N (=7)); e estenderemos a defini¢do da
funcdo base, anteriormente definida sobre ), para base de uma expansao ¢
como sendo: base(€) L (Ji| = |e|)/m. Observe que mot(e) € irred(7) e
que base(¢) = base(com(e)) = base(mot(e)) .

Na auséncia da especificacdo de uma relagdo 7 com produgdes em
) com a qual estamos trabalhando, aceitaremos, implicitamente, a relagao
b3

Sendo 7 C , chamamos de contragdo sob 7 a inversa (=>;)~! de

uma expansao sob 7, denotando por =7, e definimos a relagio passo sob 7
def

como sendo F; £ (=) U (=7)"". Definimos também as relagoes =% 2
(=)F etk et (F7)*, onde k € IN. Temos ainda que as relagdes =% def
2o(=r)eks 4ol U, (F7 ) sdo os fechos reflexivo-transitivos de =>rekbr,

respectivamente. Se w =% w’, podemos associar a0 menos uma seqiiéncia s
de expansoes sob 7, de comprimento k, pelas quais as expansoes de w para
w’ sao seqiiencialmente realizadas. Denotamos s : w = w' e dizemos que
s expande w para w'. Embora os conceitos de seqiiéncias finitas e palavras
sejam o mesmo, nao nos referiremos as sequéncias de expansoes como palavras
sobre =, para evitar confusao. Usaremos, contudo, as fungdes e operagoes
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definidas sobre as palavras, tais como prefixos, sufixos e concatenagio. Em
particular, caso uma seqiiéncia s de expansdes sob 7 satisfaga base(e) <
base(¢') para todo €'e¢ € Fat(s), neste caso dizemos que a seqiiéncia s ¢
decrescente.

6.2 O Teorema da Expansibilidade.

A proposicao 6.1 nos ajudard a demonstrar o Teorema da Expansibilidade,
mais adiante.

Proposigao 6.1 Sejam 7,0 € T C §) duas produgoes estaveis. Entao temos
que:

1. Se base(7) = base(0), entio c,=c, = l.=¢c, = c;=l, = ;=, se e 50
se T e o ndo sao produgoes conjugadas.

2. Se base(r) > base(o), entdo c,=c, = l;=¢, € c;=l, = [,=l,. Tere-
mos ainda que c,=c, = l,=1, se e s¢ se (1,0) & Rai.

Demonstragao.

Como T e o sdo estaveis, temos que |c,| > per(e,) = per(l,) =
base(T) e, usando a proposigao 3.11, temos que bg;r(7) € Suf(c;). Analoga-
mente temos que |c,| > per(c,) = per(l,) = base(o) e que bair(0) € Suf(c,).

Vamos mostrar a ida do item 1. Suponha que 7 e o sejam produgoes
conjugadas. Suponha que |l,| < |l;| (o outro caso é perfeitamente dual).
Como |l,| = mbase(a) + |¢,| > 2base(o) e como bg;(0) € Suf(l,), temos que
bair(0)* € Suf(l,) devido ao coroldrio 2.15. Usando o coroldrio 3.2, temos que
bair(7) é periodo de l,. Assim, devido a proposigao 2.22, temos que bgi(7)
é periodo também de bgi:(0)® e temos que bgi(7) € Fat(bair(c)?) devido a
proposicio 2.13. Seja v € A* tal que ba(7)v € Suf(bair(c)?) C Suf(l,) com
lv| < base(o) = base(r). Como v € Suf(bai(c)?) C Suf(l,), podemos definir
u = l,v~! € Pref(l,). Usando a proposi¢ao 2.22, temos que bg;:(7) é periodo
de u além de [,. Observe que bair(7) € Suf(u) pois bgi(7)v € Suf(l,) =
Suf(uv) e que bgir(7) € Suf(l;). Assim, usando o corolario 2.15, temos que
u, I, € Suf(bair(7)"). Como |u| = |l,| — |v| < |I;|, usando a proposigao 2.1,
temos que u € Suf(l,;)NPref(l,). Como |u| = |l;|—|v| > |l,|—base(c) > |c,],
entao temos que |¢,=¢,| < |¢,| < |u| £ |l;=1{,] implicando finalmente que
cr=¢, # l;=1,.
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Vamos mostrar a volta do item 1. Suponha que 7 e o nao sejam
produgoes conjugadas, embora base(7) = base(s). Seja w € Suf(/;) uma
palavra em que bgi;(0) € bair(7) sao periodos de w. Ora, se bair(7) € Suf(w),
como bgi(0) € periodo de w e |bgi(7)| = |bair(o)|, usando a proposicao 2.12,
terfamos que bgi;(7) e bair(0) seriam palavras conjugadas, contradizendo com
o fato de que 7 e o nao sdo produgdes conjugadas. Assim bgir(7) & Suf(w).
Como w, bair(7) € Suf(l;), usando a proposicdo 2.1, temos que w é sufixo
préprio de bair(7) que por sua vez é sufixo de Suf(c,). De forma dual, temos
que se w € Pref(l,) é uma palavra em que bgir(7) € bair(c) sdo dois periodos
de w, entdao w € Pref(c,). Assim sendo, temos que Suf(c;) N Pref(c,) =
Suf(c,) NPref(l,) = Suf(l;) N Pref(c,) = Suf(l;) N Pref(l,) e a igualdade dos
encaixes em questao deriva imediatamente de sua definicao. Observe que
demonstramos também que todos estes encaixes tém comprimento menor
que base(T).

Vamos mostrar a primeira parte do item 2. Suponhamos base(7) >
base(c). Seja w € Suf(l;) uma palavra em que bgi(0) € bair(7) sdo periodos
de w. Caso ¢, € Suf(w), como base(o) é periodo de w, usando a pro-
posicao 2.22, terfamos que base(r) = per(c,;) < per(w) < base(o), que é
contradigdo com a hipdtese. Assim, ¢, ¢ Suf(w). Como w,e, € Suf(l;),
usando a proposigao 2.1, temos entao que w € Suf(c;). Desta maneira te-
mos que Suf(l;) N Pref(c,) = Suf(c,) N Pref(c,) e que Suf(l;) N Pref(l,) =
Suf(e;) N Pref(l,) e os encaixes sdao iguais.

Vamos mostrar a segunda parte do item 2. Suponha que (7,0) ¢
Rair, embora tenhamos que base(7) > base(o). Seja w € Suf(c,) N Pref(l,).
Entdo temos que |w| < |¢,=21,| < |¢s| pois 7 Rair 0, € concluimos que w €
Pref(c,) devido ao fato de que w, ¢, € Pref(l,) e a proposicao 2.1. Por fim,
temos que Suf(c,) NPref(l,) = Suf(c,) NPref(c,) e I, =l = ¢,=l, = ¢;=¢,.
Admita que 7 Rg; 0. Assim sendo, concluimos que |,=l,| = |e;=1,| >
les| > |er=2c,| €, portanto, I,=l, # c,=c,. il

A seguinte proposi¢ao nao sera demonstrada:
Proposicao 6.2 Seja 7 C Q). Entio ~1 = F%.
Lema 6.3 Sejam p,n,p',n' € A*, sejam 7,0 € ¥ duas produgdes estdveis e
sejam € = (w',w") = p'on’ e € = (W, w") = prn duas expansoes distintas
entre si tais que [, = .. Entao existe w" € At tal que 7 <; ' = (""", w’) €
o < € = (w",w") onde € e € sio duas expansdes distintas entre si tais
que con = con. Temos também que leom(ery € Pref(ce) ou lcom(e) € Pref(ca).
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Demonstragao.

Nas condigoes do enunciado temos que w” = pl,n = p'l,n’. Como
€ # ¢, entao w” # w'. Como 7,0 sdo estaveis, entdo per(c,) = per(l;) =
base(7), mas também per(c,) = per(l,) = base(o).

Admitiremos, a partir de agora, que |p| < |¢'], j& que o outro caso
(|¢'| < |p|) é perfeitamente andlogo.

Vamos mostrar que existem u,v € A* tais que p' = pu, n = vy’
e ul, = l,v com |u| > mbase(7) e |v| > mbase(c). Caso |n| < |n’|, como
pl.n = p'lyn', usando o item 1 da proposicao 2.28, terfamos que existiriam
u,v € A* tais que pu = p', vp =’ e I, = ul,v. Como [, € Fat(l;), usando
o coroldrio 5.2, terfamos que 7 = o, donde |l,| = |l;| = |u| + |l,] + |v] e,
por conseguinte, teriamos que ©u = v = 1, p = p’ e 7 = n'; contradizendo,
pois, com o fato ja mostrado de que w” # w'. Assim temos que |p| > ||
e, usando o item 2 da mesma proposigao 2.28, temos que existem u,v € A*
tais que pu = g, n = vy, Lv = uly, |u| > |l;| = =] e |v| 2 |lo| — |l.=1,].
Suponha o caso em que 7 e o sejam produgdes conjugadas e, portanto, que
base(7) = base(o) e que besq(7) € periodo de I, e [, devido ao coroldrio 3.2.
Suponha, por absurdo, que |v| < mbase(c). Assim temos que |l;| + |l,| =
|| + |bair()™| + |co| = |l;| + mbase(o) + per(cs) > |I;| + |v| + base(o) =
|l;v] + |besq(7)]- Como I, € Pref(l,v), como [, € Suf(ul,) = Suf(l,v), como
besq(7) € periodo de [, e de l,, pela proposicao 2.24, temos que besq(7) €
periodo de l;v. Como besq(7)™ ;v = ucy bair(0)™, como besq(7) é periodo de
besq(7)™ ;v € como |besq(7)| = |bair(c)|, usando a proposigao 2.25, concluimos
que besq(T)0 CrV = UC, bdjr(O')O e, portanto, que ¢,v = uc,. Donde, temos que
w" = pen = pe;vn’ = puc,n’ = p'eon’ = w' que é uma contradigao pois
j& vimos que w"” # w’. Assim temos que |v| > mbase(o) e, por dualidade,
temos também que |u| > mbase(7). Suponhamos agora o caso em que 7
e 0 nao sao produgées conjugadas. Caso base(r) = base(o), pelo item 1
da proposi¢ao 6.1, temos que [,=l, = ¢,=c,. Caso base(r) > base(c),
temos que (7,0) € Rair devido a proposi¢ao 3.24 e que [,=l, = c¢,=¢,
devido ao item 2 da proposicao 6.1. Caso base(c) > base(r), temos que
(0,7) & Resq devido a proposicao 3.24 e que l,=l, = ¢,=c¢, devido ao dual
do item 2 da proposicao 6.1. Assim, sempre temos que l,=[, = ¢,=c¢,. Da
obtencdo da existéncia de u, vimos que |u| > |l;| — |l;=l,]| e, portanto, que
lu| > || = |=l] = |l;] = |er=¢s| 2 |l| — |¢;| = mbase(r). De forma dual,
temos que |v| > mbase(o). ‘

53



Como besq(7)™crv = v = uly = ucebair(0)™, cOmO |begq(7)™| < |u]
e |v| > |bair(c)™|, entdo, usando o item 2 da proposigao 2.28, temos que
existem u/, v’ € A* tais que besq(7)™u’ = u, v = v'bair(c)™ € c;v" = v'c,. Seja
w"l/ g ”ulc ,,]I :"LLCT,v/nI.

o

Vamos mostrar que 7 <, €’ onde ¢’ = (w",w'), que ¢ <, €’
onde €” = (w"™,w™) e que pl, € Pref(w'). Temos que w"” = pc,n =
pe,vn’ = pev'bap(o)™n = pu'cobar(o)™n’ = pu'l,y’, donde temos que
" = (w",w") = pu'on’. Temos também que w' = p'c,n' = pucen’ =
Pbesq(T) W' con' = pbesq(T) " crv'n’ = plyv'n’ donde também temos que €’ =
(w™ w') = pTo'n’ e que pl, € Pref(pl v'n") = Pref(w’).

Vamos mostrar que lcom(ey € Pref(cc) ou que leom(e) € Pref(ce),
concluindo a demonstracao. Observe que u7 € Pref(¢’) N =y e, entdo, temos
que com(€’) € Pref(ur) devido a definicao de comego. Assim, como ja vimos
que I, € Pref(w'), temos que leom(ery € Pref(pl;) C Pref(w’) = Pref(c.). Caso
|¢| > |p| terfamos a outra alternativa. |

O lema anterior demonstra uma propriedade bastante semelhante
a da confluéncia local, estudada na teoria dos Sistemas de Reescritura. Na
verdade, pode-se mostrar que a contracdo sob ¥ é um sistema de reescritu-
ra com esta propriedade. Isto demonstraria mais imediatamente o item 5
do Teorema da Expansibilidade. Pode-se ver uma definicao dos principais
conceitos envolvidos em [10] e uma aplicagao interessante desta teoria na
demonstracio da finitude do semigrupo idempotente em [7].

Teorema 6.4 (Teorema da Expansibilidade) Admita que as produgoes
de ¥ sejam estdveis. Seja w' wma palavra qualquer. Entao as sequintes
afirmagdes sao verdadeiras:

As produgoes de ¥ sGo necessdrias em X.

As produgoes de ¥ sdo irredutiveis em ~.

Eziste uma 1tnica palavra de menor comprimento em [w’].

Rl L B o

Uma palavra w € a palavra de menor comprimento em [w'] se e sd se
ndo tem entre seus fatores o longo de nenhuma produgao de 2.

5. Eziste uma seqiéncia s de expansées sob ¥ sequndo a qual s : w = w’,
onde w ¢ uma palavra de menor comprimento em [w'].
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Demonstragao.

Vamos mostrar que dados u, v € AT e s uma seqiiéncia de expansoes
sob ¥ tais que s : u = v entao |u| < |v| sendo que |u| = |v| se e sé se |s| =0
se e s6 se u = v. Isto é imediato porque se |s| = 0 entdo u = v e |u| = |v|
e, por uma simples indugao sobre |s|, podemos mostrar que se |s| > 0 entdo
|u| < |v| pois o comprimento do curto de uma expanséo é estritamente menor
que o comprimento do respectivo longo.

Comecaremos demonstrando uma forma mais mais geral que a do
item 5. Dado 7 C ¥, dado w € min([w'].,), demonstraremos entdo que
existe uma seqliéncia s de expansées sob 7 tal que s : w = w’. Observe que,
tomando por 7 a prépria relagao % e usando o Teorema da Equivaléncia, isto
demonstra o item 5. Se w’ = w nao ha o que provar, pois podemos tomar
por s a seqiiéncia vazia. Portanto suporemos w’ # w. Por defini¢do, temos
que |w| < |w'| e w' ~7 w. Usando a proposicao 6.2, existe um menor k onde
w % w’. Demonstraremos fazendo uma indugao em k. Como w’ # w, entao
k > 0. Para k = 1, temos que w ko w'. Assim w =+ w' ou w =7 W'
Admita que w =7' w'. Seja 7 = mot((w',w)) e u,v € A* tais que urv =
(w',w). Assim |w'| = |uc,v| < |ul;v| = |w| e temos uma contradi¢do pois ja
vimos que |w| < |w'|. Donde w =4 w’ e tomando s = (w,w’) ja temos a
base da indugdo. Suponhamos que k > 1 e que Vz € A*, w F&=! z implica
que w =451 z e a existéncia de uma seqiiéncia r de expansdes sob 7 de
comprimento k — 1 segundo a qual r : w = z. Como k > 1, Jw” € A* tal que
w 1w b w!. Assim w =571 w" e existe uma seqiiéncia r de expansdes
sob 7 de comprimento k£ — 1 segundo a qual r : w = w". Se w" =, W',
tome por s a concatenagao de r por (w”,w’) e a demonstragao esta pronta.
Admitamos, entdo, que w” =7' w' e seja ¢ = (w',w") uma expansio sob
T. Como k > 1, temos que |r| = k —1 > 0. Seja ¢ = (w”,w") a dltima
expansio de r. Assim temos que w =45% w” =, w” =7' w'. Observe que
w"” # w' pois, caso contrario, teriamos que w :>§—_2 w" = w', contradizendo
com a minimalidade de k. Assim € = (w",w") e ¢ = (w',w") sao duas
expansoes sob 7. Sao distintas porque w"” # w’. Como 7 C ¥, usando o
lema 6.3, temos que existe w"”’ € AT tal que €’ = (w"",w') e € = (W™, W)
sio duas expansoes sob 7. Assim temos que w =572 w” =7 W =, W'
Como w F5=1 w"", pela hipétese de indugio temos que w =51 " e existe
uma seqiiéncia v’ de expansées sob 7 de comprimento k — 1 segundo a qual
v w = w. Donde w =51 w™ =, w' e concluimos que a seqiiéncia

s = r'e” de comprimento k é tal que s : w = w'.
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Vamos demonstrar o item 1. Seja ¢ € ¥ e suponha, por absurdo,
que o nao seja necessaria em L. Seja 7 = ¥\ {¢}. Entdo 0 € ~7. Seja z
uma palavra de menor comprimento em [l,].. Usando a generalizacio do
item 5 ja demonstrada, temos que existe uma seqiiéncia s de expansoes sob
T tal que s : ¢ = l,. Como ¢, € [l;]~, temos que |z| < || < |l,|. Assim
temos que |s| > 0 e existe uma tultima expansao sob 7 em s. Chamemo-la
de € e seja 7 € 7 C ¥ uma producao distinta de o tal que 7 <; e. Entéo
l; € Fat(l.) = Fat(l,), contradizendo com o corolario 5.2.

Vamos mostrar o item 2. Seja 7 € ¥ C ~y = ~,. Seja 0 € ~,
tal que 8 <, 7. Observe que 0 € 2 devido a proposicao 3.3. Seja z uma
palavra de menor comprimento em [ls]. Usando o item 5, temos que existe
uma seqiiéncia s de expansoes sob ¥ tal que s : # = ly. Como ¢y € [lg],
temos que |z| < |cg| < |lg]. Assim temos que |s| > 0 e existe uma ultima
expansao de s. Chamemo-la de € e seja 0 € ¥ tal que o <, e. Entao
l, € Fat(l,) = Fat(ly) C Fat(l;). Usando o corolario 5.2, temos que ¢ = 7.
Como [, € Fat(lg) C Fat(l;) e [, = I;, entao temos que l, = ly = [, e, por
conseguinte que § = 7 pois § <, 7. Assim 7 € irredutivel em ~.

Vamos mostrar o item 4 e o item 3. Vamos mostrar a ida do item 4.
Suponha que w seja uma palavra de menor comprimento em [w']. Admita,
por absurdo, que exista o € ¥ e u,v € A* tais que w = ul,v. Neste caso
uc,v =y w. Donde temos que |uc,v| < |w| e, usando o Teorema da Equi-
valéncia, temos que uc,v ~, w e uc,v € [w] = [w'], que é uma contradigao.
Vamos mostrar a volta do item 4 e o item 3. Suponhamos que w seja uma
palavra em [w'] tal que Bo € ¥ tal que [, € Fat(w). Vamos mostrar que w
é uma palavra de menor comprimento em [w’]. Escolha uma palavra = de
menor comprimento em [w']. Usando o item 5, existe uma seqiiéncia de ex-
pansoes s tal que s : £ = w. Caso ¢ # w entao teriamos que |s| > 0, e sendo
€ a ultima expansdo de s, entdo terfamos que lyoye) € Fat(l) = Fat(w) que
seria uma contradicao; portanto temos que w = z é uma palavra de menor
comprimento em [w] e que existe uma tnica palavra  nas circunstancias em
que foi escolhida. [ |

6.3 Expansores.

Como conseqiiéncia da proposicao 6.5, logo a seguir, podemos definir a funcao

expansor sobre uma dada expansao € definida por exp(e) gl maxc, ({p € L"
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tal que p <; €}). A utilidade, da defini¢io de X" reside no fato de que
o expansor de uma expansao é unico enquanto que podem existir varias
produgdes de ¥ (todas conjugadas entre si, por sinal), que “levem” a uma
mesma expansao.

Proposigido 6.5 Seja € uma expansdo sob ¥, sejam 7,0 € =5y NN =Y" ¢
sejam p,n, 1\’ € A* tais que € = prn = p'on’. Entdo T e o sdo produgoes
conjugadas e p = min({y, u'})temin({n,n'})"! € tal que 7,0 <, p, ep € ¥".

Demonstragao.

Observe que base(7) = base(€) = base(o).

Suporemos que |z| < |¢'|. O outro caso é perfeitamente analogo.

Suponha que || < |p’|. Assim, temos que min({u,p'}) = 1 e que
min({n,n'}) = n. Donde p = p~ten~ = 7. Como l. = pul,n = p'l,n’, usando
o item 1 da proposigao 2.28, temos que [, € Fat(l;) e, devido a proposicao 3.4,
concluimos que o <, 7 = p sendo conjugadas devido a proposicao 3.3.

Suponha que || > |7'|. Como pl,n = p'lsn’, usando o item 2 da
proposicao 2.28, temos que existem u,v € A* tais que pu = p', n = vp' e
l,v = ul,. Como pc,vn’ = pe,n = c. = p'c,n’ = puc,n’, temos que c,v = uc,
e que Tv = uo. Assim, temos que p = min({g,x'}) temin({n,7'})* =
pY(prn)n'™' = 7v = uo = (ucy,ul,). Temos que uc, € Pref(ul,) \ {ul,},
que uc, = c;v € Suf(l;v) = Suf(ul,) e que (uc,)™*(ul,) = bair(c)™. Assim
p € Q. Como p = uo € =y, temos que p € =N = ¥". Finalmente, temos
que 7,0 <, p sendo que T, o e p sao conjugadas devido a proposi¢ao 3.3. W

Dada uma expansao ¢ = (w,w'), a proposicao 6.6 nos da uma outra
interpretagao para o expansor: se o = exp(¢), entao ¢, e [, sao, respectiva-
mente, fatores “maximais” de w e w’ que tém periodo base(e€); também nos
permite saber quem sio o prefixo e o sufixo comuns a w e a w' de maximo
comprimento.

Proposicao 6.6 Sejaoc € ¥". Sejae = uov uma ezpansdo sob . Considere
as sequintes afirmagoes abaizo:

1. o =exp(e),
2. Pref(c.) N Pref(l.) = Pref(uc,) e Suf(c.) N Suf(l) = Suf(c,v),
é

3. Seja v’ € Suf(u) e v’ € Pref(v). Entao bgi(o)
implica que u' =v' = 1.

um pertodo de u'l, v’
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4. Sejau’ € Suf(u) e v’ € Pref(v). Entdo bai(c) € um periodo de u'c,v'
implica que v’ =v' = 1.

Temos entdo que (1) <= (2) <= (3) <= (4) sendo que (3) = (4) quando
les| > |base(o)|.

Demonstragao.

Vamos mostrar que (1) implica (2). Suponha que o = exp(€). Como
Suf(c,) C Suf(l,), temos que Suf(c,v) = Suf(c,v) N Suf(l,v) € Suf(c) N
Suf(l,). Escolha & € Suf(cc) NSuf(lc). Seja =’ = max({z,c,v}). De qualquer
forma, temos que z’ € Suf(c.) N Suf(l.). Como z’,z,c,v € Suf(uc,v), usando
a proposicao 2.1, temos que existe u’ € Suf(u) tal que ' = u'c,v e que
z € Suf(u'c,v). Observe que 0 <; u'c <; ¢. Ora, temos que u'c,v,u'l,v €
Suf(l.), como |u'c,v| < |u'l,v|, usando a proposi¢do 2.1, temos que u'c,v €
Suf(u'l,v) e, portanto, temos que u'c, € Pref(u'l,) N Suf(u'l,) \ {u'l;} e
que (u'c,) " (v'ly,) = bair(0)™ que é uma m-poténcia. Donde, temos que
w'o € Q. Como o € A*YLA*, temos também que u'c € A*SA*NQ = X",
Como v'c <, maxc,({p € X" tal que p <; €}) = exp(e) = 0, entdo u' =1, e
z € Suf(u'c,v) = Suf(c,v). Assim provamos que Suf(c,v) = Suf(c.)NSuf(L).
De forma dual, temos que Pref(uc,) = Pref(c.) N Pref(l).

Vamos mostrar que (2) implica (3). Admita que valha (2). Sejam
u' € Suf(u) e v’ € Pref(v) tais que bgi(0) é periodo de u'l,v’. Usando a
proposigao 2.22, temos que bgi(0) é periodo de u'l,. Pela proposicao 2.5,
temos que bgi (o)™ = (u'c,)"'(uw'l,) é periodo de u'l, e, usando a propo-
sicdo 2.14, temos que u'c, € Suf(u'l,) C Suf(ul,). Donde, temos que
u'c,v € Suf(uc,v) N Suf(ul,v) = Suf(ce) N Suf(l) = Suf(c,v) e, portanto,
u’ = 1. De forma dual, temos que v’ = 1.

Vamos mostrar que (3) implica (4) quando |c,| > base(c). Admita
que valha (3). Sejam u’ € Suf(u) e v’ € Pref(v) tais que bgi-(o) é periodo
de u'c,v’. Como bgi(c) é periodo de u'c, devido a proposigao 2.22 e de I,
como |u'c,| +|l;| = [u'ls| + |es| = |4/l5| + |bair(o)|, usando a proposicao 2.14,
temos que bg;(0) é periodo de u'l, também. Assim temos que v’ = 1 devido
a (3) e, de forma dual, também temos que v’ = 1.

Vamos mostrar que (3) ou (4) implica (1). Seja 7 = exp(e) =
max, ({p € L tal que p <; €}). Sejam u",v" € A* tais que € = u"1v" =
uov. Entao, pela definicao de expansor e pela proposicao 6.5, temos que
min({u,u"}) = u” e como u,u” € Pref(c.), usando a proposicao 2.1, temos

que existe u’ € A* tal que u = u"u’. Analogamente existe v’ € A* tal que
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1 =1 _ n—l( n—1

v = v'v”. Assim sendo, temos que 7 = u"" " ev u' " (uov)v"™ = ulov’.
Usando a proposicao 3.3, temos que o e T sao produgdes conjugadas, e,

usando o corolario 3.2, temos que bgir(0) é periodo de ¢, = u'c,v' e de
I, = u'l,v". Assumindo (3) ou (4), temos que u' = v’ = 1, e entao temos que
o =1 = exp(e). [

6.4 Biexpansoes.

Dada uma seqliéncia s de expansoes sob ¥, dizemos que s é uma biezpansao
quando |s| = 2. Dada uma seqliéncia s de expansdes sob ¥ qualquer, defi-

nimos a funcgao conjunto das biezpansées de s como sendo Bi(s) e (o€
Fat(s) tal que |s’| = 2}. Definiremos agora, alguns casos particulares de biex-
pansbes. Dada uma biexpansio s = €’e tal que s : w = W', seja T = exp(¢'),
seja o = exp(€) e seja w" = ¢, = lo. Sejam p,n,p',n' € A* tais que ¢ = pry
e € = pu'on’. Note que w” = ul,n = p'c,n’ e que p, p', 7 e n' sao unicamente
determinadas devido a definicdo de expansor e a proposicao 6.5. Dizemos
que s é uma biezpansdo empilhada quando |p| < |¢'], |7] < |7| sem que a
igualdade ocorra simultaneamente. Quando p = p', n = 7', dizemos que s
é uma biezpansdio trivial. Dizemos que s € uma biezpansdo indiferente mais
a esquerda quando |u| < |¢/| e |n| > |n|. Dizemos que s é uma biezpansdo
indiferente mais a direita quando |u| > |¢'| e |n| < |n|. Dizemos que s é
uma biezpansio indiferente quando for indiferente mais a esquerda ou mais
a direita. Ao invés de dizermos que 7 e o sao os expansores das expansoes
de s, permitimo-nos simplificar dizendo que 7 e o s@o os expansores de s.

Na proposicao seguinte, mostramos que os tnicos tipos de biex-
pansdes existentes sdo os acima definidos.

Proposicao 6.7 Toda biexpansio cujos expansores sao estaveis se classifica
somente entre trivial, empilhada ou indiferente.

Demonstragao.

Seja s = e = (w",w")(w”,w') uma biexpansao cujos expansores
sao estaveis. Seja 7 = exp(€’) e seja o = exp(e). Sejam p,pu’,n,n' € A* tais
que ¢ = purnee= p'op’. Como 7 e o sao produgdes estaveis, entdo per(l,) =
per(c,) = base(r) e per(l,) = per(c,) = base(s). Usando a proposicao 3.11,
temos que bg;(7) € Suf(c,) e que bair(o) € Suf(c,).
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Assim w” = pl.n = p'cn'.
Temos quatro casos possiveis:

1. |p| > |#'] e |n] = |n'| — Neste caso temos que p = p', n =n' e s é
trivial.

Neste caso, usando o item 1 da proposigao 2.28, temos que existem
u,v tais que g = p'u, n = vy’ e ul,v = ¢,. Usando o item 1 da
proposicao 5.1, temos que 7 <; o e, pela proposicao 3.3, temos que 7 e
o sio produgdes conjugadas e base(7) = base(c).

Vamos mostrar que s é trivial. Pelo coroldrio 3.2, temos que bai(7)
é periodo de ¢, = ul,v. Como 7 = exp(€), € = prn, u € Suf(y) e
v € Pref(n), usando a proposigao 6.6, temos que u = v = 1. Assim
temos que u = p', n =7’ e, por definigao, s é trivial.

2. |u] < |¢] e In] < |n'| sem igualdade simultinea — Neste caso s é
empilhada por definigao.

(V12

3. |u| < || e In| > |n'|. Neste caso temos que s é indiferente mais
esquerda por definicao.

[~V

4. |u| > |¢'| e In|] < |n']. Neste caso temos que s é indiferente mais
direita por definicao.

Veremos, agora, algumas propriedades interessantes a respeito das
biexpansdes e, ao final, veremos um teorema que nos permite limitar as pro-
dugdes de ¥ que possam ser motivo de expansao numa seqiiéncia de expansoes
a partir de uma dada palavra.

Proposigao 6.8 Seja s = ¢'¢ uma biezpansdo trivial cujos expansores sdio
estdveis. Sejam T = exp(€') e o = exp(e€). Entdo o = Thgir(T)™

Demonstragao.

Sejam u,n € A* tais que € = prp e € = pon. Como ¢, =
p~ Y (plen)n™t = I, = ¢;bai(7)™ € bair(0) € Suf(c,) devido a proposigao 3.11,
temos que bair(7) = bair(0) € que l; = ¢;bair(0)™ = lrbair(7)™. Assim sendo
o = Thai(7)™. |
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Proposicio 6.9 Seja s = €'e = (w,w”)(w”,w') uma biezpansio empilhada
cujos erpansores sdo estdveis. Sejam T = exp(€) e o = exp(e). Entdo
base(e') = base(7) > base(o) = base(e).

Admita que |c;| > 3base(r). Sejam p,n,p',n" € A* tais que € = ptn e
¢ = p'on'. Entdo existem x,y € A* tais que ¢,y = ¢, e €' = proyn € uma
expansdo sob ¥ tal que exp(e’) =0 e car = co.

Demonstragao.

Como 7, o sdo produgoes estaveis, entdo per(l,) = per(c,) = base(T)
e per(l,) = per(c,) = base(c). Observe que w" = pul.n = p'c,n' e que
lz| < |#’] e |n| < |n'| pois s é uma biexpansao empilhada. Usando o item 1
da proposicao 2.28, temos que existem u,v € A* tais que pu = p', vp =17’ e
[, = ucyv.

Vamos mostrar que base(7) > base(s). Como ¢, € Fat(l;), usan-
do a proposi¢ao 2.22, temos que base(o) = per(c,) < per(l;) = base(r).
Suponha, por absurdo, que base(c) = base(r). Neste caso, usando a propo-
sicao 3.11, temos que bgi(¢) € Suf(c,) C Fat(l;). Como bgi:(7) é periodo
de I, e |bair(¢)| = |bai(7)|, usando a proposig¢ao 2.12, temos que bgi(o) é
periodo de I, = uc,v. Como o = exp(¢€), € = p'on’, u € Suf(y'), v € Pref(7y’)
e |c,| > per(c,) = base(o), usando a proposigao 6.6, temos que u = v = 1.
Portanto, temos que u = ', 7 = 7', o que contradiz com a definicao de biex-
pansao empilhada. Assim temos que base(¢) = base(o) < base(7) = base(¢').

Assim j4 temos provada a primeira parte da proposicao. Provare-
mos, agora, a segunda parte. Admita que |c,| > 3base(T).

Como 7T e o sao estaveis, como [, = uc,v e como |c,|/3 > base(7) >
base(), usando o item 4 da proposi¢ao 5.1, temos que existem z € Suf(u)
ey € Pref(v) taisque ¢; = zc,y comz =1l u=1l,ey=1<=v =1
Assim w = pc,n = pxc,yn. Seja w” = pzl,yn e seja ' = (w,w"”) =
pz o yn. Note que cor = w = cor.

Vamos mostrar que exp(€”) = o. Tome 2’ € Suf(uz) ey’ € Pref(yn)
tais que bgir(0) seja periodo de z’c,y’. Primeiramente vamos mostrar que
2’ = 1. Suponha que u = 1 e, portanto, que x = 1. Entao p' = pu=pea’ €
Suf(pz) = Suf(u’). Como bgir(0) é periodo de z’c, devido a proposigao 2.22,
como o = exp(¢), e = p'on’, z’ € Suf(i') e |c;| > per(c,) = base(c), usando
a proposicio 6.6, entio temos que ' = 1. Suponha agora que u # 1 e,
portanto, que z # 1. Seja z” = min({z,z'}). Como z",z',z € Suf(uz),
usando a proposicao 2.1, temos que z” € Suf(z) C Suf(u) C Suf(y') e que
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¢" € Suf(z'). Portanto, temos que z”c, € Suf(zc,) C Fat(z'c,y’) e, pela
proposicao 2.22, temos que bair(c) é periodo de z”¢c,. Como o = exp(e), € =
pon', " € Suf(y') e |c,| > per(c,) = base(d), usando a proposigao 6.6, entao
temos que z” = 1. Como & # 1, concluimos que 2’ = z” = 1. Mostramos
entio que '’ = 1 tanto quando u = 1 como quando u # 1 e, de forma
dual, podemos mostrar que y’ = 1. Portanto, que bgi:(c) seja periodo de
z'c,y’ para z' € Suf(uz) e y' € Pref(yn) implica que 2’ =y’ = 1. Usando a
proposicao 6.6, concluimos que o = exp(pz o yn) = exp(€”). |

Olhando para o lema 6.3 sob o ponto de vista das biexpansoes,
obtemos duas biexpansoes de w" para w": €"¢ = (w",w")(w",w") e a
biexpansio €’e = (w™, w')(w',w"), sendo que existem produgées 7,0 € X
taisque o <, ¢, " et <, €,€¢". A proposicao seguinte, é bastante relacionada
a esta situagao, como veremos:

Proposigao 6.10 Sejas = €'e = (w, w”)(w",w') uma biexpansdo indiferente
mais a esquerda cujos expansores e o0s motivos dos mesmos sdo estdveis.
Sejam T = exp(€') e o = exp(e). 1.S’ejam p,m, 1 n' € A* tais que € = puty
ee=pon. Sejaw” = pc,(nn' " ba(o)" 0, sejam " = (w,w") e €' =
(w" w') e seja s' = €"¢". Entdo temos os seguintes casos possiveis:
|| — |p| > mbase(r).
Neste caso, s' € uma biezpansdo indiferente mais a direita, exp(e”) =7
e exp(e”) =o.

|w'| = |u| = mbase(r).
Neste caso, s' é uma biezpansdo empilhada, exp(€’) = 7 e exp(e”) =
u' o onde u' é o mais comprido sufizo de p tal que bai(0) € periodo de
u'cy.

|| = |u| < mbase(T).
Neste caso, s' é uma biezpansdo empilhada, exp(€") = 7 e exp(€”) =
T Qesq 0 <r 7.

Demonstragao.

Como s é indiferente mais a esquerda, entao temos que |u| < |p'| e
|n| > |n’|. Neste caso, usando o item 2 da proposigao 2.28, temos que existem
u,v € At tais que pu = p', n = vy’ e l;v = uc,. Nesta situacdo, temos que

m,__t

1] — [l = Jul e que w" = pc,vbar(e)™".
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Vamos mostrar que €’ = p7 vbair(0)"n' e que €’ é uma expansio
sob ¥. Observe que w' = p'l,n" = puc,bair(0)™n’ = plrvbair(c)"n’, donde
temos que ¢’ = (w"”,w') = p 7 vbair(c)™n’, que mot(7) <; 7 <; €” e que €” é
uma expansao sob X.

Vamos mostrar que exp(¢”) = 7. Tome v’ € Pref(vbai(o)™n') e
u' € Suf(p) tais que bai(7) seja periodo de u'l;v'. Seja v” = min({v,v'}).
Como v,v',v" € Pref(vbai(c)™n’), usando a proposicao 2.1, temos que
v" € Pref(v) C Pref(vy’) = Pref(n) e que v” € Pref(v’). Como u'l,v" €
Pref(u'l,v"), entdo u'l;v" tem periodo bgi(7) devido a proposicao 2.22. Como
T = exp(€¢), € = prn, v’ € Suf(y) e v” € Pref(y), usando a proposicao 6.6,
temos que u’ = v” = 1. Como v € At pela definigdo de v”, temos entao
que v’ = v” = 1 = u’. Portanto, que bg;(7) seja periodo de u'l,v’ onde
u' € Suf(p) e v/ € Suf(vbair(c)™n’) implica que ' = v' = 1. Usando a
mesma proposicao 6.6, temos entdo que 7 = exp(€”).

Observe que o demonstrado acima vale para todos os casos do e-
nunciado. A partir de agora precisamos analisar os casos separadamente.

Suponhamos o caso em que:

1] = |l = [u] > [Pesq(T)™]-

Vamos mostrar que € = pz on’ para um certo z € AT e que s’ é uma
biexpansdao. Como besq(7)™c;v = ;v = uc,, usando a proposigao 2.1,
temos que existe z € At tal que u = besq(7)"2 € ¢;v = z¢,. Como
w" = pe;vbair(0)™n’ = prebair(0)™n' = pal,n’ € como w = pe.n =
pe.vn' = pzc,n’, entdo temos que € = (w,w"”) = pron' e €’ é uma
expansao sob Y. Como €’ também é uma expansao sob X, temos que
s’ é uma biexpansao.

Vamos mostrar que exp(e”’) = 0. Tome v’ € Suf(uz) e v’ € Pref(n’)
tais que bgir(0) seja periodo de u'l,v'. Seja u” = min({z,u'}). Como
z,u',u"” € Suf(pz), usando a proposicao 2.1, temos entao que u” €
Suf(z) C Suf(u) C Suf(x'), que u” € Suf(u') e que u"l,v" € Suf(u'l,v').
Usando a proposicao 2.22, temos que bgi:(0) é periodo de u”l,v'. Co-
mo o = exp(e), € = p'on’, v’ € Suf(y') e v' € Pref(y’), usando a
proposicao 6.6, temos que v’ = v’ = 1. Como z € A™, pela definigao
de u”, podemos entao concluir que v’ = v” = 1 = v’. Portanto, que
bair(0) seja periodo de u'l,v" onde u’ € Suf(px) e v' € Pref(n’) implica
que v’ = v’ = 1. Usando a mesma proposi¢ao 6.6, temos entao que
exp(e”) = o.
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Vamos mostrar que s’ € uma biexpansao indiferente mais a direita. Isto
é imediato pois temos que o = exp(€”), que T = exp(€”’) e ' = "¢ =
(pzon')(pTvbai(a)™n").

|| = |1l = |u] = |besq()™].

Seja u’ é o mais comprido sufixo de x tal que bgi(c) seja periodo de

u'c,. Seja 0 = u'o e seja p” = pu'"'.

Vamos mostrar que § € X’ e que base(f) = base(c). Pela propo-
sicao 3.11, temos que bgi:(0) € Suf(c,). Desta forma, temos que bgir(o)
é periodo de u'c, = u'c,bair(0)”" bar(c)' 1 e, pela proposicao 2.25,
também o sera de uc(,bdir(cr)_1 bd_ir(g)l+m1 = v/l,. Como bgy (o)™ €
Suf(u'l,) e baw(c)™ é periodo de u'l, devido ao teorema 2.21, te-
mos que u'c, = u'l,bar(c)™™ € Suf(u'l,) devido a proposicao 2.14.
Também temos que u'c, € Pref(u'l,)\ {v'l,} pois ¢, € Pref(l,) \ {lo},
e que (v'c,) N (u'l,) = ba(0)™. Assim 0 = (u'c,,u'l,) € 2. Como
mot(e) <, o <; 0, temos que @ € =y e portanto § € =5 N O = X"
Como o <, 0, temos que base(@) = base(o) devido a proposigao 3.3.

Vamos mostrar que ¢’ = p”0n’ e que s’ é uma biexpansdao. Como
besq(T)"crv = v = Uc,, € |besq(T)™| = |u|, temos que beso(7)™ = u
e ¢,V = ¢,. Assim temos que w"”’ = pc,vbair(0)"n = pcsbair(c)"n’ =
wlon' e que w = pe,n = pc,vn’ = pcyn’. Donde € = pon' = p'u'on’ =
w"0n'. Como mot(e) <; 0 <, 0 <, €, temos que € é uma expansao
sob X, assim como ¢, e s é uma biexpansao.

Vamos mostrar que exp(€”) = w'o. Sejam u” € Suf(p”) e v’ € Pref(n’)
tais que bgir(0) seja periodo de u”cgv’. Pela proposicao 2.22, temos
que bg;(0) é periodo também de u’cy e de c,v' € Suf(cpv’). Co-
mo bgi (o) € Suf(c,) devido a proposicao 3.11, temos que bair(o) €
Suf(u'c,) = Suf(cp) C Suf(lp). Como |bair(0)] = |bair(c)|, temos que
bair(0) = bair(c). Assim bgir(o) = bai(d) é periodo de ¢,v'. Como
o = exp(€), e = p'on’, v' € Pref(n’) e |c,| > per(c,) = base(o), usando
a proposigao 6.6, temos que v/ = 1. Também temos bgi(0) = bair(0) é
periodo de u"cy = u"u'c, e que u”v’ € Suf(p"u’) = Suf(y). Pela escolha
de v/, temos que |u/| > |u"u'| e, portanto, temos que u” = 1. Portanto,
que bg;r(0) seja periodo de u”cpv’ onde u” € Suf(p”) e v' € Pref(n’)
implica que u” = v' = 1. Usando a proposigao 6.6, concluimos que
exp(€e”) = 0.
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Vamos mostrar que s’ é empilhada. Isto é imediato, pois temos que § =
exp(e”), 7 = exp(€’) e que s’ = €"'¢" = (p" 0 9')(p"u' T vbai(o)"n’).

|| = 1] = lul < [besq(T)™|.
Como besq(7)™c;v = ;v = uc,, usando a proposigao 2.1, temos que
existe z € A tal que besq(7)™ = uz € zc,v = .

Vamos mostrar que base(7) < base(o). Como ¢, € Fat(c,), como T e o
sdo estaveis, usando o item 3 da proposicao 5.1, temos que base(7) <
base(c) ou que 7 <, o. Suponha, por absurdo, que 7 <; 0. Pela
proposi¢ao 3.3, temos que 7 € o sao conjugadas e, usando o coroldrio 3.2,
temos entdo que bgi(7) é periodo de ¢, = zc,v e de c¢,v devido a
proposicao 2.22. Como 7 = exp(¢'), ¢ = purn, v € Pref(n) e |c,| >
per(c,) = base(o), usando a proposi¢ao 6.6, temos que v = 1 e que
n = vy’ = 1’ contradizendo com o fato de que s é independente.

Vamos mostrar que [,=¢c, = zc,. Como ¢, = ¢,V € l; = besq(7)" ¢ =
uzc,, temos que z¢, € Suf(l,)NPref(c,) e que |l,=¢,| = | max(Suf(l,)N
Pref(c,))| > |ze,|. Como ze,,l,=c¢, € Pref(c,), usando a propo-
sicao 2.1, temos que existe v’ € A* tal que z¢,v' = [,=¢,. Assim
sendo, temos que zc,v’ € Pref(c,) = Pref(zc,v) e, portanto, temos que
v’ € Pref(v) C Pref(n). Como c¢,v" € Fat(zc,v') C Fat(l,), temos que
c,v' tem periodo bg;:(7) devido a proposicio 2.22. Como 7 = exp(¢€’),
¢ = prn, v' € Pref(n) e |¢;| > per(c;) = base(r), usando a propo-
sicao 6.6, temos que v’ = 1 e, portanto, que zc, = zc,v' = [,=¢,.

Seja ) = T Qesq0 = 7 10. Seja o’ = mot(e) <, o e seja 7' = mot(¢') <,
7. Por hipdtese, temos que ¢’ e 7' sdo estaveis.

Vamos mostrar que o/ <; 0, que § € X" e que base(c’) = base() =
base(o). Sejam z,y,z’,y’ € A* tais que 7 = 27’y e 0 = 2'0’y’. Entao
Zeqy = ¢; = xe,v = zzeqyv. Como o' € estavel, usando também
a proposicao 3.3, temos que per(c,/) = base(c’) = base(c). Como 7
é estavel, como zc, € Suf(uzc,) = Suf(l;), usando o dual da propo-
sicio 5.3, temos que per(zc,) = base(r) < base(c) = per(cyr). U-
sando a proposicao 2.22, temos que c¢,» € Fat(zc,) e, em particular,
Z'c, & Pref(zc,). Como z'cyy’ = zc,v, temos que |y'| < |v| devi-
do a proposicao 2.1. Suponha por absurdo, que |z/| < |zz|. Como
Z'co1y’ = zzepyv, usando o item 1 da proposicao 2.28, teriamos que
existe z” € Suf(zz)\ {1} tal que z"¢c,» € Pref(c,/). Observe que devido
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4 proposicao 3.3 e ao coroldrio 3.2 temos que bgir(7’) é periodo de [,
e, como z"c. € Suf(zzc,) C Fat(uzze,y) = Fat(l;), usando a propo-
si¢do 2.22, também o é de 2c,.. Como 7/ é estavel, temos que bg;(7') €
Suf(c,) devido a proposicdo 3.11 e, usando o coroldrio 2.15, temos
que z"cyr, L € Suf(bair(7')*). Como base(r’) = base() < base(o) =
base(o”), temos que 7/ # ¢’ e que I+ & Fat(c,/) devido ao coroldrio 5.2
e, como z"c,i € Pref(c,:), temos entao que I, ¢ Suf(z”c,s). Assim
sendo, usando a proposicao 2.1, temos que 2”c, € Suf(l;/) N Pref(cy)
e que |ly=c,| = |max(Suf(l,.) N Pref(c,'))| > |2"¢cr| > |cr|, con-
tradizendo com a proposicao 3.24. Portanto temos que |z'| > |zz|.
Usando a proposigao 2.1, temos que ¢,» € Fat(cpyv) C Fat(c,v) =
Fat(z~'c,) = Fat(cy). Como |c,| > per(c,r) = base(o’) pois o’ é
estavel, usando a proposi¢ao 3.4, concluimos que ¢’ <; 0. Assim
0 € =. Como ¢’ <, 0 = 270 <, 0, usando a proposigao 3.4, temos
que base(o’) = base() = base(o) e que § € Q. Logo, 0 € =yNQ = X"

Vamos mostrar que ¢’ = (w,w”) = pfn' e que s’ é uma biexpansao.
Como w"” = pc,vbai(0)™n' = p(ztesbair(0)™)n' = plen' € como w =
pern = peyvn’ = p(zre,)n' = pegn’, entao temos que €” = (w,w") =
pln', que o <. 0 <, €" e, portanto que €” é uma expansao sob .
Como €"” também é uma expansao sob %, temos que s’ ¢, de fato, uma

biexpansao.

Vamos mostrar que exp(e”’) = 6. Como 7’ é estavel e como ¢, €
Fat(cy), temos que base(f) = base(o’) = per(c,r) < per(cs) devido a
proposicao 2.22 e, portanto, que 0 é estavel devido a proposigao 3.7.
Usando a proposi¢ao 3.11, temos que bgi(¢) € Suf(c,) e que bair(0) €
Suf(cp) C Suf(c,). Assim, bair(0) = bair(c) pois base()) = base(o).
Sejam v’ € Suf(u) e v’ € Pref(n’) tais que bai() seja periodo de
u'cpv’ mas também de cgv’ e de u'cy devido a proposicao 2.22. Como
cor € Fat(cp), temos que |cg| > |cor| > per(c,r) = base(o’) = |bair(o)|, €
que |c, |+ |cv’| = |eov!| + |ca| = |eov’| + |bair(o)|. Como também temos
que ¢, € Pref(c,v'), que cov’ € Suf(zcy’) = Suf(c,v’), que bair(o) =
bair(0) é periodo de ¢, e de cav’, concluimos que bgir(o) € periodo de ¢, v’
devido & proposicao 2.24. Como o = exp(¢), € = p'on’, v’ € Pref(n’)
e |c,| > per(o) = base(c), usando a proposigao 6.6, temos que v’ = 1.
Seja y = min({z,u’}). Observe que u'cg, zcs, ycy € Suf(bair(o)™) devido
ao coroldrio 2.15. Usando a proposicgao 2.1, temos que ycy € Suf(u'cy)
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e que y € Suf(u) € Suf (y); também temos que yco € Suf(zce) e
que y € Suf(z) e, portanto, que ycr € Suf(ze,) C Suf(l;). Assim
sendo, pela proposigao 2.22, temos que bair(7) é periodo de yc,. Como
r = exp(¢), € = p11, Y € Suf(p) € ler| 2 per(c,) = base(r), usando
a proposigao 6.6, temos que y = 1. Como z # 1, pela defini¢ao de
y, entdo temos que uw =y = 1. Portanto, que bair(0) seja periodo de
w'cgv' onde u' € Suf(p) e v’ € Pref(n’') implica que v’ = v/ = 1. Assim,
usando a proposigao 6.6, temos que exp(e”) = 0.

Vamos mostrar que s’ € empilhada. Isto é imediato, pois temos que
0 = exp(e”), T = exp(e’) e s =€’ = (plOn ) vbair(a)™n’).

Desta forma, temos todos os casos demonstrados. |

Proposigao 6.11 Sejam w,w € A* tais que w =% w'. Entdo existe uma
sequéncia de expansoes decrescente s tal que s :w = w'.

Demonstragao.

Seja s’ uma seqiiéncia de expansoes sob T tal que s’ : w = W
Vamos demonstrar fazendo uma indugao em |s'|. Precisaremos incrementar
a tese um pouco mais: provaremos que dada ¢ tal que s’ : w = W' entao
existe s decrescente tal que s : w = w' satisfazendo min(base(Let(s))) =
min(base(Let(s)))-

Se |s’| < 1, basta tomar s = s'. J4 temos a base de indugao.

Admitamos pois, a partir de agora, que |s'| > 1. Seja e = (w", w')
a Ultima expansao de s'. Aplicando a hipotese de indugao sobre s'e”!, temos
que existe uma seqiiéncia de expansoes T decrescente segundo a qual r : w =
w". Seja ¢ = (w", w') a ultima expansao de r e seja r' = re”!. Assim temos
que base(€') < min(base(Let(r")))-

Se base(€) < base(¢) entdo temos que s =T7¢ é a sequéncia procu-
rada e nao ha mais o que provar.

Admitamos pois, a partir de agora, 0 caso eI que base(€') < base(e).

Seja T = exp(€’) e seja 0 = exp(e). A biexpansao e'e é tal que
e . w" = w'. Usando a proposigao 6.7, temos que ¢'e é trivial, empilhada
ou indiferente. Ora, usando a proposigao 6.8 temos que a biexpansao em
questdo nao pode ser trivial pois neste caso terfamos que o = Thair(T)™ €
portanto terfamos que base(e) = base(o) = base(r) = base(¢') devido a pro-
posicao 3.3, 0 que seria uma contradigao com base(€') < base(¢). Ora, usando
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a proposicao 6.9 temos que a biexpansao em questao nao pode ser empilhada
pois neste caso teriamos que base(€) = base(o) < base(7) = base(€’) que seri-
a uma contradigdo com base(¢’) < base(€). Assim a biexpanséao é indiferente.
Usando a proposicdo 6.10 (ou sua dual), temos que existe uma biexpansao
e = (w", w")(w",w') tal que T = exp(e”) e base(c) = base(e”). De qual-
quer forma, temos que base(e”) = base(7) = base(€’) < min(base(Let(r'e")))
pois ja vimos que base(€¢’) < min(base(Let(r’))) e que base(e’) < base(e) =
base(oc) = base(¢”’). Como r'¢” : w = w"’, usando a hipétese de in-
ducao, temos que existe uma seqiiéncia de expansoes decrescente 7" tal que
" w = w"" e min(base(Let(r”))) = min(base(Let(r'e”))) > base(e”). Por-
tanto, temos que s = r¢” é uma sequéncia decrescente de expansoes sob X

tal que s : w = w'. | |

Se w é a palavra mais curta em [w], o lema seguinte mostra que
todos os motivos de expansoes das sucessoes decrescentes de expansoes sob
¥ de w para qualquer outra palavra de [w] tém seus curtos como fatores de
w se admitirmos que as producoes de ¥ tém comprimento maior ou igual
ao triplo da sua base. O lema 5.10 nos garante isto para os casos em que
n >5em > 1. Para os casos em que n =4 e m > 1 nada podemos dizer a
priori. Este lema nao sera usado por nenhuma outra proposicao, mas poderia
sé-lo no lema 7.24, por exemplo. Neste caso, obteriamos indices de finitude
relativamente pequenos para os possiveis motivos das expansoes.

Lema 6.12 Admita que as produgies de X" sao estdveis e seus curtos tém
comprimento maior ou igual ao triplo da sua base. Seja w uma palavra
de menor comprimento em sua classe [w]. Seja € uma expansio de uma
seqiiéncia decrescente de expansées sob ¥ a partir de w e seja o = exp(e).
Entdo existe uma 1nica palavra ¢ da forma Co-bdjr(a')_km para k € IN tal
que Cmor(e) € Fat(z) mas que lnoy) & Fat(z), e existem u,v € A* tais que
w = uzv. Também temos que x tem periodo bair(0) €, para v’ € Suf(u) e
v’ € Pref(v), bair(0) € perdodo de u'zv'" implica que v’ =v' = 1.

Demonstragao.

Vamos mostrar que existe uma unica palavra da forma cabdj,(a)_im
para ¢ € IN tal que cpoye) € Fat(z) mas que o) € Fat(z). Seja o' =
mot(e). Seja k = ||cs|/|bair(0)™]]. Como ¢, € Suf(l,) C Suf(bair(0)”) de-
vido ao coroldrio 2.15, como bair(0)*™ € Suf(bair(0)), como |bair(c )™
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kbair(a)™| = |lco|/|bair(a)™]] [bair(¢)™] < |¢o|, usando a proposigao 2.1, te-
mos que bai(c)™ € Suf(c,). Também temos que leobair(0) ™| = |eo| —
Lo /1baie(@)™ ) Ibaie(@)™] = (lol/Ibaie@)™ | = Licol/aiele)™ 1) (o)™ <
|bair(¢)™|. Assim temos que k é o maximo natural tal que bdj,(a)k’" €
Suf(c,). Seja a seguinte funcao definida por (i) = ¢,bair(0)™™ para i €
{0,1,...,k}. Assim |f(k)| < |bai(c)™| = mbase(c) = mbase(d’) < [l,] e,
portanto, l,» & Fat(f(k)). Temos também que c,» € Fat(f(0)) pois o' <; o
e ¢, = £(0). Seja k' minimo inteiro em {0,1,...,k} tal que l,; & Fat(f(k'))
e seja k" maximo inteiro em {0,1,...,k} tal que ¢, € Fat(f(k"”)). Vamos
mostrar que k' = k”. Num primeiro momento, mostraremos que k" > k'.
Se k' = 0, isto é imediato. Suponhamos agora que k' > 0. Assim temos
que ¢,rbai(0")™ = Iy € Fat(f(k' — 1)) = Fat(f(k')bair(c)™) e, portanto, que
¢or € Fat(f(k')) pois |bair(c’)™| = |bair(0)™|. Isto demonstra que k" > k.
Num segundo momento, mostraremos que k' > k”. Se k" = 0, isto é ime-
diato. Suponhamos agora que k” > 0. Sejam y,y’ € A* tais que (k") =
ycery'. Como o' é estével, temos que bair(0’) € Suf(c,s) devido a propo-
sicio 3.11. Como |f(k")| > |cot| > per(cq) = base(o’) = base(o) = |bair()]
e bair(0),f(k") € Suf(bair(c)"), temos que bgir(c) € Suf(f(k”)) devido a pro-
posicao 2.1. Como yc,/bdj,(a’)-l bdi,(a’)l y = f(k”)bdi,(a)—l bdjr(O')l 1, temos
que ycorbair(0') ™! bai(0”) Ty’ = £(k")bair(0) ! bair(0)'t™ 1 devido & propo-
sicio 2.25, e, simplificando, temos que yloy' = {(k")bai(0)™ = f(k" — 1) e
que l,» € Fat(k” —1). Como l,» € Fat(f(k” —1)) C Fat(f(k" —2)) C --- C
Fat(f(1)) C Fat(f(0)), teremos que k' > k" — 1 e, portanto, que &' > k".
Assim temos, de fato, k' = k" e, portanto, existe e é unica a palavra = da
forma f(¢) tal que c,» € Fat(f(2)) e l,» & Fat(f(z)).

Seja z esta palavra cuja existéncia e unicidade acabamos de mostrar.

Seja s uma seqiiéncia decrescente de expansoes sob ¥ a partir de w
tal que € é sua tltima expansdo. Vamos provar o restante da tese a partir de
uma indugao em |s|.

Para |s| = 1 entdo temos que s = ¢, que w = ¢, e que existem
u,v € A* tais que ¢ = uov e que w = uc,v. Pela proposicao 6.6, temos
que para u' € Suf(u) e v’ € Pref(v), bair(c) é periodo de u'c,v’ implica que
u' = v’ = 1. Assim, é suficiente provarmos que ¢ = ¢,. Mas isto é imediato
POIS Cmot(e) € Fat(c,) pois mot(e) <, o devido a definicdo de expansor e
Imot(e) & Fat(c,) C Fat(w) devido ao item 4 do Teorema da Expansibilidade.

Suponha que |s| > 1 e que a tese de indugdo valha para as ultimas
expansoes de seqiiéncias decrescentes de expansoes sob ¥ a partir de w com
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menos que |s| expansdes. Seja ¢ a ultima expansido de se™! e seja r =
(se71)e’~!. Assim €’e é uma biexpansdo. Seja T = exp(€’) e sejam p, ', n,n' €
A* tais que € = urn e que € = p'on’. Usando a proposigao 6.7, temos que €'e
pode ser trivial, empilhada ou indiferente. Analisaremos estes casos a seguir:

Suponha o caso em que €'¢ € trivial. Assim sendo, usando a propo-
sicao 6.8, temos que 0 = Tbgi (7)™ € que bair(7) = bair(c) pois bair(c) €
Suf(l,) = Suf(l;bair(7)™) e base(c) = base(r) devido a proposi¢ao 3.3.
Como pr € Pref(po) C Pref(e), ur € Pref(¢’) e p7 € =y, temos que
com(e) = com(ur) = com(€) e, portanto, que mot(e) = mot(€’) e que
Imot(e) = lmot(er) € Fat(l;) = Fat(c,bair(7)™) = Fat(c,). Ora, isto implica
que = # ¢, e portanto que z € {cabdi,(a)—km, ke N\ {1} } = {c,bdj,(T)_km
para k € IN}, logo z é da forma chdjr(T)'km para k € IN e bgi;(7) é um seu
periodo. Usando a hipdtese de indugao sobre se~! temos a tese.

Suponha o caso em que €'e é empilhada. Assim sendo, usando a
proposicao 6.9, temos que existe uma expansao ¢’ sob X tal que cv = co €
que exp(€’) = 0. Deste modo, usando a hipétese de indugao sobre r¢”, temos
que vale a tese.

Suponha o caso em que €'¢ é indiferente. Admita que a biexpansao
seja indiferente mais a esquerda (o caso mais a direita é perfeitamente dual).
Assim sendo, usando a proposi¢ao 6.10, temos que existe uma biexpansao
(indiferente mais a direita ou empilhada) €’¢” que expande c. para [ e tal
que base(e”) = base(e) < base(¢’) = base(€”). Usando a proposicao 6.9,
temos que €¢”¢” nao pode ser empilhada. Neste caso, a proposicao 6.10 nos
diz ainda que exp(e”’) = o. Assim sendo, usando a hipétese de indugao sobre
re”, temos que vale a tese. |
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Capitulo 7

Estrutura do Semigrupo de
Burnside.

7.1 As Relacoes de Green.

Dado um semigrupo qualquer (S, ), definimos S* como sendo: S, se S for
um mondide ou; S acrescido de um elemento neutro, caso contrario. Dados
também u,v € S, definimos as quase-ordens e as relagoes de Green como
segue:

=9
o
=

v<pu <= dzeSl'tqu=u-z
v<cu &L FpeSltqu==z-u
v<su & FryeSltqu=z-u-y
vRu &% v<pu<gpo

v Lu S v<ru<cv

vIu &L v<syu<gv

vHu <& vRulw

vDu &L FreSltquLlLzRu
v <R U £ v<puRuv

v<cu <é;e£> v<sulv

v<gUuU & v<guJv

onde as relacdes R, L, T, H, D sao todas relagoes de equivaléncia, sendo que
R é uma congruéncia a esquerda e £ é uma a direita. Pode-se facilmente

71



mostrar que R,L C D C J. Para p € {R,L,J}, definimos também o

conjunto dos elementos p-acima de u como sendo Up,(u) I {we S tal

que u <, w}. Dizemos que o semigrupo s é finito p-acima quando Up,(u)
é finito para todo u € S. Dada uma classe de equivaléncia sob uma das
relagoes R, L, T, H, D, dizemos que a mesma ¢ trivial se contiver um unico
elemento.

Dizemos que um elemento e do semigrupo € idempotente quando
e-e = e e dizemos que um elemento de S é regular quando existe v € S tal
que u -V - U = U.

Seguem-se agora, o enunciado de dois lemas bastante conhecidos
na area de semigrupos. Estes lemas sao ferramenta béasica para a melhor
compreensao da estrutura de um semigrupo. Pode-se encontrar mais sobre o
assunto em [5].

Lema 7.1 (Lema de Green) Sejam u,v,z € S tais que v R u = v - z.
Entdo a aplicacdo p : [v]c — [v]c -z definida por v'p = v'- & € uma bijegdo
entre [v]c e [u]c que preserva as H-classes.

Uma conseqiiéncia do Lema de Green é que, fixada uma mesma
D-classe, todas as R-classes tém a mesma cardinalidade, o mesmo ocorrendo
com as L-classes e com as H-classes, separadamente. Também temos que

0s semigrupos maximais, que sao as H-classes com idempotentes, na mesma
D-classe, sao isomorfos.

Lema 7.2 Seja D uma D-classe. Entao as sequintes afirmagies sio equiva-
lentes:

. D € regular.
. D tem um elemento regular.

. Cada R-classe de D tem um idempotente.

1
2
3
4. Cada L-classe de D tem um idempotente.
5. D contém um idempotente.

6

. Ezistem u,v € D tais queu-v € D.
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7.2 Um Mondide Isomorfo ao de Burnside.

Se admitirmos que as produgoes em ¥ sao estaveis, face ao item 3 do Teorema
da Expansibilidadé, podemos definir a funcao representante de uma dada
palavra w, por rep(w) = a palavra mais curta de [w]. Dado um conjunto
de palavras W, temos que rep(W) = {rep(w), w € W}. Temos que a
funcao representante é uma bijecdo entre os elementos de M e os de M’
onde M’ &£ rep(A*). Assim, definimos uma operacao induzida em M’ da
operacao - em M e teremos que u - v = rep([u] - [v]) = rep([uv]) = rep(uv).
I facil verificar que Uy - Ug v up = rep(ujuy - - - uk). Desta maneira, temos
que o mondide (M’,-) é isomorfo ao mondide de Burnside (M, ). Usando a
proposi¢ao 6.2 e o fato de que nenhuma producao de 7 tem a palavra 1 como
curto ou longo, é imediato verificar que [1] = {1} e também que a D-classe
de 1, relativamente ao monéide M’, é trivial. Definindo &' 2£ M’ \ {1},
também temos que (S’,-) é isomorfo ao semigrupo de Burnside.

Por comodidade, analisaremos a estrutura do monéide de Burnside
a partir do seu isomorfo (M’,-) (e muitas vezes também sobre o semigrupo
(8',-)). Observe que A é um conjunto de geradores para M’ e para &'.

Como a definigao de M’ supdoem que as produgoes de ¥” sejam
estaveis, e isto nos é garantido pelo Teorema da Estabilidade quandon > 4 e
m > 1, admitiremos, a partir de agora, que as produgoes de ¥ sdo estaveis.

A proposigao seguinte, nao usa a definicao de M’ para obter in-
formacoes sobre o mondide de Burnside. Todas as demails proposi¢oes que
se seguem, implicitamente, usam a hipétese de que as produgoes de X" sao
estaveis. Nem serd mencionada esta hipdtese nestes casos.

Proposigio 7.3 Seja [u] € M. Entdo temos que [u]*t™—"medm ¢ ym idem-
potente, que [u]" = [u]"*™ e que as relagoes J e D sdo iguais.

Demonstragao.

Vamos mostrar que [u]® = [u]**™. Durante este paragrafo, [u]*
denota a potenciagio relativa ao produto - no mondide (M,-) e u* denota
a potenciagao ja definida relativamente a concatenagao sobre a palavra u.
Primeiro vamos mostrar que [u]? = [uP] para todo p € IN. Parap =0, é
imediato pois o elemento neutro de M’ é [1]. Admitindo p > 0 e [u]P~! =
[uP~1], temos que [u]? = [u] - [u]P™! = [u] - [wP~}] = [uwP™!] = [uP]. Como
(um, u™*™) € T Cr~,,temos finalmente que [u]* = [u™] = [u™t™] = [u]*+™,
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Para simplificar a notacao, durante o resto da demonstragao, repre-
sentaremos os elementos de M por letras e suas linhas, e representaremos o
produto u - v simplesmente por uv.

Seja k = n+m —n mod m. Vamos mostrar, para qualquer z € M,
que zF é um idempotente. Primeiro vamos mostrar que z"™™ = z™ para
todo j € IN. Para j = 0 ¢é imediato. Admitindo que j > 0 e que z"+-Dm =
z", temos que z"t™ = gmgntU-Im — gmgn — gndm = g Como m
divide n + m — n mod m, temos que z2*f = gm-nmodmgnt(ntm-nmodm) —
gm-nmodmagn — gk e pk ¢ jdempotente.

Vamos mostrar que J = D. Ja vimos que D C J em qualquer
semigrupo, assim provaremos apenas que J C D. Tome (w,w') € J. Entao
existem u,u’,v,v’ € A* tais que w = w'w'v’ e que w' = uwv. Sejam e = (u'u)*
e f = (vv')F dois idempotentes. Assim temos que w = (u'u)w(vv’) e, por
uma indugéo simples, temos que w = (u'u)'w(vv’)’ para qualquer 7 € IN e,
em particular, para: = k. Entao temos que ew = e*wf =ewf =w = ewf =
ewf? = wf. Como temos que w = ew = (v'u)*w < uw <, w, entao temos
que uw £ w. Como temos que uw = uwf = uw(vv’)* <z vwv = W' <z uw,
temos que uw R w’. Donde w L uw R w' e w D w'. | |

Proposigao 7.4 Todo fator de um elemento em M' é um elemento de M'.

Demonstragao.

Seja u € M’ = rep(A*) e seja v € Fat(u). Pelo item 4 do Teorema
da Expansibilidade, temos que Ao € ¥ tal que [, € Fat(u). Assim sendo,
temos que Ao € ¥ tal que l, € Fat(v) C Fat(u) e, usando o mesmo item do
Teorema da Expansibilidade, temos que v € M’. |

Proposicao 7.5 Seja 7 € ¥.. Todo fator proprio de I € elemento de M'.

Demonstragao.

Seja v um fator préprio qualquer de [,. Suponha, por absurdo, que
v € M'. Usando o item 4 do Teorema da Expansibilidade, temos que existe
o € X tal que l, € Fat(v) C Fat(l;). Usando o coroldrio 5.2 temos que o = 7,
que é uma contradigdo com o fato de v ser um fator préprio de [,. [

Proposicao 7.6 Sejam u,v € M'. As afirmagées abaizo sio verdadeiras:
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1. u <p v < W € [u], ' € [v] tais que v’ € Pref(v’);
2. u <, v+ I € u], I € [v] tais que v’ € Suf(v’);
3. u<gv <= 3 € [u], I € [v] tais que v’ € Fat(u');

Demonstragao.

Como a demonstragao dos trés itens é perfeitamente analoga, mos-
traremos somente a de um deles. Demostraremos o item 3. Suponha que
u <7 v. Entao existem z,y € M’ tais queu =z -v -y =rep(zvy) ~r TVY.
Tomando u' = zvy € [u] e v/ = v € [v] temos que v' € Fat(u’). Suponha
que existam u’ € [u] e v’ € [v] tals que v’ € Fat(u'). Sejam z’,y’ € A*

tais que v/ = z'v'y’ e sejam = = rep(z’) e y = rep(y’). Entdo temos que
TVY ~p TVY ~p V'Y ~p Ty = e que T - v -y = rep(zvy) = rep(v’) = u.
Portanto, temos que u <7 v. [ |

Dado u € M, uma conseqiiéncia imediata da proposicao ante-
rior é que Pref(u) C Upgr(u) = rep(Pref([u])), que Suf(u) C Up,(u) =
rep(Suf([u])) e também que Fat(u) € Up,(u) = rep(Fat([u])).

7.3 7R-entradas, L-entradas e D-entradas.

Seja u € &'. Dizemos que u é uma R-entrada em sua R-classe quando
Jv € M’ e Ja € A tais que v-a = u R v. Dizemos que u é uma L-entrada
em sua L-classe quando Jv € M’ e Ja € A tais que a - v = u £ v. Dizemos
que u é uma D-entrada em sua D-classe quando for R-entrada e L-entrada
simultaneamente.

Intuitivamente, as R-entradas sao as “portas” pelas quais devemos
entrar caso estejamos fora da R-classe e, por multiplicagao a direita e/ou a
esquerda, pretendemos entrar na mesma. As L-classes tém uma interpretagao
dual. No caso de uma D-classe, permitimos multiplicagao a direita e toda R-
entrada ou L-classe seria uma tal porta. Definimos por D-entradas somente
as portas “mais importantes”: sdo as portas de entrada para multiplicacao
a direita e a esquerda, sao as portas “mais largas”.

Definimos também os conjuntos R S {w € &' tal que |w=1l,| <

|c,| para todo o € £} e L & {w e &' tal que |l,=w| < |c,| para todo

o € ¥}. Mostraremos, no teorema 7.14, que R é o conjunto das R-entradas,
que L é o das L-entradas e que RN L é o das D-entradas.
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Proposigao 7.7 Sejau € M’ e seja a € A. Entdo temos que u - a # ua se
e somente se existe 0 € X tal que [, € Suf(ua) que por sua vez implica que
u-a= u(bgr(c)"a ) R u.

Demonstragao.

Suponha que u - a = rep(ua) # ua. Usando o item 4 do Teorema
da Expansibilidade, temos que existem o € ¥ e z,y € A* tais que zl,y =
ua. Caso tenhamos que |y| > 1 = |a|, usando a proposigao 2.1, temos que
I, € Fat(u), contradizendo com u € M’ e com o item 4 do Teorema da
Expansibilidade. Assim sendo, temos que y = 1 e que [, € Suf(ua).

Suponha que exista ¢ € ¥ tal que [, € Suf(ua) e seja = € A* tal
que zl, = ua. Entao temos que ua ¢ M’ devido ao item 4 do Teorema da
Expansibilidade e que ua # u-a € M’. Usando o Teorema da Equivaléncia,
segue que ua = zl, = zc,bai(0)™ ~5 zc,. Como |bar(c)™| > 1 = |al,
usando a proposicao 2.1, temos que existe ' € Suf(u) tal que zc,z’ = u e
que z'a = bgi;(0)™. Usando a proposigao 7.4, temos que zc,,z’ € M'. Assim
sendo, temos que u(bai(c)"a"!)"! = uz’~! = z¢, = rep(ua) = u - a. Como
zc, € Pref(u) e como u € Pref(zl,) C Pref([zc,]), temos que u-a = zc, R u
devido a proposicao 7.6. |

Proposigao 7.8 Seja w € S8’ uma R-entrada. Entdo existem tunicos a € A
eu € M’ tais que w =u-a R u, sendo que w = ua.

Demonstragao.

Sejamu € M' e a € A tais que u-a =w R u. Como u-a # ua
implica que w = u-a R u devido a proposic¢ao 7.7, temos que w = u-a = ua
e a unicidade é imediata. ||

Proposigao 7.9 Sejaw € §'. Entdo w é uma R-entrada se e so se o unico
prefizo de w na sua R-classe € o proprio w.

Demonstragao.

Seja a € A e u € Pref(w) tais que w = ua. Suponha que w
seja uma R-entrada. Usando a proposi¢ao 7.8, temos que w R u. Seja
v € Pref(w) tal que w R v. Suponha, por absurdo, que v # w. Neste
caso, temos que |v| < |w| e, portanto, que |v| < |w| — 1 = |u|. Usando a
proposigao 2.1, temos que Pref(v) C Pref(u) C Pref(w). Assim temos que
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w <r u <p v R w devido & proposicio 7.6, contradizendo com u R w.
Suponha que Pref(w) N [w]g = {w}. Neste caso, temos que w = u-a e
u R w. Por definicao, temos que w é uma R-entrada. |

Dado um elemento numa R-classe de S’, naturalmente podemos
escolher o mais curto entre seus prefixos que esteja na mesma R-classe, ja
que certamente pertencerd a M’ devido a proposi¢ao 7.4. Assim este prefixo
é uma R-entrada desta R-classe devido a proposicao 7.9.

Lema 7.10 Seja w € S’ uma R-entrada de sua R-classe. Seja v um ele-
mento da R-classe de w. Sejay € M’ minimo em seu comprimento tal que
w = v y. Eziste s = €1€5...€, uma sequéncia de expansoes sob X tal que
s:w = vy. Seja o; = exp(e;) e sejam pi,n; € A* lais que € = p;o;m; para
1 =1,2,...,k. As sequintes afirmagées sao verdadeiras:
v=w<=|y|=0<=|s| =0.

s € unicamente determinada e decrescente.

Todas as biexpansies de s sao empilhadas.

com(€r) = €.

SIS e

Temos que Pref(uic,,) C Pref(pzc,,) C -+ C Pref(urcs,) C Pref(v) C
Pref(leom(oy)) C Pref(pils,) € que Pref(piyico,y,) C Pref(leom(e)) para
i=1,2,... k—1.

Demonstragao.

Como w = v - y, temos que w = rep(vy) ~, vy. Usando o item 5
do Teorema da Expansibilidade, existe s uma seqiiéncia de expansoes sob
¥ tal que s : w = vy. Seja k seu comprimento e sejam ¢;, ji;,7i,0; para
t=1,2,...k conforme o enunciado.

Vamos mostrar o item 1. Suponha, que |s| = 0. Entdo temos que
w = vy. Como v € Pref(w) N [w]r, usando a proposigao 7.9, temos que
v = w. Suponha que v = w. Entdo, pela definicao de y, temos que y =1 e
que |y| = 0. Suponha que |y| = 0. Suponha, por absurdo, que |s| > 0. Entao
temos que v = vy = l¢, € lmoye,) € Fat(l,) = Fat(v), contradizendo com a
definicao de M’ e com o item 4 do Teorema da Expansibilidade.

Vamos mostrar que

vy ~rw=ly| < ||, Vy' €A (7.1)
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(ndo somente para y € rep(A*)).  s6 observar que vy ~y w ~y vy ~g
orep(y’), que |y] < |rep(y)] pela escolha de y e que Jrep(y)| < Jy'| pela
definicao de representante.

Demonstraremos os itens de 2 a 5 fazendo uma indugao em |y|.
Observe que se |y| = 0, entdo temos que k = |s| = 0 devido ao item 1.
Assim, os itens de 2 a 5 sao imediatamente verdadeiros e ja temos a base da
indugao.

Admitamos, a partir de agora, que |y| > 1.

Como ¢; é a ultima expansao de s, temos que vy = I, = prly, Mk
Pelo Teorema da Equivaléncia, temos que [, € [cs,].

Vamos mostrar que v ¢ Pref(c,, ). Suponha, por absurdo, que v €
Pref(c, ), neste caso, tomando y' = v~! Lrw= vy e
[v'] = |ee, | — |v| < lle,] = [v] = ly|, 0 que é uma contradigio com (7.1).

Vamos mostrar que 7 € sufixo préprio de y e que Pref(ceom(e,)) €
Pref(prcs,) C Pref(v) C Pref(lcom(e,)) € Pref(puils,). Usando a definigao
de comego de uma expansao, segue imediato que existe z € A* tal que
com(ex)z = prok e, portanto, que Pref(ceom(e,)) € Pref(pics,) e também
que Pref(leom(e,)) € Pref(pils,). Como v € rep(A*), usando o item 4 do Te-
orema da Expansibilidade, temos que leom(e,) & Pref(v) e, como leom(c,), v €
Pref(l,, ), usando a proposi¢io 2.1, teremos entdo que v é prefixo préprio
de leom(ey)- Como pirlo, Mk = vy € |v| < |[lcom(e)] < |ptxls, |, usando a propo-
sicao 2.1, teremos entao que 7, € sufixo proprio de y. Como ja mostramos que
v ¢ Pref(c,,) e como Pref(urc,,) € Pref(c,), temos que v & Pref(puxc,,).
Donde, como v, pukc,, € Pref(uils,), usando a proposicao 2.1, temos que
Pref(pkc,,) C Pref(v).

Vamos mostrar que fixCoy, Mk, Ccom(ex) € M’y que prc,, R w R
Ccom(ex) € que 7 é de comprimento minimo tal que prcs, - M = w. Co-
mo Pref(Ceom(e,)) € Pref(prcs,) C Pref(v) C Pref(urls,) e prloyne = vy,
como 7y ¢ sufixo préprio de y, usando a proposicao 7.4, temos entao que
Ceom(oy)s IkCoxy Mk € M. Ora, Ccom(er) ~r lcom(or) devido ao Teorema da Equi-
valéncia, donde temos que Ceom(ex) = reP(lcom(ex)) SR ¥V SR HkCop SR Ceom(ey)
devido a proposigao 7.6 e, portanto que Ceom(e,) R HrCs, R v R w. Co-
mo vy = fkls, Mk € |v| < |prlo,|, usando a proposicao 2.1, temos que existe
z € At tal que y = zn; e que pxl,, = vz. Seja z € M’ tal que prc,, -z = we,
portanto, tal que pyc,,z ~» w. Observe que vz = prly, 2z ~x frCo 2 ~7 W,
logo, por (7.1), temos que |z| = |zz| — |z| > |y| — |z| = |7x|. Donde |ni| é de
comprimento minimo tal que prc,, - N = w.

Ce,, temos que sex™
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Observe que pirc,, R w, que fic,, - Nk = w, que N € M' é uma
palavra de comprimento minimo nestas condi¢des e que || < |y|. Assim
podemos aplicar a hipétese de indugdo sobre |ni| (relativa a pic,,). Em
particular, temos que existe uma tunica seqiiéncia de expansoes, portanto
igual a se; ™1, tal que sex™! W = kCo, Nk = Cey-

Vamos provar o item 5. Da hipdtese de indugédo sobre |ni|, temos
que Pref(pic,,) C Pref(pacs,) C +-+ C Pref(pr_1c,,_,) C Pref(urc,,) C
Pref(lcom(es_y)) C© Pref(pr-1lo,_,) € Pref(piyicoy,) C Pref(leom(e)) para 1 =
1,2,...,k — 2. Como j& vimos que Pref(urcy,) C Pref(v) C Pref(lcom(e,)) €
Pref(uxls,), a demonstracio do item 5 ja esta feita.

Vamos provar o item 4. Ainda da hipdtese de indugao sobre ||,
temos que a primeira expansao de sex~! € tal que seu comego é a prépria
expansao. Naturalmente, se |s| > 1 entdo a primeira expansio de se;~' é
a primeira expansio de s. Assim, para acabar de provar o item 4, falta-
nos provar apenas que com(ex) = ¢ quando k = |s| = 1. Suponha que
k= |s| = 1. Assim ¢ = (w,vy). Como ccom(e,) € Pref(ce,) = Pref(w) e
w é uma R-entrada, como ja mostramos que Ceom(e,) R w, temos entao que
Ccom(ey) = W = C, devido a proposigao 7.9. Assim, sendo z € A* tal que
com(e)T = €, temos entdo que z = 1 e que com(e;) = com(ex) = € = €.

Vamos mostrar o item 2. Para concluir a demonstragao do item 2
vamos mostrar que vy nao é longo de nenhuma outra expansao sob ¥ que
ndo € pois, neste caso, teremos que s é unica (e decrescente devido a
proposigao 6.11), j4 que ja vimos que se¢;”' € a tUnica seqiiéncia de ex-
pansoes que expande w para c.. Seja € uma expansao sob X tal que l. =
vy = l,. Admita, por absurdo, que ¢ # ¢. Usando o lema 6.3, te-
mos que leom(ey € Pref(ce,) ou leom(e) € Pref(cc). Suponha o caso em
que leom(e) € Pref(c,,) entdo teremos que leom() € Pref(c.,) N Pref(l,) =
Pref(c., ) N Pref(l,,) = Pref(prc,,) devido a proposigao 6.6. Também te-
remos que Imot(e) € Fat(leom(e)) € Fat(prcs,) C Fat(v) pois ja mostramos
que pic,, € Pref(v), contradizendo com o fato de que v € M’ e com o
item 4 do Teorema da Expansibilidade. Assim sendo, devemos ter o ca-
s0 em que leom(e,) € Pref(cc). Como com(ex) = min < (Pref(ex) N =>y) e
prox € Pref(er) N =y, teremos que com(ex) € Pref(prok) e que leom(e,) €
Pref(urly,). Como lmot(e,) € Fat(lcom(ey)) € Imot(ey) ¢ Fat(v) devido ao
item 4 do Teorema da Expansibilidade, temos que lcom(,) & Pref(v). Co-
MO lcom(ey), v € Pref(purls,) pois ja mostramos que Pref(v) C Pref(pxls,),
usando a proposigao 2.1, temos que v € Pref(leom(,)) € Pref(c). Seja
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y' = v~lc.. Neste caso, usando o Teorema da Equivaléncia, teremos que

vy' = cc ~p le = vy ~rw e que fy'| = e — o] < k| =[] = y|, que é
contradicdo com (7.1). Assim sendo, € = € e existe uma unica expansao €
tal que I, = vy.

Vamos mostrar o item 3. Usando a hipétese de indugao sobre |7|,
também temos que as biexpansdes de se;~! sao empilhadas. Para acabar
de provar o item 3, teremos que provar que a tltima biexpansao de s €
empilhada. Caso £ < 2 nao ha o que fazer. Admitiremos, portanto, que
k = |s| > 2. Usando a proposigdo 6.7, temos que a biexpansao €x_i€x se
classifica entre trivial, indiferente ou empilhada. Suponha que ex_i€x seja
trivial. Usando a proposigido 6.8, temos que or = 0k—1bair(0k-1)". Em
particular, temos que lno(e,_,) € Fat(purco,_,bair(0k-1)") = Fat(prcs,) C
Fat(v), contradizendo com o fato de que v € M’ e com o item 4 do Teorema
da Expansibilidade. Suponha que €x_1€; seja uma biexpansao indiferente.
Usando a proposigao 6.10 (ou sua proposigao dual caso seja indiferente mais
4 direita), temos que existe uma biexpansio €”¢”, diferente de ex_1€x, que
expande c,,_, para l,, = vy. Isto é uma contradicdo com a unicidade de s ja
mostrada no item 2 pois €€, - - - €x_2€"€” é uma seqiéncia diferente de s que
expande w para vy. Assim sendo, a biexpansao €x_;¢x é empilhada. |

O teorema que se segue é fundamental para uma analise mais apri-
morada da estrutura das R-classes e para as demais propriedades estruturais
de M’ a serem demonstradas.

Teorema 7.11 Cada R-classe de S’, tem ezatamente uma R-entrada, que
por sua vez € prefizo de todos os elementos de sua R-classe.

Demonstragao.

Seja v um elemento qualquer de uma R-classe de S’. Entao v # 1
e, como ja observamos antes, podemos escolher o mais curto prefixo de v
que esteja na mesma R-classe, ja que certamente pertencera a M’ devido
4 proposicao 7.4. Este prefixo é diferente de 1 pois a R-classe de 1 em
M é trivial. Logo este prefixo é uma R-entrada desta R-classe devido a
proposicao 7.9. Assim toda R-classe de &’ tem ao menos uma R-entrada.
Seja w uma R-entrada da R-classe de v. Sejay € M’ de menor comprimento
tal que v -y = w. Usando o lema 7.10, temos que existe uma seqiiéncia de
expansoes s sob ¥ tal que s : w = vy. Caso |s| = 0, entdo temos que
w = v devido ao item 1 do mesmo lema e, portanto, temos que w € Pref(v).
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Caso |s| > 0, temos que w = ¢, = Ccom(e;) devido ao item 4 do lema 7.10.
Como Ceom(e;) € Pref(pic,,) C Pref(v) devido a definicdo de comego de uma
exansio e ao item 5 do mesmo lema, temos que w € Pref(v). Assim temos
que w € Pref(v) em qualquer um dos casos e, portanto, que w é prefixo de
todo elemento de sua R-classe. Segue imediato que w é a unica R-entrada
da R-classe de w devido a proposicao 7.9. i

Corolério 7.12 O “frame” das R-classes é uma drvore.

Demonstragao.
Usando o teorema 7.11 e a proposicao 7.8, para uma dada R-classe,
existe somente uma R-classe imediatamente R-acima. ||

Proposicao 7.13 Seja uma R-classe nao trivial de ' com dois elementos
distintos, w e v, sendo o primeiro sua R-entrada. Entdo existem 7,0 € X
tais que:

o [v=l,| > |eol;

e ¢, € o mais comprido sufizo de w que € curto de alguma produgdo de
Y

o base(c) < base(r), ou o =7 e Pref(w) C Pref(v) C Pref(wbai(7)™).

Demonstragao.

Seja y € M’ de menor comprimento tal que v -y = w. Usan-
do o lema 7.10, temos que existe uma seqiiéncia s de expansoes sob X
tal que s : w = vy. Pelo teorema 7.11, temos que w € Pref(v) e, co-
mo v # w, usando o item 1 do lema 7.10, temos que [s| > 0. Seja ¢
a ultima expansido de s e sejam pu,n € A* e o/ € ¥’ tais que € = po'y
e o/ = exp(e). Seja 0 = mot(e) e sejam z,y € A* tais que o' = zoy
e que com(e) = pzo. Neste caso, usando o item 5 do lema 7.10, temos
que Pref(uzc,y) = Pref(puc,) C Pref(v) C Pref(leom()) = Pref(pzl;) C
Pref(ul,). Usando a proposi¢do 2.1, temos que existe z' € Suf(v) \ {1}
tal que pzc,yz’ = v € Pref(pzl,) e, portanto, que (pz)'v = cyz’ €
Pref(l,) N Suf(v). Donde |[v=l,| = | max(Suf(v) N Pref(l,))| > |coyz’| > |co|-
Como a seqiiéncia s é decrescente devido ao item 2 do lema 7.10, temos
que base(c) = base(e) < base(¢') = base(mot(¢’)) onde ¢ é a primeira ex-
pansio de s. Como Cpoyery € Suf(Ceom(ery) por definigao, usando o item 4
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do lema 7.10, temos que cpo(ery € Suf(Ceom(ery) = Suf(ce) = Suf(w) e exis-
te 7 € ¥ tal que ¢, é o mais comprido sufixo de w que é curto de alguma
producao de ¥. Por esta escolha de 7 e pela proposi¢ao 2.1, temos que
Cmot(er) € Suf(c;) e que base(mot(€')) = per(cmot(er)) < Per(cr) = base(r) de-
vido & proposicao 2.22. Assim temos que base(c) < base(mot(e’)) < base(7).
Caso base(c) < base(r), a demonstragdo estard concluida. Suponha que
base(c) = base(mot(€’)) = base(r). Como base() = base(mot(¢')) e como
Cmot(e) € Suf(c;), usando a proposigao 3.4, temos que mot(€’) <, 7 e como
7,mot(¢’) € ¥ = irred(X’), temos que mot(¢’) = 7. Como s é decrescente
e suas biexpansdes sao empilhadas devido ao item 3 do lema 7.10, usando
a proposicio 6.9, temos que base(€) < base(€') a néo ser que € = ¢/. Como
base(e) = base(c) = base(r) = base(mot(e’)) = base(¢’), temos entdo que
€ = € e, portanto, 7 = mot(¢’) = mot(e) = 0. Também temos que Pref(w) =
Pref(c.om(y) C Pref(v) C Pref(leome) = Pref(ceom(erybair(mot(€'))™) =
Pref(wbair(7)™). [

A proposicao seguinte nos diz quem é a R-entrada da R-classe de
um dado elemento de S’. De maneira informal, é a palavra obtida apagando-
se letras do lado direito até obtermos uma palavra em R, o conjunto definido
abaixo. De maneira analoga, apagando letras a esquerda da mesma até obter-
mos uma palavra em L, obtemos a L-entrada da sua L-classe. Se apagarmos
o mesmo conjunto de letras a direita até obtermos um elemento de R e em
seguida apagarmos a esquerda até obter um elemento de L, obtemos uma D-
entrada de sua D-classe (pode haver outras D-entradas, conforme veremos
no teorema 7.19).

Teorema 7.14 As seguintes afirmagdes sio verdadeiras:

1. O conjunto das R-entradas das R-classes de S' € o conjunto R. Da-
da uma palavra w € S', a R-entrada de sua R-classe € o sew mais
comprido prefizo que pertence ao conjunto R.

2. O conjunto das L-entradas das L-classes de S’ é o conjunto L. Dada
uma palavraw € S’, a L-entrada de sua L-classe € o seu mais comprido
sufizo que pertence ao conjunto L.

3. O conjunto das D-entradas é RN L, a intersec¢io dos dois conjuntos
descritos nos ttens acima. Dada uma palavra w € S’ existem unicos
w',u,v € M’ tais que: w = uw'v; uw' € a R-entrada de sua R-classe;
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w' é a L-entrada da L-classe de uw'. Neste caso, w' é uma D-entrada
da D-classe de w.

Demonstragao.

Vamos mostrar que as R-entradas sdo elementos de R. Seja w
uma R-entrada qualquer. Suponha, por absurdo, que w ¢ R. Entao e-
xiste o € ¥ tal que |w=l,| > |c,|. Seja ¢ = w(w=l,)"" e seja y =
(w=l,)"'l,. Como w=l,,c, € Pref(l,), temos que ¢, € Pref(w=1,) e
que zc, € Pref(z(w=1,)) = Pref(w) devido a proposigao 2.1. Usando a
proposicio 7.4, temos que zc, € M’ e, usando o Teorema da Equivaléncia,
temos que wy = z(w=l,)y = zl, ~x z¢;. Como w € M'N Pref(wy) C
M’ N Pref([zc,]), como z¢, € M’ N Pref(w) € M’ N Pref([w]), temos entdo
que zc, R w devido & proposigao 7.6. Usando a proposicao 7.9, temos que
zc, = w = z(w=l,), contradizendo com |c,| < |[w=l,]|.

Vamos mostrar agora que todo elemento de R é uma R-entrada.
Seja v € R. Seja w a R-entrada da R-classe de v. Suponha, por absurdo,
que v # w. Usando a proposi¢ao 7.13, temos que existe o € ¥ tal que
lv=2l,| > |c,| e chegamos a uma contradigdo com o fato de que v € R. Neste
caso w = v e v é uma R-entrada.

Vamos mostrar os itens 1 e 2. Ora, de posse dos dois paragrafos
anteriores temos que o conjunto das R-entradas é R. Seja v € M' e seja w a
R-entrada da R-classe de v. Como ja vimos, w € K. Usando o teorema 7.11,
temos que w € Pref(v). Tome u € Pref(v) N R e suponha que |u| > |w].
Usando a proposicio 2.1, temos que w € Pref(u). Como u é uma R-entrada
pois é um elemento de R, usando a proposi¢ao 7.9, temos que w = u. Assim,
w é o mais comprido sufixo de v que pertence a R. Por dualidade, também
demonstramos o item 2.

Vamos provar o item 3. De fato, pela defini¢io, uma D-entrada é
uma R-entrada e uma L-entrada simultaneamente e, portanto, o conjunto
das D-entradas é RN L. Seja u' € S' a R-entrada da R-classe de w. Usando
o teorema 7.11, existe v € A* tal que w = u'v. Como conseqiiéncia do item 1
j4 demonstrado, temos que u’ € R. Pela prépria definicao de R, temos que
Suf(u’) \ {1} € R. Seja w' a L-entrada da L-classe de u’. Usando o dual
do teorema 7.11, existe u € A* tal que v’ = uw' e, portanto, temos que
w = u'v = uw'v sendo que u,v,w’ € M’ devido a proposicao 7.4. Entao
w € LN (Suf(v)\ {1}) € RN L e, portanto, ¢ uma D-entrada. Como
w L uw' R uww'v = w, temos que w' D w e, portanto, que w' é uma D-
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entrada da D-classe de w. [ |

Corolario 7.15 Os curtos das producées de ¥ sio D-entradas de suas D-
classes.

Demonstragao.

Seja 7 € ¥. Vamos mostrar que ¢, é uma D-entrada. Usando a
proposi¢ao 5.4, temos que |¢,=l,| < |c,| para todo o € X. Assim temos
que ¢, € R. Por dualidade, temos que ¢; € L e é uma D-entrada devido ao
item 3 do teorema 7.14. |

7.4 As R-classes triviais de &'.

O teorema que se segue nos da uma caracterizagao das R-classes triviais
(aquelas que tém um tnico elemento).

Teorema 7.16 Seja w uma R-entrada. Entdo temos que a R-classe de w
¢ trivial se e somente se nao existe sufizo de w que seja curto de nenhuma
producdo T de ¥ satisfazendo mbase(7) > 1.

Demonstragao.

Vamos mostrar o “se”. Suponhamos que ndo exista sufixo de w
que seja curto de nenhuma produgdo 7 de ¥ satisfazendo mbase(r) > 1.
Seja v € [w]r e seja y € M’ de comprimento minimo tal que v -y = w.
Entido existe uma seqiiéncia de expansodes s tal que s : w = vy devido ao
lema 7.10. Suponha, por absurdo, que v # w. Usando o item 1 do lema
7.10, temos que |s| > 0. Seja € a primeira expansao de s e seja 7 = mot(e).
Usando o item 4 do lema 7.10, temos que Ceom(e) = € = W. Pela definigao de
motivo de uma expansio, temos que ¢, € Suf(ccom(e)) = Suf(w), e, portanto,
mbase(7) < 1. Isto j4 é uma contradigdo quando m > 2. Analisaremos
agora somente o caso em que m = 1. Neste caso temos que s = ¢, ja que
caso |s| > 2, sendo ¢ a primeira expansdo em €~ 's, a biexpansao €€’ seria
empilhada devido ao item 3 do lema 7.10 e, usando a proposicao 6.9, terfamos
que base(¢’) < base(e) < 1/m = 1, que seria um absurdo. Pelos itens 4
e 5 do mesmo lema 7.10, temos que Pref(w) = Pref(ccom()) C Pref(v) C
Pref(lcom()) €, portanto, temos que llcom(e)| = ICcom(e)] = 2, contradizendo
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com |lcom(e)] — |Ccom(e)] = mbase(e) = mbase(r) = 1. Portanto, v = w e a
R-classe s6 pode ser trivial.

Vamos mostrar o “somente se”. Suponhamos que exista 7 € X
satisfazendo mbase(r) > 1 tal que ¢, € Suf(w). Sejaa € A e v’ € AT tal
que bgi(7)™ = av’. Vamos mostrar que wa € M’, que wa R w e, entéo,
que a R-classe de w ndo é trivial. Suponha, por absurdo, que wa ¢ M'.
Entao temos que w - a # wa e que existe o € ¥ tal que I, € Fat(wa) e que
w(bgir(0)™a!)™! R w devido a proposi¢io 7.7. Como w é uma R-entrada,
temos que w(bair(c)™a"1)"! = w devido a proposicado 7.9 e, portanto, que
bair(¢)™ = a. No caso em que m > 1 isto ja é uma contradicdo. No caso
em que m = 1 teremos que base(c) = 1 < mbase(r) = base(7) e que ¢, =
l,bair(0)™ = l,a™! € Suf(waa™?) = Suf(w). Caso ¢, € Suf(c,) terfamos
que base(r) = per(c,) < per(c,) = base(o) devido a proposicao 2.22 e ao fato
de que as produgoes 7 e o sdo estaveis, contradizendo com o fato ja mostrado
de que base(o) < base(r). Assim temos que ¢, ¢ Suf(c,). Como ¢,,¢, €
Suf(w), usando a proposicao 2.1, temos que ¢, € Suf(c,). Assim temos que
l, = c,a € Suf(cra) C Fat(c,av’) = Fat(c,bair(7)™) = Fat(l,), contradizendo
com o coroldrio 5.2. Assim temos uma contradi¢io também no caso em que
m = 1 e, portanto, wa € M’. Usando o Teorema da Equivaléncia, temos
que wa € Pref(wav’) = Pref(uc,bair(7)™) C Pref([uc,]) = Pref([w]) e que
w <gp wa = w -a <g w devido & proposicao 7.6, e, portanto, que wa R w.
Assim, a R-classe de w nao é trivial. [ |

7.5 As D-classes Regulares e as Irregulares
de §'.

O lema que se segue nos da uma informagao bastante semelhante a do Lema
de Green (lema 7.1) para as R-classes dentro de uma mesma D-classe com
a diferenca de que, aqui, estamos tratando de bijecoes entre R-classes de D-
classes distintas, possivelmente. Mostramos que a estrutura interna de uma
R-classe (e em particular seu tamanho) é determinada unica e exclusivamente

pelo mais comprido sufixo de sua R-entrada que é curto de uma producao
de X.

Lema 7.17 Seja w uma R-entrada tal que existe T € ¥ tal que ¢, € o mais
comprido sufizo de w que € curto de alguma produgdo de ¥ e seja u € Pref(w)
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tal que w = uc,. Seja py : [c;|Jr — A* a fungdo definida por vp, .
Entdo vp, = uv = u-v e a fungado p, € uma bijecdo entre [c;]r e [w]r. Dados
v € [¢r]r e W' € [w]r tais que vp, = W', para todo x € M', temos também
quev -z €crJr=w'-z= (v -2)py € [W]r e que w' -z € [wWlg = v-z=
(W' - z)p, ! € [er]R.

Demonstragao.

Devido a proposigao 7.4, temos que u € M'. Temos também que
¢, é a R-entrada de sua R-classe devido ao corolario 7.15.

Vamos mostrar que u-v = uv = vp,, para todo v € [¢,]z. Suponha,
por absurdo, que exista v € [¢,]r de comprimento minimo tal que u-v # uv.
Como u - ¢, = uc,, temos que v # ¢,. Sejama € A e v' € A* tais que
v = v'a sendo que v’ € M’ devido a proposicio 7.4. Como v', ¢, € Pref(v)
devido ao teorema 7.11, como ¢, # v e entdo |¢;| < |v| — 1 = |v’|, usando a
proposi¢ao 2.1, temos entao que Pref(c,) C Pref(v’) C Pref(v) e, portanto,
que v <p v’ < ¢; R v devido a proposicao 7.6. Como temos entao que
v' € [¢;]r e que |v'| < |v|, temos também que uv’ = u - v € M’ devido
a escolha de v. Assim wv'-a = u-v' -a = u-v # uv = uv'a. Pela
proposicao 7.7, temos que existe p € ¥ tal que [, € Suf(uv’a) = Suf(uv).
Seja © € A* tal que zl, = uv. Como v € M’, usando o item 4 do Teorema
da Expansibilidade, temos que [, ¢ Suf(v). Como zl, = uv, temos entdo
que existe y € At tal que zy = u e que [, = yv devido a proposi¢io 2.1.
Assim ¢, € Pref(v) C Fat(l,). Usando o item 4 da proposicdo 5.1, temos
que base(7r) < base(p). Como v # ¢,, como v R ¢;, como ¢, é uma R-
entrada de sua R-classe conforme ja vimos, usando a proposi¢ao 7.13, temos
que existem 0,7’ € ¥ tais que |v=l,| > |¢,|, que base(c) < base(r’) e
que ¢ é o mais longo sufixo de ¢, que é curto de alguma producdo de
Y. Assim, ¢y = ¢, e base(7') = per(c,r) = per(c,) = base(r). Temos
também que bgir(7), bair(7) € Suf(c,) = Suf(c,/) devido a proposicao 3.11 e
que bgir(7') = bair(7) pois sdo sufixos de ¢, de mesmo comprimento. Logo,
temos que ¢, = ¢;, que I = cybair(7)" = ¢:ba(T)™ = I, e, portanto,
que 7/ = 7. Concluimos que base(o) < base(r) < base(p). Temos dois
casos a analisar: ou base(c) < base(p), ou base(c) = base(7) = base(p).
Suponhamos o caso em que base(c) < base(p). Observe que per(v=l,) =
base(o) < base(p) = per(c,) devido a proposigao 5.3, e, portanto, que ¢, ¢
Suf(v=l,) devido a proposi¢ao 2.22. Como v=l, € Suf(v) C Suf(l,) e
¢, € Suf(l,), usando a proposigao 2.1, temos que v=1[, € Suf(c,) e, portanto,
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que |c,=1,| = | max(Suf(c,) N Pref(l,))| > |[v=l,| > |cs| contradizendo com
a proposicao 5.4. Suponhamos agora o caso em que base(o) = base(r) =
base(p). Observe que c,,yc, € Pref(l,). Caso |yc,| < |c,|, temos que ye, €
Pref(c,) devido a proposicao 2.1 e, por causa da proposi¢ao 3.4, temos que
7 <; p ja que |c;| > per(e,;) = base(7). Como 7,p € ¥ = irred(¥’), temos
que 7 = p, contradizendo com o fato de que yc, € Pref(c,) = Pref(c,)
e com y € At. Assim podemos supor que |yc,| > |c¢,|. Observe entdo
que yc, € Pref(l,) devido a proposi¢ao 2.1 e que yc, € Suf(w). Portanto,
temos que |w=l,| = | max(Suf(w) N Pref(l,))| > |yc,| > |c,|, contradizendo
com o fato de que w € R devido ao item 1 do teorema 7.14. Assim temos
uma contradi¢ao também no segundo caso e, portanto, temos que nao existe
v € [¢r]r tal que uv ¢ M.

Vamos mostrar que a fungao p, € uma injegao de [¢;]r em [w]|r. Seja
v € [c;]r. Entao existe y € M’ tal que v -y = ¢, e, usando o teorema 7.11,
temos que também existe z € M’ tal que v = ¢;z = ¢, - z. Assim uv -y =
U-VY = U-Cr = W e UV = uc,z = we = w-z. Donde temos que vp, = uv R w
e, de fato, p, aplica [c,;]r dentro de [w]z. Como para v’,v € [¢;]r temos que
vpy = uv, que v'p, = uv’ e que uv = uv’ <= v = v/, temos entdao que p, €
uma injegao.

Dado w' € [w]r e dado y' € M’ de menor comprimento tal que

w' - y' = w, vamos mostrar que w'p;! -y’ = ¢,. Usando o lema 7.10, seja
s = €€+ € uma seqiiéncia de expansoes sob ¥ tal que s : w = w'y’
onde k é o comprimento de s. Sejam o; = exp(€;) e pi,n; € A* tais que
€ = piom;, para 1 = 1,2,..., k. Vamos mostrar que base(¢;) < base(7), que
u € Pref(uic,;) C Pref(c,) € que que u~'¢; é uma expansdo sob ¥, para
1=1,2,...,k. Faremos isto a partir de uma pequena induc¢ao em z. Usando

o item 4 do lema 7.10, temos que com(e;) = €;. Seja ¢ = mot(e;). Pela
definigao de motivo, temos entao que ¢, € Suf(ceom(e,)) = Suf(c, ) = Suf(w)
e seja u’ € A* tal que u'c, = w = uc,. Como ¢, é o mais comprido sufixo
de w que é curto de alguma produgao de %, temos entdo que |¢,| < |c;].
Como c;,c, € Suf(w), temos entdo que ¢, € Suf(c;) e que u € Pref(u')
devido a proposicao 2.1. Assim base(e;) = base(o) = per(c,) < per(e,) =
base(7) devido a proposicao 2.22 e ao fato de que 7 e o sao estaveis. Temos
também que o <, (v 'u')o = u~le; ja que u € Pref(u’) e também que u €
Pref(w) = Pref(ceom(e,)) € Pref(pics,) C Pref(c, ). Desta forma, ji temos
a nossa base de indugao. Admita que 1 < ¢ < k, que base(¢;—;) < base(7),
que u € Pref(p;—1c,,_,) C Pref(c,_,) e que que u~'¢;_1 é uma expansido
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sob ¥. Usando o item 3 do lema 7.10, temos que €;_1¢; € uma biexpansao
empilhada e que base(e;) < base(e;i—1) < base(r) devido a proposigao 6.9.
Usando o item 5 do lema 7.10, temos que u € Pref(u;—1¢,,_,) C Pref(puics;) C
Pref(c,,). Suponha, por absurdo, que u ¢ Pref(u;). Como uc, = pic,, €
Pref(pic,,) devido ao item 5 do lema 7.10, temos que ¢, € Fat(c,;) devido
4 proposicio 2.1 e que base(r) = per(c,) < per(c,;) = base(o;) = base(e;)
contradizendo com base(e;) < base(e;—1) < base(7). Neste caso, temos que
u € Pref(p;), que 0; <, (u=pi)oini = u™'¢; e que u'¢; é uma expansdo sob
Y. Desta forma, s’ = (u7le;)(u™'er) . . . (u™'€x) é uma seqiiéncia de expansoes
sob ¥ tal que s’ : u~'w = (u~tw')y’ e, portanto, (u™'w’) -y’ = rep(u~w'y’) =
ulw = c,.

Vamos mostrar que [w]z C Im(p,) €, portanto, que p, € uma bijegao
entre [c;]r e [w]r. Seja w’ € [w]r. Sejay’ € M' de comprimento minimo tal
que w' -y’ = w. Usando o resultado do perdgrafo anterior, temos que u™'w’ -
y' =c¢, e c, <p u~tw'. Como uc, = w € Pref(w’) devido ao teorema 7.11,
entdo ¢, € Pref(u~'w’) e, pela proposigao 7.6, temos que u™'w' < c,. Assim
e Rutw' ew' = (u™'w')p, € Im(pu)

Fixemos v € [c;]r e w' € [w]r tais que vp, = w'.

Seja © € M’ tal que v -z € [¢;]. Vamos mostrar que w' - =
(v-z)py € [w]r. Observe que w' -z = vp, -z =uwv-z = (u-v)-z=u-(v 3:)
rep(u(v - z)). Como (v - z) € [¢;]r, temos que u(v-z) = u-(v-z) € M
como ja mostramos. Assim, w' -z = rep(u(v-z)) = u(v-z) = (v-2z)p, €
Im(p.) = [w]z.

Seja = € M’ tal que w' - ¢ € [w]g. Vamos mostrar que v -z =
(w' - z)p,~! € [¢;]r. Primeiramente vamos mostrar que isto é verdadeiro
quando |z| = 1. Seja a € A tal que z = a. Assim temos que w’ - a € [w]r.
Suponha que w' - a = w'a. Como w'a = uva, temos que va € M’ devido a
proposicao 7.4 e, portanto, que v-a = rep(va) = va = (v 'w')a = v (w'a) =
(w'a)p,~! = (w' - a)p,~* € Dom(py) = [¢;|r. Suponha, agora, que w' - a #
w'a. Usando a proposigao 7.7, temos que existe p € ¥ tal que [, € Suf(w'a)
e que w'-a = w'(bair(p)"a") ! R w’ R w. Seja v’ = w'(bair(p)"a™?) " p, .
Assim w'(bgir(p)"a™)! = uv’ e v’ = v(bar(p)"a"')"'. Como c,bair(p)™ =
I, € Suf(w'a) = Suf(uv'bai(p)™), temos que ¢, € Suf(uv’). Dividiremos
em dois casos, de modo a mostrar que ¢, € Suf(v’). Suponha que v’ # ;.
Entao, pela proposicao 7.13, temos que existe o € ¥ tal que [v'=1,| > |c,|.
Como |¢,=1,| < |¢s| < |[v'=(,| devido a proposigao 5.4, temos que v'=l, ¢
Suf(c,)NPref(l,) pois c,=(, é a palavra mais comprida deste conjunto. Como

~
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v'=l, € Pref(l,), temos que v'=l, ¢ Suf(c,). Como v'=l, € Suf(v’) C
Suf (uv'), como j4 mostramos que ¢, € Suf(uv’), temos que ¢, € Suf(v'=l,) C
Suf(v") devido & proposi¢ao 2.1. Suponha que v’ = ¢,. Como ¢, ¢ o mais longo
sufixo de w que é curto de alguma producdo de ¥, como ¢, € Suf(uv’) =
Suf(uc,) = Suf(w), temos que |c,| < |¢;| e que ¢, € Suf(c,) = Suf(v’)
devido a proposicao 2.1. Nos dois casos temos que ¢, € Suf(v’) e, portanto,
que 1, € Suf(v'bair(p)™) = Suf(va). Usando a proposigao 7.7, temos que
v-a=v=w(bal(p)"a ) p, ! = (v - a)p, ' € Dom(p,) = [¢c;]r. Tendo

provado que v - z = (w' - 2)p,~' € [¢r]r, quando |z| = 1, como o mesmo ¢é
trivial quando |z| = 0, por uma inducéo primadria sobre |z|, segue a validade
para qualquer z € M’. |

Coroléario 7.18 O tamanho de uma R-classe de ' é determinado exclusi-
vamente pelo mais longo sufizo de sua R-entrada que é um curto de uma
producdo de ¥ (se este sufizo ndo existir a R-classe ¢ trivial).

No teorema seguinte mostramos que as tnicas D-classes regulares
sdo aquelas em que hd uma D-entrada que é curto de uma produgao de X;
mostramos quais sao as D-entradas de uma D-classe e qual a cardinalidade
de suas H-classes.

Teorema 7.19 Uma D-classe regular de S' tem por tinicas D-entradas o
curto de uma produgdo de ¥ e os das produgdes de ¥ conjugadas a mesma,
sendo que todo curto de alguma produgdo de ¥ € D-entrada de alguma D-
classe regular.

Demonstragao.

Seja 7 € ¥. Entao ¢, é uma D-entrada devido ao corolario 7.15.

Seja 7 € ¥. Vamos mostrar que [c,|p é regular. Usando a propo-
sicio 3.11, temos que bg;(7) € sufixo de ¢,;. Usando o coroldrio 2.15, temos
que ¢, € Suf(bair(7)*). Seja k& € IN minimo tal que ¢, € Suf(bdi,('r)k’”) e
seja T = bgi(7)"c;!. Temos que bai(T)™ ¢ Pref(z), pois, caso contrario,
terfamos que ¢, € Suf(bai(7) " ze,) = Suf(bdir('r)(k_l)m), contradizendo com
a minimalidade de k. Como bai(7)™,z € Pref(bai(7)*™), usando a propo-
sicio 2.1, temos que = € Pref(bai(7)™) C Suf(l;) e que z € M’ devido a
proposicio 7.5. Temos que ¢, =& chd;,(’r)km = c,xCr € c ey € [¢r) devido
ao fato de que =>’§ C =% C Fy = ~y = ~, devido a proposicao 6.2 e ao
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Teorema da Equivaléncia. Assim temos que ¢, - z - ¢, = rep(c,z¢;) = ¢,
Como ¢, é regular, usando o lema 7.2 (lema 7.2), temos que [¢,]p é regular.

A este ponto j& temos uma demonstragao para a segunda parte da
tese. Nos préximos paragrafos, demonstraremos a primeira parte.

Seja w uma D-entrada de uma D-classe regular. Vamos provar que
w é curto de alguma produgao de ¥. Suponha que nao exista sufixo de w que
seja curto de nenhuma producao de ¥. Neste caso, temos que [w]r € trivial
devido ao teorema 7.16 e w é idempotente pois toda R-classe regular tem
ao menos um idempotente, como nos garante o lema 7.2 (lema 7.2). Assim
w-w = w. Seja a a primeira letra de w. Temos que a,a™'w € M’ devido a
proposi¢ao 7.4. Assim temos que w =w-w=w-a- alw<gpw-a<pwe,
portanto, w-a R w. Como [w]z é trivial, temos que w-a = w # wa. Usando
a proposigao 7.7, temos que existe o € ¥ tal que [, € Suf(wa). Assim temos
que l,a~! € Suf(waa=') N Pref(l,) = Suf(w) N Pref(l,). Como w é uma R-
entrada, pelo item 1 do teorema 7.14, temos que |c,| < |l,| =1 = |l,a™!| <
| max(Suf(w) N Pref(l,))| = |w=l,| < |c| e, portanto, que ¢, = w=l, ja
que ¢, e w=, sdo prefixos de [, de mesmo comprimento. Assim temos que
¢, = w=l, € Suf(w), contradizendo a prépria hipétese de absurdo. Seja
7 € ¥ tal que ¢, é o mais comprido sufixo de w. Seja u € Pref(w) tal que
w = uc,. Como w é regular, temos que existe z € M’ tal que w = w -z - w.
Usando o lema 7.17, temos que ¢, - (z - w) = v H(w - (z - w)) = v w = c,.
Assim temos que w =u-¢; <g ¢, = ¢, -z w <, w, e, portanto, temos que
w L ¢,. Como w é uma L-entrada, e como ¢, € Suf(w), usando o dual da
proposigao 7.9, temos que w = ¢;.

Sejam 7,p € ¥ tais que ¢; D c,. Vamos mostrar que 7 e p sao
produgdes conjugadas. Como ¢, D c,, temos que existe z € M’ tal que
¢ R = L c,. Naturalmente ¢, é a R-entrada de sua R-classe e ¢, é a
L-entrada de sua L-classe, como ja mostramos anteriormente. Usando o
teorema 7.11 e seu dual, temos que existem u,v € M’ tais que z = c,v = uc,.
Sem perda de generalidade, podemos supor que base(p) > base(7), ja que
o outro caso é perfeitamente dual. Suponha o caso em que v = 1. Temos
entdao que ¢, € Fat(c,). Usando o item 3 da proposicao 5.1 e o fato de que
base(p) > base(r), temos que p <, 7. Como p,7 € ¥ = irred(¥'), temos que
p = T e, certamente, sdo produg¢des conjugadas. Suponhamos agora o caso
em que v # 1. Assim ¢, # ¢,v = z R ¢,. Usando a proposicao 7.13, temos
que existe ¢ € ¥ tal que |c,v=l,| > |c,| e base(c) < base(r) ou o = 7.
Suponha, por absurdo, que ¢, € Suf(c,v=l,). Como c,v=l,,¢c, € Suf(c,v),
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usando a proposigao 2.1, temos que c,v=l, € Suf(c,). Assim temos que
c,v=l, € Suf(c,) N Pref(l,) e que |c,=l,| = |max(Suf(c,) N Pref(l,))| >
le;v=2l,| > |cs|, contradizendo com a proposigao 5.4. Assim sendo, temos
que ¢, € Suf(c,v=l,). Usando a proposigao 2.22 e a proposi¢ao 5.3, temos
que base(p) = per(c,) < per(c,v=l,) = base(c) < base(r) < base(p). Desta
maneira temos que base(p) = base(oc) = base(r) e como ou acontece que
base(s) < base(r) ou acontece que o = 7, temos que ¢ = 7. Usando a
proposicio 3.11, temos que bai(p) € Suf(c,) C Suf(c,v=l,) C Fat(l;) =
Fat(l,). Como bgi:(7) é periodo de [; e como |bair(p)| = |bair(7)|, segue entdo
que bair(7) € bair(p) sdo conjugadas devido a proposigao 2.12 e, por definicao,
temos que p e T sdao conjugadas.

Sejam T, p duas produgdes conjugadas. Vamos mostrar que ¢, D
c,. Primeiro vamos mostrar que ¢, € Fat(l;). Sejam u,v € A" tais que
bair(T) = uv e ba(p) = vu e seja k = [|c,|/base(p)]. Como bai(p) nio
somente é periodo mas também sufixo de ¢, devido a proposigao 3.11, usando
o coroldrio 2.15, temos que ¢, € Suf (bai(p)*) = Suf((vu)*) e, portanto, que
c,v € Suf(v(uv)¥) C Suf((uwv)*) = Suf(bair(7)"). Como pelo coroldrio 2.15
temos que [, € Suf(bair(7)"), usando a proposi¢do 2.1, temos dois casos
possiveis: ou c,v € Suf(l;) e j& temos que ¢, € Fat(l;), ou entdo temos
que I, = ¢;bair(1)™ € Suf(c,v). Admitamos este tltimo caso agora. Como
|v| < |bair(7)| < |bair(7)™|, usando a proposicao 2.1, temos que ¢, € Fat(c,)
e que 7 <, p devido a proposicdo 3.4. Como p,7 € ¥ = irred(X’), temos que
T = p e, portanto ¢, = ¢, € Fat(l;). Assim temos que ¢, € Fat(l;) nos dois
casos possiveis. Sejam z,y € A* tais que [, = zc,y. Usando a proposigao 7.9,
temos que z, c,,y € M'. Como ¢, ~ I, devido ao Teorema da Equivaléncia,
temos que = - ¢, -y = rep(zc,y) = rep(l;) = ¢, e, portanto, temos que
¢; <7 c,. Analogamente temos que ¢, <7 ¢, e, usando a proposigao 7.3,
temos que ¢, D c,.

Neste ponto, completamos a demonstragao. |

O lema que se segue leva a dois corolarios que descrevem as D-
classes irregulares, bem como mostra que suas H-classes sao triviais.

Lema 7.20 Seja w uma D-entrada de uma D-classe irregular de S'. Seja
w' € [w]g. Entio w' € uma R-entrada.

Demonstragao.
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Como w é D-entrada, por definicio é também uma L-entrada e,
usando o dual do teorema 7.11, temos que existe z € A* tal que w' =
zw. Suponha, por absurdo, que zw nao seja R-entrada. Como por defi-
nicio temos que w é também uma R-entrada, usando o item 1 do teore-
ma 7.14, temos que uz ¢ R mas que w € R. Assim temos existe 7 € X
tal que |zw=l| > |¢;| > |w=l;|. Como w=l; é a palavra mais com-
prida de Suf(w) N Pref(l,) temos que zw=l, ¢ Suf(w) N Pref(l;). Co-
mo zw=l, € Pref(l;), temos entdo que zw=l, ¢ Suf(w). Assim, como
w, zw=l, € Suf(zw), temos que w € Suf(zw=l,) C Fat(l;). Observe que
¢, = rep(l;) devido a proposi¢ao 7.5 e ao Teorema da Equivaléncia. Como
z € Fat(l,;), pela proposigao 7.6, temos que ¢, = rep(l;) <7 w. Observemos
agora que ¢, zw=I[, € Pref(l;). Assim, como |zw=l;| > |c,|, usando a pro-
posicdo 2.1, temos que ¢, € Pref(zw=1l,;) C Fat(zw). Usando novamente a
proposicao 7.6, temos que zw <7 ¢;. Assimzw <gc¢;, <ywLzwec, Dw
devido ao fato de que £ C J e a proposi¢ao 7.3. Usando o teorema 7.19,
temos que [w]p = [c;]p € regular, o que é contradicdo. Assim zw = w' é

R-entrada. |

Corolario 7.21 Uma D-classe irregular de ' tém uma iunica D-entrada,
que por sua vez € fator de todos os elementos da D-classe.

Demonstragao.

Seja w uma D-entrada de uma D-classe irregular e seja w’ um e-
lemento desta D-classe. Como w’ D w, temos que existe z € [w]s N [w']x.
Usando o lema 7.20, temos que z é uma R-entrada. Como w é D-entrada,
por definigao é também uma L-entrada e, usando o dual do teorema 7.11,
temos que existe z € A* tal que z = zw. Como w' R z, usando o teo-
rema 7.11, temos que existe y € M’ tal que w' = 2y = zwy e temos que
w € Fat(w'). Assim, dada w” uma segunda D-entrada de [w]p, teremos que
Fat(w) C Fat(w") C Fat(w) e w" = w. |

Corolario 7.22 As H-classes irrequlares de S’ sao triviais.

Demonstragao.
Seja w uma D-entrada de uma D-classe irregular qualquer. Como
todas as H-classes de uma mesma D-classes tém a mesma cardinalidade
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devido a uma aplicagio do Lema de Green, é suficiente mostrarmos que a H-
classe de w é trivial. Tome w’ € [w]y qualquer. Como H = RNL, temos que
w L w e que w’ R w. Usando o lema 7.20, temos que w’ é uma R-entrada
de sua R-classe. Como w’ R w e ambos sao R-entradas, temos que w' = w
por decorréncia do teorema 7.11. |

Teorema 7.23 As H-classes requlares de S’ tém ordem m e os subgrupos
mazimais de S’ sdo todos ciclicos de ordem m.

Demonstragao.

Seja D uma dada D-classe regular qualquer. Usando o teorema 7.19,
seja. 7 € ¥ tal que ¢, é uma D-entrada de D. Seja H = {c bai(7)*, para
k=0,1,2,...,m—1}.

Vamos mostrar que H C [c,]n. Seja k € {0,1,...,m —1}. Observe
que c,bd;r('r)'c é um prefixo préprio de ¢;bgir(7)™ = [;. Usando a propo-
si¢io 7.5, temos que ¢, bai(7)F € M’. Como ¢, = rep(l;) devido ao Teore-
ma da Equivaléncia, como Pref(c,) C Pref(c,bair(7)") C Pref(l,), temos que
¢, =rep(l;) <z C-,-bd_ir('r)k < ¢, devido a proposicao 7.6. Assim Cdejr(T)k R
¢,. Observe também que bdjr(’r)m—k é periodo de [, devido ao teorema 2.21 e
que bd;r(T)m'k € Suf(bair(7)™) C Suf(l,;). Usando a proposigao 2.14, temos
que C.,-bdir(T)k = ldeir(T)-(m_k) € Suf(l;). Como crbdir(T)k,cT € Suf(l;),
usando a proposi¢ao 2.1, decorre que Suf(c,) C Suf(c,bair(7)*) C Suf(l,).
Usando a proposicao 7.6, temos que ¢, = rep(l;) <, Cdejr(T)k <, ¢, devido
a proposigao 7.6. Assim chdir(T)k L c,. Isto mostra que H C [¢;]r Nerc =
[er]n.

Vamos mostrar que [c,]y € H. Naturalmente ¢, € [¢;]n e ¢, € H.
Se nao existir outro elemento em [c,]» a demonstragdo ja estard concluida.
Tomemos entdo w € [¢,]x = [¢;]r N[c;]c um elemento diferente de ¢,. Como
¢, é uma R-entrada e uma L-entrada, usando o teorema 7.11 e seu dual,
temos que existem z,y € At tais que w = z¢, = ¢,y. Usando a propo-
sicio 7.13, temos que existem o,7’ € ¥ tais que |[w=l,| > |c,|, que cp
é o mais longo sufixo de ¢, que é curto de alguma produgdo de X e que
base(c) < base(r') ou que o = '. Assim, ¢, = ¢, e base(7’) = per(c.r) =
per(c,) = base(r). Temos também que bgir(7’), bair(7) € Suf(c;) = Suf(cn)
devido & proposicao 3.11 e que bair(7') = bair(7) pois sao sufixos de ¢, de
mesmo comprimento. Logo, temos que ¢ = ¢, que [ = crbai (7)™ =
¢:bair(T)" = I, e, portanto, que 7/ = 7. Também temos que |lw=l,| =
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|ze,=1,| > |cs| = |er=l,| devido & proposigio 5.4. Como c,=I, é a pala-
vra mais longa em Suf(c,) N Pref(l,), temos que w=1l, ¢ Suf(c,) N Pref(l,).
Como w=l, € Pref(l,), entdo w=l, & Suf(c,). Como w=l,,c, € Suf(w),
temos entdo que ¢, € Suf(w=1l,) C Fat(l,). Assim temos que base(7’) =
base(r) < base(o) devido ao item 4 da proposigao 5.1. Como ja vimos que
ou base(o) < base(7’) ou entdo que o = 7/, temos que o = 7' = T e, por-
tanto, como conseqiiéncia ainda da proposigdo 7.13, temos que Pref(c;) C
Pref(w) C Pref(c,bair(7)™) = Pref(l;). Assim bgir(7) é periodo de w devido a
proposigao 2.22. Como w = ¢,y e ¢, é sufixo de w, usando a proposigao 2.14,
temos que y também é periodo de w. Como |w| = |e |+ |y| > per(c,) + |y| =
|bair(7)| + |y, como bai(7) é primitiva devido a proposigao 3.27, usando o te-
orema 2.21, temos que y é uma poténcia de algum conjugado de bgi(7). Seja
k € IN tal que |y| = k|bai(7)|. Como Pref(w) = Pref(c,y) C Pref(c bair(T)™)
e como w # ¢,, temos que y € Pref(bai(7)™), que k € {1,2,...,m — 1} e
que y = bd;r(’l')k. Assim temos que w = c,bdi,(r)k € H e, portanto, que
[CT]'H C H.

Neste ponto, temos que [c;]x = H e que toda H-classe de D tem
tamanho |H| = m devido a uma aplicacio do Lema de Green.

Vamos mostrar que existe ¢,z um idempotente da R-classe de c,
tal que ¢, -z - ¢, = ¢,. Como ¢, é regular, seja z' € M’ tal que ¢, - z'-c; = ¢
Assime, =¢, -2’ ¢, <p ¢ @' <p ¢r ec; -2’ L ¢,. Usando o teorema 7.11,
temos que existe = € A* tal que ¢, -2’ = ¢,z. Usando a proposigao 7.4, temos
que © € M'. Assim temos que ¢, - T - ¢; = ¢,z - ¢; = (¢, - ') - ¢ = ¢, e que
T CTL=Cr T C T =CT=cCTe ¢z éum idempotente da R-classe
de c;.

Vamos mostrar que [c,;z]y é um subgrupo maximal ciclico de or-
dem m. Que [c,z]y seja um subgrupo maximal isto é bem conhecido na
teoria de semigrupos como ja vimos pois [c,z]y tem um idempotente. Ja
sabemos que tem ordem m pois ja mostramos que toda H-classe de D
tem ordem m. Usando o Lema de Green, temos que a funcgdo definida
por up; = u -z induz uma bijecdo entre ¢,y = H e [c,z]y. Mostra-
remos, a partir de agora, que y = c¢,;bair(7)p; é um gerador do subgru-
po em questio. Seja y' € [c x|y e seja z' = crbair(7)F, para algum k €
{0,1,...,m — 1} tal que y' = z'p,. Devido a proposi¢io 3.11 e sua du-
al, temos que bair(7) € Suf(c;) € que besq(7) € Pref(c,). Assim temos que
Cdejr(T)_l bdi,.(T)1 1=1 besq(T)] besq('r)_lcT e, usando a proposicao 2.25, te-
mos também que ¢;bair(7) ™" bair(7)’ 1 = 1besq(7)? besq(T) ' ¢;. Simplifican-
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do, temos que ¢,;bair(7) = besq(T)er. Seja y” = y -y = (¢rbai(7) - T) -
(Cdejr(T)k - z) = rep(crbair(T) chd;r('r)ka:). Como ¢, bair(7)z c,bd;,(T)km =
besq(T) Crc, bair(7)F T ~x besq(T)rep(crze, )bair(T)¥x que por sua vez é igual
2 besq(T)(Cr - @ - ¢)bair(T)¥2 = besq(7) & bair(7)*z = ¢;bair(T)bair(T)z =
¢rbaie(7)" 'z, entdo y" = rep(c,bau(T)z crbair(7)z) = rep(cbair(T) ' 2).
Quando k£ + 1 < m, temos que cfbdj,r('r)k+1 € M’ e, portanto, que y" =
rep(c,bai(7)"'z) = erba(T)* -z = ¢bai(r) ' pz. Quando k + 1 =
m, temos que y” = rep(c.,bdjr(r)k“w) = rep(¢,z) = ¢, - ¢ pois temos
que ¢; ~y L = c_,bd;,(T)m devido ao Teorema da Equivaléncia. Isto mos-
tra que ¢, bair(7)'pr -y = cban(r) ' p, parai € {0,1,...m — 2} e que
c.,bd;,(r)m—lpz-y = ¢, = ¢, p, devido ao fato de que ¢, = rep(l;). Portanto
[erz]n = Hp, € ciclico. [ |

7.6 A Conjectura de Brzozowski e a Finitu-
de J-acima.

O lema e o corolario que se seguem nos dao informagoes de finitude sobre o
semigrupo de Burnside.

Lema 7.24 As R-classes sio finitas e Upg(w) € finito para w € M'.

Demonstragao.

Vamos mostrar que para qualquer palavra u existem finitas ex-
pansbes € sob ¥ tais que ¢ = u. Tome uma expansao ¢ tal que cc = u.
Seja o = exp(¢). Entao ¢, € Fat(u) e, como o ¢ estavel devido ao Teorema
da Estabilidade, temos que I, = ¢,bair(¢)™ € como bgir(0) = suf(c,,per(c,))
devido & proposicao 3.11, temos que [, é unicamente determinado por c,.
Como Fat(u) é finito, entdo existem finitas expansées possiveis a partir de u.
Observe que podemos obter melhores limitagoes sobre estas expansoes usan-
do a proposi¢ao 6.6, mas também usando o comprimento minimo do curto
de cada producgao obtido no lema 5.10.

Vamos mostrar que as R-classes sao finitas. Usando o teorema 7.11,
seja u € Pref(w) a R-entrada da sua R-classe. Seja v um elemento qualquer
da mesma R-classe. Usando os itens 2 € 3 lema 7.10, temos que existey € M’
de menor comprimento tal que vy ~, u, existe uma tunica seqiiéncia de ex-
pansoes s tal que s : u = vy e suas biexpansoes sao todas empilhadas. Vamos
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mostrar que existem finitos elementos v possiveis. Faremos isto mostrando
que existem um ntimero finito de expansées s possiveis. Uma tal seqiiéncia s
é limitada em seu comprimento, pois, devido a proposigao 6.9, temos que sua
bases sio estritamente decrescentes. Assim temos que |s| < |u|. Também
neste caso podemos obter limitagdes melhores (da ordem do logaritmo de
|u|) usando o Teorema de Fine & Wilf e a proposicao 6.12. Como para cada
palavra u existem finitas expansbes possiveis e as possiveis seqiiéncias s sao
limitadas em seus comprimentos, as expansoes s possiveis a partir de u sao
em numero finito e também sao finitos os possiveis prefixos dos longos de
suas expansoes finais. Nos casos em que n > 5, podemos limitar os possiveis
expansores das possiveis seqiiéncias s usando o lema 5.10 e o lema 6.12.
Vamos mostrar que Upg(w) é finito. Faremos uma indugao em |w)|.
Se |w| = 0, entdo w = 1 € Upg(w) = {1}, ndo havendo o que demonstrar.
Admita que |w| > 0 e que Upg(z) seja finito sempre que |z| < |w|. Se
w nao for uma R-entrada, entdo seja z a R-entrada de [w]z. Usando o
teorema 7.11, temos que = é um prefixo préprio de w, que |z| < |w| e,
portanto, que Upg(z) é finito por hipétese de indugdo. Também ¢é imediato
verificar que Upg(w) = Upg(z). A partir de agora, suponhamos entao que
w seja uma R-entrada. Seja v € Upgp(w). Entao w <z v. Se v R w, ha
certamente finitas possiveis escolhas de v pois, como ja demonstramos, as R-
classes sio finitas. Admita que w <, v. Sejay € M’ de minimo comprimento
tal que v-y R w. Como v R w, temos que |y| > 0. Seja a € A a ultima
letra de y e seja y' = ya~!. Como y' € M’ devido a proposigao 7.4 podemos
definir u = v-y’. Entdo u = v-y’ R w devido & escolha de y e ao fato de que
ly'| < |yl,eu-a=v-y-a=v-y R w. Assim, u-a é uma R-entrada de [w]r
e, pelo teorema 7.11, temos que u - @ = w. Como usando a proposicao 7.8

temos que w = ua e que |u| = |w|—1, como u = v-y’ e portanto v € Upg(u),
temos entdo que existem finitas possibilidades de escolha para v pois Upg(u)
é finito por hipdtese de indugao. [ |

Corolério 7.25 As J-classes sio finitas e Upz(w) € finito para w € M'.

Demonstragao.

Seja w' € Up ;(w). Sejam z,y € M’ tais que w = z - w' - y. Entao
temos que w’ -y < w e, portanto, w’' -y € Up,(w). Como Up,(w) é finito
devido ao dual do lema 7.24, temos que existem finitas possibilidades de
escolha para os possiveis valores de w' - y. Como w' -y <z w', temos que
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w' € Upg(w' - y). Como Upg(w'-y) é finito devido ao lema 7.24, temos que
existem finitas possibilidades de escolha de w’ para cada uma das finitas e
possiveis escolhas de w’ - y j4 feitas. Assim existem finitas escolhas de w’ e
Up 7(w) € finito. fl

Teorema 7.26 A conjectura de Brzozowski enunciada na introdugdo € ver-
dadeira para os casos em quen >4 em > 1.

Demonstragao.

Seja w' € A* e seja w = rep(w’). Basta observar que o autémato
deterministico definido a seguir reconhece a classe de congruéncia de w'.
Tome como conjunto de estados os elementos de Upy(w) acrescido de um
estado morto 0. Tome por estado inicial a palavra vazia e por estado final a
palavra w. Tome como funcio de transi¢ao a seguinte fungao: para cada letra
a € A, a funcio de transicio associada a esta letra leva o estado v € Upg(w)
ao estado: v - a, se v-a € Upp(w) ou; 0, caso contrario. Este automato é
finito devido ao lema 7.24. Sejam v € A* e u € Upg(w). Por indugdo em |v],
é facil mostrar que o estado a que se chega pelo passeio de rétulo v a partir
de u é o estado: u - rep(v), se u - rep(v) € Upg(w) ou; 0, caso contrdrio.
Assim temos que o conjunto das palavras que levam 1 a w é [w] = [w']. W
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