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Resumo
Neste trabalho provámos a reconhecibilidade das classes de con-

gruência de .A' associadas ao semigrupo de Burnside com l.AI geradores
definido pela equação z" = z"+", para n 2: 4 e m 2i l.

Este problema foi originalmente formulado por Brzozowski em 1969
para m - l e n 2: 2 e foi resolvido há dois anos por Amo de Luca &
Stefano Varricchio nos casos em que n 2: 5. Pouco depois, John NlcCammond
estendeu o problema para m 2 1 e o resolveu de forma independente nos casos
em que n 2: 6 e m .Z 1. Nosso trabalho, que se baseia nas técnicas de Amo
de Luca & Stefano Varricchio, estende os dois resultados portanto.

Para tanto, construímos de forma efetiva, um gerador minimal E
para a congruência em questão. Introduzimos também um conceito elemen-
tar, o de estabilidade de produções, que permite eliminar dos resultados
principais quaisquer restrições adicionais sobre os valores de n ou m. Parte
substancial da nossa demonstração é o resultado de que todas M produções
em E são estáveis para n 2i 4 e m 2 1.

Além disso fornecemos um algorítmo que resolve o problema da
palavra e mostra que o semigrupo é finito ./-acima. Também mostramos
que o "fume" das 'R-classes é uma árvore. Caracterizamos também as 7Z-
classes e as D-classes do semigrupo e provámos que os subgrupos maximais
são cíclicos de ordem m sempre nos casos em que n Z 4 e m ? l.

Abstract
In this dissertation we prove that the congruence classes of .4' asso-

ciated to the Burnside semigroup with l.AI generators defined by the equation
Zn . Z"+m, for n 2i 4 e m 2i 1, are recognizable.

This problem was originaly formulated by Brzozowski in 1969 for
m = 1 and n 2: 2. Two years ago Amo de Luca & Stefano Varricchio
solved the problem for n ? 5. A little later, John McCammond extended
the problem for m 2i l and solved it independently in the cases n 2i 6 and
m Z l. Our work, wich is based on the techniques developed by Amo de
Luca & Stefano Varricchio, extends both these results.

We effectively construct a minimal generator E of our congruence.
We introduce an elementary concept, namely the stabílity of productions,
wich allows to eliminate all hypothesis related to the values of n and m. A
substancial part of our proof consists of showing that all productions in E
are stable. for n > 4 e m > 1.

We also tive an algorithm that solver the word problem and show
that the semigroup is rinite ./-above. We prove that the fume of the 7Z-
classes of the semigroup is a tree. We characterize algo the R-classes and
the Z>-classes of the semigroup and prove that its the subgroups are cyclic of
ordem m in the cases n > 4 e m > 1.
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Capítulo l

Introdução.

Seja .A um alfabeto finito com mais (lue uma letra, Seja .A''' o conjunto de
todas as palavras com letras em ,4 (inclusive a palavra vazia 1) e seja ,4+ !g

Neste trabalho suporemos n e m inteiros fixos e satisfazendo as
restrições: n 2 2 e m ? l. Os resultados mais importantes, contudo, são
obtidos para n ? 4 e m 2 1.

Seja r gg {(z",a"+"),V:« C Á+} uma relação e tom.mos por -«
a menor congruência que contém a. Seja o conjunto .M = {ltol, to c .,4*}
onde rol denota a classe de congruência da palavra to pela congruência -,..
Seja p : .A* -:!b .M definida por p(to) = rol a projeção canónica de ,4*

sobre .A4. A congruência g'ip é a menor congruência que contém T e a
projeção p induz uma operação associativa sobre .A4 definida por lul lul =
lut,l. Assim (.M, ) é um monóide e (./L'{ \ jll, .) é um semigrupo. Estes são,
respectivamente, o monóide de Bzérnside e o semigrupo de .Bwrnsáde relativos
à equação 3" = z"+m

Nestes termos a conjectura de Brzozowski da qual tratamos pode
ser formulada como segue:

.4* \ {l}

Vto C .'l*, lwl é reconhecível

Em outras palavras, para toda palavra w existe um autómato finito .4 tal
que o conjunto das palavras que induz um caminho de algum estado inicial
deste autómato para algum estado final é exatamnte ]to].

A partir de uma aplicação das palavras de Thue-Morsej91 e de um
trabalho de Brzozowski e outros publicado em 1971j21, sabemos que estes
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semigrupos de Burnside são infinitos. Somente estamos considerando os casos
em que n ? 2 e m ? l neste trabalho, contudo vale a pena observar que o
semigrupo idempotente -- o semigrupo de Burnside para os casos em que
n = 1 e m = 1 -- é finito e completamente conhecido. Na verdade, por um
trabalho clássico de Green & Reesj41, sabemos que os semigrupos em que
n = 1 e m ? l são finitos se e só se os semigrupos em que n = 0 e m )' l
que são grupos neste caso são finitos. O estudo da finitude destes grupos,
também chamados grupos de Burnside, é extremamente complexo e ainda
hoje é objeto de muito estudo.

A conjectura em questão foi formulada originalmente para m = l
em 1 969 jll e é este o caso considerado por Amo de Luca & Stefano Varricchio.
Eles provaram a conjectura original para n ? 5 em 1990j31 tendo restado os
casos n = 2, n = 3 e n = 4. John McCammond estendeu a conjectura para
m 2. 1 em 1991j61 e resolveu independentemente o problema para os casos
em que lz ? 6 e m ? l.

Nosso trabalho é profundamente baseado nas técnicas desenvolvidas
por Amo de Luca & Stefano Varricchio. A possibilidade de um aprimora-
mento destas técnicas de modo a provar a conjectura original para o caso
em que n = 4 era prevista pelos mesmos, sendo mais cénicos com relação à
possibilidade de que estas técnicas pudessem ajudar a resolver os casos em
que n < 4. Nós estendemos as mesmas para incluir os casos em que m 2 1
e melhoramos os resultados de ambos de modo a provar a conjectura esten-
dida para n ? 4 e ?n 2 1. Ademais, abrimos caminho para a demonstração
dos casos em que n = 3 e m 2 1 ou que n = 2 e m = 1. Também temos
alguns resultados parciais sobre a estrutura dos semigrupos de Burnside para
os quais a conjectura foi resolvida.

O conceito principal desenvolvido por nós que permitiu estas nossas
melhorias é o conceito de estabilidade. As definições necessárias serão feitas
neste parágrafo. Seja Q um subconjunto de Á+ x .4+ definido como n gg
{(c, /) tal que c é ao mesmo tempo sufixo e prefixo próprio de / e c'i/ é m-
potência}. Observe que r C Q. A cada I' C Q chamamos de produção. Sobre
cada produção I' definimos a função base como base(r) gg (l/l -- lcl)/m.
Nós dizemos que c é o curdo de T enquanto que / é o /ongo de r. Observe que
base(1") é período de c e de /. Dizemos que a produção 'r é esfáue/ quando
base(r) for justamente o menor período de c e de Z.

Inspirado nas técnicas de Amo de Laca & Stefano Varricchio, cons-
truímos de maneira efetiva uma relação E C n (com uma descrição complexa
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e incomparável a r) tal que a menor congruência que a contém é «.,.. Esta
construção é feita no capítulo 3, depois de algumas definições e proposições.
Durante a obtenção dos principais resultados do nosso trabalho, na medida
do possível, procuramos demonstra-los de modo a independer ao máximo uns
dos outros, mas também a depender o mínimo possível de restrições adicio-
nais sobre n e sobre m (além de que n ? 2 e m 2 1). Este espírito originou
o conceito de estabilidade de produções visto acima. Apesar de elementar, é
esta a chave mais importante encontrada para uma completa reestruturação
e extensão das demonstrações originais de Amo de Luca & Stefano Varric-
chio que fizemos. De fato, nenhum resultado nosso supõe qualquer restrição
adicional sobre n ou m mas apenas, em alguns casos, a hipótese de que as
produções de E sejam estáveis. Esta situação contrasta com o trabalho de
Amo de Luca & Stefano Varricchio onde, por exemplo, todos os resultados
principais e a quase totalidade dos auxiliares dependem do fato de que n ? 4
e, em alguns casos, de que n 2 5.

O primeiro resultado forte do trabalho é justamente o da demons-
tração de que a menor congruência que contém E é a mesma que contém n
e vale para n 2 2 e m 2 1 (nem mesmo depende da estabilidade das pro-
duções de E). Isto é feito no capítulo 4. O segundo resultado forte é o da
demonstração da estabilidade das produções de E quando n 2: 4 e m 2 1.
Isto é feito no capítulo 5. Sabemos que existem produções de E que não são
estáveis quando n = 2 e m 2 2. Ficam em aberto o caso n = 2 e m = 1 e o
caso n = 3 e nz ? l. Os nossos demais resultados supõem a estabilidade das
produções de E e, como já dissemos, não supõem restrições adicionais sobres
os valores de n ou m. Em particular, a demonstração da conjectura para
n = 3 e nz ? l ou n = 2 e nt = 1 poderia ser obtida caso tivéssemos uma
demonstração de que as produções de E são estáveis também nestes casos.
Nós temos evidências disto quando n :: 3.

Num terceiro momento, nós mostramos que em toda classe lw'l
existe uma única palavra to mais curta que as demais, a partir da qual, por
sucessivas substituições dos curtos de produções de E por seus respectivos
longos, obtemos qualquer palavra em lto'l. Também mosto'amos que E é uma
relação minimal tal que a menor congruência que a contém é -.,.. Isto é feito
no capítulo 6.

Por fim, no capítulo 7, provámos que o semigrupo é finito .7-acima e
provámos a conjectura de Brzozowski. Isto foi provado também por Amo de
Luca & Stefano Varricchio e John N'lcCammond nos casos por eles estudados.
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O conceito de finitude ./-acima e outros conceitos da teoria de semigrupos
podem ser vistos no começo do capítulo 7, podendo ser aprofundados em
lõl. Também mostramos que o "fume" das 7Z-classes é uma árvore e que
existe uma única palavra mais curta na imagem inversa por g de uma dada
7Z-classe. Isto também foi mostrado por Imre Simon em 1970j81 para os
casos da conjectura original. John McCammond mostrou em seu trabalho
que os subgrupos maximais dos semigrupos de Burnside por ele estudados
são cíclicos de ordem m e mostramos isto também para os semigrupos por
nós estudados. Temos alguns resultados originais relativos à estrutura destes
semigrupos. Mostramos que a estrutura interna (em particular o tamanho e
as transições internas) de uma 'R-classe é determinada exclusivamente pelo
mais longo sufixo desta única mais curta palavra descrita acima que é um
curto de alguma produção de E (se este sufixo não existir a 7Z-classe é trivial).
Mostramos também que as Z)-classes regulares são aquelas que contêm a
classe de equivalência de alguma produção de E, sendo que dois elementos
destes estão na mesma .Z)-classe se e somente se as produções em questão
têm a mesma base e seus curtos têm menores períodos que são palavras
conjugadas. Mostramos também que as 'H-classes irregulares são triviais.

Fazemos também freqüentes alterações nas definições apresentadas
no trabalho de Amo de Luca & Stefano Varricchio para permitir melhorias
nas demonstrações, por motivo de compacidade, ou por questão de estilo.



Capítulo 2

Conceitos e Proposições
Combinatórias.

Se C é um conjunto qualquer e $ é uma ordem ou quase-ordem, total ou
parcial, definimos o SKbc07Ütlnto dos máximos de C sob $ e o subc07Üanto
dos múimos respectivamente como: maxi(C) = {c € C tal que Vd C C, c $
d ::::::> d 5; cl; e mina(C) = {c C C tal que Vd C C, d $ c :::+ c $ d}. Quando
a ordem for a ordem comum sobre os inteiros, então a mesma poderá ser
omitida na notação. Por convenção, e por abuso de linguagem, identifica-
remos um conjunto de um único elemento com o seu próprio elemento. Se
R Ç C x C é uma relação sobre C, então Dom(R) gg {c C C tal que existe
dcC com(c,d) C R} éo domúío de Re Im(R) gg {cC C tal queexiste
d C C com (d, c) C R} é a imagem de R.

Definimos uma pa/aura to sobre um alfabeto Á como sendo uma
seqziêncÍa ./ináfa de elementos de A. Dizemos que o tamanho rol da seqüência
é o comprimento de to. Dizemos que .A* é o conjunto das palavras sobre .,'l
e .4k é conjunto das palavras sobre .A de comprimento k. Neste trabalho,
manteremos fixo o alfabeto .4 e, portanto, somente nos referenciaremos a
u' como uma pa/aura. Dizemos que Let(to) é o conjunto das /eiras de w.
Assim a palavra ababbaba tem comprimento 8 e o conjunto de suas letras
é {a, b}. Permitiremos deliberadamente a confusão de letras e palavras de
comprimento 1, sem perigo de ambiguidade.

Dadas duas palavras u e u quaisquer, definimos a sua concatenação
tzo (ou u u) como sendo a palavra obtida pelo acréscimo da sequência u ao fim
da sequência u. Observe que uu assim definida é uma operação, associativa
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por sinal. Observemos também que luol = lul + lt;l. Naturalmente, a conca-
tenação de dois conjuntos é o conjunto das concatenações de seus elementos,
respeitando-se a ordem. Definimos a quase-ordem $ e sua ordem estrita <
sobre as palavras como segue: o $ u .?$ 1ul $ 1ul; u < u é:b u 5; u
e u ZI o -+::::> lul < lul. Esta será a ordem implícita sobre duas palavras
quaisquer.

Definimos também uma função potenciação (denotamos como na
potenciação usual) que aplica Á* x IN em .A* como se segue: uo = 1;un =
uu"-i para n 2 1. Definimos u* como sendo o conjunto u' gg {uk, k C ]N}
e definimos u+ como u+ gg u* \ {l}. Para k C IN \ {0}, dizemos que
uma palavra m é uma k-poténc a de u, ou que u é uma k-subpotêncãa de to,
quando m = uk. Dizemos também que zo é uma k-potência ou simplesmente
uma potência. Definimos também o grau de uma palavra to em .4+ como
sendo grau(to) gg max({Ê C IN tal que :3u C ,4+, w = u*}). Dizemos que
zo é prÍm lida se a mais curta subpotência de zo é to.

Definiremos algumas funções de .A* sobre os subconjuntos de .A*
como segue: Fat(to) gg {u C .A* tal que z« C .4*u-4'} é o conjunto dos /atires
deão; Pref(w) e: {u C Á* tal que to C u,4*} éo conjunto dos pre#zosde w; e
Suf(to) gg {u C .A' tal que to C .4*u} o conjunto de suba;os de to. Se k $ 1w
então existe um único prefixo de to de comprimento k e o denotaremos por
pref(to, k). Analogamente, suf(to, k) é o su$zo de w de mesmo comprimento.
Para o c Suf(u) dizemos que uu-i gg pref(u,lul-- lul). Quando u C
Pref(u) dizemos que t,-iu gg suf(u, lul -- lol). Seja k C IN e 0 < k 5; lul
deÊnimos u.A-* gg pref(u,lul -- k) e também Á'ku gg suf(u,lul --k)
Por simplicidade de notação, definimos uu'k gg u(uk)'i. Definimos o
encaíze de duas palavras u e o como: uw:u gg max(Suf(u) n Pref(u)),
ou seja, a palavra de maior comprimento que seja sufixo de u e prefixo de o
simultaneamente.

Dizemos que duas pa]avras u e u' são c07zjugadas se ]o,u' C .4*
tais que u = uu' e u' = o'u. A relação definida pelos pares de palavras
conjugadas é uma relação de equivalência.

Dizemos que u € ,4+ (possivelmente mais comprido que w) é um
pe71'0do de to (quando w C Fat(u*). Neste caso também dizemos que { =
ul é um reli'0do de to. Quando este inteiro { é mínimo, então dizemos
que este é o menor pembdo de to e denotamos: { = per(to). Permitimo-
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nos dizer que este u é um menor período de to. Se u for um período de
w, então deânimos a /reqtléncÍa de u (ou de seu comprimento ) em zo por
frei(zo,u) gg fre(l(to, lul) gg rol/lul que, intuitivamente, corresponde
ao número de repetições de u em to. Definimos ainda o hdice de to como
sendo a frequência de seu menor período: índice(to) gg freq(to, per(to)) =
max({freq(w, u) tal que u é período de to}).

Seja u = aócab e seja o = ZPcaZ,a. A concatenação de u e o foi
convencionalmente assumida como sendo a palavra uu = abcabbcaZm, obtida
conactenando-se u à direita de u. Esta escolha é unilateral e poderíamos
também ter definido como sendo a concatenação à esquerda de u. Neste caso
(chamamos de caso dwa/), teríamos que o que antes era sufixo virada prefixo
e o que era pleíixo virada sufixo. Uma conseqüência deste fato, a grosso
modo, é que se uma propriedade vale para sufixos, então vale para prefixos
também. Dizemos que prefixos e suâxos são conceitos duais. Assim sendo.
mencionaremos as proposições somente em termos de sufixos e a propriedade
dual deve ser assumida como verdadeira, também.

As duas proposições sobre sufixos, prefixos e fatores que se seguem
são básicas e conhecidas, não sendo portanto demonstradas.

Proposição 2.1 Soam w,u,u,u',o' C ,4* tais que to :: u'u :: u'o. Então.
e # C .4" ta/ que u = zo e o' = u'z se e só se lt;l < lul se e só se

lu'l 5; lu'l. Em p«,ü u/«,, « c Suf(u) « u c Suf(«).

Proposição 2.2 Se u C Pref(to),o C Suf(to) e lul + lt;l 5; lwl en ão u C
Pref("«':), o C S«f(u':w) e u':(«,u'') = (u':«,)u':. .Fm p«,tic«/", '', =
t't' 'p:+ lul + lul = lwl.

Devido ao fato de que se z C Suf(u) n Pref(u) então (u#':)u =
u(z. :u) Trmitimo-nos repr's'"tar (ua':)t, por "z':t, quando # C Suf(u) n
Pref(o).. Devido à proposição 2.2, permitimo-nos representar (u':to)t;'i por
u-:u't'-: quando u C Pref(to) e o C Suf(w).

Proposição 2.3 Sqa u € .4+ um pembdo de to C ,4' e seja k C ]N mz'mimo
qye .« C Fat(«*). .Fria. «{stem r,y C .4* tais g«. uk = :«'"# "m

z C.Pref(u), y C Suf(u) e 0 $ 1zl, lyl < lul. Se a/é«2 disso k ? 2, então
uk-' C Fat(w) .
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Demonstração. 
Vamos provar a primeira part da tese. Sejam x, y E A* tais que 

uk = xwy. Temos que u, y E Suf(uk). Como u E Suf(y) implica que 
uk-l = xw(yu-1) qu é uma cont rad içâ.o com a minimalidade d k usan
do a proposição ~-1 lemos que O ~ JyJ < Jul e y E Suf (u). De maneira dual 
temos que x E Ir f(u) O ~ lx l < !ui . 

Vamos provar a segunda parle da l se. Admita que k 2:: 2. T -
mos que uk - l , wy E Suf ( uk). D vi do à minimalidade de k temos qu wy (/. 
Suf(uk- 1 ) e, usando a proposição 2. 1, ternos que Juk - ll < JwyJ e que uk-l E 
Suf(wy). Como y E Suf(u) Ç Suf(uk- l ), nlâo lemos que uk- 1y- 1 E Suf(w). 

Como Jyl < !ui , enlão Juk-ly- 1I = (k - l)Jul - IYI > (k - 2)Jul. O
ra, uk-ly- 1 u1.- - 2 E Pref( uk-1 ), logo, usando a proposição 2.1, t mos que 
uk- 2 E Pre f(uk- 1y- 1) . Portanto, uk- 2 E Fal(1/- 1y- 1 ) Ç Fal(w). 1 

Proposição 2.4 Se.ia w uma k-polência1 para k E IN \{O}. Então k divide 
lwl e w = pref(w, lwl/kt = suf(w , lwl/kl. 

Demonstração. 
Seja u tal qu w = uk. A demonst ração é im di a la uma vez que 

lwl = klul u = pref(u\ JuJ) = pref(w Jwl/ k). Ana logam nle temos que 
u=suf(w,JwJ /k). 1 

As duas proposi ções qu se s guem sã.o de im diala d monsl ração 
a partir das defin ições . 

Proposição 2.5 Para toda palavra v I para lodo int iro po ilivo k t mos 
que Fal( v*) = Fal((vk)*). Em particular, dada uma palavra w t mo que v 
, peri'odo d d w ó se toda pol Ancia ( ou subpol A ncia) d v , p ríodo 
d w s só s xiste uma potência ( ubpolência) de v qu , p r{odo d w . 

Proposição 2.6 Se w é potência d u nlão u , pe1{odo de w. 

A re ípro a do proposi ção a nl -rior não é, gera lmente, verdadeira. 
Veremos agora um a condição n c sári a sufi ciente para qu islo aconteça. 

Proposição 2.7 Seja u um período de w. Então w ' um.a k-potência de 
algum conjugado d u e sóse fr q(w u)=kEIN\{O}. 



Demonstração.
Suponha que zo seja uma k-potência de u' onde u' é um conjugado

de u e k C IN \ {0}. Neste caso to = u'k e lu'l = lul. Assim freq(to,u) =
1.«1/1«1 1k/lul

Sendo k = freq(w,u), suponha que k C ]N \ {0}. Assim rol = klul.
Tome k' mínimo tal (lue to C Fat(uk'). Sejam z,y C .4* tais (iue uk' = ztog/.
Usando a proposição 2.3, temos que = C Pref(u), y c Suf(u) e 0 $ 1#l, lyl <
lul. Nestas condições temos que (k' -- k)lul = luk'l -- kIwI = lztog/l -- lwl =
lzl+ lyl < 2lul e portanto #' -- k C {0,1}. Se k' = k então = = y:: 1, to - uk
e to é uma k-potência de um conjugado de u. Se k' -- k = 1 então concluímos
que l#l + IZ/l = lul e, usando a proposição 2.2, temos que u = y. Neste
contexto, temos que «, = z':u''y-: = z':(ag/)*+:y-: = (yz)* e, portanto, to
é uma k-potência de y# que é um conjugado de u. H

Proposição 2.8 Á pa/aura u' á co?Üwgada de u se e só se u' C Fat(u*) n .41"
se ' só se u' C Fat(u') n .41"1

/)P «) n n C/T'- '' ;.

Admita u,o' C ,4* tais que u = oo' e u' = u'u. Então u'
u«''ot,' = u.''u' e, portanto, u' C Fat(u') n .Al"l Ç Fat(u*) n Ál"l

Tome u' C Fat(u') n .41"1. Tome É > 0 mínimo segundo o qual u' C
Fat(uk)n.Al"l. Sejam o,o' C ,'l' tais que uk = uu'z;'. Usando a proposição 2.3,
temos que o c Pref(u), u' C Suf(u) e 0 $ 1ol, lo'l < lul. Assim lukl = lula
o'l + lu'l < 3lul. Donde k = 1 ou k = 2 e Fat(u') n Ál"l Ç Fat(u') n Ál"l. Se
k = 1 então o = u' = 1, e u' = u é conjugado de u, trivialmente. Admitamos
k = 2 e lul + lt;'l = lul. Como lol + lt;'l = lul, usando a proposição 2.2, temos
que u = uo' e, portanto, u' = D iu2u/-l = u'u. Assim u e u' são conjugados.

A proposição 2.8 nos permite relacionar os conceitos de conju-
gado e período. Embora não seja o nosso objetivo, podemos desenvol-
ver esta proposição de modo a caracterizar o conjunto dos conjugados de
uma palavra. Podemos mostrar que o conjunto dos conjugados de u é
Fat(u pref(u, lul/grau(u) -- 1)) n .41"1 e sua cardinalidade é lul/grau(u).

Faremos algumas observações sobre os conjugados dos períodos.
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Proposição 2.9 Soam u e u' conjugados. .Então Fat(u') = Fat(u'*), em
particular, dada uma pata a m qu,alquer, temos qze u é um peHodo de \.o se
e só se u' é Hm pem'odo de w.

T)pql} All etq'n f' n a

Sejam u,o' tais que u = uu' e u' = u'u. Então teremos Fat(uk) =
Fat((u«')*) Ç Fat(«'(««')*u) = Fat(u''+:). Assim Fat(u*) Ç F;t(u'*) e, -a-
logamente, Fat(u") Ç Fat(u') e, portanto, Fat(u'*) = Fat(u*). Naturalmen-
te, então, .« C Fat(u'*) <:::> .« C F.t(u*). H

Uma investigação interessante seria a de verificar se a recíproca vale.
A resposta é não. Ela vale para períodos mais curtos quc a palavra, como
veremos na proposição abaixo.

Proposição 2.10 Sejam u e u' dois pembdos de to sat s/aze7zdo
tol. Então u e u' sâo c07z.jurados.

«1

T) Pula nn e Tn r ;Í a

Tome u" C Fat(w)n.41"1. Ora, lul = lu'l e, usando a proposição 2.12,
temos que u" é conjugado de u como também de u'. Por transitividade temos
que u e u'são conjugados. H

Proposição 2.11 Sejam u e u' dois c07zjugados. Se u á uma A-potênc a de z
.«lã. u' é «m« k-p.tênci« 'Ze «- c.«J«g«do d' a. .Em p-tic«/", gr-(u) =
graus.u';.

T) . .. .. q+Tn p ã ''-

Sejam # C .4+ e k C ]N \ {0l} tais que u :: zk e u2 :: #2k. Da

proposição 2.6 temos que # é um período de u e de ua. Da proposição 2.8
temos que u' € Fat(u2) n .41"1 e pela proposição 2.22 temos que # é período
de u'. Ora, freq(u',a) = lu'l/lzl = lul/lnl = k C ]N \ {o} e, usando a
proposição 2.7, temos que u' é uma k-potência de um conjugado (chamemo-
lo de z' ) de z. Assim u' = z'* e grau(u') 2 grau(u). Analogamente temos o
outro sentido da desigualdade e, portanto, temos que grau(u) = grau(u'). H

As proposições que se seguem atola se referem a favores que são
períodos.
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Proposição 2.12 Sela u &m pera'0do de to salÍs$azendo lul $ 1tol e seja u'
um fatos de u de mesmo comprintento qKe u. Então u' é vm conjugado de
u e também tí pembdo de to.

Demonstração .
Como u' C Fat(.o) Ç Fat(u') e lu'l = lul, temos q"e z'' C Fat(u*) n

.41"1. Usando a proposição 2.8, teremos que u' é um conjugado de u e, pela
proposição 2.9, também é período de w. H

Observe que a proposição anterior não nos garante que u seja um
favor de to mas somente um conjugado seu. De fato isto nem sempre ocorre.
A proposição que se segue nos dá uma condição suficiente para que isto
ocorra.

Proposição 2.13 Sela u um pera'odo de m
Fat(«,).

Se freq(to,u) 2 2 então u C

Demonstração .

Tome k mínimo tal que to C Fat(uk) e sejam z,y C .4" tais que
u* = atou/. Temosque 2 5; freq(w,u) = rol/lul = lz :u*y-'l/lul = k--(lzl+
yl)/lul. Se k = 2 então 3 = g/ = 1, to - u2 e obviamente u C Fat(to). Admita
que k 2 3. Usando a proposição 2.3, temos (iue u C Fat(ut'2) Ç Fat(w). H

Proposição 2.14 Sda u C Suf(to) \ {l}
«,«-: c S«f(«,).

Então tl é penada de w se e só se

T) , ,.. .m et... , ;í .

Admita que u seja período de to. Seja É C ]f{ tal que zo C Fat(ut).
Sejam r,y C .A* tais que uk = toy. Assim ztoyu = uk+: = uz y =
u#(.«u':)uy e, portanto, #«, = pref(u*+:, l#l + 1.«1) = uz(«,u':). Com.
(tou':) < rol, usando a proposição 2.1, temos que mu': C Suf(w).

Admita que «,u': C Suf(w). Seja k = ll«,l/lula. Tome k' C
IN, l 5; k' .$ k. Provaremos, por indução em k', que uk C Suf(w) e que
z«u-* C Suf(to). Para k' = 1 é imediato pois u C Suf(to) e wu': C Suf(w)
poi hipótese. Admita l 5; k' < k e que tou'k' C Suf(to). Neste caso
wu-k l = rol -- k'lu1 2 (k -- #')lu1 2 1ul. Cromo u,tou'k' C Suf(to), usando a
proposição 2.1, temos u C Suf(tou't') e, portanto, temos que uk'+: C Suf(to).
Como .«u-*' C Suf(to), elltão teremos que '"u'@'+Q C Suf(«,u':) Ç Suf(to).
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Desta maneira temos que tou'k,u C Suf(w) e como ltotz-hl $ 1ul, usando
a proposição 2.1, temos que tou'k C Suf(u). Portanto to C Suf(uk+:) Ç
S«f(u') Ç Fat(u*). H

Corolário 2.15 Se.ja u C Suf(m). Então u á pem'odo de w se e só se to C
Suf(u*), ]Veste c«o «, c Suf(ur'"'(",")1) e ul'"q(w.«)J C Suf(w).

Proposição 2.16 gelam to C .4+ e u,u C Suf(w) dois pem'odes de to tais
gele lul > lol. .Então uu-: é pem'odo de mu':
T)p «i am e+Tn pÃ "

De u C Suf(to) e u é período de m temos, pela proposição 2.14,
que tou': C Suf(w). Analogamente temos que tot'': C Suf(to). Cromo ul >
ol, então temos que ltoo''l > it.ou''l, donde tou': C Suf(tou':) devido à
proposição 2.1. Também temos que o C Suf(u) e uu-: é definido. Como
ul > lul, temos que ««u': = (t«u':)(uo-:) e, portanto, temos que uu': C

Suf(tou':) \ {l} e que (tou':)(uu':)': = .«u': C Suf(«,u':). Então, pela
proposição 2.14, temos que uo'l é período de wo'i. H

Observe que móc(lul, lu ) 5; lul, lt;l
mdc(1«1, 1«1) 2. 1u , 1«1, mdc(lul, l«l).

Donde temos que lul + lul

Teorema 2.17 (Teorema de Fine &: Wilf) Soam u' e t;' dois pem'odes
de .«. .4dmíí« q«e l.«l ? lu'l + l«'l -- mdc(lu'l, lu'l). Então pod.mo. d..Pni«

. (.«,mdc(1«'1, «'1)), « suf(.«,lu'l) .« suf(.«,1«'1). E«íão* á«m
pem'od. de «,; « = :«1«1/1'1 e u' é «m« (lul/l«l)-pote«cí« de «m ««j«p«a. d.
" e; « = «1'1/1'1 . «' é «m« (1«1/1«1)-pofê-{« 'Z. «m co«j«g«d. de «.

T) . .. .. e+pn ,. â õ

Pela proposição 2.12, temos que u e u são períodos de to.
Admita que rol ? lul + lol -- mdc(lul, lol). Admitamos, sem perda

de generalidade, que lu1 2 1ol. Então l#l 5; lul $ 1ul .$ 1tol e, usando a
proposição 2.1, temos que # C Suf(u) Ç Suf(u) Ç Suf(to).

Provaremos por indução em max(lul,lul). Admita que lul = 1.
Então lul = lul = 1, a; = o = u e a proposição se torna trivial.

Admita que lul > l
Admita que lul divide lul. Então temos que # = u, portanto #

é período de to e, naturalmente, o é uma potência de #. Assim, usando
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a proposição 2.22, temos que z = o é um período de u C Fat(to). Como
freq(u,sç) = lul/lol C ]N \ {0}, usando a proposição 2.7, temos que tz é uma
(lul/lzl)-potência de um conjugado de z. Pela proposição 2.4, este conjugado
é s«f(«, 1,1) (.«, 1,1)

Admitamos pois que lul não divide ul. Assim lzl < lo < lul < lw
Usando a proposição 2.16, temos que ut;'i é período de tou'l. Observe que
uu-: C Suf((«,u':)(uu':)) = Suf(wo':). Usando a proposição 2.22, temos
que u é período de wo'i e, usando a proposição 2.14, temos que wu'i C
s«í(«,). Or', l«l lul,l«l) -l«l,l«l) dc(lu«':l,l«l),
portanto ltou''l = rol -- lul ? lul + lul -- mdc(lul,lol) -- lul = luu-'l +
ul -- mdc(luo':l, lt;1) 2. 1ut;''l, lt;l, lzl. Ora, usando a proposição 2.1, temos
q- «,u C Suf(«,«':). Como max(lu«-'l, 1«1) < max(lul, l«l) = lul, «s-do .
hipótese de indução, temos que t; = zlul/I'l e que uo'l = sçlu,-:l/lrl. Assim u =
(uo'')u = zl-'' l/I'lal-l/I'l - zlul/I'l. Usando a proposição 2.5, concluímos que
z é um período de m.

Quanto a u' e u' serem potências de conjugados de z, segue imedi-
atamente da proposição 2.11. H

A condição sobre o comprimento de rol acima é a melhor possível.
Neste trabalho, no entanto, como mdc(lul, lu ) pode ser muito pequeno rela-
tivamente a lul + lul, desprezaremos aquela parcela.

As três proposições seguintes relacionam os conceitos de menor
período e primitividade.

Proposição 2.18 Se u é um menor pem'odo de w então u é pr mif ua
T) p rl-) al') e+ I'n f' n a

Seja u = ui. Então, pela proposição 2.5, temos que este o é um
período de w. Donde lul ? per(to) = lul = lukl = klul e portanto k = 1.
Assim grau(u) = 1 e u é primitiva. H

Proposição 2.19 Seja u pr m tÍt;a um pe7?bdo de w
w. Se lul < lul, então it«l < lul + it,l.

Seja D um penada de

T)pl'n /tii e+rn /' n /\
'wYWv-

Admitaque lul < lul. Se lwl ? lul+lol, usando oTeoremade Fine&
Wilf, temos que mdc(lul, lul) é um período de to. Pela proposição 2.12, temos
que u' = suf(to, lul) é um conjugado de u. Como mdc(lul, lt; ) é período de
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w, existe # C .4+ tal que lal = mdc(lul, lt;l) e u' C Fat(to) Ç Fat(z'). Assim
temos que mdc(lul, lt;l) é período também de u'. Usando a proposição 2.7
temos que u' é uma (lul/mdc(lul, lol))-potência. Como u' é primitiva, pela
proposição 2.11,então grau(u') = le lul/mdc(lul, lul) = 1. Portanto lul $ 1t;l
que é uma contradição. H

Corolário 2.20 Se.ja u prámãZáua tlm pemlodo de to
implica que u é lm menor pe'Modo de w.

Então freq(«,,u) ? 2

Demonstração.
Se, por absurdo, u não for um menor período de w, então existe

u C Á* um menor período de w com lt;l < lul. Usando a proposição 2.19,
temos que rol < lul + lt;l < 2lul, portanto fre(l(w,u) = lwl/lul < 2. O (lue
contradiz com as hipóteses. H

Teorema 2.21 0 colÜunto das pa/auras das quais u á pem'odo é o mesmo
conjunto das palaums das quais u é pedodo se e só se as menores subpotências
de u e u forem conjugadas.

T}. ... .n c+''n '' ; "

Observe que o conjunto das palavras das quais u é período é exata-
mente Fat(u'). Sejam z e y as menores subpotências de u e u respectivamen-
te. Pela proposição 2.5, temos que Fat(u*) = Fat(aç') e que Fat(o*) = Fat(y").

Admita que z e y sejam conjugadas. Pela proposição 2.9, temos
que Fat(y*) = Fat(sç*). Assim sendo, temos que Fat(u*) = Fat(u*).

Admita que Fat(u*) = Fat(o'"). Assim podemos escolher uma pala-
vra t« em Fat(y*) = Fat(z') tal que rol ? 2max({laçl, lyl}). Como z e y são
menores subpotências, então são primitivas e, pelo corolário 2.20, temos que
são menores períodos de to e, portanto, têm o mesmo comprimento. Assim
# C Fat(a*) n .AI'l = Fat(y*) n .413'l e, pela proposição 2.8, temos que z e y
são conjugadas. H

As duas proposições seguintes tratam da transmissão de periodici
dade para osfatores.

Proposição 2.22 Sela to C .A* com peRÍodo u e sela to' um /atar de w
Então '',' tem pem'odo u e per(t«') 5; per(to).
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Demonstração.
E imediato uma vez que w' C Fat(to) Ç Fat(u') e que o mesmo

ocorrerá para um menor período de w. H

A proposição 2.22 é de fato imediata. Não vale, em geral, a igual-
dade per(to') = per(to). A proposição 2.23 nos dá uma condição suficiente
para queisto ocorra.

Proposição 2.23 Seja u um menor pem'odo de w. Sda W C Fat(w)
lto'1 2 2lul então u cona nua7d sendo um menor pembdo de w'

Se

T)p "' "'- q+Tn n ;i n

A partir da proposição 2.18 temos que u é primitiva. Da propo-
sição 2.22 temos que u é período de w' e, usando o corolário 2.20, temos que
u é um menor período de m'. H

A recíproca da proposição 2.22 certamente não vale. A propo-
sição 2.24 nos dá uma condição para que, dado um período de um prefixo e
um suâxo de uma palavra, também seja um período da palavra inteira.

Proposição 2.24 Sejam to,u,u',u,t;/ C .4* tais gue to = uu' := u't;. Seja #
wm pem'odo de u e z' wm pem'odo d' o com lzl = la'l. S. lul + lul ã l.«l + lzl
então = e =' são pedodos conjugados de \o.

Demonstração .

Admita que lul + lt;1 2 1tol + lal. Seja n" = suf(u,lzl). Assim,
temos que z"u' C Suf(uu') = Suf(w). Como la"u'l = lal + l.«l - lul $ 1u
e u C Suf(w), usando a proposição 2.1, então temos que a"u' C Suf(u) e
z" C Fat(t;). Usando a proposição 2.12, temos que a,a' e #" são palavras
conjugadas e que a" é período de u e de D e, usando a proposição 2.22, temos
que também é período de z"u'. Assim, pelo corolário 2.15, temos que existem
naturais k e k' tais que u C Suf(a"A) e a"u' C Pref(a"k'). Assim, temos que
u' € Pref(z"*'':) e, portanto, uu' C Fat(sç"*="*'':) Ç Fat(a") e a;", mas
também # e a' devido à proposição 2.9, é período de uu' = m. H

Proposição 2.25 Sela Ê C ]N \ {0} e k' € ]N. Se.ja a wm pem'ado de m =
ua = u/a'ko/ com laçl :: la'l. .Então uzk'u :: u/n/k't;/ e # e pe7x'odo de uak'u.
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Demonstração .

Seja y = suf(to, lzl). Devido à proposição 2.12, temos que #, a' e y
são períodos conjugados de to e, pela proposição 2.22, também de uz, uzx; e
:cu. Usando o corolário 2.15, temos que existem í e j tais que ua C Suf(ai),
zu € Prof(zj) e uz*'u C Fat(a:':z*'aj-:) Ç Fat(z*). Assim sc, mas também
y devido à proposição 2.9, é período de urk'u. Analogamente, z' e y são
períodos de u'z'k'u'

Vamos mostrar que uzk't; = u'a'k't;'. Seja { = lu'n't'u'l = lu'z'to'l --
(k -- k')lz'l = luz'ul -- (k k')lzl = lu:«*'ol. Admita que A' > 0. Como
y,zt; C Suf(to) e, como lyl = lzl $ 1zt;l, usando a proposição 2.1, temos
que y C Suf(ao) Ç Suf(uzk'o). Devido ao corolário 2.15, temos que uzk'o =
suf(yr'/l"ll,i). Analogamente, temos que u'z'*'u' = suf(yr:/I'll,{) = uz''o.
Admita que k' = 0. Devido à proposição 2.5, temos que =k é período de tzzk
e, devido à proposição 2.14, temos que u C Suf(uzk). Assim ut; = suf(to,á).
Analogamente, u'o' = suf(.«, i) = uu. H

A proposição que se segue relaciona os conceitos de índice e grau
das palavras.

Proposição 2.26 Se u á não primiíát;a, então índice(to) = grau(t.o)

Demonstração .

Se to é não primitiva, então grau(to) 2 2. Seja u C .4* tal que
W = Ugr-(.«). Tome D C ,4* tal que u = ug'"(u). Assim temos que to =
ug,-('") = ug"-(")P-(w). Pela definição de grau(to), temos que grau(w) 2
grau(u)grau(to), donde grau(u) = 1 e u é primitiva. Usando a propo-
sição 2.6, temos que u é período de w. Temos ainda que freq(to,u) =
tOI/IUI = IUgr-(")l/lul = grau(to) ? 2. Usando o corolário 2.20 teremos
que lul = per(to) e portanto índice(to) = frei(w,u) = grau(to). H

A seguinte proposição nos dá uma propriedade interessante relativa
ao encaixe de duas palavras e nos permite demonstrar a proposição 2.28:

Proposição 2.27 7'erros que u(u+u)-:u mi«(u.A* n .A*«)

Demonst I'ação .

Temos que u(u#«)':u c u.A* n .A*« pois " C P:ef(u((u#«)':u)) e
« € s«f((«(«#«)-')«).
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Admita (lue exista, z C u.A* n.A*u satisfazendo laçl $ 1u(u+u)-iul 5;
lul + lol. Nestas condições, existem u',o' C ,4* tais que # = u'u = ut;' com
u'l l; lzl -- lul $ 1ul, lu'l $ 1açl -- lul $ 1ul e lu'l + lu'l = 2lzl -- lul -- lt;l $ 1al.

Usando a proposição 2.2, temos que existe y C .4' tal que y = u''i(au''i) =
"'-:u C Suf(u), y = (u'':z)«'': = ««'--: C Pref(u) e lyl = lzl -- lu'l -- l«'l =
1«1--(1« -- 1«1)--(1«1 1ul) = 1«1+ 1«1 -- 1«1 ? 1ul+l«l-- l«(«#«)':«l =

tzwol. Assim lu+t;l 5; lyl e, pela definição de encaixe, lyl 5; lu+ul. Donde
y = suf(u, lu+ul) = lu+ol e segue imediato que z = lu(u#o)':t;l. H

A seguinte proposição será frequentemente usada nas demonstrações
do capítulo 6:

Proposição 2.28 Sejam /z,z,v7,p', z',77' C .'l* cais que pz77 = p'z'77'. .4dm{
í« q«. l#l $ 1p'l.

/

2.

Se 1771 < 1v7'l então e:restem u,o C .A* trás que.

" = ""'", ' po,t-to #' C Fat(z),
Se l?ZI > 177'l então ezástem u,o C .A* tais gue.
««=««', 1«12 1«1-1«#«'l . l«l ? l«'l l«+«'l

H' , uq = 'rl' ,

H' , 'n

T} ,, «l ,..n c+ ... nã .
a./ u 1 1 uv l u\J u l UY \+ v T

Usando a proposição 2.1, podemos escolher tz C .4' tal que p' = pu
e uz'77' = z?7.

Admita que 1771 5; l77'l. Como uz'77' - 277, usando a proposição 2.1,
temos que existe u C .4* tal (lue 77' = u77, uz't; = z, donde z' C Fat(z).

Admita que l7ZI ? l?7'l. Como uz'77' - 277, usando a proposição 2.1,
temos que existe u C ,4* tal que v7 :: u77' e ua' = au. Nesta situação,
temos que uz' = az; c z.4* n .,'l*='. Usando a proposição 2.27, temos que
«l + lz'l -- lz+«'l = lz(«+:«')':z'l = jmin(a,4* n .'l*«')l $ 1u«'l = 1-1.
Assim, segue imediato que lu1 2 1zl -- lzr:!:a'l e lul ? la;'l -- lz#a'l. H
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Capítulo 3

Relações equivalentes a n.

3.1 Produções, Estabilidade e a ordem $.
Sendo T = (aç,y) C Á+ x .4+ um par ordenado de palavras, definimos duas

funções sobre r: c.- gg z denota o curto de 1- e Z.. gg y denota o Zo?zgo

de r. (Esta nomenclatura se justifica pois, neste trabalho, esta notação será
usada sobre pares ordenados r que satisfaçam lc,l < 1/,1.)

Tomemos uma relação 7" Ç .,4+ x Á+ e seja T C 7". Definimos -,l-
como sendo a menor conguéncia que contém 7 e dizemos que r é necessário
em 'r quando a menti congruência que contém 7 \ {r} for um subconjLmto
próprio de -ul-. Dada uma relação = de equivalência (ou de congruência,
em particular), dizemos que ltol= gg {W C ,4* tal que to = to'} éa
c/asse de eq ãt;a/éncáa (ou de congruência) de to sob a equivalência =. Como
a congruência «.,. é a equivalência mais usada neste trabalho, permitimo-
nos representar suas classes de congruência simplesmente por rol. Duas
relações 7; e Z2 são ditas equipa/entes se «'% e «'Z2 são iguais. Denotamos
.ll = J2 'Ç==;" ''"71 = "Za '

Dados 1-,0 € .,4+ x .A+ e dada uma palavra u C .4*, definimos a
concatenação de T e t& como ',u gg: (c,u,/,u) e a concatenação de u er
como u.- W: (uc,-,u/,). Se t/ é uln conjunto de palavras, então o conjunto
Ur := {ur,u C U} é a concatenação de Z./ e r, e rU gg {l-u,u C
U} é a concatenação de I'- e U. Se u C Suf(c,) n suf(z,), podemos definir

ru-l gg (c,u :, /,u':) e se u C Pref(c,.)nPref(/,), podemos deânir u-:r gg
(u':c,-, u-'Z,). Definimos algumas funções de ,4+ x ,4+ sobre os subconjuntos

def
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de .A+ x Á+ como segue: Pref(r) gg {a C .4+ x .4+ tal que r C a.4'} éo
conjunto dos pre.Êzos de I'; e Suf(7') gg {a C .A+ x ,4+ tal que 7 C ,4*a} o
conjunto de su$zos de l-

Também definimos uma ordem parcial $. sobre .4+ x .4+ e a ordem
estrita <. como segue: o $, 'r -é:b. ]u,o C ,4* tais que r = uaol e

a <. 'r -é:b a $, 1' e o # 'r. Dizemos que a'- é rredutzbe/ em 7" quando
T for minimal em 7" segundo a ordem $. e definimos irred(7) como sendo a
sub-relação de 7" que possui todas os elementos irredutzbeás de 7, ou seja,
irred(7") gg mina,(7"). Definimos o conja7zto das expansões sob 7" como
sendo o conjunto ::>1- = .,4'7".A*, ou seja, a relação definida por: to :::>1-

m' .êb. ]c, C 7 tal que o 5;. (lo,to'). A cada elemento de ::>1-, chamamos
simplesmente de expansão.

Como já definimos na introdução, Q gg {(c, /) tal que c C suf(/)n
Pref(1) \ {/} e c':/ é m-potências e a cada elemento de Q chamamos de
produção. Sobre cada produção 1- já definimos a Zpase de I' como sendo
base(r) = lc;:/,l/m e definiremos mais duas funções sobre as produções
de Q: b«q(,-) gg pref(/,,base(7-)) é a Z,ase esquema de I'-; b.u.(r) !g
suf(Z,,base('r)) é a Z,ase direita de I'. Dizemos que lrl gg lc..l é o co«.prá-
mento de 1-. Definimos Qi gg {l- C Q tal que base(1') = i} e também
Qg gg: {r C Q ta] que base(1') $ i}, para { C ]N \ {0}. Observe que, dado

7" Ç Q, então 'r n Qi é o subconjunto formado por todas as produções de 7"
que têm base ã e 7" n Q${ é o formado por aquelas que têm base menor ou
igual a i.

Dizemos que duas produções a" e a são c07Üugadas, quando b.U.(r)
e b.u.(a) são conjugadas. A relação definida pelos pares de produções conju-
gadas é uma relação de equivalência. Dizemos que uma produção I' é estáue/
quando per(c,) = per(/,.) = base(r). Observe que se T for estável então
lc,1 2 base(',).

A proposição que seguirá é básica para aplicações posteriores, e
omitiremos referências à mesma. Veremos algumas proposições sobre estes
conceitos.

Proposição 3.1 Se.ja r uma produção em Q. Então c;i/, =

/,c;' = b«,(,)" são p«/"«. c.«j«g«d« ' .ão p.m'od« 'Z' ',
"'"m. «c.«t«.«d. c.m b«.(,') . b.-.(,').

b.u,(7' e

e de ! 0
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Demonstração .
Usando a proposição 2.14 a partir da definição de Q, temos que c;i /,

é um período de /, e como c;l/, é uma m-potência, por definição, usando
a proposição 2.4, teremos c;:Z,- = suf(c;:/,-,base(r))" = suf(l,, base(7'))" =
b.u.(r)". Usando a proposição 2.12, temos que Z,c;: é conjugado de c;'/,,
também é um período de /, e, pela proposição 2.11, é uma m-potência de
um conjugado de b.H.(1'-) que, pela proposição 2.4, é a própria b«.(r). Para
concluir, b.u.(7-) e b«,(r) são períodos de /, devido à proposição 2.5, e todos
os períodos de Z, são também períodos de c, devido à proposição 2.22. H

Corolário 3.2 1)uas produções T e a são conjugadas se e só se b«.(1') e
b«,(a) 'ã. c.«j«g«'í" ó .. « p«/««. b«.(,'), b.-.(,), b«.(a) . b.-.(a)
são todas conjugadas e são períodos de c.,c.,t, e l..

As proposições seguintes nos dão um conjunto de propriedades in
teiessante sobre a ordem parcial $,:

Proposição 3.3 Sela 1- C Q e seja o C À+ x .4+ com a $. r, .Então temos
q e a C e que 1- e a são cozzlagadas.

T) p «l nm e+Tn Pã "

Como o- É, 1- então :lu,t; C ,4* tais que T = uat;. Assim c,,c., /. C
Fat(/,). Ora, T C Q implica que c,. = uc.t, C Pref(/,.) n suf(/,) \ {/,} =
Pref(u/,u) n suf(u/.u) \ {u/,t,}. Como uc.o C Pref(u/.u) \ {u/.u}, te-

mos que c.o C Pref(J.t;) e lc,l < 1/,1. Como c.,Z, C Pref(/.u), usan-
do a proposição 2.1, temos que c. C Pref(Z.). Analogamente temos que
c, € Suf(/.) e temos que c. C Pref(J.) n suf(z.) \ {/.}. donde c. =
«-:c,u-: = u-:(P-ef(u/.«)nsuf(u/.u)\luZ.«})u': = Pref(/,)nsuf(/.)\lJ.}.
Temos que b.u,(r) é um período de /, e, pela proposição 2.22, também o
será de c,,c,,/.,c.-'Z,. Observe que lc.-:J.l = 1/.1 -- lc.l = (1/,1 -- 1ul --
«l) -- (lc,l -- lul -- l«l)) = 1/,1 -- lc,l = mbase(r) = mjb.u.(,)l e porá-to

freq(c.':/,,b.U.(r)) = m C ]N \ {0} e, usando a proposição 2.7, temos que

c.-iJ. é uma m-potência de um conjugado de b.h.(r). Assim o € Q. U-
sando a. proposição 2.4, temos que este conjugado de b.u.(7') do qual c;:Z. é
7?z-potência é b.u.(a) e, portanto, o e 1- são produções conjugadas. H
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Proposição 3.4 Soam l-,a C Q. .Então a $. T +::> base(T) = base(a) e

/. C Fat(/,). Se lc.l ? b'se(a), então a $, r <:::::> base(,) = base(a) .

c. c F.t(.,.).

Demonstração .

Suponha, que o $. r. Então existem u,o C .A* tais que 1- = uat;.
Assim c. C Fat(c,.) e /. C Fat(/,). Usando a proposição 3.3, temos que 'r e o
são produções conjugadas e, portanto, base(7') = base(a).

Suponha que base(r) = base(a) e que /. C Fat(/,). Sejam u, t; C ,4*
tais que /,- = u/.u. Então temos que luc,ul = lul + (IZ. ) -- (mbase(a)) + it,l =
ul + (IZ,l -- lul -- l«l) -- (mb.se(.'-)) -t l«l = lc,l. Como c, C S«f(/,), então
c,o C Suf(/.o) Ç Suf(/,-). Como c..-,c.o C Suf(/,-) e como c,.,u C P:ef(/,-),
usando a proposição 2.1, temos que c.u C Suf(c..) e u C Pref(c,). Usando a
proposição 2.2, temos que c, = uc.u e, portanto, T = uot; e o $. T

Suponha (lue base(r) = base(a) e que c. C Fat(c,) com lc.1 2
base(a). Sejam u,u C .4* tais que c, = uc,u. Como b.n.(a),c. C Suf(Z.) e
b.u,(7'), c, C Suf(1,), como lc,l ? lc,1 2 base(a) = base(7'), usando a propo-
sição 2.1, temos que b.n.(a) € Suf(c.) e b.L.(T) C Suf(c,). Assim temos
que b.L.(.'') é período de (ç.b.u.(,-)':) bai.(,"): 1 = u(c,b.b.(a)':) bü.(a): o
e jb.h.(,') = jb.u.(a)l. Concluímos então que (c,b.u.(,')':) b.u.(,'):+" l =
u(c.b.u.(a)':) bai.(a):+" u devido à proposição 2.25 e, simplificando, temos
que /, = c,bü.(,-)" = uc.b.u.(a)"t, = u/,o. Portanto 1- ü: uau e o $. 1'. l

Proposição 3.5 Sejam r,o C n. Então, 1- e o são c07zjagadas se e só se
e:cisne uma produção f) C ç\ tal que T,a $. p

r)pm n ,i efT.,p,;"wywv-

Admita que T e o sejam conjugadas. Então, usando o corolário 3.2,
temos que u = b.u.(7') é um período de /.. e de /, e, portanto, temos que
Z,,/. C Fat(u*). Sejam > m tal q- Z,, /. C Fat(u') e sd.p =(u*-",u') c Q.
Como base(p) = lu"l/m = base(,) = base(a) e Z,,/, C Fat(/,), «sendo -.

proposição 3.4, temos que 'r, o $, p.
Admita que exista p C Q tal que I', o- $. p. Usando a proposição 3.3,

temos que as produções I', p e o são todas conjugadas. H

A próxima proposição nos será útil na demonstração do Teorema
da Equivalência, como veremos mais tarde.
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Proposição 3.6 Sda 7" C .,4+ x ,4+. Então irred(7) = 7"

Demonstração .

Note que irred(7') Ç 7" e portanto «.i..d(a'')Ç'l''-
Seja r C 7 \ irred(7). Então existe o C irred('r) tal que a <- 1',

mas também ]u, o C .A* tais que a" = uau e, portanto, c, = uc,u e 1, = u/,o.
Donde r C«.{a} C«'irred(7) ) 7' Ç'-ined(7) e '''7C:«-'-i.r.d(a'') = ''irred(7) .

Concluindo, ,-i-ed(7)''1'' e, por definição, irred(7") = 7" l

Seguem-se algumas propriedades relativas à estabilidade

Proposição 3.7 Toda produção r C Q satÍs/az per(c,) $ per(/,-) $ base(r)
,4ssim ', ó estáue/ se e somente se per(c,) = base(,-).
l)p,nnnc/T.nP;i.

Temos que base(r) é período de /, e portanto per(/,-) $ base(r). Da
proposição 2.22 temos que per(c,) $ per(Z,), pois c, C Fat(1,) por definição.
O restante é imediato a partir da desigualdade demonstrada. H

Proposição 3.8 Sda I' uma produção esíáue/. razão b.u.(7-) é primátiua.
/)Pm nm ef,''T" ,, .

'wywv-

Temos (lue b.H.(T) é período de Z,. Clamo T é estável, então per(/,.) =
base(r) = jb.u.(r)l. Assim, pela proposição 2.18, temos que b.L.(r) é primi-

Diante da proposição 3.8, é natural perguntarmo-nos se a recíproca
é verdadeira. A resposta é não. Na proposição 3.9 veremos uma condição
suficiente para que a recíproca valha.

Proposição 3.9 Se.ja T C Q com b.u,(7') primitÍua
I' é estáue!.

Se lc,1 2 2base(r) .ntão

Demonstração .

Temos que b.L.(T) é período de /,. Assim sendo, freq(c,,bÜ.(r)) =
lc,l/base(1') ? 2 e, usando o corolário 2.20, temos que b.u.(1') é um menor
período de c,. Assim per(c,) = jbü.(7')l = base(r) e, pela proposição 3.7,
temos que r é estável. H

O coeâciente 2 visto na proposição anterior é o melhor possível
Para mostrar isto veja o exemplo 3.10 a seguir:
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Exemplo 3.10 Seja am rea/ positivo c e sela k 2 max({3/c,3}) um inteiro.
Sd« , ';,',..4-;«'+") o«d' « = «b.*-'. E«tão b.«.(,') = « é p,imita«,
c,1 2 (2 -- c)b.se(,') m« , não á «tá«e/.

Demonstração .
E imediato verificar que # = b.u.(7-) é primitiva. Observe que

c, = ak-2bak'2. Observe também que lc,l = 2k -- 3 = 2base(r) -- 3 =
(2 -- 3/k)base(a'-) 2 (2 -- c)base(7-). Finalmente, como temos que per(c..) =
ak'2bl = Ê -- 1 < k = lal = base(7-), temos, portanto, que I' não é estável. H

Proposição 3.11 Se C Q é estáue/, então b.L.(1-) € Suf(c,)

Demonstração .

Como c,,b.L.(,') C Suf(/,) e como lç-1 2 per(.,)
b.h.(r)l, usando a proposição 2.1, temos que b.L.(T) C Suf(q-)

base(r) =

3.2 Reduções e fecho por redução
Faremos agora uma apresentação do que vem a ser a já mencionada relação
E

Primeiramente, vamos mostrar que existem produções em n que
não são minimais em -,« segundo a ordem $. e existem algumas que são
conseqiiência direta de outras produções de a (não são necessárias em a).
Para tanto observemos os exemplos a seguir.

Exemplo 3.12 Seja T = (z",z"+") C «- onde z = (b(ab)"+"-'). Sda
a = ((.b)'«"''(b«)", (.Z,)"«"'"''(Z,«)"). .E«iã. t.«.os g«e a <. ,- . a C «.,.,
«.«{í. .móo« . «ão .d« d« /o,m« (y", y"'''") p«« «.«A«. y C ,4+. 7'.m«
lambe'm gKe a não é estáue/ gKando n :: 2 e m ? 2.

Z)emonstração.
Note q«((«Z,)",(«Z,)"+") =((ab)", az) C , e q«((Z,«)",(b«)"'t")

((Z,«)",r«) C «'. Obser« q- («b)"#"''(b«)" -'« (.b)"'t"«"''(b«)"+" =

«««" ''a -« «««"+"'',« '''"«"'"-'(Z,.)"''"" -« («b)"«"''"-'(Z,«)",
donde temos (lue a C '«. Assim temos que 1- = 6(aZ))"': ab(aó)"'', que
o <, r, que a C «'. e que o não é da forma (y", y"+") para nenhum g/ C .4+
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Suponha que n = 2 e que m 2: 2. Temos que c. = ababbaba e que
per(c.) = 5 < 3 -+ 2m = lzl = base(1'-) = base(a) devido à proposição 3.3.
Assim temos que a não é estável nestes casos. H

Exemplo 3.13 Seja 3 = aa e sda I" = (a",3"+m) € a' Uma produção não
estável. Então a produção T não é necess(iria em T

l)P?71 nm .# Tn ,. fÍ.

Como per(c,-) = per(a'") = 1 < 2 = base(r), temos (lue T não é
estável. Como (a",a"+") C n', temos que z"+" = Ü2("+m) - Ü"+mÜ"+m ..
a"a"+" -.,. a"a" = #" e, portanto, 1- não é necessária em n- pois 1- é uma
consequência direta da produção (a", a"+"). H

Exemplo 3.14 Seja r = (z",a"+") C a- uma produção de a- onde #
c(ab)"+"d. .Então a produção T é estável mas não é necessária em n.

Demonstração .

Como per(c..) = per((c('Z,)"+"d)") = 1(c(.b)"F"d)l = base(,), se

gue que r seja estável devido à proposição 3.7. Seja a' = c(aZ))"d # z.
Observe que (z'",z'"+"),((ab)",(aÓ)"+") € «'. Assim temos q«e ="+m .
('(«b)"'''"d)"'''" -« (c(«Z,)"d)"'''" (,')"'''" -« ('')" .b)"d)" -.
(c(ab)"+"d)" = z" e, portanto, T é uma consequência imediata das produções
(.'", ,'"'F") e ((«b)", (.Z,)"'"), «ão se«do necessári. em «-. H

Assim, o primeiro objetivo nosso é o de construir uma relação E Ç Q
que tenha as seguintes propriedades:

e A menor congruência que contém a é a mesma que contém E

e As produções de E são todas irredutíveis em -.,.

e Todas as produções de E são necessárias em E

Estas propriedades serão provadas a posteriori(no Teorema da Equivalência
e no Teorema da Expansibílidade) e nos dão uma intuição interessante do
que vem a ser esta relação E Mostramos também que todas as palavras de
uma da classe lwl podem ser obtidas somente por expansões sob E a partir da
palavra mais curta em rol. O trabalho de Amo de Luca & Stefano Varricchio
usa um superconjunto deste E e não trabalha com o conceito de necessidade.

24



Faremos algumas definições agora de modo a construir uma ope-
ração sobre o conjunto das relações com produções em Q que será empregada
na construção de E. Dados 7" Ç n e a'-, a C 7" definimos a relação R.u. como

,- Rü- a 'g$ 1c,+/.l > lc,l e base(,) > b;se(a).

Note que c., c,#/. C Pref(/.) e que se T R.u. a então, pela proposição 2.1,
temos que c, C Pref(c.,+/.). Assim definimos uma função que aplica um par
de produções em ,4*: h'l.U.('r,a) gg c.-'(c,#/.) quando r R.L, a e l caso
contrário. Observe que Mü-(.'-, a) C Suf(c,#/,) ç Suf(c,) ç Suf(Z,.). Assim
podemos definir a operação binária ®.u. em Q como

, ®«. a @ , (M«.(.'-,a))'' (Mü.(.'-,a))':, /,. (M.«.(',,a))'')

e dizemos que T G).u, a é a redução â dáreÍta de T por a. De maneira dual,
podemos definir a relação R«q como

.'- R.;q a é:b l/,+c,l > lc.l e base(T) > base(a),

mas também a função M«q(r,a) élg (Z.#c,)c.'i quando r R.:q a e l caso
contrário, e finalmente definimos a relação ã esquerda de T por o como
sendo

" .8.;. , @(M«q(,,a))': .'-(M«q(,,a))':c,,(M«.(,,a))':/,.).

Assim a operação sobre as relações com produções em Q acima citada é

definida como: ®('r) def o fecho de 7" pelos operadores (8di. e ®«q' Dizemos
que 6)(7") é o /echo por reduções de 7"

Seja 7' Ç Q. Tomemos r C ®(7"). Definimos uma vedação s para
T como a quádruplo ordenada s = (k, {n}, {ai},7), onde: k C ]NI {Ti} é a
seqüência to, li, - . . , lk de comprimento k+llÍai} é a seqüência al, a2, . .. , ox;

de comprimento kl valem as seguintes restrições:

ro € 7"

I' = Tk

ai, I'i C 6)(7"), á = 1, 2, . . . , k
7} C {ai®«qTÍ-I,TI-I® aIl\lTI-I}, {=1,2,...,b

Observe que esta dedução para 'r é, na realidade, uma árvore de reduções
que descreve a obtenção de T a. partir de ro através de sucessivas reduções
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pelas produções de {ai}. Dizemos que A é o comprimento de s e, fixados 7"
e I', dizemos que s é ótÍma quando seu comprimento for mínimo. Dizemos
que ro é o país arca de 1- por esta dedução. Dizemos que um certo ra é um
patriarca de r se existir uma dedução segundo a qual ele seja o patriarca de a-
quando as seqüênciasÍa} e {oi} sãotaisquer = q.i®ü.oi, á = 1,2,. . . ,k,
dizemos que esta é uma dedução â d feita. Analogamente, definimos ded çâo
â esquerda.

Definimos uma ordem parcial $k sobre ç} e a ordem estrita <k como
segue: p $k ''- <!$ base(p) < base(',) ou I' 5;. p; e p <k T -b::::> p 5;k r e

Seguem-se algumas proposições relativas a estes conceitos.
P+-

Proposição 3.15 Se.jam l-,a C Q. Então 1- 6).u. a C Q, base(7' 6).u.c,)
base(,-) . rabi..- $. ,- sendo q e a d«{gwa/dado é .st,át s . só .. ,- R.u.a

Demonstração .

Observe que ,- = 1 (.'- ®Ü, a) M.Ü.(r,a) e que IM.li.(7',o)l > 0 se e

só se T R.Lr Cr. Assim temos que T ®.L. a Sr 'r, que a desigualdade é estrita
se e só se 1- R.u. o e, pela proposição 3.3, que T ®.u. a C Q e também que
base(.'- ®.u. a) = base(r). H

Uma consequência da proposição 3.15 é que dado 7" Ç Q então
®(7")Ç Q.

Proposição 3.16 Sejam 'r,a C ç2. Então IM.n.(I",a)l 5; mbase(a) sendo
g«. « ig«/d«d. -/' «m.«te s. /. C S«f(.,).

T) p iii a i) e+rn f' n /\

Caso (r,a) gl R.u. é imediato já que M.Ü.(r,a) = 1. Admita que
, R.u. a. Como c,+/. C Pref(/.), e«tão IM.u.(,-,a) = lc;:(a.+Z.)l =
lc,+/.l -- lc.l $ 1/,1 -- lc. = mbase(a) e, naturalmente, a igualdade só vale
se l/,l = lc,#l.l que equivale a dizer /. C Suf(c,). H

Proposição 3.17 Sejam r, a anãs produções ta s que 'r ®.u. o # 'r
''"''" q«e c. C S«f(c,..:..).
r)P«lnme+''""n.
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Como r ®ü. o # r, usando a proposição 3.15, temos que a'- R.u. a.
Como M.L.(,',a) = c;:(..,.#Z.), e como c,. = c,®.:., M.Ü.(,,.), temos que
c. = (c,+Z.)h4.ü.(r, a)': C Suf(q.M.u.(7', a)':) = Suf(c,®.:..). H

Proposição 3.18 Sd« 7" Ç Q. S..ja ,' C ®(7") . sej« wm« ded«ção . =
(k, {,i}, {aí},7") p«« ,. Se« p«t,i"c« zo C 7" é t«/ q«e ," $. ro ' b'se(q) =

base(,'). Temos tamZ,ém qKe q-t,ai <k 'r, á ' 1,2,...,k; 'm particu/ar,
base(q-i) = base(r) e base(ai) < base(.''), i= 1,2, . . . , k.

Demonstração.
Da definição de dedução, obteremos que base(7i) C base({)o{ ®«.

ri-t,q.l ® ai} = {base(q-i)}, á = 1,2,...,k. Assim sendo temos que
base(ri) = base(lk) = base(r), i= 0, 1,2, . . . , k. Usando a proposição 3.15,

obtemos que ri <.q-l e que(q-i,ai) C R.u.U R«q, á = 1,2,...,k. Donde
r = rk <. lí-i e ri-i <k 'r, z ' 1,2, . . . ,k. Pela definição das relações R.n.

e R.;., temos (lue base(ai) < base(li-i) = base(r) e, portanto, a{ <k 'r, ã '

As três proposições seguintes nos dão propriedades importantes se
bre o operador fecho por reduções definido anteriormente.

Proposição 3.19 Sda 7" Ç Q. Então (8(7") = 7"

Demonstração .

Como 7" Ç ®('r) então «'l- Ç'''®(7). Falta-nos, somente, provar a
outra inclusão.

Primeiro provaremos ®(7) Ç -,l. Para tanto faremos uma indução
dupla sobre T C ®(7'). A mais externa é sobre base(r) e a mais interna é
sobre a distância de 1- a 7"

Tome r C ®(7). Sda s = (A,{7i}, {ai},7") uma dedução para .'-

com k mínimo. Se base(7') = 1 então k = 0 pois, caso contrário, usando
a proposição 3.18, teríamos o absurdo de que base(al) < base(7') = 1. Se
É = 0, usando a proposição 3.18, temos que 1- = 10 C 7" Ç,vl. Assim já
temos as bases da indução dupla.

Assuma que k > 0 e que base(r) > 1. Assim temos que T =
rk C {akê9esqTk-l,'rb.l (Ddrak}. Assuma que 'r ;: Tk.l êg).Ur ak. O caso
T = oA ®«q rk-i é perfeitamente dual. Assuma, por hipotese de indução,
qu' se a C ®(7") com a com b'se(,) > base(a) ou base(,') = b.se(a) mas
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com a distância de a até 7' menor que a de 1- a 7, então o C-.r. Assim
rk-i , ax; C'.'a-

pela defin.ição de dedução temos que r = rk :# rk-i e, pela pro-
posição 3.15, temos que 7'k-l R.u. crk. Seja # = c,...+/.*. Ora, c,. =

.,*.,M.«.(,. :,a*)': ..«':)c.. -,- (c«..«':)/« (,':1.*) -,
/,...(z':/..) = (/« .3':)Z.. '"-l (/«..z :)c.. = /..:M.u.(,k-i,ak)'' = !.,
donde I' = rk-i g).u. ok C «'l-. Logo temos que e)(7") Ç'"-l-, que -..,O(a'') ç
'-, = ',1 Ç '-®(a'') e, por definição, concluímos que ®(7") = 7. E

Proposição 3.20 Sda 7 Ç Q$i;. Então ®(7") Ç Q$t
Demonstração .

Tome r C ®('r). Escolha um patriarca p para r. Pela propo
lição 3.18, temos que p C 7" Ç Q$k. Portanto base(r) = base(p) 5; k,
, C k e ®(1'') Ç k.

Proposição 3.2]- Se.ja 7" Ç Q. Então ®('r) n Q$k = 6)(7 n Q$k)
Demonstração .

Provaremos q- ®(7"nQÉk) ç ®(7) n ç2«i;. Como 7"nn.:A; ç
7" então ®(7"nQÉt) ç ®(7"). Como 7nQÉt ç Q<k, usando a pro-
posição 3.20, concluímos que e)('ríl Q$k) Ç Q$k. Assim ®('T nQ$t) ç
®(1') n nst.

Provatemos (lue ®(7") n Q$k ç ®(7 n Q$k). Admita, por absurdo,
que sej. possível escolher um elemento , em (®('r) n Q$k) \ ®(7" n Q<k).
Escolhemos então T de forma que base(1") seja mínima e, dentre estes, de
forma que a distância de r para. 7" seja mínima. Escolha uma dedução
s = (k',{q},{oi},7") para a'-. Observe que A' > 0 pois senão 1- C 7n
Q$k Ç ®(7ílQ$k). Ora, rk,-i,ak, C ®(7") pela definição de dedução, e,
pela proposição 3.18, temos que base(ak ) < base(7-) $ k e base(Tk,-l) =
base(7') $ k, portanto Tk,-i,aj;, C ®(7") n Q5;t. Além disso, a distância de
rk,-i a 7" é menor que a de 1-. Por conseguinte, pela escolha de I', temos
que rk,-l , ok' c ®(7" n Q$k) e, portanto, r C {ak, ®«. rk,-i, rk,-i ®a. ok.} Ç
®(7" n Q$t) que é uma contradição. Assim a escolha de r não é possível e
®('r) n Q$* ç ®(7' n Q$*). H

Construiremos outras relações equivalentes a n, inclusive E. Obser-
ve que obtemos, implicitamente, um algoritmo para obter as produções de
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E que tenham base menor ou igual a um dado inteiro, como consequência
das definições e da proposição 3.22. Para entender melhor estas definições,
lembremos que se .'r ®ü. o # I', então temos que T ®.u. o <. r e que
base(a) < base(1") = base(l"®.L.a) devido à proposição 3.15 e à propo-
sição 3.3. A proposição 3.22 nos dará uma boa descrição também.

Seja Eo = g. Então definimos:

T/{

def

def

def

def

{(#", a"+"), Vz C .A'}

{r C ai tal que r é estável e Ho C Elj#J, /. C Fat(/.)}
®(«'. U E;-:)
irred(E'i).

Definimos ainda os conjuntos

T
T/

E'
E

U=:r; {(n", «"+"),V« C Á+}
U=:"''i
U=.E'i
Ug.Xf = irred(E')
:+x n Q = .4*E.A* n Q.

def

def

def

def

Como consequência da proposição 3.15, temos que se 7 Ç Q então
®(7) Ç Q, como já vimos. De posse deste fato, é de fácil verificação que
todas estas relações são subconjuntos de Q. Isto será assumido naturalmente
a partir daqui.

E interessante observar que ai = a'i = E't = Ei = a nQI. Fica, no
entanto, a pergunta sobre quem são os conjuntos ni, a'í, E'{, Ei para valores
quaisquer de ê. Na proposição 3.22, veremos que rí e r'i são, na realidade,
os subconjuntos formados por todas as produções de n- e z', respectivamente,
que têm base igual a i. Já Ei é o subconjunto formado por todas as produções
de E que têm base menor ou igual a á. Assim Ei é o conjunto Ei.t acrescido
das proposições de E que têm base á. Veremos uma descrição de E" na
proposição 3.23.

Na proposição seguinte, o símbolo + representa união disjunta.

Proposição 3.22 4s seguintes propriedades se t;enWcam

/. rí = a n Qi
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2.

3.

4.

5.

a''i = n''n Qi.

EÍ= EnQ«.
E'í=(E'n Q:)+ E;
®(E.)

l

Demonstração .
Os itens l e 2 decorrem imediatamente das definições e não nos

preocuparemos em demonstrar.
Vamos mostrei que ®(E{) = Ei. Observe (lue Ei Ç ®(Ei). Tome

r C ®(E{). Da proposição 3.18, existe p C Eí tal que T $. p. Mas 6)(Ei) Ç
8)(E'{) = E'i, donde T C E'i. Como p é irredutível em E'i, então 1- = p e
®(E{) Ç Ei. Assim ®(Ei) = Ei.

Vamos mostrar que Ei Ç E'i Ç Q<i. Faremos uma indução em á.
Para á = 1 temos então que rl = Ei = E'i Ç Qi = Q<i. Para i> 1,
admitindo que Ei-i Ç Q5;í-i Ç QSi e sabendo que a'í Ç Qi Ç n«, temos
que n'iU Ei-l Ç Q$i. Usando a proposição 3.20, temos que Ei Ç E'i =
®(r'i U Ei-:) Ç n$i.

Vamos mostrar que E'{ n Q<í.i = Ei.l. Usando a proposição 3.21
''mos quem'inQ$i--(«'suei-:)nQÉi--(«'suei-:)nQ5;i-:)
®(E.-: )

Vamos mostrei que Eí = Ei+k n Q i ç Ei+k, para k 2 0. Fa-
remos uma indução em k. Para k = 0 é trivial. Admita que k > 0 e
que Ei = Ei+k-l n Q$í ç Ei+k-i. Temos que Ei+J;-i = irred(Ei+t-i) =
irred(E'i+k n QÉi+k-i) = irred(E'i+t) n ç)$i+k-i = Ei+k n Q$i+k-i ç Ei+k.
Donde E = E+k-l nQ5;í = Ei+k nQ<i+k-l nQ<{ = Ei+A nQ« ç Ei+k.

Vamos mostrar que Ei = Enn${. Ora, Enn$i = (u=iEj) nQ${ =
(UE:ixj) n Q$i = ug{(Ej n n$.) = u=::(Ei) = Eí.

Finalmente, vamos mostrar que E'{ = (E' n Qí) + E{. Como E'í Ç
Q${, temos q- E'. =(E'i nQi) +(E'i nQÉí--) ç(E'nç2i) + Eí-:. Seja
T c (E'nQi). Seja k mínimo tal que T C E'k. Assim temos (lue T c QínE'k ç
ç2ín Sk etemosqueá$ k. Ora,seá < k teríamosquer € E'knQ<t.i::
Ei;.i Ç E't-i que é contradição com a minimalidade de k. Logo temos que
k (E' n ni) ç E'{. Como Ei-- ç «'i n Ef-: ç ®(«'i n Ei--)
temos então que(E' n Q{)+ Ei-l ç E'i. H

A proposição 3.23 nos dá uma descrição um pouco mais intuitiva do
que vem a ser a relação E". A grosso modo, é o conjunto de produçõs de Q
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obtidas a partir da concatenação "coerente" de alguma produção de E com
mais períodos desta produção, tanto "concatenax;ão à direita" da produção
quanto "à esquerda". Entenderemos qual a utilidade desta nova relação nas
proposições 6.5 e 6.6, quando tivermos definido o conceito de expansor.

Proposição 3.23 Temos gwe E" = {Suf(b««(r)*) a'-Pref(b.u.(7')'), c E}
eque E C E'C E"
T) p "\ ''-'' et rn p ã a

Seja .B o conjunto {Suf(b««(.'-)*) .- Pief(b.U.(r)'), ,' C E}.
Vamos mostrar que E" Ç .B. Tome p C E" = ,4*E,4* n Q. Seja

r C E e sejam u,u C .4* tais que p = ul'-u. Seja a = (u,ub«q(7')"). Como
ac,u - uru = p e p C n, temos então que a C Q devido à proposição 3.3.
Ora, temos que b.u.(a) = b«.(7-) e que b.u.(a) é um período e sufixo de /.;
usando então o corolário 2.15, temos que u ' c, C Suf(/.) ç Suf(baü.(o)') =
Suf(b«.(a'-)*). De forma dual temos que u C Pref(b.U.(7-)'), que p = ul-u C .B
e que E" Ç B.

Vamos mostrar que B Ç E". Seja p C .B. Seja I' C E e sejam
u C Suf(b«.(7')*) e D C Pref(b.u.(1')') tais que p - u'rt,. Naturalmente te
mos que p C .4"E,'l*. Assim, pala mostrarmos que p C E" = .4*E.4* n ç2

e, portanto que -B Ç E", falta-nos apenas mostrar p C Q e, por conse-
g«ante, que u',o C P-ef(u/,o) n s«f(uz,«) \ {u/,.«} e q«e (uc,«)-:(u/,«) é
uma m-potência. Como b.u.(r) é período e sufixo de /,., temos que c, C
Suf(/,) Ç Suf(b.u.(r)*) devido ao corolário 2.15. Assim temos que c,t;, /,u C
Suf(b.L,(r)*)Pref(b.u.(r)*) Ç Fat(b.u.(.-)*) = Fat((b«,(,-)")*) devido ao teo-

rema 2.21. Logo temos que b.;q(r)" = (/..t;)(c,u)': é período de /,o e, devido
ao dual da proposição 2.14, temos que c,u = b«.(a'-)'"(/,u) C Pref(/..o) e,
portanto, que uc,o C Pref(u/,-t;). De forma dual, temos que uc,u C Suf(u/,u).
Como c.- # /,-, então temos que uc,o :# u/.z' e que uc,u C Pref(u/,o) n
Suf(uZ,.u)\luZ,u}. Como (u',«)':(u/,o) € Suf(/.-«), como b«,(r)" é período
de /,u, como l(uc,u)':(u/,u)l = jb«.(7')'l, usando a proposição 2.12, temos
que (uc,t;)':(uZ,.u) é conjugado de b«.(1')" e, portanto, é uma m-potência
tambéna devido à proposição 2.11.

Vamos mostrar que E C E' C E". Seja a,r e # conforme as defi-
nições do exemplo 3.12. Como E = irred(E'), temos que E Ç E'. Temos que
esta inclusão é própria pois temos que o <. 'r, que a C E' e, portanto, que
r gl E mas que T C E'. Como E' Ç Q e E' Ç .A*E.A*, temos que E' Ç E"
Temos que esta inclusão é própria pois I'-z € E" \ E'. H
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Na proposição seguinte veremos que as produções de E além de
serem irredutíveis em E', não podem sofrer reduções à direita ou à esquerda
estritas por produções de E.

Proposição 3.24 Sejam r, o C E. .Então (r,a) # R.u. U R«q

De monstração .
Tome duas produções T,a C E. Seja & = max({base(r),base(a)}).

Portanto r,a c E n ;k. Peia proposição 3.22 temos que E]X; = E n Q< .
Assim r,o- C Ek Ç E'k = e)(a'kU Ek-l). Logo I' ®.u. o C E'j;. Usando a
proposição 3.15, temos que r ®ü. a $. a'-. Como T é irredutível em E'i, então
r adi. o - 'r e, pela mesma proposição 3.15, temos que (r, a) g R.u..

Analogamente temos que (I', a) gl R.;q' H

Proposição 3.25 Sda r C E' e s a s = (k,{a},{oi},z'j U Ej.:) uma
d.d«ção p«« , onde .j = base(,). Então zo € «'j C ,'' ' ai C Ej-i C E, p""

ká- 1,2> )

í)p m nm cfrnr/in

Usando a proposição 3.18, temos que T $. 1o, que ro C r'j U Ej.i,
que base(q) = .j = base(r) para i= 0, 1, . . . , k, que base(a{) < j para i -
1,2,.. . ,Ae que o-i,li-t <k r param - 1,2, . .. ,Ê. Pelaproposição 3.22, temos
que ro C (n'j u Ej-i) n Qj = a'j C r'. Usando também a proposição 3.21,
temosa: C ®(«'JuEj-:)nQ$j-: «'juEj-:)nQ$j-:) Ej-:) =
Ej-i C E, para á - 1, 2, . . . , É. H

Demonstraremos agora algumas proposições importantes relaciona.
das ao conceito de estabilidade das produções de n, a', E' e E.

Proposição 3.26 Uma produção T =(Z",Z"+m) em a' é estáue/se e somente
se = for primitiva.

r).....e+T..p;.'wywv-

Temos que z = b.U.(r) é um pel'iodo de /, e de c,. Suponha que
r seja estável. Então, usando a proposição 3.8, temos que # é primitiva.
Suponha que # seja primitiva. Então, lc,l = lz"l = nbase(7') ? 2base(a") e,
usando a proposição 3.9, temos que r é estável. H
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Esta proposição é particularmente interessante pois ajuda-nos a ca-
racterizar as produções de n'. Em particular, ajuda-nos a obter propriedades
para E' ou E, como veremos na proposição 3.27.

P-oposição 3.27 S' , C E' .«tã. b.«.(,') . b«.(,) .ão p,imita-.

Demonstração .

Pela proposição 3.22, temos que T C E'j = ®(r'jUEj-i) onde
.j = base(r). Tome uma dedução s = (k, {li}, {aÍ}, z'jUEj-i) para r. Usando
a proposição 3.25, temos que p C n' e, portanto, que p é estável devido à
definição de a'. Usando a proposição 3.18, temos que I' $1, p. Temos que
bü.(p) é um período de /,. Da proposição 3.26 temos que b.u.(p) é primitiva
e portanto grau(b.n.(p)) = 1. Da proposição 3.3 e do corolário 3.2, temos
que b.Ü.(p), b.L.(r) e b«.(r) são conjugados. Da proposição 2.11 temos que
b.n.(p),b.u.(.'-) e b«.(.'') têm o mesmo grau e pare-t' b.U.(r) e b«.(,') são
primitivas. H

Uma questão crucial neste trabalho é a de investigar se as produções
de E' são ou não estáveis. As proposições 3.8, 3.9, 3.26 e 3.27 apontam nesta
direção. Como já dissemos, isto será visto no Teorema da Estabilidade.

Vale observar que, para n ' 2 e para m 2 2, nem todas as produções
de E são estáveis. Para mostrar isto, observe que o visto no exemplo 3.12
da página 23 é uma produção não estável para estes valores de n e m, que
o C E', que existe uma produção a' C E tal que a' $. a e que isto implica
que per(c. ) $ per(c.) devido à proposição 2.22, que per(c.) < base(a)
devido à proposição 3.7, que base(o) = base(a') devido à proposição 3.3 e,
portanto, que per(c..) < base(a') e que a' também não é estável devido à
proposição 3.7.
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Capítulo 4

Equivalência das novas
relações e n.

O teorema abaixo mostra a equivalência das relações E e z, sendo que ne-
nhuma restrição adicional (além de que n 2 2 e m ? 1 ) é feita.

Teorema 4.1 (Teorema da Equivalência) .4s re/ações a, n', E", E' e E
são equivalentes.

l)em07zsíração. Decorre da proposição 4.2 e do lema 4.3 H

Proposição 4.2 Temos qtée EnQ<i = E'nQ<{ = n'nQ<i e E E' = n'=
E"

T) p «l r.m etl'n r ;í a

Provaremos que Ei Ç E'i Ç ®(a'). Faremos uma indução em á.
Para { = 1 é imediato já que al = E'i = Ei C r' C ®(a'). Admitindo que
Ef-: Ç ®(«'), então temos que Ei Ç E'i = ®(«'i U Ei-:) Ç ®(«'{ U ®(«'))
®(®(«'))

Provaremos que n'nQ$ = E nQ$í e que r' = E'. Como a'j Ç E'j,
temos que z' = UJZ:z'j Ç E' = U=:.E'j Ç e)(r'). Assim sendo, usando
as proposições 3.21 e 3.19, temos que '-«,nç2É. Ç -uE,nn<í Ç: '-®(r')nn<f '
''®(x'nç2Éi) ' ''x'nç2Éf, mas também que «.«, Ç v , Ç v®(x') ' "r'

Provaremos que E n Q<i E' n Q<{ e que E = E' = E". Usando
a proposição 3.6, temos que E' n Q$i = irred(E' n Qgi) = irred(E') n Q<{
E n n$i, mas também que E" = irred(E") = E = irred(E') = E'
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Observe que uma consequência da demonstração da proposição 4.2
é que E' Ç W(m'). Acredito que possamos provar que E = irred(®(z')). Não
fiz esta demonstração nem uso este fato neste trabalho.

Lema 4.3 Temos qKe n = n'

Demonstração .

Segundo a definição de = devemos mostrar que «.. = -,.,. De n' Ç
T decorre imediatamente que -,«, Ç -.,«. Nos preocuparemos em demonstrar
que para todo 1- C n', temos que cr '-'., Z,. Nesta situação teremos que n' Ç«..,
donde -..Ç-a..,= -.,.

Seja T = (u",u"+") C n. Provaremos, fazendo uma indução em

k = base(1-) = lu , que u" --., U"+m. Pai'a k = 1 é óbvio pois n'l = a-'l C

n' C -.,.,. Assim já temos a base de indução.
Admita que k > 1 e, por hipótese de indução, que n n Q<t.i ç -'.,.

Note que T C nk. Se r C a'k então, naturalmente, c, -.,., /,.
Admitamos, pois, que a'- g n'k. Pela definição de n-'k temos que: ou

r não é estáve], ou I' é estáve] e ]a C El&:iJ co" Z. C Fat(/.).
Admita que l não seja estável. Neste caso, pela a proposição 3.26,

u não é primitiva e ]z C .4+, ]k' > 1 tais que zk' = u. Logo lzl = lul/k' 5;
b -- 1, donde (3ç", Z"+m) € a' n Q<k-t e, pela hipótese de indução, temos que
Z" .--., Zn+"'. Portanto u" = zA'" -.,., gk'(n+m) - Unam. Assim 1- C .v., e a

tese de indução está provada.
A partir de agora, admitamos que I'- seja estável e seja o' C EI(k-l)/mJ

com Z. C Fat(/,-). Pelas proposições 3.22 e 4.2, temos que a C EI(k-l)/mJ Ç
E] n Q$x;.i Ç «.,EnQ...- ' 'r'nç2<k.: Ç -,... Assim c. «.., /,.

Seja u = b.;.(a), w = /. e to' = c.. Assim W C Pref(w) n suf(to).
Lembrando que c, «'«, /., teremos que to = u"lo' «.., to' e que u é um período
de «,. Temos também que base(.'-) = lul = k > mjlS-J 2 mbase(a) = mjul
e, portanto,

lu"l < lul.

Observe ainda que tanto u, pela proposição 3.26, quanto u, pela propo-
sição 3.27, são primitivas. Pela proposição 2.22, temos que u é período
de to. Clamo não é o menor, usando a proposição 2.19, temos que rol <
ul + per(to) 5; lul + lul < 2lul. Observe que to é fatos de u"+" e seja k' o
mínimo inteiro tal que to C Fat(uk'). Naturalmente (lue k' C {1, 2, . . . , n+m}.
Usando a proposição 2.3, podemos escolher p,77 C Á* tais que uk' = pw77

(4.1)
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com /z C Pref(u), ?7 C Suf(u) e 0 $ 1pl,l,71 < 1ul. Assim, temos que
2lul > lul + lt;l > lwl = luk'l -- lpl -- 1771 > (k' -- 2)lul que implica k' < 4.

Temos três casos possível, portanto:

l Admita k' = 1. Neste caso, u - /zt077.

Seja« p«,',Z. Temos q- l«l l«,'l+l,ZI -l«"l+l,ZI
ul -- lu"l $ h -- 1. Donde (3",a"+m) C a- n Q«k-i e, pela hipótese de
indução, temos que z" v., #"+"'. Neste caso, temos que u = ptov7 -.,
pt0'77 = z. Assim u"+" -,., z"+" ..,., #" «',. u" e, portanto, I' C -,.,.

2. Admita b' = 2. Neste caso, u2 = pw77.

Nesta situação temos dois subcasos possíveis

.«',71 ? 1ul
Usando (4.1), seja :« = pref(u, lul -- lu"l). Seja y = z':u. Vamos
mostrar que pm'?7 = zu = aç2y. Temos que pt077 = u2 = zyu.
Ora, lul > 17ZI devido à escolha de 77 e lzl = lul -- lu"l ? lul --
o"l + lul -- lto'?ZI = lu21 1o"t0'7? = lpl, donde, usando o item l

da proposição 2.28, temos que existem z, z' C .4' tais que pz = z,
z'77 :: u e zg/z' = m = lo"'to'. Pela proposição 2.25, temos que
lw/ :: zz' e, portanto, pm'77 :: pzz'77 = zu = a2Z/.

Vamos mostrar que u' «'., #'y. Faremos uma indução em {. Para
á = 1 é trivial. Assuma í ? 2 e que ui'i «'., zí-ty. Então
«: :)u-«,(''':y)u(«':«))« «':)-
(«''')P.«? «.,«, ":':P""''7 - "'-'«'y
Vamos mostrar que T C «'.,. Temos que lzl :: lul -- lo"l < lul =
h, donde (a",z"+") c n n Qgk-i e, pela hipótese de indução,
temos que z" "., zn+m. Teremos portanto: u"+" ,v., #"+"g/ ,-.,
a;''y '-'lr/ U"

1«,'ql < lul
Como p C Pref(u) devido à própria escolha de p, definimos ui =
p-iu. Cromo t0'77,u C Suf(u'), e lt0'7ZI < lul, usando a pro-

posição 2.1, temos que w'77 C Suf(u) e podemos definir o2 =
u(to'?)''. Então u = pol = t'2to'l7. Ora, temos que t;" =
(p':(P«"«,'T))(«,'q)': -(p':(u«))(«,'T)':(p':«)(«(«,',7)-') =

uit;2. Assim, usando (4.1), temos que lul > lu"l = luil + lu21 e,
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usando a proposição 2.2, podemos definir # = t;2'luoi-i. Logo
to' ?7 = o2 tl = zul.

Vamos mostrar que ui -,., u2ziui . Faremos UHa indução em {. Pa
ra ã = 1 é trivial. Assuma que á > 1 e que ui'i --., t;2a''iol. Então
temos que u' u'':)u «.,«, («,a'':«:)u «'':«:)«,«,',7
Z;2Z lt;mt1;/77 -''r' t;2Z lti;/77 == t;2# IZUI = t)2# UI

Vamos mostrar que 'r C -v... Temos que l#l = lul -- lt;il -- lo2
ul-- lu" < lu = k, donde (3",z"+m) C n'nQ<k-i e, pela hipótese
de indução, temos que T" -'., Z"+m. Teremos portanto: u"+" «..,
t)2Z + U]. «.,r/ '02Z 'UI '''"'.r/ U

3 Admita k' = 3. Neste caso, u3 = /zw?7.

Como p C Pref(u), definimos oi = p-:u. Como vimos que rol <
lul + lol, temos que lto'l71 = 1to'l + l7ZI < rol - lo"l + lu < lul + lul
mjul + lul $ 1u21. Como t0'77,u2 C Suf(u3), usando a proposição 2.1,
temos que t0'77 € Suf(u') e podemos definir o2 = u2(l0'77)-i. Ora, o" =
(p':(P«"««',7))(«,'?)':(u«'))(.«'q)': :«)(«:(«,',7)':)
tiu2. Assim, usando (4.1), temos que lul > lu"l = lt;il + lu21 e, usando
a proposição 2.2, podemos definir 3 :: u2' ut;i'i. Neste caso, m'77 ::
u,-iu2 = zo:u. Ora, z,to' C Pref(zulu) e lzl = lul -- loil -- lo21 =
lu lt;"l < lu31 -- 1PI -- 1771 -- 1u'"l :: rol -- jt;ml :: lw'l. Assim, usando
a proposição 2.1, temos que # C Pief(W) Ç Pref(to) Ç Ptef(p':u;).
Como t;lu = p-:uu C Pref(p':u;) e lzl < lul < luiul então, usando
a proposição 2.1, temos que z C Prof(uiu) e podemos definir y =
z''l.ol'u).
Vamos mostrar que ui --'.. u2z'y, para á ? 2. Para { = 2 temos que

u2 = 2zultz = u2sç2y. Admita z > 2 e ui'l «-'rp U2 iZ/. Temos
que zyu = oiuu :: #'iuu=z :: tu77 -''«, t0'77 :: zt;iu = z2Z/. Assim
«' :)« -'., («:«:':z/)« = «,«'-'"z/" -., «,«;-','y

\ramos mostrar que r C v.,. Temos que lzl = lul loil -- lo21 =
lul -- lt;" < lul = k, donde (z",iç"+") C r n Q<i;-i e, pela hipótese
de indução, temos que z" --,., Z"+m. Tei'emos portanto: u"+" «.,.,
U2:Z; + y p'u7rl U2Z y /"/r/ Un
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Capítulo 5

O 'll'eorema da Estabilidade.

Neste capítulo, o principal resultado é a demonstração do Teorema da Es-
tabilidade. Provámos que toda produção de E (também de E' e de E") é
estável quando n 2 4 e m 2 1.

A proposição 5.1 nos dá um conjunto de propriedades muito in-
teressante sobre as produções de E" e de E. Será usado na demonstração
do Teorema da Estabilidade, mais adiante, como também do Teorema da
Expansibilidade e outras proposições.

Proposição 5.1 Soam l-,a C E" duas produções estáueÍs.
a$rmações são ue dcLdeirüs:

Ás sega ates

/

2.

9.

4.

S. /. C Fat(c,.) .«íâo . $. '
S. /. C Fat(Z,), .ntão a $. ,

Se c. C Fat(c,), 'ntão a $. , ou base(a) < base(,).
Se c. C F't(J,), enÉã. a ' ,' .ão proa«iões co«jug«d«, o« base(a) <
base(r). Seja /, = uc,u. ,4dmáí« qae base(a) < base(.'-) $ 1c,l/3.
Bata. .,istem u' C Suf(u), u' C Pref(o) t«is gu. c, = u'c.u' s«tis/a«n-
do u' +::> u 1 <:::::> « = 1. Em p-tic«/", c, C Fat(G.).

T)p«n nm ctrn pâ n

Da definição de E", segue que existem l-', a' C E tais que a' 5;. a e
r' $. a'-. Devido à proposição 3.3, temos que o e a' são produções conjugadas,
o mesmo acontecendo com 1- e r'. Como r e a são estáveis, temos que
c,l ? per(c,) = per(/..) = base(r) e lc.1 2 per(c.) = per(/.) = base(a).
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Usando a proposição 3.8, temos que b.L.(T) e b.u.(a) são palavras primitivas.
Observe que c. C Fat(/,) e Fat(c.,) Ç Fat(/..), donde, em todos os casos, temos
que c. C Fat(Z..). Usando a proposição 2.22, temos que b.L.(T) é período de c.
(ou também de /. no caso dos itens l e 2) e teremos (lue base(a) $ base(r),
em todos os casos.

Provaremos os itens l e 2. Nestes dois casos, temos (lue la C Fat(/,).
Usando a proposição 3.18 e a proposição 3.25, escolhemos p =(3", 3"+m) C r'
um patriarca de r' com I'' $. p. Usando a proposição 3.3, temos que p,
T e r' são produções conjugadas, donde # = bai.(P) é um período de /,,
devido ao corolário 3.2, e também de /., devido à proposição 2.22. Seja k'
mínimo tal que /. C Fat(açk'). Temos dois casos a analisar: ou k' > n +m
ou k' 5; n + m. Admita que #' > n + m. Assim podemos admitir que
b' ? n + m + 1 2 4. Usando a proposição 2.3, temos que z2 C Fat(ak'-2) Ç
Fat(/,). Como a' C Fat(/.) Ç Fat(J,.), usando a proposição 2.22, temos que
per(z') $ per(1.) $ per(/,). Como p é estável, então # é um menor período
de c, = #" e, usando a proposição 2.23, temos que per(3') = per(:ç") =

b'se(r) = per(Z.). Assim sendo base(.'') = per(/,) = per(/,) = base(a).
Admita (lue Ê' $ n + m. Assim /., C Fat(/.) Ç Fat(zk') Ç Fat(/,). Sendo
á = base(p), usando a proposição 3.22 e a deânição de n'{, temos que p C n'i
e que a' « EI(i-l)/mJ; donde base(a) = base(a') > 1(i -- l)/mJ e «nbase(a) 2
á = base(p). Portanto, l/,l = lc.l + mbase(a) 2 lc.l + base(p) ? jbai,(.)l +
bdi.(r)l. Ora, devido à proposição 2.19, temos que base(a) = jb.u.(a)l =
bü-(r)l = base(."). Assim, nos dois casos, temos que base(7-) = base(a) e,
devido à proposição 3.4, temos que o $. 1'-

Piovaremos o item 3. Já vimos que base(a) 5; base(7-). Caso
base(r) = base(a), usando a proposição 3.4, temos que o $. 7'

Provaremos o item 4. Já vimos que base(a) $ base(7'). Admita que
b.u.(a)l = base(a) = base(1'-) = jb.u.(1'-)l. Usando a proposição 3.11, temos
que b.u.(a) C Fat(c,) Ç Fat(Z,). Usando a proposição 2.12, temos que b.L.(a)
e b.u.(r) são palavras conjugadas e, portanto, as produções 1- e o são conju-
gadas. Admita que base(a) < base(1-) $ 1c,l/3. Usando a proposição 2.19,
temos que lc.l < jb.u.(r)l + jb.u.(a) < 2base(r) < lc,l. Naturalmente, se
o = 1 então temos que u # 1, que c., c, C Suf(/,) e, usando a proposição 2.1,
temos que existe u' C Suf(u) \ {l} tal que u'c. = c,. Vale também o dual,
caso u = 1. Admita, pois, que z; # ] # u. Seja k = min(m,maxli C ]N
tal que lol > jb.u.(a"){l}). Como b.u.(r)t,t; C Suf(/,.), usando a propo-
sição 2.1, então temos que existe t;' C Pref(t;) \ {l} tal que u'b.b.(7-)t = u
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e uc.u' = /,b.u.(r)'* C Pref(Z,). Se A = m, então uc.u' = c, e não m.is
há o que fazer. Admita que k = maxÍã C ]N tal que lt;l > jbai.(7'yl} < m.
Ora, lul = 1/,1 -- lc,l -- lul > mbase(.'-) + lc,l -- 2base(.") -- jb.u,(r)*+:1 2.
(m + 3 -- 2 -- Ê -- l)base(r) = jb«,(7')"'kl, donde, usando a proposição 2.1,

temos que existe u' C Suf(u) \ {l} tal que u = b.;.(r)"'ku' e u'c,o' =
b«.(7')'("-k)/,b.u.(r)'k. Assim lu'c.o'l = lc,l. Usando a proposição 2.5,

temos que b.;q(r)"'k é um período de uc,u' e, usando o dual da propo-
sição 2.14, temos que u'c.t;' C Pref(uc.u') Ç Pref(/..). Donde concluímos que
CI. := U/CaUf. H

Corolário 5.2 Sejam I',a amas produções distintas e esíáueis de E. Então
t'mos q«. 1. « Fat(c..) . g«. /, g Fat(/..).

r)pm nn c npÂn

Observe que Fat(c,) C Fat(Z,). Caso /. C Fat(/,), usando o item 2
da proposição 5.1, temos que o $. 'r. Como I',o C E = irred(E'), temos
então que o = 1-, que é uma contradição com a hipótese de que as produções
sejam distintas. H

Vejamos agora algumas proposições que nos ajudam na demons
oração do Teorema da Estabilidade.

Proposição 5.3 Sda o uma predação esíáue/ e se.ja z C Pref(/.) de com-
p,{«..«t. m'io, OH {g-/ «. de c.. Bata. p'r(3) = b.se(a) . b.h.(a) á «m

menor penoso de =.

T) p .n r,n etrn r ;i a

Como a é estável, temos (lue per(c.) = per(Z,) = base(a). Co-
mo z,c. C Pref({.) e lal ? lc,l, usando a proposição 2.1, temos que c, C
Pref(z) seguindo então que base(a) = per(c.) $ per(3) devido à propo-
sição 2.22. Ora, como z C Pref(/.), usando a mesma proposição 2.22, temos
que per(3) 5; per(J.) = base(a) e que b.u,(a) é um período de z. Logo, temos
que per(a) = base(a) e que b.L.(a) é, inclusive, um menor período de #. H

A proposição 5.3 será particularmente usada quando a for estável
e tivermos, para algum I', que lc,la/.l > lc.l. Nestes casos, teremos que
per(c,.-:/.) = base(a).
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Proposição 5.4 Sejam 1-, 0 duas produções estáveis de E
Ca

Então lc,+/.l $

T)......+..,.ãA
x.r L/ 1 1 üv l utJ u l \&Y \ v T

Suponha, por absurdo, que lc,.::t/.l > lc,l. Usando a proposição 5.3,
temos que per(c.-W/.) = base(a). Como c,-#i, C Suf(c,.), usando a pro-
sição 2.22, temos que base(a) = per(c,.+/,) 5; per(c,) = base(7') também
devido à estabilidade de r. Suponha que base(a) < base(r). Neste caso
temos que a'- Rü. o, contradizendo com a proposição 3.24. Deveremos su-
por então (lue base(a) = base(r). Como c,+/.,c. C Pref(Z.), usando a
proposição 2.1, temos que c. C Pref(c,#/,) Ç Fat(c,). Como a é estável
e portanto base(a) = per(c.) 5; lc.l, usando a proposição 3.4, temos que
c, $, r. Como o,r C E = irred(E') temos que o = 'r e que c, = c,. Assim
temos que c,#/. = C,+/a ' Ca que é uma contradição com lc,rr:!:/.l > lc.l.

A proposição seguinte nos mostra que reduções à esquerda, desde
que feitas para produções estáveis, não interferem nas possíveis reduções à
direita.

Proposição 5.5 gelam p,a,a' produções em Q e seja a'- = a' ®.;q p
«tá«./, .«fã. te«.« g«. N4.«.(,, a)

Se T é

Demonstração .

Usando a proposição 3.15, temos que r $. p e, portanto, que
base(p) = base(T) devido à proposição 3.3. Claso base(a) ? base(p) =
base(7'), teremos então que p B.U. a e que T R.u. a. Assim Md,(7-,a)
1 = M.u.(p, a) e a tese já está demonstrada.

Suponhamos então, a partir de agora, que base(a) < base(p)
base(7') e que I' seja estável.

Vamos provei que c,#Z, = c,+J.. Ora, c, = h'l«q(p,o')c,, don

de temos (lue c,- C Suf(c,). Assim sendo c,#/, c suf(c,) n Pref(Z.) Ç
Suf(c,) n Pref(/,). Logo, temos que lc..+/.l 5; l max(Suf(c,) n Pref(Z,))l =
lc,#/,l. Ora, c,wZ. C Pref(/.), usando a proposição 2.22, e como b.b.(a)
é período de a, temos (lue per(c,+:Z,) $ per(/,) $ base(a). Como I' é

estável, então per(c,) = base(7') > base(a) 2 per(c,+Z,) e, usando a pro-
posição 2.22, temos que c. g Suf(c,#/.). Como c,,c,#/. C Suf(c,), usan-
do a proposição 2.1, temos que c,+/. C Suf(c..). Assim sendo, c,#/, C
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Suf(.,) n Pref(/.) e portanto lc,wZ.l $ 1 max(Suf(G.) n Pref(Z.))l = 1',+Z.l.
Assim os dois encaixes acima têm o mesmo comprimento e, como são prefixos
de Z., são idênticos.

Como c,+J. = c,+Z, e como base(a) < base(,'') = base(p), temos
então que: p R.u. o' .t:::::> lcpr:b/al > lc.l .{:-}.. lc,r:à/,l > lc.l -+:::::> r R.u. o'.
Caso p B.ti. a, teremos então que M.u.(7',a) = 1 = M.u.(p, a) e a tese já está
demonstrada. Caso p R.u. a, teremos então que M.u,(p, a) = c.-:(c,#/.) =
c.-:(q-#/,) = M.u.(,-, a) e a tese novamente está demonstrada. H

Lema 5.6 Sejam p,a,a' produções tais gKe a' e)esq p e gue p {DÜ. o' sejam
p«d«çõ« «tá«{.. Bata. *'m« q«. (a' ®«. p) e).«. a = a' 6)«. (p ®ü, a).
Demonstração .

Seja 7- = a' e)esq p e seja r' = p ®d. a. Temos então que p =
M.,.(p, a') T = r' M.u.(p, o). Usan(lo a proposição 5.5, temos clue M.u.(p, a) =
M.L.(r,a) e que M«.(p,o') = M«.(r',o') devido ao dual da mesma propo
sição. Assim temos que (a' ®«. p) ®.u. a = r ®.n. a = .'-M.u.(,',a)-: =
(M«.(p,a')': p)h4.«.(p,a)-: «.(,'',a')':(pM.«.(p,a)-:) ®«. ,' -
a' ®«, (p ®.«. a). H

Seja 7" Ç Q, seja ,- C ®(7") e seja . = (k, {,i}, {ai}, 7") um- dedução

para 'r. Definiremos algumas funções sobre s. Definimos Dir(s) gg {.j C
{l,...,k} talqueq = q.i®ü aj} e, Esq(s) !g {j C {l,...,k} calque
G = aj6)esqTj--l } . Dizemos que agir(s) é a subseqüência de {ai} formada pelas
produções com índices em Dir(s) e aE;.(,) é a formada pelas produções com
índice em Esq(s). Definimos também Inv(s) !g {(í,.j) C Es(l(s) x Dir(s)
tal que ã < .j}. Usaremos estes conceitos na demonstração do lema 5.7.

O lema seguinte aplica o lema anterior de uma maneira global e
permite-nos concluir que dada uma dedução para uma produção 1- a partir
de um patriarca p, podemos obter a mesma produção se antes fizermos todas
as reduções de um lado para depois fazer as do outro lado.

Lema 5.7 Sda I'- C E' e s = (k, {7l}, {o-i}, a''bu'(,')u Eb-.(.-)--i) uma dedução
para r. Sejam p, ?7 C .4''' tais qtle ro :: pr77. ,4dmita que toda produção de E'
menor que r pe/a ordem <k sda estáoe/. .Então Dir(s) e Esq(s) sâo díduntos
e ezístem Hma dedução s' = (k', {r'i},{a'i},r'bu.(,') U Ebm.(.)-1) para r e
k" $ k satis/azenha; k' = k; 'd = ro e É = k = 1-;lnv(s') = 0; aDi-(,) '
a Dir(s') :: ala; . a'«; aEsq(s) ' aEsq(,') :: ak"miai:«+2 ' ' ' ak; 'rk" :: (pcr, p/,).
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Demonstração.
Primeiro vamos mostrar que Dir(s) n Esq(s) = 0. Suponha, por

absurdo, que exista ã tal que { C Dir(s) n Esq(s). Assim temos que ri =
ai ®«q ri-l ' T .i 8) aí e, portanto, que c.i € Suí(c,..:) n Pref(c,..:). Logo
M.u.(q-l,ai) = c;l:c,..: é período de c,..: devido à proposição 2.14. Co-
mo o-i, ,'i.: são estáveis, temos que IM.n.(q-i, ai)l ? per(c,..:) = jb.u.(q-i)
e que lc.. 2 per(c,.) = jbói.(a{)l. Como c,..:+/,. C Suf(c,...), temos
que h'l.n.(7l-i,ai) é período de c,..:::b/.. devido à proposição 2.22. Usan-
do a proposição 5.3, temos que b.n.(ai) é período de c,...+/ai, sendo que
b.u.(r-i) é primitiva devido à proposição 3.27. Como lc,..:#/ail = IC,.l +
M.u.(q-i, ai)1 2 jb.u.(aí)l + jbü.(r -l)l, usando a proposição 2.19, temos que
b.u.(a{)l ? jb.u.(rÍ-i)l, que é uma contradição com a proposição 3.18.

Para demonstrar o restante, faremos uma indução em jlnv(s)l. Se
Inv(s) = @, tom.mos s' = s e k" = max(Dir(s)) e a tese é imediata. Admita
que Inv(s) # 0 e que a tese valha pala qualquer dedução s' tal que jinv(s')l <
Inv(s)l. Seja J = max(Dom(Inv(s))). Então .j < Ê, .j C Esq(.) e .j + l C
Dir(s). Portanto, rl = aj ®«,q-l e q+l = q aj+i. Da proposição 3.18,
''remos que base(aj),base(aj+:) < base(,') = base(q-:) = base(q) =
base(G+i), que rl <k r e, portanto, que q = aj ®«, q.t é estável. Usan-
do a proposição 5.5, temos que M.u.('B-t, aj+i) = Mdi.(q,aj+l), temos que
q+i = qMói.(q,aj+i)': <. q-IMÜ.(q,aÍ+i)'' = q-iM.u.(rj-t,aj+i)': =

TJ-l êÕdir aj+i) temos que 7'j-l ê9ür aj+i <k rj+i $k 1" q portanto, temos que
G.l ®ü.aj+i é estável. Usando o lema 5.6, temos que Q+t = aj ®«.(q-t a.L,
aj+l). Assim sendo, as seqüências {l''i}, {cr'i}, obtidas, a primeira a partir de
{q} substituindo q por (q-l O.u,aj+i), e a segunda a partir de {af} trocando
de lugar aj e aJ+i, formam a dedução s' =(k, {'r'Í}, {o''i}, r'bm.(,)UEb«.(,-)--1)
para 'r satisfazendo: k' :: kl 7á = TO e Tk :: TA :: I''; soir(,) :: O''Oir(,');
aE;q(,) ' a'E;q(,'); e Inv(s') = Inv(s) \ {(.j,.j + 1)} C Inv(s). Aplicando a
hipótese de indução sobre s', segue imediatamente a tese. H

Lema 5.8 Sda r C E' e sda s = (k, {TÍ}, {O'í},Z''bme(,) U Eb«.(,)-i) Uma
dedução ótima à direita para T com k 2. 1-. Suponha que todas as produções
da segtiêncáa {o{ } sejam estáveis.
Então temos q«e base(ak) > #b'se(at--) > . . - > pk-:b'se(a:), ond. /3 =
max({l, g -- 1}) ' g á t«/ q«. lc,1 2 pbase(a) p«« t.d. a «« .egdê«c{« {ai}.
Temos «inda que c.. C Fat(/..+:), para = 1,2,...,k -l

T) p .n ,.. e+ .. P ã A
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Se k = 1 isto é imediato. Admitamos, pois que k > 1.
Como ri:# q-t, usando a proposição 3.17, temos que c.. € Suf(c,.),

para l $ { $ k. Deíinamos mi gg: c;l:c,... = M.L.(q-i,o-{) # l para
á = 1,2, ...,k. Observe que c..m{ = c,-...F::Llaf, para á - 1,2, ..., k.

Fixemos á tal que l $ i < k.
Vamos mostrar que b.u.(ai+i) é um menor período de c,..F:miai e

que b.u.(a{) é um menor período de c..mi. Como temos que c...F.miai =
c,.+Z...t: C Suf(Z...t:) e lc...F:miai > lc...}: 1, usando a proposição 5.3, temos
que b.u.(ai+t) é um menor período de c..+.miai. Analogamente, temos que
b.u.(aí) é um menor período de c..mi.

Vamos mostrar que c,. C Suf(c...t:mi+i) Ç Fat(/...t. ). Suponha, por
absurdo, que c...l:mi+l C Suf(c,.). Então temos (lue c.í.t:mí+i = c,.+/...F. C
suf(c,.) n Pref(/..+:) n suf(c,.). Como lc....«ai+il > lc...... l então temos que
lc..#/....l = jmax(Suf(c,.) n Pref(/.....:))l ? lc....mi+tl > lc.... 1, contradi-
zendo com a proposição 5.4. Assim temos que c...F:miai « Suf(c..). Como
c.i+:mi+l, c.. C Suf(c,.)j usando a proposição 2.1, temos que c.. é um sufixo
próprio de c..+:miai, que por sua vez é um prefixo de /..+. .

Vamos mostrar que base(ai) < base(ai+i). Como temos que c.. C
Suf(c...:mi+i), usando a proposição 2.22, temos que base(ai) = per(c..) $
per(c...:mf+l) = base(ai+i). Suponhamos, por absurdo, que base(ai+l) =
base(aí). Assim sendo, b«q(ai+i) e b«.(a{) são períodos de c.....:mf+i e
de c..m{, respectivamente, e têm mesmo comprimento. Ora, temos que
c...t:mí+l14-lc..mil = lc,..t:mÍ+imÍj+lc..l ? lc,..t:mi+tmij+jb«.(ai+i)l, don-

de, usando a proposição 2.24, temos que b.;,(ai+l) é período de c.... mi+lmi.
Usando o corolário 2.15, temos (lue Z...., c.....:mi+ími C Pref(b«m(ai+i)').
Admita que c...t.mi+im{ C Pref(/,..t.). Então c,.*:mi+im{ C Suf(c,..:) n
P-ef(/,.....) e lc,. ,#/...: 1 = 1 max(Suf(c,..:) n Pref(/......))l ? lc.....:mf+:mil.
Observe também que c...F: mi+imi, c,..: +/.... C Suf(c,..:), donde temos que
mí C Suf(c...t.mi+imi) Ç Suf(c,..,#/,.*,) devido à proposição 2.1. As-
sim temos que (c,..:+/......)mi'' C Suf(c.,..:mi':) n Pref(/.....:) = suf(c,.) n
Pref(1.....:). Logo, temos que lc..-.+/....., 1 = 1 max(Suf(c.,.) n Pref(/......))1 2
lc,..:r:;!/ai+lmí't1 2 lc..+imi+imil -- jmil = lc,i+imi+il = lc,.r:à/a.+i l e, por-
tanto, temos que c,... r;;tZ..+. = ca.+:mi+lmi pois são prefixos de /..+: de mes-
mo coprimento (que é maior que lc..+: 1). Assim sendo, temos que I'í.l R.u.
ai+l, e que Ti+l = q-i aür ai+l, contradizendo com a minimalidade de k.
Neste caso, podemos admitir que c..+.mi+im{ g Pref(/...t.). Usando a pro-
posição 2.1, temos (lue /...t: C Pref(c...t:mi+imí) Ç Fat(c«). Ora, to e aÍ+i
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são estáveis e, portanto, podemos usar o item l da proposição 5.1. Assim con-
cluímos que oi+i $. ro, que é uma contradição pois, devido à proposição 3.3,
teríamos que base(ai+l) = base(To) = base(r).

Vamos concluir a demonstração. Já temos que base(oi) < base(aj)
para l $ á < .j $ k. Isto conclui a demonstração no caso em que # =

1. Admita que /3 = g -- 1 2 1. Como b.u.(ai+i) é primitiva devido à
proposição 3.27, como não somente b.b.(ai) é período de c,. mas também
b.n.(ai+i) devido à proposição 2.22 e ao fato de que b.u.(ai+i) é período de
Z.i+. e ao de que c.. C Fat(/,.+:), usando a proposição 2.19, temos então
que gbase(a{) 5; lc.. < jb.u.(a{)l + jb.u.(ai+i)l e, portanto, que base(ai+l) 2
(p -- l)b.se(ai) = #b'se(a{). H

A proposição seguinte nos mostra que dada uma dedução à direita
conforme diz o enunciado, não pode existir uma produção estável a de base
maior que a de ok tal que seu curto seja falar de c,. e que termine depois
de c,, pois isto siguínificaria que esta produção o também foi reduzida por
alguma das produções de {aí}. Se admitirmos que a tenha a mesma base
que ak e que ocorre em c,o como o descrito acima, então teremos que a e ak
são conjugados e que esta ocorrência de c. ocorre toda dentro do encaixe de
cvk.: com Ja.

Lema 5.9 Sela C E' e sda s = (k,{Ti},{ai},m''b«e(,') U Eb-.(,)--i) Uma
dedução ótima à direita para T com k > Suponha que l,orlas as produções
da seqüé7zcia {aí} sejam estáueÍs.

S©a a C E u«la produção estáue/ e se.ja # C .4' tais que zc, C Pref(c.). .4s
seguintes ü$rmações são verdadeiras:

/. S. b.se(a) > base(ak) temos .ntão q«. lac.l $ 1c,l.
2. S. base(a) = base(ak) . lc,l < lac.l temo. .ntão q«. lc,l < lac.l $

c«.,l e que o e ak sâo conjugadas.

Demonstração .

Caso lac,l $ 1c,l ou base(a) < base(oj;), então temos que ambos os
ítensjá estão provados.

Admitiremos pois que lzc,l > lc,l e que base(a) 2 base(ak).
Como zc., c, C Pref(c.), temos que Pref(c,) C Prof(zc.) devido à

proposição 2.1. Como Pref(c,) = Pref(c.) C Pref(c...) C . C Preí(c.) e
como Pref(c...) ::: Pref(c,.) C Pref(ac.) Ç Pref(c.), então temos que existe
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único i tal que Pref(c,.) C Pref(zc.) Ç Pref(c,...). Naturalmente, temos
que l $ { $ k e, portanto que base(ai) $ base(ak) $ base(a) devido à
proposição 5.8. Usando a proposição 2.1, temos que existe m" C ,4+ e m' C
,'l' tais que c,.m" = zc., que zc.m' = c,..: e que m"m' = Mü,(q-i,a{) =

c;l:c,.... Usando a proposição 3.17, temos que c,. C Suf(c,.). Seja Z/ C .A'
tal que c,. :: yCaí e, portanto, tal que sçc, = c,.m" :: g/c..m"

Vamos provar o primeiro item. Suponha que base(a) > base(ak).
Vamos mostrar que isto leva a uma contradição pois já estamos supondo que
c,l < lac.l. Observe (lue c..m" C Pref(c,.M.U,(q-t, ai)) = Pref(c.,...+/..) Ç
Pref(Z,.) e assim temos que per(c..m") = base(ai) devido à proposição 5.3.
Como temos que base(ai) $ base(ak) < base(a) devido à proposição 5.8,
então temos que p"(c..m") = base(.{) < base(a) = per(c,). Usando a
proposição 2.22, temos que c. gl Suf(c..m"). Como já vimos que yc,.m" =
zc., usando a proposição 2.22, temos que c..m" € Suf(c,) n Pref(/,.). Assim
temos que lc,+Z..l = 1 max(Suf(c,) n Pref(/..)1 2 lc..m"l > lc..l, que é uma
contradição com a proposição 5.4.

Suponha, a partir de agora, que base(a) = base(at).
Vamos mostrar que { = k e que lac.l $ 1c...l. Caso # = 1 nem há

outra possibilidade para { e também já sabemos que lzc.l $ 1c,.l = lc,.., l.
Suponhamos então que k 2 2. Usando a proposição 5.8, temos que base(a) =
base(ak) > base(ak-i). A dedução s induz uma dedução ótima á direita s'
para c«.. de comprimento k -- 1 2 1. Usando o primeiro item baseado nesta
dedução s', temos que lac.l 5; lc... 1. Como =c.,c... C Pref(c,.), usando
a proposição 2.1, temos então (lue Pref(c.) C Pref(a;c.) Ç Pref(c..:) e,
portanto, que ã :: k.

Vamos provar o segundo item. Observe que já estamos supon-
do as hipóteses do segundo item. Usando a proposição 3.11, temos que
b.H.(a) C Suf(c.) Ç Suf(=..) = Suf(3/c..«-"). Como ai é está-l, temos que
lc..m"1 2 lc..1 2 per(c..) = b'se(ai) = base(ak) = base(a) = jb.u.(a) e,
usando a proposição 2.1, temos então que b.u.(a) C Suf(c..m") Ç Fat(/,.) =
Fat(/.). Como b.u.(a) C Fat(Z..), como bü.(ak) é um período de 1« e
jb.u.(ak)l = jb.U.(a)l, usando a proposição 2.12, temos que b.L,(ak) e b.u.(a)
são conjugadas. Portanto, temos que ok e o são produções conjugadas. H

O Teorema da Estabilidade, é importante a ponto de que a demons-
tração da conjectura para casos como m ? l e n = 3 esteja dependendo uni-
camente dele, como já afirmamos anteriormente. Observe, pela construção de
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E, que se T C E' então existe um zo C r' a partir do qual foram feitas sucessi-
vas reduções, à direita e/ou à esquerda, até obtermos I'; mas também existem
palavras p, ?7 tais que zo = pa'-77. O nosso objetivo é mostrar que as produções
de E são estáveis, mas para isto, mostramos que lpl, l7ZI < base(7-) usando
o lema seguinte. Neste caso, teremos (lue lc,l = lp':c.77-:1 2 2base(a'-) e,
usando a proposição 3.9, teremos que r é estável, demonstrando o Teorema
da Estabilidade.

Lema 5.10 Sda I'- C E' e sda s = (k, {l-i}, {ai},n''bue(,') U Eb,.e(.')--1) &ma

dedução ótima à direita para T. SuT)tenha que todas as ptodzções da seqÍI,ência
{ai} se.jaez estáveis.
Sd« ? C .4* t«J q«. to = ,?. Ente. to C T' . ITI < b-se(,').

Demonstração.
Pela proposição 3.25, temos que ro C r' e que ak C E e, usando a

proposição 3.18, temos que base(ak) < base(r).
Suponha, por absurdo, que 1771 ? base(T) = base(ro). Neste caso

teremos que k 2 1. Seja u C .A+ tal que ro = (u",u"+"). Como c,77 =
u" = u"-:u, usando a proposição 2.1, temos que c, C Pref(u"':) e que uc, C
Pref(u"). Usando a proposição 3.17, temos que c,. C Suf(c,). Seja z C .A*
tal que ac.* = uc, C Pref(u") = Pref(c.). Como lc,.l < luc,l = laço.l,
usando o item 2 do lema 5.9, temos que lzc,.l $1 lc..:l e, portanto, que
M.«.(,-*-:,a*)l c..:l=lc..:1 1.,1 21,c.l-lc,l l-l..,l=lul.
Como .x; é estável, temos que jb.L.(ak)l = base(ak) = per(c.) $ 1c..l.
Assim temos que lc..:#/.l = lc.*Mü.(rk-l, oh)1 2 lc.l + IMü.(rk-i,ak)1 2:
bü,(ak)l + lul. Como c..:+/.. C Suf(c..:) Ç Fat(u"), temos que u é
período de c..:#/... Como c...w/. C Pref(/.) e b.L.(ak) é período de
/.., temos que b.u.(ak) é período de c..:+/,. devido à proposição 2.22.
Usando o Teorema de Fine & Wilf, temos então que mdc(jb.u.(ak)l, lul) $
jb.u.(ak)l < base(,') = lul e que u é uma (lul/mdc(jb.u.(aA)l, lul))-potência,
não sendo primitiva e contradizendo com a proposição 3.26. H

Vamos mostrar, no exemplo seguinte, que as razões lpl/base(7-),
771/base(1') podem chegar a valores muito próximos de 1, simultaneamente
inclusive. Temos que l é, portanto, o melhor limite superior possível. Fixado
n, isto pode supor valores altos de m, contudo.

Fixados n e m, podemos mostrar que podemos diminuir o valor
deste limite superior, que poi sua vez, depende de n e m. Conforme os
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valores de n e m, podemos obter um limite superior tão próximo de 0 quanto
queiramos. Temos uma demostração destes fatos que, no entanto, não se
encontra neste trabalho.

Exemplo 5.11 Sela c um rea/ ta/ qKe 0 < c < 1. Para todo n 2 2, existe
m ? l ta/ gue ezístem T C n' e a C E', existem #,77 C '4+ tais qKe a" = pa77

$ 1pl/base(,-), l,71/base(,') < l

l)emonstraçâo .

Tome por T e a as produções do exemplo 3.12. Para aquele caso,
p'demos tom.r p = :«(ab)'" e ,7 = (b«)'"= onde # = b(ab)"+"':. Temos
ainda que I' = (a",a"+") = pata. Assim temos que base(r) = 1=1 = 2n +

2m -- l e que l/zl = 1771 = 1al -- l(ba)"I = 2m -- 1. E suficiente escolhermos
m ? lega? para (lue lpl/base(7'), lv71/base('r) ? c. H

Teorema 5.12 (Teorema da Estabilidade) .4dmita que n ? 4 e m 2 1
Então toda produção de E" (e portanto de }3 e de E') é estável.

Demonstração.
Pela proposição 3.23, temos que E C E' C E". Por isso toda

produção de E' e de E é estável se toda produção de E" o for.
Vamos mostrar que se as produções de E' são estáveis, então as

de E" também são. Suponha que já tenhamos provado que as produções
de E' são estáveis. Seja p C E". Pela definição de E", tome a C E C E'
tal que a $. p. Então c, C Fat(cp) e, devido à proposição 2.22, temos que
per(c.) $ per(c,). Como a é estável, então temos que per(c.) = base(a)
e, devido à proposição 3.3, temos que base(a) = base(p). Assim temos que
per(c,) ? base(p) e, usando a proposição 3.7, temos que p é estável.

Vamos mostrar que as produções de E' são estáveis. Seja r C E' e
seja j = base(7'). Pela proposição 3.22, temos que r C E'j = ®(z'j U Ej-i).
Tome uma dedução ótima s = (k, {r }, {ai},n'j U Ej-i) para I'. Faremos
uma indução dupla em .j (mais externa) e em n.j -- lc,l (mais interna). Pela
proposição 3.25, temos que to C r' C E' e que ai c E c E'. Para n.j -- lc,l = 0
é imediato pois r = to C n' e, pela construção de r'.f, temos que a'- é estável.
Também se .j = base(1-) = 1 é imediato pois teremos k = 0, necessariamente,
e novamente teremos que r é estável. Assim já temos a nossa base de indução.
Admita que .j = base(7') > 1 e que nj -- lc,l > 0. Portanto k ? 1. Seja a C E'
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tal que a <k 'r. Então base(a) < base(7'), e neste caso a é estável devido à
hipótese de indução, ou então 1- <. a, e neste caso lc.l > lc,l e o é estável pela
hipótese de indução. Sejam p,?7 C .A* tais que to = /27'77. Usando o lema 5.7,
podemos tomar uma dedução s' = (k', {7''i}, {a'i}, r'bue(.)UEbme(,)-1) para I'-

e k" 5; k' = k satisfazendo «« = (pc,, p/,). Como . é ótim' e s' tem o mesmo
comprimento que s, temos que a dedução s' é ótima. Seja s" a dedução ótima
à direita para 'rÍ« induzida por s'. Usando o lema 5.10 sobre a seqüência s",
temos que 1771 < base(r). De forma dual, temos (lue lpl < base(r). Portanto,
temos que lc,l = lc.l -- lpl -- l7ZI > (n -- 2)base(1') 2 2base(7') e, usando a

proposição 3.9, temos que 'r é estável. H
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Capítulo 6

Sobre a expansibilidade de E.

6.1 Definições
Dada uma relação 7" com produções em Q, definiremos três funções sobre uma
expansão c qualquer de :::>1-: a função começo da expansão c definida como
com(c) = «in$.(Pref(c) n (:+1-)); a função notado da expansão c definida
como mot(c) = mina,(Suf(com(c)) n (::>1-)); e este«detemos a definição da
função base, anteriormente definida sobre Q, para Ziase de uma expansão c
''mo sendo: base(c) gg (l/.l -- lc.l)/m. Observe que mot(c) C irred(7") e
que base(c) = b.se(com(c)) = base(mot(c))

Na ausência da especificação de uma relação 7 com produções em
Q com a qual estamos trabalhando, aceitaremos, implicitamente, a relação

Sendo 7" Ç Q, chamamos de confração sob 7 a inversa (::>].-)': de
uma expansão sob 'r, denotando por ::>F' , e definimos a relação passo sob 'r
como sendo f-7- gg (::>r) U (::>1-)':. Definimos também as relações +.} gg
(::>1-)' e F} gg (f-7-)*, onde k C IN. Temos ainda que as rel,,ções ::>} gg
UE.(+r): e F} gg Ug.(f-7-y são os fechos reflexivo-transitivos de :»r e F.r,
respectivamente. Se w :::l-p4- w', podemos associar ao menos uma sequência s
de expansões sob 7", de comprimento Ã, pelas quais as expansões de to para
w' são seqüencialmente realizadas. Denotamos s : to ::> to/ e dizemos que
s expande w para m'. Embora os conceitos de sequências finitas e palavras
sejam o mesmo, não nos referiremos às sequências de expansões como palavras
sobre ::>a.- para evitar confusão. Usaremos, contudo, as funções e operações

E
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definidas sobre as palavras, tais como prefixos, sufixos e concatenal;ão. Em
particular, caso uma sequência s de expansões sob 7" satisfaça base(c) 5;
base(c') para todo c'c C Fat(s), neste caso dizemos (lue a sequência s é
decrescente .

6.2 O Teorema da Expansibilidade.
A proposição 6.1 nos ajudará a demonstrar o Teorema da Expansibilidade,
mais adiante.

Proposição 6.1 Sejam I', o C 7" Ç n duas prodlzções estáveis. Então temos
gue

/

2.

S. base(,') = base(a), ntão c,+c. = /,+c, = c,wZ. = /,#/. ó
se T e a não são produções conjugadas.

S. base(.'-) > base(a), .«tão c,+c. = /,+c. . c,#Z. = /,+/,. Te«-
m« «{nd" q«. c,#c. = /,#J, .. . .ó s. (,, a) g R.u,.

Demonstração .

Como ,- e a são estáveis, temos que lc... 2 per(c,) = per(/,.)
base(7') e, usando a proposição 3.11, temos que bü.(r) C Suf(c,). Analoga-
mente temos q«e lc.l ? per(c.) = per(/.) = base(a) e que bü.(a) C Suf(c.).

Vamos mostrar a ida do item 1. Suponha que 1" e a sejam produções
conjugadas. Suponha que 1/.1 $ 1/,1 (o outro caso é perfeitamente dual).
Como 1/.1 = mbase(a) + lc,1 2 2base(a) e como b.h.(a) C Suf(Z.), temos que
b.u.(a)' C Suf(/,) devido ao corolário 2.15. Usando o corolário 3.2, temos que
b.L.(1-) é período de /.. Assim, devido à proposição 2.22, temos que b.u.(7')
é período também de b.U.(a)' e temos que b.u.(7-) C Fat(b.ü,(ay) devido à
proposição 2.13. Seja t, C .4' tal que b.ü.(7')t, C Suf(bü.(ay) Ç Suf(Z,) com
t,l < base(a) = base(7'). Como u C Suf(b.u.(ay) Ç Suf(Z.), podemos definir
u = J.u-i C Pref(/,). Usando a proposição 2.22, temos que b.u.(T) é período
de u além de /,. Observe que b.u.(7') C Suf(u) pois bü.(r)u C Suf(Z.) =
Suf(uu) e que b.u.(7') C Suf(/,). Assim, usando o corolário 2.15, temos que
u,/, C Suf(b.h.(ry). Como lul = 1/,1 -- 1ol $ 1/,1, usando a proposição 2.1,
temos que u C Suf(/,)nPref(/,). Como lul = 1/.1--1ul > IZ.j--b.se(a) ã lc.l,
então temos que lc,::Ec,l 5; lc.l < lul $ 1/,r::t/.l implicando finalmente que
%+c.#/,+ a
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Vamos mostrar a volta do item 1. Suponha que T e a não sejam
produções conjugadas, embora base(1") = base(a). Seja m C Suf(/,) uma
palavra em que bü,(a) e b.u.(1-) são períodos de to. Ora, se b.u.(7') € Suf(to),
como b.u.(a) é período de w e jbü.(7-)l = jb.U.(a)l, usando a proposição 2.12,
teríamos (lue b.u,(7') e b.u.(a) seriam palavras conjugadas, contradizendo com
o fato de que r e o não são produções conjugadas. Assim b.u.(7') gl Suf(to).
Como to,b.u.(r) C Suf(/..), usando a proposição 2.1, temos que to é sufixo
próprio de b.u.(7') que por sua vez é suâxo de Suf(c,). De forma dual, temos
que se to C Pref(/.) é uma palavra em que b.u.(7) e b.U.(a) são dois períodos
de w, então m C Pref(c.). Assim sendo, temos que Suf(c,) n Pref(c,) =
suf(c.,) n Pref(/.) = suf(z,) n Pref(c.) = suf(z,) n Pref(/.) e a igualdade dos
encaixes em questão deriva imediatamente de sua definição. Observe que
demonstramos também que todos estes encaixes têm comprimento menor
que base(r).

Vamos mostrar a primeira parte do item 2. Suponhamos base(7') >
base(a). Seja «, C Suf(J,) uma palavra em que b.u.(a) e b.u.(,') são períodos
de to. Caso c, C Suf(w), como base(a) é período de zo, usando a pro-
posição 2.22, teríamos que base(7-) = per(c,) 5; per(w) $ base(a), que é
contradição com a hipótese. Assim, c, g Suf(w). Como w,c.. C Suf(/,.),
usando a proposição 2.1, temos então que zo C Suf(c,). Desta maneira te-
mos que Suf(z,) n P:ef(c.) = suf(c,) n Pref(c,) e que Suf(1,) n Pref(/.) =
suf(c,) n Pref(/,) e os encaixes são iguais.

Vamos mostrar a segunda parte do item 2. Suponha que (I',a) g
R.u,, embora tenhamos que base(r) > base(a). Seja «« C Suf(c,) n Pref(Z,).
Então temos que lzol $ 1c,+/.l $ 1c.l pois 'r B.U. a, e concluímos que to C
Pref(c.) devido ao fato de que to, c, C Pref(/,) e à proposição 2.1. Por fim,
temos que Suf(c,) nPref(/,) = suf(c,.) nPref(c,) e Z,#/. = c,WI. = c,+c,.
Admita que 1- R.n. o. Assim sendo, concluímos que l/,#/.l = lc,#/.l >
c,1 2: lc,.r:Ec.l e, portanto, /,r:!/. # c,r;:!c.. H

A seguinte proposição não será demonstrada:

Proposição 6.2 Sda 7" Ç Q. Então -.l- = f"l...
Lema 6.3 Sejam p,v7,p', l7' C .4', se.jam T,cr C E duas produções estáue s e
sd«m' (.«',«,") . .' "',w") ',p-.ã.. dísf{«*"
.«Z« si !.ís q«. /. = /.,. E«tã. «{sfe -«"" C .'l+ t«/ q«. , $. '" = («,"", .«') .

« $. ."' ",«,"') o«d. ."' . ." são d«« .,P-.ã« dÍstÍ«t« .«t« s{ t«:'
que c.« = c.,,,. Temos também gwe J--(.') C Pref(c.) ow 1««(.) C Pref(c.,).
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Demonstração.
Nas condições do enunciado temos que w" = p/,77 = p'/,q'. Como

c # c, então «;"' # .«'. Como I',a são estáveis, então per(c,) = per(/,) =
base(,'), m.s também per(c,) = per(/.) = base(a).

Admitiremos, a partir de agora, que lpl $ 1p'l, já que o outro caso
(l/z'l $ 1pl) é perfeitamente análogo.

Vamos mostrar que existem u,o C .A* tais que p' = pu, 77 = u77'

e u/. = /..« com lu1 2 mbase(,-) e lul ? mb.se(a). Caso 101 $ 10'l, como
pl,77 = p'/.77', usando o item l da proposição 2.28, temíamos que existiriam
u,u C ..4* tais que pu = p', UT = q' e Z, = u/.u. Como /, C Fat(/,), usando
o corolário 5.2, teríamos que I'- = a, donde l/,l = 1/,1 = 1u + l/.l + lt;l e,
por conseguinte, teríamos que u - o = 1, /z = p' e v7 = 77'1 contradizendo,
pois, com o fato já mostrado de que to"' # w'. Assim temos que l?71 > 1?7'l
e, usando o item 2 da mesma proposição 2.28, temos que existem u, o C .A'
tais que pu = p', v7 = u77', /,u = u/,, lul ? l/,l -- IZ,+:/.l e lu1 2 1/,1 -- 1/,+/,1.
Suponha o caso em que T e o sejam produções conjugadas e, portanto, que
base(1') = base(a) e que b«.(7') é período de /, e /. devido ao corolário 3.2.
Suponha, por absurdo, que lt;l < mbase(o). Assim temos que IZ,l + l/,l =
/,l + jbü.(a)"I + lc.1 2 1/,1 + mb'se(a) + per(c.) > lz,.l + lul + base(a) =

1/,«1 + jb.;.(,')l. Como /, € Pref(/,u), como /, C Suf(u/,) = Suf(/,u), como
b«,(T) é período de /, e de /., pela proposição 2.24, temos que b.;.(7-) é
período de /,u. Como b-q(r)" c,o = uc. bÜ.(a)", como b«.(a'-) é período de
b«.(7')"c,o e como jb«.(r)l = jb.L.(a)l, usando a proposição 2.25, concluímos
que b.;.(r)o c,u = uc, b.u.(o)o e, portanto, que c,u = uc.. Donde, temos que
to"' - pc,77 = pc,u77' - puc,77' = /z'c.l7' = w' que é uma contradição pois

já vimos que m"' # to'. Assim temos que lu1 2 mbase(a) e, por dualidade,
temos também que lul ? mbase(7'). Suponhamos agora o caso em que r
e a não são produções conjugadas. Caso base(r) = base(a), pelo item l
da proposição 6.1, temos que /,#Z. = c,+c.. Claso base(T) > base(a),
temos que (I',a) gl R.u. devido à proposição 3.24 e que /,+/. = c,+c.
devido ao item 2 da proposição 6.1. Caso base(a) > base(r), temos que
(a, r) gl R.;. devido à proposição 3.24 e que /,#l. = c,+c. devido ao dual

do item 2 da proposição 6.1. Assim, sempre temos que /,p:t/. = c,r:!:c,. Da
obtenção da existência de u, vimos que lul ? 1/,1 -- 1/,+/,1 e, portanto, que
ul ? l/,l -- l/,#/.l = 1/,1 -- lc,#c.1 2 1/,1 -- lc,l = mbase(7-). De forma dual,

temos que lu1 2 mbase(a).
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Como b«.(7')"c,u = i,o = u/, = uc.b.m(a)", como jb«q(r)"I $ 1u
e lu1 2 jb.u(a)"I, então, usando o item 2 da proposição 2.28, temos que
existem u', u' C .4* tais que b«.(7')"u' = u, D = u'baü(a)" e c,-u' = u'c.. Seja
m'"' e9:. Fu'c.q' --'FC,'u'q'

Vamos mostrar que I' $, e" onde c" = (to"",to'), (lue a $. c"'
onde c"' = (to"",t«"') e que pZ, C Pref(to'). Temos que w"' = pc,-77 =
pc,t'77' = /zc,u'bü.(a)"77' = pu'c.b.u(a)"77' = pu'/.77', donde temos que
c"' = (.«"",«,"') = pu'. ?'. Temos também que .«' = p'c.'7' - p"c,'7' =
pb«q(7')"u'c,l7' = pb«.(r)"c,.u'77' = p/,u'77' donde também temos que c" =
(w"", «,') = p ,' u''7' e que pZ, € Pref(pZ,o'?') = Pref(«,').

Vamos mostrar que /...(.') C Pref(c.) ou que Z...(.) C Pref(c.,),
concluindo a demonstração. Observe que /z'r C Pref(c') n ::>x e, então, temos
que com(c') C Pref(pr) devido à definição de começo. Assim, como já vimos
que /, C Pref(to'), temos que /...(.') C Pref(p/,) Ç Pref(w') = Pref(c.). Caso
pl ? lp'l teríamos ; o«tra ;lternati-. H

C) lema anterior demonstra uma propriedade bastante semelhante
à da coníiuência local, estudada na teoria dos Sistemas de Reescritura. Na
verdade, pode-se mostrar que a contrição sob E é um sistema de reescritu-
ra com esta propriedade. Isto demonstraria mais imediatamente o item 5
do Teorema da Expansibilidade. Pode-se ver uma definição dos principais
conceitos envolvidos em j101 e uma aplicação interessante desta teoria na
demonstração da finitude do semigrupo idempotente em l71.

Teorema 6.4 (Teorema da Expansibilidade) ,4dm ta que as produções
de E sejam estáveis. Seja lo' uma palavra qualquer. Então as seguintes
a$rmações são verdadeiras:

/

2.

g.

{.

5

Ás produções de E são necessáHas em E.

.4s produções de E são {m'edutzbeis em «',.

.Eráste ma tílzica pa/aura de menor compNmezzto em lto'l.

C/ma pa/aura to á a pa/aura de menor compMmento em lto'l se e só se
não tem entre seus .favores o longo de nenhuma produção de E.

Existe uma seqiiência s de expansões sob E segundo a qual s : to +. to',
onde to é uma 7)a/aura de menor compNmento em lto'l.
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[)p ii an et nf ;í a

Vamos mostrar que dados u, u C ..4+ e s uma sequência de expansões
sob E tais que s : u ::> z; então lul $ 1ul sendo que lul = lul se e só se lsl = 0
se e só se u = u. Isto é imediato porque se lsl = 0 então u = u e lul = lt;l
e, por uma simples indução sobre lsl, podemos mostrar que se lsl > 0 então
ul < lt;l pois o comprimento do curto de uma expansão é estritamente menor
que o comprimento do respectivo longo.

Começaremos demonstrando uma forma mais mais geral que a do
item 5. Dado 7 Ç E, dado w C min(IWl-,), demonstraremos então que
existe uma seqüência s de expansões sob 7 tal que s : to ::> to'. Observe que,
tomando por 7" a própria relação E e usando o Teorema da Equivalência, isto
demonstra o item 5. Se to' = zo não há o que provar, pois podemos tomar
por s a sequência vazia. Portanto suporemos w' # to. Por definição, temos
que llol $ 1to'l e to' ,wl- zo. Usando a proposição 6.2, existe um menor k onde
w r4- to'. Demonstraremos fazendo uma indução em k. Como to' # to, então
# > 0. Para k = 1, temos que to Fr w'. Assim w :>1- to' ou w ::>FI to/

Admita que to :>Í: to'. Seja I' = mot((w',to)) e u,u C .4' tais que z''ru =
(w', to). Assim lto'l = luc,ul < lu/,ul = lwl e temos uma contradição pois já
vimos que rol $ 1WI. Donde to +l- zo' e tomando s = (to,to') já temos a
base da indução. Suponhamos que k > 1 e que V# C ,4', to f-.k-i # implica
que zo ::>F"i # e a existência de uma sequência I' de expansões sob 7" de
comprimento k -- l segundo a qual r : to ::> z. Como X; > 1, 3m" C .A* tal que
w f-Ç-i m" F.r to/. Assim to ::>Ç'i to" e existe uma sequência r de expansões
sob 7" de comprimento k -- l segundo a qual I' : to :::> m//. Se to" +a.- to',
tome por s a concatenação de r por (w", w') e a demonstração está pronta.
Admitamos, então, que m" ::>i: W e seja c = (to',m") uma expansão sob
7. Como k > 1, temos que lrl = k -- 1 > 0. Seja c' = (w"',w") a última
expansão de r. Assim temos que w ::>ç'a w"' ::>r w// ::+il to/. Observe que
to/" # to' pois, caso contrário, teríamos que to :::>Ç'2 to/" = to', contradizendo
com a minimalidade de k. Assim c' = (w"',to") e c = (u',to") são duas
expansões sob 7'. São distintas porque w"' # to'. Como 7" Ç E, usando o
lema 6.3, temos que existe to"" C .A+ tal que c" - (to"", to') e c"' = (w"", w"')
são duas expansões sob 'r. Assim temos que w ::>F"2 zo'// :::>Íi to"" ::>r to'
Como w FA.i w"", pela hipótese de indução temos que m ::>Ç'i to//// e existe
uma sequência r' de expansões sob 7" de comprimento k -- l segundo a qual
r' : w ::> to/. Donde to ::>Ç'i to"" ::>1- w' e concluímos que a seqüência
s = r'c" de comprimento k é tal que s : to :+ w'
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Vamos demonstrar o item 1. Seja a € E e suponha, por absurdo,
que a não seja necessária em E. Seja 7 = E \ {a}. Então a C «,I". Seja a
uma palavra de menor comprimento em l/.l-a.-' Usando a generalização do
item 5 já demonstrada, temos que existe uma sequência s de expansões sob
7 tal que s : z ::> /,. Como c, C l/.l-a.. temos que lzl $ 1c.l < IZ,l. Assim
temos que lsl > 0 e existe uma última expansão sob 7" em s. Chamemo-la
de c e seja I' C 7" C E uma produção distinta de a tal que r $. c. Então
/, C Fat(/.) = Fat(/.), contradizendo com o corolário 5.2.

Vamos mostrar o item 2. Seja r C E Ç -'x = «',. Seja 0 C «'.
tal que 0 $. r. Observe que 0 C n devido à proposição 3.3. Seja z uma
pa[avra de menor comprimento em ]/o]. Usando o item 5, temos que existe
uma seqüência s de expansões sob E tal que s : # :> /o. Como co C IZol,
temos que lal $ 1cpl < 1/ol. Assim temos que lsl > 0 e existe uma última
expansão de s. Chamemo-la de c e seja a C E tal que o $. c. Então
1. C Fat(/.) = Fat(/o) Ç Fat(/,). Usando o corolário 5.2, temos que a ' T
Como /, C Fat(Jo) Ç Fat(Z,) e /. = Z,, então temos que /. - /o = Z, e, por
conseguinte que 0 = 'r pois 0 $. r. Assim 1- é irredutível em «'..

Vamos mostrar o item 4 e o item 3. Vamos mostrar a ida do item 4.
Suponha que to seja uma palavra de menor comprimento em lto'l. Admita,
por absurdo, que exista o C E e u,o C Á* tais que to = u/,u. Neste caso
UCaO :::>S to. Donde temos que luc,t;l < rol e, usando o Teorema da Equi-
valência, temos que UCaU '''l to e uc.u C rol = lto'l, que é uma contradição.
Vamos mostrar a volta do item 4 e o item 3. Suponhamos que to seja uma
palavra em lto'l tal que 7la C E tal que /. € Fat(to). Vamos mostrar que w
é uma palavra de menor comprimento em lto'l. Escolha uma palavra a; de
menor comprimento em lto'l. Usando o item 5, existe uma sequência de ex-
pansões s tal que s : z + w. Caso 7 # to então teríamos que lsl > 0, e sendo
c a última expansão de s, então teríamos que /...(.) C Fat(/.) = Fat(w) que
seria uma contradição; portanto temos que to = z é uma palavra de menor
comprimento em rol e que existe uma única palavra z nas circunstâncias em
que foi escolhida. H

6.3 Expansores.
Como consequência da proposição 6.5, logo a seguir, podemos definir a função
ezpansor sobre uma dada expansão c definida por exp(c) gg: maxi,({p C E"
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tal que p $1. c}). A utilidade, da deânição de E" reside no fato de que
o expansor de uma expansão é único enquanto que podem existir várias
produções de E (todas conjugadas entre si, por sinal), que "levem" a uma
mesma expansão.

Proposição 6.5 Seja c wma expansão soó E, soam r,o C ::>x n ç2 = E" e
sejam F,n,H' .TI' Ç: A' tais que e -- FT'q -- p'aRi. Então T e a são produções
««j«g«a« . p = min({p, p'})':.min({q,T'})': é t«Z g«. ,,a $, p, . p C E"

De monstração .
Observe que base(.'-) = base(c) = base(a).
Suporemos que lpl 5; lp'l. O outro caso é perfeitamente análogo.
Suponha que lvZI S; l77'l. Assim, temos que min({p,p'}) = p e que

min({v7, v7'}) = 77. Donde p = p':c77-i = r. Como /. = pZ,77 = p'/,77', usando
o item l da proposição 2.28, temos que /. C Fat(/,) e, devido à proposição 3.4,
concluímos que o $. 1- = p sendo conjugadas devido à proposição 3.3.

Suponha que 1771 2 17Z'l. Como pZ,77 = p'/.77', usando o item 2 da
proposição 2.28, temos que existem u,o C Á* tais que pu = p', 77 = u77' e
/,t; = uZ.. Como pc,u77' - pc.?7 = c. = p'c.77' - puc,77', temos que c.u - uc,
e que ro = ua. Assim, temos que p = min({p,p'})':cmin({77,77'})': =
p-:(prq)?'': = ,'« = ua = (uc.,uJ,). Temos que uc, € Pref(uZ.) \ {u/.},
que uc, = c,u C Suf(/,.u) = Suf(u/,) e que (uc.)':(u/.) = b.u.(a)". Assim
p C Q. Como p = uo C :+E, temos que p C :lPznn = E". Finalmente, temos
que r, a- $, p sendo que r, o e p são conjugadas devido à proposição 3.3. H

Dada uma expansão c = (w, m'), a proposição 6.6 nos dá uma outra
interpretação para o expansor: se a = exp(c), então c, e /, são, respectiva-
mente, favores "maximais" de to e w' que têm período base(c); também nos
permite saber quem são o prefixo e o sufixo comuns a to e a to' de máximo
comprimento.

Proposição 6.6 Sela o C E". Seja c :: uau uma expansão sob E. Conside7'e
as seguintes a$rmações abaixo:

l
2.

3.

o :: expl.c),

Pref(c.) n Pref(/.) = Pref(uc.) . suf(c.) n suf(/.) = suf(c.«),
S.J« u' C Suf(u) . «' C Pref(«). Ente. b.h.(a) á «m pem'od. d. u'/..'
imp/ica qwe u' = t;' = 1.
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4. Se.j« u' C Suf(u) . u' C Pref(u)
implica que u' = o' = l

E«tã. b.«,(a) é «m pem'odo d. «'c.«'

Temos .«tão q«. (1)
c.l ? jb.se(a)l.

(2) -e::::> (3) <:::= (4) será. que (3) :::> (4) quando

De monstração .
Vamos mostrar que (1) implica (2). Suponha que o = exp(c). Como

Suf(c.) Ç Suf(Z.), temos que Suf(c.u) u) n suf(/.u) ç suf(c.) n
Suf(/.). Escolha z C Suf(c.) n suf(/.). Seja z' = max({z, c.u}). De qualquer
forma, temos que z' C Suf(c.) n suf(/.). Como «', «, c,« C Suf(uc.«), usando
a proposição 2.1, temos que existe u' C Suf(u) tal que 3' = U'CaU e que
# C Suf(u'c,u). Observe que o 5;. u'a $. c. Ora, temos que u'c.u,u'/.u C
Suf(/.), como lu'c,t;l < lu'/,ul, usando a proposição 2.1, temos que u'c.o C
Suf(u'/,u) e, portanto, temos que t''c. C Prof(u'/.) n suf(u'/.) \ {u'Z.} e
que (u'c,)':(u'J,) = bÜ.(a)" que é uma m-potência. Donde, temos que
u/a C Q. Como a C ..4*E.,4*, temos também que u'a C Á"E.A* n n = E"
Como u'a $. maxi,({p C E" tal que p $. c}) = exp(c) = a, então u' = 1, e
« c Suf(u'c.u) = Suf(c.«). Assim provam's q« Suf(c.o) = suf(c.)nsuf(/.).
De forma dual, temos que Pref(uc.) = Pref(c.) n Pref(/.).

Vamos mostrar que (2) implica (3). Admita que valha (2). Sejam
u' C Suf(u) e z;' C Pref(o) tais (lue b.b.(a) é período de u'/,u'. Usando a
proposição 2.22, temos que b.u.(a) é período de u'/.. Pela proposição 2.5,
temos que b.u.(a)" = (u'c.)':(u'/.) é período de u'/. e, usando a propo'
sição 2.14, temos que u'c. C Suf(u'/,) Ç Suf(u/.). Donde, temos (iue
u'c.« c s«f(uc.«) n Suf(uJ.«) = suf(c.) n S«f(Z.) = S«f(c.«) e, pare-t',
u/ = 1. De forma dual, temos que t;' :: l.

Vamos mostrei que (3) implica (4) (quando lc.1 2 base(a). Admita
que valha (3). Sejam u' C Suf(u) e o' C Pref(t,) tais (lue b.u.(a) é período
de u'c,u'. Como b.u.(a) é período de u'c, devido à proposição 2.22 e de Z,,
como lu'c,l+ IZ.l = lu'/.l+ lc,l ? lu'Z,l+ jb.u.(a)l, usando a proposição 2.14,
temos que bü.(a) é período de u'Z. também. Assim temos que u' = 1 devido
a (3) e, de forma dual, também temos que o' = 1.

Vamos mostrar que (3) ou (4) implica (1). Seja I' = exp(c) =

maxi.({p C E" tal que p $. c}). Sejam u",t;" C ..'l* tais que c ' u"l't'" =
uat;. Então, pela definição de expansor e pela proposição 6.5, temos que
min({u, u"}) = u" e como t',u" C Pref(c.), usando a proposição 2.1, temos
que existe u' C ,4* tal que u = u"uf. Analogamente existe u' C .,4* tal que
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o = u'u". Assim sendo, temos que T = u"''cu"-: - u"-:(uao)u"'' = u'at;'.
Usando a proposição 3.3, temos que a e I' são produções conjugadas, e,
usando o corolário 3.2, temos que bai.(a) é período de c., = u'c,u' e de
Z, = u'/,u'. Assumindo (3) ou (4), temos que u' - t;' = 1, e então temos que
a = , = exp(c). H

6.4 Biexpansões.
Dada uma seqüência s de expansões sob E, dizemos que s é uma Zliezpansãa
quando lsl = 2. Dada uma sequência s de expansões sob E qualquer, defi-
nimos a função c07zjunto das Z,{ezpansões de s como sendo Bi(s) W: {s' C
Fat(s) tal que ls'l = 2}. Definiremos agora, alguns casos particulares de biex-
pansões. Dada uma biexpansão s = c'c tal que s : w ::> to', seja I' = exp(c'),
seja a = exp(c) e seja to" = c. = /.,. Sejam p, q, p', 77' C .4* tais que c' ' pa''77

e c = p'a77'. Note que zo" = pZ,77 = p'c,77' e que p, p', ?7 e 77' são unicamente
determinadas devido à definição de expansor e à proposição 6.5. Dizemos
que s é uma biezpansão empa/dada quando l/zl $ 1p'l, 1771 $ 1v7'l sem que a
igualdade ocorra simultaneamente. Quando p = p', v7 = 77', dizemos que s
é uma biezpansão trit} a/. Dizemos que s é uma biezpansão edil/Crente mais
a esquerda quando lpl < lp'l e 1771 > 177'l. Dizemos que s é uma óÍeapansão
indil/ere7zte mais a direíÍa quando l/zl > lp'l e 1771 < 177'l. Dizemos que s é
uma biezpansâo {7zdljferente quando for indiferente mais a esquerda ou mais
a, direita. Ao invés de dizermos que I' e a são os expansores das expansões
de s, permitimo-nos simplificar dizendo que I' e a são os expansores de s.

Na proposição seguinte, mostramos que os únicos tipos de biex-
pansões existentes são os acima definidos.

Proposição 6.7 Toda biezpansáo Guias ezpansores são estáveis se c/assiWm
some'nte eni,m trivial, empilhada ou indiferente.

Demonstração .

Seja s = c'c = (to"', to")(w", to') uma biexpansão cujos expansores
são estáveis. Seja ,' = exp(c') e seja a = exp(c). Sejam p,p',,7,q' C .,'l' tais
que c' = prv7 e c = p'a/z'. Como T e a são produções estáveis, então per(/,) =
per(c,) = base(T) e per(Z.) = per(c.) = base(a). Usando a proposição 3.11,

temos q« bü.(r) C Suf(c,) e q- b.n.(a) C Suf(c,).
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Assim to" = p/,v7 = p'c.77'
Temos quatro casos possíveis

l lpl ? lp'l e l7ZI 2 177'l Neste caso temos que p = p', 77 = 17/ e sé
trivial.

Neste caso, usando o item l da proposição 2.28, temos que existem
u,u tais (lue p = p'u, ?7 = o?7' e u/,u = c.. Usando o item l da

proposição 5.1, temos que 'r $. a e, pela proposição 3.3, temos que 'r e
a são produções conjugadas e base(1") = base(a).

Vamos mostrar que s é trivial. Pelo corolário 3.2, temos que b.n.(7')
é período de c. = uZ,u. Como a" = exp(c'), c' = pr77, u C Suf(p) e
o C Pref(77), usando a proposição 6.6, temos que u = u = 1. Assim
temos que p = p', w7 = 77' e, por definição, s é trivial.

2. lpl $ 1p'l e 1771 $ 17Z'l sem igualdade simultânea -- Neste caso $ é
empilhada por definição.

3. lpl < lp'l e l7ZI > 1?7'l. Neste caso temos que s é indiferente mais à
esquerda por definição.

4. lpl > lp'l e 1771 < 1v7'l. Neste caso temos que s é indiferente mais à
direita por definição.

Veremos, agora, algumas propriedades interessantes a respeito das
biexpansões e, ao final, veremos um teorema que nos permite limitar as pro-
duções de E que possam ser motivo de expansão numa seqüência de expansões
a partir de uma dada palavra.

Proposição 6.8 Seja s = c'c uma báezpansão Ir ia/ cujos eapansores são
estáue s. Soam ', = exp(c') e . = exp(c). Então a = rbÜ.(.")"

Demonstração .

Sejam p,77 C Á' tais que c' = #'rz7 e c = /za77. Como c,
p-:(p/,?7)77': = /, = c,b.u.(r)" e b.u.(a) C Suf(c,) devido à proposição 3.11,
temos que b.u.(r) = bü.(a) e que /, = c.b.u.(a)" = /,b.u.(r)". Assim sendo
« (,')". H
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Proposição 6.9 Sda s = c'c = (to,to")(to",to') uma biezW,zsâo empa/dada
caos ezpansores são estás,eÍs. Soam ,- = exp(c') e a = exp(c). Então

base(c') = base(.") > b.s.(a) = b.se(c).
,4dmita gue lc,l ? 3base(r). S am p,77,p',l7' C .4* tais qae c' = p'r77 e

c = p/a77/. -Então existem a,Z/ C .A* tais qwe ZCay := cr e c" :: p# ay77 é Hma
'.p-são so6 E ta/ q«. exp(c") = a ' c.« = c.,.

Demonstração .

Como 1-, a são produções estáveis, então per(/,) = per(c,) = base(7')
e per(/,) = per(c.) = base(a). Observe que to" = /zZ,77 = p'c.77' e que

pl $ 1p'l e l?ZI $ 177'l pois s é uma biexpansão empilhada. Usando o item l
da proposição 2.28, temos que existem u, u C .A* tais que /zu = p', u77 = 77', e

Vamos mostrar que base(r) > base(a). Como c. C Fat(/..), usan-
do a proposição 2.22, temos que base(a) = per(c.) 5; per(1,) = base(7').
Suponha, por absurdo, que base(a) = base(7'). Neste caso, usando a propo-
sição 3.11, temos que b.n.(a) C Suf(c.) Ç Fat(/,). Como b.H.(r) é período
de /, e jb.H,(a) = jb.u.(7')l, usando a proposição 2.12, temos que b.u.(a) é
período de /, = uc.u. Como a = exp(c), c = p'a,7', " C Suf(p'), u C Pref(,7')
e lc.1 2 per(c.) = base(a), usando a proposição 6.6, temos que u = o = 1.
Portanto, temos que p = /z', 77 = 7?', o que contradiz com a definição de biex-
pansão empilhada. Assim temos que base(c) = base(a) < base(r) = base(c').

Assim já temos provada a primeira parte da proposição. Provare-
mos, agora, a segunda parte. Admita que lc,1 2 3base(7').

Como r e o são estáveis, como Z, = uc.u e como lc.,l/3 ? base(r) >
base(a), usando o item 4 da proposição 5.1, temos que existem sç C Suf(u)
e y C Pref(o) tais (lue c, - zc,y com :« = 1 -t::-:> u = 1, e y = 1 -e::::> u = 1.

Assim «, = pc,'7 - p"c,y,7. Seja .«"' = pz/.y77 e sda c" = (.«,.«"') =

pn a y77. Note que c.« = to = c...
Vamos mostrar q- exp(c") = a. Tome a' C Suf(pz) e y' € Pref(Z/q)

tais que b.u,(a) seja período de n'c.y'. Primeiramente vamos mostrar que
z/ = 1. Suponha que u = 1 e, portanto, que # = 1. Então p' = pu = p e z' C
Suf(pz) = Suf(p'). Como bü.(a) é período de z'c, devido à proposição 2.22,
como a = exp(c), c = p'o?', n' C Suf(p') e lc.l ? per(c.) = base(a), usando
a proposição 6.6, então temos que a' = 1. Suponha agora que u # l e,
portanto, que :« # 1. Seja z" = «ün({z,a'}). Como z",a',a; C Suf(p:«),
usando a proposição 2.1, temos que a" C Suf(z) Ç Suf(u) Ç Suf(p') e que

r... = uc.u
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#" C Suf(n'). Portanto, temos que z"c. C Suf(a'c.) Ç Fat(z'c.y') e, pela
proposição 2.22, temos que bdi.(a) é período de z"c.. Como a = exp(c), c =
p'a77', z" C Suf(/z') e lc.l ? per(c.) = base(a), usando a proposição 6.6, então
temos que =" = 1. Como 3 # 1, concluímos que z' :: #'/ = 1. Mostramos
então que z' = 1 tanto quando u :: l como quando u # l e, de forma
dual, podemos mostrar que y' = 1. Portanto, que b.u.(a) seja período de
r'c.y' para aç' C Suf(pa) e y' C Pref(y77) implica que z' = Z/' = 1. Usando a
proposição 6.6, concluímos que o = exp(pz a y77) = exp(c"). H

Olhando para o lema 6.3 sob o ponto de vista das biexpansões,
obtemos duas biexpansões de to"" para to"; c"'c' = (w"",w"')(to"',to") e a

biexpansão c"c = (w"",to')(to',lo"), sendo que existem produções r,o C E
tais que a $. c, c"' e r $. c', c". A proposição seguinte, é bastante relacionada
a esta situação, como veremos:

Proposição 6.10 Sda s = c'c = (w, to")(to", to') uma báeapansão {ndi/Crente
mais a esque7xZa cldos ezpansores e os motivos dos mesmos são estáue s.
Sejam T = exp(c') . a = exp(c). Sejam p,'7,p',,7' C ,4* tais qKe c' = p.'-'7
. . = p'a,7'. Sd« «,"' = pc,(,7?'':)b.-.(a)"q', .'j.m ."' = (.«,«,"') ' '" =
(««"',«,') . sd« '' .". E«tão te«.« os 'eg«{«te. c«os p«s.b.{';

p'l -- lpl > mb.se(,-).
Neste caso, s' é uma bieapansão indiferente mais a direita, exp(.eí') = T
. exp(."')

lp'l -- lpl = mbase(,).
Neste caso, s' é wma Z, expansão empa/dada, exp(c") = ,' e exp(c"') =
u' a onde u' é o mais comprado su$zo de p taJ que b.L.(a) é penedo de

lp'l -- lpl < mbase(r).
.Veste caso, s' é wma báezpansâo empa/dada, exp(c") = r e exp(c"') =

7 ®esq O' <r O'

Demonstração .
Clamo s é indiferente mais à esquerda, então temos que lpl < lp'l e

1771 > 177'l. Neste caso, usando o item 2 da proposição 2.28, temos que existem
u,u C Á+ tais que pu = p', 77 = u77' e Z,o = uc,. Nesta situação, temos que
lp'l - lpl = 1«1 e q- .«"' «b.«.(a)"q'
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Vamos mostrar que c" = pa'' t;b.n.(a)"q' e que c" é uma expansão
sob E. Observe que to' = /z'/,77' = puc.b.ü.(a)"?7' = PZ,ob.n.(a)"77', donde
temos que c" = («,"', '«') = p ,' ub.u.(a)"q', q- mot(.") $. ,- $. c" e que c" é

uma expansão sob E.
Vamos mostrar que exp(c") = r. Tome u' C Pref(t;b.u.(a)"?') e

u' C Suf(p) tais que b.u.(.") seja período de u'/,u'. Sda u" = min({o,u'}).
Como u,u',o" C Pref(t;b.U.(a)"77'), usando a proposição 2.1, temos que
o" C Pref(u) Ç Pref(u,7') = Pref(77) e que u" C Pref(u'). Como u'/,u" C
Pref(u'/,.u'), então u'/,o" tem período b.n.('r) devido à proposição 2.22. Como
r = exp(c'), c' = pa'-77, u' C Suf(p) e o" C Pref(17), usando a proposição 6.6,
temos que u' = o" = 1. Como o C .4+, pela definição de u", temos então
que u' = u" = 1 = u'. Portanto, que b.U.(r) seja período de u'/,o' onde
u' C Suf(p) e o' C Suf(ub.u.(o)"77') implica que u' = t,' = 1. Usando a
mesma proposição 6.6, temos então que r = exp(c").

Observe que o demonstrado acima vale para todos os casos do e-
nunciado. A partir de agora precisamos analisar os casos separadamente.

Suponhamos o caso em que:

lp'l lpl = lul > jb«.(,)"I.
Vamos mostrar que c"' = pz 0 77' para um certo a C ,4+ e que s' é uma
biexpansão. Como b«q(r)"c,u = /..o - uc., usando a proposição 2.1,

temos que existe z C .4+ tal que u = b.;,(7')"# e c,u = =c.. Como
'""' «bü.(a)",7' c,b.-.(a)"q' '"mo.«
pc,w7' = p"c.q', então temos que c"' = (w,,«"') = pz aq' e c"' é uma
expansão sob E. Como c" também é uma expansão sob E, temos que
s/ é uma biexpansão

Vamos mostrar que exp(c"') = a. Tome u' C Suf(pa) e t,' C Pref(,7')
tais que b.u.(a) seja período de u'Z.u'. Seja u" = min({z,u'}). Como
z,u',u" C Suf(pz), usando a proposição 2.1, temos então que u" C
S«í(,) Ç S«f(«) Ç S«f(p'), q- «" C S«f(«') e q«e «"Z.«' C S«f(«'/,«')
Usando a proposição 2.22, temos que b.u.(a) é período de u"Z,u'. Co
mo a = exp(c), c = p'a?', u" C Suf(p') e t,' C Pref(p'), usando a
proposição 6.6, temos que u" = u' = 1. Como z C ,4+, pela definição
de u", podemos então concluir que u' = u" = 1 = t;/. Portanto, que
bü.(a) seja período de u'Z.t;' onde u' C Suf(pa) e t;' C Pref(77') implica
que u' = t;' = 1. Usando a mesma proposição 6.6, temos então que
exptc"',l = a
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Vamos mostrar que s' é uma biexpansão indiferente mais à direita. Isto
é imediato pois temos que a - exp(c"'), que T = exp(c") e s' = c"'c" =
(p« a ,7')(p , «b.«.(a)" q') .

p'l lpl jb«.(,-)"I.
Seja u' é o mais comprido sufixo de p tal que b.b.(a) seja período de
u'c.. Seja é? = u'a e seja p" = pu''
Vamos mostrar que 0 C E" e que base(0) = base(a). Pela propo-
sição 3.11, temos que b.u.(a) C Suf(c,). Desta forma, temos que b.u.(a)
é período de u'c, = u'c,b.u.(a)': b.u.(a)i l e, pela proposição 2.25,
também o será de uc.b.u.(a)': b.u.(a):+" 1 = u'/.. Como b.u,(a)" C
Suf(u'Z.) e bai.(a)" é período de u'/. devido ao teorema 2.21, te-
mos que u'c, = u'J.b.u.(a)'" C Suf(u'/,) devido à proposição 2.14.
Também temos que u'c, C Pref(u'/,) \ {u'/.} pois c. C Pref(1.) \ {/.},
e q- (u'c.)':(u'Z,) = b.u.(a)". Assim 0 = (u'c,,u'/.) C Q. Como
mot(c) $. o 5;. 0, temos que 0 C :>E e portanto 0 c +E n n = E".
Como a $. 0, temos que base(0) = base(a) devido à proposição 3.3.
Vamos mostrar que c"' = p"0 77' e que s' é uma biexpansão. Como
b.;.(r)"c.,u = /,t, - uc., e jb«q(1')"I = lul, temos que b.;q(1')" = u
e c,u = c.. Assim temos (lue '""' = pc,-ob.u.(a)"l7' = pc,b.u,(a)"77' =

pZ,77' e que to = pc,v7 - pc,u?7' :: /zc.77/. Donde e"' = pa77' = p"u'al7' =

p"0?'. Como mot(c) $. a $. 0 $1, c"', temos que c"' é uma expansão
sob E, assim como c", e s' é uma biexpansão.

Vamos mostrar que exp(c"') = u'a. Sejam u" C Suf(p") e o' € Pref(77')
tais que b.u.(0) seja período de u"cou'. Pela proposição 2.22, temos
que b.u.(0) é período também de u"co e de c,u' C Suf(cou'). Co
mo b.h.(a) C Suf(c.) devido à proposição 3.11, temos que b.u.(a) C
Suf(u'c.) = Suf(co) Ç Suf(/o). Como jb.u.(0) a)l, temos que

bdi,(0) = b.n.(o-). Assim bü.(a) = b.u.(0) é período de c.u'. Como
a = exp(c), . = p'a,7', u' C Pref(,7') e lc.l ? per(c.) = b'se(a), «sande
a proposição 6.6, temos que o' = 1. Também temos b.U.(a) = b.u.(0) é
período de u"c0 = u"u'c. e que u"u' C Suf(p"u') = Suf(p). Pela escolha
de u', temos que lu'l ? lu"u'l e, portanto, temos que u" = 1. Portanto,
que bdi.(0) seja período de u"coo' onde u" C Suf(p") e o' C Pref(77')
implica que u" = t;' :: 1. Usando a proposição 6.6, concluímos que
exp(."')
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Vamos mostrar que s' é empilhada. Isto é imediato, pois temos que 0 =
exp(c"'), .'- = exp(c") e que s' = ."'c" = (p"0 ,7')(p"u', ub.u,(a)"q').

p'l pl jb«.(,-)"I.
Como b«q(7')"c,u = /,U = UCa, usando a proposição 2.1, temos que
existe # C Á+ tal que b.;,(r)" = uz e zc,u = c..

Vamos mostrar que base(,-) < base(a). Como c, C Fat(c,), como T e a
são estáveis, usando o item 3 da proposição 5.1, temos que base(7') <
base(a) ou que 1- $. a. Suponha, por absurdo, que r $. a. Pela
proposição 3.3, temos que I' e a são conjugadas e, usando o corolário 3.2,
temos então que b.u.(r) é período de c. = zc,u e de c,o devido à
proposição 2.22. Como T = exp(c'), c' = p1'-77, o C Prof(77) e lc.l ?
per(c.) = base(a), usando a proposição 6.6, temos que u = 1 e que
7? = u77' = 77' contradizendo com o fato de que s é independente.

Vamos mostrar que /. #c. = ac,. Como c. = zc,u e Z, = b.;.(7')"c, =

u:«c,, temos que :«c, C suf(/,)nPref(c.) e que IZ,+c,l = 1 m-(S«f(/..)n
Pref(c.))l ? lac,l. Como zc,.,/,wc, C Pref(c.), usando a propo-
sição 2.1, temos que existe t;' C .,4* tal que zc,u' = /,r:bc.. Assim
sendo, temos que zc,z;' C Pref(c.) = Pref(zc,u) e, portanto, temos (lue
u' C Pref(u) Ç Pref(,7). Como c.,u' C Fat(zc,u') Ç Fat(/,.), temos que
c,t;' tem período b.u.(a'-) devido à proposição 2.22. Como T = exp(c'),
c' = p'r77, t;' C Pref(?7) e lc,.l ? per(c,) = base(r), usando a propo-
sição 6.6, temos que o' = 1 e, portanto, que =c, = zc,t;' :: Z,r:Ec..

Sej. 0 = ,- 'a«. a = « :a. Sej-, a' = mot(.) $. a e sej. ',' = mot('') $,
r. Por hipótese, temos que a' e 'r' são estáveis.

Vamos mostrar que a' $. 0, (lue 0 C E" e que base(o') = base(0) =
base(a). Sejam z,g/,z',y' C ..4' tais que T ' zr'y e o = z'a'y'. Então
z'c,.y' = c. = zc,o = zc,.yu. Como a' é estável, usando também
a proposição 3.3, temos que per(c..) = base(a') = base(a). Como r
é estável, como zc.- C Suf(uzc..) = Suf(/,), usando o dual da propo-
sição 5.3, temos (lue per(3c.-) = base(r) < base(a) = per(c. ). U-

sando a proposição 2.22, temos que c., g Fat(ac,) e, em particular,
z'c., « Pref(zc,). Como z'c.,y' = zc,t;, temos que lp'l < lul devi-
do à proposição 2.1. Suponha por absurdo, que lz'l < lnzl. Como
z'c.,y' = zzc,-'yu, usando o item l da proposição 2.28, teríamos que

existe z" C Suf(az) \ {l} tal que z"c,, € Pref(c,.). Observe que devido
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à proposição 3.3 e ao corolário 3.2 temos que b.u.(r') é período de Z,
e, como z"c,, € Suf(zz.,,) Ç Fat(uzzc,.,y) = Fat(/,), usando a propo-
sição 2.22, também o é de z"c,.. Como I'' é estável, temos (lue bdi,(7'') C
Suf(c, ) devido à proposição 3.11 e, usando o corolário 2.15, temos
que ,"..,,,Z,. C Suf(bü.(,-')*). C.mo base(,'') = base(r) < base(a) =
base(a'), temos que r' # a' e que 1, gl Fat(c,,) devido ao corolário 5.2
e, como z"c,. C Pref(c. ), temos então que /,., « Suf(z"c,.). Assim
sendo, usando a proposição 2.1, temos que z"c,, C suf(z,,) n Pref(c,,)
e que IZ,,+c,.l = jmax(Suf(z,,) n Pref(c.,))1 2 1z"c,,l > lc,.l, con-
tradizendo com a proposição 3.24. Portanto temos que lz'1 2 1zzl.
Usando a proposição 2.1, temos que c., C Fat(c,,yu) Ç Fat(c,t;) =
Fat(z':c,) = Fat(co). Como lc.,1 2 per(c.,) = base(a') pois a' é
estável, usando a proposição 3.4, concluímos que a' $. 0. Assim
a C ::>E. Como a' $. 0 = z-ia $. a, usando a proposição 3.4, temos
que base(a') = base(0) = base(a) e que 0 C Q. Logo, o c ::>snQ = E"

Vamos mostrar que c"' = (to,to"') = /z 0l7' e que s' é uma biexpansão;
Como .«"' = pc,«b.«.(a)",7' = p(z':c,bü.(a)")q' = pZoq' e como .« =

p',-'7 - pc,«T' (,':c,)T' ,7', então temos q- '"'

pO 77', que a' $. a $. c"' e, portanto que c"' é uma expansão sob E.
Como c" também é uma expansão sob E, temos que s' é, de fato, uma
biexpansão.

Vamos mostrar que exp(c"') = 0. Como r' é estável e como c.' C
Fat(co), temos que base(0) = base(a') = pel(c,,) $ per(c#) devido à
proposição 2.22 e, portanto, que 0 é estável devido à proposição 3.7.
Usando a proposição 3.11, temos que b.n.(a) C Suf(c.) e que b.n(0) C
Suf(co) Ç Suf(c,). Assim, b.u.(0) = b.L.(a) pois base(0) = base(a).
Sejam u' C Suf(p) e o' C Pref(77') tais que b.u.(0) seja período de
u'cou' mas também de cot;' e de u'co devido à proposição 2.22. Como
c., c Fat(co), temos que lco1 2 lc.,l > per(c.,) = base(a') = jb.u.(a)l, e
que lc.l + lego'l = lc.u'l + lco1 2 lc.u'l + jb.u.(a)l. Como também temos
que c, C Prof(c,u'), que cot;' C Suf(zcot,') = Suf(c.u'), que b.u.(a) =
bÜ,(0) é período de c. e de cot;', concluímos que ba.(a) é período de c.t;'
devido à proposição 2.24. Como a = exp(c), c = p'a77', t;' C Pref(77')
e lc.l ? per(a) = base(a), usando a proposição 6.6, temos que u' = 1.
Seja y = min({z, u'}). Observe que u'co, zco, yco C Suf(bdi.(oy) devido
ao corolário 2.15. Usando a proposição 2.1, temos que yco C Suf(u'cP)
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usando a proposição 6.6, temos que exp(c"') - 0
Vamos mostrar que s' é empilhada. Isto é imediato, pois temos que
0 = exp(c"'), ,' = exp(c") ' s' - c"'." = (P 0 '7')(P ' "bÜ'(a)"'7')

Desta forma, temos todos os casos demonstrados. H

Proposição 6.11 Se.jam to,w' C ..4* tais que to +'! w'
seqdêncía de ezpansães decrescente s taZ qwe s : to + to'

Então existe uma

que base(Ce :;min(ba base(c')' então temos que s = rc é a sequência procu'

posição 3.3, o que seria uma contradição
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a proposição 6.9 temos que a biexpansão em questão não pode ser empilhada
pois neste caso teríamos que base(c) = base(a) < base(r) = base(c') que seri-
a uma contradição com base(c') < base(c). Assim a biexpansão é indiferente.
Usando a proposição 6.10 (ou sua dual), temos que existe uma biexpansão
c"'c" = (t«"', .«"")(to"", :«') tal que ', = exp(c") e base(a) = base(c"'). De qual-
quer forma, temos que base(c") = base(7') = base(c') $ min(base(Let(r'c"')))
pois já vimos que base(c') $ min(base(Let(r'))) e que base(c') < base(c) =
base(a) = base(c"'). Como r'c"' : to ::> t""", usando a hipótese de in-

dução, temos que existe uma sequência de expansões decrescente r" tal que
r" : '', :+ .«"" e min(base(Let(r"))) = min(base(Let(r'c"'))) ? base(c"). Por-

tanto, temos que s = r"c'/ é uma sequência decrescente de expansões sob E
tal que s : ?o ::> to'. H

Se to é a palavra mais curta em rol, o lema seguinte mostra que
todos os motivos de expansões das sucessões decrescentes de expansões sob
E de w para qualquer outra palavra de rol têm seus curtos como fatores de
to se admitirmos que as produções de E têm comprimento maior ou igual
ao triplo da sua base. O lema 5.10 nos garante isto para os casos em que
n ? 5 e m ? 1. Para os casos em que n = 4 e m ? l nada podemos dizer à
priori. Este lema não será usado por nenhuma outra proposição, mas poderia
sê-lo no lema 7.24, por exemplo. Neste caso, obteríamos índices de finitude
relativamente pequenos para os possíveis motivos das expansões.

Lema 6.12 .4dmÍta qae as produções de E" sâo esfáue s e seus curtos têm
comprimento maior ou igual ao triplo da sua base. Seja to uma pataum
de menor comprímenÍo em sua c/asse rol. Sda c uma e pensão de time
seqt;éncia decrescente de expansões soZ, E « pUNir de -« ' sej« a = exp(c).
Então ..êste Hm« .íníc« p«/«« # d« .»,«-« c.bÜ.(a)'*" p«« k C ]N ta/
que c..tH C Fat(aç) mas qKe J«.tU gl Fat(z), e eaisfem u,u C .4' tais qKe
'" = uzu. TamZ,ám tem« q«. :« t.m pembd. b.H,(a) e, p«« u' C Suf(u) .
o' C Pref(t,), b.u.(a) é pembdo de u'zo' {mp/{ca gKe u' = t,' = 1.

T).....e+TnpÃn

Vamos mostrar que existe uma única palavra da forma c.b.U.(a)''"
para iC ]N tal que c..tH C Fat(z) mas que /m.t(.) g Fat(=). Sda a' =
mot(.). Sda k = llc.l/jb.u.(a)"IJ. Como c. C S«f(Z,) Ç S«f(bü.(a)') de-
vido ao corolário 2.15, como b.u.(a)*" c Suf(b.ü.(a)*), como jb.u.(a)'"l

68



kjbdi.(a)"I = llc,l/jb.u.(a)"lJ jbai.(a)'l $ 1c.l, usando a proposição 2.1, te-
mos que Ú.u.(;)*" C Suf(c.). Também temos que lc,b.u.(a)''"l = lc.l --
llc,l/jb.-.(a)"IJ jb.-.(a)"I (lc,l/jb.«.(a)'l - llc.l/jb.«.(a)"IJ)jb.«.(a)."I <
bü.(a)"I. Assim temos que k é o máximo natural tal que b.u.(a)h" C
Suf(c,). Sda a seguinte função definida por f(á) = c,b.H.(a)''" para { C
{0,1,...,k}. Assim IÍ(t)l < jb.u.(a)"I = mbase(a) = «-base(a') < 1/.,1 e,
portanto, /., « Fat(f(k)). Temos também que c.' C Fat(f(0)) pois a' $- a
e c. = f(0). Seja k' mínimo inteiro em {0, 1, . . . , k} tal que Z,' « Fat(f(k'))
e seja A" máximo inteiro em {0, 1, . . . , Ê} tal (lue c.' C Fat(f(k")). Vamos
mostrar que k' = k". Num primeiro momento, mostraremos que k" 2: k'
Se k' :: 0, isto é imediato. Suponhamos agora que k' > 0. Assim temos
que c.,bÜ.(a')" = /., C Fat(f(Ê' -- 1)) = Fat(f(k')b.U.(a)") e, portanto, que
c,, € Fat(f(k')) pois jb.u.(a')"I = jb.u.(a)"I. Isto demonstra que k" 2 k'
Num segundo momento, mostraremos que k' ? k". Se k" = 0, isto é ime-
diato. Suponhamos agora que k" > 0. Sejam y,Z/' C .4' tais que f(k") =
yc.,3/'. Como o' é estável, temos (lue bai.(a') C Suf(c.,) devido à propo-
sição 3.11. Como lí(k")l ? lc..l ? per(c,,) = base(a') = base(a) = jbü.(a)l
e b.n.(a),f(k") C Suf(b.n.(a)'), temos que b.u.(a) C Suf(f(k")) devido à pro-
posição 2.1. Como yc.,bÜ.(a')'' b.u.(a'): y' = f(k")b.U.(a)': b.u.(a): 1, temos
que yc,,bai.(.')': b.u,(a'):+" y' = f(k")b.u.(a)': b.u.(a):+" l devido à propo-
sição 2.25, e, simplificando, temos que g/Z,,y' = f(k")b.u.(a)" = f(k" -- 1) e
que Z., C Fat(k" -- 1). Como /,. C Fat(f(k" -- 1)) C Fat(f(k" -- 2)) C - . C
Fat(f(1)) C Fat(f(0)), teremos que k' > A" - l e, portanto, que #' ? k"
Assim temos, de fato, k' = k" e, portanto, existe e é única a palavra # da
forma f(i) tal que c.. C Fat(f(á)) e /,, « Fat(f(á)).

Seja z esta palavra cuja existência e unicidade acabamos de mostrar.
Seja s uma sequência decrescente de expansões sob E a partir de to

tal que c é sua última expansão. Vamos provar o restante da tese a partir de
uma indução em lsl.

Para lsl = 1 então temos que s = c, que to = c. e que existem
u,o C ,4* tais que c = uau e que to :: uc.u. Pela proposição 6.6, temos
que para u' C Suf(u) e u' C Pref(u), b.U,(a) é período de u'c.u' implica que
u/ = t;' = 1. Assim, é suficiente provarmos que z = c.. Mas isto é imediato
pois c«.t(.) C Fat(c,) pois mot(c) $- a devido à definição de expansor e
/m.t(.) g Fat(c,) Ç Fat(to) devido ao item 4 do Teorema da Expansibilidade.

Suponha que lsl > 1 e que a tese de indução valha para as últimas
expansões de seqüências decrescentes de expansões sob E a partir de m com
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menos que lsl expansões. Sela c' a última expansão de sc'i e seja r
(sc':)c''' . Assim c'c é uma biexpansão. Seja T = exp(e') e sejam p, p', ,7, ?' C
,4* tais que c' = pr77 e que c = p'av7'. Usando a proposição 6.7, temos que c'c
pode ser trivial, empilhada ou indiferente. Analisaremos estes casos a seguir:

Suponha o caso em que c'c é trivial. Assim sendo, usando a propo-
sição 6.8, temos que o = rb.u.(7')" e que bü.(7-) = b.H.(a) pois b.u,(a) C
Suf(/,) = Suf(/,b.u.(7-)") e base(a) = base(a") devido à proposição 3.3.

Como pr C Pref(pa) Ç Pref(c), pr C Pref(c') e pl" C :>E, temos que
com(.) = com(p.'') = com(.') e, port-t', q- mot(c) = mot('') e que
/m.'H ' /m.'«0 C Fat(/,) = Fat(c,b.u.(1")") = Fat(c.). Ora, isto implica
que n # c, e portanto que z C {c.b.u.(a)'*", k C IN \ {l} } = {c,b.L.(7')''"
para k C IN}, ]ogo # é da forma c,b.u.(1')'k" para k C ]N e b.u.(7') é um seu
período. Usando a hipótese de indução sobre sc'i temos a tese.

Suponha o caso em que c'c é empilhada. Assim sendo, usando a
proposição 6.9, temos que existe uma expansão c" sob E tal que c.« = c., e
que exp(c") = a. Deste modo, usando a hipótese de indução sobre rc", temos
que vale a tese.

Suponha o caso em que c'c é indiferente. Admita que a biexpansão
seja indiferente mais à esquerda (o caso mais à direita é perfeitamente dual).
Assim sendo, usando a proposição 6.10, temos que existe uma biexpansão
(indiferente mais à direita ou empilhada) c"'c" que expande c.. para 1. e tal
que base(c"') = base(c) $ base(c') = base(c"). Usando a proposição 6.9,
temos que c"'c" não pode ser empilhada. Neste caso, a proposição 6.10 nos
diz ainda que exp(c"') = a. Assim sendo, usando a hipótese de indução sobre
rc"', temos que vale a tese. H
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Capítulo 7

Estrutura do Semigrupo de
Burnside.

7.1 As Relações de Green.
Dado um semigrupo qualquer (S, .), definimos Si como sendo: S, se S for
um monóide ou; S acrescido de um elemento neutro, caso contrário. Dados
também u,o C S, definimos as quase-ordens e as relações de Green como
segue:

D Sn u .eb. ]# C S: tq u = u .z

u Sc u .é:b. ]# C Si tq o = z .u

o S/u g$ ]a,y C S: tq u = z.u 'y

o ,C u -éib. t, Sr u $ u

o .7 u -ê;b u $./ u $./ o

u H u .êS u 7? u ,c u
. '0 « .g$ ].« C Si tq u .C z 7Z u

« <n u egb « sn u 'K u
« <r u .gb u $É u ,g «
u <.r u .êb « $./ u ,7' "

onde as relações 'R, .C, .7, 7{, .D são todas relações de equivalência, sendo que
7Z é uma congruência à esquerda e .C é uma à direita. Pode-se facilmente

.def,

def

def

def

def

def

71



mostrar que R,.C Ç Z) Ç .7. Para p C {7Z,,C,./}, deânimos também o
conjunto dos e/ementas p-acima de u como sendo Up,(u) gg {to C S tal
que u $, to}. Dizemos que o semigrupo s é finito p-acima quando Up,(u)
é finito para todo u C S. Dada uma classe de equivalência sob uma das
relações 'R, ,C, ./, 'l{, Z), dizemos que a mesma é trivial se contiver um único
elemento.

Dizemos que um elemento e do semigrupo é idempotente quando
e . e = e e dizemos que um elemento de S é regular quando existe u C S tal
que u u u = u.

Seguem-se agora, o enunciado de dois lemas bastante conhecidos
na área de semigrupos Estes lemas são ferramenta básica para a melhor
compreensão da estrutura de um semigrupo. Pode-se encontrar mais sobre o
assunto em ISI.

Lema 7.1 (Lema de Green) Soam u,t;,a C S tais que u 7Z u = o . z.
Então a ap/ácação p : lt;lr z de#nida por o'p = o' . aç á uma bÜeção
en m lol e lul qae preserva as H-c/esses.

Uma conseqüência do Lema de Green é que, fixada uma mesma
2)-classe, todas as 7?1-classes têm a mesma cardinalidade, o mesmo ocorrendo
com as ,C-classes e com as 'lÍ-classes, separadamente. Também temos que
os semigrupos maximais, que são as 'H-classes com idempotentes, na mesma
D-classe, são isomorfos.

Lema 7.2 Seja -D Hma .D-c/asse. -Então as seguintes a#rmaç(Jes são equipa
tentes:

/

2.

3.

#.

5.

6.

D é regalar.

D tem um elemento regular.

Cada 'R,-classe de D tem um idempotente

Cada L-classe de D tem um idempotente

D contém um idempotente.

Existem u,u C D tais que u . u C D
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7.2 Um Monóide lsomorfo ao de Burnside.
Se admitirmos que as produções em E são estáveis, face ao item 3 do Teorema
da Expansibilidade, podemos definir a função repmsentante de uma dada
palavra to, por rep(w) = a palavra mais curta de rol. Dado um conjunto
de palavras W, temos que rep(W) = {rep(to), w C W}. Temos que a
função representante é uma bijeção entre os elementos de M e os de M'
onde M' gg rep(.4*). Assim, definimos uma operação induzida em .M{ da
operação em M e teremos que t' ' o = rep(lul . lt;l) = rep(luul) = rep(ut;).
É fácil verificar que ui ' u2 - ' ' uk - rep(ulu2 ' - . uk). Desta maneira, temos
que o monóide (./L'Í', .) é isomorfo ao monóide de Burnside (.A4, .). Usando a
proposição 6.2 e o fato de que nenhuma produção de a tem a palavra l como
curto ou longo, é imediato verificar que jll = {1} e também que a 2)-classe
de 1, relativamente ao monóide ./U', é trivial. Definindo .S' gg .A,4' \ {l},
também temos que (.S', .) é isomorfo ao semigrupo de Burnside.

Por comodidade, analisaremos a estrutura do monóide de Burnside
a partir do seu isomorfo (.M', .) (e muitas vezes também sobre o semigrupo
(.S', .)). Observe que .4 é um conjunto de geradores para ./U' e para -S'

Como a definição de .A4' supõem que as produções de E" sejam
estáveis, e isto nos é garantido pelo Teorema da Estabilidade quando n ? 4 e
m ? 1, admitiremos, a partir de agora, que as produções de E" são estáveis.

A proposição seguinte, não usa a definição de .A4' para obter in-
formações sobre o monóide de Burnside. Todas as demais proposições que
se seguem, implicitamente, usam a hipótese de que as produções de E" são
estáveis. Nem sela mencionada esta hipótese nestes casos.

Proposição 7.3 Sega lul C .A4. Então temos que juj'+"-nmodm é Um idem
potezzte, qwe lul" = lul"+" e qae as re/ações J e 1) sâo iguais.

Demonstração .
Vamos mostrar que lul" = IUln+m. Durante este parágrafo, talk

denota a potenciação relativa ao produto . no monóide (.M, .) e uk denota
a potenciação já definida relativamente à concatenação sobre a palavra u.
Primeiro vamos mostram que lula = lupa para todo p C ]N. Para p = 0, é
imediato pois o elemento neutro de .A4' é jll. Admitindo p > 0 e lula'i =
luP--l temos que lula = lul . lula-t :: lul . luP-:l . luar-ll - lupa. Como
(u",u"+") C « Ç-'«,temos finalmente que lul" = lu"l = lu"+"l = lul"+"
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Para simplificar a notação, durante o resto da demonstração, repre-
sentaremos os elementos de .&'f por letras e suas linhas, e representaremos o
produto u . o simplesmente por uo.

Seja k = n + m -- n mod m. Vamos mostrar, para qualquer # C ./U,
que zk é um idempotente. Primeiro vamos mostrar que z"+j" = z' para
todo j C IN. Para .j = 0 é imediato. Admitindo que .j > 0 e que iç"+(j-i)«' .
r", temos que ="+j" = 3mZn+(j-l)m :: 3m n = 3n+m = Zn. Como m
divide n + m -- n mod m, temos que z2k = Z"--nmodm#n+(n+m--nmodm)
Zm-nmodmZn :: ak e #k é idempotente.

Vamos mostrar que J = Z). Já vimos que Z) Ç ./ em qualquer
semigrupo, assim provaremos apenas que ./ Ç Z). Tome (to, to') C J. Então
existem u, u', u, u' C Á' tais que w = u'Wu' e que w' = atou. Sejam e = (u'u)h
e / = (uu')* dois idempotentes. Assim temos que t« = (u'u)to(ut;') e, por

uma indução simples, temos que u = (u'uyw(ou'y para qualquer { C IN e,
em particular, para { - Ê. Então temos que eto = eito/ :: eto/ = to = eto/ =

ew/2 = to/. Como temos (lue w - eto = (u'u)kto Sc uto $c to, então temos
que uz« ,C to. Como temos que uu' ' uto/ = uto(uu')k Sn utot, = to' Sn uw,
temos que uw 'R zo'. Donde to ,C uzo R to/ e to .Z) w'. H

Proposição 7.4 Todo /atar de Hm e/eme7zto em .A4' é xm e/ementa de .A4'

Demonstração.
Seja u C M' = rep(.A') e seja t, C Fat(u). Pelo item 4 do Teorema

da Expansibilidade, temos que ?lo C E tal que Z. C Fat(u). Assim sendo,
temos que la C E tal que /. C Fat(o) Ç Fat(u) e, usando o mesmo item do
Teorema da Expansibilidade, temos que u C ./ç'('. H

Proposição 7.5 Seja r C E Todo Jator próprio de 1. é elemento de M'

Demonstração .
Seja o um fator próprio qualquer de Z,. Suponha, por absurdo, que

t; gl .A4/. Usando o item 4 do Teorema da Expansibilidade, temos que existe
o C E tal que Z, C Fat(t;) C Fat(Z,). Usando o corolário 5.2 temos que a ' r,
que é uma contradição com o fato de u ser um favor próprio de /,. H

Proposição 7.6 Sejam u,o C .A4'. .4s a$rmações abaÍzo são verdadeiras
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.Z. u Sn « <::::+ ]u' C lul, ]«' C lul í«i. q«. «' C Pref(u');
2. u $É o <:::> ]u' C lul, ]o' C lol tais que u' C Suf(u');
3. u $./ u +::-+ ]u' C lul, ]u' C lul tais q«. t,' C Fat(u');

Demonstração.
Como a demonstração dos três itens é perfeitamente análoga, mos-

traremos somente a de um deles. Demostraremos o item 3. Suponha que
u $a u. Então existem a;, g/ C ./U' tais que u = # . u . g/ = rep(ao y) -'« zuy.
Tomando u' = aog/ C lul e u' = u C lul temos (lue t;' C Fat(u'). Suponha
que existam u' € 1ul e u' C lul tais que u' C Fat(u'). Sejam #',y' C .Á'
tais que u' - z'u'y' e sejam # = rep(=') e y = rep(y'). Então temos que
zt'g/ ''-. "'ug/ '"'. a't''y '"'. z'u'y' = u' e que z u - = rep(zoy) = rep(u') = u.

Portanto, temos que u $./ u. H

Dado u C .A4', uma consequência imediata da proposição ante
dor é que Pref(u) Ç UpZ(u) = rep(Pref(lul)), que Suf(u) Ç UpZ(u)
rep(Suf(lul)) e também que Fat(u) Ç Up.7(u) = rep(Fat(lul)).

7.3 R,-entradas, .C-entradas e 'D-entradas.
Seja u C 8'. Dizemos que u é uma R-entrada em sua 'R-classe quando
]u C .A,4' e ]a C Á tais que t; a = u 'K o. Dizemos que u é uma r-entenda
em sua ,C-c]asse quando ]u C .&,í' e ]a C .A tais que a . u = u ,P t;. Dizemos
que u é uma Z)-e7ztmda em sua 'D-classe quando for 7Z-entrada e ,C-entrada
simultaneamente.

Intuitivamente, as 7?1-entradas são as "portas" pelas quais devemos
entrar caso estejamos fora da 'R-classe e, por multiplicação à direita e/ou à
esquerda, pretendemos entrar na mesma. As ,C-classes têm uma interpretação
dual. No caso de uma 'D-classe, permitimos multiplicação à direita e toda c-
entrada ou ,C-classe seria uma tal porta. Definimos por 2)-entradas somente
as portas "mais importantes": são as portas de entrada para multiplicação
à direita e à esquerda, são as portas "mais largas"

Definimos também os conjuntos E gg {to C .S' tal que lto+/.l $
lc.l para todo a C E} e .L gg {to C .S' tal que l/,::twl $ 1c,l para todo

a C E}. Mostraremos, no teorema 7.14, que -R é o conjunto das 'R-entradas,
que -L é o das r-entradas e que R n -L é o das Z)-entradas.
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Proposição 7.7 Sela u € .A4' e sega a C .A. Então temos que u a # ua se
e somente se ezisle o C E taJ q e /. C Suf(ua) qwe por sua uez {mp/ica que
« . . b.«,(a)"«':)'' R «.

Demonstração .

Suponha que u . a = rep(ua) # ua. Usando o item 4 do Teorema
da Expansibilidade, temos que existem a C E e a,y C .A* tais que zZ.y =
ua. Caso tenhamos que ly1 2 1 = lal, usando a proposição 2.1, temos que
1, C Fat(u), contradizendo com u C .M' e com o item 4 do Teorema da
Expansibilidade. Assim sendo, temos que y = 1 e que Z, C Suf(ua).

Suponha que exista a C E tal que /. C Suf(ua) e seja = C .A" tal
que zZ. = ua. Então temos que ua gl .A4/ devido ao item 4 do Teorema da
Expansibilidade e que ua # u . a C .A4'. Usando o Teorema da Equivalência,
segue que ua = z/, = zc,b.ü.(a)" -,. ac.. Como jb.u.(a)"1 2 1 = jal,
usando a proposição 2.1, temos que existe z' C Suf(u) tal que zc.z' = u e
que #'a = b.n.(a)". Usando a proposição 7.4, temos que zc., z' C .A,4'. Assim
sendo, temos q«e u(b.U.(a)"a'')': = uz''' = "c, = rep(ua) = u . a. Como
zc. C Pref(u) e como u C Pref(z/.) Ç Pref(lzc.l), temos que u . a = zc. R u
devido à proposição 7.6. H

Proposição 7.8 Seja to C .S' alma 'R-entenda. Então ezístem tónicos a C .A
e u C ./L'í/ tais qKe to :: u . a 'K, u, sendo que w := ua.

r)P .n ó«. c+Tn P ã o
wywv.

Sejam u C .A,'t' e a C Á tais (lue tz a = to 'K u. Cromo u - a # ua
implica que w = u . a 'R u devido à proposição 7.7, temos que to = u . a = ua
e a unicidade é imediata. H

Proposição 7.9 Sda to C .S'. Então to é wma 'R-entenda se e só se o único
pre$=o de u na sua 'R,-classe é o próprio w.

Demonstração .

Seja a C .A e u C Pref(to) tais que to = ua. Suponha que to
seja uma 'R-entrada. Usando a proposição 7.8, temos que to '@ u. Seja
o C Pief(to) tal que w 7Z o. Suponha, por absurdo, que D # w. Neste
caso, temos que lt;l < rol e, portanto, que lul 5; rol -- l = lul. Usando a
proposição 2.1, temos que Pref(u) Ç Pref(u) Ç Pref(to). Assim temos que
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w $ u $ t; 7Z w devido à proposição 7.6, contradizendo com u 'K. lo.
Suponha que Pref(to) n ltolz = {w}. Neste caso, temos que w = u a e
u 'B, to. Por definição, temos que to é uma 7Z-entrada. H

Dado um elemento numa 7Z-classe de S', naturalmente podemos
escolher o mais curto entre seus prefixos que esteja na mesma 7Z-classe, já
que certamente pertencerá a .A4' devido à proposição 7.4. Assim este prefixo
é uma '7?1-entrada desta 'R-classe devido à proposição 7.9.

Lema 7.10 Seja to C .S' wma R,-e7ztrnda de swa 'R-c/asse. Se.ja o um e/e-
menta da 'R,-classe de 10. Seja IJ C .M.' mínimo em seu comprimento ta! que
to = u ' g/. /:zisfe s = cic2 . . . ck uma sequencza de ezpansoes sob }, ta/ que
' : «« + «3/. S.j« aí = exp(c{) . .e.j«,n pi,?f C .'l* tais q"' 'i - píai'7i p"«
á = 1, 2, . . . , k. Ás seguintes a$rmações são uerdadeáras;

/. t; = m -+:::+ IVI = 0 -+::::> lsl = 0.
2. s é unicamente determinada e decrescente.

3. Todas as biezpansões de s são empilhadas.

#. ..«(.-) - ':.
5. Temos qKe Pies(ptc.:) C Pref(p2c.) C . . . C Pref(ptc,.) C Pref(u) C

Pref(/-«(..)) Ç Pref(ptl«) e que Pref(PÍ+tc....) C Pref(Z-«(«)) para
á - 1,2,...,k l.

Demonstração .

Como w = D . y, temos que to = rep(tpZ/) -'« oy. Usando o item 5
do Teorema da Expansibilidade, existe s uma sequência de expansões sob
E tal que s : w ::> ug/. Seja k seu comprimento e sejam ci,pi,?7i,oi para
i= 1, 2, . . . k conforme o enunciado.

Vamos mostrar o item 1. Suponha, que lsl = 0. Então temos que
to = t;y. Como o C Pref(to) n ltoln, usando a proposição 7.9, temos que
o = to. Suponha que u = w. Então, pela deânição de 3/, temos que g/ = 1 e
que lpl = 0. Suponha que lyl = 0. Suponha, por absurdo, que lsl > 0. Então
temos que u = z;y = /. e Z«.t(«) C Fat(/«) = Fat(u), contradizendo com a
definição de .A4' e com o item 4 do Teorema da Expansibilidade.

Vamos mostrar que

«v' «.. «, -:> lvl $ 1v'l, Vg' c .,'l* (7.1)
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(não somente para y C rep(.A*)). E só observar que uy «.,. w '"'. uy' '«

urep(y'), que IZ/l $ jrep(3/')l pela escolha de y e que jeep(y')l 5; l3/'l pela
definição de representante.

Demonstraremos os itens de 2 a 5 fazendo uma indução em IZ/l.

Observe que se IZ/l = 0, então temos que A = lsl = 0 devido ao item l.
Assim, os itens de 2 a 5 são imediatamente verdadeiros e já temos a base da
indução.

Admitamos, a partir de agora, que ly1 2 1.
Como ck é a última expansão de s, temos que t;y = Z.. = Pk/a.?7k-

Pelo Teorema da Equivalência, temos que Z.. C jca*l.
Vamos mostrar que u gl Pref(c.). Suponha, por absurdo, que o C

Pref(c.), neste caso, tomando y' = o''c., temos que sck': : u' :+ uy' e
3/'l = lc. l -- lol < 1/.*1 -- 1ul = lyl, o que é uma contradição com (7.1).

Vamos mostrei que 77t é sufixo próprio de y e que Pref(c«(«)) Ç
Pref(pkc.) C Pref(u) C Pref(/-«(.)) Ç Pref(pk/..). Usando a definição
de começo de uma expansão, segue imediato que existe z C .4* tal que
com(ck)z = pACk e, portanto, que Pref(c«(.)) Ç Pref(pkc«) e também
que Pref(/-«(.)) Ç Pref(/zkZ..). Como o C rep(.A*), usando o item 4 do Te-
orema da Expansibilidade, temos que /...(«) g Pref(o) e, como /-«(ck), u C
Pref(/.), usando a proposição 2.1, teremos então que u é prefixo próprio
de /...(ck). Como pk/..77t = uy e lul < 1/-«(ck)l 5; lpk/..l, usando a propo-
sição 2.1, teremos então que 77k é sufixo próprio de g/. Como já mostramos que
o « Pref(c.) e como Pref(pkc,.) Ç Pref(c.), temos que o çl Pref(pkc..).
Donde, como o,pkc. C Pref(ptl.), usando a proposição 2.1, temos que
Pref(pkc.) C Pref(u).

Vamos mostrar que pkc..,77k,Ccom(ck) C -A4 , que PX;c,* 'R to 7Z

Ccom(«) e que 77t é de comprimento mínimo tal que ptc.. . ?h; = w. Co-
mo Pref(c-«(.)) Ç Pref(pkc«) C Pref(t,) C Pref(pkZ..) e pk/..,7k = uy,
como 77t é sufixo próprio de y, usando a proposição 7.4, temos então que
Cc.m(ak), PkCak , 77k C .A,4'. Ora, c««(«) "« /com(ak) devido. ao Teorema da Equi-
valência, donde temos que c...(«) ' rep(/«(.)) $R $ PkC.. $R C-m(«)
devido à proposição 7.6 e, portanto que c.o«(.) '7Z Peca. R U 7Z tO. Co-
mo uy = Pi;/aü77k e lt;l < lpkZ..l, usando a proposição 2.1, temos que existe
# € ,4+ tal que y = a?7k e que PA;J.. = ua. Seja z C ./U' tal que PÀ;c.. z - to e,

portanto, tal que PX;c.*z -.,. to. Observe que t; #z :: /ZkZakZ ''v Peca.Z --'v tO,

logo, por (7.1), temos que lzl = lzzl -- lzl ? IZ/l -- lzl = 177kl. Donde l7Zkl é de
comprimento mínimo tal que /zkc,. . 77t := w.
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Observe que pkc.* 7Z zo, que ptc.. . l7k = w9 que 77k C .A4' é uma
palavra de comprimento mínimo nestas condições e que l77il < lyl. Assim
podemos aplicar a hipótese de indução sobre l77kl (relativa a phc.). Em
particular, temos que existe uma única seqiiência de expansões, portanto
igual a sck-i, tal que sci;': : tO +' Peca.77k - C«

Vamos provar o item 5. Da hipótese de indução sobre l7Zkl, temos
que Pref(pic.,) C Pref(p2c,,) C .. - C Pref(PA-ic....) C Pref(pkc,.) C
Pref(1-«(..,)) Ç Pref(pk-il«.,) e Pref(pi+tc...:) C Pref(/-«(«)) para í =
1, 2, . . . , k -- 2. Como já vimos que Pref(pkc..) C Pref(u) C Pref(Z-«(«)) Ç
Pref(pk/..), a demonstração do item 5 já está feita.

Vamos provar o item 4. Ainda da hipótese de indução sobre l7Ztl,

temos que a primeira expansão de sck'i é tal que seu começo é a própria
expansão. Naturalmente, se lsl > 1 então a primeira expansão de sck'i é
a primeira expansão de s. Assim, para acabar de provar o item 4, falta-
nos provar apenas que com(ck) = ck quando k = lsl = 1. Suponha que
É = lsl = 1. Assim ck = (w,uy). Como c--(«) C Pref(c«) = Pref(w) e
w é uma 'R-entrada, como já mostramos que c...(«) 'R to, temos então que
Ccom(«) ' to ' c« devido à proposição 7.9. Assim, sendo # C 4' tal que
com(ck)z = ck, temos então que # = 1 e que com(ci) = com(ck) = 'k = c:.

Vamos mostrar o item 2. Para concluir a demonstração do item 2
vamos mostrar que t;y não é longo de nenhuma outra expansão sob E que
não ck pois, neste caso, teremos que s é única (e decrescente devido à
proposição 6.11), já que já vimos que sck'l é a única sequência de ex-
pansões que expande to para cck' Seja c uma expansão sob E tal que l. =
uy = /.. Admita, por absurdo, que c # ck. Usando o lema 6.3, te-
mos que /...(.) C Pref(c.) ou /«(«) C Pref(c.). Suponha o caso em
que /«(.) C Pref(c.) então teremos (lue /-m(.) C Pref(cc.) n Pref(/c) =
Pref(c.) n Pref(/.) = Pref(pkc..) devido à proposição 6.6. Também te
remos que /m.t(.) C Fat(/-«(.)) Ç Fat(pkc«) C Fat(o) pois já mostramos
que pkc.. C Pref(o), contradizendo com o fato de que D C .M' e com o
item 4 do Teorema da Expansibilidade. Assim sendo, devemos ter o ca-
so em que /...(«) C Pref(c.). Como com(ck) = mina-(Pref(ck) n :+E) e
pkak C Pref(ck) n :»E, teremos que com(ck) C Pref(pkai) e que /-«(.) C
Pref(pkZ..). Como /«.t(«) C Fat(Z-«(«)) e /«.t(«) « Fat(u) devido ao
item 4 do Teorema da Expansibilidade, temos que /...(«) « Pref(t}). Co-
mo Z-«(«),t; C Pref(pkZ,.) pois já mostramos que Pref(o) Ç Pref(pk/..),
usando a proposição 2.1, temos que o C Pref(/-«(.)) Ç Pref(c.). Seja
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3// = o-ic.. Neste caso, usando o Teorema da Equivalência, teremos que
«y' = c. ,-. /. = "y -« «, e que ly'l = lc.l - lul < ll.l - lul = 13/l, que é

contradição com (7.1). Assim sendo, c = ck e existe uma única expansão ck
tal que /.. = t;Z/.

Vamos mostrar o item 3. Usando a hipótese de indução sobre l7?kl,

também temos que as biexpansões de sck'i são empilhadas. Para acabar
de provar o item 3, teremos que provar que a última biexpansão de s é
empilhada. Clamo k $ 2 não há o que fazer. Admitiremos, portanto, que
k = ls1 2 2. Usando a proposição 6.7, temos que a biexpansão ck-lck se
classifica entre trivial, indiferente ou empilhada. Suponha que ck-ick seja
trivial. Usando a proposição 6.8, temos que ak = ak-ib.U,(ak-t)". Em
particular, temos que Z«.t(...) C Fat(pkc«.:b.u.(ak-i)") = Fat(pkc«) C
Fat(t;), contradizendo com o fato de que o C M' e com o item 4 do Teorema
da Expansibilidade. Suponha que ck-i ck seja uma biexpansão indiferente.
Usando a proposição 6.10 (ou sua proposição dual caso seja indiferente mais
à direita), temos que existe uma biexpansão c'"c", diferente de ck-lck, que
expande c... para /ck = oy. Isto é uma contradição com a unicidade de s já
mostrada no item 2 pois cic2 ' ' ck.2c"'c" é uma sequência diferente de s que
expande to para uy. Assim sendo, a biexpansão ck-icx; é empilhada. H

O teorema que se segue é fundamental para uma análise mais apri-
morada da estrutura das 'R-classes e para as demais propriedades estruturais
de .A4' a serem demonstradas.

Teorema 7.11 Cada 7Z-c/asse de .S', tem ezatamente uma 'R-entenda, qKe

por sua uez é pre$=o de todos os elementos de sua 'R,-classe.

Demonstração .

Seja u um elemento qualquer de uma 7?1-classe de .S'. Então u # l
e, como já observamos antes, podemos escolher o mais curto prefixo de u
que esteja na mesma 'R-classe, já que certamente pertencerá a .M' devido
à proposição 7.4. Este prefixo é diferente de l pois a 'R-classe de l em
.M' é trivial. Logo este prefixo é uma 'R-entrada desta 'R-classe devido à
proposição 7.9. Assim toda 'R-classe de .S' tem ao menos uma 7Z-entrada.
Seja to uma 7Z-entrada da 7Z-classe de u. Seja y C .A''í' de menor comprimento
tal que u . y = to. Usando o lema 7.10, temos que existe uma sequência de
expansões s sob E tal que s : to ;:> uy. Caso lsl = 0, então temos que
w = o devido ao item l do mesmo lema e, portanto, temos que to C Prof(u).
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Caso lsl > 0, temos que to = c.: - cco«(«) devido ao item 4 do lema 7.10.
Como C-m(«) C Pref(pic.: ) C Pref(u) devido à definição de começo de uma
exansão e ao item.5 do mesmo lema, temos que to C Pref(u). Assim temos
que w C Pref(u) em qualquer um dos casos e, portanto, que w é prefixo de
todo elemento de sua 'R-classe. Segue imediato que to é a única 'R-entrada
da 7Z-classe de to devido à proposição 7.9. H

Corolário 7.12 0 'ramo" das 7Z-c/esses á uma árvore

Demonstração.
Usando o teorema 7.11e a proposição 7.8, para uma dada 'R-classe,

existe somente uma 'R-classe imediatamente 7:1-acima. H

Proposição 7.13 Se.ja uma 7Z-classe não ír t;ia/ de S' com dois e/ementas
dísfintos, w e t;, se7zdo o pr moiro sua 7Z-e7ztmda. .Então existem r,o C E
tais qze:

. luw/.l > lc,l;
e c, é o mais comprido suJi=o de m que é curto de alguma produção de

. base(a) < base(,-), ou a = r e Pref(w) C Pref(o) C Pref(.«bÜ.(r)").

E J

Demonstração.
Seja g/ C ./U' de menor comprimento tal que o y = to. Usan-

do o lema 7.10, temos que existe uma sequência s de expansões sob E
tal que s : to + uy. Pelo teorema 7.11, temos que to C Pref(u) e, co-
mo o # to, usando o item l do lema 7.10, temos que lsl > 0. Seja c
a última expansão de s e sejam p,77 C '4* e a' C E" tais que c = pa'l7
e a' = exp(c). Seja a = mot(c) e sejam #,y C .A' tais que a' = aay
e que com(c) = paa. Neste caso, usando o item 5 do lema 7.10, temos
que Pref(p;«c.Z/) = Pref(pc.,) C Pref(o) C Pref(/«(.)) = Prof(pz/.) Ç
Pref(pJ.,). Usando a proposição 2.1, temos que existe n' C Suf(o) \ {l}
tal que pzc.g/n' = o C Pref(pz/.) e, portanto, que (pz)''o = c.yz' C
Pref(Z,) n suf(u). Donde lu+Z.l = 1 max(Suf(u) n Pref(1.))1 2 lc,y«'l > lc,l.
Como a sequência s é decrescente devido ao item 2 do lema 7.10, temos
que base(a) = base(c) 5; base(c') = base(mot(c')) onde c' é a primeira ex-
pansão de s. Como c«.l(.') C Suf(c-«(..)) por definição, usando o item 4
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do lema 7.10, temos que c«..(.') C Suf(c-«(..)) = Suf(c.,) = Suf(w) e exis-
te T C E tal que c, é o mais comprido sufixo de w que é curto de alguma
produção de E. Por esta escolha de 1- e pela proposição 2.1, temos que
c«..(.') C Suf(c,) e que base(mot(c')) = per(q....t(.,)) $ per(c.) = base(7') de-
vido à proposição 2.22. Assim temos (lue base(a) $ base(mot(c')) $ base(a'').
Caso base(a) < base(7-), a demonstração estará concluída. Suponha que
ba«(a) = base(mot('')) = base(."). Como base(,') = b'se(mot('')) e como
c«.t(.') C Suf(c,), usando a proposição 3.4, temos que mot(c') $. a'' e como
7,mot(c') C E = irred(E'), temos que mot(c') = ,'. Como s é decrescente
e suas biexpansões são empilhadas devido ao item 3 do lema 7.10, usando
a proposição 6.9, temos que base(c) < base(c') a não ser que c = c'. Como
b-se(c) = base(a) = base(,') = b'se(mot(c')) = base(c'), temos então que

c = c' e, portanto, r = mot(c') = mot(c) = a. Também temos que Pref(t«) =

Pref(c««(.y) C Pref(t,) C Pref(/-m(.,)) = Pref(C-m(.,)bdi-(mot(c'))") -
Pref ( tob.u.(7' )") . H

A proposição seguinte nos diz quem é a 7Z-entrada da 'R-classe de
um dado elemento de .S'. De maneira informal, é a palavra obtida apagandc-
se letras do lado direito até obtermos uma palavra em R, o conjunto definido
abaixo. De maneira análoga, apagando letras à esquerda da mesma até obter-
mos uma palavra em .L, obtemos a ,C-entrada da sua ,C-classe. Se apagarmos
o mesmo conjunto de letras à direita até obtermos um elemento de R e em
seguida apagarmos à esquerda até obter um elemento de -L, obtemos uma Z)-
entrada de sua Z)-classe (pode haver outras .D-entradas, conforme veremos
no teorema 7.19).

Teorema 7.14 4s seguintes aárma.iões sâo uerdadeáras

/

2.

3.

O conjunto das 'R,-entendas das 'R,-classes de S' é o conjunto R. Da-
da uma pa/aura to C .S', a 7Z-entenda de sua 7Z-c/asse é o seu mais
comprido preli=o que pertence ao conjunto R.

O conjunto dus C-entendas das C-classes de S' é o conjunto L. Dada
uma palavra to (i S', a C,-entrada de sua C-classe é o seu mais comprido
su$=o que pertence ao conjunto L.

O conjunto das 'D-entradas é R n L, a intersecção dos dois conjuntos
descritos nos itens acima. Dada uma palavra to C S' existem únicos
to', u,o C .A4' tais qKe: m :: uto/o; uw/ e a 'R-ente'ada de swa 'R-c/asse;
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wí é a C,-entenda da C,-classe de uto'. Neste caso, w' é uma 'D-entrada
da 'D-classe de to.

Demonstração.
Vamos mostrar que as 'R-entradas são elementos de R. Seja to

uma 'R-entrada qualquer. Suponha, por absurdo, que to « -R. Então e-
xiste a C E tal que lto+Z.l > lc,l. Seja z = to(w+/.)': e seja y =
(to#l.)':Z,. Como .«+Z.,c, C Pref(i.), temos que c, C Pref(to+/.) e
que ac. C Pref(a(to+Z.)) = Pref(to) devido à proposição 2.1. Usando a
proposição 7.4, temos que zc. C .A4' e, usando o Teorema da Equivalência,
temos que .«y = #(«,+Z,)y = #i. -,. zc.. Como «« c M' n Pref(.«y) Ç

M' n Pref(lzc.l), como zc, c .M' n Pref(t«) ç M' n Pref(1«,1), temos então
que zc, 7Z to devido à proposição 7.6. Usando a proposição 7.9, temos que
zc. = to = z(w+J.), contradizendo com lc,l < lto+/.l.

Vamos mostrar agora que todo elemento de -R é uma 'R-entrada.
Seja u C -R. Seja to a 7Z-entrada da 'R-classe de u. Suponha, por absurdo,
que o # 10. Usando a proposição 7.13, temos que existe a C E tal que
u-::/.l > lc, l e chegamos a uma contradição com o fato de que u € R. Neste
caso to = t; e u é uma 7Z-entrada.

Vamos mostrar os itens l e 2. Ora, de posse dos dois parágrafos
anteriores temos (lue o conjunto das 'R-entradas é R. Seja u C .M' e seja to a
7Z-entrada da 'R-classe de u. Como já vimos, to C .R. Usando o teorema 7.11,
temos que to c Pref(t;). Tome u c Pref(u) n E e suponha que lu1 2 1tol.

Usando a proposição 2.1, temos que w C Pref(u). Como u é uma 7Z-entrada
pois é um elemento de .R, usando a proposição 7.9, temos que to = u. Assim,
to é o mais comprido sufixo de u que pertence a R. Por dualidade, também
demonstramos o item 2.

Vamos provar o item 3. De fato, pela definição, uma 'D-entrada é
uma 'R-entrada e uma E-entrada simultaneamente e, portanto, o conjunto
das Z)-entradas é R n .L. Seja u' C .S' a 'R-entrada da 'R-classe de to. Usando
o teorema 7.11, existe o C ,4* tal que 10 = u'u. Como consequência do item l
já demonstrado, temos que u' C -R. Pela própria definição de R, temos que
Suf(u') \ {l} Ç -R. Seja to' a .C-entrada da ,C-classe de u'. Usando o dual
do teorema 7.11, existe u C .A* tal que u' = uto' e, portanto, temos que
to = u/t; = uto/u sendo que u,t;,to' C .A4' devido à proposição 7.4. Então
«,' c -L n (suf(u') \ {l}) ç -R n -L e, porá-to, é «m' D-entr.da. Como
to' .C uto/ 'R uw'u = to, temos que to' 1) to e, portanto, que to' é uma 'D-

83



entrada da 'D-classe de to E

Corolário 7.15 0s curtos das produções de E sâo D-entradas de suas Z)
classes.

Demonstração .

Seja r C E. Vamos mostrar que c, é uma .D-entrada. Usando a
proposição 5.4, temos que lc,+/,l $ 1c.l para todo a C E. Assim temos
que c, C R. Por dualidade, temos que c, C -L e é uma 'D-entrada devido ao
item 3 do teorema 7.14. H

7.4 As 7Z-classes triviais de .S'.
O teorema que se segue nos dá uma caracterização das 'R-classes triviais
(aquelas que têm um único elemento).

Teorema 7.16 Sela w wma 7Z-entenda. -Então temos que a 'R-c/asse de to
é triuiat se e somente se não existe suli=o de to que seja curto de nenhuma
p«duçâo .'- d. E s«tás/a«ndo «-b'se(,') > 1.

T)p«n an e rnr ;ía

Vamos mostrar o "se". Suponhamos que não exista sufixo de w
que seja curto de nenhuma produção r de E satisfazendo mbase(r) > 1.
Seja D C ltoln e seja g/ C .M' de comprimento mínimo tal que u . g/ = to.
Então existe uma sequência de expansões s tal que s : to ::> oy devido ao
lema 7.10. Suponha, por absurdo, que t; # zo. Usando o item l do lema
7.10, temos que ls1 2: 0. Seja c a primeira expansão de s e seja 1- = mot(c).
Usando o item 4 do lema 7.10, temos que c...(.) ' cc - to. Pela definição de
motivo de uma expansão, temos (lue c,- C Suf(c-«(.)) = Suf(to), e, portanto,
mbase(1-) $ 1. Isto já é uma contradição quando m ? 2. Analisaremos
agora somente o caso em que m = 1. Neste caso temos que s = c, já que
caso ls1 2 2, sendo c' a primeira expansão em c'is, a biexpansão cc' seria,
empilhada devido ao item 3 do lema 7.10 e, usando a proposição 6.9, teríamos
que base(c') < base(c) 5; l/m = 1, que seria um absurdo. Pelos itens 4
e 5 do mesmo lema 7.10, temos que Pref(to) = Pref(c««(.)) C Pref(t;) C
Pref(/-«(.)) e, portanto, temos que l/...(')l -- lc-«(.)l ? 2, contradizendo
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com 1/-«(.)1 ' lc-«(.)l ' mbase(c) = mbase(7') = 1. Portanto, z; = to e a
7Z-classe só pode ser trivial.

Vamos mostrar o "somente se". Suponhamos que exista I' C E
satisfazendo mbase(r) > 1 tal que c., C Suf(to). Seja a C .4 e t,' € .A+ tal
que b.u.(1')" = au'. Vamos mostrar que toa € ./\''(', que toa 7Z to e, então,
que a 'R-classe de w não é trivial. Suponha, por absurdo, que wa g .A',t'.
Então temos que to . a # toa e que existe a C E tal que /. C Fat(toa) e que
to(b.u.(a)"a':)': R to devido à proposição 7.7. Como w é uma 7Z-entrada,
temos que to(b.u.(a)"a-:)': = to devido à proposição 7.9 e, portanto, que
bü.(a)" = a. No caso em que m > 1 isto já é uma contradição. No caso
em (lue m - l teremos que base(a) = 1 < mbase(1-) = base(7') e que c, =
/,b.«,(a)'" = 1.«-: C Suf(w-':) «f(w). C.se '.. C Suf(c,) teríamos
que base(r) = per(c,) $ per(c,) = base(a) devido à proposição 2.22 e ao fato
de que as produções r e a são estáveis, contradizendo com o fato já mostrado
de que base(a) < base(r). Assim temos que c, « Suf(c.). Como c,,c. C
Suf(w), usando a proposição 2.1, temos que c, C Suf(c,). Assim temos que
1, = c,« C Suf(c..a) Ç Fat(qa«') = Fat(',b.u.(,')") = Fat(Z,), contradizendo
com o corolário 5.2. Assim temos uma contradição também no caso em que
m = 1 e, portanto, toa C ./U'. Usando o Teorema da Equivalência, temos
que «.,a C Pref(wau') = Pref(uc,b.u.(a")") Ç Pref(luc...l) = Pref(1.«1) e que
w Sn toa = to a Sn to devido á proposição 7.6, e, portanto, que wa 'R to.
Assim, a 7Z-classe de w não é trivial. H

7.5 As D-classes Regulares e as Irregulares
de .S'.

O lema que se segue nos dá uma informação bastante semelhante à do Lema
de Green (lema 7.1) para as 7Z-classes dentro de uma mesma 'Z)-classe com
a diferença de que, aqui, estamos tratando de bijeções entre 'R-classes de 'D-
classes distintas, possivelmente. Mostramos que a estrutura interna de uma
7Z-classe (e em particular seu tamanho) é determinada unica e exclusivamente
pelo mais comprido sufixo de sua 'R-entrada que é curto de uma produção
de E

Lema 7.17 Sda w ma 'R-entenda taZ que ezisfe I' C E ta/ que c, á o mais
comprido su$zo de .« que é Certo de a/fuma produção de E e seja u C Pref(t«)
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ta/ que w :: uc,. Seja p. : lc,in ---} .,4* a /unção de$náda por up. := uo.
Então up. = ut; = u.t; e a /unção p. é uma bÜeção entre [c,in e ]to]n. Z)aços
u C lc,in e to' C lula ta s que up« :: to', para todo 3 C .A4', temos também
q«.«., C I..,.IR -:::>.«'.« «)P« C I-«IR . q«e.«'.. C I«,IR -+«..=
(.«' . ')P«': C l..,in

Dem o'nstração .
Devido à proposição 7.4, temos que u C .A4'. Temos também que

c, é a 'R-entrada de sua 7?1-classe devido ao corolário 7.15.
Vamos mostrar que u z; = UD - upu, para todo u C lc,in. Suponha,

por absurdo, que exista o C lc,in de comprimento mínimo tal que u - o # uu.
Como u . c, = uc,, temos clue o # c,. Sejam a C 4 e u' C ..'l* tais que
u = o'a sendo que t;' C .A'Í' devido à proposição 7.4. Cromo u', c, C Pref(u)
devido ao teorema 7.11, como c,. # u e então lc,l $ 1t;l -- l = lu'l, usando a
proposição 2.1, temos então que Pref(c,) Ç Pref(t;') C Pref(u) e, portanto,
que u Sz t;' Sn c, 7Z u devido à proposição 7.6. Como temos então que
z;' C lc,in e que lo'l < lt;l, temos também que uu' = u . t;' C .A4' devido
à escolha de t;. Assim uo'. a = u . u'- a = u u # uo = uu'a. Pela
proposição 7.7, temos que existe p C E tal que Z, C Suf(ut;'a) = Suf(uo).
Seja # C .4* tal que #/, = uu. Como u C .A4', usando o item 4 do Teorema
da Expansibilidade, temos (lue /p g Suf(u). Como zZ, = uo, temos então
que existe y C .4+ tal que zy = u e que /p = yo devido à proposição 2.1.
Assim c,. C Pref(o) Ç Fat(/,). Usando o item 4 da proposição 5.1, temos
que base(7') $ base(p). Como u # c,, como t, 7Z c.., -mo c,. é uma 'c-
entrada de sua 'R-classe conforme já vimos, usando a proposição 7.13, temos
que existem a,l-' C E tais que lu+/.l > lc.l, que base(a) 5; base(1'') e
que c... é o mais longo sufixo de c,. que é curto de alguma produção de
E. Assim, c,, = c, e base(a"') = pel(c,) = per(c,) = base(r). Temos
também que bdi.(7''), b.u.('r) C Suf(c,.) = Suf(c.,,) devido à proposição 3.11 e
que bdi.(7'') = bü.(1') pois são sufixos de c, de mesmo comprimento. Logo,
temos que c,. = c,, que /,-, = c...b.u.(r')" = c,b.u,(r)" = /, e, portanto,
que I'' = 1'. Concluímos que base(a) $ base(7) 5; base(p). Temos dois
"s's , analisar: o« base(a) < base(p), o« b.se(a) = base(,') = b.se(p).
Suponhamos o caso em que base(a) < base(p). Observe que per(t,+/.) =
base(a) < base(p) = per(c,) devido à proposição 5.3, e, portanto, que c, «
Suf(u#/.) devido à proposição 2.22. Como u+:/, C Suf(u) Ç Suf(/,) e
c, C Suf(Z,), usando a proposição 2.1, temos (lue u+Z, C Suf(c,) e, portanto,
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que lc,#/,l = 1 max(Suf(c,) n Pref(J.))l ? lo+Z.l > lc,l contradizendo com
a proposição 5.4. Suponhamos agora o caso em que base(a) = base(7') =
base(p). Observe que c,,yc, C Pref(Z,). Claso lyc,l $ 1c,l, temos que yc, C
Pref(c,) devido à proposição 2.1 e, por causa da proposição 3.4, temos que
T $. p já que lc,1 2 per(c,) = base(7'). Como r,p C E = irred(E'), temos
que 7 = p, contradizendo com o fato de que yc, C Pref(c,) = Pref(c,)
e com y C .4+. Assim podemos supor que lyc,l > lcPI. Observe então
que yc, C Pref(1,) devido à proposição 2.1 e que yc, C Suf(to). Portanto,
temos que lwwJ,l = 1 max(Suf(to) n Pref(1,))1 2 1yc,l > lc,l, contradizendo
com o fato de que to C -R devido ao item l do teorema 7.14. Assim temos
uma contradição também no segundo caso e, portanto, temos que não existe
o C lc,in tal que uu « .A,'Í'

Vamos mostrar que a função p« é uma injeção de lc,in em lwln. Seja
u C lc,in. Então existe Z/ C .A4' tal que o ' y = c, e, usando o teorema 7.11,
temos que também existe z C .A4' tal que D = cr# = c, . z. Assim uu . y ::
u'u Z/ = u'c, = w e uu = uc,-z = toz = zo.z. Donde temos que up« = uu 'R to
e, de fato, p. aplica lc,in dentro de ltoln. Clamo para o', u C lc,in temos que
upu :: uu, que u'p« = uu' e que uo :: uu' -+::-l' t; = u', temos então que p« é
uma injeçao.

Dado to' C lwln e dado y' C .A4' de menor comprimento tal que
to' . y' = w, vamos mostrar que to'p;: . y' = c,. Usando o lema 7.10, seja
s = cic2 ck uma sequência de expansões sob E tal que s : to ::> to'y'
onde k é o comprimento de s. Sejam a{ = exp(ci) e /zi,77i C .4' tais que
cí = p aí77i, para z - 1, 2, . . . , k. Vamos mostrar que base(ci) 5; base(r), que

u C Pref(pic,.) Ç Pref(c«) e que que u-:c{ é uma expansão sob E, para
á = 1, 2, . . . , k. Faremos isto a partir de uma pequena indução em {. Usando
o item 4 do lema 7.10, temos que com(cl) = ci. Seja o = mot(ct). Pela
definição de motivo, temos então que c. C Suf(c-«(«)) = Suf(c« ) = Suf(to)
e seja u' C Á* tal que u'c. = to = uc,. Como c, é o mais comprido sufixo
de to que é curto de alguma produção de E, temos então que lc. $ 1c,l.
Como c,,c. C Suf(«,), temos então que c. C Suf(c,) e que u C Pref(u')
devido à proposição 2.1. Assim base(ci) = base(a) = per(c.) $ per(c,) =
base(r) devido à proposição 2.22 e ao fato de que 'r e a são estáveis. Temos
também que a $, (u':u')o = u':ci já que u € Pref(u') e também que u C
Pref(to) = Pref(c-«(«)) Ç Pref(pic,:) Ç Pref(c«). Desta forma, já temos
a nossa base de indução. Admita que 1 < á $ k, que base(ci-t) 5; base(7'),
que u C Pref(pi-ic...:) Ç Pref(c..,) e que que u-:ci-: é uma expansão
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sob E. Usando o item 3 do lema 7.10, temos que cí-ic{ é uma biexpansão
empilhada e que base(c{) < base(ci-l) $ base(a") devido à proposição 6.9.
Usando o item 5 do lema 7.10, temos que u C Pref(pÍ-ic,.., ) C Pref(pic..) Ç
Pref(c.). Suponha, por absurdo, que u g Pref(pi). Como uc, = pic.: C
Pref(píc..) devido ao item 5 do lema 7.10, temos que c, C Fat(c..) devido
à proposição 2.1 e que base(r) = per(c,) $ per(c..) = base(aí) = base(ci)
contradizendo com base(c{) < base(ci-l) $ base(r). Neste caso, temos (lue
u C Pref(pi), que oi $, (u':pi)oi?7i = u-:ci e que u-:ci é uma expansão sob
E. Desta forma, s' =(u':ci)(u':c2) . ..(u':ck) é uma seqüência de expansões
sob E tal que s' : u':«, ::> (u':«,')y' e, portanto, (u':«,').y' = rep(u':«,'y') =

Vamos mostrar que ltoln Ç Im(p«) e, portanto, (lue p« é uma bijeção
entre lc,in e lwln. Seja to' C ltoln. Seja y' C .M' de comprimento mínimo tal
que w' . y' = to. Usando o resultado do perágrafo anterior, temos que u'ito'
y' = c, e c, $n u':to'. Como uc,. = to C Pref(to') devido ao teorema 7.11,
então c, C Pref(u'ito') e, pela proposição 7.6, temos que u'lto' Sn c,. Assim
.,. R «-:w' e «,' («''«,')p« C Im(p«).

Fixemos u C lc,in e w' C lwln tais que t;p« = m'
Seja # C M' tal que u . a C lc,l. Vamos mostrar que to' 3 =

(o.a)p« € 1«,in. Observeque.«' z = «p.'z = u«-z =(u-o)-z = u-(u.a) =

rep(u(«.r)). Como (« «) C l.,in, te:nos q- u(«.a) = u («.a) C .M'
como já mostramos. Assim, «,' - a = rep(u(u . a)) = u(u . z) = (o . z)p« C

Im(p,) = 1.«in.
Seja # C M' tal que w' z C ltoln. Vamos mostrar que u . z =

(to' . a)p«': C ]c,]n. Primeiramente vamos mostrar que isto é verdadeiro
quando lal = 1. Seja a C ,4 tal que # = a. Assim temos que to' . a C ltoln.
Suponha que w' a = to'a. Como to'a = uua, temos que ua C .A4' devido à
proposição 7.4 e, portanto, que u.a = rep(t;a) = oa = (u :m')a = u''(w'a) =

(«;'a)p.': = («,' . a)p«': C Dom(p,) = lc,.In. Suponha, agora, que W . a :#
to'a. Usando a proposição 7.7, temos que existe p C E tal (lue /, C Suf(to'a)
e que «,' . a = «,'(b.ü.(p)"«':)': 7Z «,' 7Z .«. Sej. u' = «;'(b.u.(p)"«':)':p«':
Assim «,'(b.«.(p)"«':)': = u«' e u' = «(bü.(p)"«'')':. Como c,b.u.(p)" =
/, C Suf(to'a) = Suf(uu'b.u,(p)"), temos que c, C Suf(uu'). Dividiremos
em dois casos, de modo a mostrar que c, C Suf(t;'). Suponha que u' # c,.
Então, pela proposição 7.13, temos que existe o' c E tal que lu'r:b/,l > lc,l.
Como lc,rr:l/.l $ 1c.l < lu'r:!/.l devido à proposição 5.4, temos que u'r:L/. g
suf(c,)nPref(Z.) pois c,#J. é a palavra mais comprida deste conjunto. Como

lw :: c,U
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u'+/. C Pref(/,), temos que u'+/, « Suf(c,). Como u'#/. C Suf(t,') Ç
Suf(uo'), como já mostramos que c, C Suf(uu'), temos que c, C Suf(t,'+/,) Ç
Suf(t;') devido à proposição 2.1. Suponha que o' = c,. Como c,. é o mais longo
sufixo de w que é curto de alguma produção de E, como c, C Suf(uu') =
Suf(uc,) = Suf(.«), temos que lc,l $ 1c,l e que c, C S«f(ç.) = Suf(«')
devido à proposição 2.1. Nos dois casos temos (lue cp C Suf(t;') e, portanto,
que /, C Suf(u'b.u.(p)") = Suf(ua). Usando a proposição 7.7, temos que

« . « = o' = ««'(b.u.(p)"«':)':p«': = (««' a)p«': C Dom(p«) = 1',1Z. Tendo
provado que o . iç = (w' . a)p«'l C lc,in, quando lzl = 1, como o mesmo é
trivial quando lal = 0, por uma indução primária sobre lzl, segue a validade
para qualquer 3 C .A4'. H

Corolário 7.18 0 íamanÀo de uma 'R-c/asse de .S' á determinado ezc/usÍ-
uamente T)eto mais longo su$=o de sua 'R-entenda que é um curto de uma
p«d«ção de E (se este s«Ê« «âo e-i.ti« « 'R-ct.sse é t«i«i.l).

No teorema seguinte mostramos que as únicas Z)-classes regulares
são aquelas em que há uma .Z)-entrada que é curto de uma produção de E;
mostramos quais são as .D-entradas de uma Z)-classe e qual a cardinalidade
de suas H-classes.

Teorema 7.19 t/ma Z)-c/asse regra/ar de .S' tem por líricas .Z)-entendas o

curto de uma produção de E e os das produções de E c07Üugadas â mesma,
sendo qze todo curto de alguma produção de }3 é'D-entenda de alguma 'D-
otasse regular.

Demonstração .

Seja I' C E. Então c, é uma 'D-entrada devido ao corolário 7.15.
Seja 1- C E. Vamos mostrar que lc,lo é regular. Usando a propo-

sição 3.11, temos que b.u.(r) é sufixo de c,. Usando o corolário 2.15, temos
que c, C Suf(b.ü.(r)*). Seja k C N «-mimo tal q«. c, C Suf(b.u.(.")'") e
seja 3 = b.u.(7')'"c;:. Temos que b.u.(a")" gl Pref(a), pois, caso contrário,
teríamos que c, C Suf(b.u.(r)'"zc,) = Suf(bü.(.")(*-:)"), contradizendo com
a minimalidade de k. Como b.u,(7')', z C Pref(b.u.(7')*"), usando a propo-
sição 2.1, temos que # C Pref(b.U.(7-)") Ç Suf(Z,) e que # C M' devido à
proposição 7.5. Temos que c, :::>b c,b.u,(7')k" = c.,zc. e c,.ac, € 1c,l devido
ao fato de que :+Ê C +x Ç t-B = -''E :: -.. devido à proposição 6.2 e ao
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Teorema da Equivalência. Assim temos que c, z . c. = rep(c,zc,.) = c,..
Como c, é regular, usando o ]ema 7.2 (lema 7.2), temos que ]c,]P é regular.

A este ponto já temos uma demonstração para a segunda parte da
tese. Nos próximos parágrafos, demonstraremos a primeira parte.

Seja to uma .ZI)-entrada de uma Z)-classe regular. Vamos provar que
w é curto de alguma produção de E. Suponha que não exista sufixo de to que
seja curto de nenhuma produção de E. Neste caso, temos que lwlZ é trivial
devido ao teorema 7.16 e to é idempotente pois toda 'R-classe regular tem
ao menos um idempotente, como nos garante o lema 7.2 (lema 7.2). Assim
w . to = to. Seja a a primeira letra de to. Temos que a, a'ito C .A,4/ devido à
proposição 7.4. Assim temos que to :: to . to = to . a . a':to Sn to - a Sn to e,

portanto, to . a 'R m. Como ltoln é trivial, temos que to a = to # toa. Usando
a proposição 7.7, temos que existe a C E tal club /. C Suf(toa). Assim temos
que Z.a-: C Suf(waa':) n Pref(/,) = suf(«,) n Pref(/.). Como «, é uma 'c-
entrada, pelo item l do teorema 7.14, temos que lc.l $1 1Z.l -- l = 1/.a-il $

max(Suf(«,) n Pref(Z.))l = 1.«+/,1 $ 1c.l e, portanto, que c, = .«+Z, já

que c. e tor:a/. são prefixos de Z. de mesmo comprimento. Assim temos que
c. = to#/. c Suf(to), contradizendo a própria hipótese de absurdo. Seja
T € E tal que c, é o mais comprido sufixo de w. Seja u C Pref(to) tal que
to = uc,. Cromo to é regular, temos que existe z C .A4' tal que to = to ' # ' to.

Usando o lema 7.17, temos que c, . (:« . «,) = u':(t« . (# . .«)) = u':.« = c,.
Assim temos que to = u ' c, $É c.. = c, . # . w Sc to, e , portanto, temos que

w ,C c,. Como to é uma ,C-entrada, e como c, C Suf(to), usando o dual da
proposição 7.9, temos que to = c,.

Sejam a'-,p C E tais (lue c,- .D c,. Vamos mostrar (lue 'r e p são

produções conjugadas. Como c, 'D c,, temos que existe # C .A4' tal que
c, 'R :c ,C c,. Naturalmente c, é a 7Z-entrada de sua 7Z-classe e cp é a
,C-entrada de sua ,C-classe, como já mostramos anteriormente. Usando o
teorema 7.11 e seu dual, temos que existem u, u C .A',t' tais que # :: c,u = ucp'
Sem perda de generalidade, podemos supor que base(p) 2 base(r), já que
o outro caso é perfeitamente dual. Suponha o caso em que u = 1. Temos
então que c, C Fat(c,). Usando o item 3 da proposição 5.1 e o fato de que
base(p) 2 base(7'), temos que p $, r. Como p,r C E = irred(E'), temos que
p = 'r e, certamente, são produções conjugadas. Suponhamos agora o caso
em que o # 1. Assim c,. # c,u = 3 'R c,. Usando a proposição 7.13, temos
que existe o C E tal (lue lc,u#/.l ? lc.l e base(a) < base(7') ou o = r
Suponha, por absurdo, que c, g Suf(c,o+/.). Como c,.u+Z., c, C Suf(c,o),
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usando a proposição 2.1, temos que c..uW/. C Suf(c,). Assim temos que
.,«+z, c suf(c,) n Pref(/.) e que lc,o/.l = jmax(Suf(c,) n Pref(/.))1 2
lc,u+Z,l > lc.l, contradizendo com a proposição 5.4. Assim sendo, temos
que c, C Suf(c,u+J.). Usando a proposição 2.22 e a proposição 5.3, temos
que base(p) = per(c,) $ per(c,uW/.) = base(a) $ base(7') 5; base(p). Desta
maneira temos que base(p) = base(a) = base(1") e como ou acontece que
base(a) < base(T) ou acontece que o = r, temos (lue a ' r. Usando a
proposição 3.11, temos que bai.(P) C Suf(c,) ç Suf(c,t,#/.) Ç Fat(J.) =
Fat(Z,). Como b.n.(r) é período de Z, e como jb.u.(p)l = jb.u.(r)l, segue então
que b.u.(r) e b.u.(p) são conjugadas devido à proposição 2.12 e, por definição,
temos que p e 'r são conjugadas.

Sejam I', p duas produções conjugadas. Vamos mostrar que c, .D
c,. Primeiro vamos mostrar que c, C Fat(/,). Sejam u,u C .A' tais que
b.U.(r) = uu . b.n.(p) = «u e seja k = [lc,]/base(p)]. Como bÜ-(p) não
somente é período mas também sufixo de cp devido à proposição 3.11 , usando
o corolário 2.15, temos que c, C Suf(b.u.(p)') = Suf((uu)') e, portanto, que
c,« C Suf(u(uu)*) c Suf((u«)') = Suf(bdi.(,-y). Como pelo corolário 2.15
temos que /, C Suf(b.u.(r)'), usando a proposição 2.1, temos dois casos
possíveis: ou c,u C Suf(Z,) e já temos que c, C Fat(Z,), ou então temos
que 1, = c,b.u.(1-)" C Suf(c,u). Admitamos este último caso agora. Como
ol $ jb.u.(r)l $ jbü.(7')"I, usando a proposição 2.1, temos que c, C Fat(c,)

e que I' $. p devido à proposição 3.4. Como p,7- C E = irred(E'), temos que
r = p e, portanto c, = c, C Fat(/,). Assim temos que c, € Fat(Z,.) nos dois
casos possíveis. Sejam z, 3/ C .A' tais que 1, = acPy. Usando a proposição 7.5,
temos que a, cp, y C .A'4'. Como c, N« J, devido ao Teorema da Equivalência,
temos que # . c, y = rep(zc,y) = rep(Z,) = c,. e, portanto, temos que
c.. $./ cP' Analogamente temos que cP $./ cr e, usando a proposição 7.3,
temos que c, 'D c,..

Neste ponto, completamos a demonstração. H

O lema que se segue leva a dois corolários que descrevem as 7)
classes irregulares, bem como mostra que suas 7{-classes são triviais.

Lema 7.20 Sela to uma 'D-entenda de wma .D-classe ifregx/ar de .S'
zo' C lwl,c. .Zlntão to/ cí ama 'R-entenda.

sd«

Demonstração
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Como w é Z)-entrada, por definição é também uma .C-entrada e,
usando o dual do teorema 7.11, temos que existe 3 C .A* tal que zo' ::
zto. Suponha, por absurdo, que acto não seja 7Z-entrada. Como por defi-
nição temos que m é também uma 'R-entrada, usando o item l do teore-
ma 7.14, temos que uz gl -R mas que w C R. Assim temos existe 'r C E
tal que lzwrr:iZ,l > lc,l ? ror:x/,l. Cromo wr:bZ.. é a palavra mais com-
prida de Suf(to) n Pref(/,) temos que "'"#/, g suf(w) n Pref(Z,). Co-
mo am#Z, C Prof(1,), temos então que zt"#/, gl Suf(to). Assim, como
«,,at«+/, C Suf(ato), temos que «, C Suf(z«,+Z,) Ç Fat(Z,). Observe que
c. = rep(Z,.) devido à proposição 7.5 e ao Teorema da Equivalência. Como
r C Fat(/,), pela proposição 7.6, temos que c, = rep(/,) $/ w. Observemos
agora que c,,içto#/, C Pref(Z,). Assim, como lzto#Z,l > lc,l, usando a pro-
posição 2.1, temos que c, C Pref(nto#Z,) Ç Fat(zm). Usando novamente a
proposição 7.6, temos que zto S.r c,. Assim zto $1/ c, Sa to r zzo e c., .Z) to
devido ao fato de que .C Ç J e à proposição 7.3. Usando o teorema 7.19,
temos que lwlp = lc,IP é regular, o que é contradição. Assim zw = w' é
7Z-entrada. H

Corolário 7.21 Uma Z)-c/asse írregw/ar de .S' têm uma lírica Z)-entenda,
que por sua uez é Íator de todos os elementos da 'D-classe.

Z)emonstração.
Seja w uma .Z)-entrada de uma 'D-classe irregular e seja w' um e-

lemento desta 'Z)-classe. Clamo to' 'D to, temos que existe z C rol.c n lto'ln.
Usando o lema 7.20, temos que z é uma 'R-entrada. Clamo to é .Z)-entrada,
por definição é também uma .C-entrada e, usando o dual do teorema 7.11,
temos (lue existe r C .,'l* tal que z :: zm. Como to' 7Z z, usando o teo-
rema 7.11, temos que existe y C .A't' tal que w' := zg/ = atou e temos que
zo € Fat(to'). Assim, dada to" uma segunda Z)-entrada de ltolP, teremos que
Fat(«,) Ç Fat(«,") Ç Fat(«,) e «," = .«. H

Corolário 7.22 ,4s 7{-c/esses irregu/ams de .S' são trio ais

Demonstração .

Seja w uma D-entrada de uma .D-classe irregular qualquer. Como
todas as 7{-classes de uma mesma 'D-classes têm a mesma cardinalidade
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devido a uma aplicação do Lema de Green, é suficiente mostrarmos que a 7{-
classe de to é trivial. Tome to' C [tolX qualquer. Como 7{ = 7ZnZ, temos que
w' ,C w e que to' 'R to. Usando o lema 7.20, temos que w' é uma 'R-entrada
de sua 'R-classe. Como tol 'R to e ambos são 7Z-entradas, temos que to' = to
por decorrência do teorema 7.11 . H

Teorema 7.23 .4s 7{-c/esses reg /ams de .S' têm ordem m e os subgrupos
mazimais de S' são todos cíclicos de ordem m.

Demonstração.
Seja -D uma dada D-classe regular qualquer. Usando o teorema 7. 19,

seja 1- C E tal que c.,. é uma l)-entrada de -D. Seja # = {c,bü.(1')', para
k = 0, 1 , 2, . . . , m -- l}.

Vamos mostrei que -/] C ]c,]X. Seja k € {0, 1, . . . ,m -- l}. Observe
que c,bdi.(7')h é um prefixo próprio de c,b.u.(r)" = /,. Usando a propo'
sição 7.5, temos (lue c.b.n.(7')k C M'. Como c, = rep(1,) devido ao Teore-
ma da Equivalência, como Pref(c,) Ç Pref(c.,b.u,(1")k) Ç Pref(Z,), temos que
c. = rep(/,) Sz c,b.u.(7')k Sn c, devido à proposição 7.6. Assim c.,bü-('r)k 7Z
c,. Observe também que b.u.(r)"'k é período de Z, devido ao teorema 2.21 e
que bdi.(1')"'k C Suf(b.u.(r)") Ç Suf(Z,). Usando a proposição 2.14, temos
que c,b.L.(,')' = Z,b.u.(,-)'("'n C Suf(Z,). C.mo c,b.u.(r)*,c. C Suf(/.),
usando a proposição 2.1, decorre que Suf(c,) Ç Suf(c,b.L,(1')') ç Suf(/,).
Usando a proposição 7.6, temos que c, = rep(Z,) Sz c,bü.('r)k Sz c, devido
à proposição 7.6. Assim c,b.L.(a'-)k ,C c,. Isto mostra que ,# Ç lc,in n lc,Ir =

Vamos mostrar que lc.IX Ç ,H. Naturalmente c, C lc,IW e c, C .H
Se não existir outro elemento em lc,IH a demonstração já estará concluída.
Tomemos então to C [c,]x = ]c,in n ]c,]Z um elemento diferente de c,. Como
c, é uma R-entrada e uma ,C-entrada, usando o teorema 7.11 e seu dual,
temos que existem z,y C .4+ tais que to = ac.,. :: c,y. Usando a propo-
sição 7.13, temos que existem o,r' C E tais que ror:::tZ.l > lc,l, que c,,
é o mais longo sufixo de c, que é curto de alguma produção de E e que
base(a) < base(7'') ou que a = r'. Assim, c.,. = c, e base(r') = per(c.,) =

per(c,) = base(r). Temos também que b.u.(r'),bdi.(1') C Suf(c,) = Suf(c,')
devido à proposição 3.11 e que bü.(1"') = bói.(r) pois são sufixos de c, de
mesmo comprimento. Logo, temos que c,, = c,, que 1,. = c,.,b.u.(1'')
c,b.u.(r)" = /,. e, portanto, que l-' = 'r. Também temos que lw+Z.l

T
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lzc,+Z.l > lc.l ? lc,r:a/.l devido à proposição 5.4. Como c,w:/. é a pala-
vra mais longa em Suf(c,) n Pref(/.), temos que .«#/. gl suf(c,) n Pref(J.).
Como «,+/, C Pref(/.), e«tão .«+:/. g Suf(q.). Como ««+Z.,c, C S«f(«,),
temos então que c, C Suf(«,+1,) Ç Fat(Z.). Assim temos que base(r') =
base(7') $ base(a) devido ao item 4 da proposição 5.1. Como já vimos que
ou base(a) < base(1'') ou então que a = 'r', temos (lue o ' a-' = 'r e, por-
tanto, como consequência ainda da proposição 7.13, temos que Pref(c,) C
Pref(w) C Pref(c,b.u,(a'-)") = Pref(/,). Assim b.u.(a'') é período de to devido à
proposição 2.22. Como w = c..y e c,- é suâxo de to, usando a proposição 2.14,
temos que g/ também é período de to. Como lwl = lc,l + lyl ? per(c.,) + l3/l =
bai.(r)l + lyl, como b.u,(r) é primitiva devido à proposição 3.27, usando o te-
orema 2.21, temos que g é uma potência de algum conjugado de bü.(r). Seja
k C IN tal que lyl = kjb.u.(r)l. Como Pref(w) = Pref(c,y) C Pref(c,b.u,(7')")
e como m # c,, temos que y € Pref(b.u.(1-)"), (lue.k C {1,2, . . . ,m -- 1} e
que y = bai.(r)k. Assim temos que u' ' c,b.u.(r)k C -H e, portanto, que
lc,lx Ç-#.

Neste ponto, temos que lc,IX = -1/ e que toda 'H-classe de .D tem
tamanho IJíl = m devido a uma aplicação do Lema de Green.

Vamos mostrar que existe c,z um idempotente da 'R-classe de c,
tal que c, . z ' c, = c,. Como c, é regular, seja aç' C .A,4' tal que c, ' iç' . c.. = c,.
Assim c, = c,. z'. c, Sn c,. z' $n c, e c,. z' ,C c,. Usando o teorema 7.11,
temos que existe z C .A* tal que c, z' = c,a. Usando a proposição 7.4, temos
quem C M'. Assimtemos quem, a.c.. =c.z'c.,. =(c,..iç')'c,. = c. eque
c,a ' c,z = c, ' z ' c, ' z = c, ' z = c...z e c,z é um idempotente da 'R-classe

Vamos mostrar que lc..zlX é um subgrupo maximal cíclico de or-
dem m. Que lc,alX seja um subgrupo maximal isto é bem conhecido na
teoria de semigrupos como já vimos pois lc,alX tem um idempotente. Já
sabemos que tem ordem nz pois já mostramos que toda 7{-classe de -D
tem ordem m. Usando o Lema de Green, temos que a função definida
por upr - u . 3 induz uma bijeção entre lc,IX = -# e lc,zlW. Mostra-
remos, a partir de agora, que y = c,b.u.(r)p, é um gerador do subgru-
po em questão. Seja y' C lc,zlX e seja z' = c,b.L.('r)k, para algum k C
{0,1,. . .,m -- 1} tal que Z/' = z'p,. Devido à proposição 3.11 e sua du-

al, temos que b.ti.(r) C Suf(c,) e que b«.(1') C Pref(c,). Assim temc's que
c,bÜ.(r)': bai.(a'-y 1 = 1 b«q(1-): b-.l('r)''c, e, usando a proposição 2.25, te-
mos também que c,b.u,(r)'a b.n.(1-)2 1 = 1 b«.(r)' b«q(7')''c,. Simplifican-

de c,
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do, temos que c,b.u.(,') (,')G.. Sd. y" = y ' y' = (c,b.U.(r) . z)
(c,bü.(r)' . z) = rep(c,b.u.(r)z c,bü.(.'-)'a). Como c,b.u.(.'')a c,bdi-(1')'a =

b«.(r)'c,:«c, Éd.(7)rz «', b«.(r)rep(c,zc,.)b.u.(7')'r que por sua vez é .igual
, b-.(,)(q. - z . ',)b.«.(,')'« = b«,(.'')a. b.«.(,)'a = çb.«.(,)b«-(,y« =

c,b.L.(ry+:z, então y" rep(q.b.u.(,'')z c,b.u.(,'ya) = rep(c,b.u.(,')'+:a).
Quando k + 1 < m, temos que c.b.u.(r)k+: C M' e, portanto, que Z/" -
rep(c,b.u.(7')*+:a) = c,b.u.(7')*+: ..= = c,b.u.(7')i+:p,. Quando k + l =

m, temos que 3/" ' rep(c,bü.(r)i+:a) = rep(c.,=) = c, - 3 pois temos
que c, -,« /, = c,b.n.(7')" devido ao Teorema da Equivalência. Isto mos-
tra que c,b.u.(r){p, . y = c,b.u.(ry+:p, para í C {0,1,...m -- 2} e que

c,b.u.(r)"':p, . y = c,. ' = = c,p, devido ao fato de que c, = rep(Z,). Portanto
lc,alx = HP, é cíclico. H

7.6 A Conjectura de Brzozowski e a Finitu.
de /-acima.

O lema e o corolário que se seguem nos dão informações de finitude sobre o
semigrupo de Burnside.

Lema 7.24 ,4s R-c/esses sâo ./inatas e Upn(to) é ./iniío para to C .M'

Demonstração .
Vamos mostrar que para qualquer palavra u existem finitas ex-

pansões € sob E tais que c. = u. Tome uma expansão c tal que c. = u.
Seja c, = exp(c). Então c. C Fat(u) e, como a é estável devido ao Teorema
da Estabilidade, temos (lue /. - c.b.u.(a)" e como b.u.(a) = suf(c., per(c.))
devido à proposição 3.11, temos que Z. é unicamente determinado por c,.
Como Fat(u) é finito, então existem finitas expansões possíveis a partir de u.
Observe que podemos obter melhores limitações sobre estas expansões usan-
do a proposição 6.6, mas também usando o comprimento mínimo do curto
de cada produção obtido no lema 5.10.

Vamos mostrar que as 'R-classes são finitas. Usando o teorema 7.11,
seja u C Pref(to) a 7Z-entrada da sua 7Z-classe. Seja o um elemento qualquer
da mesma '7Z-classe. Usando os itens 2 e 3 lema 7.10, temos que existe y C .A4'
de menor comprimento tal que t;y «'« u, existe uma única sequência de ex-
pansões s tal que s : u :+ oy e suas biexpansões são todas empilhadas. Vamos
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mostrar que existem finitos elementos u possíveis. Faremos isto mostrando
que existem um número finito de expansões s possíveis. Uma tal sequência s
é limitada em seu comprimento, pois, devido à proposição 6.9, temos que sua
bases são estritamente decrescentes. Assim temos que lsl $ 1ul. Também
neste caso podemos obter limitações melhores (da ordem do logaritmo de
lul) usando o Teorema de Fine & Wilf e a proposição 6.12. Como para cada
palavra u existem finitas expansões possíveis e as possíveis sequências s são
limitadas em seus comprimentos, as expansões s possíveis a partir de u são
em número finito e também são finitos os possíveis prefixos dos longos de
suas expansões finais. Nos casos em que n 2 5, podemos limitar os possíveis
expansores das possíveis seqüências s usando o lema 5.10 e o lema 6.12.

Vamos mostrar que UpZ(to) é finito. Faremos uma indução em lwl.
Se lwl = 0, então to = 1 e Upn(to) = {1}, não havendo o que demonstrar.
Admita que rol > 0 e que Upn(n) seja finito sempre que lzl < rol. Se
to não for uma R-entrada, então seja z a 'R-entrada de ltoln. Usando o
teorema 7.11, temos que = é um prefixo próprio de to, que lzl < rol e,
portanto, que Upn(z) é finito por hipótese de indução. Também é imediato
verificar que Upn(w) = Upn(aç). A partir de agora, suponhamos então que
w seja uma 7Z-entrada. Seja o C Upn(w). Então «, Sn u. Se u 'R to, há
certamente finitas possíveis escolhas de u pois, como já demonstramos, as 7?-
classes são finitas. Admita que to <. u. Seja y C .M' de mínimo comprimento
tal que t; ' y 7?r w. Como o '@ w, temos que lyl > 0. Seja a C ,4 a última
letra de y e seja 3/' = ya'i. Como y' C .A'4' devido à proposição 7.4 podemos
definir u = o . y'. Então u = u . 3// 'K, to devido à escolha de y e ao fato de que
y'l < Ig/l,eu-a= u'y''a = u.y R, w. Assim, u.aé uma 'R-entrada de lwln
e, pelo teorema 7.11, temos que u ' a = to. Como usando a proposição 7.8
temos que to = ua e que lul = rol -- 1, como u = o .y' e portanto o C Upn(u),
temos então que existem ânitas possibilidades de escolha para u pois Upn(u)
é anito por hipótese deindução. l

Corolário 7.25 .4s J-c/esses são ./inatas e Up/(w) á ./imita para to C .A''Í'

De monstração .
Seja zo' C Up/(to). Sejam z,y C .&'Í' tais (lue to ' # to' y. Então

temos que to' . y $É u' e, portanto, W . y C UpZ(to). Como UpZ(w) é anito
devido ao dual do lema 7.24, temos que existem finitas possibilidades de
escolha para os possíveis valores de to' . y. Como to' . y $n to', temos que
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w' C Upn(w' - y). Como Upn(to' - y) é finito devido ao lema 7.24, temos que
existem finitas possibilidades de escolha de to' para cada uma das finitas e
possíveis escolhas .de to' - y já feitas. Assim existem finitas escolhas de w' e
Up./(to) é anito. H

Teorema 7.26 .A c07Üect ra de Brzozotosk{ enunciada na introdução é uer
padeira para os casos em que n ? 4 e m 2 1.

Demonstração .

Seja to' C À* e seja «, = rep(w'). Basta observar que o autómato
determinístico deânído a seguir reconhece a classe de congruência de w'
Tome como conjunto de estados os elementos de UpZ(to) acrescido de um
estado morto 0. Tome por estado inicial a palavra vazia e por estado final a
palavra w. Tome como função de transição a seguinte função: para cada letra
a C Á, a função de transição associada a esta letra leva o estado o € Upn(to)
ao estado: u - a, se D a C Upn(to) ou; 0, caso contrário. Este autómato é
finito devido ao lema 7.24. Sejam o C Á* e u C Upn(to). Por indução em lul,
é fácil mostrar que o estado a que se chega pelo passeio de rótulo u a partir
de u é o estado: u . rep(t;), se u rep(t;) C Upn(to) ou; 0 , caso contrário.
Assim temos que o conjunto das palavras que levam l a to é rol = lto/l. H
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