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Capítulo l

Introdução

1.1 Motivação

Um processo físico de espalhamciito })oclc scr dcscrito, de uma maneira sin)plificada, da seguinte

forma : Um feixe dc partículas inscidc sobre uni alvo, e o resultado da colisão é registrado em

dctetorcs. Da análise da interação das partículas incidentes com o alvo tiram-sc concluçõcs sobre,

por excniplo, a estrutura do alvo. Na física quântica, são dc importância as experiências de es-

palliamcnto; por exemplo, a dcscol)ena clo núcleo feita por Rutheford cm 1911 foi baseada no seu

estudo de partículas a espalhadas por finas folhas dc ouro. Na teoria quântica não rclativística o

feixe de partículas (ou ondas) incidentes é geralmente representado pelas ondas monocromáticas

1)1anius cxpli(d - z wt)l, oiidc í = /:T , w é a frcqüência c d é o vctor de onda (o qual dá as

dircçõcs (lc propagação das ondas). Por exemplo, no caso unidimensional, se a direção da onda

incidente vcm dada pelo vedor d = (--1,0, 0), ela é descrita na forma cxp(--Ír), onde T = r + w t e

w é a velocidade de fase da onda. Assim, a onda pode ser imaginada deslocando-se de a'- = +oo a

r = --oo. O cspalhador é representado por um potencial y(z, t), que é uma função suficientemente

regular nas variáveis reais =, t, e se anula suíicientementc rápido quando z tende a üoo. O processo

dc cspalhamento, isto é, a dinâmica da partícula incidente é governado pela equação de Schrõdinger

unidimcnsional c depcndete clo tempo

;?ú(,,t)- ?fv'(.,t)ú(.,o t), :,[ca, o.o
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onde m denota a massa da partícula c fi = /}/2n, aqui h é a constante dc Planck. Note que a

c(Junção (1.1) pode scr escrita na forma

@ = .4(t) ú([), [ c m. (1.2)

onde o operador .A(t) é dehilido por

h â2
'l«) : -ih àtí + }''.

a(lui o operador V dciiota uni operador dc multiplicação pelo potencial y(=, [)

t,oRlaDo via

Definindo o Hamil

H(t) = X .'l(t).

a cqtiação (1.2) toma-sc

{h-$@ @(t). tc F.

Agora, para fixar as idéias, suponha (luc o potencial não depende do tempo, isto é

l)oiiliailaos

(1.3)

}'(z, t) = y(z),

H(t) Ho + \'',

onde y é o operador dc multiplicação pela função y(#) c Ho é o Hamiltoiicano

dinâmica "livre" dz\ partícula, isto é

Ho'

associado com a

2m a'

Então é possível provar (luc a (tliiica) solução do problema dc Cauchy

ih-+$=nú(t), ©(s)=©,. s.tcl{. (1.4)

é dada pela fórmula explícita

Ú(t) = cxP(-i (i - ') H) @,.

A partir daqui, um dos principais problemas da teoria dc espalhamcnto é o estudo do comportamento

msintótico da solução Ú(f) (quando t -+ üoo), por exemplo, sc o potencial y(=) é tal que lb'(z)l --} 0

(lidando lzl -+ oo o siificicntemcntc rápido, (isto é, o efeito do potencial é pequeno muito longe da

origem) e como dc forma intuitiva, temos quc para grandes distâncias correspondem grandes tempos

dc viagem, sc espera (lue exp(--í t H) sc comporte como exp(--i i Ho) quando t --} :Loo. A teoria de

cspalhanicnto mede isto da seguinte forma: A função de onda d'(t) = exp(--i t H) V'o se comporta
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como a pari.ícula livre quando t --} üoo se, e só sc, existem duas únicas soluções @Ü do modelo livre,

t.ais (ltlc

lim lcxp(-íÍH)@o - cxp(--ôlho)ü3:l= 0.
t -.) 3: co

isto é, a onda @(t) é praticamente indistingivel da onda cxp(--i [ Ho) V'' no passado remoto e da

onda cxp(--if Ho) @+ no futuro distante. A norma 1 . 1 deve scr hsicamente significativa. O fato
acima se escreve

cxP(-Í t .F/)@o -' -P(-Í t Ho)@ü

Sc iiiLroduzcin os " operadores dc onda" associados com o par (H, Ho), a saber os limites fortes

\rü = }t''t(H,Ho) = s -- . liiX cxP(--Í[H)cxP( lIMo)t --} + co

Os principais objctivos da teoria (veja, por exemplo, os Textos dc \V.O Amrein, J.NI Jauch e

l.i.B Sinta jll, ll.L Cycon, R.G Frosc, W. l<irsch c B. Simon li41 c T. lÇato 1281) são mostrar quc

tais opera(lares cxistciii c tcm as scguint.cs propricdlldcs

lt't são isoincLrias (lue oit.rclaçam f/ c //o

C)s contradoinínios /?ar}(lr:t) são subcspaços fechados clo espaço dc flilbcrt H, fisicamente

significativo. Eles reduzcni o operador .f/ c estão contidos em unl espaço dc funções " absolu-
t.ainent.c continuas'

R«n(lP' ) (lr+)

Dc feito, sul)onl)amos quc os itens acima são válidos, então dado Ú' existe uma única @, a saber

Ü = 1 '. Ú , tal (lue

cxP( -i t H)@ «' exp(-{ [ Ho)@

Rias, então existe uma única @+ tal (lue @ = }y+ @+, pois os operadores dc onda W't são isometrias.

E claro (luc a funcão @+ é tal que

cxP(-i t H)Ú «' cxP(-Í t Ho)d'+

Porá.auto }Ç'' V' - l.}'+Ü+ dc modo que @+ = 1'; Lt'. Ú', onde I't'; denota o operador adjunto

de tt' +. Eira outras palavras, se os operadores }T/+ existem e suas imagens coincidem, @+ fica

dct.cnninada pelo estado @ através do operador

s = ® -.} $+
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dado por

s = tt/it'v

C) operador S está bcm definido sempre q\ie os operadores de onda existam, além disso S é um

operador unitário sc, c só sc, Ra7}(H''+) = Ran(}y--). O operador S recebe o nome de operador clc

cspalhamento. Ele é a peça importante da teoria, pois toda a informação a respeito da dinâmica

da partícula está contida nele. 'ltatamcntos especializados do processo físico do espalhamento a

niaiorcs dimensões e operadores bem mais gerais do (luc o Hamiltoneano dado pela equação de

Schrõdingcr unidimensional, podem scr encontrados nos textos de N'l. Rccd c B. Simon l49, S01 e o

text.o de R.J lodo; Jr 1261 iio dual podcinos achar vários outros comentários intcrcsantcs do assunto.

Exist.clip importantes processos dc cspalllamcnto quc não são dc natureza (quântica mas clássica,

neste sentido, Incncionatnos três problemas básicos, a saber, o cspalhamento de ondas de som

(acústica), o cspalhaincnto de ondas clctromagnéticas e o cspalhan\cito dc ondas elásticas. A teoria

para estes modelos tcnl tido uni grande desenvolvimento desde os anos 50 até o presente. Podemos

citar, por exemplo, os textos c referências dc D. Colton c R. lCrcss l7, 8), o texto e referências de

A.G. Rama 1471, J.B. Bidnar, R. Rcdncr, E. Robinson c A. Wcighn l41, e o texto e referências dc
C.H. Wilcox IS81, c no caso dc ondas elásticas o texto e referências de V.D. l<uprazdc 1321 e Y-H. Pao.

F. Santola, W.W. Symes c C. Holland 1421, entre outros. Somente para lixar ideias, consideremos a

propagação dc ondas dc som num meio isotrópico c homogéneo cle .fZ3 com densidade p e velocidade

do soir c, o movimento da onda pode-sc descrever por um potencial dc velocidade U(l, t) do qual

o caiiipo dc velocidade é obtido via

« = ! grau U(,, 1)

c tl pressão, quc dcnotamos por p, t)cni dada pela fórmula

a U(=, t)
P /'o'' Õt '

oiidc /)o descreve a pressão do meio não perturbado. Na teoria linearizada, o potencial de velocidade

t/(=, t) satisfaz a c(luação dc ondas

Éi:;g.a - .' A c'(,, o - o.

No cotitcxto do espalhamento, a solução C/(z, t) da equação (1.5), é procurada na forma

li.s)

U(=, t) «P(-iw t)
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coiii frc(liiêilcia w > 0. Daí segue (luc a função u(1) satisfaz a c(luação reduzida de ondas chamada

taiiibéiil dc equação dc llclmholtz
6. « + k: u = 0, (1.6)

com iiúmcro dc onda k2 = wz/c2. Assim, o cspalhamcnto clircto dc ondas planas harmónicas no

tempo, por uni obstáculo 11) C l?3 com fronteira al) , conduz a um problema exterior para a equação

(1.6) com valores na fronteira. O campo total do processo de cspalhamcnto é a soma

«(l, d, k) d, k) + u"(=,.Z, k),

dc uni feixe dc ondas espalhadas (desconhecido) u"(=,d,k), c um feixe dc ondas incidentes (os

(la(los) lz'"(z, d, k) o (dual satisfaz a c(ltiação (1.6) em .P?3 no sentido das distribuições . O feixe dc

oiid;us iiici(lclltcs é dado gcralnientc na forma dc oiidats monocroináticas plainas

«'"(l,d,k) P(ãk d ')

c dircçõcs dc impacto lal = 1. Além disso, o campo u''(z, d, k) satisfaz o seguinte requisito adicional

uiiifonlicmcnte cm todas :LS dircções i C SZ, com S2 = {y C .F?3 : lpl = 1 }. A condição acima é

cliíuiiada dc " condição dc radiação dc Somnicrfeld ". Os seguintes problemas (chamados problemas

de csl)alhamciito dircto) são importantes

g.!-- - { k u" = o Ü , l.l--,m.

Daclag= rui", achar u = u"'+u" tal que

A «''(=) + k: «"(=) = 0, = ç: çl = iR' lb

(, «'')(,) = g(=) z C al),

lü«« -:*««) - .o/l.n,
oildc r denota um operador dc traço, dado geralmente por uma das seguintes condições cm a/)

(No cuo Di.ichl.t),

,l--,m

(No caso Ncumann)

g; «-" -- À «:", (No caso Robin)
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Na terceira condição, À é o parâmetro dc impedância. Notamos que a condição dc radiação de

Sommcrfcl(l assegura a unicidade da solução do problema, e o seguinte comportamento no infinito

iuiifornlementc cm todas as dircçõcs â C S2. A função

lzl -+ m,«"(., d, k) =
1,1

cxP({kl=1)
«.(â, d, k) + o(Ü)

Uoo : S2 X S2 X .F? ---} a;,

é chamada dc "amplitticlc dc espalhamento". Dc6lna o "operador dc espalhamcnto" como sendo a

aplicação

F'(k) : L:(S') --} L:(S'),

o (lu;\] é conectada comi a an l)]itudc dc cspalhaincnto via

(F(k)g)(i) = / «.(â,d,k)g(d)dS(d), kCn
SZ

Coiisidcrc agora S(k) dado por

kc R.

Na teoria, o estudo da extensão meromorfa ao plano complexo da ainplitudc dc cspalhamcnto é
significativo. Observe que pela identidade acima isto conduz ao estudo da extensão meromorfa ao

piano comp]exo (]o operador S(k), k c .F? (chamado dc matriz dc cspalhamento). As singularidades

da extensão mcmomoifa da matriz são significativas. Considere o modelo (1.5) com a condição de

fronteira dc t.ipo Dirichlet (c velocidade c = 1) no interior dc um obstáculo Z), o qual é um domínio

compacto cm J?S. Sabemos quc as soluções do problema

;ãu(z. t) - a. U(=, t) = 0, cm 1) x .ü?,

(Int) U(,,0) âU(z,0) (') 'm O.

t/(=, t) 'm aO x n,

l)idem scr representadas, utilizando-sc a clccomposição espectral do Laplaciano Â em 1), como

superposição dc movimentos harmónicos com frequências p« = p«(1)) do tipo

U('. í) = }1:1'«exp(í A'« t)+ Z'«-p(-Íp« t)l }t'-(z)
l

7



onde pl: são os valores próprios do Laplaciano A obtidos da forma

o < p? $ p: $ plÍ $ -+ +oo,

c 11/. € Lz(1)) são as correspondentes funções próprias, isto é

Í Alt'.(')+P: }y«(')

l lt'.(')
Consideramos agora as soluções da equação dc ondas iio meio exterior a 1), i.c., ç2 = .1?3/l), com a

condição (lc fronteira tipo Dirichlct

:$U(,,t) AU(',t)

em aD.

em ç2 x .f?,

(Ext) u(=, o) Uo('), ÊU(=,0) = U-(,) .«, Q

U(., i) = 0 c"- 00 x n

Poclc-sc ciitão iiiostrar (veja, por exemplo, o texto de P.D Lax c R.S Phillips 1341) que a extensão

autoadj\ult.a do operador

é o gerador inhiiit.csimal do problcina acima e não tcm autovalorcs (ncm funções próprias cm L2(Q) x

l,Z(ç2)), c (luc. na verdade scu espectro é colltínuo. No entanto, as soluções do problema (Ext) podem

scr expressas como supcrposiçõcs dc niovimcntos harmónicos envolvendo todas as frequências, de

fat.o, para l muito grande, elas sc comportam assintoticamcntc na forma

U(,, t) - > 1 cj"p(-iaj t) Wj('),

onde os números cj dependem dos dados iniciais; entretanto os valores complexos aj (as frequências

dc cspalhamcnto) c iu fuiiçõcs ll'j são determinadas somente pelo obstáculo 1) e são , num sentido

generalizado, os valores próprios c funções próprias do operador dc Laplacc A no domínio exterior

Q. Em outras palavras, o papel desempenhado pelos valores próprios Pn, no modelo interior (Int),

passa a scr feito pelas frequências de cspalhamcnto aj, i.e., os pólos da extensão meromorfa ao plano

complexo C da matriz dc cspalhamcnto S(k). Assim, as frequências dc cspalhamento associadas

0J
(1.7)
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com a evolução do modelo, são números complexos, os quais, como no exemplo acima, são os valores

l)róprios dc iiiii operador auxiliar, eles caracterizam o comportaiiiento assintótico das soluções com

cllcrgia íiiiita. Pode-sc provar quc clãs formam um conjunto discreto no plano complexo C, e

sc espera (luc as soluções do modelo dc evolução tenham um comportaiiieiito assintótico do tipo

(1.7). Resultados importantes nesta dircção são dados nos artigos dc P.D.Lax, C.S. Nlorawetz

c R.S Phillips 1331, C.S Nlorawctz, J. Ralston c W.A Strauss 1401, P.D Lax c R.S Phillips 1341,

C. lçlorawetz 1301, J. Ralstoil 1401, J. Cooper, G. Poria h'lcnzala c \V.A Strauss j131 e A.G. Ramm 1471,

cittrc outros, c via métodos estacionários (isto é após a separação dc variáveis), citamos, por exemplo.

os art.lhos dc M. Lcnoir, NI. Vuillcnnc-Lcdard e C. llazard j3SI, B. Loe 1361 c O. Poisson l4SI.

N l ittuítlidadc a pesquisa sc coilccntra nos scgllinLcs itens

Nlost.rar a existência das frcqtiências dc csl)alhamcnto

p Qual é a (listribuição tias frc(luõncias de cspalhamcnto no plano coiiil)lixo.

e Eiii (liic forma elas l)oclcm dar informações sobre as propriedades gcoiiiétricas do obstáculo

Para os dois primeiros itens acima c iio caso dc ondas acústicas citamos, por exemplo, os artigos

dc P.D Lax c R.S Phillips 1341, O. Poisson l4SI, h'l. lkawa l24, 2SI, C. Gérad j161, C. Fernández

c R. Lavinc 1181, A. Sa Barrela c M. Zworski ISil, h'l. Wei, G. Nlajda c W.A Strauss IS71 e no

caso dc ondas elásticas citamos, por exemplo, as contribuições dc R. Coimbrã Charco e G. Poria

Nlcnzala ISI, P. Stcfanov c G. Vodcv ISSO c NI.A Astaburuaga, R. Coimbrã Charao, C. Fcrnándcz c

G. Poria lvlcnzala l31

Uma questão associada ao terceiro ponto acima é : Se conhecemos as frequências de espal'

haincnto, é possível recupcrar a forma do corpo 1)?. Esta questão é parte do quc é conhecido como

problema inverso dc espalliamcnto. Especificamente um desses probleiiias consiste em recuperar

o obstáculo (ou potencial) a partir dc u-(i,d,k). Resultados, nesta direção, no caso acústico e

clct.romagnético foram obtidos por T.S Angcll, D. Colton e A. Kirsch Í21, G. Perca Nlenzala 1431,

D. ColLon e P. N'look j10, 11, 121, D. Colton e P. Hãnher l61, A. Kirsch c R. Kress l29, 30, 311,

P. Nlaponi. L. Nlisici c F. Zirilli 1371, entre outros, e no caso de modelos associados a ondas elásticas

citamos, por cxcinplo, os resultados dc P. Hánhcr j211 c P. Hãnher e G.C. Hsiao 1221.

Na literatura existem várias formas dc definir o conceito dc frequências de espalhamento (ve-

ja, por exemplo, o artigo dc J. Cooper, G. Perca N'lenzala e W.A Strauss j131). Neste trabalho

9



adotarcmos aquela através do método das singularidades da matriz -S, isto é, separamos variáveis e

coiisidcramos o niodclo de onda elásticas reduzidas, assim, as frequências de espalhamcnto são as

singttlaridadcs da extensão mcromorfa do operador Rcsolventc associado ao modelo.

O objetivo dcstc trabalho é cxtciidcr o método chamado de " Acoplamento entre uma formulação

variacional c uma representação integral " introduzido no artigo de M. Lcnoir, NÍ. Vuillerme-Ledard

c C. l:lazard ali l35). Nesse trabalho, eles usam o método para localizar as frequências de espal-

liamciito iusociadas ao modelo dc ondas acústicas propagando-se no exterior Q = J?a/Z) de um

corpo rígido. Nós estudamos o inodclo dc ondas elásticas propagando-se no exterior de um corpo

coiill)acto 1), com uma condição dc fronteira dc tipo Ncumann ou Dirichlct. Nossos modelos tcm a
foniia

b:Au(=)+(a: - b:)grau(divu(1))+a'u(=) = h(z). sc / C Q,

A« u(=) s. = C alÕ, (1.8)

Condição de radiação

oitdc h pertence a IL2(Q)l3 com supp h = nj supphj C ç2a, a C C', a e b são tais que a > 0, b > 0 e

1111(a) > 0. O operador dc traço A« dado acima denota uma das seguintes condições sobre aD

l 'lao'

Tn ulaE No caso Neumann

onde T. denota o operador dc oração

T«(,)u(') - 2ó'g= +(': - 2b')n(')di"u(')+b:n(') * ''L"('), ' € aD

"«« - ]
No caso Dirichlet,

(1.9)

com
a u ,aui au2 amai
a n l a n ' é)n J'

O aberto limitado ç2/{ dado acima tem a forma ç2/? = Q n B(0, R), onde R > 0 é o raio da bala

B(0, R), com centro na origem dc .P?3, i.e.,

B(0, R) { z C n' l#l < x}

c0111

a'Õ C B(0, R) = { z C Z?'

10



Nlostranlos quc as fre(luências dc cspalhamento associadas ao modelo (1.8) podem ser obtidas a

l)artir da foriinilação variacioiial do modelo

b' 6.ü(=) +(a' - Z,:)grau(di«ü(=)) +a'ü(=) = 1-(z), sc = € Qa,

A. ü(z) se z C al),

(l.lO)

ID, ül(:) = ID., ul(:), s. ; C aB(0. R),

IN« ül(;) ul(z), s' : € an(o, R),

oiidc a13(0, n) = {z c J?3 : lzl = R} é a fronteira da bola 23(0, /Z) c D,, Na são operadores quc

xtuam cin soluções do modelo (1.8) na forma

ID, ul(;) (n(;) x roeu(z))+ Re(a) '.' n(,) x(u(;) x n(z)). z C aB(0, R),

IN.,ul(;) -di"u(;)+ L R'(a)au(;) n(z), ;C a(0.R),

com u, a C C. Estes til)os dc operadores são scmclliantcs aos operadores introduzidos no artigo

dc C. Hazard c N'l. Lenoir 1231, no estudo do cspalhamcnto (lue gera a intcração dc um feixe de
ondas clctroinagnéticas planas com um corpo condutor perfeito, imerso num meio localmente não

homogéneo. Note quc no modelo (1.8) o domínio ç2 é não limitado; no entanto no modelo (l.lO)

o domínio ç2/{ é limitado. Esta é uma vantagem, pois é mais fácil detectar os polos da solução da

inodclo (l.lO) quc do inodclo não limitado (1.8). Nossa demonstração da existência de polos associ-

adas ao niodclo (l.lO) difere daquela dada no artigo dc M. Lenoir, h/l. Vullcrmc-Lcdard e C. Hazard

cm 1351 para o caso acústico. Nós usamos várias idéias contidas nos artigos de R.S. Phillips 1441 e

A.G.Rammj471.

Apresentamos a seguir uma breve descrição de cada capítulo

No capítulo 2 apresentamos o problema direto cle espalhamento associado ao modelo reduzido

dc ondas elásticas num meio homogéneo e isotrópico exterior a um corpo compacto 1) com uma

condição de fronteira dc tipo Neumann ou Dirichlet. blostramos resultados de existência e unicidade.

As fcrralncntas utilizadas baseiam-sc cm técnicas cle R.S. Phillips 1441 e A.G. Ramm 1471. As

conscqücncias destes resultados são dadas nos capítulos 3 c 4 do trabalho. O principal resultado do

Capítulo é o seguinte

2
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" Scjzl a € C com lln(a) > 0. Então, para todo h € 1í,:(n)l; corri supph C ç2/i = ç2 n B(o, R) o
problcnia

b: 6. u(z) + (a: b') grau(di« u(=)) + a' u(1) h(.), sc , c í2

A. u(=) s. z C aD, (1.11)

Condição de radiação ,

'c::- -«a (ú--ica) solução u c IH:(ç2)I' "

No cal)ít.lido 3 estudamos o modelo dc ondas elásticas reduzidas iio aberto limitado Ç2n dado aci-

ma. Apreciit.aiiios rcsult.idos dc existência c uiiicidadc scmclliantcs aos dc NI. Lcnoir, Nt. Vuillermc

Lc(lar(l c C. [lazard l3SI c C. Hazard e N]. Lcnoir 1231. Nosso principal rcsu]tado mostra que soluções

(lo pioblcnta adn)a são soluções do problema (restritas a S2/{)

b: 6. ü(=) + (a: b') grau(di« ü(z)) + a: ü(1) h(.). s. z € Q/.

A. Ü(=) se = € al)
(1.12)

ID., ül(;) ul(z), sc ; C aB(0, R)

IN.. ül(;) = IN. ul(:), sc : C aB(0, R)

No capítlilo 4 estudamos a extensão mcromorfa ao plano complexo C do operador resolvente

associado ao problema (1.12). Na prova utilizamos técnicas de R.S. Phillips 1441 c A.C. Ramm 1471.

Aqui. é fundamental uni resultado dado no artigo dc S. Stcinbcrg IS41 (veja, também o artigo de

R.T. Scclcy IS31) sobre famílias meronlorfas dc operadores compactos. Além disso, mostramos que os

polos (la extensão mcromorfa do operador resolventc associado com o modelo (1.12) coincidem com

aqueles da extensão mcromorfa do operador rcsolvcnte do modelo não limitado (1.11). Em seguida,

aproscnt.alhos um problema variacioiial associado com o modelo limitado (1.12) do qual podem-se

obt.er as frc(luências dc cspalhaincnto da extensão mcromorfa do operador resolvcntc associado ao

inodclo (1.11). No apêndice mostramos alguns lemas técnicos usados nas demostrações de vários

t.corcnlas nos capítulos anteriores.

12



Notações

m" Espaço Eucliclcaiio n-dimensionar

. ç2 : Uin conjunto aberto cin l?"

. l.l+z:+ ..+,ã)'/:: a«orm-«-F"

B(.o. ,) {z C n", lz - =ol < ,}

r} = (ai . a.), aí int.oiro Z 0, la

'«/,P(/) {# € 1?" : /(=) # o}

C"'(Q) : Conjunto das funções continuas / : ç2 --} m (ou C) tais quc suas derivadas parciais

a" / até ordem lal $ 7n são contínuas cm ç2.

. c.I"(í2) Conjunto díu fuiiçõcs C"'(ç21 com suporte compacto em ç2

l,r'(ç2) : Espaço das (classes dc equivalência das) funções reais (ou complexas) mensuravéis /,

tais quc a }»ésima potõilcia do valor absoluto 1/1 é Lebcsguc integrável cm Q (l $ p < m)

munido da norma
11 f:! /
llJ'lip ' 'i

. //"'(f2) = {u C L:(Q) : é)'u C l,:(Q), 0 $ 1al $ nl}, isto é H"'(Q) é o conjunto das

funções em L2(ç)) que possucin derivadas distribucionais até ordem ni em l,2(Q).

z ' .,}'''

. IC;.;"(n)l; = {u=(ui,u2,u3) : ui C C#'(Q), Í= 1,2,3}.

. l.i'/"'(Ç2)I' = {u = (ui,u2,u3) : ui C H"'(Q), i= 1,2,3}

O Laplaciano (vctorial) é

6. u u- ,A «:,A «,),

oil(lc 6. c o Laplaciailo usual, i.c.,
3 .o

A", Í 2,3.
j=i ''J

13



e usual, isto e,

;.,-. -(z, á, z)
redor

.:« « -n *E * g
rabos durante todo o trabalho no sentido das distribuições

O operador grau é o gradient

Utilizamos scinprc (no sentido das distribuiçocs) as seguintes identidades

iot. w = (rot .51) * w.

g-a'l @ = (grau ó) * Ü

.li«w (gra.lõy * w

(rot .5 1y = --rol ó l,

div(Ó w) = w - grau Ó + Ó div w,

rot (Ó w) = grad Ó x w + Ó rot w

.li«(w x u) = u . rotw - w . rot u,

gri«l(w .u) =(w.grad)u+(u grau)w+(w

-ot(w x u) = wdi«u - udi«w+(u. grau)w

rot(rot w) = grau (div w) A w

.li« (rot w) = 0,

rot íarad ó) = 0

©

e

©

e

e x roeu) + (u x rotw).

(w - grau) u,

e

14



Capítulo 2

Preliminares

2.1 Apresentação

\ SPHttir al)rcscilt.;uivos o prol)lciila dircto dc cspalliainciiLo associado ao iilodclo dc ondas elásticas

l)r(il)i\Hall(lo-sc iiuin inicio homogênco c isotrópico n exterior a um corpo compacto 1) com uma

(.oti(lição iiü fioiitcira do tipo Ncumalin ou Dirichlct. IVlostramos um resultado dc existência c
tiiii(i(li\dc. As fcrnuiicntas (luc utilizaremos l)ascialn-sc cm técnicas do artigo de R.S. Phillips 1441

c} o livro de A.G. Ramm 1471. Algunas canse(lilências destes resultados são dadas no capítulos 3 e 4

(it) t.I'al)alho. O rcsulLado principal iicsLc capítulo c o seguinte:

+

condição de radiação -} m

n



" Seja a € C com Im(a) > 0. Então, para todo h C IZ,2(çt)l3 com supph = n}.i supphj C
í2/? = ç2 n B(0, R) o sistema dc ondas clzísticas

b' 6. u(,) + (.' b') grau(di« u(.)) + a: «(,) h(,), . C Q,

A.,u(z) = 0, r € al),

Condição de radiação .

t.cm uma (única) solução u € 1X:(n)l3 ", onde A. u denota o operador dc traço

l "i«'D'

l Tn ulaD, No caso Ncumann,

a > 0, b > 0 c Tn é o operador dc oração

T«hOu(';) - 2Z'' é)u +(a: - 2b')n(1)divu(=) +b:n(=) x roeu(r), l € õD

"«« - {
No caso Dirichlct,

c01]1

a u2 é) u3 .
a n ' é)n '

2.2 0 problema direto de espalhamento associado com a

propagação de ondas elásticas

No (1uc segue vamos considerar unia região compacta 1) do .PZ3 com fronteira sttficicntcmcnte regular

O meio é coiisidcrado isotrópico c homogéneo. Assumircmos por simplicidade que a origem pertence

16



Considere um ot)stáculo 1) C .F?3, com fronteira a/), c ondas elásticas propagando-se em ç2 = .1?3/D

(veja figura l acima). O movimento da onda pode scr clcscrito através do vctor de deslocamentos

u(:r, t) =(ui(z, t), u2(z,t), u3(l, t)), quc na teoria lincarizada satisfaz a c(Junção dc ondas elásticas

g7 ".(',t) - >ll: ãL':,J(u(',t)) - o, í - i,2,3.
(2.1)

cm í) x n com ai,j(u(=, [)) dado por

a..j(u(",t)) -(a: - 2b')ó'.jdi«(u(z,t)) + b'( a ui(z,t) + }l;luj(z,t)) ,

onde a c b são constantes tais que a > 0 e b > 0. Dcnotcmos por c..jlu(=, t)l, a quantidade

....'«',,',, - ;(â« '',',* â«.',,',) , :.'- :,:,;.
Sc define a ciicrgia especifica clu(=, t), v(z, t)l por

.lu(=,t),v(z,t)l = >1: ai,tl'i.jlu(= t)l«,llv(z,t)l,
{ ..j.k .Z = l

3

(2.2)

onde

aijtl ' (a2 2b2)õ.,jój.k + b2(ól.k + ój.k + (5i.kÓj.í), i,i,t,Z = 1,2,3,

são chamadas dc constantes clásticm. Aqui, óp.q denota o delta de l<ronccker

sc P= q

sc P#q

iÇotc também (lue elu(z, t), v(l, t)j pode scr escrito na forma

.lu(z, t), v(=, t)l (.' 2 b' ) di« (v(', t)) di« (u(,, t) )

l2.3)

* ':.$.q#(!P**P)
Em particular, se u := V resulta que

!1l: -ilg ldi« ("(', t)) I'ejV(,, t) , v(,, t)l

P#q

+ %t'i'
17



>l. ",j*, '*.. e= 2 c El: l...jl'
í ,j,k .i= 1 i.k = l

lookc, temos (!uc

...J(u(z, t)) = >ll: «.j*. '..j(u(', t)),
l.k-l

ldo (2.2) cm (2.1) temos ein ç2 x 1? a relação

$ u:(z,t) - Z''A u'(=, t) -("2 - Ó')2:1:(di" u

lgciii vctorial, c(!unção acima toda a forma

$«(.,t)-b'Au(',t)(':-b:)grau(di"u(',t))-0,(',[)Cç2xn.(24)
No sisa.eiiia (2.4) os parainctros p = b2 c À = a2 -- 2p são chamados dc constantes dc Lamé e

satisíazcln 3 À + 2 p > 0

No cont.cxto do cspalhamcnto, a solução u(z, í) (dc energia finita) da equação de onda elásticas

(2.4), é procurada na forma

u(z,[) = Releu'"(z,a) +u"(=,a)lcxp(--iat)}, a CC,(=,t) € Q x n-

O campo
v(z,a) = u'"(=,a)+ u"(z,a), a CC,

V = U'n + Usc

ção reduzida dc ondas

b'6.v+(«' -b')grau(divv)+a'v=0, z CQ.

/\s fuiiçõcs u'", quc são cm geral da forma

u'"(,,a) = -'':g-addi«ip. "p({'Pd ,)l + '''roer

Observe auc em nosso caso existe uma constante c > 0 tal quel)scl iisLaXlslu ]l TIoSSo Ci

\gola, pela Lei dc l!01'i C

3

i,j - 1, 2, 3,

St i})s t. i t. ] ii ]S

1., t)) 0, l 2,3Z

Em liiigu

é delineado por simplicidade na formaiinDlici(iate nC110 Lé\(

e elc sat.isfaz a eaua

z C .P?3otlP. '*P(Í ', d )

18
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com ap ' a/a, a, = a/b, vctor de polarização po (constante) e direçõcs de in)pacto d (ldl - l)

satisfazem, no scntido das distribuições , o sistema

b' 6.u:" (z) + (a' t,') grau(di« u'")(z)+ a' u'"(,) 0, l C IZa (2.6)

E conhecido, (veja, V.D l<uprazde l32), p.p 85 89) que a matriz solução fundamental do sistema

b' .A u(z) + (a' b:) gr-d(di« u(=)) + a' u(1) 0, z € Z?3 (2.7)

é do tipo

I'.(z,y) r5j(', y)),*,, k,j - 1, 2, 3,

onde para cada par t,.j = 1,2, 3 temos

-:'',, ,, - Ê (''.. .. * . «L) "ÇÜP
com z = v- 1, al = al, = a/a, c a2 = as = a/b,

\-- '' ''' r,g C #?', z # y
, - pl

al =.52,(2xb')': c 01 =(--1)l(2xa:)'' r - 1,2

Agora, seja

I'Z.(z,V) = (1'!j(z,y),I'3j(=,y),I':j(=,y)), .j = 1,2,3, =,y € 1?3, z #y

O vetar I'Z, (z, g) satisfaz a c(luação (2.7) para .j = 1, 2, 3, a matriz I'.(l, y) é chamada de matriz cle

lÇttprazdc, cada coluna c linha da matriz é solução da equação (2.7), escreve-sc isto para =, y € Z?'

com z # y na fonna

b' ZH'.(=, y) + (a' b') grau(div I'.(z, y)) + a: I'.(=, y) = 0, (2.8)

b'Ar.(l,y) +(a' Z,:)grau(divã'.(l,y))+a'r.(l,y) = '5v 1, em E'. (2.9)

onde õv denota o delta de Dirac iio ponto y c l é a matriz identidade. Escrevendo I'.(3, 3/) na forma

ou

i'.(=, z/) = i'l;(l, v)+ I';(l, y)

onde

t'l;(',y) - ';a l d'p(',y) l ' I';(',y) - $ 1'? 1 + a l Ó,(',y),

19



co«: l=(Ó..j)3*, a-(7;?;Ç),*S, a? ' $-

ó,(',P)- , ép(',p)-!:!!i' ,

-,y c n', . # y . ai
Se v verifica o sistema

b'Av(z)+(a' -b')grau(di«v(z)) +a'v(=) = f('), - C R',

)ndc a função f tcm suporte surf f :: .r\' compacto ciii l?3. Então, ela é da forma

v(=) = 1':(=,y)* f+ I';(l,y)* f.

Agora, as funções
up(=) =1'j;(=,y)*f c u'(=) =1';(=,y)*f,

isto é

«' IÓ,(',g)*-'tr'tfl),

t

--; l @,(3, y) * gr.d ( di« f ) la'

V :: UP + Us

(A + ai)u' rot «'

(A + a?)u' = 0, div u' = 0.

(

e iorz

são tais (luc

f l r - ' C:

(2.10)

Definição 2.1

Seja l)i um aberto do Z?S. Dizemos (luc a função d' : Di ''} n (ou C) é regular se, e só se,
Ó € c:(o-) n c' (a).

Uma matriz Á = (a..j)3*S (ou vctor t, = (ui,z'2,t'3) ) é regular se todas as ai,j, í,.j = 1,2,3,

l uA;, k = 1, 2, 3 ) são regulares no sentido da clcíinição acima.

20



Definição 2.2

Seja v uma solução , regular cm Q, da c(luação (2.5). Dizemos quc v satisfaz a condição dc radiação,

chamada condição dc radiação dc l<uprazdc, (C.R.Ã')«, se, c só se, os campos up e u' dados em

(2.10) satisfazem
up(z) = o (1),

:;h«'(,) -:',«'(.) -.(Ü) , « i,i -

l «'(.) -.m,

l É.«,(,)-:.,«'(,)-.(ü), « i,i-

sc lzl --> .o,

e

sc 1,1 -, m,

uniforiiicmclltc cin todas m dircçõcs i= =/lzl C S2

Scji\ l)i uni aberto do l?3 com fronteira regular c T. o operador dc oração . isto é

T. : 2b2 ;l-- + (a2 -- 2b2) ndiv + b2 n x rotOn

sendo n(y) a normal unitária externa a Z)7}i no ponto y. As identidades de Bctti-Grecn dadas a

seguir são conhecidas (V.D. Kuprazdc 1321 ou G. Fichcra j171):

Sejam v, u C IH:(1)i)l3. Então, ;u identidades

(2.11)

v . (A u) dz +
l)t /...««. «.-. - J. v(3/) (T« u)(y) dS (2.12)

e

{v . (A u) u (A v)} d'

l2.13)

{v(y) .(T. u)(y) - u(y) -(T« v)(g)} dS

são válidas. Usamos a notação

a. ba A + (a2 b2) grad div

c e(v, u) é dado pela identidade (2.3)
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\K.,nt, « u C l//:(Oi)I' é solução da c(luação

b' 6. u(1) +(u: - b')t;rad(divu(=)) +a' u(=) =0, cn- Oi,

( 'l l l.;t( ) íl tcrcciril identidade dc BcLti-Grccn

-(,) - . {r.(x,y) (T« u)(y) IT« r.(=, !r)I' u(y)} 'lS. (2.14)

!; \.nli(l;\

\ tww:l 2.1 (V.D supra;dc 1321, p.p, 127-129)

Sul)t) ini;i (luc v = ul' + u' é unia solução regular do sistema(2.5) cm Q. Seja T« definido como cm

1=. 1 1). SP V silo.isfi\z a condição dc radiação dc l<ul)razdc (C.R./t')m c l=1 : /t, então as seguintes

r,..t.ii l i;tt ivius ,

í) T« u' :L ia « u' = O(/t

íi) T« u' :L tabu' = O(R

Íii) Ü'' .u' = 0(R'').
íu) Ü'' U'' = 0(/t'').
,) u'' = 0(R''),

-i) u'' = 0(R'').

:).

').

sc R --} m.

sc /i -+ oo.

sc R --} oo,

sc R --} oo,

sc /Z -.} oo,

sc R -..} m.

s;lt) vi\lidius uiiiforincnlcilLC cnl to(las as dircçocs = = =/1=1 € S2

Dciiioiistração:

\-'l'j;t, o ill)Õiidicc 13

0

.a B(0, R)
ng. 2

22



2.3 Resultados de Existên

Usaremos a alternativa dc Frcdholm:

Teorema 2.1 (D. Gilbcrt c N. TT"udinger 1201, p.p, 71 )

Seja .A4 um espaço linear normado complexo c /3 : .A4 --} .A4 uma aplicação linear compacta. Então,

unia das seguintes situações vale

(a) A c(luação homogénea u -- 23 u = 0 possui uma solução não -trivial u € .A4, ou

(b) Para cada / C .M a c(Junção t/ 13 o = .f, possui uma única solução t; € .M. Além

caso (b), o operador (/ -- B)'' é limitado.

Seja 1) i\horto limitado do l?3 com é)l) regular c Q = .FZ3/l). Scjani R > 0 c /?o > 0, tais que

B(0,/Ü) 1:1 < RolC O,aDc B(0,R) {=Cn': 1= < RleQ/t=QnB(o,R)
Considere a função

sc 7 € Ç2/t,

se z«QÃ

TJnicidadecia e ] l

disso, noS

int.es condicõcsC 011

Ú(,:
0

e

l2.is)

c X c C;om(r?'), satisfazendo as scgu

' ':'/,/ X C B(0, R)/B(0, Ro),

e X = 1 . numa pequena vizin

X = 0 , sc lzl = R.

f C ÍI,Z(Q)l3 e definaSeja

«:,:li':"''' ii iii
ia (2.1} obtemos o seguinteDas cst.imativas (i)-(vi) (lo lema

(2.16)
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Lema 2.2

Soja a CC tal que ll«(a) > 0 c u C IX'(m')I' solução do sistc"ia

b:A«+(a' -Z,')grau(di«u)+a:«=0, ,C n',

onde a > 0 e b > 0, a (dual satisfaz a condição dc radiação de Kuprazde (C.R./o-

lim / ii. T. udS = 0.
/{''FW Jlvl= /i

Demonstração:

Então,

Dc fato, seja u C IX:(a')I' com as hipóteses do lema acima. Considere a bola

B(o, x) : 1=1 < a}

comi n(p) a iiornial unitária exterior à fronteira Z)Zi(0,R) = {# € n' : lpl = R} no ponto y
1) '. A- nn.AS rn+B /l '.

ü . (T« u) dS = >1, /J(R) + >: Jt(R) + >1, Á'r(R),
lvl=/? jio k=o l=o

.ro(R) =/ U'. l(T«u')(y) - í''u'(y)ldS,
l vl = /{

.r- (R) = ü'' l(T« u')(y)
lvl= /{

í b au'(y)l dS,

.r,(R) = Ü'
lvl=K

l(T« u')(y) í ó au'(y)l dS

/, (R) a'
l vl= /t

l(T« u')(y) i « au'(y)l dS

Jo(R) iba l hP . u'(y)dS

J\(R) = iaa l U' u'(y)dS
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llrl= /?

A'- (R) «pl'(y) .ZS.
lvl= /{

Usando o item (i) do lema (2.1) obtemos,

l(T.up)(y) -íaau'(y)I'dS$C/ R-4.ZS-(C;/R:)/ dS-.}0,
lvl= /{ Jlpl=/t J lwl=l

sc R --} w. O item (v) do mesmo lema conduz a,

\üp(ly)FdSÉCx l R-'dS=C\ l dS=Cz, seR-.}m
lvl= /{ J lvl= /{ J lwl= l

Agora, })cla desigualdade dc Cauchy-Schwarz e as estimativas acima obtemos,
1/2

-.} o,l.r.(a) $ 1 / 1u'(3/)I'as
lpl= /{

1/2

(T« u')(y) iaau'(g)I'dS
lvl=/

u'l'(g)dS/fo(R) = { a a C

se R --} (x Assim

.ro(R) --} 0, sc R -+ oa

Lra que

/J(/?)--l0, se R--loo, j= 1,2,3

O ítcin(iii) do lema(2.1) diz (luc

UP . u' = 0(R''), sc R --} oo,

Dc forma análoga sc mos

daí.

IJo(a)l$Z,jal/ lap(y).u'j'ZS$blalC/ R-'dS=
lvl= /t J lvl= /t

(b lal C/R) / dS --} 0,
1«,1=i

./o(R) -+ 0, sc R -+

se R } oo , logo

quc

'''7 U)
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gtiir (lttc

n'l\,--" -'P-is -o ' -\U'l--~-"
Lc com as observações ant.criorcs dc quc

lim Jt =0 c lim /J = 0 (.j =0,1,2
/l -.} m 1{ -+ a)

coiil})lctain a (lciiionstração (lo lona

Colei cfcit.o, note (luc a fóriiiula (lc Bctti-Grccii (2.13) na bola

{Ü . (ZL u) u . (AÜ)} ./«
/.i ( o . .r? )

{ü(g) (T« u)(w) u(g) . (T«
l !/l = /?

Lciiil)r \it(lo (luc

À.- .z .. .. ÀÜ- 82Ü .: B(0,R)C m'

Da i(lciit.idade acima ol)t.amos (luc

la: a:l/ lul2a..=/ {a(y).(T«u)(y) u(g) (T
/i(o.n) J lvl=/l

Por ottt.io la(lo,

i{..l/ {U(g).(T«u)(y) u(#)(T.ü)(g)}dSl=
l !/l = /{

.l('r«u'')(#) iaau"(y)I'lS} + Rc{ / ü,'. l(T«u')(.-/) - tabu'(#)jdS}
lpl = /t J 11/1= it

1{«{/ Ü-.l(T«u'')(y) i'««''(g)I'ZSl+Rc{/ a'.l(T«"')(#)-tabu'(y)ldS}
1]/1 = /z

13c{/' «/,.l('r«a')(g)+iaaa''(y)ldS} -Rc{/ u/'.l(T«a')(y)+iaba'(y)ldS}
11/1=/{ Jlvl= /t

1{«{/ «'.l(T«U')(#)+Ía.ü'(y)ldS} - Rc{/ u'.l(T«ü')(g)+áaZ'U'(y)ldS}
lul = /{ J lvl= /t

21m(a)a/ lupa:dS 21in(a)b/ lu'l:as 21ln(a)(b+a)/ Re(U' u')dS
lyl= /? J ipl= /{
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A(ltii. po(Jónios })roca(lcr (le mo(lo

ol)t.cílios dc (2.17) ius i(lciiti(lados

liin
/{-..}oo

lur'lado = 0:/{
e lim

/{ --} co
lu'l:as

/{

[st.o prova o ]ema

Rc})rcscnta-sc por IL7i(ZZ3)l3 o espaço vct.orial das funções u C IZ,2(Z?3)l3 tais quc u = 0, sc
rl ? R,i.c

lt?.(n")I' = {u C lt:(n')I' : u = 0, s. lzl ? R}

Lenta 2.3

Scjil a C C' coili 1111(a) > 0. Ent.ão, sc g C lí,?.(Z?')l:', o sistema

b:6.v(=)+(«: b')gr''l('li«v(=)) +a:v(=) = g(=). rC a',

.'"- :«l«çã., v € 1.r/'(,r?')I' . v (a) g, .«.lc ' 'l,«..lor

A(a) : lt?.(n')l:' -+ l//'(n')l:'

ó liiicítr ó coiitíinio. /\léiii (lasso, a solução v dc (2.18) é única sc sat.isfaz a (C.R.A')-

Demonstração:
A cxist.êtlciz\ do o l)cra(lor liiieilr coiitíiiuo

(2.18)

A(a) : IZ.fr(R')I' --} IH:(n')I'

cota A(a)g = v para todo a C C tal (ltic Ini(a) > 0 segue (lo teorema 3.2 p.p. 273 277 no artigo

(lc B.R. Vainbcrg IS(il, veja scti enunciado ilo apêiidicc C.

Unicidade

E slih('iciit.c mostrar qtic para t.odo a C C' caiu Im(a) > 0 o problema honiogõnco

b:6.v(1)+(«: b:)grau(di«v(1))+a'v(=) :C #?'

(2.19)

(C'. R./ ').
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tcn} somente a solução trivial. Dc fato, seja v € 1H2(n3)la uma solução dc problema
Considere a bola

(2.19)

B(0, R) = {z € n' : lzl < R},

c seja ii a nonnal unitária n(y) = #/R exterior ao fronteira aB(0, R) no ponto Z/

A fórmula dc Botei-Grcen (2.12) diz quc

TÀ.vd= + 1 e(V,v)d= = 1 T. T.vdS,
13(0./{) ; /3(0,/t) ; lvl= R

.(V,v)d«
) J 23(0./{)

T,.vdS. (2.20)
IJ { U. It

Scgtic (lo lcnia (2.2) (luc

liiii / V . T. vdS = 0,
/{- '" Jlvl=n

pois v satisfaz (C.R./\')-. Portanto, tomando R --> oo na equação (2.20) obt.amos,

lvl: d=.V,v)d= = a:
!

(2.21)

Assim, temos duas possibilidades:

(a) Sc Re(a) = 0, a identidade (2.21) diz quc

.(V, v) d, (a))' / lvl: d.
?3 J /?3/

(2.22)

e(ç', v) dz 2 0,

c quc Im(a) > 0 logo da identidade (2.22) segue quc v = 0 em l?'

(b) Sc Rc(a) # 0, tomando a parte imaginaria da identidade (2.21)

0 = 21m(a) Re(a) / lvl2 d=.

Divida por 2 Im(a) Rc(a) ncsta identidade para obter

/{3

Sabcinos (lue

daí, segue (ltie v = 0 cin Z?3. Assim, para todo a C C com Im(a) > 0, temos v
completa a prova do leRIa
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Noto (lttc a solução do problema (2.18) é do tipo convolução por g, i.e.,

v(=) (,, y) * g, ' C E'

A ftmção v pode scr escrita explicitamente na forma

«(.) - o «)'' /., { ""K"' t''- pD l#::.$ gM . (, - ü - :ul } '«

-(4 «)'' .Z:, l !::çlÍ:l;ái@(, - v) g(y) . (' - v)} dw

+(4 ")'' .Á, I' - vl'' .Z '«P(i' ') ó' lg(V) - 1111:-iPK(y) ' (' - 3')j aV-

a, por cxcnlplo, o artigo dc R. Coimbrã Charco e G. Poria N'lcnzala ISI, fórmulas (3.1) (3, 4)

Esta expressão induz o ol)orador solução A(a) g = v C IH2(.1?3)I', da forma:

(A(") ( )-P«)-' .Á,{'"'("''i'''n lgí$ (;-Ü-.Ulla«

-(4 «)'' .Z:, { !!:gilFlji3@(. - v) g(v) ' (' - v)} aw

--o«)'' .Á,i,-«i-' .Z ,«po'o',IK -ll;-iPKu.(,-ÜI aV,

lta do lema (2.3) quc

Vcj

n rpqll

A(a) : lt?.(O,)I' --' IH'(n')I'

Teorema 2.2

Seja w C l/i'(23(0, a))I' solução do problema

Í Z,:Aw(')+(«: b2)g-ad(di"w(')) -0, ' C B(0,R),

l w(') - 0, : € aB(0, R)

Então. w = 0 cm 23(0, R).

(2.23)
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Veja, por exemplo, J. Nccãs j411 ou apêndice B.

Seja 1) al)crtQ limitado do ©S com Z)l) regular, Q = 3/IÕ, ç2x = í2 n Zi(0, R) e A« o operador

dc traço definido por

DemonstraçãoS

l ulaD, No caso Dirichlct.
A«u = -l

l Tn U.a-íi, No caso Ncumann

r\ -: ,.h

Teorema 2.3

b'6.w(z)+(.: - b:)gr.d(di«w(z)) = g(r), s. ' C Í2/.,

A. w(z) = 0, sc -' € aO,

w(z) = 0, se l C aB(0

-.cm unia (única) solução w c IH:(n/{)I' se g c IZ,'(O/{)I'

Demonstração:

Veja, por exemplo, H . lwashita c Y. Shibata 1271, Teorema Ap 1, p.p, 310.

C)bservc (luc a solução w do problema (2.24) po(lc scr representada via um operador solução, a

Pg (Ç2n)I'

o variacional do problema (2.24) e atum

P : IL'(Q/t)I' --} IX'(Ç2/{)l;

C IZ,'(n)I' c fu clcfinida como em (2.16). Seja vo C IH:(Z?')l3 a única solução do probl-

Í b'.Avo(") + ('' ba)grau(divvo(=)) +a'vo(1) - fo('), s' = C R',

l (c.a./í)-

,R)

sal)cr

rle maneira contínua(lue é induzido pela fornlulaçã 11iauzi( C

Seja f ma

(2.25)

(2.24)
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Fçl,.(a) vo = 'üo = volvi,..(2.26)

Isto é, a aplicação FÍZ,.(a) restringe a solução do problcnia (2.25) ao abert.o limitado QX. Note-se

(ltic clc agua dc maitcira coiit.ínua dc IH2(Z?:!)l3 cm IH2(Q/i)la pois, para to(lo tnulti-índice a C l\-a

colei 101 $ 2 tcnlos a relação

a" IFçz,,(a) vol = Fíz,.(a)la'' vul

L)cliiia FSZ,,(a) coiiio sendo o operadorcn( PC l( ' ] ] ] ]

AHori\. (lo loiiiii 2.3 scgttc a cxist.cicia (le liiri opera(lor liiicar c ('o

A(a): ltf.(n")I" -» l//'(n")I"

ilo sciit.ido deus distril)liiçocsl T.l (

Vo(=,j :: \f'x\c/J io;\a;.J, ú ç: xl

E ol)ort.tinto ot)scrvar (luc a fórni\ila (2.27) induz uin ol)orador:

Ã(a): lt'(O«)I' --» l//:(n')I'(2.28)

Olhe-sc a função Ü definida cni (2.15) c o operador A/Ú dc multiplicação

l r(z). « z C ç2/.,

('vV,r)(') :d'(')'(;') - 'l .' ' ;. ,gÇZ

IJa/V, rjjl/,z(/ta)l3 = lldp rjl2Z,z(/i3)l3 :: ./r 3 -/flí. jrj2 dr < oo.
l)aí. ivV. é \im opera(lor bem dcfiiiido c contínuo:

A/v, : IL'(í2/:)I' -+ ltj.(m')I',

já (l\tc, cin particular ivV, r = 0, sc lzl ? R e portanto, A:f.P r c IL${(Z?3)l3 para todo r c IL2(Qx)l3

Dcfiiia-sc agora. o ol)orador A(a) pela composição

A(a) r = A(a) À.rV. r,

l)p fat.oliilcar c coiit.ínuo t

/(

(2.27)

.:« l/,:(çt«)I'

Not.c (lttc

logo

Ã(a): lt'(ç2/{)I' --, IH:(m')I'
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dc mancril contínua. Além disso, A(a) fo = vo. De fato, para todo = c R3 temos

voga(a)fo =/ 1'.(,,g) fo(y)dy= Jn i'.(=,u).fl.vldu=

r.(,, y) . fo(y) dy =(A(a) fo)(z).

Sejam fo, X c to onde fo(3) = f(1) se z € QR e fo = 0 sc z « ç2n, X € Com(a'), com as propriedades

' -'"PPX C B(0, R)/B(0, Ro),

X :: 1 , numa pcquclla vizinhança dc al)

X = 0 , s.' 1=1 = R,

Seja go a função dcfinicla cm {2/? do seguinte macio:

go = X fo +(a'+ b2)l(grad X - grad)'Pol + jb2A

c vo volt,.

X a: xl'ü.

+(az b:)l('üo grau) gradX+ grada x rotto+ gradXdiv'üol

Observe-sc (ltic go C IZ,:(nn)la

Lema 2.4

O problema
b' 6. u(z) + (a: b:) grau(div u(z)) = 0, se z C Ql{

A« u(=) sc z C Z)D, (2.29)

u(z) = 0,

''": "«:a (única) sol«ção u c IX'(n«)I'

Demonstração:
Existência

s. , C 0B(0, R)

Seja u uma função definida em Z?3 do seguinte modo

u = u--Xvol

32

(2.30)



coiii g = gt}. Not.c (ltic cm é)l) t.anos

T.(Xvo) = 2b: Z) '(vo)+(a2 2b:)zzdiv(Xvo)+b'n x rot(Xvo).

/\Hora, valcni

teorema 2.3 acima):l função ü é a cxteiisão dc Cal(lcróii da solução do problcnia (2.24) (vejaon(lc oreOl\lç )ro Ceiisa ro]l l l l

..., T-*9*«.:,
F \ l ' / \ l x + xdivvu,() ( )

em é)l),

(c

)t.amos

T.(X vo) - .\l2b2 avo +(az -- 2b2)ndivvo + bZ n x rotvul +

+2/): vugl+(a: - 2Z':) zl lvo gradÀj+ ó: Igrad x x vul

Daí. ('onlo X = 1 illiiila vizinliailça dc é)l), obtcilios

T.(:L"«) - 2z'';l: +(': 2Z':)ndi"".+b:« x r.tt.

rot (.y v«) grau \ x vo + X rot vo elll

., /)7)Assim cn) al) ol

T«(xv.) = T«(v.), c«. aO

31) e (2.30), cm é)l) verifica-sc

A. u = A.. ü -- A. vo = --A.vo

.Alóiil disso, u = 0, cin aZ1(0, R), pois X = 0 c ü = 0 cni é)B(0,R). Agora bcm. cm Qm obtemos,

l,' a. u +(«: b:)grau(.li«u) = b: Aw +(a: - b:)gr-'l('li«w)

das c(luaçõcs (2l)ni't }tilt.n a açor( )

Logo,

(2.31)

bZ A(\ to) +(a2 b')grau(divã'Pu
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Jtt (ltt(

b: .A(\ to) +(a: - Z,:) grau(di«X '?o) =

= a2(t. . grau) X + a:(grau X grau)to + a2 'üo x jrot(grau X)j +

+az grau X x rot'ío + a2 À:gra(l((liv 'üo)+ aZ(liv 'üu gra(IX

l)ZHra(l \ (livt..+ bZ tt) ÂJ\ l)2('üo ' gra(1)gra(l \+

-tb:(grada ' gra(1)'üu -- 1): grau\ x rottu Z,: Xgrad(divtu) + 1,: A 'üo

b: A(\ to) +(a: - Z,') gr;«l((liv X to) =

X IZ,: A'ü.+(a' Z,')grau(di«to) l+(a' + Z,:)l(grada - gra(1)'?ol +

+(a: /):)l('üo-grau)gra(IX +gradX x rot'üu + grada(livt.,l +b'A

b: 6.(X 'ü.) +(«: - Z,:) gr.d(di« ). 'üo)

\fn+(a: +b')l(grada grau)+ol+ IZ,'zXX a:Xlto+

+(a: - b:)l('õo - grau)gra(lx+ grada x rot.to + gradXdiv'üul

Nlais ainda, u € 1//:(ÍZ/{)l3 pois X C Cux(n3) com sltpp X C 13(0, R)/B(0, Ro) c as funções üln.

w. tu pci..ciiccilt a l//:(ç2/{)I' (leinbrc quc Fç!«(a)(vo) = 'üo € 1H:(ç2/{)I'). Portanto, a função

u :: u Xvo,
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satisfaz u c IH:(ç2/l)I' e

b: 6. u(:) + (a: b: ) gr.d(di« u(=) ) sc : € Q/i

A« u(=) = A«vo se = C é)l) (2.32)

u(:) = 0, sc = C aB(0, /?)

lst.o })rov;\ a cxistêiicia. A tlliicida(lc é coiisc(ltiêcia (lo tcorcilia 2.3

O l)nncil)al reslllta(lo (lesta seçao e

Tcol'eira 2.4

Scjil a C (' caiu Im(a) > 0. Então, para todo li C IL:(n)I' com supph C Qn o sistema

1,:a.u(=)+(«' b:)gra'l(di«u(=))+ a:u(z) = h(z), sc ; C Q,

A.. u(;.) se = € Z)l), (2 33)

(C.R . .r*' ) .

-cn: lama (única) solução u c IH'(ç))I'

Demonstração:
Unicidade

É stificicntc iliosLrar quc para to(lo a C © com Im(a) > 0 o prol)lcnia hotilõgcnco

b:Au(z)+(«' - b')grau(di«u(=))+a'u(z) sc z C Q.

A. u(;) = 0 sc z € é)l),

(C.R . /-' ) .

t.clu sonlcnt.c a solução t.rivial. Caiu efeito, seja u € 1X:(ç2)I' solução (lo problema acima, e seja

R > 0 tal (luc a bola Z 0 R) = {y C .f?3 : lyl $ R } tenha sua front.eira aZ3(0,R) cm .l?3/l) = Q.
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Dciií)tc l)or {!/? = { y € íl : ly < /i}, usando a identidade dc 13ctti-Grccn (2

ü.Àu./.+/ c(ü,u)d==/ ü.T..udS.
Q /. J Ç2 H J é)f2 /

Lciiil)ran(lo (l\ic 6. u = --a2 u cin ç2/i C f} c Z)ç2/l = { y C ç2 : lyl = /?} U é)l) obtemos,

-a: l \u\'tl=+ 1 etü.u)d== 1 U.'F.udS- l .'F.udS.
í!,. Jçz/. ilvl=/ ao/)

\ gont. fazcit(lo /? -+ oo na i(lclit.i(la(lc (2.3'1), do lona 2.2 c

l ulaD - o, No caso Di

A«ti = <

l Tn ula7j ;; 0, No caso Ncuniani)

12) cm ç2n

richlpt.c [l l (-

segue quc

(2.34)

(2.35)

c(ü, u) lz = a: / lula d:.

e(ü,u) / : = 1(Rc(a)):([nl(a)): +2iRc(a)]i«(a)l/ ]ul:./=.

(2.36)

(2.37)

l)ort }\ilt o.

0 .) 1-« (a) / lul:a,.
Q

l(Rc(a))'(1«-('))'l/ lul'd,(Ü,u)'Z',
r\ssiN. temos duas possibilidades

la) Sc Rc(a) = O, então a identidade (2.39) diz (l\ic

.(ü, u) d, --(a)): / lul' d..

C

Q Z

(li\ liipót.csc cin a, e o/\goi';t

(2.38)

(2.39)

(2.40)

e(ü, u) .Zz ? 0,

u = 0, em ç2

ló) Sc Rc(a) # 0, como Im(a) > 0, então dc (2.38) segue (luc

scgttp (luc

:J(j



Canso(líicnt.cmeiitc

u = 0, cm ç2

[ \ tutici(lê\(lc está provada para todo a € d; comi lln(a) > 0

Existência

l)or liili arguiiicnto análogo ao usa(lo na prova (la cxist.ência dc solução ilo lema 2.4, mostramos

?l cxist.õiicia dc soluções no t.corcnia. Dc fato, coilsidcrc a seguinte função

u(1) + .\(z) ü(=) (2.41)

oit(lc ü é zt extensão dc Caldcróii ao /?3(Veja, })or cxciilplo, o tcorciiia 5.3.1 ilo livro dc J.T. Nlarti l38)

c o ciniiiciado iio apêixdicc (lesta tese.) (la solução wo C ll/2(ç2lr)la (lo prol)lciiia

11: A wo(.[) + (a: b: ) gr«d(div w.(z)) 0, sc r C Ç2 /l

A,. wu(-') sc 7 C é)l) (2.42)

w«(=) sc z C aB(0, R)

v., ó }l solução do sistcina

p \ C Cux(.a?') é tal quc

:=1': *'":
b:) gr.'l(.li« v.(1)) + a' v«(z) ÍI)(=). sc J C m',

(2.43)

' -'"/,PX C B(0, R)/B(0, Ro),

N :: 1, ilunla pc(lticila viziiihai)ça dc al),

x = o, sc l:l = /?

.\ssint, (lc (2.41) ot)t.cílios cm l)antas dc al) a idciitidadc

a) A..u=A«voga.(.\ü) =A.voga«(Xwo)=A.vo A.vo=0
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b) Aléilt disso, u = v. cm m'/Zi(0, R), pois .szzppX c B(0, R)/23(0, RU). Conscqüentemente, a

hti)ção u s;\t.isfaz (C.R./\')..,, pois vo tciix essa propriedade

c) Port.aiit.o, para Lodo h C IZ,2(n)l3 caiu stzpph C Q/? c todo a € C com Im(a) > 0. A função

u(=) = v.(=) + X(=)Ü(z) rC n',

é solução do problcnla

b:Au(z)+(a: - b')grau((li«u(z)) +a:u(=) = h(r), - C ç2,

A.. u(=) = 0. , C a'õ, (2.44)

(C.R.A').,

sc. c só sc, })ara todo i C Q, t.canos

l-(=) b: A u(z) + («' b:) grad((liv u(z)) + a: u(z)

fo(1) + b: a.X(:) ü(=)+(«: - Z,:) gr.dldi«(\(,) ü(=))1 + a'X(3) ü(r).
(2.45)

E claro (luc a e(luação acima sc verifica para

o/i {= € m' : 1=1 > a}

l)ois, .çu///) \ C B(0, R)/ZJ(0, Ro), X = 0 cin l:rl = R, Ú(z) = 0 cm R'/(2/l c sup/;h C Q/t. Portanto,

l ftiiição

u(z) = v«(=) + X(Z) Ü(1), z C n'.

será solução do problcilia (2.33) sc, e só sc, a equação (2.45) se verifica no aberto limitado ç2a, i.e.,

sc, c se sc, para todo .r C ç2/{ tentos

h(=) f(z) + b: 6.X(=) wo(=) + (a: b') gr-djdi«(X(=) wo(=))1 + a: X(3) wo(=). (2.46)

Agora, a função wo cm ç2/{ satisfaz

b:6. w., +(«: + b:)gr«d(di«wo(z)) = 0
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Logo. a c(ltiação (2.46) fica na forma

l f + G*(a)w« (2.47)

oii(lc o opcrit(lot GX(a) ó uma aplicação liiicar c contínua

G*(a) : l//:(n/{)I' --} l//'(Q/z)I'

dada l)cla fónnulí\

G . (a) wt, (a: + Z,:)l(gr.'l y ' gra.l) w« l+ ló: A \ + a: XI wo +

(2.48)

(«: bZ)l(wo - gra(1) gra(IX+ gia(l .\ x rotwo + gra(IX (liv wu l

Poi outro lado, o opcri\(lor solução P associado ao problciiiít (2.42), isto é, PÉ ::= wo com g
7LI. vo (lcl)oti(lc }\])alít.icai]icntc dc a, pois v]] tciii essa prol)ricdadc. Além (lasso, clc atúa dc mancra

coilt.índia iia forma

P(a) : .M -, if/:(n/il',

oii(lc P = P(a) c .A4 é o espaço dc traço dado por

Í IHi/Z(é)IZ))l3, No caso Dirichlct,

l l,r/-'/'(aD)I', N' 'mo Nc"ma««,

Nlais ;\in(la. o opera(lor (lc traço A.n atum dc niancra coiitiiiua

(2.49)

l2.õo)

A« : IX'(0/{)I' --} m. (2.51)

Assim, coiii estes opcri\dores c tomando cni conta o fato dc quc vo = 'üo em QR, a equação (2.47)
t.orça-sc

h = f G.(a)P(a)A.Fçz,(a)A(a)f. (2.52)

lst.o é

on(lc,

h = f + B*(a) f. (2.53)

B*(a) f G* (a) P(a) A« Fçl,. (a) A(a) f. (2.54)

E claro (ltic a dciiioiist.ração (lo tcorciila estaria concluída sc provámos (!ue
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i) O conjluit.o dc operadores {B*(a)} dcfiiiido iia identidade (2.34) representa uma família de

ol)cra(lotes coiill)actos iio espaço ll,z(í2/i)l3

ii) /\ í'(libação hoillogênca

B*(a) f -F f = 0

tcut s(3 solução trivial

Pois, })cla altcniat.iva (le Fredl)olin a c(luação não homogénea

B*(a) f + f = h. (2.55)

It'i-ii\ soliiç;lí l)ara t.o(lo }i C ll,:(ç2/r)l:;. A afiriiiação (i) scgtic (lo

Lema 2.5

O ('onjllnt.o (lc operadores {B*(a)}, caiu a € C' tal (ltic lln(a) > 0, rcprcscilta unia faitiília dc

ol)craclott.s ('oinl)actos iio csl)aço IZ,z((2/?)la

Denioilstração:

Dc fato. dcllotciiios })or SÉ C IH:(ç2/{)l3 o csl)aço (lc soluções(a qual depciidc (lo dado É = -A«to)

do pior)lcnaa (2.42). As definições dc G.*(a), P(a), Fn.(a), À(a) c A. dadas cm (2.48), (2.49),

l2.26). (2.28) c (2.51) rcsl)ccLivaiilentc. cm conjunto com a identidade (2.54) coiiduzcill ao esquema

1//:(n«)I" --i:tl '"''''
.A4 -=:1- sÉ c l//:(çz«)I""'''' l

k'.:(a) l cone cont. l G. (a)

1// :(n' )I' lx '(çz/{ )I'

Ã(a) l cont comp

lt: (çl «)I'
B\(a)
comp lt' (n «)I'

(lo (liial. scgtic a conipacida(lc dc Bx(a)
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c lz' \& é/{ .JJ I''ti

B*(a) f + f = 0

Logo, (la c(lui\ção (2.55) vcin (ltlc h = 0. Portanto a função u é solução do [)roblc

b:6.u(=)+(a: - Z,:)grau(divu(z)) +a:u(z) = 0, z € Q,

q 3tome-se f1);1ia a prova (le (ii)A !rr) ]';l (]uero\E

A. u(,') = 0, ]; c al),

lc. /? . /-' ) .

Di\(ltií. cin });\rt.ocular Lcitlos (pela unicida(lc (lo problciiia (2.33)) (lttc u = 0 cm ç2 isto leva a

Xü = vo, cm ç2

(lc (2.56) scgtte (lttc v{, = 0 ciii Q/{ - {z € #Z' : lzl > R}, pois stt/)PX C IJ(0,R)/23(0, Ro)

.lis:o. v., =0.:: 0(0,R)jáq«c X =0ci«0B(0,R)

Doíiiia-se cni B(0, /?) a f\tição

(2.56)

Além

T + li Ílü,
onde

se ]'

Not.e-sc (luc T C lfl:(Zi(0, /?))I'. Nlais ainda

a) T = v« cm D. Dt\í, t.cln-sc

À T(=) +(a' - Z,:)grau(di«T(1)) a: vo(z).s' ' CO

l,ois fl)(=) = 0, sc z c 1), já qttc Ü(=) = 0, caso = gl Q/r

b) T(r) = ü(z) sc = C ç2/?. Logo,

À T(-) +(a: - Z,') grau('li«T)(r)

l)ots u = wo cin ÇZ/f

c) T = 0 cni é)li(0, /?), pois vo ' ü = 0 cm Z)B(0, R)

{ 1

i(-) -
1, scz € D

0, sc = € Ç /? UaB(0, R),



\gor;\, l)ola idcnt.i(lado dc Bct.ti-

T6.Td=+
ZJ (o . /{ )

Grceil (2.12) ein ZJ(U, 7t), tciii-se

.(T, T) d:
/J (0. /t ) J a /3 (0. /{ )

Daí

.(T,T)dz = a: / lv.l2 di
/.J(0./{) J r)

Desta cxpicssão segue (lue

.(T, T)d, )' - l-«(a)'l / lvol:
/J (o. /{) a 'o

(2.57)

2 R.(a) l-«(a)

Sc ltc(a) # l). (li\ hipótese cin a c a i(lcnt.i(lado (2.58) t.amos

vo = 0, cm l).

/\guia, sc ltc(a) = 0, (1a i(lcnt.i(lado (2.57) c a hipótese ciii a. vcni

vo = 0, ein D,

(2.58)

1)ois

c(T, T) ./; ? 0.
/3 ( 0 . /{ )

Porá.anta, para todo a CC' com 1111(a) > 0, ol)temos vo = 0 cm 1). Daí a função T é tal (lue

T c lm:(a(o, R))I',

b: a. T(z) + (a: b: ) gra.l(.li«'r (=)) . c B(0, R)

T(z) = 0, " € aB(0, R)

2 implica T = 0 cin Zi(0, R), ou seja, ü = 0 cm ç2/{. Isto, c a identidade

--X ü = vo, eni ç2/{ C Q

n= :6.vo(:)+(a: Z,:)grau(di«vo(z))+a:vo(=) =f(=), rCQfz

lst.o ))rota o {.ooreilia

0 cin Q/{ Daílcx,aiii l v
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U usei'vaçao Z.l

Do t corclilí\ acima dcc

Teorema 2.5

Sejii a € C com Im(a) > 0. Então, para todo h € 1L2(Q)I' com su/)ph C Q/? o
f(cttiiiailii

b:Zhu(=) + (a: b:)gra(l(.livu(=)) +a:u(=) = h(z), .- C Q,

T..(,)u(:') = 0, " € aO

(cx./0.
.':-- :", :--áxi:-«, ":«- «l«Ção u € 1//:(Ç2)I'

Deiiionstração:

-\- (lciiioilt.ração segue do t.corcinit (2.4) fazclido A« = T«

orrciii os scguint.cs rcstilta(losSllrreii Íspr l l l l l

Teorema 2.6

Sc.li\ a € C' t.al qttc Inl(a) > 0. Então, para todo h C ll,2(Q)l3 com su/)ph C Q/( o problema tipo
Dirichlct

b:Au(=)+(«: b:)grau('li*'u(1))--a'u(z) (r), zC Q,

u(:) = 0, " C Í)0

(C R. /f).
t.pin iio iiiáxiino uma solução u € 1.r/2(n)l3

Demonstração:

ri (lcinontração scgttc do tcorenia (2.4) com A« = l

C:oln cst.cs rcsillt.}tdos coilclttímos est.a senão
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Capítulo 3

,A.coplamento entre a formulação

variacional e a representação

integral na propagação de ondas
elásticas

3.1 Apresentação

Ncsl.c (al)it.illo cstn(laicos o iiiodclo (le ondas elásticas iniill al)crt.o limita(lo (lc l?3. R.csultados dc

cxislõii(-ia c ttiiicida(lc são apresentados via liiiia t(icnica exposta rccentcnicnt.c para o caso escalar

(IP oii(las c }u c(luaçõcs dc Nlaxwcll nos art.idos de bl. Lcnoir, N'l. Vuillcrmc-Lc(lard, C. Hazard l35)

c C: Hazard c NI. Lciioir 1231, cllamada l)or esses autores dc " Àlétodo dc acoplamento entre a
fornntlação variacioiial c a icprcsont.anão integral". Nossos principais resulta(los mostram que uma

siiltição (1{) 1)ro))lcliia (lc cspal]iaiiiciit.o dircto(iio doiiiíiiio exterior ç] = #?a/l)) estudado iio ca!)ítulo

antclior leva a unia solução (rest.rira ao aberto limitado ç)/{) do problema Ilimitado correspondente.

E rí'cíl)rocaiiictitc, sob (crt.as hipotcscs, a unida solução do prol)lona no al)cito limitado ç2n :=

ç} q B(0. R) lcvzl a tlina única solução do l)rol)lema (lcfinido ]lo domínio cxt.prior Q. Os resultados



pri1lcipais dcst.a acção são

Scjain a CC comi- Im(a) > 0, a, " c C tais que Ini(aaJ:) < 0, Im(''a;') < 0 e ti c lt'(n)I'
coiii supph C ç2/l. Seja u C l//:(ç2)I' a única solução (lo sistema

l

b: A u(z) + («: b:) gr.d(di« u(=)) + a: u(=) 1-(z), - C Q,

A..u(.,) = 0 = € aD

(C.R./ ')

Ent.ão, o problema

li'AÜ(z) +(a: Z,:)gra(l((livü(z))+a'ü(z) = h(1), r C ç2l{

A.Ü(z) = 0.

(3.1)

ID, ül(=) = in« ul(z). -' € aB(0, /Z)

IN.. ül(.-) N« ul(z), " C aB(0,R),

Lciil uiiul única solução ü C l//z(ÇZR)l3 (luc coilici(lc com a solução u do l)riiilciro inodclo, quando u

é restrita ao domínio ç2/{. Os operadores D,, I'{. qttc atuanl cni soluções do primeiro modelo têm

a folha

ID, ul(=) =(n(.,) x rot u(1))+ Roía)Pn(1) x(u(z) x n(=)) « C aB(0, R)

IN.ul(=) = di"u(z)+ b Rc(a)au(z) n(=), " C aB(0,R)

e



11

S.-.iaili a c (.' coiii 1111(a) > 0, a, .' c a,' tais quc lill(aa;:) < 0, Im(ua::) < 0 c h c lt'(n)I'
comi) si//)/;h C (2/l. Scji\ ü C IH2(ç2/{)l3 a única solução do problcnla

ü: 6. ü(=) + («: b:)gra.](di«ü(=)) + a:ü(=) = 1.(=), 1 C S2/{,

A. ü(=) = O

(3.2)

In, ül(.,) , ul(=), c azj(o, /Z),

IN« ül(:) « ul(z),

otl(l(' a função u é da forma

. c azJ(o, R)

«(;)= / {r...(..,#).ü(g) F.(.,y) T«ü(y)}ds+ / I'.(r.g) h(w)'/p, 'cQ

l.'lit iif. n .=ict ' t,- n

l)'Av(=) + (ü: b:)gra.l(divv(:)) +a:v(1) = h(=). =e ç2,

A..v(=)

(c./i./ ' )

t.cni iio máximo uma solução v C 1HZ(ç))l3 a (ltial é a cxtciisão ao abcrt.o í} (la solução ü do primero

modelo. O operador dc traço A., dado nos modelos acima denota un\a (liu seguintes condições

sot)I'c dZJ

ulzJ'Õ No caso Dirichlet,

A.u = (3.3)

Tn uloD
oiKlc T,. cin (3.3), é o operador dc oração

T«(,) "(:') - 2Z': i:+(": - 2b:)n(':)'livu(:') + b:n(:') x roeu("). :r C é)D

co]]]
a u , é) lzl

Para ist.o. (]cniost.rarcinos alguns lemas prcliniinares
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3.2 Redução a um Domínio Limitado

No decorrer dest,a scção usamos a fórmula vctorial dc Grccn

Scjaiii Z)l C Z?3 um aberto limitado, u € 1H'(1)i)I' c v C IH'(1)i)I', então

lu . Av+rotu.rotv+divudivvjdz=/ 1(nxu) rotv+(ndivu)

Fixamos un) númcro R > 0, tal quc aD C 23(0, R), onde B(0, R) = {= € 1?'

azJ(o, x) : 111 = x}.

Dcfiiliiiios o produto clc coiivolução dc duas matrizes por

(A * Q): = }1: A'''f * Qj

Not.c (luc esta definição é similar ao produto de matrizes c temos

3

lJ

vias. (3.4)

zl < R} com

(3.5)

(A+By = B'+A'

Lema 3.1

Da definição do produto dc convolução dado em (3.5), obtemos no sentido das distribuições as

seguintes identidades:

(i) rot w = (rotól) * w

(ü) grau Ü = (grau ó) * d,

(iii) di«w grau õy * w,

(iv) (rotõly = -rotõl

Demonstração:

Veja, o apênclicc A

Seja l)i um aberto limitado do .F?3, com fronteira regular e n a normal externa a al)i. Seja

ç2. = ma/Õi. Sejam h C lt2(Z)i)la e v C IH2(DI)l3 uma função a (luar verihca (no sentido das

distribuições ) o sistema

b:6.v(=)+(a: - b')grau(di««(z)) + a'v(,) ' € O- (3.6)
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Considere as funções V e H cm lt2(.P?3)l3 definidas pelas seguintes fórmulas

. 1 «(.), ' ' o-,
1 0, z C Q-,

e

h(=)n(=)
0

r € 1) l l

1 )

Lema 3.2

No (1omínio Z?3/aZ)l, a função V acima tem a seguinte representação integral

v(=) b2 (rot I',(=, y)) .(v(y) x n(y)) dS + Z,: ldi«I'.(',y)I'(v(y) n(y)) dS -

(3.7)

b2 r.(z,y) - {(rotv(y) x n(y)) + n(g) di«v(y)} dS + I'. (., 3/) h(g) dS

Observação 3.1

Na fórmula (3.7) todas as integrais sobre OIÕi na verdade corresponde a dualidade entre H-i/2(õlÕi)

c Hi/2(aDi). Dc fato, coilio v C IX:(Oi)l3 então (v x n) e (v n) são elementos de IH':/'(alÕI)I'
c H-i/Z(aõt) respectivamente (veja, por exemplo o livro de V. Girault e P.A. Raviart j191). Além

disto, com a condição adicional dc que

b: rot(rot v) + a' grau(di«v) c IL'(Oi)I'

a (dual vcm do sistema (3.6), pois

6. v = rot(rot v) grau(di« v),

(lluuit.icladc

rot v x n + ndivv

é uma distribuição cm IXi/2(aZ)i)la. Nós, por simplicidade, mantemos a notação integral dada em

(3.7)

Demonstração:

A demonstração é feita nos dois passos seguintes
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(1) Provámos (luc no sentido das distribuições vale

v = 1'. + Q + I'. + H, (3.8)

onde Q c a distribuição

Q = -b: rot(rotV) + a: grau(divV) + a' v n.

ma 3.1. Com efeito, pelos itens (í) e ({ÍÍ) do lema 3.1 temos que

I'l, + l --b2 rot(rotV)+ a2grad(divV) + a2V HI

Para isto, usamos

i'l,* Q

o lc

i'l, * l-Z,: rot((rotól)* V)+ a' grau((gradõy* V) + a' V nl

Agora, usando os itens (í) e (i{) do mesmo lema, obtemos

i'l,* Q = i'l,* l-b:(rotõl)*(rotõl*V)+a'(grado)*((gradõy*V)+a'V

o\i sela

nl

-b' i'l, * (rot õ l) * (rot ó 1 * V) +

+ a2l'' +(grac1(5) +((gradóy +V) +a2l'l, +V --l'l, +H.

Usando o ítcn (iu) do lema 3.1 a identidade acima fica na forma

i'Í,*Q = b'rl,*(rotóly*(rotóly*V+

t'l,* Q

+ a' I'l, + l(gradõyj' + l(gradóy * VI + a' I'l, + V -- I'S +H

0,

I'l,* Q -b'l(rot.5 1) * i'.I'* IV'*(rot ói)I'

+ a2 l(gradõy + I'aj' + IV' +(grada)I' + a2 IV' + I'.I' -- I'l, +H

Ou seja,

t'l,* Q(lv'*(r.tólyl '' l(''tõl)* i'.ly +

+ a:(IV'*(grada)l ''' l(gradóy + I'al)' + a' IV'* I'.I' -- I'l, +H
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Daí, obteillos a identidade

I':* Q *(-z,: *(r'tóly '("tõl*l'. +.'(g''dõ)*(g-adóy *i'.+a2l'.yl

Logo,

i'l, +Q = lv'*(-ó:(rotrotl',+a'(grau(div'ki'.)+a'i'

Portanto,

rl, * Q = lv' * (õ, lyl' - i'l, * n

Daí,

rl, * Q + I'l, * n = v,

mais ain(la, a restrição aos domínios l)i e l?3/l)i da distribuição Q é zero pela construção da função

V; c o suporte dc Q está contido cm al)l. Agora a simetria da matriz dc l<uprazdc conduz ao

?ilirmação

(11) Agora, calculamos a distribuição Q. Com efeito, note (luc para todo U c ICom(1?3)l3

ol)teiiios

Udz = / j-bzrot(rotV)+a:grad(divV)+a'V --HJ'Ua=
R3

R l-b2 rot(rotV) + a2grad(divV) + a2VI Udz -- .Z H . Udl

v . j--b:rot(roEU) + a:grau(divU) +a'Ujd= --/ h .Udl

v.lb:6.U+(a' b')grau(divU)+a'Ujdz--/ h.Udz

bz i W.ó.U-U.Av\d=-tba l U.Avd=-}
Dt Jll)i

+/ U.l(.2-b:)grad(divv)+a'vldz/ h.Ud

.yl') ' l i'l,*n

Z
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6.U -- U . Avl d=

pois, a distribuição v, satisfaz a c(luação

b' a v + (a: - b')grau(

Assim,

Q'Ua= =b' / lv.a.

Agora. da fórmula vctorial dc Grccn (3.4), temos

Q.ua=' = b:/(nxv).rotUdS+b'/(n.v)divUdS
}i.s J iii'õ . J aD \

bZ l (nxU).rotvdS-bz i .\J)d\vvdS.
é) 1) 1 J a l) l

Itialidadc entre o espaço IC'ox(1?')I' c (zoom(R')I'y, identidade

<Q,U> = -b' / l(rotvxn)+ndivvl.UdS+

+b'/ l(nxv).roEU-:(n-v)divUjdS.

Assim, podcinos escrever a distribuição Q na forma

Q = --b'jrotv x n+ ndivvlõaD. +b2rotl(v x n)óaD.l b'grada(n v)õa7i.l(3.9)

Na identidade acima a funcão / óab. denota uma distribuição no espaço (l(Jom(J?3)l3y dada pela
fórmula

< JÕaB.,4'>= J j+as, 'bc \C?l.Ra'l\a.

Agora, as equações (3.9) e (3.8) , nós levam a

V(1) = b'l'.* jrotv x n+ ndivvjõaD. +b:l'.*rotl(v x n)õaD,l+

+ b2l'. +gradl(n v)(5ab.j+l'. +H,

di«v)+ a'« h, em l)i

a.«ló,U U

,><,mos por a (Sc denota

\ciiiia, c
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o (ltial para t.odo z C l?a/Z)l)i pode scr escrito como

v(/) r,Z/(raLI'.(z,y)).(v(y) x n(y))dS+ b2 IÜI« I'.(,,y)I'(v(y) n(g)) dS

b: / I'.(=,y).{(rotv(y) x n(y))+n(y)divv(y)}dS+ / I'.(l,y).h(y)dy

Concluí-sc assim a demonstração do lema.

Observação 3.2

Ca(la t.cnlio (lo lado direito da identidade acima é a convolução entre uma função (luc é infinitamente

difcrciiciávc[ (para z # y) é uma medi(]a con suporte compacto (cm Z)])i). A]ém disso, fora do

suport.c desta medida, cla é uma função inhnitamcntc difcrcnciável a qual pode-sc representar via a

fórmula integral acima (veja, por exemplo, L. Schwartz, p.p, 165-169 IS21)

Lema 3.3

Scjain a € C' com Im(a) > 0 e z', o C C' tais que Im(aa;') < 0 e Im(i'a;') < 0, onde aP - a/a e
a. = a/Z). Sc u' C IX:(23(0, R))la é solução do prol)lema

Í b:6...(=)+(a' - Z,')grau(di«u'(=))+a'u'(z) = 0, ' C B(0,R),

l D, u'(') N. u'(') - 0,
onde D., c N. são clcfinidos como

: C aB(0, R),

It).. ti'l(..') (t\(.1') \ I'ot.tl'(.i'\) l lit'(-1) i'll(.i') \ {tl'(.i') \ il{.i')) .i- . illl(1). 1f)

IN«u'l(z) ; di"u'(=) + i7Re(a)au'(:) n(=), C Z)(0,R)

Então, u' = 0, cm B(0, /?).

2

Demonstração:

Pelo lcnia 3.2 segue quc u' tem a rcprescntação
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u'(z) I'.(=,y)) (u'(y) x n(y)) dS + b' / ldi«I'.(,,y)I'(u'(y)
aB(o. i{) J aB(o.R )

b' / I'.(:r,3/) . {(roeu'(y) x n(y)) + n(y)di«u'(y)}dS, = C B(0,R)
aB(0.R)

Agora, a fónnula vetorial de Green (3.4), nos leva a

Ü;.d.u'+/ diviiTdivu'dz+/ rotiii.roeu'd:
r3(0.x) J n(o.a) J B(o,a)

(n xii;).roeu dS+/(ndiviF). udS,
0 /3 (0 . /t) J a /J (0. /1)

13(0./D div u'l: d= -- iT ./Ir(o./o lu'l' d= +

roeu'j2 dz+ / jdiv u'l2 dz=
B(0, }t) J B(0 .R)

n-u'j2 dS Re(a)p / jnx u'lZ dS,
a B(o, /{ ) J a B(o , R )

D,(u') (u') cm aZ?(0, R).

n®.ÍÜ\d\vu'\adac--a' 1 1 \u'f'd=+ 1 \roeu'\ad=

In.u'j2dS+Rc(a)u/ jnxu'j2dS=0
a zj (o ,R) ; a /3 (o .R )

luc esta identidade por a;z para obter

aj;Z J .n} \d\v u' \z dl + a;' Jno,n)\'otu' \2 d=-t a;' Re(a)c- 1. o.n)\n u' \2

+.::R.(a)«/ l«x«'l:dS lu'l:d,
aB(0, /t) J B(0./Z)

b:(Re(a): -- Im(gE}.=.{ 2 b2R':(') m(a)
a, ' (Rc(a)Z - m(a)')' +41m(a)'Re(a)'

pois,

Portanto
q

NlultiPli(

Note (lue
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e

a'(Rc(a)' -- Im(a)') -- á 2 a:Rel(lJ!!n(a)
(Rc(a): lin(a)'): + 4 Im(a)'Rc(a)'

Agora, sc Re(a) = 0, das equações (3.12) c (3.13) obtemos,

b2

1:«(a):

(3.13)

9-a'
'- ' ' i;;;(;F'

a hipót.cse Ini(a) > 0, in)placa então quc u' = 0 cm /3(0, R).

Agora, sc Rc(a) > 0 das equações (3.12) c (3.13) vcm

:«(';n - («.(.)' - "«1:;32-:. :«1.),hüa' « '

e

i«-('ÍD - 0].(.): - l«-(nH"' 4 1-«(.),R.@ '' '

pois lili(a) > 0. Agora, como })clzl hipótese tciiios Inl(aaP2) < 0 c 1111(pa 2

Rc(a)lin(aa;'') < 0 c Re(a)Im(i'a;') < 0. Talhando a parte imaginaria da
obtcnlos,

C

) < 0, segue quc

identidade (3.11)

n x u' = 0, . n . u' = 0, .«: aB(0, R) (3.14)

daí,

nxrotu'=0, c divu'=0, cma13(0,R),

;«si:«, d. (3.10) co--club-s. q-. u' = 0, cn- B(0, R).

Agora, no caso Re(a) < 0, das equações (3.12) c (3.13) obtemos,

:«(';o - (R.(.)' - "-('m' -- ' :SI'):««.r :'' '

(3.15)

e

:«:(.;0 - üüür.'i=Hl?=1:Lpkú;P » o

pois Im(a) > 0. Além disso, como pela hipótese temos Im(aa;2) < 0 e Im(t'a;') < 0, segue

quc Rc(a) Ini(aa;') > 0 e Rc(a) Im(i'a;:) > 0, tomando a parte imaginaria da identidade (3.11)
obt,amos,

nxu'=0, c n.u'=0, emaB(0,R), (3.16)
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assim

n x roeu' = 0, c div u' = 0 .m aB(0, R) (3.17)

Porá.ailto, dc (3.10) conclui-sc (luc u 0, cm Z](0, R). Isto finaliza a prova do lema

Observação 3.3

Note (luc

li»(aa;') b:l«:(a)(R.(a): In-(a)') - 2 b'R.(a) Re(a) l-«(a)
(Rc(a): -- l«-(a)')' + 4 Im(a)'Rc(a)'

(3.18)

(3.19)

(

Im(" a.; ' )
a'l«-(p)(Rc(a)' l«-(a)') - 2a'Rc(p) Rc(a) l:--(a)

(Re(a)' Im(a)')' + 41m(a)'Rc(a)' '

portanto, sempre é possível escolher a, z' C C' tais quc Im(pa;2) < 0 e Im(aap 2) < 0, para a C ©

coi« Im(a) > 0. De fato

a) Sc a € C' com Im(a) > 0 é tal quc (Rc(a))' = O, então du equações (3.18) c (3.19) temos quc

lii-(aa;') < 0 c Im(pa;') < 0, se, c só se.

a,p C {q C© Im(q) > 0, Re(q) C a}

b) Se a C C com Im(a) > 0 é tal que(Re(a))' >(Im(a)):, então das equações(3.18) e(3.19)

Lemos quc Im(aa.=') < 0 c Im(pa;') < 0, sc, c só sc,

a, p C {l/ C C Im(,7) < c(a) Rc(q)},

onde

.(.)-ÜJj:gPOm2 ''.,

se Rc(a) > 0 e c(a) < 0 no caso Re(a) < 0

c) Sc a C C' com Im(a) > 0 é tal que(Re(a))' <(Irn(a))', então da' equações(3.18) e(3.19)

'caos que Ina(aa;') < 0 c Im(pa;:) < 0, se, e só sc,

a, p C {q € C Im(,7) < d(a) Re(q), },
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onde

a(.)-íí$:é;Ç') m(a) ::,.o,

sc Rc(a) < 0 c d(a) < 0 no caso Rc(a) > 0.

d) Sc a CC com Im(a) > 0 é tal que(Rc(a))' =(Im(a)):, então das equações(3.18) c(3.19)

temos que Im(aa.;:) < 0 c Im(i' a;:) < 0, sc, e só se,

a,i' C {l/ € C' Rc(q) > 0, 1-«(q) C n }

Os scgtlint.es teoremas, são os resultados principais nesta scção

Teorema 3.1

Sejam a C C co!-- Im(a) > 0, a, p C C tais quc Im(a a;') < 0, Im("a;') < 0 c h C li,'(n)I' com
supp h C ç2/t. Seja u C IH'(n)I' a única solução do sistema

b: a. u(1) + (a: b:) grau(di« u(z)) + a' u(') z € Ç2,

A«u(,) z C al),

(C.R.K).

Então, o problema

b' 6. ü(,) + (a: b') gr-d(di« ú(z)) + a' ü(,)

A«Ü(#) z € é)l),

(3.20)

n« ül(.) :: in« --l(;'), . c fJ/jlo, a),

IN.. ül(=) = IN. ul(;), ' C aB(0, R),

tcm unia única solução ü c l.r/2(n/i)la a qual coincide com a solução u do primeiro modelo, quando

u é restrita ao domínio ç2/i. Os operadores D.,, N.: que amuam cm soluções do segundo modelo tem
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a forma

ID.ul(z) =(n(z) x roeu(z))+Re(a)-'n(=) x(u(1) x n(r)), ' € aB(0,R),

IN. ul(=) - divu(z)+ p'Re(a)au(1) n(a'), " C Z)B(0,R)

O opcrador dc traço A. dado nos n)odeias acima denota uma das seguintes condições sobre al)

l ulaD, No caso Dirichlct,
A.u = <

l Tn ulaD, No caso Ncumann

oti(le T.. eni (3.21), é o operador dc oração

T«(.)u(=) - 2b: g-= +('' -2b:)n(=)di"u(=)+Z''n(:) x ''tu('), ' C aD

2

(3.21)

c011]

Demonstração:
Existência

[)anotamos:

i'-..(',v), ',ycn'(l,y)I', ;#v
Scjaiil a € C com Im(a) > 0 c h C IZ:(n)I' com supph C Qn. O problcina

b',Au(=)+(a' - b')grau(di«u(=))+a'u(=)(z), ' CQ

A«u(z) = 0 l3.22)

(C.R./{)-.

)lução, a sabcr, u C IH2(Q)l3. Daí, cm ç2 é representada por

u(') .{l'.,.(z,y) 'u(y) I'.(',y) '(T«")(y)}dS+ [l'.(',#)'h(y)dy-

Scjain R] > R > 0 tais que

Ç2/t =t= C Ç2 : 1=1 < R} C Q/t. = {= C Q : 1=1 < Rl}

teili s(

(3.23)
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Fn«. : lt'(Çt)I' -'} lt'(n/{.)I'

a ;tl)locação (lue leva uma função w na sua restrição a Q/{. , isto é,

Segue quc o operador Fnn, é linear c contínuo, de fato, para todo multa-índice # com
tem-se

âa lr!).. wl = Fn.. lao wl

iio sciitido (las distril)uiçõcs . Em outras palavras, para todo m C #V a aplicação

lx"'(n)I' -+ lx"'(o/{. )I'

é contínua. Considere agora a função ü - Fã.* u, onde u C IH2(Q)l3 é a solução do problema

l3.22). Daí, ü restrita a ç2/? é tal que ü € 1H:(Q/t)l3. Além d

Ü = u (3.24)

T. ü (3.25)

portanto a representação (3.23) toma a forma

-(,) = / {r...(=,V)'Ü(y) -l',(,,y)'(T«ü)(y)}dS+ / I',(.,y)'h(p)dy, 'CQ. (3.26)

Note que

b' 6. ü(=)+(.: - b') grau(di«ü(z)) + a' ü(,) =

Fn.lb' A u(1) +(a: b:)grau(di«u(z))+ a' u(,)j

Também, sobre aB(0, R) obtemos,

In, ül(z) = in, ul(z),

c analogamente,

IN. ül(z) "I(;)
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A.ú= A.u=0.

luc a função ü € 1H2(Q/t)l3 é solução do problema

b'6.ü(a)+(a' - b')gr.d(di«ü(=)) +a'ü(1) = h(,), = C Qx,

A« Ü(=) = 0, " € aO,

In., ül(.) = ID., ul(z). z € aB(0, R),

IN.. ül(:) = IN.. ul(:), ' C aB(0, R)

nicidade

Sejam üi c ü2 duas soluções do problema

b'.AÜ(=) +(a' - b')grau(di«ü(=))+a'ü(z) = 1-(z), : C ç2/i,

A.. ü(=) = o, '': c 00,

ID., ül(z) ul(z), z C aZ3(0, R),

IN.. ül(;) ul(z), ' C aB(0, R).

tdc a função u é dada pela fórmula

«(") - .LDti':.,(', y) ' u(y) - i'.(', v) '(V« u)(y)} aS + .L i',(', p) ' h(g) 'Zv-

Considcrc a função 'ç(z) = üi -- ü2, então cla resolve o problema

b' 6.t(z) +(a' - b')grau(divã(=))+ a't('ç) = 0, z C Ç2x,

A. t(=) = 0, " € aO,

ID, 'al(z) = gi (=), z C aB(0, R)

IN., 'OI(=) (=), ' € aB(o, a)

Agora, das c(luaçõcs (3.24) e (3.25) cm al) temosÇ

Assim dos fatos acima vem (a

U

0]

(3.27)

(3.28)

l3.20)

(3.30)



onde as funções g. e gi são dadas por

g«(;) =N..l/ {l'...(z,y)-'ü(y)-r.(z,y) (T«t)(y)} SI, ;caB(0,R)aD

g-(;) {i'..,(;,v) -t(v) - I'.(;,y) -(T,.t)(v)}aSI, ; c aB(O,X).
aD

Nlostrcmos que t = 0, cm Q/t. Dc fato, da fórmula dc Botei-Grccn (2.14), a solução do problema

l3.30) cm Q/? pode scr representada na forma

t(1) = / {1',(=,y) (T«t)(#) -l'-..(=,V).'ü(V)}dSaD

+/ ll',(z,y)(T«'a)(y) - I'-..(,,g) -'ü(y)) .ZS,
a /y (o . /{ )

isto é,

t(=)(z, z/) ' 'P(y) - I'.(=, #) '(T« +)(y)} dS
al)

+/ ll'.(a,y).(T«t)(y) - ri..(z,y) t(y)l ds,
a /j (o . /z )

Denotando por

d(=) / li'.(z,v) (T«t)(y) I'-..(z,y).'ü(g)ldS, ,eQR,
a /J (o . f{ )

v(,) = /.lr...(z,y) (T«t)(y) I'.(z,y)''ü(y)lds, 'c Qx,

a identidade acima toma a forma

t(=) = v(=) + @(=), = € Qx, (3.31)

Note quc as distribuições I'i..(z,y) e I'.(z,y), z,y C Z?;, z # g, restritas a B(0,R) C R3 e

ç2 C #?:l sat.isfazcili as cqtiaçõcs

b' 6. 1'-..(=, y) +(a: - b') grau(di«I':..(',g)) + a: F-..(',y) = 0

b: a.I'.(z,y)+(a' Z,:)grau(di«r.(l,y)) + a'l'.(=,y) = 0.
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Logo, podemos cxtcndcr usando a representação integral a função V' acima, a toda a bola B(0, Ri)

dc forma (luc d' restrita a Z](0, R) seja solução do sistema

b: Z O(=)+(a' - b:)grau(di«@(=)) +a'@(,) = 0, r C B(0,R).

Logo, da idclitidadc dc Botei-Grcen (2.14) @ toma a forma

@(z)(,,y)(T«@(y)) - F-,.(a,3/)'d'(y)l dS, : € B(0,R).(3.32)
0/3(0.R)

'arma, cxtcnde-sc a função v ao aberto Q, como uma solução do sistema

b'Av(z)+(a: - b')grau(di«v(z))+a'v(z) , C n.

Além disso, a função t é solução do problema (3.30) (c daí cla satisfaz as condições impostas

cin aZ?(0, R)) (la identidade (3.31) que esta dcíinida na bola B(0,Ri) obtemos em a/3(0,R) as

identidades

Da marinal ]

ID,tl(,) o,l / {r:..(,, v) q'(y) i'.(., y) . (T. t)(z/)} aSI

C

IN.. @l(r )

IN.tl(') - N..l/ {l'..,(z,y) .'ü(y) - I'.(',y) '(T«t)(v)}aSI = 0,

;usini, @ dada })cla expressão acima é c solução do prol)lema homogéneo

l b'6.@(')+('' - b:)grau(di"'P(=)) +a'd'(') - 0, ' € B(0,R),

l D, Ú(;) V'(z)- 0, :

Daí, obt.cm-sc @ = 0 cm Z?(0, R), mas então, a identidade (3.31) leva a

t(=) = v(z).

Nlais ainda, pelo fato de ser + solução do problema (3.30) seg

An V :: 0, em é)l)

C aB(0, R)

iie aue

(3.33)

61



Agora, note também quc a função v satisfaz a condição de radiação de Kuprazde ((;.R.K)«,, pois

as distribuições I'i,.(r,y) c I'.(=,y) têm essa propriedade. Portanto, dos fatos acima vem que a

função v é solução do problema homogéneo

b' 6. v(a) + (a' b')grau(di«v(=))+a'v(=) = 0, ' CQ

A.v(,) = 0, z C al),

(a.R.K')-.

Daí, pelo teorema 2.4 (la scção anterior, obtemos v = 0 em Q. Portanto, t = 0, em Qa, pois

t' ' vlnf. Isto finaliza a prova do teorema. H

Teor'ema 3.2

Scj-:i: a C C com Im(a) > 0, a, .' C C tais quc Im(aa;:) < 0, Im("a;') < 0 e h € 1L'(n)I' com
sizp/i h C í2/t. Seja ü C IX:(çt/t)I' a única solução do problema

b'6.ü(=)+(a' - b')grau(di«ü(z)) +a:ü(z) = h(,), z € n«,

A. Ü(=) = € aD

(3.34)

ID« ül(z) ul(,) c a (o, R),

IN., ül(=) ul(.),

oildc a função u é da forma

« c 0B(0, R)

u(=) = / {r..,(=,y).Ü(y)-r.(z,y).T.ü(y)} dS+ / I',(.,y)'h(y)dy, 'c Ç2

Ent.ão, o sistema

b' a. v(=) + (a' b') grau(di«v(=)) + a' v(=) = h(=), - C ç2,

A.v(=)

(C.R.K').
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tcni no ináxiino uma solução v € 1H2(Q)l3 a qual é a extensão ao aberto Q da solução ü do primcro

modelo. Os operadores A«, D, c N.: são como no teorema 3.1.

Demonstração:

Existência

Seja ü solução do problema

b' 6.ü(=) + («' - b')gr.'l(di«ü(=)) + a'ü(1) = h(3), : C a,

A. ü(r) = 0

(3.35)

ID« ül(,) = ID, ul(;), « c aB(o, R),

IN., ül(=) = IN. ul(:,), ' € aB(o, x)-

onde u é uma função definida em ç2 })ela fórmula

«(,) {r...(,,y) ü(y) - i'.(',v) (T«ü)(v)}as+ L i'.(',y) h(v)dv-

Agora, a solução do problema (3.35), via Betti-Green (2.14) representa-sc na forma

ü(z) - - /::tl'-,.(',y) ü(y) - r.(z,y) (T«ü)(y)}'ís

l3.36)

I'i.,(=,y)

+ / lr.(,,v).(v«ü)(v) - i'-,,(,,v) ü(y)l as+ / i'.(,,v) h(3/)av,
aB(0 ,R) "/ Q /l

isto é,

Ü(=) (z) + @(=), z C Ç2x,

onclc v c @ cm Ql? são dadas pelas expressões

«(') i'.(',y) '('r«ú)(g)} i'-..(',y)'ü(y)}ds+/.. i'.(',y)'h(y)dy,

(3.37)

@(=) li'.(=,v)
a fJ (0, R )

(T. ü) (y) i'-,.(=, v) . ü(y)j as
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Como antes, do fato que as distribuições I'l,.(3,

domiiiios Z](0, /t) e Q satisfazem as equações

b' a. I'-..(=,y)+(a' - b')grau(di«r.,.(=,y)) + a' I'-..(z,y) = 0

=,y € 1?3y) c I'.(=, y), g, restritas aos

b: 6.r.(=,y) +(a: b')grd(divã«(=,y)) + a:l'.,(=,y) = 0,

cxt.cndciido a B(0, Rt) a função Ú acima, obtemos uma função , quc restrita a Zi(0,

b'A@(z)+(«: - b:)gr:d(di«Ú(=)) +a'Ü(=) = 0, ' C B(0,R)

assim, da identidade de Bctt.i-Grccn (2.14), Ú toma a forma

ü(=)(=,y).(T«ú(y)) - I'-..(',v) 'V'(p)l as, ' c B(O
a /3 ( 0 . /t )

Agora, cxtciidcndo a função v ao aberto Q, cla torna-sc uma solução do sistema

b:Av(z)+(«: b')grau(di«v(=))+a'v(=) = h(=), 'CQ

iiiais ainda, a função ü satisfaz as condições impostas cm a1](0, R), daí tcinos

ID«@l(z) ül(;) in,vl(')= in«ul(z) ID«vl(;)

C

sis t.eliia

R) é solução do

R), (3.38)

n«l/ {r.,.(z,y) .ü(y) I'.(z,y) '(T«ü)(y)}ds+ / i'.(;,v) h(v)'Zvl
al)

o,l/ {r...(z,y). ü(y) - r,(z,y) .(T«ü)(y)}ds+/ I'.(z,g) h(y)dy)

D,l / I'.(z,y)
Q

h(y)dy h(y)dyl

n,l / i'.(;, #) .h(y) ayl = o

pois .surf h C Q/t. Análoganicnte tem-se

IN.ÚI(=) = 0, e-n aB(0, /?)
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assim, concluímos quc a função @ dada pela representação integral (3.38) é solução do p

honiogcnco

Í b'a.@(.)+(': - b')gr'd(di"d'(=))+a'V'(') - 0, ' C B(0,R),

l D,v'(;) '#(') = O, 'e aB(O,x)

daí, segue-sc quc @ = 0 cm B(0, n). Assim,

ü(z) = v(=), , € Q«.

Logo, o fat.o dc scr ü solução do primeiro modelo, leva a que cm Z).[) temos

A.v = 0,

Ainda mais, a função v satisfaz a condição dc radiação dc l<uprazdc (C'.R./{)-. Assim, v cx

az

b:Av(=)+(a: b')gr'd(di«v(z))+a'v(z) (z), ;C Q,

A. v(1) = 0, ': C aO

(c.R..r0-
c mostra a existência.

Unicidade

Seja v solução do problema

b'Av(z)+(a' --b')grau(divv(=))+a'v(z) = 0, z C Q,

A.v(1) = 0, ' C alÕ, (3.40)

(C.R./{).,

v = 0 cm ÇZ. Com efeito, da fórmula dc Bctti-Grecn (2.14) segue-se que v tem a

forma

v(z) = / {ll'.,.(,,y).v(y)-l'.(z,y)'(T«v)(g)}dS, 'e Q,

oblema

(3.39)

t.endida

sat.is

D,

0 q\]

Se dcinonstra auc

aD
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então cla stisfaz as condições em aB(0,R), logo a função v acima restrita ao domínio Q/t

vlÍI,. = V é solução clo prol)lema

b' 6. 'e(=) + (a: b:) grau(div'ü(z)) + a' q'(3) = 0, z € ç2R,

A. 'ü(,) z C al),
(3.41)

In, 'çl(=) = ID, vl(z) c aB(o,R)

IN« 'ül(') vl(:), " C aB(0, R)

cst.c fato, implica (lue vln. = 0 (pela hipótese), isto é, a solução v do problema (3.40) se anula perto

(la fronteira do corpo 1). Assim, pela continução analítica quc exibem as soluções do problema

(3.40) fora do obstáculo 1) temos v = 0 cm Q. Isto completa a demonstração do teorema. H

Resstunindo, dos teoremas acima obtemos os seguintes resultados

3.3 Os modelos do tipo Neumann e Dirichlet

Teorema 3.3

Scjain a C C con) Im(a) > 0, a, p C C tais quc Im(a aÉ') < 0, Im(i'a;') < 0 c h € 1í,'(n)I' com

surf li C ç2/{. Seja u € 1l/:(ç2)I' a única solução do sistema

b' A u(z) + (a' b') grau(di«u(z)) + a' u(,) = h(=) r C Q,

T.u(=) = 0 z € al),

(0.R.Ã').
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Então, o problema

b:AÜ(z)+(a' - b')grad(divã(=))+a'ü(z) = h(=), 1 C ç2it,

T. ü(z) = 0, :c e aD

(3.42)

In,, ül(,) ul('), , c a (o, R),

IN., ül(z) = IN.. ul(=), ' C aB(0, R),

tcm uma única solução ü C IH2(ç2/?)l3 a qual coincide com a solução u do primeiro modelo, quando

u é restrita ao domínio ç2 /t

Demonstração

A dcinonstracão deste teorema resulta do teorcma (3.1) com A. = T«

Teorema 3.4

Scjai« a C C com Im(a) > 0, a, " C C tais que Im(aa;') < 0, Im(ua;:) < 0 e h € 1t:(ç2)I' com

surf h C ç2/t. Seja u C IX'(n)I' a única solução do sistema

b' 6. u(=) + (a' b:)grau(di« u(,))+ a' u(=) = h(=)

u(z) = 0,

(C.R.Ã').

Então, o problema
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b' Zi ü(z) + (a: b:) grau(di« ü(=)) + a: ü(z) = h(,),

ü(,) = o,

(3.43)

ID, ül(,) = in., ul(,), c 0 (o, R),

IN«ül(,) = IN.ul(:), : c a(0,R),
tcin uma única solução ü C IH2(ç2/?)la a qual coincide com a solução u do primeiro modelo, quando

u é restrita ao domínio f2 /?

Demonstração

A dcinonstracão deste teorema também segue-se do tcorcnaa (3.1) com A« l

Teorema 3.5

Sejam- a C C com Im(a) > 0, a, p C C tais quc Im(a a;') < 0, Im("a;:) < 0 e h € 1t:(n)I' com

supp h C Qn. Seja ü € 1H'(ç2n)I' a única solução do problema

b: 6. Ü(=) + (.: b') grau(di« ü(z)) + a' ü(,) h(.). . C Ç2«,

T. ü(=) = O, = € aD,

(3.44)

ID, ül(,) ul(z), , c a (0, R),

IN. ül(') = IN.. ul(=),

onde a fução u é da forma

, c a (0, R),

-(,) { r...(., y) ü(y) I'. (=, y) T« ü(3/) } dS + I',(=, g) . h(y) dy,
Q
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Ent.ão, o sistema

b:Av(=)+(a: - Z,:)grau(di«v(=))+a:v(=) = h(1), z € Q,

T.v(z) = 0.

(C.R.K')-

Lcm no máximo uma solução v C l.fl2(ç2)l3 a qual é a extensão ao aberto Q da solução ü do primeiro
modelo

Dci-nonstração:

A dcnloiistracão deste teorema segue-sc dirctamcntc do teorema 3.2 com A. = T.

Teorema 3.6

Sejam a C C com Im(a) > 0, a, " C C tais quc Im(a a;') < 0, Im(i'a;:) < 0 c h C lt:(n)I' com

supph C í2/i. Seja ü C IX:(n/?)I' a única solução do problema

b:AÜ(#) +(a' -Z,:)grau(divã(=)) + a'ü(z) = h(z), z C Qn,

Ü(,) z C al),

(3.45)

ID,, ül(,) ul(-): : c 0 (0, R),

IN., ül(.) = IN.. ul(=),

oiidc a fução u é da forma

c a (0, R).

{l'-..(=,g).Ü(y) I'.(=,y).T«ü(y)} dS+ / I'.(z,y)'h(y)dy, 'CQ

Então, o sistema

«(.) :

b'Av(z)+(a' -- b:)grau(divv(=))+a:v(z) = h(z), z C Q,

v(z) T C âl),

(c.n./{)-
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tcni no máximo uma solução v C l.fJ2(Q)l3 a qual é a extensão ao aberto Q da solução ü do primeiro
modelo

Demonstração:

A dcnlonstracão deste teorema segue-se dirctamcnte do teorema 3.2 com A« = 1.

70



Capítulo 4

F'sequências de Espalhamento

4.1 Apresentação

O ot)jct.ivo deste capítulo é obter a extensão mcromorfa a todo o plano complexo C' do operador

rcsolventc associado ao problema

b'ZLÜ(=) +(a' - b:)gr.d(di«ü(z)) +a'ü(z) = h(=), s.- C Q,:,

A«Ü(z) = 0, se z C al),

(4.1)

ID, ül(z) = ID, ul(,), s. : € aB(0, R)

IN. ül(z) ul(z), s' ' € aB(0,R).
No capítulo anterior vimos que a existência c unicidade do problema acima é assegurada para todo

a C C com Im(a) > 0 c p, Q C C tais quc Im(aa;:) < 0 e Im("a;:) < 0. Agora, vamos
mostrar quc é possível cxtcnder a solução para aqueles a C © tais quc Im(a) É 0, exceto por

um ilúmcro enumcrávcl dc polos. Na demonstração utilizamos técnicas dc R.S. Phillips 1441 e

A.G. Ramm la71. E fundamental também um resultado devido a S.Steinberg IS41 (veja, também,

o artigo dc R.T. Secley 1531) sobre famílias meromorfas dc operadores compactos Além disso,
mostramos (luc o conjunto dc tais polos c aqueles (chamados dc frequências de espalhamento ou

ressonâncias) da extciisão mcroniorfa do operador resolvcntc associado ao problema no domínio
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cxt.criar ç2 :: #?3/l), a saber

b: 6. u(z) + (a: b:)grau(di« u(.)) + a: «(=) = 0, sc z C Q,

A.. u(=) sc z C al), (4.2)

(C.R.K)-

são os mcsinos. A seguir é formulado um problema variacional associado com o modelo (4.1), do

(letal é possível obter as frequências de cspalhamcnto da extensão mcromorfa do operador resolventc

associado com o niodclo (4.2). Assim, no caso do problema tipo Ncumann, elas são tais (lue

IÉ(a)ü , wl = lü , wl, para todo w C X(Q/i)

caiu ü # 0 (veja a formulação variacional lio anal da acção )

4.2 Extensão Meromorfa do Resolvente

Definição 4.1

Unia frc(luência de espalhamcnto do problema (4.2) é um número complexo a, para o qual o prob-

lcnia admite solução u não idcnticanicntc nula. A função u é chamada dc função dc cspalhamcnto

associada a a.

Seja 1) aberto limitado do .f?a com al) regular e Q = J?S/l).

Scjain R > 0 c Ro > 0, tais 13(0,Ro) = {z C n' : lzl < Ro } C 1), aD c B(0,R) e ç2/{

í2 n /3(0, R) dado como na figura 3 abaixo.

Sejam fo, X c 'üo, onde fo(=) = f(=) se z C Q/{ c fO(z) = 0 se z g ç2a, X C Com(a'), com as

propriedades

'"P/, X C B(0, R)/B(0, Ro),

À. = 1 , numa pequena vizinhança dc Z)l)

X =0 , sc 1/1 = R
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v-, - vitlll,. coiii vu C l//Z(/t3)l3 a única solução do l)roblcma

b: Avo(=)+(a: - b:)grau(divvo(=)) +a'vo(;r) ; fo(=), c € J{'.
(4.3)

(c. /z . /f ) -

T.«itt w C l//:(a')I', coiiio sendo a extensão dc Caldcrón üo .IZ' da solução wo € 1H'(Ç2a)l3 do
:..ist ('l l l; l

b'z 6. w. + (u' b:)gr.d(div wu) = 0, ci" Q/t,

A ,. wu = --A« vo
cni (4.4)

wo c«- aB(0, .rZ)

a B(0, R)

ng. 3
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Lema 4.1

Seja a C © com Im(a) > 0. Fixada X C Com(1?3), com as propriedades acima. Então, para toda

h C IL2(ç2)la comi sltpph C Q/? a função

u = vo + IY w, cnl .F?3

é solução do problema

b'Au(=) +(a' - b')grau(divu(z))+a:u(z) = h(1), = C ç2,

A.. u(z) : c aD, (4.5)

(C.R..rf)-

sc, c só sc, f c lt2(ç2/r)l3 é solução da equação

Bx(a) f + f = h

c011)

B*(a) f = G*(a)P(a) A«Fs2.(a)A(a)f,

sciido G*(a), P(a), Fíz,., A. c A(a) dados como no teorema 2.4

(4.6)

Demonstração:

A demonstração do lema está implícita na prova do teorema 2.4

Lema 4.2

O conjunt.o dc operadores {Bx(a)} dados pela identidade (4.6) com a C C tal que Im(a) > 0,

representa uma família analítica dc operadores compactos no espaço ll'2(ç2/{)l3

Demonstração:

Dcnotcmos por SÉ C IX2(n/?)l3 o espaço dc soluções (a qual depende do dado É = Anta) do

problema (4.4). Como os operadores G*(a), P(a), Fí2.(a) e Ã(a) dependem analíticamente de a

então, da idciitidadc (4.6), o operador Bx(a), tem essa propriedade e como antes, do esquema
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lx'(ç2-)I' -:;:tl -.v--L.
ll;l:à sÉ c [x'W*)]'

p..,: jcont. cona. l G*(a)

IH'(a')I' IH'(Qa)I'

Ã(a) l cont comp

lt:(Ç2 /z )I'
B*(a)
comp. lt'(Çt R)I'

segue a compacidadc

Teorema 4. 1

Sejam eC com Im(a) > 0c a,u CC tais quc Im(aa;') < 0c Im(ua;') < 0. Fixada X c Cnm(J?')
com as propriedades acima. Então, para toda h C IL2(ç2)l3 com surf h C Qn a função

u = vo + X w, cm J?3

restrita ao Q/i é solução do problema

b' 6. ü(=) + («' b:)gr.d(di«ü(=)) + a' ü(=) = h(=), s' = C Qx,

A. ü(z) sc z C al),

(4.7)

iD., ül(') ul(r), se . C aB(0, R).

IN. ül(,) ul(=),

sc, e só sc, f C lt2(ç2/?)l3 é solução da equação funcional

s. . C aB(0, R)

Bx(a) f + f = h,

c0111

B*(a) f G*(a) P(a) A. Fn. (a) A(a) f
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sci«lo G*(a), P(a), Fn.(a), A« e Ã(a) dados como no lema acima

Demonstração:

Seja f C ll,a(Q/{)la solução da equação

Bx(a) f + f = h.

ma ('i.l) temos que a função

u = vo + X w, em Z?3

pelo lc

restrit.a a Q é solução do problema

1,: 6. u(z)+(a' b:)grau(di«u(=)) + a' u(z) = h(=)

A. u(1) = 0 r C al), (4.8)

(C.R.A')-

Agora, a, p cm C são tais que Im(aa.2) < 0 e Im(pa;2) < 0, daí, segue do teorema 3.1 que a

função

Ü = uln. = lvo + Xwlln«

b'.AÜ(z)+(a: - b')grau(di"ü(=))+a'ü(:) = h(=), : C Ç2/t,

é solução do problema

A.. Ü(=) = 0 z € al),
(4.9)

In, ül(=) = in,, ul(1), se z C aB(0, R).

IN. ül(=) ul(=),

mo queriamos.

Rccíprocalnentc seja

se - C aB(0, R)

u = vo + X w em .F?a
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rcst.riste a {2n, solução do problema (4.9). Pelas hipóteses, o teorema 3.2 leva a que uln. vem de

uma função, digamos v C IX2(Z?3)l3 a qual é solução do sistema

b' 6.v(=) +(a' - b')grau(divv(=)) +a'v(z) = h(z), ' C Q,

A. v(z) = 0, . € alÕ, (4.io)

(C.R.Ã')-,

c vlÍZH = ulnn' Note agora quc

u = vo + X w, clip .l?3

restrita a (2 também é solução do sistema (4.10), daí, pela unicidade da solução do problema acima,

temos (luc v = u cm Q. A condução segue do lema 4.1. H

Teorema 4.2

Com as hipóteses do teorema (4.1) o operador rcsolvcntc IBx(a) + lj'' , da equação

B*(a) f + f = h,

tem uma extensão mcromorfa dos a € C tais que Im(a) > 0, aos a C C tais que Im(a) $ 0,

excito por llm conjunto cnumcrávcl dc polos. Além disso, a C {0 C C : Im(0) $ 0} é um polo

dc IB*(a) + lj'' sc, e só sc, o problema (4.1), com h - 0 em Q/t, tcm soluções ü não nulas, i.e.,

c, C {0 C : Im(0) $ 0} é lun polo da extensão mcromorfa do operador resolvente associado a

problema (4.1).

Demonstração:

{Bx(a)} é uma família analítica de operadores compactos em IL2(ç2/?)l; para a € C com Im(a) > 0,

logo pelo teorema dc S.L. Steinberg IS41 (veja scu enunciado no apêndice C) ou (i) o operador

IB*(a) + ll nunca pode ser invertido para a € C, ou (ii) existe, digamos ao € C tal que IBx(ao) + ll

pode scr invertido. Agora, a existência c unicidade do problema (4.1) para a € C com Im(a) )' 0

e p, a C C tais que Im(a a;2) < 0 c Im(i'a;:) < 0 c a equivalência dada no teorema (4.1), dizem

quc deve acontecer (ii). Neste caso, o resultado dc S. Steinberg, também establece que o operador

IB*(a) + lj'i é definido analiticamcntc em todo o plano complexo C, excito por um conjunto

cnumcrávcl dc polos- Agora, pelo mesmo teorema (4.1) segue-sc a equivalência proposta. n
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Teorema 4.3

Com as mesmas hipót.cscs do lema 4.1. Então, a C C é uin polo de IBx(a) + lj'i se, e só se,

o problema (4.2), com h = 0 cm Q, tcm soluções u não nulas, i.c., a € C é uma frequência de

cspalhaiiicnto da extensão ineromorfa do operador resolventc associado com o problema (4.2)

Demonstração:
A dcnionstração segue cla análice feita na demonstração do teorema 4.2, usando a existência e

niiicidadc (lo problema (4.2) (veja, Capítulo 2) c a equivalência dada no lema 4.1

Teorema 4.4

O conjunto dc polos,

,4 C { a € © : l:n(a) $ 0 }

da cxt.ensão meromorfa do opera(lor resolvcnte associado ao modelo (4.1 ) c a(Ídolos polos da extensão

iiicromoifa do operador rcsolvciitc,

23 C { a € C' : l:n(a) $ 0 }

íussociado ao modelo (4.2) são os mesmos

Demonstração:

O tcorenla segue como consequência dos teoremas 4.3 c 4.2

Para finalizar, ol)scrvamos quc do teorema acima, os polos (frc(luências dc espalamento) da

cxtcilsão meromorfa do operador rcsolvente associado, por exemplo, com o problema tipo Neumann

iio cxt.criar ç2 = ma/Õ:

b' A u(1) + (a' b') grau(di« u(z)) + a: u(1) = 0, r € Q,

T. u(=) = 0. (4.11)

(C.R Ã').,

78



})odcm-sc ot)tcr a partir dos polos QO operador rcsoivcnLC aibsuciauu au p
definido no a})crio limitado Q/t:

t,'6.ü(z) +(a: - Z,')grau(di«ü(=)) +a:ü(z) z C QR,

T«(.) ü(z) = 0, z C aO,

ID, ül(z) = in., ul(z), ' c aB(0, R),

IN.. ül(z) = IN. ul(=), " C aZj(0, R).

Com efeito, seja ü solução do problema (4.12), pela fórmula vetorial (lc Grcen no aberto ç2n

obtemos

.y!-J8- f ....R:«q. :'.:-.: f -.w.;-- í «:«:..:«w',--
j JÇ\R' ' ' ' JnR JWR

+/ ..tü.«twd==/ 1(nxrotü).WdS+di"ü(w n)ldS
Q ,. J é) IJ (0.R )

WdS+divü(w.n)l dS, para todo w c IH'(Q/t)I'

ia hca
2a'

bz Jn.. \vüd\v:Wd=--a! l ü :Wd=-t J lota rot:Wd==

l(nx rota) W'ZS + divã(W ' n)) dS -/,.l(n x rota) ' WdS + diva(W ' n)) dS.
a ly (o , /t )

Ponhamos

onde

C

roblcma de NeumannCODIC

Assim, a identidade adncienLiaaSllll

BA

(4.12)

/L =: /\.l -'F /L2)

A. =/(«x .otl/ {l'.,.(=,y)'Ü(y)} aS(V)l)'W(")'ÍS(=),
ADIO.R) a aO

A, =/' di«l/ ,,(:',y) ü(y)} dS(y)l(w(') n('))dS(')
aB(0./?) J aO
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A, = .Á o.mlZ I'-.,(',y)'ü(y)I'w(')ds(y)l 'zs(')

-R'(a)" .Z....«. l.ÁD x(n x(I':..(',y) ' ü(y)))l ' W(')dS(y)l ÓS(')aB(o.R) L J ao

A: o.m{.ZDN.lr..,(',V) ' ü(p)l(w(=) ' n(a))dS(y)} as(')

l.Z ..(', y) ' ü(v)) ' "(')l(w(') . «(')) as(v)} as(')an(o,/i) La ao

o (dual, leva a

A. .mlZ i'-,.(',v)'ü(v)I'was(v)} 'zs(')

--Rc(a)'' ./IBP.m x (n x ' 'W(z) dS(a),

Das identidades acima, temospnLI(ia

e

A, li':..(', y) . ü(y)l(W(') n(,)) dS(g) } dS(')

! / I':..(z,y) . ü(y)dS(p) } (W(z) n('))dS(,)

a B(0. /{ )

é)l) temos

n x rot ü = --2 Si -- (!!:iiiZlil:) n divã.

{(n(3/) x rota(y) .W(y) + di"ü(g)(W(y) n(y))} 'ZS(y)
aD

Sl;w ."MaS - (!:-ii! .Z "Mdi«ÜM ."Mass,



g.!(y) =(n(y) - grad üi, n(y) grad ã2, n(y) grad ã3),On

grad ü =(grad ãi, grad ã2, grad tl3),

onde o operador grad é o operador gradiente usual. Também, dcnotamos por

grad ü . grad ç' = >., grad iZí ' grad õíi-l

Em X(Qm) = IH:(ç2/t)I' dcnotamos o produto escalar l , lx(n«) ' I' I' por

lu,vl "j)H

duro escalar (uj, uj)H-(í).) e o produto usual cm o espaço de Sobolev Ht(QX), i.e.,

(uj,uj)H-(ÍZ.) '(u,,uj)t,(n.) +(graduj,graduj)L,(n«)' j ' 1,2,3

as notações acima, temos a identidade

IÜ,tl=/ ü.tdz+/ grada.gradtd=,

3

3

l (n n) )
lJ

onde, o pro

Note quc com

gradi=(grad üigracl õz, grad õ3).

Assim, então , é fácil vcr que cm termos de operadores a formulação variacional no espaço X(Qa),

clo problema (4.12), tcm a forma

c011]

IÉ(a)ü , wl
comi

IE(a) ü , wl rot ü(=) rot W(z) dz + k ./n . di" ü(z) di" W(=) d=

fa' -- 3b') / ndivü(y) .W(y)dS(y)

2

(.? 1) / Ü(,) . W(z) d,
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+ / grad ü(=) . grada(=) dl

+R.(a)«/ jn(,) x(n(z) x ü(=))1-W(,)aS(,)
aB(0.R)

(ü(.) - n(.))(W(1) . n(=1) dS(,)
aB(0.R)

2 f Q!(ly).W(u)dS(y)

Assim, levando cin conta a formulação variacional acima, os polos são aqueles números co

tcileccntcs a {0 C © : Im(0) $ 0 } tais (luc

IÉ(a)ü, wl = lü, wl, para todo w C X(Ç)/z)

0, ein ç2/z.

4 / n,li'-..(=,v) ü(y)l w(,)dS(v)
a/3(0./t) L J aO

ds(=)

4 / N.lr...(=,v) . ü(y)l(W(=) n(=))dS(3/)
aB(0./{) L a aO

dS(z).

a })cr

com ú # O, pois h
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Capítulo 5

Apêndices

APENDICE A

Dcfiniinos o produto dc convolução dc duas matrizes por

Note (luc esta dchnição é similar ao produto dc matrizes e temos

(A*By = B'*A'

Lema 5.1

Da (lefinição do produto de convolução dado cm (5.1) obtemos, no sentido das distribuições as

seguintes idcntidades:

(i) rotw = (rot .51) * w,

(ii) grau @ = (grau ó) * @,

(üi) di«w rad óy * w,

(iv) (rotóly = rotól.
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Demonstração

Dadas ei = j1,0,01, e2 :: 10,1,01, ea :: 10,0, 11 calculamos

-.'P-N:o.- -- :' ., - â{., - lo, g;:

rot (e: õ) ã='' - [ 0

-.'u,ü - g:'- - n': -- ' ., - [m'
Assim

0

tol

jrot ó 1) * w tD2

t03

Daí, para todo @ € Cox(J?') temos

l(rot õ 1) * wl:(Ú) <l (rot ói) * wl' , d' > G * «,, @> -- <= * «, , @ >

<ó * (-:=-),ü> + <ó * (g=),@>=,«>--< ,«> = -- = , « >

Assim, temos

l (rotól) * wl'(@) g=)(@)
Analogamente, segue que

l (rotál) * wl:(@)

l(rotõl) * wl'(@)

o (luar pode scr escrito como

(rot õ 1) * w rot w

Note que

<g*ó,@>
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é valida para todo @ C Com(n3). Isto sc denota por

<ã!*ó,@> 'ó)«o:(gl:)«o
Analogamente, segue

(:l: * ó)wo - (g:i)«o,
e

(:l: * ó)oü
D;\í, para todo @ C CÓ"(n'), obtemos

<g..dÓ*é, @> ig:*Ó,il!-*Ó, g:i*ói,'Ú>

<lZ,Z,::l,ú>-<.-,'ó, >
Finalmente, para todo @ C (;g'(1?3) temos

(r.t ó iy(ú) ;e o

()

0 (Ú) = (-roto l)(Ú)

0

Além disso,

< divw , @ > <a -- = -- n

- <â* «- -- :: * «: -'- :* «, , «> -(':«'''' * «) '''''
O (luc prova o lema.
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APENDICE B

Lema 5.2 (V.D Kuprazde 1321, p.p, 127']29)

Suponha qtic u = up + u' é uma solução regular do sistema

b' 6. u +(a: - t,') grau(di«u)+ a: u

Seja T« o operador dc oração

T. u - 2b2 g-! +(az -- 2b2)ndivu+ b2 n x roeu
Z)n

c0111

)

ement.eell

Sc u satisfaz a condição dc radiação dc Kuprazdc (C.R.l\')- c lzl = R, então as seguintes es

i) T.u''J:ia«u' =0(R':), sc R--}«),

í{) T.u':Eiabu' =0(R''), scR-+",

{ÍÍ) ü' u' = 0(R ;), sc R --} oo,

Íu) a' .a' = O(R''), se R --} 'o,

u) u'' = O(R''), se R --} 'o,

.Í) u' = 0(R''), s' R -'» w,

cm todas as dircções i= r/lzl C S2

a ui

são válidas uniforr

Demonstração:

Proa'ai«os os itens (u) e (u{). Com efeito, escrevamos up = ( u{, uÇ, u! )

m - : ., «-l' -EIM - : ., «;l:

Usan(lo a condição dc radiação de l<uprazdc deduzimos

' - J-- .[-:. IM - :., «'l' ".

Note que
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Logo, para.j 1, 2, 3 temos

,. «; J*..[.:,] *::«].,«;gll«0 = liin
/{--'w Jlv

pois, para todo .j = 1, 2, 3 temos

U .:.,«; : - (g :.,«;).(=*:,,,;) - u '*'..' «;' ,-. (-: .,:;H)
g ' * .,'' «; : * ::« (.. «; =)

Seja /? > 0 tal quc a bola B(0, R) {y € a' yl < R } tenha sua fronteira a13(0, R) contida

cin .P?3/l). Dcliotc com ç2/{ :: {y C .F?3/Z) yl < R }. A identidade de Grcen no domínio í2H diz

(luc

J ,.«:'q«:-* J..\:-,'«';p.. - .l ":"q ".
Lcitlbrando quc A ii; + ã: iil? = 0, para j ' 1, 2, 3 e aQn a [) U a1](0, R) obtemos

;l, .L.\cr.,-* lí..\.-,'«:r-, - J..~..«:€1á« «:"'$ ".
assim, multiplicando a identidade acima por ap temos

.-J.,~:.«';m« - .. /.«:q" ã,la,I' .Á. juPj: dz + aP .Á. Igrad u;l' d=.

Daí, Loman(lo a parte imaginaria obtcinos

,;«[Á.:.( H ' * ., ' «; :) '; *::«'.,,
(japj2 juPIZ + Igrad u;l2

R

zi. «;w «l
Assim cada integrando no lado esquerdo da identidade acima é maior ou igual a zero, portanto

para cada .j = 1, 2, 3, temos

lu;l' dS = O(1), quando R --} oo. IS.2)

Agora, somando c substraindo na identidade

H ó.(,,ül '',
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a cxprcsão { a, Óp(z, g) onde,

@,(.,y) - ::elillg;ã-@, ,# v, ,,vc n'
obtemos

c... [«;"P - u ",.,,,,] '' -
[..,:«; ("iÓ" - :'-",.,,«,) « - /]...", ,,, IH

R) + .r2(=, R).

Estimando J'i pcla desigualdade dc Caucliy-Schwarz c usando (5.2) obtemos

$ c l.[-- lega;í© - í.,ó,(.,dl:dsj
Usando a estimativa

!!Slá;í.Ü - { a,@,(', 3/) - o(X':),
(quando R -+ oa, temos quc /i(=, R) = O(R i), quando R --> oo. Analogamente, da desigualdade

dc Ca\icl)y-Schwarz obtemos,

i/:(.,mi $ 1.[.:. ió,(,,üi'as] l.[i:- ãDÍ ' :',«;i:úsl

pois, d';,(=, y) = O(R ' ) (quando R --} oo. Por hipótese temos quc

igi3 - i., «;l' - .(x'D,
) -+ 0 quando R --} oo. Assim, para .j ' 1,2,3

u;(z) = O(R''), quando R --} oc
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l.r,(,, l c l.Li:':a ',«;l:as

lvl-«l aVI 'Í'pÓ'(',y)j:dS/-(,, R)l $ 1 / 1«;1: as
lvl= /t

1/2

1/2

Daí
1/2

temos
dc (5.3) scg\ic quc /2(=, R

a.,é,,(=,y) l dS

(5.3)



lst,o c,

Análoga

u'(=) = O(n''), quando R --} oo.

P:ova dos itc:-s (í) c (í{).

Seja u uma solução regular do sistema

b:6.u+(a' - b')gr.d(divu) +a'u .m #?'/D

satisfazendo a condição dc radiação dc l<uprazdc (C.R.Ã')-, então as seguintes estimativas

gU. +0(a''), qu"d' R-,m, k=i.2,3,

g!- = elÇ-eg- +0(R':), quando R--loo, k= 1,2,3.3=K i)R a=K
são validzvs.

Com efeito, a função up satisfaz

(a) A c(l\cação dc Hclmholtz

6. uP + aP uP = 0, cln .f?a/l)

(b) A condição de radiação dc Kuprazde (c daí, a condição de radiação dc Sommerfeld).

fora da bola Zi(0, p) quc contem a al) temos

= -Á.., @PL''.
,

,(', #) - d',(', y) e:lJP - "'(v)
a@,(z,y)

alvl

R = lzl, então, temos

:-a-Êâ(â-=)

«'(,) -
lvl=p ó.(,, ü e;i;P - «'u

aó,(l,y)
alvl

l
quando R --} oo0(R ) ,--(,) n

mente se mostra

e

e

Ponhamos
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(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

Assim,

(5.8)

(5.9)
Logo,

..,l. .



0(R'')
Dc fato

,: = R' + P' - 2 P R(cos)(1),

daí
R - ocos('y)

r

Agora.

í)r aR :('T@)
Também

g-g

j - 1, 2,3

Logo

â-H) â-:)
3

r â-H) (,j - yj)
r

%''l r Z-z Rr

a« [R' - 2Rpcos('y) +p'] . a- FR2 - Ricos('y)]
©l 'p;'' I''&l «, l

; *:(&:T@)
í)u õr
i)r aR

Portanto

â-:). (5.10)

Agora. NS estimativas
0(R' :),
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éil! - ow'U,
quando R -+ oo cm conjunto com (5.10) levam a quc (5.7) tome a forma

«.-.[..,eáP="-'-.w-n, «"-".
Desta estimativa segue (5.6). Dc forma similar obtemos (5.7).

Agora bem, dc

(5.11)

ili 0(R''), s' R--' m,

ÉiÜá::@ - {.,ó,(,,v) W'q, « R --, ."

e
r
i = 1 +0(R''), sc R-'} 'o,

cni ('onjlinto com a representação

««',, - Á :, («,',, «, w - «'.,,~P) '', ' ' «''''',,',
(5.12)

obt.amos

%:- - {a,u'(') - O(R''), s' R --' m, (5.13)

(5.14)

e

Él-- - i.,«'(.) - 0(R''), s. R --, m.

Agora, pelas estimativas(5.6),(5.7),(5.4),(5.5),(5.13) c(5.14), obtemos

(,)

(b)

(.)

(d)

i . u' = 0(/?''), sc R --} m,

i x up = O(R''), se R --} m,

divu''-Ía,i.uP =(R''), scR --loo,

roeu'-ia,jâxu'j=O(R''), sc B->w

Coili efeito, já quc clip u' = 0, obtemos

'.M-EM'"Ê:Eg@-'-oW-n-oW'0, « "--'m. (5.15)
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Aiiálogamcntc, rot up = 0 c (5.6) levam a

li* l l ), "R--'m.

Agora, dc (5.14) segue quc

:.l= -o("-o, «"-«.

l;to c (5.15) 1.«:n a

i . u' = O(R''), se R --} .o.

O (ltic post.ra o ítcn (a). Agora, note que a estimativa (5.13) conduz a

:"l;-Ã-:.,«'l-ow-n, «"-m.
Assim, dc(5.18) c(5.16), obtemos

i x u" '), s. R --, '.

niostnt (1)). Nlais ainda, de (5.6) scgtic quc

ow'o - : .l;; - :',.-l
:i.;!. -i',i.«'-di««'-Í',i.«'+O(a-D, «x

prova (c). Analogamente, dc (5.7) temos quc

ow-D - i ,' l :ç
=â x ;lj;--ia,ix u' =rotu' --íapjzxu'j+O(R'2), sc

lue mostra (d). Observe agora que

T.uP - 2b' ;!Jp(a2 -- 2b')idivu'

l)ois rot up :: 0. Também.

TnUs=2b2a +b2jixrotusl,

liv u' = 0. Assim, das estimativas (c) c (5.13), obtemos

T..P =2b:ia,u"+(a' -2b')ía,i(i'u')+0(R''), sc R

nn

0 quc

-+ oo

0 quc

R -+ oo

0(

pois (

(5.16)

(5.17)

(5.18)



Agora, da identidade

i(i.u') = u' + li x (â x u')l,

(luc segue da fórmula vctorial

ja x (b x c)j = b(a ') '(a'b),

eni conjunto com (b), levam a

T.uP --ÍaauP = O(R''), se R--} oo.

Analogamente, se mostra que

T.u' +iaau'' = O(/?''), sc R --} m

O qual mostra o ítcn (i) do lema 2.1. Da mesma forma, obtemos a estimativa

T.u'-2b:ia,u'+Z,'lix(ixu')lía,+0(R '), scR-+'o

Agora, dc(5.19) e(a), ol)tc"ios

T. u' - tabu' = O(R '), se R --} oo

Analogamente, se prova quc

T. u' + tabu' = O(R''), se R --} oo

C) (luc inostril o ítcn (ii) clo leda 2.1

Além disso, da estimativa

lu'x(ixu')l+u'(i'u')=0(X''), s'R-+m.

obtemos club

up . u' = 0(R''), sc R --} 'o.

Analogamente de

IÜ'x(ixu')l+u'(i U')=0(R '), sen-+m,

obtemos

up . U' = 0(R''), sc R --} oo.

O (iue concluí a prova do lema 2.1.
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Teorema 5.1

Seja w C IX:(Zi(0,X))I' solução do problema

l ó: a. w(=) +(a' - b:)grau(divw(z))

l w(')
E«tão, w = 0 .:« B(0, R)

0, . € B(0, R)

(5.20)

, € aZ (0, R)

Demonstração

Seja w C IX'(B(0, R))I' solução do sistema (5.20). Integração por partes leva a

"'jkreki( w)êi;(w) dz
B(0.R)

0 (5.21)

o«d. w -,:«,,«,,) .

33

«.'«, -;]2 -- t ]

Por outro lado, existe uma constante c > 0 tal quc

}. "'jkÍ .k.l(w)Z=(w) 2 ' }: 1'.,j(w)I'-
{ ,j.t .z= 1 { .k= l

Combinando(5.21) com(5.22), obtemos ek.l(w) = 0, para todo A,Z = 1,2,3. Daí:

te:ly--e3:P3-' ,''n,m.
Agora, (la e(luação (5.23) segue que

(5.22)

(5.23)

:$P;@) - ',
para todo í, t,.j = 1,2,3. Assim, para .j ' 1,2,3 as funções wj são polinõmios de grau $ 1. Logo

& u', = 0, cni 13(0, R) para cada .j = 1, 2, 3. Agora, o fato wj = 0 cm a1?(0, R) conduz a uj - 0 cm

B(0. R) para todo .j = 1, 2,3. Isto prova o teorema. H-
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APEDICE C

Antes dc enunciar os teoremas dc S.L Stcinbcrg IS41 e B.R. Vainbcrg IS61, lembramos algumos fatos
conhecidos

Sejam E e F espaços dc Banach, dcnotamos por 13(E , F) a coleçao de todos os operadores

lineares e contínuos dc E em F. Denotamos 13(E;) por B(E , E)

Escrevemos

C..- = {a C C : l:n(0) > 0}

Scjiun y unl aberto conexo contido cm C c T(z) um operador que atúa dc V cm Z?(E). Dizemos

qttc T(:) é aiialitico cm V sc, para cada zo C V, a serie

r(;) - >ll: Tn (z - 'o)",
n=O

cottvcrgc uniformcnleiitc numa vizinhança dc zo, onde Tn C Zj(E), para todo rz

Dizcinos (ltic T(z) é nleromorfo cm y se é analítico cm y cxccto por uni número enumerávcl de

poi[t.os. Se zo e un] (teses poi]tos, eritao

n = -- iy

onde os operadores Tn C B(E) e a serie converge uniformemente numa vizinhança de zo

r( n
zo

Teorema 5.2 (S.L. Steinberg)

Sc o conjunto dc operadores { T(z) }{,ct,} é uma família analítica de operadores compactos, então

ou (i) O operador lí -- T(z)l nunca pode scr invertido em V', ou (ii) O operador 1/ -- T(z)I': é
mcromorfo em y

Teorema 5.3 (B.R. Vainberg)

Seja a C C+. Então, existe um operador A(a) em B(lí,?i(n')I' , IX'(E')I') tal que para todo

f C lt?,(n')I' temos

IÀ +a' ll(A(a) f)(=) , em n',
onde

À = b'A + (a2 b2)grad div
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Teorema 5.4 (Extensão de Caldcrón)

Para (llialqucr aberto limita(lo l)i do .F?3 com fronteira do tipo Lipschitz e qualquer m inteiro

positivo, existe uin operador linear c contínuo E : H"'(1)i) --> H"'(m3) tal que

E /lni ( / C H"(0i) )

E /( .r )

./
'\

/

/

/

/

/

/
\

/

/

/

/

'\

'\

'\

'\

'l\

2s

./

./

S
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