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Resumo

Neste trabalho são estudadas as aplicações do intervalo com um número anito
de pontos críticos de inflexão induzidas por recobrimentos do círculo de classe O2
(eventualmente assumimos que a derivada de Schwarz é negativa) e grau d ? 2.
Demonstra-se que pata estas aplicações existem limites a priori reais em todos os
seus pontos críticos recorrentes e não periódicos. Além disso, pala o caso com um
único ponto crítico de inflexão, demonstra-se a ergodicidade com respeito a medida
de Lebesgue e obtem-se a classificação dos atratores métricos. Prova-se ainda que
uma aplicação desta classe induz uma aplicação de Markov se e somente se não
existe atrator selvagem. Um exemplo com uma combinatória específica, a dinâmica
de Fibonacci, é apresentado como candidato a exibir atratores selvagens.
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Introdução 

No contexto dos s ist mas din âmi cos un id irn nsiona is os sistemas g rados pelas 

itera,ções dos polinômios quadráti ·os Q,,(x) = Àx(l - x), À E [2,4] e outros tipos 

el e ap li cações uni moelais elo in ter valo [O , l] têm recebido uma atenção especial. As 

questões topológicas consideradas inicia lm ente leram lugar a sofisticadas ques tões 

mét ri cas, tanto no es paço de fase como no espaço de parâmetros. Alguns cios 

pontos culm in ant s desta t or ia foram o des nvo lvim nto ele um a teo ri a d' renor­

mali zação ( veja [Sul92]), a comprovação de que os polinôm ios quad rát icos Q >.. não 

pos uem atratores s !vagens (vej a [Ly u94] e [GS97]) e que o conjunto dos valores 

elo parâmetro À tais q ue Q,, é hiperbóli ca é denso em [2, 4] ( veja [Lyu94 ] e [GS97]). 

O st udo da existên cia de limites a priori reais e cio decaim ento el e geometri a fo­

ram etapa cruciais para se alcançar todo es te desenvolvimento. Mais detalhes 

e referências sob re ste assunto podem ser encontrados em [clM vS93], [GS99] e 

[Ly u00] . 

este trabal ho esta.mos interessados m sistema din âmicos g raclos pe las ap li­

cações do in tervalo q ue são induzidas por r cob rimentos do círculo q ue possuem 

vári os pontos crí ticos os qu a is assumimos que são pontos ele inflexã.o . O. pontos 

el e inflexão são pa rti ul arm nte in teressant s um a vez que os mesmos podem pro­

vocar ce rt as assim tr ias que requerem novas t' ·nicas d a i orclag m. Provamos a 

ex istênc ia de li m ite· a priori r a is xploramos a lgumas d uas conscqu netas. 

De cr vemo· to1 o logicament o. pos íveis at rato r s mét ri cos rorn c mos urna 

J ropriedade qu ' 1ui val nte a não ex istê ncia d at ratores sc lvag ns. Fi11alrn ntc 

ana li samos um t ipo espccínco el e co mbin ató ri a, as ap li ca.çõ s cl , Fibo11a,cci q11 ·ao 



Introdução 2

os principais candidatos para exibir atratores selvagens. Mencionamos que devido
a falta dc simetria e a existência de mais expansividade, aqui esta (questão é bem
mais difícil do que no caso de aplicações unimodais.

No Oap#?z/o .7 introduzimos algtms conceitos e ferramentas básicas a serem
utilizadas. São estudadas as aplicações de primeiro retorno em geral e algumas
de suas propriedades métricas. Os princípios de Koebe e o argumento do merlor
intervalo são os principais instrumentos utilizados. No C'apáu/o 2 demonstra-se a
existência de limites a priori reais em pontos recorrentes e não periódicos.

A partir do C'apáu/o g considera-se o caso de um único ponto de inflexão, para
o qual demonstramos a propriedade de ergodicidade, que é uma consequência da
existência de limites a priori. No Capa /o # estudamos os conjuntos compactos

invariantes, mostrando que (no caso em que eles são minimais) estes tem medida
de Lebesgue zero e em seguida obtemos uma classificação dos atiatores métricos
que estas aplicações podem apresentar. Nos Capítulos 4 e 5 usamos técnicas intro-
duzidas em IBL911 pala tratar o caso unimodal.

No Capúu/o .5 veremos que a não existência de atratores selvagens é equivalente
ao fato de a aplicação induzir uma aplicação de Markov. Usando este critério po-
demos provar que no caso em que o conjunto w(c) não é minimal não existe atrator
selvagem. Neste capítulo usamos técnicas introduzidas em IMar941 para tratei o
caso unimodal. No C'apíZu/o 6 estudamos uma combinatória específica, a combi-
natória de Fibonacci, que é a principal candidata para exibir atrator selvagem.



Principais Resultados

Seja / : 10, 11 --} 10, 11 uma aplicação induzida por um recobrimento do círculo
de classe C'2 e grau d 2 2. Assumimos que ./ possui um número finito de pontos
críticos ci, . . . , cb os quais são pontos de inflexão e têm ordem finita, ou seja: pala
z suficientemente próximo de ci verifica-se que

C'':l« - clIP' 5; l/(z) -/(.{)l 5; CI« - c:lP',

onde C' ? l e Pi 2 2 são constantes que dependem apenas de ./'. Sem perda de
generalidade podemos assumir que os pontos 0 e l são pontos fixos topologicamente
repulsores. Denotaremos o conjunto de tais aplicações por 3 as quais possuem
gráficos como esboçados na Figura l.

A derÍt;ada de ScAtoarz de uma aplicação ./ C g de classe C'3, a qual denotamos
por S/, é definida por

'.f(.) - :çê?
para todo ponto a que não seja um ponto crítico. Denotaremos o conjunto das
aplicações / C 8 de classe C3 tais que S.f < 0 por 8..

Fixemos uma aplicação / C g. O conceito de atrator (veja IMi1851) é um dos
mais relevantes em dinâmica. Um conjunto compacto e invariante .4 é dito um
afrator fofo/óg co se as seguintes propriedades se verificam:

1. A óac a de aZração de .4 definida por Z?(.4) := {z : w(:) C .4} é um conjunto

3



Principais Resultados

Figura 1: Uma aplicação de grau 4 com 3 pontos críticos

genérico (genérico cm algum aberto de lO, ll)

2. Para todo compacto invariante 23 Ç .4 (tem-se que B(.4) \ Z?(B) é genérico

(genético em algum aberto de ]O, l]).

Dizemos que .4 é um aZraíor métrico se as seguintes propriedades se verificam

1. A bacia de atração -B(.4) tem medida de Lebesgue positiva

2. Para todo compacto invariante 23 Ç .4 tem-se que a medida de Lebesgue de
B(.4) \ -B(B) é positiva.

No caso em que .4 é um atrator métrico mas não é um atrator topológico
chamamo-lo alraZor se/vagem.

Para classificaimos os atratores topológicos de uma aplicação / C 8 observamos
que a mesma é semi-conjugada à aplicação g : 10, 11 -} 10, 11 dada por g(aç) = dz ,

(mod 1). Denotando esta gemi-conjugação por g temos que go/ = gop. Se ç,''(a)
é um único ponto para todo z então p é uma conjugação. Por outro lado g i(z)
poderia ser um intervalo errante ou uma componente conexo da bacia de atração de

um atrator periódico. Sabemos que intervalos errantes não existem (veja jdMvS931)
e que o intervalo 10, 11 é o único atrator topológico de g. Portanto concluímos que
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os atratores topológicos de f po lem s r pontos periódi cos atrator s, ou o próiJio 

in t rvalo [O , l] caso não xistam pontos periódi cos a.tratores . 

Le mbramos qu em [dM vS93] provou-se que os pontos periódi cos atrato r s de f 
t ' m período limitado. Re dta então que o uúm rode pontos periódi ·os atratores 

não-equivalentes (dois pontos pe riódi co· atrato res p e q são ditos equiva lente se 

f·[n .] ' um bom omorfismo pa ra Lodo n > l) é finito . o ·a. ·o m c1u e a lerivada 
. p,q . -
d Schwarz de J é negativa resulta qu ca.da órbi ta. periódica at ratora at rai pelo 

n enos um ponto crít ico portanto decorre que o núm 'rü de atratores topológicos 

ele J é limitado pelos u núm ero de pontos críti cos . 

Em [Mn85} provou-se qu todo conjun to fechado e in variante d m <lida de 

L besgue posit iva cont ' rn pontos crít icos ou pontos p riódi cos at ratores . V, r mos 

também qu um atrator m étri co de J qu não é urna órbita peri ód ica a tra tora d v 

conter pe lo m -nos um ponto críti co. No entant poderiam ex ist ir vá.r ios a.tratores 

métricos contendo um m esmo ponto críti co. A cl ass ifi ·ação los atrato res métricos 

depende de uma análi s mais fina a qual e ini cia com a exist' ncia de limit e a 

priori reais que d finiremos a i aixo. 

D efinição 0 .1. Um inl rualo ab rlo f C [O, l] ' dilo in te rvalo bom 

positiva do s u bordo não o interc pia, Otl e;a, líl(LJ i=oJi(âI)) = (/J . 

a órbda 

Uma razão para on ·iderarmos o c nceito d interva lo bom ', o falo d qu 0 

domínio de d fini ção la transformação d pr imeiro r torno d um tal i nt rva lo é 

uma uni ão numeráve l de inter valos ab rto ( que cham a mos dom ínios d retomo) 

os qu ais são ap li cados hom ornorficam nte sobre I . Ta.m i ém vcr ifi a- qu , doi s 

in t rvalos da ó rbi ta n gativa d um in terva lo bom são li ·juntos ou enca ixan tC's , 

qu t a i in t rvalos são in t rvalos bon s. 

D ado um ponto recorr nte x e lhemo um in te rval bom I 3 .r ·omo por 

xem 1 l o próprio domínio do ram I f que ontem .r . Em s gui la consid ·ramos 

a t ran formação d p ri m iro retorno d / a qua l d notamos por cp . S ,neto .e re ·or­

r 'n e C'X Í Le urn inter valo J 3 x o qual é urna. compon 11 t' ·on xa cio d mínio lc 

<f> . D finirno ntão a função ,\ i. que a o ia ao in te rval / in te rva lo./. ahr 1a­

clam nt , \ r( [) = J. _'cnclo .e r corrent po I m s it rar \.~,. <' 1 L ' r urna seqLI<'n ·ia 

in finita. e e int rval s l ons {/n}n=O tai qLi e lo = f e f,1 1 = \ 'A l n)- Dc11 ta-

m s p r On a lran formaçà de pri111 iro retorno d ' / 11 
1 'S la r 1'11 lél te 111 )S q li(' 
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d'nl/.+. : /.+l --> /« e @«l/.+l ' /kn+. pal'a algum k«. Caso z pertença a um interva-
lo periódico temos que Í)=o /i pode ser intervalo não-degenerado mas se este não
foi o caso temos que Í)l=o /i = {#}. Podemos então afirmar que existem intervalos
bons arbitrariamente pequenos em torno de #.

Gonsicleramos a ra.zao de isca/a
IXz(/)

f-'\.' ./ ' l r l }

onde Z, é a menor componente conexo de / \ Jür(/). Quando existem intervalos
bons / arbitrariamente pequenos tais que p(/) 5; a, para algum a < oo dizemos
que existem /{m tes a priori rea.ás em z.

A presença de pontos críticos recorrentes e não-periódicos enriquece o siste-
ma dinâmico gerado pelas iterações de uma aplicação / pois neste caso a mesma
apresenta comportamentos de muita contrição em regiões pr(5ximas destes pon-
tos críticos e comporta.mentos de re]ativa expansão longe deles. Sendo assim a
estrutura das órbitas destes pontos têm grande influência pala a determinação de
qual destes comportam-bentos predominam quando o sistema evolui. Cromo é usual
em dinâmica, as transformações de primeiro retorno comportam importantes in-
formações para esta análise. Consideremos uma sequência {/«}=:o como acima,
associada a um ponto crítico recorrente e não-periódico c. O comportamento as-
sintótico da correspondente sequência de razões de escala p« := p(/n) pode ser
determinante para várias propriedades sobre a órbita de c e outras características
métrico-geométricas associadas à aplicação ./

Se @«(c) C /n+l dizemos que ocorre um reforma centra/ para n. Uma cascata de
reformas centra s é uma sequência máxima ni;, . . . , n# + / tal que ocorrem retornou

centrais para todo n com nk $ n $ nk + /. Em cascatas de retornos centrais
pode ocorrer que /z. cresça arbitrariamente. Gostaríamos de provar que se n não
corresponde a um retorno central então p.+l 5; cl, para algum a < oo que depende
apenas de /. Inicialmente provámos apenas que existem /{mÍtes a pr or reais em
todo ponto decorrente e nã(rperiódico.

Teorema 1. Z)ada / C 8 ezísZem /{m tes a práorá reais em todos os seus poizlos
recorrentes e não-periódicos.

A partir deste teorema podemos iniciar o estudo de alguns aspectos naétricos.
Consideramos o conjunto 3i C lg das aplicações induzidas por iecobrimentos do
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círculo de classe C'2 e grau d 2 2 com um único ponto crítico de inflexão c, de
ordem finita. Consideramos também o conjunto das aplicações ./ C 31 n 1?, de
classe (;3 o qual denotamos por 3'ls

Definição 0.2. Z){zemos que / C g é ergódica com respeito a medida de Lebesgue
s. d«do «m ««J««fo X C 10, 11 c.mp/.f«m.«fe á-«{-te, - .d«, /''(X) = X,
então obrigatória-mente X tem medida de Lebesgze nula ou tem 'medida de Lebesgle
[,(J bt&]..

Teorenaa 2. Sda / C l?i umrz ap/ cação qzze não possui afrafor perãódÍco. Então
f é ergódicü com respeito à medida de Lebesgu,e.

O próximo teorema nos garante que se um conjunto invariante por / é pequeno
sob o ponto de vista topológico então ele também é pequeno sob o ponto de vista
métrico.

Teorema 3. Se A é um conjunto nuarãanfe mínima/ para ./ C IÍi então A pois
medida de Lebesgtte nela.

Teorema 4. Se .4 á zlm aZraZor métrico para ./' C gi. erzfão oa/e ?zma drzs seguánZes

T)ro'priedades:

/. .4 á o iníerua/o lO, ll

2. A é uma órbita periódica atratora

3. A é u,m conjunl,o de Cantor minimal que contém o l)auto crítico

De acordo com a classificação dos atratores topológicos sabemos que um tal
atrator não pode ser um conjunto de Cantor minimal. Sendo assim um atrator
métrico como na Parte (3) do Teorema 4 seria um atrator selvagem. A questão
sobre a existência ou dão de atratores selvagens pala aplicações / C g. é de gran
de relevância. Observe que pelo Teorema 3, atratores selvagens têm medida de
Lebesgue nula.

Definição 0.3. D zelos que / C IÇi aduz ma ap/icaçâo de JMarkou se ezisZe ?zm

nterua/o / 3 c e zzm corÜténfo Ç C 10, 11 de medida de Zeóesgue lota/ ta/ que pa/a
Lodo = ç Ç existem intervalos Hi = Hil..=) tais que:
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.r. í)=:: H.Í

2. Existe n,i tal q'üe f"' aplicct o internato Hi difeomor$camente sobre o inteructlo
/

Lem distorção uniformemente limitada

4. Os internatos Hi não contêm pontos do bordo do intervalo l

No caso em que o conjunto Ç na definição acima é apenas denso em 10, 11 e os
ramos ./;Z. são apenas difeomorfismos com distorção possivelmente não limitada
dizemos que / induz uma ap/ cação de A/arADo fofo/ógáca.

Teorema 5. t/ma ap/{cação / C 3t. ánd?lz alma ap/ilação de À/arcou se, e soznenfe
se, não possui atrator selvagem.

O teorema a seguir trata das aplicações / C 3i com uma combinatória específica
(que será descrita em detalhes no Capítulo 6), chamadas de ap/ácações de f'Íóonacc{.
Para essas aplicações provámos um resultado mais forte do que os limites a priori
reais obtidos no caso geral.

Teorema 6. Se ./' C g: é uma ap/ícação de F'Íóonacc{ então a seq?zêrzcÍa das razões

de essa/a dadas por p. = 1/.1/1Z,«l ronde L« á a menor componente cone a de
1.-- \ 1«) é limo«d'.



CAPÍTULO I

Ferramentas Básicas

O Lema de Koebe, o qual anunciaremos abaixo, desempenhará um papel funda-
mental no estudo de certas propriedades métricas de aplicações de primeiro retorno
associadas a uma aplicação / C IÍ. Além disto exploraremos aspectos combinatórias

do sistema dinâmico em questão. Inicialmente introduzimos algtms conceitos pre-
liminares.

Definição 1.1. Uma seq?lêncáa {t4}?:. de nferua/os aZ)Crias em 10, 11 é chamada
zzma cadeia de intervalos apor símp/{cÍdade apenas cadeias se Ui é o nZerua/o

máximo fa/ que ./'(tÃ) Ç t4+i, i = 0, ...,s -- 1. Chamamos Uo de lzm pullback dc
US

Observamos que para qualquer cadeia {[4}:::;o o bordo de [4 é ap]icado por ./
no bordo de Z14+i e ./ aplica Z14 monotonamente sobre [,/i+i. A mu/Zàp/icÍdade de
{nlerseção de uma cadeia é o número máximo de intervalos da cadeia que contêm
pelo menos um ponto em comum.

Seja {tAl;.o uma cadeia cujos intervalos são dois a dois disjuntor e {%l?:. uma
cadeia tal que [4 C U. Dizemos que {U}Ê:o possui a propr idade da d s]unção
centra/ se para todo 0 $ { < .j $ s tal que u n IÇ :# 0 verifica-se que U está contido

em uma das componentes conexas de 'l$ \ [/j.

Definição 1.2. Soam U, y nferua/os ta s que o/echo de U está comi do rzo infer or

de V. Soam U+, U as comporzenfes conexas de y \ U. Então, se IU+l ? flUI
e lü' ? flUI, y á alfa uma a-vizinhança de t/ ou sÍmp/esmenfe q?le U está
a-centralizado em y

9



.Z%rramentas Bás;cas

Lema 1.1. Soam {X.}Í:. e {[4};:. cadeias a s q e t4 á Ilha a-z;ÍzÍnAança de
Us para a/g?lm o' > 0. Se a mt/f p/{cÍdade de ánferseção de {Ul::o á /{mÍfada por
k ucttem as seguintes aPrmações:

/ VÜ é uma cx-ui,zinhança, de Uo, onde cl > Q depei-tde somente de a, k e f

2. Se H:, ...,U, são os nterua/os da cadeia {Zl;:o qlle contêm gonzo crúÍco

então as ap/ cações /{J+'-ij'llv.j+. : I'Çj+i '-> }ij+. ; .j :: 1, . . . , r--l safes/agem

la./':,-'- - -'' - : («) l

'lbp« -,:Ü'' $ "
para quaisquer =,'y ç: Um.\, onde K < (x depende somente de a, k e f

T) n rn n n q+ r n r ãn

Vda [dMvS931

Mencionamos que as afirmativas do Lema 1.1 ainda são válidas se substituir-
mos a hipótese sobre a limitação da multiplicidade de inteiseção pela hipótese de
que ./' tem derivada de Schwaiz negativa ou pela hipótese de que os intervalos da
cadeia {l-/ili::o são dois a dois disjuntor e a cadeia {%lli:. possui a propriedade
d. disju«ção c«trai.

Lema 1.2. ÍPrincz'páo da OorztraçãoJ Para iodo ( > 0 ezásfe v7 > 0 ta/ q?ze se P é
«m {«te««/. «m IU1 2 ( .«fão l/:(U)1 2 ,7 p«« t.do { ? ..

T) o ,--i n n e+ '' n '' n n

Vda jdMvS931

Em particular segue do Lema 1.2 que se um intervalo V é tal que 11/1 < z7

então pala todo intervalo y tal que /"(y) C }'', para algum n ? 0, verifica-se que
VI < (. Então podemos (e assim faremos) tomar sempre intervalos suâcientemente

pequenos de modo que cada intervalo cla sua órbita negativa contenha no máximo
um ponto crítico.



1.1 :l}»ansfoi'mações de Prime;ro Retorllo

1.1 l:ransformações de Primeiro Retorno

Dada unia aplicação / C 8 passaremos a estudar a transformação de primeiro
retorno @ de um intervalo bom / fixado. Uma componente conexo J C / do
domínio de é será chamada de (Zomz'nÍo de retorno.

Lema 1.3. Sdízm / tlm {ntert;a/o óom e Ji, . . . , J. domíhÍos de reforma a / com
tempos de retorno sl, . . . ,Sm res'pectiuümente. Se B'> ü é Q distância de l üo bordo

de 10, il .«fã. « Z m â = á(#) > 0 . ««'; {«f«/o .M . q«/ é «m« á-«{,{«"""ç':'
de .4, para a/g?.«. l 5; , 5; m . .M «ão c.nZém inZer«/os da co/eção {./j(Jr)} para
l 5; .j < sl e l 5; / 5; m.

T) n l-n n --- a+ r n pã n .

Inicialmente definiremos um intervalo M o dual faremos o pullback pala definir
o intervalo .A4. Considere a coleção de intervalos disjuntos definida por C :=
{./j(Jz); l 5; .j $ .1 e l $ / $ m} ' sd-, .f:(J,) o menor enter-lo desta col.ção.

Se { $ s,--2 e para algum A = i,í + 1,{ + 2 o intervalo .fk(J,) pos-

sui intervalos vizinhos à esquerda e à direita pertencentes à coleção C. Sen-
do C := mazÍln./(z)l;z C lO,lj} definimos M como sendo o intervalo blue

contém ./;(J.) e cujas componentes conexas Z' e R de M \ /:(&) satisfazem
c''lÉI l./''(J,)l.

Suponhamos agora que para { - s,,s, l pelo menos um dos lados de ./'i(J.)
não contém intervalos da coleção acima. Então definimos o intervalo M D /{(4)
de forma que as componentes conexas de À/\.fi(J,) satisfazem ILI = IXI = (ío onde
ó. : minÍi/c'',P/l/l}.

Considere a cadeia {JWJlj:o tal que .ü/, = &/ e Mi -) ./j(J.). A aplicação

/w. : .]Mo --} ]l/ é monótona e sobrejetora. Então como o intervalo À/ não contém
intervalos da coleção C além de /'(J.) resulta que para cada 0 5; .j $ { o intervalo
MÍ também não contém intervalos da coleção C além do próprio /j(./.). Isto
implica que a multiplicidade de interseção da cadeia {J14kli;.. é no máximo 3. Pelo
Lema 1.1 concluímos que .A4 := 7Mo possui a propriedade que queremos.
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Lema 1.4. Sdanz / Hm ánferua/o óom e J C / um domíhÍo de retorno a / com
tempo de retorno s. Se T e urna õ-utztnhança de J qu.e nao content tnteruatos da
coleção \jÇJ), ja ÇJ). . . . , j'-t ÇJ)\ então l é wma, 8j'Z-uizinhünça de J ov valem as

seguintes ü$rrí\açoes:

1. Sela {Tj\:.o u cadeia tal que T; -- T e Ti 3 ji U). A muttiplicidctde de in-
Lerseção desta, cadeia é no máximo 3. Em partic'atar no máximo 3 intervalos
desta cadeia podem conter lm dado ponto de inflexão.

2. Sejam Ti......Ti* os internatos da ca,dela acima que contêm l)oitos de in-
Pe=ão, T C T uma õl'2-vizinhança de J e \Tj\::o a cctdeia tal que T; -- T
. B D /'í(J). .E"zã' « «p/i«çõ« ./'j'----'í'''14,.,.. : B.+- --> %..... p-«
L $: 1 $ k, são dijeomo«$smos c.m distorção ««-ijo«mement. timit«da, ou

sela,

lo/j'----j'-:(z/)l ' ''
pura quaisquer x, y C Tj,.F\ e K < (» dependendo somente de õ e f

3. A aplicação fÚ.. : To --} T é quase-simétrica, Oll seja, dados dois intervalos
ü(Üacenfes /i e /2 confÍdos em To e tais que l/il :: l/21 z;erll/ica-se qKe

«;: ' FH : «.
onde l<\ <. oa depende somente de õ e j

4. Para todo ty C J ueri$ca-se que

o/'(v)l l; -a
l/'(})

para qttalqxer J C To e para algum B < oa (IKe depevtde apenas de õ e f

T) n m nn a+ rn F n n '

Para provarmos (1) consideramos a cadeia {7.Ílj-. e suponhamos que a sua mul-
tiplicidade de interseção é pelo menos 4. Então existem 0 $ .ji < .j2 < s tais blue
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.fj'(J) C Tj, ou ./j:(/) C Tj.. Mas ambas as possibilidades contradizem o fato de
q« T não contem ante«aios d, coleção {/(J),/'(J), ..., /'''(./)}.

O item (2) é consequência de (1) e do Lema 1.1. 0 item (3) é consequência de
l2) e da hipótese de que os pontos críticos são de ordem finita. Para provarmos
o item (4) consideramos os intervalos T. , ..., Tj* que contêm pontos de inflexão e
todos os inteiros mi < . . . < mj. tais que 7;«. contém ponto crítico e

d{.t(/"j+'(J),/(cl)) $ 1./'"'-F'(J)l (1.1 )

Então, dado y C J podemos escrever IO./''(p)l como

a.f'-"'- ':(.f"'- ''''(v))l o/(.f"'(v) ll o/"''"- ':(/"' ''':(g/))ll o/(./'"'(z/))l in.f"'(z/) l

O item (1) conjuntamente com o Lema 1.1 e a hipótese de que os pontos de inflexão
são de ordem finita implicam que existe B < oo tal que

la.f'M l 5; Btlí:tlM- ' . . i/"' u-.,I''': i#;=1;h-i.r"' M-.: I'- '' tci' ml
A hipótese de que os pontos de inflexão são de ordem finita e (1.1) implicam que

/"'(y) -/(c.)l $(2C'y/p'l.f"'(.7)

e o item (4) segue-se.

Dado um domínio de retorno J C /, um intervalo D C J é chamado dom h o
/undamenfa/ de é se para algum n ? l verifica-se que Z), @(D), . . . , @" '(Z)) C J e
@"(Z)) é uma componente conexo de / \ J

Lema 1.5. Sda J C / tlm doma'nio de reforma cada ap/ cação de primeiro reforma

é +. Então e:cisne eü > ç) tat qKe se D C J é um, domíni,o fundamental então
é(o)1 2 .olol.
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T) D r. . n at r n rã n.

Queremos mostrar que @(D) é grande comparado com Z). Como .D C ./ ba.sta
considerarmos o caso ein que @(D) é pequeno comparado com J. Neste caso
Ó(Z)) está centralizado no intervalo .M, obtido pelo Lema 1.3 aplicado a J C /
Além disso, pelo Lema 1.4, @ é quase-simétrica em uma vizinhança de Z). Seja
Z) - la,yl e @(.Z)) = ly, zl. Pela quase-simetria, um intervalo U com centro em g/
e de aproximadamente o mesmo tamanho de D é aplicado sobre um intervalo V
com centro em z e de tamanho aproximadamente igual a IÓ(P)l. Cromo estamos
supondo que @(Z)) é muito menor que Z), então y está contido em P. Logo Z)
estaria contido na bacia de atração de uma órbita periódica o que contradiz a
presente definição de domínio fundamental.

Definição 1.3. Considere um domínio de rcZorrzo J C / e E ma componente

cone=a de /\J. Se l-EI < alll chamamos E de /ado a-pequeno de J. Se IZI > alll
chamamos E de tudo cx-gtaude de J. Coítsiderando Ilha comi)OTtente cone=a, P de
J -- ji.pà, ottde p é o ponto Plo de (b\J o qual assumimos ser único. Se $(.P)
ínZercepZa m /ado a-pequeno de J, P á chamado de lado interno a-pequeno. Sc
@(P) {nZercepfa ?zm /ado a-grande de J, P á chamado de lado interno a-grande.

Lema 1.6. Soam J C / am domÍhão de reforma e õ > 0 a consíanZe dada pe/o

Lema 1.3. Existe cl > q tal que se 1) C J é lm domínio fundanievttül contido ellt
ILm lado interno õj'Z-peq\temo, então l é uma, c\-vizinhança de D

T) o m . . .+ F ,, - nn'y q.\ v e

Considere o intervalo ./U dado pelo Lema 1.3 associado ao domínio de retorno J,
T C ./\,4 uma (í/2-vizinhança de J e -L, R as componentes conexas de / \ J. Se
ambos os lados Z e R são ã/2-pequenos resulta do Lema 1.4 que él.J tem derivada
limitada pois para y C J temos que IZ)./'(y)l $ B f'(J) . Isto implica que domínios
fundamentais vizinhos tem aproximadamente o mesmo comprimento e portanto Z,)
está centralizado em /. Se Z, é 8/2-pequeno e R é (i/2-grande temos que @"(D) = L

para algum m. Pelo Lema 1.5 temos que lé(Z))1 2 clZ)l e como R é â/2-grande
concluímos que D está centralizado em /
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Lema 1.7. Sda ./ C / um doma'náo de 7eZor120 e J > 0 rz constam e dada pe/o

Z,errza /.3. .Ehisíe c2 > 0 fa/ gele para p < minÍI, á/2} se;

1. Um domínio de retorno J C l possui um la,do p-peq'Remo H e üm lado p
grande G.

2. / á wma p-u z nAança de lzm nterua/o V com r C G

Erztão para k ? l, Ói7(/) é «m« ',-«á,{«A««ç« de 4'i/(}')

T) n nl n n q 1- r n .- ân.

Sejam / C / um domínio de retorno e p < minil,J/2} como no enunciado do
lema. Seja G o lado p-grande de J o qual contém V. Consideramos também G'
e G" os domínios fundamentais em J tais que é'(G") = Ó(G') = G. Ê suficiente

provarmos que V está centralizado em G' U G ou que @i):(V) está centralizado em
G" U G'. De fato, a órbita negativa de G' U G até Ói/': (G' U G) tem multiplicidade
de interseção no máximo 3 e então o Lema 1.1 galante o que queremos. No caso em

que 2lC' ? IJI, como J possui um lado p-pequeno, temos que y está centralizado
em G' U G. Se 2la'l < IJI e J := J \ G' segue do Lema 1.4 que (escolhemos T
como sendo o intervalo .A4 dado pelo Lema 1.3 aplicado a J C /) ÓI.j tem derivada
tmiformemente limitada. Porta.nto quaisquer dois domínios fundamentais vizinhos

têm comprimentos comparáveis e resulta blue éi):(X'') está centralizado em G" U (;'
como queremos.
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Limites a priori Reais

2.1 Domínios Visitados e [Fempos de Saltos

O principal objetivo deste capítulo é provar o Teorema 1. Consideremos um
intervalo bom / com a sua respectiva transformação de primeiro retorno Ó. Dado
um ponto recorrente 3 C / de$nimos a sequêrzcia de domínios z;isolados {J.lli:o e
a sequênc a de tempos de sa/Zos {kiJ=o' Pala isto escolhemos ko := 0 e para i 2 0
escolhemos kí e J. de modo que

@*'-Fj(«) € J,, 0 5; .j < kÍ+l

©'+' Ç=) { Ji.

Observamos que tanto a sequência de domínios visitados como a sequência de
tempos dc saltos dependem de z e de /

(

Lema 2.1. .í,)rido wm nferua/o óorn / e ?lm porzfo recorrente z C / corzsideramos
a.s correspondentes sequências de domínios visitados \J.I'Eo e de t,empos de saltos

{kil=o. Então para p > 0 ez sZc io ? 0 gae c/zamamos de tempo de parada la/

gue

/. Para 0 $ i < io, Ji possui üm Lado p-pequeTto Hi e lm lado p-grande Gi

2. Pa« 0 $ á < {o, @*' (#), #ki+\-\ (=) estão em u'm lado interno p-grande

16
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9. P«« 0 $i< {o;(Ji,ai+-]Í](Ul;..ak) =©

4 Veti$ca-se \Lma dus seg\tintos propriedn.des

B P\: ambos os lados de Ji. são lados p-grctndes.

b Pa: Ji. 'posa'ui pelo menos um lado interno p-peq'feno o qual contem
é*'. (,) .

. P3;(J.,J..+:10(UZ::.JA):# 0.

Observe que Jo, . . . , .Ã..: são dois a dois disjuntos e que a afirmação (2) do
Lema 2.1 implica que J:+i está em um lado p-grande de J,, para todo i< io. Para
termos uma visualização mais geométrica da afirmação (3) observamos também
blue a mesma nos garante que podemos conectar Ji a Ji+l (para { < ão) por um
gemi-círculo contido no semi-plano superior e obter uma sequência de semi-círculos
dois a dois disjuntos. Obtemos assim uma estrutura de espiral em direção a um
ponto "mais central" do intervalo /

Demonstração do Lema 2.1: Se P2 não se verifica então apenas lados internos
p-grandes são visitados. Se P3 também não se verifica concluímos que a sequência
de domínios visitados possui uma estrutura de espiral em direção a um ponto mais
central de / e portanto Pt se verifica.

O lema a seguir nos garante que teremos o controle da multiplicidade de inter-
seção que necessitamos para aplicar o Lema 1.1 e fazer o pullback do espaço de
1<1oebe que obteremos com as propriedades PI, P2 ou P3 do Lema 2.1.

Lema 2.2. Sejam {J.}:=o a seg71êncáa de domáh os uisálados e {kil=o a seq éênc a

de tempos de saltos associadas a \lm ponto recorrente = € 1. Assumimos que e:riste
TI Z 2 tal qüe Jin J. = $ para todo i -. ç),\,- . . ,n -- L. Então o pula-pack de J. ao

lo«go de \«,. . . ..i#" Ç*)\ é co«stituid,o de iate««los dois « dois disj-*".

Demonstração:
Como J. não é visitado antes do k.-ésimo iterado o lema segue imediatamente
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2.2 Construção de Limites a priori

Fixemos p < minÍI,(f/2} e analisaremos todas as possibilidades dadas pelo

Lema 2.1. Quando omitirmos a constante ' em expressões como '-vizinhança, '
centralizado, lado '-grande significa que tal constante pode ser escolhida de modo
uniforme dependendo apenas cle ./

Lema 2.3. Sega z C / am ponto recorrente que safa:s/az PI ou P2 com io ? 1. Então

se D C Ji. é o domínio fundamental que contem +kiü Ç:c) temos qze (b\l:l\ no-'l ÇD)

«tá ««t«/{« . m @i.}l;!.'*'.-''(/).
llDi-.inne+pn''nn.

Resulta do Lema 1.6 que / é uma ci-vizinhança de Z). Clamo Ji.-i possui um lado
p-grande o qual contem D o Lema 1.7 implica o que queremos.

Lema 2.4. Sega z C / m ponto recorrente gue safa:il/bz P3. Sega t < áo, é o ma or
inteiro tal q\te J* C ÇJi., Ji..}Ú. Então ueri$cüm-se a.s seg\pintes proprieda,des:

/. Se U C J. é . p«//ó«A de .6.-.: «. /o«go d. {é''*-':(«), . . . ,@*:.'-(,)} .«Zã.
U está centralizado em l

2. M«{; «á«d«, 'ÓJ*'-'--''-O(U) «fá ««í«/{«d" .m Ói;'*''--''-O(/)

Demonstração:
Como z C / satisfaz Pa ocorre que

(á, J,+-] Í'](U JA)
b:o

Z

e que

u;. , ';.-- ] n( U 'o / o
A-0

}0
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Considere o intervalo Jt C (Ji., Ji.+ll. Observe que Xt n Hi. = o, Gt n G{. :# g,
Jt+t C #i. UZ. e J{.+i C .171 U Jí. Assumimos sem perda de generalidade que
ordenando os intervalos .17t, Jt e a. no sentido crescente dos números reais eles
apa-tecem nesta lidem. Então como o lado direito de Jt é p-grande e t/ C Jt, para
provarmos a parte (1) do lema basta provarmos que a componente conexa esquerda
de / \ U e grande comparada com t/. Para isto consideramos o intervalo .A4 dado
pelo Lema 1.3 aplicado aos domínios de retomo Jt e Ji.. Existem dois casos:

Caso l: ./\4 é uma .5-vizinhança de Ji.. Temos que Jt+i C Hi. e então Jt+i
também está centralizado em ./U. Pelo fato de que o lado esquerdo de ./t+l
é p-grande, do Lema 1.4 resulta que @i)l(Jt+i) está centralizado em /. Como
U C @i)l(Jt+i) a parte (1) do lema segue-se. Pala provarmos a pa'te (2) consi
deramos primeiro o caso em que ]C. Í] Gt+il é comparável a 1/1. Então éi)l(Jt+i)
está centralizado em Gí UÓIJ:(Gt) e como o pullback deste último ao longo de
{Ók'(z), . . . , Ók'+-':(z)} tem multiplicidade de interseção no máximo 3, o Lema l.l

implica o que queremos. Por outro lado se IGt Í'l Gt+i l é arbitrariamente pequeno
em comparação com 1/1 temos io = Z + l e que IJtl , IJt+il são ambos comparáveis
a 1/1. Seja ./q o intervalo dado pelo Lema 1.3 aplicado a ./t C /. O intervalo / está
centralizado em .A;í U .M o (dual não contem intervalos do tipo /(J!), . . . , /'''' (J.)
(onde I't é o tempo de retorno de Jf). Pelo Lema 1.4 concluímos que a derivada
de élJ. é uniformemente limitada e portanto quaisquer dois domínios fundamentais
vizinhos têm aproximadamente o mesmo comprimento. Como U está contido em
um destes domínios. o lema segue-se.

Caso 2: .A4 é uma á-vizinhança de Jt. Analogamente ao caso (1) temos que

Jio+t C Ht e portanto J;.+l está centralizado em .A4. Pelo mesmo argumento do ca-

so (1) resulta q«. @Õ.l. (á.+l) C á. está centralizado em /. Então se k{. ki.-i >l
pelo Lema 1.7 temos que élJ(k''-F--k'o)(áo+l) está centralizado em éjJI. -k.o -:)(/).
Se ki. -- ki.-i = 1, Lema 1.7 implica que @i;lk:: k.o-')(ÓII'. (J«+l)) está centralizado

em ÓIJ(k".'kio--)(/). Em ambos os casos, pelos Lema.s 1.1 e 2.2, obtemos blue t/
está centralizado em Jf e que a parte (2) do lema também se verifica.

Lema 2.5. Se z C / é um ponto recorrente c o pr moiro fe7npo de sa/Zo kl(3) =
\ (rotor«:o não-centra,l) então e:riste intervalo t)om N C. l tc't q'"e J{.ÇN) está
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centralizado e'm N

T) n nl n n c+ r n r' ; n '

Soam y := é(:«) C JI(#) e os seus respectivos domínios de :etorno .Ã = J,(y),
tempos de saltos ki = ki(y) e tempo de pelada io = áo(g/). Consideraremos três
casos.

Caso 1: g/ satisfaz Pi ou P2 com ío - 0. Seja Z)(g/) C Jo o domínio fundamental
que contem g/ o qual, de acordo com o Lema 1.6, está centralizado em /. Pelo

Lema 1.1 temos q--e éi.l(,)(z)(g/)) está centralizado em Jo(';). Como Xn(Jo(")) C
'#P'(,)(Z)(y)) basta escolhermos N = Jo(#) e o lema está provado.

Caso 2: g/ satisfaz PI ou P2 com io ? 1. Sendo Z)(=) o domínio fundamental
clue contem z, como io(z) = 0 temos que D(#) está contido em um lado interno
p"pequeno de Jo(sç). Sendo io 2 1 obtemos que P(z) g Z)(z), pala l 5; j < Ê{..
Pelos Lemas 1.6, 1.7 e 2.2 resulta que o pullback Z) do domínio fundamental
Z)(é*'.(g/)) ao lo«go de {g/, . . . ,@*'.(y)} está centralizado em .4. Pelo Lema l.l

resulta que Ói)l(,)(.Õ) está centralizado em Z)(a). C'::'o X=(Z)(z)) c @il(,)(.Õ)
escolhemos /V := Z)(#) e obtemos o desejado.

Caso 3: g/ satisfaz P3. Se Z = 0 temos que W(z) g Jo(z) pala l 5; .j < Ai.+i.
Pelo Lema 2.4 o pullback U de J..+i ao longo de {y, . . . , .#*''+' (g/)} está centralizado

em /. Pelo Lema 1.1 temos que @i)l(r)(U) está centralizado em Jo(z). Como
#z(Jo(#)) C 4'i)l(,)(t/) JV := Jo(z) satisfaz o cine (queremos. Se t ? l temos que
o domínio fundamental de # denotado por Z)(z) está contido em um lado interno
p-pequeno de Jo(a) e portanto, como ocorre P3, resulta que Ó'(z) g Z)(z), para
l .g .j < A{.+l. Novamente o Lema 2.4 implica que o pullback P de Ji.+i ao longo
de {@k'(y), . . . ,@*''+'(y)} está centralizado em /. Como Z 2 1, os Lemas 1.7 e 2.2

implicam que o pullback de r de U ao longo de {y, . . . ,@k'(g/)} está centralizado

em Jo. Pelo Lema 1.1 resulta (lue «'i.l(,)(}') está centralizado em l)(z) e como
X=(J)(")) C 4'i)l(,)(t'') esc'lh'm's N := D(") ' ' lem« seg--se.

Prova do Teorema 1. Dado um ponto recorrente z e um intervalo bom /
contendo z provaremos que existe um intervalo bom I'V C / contendo z tal que
X=(W) está centralizado em W
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Se ki = kl(z) é o primeiro tempo de salto de # definimos }'' = '#i.k(,)(/). Então
o Teorema l é uma consequência imediata do Lema 2.5 aplicado ao intervalo y
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Ergodicidade

Usualmente estuda se a ergodicidade de uma a.plicação em relação a uma me-
dida invariante. Aqui estaremos interessados na ergodicidade em relação à medida
de Lebesgue independentemente desta ser invariante ou não. Esta propriedade
acarreta algumas consequências interessantes tais como a unicidade de medidas
invariantes absoluta.mente contínuas em relação à medida de Lebesgue (caso estas

existam). Neste caso estas medidas são ergódicas e sc tornam um importante ins-
trumento pala o estudo de propriedades estatísticas da aplicação em questão. A
ergodicidade em relação à medida de Lebesgue também implica que no caso em
que existam atratores periódicos a união das suas bacias de atração tem medida
.[p ].ebesaue tot.a]

Teorema 2. Sega / C l$i wma ap/{cação qwe rzão pois i afraZor peráód co. Então

f é ergódica com respeito à medida de Lebesgue.

Este teorema é essencialmente uma consequência da existência de limites a
priori reais, Teorema 1. A seguir mostraiemos algumas propriedades topológicas
relacionadas às órbitas negativas de um intervalo bom. Estas propriedades em
conjunto com a existência de limites a pi'iori reais além de servir para provei o
Teorema 2 também servirão para obtermos um certo controle da distorção dos
ramos de uma aplicação de primeiro retorno.

22
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3.1 Orbitas Negativas
P

de Intervalos Bons

Para o que se segue fixamos uma aplicação ./' C IÍi

Lema 3.1. Selrzm V um án Crua/o óom e Ti, 72 C 10, 11 dois infere;a/os dásf nãos fa s

g«e /i7. 0 = i,21 sã. monóíon«, /"'(n) y e ": 5; n,. .FRIA. ;. Ti n T2 #O
íem-se qtle lr2 (: T] e ni < n2.

Demonstração:
Suponhamos que âTi n T2 # g. Com isso temos (lue é?b'' n ./"- (T2) # 0 e ni < n2.
Isto implica que y n /":'"- (ay) :/ 0 o que contradiz o fato de V ser um intervalo
bom.

Para cada intervalo bom y consideramos o conjtmto OV dos pontos que visitam
}', o« s'ja,

o« lo,il /*(a) C L'para algum k C N}

Para cada C OV seja É = k(z, }'') o menor inteiro positivo para o qual /k(a) C
V. Clhamamos Ã de fe7rzpo de prime ra entrada de # em 1/. 0 tempo de primeira
entrada é constante sobre cada componente conexa de Oy. De fato, seja / o maior
intervalo contendo 3 sobre o qual o tempo de primeira entrada é constante e igual
a k. Dado y € a/ existe .j $ k tal que ./j(Z/) C é?y. Se .j < k, como }' é um

intervalo bom resulta cine /*(g/) # L' e portanto ./'*(y) C Z?\'. Se .j = k também
temos que .fk(y) C ay. Em ambos os casos resulta que / é uma componente conexo
de Or como queremos. Observamos também que uma componente conexo / de
Ov com tempo de primeira entrada k é aplicada por ./k monotonamente sobre V
No caso em que V contém o ponto crítico c e ./' não possui atratores periódicos
resulta do Teorema de Maré (veja IMn851) que OV tem medida de Lebesgue total
e o seu complementar denotado poi Ay é um conjLmto compacto e completamente
invariante com medida de Lebesgue nula.

Sda yn = (c -- l/n,c + l/n) para n ? 1. Então se / não possui atratores
periódicos, como acabamos de mencionar, temos que Ovn tem medida de Lebesgue
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total e portanto o conjunto E de todos os pontos cujos u-limites contêm c é tal
que E = Í'l,..: Ovn e também tem medida de Lebesgue total.

Lema 3.2. Seja / ?zma comzponenZe coneza de OV clujo tempo de pr me ra entrada

é k. Então os intervalos l,fÇi).. . . ,fK ÇI) -- V são dois a dois disju,Tetas.

Dem onstFarão

Suponhamos por absurdo que /i(/) n /j(/) # 0 pala 0 5; { < .j $ A. Pelo
Lema 3.1 temos que ./{(/) C ./j(/). Mas disto resulta que /*-j(./'(/) C }' e
portanto k + í -- .j < k, o que é impossível uma vez que o tempo de primeira
entrada de / é k.

Lema 3.3. Soam y 'um nZert,a/o óom, t/ C V' um domúio de reforma e (Xi,/.)
0 p-«d.{«l.««/o.f«á.g«./":(Hi)(/i) P««n:5;n,.S.
H\ n Ha :# $ eTttãO n\ < nl e Ha está contido em tema da.s componentes conexas

de H\ \ l\ ou em l\.

Demonstração:
Pelo Lema 3.1 já sabemos que nl < n2 e que /l/2 C ,f7i. Suponhamos por absurdo
que H2 n a/l :# 0. Então au n .f"'(H2) # g e portanto orb(Z?u) n v c aU, o que
Á -- - , ,..+., H ;-;.

Lema 3.4. Sejam y um ánterz;a/o óom, U C y um dom h o de reíorrzo e / llrna
campal-tente coneza de Qu com tempo de primeira entradct k. Então Datem as
seguintes a$rmações:

1. Existe um intervalo T que contem l para o qual Jh. é monótona e jt' (T)

2. Se c C U e V é umcl p-vizinhança de U então a aplicação j\i é um difeomor-
Psmo de distorção limitada por uma constante qüe depende aperta.s de p e de
J. Além disto T é uma F-vizinhança de l
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T)D«nnn.+i.n''nn'

Seja T o maior intervalo contendo / tal que /k(T) = }'. Este intervalo T é na
verdade o pullback de y ao longo de /, . . . , /k(/). A monotonicidade de ./kl7' é
consequência imediata do fato de que .f é uma aplicação induzida por um recobri-
mcrlto clo círculo e portanto os seus ramos são mon(5tonos. Isto prova a primeira
parte do lema. Pala provarmos a segunda paire relembramos que o Lema 3.2 im-
plica cine os intervalos /,/(/), . . . ,/k(/) = U são dois a dois diquntos. Portanto
temos que nenhum dos intervalos /, /(/), . . . , ./'k': (/) contêm o ponto crítico c. Pe-

lo Lema 3.3 concluímos que o mesmo ocorre para os intervalos T, /(7'), . . . , /k :(T)
e então ./la. é um difeomorfismo. Denotamos por Z': as componentes conexas de
./'(T) \ ./'Í(/). Também pelo Lema 3.3 resulta que

}: l-t;''llz,il 5; i.

Como observamos antes, nestas condições, as afirmativas do Lema 1.1 ainda são
válidas pois o par de cadeias {/i(T)}i:;. e {/i(/)}â::. possuem a propriedade da
disjunção central. Isto implica o que queremos.

k l

0}

Seja V um intervalo bom tal que U = .«.(V) está centralizado em y. Se W C U
é um domínio de retorno a U com tempo de retorno k então ./(I't/) está contido
em uma componente conexo / de Ou e pelo Lema 3.4 concluímos que o ramo de
primeiro retorno @lw pode ser decomposto como uma composição do tipo L o .áw
onde Z, é um clifeomorfismo com distorção limitada. Em particular temos o seguinte
lema.

Lema 3.5. Sda }'' lim {nterua/o óom fa/ que t/ = X.(y) está cenf7'a/azado em
V e + a aplicação de primeiro retorno de U. Então ueri$cam-se üs seg'ttintes

propriedades:

1. Para todo W C U, um domínio de retorno a U, ueri$cct-se qqe {'\w - Lo f\w,
onde L é um difeomor$smo de distorção limitada.

2. Existe constar\te C <. (x tat que 'pctra todo :c ç: .W.tU) ueri$ca-se q'tte

c'''Ál:« - .I' $ 1@(«) - é(.)l $ c'ÀI« - 'l',
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onde l é Q ordem do ponto de in$e=ão c e A é n. segunda deriuctda $' (~cà

3.2 Conjuntos Invariantes e IErgodicidade

Se X C 10, 11 é um conjunto mensurável definimos a deres dado em um ánterua/o
J por

Sabemos que para quase todo (em relação à medida de Lebesgue) z C X, se
Jn 3 z é uma sequência de intervalos tais que Ol::i Jn = {z} então o limite

lxni.l
n-+oo l../.l

existe e independe da sequência J. escolhida. Chamamos este limite de densidade

de X 'm z e denotam«-lo po: dons(X,z). Se dons(X,z) = 1 então o ponto ;" é

chamado de ponto de densidade de X. Sabemos ainda que quase todo ponto (em
relação à medida de Lebesgue) de X é um ponto de densidade de X.

im

Lema 3.6. Se / C 3i rzão possui aZraZores per ód cos e X C 10, 11 á zzrrz co Ütlnto
irtucLriünte de medida de Lebesgue positiva. então deus(.X,cà

T) D .--l n n c+ '' n '' n n .

Pelo Teorema l existe uma sequência encaixante de intervalos bons % tal que
c C Un, o domínio de retorno a yn que contém c (o qual denotamos por Un)
está cento'alizado em Un e n=::Un = {c}. Relembramos que E denota o conjunto
dos pontos y cujo w-limite contem o ponto crítico c. Então se z é um ponto de
densidade de x n E pala todo n 2 1 existe o menor inteiro positivo k. tal que
/k" (#) C Un. Sejam /. C Tn intervalos que contêm # e tais que /k« aplica monótona
e sobrejetoramente sobre U« e Un, respectivamente. Pelo Lema 3.4 sabemos que
/l/,, tem distorção limitada por uma constante .l\' independente de n e portanto
resulta que:
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E«'qi-Í'' . n''lXHf"
«nuÜP-.

Para a última igualdade usamos o Lema 1.2 que nos gera.nte que se IUnl tende a
zero quando n tende a infinito então o mesmo ocorre para 1/.1. Portanto o lema
segue-se.

Demonstração do Teorenaa 2: Suponhamos que ./ não é ergódica em relação à
medida de Lebesgue. Então existem conjuntos Xi e X2 completamente invariantes
com medida de Lebesgue positiva, tais que IXi U X21 = 1 e lxi n x2 :: 0. Pelo
Lema 3.6 concluímos que dons(X{,c) = 1 para i = 1,2. Portanto temos que
lxl n x2 > 0 o blue é uma contradição com o que já tínhamos.



CAPÍTUI.0 4

Classificação dos ,A.tutores
Métricos

No caso em que .f : 10, 11 --> 10, 11 é uma aplicação induzida por um recobiimento
do círculo de classe C'2, sem pontos críticos e sem atratores periódicos resulta pelo
Teorema de Maré em IMn851 que todo conjunto de interior vazio, compacto e
invariante tem medida de Lebesgue nula. Neste capítulo examinaremos qual é o
efeito da presença de pontos críticos sobre este fato. Além disto descreveremos
topologicamente quais são os possíveis atratores métricos para uma aplicação / C
g:,

4.1 Conjuntos Compactos Invariantes

Teorema 3. Se A á um co Üunlo de nfer or z;az o, compacto e aduar Gaze por
J ç: 8\ então À. 'pois'ui medidct de LebesgKe vtuta.

Como observamos no capítulo anterior o conjunto dos pontos cujo w limite
contém o ponto crítico, denotado por E, tem medida de Lebesgue total.

Lema 4.1. Se «,(c) á não mÍnIma/ então lodo coÜunfo de ínfer or uaz o, compacto
e inuüriante X tem medida de Lebesgue Rala.

T) n lm n n ct r n r; r. .

Como w(c) é não minimal, existe um ponto z C w(c) cuja órbita positiva permanece

28
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sempre fora de um intervalo U contendo c. Afirmamos que existe uma sequência
de intervalos /. encaixantes e convergindo pala # Existem também intervalos
J. C /. com z C Jn tais que /. \ J« não contém pontos de X e Jn está centralizado
em/n

De fato, seja H« o intervalo máximo contendo # pai'a o qual ./'nH. é um difeomor-
fismo. Como c g w(z) então l/"(#«)l ? c, pata algum c > 0. Portanto podemos
tomar subinteivalos /. C H. tais que ./"(i)(/«(i)) converge para algum intervalo y
para alguma subsequência n(i) e que os pontos do bordo de y não estão contidos
em X. Seja C/ um intervalo fechado contido no interior de y tal que 1/ n x c t/
e seja Jn(i) C /«(i) tal que /"(i)(Jn(Í)) = U. Pelo Lema 3.3 i'esulta que as cadeias
{./'k(/«({))}:gà e {.fk(Jn(i))}Z11à tem a pi'opriedade de disjunção central e portanto
podemos usar o Lema 1.1. Concluímos então que existe uma constante universal
tí > 0 (que depende apenas de U e y) tal que /.(Í) é uma (i-vizinhança de Jn({),

provando assim a afirmação.

Agora seja f(n) o menti inteiro tal que /'(")(/(c)) C /«. Vamos tomar o pullback
de /. pela aplicação ./'t("). Existe um intervalo Tn ) ./'(c) para o qual /'(") Tn é

um difeomorfismo e .f'(")(Tn) = /«. Seja R. o intervalo tal que /'(")(R.) = Jn.

Como antes, pelo Lema 1.1, temos blue R« está centralizado em ZL. Como X
é invariante temos que Tn n x c R. e por conseguinte ./''(")(/(C)) C Jn. Em
particular /(c) C .rt.. Cromo o ponto crítico é de ordem finita então existem
intervalos Un :.) U. 3 c tais que [/« está centra]izado em Un e Un n x c u.. Agora
podemos mostrar que X tem medida nula. Lembl'ando que E tem medida total
consideramos um ponto y c x n E. Então existe o menor inteiro positivo k tal
que ./'k(y) C yn. Pelo Lema 3.2 existe um intervalo G« D y tal que ./'k aplica
G. difeomorficamente sobre Vn. Seja S. C G. o intervalo tal que /k(S«) = Un.
Novamente pelo Lema 1.1 temos que S. está centralizado em G.. Como X é
invariante temos que G«nX C S'. e y C S.. Pelo Princípio da Contrição, Lema 1.2
temos que IC«l tende a zero qua.ndo n tende a infinito. Portanto g/ não é ponto de
densidade de x n E. Como E tem medida total quase nenhum ponto de X é ponto

de derJsidade. Logo X tem medida nula.
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Demonstração do Teorema 3: Se ]\ não contém o ponto crítico já sabemos

pelo Teorema de Mafíé em IMn851 que A tem medida de Lebesgue nula. Basta
então analisarmos o caso em que A = «.,(c).

Suponha que o ponto crítico não é recorrente. Então existe um intervalo bom
}' 3 c com «.,(c) n y = g. Portanto «.,(c) C Av e já sabemos que IAVI = 0, logo
w(c)l = 0. No caso em que c C w(c) e «;(c) é não minimal, o que queremos segue
do Lema 4.1. Vejamos o caso em que c C w(c) e «,(c) é minimal.

Pelo Temi'ema l existem uma sequência encaixante de intervalos bons Un tal que
c C Vn, o domínio de retorno a Un que contem c (o qual denotamos por Un) está
centralizado em Un e n=:lUn = {c}.

Como A = w(c) 3 c é minimal resulta que A C Ou. para todo n ? 1. Co.-
mo as componentes conexas de Ot/. são intervalos abertos concluímos que A está
contido em quantidade finita de componentes conexas de Ou.. Assim podemos
definir uma cobertura de A com intervalos da órbita negativa de U. da seguin-
te forma: dado z C A seja Ã;. = A(=,Un) o menor inteiro tal (lue ./''«(3) C Un.
Soam /n(z), #n(z) os i«ter-los tais q- ./'*"(/n(«)) = Un e /*«(H«(«)) = Un.
A coleção de todas as componentes conexas /«(z) de Ou. forma uma cobertu-
ra de A por intervalos abertos. Então existe uma subcobertura finita, digamos
C. = {/n(#l),...,/«(z;.)}. Pelo Lema 3.3 podemos afirmar que para algum
l 5; .j. 5; s., o intervalo H« = #n(z.i.) não intei'cepta U /n(3i) e isto implica

que A n (Hn \ /«) = 0 (por simplicidade denotamos /« = /«(zj.)). Além disto pelo

Lema 3.2 temos que os intervalos /n, . . . , ./'k"(/n) (por simplicidade denotamos aqui

#. = k.(zj.)) são dois a dois disjuntos. Pelo Lema 3.3 resulta que

}: lz,;''llz;il $ 1,

onde tf são as componentes conexas de ./{(-H«) \ /{(/«). Esta propriedade pode
substituir no Lema 1.1 a hipótese sobre a limitação da multiplicidade de interseção
pala concluirmos que /. está centralizado em .l/..

Seja f« ? l o menor inteiro positivo tal (lue ./*"(c) C /«. Tomando o pullback
de /« C H« ao longo de c, . . . , .f:"(c) e repetindo o argumento acima e usando a

hipótese de que a ordem do ponto crítico é finita obtemos um par de intervalos

k. l

0Z
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/[. c .Zl]. tais que c c /., /], está centraliza.do em Ji/]., n=:. /1, = {c]. e A n .rí], c /].
Isto implica que a densidade dons(A, c) < 1 e então, pelo Lema 3.6 resulta que A
tem medida de Lebesgue nula como queremos.

4.2 Classe.ncação dos Atratores Métricos

Teorema 4. Se ,4 á ?zm aZraíor métrico para / C Íli então oa/e uma das sega nfes
proptiedctdes:

/. .4 á o nÍerua/o ]O, l]

2. A é umíl órbita periódica atratora

3. A é um conliunto de Cantor minimal que contém o ponto crítico

T) n -l n n q+ r n r = '". '

Se ./' possui atrator periódico resulta a união das bacias de atração destes tem
medida de Lebesgue total e pontanto eles são os atratores métricos. Suponhamos
então que ./' não possui atratores periódicos. Neste caso o atiator topológico de ./ é
o próprio intervalo 10, 11, onde ./ é topologicamente mixing. Então afirmamos que
ocorre uma das seguintes situações:

i) w(a) = [0, l] para cluase todo z C ]O, l].
ii) «,(z) = «,(c) para cl"ase todo :« C 10, il.

Nesta primeira situação temos que o atrator métrico coincide com o atrator
tipológico. Na segunda situação temos o atrator topológico coincide com o atrator

métrico se, e somente se, w(c) = 10, il. Então se «,(c) :/ 10, il temos q«e existe
atrator selvagem.

Passamos agora à prova da afirmação. Consideramos uma base enumerável de
intervalos abertos Jn de 10, 11, ou sqa, uma sequência Jn de intervalos abertos tais
que IJ.l tende a zel'o quando n tende a infinito e 10, 11 C U«?NJn para todo N 2. 1.
Para cada J. de$nimos o seguintes conjunto compacto e invariante:
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/{. = {.« C lO, ll : ./"(z) g J« pala todo m ? 0}.

Definimos também /r. = U /í'« e observamos o seu complementam /\'â, é tal que
l

x'= lo, il : «,(«)

Os conjuntos /\'. e /t'â, são completamente invariantes e pela ergodicidade temos
que /\'- ou ]\'â, tem medida de Lebesgue nula. Se IÃ'-l = 0 temos que w(z) = lO, ll
pala quase todo # em relação à medida de Lebesgue e portanto a primeira situação
se verifica.

Assumimos agora que /\'- tem medida de Lebesgue total. Com isto resulta blue
Ã.l > 0 pala algum n 2 1. Consideramos a seguinte afirmação:

Afirmação: Para quase todo (em relação à medida de Lebesgue) z C A'« verifica-
se que w(z) = w(c) o que corresponde à segunda situação

Como já observamos antes temos que para quase todo z verifica-se que w(z) .)
«.,(c). Vamos provar então (lue para quase todo :« C Á'« verifica-se que w(z) C «,(c).
[nicia[mente consideramos um ponto de densic]ade de ]\'« o qita] denotamos por
y. Suponhamos que w(y) não não está contido em w(c) 3 c. Então existe uma
sequência A{ --} 'n e ã > 0 tais que dis{(.f*'(g/), orb+(c)) ? .5.

Seja J7i o intervalo máximo contendo g/ tal que ./'kf IXi é um difeomorfismo. Como

todos os valores críticos de ./*; estão contidos em orb+(c) temos que ./'k' (Xi) contem
uma â-vizinhança de ./*' (y), ou seja, cada componente conexo de ./k'(Xí) \ {/*'(y)}
tem comprimento pelo menos igual a á. Sejam J7i intervalos contendo y tais que
/t'(H.) contém uma õ/2-vizinhança de /A'(3/). Como estamos assumindo aqui que
a derivada de Schwarz de / é negativa, como /\'. é invariante e y é um de seus
pontos de densidade segue pelo Lema 1 .1 que existe .r\' < oo tal que vale o seguinte:

l.f*'(ã'i) \ K«l < ]i. l.r''(ãf \ Ã'«)
;-»" l.f''(x;)l ;-*m l./'*'(#;)l

/ T.r l. IIIZ \ J\nl .< /í' lim ' :' ' : "' = 0.
'-'l" IHi

(4.1)

Como os intervalos ./k'(Xi) tem comprimento maior ou igual 8, podemos tomar
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um intervalo # de comprimento á/2 tal que ./k'(H{) D H pala infinitos valores
de i. O Linaite 4.1 imp]ica que l.r/ \ ]\'«l = 0 e como J\'« é um conjunto fechado
temos que H C /(.. Disto resulta que Ã. D U ./"(//) = lO,il, o que não é o

caso. Com isto provámos que w(y) C co(c), onde y é um ponto de densidade de /\'«.
Consequentemente temos que pala quase todo ponto de /\'- (e também de lO, ll)
veriâca-se que «.,(z) C «,(c) e portanto a afirmação está provada.

Agora lelembramos que pelo Lema 4.1, se w(c) não é minimal, resulta que a sua
medida de Lebesgue é nu]a. Assim sendo /\'- tem medida de Lebesgue nu]a e ](:
tem medida de Lebesgue total. O teorema segue-se.

0
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Propriedades Markovianas

A questão soble a existência ou não de atratores selvagens é uma das mais rele-
vantes colocadas ultimamente no contexto de dinâmica unidimensional. O teorema

a seguir nos fornece uma propriedade equivalente a não existência de tais atratores.

Teorema 5. Uma ap/ cação ./' C 3'i. induz ?zma ap/ cação de .4/arcou se, e somente
se não 'posa'üi atrator selvagem.

5.1 Critério para a Existência de Propriedades
Markovianas

Seja ./' C 8i, uma aplicação que não possui atrator periódico a qual está fixada.

Consideramos novamente o conjunto Av = lO, lj\OV, dos pontos que nunca visitam
V, onde V é um intervalo bom que contém o ponto crítico c. Vimos que Ay tem
medida de Lebesgue í)ula, ou seja, Ov tem medida de Lebesgue total.

Lema 5.1. Se y C Ar é {a/ gue o,b+(g/) n }' = 0 eniâo Av se acwmu/a em ambos
os lados de U.

T) D -i ,. n e+ p :, p; n .
\ q.L V P

Seja y C AV e suponhamos que y não é acumu]ado de ambos os lados por Ar
Com isto temos que g/ é um ponto do doido de uma componente conexo de Ov
De acordo com o Lema 3.2, a (órbita positiva de y passa pelo bordo de V e isto
conclui a prova.

34
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Convidei'e um ponto z C 10,11, n ? 0, e sda Tn(3) o intervalo máximo que
contém z e tal que /IZn(=) e um difeomorfismo (não possui pontos críticos). Sejam
ainda Z«(#) e R«(3) as componentes conexas de Tn(Z) {z}. Definimos a função
r. : 10, 11 --> R por

««(«)(z.«(,))l, l./'"(E«(«))l}
Definimos também

«(«) i.n s«P '«(«)
n--too

Proposição 5.1. Se / C 3'i. é fa/ qlie «,(c) não é u«, conlunZo mínima/ então
existe õ > ü tal que rÇ ) > 8 para quase todo (em relação à medida de Lebesgue)
« c lo,il.

Para demostrarmos a proposição acima precisaremos de alguns fatos prelimina
res

Lema 5.2. Se ./ C gi. é ta/ gue co(c) não ó ? m co@unZo mÍnIma/ então ezjstem
um intervalo bom V :3 c e Kma sequência de internatos K«, n Z \ tais (lue:

/. a.r(,. C Av e /{. íl y = 0,'

e. Ã« n «,(.) # 0;

3. Í)=:. -K« , o«d. q C w(c) é Z«/ g«. . g «,(q)

T) Q m n n c+ r n rã n '

Como «,(c) não é minimal existe um ponto q C w(c) tal clue c g w(q). Em seguida
escolhemos um intervalo bom y D c tal que oró(q) n }' = g. Então q C Av e pelo
Lema 5.1 q é acumulado em ambos os lados por AV. Portanto podemos tomar uma
sequência de intervalos /\'. 3 q como o lema afirma.
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Lema 5.3. Soam / C 81 Za/ q?le w(c) nâo é u«. cona nfo m mama/ e y é ?lm
interuclto bom tal q'ue c ç: V e i<. urn dos intervalos dada Feto Lemct 5.2, Então
e:distem intervalos dois a dois disljurltos l] C I'i. e inteiros tiQTi], para cada i ç: %,
tais qlte:

1. fti(n\ é um difeomor$s'mo com distorção limitada de ltn sobre V

2. Se i< .j lemos qlze /i está ã esq farda de /: e .lim /: = p«, .lim /: = q.,il--.>+oo '' ' ' {-+--oo

onde p., q. são tais qse 1<. -- Çp«». q..),

3. Cada comi)onertte corie=a de l\.n \* \J lk CLdjacenLe a 1] teTit ta'mctnho caIR

parada/ a l/:l.

T) m anal .,,nn'

Sejam p«, q. tais club Ã'« = (p«,q«). Sda t(n) o menor inteiro positivo tal que
./t(«)(/1'.) n v # ©. Este inteiro existe pelo fato de ./ não possuir órbita periódica
atratora e nem intervalo errante. Da minimalidade de Z(n) e como p. e q. não
entram em y resulta que ./'t(")(-l\'n) :) y e ./t(") é um difeomorfismo. Portanto
existe um intervalo /' no interior de /\'« tal que /'(")(/o) = y. Observamos que

interva[o ta] que .fll(") é um difeomorf]smo. Se ]14J: são as componentes conexas de
Mn \ /{«, existem 0 < r- 5; r+ < Z(n) tais (lue um dos extremos de ./'':(&/J:) é o

ponto crítico e o outro extremo e um ponto fora de V. Então segue clo Lema 1.2
que l./'(")(&/:t)1 2 Õ, para alguma corlstante 0 > 0. Como a derivada de Schwarz

de ./' é negativa, resulta pelo Lema 1.1 que /it(") é um difeomorfismo com distorção
limitada. Se HJi são as componentes conexas de /\'. \ /o temos que IX:UI e l/ol
sao comparáveis.

Seja t:H(n) o menor inteiro ta] que ./'ü-(")(Hn#:) n y # 0. Pela escolha de fJ:i(n)
temos que Z:EI(n) > t(n) e v'n/:(//n4:) = 0 para i ' 0,1,...,f(n). Além disto/'(")
aplica um extremo de Hj:i no bordo de y e o outro extremo está em Av. Como V
é um intervalo bom temos que /'J:-(")(#:E') :) y. Portanto obtemos dois intevalos
/nü' em lados opostos de /no tais que /'ü-(")(/ÜI) = y. Como antes observamos que

-/'HI(n) é um difeomorfismo com distorção limitada. Se /7:t2 são as componentes
conexas cle #:H \ /nÜI temos que l.r/nü21 e l/:til são comparáveis.
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Continuando este processo obtemos intervalos dois a dois disjuntos /' C /{',.,
com i C Z, que possuem todas as propriedades requeridas.

Denaonstração da IProposição 5.1: Clonsideramos as componentes conexas

de Ã'« \ U;.z /i e chamamo-las dc gaps. Seja s(n) > 0 o menor inteiro tal que
/'(")(c) C Ã'«. Pela minimalidade de s(n) existe um intervalo Ã. D /(c) tal cine

./'.(n)-l aplica ]\'. difeomorficamente sobre ]i... Seja /i a pré-imagem de /i por este

difeomorâsmo.

Podemos afirmar que o tamanho de cada intervalo .r' é comparável ao tamanho das
componentes conexas de /\'. \ U/' vizinhas e vice-versa. De fato, pelos Lemas 1.1 e
5.3, considerando dois intervalos vizinhos obtemos que o pullback do gap entre eles
tem tamanho de mesma ordeml analogamente, considerando dois gaps vizinhos
obtemos que o pullback clc um intervalo /i entre eles tem tamanho de mesma
ordem. Observamos que ./f'(")+'(")-i aplica /i difeomorficanlente sobre }''

Agora seja Ã. = ./':(Â«) e /l = .f :(a). Como / tem ponto crítico de ordem

/ < oo, os tamanhos dos intervalos /i e das componentes conexas de }e« \ (Uicz4)
vizinhas são novamente comparáveis. Então se desconsiderarmos o intervalo /;l

que contém o ponto crítico c juntamente com as duas componentes da coleção
i\'. \ (U{/') vizinhas, temos que cada intervalo 7' é aplicado por ./''(")+;(") dife-
omorficamente sobre V e com distorção limitada. Seja ..'l a coleção de todos os
intervalos /: que não contêm o ponto crítico.

Tomemos # ta] que «,(z) 3 c e sda k(n) > 0 o menor inteiro tal que ./k(")(z) c .R..
Então existe um intervalo /T«(z) D z tal que /k(") aplica K«(z) difeomorficamente
sobre K«. Seja .& = ./'k(")(/i) n Ã'«(sç) para ã C 4. Pelo Lema 1.1, os intervalos
.4 e os seus gaps vizinhos têm tamanhos comparáveis e .rt'(")+'(n)+k(") aplica J:
com distorção limitada sobre y, para i tal que 7i C ,4.

Dividindo o intervalo .a em três partes iguais, seja Oi o intervalo clo meio. Como
/'i(")+'(n)+A(n) aplica J' com distorção limitada sobre V' (para { C Á) então existe
uma constante universal tS > 0 tal que
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rl.(n)+.(«)+k(«)(3) ? J para # C C';l

Além disto, existe c > 0 tal que

Ílil;l;lí ? c para cada n C N.

Então se considerarmos o conjunto

{ c lo, il : ,(v) 2 á}
podemos afirmar que a densidade de n em z é pelo menos c/3. Como isto é verdade

pala cada # C E (relembramos que E é o conjunto dos pontos # tais que o(a) 1) c
e que a sua medida de Lebesgue é total) então, pela ergodicidade de /, o conjunto

Q c lo, il : ,(y) ? ó}

tem medida de Lebesgue total e por mais razão ainda o conjunto n tem medida
,l. T .F...,r. - . +.+ , l
L+ \.f ub uvue5 LLU uv UWI o

Consideramos os conjuntos

r(p) to, il : ,(v) ? p}

e

z\ o : li'(p)

Definimos então r = ín/{p : p C A}. Pela Proposição 5.1 resulta que r > 0
Observamos que para n 2 1 os conjuntos

I'(,-l/«,,+l/n) lO,il: «-l/«5;,(y)$,+1/n}

têm medida de Lebesgue total. Portanto I' = n=:. 1'(r -- l/n, r + l/n) tem medida
de Lebesgue total provando que a função r(z) = r para quase todo r. Como vere-
mos a seguir a constante r constitui-se em um importante critério para decidirmos
se uma aplicação ./ induz ou não uma aplicação de Markov.



5.] Critério para a Existência de Propriedades Markovianas 39

Pi'oposição 5.2. t/ma ap/{cação ./ C 81 ánd?zz ilha ap/ilação de A/arcou se, e
somente se r > 0.

T) n na n n q 1- p n r' nn'

Se / induz uma aplicação de Markov sabemos que para quase todo # existem

intervalos XJ = HJ(3) 3 z tais que n=;: XJ = {z} e /l"', (onde nj tende a infinito
quando .j tende a infinito) é um difeomorfismo com distorção limitada sobre um
intervalo / o qual contem o ponto crítico. Então dividimos / em três intervalos
de igual comprimento e escolhemos J como sendo o intervalo central e definimos

.4 = JLn./ "j(J). Para todo g/ C 4 temos que r«j(g/) 2 1/1/3 > 0. Como podemos
repetir este argumento pala z em um conjunto de medida total e tomar .j cada vez
maior concluímos o afirmado.

Vejamos agora que r > 0 implica que ./' induz uma aplicação de Markov.
Definimos o conjLmto Ç = E n I' o qual tem medida de Lebesgue total. Pelo
Teorema l existe intervalo bom y tal que c C y, IVI < r/2 e t/ = .A/l.(y)
está centralizado em y. Consideramos um ponto # C n e escolhemos rz tal

que r.(z) ? r/2. Seja Tn(z) 3 z o maior intervalo para o qual ./'nTn(=) é um
difeomorfismo e consideramos os seguintes casos:

Caso 1: ./"(:«) C H

Neste c-se ./'"(Tn(z)) D }' pOiS l/"(Tn(3))1 2 «. Então se H«(«) C Tn(3) é tal q«e
./"(H-(z)) - U, pelo Lema 3.4 temos que ./lb.(,) tem distorção limitada.

Caso 2: /"(:«) g ü
Seja m > n o menor inteiro tal que ./"(z) C U e seja 7;,. . o maior intervalo que
contém /"(3) para o qual ./'T,::l. é um difeomorfismo. Temos que /"-"(Tm-«) -) }''

Considerando as comp-"t's "«xas L«(z) e /Ü.(:«) de /"(Tn(3)) \ /"(#) como
definidas anteriormente temos o seguinte: se ./"(/t.(z)) contém uma, componente
conexo de 7;.-« \ {/"(a)} então pelo fato de /" "(7},.-«) conter y temos que

./"(/t,(:«) contém um ponto do bordo de }'. Se .f"(R«(z)) está contido em

uma componente conexo de Tm-« \ {./'"(g)}. Com isso temos que ./'mn.(,) é
«m difeomo-cismo e port-t' R.(#) = R«(a). Com isto l./"(/?«,(z))l ? «/2.
Como ./"(:«) C U e como y é meno: q«e a imagem de .f"(T«(:«)) temos q-:e
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.f"(#«(z)) contém um ponto do bordo de }'. O mesmo ocorre para -Lm(Z). Logo

/"(7b.(z)) D }' e obtemos o intervalo H«(n).

Desta forma obtemos todos os ingredientes que comprovam o que queremos

5.2 Propriedades Markovianas e Atratores Sel.
vagens

Demonstração do Teorema 5: Assumimos que / não possui atrator selvagem
e nem atrator periódico. Então w(z) = 10, 11 pala quase todo z C 10,11. Assim
sendo o atrator métrico de / é o intervalo ]O, 1]. Vamos analisar dois casos:

Caso l: «,(c) é um conjunto minimal.

Como co(c) não é uma órbita periódica temos que w(c) é um conjunto de Cantor
o qual não é o atrator métrico de /. Como já observamos (o(z) = 10, 11 para
Lebesgue quase todo a. Portanto para cada y € 1O, ll \ co(c) existe uma sequência
A(n) --} oo com /k(")(z) -.} y. Como todos os valores críticos de /k(") pertencem a

w(c) concluímos que lim supr«(#) > 0 para quase todo #.
n--too

Caso 2: «.,(c) não é um conjunto minimal.

Neste caso, pelas Proposições 5.1 e 5.2, ./' induz uma aplicação Markov

Assumimos agora que / induz uma aplicação de Markov. Neste caso existe uma

aplicação V' definida em um conjunto aberto de 10, 11 cuja medida de Lebesgue é
total. Em cada componente conexo deste conjunto @ coincide com um iterado fixo
de / o qual é um difeomorfismo com distorção limitada, derivada uniformemente
maior do que l e cuja imagem é um intervalo ./. Assim sendo @ possui uma medida
invariante ergódica e absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue.
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Pelo Teorema 2 resulta que o atrator métrico de / é o intervalo ]O, l]. Isto conclui
a prova do teorema.
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A .A.plicação de Fíbonacci

Seja 3Í o conjunto das aplicações / C 3 de grau dois que possuem um único
ponto crítico o qual é um ponto de inflexão que denotaremos por c. A Figura 6.1
mostra um esboço do grá$co de uma tal aplicação.

Neste capítulo estudaremos as aplicações ./' C gÍ que exibem um tipo combi-
natório específico. Seja {/«}=. a sequência definida por /o ' 10, 11 e /«+i = X.(/«).
Dizemos que / é uma ap/{cação de F'ióonacc se a aplicação de primeiro retorno

de /n denotado por Ón é tal que @.l/.+- ' /'ls/nn+: , onde {s«]'' o é a sequência dos
números de Fibonacci. Relembramos que os números de Fibonacci são definidos
tomando se = si = 1 e s«+i = s«+s«-i, para n ? 1. Quaisquer duas aplicações em

3Í (lue não possuam atratores periódicos (como elas também não possuem interva-
los errantes) são topologicamente conjugadas. Porém, devido a gra.nde importância
do ponto de inflexão estaremos interessados apenas em conjugações topológicas que
preservam este tipo de ponto. No que se segue estabeleceremos algumas proprie-
dades das aplicações de Fibonacci.

Lema 6.1. Soam / C 3Í Tina ap/ cízção de f'Íóorzacc{, a sequência {/.}- o de$náda

acima e $« a aplicação d,e primeiro retorno de 1«. Então, para n Z L, ueri$cam-se
cls seguintes propriedades:

1. Além do domínio de retorno inA-\ C 1« existe domínio de retorno M.-t\ C. l.

la/ que Ó.lm..t- ' '#n ilW«+-

2. Os domínios 1. e M. alternam de lado à medida que n Daria e $«-F\\l«+z

Ó.-i ' '#«l/«+:

42
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Figura Uma aplicação / C lg?
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3. A órbita positi,ua do ponto de inflexão c denotado por orLA Çcà é t,al qüe

«b''(c) c(U;=i:/'(.r«+:)) u(U;3'':/j(w«+:)).
# O conjunto toÇcà é \Lm conjunto de Cantor minimal.

DemonstFarão

Inicialmente temos /o = 10, 11 e existem intervalos /i, A/i C /o os quais são os
domínios dos ramos de Óo = /. Então as propriedades referentes às partes (1) e
(2) do lema se verificam trivialmente para n - 0. Para n ? 0 temos que @. é a

aplicação de primeiro retorno a /n e @. aplica o intervalo /n+l C /. monotonamente
sobre /«. Portanto existe intervalo M.+2 C /.+l tal (lue @.(À/n+2) = /n+l. Disto
segue a parte (1) do lema. Veja a Figura 6.2 que mostra ./'"

Pala n 2 1 temos que /n+2 C .r«+i e que #«(.r«+2) C Ó«(,r«+i) = /«. Co-
mo 'é.t/.-.. :, resulta que /n+l R'#«(/«+2) '#.(,r«+2) C 7Mn+l.

Concluímos que Ó«+i(/«+2) = é«-i o é«(/«+2) = /«+i e portanto é«+il/..-, '
é.-i o '#«l/..t,. Isto prova a parte (2) do lema. A parte (3) segue do fato de que
/.+l e ]Mn+l são os únicos domínios de retorno a /« visitados pela órbita positiva
de c

A parte (3) do lema implica que para todo # C co(c) e todo n 2 1, oró+(z)n/. #
0. Os intervalos /. são encaixantes e decrescem a c. Então para cada # C w(c)
temos blue c«(a) contém c, logo «,(c) é um conjunto minimal. Obviamente também
é um conjunto de Cantor pois não é uma órbita periódica e ./ não possui intervalos
errantes. Com isto finalizamos a prova do lema.

6.1 O Itinerário do Ponto Crítico

Para estudarmos aspectos combinatórias das aplicações de Fíbonacci introdu-
zimos alguns conceitos relacionados à bem conhecida teoria de Milnor-Thurston
IMT881. Inicialmente consideramos o conjunto E = {.E, Z)}N das sequências unila-
terais infirlitas munido da métrica. dada pela distância
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À/. +l /« + l

Figura 6.2: Domínios de @« visitados poi or6+(c)

/n
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d@,D -E !(e:.-©,

o«de á(0{,'7í) = 1 se 0i # 'i e 8(0i,7i) = 0 se ai = 7i.

Dada uma aplicação ./' C 8: suponhamos sem perda de generalidade que A/i está

a escluerda de /i. Seja X.r o conjunto de todos os # C 10, 11 tais (lue /i(z) « {0, 1},
para todo i ? 0. Dado # C X/ definimos o seu íãnerárÍo /(/,z) C E de tal
fo-ma q«e /i(/,a) = E se /:(«) C A/: e /.(./,z) = Z,) se /'(#) C /-. Como é

fácil de verificar a aplicação /(/, -) de X.r em E é contínua e sobrejetora. Também
podemos introduzir em E uma ordem lexicográfica -< clo seguinte modo: primeiro
dizemos que ,E é menor do que Z,) e denotamos por E < Z). Então, dadas e, 'r C E
distintas dizemos que e < 7 se 0i < 7i, onde i? 0 e menor tal que Oi:# 7{. Como
/ não possui atratores periódicos e nem intervalos cnantes resulta que z < y se, e
som«t. se /(./, «) -< /(./', g/).

Como observamos antes, quaisquer duas aplicações em 3. que não possuam
atratores pera(5dicos são topologicamente conjugadas. Mas devido a grande im-
portância que a órbita do ponto de inflexão de uma tal aplicação possui vamos
estar interessados apenas em conjugações topológicas que preservam estas órbitas.
Dadas então ./', g C 3. dizemos que / e g são /or&emenZe co Ü gados se elas são
topologicamente conjugadas por uma conjugação que aplica o ponto de inflexão de
./ no ponto de inflexão de g.

O lema a seguir garante que o itinerário Z/ = /(.f, c) do ponto de inflexão c de
uma aplicação de Fibonacci está tmivocamente determinado. Isto nos permitirá
concluir que quaisquer duas aplicações de Fibonacci que não possuem atratatores
periódicos ou intervalos errantes são fortemente conjugadas.

0

Lema 6.2. Seja J C 3: uma a'plicação de Fibonacci cujo ponto de in$e=ão é c
Então tem,os que:

z.....,(') Zs.('), o«d. P«« A ? 0, ZA(c) d.«.l« « A-«P/«
It:-\Çf,cà (lüe corresponde a,os k primeiros símbolos de Zj..ro(./', c.

2. Se f, g ç: 3» são aplicações de Fibonacci (lle não possuem ütratores periódicos
então j e g são foüemente conjugadas.
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T) p m n n e+ r !:, r' ; n.

Inicialmente observamos que /n+l, M.+i C /. são os domínios de retorno a /n

cujas órbitas, pelo Lema 6.1, cobrem a órbita orb+(c). Também relembramos que
estamos assumindo que /l está à direita de &/l e que /n e .44n alternam de lado
quando n varia.

Temos que c C /2 e analisando a órbita de /2 concluímos que Z2(c) = Z)E.
Como /'(c) C A% C /i temos q«e Z:(/'(c)) = Z:(c) = O. Como Z3(c) = OED
resulta que a parte (1) é verdadeira pata n - 1. Para n 2 2 arbitrário temos que
c C /.+l, ./''"+: (c) C JMn+l e 7Wn+l C /«. Portanto o itinerário de c e de /«+l até

o (s«+i -- l)-ésimo iterado são ambos dados por Z,.--. (c). O itinerário de .f''+- (c)
e À/n+l até o (s« -- l)-ésimo iterado são ambos dados por Zs.(c). Assim sendo a
parte (1) do lema segue-se.

Pala provar a parte (2) relembramos que a aplicação Z(/, .) é um homeomor-
fismo crescente de (X.f, <) sobre (E, -<). O análogo ocorre pala Z(g,.). Então,
concluímos que p = Z-'(g, -) . Z(.f, .) é um homeomorfismo de X.r sobre XP. É
fácil verificar que g conjuga /lx, e glx,. Como X/ e Xs são densos em 10, 11 insulta
que (p se estende a um homeomorfismo de 10, 11 que conjuga .f e g. Da parte (1)
deste lema segue que Z/ = ZP e portanto p aplica o ponto de inflexão de .f no ponto
de inflexão de g como queremos.

O Lema 6.2 permite-nos determinar completamente o itinerário Z/ de uma apli
cação de Fibonacci ./. De fato, temos que Zs, (c) = Z2(c) = -D-E e .Z.. (c) = ZI(c) =

D. T'ox\an\o .L.Çcà = DED. l;,Çcà = DEDDE , 'L:;Çcà = DEDDEDED,
Is.Çcà= DEDDEDEDDEDDE,e\c.

Lema 6.3. Se /À para À C 10, 11 é wma /am 7áa corzíáh?la de ap/{cações em li: la/
gxe /x(cÀ) Daria de 17 afé ] enfio ezisíe À C 10, 11 fa/ q e /Ã e' ?/ma ap/{cação de

Fibon {! ccã .

T) o «i ,. n e+ '' n " n n'

Podemos assumir sem perda de generalidade que o domínio de retorno /l(.X) está
à direita de À/i(À). Seja Z/ = (/o,/i,/2,.. .) o itinerário de c associado a uma
aplicação de Fibonacci ./'. Dado p C 10, 11 definimos o ponto zÀ C /i(À) como sendo
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o único ponto tal q--e /(/À,#À) = Z/ = /(./, c). Denotamos por Z.(À) e La(À) os

extremos esquerdo e direito do intervalo /À, respectivamente. Das hipóteses do lema

segue que #À e Z,.(À) < La(À) variam continuamente com À. Por outro lado é fácil
de veiificai que se /x(cÀ) está suficientemente próximo de L.(À) então #À > /À(cÀ)
e s' /À(cx) está suficientemente próximo de Z,.í(À) então #À < /À(cÀ). Portanto
existe À tal q--e /À(cÀ) = /À(=À) e o lema segue-se.

6.2 Limitação das Razões de Escala

Para uma aplicação / C 8 em geral provámos que existem limites a priori leais
em pontos recorrentes e não-periódicos. Para uma aplicação de Fibonacci/ C gÍ
podemos obter o seguinte teorema.

Teorema 6. Se ./ C l$Í tí uma ap/ cação de /'Íóo zacc então os domÍháos de re-
torno 1. e M. dados Feto Levrí\a 6.1 estão centralizados em l..\. Eprrt particu,lar
as seguêrzcáas l/«l/IL«l ronde L« á a menor componente c07zeza de /n-l \ /nJ é
Limitada.

Demonstração:
Consideramos os domínios de retorno /n, M« C /n.l dados pelo Lema 6.1. Sem
perda de venera.lidade podemos considerei' o intervalo /. à direita de il/n.

Observamos que se /. está centralizado em /«-i então, resulta pelo Lema 1.1 que
ambos os domínios /«+l e .A/n+l estão centralizados ein /.. Se À/n está centralizado
em /n-l então pelo mesmo lema resulta que /n+l está centralizado em /n e ambos
os domínios /.+2 e Jk/n+2 estão centralizados em /n+l.

Consideramos a constante (í > 0 e a ã-vizinhança ./U. dadas pelo Lema 1.3
ap[icado a /«, ]Mn C /..l. Pecos Lemas ].] e 1.4 resulta que se ambos os dados

de um domínio de retorno Jn C /«.l são (i/2-pequenos então @..llJ. tem derivada
limitada. Sendo assim concluímos que quaisquer dois domínios fundamentais de
'én llJ. que sejam vizinhos são comensuráveis. Suponhamos então que ambos os
lados de /« C /«-i são (í/2-pequenos e seja D C M.+l C /. o domínio fundamental
de é«-il/. que contem Ó«(c) = Ó«-2 o Ó«-i(c). Como é«-l(Z)) C /« resulta que Z)
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está centralizado em /. e portanto segue que /.+2 C él;l.r..t. (Z)) está centralizado
em /n+l. Suponha.mos agora que ambos os lados de A/n C /«.l são J/2-pequenos e
seja Z) C ]Mn o domínio fundamental de @«-2lM. que contem #'«-l (c). Temos que Z)

está centralizado em /n.l e poi'tanto segue que /n+l C Ó;-!il/. (Z)) está centralizado
em/n

Resta então analisarmos os casos tais que ambos os domínios iWn, /n C /n.l
possuem um lado (í/2-pequeno e um lado (S/2-grande. Observamos que podemos
a,ssumir que @..l(c) está no lado (S/2-grande de ivn. Caso contrário o domínio
fundamental D C M« de é«-2lw« que contém é« l(c) estaria cento'alisado em /n-l
e poderíamos repetir o argumento acima. Analogamente podemos assumir que
é.-2 o 'É«-l(c) = Ó«(c) está no lado á/2-grande de /n. Resulta então que M. está
contido no lado (í/2-grande de /n e /n está contido no lado á/2-grande de JWn.

Seja .A4 a (í-vizinhança dada pelo Lema 1.3 aplicado a /. C /..i. O intervalo
y = ./L4U/..i é uma (í/2-vizinhança de /n que intet'septa no máximo 3 dos intervalos
/(/.), . . . ,.f'" :(/«) e assim sendo podemos aplicar o Lema 1.4 à aplicação é. e

concluir (lue /«+2 C @;-!il/..t. (@';lm.,,. (/«+i)) está centralizado em /«+i.

Com intuito de estudar a densidade dons(orb+(c),c) introduzimos as razões

/.l/IC'«l e IW«l/IZ). 1, onde a« é a menor componente conexo de /n-l\(/«U]Wn) ad-
jacente à /« e D« é a menor componente conexo de /«-i \ (/« U M«) adjacente à M..
Dentre outros fatos o teorema a seguir implica que a densidade dons(orbe(c), c) é
menor do que l.

Teorema 7. ,4s sequências 1/.1/10.1 e IW«l/IZ)«l associadas a uma ap/ cação de
Fibona,cci f C 8\. são tim,itctdas.

T) c' na n n a+ p n p; a .ubuve

Este teorema é uma consequência imediata do Lema 1.1 e do Teorema 6

Corolário 6.1. /. -1hÍslem nterua/os Z. tais que /n está centra/azado em Z. e
(.Z« \ /n) n 0,b+(.)
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2. Existe ( <. \ tül que de'nsÇorb+ Çcà,cà 'Ê t e portanto Q medida de Lebesgue de
orb+(c'l é nu/a.

Lema 6.4. Sejam ./' C liÍ uma ap/ácação de f'ióorzacc{, a seqwênc a {/«}' . degrada
a,nteriormente e $. a. aplicação de primeiro retorno de 1.. Então, para 'r\ Z \,
ueti$cum-se üs seguintes propriedades:

1. Ó«\h,i.+. é \Lm dileomor$smo de clistorçãa limitada, isto é: e:cisne coTtstante

h/l < (x) tat que pctrn todo =,'y C Mn.}t ueti$ca-se q'ue

$y : «.
él. ( z/ )

2. 'É«ll«+: L o f\i.*., onde L é zm difeoTn,or$smo de distorção limitada

3. Existe constante C < (n tal que para todo z e l..n ueri$cu-se qve

C'-'.4«lz cl' $ 1@(z) - é(c)l $ a,'l«lz .1',

onde l e a arde'm do ponto de in$e=ão c e A. é ü segunda derivada, dnÇcà

T) n m n n c+ rn r' n n

Veja o Lema 3.5

6.3 Propriedades Markovianas de uma Aplicação
de Fibonacci

Como vimos no Capítulo 5, um instrumento útil para a análise da existência ou
não de atratores selvagens são as propriedades Markovianas da aplicação dada. A
partir de uma aplicação de Fibonacci podermos construir uma aplicação de Markov
topológica.

Consideramos uma aplicação de Fibonacci ./ C 3'Í que não possui atrator pe-
riódico. A aplicação de Markov topológica F' que construiremos está relacionada
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com as aplicações de primeiro retorno @. definidas anteriomente. Esperamos que
esta aplicação possua propriedades métricas suficientes para se decidir sobre a
existência Olt não de atratores selvagens. Veja as figuras 6.3 e 6.4 para uma melhor
visualização da construção a seguir.

Inicialmente definimos os pontos z-i = 0, zo = 1 e zi tal que À/: = (a i,zi) e
/i = (ai, zo). Definimos também F de modo que

/a, . fso
/'l(':--i ri) ' JI(;.i,ri)

a qual é um difeomolfismo sobre (z-i, zo). Observamos que existe um ramo crítico

/i:.,,.) ' q"'l é um homeomorfismo sobre (# i,zo) e cujo -lor crítico ./;' (c) está

em (z-i, zi).

Existe z2 C (zi,ao) tal que /'-(z2) = zi. Definimos então F' de modo que

pl(,:,,o - /l:ll.,,,o

a qual é um difeomorfismo sobre (zi, zo) Existe também um ramo crítico ./?:.,=,)
o qual é um homeomorfismo sobre (z i,zo) e cujo valor crítico ./"(c) está em
(«,,«.)

Procedemos por indução. Assumimos que estão definidos os pontos
Z-l, #O) . . . ) Z2n 2, Z2n-l) que FI(a2«-3,r2«-t) = /(=2.',.';2...) a qual é um difeomorfis-

mo de (z2«-3, z2«-i) sobre (z 1 , z2«-2) Também existe o ramo crítico /l(.:1' .,,:«-,)
o qual é um homeomorfismo sobre (z2«-3, zo) e cujo «lor crítico /""-: (c) está em
(«,«-;,«,«--).

Escolhemos então a2« C (z2«-i,z2«-2) tal (lue /""--(z2«) = z2.-i. Definimos
então f' de modo que

pl(,,.,,,«-d :ll...ü
a qual é um difeomorfismo sobre (a2«-1,ao). Existe também um ramo crítico

/i=...,,:.) o qual é um homeomorfismo sobre(# i, z2«-2) e cujo valor crítico/""(c)
está em («,«, «,«-,).

Pala finalizar a indução escolhemos z2«+i C (a2«-i, z2.) tal que ./"«(a2.+1)
z2.. Definimos então F' de modo que
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Figura 6.3: Markov Topológica

a(,,«-- ,,,..... ) :1=..- ,,,«---)

a qual é um difeomorfismo sobre (a-l, z2.). Observamos ainda que existe também

um ramo crítico ./:=+n.r.,,,«) o qual é um homeomoríismo sobre (zo, z2«-2) e cujo
«l.r crítico ./"'-'-- (c) está em («,«-:, «,«+-).
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Figura Quatro ramos de retorno
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