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Resumo

Neste trabalho sao estudadas as aplicagdes do intervalo com um nimero finito
de pontos criticos de inflexao induzidas por recobrimentos do circulo de classe C?
(eventualmente assumimos que a derivada de Schwarz é negativa) e grau d > 2.
Demonstra-se que para estas aplicagoes existem limites a priori reais em todos os
seus pontos criticos recorrentes e nao periddicos. Além disso, para o caso com um
tnico ponto critico de inflexdao, demonstra-se a ergodicidade com respeito a medida
de Lebesgue e obtem-se a classificacao dos atratores métricos. Prova-se ainda que
uma aplicacao desta classe induz uma aplicagao de Markov se e somente se nao
existe atrator selvagem. Um exemplo com uma combinatéria especifica, a dinamica

de Fibonacci, é apresentado como candidato a exibir atratores selvagens.
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Introducao

No contexto dos sistemas dinamicos unidimensionais os sistemas gerados pelas
iteracoes dos polinémios quadraticos Qx(z) = Az(1 — ), X € [2,4] e outros tipos
de aplicagoes unimodais do intervalo [0, 1] tém recebido uma atencao especial. As
questoes topologicas consideradas inicialmente deram lugar a sofisticadas questoes
métricas, tanto no espaco de fase como no espaco de pardmetros. Alguns dos
pontos culminantes desta teoria foram o desenvolvimento de uma teoria de renor-
malizagao (veja [Sul92]), a comprovacao de que os polinémios quadraticos () nao
possuem atratores selvagens (veja [Lyu94] e [GS.‘)T]) e que o conjunto dos valores
do parametro A tais que )\ ¢ hiperbolica é denso em [2,4] (veja [Lyu94] e [GS?)?]).
O estudo da existéncia de limites a priori reais e do decaimento de geometria fo-
ram etapas cruciais para se alcancar todo este desenvolvimento. Mais detalhes
e referéncias sobre este assunto podem ser encontrados em [dMvS93], [(iSS).‘)] e

[Lyu00].

Neste trabalho estamos interessados em sistemas dinamicos gerados pelas apli-
cacoes do intervalo que sao induzidas por recobrimentos do circulo que possuem
varios pontos criticos os quais assumimos que sao pontos de inflexao. Os pontos
de inflexdao sao particularmente interessantes uma vez que os mesmos podem pro-
vocar certas assimetrias que requerem novas técnicas de abordagem. Provamos a
existencia de limites a priori reais e exploramos algumas de suas consequéncias.
Descrevemos topologicamente os possiveis atratores métricos e fornecemos uma
propriedade que ¢ equivalente a nao existéncia de atratores selvagens. Finalmente

analisamos um tipo especifico de combinatoria, as aplicacoes de Fibonaccl que sao
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os principais candidatos para exibir atratores selvagens. Mencionamos que devido
a falta de simetria e a existéncia de mais expansividade, aqui esta questao é bem

mais dificil do que no caso de aplicagdes unimodais.

No Capitulo 1 introduzimos alguns conceitos e ferramentas basicas a serem
utilizadas. Sao estudadas as aplicacoes de primeiro retorno em geral e algumas
de suas propriedades métricas. Os principios de Koebe e o argumento do menor
intervalo sao os principais instrumentos utilizados. No Capitulo 2 demonstra-se a

existéncia de limites a priori reais em pontos recorrentes e nao periodicos.

A partir do Capitulo 3 considera-se o caso de um unico ponto de inflexao, para
o qual demonstramos a propriedade de ergodicidade, que é uma consequéncia da
existéncia de limites a priori. No Capitulo 4 estudamos os conjuntos compactos
invariantes, mostrando que (no caso em que eles sdo minimais) estes tem medida
de Lebesgue zero e em seguida obtemos uma classificacao dos atratores métricos
que estas aplicacoes podem apresentar. Nos Capitulos 4 e 5 usamos técnicas intro-

duzidas em [BL91] para tratar o caso unimodal.

No Capitulo 5 veremos que a nao existéncia de atratores selvagens é equivalente
ao fato de a aplicacao induzir uma aplicacao de Markov. Usando este critério po-
demos provar que no caso em que o conjunto w(c) nao é minimal nao existe atrator
selvagem. Neste capitulo usamos técnicas introduzidas em [Mar94| para tratar o
caso unimodal. No Capitulo 6 estudamos uma combinatéria especifica, a combi-

natéria de Fibonacci, que é a principal candidata para exibir atrator selvagem.



Principais Resultados

Seja f : [0,1] — [0, 1] uma aplicagdo induzida por um recobrimento do circulo
de classe C? e grau d > 2. Assumimos que f possui um nimero finito de pontos
criticos ¢y, .. ., ¢y 0s quais sao pontos de inflexao e tém ordem finita, ou seja: para

x suficientemente préximo de ¢; verifica-se que

C7Ye —ail < |f(2) = f(e)] < Cla — al™,

onde C' > 1 e f3; > 2 sao constantes que dependem apenas de f. Sem perda de
generalidade podemos assumir que os pontos 0 e 1 sao pontos fixos topologicamente
repulsores. Denotaremos o conjunto de tais aplicacoes por § as quais possuem

graficos como esbogados na Figura 1.

A derivada de Schwarz de uma aplicacao f € § de classe C3, a qual denotamos

por Sf, é definida por
;S,f(l') = f’"(l.) _ §(f”($))2
fllm) 27 f(a)"’
para todo ponto z que nao seja um ponto critico. Denotaremos o conjunto das

aplicacoes f € § de classe C° tais que Sf < 0 por F.

Fixemos uma aplicagao f € §. O conceito de atrator (veja [Mil85]) é um dos
mais relevantes em dinamica. Um conjunto compacto e invariante A é dito um

atrator topologico se as seguintes propriedades se verificam:

1. A bacia de atragio de A definida por B(A) := {z : w(z) C A} é um conjunto

3
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Figura 1: Uma aplicacao de grau 4 com 3 pontos criticos

genérico (genérico em algum aberto de [0, 1]).

2. Para todo compacto invariante B & A (tem-se que B(A) \ B(B) é genérico

(genérico em algum aberto de [0, 1]).
Dizemos que A é um atrator métrico se as seguintes propriedades se verificam:

1. A bacia de atracao B(.A) tem medida de Lebesgue positiva.

2. Para todo compacto invariante B ¢ A tem-se que a medida de Lebesgue de

B(A)\ B(B) é positiva.

No caso em que A é um atrator métrico mas ndao é um atrator topoldgico

chamamo-lo atrator selvagem.

Para classificarmos os atratores topoldgicos de uma aplicacao f € § observamos
que a mesma é semi-conjugada a aplicacdo g : [0,1] = [0, 1] dada por g(z) = dz
(mod 1). Denotando esta semi-conjugacao por ¢ temos que o f = gop. Se ™! (z)
é um tinico ponto para todo z entao ¢ é uma conjugagao. Por outro lado ¢™!(z)
poderia ser um intervalo errante ou uma componente conexa da bacia de atracao de
um atrator periédico. Sabemos que intervalos errantes nao existem (veja [dMvS93])

e que o intervalo [0, 1] é o unico atrator topolégico de g. Portanto concluimos que
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os atratores topoldgicos de f podem ser pontos periddicos atratores, ou o propio

intervalo [0, 1] caso nao existam pontos periddicos atratores.

Lembramos que em [dMvS93] provou-se que os pontos periédicos atratores de f
téem periodo limitado. Resulta entao que o nimero de pontos periédicos atratores
nao-equivalentes (dois pontos periodicos atratores p e ¢ sao ditos equivalentes se
f[",,ﬁ'q] ¢ um homeomorfismo para todo n > 1) ¢é finito. No caso em que a derivada
de Schwarz de f é negativa resulta que cada orbita periddica atratora atrai pelo
menos um ponto critico e portanto decorre que o nimero de atratores topoldgicos

-

de f é limitado pelo sen nimero de pontos criticos.

Em [Mn85] provou-se que todo conjunto fechado e invariante de medida de
Lebesgue positiva contém pontos criticos ou pontos periédicos atratores. Veremos
também que um atrator métrico de f que nao é uma 6rbita periddica atratora deve
conter pelo menos um ponto critico. No entanto poderiam existir varios atratores

“métricos contendo um mesmo ponto critico. A classificacio dos atratores métricos

depende de uma andlise mais fina a qual se inicia com a existéncia de limites a

priori reais que definiremos abaixo.

Definigiao 0.1. Um intervalo aberto I C [0,1] ¢ dito intervalo bom se a drbita

positiva do seu bordo nio o intercepta, ou seja, (U2, f/(O1)) = 0.

Uma razao para considerarmos o conceito de intervalo bom é o fato de que o
dominio de defini¢ao da transformagao de primeiro retorno de um tal intervalo ¢
uma uniao enumeravel de intervalos abertos (que chamamos dominios de retorno)
os quais sao aplicados homeomorficamente sobre I. Também verifica-se que dois
intervalos da 6rbita negativa de um intervalo bom sao disjuntos ou encaixantes e

que tais intervalos sao intervalos bons.

Dado um ponto recorrente x escolhemos um intervalo bom / 3 z como por
exemplo o proprio dominio do ramo de f que contem z. Em seguida consideramos
a transformacao de primeiro retorno de I a qual denotamos por ¢. Sendo = recor-
rente existe um intervalo J 3 x o qual é uma componente conexa do dominio de
&. Definimos entao a funcao N que associa ao intervalo [ o intervalo .J. abrevia-
damente NV, (I) = .J. Sendo z recorrente podemos iterar V, e obter uma sequéncia
infinita de intervalos bons {I,};2y tais que Iy = [ e [, = N.(I,). Denota-

mos por ¢, a transformagao de primeiro retorno de I, e desta forma temos que
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Onjlpyr P Inp1 = In€ Pyr,y, = f|§n+, para algum k,. Caso = pertenca a um interva-
n
lo peridédico temos que (). I; pode ser intervalo nao-degenerado mas se este nao
1 1=0 "1 p

for o caso temos que (i, I; = {z}. Podemos entao afirmar que existem intervalos

bons arbitrariamente pequenos em torno de z.

Consideramos a razdo de escala
IV (1)|
p(l) == IIL—I’
onde L é a menor componente conexa de I \ NV (I). Quando existem intervalos
bons [ arbitrariamente pequenos tais que u(/) < a, para algum a < co dizemos

que existem limites a priori reais em .

A presenca de pontos criticos recorrentes e nao-periddicos enriquece o siste-
ma dinamico gerado pelas iteragées de uma aplicagao f pois neste caso a mesma
apresenta comportamentos de muita contracao em regides proximas destes pon-
tos criticos e comportamentos de relativa expansao longe deles. Sendo assim a
estrutura das orbitas destes pontos tém grande influéncia para a determinagao de
qual destes comportamentos predominam quando o sistema evolui. Como €é usual
em dinamica, as transformacoes de primeiro retorno comportam importantes in-
formagoes para esta andalise. Consideremos uma sequéncia {/,}°, como acima,
associada a um ponto critico recorrente e nao-periddico ¢. O comportamento as-
sintético da correspondente sequéncia de razdes de escala u, := p(l,) pode ser
determinante para varias propriedades sobre a érbita de ¢ e outras caracteristicas
métrico-geométricas associadas a aplicacao f.

Se ¢n(c) € I,41 dizemos que ocorre um retorno central para n. Uma cascata de
retornos centrais € uma sequéncia maxima ny, ..., n; + { tal que ocorrem retornos
centrals para todo n com ny < n < ni + [. Em cascatas de retornos centrais
pode ocorrer que p, cresga arbitrariamente. Gostariamos de provar que se n nao
corresponde a um retorno central entdao p,41 < @, para algum o < co que depende
apenas de f. Inicialmente provamos apenas que existem limites a priori reais em

todo ponto recorrente e nao-periodico.

Teorema 1. Dada f € § existem limites a priori reais em todos os seus pontos

recorrentes e nao-periodicos.

A partir deste teorema podemos iniciar o estudo de alguns aspectos métricos.

Consideramos o conjunto §; C § das aplicacdes induzidas por recobrimentos do
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circulo de classe C? e grau d > 2 com um tnico ponto critico de inflexdo ¢, de
ordem finita. Consideramos também o conjunto das aplicacdes f € § N §s de

classe C® o qual denotamos por Fs.

Definigao 0.2. Dizemos que f € § € ergédica com respeito a medida de Lebesgue
se dado um conjunto X C [0,1] completamente invariante, ou seja, f~'(X) = X,

entdo obrigatoriamente X tem medida de Lebesgue nula ou tem medida de Lebesgue

total.

Teorema 2. Seja [ € §; wma aplicagdo que ndo possui atrator periddico. Entao

f € ergodica com respeito a medida de Lebesgue.

O préximo teorema nos garante que se um conjunto invariante por f é pequeno
sob o ponto de vista topolégico entdo ele também é pequeno sob o ponto de vista

métrico.

Teorema 3. Se A € um conjunto invariante minimal para f € §; entao A possuz

medida de Lebesgue nula.

Teorema 4. Se A € um atrator métrico para f € §1s entao vale uma das sequintes

propriedades:

1. A € o intervalo [0, 1].
2. A € uma orbita periodica atratora.

3. A € um conjunto de Cantor minimal que contém o ponto critico.

De acordo com a classificagao dos atratores topoldgicos sabemos que um tal
atrator nao pode ser um conjunto de Cantor minimal. Sendo assim um atrator
métrico como na Parte (3) do Teorema 4 seria um atrator selvagem. A questao
sobre a existéncia ou nao de atratores selvagens para aplicacoes f € §, € de gran-

de relevancia. Observe que pelo Teorema 3, atratores selvagens tém medida de

Lebesgue nula.

Defini¢ao 0.3. Dizemos que f € §; induz uma aplicagio de Markov se existe um
intervalo [ > ¢ e um conjunto G C [0,1] de medida de Lebesgue total tal que para

todo x € G existem intervalos H; = Hj(x) tais que:
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12, Hy = {e).

2. Euxiste nj tal que f™ aplica o intervalo H; difeomorficamente sobre o intervalo

I.
3. f(;}) tem distor¢ao uniformemente limitada.

4. Os intervalos H; ndo contém pontos do bordo do intervalo I.

No caso em que o conjunto G na definigao acima é apenas denso em [0, 1] e os
n ~ . . ~ . ~ . .
ramos flhlf sao apenas difeomorfismos com distor¢ao possivelmente nao limitada
7

dizemos que f induz uma aplicagio de Markov topologica.

Teorema 5. Uma aplicagio [ € §1s induz uma aplicagio de Markov se, e somente

se, ndo possui atrator selvagem.

O teorema a seguir trata das aplicagoes f € §; com uma combinatéria especifica
(que serd descrita em detalhes no Capitulo 6), chamadas de aplicagoes de Fibonacci.
Para essas aplicagoes provamos um resultado mais forte do que os limites a priori

reais obtidos no caso geral.

Teorema 6. Se f € §, € uma aplicagao de Fibonacci entdo a sequéncia das razoes
de escala dadas por p, = |I,|/|L.| (onde L, € a menor componente conexa de

I,-1\ I,) € limitada.



CaAPiTULO 1

Ferramentas Basicas

O Lema de Koebe, o qual enunciaremos abaixo, desempenhara um papel funda-
mental no estudo de certas propriedades métricas de aplicagoes de primeiro retorno
associadas a uma aplicagdo f € §. Além disto exploraremos aspectos combinatoérios
do sistema dinamico em questao. Inicialmente introduzimos alguns conceitos pre-

liminares.

Definigao 1.1. Uma sequéncia {U;};_, de intervalos abertos em [0,1] € chamada
uma cadeia de intervalos (por simplicidade apenas cadeia) se U; € o intervalo

mdzimo tal que f(U;) C Uip1, 1 = 0,...,s — 1. Chamamos Uy de um pullback de
Us.

Observamos que para qualquer cadeia {U;}{_, o bordo de U; é aplicado por f
no bordo de U;y; e f aplica U; monotonamente sobre U;;;. A multiplicidade de
interse¢do de uma cadeia é o numero maximo de intervalos da cadeia que contém

pelo menos um ponto em comum.

Seja {U; }:_, uma cadeia cujos intervalos sdo dois a dois disjuntos e {V; }{_, uma
cadeia tal que U; C V;. Dizemos que {V;}{_, possui a propriedade da disjungao
central se para todo 0 <1 < 7 < s tal que V;N'V; # 0 verifica-se que V; esta contido

em uma das componentes conexas de V; \ U;.

Definigao 1.2. Sejam U,V intervalos tais que o fecho de U estd contido no interior
de V. Sejam Ut, U~ as componentes conezas de V' \ U. Entio, se |U"| > a|U]|
e [U™| > a|U|, V € dito wma a-vizinhanga de U ou simplesmente que U estd

a-centralizado em V.
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Lema 1.1. Sejam {V;}:_, e {Ui}i_, cadeias tais que V; € uma o-vizinhanga de
U, para algum o > 0. Se a multiplicidade de interse¢io de {V;}:_, € limitada por

k valem as sequintes afirmagoes:

1. Vy € uma a-vizinhanga de Uy, onde o > 0 depende somente de o, k e f.

2. Se Vi, ..., Vi, sdo os intervalos da cadeia {V;}{_, que contém ponto critico

entdo as aplicagoes f’J*“_‘J'_1|VI.]_+l Vi1 = Vi, s 0=1,...,7—1 satisfazem

o e )|
| D fis+r1=4-1] 58

para quaisquer x,y € U; 41, onde K < oo depende somente de o, k e f.

Demonstragao:
Veja [dMvS93]

Mencionamos que as afirmativas do Lema 1.1 ainda sao validas se substituir-
mos a hipdtese sobre a limitagao da multiplicidade de intersecao pela hipétese de
que f tem derivada de Schwarz negativa ou pela hipétese de que os intervalos da
cadeia {U;};_, sao dois a dois disjuntos e a cadeia {V;}?_, possui a propriedade

da disjuncao central.

Lema 1.2. (Principio da Contragido) Para todo € > 0 existe n > 0 tal que se U €
um intervalo com |U| > & entdo |f'(U)| > n para todo i > 0.

Demonstragao:
Veja [dMvS93]

Em particular segue do Lema 1.2 que se um intervalo V' é tal que |V| < 7
entio para todo intervalo V tal que f"(f/) C V, para algum n > 0, verifica-se que
]Vl < €. Entao podemos (e assim faremos) tomar sempre intervalos suficientemente
pequenos de modo que cada intervalo da sua dérbita negativa contenha no maximo

um ponto critico.
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1.1 Transformacoes de Primeiro Retorno

Dada uma aplicagao f € § passaremos a estudar a transformacao de primeiro
retorno ¢ de um intervalo bom [ fixado. Uma componente conexa J C [ do

dominio de ¢ sera chamada de dominio de retorno.

Lema 1.3. Sejam [ um intervalo bom e Jy,...,J, dominios de retorno a [ com
tempos de retorno sy, ..., S, respectivamente. Se 3 > 0 € a distancia de I ao bordo
de [0,1] entao existem § = §(B) > 0 e um intervalo M o qual € wma §-vizinhanga
de J,, para algum 1 < r < m e M ndo contém intervalos da colegio {f’(Ji)} para

1<j<sel<I<m.

Demonstragao:
Inicialmente definiremos um intervalo M o qual faremos o pullback para definir
o intervalo M. Considere a colecao de intervalos disjuntos definida por C :=

{fi(J);1 <j<sel <l <m}eseja fi(J,) o menor intervalo desta colegao.

Se i < s,—2 e para algum k = 7,2 + 1,7 + 2 o intervalo f*(J.) pos-
sui intervalos vizinhos a esquerda e a direita pertencentes a colegao C. Sen-
do C := maz{|Df(x)|;z € [0,1]} definimos M como sendo o intervalo que
contém fi(J,) e cujas componentes conexas L e R de M \ fi(J,) satisfazem
C*|L| = C?|R| = | f'(J,)]-

Suponhamos agora que para i = s,,s, — 1 pelo menos um dos lados de f(J,)
néo contém intervalos da colecio acima. Entao definimos o intervalo M D fi(.J,)
de forma que as componentes conexas de M \ f*(J,) satisfazem |L| = |R| = &, onde
8o := min{1/C? B/|1|}.

Considere a cadeia {M;}i_, tal que M; = M e M; D F(J.). A aplicagao
Jingg + Mo — M é monoétona e sobrejetora. Entao como o intervalo M nao contém
intervalos da colecao C além de f*(J,) resulta que para cada 0 < j <1 o intervalo
M; também nao contém intervalos da colecao C além do préprio fi(J,). Isto
implica que a multiplicidade de interse¢ao da cadeia { M} }i_, é no maximo 3. Pelo

Lema 1.1 concluimos que M := M possui a propriedade que queremos.
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Lema 1.4. Sejam [ um intervalo bom e J C I um dominio de retorno a I com
tempo de retorno s. Se T € uma §-vizinhanga de J que ndo contem intervalos da
colegio {f(J), f*(J),..., [ Y J)} entio I € uma §/2-vizinhanga de J ou valem as

sequintes afirmagoes:

1. Seja {T;}:_q a cadeia tal que Ts =T e T; D fi(J). A multiplicidade de in-
terse¢io desta cadeia € no mdzimo 3. Em particular no mdazimo 3 intervalos

desta cadeia podem conter um dado ponto de inflexio.

2. Sejam Tj,, ..., T, os intervalos da cadeia acima que contém pontos de in-
flexio, T C T uma &/2-vizinhanga de J e {Tj}fzo a cadeia tal que Ty = T
e T; D fi(J). Entdo as aplicagoes fr+ ==Yz Ty — Ty, para

Ji+1
1 <1 <k, sao difeomorfismos com distor¢ao uniformemente limitada, ou

seja,

Ji1—Ji—1(
DpI @)
|D frer—n=1(y)|

para quaisquer T,y € Tj,H e K < co dependendo somente de § e f.
3. A aplicagao flsT'o : To = T € quase-simétrica, ou seja, dados dois intervalos
adjacentes I; e I, contidos em Ty e tais que |I;| = || verifica-se que

(1
o< Pl

~ (L)l

onde I} < co depende somente de § e f.

4. Para todo y € J verifica-se que

. 1f*(J)]
IDf*(y)| < BW—

para qualquer J C Ty e para algum B < oo que depende apenas de § e f.
Demonstragao:

Para provarmos (1) consideramos a cadeia {7}}?_, e suponhamos que a sua mul-

tiplicidade de intersecao é pelo menos 4. Entao existem 0 < j; < 75 < s tals que
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fi(J) C Ty, ou f2(J) C Tj,. Mas ambas as possibilidades contradizem o fato de
que T nao contem intervalos da colecao {f(J), f*(J), ..., f*"*(J)}.

O item (2) é consequéncia de (1) e do Lema 1.1. O item (3) é consequéncia de
(2) e da hipétese de que os pontos criticos sao de ordem finita. Para provarmos
o item (4) consideramos os intervalos 7}, ..., T}, que contém pontos de inflexao e

todos os inteiros m; < ... < m;, tais que T,,; contém ponto critico e

dist(f™H(T), f(a)) < |f™HHT). (1.1)

Entao, dado y € J podemos escrever | D f*(y)| como
| D=t (frat )] ADF D F> =™ DD L™ )IDF™ ()]

O item (1) conjuntamente com o Lema 1.1 e a hipétese de que os pontos de inflexao

sao de ordem finita implicam que existe B < co tal que

|fs(j)l ---lfmz(y)_c2l'62_l Ifmz( | Ifml(y)——cllﬁl_llfml~(j)l.

/)
|f(fm ()] |F(fma( )] /1]

A hipétese de que os pontos de inflexao sao de ordem finita e (1.1) implicam que

IDf*(y)| < B

/™ (y) = fla)l < (2C) VA1 ()]

e o item (4) segue-se.

Dado um dominio de retorno J C I, um intervalo D C J é chamado dominio
fundamental de ¢ se para algum n > 1 verifica-se que D, ¢(D),...,¢" (D) C J e

¢"(D) é uma componente conexa de [ \ J.

Lema 1.5. Seja J C [ um dominio de retorno cuja aplicagdo de primeiro retorno
€ ¢. Entao existe ¢¢ > 0 tal que se D C J € um dominio fundamental entao

[4(D)| = €| D|.
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Demonstragao:
Queremos mostrar que ¢(D) é grande comparado com D. Como D C J basta
considerarmos o caso em que ¢(D) é pequeno comparado com J. Neste caso
(D) estd centralizado no intervalo M, obtido pelo Lema 1.3 aplicado a J C [.
Além disso, pelo Lema 1.4, ¢ é quase-simétrica em uma vizinhanca de D. Seja
D = [z,y] e ¢(D) = [y, z]. Pela quase-simetria, um intervalo U com centro em y
e de aproximadamente o mesmo tamanho de D é aplicado sobre um intervalo V
com centro em z e de tamanho aproximadamente igual a |¢(D)|. Como estamos
supondo que ¢(D) é muito menor que D, entao V esta contido em U. Logo D
estaria contido na bacia de atracao de uma orbita periédica o que contradiz a

presente definicdo de dominio fundamental.
r

Definicao 1.3. Considere um dominio de retorno J C [ e EE uma componente
conexa de I\ J. Se |E| < a|J| chamamos E de lado a-pequeno de J. Se |E| > «alJ|
chamamos E de lado a-grande de J. Considerando wma componente conexa P de
J — {p}, onde p € o ponto fixzo de ¢|; o qual assumimos ser iunico. Se ¢(P)
intercepta um lado a-pequeno de J, P € chamado de lado interno a-pequeno. Se

¢(P) intercepta um lado a-grande de J, P € chamado de lado interno a-grande.

Lema 1.6. Sejam J C I uwm dominio de retorno e 6 > 0 a constante dada pelo
Lema 1.3. Eziste ¢, > 0 tal que se D C J € um dominio fundamental contido em

um lado interno §/2-pequeno, entao I € uma €, -vizinhanga de D.

Demonstragao:
Considere o intervalo M dado pelo Lema 1.3 associado ao dominio de retorno .J,
T C M uma §/2-vizinhanca de J e L, R as componentes conexas de [\ J. Se
ambos os lados L e R sdo §/2-pequenos resulta do Lema 1.4 que ¢|; tem derivada
limitada pois para y € J temos que |Df*(y)| < B% Isto implica que dominios
fundamentais vizinhos tem aproximadamente o mesmo comprimento e portanto D
esta centralizado em I. Se L é §/2-pequeno e R é § /2-grande temos que ¢™(D) = L
para algum m. Pelo Lema 1.5 temos que |¢(D)| > ¢|D| e como R é §/2-grande

concluimos que D estd centralizado em /.
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Lema 1.7. Seja J C I um dominio de retorno e § > 0 a constante dada pelo

Lema 1.3. Eaiste ¢; > 0 tal que para p < min{l,§/2} se:

1. Um dominio de retorno J C I possui um lado p-pequeno H e um lado p-

grande G'.

2. I € uma p-vizinhanga de um intervalo V com V C G.
Entao para k > 1, qSI"Jk([) € uma €y-vizinhanga de qb'_Jk(V).

Demonstragao:
Sejam J C I um dominio de retorno e p < min{1,§/2} como no enunciado do
lema. Seja GG o lado p-grande de J o qual contém V. Consideramos também G’
e G" os dominios fundamentais em J tais que ¢*(G") = ¢(G’') = G. E suficiente
provarmos que V estd centralizado em G'U G ou que ¢I_JI(V) estd centralizado em
G"UG". De fato, a orbita negativa de G’ UG até ¢|'Jk_1(G"U () tem multiplicidade
de intersecao no maximo 3 e entao o Lema 1.1 garante o que queremos. No caso em
que 2|G’| > |J|, como J possui um lado p-pequeno, temos que V' estd centralizado
em G'UG. Se 2|G'| < |J| e J :=J\ G segue do Lema 1.4 que (escolhemos T
como sendo o intervalo M dado pelo Lema 1.3 aplicado a J C I) ¢,; tem derivada
uniformemente limitada. Portanto quaisquer dois dominios fundamentais vizinhos
tém comprimentos comparaveis e resulta que qSlf,l(V) esta centralizado em G" U G’

Como queremaos.



CAPITULO 2

Limites a priori Reais

2.1 Dominios Visitados e Tempos de Saltos

O principal objetivo deste capitulo é provar o Teorema 1. Consideremos um
intervalo bom [ com a sua respectiva transformacao de primeiro retorno ¢. Dado
um ponto recorrente x € I definimos a sequéncia de dominios visitados {J;}2, e
a sequéncia de tempos de saltos {k;}°,. Para isto escolhemos ko := 0 e para ¢ > 0

escolhemos k; e J; de modo que
¢t (x) e i, 0< 5 <kip—ki

i+ (z) ¢ U,
Observamos que tanto a sequéncia de dominios visitados como a sequéncia de

tempos de saltos dependem de z e de /.

Lema 2.1. Dado um intervalo bom I e um ponto recorrente x € I consideramos
as correspondentes sequéncias de dominios visitados {J;}32, e de tempos de saltos

{k;}2,. FEntdo para p > 0 eziste 1o > 0 que chamamos de tempo de parada tal

que:

1. Para 0 <1 <1y, J; possui um lado p-pequeno H; e um lado p-grande G;.

2. Para 0 <1 <1y, ¢(z),...,¢"+171(z) estdo em um lado interno p-grande.

16
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3. Para 0 <1 < ip; (J{,Ji_l_l]ﬂ(U;;,:O Jr) = 0.
4. Verifica-se uma das segquintes propriedades:

e Py: ambos os lados de J;, sao lados p-grandes.

o Py: J;, possui pelo menos um lado interno p-pequeno o qual contem
#o (2).
e Ps: (’]i07‘]io+1] ﬂ( 2?:0 ']k) 7& 0.

Observe que Jo, ..., Ji,—1 sao dois a dois disjuntos e que a afirmagao (2) do
Lema 2.1 implica que J;4; estda em um lado p-grande de J;, para todo 7z < 7p. Para
termos uma visualizagdo mais geométrica da afirmacao (3) observamos também
que a mesma nos garante que podemos conectar J; a Jip; (para ¢ < 7p) por um
semi-circulo contido no semi-plano superior e obter uma sequéncia de semi-circulos
dois a dois disjuntos. Obtemos assim uma estrutura de espiral em dire¢ao a um

ponto “mais central” do intervalo /.

Demonstragao do Lema 2.1: Se P, nao se verifica entao apenas lados internos
p-grandes sao visitados. Se P; também nao se verifica concluimos que a sequéncia
de dominios visitados possui uma estrutura de espiral em dire¢ao a um ponto mais

central de I e portanto P; se verifica.

O lema a seguir nos garante que teremos o controle da multiplicidade de inter-
secao que necessitamos para aplicar o Lema 1.1 e fazer o pullback do espago de

Koebe que obteremos com as propriedades Py, P, ou P; do Lema 2.1.

Lema 2.2. Sejam {J;}22, a sequéncia de dominios visitados e {k;}22, a sequéncia
de tempos de saltos associadas a um ponto recorrente x € I. Assumimos que existe
n > 2 tal que J;NJ, =0 para todoi =0,1,...,n — 1. Entao o pull-back de J, ao

longo de {z,...,¢*(x)} € constituido de intervalos dois a dois disjuntos.

Demonstragao:
Como J, nao é visitado antes do k,-ésimo iterado o lema segue imediatamente.
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2.2 Construcao de Limites a priori

Fixemos p < min{l,d/2} e analisaremos todas as possibilidades dadas pelo
Lema 2.1. Quando omitirmos a constante v em expressoes como v-vizinhanga, -

centralizado, lado y-grande significa que tal constante pode ser escolhida de modo

uniforme dependendo apenas de f.

Lema 2.3. Seja x € I um ponto recorrente que satisfaz Py ou Py comio > 1. Entdo
se D C J;, € o dominio fundamental que contem ¢¥o(z) temos que ¢|_J(_ki°l_ki°~l)(D)
10—
. ; —(kig —kig—
esta centralizado em ¢IJEO—01 0 1)([).

Demonstragao:
Resulta do Lema 1.6 que I é uma ¢;-vizinhanca de D. Como J;,_; possui um lado

p-grande o qual contem D o Lema 1.7 implica o que queremos.

Lema 2.4. Seja x € I um ponto recorrente que satisfaz P3. Sejat < 19, € 0 maior

inteiro tal que Jy C (Jiy, Jig+1]. Entdo verificam-se as sequintes propriedades:

1. Se U C J; € o pullback de Jiyyy ao longo de {¢F+171(z),. .., #ro+1(z)} entdo

U estd centralizado em I.

2. Mais ainda, ¢|f]£k‘“_k‘—l)(lf) esta centralizado em gbl—JEk'“_k'_l)([).

Demonstragao:

Como x € [ satisfaz P; ocorre que

iy S (N ) =05 i <o
k=0

e que

(']imJio-H] m(U JA) # (2)
k=0
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Considere o intervalo J; C (J;,, Jip+1). Observe que Hy () Hi, =0, G, () Gi, # 0,
Jiy1 C HigJJiy € Jig41 € Hy U Jy. Assumimos sem perda de generalidade que
ordenando os intervalos H;, J; e J;, no sentido crescente dos nimeros reais eles
aparecem nesta ordem. Entao como o lado direito de J; é p-grande e U C J;, para
provarmos a parte (1) do lema basta provarmos que a componente conexa esquerda
de I\ U e grande comparada com U. Para isto consideramos o intervalo M dado

pelo Lema 1.3 aplicado aos dominios de retorno J; e J;,. Existem dois casos:

Caso 1: M é uma §-vizinhanca de J;;. Temos que Jiy1 C H;, e entao Jiyy
também esta centralizado em M. Pelo fato de que o lado esquerdo de J;4;
é p-grande, do Lema 1.4 resulta que qﬁl_J:(JtH) esta centralizado em /. Como
UC d)l_Jf(JH_l) a parte (1) do lema segue-se. Para provarmos a parte (2) consi-
deramos primeiro o caso em que |G () Giy1| é compardvel a |[]. Entao ¢|T]:(Jt+1)
esta centralizado em G ngSl_J:(Gt) e como o pullback deste tultimo ao longo de
{¢F(x),..., "+~ (z)} tem multiplicidade de intersecao no maximo 3, o Lema 1.1
implica o que queremos. Por outro lado se |Gy [)Gy1] € arbitrariamente pequeno
em comparacao com || temos 1o =1+ 1 e que |J;|, |Ji41] sdo ambos compardveis
a|l|. Seja M o intervalo dado pelo Lema 1.3 aplicado a J; C I. O intervalo I esta
centralizado em M U M o qual nao contem intervalos do tipo f(.J), ..., f*1(J;)
(onde 7; é o tempo de retorno de Ji). Pelo Lema 1.4 concluimos que a derivada
de ¢}y, € uniformemente limitada e portanto quaisquer dois dominios fundamentais

vizinhos tém aproximadamente o mesmo comprimento. Como U estd contido em

um destes dominios o lema segue-se.

Caso 2: M é uma ¢-vizinhanca de J;. Analogamente ao caso (1) temos que

Jiy+1 C Hy e portanto Jy, 41 esta centralizado em M. Pelo mesmo argumento do ca-

so (1) resulta que qul_Jl (Jig+1) C Ji, estd centralizado em I. Entao se k;, —kig—1 > 1
io

pelo Lema 1.7 temos que <,/>|_J(ki°+‘—ki°)(Jio+1) estd centralizado em ¢|_J(_ki°+‘_ki° _1)(1).
i

0
i_ol_kio_l)((/ﬁl}fo (Jz-0+1)) esta centralizado

Se ki, —ki;—1 = 1, Lema 1.7 implica que q’)'_J(k
io
em quT](_ki°l_ki°'l)([). Em ambos os casos, pelos Lemas 1.1 e 2.2, obtemos que U
19—
estd centralizado em J; e que a parte (2) do lema também se verifica.

Lema 2.5. Se z € I € um ponto recorrente cujo primeiro tempo de salto ki(z) =

1 (retorno ndao-central) entdo existe intervalo bom N C I tal que N (N) estd
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centralizado em N.

Demonstragao:
Sejam y := ¢(z) € Ji(z) e os seus respectivos dominios de retorno J; = Ji(y),
tempos de saltos k; = ki(y) e tempo de parada 79 = 29(y). Consideraremos trés

Casos.

Caso 1: y satisfaz P, ou P, com 79 = 0. Seja D(y) C Jo o dominio fundamental
que contem y o qual, de acordo com o Lema 1.6, esta centralizado em I. Pelo
Lema 1.1 temos que (ﬁl}i(x)(D(y)) estd centralizado em Jo(z). Como N, (Jo(z)) C
¢|};(r)(D(y)) basta escolhermos N = Jy(z) e o lema estd provado.

Caso 2: y satisfaz P, ou P, com 15 > 1. Sendo D(z) o dominio fundamental
que contem z, como 7p(z) = 0 temos que D(z) esta contido em um lado interno
p-pequeno de Jo(z). Sendo 7o > 1 obtemos que ¢/(z) & D(z), para 1 < j < k;,.
Pelos Lemas 1.6, 1.7 e 2.2 resulta que o pullback D do dominio fundamental
D(¢%o (y)) ao longo de {y,...,¢"0(y)} estd centralizado em Jo. Pelo Lema 1.1
resulta que qSl_Jtl)(r)(D) estd centralizado em D(z). Como N, (D(z)) C ¢IT,(1)($)(D)

escolhemos NV := D(z) e obtemos o desejado.

Caso 3: y satisfaz P3. Se t = 0 temos que ¢’(z) ¢ Jo(z) para 1 < j < kij4;.
Pelo Lema 2.4 o pullback U de J;,4; ao longo de {y, ..., ¢"o+!(y)} estd centralizado
em /. Pelo Lema 1.1 temos que qSl_J(l)(x)(U) estd centralizado em Jo(z). Como
N:(Jo(z)) C ¢i}¢l)(z)(U) N := Jo(z) satisfaz o que queremos. Se ¢ > 1 temos que
o dominio fundamental de = denotado por D(z) esta contido em um lado interno
p-pequeno de Jo(z) e portanto, como ocorre Ps, resulta que ¢?(z) ¢ D(z), para
1 <7 < kiy41. Novamente o Lema 2.4 implica que o pullback U de Jis+1 a0 longo
de {¢*(y), ..., "0+ (y)} estd centralizado em I. Como ¢ > 1, os Lemas 1.7 e 2.2
implicam que o pullback de V' de U ao longo de {y,...,¢"(y)} esté centralizado
em Jy. Pelo Lema 1.1 resulta que ¢|f](1)(z)(V) esta centralizado em D(x) e como

N(D(z)) C <;5|”J(1)($)(V) escolhemos N := D(z) e o lema segue-se.

Prova do Teorema 1. Dado um ponto recorrente x e um intervalo bom [
contendo x provaremos que existe um intervalo bom W C I contendo x tal que

N (W) esta centralizado em W.
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Se ki = k1(z) é o primeiro tempo de salto de z definimos V = ¢I_Jﬁtr)([) Entao

o Teorema 1 é uma consequéncia imediata do Lema 2.5 aplicado ao intervalo V.



CAPITULO 3

Ergodicidade

Usualmente estuda-se a ergodicidade de uma aplicagao em relagao a uma me-
dida invariante. Aqui estaremos interessados na ergodicidade em relacao a medida
de Lebesgue independentemente desta ser invariante ou ndo. Esta propriedade
acarreta algumas consequéncias interessantes tais como a unicidade de medidas
invariantes absolutamente continuas em relacao a medida de Lebesgue (caso estas
existam). Neste caso estas medidas sao ergddicas e se tornam um importante ins-
trumento para o estudo de propriedades estatisticas da aplicacao em questao. A
ergodicidade em relacao a medida de Lebesgue também implica que no caso em

que existam atratores periddicos a uniao das suas bacias de atracao tem medida

de Lebesgue total.

Teorema 2. Seja f € §1 uwma aplicagio que ndo possui atrator periodico. Entdo

f € ergodica com respeito a medida de Lebesgue.

Este teorema é essencialmente uma consequéncia da existéncia de limites a
priori reais, Teorema 1. A seguir mostraremos algumas propriedades topoldgicas
relacionadas as orbitas negativas de um intervalo bom. Estas propriedades em
conjunto com a existéncia de limites a priori reais além de servir para provar o
Teorema 2 também servirao para obtermos um certo controle da distor¢ao dos

ramos de uma aplicacao de primeiro retorno.
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3.1 Orbitas Negativas de Intervalos Bons

Para o que se segue fixamos uma aplicacao f € §;.

Lema 3.1. Sejam V um intervalo bom e T\, Ty C [0, 1] dois intervalos distintos tais
que fip, (i =1,2) sio mondlonas, fM(T:) =V e ny <ny. Entiose TyNTy # 0

tem-se que To C Ty e n; < ns.

Demonstragao:
Suponhamos que 97} N Ty # (). Com isso temos que AV N [ (T,) # 0 e ny < n,.
Isto implica que V N f*27™(9V) # 0 o que contradiz o fato de V' ser um intervalo

bom.

Para cada intervalo bom V consideramos o conjunto @y dos pontos que visitam

V, ou seja,

Ov = {z €[0,1] : f*(z) € Vpara algum k € N}.

Para cada z € Oy seja k = k(z, V) o menor inteiro positivo para o qual f*(z) €
V. Chamamos k de tempo de primeira entrada de x em V. O tempo de primeira
entrada é constante sobre cada componente conexa de Oy . De fato, seja [ o maior
intervalo contendo z sobre o qual o tempo de primeira entrada é constante e igual
a k. Dado y € 91 existe 7 < k tal que fi(y) € V. Se j < k, como V é um
intervalo bom resulta que f*(y) ¢ V e portanto f*(y) € V. Se j = k também
temos que f*(y) € V. Em ambos os casos resulta que I é uma componente conexa
de Oy como queremos. Observamos também que uma componente conexa I de
Oy com tempo de primeira entrada k é aplicada por f* monotonamente sobre V.
No caso em que V contém o ponto critico ¢ e f nao possui atratores periddicos
resulta do Teorema de Mané (veja [Mn85]) que Oy tem medida de Lebesgue total

e o seu complementar denotado por Ay é um conjunto compacto e completamente

invariante com medida de Lebesgue nula.

Seja V, = (¢ — 1/n,c + 1/n) para n > 1. Entdo se f ndo possui atratores

periédicos, como acabamos de mencionar, temos que Oy, tem medida de Lebesgue
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total e portanto o conjunto ¥ de todos os pontos cujos w-limites contém c é tal

que ¥ = (2, Oy, e também tem medida de Lebesgue total.

Lema 3.2. Seja I uma componente conexa de Oy cujo tempo de primeira entrada

¢ k. Entdo os intervalos I, f(I),..., f*(I) =V sdo dois a dois disjuntos.

Demonstragao:

Suponhamos por absurdo que f'(I) N f7(I) # 0 para 0 < i < j < k. Pelo
Lema 3.1 temos que f'(I) C f7(I). Mas disto resulta que f*(fi(I) C V e
portanto £ 4+ ¢ — 7 < k, o que é impossivel uma vez que o tempo de primeira

entrada de [ é k.

Lema 3.3. Sejam V um intervalo bom, U C V um dominio de retorno e (H;, I;)
(i = 1,2) pares de intervalos tais que f"(H;) =V e f*([;) = U paran; < n,. Se
Hy N Hy # 0 entdo ny < ny e Hy estd contido em uma das componentes conexas

de Hy \ I} ou em I.

Demonstragao:
Pelo Lema 3.1 ja sabemos que ny < ny e que Hy C H;. Suponhamos por absurdo
que Hy N OI; # 0. Entédo U N f™(H;) # 0 e portanto orb(U) NV C 9U, o que

é uma contradicao.
=

Lema 3.4. Sejam V um intervalo bom, U C V um dominio de retorno e I uma

componente conexa de Oy com tempo de primeira entrada k. FEntdo valem as

sequintes afirmagoes:

1. Euziste wm intervalo T que contem [ para o qual fII‘T ¢ mondtona e f¥(T) = V.

2. Sece U eV € uma p-vizinhang¢a de U entao a aplicagao fll} ¢ um difeomor-
fismo de distor¢ao limitada por uma constante que depende apenas de p e de

f. Além disto T' € uma p-vizinhanga de I.
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Demonstracgao:
Seja T' o maior intervalo contendo I tal que f*(T) = V. Este intervalo T' é na
verdade o pullback de V ao longo de I,..., f*(I). A monotonicidade de f*|T é
consequéncia imediata do fato de que f é uma aplicacao induzida por um recobri-
mento do circulo e portanto os seus ramos sao monétonos. Isto prova a primeira
parte do lema. Para provarmos a segunda parte relembramos que o Lema 3.2 im-
plica que os intervalos I, f(I),..., f*(I) = U séao dois a dois disjuntos. Portanto
temos que nenhum dos intervalos I, f(1),..., f¥=*(I) contém o ponto critico c. Pe-
lo Lema 3.3 concluimos que o mesmo ocorre para os intervalos T', f(T),. .., f*==1(T)
e entao f|l§" é um difeomorfismo. Denotamos por L as componentes conexas de

FUT)\ fi(I). Também pelo Lema 3.3 resulta que

k-1
DoILHILT < 1.
i=0

Como observamos antes, nestas condicoes, as afirmativas do Lema 1.1 ainda sao
vélidas pois o par de cadeias {f*(T)}5, e {f'(I)}f, possuem a propriedade da

disjuncao central. Isto implica o que queremos.

Seja V um intervalo bom tal que U = N (V) esta centralizadoem V. Se W C U
é um dominio de retorno a U com tempo de retorno k entdo f(W) esta contido
em uma componente conexa [ de Oy e pelo Lema 3.4 concluimos que o ramo de
primeiro retorno ¢ pode ser decomposto como uma composigao do tipo L o fjw

onde L é um difeomorfismo com distorcao limitada. Em particular temos o seguinte

lema.

Lema 3.5. Seja V um intervalo bom tal que U = N (V) estd centralizado em
V e ¢ a aplicagao de primeiro retorno de U. FEntdo verificam-se as seguintes

propriedades:

1. Para todo W C U, um dominio de retorno a U, verifica-se que ¢py = Lo fiw,

onde L € um difeomorfismo de distor¢dao limitada.
2. Euiste constante C' < co tal que para todo © € N (U) verifica-se que

CAle - of' < lg(x) — d(c)] < CAle — o],
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z . ~ ’ . "
onde | € a ordem do ponto de inflexdo c e A € a sequnda derivada ¢ (c).

3.2 Conjuntos Invariantes e Ergodicidade

Se X C [0,1] é um conjunto mensuravel definimos a densidade em um intervalo

J por
X nJ]|

dens(X,J) W

Sabemos que para quase todo (em relacdo a medida de Lebesgue) z € X, se

Jn O x é uma sequéncia de intervalos tais que (., J, = {2} entdo o limite

XNy
lim —————
n—0co |,]n|
existe e independe da sequéncia J, escolhida. Chamamos este limite de densidade
de X em z e denotamo-lo por dens(X,z). Se dens(X,z) = 1 entdao o ponto z é
chamado de ponto de densidade de X. Sabemos ainda que quase todo ponto (em

relagao a medida de Lebesgue) de X é um ponto de densidade de X.

Lema 3.6. Se f € §1 ndo possut atratores periddicos e X C [0,1] € um conjunto

invariante de medida de Lebesgue positiva entao dens(X,c) = 1.

Demonstracao:
Pelo Teorema 1 existe uma sequéncia encaixante de intervalos bons V,, tal que
¢ € V,, o dominio de retorno a V, que contém ¢ (o qual denotamos por U,)
esta centralizado em V,, e N°2,V,, = {c}. Relembramos que ¥ denota o conjunto
dos pontos y cujo w-limite contem o ponto critico ¢. Entao se  é um ponto de
densidade de X N ¥ para todo n > 1 existe o menor inteiro positivo k, tal que
f*(z) € U,. Sejam I, C T, intervalos que contém z e tais que f*» aplica monétona
e sobrejetoramente sobre U, e V,, respectivamente. Pelo Lema 3.4 sabemos que

fﬁn tem distorcao limitada por uma constante K independente de n e portanto

resulta que:
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| XN Uy| |fE (XN L)

lim lim
naeo U]  nmeo | fR(L)]
X‘nli,
< K lim Iil ={.
n—o0o |[n|

Para a tltima igualdade usamos o Lema 1.2 que nos garante que se |U,| tende a

zero quando n tende a infinito entdo o mesmo ocorre para |[,|. Portanto o lema

segue-se.

Demonstragao do Teorema 2: Suponhamos que f nao é ergédica em relagao a
medida de Lebesgue. Entao existem conjuntos X; e X, completamente invariantes
com medida de Lebesgue positiva, tais que | X; U X3| = 1e |X; N X, = 0. Pelo
Lema 3.6 concluimos que dens(X;,c¢) = 1 para 1 = 1,2. Portanto temos que

| X1 N X3] > 0 o que é uma contradi¢ao com o que ja tinhamos.



CAPITULO 4

Classificacao dos Atratores

Meétricos

No caso em que f : [0,1] — [0, 1] é uma aplicacao induzida por um recobrimento
do circulo de classe C'2, sem pontos criticos e sem atratores periédicos resulta pelo
Teorema de Mané em [Mn85] que todo conjunto de interior vazio, compacto e
invariante tem medida de Lebesgue nula. Neste capitulo examinaremos qual é o
efeito da presenca de pontos criticos sobre este fato. Além disto descreveremos

topologicamente quails sao os possiveis atratores métricos para uma aplicagao f €

3'15-

4.1 Conjuntos Compactos Invariantes

Teorema 3. Se A é um conjunto de interior vazio, compacto e invariante por

f € §1 entdo A possui medida de Lebesgue nula.

Como observamos no capitulo anterior o conjunto dos pontos cujo w-limite

contém o ponto critico, denotado por X, tem medida de Lebesgue total.

Lema 4.1. Se w(c) € ndo minimal entdo todo conjunto de interior vazio, compacto

e invariante X tem medida de Lebesgue nula.

Demonstracgao:
Como w(c¢) é nao minimal, existe um ponto @ € w(c¢) cuja érbita positiva permanece

28
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sempre fora de um intervalo U contendo ¢. Afirmamos que existe uma sequéncia
de intervalos I, encaixantes e convergindo para z. Existem também intervalos

J, C I, com z € J, tais que [, \ J, nao contém pontos de X e J, esta centralizado

em [,.

De fato, seja H, o intervalo maximo contendo ¢ para o qual f"},n ¢ um difeomor-
fismo. Como c¢ ¢ w(z) entao |f"(H,)| > ¢, para algum ¢ > 0. Portanto podemos
tomar subintervalos I, C H, tais que f"(")([n(,')) converge para algum intervalo V
para alguma subsequéncia n(z) e que os pontos do bordo de V nao estao contidos
em X. Seja U um intervalo fechado contido no interior de V tal que VN X C U
e seja Ju) C Ingy tal que f"(i)(Jn(i)) = U. Pelo Lema 3.3 resulta que as cadeias
{fk(ln(,-))}z(zi()) e {fk(Jn(i))}Z(:i()) tem a propriedade de disjuncao central e portanto
podemos usar o Lema 1.1. Concluimos entao que existe uma constante universal
§ > 0 (que depende apenas de U e V') tal que I,;y € uma d-vizinhanca de Jy;,

provando assim a afirmagao.

Agora seja t(n) o menor inteiro tal que f'™(f(c)) € I,. Vamos tomar o pullback
de I, pela aplicagao f™. Existe um intervalo T}, 3 f(c) para o qual f!™|T, é
um difeomorfismo e f4™(T,) = I,. Seja R, o intervalo tal que f{™(R,) = J,.
Como antes, pelo Lema 1.1, temos que R, esta centralizado em 7,,. Como X
é invariante temos que T, N X C R, e por conseguinte fX"(f(c)) € J,. Em
particular f(¢) € R,. Como o ponto critico é de ordem finita entdo existem
intervalos V,, D U, 3 c tais que U, esta centralizadoem V,, e V, N X C U,. Agora
podemos mostrar que X tem medida nula. Lembrando que ¥ tem medida total
consideramos um ponto y € X N X. Entdo existe o menor inteiro positivo k tal
que f*(y) € V,. Pelo Lema 3.2 existe um intervalo G, 3 y tal que f* aplica
G, difeomorficamente sobre V,. Seja S, C G, o intervalo tal que f*(S,) = U,.
Novamente pelo Lema 1.1 temos que S, esta centralizado em G),. Como X é
invariante temos que G,NX C 5, ey € 5,. Pelo Principio da Contragao, Lema 1.2
temos que |G, | tende a zero quando n tende a infinito. Portanto y nao é ponto de
densidade de X N Y. Como ¥ tem medida total quase nenhum ponto de X é ponto

de densidade. Logo X tem medida nula.
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Demonstragao do Teorema 3: Se A nao contém o ponto critico ja sabemos

pelo Teorema de Mané em [Mn85] que A tem medida de Lebesgue nula. Basta

entdo analisarmos o caso em que A = w(c).

Suponha que o ponto critico nao é recorrente. Entao existe um intervalo bom
V'3 ¢ com w(c) NV = (. Portanto w(c) C Ay e ja sabemos que |[Ay| = 0, logo
|w(e)] = 0. No caso em que ¢ € w(c) e w(c) é nao minimal, o que queremos segue

do Lema 4.1. Vejamos o caso em que ¢ € w(c) e w(c) é minimal.

Pelo Teorema 1 existem uma sequéncia encaixante de intervalos bons V, tal que
¢ € V,, o dominio de retorno a V,, que contem ¢ (o qual denotamos por U,) esta

centralizado em V,, e NS, V,, = {c}.

Como A = w(¢) 2 ¢ é minimal resulta que A C Oy, para todo n > 1. Co-
mo as componentes conexas de Oy, sao intervalos abertos concluimos que A esta
contido em quantidade finita de componentes conexas de ©p,. Assim podemos
definir uma cobertura de A com intervalos da érbita negativa de U, da seguin-
te forma: dado z € A seja k, = k(z,U,) o menor inteiro tal que f*(z) € U,.
Sejam I,(z), H,(z) os intervalos tais que f**(I,(z)) = U, e f*(H.(z)) = V,.
A colecao de todas as componentes conexas [,(z) de Oy, forma uma cobertu-
ra de A por intervalos abertos. Entao existe uma subcobertura finita, digamos
Cn = {l.(z1),...,1n(zs,)}. Pelo Lema 3.3 podemos afirmar que para algum

1 < jn < sp, o intervalo H, = H,(z;,) nao intercepta |J I,(z;) e isto implica

£
que AN (H, \ I,) = 0 (por simplicidade denotamos I, = I,(z},)). Além disto pelo
Lema 3.2 temos que os intervalos I,, ..., f*(1I,) (por simplicidade denotamos aqui

kn, = kn(z;,)) sdo dois a dois disjuntos. Pelo Lema 3.3 resulta que

kn—1

doILHiLT <11,
i=0 .

onde Lf sdo as componentes conexas de fi(H,)\ f'(I,). Esta propriedade pode
substituir no Lema 1.1 a hipdtese sobre a limitacao da multiplicidade de intersecao

para concluirmos que [, esta centralizado em H,,.

Seja t, > 1 o menor inteiro positivo tal que f*»(¢) € [,. Tomando o pullback
de I, C H, ao longo de ¢, ..., fi"(c) e repetindo o argumento acima e usando a

hipétese de que a ordem do ponto critico é finita obtemos um par de intervalos
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I C H, tais que c € I, I, estd centralizado em H,, (>, I, = {c} e ANH, C I,.
Isto implica que a densidade dens(A,¢) < 1 e entdo, pelo Lema 3.6 resulta que A

tem medida de Lebesgue nula como queremos.

4.2 Classificacao dos Atratores Meétricos

Teorema 4. Se A € um atrator métrico para f € §; entdo vale wma das sequintes

propriedades:

1. A € o intervalo [0,1].
2. A € uma orbita periodica atratora.

3. A € um conjunto de Cantor minimal que contém o ponto critico.

Demonstracgao:
Se f possui atrator periddico resulta a unido das bacias de atraciao destes tem
medida de Lebesgue total e pontanto eles sao os atratores métricos. Suponhamos
entao que f ndo possul atratores periddicos. Neste caso o atrator topoldgico de f é
o préprio intervalo [0, 1], onde f é topologicamente mixing. Entdo afirmamos que

ocorre uma das seguintes situagoes:

1) w(z) = [0, 1] para quase todo z € [0, 1].
1) w(z) = w(c) para quase todo z € [0, 1].

Nesta primeira situagao temos que o atrator métrico coincide com o atrator
topologico. Na segunda situagao temos o atrator topolégico coincide com o atrator
métrico se, e somente se, w(c) = [0,1]. Entao se w(c) # [0,1] temos que existe

atrator selvagem.

Passamos agora a prova da afirmacao. Consideramos uma base enumeravel de
intervalos abertos J, de [0, 1], ou seja, uma sequéncia J,, de intervalos abertos tais
que |J,| tende a zero quando n tende a infinito e [0,1] C Up>nJ, para todo N > 1.

Para cada J, definimos o seguintes conjunto compacto e invariante:
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K,={z¢€[0,1]: f™(z) ¢ J, para todo m > 0}.

o0
Definimos também K, = |J K, e observamos o seu complementar K¢, ¢ tal que
n=1

K, ={z€0,1] :w(z) =[0,1]}.

Os conjuntos K, e K¢ sao completamente invariantes e pela ergodicidade temos
que Ko ou K&, tem medida de Lebesgue nula. Se |Ko| = 0 temos que w(z) = [0, 1]

para quase todo = em relagao a medida de Lebesgue e portanto a primeira situacao

se verifica.

Assumimos agora que A, tem medida de Lebesgue total. Com isto resulta que

| K| > 0 para algum n > 1. Consideramos a seguinte afirmagcao:

Afirmagao: Para quase todo (em relagio a medida de Lebesgue) = € K, verifica-

se que w(z) = w(c) o que corresponde a segunda situacao.
1

Como ja observamos antes temos que para quase todo z verifica-se que w(z) D
w(c). Vamos provar entao que para quase todo z € K, verifica-se que w(z) C w(c).
Inicialmente consideramos um ponto de densidade de K, o qual denotamos por
y. Suponhamos que w(y) nao nao esta contido em w(c) 3 c¢. Entdo existe uma

sequéncia k; — 0o e § > 0 tais que dist(f*(y), orby(c)) > 6.

Seja H; o intervalo maximo contendo y tal que f*|H; é um difeomorfismo. Como
todos os valores criticos de f* estdo contidos em mc_) temos que f* (H;) contem
uma d-vizinhanga de f*(y), ou seja, cada componente conexa de f*(H;)\ {f*(y)}
tem comprimento pelo menos igual a §. Sejam H; intervalos contendo y tais que
f%(H;) contém uma §/2-vizinhanga de f*(y). Como estamos assumindo aqui que
a derivada de Schwarz de f é negativa, como K, € invariante e y é um de seus

pontos de densidade segue pelo Lema 1.1 que existe K’ < co tal que vale o seguinte:

]fki(ﬁi) \ —Kn| < lfki(gi \ ["n)l

lim = < lim .
inoo | fR(H)] ivoo | fR(H;)
< Klim H\ L _ g (4.1)
i—00 IHll

Como os intervalos f*(H;) tem comprimento maior ou igual §, podemos tomar
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um intervalo H de comprimento §/2 tal que f*(H;) D H para infinitos valores

de 7. O Limite 4.1 implica que |H \ K,| = 0 e como K, é um conjunto fechado

temos que H C K,. Disto resulta que K, D |J f™(H) = [0,1], o que nao é o

m=0
caso. Com isto provamos que w(y) C w(c), onde y é um ponto de densidade de K.

Consequentemente temos que para quase todo ponto de K, (e também de [0, 1])

verifica-se que w(z) C w(c) e portanto a afirmacao esta provada.

Agora relembramos que pelo Lema 4.1, se w(c¢) nao é minimal, resulta que a sua
medida de Lebesgue € nula. Assim sendo K, tem medida de Lebesgue nula e K¢,

tem medida de Lebesgue total. O teorema segue-se.



CAPITULO 5

Propriedades Markovianas

A questao sobre a existéncia ou nao de atratores selvagens é uma das mais rele-
vantes colocadas ultimamente no contexto de dinamica unidimensional. O teorema

a seguir nos fornece uma propriedade equivalente a nao existéncia de tais atratores.

Teorema 5. Uma aplicacao f € §1s induz uma aplicagio de Markov se, e somente

se nao possut atrator selvagem.

5.1 Critério para a Existéncia de Propriedades

Markovianas

Seja f € §1s uma aplicagao que nao possui atrator periddico a qual esta fixada.
Consideramos novamente o conjunto Ay = [0, 1]\ Oy, dos pontos que nunca visitam
V, onde V é um intervalo bom que contém o ponto critico ¢. Vimos que Ay tem

medida de Lebesgue nula, ou seja, Oy tem medida de Lebesgue total.

Lema 5.1. Sey € Ay € tal que orb*(y) NV = entdo Ay se acumula em ambos

o0s lados de y.

Demonstracgao:
Seja y € Ay e suponhamos que y nao é acumulado de ambos os lados por Ay.
Com isto temos que y é um ponto do bordo de uma componente conexa de Oy.
De acordo com o Lema 3.2, a drbita positiva de y passa pelo bordo de V e isto

conclui a prova.

34
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Considere um ponto z € [0,1], n > 0, e seja T,(z) o intervalo maximo que
contém z e tal que fl’}"(l,) ¢ um difeomorfismo (ndo possui pontos criticos). Sejam
ainda L,(z) e R,(x) as componentes conexas de T, (z) — {z}. Definimos a funcao

rn 1 [0,1] = R por

ral) = min{| (@), [ (R (2))])-
Definimos também

r(z) = limsup r,(z).
n—oo

Proposigao 5.1. Se f € §1,s € tal que w(c) nao € um conjunto minimal entdo
existe 0 > 0 tal que r(z) > § para quase todo (em relagio @ medida de Lebesgue)
z € [0,1].

Para demostrarmos a proposi¢ao acima precisaremos de alguns fatos prelimina-
res.

Lema 5.2. Se f € §1s € tal que w(c) ndo € um conjunto minimal entdo exvistem

um intervalo bom V 5 ¢ e uma sequéncia de intervalos K,, n > 1 tais que:

1. 0[(71 C AV € [{n nv = @)'
2. Ky Nw(c) £ 0;

3. e, K. ={q}, onde ¢ € w(c) € tal que c ¢ w(q).

Demonstracgao:
Como w(c) nao é minimal existe um ponto ¢ € w(c) tal que ¢ ¢ w(q). Em seguida
escolhemos um intervalo bom V' 3 ¢ tal que orb(¢) NV = ). Entdo g € Ay e pelo
Lema 5.1 g é acumulado em ambos os lados por Ay. Portanto podemos tomar uma

sequéncia de intervalos K, 3 ¢ como o lema afirma.
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Lema 5.3. Sejam f € § tal que w(c) nao € um conjunto minimal e V € um
intervalo bom tal que ¢ € V e K, um dos intervalos dada pelo Lema 5.2. Entao
existem intervalos dois a dois disjuntos I} C K, e inteiros t;(n), para cada i € 7Z,

tais que:

1. f;’:;(") € um difeomorfismo com distor¢do limitada de I’ sobre V.

2. Sei < j temos que I} estd a esquerda de I7 e lim I! = p,, lim I} =gq,,
1—+co i——o00

onde p,, ¢, sio tais que K, = (pn, qn).

3. Cada componente conexa de K, \ |J I’ adjacente a I} tem tamanho com-

' i€Z
pardvel a |I7].
Demonstracao:
Sejam pn, ¢, tais que K, = (pn,¢n). Seja t(n) o menor inteiro positivo tal que

fU(K,) NV # (. Este inteiro existe pelo fato de f nio possuir érbita periédica
atratora e nem intervalo errante. Da minimalidade de ¢(n) e como p, e ¢, nao
entram em V resulta que f{™(K,) D V e flt,(\f:l) ¢ um difeomorfismo. Portanto
existe um intervalo I2 no interior de K, tal que f{"(I%) = V. Observamos que
flt](\f;) ¢ um difeomorfismo com distorgao limitada. De fato, seja M, D K, o maior
intervalo tal que fltn(?n) é um difeomorfismo. Se M* siao as componentes conexas de
M, \ Ky, existem 0 < r~ < r* < t(n) tais que um dos extremos de f(M*) é o
ponto critico e o outro extremo e um ponto fora de V. Entao segue do Lema 1.2
que | f4™)(M*)| > 0, para alguma constante 0 > 0. Como a derivada de Schwarz
de f é negativa, resulta pelo Lema 1.1 que fItI(\‘T:,) é um difeomorfismo com distorcao
limitada. Se HE' sio as componentes conexas de K, \ 12 temos que |HF!| e |I9|

sS40 comparavelis.

Seja t41(n) o menor inteiro tal que f'+1™(HE )NV # . Pela escolha de t4(n)
temos que ty1(n) > t(n) e VN fI(HE) = O parai =0,1,...,¢t(n). Além disto f{(*)
aplica um extremo de H;_“ no bordo de V e o outro extremo estda em Ay. Como V
é um intervalo bom temos que f'+1(™(H*!) > V. Portanto obtemos dois intevalos
I em lados opostos de I? tais que f'+!(™([#1) = V. Como antes observamos que
f;‘;:i(,”) é um difeomorfismo com distorcao limitada. Se H*? sio as componentes
conexas de HE'\ [*! temos que |H?| e |IF!| sdo comparaveis.
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Continuando este processo obtemos intervalos dois a dois disjuntos I} C K,,

com ¢ € Z, que possuem todas as propriedades requeridas.

Demonstracao da Proposigao 5.1: Consideramos as componentes conexas
de Kn \ Uz Ih € chamamo-las de gaps. Seja s(n) > 0 o menor inteiro tal que
™ (c) € K,. Pela minimalidade de s(n) existe um intervalo K, 3> f(c) tal que
5= aplica K, difeomorficamente sobre K,. Seja j}l a pré-imagem de [! por este

difeomorfismo.

Podemos afirmar que o tamanho de cada intervalo IZ;L é comparavel ao tamanho das
componentes conexas de K, \Uf}l vizinhas e vice-versa. De fato, pelos Lemas 1.1 e
5.3, considerando dois intervalos vizinhos obtemos que o pullback do gap entre eles
tem tamanho de mesma ordem; analogamente, considerando dois gaps vizinhos
obtemos que o pullback de um intervalo /! entre eles tem tamanho de mesma

ordem. Observamos que f4(™+5(")=1 aplica f; difeomorficamente sobre V.

Agora seja K, = FUEK,) e j:’z = f~Y(I}). Como f tem ponto critico de ordem
[ < 0o, os tamanhos dos intervalos 1::’1 e das componentes conexas de f(n % (Uiezf'fl)
vizinhas sao novamente comparaveis. Entao se desconsiderarmos o intervalo Z’I
que contém o ponto critico ¢ juntamente com as duas componentes da colecio
K\ (Uj;’l) vizinhas, temos que cada intervalo T,’l é aplicado por fti(®+s(?) dife-
omorficamente sobre V' e com distor¢ao limitada. Seja A a colecao de todos os

intervalos I! que nao contém o ponto critico.

Tomemos  tal que w(z) 3 ¢ e seja k(n) > 0 o menor inteiro tal que f¥")(z) € K,.
Entdo existe um intervalo K,(z) 3 z tal que f*" aplica I,(z) difeomorficamente
sobre IK,. Seja Jt = f‘k(")(z’;) N K,(z) para f; € A. Pelo Lema 1.1, os intervalos
J} e os seus gaps vizinhos tém tamanhos comparéveis e fl(®)+s(M)+k(n) gplica J:

com distorcao limitada sobre V| para 7 tal que f; C A.

Dividindo o intervalo J. em trés partes iguais, seja C o intervalo do meio. Como
fri+sm+k®) aplica Ji com distorgao limitada sobre V (para i € A) entdo existe

uma constante universal § > 0 tal que
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Tt,-(n)+s(n)+k(n)($) 2 d para v € C:z

Além disto, existe € > 0 tal que

U J;
M > € para cada n € N.

| K ()]

Entao se considerarmos o conjunto

Q={yel0,1] : r(y) >4}

podemos afirmar que a densidade de 2 em @ é pelo menos ¢/3. Como isto é verdade
para cada z € ¥ (relembramos que ¥ é o conjunto dos pontos z tais que w(z) 3 ¢

e que a sua medida de Lebesgue é total) entdo, pela ergodicidade de f, o conjunto

Q=2n{ye0,1] : r(y) >4}
tem medida de Lebesgue total e por mais razao ainda o conjunto {2 tem medida

de Lebesgue total.

Consideramos os conjuntos

I(e) ={y €[0,1] : r(y) > o}

A={e>0:0(e) = 1}.

Definimos entdo r = inf{p : o € A}. Pela Proposicio 5.1 resulta que r > 0.

Observamos que para n > 1 os conjuntos

I(r—1/n,r+1/n)={y€[0,1] : r—1/n<r(y) <r+1/n}
tém medida de Lebesgue total. Portanto I' = (>, ['(r — 1/n, 7 +1/n) tem medida
de Lebesgue total provando que a funcao r(z) = r para quase todo @. Como vere-
mos a seguir a constante r constitui-se em um importante critério para decidirmos

se uma aplicacao f induz ou ndo uma aplicagao de Markov.
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Proposicao 5.2. Uma aplicagio f € § induz uma aplicagio de Markov se, e

somente ser > 0.

Demonstracgao:
Se f induz uma aplicacdo de Markov sabemos que para quase todo z existem
intervalos H; = H;(x) 5 x tais que ()2, H; = {z} e f(;;} (onde n; tende a infinito
quando j tende a infinito) é um difeomorfismo com distor¢ao limitada sobre um
intervalo / o qual contem o ponto critico. Entao dividimos I em trés intervalos
de igual comprimento e escolhemos J como sendo o intervalo central e definimos
Jj = H;nf~"(J). Para todo y € J; temos que ry,,(y) > |I]/3 > 0. Como podemos
repetir este argumento para  em um conjunto de medida total e tomar 7 cada vez

maior concluimos o afirmado.

Vejamos agora que r > 0 implica que f induz uma aplicagio de Markov.
Definimos o conjunto G = ¥ NI o qual tem medida de Lebesgue total. Pelo
Teorema 1 existe intervalo bom V tal que ¢ € V, |V| < r/2 e U = N(V)
esta centralizado em V. Consideramos um ponto z € ) e escolhemos n tal
que 7,(z) > r/2. Seja T,(z) 3 z o maior intervalo para o qual fl’}n(r) é um

difeomorfismo e consideramos os seguintes casos:

Caso 1: f*(z) e U.

Neste caso f*(Tn(z)) D V pois |f*(T,(z))| > r. Entdo se H,(z) C T,(z) é tal que
f™(Hn(z)) = U, pelo Lema 3.4 temos que fﬁ-]n(:v) tem distorgao limitada.

Caso 2: f*(z) ¢ U.

Seja m > n o menor inteiro tal que f™(z) € U e seja T;,_, o maior intervalo que
contém f™(x) para o qual fir,.", € um difeomorfismo. Temos que f™ " (Trn—n) D V.
Considerando as componentes conexas L,(z) e R,(z) de f*(T,(z)) \ f*(z) como
definidas anteriormente temos o seguinte: se f"(R,(z)) contém uma componente
conexa de T,,_, \ {f"(z)} entdo pelo fato de f™ ™(7T,,_,) conter V temos que
[ (Rn(z) contém um ponto do bordo de V. Se f*(R,(z)) estd contido em
uma componente conexa de Tj,_, \ {f"(z)}. Com isso temos que JlRn(z) €
um difeomorfismo e portanto R,(z) = R,(z). Com isto |f™(Rn.(z))| > r/2.

Como f™(z) € U e como V é menor que a imagem de [™(7,.(z)) temos que
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J™(Rp(x)) contém um ponto do bordo de V. O mesmo ocorre para L, (z). Logo
f™(Tn(z)) DV e obtemos o intervalo H,(z).

Desta forma obtemos todos os ingredientes que comprovam o que queremos.

5.2  Propriedades Markovianas e Atratores Sel-

vagens

Demonstragao do Teorema 5: Assumimos que f nao possui atrator selvagem
e nem atrator periédico. Entao w(z) = [0,1] para quase todo =z € [0,1]. Assim

sendo o atrator métrico de f é o intervalo [0, 1]. Vamos analisar dois casos:

Caso 1: w(c) é um conjunto minimal.

Como w(c) nao é uma orbita peridédica temos que w(c) é um conjunto de Cantor
o qual nao é o atrator métrico de f. Como ja observamos w(z) = [0, 1] para
Lebesgue quase todo x. Portanto para cada y € [0, 1] \ w(c) existe uma sequéncia
k(n) — co com f*(™)(z) — y. Como todos os valores criticos de f¥(") pertencem a

w(c) concluimos que limsupr,(z) > 0 para quase todo z.
n—r00

Caso 2: w(c) ndo é um conjunto minimal.

Neste caso, pelas Proposigoes 5.1 € 5.2, f induz uma aplicacao Markov.

Assumimos agora que f induz uma aplicacao de Markov. Neste caso existe uma
aplicacao 1 definida em um conjunto aberto de [0, 1] cuja medida de Lebesgue é
total. Em cada componente conexa deste conjunto % coincide com um iterado fixo
de f o qual é um difeomorfismo com distor¢ao limitada, derivada uniformemente
maior do que 1 e cuja imagem é um intervalo /. Assim sendo 1 possui uma medida

invariante ergddica e absolutamente continua em relacao a medida de Lebesgue.
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Pelo Teorema 2 resulta que o atrator métrico de f é o intervalo [0, 1]. Isto conclui

a prova do teorema.



CAPITULO 6

A Aplicacao de Fibonacci

Seja §7 o conjunto das aplicacoes f € § de grau dois que possuem um tinico
ponto critico o qual é um ponto de inflexdo que denotaremos por c. A Figura 6.1

mostra um esbog¢o do gréfico de uma tal aplicacao.

Neste capitulo estudaremos as aplicacées f € §2 que exibem um tipo combi-
natério especifico. Seja {I,}:2, a sequéncia definida por I = [0,1] e [, = N(1,,).
Dizemos que f é uma aplica¢io de Fibonacci se a aplicacao de primeiro retorno
Sn+1

de I, denotada por ¢, é tal que ¢,1,,, = sy
numeros de Fibonacci. Relembramos que os mimeros de Fibonacci sao definidos

onde {s,}22, é a sequéncia dos

tomando so = 51 =1 € Sp41 = Sp+S,-1, para n > 1. Quaisquer duas aplicagoes em
3§71 que nao possuam atratores periédicos (como elas também nao possuem interva-
los errantes) sao topologicamente conjugadas. Porém, devido a grande importancia
do ponto de inflexao estaremos interessados apenas em conjugagoes topolégicas que
preservam este tipo de ponto. No que se segue estabeleceremos algumas proprie-

dades das aplicacoes de Fibonacci.

Lema 6.1. Sejam f € §2 uma aplicagio de Fibonacci, a sequéncia {I,}5>, definida
acima e ¢, a aplicagiao de primeiro retorno de I,. Entdo, paran > 1, verificam-se

as sequintes propriedades:
1. Além do dominio de retorno I,y C I, existe dominio de retorno M,y C I,
t(ll que ¢n|]\/[n+1 = ¢n—l|]\/fn+1 s

2. Os dominios I, e M, alternam de lado a medida que n varia e Orgl|lpys =

¢n—1 o ¢n|ln+2 .

42
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)

Figura 6.1: Uma aplicagao f € §?

Y
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3. A drbita positiva do ponto de inflexdo ¢ denotada por orb*(c) € tal que

orb*(c) C (UiZo" fi(Tn)) U (Uszg' ™" 7 (M),

4. O conjunto w(c) € um conjunto de Cantor minimal.

Demonstracgao:

Inicialmente temos Iy = [0, 1] e existem intervalos I;, M; C Iy os quais sao os
dominios dos ramos de ¢9 = f. Entao as propriedades referentes as partes (1) e
(2) do lema se verificam trivialmente para n = 0. Para n > 0 temos que ¢, é a
aplicagao de primeiro retorno a I, e ¢, aplica o intervalo I,,;; C I, monotonamente
sobre [,. Portanto existe intervalo M, 1o C I,y tal que ¢,(Mpyy2) = [,41. Disto

segue a parte (1) do lema. Veja a Figura 6.2 que mostra f°".

Para n > 1 temos que I42 C Lip1 e que ¢p(lng2) C dn(lnt1) = L. Co-
mo ¢ur,,, = ISIZJ:N resulta que Iop1 () @n(Lng2) = 0 e que ¢p(lny2) C My
Concluimos que ¢pi1(lnt2) = Pn1 © Gu(lny2) = I[p1 e portanto Priillngs =
$n-1 © Pn|1,,,- Isto prova a parte (2) do lema. A parte (3) segue do fato de que

I,11 € M, sao os unicos dominios de retorno a [, visitados pela dorbita positiva

de c.

A parte (3) do lema implica que para todo & € w(c) e todon > 1, orb*(z)N 1, #
(. Os intervalos I,, sao encaixantes e decrescem a c. Entao para cada z € w(c)
temos que w(z) contém ¢, logo w(c) é um conjunto minimal. Obviamente também
é um conjunto de Cantor pois nao é uma orbita periddica e f ndo possui intervalos

errantes. Com isto finalizamos a prova do lema.

6.1 O Itinerario do Ponto Critico

Para estudarmos aspectos combinatdrios das aplicagoes de Fibonacci introdu-
zimos alguns conceitos ralacionados a bem conhecida teoria de Milnor-Thurston
[MTS8S8]. Inicialmente consideramos o conjunto ¥ = {E, D}" das sequéncias unila-

terais infinitas munido da métrica dada pela distancia
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A’]n+1 1n+1

Figura 6.2: Dominios de ¢, visitados por orb™(c)
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S o 9’i7 1
d0,7) = :%’
1=0

onde 8(0;,v:) =1 se 0; # vi e 6(0;, ) = 0 se 6; = ;.

Dada uma aplicagao f € §, suponhamos sem perda de generalidade que M, esta
a esquerda de ;. Seja Xy o conjunto de todos os x € [0,1] tais que f'(z) & {0, 1},
para todo 2 > 0. Dado z € X definimos o seu itinerdrio I(f,z) € ¥ de tal
forma que I;(f,z) = E se fi(z) € M, e Li(f,z) = D se fi(z) € I,. Como é
facil de verificar a aplicacao I(f,-) de Xy em ¥ é continua e sobrejetora. Também
podemos introduzir em ¥ uma ordem lexicografica < do seguinte modo: primeiro
dizemos que E é menor do que D e denotamos por £ < D. Entao, dadas 8, y € ¥
distintas dizemos que § < 7y se 0; < 7;, onde 7z > 0 e menor tal que 0; # ;. Como
f nao possui atratores periddicos e nem intervalos errantes resulta que z < y se, e

somente se I(f,z) < I(f,vy).

Como observamos antes, quaisquer duas aplicagoes em §, que nao possuam
atratores periodicos sao topologicamente conjugadas. Mas devido a grande im-
portancia que a érbita do ponto de inflexdao de uma tal aplicacao possui vamos
estar interessados apenas em conjugagoes topoldgicas que preservam estas orbitas.
Dadas entao f, g € §, dizemos que f e g sdo fortemente conjugadas se elas sao
topologicamente conjugadas por uma conjugacao que aplica o ponto de inflexao de
f no ponto de inflexao de g.

O lema a seguir garante que o itinerario Zy = I(f, ¢) do ponto de inflexao ¢ de
uma aplicagdao de Fibonacci esta univocamente determinado. Isto nos permitira

concluir que quaisquer duas aplicagoes de Fibonacci que nao possuem atratatores

periddicos ou intervalos errantes sao fortemente conjugadas.

Lema 6.2. Seja f € §, uma aplicagio de Fibonacci cujo ponto de inflexdo € c.

Entao temos que:

1. I,,.,(c) = I,,,,(c)I,,(c), onde para k > 0, Zy(c) denota a k-upla

Io(f,c)... Ia(f,c) que corresponde aos k primeiros simbolos de Z;.

2. Se f, g € §, sao aplicagies de Fibonacci que nao possuem atratores periodicos

entio f e g sio fortemente conjugadas.
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Demonstracao:
Inicialmente observamos que [y, M,y; C I, sao os dominios de retorno a I,
cujas 6rbitas, pelo Lema 6.1, cobrem a drbita orb™(c). Também relembramos que
estamos assumindo que [, esta a direita de M, e que I, e M, alternam de lado

quando n varia.

Temos que ¢ € I; e analisando a 6rbita de I concluimos que Zy(c¢) = DE.
Como f?*(c) € M, C I; temos que I,(f*(c)) = Zi(c) = D. Como Iz(c) = DED
resulta que a parte (1) é verdadeira para n = 1. Para n > 2 arbitrdrio temos que
¢ € Iy, fo4'(c) € Myy1 € My, C I,. Portanto o itinerdrio de c e de [,y até
0 (Sn41 — 1)-ésimo iterado sao ambos dados por Z;,, (c). O itinerdrio de f*r+(c)
e My até o (s, — 1)-ésimo iterado sao ambos dados por Z;,(c). Assim sendo a

parte (1) do lema segue-se.

Para provar a parte (2) relembramos que a aplicagdo Z(f,-) é um homeomor-
fismo crescente de (X, <) sobre (X, <). O andlogo ocorre para Z(g,-). Entao,
concluimos que ¢ = Z7!(g,-) o Z(f,-) é um homeomorfismo de X; sobre X,. E
facil verificar que ¢ conjuga fx, e g|x,- Como Xy e X, sdo densos em [0, 1] resulta
que ¢ se estende a um homeomorfismo de [0, 1] que conjuga f e g. Da parte (1)
deste lema segue que 7y = 7, e portanto ¢ aplica o ponto de inflexao de f no ponto

de inflexao de g como queremos.

O Lema 6.2 permite-nos determinar completamente o itinerario Z; de uma apli-
cacao de Fibonacci f. De fato, temos que 7, (c) = I(c) = DE e Z;,(c) = Zi(c) =
D. Portanto Zy,(c) = DED, Z,,(c) = DEDDE , I, (c) = DEDDEDED,
Zs(c) = DEDDEDEDDEDDE, etc.

Lema 6.3. Se f\ para A € [0,1] € wma familia continua de aplicagoes em §, tal
que fr(cy) varia de 0 até 1 entdio existe A€ [0,1] tal que f5 € uma aplicagio de

Fibonaccs.

Demonstracgao:
Podemos assumir sem perda de generalidade que o dominio de retorno ;(A) estd
a direita de M;()). Seja Iy = (lo, I1, I5,...) o itinerdrio de c associado a uma

aplicagao de Fibonacci f. Dado p € [0, 1] definimos o ponto z, € I;()\) como sendo
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o unico ponto tal que I(fy,z\) = Zy = I(f, c). Denotamos por L.(\) e Lg4()\) os
extremos esquerdo e direito do intervalo [, respectivamente. Das hipdteses do lema
segue que ) € L¢(A) < Lqg(A) variam continuamente com A. Por outro lado é ficil
de verificar que se fy(cy) estd suficientemente préximo de L.()) entdo z) > fi(cy)
e se fi(cy) esta suficientemente proximo de Lg(\) entdo zy < fi(cy). Portanto

existe \ tal que fi(ex) = fa(zy) e o lema segue-se.

6.2 Limitacao das Razoes de Escala

Para uma aplicacao f € § em geral provamos que existem limites a priori reais
em pontos recorrentes e nao-periodicos. Para uma aplicagao de Fibonacci f € §?

podemos obter o seguinte teorema.

Teorema 6. Se f € §? € uma aplicagio de Fibonacci entdo os dominios de re-
torno I, e M, dados pelo Lema 6.1 estio centralizados em I,_,. Em particular
as sequéncias |I,|/|L,| (onde L, € a menor componente conexa de I,y \ I,,) €

limitada.

Demonstragao:
Consideramos os dominios de retorno [,,, M,, C I,_; dados pelo Lema 6.1. Sem

perda de generalidade podemos considerar o intervalo I, a direita de M,,.

Observamos que se [, esta centralizado em [,,_; entdo, resulta pelo Lema 1.1 que
ambos os dominios [,,4, € M, estao centralizados em I,,. Se M, estd centralizado
em /,_; entao pelo mesmo lema resulta que [, esta centralizado em I,, e ambos

os dominios /49 € M, 2 estdo centralizados em [,4,.

Consideramos a constante § > 0 e a é-vizinhanca M, dadas pelo Lema 1.3
aplicado a I,,, M,, C I,_,. Pelos Lemas 1.1 e 1.4 resulta que se ambos os lados
de um dominio de retorno J, C I,_; sao §/2-pequenos entao ¢,_y;, tem derivada
limitada. Sendo assim concluimos que quaisquer dois dominios fundamentais de
$n-11J, que sejam vizinhos sdo comensuraveis. Suponhamos entdao que ambos os
lados de I,, C I,_; sdo 6/2-pequenos e seja D C M, 4, C I, o dominio fundamental
de ¢n_1j1, que contem ¢,(c) = ¢n_3 © ¢po_1(c). Como ¢,_1(D) C I, resulta que D
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esta centralizado em [, e portanto segue que I,15 C ¢;Illn+1 (D) esta centralizado
em I,4;. Suponhamos agora que ambos os lados de M,, C I,,_; sao §/2-pequenos e
seja D C M, o dominio fundamental de ¢,_2ar, que contem ¢,_;(c). Temos que D
esta centralizado em 7,,_; e portanto segue que I,1; C ¢,:1|1n(D) esta centralizado

em /,.

Resta entao analisarmos os casos tais que ambos os dominios M,, I, C [,_,
possuem um lado §/2-pequeno e um lado §/2-grande. Observamos que podemos
assumir que ¢,_;(c) estd no lado 6/2-grande de M,. Caso contririo o dominio
fundamental D C M, de ¢,_oum, que contém ¢,_i(c) estaria centralizado em I,,_,
e poderiamos repetir o argumento acima. Analogamente podemos assumir que
Gn-2 © Pn_1(c) = ¢u(c) esta no lado 6/2-grande de I,. Resulta entdo que M, estd

contido no lado 6/2-grande de I, e I, esta contido no lado ¢§/2-grande de M,.

Seja M a §-vizinhanca dada pelo Lema 1.3 aplicado a I, C I,,_;. O intervalo
Y = MUI,_, éuma d/2-vizinhanga de I,, que intersepta no maximo 3 dos intervalos
f(L), ..., f"7(1,) e assim sendo podemos aplicar o Lema 1.4 a aplicacio ¢, e

1 ; e
My, (In+1)) estd centralizado em 41

n|

. —~1
concluir que Iy, C ¢77-_1|1n+1(

Com intuito de estudar a densidade dens(orb*(c),c) introduzimos as razdes
|1n|/|Cn| e | M) /| Dy |, onde Cy, é a menor componente conexa de I,,_; \ (1,UM,,) ad-
jacente a I, e D, é a menor componente conexa de I,,_, \ (,U M,,) adjacente a M,,.
Dentre outros fatos o teorema a seguir implica que a densidade dens(m, c) é

menor do que 1.
Teorema 7. As sequéncias |I,|/|Cn| € |My,|/|Dn| associadas a uma aplicagio de

Fibonacci f € §2 sao limitadas.

Demonstracgao:

Este teorema é uma consequéncia imediata do Lema 1.1 e do Teorema 6.
=

Corolario 6.1. 1. Ezxistem intervalos Z, tais que I, estd centralizado em Z, e

(Za \ I,)Norbt(c) = 0.
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2. Euwiste £ < 1 tal que dens(orbt(c),c) < € e portanto a medida de Lebesgue de

orb*(c) € nula.

Lema 6.4. Sejam f € §; uma aplicagdio de Fibonacci, a sequéncia {I,}°2, definida
anteriormente e ¢, a aplicagao de primeiro retorno de I,. FEntdo, paran > 1,

verificam-se as sequintes propriedades:

1. nM,,, € um difeomorfismo de distor¢do limitada, isto é: existe constante

M < oo tal que para todo z,y € M,y verifica-se que

$,(2)

M.
¢n(y) %

2. Gnilpyy = Lo fir,,,, onde L € um difeomorfismo de distor¢ao limitada.
3. Existe constante C' < oo tal que para todo x € I,y verifica-se que
C Al — ol < |#(x) — B(e)] < C A — el

onde | € a ordem do ponto de inflexdo ¢ e A, € a sequnda derivada ¢, (c).

Demonstragao:

Veja o Lema 3.5.

6.3 Propriedades Markovianas de uma Aplicagao

de Fibonacci

Como vimos no Capitulo 5, um instrumento 1til para a analise da existéncia ou
nao de atratores selvagens sao as propriedades Markovianas da aplicacao dada. A
partir de uma aplicacao de Fibonacci podemos construir uma aplicacao de Markov
topoldgica.

Consideramos uma aplicacao de Fibonacci f € §F* que nao possui atrator pe-

riédico. A aplicagao de Markov topoldgica F' que construiremos esta relacionada
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com as aplicagdes de primeiro retorno ¢, definidas anteriomente. Esperamos que
esta aplicacao possua propriedades métricas suficientes para se decidir sobre a
existéncia ou nao de atratores selvagens. Veja as figuras 6.3 e 6.4 para uma melhor

visualizagao da construcdo a seguir.

Inicialmente definimos os pontos z_; =0, zo =1 e z; tal que M; = (z_,7,) e

I, = (21, x0). Definimos também F' de modo que

]—’I.I.' 1,1‘1) fla: 1,1‘1)

a qual é um difeomorfismo sobre (z_1, z¢). Observamos que existe um ramo critico
i 2) © qual é um homeomorfismo sobre (z_1, o) e cujo valor critico f*!(c) esta

em (z_1,21).

Existe z; € (z1,%0) tal que f°'(z3) = z;. Definimos entao F' de modo que

Fl(rszo) = fls(i"f2 +%0)

a qual é um difeomorfismo sobre (z;,zp). Existe também um ramo critico JiGor,22)

o qual ¢ um homeomorfismo sobre (z_1,20) e cujo valor critico f*2(c) estd em

(22, o).
Procedemos por inducao. Assumimos que estao definidos os pontos
So2n—2 , .
L1y L0y » ~ 5 T2y PIn=1y PUE Fios, sirsna] = fl(m"zn szam1) & qual é um difeomorfis-

2n—1

mo de (22,3, Zan—1) sobre (z_;, T2,_2). Também existe o ramo critico f| (o Farea)
n—1, n—

o qual é um homeomorfismo sobre (22,3, o) € cujo valor critico f*2"-1(c) esta em
($2n—3, -’C2n—1)-
Escolhemos entao 3, € (T2n-1,%2,—2) tal que f*2»-1(z3,) = T2,_1. Definimos

entao F' de modo que

o S2n—1
FI("”?"’“""—’) - fl(f’zn,rzn—z)
a qual é um difeomorfismo sobre (z3,-1,2¢). Existe também um ramo critico
; . T
fl(xzn L am) © qual € um homeomorfismo sobre (z_y, 2,-2) e cujo valor critico f*2(c)
estd em (Zon, Tan_2)-

Para finalizar a indugao escolhemos 2,11 € (2201, 22,) tal que f*2n(z9,41) =

T2,. Definimos entao F' de modo que
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Figura 6.3: Markov Topoldgica

2n
Ton—1,22n41)

_rs

Fl($2n—1,22n+1) = fl(

a qual é um difeomorfismo sobre (z_1, 3,). Observamos ainda que existe também
um ramo critico f2"*!

[(z2n+1,72n)
valor critico f*2+1(c) estd em (22,1, T2n41)-

o qual é um homeomorfismo sobre (2¢, z2,—2) € cujo
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Figura 6.4: Quatro ramos de retorno
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