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Não desça,s os degraus do sonho para, não
despertar os monstros. Não su,ba,s o,os sótãos

on,de os deuses, por trás da,s s'ua.s 'm,isca,ra,s,
ocu,l,ta'm o pró'p'üo enigma. Não desçam, não
s'upas, $cü. O 'mistério está é llü tua uãdcb! E
u,m se'nho to'u,co este 'n,osso mu,n,do.

Mário Quintana

Não desças os degraus do sonho para não 
despertar os monstros. Não subas aos sótãos 
- onde os deuses, por trás das suas máscaras, 
ocultam o próprio enigma. Não desças, não 
subas, fica. O mistério está é na tua vidal É 
um sonho louco este nosso mundo ... 

Mário Quintana 
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Resumo

Neste trabalho são estudados sistemas mecânicos e sistemas lagrangeanos vincula-
dos. Urn uz'óculo V' na variedade diferenciável M, chamada espaço de configurações,
é uma subvatiedade mergulhada do esl)aço de fase das velocidades TM, tal que a res.
trição da projeção do vibrado tangente rM : TM --> M a '#' seja uma submersão. As
trajetórias de tais sistemas são definidas e analisadas através de generalizações das
formulações e resultados existentes no caso em que %' é um vínculo linear lias veloci-
dades, i.e., um subfibrado vetorial do vibrado tangente rM : TM } M. O princípio de
d'Alembert e o princípio da ação estacionária de Harnilton (aLiavés do qual se define a
chamada r?zecc27zica 'uakonómàca) são generalizados, e são analisadas propriedades dos
sistemas dinâmicos obtidos. No caso particular em que a lagrangeana L é a energia
cinética induzida pelo censor métrico da variedade riemanniaila (M, g), obtém-se uma
generalização da geometria sub-riemanniana

Abstract

The present work concerns the analysis of mechanical and Lagrangian systems with
kinematic constraints. A corz$traint %' on a diíTerentiable manifold M, the se called
configuration space, is a smooth embedded sublnanifold of the velocity phase space
TM, suco that the restriction of the tangent bundle pro.jection rM : TM > M to W
is a submersion. The trajectories of such systems are defined anel analysed through
generalizations of the corresponding formulations and resulta existent in the linear
constraint case, that is, %' is a smooth vector sub bundle of rM : TM > M. The
d'Alembert principie and Hamilton's principie of sLationary action (through which the
se called uakorzornic mecharzics is defined) are generalyzed, and the properties of the
dynamical systems thus obtained are analysed. If the Lagrangian L is the kinetic
nnergy inditced by the rnetric censor of thc Riematinian rnanirold (M,g), Lhe prescnl
folmulation on col)strained lagrangian systems amounts to a generalization of sub-
Riemannian geometry.

lx

Resumo: 

Neste trabalho são estudados sistemas mecânicos e sistemas lagrangeanos vincula­
dos. Um vínculo crf na variedade diferenciável M, chamada espaço de configurações, 
é uma subvariedade mergulhada do espaço de fase das velocidades TM, tal que a res­
trição da projeção do fibrado tangente TM : TM ➔ M a 'íf seja uma submersão. As 
trajetórias de tais sistemas são definidas e analisadas através de generalizações das 
formulações e resultados existentes no caso em que 'íf é um vínculo linear nas veloci­
dades, i.e., um subfibrado vetorial do fibrado tangente TM : TM ➔ M. O princípio de 
d'Alembert e o princípio da ação estacionária de Hamilton (através do qual se define a 
chamada mecânica vakonômica) são generalizados, e são analisadas propriedades dos 
sistemas dinâmicos obtidos. No caso particular em que a lagrangeana L é a energia 
cinética induzida pelo tensor métrico da variedade riemanniana (M, g), obtém-se uma 
generalização da geometria su b-riemanniana. 

Abstract: 

The present work concerns the analysis of mechanical and Lagrangian systems with 
kinematic constraints. A constraint 'íf on a differentiable manifold M, the so called 
configuration space, is a smooth embedded submanifold of the velocity phase space 
TM, such that the restriction of the tangent bundle projection TM : TM ➔ M to 'íf 
is a submersion. The trajectories of such systems are defined and analysed through 
generalizations of the corresponding formulations and results existent in the linear 
constraint case, that is, 'íf is a smooth vector sub-bundle of TM : TM ➔ M. The 
d'Alembert principie and Hamilton 's principie of stationary action (through which the 
so called vakonomic mechanics is defined) are generalyzed, anel the properties of the 
dynamical systems thus obtained are analysed. If the Lagrangian L is the kinetic 
energy induced by the metric tensor of the Riemannian manifolcl (M, g), the present 
formulation on constrained lagrangian systems amounts to a generalization of sub­
Riemannian geometry. 
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Introdução

'Sistemas mecânicos" e "sistemas lagrangeanos" designam, neste trabalho, sistemas
dinâmicos em variedades diferenciáveis obtidos com base em duas abordagens, ambas
inspiradas na Mecânica Clássica: os primeiros, através da "lei de Newton" , e os segura

dos, através de princípios variacionais- No caso de sistemas não-vinculados, ambas as
abordagens são equivalentes. No caso de sistemas com vínculos lineares nas velocida-
des, elas coincidem se, e somente se, o vínculo for integrável. O caso de sistemas com
vínculos não-lineares é o que nos propomos a estudar.

Um sásfema mecânico c/ássáco ou, abreviadamente, um sistema mecázzÍco(vede
li91, [1], ]51, 1301 e [431), é uma terna (M, K, 7:), onde M é uma variedade diferenciáve],
K : TM --> R é uma função diferenciável, cuja restrição a cada abra do vibrado tangente
TM é uma forma quadrático positiva definida, e / : TM --> T*M é um morfismo de
vibrados diferenciáveis sobre M. Segundo a termino]ogia usual, M, TM, T*M, K e .F são
denominados, respectivamente, espaço de conágzirações, espaço de .fase das ue/ocidades,
espaço de .fase dos mo'lzze7}Íos, erze7yÍa cinética e campo de/terças erlerno. Estaremos
particularmente interessados nos casos em que o campo de forças externo .F:

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V C g(M), chamada ene yáa potencia/,
tal que (Vu, C TM) /'(z;q) = --dV(q) c T;M;

l2) é a força de Lorentz induzida por um campo magnético (vede 1661). Ou seja,
existe uma 2-forma fechada B C !22(M), chamada campo magrzétáco, tal que
definindnse g' : TM > T*M por

(Vq c M, u,,w, c T.M) <«,, g'(w.)> = B(u,, «,,)

tem-se .7' = g'

A energia cinética K define um censor métrico g em M (por polarização da forma
quadrático K em cada fibra de TM). Uma curva 7 em M diz-se um mouámerzto ou
&rnÜeíória .física do s stema rrzecânico (M, K, .F) se for solução da equação de JVewtorz:

.F(+) (V.+) (1)
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Introdução 

"Sistemas mecânicos" e "sistemas lagrangeanos" designam, neste trabalho, sistemas 
dinâmico? em variedades diferenciáveis obtidos com base em duas abordagens, ambas 
inspiradas na Mecânica Clássica: os primeiros, através da "lei de Newton", e os segun­
dos, através de princípios variacionais. No caso de sistemas não-vinculados, ambas as 
abordagens são equivalentes. No caso de sistemas com vínculos lineares nas velocida­
des, elas coincidem se, e somente se, o vínculo for integrável. O caso de sistemas com 
vínculos não-lineares é o que nos propomos a estudar. 

Um sistema mecânico clássico ou, abreviadamente, um sistema mecânico (vide 
[19], [1], [5], [39] e [43]), é uma terna (M, K, :F), onde M é uma variedade diferenciável, 
K : TM ➔ IR é uma função diferenciável, cuja restrição a cada fibra do fibrado tangente 
TM é uma forma quadrática positiva definida, e :F : TM ➔ T*M é um morfismo de 
fibrados diferenciáveis sobre M. Segundo a terminologia usual, M, TM, T*M, K e F são 
denominados, respectivamente, espaço de configurações, espaço de fase das velocidades, 
espaço de fase dos momentos, energia cinética e campo de forças externo. Estaremos 
particularmente interessados nos casos em que o campo de forças externo :F: 

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V E J(M), chamada energia potencial, 
tal que (\lvq E TM) :F(vq) = -dV(q) E T;M; 

(2) é a força de Lorentz induzida por um campo magnético (vide [66]). Ou seja, 
existe uma 2-forma fechada B E 0 2 (M), chamada campo magnético, tal que, 
definindo-se ?J/ : TM ➔ T*M por: 

tem-se :F = t!J/. 

A energia cinética K define um tensor métrico g em M (por polarização da forma 
quadrática K em cada fibra de TM). Uma curva , em M diz-se um movimento ou 
trajetória física do sistema mecânico (M, K, F) se for solução da equação de Newton: 

(1 ) 
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onde V é a conexão de Leva Civita de (M, g), p := gb : TM H T'M é a transformação
de Legendre induzida pelo censor métrico, e Vt denota a derivada covariante ao longa
de ' induzida por V. Denotandese gi := (gb)'i : T*M a TM e /] := gl o F (que
também será chamado de campo de /arçrzs), obtétn-se a seguinte forma equivalente da
equação(1) , que será usada mais freqüentemente

#(+) (2)

Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta última equação,
obtém se U nt('t) = À+(FÜ(+)) , o que :nostra que « soluções de (2) são as'«;:«s
inZegraás de base (i.e., as projeções em M das suas curvas integrais) do campo de
segullda ordem Xr C X(TM) definido por, para todo uq c TM:

XF(«.) s(«,) + À.. (j''(«,)) (3)

onde S é o spray geodésico de (M,g) (i.e., definido pela conexão de Leva-Civita). O
campo de vetou'es Xr é o campo de Gáóós Maggi 4pÍ)el/ (GMAy do sustenta mecânico
L [V[ . ]\. .r ]

Quando o campo de forças externo for dado por uill potencial V C g(M), denotare-
mos o sistema mecânico por (M, K, V) ao invés de (M, K, --(!V o rM), e o campo Gh/IA
por Xv ao invés de X dVoa.-M

Um sísZem« /agra71geallo (vida lt91, jll, ISI, 1391 e 1431), é um par (M,L), onde M
é uma variedade diferenciável e L : TM --> R é uma função diferenciável, denominada
Zagrangeana2. A lagrangeana diz-se c/áss ca se for da forma L :: K -- V o rM, onde
K : TM --> R, chamada enery a c nétáca, é uma função diferenciável, cuja restrição a
cada fibra do vibrado tangente TM é cima forma quadrática positiva definida, como
anteriormente, e V c 8(M) , chamada energia pofencÍaZ.

As trajebórias de um sistema tagrangeano (M, L) são definidas através do principia
de Hamilton da ação estacionária: uma curva 7 : la,ól } M diz se uma érnUeÍóha
do sistema /agrangearzo (M,L) se for de classe C: e se for um ponto estacionário do

/uncío?zal de Zagrange .g ; ,y -} /aÓL('t) na variedade de Banach C:(M, la, ól,p,ç) :=
{a : la,ól H M l a C C:,a(a) = p,a(ó) = q}, onde p = 7(a),q = 7(b) c M. Ou,
equivalentemente, ' : la,ól q M é LrajeLória do sistema lagrangeano (M, L) se for
solução das equações de Euler-Lagrange clássicas da lagrangeana L, que, localmente,

'estailomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva j161 no contexto de sistemas nãc-holonõmicos
lineares

:zmàis geralmente, poder-se-ia considerar uma função diferenciáve] L : TM x ]R -+ R, chamada
Zagrangeana dependente do tempo, mas neste texto serão consideradas apenas lagrangeanas indepen-
dentes do tempo

4

onde "v é a conexão de Levi-Civita de (M, g), µ := gb : TM ➔ T*M é a transformação 
de Legendre induzida pelo tensor métrico, e "vt denota a derivada covariante ao longo 
de , induzida por "v. Denotando-se gtt := (l)- 1 

: T*M ➔ TM e ;:tt := glt o F (que 
também será chamado de campo de forças), obtém-se a seguinte forma equivalente da 
equação (1), que será usada mais freqüentemente: 

(2) 

Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta última equação, 
obtém-se '!f/- - H-y('y) = À-y (Flt(7)), o que mostra que as soluções de (2) são as curvas 
integrais de base (i .e., as projeções em M das suas curvas integrais) do campo de 
segunda ordem XF E x(TM) definido por, para todo Vq E TM: 

(3) 

onde S é o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexão de Levi-Civita). O 
campo de vetores X F é o campo de Gibbs-Maggi-Appell (GMA)1 do sistema mecânico 
(M,K,F). 

Quando o campo de forças externo for dado por um potencial V E J(M), denotare­
mos o sistema mecânico por (M, K, V) ao invés de (M, K, - dV o r M) , e o campo GMA 
por Xv ao invés de X - dVo-rM' 

Um sistema lagrangeano (vide [19), [1], [5], [39) e [43)) , é um par (M , L), onde M 
é uma variedade diferenciável e L : TM ➔ lR é uma função diferenciável, denominada 
lagrangeana2. A lagrangeana diz-se clássica se for da forma L = K - V o r M, onde 
K : TM ➔ JR, chamada energia cinética, é uma função diferenciável, cuja restrição a 
cada fibra do fibrado tangente TM é uma forma quadrática positiva definida, como 
anteriormente, e V E J(M) , chamada energia potencial. 

As trajetórias de um sistema lagrangeano (M , L) são definidas através do princípio 
de Hamilton da ação estacionária: uma curva , : [a, b) ➔ M diz-se uma trajetória 
do sistema lagrangeano (M , L) se for de classe C1 e se for um ponto estacionário do 
funcional de Lagrange 5L' : , t--+ J: L('y) na variedade de Banach C1 (M, [a, b), p, q) := 
{a: [a,b] ➔ M I a E C1, a(a) = p,a(b) = q}, onde p = ,(a), q = , (b) E M. Ou, 
equivalentemente, , : [a, b] ➔ M é trajetória do sistema lagrangeano (M , L) se for 
solução das equações de Euler-Lagrange clássicas da lagrangeana L, que, localmente, 

1esta nomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva [16) no contexto de sistemas não-holonôrnicos 
lineares. 

2 mais geralmente, poder-se-ia considerar uma função diferenciável L : TM x IR ➔ IR, chamada 
lagrangeana dependente do tempo, mas neste texto serão consideradas apenas lagrangeanas indepen­
dentes do tempo. 
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tomando um sistema de coordenadas (q:, . . . , g") em M", se escrevem

d ÕL al
dí ad' aq* '

para 1 < k < n. E bem conhecido o fato de que, se L for uma lagrangeana clássica,
então as trajetórias do sistema lagrangeallo (M, L) coincidem com as trajetórias do
sistema mecânico (M, K, V). Vide mais detalhes no capítulo 1, seção (2.1)

Deíiniremos, agora, sistemas com vínculos. Um uúzcuZo no sistema mecânico (M, K, F)
ou no sistema ]agrangeano (M , L) é um subconjunto g do espaço de fase das velocidades
TM, no qual impomos que estejam contidas as possíveis velocidades das trajetórias do
sistema. Chamamos (M, K, F, %') e (M, L, %'), respectivamente, de sistema rnecárzico
vinculado e sÍõfema /agrangeano u ncuZado. Dizemos que uma curva ' em M é um
movimento ou frcÜefórêa compatz'ue/ com o uÍhcu/o, ou ainda Àorãzonfa/ ao uáhcu/o, se
o seu vetar tangente em cada ponto do seu domínio pertence a %'

Precisamos determinar condições para que as trajetórias do sistema mecânico vin-
culado (M, K, F, %') e as do sistema lagrangeano vinculado (M , L, r) sejam compatíveis
com o vínculo W. Em geral, as trajetórias físicas do sistema mecânico(sem vínculos)
(M, K, F), ou seja, as soluções da equação (l.lO), não são compatíveis com o vínculo @

Do ponto de vista da Física, isto ocorre porque, em geral, para que as trajetórias sejam
compatíveis com o vínculo, o mesmo deve exercer uma "força de reação". O mesmo vale
para as trajetórias do sistema lagrangeano (M , L) l para obter-se trajetórias compatíveis
com o vínculo '#, é necessário generalizar o princípio de Hamilton.

O caso em que W é um subíibrado vetorial de TM, ou se.ja, o caso linear, é bem
conhecido e possui uma extensa literatura: desde textos clássicos, como l41, 16SI, 1451
e 1201 até trabalhos mais recentes e que utilizam a linguagem e técnicas da moderna
geometria diferencial, como 1241, j161, 1251, 1631, 1351, 181, 1491, e 1301, entre outros

No presente texto, pretende-se fazer um estudo de sistemas mecânicos e sistemas
lagrangeanos com vínculos não-lineares nas velocidades; ou seja, consideraremos siste-
mas em que o vínculo %' é um subconjunto do vibrado tangente mais geral do que um
subfibrado vetorial.

Historicamente, até onde sabemos, o primeiro exemplo de sistema mecânico com
vínculos não-lineares nas velocidades foi proposto por Appell vide 1313. Desde então,
a teoria de sistemas com vínculos não-lineares nas velocidades tem atraído o interesse
de muitos pesquisadores, matemáticos e físicos vide j611, 1621, 1601, 1261, 1271, j2SI,
[61, 1641, 1401, j121, 1361, 1371, 1381, 171, 1131, 123] e referências citadas nestes artigos, entre
outros

3exemplo este que, recentemente, tem sido alvo de algumas críticas vede ]4i]
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tomando um sistema de coordenadas (q1 , ... , qn) em Mn, se escrevem: 

d 81 81 _ O 
dt Bel - oqk -

para 1 ~ k ~ n. É bem conhecido o fato de que, se 1 for uma lagrangeana clássica, 
então as trajetórias do sistema lagrangeano (M, 1) coincidem com as trajetórias do 
sistema mecânico (M, K, V). Vide mais detalhes no capítulo 1, seção (2.1). 

Definiremos, agora, sistemas com vínculos. Um vínculo no sistema mecânico (M, K, F) 
ou no sistema lagrangeano (M, 1) é um subconjunto 1ff do espaço de fase das velocidades 
TM, no qual impomos que estejam contidas as possíveis velocidades das trajetórias do 
sistema. Chamamos ( M, K, F, 'iff) e ( M, 1, 'iff), respectivamente, de sistema mecânico 
vinculado e sistema lagrangeano vinculado. Dizemos que uma curva 'Y em M é um 
movimento ou trajetória compatível com o vínculo, ou ainda horizontal ao vínculo, se 
o seu vetor tangente em cada ponto do seu domínio pertence a 'iff. 

Precisamos determinar condições para que as trajetórias do sistema mecânico vin­
culado (M, K, F, 'iff) e as do sistema lagrangeano vinculado (M, 1, 'iff) sejam compatíveis 
com o vínculo 'iff. Em geral, as trajetórias físicas do sistema mecânico (sem vínculos) 
(M, K, F), ou seja, as soluções da equação (1.10), não são compatíveis com o vínculo 'iff. 
Do ponto de vista da Física, isto ocorre porque, em geral, para que as trajetórias sejam 
compatíveis com o vínculo, o mesmo deve exercer uma "força de reaçãd'. O mesmo vale 
para as trajetórias do sistema lagrangeano (M, 1); para obter-se trajetórias compatíveis 
com o vínculo 'iff, é necessário generalizar o princípio de Hamilton. 

O caso em que 1ff é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, o caso linear, é bem 
conhecido e possui uma extensa literatura: desde textos clássicos, como [4], [65), [45] 
e [20] até trabalhos mais recentes e que utilizam a linguagem e técnicas da moderna 
geometria diferencial, como [24], [16), [25), [63), [35], [8], [49), e [30], entre outros. 

No presente texto, pretende-se fazer um estudo de sistemas mecânicos e sistemas 
lagrangeanos com vínculos não-lineares nas velocidades; ou seja, consideraremos siste­
mas em que o vínculo 1ff é um subconjunto do fibrado tangente mais geral do que um 
subfibrado vetorial. 

Historicamente, até onde sabemos, o primeiro exemplo de sistema mecânico com 
vínculos não-lineares nas velocidades foi proposto por Appell - vide [3]3. Desde então, 
a teoria de sistemas com vínculos não-lineares nas velocidades tem atraído o interesse 
de muitos pesquisadores, matemáticos e físicos - vide [61], [62), [60], [26], [27], [28], 
[6], [64], [40], [12], [36], [37], [38], [7], [13], [23) e referências citadas nestes artigos, entre 
outros. 

3 exemplo este que, recentemente, tem sido alvo de algumas críticas - vide [41]. 
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Um exemplo concreto de uma classe de sistemas com vínculos não-lineares bastante
estudada é dado pela chamada ddnám ca ásoc nética, na qual o vínculo do sistema
mecânico é definido pela imposição de que a energia cinética permaneça constante
Este vínculo, proposto pela primeira vez por Hoover ]22], tem aplicações em mecânica
estatística lide, por exemplo, ]22], [521, j171 e [661. Outro exemp]o recente foi dado

por Cushman ef aZ. jil], no qual foi estudada uma partícula com spi7z, vista como sendo
um corpo rígido ao qual se impõe a condição de ser constante a norma do momento
angular. Outros exemplos são dados no capítulo 2, exemplo (2.1), dentre os quais o
caso do vínculo afim nas velocidades, um servomecanismo e um exemplo no qual se
propõe estudar o movimento de dois pontos no plano com a imposição de que suas
velocidades soam sempre paralelas

A multiplicidade de formulações e problemas relativos a sistemas com vínculos não.
lineares engloba:

sistemas lagrangeanos vinculados versus sistemas hamiltonianos vinculados

vínculos dados por sttbvariedades no vibrado tangente do espaço de configurações
M, vínculos dados por subvariedades no vibrado cotangente, vínculos dados por
distribuições no vibrado tangente ou no vibrado cotangente;

e sistemas obtidos com base em generalizações do princípio de d'Alembert versus
sistemas obtidos com base em princípios variacionais;

e sistemas definidos por equações diferenciais implícitas

conservação de energia, conservação de volume, simetrias e redução, hiperbolici
jade, propriedades minimizantes das trajetórias;

aplicações à economia(vede j10] e referências lá citadas) , teoria do controle ótimo
teoria dos circuitos elétricos, robótica, geometria sub.-riemanniana;

apenas para citar alguns dos temas envolvidos.
No entanto, nenhuma das formulações existentes se encontra bem consolidada na

literatura e, até os limites do nosso conhecimento, muitas propriedades válidas para
sistemas com vínculos lineares ainda não tinham sido estabelecidas no contexto não-

Na formulação apresentada neste texto, considerar se-á que g' é uma subvariedade
difêrenciável do vibrado tangerlte TM, tal que a restrição da projeção I'M : TM >M
a r seja uma submersão. Tal formulação generaliza aquela de IS71 e 1581, na qual
consideramos o caso particular em que %' é dado pela imagem inversa da seção nula

linear
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Um exemplo concreto de uma classe de sistemas com vínculos não-lineares bastante 
estudada é dado pela chamada dinâmica isocinética, na qual o vínculo do sistema 
mecânico é definido pela imposição de que a energia cinética permaneça constante. 
Este vínculo, proposto pela primeira vez por Hoover (22], tem aplicações em mecânica 
estatística - vide, por exemplo, (22], [52], [17] e (66]. Outro exemplo recente foi dado 
por Cushman et al. (11], no qual foi estudada uma partícula com spin, vista como sendo 
um corpo rígido ao qual se impõe a condição de ser constante a norma do momento 
angular. Outros exemplos são dados no capítulo 2, exemplo (2.1), dentre os quais o 
caso do vínculo afim nas velocidades, um servomecanismo e um exemplo no qual se 
propõe estudar o movimento de dois pontos no plano com a imposição de que suas 
velocidades sejam sempre paralelas. 

A multiplicidade de formulações e problemas relativos a sistemas com vínculos não­
lineares engloba: 

• sistemas lagrangeanos vinculados versus sistemas hamiltonianos vinculados; 

• vínculos dados por subvariedades no fibrado tangente do espaço de configurações 
M, vínculos dados por subvariedades no fibrado cotangente, vínculos dados por 
distribuições no fibrado tangente ou no fibrado cotangente; 

• sistemas obtidos com base em generalizações do princípio de d' Alembert versus 
sistemas obtidos com base em princípios variacionais; 

• sistemas definidos por equações diferenciais implícitas; 

• conservação de energia, conservação de volume, simetrias e redução, hiperbolici­
dade, propriedades minimizantes das trajetórias; 

• aplicações à economia (vide (10] e referências lá citadas), teoria do controle ótimo, 
teoria dos circuitos elétricos, robótica, geometria sub-riemanniana; 

apenas para citar alguns dos temas envolvidos. 
No entanto, nenhuma das formulações existentes se encontra bem consolidada na 

literatura e, até os limites do nosso conhecimento, muitas propriedades válidas para 
sistemas com vínculos lineares ainda não tinham sido estabelecidas no contexto não­
linear. 

Na formulação apresentada neste texto, considerar-se-á que Crfl é uma subvariedade 
diferenciável do fibrado tangente TM, tal que a restrição da projeção TM : TM ➔ M 
a CrfJ' seja uma submersão. Tal formulação generaliza aquela de (57] e [58], na qual 
consideramos o caso particular em que CrfJ' é dado pela imagem inversa da seção nula 
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de um vibrado vetorial S por um moríismo de vibrados diferenciáveis .f : TM --> S
:regulam" num certo sentido, e a dinâmica do sistema dada por uma lagrangeana clássica

L = K -- V o rM

Como será detalhado no capítulo 2, a hipótese de que rUIr : % > M sda uma
submersão é usada para garantir:

(a) que, para toda velocidade admissível pelo vínculo ug C K, exista um movimento
compatível com o vínculo ' : ( c, d q M cuja velocidade inicial +(0) coincida
com u,'

(b) a existência das estruturas de variedade de Banach nos espaços de curvas com-
patíveis com o vínculo, H"(M, Z, la, ól) = {a C Hk(M, la, ól) l a é compatível com
g'}, para k > 2 e C*(M,%', ja, ól) = {cv C C'(M, ja,ól) l a é compatível com r},
para A > l

As estruturas de variedade de Banach mencionadas em (b) são usadas para se
generalizar o princípio de Hamilton da ação estacionária para sistemas lagrangeanos
vinculados (M, L,r). A condição (a) é necessária para a existência de campos de
segunda ordem em '#, no sentido da definição (2.6) i.e., campos de velares em r
cujas curvas integrais sejam da forma +, onde ' é um movimento compatível com o
vínculo

A hipótese de que rU]V seja uma submersão também foi utilizada em ]36] como
uma condição de "regularidade" do vínculo. Em j13], esta hipótese é substituída por
duas outras condições, uma de "admissibilidade'' e outra de "compatibilidade"; em
1601, onde o vínculo é dado por uma distribuição no vibrado tangente do espaço de
configurações, e em 1641, onde o vínculo é dado por uma distribuição no vibrado cotan-
gente', a referida hipótese também é substituída por outros ingredientes, no sentido de
garantir a existência de campos de segunda ordem compatíveis com o vínculo

A organização do trabalho é a seguinte: no capítulo 1, são estudados sistemas
mecânicos e lagrangeanos sem vínculos. Tem-se por objetivo principal fixar notação
e introduzir algumas definições e técnicas a serem utilizadas nos demais capítulos.
As notações e definições introduzidas serão utilizadas de modo a permitir enunciar e

4Ttum vínculo "físico" , espera-se que a condição(a) seja satisfeita porque desejamos que as tra
jetórias do sistema mecânico ou lagrangeano vinculado sejam movimentos compatíveis com '#. Ou
sela, se existisse uma velocidade admissível uq c '# que não fosse a velocidade inicial de nenhum
movimento compatível com 'K, diríamos que o vínculo não estaria "bem posto:

sobservamos que vínculos dados por subvariedades no obrado tangente ou no vibrado cotangente
podem ser vistos como casos particulares destas foi'mutações, i.e., vínculos dados por distribuições
em abertos do vibrado tangente ou cotangente, respectivamentel basta considerar o caso em que as
distribuições são integráveis
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de um fibrado vetorial S por um morfismo de fibrados diferenciáveis f : TM --t S, 
"regular" num certo sentido, e a dinâmica do sistema dada por uma lagrangeana clássica 
L = K-VorM. 

Como será detalhado no capítulo 2, a hipótese de que íM l'tf : 'íf --t M seja uma 
submersão é usada para garantir: 

(a) que, para toda velocidade admissível pelo vínculo Vq E 'íf, exista um movimento 
compatível com o vínculo 1 : (-E, E) --t M cuja velocidade inicial i'(O) coincida 
com v 4 · q ' 

(b) a existência das estruturas de variedade de Banach nos espaços de curvas com­
patíveis com o vínculo, Hk(M, 'íf, [a, b]) = { a E Hk(M, [a, b]) 1 a é compatível com 
'íf}, para k ~ 2 e (k(M,'íf,[a,b]) = {a E (k(M,[a,b]) 1 a é compatível com 'íf}, 
para k ~ 1. 

As estruturas de variedade de Banach mencionadas em (b) são usadas para se 
generalizar o princípio de Hamilton da ação estacionária para sistemas lagrangeanos 
vinculados (M, L, 'íf). A condição (a) é necessária para a existência de campos de 
segunda ordem em 'rf, no sentido da definição (2.6) - i.e., campos de vetores em 'íf 
cujas curvas integrais sejam da forma 'Y, onde I é um movimento compatível com o 
vínculo. 

A hipótese de que TM 1,6' seja uma submersão também foi utilizada em [36] como 
uma condição de "regularidade" do vínculo. Em [13], esta hipótese é substituída por 
duas outras condições, uma de "admissibilidade" e outra de "compatibilidade"; em 
[60], onde o vínculo é dado por uma distribuição no fibrado tangente do espaço de 
configurações, e em [64], onde o vínculo é dado por uma distribuição no fibrado cotan­
gente5, a referida hipótese também é substituída por outros ingredientes, no sentido de 
garantir a existência de campos de segunda ordem compatíveis com o vínculo. 

A organização do trabalho é a seguinte: no capítulo 1, são estudados sistemas 
mecânicos e lagrangeanos sem vínculos. Tem-se por objetivo principal fixar notação 
e introduzir algumas definições e técnicas a serem utilizadas nos demais capítulos. 
As notações e definições introduzidas serão utilizadas de modo a permitir enunciar e 

4num vínculo "físico", espera-se que a condição (a) seja satisfeita porque desejamos que as tra­
jetórias do sistema mecânico ou lagrangeano vinculado sejam movimentos compatíveis com 'ef?. Ou 
seja, se existisse uma velocidade admissível Vq E "(f' que não fosse a velocidade inicial de nenhum 
movimento compatível com <(?, diríamos que o vínculo não estaria "bem posto". 

5observamos que vínculos dados por subvariedades no fibrado tangente ou no fibrado cotangente 
podem ser vistos como casos particulares destas formulações, i.e., vínculos dados por dist ribuições 
em abertos do fibrado tangente ou cotangente, respectivamente; basta considerar o caso em que as 
distribuições são integráveis. 
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demonstrar os resultados de forma "intrínseca", i.e., livre de coordenadas, como foi
feito na quase totalidade do texto. Este capítulo não contém resultados originais;
no entanto, padece-nos ser original a técnica de cálculo aqui introduzida, através de
:derivadas paralelas" e "derivadas nas fibras'

No capítulo 2, define-se "vínculo" e são estudadas algumas propriedades geométricas
do mesmo. São introduzidas algumas variedades de Banach de curvas cotnpatíveis com
o vínculo, as quais serão usadas posteriormente para generalizar o princípio da ação
estacionária de Hamilton. Até os limites do nosso conhecimento, as estruturas de
variedade de Banach de tais espaços não eram conhecidas.

No capítulo 3, são estudados sistemas mecânicos vinculados. Definimos um mo-

z;imertto ou Iralelóda Jbicrz do sistema mecá7zico vinculado (M, K, .F, %') como sendo
uma curva ' em M que seja compatível com o vínculo %' e que satisí'aça a equação de
Newton,

V.+ V .'y + R(+) (4)

para algum ca7npo de reações uãncu/ares admÍssÍbeZ R : 'é' --> TM ''admissível« no

sentido da deíillição (3.2) (vide também motivação que a precede)'
As trajetórias de d'AlemberL-Chetaev do sistema mecânico vinculado (M, K, J=', r)

são definidas a partir do campo de reações vincularem admissível .RA, que é o unico
campo de reações vinculares que tem a propriedade notável de minimizar a intensidade
da reação vincular (no conjilnto de todas as reações vinculares admissíveis), ou se.ja,
são definidas a partir do chamado ''princípio da vinculação mínima de Gauss". Tais
trajetórias já eram bem conhecidas na literatura, mas a sua caracterização através do
princípio da vinculação mínima teorema (A), parece-nos ser contribuição original
O teorema (B) é uma versão ern Lermos da forrnujação aqui proposta do bem conhecido
princípio de Hõlder" vide l61, 1131, e mostra que, no caso em que o campo de forças

externo é dado por lim potencial V c g(M), tal princípio é equivalente ao princípio da
vinculação mínima tal como formulado no teorema(A). No caso em que o vínculo é
linear, o campo de reações vincularcs H'i coincide cona o campo de reações vincularem
que define as trajetórias d'Alembertianas e caracterizado pelo fato de ser ortogonal ao

'com respeito a esta definição, uma observação nos parece ser pertinente: mesmo no caso linear.
i.e., na situação em que 'g é um subfibrado vetorial diferenciável do espaço de fase das velocidades TM
as trajetórias físicas do sistema mecânico vinculado(M, K, F, %') não ficam, em geral, determinadas
por uma condição inicial uç C '#. Isto ocorre porque, em geral, existem muitas escolhas possíveis
para o. campo de reações vincularem admissível R. Em outras palavras, aquilo que chamamos de
vínculo" deveria ser chamado, mais precisamente, de "vínculo cinemátíco" . Um "vínculo físico" não

fica caracterizado apenas por suas propriedades cinemáticas; também é necessário considerar as suas
propriedades dinâmicas(ou seja, propriedades que permitam determinar a "força de reação"). Isto
é um fato que muitas vezes tem passado despercebido na literatura(havendo uma certa tendência a
poial'izai o estudo na dicotomia "mecânica d'Alembertiana" versus "mecânica vakonâmica")
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demonstrar os resultados de forma "intrínseca", i.e., livre de coordenadas, como foi 
feito na quase totalidade do texto. Este capítulo não contém resultados originais; 
no entanto, parece-nos ser original a técnica de cálculo aqui introduzida, através de 
"derivadas paralelas" e "derivadas nas fibras". 

No capítulo 2, define-se "vínculo" e são estudadas algumas propriedades geométricas 
do mesmo. São introduzidas algumas variedades de Banach de curvas compatíveis com 
o vínculo, as quais serão usadas posteriormente para generalizar o princípio da ação 
estacionária de Hamilton. Até os limites do nosso conhecimento, as estruturas de 
variedade de Banach de tais espaços não eram conhecidas. 

No capítulo 3, são estudados sistemas mecânicos vinculados. Definimos um mo­
vimento ou trajetória física do sistema mecânico vinculado (M, K, F, <ef') como sendo 
uma curva , em M que seja compatível com o vínculo <ef' e que satisfaça a equação de 
Newton: 

"vá= - grad V o,+ R(-y) (4) 

para algum campo de reações vinculares admissível R : <ef' ---1 TM - "admissível" no 
sentido da definição (3.2) (vide também motivação que a precede)6• 

As trajetórias de d'Alembert-Chetaev do sistema mecânico vinculado (M,K,F, <ef') 
são definidas a partir do campo de reações vinculares admissível RJ., que é o único 
campo de reações vinculares que tem a propriedade notável de minimizar a intensidade 
da reação vincular (no conjunto de todas as reações vinculares admissíveis) , ou seja, 
são definidas a partir do chamado "princípio da vinculação mínima de Gauss" . Tais 
trajetórias já eram bem conhecidas na literatura, mas a sua caracterização através do 
princípio da vinculação mínima - teorema (A), parece-nos ser contribuição original. 
O teorema (B) é uma versão em termos da formulação aqui proposta do bem conhecido 
"princípio de Holder" - vide [6], [13], e mostra que, no caso em que o campo de forças 
externo é dado por um potencial V E J(M), tal princípio é equivalente ao princípio da 
vinculação mínima tal como formulado no teorema (A). No caso em que o vínculo é 
linear, o campo de reações vinculares RJ. coincide com o campo de reações vinculares 
que define as trajetórias d' Alembertianas e caracterizado pelo fato de ser ortogonal ao 

6com respeito a esta definição, uma observação nos parece ser pertinente: mesmo no caso linear, 
i.e., na situação em que <ef' é um subfibrado vetorial diferenciável do espaço de fase das velocidades TM, 
as trajetórias físicas do sistema mecânico vinculado ( M, K , F, Cef') não ficam, em geral, determinadas 
por uma condição inicial Vq E <ef'. Isto ocorre porque, em geral, existem muitas escolhas possíveis 
para o campo de reações vinculares admissível R. Em outras palavras, aquilo que chamamos de 
"vínculo" deveria ser chamado, mais precisamente, de "vínculo cinemático". Um "vínculo físico" não 
fica caracterizado apenas por suas propriedades cinemáticas; também é necessário considerar as suas 
propriedades dinâmicas (ou seja, propriedades que permitam determinar a "força de reação") . Isto 
é um fato que muitas vezes tem passado despercebido na literatura (havendo uma certa tendência a 
polarizar o estudo na dicotomia "mecânica d'Alembertiana" versus "mecânica vakonômica"). 
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vínculo vide 1301. E neste sentido qite o "princípio da vinculação mínima de Gauss'
enunciado no teorema(A) generaliza o "princípio de d'Alembert" , através do qual se
definem as trajetórias d'Alembertianas no caso linear

A seguir, na seção (4) , obtivemos condições para que o campo de velares de segunda
ordem que deâne as trajetórias de d'Alembert-Chetaev, Xr c T(r), no caso em que
a força externa F é dada por um potencial V c g(M), conserve a energia mecânica
K + V . l-u vide proposição (3.3) e teorema (C) Na seção (5), também no caso em
que a força externa é dada por um potencial, obtivemos uma generalização do teorema
de Liouville sobre conservação do volume vide teorema (D). Como subproduto,
obtivemos uma generalização de um resultado de 1531 , segundo o qual o /{/} canónico das

geodésicas de uma variedade riemanniana(M, g) no obrado tangente TM são geodésicos
da conexão de Leva-Clivita induzida por um tensor métrico gTM canonicamente definido
em TM a partir do tensor métrico g, o chamado censor métrico de SasaX;ã vide
proposição (3.5). Finalmente, na seção (6), obtivemos uma condição' para que o fluxo
do campo GMA do sistema mecânico vinculado (M, K,/', r), assumindo-se %' uma
variedade compacta, seja hiperbólico.

No capítulo 4, são estudados sistemas lagrangeanos vinculados. Dado um sistema
lagrangeano vinculado (M, L, r), as suas trajetórias são definidas através de uma ge
neralização do princípio da ação estacionária de Hamilton. No caso não-vinculado.
definimos uma curva ' : la,ól > M como sendo uma trajetória do sistema lagran
geano (M,L) se for ponto crítico do funcional de Lagrange .g na variedade de Ba-
««h C:(M,ja,ól,'y(a),'y(ó)) = {a : la,ól H M l a C C:,a(a) = 7(a),a(ó) =
'y(b)} Se a lagrangeana L for regular, todas as trajetórias são CW, de modo que
poderíamos ter tomado, sem perda de generalidade na definição, pontos críticos do
fuilciona] de Lagrange nas variedades de Banach C'(M, ja,ól,'y(a),'y(b)), k > 1, ou
H'(M, la,ól,'y(a),y(ó)), Ê > 2, definidas de forma alláloga.' A idéia para generali
zar o princípio de Hamilton para o caso vinculado é tomar pontos críticos do fun-
cional de Lagrange em variedades de Banach de curvas compatíveis com o vínculo.
Por exemplo, poderíamos considerar o funcional de Lagrange -g definido no espaço
H:(M, r, la,bl,p, q) = {a C H:(M, la, ól,p, q) l a é compatível com W}, onde p, q c M
A dificuldade técnica que surge é que nem sempre este espaço é uma subvariedade
diferenciável de H2(M, la, ól, p, q)l pala contornar este problema, procedemos como na

ítal condição foi obtida com base num critério para hiperbolicidade de Wojtkou ski 1661

9

vínculo - vide [30]. É neste sentido que o "princípio da vinculação mínima de Gauss" 
enunciado no teorema (A) generaliza o "princípio de d'Alembert", através do qual se 
definem as trajetórias d , Alembertianas no caso linear. 

A seguir, na seção (4), obtivemos condições para que o campo de vetores de segunda 
ordem que define as trajetórias de d ' Alembert-Chetaev, X <t' E X(<if), no caso em que 
a força externa F é dada por um potencial V E J(M), conserve a energia mecânica 
K + V o 7M - vide proposição (3.3) e teorema (C). Na seção (5), também no caso em 
que a força externa é dada por um potencial, obtivemos uma generalização do teorema 
de Liouville sobre conservação do volume - vide teorema (D). Como subproduto, 
obtivemos uma generalização de um resultado de [53], segundo o qual o lift canônico das 
geodésicas de uma variedade riemanniana (M, g) no fibrado tangente TM são geodésicas 
da conexão de Levi-Civita induzida por um tensor métrico g™ canonicamente definido 
em TM a partir do tensor métrico g, o chamado tensor métrico de Sasaki - vide 
proposição (3.5). Finalmente, na seção (6) , obtivemos uma condição7 para que o fluxo 
do campo GMA do sistema mecânico vinculado (M, K, F, <if), assumindo-se <if uma 
variedade compacta, seja hiperbólico. 

No capítulo 4, são estudados sistemas lagrangeanos vinculados. Dado um sistema 
lagrangeano vinculado (M, L, <ef'), as suas trajetórias são definidas através de uma ge­
neralização do princípio da ação estacionária de Hamilton. No caso não-vinculado, 
definimos uma curva , : [a, b] ---t M como sendo uma trajetória do sistema lagran­
geano (M, L) se for ponto crítico do funcional de Lagrange .Z na variedade de Ba­
nach C1 (M,[a,b], ,(a),,(b)) ={a: [a,b]-, MI a E C1, a(a) = 1 (a) ,a(b) = 
1 ( b)}. Se a lagrangeana L for regular, todas as trajetórias são ( 00

, de modo que 
poderíamos ter tomado, sem perda de generalidade na definição, pontos críticos do 
funcional de Lagrange nas variedades de Banach Ck(M ,[a, b],,(a),,(b)), k ;:=: 1, ou 
Hk(M, [a,b],,(a),,(b)), k ;:=: 2, definidas de forma análoga. A idéia para generali­
zar o princípio de Hamilton para o caso vinculado é tomar pontos críticos do fun­
cional de Lagrange em variedades de Banach de curvas compatíveis com o vínculo. 
Por exemplo, poderíamos considerar o funcional ele Lagrange 2 definido no espaço 
H2 (M, 'if, [a,b],p,q) = {a E H2 (M, [a,b],p,q) 1 a é compatível com cif}, onde p,q E M. 
A dificuldade técnica que surge é que nem sempre este espaço é uma subvariedade 
diferenciável de H2 (M, [a, b], p, q); para contornar este problema, procedemos como na 

7 tal condição foi obtida com base num critério para hiperbolicidade de Wojtkowski [66]. 
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geometria sub-riemanniana8, e definimos trajetórias normais e aómormaí.s9 do sistema
lagrangeano vinculado (M, L, r). Dada uma curva ' : la, ól } M, dizemos que ' é uma

trajetória abnormal do sistema lagrangeano vinculado se for ponto crítico da aplicação
porzfo fina/:

eu/ H:(M,r, la, bl,l(a)) q M
a -a '«(ó)

Esta é uma aplicação diferenciável definida na variedade de Banach H: (M, y, la, ól, '(a))
= {a C H:(M, ]a,ó],'y(a)) l cr é conipaLível com %'}, que é uma sàbvariedade dife-

renciável mergulhada em H:(M,.ja, ól, '(a)). Dizemos que ' c H:(M, y, la, ól, '(a))
é uma trajetória normal se dg('y) anular uln certo subespaço do espaço tangente a
H:(M,r, [a,ó],'y(a)) em '. Ta] subespaço, no caso em que ' for ponto regular di\

aplicação ponto final 'o, coincide com o espaço tangente a H: (M, r, la, ól, '(a), '(b)) em
'y, donde ' é ponto crítico da restrição do funcional de Lagrange .Z a H2 (M, y, ja, ól, '(a)
7(1')). No caso li«ear, se a logra«gea- for clássica, esta definição das àtrajetàrid:lâr-
mais" coincide com a definição das "trajetórias vakonâmicas" de 1301.

Uma- caracterização das trajetórias abnormais e normais do sistema lagrangeano
vinculado (M, L, r) é dada, respectivamente, nos teoremas (E) e (F). No caso em que
o vínculo assume a fntma particular proposta por Kozlov ef rz1. l6l'', o teorema (F)
mostra que as trajetórias normais do sistema lagrangeano vinculado coincidem com as
trajetórias "vakonâmicasi2" definidas pelo referido autor. Kozlov, no entanto, define as
trajetórias vakonõmicas através de variações compatíveis com o vínculo i3, no sentido
clássico. A mesma observação se aplica à formulação vakonõmica de j1 31. Neste sentido.
a originalidade da nossa formulação não se resume ao fato de tomarmos vínculos mais
gerais, mas também à caracterização das trajetórias como pontos críticos do funcional

'a geometria sub-riemanniana pode ser vista como um caso particular da presente formulação:
dada uma variedade riemanniana(M, g) e um subfibrado vetorial diferenciável g C TM. tomamos
L como sendo a energia cinética K e '# = g. No caso em que L = K e '# é um vínculo não-linear.
a presente formulação sugere, portanto, uma geometria sub-riemanniana "não-linear" . Além disso. é
pertinente observar que esta formulação variacional da mecânica também tem intersecção com a teoria
do controle ótimo

unomenclatura esta, aliás, "importada" da geometria sub-riemanniana
tosituação na qual podemos garantir que H:(M, Z,[a, õ], '(a), '(b)) é uma subvariedade diferenciável

mergulhada em H'(M, %', la, ól, '(ü)) , numa vizinhança conveniente de '

ua formulação de Kozlov ef al. é um caso particular daquela que consideramos em ]S71 eÍ58]
definindo se o vínculo através de um morfismo de vibrados diferenciáveis/ =(/1, . . . ,/&') :' TM -+
M.x RÊ , "regular" no mesmo sentido em que consideramos nos referidos artigos

'vak" é um acrânimo para "Variational Axiomatic Kind"
';s.para contornar o problema da possível singularidade da aplicação ponto final e obter a equação

(4.6) para as trajetórias, lÇozlov relaxa a definição de "variação compatível com o vínculo«, tomando
variações com extremos fixos que "satisfazem o vínculo a menos de ordem c:

10

geometria sub-riemanniana8
, e definimos trajetórias normais e abnormais9 do sistema 

lagrangeano vinculado (M, L, (rfj'). Dada uma curva 1 : [a, b] ➔ M, dizemos que I é uma 
trajetória abnormal do sistema lagrangeano vinculado se for ponto crítico da aplicação 
ponto final: 

ev1: H2 (M,(rfj',[a,b], 1 (a)) -➔ M 
a i--+ a(b). 

Esta é uma aplicação diferenciável definida na variedade de Banach H2 (M, Crff', [a, b], 1 (a)) 
= {a E H2 (M, [a,b], 1 (a)) 1 a é compatível com Crff'}, que é uma subvariedade dife­
renciável mergulhada em H2 (M,[a,b], 1 (a)) . Dizemos que I E H2 (M,Crff, [a,b], 1(a)) 
é uma trajetória normal se d2'('Y) anular um certo subespaço do espaço tangente a 
H2 (M ,(rfj',[a,b],1(a)) em 'Y- Tal subespaço, no caso em que I for ponto regular da 
aplicação ponto final10

, coincide com o espaço tangente a H2 (M, Crff', [a, b], 1 ( a), 1(b)) em 
1, donde I é ponto crítico da restrição do funcional de Lagrange 2' a H2 (M, (rfj', [a, b], 1 (a), 
1(b)). No caso linear, se a lagrangeana for clássica, esta definição das "trajetórias nor­
mais" coincide com a definição das "trajetórias vakonômicas" de (30]. 

Uma· caracterização das trajetórias abnormais e normais do sistema lagrangeano 
vinculado (M, L, Crff') é dada, respectivamente, nos teoremas (E) e {F). No caso em que 
o vínculo assume a forma particular proposta por Kozlov et al. [6]11, o teorema (F) 
mostra que as trajetórias normais do sistema lagrangeano vinculado coincidem com as 
trajetórias "vakonômicas12

" definidas pelo referido autor. Kozlov, no entanto, define as 
trajetórias vakonômicas através de variações compatíveis com o vínculo 13 , no sentido 
clássico. A mesma observação se aplica à formulação vakonômica de [13]. Neste sentido, 
a originalidade da nossa formulação não se resume ao fato de tomarmos vínculos mais 
gerais, mas também à caracterização das trajetórias como pontos crít icos do funcional 

8a geometria sub-riemanniana pode ser vista como um caso particular da presente formulação: 
dada uma variedade riemanniana (M, g) e um subfibrado vetorial diferenciável ~ e TM, tomamos 
L como sendo a energia cinética K e <e= ~- No caso em que L = K e <e é um vínculo não-linear, 
a presente formulação sugere, portanto, uma geometria sub-riemanniana "não-linear". Além disso, é 
pertinente observar que esta formulação variacional da mecânica também tem intersecção com a teoriá 
do controle ótimo. 

9 nomenclatura esta, aliás, "importada" da geometria sub-riemanniana. 
10situação na qual podemos garantir que H2 (M, <e, [a, b], ,(a), ,(b)) é uma subvariedade diferenciável 

mergulhada em H2 (M, <e, [a, b], ,(a)), numa vizinhança conveniente de,. 
11a formulação de Kozlov et al. é um caso particular daquela que consideramos em (57] e [58), 

definindo-se o vínculo através de um morfismo de fibrados diferenciáveis f = (11 , ... , h) : TM ➔ 
M x Iik, "regular" no mesmo sentido em que consideramos nos referidos artigos. 

12 "vak" é um acrônimo para "Variational Axiomatic Kind". 
13pa.ra contornar o problema da possível singularidade da aplicação ponto final e obter a equação 

(4.6) para as trajetórias, Kozlov relaxa a definição de "variação compatível com o vínculo", tomando 
variações com extremos fixos que "satisfazem o vínculo a menos de ordem t:". 
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de Lagrange numa variedade de Banach de curvas compatíveis com o vínculo
A seguir, mostramos nos teoremas (G) e (H) que, se uma certa condição de re-

gularidade da lagrangeana for satisfeita:4, então as trajetórias normais do sistema la-
grangeano vinculado(M , L, r) são dadas pelas curvas integrais do campo hamiltoniano
XH , chamado campo uarãacãona/ ou uaX;onómecolS. Conforme será detalhado no seção
(1.2.1), o espaço de fase onde este campo está naturalmente definido é o #órado misto
gerzeraiizüdo ou cerztauro )V vede definição (2.2), quc é o objeto que generaliza na
turalmente o #órado rnásto !g©U go > M vide 1631, no qual está definido o fluxo
que fornece as trajetórias normais de um sistema lagrangeano vinculado com vínculo
linear g

Na seção (1.3), computamos a hessiana do funcional de Lagrange .g e os campos
de Jacobi do campo de vetores variacional; no teorema (1), mostramos quc o núcleo
da hessiana do funcional de Lagrange numa trajetória normal regular coincide com o
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta trajetória, obtidos por variações com
extremos âxosl em particular, tal núcleo tem dimensão finita. Estes resultados apontam
para um possível desenvolvimento de uma teoria do índice de Morde para sistemas

lagrangeanos com vínculos não lineares, como f'eito em j181, 146] e ]50] llo caso linear
Na seção (1.4), é apresentada, no teorema (J), uma gelleralização do teorema de Ja-

cobi clássico para sistemas lagrangeanos vinculados(M , L, %') com lagrangeana clássica
L = K V Q I'M, e para sistemas mecânicos vinculados (M,K, V,%'), no caso em que o
vínculo '# é um cone, permitindo reduzir o estudo das trajetórias dos mesmos ao caso
'geodésico" , ou seja, ao estudo de trajetórias de sistemas análogos com o potencial V

nulo, através da introdução de um tensor métrico conveniente a chamada méfr ca
de Ja,comi,.

Finalmente, na seção (2) , demonstramos no teorema (K) uma condição necessária e
suficiente para o campo variacional Xn de um sistema lagrangeano vinculado (M, L, g)
com lagraligeana clássica L = K V o rM satisfazendo a condição(7?.) seja relacionado
por uma certa projeçáo ao campo X«(nv) do sistema mecânico vinculado (M, K, V, ©) ,
para algum campo de reações vincularem admissível nv:'. Se a referida condição for
satisfeita, este campo de reações vincularem deve, necessariamente, ser o campo -/?e
que define as trajetórias de d'Alembert-Chetaev, conforme demonstrado no referido
teorema. Como corolário vida corolário (4.9), demonstramos que, no caso em que

4vide "condição (7?)", página 105

tSestes resultados generalizam a proposição 13 de l61

doou, em outras palavras, uma condição necessária e suficiente para que as curvas integrais do campo
variacional se projetem curvas integrais do campo Xy(Rv), ou seja, para que as trajetórias normais
]o sistema lagrangeano vinculado(M, L, r) coincidam com as trajetórias físicas do sistema mecânico
vinculado(M, K, V, %') definidas pelo campo de reações vincularem admissível Rv
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de Lagrange numa variedade de Banach de curvas compatíveis com o vínculo. 
A seguir, mostramos nos teoremas (G) e (H) que, se uma certa condição de re­

gularidade da lagrangeana for satisfeita14
, então as trajetórias normais do sistema la­

grangeano vinculado (M, L, ~) são dadas pelas curvas integrais do campo hamiltoniano 
XH , chamado campo variacional ou vakonômico 15 . Conforme será detalhado no seção 
(1.2.1), o espaço de fase onde este campo está naturalmente definido é o fibrado misto 
generalizado ou centauro W - vide definição (2.2), que é o objeto que generaliza na­
turalmente o fibrado misto !!J EBM !!2° ➔ M - vide [63], no qual está definido o fluxo 
que fornece as trajetórias normais de um sistema lagrangeano vinculado com vínculo 
linear !!J. 

Na seção (1.3), computamos a hessiana do funcional de Lagrange 2 e os campos 
de Jacobi do campo de vetores variacional; no teorema (I), mostramos que o núcleo 
da hessiana do funcional de Lagrange numa trajetória normal regular coincide com o 
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta trajetória, obtidos por variações com 
extremos fixos; em particular, tal núcleo tem dimensão finita. Estes resultados apontam 
para um possível desenvolvimento de uma teoria do índice de Morse para sistemas 
lagrangeanos com vínculos não lineares, como feito em [18], [46] e [50] no caso linear. 

Na seção (1.4), é apresentada, no teorema (J), uma generalização do teorema de Ja­
cobi clássico para sistemas lagrangeanos vinculados (M, L, ~ ) com lagrangeana clássica 
L = K - V o TM, e para sistemas mecânicos vinculados (M, K, V,~), no caso em que o 
vínculo ~ é um cone, permitindo reduzir o estudo das trajetórias dos mesmos ao caso 
"geodésico", ou seja, ao estudo de trajetórias de sistemas análogos com o potencial V 
nulo, através da introdução de um tensor métrico conveniente - a chamada métrica 
de Jacobi. 

Finalmente, na seção (2), demonstramos no teorema (K) uma condição necessária e 
suficiente para o campo variacional XH de um sistema lagrangeano vinculado (M, L, ~) 
com lagrangeana clássica L = K - V o TM satisfazendo a condição (R) seja relacionado 
por uma certa projeção ao campo X'tf (Rv) do sistema mecânico vinculado (M, K, V,~) , 
para algum campo de reações vinculares admissível Rv16 . Se a referida condição for 
satisfeita, este campo ele reações vinculares deve, necessariamente, ser o campo R~ 
que define as trajetórias de d' Alembert-Chetaev, conforme demonstrado no referido 
teorema. Como corolário - vide corolário (4.9), demonstramos que, no caso em que 

L4vide "condição (R.)", página 105. 
15estes resultados generalizam a proposição 13 de [6]. 
16ou, em outras palavras, uma condição necessária e suficiente para que as curvas integrais do campo 

variacional se projetem curvas integrais do campo X'{l(Rv ), ou seja, para que as trajetórias normais 
do sistema lagrangeano vinculado (M, L, '!f) coincidam com as trajetórias físicas do sistema mecânico 
vinculado (M, K, V, <t') definidas pelo campo de reações vinculares admissível Rv. 
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r = g é um vínculo linear, as curvas integrais do campo variacional Xn se projetam
nas curvas integrais do campo XK(Rv) se, e somente se, Rv for o campo de reações
vinculares admissível que define as trajetórias d'Alernbertianas e o subfibrado g' for
compjeLamcnte integrável (ou seja, se o víncitlo fnr holõnomo), no sentido de Frobe-
nius

' 'note que o enunciado do corolário(4.9) é mais geral do que o enunciado correspondente de l<ozlov
el al. lõl, que fornece a equivalência, para um vínculo linear: "o vínculo é inLegrável se, e somente se.
as trajetórias vakonõmicas e d'Alembertianas coincidem

12

Ctff' = Ç) é um vínculo linear, as curvas integrais do campo variacional X H se projetam 
nas curvas integrais do campo X <ef'(Rv) se, e somente se, Rv for o campo de reações 
vinculares admissível que define as trajetórias d'Alembertianas e o subfibrado Ç) for 
completamente integrável (ou seja, se o vínculo for holônomo), no sentido de Frobe­
nius17. 

17note que o enunciado do corolário (4.9) é mais geral do que o enunciado correspondente de Kozlov 
et al. [6], que fornece a equivalência , para um vínculo linear: "o vínculo é integrável se, e somente se, 
as trajetórias vakonômicas e d' Alembertianas coincidem". 
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Clapítulo l

Sistemas Mecânicos e Lagrangeanos não-Vinculados

Este é um capítulo introdutório, no qual dois são os objetivos a serem alcançados

(a) Fixar a notação a ser utilizada no restante do texto e introduzir a definição de
'derivada paralela" de um morâsmo de âbrados diferenciáveis entre dois vibrados

vetoriais diferenciáveis munidos de conexões.

(b) Descrever, sucintamente, o que se entende por um "sistema mecânico clássico" e
por um "sistema lagrangeano" , bem como as equações que definem os movimentos
em tais sistemas, no caso não-vinculado.

As notações e definições introduzidas serão utilizadas de modo a permitir enunciar
teoremas e escrevem demonstrações de uma forma "intrínseca'' , livre de coordenadas

Dentre as vantagens de uma tal abordagem (i.e., sem usar coordenadas), destacam-se:
(1) o fato de que todos os objetos já aparecem definidos "globalmente", de maneira
natural; (2) o fato de que, em geral, é mais fácil depreender-se o significado geométrico
dos objetos se os mesmos são descritos em termos de expressões livres de coordenadas;
(3) a compacidade da notaçãol (4) a possibilidade de se estender a teoria para sistemas
com dimensão infinita.

5t. DEFINIÇÕES E No1AÇÕnsnÁslcAS
No que segue, M denotará uma variedade diferenciável conexo, de dimensão ânita

e paracompactal g : TM } IR+ um tensos métrico riemanniano em Mi TM dellota o
vibrado tangente de M, T*M o vibrado cotangente, e rm : TM --+ M, rÚ : T*M >M
as respectivas projeções. O vibrado trivial sobre M com fibra F é denotado por Fu
Neste texto, "diíerenciável" significa a". O conjunto das funções diferenciáveis em
M, campos de vetores diferencia\eis em M e fontias diferenciáveis em M são denotados

por l$(M), l(M) e !2(M), respectivamente. K = {g é chamada de e71eryia ci7zéZÍca.
Dado um vibrado vetorial dihrenciável zE ; E -} M denotar-se á por Or a seção nula
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Capítulo 1 

Sistemas Mecânicos e Lagrangeanos não-Vinculados 

Este é um capítulo introdutório, no qual dois são os objetivos a serem alcançados: 

( a) Fixar a notação a ser utilizada no restante do texto e introduzir a definição de 
"derivada paralela" de um morfismo de fibrados diferenciáveis entre dois fibrados 
vetoriais diferenciáveis munidos de conexões. 

(b) Descrever, sucintamente, o que se entende por um "sistema mecânico clássico" e 
por um "sistema lagrangeano", bem como as equações que definem os movimentos 
em tais sistemas, no caso não-vinculado. 

As notações e definições introduzidas serão utilizadas de modo a permitir enunciar 
teoremas e escrever demonstrações de uma forma <<intrínseca", livre de coordenadas. 
Dentre as vantagens de uma tal abordagem (i.e., sem usar coordenadas) , destacam-se: 
(1) o fato de que todos os objetos já aparecem definidos «globalmente" , de maneira 
natural; (2) o fato de que, em geral, é mais fácil depreender-se o significado geométrico 
dos objetos se os mesmos são descritos em termos de expressões livres de coordenadas; 
(3) a compacidade da notação; ( 4) a possibilidade de se estender a teoria para sistemas 
com dimensão infinita. 

§1. DEFINIÇÕES E NOTAÇÕES BÁSICAS 

No que segue, M denotará uma variedade diferenciável conexa, de dimensão finita 
e paracompacta; g : TM ➔ lR+ um tensor métrico riemanniano em M; TM denota o 
fibrado tangente de M, T*M o fibrado cotangente, e TM : TM ➔ M, TM : T*M ➔ M 
as respectivas projeções. O fibrado trivial sobre M com fibra F é denotado por FM. 
Neste texto, <<diferenciável" significa C00

• O conjunto das funções diferenciáveis em 
M, campos de vetores diferenciáveis em M e formas diferenciáveis em M são denotados 
por J(M), .:t(M) e D(M), respectivamente. K = ½g é chamada de energia cinética. 
Dado um fibrado vetorial diferenciável 7rE : E ➔ M denotar-se-á por OE a seção nula 
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de E, ou seja, OB = {q, : p C M}, com O. o vedor nulo de EP = vrj'jpl, p c M. O
IÍ(M)-módulo das seções diferenciáveis de 7rE : E q M é denotado por I'';(E)

A seguir, recordar-se-ão alguns conceitos e fatos relativos à geometria do vibrado
tangente TE de urn vibrado vetorial diferenciável E (vede, por exemplo, ]321, 12] ou
1291), os quais serão usados subseqüentemente

Dado um vibrado vetorial diferenciável 7rE. : E -} M, o /euanfame7zto Dedica/ Àz é o
morflsmo de vibrados vetoriais diferenciáveis (onde 7ri é a projeção no primeiro calor):

.E©M-E >T.E

«-J
E

lrz

idz

tal,que, dados q c M, u,u c E,, Àz'(u,u) é a imagem de u pela identificação E, }
T«(Eç) da libra E'ç de 7rz : E a M sobre q corri o seu espaço tangente em u,'ou sela

À'(", ") - Si.... (" + t")

A imagem de ÀR' é o stió/iórado uertáca/ Ver(E) = kerTzE do vibrado tangente
de E'. Como Àx é um monomorfismo, é um isomoríismo de vibrados vetoriais di-
ferenciáveis sobre sua imageml denotar se-á por KE : Ver(E) a EG)M E o inverso

de Àr : EQ)ME' -'} Ver(E), e por KE : Ver(E) H E a composta 7r2 o l4, onde
n2. é a projeção no segundo fator. Além disso, dado uq C -E, define-se a aplicação
À:l := ÀE(uq,.) : Eç a Ver..(E), chamada de leoanlamerzZa uerlícal em z,.. onde
Ver.,(E) é a abra de Ve«(E) sobre u,.

Urna conexão em zr : TE a M é um subfibrado vetorial direrenciável Hor(E) de
T.E satisfazendo as duas seguintes condições

(VI) TE Hor(E) Or Ver(-B), ou seja, Hor(E) é um subfíbrado Ào zontaZ de TE

(V2) para todo s C IR e para todo u« c E, Tp' Hor.,(E) = Hor«.(E), onde Hor,. (E)
denota a fibra de Hor(E) sobre u. e p' : E d E' é definida por u. -l su,

Denotar se-ão por Pv : TE q Ver(E) e Pn : TE H Hor(-F) as projeções indiizidas
pela decomposição em soma de Whitney de (VI)

A condição (V2) significa que o subHbrado horizontal Hor(E) é invariante por Tp
para todo s C ]R. Como o siibfibrado vertical Ver(E) também é invariante por Tp'
lpois p' : E -+ E preserva libras), segue que Tp' comuta com as projeções Pv e PH
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de E, ou seja, Os = {Op : p E M}, com Op o vetor nulo de Ep = 1rE/[p], p E M. O 
J(M)-módulo das seções diferenciáveis de 1rs : E ➔ M é denotado por I'00(E). 

A seguir, recordar-se-ão alguns conceitos e fatos relativos à geometria do fibrado 
tangente T E de um fibrado vetorial diferenciável E (vide, por exemplo, (32], (2] ou 
[29]) , os quais serão usados subseqüentemente. 

Dado um fibrado vetorial diferenciável 7rs : E ➔ M, o levantamento vertical >.E é o 
morfismo de fibrados vetoriais diferenciáveis (onde 1r1 é a projeção no primeiro fator): 

EEBME 
>.,E 

----TE 

., j o j,, 
E ---- -E 

ids 

tal que, dados q E M, u, v E Eq, >.E(u, v) é a imagem de v pela identificação Eq ➔ 
T u(Eq) da fibra Eq de 1r8 : E ➔ M sobre q com o seu espaço tangente em u, ou seja: 

A imagem de >.E é o subfibrado vertical Ver(E) = kerT1rE do fibrado tangente 
de E. Como >.8 é um monomorfismo, é um isoE:orfismo de fibrados vetoriais di­
ferenciáveis sobre sua imagem; denotar-se-á por K:1 : Ver(E) ➔ E EBM E ~inverso 
de >.E : E EBM E ➔ Ver(E), e por K:1 : Ver(E) ➔ E a composta 1r2 o K:1, onde 
1r2 é a projeção no segundo fator. Além disso, dado vq E E, define-se a aplicação 
)..~ := >.E(vq, •) : Eq ➔ Vervq (E) , chamada de levantamento vertical em vq, onde 
Vervq (E) é a fibra de Ver(E) sobre Vq· 

Uma conexão em 1r8 : TE ➔ M é um subfibrado vetorial diferenciável Hor(E) de 
T E satisfazendo as duas seguintes condições: 

(v'l) T E= Hor(E) EBE Ver(E), ou seja, Hor(E) é um subfibrado horizontal de TE; 

(v'2) para todos E IR e para todo Vq E E, Tµ8 
• Horvq(E) = Horsvq(E), onde Horvq(E) 

denota a fibra de Hor(E) sobre vq e µs : E ➔ E é definida por Vq 1---1 svq. 

Denotar-se-ão por Pv : TE ➔ Ver(E) e PH : T E ➔ Hor(E) as projeções induzidas 
pela decomposição em soma de Whitney de (v'l). 

A condição (v'2) significa que o subfibrado horizontal Hor(E) é invariante por T µ 5
, 

para todos E IR. Como o subfibrado vertical Ver(E) também é invariante por T µ 8 

(pois µ5
: E ➔ E preserva fibras), segue que Tµs comuta com as projeções Pv e PH, 
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Como Ver(E) Ker T7rr, segue da condição (VI) que a restrição do epimorfismo

TE T"r :TM

ao subâbrado horizontal Hor(E) é um epimorlismo de vibrados vetoriais diferenciáveis
sobre 7rr : E -+ M, que restrito às fibras é um isomorfismo linear, ou se.ja, Tara
Hor., -+ TçM é um isomorfismo ]inear para todo uq C E])ado uq € B, denotar-se-á
por H«. : T,M > Hor., (E) a inversa de TzE : Hor., } TçM, chamada de /euarzta17zerzfo

Aorizonta/ em 'uq Dados q € M, s C R, uq C .Z% e .zg C TçM, temos

Tp' ' H., (,,) - n«. (,,)

pois, pela propriedade (V2), T/z' ' H.,(zq) C Hor..,(E), e Tire . T/z:
n..(,,)

Uma conexão em nE
renciaveis:

n«. (',)

.E --> M define um epimorfismo de vibrados vetoriais dize.

rE l

TE -E©M.E

0

J«-

dado por /çZ ::: KX o .F)v. Denotar-se-á por KZ a composta n2 o 21i : T.E --} .E; Kz
denomina-se o colector da conexão Hor(E). Note que a restrição do conector ao
subfibrado vertical irldepende da conexão, pois coincide com o inverso do levantamento

vertical. Note também que valem as seguintes fórmulas, dados uq C E e X«, C T,. E:

ida

Pv - X., = À«, (Hr - X,,)

Px - X,,

de foníla que X-. = H.. (TTE X..) + À,.(nF X,.)
Dado zq C TM, a conexão Hor(E) define uma aplicação

vZ I''(E) --} Eç
.r b > Kr T.K.zç (1.1)
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Como Ver(E) = Ker T 1rE, segue da condição (v'l) que a restrição do epimorfismo: 

T1re 
TE---TM 

'E j o l •M 

E 'líE M 

ao subfibrado horizontal Hor(E) é um epimorfismo de fibrados vetoriais diferenciáveis 
sobre 1fE : E -+ M, que restrito às fibras é um isomorfismo linear, ou seja, T1rE : 
Horvq -t T9 M é um isomorfismo linear para todo v9 E E. Dado v9 E E , denotar-se-á 
por Hvq : T9 M -t Horvq(E) a inversa de T1rE: Horvq-+ T9 M, chamada de levantamento 
horizontal em v9. Dados q E M, s E Ili, v9 E E 9 e z9 E T9 M, temos: 

pois, pela propriedade (v'2), Tµs · Hvq(zq) E Horsvq(E), e T1rE · Tµs · Hv
9
(zq) = T1rE · 

Hv
9 
(z9) = z9 . 

Uma conexão em 7fE : E -+ M define um epimorfismo de fibrados vetoriais dife-
renciáveis: 

TE 
K-E 

E ffiM E 

"j à j .. 
E 

ide 
E 

dado por KE := Ki o Pv. Denotar-se-á por KE a composta 1r2 o KE : TE -t E; KE 
denomina-se o conector da conexão Hor( E). Note que a restrição do conector ao 
subfibrado vertical independe da conexão, pois coincide com o inverso do levantamento 
vertical. Note também que valem as seguintes fórmulas, dados v9 E E e Xvq E Tv

9
E: 

Pv · Xvq = Àvq (K,E · Xvq) 

PH · Xvq = Hvq(T1rE · Xv
9

) 

de forma que Xvq = H11q(T1rE · Xvq) + Àvq(KE · Xvq). 
Dado Zq E TM, a conexão Hor(E) define uma aplicação: 
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que satisfaz, para toda / c 8(M) e para todo X c I''(E')

.f(ç)v:x + .«l/lx(ç) (1.2)

Com efeito, dada ' : ( c,c) H M curva em M com 371,.. - zv, temos T(/X) '
'q ' :l l... {J'('r(Z))X('r(Z))} = TP/''rm . TX - zq + $1.:. {/('(1))X(g)} = TP/
TX . zq + ÀJ(ç)x(ç) (zçl.flX(q)). Logo, corno Tp/(ç) comuta com Pr por (V2), segue
nE - T(.fX) ' zq = p/U)V:X + z,l/IX(q), como afirmado.

Dados q C M, uq C E, e zq C TvM, temos H..(zq) = TX - z,, onde X c I''(E) é
tal que X(q) - uq e VZX = 0. Com efeito, TX ' zq C Hor.,(E) (pois Kr ' TX . zg =

V:X ' T« TX .;.
Abra\ és de (1.1), define-se a aplicação:

V'E T(M) x I'-(E)
(x,y)

-} r'(E)
--* v$1'' (1.3)

por (VE'y)(q) := VÇ(ç)y C Eç' para todo q C M. Então Vx' é IÍ(M)-linear no primeiro
falar e unte derivação ilo segundo (ou seja, satisfaz a propriedade de Leibniz (1 .2»

Reciprocamente, dada VE : l(M) x I'"(E) a I''(E) que seja 8(M)-linear no
primeiro favor e uma derivação no segundo, existe uma única conexão Hor(E) que induz
Ve; o levantamento horizontal eln uq c -E é dado por zq c TçM b--> TX . z, C T...E,
sendo X C I''(Z?) tal (lue X(q) = uq, V:X = 0, e o subespaço horizontal flor..(E')
é a imagem do levantamento horizontal em u,. Assim sendo, aplicação VZ também é
chamada de conexão

Dada ' : / --> M curva em M, ./ intervalo em R, define-se a derÍuada couarianfe VP

ao longo de ', induzida pela conexão, por Vf : X C I'"(''E) -} Hr 'z'x C I'"(,y'E),
onde ''E denota o pu]/ pack do vibrado vetoria] E por ', de modo que l"'(7'E) é o
If(.r)-módulo das seções de E ao longo de '

Dados 7 curva cin M, fo C dom 7 e z; C E,(to), existe uma única senão X C I'"('y'E)
Lal que X(to) = u e VEX = C); X é chamada de [rarzspoHe para/e/o de u ao ]ongo de 7'.
induzido peia conexão, e --sa-se a notação (Vt C dom ') X(t) = rz7o,,(u). Além disso.
dado ti C dom 7, a aplicação r'r,l. : E.r(lo) a Ev(t-) definida por u F> 7Z,,.(u) é ilm
isomorfismo linear. Usando-se o transporte paralelo, pode-se computar o levantamento
horizontal em uq C .E pela fórmula:

(v'« € T,M) n..(',) - ; 1... 'a'(~.)

onde ' : ( c,c) -+ M curva em M cona Br... ' 'q
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que satisfaz, para toda J E .J(M) e para todo X E f 00(E): 

v'f f X= f(q)v'f X+ Zq[f]X(q) q q (1.2) 

Com efeito, dada , : (-E, E) ----+ M curva em M com ~7 lt=o = zq, temos T(J X ) · 

Zq = ftlt=D {f(,(t))X(,(t))} = Tµf o-y(O) · TX · Zq + ftlt=D {f(,(t))X(q)} = Tµf (q) • 

TX · Zq + ÀJ(q)X(q)(zq[J]X(q)). Logo, como Tµf (q) comuta com Pv por (v'2), segue 
"'E· T(f X)· Zq = µf(q)v'~X + zq[J]X(q) , como afirmado. 

Dados q E M, Vq E Eq e Zq E TqM, temos Hvq (zq) = T X • zq, onde X E f 00 (E) é 
tal que X(q) = Vq e v'~X = O. Com efeito, TX · Zq E Horvq(E) (pois "'E· TX • Zq = 
v' f X = O) e T 1r E · T X • zq = zq. 

q 

Através de (1.1), define-se a aplicação: 

v7E : X(M) X f 00 (E) ---+ f 00 (E) 
(X, Y) t-----+ v'f Y (1.3) 

por (v'f Y) (q) := v'~(q)y E Eq, para todo q E M. Então v7E é J(M)-linear no primeiro 
fator e uma derivação no segundo (ou seja, satisfaz a propriedade de Leibniz (1.2)). 

Reciprocamente, dada v7E : X(M) x f 00 (E) ----+ f 00(E) que seja .J(M)-linear no 
primeiro fator e uma derivação no segundo, existe uma única conexão Hor(E) que induz 
v' E; o levantamento horizontal em vq E E é dado por Zq E T q M t---+ T X • zq E T vq E , 
sendo X E fC'º(E) tal que X(q) = vq, v'~X = O, e o subespaço horizontal Horvq(E) 
é a imagem do levantamento horizontal em vq. Assim sendo, aplicação v7E também é 
chamada de conexão. 

Dada, : J----+ M curva em M, I intervalo em lR, define-se a derivada covariante v'f 
ao longo de 1 , induzida pela conexão, por v'f : X E f 00 (,* E) t----+ KE • ~7 E r00 (,* E ), 
onde ,* E denota o pull back do fibrado vetorial E por,, de modo que f 00(,* E) é o 
J(J)-módulo das seções de E ao longo de 'Y-

Dados I curva em M, t0 E dom , e v E E-y(to), existe uma única seção X E r00(,* E) 
tal que X(to) = v e v'f X _ O; X é chamada de transporte paralelo de v ao longo de , , 
induzido pela conexão, e usa-se a notação (Vt E dom,) X(t) = r~,t(v). Além disso, 
dado t1 E dom ,, a aplicação Tt~ ,t1 : Ery(to) ----+ E ry(t1 ) definida por v t----+ Tt~ ,t

1 
(v) é um 

isomorfismo linear. Usando-se o transporte paralelo, pode-se computar o levantamento 
horizontal em Vq E E pela fórmula: 

onde, : (-E, 1:) ----+ M curva em M com !iJ lt=o = Zq, 
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Uma conexão na oarãedade d fererzciáue/ M é uma conexão V no vibrado tangente
rM ; TM a M. Uma tal conexão define um catnpo de vetores S c l(TM) por

S: TM } TTM
", -o n.,(«,)

Como(Vuq C TM) TTU S(t,,) = TTU'H,.(uç) = uq, S é um campo de segunda ordem.

Além disso, (Vu, C TM,s c R) s(su.) H-.(su.) = sn«,(«.) = sTP' n,.(u.) =
sTp' . S(uç), ou seja, S é um spray - chamado de spray geodésico induzido pela conexão
V. As geodésàcas de (M,V) são as cHInas n egrais de base (i.e., as projeções em M
das suas curvas integrais) do campo de segunda ordem S, ou seja, são as clirvas ern '
em M que satisfazem Vt%? = 0

Finalmente, dada Hor(E) conexão no vibrado vetorial diferenciável vra : E' >M
deHne-se o censor de caruaíura RE : T(M) x l(M) x I''(E) a I'-(f?), induzido pela
conexão, por

R(X, }') . Z vl?v € vB.,*j(

para todo X, y C l(M), € C I'"(E). A conexão diz-se #aZ se o censor de curvatura RÊ
se anula identicamente

Dado n c N, existe uma conexão natura]menLe definida no vibrado trivia] Rh
para cada (q,ti) c JRjh = M x IR', telhas um isornorfismo linear cana)naco T(ç,,)Rh =
TçM © R" , sendo que o segundo fator desta soma direta se identifica com o subespaço
vertical ern (q, u), e então define-se o subespaço horizontal Hor(ç.,)(IRh) como sendo o
primeiro fator desta mesma soma direta. Tal subespaço coincide com o espaço tangente
em (g,u) da subvariedade mergulhada M x {u} de Rh; como (Vs C R) p'(M x {u}) =
M x {su}, é claro que a propriedade (V2) é satisfeita, logo a conexão está bem definida
A[éln disso, tomando uma base(el,..., e«) do ]R', e seções Ei C t''(Klh), 1< i< rz.
de6«idas.po: (Vq C M) Ei(q):=(q,e:), te-nos(Vu. c TM) aTEi = HRb TE{ - «, =

z2 - (uq, 0)a:(ç) = Ov, o que claramente implica que a conexão é Faf. Note'também que
o subfibrado horizontal Hor(RM) é completamente integrável, no sentido de Frobenius
(a folha integral maximal qup passa poi (q, u) é a subvariedade M x {z;}); como será
visto mais adiante, isto é uma característica das conexões #aZ
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Uma conexão na variedade diferenciável M é uma conexão 'v no fibrado tangente 
TM : TM -+ M. Uma tal conexão define um campo de vetores S E .x(TM) por: 

S: TM --+ TTM 
Vq 1---+ Hvq ( Vq) 

Como (Vv9 E TM)TTM ·S(vq) =TTM·Hvq (vq) =v9 ,Séumcampodesegundaordem. 
Além disso, (Vvq E TM ,s E IR)S(sv9) = Hsvq(sv9 ) = sHsvq(v9 ) = sT µs·Hvq(vq) = 
s T µ 5 

• S( v9), ou seja, S é um spray - chamado de spray geodésico induzido pela conexão 
'v. As geodésicas de (M, 'v) são as curvas integrais de base (i .e., as projeções em M 
das suas curvas integrais) do campo de segunda ordem S, ou seja, são as curvas em 1 
em M que satisfazem 'v /i;f = O. 

Finalmente, dada Hor(E) conexão no fibrado vetorial diferenciável 1íE : E -+ M, 
define-se o tensor de curvatura RE : .x(M) x X(M) x f 00 (E) -+ f 00 (E), induzido pela 
conexão, por: 

para todo X , Y E X(M), ç E f 00 (E). A conexão diz-se ftat se o tensor de curvatura RE 
se anula identicamente. 

Dado n E N, existe uma conexão naturalmente definida no fibrado trivial IRM: 
para cada (q, v) E IRM = M x !Rn, temos um isomorfismo linear canônico T (q,v)IRM -
T 9 M EB !Rn, sendo que o segundo fator desta soma direta se identifica com o subespaço 
vertical em (q, v ), e então define-se o subespaço horizontal Hor(q,v) (IRM) como sendo o 
primeiro fator desta mesma soma direta. Tal subespaço coincide com o espaço tangente 
em ( q, v) da subvariedade mergulhada M x { v} de IRM; como (V s E IR) µs (M x { v}) = 
M x { sv}, é claro que a propriedade ('v2) é satisfeita, logo a conexão está bem definida. 
Além disso, tomando uma base (e1 , ... , en) do IRn, e seções Ei E f 00 (IRM), 1 ~ i ~ n, 

IR" 
definidas por (Vq E M) Ei(q) := (q,ei), temos (Vvq E TM) 'vvtEi = 11;IRM • TEi · v

9 
= 

1r2 · (v9 , O)E;(q) = 0 9 , o que claramente implica que a conexão é fiat. Note também que 
o subfibrado horizontal Hor(IRM) é completamente integrável, no sentido de Frobenius 
(a folha integral maximal que passa por (q, v) é a subvariedade M x { v} ); como será 
visto ma.is adiante, isto é uma característica das conexões fiat. 

17 



1.1. A deüuüãü lhas $brüs e ü deiàuüdct paralela

Sejam rr : E } M e zp : F' > N vibrados vetoriais diferenciáveis sobre M eN
respectivamente, e seja:

um morfismo de fibiados diferenciáveis(i.e., preserva fibras e é diferellciável, mas não
precisa ser linear nas abras). Denotar se-á por Fb a deüuada nü$ Jióras de b, que é o
morfismo de vibrados diferenciáveis definido por:

E
Uq b"'''>

L(E, ó*/')
H'Ü(«,)

onde ó*F é o prol/ pack do vibrado vetorial F por ó e, para todo wq € Eg

FÓ(uç) . wq := 1; ' Tb . À.,(wq) = 1; 1.:. Ó(uq + twç) c /'i(ç)

sendo Í a derivada da curva & -> ó(.uç.+ Z'wq) ]lo espaço eucjidiano Fâ(ç)
Além disso, dadas conexões Hor(E) e Hor(F) nos vibrados vetoriaii'7rE

zp : F --> N, respectivamente, define-se a derivada paralela de ó:
.E --> M e

DEFINIÇÃO 1.1. 0 rrzor$smo de #brados dz/ererzcááueis IPZ}

po6, para todo uq C .E e para todo .zq C TçM.:
E' -+ L(TM, b*F) @nà .

ü'ó(uq) - zq := np ' TÓ ' H.,(zq) c /ü(.)

calma-se a derivada paralela de ó.

A grosso modo, a utilidade de tais derivadas (nas fibras e paralela) consiste em
facilitar o cálculo da aplicação tangente de b, permitindo que se calcule a sua aplicação
em um dado elemento de TÊ' em termos das suas componentes vertical e horizontal
Ou soja, dado X.. C TE, valem as seguintes fórmulas

T«-P ' Tb . .X,, - Têl . Tr.e ' Xu,

« Tb'X,.(".) 'n. ' X,.+H'ü(«.) .Tz, - X..
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1.1. A derivada nas fibras e a derivada paralela 

Sejam 7rE : E -+ M e 1rp : F -+ N fibrados vetoriais diferenciáveis sobre M e N, 
respectivamente, e seja: 

b E----F 

•EJ l•F 
M N 

b 

um morfismo de fibrados diferenciáveis (i.e., preserva fibras e é diferenciável, mas não 
precisa ser linear nas fibras). Denotar-se-á por IFb a derivada nas fibras de b, que é o 
morfismo de fibrados diferenciáveis definido por: 

IFb : E -+ L(E, b* F) 
Vq t-------+ IFb(vq) 

- -
onde b* F é o pull back do fibrado vetorial F por b e, para todo Wq E Eq: 

sendo Ít a derivada da curva t t-t b(vq + twq) no espaço euclidiano Fb(q)· 
Além disso, dadas conexões Hor(E) e Hor(F) nos fibrados vetoriais 7rE : E -+ M e 

7rp : F -+ N, respectivamente, define-se a derivada paralela de b: 

DEFINIÇÃO 1.1. O morfismo de fibrados diferenciáveis IP'b : E-+ L(TM, b* F ) definido 
por, para todo Vq E E e para todo Zq E T qM: 

chama-se a derivada paralela de b. 

A grosso modo, a utilidade de tais derivadas (nas fibras e paralela) consiste em 
facilitar o cálculo da aplicação tangente de b, permitindo que se calcule a sua aplicação 
em um dado elemento de TE em termos das suas componentes vertical e horizontal. 
Ou seja, dado Xvq E TE, valem as seguintes fórmulas: 

T1rp. T b. Xvq = Tb. T1rE. Xvq 

Kp · T b · Xvq = IFb(vq) · KE · Xvq + IP'b(vq) · T 1rp · Xvq 
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de forma que, dada ' curva em M e X C I''('y*E), vale

Vf(ó ' X) - ]PÓ(X) ' VFX + iE'ó(X) ' l;-

Note que a conexão VP.induz, canonicamente, uma conexão V8"r' no pu// pack ó*.F
dados zq € TM e X C I''(b*F), define-se

K/;. ' TX ' zq € /%(q)

Além disso, sendo 7ra : G } M outro vibrado vetorial diferenciável sobre M. munido
de uma conexão Va, pode-se definir, pela regra do produto, uma conexão no vibrado
veLorial difercnciável L(X',G) q M. Ou seja, dados 4 c F"(L(E,(7)) e Z C l(M),
VUE-a).4 é definida por, para todo X c I''(E)

(vy''''.4) x vl? { .4 (x) } .4(v5x) c r'(a)
Note que(Vzx''C).4) .X deHnida pe]a equação acitnaé lg(M)]inear em X, de forma

que, de fato, vbír'a).4 C L(E, C')
Assim sendo, existem conexões nos vibrados L(E, b* F) e L(TM, b*P) , naturalmente

induzidas pelas conexões de E, F e pela conexão de Leva-Civita de (M, g) (estamos
fixando a conexão de Leva-Civita em M, mas poderíamos fazer o mesmo com qualquer
outra conexão em M). Usando tais conexões, podemos tomar a derivada nas fibras
e a patajeja dos morfismos FÓ : E' -+ L(E,b'F') e E'ó : E' -.} L(TM, b'F), obtendo os
morfismos de vibrados diferenciáveis

PFb
E o L(E, L(E, 11'/')) = L(E ® E, Ê'/')

E q L(TM, L(E, il'/')) = L(TM ® E, i'f')
E' H L(E, L(TM, Ã'F)) = L(E®TM, i'/')
E a L(TM, L(TM, à*/'')) = L(TM ® TM, il*f')

A relação destes moríismos entre si e com os tensores de curvatura induzidos pelas
conexões é dada pela seguinte proposição:

PKOPOSIÇÃO l.l Usando Q notctção acintcb, ternas

(i) Para todo q € M, uq, 'wq, zq c Eq.'

F:b(«,) - (w., '.) Ó(«,) . (',, w,)

19

de forma que, dada , curva em M e X E f 00(,* E) , vale: 

V{(b o X)= IFb(X) · v1f X+ IP'b(X) · :; 

Note que a conexão VF induz, canonicamente, uma conexão v ;;• F no pull back b* F: 
dados zq E TM e X E f 00 (b* F), define-se: 

Além disso, sendo 1rc : G -+ M outro fibrado vetorial diferenciável sobre M, munido 
de uma conexão Vª, pode-se definir, pela regra do produto, uma conexão no fibrado 
vetorial diferenciável L(E, G) -+ M. Ou seja, dados A E r 00 (L(E, G)) e Z E X(M), 
y1~(E,G) A é definida por, para todo X E r00(E): 

Note que (v~(E,G) A)· X definida pela equação acima é J(M)-linear em X, de forma 
L(E,G) ( G) que, de fato, V z A E L E, . 

Assim sendo, existem conexões nos fibrados L(E, b* F) e L(TM, b* F), naturalmente 
induzidas pelas conexões de E, F e pela conexão de Levi-Civita de (M, g) ( estamos 
fixando a conexão de Levi-Civita em M, mas poderíamos fazer o mesmo com qualquer 
outra conexão em M). Usando tais conexões, podemos tomar a derivada nas fibras 
e a paralela dos morfismos IFb : E -+ L(E, b* F) e JP'b : E -+ L(T M, b* F), obtendo os 
morfismos de fibrados diferenciáveis: 

IFIFb : E-+ L(E, L(E, b* F)) - L(E ® E, b* F) 

IP'IFb: E-+ L(TM,L(E,b*F)) L(TM® E ,b*F) 

IFIP'b : E-+ L(E, L(TM, b* F)) L(E ® TM, b* F ) 

IP'IP'b : E-+ L(TM, L(TM, b*F)) L(TM ® TM, b*F) 

A relação destes morfismos entre si e com os tensores de curvatura induzidos pelas 
conexões é dada pela seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO 1.1. Usando a notação acima, temos: 

(i) Para todo q E M, Vq,Wq,Zq E Eq: 
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(ii) Par'rz lodo q C M, oq, wq C Eç, zq C TçM.

BWb(«.) - («,,, ',) - (;., w,)

(iii) Para lodo g C M, uq ( Eç, mç, zq c TçM.'

I''b(«.) ' (««., ,.) Z,(«,) ' (,., .«,) + IE'b(«,) - R'(;., w,) . «.+

+ R'(Tã . :«,, TÕ . ',) - Ó(«.)

Demonstração (i) Dados q C M, uq,wq,zq C Eç, ternos

P'b(«,) . (,,, ".) - Í .... (Fb(«, + tw,) ' ',) -

' ã -.:. a .,.. ''", * '", + «.,
' a..-.ã....''".''",+«.,
- F/(«,) . («., :,)

(ii) Dados q C M, t;q,wq € Eç e zq C TçM, sejam ',. : ( c,c) a M tal que r 1... ':.
= z, e r : ( r,r) x ( c,4 -}.E tal que }''(t, ') é o transporte paralelo de (z,. + Zw.)
ao longo de 7:,, para cada t C (--r, r)

Note que, dados q C M e uma curva l n X(t) em Eç, então a derivada á X coincide
com a derivada covariante VfX, olhando-se X como uma seção de .E ao longo da curva
constante t F-> q em M

Temos

wü(«,) . (.«,, .,) á -'-. (I'óÜ. -- twD . ;,) -
vá',..v;,..ó(v'(t, .)) -
V;,-oVIÍ..oó(}'(Z, s)) + R'(0, Ti . ,.) - ó(«.) :

0

VfÍ,.. {FÜ( I''(O, ;)) - V8-.}''(t, ')+

+ ü'ó(i''(o, ')) ' b..:. l:.(')} -

E'B'b(".) ' (',, w.) + B'Ü(«,) ' Vg,-oVã..}'(f, s)

RE(zq ,0) -tpq =0
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(ii) Para todo q EM, vq,Wq E Eq, Zq E TqM: 

(iii) Para todo q E M, Vq E Eq, wq, zq E TqM: 

IP'2b(vq) · (wq , zq) = IP'2b(vq) · (zq, wq) + lFb(vq) · RE(zq, wq) · vq+ 
F - -+ R (Tb • wq, Tb · zq) • b(vq) 

Demonstração. (i) Dados q E M, vq, Wq, Zq E Eq , temos: 

(ii) Dados q E M, Vq, wq E Eq e Zq E TqM , sejam rz
9 

: (-t:, t:) --t M tal que Js l, =o 'Yzq 

= zq e V : (-T, T) x (-1:, 1:) --t E tal que V(t, ·) é o transporte paralelo de (vq + twq) 
ao longo de rz

9
, para cada t E (-,, ,). 

Note que, dados q E Me uma curva t 1---t X(t) em Eq, então a derivada ft X coincide 
com a derivada covariante 'vf X , olhando-se X como uma seção de E ao longo da curva 
constante t 1---t q em M. 

Temos: 

=O 

= v :is=o {lFb(V(O, s) ) · 'vtjt=o V(t, s)+ 
T 

+IP'b(V(O,s)) · -d rz
9
(s) } = 

t lt=O 
'--..,--' 

=0 

= IP'lFb(vq) · (zq, wq) + lFb(vq) · 'v~s=O 'v fft=O V(t , s) 
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Portanto, m'b(u,) . (w,, 'q) = 1'1FÓ(u,) . (,,, .«,), como aârmado.

(iii) Dados q c M, uq C E, e wq,zq C T,M, sejam 7.. : ( r,r) -} M tal que :lr,:. 'w.
= wq, y(z) e Z(t) transportes paralelo.s de uq e zq ao longo de '.., respectivas(ante,
I' : ( r,r) x ( r,c) d M tal que ÉI,:.I'(t,s) = Z(1) para cada Z C ( r,r), e

L'' : ( r,r) x (--qd -} E Lal que L/(f, .) é o transporte paralelo de L''(f) ao longo de
I'(t, .) para cada Z C (--,-, r). Temos

P'Ó(«,) . (w,, ,,) vã'...{p/(}'(i)) - z(f)} -

vál:.{v;,..z,(}'(1, '))} -
VIÍ,;oÍVã.oÓ(L'(f, .)) } + R'(Til ' w., TÕ . ,,) ó(«,) -

Vf',.. {FÓ( }'(O, ,)) Vã-. b'(t, ')+

+ I'Ó(}''(0, s)) ' ai.... F(t, ')} + R'(Til ' '",, Ti; '.) ' b(".) :

F Z,(«.) '(O, O)+ PFb(«.) -(;,, O) + Fb(«,) . R'(',, .«.) . «,+

+ P'Ó(",) '(',,w.)+ I'Ó(",) ' VliLo;i. . I'(t, ') +

+ R'(Tã . «,., Ti - z,) . b(«.)

:vli11:;.z=o

Logo: I':b(«.) '('«,,;,)) '(z,,'«.) +FÓ(«.) ' R'('«,.«,) '«. + R'(Ti..«,,TÀ
zq) . b(uç), como afirmado

D

Como aplicação desta proposição, dado nz : .E --} M vibrado vetorial diferenciável
sobre M, munido de uma conexão Hor(E), computar se-á uma fórmula, que será usada

posteriormente, para o colchete de Lie de dois campos de vetores X, y C l(E) em ter
mos das suas componentes verticais e horizontais. Para tal, dada .f C g(Z), considere
o morfismo de vibrados diferenciáveis:

/ E a Rw

«, -a (q, .f(Ç))

e seja Hor(]RM) a conexão trivialmente definida em IRU
T...E, temos:

Então, dados uq C -E e X., c

dF(«,) - x., x,. F/(«,) - n. ' X«. + IE'/(«,) . T« - X.

21

Portanto, ffb(vq) · (wq, zq) = lP'IFb(vq) · (zq, wq), como afirmado. 

(iii) Dados q E M, Vq E Eq e wq, Zq E TqM , sejam rwq : (-r, r) -t M tal que tt lt=o rwq 
= wq, V(t) e Z(t) transportes paralelos de vq e zq ao longo de rwq, respectivamente, 
r : (-r,r) X (-é,é) -t M tal que Ísls=O r (t,s) = Z(t) para cada t E (-r,r), e 
V : (-r, T) x (-é, é) -t E tal que V(t, ·) é o transporte paralelo de V(t) ao longo de 
f(t, ·) para cada t E (-r,r). Temos: 

1P'2b(vq) • (wq, zq) = \7fit=o{1P'J(V(t) ) · Z(t)} = 

= \7fit=o {\7~s=ob(V(t, s)) } = 
F { F ( )} F - -= \7s1s=O \7t1t=Ob V(t, s) + R (Tb · Wq, Tb · Zq) · b(vq ) = 

= \7~s=O {IFb ( V (O, S)) · \7fit=O V (t , S )+ 

+ 1P'b(V(O, s)) · dT f(t , s)} + RF(Tb • Wq, Tb • zq) • b(vq) = 
t lt=O 

= IF2 b(vq) · (O, O)+ 1P'1Fb(vq) · (zq , O)+ !Fb(vq) · RE(zq, wq) · vq+ 

+ 1P'2b(vq) • (zq , wq) + 1P'b(v9 ) · \7~~=ºdT f (t, s) + 
t lt=O 

-'17™ z- o - tJt=O -
F - -+ R (Tb • wq, Tb · zq) • b(vq) 

Logo, lP'2b(vq) · (wq, z9 ) = 1P'2 b(vq) • (zq, wq) + lFb(vq) • RE(zq, wq) • vq + RF(T b • wq, Tb . 
zq) · b(vq), como afirmado. 

o 
Como aplicação desta proposição, dado 7rE : E -t M fibrado vetorial diferenciável 

sobre M, munido de uma conexão Hor(E), computar-se-á uma fórmula, que será usada 
posteriormente, para o colchete de Lie de dois campos de vetores X, Y E :t(E) em ter­
mos das suas componentes verticais e horizontais. Para tal, dada f E 'J(E), considere 
o morfismo de fibrados diferenciáveis: 

f: E --t RM 
Vq f-----+ (q, f(q )) 

e seja Hor(RM) a conexão trivialmente definida em RM. Então, dados Vq E E e Xvq E 
TvqE, temos: 
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Daqui em diante, será omitido o "-," da notação
com/, e será usada esta fórmula para calcular aF.

identificando se tacitamente .f

PFtOPOSiçÃO 1.2. Usando a 7zolação acima, dados X, r C l(E) e t;q C E, lemos

« . ]x, r](«,) B'(« ' r)(-.) ' n. ' X(,.) + E'(H. . }'')(«.) . Trr ' X(«,)

F(':. ' X)(«.) ' x- ' y(«.) - P(H. . X)(«.) Tza }''(«,)+

+ R'(T«. . }'''(«,), T«. . X(«,)) - «.
F(Tr- ' y)(-,) ' H. ' X(«.) + P(Tz. . }'')(«,) Tzz X(«.)

F(TTE ' X)(«,) ' KE ' }''(«,) IE'(TT. . X)(«,) - TT. - }''(«,)

Tzz ' IX, rl(«,)

De'monstração.
dF(«,) - r(«,) :

Com efeito, dados / c 8(M), q c M e uq c É;., ternos r(uç)l.fl :
F/('uç) ' xE ' y(t'q) + PJ'(uç) . Tzz - y(uç). Logo, para todo uq, wq c Eg

P(rl.fl)(«,) . u-, ãi ---n {jr.f(", + tw,) ' ';' ' y(". + [«',)+
+ IE'/(«, + {««,) ' Tz, . y(«, + t««,)}

F:/(«.) '(«,, n. - y(«.))+ F/(«,) . B'(K. . y)(«,) . .«,+

+ b'P/(«,) ' (w,,TT. y(".)) + P/(«.) ' ]F(T« . }')(«.) w,

e, para todo uq c E,, toq € TçM, tomando 7w, : (
transporte paralelo em .E de ug ao longo de 7we:

c,c) q M tal que r7"a 1.-0 wqey

p(}''1/1)(«,) .«. iZ.. . {F/(}') ' "' 'r(r) +P/(r) ' T"' ' r(}'')} -wu lt=0

ü'F.f(".) ' (w,, K. . }''(«.)) + F.r(«,) - P(« . r)(«,) - ««.+

+ P'.f(«,) ' (w., T . r(«,)) + 1'/(«,) P(Ta. . y)(«,) - w.
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D~qui em diante, será omitido o "~" da notação, identificando-se tacitamente f 
com f , e será usada esta fórmula para calcular df. 

PROPOSIÇÃO 1.2. Usando a notação acima, dados X, Y E x(E) e vq E E , temos: 

"'E· [X, Y](vq) = lF(r;,E o Y)(vq) ·"'E· X(vq) + lP'(r;,E o Y)(vq) · T1rE · X(vq)-

- lF(r;,E o X)(vq) · "'E · Y(vq) - lP'(r;,E o X)(vq) · T1rE · Y (vq)+ 

+ RE(T1rE · Y(vq), T1rE · X(vq)) · Vq 

T 1rE · [X, Y](vq) = lF(T1rE o Y )(vq) ·"'E· X(vq) + 1P'(T1rE o Y)(vq) · T1rE · X(vq) ­

-1F(T1rE o X)(vq) ·"'E · Y(vq) -1P'(T1rE o X)(vq) · T1rE · Y(vq) 

Demonstração. Com efeito, dados J E J(M), q E M e Vq E Eq, temos Y(vq)[J] = 
df(vq) · Y(vq) = lFJ(vq) ·"'E· Y(vq) + ?f(vq) · T1rs · Y(vq)- Logo, para todo vq, wq E Eq: 

d 
lF(Y[f])(vq) · Wq = -d {lFJ(vq + twq) • "'E o Y(vq + twq)+ 

t lt=O 

+ lP'f(vq + twq) · T1rE o Y(vq + twq)} = 
= 1F2 f(vq) · (wq, K,E · Y(vq)) + IFJ(vq) · lF( K,E o Y)(vq) · wq+ 

+ ff f(vq) · (wq, T1rE · Y(vq )) + lP'f(vq) · lF(T1rE o Y) (vq) · Wq 

e, para todo Vq E Eq, Wq E TqM, tomando 'Ywq : (-t:, t:) -t M tal que r;;q li=o = Wq e V 
transporte paralelo em E de Vq ao longo de 'Ywq: 

d 
lP'(Y[f])(vq) · Wq = -d {lFJ(V) · "'E o Y(V) + lP'J(V) · T1rE o Y(V)} = 

t lt=O 

= lP'lFJ(vq) · (wq , "'E· Y(vq)) + lFJ(vq) · lP'(r;,E o Y)(vq) · Wq+ 

+ 1P'2 J(vq) · (wq, T1rE · Y(vq)) + lP'J(vq ) · 1P'(T1rE o Y )(vq) · Wq 
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Assim, para todo uq € .E, temos

lx, rl(«,)l.fl x(«.)lrl/ll }'(«,)lx[.f]]
F(rl/l)(«.) H. - X(«,) + 1:'(}'1/1)(«,) - Tz. X(«.)-

F(XI.ÍI)(«,) ' K. ' y(«.) I'(XI.fl)(«,) . Tz. . }''(«,)

F'.f(«,) ' (H. ' X(«,), H. ' }''(«,)) + ]F/(«,) ' ]F(HE " }'')(«,) - « . X(«.)+

+ m'.f(«.) ' (n, ' X(«.), Tz. ' }''(«.)) + 1'/(«.) ' F(Tz. . }")(«,) H. . X(«,)+
+ I'F/(".) '(TT. ' X(",), n. ' }''(««))+ F/(«,) ' P(H. . y)(«,) . TT. . X(«.)+
+ P:/(«,) '(T« ' X(««), TTE ' y(".))+ 1'/(«.) ' 1'(TT. . }'')(«,) . TTE ' X(«,)

{F'.f(".) ' (« ' }''(«.), K. - X(«.)) + IF/(«,) ' F(«- . X)(«,) . K. . }''(«.)+

+ m'.f(".) ' (H. ' y(«,), Tzr ' X(«,)) + P.f(«.) ' B'(Tz. . X)(«,) . K. - y(«,)+
+ PF/(",) ' (TT. ' }''(",), «. ' X(«.)) + F.f(«,) ' I'(H. . X)(«,) TT. . y(«.)+
+ E':.r(",) ' (TT. ' }''(",), T"E ' X(",)) + P.f(«.) ' I'(TT, ' X)(«,) TT. - y(«.)}

(1.4)

Por outro lado

lx, rl(«,)l.ÍI F.f(«,) ' HE ' IX, }'l («.) + I'.f(««) - T« . IX, }''l(«,) (1.5)

Logo, pela proposição (1.1) (]evando-se em conta que Hor(]RU) é Paf) e pela ar-
bitrariedade da .f C l$(M) tomada, a tese segue comparando se as equações (1.4) e

l K n

Como corolário, reobtém-se o seguinte resultado, bem conhecido

CoRoLÁRio 1.1. Usarzdo a mesa« rzotação, o suó/obrado Aor zonla/ Hor(E) é conFIe
[an«e"fe à"tegráue/ se, e somente se, a conCEdo nor(E) é Hat

Der710nslraçâo. Com efeito, dados X, }" c I''(E'), temos KEoX = Xoy - 0; logo, pela

p"P'lIÇãO.ÇI ?l? temos (VU, C E) H. IX, }'''I(U.) = R'(TTE ' y(U.), TTE X(U,)) . U,.
logo HE o IX, rl = 0 se a conexão for FaZ, donde a involutividade da distribuição
Hor(E). A mesma fórmula mostra qite, reciprocamente, se Hor(E) for involutiva, isca
é, se Kz o ]X, y] = 0 para todo X, y C I'"(E), então RK = 0, pela arbitrariedade de
z;. C E, X, y C l"'(/ç) e pelo fato de ser Tire in«.,(E) : Hor,.(E) -+ TçM isomorfistno

Também como corolário, obter-se-ão, a seguir, duas fórmulas qne serão usadas pos
teriormente para computar a forma simplética canâníca do vibrado cotangente de M
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Assim, para todo vq E E, temos: 

[X, Y](vq)[J] = X(vq)[Y[f]l - Y(vq)[X[f ]] = 
= lF(Y[f])(vq) · "'E· X(vq) + lP'(Y[f])(vq) · T1rE · X(vq)-

- IF(X[f])(vq) ·"'E· Y(vq) - IP'(X[J])(vq) · T1rE · Y(vq) = 
= lF2 f(vq) · ("'E· X(vq), "'E · Y(vq)) + IFJ(vq) · IF("'E o Y)(vq) ·"'E · X(vq)+ 

+ IFIP'f(vq) ·("'E · X(vq), T1rE · Y(vq)) + lP'f(vq) · IF(T1rE o Y)(vq) ·"'E· X(vq)+ 

+ lP'IF J(vq) · (T1rE · X(vq), "'E · Y(vq)) + IFJ(vq) · lP'("'E o Y)(vq) · T1rE · X(vq)+ 

+ IP2 f(vq) · (T1rE · X(vq), T1rE · Y(vq)) + lP'f(vq) · lP'(T1rE o Y)(vq) · T1rE · X(vq)­

- {IF
2 
f(vq) ·("'E· Y(vq), "'E· X(vq)) + IFJ(vq) · IF("'E o X)(vq) · K.E · Y(vq)+ 

+ IFIP'f(vq) ·("'e· Y(vq), T1rE · X(vq)) + IPJ(vq) · IF(T1rE o X)(vq) ·"'E• Y(vq)+ 

+ IPIFJ(vq) · (T1rE · Y(vq), "'E· X(vq)) + IFJ(vq) · lP'("'E o X)(vq) · T1rE · Y(vq)+ 

+ IP'
2 f(vq) · (T1rE · Y(vq), T1rE · X(vq)) + lP'f(vq) · IP'(T1rE o X)(vq) · T1rE · Y(vq)} 

(1.4) 

Por outro lado: 

Logo, pela proposição (1.1) (levando-se em conta que Hor (IRM) é flat) e pela ar­
bitrariedade da f E J(M) tomada, a tese segue comparando-se as equações (1.4) e 
(1.5) . D 

Como corolário, reobtém-se o seguinte resultado, bem conhecido: 

COROLÁRIO 1.1. Usando a mesma notação, o subfibrado horizontal Hor(E) é comple­
tamente integrável se, e somente se, a conexão Hor(E) é flat. 

Demonstração. Com efeito, dados X, Y E f 00 (E), temos "'EºX = "'Eºy = O; logo, pela 
proposição (1.2), temos (Vvq E E) K.E · [X, Y](vq) = RE(T1rE · Y(vq), T1rE · X(vq)) · vq, 
logo K.E o [X , Y] == O se a conexão for flat, donde a involutividade da distribuição 
Hor(E). A mesma fórmula mostra que, reciprocamente, se Hor(E) for involutiva, isto 
é, se "'E o [X, Y] == O para todo X, Y E f 00(E), então RE O, pela arbitrariedade de 
Vq E E, X, Y E f<;,o(E) e pelo fato de ser T 1re!Horvq(E) : Horvq (E) ➔ TqM isomorfismo 
linear. D 

Também como corolário, obter-se-ão, a seguir, duas fórmulas que serão usadas pos­
teriormente para computar a forma simplética canônica do fibrado cotangente de M, 
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uo, e o seu pu// baGA; pela transformação de Legendre oTM (g')*coo, onde

TM ---.} T*M
«. -a <«,, .>

Para tal, considere em T*M a conexão induzida pela conexão de Levi-Civita de
(M,g). Cota respeito a estas conexões, a aplicação tangente da transformação de
Legendre

TTM nT -TT*M

T*M

'',« l
0

TM
gb

é um isomorfismo de âbrados vetoriais que preser\ a os subfibrados horizontais e vei
ficais, ou se.ja, Tg' Hor(TM) = flor(T'M) e Tg' . Ver(TM) = Ver(T'M). Isto implica
que gP é natural com respeito aos conectores, i.e., KT*M o Tgb :: gb' o HTM. Fixadas
estas conexões, pode se usar o seguinte corolário da proposição(1.2) para calcular as
referidas formas simpléticas

ConoLÁKio 1.2. usando a notação acama, temos

(i) Para lodo pç c T*M, X.., EP, c T.. (T'M)

«. ($, , b.) <TTT.M ' Xp., nT M ' }pq> <TTT'M yp., KT.M ' Xp.>

lü) Par« lodo u. c TM, X.., y-. c T,,(TM)

UTM(X-., y-.) - <T'rM ' X,., ';TM ' X-.> <TnM ' K., "TM ' X,.>

Demonstração. Será deiTionsbrada apenas a parte (i), pois a parte (ii) decorre ime-

diatamente da Mrmula da parte (i) e de: (1) «'rM(X«,,X.) = (g')'«,o(X.., yü.) =

U.(Tgb . X.. , Tgb . y..), (2) HT.M O Tgb = gb O HTM e TTT.M O tgb = TTTM.

Sejam 0o a l-forma canónica do vibrado cotangente de M, e X,y e l(T'M) tais
que X(p,) = X.., y(p,) = yP,. Temos

«,o (X., , yp, ) d0o (X., , yp. )

X,.l<0o, }''>1 + Xp. l<0'' X>1 + <0.(P,), IX, rl(P.»
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w0 , e o seu pull back pela transformação de Legendre WTM := (g~)* w0 , onde: 

gb: TM -t T*M 

V q 1------t ( V q , ,) 

Para tal, considere em T*M a conexão induzida pela conexão de Levi-Civita de 
(M, g). Com respeito a estas conexões, a aplicação tangente da transformação de 
Legendre: 

Tgb 
TTM--~ TT*M 

~·! () J~·-
TM ----g• T*M 

é um isomorfismo de fibrados vetoriais que preserva os subfibrados horizontais e ver­
ticais, ou seja, Tgb · Hor(TM) = Hor(T*M) e Tl · Ver(TM) = Ver(T*M). Isto implica 
que gb é natural com respeito aos conectores, i.e., KT•M o Tgb = gb o KTM · Fixadas 
estas conexões, pode-se usar o seguinte corolário da proposição (1.2) para calcular as 
referidas formas simpléticas: 

COROLÁRIO 1.2. Usando a notação acima, temos: 

Demonstração. Será demonstrada apenas a parte (i), pois a parte (ii) decorre ime­
diatamente da fórmula da parte (i) e de: (1) WTM(Xvq , Yvq) = (gb)* w0 (Xv , Yv) = 

b b b b b q q 
wo(Tg · X vq, Tg · Yvq), (2) KT+M o Tg = g o KTM e TTT+M o Tg = TTTM· 

Sejam 00 a 1-forma canônica do fibrado cotangente de M, e X, Y E X(T*M) tais 
que X(pq) = Xpq, Y(pq) = Ypq· Temos: 

wo(Xpq , Ypq) = -d00 (Xpq, Yµq) = 
= - Xpq[(0o, Y)) + Ypq [(0o,X)) + (0o(Pq), [X, Y](pq)) (1.6) 
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Pa"a comp"tar XP. l<0o, r>1, note que (V WP. C Tp. (T'M)) <0o(pç), WP.> - <Pç, TTT.M

F{(a., }''>}(p.) ' « M ' xp. - á ..: <p, + [«.M ' xp., T'í'« . y(p« + t««.« ' X..)> -

= <HT.M ' XP,' T'r'M ' yP,> + <P,, F(TTT M ' y)(P,) ' HT.M ' X,,>

e, tomando ' : (--(, o -} M com Z1l 1... - TTT M ' X«, e P transporte paralelo de pç aa
longo de'y:

PÍ<OO, ]''>} (P,) ' TTT.M ' X., ãii... <a. . p(t), }'' ' p([)> -

Í l... <P(t), T'«'« . r . P(&)> -

@., I'(TTT M . }'')(P.) ' TTT-M ' XP.>

portanto

X..l<0o, }'>1 <a., }''>}(p«) ' «.« ' X.. + I'Í<0., r>}(p.) TH--M X..

'Xp.,T"." - yp.>+ <p,,F(T".« 'y)(p.) 'n«.« X,.>+(].7)
+ <p,, P(T« M . }'')(p«) . T«.« ' X,,>

Por outro lado, segue da proposição (1.2) que

(00 (P,) , IX, }'l(P,)> (p,, F(TTT. M ' }'')(P,) - HT.M - X--+
+ IE'(TTT. M . }')(Pç) T,r M - X,.>-
<p,, ]F(T«. « ' X)(P.) - H«.M - yp,+

+ P(T,r.u o X)(Pç) TTT M ' }},>

(1.8)

DSubstituindo se as equações (1.7) e (1.8) em (1.6), segue a tese.

g2. SISTEMAS MECÂNICOS E SISTEMAS LAGRANGEANOS

Um szsfemcl meccirzíco clássico ou, abreviadaTí]ente, u]]i sásiemrl lnec(2rzíco(vede 1] 91
j1l, l51, 1391 e 1431), é uma telha (M, K, F), onde M" é uma variedade diferenciável (que,
deste texto, supor-se-á de dimensão finita n), K : TM H ]R é uma função diferenciável

cuja restrição a cada fibra do obrado tangente TM é uma forma quadrático positiva
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Para computar Xpq[(00 , Y)], note que (VWPq E Tpq(T*M)) (00 (pq), Wpq) = (pq, TrT*Mº 
Wpq), donde: 

d 
IF{ (0o, Y) }(pq) · x;T-M · Xpq = dt lt=o (Pq + tx:T*M · Xpq , TTT•M · Y(pq + tx:T*M • Xpq)) = 

= (KT•M. Xpq, TTT*M. Ypq) + (pq, IF(T -rp Mo Y)(pq) . KT*M. X pq) 

e, tomando 1 : (-t::, t::) ➔ M com ~i lt=o = T TT-M · Xvq e P transporte paralelo de Pq ao 
longo de,: 

portanto: 

Xpq[(0o, Y)] = lF{(0o, Y)}(pq) · KT·M · XPq + IP'{(00 , Y)}(pq) · TTT-M · XPq = 
= (x:T·M · XPql TTT'M · Ypq) + (pq,F(TTp M o Y)(pq) · /'í;pM · Xpq)+ (1.7) 

+ (pq,IP'(T TpM o Y)(pq). TTT-M . XpJ 

Por outro lado, segue da proposição (1.2) que: 

(0o(pq), [X, Y](pq)) = (Pq,lF(T-rpM o Y)(pq) · KT•M · Xpq + 

+ JP(TTT*M o Y)(pq). TTT•M. Xpq)-

- (pq, IF(T Tp M o X) (Pq) . Kp M . Ypq + 
+ lP(T-rpM o X)(Pq). TTT*M. Ypq) 

Substituindo-se as equações (1.7) e (1.8) em (1.6), segue a tese. 

§2. SISTEMAS MECÂNICOS E SISTEMAS LAGRANGEANOS 

(1.8) 

D 

Um sistema mecânico clássico ou, abreviadamente, um sistema m ecânico(vide [19], 
[1], [5], [39] e [43]), é uma terna (M, K, F) , onde Mn é urna variedade diferenciável (que, 
neste texto , supor-se-á de dimensão finita n), K : TM ➔ IR é uma função diferenciável, 
cuja restrição a cada fibra do fibrado tangente TM é uma forma quadrática positiva 
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definida, e

TM J'' -:T':M

«.L
0

M

é um morfismo de vibrados diferenciáveis. Segundo a nomenclatura usual, denominam
se

idu

M: espaço de configurações

K: energia cinética:

F: campo de forças (externo)

número de graus de liberdade do sistema mecânico

TM: espaço de fase das velocidades

T':M: espaço de fase dos momentos

A energia cinética K define um tensor métrico g em M(por polarização da f'arma
quadrática K em cada fibra de TM), de forma que (M, g) é uma variedade riemanniana
Denotar-se-á por K o colector induzido pela conexão de Levi Civita V de (M, g). Uma
curva ' em M diz se um movimento ou uma trajetária J%inca do sistema rnecárz co
IM, K, F) se fnr uma solução da equação de Nemton

F(+) - P(V.+) (1.9)

onde V é a conexão de revi-Civita de (M, g), p := gU : TM a T*M é a transformação de
Legendre induzida pelo censor métrico, Vt denota a derivada covariante ao longo de '
induzida por V, e 't é uma notação abreviada para ar - Denotando-se por gi := (gb) l

T*M q TM e ;J := gi o F (qlle também será chamado de campo de .forças), ob'tém-se
a seguinte forma equivalente da equação(1.9) , que será usada mais freqüentemente:

/t(+) (l.lo)

Note que, para um sistema mec(2náco / ure, i.e., no qual o campo de forças .F é
nulo, os movimentos do sistema mecânico coincidem com as geodésicos da variedade
riemanniana (M, g)

9G

definida, e: 

™ 
:F 

T*M 

TM j o ]·,-· 
M 

idM 
M 

é um morfismo de fibrados diferenciáveis. Segundo a nomenclatura usual, denominam­
se: 

M: espaço de configurações; 

K: energia cinética; 

F: campo de forças (externo); 

n: número de graus de liberdade do sistema mecânico; 

TM: espaço de fase das velocidades; 

T* M: espaço de fase dos momentos. 

A energia cinética K define um tensor métrico g em M (por polarização da forma 
quadrática K em cada fibra de TM) , de forma que (M, g) é urna variedade riemanniana. 
Denotar-se-á por K. o conector induzido pela conexão de Levi-Civita \/ de (M, g). Uma 
curva 'Y em M diz-se um movimento ou uma trajetória física do sistema mecânico 
(M, K, F) se for uma solução da equação de Newton: 

(1.9) 

onde\/ é a conexão de Levi-Civita de (M, g), µ := gb : TM-+ T*M é a transformação de 
Legendre induzida pelo t ensor métrico, 'vt denota a derivada covariante ao longo de 'Y 
induzida por\/, e 'Y é uma notação abreviada para '!ii[-. Denotando-se por g" := (gb) - 1 : 
T*M-+ TM e F" := g" o F (que também será chamado de campo de forças), obtém-se 
a seguinte forma equivalente da equação (1.9), que será usada mais freqüentemente: 

(1.10) 

Note que, para um sistema mecânico livre, i.e., no qual o campo de forças F é 
nulo, os movimentos do sistema mecânico coincidem com as geodésicas da variedade 
riemanniana (M, g). 
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Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta última equação,
obtém se T nt(+) = À+(FÜ(+)), o que mostra que as sol«ções de (l.lO) são asc«;«-
integrais de base do campo de segunda ordem Xr C l(TM) definido por, para todo
uq € TM

XF(«.) + À,. (J''U(«.))

onde S é o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexão de revi-Civita)

DEFiNiÇÃo 1-2. Xr é o campo de Gibbs Maggi-Appell (GMA)t do sisten a mecári co
(M , K, J')

(1.11)

Neste texto, estaremos particularmente interessados nos casos em que o campo de
forças externo:

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V C 8(M), chamada erzeWàa poterzciaJ,

Lal que (Vuq C TM) J:'(z;q) = clV(q) c T;M;

[2) é a força de Lorentz induzida por urll campo magnético (vede ]66]). Ou seja.
existe uma 2-forma fachada B c í22(M), chamada can po rrzagnéfico, tal que,
definilldo-se g'' : TM > T*M por:

(Vq c M, «., '«. c T,M) <«,, P'(w,)> («,,««,)

tem-se .F = g''

No caso (1), é bem corlhecido o fato de que o campo Xr dado por (1.11) é ha-
miltoniano, com respeito à forma simplétíca u-rM, sendo a hamiltoniana dada por
FI = K + V O TM C 8(M)

Com efeito, dados t;q € TM e X., c T«.(TM), temos:

m(«,) «-x«. - :lã..-.<".+1~ x,.,",+z«'x..> -

e, tomando 'r : ( c, d

longo de ', temos:
-.> M com

dt It-o -: TTM ' X.ç e P transporte paralelo de uq ao

D:'n(«,)
T.... ' X-, - l;..:.{:<(f),V(f)>+V('r(&))}-

1.-oP, «.> -F dV(«.)

- dV(«,) ' T,« . X,,,
'Esta nomenclatui-a foi sugerida por Fusco e OlivaÍ161 no contexto de sistemas não-holonâmicos

lineares
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Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta última equação, 
obtém-se ~i -H-y('y) = À-y(Fti(i')), o que mostra que as soluções de (1.10) são as curvas 
integrais de base do campo de segunda ordem X:;- E .x(TM) definido por, para todo 
Vq E TM: 

(1.11) 

onde S é o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexão de Levi-Civita). 

DEFINIÇÃO 1.2. X:;- é o campo de Gibbs-Maggi-Appell (GMA) 1 do sistema mecânico 
(M,K,F) . 

Neste texto, estaremos particularmente interessados nos casos em que o campo de 
forças externo: 

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V E J(M), chamada energia potencial, 
tal que (V vq E TM) F(vq) = -dV(q) E T; M; 

(2) é a força de Lorentz induzida por um campo magnético (vide [66]). Ou seja, 
existe uma 2-forma fechada B E D2 (M), chamada campo magnético, tal que, 
definindo-se '?}' : TM ➔ T* M por: 

(V q E M, Vq, Wq E TqM) {vq, 'l}'(wq)) = B(vq, wq) 

tem-se F = '?}'. 

No caso (1), é bem conhecido o fato de que o campo X:;- dado por (1.11) é ha­
miltoniano, com respeito à forma simplética WTM, sendo a hamiltoniana dada por 
H = K + V o 'M E J(M). 

Com efeito, dados Vq E TM e Xvq E Tvq (TM), temos: 

lFH(vq) · K, · Xvq = ~ dd {vq + tK, · Xvq, Vq + tK, • Xvq) = 
2 t lt=O 

= {vq, K, • Xvq) 

e, tomando 1 : (-é, é) ➔ M com '!i{- lt=o = T ' M · Xvq e V transporte paralelo de Vq ao 
longo de 1 , temos: 

d l 
PH(vq) · T rM · Xvq = -d {- (V(t), V(t)) + V(,(t))} = 

t lt=O 2 

= (VtJt=oV,vq) +dV(vq) · T,M · Xvq = 
= dV(vq) · T,M · Xvq 

1 Esta nomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva (16] no contexto de sistemas não-holonômicos 
lineares. 
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portanto

dn(«,) - x,. mr(«.) ' n ' x,, + lpn(«,) - Tn« - x«.
<«., K . X,,> + dV(«,) ' Tt« . X,, (1.12)

Por outro lado, do corolário (1.2) segue

«T«(XF(«.),X«.) ' XF(«,),H - X..> <Ta« - X,,,K XF(«.)>
' <ug, n ' X-,> <Tru ' X.., ' grad V(q)>

. X,.> + dV(«,) . Tn« . X,.
(1.13)

e, comparando-se as equações (1.12) e (1.13), conclui-se que Xr Cn, como afirmado

]Vofação. Qilando o campo de forças externo for dado por um potencial V c g(M),
denotar se á o sistema mecânico por (M, K, V) ao invés de (M, K, dVorm), e o campo
GMA por Xv ao invés de X .ÍV.TM

No caso (2), definindo-se (2 := oTM I'UB € !22(M), temos dQ = 0, pois wTM eB
são f'echadas- Além disso, dados u, c TM e X.,, h. c T.,(TM), temos:

(2(X«., y..) = wTM(x.., }'.q) ruB(X«., yu.) ""i'T(i z)

'X,,,K y..> <T~w -y..,';'X,.> B(Ta« X«,,T,M'y-.)
(1.14)

e, usando esta equação e o fato de ser uTM não-degenerada, conclui-se que Q é nã(»
degenerada, portanto uma forma simplética em TM

A seguinte proposição rriosLra que o campo XP c l(TM) definido por (1.11) é
hamiltoniano com respeito à forma silnplética {2:

PRoposIçÃo 1.3. Usarzdo a notação acÍrna, o carrzpo X# coincide com o campa Àa-
miZtorz ano iria'uzàdo pe/a erzeWia cinética K C 8(M), com despe to â /orça sãmpléfáca
n, {sfo é, X'# = (K

Demonstração
V :: 0 que:

Com efeito, dados uq C TM e X,, C T«,(TM) segue de (1.12) com

dK(«,) -X..(«,) x- X., +PK(«.) -T'M li.is)
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portanto: 

dH(vq) · Xvq = lFH(vq) · K, • Xvq + IPH(vq) · T TM · Xvq = 
= (vq, K, · Xvq) + dV(vq) · TTM · Xvq 

Por outro lado, do corolário (1.2) segue: 

WTM(X.r(vq), Xvq) = (TTM · X.r(vq), K, • Xvq) - (T rM · Xvq, K, • X:r(vq)) = 
= (vq,"' · Xvq) - (T rM · Xvq, - grad V(q)) = 

= (vq, K, • XvJ + dV(vq) · TTM · Xvq 

(1.12) 

(1.13) 

e, comparando-se as equações (1.12) e (1.13), conclui-se que X.r = <;H, como afirmado. 

Notação. Quando o campo de forças externo for dado por um potencial V E J(M), 
denotar-se-á o sistema mecânico por (M, K, V) ao invés de (M, K, -dV orM), e o campo 
GMA por Xv ao invés de X - áVorM · 

No caso (2), definindo-se D := wTM - TM B E D2(M), temos dO. = O, pois WTM e B 
são fechadas. Além disso, dados Vq E TM e Xvq, Yvq E T vq(TM ), temos: 

,,. * corolário (1.2) 
D ( Xvq , Yvq) = WTM ( _,,\'. vq , Yvq) - T M B ( Xvq , Yvq) = 

= (T TM · Xvq, K, • Yvq) - (T TM · Yvq, K, • Xvq) - B (T TM · Xvq, T TM · Yvq) 
(1.14) 

e, usando esta equação e o fato de ser WTM não-degenerada, conclui-se que D é não­
degenerada, portanto uma forma simplética em TM. 

A seguinte proposição mostra que o campo X1Y E .x(TM) definido por (1.11) é 
hamiltoniano com respeito à forma simplética O: 

PROPOSIÇÃO 1.3. Usando a notação acima, o campo X'!Y coincide com o campo ha­
miltoniano induzido pela energia cinética K E J(M), com respeito à forma simplética 
O, isto é, x-!JI = ÇK· 

Demonstração. Com efeito, dados Vq E TM e Xvq E Tvq(TM ), segue de (1.12) com 
V= O que: 

dK(vq) · Xvq = JFK(vq) · "'· Xvq + IPK(vq) · T rM · Xvq = 
= (vq, K, • Xv9 ) 
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Por outro lado

Q (Xg («,) X..) 0Jq <T,.« . Xp(«,), K ' X..> - <T,w ' X«,, K Xp(«,)>
B(T,« ' X# («,), T,« . X,,)

. X«.> <T,'« . X,., g''(«,)> B(«,, Tn« - X.,)
= <uç,'c'X,.> B(TTM X..,t'ç) B(uç,TTM -X«.) '""gj"'é"i-
- <«,, « x.,>

(1.16)

Comparando-se as equações (1.15) e (1.16), segue a tese. D

2. 1. SistelTiüs tagrailgeanos

Um sásfema lagrarzgeano (vede ]i91, [11, [5], ]301 e ]431), é um par (M,L), onde M
é uma variedade diferenciável e L : TM --> R é uma função diferenciável, denominada
Zagrangeana. Mais geralmente poder-se-ia considerar uma função diferenciável L
TM x R -+ IR, chamada /agrangeama dependente do tempo, mas neste texto serão
consideradas apenas lagrangeanas independentes do tempo, ou sela, do primeiro tipo.
Vide, no entanto, a observação (1.3)

A lagrangeana diz-se c/ássÍca se for da forma L = K -- V o rM, onde K : TM --> IR.
chamada eneryãa cinética, é uma função diferenciável, cuja restrição a cada fibra do
vibrado tangente TM é uma forma quadrático positiva definida, como anteriormente. e
V C g(M), chamada eneW a Falência/

2.1.1. Alguns espaços de c'umas

Dados # > 0 e um intervalo inchado la, ól C R, denotar-se-á por Ck(M, la, ól) o con-
junto das curvas ' : ja, ól q M de classe Ck. Para k > 1, denotar se-á por H'(M, ja, ól)
o conjunto das cilrvas ' : la,ól } M dc classe Hk (uma curva ' : la,ól a M diz-se
de classe Hk se, tomando-se um mergulho { : M --> RX dado pelo teorema de Whit-
ney, a composta { o 7 é uma curva de classe Hk em Ra, ou seja, é absolutamente
contínua e sua derivada está no Hk i, sendo Ho = L21 para k > 1, esta definição in
depende do mergulho tomado). Estando o intervalo la, ól fixado e não havendo risco
de confusão, usei-se ão as notações abreviadas C'(M) e H*(M) no lugar de C*(M, la, ól)
e H'(M, la, ól), respectivamente. Tais conjuntos (para É > 0 no caso dos espaços Ck
e Ã > 1 no caso dos espaços Hk) adiniLem estruturas de variedades de Banach (i.e.,
variedades diferenciáveis modeladas em espaços de Banach, vide l32j, 1331 ou l21, por
Pxertiplo) naturalmente definidas vida 1441, j1 51, 1471, 12il ou jlal. Mais precisamente,
os espaços HK, k > 1, adtnitem estrutura de variedades de Hilberl (i.e., variedades dife-
renciáveis modeladas em espaços de Hilbert) . Tais estruturas de variedade diferenciável
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Por outro lado: 

n(X&(vq),XvJ (l~
4

) (TTM ·X&(vq),K·Xvq)-(TTM ·Xvq,K·X&(vq))­

- B(TTM · X&(vq), T TM · Xvq) = 
= (vq, K · Xvq) - (T TM · Xvq, &(vq)) - B (vq, TTM · Xvq) = 

( X ) (T X ) B ( T r ) B anti-simét rica = Vq, K · Vq - B TM · Vq, Vq - Vq, TM · Xvq = 

= (vq, K · XvJ 

Comparando-se as equações (1.15) e (1.16), segue a tese. 

2.1. Sistemas lagrangeanos 

(1.16) 

o 

Um sistema lagrangeano (vide [19], [1], [5], [39] e [43]), é um par (M, L), onde M 
é uma variedade diferenciável e L : TM ➔ R é uma função diferenciável, denominada 
lagrangeana. Mais geralmente poder-se-ia considerar uma função diferenciável L : 
TM x R ➔ R, chamada lagrangeana dependente do tempo, mas neste texto serão 
consideradas apenas lagrangeanas independentes do tempo, ou seja, do primeiro tipo. 
Vide, no entanto, a observação (1.3). 

A lagrangeana diz-se clássica se for da forma L = K - V o TM, onde K : TM ➔ R, 
chamada energia cinética, é uma função diferenciável, cuja restrição a cada fibra do 
fibrado tangente TM é uma forma quadrática positiva definida, como anteriormente, e 
V E J(M), chamada energia potencial. 

2.1.1 . Alguns espaços de curvas 

Dados k ;::: O e um intervalo fechado [a, b] e R, denotar-se-á por Ck(M, [a, b]) o con­
junto das curvas,: [a, b] ➔ M de classe (k. P ara k;::: 1, denotar-se-á por Hk(M, [a, b]) 
o conjunto das curvas , : [a, b] ➔ M de classe Hk (uma curva , : [a, b] ➔ M diz-se 
de classe Hk se, tomando-se um mergulho i : M ➔ RN dado pelo teorema de vVhit­
ney, a composta i o , é uma curva de classe Hk em RN, ou seja, é absolutamente 
contínua e sua derivada está no Hk- I , sendo Hº = L 2 ; para k ;::: 1, esta defin ição in­
depende do mergulho tomado) . Estando o intervalo [a, b] fixado e não havendo risco 
de confusão, usar-se-ão as notações abreviadas (k (M) e Hk(M) no lugar de (k(M, [a, b]) 
e Hk(M, [a, b]), respectivamente. Tais conjuntos (para k ;::: O no caso dos espaços (k, 

e k ;::: 1 no caso dos espaços Hk) admitem estruturas de variedades de Banach (i.e., 
variedades diferenciáveis modeladas em espaços de Banach , vide [32], [33] ou [2], por 
exemplo) naturalmente definidas - vide [44], [15], [47], [21] ou [14]. Mais precisamente, 
os espaços Hk, k ? l, admitem estrutura de variedades de Hilbert (i.e., variedades dife­
renciáveis modeladas em espaços de Hilbert). Tais estruturas de variedade diferenciável 
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são tais que, dado um mergu]ho próprio á : M > ]RX(que existe, pelo teorema de Whit-
ney), então a aplicação (io) : ' -> io ' é un] mergulho de C'(M) (respectivamente,
H'(M)). no espaço de Banach. C*(IRX) (respectivamente, no espaço de Hilbert HK(Rx))
e C*(M) é fechada em C'(]RN) (respectivamente, H'(M) é fechada em H'(RX))-' Esta
propriedade determina as estruturas de variedade direrenciável de Ck(M) e Hk(M) uni-
vocamente são as únicas estruturas de variedade diferenciável em C'(M) e H'(M)
que as tornam subvariedades mergulhadas de C'(RAr) e H*(R/v), respectivarnenLe. Em
pa'Licular, as variedades C*(M) e H'(M) são metrizáveis (portanto paracompacLas) e
separáveis. As inclusões C'(M) a H'(M) a C* '(M), k > 1, são diferenciáveis e têm
imagens densas. Acém disso, dados N variedade diferenciáve] de dimensão finita e uma

aplicação diferenciável çb : M } N, a aplicação(çbo) : ' H @ o ,y é diferenciável de

C'(M) (respectivamente,. H'(M» em C'(N) (respectivarnenLe, H'(Nj). Dada ' c C'(M)
(respectivamente, ' C H"(M)), o espaço tangente em ,y é o conjunto das seções de TM
ao longo de ' de classe C* (respectivamente, de classe Hk), ou seja

T,C'(M) c'('r*TM) {X C CK(TM} l rM o X 'r}

e.analogamente para.T,rHK(M). Portanto, os vibrados tangentes rCh(M) : TCK(M) }
C*(M) e rn*(M) : TH'(M) H H*(M) são, respectivamente, (rMo) : CÉ(TM) d CI(M) e
(.'Mo) : H*(fM) --} HK(M).

Mais geralmente, dado n-.E : .E --} M vibrado vetorial diferenciável sobre M. de di-
mensão Hnita, temos vibrados vetoriais diferenciáveis (vrEo) : C'(E) H C*(M) sobre
C*(M), para k > 0, e (7rzo) : H'(E) 4 H*(M) sobre H'(M), para k > 1. Estas cons-
truções são functoriais, ou seja, dado um morâsmo de vibrados vetoriais diferenciáveis:

obtêm-se os morâsmos de übrados vetoriais diferenciáveis

CK(E) @') -CK(F')

' l(«.)
C*(N)

(+.) '
Ck(M) ... .
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são tais que, dado um mergulho próprio i : M ➔ JRN ( que existe, pelo teorema de Whit­
ney), então a aplicação (io) : , i---+ i o, é um mergulho de Ck(M) (respectivamente, 
Hk(M)) no espaço de Banach Ck(JRN) (respectivamente, no espaço de Hilbert Hk(JRN)) 
e Ck(M) é fechada em Ck(JRN) (respectivamente, Hk(M) é fechada em Hk(JRN)). Esta 
propriedade determina as estruturas de variedade diferenciável de (k(M) e Hk (M) uni­
vocamente - são as únicas estruturas de variedade diferenciável em Ck(M) e Hk(M) 
que as tornam subvariedades mergulhadas de (k(JRN) e Hk (JRN), respectivamente. Em 
particular, as variedades (k(M) e Hk (M) são metrizáveis (portanto paracompactas) e 
separáveis. As inclusões (k(M) ➔ Hk(M) ➔ (k-l (M), k ~ l, são diferenciáveis e têm 
imagens densas. Além disso, dados N variedade diferenciável de dimensão finita e uma 
aplicação diferenciável </> : M ➔ N, a aplicação ( cpo) : , i---+ </> o I é diferenciável de 
Ck(M) (respectivamente, Hk(M)) em (k(N) (respectivamente, Hk(N)). Dada, E (k(M) 
(respectivamente, , E Hk(M)), o espaço tangente em, é o conjunto das seções de TM 
ao longo de, de classe (k (respectivamente, de classe Hk), ou seja: 

e analogamente para T yHk(M) . Portanto, os fibrados tangentes Tck(M) : TCk(M) ➔ 
(k(M) e THk(M) : THk(M) ➔ Hk(M) são, respectivamente, (TMo) : Ck(TM) ➔ Ck(M) e 
(TMo): Hk(TM) ➔ Hk(M). 

Mais geralmente, dado 7rE : E ➔ M fibrado vetorial diferenciável sobre M, de di­
mensão finita, temos fibrados vetoriais diferenciáveis (1rEo) : (k(E) ➔ (k(M) sobre 
(k(M), para k;:: O, e (1rEo) : Hk(E) ➔ Hk(M) sobre Hk(M), para k ~ l. Estas cons­
truções são functoriais, ou seja, dado um morfismo de fibrados vetoriais diferenciáveis: 

4> E-----F 

•E j j •F 

M N 
4> 

obtêm-se os morfismos de fibrados vetoriais diferenciáveis: 

(k(E) _(_t/>o_) -(k(F) 

(, Eº) j j (•po) 

(k(M) (;po) (k(N) 
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para k a: 0 e:

Hk(E) @') :HK(F)

0 r(«,')

nK(M)

para k > l

Dado um censor métrico g em M, e sendo V a conexão de Leva CiviLa de (M,g)
considerar-se-á em HK(M), k > 1, o tensos métrico G dado por

(Ó.)
-H'(N)

G('z,e):(V."o('), V-"c(')) +/ g(v.'o, v.'0 dí
n=0 'r a

para toda ' € H'(M), 77, ( € T,rH'(M)
Mais geralmente, dados um vibrado vetorial diferenciável riemanniano, de dimensão

finita, vz : (E,g) 4 M, uma conexão V em E e uma curva ,y C H*(M), considerar-
se-á o produto interno no espaço hilbertizável HK('y'E) = Hk(E),r dado pela equação
anterior, tornando (7rEo) : H*(E) --} H*(M) um vibrado riemanniano

Espaços de curvas com pontos fixos. Na situação descrita acima, considere
seguir, um conjunto finito {ti, . . . , f«} c la, ól, e seja

a

e«(t: , . f.) C'(M)
7

-----> M>< nfatores

: (7(t.),
xM

'y(t«))

para k > 0 (o mesmo vale com HK no lugar de Ck, para k > 1, ips s /i/[eüs)
A aplicação eu(tl, - . . , t.) é diferenciável: tomando um mergulho M -+ RX, dado

pelo teorema de Whitney, eu(tl , . . . , t.) é linear contínua em C*(]RX), portanto sua res
trição à subvariedade mergulhada Ck(M) é diferenciável e toma valores na subvariedade

mergulhada Mx - - - xM de RX x ." xIRX. Além disso, a sua aplicação tangente em
,y C Ck(M) é dada por

T,e'u(fl,...,l«) : T.rC*(M) d TIU:)M x '' x T,r(t.)M

X -a (X([-),. . .,X(t.))

que é clararTlente sobrejctiva, e como o seu núcleo tem codimensão finita (portanto ad-
mite um complementar fechado ern T,Ck(M)), isto mostra qite eu(tl, . . . , 1«) é uma sub-

mersão. Ouseja, dado (ql, . . .,q.) C Mx - -' xM, asilaimagem inversa eu(il,. . .,[.) '

3]

para k ~ O e: 

para k ~ l. 
Dado um tensor métrico g em M, e sendo v' a conexão de Levi-Civita de (M, g), 

considerar-se-á em Hk(M), k ~ 1, o tensor métrico G dado por: 

k-1 b 

G(77,ç) := Lg(v't17(a), v'tnç(a)) + 1 g(v'/77, v'/ç) dt 
n=O a 

para toda, E Hk(M), 77, ç E T--yHk(M). 
Mais geralmente, dados um fibrado vetorial diferenciável riemanniano, de dimensão 

finita, 7rE : (E, g) --+ M, uma conexão v' em E e uma curva, E Hk(M) , considerar­
se-á o produto interno no espaço hilbertizável Hk (,* E) = Hk (E),. dado pela equação 
anterior, tornando (1rEo): Hk(E)--+ Hk(M) um fibrado riemanniano. 

Espaços de curvas com pontos fixos. Na situação descrita acima, considere, a 
seguir, um conjunto finito { t 1 , . .. , tn} C [a, b], e seja: 

para k ~ O (o mesmo vale com Hk no lugar de Ck, para k ~ 1, ipsis litteris ). 
A aplicação ev(t1, . .. , tn) é diferenciável: tomando um mergulho M --+ JRN, dado 

pelo teorema de Whitney, ev ( t1 , ... , tn) é linear contínua em (k (RN), portanto sua res­
trição à subvariedade mergulhada (k (M) é diferenciável e toma valores na subvariedade 

mergulhada M x • 1: · x M de RN x .1: · x RN. Além disso, a sua aplicação tangente em 
, E (k(M) é dada por: 

T,.ev(t1, ... , tn): T,.Ck(M) ----r T--y(t1)M X .· · X T,-(tn)M 
X f-----7 ( X ( t 1) , . . . , X ( tn)) 

que é claramente sobrejetiva, e como o seu núcleo tem codimensão finita (portanto ad­
mite um complementar fechado em T-y Ck(M)) , isto mostra que ev(t1 , .. . , tn) é uma sub­

mersão. Ou seja, dado (q1 , ... , qn) E M x .1: · x M, a sua imagem inversa ev(t1 , •. • , tn) - 1 

3] 



l(ql,. . .,q«)l = {'y C C*(M) l 7(!i) = q{, 1 < i< n} é uma subvariedade mergulhada
fechada e de codimensão finita de Ck(M), cujo espaço tangente em ,y é o subespaço
{X c T,C*(M) l X({i) = 0, 1 < i < n}

Estaremos particularmente interessados em dois casos:

(1) para n = 1, ti = a, usa se a notação eu:

e, dado q € M, C*(M, q) := euj:jçl.
eu(a), chamada apJ cação ponto írzác a/

(2) para zz ' 1, tl = b, usa se a notação eu/ := e'u(b), chamada apZicaçâo pc,nto .Pna/

Dados p, q C M restrição de eu/ a Ck(M, q) também é uma submersão, e a imagem

inversa eu/lc: M.v)bl coincide com a subvariedade mergulhada e'u(a, ó) ' l(p, q)l
de C*(M), que será denotado por C'(M,p, q)

2. }.2. O püTicípio de Hamittol} dü tição estücioTiár ü

Uma lagrangeana L : TM -+ R define funcionais -g : Ck(M, ]a, ó]) a R, para k > 1,
e -Z' : Hk(M, la, ól) } R, para # > 2, dados por

.g(o :- .Z LM

Se a lagrangeana for clássica, -g também é urn funcional bem definido ern H' (M, la, ól)
Estes funcionais são chamados de /unciorzüis de Zagrange

Proposição 1 .4. Os/uzzci07zais .g : Ck(M, ja, ól) a R, parra k > 1, e -g : Hk(M, [a, ó]) q

]R, para k > 2 são d /erenc áueÍs. Se a /agra7zgearza /or clássica, .g : H:(M, [a, õ]) o R
La,mbém é ditferenci,á'uel..

A demonstração desta proposição é a mesma de ÍS61, com pequenas modificações
e será precedida do seguinte lema:

LEMA [.].. Dado À a: ], sela.
T C'(M) H

'' F-'--}

C' :(TM)

(i) ã é dV«e«iá«Z:

(ii) l)ada V comerão em M, temos, para toda ' C Ck(M)

T, (:1 ) T,C*(M) --}
X p..--.>

T}Ck :(TM)
À,tVtX + H,tX
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[(q1, ••·,qn)] ={,E (k(M) 1,(ti) = qi,l ~ i ~ n} é umasubvariedade mergulhada 
fechada e de codimensão finita de (k(M), cujo espaço tangente em I é o subespaço 
{X E T,Ck(M) 1 X(ti) = O, 1 ~ i ~ n}. 

Estaremos particularmente interessados em dois casos: 

(1) para n = l, t 1 = a, usa-se a notação evi := ev(a), chamada aplicação ponto inicial, 
e, dado q E M, (k(M, q) := ev;1[q]. 

(2) para n = l, t1 = b, usa-se a notação ev1 := ev(b), chamada aplicação ponto final. 
Dados p, q E M restrição de ev1 a (k(M, q) também é uma submersão, e a imagem 
inversa evilck\M,q)[p] coincide com a subvariedade mergulhada ev(a, b)-1 [(p, q)] 
de (k(M), que será denotada por (k(M, p, q). 

2.1.2. O princípio de Hamilton da ação estacionária 

Uma lagrangeana L : TM ➔ lR define funcionais 5L': (k(M, [a, b]) ➔ lR, para k ~ l , 
e 5L': Hk(M, [a, b]) ➔ JR, para k ~ 2, dados por: 

Se a lagrangeana for clássica, 5L' também é um funcional bem definido em H1 (M, [a, b]). 
Estes funcionais são chamados de funcionais de Lagrange. 

PROPOSIÇÃO 1.4. Os funcionais 5L': (k(M, [a, b]) ➔ JR, para k ~ l, e 5L': Hk(M, [a, b]) ➔ 
JR, para k ~ 2 são diferenciáveis. Se a lagrangeana for clássica, 5L': H1 (M, [a, b]) ➔ lR 
também é diferenciável. 

A demonstração desta proposição é a mesma de [56], com pequenas modificações , 
e será precedida do seguinte lema: 

LEMA 1.1. Dado k ~ l, seja: 

Então: 

(i) It é diferenciável; 

T 
dt (k- l(TM) 

'!i 
dt 

(ii) Dada '7 conexão em M, temos, para toda I E (k(M): 

T,(ft): T,Ck(M) -t T;,ck- 1 (TM) 
X t----t À;, '7 tX + H;,X 
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e o meslrzo oa/e s'uóstãfu ndo-se Hk rxo Zuga7 de Ck, para k > 2

Obsfruação l.l. /'ara k = 1, pode se corzsederar :l como uma ap/zcação H'(M) a
H'L:(TM), on e H:L:(TM) = {X : la,ül -+ TM''l 7 = rM o X c H:(M) e.t €
L:('y'TM)}. Pode se mostrar que Hi L2(TM) admále uznrz esl7'ué'ura rzr/feira/ de uahedade

de BarzlcA, fal que (rMo) : H"L:(TM) a H:(M) sqa um vibrado ueZoráa/ dà/ererzcicíue!

Ezzlão :l : H:(M) a H'L2(TM) é umcl sacão dê/erenciáuel desce vibrado oetorial. ride
dela/Aes em [561

Z)e?/zorz$fração. Será demonstrado apenas o caso Ck

caso Hk, k > 2, é a mesma, àps s / fíerÍs.

(i) Com evito, privemos para M = IR"- Então TM =
C" '(R' x R") = Ck :(R") x C' :(R"), e:

k > 1, pois a demonstração do

R" x ]R", portanto C* :(TM) =

T
C"(R" )

7
Ck :(R") x CK :(R")

('r, 9 )
que é linear contínua, portanto diferenciável

O caso geral se reduz ao caso M = R" , tomando-se um mergulho M -+ RN' dado pelo
teorema de Whitney: a restrição da aplicação diferenciáve] r : C*(RN) a C" '(T]RN)
à subvariedade mergulhada CK(M) de Ck(RN) toma valores na siibvariedade rncrgulhada
C' :(TM) de C* :(TRX), portanto r : C'(M) a C' :(TM) é diferenciável.

(ii) Comefeito,dador C T,C'(M),sejas C( f,c) -} '. C C'(M) tanque :li'i. . =X
Temos, para todo t c la, ól: '' "

..z zb
'" dsl,.. dt ';,-.T

v.:blo
v.x

T7M
T TI.
dsl..o df {.« .7 }

7, (&)
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e o mesmo vale substituindo-se Hk no lugar de Ck, para k ~ 2. 

Observação l.l. Para k = 1, pode-se considerar ft como uma aplicação H1(M) ➔ 
H1L2 (TM), onde H1L2(TM) = {X : [a, b) ➔ TM 1 , = TM o X E H1 (M) e X E 

L 2(,*TM) }. Pode-se mostrar que H1 L 2 (TM) admite uma estrutura natural de variedade 
de Banach, tal que ( TMº) : H1 L 2 (TM) ➔ H1 (M) seja um fibrado vetorial diferenciável. 
Então ft : H1 (M) ➔ H1 L 2 (TM) é uma seção diferenciável deste fibrado vetorial. Vide 
detalhes em (56). 

Demonstração. Será demonstrado apenas o caso (k, k ~ 1, pois a demonstração do 
caso Hk, k ~ 2, é a mesma, ipsis litteris. 

(i) Com efeito, provemos para M = lRn . Então TM = lRn x ]Rn, portanto (k-l (TM) = 
(k-1 (JRn X ]Rn) = (k-1 (JRn) X (k-1 (JRn), e: 

T . 
dt . (k-1 (JRn) X (k-1 (JRn) 

(,, %1) 

que é linear contínua, portanto diferenciável. 
O caso geral se reduz ao caso M = lRn, tomando-se um mergulho M ➔ JRN dado pelo 

teorema de Whitney: a restrição da aplicação diferenciável ft : (k (JRN) ➔ ck-l (T JRN) 
à subvariedade mergulhada (k(M) de (k(JRN) toma valores na subvariedade mergulhada 
ck- 1(TM) de ck-l(TJRN), portanto ft : (k(M) ➔ ck-l(TM) é diferenciável. 

(ii) Com efeito, dado X E T7Ck(M), sejas E (-E, t:) H ,s E (k(M) tal que~ ls=o = X. 
Temos, para todo t E (a, bj: 

T T,s T,s 
K, • - - = v'sls=o-dt = 

ds ls=O dt 

= v't T ,s 
ds ls=O 

= v'tX 

e: 

T T ,s 
T TM. - --

ds ls=O dt 
T { TM o T ,s } = 
ds ls=O dt 
T 
-d 1s(t) = X(t) 

S ls=O 
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donde

T(:1 ) . X
T Tl;
dsl,.. df

",..,(" ';....T) ' "...,p«
Àtw (v.x) + n,fM (x(&))

;.,..?)
D

l)emorzstraçãa da proposição (1.4). (i) Para o caso C*, Ê > 1:

Basta observar que -Z' pode ser escrito como a seguinte composição de aplicações
diferenciáveis:

"- qt). .).(:)
onde:

($) : Ck(M)
7

9 Ck :(TM)
- :

"mo no lema lema (1-1)

(L.) : C* '(TM) -+ C* :(]R)

e:

# C* :(R) -+ R

que é linear colltínua(portanto diferenciável)
(ii) Para o caso H', k > 2, a derrlonsLração é a mesma de (á), zpsis /ÍZferis, snbstituíndo-
se Hk no lugar de Ck

(iii) Para o caso H', se a ]agrangeana for clássica, i.e., se for da forma L = K -- V o rM:
Inicialmente, note qite, como no caso anterior, ' C H:(M) n J"óV('r) c IR pode

ser escrita como uma comp( lição de aplicações diferenciáveis (J.') o (Vo), onde (Vo) :
H:(M) H H'(R) e (./:) : H:(R) a R

Resta mostrar, pois, que ' € H'(M) -} J.ó K('t) c R é diferenciável. Para tal, se.ja
g o tensor métrico em M induzido pela energia cinética K, e considere um mergulho
isoméLrico (M,g) a (IRX, <-, '>), cuja existência é assegurada pelo teorema de Nash-

Moser. Então 7 C H:(RW) -} ' /aó<'t,'t> C R é diferenciável, e a restrição deste
funcional à subvariedade mergulhada H'(M) de H'(IRP'') coincide com ' C H'(M)
/"- K(+) C R, o qlte conclui a demonstração
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donde: 

T ( T ) _ X = T T,s 
dt ds ls=O dt 

( T T,s ) ( T T ,s ) = À-y(t) K, • - - + H -y(t) T ÍM . - - = 
ds ls=O dt ds ls=O dt 

= À-y(t)(v\X) + Hw)(X(t)) 

o 
Demonstração da proposição (1.4). (i) Para o caso (k, k ~ 1: 

Basta observar que .5!' pode ser escrito como a seguinte composição de aplicações 
diferenciáveis: 

1b T 
5!' = ( ) o (Lo) o ( - ) 

ª dt 
onde: 

(ft) : (k(M) ---+ 

' t---+ 
como no lema lema (1. 1), 

e: I: : ck- 1 (JR) ---* JR 
, 1---t I:, 

que é linear contínua (portanto diferenciável). 
(ii) Para o caso Hk , k ~ 2, a demonstração é a mesma de (i), ipsis litteris, substituindo­
se Hk no lugar de (k. 

(iii) Para o caso H1
, se a lagrangeana for clássica, i.e. , se for da forma L = K - V o rM: 

Inicialmente, note que, como no caso anterior, , E H1 (M) H J: V(,) E lR pode 

ser escrita como uma composição de aplicações diferenciáveis u:) o (Vo) l onde (Vo) : 

H1 (M) ➔ H1 (IR) eu:): H1 (lR) ➔ lR. 

Resta mostrar, pois, que , E H1 (M) H J: K('Y) E lR é diferenciável. Para tal, seja 
g o tensor métrico em M induzido pela energia cinética K, e considere um mergulho 
isométrico (M,g) ➔ (JRN, (-, ·) ),cuja existência é assegurada pelo teorema de Nash-

Moser. Então , E H1 (JRN) H ½ J: fr, -y) E lR é diferenciável, e a restrição deste 
funcional à subvariedade mergulhada H1(M) de H1 (JRN) coincide com , E H1(M) H J: K('Y) E IR, o que conclui a demonstração. 

o 
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A$ trajetórias de um sistema lagrangeano (M, L) serão deânidas, a seguir, através
do princípio de Hamilton da ação estacionária

DEFiNiçÃo 1.3. Ur71cb curtia 7 : la, ól } M dÍz-se uma Lrajetória do sistema lagrange-
a«o(M, L) «.f« de cl«s' C: . se/o-«' poRIa e.[ací-á,áo de .g e«. C:(M, la, ól,p, q),
arzde p = '(a), q = 7(ó) C M

DnplwiçÃo 1 .4. À /agrangearza L

dz/eomor$smo laca/.
TM --> R dãz-se regular se FL TM a T*M /or' ullz

)bser'fiação 1.2. Se L jor ulrLa tagrattgeüiiü regular, seria equiualet\te collsiderar, pctra
k > 2, Ck ou HK rzo /usar de Ct nz de$rzição (1.3), país r7.este ca.se bodas as íra#eZÓHas
são CW. Se a lagrangeana/OI clássica, sezárz equ ualezzZe, ainda, considerar H' llo lugar

JVo caso gera!, temos apenas as {«.plicaçães (,r C C'(M,p,q) e 7 ponto crítico

de L !m.C'(M,p?q)) ::> (' C H*(M,p,ç) e '.ponto crítico de L em H*(M,p,q)) :>
('r C C" :(M,p,q) e ' ponto crítico de L em C' :(M,p,q)), para # > 2, que deconern
do /afo de as i7zc/usões C*(M) q H'(M) a C'''(M) serem dfererzciáueís e derem
i'mo,gins densa,s.

de C

PROPOSIÇÃO 1.5. Sela XZ urrza corzezão ern M. l)aços um irzíerualo ja,ól (: R e ,y C

C'(M, ja, ól), e7itãa ' é Irdeióha do sls emcl /agrangearzo (M, L) se, e somente se, ,y /or
se/ração da equação de Euler-Lagrange;

V.(FL(+)) I'L('t) (1.17)

Z)em07isiração. Com efeito, dado X C T,C' (M, '(a), 'r(b))
C:(M,'r(«),'r(ó)) t,l q«e qFi... - X- Temos

seja s C (--c, e) H 7, c

d-g('y) . x a ~ :. .l -b,w)',, -

.I' ' -,-.t(q,(t))út
rb

.Á' m(+(t)) ' V.X + PL(+(f))

(1-18)

X(t)

Supo"ha que d.7(7) - T,C:(M,'r(«),7(ó)l = {0}. Então a equação acima implica
que ( C la,bl -} FL(+(t)) C T*M é de classe C'; para verificar este ralo, basta, por
exemplo, tomai un] referencial paralelo ao longo de 7, e eittão segue da equação (1.18)
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As trajetórias de um sistema lagrangeano (M, L) serão definidas, a seguir, através 
do princípio de Hamilton da ação estacionária: 

DEFINIÇÃO 1.3. Uma curva 1 : [a, b] --+ M diz-se uma trajetória do sistema lagrange­
ano ( M, L) se J or de classe ( 1 e se for um ponto estacionário de .5é' em C 1 (M, [ a, b], p, q), 
onde p = ,(a), q = ,(b) E M. 

DEFINIÇÃO 1.4. A lagrangeana L : TM --+ IR diz-se regular se lFL : TM ➔ T*M for um 
difeomorfismo local. 

Observação 1.2. Se L for uma lagrangeana regular, seria equivalente considerar, para 
k ~ 2, (k ou Hk no lugar de C1 na definição (l.3), pois neste caso todas as trajetórias 
são ( 00

. Se a lagrangeana for clássica, seria equivalente, ainda, considerar H1 no lugar 
de C1. 

No caso geral, temos apenas as implicações (, E (k(M,p,q) e I ponto crítico 
de L em (k(M,p,q)) ⇒ (, E Hk(M,p,q) e, ponto crítico de L em Hk(M,p, q)) ⇒ 
(, E (k-

1(M,p,q) e I ponto crítico de L em (k- 1 (M,p,q)), para k ~ 2, que decorrem 
do fato de as inclusões (k(M) ➔ Hk(M ) --+ (k-1 (M) serem diferenciáveis e terem 
imagens densas. 

PROPOSIÇÃO 1.5. Seja 'V uma conexão em M. Dados um intervalo [a, b] e lR e I E 
C1 (M, [a,b]), então I é trajetória do sistema lagrangeano (M, L) se, e somente se, 'Y for 
solução da equação de Euler-Lagrange: 

v\(lFL('y)) - JPL('Y) = O (1.17) 

Demonstração. Com efeito, dado X E TyC1 (M , ry(a), ry(b)), seja s E (-E, E) i---+ 'Ys E 

C1 (M,ry(a), 1 (b)) tal que ~:• l,=o =X.Temos: 

(1.18) 

Suponha que d.5é'('Y) · T -yC1 (M, ry(a), ry(b)) = {O}. Então a equação acima implica 
que t E [a,b] M IFL(i'(t)) E T*M é de classe C1 ; para verificar este fato, basta, por 
exemplo, tomar um referencial paralelo ao longo de 'Y, e então segue da equação (1.18) 
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que a derivada fracit (i.e., no sentido de disLribuições> de cada componente de Hi'L(+)
neste referencial é uma função contínua. Assim, como J(a) = J(ó) = 0, segue de (1.18)
que

O('y)'X { V.(M(+))+PL(+(&))}-X(1)dt
h

) d ('Y).X

para todo X c T7C: (M, '(a), '(b)), logo ' é solução de (1.17). Reciprocamente, se .y é

so[ução de (1.17), então ' e ]f'L(+) são de classe C:, de modo que dg('y) . X também é
dada pela última equação, para todo X c T,C: (M, '(a), '(ó)), e portanto se anuía. []

Oóseruação 1.3. (1) Note gue, em geral, se 7 C C:(M, [a,ó]) /or tr etó ü do sesta"'a
I'g«ng««. (M, L), -éã., pela d'm.«st«ção «ima, 7 . FL('t) .ão d. cl..«. C-

m,as 'não temos como gata'nt'ir maior reg'uta'idade de'y, a. me'nos que CL tagrangea.na
sqa rega/ar, como 'uerelrzos na proposição(1 .6)

(2) ]Vote qzie, erra padtcular, as soluções de (1.17) {ndepe7zderrz da comerão gue se t07rze

em M ri.e., se ' /or solução de (1.17) bisa ido a derit;ada parctlela irzduzida por
fila düãü collezão, o mesmo seria ueràadeàro $e fosse toTi\ü(lü Q deh'nada 'paralela

bnduzàdn por til tlquer outra coTlelão)- Cota eleito, pela proposição, 'y é solução
d. (l.n) «, ' «m«é. «, /a, p-!. c,ÍZic. d. -g 'm C:(M, [«, ó],'r('),7(ó)), .
Isto claro,m,ente i,'ndepe'nde da conexão to'm,ada,.

(3) Á equação(1.17) é u17za 'versão /à'ure de coordenadas das eguaçães de Eu/er-
Lag auge clássicas dü tagrangealLÜ L- Ou seja, lacalmetLte, tollLalldo ulli sàstemcb

de coorderzrzdas (q], . . . , (/") anil M, a eg71rlção (1.17) se escoe'ue rzesle sislezrza de
coorden,a,da,s co'm,o

d al al
ãi ÕF ' ã? - o

para 1 < k < n

(4) /Vo caso de uma lagrangea7za depezzdenle da tempo L : TM xJR a R, uln azyu7rzerzZa

selnethante ao da deilLonstração dcl pro'posição tt.43 rí\ostr q'ne o juítc oitüt

.g' C:(M, 1., ól)
7

---+ R

-a .CL(+(Z),t)ÓZ

é d@««iá«1. .41é«, di"o, dad« ' C C: (M, 1«, ól) ' X C T,C' (M, ja, ól, '('), '(ó))
«-do " nofaçã. (V«, c TM, Vt c R) L.(u.) := L(u,, [) e ]om'hdo s e' (:'t,'c) L''
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que a derivada fraca (i.e., no sentido de distribuições) de cada componente de lFL('-y) 
neste referencial é uma função contínua. Assim, como J(a) = J(b) = O, segue de (1.18) 
que: 

O= d.2('Y) ·X= 1b {-v't(lFL('y)) + IP'1( -y(t))} · X(t)dt 

para todo X E TyC1 (M,,(a),,(b)), logo 'Y é solução de (1.17). Reciprocamente, se, é 
solução de (1.17), então, e lFL(i') são de classe C1, de modo que d.2('Y) • X também é 
dada pela última equação, para todo X E TyC1 (M, 1(a), ,(b)), e portanto se anula. O 

Observação 1.3. (1) Note que, em geral, se 'Y E C1 (M, [a, b]) for trajetória do sistema 
lagrangeano (M, 1), então, pela demonstração acima, 'Y e lFL('Y) são de classe C1, 
mas não temos como garantir maior regularidade de 'Y, a menos que a lagrangeana 
seja regular, como veremos na proposição (1.6). 

(2) Note que, em particular, as soluções de (1.17) independem da conexão que se tome 
em M (i. e., se 'Y for solução de (1.17) usando a derivada paralela induzida por 
uma dada conexão, o mesmo seria verdadeiro se fosse tomada a derivada paralela 
induzida por qualquer outra conexão). Com efeito, pela proposição, 'Y é solução 
de (1.17) se, e somente se, for ponto crítico de 2 em C1 (M , [a,b],"f(a),'Y(b)) , e 
isto claramente independe da conexão tomada. 

(3) A equação (1.17) é uma versão livre de coordenadas das equações de Euler­
Lagrange clássicas da lagrangeana 1. Ou seja, localmente, tomando um sistema 
de coordenadas (q1

, . . . , qn) em M, a equação (1.17) se escreve neste sistema de 
coordenadas como: 

d 81 81 
- - -- =0 
dt orjk [)qk 

para l ~ k ~ n. 

( 4) No caso de uma lagrangeana dependente do tempo 1 : TM x lR ➔ JR, um argumento 
semelhante ao da demonstração da proposição (1.4) mostra que o funcional: 

2: C1(M,[a,b]) ----+ lR 
'Y f-----t J: 1(-y(t), t)dt 

é diferenciável. Além disso, dados 'Y E ( 1 (M, [a, b]) e X E TyC1 (M, [a, b], 'Y(a) , ,(b)) , 
usando a notação (V vq E TM, Vt E lR) Lt(vq) := 1(vq, t) e tomando s E (-E, é) 1--t 
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'y. c C: (M, I', ól, l('), '(ó)) Z'/ q« 1lF .... X, temos

d-g(7) X
ds \,.. .lõ t(;r,tt), t)dt =

1: d:; -,-.L. (q.(t)'lat

FLt(+(Z)) . VtX + PLi(+(t)) .X(f) x('): m o

/. { V.(M.(+)) + I'L.(+(f))} ' X(f)dt

/
b

d-de ' é /,.«f. c,úác. d. .y e«, C: (M, 1., ól,'r(.), '(b)) «, . «m-fe «, p«,«
fado t c la,ól

V (W (+)) PL. ('t(t))

Como conseqüência imediata da proposição (1.5), ' : [a, ó] a M é uma trajetória
do sistema lagrangeano(M, L) se, e somente se, a restrição de ' a qualquer intervalo
fechado contido em la, ól também o for. Isto motiva a seguinte definição

DnP'iN]ÇAO 1 5. Z)ado / C ]R in&erualo, ' : / -+ M dzz se 'mma [z-(yeíóda do s steírza

/agrangearzo (M, L), se o /or para gua/q?ier ín efuíl/o /ecAado la, ól c /

Assim, aplicando-se a proposição (1.5), conclui-se que as trajetórias do sistema la-
grangeano (M, L) são as soluções ' : / a M da equação (1.17), com / C ]R intervalo.
Como conseqiiência da próxima proposição, se a lagrangeana for regular, tais trajetórias
são as curvas integrais de base de um campo de segunda ordem em TM, que é hamil-
toniallo com re]ação à forma simp]ética u := (]FL)*coo, onde uo é a forma simplética
canónica do obrado cotangente T* M, conforme notação .já fixada anteriormente

PRoPosiçÃO 1.6. Sda (M, L) 'um sistema /agza7zgea7zo, caril L umíl /agrarzgenrla rega

lar. EnÉâ. «, := (m)'wo é «ma /o,m« s{«-p/ética em TM, ' « Ir©etád« d. (M, L)
são as currais integrais de base do campo de seg'finda orãeiit haltLãttoTt ütlo ( induzido
pe/a Aami/{orzÍatza

H TM ---} ]R
«« -a #'L(«,) . «. L(«,)

A demonstração da proposição será precedida do seguinte lema
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,s E C1 (M, [a, b], 1 (a), 1 (b)) tal que ~:• ls=o = X, temos: 

donde I é ponto crítico de .5t1 em ( 1 (M, [a, b], ,(a), ,(b) ) se, e somente se, para 
todo t E [a, b]: 

Como conseqüência imediata da proposição (1.5), , : [a, b] ➔ M é uma trajetória 
do sistema lagrangeano (M, L) se, e somente se, a restrição de I a qualquer intervalo 
fechado contido em [a, b] também o for. Isto motiva a seguinte definição: 

D EFINIÇÃO 1.5. Dado I C IR intervalo, , : I ➔ M diz-se uma trajetória do sistema 
lagrangeano (M, L), se o for para qualquer intervalo fechado [a, b] e I. 

Assim, aplicando-se a proposição (1.5), conclui-se que as trajetórias do sistema la­
grangeano (M, L) são as soluções , : I ➔ M da equação (1.17), com I e IR intervalo. 
Como conseqüência da próxima proposição, se a lagrangeana for regular, tais trajetórias 
são as curvas integrais de base de um campo de segunda ordem em TM , que é hamil­
toniano com relação à forma sim plética w := (IBL)*w0 , onde w0 é a forma simplética 
canônica do fibrado cotangente T*M, conforme notação já fixada anteriormente. 

PROPOSIÇÃO 1.6. Seja (M, L) um sistema lagrangeano, com L uma lagrangeana regu­
lar. Então w := (IBL)*w0 é uma forma simplética em TM, e as trajetórias de (M, L) 
são as curvais integrais de base do campo de segunda ordem harniltoniano ÇH induzido 
pela hamiltoniana: 

H : TM ~ IR 
Vq 1-------+ IBL(vq) · vq-L(vq) 

A demonstração da proposição será precedida do seguinte lema: 
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LEMA 1.2. Sejam r.E : .E --> M e n-.p
M, de d mensâo Przifa, e sda

b' -+ \l\ $brados 'uetoúa s dãÍereuciáueis sobre

all} lrlor$ 1110 de $brados dãferenciáueãs- Então b : E -l F é 'utll difeoll\or$snio local se
e somerlfe se (Vu. ç B) FÓ(u,) : EÇ /L /or um soniorjsmo láne«.

.Demonstração. Com efeito, dados uq € -E e X«, c T,,.E, temos, tomando conexões
Hor(E) e Hor(F')

Tz'p ' TÓ . X., = Tz'.E ' Xu.

« Tb ' X:«, («,) ' Kx 'X., +l'b(«,) - Tzr X.

Portanto, supondo (Vu, c E) p'b(u,) : Eç a Fo isomorfismo linear, conclui se que
T..ó- X,, = 0 :> X,, = 0, do«de (V«« c E) T..b : T,. E' -+ TÓhdF' é isomorfis-no li«a-
e Z) é um difeomorfismo local pelo teorema da função inversa. A recíproca é óbvia,
pois b preserva fibras, logo (Vq c M) b : E, a Fq é um difeotnorfismo local, o que
claramente implica que (V'uq C E) Fb(uç) : Eç q Fo é um isomorfismo linear. []

Aplicando-se o lema para IFTJ : TM --} T*M, conclui-se que L é uma lagrangeana
regular se, e somente se, (Vuq c TM) HiFL(u,) : TçM -+ T;M for um isomorfismo linear.

Demorzstração daproposíçâo (].6). Sejam V conexão em M e H : TTM q TM o
colector induzido por V. Dada ' : .r 4 M de classe C', se m.(+) fnr de classe
Ci, então ' também é, pe]o fato de ser ]f'L um difeomorfismo local, e, neste caso:

V.(M(+)) = W'L(+) V.+ + I'FL(+) ' 't. Isto .no;Lra que ' é solução de (1.17) se, e
somente se:

B'L(+) . V.+ + Ü'm(+) - + I'L(+)

Usando novamente o fato de quc L é regular, pelo terna anterior esta última equação
é equivalente a

V,+ + F'L(+) ' . PFL (+) . + H'L(+) I'L(+)
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LEMA 1.2. Sejam 7rE : E ➔ M e 1rp : F ➔ M fibrados vetoriais diferenciáveis sobre 
M, de dimensão finita, e seja: 

um morfismo de fibrados diferenciáveis. Então b : E ➔ F é um difeomorfismo local se, 
e somente se (V vq E E) IFb( Vq) : Eq ➔ Fq for um isomorfismo linear. 

Demonstração. Com efeito, dados vq E E e Xvq E TvqE, temos, tomando conexões 
Hor(E) e Hor(F): 

T 1rp · Tb · Xvq = T7íE · Xvq 

Kp · Tb · Xvq = IFb(vq) · KE · Xvq + IP'b(vq) · T1rp · Xvq 

Portanto, supondo (V Vq E E) IFb( Vq) : Eq ➔ Fq isomorfismo linear, conclui-se que 
Tvqb·Xvq = O=> Xvq = O, donde (Vvq E E) T vqb : TvqE ➔ T b(vq)F é isomorfismo linear 
e b é um difeomorfismo local pelo teorema da função inversa. A recíproca é óbvia, 
pois b preserva fibras, logo (V q E M) b : Eq ➔ Fq é um difeomorfismo local, o que 
claramente implica que (V Vq E E) IFb( Vq) : Eq ➔ Fq é um isomorfismo linear. O 

Aplicando-se o lema para IFL : TM ➔ T*M , conclui-se que L é uma lagrangeana 
regular se, e somente se, (Vvq E TM) ffL(vq): TqM ➔ T;M for um isomorfismo linear. 

Demonstração da proposição (1.6). Sejam V conexão em M e K : TTM ➔ TM o 
conector induzido por V. Dada , : I ➔ M de classe C1, se IFL( i') for de classe 
(

1
, então 'Y também é, pelo fato de ser IFL um difeomorfismo local, e, neste caso: 

Vt(IFL(i')) = f2L(i') ·Vá+ IP'IFL(i') · -y. Isto mostra que , é solução de (1.17) se, e 
somente se: 

IF2L(i') · Vá+ IP'IFL(i') · -y - lP'L(i') = O 

Usando novamente o fato de que L é regular, pelo lema anterior esta última equação 
é equivalente a: 
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e, tomando levantamentos verticais eill antbos os membros desta última equação.
conclui-se que as soluções de (1.17) são as currais integrais de base do campo de
segunda ordem

Xi, TM ---.> TTM

-« -a S(",) + À-.(-B'L(«,)': ' PB'L(«.) ' «, +F'L(«,) : ' PL(«,))

onde S é o spray geodésico de (M, V)
Resta mostrar que este é o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana H.

[nicia[rrtente, note que w := (]FL)'uo de falo é uma forma simplética ein TM, pois o

pu// caca de uma forma simplética por um difeomorfismo local é uma forma simplética
Dados uq C TM e X., c T,.(TM), seja t C (--c,c) -} '(&) C TM tal que az .

.À«uq' Temos
t=o

dn(«,) - x,. ; ''-. {m('y(Z)) ' 'y(t) L(7(Z))}-
F'L(«.) '(« ' X«.,, «.) + E'jFL(«,) -(Tn« X,., «.)+

+B'L(",)'';'X«. m(«.)'n'X,. I'L(«,)-Tn«-X,. :

F'L(«.) ' (n ' X.., «.) + I'm(«.) ' (Tq« - X,,, «.) I'L(«.) T7-M ' Xu.
(1.19)

Por outro lado

«(x. («.) , x,. ) uo (T(m) - X.(«,), T(FL) . X«.) ""';g' 0 a

<TK«.M ' T(m) ' X.(«.), « - T(FL) . .Y..>-
<T«.« . T(m) X,., H . T(m) - X.(«,)>

<«,, F'L(«,) ' H ' X., + I'FL(«.) ' Ta« - X..>
<T« X,.,F'L(««) '{ B'L(«,) ' Pm(«,)
+ I''L(«,) : - I'L(«,)}>
(Tn« . X«, , I'FL(«,) . «.>

(«,, F: L(«,) ' « ' X,. + I'FL(«.) - Tn« . X..>
<T« ' X,, , IE'L(«,)>

uq+ (1.20)

Comparando-se as equações (1.19) e (1.20), segue XL n D

COROLÁRIO 1.3. Se L .far Tina /agrarzgearza c/ássica, i.e., se L = K V o rM, erzlãa
as frqetór a$ do sãste7rza /agrarzgea7zo(M, L) coírzclde7rz com as fra.jetó7ias do sãs elrza
«,«án{« (M , K, V)
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e, tomando levantamentos verticais em ambos os membros desta última equação, 
conclui-se que as soluções de (1.17) são as curvais integrais de base do campo de 
segunda ordem: 

X1 : TM --t TTM 
v9 f--------t S(vq) + Àvq (- lF2L(vq)- 1 

· lP'lFL(v9 ) · v9 + lF2L(vq)-1 - lP'L(vq)) 

onde S é o spray geodésico de (M, v7). 
Resta mostrar que este é o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana H. 

Inicialmente, note que w := (1FL)*w0 de fato é uma forma simplética em TM, pois o 
pull back de uma forma simplética por um difeomorfismo local é uma forma simplética. 

Dados Vq E TM e Xvq E Tvq (TM), seja t E (- 1:, t) H ,(t) E TM tal que ~ lt=o -
Xvq· Temos: 

d 
dH(v9 ) · Xvq = dt lt=o {1FL(,(t)) · ,(t) -L(,(t))} = 

= IF2 L(vrJ · (x: · Xv,q, v9 ) + lP'IFL(v9 ) · (TTM · Xvq, v9 )+ 
+ IFL(v ) · x: · X - IFL(v ) · K • X - lP'L(v ) · T TM · X = q Vq q Vq q Vq 

= IF2 L(vq) · (x: · Xvq, vq) + lP'IFL(v9 ) · (TTM · Xvq, vq) - lP'L(v9 ) · TTM · X
11

q 

(1.19) 

Por outro lado: 

w(XL(v9 ), Xvq) = wo(T(IFL) · XL(vq) , T(IFL) . Xvq) corolá~ (l.
2

) 

= (T1rT•M · T(IFL) · XL(v9 ), K · T(IFL) · Xvq)-

- (T1rpM · T(IFL) · Xvq, K, · T(IFL) · XL(vq)) = 
= (vq,IF2 L(vq) · K, · Xvq + lP'IFL(vq) · TTM · Xvq)-

- (TTM · Xvq,IF2 L(vq) · {-IF2L(v9 ) -
1 -lP'IFL(vq) • v

9
+ (1.20) 

+ lF2 L(v9)-
1 

· lP'L(v9 )})-

- (TTM · Xvq,1P'IFL(v9 ) · v9 ) = 
= (v9 , IF2 L(v9 ) · K, · X 11q + IP'IFL(vq) · T,M · Xvq)­

- (TTM · Xvq, IP'L(v9)) 

Comparando-se as equações (1.19) e (1.20), segue X1 = ÇH· O 

COROLÁRIO 1.3. Se L for uma lagrangeana clássica, i. e., se L = K - V o TM, então 
as trajetórias do sistema lagrangeano (M, L) coincidem com as trajetórias do sistema 
mecânico (M , K, V) . 
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Z)emonstração. Com efeito, se L = K Voou, então If:[, é a transformação de Legendre
p = gb : TM a T'M, onde g é o censor métrico em M induzido pela energia cinética
K. A lagrangeana é, pois, regular(mais precisamente, é Àáper regular, ou seja, ]f'L um
difeomorfismo). A]ém disso, u = (]FL)*coo = /z*wo - a'rM, e

(vuq c TM) n(u,) m(«,) - «, L(«.)

<«,, «.> ;<«,, «,>+ v(q)

K(«,) + v(q)

ou seja, H = K + V 0 7M, e como já foi mostrado as trajetórias do sistema mecânico
(M,K,V) coincidem com as curvas integrais de base do campo de segunda ordem
hamiltoniano induzido por esta hamiltoniana, com respeito à forma simplética uTM

D
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Demonstração. Com efeito, se L = K- V orM, então lFL é a transformação de Legendre 
µ = gb : TM ➔ T*M, onde g é o tensor métrico em M induzido pela energia cinética 
K. A lagrangeana é, pois, regular (mais precisamente, é hiper-regular, ou seja, 1FL um 
difeomorfismo). Além disso, w = (IFL)*w0 = µ*wo = WTM, e: 

(Vvq E TM) H(vq) = IFL(vq) · vq - L(vq) = 
1 = (vq, vq) - 2 (vq, vq) + V(q) = 

= K(vq) + V(q) 

ou seja, H = K + V o rM, e como já foi mostrado as trajetórias do sistema mecânico 
(M, K, V) coincidem com as curvas integrais de base do campo de segunda ordem 
hamiltoniano induzido por esta hamiltoniana, com respeito à forma simplética WTM. 

o 
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Capítulo 2

A Geometria do Vínculo

Dado um sistema mecânico (M,K,F) ou ilm sistema Lagrangeano (M, L), dele.ja-se
estudar movimentos do sistema mecânico ou do sistema lagrangeano que sejam com-
patíveis com um dado vínculo, ou seja, nos quais existe uma restrição no conjunto das
possíveis velocidades que as trajetórias do sistema podem assumir. Neste capítulo
formalizar-se-á este conceito de "vínculo'' e estudar-se-ão exemplos e algumas propri-
edades geométricas inerentes ao mesmo

DEt'iNiÇÃ0 2.1. Sqa M uma uaüedade di/eremciáueZ. t/m vínculo em TM é uma
subuüriedítde mera'ulhnda 'g do jibrüdo tangente dn espaço de conjigxlrüções M, à qual
L restüção dn projeção'rn do obrado lüvtgenLe, do'ruuallle denolüdn por'nV : '8 + \*A, é
zlrna suó7rzersão. Um movimento au trajetória compatível com %', ou horizontal a Z.
é ullza curda aóso/ufamenZe cona hua ' em M fa/ que 9 c '#' quase sempre em dom '

Ur7t vínculo lz?irn sàs ema rzecánico (M, K, F) ou Ãum sáslema Lagra7zgea7zo (M, L)
é um uz'nct'/o lzo espaço de /ase das ue/ocádades TM de (M, K, F) Olt de (M, L)

A hipótese de que mv : '#' --> M seja uma submersão é usada para garantir:

ja) que, para toda velocidade admissível pelo vínculo uq C Y, exista ulll movimento
compatíve] com o vínculo ' : ( q d a M cuja velocidade inicial +(0) coincida
com u.;

(b) a existência das estruturas de variedade de Banach nos espaços de curvas com-
patíveis com o vínculo, H*(M, r, la, ól) = {a C HK(M, ja, ól) l cv é compatíve] com
%'}, para Ê > 2 e Ck(M, r, la, ól) = {a C Ck(M, ja, bl)' l a'é cornpatíve] com Z},
para k a:l

As estruturas de variedades de Banach menciorladas em (b) serão construídas mais

adiante lide corolário (2.1). Para verificar que a condição (a) é satisfeita, dado
uq C r, o fato de ser zf : K -+ M uma submersão implica que existe uma seção local
X de 7r«, definida num aberto a C M conteEido q e tal que X(q) = ziçl uma curva
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Capítulo 2 

A Geometria do Vínculo 

Dado um sistema mecânico (M, K, :F) ou um sistema Lagrangeano (M, L), deseja-se 
estudar movimentos do sistema mecânico ou do sistema lagrangeano que sejam com­
patíveis com um dado vínculo, ou seja, nos quais existe uma restrição no conjunto das 
possíveis velocidades que as trajetórias do sistema podem assumir. Neste capítulo, 
formalizar-se-á este conceito de "vínculo" e estudar-se-ão exemplos e algumas propri­
edades geométricas inerentes ao mesmo. 

DEFINIÇÃO 2.1. Seja M uma variedade diferenciável. Um vínculo em TM é uma 
subvariedade mergulhada ~ do .fibrado tangente do espaço de configurações M, à qual 
a restrição da projeção rM do fibrado tangente, doravante denotada por 1í'(f : ~ ➔ M, é 
uma submersão. Um movimento ou trajetória compatível com cc, ou horizontal a~, 
é uma curva absolutamente contínua I em M tal que '!ff E CC quase sempre em dom 1 . 

Um vínculo num sistema mecânico (M, K, :F) ou num sistema Lagrangeano (M, L) 
é um vínculo no espaço de fase das velocidades TM de (M, K, :F) ou de (M, L). 

A hipótese de que 1í<tf: ~ ➔ M seja uma submersão é usada para garantir: 

(a) que, para toda velocidade admissível pelo vínculo vq E ~, exista um movimento 
compatível com o vínculo , : (-E, E) ➔ M cuja velocidade inicial i'(O) coincida 
com vq; 

(b) a existência das estruturas de variedade de Banach nos espaços de curvas com­
patíveis com o vínculo, Hk(M, CC, [a, b]) = { a E Hk(M, [a, b]) 1 a é compatível com 
cc}, para k ~ 2 e (k(M, ~, [a,b]) = {a E ( k( M,[a,b]) 1 a é compatível com CC}, 
para k ~ 1. 

As estruturas de variedades de Banach mencionadas em (b) serão construídas mais 
adiante - vide corolário (2.1). Para verificar que a condição (a) é satisfeita, dado 
vq E ~. o fato de ser 7fc« : ~ ➔ M uma submersão implica que existe urna seção local 
X de 1í<tf , definida num aberto U C M contendo q e tal que X(q) = v9 ; uma curva 
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integral do campo de vetores X com condição inicial q é um movimento compatível
com %' e com velocidade inicial u,

Seja Z um vínculo. Dado q C M, usar se-á a notação Zç ;= zr'lql C T,M. Então
Zç é uma subvariedade mergulhada de TçM, pois é uma subvariedade mergulhada de
TM(pois é subvariedade mergulhada de g, uma vez que zK : @ > M é submersão. e

g é subvariedade mergulhada de TM) e está contido na subvariedade mergulhada T.M

A seguinte proposição será utilizada na construção de alguns exemplos.

PROPosiÇÃO 2.1. Sey'arzz / : TM > S um mol$sllzo de .parados d ferericãáueás sopre M

e Z := / :KXI. São egt&íua/entes

(i) .f é érarisuersal à serão nula (h e 7rv := rM Ir : %' -+ M é ?(ma submersão Ípoda7zto,
;é é wm, vínculo);

deTM

(ii) (Vuq C TM) F.f(u.) : TçM a Sç é sobreje&iua.

l)emonst7'açâo. O problema é local, ou seja, as duas condições são equivalentes se, e
somente se, o forem para um aberto arbitrário a C M. Assim sendo, é suficiente provar
a proposição para o caso TM = M x R", S = M x RS e

/
M x R" ----.> M x R'

(P,«) -H (P, .f(P, «))

onde .f : M x R" > ]R' é uma aplicação dif'ereliciável

(]) Dado (z, u) € M x R" e (m], zo2) C T(:.,)(M x R") = T,M ©R", ternos

T.f(,,«) .(«'-,«',) 7(=,«) 'w-+a,ã',«) 'w,) c T/(,,d(M x R')(2.1)
l2) Como @

Lal que .f(z, u)
M x {0}, temos / à Os se, e somente se, para todo (z,'u) c M x R"
0

T/F ,) ' T(,,,)(M x R") +

:T(, ,o) (]b

T,M T(,,o(M x R') (2.2)

(2.2) éUsando (2.1), conclui-se que

equivalente à seguinte condição:
dado (z, u) C M x IP tal que /(=,u)

(V (q- , rh) c T,M © ]R', ](««- , .«,) c T,M © R", ]ã: c T,M)

?7t = i+ wi

, a:/(r, «) - «,: + a:/(z, «) - .«,
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integral do campo de vetores X com condição inicial q é um movimento compatível 
com Cef' e com velocidade inicial vq. 

Seja Cef' um vínculo. Dado q E M, usar-se-á a notação Cef'q := 1r;;1[q] e TqM. Então 
Cef'q é uma subvariedade mergulhada de TqM , pois é uma subvariedade mergulhada de 
TM (pois é subvariedade mergulhada de Cef', uma vez que 1r~ : Cef' -+ M é submersão, e 
Cef' é subvariedade mergulhada de TM) e está contido na subvariedade mergulhada T qM 
de TM. 

A seguinte proposição será utilizada na construção de alguns exemplos. 

PROPOSIÇÃO 2.1. Sejam f : TM -+ S um morfismo de fibrados diferenciáveis sobre M 
e Cef' := 1-1 [(())s]- São equivalentes: 

(i) f é transversal à seção nula (Ü)s e 1r'if := TM l'íf : Y/ -+ M é uma submersão (portanto, 
Cef' é um vínculo); 

(ii) (Vvq E TM) 1Ff(vq): TqM-+ Sq é sobrejetiva. 

Demonstração. O problema é local, ou seja, as duas condições são equivalentes se, e 
somente se, o forem para um aberto arbitrário U e M. Assim sendo, é suficiente provar 
a proposição para o caso TM = M x JR.11

, S = M x JR.s e: 

f: M xlR.n 

(p, v) 
-------* M X JR.S 

f---t (p, i(p, V)) 

onde f : M x JR.11 -+ JR.s é uma aplicação diferenciável. 
(1) Dado (x ,v) E M X lR.11 e (w1,W2) E T(x,v)(M X lR.11

) TxMEBlR.11
, temos: 

Tf(x,v). (w1,w2) = (w1,éJ1i(x ,v) ·w1 +a2i(x,v) ·w2) E T1(x,v)( M X JR.S) (2.1) 

(2) Como Ols = M x {O}, temos f rh (Ü)s se, e somente se, para todo (x, v) E M x JR.11 

tal que i(x, v) = O: 

(2.2) 

Usando (2.1) , conclui-se que, dado (x, v) E M x JR.n tal que i(x, v) = O, (2.2) é 
equivalente à seguinte condição: 

- -
f/2 = 81f(x, v) · W1 + 82f (x, v) · W2 
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que, por sua vez, é claramente equivalente à seguinte condição

(Vq, c R', ](w- , w,) c T,M © ]R")

a:.f(z, «) . w: + õ:.f(=, «) «,, (2.3)

(3) Suponha que / ü Os e 7rr : %' -} M é uma submersão

Dado (z, u) C r C M x R", queremos mostrar que F/(z,l;) = õ2/(z, u) : R" q IR'
é sobrejetiva.

Com efeito, temos:

T(,,«)r p":g'') {(w.,m2) c T,MG)]R" l ai/(z,u) wi + Õ2/(z,'u) w2 = ©}

Tr(z, u) : T.M ©lR" a T.M
(:«:,w:) -+ w:

de modo que T7ry(r, u) T(,,,)Z ' T.M se, e somente se, valer a seguinte condição

e

(Vw- c T,M, ]:«: c IR")

a. .f(", «) ' '«- + a,.f(s, u) ' w,

Dado 772 C R', / íh (k e (2.3) implicam que existe (wi, w2) c T,M © JR" ta] que

a:.f(#,-) ' w:+ õ:/(z,«) ' '«, q:(2.5)
Mas, por (2.4), existe ü2 c IR" tal que a..Í(n, z,) wi + õ2/(l, z;) - üz = 0. Portanto.

para 'to :-: 'w2 -- tu/2 C ]Rn, tem.os:

a:/(«',«) w a,Ã.,«) .:«: a,.il«,«) -Ü.
a:/(z, «) - ,«, + a. .f(3, «) . .«-

por (2.5)

[ogo [F/(z, t;) = 82/(z, u) : ]R' -} ]R' é sobrejetiva, como afirmado

(4) Reciprocamente, suponha que vale a condição (ii)

Seja (z, 7/) C %'. Dado 772 c IR', tome zo2 C IR tal que F/(=, u) - w2 = a2.fla;, u).w2 =
r7Z. Então a condição (2.3) é satisfeita para (0,w2) c T,M©R', e isto mostra que
J' A (% , pois (z, u) C W e zJ2 c R' foram tomados arbitrariamente.
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que, por sua vez, é claramente equivalente à seguinte condição: 

- -
T/2 = 81f(x, v) · Wi + 82f(x, v) · w2 (2.3) 

(3) Suponha que f rh Os e rr,lf : ~ ➔ M é uma submersão. 

Dado (x, v) E~ C M x lR.n, queremos mostrar que IB'J(x, v) = 82 f(x, v) : ]Rn ➔ ]R8 

é sobrejetiva. 
Com efeito, temos: 

e: 
Tr(x ,v): TxMEBlR.n ----t TxM 

(w1,w2) f-t Wi 

de modo que Trr<c(x, v) · T(x,v)clf = TxM se, e somente se, valer a seguinte condição: 

(Vw1 E TxM, :lw2 E lRn) 

oif(x, v) · W 1 + 02f(x, v) · W2 = Ü (2.4) 

Dado 772 E JR5
, f rh Os e (2.3) implicam que existe ( Wt, w2 ) E T xM EB JRn tal que: 

(2.5) 

Mas, por (2.4), existe w2 E JR.n tal que 8if(x, v) · w 1 + a2 f(x, v) · w2 = O. Portanto, 
para W := W2 - W2 E ]Rn, t emos: 

82f(x,v) • w 
- -

82f(x, v) · w2 + âif(x, v) · w1 
porl2.5) 

T/2 

logo 'fF'f(x , v) = âzf(x, v) : lR.n ➔ JR.5 é sobrejetiva, como afirmado. 

(4) Reciprocamente, suponha que vale a condição (ii). 

Seja (x, v) E Y?. Dado T/2 E JRs, tome w2 E lR tal que f f(x, v) · w2 = 82 i(x, v) · w2 = 
ry2 . Então a condição (2.3) é satisfeita para (O, w2 ) E T xM E01Rn, e isto mostra que 
f rh ~ , pois (x, v) E ~ e 772 E lR.8 foram tomados arbitrariamente. 
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Por outro lado, a sobrejetividade de #'/(z, 1;) = Ü.f(z, u) : ]W -+ ]R' implica que,

dado wi C T,M, existe w2 C ]R" tal que Ü/(z,u) - w2 = ai/(z,z;) - wi. Como
wl C T,M e (=,u) C r são arbitrários, isto mostra que a condição (2.4) é satisfeita,
logo n« é uma submersão

n

Ezemp/o 2.1.(a) Á /ormu/anão preselzte eng/oba o caso dos vínculos lineares rias ue
Lociüüdes: tovnailtos % conto sendo um s'Kt)$brüdo uetor at dàÍerenciáuet ãe 'T\\A.
Doravante será usada Q natação g no lugar de % pürcç rejedl-se Q u€1\cujos deste
l;'ipo. Note que este ezempto é do -hpo trata,do 'na 'pro'posição antepor: toma-
mos urn s'uó$brado 'pelada/ dà/erenc áuel ao de TM ta/ gue TM = gl©M !gà) e a
correm'poiide7Lte pro3eção llo segundo jator f = P9. I'TbA -t gO

(b) O ezez7zp/o nzüÍs s 7izpZes de 'um uíhc'uZo que rzão é /{near rias velocidades é o vínculo
afim. iVesfe caso, lamamos r Gamo sendo 'um s'uó$órado aám de TM. O'u
seja, dado llm par (g,X.), orzde g é urra 'uz'Revi/o linear, e X. C l(M), to
fixamos arrz s'uó#órado 'vetar a/ di/eremcàáue/ go de TM [al q'ue TM = g©u g) e
l correspoTidente l)lojeção no segundo fato Pg., e de$xLixrhas f . l\A -} 9o por
/(uq) = Pp. (uq X.(q)), para todo uq C TM. ErzZão Z = / ilha.l é ztm uz'ncu/a
ào tirpo tratado 'na, 'pro'post.ção a.éter'iot

(c) (CAnATnÉoDonY). Sqa M = R2 e deriole por = (zi,z2) C R2 a$ coorderzadas
cadesàanas do porz[o z C ]R' e por 'u = (t;i,'u2) € R' o corresp07zderzfe 'uefor-
oe/ocidade. Z)e$nê7zzos o 'oz'ncu/a ütraués de .f : TM > Rw dada por

/=("-,",) - «, vl +«f

E"l'', P«« [od. z C R' ' P«' Z.d. («-, «,), (.«-, w,) € ©, Z.m"

F.r(«: , -,) . (w:, ,-,)

lago F/(ui,z;2) : ]« -+ R, é soórejetiua, portclnZo r = / '1(h.l é um uhc'ulo
reza proposição (2.1). Re/aciorzado rz este erempla, raide lamóérn a eremp/o (4.1)
página 99.

(d) (UM SEllVOMECANISMO). Este erempZo descreve 0 7rzodeio de um sistema de con

trote jovniiado poT 'uvrla barra num ptalLO 'uedeca{ e por ulll at%ado?- q'ue com'u71ica

lm moMmento hohzonta{ à eztremidüáe inferior da barra (digamos, para "equi-
ieóral-" a parra na pos ção oerlicaZ) - uíde 1371
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Por outro lado, a sobrejetividade de IB'f(x,v) = 82 f(x,v): Rn--+ Rs implica que, 
dado w1 E TxM, existe w2 E Rn tal que B2f(x, v) · W2 = -o1[(x, v) · w1. Como 
w1 E TxM e (x, v) E Cef' são arbitrários, isto mostra que a condição (2.4) é satisfeita, 
logo 7í<t? é uma submersão. 

o 
Exemplo 2.1. (a) A formulação presente engloba o caso dos vínculos lineares nas ve­

locidades: tomamos Cef' como sendo um subfibrado vetorial diferenciável de TM. 
Doravante será usada a notação 9 no lugar de Cef' para referir-se a vínculos deste 
tipo. Note que este exemplo é do tipo tratado na proposição anterior: toma­
mos um subfibrado vetorial diferenciável 9 0 de TM tal que TM = 9 EBM 9 0 e a 
correspondente projeção no segundo fator f = P% : TM --+ 9 0 . 

(b) O exemplo mais simples de um vínculo que não é linear nas velocidades é o vínculo 
afim. Neste caso, tomamos Cef' como sendo um subfibrado afim de TM. Ou 
seja, dado um par (9, Xa), onde ~ é um vínculo linear, e Xa E :t(M), to­
mamos um subfibrado vetorial diferenciável ~o de TM tal que TM = ~ EBM 9 0 e 
a correspondente projeção no segundo fator Pç;0 , e definimos f : TM --+ ~o por 
f(vq) = P% (vq - Xa(q)), para todo Vq E TM . Então Cef' = f-1 [0~

0
) é um vínculo 

do tipo tratado na proposição anterior. 

(c) (CARATHÉODORY). Seja M = R2 e denote por x = (x1 , x2) E IR.2 as coordenadas 
cartesianas do ponto x E R2 e por v = ( v1 , v2) E R2 o correspondente vetor­
velocidade. Definimos o vínculo através de f : TM --+ RM dada por 

fx(v1, v2) = V2 - ✓1 + Vi 

Então, para todo x E R2 e para todo (v1 , v2), (w1 , w2) E~' temos: 

V1W1 
IB'f(v1, v2) · (w1, w2) = W2 - --;::::== 

Jl +vt 
logo Ff (v1' v2) : ~ --+ ~ é sobrejetiva, portanto Cef' = f-1r~M] é um vínculo, 
pela proposição (2.1). Relacionado a este exemplo, vide também o exemplo ( 4 .1), 
página g9_ 

(d) (UM SERVOMECANISMO). Este exemplo descreve o modelo de um sistema de con­
trole formado por uma barra num plano vertical e por um atuador que comunica 
um movimento horizontal à extremidade inferior da barra ( digamos, para "equi­
librar" a barra na posição vertical) - vide [37). 
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Actuator

PomosM R x S: e / : TM B% -} Rw dada por

/(r,0,i,Ó) h(z,0,Ó)

07zde h : ]RM >Jl{ é uma /unção dderenciáue!, chamada lei de controle.

E'nfão, pela proposição (2.1)., r = / '1(h.l é ürn uz'nczl/o, pois, para lado (z, 0) c
M e prlra lodo (Ét,PI), (ia,02) C R2,.0)' lemos

F/(à. , Ó:) - (i,, Ó2) = i, B'/,(Ó- ) . Ó2

logo F/(Éi , Ot) : R' .#) a R(,,o) é soórqefiua.

(e) (DINÂMICA ISOCINETICA). Sqa. e # 0. /)elirz n710s .f : TM + JRu por.

/(«,) - («,,«,> .'
E'nfão o uírzculo W = / '1(JÜ.l é um Jibrndo de es/eras. ride 1221, IS21, 1171 e

(f) Em l71 é descMlo Hm uücu/a nâo Zánear, quadrático Ào«aogêneo nas oeZocãdades.

Lama'll\ se dois pontos no 'plano que se TTLoue'm de tal tltodo qbe suas velocidades

'qam«mp«p««l.Z«. ,4«i«., M d.«l-''P«' ,',.,,,«.) «
coorderzadas cartesáanas dos dois palitos e p07 u = (ui, u2, us, n4) C R4 o corres
porzdeTzte ue&or-ue/ocádade, de$nimos / ; TM --+ RM por

/l(«-,«,«,«) -'''(=1 =1) -« «- -"",
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Actuator 

Pomos M = lR x S 1 e f : TM = ]Ri ➔ JRM dada por: 

f (x, 0, x, 0) = x - h(x, 0, 0) 

onde h : JRM ➔ lR é uma função diferenciável, chamada lei de controle. 

Então, pela proposição (2.1), crf = f - 1 [~M] é um vínculo, pois, para todo (x, 0) E 
M e para todo (±1, 01), (±2, 02) E JR(x,O)' temos: 

lFJ(.i1 l 01). (±2, 02) = ±2 - lFh(01) . 02 

logo IFJ(x1,0i): ]R(x,O) ---t ~x,O) é sobrejetiva. 

(e) (DINÂMICA ISOCINÉTICA). Seja e =1- o. Definimos f: TM ➔ ]RM por: 

f(vq) = (vq, vq) - e2 

Então o vínculo C(? = 1-1[~Ml é um fibrado de esferas. Vide [22], [52], [17] e 
[66]. 

(f) Em [7] é descrito um vínculo não-linear, quadrático homogêneo nas velocidades: 
tomam-se dois pontos no plano que se movem de tal modo que suas velocidades 
sejam sempre paralelas. Assim, M = 1R4 e, denotando por x = (x 1 , x2, x 3 , x 4 ) as 
coordenadas cartesianas dos dois pontos e por v = ( v1 , V2, v3 , v4 ) E JR4 o corres­
pondente vetor-velocidade, definimos f : T M ➔ JRM por: 

Íx ( V1, V2, V3, V4) = det ( Vi V
2

) = V1 V4 - V2V3 
V3 V4 
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E7zéão %' := / ll(àtul \ (}rm é ?lm u óculo éal gue, para lodo q c M, l,ç é urn

"", « .d", d"d' ", c %, .«lã. (Vt > o)z-. c Zç A'.t. q« é ««áü.
re'llzo'uel' a senão n'u/a orM de / il©lKMI Ía'u $qa, impõe se a corzdição adácÍorzat
!e que üs 'velocidades dos 'pontos irão podent ser simuttaneümente }t'Rias) para q'ue

r sda uma uahedade d{/e7'erzciáue/

Dados um sistema mecânico (M, K,F) ou utn sistema lagrangeano (M,L) e um
vínculo r, seja g um censor métrico em M(no caso do sistema mecânico, ou no caso
de a lagrangeana ser clássica, consideraremos o censor métrico induzido pela enei-gia
cinética K). Como rr : %' q M é uma submersão, Trr : Ty -+ TM é um epimorfisma
de âbrados vetoriais diferenciáveis; então ker Tm« é um subfibrado vetorial diferenciável

de T%', que será denotado pol Ver(r). Considere 110 subfibrado vertical Vei(TM) o
tensor métrico induzido pelo censor métrico de M através do levantamento vertical. i.e..

tal que (Vuq € TM) À,. : TçM q Ver..(TM) seja u«na isometria linear. Como Ver(y)
também é um subfibrado vetorial do pu// pack ã;Ver(TM), onde á« : K -+ TM é a
inclusão, podemos considerar o subíibrado vetorial W de í&Ver(TM) tal que, para todo
u. C y, W«. := Ver..(r)Ü é o complemento ortogona] de Ver..(r) em Ver..(TM)-
Assim, temos a seguinte decomposição em soma de Whitney

á;Ver(TM) (z')gn' (2.6)

Além disso, também temos a decomposição em soma de Whitney dada, pela seguinte
proposição

PROPOSIÇÃO 2.2. ./Va situação acama, temos

à}(TTM)
g (2.7)

Z)emorzsZração. Com efeito, dados uq C %' e X., C T..%' n W.., temos X,. c T,.Zn
Ver..(TM) = Ver..(Z) e X,. C W.. = Ver..(W)X, portanto X.. = 0, o q«e mostra
T.,%'n wu. { }

Por outro lado, dados ug C W e X,, C T.,TM, seja s : Z/ -} %' seção local de
zK : r d M definida nulli aberto U de M, caiu q € # e s(q) = 'uq; a existência de
uma tal seção local é assegurada pelo fato de que n-z : '# --> M é uma submersão

'lloíne X.. := Ts . TTK - X«. C T,.W. Então X.. y., C Ver..(g), pois Tzv Ts
T7rv ' X.. = T7rK ' X«,, pelo fato de s ser uma seção de rv. Escrevendo, por (2.6).

X,. y.. = Z«. + Zd, co«- Z,. C Ver..(r) e Zd c nc.., temos: H.. + Z.. c T..r,
Z.l € }H.. e (y-. + Z,.) + ZI = X... Como X,. C T.,TM [oi tomado arbitrariamente,
isto mostra T.qTM = T«,r + W«q . []
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Então Yl := J-1[~M] \ OrM é um vínculo tal que, para todo q E M, Ylq é um 
cone, ou seja, dado Vq E 'Ífq, então ("i/t > o) tvq E 'ífi,. Note que é necessário 
remover a seção nula OrM de J-1[~M ] (ou seja, impõe-se a condição adicional 
de que as velocidades dos pontos não podem ser simultaneamente nulas) para que 
'if seja uma variedade diferenciável. 

Dados um sistema mecânico (M, K, F ) ou um sistema lagrangeano (M, L) e um 
vínculo Y!, seja g um tensor métrico em M (no caso do sistema mecânico, ou no caso 
de a lagrangeana ser clássica, consideraremos o t ensor métrico induzido pela energia 
cinética K). Como 7r<tf : 'if ➔ M é uma submersão, T 1r"'<f : T'if ➔ TM é um epimorfismo 
de fibrados vetoriais diferenciáveis; então ker T 1r'<f é um subfibrado vetorial diferenciável 
de T'if, que será denotado por Ver('it') . Considere no subfibrado vertical Ver(TM) o 
tensor métrico induzido pelo tensor métrico de M através do levantamento vertical, i.e. , 
tal que ("i/ Vq E TM) Àvq : T qM ➔ Verv

9 
(TM) seja uma isometria linear. Como Ver('if) 

também é um subfibrado vetorial do pull back ii, Ver(TM), onde Í'<f : 'if ➔ TM é a 
inclusão, podemos considerar o subfibrado vetorial vV de i~ Ver(TM) tal que, para t odo 
Vq E 'if, Wvq := Verv9 ('it')~ é o complemento ortogonal de Vervq ('if) em Verv

9 
(TM) . 

Assim, temos a seguinte decomposição em soma de Whitney: 

i~ Ver(TM) = Ver{'if) EB W 
'6' 

{2.6) 

Além disso, também temos a decomposição em soma de Whitney dada pela seguinte 
proposição: 

PROPOSIÇÃO 2.2. Na situação acima, temos: 

{2.7) 

Demonstração. Com efeito, dados Vq E 'if e Xvq E T vq 'if n Wv
9

, temos Xvq E T vq 'if n 
Vervq (TM) = Vervq ('if) e Xv9 E Wvq = Vervq {'if)-1, portanto Xvq = O, o que mostra 
T vq 'if n vVvq = {(())}. 

Por outro lado, dados Vq E 'if e Xvq E T vq TM, seja s : U ➔ 'if seção local de 
1r,ef" : 'if ➔ M definida num aberto U de M, com q E U e s(q) = vq; a existência de 
uma tal seção local é assegurada pelo fato de que 7f,6· : Yl ➔ M é uma submersão. 
Tome Yvq := T s · T 1ry, • Xvq E T vq 'if. Então Xvq - Yv

9 
E Vervq ('if), pois T 1rcc · T s · 

T 1r"'if • Xvq = T 1rcc · Xv
9

, pelo fato ele s ser uma seção de 7f'tf . Escrevendo, por (2.6), 
Xvq - Yvq = Zvq + z~, com Zvq E Vervq ('if) e z~ E WVq) temos: Y vq + Zvq E T vq'if, 

Z~ E Wvq e (Yvq + Zvq) + Z~ = Xvq. Como Xv9 E T vq TM foi tomado arbitrariamente, 
isto mostra T vq TM = T vq Yl + Wvq . □ 
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Denotar-se-ão por -F%' e ./)w as projeções no primeiro e no segundo fator, respec-
tivamente, induzidas por (2.7). Note que a restrição de PV ao sublibrado i;Ver(TM)
coincide com a projeção no primeiro falar induzida por (2.6), pois Ver(r) = T%' n
iÇVe-(TM); assim, Ver(r) = Pv(i;Ver(TM))

Dado u, C g, a decomposição em soma de Whitney (2.7) permite identificar o
anulador (T-,%')o C T;,(TM) caIU W-,q' através do isomorfismo 0 € WH,- -} # o Pw C
(T-,K)'. Usare.«s a «citação }V.. := (T..Z)' = Wu.-, e «tra«és do tensbr n-ét.ico em
Ver(TM) também identificareinos W.. com W«. sempre que for convelliente

Sejam V a conexão de Levi Civita de (M, g), e Hor(TM) o correspondente subübrado
horizontal. Denotar-se-á por Hor(r) a imagem de á&Hor(TM) por nV

DEFINIÇÃO 2.2. Na s tuação acima, Ver(Z) é chamado de sub6brado vertical de T%'
e Hor(%') de sublibrado horizontal de TW. O s'uó#brado uefohar zw : W a %' de
i}(TTM) é càümado de vibrado de projeção' associado a W, e o .suó/iórado uetoHal
zw : )'V q %' de {}(T*TM) é charrzado de vibrado misto generalizado ou centauro
a,ssoci.cêdo a. 'Y

Dado uq C %', de"ola-se por O,. o s? óesp«ço H ' Ver,.(W) de T.M, de modo que
Klv«..(V) : Ver..(r) q G,. e Klw.. : Wu, -+ (;Z são ásorlielhas lzrzeares. O subespaça

a,q C TVM á cAa77zrldo de subespaço das velocidades virtuais2 em u, € %'. PenDIam-se
por JPu. e ZPd as pzcÜeções odogonaás JP.e : TçM > O,q e JPI : T.M + (JZ, respec-
f:««.-l.. E.éã. ó'm @n «, p.i., «p/áciçõe; d@'«c;á..{; b : é' a L(fÜ, TÚ) .
:#" : y H L(TM, TM), r/abas por tiq -> JP,. e uq -} JP.l, respecéíuarne7z&e, 'e para lodo
i. € 'g os seguilLtes diügratlias sãa co'nlutatiuos

Ver..(TM) '' ;Vcr,.(r)

TçM #,. -(J,q#"q

e

Ver«. (TM) =3- -

TqM

/v -l+ ,

-q

0

J'4

:nomenclatura sugerida na formulação de [36]
Zseguindo a nomenclatura del61
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Denotar-se-ão por Pw e Av as projeções no primeiro e no segundo fator, respec­
tivamente, induzidas por (2.7). Note que a restrição de R~ ao subfibrado i~Ver(TM) 
coincide com a projeção no primeiro fator induzida por (2.6) , pois Ver(<tfl) = T<tfl n 
i~ Ver(TM); assim, Ver(<tfl) = Pw ( i~ Ver(TM)). 

Dado v9 E 'íf, a decomposição em soma de vVhitney (2.7) permite identificar o 
anulador (Tvq<rfl)º e T; (TM) com w:, através do isomorfismo 0 E w: f--t 0 o Pw E q q q 

(Tvq <tfl)º. Usaremos a notação W vq := (Tv/tf)º _ w ;q, e através do tensor métrico em 
Ver(TM) também identificaremos W vq com Wvq sempre que for conveniente. 

Sejam 'v a conexão de Levi-Civita de (M, g) , e Hor(TM) o correspondente subfibrado 
horizontal. Denotar-se-á por Hor(<tfl) a imagem de iwHor(TM) por Pw. 

DEFINIÇÃO 2.2. Na situação acima, Ver(<tfl) é chamado de subfibrado vertical de T<tfl, 
e Hor('íf) de subfibrado horizontal de T<tfl. O subfibrado vetorial 1rw : vV ➔ <tfl de 
iw(TTM) é chamado de fibrado de projeção 1 associado a <tfl, e o subfibrado vetorial 
1rw : W --+ <tfl de i~(T*TM) é chamado de fibrado misto generalizado ou centauro 
associado a <tfl. 

Dado Vq E Cf, denota-se por Cvq o subespaço K, · Vervq (Cf) de T 9M, de modo que 
K,lvervq('if) : Vervq (<tfl) ➔ Cvq e K,lwvq : Wvq ➔ e~ são isometrias lineares. o subespaço 
Cvq e TqM é chamado de subespaço das velocidades virtuais2 em vq E <tfl. Denotam-se 
por &vq e ~~ as projeções ortogonais &vq : TqM ➔ Cvq e&~ : TqM --+ C~, respec­
tivamente. Estão bem definidas, pois, aplicações diferenciáveis flJ : CC ➔ L(TM, TM) e 
9..1. : <tfl--+ L(TM , TM), dadas por Vq f--t &vq e Vq f--t &t, respectivamente, e para todo 
v9 E <tfl os seguintes diagramas são comutativos: 

Vervq (TM) P<e 
Vervq (<tfl) 

·! () l· 
TqM g;, Cvq Vq 

e: 

Vervq (TM) 
Pw 

Wvq 

·! () !· 
T qM c..1. 

y1. Vq vq 

1 nomenclatura sugerida na formulação de [36]. 
2 seguindo a nomenclatura de [6]. 
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A nomenclatura yiórado m sfo generaZtzado ou centauro adorada para designar o
vibrado )'V provém do fato de que tal vibrado é o objeto que generaliza naturalmente
o vibrado misto g(DM go } M vede [631, no qual está definido o fluxo que forrlece
as trajetórias normais de um sistema lagrangeano vinculado com vínculo linear g.
conforme será visto no capítulo 4, seção (1 .2.1)

PROPOsiçÃo 2.3. Unte a scguàrzte decomposição em soma de Wháí7zeg/

Tr = Ver(y) © nor(W) (2.8)

.4 Zém disso, Ver(%') .é complelarrzerzle i7zfegrcíuel rno serzlido de / oóeTzíusJ, e(V uq c

z) TzvjK«..(f) : nor,. (y) q T,M é «m i«mod.m. lin«,.

.Demonstração. Com efeito, /)« : í&TTM -+ T'# é um epimorfismo de vibrados vetori-
ais difererlciáveis, i&TTM = iÇHor(TM) Or Ver(TM) e kerPV = W C ábVer(TM)
Portanto, co'no /% {&Hor(TM) = Hor(Z) e P# . á&Ver(TM) = Vei(r), segue Tr =
Ver(%') (DKHor(%'), e FKli;n«(TM) : {;Hor(TM) a Hor(%') é um isomorfismo de vi-

brados vetoriais, o que implica que (Vz;q C r) Tzrjno,..(v) : Hor.,(y) -+ TçM é um
isomorfismo linear. Além disso, Ver«.(r) = T,.(Zç), portanto o subHbrado vetorial
Ver(r) é completamente integrável

n

DnnNÍÇÃo 2.3. Usa71do a mesma Ralação, denolarrz se por PHV : Tr a Hor(%') e
Puv: Ty d Ver(Z) « p«J'çõ« i«d«ád« pel« d«.mp«iç'' 'm s... d. W/lif-Z/
da propor çâo precedente. l)ado uq C %', de$ne7rz se os levantamentos vertical e ho
rizontal em %' por, respecliuamente, À: ;=À,. o iP,.= Pv o À«.: T.M q Ver..(r) e
n: :=(TTMln«.,(v)) := pv . n..: T.M -+ Hor., (Z)

Note que, para todo uq c %', H:l : T.M -} Hor.,(%') e À'# lc..
isotnoríismos lineares, e, para todo X.q C T.,%', Lemos:

Ch a Ve-., (r) são

PKv (X.. )

Pvv (X«. )

H;(T,« x..) pK-n.,(Tn« x,.)
À: (« - x,.) - À,. (#,, « . x..)

Observação 2.1. A notação Hor(r) e Ver(r) provém do /alo de gue
uz'nc'u/o / zz eal g

no caso de u'm,

(1) Ver(g) coêrzc de c017z o suóáórado uerí caZ do #órado uefoha/ ag : g }M
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A nomenclatura fibrado misto generalizado ou centauro adotada para designar o 
fibrado W provém do fato de que tal fibrado é o objeto que generaliza naturalmente 
o fibrado misto 9 EBM 9 ° ➔ M - vide [63], no qual está definido o fluxo que fornece 
as trajetórias normais de um sistema lagrangeano vinculado com vínculo linear 9, 
conforme será visto no capítulo 4, seção (1.2.1). 

PROPOSIÇÃO 2.3. Vale a seguinte decomposição em soma de Whitney: 

T<if = Ver(<rf) EB Hor{<rf) 
'rf 

(2.8) 

Além disso, Ver(<rf) é completamente integrável (no sentido de Frobenius), e (V vq E 
<if) T1r,irlHorvq('tf): Horv

9
{7f) ➔ TqM é um isomorfismo linear. 

Demonstração. Com efeito, Ae : i~ TTM ➔ T<if é um epimorfismo de fibrados vetori­
ais diferenciáveis, i;,, TTM = i::i,Hor(TM) EB,f/ i~ Ver(TM) e ker P'tf = W e iw Ver{TM). 
Portanto, como Rf/ · iwHor(TM) = Hor(<rf) e Re · i::i, Ver (TM) = Ver(<rf), segue T <rf = 
Ver(<rf) EB,tf Hor{<rf), e P 'tf" li~Hor(TM) : i;,,Hor(TM) ➔ Hor(<rf) é um ·isomorfismo de fi­

brados vetoriais, o que implica que (V Vq E <rf) T 1í<rf lHor,,q ('tf) : Horv
9 

(<rf) ➔ T qM é um 
isomorfismo linear. Além disso, Verv

9 
(<if) = T v

9 
(<ifq) , portanto o subfibrado vetorial 

Ver(?&") é completamente integrável. 

D 

DEFINIÇÃO 2.3. Usando a mesma notação, denotam-se por P't : T<if ➔ Hor(<t') e 
PJ : T<if ➔ Ver (<rf) as projeções induzidas pela decomposição em soma de Whitney 
da proposição precedente. Dado Vq E <rf, definem-se os levantamentos vertical e ho­
rizontal em <if por, respectivamente, À~ :=Àvq o 9vq= P'rf o Àv

9
: TqM ➔ Verv

9
(<t') e 

H~ :=(T íM IHor.
9

('6"))-
1= P,tf o Hv

9
: TqM ➔ Horvq (<if) 

Note que, para todo Vq E <rf, H~ : T qM ➔ Horv
9 
(<if) e À~ lc.

9 
: Cv

9 
➔ Vervq (<if) são 

isomorfismos lineares, e, para todo Xvq E T vq <if, temos: 

Observação 2.1. A notação Hor(<if) e Ver{<rf) provém do fato de que) no caso de um 
vínculo linear ÇJ: 

(1) Ver{9) coincide com o subfibrado vertical do fibrado vetorial 1íp : 9 ➔ M; 
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l2)(V««c%')O,. .t-t.W..(g,'),d.m.d.q«Pa Ta
RTPI« H Tg, -d. #, : TM ' g é « p«j.çã. «logo-/. ,4s'ám, (V«, €

g) Hgr..(g) = T#p Hor,.(TM) coincide com a suó/iürado Aorázonf.l eà üq de
zg : g } M {riduzàdo pe/a comerão

l(M) x 1'-(9)
(x,y)

a7zde V é a corzezão de EeuÍ-(Jiuáta de (M, g)

Va 9 l"'(g)
b-+ JPo ' Vxy

Para uso posterior, considerar-se-ão generalizações da derivada nas fibras e da de
rivada paralela vede seção (1.1) para aplicações diferenciáveis ; r -} E, onde
zE : E > M é um vibrado vetorial diferenciável, que preservem fibras

DEF'INIÇA0 2.4. Sejam 7rR : ir + M um obrado 'uetoMaJ d{/ere7zcÍáueZ, munido de 'mma

coneTâo Hor(E), e .f : r -+ E vt71ia aplicação dz/ererlciáuel la/ qt&e, przra /odo q c M,
/(Zç) C Eç De$7z mas r/ derivada lias abras F/ : r -+ L(TM, E) e a derivada paralela
IP/ : %' -} L(TM, E') por, para todo uq c r

P/(«.) : 'T...f. ÀZ c L(T.M,X,)
e.

P.f(«,) : ' T,..r . nli c L(T,M, z,)
Portanto, dados uq C %' e X,, € T.,W, vale

" ' T«,J' ' X,. = F/(««) ' H X,. + P/(«,) - TzK X..

e F/(uç) . n . X«, = F.f(uç) ' #,. - H ' X.., i.e., aÚ C kerF/(uç)
Note que, pela observação (2.1), quando %' = g é um subfibrado vetorial de TM.

munido da conexão induzida pela conexão de Leva-Civita de M e da projeção ortogonal
JPa : TM -> g}, a derivada nas fibras e a derivada paralela de J' : g > E definidas
na definição (2.4) coincidem corri as derivadas definidas na seção (].1), de modo que
as definições e notações são coerentes

Campos de segunda ordem em 'r.

DEFINIÇÃO 2.5. JVa situação acama, o segui ée s'uócon7'unia de Tr
tP(V'): TV'n J'(M)

cAar7za se prolongamento holonõmico de %' @ãde 1421,), onde.

J:(M) := {Z C T(TM) I 7TMZ = TTM(Z)} ,

é o sub$brüdo aPTa de TM dos '2 jüt08.
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(2) (V Vq E ~) Cvq = Ç2q, portanto vVvq = Àvq ( Ç2/), de modo que p <J} = T Y'@ : 
TTMl!il ➔ T Ç2, onde t?i'9 : TM ➔ Ç2 é a projeção ortogonal. Assim, (Vvq E 
Ç2) Horv9 (.P) = T.99 · Horv

9
(TM) coincide com o subfibrado horizontal em vq de 

n <JJ : Ç2 ➔ M induzido pela conexão: 

'v<JJ : :t(M) X fC'º(çg) -> f 00 (Ç2) 
(X, Y) 1-----7 9 ,;; · 'vx Y 

onde 'v é a conexão de Levi-Civita de (M, g). 

Para uso posterior, considerar-se-ão generalizações da derivada nas fibras e da de­
rivada paralela - vide seção (1.1) - para aplicações diferenciáveis : ~ ➔ E , onde 
nE : E ➔ M é um fibrado vetorial diferenciável, que preservem fibras. 

DEFINIÇÃO 2.4. Sejam nE : E ➔ M um fibrado vetorial diferenciável, munido de uma 
conexão Hor(E) , e f : ~ ➔ E uma aplicação diferenciável tal que, para todo q E M, 
J(~q) C Eq- Definimos a derivada nas fibras JFJ : ~ ➔ L(TM, E) e a derivada paralela 
IP'/:~ ➔ L(TM, E) por, para todo vq E~: 

lFJ(vq) := K,E o Tv
9
f o À~ E L(TqM, Eq) 

e: 

IP'J(vq) := K,E o TvJ o H~ E L(TqM, Eq) 

Portanto, dados Vq E ~ e Xv
9 

E T v
9 
~, vale: 

K,E · Tv9 Í · Xv9 = lFJ(vq) · K, · Xv
9 
+ IP'f(vq) · Tn'íf · Xv

9 

e IFJ(vq). K,. Xvq = IB'f(vq). &vq. K,. XVq) i.e., e~ e ker!F/(vq)-
Note que, pela observação (2.1), quando ~ = Ç2 é um subfibrado vetorial de TM, 

munido da conexão induzida pela conexão de Levi-Civita de M e da projeção ortogonal 
9 v; : TM ➔ Ç2, a derivada nas fibras e a derivada paralela de f : Ç2 ➔ E definidas 
na definição (2.4) coincidem com as derivadas definidas na seção (1. 1), de modo que 
as definições e notações são coerentes. 

Campos de segunda ordem em~-

DEFINIÇÃO 2.5. Na situação acima, o seguinte subconjunto de T~: 

q:J(~) := T~ n J 2 (M) 

chama-se prolongamento holonômico de ~ (vide [42]), onde: 

J 2 (M) := {z E T(TM) 1 TTM Z = TTM(z) } , 

é o subfibrado afim de TM dos 2-jatos. 
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A seguinte proposição mostra que P(W) é um subfibrado diferenciável afim de T%'

PROPOSIÇÃO 2.4. Usarzdo a mesma rzolação, tTMllp(K) : P(r) -+ r é um szió$órado

dV«e"iá"l 'Úm d' Tr. Mai; p«cí«m"'', pa« c'd« ~. C r, P.,(Z) é . s«óe.p«ç.
aám de T.,W dado por

w«, (%') Pg S(«,) + Ver«, (%')

07zde S o spray/ geodésico de (M, g)

Z)e"aonslraçãa. Temos P(r) = TrnJ'(M) = {x«. C TK l Trm -X,. = uqJ- Portanto,
dados uq C r e X,. c P,,(r), temos Tru ' X., = uq = TTM P# . S(uç), donde
X,. P# -S(«,) c T,.ZnVer..(TM) = Ver..(r), o« seja, X.. c Pr S(«,) + Ver.,(«).
Por outro lado, dado X,. c P# -S(uq) +Ver.. (r), temos X,, c T,.%' e TTM ' X,. = trm
PK'S(uç) = uq, donde X., c P..(Z)- Assim, mostra.nos P«, (r) = Pv-S(t,ç)+t'er.. (%'),
para todo uq C %'

D

DEFINIÇÃO 2.6. Diz se que .r C 1(%') é urn campo de segunda ordem em r se /Ol-
u'llza sacão do pralorzgarnenfo Ào/orzómêco de %', P(%')

Note que, dado um campo de segunda ordem em r, X C I''(P(r)), como (Vuq c
r) TTM ' X(uq) - uç as curvas integrais de X são da forma :? , onde 'y é uma' curva
diíerenciáve[ em JU, compatível com '#'

$l. ESPAÇOS DE CUR\US COMPATÍVEIS COM r

Para k > 1 e ja, ól C ]R, sejam C"(M, %', la, ól) := {'y e C'(M, ja, ól) l ' é compaLíve]
com %'}, e H*(M,r,la,bl) := {'y C H'(M,la,bl) l ' é compatível com %'}. Como
de costume, estando o intervalo fixo e não havendo risco de confusão, omitiremos o
la,ól da notação. Nesta seção será mnsbrado que os conjuntos CK(M,Z), para k > 1.
e Hk(M,%'), para # > 2, admitem estruturas de variedade de Banach. munidos das
quais são subvariedades mergulhadas em CK(M) e Hk(M), respectivamente. No caso
de um vínculo linear g C TM, o mesmo vale para H:(M,g) c H:(M)- Através
da aplicação ponto inicial, também será mostrado que, dado q c M, os espaços de
curvas compatíveis.com 'r e corri ponto inicial q, C*(M,Z, q) := C'(M, r) n c*(M,q)
e .H*(M,Z,g) := H*(M,y) n H'(M,q), são subvariedades mergulhadas de C*(M, r)'e
Hk(M, r), respectivamente. O mesmo não vale, no entanto, para os espaços de curvas
corTtpatíveis com K e com pontos inicial e final fixos, C*(M,r,p,ç) := C'(M,r) n
C'(M,p,ç) e H'(M,y,p,g) := H*(M,r) n H*(M,p,q), dados p,q C M; tais espaços
serão vistos com mais detalhes no capítulo 4
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A seguinte proposição mostra que q:J ('&') é um subfibrado diferenciável afim de T'í/f. 

PROPOSIÇÃO 2.4. Usando a mesma notação, TTM l'.Jl('G') : s;JJ(<t') -t Crff é um subfibrado 
diferenciável afim de T<t'. Mais precisamente, para cada vq E '6', qlvq (<t') é o subespaço 
afim de T vq Crff dado por: 

onde S o spray geodésico de (M, g) . 

Demonstração. Temos s;JJ(<t') = T1ffnJ2(M) = {Xvq E T<t' 1 TrM ·Xvq = vq}- Portanto, 
dados Vq E 1ff e Xvq E q:Jvg ('"t'), temos T rM · Xvq = Vq = TrM · P'G' · S(vq), donde 
Xvq - P'G' · S ( vq) E T vq '"zf n Vervg (TM) = Vervq (Crff), ou seja, Xvq E .Rif · S ( vq) + Vervq (CC). 
Por outro lado, dado Xv9 E P'if · S( vq) + Vervq ('&') , temos Xvq E T vq CC e TrM · Xvq = T TM · 

P'if ·S(vq) = Vq, donde Xvq E q:Jvq (<t'). Assim, mostramos q:Jvq ('í!f) = P,rS(vq)+ Vervq (CC), 
para todo vq E CC. 

D 

DEFINIÇÃO 2.6. Diz-se que X E x('í/f) é um campo de segunda ordem em '&' se for 
uma seção do prolongamento holonômico de 'if, q:J('í/f). 

Note que, dado um campo de segunda ordem em CC, X E r 00 (s;JJ(<íff)), como ('v vq E 

C(j') T TM • X(vq) = Vq as curvas integrais de X são da forma 'fif, onde 1 é uma curva 
diferenciável em Jv.l , compatível com'&'. 

§1. ESPAÇOS DE CURVAS COMPATÍVEIS COM C(j' 

Para k ~ l e [a, b] e IR, sejam (k(M, Cfl, [a, b]) := {1 E (k(M, [a, b]) l 1 é compatível 
com '6'}, e Hk(M, '6', [a, b]) := { 1 E Hk(M, [a, b]) 1 1 é compatível com '&'}. Corno 
de costume, estando o intervalo fixo e não havendo risco de confusão, omitiremos o 
[a, b] da notação. Nesta seção será mostrado que os conjuntos ( k(M, '&'), para k ~ l, 
e Hk(M, '6'), para k ~ 2, admitem estruturas de variedade de Banach, munidos das 
quais são subvariedades mergulhadas em (k(M) e Hk(M), respectivamente. No caso 
de um vínculo linear 9 e TM, o mesmo vale para H1(M, 9) e H1 (M). Através 
da aplicação ponto inicial, também será mostrado que, dado q E M, os espaços de 
curvas compatíveis com CC e com ponto inicial q, (k(M, CC, q) := Ck(M, Crff) n Ck(M, q) 
e Hk(M, '6', q) := Hk(M, '6') n Hk(M, q), são subvariedades mergulhadas de (k(M, '6') e 
Hk(M , <t'), respectivamente. O mesmo não vale, no entanto, para os espaços de curvas 
compatíveis com CC e com pontos inicial e final fixos, (k (M, ctf,p, q) := (k(M, '6') n 
(k(M,p, q) e Hk(M,'6',p,q) := Hk(M, C(j') n Hk(M,p,q), dados p,q EM; tais espaços 
serão vistos com mais detalhes no capítulo 4. 
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'l:ratalemos apenas o caso dos espaços Ck, A > 1, pois as mesmas construções e
argumentos se aplicam, dpsãs /ãt e7'is, no caso dos espaços Hk, k » 2 (e mesmo k :; l no
caso de um vínculo linear), bastando substituir-se Ck por Hk. No caso linear, a estrutura

de variedade de Banach dos espaços C'(M, 9) e H'(M, g) jáé bem conhecida(vede, por
exemplo, l30), 1481, 1491), bem como a dos espaços de curvas corJlpatÍveis com g com
ponto inicial fixo C:(M, g, q) e H:(M, g, q), e também os pontos críticos da aplicação
ponto final nestes últimos espaços

A estrutura de variedade direrenciável em Ck(M,r), A > 1, é construída a pai'tir
da seguinte observação: considerando-se a aplicação diferenciável (vide lema (l.l»

T
C*(M) a C* :(TM)

'y ---» ;
então Ck(M, %') .coincide com a imagem inversa por : da siibvariedade mergulhada
CK :(r) de C' :(TM). Assim sendoLprovarenlos que':l é transversal a esta subva-
riedade, de modo que CK(M,r) =(7' ) 'jC' :(%')l é uha siibvariedade mergulhada

de C'(M), e TVC'(M,«) -ÍT7(r )}=''jT9C* i(r)l, para toda 7 C C*(M,r), onde
T(r ) : TC*(M) o TC* :(TM) é a aplicação tangente de :l

PROPosiÇÃO 2.5. Para A a: 1, a ap/ícação $
«Ó«M.d«d' «.'m«/h«d« C' :(%') d. Ck :(TÚ).

C'(M) -* CK :(TM) é z«««s«/ à

l)ern07zslvação. Fixada ' c C*(M) tal que ã c Ck z(V'), precisamos veriHcar as duas
condições seguintes

(ó i) T(:1) 'T,C*(U)+TPC* '(%')- TP C' :(TM)

(rh 2) o subespaço fechado {Tv(r )} 'jTç C* :(W)j de T7C'(M) admite urra comple
mentor fechado.

Note que {T,(r )} :jTp C* :(r)l de fato é um subespaço fechado, pois T,(:1 ) é
contínua e T9 C* l(V') é Fechado em T1l Ck '(TM). Note também que, no caso Hk

k > 2, a condição(ó 2) é redundante, pois H'(M) é uma variedade de Hilbert(portanto
todo subespaço fechado do espaço tangente em ' admite um complementar fechado).

A decomposição em soma de Whitney (2.7) induz unia decomposição em sorna de
Whitney

© Ck :(W)
CK-t(%')

sendo as projeções no prinaeiro e no segundo favor dadas por (.f)q o) e (/)wo), respecti-
vamente. Assim, a condição (íh 1) é equivalente à condição

Ck :(á}(TTM))
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Trataremos apenas o caso dos espaços Ck, k ~ l, pois as mesmas construções e 
argumentos se aplicam, ipsis litteris, no caso dos espaços Hk, k ~ 2 ( e mesmo k = l no 
caso de um vínculo linear) , bastando substituir-se (k por Hk. No caso linear, a estrutura 
de variedade de Banach dos espaços C1 (M, ~) e H1 (M, çg) já é bem conhecida (vide, por 
exemplo, [30], [48], [49]), bem como a dos espaços de curvas compatíveis com ~ com 
ponto inicial fixo ( 1 (M, çg, q) e H1 (M, çg, q), e também os pontos críticos da aplicação 
ponto final nestes últimos espaços. 

A estrutura de variedade diferenciável em (k(M, ctf), k ~ l, é construída a partir 
da seguinte observação: considerando-se a aplicação diferenciável (vide lema (1.1)): 

ft : Ck(M) --t ck-l(TM) 
"J t---+ '!J. 

I dt 

então (k(M, <"tf) coincide com a imagem inversa por ft da subvariedade mergulhada 
ck- l(Ctf) de ck- 1(TM). Assim sendo, provaremos que ft é transversal a esta subva­
riedade, de modo que (k(M, <"if) =(ft t 1[ck-1 (<"1f)] é uma subvariedade mergulhada 
de (k(M), e T-yCk(M, <"if) = {T-y(ft n-1 [T 'li ck- l(Cif)], para toda 'Y E (k(M, <"if), onde 

dt 

T(ft): T(k(M) ➔ Tck- 1 (TM) é a aplicação tangente de t. 
PROPOSIÇÃO 2.5. Para k ~ l) a aplicação r : (k(M) --+ (k- l (TM) é transversal à 
subvariedade mergulhada ck- l (<"if) de ck- l (TM). 

Demonstração. Fixada I E (k(M) tal que ~i E (k-1(<"1f), precisamos verificar as duas 
condições seguintes: 

(rn 2) o subespaço fechado {T-y(ft n-1 [T ~ ck- l(Ctf)] de T-yCk(M) admite um comple­
mentar fechado. 

Note que {T-r(ft )} - 1[T1:1: (k- 1(<"tf)] de fato é um subespaço fechado, pois T-r (ft) é 
dt 

contínua e T 1:1: ( k- l (<"if) é fechado em T 1:1: (k- l (TM). Note também que, no caso Hk, 
~ ~ 

k ~ 2, a condição (rn 2) é redundante, pois Hk(M) é uma variedade de Hilbert (portanto 
todo subespaço fechado do espaço tangente em 'Y admite um complementar fechado). 

A decomposição em soma de Whitney (2.7) induz uma decomposição em soma de 
Whitney: 

ck- 1 (i; (TTM)) = ck-1 (T<"if) EB ck- 1 (vV) 
(k-l('lf) 

sendo as projeções no primeiro e no segundo fator dadas por (Peco) e (Pwo), respecti­
vamente. Assim, a condição (rn 1) é equivalente à condição: 
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ló I')(Fw) 'T(}) 'T.C'(M)- C' :(W')2 .

onde C' :(W)g denota a fibra do vibrado vetorial (7rwo) : C' '(W) q C' :(©) sobre

:ll! . Para verificar (ü I'), pelo fato de a restrição do colector H ao subfibrado vertical

ser um isomorfismo e pelo leira (1 1), dado y C CK i(W)3 , temos que mostrar que
existe .r C T,rCk(M) tal que:

K . .F'w - À+(vtx) + H . pw - n,px K . /'w ' }''' (2.9)

Dado € C Ck :(TM),r, considere as equações:

#ãLvlx + H - /'w ' ntx = Jp{ - (
#;'v.x .

(2.10)

(2-11)

Estas equações são equivalentes a:

vtx + n .F'w ' n+x = € (2.12)

Ajéna disso, como n./'w 'Àt = JPJL, a e(libação (2.10) corri € = n./'w .y C C' :(TM),r
é equivalente à equação (2.9)

Usando um referencia] para]e]o em TM ao longo de 7, conclui-se que a equação
(2.]2) define uma EDO linear em ]R", com coeficientes de classe Ck l e de6nidos no
intervalo la, ól , para a qual podemos aplicar o teorema de existência e unicidade. Em
particular, tomando { = . /'w ' y, a condição(íh I') é satisfeita

Por outro lado, seja f' := {X C T,C'(M) l #t VtX = 0 e X(a) = 0}. Como
[ c la,ól -> #tU c C' '(L(TM,TM)), e X € T,C*(M) n vtx =(n') ' T,(â)-x c
C" :(TM)r é linear contínua, segue que X C T.rC'(M) n iPt - V.X C CK :(TM),r é
linear contínua, portanto f' é um subespaço fechado de T7Ck(M). Mostremos que F é
um compjemenLar de {T,r(7' )} :rT3 C* :(r)l em TvC'(M); isto concluirá a demons-
tração, pois estará provada a condição (rh 2)

Com efeito, dado X c F'n {T,r(:1 )} 'jTç C' ' (%')l, X é solução de (2.12) com € =
0 e satisfazendo a condição inicial X(a) = 0. Pelo teorema de existência e unicidade.

conclui se que X =0, donde F'nIT7(:1)} 'jT9C* :(r)l = {©}

Além disso, dado X C T,rC'(M), tome (i := i?il - V,.Y + n - Pw H+X C C' '(TM),r
e C2 := J?t - V.X C C* :(TM)7. Sejam Xi e .t2 soluções de (2.12) corri ( = {i e

( = C2, respectivamente, p satisfazendo condições iniciais XI(a) = 0 e X2(a) = X(a),
respectivamente. Então Xi C F, X2 c {T,(:1 )} 'jTç. C* :(«)l, e Xt + X, é solução

de (2.12) com = 1 +C2 e Xt(0) +X2(0) = X(0), ou seja, Xi +X, = X, pelo teorema
de existência e unicidade. [l
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onde (k- I (W) r-r denota a fibra do fibrado vetorial ( 1Twº) : (k- I (W) ➔ ck-l ('íf) sobre 
dt 

~i . Para verificar ( rh 1'), pelo fato de a restrição do conector K, ao su bfibrado vertical 
ser um isomorfismo e pelo lema (1.1), dado Y E (k- 1 (W)1::r., temos que mostrar que 

dt 

existe X E T, Ck(M) tal que: 

K, · Pw · Ã,,_{VtX) +"' · Pw · Hi'X = K, · Pw · Y 

Dado ç E ck-l (TM),, considere as equações: 

&{VtX + K, · Pw · H-yX = &{ · ç 
Y'-y · VtX = Y'-y · ç 

Estas equações são equivalentes a: 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

Além disso, como K,·Pw·À-y = Y',f, a equação (2.10) com ç = K,·Pw ·Y E ( k- 1(TM), 
é equivalente à equação (2.9). 

Usando um referencial paralelo em TM ao longo de 'Y, conclui-se que a equação 
(2.12) define uma EDO linear em JR.n, com coeficientes de classe (k- I e definidos no 
intervalo [a, b], para a qual podemos aplicar o teorema de existência e unicidade. Em 
particular, tomando ç = K, · A v · Y, a condição (rh l') é satisfeita. 

Por outro lado, seja F := {X E T, Ck(M) J Y'-y · VtX = O e X(a) = O}. Como 
t E [a,b] >---+ Y'-y(t) E (k- 1 (L(TM, TM)), e X E T, Ck (M) >---+ VtX = (x;o) · T,(ft) · X E 

ck-1(TM), é linear contínua, segue que X E T, Ck (M) >---+ Y'-y . VtX E ck- l (TM), é 
linear contínua, portanto Fé um subespaço fechado de T, Ck(M). Mostremos que Fé 
um complementar de {T,(ft n-1 [T 1::r. ck-l(Clf)] em T, Ck(M); isto concluirá a dernons-

dt 

tração, pois estará provada a condição (rh 2). 
Com efeito, dado X E Fn{T, (ft n-1 [T T-y ck- 1 ('íf)], X é solução de (2.12) com ç = 

dt 

O e satisfazendo a condição inicial X (a) = O. Pelo teorema de existência e unicidade, 
conclui-se que X= o, donde F n {T,(ft n-1 [T 1::r. (k- l('íf)] = {O}. 

dt 

Além disso, dado X E T, Ck(M), torne 6 := &,r • VtX +"' • Pw • H-yX E ck-1 (TM), 
e 6 := .9'1 · VtX E (k-

1 (TM),. Sejam X1 e X 2 soluções de (2.12) com ç = ç1 e 
ç = 6, respectivamente, e satisfazendo condições iniciais X 1 (a) = O e X 2 (a) = X(a) , 
respectivamente. Então X1 E F, X2 E {T,(ft n-1[T 1::r_ ck-l ('íf)], e X1 + X2 é solução 

dt 

de (2.12) com ç = 6 +6 e X 1 (0) +X2(0) = X(O), ou seja, X 1 +X2 = X, pelo teorema 
de existência e unicidade. O 
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CoRoLÁRiO 2.1. Usazldo a mesmíz rioÉação, Ck(M,%') é subuariedade ddererzcíá'ue/
r7zer#uZãada em Ck(M), /ecÀada se r /or /ecAadíz em TM, e o seu espaço ta7zgenfe em
'y c C'(M, %') é d«d. p«

T,CK(M , %') {X CT.rC"(M) IK-/'w -À,PV,X+K- Pw H+X 0} (2.13)

.41ém dí«o, dad. q C M, C'(M,%',ç) é sub-,ied«de dVe«agia«l m.ryu/à«d« /e
coada em C'(M,.r)t e o seu espaço langerzfe em ' C CK(M, r, q) é dado por 'bC'(M,r, q)

{X € TçC'(M,@) l X(a) = 0}. ' ' ' "

Dernons ração. Com efeito, o fato de Ck(M, %') ser subvariedade diferenciável mer.
gujhada em Ck(M) segue imediatamente da proposição precedente e do fato de que
C"(M,%') - (r ) 'jC' :(@)l- Dada ' c C'(M,r), temos T,CK(M,Z) = {T,(:1 )j':
ITpC* :(g)l - {X C T,C'(M) l Pw 'T(r) 'X = 0}. Usando a fórmula para T(â)
dada pelo lema (1.1) e o fato de a restrição do conector ao subfibrado vertical ser um
isomorfisino:conclui-se que vale (2.13). Finalmente, como i é contínua e Ck '(%') é
fechada.em C'..:(TM) se r for fechada em TM, segue que CK(M, %') = (:1 )'' IC" : (r)l
éfechadaemCk(M)se%'forfechadaemTM. ' ' '''' ' ~ ''

Por outro lado, a aplicação tangente da aplicação ponto inicial

eu: C'(M,W) + M
'y -a '(«)

é dada por X C TC'(M,@) -> X(a) C TM. Então eu: é uma submersão: dados q c M
y C CK(M,%',q) = eui :lçl e uq c TçM, pelo teorema de existência e unicidade. existe

X solução de (2.12) com € = 0 e ?atlsfazendo a condição inicial X(a) = u,, portanto
T(eui) ' X - uq Isto mostra.que Ck(M, r, q) é subvariedade difeienciável mergulhada
fechada e"l C*(M,g), e T7C*(M,Z,q) = (T,eui) 'lO,l = {X c T,C*(M,%') l X(a) =

n
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COROLÁRIO 2.1. Usando a mesma notação, (k(M, Cef) é subvariedade diferenciável 
mergulhada em (k(M), f echada se Cef for fechada em TM, e o seu espaço tangente em 
'Y E (k (M, Cef) é dado por: 

T,., Ck(M, ~)={X E T,,Ck(M) 1 K, • Pw · À7 "vtX + K, • Pw · H7X = O} (2.13) 

Além disso, dado q E M, (k(M, Cef, q) é subvariedade diferenciável mergulhada fe­
chada em (k(M, 1&'), e o seu espaço tangente em 'Y E (k(M, W, q) é dado por T ,.Ck(M ,Cef, q) 
= {X E TqCk(M, Cef) 1 X(a) = O}. 

Demonstração. Com efeito, o fato de (k(M, Cef) ser subvariedade diferenciável mer­
gulhada em (k(M) segue imediatamente da proposição p recedente e do fato de que 
(k (M, ~) = (ft )-1[ck-l (Cef)]. Dada I E (k(M, W), temos T,,Ck(M, ~) = {T,,(ft n-1 

[T T:J. (k-1 (Cef)] = {X E T,.,Ck(M) 1 Pw · T(ft) ·X = O}. Usando a fórmula para T (ti) dt 

dada pelo lema (1.1) e o fato de a restrição do conector ao subfibrado vertical ser um 
isomorfismo, conclui-se que vale (2.13). F inalmente, como ft é contínua e (k-l (Cef) é 
fechada em (k- 1 (TM) se Cef for fechada em TM, segue que (k(M, W) = (ft t 1[ck- 1 (Cef)] 
é fechada em (k(M) se Cef for fechada em TM. 

Por outro lado, a aplicação tangente da aplicação ponto inicial: 

evi : (k(M, Cef) --+ M 
, i-------+ ,(a) 

é dada por X E TC~(M, ctf) t--+ X(a) E TM . Então evi é uma submersão: dados q E M, 
1 E (k(M, ctf, q) = ev;1[q] e vq E T qM, pelo teorema de existência e unicidade, existe 
X solução de (2. 12) com f,, = O e satisfazendo a condição inicial X (a) = vq, portanto 
T (evi) • X = Vq- Isto mostra que (k(M, Cef, q) é subvariedade diferenciável mergulhada 
fechada em (k(M, Cef), e T,.,Ck(M, ctf,q) = (T,.,evi)- 1[((J)q] = {X E T,.Ck(M, ~) 1 X(a) = 
O}. D 
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Capítulo 3

Sistemas Mecânicos Vinculados

Dados um sistema mecânico (M, 1<, F) e um vínculo W, neste capítulo serão estudadas
as [rajeéáürzs /bicas do sisLeilaa mecânico vinculado (M, K, F, r). Tais trajeLórias sãa
definidas a partir da lei de Newton e da escolha de um campo de reações vinculares

admissível"(num sentido que será precisado na deHnição(3.2)). O caso das trajetórias
de d'Alembert-Chetaev definidas pela escolha de um campo de reações vinculares
admissível que possui a propriedade notável de minimizar a "intensidade" da reação
vincular será estudado com particular atenção

SI. MOTIVAÇÃO E DEFINIÇÃO DAS TRAJETÓRIAS

DEF'iNiÇÃ0 3.1. Um sistema mecânico vinculado é tnlza quádrup/a (M, K, /', Z), onde
CM, K, F) é u rz s sÉema mecá7zico e g é um uz'óculo. Usar se-á a Tzotaçâo (M, K,V, r)
caso o campo de /arcas Criar'?&o sega dado p07 'urra polerzcia/ V c IÇ(M)

Num sistema mecânico vinculado(M, K, .F, %'), para que uln dado movimento(i.e.,
limo curva absolutamente contínua no espaço de configurações) ' : / 4 M, cona / C ]R
um intervalo, seja compatível com o vínculo e satisfaça a lei de Newton, é necessário que
exista um campo de forças "reativo" ("imposto" pelo vínculo de modo que o movimento
seja compatível com o mesmo)

/% : ./' --...} TM
É -+ .fh(t) C T,r(t)M

tal que para quase todoítc /

V.+ (+(z)) + R,(f)

onde Vt é a derivada covariante induzida pf la coTiexão de Leva Civita de (M, g) e g é
o censor métrico induzido pela energia cinética K

Admitamos as hipóteses físicas de que
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Capítulo 3 

Sistemas Mecânicos Vinculados 

Dados um sistema mecânico (M, K, :F) e um vínculo rf, neste capítulo serão estudadas 
as trajetórias físicas do sistema mecânico vinculado (M, K, :F, rf). Tais trajetórias são 
definidas a partir da lei de Newton e da escolha de um campo de reações vinculares 
"admissível" (num sentido que será precisado na definição (3.2)) . O caso das trajetórias 
de d' Alembert-Chetaev - definidas pela escolha de um campo de reações vinculares 
admissível que possui a propriedade notável de minimizar a "intensidade" da reação 
vincular - será estudado com particular atenção. 

§1. MOTIVAÇÃO E DEFINIÇÃO DAS TRAJETÓRIAS 
DEFINIÇÃO 3.1. Um sistema mecânico vinculado é uma quádrupla (M, K, :F, rí), onde 
(M, K, :F) é um sistema mecânico e cG' é um vínculo. Usar-se-á a notação (M, K, V, rf) 
caso o campo de forças externo seja dado por um potencial V E J(M). 

Num sistema mecânico vinculado (M, K, F, rf), para que um dado movimento (i.e., 
uma curva absolutamente contínua no espaço de configurações) 'Y: I-+ M, com I e lR 
um intervalo, seja compatível com o vínculo e satisfaça a lei de Newton, é necessário que 
exista um campo de forças "reativo" ( "imposto" pelo vínculo de modo que o movimento 
seja compatível com o mesmo): 

Ry: I ~ TM 
t f----t Ry(t) E T-y(t)M 

tal que para quase todo t E I: 

(3.1) 

onde 'vt é a derivada covariante induzida pela conexão de Levi-Civita de (M , g) e g é 
o tensor métrico induzido pela energia cinética K. 

Admitamos as hipóteses físicas de que: 
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(1) para cada uq € W, exista um movimento 7.. compatív;el com o vínculo, com 0 e .r,
't«,(0) = u, e satisfazendo (3.1), e que dois tais movimentos coincidam na inter-

secção dos seus domínios, ou seja, nos tempos em que ambos estejam definidos, de
modo que o movimento fique univocamente determinado pela velocidade iniciall

(2) 7,. (t) depende continilamente da velocidade inicial uq

Então bica bem definido, através de(3.1) , um campo de forças reativo contínuo

/?r : '#' ---+ TM

uq -'} /b., (0) c TçM
(3-2)

e os movimentos '.. compatíveis com o vínculo e satisfazendo(3.1) são soluções de:

V, W(+) + Rr(+) (3.3)

Tomando os levantamentos verticais em + de ambos os membros desta equação, fica
bem definido um campo de segunda ordem em r vede definição (2.6) XK(Br)
%' -.> T%', contínuo, para o qual o problema de Cauchy correspondente a uma dada
condição inicial uq € '# admite solução única, cuja projeção em M é exatamente 7u. .

Reciprocamente, dado nr : K > TM que preserva fibras tal que(3.3) defina um
campo de segunda ordem contínuo XV(Rr) : Z q T%' (i.e., tal que exista Xr(l?r)
cujas curvas integrais de base sejam dadas por(3.3» para o qual vale algum teorema
de existência e unicidade de suas curvas integrais, então as curvas integrais de base de

XK(Rr) são movimentos compatíveis com o vínculo c satisfazem a lei de Newton (3.3)
que ficam univocamente determinados por uma dada velocidade inicial compatível com
o vínculo. Isto nos motiva a deânir:

DEFiNiÇÃo 3.2. Sda (M, K,J=', r) um sísfe77zn mecârzico 'o rzcuZado. Z)àzemos q'ue urlza
ap/ cação con ú ua ./?J. : '# -..} TM é um campo de reações vinculares admissível .para o

sis'e«',« me'á«ác. «i««lado (M, K, F, W) se (V«, c %') RF(«,) C T.M e se '=isZir ""''
ca«-pa de segunda ordem em K Idade de$náção (2.6)) Xr(Rr) : r o Tr para o gua/
uatha algum teorema de ez'tstêncàa e un.icàda,de de suas curda,s {ntegr(ús, e tat que s'uas
curvas ntegrais de base sejaTn soluções dü equação àe Newtot}

V.? = /'1(+) + Rr(t) (3.4)

Den,ota.'mos 'por '$\ o con3un,to dos ca,m'pos de reo,ções uãnc'utüres ad'm,i.ss'í'ueãs para,
(M,K,F,%')

/Votação. Quando o campo de forças externo for dado por um potencial V C g(M)
usar-se á a notação Rv ao invés de E .m.,..
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(1) para cada Vq E??, exista um movimento tvq compatível com o vínculo, com O E I , 
i'vq(O) = Vq e satisfazendo (3.1), e que dois tais movimentos coincidam na inter­
secção dos seus domínios, ou seja, nos tempos em que ambos estejam definidos, de 
modo que o movimento fique univocamente determinado pela velocidade inicial; 

(2) tvq ( t) depende continuamente da velocidade inicial vq. 

Então fica bem definido, através de (3.1), um campo de forças reativo contínuo: 

R:;: : ?? -t TM 
Vq t---+ f4vq (0) E T qM 

(3.2) 

e os movimentos tvq compatíveis com o vínculo e satisfazendo (3.1) são soluções de: 

(3.3) 

Tomando os levantamentos verticais em i' de ambos os membros desta equação, fica 
bem definido um campo de segunda ordem em ?? - vide definição (2.6) - X 'á'(R:;:) : 
?f ➔ T?f, contínuo, para o qual o problema de Cauchy correspondente a uma dada 
condição inicial vq E ?? admite solução única, cuja projeção em M é exatamente tvq . 

Reciprocamente, dado R:;: : ?f ➔ TM que preserva fibras tal que (3.3) defina um 
campo de segunda ordem contínuo X<tf(R:;:) : ?f ➔ T?f (i.e., tal que exista X<fi (R:r-) 
cujas curvas integrais de base sejam dadas por (3.3)) para o qual vale algum teorema 
de existência e unicidade de suas curvas integrais, então as curvas integrais de base de 
X<tf (R:;:) são movimentos compatíveis com o vínculo e satisfazem a lei de Newton (3.3), 
que ficam univocamente determinados por uma dada velocidade inicial compatível com 
o vínculo. Isto nos motiva a definir: 

D EFINIÇÃO 3.2. Seja (M, K, F, ??) um sistema mecânico vinculado. Dizemos que uma 
aplicação contínua R:;: : ?f-+ TM é um campo de reações vinculares admissível para o 
sistema mecânico vinculado (M,K,F,?f) se (Vvq E ?t)R:;:(vq) E TqM e se existir um 
campo de segunda ordem em ?f (vide definição (2.6)) X <i1 (R:;:) : ?f ➔ T?f para o qual 
valha algum teorema de existência e unicidade de suas curvas integrais, e tal que suas 
curvas integrais de base sejam soluções da equação de Newton : 

(3.4) 

Denotamos por ~ o conjunto dos campos de reações vinculares admissíveis para 
(M, K, F, ??) . 

Notação. Quando o campo de forças externo for dado por um potencial V E J(M), 
usar-se-á a notação Rv ao invés de R-dVorM. 
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DEFINIÇÃO 3.3. Dáz-se gue u rzrl calda ' erra M é urrla trajeLória física do sistema
mec(2rzico uárzcuZado(M, K, J:, %') se ea;àsfáp' um campo de reações uáncuZares adr7zissz'ue/

R € $\ tat que 'y é curda integral de base do campa) de segunda ordem XvjR]

)bseruação 3.3-. Note que, se Rr for IBID. campo de Tenções uinculares ítdmissíuet para
IM, K, .F, Z), enlãa XV(Er) fica urzáuocamente de ermzrzada por R . l)e /ato.

Xr(Rr)
«, --, XF(«.) +À(«,,Rr(«,))

(3.5)

ande Xr : TM q TTM é o camPO GM,4 do s slema mecânico riem /hcula; (M, K,rl
Í«{d. eÓn Çã. (i.2)J- '

PROPOSIÇÃO 3.1. SuporzAa que Rr : r -+ TM preserva libras, e seja XK(Rr) : %' }
TM d$«ád« p'/a eq-ção (3.5). galã. Xr(Rr)(%') C Tr se, . se«.enf. s., pa« /.do
uq €

#Ü (Rr(«.)) - «- Pw S(«.)

ande S é o spra / geodésico de (M, g)

9'J, . (.r'(«.)) (3.6)

Z)ernonsZração. Com efeito, dado 'uq C %', X«(Rr)(uç) C T,.%' se, e sotnente se

0 Pw - X (nF) (uq)

- À,, (j''(«,) + Rr(«.)) + « P«. - H,.«.

o que é equivalente à equação (3.6) D

CORal.Áni0 3.1. Os campos de reações uárzcuZares adm ssúeis de (M, K, J', Z) são as
aplicações cona duas Rr : %' } TM que presezucEm JIÓrrzs e que safio/agem a equízçãa

l3.6), e laàs que ode ri propriedade de ezisfêrzcia e urzicádade para as cu as integrais
d' ««,P. Xr(Rr)

PRoPosiçÃo 3.2. Soam (M,K,J',F) 'isle«« «.ecánãco «{nc«/'d. e P(r) o p«!-
g"ln.enlo holonõmico de 'é (raide de$nição t2.S)). Então, para lodo u. ç: 'g

P«, (%') {XK(Rr)(«.) l Rr C H}

ande 9t é o c07Üti7zlo dos campos de reações z;irzcti/ares adr7zissúeís de (M, K, F, r) e
XK(n/) é d«d. P./' 'q-Çâ. (3.5). '
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DEF INIÇÃO 3.3. Diz-se que uma curva 'Y em M é uma trajetória física do sistema 
mecânico vinculado (M, K, :F, Crff) se existir um campo de reações vinculares admissível 
R E 91. tal que 'Y é curva integral de base do campo de segunda ordem X w(R) . 

Observação 3.1. Note que, se R;: for um campo de reações vinculares admissível para 
(M, K, :F, Crff), então X<tf'(R;:) fica univocamente determinado por R;:. De fato: 

Xw(R;:) : Crff ----+ T Crff 
Vq f--t X.r(vq) + >.(vq, R;:(vq)) (3.5) 

onde X;:: TM -+ TTM é o campo GMA do sistema mecânico (sem vínculo) (M, K, :F) 
(vide definição (1.2)). 

PROPOSIÇÃO 3.1 . Suponha que R;: : Crff -+ TM preserva fibras, e seja X<(f'(R;:) : CC -+ 
TM definida pela equação (3.5). Então X <(f (R;:) (CC) C T CC se, e somente se, para todo 
Vq E CC: 

.9~ · (R;:(vq)) = - K, · Pw · S(vq) - f!lJ~ · (:F"(vq)) 

onde S é o spray geodésico de ( M, g). 

Demonstração. Com efeito, dado Vq E Crff, X <c(R;:)(vq) E T vq 'lf se, e somente se: 

O = K, · Pw · X <tf(R;: )( vq) = 

= K, • Pw · Àvq (:F"(vq) + R.r(vq)) + K, • Pw · HvqVq 

o que é equivalente à equação (3.6). 

(3.6) 

o 
COROLÁRIO 3.1. Os campos de reações vinculares admissíveis de (M, K, :F, cef) são as 
aplicações contínuas R.r : 'lf -+ TM que preservam fibras e que satisfazem a equação 
(3.6), e tais que vale a propriedade de existência e unicidade para as curvas integrais 
do campo X <tf(R;:). 

PROPOSIÇÃO 3.2. Sejam (M, K, :F, cef) sistema mecânico vinculado e s:J3('1!) o prolon­
gamento holonômico de Crff (vide definição (2.5)). Então, para todo Vq E 'I!: 

onde 91. é o conjunto dos campos de reações vinculares admissíveis de (M, K, :F, 'lf) e 
X <t"(R;:) é dado pela equação (3.5). 
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Oe""-'l"çã.. Oad' ", C Z, a inclusão {Xr(Rr)(u,) Rr C m} C P.,(K) é clara,
pois X«(nr) é um campo de segunda ordem em r, para todo Rr C H. Para verificar a

outra inclusão, seja X.. C F«, (r). Como P(Z) C .P(M), existe um campo de segunda
ordem X : TM > TTM tal que X(ug) = X.,. Seja X : W H T%' o campo de vetores

definido por X(wq) = Py - X(wç), para todo wq C W. Como X(uq) = PK ' X,. = X..
(pois X,, C T.,Z), a demonstração estará concluída se mostrarmos que existe um
campo de reações vinculares admissível R € R tal que X = XK(R). Com efeito
defina:

R: %' > TM
w, -a H X(w,) W(«,)

Então, o fato de .r ser um campo de segunda ordem em 8' implica que ii?l n
X(wq) + . Pw ' S(uç) = 0, para todo wq C r, portanto R satisfaz a equação''3.6),
donde R C m e X = XK(R), como afirmado. []

!2. O PRINCÍPIO DE GAUSS DA VINCULAÇÃO MÍNIMA
E AS TRAJETORIAS DE D'ALEMBERT-CHETAEV

Se o vínculo for linear, ou soja, se '# = g é um subfibrado vetorial diferenciável de
TM, então existe (e é único) uln campo de reações vincularem admissível RA : g a TM
bal que (V«, C g) R}(«.) l g,, ou s.ja, (Vw, C g,) <R}(«.),w,> = 0 .' Neste caso,

as trajetórias definidas por este campo de reações vinculaies abra\ és de(3.4) são as
trajetórias d'Alembertianas de (M, K, F, %') lide l30j, que são, portanto, ortogonais
ao campo de reações vincularem(ou seja, em cada instante a velocidade da trajetória
é ortogonal à reação, na métrica do espaço tangente sobre a posição correspondente)
E claro que, neste caso, o campo de reações vinculares não realiza trabalho; portanto,
no caso .em que a força externa F é dada por um potencial V C J(M) (i.e., (Vuq c
g) .F(uq) = cíV(q» a energia mecânica é conservada, oii seja, K+Voru é uma integral
primeira do fluxo do campo Xa(R$). As trajetórias assim obtidas, i.e., tomando-se o
campo de reações vinculares .R'4, são aquelas que satisfazem o chamado

Princípio de d'Alembert

;0 campo de reações vinculares é ortogonal ao vínculo

Ou seja, as trajetórias d'Alembertiallas de (M, K, F, g) são as soluções da equação
de Newton (3.4) qual)do se toma o campo de reações vincularem ortogonal ao vínculo
em cada Hora de TM: define se Rr C H por (Vuq C %') RF(uq) l g,; existe e é único
um ta] campo de reações vinculaies admissível
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Demonstração. Dado Vq E 'ef', a inclusão {X,G'(RF)(vq) 1 RF E 91} C q:lv
9
('ef') é clara, 

pois X '(J'(RF) é um campo de segunda ordem em 'ef', para todo RF E !R. Para verificar a 
outra inclusão, seja Xv

9 
E q:}v

9 
('t!). Como q:J('ef') e J 2(M), existe um campo de segunda 

ordem 5<: TM -t TTM tal que X(vq) = Xvq· Seja X : 'ef' -t T'tf o campo de vetores 

definido por X(wq) = P'(J' · X(wq), para todo Wq E 'ef'. Como X(vq) = R6' · Xv
9 

= Xv
9 

(pois Xv9 E T vq 't!), a demonstração estará concluída se mostrarmos que existe um 
campo de reações vinculares admissível R E 9t tal que X = X,6'(R). Com efeito, 
defina: 

R: 'tf -, TM 
Wq ---+ "'· X(wq) - F~(vq) 

Então, o fato de X ser um campo de segunda ordem em 'ef' implica que &~ . "' . 
X(wq) + "'· Pw · S(vq) = O, para todo Wq E 'ef', portanto R satisfaz a equação (3.6), 
donde R E 9t e X= X'(J'(R), como afirmado. O 

§2. O PRINCÍPIO DE GAUSS DA VINCULAÇÃO MÍNIMA 

E AS TRAJETÓRIAS DE D' ALEMBERT-CHETAEV 

Se o vínculo for linear, ou seja, se 'ef' = 9 é um subfibrado vetorial diferenciável de 
TM, então existe (e é único) um campo de reações vinculares admissível Rj.: ÇJ -t TM 
tal que (Vvq E 9) R}(vq) ..L 9q, ou seja, (Vwq E ÇJq) (Rj.(vq), wq) = O . Neste caso, 
as trajetórias definidas por este campo de reações vinculares através de (3.4) são as 
trajetórias d' Alembertianas de (M, K, F, 'tf) - vide [30], que são, portanto, ortogonais 
ao campo de reações vinculares ( ou seja, em cada instante a velocidade da trajetória 
é ortogonal à reação, na métrica do espaço tangente sobre a posição correspondente). 
É claro que, neste caso, o campo de reações vinculares não realiza trabalho; portanto, 
no caso em que a força externa F é dada por um potencial V E J(M) (i.e., (V vq E 

ÇJ) F(vq) = -dV(q)) a energia mecânica é conservada, ou seja, K+ V orM é uma integral 
primeira do fluxo do campo X ~(R~)- As trajetórias assim obtidas, i.e., tornando-se o 
campo de reações vinculares Rj., são aquelas que satisfazem o chamado: 

Princípio de d'Alembert: 

"O campo de reações vinculares é ortogonal ao vínculo." 

Ou seja, as trajetórias d 'Alembertianas de (M, K, F , 9) são as soluções da equação 
de Newton (3.4) quando se toma o campo de reações vinculares ortogonal ao vínculo 
em cada fibra ele TM: define-se RF E 9t por (Vvq E 'ef') RF(vq) 1- ÇJq; existe e é único 
um tal campo de reações vinculares admissível. 
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No caso em que '# não é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, no caso não-linear,
em geral não existe um campo de reações vinclllares admissível satisfazendo a condição
acima, i.e., ortogonal ao vínculo eln cada fibra de TM. Não faz sentido, portanto, ten-
tar formular o princípio de d'Alembert desta forma para o caso não-linear. Para tentar
generalizar esta formulação, temos que encontrei alguma condição a ser satisfeita pelo
campo de reações vinculares que implique a condição acima, no caso ]inear. Para ta]
observe que, no caso linear o campo de reações vincularem admissível .RJ. tem norma
mínima em cada uq € g. Ou seja, no caso linear, as trajetórias d'Alembertianas são
as soluções da lei de Newton (3.4) quando o campo de reações vincularem admissível
é escolhido como sendo aquele que tem "intensidade mínima" (dentre todos os outros
admissíveis): com efeito, o campo de reações vincularem tem intensidade mínima justa-
mente quando não tiver nenhuma componente tangencial ou "de atrito"(pois a compo-
nente "normal" de todos os campos de reações vincularem admissíveis deve ser a mesma.

determinada pela condição de compatibilidade das trajetórias com o vínculo, i.e., pela
equação (3.6», ou seja, quando nF(ziq) for ortogonal a gç, pala cedi\ uq € g. É justa-
mente esta a propriedade que usaremos para definir as trajetórias d'Alembertianas no
caso geral, através do:

Princípio de Gauss da Vinculação Mínima

;0 campo de reações vincularem é aquele que tem intensidade mínima

Ou soja, podemos escolher um campo de reações vinculares admissível .RJ. € ÍR tal
que, para cada t;q C g', a "intensidade" de Rr em uq é o mínimo das intensidades em
uq de todos os campos de reações vinculares admissíveis. Este é o conteúdo do seguinte
teorema:

TEOREMA A (PRINCÍPIO DE GAuss OA VINCULAÇÃO MÍNIMA). #rísée urn úrzico

cízmpo de reações oinc'usares admissz'uel R C !R Zal que, para iodo uq cr

l/t}(««)ll - HJllla(".) (3.7)

Demorzslração. Seja n} : K a TM eni m o campo de reações vincularem admissível de
IM,K, 7:', r) definido por, para todo u, c K:

R}(«.) ' P«.,(Xr(«,)) l3.8)

onde À'r : uq C TM -} S(uq) + À,, (FH(uç)) C T«,TM é o campo GMA de (M, K,f)
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No caso em que 71 não é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, no caso não-linear, 
em geral não existe um campo de reações vinculares admissível satisfazendo a condição 
acima, i.e., ortogonal ao vínculo em cada fibra de TM. Não faz sentido, portanto, ten­
tar formular o princípio de d ' Alembert desta forma para o caso não-linear. Para tentar 
generalizar esta formulação, temos que encontrar alguma condição a ser satisfeita pelo 
campo de reações vinculares que implique a condição acima, no caso linear. Para tal, 
observe que, no caso linear o campo de reações vinculares admissível R:;: tem norma 
mínima em cada Vq E 9. Ou seja, no caso linear, as trajetórias d' Alembertianas são 
as soluções da lei de Newton (3.4) quando o campo de reações vinculares admissível 
é escolhido como sendo aquele que tem "intensidade mínima" ( dentre todos os outros 
admissíveis): com efeito, o campo de reações vinculares tem intensidade mínima justa­
mente quando não tiver nenhuma componente tangencial ou "de atrito" (pois a compo­
nente "normal" çle todos os campos de reações vinculares admissíveis deve ser a mesma, 
determinada pela condição de compatibilidade das trajetórias com o vínculo, i.e., pela 
equação (3.6)), ou seja, quando R:;:(vq) for ortogonal a 9q, para cada vq E 9. É justa­
mente esta a propriedade que usaremos para definir as trajetórias d' Alembertianas no 
caso geral, através do: 

Princípio de Gauss da Vinculação Mínima: 

"O campo de reações vinculares é aquele que tem intensidade mínima." 

Ou seja, podemos escolher um campo de reações vinculares admissível R:;- E 9l tal 
que, para cada v9 E 71, a "intensidade" de R:;:: em Vq é o mínimo das intensidades em 
vq de todos os campos de reações vinculares admissíveis. Este é o conteúdo do seguinte 
teorema: 

TEOREMA A (PRINCÍPIO DE GAUSS DA VINCULAÇÃO MÍNIMA). Existe um único 
campo de reações vinculares admissível Rj E 9t tal que, para todo Vq E 71: 

(3.7) 

Demonstração. Seja R1: : Yt' -+ TM em 9l o campo de reações vinculares admissível de 
(M, K, :F, 71) definido por, para todo vq E Yt': 

(3.8) 
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Note que R} é diferenciável e XV(Rr) = XrjK Pw o Xrjr = .f)K o Xrjr é um
campo de segunda ordem em %' diferenciável, portanto n'! é, de fato, um campo de
reações vinculares admissível.

Sejam R C 9t e uq C r. Delinamos .«q := R(t,q) /t}(uç) C TçM. Então ,\,.w. c
T..r n Ver,.(TM) - Ver,.(W), pois é obviamente vertical e #d - mq = #' R(uq)
#.l . R}(uç) = 0 pela equação (3.6). Por outro lado, temos ,i.,(R}(uç)y c Wu. =

Ver..(r)l C Ver,.(TM), portanto:

<'..w,, À,, (n}(«.))> - 0
donde

(À,. (R(«,)) , À,, (E(«,))> : <À..(n}(«,)) , À,,(R}(«,))> +<À:

+ 2 <À.. (R}(«,)) , À..,«,>

w.,À..w.>+

> <À,, (E}(«.)) , À.. (R}(«.))>

e a igualdade vale se, e somente se, À,.wq - 0, ou, equivalenternente, wq = R(t;q)
R}(«,)

Como À«, : TçM -+ Ver.,(TM) é uma isometrialinear, e como uq C Z e R C n foram
tomados arbitrariamente, isto prova que, para todos os campos de reações vinculares
admissíveis ./? C 9:t e para todo uq c '#:

lx}(«,)ll < 1 R(«.)l

- que, se R c m s,tisfaz (V«, c r) llR}(«,)l IX(«,)ll, e«tão R n

DEFINIÇÃO 3.4. O campo de segunda ordem em '# {ndu.lido rezo campo de reações
uincuZares dado por (3.8), i.e., Xr(n}) = P# . Xr, é cA«nado campo de Gibbs
Maggi-Appell (GMA) do sjster7za mecázzáco uirzcu/ado (M, K, /', W), e dota'uünfe será

deriot'zdo por XK/ rali XKv, caso a .fará« eztema seja dadct por zzm potencia/ V C 8(M)),
3'n simplesTi\elite XV, sempre q'ne leão honuer confusão

Uma c roa em ' em M dzz se ullza trajetória de d'Alembel't Chetaev do sáslema
mecárzÍco uirzcu/ado(M, K, J=', %') se /or uma cul'ua irztegra/ de base do campo Cil/H
XK(n''i ) . Chamarnr/.s de fluxo d 'Alembertiano do sistema mecânico uincuZado (M, K, J:', r)
üo Jtuxo do '«*po X«(R})

Note que as trajetórias de d'Alembert-Chetaev de(M, K, F, r) são diferenciáveis
pois X# é diferenciável
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Note que RJ é diferenciável e Xcc(RJ) = X.rl cc - Pw o X.r hr = Pcc o X.rlcc é um 
campo de segunda ordem em Cfl diferenciável, portanto RJ é, de fato, um campo de 
reações vinculares admissível. 

Sejam R E 9'-l e vq E Cff'. Definamos w9 := R(v9 ) - R!}-(v9 ) E T
9
M. Então Àv

9 
w

9 
E 

T v9 Cfl n Vervq (TM) = Vervq ('rff), pois é obviamente vertical e 9'~ • w9 = 9'~ • R( v
9

) -

9'~ • R!}-(v9 ) = O pela equação (3.6). Por outro lado, temos Àvq (RJ(v9)) E Wvq = 

Verv
9 
('rff).L C Vervq (TM), portanto: 

donde: 

( Àvq (R(vq)), Àv9 ( R( Vq))) = ( Àv9 ( R}( Vq)), Àv
9 
(R1( v9))) + ( Àvq Wq, Àv

9 
w9)+ 

+ 2 (Àv9 (R}(v9 )), Àvq Wq} 

=O 

~ ( Àvq ( R} ( V q)) , Àv
9 

( R1 ( V q)) ) 

e a igualdade vale se, e somente se, Àv
9 
w9 = O, ou, equivalentemente, w

9 
= R( v

9
) -

R!}-(vq) = O. 
Como Àv

9 
: T 9 M ➔ Verv

9 
(TM) é uma isometria linear, e como vq E CefJ' e R E !.R: foram 

tomados arbitrariamente, isto prova que, para todos os campos de reações vinculares 
admissíveis R E 9'-l e para todo Vq E Cfl: 

e que, se R E !.R: satisfaz (Vvq E Cfl) IIRJ(vq)I I = JJR(v9 )JI, então R = RJ,.. D 

DEFINIÇÃO 3.4. O campo de segunda ordem em Crff induzido pelo campo de reações 
vinculares R!f=. dado por (3.8), i.e., X <t?(RJ) = PccoX:F, é chamado campo de Gibbs­
Maggi-Appell (GMA) do sistema mecânico vinculado (M, K, :F, 'rff), e doravante será 
denotado por Xt (ou x;f., caso a força externa seja dada por um potencial V E J(M)), 
ou simplesmente X<c, sempre que não houver confusão. 

Uma curva em I em M diz-se uma trajetória de d'Alembert-Chetaev do sistema 
mecânico vinculado (M, K, :F, Cfl) se for uma curva integral de base do campo GMA 
X<t?(RJ). Chamamos de fluxo d'Alembertiano do sistema mecânico vinculado (M, K, :F, Crff) 
ao fluxo do campo X'ã'(RJ). 

Note que as trajetórias de d' Alembert-Chetaev de (M, K, F , Crff) são diferenciáveis , 
pois X c5 é diferenciável. 
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Ezernp/o 3.1. JVo e=empZo do seruorrzecarzásmo rezer7zp/o (2.1) dJ, cona acre

K(i,Ó) +;(.r+mz:co;:a)Ó'
V = mgZ sin é?

olLde m é a massa da barra, ! é o ntoTiiento de {TLércia dü barra colll relação ao ba.
rácen&ro, Z é a distancia da arfác'm/açâo da barra corri o afundar no eito Oz eàzo ao
baricentro dcb barra e g é a aceleração da graüdade. Pürct sí'nLpiã$car, coltsãdere7rtos

Após um cátcuio direto, collctui-se que Q reação que de$ne üs trajetóràüs de d'Atembert
Chetaeu é dada por:

m Z lg

Note q'ue efta reação te'nt unl terTiia õe

Por o'urro fado, se fizermos a hipótese física de que não existe atrito na articulação e
q'ue o at'fiador não 'introduz porque 'na mesmcl, o campo d,e reações ui.ncu.l.ares admàssÍuet
deve ser dado'por:

RO(i, Ó) -
Fh(Ú) coso . 1'h(0) - (i, 0)

(l +Ph(0y)(i ecos' #) l +Fh(Ó)'
(a, Fh(Ó)Õo)

Este exemplo mostra gue, ao made/ar se um vínculo físico, a reação gaze de$ne as
l;ra.5etóri,a,s de d'A\embert-Chetaeu nem se'm,'pre é adequa.da, e Q escolhct do ca'mpo de
leüções 'u ltcutares q'ne de$7te a$ {ra3etól'ias do sàsteltta ntecâtLico uàncuiüào deve ser
/Cita com base numa Aipátese .ãbáca sobre a dinâmica do vínculo físico

Usando a conexão de Levi-Civita de (M, g) , define-se o terzsor méfhco de Sasak{ ou,
simplesmente, a métrica de Sasak{ gTM no obrado tangente TM (vide 1531 e IS41) por,
para todo uq C TM, X,q, }uq C T.çTM:

/.X }uq>gl/ := <x . .ru.pn yuv>VçM + <Tru ' Xuv)TTU yuç>TvM

punindo TM deste censor métrico, ternos Hor(TM) = Ver(TM)l. Além disso,
usamos gTU para definir a função de Gibbs Appell do sistema mecânico (M, K, /')

DEt'iNIÇÃo 3.5. Z)ado 'um sistema mecârzêco (M, K, F), delinámos a função de Gibbs-
Appel1 6 : TTM -+ IR raide 1451 e 1341) por, para iodo X.q C TTM

R« (à, 0) :1llil2:1;; + I'h(ó) ' ü,ó) a

'5(X-.) - <À,«( J':''(«,)) + ;(X«. S(«,)),X«. S(",)>...

onde S é o spra geodésico de (M,g)
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Exemplo 3.l. No exemplo do servomecanismo (exemplo (2. 1)-d), considere: 

· 1 1 · 
K(x, 0) = 2 mx2 + 2 (J + ml2 cos2 0)02 

V= mglsin0 

onde m é a massa da barra, I é o momento de inércia da barra com relação ao ba­
ricentro, l é a distância da articulação da barra com o atuador no eixo Ox eixo ao 
baricentro da barra e g é a aceleração da gravidade. Para simplificar, consideremos 
m=I=l=g=l. 

Após um cálculo direto, conclui-se que a reação que define as trajetórias de d'Alembert­
Chetaev é dada por: 

RA (x 0) = ( JFh_( 0) cos 0 + 1Ph( 0) · (~, 0) ) ( 8 _ JFh( 0)8 ) 
v ' (1 + 1Fh(0)2)(1+cos2 0) 1 + JFh(0)2 x 

8 

N ate que esta reação tem um termo 88 . 

Por outro lado, se fizermos a hipótese física de que não existe atrito na articulação e 
que o atuador não introduz torque na mesma, o campo de reações vinculares admissível 
deve ser dado por: 

Rv(x, 0) = (~ht~:s~s: + 1Ph(0) · (x, 0)) Dx 

Este exemplo mostra que, ao modelar-se um vínculo físico, a reação que define as 
trajetórias de d 'Alembert-Chetaev nem sempre é adequada, e a escolha do campo de 
reações vinculares que define as trajetórias do sistema mecânico vinculado deve ser 
feita com base numa hipótese física sobre a dinâmica do vínculo físico. 

Usando a conexão de Levi-Civita de (M, g), define-se o tensor métrico de Sasaki ou, 
simplesmente, a métrica de Sasaki gTM no fibrado tangente TM (vide [53] e [54]) por, 
para todo vq E TM, Xvq, Yvq E T vq TM: 

(Xvq, Yvq)gTM := (K · Xvq, K, · YvqhqM + (T TM · Xvq, T TM · YvqhqM 

Munindo TM deste tensor métrico, temos Hor(TM) = Ver(TM).L. Além disso, 
usamos gTM para definir a função de Gibbs-Appell do sistema mecânico (M, K, .F): 

DEFINIÇÃO 3.5 . Dado um sistema mecânico (M, K, :F), definimos a função de Gibbs­
Appell (!) : TTM -, IR (vide [45] e [34]) por, para todo Xvq E TTM : 

1 
®(Xvq) = \Àvq(-:F~(vq)) + 2 (Xvq - S(vq)),Xvq - S(vq)\TM 

onde S é o spray geodésico de ( M, g) . 
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CoRoLÁRiO 3.2 (GíBBs-AppnLL). O campo GA/,4 XK é o único cam?)o de seg'u7zda

ordem em K gue, en,. cada Jióra P..(r) da prolong«me,z/o olonómico de g, uq c Z,
m n vileza a juTLção de Gibb$ Appet1 6. Ou seja, dado uq € '#) tetra se:

o(x,'(«.)) - x.. Sl:l ..) o(x-.)-
Z)emonsfraçâo. E suficiente observar que:

'ó(x-.) - il llx-. xr(".)ll:-
onde Xr é o campo GMA de(M, K, F), e então aplicam a proposição(3.2) e o teorema(A)

D

:l llÀ.,p(««)ll:-

g3. O PRINCIPIO DE HOLDER

Nesta seção, mostrar-se-á que, quando o campo de forças externo é dado por um
potencial V C 8(M) , as trajetórias de d'Alembert-Chetaev do sistema mecânico vincu-
lado (M, K, V,r) saLisfazein uln princípio variacional, o chamado pMzzcz'pio de J/ÕZder,
como no caso linear lide IS01. Este é o conteúdo do seguinte teorema:

TEOREMA B (PRINCIPIO DE HÕLI)E}R). Seja ' u'fila cur'ua em M de classe H2, com
pa,te'uet com 'é. E'ntão "'! é umo, tra.jetóüa, de d,'A\embert-Cheta,eu do si,stema. 'm,ecâm.ã,co

uinczt/ado (M,K,V, %') se, e samerzle se, paríz lodo í7zle alo .fecÀrzdo la,bl C dom 7,
a-Z('rll...i) ' H:(q, 1«, ól,7('), '(ó)) d. -g : H:(M, 1., ól) a Ü é '. /u,..á.«l:'
de Zagrange anda.gado pe/a /agrangeana L = K -- V o rM e

H: ((Jt, la,ól,7(«),'y(ó)) = {q c T,H' (M, [«, ó],7(a),7(b)) ] ,7(t) c QU q.s. .m ]a, ó]}

« sda, é . .«óe$paço /o,mad' pelas "«''í'Cães inánitesim'i' q C T,H: (M , la, ól, ,y(a), 'r(ó))
1«:' q«., p«. l.do t C 1«, ól, q(t) é «m' «locíd.d. «i,l-Z em +(t) c Ü'. '

(3.9

Z)emonstração. Pela proposição (1.4), -g : H:(M, la, ól) a ]R é diferenciável. Dados

la,ól C dom ' e 77 e T,rlt...,H:(M, la,ól), seja s c ( c,e) -} 7; c H:(M, la,ól) tal que
a, l. Então?

0

a.Zhw..ü n- ' -,-..l Khà Vhõ-

,"r> {g-ad V(1),n} -'':
rb

Í ÇV à * : ,ü ''gU, Ü
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COROLÁRIO 3.2 (GIBBS-APPELL) . O campo GMA X <tl é o único campo de segunda 
ordem em <tff que, em cada fibra I.Pvq (<tff) do prolongamento holonômico de <tff, vq E <tff, 
minimiza a função de Gibbs-Appell lB. Ou seja, dado vq E <tff, tem-se: 

lB(X<tJ(vq)) = min lB(Xvq) . 
XvqEI.Jlvq('G') 

Demonstração. É suficiente observar que: 

- 1 )12 1 p 2 Qj(Xvq) - 2 ilXvq - X:,:(Vq lg™ - 2 ilÀvqF (vq)llgTM 

onde X:,: é o campo GMA de (M, K, F), e então aplicar a proposição (3.2) e o teorema (A). 
o 

§3. O PRINCÍPIO DE HÓLDER 

Nesta seção, mostrar-se-á que, quando o campo de forças externo é dado por um 
potencial V E J(M), as trajetórias de d'Alembert-Chetaev do sistema mecânico vincu­
lado (M, K, V, <tff) satisfazem um princípio variacional, o chamado princípio de Holder, 
como no caso linear - vide [30). Este é o conteúdo do seguinte teorema: 

TEOREMA B (PRINCÍPIO DE HOLDER). Seja I uma curva em M de classe H2 , com­
patível com <tff. Então I é uma trajetória de d 'Alembert-Chetaev do sistema mecânico 
vinculado (M, K, V, <tff) se, e somente se, para todo intervalo fechado [a, b] e dom,, 
d2'(,lra,b]) · H1 (Cr, [a,b],,(a),,(b)) = {O}, onde 2': H1 (M, [a,b])-+ lR. é o funcional 
de Lagrange induzido pela lagrangeana L = K - V o TM e: 

H
1 (Cr, [a,b],,(a), ,(b)) = {rJ E TyH1 (M, [a, b], ,(a), ,(b)) j ry(t) E Ci'(t) q.s. em [a, b]} 

(3.9) 
ou seja, é o subespaço formado pelas variações infinitesimais 'T1 E T , H1 (M, [a, b], ,(a), ,(b)) 
tais que, para todo t E [a, b], 17(t) é uma velocidade virtual em ,y(t) E <tff. 

Demonstração. Pela proposição (1.4), .Y : H1 (M, [a, b]) -+ IR é diferenciável. Dados 
[a,b] C dom I e 'T1 E T .,.ha,bJ H1(M,[a,b]), sejas E (-E, E) >--t 'Ys E H1(M,[a,b]) tal que 
'I:k = 71. Então: 
ds ls=O 
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Logo, para todo 77 C H' (C't, ja, ól, 7(a),'y(ó))

Ú-Z('rlÍ.,.j) ' '7 - / <V + + grau V('y), q>

b

(3.10)

Suponha que 7 seja uma trajetória de d'Alembert-Chetaev, i.e., uma curva integral
de base do campo qMA .Xv = /)1 o Xvl«. Então 7 é diferenciável e, para todo

'y, V,+ = K.W = K:Xev(+) .= K P«r S(t) #t grad V(7), donde#t'(Vt++
grad V('y)) -. 0,. p"tanto d-Z('ylt.,ó]) . '7 - 0 para todo '7 c H: ((&, la, ól, 'r(«), y(à))

Por outro lado, supo"ha que d-g('rli.,ül) '7 = 0 para todo '7 c H' (Ct, la, ól, '(a), '(ó))
Então segue da equação (3.10) que Jat . (Vt+ + grad V('r)) = 0 quase sempre em ja, ól.
Portanto, para quase todo t c la, ól:

r
s(+) + À+ (v.+)

S('t) + À+(#ãt V.+) - À+(#+ - grau V(7)) ':5'r
S('t) P«. - S(+) À+(#+ .grau V('y))

P# . S(+) + FTÀt (- gr.d V('y))
P« . Xv(+) =

xJ(+)

logo 'll..ÓI é curva integral de base do campo GMA Xv. Colho la,bl C dom ' foi
tornado arbitrariamente, segue que ' é curva integral de base do campo GMA XVv

D

g4. CONSERVAÇÃO DE ENERGIA

E bem conhecido o fato de que, num sistema mecânico com vínctllo linear no qual
o campo de forças externo é dado por um potencial, (M, K, V, !g), a energia mecânica
Er := Kjv + V o zv é uma integral primeira do fluxo do campo GMA Xv -- vede j4SI.
E natural indagar, portanto, sob que condições o mesmo ocorre no caso de um vínculo
n ão linear K

Nesta seção, será mostrado que, fixada uma terna (M,K,@), o campo GMA do
sistema mecânico vinculado (M, K,V, K) conserva a eiietgia mecânica para todo po-
tencial V c li(M) se, e somente se, o campa de Liovlui//e Z C T(TM) i.e., o campa

gelado pelo grupo a um parâmetro de difeomorfisinos de TM dado por ee : uq c TM n
e'tiq C TM, f C R é tangente a %'. Em particular, se %' for um cone (isto é, se
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Logo, para todo 77 E H1 (C7, [a,b],,(a) ,,(b)): 

d2(,l[a,b)) · 77 = -1b ("vá+ grad V(,), 77) (3.10) 

Suponha que I seja uma trajetória de d'Alembert-Chetaev, i.e., uma curva integral 
de base do campo GMA X :J = P'ff o X vice . Então I é diferenciável e, para todo 
t E dom,, "vá= K,· ~? = K,·X~('y) = -K,·Pw·S(-y)-9!'-y ·grad V(,), donde Y't· ("vá+ 
grad V(,))= O, portanto d2(,i[a,b)) · 77 = O para todo 77 E H1 (Ct, [a,b],,'(a), 'Y(b)). 

Por outro lado, suponha que d2(,lra,b))·71 = O para todo 77 E H1 ( C7, [a, b], ,(a), 'Y(b)). 
Então segue da equação (3.10) que f!JJ7 ·\Vá + grad V(,)) = O quase sempre em [a, b]. 
Portanto, para quase todo t E [a, b]: 

~: = S('y) + Àt("vá) = 

= S('y) + À7 (&{ · Vá) - À7 (f!JJ7 · grad V('Y)) ~,;T'ff 
= S ('y) - Pw · S ('Y) - À-y ( f!JJ 7 · grad V(,)) = 
= P'ff · S('Y) + P'ffÀt(- grad V(,)) = 

= Rt· · Xv(i') = 
= Xc;'. ('Y) 

logo ,l[a,b] é curva integral de base do campo GMA Xi. Como [a, b] e dom 'Y foi 
tomado arbitrariamente, segue que 'Y é curva integral de base do campo GMA Xc"'f., 

D 

§4. CONSERVAÇÃO DE ENERGIA 

É bem conhecido o fato de que, num sistema mecânico com vínculo linear no qual 
o campo de forças externo é dado por um potencial, (M, K, V, 9), a energia mecânica 
E'ff := KJ<if + V o 1rw é uma integral primeira do fluxo do campo GMA X ~ - vide [43]. 
É natural indagar, portanto, sob que condições o mesmo ocorre no caso de um vínculo 
não-linear 'ef'. 

Nesta seção, será mostrado que, fixada uma terna (M, K, 'ef'), o campo GMA do 
sistema mecânico vinculado ( M, K, V, 'ef') conserva a energia mecânica para todo po­
tencial V E J(M) se, e somente se, o campo de Liouville Z E X(TM) - i.e., o campo 
gerado pelo grupo a um parâmetro de difeomorfismos de TM dado por et : vq E TM H 
etvq E TM, t E IR - é tangente a 'ef'. Em particular, se 'ef' for um cone (isto é, se 
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uq C %' implica (VZ > 0) tl/ç C %'), esta condição é satisfeita é o caso do exemplo de
Benenti, exemplo (2.1)-f.

Como corolário, mostraremos que, fixada(M, K, %'), com Z fechado em TM como
é o caso de um vínculo dado por um marasmo de vibrados diferenciáveis/ : TM > S,
i.e., %' = .f ZKbl, vede proposição (2.1) então o campo GMA do sistema mecânico

vinculado (M, K, V, r) conserva a energia mecânica para todo potencial V C IÍ(M) se, e
somente se, y' = g é um vínculo linear. Em outras palavras, se considerarmos apenas
vínculos fechados em TM, os uú cu/os /ãneares sâo os tínecos gue conservam energia

PROPOSIÇÃO 3-3. Sejam (M, g) zlllza 'uadedcide MemünrzÍatza, K
cinética induzida por B e '# unl uÍnc'uia. São equivalentes:

TM --> R a energia

(i) Para Zcldo po/e7zcia/ V C IÍ(M), a erzeWia 7zzec(izzica Er = Kjv + V o zr é i7zéegra/

pM77zeára do Puro do campo GMA Xy;

(ii) O campa de Z o'nuá//e Z c T(M) é talzgenfe ar

Observamos que a implicação (ii) :> (í) já era conhecida em formulações ligeira.
mente diíererltes da nossa vide 1601, 1361, j131

Z)emorzsírüção. (1)Inicialmente, notemos que a condição (i) é equivalente à condição

(i') (V«, € %') u, C 0,.

Com efeito, assuma que vale (i'). Dado V C g(M), soja ' : .r H M uma trajetória
de d'Alembert Chetaev de (M, K, V, %'), com / C IR um intervalo. Então, para todo
t e. /: + C %', porbanLo t E Ct por (i'). Além disso, como Vt+ + grad V('y)

(X«v(+) X«(+)) -X«(+) cC},tem«

á {K('t) + V('r) } (V.+, 't> + <grad V('), '>

(V.'t + grau V('y), +>

<x<1(+) , +>

(3.11)

portanto K + V o rM é constante ao longo de +l como ' foi tomada arbitrariamente,
segue que K + V o rm é integral primeira de X#, para todo V c 8(M), ou se.ja, vale a
condição (i)

Reciprocamente, suponha que não vale a condição (i'), oii seja, existe uq C r ta]
que uq g C',.. Então, pondo ul := J?éuç C C«., temos u.L # 0. Tome V c IÍ(M) tal que
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vq E 1f implica (\:/t > O) tvq E 'tl), esta condição é satisfeita - é o caso do exemplo de 
Benenti, exemplo (2.1)-f. 

Como corolário, mostraremos que, fixada (M, K, 'tl), com 'tl fechado em TM - como 
é o caso de um vínculo dado por um morfismo de fibrados diferenciáveis f : TM ➔ S, 
i.e., 'tl = 1-1 [0:;], vide proposição (2.1) - então o campo GMA do sistema mecânico 
vinculado (M, K, V, 'tl) conserva a energia mecânica para todo potencial V E J(M) se, e 
somente se, 1f = !» é um vínculo linear. Em outras palavras, se considerarmos apenas 
vínculos fechados em TM, os vínculos lineares são os únicos que conservam energia. 

PROPOSIÇÃO 3.3. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, K : TM ➔ IR a energia 
cinética induzida por g e 'tl um vínculo. São equivalentes: 

(i) Para todo potencial V E J(M), a energia mecânica E'tl = Kl<ir + V o 7f<c é integral 
primeira do fluxo do campo G MA Xi;; 

(ii) O campo de Liouville Z E X(M) é tangente a 'tl. 

Observamos que a implicação (ii) ⇒ (i) já era conhecida em formulações ligeira­
mente diferentes da nossa - vide [60], [36], [13). 

Demonstração. (l)Inicialmente, notemos que a condição (i) é equivalente à condição: 

Com efeito, assuma que vale (i'). Dado V E J(M), seja 'Y : J ➔ M uma trajetória 
de d'Alembert-Chetaev de (M, K, V, 'tl), com I C IR um intervalo. Então, para todo 
t E J, 'Y E 'i', portanto 'Y E C, por (i'). Além disso, como Vá+ grad V('Y) = 
"'· (X<~('Y) - Xv('Y)) = -K, · Pw · Xv('Y) = R~('Y) E C.f, temos: 

! {K('Y) + V('y)} = (Vá, -y) + (grad V('Y), i') = 

=(Vá+ grad V('y), i') = 

= (RC('Y), -y) = o 

(3.11) 

portanto I< + V o TM é constante ao longo de -y; como 'Y foi tomada arbitrariamente, 
segue que K + V o TM é integral primeira de X:f , para todo V E J(M), ou seja, vale a 
condição (i). 

Reciprocamente, suponha que não vale a condição (i'), ou seja, existe vq E 1f tal 
que Vq (/. Cvq · Então, pondo vi:= &~vq E C~, temos vi-/= O. Tome V E J(M) tal que 
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5rad V(q) = z,J +n'Fw S(u«); então, por (3.8), temos R€1(uç) = x- Pw'Xv(uç)
Portanto, pelo mesmo cálculo de (3.11):

«f

XvA(«,)IK + V ' ,MI - <Rv(«,), «.>

o que mostra que não vale a condição (i).

(2) Sendo Z C l(TM) o campo de Liouville, temos (Vuq c TM) Z(uq) = ,\..uq. Assim
dado ?q C r, fetos Z(uq) c T.,@ O À,.u, C Ver..(r) e' uq = n - À-.uq C C-. . Coma
z;q C %' é arbitrário, segue que Z é tangente a r se, e somente se, vale a condição (i')

D

Motivados por esta proposição, definimos:

Dnr'iNÍÇÃo 3.6. Urra uíhczilo V' C TM diz-se zim vínculo que conserva energia se a
campo de Làouuàlte Z for tangevtte Q %.

E'rempZo 3.2, (i) yz'ncu/os /ineares são uáhc'u/os g'ue conseruarrz enezyia.

(i) O t/z'ncu]o dado pe/o erer7ip/o (2.] .f) é ?lm u hc'u/o que corlserüíz erzeryia.

Provarernos a seguir que, nas mesmas hipóteses da proposição precedente, se %' f'or
fechado em TM, então as condições (i) ou (ii) são equivalentes a r ser um vínculo
linear

LEMA 3.1. Se #' /or ulrz uz'nc'ulo /ecÀado ezlz TM, e se o car7zpo de Lio'nuá//e .foz tangente
a '#, então, para todo q C M, Zç é um suóespaço ueforêa/ de TçM

.Demonstração. Seja q € M. Temos

1. Zç é uma subvariedade mergulhada fechada de T,M

Com efeito, já provámos que Zç é uma subvariedade mergulhada em T.M. Como

Zq = vrK:jçl é fechada em %', e %' é fechada em TM, por hipótese, segue que Zq é
fechada em TM, portanto fachada em TçM

2. Para cada uq C eç e para cada t > 0, temos tuç € Ze

Com efeito, para cada nq c %', o fato de Z ser tangente a %' implica que existe

c(uq) > 0 tal que e't,q C r para t c ( c(u,),c(u,)). Sejam &. := supÍt c R l
e't;q C y} e tu. ;= inflt C IR l e'uq C rJ- Se Tu. < +oo, o fato de que Z é fechada
em TM implica que elLqtiç C %', portanto existiria t > T-. tal qite ett;q C r, o que
é uma contradição; assim, TH, = +oo. Analogamente, t.. = oo. Isto mostra
que e'u. C W para todo t C IR, ou seja, Zuç C %' para Lodo t > 0. Novamente pela
fato de %' ser fechada em TM, segue Oq = Ouç C g', donde a afirmação
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grad V(q) = vt+11,•Pw ·S(vq); então, por (3.8), temosR◊(vq) = -11, •Pw·Xv(vq) = vt . 
Portanto, pelo mesmo cálculo de (3.11): 

X,O(vq)[K + V o TM] = (R~(vq), vq) = (v;;, v;J-) > O 

o que mostra que não vale a condição (i). 

(2) Sendo Z E X(TM) o campo de Liouville, temos (\:/ Vq E TM) Z(vq) = Àvq Vq, Assim, 
dado Vq E Cef/, temos Z(vq) E T vqCef' {::} ÀvqVq E Verv

9
(Cef') {::} Vq = 11, • Àv

9
Vq E Cvq· Como 

Vq E Cef/ é arbitrário, segue que Z é tangente a Cef' se, e somente se, vale a condição (i') . 

o 
Motivados por esta proposição, definimos: 

DEFINIÇÃO 3.6. Um vínculo Cef' C TM diz-se um vínculo que conserva energia se o 
campo de Liouville Z for tangente a Cef'. 

Exemplo 3.2. (i) Vínculos lineares são vínculos que conservam energia. 

(i) O vínculo dado pelo exemplo (2.1.f) é um vínculo que conserva energia. 

Provaremos a seguir que, nas mesmas hipóteses da proposição precedente, se Cef' for 
fechado em TM, então as condições (i) ou (ii) são equivalentes a Cef' ser um vínculo 
linear. 

LEMA 3.1. Se Cef' for um vínculo fechado em TM, e se o campo de Liouville for tangente 
a Cef?, então, para todo q E M, Cef?q é um subespaço vetorial de TqM. 

Demonstração. Seja q E M. Ternos: 

1. Cef?q é uma subvariedade mergulhada fechada de TqM , 

Com efeito, já provamos que Cef?q é urna subvariedade mergulhada em T qM. Como 
Cef?q = 1r;1[q] é fechada em Cef', e Cef/ é fechada em TM, por hipótese, segue que c{j'q é 
fechada em TM, portanto fechada em TqM. 

2. Para cada vq E Cef'q e para cada t ;;;: O, temos tvq E Cef'q, 

Com efeito, para cada vq E Cef/, o fato de Z ser tangente a Cef/ implica que existe 
1:(vq) > O tal que etvq E Cef' para t E (-1:(vq),1:(vq)). Sejam Tvq := sup{t E lR J 

etvq E Cef/} e tvq := inf{t E lR J évq E Cef/}. Se Tv
9 

< +oo, o fato de que Cef' é fechada 
em TM implica que eT"q vq E Cef/, portanto existiria t > Tv

9 
tal que etvq E Cef/, o que 

é uma contradição; assim, Tvq = +oo. Analogamente, tvq = -oo. Isto mostra 
que etvq E Cef/ para todo t E JR, ou seja, tvq E Cef' para todo t > O. Novamente pelo 
fato de Cef' ser fechada em TM, segue ((])q = Ovq E Cef/, donde a afirmação. 
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3. Identificando Ta, (1') com um subespaço vetorial de TçM, então Zç
o que concluirá a demonstração

De fato, seja w, C Zç, e deíinamos

Ta, (Zq)

'r : lo, +.») -} %
f F-'--> twç

Então ' está bem definida, pelo item anterior, e é uma curva diferenciável em

i4 (no 0, obviamente, isto significa que ' é diferenciável à direita), pois é dize
rendável como uma aplicação a valores em TçM e Vlr é uma subvariedade mer-
gulhada de TçM. Portanto:

c TQ (Zq)

Como wq C Zq foi tornado arbitrariamente, isto rnosbra a inclusão %; c Ta, («ç).
Mas, Zç e Ta, (Zq) são ambas subvariedades naergulhadas de T,M, de mesma di-
mensão; logo, se %; C Tq (Zç), Zç deve ser uma subvariedade aberta de Ta, (Zq)-
Como Zç é fechada em TçM, também é fechada em Ta, (Zç), que é conexo, pois
é um espaço vetorial. Então Zq = TQ,(Zo), como aârmado

D

Como corolário da proposição (3.3) e do lema (3.1), obtemos o seguinte teorema

]'UOnnMA C. Soam (M,g) ama 'uaMedade Melrzarzrzãa7za, K : TM > iR a energia
c 7zéf ca induz da por g e r 'um 'uíhca/o /achado em TM. São equiualenles

7 Para lodo potencial V C 8(M), a energia mecânica Er
prãz7ze ra do # zo do campo GMA Xev

KI« + V o ?rz é ãrz egraJ

2. f é u'ír} s'nt)obrado uetoràa dferenciáuel de TM, o'u seja, é ull} u(nc'ulo ãnear.

Z)e«.onsfração- Como (2):>(1) é clara, resta verificar (1):>(2)
Com efeito, se (1) vale, então segue da proposição (3.3) e do lema (3.1) que, para

cada q € M, Zç é um subespaço vetorial de TçM. Além disso, como 7rK : W --+ M é
uma submersão c Zo = zr' bl, todos os subespaços Zq, q C M, têm a mesma dimensão
Mostraremos que g H> Zç é uma distribuição diferenciável em M (i.e., é localmente
gerada por seções diferenciáveis), e isto cntlcluirá a demonstração.
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3. Identificando T Q, (?#'q) com um subespaço vetorial de TqM, então ?#'q = T Q, (?#'q), 
o que concluirá a demonstração. 

De fato, seja wq E ?#'q, e definamos: 

1 : [0,+oo) -t '5;, 
t 1---1 twq 

Então , está bem definida, pelo item anterior, e é uma curva diferenciável em 
Cef'q (no O, obviamente, isto significa que I é diferenciável à direita), pois é dife­
renciável como uma aplicação a valores em TqM e ?#'q é uma subvariedade mer­
gulhada de TqM. Portanto: 

Como wq E ?#'q foi tomado arbitrariamente, isto mostra a inclusão ?#'q e T Q, (?#'q) ­
Mas, ?#'q e T Q, (?#'q) são ambas subvariedades mergulhadas de TqM, de mesma di­
mensão; logo, se cgq C T Q, (?#'q), ?#'q deve ser uma subvariedade aberta de T Q, (?#'q)­
Como 1#'9 é fechada em T9 M, também é fechada em T Q, (?#'q), que é conexa, pois 
é um espaço vetorial. Então ?#'q = T Q, ('5;,), como afirmado. 

o 
Como corolário da proposição (3.3) e do lema (3.1), obtemos o seguinte teorema: 

TEOREMA C. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, K : TM ➔ IR a energia 
cinética induzida por g e Cef' um vínculo fechado em TM. São equivalentes: 

1. Para todo potencial V E J(M), a energia mecânica E<,1 = Kl<if + V o 1T"lf é integral 
primeira do fluxo do campo GMA X}. 

2. ?f é um subfibrado vetorial diferenciável de TM, ou seja, é um vínculo linear. 

Demonstração. Como (2)⇒(1) é clara, resta verificar (1)⇒ (2). 

Com efeito, se (1) vale, então segue da proposição (3.3) e do lema (3.1) que, para 
cada q E M, <efq é um subespaço vetorial de TqM, Além disso, como 7r<if : <ef ➔ M é 
uma submersão e 1#'9 = 1r~

1 [p], todos os subespaços <efq, q E M, têm a mesma dimensão. 
Mostraremos que q H <efq é uma distribuição diferenciável em M (i.e., é localmente 
gerada por seções diferenciáveis), e isto concluirá a demonstração. 
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De rato, sejam r7 C M e (ei, . . . , ee) uma base de Zç. Como zr« é uma submersão.
existem seções locais diferenciáveis Xt, . . . , Xt de zr : %' -} M, deânidas num aberto

U C M com q C t/, tais que .Yi(q) - ei, para ] < í < k. Sendo {Xi(q),...,Xt(q)}
linearmente independente, por continuidade existe uma vizinhança aberta U c U de
g tal que {X:, . . . , Xk} é linearmente independente em t/. Logo, %'lÜ é gerada pelas
seções diferenciáveis ,Ki , . . . , Xk. Finalmente, como q c M foi tomado arbitrariamente.

isto mostra que %' é localmente gerada por seções diferenciáveis, ou seja, %' é uma
distribuição difereliciável, como afirmado. n

O seguinte corolário segue de l91. Vide também 1591. Um colchete de Poisson {., .}
em %' é uma forma IR-bilineai anta-simétrica em g(y), satisfazendo a identidade de
Jacobi(tornando li(r) unia álgebra de Lie, portanto) e a identidade de Leibiiiz (i.e
{-, -} é alma derivação lio segundo favor).

COROLÁRIO 3.3. Ás seg'uinfes corzdições são equá'ua/erzfes;

/. (%', {', .}) é uma ur/dedade de Poisson, /ecAada em TM, e

para loja @ C IÍ(r) da /arma @ = KI« + V 0 7rv, V c IÍ(M)

.odaPO "amü."ia- á«d«ido p./« á m /f-áa- @, i. ., (ÓKl@l ;

onde edv é a

{@, ç6}, para

2. Y é alm sut)$brüdo ueLoria! diferevLciáuel de'TbA, complettimellLe integrúuel.

l)em07zslração. (2)#'(1) é clara. Suponha, por outro lado, que valha a condição (1)
Então

x«l@l

pa'a toda @ C g(r) & @ = KI'f+ Vovrr. Portanto, pelo teorema (C) isto é eqiiivalente
a %' ser um sublibrado vetorial diferenciável de TM, oil se.ja, um vínculo linear. Então
a tese é conseqüência do Teorema l de l91, segtmdo o qual, para um uáhca/o /{rzeal !g.
as condições (1) e (2) são equivalentes. [j

gS. O TEOREMA DE L10UVILLE PARA O CANiPO GMA

Nesta seção, serão lixadas alma variedade rietnantiiana (M, g) c um vínculo %' c TM
e denotar se á por K a energia cinética induzida pelo tensos métrico g

O principal objetivo, nesta seção, é generalizar, para sistemas mecânicos vinculados

o teorema de Lioitville sobre a conservação do volume: [)ara Lodo potencial V c Íi(M)
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De fato, sejam q E M e (e1 , . .. , ek) uma base de Cef'q· Como 7í'if é uma submersão, 
existem seções locais diferenciáveis X 1, ... , Xk de 7í<(f : Cef' -t M, definidas num aberto 
U e M com q E U, tais que Xi(q) = ei, para 1 ::;; i ::;; k. Sendo {X1 (q),. ;__-, Xk(q)} 
linearmente independente, por continuidade existe uma vizinhança aberta U e U de 
q tal que {X1, ... , Xk} é linearmente independente em fJ. Logo, Cef'Jü é gerada pelas 
seções diferenciáveis X 1 , ... , Xk . Finalmente, como q E M foi tomado arbitrariamente, 
isto mostra que Cef' é localmente gerada por seções diferenciáveis, ou seja, Cef' é uma 
distribuição diferenciável, como afirmado. D 

O seguinte corolário segue de [9]. Vide também [59]. Um colchete de Poisson {· , •} 
em Cef' é uma forma JR-bilinear anti-simétrica em J(Cef'), satisfazendo a identidade de 
Jacobi (tornando J(Cef') uma álgebra de Lie, portanto) e a identidade de Leibniz (i.e., 
{-, ·} é uma derivação no segundo fator). 

COROLÁRIO 3.3. A s seguintes condições são equivalentes: 

1. (Cef', { ·, ·}) é uma variedade de Poisson, f echada em TM, e 

Xw = r,; 
para toda </> E J(Cef') da forma cp = KJw + V o 1í<(!, V E J(M), onde f,; é o 
campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana cp, i. e., E,f ['1/J] = { -ip, cp}, para 
toda 'ljJ E J(Cef'); 

2. Cef' é um subfibrado vetorial diferenciável de TM, completamente integrável. 

Demonstração. (2)⇒ (1) é clara. Suponha, por outro lado, que valha a condição (1). 
Então: 

Xc(j [<I>] = ç;(cp] = O 

para toda </J E J(Cef') & </J = KJ<tf + V 01r<if . Portanto, pelo teorema (C) isto é equivalente 
a CC ser um subfibrado vetorial diferenciável de TM, ou seja, um vínculo linear. Então 
a tese é conseqüência do Teorema 1 de [9], segundo o qual, para um vínculo linear ÇíJ, 
as condições (1) e (2) são equivalentes. D 

§5. O TEOREMA DE LIOUVILLE PARA O CAMPO GMA 

Nesta seção, serão fixados uma variedade riemanniana (M, g) e um vínculo Cef' e TM, 
e denotar-se-á por K a energia cinética induzida pelo tensor métrico g. 

O principal objetivo, nesta seção, é generalizar, para sistemas mecânicos vinculados, 
o teorema de Liouville sobre a conservação do volume: para todo potencial V E J(M), 
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o fluxo do campo GFvIA Xv do sistema mecânico (M,K,V) conserva o volume de

Liouville o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki gru ern TM, i.e.,
o censor métrico de TM tal que, para todo uq C TM, À,. : TçM a Ver..(TM) e
H,. : TvM a Hor,.(TM) são isomeLrim lineares e Ver..(TM) l Hor.,(TM) (vide
seção (2))

Para tal, será construído um tensor métrico g'r em '# que generaliza o tensos métrico
de Sasaki gTM (i.e., gv coincide com gTM quando %' = TM), e computar-se-á a conexão
de Levi-Civita de(©, gr) com respeito a um referencial conveniente; como subproduto,
é generalizado um resultado de IS31

A aplicação diferenciável dada pela seguinte de6nição terá um papel importante na
generalização do teorema de Líouville:

DEFiNiÇÃo 3.7. .Denofamos por .Á

foda oq c W, '4(ug) := n o PK o H.,
c07zezão de leva-(%uàía de (M , g)

g a L(TM,TM) « «p/icaçã. e$nád« p«, f'"a
TçM -+ TçM, onde K é o conecfor aduz do .pe/a

Note que, para todo 'ug c r, temos .4(uq) = no/'w oH.,, portanto Im Á(uq) c (:"á
Isto decorre de: (1) n o H., = 0 e (2) /% + /)w = idl:.,(TTm). Além disso, dado .Y.. €
T.,TM, temos X.. C T.,W se, e somente se, #'(«,) . n . .X,. = .4(u.) . T~u X... Co«.
efeito, esta última equação é claramente equivalente a E . /)w X :: 0 .» .1)w 'X := 0.

O seguinte lema relaciona as derivadas nas fibras e as derivadas paralelas de .4, JP

LEMA 3.2. Para todo q € M, uq € Zç, loq C TçM, temos

(i) F#(«,) F#' («,) ' 1'3'(«,) !'#''(«.)

(Ü) #(~,) . {lF3'(«,) ««,} :

#(«,) . {E'J'(«,) ««,}
{F#'(«,) . .«,} . #"(«,) .

: {1'3'(«,) . :«,} . #'(«,)

(üi) #(«,) . {Ú'.4(«,) .«.}

#(«,) . {PA(«,) - '«,}
{F#(«,) - ,«,} . .4«, e

{lP#'(««) - :««} . .4.,

Demorzsfração. Com efeito, dado X., C T,,W, seja ' : ( q c) q r Lal que :lÍ = X..
Tornando Vtlt=o em ambos os membros das igualdades i#('y) + iPa('y) = idT(,..Üu
#('y) o #' '(7) = 0 e 3'(') o .4(') = 0, segue, respectivamente

H T,.JP'X.. +K.T..JPI.X«q 0 (3.12)

(''T,.# X..). #"(«,)+ P(«.).(H T,.#' X.,) 0 (3.13)
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o fluxo do campo GMA Xv do sistema mecânico (M, K, V) conserva o volume de 
Liouville - o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki gTM em TM , i.e ., 
o tensor métrico de TM tal que, para todo Vq E TM, Àvq : TqM ➔ Vervq(TM) e 
Hvq : TqM ➔ Horvq(TM) são isometrias lineares e Vervq(TM) _l_ Horvq(TM) (vide 
seção (2)). 

Para tal, será construído um tensor métrico g"ó' em C1ff' que generaliza o tensor métrico 
de Sasaki gTM (i.e., g'6' coincide com g™ quando Ctf = TM), e computar-se-á a conexão 
de Levi-Civita de (Clff', g,c) com respeito a um referencial conveniente; como subproduto, 
é generalizado um resultado de [53]. 

A aplicação diferenciável dada pela seguinte definição terá um papel importante na 
generalização do teorema de Liouville: 

DEFINIÇÃO 3.7. Denotamos por A : C1ff' ➔ L(TM, TM) a aplicação definida por, para 
todo Vq E Cfl, A(vq) := K o Ar o Hvq : TqM ➔ TqM, onde K é o conector induzido pela 
conexão de Levi-Civita de (M, g). 

Note que, para todo vq E Clff', temos A(vq) = - KoPwoHvq, portanto Im A(vq) e C~. 
Isto decorre de: (1) K o Hvq = O e (2) P"ó' + Pw = idi:.r(TTM)· Além disso, dado Xvq E 

T vq TM, temos Xvq E Tvq Cefl se, e somente se, &.L(vq) · K · Xvq = A(vq) · TTM · Xvq · Com 
efeito, esta última equação é claramente equivalente a K · Pw · Xvq = O {=> Pw • Xvq = O. 

O seguinte lema relaciona as derivadas nas fibras e as derivadas paralelas de A, 9 
e g,.1: 

LEMA 3.2. Para todo q E M, vq E Ceff'q, Wq E TqM, temos: 

(i) lF&(vq) = - JF&.L(vq) e lP'&(vq) = - JP&.L(vq)-

(ii) &(vq) o {JF&(vq) · wq } = {lF&(vq) • wq} o &.L(vq) e 
&(vq) o {IP&(vq ) · wq} = {IP&(vq) • wq} o &.L(vq)-

(iii) &(vq) o {lFA(vq) · wq} = - {lF&(vq) · wq} o Avq e 
&(vq) o {lP' A(vq) · wq} = -{IP&(vq) · wq } o Àv

9
• 

Demonstração. Com efeito, dado Xvq E T v
9 
Cfl, seja, : (-E, E) ➔ Cfl tal que ~i = X vq. 

Tomando Vtlt=O em ambos os membros das igualdades &(,) + g,.1(,) = idTcTMº-ri M, 

&(,) o g,1. (,) = O e 9(,) o A(,) = O, segue, respectivamente: 

(3.12) 

(3. 13) 
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('; ' T-, # X..) ' .4(«.) + #(«.) . (n ' T., Á ' X.,)
Substituindo-se(3.12) em(3.13), segue:

e

(3.14)

#(".) . (« ' T., # - X,,) (H ' T«.# ' X..) . #"(«.) (3.15)

A tese segue das equações (3.12), (3.15) e (3.14), tomando-se restrições aos subfi-
brados horizontal e vertical de T%'- []

A seguir, definimos o censor métrico de Sasaki gr em %'

DEFiNiçÃO 3.8. O censor métrico de Sasaki ou sinlp/esrne7zte {z métrica de Sasaki em %'

é . Ú««. [.« «.ét,{c. g« .«. r t'' q-, P«. [od. -. C Z, À:li.. : C., -+ Ver.,(@)
eHj:TçMHHor,,(y)sãoásomeéráaslirieares. ' ' '

Assim, milnindo r do tensos métrico g#, temos Hor(r) = Ver(r)t, e, para Lodo
uq c Z, X,., X.. c T..r: ' '

g7(X-., h.) - <Pm ' X.., PH - H.,>u«E + <Pv ' X,,, Pv ' h.>v«E =

<T r - X.., Ta« ' y..> + <#'(u.) ' H ' x«., J'(u.) - H . r..>

O principal resultado desta seção é o seguinte teorema, que fornece uma condição
necessária e suficiente para que o volume ríernanniano indilzido peia métrica de Sasaki
g%- seja preservado pelo buxo do campo GMA Xv do sistema mecânico (M, K, V, y)
para todo poLpncia] V C g(M). Usaremos a seguinte notação

Notação.. Dados q c M, uq C «ç e wq € TçM, denotamos por H"J#'(uç) - wq a
adjunta da aplicação F:P(uç) - wq : TçM -+ TçM com relação ao produto interno
induzido pelo censor métrico em TçM. Isto define F'iP : r a L(TM, L(TM,TM)) =
L(TM ® TM,TM). ' ' ''

TEOREMA D. .4 medádrl de Leóesgue em %' induzida pe/o lens07- méfüco gK é preservada
pelo Puro do campo GM.4 X# do sistema mecárzico uzncu/ado (M, K, V, f), para odo
poé«cÍa/ V C 8(M), se, ' som'n*e s', « d-s c.«diçõ" s'g«iRIas /orem sali#eíZas,
para toda uq C Z

(i) tr Á(«,)

lii) br B"#(«,) c.*c.
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e: 
(,.,; · Tv

9
.9 · Xv

9
) o A(vq) + .9(vq) o(,.,; · Tv

9
A · XvJ = O 

Substituindo-se (3.12) em (3.13), segue: 

Y'(vq) o(,.,;· Tv
9

.02' · Xv
9

) = (,.,; · Tv
9
Y' · Xv

9
) o .91..(vq) 

(3.14) 

(3.15) 

A tese segue das equações (3.12) , (3.15) e (3.14), tomando-se restrições aos subfi-
brados horizontal e vertical de T'i&'. O 

A seguir, definimos o tensor métrico de Sasaki g,6' em 'i&'. 

DEFINIÇÃO 3.8. O tensor métrico de Sasaki ou simplesmente a métrica de Sasaki em 'i&' 
é o único tensor métrico g<o" em 'i&' tal que, para todo Vq E 'i&', À~ lc.

9 
: Cv

9 
➔ Verv

9 
('i&') 

e H~ : TqM ➔ Horv
9 

('i&') são isometrias lineares. 

Assim, munindo 'i&' do tensor métrico g,6', temos Hor('i&') = Ver('i&')l.., e, para todo 
Vq E 'i&', Xv

9
, Yv

9 
E T Vq crf: 

g"if (Xv9 , Yv9 ) = (PH · Xv9 , PH · Yv9 )Hor'C + (Pv · Xv9 , Pv · Yvq)Ver'<f llq Vq 

= (T7r<,f · X vq, T7í<,f · Yv
9

) + (Y'(vq) · K · Xvq, .9(vq) · K · Yvq) 

O principal resultado desta seção é o seguinte teorema, que fornece uma condição 
necessária e suficiente para que o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki 
g,6 seja preservado pelo fluxo do campo GMA X:/J do sistema mecânico (M, K, V, 'i&'), 
para todo potencial V E J(M). Usaremos a seguinte notação: 

Notação. Dados q E M, Vq E 'i&'q e Wq E TqM , denotamos por IF" Y' (vq) · Wq a 
adjunta da aplicação lF&(vq) · wq : TqM ➔ TqM com relação ao produto interno 
induzido pelo tensor métrico em TqM . Isto define 1F" 9 : 'i&' ➔ L(TM, L(TM, TM)) = 
L(TM ® TM, TM). 

TEOREMA D. A medida de Lebesgue em 'i&' induzida pelo tensor métrico g<o" é preservada 
pelo fluxo do campo GMA X;j. do sistema mecânico vinculado (M, K, V, <rf), para todo 
potencial V E J(M), se, e somente se, as duas condições seguintes forem satisfeitas, 
para todo vq E 'tff': 

(i) tr A(vq) = O. 

(ii) tr IF" &(vq) lcvq XCvq = O. 
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:)bseruação 3.2. U'nta co'r dàção ttemssária e s'u$ciellte l)ara que Q medida de Lebesgue
lteltcionüdü no eli'nltciado do teoreTtta acãttta seda presel'nada Feto guio do cüTnpo GMA
XVv corresp07zde7zZe a um dado poferzcial V C 8(M) fixado, é .z de ser rzulo o diueWerzfe
do re/erãda campo, dado pe/a equação (3.22) u de proposição (3.4)

llhemp/o 3.3. ds corzdiçâes (i) e (ii) do teorema acima são safes/eàfas pe/o uÍhc'u/o %'
cto exemplo (Z.!-f}, de 'tltodo que a 'tTtediãü de Lebesgue em % ãTtduzàda 'pela métrica de

Sasaki é preservada pe/o ./luto do campo Gi1/.4 Xrv, parra lodo poferzciaZ V C g(M)
a.,« egei'', - «/.Md. «.'empa., f««.. M R', (VI € M) Z= ,«,,«3,") C

q \ {©,} l det (;i ;ã ) = 0}. Us«.m" « seguiria n.tacão; dado u = («-,u2, "3,u4) c

Ut', denotare?nos '# := (t,l, u3, u2,ui) e u' := (--u2,ui, ua,u3). Bata odo t,. =

(';,")c%',t'm«.(U cT,M G«: ',W., l(o,7),:lc
T,,TM = (R' x R').., T«,y = {y.: = (}'i, y2)., C T.,TM l yz € Cu. [Eli}. .4s;;m,
para todo z C M, u,, w, c Za

.'!(«,) - «,. -K./'w'H.,w. x . Pw ' (««, 0).,

d'«.do g« ,4 = 0, « sd-, « condeçâ.(i) é t,ã«d.Z"«.nte s«fás/eàf., e

"'«,, «,- («,«-qJF)
portanto, para todo iç € M, u, c Zz '',., S, € au, z,eT,M

F#(«,) (««.,;,) ,,á.:.[. e1115P])-
(', -qP - [q# - ]P «,, ',]')

don,de

<B" 3'(«,) . («,, .,), .,> <s,, F#'(ZJ,) . (w,, z,)> (''9''

(,, bjl$y)
logo, pela arbitrariedade de z. C T,M

B" #'(«,) . (,«,, ;.) -<', , 'e> iâ;
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Observação 3.2. Uma condição necessária e suficiente para que a medida de Lebesgue 
mencionada no enunciado do teorema acima seja preservada pelo fluxo do campo GMA 
X:J, correspondente a um dado potencial V E J(M) fixado, é a de ser nulo o divergente 
do referido campo, dado pela equação (3.22) - vide proposição (3.4). 

Exemplo 3.3. As condições (i) e (ii) do teorema acima são satisfeitas pelo vínculo Crff 

do exemplo (2. 1.f ), de modo que a medida de Lebesgue em Ctf induzida pela métrica de 
Sasaki é preservada pelo fluxo do campo GMA X:J,, para todo potencial V E J(M). 

Com efeito, no referido exemplo, t emos: M = JR4, (V x E M) Cef'x = { ( v1 , v2 , v3, v4) E 

~ \ {Ox} 1 det(~! ~n = O}. Usaremos a seguinte notação: dado V= (v1,V2,V3,V4) E 
JR4

, denotaremos if := (v4, -v3, -v2 , v1) e v' := (-v2 , v1, -v4, v3). P ara todo Vx = 
(x,v) E Cef', temos c;t = [if] e T xM = ~/ Cv,, = [11']-1, Wvx = Àvxc;t = [(O, if)vxl e 
T v,, TM = (JR4 X 1R4 )v,, 1 T v,, Ctf = {Yvx = (Y1 , Yz)v,, E T v,, TM J Yz E Cv,, = [v;]-1}. Assim, 
para todo X E M, Vx, Wx E ~X: 

de modo que A - O, ou seja, a condição (i) é trivialmente satisfeita, e: 

portanto, para todo X E M, Vx E Cef'x, Wx, Sx E CVx} Zx E T xM : 

( 
d [ (z,v+tw)v+tw ] ) 

lF&'(vx). (wx , zx) = x, dt lt=o z - llv + twJJ2 = 

( 
(z, if) W [ (z, w) 2(v, w) if ] 11') 

= x, - llvll2 - llvll2 - llv ll4 (z, ) 

donde.-

logo, pela arbitrariedade de Zx E T xM.-
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dorida, #rza/7rzenfe

H' #(«,) . (««., w,) - <«,, a>ü3;

,'«(=: =:) «à

u-«ó. . /ó««l. «{«. . . ó«. .ü.-«''z (Ú, à, Â) a' cu; - lal" p««
caZcu/- tr B"9'(«,)lc,,-., , c-flui-s' que u«l. . con irão (ü), c.mo aÓ«nad..

Para demonstrar o teorema(D) , definiremos um referencial móvel conveniente em
# e calcularemos a conexão de Levi-Civíta V%' de (%', g#) e o divergente de Xvv em
termos deste referencial. Isto será feito na definição e lemas seguintes

DEvlNiÇÃ0 3.9. Z)ado 'ug C r, sda (XI, . . . , X.) 'ulrz rc;/erencàa/ rná'ue/ adorar'r7zaJ de

(M, g) d($rzido rzuma uiz nAança aberta U de q € M. Z)e/ina'z7zos, para 1 < i< rz e para
fado wq c Zu :- r;:]U]

X.n (:«,)

Xr(w,)
u=1. (x: (q) )

Àl:, (x: (q) )

P''Zf«." «'umi, q« (#(«,) ' X- (q), . . . , #(«.) ' X.(q)) é «m. ba« d. C.., -'.
[ - r5.Ve-(%'). E"Zã', t.m«d. « ]«-l««e«[« ««ücai., ««Z"'-« q« (.tr(«,),

X."(«.)) é «m« ó«' d' V",.(%'). P« ««fÍ-id«d., (Xlv, . . . , X.Ú) /.l,«;a' ,:l,l
«/«eRGa«/ má«/ d. «ã#b«d. «,ti«/ Ver(r) n«m« «i.{«À«ç« a d. «. .m Z

Assivn, construímos uul Teferenciat trLóoel F = (Xlí'r , . . . , Xnn'; , X:* , . . . , Xy"} de
# ?lulTla uiziilhünça U de uq

Note que este referencial móvel não é, em geral ortonormal, exceto sua parte "hori-
zontal", ou seja, temos <XH,X#> = õij, para 1 « í,J « n. Note tambétn qite, no caso

g = TM, temos / = rz e o referencial é orLonormal, e podemos tomar Z/ = rÚ' IUI

iVotação. Por motivo de clareza, serão usados índices í, j, k para velares horizontais e
r, s, u para vetores verticais.
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donde, finalmente: 

Usando a fórmula acima e a base ortonormal ( ll~II, 
11
~

11
, 

11
:i

1
) de Cv,,, = [~]..L para 

calcular tr lF' & ( vx) lcv,,, xCv,,,, conclui-se que vale a condição (ii), como afirmado. 

Para demonstrar o t eorema (D) , definiremos um referencial móvel conveniente em 
1ff e calcularemos a conexão de Levi-Civita VY! de (1ff, gcc) e o divergente de x:;: em 
termos deste referencial. Isto será feito na definição e lemas seguintes. 

DEFINIÇÃO 3.9. Dado Vq E 1ff, seja (Xi, ... , Xn) um referencial móvel ortonormal de 
(M, g) definido numa vizinhança aberta U de q E M. Definamos, para l ~ i ~ n e para 
todo Wq E ~u := 1r,;:1 [U] : 

X iH ( wq) := H:t)Xi(q)) 

xt (wq) := >-!q (Xi(q)) 

Podemos assumir que (&(vq) · X1(q), ... , &(vq) · X 1(q)) é uma base de Cvq, onde 
l = rk Ver(1ff). Então, tomando-se levantamentos verticais, conclui-se que (XY(vq), ... , xr ( vq )) é uma base de Vervq (Cif). Por continuidade, (XY, .. . , xn forma um 
referencial móvel do subfibrado vertical Ver(~) numa vizinhança U de vq em 1f!. 

A ssim, construímos um referencial móvel F = (X{'(/, ... , X/;'{/, Xi'C , ... , xtc) de 
1f! numa vizinhança U de vq. 

Note que este referencial móvel não é, em geral ortonormal, exceto sua parte "hori­
zontal", ou seja, temos (Xl,XJ') = óij, para 1 ~ i,j ~ n. Note também que, no caso 
1f! = TM , temos l = n e o referencial é ortonormal, e podemos tomar U = rM 1[U]. 

Notação. Por motivo de clareza, serão usados índices i, j, k para vetores horizontais e 
r, s, u para vetores verticais. 
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l.EMA 3.3 Usando a notação da de$náção (3.9), te«.os, para l < {,.f,r, s < ,'

IX.w , -VI(««) nl:(lx:, xil(ç))+ ÀZl#(«,) R(xj(q), x.(q)) . «.+
+ #(«,) ' p'l(«.) - (.b(ç), x:(v))

#(«,) ' PÁ(«,) (x:(q), x,(q))}

AZIA'(«.) ' FW(«.) - (X,(q), X,(ç))

#'(«.) ' F#(««) '(X,(q), X,(q))}
Àl:Í#(«,) ' Vx. X, + #'(«,) ' P#(«,) ' (X.(q), X,(q))

#(«,) - FH(«.) (x,(q), X;(ç))}

lxr , xrl(«,) (3.16)

lx:", x,"I(-.)

onde R é o terzsor de cziz'matuta da conerãa de Leü{ Cáuita de(M, g)

.Demonstração. Será provada apenas a primeira fórmula, pois a técnica usada para
calcular as outras duas é a mesma. Note que, como, para 1 < i,.j < rz, X/r é
zV..relacionado a Xi e Xy é n«-relacionado a zero, obtemos imediatamente Tz.r
IXj", X.HI(«,) - IX;, Xjl(ç), Tzr ' IXr, .)Ç'l(u,) = 0 e Tzr . IX:~, Xrl(«.)

Temos, para ] < i,J, r, s < n e para toda / C 8(TM)
(1)

X:" l.fl(u.) = ]F/(,.) ' H - X.H (u,) + I'.f(u,) . TzK ' X:"(«,)
. Á(««) . x:(g) + I'.f(«,) - x;(g)

e

Xyl/l(«,) - F/(«,) - K - Xr(«.) + 1'/(«,) T«« . Xr(«,)
- #' («.) . x,(q)

(2) Seja 1 : ( c,f) -} r uma curva em r tal que TI.:. X# («,), e sd- q(/)
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LEMA 3.3. Usando a notação da definição (3.9), temos, para l ~ i, j, r, s ~ n: 

[Xt, Xf](vq) = H~ ([Xi, Xi](q)) + À~ {Y'(vq) · R(Xi(q), Xi(q)) · vq+ 

+ Y'(vq) - JPA(vq) · (Xi(q),Xi(q))-

- Y'(vq) -JPA(vq) · (Xi(q),Xiq))} 

[X;',X;](vq) = À~ {Y'(vq) -lFY'(vq) · (Xr(q) ,Xs(q))- {3.16) 

- Y'(vq) · lFY'(vq) · (Xs(q) , Xr(q))} 

[Xt,X;'](vq) = À~ {Y'(vq) · '7x;(q)Xr + Y'(vq) · lPY'(vq) · (Xi(q),Xr(q))­

- Y'(vq) -lFA(vq) · (Xr(q),Xi(q))} 

onde R é o tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita de (M, g). 

Demonstração. Será provada apenas a primeira fórmula, pois a técnica usada para 
calcular as outras duas é a mesma. Note que, como, para 1 ~ i, j ~ n, XiH é 
7f'6'-relacionado a Xi e X; é 1r,6'-relacionado a zero, obtemos imediatamente T 1r'6' • 
[Xt,Xi"](vq) = [Xi, Xí](q) , T 1r<t' · [X; , Xfj(vq) = O e T1r<c · [Xt,X[](vq) = O. 

Temos, para 1 ~ i , j, r, s ~ n e para toda f E J(TM): 

(1) 

e: 

xiH[f](vq) = lFJ(vq). K,. xt (vq) + JPJ(vq). T1r'á' . xt (vq) = 

= lFJ(vq) · A(vq) · Xi(q) + lPf(vq) · Xi(q) 

X;'[f](vq) = lFJ(vq) · K · X;'(vq) + JPJ(vq) • T1r'á' · X;'(vq) = 
= lFJ(vq) · Y'(vq) · Xr(q) 

(2) Seja 1 : (-1:, 1:) -1 cf! uma curva em cf! tal que ~ lt=o = Xt(vq), e seja q(t) := 
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Tr . 7(t). Temos

x:"lxf l/ll(«. ) 2i''-. (-VI/J ' 'r) -

VlE;.{F.f('y(t)) . A(l(f)) . Xj(q(1))+
+ P.f ('r(1)) . Xj (q(z)) }

F2.f(«,) '(« . X:"(«,), « ' Xf(«.))+
+ tF'lF.f(«.) ' (TTg - X.H («.), « ' Xf(«,))+
+ m'.f(«,) ' (H - X#(«,), T« - #'(«.))+
+ P'/(«.) ' (T«. X.H («,), T« - Xf («,))+
+ IF/(«.) ' {l'A(«.) ' (X:(ç), x,(q)) + ,4(«,)
+ P.f(uç) . Vx.(ç)Xj

Vx: (ç)Xj } +

Logo, pela proposição (1.1), segue da última equação que

IX.H, Xfll/l(",) - B'/(«,) ' {R(Xj(ç), X:(ç)) «. + IE'Á(«,) -(X:(q), Xj(ç))
p,4(«.) '(&(q), x:(q)) + d(«.) ' lx:, xjl(v)}+

+ I'.f(«,) . [x;, Xj](q)

e, como / € g(TM) foi tomada arbitrariamente, concluímos que

TzK . IXf, X/l(«,)
e

g'(«,) ' « ' IX#, Xrl(«.) ' R(X, (q), X:(q)) . «,+

+ .#(«,) ' P'l(«,) '(X.(ç), X,(ç))
#(«.) ' 1'.4(««) - (X,(q), X.(q))

Finalmente, escrevendo ]Xiv, -XIH](z'ç) = HZ TzK ' IX:", -X]WI(uç) + ÀZ - W(u,) K-

IX#, Xfl(uç), segue a fórmula enunciada para IX.m, X#l(uç).
n

COROLÁRIO 3.4. O suó/iórado ueforia/ Hor(r) de Tr é amuo/uZ uo se, e somente se
para toda q C M, ug c Zç, mq, zq c TçM

#(«,) . R('«,, ,,) . «. #'(«,) . I'Á(«,) . (;,, «,) 9'(«,) f'.4(«,)(.«,,'.)(3.17)
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nw o , (t) . Temos: 

X/l[Xf [J]](vq) = ! lt=º (xf [f] º ,) = 

= 'v~r=0 {1Ff(,(t)) · A(,(t)) · Xi(q(t))+ 

+ lPJ(,(t)) · Xi(q(t))} = 
= JF2 j(vq) · (x; · XiH (vq), K, • Xf (vq))+ 

+ lPIFJ(vq) • (T nw • Xf1 (vq), K · Xf (vq) )+ 
+ WJ(vq) · (K · XiH(vq), Tnw · Xf (vq))+ 

+ lP2 f(vq) · (Tn,6" · X{1 (vq), Tn<if · Xf (vq))+ 

+lFJ(vq) · {IPA(vq) · (Xi(q),Xi(q)) +A(vq) · 'vx;(q)Xj}+ 
+ lPJ(vq) · 'v X;(q)Xj 

Logo, pela proposição (1.1), segue da última equação que: 

[X/1 , Xf][f](vq) = IFJ(vq) · { R(Xj(q), Xi(q)) · vq + lPA(vq) · (Xi(q), Xi(q))­

- lP A(vq) · (Xj(q), Xi(q)) + A(vq) · [Xi, Xi ](q) }+ 
+ lP /( vq) · [Xi, Xj](q) 

e, como f E J(TM) foi tomada arbitrariamente, concluímos que: 

e: 

9'(vq) · x; · [X/f,Xf](vq) = 9'(vq) · R(Xj(q),Xi(q) ) · vq+ 

+ 9'(vq) - IPA(vq) · (Xi(q),Xi(q))­

- 9'(vq) - IP'A(vq) · (Xi(q),Xi(q)) 

Finalmente, escrevendo [Xt, Xf]( vq) = H~ · T 7f?J' · [XiH, Xf]( vq) + À~ · 9'(vq) · x; · 

[X{1, Xj1](vq), segue a fórmula enunciada para [Xt, Xj1](vq) -

□ 

COROLÁRIO 3.4. O subfibrado vetorial Hor('if) de T'if é involutivo se, e somente se, 
para todo q E M, Vq E 'ifq, wq, Zq E TqM: 
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Z)emonstração. Isto segue imediatamente de (3.16) e do fato de que podemos construir
um referencial móvel F em uma vizinhança ZZ., de cada u. C %', portanto os rz primeiros

carrtpos de vetores deste referencial móvel (ou seja, a sua parte horizontal) formam urna
base de seções locais da restrição de Hora' a ZZ.. .[]
Oóseruação 3.3. No caso erra que %' = g é 'urlz uãhc'u/o linear, temos, para iodo u. € %',

.4(Uq) = Bg(uq) := Bg(-,uq) : TçM d q;L, onde Bg ; TM OM g a gZ é a segunda
/arma /urzdamenta/ fofa/ de g cuide l30JJ. Calculando se a dehuüda para/e/a IP.'i e
usando a JU anuía de Gauss, c07zc/ui se que a eguciçâo (3.17) é eg'u uaZe7zfe a Ra = 0,
onde Ra é o censor de ctzruaZura da conexão nduzãda em gi reza conezâo de .Leuá-

Oiuila de (M, g) e reza projeção arfagozzai JPo : TM } g. Ou sqa, reoótiuemos o /afa
jÚ d.«.-.t«d. 'f' q- . «@b«d. «f.M«[ nor(g) é án«!«f;" ", ' «me«f. «, .

comerão VP .far fiar pide delaZhes em 1571. ride Zamóém « ouse anão (2.1)

LEMA 3.4. Z)e7zolarzdo pol Vr rl conexão de Eeü C'guita de (Z, gr), e usarzdo a rlotaçãa
a de$nição (3-9), temos, para 1 < i,J,r, s < "

vÍ (. ig - nZ (v* uxj) + ã ÀZl#(".) R(xj(ç), x:(ç)) - «.
9'(".) ' P'4(«.) '(X,(q), X:(Ç)) + #(«.) ' PA(«,) -(X:(q), XÍ(g)) }

v (« xr - ; uE . ,'l'(".) ' {p"p(".) ' (x,(ç),x,(ç)) + o"p(«,) ' (x,(v), x,(ç))}+
+ ÀZÍ#(«.) ' PÉ'(«.) '(x,(q), x,(q))}

(3.18)
e

(v{.-(, xr,x.H(".)> - il <#(".) ' X,(q), #(«.) ' R(Xj(ç),X.(ç)) «,

#(«,) ' P'l(«,) '(X:(q), Xj(q))+
+ #(«,) ' P4(«,) '(Xj(Ç),X(q))>

<Vx#(.dXy, Xy(",)> ' X.(Ç), ]F#(«,) '(X.(q), X,(q)) + V*.mX,>-

; <#'(",) ' X,(q), IF,4(«.) '(X,(q), X:(Ç))>+

+ il < («.) ' x,(q), ]r,4(«.) ' (x,(q), x:(ç))>
(3.19)

Z)emonstlação. Seja l < {,.j, k,r, s, u < n. Usaremos a fórmula de Koszul

2<Vxy, Z> = X<y, Z> + r<Z, X> Z<X, }''>

<x, [X z]> + <r, ]z, x]> + <z, ]x, }']>
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Demonstração. Isto segue imediatamente de (3.16) e do fato de que podemos construir 
um referencial móvel F em uma vizinhança Uvq de cada Vq E Cf/, portanto os n primeiros 
campos de vetores deste referencial móvel (ou seja, a sua parte horizontal) formam uma 
base de seções locais da restrição de Hor'if a Uvq . □ 

Observação 3.3. No caso em que Cff = ~ é um vínculo linear, temos, para todo vq E Cef', 
A(vq) = Bf:J (vq) := B p (·, vq) : TqM ➔ ~;, onde B çg : TM EElM ~ ➔ ~.L é a segunda 
forma fundamental total de ~ (vide [30]). Calculando-se a derivada paralela IP' A e 
usando a fórmula de Gauss, conclui-se que a equação (3.17) é equivalente a R~ = O, 
onde R~ é o tensor de curvatura da conexão induzida em ~ pela conexão de Levi­
Civita de (M, g) e pela projeção ortogonal &~ : TM ➔ ~- Ou seja, reobtivemos o fato 
já demonstrado de que o subfibrado vetorial Hor(~ ) é involutivo se, e somente se, a 
conexão V~ for flat - vide detalhes em [57). Vide também a observação (2.1) . 

LEMA 3.4. Denotando por V <á' a conexão de Levi-Civita de (Cef', g<á'), e usando a notação 
da definição (3.9), temos, para 1 ~ i, j, r , s ~ n: 

'vif(vq)Xf = H~ (Vx;(q)Xi ) + 1 ,\~ {&(vq) · R(Xi(q),Xi(q)) · vq-

- &(vq) - IP'A (vq) · (Xi(q), X i(q)) + &(vq) · IP'A(vq ) · (Xi(q), Xi(q))} 

V !v(v )X; = ! H;' · A*(vq) · {F &(vq) · (Xr(q), Xs(q)) + F &(vq) · (Xs(q), Xr(q)) }+ 
r q 2 q 

+ ,\~ {&(vq) · IF&(vq) · (Xr(q),Xs(q))} 

(3.18) 
e: 

(V!/l(vq)X;, Xf (vq)) = 1 (&(vq) · Xr(q), -&(vq) · R(Xi(q), Xi(q)) · vq -

- &(vq) · IP'A(vq) · (Xi(q) , Xi(q))+ 

+ &(vq) -IP'A(vq) · (Xi(q), Xi(q))) 

('vif1(vq)X;,X;(vq)) = (&(vq) · X s(q), IF& (vq) · (Xi(q),Xr(q)) + 'vx;(q)X,-)-

-1 (&(vq) · Xs(q), IFA(vq) · (X,.(q), Xi(q)) )+ 

1 
+ 2 (&(vq) · X,.(q),IFA(vq) · (Xs(q),Xi(q))) 

Demonstração. Seja 1 ~ i, j, k, r, s, u ~ n. Usaremos a fórmula de Koszul: 

2(VxY, Z) = X(Y,Z) + Y (Z,X) - Z(X, Y)-

- (X, [Y, Z]) + (Y, [Z, X])+ (Z, [X, Y]) 
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onde V é a conexão de revi CiviLa de uma variedade rieinanniana (M, g) e X, y, Z c
T(M)

No caso do referencial móvel F da variedade riemanniana (r, g#), temos <X: , Xr> -
õij e (X: ,XV> = 0, portanto os três primeiros Lermos na fórmula de Koszul não se

anulam apenas no caso em que forem da forma XH<Xr, X.v> ou XV<Xr, Xr>
Seja u. C %'. Denotando por 'X-v(..) e 'xr(,.) curvas em %' LangenLes no zero a

X:(z,ç) e X/r(uç), respectivamente, temos

x.r(".) (xy, xr> - ; .... <'p('y*y@a) ' x, (« ' 'r*r@a)

É'(7*r@0) . X. (««, . 'r*rha)> -
.-oP ' 'xy@d) . X,(q)+

+ P(uq) - VT,rq. XI''(u.)X'' W(t'ç) X,(q)>+

+ <#'(«.) ' X,(q),(V.l.-o# ' 'xy@d) - .X,(q)>

'(,K«(Ç), x,(q)), 9'(«,) . x.(q)>+
+ <#(«.) ' X,(V), F.#(~.) -(X«(Ç), X,(q))>

0

(3.20)

e

xr («.} (xy , xY ) á -'-. <É'(l*.«.,a) x, (« ' l*.«.,a),

#(7x.«(,d) X,(«.7x#(,d)>
((Volt-oJP ' 'x."(,.)) - X,(q) + J?(uç) - Vx.(ç)X,-
#(«,) . x,(g)> + <#'(«,) . x,(q),
(Volt-oJP o 'x.m(«.)) - X.(q) + #'(uq) . Vx.(,)X,> =

<E'#(«.) ' (X:(V), X,(q)) + #(«.) - Vx:UX,, #(«,)

+ (#'(«.) ' x,(q),I'#(«,) - (x:(q),x,(q)) + #(«.)
x,(q)>+

Vx:(,)X,>
(3.21)

Substituindo-se as equações (3.16), (3.20) e (3.2]) ]la fórmula de Koszul, obtêm-se
as fórmulas enunciadas. Faremos os cálculos apenas para a primeira delas. Para todo
z;q C W, 1 < {, J, É, r « zz, temos:

2<VÍ.« (., , X/ , .YkH (".)> 2<Vx.U4 , X* (g)>
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onde '7 é a conexão de Levi-Civita de uma variedade riemanniana (M, g) e X, Y, Z E 
x(M). 

No caso do referencial móvel F da variedade riemanniana (Cef', g,c), temos (X/1, XJ1) = 
óij e (XiH, X;) = O, portanto os três primeiros termos na fórmula de Koszul não se 
anulam apenas no caso em que forem da forma Xf1 (X;, X;) ou X;;' (X;, X;). 

Seja Vq E Cf/. Denotando por 'YxJ'(vq) e 'Yx;H(vq) curvas em Cf/ tangentes no zero a 
X;;'(vq) e Xf1(vq), respectivamente, temos: 

e: 

X;;'(vq)(X;' ,X;) = !,t=O (9('Yx,Y(vq)) ·Xr(1í'G' Orx,Y(vq)), 

&('Yx,Y(vq)). Xs(1í'{j o rX,Y(vq))) = 
= ( (Vtlt=o& 0 rx,Y(vq)) · Xr(q)+ 

+ &(vq) · \JT Xv( )Xr, &(vq) · Xs(q))+ (3.20) 1í<,f . u Vq 
=O 

+ (&(vq) · Xr(q), (v't/t=o& 0 'Yxr(vq)) · Xs(q)) = 
= (IF&(vq) · (Xu(q),X,.(q)), &(vq) · Xs(q))+ 

+ (92'(vq) · Xr(q),lF'&(vq) · (Xu(q), X s(q))) 

xf (vq) (X;' , X;) = ! lt=O (92' ( rxt (vq)) . Xr ( 1í'{j o rX{1(vq ))) 

9(,xfi(vq)) · Xs(1í'6' 0 'Yxf1(vq))) = 
= ((v't/t=Og, º'Yxfi(vq)) · X,.(q) + &(vq) · '1x;(q)Xr, 

&(vq) · Xs(q)) + (&(vq) · Xr(q), 

(v'tlt=o& 0 'Yx,H(vq)) · Xs(q) + 92'(vq) · '7x;(q)Xs) = 
= (lP'&(vq) · (Xi(q), X,.(q)) + &(vq) · '7 X;(q)Xr, &(vq) · Xs(q))+ 

+ (&(vq) · Xr(q) , lP'&(vq) · (Xi(q),Xs(q)) + &(vq) · 'vx;(q)Xs) 
(3.21) 

Substituindo-se as equações (3.16), (3.20) e (3.21) na fórmula de Koszul, obtêm-se 
as fórmulas enunciadas. Faremos os cálculos apenas para a primeira delas. Para todo 
Vq E c(,J, l ~ i, j, k, r ~ n, temos: 
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e

2<vÍ.- hax/, xJ'(".)> (Xr(«,), IX.w , X/l («.)> "' !' 'q
<#'(«,) ' X,(q), #'(«,) ' R(Xj(q), X:(g))

#(«,) ' Pa(«,) ' (xj(q),x;(g))+
+ #(«,) ' I''i(«,) ' (x:(q), xj(ç))>

portanto

e

Tre ' V.Íf(«d.PÇ Vx:(ç)Xj

a'(uq) .n V3r(.JXr 1l {É'(",) ' R(x.(g), X.(q)) - «,-
#(«,) - I'Á(«.) -(xj(q), x(q))+

+ #(".) ' P'l(«.) '(X,(ç), $(q)) }

D

DEFINIÇÃO 3.10. U««d. ' -faça. d« de$niçã. (3.9), «j' (t/, (0:, . . . ,0")) . ««-.
Je«ncÍ«! d-l d. (U, (X-,.-., X«)). Pa« 1 < i< n, sd' Õ : Tt/ de$«{d. p«
para todo wq c TU:

?(w.) : 0:(q) .«,

$dam .S := PZoSjK : r -} T%', onde S é o spra geodésico de (M, g)
áe$nàdo l)or, parcç todo uq e '#:

e P : 'r --.> T'#

y(«.) PK - À«. ( grau V(ç)) ÀE( g-.d V(q))

Então temos Xiy S + y, e, para todo uq c Z/

8(«.)

y(«,)

pvn,.(«,) - >1:»(«,)xy(«,)

ÀZ( g«d V(q)) }:Õ(g«d V(ç)) Xr(«,)
á-l

logo Sla E;:: » x:f . vl« E=:. (P . g«d V . «l«) Xr
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e: 

<(f H V( )) ( V( ) [ H H]( )) por (3.16) 2('vxf1 (vq)xj , XT Vq = XT Vq , xi , xj Vq = 
= (Y'(vq) · Xr(q) , Y'(vq) · R(X1(q), Xi(q)) · vq­

- Y'(vq) -IPA(vq) · (X1(q),Xi(q))+ 

+ Y'(vq) - IP A(vq) · (Xi(q), X1(q))) 

portanto: 

e: 

Y'(vq). K,. 'v~fl(vq)xt = t { Y'(vq) . R(Xj(q), Xi(q)) . Vq-

- Y'(vq) · IPA(vq) · (X1(q) ,Xi(q) )+ 

+ Y'(vq) - IP A(vq) · (Xi(q), X 1(q))} 

o 

DEFINIÇÃO 3.10. Usando a notação da definição (3.9), seja (U, (01, .. . , 0n)) o corre­

ferencial dual de (U, (X1, ... , Xn)). Para l ~ i ~ n, seja ·rfi : TU ➔ R definido por, 
para todo wq E TU: 

Sejam S := P'if•oSjc,r: C(? ➔ T C(?, onde S é o spray geodésico de (M, g) , e V : Ctff ➔ T~ 
definido por, para todo Vq E C{/: 

V(vq) := P'rl · Àvq (- grad V(q)) = À~ (- grad V(q)) 

Então temos x-:; = S + V, e, para todo vq E U: 

TI 

S(vq) = P<tf'Hvq(vq) = H!(vq) = L01(vq)Xt(vq) 
j=l 

n 

V(vq ) = À! (- grad V(q)) = - L fii (grad V(q) )X{ (vq) 
i=l 
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5.1. Demonstra.ção do Teare'm,a de Li.anui.l,te

Agora estamos ern condições de demonstrar o Leoreina (D). A demonstração seguirá
como corolário da seguinte proposição, que fornece uma expressão pata o divergente
do campo GMA

PROPOSIÇÃO 3.4. Para todo uq c %', div Xrv é dado pela seg'uin&e /3rvnula

di« Xyv(«,) tr .4(".) + <tr W" #(-,) lc. «.. , X€1(«.)> (3.22)

Demoms&ração. Para calcular div XgV(uq) podemos assumir que, no ponto q C M, o
referencial móvel ortonormal (U, (XI, . - . ,.X«)) é adaptado a Cu. , i.e., que (X] (q).
XE(q)) é -:a base orla«ormal d' O-, e (Xi+l (q), . . . , X«(q)) é'uma base brio-rmai
de (;:. Então, temos:

di« XYv(«,) )l.l<X/r(uç) , V}.« (,JXvv >+ }1:<Xr(t'ç), VÍ,v («aXy>

Zn

l
(3.23)

Usando a notação da definição (3.10), temos:

(i) Para 1 « i,j < n, denotando por 'X."(-.) unia curva em @ cujo vetou tangente no
« é X#(«.), te-nos:

x:" («,)IP l
d -

df .... 0' ' 'x#h0(t) -

d -'-. <Xi ' « ' 'x.«(.d(t), '*fhJ (t)>

(Vx:MX, , «.> +<Xj(q), H . X:"(«,)>
(Vx.@Xj, u,>+ <X;(q), ,4(«q) - Xi(q)>

(3.24)

lii) Como vimos na observação que segue a dehnição (3.10), temos .5lu }=: . $j xf
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5.1. Demonstração do Teorema de Liouville 

Agora estamos em condições de demonstrar o teorema (D). A demonstração seguirá 
como corolário da seguinte proposição, que fornece uma expressão para o divergente 
do campo GMA. 

PROPOSIÇÃO 3.4.' Para todo Vq E CC, div X:f, é dado pela seguinte fórmula: 

(3.22) 

Demonstração. Para calcular div X ~(vq) podemos assumir que, no ponto q E M, o 
referencial móvel ortonormal (U, (X1, ... ,Xn)) é adaptado a Cvq, i.e., que (X1 (q) , ... , 
X 1(q)) é uma base ortonormal de Cvq e (X1+1 (q), ... , X n(q)) é uma base ortonormal 
de C~. Então, temos: 

n l 

div x:;(vq) = L(X/1(vq), \t!f(vq)Xc}) + L(X;(vq), 'vI,!'(vq)x<~) (3.23) 
i=l r=l 

Usando a notação da definição (3.10), temos: 

(i) Para 1 ~ i, j ~ n, denotando por ,x;H (vq) uma curva em CC cujo vetor tangente no 
zero é XiH ( vq), temos: 

(3.24) 

(ii) Como vimos na observação que segue a definição (3.10), temos Slu = I:,J=
1 

'ifi Xl , 
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logo

<Xf (uq) , V3r(,a'S>
l

E <X:" (".), V3rÜ., Ql: » X.a ) > "' '''=),0'")
{=1 .j=i
E

)l:(<Vx.MX., «,> + <X:(g), A(-,) . X:(Ç)>) +

n

+ )l, »(uç)<Xi(q), Vx.©Xj>
í,.j=i

X:(<Vx.mX:, «,> + <X:(q), .4(«,) - X.(Ç)>)
(3.25)

)l:<uç, Vx:(ç)Xi>
i-l

>l:<x:(q), ,4(«,) - x.(q)>
l

tr A(«,)

l

(Xt'('uç), V$r(.d 5>
=1
E <xy («,) , vlÍr ..., (E(>1: #' xr)> -

z.E
r=l

<»(u,)Xf((uq.) , \7Kr(uÇ)'Vr > porá i8)

>l: <»(«. )xj (q)E Á*(«,) w" #(«.) (X, (q) , x,(q))}

('i («,) ' «., )l: p" #(«.) ' (x,(q), x,(q))>

(--H . Pv - S(z'ç), tr F''#(uç) c,,*c-..>
(3.26)

(iii) Analogamente, temos Vlu E:::(Õ . g:',d V .«l«) Xr, p«t«t'
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logo: 

e: 

r=l 

n n n 

~( X:H( ) " <(? S) = ~(X!f( ) T'7'Íf (~ 0~j XH)) por (3.24) ,(3.18) 
~jt Vq,VXf(vq ) ~ t Vq,VXf(vq) L._; J -

i==l i ==l j=l 

n 

= L ( (V X;(q)Xi, vq) + (Xi(q), A(vq) · X i(q)) )+ 
i = l 

n 

+ L 0\vq)(Xi(q), V x,(q)Xi) = 
i ,j=l 

n 

= L((Vx;(q)Xi,vq) + (Xi(q) , A(vq) ·Xi(q))) -
i = I 

n 

- L (vq , V X;(q)Xi) = 
i=I 

n 

= L(Xi(q), A(vq) · Xi(q)) = 
i=l 

r=l 

r = l j=l 

l n 

j = l 

(3.25) 

= - L L(Ô'i(vq)Xj(q), A*(vq) . r &'(vq). (Xr(q), Xr(q) )) = 
r= l j = l 

l 

= - (A(vq). Vq, Lr &'(vq). (Xr(q) , Xr(q))) = 
r=l 

(3.26) 

(iii) Analogamente, temos Viu = - I:~=l (ifi o grad V o 7r<c lu) X{, portanto: 
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)l:<X:rr(z'ç), v3.H (,d y> <y(uç), VT#(.dXr>E

<#'(«.) - H . y(«,) (3.27)

P('uq) - -VK#(,.)Xi > p" (3.i8)

0

e

)l:<.xr(««) , v3r üav> >l, )l, Õi(gra(i V(q)) <X,r(t;ç), VÍ.v (..)X:b'> ''
{=1 r=l

>l: }: Õ (grau V(q)) <a'(«,) ' X,(q),

n
(3.18)

#(«.) ' FP(«,) ' (X,(ç), X:(q))> ''"y''u

>l: }: #:(g-ad V(ç))<B"#(«,) - (X,(ç), X.
{:;m-FI r=l

<tr 1" #(z'ç)lc.. *o.. , J'"(uq) - grau V(q)>

Z

(q)) , X: (q) >

(3.28)

(iv) Finalmente, segue das equações(3.25),(3.26),(3.27) e(3.28) que:

di« Xyv(«,) S(«,) + di« y(«,)
= tr 'l(«,)+

+ <tr F'J'(u,)lc..*c.., K- Fv S(«,) 9'"(«,) .grad V(ç)>

= tr A(-.) + <tr B" #(«.)lc. *c. , « . P«. Xv(«,)> =

= Lr .4(«,) + <tr B" #(u,)lc. ,c., , R€1(u.)>

como afirmado

U

O Roxo do campo Xv preserva a medida de Lebesgue em %' induzida pelo censor
métrico g# se, e somente se, o seu divergente, dado pela equação (3.22), for identica-
inente nulo em r. Corno corolário, obtemos cima condição necessária e suficiente para
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n n 

I)xt(vq), v1r/1(vq) V)= - L(V(vq), vrf(vq)xiH) = 
~! ~l 

n 

= - L(&i'(vq) · K · V(vq), 
i=l 

(3.27) 

e: 

i=l r=l 

n l 

= - LLÍf(grad V(q))(&(vq) · Xr(q), 
i=l r=l 

n l 

= - L Le'i(grad V(q))(Ir &(vq) · (Xr(q),Xr(q)),Xi(q)) = 
i=m+l r=l 

(3 .28) 

(iv) Finalmente, segue das equações (3.25), (3.26), (3.27) e (3.28) que: 

div Xc~(vq) = div S(vq) + div V(vq) = 

como afirmado. 

= tr A(vq)+ 

+ (tr F' &i'(vq)lcvqxCvq> -K, · P<ef · S(vq) - g,1-(vq) · grad V(q)) = 
= tr A(vq) + (tr F' &i'(vq)lcuqXCvq' K,. Av. Xv(vq)) = 
= tr A(vq) + (tr r &i'(vq)lcvqXCvq>R~(vq)) 

o 
O fluxo do campo Xc} preserva a medida de Lebesgue em C(/ induzida pelo tensor 

métrico g,if se, e somente se, o seu divergente, dado pela equação (3.22), for identica­
mente nulo em <rf. Como corolário, obtemos uma condição necessária e suficiente para 
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quc esta medida seja preservada pelos buxos de todos os campos de vetores Xv, com
V c 8(M)

Dern07zsfração do teorema (D). Pela equação (3.22), é claro que div Xvv é identica-
mente nulo em Z, para todos os potenciais V € 8(M), se as condições (i) e (ii) forem
satisfeitas. Reciprocamente, suponhamos que div XVv seja identicamente nulo em %'
p?ra. toda V C IÍ(M). Fixemos uq € W. Corno {grad V(ç) l V € g(M)} = TçM, e como
ga '(t'q) : T.M q TçM é sobre (Jd, existe V € if(M) tal (lue J?l(ug) grad V(ç) =

H Pw 'S(uÇ), i.e., tal que R$(uÇ) = 0 . Portanto, pala esta V, concluímos, pela equação
(3.22), que div X}(uç) = 0 implica tr d(uq) = 0. Então segue que:

di« Xyv(«,) (tr B" #(«,) .,, *c.. , R€1 («,)> (3.29)

e esta expressão deve se anular para toda V C g(M). Novamente pelo fato de que
{grad V(q) l V € 1i(M)} = TçM e que JPI(uç) : T,M H TçM é sobre C:, concluímos
que {RO(uç) l V c g(M)} = Od. Portanto, de (3.29), segue iP'(u.) . tr F'iP(z;ç) = 0

Afirmo que JPI(tiq) . tr #~ a'(uq) = tr lr:P('uç); como uq C r fni tomado arbitrária
mente, isto concluirá a demonstração, uma vez que estarão verificadas as condições (i)
c (ii)- Com efeito, para todo q c M, uq c Zq, wq,zq,s, C %;., temos:

(B" #(«,) - (w«, ',), .,} (,,, F#(«.) - («,,, s,)> ''g"
<zq, JP(t;ç)F9'(uç) . ('wq, sq)> '''"y'.2)

('., rw(«,) (:«., #"(«,) - ;.)> ''g" o

o que mostra, para todo uq C %', F' JP(uç)lc.. xc., : au. x (J,. a (JZ. D

CoRoLÁRio 3.5. Suponha q'ue a medida de Zebesgzie em %' árzduzida pe/o censor métrico
Es ejü pieseruadü Feto Suão áo campo GMA X% ào sisteiltü mecâvtico Mncutcbdo

(M, K, V, r), para oda potencia/ V C li(M). Então, par.z lodo € M la/ gt'e Zç # g, Za
á "'- sup rfz' i. mhá«.« d. (%', gy), - sda, « "'ied«de M«.-Riam« (%', gy) mf
üillcl Jotheüção regutal por superfc es m ltàTíhüs

l)ernozzséração. Com efeito, sejam q C M tal que Za # Q) e BKç a segunda forma
fundamental de Zç. Dados uq C Zo e X.,, Xu. C T.çZç, afirmo que

n«i(x-., r..) - : n:l .4'(".) {p" #(«,) (« x,.,« n,) + p"w(«.) (« x-.,« x,,)}
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que esta medida seja preservada pelos fluxos de todos os campos de vetores X :J,, com 
V E J(M): 

Demonstração do teorema (D). Pela equação (3.22), é claro que div X :J, é identica­
mente nulo em Cef', para todos os potenciais V E J(M), se as condições (i) e (ii) forem 
satisfeitas. Reciprocamente, suponhamos que div X :J, seja identicamente nulo em Cef' 
para toda V E J(M). Fixemos v9 E Cef'. Como {grad V(q) 1 V E J(M)} = T

9
M, e como 

&1_(vq) : T9M -+ TqM é sobre C~, existe V E J(M) tal que & 1_(vq) · grad V(q) = 
K· Pw ·S(v9), i.e. , tal que R~(vq) =O. Portanto, para esta V, concluímos, pela equação 
(3.22), que div X:J,(v9 ) = O implica tr A(v9) = O. Então segue que: 

(3.29) 

e esta expressão deve se anular para toda V E J(M). Novamente pelo fato de que 
{grad V(q) 1 V E J(M)} = T9M e que &1_(v9): T9 M -+ T9 M é sobre Cf, concluímos 

q 

que {R~(v9 ) 1 V E J(M)} = Cf . Portanto, de (3.29), segue & 1_{v9 ) • tr lF' &(v
9

) = O. . q 

Afirmo que &1_(v9 ) · tr lF' &(v9 ) = tr lF' &(v9); como Vq E Cef' foi tomado arbitraria­
mente, isto concluirá a demonstração, uma vez que estarão verificadas as condições (i) 
e (ii) . Com efeito, para todo q E M, vq E~' w9 , Zq, sq E Cef'vq, temos: 

o 

COROLÁRIO 3.5. Suponha que a medida de Lebesgue em 1ff' induzida pelo tensor métrico 
g'if seja preservada pelo fluxo do campo GMA X } do sistema mecânico vinculado 
(M, K , V, <i&"), para todo potencial V E J(M). Então, para todo q E M tal que~ i= 0, ct&'q 
é uma superfície mínima de (ct&',gcc); ou seja, a variedade riemanniana (Cef', g'ef) admite 
uma folheação regular por superfícies mínimas. 

Demonstração. Com efeito, sejam q E M tal que <i&"q i= (/J e Bccq a segunda forma 
fundamental de Cef'q. Dados v9 E Cef'q e Xvq, Yvq E T vq 1&'

9
, afirmo que: 
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De fato, usando a violação da definição (3.9), segue de (3.18) qtle, para 1 « 7', s < n

B:q (X"(t,ç),Xr(uç)) = Pw ' V (« Xr =

- ; nE .4'(",) {o"g'(«,) (x,(q), x,(q))+

+ F" g'(".) ' (x,(q), X,(Ç))}

Portanto, para todo uq C Zç, tr B«q(uq) = Hl: . .4'(ziq) - tr D"JP(z;ç)lc...*c',., donde
L'B:ç(u.) -0se brB"#'l«.)lc,.*c.. =0 ' ' []

Obserz'anão 3.4. iVo caso em que r = g é um t,ú,.7./o lzr'e«, as condições (i) e (iá)
do teorema (D) são equiualerzies à corzdáção p'zrrz corzseruaçâo da /or,rla de uo/un e local

de$rzád« em 1301, i.e, à cor&díção tr l?a-(q)la-i*a/ = 0 p.zra lodo q C M. Oom e/eí]o.
l referida fov-rrça de uotunle coincide com o volume rielitüit àn-rto induzido por E9 no
s íó#órado uelohal g C TM. Para cAeca7 rz eq?liuaiêrzcin entre as condições, rzote que,
rzo caso linear, P# = TIPO : i;(TTM) -'> Tg, 07zde JPa : TM -+ 9 é a projeçãa
)rtogolLat, e, pctrü todo 'uq çt çg, C«. = gq, l)ort nto:

g + L(TM,TM)
«, -a (.#g).

cí cons&arzte nas gôtas de 7rg : g } M, donde FJ? = 0 e a corzdiçãa (ii) do Zenrema (D)
â tr'iuãatmente satàsfe'üa,.

,41érrz disso, paira lado q c M, uq c gç, w. C TçM.'

Á(uq) . wq = n - T:Pa ' H,, wq =

onde Hor(g) é a comerão em g árzduz da pe/a conta;ão de l,eui
projeção o agora/ :PP. 7'nmn7zdo X c 1''(9) 1a/ q71e VP.X :

Oá«ít« d' (M, g) P /
o ' X(q)

nZ . 'wq = H TX . wq =

- v«,x -

- É'« ' v«.x +É'á ' v«,x :

:vg,x

d«d' .4(«,) Bg(«,)
fofa/ de g 'nade 1301

onde Bo : TM OM g -> gZ é a segunda /arma /un.darnenta/

e Bg(uq) = Bg(-, u.) : TçM -+ a.f
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De fato, usando a notação da definição (3.9), segue de (3.18) que, para 1 :::; r, s :::; n: 

Brc9 (X;(vq),X;(vq)) = PH · V !rcvq}X; = 

= t H~ · A*(vq) · {W & (vq) · (Xr(q) , Xs(q))+ 

+ W &(vq) · (Xs(q), Xr(q))} 

Portanto, para todo Vq E 1&'q, tr B <c9 (vq) = H~ · A*(vq) · t r lF' &(vq)lc.qxCvq> donde 
tr B <cq (vq) = o se tr r&(vq)lcvqXCvq = o. □ 

Observação 3.4. No caso em que 1&' = çg é um vínculo linear, as condições (i) e (ii) 
do teorema (D) são equivalentes à condição para conservação da f arma de volume local 
definida em [30], i.e, à condição tr B 911. (q)j§J1. x911. = O para todo q E M. Com efeito, q q 
a referida forma de volume coincide com o volume riemanniano induzido por g91 no 
subfibrado vetorial çg C TM. Para checar a equivalência entre as condições, note que, 
no caso linear, Pw = T&p : i ; (TTM) ➔ T çg, onde &g : TM ➔ (g é a projeção 
ortogonal, e, para todo Vq E (g, Cv

9 
= çgq, portanto: 

& : çg -t L(TM , TM) 
Vq ~ (&91 )q 

é constante nas fibras de np : ~ ➔ M, donde JF.9' = O e a condição (ii) do teorema (D) 
é trivialmente satisfeita. 

Além disso, para todo q E M, Vq E çgq, Wq E T qM: 

A(vq) · Wq = K, • T .9191 · Hvq · Wq = 
= r;, · Hg, · w 

Vq q 

onde Hor(çg) é a conexão em çg induzida pela conexão de Levi-Civita de (M, g) e pela 
projeção ortogonal 9p. Tomando X E r00((g) tal que V! X = O e X(q) = vq, temos: p 

K, • H~ . Wq = K, • T X . Wq = 

= 'vw X= q 

= ~ +&á · 'vwq.X = 
='v&

9
X=O 

= B p(wq, vq) 

donde A(vq) = B p(vq), onde B ~ : TM EBM çg ➔ çg.L é a segunda forma fundamental 
total de ~ - vide [30] - e B p(vq) = B9 (·, vq) : TqM ➔ çg;. 
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Assim, dado um refereltcia{ ntóuet o«onoTliLd (XI
azeda t/ de q em M, adaptado a !3iç, terzzos.'

X«) de M n'uma uãzenharzça

tr Á(«,)
n

)l:<x.(ç), n, (x:(q), «,)>
l

n

>: <X.(q), B. (X:(q), «.)>
:z+l

<B,- (X:(q) , X:(q)) , «.>
{-z+l

(tr Ba«laei*pQX, u.>

E

o g'ue 7rzostra gue a condição(i) do feoremü(D) é equipa/erzfe a, para lodo q c M
Lr Ba- (q)lpf*o/ = 0

Para finalizar este capítulo, apresentamos a seguinte proposição, que generaliza um
resultado de 1531

PKOPoslÇÃ0 3.5. Sda ' urlza geodésica de d'.41ember+ Chetaeu de (M, K, r). Erzfão t
é 'uma geodésica de (Z, gr) se, e somerzfe se, ' é uma geodésica de (M, g). Podando,
os Ze'uarztarrzentos canónicos das geodésicos de d'ÁJemóed (Zeíae'u de(M, K, %') são
g«dé.à«. d' (M, g) «, e «menu. «, . sp,«g/ g«dé.ic. d. (M, g) é [-gemi. « %', á.'.,
se .r)w o SI« = 0

DEFiNiÇÃo 3.]1. Dada urrla 'uaüedade riemarz7zíarza (M, g), um 'uz'nc'n/o %' c TM dlz
se totalmente geodésico se o spra geodésica da comerão de Z,euá-Oáuãta de(M, g) .far
La,'agente o. 'f

Ousem'zção 3.5. (a) JVo caso /inear, [erlios K P» - S(u.) = Bg(u,,uq) = 0 parra lodo

uç C g se, e sozrzen.[e se , 23alaoM g = 0, ou sqa, se a palle sir71é]7íca da reslüçãn
de .Bg a g Q)M g} é ãdenf comente nu/a

(b) ronda g = TM, reoótemos o result zdo de ]53] guie cÜrvrza serem os /euantamerzfos
««ó«{co. d« g«dé.{«. d' (M, g) g«dé.á«' d' (TM, g-)

Z)emorzstração. Seja ' uma geodésica de d'Alembert Chetaev de (M, K, W)
todo t C dom 7, temos:

?(t) -S(+(z)) (+(&))
logo:

vl''t

i.e para
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Assim, dado um referencial móvel ortonormal (X1, .. . , Xn) de M numa vizinhança 
aberta U de q em M, adaptado a 9q, temos: 

n 

i= l 
n 

i=l+l 
n 

i=l+l 

o que mostra que a condição (i) do teorema (D) é equivalente a, para todo q E M, 
tr B 9 .L (q)IP.Lx~.L = O. q q 

Para finalizar este capítulo, apresentamos a seguinte proposição, que generaliza um 
resultado de [53) : 

PROPOSIÇÃO 3.5. S eja I uma geodésica de d'Alembert-Chetaev de (M, K, Ctff). Então 'Y 
é uma geodésica de (Ctff, grg) se, e somente se, 1 é uma geodésica de (M, g). Portanto, 
os levantamentos canônicos das geodésicas de d 'A lembert-Chetaev de (M, K, Ctff) são 
geodésicas de (M, g) se, e somente se, o spray geodésico de (M, g) é tangente a Ctff, i. e., 
se Pw o Sl<t = O. 

DEFINIÇÃO 3.11. Dada uma variedade riemanniana (M, g), um vínculo Ctff e TM diz­
se totalmente geodésico se o spray geodésico da conexão de Levi-Civita de (M, g) for 
tangente a Ctff. 

Observação 3.5. (a) No caso linear, temos"'· Av · S(vq) = -Bqi(vq, vq) = O para todo 
Vq E !!d se, e somente se, B <j/ l~EBM 9 = O, ou seja, se a parte simétrica da restrição 
de Bp a !!J Ef>M 9 é identicamente nula. 

(b) Pondo Ctff = TM, reobtemos o resultado de [53) que afirma serem os levantamentos 
canônicos das geodésicas de (M, g) geodésicas de (TM, gTM). 

Demonstração. Seja, uma geodésica de d 'Alembert-Chetaev de (M, K, Ctff), i.e., para 
todo t E dom 1, temos: 

i(t) = Rc · S(-y(t)) = S(-y(t)) 

logo: 
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F'ixemos f C dom ' e sejam p := '(t) € M, '«p := 't(t) C K. Seja F = (Xf, . . . , Xnn,
Xr,...,X;') um referencial móvel de r numa vizinhança aberta Z/ de w. em r.
como na definição (3..9). Corno de costume, podemos assumir que, no ponto p c
M, .(Xi(p),-- - , X«(p)) é um referencial orLonormal adaptado a O«., de modo que
(Xr(wP),..-,X."(wP)) é «ma bm' "t"':mal de Ver" . Seja(U,(0',...,#")) o cor
refere«cial dual de (t/, (XI, . . . , X«)), como na definição (3.10). Então, temos'.SI«r, =

>,j;. Ój X#, donde

n

?(wp)VÍ.H («J 'S
á-l
E

?('"-)VÍ.H («D {» X.H }
,.j=i
E

}: #('«-)Xf('«p)l»IX/ ('«.)+
i,.j=t

+ )I: ?('",)Õ}('«P) <VÍ#(«DXj ' XAH(W,)>XÉH(WP)+
,.j,k=t

+ )l: }: ?(w-)Õ («'-){VÍ#(.JX/ , Xy(w,)>XI'(w.)
,J=l

la.30)

}.l(>:Õ(«,, )X.H («,. )l#l+
k-l {-l

+ )l: ?('"p)P ('«,) (VÍr(«JX/ , À'l' (wp)>) XiH (:«.)+

+ : )l: ?('"p)P (w,) <VÍr(«J Xf, Xr(.«,)>Xr(«,.)

n

J-]
Z n

l {,.j=i
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Fixemos t E dom , e sejam p := ,(t) E M, wp := i'(t) E~- Seja F = (X[I , ... , X/!, xy, ... , Xt) um referencial móvel de ~ numa vizinhança aberta U de wp em ~ , 
como na definição (3.9). Como de costume, podemos assumir que, no ponto p E 
M, (X1(p), ... , Xn(P)) é um referencial ortonormal adaptado a Cwp, de modo que 
(X[(wp) , ... ,Xt(wp)) é uma base ortonormal de Ver! P. Seja (U,(01, ... ,0n)) o cor-
referencial dual de (U, (X1, ... ,Xn)), como na definição (3.10). Então, temos S l<ifu = 

n ,,...j H 
Lj= l 0 xj , donde: 

i= l 
n 

= L rfi(wp)V~!'(wp){Êfi XJ1} = 
i,j= l 

i ,j = l 

i ,j ,k=l 

i ,j= l r= l 
n n 

= L(Lff(wp)X/1(wp)[ek]+ 
k= l i =l 

n 

+ L ff (wp)'ifi (wp)(V~fl(wp)xr , xr: (wp)) )x{1 (wp)+ 
i,j= l 

l n 
~ ~ ,,..__ ,,..__ 1f H V V + ~ ~ 0i(wp)01 (wp)(V✓~j"(wp)xj ,Xr (wp))Xr (wp) 
r= l i,j = I 
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latas, pela equação (3.18), temos

?('"p)» (w-) <v3f.(.,,xf', X:'' ('",)> -E

2- ! )l: Õi('-,)»('-,) <X,(p), W(w,) ' R(Xj (p) , X:(p)) ' «,p>

#('",) ' PA(:«-) '(Xj(P), X:(P))+ P(wp) ' PH(«.) '(X:(P), Xj(P))
(3.31)

(p), P(«'p) ' R('-p, "p) ' wp> P(wp) ' 1'-4('«p) ' ('«p, wp)+

+ 3'(«,.) . ]'À(«.) («,, w,)

e, pelas equações (3.18) e (3.24)

>: P(wp)X:"" (w-) IÚnl + )l: ?('",)P ('"-) (v:.H.(.Jxf' , XT' ('-,)>

)(<Vx.MX., .«,> + <X*b), A(w.) x:(p)>)+

,J
n

+ )l: #(:«.)Õ («,.) <Vx.WXj, X. (P)>
i,.j=l

}: ã:(wp) (<Vx.MX*, «'.> + <X* (P), '!(.«,)

>. #'(wp)(Vx.(p)Xk, wp> =
í-l

<.'1(«,,) . ««,, X*(P)>

( « . Pw ' S(«,.), X*(P)>

l
n

l3.32)

X: (P) > )

Portanto, segue das equações (3.30), (3.31) e (3.32) quc vf't = 0 se, e somente se,

(n Pw - S(«',),Xk(p)> = 0 para 1 < k < n, ou seja, se, e s.«.e«te se, n. P«., - S(:«,) = 0,
o que é equivalente a Fw - S(uiP) = 0. Como { C dom ' foi tomado arbitrariamente,
isto mostra que t é uma geodésica de (r, gZ) se, e somente se, Pw S(+(t)) = f) para
todo t C dom '. Como ' é uma geodésica de d'Alembert-Chetaev, isto é equivalente
a +(f) = PK S(+(t)) = S(+(t)) para todo t C do«- '. Assim, + é uma geodésica de
(%', gK) se, e somente se, ' é uma geodésica de (M, g), como afirmado

D

84

Mas, pela equação (3.18), temos: 

n 

L ff (wp)01 ( wp)(V~H"'(wp)Xf"', X;""' ( wp)) = 
i,j=l ' 

= 1 t 'ifi(wp)01(wp)(Xr(P), &(wp) · R(X1(p),Xi(P)) · wp)-
i,j=l 

- &(wp) · lP'A(wp) · (X1(p),Xi(P)) + &ii'(wp) · JP'A(wp) · (Xi(P),X1(p)) = 

= 1 (Xr(P), &(wp) · R(wp, wP) · wp) - &(wp) -JP'A(wp) · (wp , wp)+ 

+ 9(wp) - JP' A(wp) · (wp, wp) = O 

e, pelas equações (3.18) e (3.24): 

n n 

L ff(wp)X/l"' (wp) [fr] + L ff (wp)01(wp)(V~H'C(wp)xr"', x::"' (wp)) = 
i=l i,j=l ' 

n 

= L ff(wp) ( (''vx;(p)Xk, wp)· + (Xk(P), A(wp) · Xi(P)) )+ 
i=l 

n 

+ L 'ifi(wp)Ô1(wp)(V X;(p)xj, Xk(P)) = 
i,j=l 

n 

= L ff(wp) ( (Vx;(p)Xk, wp) + (Xk(P), A(wp) · Xi(P)) )-
i=l 

n 

- L ff(wp)(V X;(p)Xk, wp) = 
i=l 

= (A(wp) · Wp, Xk(P)) = 
= (-K, · Pw · S(wp), Xk(P)) 

(3.31) 

(3.32) 

Portanto, segue das equações. (3.30), (3.31) e (3.32) que Vtr = O se, e somente se, 
(K, • Pw · S(wp), Xk(P)) = O para 1 ~ k ~ n, ou seja, se, e somente se, K, • Pw -S(wp) = O, 
o que é equivalente a Pw · S(wp) = O. Como t E dom I foi tomado arbitrariamente, 
isto mostra que 'Y é uma geodésica de(~, g'if) se, e somente se, Pw • S("/(t)) = O para 
todo t E dom,. Como I é uma geodésica de d 'Alembert-Chetaev, isto é equivalente 
a i(t) = P'if · S('Y(t)) = S("f(t)) para todo t E dom,. Assim, 'Y é uma geodésica de 
(~,g'if) se, e somente se, 1 é uma geodésica de (M,g), como afirmado. 

o 
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g6. UM CRITÉRIO PARA HIPERBOLICIDADE

Nesta seção, consideraremos um sistema mecânico vinculado (M, K, /', r), assu-
mindo que 'r seja uma variedade compacta e tal que (Vf7 C M) Oç Í r, e estabele-
ceremos uma condição para que o Hitxo do campo Xr(Rr), cujas curvas integrais de
base são as trajetórias físicas do sistema mecânico vinculado definidas pelo campo de
reações vincularem admissível Rr, seja hiperbólico. Tal condição será obtida com base
num critério de Wojtkowski 1661 para hiperbolicidade, que será enunciado abaixo

DEFiNiçÃo 3.12. Sejam (M, g) 'uma 'urihedade riez7zarzrziarza compacta e X c T(M) um
«mp' de "fo«' '«. M í'l gue X(q) # 0, p«a Z.do q C M- D«alem« p« (@l).«
o /luso de .X. O Puro Ót dzz-se hiperbólico ou de Anosov .se erislirem disÉHóuições
eoi M, T@'-in7/aNazzZes. E' : q c M H} Zg C TçM, E+ : q C M b} ZI' C T.M e
.E' :q C M }--#-Zqi C TçM, tais gue; ' ' '

(i) para lodo q C M, TçM = E? © E; ©E

(ü) p«,« [od. q C M, E: (ç)l,'

(iii) eráslem cores alzies a, ó > 0 tais que, para todo q C M, para lodo f > 0, [em.s

T@'-«ll < õ. "llul
IT@ '.ull < àe "Flui

se t' € .Z%

se« e.E}

.,4$ dásfr óu iões Eo, .E+ e .E
estável

são chamadas, respectãuamenfe, neutra, instável e

Decorre da definição que as distribuições -E+ e .E' têm posto constante em cada
componente conexo de M, e são contínuas, isto é, são localmente geradas por seções
contínuas de rM : TM } M (oil seja, são subfibrados vetoriais de classe CO de rM
TM -IM)

i?li)Tlz'l == H%/.=TT Ú':%';HH; % {i':'q =''«":
praleçâo q'uoceerzfe. Slzpomha guie e sfa 'n17za /arma qztadráfica corilz'n'ma Q : TM -} R

.i.e., Q é unLÜ fwLção contínua e uvllu formo. qucLdrática eln cadtt $brü) satisjazelldo as
seguintes cona'tções

TEMI) Q passít para o quocàe7zée, i.e., para lado q C M, uq c TçM, s C R, temos
g(«Ç.J sX(q)) = Q(«,), d' modo que .,í fe «m« /o«n« qu«d,áÉz« conzú'u"
Q : TM -} R a/ que Ç2 o r = Q,'
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§6. UM CRITÉRIO PARA HIPERBOLICIDADE 
Nesta seção, consideraremos um sistema mecânico vinculado (M , K, .F, <"tf), assu­

mindo que Ctf seja uma variedade compacta e tal que (V q E M) Oq (/ Ctf, e estabele­
ceremos uma condição para que o fluxo do campo X'(f (R;:), cujas curvas integrais de 
base são as trajetórias físicas do sistema mecânico vinculado definidas pelo campo de 
reações vinculares admissível R;:, seja hiperbólico. Tal condição será obtida com base 
num critério de Wojtkowski (66] para hiperbolicidade, que será enunciado abaixo. 

D EFINIÇÃO 3.12. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta e X E X(M) um 
campo de vetores em M tal que X(q) =J. O, para todo q E M. Denotemos por (</i)tER 
o fluxo de X. O fluxo qi diz-se hiperbólico ou de Anosov se existirem distribuições 
em M, T </i-invariantes: Eº : q E M H Eg C TqM, E+ : q E M H E: e TqM e 
E- : q E M H K;; C TqM, tais que: 

(i) para todo q E M, TqM = Eg e, E: EB E;;; 

(ii) para todo q E M, Eg = [X(q)]; 

(iii) existem constantes a, b > O tais que, para todo q E M, para todo t ~ O, temos: 

IIT</i ·vil~ be-tªllvll 

IIT <p- t · vil ~ be-tªllvll 

se v E E;-, 
se v E E;. 

As distribuições Eº, E+ e E - são chamadas, respectivamente, neutra, instável e 
estável. 

Decorre da definição que as distribuições E+ e E- têm posto constante em cada 
componente conexa de M, e são contínuas, isto é, são localmente geradas por seções 
contínuas de TM : TM ➔ M ( ou seja, são su bfibrados vetoriais de classe Cº de TM 
TM ➔ M). 

D EFINIÇÃO 3.13. Usando a notação acima, denotemos por TM o fibrado quociente 
TM/Eº, de modo que, para todo q E M, Tqrv1 = TqM/(X(q)]. Seja 1r : TM ➔ TM a 
projeção quociente. Suponha que exista uma forma quadrática contínua Q : TM ➔ R 
(i. e., Q é uma função contínua e uma forma quadrática em cada fibra) satisfazendo as 
seguintes condições: 

(EMl) Q passa para o quociente, i.e., para t odo q E M, vq E TqM, s E R, temos 
Q(vq + sX(q)) = Q(vq), de modo que existe uma forma quadrática contínua 
Q : TM ➔ IR tal que Q o 1r = Q; 
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IEM2) a deàuada de Ue ExQ : TM a IR, (Vuq c TM) Ex Q(uq) = á 1... Q(T@' ' t,q),
eàste e é confú&ug Segue de(EMI) gue ExQ &amóérrz passa para o quocierzfe

TM, i.e., eãste Exg : TM } ]R taZ q'ue ExQ o r = ExQ,'

(EM3) ê é «ã.-d.g.-«d. e Íxê é de$«ád. p":""

Se ""',a í«/ /orvrz« gu«d,átác« Q e«#'tã,, doze«.« que o Pu«(Ó')«:R é estütamente
monótono

Usaremos o seguinte teorema para estabelecer a condição para hiperbolicidade men-
cionada no início desta seção:

Teorema (Wojtkowski,[66]). Se o fluxo (Ó')tclR for estritamente monótono, então ele é
hiperbólico.

No caso do campo Xr(Rr) C l(r), cujas curvas integrais de base são as tra-
jetórias físicas do sistema mecânico vinculado (M, K, J:, W) definidas pelo campo de

reações vincularem admissível Rr, podemos identificar, para Lodo u, c %', Tu.%' :=

T,,r/IX«(Rr)(uç)l com o subespaço de T..%' dado por: '

{X,. c T..Z l <T X,., uq> ' 0}
Com efeito, como tal subespaço tem codimensão 1, é suficiente verificar que, para

todo ",.C %', Xr(Rr)(".) "ão pera"" - ele. Mas, X«(Rr)(«.) = S(u,) + À«. (.Fi(«,) +
RI'(uç)), onde S é o spray geodésico da conexão de Leva Civiba de (M,'g), de modo qile
(TH« . Xr(Rr)(uç), uq> = <uç, uq> > 0, pois, pela hipótese feita sobre Z no início desta
seção, ©, # %'.

A seguinte proposição fornece um critério para que o fluxo (çó')t:R de XK(Rr), se.la
hiperbólico

PRoPosiçÃO 3

em T«,@

Q- (u«) : X,, n
Q2(u,) : X.. -}

à. Dado 'uq C (#, considere as seg'uivttes jomttüs quadráticas, deliítidas

<n ' X,, , TzK ' Xu, >

(TTF ' x.., R(«,, Tz« ' x«.) . «. + rW («.) . ' .r,.+
+ I'J''(«,) ' T« ' X«. + ü'Rr(«.) ' H ' .Y.. + E'Rr(«.) ' T« - .X,.>+

+ <« x.,, « . x.) + {gçee'â;l-'' "' ">
x«., «,>+

+ <T , . X,., P(«,) + nr(«,)>)
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(EM2) a derivada de Lie ~xQ: TM ➔ JR, (Vvq E TM) ~xQ(vq) = ~ li=o Q(T <t>t · vq), 
existe e é contínua. Segue de (EMl) que ~xQ também passa para o quociente --- ----- -- -----T M, i.e., existe ~xQ: TM ➔ lR tal que ~xQ o 1r = ~x Q; 

(EM3) Q é não-degenerada e &Q é definida positiva. 

Se uma tal forma quadrática Q existir, dizemos que o fluxo (1>t)tEIR é estritamente 
monótono. 

Usaremos o seguinte teorema para estabelecer a condição para hiperbolicidade men­
cionada no início desta seção: 

Teorema (Wojtkowski,[66]) . Se o fluxo (1>t)tEIR for estritamente monótono, então ele é 
hiperbólico. 

No caso do campo X w(RF) E X('ít'), cujas curvas integrais de base são as tra­
jetórias físicas do sistema mecânico vinculado (M, K, :F, 'íf) definidas pelo campo de 

reações vinculares admissível RF, podemos identificar, para todo vq E 'íf, Q := 

T vq 'íf /[X'íf(RF )(vq)] com o subespaço de Tvq 'íf dado por: 

{Xvq E T vq 'íf 1 (T7r',f · Xvq, Vq) = O}. 

Com efeito, como tal subespaço tem codimensão 1, é suficiente verificar que, para 
todo vq E~, X<ef'(RF)(vq) não pertence a ele. Mas, X <t?(RF)(vq) = S(vq) +>.vq (:F~(vq) + 
RF(vq)), onde S é o spray geodésico da conexão de Levi-Civita de (M, g), de modo que 
(T1r'íf · X'íf(R:,:)(vq),vq) = (vq,vq) > O, pois, pela hipótese feita sobre 'íf no início desta 
seção, (())q </. ct'. 

A seguinte proposição fornece um critério para que o fluxo (1>t)tEIR. de Xc6 (RF), seja 
hiperbólico: 

PROPOSIÇÃO 3.6. Dado Vq E ctf, considere as seguintes formas quadráticas, definidas ----em T vq 'ít': 

Qi(vq): Xvq H(K · Xvq, T1r'íf · Xvq) 

Q2(vq) : Xvq H(T 'Tr<tf • Xv9 , R(vq, T 'Tr<tf • Xvq) · Vq + lF:Ftt (vq) · K · Xvq + 
+ IP'F"(vq) · T1r<6 · Xvq + lFR:,:(vq) · K · Xvq + IP'RF(vq) · T7r<c · Xv

9
)+ 

( X v ) { 2(F"(vq) + RF(vq), vq) + K . Vq, K, º ./\.vq + ( )2 -
Vq,Vq 

_ (K·Xvq,vq)+(T1rcc · Xvq,Ftt(vq)+RF(vq)) }(( ·X ) 
( ) 

K Vq, Vq + Vq ,Vq 

+ (Tm6' · Xvq,:F~(vq) + RF(vq))) 
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onde R é o leTzsor de cziruafura da c07zezão de Lez,i-CáuíZa de (M, g)
3e, para todo uq C (#, Q\ kuqà jor nào-degelterada, e (2atuq) for de$nidn positiva

e\tão o $uzo t$t )t de XvtRr) é h perbólàco

Na demonstração, ilsarenios o seguinte ]ema, que fornece a equação dos campos de
Jacobi do buxo de XK(nr):

LEMA 3.5.

«a. t(t)
J)ado X,. C T%', {erlzos, para todo t c ]R, Tç6e

@'(«,) . J c r(7) é « «/«çã. d'.'
H+(t)/(t) + Àt(t)VtJ

V,:J = R(+, J) ' t + F;:'H (+) . VtJ + iE'.N(+) . J+
-F FRr('t) V*J + I'nr('}) . J (3.33)

""'' c-dará. Íni i'/ J(0) , V.l.-oJ

Oe".-'t,«ção. Tome c : ( c,c) -+ r ta] que d(0) = X..
( c,c), seja 7(t,$):= 1roÓ'.c(s). Então, l ara cada s C (
integral de base do campo XV'(Hr), ou seja

e, para todo t c R, s €
., .), ', : '(., .) é c«r«

V.+, = j''l(+,) + Rr(+,)

e, aplicando V.l.=o a ambos os membros desta última equação, obtemos a equação

D

Z)emorzsfração da proposição (3.6). Tomamos H : T%' -+ IR dada por H(X,.) = : llq,.]-
T7rW X.çllz, onde /l.,li é a projeção ortogonal. Então, para todo uq c %', Xu. € T..%',
s c IR, ternos H(X«. + sXK(Rr)(uç» = H(X«.), de modo que // passa para o qil:ci-
ente T%'. Seja C? := Ex.ó.(Xr)H, de forma que Q também passa para o quociente T%'
Aplicando o lema (3.5), conclui-se, após um cálculo direto

c?(x-.) - ii,.. H(T@' x,,)

- <T« X,., « X-.> - {!!;1::$«:!Z:} (i;;-i;$:=::! (<'; x«.,«.>+

+ <T«+ - x«., w(".) + Rr(«.)>) + {rliii:' x « uç> <w(«.) + /z,(«,), ",>

Eín TZ, polido <T7rK X,e,uç> ' 0 no segundo membro desça última equação

obtemos Q(X-.) = C? (u.)(X,.) = <TzK X,., H - X,.>
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onde R é o tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita de (M, g). 
Se, para todo Vq E 'ef', Q1(vq) for não-degenerada, e Q2 (vq) for definida positiva, 

então o fluxo ( <fl)t de X ,6'(R:,:) é hiperbólico. 

Na demonstração, usaremos o seguinte lema, que fornece a equação dos campos de 
Jacobi do fluxo de X w(R:,: ): 

LEMA 3.5. Dado Xvq E T'ef', temos, para todo t E lR, T qi · Xvq = Ht(t) l(t) + Àt(t) 'vtl, 
onde 1(t) = ql(vq) e J E x('y) é a solução de: 

'v/ J = R(i', J) · 'Y + lF.r~ (i') · 'vtl + IP.r"(1) · J+ 
+ lFR:,:(i') · 'vtl + lP'R:,:(i') · J 

com condição inicial J(O) = T1rw · Xvq, 'vtlt=ol = K, · Xvq· 

(3.33) 

Demonstração. Tome e : (-E, E) -+ 'ef' tal que c' (O) = Xvq, e, para todo t E 1R, s E 
(-E, E), seja ,(t, s) := 1rw o </>to c(s). Então, para cada s E (-E, E), 'Ys := --y(·, s) é curva 
integral de base do campo X ,6'(R;: ), ou seja: 

e, aplicando V sls=O a ambos os membros desta última equação, obtemos a equação 
(3.33). 

D 

Demonstração da proposição (3.6). Tomamos H: T'ef'-+ lR dada por H(Xvq) = ½ IIP[vqJ.L· 
T 7r'if · Xvq 112, onde P[vq].L é a projeção ortogonal. Então, para todo vq E 'ef', Xvq E T vq 'ef', 
s E JR, temos H(Xvq + sX,6'(R:,: )(vq)) = H(Xvq), de modo que H passa para o quoci-
ente N. Seja Q := r..x'fl(R:,-)H, ele forma que Q também passa para o quociente N. 
Aplicando o lema (3.5), conclui-se, após um cálculo direto: 

Em N, pondo (T1r'rf · Xvq, vq) = O no segundo membro desta última equação, 
obtemos Q(Xvq) = Q1(vq)(XvJ = (T1r,c · Xuq, K- · Xvq). 
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Calculando a derivada de Lie Exv(ar)Q através do lema(3.5), e novamente fa

lendo. <TzK X,.,t;ç> = 0 para passar ao quociente Tr, obtemos Ex... Hx)Q(X,.) =
Q2(z;ç)(X,.). Assim, a hipótese da proposição galante que o fhlxo (Ó')t é estritamente
monótono, portanto hiperbólico.[]

lüemplo 3.4. Sda (M, g) 'mma uadedade deman7záü7za corrzpacta, e tomemos ezrz M

a uz'óculo dado pelo erenlplo Í2./.e) "dárzómica isocinéZáca", ou sda, © = {uq c

TM l <uq,u,> = e'},e # 0. Cofzsideremos um campo niagnéZÍco B c Q2(M), cnm rz
comespondenfe /arfa de Zorentz g' : TM -} TM, como rzo cap#alo /, e lorne7rzos uríz

poéerzcíal V C g(M). Sqa /l := ey grad V o rM. Obteremos tina condição para que
) Buxo do campo GMA X« seca hiperbó\ w

7'errlos ,4 = 0 e, dado z;q C %', fe rios Cu. = luçli, IV-. ' lziçl. P07Zarzto, T«,%' =

{X% c.T«.TM l Pl-.l '.x ' X.. = 0 o <H ' X..,tlç> = 0}. Z;ogo, T,r - {X.. c
T,,TM l <x - X.q, uq> ' <T7r« X,., u,> = 0}, e t;erzPca se por polahzcção que a /arma
qu«d,átÍ« O-.l«.) : X-. C T,r -} (H X«., TzK ' X..> é nã.-d.g«.da. .41é«, dí«.,
dado .X.., C Tç%', pondo (g := Tz« X,q, qç := n ' X.q, 'nm cárc'u/o dêrefo mosll'a que;

a,(«,)(x., ) <FI(«,, e,) ' .., e.> + < VG grau V + 9'(q.) + (V{.9')(«.)-

$ <grad V(q), u,>q., (,>+

+ <q,,q,> 3 <(., - grau V(q) + 9'(«,)>: -

('7, g=!D ib<g«d VM,,,>G)'

2-(}# :b <g«d V(ç), «.>'(j + <R(",, e,) ' «,, e,>

(Ve. grau V,(,> + <(Ve,g')(«.),(-> S <e,, grau V(q) + #'(«.)>'

Assàlti, conclui-se que, se para todo u. € % a jorTita quadlátecü

(q C TqM -} g=(}!F -- :iB4 <grad V(q), t,q>'(Í + <R(uç,e.) . uq,(q>

<vC. grau v,(,> + <(VG@')(u,),e.> 3 <(., grau V(q) + #'(«,)>'

/ar pos égua de/ir7ida cm luçlZ C TçM, e7zZão o Puro do campo Git//l Xr é üipcróó/ãco
Esta/07vrza q'uadr'ataca corzcorda com a do teorema ÍV.JJ de lõ61 Íporzdo }y = 0 e
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Calculando a derivada de Lie J.:,Xcc(R:F)Q através do lema (3.5), e novamente fa-
----- -zendo (T1rw · Xvq, Vq) = O para passar ao quociente T~, obtemos 52,Xcc(R:F)Q(Xvq) = 

Q 2 (vq)(Xvq). Assim, a hipótese da proposição garante que o fluxo (</l)t é estritamente 
monótono, portanto hiperbólico. D 

Exemplo 3.4. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta, e tomemos em M 
o vínculo dado pelo exemplo (2. 1. e) - "dinâmica isocinética", ou seja, ~ = { vq E 
TM 1 (vq, vq) = e2

}, e =/ O. Consideremos um campo magnético B E [h(M), com a 
correspondente força de Lorentz f!J/ : TM -t TM, como no capítulo 1, e tomemos um 
potencial V E J(M). Seja .r~ := f!J/ - grad V o TM. Obteremos uma condição para que 
o fluxo do campo GMA Xc,r seja hiperbólico. 

Temos A= O e, dado Vq E ~, temos Cv
9 

= [vq]-1, Wv
9 

= [vq}. Portanto, Tv
9 
~ = 

{Xvq E Tv9 TM I P(vq) · K, • Xvq = O {=} (K, · Xv
9

, Vq) = O}. Logo, T,(7f = {Xvq E 
Tv9 TM 1 (K, · Xv9 , vq) = (T1rc,r · Xvq, vq) = O} , e verifica-se por polarização que a forma 

quadrática Q~q) : Xvq E T,(7f H (K, · Xvq, T 1r'if · Xv
9

) é não-degenerada. Além disso, 

dado Xv9 E Tq~, pondo Ç,q := T 1rce · Xv
9

, 'f/q := K, · Xv
9

, um cálculo direto mostra que: 

Assim, conclui-se que, se para todo Vq E cif a forma quadrática: 

for positiva definida em [vq] .L e TqM, então o fluxo do campo GMA X <if é hiperbólico. 
Esta forma quadrática concorda com a do teorema (4.1) de [66] (pondo vV = O e 

88 



E = grad VJ. Por e enFIo rz/áde l66lJ, se rz uaüedade ráemrlrznea7za (M,g) [áuer
curuaéura seccãorza/ r7zelior g'ue k' < 0, e se B e V .forem tais que

WP -- WQSU»l * dT * @:lw )' .:: *:
ntlão o Pulo de X.f é hiperbólico. Note lambéln que, como piso particular, pondo
B = 0 e V = 0, oóZém-se o corzhecido res'u/trzdo de Hno.sou, segundo o qua/ o Pzizo
geodésico no vibrado tangente unitário de uma 'variedade ráemazznàana cornpacfa com
cu,ruptura lecciona! 'negar'iua, é h'iperbólãco.
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E = - grad V). Por exemplo (vide [66]}, se a variedade riemanniana (M, g) tiver 
curvatura seccional menor que -k2 < O, e se B e V forem tais que: 

.:..:.__llv7_t!J/_.c.;_// + .:..:.._I/V_('-'--gr_·ad_V___;)_;_:_11 + (-//t!J/_/1 + _l/g_ra_d_V_/1 )2 < k2 
e e2 e e2 

então o fluxo de X ,6 é hiperbólico. Note também que, como caso particular, pondo 
B = O e V = O, obtém-se o conhecido resultado de Anosov, segundo o qual o fluxo 
geodésico no fibrado tangente unitário de uma variedade riemanniana compacta com 
curvatura seccional negativa é hiperbólico. 
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Clapítulo 4

Sistemas Lagrangeanos Vinculados

Sejam (M, L) um sistema lagrangeano e Z C TM um vínculo. Neste capítulo serão es
mudadas as {r@etádas do sêsfema /agia?zgearzo 'oàrzcu/ado(M, L, %'). Tais trajetórias são

definidas a partir de uma generalização do princípio de Hamilton da ação estacionária,
i.e., são os pontos críticos do funcional de Lagrange numa variedade de Banach de
curvas horizontais ao vínculo. No caso particular em que o vínculo é um subfibrado
vetorial g? C TM e a lagrangeana é clássica, com potencial V nulo, obtemos a geometria
sub-riemanniana.

gi. TRAiETORiAS NORMAIS E ABNOnMAis

Dnp'rNiÇÃo 4.1. Ur7t sistema lagrangcano vinculado é v17n.rz terzza(M, L, r), orzde(M, L)
é um sistema /agrangeano e 'r C TM é um uíhcuZo.

Até o final deste capítulo, será fixado um sistema lagrangeano vinculado (M, L, %')
Como no capítulo 2, também fixaremos um censor métrico g em M, e se a lagrangeana
for clássica, suporemos que g é o tensor métrico induzido pela energia cinética K

Seja la, ól C R urn intervalo. Corno vimos na seção (2.1), para k > 1, C*(M, y, la, ól)
é subvariedade difeienciável mergulhada em Ck(M, la, bl), e o seu espaço tangente em
7 C C*(M, Z, la, ól) é dado poi

T,Ck(M , %', I', ól) {X € T,rCk(M,la,ól) IK-/)w -À+VIX+K.P» H+X 0}

Além, disso, dado q c M, Ck(M, r, la, ól, q) é subvariedade diferenciável mergulhada
fechada em C"(M, r, la,ól), e o seu espaço tangente em ,y C C*(M, r, la, ól,ç) é dado
por T7C*(M,Z, la, ól, q) = {X € TçC'(M, r, la, ól) l X(a) = 0}

O mesmo vale para Hk no lugar de CK, se k > 2. Como anteriormente, omitiremos
o la, ól da notação, estando o intervalo ja, ól fixado e não havendo risco de conílisão.

O vibrado vetorial S,r e as aplicações dados pelas seguintes definições terão um papel
importante neste capítulo
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Capítulo 4 

Sistemas Lagrangeanos Vinculados 

Sejam (M, L) um sistema lagrangeano e 'íf e TM um vínculo. Neste capítulo serão es­
tudadas as trajetórias do sistema lagrangeano vinculado (M, L, 'íf). Tais trajetórias são 
definidas a partir de uma generalização do princípio de Hamilton da ação estacionária, 
i.e., são os pontos críticos do funcional de Lagrange numa variedade de Banach de 
curvas horizontais ao vínculo. No caso particular em que o vínculo é um subfibrado 
vetorial ~ e TM e a lagrangeana é clássica, com potencial V nulo, obtemos a geometria 
su b-riemanniana. 

§1. TRAJETÓRIAS NORMAIS E ABNORMAIS 

DEFINIÇÃO 4.1. Um sistema lagrangeano vinculado é uma terna (M, L, 'íf), onde (M, L) 
é um sistema lagrangeano e 'íf C TM é um vínculo. 

Até o final deste capítulo, será fixado um sistema lagrangeano vinculado (M, L, 'íf). 
Como no capítulo 2, também fixaremos um tensor métrico g em M, e se a lagrangeana 
for clássica, suporemos que g é o tensor métrico induzido pela energia cinética K. 

Seja [a, b] e Rum intervalo. Como vimos na seção (2.1), para k ~ l , ( k(M, 'íf, [a, b]) 
é subvariedade diferenciável mergulhada em (k(M, [a, b]), e o seu espaço tangente em 
1 E Ck(M, 1ff', [a, b]) é dado por: 

T -rCk(M, 'íf, [a, b]) = {X E T-y Ck(M, [a, b]) 1 "'· Pw · A,/vtX + K, • Pw · HyX = O} 

Além, disso, dado q E M, (k(M, 'íf, [a, b], q) é subvariedade diferenciável mergulhada 
fechada em (k(M, 'íf, [a, b]), e o seu espaço tangente em I E (k(M, 'íf, [a, b], q) é dado 
por T, Ck(M,'íf, [a, b], q) = {X E TqCk(M, 'íf, [a, b]) i X(a) = O}. 

O mesmo vale para Hk no lugar de (k, se k ~ 2. Como anteriormente, omitiremos 
o [a, b] da notação, estando o intervalo [a, b] fixado e não havendo risco de confusão. 

O fibrado vetorial S, e as aplicações dados pelas seguintes definições terão um papel 
importante neste capítulo: 
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Duf'íNiÇÃ0 4.2. Seja 'r C C:(M,y). Então t C la,ól n (;Ü,) c T,r(t)M é vénia

«çâ. ««th« d. Jió«ü. d. G«m«- d« «.-p/-« d' ''TM, a,«('y'TM), .nd.
111 = rk W. Ou seja, S,r := UtCra,ól(:;1.) e Si := U.çla,ólCt(t) são suà/iórados ueZolíriis

corztúz'uos do pull back '*TM. Se ' C Ck, Ê > 1, então S,r e SZ são uó$brados de classe
CK :. .4nalogamerzte, se ' C Hk(M,r) c CK :(M,r), k > 2', S.r e St são szió$órados
de classe Hk l ri.e., é /ocafmeníe gerados por senões de classe HK iJ de ,y+TM

Obsez"nação 4.1- Seja77z M urlza t;adedade dã/ererzcàáue/ rá. e., de c/asse C-J, compacta,
possiue/merzfe canil bordo, e 7rc : ( + M 'nrrz .#ürada 'nefodat de c/asse Ck, k > 0. JÓ'nfão,
pe/a compacádade da base M, ezàste /V € N ta/ gt&e : ( } M é ásomorlb a 'um

suó[ibrado ueforia] de classe Ck do ./obrado tàt/iaZ rC'-J ]Rx. .assim, pozzdo M = la, ól,
rLa sàt'nação descútü nü áe$1tàção acàmcl, te'íthos

(a) para k > 2, se ' C H'(M,Z), ,y*TM é 'um #órado ueforÍa/ de c/asse Ck l sopre

la,ól. TomcErzdo /V C N como acima, para € = 'r'TM, c'oncZui-se que S,r e SI
são suó/iórados de c/asse HK l do #órado uefortaZ difere?rbciáuel Rabi ' Pot/enzos
aplacar, padanto, a &eorirz de 1441, ca/lífulo 14, parra S,r e St, ou sda, podemos
ap/ácar a Sv e SX os/urzctores H; e C; ', 0 < s < É l

jb) ana/ogarrzerzte, para k > 1, se ' C C*(M, r), e,zlâo S, e S+ são suó$brados ueéahais

de cla.sse Ck l do Jiórado IriuzaZ RX,ÕI , para aZgu7rz JV C IV st{/icienfeme7z&e grazzde,
de moda que pode rios aplacar a S,r e S7 os /urzctores HS e CS, 0 < s < k l

DEFINIÇÃO 4.3. Sey'airz k, s C N, A > 2
seg ates ap/{cações /ãneares contáhuasi

1 < s < k, e ' C H"(M,r) Con,si,dele'm,os a,s

T' T,H;(M) H
J h---.>

n' :(s.)
g"(+) . v.J .4('t) J

.«d. á'l e Á 'ã. d.d« p'l« ddnáçõ« (2.2) e (3.7), «sp«f:"."n*', e

€ : T,H:(M,'y(«)) -, H' :(S,)

T-',Ó : T,H (M,'y(a),7(b)) q H' :(S,)

de$nád« p.las «sl,içõ« de 7" a T,H:(M,'y(a))
mente.

' T,H;(M,7(.).'y(b)) respectiva.

Note que, dados Ê > 2, 1 < s < Ê, o mesmo argumento da demonstração da
proposição(2.5) implica que 7" e Tas são sobrejetivas. Além disso
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DEFINIÇÃO 4.2. Seja , E C1 (M, ~). Então t E [a, b] 1----r C.fct) e T y(t) M é uma 

seção contínua do fibrado de Grassmann dos m-planos de ,*TM, Grm(,*TM), onde 
m = rk w. Ou seja, s')' := UtE[a,bJC.fct) e s; := UtE[a,b]C,r(t) são subfibrados vetoriais 

contínuos do pull back ,y*TM. Se 'Y E Ck, k ~ 1, então S"l' e S; são subfibrados de classe 
ck-l. Analogamente, se 'Y E Hk(M, ~) e ck-l (M, ~), k ~ 2, s')' e s; são subfibrados 
de classe Hk-l (i.e., é localmente gerados por seções de classe Hk- l J de ,*TM. 

Observação 4.1. Sejam M uma variedade diferenciável (i. e., de classe C00 
), compacta, 

possivelmente com bordo, e 1íf. : ç ➔ M um fibrado vetorial de classe Ck, k ~ O. Então, 
pela compacidade da base M, existe N E N tal que 7í E. : ç ➔ M é isomorfo a um 
subfibrado vetorial de classe Ck do fibrado trivial (C00

) 1Rt;'. Assim, pondo M = [a, b], 
na situação descrita na definição acima, temos: 

(a) para k ~ 2, se I E Hk(M, ~), ,*TM é um fibrado vetorial de classe ck- l sobre 
[a, b]. Tomando N E N como acima, para ç = ,*TM, conclui-se que S"Y e S; 
são subfibrados de classe Hk-l do fibrado vetorial diferenciável JR{:,bJ. Podemos 

aplicar, portanto, a teoria de [44], capítulo 14, para S"Y e S;; ou seja, podemos 
aplicar a S')' e S; os functores H5 e cs-1 , O ~ s ::;; k - 1. 

(b) analogamente, para k ~ 1, se I E (k(M, 1&"), então S"l' e S; são subfibrados vetoriais 
de classe (k-l do fibrado trivial JRí~.b], para algum N E N suficientemente grande, 

de modo que podemos aplicar a S"Y e S; os functores H5 e CS, O :::; s ::;; k - 1. 

DEFINIÇÃO 4.3. Sejam k, s E N, k ~ 2, 1 ~ s :s; k, e I E Hk(M, ~). Consideremos as 
seguintes aplicações lineares contínuas: 

rs: Hs-l(S')') 
&.1('-y) · "vtJ - A(i') · J 

onde 9.1 e A são dadas pelas definições (2.2) e (3.7), respectivamente, e: 

T;: T')' H5 (M,,(a))---+ H5
-

1 (S')') 

r;,b: T')'H5 (M,,(a),,(b)) ➔ w-1 (S')') 

definidas pelas restrições de T 5 a T'i'H5 (M,1(a)) e T"YH5 (M, 1(a), 1 (b)), respectiva­
mente. 

Note que, dados k ~ 2, 1 ~ s ~ k, o mesmo argumento da demonstração da 
proposição (2.5) implica que rs e T; são sobrejetivas. Além disso: 
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T,rH*(M, K) = ker T'

T,H'(M, Z, '(a)) = kerTak

e, para k > 2, 1 < s < k, temos as seguintes inclusões contínuas

ker7:lt c kerTas.Z,

ker 7T+i c ker Tas

ker T'+i c ker T'

kerTas.b C ker Tas C ker T'

e o mesmo vale se substituirmos "ker" por ''lm

Estamos agora em condições de definir as trajetórias do sistema lagrangeano vin.
culado (M,L, Z): ' '

Dup'iNIÇÀ0 4.4. Urna czirua ' C H:(M, %', la, ól) diz se regular se .for zzm p07zZo regra/ar
üa aplicação pollto anal:

eu/ n:(M, %', ja, ól, '('))
V

---} M

--} 'y(ó)

Dub'iNiÇÃ0 4.5. Urna c?crua ' € H2(M,r, [a, ó]) diz-se 'nrrza trajetória abnormal do

sisZerrirz /agrarzgea7zo uánc71lado (M, L, r) se /ar lzm porzlo cmÍfÍco da ízpZicação pnrzlo
hna eu!

Diz se que ' C H:(M,r, la,ól) é zzma trajetória normal do sásÉemrl /abranger/r o
?/irlculado (M, L, %') se kerT:P.. C ker d-g'('r). ' '

lqo caso e'm q'üe a, magra'ngea'na é da,da pei,a e'nerg'ta c'tn.ética; VI i.. d'uzàda, .pelo te'nso'r

co g, c/lamarrzos as Zrnlefárias rzormazs/aórzorma s de geodésicas normais/abnormais
de (M, g, %'). '

Oósemaçâo 4.2. (a) .4 rzomerzc/afz'ra noltrial/abnormal z,em da geomeZràa suó-üerzianrzia7za

quando 'd = 9 é llm ünculo LiitenT, ou seja, um subhbradn uetorial dijerenciá el

de TM, as geodésicos flor'mais/aó7zormaãs de (M, g, g) coincidem com as geodésÍcas

rz07mais/aó7zormaãs, no serzfido da geometria suó raCHam.7zíarza, de (M, g, gjPO. p)
/Vale que as ZraUefáráas aórlormais de (M, L, r) árzdeperidem dcl /agrangeazza'L,
pod.er'íamos chavítá lüs, l)orla.nlo, de "geüdésicüs" nu "tl'ajetórins" abitormüts de
(M, g'), serra re/erência â /agrarzgea7za ou ao ferzsor lrzéffico

93

T 1 H k ( M, Cef') = ker Tk 

T 'Y H k ( M) Cef') 'Y (a)) = ker r: 
e, para k ~ 2, 1 ~ s < k, temos as seguintes inclusões contínuas: 

ker rs+l e ker T ª a,b a,b 

ker ys+ l e ker y s a a 

ker rs+l e ker T 5 

ker ys e ker Ts e ker T s a ,b a 

e o mesmo vale se subst ituirmos "ker" por "Im ". 
Estamos agora em condições de definir as trajetórias do sistema lagrangeano vin­

culado (M, L, ~): 

DEFINIÇÃO 4.4. Uma curva I E H2 (M, Cef', [a, b]) diz-se regular se for um ponto regular 
da aplicação ponto final: 

ev1 : H2 (M ,Cef',(a,b),,(a)) ---+ M 
'Y ~ ,(b) 

DEFINIÇÃO 4.5. Uma curva I E H2(M, CC, [a, b]) diz-se uma trajetória abnormal do 
sistema lagrangeano vinculado (M, L, CC) se for um ponto crítico da aplicação ponto 
final ev1. 

Diz-se que I E H2 (M, Cef', [a , b]) é uma trajetória normal do sistema lagrangeano 
vinculado (M, L, CC) se kerT;,b C kerd2'(,). 

No caso em que a lagrangeana é dada pela energia cinética K induzida pelo tensor 
métrico g, chamamos as trajetórias normais/abnormais de geodésicas normais/abnormais 
de ( M , g, Cef') . 

Observação 4.2. (a) A nomenclatura normal/abnormal vem da geometria sub-riemanniana: 
quando ~ = !íJ é um vínculo linear, ou seja, um subfibrado vetorial diferenciável 
de TM, as geodésicas normais/abnormais de (M, g, !íJ) coincidem com as geodésicas 
normais/abnormais, no sentido da geometria sub-riemanniana, de (M, !íJ, glP(f)M p). 
Note que as trajetórias abnormais de (M, L, Cef') independem da lagrangeana L; 
poderíamos chamá-las, portanto, de "geodésicas" ou "trajetórias" abnormais de 
(M, Cef'), sem referência à lagrangeana ou ao tensor m étrico. 
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(b) Se '.C HZ(M, %') é umrl cume regular, i.e., se /pr um palito regzilar de eu/, erzlãa

H: (M, %', '('), '(ó)) é «m« ;«b«M.dado ad""'iú«/ «,er#«/Â«d« .m H: ( M, %', 7('))
rluítla uizi7}hança conueitiente de 'y e seu espaço taTlgente em 'y coincide com

kart:.b. Poüaítto, neste caso, ,y é 'uma trajetóda llorma! se, e soTrtcltLe se, JoT
um gonzo estacíonáho da restrição de .2' : H'(M) a R a H: (M, r, '(a), '(b)).

(c) Como na ge017zelMa sub-Memarznãana, uma curda ' € H2(M, %') pode sel simuZfa-
neame'nte uma trajetóüa normal e abnorma!.

(d) Poderá'amos te7' 'usado espaços de czlruas C', ao in'ués de HZ, para de$nir as fra
$etó as do sisteniü tügravtgeaTto- No ccçso das traje{6düs abnowrta s, obteríamos
üm teorema azzáZogo ao teorema(E), mutatis mutandis, com re/açâo âs t7'aU'efóráas
riam?cais, pide obsemaçãa (4.5), página 70,f

(e) .4s trajetóhas normais e ab7zorr7za s independem do terzsor métrico auz / ar g. C'om
eleito, hto é euàdelLte no caso das trajetóüüs abnorlttais, q'ue são os pontos c«ficas
ia ap cc ção 'ponto vital e'uf. No caso d s traietóriüs Ttormaãs, basta obter'uar q'ue

o s«óe$p"ço kerTa2.õ d' T,H:(M,'y(a),'y(b)) é d'd. por {J C T,H:(M,y,7(a))
J(ó) = 0}, e clara77zente árzdeperzde do censor' mé&Mco

[.].. Equações das traljetó'úas e o campo de uetores varria.ci.on,a]

Nesta subseção serão caracterizadas as trajetórias abnormais (teorema (E)) e nor
mais (teorema (F) , teorema (G» do sistema lagrangeano vinculado (M, L, @). No caso

das trajetórias normais, mostraremos que, se uma certa condição de regularidade sobre
a lagrangeana e sobre o vínculo a condição que chamamos de c07zd ção(7Z) for
satisfeita, elas são as projeções em M das curvas integrais de um campo de vetores di-
ferenciável definido no espaço total PV do vibrado vetorial aw : }V --> '#; em particular,
elas são diferenciáveis.

Os principais resultados serão precedidos por uma série de deânições e lemas ne
cessários para demonstrar os teoremas (E) e (F). Em poucas palavras, nestes lemas,
dada ' C H:(M, r, ]a, b])

(i) provámos que kerT:2.. é denso em ker:rat.ó(o que será usado na demonstração do
teorema (F));

(ii) provámos que as aplicações 7-2ó e Tnl.Ó têm imagem fechada e que, se uma delas for
sobrejetiva, a outra também é(o que será usado para caracterizar as trajetórias
abnormais, no teorema (F));

(iii) calculamos a adjunta(Tnl.Ó)'(o que Lanlbém será usado pala demonstra! o teorema(F))
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(b) Se I E H2 
( M, ?ff') é uma curva regular, i. e., se for um ponto regular de ev 1, então 

H2 (M, ?ff', ,(a), ,(b)) é uma subvariedade diferenciável mergulhada em H2 (M, ?ff', 1 (a)) 
numa vizinhança conveniente de I e seu espaço tangente em I coincide com 
ker T; b · Portanto, neste caso, 1 é uma trajetória normal se, e somente se, for 

um p~nto estacionário da restrição de .:L': H2 (M) ➔ R a H2 (M, ?f, ,(a), 1 (b)). 

(c) Como na geometria sub-riemanniana, uma curva I E H2(M, ?ff') pode ser simulta­
neamente uma trajetória normal e abnormal. 

(d) Poderíamos ter usado espaços de curvas C1, ao invés de H2, para definir as tra­
jetórias do sistema lagrangeano. No caso das trajetórias abnormais, obteríamos 
um teorema análogo ao teorema (E), mutatis mutandis; com relação às trajetórias 
normais, vide observação (4.5), página 104. 

(e) As trajetórias normais e abnormais independem do tensor métrico auxiliar g. Com 
efeito, isto é evidente no caso das trajetórias abnormais, que são os pontos críticos 
da aplicação ponto final ev1. No caso das trajetórias normais, basta observar que 
o subespaço kerT;,b de T7 H2 (M,,(a),,(b)) é dado por {J E T7 H2 (M, 'íf,,(a)) 1 

J(b) = O}, e claramente independe do tensor métrico. 

1.1. Equações das trajetórias e o campo de vetores variacional 

Nesta subseção serão caracterizadas as trajetórias abnormais ( teorema (E)) e nor­
mais (teorema (F), teorema (G)) do sistema lagrangeano vinculado (M, L, ?ff'). No caso 
das trajetórias normais, mostraremos que, se uma certa condição de regularidade sobre 
a lagrangeana e sobre o vínculo - a condição que chamamos de condição (R) - for 
satisfeita, elas são as projeções em M das curvas integrais de um campo de vetores di­
ferenciável definido no espaço total W do fibrado vetorial 1rw : W ➔ 'íf; em particular, 
elas são diferenciáveis. 

Os principais resultados serão precedidos por uma série de definições e lemas ne­
cessários para demonstrar os teoremas (E) e (F). Em poucas palavras, nestes lemas, 
dada, E H2(M, ?ff', [a, bJ): 

(i) provamos que ker T; b é denso em ker T; b ( o que será usado na demonstração do 
teorema (F)); ' ' 

(ii) provamos que as aplicações TJ b e T; b têm imagem fechada e que, se uma delas for 
sobrejetiva, a outra também ' é ( o que será usado para caracterizar as trajetórias 
abnormais, no teorema (F)); 

(iii) calculamos a adjunta (T;,b)* ( o que também será usado para demonstrar o teorema (F )). 
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DEFINIÇÃO 4.6. 1)riria ' C Hk(M,%'), k > 2, co zsideremos os segtlinfes s'r/óespízços

/«had« d' T,HK(M) . T,Hk(M, '(.)).
E := {X c T,H'(M) l Vt'X = 0}

E. : c T,H'(M,l(.)) l V.'X
e, para 1 < s < k;

T,H ;(M , 7(.) )
consideremos os seguãrzfes suóespaços /ec/fados de T,rHS(M) e

F" : {X c T,H;(M) #'(+) V.X (a)

Fn' : C T,H:(M,'y(a)) l #(+) - V.X

À
Claramente, temos as seguintes inclusões contínuas, para s, k C N, k > 2
l

Fs+lc.F'

LEMA 4.1. t/sarado a notação da d($nàção precedente, temos as seguánZes decomposições
em soma dãrefa, para 1 :« s < k.

T,H;(M) (M,7(.>,'y(b)) ©E
T,H:(M, '(a)) T,H'(M, '(.), 'r(b)) © E.

.4/é« ./i«., T,H: (M, 7(.), 'y(ó)) é «[.g.-/ . F . - E.

Demo,zsZ"ça-..Com efeito)? dado X C T7.H'(M, '(a), 'r(b))nE ou x c T,H;(M, '(a), 7(b))
nE'., temos Vt'X = 0, X(a) = 0 e X(b) = 0, o que implica X = 0. Por outro lado, '

dado X C TIH;(M), seja Uo C T,H'(M) o transporte paralelo de X(a) ao longo de 'r,
t/t C T,rH*(M) o transporte paralelo de X(b) Uo(ó) ao longo de ', e Xi C E definido por

(Vf C la, ól) X-(t) :- Uo(Z)+Ê= VI([). E«tão é c]aro que X X. C T,H'(M,'y(a), '(À)),
o que prova a primeira decomposição em soma direta l se X(a) = 0, então Ua = 0, logo
Xt C E. e a segunda decomposição em soma direta também está demonstrada

Além disso, para k = 1, dado J c T,H'(M,'y(a),'y(b)) e X C E' ou X C E., temos

<J, X)«: /
/

<VtJ, V.X> '(')''JO)-o
b

(J, V.:X>
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DEFINIÇÃO 4.6. Dada I E Hk(M, 1f), k :;?: 2, consideremos os seguintes subespaços 
fechados de TyHk(M) e T,Hk(M,,(a)): 

E:= {X E T yHk(M) 1 "v/ X= O} 

Ea := {X E T-y Hk(M,,(a)) l "v/X = O} 

e, para l ~ s ~ k, consideremos os seguintes subespaços fechados de T 1' H5 
( M) e 

T-y H5 (M,,(a)): 

F 5 
:= {X E T-yH5 (M) 1 &(i') · "vtX = O e X(a) = O} 

F; := {X E T,H5(M,,(a)) 1 &('Y) · "vtX = O} 

Claramente, temos as seguintes inclusões contínuas, para s, k E N, k :;?: 2, 1 ~ s ~ 
k- l : 

ps+l C ps 

ps+l C ps 
a a 

ps e ps 
a 

Ea e E 

LEMA 4. 1. Usando a notação da definição precedente, temos as seguintes decomposições 
em soma direta, para l ~ s ~ k: 

T-y H5 (M) = T-y H5 (M,,(a),,(b)) tJJE 

T-y H5 (M,,(a)) = T-y H5 (M,1 (a),,(b)) tSJEa 

Além disso, T-yH1 (M,,(a),,(b)) é ortogonal a E e a Ea. 

Demonstração. Com efeito, dado X E T-y H5 (M, ,(a), ,(b) )nE ou X E T-yHs (M, ,(a), ,(b)) 
nEa, temos "v/ X = O, X(a) = O e X(b) = O, o que implica X = O. Por outro lado, 
dado X E T-yH5 (M), seja Vo E T-yHk(M) o transporte paralelo de X(a) ao longo de,, 
½ E T, Hk(M) otransporteparalelodeX(b)-Vo(b) ao longo de,, eX1 E E definido por 
(Vt E [a,bl)Xi(t) := V0(t)+i=: Vi(t). EntãoéclaroqueX-X1 E T-y H5 (M, 1 (a),,(b)) , 
o que prova a primeira decomposição em soma direta; se X(a) = O, então Vo = O, logo 
X 1 E Ea e a segunda decomposição em soma direta também está demonstrada. 

Além disso, para k = l , dado J E T-y H1 (M,,(a),,(b)) e X E E ou X E Ea, temos: 

(J, X)H1 = 1 \"vtJ, "vtX) J (a)=~(b)=O 

= 1 b(J, "v/ X)= o 
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mostrando (lue É' é o compõe"ente ortogonal. de TVH:(M, '(a), '(Z,)) em T,H'(M), e
que E. é o complemento ortogonal de TvH' (M, '(a), ' (b)) em T,H' (M, 7(a)) ,*cdmo
afirmado-E]

ConoLÁní0 4-1- T,H:(M, 7('),7(b)) é d«;« em T,H'(M,'y(a), '(b)) e Im q. é d.-«
e"» Im Ta'.b'

l)emons/ração. A segunda antrnação decorre da primeira e da continuidade de T-j.Ó; a
primeira, por sua vez, decorre da dellsidade de T7H2(M) em T7Hi(M) e da primeira
decomposição em soma direta do lema (4.1). []

LEMA 4.2. Usazzdo a nzesma zzofação, Im Tns.Ü é/ecÃado eni HS :(S.r)

O.m-;l«çã.. Como T,H'(M, '(a), 7(b)) tem codime«ã. li«ita em T,H;(M, '(.)) e

:m 'T - H; :Oa, «;« -« :m 'T,. - '=(T,«:(«,,('),,m)) '.m «-:«'«;ã. H«;'.
em HS :(ST). Portanto, a tese segue do seguinte corolário do teorema da aplicação
aberta: "se a imagem de uma aplicação linear contínua entre espaços de Banach tem
codimensão finita, então ela é fechada" (vide j311). []

LEMA 4.3. Sda # C N, k > 1, 'r C H*(M,'y(a),'y(ó)) e X,y C H' :(''TM). E'rzfão
.,á.lem e 'ã. ú«ic« L C T,HK(M) e Ã' C T,Hk(M, 7(.), '(b)) lai. g«

li) v.z- x;
lii) v.K

Z)emorzsZração. Tortte Lo C T,rH'(M) tal que ViJ,o = X c H' :(''TM), e Ko c
TvH'(M) tal que V.Ko = y + Lo. Pelo lema (4.1), existem (e são únicos) Ã' c
T,H'(M,'y(a),'y(ó)) e L'' € E tais que Ã'+ y - K.. Tome 1, :- V.k y. Então te...os
L=Vt(Ko }'') y=VtKo VIL' y=Zo VtrCT,H*(M),eVtl,=V.Z,.=X

A unicidade segue do fato de que, se K' C T,H*(M,'y(a),'y(b)) e L' C T,H'(M)
também satisfazem (i) e (ii), então VI(K /(') = L L' e V.(L Z,') = 0, logo
V.(K K') C T,Hk(M) eV.:(Ã' Á'') (Ã' K')(.) -0, (Ã':Ã'')(Ó)
isto implica .K -- Ã.' = 0, portanto .L -- .L' = 0, o que conc]ui a demonstração. []

COROLÁRIO 4.2. SdaTll k C N, Ê > 2, ' C H*(M,'y(a),'y(b)) e P € H' :(S,r). Erz ão

(i) existe«z e são únicos Lp C TIHk :(M) e Ã'p € T,H* :(M,'y(a), 7(b)) tais que

(a) V.LP

(b) V.Kp = P Z,p
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mostrando que E é o complemento ortogonal de T, H1 (M,,(a),,(b)) em T, H1 (M), e 
que Ea é o complemento ortogonal de T, H1 (M,,(a),,(b)) em T, H1 (M,,(a)), como 
afirmado. O 

COROLÁRIO 4.1. T, H2 (M, ,(a), ,(b)) é denso em T, H1 (M, ,(a) , ,(b)) e Im T;b é densa 
em Im T;b. ' 

> 

Demonstração. A segunda afirmação decorre da primeira e da continuidade de T; b; a 
primeira, por sua vez, decorre da densidade de T, H2 (M) em T, H1(M) e da prim~ira 
decomposição em soma direta do lema (4.1). O 

L EMA 4.2. Usando a mesma notação, Im T;,b é fechado em H5
-

1 (S,). 

Demonstração. Como T, H5(M,,(a),,(b)) tem codimensão finita em T, H5 (M,,(a)) e 

lm r; = H5
-

1 (S,), segue que Im T;,b = T; ( T , H5 (M, ,(a), ,(b))) t em codimensão finita 

em H5
-

1 (S,). Portanto, a tese segue do seguinte corolário do teorema da aplicação 
aberta : "se a imagem de uma aplicação linear contínua entre espaços de Banach tem 
codimensão finita, então ela é fechada" (vide [31]) . O 

LEMA 4.3. Seja k E N, k ~ l , 1 E Hk(M, ,(a), ,(b)) e X, Y E Hk-1 (,*TM). Então 
existem e são únicos L E T, Hk (M) e K E T yHk(M,,(a), 1 (b)) tais que: 

(i) "'vtL = X; 

(ii) "'vtK = Y + L. 

Demonstração. Tome L 0 E T , Hk (M) tal que v',,L0 = X E Hk-I (,*TM), e K
0 

E 

T, Hk(M) tal que 'vtKo = Y + L 0 . Pelo lema (4.1), existem (e são únicos) K E 
T, Hk(M , , (a), ,(b)) e V E E tais que K +V= K 0 . Tome L := 'vtK - Y. Então temos 
L = "'vt(Ko - V) - Y = 'vtKo - 'vt V - Y = Lo - 'vtV E T , Hk(M), e 'vtL = 'vtLo = X. 

A unicidade segue do fato de que, se K' E T, Hk(M,,(a),,(b)) e L' E T, Hk(M) 
também satisfazem (i) e (ii) , então 'vt(K - K') = L - L' e 'vt(L - L') = O, logo 
'vt(K - K') E T , Hk (M) e Vl(K - K') = O. Como (K -K')(a) = O, (K -K')(b) = O, 
isto implica K - K' = O, portanto L - L' = O, o que conclui a demonstração. O 

COROLÁRIO 4.2. Sejam k EN, k ~ 2, , E Hk(M, ,(a), ,(b)) e P E Hk- 2 (5,). Então: 

(i) existem e são únicos Lp E T1 Hk- 1 (M) e Kp E T-yHk- 1 (M , ,(a), ,(b)) tais que: 

(a) "'viLP = -A(-y)* · P; 

(b) 'vtKP = P - Lp. 
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.4/ém disso, Z,P, ]fP € Hk se P C Hk l

lii) é'm« (q,Ó)' ' P /fP, orzde ]i.P como na pane (i)

Dema7zsfração. (i) Segue imediaLanlente do lema (4.3), pois, para s c {1, 2}, .4'(+)
pertence a H* '('y'TM) se P C H' ;(y*S)
(ii) Temos, pala Lodo X c T7H: (M, 7(a), '(Z,))

P

(X, Ã'p> «:
l(V.X, V- K.) -

/'
b

(#''('t)

(VIX,P l,p> x(')::4(ó)-o

.Z <g'"M

lçw'u)-v-x A\;t)

/ V.X,P)-t l(N L(V*Z,p, X>

V.X, P> + <-A(+)* P,x>

x,P> .x,P>-,

logo ](p (Tai,ó)* ' P, como afirmado
D

LEMA 44. Us-d. « n.t«Ção d« e$n Çâ. (4.6)

as seguintes decom'posições em soma, d'treta,.
para X; C N, k > 2, 1 < s :Ç Ê, temos

T,rH;(M) = ker 7" (D F'
T,rH;(M) = ker T"- © /e

.Demos.sfrução. E o mesmo argumento, mtifatãs mufandís, que foi usado para mostrar
Fa){T,(r )} :jTp C' :(r)l - TVC'(M), na demonstração da proposição (2.5). []

LEMA4.5
em ker 7T

JsalLdo Q mes111a vtotação, de:lote por G o cowvptevnento oüogolta! de kel T}.

de modo que kerTai = kerTai,ó a) G. Erzfão a C kerT-a. '''

Demonslraçâo. (a) Como Im Tni.Ó é fechada, temos Im (71:..)' = (kerTal..)' (i.e., o

coinplernento ortogonal de kerTaj,. ein T,H:(M,'y(a),'y(b))). De fato, o teorema da
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Além disso, Lp, Kp E Hk se P E Hk-I _ 

(ii) temos (Ta\)*· P = Kp, onde Kp como na parte (i). 

Demonstração. (i) Segue imediatamente do lema (4.3), pois, paras E {l, 2}, A*(i'). P 
pertence a Hk-s(-,*TM) se P E Hk-s(,*S). 
(ii) Temos, para todo X E T-yH1 (M,,(a),,(b)): 

{X, KP)Hl = 1b ('vtX, 'vtKP) = 

= 1b ('vtX, p - Lp) X(a)=_!(b)=O 

= 1b (&.L(i,) . 'vtX, P) + 1b ('vtLP, X) = 

= 1b (9.L(i,) · 'vtX, P) + (-A(-y)* · P, X)= 

= 1b (&.L(i,) · 'vtX - A('Y) · X, P) = 

= 1b (T;,b . X, P) = (T;,b. X , P)L2 

logo Kp = (T;b)* · P, como afirmado. 
' 

D 

LEMA 4.4. Usando a notação da definição (4.6), para k EN, k ~ 2, 1 ::;; s ::;; k, temos 
as seguintes decomposições em soma direta: 

T -yH5 (M) = ker rs E];) ps 

T-yH5 (M) = kerT; ffiF; 

Demonstração. É o mesmo argumento, mutatis mutandis, que foi usado para mostrar 
F EB{T-r(tt )} - 1 [T :ú (k-I (<r&")] = T-yCk(M), na demonstração da proposição (2.5). D 

d t 

LEMA 4.5. Usando a mesma notação, denote por G o complemento ortogonal de ker T 1 b 
a, 

em ker T; , de modo que ker T; = ker Tl b E];) G. Então G e ker T;. 
' 

Demonstração. (a) Como Im T;,b é fechada, temos Im (Tl,b)* = (kerT;,b) .L (i.e. , o 
complemento ortogonal de kerT;,b em T-yH1 (M,,(a), , (b))). De fato, o teorema da 
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aplicação aberta implica que Tai,õ (ke.r--.ü)' : (kerTat,ó)l } Im Tal,b é un] isomorfismo

linear contínuo, donde (Tal,õ)'lJ«. q.. : Inl Tai,ó -+ (kerTnl,.)l também é um isomorfismo
linear contínuo, portanto Im (Tai..)' = ker (T.l..)Z, como afirmado.
(b) O complemento ortogonal de kerTai.. em kerTal é a intersecção de kerT.i corri o
compleínenLo ortogonal de kerTai.. eln T,H:(M,'r(a)), o qual, por sala vez, é a sorria
direLa do complemento ortogonal de kerTaj,. ern T,H:(M,7(a),'y(ó)) com o compõe

mento ortogonal deste újbimo espaço em T.rH: (M,'y(a)) (o qual coincide corri E., pejo
lema (4-1». Assim, temos

G = (Im (C,.)' © E.) n kerC

Portanto, dado X c G, X deve ser da forma

x - (C..)'p + n'
onde P € L:(S,) e n' c E., ou seja, (V{ C ja,ól) H'(Z) = tr(1) para algum y c
H:('*TM) tal que Vty = 0, e devemos ter 71 . X = 0

Sejam LP C H:('y'TM) e R'P C T,rH:(M,'y(a),'y(b)) dados pelo corolário (4.2), de
forma que (T-l.Ó)'P = KP. Temos

VtX = Vt.Z(p + }''' =
= P -- .Lp + }'''

logo 7't . X = 0 se, e somente se

P g'"('t) . (Lp r) + .4(+) . (Kp + l,T')

e isto mostra que P C H:(S,). Portanto, /fP - (T-l,Õ)' P C T,H:(M, '(a),'r(ó)), ]ogo

x)' p+n'cT,H:(M,'y(«))e4.x i.e.,XCkerU. Com.
X C G foi tomado arbitrariamente, isto mostra G c ker7?.[]

Coral,Arco 4.3. Usarzdo a mesma notação, ker7'2 é de7zso ern kerTi
em ker71 e kerTa2.ó é denso em kerTal.b'

kerT:e é de7zso

Z)emorzslração. A densidade de ker7'' c kerT"2 em kerTi e kerTal, respectivamente, é

uma conscqüência dos seguintes fatos:(1) T,H:(M) é denso em T,rH'(M);(2) T,rH:(M) =
kerT'(DF' e T,H;(M) = kerTaS O.rT, para s C {1,2}, pelo leTTla (4.4); (3) kerT' c
kerTi, kerTa2 C kerTa], F2 C F'] e /P C in
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aplicação aberta implica que T;,bl(kerT1,b).L : (ker T;,b)-1- -+ Im T;,b é um isomorfismo 

linear contínuo, donde (T;b)*l1m r1 : Im T;b-+ (kerT;b)..L também é um isomorfismo , a,b , , 

linear contínuo, portanto Irn (T;,b) * = ker (T,;,b/, como afirmado. 
(b) O complemento ortogonal de ker T,; b em ker T,; é a intersecção de ker T,; com o 
complemento ortogonal de kerT,;,b em 1\ .H1 (M,')'(a)), o qual, por sua vez, é a soma 
direta do complemento ortogonal de kerT,;,b em T-yH 1 (M,'Y(a),'Y(b)) com o comple­
mento ortogonal deste último espaço em T-yH1 (M,')'(a)) (o qual coincide com Ea, pelo 
lema (4.1)). Assim, temos: 

Portanto, dado X E G, X deve ser da forma: 

onde P E L2 (S-y) e W E Ea, ou seja, (Vt E [a, bl) W(t) = tV(t) para algum V E 
H2 

( ')'*TM) tal que v' t V = O, e devemos ter T,; · X = O. 
Sejam Lp E H1 ('Y*TM) e Kp E T-y H1 (M,,(a),,(b)) dados pelo corolário (4.2), de 

forma que (T,;b)* P = Kp. Temos: , 

logo T,; · X = O se, e somente se: 

v't.X = v'tKP +V= 

=P-Lp+V 

P = g,1.('y) · (Lp - V)+ A('y) · (Kp + W) 

e isto mostra que P E H1 (S-r)- Portanto, Kp = (T,;,b)* • P E T-yH2 (M,,y(a),,(b)), logo 
X= (T,;,b)* · P + W E T-yH2 (M,'Y(a)) e T;_ ·X= T'; ·X= O, i.e., X E kerT;- Como 
X E G foi tomado arbitrariamente, isto mostra G e ker T;- □ 

COROLÁRIO 4.3. Usando a mesma notação, kerT2 é denso em kerT1, kerT; é denso 
em ker T,; e ker T; b é denso em ker T,; b. 

' ) 

Demonstração. A densidade de ker T 2 e ker T; em ker T 1 e ker T,;, respectivamente, é 
uma conseqüência dos seguintes fatos: (1) T-y H2 (M) é denso em T , H1 (M); (2) T , H5 (M) = 
kerT5 EBF5 e T-yH5 (M) = kerT;EBF;, paras E {1,2}, pelo lema (4.4); (3) kerT2 e 
kerT1 kerT2 e kerT1 F 2 e F 1 e F 2 e F 1 

, a a, a a · 
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A densidade de kerT:2.Ó em ker Tai,ü segue do lema (4.5) e da densidade de ker T:2 ern
kerTai . Com efeito, dados y C ker T-i,ó, existe uma seqüência (Jn)«cn em kerT"2 tal que

Jn n=m r ein kerTal. Podemos escrever (Vn c lq) :

Jn - # + .Ü

cona .( C kerT-i,Ó e JX € G, e então segile do ]erlla (4.5) que Jnl C kerT:2, portanto
;=' = Jn -- /nl C ker 7'2 í) ker Tal.. = ker Ta2..

Corno J; nU- rT - y em ker 71, mostramos que y c ker 7:.ü é o limite em ker7:l
de uma seqüência em kerTa:b, o que conclui a demonstração. ''' []

O próximo teorema fornece uma caracterização das trajetórias abnormais do sis-
tema lagrangeario vinculado (M,L,%'). Ou seja, ' c H:(M,W,,y(a)) é uma trajetória
abnormal se, e somente se, for falsa uma das quatro condições equivalentes enunciadas
no teorema.

IVotação. Dado uq € r, denotaremos por Á*('uq) a transformação adjunta de -4(u.)
TçM --> TçM com relação ao produto interno induzido pelo tensor métrico g

TuoKE~IA E- O«d« ' C H:(M, %', 7(')) , « «g«{«le. ««diçõe. .ã. eq«i«/-,"

(i) 4,Ó é «ü'ej'Z:",

(ü) q.. é «ó,d'li"

(iii) ' é ponto regra/ar da ap/ãcação porzfo #na/

eu/ H:(M , %', 'y(') )
q -o q(b)

(i«) Se P C H'(S,) e, p«' gu«. [.do t c la, ól

V*P + .4* (+) . P 0 (4.1)

então P = (D

B=emplo 4. 1-. TraieLóülis Fava [ls qwai.s ux = cte. ]]o e:ce]nplo de CaralhéodorU (e=em.l)lo

g?./.cJ sào exemplos de frnjelóhas rzónormaís. b''ide dela/Aes em l61, 1581
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A densidade de ker T; b em ker T; b segue do lema ( 4.5) e da densidade de ker T; em 
ker Tf. Com efeito, dado~ Y E ker T},b, existe uma seqüência ( ln)nEN em ker T; tal que 
l n n➔oo Y em ker Tf. Podemos escrever (V n E N) : 

com J;[ E kerT~b e J;; E G, e então segue cio lema (4.5) que J;; E kerT;, portanto 
JT = J - 11- E kerT2 nkerT1 = kerT2 

n n n a a,b a,b · 

Como J;[ ~ yT = Y em ker Tf, mostramos que Y E ker T;,b é o limite em ker T; 
de uma seqüência em ker T;,b, o que conclui a demonstração. O 

O próximo teorema fornece urna caracterização das trajetórias abnormais do sis­
tema lagrangeano vinculado (M, L, '€). Ou seja, 1 E H2 (M, '€,,(a)) é uma trajetória 
abnormal se, e somente se, for falsa uma das quatro condições equivalentes enunciadas 
no teorema. 

Natação. Dado vq E '67, denotaremos por A* ( Vq) a transformação adjunta de A( vq) : 
TqM ➔ TqM com relação ao produto interno induzido pelo tensor métrico g. 

TEOREMA E. Dada I E H2 (M, '61, ,(a)), as seguintes condições são equivalentes: 

(i) T;,b é sobrejetiva; 

(ii) T;,b é sobrejetiva; 

(iii) , é ponto regular da aplicação ponto final: 

ev1 : H2 (M, '€,,(a)) ~ M 
q f--+ q(b) 

(iv) Se P E H1 (S1 ) e, para quase todo t E [a,b] : 

(4.1) 

então P = ((]). 

Exemplo 4.l. Trajetórias para as quais v1 = cte. no exemplo de Carathéodory (exemplo 
2.1. e) são exemplos de trajetórias abnormais. Vide detalhes em [6], [58]. 
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Oósemação 4.3. JVo caso e7rz guie %' = g é ulrz zilhculo /{near, feridos, /cara lodo uq c %',
(Jd - q' Í7ago S, = ,y'gXJ e .4(uq) = Bg(t,q) := Bg(-,t,ç) : TçM q qf,' orzde

l?p : TM OM g -+ g ' é a segurzda/alma /urzdamerzla/ falai de g rêde l30lJ. PorZarzfo,
a eq'nação (4.1) é eq'uáualenfe a

v.p+B;('t).p

t/ma CHrua P C HI('*ga) é solução desta equação se, e somezzte se, /ar uma c'ur'ua

carrzcfe71'saca da reslMção dct .forma simplética üJrM a gl. ride, por e amplo, 1481

Z)emo"slração do.teorema (E). (iii):>(ii). Seja ,7 C H:(S,). Con)o T=' é sobrejeLiva,
eHsLe J:.C T,H:(M?'y(')) t,l q--e q J- - T. Tome J2 c k"q %':'y(«))
La] que ./z(ó) = Ji(b) C T7(ó)M, cuja existência é assegurada pela condição (iii), e soja
J := Ji J2' Então J C T,H:(M,7(a),'r(ó)) e T=2.. . J = q, como afirmado

(ii)+'(i). Com efeito, supoitha que Ta2.. é sobrdetiva. Então, como Im 7'Z. = H:(S,r) é
densa em L:(SI), e como Im T=:. C Tm Tal,., segue que Im T-l.. é densa em L:(S,r). Mas,
pelo lema (4.2), Im 7'i,Ü é fechada, portanto Im T-l.Õ = L:(S.r).

(i)+(iv) Assuma que existe P C H:(S,), P # , satisfazendo a equação (4.1). Mos-
traremos qle (T-l,Õ)' ' P = 0, portanto (T-j.b)' não é injetiva, logo Im T.i.. não pode ser
dciisa em L:(S,r) (conseqüenternenLe, Tai.. não é sobrejetiva). '

Com efeito, sejam LP C H:('y'TM) e KP c T,H: (M, '(a), '(ó)) dados pelo corolário
(4.2), de modo que (7:.Ü)'P = /í'p. I'erros

v.:À',
(+) . P

e, como KP(a) = O,(.), KP(ó) = O,(Ó), segue que (7:l.Ó)'P = X'p = 0. Portanto
ker (T"i.Ó)' # {O}, ou seja, Im Ta],. não é densa em L:(S,), como afirmado.

(iv)::>(üi) Temos:

T,eu.f T,H'(M, %', 'r(«))
.x

> T,r(õ)M
-a X(b)

Suponha que ' não seja urn ponto regular de eu/, i.e., T,rcu/ não é sobrejetiva
Então existe w C T,r(Ó)M \ {O} tal que, para Lodo X C T,rH:(M, r, '(a))

(x (b) , :«>
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Observação 4.3. No caso em que CefJ' = !!J é um vínculo linear, temos, para todo vq E 'ef', 
C~ = ~{ {logo S,, = ,* ÇJ_J.L) e A(vq) = B ~(vq) := B rJ( ·, vq) : TqM --* ~;, onde 

B 'i' : TM EBM !!J--* ÇJ_J.L é a segunda forma fundamental total de~ (vide [30]}. Portanto, 
a equação ( 4.1) é equivalente a: 

Uma curva P E H1 (,* ÇJ_J.L) é solução desta equação se, e somente se, for uma curva 
característica da restrição da forma simplética WTM a ÇJ_J.L. Vide, por exemplo, [48]. 

D emonstração do teorema (E). (iii)⇒(ii). Seja 17 E H1 (S,,) . Como T; é sobrejetiva, 
existe 11 E T7 H2 (M,,(a)) tal que T; -11 = 17. Tome 12 E kerT; = T7 H2 (M,Cef',,(a)) 
tal que 12 (b) = 11 (b) E T ,,(b)M, cuja existência é assegurada pela condição (iii), e seja 
J := 11 - 12. Então J E T7 H2 (M, ,(a),,(b)) e T;,b · l = 17, como afirmado. 

(ii)⇒ (i). Com efeito, suponha que T;,b é sobrejetiva. Então, como Im T;,b = H1 (S,,) é 
densa em L2(S,,), e como Im T;,b e Im T;,b, segue que Im T;,b é densa em L2(S,,). Mas, 
pelo lema (4.2), Im TJ,b é fechada, portanto Im TJ,b = L2 (S,,). 

(i)⇒(iv) Assuma que existe P E H1 (S,,), P =I= (()), satisfazendo a equação (4.1). Mos­
traremos que (T; b)* · P = O, portanto (T; b)* não é injetiva, logo Im T; b não pode ser 
densa em L2 (S,,) 

0

(conseqüentemente, TJ,b ~ão é sobrejetiva). ' 

Com efeito, sejam Lp E H2 (,*TM) e J<p E T yH2 (M,,(a),,(b)) dados pelo corolário 
(4.2), de modo que (TJ,b)* P = J<p. Temos: 

'1/ J<p = '1t(P - Lp) = 
= '1tP+A*('y) · P = O 

e, como J<p(a) = O\(a), K p(b) = (()),,(b), segue que (TJ,b)* P = J<p = O. Portanto, 
ker (TJ,b)* =/= {(())}, ou seja, Im TJ,b não é densa em L 2 (57 ), como afirmado. 

(iv)⇒(iii) Temos: 

T ,,evf : T,,H2 (M, Cef',,(a)) 
X 

Suponha que, não seja um ponto regular de evf, i.e., T -yeVJ não é sobrejetiva. 
Então existe w E T,,(b)M \{(())}tal que, para todo X E T-yH2 (M, ctf,,(a)): 

(X(b), w) = O. 
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Seja uq := 't(ó) C %'. Usaremos as notações abreviadas w ' := i?(u.) - w e wl
PI(u,) . 'u, de modo que w = mv + wz

Tomemos P C H:(S,) solução de

9''(+) . V.P + #'(+) . A'(+) . P (4.2)

-J ç''' w

x -

com condição inicial P(b) = wx. Note que, tornando uln referencial em S,r de classe
Hi, esta equação se reduz a uma EDO linear em R", m = rk Wr. com coeficientes em
L2, para a qual podemos aplicar o teorema de existência e unicidade.

Para todo X c TVH:(M, Y, '(a)), temos:
pb ]

(x(õ)",«,'} L(x(t),p(t)}út

J {V.X,P)-P {X,W'(;r). x7*P-t p(à) v.P>(y)

(+) ' V.X,P> +<X, 3''(+) 'Á'(+) 'P+ #(+)

h

vx Á(+)'x,p>+<x,w('t)'A'(+) -p+p(+) .v.p> y

-/<x,W('t) ''i'(+) - p+ #(+) ' v.p>.

onde, na igualdade (#), usamos o fato de que JPa(+) VtX
X c T,H:(M, %',7(«))

Então segue, para todo X c T,H:(M, %', '(a))

b

'l(+) 0,.pois

o (ó),.«>

", «,'> + <x (ó)"

r,w"> +/ <X,#(+) 'A'(+) .P+ #('t) -V P>

Em particular, pala Lodo X C ker T:2.b, temos:

b

a

(4.3)

/ <x, #(+) ' v.P + #(+) ' 'i*(+) ' P>

Como kerTa2.ó é denso em kerTai,ó, pelo corolário (4.3), e como kerTat.b é denso em
kerT' com a topologia de L:('y'TM), por continuidade a equação (4.4) vale para todo
X c ker 7'i, ou seja

<#'('t) ' X, JP('t) ' VIP + #(+) ' .4'(+) ' P>L,H;F) = 0,

b

(4.4)

l4.s)
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Seja vq := 'Y(b) E ?f/. Usaremos as notações abreviadas w T := 9(vq) • w e w.l. := 
&.l.(vq) · w, de modo que w = w T + w_1_. 

Tomemos P E H1 (S,,) solução de: 

9..1.b) · 'vtP + 9j_('Y) ·A*(')') · P = o, (4.2) 

com condição inicial P(b) = w_1_. Note que, tomando um referencial em 5
7 

de classe 
H1

, esta equação se reduz a uma EDO linear em JRm, m = rk W, com coeficientes em 
L 2, para a qual podemos aplicar o teorema de existência e unicidade. 

Para todo X E T'YH2 (M, ?t?,,(a)), temos: 

(X(b)..1., w_1_) = 1b ! (X(t), P(t)) dt = 

= 1b (VtX, P) + (X, 9_1_(')') · 'vtP + &(')') · 'vtP) (4·
2

) 

= 1b (&_1_(')') · VtX, P) + (X, -9_1_(')') · A*('Y) · P + 9(')') · 'vtP) = 

= 1b (&_1_(')') · 'vtX - A(')') · X, P) + (X, &('Y) · A*(')') · P + 9(')') · 'vtP) ~ 

= 1b (X, 9(i') ·A*(')')· P + &('Y) · VtP), 

onde, na igualdade ( *), usamos o fato de que g,,_1_ ('Y) · V tX - Ah) · X 
X E T,,H2 (M, ?f?,,(a)). 

Então segue, para todo X E T7 H2 (M, ?f?,,(a)): 

O= (X(b), w) = 
= (X(bl, w_1_) + (X(b) T, w T) = 

= (X(b) T, w T) + 1b (X, &('Y). A*('Y) . p + 9(')'). 'vtP). 

Em particular, para todo X E ker T;,b, temos: 

1b (X, &('Y) . 'vtP + &('Y) . A*h) . P) = O. 

= O, pois 

(4.3) 

(4.4) 

Como kerT;b é denso em kerT;b, pelo corolário (4.3), e como kerT;b é denso em 
kerT1 com a topologia de L2 (,*TM), por continuidade a equação (4.4) v~le para todo 
X E ker T 1

, ou seja: 

(4.5) 
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para todo X c ker Ti

Por outro lado, .g'(+) : kerT' -+ H' (S4-) é sobrdetiva; corri efeito, dado € c H:(St),
tome Xi C H'(S.r) solução do problema de Cauchy :PI(+) . VtXI ,4('t) - XI'=

JPI(+) Vte + Á(+) . (, co]r] condição inicial inicial nula. Note que, usando um
referencial em S,r de classe Hi, esta equação se reduz a uma EDO linear em R", com
coeficientes em L:. Então (XI +{) C kerT', e i#(+) . (X" +e) = e, donde a afirmação
Então, corno H'(S4-) é denso em L:(SJ-), segue de (4.5) que gP(+) - VtP+ iP(+) . .4'(+)
P = 0. Portanto, de (4.3) conclui-se wT = 0, e de (4.2) segue que P é solução de (4.1)
Como w = ma # 0, temos P # 0, e assim chegamos a urna contradição

D

A próximo teorema fornece uma caracterização das trajetórias normais do sistema
lagrangeano vinculado (M, L, %'). Ou seja, ' € H:(M, Z, la, ól) é uma trajetória normal
se, e somente se, for solução da EDO implícita (4.6), para algum P C H:(S,r). Note
que, quando %' = TM, para todo uq C TM temos O:l = {0,}, portanto a equação (4.6)
é equivalente à equação de Euler-Lagrange (1.17). Por este motivo, a equação (4.6) é
chamada de equação de E'uler-J,agrarzge com m'n/tápZàcador de Lagrange P

Notação. Usaremos a notação ]FL := gio]f], : TM > TM e ]PIL := güol'L : TM } TM,
sendo Hor(TM) a conexão de Levi-Civita de (M, g)

T'nOKnMA F- Sda 'r c H:(M, @, [a, ó]). Erztão as seg'uá7zfes condáçães são equivalentes.

(i) ' é «.« fr«jefár{« n.rv7z./ (M, L, %').

(ii) Ea#ste P C Hi(S,r) éal g'ue a seg'n rzfe equação é sa is/ej&a:

V.{Wt(+)} 1'11(+) (+) . P V P (4.6)

OÜ««çã. 4.4. (a) N.t' qa., « ' /« «p«J«, «g- d. f«m« (E) q«,
H:(S,) «t{./«e«d. . «adaga.(ü) «{.fá,, .n&ã. P é únác.

se P €

(b) ]Vztma sêde de arfàgos [26], ]271 e ]281, KozZou propôs um /orrrta/isz7zo 'uahücáorza/

para a mecá7zica, a c/zaTrzada mecânica vakonõmica r"uak" é um ac7-õn mo para
Variational Axiomatic KindJ, rzo q'ua/ as trajelóMas são de$m das reza ár12poseção

íle que o juiLcionüt de Lagrange allule o conjuTLto das uariüções n$nitesãmais, lio
sentido clássico, compare'uei.s covil o üllc'uLo. No referido folniLalisma, 'prabteiTLÜ

dcl sàng\ laúdcçde dü$ traàetóüas é coniolbüdo ütraués de nlll retüza.iltellto ncb de

$«.iÇã. à« «-à«Ç;" "«P«te«à; c.« . «ánc«{. ({..., sã. tom«d« ""i"Ç'" qu.
satàslaze'm o gene'uto a 'nlevlos de ordem e"), e a equação q'ue descre'oe as tra-

jetórias vakonõmicas coincide cc,m a equação (4.6), ízo caso em gue o uhcu/o Z
üssullle ü fovvri\ü paüiculal proposta por Koztclu.
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para todo X E ker T 1 . 

Por outro lado, 9 (-y): kerT1 ➔ H1(S;) é sobrejetiva; com efeito, dado ç E H1 (S;) , 
tome x.1 E H1 (S-y) solução do problema de Cauchy 9.1(-y) • v'tXJ.. - A(-y) • x.1. = 
-&J..('Y) • v'l + A('Y) • ç, com condição inicial inicial nula . Note que, usando um 
referencial em S,. de classe H1

, esta equação se reduz a uma EDO linear em ]Rm, com 
coeficientes em L2

. Então (XJ..+ç) E kerT1, e &('Y) · (X.1+ç) = ç, donde a afirmação. 
Então, como H1 (S;) é denso em L2 (S;), segue de (4.5) que &(-y) · v'tP +.9'(-y) ·A*('Y) • 
P = O. Portanto, de (4.3) conclui-se w T = O, e de (4.2) segue que Pé solução de (4.1). 
Como w = w.1 f= O, temos P f= O, e assim chegamos a uma contradição. 

o 
A próximo teorema fornece uma caracterização das trajetórias normais do sistema 

lagrangeano vinculado (M, L, <if). Ou seja, 1 E H2 (M, <if, [a, b]) é uma trajetória normal 
se, e somente se, for solução da EDO implícita (4.6), para algum P E H1 (S,.) . Note 
que, quando <if = TM , para todo V q E TM temos C~ = {Oq}, portanto a equação (4.6) 
é equivalente à equação de Euler-Lagrange (1.17). Por este motivo, a equação ( 4.6) é 
chamada de equação de Euler-Lagrange com multiplicador de Lagrange P. 

Notação. Usaremos a notação JFilL := g"olFL : TM ➔ TM e IP'"L := g~ olPL : TM ➔ TM , 
sendo Hor(TM) a conexão de Levi-Civita de (M , g). 

TEOREMA F. S eja I E H2(M, <if, [a, b]) . Então as seguintes condições são equivalentes: 

(i) 1 é uma trajetória normal de (M, L, <if). 

(ii) Existe P E H1 (S,.) tal que a seguinte equação é satisfeita: 

(4.6) 

Observação 4.4. (a) N ote que, se I for regular, segue do teorema (E) que, se P E 
H1 (S1 ) satisfazendo a condição (ii) existir, então P é único. 

(b) Numa série de artigos [26], [27] e [28], K ozlov propôs um formalismo variacional 
para a mecânica, a chamada mecânica vakonômica ( "vak" é um acrônimo para 
Variational Axiomatic Kind), no qual as trajetórias são definidas pela imposição 
de que o funcional de Lagrange anule o conjunto das variações infinitesimais, no 
sentido clássico, compatíveis com o vínculo. No referido formalismo, problema 
da singularidade das trajetórias é contornado através de um relaxamento na de­
finição das variações compatíveis com o vínculo (i. e., são tomadas variações que 
"satisfazem o vínculo a menos de ordem E"), e a equação que descreve as tra­

jetórias vakonômicas coincide com a equação (4.6), no caso em que o vínculo <if 
assume a forma particular proposta por K ozlov. 
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Demorzslração do [eorem« (F). (i) Silporiha que dg('y) ' kerTa:ó
kerTa2.ó C T,H:(M, la, ól, '(a), '(b)), te-«os, pela equação(1.18):

{©}. Dado X c

d..z('y) . x /
/

b

b

m('t(f)) . V X + PL('t(f)) . X(t) at

<WL(t(t)), V.X> + <1'll(+(Í)), X(t)> at

(4.7)

Como kerTae.Ó é denso em kerTni.Ü, pelo corolário (4.3), por continuidade segue que
a equação acima vale para todo X € kerTat.ó. Tome W C T,rH:(M,la,bl) e t/ c
T,H:(M, l.,ól,y(«),7(ó)) tais q« :

(a) V.W

(b) V.U WL(+) + W

O lema (4.3), com X = IPÜL(+(í)) e r = @l(+), implica que U, l.y satisfazendo
estas condições existem e são únicos. Então segue de (4.7) que, para Lodo X C ker T:.Ü

0
.Á <PL('t) - W, V.X>

Í k- ';*". ~ .x \ -
(u, x> «-

o qiie é equivalente a C/ C (kerTni,Ó)l. Como Tai.. tem imagem fechada, pelo leira (4.2)

segue que Im (T-l.Ó)' = (kerTnj.Ó)l (mostramos isto na demonstração do lema (4.5))

Então U C (kerT-l,b)a = Im (C,Ó)', portanto existe P C L:(S,) Lal que U - (Tai..)* - P
Tome Zp C H.:(I'TM) e/(P C T,H'(M, la, Z,l, '(a), 7(b)), dados pelo corolário(4.2),

de modo que(Tal.ó)' - P = Ã'p ' U Tomando as derivadas covariantes de ambos os
membros desta última equação, obtemos IWL(+)+W = P LP, ou, equivalentemente:

@l('t) + P l4.õ)

o que implica P = WL(+) W + l,p C H'('r'TM). Tomando as derivadas covatiantes
de ambos os metnbros desta última equação, obtermos a equação (4.6).
lii) Reciprocamente, assuma que existe P C H:(S,r) tal que a equação (4.6) seja satis
feita. Sejam U e }y definidos como na parte (i), e deflnamos Z C H:('y*TM) por:
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Demonstração do teorema (F) . (i) Suponha que d.2(1 ) · kerTJb = {((})}. Dado X E 

ker TJ,b e T ., H2 (M, [a, b], ,(a), 1(b)), temos, pela equação (1.18):' 

d.2(1 ) · X= 1b IFL(-y(t)) · "vtX + IPL(-y(t)) · X(t) dt = 

= 1b(IBif L(-y(t)), "vtX) + (IP"L(,y(t)),X(t))dt 
(4.7) 

Como ker T; b é denso em ker T; b> pelo corolário ( 4.3), por continuidade segue que 
a equação acirn'a vale para todo X E ker T;,b. Tome W E T .,H2(M, [a, b]) e U E 

T .,H2 (M, [a, b], ,(a), 1(b)) tais que : 

(a) "vtW = IP"L('Y); 

(b) "vtU = -JFl!L(-y) + W; 

O lema (4.3), com X= IP"L(-y(t)) e Y = -JFl!L('Y), implica que U, W satisfazendo 
estas condições existem e são únicos. Então segue de ( 4. 7) que, para todo X E ker Tf b: , 

O= 1\"IPL(-y) - vV, "vtX) = 

= 1\-vtu, "vtX) = 

= - (U, X)Hl 

o que é equivalente a UE (kerT;,b).L. Como T;,b tem imagem fechada, pelo lema (4.2), 
segue que Im (T;b)* = (kerT;b).L (mostramos isto na demonstração do lema (4.5)). 
Então U E (ker r},b) .L = Im (T!,br, portanto existe p E L 2 (S,) tal que U = (T;,b)* · p. 

Tome Lp E H1(,*TM) e Kp E T, H1 (M, [a, b], ,(a), ,(b)), dados pelo corolário (4.2) , 
de modo que (T; b)* · P = K p = U. Tomando as derivadas covariantes de ambos os 
membros desta úlÚmaequação, obtemos -JFl!L('Y)+W = P-Lp, ou, equivalentemente: 

( 4.8) 

o que implica P = JFl!L('Y) - vV + Lp E H1 (,*TM). Tomando as derivadas covariantes 
de ambos os membros desta última equação, obtemos a equação (4.6). 
(ii) Reciprocamente, assuma que existe P E H1 (5,) tal que a equação ( 4.6) seja satis­
feita. Sejam U e W definidos como na parte (i), e definamos Z E H1(,*TM) por: 
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z : (+) + w
implica que VtZ = 0Então a equação (4.6)

pb

lç® »n. v.x \

-- P -+ Lp

donde, para todo .X c ker Zl:.Ó

+ <@l(+), X (t)> dé l@' -u\ - w. ~.n -
pb

ÍqW»n w-- z.''.x\-
rb

1 { P + Lp,VtX) =

rb
1 ( VtKp,VtX} =

<(q,.)' - P, X>H

C(kerT.l.Õ)X

portanto dg('y) ' kerT=2.. = {©}, como afirmado.

)bseruüção 4.$- Se tàuéssemas de$ítido as trajetóhas ào sistelTLÜ tügrüTLgeütLO bsaitdo
espaços de c&ruas Ci, ao ánués de H2, poderíamos repefÍ7' a demomsfraçâo acama afé
a equação (4.8). ]Vesfe poízlo, faríamos W C Ct, LP C Hi, o q'ue nos pe7'mitária
concZwir {WL(+)+ P} C H: e P conta'nua, e, t077zando as deràuadas couariantes de

ambos os rrzemóros de(4.8), oble71'amos a seguínZe equação para as raUeíárãas rzorv7zaàs
Q jQTI{LU{QÇãQ C' :

n

V.{Wi.('t) + P} = iE'll(+) A'(+) - P (4.9)

Esta equação não é eq'uiva/ente â equação (4,6),' o'u seja, a pdnc@io, nü /armuÍaçâc'
Ct, podeMam ez star trajetádas norv7zaàs de classe CI gue não são H2. Aro erzfanfo,
;. f« «thfeãt« « c-divã. de «gu aüd«d (R) «{d. pág:"' :'3, . ÍaX. d. se, F

dada por(4.11) urn dà/eomor$smo /ocas rios pervrzÍfiMa cone!'uár' gue WL(+) C H: e
P C H' se. {WL(+) + P} C H:, de modo que poderemos escrever VtÍWL(+) + P} =
V.(WL(+)) + V.P. N«t. c"', "mo - /07vlz«l«ção H:, ««l«i''í"m« q« a eq«açã.
l4.9) de$náüa um caTiipo de 'netoves dàferenciá'ue{ llo obrado W, portavlto as trajetóüas
;Cria'ltl todas (" e üs Íolm'ralações coiTtcàdiüam

Como corolário do teorema precedente, uma curva l c H2(M, r, la, ól) é uma tra
jetória normal do sistema lagrangeano vinculado se, e somente se, a restrição de 'r a
qualquer intervalo fechado contido em la, ól também o for. Como no caso dos sistemas
sem vínculo, isto nos motiva a estender a deânição de trajetórias normais para curvas
definidas em intervalos quaisquer:
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Z := -JFilL(-y) + W - P + Lp 

Então a equação (4.6) implica que 'vtZ = O, donde, para todo X E kerT;b: , 

lb (JFilL('Y), 'vtX) + (IP~L('Y), X(t)) dt = ib (JFilL(-y) ~ W, 'vtX) = 

= lb (JFilL(-y) - w + z, 'vtX) = 

= lb(-P + Lp, 'vtX) = 

= 1 \-'vtKP, 'vtX) = 

= -((Tl b)* . P, X)Hl = o 
~ 
E(kerTj,b)l. 

portanto d5t'(,) · kerTJ,b = {(())}, como afirmado. D 

Observação 4.5. Se tivéssemos definido as trajetórias do sistema lagrangeano usando 
espaços de curvas ( 1

, ao invés de H2
, poderíamos repetir a demonstração acima até 

a equação (4.8). Neste ponto, teríamos vV E C1, Lp E H1, o que nos permitiria 
concluir {JFilL('Y) + P} E H1 e P contínua, e, tomando as derivadas covariantes de 
ambos os membros de (4.8), obteríamos a seguinte equação para as trajetórias normais 
na formulação C1 : 

(4.9) 
Esta equação não é equivalente à equação ( 4.6); ou seja, a princípio, na formulação 

(
1

, poderiam existir trajetórias normais de classe ( 1 que não são H2 . No entanto, 
se for satisfeita a condição de regularidade {R) - vide página 105, o fato de ser F 
dada por (4.11) um difeomorfismo local nos permitiria concluir que JF11L('Y) E H1 e 
P E H1 se {JFilL('Y) + P} E H1

, de modo que poderíamos escrever 'vt{JF11L('Y) + P} = 
'vt(JF11L('Y)) + 'vtP . Neste caso, como na formulação H2

, concluiríamos que a equação 
(4.9) definiria um campo de vetores diferenciável no fibrado W, portanto as trajetórias 
seriam todas ( 00 e as formulações coincidiriam. 

Como corolário do teorema precedente, uma curva,. E H2(M, Cf/, [a, b]) é uma tra­
jetória normal do sistema lagrangeano vinculado se, e somente se, a restrição de I a 
qualquer intervalo fechado contido em [a, b] também o for. Como no caso dos sistemas 
sem vínculo, isto nos motiva a estender a definição de trajetórias normais para curvas 
definidas em intervalos quaisquer: 
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DEFINIÇÃO 4.7. Sejam / C R 'um irzée7z;alo e ' : / --} M zlmct curda em M. l)iz-se que

,y é uma trajetória normal do sástemü /agrangeazzo uincu/ado (M, L, r) se, para todo
ánferua/o /ecAado la, ól C .r. (i) ' [..ó] C H:(M, r, la, ól) e (n) 7lÍ.,Ó] é tr©eláh« normal
d. (M,%', l«,ól) - «nfid. d« e$n çâ. (4.5).

Como no caso dos sistemas sem vínculo, a equação de Euler-Lagrange com mul-
tiplicador (4.6) não define, em geral, um campo de velares. Para que isto ocorra, é
necessário impor uma condição de "regularidade" sobre a lagrangeana. Como é natural
esperar, uma tal condição deve envolver propriedades geométricas do vínculo.

A fim de encontrar a referida condição de regularidade a ser imposta sobre a la-
grangeana para que (4.6) defina um campo de velares, note que:

(1) dada'y C H:(M, %'), a aplicação P C H'(S,r) -} À('t, P) C H'(IV),p é um isoinorfisma
linear contínuo, onde H:(W)+ denota a libra do vibrado vetorial(7rwo) : H:(Wr) 4
H:(r) sobre 't c H:(r); assim, P c H'(S7) se, e somente se, À(+, P) c H'(}f)t

(2) dados ' € H:(M, %') e P c H'(S,), seja X
l4.6) é equivalente a:

À(+, P) C H:(W)+. Então a equação

ilWL("w ' X) + « . X} .4'(T«, .X) H . .Y + E'll(r« . X) (4.10)

Isto nos motiva a definir

F : IV' ---.> TM

X.. -a WL(«.) + H . X,.
(4.11)

de modo que a equação (4.10) é equivalente a

~ . TF . Z141 .'!'(z« . X) - K X + IE'HL(r« . X) (4.12)

e isto deixa claro qual é a condição de regularidade que precisamos impor

Condição (7t): A aplicação F dada por (4.11) é um difeomoríismo local

Se a condição (7t) for satisfeita, o próximo teorema mostra que ,y é uma tra.jet(ária
normal do sistema lagrangeano vinculado (M, L, %') se, e somente se, ' hr diferenciável
e + for a projeção em %' de uma curva integral de um campo de vetores diferenciável
definido em W
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DEFINIÇÃO 4.7. Sejam I e IR um intervalo e 1 : I ➔ M uma curva em M. Diz-se que 
1 é uma trajetória normal do sistema lagrangeano vinculado (M, L, ?!f) se, para todo 
intervalo fechado [a, b] C I: (i) 'Ylra,b] E H2(M , ~, [a, b]) e (ii) ,l[a,b] é trajetória normal 
de (M, ?f, [a, b]) no sentido da definição (4.5). 

Como no caso dos sistemas sem vínculo, a equação de Euler-Lagrange com mul­
tiplicador ( 4.6) não define, em geral, um campo de vetores. Para que isto ocorra, é 
necessário impor uma condição de "regularidade" sobre a lagrangeana. Como é natural 
esperar, uma tal condição deve envolver propriedades geométricas do vínculo. 

A fim de encontrar a referida condição de regularidade a ser imposta sobre a la­
grangeana para que ( 4.6) defina um campo de vetores , note que: 

(1) dada I E H2 (M , ~), a aplicação P E H1(S-y) f-t )._(,y, P) E H1(W),y é um isomorfismo 
linear contínuo, onde H1 (W )7 denota a fibra do fibrado vetorial ( 1rwo) : H1 (W) ➔ 
H1(1f) sobre 'Y E H1 (1f); assim, P E H1 (S-y) se, e somente se, >.('Y,P) E H1 (W)7 . 

(2) dados I E H2(M, ~) e P E H1 (S-y), seja X := Ah, P) E H1 (W)7. Então a equação 
( 4.6) é equivalente a: 

"'· T {Jl?IL(1rw o X)+"' o X}= -A*(1rw o X)·"' · X+ IP'~L(1rw o X) (4.10) 
dt 

Isto nos motiva a definir: 

F: W -, TM 
Xvq 1---t JFil L(vq)+K,·Xvq 

de modo que a equação ( 4.10) é equivalente a: 

"'. TF. TX = -A*(1rw oX) ·"'·X+ IP'~ L(1rw oX) 
dt 

e isto deixa claro qual é a condição de regularidade que precisamos impor: 

Condição (R): A aplicação F dada por (4.11) é um difeomorfismo local. 

(4.11) 

(4.12) 

Se a condição (R) for satisfeita, o próximo teorema mostra que I é uma trajetória 
normal do sistema lagrangeano vinculado (M, L, ?!f) se, e somente se, 1 for diferenciável 
e 'Y for a projeção em 1f de uma curva integral de um campo de vetores diferenciável 
definido em vV. 
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TEOREMA G. Se a cardação ÍIZJ /or sa&ii{/efta, existe urlz tízzáco campo de ue ares
d4/erencááuel XH : W a 'TW c@as c'ul'uas á7ztegrais são dci/a7'7rza t C(a,b) C ]R -}
('t(Z), X(t)) C Tm', «de ,y é «m. c««,« .m M «mp'l{«./ «m Z, . t.l q" "'" "",«
('t, X) em n' é u«« c««,« nlegral de XH s', e som«f' «, ('y, P) /n, «/«ção d. (4.6),
Ollde P := K o X

DnpiNiÇAO 4-8. O car7zpo de uefores XIH é charrzado de campo de vetores variacional
ou vakonâmico do sistema /agrarzgea7zo z;ãrzculado(M, L, %'). O Pura de XH cí chamado
de fluxo variacional ou vakonõmico de(M, L, Z)

A notação XU será justificada na próxima subseção, na qual provaremos que XH é
hamiltoniano com relação a uma certa forma simplética definida em LV.

CoRoLÁRio 4.4. Se a condição ÍnJ /or saÉil{/eira, /zs traUelóhas normrzás de (M, L, %')
:ão ãiÍ«.n.iá«{s (à. c!«sse Cm)

Z)emorzstração do teorema (G)- (1) Assuma que Xn existe. Mostraremos que deve ser
único. Sejam X,, € W' e:

---.} PV

--, (+(&),x(t))

uma curva integral de XH tal que (+(0),X(0)) = X... Temos:

Ta« ' T*,.F ' X«(X-.) - 5i ..:. '« . F.(+(z),X(t)) -

ã -'-. 'r(t) -

('t, x) ( ., .)
t

=uq

' ' T;...F X« (X-.) Tx,.F (+(0), .t(0)) "'g''a
Á*(uq) . n . X,. + ü'll(uç)

e, corllo Tx.,F é urn isornoilismo linear, e pela arbitrariedade do X,. € W tomado, isto
mostra que, se XH existe, deve ser dado por, para todo Xuq c W

e

(4.13)

x« (x«, ) (n.(*d(".)+À;(* ( A'(«,) « x«.+i''L(«,))) (4.14)

XH C

e está provada a unicidade.

(2) Seja XH definido por (4.14). Então é claro que X. é diferenciável, ou seja
l(W). Além disso, temos:
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TEOREMA G. Se a condição (R) for satisfeita, existe um único campo de vetores 
diferenciável XH : W ➔ TW cujas curvas integrais são da forma t E (a, b) e :IR f-t 

('y(t) , X(t)) E TW, onde I é uma curva em M compatível com~, e tal que uma curva 
('y, X) em W é uma curva integral de XH se, e somente se, ('y, P) for solução de ( 4.6), 
onde P :="'o X. 

DEFINIÇÃO 4.8. O campo de vetores XH é chamado de campo de vetores variacional 
ou vakonômico do sistema lagrangeano vinculado (M,L, ~)- O fluxo de XH é chamado 
de fluxo variacional ou vakonômico de (M, L, ~)-

A notação XH será justificada na próxima subseção, na qual provaremos que XH é 
hamiltoniano com relação a uma certa forma simplética definida em W. 

COROLÁRIO 4.4. Se a condição (R) for satisfeita, as trajetórias normais de (M, L, 'G') 
são diferenciáveis ( de classe ( 00

). 

Demonstração do teorema (G). (1) Assuma que X H existe. Mostraremos que deve ser 
único. Sejam Xvq E W e: 

(-t, t) 
t 
~ w 
r--+ (i'(t), X(t)) 

uma curva integral de XH tal que (i'(O),X(O)) = Xv
9

• Temos: 

e: 

T . 
TTM · T Xvq F · XH (Xv9 ) = dt lt=O TM O F O ('Y(t),X(t)) = 

T 
- 'Y(t) = 
dt lt=O 

K, • T XvqF · XH (Xv
9

) = K, • T XvqF · (i(O), X(O)) por (
4

.
12

) 

= -A*(vq) · K, • Xv
9 
+ IP'"L(vq) 

(4.13) 

e, como T x F é um isomorfismo linear, e pela arbitrariedade do Xv E W tomado, isto 
~ q 

mostra que, se XH existe, deve ser dado por, para todo Xv
9 

E W : 

XH (Xvq) = (T XvqFr
1 

· (HF(Xvq)(vq) + ÀF(Xvq)(-A*(vq) · K · Xvq + lP~L(vq))) (4.14) 

e está provada a unicidade. 

(2) Seja XH definido por (4.14). Então é claro que XH é diferenciável, ou seja, XH E 
.x(W). Além disso, temos: 
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(i) Para Lodo X.. c }r:

T # - T w 'X- (X,.) . F) X« (X,.)
. x« (x,,)

'«.

e isto mostra que as curvas integrais de XH são da forma (+, X), onde ' é urna
curva em M compatível com '#

(ii) Sejam (t,X) uma ciirva em IV, com ' curva em M compatível com r. .
P := H o X. Então, pela equação (4.13), é claro que (+, X) é curta integral de

XH se, e somente se, ('y, P) fnr solução da equação (4.6), i.e., uma trajetória
normal do sistema lagrangeano vinculado

Denotemos por X: a restrição a W do conector do TM, i.e., X: := Klw : }y -} TM.
e seja Hor(}y) uma conexão no obrado vetorial a-w ; 14' H %', e 6w o colector
mrrespondente. A proposição a seguir fornece uma condição equivalente à condição

PROPOSIÇÃO 4-1- Sqa J:' : W > L(TM, TM> de$nidü por, pr/ra iodo X,. c Wr

D

TçM :: (;.. q) Cbil 9 TçM

(mq, sq) -n sq + FFHL(uç) - wq + IE'X:(.Y,.) - À,.w.

. ««alça. ÍZJ é «ti./eÍf« «, ' «m."f' «, (vx«. c n') /x,,
mor$smo \%cear.

/k",

e u7n zso-

emonséração:. Sejam X.. € W e Zx. c Tx..W. 'l'ome e.. c T..r e X.. c W.. tais
que Zx,. - nZ. ({-,) + ÀL (K.). Temos:

TTM ' TF ' Zx.. = T7rK - Tzw ' Zx.. = T7r'f ' (,. (4.15)

(--c, e) -> r tal que +(0) - e«, e X transporte Vu"-paralelo de X,. aoe, tomando '
longo de ':

n TF.Zx., ) ' E. + ü'F(X,.) - (..
) - yu. + V.l.-olWL('y) + K(X)}

= K . h. + Ui'llrll(t'ç) - K e,. + ü'WL(uç) - T7rK ' e,. + PX:(X,.)

= E . h. + FFHL(uç) - H (,. + E'FIL(tlç) - T7rK ' e..+
+ I'r(X,. ) ' À,. (K ' e«.) + PK(x.. ) ' n., (Tzr ' e.,)

(4.16)
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(i) Para todo Xvq E W: 

T7í<«f · T1rw · XH (Xvq) = T(TM o F) · XH (Xvq) = 
= TTM · TF · XH (Xvq) = 
= Vq = 1rw(Xvq) 

e isto mostra que as curvas integrais de XH são da forma ('y, X ), onde , é uma 
curva em M compatível com ~-

(ii) Sejam ('y, X) uma curva em W , com , curva em M compatível com CC, e 
P := "'o X. Então, pela equação (4.13), é claro que ('y, X) é curva integral de 
XH se, e somente se, (,, P) for solução da equação (4.6), 1.e., uma trajetória 
normal do sistema lagrangeano vinculado. 

o 
Denotemos por K, a restrição a W do conector do TM, i.e., K, := Klw : W ➔ TM, 

e seja Hor(W) uma conexão no fibrado vetoria l 1rw : W ➔ ~, e Kw o conector 
correspondente. A proposição a seguir fornece uma condição equivalente à condição 
(R): 

PROPOSIÇÃO 4. 1. Seja :F: W ➔ L(TM, TM) definida por, para todo Xvq E W: 

Fxvq : TqM - Cvq EB Cvt ---t TqM 
(wq, Sq) i---, Sq + ffUL(vq) · Wq + IPK,(Xvq) · ÀvqWq 

Então a condição (R) é satisfeita se, e somente se, (V Xvq E W) Fx.q é um iso­
morfismo linear. 

Demonstração. Sejam Xvq E w e Zxuq E T Xvq w. Tome Çvq E Tvq Ctf e Yvq E Wvq tais 
que Zx = H1 (t,v ) + >..f (Yv ). Temos: 11q ✓ Vq Q Vq q 

TTM · TF · Zx = T1r'íf · T1rw · Zx = T1r,«f · t:v ~ ~ ~q 
(4.15) 

e, tomando 1 : (- 1:, 1:) ➔ ~ tal que -y(O) = t,vq e X transporte 'vw-paralelo de Xvq ao 
longo de 1 : 

K,. TF. Zxvq = lFF(Xvq) . Yvq + IPF(Xvq) . Çvq = 
= JFK,(Xvq) . Yvq + 'vtlt=O{~ L(,) + K,(X)} = 
= K, • Yvq + ffUL(vq) · K, · t,vq + JP]FU L(vq) · T1rw · Çvq + IPK,(Xvq) · Çv

9 
= 

= "' · Y. + ffUL(v) · r., · t: + JP'JFU L(v) · T1r= · t: + Vq Q ',Vq Q o ',Vq 

+ IPK,(Xvq) · Àvq(r., · Çvq) + JP'K,(Xvq) · Hvq(T 1r,«f · Çv
9

) 

(4.16) 
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Assim, supondo que .Fk.q é isomor6smo linear e TF . Zx.ç
e

0, temos Txr ' e., = 0

:Culq 'C'«.

. - TF ' Zx. - ;;''E'+m'L(«,) ' ;'2=+PX:(X,.) ' À,. (K ' (,.)
- /k.. (« ' e.. , « - h,)

(4.17)

portanto H . (,q = H }uq = 0, donde Zx.ç = 0, o que mostra que Tx.. F é isomorfismo
linear. Como X., C W foi tomado arbitrariamente, segue do teorema da função inversa
que F é um difeomorfismo local, e está verificada a condição(R.). A recíproca também
decorre da equação (4.17). []

Obsel'uaçãa 4.6.(a) Na caso er7z que %' = g é 'u77z uz'ncu/o linear, se a /agrangearza /OI'

./á«ica, i.'., « L= K V'~w, lem« (Vu, C P)WL(«,) = À..(g/), d'
modo que

F W' > TM = g©ul2x
X.. F---} Uq + K 'Xu,

é um dileomor$smo (global), cuja iTiuersü é dada por uq + sw e gççD gq Xv $q
,assim, {denlz/içando W = TM através deste dz/eomor$smo, e swbsfàtu ndo Á(u.) =

Bg(«,) e pKL(«,) V(q) .« (4.14), obtêm«

XH TM = g' G)M gl
(«,,.,)

T(TM)
H«.*..(«.) +À«.*,.( B«(«,) g«d v(q))

(b) A mesma der7zonslração da proposição(4.1) mostra que, se .F' /or 'urra ásomor$smo
linear na seçâo nu/a de w : W -} %', {.e., $e F(©u,) ; TçM -+ TçM /OI um isomor$smo
linear, 'para todo 'uq € (d} eTttão F é uln difeovTLor$sllLO ioca{ ll\ln aberto U epít {orvlo da
seção llula de l\r. O ca?tipo de velares XU $ca be'iil de$nido, poüüvtto, ateste aberto U, de

«,odo qae, se (', P) /or se/uçâo de (4.6) fa/ que À(+, P) C Z/, então À(+, P) C Z/ é cu«,a
i,ntegrat de XU , e recíproca,mente. Esta. s'üua,ção sempre ocorre quando Q l.a,gra.bgea'na é

c/ássica.' caIR e/eito, nes e caso, lemos WL = idTU e (Vz,q C y) IPX:(©,. ) = 0, porZanZa
7:'(©«. ) = idT.M

/.2. .4 está'u 'ura si7rzp/ética de W

Nesta subseção, assumiremos a validade da condição(7Z). Será mosto'ado que o
campo variacional XH é hamiltoniano, com relação a uma certa forma simplética em
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Assim, supondo que :Fxvq é isomorfismo linear e TF · Zxvq = O, temos T1r'íf • f:.v
9 

= O 
e: 

EC;; ECvq 
~ _.,,,._,_ 

K, · TF · Zxvq = K, · Yv
9 

+IFIF~L(v9 ) • K, • Çvq +JP'K:(Xvq) · Àvq(K, · Çvq) = ( 4.17) 

= :Fxvq (K,. Çvq' K,. Yvq) 

Portanto K, • cv = K, • Yv = O, donde Zx = O, o que mostra que T xv F é isomorfismo ', q Q Vq Q 

linear. Como Xv
9 

E W foi tomado arbitrariamente, segue do teorema da função inversa 
que Fé um difeomorfismo local, e está verificada a condição (R) . A recíproca também 
decorre da equação (4.17). O 

Observação 4.6. (a) No caso em que Cef' = P é um vínculo linear, se a lagrangeana for 
clássica, i.e., se L = K - V o TM, temos (Vv9 E P ) IFilL(v9) = v9 e Wv

9 
= Àv

9
(Pf ), de 

modo que: 
F : w --t TM = PEBM p1-

é um difeomorfismo (global), cuja inversa é dada por v9 + Sq E P9 EB Pf t-+ Àv
9
Sq, 

Assim, identificando W _ TM através deste difeomorfismo, e substituindo A(v9 ) = 
B q,(vq) e P"L(v9) = - grad V(q) em (4.14), obtemos: 

XH : TM = PEBM p1- --t T (TM) 
(v9 , s9 ) 1-------t Hv9 +s9 (v9 ) + Àv9 +sq (-Bq, (vq)* · Sq - grad V(q)) 

(b) A mesma demonstração da proposição (4.1) mostra que, se :F for um isomorfismo 
linear na seção nula de 1rw : W ➔ Cef', i.e., se :F((())v

9
) : TqM ➔ T9 M for um isomorfismo 

linear, para todo Vq E C/?, então F é um difeomorfismo local num aberto U em torno da 
seção nula de W. O campo de vetores XH fica bem definido, portanto, neste aberto U, de 
modo que, se(,, P) for solução de (4.6) tal que >.(-y, P) EU, então >-.('y, P) E U é curva 
integral de XH , e reciprocamente. Esta situação sempre ocorre quando a lagrangeana é 
clássica: com efeito, neste caso, temos IFil L = idT M e (V v9 E C/?) JP'K:((())v

9
) = O, portanto 

:F((())vq) = idTqM -

1. 2. A estrutura simplética de W 

Nesta subseção, assumiremos a validade da condição (R). Será mostrado que o 
campo variacional XH é hamiltoniano, com relação a uma certa forma simplética em 
vV . 
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DEFINIÇÃO 4.9. Sega uTM :' (gb)'wo rz /arma sírnplé&ica do TM
sà7itptética canónica do obrado coeange7ite.

Z)e#rzámos o C S2z(W) por

onde uo é a foívlLÜ

co :== F#(oTM (4.18)

Como F ; W' -} TM á 'nlrz d eomor$sma local, w é uma/arma s rnpléííca em W
Também de#rzlmos

H: TV' ----> R

X.. -+ m(«.) '«, L(«,)+<«'X,.,«.> (4.19)

OÓ«.çã. 4:7: N. « e"'' q« . l.g«ng«n« é lássáca, temo. (V x,. c n') H(x..) =
! <«.,«,> + V(q) + <« X.,,«.>. E«. P«tic«'", - c«. d. .. l,Í,..i}. /Í..l,. # "''g.
f.m« (VX.. c n') <n . x..,u,> = o, P«t-to n d«d. P« (4.19) coincide «m a

àr/miZÉozziarza que de$ne rzs traleÉó7ias tiaráac otzaás lzormazs pide 1301

Como na subseção anterior, fixaremos uma conexão Hor(14') no vibrado vetorial
zw : W' -.> r, com correspondente conector Hw

TEOREMA H. JI/un rido ír da /or'z7za simp/ética w dada pe/a de$rz çâo p7-ecedente, o
ca77zpo üarlaclona/ xH cotnczde coza o caznpo Àa77zz/fonzan0 3z duzzdo pe/a Àaz7zz/éozzzana

n d«d« p« (4.19)

Demorzsiração. (1) Calculemos dH. Dados X,. c W e Zx.. c Tx.H', seja f C
( c,c) -} T(t) C W uma curva diferenciável bal que 'f(0) = Zx.... Sejam ainda

'y := 7rw o T, }.q := Ku' ' Zx. C W.q e e,. := T7rw ' Zx.ç C T,.%'. Temos

dn(zx. ) á . . {m('r(f)) ' "r(t) - L('r(t)) + <X: ' T(z),'r(t)>} -wt' lt=0

P'L(«ç) ' (H ' (,., u,) + l"lFL(u.) - (Tzf - (.. , u.) + M(u.)
m(«,) 'n'C,. I'L(««) .Tzv e,.+

+ <FX:(X-. ) ' y«..+l'K(X«,) ' e,., «,> + (« x..,K (,.>

fç ' e".

(2) Usando a expressão para uTM dada pelo corolário (1.2), temos, dados X.. € W e
Zx. C Tx.çW, yuq := Kw Zx. C LVuq e e,. := Tzw Zx.ç c T.q%':
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DEFINIÇÃO 4.9. Seja WTM := (gb)* w0 a forma simplética do TM, onde w0 é a forma 
simplética canônica do fibrado cotangente. 

Definimos w E 0 2 (vV) por: 

w := F*wTM (4.18) 

Como F : W ➔ TM é um difeomorfismo local, w é uma forma simplética em W. 
Também definimos: 

H: W --t lR 
Xvq t----+ lFL(vq) · Vq - L(vq) + (K- · Xvq,vq) (4.19) 

Observação 4. 7. No caso em que a lagrangeana é clássica, temos (V X vq E W) H(Xvq) = 
½ (vq, vq) + V(q) + (K- · Xvq, vq)- Em particular, no caso de um vínculo linear <rf = 9, 
temos (V X vq E W) (K- · Xvq, vq) = O, portanto H dada por ( 4.19) coincide com a 
hamiltoniana que define as trajetórias variacionais normais - vide [30]. 

Como na subseção anterior, fixaremos uma conexão Hor(W) no fibrado vetorial 
1rw : W ➔ <rf, com correspondente conector ~w-

TEOREMA H. Munindo W da forma simplética w dada pela definição precedente, o 
campo variacional XH coincide com o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana 
H dada por (4.19). 

Demonstração. (1) Calculemos dH. Dados Xvq E W e Zx
11
q E T x

11
q W, seja t E 

(-é, é) H Y(t) E W uma curva diferenciável tal que Í(O) = Zx
11
q. Sejam ainda 

'Y := 7rw o Y , Yvq := K-w. Zxvq E vVVq e Çvq := Tnw. Zxvq E T vq <ef'. Temos: 

d 
dH(Zx.q) = -d {lFL(,(t)) · ,(t) - L(,(t)) + (K, · Y(t) ,,(t))} = 

t lt=O 

= IF2 L(vq) · (K- · Çvq, Vq) + lP'lFL(vq) · (T1r,tf · Çvq, vq) + lFL(vq) · K, • Çvq­

- JFL( Vq) · K, • Çvq - IPL( Vq) · T 7í<e · Çvq + 
+ (JFK,(Xvq) · Yvq +1P'K,(Xvq) · Çvq, Vq) + (K- · X vq, K, · Çvq) 

(2) Usando a expressão para WTM dada pelo corolário (1.2) , temos, dados Xv
9 

E vV e 
Zx E T X vV , Yvq := K-w. Zxv E Wvq e {:Vq := T 7rw . Zxv E Tv <rf: Uq Vq q ', q q 
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U(XH (X,.), ZX..) = «,TM (TF XH (.V,.), TF

. I'F . X« (X.,), K

<TTM ' TF ' ZX.q 'H ' TF ' XH(X,q)> P"(4'14)-g-15),(4 16)

=<u,, H yu.+ mHL(uç) - H . {.. + I'WL(uç) . T,rV '{,.+
+ I'K(X,.) ' À,. (H (..) + I'K(X,. ) ' H.. (TTr - e..)>

<Tz«, - e,,, .4*(«,) - H . X,. + IE''L(«,)>

(3) De (1) e (2) segue

dn(zx.) -'(x«(x..),zx..) <'.C,.,H x..>-
<A*(«,) ' n ' X,,, TzK ' e..>

=<.P"(u.) ' n '{,. A(«,) - Tzv ' (..,x ' X..>
-0

pois («. C T..r implica JPI(uq) - n - (,. Á(uq) T7r«,

tomado arbitrariamente, isto conclui a demonstração.
&. 0. Como Zx.. C TW [oi

D

1.2.1. U'!!t obseruüção sobre o es'paço de fase üas raãetóüas nomnaãs

O vibrado de projeção P}', a hamiltoniana H : W' > R e a estrutura simplética de
W' dependem do censor métrico auxiliar g. Mostraremos a seguir que, se tomarmos
o obrado misto generalizado )V vede definição(2.2) como espaço de fase das
trajetórias normais, ao invés do vibrado de projeção }V, todos estes objetos ficam
naturalmente definidos de forma independente do censor métrico auxiliar.

Inicialmente, mostraremos que a condição de regularidade(7Z) independe do censor
métrico. Com efeito, seja F* a aplicação dada por:

F* : 'yV

0.. -a ]FL(uç) + À=. . 0«, c T;M

onde .X;. é a transposta do levantamento vertical em uq, À.q : TçM --> T..TM
Sejam p : TM > T*M a transformação de Legendre induzida pelo censor métrico,

e ii : W > )N dada por Xuq F > <X.g, - >Ver..(TM) o /)w- Então o seguinte diagrama é
comutativa:

F

P

F*

TM ii -T*M
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w(XH (Xv9 ), ZxvJ = WTM (TF · XH (Xv
9

), TF · ZxvJ = 

(3) De (1) e (2) segue: 

= (TTM . TF. XH (Xvq)) K,. TF. Zxvq)-

- (TTM. TF . Zxvq' K,. TF. XH (Xvq)) por (4.14),_0.15),(4.16) 

= (vq, K, · Yv9 + JFJF"L(vq) · K, · Çv
9 
+ lPF~L(vq) · T1r'if · Çv

9 
+ 

+ lPK(XvJ. Àvq(K,. Çvq) + lPK(Xvq). Hvq(T1rc,r . Çvq))­

- (T1r'6" · Çv
9

, -A*(vq) · K, · Xv
9 
+ JP"L(vq)) 

dH(Zxvq) - w(XH (Xv
9

), ZxvJ = (K, · Çvq, K, · XvJ-

- (A*(vq) · K, · Xvq, T7í'if · Çv
9

) = 
= (&J.(vq) · K, · Çv

9 
- A(vq) · T1r'if · Çvq, K, · Xvq) = 

=Ü 

pois Çv9 E Tvq Crf implica &J.(vq) · K, · Çvq - A(vq) · Tmtf · Çv
9 

= O. Como Zx.
9 

E TW foi 
tomado arbitrariamente, isto conclui a demonstração. O 

1. 2.1. Uma observação sobre o espaço de fase das trajetórias normais 

O :fibrado de projeção W, a hamiltoniana H : W ➔ IR e a estrutura simplética de 
W dependem do tensor métrico auxiliar g. Mostraremos a seguir que, se tomarmos 
o fibrado misto generalizado W - vide definição (2.2) - como espaço de fase das 
trajetórias normais, ao invés do fibrado de projeção W, todos estes objetos ficam 
naturalmente definidos de forma independente do tensor métrico auxiliar. 

Inicialmente, mostraremos que a condição de regularidade ('R.) independe do tensor 
métrico. Com efeito, seja F* a aplicação dada por: 

F* : W -----+ T* M 
0vq 1-4 FL( Vq) + À~q · 0vq E T~ M 

onde À:q é a transposta do levantamento vertical em vq , Àvq : TqM ➔ Tv,,TM. 
Sejam µ : TM ➔ T*M a transformação de Legendre induzida pelo tensor métrico, 

e µ : W ➔ W dada por Xv9 i➔ (Xvq, · )verv
9 
(TM) o Pw . Então o seguinte diagrama é 

comutativo: 
µ. w-----w 

·! º l·· 
TM ------;;.. T*M µ 
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Como/z e jZ são difeomorâsmos, segue que F é um dihomorfismo local se, e somente
se, F* for um difeomorfismo local; a condição (R) é, portanto, equivalente a ser F* um
diíêomor6smo local, o que claramente independe do censor métrico auxiliar.

Admitindo a validade da condição (7Z) , podemos considerar em )'V a forma simplética
dada pelo pn// pack da forma simplética canónica do vibrado cotangente wo pelo dife-
omorlismo local F*. Note que esta estrutura simplética independe do censor métrico
auxiliar, i.e., depende apenas da lagrangeana L e do vínculo %'. Além disso, punindo
}'v desta estrutura simplética, e W da estrutura simplética anteriormente definida, é
claro que ji é um simplectomorfismo. Tomando em }V a hamiltoniana dada por

.2f: }V } ]R

#,. -a BE(«,)'«. L(«,)+a.. .Z(«.) (4.20)

onde Z C T(TM) é o campo de Liouville, i.e., dado por uç H À,.uq, então temos .2fop =
H, sendo H dada por (4.19). O campo hamiltoniano em h/ induzido por .#' é, portanto,
jZ-relacionado ao campo variacional XH . Sendo ;i um isomorfismo de vibrados vetoriais
sobre idv, segue que as projeções em y' das curvas integrais do campo hamiltoniano em
}V induzido pela hamiltoniana .2#' são as trajetórias normais do sistema lagrangeano
vinculado (M, L, %'). E, como a hamiltoniana .#" claramente independe do tensor
métrico auxiliar, isto conclui a demonstração da seguinte proposição:

PnoPosiçÃo 4.2 tJsando Q notação acima,, temos

(i) .4 condição de rega/aràdade(7Z) á eguiuaZente a ser F* u« dlfeomor$smo lacar, e
'po'lta,'n,to, vn,d.open,de do ten,sor 'm,etri,co a,'uxil,l,a,r g, 'b. e. , de.pend,e a'pe'nas da, l,agia,'n,-

geanü L e do u hcu/o %','

(ii) .'ldrrz rindo(7?.), ezásle'7rz rzo #órad0 7rzis&o gemeu/azado )'V ullza está'tlt'ura sinzp/ética
e uma ham !ton ana .)f, que depeTtdem apenas da lügra7igeaTia L e do uenc'uto %',
e ta'ts q'ue as 'pro$eções erlll 'Y das curdas ãniegrai,s do cam'po ha,m'ition,i,a.n,o ãn,d'uzi.do

por .#" são as [ray'e]órias 7zormízás do sis&erzzrl /agrangcrzzzo 'uãrzcu]ado (M, L, %')
Ezp/icátar7zente, tomamos em }V a .forma senzp/éZácü dada pe/o pull back por F* da
/oma sàmpléZáca calzónica uo do jurado coéarzge7zfe T'M, e .#' dada por (4.20)

Como última observação, apontamos que, no caso de um vínculo linear g C TM, o
vibrado misto generalizado 7rw : )'v } g é naturalmente isomorfo ao vibrado vetorial
zh : g q)u go } g, onde 7rl é a projeção no primeiro favor e g OM go é o espaço total
do vibrado misto g OM go -+ M. Com efeito, basta tomar o isomorfismo de vibrados
vetoriais:

}'\; --+

0«ç I'''''}
g a)M go

(««,Ú., . À,,)
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Como µ e µ são difeomorfismos, segue que F é um difeomorfismo local se, e somente 
se, F* for um difeomorfismo local; a condição (R) é, portanto, equivalente a ser F* um 
difeomorfismo local, o que claramente independe do tensor métrico auxiliar. 

Admitindo a validade da condição (R), podemos considerar em W a forma simplética 
dada pelo pull back da forma simplética canônica do fibrado cotangente w0 pelo dife­
omorfismo local F*. Note que esta estrutura simplética independe do tensor métrico 
auxiliar, i.e., depende apenas da lagrangeana L e do vínculo 'lf . Além disso, munindo 
W desta estrutura simplética, e W da estrutura simplética anteriormente definida, é 
claro que µ é um simplectomorfismo. Tomando em W a hamiltoniana dada por: 

.Yt-' : W -----+ lR 
0vq 1------t JFL(vq) · Vq - L(vq) + 0vq · Z(vq) 

( 4.20) 

onde Z E X(TM) é o campo de Liouville, i.e., dado por Vq H Àvq Vq, então temos Yé'oµ = 
H, sendo H dada por (4.19). O campo hamiltoniano em W induzido por Yé' é, portanto, 
µ,-relacionado ao campo variacional XH. Sendo µ um isomorfismo de fibrados vetoriais 
sobre id,ó', segue que as projeções em 'lf das curvas integrais do campo hamiltoniano em 
W induzido pela hamiltoniana Yé' são as trajetórias normais do sistema lagrangeano 
vinculado (M, L, 'lf). E, como a hamiltoniana Yé' claramente independe do tensor 
métrico auxiliar, isto conclui a demonstração da seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO 4.2. Usando a notação acima) temos: 

(i) A condição de regularidade (R) é equivalente a ser F* um difeomorfismo local) e) 
portanto) independe do tensor métrico auxiliar g, i. e.) depende apenas da lagran­
geana L e do vínculo 'lf; 

(ii) Admitindo (R), existem no fibrado misto generalizado W uma estrutura simplética 
e uma hamiltoniana Yé', que dependem apenas da lagrangeana L e do vínculo Cff') 

e tais que as projeções em 'lf das curvas integrais do campo hamiltoniano induzido 
por .Yt-' são as trajetórias normais do sistema lagrangeano vinculado (M, L, 'lf). 
Explicitamente) tomamos em W a forma simplética dada pelo pull back por F* da 
forma simplética canônica w0 do fibrado cotangente T*M, e .Yt-' dada por (4.20). 

Como última observação, apontamos que, no caso de um vínculo linear ÇJ e TM, o 
fibrado misto generalizado 1rw : W ➔ '!,J é naturalmente isomorfo ao fibrado vetorial 
1r1 : ÇJ EBM ÇJº ➔ '!,J, onde 1r1 é a projeção no primeiro fator e '!,J EBM ÇJº é o espaço total 
do fibrado misto '!,J EBM ÇJº ➔ M. Com efeito, basta tomar o isomorfismo de fibrados 
vetoriais: 

w -----+ <?2 EB M Ç_JÜ 

0vq 1------t ( Vq, 0vq o Àvq) 

111 



Através deste isomorfismo, podemos identificar o vibrado misto :2©M go com o
flbrado misto generalizado )'V, e considerar, admitindo a condição de regularidade (R.) ,
o campo variacional definido no vibrado misto, como em ]63]. É neste sentido que o
objeto )'V generaliza o vibrado misto g OM g', estando, pois justificada a nomenclatura
utilizada

1.3. A hessàana, e os ca.'m.pos de Jacobà

Nesta seção, será estudado apenas o caso geodésico, i.e., será considerado um sis-
tema lagrangeano vinculado(M, L, r) com L = K, a energia cinética induzida pelo ten-
sor métrico g. Será apresentada limo fórmula pala a hessiaíia do funcional de Lagrange
.g em curvas horizontais ao vínculo %', regulares (i.e., pontos regulares da aplicação
ponto final) e que sejam geodésicos normais (i.e., pontos críticos de -g). Assumindo-se
a validade da condição(R) , serão calculados os campos de Jacobi definidos pelo .Puro
uariacional (i.e., o fluxo do campo variacional XH ), e no teorema (1) será inosLrado
que o núcleo da hessiana é o conjunto dos campos de Jacobi obtidos por variações com
extremos fixos. Note que, se não for válida a condição(7Z), os mesmos resultados desta
seção se aplicam às geodésicos normais que são projeções de curvas integrais do campo
variaciona! XH definido no aberto Z/ C W, dado pela observação(4.6.b)

PrtoPosiçÃ0 4.3 (FÓRMULA DA SECUNOA VARIAÇÃO). Sda ' c H:(M, r, [a,b]) tina

"'"' «g«l« . p«&. c,ííic. d. «'t,{çã. de -g « H:(M, %', 1., ól,V('),'y(Ó)). E'«tã. .

üessia';« de .g em "r é dada por, pa« lodo Jt, J2 C T,H:(M, r, ja, ól, '(a),'y(Z,))

Hess-g('y)'(Ji,&) = / < Vt:Jj +R(+,J]) .{++ Pl+

+ v.{#'J'('t) - (v.a- , p) + I'#(+) . (}- , p)}
F.4*('t) '(V.J:,P) I''l'(+) '(J., p), J2> dt

b

a

(4.21)

o«d. P € H'('y'S) é f'l q« . .g-çã. (4.6) é «tisfeáe ÍP é án «, p.z« oÓ««,«çã. (4.4);
e R á o [erz$ol' de curuat'ura da conexão de Leui C'á'nata de(M, g)

l)ermo zstração. (i) Seja:

( ., .) * (-., .)
(«,.)

H: (M, %', ja, ól, '(.) , '(b))
tUu,s

diferenciável, tal que
T

ã;ir..,.o ' -
T
âs l.,..ot J2
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Através deste isomorfismo, podemos identificar o fibrado misto ~ EBM ~o com o 
fibrado misto generalizado W, e considerar, admitindo a condição de regularidade (R), 
o campo variacional definido no fibrado misto, como em [63]. É neste sentido que o 
objeto W generaliza o fibrado misto ~ EBM ~o, estando, pois justificada a nomenclatura 
utilizada. 

1.3. A hessiana e os campos de Jacobi 

Nesta seção, será estudado apenas o caso geodésico, i.e. , será considerado um sis­
tema lagrangeano vinculado (M, L, 'íf) com L = K, a energia cinética induzida pelo ten­
sor métrico g. Será apresentada uma fórmula para a hessiana do funcional de Lagrange 
.!L' em curvas horizontais ao vínculo 'íf, regulares (i.e., pontos regulares da aplicação 
ponto final) e que sejam geodésicas normais (i.e. , pontos críticos de .!L'). Assumindo-se 
a validade da condição (R), serão calculados os campos de Jacobi definidos pelo fluxo 
variacional (i.e., o fluxo do campo variacional XH ), e no teorema (I) será mostrado 
que o núcleo da hessiana é o conjunto dos campos de Jacobi obtidos por variações com 
extremos fixos. Note que, se não for válida a condição (R), os mesmos resultados desta 
seção se aplicam às geodésicas normais que são projeções de curvas integrais do campo 
variacional XH definido no aberto U e W, dado pela observação ( 4.6. b). 

PROPOSIÇÃO 4.3 (FÓRMULA DA SEGUNDA VARIAÇÃO). Seja 'Y E H2 (M, 'íf, [a, b]) uma 
curva regular e ponto crítico da restrição de .!L' a H2 (M, 'íf, [a,b],,(a),,(b)) . Então a 
hessiana de .!L' em I é dada por, para todo J 1 , J2 E T ,,H2 (M, 'íf, [a, b), ,(a), , (b)): 

Hess .!L'(,) · (J1, J2) = 1\-v/ J1 + R(i', Ji) · {'Y + P}+ 

+ v't{IFY'(-y) · (v't J1, P ) +IP'Y'('Y) · (J1,P)}­

-1FA* (-y) · (v'tJ1, P) - IP'A* (-y) · (J1, P), J2) dt 

(4.21) 

onde P E H1 (,*S) é tal que a equação (4.6) é satisfeita (Pé único, pela observação (4.4)), 
e R é o tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita de (M, g). 

D emonstração. (i) Seja: 

w: (- E,E) x (-E,E) ---+ H2(M,'íf, [a,b], 1 (a),,(b)) 
( U, S) 1----t Wu,s 

diferenciável, tal que: 
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) C( ',') x(-',')) :w.,, C T...,H:(M,V',l«,ól,7(«),y(ó)), temos

'p"W.,J . v.llgl! ..IW«,Jil31« -o
e, tomando V«luso em ambos os membros desta última equação, segue,

o - (v«i-.w'(ú«,.)) - v,J, + .p'(+) v«i-.v.IÍq%Õs l,-o

(V-l-.Á('b«,.)) ' Ja d(+) ' v-i-.ll-3F ,-. -
'(V.J:, V.J:) + I'#'(+) -(;-, V.Ja) F.4(+) .(V.J-, J,)-

I'Á('t) ' (J-, J,) + 'p" ('t) ' v«r-.v.ll3b ..-. ,'l('t) ' v-l-.7 wu.s
(4.22)

C.m.(V(«,.0

0ems

(ii)

H"s -g('r)(J: , J2) - ã;;ã; l«,,.. - ('"«,,) -

- õu ãs ~..,.. ll«0.«-)-'

du \.:. I' kü,..,'i,x:-.ÇÜ«.sã\at

./.'l<V]J] , Vt./2> + <'t, V,l-oVt7mu 1. o >ldt '(');Z(ü)=.

l\ ÇN?J.,Jah+ h,'i«\-ün -ãÍ~,..\\ÚI
nl)

.Z <+, v«i.-v'l!:F.,-. > / {<V.V«i«-'llã= .-. ,+> + <R J-,+) }2,'t>} '* -
/ { <V«l-.7wu.s ...,V > + (RP:,+)J,,+>laí+

-- <v.i-.Zl3;- ..-. , +> 1:
(4.24)

11 ?

Como (\l(u,s) E (-E,€) x (-t,E)) Ja Wu,s E Twu,, H2(M, ~, [a,b],,(a),,y(b)), temos: 

m,.L(. ) _ ._., Twu,s _A(. )Twu,s = O cr Wu s v t !'.l Wu s !'.l ' uS ' us 
e, tomando V uiu=O em ambos os membros desta última equação, segue, em s = O: 

Ü = ( v' uiu=O 9.L ( Wu,O)) · V t J2 + fYJ.L (-y) · V ulu=O V t T:u,s -
us l•=O 

- (v'ulu=oA(wu,o)) · J2 - A('Y) · v'ulu=o T:u,s 
us l,=O 

= 1F9.1(i') · (v'tJ1, "vtJ2) + IP&.1(-y) · (J1, "vtl2) - IFA('Y) · (v'tli, J2) -

- IP A(i') · (Ji, J2) + & .l(i') · v' uiu=O V t T:u,s - A('Y) · v' uiu=O Twu ,s 
us l,=O âs ls=O 

( 4.22) 

(ii) 

(iii) 

1\'Y, Vu lu=Ov'tT:u,s ) dt = 1b { (v't"vulu=O T:u,s ,'YJ + (R(J1,i'). 12 ,i') } dt = 
a US l,=0 a US ls=O 

= 1b { -(Vulu=O T:u,s , v'á) + (R(J1, i')J2, 'Y) } dt+ 
a US ls=O 

( Twu,s . 'lb + v' ulu=o--!'.l , 'Y / ª 
US ls=O 

( 4.24) 
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Como ««,,(«)

Analogamente, V.l«-o-'ã;
'y(a), temos '"-.- l... (a) = 0, logo V.l-oZ::'l,.. (a) - 0

(ó) = 0, portanto segue das equações (4.24) e (4.6) que:

n, v.i«-v'!3F.,:.> dz - ./ {<v«i«-.llãí:. ,'l'M - p+ v.p>+

+ <R(;- , +) . J,, 't> } al

/ { <R(J-, 't) ' J,, 't> + <.4(+) V«r-.ll3'' -.-.

/
Ü

-'?'M v.v.i-.ll3'" , P>} dt -

(;:, 't) - J,, +> + <Á('t)
J a,

b

b

#"(+)'V«l-oV'rm-.' .-
:Px(+) ' R('t, Jt ) ' Ja, P>} d& '"g'2)

-/ {<R(J-,'t) ' J2,+> + <FW"('t) '(V.J-,V.J,)+
+ I'J'' (+) . (J , V.Ja)

F.4(t) ' (V*J , J2) P.4(+) - (;l, J2)

# "(+) ' R('t, Ji) - J2, P>} dt
(4.25)

(iv) Finalmente, das equações (4.23) e (4.25), e do lema (3.2), segue:

Hess.Z('y)(Jj, Jz) = / { <Vt'Jt, J2>+

<F9'(+) -(V.Ji , V:&)+ Ü'#('t)(;t, V.J,)+
+ FH(+) '(V.J-, J:) + P.4(+) '(J-, J:), P>+

+ <R(;-,+) - ./2,+> {R(+,J-) - J,,P>ldt
e, usando o fato de que, para todo uq c Z, wq c TçM, {#'.4(uç) - wql' = FH' (uq) - wq,

{PÁ(uç)wçl' = IPÁ'(uç) . wq, e (lue F:P(t;ç) - wq, I'iP(uç) - w, ; TçM q T,M sãa
auto-adjuntos, obtém-se a equação (4.21). []

Ó

(4.26)

A seguir, estudar-se-ão os campos de Jacobi associados ao fluxo variacional. Dada

uma trajetória X = À('t, P) do campo variacional XH , os campos de Jacobi ao longo de
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Como Wu,s(a) . cte. = ,(a), temos r:;·• 1•=º (a) O, logo Vulu=OT:;·• 1.=o (a) = O. 

Analogamente, Vulu=OT~;·• '•=º (b) = O, portanto segue das equações (4.24) e (4.6) que: 

1b(º Twu,s ) 1b{( Twu,s *(º) ) 'Y, "v ulu=0 V t-!'.l- dt = V ulu=O_a_ 'A 'Y . p + V tP + 
a uS ls=O a S ls=O 

+ (R(l1, i') · 12, i')} dt = 

= 1b { (R(J1,i'). 12,i') + (A(i'). Vulu=O Tawu,s -
a S '•=O 

- !!J'_1_(i') · Vt'vulu=o Tawu,s ,P)} dt = 
S ls=O 

1b T 
= {(R(l1,i') · 12,i') + (A(i') · Vulu=O :u,s -

a U S ls=O 

m,.l. ( . ) 't"7 't"7 Twu,s 
- v' 'Y · Yulu=0 Vt--

0S ls=O 

- !!J'j_(i') . R( i', 11) . 12, P)} dt por ~·
22) 

= 1b { (R(l1, i') · 12, i') + (1F&_1_(i') · (Vtl1, Vtl2)+ 

+ lP!!J'.1.(i') · (11, Vtl2)-

-1FA(i') · (Vtli, 12) - lPA(i') · (J1, 12)-

- !!J'_1_(i') · R(i', 11) · 12, P)} dt 

(4.25) 

(iv) Finalmente, das equações (4.23) e (4.25), e do lema (3.2), segue: 

Hess2'(,)(J1, 12) = 1b {-(V/11, 12)+ 

- (lF&(i') · (Vtl1, 'vtl2) + lP.9-"(i') · (11, Vtl2)+ (4.26) 

+ lFA(i') · (Vtl1, J2) + lP A(i') · (11, 12) , P )+ 

+ (R(J1, i') · 12, i') - (R(i', 11) · J2 , P)} dt 

e, usando o fato de que, para todo Vq E ctf, wq E TqM, {lFA(vq) • wq}* = JFA*(vq) • wq, 
{JPA(vq)wq}* = JPA*(vq) · wq, e que JF.9-"(vq) · wq, JP!!J'(vq) · wq : TqM ➔ TqM são 
auto-adjuntas, obtém-se a equação (4.21). O 

A seguir, estudar-se-ão os campos de Jacobi associados ao fluxo variacional. Dada 
uma trajetória X = À(i', P) do campo variacional XH, os campos de Jacobi ao longo de 
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.[ são as "variações infinitesimais" !:L 1,.. de X obtidas por curvas integrais .X', de Xn
Oti, equivalentemente, podemos considerar variações infinitesimais J = E l. . {7rK07rwa

X,} de ' e ( = : 1,:. {H o X,} de P. Mostraremos rla proposição (4.5)"que J,e são

vaiiaçõcs infinitesimais obtidas desta forma se, e somente se, satisfizeram a equações
(4.27) e (4.28) da seguinte definição:

DEFiNiçÃO 4.10 (CAMpos nE JAcoBI). Seja«l X = À(+, P) : ja, ól a W umn curva
i"Z.g«/ '' "mp. «ü«.i.«./ X« C l(W), e J C T,H:(M, %', 1«, ÓI). O{««,« q« J é
um campo de Jacobi com re/ardo a ('y, P) se eriséãr { c H:('y'TM) faZ que

O +R(J,+)'l++Pl+F.4'(+)(V.J,P)+
+ I'A*('t) . (;. p) + ,4*(+) . ( + v,Í (4.27)

e;

F#('t) '(V.J,P)+ a'W(+) '(J, p) + #(+) - {(4.28)
onde R é o [erzsor de curua]ura de conexão de Leui Cíuila de (M,g)

JVesZrzs condições, famóém se dtz que o par (J, e) é 'nm campo de Jacobi com re/ação
a (7, P), e 'usar se-á a seg'uárzte notação

/h,p) {J C T,H:(M, @, la, ól) l J ca«'.po de Jacoó co« re/anão a ('y, P)}

Oós«ção 4.8. É cla« q« .,/h.P) é "" '«ó"p"ç. "(«í'{ de T,H:(M, %', [«, ó])- .além
disso, cordar7rze rnenciozzc do rza oóõert;anão (4.4), se ' é uma cu a regtiZar, segue da
[earema (E) que P é ?énit'ocamenfe determinada p« 'r, ou seja, /' C H:(S,) é .único [al
{ue 'y e P sat sjazem n eq'nação Ç4,Sh. PoRaitto, se este !or o caso, 'Fedelhos OTnitàr o

;zbscdto "P" da notação; dém disso, neste co,se também con,sã,derare'm,os o subespctço
,/la,ó :. ./l n T,H2(M,r, la, bl,7(a),7(b)). ' '
PRoPosiçÃo 4.4. Usarzdo ci rzolaçâa dri dcÚrzição precede7zte, sejam Jo, Jo, (o C T,r(.)M
l;aàs que:

#'(t(')) ' Jé H('t(a)) - Jo (4.29)
e

H'#(+(«)) ' (.4, P(')) + Ü'.#('t(«)) . (an, P(«)) + J'(+(.)) e. 0 (4.30)

A',z&ão ezzstem e sâo tí,zícos ./ C T,H:(M, K, ja, Z,l) e { C H:('y*TM) salÍsÍaze,zdo as
'q-iões (4.27) e (4.28), e laÍ' que J(a) = J., V-l.-J = Já e ((«) = e.. .41ém dis«,
J e t são C" e depeiLdem tilteurxnenle dtt$ cottdições Iniciais Ju, Jb e (o

1 1 K

X são as "variações infinitesimais" rdx. 1 de X obtidas por curvas integrais Xs de X H . 
S •=O 

Ou, equivalentemente, podemos considerar variações infinitesimais J = Js l,=o { 1r'6'01rwo 

Xs} de ry e ç = Js l,=o {K: o Xs} de P . Mostraremos na proposição (4.5) que J, ç são 
variações infinitesimais obtidas desta forma se, e somente se, satisfizerem a equações 
(4.27) e (4.28) da seguinte definição: 

D EFINIÇÃO 4.10 (CAMPOS DE JACOBI). Sejam X= À("f, P): [a, b] ➔ vV uma curva 
integral do campo variacional X H E X(W), e J E T yH2 (M, 1f, [a, bl). Dizemos que J é 
um campo de Jacobi com relação a (ry, P) se existir ç E H1 (ry*TM) tal que: 

e: 

O= V/ J + R(J, 7) · {i' + P } + IFA* (i') · ("vtJ, P)+ 
+ IP'A*(i') · (J, P ) + A*(i') · ç + "vtç 

onde R é o tensor de curvatura de conexão de Levi-Civita de (M, g). 

( 4.27) 

( 4.28) 

Nestas condições, também se diz que o par (J, ç) é um campo de Jacobi com relação 
a (ry, P), e usar-se-á a seguinte notação: 

)9(-y,P) := {J E T-yH2 (M, 1f, [a, b]) 1 J campo de Jacobi com relação a (ry, P)} 

Observação 4.8. É claro que /('Y,P) é um subespaço vetorial de T-yH2(M, 1f, la, b]) . Além 
disso, conforme mencionado na observação ( 4.4), se ry é uma curva regular, segue do 
teorema (E) que P é univocamente determinado por ry, ou seja, P E H1 (S-y) é único tal 
que ry e P satisfazem a equação ( 4.6). Portanto, se este for o caso, podemos omitir o 
subscrito "P" da notação; além disso, neste caso também consideraremos o subespaço 
/,;,b := /-y n T , H2 (M, 1f, [a, b], ry(a), ry(b)). 

PROPOSIÇÃO 4.4. Usando a notação da definição precedente, sejam J0 , J~J,0 E T-y(a) M 
tais que: 

( 4.29) 
e: 

IF9(-y(a)) · (J~,P(a)) + IP'9(i'(a)) · (J0 , P(a) ) + 9 (-y(a)) · ço = O ( 4.30) 

Então existem e são únicos J E T-yH2 (M, Cef', [a, bl) e ç E H1 (ry*TM) satisfazendo as 
equações (4.27) e (4.28) , e tais que J(a) = Jo, "vt lt=aJ = J~ e ç(a) = ço. Além disso, 
J e ç são ( 00 e dependem linearmente das condições iniciais J0 , J~ e ç0 . 
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Z)emorzslração. Definimos a aplicação diferenciável çb
por, para todo X.ç € 1)V:

W H L(TM 0M TM, TM ©« TM)

Óx.. : T,M x TçM + TçM x TçM

(';,z/) -a(=+y,#'"(«.) 'z+F#(«,) '(z,H X..)+ #(«,) -y)

Usaremos o seguinte lema, que será provado subseqüentemente:

LEMA 4.6. Parra lodo .Yuq C W y çóx. : TçM x TçM + TçM X TçM é 71zn {somor$smo
/cear

Consideremos a seguinte equação

o('t)-v.'J+v.{W"(+)}-v J vÍÁ'(+)-JJ+
+ V.{]F#(+)}(V.J, P) + ]F#(+) .(V.'J, P) + ]F#'(+) .(V.J, V.P)+
+ V*ÍiE'P(+) . (J, P)} + V {a'(+)} . € + #('t) . v.C

(4.31)

Então, aplicando o lema, o fato de d,(+(.).p(1)) s'r um isomorfismo linear, para
todo t C [a,b], implica que as equações (4.27) e (4.31) podem ser escritas, usando
um referencial paralelo em TM ao longo de ', como uma EDO linear de primeira
ordem, com coeficientes C", em R" x R" x ]R", onde n = dim M. Ou se.ja, dados
Jo, ai, Co C T.r(«)M, existem únicas seções C" J, ( de TM ao longo ,y, que satisfazem as

equações (4.27) e (4.31), e tais (iue J(a) = Jo, Vtll:«J = ai e {(a) = Co. Além disso,
J e € dependem liílearmente das condições iniciais, e, se f'orem veri6cadas as equações
(4.29) e (4.30), então J C T,rH:(M, Z, la, ól) e ( satisfaz (4.28). Para checar esta última
afirmação, definamos:

q J'"(+) . V*J .4(+) ' J+F#(+)(V J,P)+P#(+) .(J,P) + #(+) .e(4.32)

Então 77(a) = 0 e Vtz7 = 0, pela equação (4.31), portanto 77 = 0. Aplicando iP(+) e
JPI(+) a ambos os membros da equação (4.32), e usando o lema (3.2), segue (4.28) e
PI(+) . VtJ .4(+) J = 0, i.e., J C T,H:(M,y, ja,ól), como afirmado.

n

Prado da /erlza. Sejam X.. C W, s, y C TçM, e suponhamos que éx.. (z, Z/) = 0. Então

z+g/ = 0 e #''(u,) z+F#(«.) (=, K X,,)+#(«,)-y = 0; aplicando W(u.) e P'(u.) a
ambos os meritbros desta última equação, e usando o lema (3.2), segue JPI(tiç) . 3 = 0,
donde z = y C Cu. , e

FI'(«,) ' (z, H Xu,) + #(«,) . y (4.33)
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Demonstração. Definamos a aplicação diferenciável </> : W-+ L(TM EBM TM, TM EBM TM) 
por, para todo Xvq E W : 

<Pxvq : TqM X TqM ---+ TqM X TqM 
(x, y) f----t (x + y, g,1-(vq) · x + lFY'(vq) · (x, '1; • X vq) + Y'(vq) · y) 

Usaremos o seguinte lema, que será provado subseqüentemente: 

LEMA 4.6. Para todo Xv9 E W, <Pxvq : TqM x TqM -+ TqM x TqM é um isomorfismo 
linear. 

Consideremos a seguinte equação: 

o= g,.Lb). V/J + 'v't{Y'.Lb)}. 'v'tJ - 'v't{A*(i') . J}+ 
+ Vt{1FY'(i,)} · (VtJ, P) + lFY'('-y) · (V/ J , P) + lFY'(i') · (Vd, 'v'tP)+ (4.31) 

+ v't{lP'Y'(i') · (J, P)} + 'v't{ 9(1')} · ç + Y'(i,) · 'v'tç 

Então, aplicando o lema, o fato de </> (. ( )) ser um isomorfismo linear, para 
À -y(t),P t 

todo t E [a , b], implica que as equações ( 4.27) e ( 4.31) podem ser escritas, usando 
um referencial paralelo em TM ao longo de ,, como uma EDO linear de primeira 
ordem, com coeficientes C00

, em Rn x Rn x Rn, onde n = dim M. Ou seja, dados 
10 , l~ , f,0 E T-y(a) M, existem únicas seções C00 J, ç de TM ao longo,, que satisfazem as 
equações (4.27) e (4.31), e tais que J(a) = 10 , 'v'tlt=al = J~ e ç(a) = ç0 . Além disso, 
l e ç dependem linearmente das condições iniciais, e, se forem verificadas as equações 
(4.29) e (4.30), então l E T-yH2 (M, ~, [a, b]) e ç satisfaz (4.28). Para checar esta última 
afirmação, definamos: 

Então 71(a) = O e 'v'tT/ = O, pela equação (4.31), portanto T/ = O. Aplicando 9(i') e 
g,1-(i') a ambos os membros da equação (4.32), e usando o lema (3.2), segue (4.28) e 
g,1-(i') · V 1l - A(i') · J = O, i.e., l E T-yH2 (M, ~, [a, b]), como afirmado. 

D 

Prova do lema: Sejam Xvq E vV, x, y E TqM, e suponhamos que <f>xvq (x, y) = O. Então 
x+y = O e Y'.L(vq)·x+lFY'(vq)·(x, f);·Xvq)+Y'(vq)·y = O; aplicando Y'(vq) e g,_1_(vq) a 
ambos os membros desta última equação, e usando o lema (3.2), segue g,_1_(vq) • x = O, 
donde x = -y E Cvq, e: 

( 4 .33) 
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Por outro lado, o fato de que (V X.. C n') :P(uq) - X:(X..) = 0 implica que n'JP(uç)
(z,K X..) = JP(uq) ]PX:(X,.) - À,.z Assim, a equação (4.33) é equivalente a:

0 - 3'(«,) ' PX:(X..) ' X,,z + .#(«.) .y
X-,) ' À,.g/ #'(««) - I'X:(x,.) À..y

#"(«,) ' PK(x,.) ' À«,z/)

donde, pela proposição (4.1), g/ = 0, portanto z
arbitrariamente, isto conclui a demonstração.

0. Como X.. € W' foi tomado
D

CoRoLÁRiO 4.5. .,gr(7,P) e zlm subesprzço ue&orial de dánletzsão merzor ou ág?zal a 2rz de
T,H:(M, r, [a, ó]), orzde n = dimM

Dem07zsfração. Basta noLat que {(J,{) c T,H:(M,r,[a,b]) x H:('y'TM) (J,O é
campo de Jacobi com relação a ('y,P)} é um subespaço vetorial de dimensão 2n
de T,H:(M,Z.. la,ól) x H:('y*TM), isomorfo ao espaço vetorial {Jo, JZ,eo c T,r(.)M
vale (4.29) e (4.30)}, e que .,/(l.p) é a imagem deste subespaço pela projeção n o pri-

meiro falar 7ri : T,rH:(M, r, la, ól) x H:('y'TM) H T,rH:(M, W, la, ól). []

DnnNIÇÃo 4.11. Ur71íz variação por geodésicas normais de (M, g, %') é tnrzíz aplicação
d./«.áá«l (',&) C ( ',') x ja,ól -* À('t,(t),P,(t)) c n' 1.1 q-, P«« f.d' , C
( ', '), À(+. Ps) é um« «« {nf'g«./ d. c.".p. «Maca-«Z X. . M«.óém cA.«.«m"
a projeçâo em M de uma fa/ ap/ cação de variação por geodésicos normais.

PPsjçi9 f-S- U««d. ' "maçã. d' ad«içã. (4.10), d'd. J c T,H:(M, %', 1«, ól)
€ c H:(7*TM), e«íão (J. O é «m c'mp. d' J«.ó{ c.m «laço. « ('r, f') .à, e s.Àen;L

«, J e ( sã. C" e erásée «m« «H'ção p« geodé'àc«., n«m«is À(+« P5) la/ q« +o = +,

Po = P e, para todo f c [a, ü]

a-,- 'r.(t) - J(t)
e

'ã-,-o (')-{(z)
Z)emonsí7açâo. (1) Suponha que exista uma tal variação por geodésicas normais
veremos que (J, O é um campo de Jacobi com respeito a ('y, P)

Com efeito, para todo s c ( c, c), temos

Pro

v.+, + v,Ps 1- Á* (+,)
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Por outro lado, o fato de que (V Xvq E vV) &( vq) · K(XvJ = O implica que lF&( vq) • 
(x, K, • Xvq) = -&(vq) · IP'K(Xvq) · Àvqx. Assim, a equação (4.33) é equivalente a: 

O= -&(vq) · IP'K(Xvq) · ÀvqX + &(vq) · y = 

= y + IP'K(XvJ . ÀvqY - g,.L(vq) · IP'K(Xvq). ÀvqY = 
= Fxvq (y, -&.L(vq) · IP'K(Xvq) · ÀvqY) 

donde, pela proposição (4.1), y = O, portanto x = O. Como Xvq E W foi tomado 
arbitrariamente, isto conclui a demonstração. D 

COROLÁRIO 4.5. /(7,P) é um subespaço vetorial de dimensão menor ou igual a 2n de 
T,,H2 (M , Cef', [a, b]) , onde n = dim M. 

Demonstração. Basta notar que {(J,f,) E T7 H2 (M,Cef',[a,b]) x H1(,*TM) 1 (J,f,) é 
campo de Jacobi com relação a (,, P)} é um subespaço vetorial de dimensão 2n 
de T7 H2 (M, 1ff, [a, b]) x H1(,*TM), isomorfo ao espaço vetorial {10 , J~,f,0 E T,,(a) M 1 

vale (4.29) e (4.30)}, e que /(7,P) é a imagem deste subespaço pela projeção no pri­
meiro fator 1r1 : T ,,H2 (M, 1ff, [a, b]) x H1(,*TM) ➔ T 7 H2 (M, 1ff, [a , b]) . □ 

D EFINIÇÃO 4.11. Uma variação por geodésicas normais de (M, g, ~) é uma aplicação 
diferenciável (s,t) E (-é,é) x [a,b] H >.(i's(t),Ps(t)) E W tal que, para todos E 
(-E, E), >.(i's, Ps) é uma curva integral do campo variacional XH. Também chamamos 
a projeção em M de uma tal aplicação de variação por geodésicas normais. 

PROPOSIÇÃO 4.5 . Usando a notação da definição (4.10), dado J E T7 H2 (M, ~, [a , b]) 
e f, E H1 (,*TM), então (J, E,) é um campo de Jacobi com relação a(,, P) se, e somente 
se, J e f, são ( 00 e existe uma variação por geodésicas normais >.(i's, Ps) tal que 'Yo = 'Y, 
P0 = P e, para todo t E [a, b]: 

T 
-d ,s(t) = J(t) 

S ls=O 

e: 
T 

K, • -d Ps(t) = f,(t) 
S ls=O 

Demonstração. (1) Suponha que exista uma tal variação por geodésicas normais. Pro­
varemos que (J, E,) é um campo de Jacobi com respeito a (,, P). 

Com efeito, para todo s E (-E, E), temos: 
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e

3'(+,)

e, tomando V,l.-o em ambos os membros destas duas equações, obtemos as equações
(4.27) e (4.28), respectivamente, logo (J, e) é uin campo de Jacobi com relação a ('y, P).

(2) Reciprocamente, suponhamos que(./, O seja um campo de Jacobi com relação a

Seja X,, = À('t(0), P(0)) C n', e defina--s Zx,, C Tx.W por:

(7,P)

TzK'Taw'Zx..
H . Tz'w ' Zx,. = Volt-.J'

FK:(X-.) ' 'w ' Zx.. + I'K:(X«.) ' T'-« ' Zx..

Denotemos por (ÓL). o fluxo do campo XH , e tome c : ( qc) q n' tal que

d(0) = Zx.. - Consideremos a seguinte variação por geodésicos normais: s C (--c, e) x
ja, ól -} ÓÍI c(s) = À(+,([), P.(t)) C W. Seja (.f,O o campo de Jacobiinduzido por esta

variação pf)r geodésicas normais. Pela construção, segue que J(a) = ./(a), Ver-.J '

Vtjl;aJ e ((a) = C(a). Então, pela unicidade estabelecida pela proposição (4.4), segue
q«e (J, O

D

A seguir, enunciámos o resultado principal desta seção, segundo o qual o núcleo
da hessiana do funcional de Lagrange numa geodésica normal regular coincide com o
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta geodésica, gerados por variações com
extremos fixos.

TEOREMA l C'oz« a mesma no anão da de$nÍção (4.10), se ' c H:(M,K,la,ól) é
cz'lt'a reg'u/ar e geodésica 'lorllza/ de (M, g, ©), erzlão /I''' = ker Hess -Z('r), o« sda,
.r C T,H:(M,r,la,bl,'y(a),'y(b)) é um campo de Jacoói com relação « ('y,P) se, e
somente se, J C ker Hess .g('y)

l)emorzslração. Com efeito, pela equação (4.21), temos, para todo Ji, ./z c T7H:(M, %'
la, ól, '(a), 'r(b)) , Hess (7)(J:, J:) = .(<XJ: , J:> dt, onde

x.. : V.:J- + R('t,J ) - {++ Pl+
+ V.{1'3'(+)(V.J:, P) + l:'#(+) .(J-, P)}

]pÁ* ('t) . (v.J:, p) ]p.4*(+) . (.1- , p)

llR

e: 

e, tomando V sis=O em ambos os membros destas duas equações, obtemos as equações 
(4.27) e (4.28), respectivamente, logo (J,ç) é um campo de Jacobi com relação a (,,P). 

(2) Reciprocamente, suponhamos que (J, ç) seja um campo de Jacobi com relação a 
(,,P). 

Seja Xvq = >{y(O), P(O)) E W, e definamos Zxvq E T Xvq W por: 

T1r'lf · T1rw · Zxvq = J(a) 

K, · T1rw · Zxvq = "vtlt=aJ 

lFK(Xvq) · K,w · Zxvq + IP'K(XvJ · T1rw · Zxvq = f;,(a) 

Denotemos por ( </>~) t o fluxo do campo XH, e tome c : (-E, E) ➔ W tal que 
c'(O) = Zxvq. Consideremos a seguinte variação por geodésicas normais: s E (-E, E) x 

[a, b] H </>~ ·c(s) = >{rs(t), Ps(t)) E W. Seja (J, {) o campo de Jacobi induzido por esta 

variação p~r geodésicas normais. Pela construção, segue que J(a) = J(a) , "vtlt=aj = 
"vtlt=al e ç(a) = ç(a) . Então, pela unicidade estabelecida pela proposição (4.4) , segue 
que (], { ) = (J, ç). 

o 

A seguir, enunciamos o resultado principal desta seção, segundo o qual o núcleo 
da hessiana do funcional de Lagrange numa geodésica normal regular coincide com o 
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta geodésica, gerados por variações com 
extremos fixos. 

TEOREMA I. Com a mesma notação da definição (4.10), se I E H2 (M, 5fi', [a, b]) é 
curva regular e geodésica normal de (M, g, 5fi'), então /,;,b = ker Hess g(,), ou seja, 

J E T .,. H2 (M ,C6', [a, b], ,(a), ,(b) ) é um campo de Jacobi com relação a (,, P) se, e 
somente se, J E ker Hess 2'(,) . 

Demonstração. Com efeito, pela equação (4.21), temos, para todo J1 , J2 E T,.H2 (M, 5fi', 

[a,b],,(a),,(b)), Hess(,)(J1,Ji) = J:(x1i,J2)dt, onde: 

XJ1 := -V/J1 + R(i', 11) · {i' + P}+ 

+ Vt{lF~(i') · (Vtl1,P) + IP'9"(i') · (J1,P)}­

- JFA*(i') · (VtJi , P) - IP'A*(i') · (J1,P) 
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(i) Suponha(lue Ji C ker Hess .Z('y), i.e., para todo J2 C T,H:(M, r, la, ól, '(a), '(ó))
kerT:2.., tem-se

Hess .Z(7) (.J: , J2) .&> dz

Corno kerT:2.Ó é denso em ker Tni.Ó, pelo corolário (4.3), por continuidade esta última
equação deve valer para todo J2 € ker7jJ.ó

Aplicando-se o lema (4.3), com X = X.r. e y = 0, conclui se que existe um único
U C ker Tl2.Ó = T,H: (M, Z, la, ól, '(a), '(b)) , tal que

v,'u
Então, pala todo ./2 C kerTai,ó, tem-se

0 r

/'
{C/, J2>H-

Í (-'7?U, Jab dt

NtU, v-J:à

poiLanto, U C (kerTat.ü)X Im (a.») logo existe { C L2(S,r) tal que

(Tai.ó)' ' { = Ã'e = U
onde Ã'e, Le são dados pelo corolário (4-2) . Tomando as derivadas covariantes de ambos

os membros desta última equação, obtemos VtU = VtKe = { L(, donde (C
H:(S,r), pois U C T,H:(M). Assim, tomiLndo novamente derivadas covariantes na
última equação, obtém-se:

XJ, .v.:u -e+ ve (4.34)

Definindo-sf.e' := F#(+) ' (Vtli,P) + ü'#(+) (Ji,P). o falo de que (VI c
la,õl) P([) C C+ e o gema (3.2) imp]icam e' = i#(+) -e' C Im .4(+)', de modo que
Á*(+) ' {' = 0. Assim, segue da equação (4.34) que

0 :J-+ R(Ji,'t) - {++P} +FÁ'(+) .(v.J-,p)+
+PH*(+) -(;-,P)+.4*(+) -(( e')+V.(e e')

o qiie mostra que a equação (4.27) é satisfeita para Ji e (e {'). Como JP('t) - { = 0,

t'm« #('t) (e e')= #(+) e'= {'= F#'(+)'(V.J:,P) E'#(+) (J-,P),a
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(i) Suponha que 11 E ker Hess 2'(,), i.e., para todo 12 E TrH2 (M, 'if, [a, b], ,(a), ,'(b)) = 
ker T;,b, tem-se: 

Hess 2'(,) ( 11, 12) = lb (x1J) 12) dt = O 

Como ker T; b é denso em ker T; b, pelo corolário ( 4.3), por continuidade esta última 
equação deve v~ler para todo 12 E 

1

ker T; b· 

Aplicando-se o lema (4.3), com X= ~XJ1 e Y = O, conclui-se que existe um único 
UE kerT;,b = Tr H2 (M, 1%', [a, b), 'Y(a), 'Y(b)), tal que: 

"'v/U = - x1i 
Então, para todo 12 E ker T; b, tem-se: 

' 

0= l b(-"'v/U, l 2)dt= 

= 1b ("'v tU, "'v tl2) = 

= (U, J2)H1 

portanto, UE (kerT;,b)_1_ = Im (T;,b)*, logo existe ç E L2(Sr) tal que: 

(T;,b)* · ç = K( = -U 

onde I<(, L( são dados pelo corolário ( 4.2). Tomando as derivadas covariantes de ambos 
os membros desta última equação, obtemos -"'v tU = "'vtl<( = ç - L(, donde ç E 
H1 (Sr), pois U E Tr H2 (M). Assim, tomando novamente derivadas covariantes na 
última equação, obtém-se: 

( 4.34) 

Definindo-se ç' := lF&('Y) · ("'vt11, P) + IP&('Y) · (11, P) , o fato de que (\::/t E 
[a, bl) P(t) E Cf e o lema (3.2) implicam ç' = &('Y) · ç' E Im A('yl, de modo que 
A*('y) · ç' = O. Assim, segue da equação (4.34) que: 

O= "'v/ 11 + R(l1, i') · { 'Y + P} + lFA* (i') · ("'vtl1, P)+ 
+ IPA*('Y) · (J1, P) + A*(i') · (ç -ç') + "'vt(ç - ç') 

o que mostra que a equação (4.27) é satisfeita para 11 e (ç - ç'). Como .9l('y) · ç = O, 
temos &('Y) · (ç - ç') = -.9l('Y) · ç' = -ç' = -lF&('Y) · (''vt11 , P) - IP.9l('Y) · (11 , P) , o 
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que mostra que a equação (4.28) também é satisfeita para JI e (( e'), portanto Ji é
um campo de Jacobi com respeito a (', P).

(ii) Reciprocamente, suponha que (JI , e) seja um campo de Jacobi com relação a ('y, P)
Então, pata todo .& c T,rH:(M,%', ja,bl,'y(a),'y(b)), tem se, pelas equações (4.21) e
4.27

H"s-g('y)(J-, J,) - / (J2, Á'('t) ' ( + V.e + V.{'>

à

onde (' é definido como na parte(i)
pela equação (4.28), segue:

Como Á*(+) . {' = O, e como #(+) (e + e')

Hess .g('r)(J: , J2) <J2, A*(+) . ({ + (') +Vt({ + (')> ""'á9' (4.2)

eHt(S,)
/

b

/ <J2,V. {(q..yJa
(( + e')}>

(./,, fz! .)' ({ + (')> H:J2 ekerTn2,hCker IZ:,Õ

0

portanto, Ji C ker Hess .g(') D

COROLÁRIO 4.6. Oom a lrzesma hig)átese, dimker Hess -g(7) < rz, onde n dimM

Demorzsfração. Com efeito, basta observar que /la,' C {J C /, l J(0) = 0}, {(./, e) C
T,H:(M,r,la,bl) x H:('y*TM) l J(a) = 0 e (J,e) é campo de Jacobi com relação
a ('y, P)} é um subespaço vetoria] de dimensão n de T,rH:(M,y, la, ól) x H:('y'TM),
isomorfo ao espaço vetorial {Jo,Ji,eo € T,r(.)M l Jn = 0 e vale (4.29) e (4.30)}, e
{J C /l J(0) = 0} é a imagem deste subespaço pela projeção no primeiro falar

rl: T,H:(M, Z, la, ól) x H'('y'TM) -+ T,H:(M,r, la, bj).
D

C)bseruação 4.9. No caso tancar (eze'ntpio 2.!.a), te'talos 'urna estámatiua melhor, ou seja
dimker Hess.g('y) < n l. Oom deito, neste caso pode-se calcar par um carga/o d feto
que t C la,bl n (t a)+(t) é um campo de Jacoóà corri relação a ('y, P), que se a7zzl/a

em t = a, mas vtão em t = b (Trote q'ue, como -r é 'umü cur'uü regular, leão pode ser

«n.l«"l', P.d'«&. 11+11 . # 0, do«d. +(ó) # 01. .4s'Ím, « «di«.e«ão de /.a,'
em {J c /l l J(0) éno mhimo 1, donde a aármação. '
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que mostra que a equação (4.28) também é satisfeita para J 1 e (ç - ç'), portanto J 1 é 
um campo de Jacobi com respeito a ('y, P). 

(ii) Reciprocamente, suponha que (J1, ç) seja um campo de Jacobi com relação a(,, P) . 
Então, para todo J2 E T -yH2 (M, Cef', [a,b],,(a),,(b)), tem-se, pelas equações (4.21) e 
( 4.27) : 

Hess 2'(,)(J1, J2) = 1b (12, A*('Y) · ç + "vtç + "vtç') 

onde ç' é definido como na parte (i) . Como A*('Y) · ç' = O, e como 9(i') • (ç + ç') = O, 
pela equação (4.28), segue: 

Hess.2"(,)(J1, J2) = J\J2, A*(i'). (ç + ç') +"vt(<; + ç')) corolá~ (4.2) 
a '---..---" 

EH1(S-,) 

= 1b (12, "v/{(T;,b)* · (ç + ç')}) = 

hEkerT2 CkerT 1 

= -(J2, (T;,b)*. (ç + ç'))HI a,b a,b 

=Ü 

portanto, J1 E ker Hess2'(,) . o 

COROLÁRIO 4.6. Com a mesma hipótese, dim ker Hess 2'(,) ~ n, onde n = dim M. 

Demonstração. Com efeito, basta observar que /;,b e { J E /-y I J(0) = O}, { (J, ç) E 
T -yH2 (M, ~, [a, b]) x H1 (,*TM) 1 J(a) = O e (J, ç) é campo de Jacobi com relação 
a (,, P)} é um subespaço vetorial de dimensão n de T, H2 (M, Cef', [a, b]) x H1 (,*TM), 
isomorfo ao espaço vetorial {Jo, J~,ç0 E T-y(a)M I J0 = O e vale (4.29) e (4.30)}, e 
{ J E /-y I J (0) = O} é a imagem deste subespaço pela projeção no primeiro fator 
1r1 : T -yH2 (M,Cef',[a,b]) x H1 (,*TM) ➔ T -yH2 (M ,Cef', [a,b]). 

D 

Observação 4.9. No caso linear (exemplo 2.1.a}, temos uma estimativa melhor, ou seja, 
dim ker Hess 2'(,) ~ n- l. Com efeito, neste caso pode-se checar por um cálculo direto 
que t E [a, b] H (t - a)i'(t) é um campo de J acobi com relação a(,, P), que se anula 
em t = a, mas não em t = b (note que, como I é uma curva regular, não pode ser 
constante, portanto lli'II = cte. =/:- O, donde i'(b) =/:- O}. Assim, a codimensão de /;,b 
em { J E /-y I J(0) = O} é no mínimo 1, donde a afirmação. 
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t.4. O tenlsor métr co de Jücobi

Dado um sistetna mecânico (sem vínculos), no qual a força externa é dada por unt
potencial V € g(M), (M, K, V), é bem conhecido o "teorema de Jacobi": dado e > 0
tal que V < e em M, tal teorema permite, através da introdução de um censor métrico
conveniente eíli M (o censor métrico de Jacobi g., vede definição (4.12), abaixo) reduzir
o estudo das trajetórias de (M, K, V) com energia K + V o l-M = cte. = e ao estudo das

geodésicos da variedade riemanniana (M, g.) com energia l vede 111, por exemplo,
e também IS71 ou IS51, onde mostramos uma extensão deste teorema pala sistemas
mecânicos com vínculos lineares.

DEFINiçÃo 4.12. Soam (M, g) uma uaHedade záemüzznÍana

gue, para todo q € M, V(ç) < e. O censor méZráco em M.
V C g(M) e e > 0 fa/

g. : (e - }')g

á chamado de tensos métrico de Jacobi, ou, sátnp/esmente, de métrica de Jacobi

Nesta seção, será apresentada uma extensão do referido teorema para sistemas
lagrangeanos vinculados (M, L, %'), corri lagrangeana clássica L = K V o rM, e para
sistemas mecânicos vinculados (M, K, V, W), no caso em que o vínculo r é um cone

Fixaremos, pois, um sistema lagrangeano vinculado (M, L, %') , e um sistema mecânico
vinculado (M, K, V, W), tais que:

ja) a lagrangeana é clássica, dada por L K -- V o rM

jb) o vínculo '# é um c07ze, isto é, satisfaz a seguinte condição: se uq e %', então, para
todo t > 0, tuç C %'. Em particular, %' é um vínculo que conserva energia, no
sentido da definição (3.6), i.e., o campo de Liouville Z C l(TM) é tangente a %'l

lc) vale a condição (7?), de forma que as trajetórias normais de (M, L,%') são todas
diferenciáveis

Note que, pela condição (b), para todo z;q C r, temos uq c C'... Com efeito, dada
uq C %',. temos Z(z'q.) = ,\.,(uq) c T..r n Ver..(TM) = Ver..(%'), de modo que uq =

x Z(z'?) C ." Ver.,(%') -.O-.. Portanto, para todo X., C W, temos <K X,.,uç> ; 0,

logo a hamiltoniana (4.19) que define as trajetórias normais de (M, L, Z) é dada por.
pala todo X.. c W

n(x«, ) m(«,) '-. L(«,) + <n-X«.,«.>
K(«,) + V(q)
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· 1.4. O tensor métrico de Jacobi 

Dado um sistema mecânico (sem vínculos), no qual a força externa é dada por um 
potencial V E J( M), ( M, K, V) , é bem conhecido o "teorema de Jacobi" : dado e > O 
tal que V < e em M, tal teorema permite, através da introdução de um tensor métrico 
conveniente em M (o tensor métrico de Jacobi ge, vide definição (4.12), abaixo) reduzir 
o estudo das trajetórias de (M, K, V) com energia K + V o rM = cte. = e ao estudo das 
geodésicas da variedade riemanniana (M, ge) com energia 1 - vide [1], por exemplo, 
e também [57] ou [55], onde mostramos uma extensão deste teorema para sistemas 
mecânicos com vínculos lineares. 

DEFINIÇÃO 4.12. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, V E J(M) e e > O tal 
que, para todo q E M, V(q) < e. O tensor métrico em M: 

é chamado de tensor métrico de Jacobi, ou, simplesmente, de métrica de Jacobi. 

Nesta seção, será apresentada uma extensão do referido teorema para sistemas 
lagrangeanos vinculados (M , L, 'G'), com lagrangeana clássica L = K - V o rM, e para 
sistemas mecânicos vinculados (M, K, V, 'G'), no caso em que o vínculo 'cf é um cone. 

Fixaremos, pois, um sistema lagrangeano vinculado (M, L, '«), e um sistema mecânico 
vinculado (M, K, V, 'G'), tais que: 

(a) a lagrangeana é clássica, dada por L = K - V o rM; 

(b) o vínculo e~ é um cone, isto é, satisfaz a seguinte condição: se Vq E e~, então, para 
todo t > O, tvq E 'cf. Em particular, e~ é um vínculo que conserva energia, no 
sentido da definição (3.6) , i.e., o campo de Liouville Z E X(TM) é tangente a 'cf; 

(c) vale a condição (R), de forma que as trajetórias normais de (M, L, CC) são todas 
diferenciáveis. 

Note que, pela condição (b), para todo Vq E 'G', temos Vq E Cvq. Com efeito, dado 
Vq E 'G', temos Z(vq) = Àvq(vq) E Tvq '«nVervq(TM) = Vervq('G'), de modo que Vq = 
K · Z(vq) E "'· Vervg ('«) = Cvq. Portanto, para todo Xvq E W, temos (K · Xvq, vq) = O, 
logo a hamiltoniana (4.19) que define as trajetórias normais de (M,L,'G') é dada por, 
para todo Xvq E W: 

H(Xvq) = lFL(vq). Vq - L(vq) + (K-. XVq) Vq) = 
= K(vq) + V(q) 
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Dado e > 0, assumiremos V < e em M, e consideraremos o censor métrico de Jacobi

g. := (e y)g em M. Se não valer V < e em M, as mesmas conclusões que obteremos

nesta seção se aplicam se substituirmos M pela subvariedade aberta N := V :(--oo, e)

Usaremos a seguinte convenção: os objetos com índice "e" denotam o objeto cor-
respondente com respeito à métrica de Jacobi. Por exemplo, <., .>. := g.( , .), e assim
por diante

A seguir, serão apresentados alguns lemas que serão usados na demonstração do
principal resultado desta seção, o teorema(J)

C M

LEMA 4.7. Saü / : la, ól + [c, d] ur7za /unção aósolu]amerzte confáhua não-decrescente
com /(a) = c, /(ó) = d e ll/'llLm < oo. Então a apZ cação

(i)
(o.f): H:(M,lc,dl) a H:(M,la,ól)

'x \---+ la !

está bens de$nàda e é diferenciáuet.

(ü) « /' é ab«!ut«.ente contou« . ll/"llu < oo, então a ap/{caçâo

(..f): H:(M, lc, ól) a H:(M, la, ól)

tümbélit está bem de$ftidü e ê diferenciáuel.

Z)emonstraçãa.(i) Primeiramente, privemos para M = R"

(a) O falo de que / é absolutamente contínua não decrescente implica (lide ISll)
que, se g : lc, al -+ ]R é uma função mensurável nãc-negativa, então (g o .f).f' é
mensurável em la, Z)l e:

l ,w-«-í ,çítúhí't-l'- (4.35)

logo, o mesmo vale para qualquer função integrável ' :Íc, ól } R'

(b) Seja ' c H:(]R', lc,al) e consideremos em H:(]R", lc,dl) a norma 11111.-
I'r(c)ll + ll'r'll-.
Então segue da parte(a) que 'o/ é absolutamente contínua em ]a, ó] e que, pala
Lodo s c la,ól:

('y'/y(,) (/(s))/'(.)
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Dado e> O, assumiremos V < e em M, e consideraremos o tensor métrico de Jacobi 
ge := (e - V)g em M. Se não valer V< e em M, as mesmas conclusões que obteremos 
nesta seção se aplicam se substituirmos M pela subvariedade aberta N := v-1(-00, e) 
e M. 

Usaremos a seguinte convenção: os objetos com índice "e" denotam o objeto cor­
respondente com respeito à métrica de Jacobi . Por exemplo, (·, ·\ := ge(·, ·), e assim 
por diante. 

A seguir, serão apresentados alguns lemas que serão usados na demonstração do 
principal resultado desta seção, o teorema (J). 

LEMA 4.7. Seja f : [a, b] ➔ [e, d] uma função absolutamente contínua não-decrescente, 
com f(a) = e, f(b) = d e llf'IILoo < oo. Então a aplicação: 

(i) 
(of): H1 (M,[c,d]) ---t H1 (M ,[a,b]) 

'Y t------t 'Y o f 
está bem definida e é diferenciável. 

(ii) se f' é absolutamente contínua e IIJ"lkoo < oo, então a aplicação: 

(of): H2 (M, [c,d]) ➔ H2 (M, [a,b]) 

também está bem definida e é diferenciável. 

Demonstração. (i) Primeiramente, provemos para M = ]Rn. 

(a) O fato de que fé absolutamente contínua não-decrescente implica (vide [51]) 
que, se g : [e, d] ➔ lR é uma função mensurável não-negativa, então (g o J)f' é 
mensurável em [a, b] e: 

1d g(y) dy = 1b g(f (x))J'(x) dx (4.35) 

logo, o mesmo vale para qualquer função integrável 'Y : [e, d] ➔ ]Rn. 

(b) Seja 'Y E H1 (lRn,[c,d]) e consideremos em H1 (lRn,[c,d]) a norma ll'YIIH1 ·­
ll'Y(c)II + ll'Y'lk2 -

Então segue da parte (a) que 'Yº fé absolutamente contínua em [a, b] e que, para 
todos E [a, b]: 

('Y o J)'(s) = 'Y'(f(s))J'(s) 
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Portanto

/' l.n't:V'';- ll'ÇÍt yj'Çq-a:''g'

< ll.f'llLm / ''(/(s))'/'(s) ds 'r''L ':?.(4 3s)

A

d

- ll/'ll.- /
Jc

ll--ll'r'llÍ: <
< ll.f'llL-ll,yllÕ:

'y'(t)' dt
(4.36)

o (lue mostra que ('yQ ./'y c L:(R", ja,ól), donde ('y o /) c H:(R",ja,ól) e (o./:)
está bem definida

(c) É claro que (o.f) é linear. Alinhamos que é contínua (portanto diferenciável)
Com efeito, segue de (4.36) que, para toda ' c H'(R', [c, d));

I'r. .rll«- ..f(a)ll + ll('r. .Íyll. "'O ")

« ll'y(c)ll + «l J) i= ll,rll«- <

« (i + v/ll.f'll- ) ll'rll«-

(4.37)

portanto, (o/) é linear contínua

caso geral, apliquemos o teorema de Whitney para mergulhar M em algum Rx
para ]V suficientemente grande. Então, pela parte (1), a aplicação (o/) ; H: (RN , lc, al) -+
H' (Rx:.la, ül> é linear contínua. Como a imagem da subvariedade mergulhada H' (M, lc, ól)
po:Í'/) está contida em H:(M, ja, ól), segue que(o.f)IH:(M.]',a]): H:(M, lc, al) -+ H:(M, la,'ól)é diferenciável

Íii) Como na paire (i), é su6ciente provar o caso M = IR'; o argumento usando o mer-
gulho de Whitney também pode ser usado para provar o lema pala M arbitrária, pois

H:(M, lc, al) e H'(M, la, ól) são subvariedades mergulhadas de H'(RW , ]c, a]) e H:jRW ja, b])
respectivamente, se M é subvariedade mergulhada do Rw

,r Consifrilmos em H2(R", lc,d) a norma ll'yllH: := ll'y(c)ll + ll'y'(c)ll + ll'y"lll,. Dada

h. J)" - h' . Í. j')' -

- f' 1- t'y . f). J"
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Portanto: 

1b 1b f'>-0 
a (,of)'(s)2ds = ª "(1(f(s))

2
J'(s) 2 ds ~ 

~ llf'lkoo 1b 'Y'(f(s))2J'(s) ds ,'EL2 eeq.(4.35) 

= IIJ'lkoo 1d "f'(t)2 dt = 
( 4.36) 

= llf'lk00 ll'Y' ll~2 ~ 
~ llf' lk00 ll'Yll~1 

o que mostra que (,of)' E L2 (Rn,[a, b]) , donde ("lo!) E H1 (Rn,[a,b]) e (o!) 
está bem definida. 

(c) É claro que (o!) é linear. Afirmamos que é contínua (portanto diferenciável). 
Com efeito, segue de (4.36) que, para toda"/ E H1 (Rn, [e, d]): 

por ( 4.36) 
ll'Y O JIIH1 = ll 'Y O f(a)II + li(, 0 f)'lk2 ~ 

~ ll'Y(c)II + ✓llf'lk00 ll'YIIH1 ~ (4.37) 

~ (1 + ✓llf' lkoo) ll"fllH1 

portanto, (o!) é linear contínua. 

No caso geral , apliquemos o teorema de Whitney para mergulhar M em algum JRN, 
para N suficientemente grande. Então, pela parte (1), a aplicação ( o f) : H1 (JRN , [e, d]) ➔ 
H1 (IRN, [a, b]) é linear contínua. Como a imagem da subvariedade mergulhada H1 (M, [e, d]) 
por ( o f) está contida em H1 (M, [a, b]), segue que ( o J)IH1(M,(c,d)) : H1 (M, [e, d]) ➔ H1 (M, [a, b]) 
é d iferenciável. 
(ii) Como na parte (i), é suficiente provar p caso M = JRn; o argumento usando o mer­
gulho de Whitney também pode ser usado para provar o lema para M arbitrária, pois 
H2(M, [e, d]) e H2(M , [a, b]) são subvariedades mergulhadas de H2(JRN, (e, d]) e H2(JRN, [a, b]), 
respectivamente, se M é subvariedade mergulhada do JRN. 

Consideremos em H2 (R11
, [e, d]) a norma ll'YIIH2 := 11, (c)II + 11-Y'(c)II + ll,"lk2. Dada 

-y E H2(JRN, [e, d]), temos: 

(, o !)" = (,' o f . J')' = 

= ('Y' o !)' . !' + ('Y' o !) . !" 
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quase sempre em ]a, ó], portanto

l('y o /)"llP < 1('/ . .ry . /'llL: + ll('r' . .f) . /"llL: <

< ll/'ll- ('' . /yll. + ll.r"ll- íl('r' . /)llt:
I'eHi e (4.36)

<

7'eHi e (4.37)

<< 11/'11-- «1[7iÍÍi=llv"]]- + ]]/"]]--k]]('r' . .r)]l«-

« ll.f'llíell'yll«, + ll/"ll--k(i + v/WiÍÍi:)ll7'll«-
< (ll.r'il:e + Àlll/"ll.- (i + v/ÍÍ7;ÍÍ=)) ll'rll«:

logo

('r '.f)"ll«:(-)ll+ ll7'(.f(.))/'(«)ll+ ll('r./)"ll- <

< (i + .f'(.) + ll/'lira + illl.r"ll.- (i + v/ÍÍ7iÍii=)) ll'rll«,

e, como ' c H:(Rx, lc, al) foi tomada arbitrariamente, mostramos que (o/) : H:(RX, la, ül) -+
H:(Rw, lc, al) está bem definida e é linear contínua, logo diferenciável, o que conclui a '
demonstração.

n

COROA.ÁRIA 4.7. Sega ' : [a,b] } M 'uma autua aóso/'utamen&e contãhua, e sup07zAa

g« «á.'"«. con.Z-f« ., M > 0 t.Í. q« . < ]1't(t) ] < M P«« q«« t.d. t C [., Ó]
Seicl L o conLpritttento de l e

g, : la, ól + [0, L]
{ -a .Clrti

e seja lamóém /l := g;' : 10, ZI a la, ól. Balão

(.&) H:(M, [«, ó])

(

n:(M, to, z,l)
('b

é um difeomor$smo Cm, tQja : (.g,) ', p«' t.do X c TH:(M, la, ól)

T(.&) . X

Demonstração- E claro que /l e gl são absolutamente contínuas não decrescentes; além
disso, as seguintes equações:

d,(t) l+(t)l
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quase sempre em [a, b], portanto: 

11(, 0 J)"lk2 ( 11(,' 0 J)' · f'lk2 + 11(,' 0 J) · J"lk2 ( 
,'EH1 e (4.36) 

( IIJ'lk00 llb' 0 J)'lk2 + IIJ"lk00 llb' 0 J) llt2 ( 
,' EH1 e ( 4.37) 

( IIJ'lk00 ✓IIJ'lk00 ll,"Jk2 + IIJ"JJLookJJ(,' O J)JJHl ( 
( IJJ'JJ~~JJ,JJH2 + JIJ"JJLook(l + ✓IIJ'lk00 )JJ,'IJH1 

( (IIJ'II~~ + kllf"lk00 (l + ✓llf' lk00 ))1l,IIH2 
logo: 

li(, 0 f)"IIH2 = li, 0 f(a)II + 11,'(f(a))J'(a)JI + li(, 0 f)"lk2 ( 
( (1 + J'(a) + JIJ'II~~ + k1lf"JJL00 (l + JjlJ'lk00 ))11,IIH2 

e, como, E H2(JRN , [e, d]) foi tomada arbitrariamente, mostramos que ( o f) : H2(JRN, [a, b]) --+ 
H2(JRN , [c, d]) está bem definida e é linear contínua, logo diferenciável, o que conclui a 
demonstração. 

o 
COROLÁRIO 4.7. Seja , : [a, bj --+ M uma curva absolutamente contínua, e suponha 
que existam constantes é, M > O tais que é ( lli'(t)II ( Jvl para quase todo t E [a, b]. 
Seja L o comprimento de , e: 

g, : [a, b] -1 [O, L] 
t ~ J:11111 

e seja também f, := g:;1 
: [O, L] --+ [a, b]. Então: 

(of,): H1 (M , [a, b]) -t H1 (M, [O, L]) 
( ~ (of, 

é um difeomorfismo ( 00
, (oJ,)-1 = (og,) e, para todo X E TH1 (M, [a,b]): 

T(of,)·X=Xof, 

Demonstração. É claro que f, e g1 são absolutamente contínuas não-decrescentes; além 
disso, as seguintes equações: 

1,(t) = lli'(t) 11 
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valem quase sempre, de modo que llgT IL- < JI/ e llJ;llLm < 1 . Então segue da parte
(i) do lema precedente que (o/l) e (og.) estão bem definidas e são diferenciáveis. e é
claro q« (.&) : = (.g,)

Alétll disso, dado X c TH'(M,[a,ó]), seja a :(--c,c) -+ H:(M,ja,ó]) tal que:

temos, para todo t c la, ól

T(.&) X(t)
T

a l,.. ("' ' /,)(t)

(:1.,.. «,) (/,w)
x . /,(t)

COROLÁRIO 4.8. Oozrz ra mesma hàpálese e rznfaçâo do coroláho arzferáor, se + é ctóso-
/ufa7nerzle c07zllrz71ri e se efzsZe vllrza cc)rzsfrzrzle /f > 0 [a/ que ll\P'l'ylILm < Jr lande
7tã.- .\l â .está bem de$nidn a menos de um conjulLto de medida luLla), 'eltLão
(oÁ) : H:(M,la,ól) H H:(M,[0,L]) é um dVeo«zor$smo C', (.b) ' = (.g,) 'e, para
f..XeTH:(M,l«,ól)I'm«T(./,)-x ./,. '''' '

l)errzonsí7ação. Temos, para quase todo t c la, ól

ã.rÜ . (+(t), V-'t>
gvlzJ = ::Íi:t(í) ll

D

e, para quase todo s c 10, Zl:

e'(') (+ oÂ(s) , Volt-/,b)+>
1+ . &(.)ll'

de modo que:

Õ,ll- lv 11-- < K

l#H-« ç Ê,

o concluímos a demonstração com uma aplicação do lema (4.7).(ii) n
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e: 

J~(s) = lli'(f:(s))II 
valem quase sempre, de modo que llg7 lkoo ~ M e IIJ7 IIL= ~ ¾. Então segue da parte 
(i) do lema precedente que (of7 ) e (og7 ) estão bem definidas e são diferenciáveis, e é 
claro que (of7 )-1 = (og7 ). 

Além disso, dado X E TH1 (M, [a, b]), seja a: (-1:, 1:)--+ H1 (M,[a, b]) tal que: 

T 
- as =X 
ds l,=o 

temos, para todo t E [a, b] : 

o 
COROLÁRIO 4.8. Com a mesma hipótese e notação do corolário anterior, sei' é abso­
lutamente contínua e se existe uma constante K > O tal que ll'válk= < K (onde 
'vá = "' · i está bem definida a menos de um conjunto de medida nula), então 
(of7): H

2(M,[a,b])--+ H2 (M, [O,L]) é um difeomorfismo C00
, (of7 )-

1 = (og7 ) e, para 
todo X E TH2 (M, [a, b]) temos T (of7 ) ·X = X o f 7 . 

Demonstração. Temos, para quase todo t E [a, b]: 

.. (t) = (i'(t), 'vá) 
g7 lli'(t)II 

e, para quase todo s E [O, L]: 

de modo que: 

J"(s) = _ (i' 0 f7(s), 'vtlt=J.y(s)'Y) 
7 Il i' 0 f -y (s)ll 4 

ll9-y lk= = ilv'álk00 ~ K 

l1J;lk00 ~ 1; 
E 

e concluímos a demonstração com uma aplicação do lema (4.7).(ii). 
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LEMA 4.8. Seja ' : ]a,ó] } M urlza cura;a d erenciáueZ, {a/ que +(t) # 0 para todo

f C la,ól. En ão (a/l) : H'(M, ja, ól) a H:(M, 10, LI) éum dz/eomor$smo C', (o/l)' : =
('g,) e, para lodo X C TH:(M, la, ól) lerrzos T(./1) X . /l. .41ém disso.

(i) Tv(o/l) /eua ker 7l?.b ásonl07$came7zle sopre ker qt,'
(ii) T,('/,) 1"« H' (Ct, I', ól, '('), l(Z')) á«m.r$«,««[. «ó« H: (O?,, 10, ZI, 7(a), '(ó))

ozide T:2.Ó é dada pela de$níção (4.3), H: (C;, la, ól, '(a), 7(b)) é dado reza equação (3.9),

p(ígãna 62, e ;Í' é %ma notação abreuàada para l:?

Z)emonst7'anão. Como + e Vt+ são contínuas e la, ól é compacto, existem constantes
c, A/,]r > 0 tais que ( < ll'rllLw < il/ e llXrt'rllLm < K', logo ,y satisfaz as hipóteses do
corolário precedente.

A afirmação(i) segue do fato de que kerTa2.. e ker:rj?. são, respectivamente, os
núcleos das aplicações tangentes em 7 e ?, das aplicações ponto final:

eu/ : H'(M, %', ja, ól, '(a)) a M

ã/ : H:(M,%', 10, LI,v(')) a M

deânidas por ( n ((ó) e ( -> ((L), respectivamente

Como (o/l) leva a subvariedade mergulhada H'(M, r, ja, ól, '(a)) de H:(M, ja, ól)
difeomorficamcnte sobre a subvariedade H'(M, %', 10, ZI, '(a)) de H:(M, 10, LI), e como
eãt o (o/) = e?/l, concluímos que T,(o/l) leva kerT=2.Ü isoniorHcamente sobre ker 7l?,,,
como afirmado

Verifiquemos a .afirmação (ii). Dado r7 c T7H'(M, la,ól,7(a),'y(ó)), Lemos, por
definição, 77 c H:(C\,la,bl,'y(a),'y(b)) se, e somente se, q(t) c (Jtm (l.s. em la,bl
Portanto, T C H:(q,la,bl,'y(a),'y(b)) se, e some«Le se, i:= T(./,) - q = . /7

satisfaz #(s) - r7 ' /,(s) € +(/1U) qs ''« lO,LI. Como, pa" todo ' € 1O,ZI,

?'(s) = +(/7(s))E(s) e #(s) > 0, a demonstração estará concluída, pois, se provarmos
que, para todo uq C %' e para todo t > 0, (7., = CÉ., C TçM. Com efeito, dado t > 0,
a hipótese de ser %' um cone garante que a aplicação

Pt: Z a %'
Pq b'''''> tUÇ

está bem definida e é um difeomorlismo C'. Além disso, é claro que p' preserva
fibras, ou seja, para todo q C M, P'(Wç) = Ze. Logo, para Lodo uq C %', ternos
Tp' T«,(Zç) = Tt,.(Zç), e, aplicando se o conector KTM a ambos os membros desta
última igualdade, conclui-se C',, = Ot.ç , como afirmado. []
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LEMA 4.8. Seja 'Y : [a, b] ➔ M uma curva diferenciável, tal que i'(t) i= O para todo 
t E [a, b]. Então (of1 ) : H2 (M, [a, b]) ➔ H2(M, [O, L]) é um difeomorfismo ( 00

, (of
1
)-1 = 

(og1 ) e, para todo X E TH 2(M, [a, b]) temos T (of1 ) ·X= X o f1 . Além disso: 

( i) T 1 ( o f,) leva ker T;,b isomorficamente sobre ker Ttú 

(ii) T 1( o f,) leva H1 
( C-y, [a, b), -y(a), -y(b) ) isomorficamente sobre H1 ( C1,, [O, L], -y(a), -y(b)) ; 

onde T;,b é dada pela definição ( 4.3), H1 
( C-y, [a, b], -y(a), -y(b)) é dado pela equação (3.9), 

página 62, e 1' é uma notação abreviada para ';J . 
Demonstração. Como -y e 'vá são contínuas e [a, b) é compacto, existem constantes 
t:, M, K > O tais que t: ~ 11-rlkoo ~ M e ll'válkoo ~ K , logo 'Y satisfaz as hipóteses do 
corolário precedente. 

A afirmação (i) segue do fato de que ker T;,b e ker TJL são, respectivamente, os 
núcleos das aplicações tangentes em 'Y e 7, das aplicações ponto final : 

evf: H2 (M, 't', [a,b],-y(a)) ➔ M 

êv J : H2 (M, 't', [O , L], -y(a)) ➔ M 

definidas por ( r-+ ((b) e ( r-+ ((L), respectivamente. 
Como (of,) leva a subvariedade mergulhada H2 (M,1&',[a,b),-y(a)) de H2(M,[a,b]) 

difeomorficamente sobre a subvariedade H2 (M, 't', [O, L],-y(a)) de H2 (M, [O, L]), e como 
êv1 o (of) = ev1, concluímos que T 1 (0J1 ) leva ker T;b isomorficamente sobre kerTJL, 
como afirmado. ' ' 

Verifiquemos a afirmação (ii). Dado T/ E T1 H1 (M,[a,b],-y(a),-y(b)) , temos, por 
definição, TJ E H1 (Ct, [a,b],-y(a),-y(b)) se, e somente se, TJ(t) E Ci'(t) q.s. em [a,b). 
Portanto, T/ E H1 

( C-y, [a, b], -y(a), ,(b)) se, e somente se, rj := T( of1 ) • 'fJ = T/ o f, 
satisfaz rj(s) = 1J o J1 (s) E Ci'(!--,(s)) q.s. em [O, L]. Como, para todo s E [O, L], 

71(s) = i'(f1 (s))f~(s) e f~(s) > O, a demonstração estará concluída, pois, se provarmos 
que, para todo vq E 't' e para todo t > O, Cvq = Ctvq C TqM. Com efeito, dado t > O, 
a hipótese de ser 't' um cone garante que a aplicação: 

está bem definida e é um difeomorfismo ( 00
• Além disso, é claro que µ1 preserva 

fibras, ou seja, para todo q E M, µl('t'q) = 't'q. Logo, para todo vq E 't', temos 
Tµ t · Tvq(ctg) = T tvq('t'q), e, aplicando-se o conector 11;™ a ambos os membros desta 
última igualdade, conclui-se Cvq = Ctvq, como afirmado. O 
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TEonEr,iA J. Sda ' : la, ól 4 M uma curda ddererzcíáueJ campa üe/ co'lrz o uz'nca/o, ta/
gue K('t) +Vo'y = cfe. = e, e se/a ? : 10, ZI -+ M a repammeÉrzzação pe/o comprimezzéa

de arco "y na métrica de Jacobá ge. .Denota por K. a energia cánéf ca assou ada a g.
Então, temos

(i) ' é ?lma &rajefár rz abrzorvnat se, e sozrzenfe se, ;f é uma IraJelóda aó7zozvr7rtl.

(ii) ' é «m« f,©eZÓ,á« no«nal d' (M, L, ©) s', ' se"''"te s., ? é um« gea é {ca ««m.l
de (M , g. %')

(íü) 7 é I'm« [r«]efória de d'Á]emóed-O eZaeu de (M,K, V,©) se;
uma frcÜefóüa de d'Á/emóed Chetae'o de (M, K. 0, W)

e 'o"','nte se, ;7 é

Z)emonsfração. (i) Soja

g [«,ó]
t

to,zl

Temos +(&) # 0 para todo f C ja, ól, pois V < e em M. Assim, podemos aplicar o
ia. (4.8) (usando.o censor métrico de Jacobi g. no lugar de g) para concluir que, para

(ondel.f2]' (og).:]0,*Z] a [a,]) )'+ H*(M, ja, ól) é lim difeomorfismo C" e (og) '' = (o/)
Consideremos as aplicações ponto final:

«: : H:(M, %', I', ül,'y(a)) q M

e u. : H: (M, ©, 10, tl, '(a)) q M

definidas por ( ''} ((b) e ( -} ((L), respectivamente. Como e u/ o (o.f) = eu/, e coma

(o.f) é um difeomorfismo, concluímos que ' é um ponto crítico de ez;/ se, e somente se
? = ,y o .f for um palito crítico de éü/

(ii) e (iii) Deíinamos

L. TM ---.>

«. -a àK.(«,,«.)
R

8 (e V(ç))<«,,«.>

e seja .S% : H2(M, 10, LI) a R o correspondente funcioíial de Lagrange
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TEOREMA J. Seja 'Y : [a, b] ➔ M uma curva diferenciável compatível com o vínculo, tal 
que K(i) + Vo'Y = cte. = e, e seja 7: [O, L] ➔ M a reparametrização pelo comprimento 
de arco 'Y na métrica de Jacobi ge. Denote por Ke a energia cinética associada a ge. 
Então, temos: 

(i) 'Y é uma trajetória abnormal se, e somente se, 7 é uma trajetória abnormal. 

(ii) 'Y é uma trajetória normal de (M, L, <íf) se, e somente se, 7 é uma geodésica normal 
de (M, ge, <íf) . 

(iii) 'Y é uma trajetória de d'Alembert-Chetaev de (M, K, V, <íf) se, e somente se, -:Y é 
uma trajetória de d' A lembert-Chetaev de ( M, Ke, O, <íf). 

Demonstração. (i) Seja : 

Temos i(t) -/= O para todo t E [a, b], pois V < e em M. Assim, podemos aplicar o 
lema (4.8) (usando o tensor métrico de Jacobi ge no lugar de g) para concluir que, para 
k E {1, 2}, (og) : Hk(M, [O, L]) ➔ Hk(M, [a, b]) é um difeomorfismo ( 00 e (og) - 1 = (o!) 
(onde f := g- 1 

: [O, L] ➔ [a, b]). 
Consideremos as aplicações ponto final: 

ev1 : H2 (M,<íf, [a,b],'Y(a)) ➔ M 
év1 : H2 (M,<íf,[ü, L],'Y(a)) ➔ M 

definidas por ( H ((b) e ( H ((L), respectivamente. Como év1 o (o!)= ev1, e como 
(o!) é um difeomorfismo, concluímos que 'Y é um ponto crítico de ev1 se, e somente se 
7 = 'Y o f for um ponto crítico de év f. 

(ii) e (iii) Definamos: 

Le : TM ---t lR 
Vq f--+ ½ge(vq ,vq) = ½ (e-V(q))(vq,vq) 

e seja~ : H2(M, [O, L]) ➔ lR o correspondente funcional de Lagrange. 
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. € to,zl

/'n - ;l)lta -

'g. (+(.f (s)) , +(.f (s» )

'e V(y..f(.))ll+(.f(.))ll

Corno K o+ + V o'y = cZe. = e, segue que ll,rll = v/2 a(e - Vol). Portanto:
conclui se a partir da última equação que, para todo s c 10, Z,l:

.r,(') ('(/(')),+(/('))> . .Í,(,) (' - v(l ' /b))) - 3i
D.d. J C T,H:(M, 1., ól), t.m«;

c!.g('y) ' J - /'"Í<V.J, +(f)> <gra(i V o '(t), J(t)>} dl ':gd

/ (<Vtlt:/(,)J,'t ' .f(s)> --<grad V o ' o/(s), J o/(s)>} .f'(s) ds '"g ;*)

= d2 l \.J'ts)te ''gho fts)»ÇVt\t J\,\J.àa fÇs)\-

/,(') <'r('f(')),+(-f(s))> <:.,d V . ' . .f(s), J ' .f(')>} .f'(s) d; -

= -/ã l Li.e 'lÇ-t a fÇs)Ü)kf'ts)Vt\t;lb\J.j'Çslà o fÇs)\
J Q

<.f'(') +(/(')) , .f'(s)!(/(!)» <:.ad V . 7 . /('), J ' .f(s)>} d' -

')» {v , IÍ,I' (:»

<?1(!!!jl(!» <:«d V . ?('), J'(')> } a,

ã az(?) - J

onde J = T,(./) ./ c T?H:(M, 10, LI)

Temos, para todo(]

l

l

(4.38)
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Temos, para todo s E [O, L]: 

1 
- -
✓ ge ( /y(f ( S)), ly(f ( S))) 

1 
- --;:::=== ==----
✓ e - v(, º J(s)) lb (f(s))II 

Como K o ly + V o 1 = cte. = e, segue que 11711 = v'2 J(e - V o,). Portanto, 
conclui-se a partir da última equação que, para todo s E [O, L): 

J'(s) (i(J(s)),i(f(s))) = f'(s) (e - V(, o J(s))) = -1 (4.38) 
2 v'2 

Dado J E T -yH2 (M, [a, b]) , temos: 

d..:L'(,) · J = 1b { (v'tJ, ly(t)) - (grad V o , (t), J(t))} dt t=!__(s) 

= 1L { (v'tlt=f(s)J, 7 ° f(s)) - (grad V o, o J(s), J o f(s))} J'(s) ds por (
4

-
3
B) 

= V21L {J'(s) (e - V(, o J(s))) (v'tlt=f(s)J, 7 ° J(s))-

- j' ( s) ( 7 (f ( 8 )) ' 
7 (f ( 8 )) ) (grad V o , o f ( s), J o f ( s))} J' ( s) ds = 

2 

= v2 1L { (e - V( 1 o J(s))) (J'(s) v'tlt=J(s)J, J'(s) ly o J(s))-

- (J'(s) /y(f (s))' f'(sh(f (s))) (grad V o, o f (s ), J o f (s))} ds = 
2 

= /21L {(e - V(:Y(s)))(v'sJ,:Y'(s))-

- (7'(s\7'(s)) (grad V o 7(s), J(s))} ds = 

= v2 d~(:Y). j 

onde J = T-y(of) · J E T~H2 (M, [O,L]). 
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Logo, como T,r(o/) leva ker 7l:Ó. isomorficamente sobre ker7EL, pelo lema (4.8),
a última equação mostra que dg('y) kerT-2.. = {O} se, e soÚenLe se, ÚSq(;f)'l
ker7EZ = {©}, donde "r é uma trajetória normal de (M,L,Z) se, e somente se, ?
é uma trajetória normal de (M, L., r), o que demonstra a parte (ii). Analogamente.

maÜWJh!,{l:$3'.E;ÇEX:HIÍ:=ul
teorema (B), segue que ' é uma trajetória de d'Alembert-Chetaev de (M, K, V, r) se.
e somente se, 't é uma trajetória de d'Alembert-Chetaev de (M, K., 0, r), o qiie prova
a parte (iii) e conclui a demonstração do teorema. ' ' []

52. TRAJETORIAS NORMAIS x TRAJETORIAS D'ALEMBERTIANAS

Nesta seção, será fixado urn sistema lagrangeano vinculado (M, L, r), cona lagran-
geana clássica L = K V o rM, e assumiremos a validade da condição (7Z). Obteremos
uma condição necessária e suficiente para que as projeções em %' das curvas integrais
do campo XH c l(W) (i.e., as trajetórias normais de (M,L,%')) coincidam com as
curvas integrais do campo GMA XK de (M, K, V, r) (i.e., as trajetórias de d'Alembert-
Chetaev do sistema mecânico vinculado(M, K, V, Z)). Ou, o que é equivalente, obtere
mos uma condição necessária e suficiente para que o campo X.H soja rw-relacionado ao
campo Xv'. No caso linear, esta condição é equivalente à involutividade da distribuição
g vide corolário (4.9)". '

Além disso, também mostraremos que, se existir um campo de reações vincularem ad-
missível Rv C 9t tal que XH seja 7rw-relacionado ao campo XK(Rv), então Ry coincide
com a ieação R'l dada pelo princípio de d'Alembert Chetaev, oii seja, XK(Rv) = XV.

Estes resultados estão condensados no seguinte teorema:

FUOnnMA K. Sq«m (M, L,%') «m 'i'l'm« Z"g«ng«« «inc«/ad., «m /"!7""g"""
c/ássáca L = K--Voou, e ./?v m campo de reações uàncw/ares admàssz'ue/ parti a sistemza

mecá7zico uàncu/ado (M, K,V,@). Então os campos XH C l(W) e XK(Rv) c l(Z)
s(io rw re/aclamados se, e somente se XV(Rv) coinczdír com o campo GÀ/H XK 'e a
seguilLte condição for sü sfeàta

(C)P«« í.d' X,, C 14', é.m".'

9'(",)'ÍH'(«.) 'K'X,. F#(«.) - ( #(«.) grau V(ç)+

+ ,4(«.) ' «,,« ' X..) Ü'#(«,) ' («.,« X,.)} =0

tvide também IS91

19Q

Logo, como T...,(of) leva kerT;,b isomorficamente sobre kerTJ,L , pelo lema (4.8), 
a última equação mostra que d.:r'(,) · kerT;,b = {O} se, e somente se, d~ly) • 
kerTJ L = {O}, donde , é uma trajetória normal de (M, L, 'í&') se, e somente se, 1 
é um~ trajetória normal de (M, Le, 'í&') , o que demonstra a parte (ii). Analogamente, 
também pelo lema (4.8), T...,(of...,) leva H1 (C.r,[a, b],,(a),,(b)) isomorficamente sobre 
H1 (Or,, [O, L], ,(a), 1(b)), de modo que d.:r'(,) · H1 (Cr, [a, b], ,(a), ,(b)) = {O} se, e so­
mente se, d2e(::Y) • H1 (0r,, [O,L],,(a), 1 (b)) = {O}, e pelo princípio de Holder - vide 
teorema (B), segue que I é uma trajetória de d'Alembert-Chetaev de (M, K, V, 'í&') se, 
e somente se, 1 é uma trajetória de d'Alembert-Chetaev de (M, Ke, O, 'í&'), o que prova 
a parte (iii) e conclui a demonstração do teorema. O 

§2. TRAJETÓRIAS NORMAIS x TRAJETÓRIAS D'ALEMBERTIANAS 
Nesta seção, será fixado um sistema lagrangeano vinculado (M, L, 'í&'), com lagran­

geana clássica L = K - V o TM, e assumiremos a validade da condição (n). Obteremos 
uma condição necessária e suficiente para que as projeções em 'í&' das curvas integrais 
do campo XH E X(vV) (i.e., as trajetórias normais de (M, L, 'í&')) coincidam com as 
curvas integrais do campo GMA X w de (M, K, V, 'í&') (i.e., as trajetórias de d'Alembert­
Chetaev do sistema mecânico vinculado (M, K, V, 'í&')). Ou, o que é equivalente, obtere­
mos uma condição necessária e suficiente para que o campo XH seja 7rw-relacionado ao 
campo X <(? . No caso linear, esta condição é equivalente à involutividade da distribuição 
Ç) - vide corolário (4.9) 1

. 

Além disso, também mostraremos que, se existir um campo de reações vinculares ad­
missível Rv E 91 tal que XH seja 7rw-relacionado ao campo X 'G(Rv ), então Rv coincide 
com a reação R~ dada pelo princípio de d' Alembert-Chetaev, ou seja, X 'tf(Rv) = X <tf. 

Estes resultados estão condensados no seguinte teorema: 

TEOREMA K. Sejam (M, L, 'í&') um sistema lagrangeano vinculado, com lagrangeana 
clássica L = K-VoTM, e Rv um campo de reações vinculares admissível para o sistema 
mecânico vinculado (M,K,V,'í&'). Então os campos XH E X(vV) e X ,c(Rv) E l:('í&') 
são 1Tw-relacionados se, e somente se X w(Rv) coincidir com o campo GMA Xw e a 
seguinte condição for satisfeita: 

(C)Para todo Xvq E W, temos: 

&'(vq)·{A*(vq) · K. · Xvq - IF&'(vq) · (-&'(vq) · grad V(q)+ 
+ A(vq) · Vq, K. • XvJ - IP&'(vq) · (vq, K. · X vq )} = O 

1 vide também (59] . 
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O.m«.t«çã.. (1) X« IV --> TliV é definido por

x«(x,J- F*..0 ' ("..*«,@D** .*..,( ''(«D.«-x,. :«- «@)) 03q
e

Xr(nv) r -> Tr
«. -a S(«,) + À,.(- gr.d V(q) + R«(«,))

Note que, por (3.6), devemos ter, para todo zlq C r, iPI(uq) . l?v(uç)
Pi(uq) . grad V(q). Além disso, XK(Rv) = XV se, e soinenLe se, W(uq)
para todo t;q C '#'.

.4(«,) «, +

R«(«,)

(2) Suponhamos que, para todo X., C W

Tz« X« (X«.) XK (nv)(«,)

Dado .X«. C liV

ÀL(X-.). Tem«:
sejam {,, C T..K e y. C W., tais que XH (X,,) nh (e,.) +

(«. ' X« (X,,) - S(«,) + À.. (- grau V(q) + R«(«,))

e, por (4.16)

~ - TF . XH (X:.,) + K ' (.. + IE'K:(X«.) . e,, =
grau V(q) + RV(«,) + I'K(X.,) . {.,

(4.40)

Assim dc (4.39) e (4-40), temos

.4'(««) ';' X«. grau V(q) gr-d V(q) + RV(«,) +PX:(X..) -(., (4.41)

o que implica que:

0 ) 'K-K,
- {'l' («.) ' « ' X,. + R«(«,) + I'K(X..) . e..}

(4.42)

Por o"tro lado, o fato de (VX.. C k1') 9'(u,) - X:(X..) 0 implica que

#(«.) I'x:(x.,) - e., F#(«.) (« -C.,,n- X..) I'P(«,)
lr#(«.) - ( grau V(q) + R«(«.),«

E'#(««) - («,, K - X,,)
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Demonstração. (1) XH : W---+ TW é definido por: 

e: 
X 'ó'(Rv) : Cef' ----+ TCrf' 

Vq r---t S(vq) + Àv
9 

( - grad V(q) + Rv(vq)) 

Note que, por (3.6), devemos ter, para todo Vq E Cef', ._9.L(vq) · Rv(vq) = A(vq) · Vq + 
&.L(vq) · grad V(q). Além disso, X'ó'(Rv) = X'ó' se, e somente se, &(vq) · Rv(vq) = O, 
para todo Vq E Cef'. 

(2) Suponhamos que, para todo Xv
9 

E W: 

T1rw · XH (Xv
9

) = X <if(Rv)(vq) 

Dado Xv9 E W, sejam Çv
9 

E Tv
9 

C#f e Yv
9 

E Wv
9 

tais que XH (Xv
9

) = Ht
9 

(çv
9

) + 
>-r (Yv ). Temos: 

Vq q 

e, por (4.16): 

K,. TF. X H (Xvq) = K,. Yvq + K,. Çvq + lP'K(Xvq). Çvq = 

= K, • Yv
9 

- grad V(q) + Rv(vq) + 1P'K(Xv
9

) • Çv
9 

(4.40) 

Assim de (4.39) e (4.40), temos: 

- A*(vq) · K, · Xv9 - grad V(q) = K, · Yv
9 

- grad V(q) + Rv(vq) + lP'K(XvJ · çv
9 

(4.41) 

o que implica que: 

O= &(vq) · K, · Yv
9 

= 

= -Y'(vq) · {A*(vq) · K, · Xv
9 
+ Rv(vq) + lP'K(XvJ · Çv

9
} 

(4.42) 

Por outro lado, o fato de (V Xv
9 

E ltV) &(vq) · K(Xv
9

) = O implica que: 

Y'(vq) · 1P'X:(Xv
9

) • Çv9 = -JFY'(vq) · (K, · Çv9 , K, • Xv
9

) -1P'8i"(vq) · (T7í<ef · Çv
9

, K · Xv
9

) = 
= - JF8i"(vq) · (- grad V(q) + Rv(vq), K · Xv

9
)-

-1P'9(vq) · (vq, K · Xv
9

) 
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donde, por (4.42)

0
9'(«.) ' {Á'(«.) - H - X,, + R«(«,) -

F#'(«.) ' ( g-ad V(q) + R«(«,),K ' X,,) I'J'(«.) («,,n . X,.)}
(4.43)

e, como X,, € 1)V foi tomado arbitrariamente, esta equação deve valer para todo X.. €
W. Em particular, deve valer para todo O,, C W, o que implica JP(uç) - RV(uq) = 0,
pata todo uq C r (ou seja, RV(uq) = Ril(u,) e XK(/tv) = Xy), portanto a última
equação é equivalente à condição (C)

(3) Reciprocamente, supondo que vale a condição (C'), dado X,. C W', sda Zx,. c
Tx.. W definido por: ' ''

Tzw'Zx«,
e:

n ';w 'Zx., = -K-Xr(Uq) I'X:(X.,)'XK(uç) .4'(uç).n-X,, grau V(q)

Not' que #(«,)''; ';«,'Zx. = #(u,) I'K(X«.) Xr(«.) #(«.) .4'(u,) K X.. =0
pela condição (C), portanto Zx.ç está bem definido. Além disso:

T,.. - TF X« (X,,) T7-u ' TF . .Zx:

e, por (4.16):

rç . TF . Xu (X-.) = H ' TF ' Zx.

Portanto, como Tx,. F é um isomorfismo linear, as duas últimas equações mostram
que:

x« (x,. )

donde Taw - XH (X«.) = X«(uç), o que conclui a demonstração, pois X., c W foi
tomado arbitrariamente. []

CoRoLÁRiO 4.9. SÜarll ( M , L, 9) um szsfema lagrarzgeízTzo v/àrzctilada, com lagrangea7i a
c/ássáca L = K -- V o rM e uÍhcu/o /arear !a', e .Rv um campo de reações uincu/ares

admÍssz'ue/ para o sÍslerrza mecânico uárzculado (M, K, V, g). E7zlão os car7zpos XH c

T(W) e XV(Rv) c l(g) são rw relaci07zados se, e some7zZe se XV(Rv) coàncídàr cor/z
) cawLpo GMA X% e g jor ulila distribuição inuolutiua

l)emorzsfração. Neste caso, temos, para todo uq c g, W., = ,\..(g/)
observação (4.6), a condição (R) é satisfeita. Além disso, sendo JPax
projeção ortogonal em gl, temos, para todo uq € g, iP(uç) = iPailT,M

e, conforme a
TM a TM a
TçM -#TçM,
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donde, por (4.42): 

O= -&(vq) · {A*(vq) · K • Xvq + Rv(vq)-

- IF&(vq) · (- grad V(q) + Rv(vq), K · Xvq) - IP'&(vq) · (vq, K · X vq)} 
( 4.43) 

e, como Xv E vV foi tomado arbitrariamente, esta equação deve valer para todo Xv E q q 

W. Em particular, deve valer para todo Ovq E W, o que implica 9(vq) · Rv(vq) = O, 
para todo vq E Cef' (ou seja, Rv(vq) = R~(vq) e X <if(Rv) = X ,6" ), portanto a última 
equação é equivalente à condição ( C). 

(3) Reciprocamente, supondo que vale a condição (C), dado X vq E W, seja Zx,,q E 
T x ltV definido por: vq 

e: 

K, · Kw · Zxvq = - K · X <ef (Vq) - IP'K:(Xvq) · X w(vq) - A*(vq) · K · Xvq - grad V(q) 

Note que &(vq)·K·K-w·Zx"q = -9(vq)·IP'K(Xvq) ·X <if(vq) - 9(vq)·A*(vq)•r;,•Xvq = O, 
pela condição ( C), portanto Z x,,q está bem definido. Além disso: 

TTM · TF · XH (Xvq) = Vq = TTM · TF · Zxvq 

e, por (4.16): 
r;, · TF · XH (X ) = r;, · TF · Zv Vq J \. Uq 

Portanto, como T xv Fé um isomorfismo linear, as duas últimas equações mostram 
q 

que: 

donde T1rw · XH (Xvq) 
tomado arbitrariamente. 

XH (Xvq) = Zx,,q 

X,c( vq), o que conclui a demonstração, pois Xvq E vV foi 
D 

COROLÁRIO 4.9. Sejam (M, L, 93) um sistema lagrangeano vinculado, com lagrangeana 
clássica L = K - V o TM e vínculo linear 93, e Rv um campo de reações vinculares 
admissível para o sistema mecânico vinculado (M, K, V, 93). Então os campos XH E 
X(W) e Xcc(Rv) E X(93) são 1rw-relacionados se, e somente se X'tf (Rv ) coincidir com 
o campo G MA X ,c e 93 for uma distribuição involutiva. 

Demonstração. Neste caso, temos, para todo Vq E 93, VVvq = Àvq(93{) , e, conforme a 
observação ( 4.6) , a condição (R) é satisfeita. Além disso, sendo 9 9 J_ : TM ---+ TM a 
projeção ortogonal em 931.., temos, para todo vq E 93, 9(vq) = 9 ~ 1TqM : TqM---+ TqM , 
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poro"t' ]F#(",) - 0, (Vq. c M, u, c g., «,., ., c T,M) PI'(«,) (««., z,) = Bg(W,, pe
'q) -- Bg-(w,, Pg- z,), e (Vu. C g) .4(u,) = Bg(«,) : TgM -+ T,M. Assim, a condição
(C') é equivalente a:

(C') Para todo X., C I'r

Pg ' {Bê,(«,) ' '; ' X«. Bg(«., Wg K ' X«.) + Ba« («., .Pp- « ' X.,)}

ou, equivalentemente,

#'g - B;(t;Ç) . H . X,. + B0- (uq, #g- ' K . X.,) 0

o que é equivalente a BelaOM 9 ser simétrica, ou seja, é equivalente à involutividade
da distribuição g. []

CoRoLÁRio 4.10. Hsarzdo a r71esma rlolação, se Ji=armos (M,K,r), erzíão X# e XU
sâ0 7rw re/acáonados para lodos os polencáa s V € g(M) se, e somente se, /atem satis.
/Citas as dtóas seguintes condáçães, para lodo X,q € }r

(ci) p'a'(«,)l...

(C2) #(«.) 'ÍH'(".) ' «'X-. IF#(«,) ' (.4(«,) -«.,x'X..) P9'(«,) ' («,,K.X..)} 0

Obse7"fiação 4.10. JVo caso /ànear e lzo caso a$m rererrzp/os 2.].a,ÓJ, terra se #'JP = 0

de modo qae a cona ção (CI) é &ri'uia/mente süéié!/cita e a carzdáçâo (C2) é eq'nada/erzfe
à condição(C), ou sey'a, os car7zpos Xr e XH são a-w-re/ac ozzados ulrz dado poterzciaZ

V e li(M) se, e se«'onze se, o /atem para odes os poZericiais V C J(M)

B=empte 4.2. No caso a$« (e=e«pto 2-1-b), Q cona ção (C2) é equiu tente à seguinte
cona ção;

(C2') para todo uq C r, wg C g), tem se:

Be. (.«, , u. X.(q)) + Bg.(«q, «.) Wgnl ' V«.X. 0

E'lt} particular, esta covtdàção ã ípt cn que, parco todo uq,zq (#, 'wq 9ü

Bn, (w., «, z,) +Bp.(«, z.,.«,) 0

a que é eg'u ua/e7zfe ü Ba.Is)noM go ser si?7 é&rqca, o'n sqa, gb é uma dàs r b'feição amuo

lula«. EnZã. «g« de (C2') q-, p«a lodo W C F"(go), Pa/ . ]W, X.] = 0, i.e
ln', x.l c r-(go). Reciprocamente, se g) /or ilzz,oluéiua, e se, papa lodo n' c r~(@))
IWI X.l € F"(gU), é claro que a cona ção (C2') é salas/eála
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portanto lF&(vq) = O, (V q EM, Vq E !}}q, wq , Zq E TqM) IP'&(vq)·(wq, zq) = B :i) (Wq , !?J'9 -

zq)-B:i)1.(wq, !?l'9 1. ·zq), e (V Vq E 9) A(vq) = B !l.d (vq) : TqM ➔ TqM. Assim , a condição 
( C) é equivalente a: 

(C') Para todo Xvq E vV: 

& 9 · {B91 (vq) · K, · Xvq - B'fl (vq, & 9 · K, • Xvq) + B91.(vq, & 91. · fí, • Xvq)} = O 

ou, equivalentemente, 

o que é equivalente a B '» l 'flEBM 9 ser simétrica, ou seja, é equivalente à involutividade 
da distribuição!}}_ □ 

COROLÁRIO 4.10. Usando a mesma notação, se fixarmos (M, K, ~), então X </! e XH 

são 1rw-relacionados para todos os potenciais V E J(M) se, e somente se, forem satis­
feitas as duas seguintes condições, para todo Xv

9 
E W: 

(Cl) IFPJ(vq) lcvq = o 
(C2) &(vq) · {A*(vq) · K, • Xvq - IF&(vq) · (A(vq) · Vq, K, • XvJ - IP'&(vq) · (vq, K, • Xvq)} = O 

Observação 4.10. No caso linear e no caso afim (exemplos 2.1.a,b), tem-se IF!?J' - O, 
de modo que a condição (Cl) é trivialmente satisfeita e a condição (C2) é equivalente 
à condição (C), ou seja, os campos X ,c e XH são 1Tw-relacionados um dado potencial 
V E J(M) se, e somente se, o forem para todos os potenciais V E J(M). 

Exemplo 4.2. No caso afim (exemplo 2.1.b), a condição (C2} é equivalente à seguinte 
condição: 

(C2') para todo vq E ~, Wq E !}}0 , tem-se: 

-Bçg0 (wq,Vq -Xa(q)) + B90 (vq,Wq) - !?l'pcf- · 'vw
9
X a = O 

Em particular, esta condição implzca que, para todo Vq, Zq E~, wq E !}}0 : 

o que é equivalente a BPo !'fio EBM Po ser simétrica, ou seja, !}}0 é uma distribuição invo­
lutiva. Então segue de (C2') que, para todo W E f 00 (!}}0), P!íi1. · [W, Xa] = O, i .e., 

o 
[W, Xa] E f 00 (!}}0 ) . Reciprocamente, se !}}0 for involutiva, e se, para todo W E f 00 (!}}0), 

[vV, Xa] E f 00 (!}}0 ), é claro que a condição (C2') é satisfeita. 
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Ásszrn, colic/uz-se gele, lzo caso de u71z uzrzcu/o c!/ir7z %' = go-F.Xa, os c(277tpos XU' e Xn

são rw re/acáonados para unz re, por adio, para todosJ dado potencia/ V € g(M) se, e
??m-!e se, go .f" no.luí{« e X. «lísÓ«- a c-dirão d' q«, P«. fod. H' C I'"(go),
IW, X«l C I'-(go).

Par exemplo, tonlc M = R', (ei,e2) base calzõrlica do RZ, go : q c M b} [e21 c
T.M = R:, e X. : q C M F} ei. Este erernpZo lrlosóra que eiásfem uihcu/os nâo-
xolõnomos (i. e., que hão são dados por distribuições covnple a rLeTtte iTtlegráueis), lias
'mais as trajetór as naliaceonaás e as de d'AieTrlbed-Chetae'u coãvtcidem, para todo po

&«cã'Z V c g(M)
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Assim, conclui-se que, no caso de um vínculo afim Clff = 9 0+Xa, os campos X <t? e XH 
são 1rw-relacionados para um (e, portanto, para todos) dado potencial V E J(M) se, e 
somente se, 9 0 for involutiva e Xa satisfizer a condição de que, para todo W E f 00 (90 ), 

[W, Xa] E r00 (9o) . 
Por exemplo, tome M = IR2

, ( e1 , e2 ) base canônica do IR2 , 9 0 : q E M i--+ [ e2] e 
TqM = IR~, e Xa : q E M i--+ e1 . Este exemplo mostra que existem vínculos não­
holônomos (i.e., que não são dados por distribuições completamente integráveis), nos 
quais as trajetórias variacionais e as de d'Alembert-Chetaev coincidem, para todo po­
tencial V E i(M). 
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Conclusão

Esperamos, com a formulação e resultados expostos, ter feito uma contribuição, ainda
que modesta, ao conhecimento que se tem sobre sistemas mecânicos e lagrangeanos
vinculados

Pensamos que seja oportuno concluir o trabalho com o registro de alguns problemas
e possíveis desdobramentos sugeridos pela teoria aqui apresentada:

7 atamenfo de uú&cu/os ma s gerais. Não é difícil imaginar exemplos de vínculos fora
do escapo do formalismo proposto. Por exemplo, em (2.1 .f), modiâcamos o exem

plo original, proposto pot Benenti l71, removendo-se a seção nula orM de .f l jlRMJ,
de modo a garantir que o vínculo %' seja uma subvariedade diferenciável do vi-
brado tangente TM. No exemplo original, i.e., sem remover os vértices dos cones,

vínculo V' é, em cada fibra, uma variedade algébrica. Para tratar vínculos como
este é necessário estender o formalismo

7boráa do controle ótãrrzo. Um vínculo %' pode ser interpretado como um sistema de
controle no espaço de conâgurações M, e o funcional ação -g como a "função
custo" a ser minimizada. O estudo das propriedades minimizantes das trajetórias
normais e abnormais é, portanto, objeto de interesse da teoria do controle ótimo.

Teoria de J14ol'se. Os resultados da seção (1.3), capítulo 4 sugerem uma extensão da
teoria do índice de Morde/Maslov para sistemas lagrangeanos com vínculos não
lineares, como Rito em j181, 1461 e IS01 no caso linear

Geometha suó ráemannàarza. A teoria apresentada no capítulo (4) sugere uma "ge
ometria sub-riemanniana não-linear". A questão que naturalmente se coloca
é: no caso em que a lagrangeana é dada pela energia cinética induzida pelo
censor métrico da variedade riemanniana (M, g), para quais tipos de vínculo e
até que ponto poderíamos estender as técnicas e resultados da geometria sub-
riemanniana ?
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Conclusão 

Esperamos, com a formulação e resultados expostos, ter feito uma contribuição, ainda 
que modesta, ao conhecimento que se tem sobre sistemas mecânicos e lagrangeanos 
vinculados. 

Pensamos que seja oportuno concluir o trabalho com o registro de alguns problemas 
e possíveis desdobramentos sugeridos pela teoria aqui apresentada: 

Tratamento de vínculos mais gerais. Não é difícil imaginar exemplos de vínculos fora 
do escopo do formalismo proposto. Por exemplo, em (2.1.f), modificamos o exem­
plo original, proposto por Benenti [7], removendo-se a seção nula OrM de J- 1 [JRM], 
de modo a garantir que o vínculo 5ff seja uma subvariedade diferenciável do fi­
brado tangente TM. No exemplo original , i.e. , sem remover os vértices dos cones, 
o vínculo 5ff é, em cada fibra, uma variedade algébrica. Para tratar vínculos como 
este é necessário estender o formalismo. 

Teoria do controle ótimo. Um vínculo 5ff pode ser interpretado como um sistema de 
controle no espaço de configurações M, e o funcional ação 2 como a "função 
custo" a ser minimizada. O estudo das propriedades minimizantes das trajetórias 
normais e abnormais é, portanto, objeto de interesse da teoria do controle ótimo. 

Teoria de Morse. Os resultados da seção (1.3), capítulo 4 sugerem uma extensão da 
teoria do índice de Morse/Maslov para sistemas lagrangeanos com vínculos não 
lineares, como feito em [18), [46] e [50] no caso linear. 

Geometria sub-riemanniana. A teoria apresentada no capítulo ( 4) sugere uma "ge­
ometria sub-riemanniana não-linear". A questão que naturalmente se coloca 
é: no caso em que a lagrangeana é dada pela energia cinética induzida pelo 
tensor métrico da variedade riemanniana ( M, g), para quais tipos de vínculo e 
até que ponto poderíamos estender as técnicas e resultados da geometria sub­
riemanniana ? 
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espaço 
de configurações, 26 
de fase das velocidades, 26 
de fase dos momentos, 26 

fibrado 
centauro, 4 7 
de projeção, 47 
misto, 48 

generalizado, 47 
fluxo 

d ' Alembertiano, 60 
de Anosov, 85 
estritamente monótono, 86 
hiperbólico , 85 
vakonômico, 106 
variacional, 106 

força de Lorentz, 27 



função de Gibbs-Appel1, 61
funcionalde Lagrange,32

subâbrado
horizontal, 14

de T'#. 47

vertical, 14
de T'r, 47

geodésica, 17
abnormal de (M, g, %'), 93

normal de (M, g, r), 93
graus de liberdade, 26 censor

de curvatura, 17
métrico de Jacobi, 121
métrico de Sasaki, 61

em uánc. 69
trajetória

abnormal, 93
compatível com um vínculo, 41
de d'Alembert-Chetaev, 60
de um sistema lagrangeano, 35
física. 26

de um sistema mecânico vinculado

horizontal a um vínculo, 41
normal, 105
vaKonâmica, 102

transformação
de Legendre, 24

transporte paralelo, 16

lagrangeana,29
dependente do tempo
hiper-regular, 40
regular, 35

levantamento
horizontal. 15

em '#', 48
vertical. 14

em 'é', 48

métrica
de Jacobi,121
de Sasaki, 61

em r, 69
mecânica

vakonâmica, 102

principio
de d'Alembert, 58

de Gauss da vinculação mínima, 59
de Hõlder, 62

vínculo
afim. 44
linear, 44
que conserva energia, 65
totalmente geodésico, 82

' 'v4' A«Ay L»v

por geodésicas normais, 117
velocidade virtual, 47

sistema

lagrangeano, 29
vinculado, 91

sistema mecânico
clássico. 25
livre. 26

vinculado,55
spray, 17

geodésico, 17
subespaço das velocidades virtuais, 47
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função de Gibbs-Appell, 61 
funcional de Lagrange, 32 

geodésica, 17 
abnormal de (M, g, ~), 93 
normal de (M, g, ~), 93 

graus de liberdade, 26 

lagrangeana, 29 
dependente do tempo, 29 
hiper-regular, 40 
regular, 35 

levantamento 
horizontal, 15 

em~, 48 
vertical, 14 

em~, 48 

métrica 
de Jacobi, 121 
de Sasaki, 61 

em~, 69 
mecânica 

vakonômica, 102 

princípio 
de d' Alembert, 58 
de Gauss da vinculação mínima, 59 
de Holder, 62 

sistema 
lagrangeano, 29 

vinculado, 91 
sistema mecânico 

clássico, 25 
livre, 26 
vinculado, 55 

spray, 17 
geodésico, 17 

subespaço das velocidades virtuais, 47 
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subfibrado 
horizontal, 14 

de T~, 47 
vertical, 14 

de T~, 47 

tensor 
de curvatura, 17 
métrico de Jacobi, 121 
métrico de Sasaki, 61 

em vinc, 69 
trajetória 

abnormal, 93 
compatível com um vínculo, 41 
de d' Alembert-Chetaev, 60 
de um sistema lagrangeano, 35 
física, 26 

de um sistema mecânico vinculado, 
57 

horizontal a um vínculo, 41 
normal, 105 
vaKonômica, 102 

transformação 
de Legendre, 24 

transporte paralelo, 16 

vínculo 
afim, 44 
linear, 44 
que conserva energia, 65 
totalmente geodésico, 82 

variação 
por geodésicas normais, 117 

velocidade virtual, 47 
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