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Resumo:

Neste trabalho sao estudados sistemas mecanicos e sistemas lagrangeanos vincula-
dos. Um vinculo € na variedade diferencidvel M, chamada espaco de configuragoes,
¢ uma subvariedade mergulhada do espago de fase das velocidades TM, tal que a res-
tricao da projecao do fibrado tangente 7y : TM — M a € seja uma submersdo. As
trajetorias de tais sistemas sdo definidas e analisadas através de generalizacoes das
formulagoes e resultados existentes no caso em que € é um vinculo linear nas veloci-
dades, i.e., um subfibrado vetorial do fibrado tangente 7y : TM — M. O principio de
d’Alembert e o principio da agao estaciondria de Hamilton (através do qual se define a
chamada mecdanice vakondmica) sdo generalizados, e sdo analisadas propriedades dos
sistemas dindmicos obtidos. No caso particular em que a lagrangeana I, é a energia
cinética induzida pelo tensor métrico da variedade riemanniana (M, g), obtém-se uma
generalizagao da geometria sub-riemanniana.

Abstract:

The present work concerns the analysis of mechanical and Lagrangian systems with
kinematic constraints. A constraint % on a differentiable manifold M, the so called
configuration space, is a smooth embedded submanifold of the velocity phase space
TM, such that the restriction of the tangent bundle projection 7y : TM — M to &
is a submersion. The trajectories of such systems are defined and analysed through
generalizations of the corresponding formulations and results existent in the linear
constraint case, that is, ¥ is a smooth vector sub-bundle of 7y : TM — M. The
d’Alembert principle and Hamilton’s principle of stationary action (through which the
so called vekonomic mechanics is defined) are generalyzed, and the properties of the
dynamical systems thus obtained are analysed. If the Lagrangian L is the kinetic
energy induced by the metric tensor of the Riemannian manifold (M, g), the present
formulation on constrained lagrangian systems amounts to a generalization of sub-
Riemannian geometry.
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Introducgao

“Sistemas mecanicos” e “sistemas lagrangeanos” designam, neste trabalho, sistemas
dindmicos em variedades diferenciaveis obtidos com base em duas abordagens, ambas
inspiradas na Mecénica Cldssica: os primeiros, através da “lei de Newton”, e os segun-
dos, através de principios variacionais. No caso de sistemas nao-vinculados, ambas as
abordagens sao equivalentes. No caso de sistemas com vinculos lineares nas velocida-
des, elas coincidem se, e somente se, o vinculo for integravel. O caso de sistemas com
vinculos nao-lineares é o que nos propomos a estudar.

Um sistema mecanico cldssico ou, abreviadamente, um sistema mecdnico (vide
(19], [1], [5], [39] e [43]), ¢ uma terna (M, K, F), onde M é uma variedade diferencidvel,
K: TM — R é uma fungao diferencidvel, cuja restrigao a cada fibra do fibrado tangente
TM é uma forma quadrética positiva definida, e F : TM — T*M é um morfismo de
fibrados diferencidveis sobre M. Segundo a terminologia usual, M, TM, T*M, K e F sdo
denominados, respectivamente, espaco de configuragées, espago de fase das velocidades,
espago de fase dos momentos, energia cinética e campo de forcas externo. Estaremos
particularmente interessados nos casos em que o campo de forgas externo F:

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V € F(M), chamada energia potencial,
tal que (Y, € TM) F(v,) = —dV(q) € T;M;

(2) é a forga de Lorentz induzida por um campo magnético (vide [66]). Ou seja,
existe uma 2-forma fechada B € (23(M), chamada campo magnético, tal que,
definindo-se % : TM — T*M por:

(Vg €M, vy, wy € T,M) (v, @ (wg)) = B(vy, wg)
tem-se F =% .

A energia cinética K define um tensor métrico g em M (por polarizacio da forma
quadrdtica K em cada fibra de TM). Uma curva vy em M diz-se um movimento ou
trajetdria fisica do sistema mecdanico (M, K, F) se for solucao da equacio de Newton:

F(¥) = u(Vey) (1)



onde V é a conexdo de Levi-Civita de (M,g), p:=g": TM = T*M é a transformacao
de Legendre induzida pelo tensor métrico, e V, denota a derivada covariante ao longo
de v induzida por V. Denotando-se g' := (g")™' : T'M — TM e F := gl 0 F (que
também serd chamado de campo de for¢as), obtém-se a seguinte forma equivalente da
equagdo (1), que serd usada mais freqiientemente:

FY) = Vey (2)

Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta tltima equacao,
obtém-se Z1 — H;(7) = A3 (F¥(%)), o que mostra que as solucdes de (2) sdo as curvas
integrais de base (i.e., as projecoes em M das suas curvas integrais) do campo de

segunda ordem Xz € X(TM) definido por, para todo v, € TM:
X7 (vg) = S(vg) + Ay, (F(v,)) (3)

onde S é o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexdo de Levi-Civita). O
campo de vetores Xz é o campo de Gibbs-Maggi-Appell (GMA)! do sistema mecanico
(M, K, F).

Quando o campo de forcas externo for dado por um potencial V € §(M), denotare-
mos o sistema mecénico por (M, K, V) ao invés de (M, K, —dV o ™), € 0 campo GMA
por Xy ao invés de X_gvon,.

Um sistema lagrangeano (vide [19], [1], [5], [39] e [43]), é um par (M, L), onde M
¢ uma variedade diferencidvel e L : TM — R é uma funcao diferenciavel, denominada
lagrangeana®. A lagrangeana diz-se cldssica se for da forma L = K — V o ™, onde
K : TM — R, chamada energia cinétice, 6 uma funcio diferencidvel, cuja restricao a
cada fibra do fibrado tangente TM é uma forma quadritica positiva definida, como
anteriormente, e V € §(M), chamada energia potencial.

As trajetérias de um sistema lagrangeano (M, L) sdo definidas através do principio
de Hamilton da agéo estaciondria: uma curva v : [a,b] — M diz-se uma trajetoria
do sisterma lagrangeano (M,L) se for de classe C! e se for um ponto estaciondrio do
funcional de Lagrange & : v — f:L("}f) na variedade de Banach C'(M, [a,b],p,q) :=
{a:[a,b] = M| a e Cala) = p,ald) = ¢}, onde p = v(a),q = y(b) € M. Ou,
equivalentemente, y : [a,b] — M ¢ trajetéria do sistema lagrangeano (M,L) se for
solugao das equagdes de Buler-Lagrange cldssicas da lagrangeana L, que, localmente,

lesta nomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva [16] no contexto de sistemas nao-holonémicos

lineares.
*mais geralmente, poder-se-ia considerar uma funcao diferenciavel L : TM x R — R, chamada

lagrangeana dependente do tempo, mas neste texto seréo consideradas apenas lagrangeanas indepen-
dentes do tempo.



tomando um sistema de coordenadas (¢, ..., ¢") em M", se escrevem:

d OL oL 0

dt gk og+
para 1 < k < n. E bem conhecido o fato de que, se L for uma lagrangeana cléssica,
entdo as trajetérias do sistema lagrangeano (M, L) coincidem com as trajetérias do
sistema mecanico (M, K, V). Vide mais detalhes no capitulo 1, segao (2.1).

Definiremos, agora, sistemas com vinculos. Um vinculo no sistema mecanico (M, K, F)
ou no sistema lagrangeano (M, L) é um subconjunto % do espaco de fase das velocidades
TM, no qual impomos que estejam contidas as possiveis velocidades das trajetérias do
sistema. Chamamos (M,K,F,%) e (M,L, %), respectivamente, de sistema mecanico
vinculado e sistema lagrangeano vinculado. Dizemos que uma curva ¥ em M é um
movimento ou trajetoria compativel com o vinculo, ou ainda horizontal ao vinculo, se
o seu vetor tangente em cada ponto do seu dominio pertence a %.

Precisamos determinar condigdes para que as trajetérias do sistema mecanico vin-
culado (M, K, F, %) e as do sistema lagrangeano vinculado (M, L, %) sejam compativeis
com o vinculo . Em geral, as trajetorias fisicas do sistema mecénico (sem vinculos)
(M, K, F), ou seja, as solugdes da equagio (1.10), ndo sao compativeis com o vinculo .
Do ponto de vista da Fisica, isto ocorre porque, em geral, para que as trajetdrias sejam
compativeis com o vinculo, o mesmo deve exercer uma “for¢a de reagao”. O mesmo vale
para as trajetoérias do sistema lagrangeano (M, L); para obter-se trajetérias compativeis
com o vinculo &, ¢é necessario generalizar o principio de Hamilton.

O caso em que % ¢é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, o caso linear, é bem
conhecido e possul uma extensa literatura: desde textos cldssicos, como [4], [65], [45]
e [20] até trabalhos mais recentes e que utilizam a linguagem e técnicas da moderna
geometria diferencial, como [24], [16], [25], (63], [35], [8], [49], e [30], entre outros.

No presente texto, pretende-se fazer um estudo de sistemas mecéanicos e sistemas
lagrangeanos com vinculos nao-lineares nas velocidades; ou seja, consideraremos siste-
mas em que o vinculo ¥ ¢ um subconjunto do fibrado tangente mais geral do que um
subfibrado vetorial.

Historicamente, até onde sabemos, o primeiro exemplo de sistema mecanico com
vinculos nao-lineares nas velocidades foi proposto por Appell — vide [3]*. Desde entao,
a teoria de sistemas com vinculos ndo-lineares nas velocidades tem atraido o interesse
de muitos pesquisadores, matematicos e fisicos — vide [61], [62], [60], [26], [27], (28],
6], [64], [40], [12], [36], [37], [38], [7], [13], [23] e referéncias citadas nestes artigos, entre
outros.

3exemplo este que, recentemente, tem sido alvo de algumas criticas — vide [41].



Um exemplo concreto de uma classe de sistemas com vinculos nao-lineares bastante
estudada € dado pela chamada dindmica isocinética, na qual o vinculo do sistema
mecanico ¢ definido pela imposicao de que a energia cinética permaneca constante.
Este vinculo, proposto pela primeira vez por Hoover [22], tem aplicagdes em mecénica
estatistica — vide, por exemplo, [22], [52], [17] e [66]. Outro exemplo recente foi dado
por Cushman et al. [11], no qual foi estudada uma particula com spin, vista como sendo
um corpo rigido ao qual se impde a condicdo de ser constante a norma do momento
angular. Outros exemplos sao dados no capitulo 2, exemplo (2.1), dentre os quais o
caso do vinculo afim nas velocidades, um servomecanismo e um exemplo no qual se
propoe estudar o movimento de dois pontos no plano com a imposicio de que suas
velocidades sejam sempre paralelas.

A multiplicidade de formulagoes e problemas relativos a sistemas com vinculos nio-

lineares engloba:

e sistemas lagrangeanos vinculados versus sistemas hamiltonianos vinculados;

e vinculos dados por subvariedades no fibrado tangente do espaco de configuracgoes
M, vinculos dados por subvariedades no fibrado cotangente, vinculos dados por
distribui¢oes no fibrado tangente ou no fibrado cotangente:

e sistemas obtidos com base em generaliza¢oes do principio de d’Alembert versus
sistemas obtidos com base em principios variacionais;

o sistemas definidos por equagoes diferenciais implicitas;

e conservagao de energia, conservagao de volume, simetrias e reducéo, hiperbolici-
dade, propriedades minimizantes das trajetérias;

e aplicagoes & economia (vide [10] e referéncias 14 citadas), teoria do controle 6timo,
teoria dos circuitos elétricos, robdtica, geometria sub-riemanniana;

apenas para citar alguns dos temas envolvidos.

No entanto, nenhuma das formulagoes existentes se encontra bem consolidada na
literatura e, até os limites do nosso conhecimento, muitas propriedades validas para
sistemas com vinculos lineares ainda nao tinham sido estabelecidas no contexto nio-
linear.

Na formulagio apresentada neste texto, considerar-se-4 que % é uma subvariedade
diferencidvel do fibrado tangente TM, tal que a restricio da projecdo 7y : TM — M
a @ seja uma submersao. Tal formulagio generaliza aquela de [57] e [58], na qual
consideramos o caso particular em que % é dado pela imagem inversa da secao nula



de um fibrado vetorial S por um morfismo de fibrados diferencidveis f : TM — S,
“regular” num certo sentido, e a dindmica do sistema dada por uma lagrangeana cldssica
L=K-Vo ™ -

Como serd detalhado no capitulo 2, a hipdtese de que myl|y : € — M seja uma
submersao é usada para garantir:

(a) que, para toda velocidade admissivel pelo vinculo v, € €, exista um movimento
compativel com o vinculo v : (—¢,¢) — M cuja velocidade inicial ¥(0) coincida
com v,%;

(b) a existéncia das estruturas de variedade de Banach nos espacos de curvas com-
pativeis com o vinculo, H*(M, %, [a,0]) = {a € H*(M, [a,b]) | & é compativel com
%}, para k > 2 e CY(M, %, [a,b]) = {a € C¥(M, [a,}]) | & é compativel com %},
para k > 1.

As estruturas de variedade de Banach mencionadas em (b) sio usadas para se
generalizar o principio de Hamilton da agao estaciondria para sistemas lagrangeanos
vinculados (M,L,%). A condi¢do (a) é necessdria para a existéncia de campos de
segunda ordem em %, no sentido da defini¢ao (2.6) — i.e., campos de vetores em %
cujas curvas integrais sejam da forma 7, onde 7y é um movimento compativel com o
vinculo.

A hipotese de que Tm|y seja uma submersdo também foi utilizada em [36] como
uma condigao de “regularidade” do vinculo. Em [13], esta hipdtese é substituida por
duas outras condigoes, uma de “admissibilidade” e outra de “compatibilidade”; em
[60], onde o vinculo é dado por uma distribui¢ao no fibrado tangente do espago de
configuragoes, e em [64], onde o vinculo é dado por uma distribuicio no fibrado cotan-
gente®, a referida hipotese também é substituida por outros ingredientes, no sentido de
garantir a existéncia de campos de segunda ordem compativeis com o vinculo.

A organizacao do trabalho é a seguinte: no capitulo 1, sao estudados sistemas
mecanicos e lagrangeanos sem vinculos. Tem-se por objetivo principal fixar notacao
e introduzir algumas definicées e técnicas a serem utilizadas nos demais capitulos.
As notagoes e definicoes introduzidas serdao utilizadas de modo a permitir enunciar e

“num vinculo “fisico”, espera-se que a condicao (a) seja satisfeita porque desejamos que as tra-
jetérias do sistema mecéanico ou lagrangeano vinculado sejam movimentos compativeis com . Ou
seja, se existisse uma velocidade admissivel v; € ¥ que nao fosse a velocidade inicial de nenhum
movimento compativel com &, diriamos que o vinculo néo estaria “bem posto”.

Sobservamos que vinculos dados por subvariedades no fibrado tangente ou no fibrado cotangente
podem ser vistos como casos particulares destas formulagdes, i.e., vinculos dados por distribuicées
em abertos do fibrado tangente ou cotangente, respectivamente; basta considerar o caso em que as
distribuigoes sao integraveis.



demonstrar os resultados de forma “intrinseca”, i.e., livre de coordenadas, como foi
feito na quase totalidade do texto. Este capitulo nio contém resultados originais;
no entanto, parece-nos ser original a técnica de cilculo aqui introduzida, através de
“derivadas paralelas” e “derivadas nas fibras”.

No capitulo 2, define-se “vinculo” e sio estudadas algumas propriedades geométricas
do mesmo. Sdo introduzidas algumas variedades de Banach de curvas compativeis com
o vinculo, as quais serdo usadas posteriormente para generalizar o principio da agdo
estaciondria de Hamilton. Até os limites do nosso conhecimento, as estruturas de
variedade de Banach de tais espagos nao eram conhecidas.

No capitulo 3, sdo estudados sistemas mecénicos vinculados. Definimos um mo-
vimento ou lrajetdria fisica do sistema mecdnico vinculado (M,K, F,¥) como sendo
uma curva 7y em M que seja compativel com o vinculo € e que satisfaca a equacao de

Newton:
Viy = —grad Voy+R(3) (4)

para algum campo de reagoes vinculares admissivel R : € — TM — “admissivel” no
sentido da defini¢do (3.2) (vide também motivagio que a precede)®.

As trajetérias de d’Alembert-Chetaev do sistema mecénico vinculado (M, K, F, %)
sao definidas a partir do campo de reacoes vinculares admissivel R%, que é o tnico
campo de reagdes vinculares que tem a propriedade notdvel de minimizar a intensidade
da reacao vincular (no conjunto de todas as reacoes vinculares admissiveis), ou seja,
sao definidas a partir do chamado “principio da vinculacdo minima de Gauss”. Tais
trajetorias ji eram bem conhecidas na literatura, mas a sua caracterizagao através do
principio da vinculagdo minima — teorema (A), parece-nos ser contribuigio original.
O teorema (B) é uma versao em termos da formulagio aqui proposta do bem conhecido
“principio de Holder” — vide [6], [13], e mostra que, no caso em que o campo de forcas
externo € dado por um potencial V € §(M), tal principio é equivalente ao principio da
vincula¢ao minima tal como formulado no teorema (A). No caso em que o vinculo é
linear, o campo de reacées vinculares R4 coincide com o campo de reacoes vinculares
que define as trajetérias d’Alembertianas e caracterizado pelo fato de ser ortogonal ao

Scom respeito a esta defini¢ao, uma observagio nos parece ser pertinente: mesmo no caso linear,
Le., na situa¢ao em que % é um subfibrado vetorial diferencidvel do espago de fase das velocidades ™,
as trajetorias fisicas do sistema mecénico vinculado (M, K, F, %) nio ficam, em geral, determinadas
por uma condigdo inicial v, € €. Isto ocorre porque, em geral, existem muitas escolhas possiveis
para o campo de reagbes vinculares admissivel R. Em outras palavras, aquilo que chamamos de
“vinculo” deveria ser chamado, mais precisamente, de “vinculo cinemético”. Um “vinculo fisico” nio
fica caracterizado apenas por suas propriedades cineméticas; também é necessario considerar as suas
propriedades dinamicas (ou seja, propriedades que permitam determinar a “forca de reagio”). Isto
¢ um fato que muitas vezes tem passado despercebido na literatura (havendo uma certa tendéncia a
polarizar o estudo na dicotomia “mecénica d’Alembertiana” versus “mecanica vakonomica”).



vinculo — vide [30]. E neste sentido que o “principio da vinculagio minima de Gauss”
enunciado no teorema (A) generaliza o “principio de d’Alembert”, através do qual se
definem as trajetérias d’Alembertianas no caso linear.

A seguir, na segao (4), obtivemos condi¢ées para que o campo de vetores de segunda
ordem que define as trajetérias de d’Alembert-Chetaev, X¢ € X(%), no caso em que
a forga externa F é dada por um potencial V € F(M), conserve a energia mecanica
K+ Vomy — vide proposi¢ao (3.3) e teorema (C). Na secio (5), também no caso em
que a forga externa ¢ dada por um potencial, obtivemos uma generalizacio do teorema
de Liouville sobre conservagio do volume — vide teorema (D). Como subproduto,
obtivemos uma generalizacdo de um resultado de [53], segundo o qual o lift canénico das
geodésicas de uma variedade riemanniana (M, g) no fibrado tangente TM sao geodésicas
da conexao de Levi-Civita induzida por um tensor métrico gry canonicamente definido
em TM a partir do tensor métrico g, o chamado tensor métrico de Sasaki — vide
proposicao (3.5). Finalmente, na se¢ao (6), obtivemos uma condi¢io’ para que o fluxo
do campo GMA do sistema mecanico vinculado (M, K, F,¥), assumindo-se 4 uma
variedade compacta, seja hiperbdlico.

No capitulo 4, sao estudados sistemas lagrangeanos vinculados. Dado um sistema
lagrangeano vinculado (M, L, %), as suas trajetérias sio definidas através de uma ge-
neralizagao do principio da agdo estaciondria de Hamilton. No caso ndo-vinculado,
definimos uma curva 7 : [a,b] - M como sendo uma trajetéria do sistema lagran-
geano (M, L) se for ponto critico do funcional de Lagrange .# na variedade de Ba-
nach C'(M,[a,8],7(a),7()) = {a : [a,b] = M | a € C',aa) = v(a),a(b) =
v(b)}. Se a lagrangeana L for regular, todas as trajetérias sao C*°, de modo que
poderiamos ter tomado, sem perda de generalidade na definicdo, pontos criticos do
funcional de Lagrange nas variedades de Banach C"(M,[a,b],'y(a),fy(b)), E =21, ou
H (M, [a,0],7(a), (b)), k > 2, definidas de forma analoga. A idéia para generali-
zar o principio de Hamilton para o caso vinculado é tomar pontos criticos do fun-
cional de Lagrange em variedades de Banach de curvas compativeis com o vinculo.
Por exemplo, poderiamos considerar o funcional de Lagrange .# definido no espaco
H*(M, %, [a,b],p,q) = {a € H3(M, [a,b],p, q) | & é compativel com %}, onde p,q € M.
A dificuldade técnica que surge é que nem sempre este espaco é uma subvariedade
diferencidvel de H*(M, [a, 8], p, ¢); para contornar este problema, procedemos como na

"tal condicao foi obtida com base num critério para hiperbolicidade de Wojtkowski [66].



geometria sub-riemanniana®, e definimos trajetérias normais e abnormais® do sistema
lagrangeano vinculado (M, L, ¥). Dada uma curva v : [a,b] — M, dizemos que 7y é uma
trajetoria abnormal do sistema lagrangeano vinculado se for ponto critico da aplicag¢dao
ponto final:
eve: H(M,%,[a,b],7(a)) — M
o — a(b).

Esta é uma aplicagao diferencidvel definida na variedade de Banach H*(M, %, [a, 5], 7(a))
= {a € H*(M, [a,8],7(a)) | a é compativel com ¥}, que é uma subvariedade dife-
rencidvel mergulhada em H?(M, [a,],7(a)). Dizemos que v € H?(M, %, [a, b],v(a))
¢ uma trajetoria normal se d.#(-y) anular um certo subespago do espaco tangente a
HZ(M,‘@”, [a,b],7(a)) em 4. Tal subespaco, no caso em que v for ponto regular da
aplicagdo ponto final®, coincide com o espago tangente a H? (M, %, [a, b], 7(a), 7(b)) em
7, donde -y € ponto critico da restrigao do funcional de Lagrange .# a H*(M, %, [a, b], v(a),
fy(b)). No caso linear, se a lagrangeana for classica, esta definicao das “trajetérias nor-
mais” coincide com a defini¢iio das “trajetérias vakonomicas” de [30].
Uma-caracterizagao das trajetérias abnormais e normais do sistema lagrangeano
vinculado (M, L, %) é dada, respectivamente, nos teoremas (E) e (F). No caso em que
o vinculo assume a forma particular proposta por Kozlov et al. [6]', o teorema (F)
mostra que as trajetérias normais do sistema lagrangeano vinculado coincidem com as
trajetérias “vakonomicas'®” definidas pelo referido autor. Kozlov, no entanto, define as
trajetérias vakonomicas através de variagdes compativeis com o vinculo '3, no sentido
classico. A mesma observagao se aplica & formulacao vakonoémica de [13]. Neste sentido,
a originalidade da nossa formulac@o no se resume ao fato de tomarmos vinculos mais
gerals, mas também a caracterizacdo das trajetérias como pontos criticos do funcional

8a geometria sub-riemanniana pode ser vista como um caso particular da presente formulagio:
dada uma variedade riemanniana (M,g) e um subfibrado vetorial diferencidvel 2 ¢ TM, tomamos
L como sendo a energia cinética K e € = 9. No caso em que L = K e % é um vinculo nio-linear,
a presente formulagao sugere, portanto, uma geometria sub-riemanniana “ndo-linear”. Além disso, é
pertinente observar que esta formulagao variacional da mecinica também tem interseccao com a teoria
do controle étimo.

“nomenclatura esta, alids, “importada” da geometria sub-riemanniana.

'%situacdo na qual podemos garantir que H2(M, %, [a, b], v(a), (b)) é uma subvariedade diferencidvel
mergulhada em H?>(M, %, [a, b],7(a)), numa vizinhanca conveniente de +.

Ha formulagdo de Kozlov et al. é um caso particular daquela que consideramos em [57] e [58],
definindo-se o vinculo através de um morfismo de fibrados diferencidveis f = (fi, ..., fi) : TM —
M x R¥, “regular” no mesmo sentido em que consideramos nos referidos artigos.

12¢yak” é um acrénimo para “Variational Axiomatic Kind?”.

13para contornar o problema da possivel singularidade da aplicagio ponto final e obter a equacio
(4.6) para as trajetorias, Kozlov relaxa a defini¢io de “variacio compativel com o vinculo”, tomando
variagoes com extremos fixos que “satisfazem o vinculo a menos de ordem €”.



de Lagrange numa variedade de Banach de curvas compativeis com o vinculo.

A seguir, mostramos nos teoremas (G) e (H) que, se uma certa condicao de re-
gularidade da lagrangeana for satisfeital?, entdo as trajetérias normais do sistema la-
grangeano vinculado (M, L, %) sdo dadas pelas curvas integrais do campo hamiltoniano
Xy, chamado campo variacional ou vakonémico'. Conforme sera detalhado no secio
(1.2.1), o espago de fase onde este campo estd naturalmente definido é o fibrado misto
generalizado ou centauro W — vide defini¢ao (2.2), que é o objeto que generaliza na-
turalmente o fibrado misto 2 @y 2° — M — vide [63], no qual estd definido o fluxo
que fornece as trajetdérias normais de um sistema lagrangeano vinculado com vinculo
linear 2.

Na se¢ao (1.3), computamos a hessiana do funcional de Lagrange % e os campos
de Jacobi do campo de vetores variacional; no teorema (I), mostramos que o nicleo
da hessiana do funcional de Lagrange numa trajetéria normal regular coincide com o
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta trajetéria, obtidos por variacoes com
extremos fixos; em particular, tal niicleo tem dimensao finita. Estes resultados apontam
para um possivel desenvolvimento de uma teoria do indice de Morse para sistemas
lagrangeanos com vinculos nao lineares, como feito em [18], [46] e [50] no caso linear.

Na secao (1.4), é apresentada, no teorema (J), uma generalizacao do teorema de Ja-
cobi cldssico para sistemas lagrangeanos vinculados (M, L, €) com lagrangeana classica
L = K — V o7y, e para sistemas mecanicos vinculados (M, K, V, %), no caso em que o
vinculo % é um cone, permitindo reduzir o estudo das trajetérias dos mesmos ao caso
“geodésico”, ou seja, ao estudo de trajetdrias de sistemas andlogos com o potencial V
nulo, através da introducao de um tensor métrico conveniente — a chamada métrica
de Jacobi.

Finalmente, na se¢do (2), demonstramos no teorema (K) uma condigio necessiria e
suficiente para o campo variacional Xy de um sistema lagrangeano vinculado (M, L, %)
com lagrangeana classica L = K — V o 7y satisfazendo a condi¢do (R) seja relacionado
por uma certa projecao ao campo X (Ry) do sistema mecénico vinculado (M, K, V, %),
para algum campo de reagbes vinculares admissivel Ry!®. Se a referida condicdo for
satisfeita, este campo de reagoes vinculares deve, necessariamente, ser o campo R{
que define as trajetérias de d’Alembert-Chetaev, conforme demonstrado no referido
teorema. Como corolario — vide corolério (4.9), demonstramos que, no caso em que

Hyide “condicdo (R)”, pagina 105.

5estes resultados generalizam a proposigio 13 de [6].

8ou, em outras palavras, uma condigéo necesséria e suficiente para que as curvas integrais do campo
variacional se projetem curvas integrais do campo X« (Rv), ou seja, para que as trajetérias normais
do sistema lagrangeano vinculado (M, L, ¥) coincidam com as trajetorias fisicas do sistema mecanico
vinculado (M, K, V, %) definidas pelo campo de reagoes vinculares admissivel Ry.
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¢ = 2 ¢ um vinculo linear, as curvas integrais do campo variacional Xy se projetam
nas curvas integrais do campo X¢(Ry) se, e somente se, Ry for o campo de reagoes
vinculares admissivel que define as trajetérias d’Alembertianas e o subfibrado 2 for
completamente integrdvel (ou seja, se o vinculo for holénomo), no sentido de Frobe-

nius!?.

""note que o enunciado do corolario (4.9) é mais geral do que o enunciado correspondente de Kozlov
et al. [6], que fornece a equivaléncia, para um vinculo linear: “o vinculo é integravel se, e somente se,
as trajetorias vakondmicas e d’Alembertianas coincidem”.
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Capitulo 1

Sistemas Mecanicos e Lagrangeanos nao-Vinculados

Este € um capitulo introdutério, no qual dois sdo os objetivos a serem alcancados:

(a) Fixar a notagdo a ser utilizada no restante do texto e introduzir a defini¢io de
“derivada paralela” de um morfismo de fibrados diferencidveis entre dois fibrados
vetoriais diferencidveis munidos de conexoes.

(b) Descrever, sucintamente, o que se entende por um “sistema mecanico cldssico” e
por um “sistema lagrangeano”, bem como as equacoes que definem os movimentos
em tais sistemas, no caso nao-vinculado.

As notagoes e definigdes introduzidas serdo utilizadas de modo a permitir enunciar
teoremas e escrever demonstragoes de uma forma “intrinseca”, livre de coordenadas.
Dentre as vantagens de uma tal abordagem (i.e., sem usar coordenadas), destacam-se:
(1) o fato de que todos os objetos ja aparecem definidos “globalmente” de maneira
natural; (2) o fato de que, em geral, é mais ficil depreender-se o signiﬁcado geométrico
dos objetos se os mesmos sao descritos em termos de expressoes livres de coordenadas;
(3) a compacidade da notacdo; (4) a possibilidade de se estender a teoria para sistemas
com dimensao infinita.

§1. DEFINICOES E NOTACOES BASICAS

No que segue, M denotara uma variedade diferencidvel conexa, de dimensao finita
e paracompacta; g : TM — R, um tensor métrico riemanniano em M; TM denota o
fibrado tangente de M, T*M o fibrado cotangente, e 7y : TM — M, 7%, : T"M — M
as respectivas projegoes. O fibrado trivial sobre M com fibra F é denotado por Fy.
Neste texto, “diferencidvel” significa C'*°. O conjunto das funcoes diferenciaveis em
M, campos de vetores diferenciaveis em M e formas diferencidveis em M sdo denotados
por F(M), X(M) e Q(M), respectivamente. K = ;g é chamada de energia cinética.
Dado um fibrado vetorial diferencidvel 7g : 2 —» M denotar-se-4 por O a secio nula
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de E, ou seja, Op = {Q, : p € M}, com @), o vetor nulo de E, = 7' [pl, p € M. O
§(M)-médulo das secoes diferencidveis de 7z : E — M é denotado por I'® (E).

A seguir, recordar-se-ao alguns conceitos e fatos relativos i geometria do fibrado
tangente TE de um fibrado vetorial diferencidvel £ (vide, por exemplo, [32], [2] ou
[29]), os quais serdo usados subseqiientemente.

Dado um fibrado vetorial diferencidvel 7z : E — M, o levantamento vertical \¥ é o
morfismo de fibrados vetoriais diferencidveis (onde m; é a proje¢io no primeiro fator):

TE

EouFE

1 E

E

E idg
tal que, dados ¢ € M, u,v € E,, AP(u,v) é a imagem de v pela identificacao F, —
T.(E,) da fibra E, de 7 : E — M sobre ¢ com o seu espaco tangente em u, ou seja:

AE(u,v) = =

t
7 1o (u+ tv)

A imagem de A? ¢ o subfibrado vertical Ver(E) = ker Trp do fibrado tangente
de E. Como A é um monomorfismo, é um 150morﬁsrno de fibrados vetoriais di-

ferencidveis sobre sua imagem; denotar-se-4 por k}, : Ver(E) — E@®wnE o inverso

de \? : E@uE — Ver(E), e por &Y : Ver(E) - E a composta s o Ky, onde

7y € a projecao no segundo fator. Além disso, dado vy € E, define-se a aplicacao
)\E = /\E(vq, )+ E; — Ver, (E), chamada de levantamento vertical em Uy, onde

Ver,, (E) é a fibra de Ver(E') sobre Uy
Uma conexao em g : TE' — M é um subfibrado vetorial diferencidvel Hor(E) de

TE satisfazendo as duas seguintes condicoes:

(V1) TE = Hor(E) @g Ver(E), ou seja, Hor(E) é um subfibrado horizontal de TE;

(V2) para todo s € R e para todo v, € E, Tp* - Hor,, (E) = Hors,, (E), onde Hor,, (E)
denota a fibra de Hor(£) sobre v, e p° : E — E é definida por v, - sv,.

Denotar-se-ao por Py : TE — Ver(E) e Py : TE — Hor(FE) as projecdes induzidas
pela decomposi¢ao em soma de Whitney de (V1).

A condigdo (V2) significa que o subfibrado horizontal Hor(F) é invariante por Tu®,
para todo s € R. Como o subfibrado vertical Ver(E) também é invariante por Tu®
(pois p° : E — E preserva fibras), segue que Tu® comuta com as projecoes Py e Py.
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Como Ver(E) = Ker Ty, segue da condigao (V1) que a restricdo do epimorfismo:

Trg

TE ™

TE ™

E M

mE

ao subfibrado horizontal Hor(E) é um epimorfismo de fibrados vetoriais diferencigveis
sobre 7z : E — M, que restrito as fibras é um isomorfismo linear, ou seja, T#g :
Hor,, = T;M é um isomorfismo linear para todo v, € F. Dado v, € E, denotar-se-4
por H,, : T;M — Hor,, (E) a inversa de T7 : Hor,, —+ T4M, chamada de levantamento
horizontal em v,. Dados ¢ € M, s € R, v, € E; e 2z, € T,M, temos:

T~ Hy, (2g) = Han, (29)

pois, pela propriedade (V2), Tu® - Hy,(2,) € Horg,, (E), e Trg - Ty - Hy, (2,) = Trg -
H, (2g) = 2,

Uma conexao em 7g : £ — M define um epimorfismo de fibrados vetoriais dife-
renciaveis:

TE———E®u B

TE O ™
E—p—E
dado por kg := kj o P,. Denotar-se-a por kg a composta mp 0 kp : TE — E; kg

denomina-se o conector da conexao Hor(E). Note que a restricio do conector ao
subfibrado vertical independe da conexao, pois coincide com o inverso do levantamento
vertical. Note também que valem as seguintes férmulas, dados weFEelX, eT,E:

PV E qu = )"uq(K'E . Xuq)
Py - Xy, = Hy, (Trg - X,,)

de forma que Xy, = H,, (Trg - X,) + Ay, (kg - Xy,).
Dado z, € TM, a conexdo Hor(E) define uma aplicacio:

Vf}: [*(E) — E,
X — Kg-TX-2

(1.1)



que satisfaz, para toda f € §(M) e para todo X € I'°(E):

Vad X = F(0)V5 X + 2[f]1X (q) (1.2)

Com efeito, dada 7 : (—¢,¢) — M curva em M com %h:o = Zzg, temos T(fX) -

% = G L)X (V0)} = TWO - TX 20+ L {F(v(0) X ()} = Tw/@ .
TX - 2, + Apgyx(q) (2[f1X (q)). Logo, como Tp/®@ comuta com Py por (V2), segue
tp - T(fX) 2y = pfOVE X + 2,[f]1X (g), como afirmado.

Dados ¢ € M, v, € E; e z, € T,M, temos H,,(2,) = TX - z,, onde X € I'°(E) é
tal que X(g) = v, e V7 X = 0. Com efeito, TX - z, € Hor,, (E) (pois kg - TX - 2, =
VEX=0)eTng -TX 2, =z,

Através de (1.1), define-se a aplicacio:

VE: (M) xI'®(E) — TI'*(E)

B (1.3)
(X,Y) — V¥

por (VEY)(q) := VE(Q)Y € E,, para todo ¢ € M. Entdo V¥ é F(M)-linear no primeiro

fator e uma derivagao no segundo (ou seja, satisfaz a propriedade de Leibniz (1.2)).

Reciprocamente, dada V¥ : X(M) x I'°(E) — TI'®°(E) que seja §(M)-linear no
primeiro fator e uma derivagao no segundo, existe uma tnica conexio Hor(E) que induz
V¥; o levantamento horizontal em v, € E é dado por Zg € TIM = TX -2, € T, E,
sendo X € I'*°(FE) tal que X(q) = v, VZ‘ZX = 0, e o subespago horizontal Hor,, (F)
¢ a imagem do levantamento horizontal em v,. Assim sendo, aplicacio V¥ também é
chamada de conexao.

Dada v : I = M curva em M, I intervalo em R, define-se a derivada covariante VE
ao longo de v, induzida pela conexao, por V¥ : X € I'®(v*E) — kg - X e I'°(y*E),
onde v*E denota o pull back do fibrado vetorial E por v, de modo que ['*(*E) é o
§(I)-médulo das se¢oes de E ao longo de 1.

Dados «y curva em M, %y € dom y e v € E, (), existe uma tnica secio X € I'*(y*E)
tal que X (to) = v e VX = 0; X é chamada de transporte paralelo de v ao longo de -,
induzido pela conexao, e usa-se a notagao (V¢ € dom ) X(t) = 7o (). Além disso,
dado #, € dom v, a aplicagao 7y, : Eyy) — Ey,) definida por v — 77, (v) é um
isomorfismo linear. Usando-se o transporte paralelo, pode-se computar o levantamento
horizontal em v, € E pela férmula:

T
(\7’ z, € TqM) H,, (2, = pr - T&t(vq)

: Ty -
onde 7y : (—¢,€) = M curva em M com T |y = 21
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Uma conezdo na variedade diferencidvel M é uma conexdo V no fibrado tangente
™ : TM — M. Uma tal conexdo define um campo de vetores S € X(TM) por:

S: TM — TTM

v, +— Hy, (vg)

q

Como (Vv, € TM) Ti-S(v,) = Trm-Hy, (vq) = 4, S é um campo de segunda ordem.
Além disso, (Vu, € TM,s € R) S(sv,) = Hy,, (sv,) = sHg, (vg) = sTp® - Hy, (v,) =
sTp®-S(v,), ou seja, S é um spray - chamado de spray geodésico induzido pela conexio
V. As geodésicas de (M, V) sdo as curvas integrais de base (i.c., as projecdes em M
das suas curvas integrais) do campo de segunda ordem S, ou seja, sao as curvas em -y
em M que satisfazem Vt%;% =0.

Finalmente, dada Hor(F) conexdo no fibrado vetorial diferencidvel 7 : B — M,
define-se o tensor de curvatura RF : X(M) x X(M) x I'°(E) — I'°(E), induzido pela
CONexao, por:

RIX,Y) - Z:= VXVYE - VEVERE — Vi

para todo X,Y € X(M), & € I'°(F). A conexao diz-se flat se o tensor de curvatura RE
se anula identicamente.

Dado n € N, existe uma conexdo naturalmente definida no fibrado trivial R :
para cada (¢,v) € Ry = M x R", temos um isomorfismo linear canénico TRy =
TM@R", sendo que o segundo fator desta soma direta se identifica com o subespago
vertical em (g,v), e entdo define-se o subespago horizontal Hor(,.)(R) como sendo o
primeiro fator desta mesma soma direta. Tal subespaco coincide com o espaco tangente
em (g,v) da subvariedade mergulhada M x {v} de Rfy; como (Vs € R) p*(M x {v}) =
Mx {sv}, é claro que a propriedade (V2) é satisfeita, logo a conexao est4 bem definida.
Além disso, tomando uma base (ey,...,e,) do R*, e se¢des E; € I°(RY), 1 < i < n,
definidas por (Vq € NI) Ei(q) == (g, &), temos (V'uq € TM) VEF"Ei =fKgn - TE; vy =
m * (Vg, 0)Ey(q) = Oy, 0 que claramente implica que a conexao é flat. Note também que
o subfibrado horizontal Hor(R},;) é completamente integrével, no sentido de Frobenius
(a folha integral maximal que passa por (g,v) é a subvariedade M x {v}); como sera
visto mais adiante, isto é uma caracteristica das conexdes flat.
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1.1. A derwada nas fibras e a derivada paralela

Sejam g : B = M e mp : F — N fibrados vetoriais diferencidveis sobre M e N,

respectivamente, e seja:
b

F F
TE O TR
M N

b
um morfismo de fibrados diferencidveis (i.e., preserva fibras e é diferencidvel, mas nio

precisa ser linear nas fibras). Denotar-se-4 por Fb a derivada nas fibras de b, que é o
morfismo de fibrados diferencidveis definido por:

Fb: E — L(EbF)
vy —>  Fb(v,)

onde b*F é o pull back do fibrado vetorial F' por b e, para todo w, € E:

d
Fb(vg) - wg := K - Th Ay, (wg) = = Db(vq +tw,) € Fy,
E=

sendo 4 a derivada da curva t — b(v, + twq) no espaco euclidiano Fyay
Além disso, dadas conexdes Hor(£) e Hor(F) nos fibrados vetoriais 75 : E — M e
g ' — N, respectivamente, define-se a derivada paralela de b:

DEFINIGAO 1.1. O morfismo de fibrados diferencidveis Pb : E — L(TM, b*F) definido
por, para todo v, € E e para todo z, € T,M:

Pb(vg) - 24 := kp - Tb-Hy, (2,) € Fyo)
chama-se a derivada paralela de b.

A grosso modo, a utilidade de tais derivadas (nas fibras e paralela) consiste em
facilitar o calculo da aplica¢do tangente de b, permitindo que se calcule a sua aplicacao
em um dado elemento de TE em termos das suas componentes vertical e horizontal.
Ou seja, dado X, € TE, valem as seguintes férmulas:

Trp-Tb-X,, =Tb- Trg - X,
kp - Tb- Xy, =Fb(vg) - kg - Xy, + Pb(v,) - Tp - X,
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de forma que, dada y curva em M e X € I'®(y*E), vale:

VI(bo X) = Fy(X) - VEX + Pb(X) - %

Note que a conexdo V¥ induz, canonicamente, uma conexio V® ¥ no pull back b* F:
dados z, € TM e X € I'°(b*F), define-se:

VEPX = kp - TX - 2 € Fy,

Além disso, sendo 7 : G — M outro fibrado vetorial diferenciavel sobre M, munido
de uma conexio V¢, pode-se definir, pela regra do produto, uma conexao no fibrado
vetorial diferencidvel L(E,G) — M. Ou seja, dados A € I'*(L(E,G)) e Z € (M),

V;{E’G)A ¢ definida por, para todo X € I'(E):
(V554 - X = VA } — A(VEX) eT*(&)

Note que (V;(E’G)A) - X definida pela equagao acima é F(M)-linear em X, de forma
que, de fato, V3% 4 € L(E, G). i .

Assim sendo, existem conexoes nos fibrados L(E,b*F) e L(TM, b*F), naturalmente
induzidas pelas conexdes de E, F' e pela conexao de Levi-Civita de (M, g) (estamos
fixando a conexao de Levi-Civita em M, mas poderfamos fazer o mesmo com qualquer
outra conexao em M). Usando tais conexdes, podemos tomar a derivada nas fibras
e a paralela dos morfismos Fb : E — L(E,0*F) e Pb : E — L(TM, b*F), obtendo os
morfismos de fibrados diferencidveis:

FFb : E — L(E,L(E,b*F)) = L(E ® E,b*F)
PFb : E — L(TM,L(E,b'F)) = L(TM® E, b*F)
FPb : E — L(E, L(TM, b'F F))=LE®TM,b*F)
PPb : £ — L(TM,L(TM,b*F)) = L(TM @ TM, b*F)

A relagdo destes morfismos entre si e com os tensores de curvatura induzidos pelas
conexoes ¢ dada pela seguinte proposigao:

PROPOSIGAO 1.1. Usando a notacdo acima, temos:
(i) Para todo q € M, vy, wy, 2, € E,:

ng('uq) d (wq, Zq) = Isz('Uq) ’ (ZQJ wfi)
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(ii) Para todo g € M, vy, w, € By, zy € TM:
FPb(vg) - (wa, 2,) = PFb(vg) - (24, wy)
(iii) Para todo g € M, v, € Ey, wy, 2, € T,M:
P?b(v,) - (wg, 2g) = P?b(vy) - (24, wy) + Fb(v,) - RE (24, w,) - v+
+ RE(Th - w,, Th - 2,) - b(v,)

Demonstragio. (i) Dados ¢ € M, vy, w, z, € E,, temos:

F2b(vy) - (2, wq) = —  (Fb(vy + twy) - 2,) =

dt le=0

d d

dt lezo ds lizo ('Uq W wq + qu)
d d

dS l,-,:n dt |:=O (U‘? + wq + SZQ)

= ]Fgf('”q) * (wq, 29)

(ii) Dados ¢ € M, v, w, € E, e z, € T,M, sejam Yz, ¢+ (—€,€) = M tal que _i o T
=z eV :(-7,7) x (—¢€) — E tal que V(¢t,-) é o transporte paralelo de (vg + twy,)
ao longo de 7, , para cada ¢ € (—7,7).

Note que, dados ¢ € M e uma curva t — X (t) em E,, entdo a derivada 2 % X coincide

com a derivada covariante VF X, olhando-se X como uma se¢do de F ao longo da curva
constante £ — g em M.
Temos:

FPb(vy) - (wg, 2,) = — (]Pb(vq + twy) 'zq) =

dt Ji—o
vt|t Ovs|s Ob(V( ))
vsls =0 t|£ Ob(v ) \R_F(U, Tb- Z?) ) b(v'?l =
=0
Viis=o{Fo(V(0,9)) - Vi _oV (2, 8)+

+Pb(V(0,5)) - % . Vo (8)} =

=0
= PFb(vy) - (24, w,) +Fb(v,) - vs]s Ovt{t oV (¢, S)J

:RE"(zq,O)-uq:O




Portanto, FIPb(vg) - (wg, 2,) = PFb(v,) - (24, w,), como afirmado.
(iii) Dados g € M, v, € Ey e wy, 2z, € TyM, sejam 7, : (—7,7) — M tal que £| G
= wg, V(t) e Z(t) transportes palalelos de v, e z, ao longo de 7,,, respectlvamente
I': (-7,7) x (—¢,¢) — M tal que _SIS—u ['(t,s) = Z(t) para cada ¢t € (—7,7), e
Vi (=7,7) X (—€,€) = E tal que V(t,-) é o transporte paralelo de V/(£) ao longo de
['(t,-) para cada ¢t € (—7,7). Temos:

P?b(v,) - ('wq:zq)* t|t O{Pf( (t)) Z(t )}:
tlt Q{VS|S_ b(V t, 5) )} =
vs,s ~of Vo (V t,s) )}+RF Tb-w,y, Th- z,) - b(v,) =

s|s—u{]Fb( ) tlt oV (L, 8)+
+Po(V(0,5)) - %I L(t,s)} + RE(Tb - wy, Th - 2,) - b(v,) =

t=0

=F2b(v,) - (0,0) + PFb(v,) - (24, 0) + Fb(v,) - R (2g, wq) - v+

+ ]sz(vq) < (24, wq) + Pb(vy) - Vshi Ddt|

~

™
_vtit 07 0

['(t, s) +

+ RE(Tb - w,, Tb- 2,) - b(v,)

Logo, P2b(v,) - (wy, 2y) = P*b(v,) - (74, w,) + Fb(v,) - R¥(2q,wg) - vg +R"(Tb- wy, Th-
Zq) - b(vg), como afirmado.

O

Como aplicagao desta proposicao, dado ng : E — M fibrado vetorial diferenciivel
sobre M, munido de uma conexiao Hor(E), computar-se-4 uma férmula, que serd usada
posteriormente, para o colchete de Lie de dois campos de vetores X, Y € X(E) em ter-
mos das suas componentes verticais e horizontais. Para tal, dada f € F(E), considere
o morfismo de fibrados diferencidveis:

f! E — RM
Uq — (qaf(Q))

e seja Hor(Ry ) a conexdo trivialmente definida em Ry. Entdo, dados v, € E e Xo, €
Ty, ', temos:

df (vg) - Xu, = kmy - Toof - Xoy =Ff(vy) - 65 - X, + Pf(v,) - Trg - X,,
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Daqui em diante, serd omitido o “~” da notagao, identificando-se tacitamente f
com f, e serd usada esta férmula para calcular df.

PROPOSICAO 1.2. Usando a notagdo acima, dados X,Y € X(E) e v, € E, temos:

kg - [X,Y](vg) = Fkg 0 Y)(v,) - k5 - X (vg) + Pl 0 Y)(vg) - Trg - X (vg)—
—F(kg 0 X)(vg) - 65 - Y (vg) — P(kg 0 X)(vg) - T - Y (v,)+
+ R¥(Trg - Y (v,), Trg - X (v,)) - v,
Trg - [X,Y](vg) =F(Tng oY) () - k5 - X(vg) + P(Trp o Y)(v,) - Tris - X (v,)—
—F(Trg 0 X)(vg) - k- Y (vy) = B(Trg 0 X)(v,) - T - Y (v,)

[

Demonsiragao. Com efeito, dados f € F(M), ¢ € M e v, € E,, temos Y (v,)[f]
df (vg) - Y (vg) = Ff(vg) - k- Y (vg) + Pf(vg) - Trg - Y (v,). Logo, para todo Uy Wy € Byt

F(Y'[f])(vg) - wg = dith:o {Ff(vg +twy) - kg oY (vy + twg)+
+Pf(vg + twy) - Trg oY (v, + tw,)} =
= sz(yq) : (wm kg Y(”q)) + Ff(vg) - Flkg o Y)('Uq) " Wet

+FPf(v,) - (wq, Trg - Y('uq)) +Pf(v,) - F(Trg o Y)(v,) - w,

Ty

e, para todo v, € E,, w, € T,M, tomando 7,, : (—¢,€) = M tal que T ey = Wa © |4
transporte paralelo em E de v, ao longo de 7, gt

POV wy = 5 {EA(V) ke oY (V) +BAV) - Trpo Y (V)] =

=PFf(v,) - (wg, k5 - Y (vg)) +Ff(v,) - P(rig 0 Y)(vg) - wyt
+ P f(v,) - (wg, Trg - Y (vy)) + Pf(v,) - P(Trg o Y)(v,) - w,
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Assim, para todo v, € E, temos:

(X, Y](0g) [f] = X (vg)[Y[f]] = Y (v,)[X[f]] =
=F(Y[f])(vg) - 58 - X (vg) + P(Y[f])(v,) - T - X (ug)—
—F(X[f)(vg) - 55 - Y (vg) = P(X[f])(vg) - Trp - Y () =
=Ff(vg) - (k- X (v), k5 - Y (v,)) +Ff(vg) - Fls 0 Y)(vg) - iz - X (vg)+

+FPf(vg) - (k5 - X (vg), Trg - Y (vg)) +Bf (vg) - F(Trp 0 ¥)(v,) - s - X (v,)+
+PFf(vy) - (Trg - X (vg), 6 - Y (vg)) + Ff(vg) - Pk 0 Y)(vg) - Trg - X (vy)+

+ P fvg) - (T - X (vy), T - Y (v,)) +Pf(vg) - P(Trg oY) (,) - Trg - X (vg)—
- {Fgf(vq) . (K,E <Y (v,), kg - X(‘Uq)) +Ff(vg) - Flkg 0 X)(v,) - kg Y (v)+
+BPf(vg) - (5 - Y (vg), Trp - X (v,)) +Pf (v,) - F(Tmp 0 X)(v,) - ki - Y(’Uq)+

+ ]PIFf(vq) (T?TE Y (vq), ke - X(vq)) +TFf(vg) - Plkp o X)(vg) - Trg - Y

+ P2 f( (T?TE Y(v,), Trg - X(vq)) + Pf(vg) - P(Twg o X)(v,) - Trp - Y(vq)}

(1.4)
Por outro lado:
(X, Y](0g)[f] = ¥f (vg) - k- [X,Y](vg) + Pf(vg) - Trg - [X,Y](v,) (1.5)

Logo, pela proposicao (1.1) (levando-se em conta que Hor(Ry) é flat) e pela ar-
bitrariedade da f € §(M) tomada, a tese segue comparando-se as equacoes (14) e
(1.5). O

Como coroldrio, reobtém-se o seguinte resultado, bem conhecido:

COROLARIO 1.1. Usando a mesma notagao, o subfibrado horizontal Hor(E) ¢ comple-
tamente integrdvel se, e somente se, a conezdo Hor(E) ¢ flat.

Demonstragao. Com efeito, dados X, Y € I'°(E), temos kgoX = kgoY = 0; logo, pela
proposigao (1.2), temos (Yv, € E) kg - [X,Y](v,) = RE(Trg - Y (v,), Trg - X(vq)) Vg,
logo kg o [X,Y] = 0 se a conexdo for flat, donde a involutividade da distribuicao
Hor(£). A mesma férmula mostra que, reciprocamente, se Hor([) for involutiva, isto
é, se kg o [X,Y] = 0 para todo X,Y € I'°(E), entdo R? = 0, pela arbitrariedade de
v € E,X,Y € I'(F) e pelo fato de ser T7E|Hor,, (&) : Hory, (E) — T,M isomorfismo
linear. O

Também como coroldrio, obter-se-ao, a seguir, duas férmulas que serdo usadas pos-
teriormente para computar a forma simplética canénica do fibrado cotangente de M,
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wo, € 0 seu pull back pela transformagao de Legendre wry := (g*) wy, onde:

gb: ™ — T'M
vy > (vg,)

Para tal, considere em T*M a conexdo induzida pela conexao de Levi-Civita de
(M,g). Com respeito a estas conexdes, a aplicacio tangente da transformacao de
Legendre:

b
L TTM

™

™™ TT*M

™————T'M

€ um isomorfismo de fibrados vetoriais que preserva os subfibrados horizontais e ver-
ticais, ou seja, Tg’ - Hor(TM) = Hor(T*M) e Tg’ - Ver(TM) = Ver(T*M). Isto implica
que g’ é natural com respeito aos conectores, i.c., kt-m o Tg" = g’ o k. Fixadas
estas conexoes, pode-se usar o seguinte corolario da proposicao (1.2) para calcular as
referidas formas simpléticas:

COROLARIO 1.2. Usando a nota¢do acima, temos:
(i) Para todo p, € T*M, X,,, Y, € T, (T*M):

wo(Xpg, Yp,) = (T7rem * Xpy, 67em - Yo, ) — (T7rem - Yo, 7em - X, )

(ii) Para todo v, € TM, X, ,Y,, € T, (TM):

wrm(Xo,, Yo,) = (Trrm - Xy 67m - Yap) — (Trrm - Yy, 7m0 - X))

Demonstragdo. Serd demonstrada apenas a parte (i), pois a parte (i1) decorre ime-
diatamente da formula da parte (i) e de: (1) wrm(X,,,Y,) = (g")*wO(qu,Y;,q) =
wo(Tg -qu,Tgb -Y,,), (2) krem o Tg’ =g’ okrm € Trrey © Tg" = Trrm.

Sejam 6 a 1-forma canénica do fibrado cotangente de M, e X, Y € X(T*M) tais
que X (p;) = X,,,Y (py) = Y,,. Temos:

Wo (qu ? }/;Dq) = _dgn' (J(.'Pq ] qu) =

= X, [(00, V)] + Yo (G0, X0+ (oo, (X, V](p)) O
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Para computar qu [<90’ Y)]’ note que (V I/VPG S TPq (T*M)) (90 (pG')1 WPq> = (pq: TTT*M *
W, ), donde:

d
Cdt b
= (k1M - Xy, Trrem - Yo) + (0, F(Trrem oY) (p) - Kirem - X, )

F{{0o, Y>}(pq) TRTEM qu (Pg + thTem - qu:TTT*M Y (pg + threm - qu)) =

e, tomando 7 : (—¢,€) = M com ’%’g_lt:[) = T7r-m - X,, e P transporte paralelo de p, ao

longo de 7:
d
{60, Y)}(po) - Trrem - Xy, = 3 (o0 P(1),Y 0 P(1)) =

=, (P(t), Trremo Y o P(t)) =

= (g, P(T7r-m 0 Y)(pg) - Trrem - Xp,)
portanto:

quKgU’ Y)] = F{{b, Y>}(pq) KoMt Xp, + P{{6o, Y)}(pq) Trrem - qu =
= (51w - Xpy Trrem - V) + (pg, F(TTrem 0 Y) () - K7em - Xp )+ (1.7)
+ (Pg, P(Trrem 0 Y)(pg) - Trrem - X, )

Por outro lado, segue da proposicao (1.2) que:

(0o (pq), [X, Y](pg)) = (pg, F(TTrem 0 Y)(py) - hi1em + Xp,+
+P(Trrem o Y)(py) - Trrem - X, )—

1.8
— (g, F(T7rem © X)(pg) - hi1om - Yy, + (L.8)
+ P(Trrem 0 X)(pg) - Trrem - Yp,)
Substituindo-se as equagdes (1.7) e (1.8) em (1.6), segue a tese. O

§2. SISTEMAS MECANICOS E SISTEMAS LAGRANGEANOS

Um sistema mecanico cldssico ou, abreviadamente, um sistema mecdnico(vide [19),
[1], [5], [39] e [43]), é uma terna (M, K, F), onde M™ é uma variedade diferencigvel (que,
neste texto, supor-se-d de dimensao finita n), K : TM — R é uma funcdo diferencidvel,
cuja restri¢ao a cada fibra do fibrado tangente TM é uma forma quadratica positiva



definida, e:

T™M——=T*M
™ O mT=M
M——M

¢ um morfismo de fibrados diferencidveis. Segundo a nomenclatura usual, denominam-
se:

M: espaco de configuracoes;

K: energia cinética;

JF: campo de forcas (externo);

n: numero de graus de liberdade do sistema mecénico;
TM: espaco de fase das velocidades;

T*M: espago de fase dos momentos.

A energia cinética K define um tensor métrico g em M (por polarizacio da forma
quadrética K em cada fibra de TM), de forma que (M, g) é uma variedade riemanniana.
Denotar-se-a por & o conector induzido pela conexao de Levi-Civita V de (M, g). Uma
curva v em M diz-se um movimento ou uma trajetoria fisica do sistema mecdnico
(M, K, F) se for uma solucio da equacdo de Newton:

F(¥) = (Vi) (1.9)

onde V é a conexao de Levi-Civitade (M, g), p:=g" : TM — T*M é a transformacao de
Legendre induzida pelo tensor métrico, V; denota a derivada covariante ao longo de
induzida por V, e  é uma notagao abreviada para 71 . Denotando-se por g! := (g")~! :
T*M — TM e F' := gf o F (que também serd chamado de campo de forgas), obtém-se
a seguinte forma equivalente da equagao (1.9), que serd usada mais freqiientemente:

FHH) = Vv (1.10)

Note que, para um sistema mecdnico livre, i.e., no qual o campo de forcas F é
nulo, os movimentos do sistema mecénico coincidem com as geodésicas da variedade

riemanniana (M, g).
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Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta 1ltima equagio,
obtém-se E—:’ —H; (%) = A3(F'(%)), o que mostra que as solucdes de (1.10) sdo as curvas
integrais de base do campo de segunda ordem Xy € X(TM) definido por, para todo
vy € TM:

Xr(vg) = S(v) + M, (FH(vy) (L.11)
onde S € o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexao de Levi-Civita).

DEFINIGAO 1.2. X5 € o campo de Gibbs-Maggi-Appell (GMA)! do sistema mecdnico
(MK, F).
Neste texto, estaremos particularmente interessados nos casos em que o campo de

forcas externo:

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V € F(M), chamada energia potencial,
tal que (Yv, € TM) F(v,) = —dV(q) € ToM;

(2) ¢é a forca de Lorentz induzida por um campo magnético (vide [66]). Ou seja,
existe uma 2-forma fechada B € 3(M), chamada campo magnético, tal que,
definindo-se % : TM — T*M por:

(Vg €M, vy, wy € TM) (v, % (w,)) = B(v,, w,)
tem-se F = %

No caso (1), é bem conhecido o fato de que o campo X dado por (1.11) é ha-
miltoniano, com respeito a forma simplética wrm, sendo a hamiltoniana dada por
H=K+Vomy € FM).

Com efeito, dados v, € TM e X, € T,,(TM), temos:

1d
FH(v,) - 6+ Xy, = 2@ (vg +th - Xy, v + b6+ Xy ) =
t=0
= (’Uq,h:'XUq>

e, tomando 7y : (—¢,¢) = M com %h:u = Trm - Xy, e V transporte paralelo de v, ao

longo de v, temos:
d 1
PH(w,) - Tru - Xy = {5 VO, V(0) +V (7(0)} =
= (VimoV, vg) +dV(v,) - Trm - Xy, =

= dV(Uq) -TTM . f‘{uq

'Esta nomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva [16] no contexto de sistemas nio-holondmicos
lineares.
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portanto:

dH(v,) - Xy, = FH(vg) - £ - Xy, +PH(v,) - Tt - X, = 2 44
= (Vg k- Xp) + dV(v,) - T - X,, (1.12)

Por outro lado, do corolério (1.2) segue:

{.L)TM(X}'('Uq) ) (TIM xY}'(’i)q) K-Xy ) = (T"M qu: K- XF(UQ)) =
= (vg, 5 - Xy,) — (T7m - X,,,, — grad V(gq)) = (1.13)
= (vg, £ - Xo,) +dV(vy) - Trm - X,,

e, comparando-se as equagoes (1.12) e (1.13), conclui-se que X = &y, como afirmado.

Notagao. Quando o campo de forgas externo for dado por um potencial V € F(M),
denotar-se-d o sistema mecanico por (M, K, V) ao invés de (M, K, —dV o7y), e o campo
GMA por Xy ao invés de X _gvon,-

No caso (2), definindo-se Q := wrm — 7yB € 23(M), temos dQ = 0, pois wry ¢ B
sao fechadas. Além disso, dados v, € TM e X, ,Y,, € T, (TM), temos:

coroldrio (1.2)

Q(Xﬂq)}{uq) :wTM(-’\vq1 'uq) TMB( 'Uq)},yq) —
= (TTM uq,h. qu)— (TTM K,Q,K,-qu}—B(TTM -..X-,Jq,TTM'K,q)
(1.14)

e, usando esta equagao e o fato de ser wyym nao-degenerada, conclui-se que Q é nao-
degenerada, portanto uma forma simplética em TM.

A seguinte proposicao mostra que o campo Xz € X(TM) definido por (1.11) ¢
hamiltoniano com respeito & forma simplética §2:

PrOPOSIGAO 1.3. Usando a notagio acima, o campo Xz coincide com o campo ha-
miltoniano induzido pela energia cinética K € §(M), com respeito a forma simplética
2, isto ¢, Xa = &k.

Demonstragao. Com efeito, dados v, € TM e X, € T, (TM), segue de (1.12) com
V =0 que:

dK(vy) - Xy, = FK(vg) - £ - Xy, + PK(v,) - Ty - X, =

— ) (1.15)
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Por outro lado:

(1.14

Q(Xg/(vq),qu) = (Trw - Xar(vg), & - Xog) = (Trm - Xo,, 6+ Xa(vg))—
= B(Trm - X (vy), Trm - X)) =
= (vg, k- Xy,) — (Trm - X, # (vg)) — B(vy, Trm « X)) =

B anti-simétrica

= (vg, &+ Xy,) — B(T7m - X, vg) — B(vy, T - X, ) =
= (g, £ Xy, )
(1.16)

Comparando-se as equagdes (1.15) e (1.16), segue a tese. (]

2.1. Sistemas lagrangeanos

Um sistema lagrangeano (vide [19], [1], [5], [39] e [43]), é um par (M, L), onde M
é uma variedade diferencidvel e L : TM — R é uma funcao diferencidvel, denominada
lagrangeana. Mais geralmente poder-se-ia considerar uma funcio diferencidvel L :
TM x R — R, chamada lagrangeana dependente do tempo, mas neste texto serdo
consideradas apenas lagrangeanas independentes do tempo, ou seja, do primeiro tipo.
Vide, no entanto, a observagao (1.3).

A lagrangeana diz-se cldssica se for da forma L =K — V o7y, onde K: TM — R,
chamada energia cinética, é uma funcao diferencidvel, cuja restricio a cada fibra do
fibrado tangente TM é uma forma quadrética positiva definida, como anteriormente, e
V € §(M), chamada energia potencial.

2.1.1. Alguns espagos de curvas

Dados k > 0 e um intervalo fechado [a, b] C R, denotar-se-& por C*(M, [a, b]) o con-
junto das curvas 7 : [a,b] — M de classe C*. Para k > 1, denotar-se-a por H*(M, [a, b])
o conjunto das curvas v : [a,b] = M de classe H* (uma curva 7 : [a,b] = M diz-se
de classe H* se, tomando-se um mergulho i : M — RY dado pelo teorema de Whit-
ney, a composta i o ¢y é uma curva de classe H* em R", ou seja, é absolutamente
continua e sua derivada estd no H*"!, sendo H® = L?; para k > 1, esta defini¢io in-
depende do mergulho tomado). Estando o intervalo [a,b] fixado e ndo havendo risco
de confusdo, usar-se-io as notagdes abreviadas C*(M) e H*(M) no lugar de C*(M, [a, b])
e H¥(M, [a, b)), respectivamente. Tais conjuntos (para k > 0 no caso dos espagos CK,
e k = 1 no caso dos espagos H*) admitem estruturas de variedades de Banach (i.e.,
variedades diferencidveis modeladas em espagos de Banach, vide [32], [33] ou [2], por
exemplo) naturalmente definidas — vide [44], [15], [47], [21] ou [14]. Mais precisamente,
os espacos H¥, k > 1, admitem estrutura de variedades de Hilbert, (i.e., variedades dife-
rencidveis modeladas em espagos de Hilbert). Tais estruturas de variedade diferencigvel
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sao tais que, dado um mergulho préprio i : M — R¥ (que existe, pelo teorema de Whit-
ney), entdo a aplicagio (i0) : ¥ + i 0 v é um mergulho de CX(M) (respectivamente,
H¥(M)) no espago de Banach C*(R™) (respectivamente, no espago de Hilbert H*(RY )
e C¥(M) é fechada em C*(R™) (respectivamente, H*(M) é fechada em H*(RV)). Esta
propriedade determina as estruturas de variedade diferencidvel de CX(M) e H*(M) uni-
vocamente — sao as unicas estruturas de variedade diferencidvel em C*(M) e H¥(M)
que as tornam subvariedades mergulhadas de C¥(RY) e H*(R"), respectivamente. Em
particular, as variedades C¥(M) e H*(M) sdo metrizaveis (portanto paracompactas) e
separdveis. As inclusdes C¥(M) — HX(M) — C*1(M), k > 1, sdo diferencidveis e tém
imagens densas. Além disso, dados N variedade diferencidvel de dimensao finita e uma
aplicagao diferencidvel ¢ : M — N, a aplicagio (¢o) : v ++ ¢ o v é diferencidvel de
C*(M) (respectivamente, H*(M)) em C*(N) (respectivamente, H*(N)). Dada y € Ck(M)
(respectivamente, v € H*(M)), o espaco tangente em -y é o conjunto das secoes de TM
ao longo de v de classe C* (respectivamente, de classe HX), ou seja:

T,CK (M) = C*(v*TM) = {X € CX(TM) | 7y 0 X = 7}

e analogamente para T,H*(M). Portanto, os fibrados tangentes cxy @ TCK(M) —
CK(M) e Tixm) : TH (M) — H¥(M) sao, respectivamente, (rvo) : C*(TM) — CK(M) e
(mo) = HY(TM) — H¥(M).

Mais geralmente, dado 7z : E — M fibrado vetorial diferenciavel sobre M, de di-
mensao finita, temos fibrados vetoriais diferencidveis (rzo) : CX(E) — C*(M) sobre
C*(M), para k 2 0, e (7go) : H*(E) — H¥(M) sobre H*(M), para k > 1. Estas cons-
trugoes sao functoriais, ou seja, dado um morfismo de fibrados vetoriais diferencigveis:

B—=" .p
TR O mF
M——>N
F

obtém-se os morfismos de fibrados vetoriais diferencidveis:

(¢o)

CK(E) C(F)
(wgo) O '(TFFO)
C(M — Ck(N
(M) ———C
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para k = 0 e:

He(B) — &) ()
(ﬁEO)‘ O ](WFG)
H&(M — H¥(N
(M) ———H¥(N)

para k > 1.
Dado um tensor métrico g em M, e sendo V a conexdo de Levi-Civita de (M, g),
considerar-se-i em H*(M), k > 1, o tensor métrico G dado por:

k-1 b
G(ﬂ;§) = Zg(Vt”n(a),fo(a)) +f g(vtk??, Vtkf) dt
n=0 %
para toda v € H*(M), n,& € T, H*(M).

Mais geralmente, dados um fibrado vetorial diferencidvel riemanniano, de dimensio
finita, 75 : (E,g) — M, uma conexdo V em E e uma curva y € H*(M), considerar-
se-a o produto interno no espaco hilbertizdvel H*(y*E) = H*(E), dado pela equagdo
anterior, tornando (mgo) : H*(E) — H*(M) um fibrado riemanniano.

Espacos de curvas com pontos fixos. Na situagio descrita acima, considere, a
seguir, um conjunto finito {¢,...,t,} C [a,b], e seja:

n fatores

ev(ty,...,ty) : C¥(M) — Mx xM
v = (v(t),-. ., (t)

para k > 0 (o mesmo vale com H* no lugar de C*, para k > 1, ipsis litteris).

A aplicacdo ev(ty,...,t,) ¢é diferencidvel: tomando um mergulho M — RV , dado
pelo teorema de Whitney, ev(ty,. . .,t,) é linear continua em C*(R"), portanto sua res-
tricdo & subvariedade mergulhada C*(M) ¢ diferenciavel e toma valores na subvariedade
mergulhada Mx -~- xM de RV x -*. xRN . Além disso, a sua aplicagao tangente em
v € CK(M) é dada por:

TFYB'U(tl, § W ,tn) : TTCR(M) — T'T(h}M XX T’y(tu)M
X — (X ()., X ()

que € claramente sobrejetiva, e como o seu nucleo tem codimensio finita (portanto ad-
mite um complementar fechado em T, C*(M)), isto mostra que ev(ty, . . ., t,) é uma sub-

mersdo. Ou seja, dado (qy,...,¢q.) € MX <"+ xM, a sua imagem inversa ev(ty,...,t,) "}
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[(q1s---,an)] = {7y € C(M) | ¥(t;) = ¢;;1 < i < n} é uma subvariedade mergulhada
fechada e de codimensao finita de C*(M), cujo espaco tangente em -y é o subespaco
(X eT,C¥(M) | X(t;) = 0,1 <i<n}
Estaremos particularmente interessados em dois casos:
(1) paran =1, t; = a, usa-se a notagdo ev; := ev(a), chamada aplicagio ponto inicial,
e, dado g € M, C¥(M, q) := ev; }[q].
(2) paran =1, t; = b, usa-se a notacao evy := ev(b), chamada aplicagio ponto final.
Dados p, ¢ € M restrigao de evy a C*(M, ¢) também é uma submersio, e a imagem
inversa ev f[Ehl(M o[P] coincide com a subvariedade mergulhada ev(a,b)™" [(p, q)]

de C¥(M), que sera denotada por C¥(M, p, q).
2.1.2. O principio de Hamilton da agdo estaciondria

Uma lagrangeana L : TM — R define funcionais .% : CX(M, [a, b]) — R, para k > 1,
e & : HY(M, [a,b]) — R, para k > 2, dados por:

Se a lagrangeana for cldssica, £ também é um funcional bem definido em H! (M, [a, b]).
Estes funcionais sao chamados de funcionais de Lagrange.

PROPOSIGAO 1.4. Os funcionais &£ : C5(M, [a,b]) = R, parak > 1, e £ : HY(M, [a, b]) —
R, para k > 2 sdo diferencidveis. Se a lagrangeana for cldssica, £ : HY(M, [a, b]) — R
também € diferencidvel.

A demonstragao desta proposigao é a mesma de [56], com pequenas modificacoes,
e serd precedida do seguinte lema:

LEMA 1.1. Dado k > 1, seja:
L. M) — Ck-1(TM)

Entao:
(i) Z ¢ diferencidvel;
(ii) Dada V conezio em M, temos, para toda v € C¥(M):

T(L): T,C5(M) — T;C(TM)
X =¥ /\,3,\7';X+H:,X
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e 0 mesmo vale substituindo-se H* no lugar de C¥, para k > 2.

Observagao 1.1. Para k = 1, pode-se considerar % como uma aplicagao H'(M) —
H'L2(TM), onde H'L2(TM) = {X : [a,0) - TM | v = 7y o X € H!(M) e X €
L2(v*TM)}. Pode-se mostrar que H*L2(TM) admite uma estrutura natural de variedade
de Banach, tal que (1vo) : H'L2(TM) — HY(M) seja um fibrado vetorial diferencidvel.
Entio L : HY(M) — H!L2(TM) ¢ uma secio diferencidvel deste fibrado vetorial. Vide
detalhes em [56].

Demonstragdo. Serd demonstrado apenas o caso C¥, k > 1, pois a demonstracio do
caso H, k > 2, é a mesma, ipsis litteris.

(i) Com efeito, provemos para M = R". Entdo TM = R* x R", portanto C1(TM) =
C (R x R*) = C<Y(R?) x C-1(R), e:

G C®) — OO x CRY
A (v 5E)

que é linear continua, portanto diferencidvel.

O caso geral se reduz ao caso M = R", tomando-se um mergulho M — R" dado pelo
teorema de Whitney: a restricdo da aplicacao diferencidvel Z : CK(RV) — C<(TRY)
& subvariedade mergulhada C*(M) de C*(R") toma valores na subvariedade mergulhada
C"1(TM) de C<-Y(TRY), portanto L : C¥(M) — Ck"1(TM) é diferencigvel.

(ii) Com efeito, dado X € T,CK(M), seja s € (—¢, €) - 7, € CX(M) tal que Lo e =X
Temos, para todo ¢ € [a, b]:

T Tr T,
L = Vgls=0—F =
ds |s=o dt dt
_v s _
=S o=
= th
e:
T Ty, T Ty
™ e Bt @ MO 1T
T

33



donde:
T T Ty,

T(E) _E!ﬂo dt
T T’Ys T T’Ys
Ay (k- a5l di ) + Hiy (Trm - Ble dl )=

= Xi( (Ve X) + Hi (X (2))
0

Demonstragao da proposi¢io (1.4). (i) Para o caso C*, k > 1:
Basta observar que %’ pode ser escrito como a seguinte composicio de aplicagoes

diferenciaveis:
2=([)o o (%)
onde:
(%}): C(M) —y TR 1(TI’\/I)
y o — T

como no lema lema (1.1),

(Lo) : C<"}(TM) — C*1(R)

[f: YR — R
b
oy — fa ¥

que € linear continua (portanto diferencidvel).
(ii) Para o caso H¥, k > 2, a demonstragdo ¢ a mesma de (), ipsis litteris, substituindo-

se H* no lugar de C*.
(iii) Para o caso H', se a lagrangeana for classica, i.e., se for da foorma L = K — Vo T™:

Inicialmente, note que, como no caso anterior, v € H'(M) — fbV (7) € R pode
ser escrita como uma composigao de aplicagoes diferencidveis ( f (Vo), onde (Vo) :
HL(M) — HY(R) e (%) : H'(R) — R

Resta mostrar, pois, que y € H/(M) — [ bK y) € R é diferencidvel. Para tal, seja

g o tensor métrico em M induzido pela energia cmetlca K, e considere um mergulho
isométrico (M,g) — (RY, (- ,-)), CUJa. ex1stem:1a ¢ assegurada pelo teorema de Nash-

Moser. Entao vy € HY(R"Y) 1 f ¥,7) € R é diferencidvel, e a restricio deste
funcional & subvarledade melgulhada HI(M) de H'(R") coincide com y € H!(M) s

fﬂb K(¥) € R, o que conclui a demonstracio.
O
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As trajetérias de um sistema lagrangeano (M, L) serdio definidas, a seguir, através
do principio de Hamilton da ag¢ao estacionéria:

DEFINIGAO 1.3. Uma curva vy : [a,b] = M diz-se uma trajetéria do sistema lagrange-
ano (M, L) se for de classe C! e se for um ponto estaciondrio de & em C*(M, [a, D], p, q),
onde p = y(a),q = v(b) € M.

DEFINIGAO 1.4. A lagrangeana L : TM — R diz-se regular se FL : TM — T*M for um
difeomorfismo local.

Observagdo 1.2. Se L for uma lagrangeana regular, seria equivalente considerar, para
k22, C* ou H* no lugar de C' na definicio (1.3), pois neste caso todas as trajetdrias
sao C*. Se a lagrangeana for cldssica, seria equivalente, ainda, considerar H' no lugar
de C1.

No caso geral, temos apenas as implicagoes (’y € C*(M,p,q) e v ponto critico
de L em CX(M,p,q)) = (v € H*(M,p,q) e v ponto critico de L em H(M,p,q)) =
(v € C< (M, p,q) e v ponto critico de L em C*~1(M, p, q)), para k > 2, que decorrem
do fato de as incluses CX(M) — H¥(M) — Ck"}(M) serem diferencidveis e terem
imagens densas.

PROPOSIGAO 1.5. Seja V uma conezdo em M. Dados um intervalo [a,b] C R e v €
CY(M, [a,b]), entdo y € trajetdria do sistema lagrangeano (M, L) se, e somente se,  for
solugdo da equacido de Euler-Lagrange:

V(FL(3)) ~ PL(3) = 0 (1.17)

Demonstragao. Com efeito, dado X € T,C'(M,y(a), (b)), seja s € (—¢,€) = 7, €
C(M,¥(a),y(b)) tal que X , = X. Temos:

ds 5=
b
d2() X =5 [ L(u(0)di =
b d ‘
=/ EJFDL(fyS(t))dt: (1.18)

= f FL(%(t)) - VX +PL(3(t)) - X (2)

Suponha que d.#(y) - T,C*(M,v(a),y(b)) = {0}. Entéo a equacio acima implica
que t € [a,b] — ]B‘L(fy(t)) € T*M ¢ de classe C'; para verificar este fato, basta, por
exemplo, tomar um referencial paralelo ao longo de 7, e entao segue da equacio (1.18)
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que a derivada fraca (i.e., no sentido de distribuigoes) de cada componente de FL(¥)
neste referencial ¢ uma fungao continua. Assim, como J(a) = J(b) = 0, segue de (1.18)
que:

0=d&(7)- X = / {=V.(FL(¥)) + PL(4(t))} - X (t)dt

para todo X € T,C!(M, v(a), (b)), logo v é solugdo de (1.17). Reciprocamente, se v é
solugdo de (1.17), entdo v e FL(7) sao de classe C!, de modo que d-Z(v) - X também é
dada pela tltima equagdo, para todo X € T, C' (M, y(a), (b)), e portanto se anula. [J

Observagio 1.3. (1) Note que, em geral, se v € C1(M, [a,b]) for trajetiria do sistema
lagrangeano (M, L), entdo, pela demonstracio acima, v e FL(¥) sao de classe C!,
mas nao temos como garantir maior regqularidade de vy, a menos que a lagrangeana
seja regular, como veremos na proposigdo (1.6).

(2) Note que, em particular, as solucées de (1.17) independem da conezdo que se tome
em M (i.e., sey for solugio de (1.17) usando a derivada paralela induzida por
uma dada conexdo, o mesmo seria verdadeiro se fosse tomada a derivada paralela
induzida por qualquer outra conezdio). Com efeito, pela proposigdo, v é solugao
de (1.17) se, e somente se, for ponto critico de & em C (M, [a, b],v(a),y(b)), e
1sto claramente independe da conezio tomada.

(3) A egquagdo (1.17) é uma versdo livre de coordenadas das equacgoes de Fuler-
Lagrange cldssicas da lagrangeana L. Ou seja, localmente, tomando um sistema
de coordenadas (q*,...,q") em M, a equacdo (1.17) se escreve neste sistema de
coordenadas como:

4oL oL
dt 9¢F ~ agF

paral <k < n.

(4) No caso de uma lagrangeana dependente do tempo L : TMxR — R, um argumento
semelhante ao da demonstragio da proposi¢io (1.4) mostra que o funcional:

Z: C(M,[a,0]) — R
o — [L(%(1), ) dt

¢ diferencidvel. Além disso, dadosy € C'(M, [a,b]) e X € T.,CY(M, [a, 0], 7(a), y(b)
usando a notagio (Vv, € TM,Vt € R) Li(vy) == L(v,,t) e tomando s € (—¢,€) —
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% € C1(M, [a, b],7(a),v(D)) tal que T2 o = X, temos:

b
dL(vy) - X = d%hﬁ / L(7s(t), t)dt =

b
. f d—i' Lo(3 (1)) dt =

- / b]FLt (7(2) - VeX + PL,(¥(2)) - X (t) X(a)=X(b)=0
b

~ [{-V(FL @) + L)) x@a

a

donde vy € ponto critico de £ em C'(M, [a, b],v(a), v(b)) se, e somente se, para
todo t € [a,b]:
V(L (7)) = PLy ((£) = 0

Como conseqiiéncia imediata da proposi¢ao (1.5), v : [a,b] — M é uma trajetéria
do sistema lagrangeano (M, L) se, e somente se, a restricio de 7 a qualquer intervalo
fechado contido em [a, b] também o for. Isto motiva a seguinte definigao:

DEFINIGAO 1.5. Dado I C R intervalo, v : I — M diz-se uma trajetéria do sistema
lagrangeano (M, L), se o for para qualquer intervalo fechado [a, b C I.

Assim, aplicando-se a proposi¢ao (1.5), conclui-se que as trajetérias do sistema la-
grangeano (M, L) sdo as solugoes v : I — M da equacdo (1.17), com I C R intervalo.
Como conseqiiéncia da préxima proposi¢o, se a lagrangeana for regular, tais trajetérias
sao as curvas integrais de base de um campo de segunda ordem em TM, que é hamil-
toniano com relagao a forma simplética w := (FL) wy, onde wp é a forma simplética
canonica do fibrado cotangente T*M, conforme notacdo ja fixada anteriormente.

PROPOSIGAO 1.6. Seja (M, L) um sistema lagrangeano, com L uma lagrangeana regu-
lar. Entio w := (FL) wy € uma forma simplética em TM, e as trajetdrias de (M, L)
$00 as curvais integrais de base do campo de sequnda ordem hamiltoniano &y induzido

pela hamiltoniana:
H: TM — R
vy > FL(vg) - v, — L(v,)

A demonstragao da proposigdo sera precedida do seguinte lema:
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LEMA 1.2. Sejam mg : E — M e g : F — M fibrados vetoriais diferencidveis sobre
M, de dimensdo finita, e seja:

E F
mE O mE
M———>M

um morfismo de fibrados diferencidveis. Entaob: E — F é um difeomorfismo local se,
e somente se (VYv, € E)Fb(v,) : E, — F, for um isomorfismo linear.

Demonstragao. Com efeito, dados v, € F e Xy, € Ty, E, temos, tomando conexoes
Hor(F) e Hor(F):

Trp-Th- Xy, = Trg - Xy,
kF - Tb- Xy, = Fb(v,) - kg - Xy, + Pb(v,) - T - X,

Portanto, supondo (Yv, € E) Fb(v,) : E, — F, isomorfismo linear, conclui-se que
Tvqb-X,,q =0= X,, =0, donde (V ¥y € E) Ty, bis Ty &5~ Ty, F' € isomorfismo linear
e b € um difeomorfismo local pelo teorema da fungao inversa. A reciproca é obvia,
pois b preserva fibras, logo (Vq € M) b: E, — F, é um difeomorfismo local, o que
claramente implica que (V v, € E)Fb(v,) : B, — F, é um isomorfismo linear. O

Aplicando-se o lema para FL : TM — T*M, conclui-se que L é uma lagrangeana
regular se, e somente se, (Vv, € TM) FFL(v,) : T,M — T7M for um isomorfismo linear.

Demonstragao da proposi¢io (1.6). Sejam V conexio em M e x : TTM = TM o
conector induzido por V. Dada v : I — M de classe C!, se FL(¥) for de classe
C!, entdo ¥ também ¢, pelo fato de ser FL um difeomorfismo local, e, neste caso:
Vi (FL()) = F2L(¥) - V4 + PFL() - 4. Isto mostra que 7 é solucao de (1.17) se, e
somente se:

F°L(7) - Vi +PFL(Y) - 4 — PL(}) = 0

Usando novamente o fato de que L é regular, pelo lema anterior esta 1iltima equacao
é equivalente a:

Ve + FL(3) ™ - PFL(7) -7 — FPL(3) ™" - PL(%) = 0



e, tomando levantamentos verticais em ambos os membros desta tltima equacao,
conclui-se que as solugoes de (1.17) sdo as curvais integrais de base do campo de
segunda ordem:

Xp: TM — ™
vg > S(vg) + Ay, (—F?L(vg) ™! - PFL(v,) - v, + F2L(v,) " - PL(v,))

onde S é o spray geodésico de (M, V).

Resta mostrar que este é o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana H.
Inicialmente, note que w := (FL)"wp de fato é uma forma simplética em TM, pois o
pull back de uma forma simplética por um difeomorfismo local é uma forma simplética.

Dados v, € TM e X, € T,,(TM), seja t € (—¢,€) = y(t) € TM tal que %IH -
Xy, Temos: -

dH(w)- X = {FL(2(0) 20) - L(3(0)} =

=F°L(v,) - (k- Xo,g:Ug) + PFL(v,)  (T7m - Xy, v)+
+ FL(v,) - 5+ Xy, — FL(v,) - £ - Xy, = PL(vg) - Trm - X, =
=FL(v,) - (k- qu,vq)+IPFL(Uq)-(TTM-Xﬂq,vq)~PL(vq)-TTM-Xﬂq
(1.19)

Por outro lado:

coroldrio (1.2)

w (X (vg), X, ) = wo(T(FL) - Xy,(v,), T(FL) - Xa,) =
= (Tmrem - T(FL) - X1.(vg), & - T(FL) - X, )—
— (Trrem - T(FL) - X, , & - T(FL) - X1,(v,)) =
= (vy, F°L(vg) - & - Xy, + PFL(v,) - Try - Xoo)—
— (T - X, F°L (Uq) {~F°L(v,) ! - PFL(v,) - v+ (1.20)
FEL(,) 1 PL(n,) 1) -
= {Trm - Xy, PFL(vg) - vg) =
= (v, I L(v,) - k- X, + PFL(v,) - Trm - Ko )—
= (Tm - Xy, PL(v,))

Comparando-se as equagdes (1.19) e (1.20), segue X, = &. O

COROLARIO 1.3. Se L for uma lagrangeana cldssica, i.e., se L = K — V o ™, entdo
as trajetdrias do sistema lagrangeano (M,L) coincidem com as trajetdrias do sistema
mecanico (M, K, V).
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Demonstragio. Com efeito, se L = K—Vory, entdo FL é a transformacio de Legendre
p=g : TM — T*M, onde g é o tensor métrico em M induzido pela energia cinética
K. A lagrangeana é, pois, regular (mais precisamente, é hiper-reqular, ou seja, FL um
difeomorfismo). Além disso, w = (FL)*wy = p*wy = wrm, e:
(V’Uq € TM) H(v,) = FL(v,) - v, — L(v,) =
1
= (vg, Ug) — 2 (vg, vg) + V(q) =
= K(vg) + V(q)

ou seja, H =K+ V o7y, e como ji foi mostrado as trajetérias do sistema mecanico
(M, K, V) coincidem com as curvas integrais de base do campo de segunda ordem
hamiltoniano induzido por esta hamiltoniana, com respeito & forma simplética wry.

(]
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Capitulo 2

A Geometria do Vinculo

Dado um sistema mecénico (M, K, F) ou um sistema Lagrangeano (M, L), desecja-se
estudar movimentos do sistema mecanico ou do sistema lagrangeano que sejam com-
pativeis com um dado vinculo, ou seja, nos quais existe uma restricao no conjunto das
possiveis velocidades que as trajetérias do sistema podem assumir. Neste capitulo,
formalizar-se-a este conceito de “vinculo” e estudar-se-io exemplos e algumas propri-
edades geométricas inerentes ao mesmo.

DEFINIGAO 2.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Um vinculo em TM é uma
subvariedade mergulhada € do fibrado tangente do espago de configuragoes M, a qual
a restrigao da projegdao Ty do fibrado tangente, doravante denotada por e 1€ — M, €
uma submersao. Um movimento ou trajetéria compativel com ¢, ou horizontal a €,
€ uma curva absolutamente continua v em M tal que 7;—;" € € quase sempre em dom .

Um vinculo num sistema mecinico (M, K, F) ou num sistema Lagrangeano (M, L)

€ um vinculo no espago de fase das velocidades TM de (MK, F) ou de (M, L).
A hipétese de que 7y : € — M seja uma submersio é usada para garantir:

(a) que, para toda velocidade admissivel pelo vinculo vy € €, exista um movimento
compativel com o vinculo v : (—¢,€) — M cuja velocidade inicial 4(0) coincida
com g;

(b) a existéncia das estruturas de variedade de Banach nos espagos de curvas com-
pativeis com o vinculo, H*(M, %, [, 8]) = {a € H*(M, [a,b]) | a é compativel com
%}, para k > 2 e CY(M, %, [a,b]) = {o € CK(M,[a,0]) | @ é compativel com 6},
para k > 1.

As estruturas de variedades de Banach mencionadas em (b) seriio construidas mais
adiante — vide coroldrio (2.1). Para verificar que a condicio (a) ¢ satisfeita, dado
Vg € ¥, 0 fato de ser my : ¥ — M uma submersdo implica que existe uma sec¢ao local
X de mg, definida num aberto &/ C M contendo g e tal que X(q) = vy; uma curva
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integral do campo de vetores X com condigao inicial ¢ é um movimento compativel
com % e com velocidade inicial v,.

Seja ¢ um vinculo. Dado g € M, usar-se- a notagao ¢, := n,'[¢] C T,M. Entdo
%, € uma subvariedade mergulhada de T,M, pois é uma subvariedade mergulhada de
TM (pois ¢ subvariedade mergulhada de %, uma vez que 74 : € — M é submersdo, e
% € subvariedade mergulhada de TM) e estd contido na subvariedade mergulhada T,M

de TM.
A seguinte proposicao serd utilizada na construcao de alguns exemplos.

PROPOSIGAO 2.1. Sejam f: TM — S um morfismo de fibrados diferencidveis sobre M
e % := f10s]. Sdo equivalentes:

(i) f € transversal a segao nula Qs e g = Ty : € — M ¢ uma submersao (portanto,

€ é um vinculo);

(i) (Vvg € TM)Ff(vg) : T,M — S, € sobrejetiva.
Demonstragdo. O problema ¢ local, ou seja, as duas condigdes sao equivalentes se, e
somente se, o forem para um aberto arbitrario if C M. Assim sendo, é suficiente provar
a proposicao para ocaso TM=M x R*, S=M x R® e:

f: MxR* — MxR®
(n,v) — (p,f(p,v))

onde f: M x R* — R* é uma aplicacio diferenciavel.
(1) Dado (z,v) € M x R" e (w1, w3) € T(zp)(M x R?) = T,M@R*, temos:

T faw) - (w1, w2) = (w1, 01 f(2,0) - w1 + 8o f(z,0) - w3) € Tyam(Mx R)  (2.1)

(2) Como Qs = M x {0}, temos f h @s se, e somente se, para todo (z,v) € M x R
tal que f(z,v) =0:
=T(z,0005

==
Tfew Tewy(MxRY) + T,M =Tge(MxR) (2.2)
Usando (2.1), conclui-se que, dado (z,v) € M x R* tal que f(z,v) = 0, (2.2) é
equivalente a seguinte condicao:
(v ("717 772) € TIMEBRsa 3('{1)1,'11]2) € TIM @Rn} Eliﬁl € TIM)

m = w; +uw

me = 0Lf(z,v) - w1 + 02 f (z,v) - wy
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que, por sua vez, € claramente equivalente & seguinte condigio:

(Ve € R®, 3(wi, wy) € TM ®R")

e = O f(z,v) - wr + o f(z,0) - wy (2.3)

(3) Suponha que f h Qs e 7 : € — M é uma submersio.

Dado (z,v) € € C M x R", queremos mostrar que Ff(z,v) = d,f(z,v) : R* — R®
é sobrejetiva.

Com efeito, temos:

Tz € e {(w1,w2) € T.MOR" | 81 f(z,v) - wy + of (z,v) - wy = Q)

Tr(z,v): TMOR* — T,M
(wl,wz) — un

de modo que Trg(z,v) - Tz,)€ = TzM se, e somente se, valer a seguinte condicao:

(Vwy € ToM, 3w, € R?)

O f(z,v) - wi + o f (7, ) - wy = 0 (2.4)
Dado n; € R*, f rh Qs e (2.3) implicam que existe (wy, wy) € T,M@®R" tal que:

A f(z,v) - wi + Oaf (z,v) - wy = 15 (2.5)

Mas, por (2.4), existe wy; € R™ tal que 8117(15, v) - wy + agf(x, v) - Wy = 0. Portanto,
para w := wy; — wy € R™, temos:

a?.f(xav) "w

8o f(z,v) - wy — Bu f () - s

O f(z,v) - wy + 0y f(z,v) - wy
p]

s I

por (2.5)

logo Ff(z,v) = 821?(2:, v) : R* — R*® é sobrejetiva, como afirmado.
(4) Reciprocamente, suponha que vale a condicao (ii).

Seja (z,v) € €. Dado 1, € R®, tome w, € R tal que Ff (z,v)- wy, = Oof(z,v) -wy =
72- Entdo a condigdo (2.3) é satisfeita para (0,w;) € T,M@®R", e isto mostra que
[ mQs, pois (z,v) € € e gy € R® foram tomados arbitrariamente.
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Por outro lado, a sobrejetividade de Ff(z,v) = d2f(z,v) : R* — R® implica que,

dado w; € T,;M, existe wp € R" tal que dyf(x,v) - wo = —0,f(z,v) - w;. Como
wy € T;M e (z,v) € € sio arbitrarios, isto mostra que a condigio (2.4) ¢ satisfeita,
logo me € uma submersao.

O

Ezemplo 2.1. (a) A formulacdo presente engloba o caso dos vinculos lineares nas ve-

locidades: tomamos € como sendo um subfibrado vetorial diferencidvel de TM.
Doravante serd usada a notagio 2 no lugar de € para referir-se a vinculos deste
tzpo. Note que este exzemplo € do tipo tratado na proposicio anterior: toma-
mos um subfibrado vetorial diferencidvel Dy de TM tal que TM = 2&4 %, e a
correspondente projecdo no sequndo fator f = Pg, : TM — %.

(b) O ezemplo mais simples de um vinculo que ndo € linear nas velocidades é o vineulo

afim. Neste caso, tomamos € como sendo um subfibrado afim de TM. Ou
seja, dado um par (9,X,), onde 9 é um vinculo linear, e X, € X(M), to-
mamos um subfibrado vetorial diferencidvel 2y de TM tal que TM = @y Dy e
a correspondente proje¢do no segundo fator Pg,, e definimos f : TM — 9, por
f(vg) = Pg, (v — Xa(q)), para todo v, € TM. Entdo € = f~'[Qg,] é um vinculo
do tipo tratado na proposicao anterior.

(c) (CARATHEODORY). Seja M = R? e denote por © = (z1,2,) € R? as coordenadas

cartesianas do ponto x € R? e por v = (vy,v2) € R? 0 correspondente vetor-
velocidade. Definimos o vinculo através de f: TM — Ry dada por

fz(Ul,'UQ) = Uy — \/1+'b‘f'

Entao, para todo € R? e para todo (vy,vs), (w1, ws) € R2, temos:

. - Mwr
Ff(vl,vz)‘(WI,WQ) = Wo m

logo Ff (v1,vq) : R2 — R, € sobrejetiva, portanto € —= 7Y Or,,] € um vinculo,
pela proposigdo (2.1). Relacionado a este exemplo, vide também o exemplo (4.1),
pagina 99.

(d) (UM SERVOMECANISMO). Este ezemplo descreve o modelo de um sistema de con-

trole formado por uma barra num plano vertical e por um atuador que comunica
um movimento horizontal a extremidade inferior da barra (digamos, para “equi-
librar” a barra na posicio vertical) - vide [37].
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Actuator

Pomos M =R x S' e f: TM=R?, — Ry dada por:

f(xz 873':: 9) =T — h’(xﬂ 9: 9)
onde h: Ry — R é uma funcao diferencidvel, chamada lei de controle.

Entao, pela proposi¢io (2.1), € = f~'[Og,,] é wm vinculo, pois, para todo (z, 0) €
M e para todo (Z1,6,), (2, 02) € ]R{zm,g), temos:

Ff(.’,ﬁ'l,g]) . (Ilg, 92) == .’,1-22 — Fh(igl) & 92
logo Ff(.?il,gl) : R?I,e} — Rz,0) € sobrejetiva.

(e) (DINAMICA ISOCINETICA). Seja e # 0. Definimos f : TM — Ry por:

f(vg) = (vg, vg) — e’

Entio o vinculo ¢ = f~'(Or,] € um fibrado de esferas. Vide [22], [52], (17] e
[66].

(f) Em [7] é descrito um vinculo ndo-linear, quadrdtico homogéneo nas velocidades:
tomam-se dois pontos no plano que se movem de tal modo que suas velocidades
sejam sempre paralelas. Assim, M = R* e, denotando por © = (21,2, T3,74) as
coordenadas cartesianas dos dois pontos e por v = (v1,vs,vs,v4) € R* 0 corres-
pondente vetor-velocidade, definimos f: TM — Ry por:

51

U2
= U1V4 — V9Us
Vs Uy 1 2

fI ('U]., Ug,'Ug,’U4) — det (
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Entio € = f~'[Og,] \ Orm € um vinculo tal que, para todo ¢ € M, Gy € um
cone, ou seja, dado v, € 6,, entdo (Vt > 0) tv, € €;. Note que € necessdrio
remover a segdo nula Qry de f~'[Og,] (ou seja, impde-se a condi¢io adicional
de que as velocidades dos pontos ndio podem ser simultaneamente nulas) para que
€ seja uma variedade diferencidvel.

Dados um sistema mecanico (M, K, F) ou um sistema lagrangeano (M,L) e um
vinculo €, seja g um tensor métrico em M (no caso do sistema mecéanico, ou no caso
de a lagrangeana ser classica, consideraremos o tensor métrico induzido pela energia
cinética K). Como 7¢ : ¥ — M é uma submersao, Ty : T — TM é um epimorfismo
de fibrados vetoriais diferencidveis; entao ker Tmy é um subfibrado vetorial diferencigvel
de T%, que serd denotado por Ver(%’). Considere no subfibrado vertical Ver(TM) o
tensor métrico induzido pelo tensor métrico de M através do levantamento vertical, i.e.,
tal que (Vv, € TM) A,, : T,M — Ver,, (TM) seja uma isometria linear. Como Ver (%)
também é um subfibrado vetorial do pull back i}, Ver(TM), onde iy : € — TM é a
inclusdo, podemos considerar o subfibrado vetorial W de i%, Ver(TM) tal que, para todo
vy € €, Wy, == Ver,, (¥);. é o complemento ortogonal de Ver, (%) em Ver,, (TM).

Assim, temos a seguinte decomposi¢ao em soma de Whitney:

i Ver(TM) = Ver(€) @ W (2.6)

Além disso, também temos a decomposi¢ao em soma de Whitney dada pela seguinte
proposicao:

PROPOSIGAO 2.2. Na situagdo acima, temos:

i(TTM) =TE @ W (2.7)

Demonstracao. Com efeito, dados v, € % e Xy, € Ty, € NW,,, temos Xy, € T,, N
Ver,,(TM) = Ver,, (%) e X,, € W,, = Ver,, (¢)*, portanto X,, = 0, o que mostra
T,,% NnW,, ={0}.

Por outro lado, dados v, € ¥ e X, € T, TM, seja s : U — € secao local de
Tg : € — M definida num aberto ¢ de M, com ¢ € U e s(q) = v,; a existéncia de
uma tal se¢ao local é assegurada pelo fato de que ¢ : € — M é uma submersao.
Tome Y,, := Ts - Tng - X, € T,,%. Entao X, — Yy, € Ver, (%), pois Tmg - Ts -
Tmg - Xy, = Trg - X,,, pelo fato de s ser uma se¢do de m4. Escrevendo, por (2.6),
Xoy =Yy, = 2y, + Z, com Z, € Ver, (¥) e Zj; € W, temos: Y, + Z, €T, %,
Zj; EW,, e (Yo, +2Zy,) + Zj; = X,,- Como X, € T, TM foi tomado arbitrariamente,
isto mostra T,, TM =T, % + W,,. O
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Denotar-se-ao por Py e Py as proje¢des no primeiro e no segundo fator, respec-
tivamente, induzidas por (2.7). Note que a restricio de Py ao subfibrado ig-Ver(TM)
coincide com a projeao no primeiro fator induzida por (2.6), pois Ver(%¢) = T¢ N
i Ver(TM); assim, Ver(%) = Py (1% Ver(TM)).

Dado v, € ¥, a decomposi¢cio em soma de Whitney (2.7) permite identificar o
anulador (T,,%)° C T; (TM) com W; , através do isomorfismo 6§ € Wy = 0o0Py €
(T4, &)°. Usaremos a notagio W, = (T, %) = W, , e através do tensor métrico em
Ver(TM) também identificaremos W,, com W, sempre que for conveniente.

Sejam V a conexao de Levi-Civita de (M, g), e Hor(TM) o correspondente subfibrado
horizontal. Denotar-se-4 por Hor(%) a imagem de 4% Hor(TM) por Py.

DEFINIGAO 2.2. Na situagio acima, Ver(€) é chamado de subfibrado vertical de T%,
e Hor(%) de subfibrado horizontal de T¢. O subfibrado vetorial mw W — € de
iz (TTM) € chamado de fibrado de projecao! associado a €, e o subfibrado vetorial
mw i W — € de igz(T*TM) é chamado de fibrado misto generalizado ou centauro
associado a 6 .

Dado v, € €, denota-se por C,, o subespago & - Ver, (€) de T,M, de modo que
K| Very, (%) * Very, (€) = C,, e Klw,, : Wy, = Cj; sao 1sometrias lineares. O subespaco
Cy, C TgM € chamado de subespago das velocidades virtuais? em vy € €. Denotam-se
por Py, e Py as projeges ortogonais P, : T,M — Cy, € ,931{; : TyM — qu,: respec-
twamente. Estao bem definidas, pois, aplicagées diferencidveis @ : € — L(TM, TM) e
P € — L(TM, TM), dadas por Vg > P, e vy 935;, respectivamente, e para todo
v, € € 0s seguintes diagramas sao comutativos:

P

Ver,, (TM) Ver,, (€)

'nomenclatura sugerida na formulagio de [36].
%seguindo a nomenclatura de [6].
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A nomenclatura fibrado misto generalizado ou centauro adotada para designar o
fibrado W provém do fato de que tal fibrado é o objeto que generaliza naturalmente
o fibrado misto 9 @y 2" — M — vide [63], no qual estd definido o fluxo que fornece
as trajetorias normais de um sistema lagrangeano vinculado com vinculo linear 2,
conforme serd visto no capitulo 4, segao (1.2.1).

PROPOSIGAO 2.3. Vale a sequinte decomposi¢io em soma de Whitney:

T% = Ver(%) ? Hor(%) (2.8)

Além disso, Ver(€’) é completamente integrdvel (no sentido de Frobenius), e (V v, €
%”) T |sor,, (%) : Hory, (€) = T,M € um isomorfismo linear.

Demonstragio. Com efeito, Py : i, TTM — T% é um epimorfismo de fibrados vetori-
ais diferencidveis, 1, TTM = i3 Hor(TM) @¢ i, Ver(TM) e ker Py = W C it Ver(TM).
Portanto, como Py - iHor(TM) = Hor (%) e Py - i} Ver(TM) = Ver (%), segue T =
Ver(€’) @« Hor(%), e Pg[ﬁgHor(TM) . igzHor(TM) — Hor(%) é um isomorfismo de fi-
brados vetoriais, o que implica que (Vv, € ) T7g|tor,, () : Hory, (€) — T;M é um
isomorfismo linear. Além disso, Ver,, (%) = T, (%,), portanto o subfibrado vetorial

Ver(%) é completamente integravel.
U]

DEFINIGAO 2.3. Usando a mesma notacdo, denotam-se por P;‘f : T4 — Hor(%) e
PY : T€ — Ver(%) as projecdes induzidas pela decomposicio em soma de Whitney
da proposi¢do precedente. Dado v, € €, definem-se os levantamentos vertical e ho-
rizontal em € por, respectivamente, A;i =Ayy © Py, = Pgo Xy TM — Ver,, (€) e
H:’; ::(TTMlﬂoruq(g))_lz Peo qu: TqM - HOI‘vq ((f)

Note que, para todo v, € ¢, Hy : T,M — Hor,, (%) e AZley, @ Cu, = Very, (€) sdo
isomorfismos lineares, e, para todo X,, € T,,%, temos:

Pi(Xy,) = Hy (Trm - X,,) = P - H,, (Trv - X,,)
PE(X%) = )\;i (K; : X,,,q) = Ay, (9’% K- qu)

Observagao 2.1. A notagio Hor(%') e Ver(%¢) provém do fato de que, no caso de um
vinculo linear 9:

(1) Ver(2) coincide com o subfibrado vertical do fibrado vetorial 7g : 9 — M:
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(2) (V’Uq S ?9”) Cv, = 9, portanto W,, = A, (@j), de modo que Py = TP, :
TTM|s — T2, onde P5 : TM — 2 € a proje¢io ortogonal. Assim, (Vvq €
@) Hor,, (%) = T4 - Hor,, (TM) coincide com o subfibrado horizontal em vy de
Tg : P — M induzido pela conezxdo:

VZ: X(M) xI'*(2) — I'>(9)
(X, Y) — Po-VxY
onde V € a conerdo de Levi-Civita de (M, g).

Para uso posterior, considerar-se-ao generalizacoes da derivada nas fibras e da de-
rivada paralela — vide segao (1.1) — para aplicages diferencidveis : € — E, onde
g : £ — M é um fibrado vetorial diferencidvel, que preservem fibras.

DEFINIGAO 2.4. Sejam mp : E — M um fibrado vetorial diferencidvel, munido de uma
conezdo Hor(E), e f : € — E uma aplicagdo diferencidvel tal que, para todo q € M,
f(€;) C E,. Definimos a derivada nas fibras Ff : € — L(TM, E) e a derivada paralela
Pf:% — L(TM, E) por, para todo v, € ¢ :

Ff(vg) := kg o Ty fo MY € L(TM, E,)

Pf(vy) = kp o Ty, f o Hy € L(T,M, E,)
Portanto, dados v, € ¢ ¢ X,, € T,, 7, vale:
Kg - quf ¢ Xuq = [Ff(‘!)q) K Xuq +Pf(Uq) s T'}Tq,r 'qu

e Ff(vy) - 6 - Xo, =Ff(vg) - Py, - 6 Xy, Le., C’j; C kerFf(v,).

Note que, pela observagio (2.1), quando € = 2 ¢é um subfibrado vetorial de TM,
munido da conexao induzida pela conexao de Levi-Civita de M e da projecio ortogonal
P9 : TM — 9D, a derivada nas fibras e a derivada paralela de f : 2 — E definidas
na definigao (2.4) coincidem com as derivadas definidas na segao (1.1), de modo que
as definigoes e notagoes sao coerentes.

Campos de segunda ordem em ¥%.

DEFINIGAO 2.5. Na situagdo acima, o sequinte subconjunto de TZ :
PB(E) :=TE N J*(M)
chama-se prolongamento holonémico de € (vide [42]), onde:
J*(M) == {z € T(TM) | 7rmz = Tru(2)},
¢ o subfibrado afim de TM dos 2-jatos.



A seguinte proposi¢ao mostra que (%) é um subfibrado diferencigvel afim de TZ.

PROPOSICAO 2.4. Usando a mesma notagio, Trmlp) : P(€) — € ¢ um subfibrado
diferencidvel afim de T€. Mais precisamente, para cada v, € €, B, (€) € o subespaco
afim de T,,% dado por:

By, (€) = Pe - S(v,) + Ver,, (%)
onde S o spray geodésico de (M, g).

Demonstragio. Temos P(€) = TENJ*(M) = {X,, € TZ | Trw- X,, = v,}. Portanto,
dados v, € € e X,, € P,,(¥), temos Try - X,, = v = T7m - P - S(v,), donde
Xy, — Pg-S(v,) € T, N Ver, (TM) = Ver,, (¢'), ou seja, X,, € Ps-S(v,) + Ver,, (%).
Por outro lado, dado X,,, € Py -S(v,)+Ver,, (%), temos X, € T, € e Trm- Xy, = T7m-
Pg-S(vg) = vy, donde X, € P, (¥). Assim, mostramos P, (%) = Pg-S(vg)+Ver,, (%),

para todo v, € 7.
O

DEFINIGAO 2.6. Diz-se que X € X(%) é um campo de segunda ordem em % se for
uma se¢ao do prolongamento holondmico de €, P(%).

Note que, dado um campo de segunda ordem em %, X € I'°(PB(%)), como (Vv, €
%) Trm - X (v,) = v, as curvas integrais de X sdo da forma %, onde v é uma curva
diferenciavel em M, compativel com ¥%.

§1. ESPACOS DE CURVAS COMPATIVEIS COM ¥

Para k > 1 e [a,b] C R, sejam C*(M, ¥, [a,b]) := {7 € C¥(M, [a,b]) | 7 é compativel
com €}, e HY(M, %, [a,b]) := {y € H*(M,[a,b]) | v é compativel com %}. Como
de costume, estando o intervalo fixo e ndo havendo risco de confusdo, omitiremos o
[a,b] da notagdo. Nesta secao serd mostrado que os conjuntos C¥(M, %), para k > 1,
e H*(M, %), para k > 2, admitem estruturas de variedade de Banach, munidos das
quais sao subvariedades mergulhadas em C*(M) e H*(M), respectivamente. No caso
de um vinculo linear 2 C TM, o mesmo vale para H'(M, 2) C H'(M). Através
da aplicagdo ponto inicial, também serd mostrado que, dado ¢ € M, os espacos de
curvas compativeis com % e com ponto inicial g, CX(M, %, ) := C¥(M, %) N Ck(M, q)
e H'(M, %, q) := H*(M, %) N H*(M, g), sdo subvariedades mergulhadas de CK(M, %) e
H*(M, %), respectivamente. O mesmo nio vale, no entanto, para os espacos de curvas
compativeis com %" e com pontos inicial e final fixos, CX(M, %, p,q) := CX(M, %) N
Ck(M,p,q) e H*(M, %, p,q) == HY(M, %) N H*(M, p, q), dados p,q € M; tais espacos
serao vistos com mais detalhes no capitulo 4.



Trataremos apenas o caso dos espagos CK, k > 1, pois as mesmas construcoes e
argumentos se aplicam, ipsis litteris, no caso dos espacos HX, k > 2 (e mesmo k = 1 no
caso de um vinculo linear), bastando substituir-se C* por H*. No caso linear, a estrutura
de variedade de Banach dos espagos C' (M, 2) e H'(M, 2) j4 é bem conhecida (vide, por
exemplo, [30], [48], [49]), bem como a dos espacgos de curvas compativeis com & com
ponto inicial fixo C'(M, Z,q) e H'(M, 2, ¢), e também os pontos criticos da aplicacdo
ponto final nestes 1iltimos espacos.

A estrutura de variedade diferenciavel em CK(M, %), k > 1, é construida a partir
da seguinte observagéo: considerando-se a aplicagao diferencidvel (vide lema (1.1)):

L. (M) — ¢ (Tm)
¥ — F}

entdo C*(M, %) coincide com a imagem inversa por + da subvariedade mergulhada

Ck1(#) de C*"1(TM). Assim sendo, provaremos que L ¢ transversal a esta subva-
riedade, de modo que CX(M, %) =(Z)~1[C*}(¥)] é uma subvariedade mergulhada,
de C(M), e T,CK(M, %) ={T,(% )}‘l[T% C*=1(%)], para toda v € CK(M, %), onde
T(Z): TC(M) — TC*"!(TM) é a aplicagéio tangente de L .

PROPOSIGAO 2.5. Para k > 1, a aplicagio T : CX(M) — C*"1(TM) € transversal 4
subvariedade merqulhada C*~1(€) de C<-1(TM).

Demonstragdo. Fixada v € C*(M) tal que ZY € C*1(%), precisamos verificar as duas

dt
condigodes seguintes:

(ML) T(E) - ToCK M)+ Tz, C1(€)= T, C=2(TM);

(h2) o subespago fechado {T,(Z )}‘I[T%11 C*1(¥)] de T.,C¥(M) admite um comple-
mentar fechado.

Note que {T, (% )}‘1[1-%1 C*1(%)] de fato 6 um subespaco fechado, pois T, (L) é
44
continua e Tr, C*1(%) é fechado em Ty C~1(TM). Note também que, no caso H¥,
t t

k 2 2, a condigao (rh 2) é redundante, pois H*(M) é uma variedade de Hilbert (portanto
todo subespago fechado do espago tangente em « admite um complementar fechado).

A decomposi¢ao em soma de Whitney (2.7) induz uma decomposi¢io em soma de
Whitney:

CL(#(TTM)) = CY(TY) @ CY(W)
Ck=1(%)

sendo as projecoes no primeiro e no segundo fator dadas por (Pgo) e (Pwo), respecti-
vamente. Assim, a condigdo (rh 1) é equivalente & condicio:
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(1) (Pwo) - T(5) - T,CK(M)= C< (W),

onde C"‘I(W')? denota a fibra do fibrado vetorial (mwo) : C~-1(W) — Ck~1(%) sobre

%. Para verificar (th 1’), pelo fato de a restri¢io do conector x ao subfibrado vertical
ser um isomorfismo e pelo lema (1.1), dado Y € C*}(W) 7y , temos que mostrar que
t

existe X € T,C*(M) tal que:

Dado & € C<1(TM),,, considere as equagdes:
PyViX + 5Py -HyX = P3¢ (2.10)
P -NVelX = P+ € (2.11)

Estas equacoes sao equivalentes a:

Além disso, como k- Py - Ay = ﬁ,-#, aequacao (2.10) com € = k-Py-Y € Ck1 (TM),
é equivalente & equacao (2.9).

Usando um referencial paralelo em TM ao longo de 7, conclui-se que a equacio
(2.12) define uma EDO linear em R", com coeficientes de classe C*~! e definidos no
intervalo [a, b], para a qual podemos aplicar o teorema de existéncia e unicidade. Em
particular, tomando £ = k- Py - Y, a condigao (rh 1) é satisfeita.

Por outro lado, seja F' := {X € T,C¥(M) | 2; -V, X = 0e X(a) = 0}. Como
t € [a,b] = Py € C“‘l(L(TM,TM))T e X € T,CKM) » V,.X = (ko) - T,(£) - X €
C*71(TM), é linear continua, segue que X € T,CX(M) s &5 - V,X € C1(TM), &
linear continua, portanto F' é um subespaco fechado de T,C¥(M). Mostremos que F' é
um complementar de {T, (% )}’1[T% C*=1(%)] em T,C*(M); isto concluird a demons-
tragdo, pois estard provada a condigao (rh 2).

Com efeito, dado X € FN{T, (% )}‘1[T% Ck1(€)], X é solugdo de (2.12) com £ =
0 e satisfazendo a condigao inicial X (a) = 0. Pelo teorema de existéncia e unicidade,
conclui-se que X =0, donde F' N {T, (% )}_I[T% C1(4)] = {0}.

Além disso, dado X € T,C*(M), tome ¢, := Py -ViX+k Py -Hy X € CY(TM),
e & = P5- VX € ((TM),. Sejam X; e X, solugdes de (2.12) com & = ¢, e
§ = &, respectivamente, e satisfazendo condigoes iniciais X;(a) = 0 e X5(a) = X(a),
respectivamente. Entdo X; € F, X, € {T,(5; )}‘l[T%L C1(%)], e X| + X, é solucdo
de (2.12) com £ = & +& e X;(0) + X5(0) = X(0), ou seja, X, + X, = X, pelo teorema
de existéncia e unicidade. O



CoROLARIO 2.1. Usando a mesma notagio, CK(M, %) € subvariedade diferencidvel
mergulhada em C*(M), fechada se € for fechada em TM, e o seu espaco tangente em
v € CXY(M, %) ¢é dado por:

T,C5(M, %) = {X € T,CX(M) | k- Py - M4V, X + & - Py - H; X = 0} (2.13)

Além disso, dado q € M, C*(M, %, q) é subvariedade diferencidvel mergulhada fe-
chada em C(M, %), e 0 seu espago tangente emy € CK(M, %, q) é dado por T,CK(M,%Z, q)
={X e T,CK(M,¥) | X(a) = 0}.

Demonstragio. Com efeito, o fato de C*(M, %) ser subvariedade diferencidvel mer-
gulhada em C*(M) segue imediatamente da proposigao precedente e do fato de que
CKM, %) = (£)7'[C!(¥)]. Dada v € C(M, %), temos T,CKM, %) = {T,(£)}
[Tz, CHF)] = {X € T,CX(M) | Pw - T(%) - X = 0}. Usando a férmula para (L)
dada pelo lema (1.1) e o fato de a restri¢io do conector ao subfibrado vertical ser um
isomorfismo, conclui-se que vale (2.13). Finalmente, como T € continua e C*~1(%) ¢
fechada em C*~'(TM) se & for fechada em TM, segue que C¥(M, %) = (L)1 C1(%)]
é fechada em CK(M) se € for fechada em TM.
Por outro lado, a aplicacdo tangente da aplicacdo ponto inicial:

ev;: CK(M, %) — M
v — )

¢ dada por X € TCX(M, %) — X (a) € TM. Entdo ev; é uma submersio: dados ¢ € M,
v € CKM, 4, q) = ev; [q] e vy € T4M, pelo teorema de existéncia e unicidade, existe
X solugio de (2.12) com ¢ = 0 e satisfazendo a condiciio inicial X (a) = Uy, portanto
T(ev;) - X = v,. Isto mostra que CX(M, %, q) é subvariedade diferencidvel mergulhada
fechada em CK(M, %), e T,CX(M, %, q) = (T,ev;)"}[0,] = {X € T, CX(M, %) | X(a) =
0}. O
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Capitulo 3

Sistemas Mecanicos Vinculados

Dados um sistema mecéanico (M, K, F) e um vinculo &, neste capitulo serao estudadas
as lrajetorias fisicas do sistema mecanico vinculado (M, K, F, %). Tais trajetérias sio
definidas a partir da lei de Newton e da escolha de um campo de reagoes vinculares
“admissivel” (num sentido que serd precisado na definicao (3.2)). O caso das trajetérias
de d’Alembert-Chetaev — definidas pela escolha de um campo de reagoes vinculares
admissivel que possui a propriedade notdvel de minimizar a “intensidade” da reagao
vincular — sera estudado com particular atencéo.

§1. MOTIVAGAO E DEFINICAO DAS TRAJETORIAS

DEFINIGAO 3.1. Um sistema mecanico vinculado € uma quddrupla (M,K, F, %), onde
(M, K, F) é um sistema mecdnico e € ¢é um vineulo. Usar-se-d a notagdo (M, K, V, %)
caso o campo de forcas externo seja dado por um potencial V € §(M).

Num sistema mecanico vinculado (M, K, F, %), para que um dado movimento (i.e.,
uma curva absolutamente continua no espago de configuracoes) v: I — M, com I C R
um intervalo, seja compativel com o vinculo e satisfaca a lei de Newton, é necessario que
exista um campo de forgas “reativo” (“imposto” pelo vinculo de modo que o movimento
seja compativel com o mesmo):

Ry 1 ™
t

—
= Ry(t) € TyyM
tal que para quase todo t € I:

Vi = F(3(t) + R,(t) (3.1)

onde V, é a derivada covariante induzida pela conexdo de Levi-Civita de (M,g) egé
o tensor métrico induzido pela energia cinética K.
Admitamos as hipdteses fisicas de que:
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(1) para cada v, € ¥, exista um movimento Yo, compativel com o vinculo, com 0 € 7,
Vv, (0) = v, e satisfazendo (3.1), e que dois tais movimentos coincidam na inter-
sec¢ao dos seus dominios, ou seja, nos tempos em que ambos estejam definidos, de
modo que o movimento fique univocamente determinado pela velocidade inicial;

(2) 74, (¢) depende continuamente da velocidade inicial v,.
Entao fica bem definido, através de (3.1), um campo de forcas reativo continuo:

Re: € — ™

v, —> Ry, (0) € T,M (3:2)

e 0s movimentos ,, compativeis com o vinculo e satisfazendo (3.1) sio solucoes de:
Viy = F () + R#(7) (3-3)

Tomando os levantamentos verticais em ¥ de ambos os membros desta equacio, fica
bem definido um campo de segunda ordem em % — vide defini¢do (2.6) — X (Rx) :
% — T%, continuo, para o qual o problema de Cauchy correspondente a uma dada
condigao inicial v, € ¥ admite solugdo tnica, cuja projecio em M é exatamente Yo

Reciprocamente, dado Ry : € — TM que preserva fibras tal que (3.3) defina um

campo de segunda ordem continuo X¢(Rx) : € — T% (ie., tal que exista X (Ryx)
cujas curvas integrais de base sejam dadas por (3.3)) para o qual vale algum teorema
de existéncia e unicidade de suas curvas integrais, entdo as curvas integrais de base de
Xz (RF) sdo movimentos compativeis com o vinculo e satisfazem a lei de Newton (3.3),
que ficam univocamente determinados por uma dada velocidade inicial compativel com
o vinculo. Isto nos motiva a definir:
DEFINIGAO 3.2. Seja (M, K, F,€) um sisterna mecinico vinculado. Dizemos que uma
aplicagio continua Ry : € — TM € um campo de reagdes vinculares admissivel para o
sistema mecanico vinculado (M, K, F,%) se (Yv, € €) Rx(v,) € T,M e se existir um
campo de segunda ordem em € (vide defini¢do (2.6)) X¢(Rz) : € — TE para o qual
valha algum teorema de existéncia e unicidade de suas curvas integrais, e tal que suas
curvas integrais de base sejam solugdes da equacao de Newton :

Vv = F¥) + Re(%) (3.4)

Denotamos por R o conjunto dos campos de reagdes vinculares admissiveis para

(M, K, 7,%).

Notagao. Quando o campo de forgas externo for dado por um potencial V € F(M),
usar-se-a a notacao Ry ao invés de R_gyor, .
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DEFINIGAO 3.3. Diz-se que uma curva v em M é uma trajetoria fisica do sistema
mecanico vinculado (M, K, F, ) se ezistir um campo de reacées vinculares admissivel
R € R tal que vy € curva integral de base do campo de sequnda ordem X¢(R).

Observagao 3.1. Note que, se Rx for um campo de reacées vinculares admissivel para
(MK, F, %), entdo X¢(Ry) fica univocamente determinado por Rx. De fato:

X¢(Rr): € —> T%

vy — Xr(vg) + A(vg, Rr(vy)) (3.5)

onde Xz : TM — TTM € o campo GMA do sisterna mecénico (sem vinculo) (M, K, F)
(vide defini¢io (1.2)).

PROPOSICAO 3.1. Suponha que Rr : € — TM preserva fibras, e seja X¢(Rr) : € —
TM definida pela equacdo (3.5). Entio X¢(Rz)(€) C TE se, e somente se, para todo
vV, €EF:

(@lt . (Ry:(vq)) = —k- Py -S(vy) — ‘@Tf; . (F“(vq)) (3.6)

onde S € o spray geodésico de (M, g).

Demonstragao. Com efeito, dado v, € €, X (Rr)(v,) € T,,% se, e somente se:

0 — PpV v X(g'(R}')('Uq) =
= K" P'W : )\vq (fu(?)q) + R}‘(’UQ)) + K- PW . I‘qu’l)q

0 que é equivalente & equagéo (3.6). O

COROLARIO 3.1. Os campos de reacées vinculares admissiveis de (MK, F, %) sio as
aplicagies continuas Ry : € — TM que preservam fibras e que satisfazem a equacao
(3.6), e tais que vale a propriedade de existéncia e unicidade para as curvas integrais

do campo X¢(Rx).

PROPOSIGAO 3.2. Sejam (M, K, F, %) sistema mecdnico vinculado e B(€) o prolon-
gamento holondmico de € (vide definicdo (2.5)). Entdo, para todo v, € :

P, (¢) = {Xe(RF)(vy) | Rr € R}

onde R € o conjunto dos campos de reacies vinculares admissiveis de (MK, F, %) e
X¢(R7) € dado pela equagdo (3.5).
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Demonstragao. Dado v, € ¥, a inclusdo {X¢(RF)(v,) | Rr € R} C PB,,(€) é clara,
pois X¢(Rz) é um campo de segunda ordem em ¥, para todo Rx € RR. Para verificar a
outra inclusao, seja X, € P,, (59”) Como P(¥) C JQ(M), existe um campo de segunda
ordem X : TM — TTM tal que X('uq) = X,,- Seja X : € — T% o campo de vetores
definido por X (w,) = Py¢ - X (w,), para todo wy € ¢. Como X(v,) = Pg - X, = X,,
(pois X,, € T,,%), a demonstracao estard concluida se mostrarmos que existe um
campo de reages vinculares admissivel R € R tal que X = X4(R). Com efeito,

defina:
R: © — ™

wy, — k- X(wy) — Fl(v,)

Entéo, o fato de X ser um campo de segunda ordem em % implica que ,@l ‘K
X(wg) + k- Pw - S(vg) = 0, para todo w, € ¥, portanto R satisfaz a equacio (3 6),
donde R € Re X = X¢(R), como afirmado. O

§2. O PRINCIPIO DE GAUSS DA VINCULACAO MINIMA
E AS TRAJETORIAS DE D’ALEMBERT-CHETAEV

Se o vinculo for linear, ou seja, se ¥ = 2 é um subfibrado vetorial diferencidvel de
TM, entao existe (e é inico) um campo de reacoes vinculares admissivel RY: 92— TM
tal que (Vv, € 2) RE(vg) L D, ou seja, (Yw, € 9,) (RE(v,), w,) = 0 . Neste caso,
as trajetorias definidas por este campo de reagoes vinculares através de (3.4) sdo as
trajetorias d’Alembertianas de (M, K, F, %) - vide [30], que sdo, portanto, ortogonais
ao campo de reacoes vinculares (ou seja, em cada instante a velocidade da trajetéria
é ortogonal a reacao, na métrica do espago tangente sobre a posicao correspondente).
E claro que, neste caso, o campo de reagoes vinculares nao realiza trabalho; portanto,
no caso em que a forca externa F é dada por um potencial V € (M) (i.e., (Vvq &
@) F(vq) = —dV(g)) a energia mecanica ¢é conservada, ou seja, K+Vory é uma integral
primeira do fluxo do campo Xg(R{). As trajetérias assim obtidas, i.e., tomando-se o
campo de reagdes vinculares R4, sio aquelas que satisfazem o chamado:

Principio de d’Alembert:
“O campo de reagoes vinculares é ortogonal ao vinculo.”

Ou seja, as trajetorias d’Alembertianas de (M, K, F, 2) sio as solucoes da equacao
de Newton (3.4) quando se toma o campo de reacdes vinculares ortogonal ao vinculo
em cada fibra de TM: define-se Rz € R por (V vy € €) Rr(vy) L 9,; existe e é tinico
um tal campo de reagdes vinculares admissivel.
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No caso em que € nao é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, no caso nao-linear,
em geral nao existe um campo de reagoes vinculares admissivel satisfazendo a condigao
acima, i.e., ortogonal ao vinculo em cada fibra de TM. Nao faz sentido, portanto, ten-
tar formular o principio de d’Alembert desta forma para o caso nio-linear. Para tentar
generalizar esta formulagdo, temos que encontrar alguma condicio a ser satisfeita pelo
campo de reacoes vinculares que implique a condi¢ao acima, no caso linear. Para tal,
observe que, no caso linear o campo de reagdes vinculares admissivel R» tem norma
minima em cada v, € 2. Ou seja, no caso linear, as trajetérias d’Alembertianas sio
as solugoes da lei de Newton (3.4) quando o campo de reacées vinculares admissivel
¢ escolhido como sendo aquele que tem “intensidade minima” (dentre todos os outros
admissiveis): com efeito, o campo de reagdes vinculares tem intensidade minima justa-
mente quando ndo tiver nenhuma componente tangencial ou “de atrito” (pois a compo-
nente “normal” de todos os campos de reacoes vinculares admissiveis deve ser a mesma,
determinada pela condicao de compatibilidade das trajetérias com o vinculo, i.e. , pela
equagao (3.6)), ou seja, quando Ry (v,) for ortogonal a 9,, para cada v, € 2. E justa-
mente esta a propriedade que usaremos para definir as trajetérias d’Alembertianas no
caso geral, através do:

Principio de Gauss da Vinculacio Minima:
“O campo de reagoes vinculares é aquele que tem intensidade minima.”

Ou seja, podemos escolher um campo de reagoes vinculares admissivel R» € 9 tal
]2, P T

que, para cada v, € ¢, a “intensidade” de Rr em v, é o minimo das intensidades em

v, de todos os campos de reagdes vinculares admissiveis. Este é o contetido do seguinte

teorema:

TEOREMA A (PRINCIPIO DE GAUSS DA VINCULAGAO MINIMA). Eziste um tnico
campo de reages vinculares admissivel Ry € R tal que, para todo Vg EF:

1R )l = minllR(vy)] (37)

Demonstragdo. Seja Ry : 6 — TM em % o campo de reacoes vinculares admissivel de
(M, K, F, %) definido por, para todo v, € %:

R;(L’q) == Ppy (X]:('Uq)) (38)

onde Xz : v3 € TM = S(v,) 4+ Ay, (F'(v,)) € T, TM é 0 campo GMA de (M, K, F).

29



Note que R# ¢ diferencidvel e X¢(R2) = Xzl — Py o X¢|l¢ = Pg o Xz|w é um
campo de segunda ordem em % diferencidvel, portanto R4 é, de fato, um campo de
reacoes vinculares admissivel.

Sejam R € R e v, € €. Definamos w, := R(v;) — R#(v,) € T,M. Entdo \,,w, €
T, % N Ver,, (TM) = Ver,, (%), pois é obviamente vertical e &, - w, = 2, - R(v,) —
P, - R2(vg) = 0 pela equagio (3.6). Por outro lado, temos ), (R4(v,)) € W, =
Ver,, (¢)" C Ver,, (TM), portanto:

<)‘vq Wy, Ay, (Rji-‘(vq))) =0
donde:

<A”q (R(UQ)) ’ )‘T“q (R(UQ))> = (A'”q (R_';}-('Uq)), )‘”q (Rj}: ((U‘I))> it </\'”qwq’ Avqw‘I>+
+2 (A, (B%(vy)), Mogwy)

> (Mo, (RE(v)), Mo, (RE(,)))

e a igualdade vale se, e somente se, A, w, = 0, ou, equivalentemente, wy = R(v,) —
R (v,) = 0.

Como Ay, : TyM — Ver,, (TM) é uma isometria linear, e como v, € € e R € R foram
tomados arbitrariamente, isto prova que, para todos os campos de reacdes vinculares
admissiveis R € R e para todo v, € €:

IRE(2g) | < [1R(vy)ll

e que, se R € R satisfaz (Vv, € €) ||R4(v,)|| = ||R(vy)]|, entdo R = R%. O

DEFINIGAO 3.4. O campo de segunda ordem em € induzido pelo campo de reacoes
vinculares Ry dado por (3.8), i.e., X¢(R4%) = Py o Xz, é chamado campo de Gibbs-
Maggi-Appell (GMA) do sistema mecdnico vinculado (M, K, F, %), e doravante serd
denotado por X (ou X}, caso a forga externa seja dada por um potencial V € §(M)),
ou sitmplesmente X, sempre que ndo houver confusao.

Uma curva em v em M diz-se uma trajetéria de d’Alembert-Chetaev do sistema
mecanico vinculado (M, K, F,€) se for uma curva integral de base do campo GMA
X¢(R#). Chamamos de fluxo d’Alembertiano do sistema mecdnico vinculado (M, K, F, %)
ao fluzo do campo Xy (R%).

Note que as trajetorias de d’Alembert-Chetaev de (M, K, F, %) sao diferencidveis,
pois X é diferencidvel.
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Ezemplo 3.1. No exemplo do servomecanismo (ezemplo (2.1)-d), considere:

| .
K(z,0) = - mi® + % (I + ml* cos® §)6°

V = mglsinf

onde m € a massa da barra, I é o momento de inércia da barra com relagio ao ba-
ricentro, | € a distancia da articulagio da barra com o atuador no eizo Oz eizo ao
baricentro da barra e g € a aceleragio da gravidade. Para simplificar, consideremos
m=I=l=g=1.
Apds um cdleulo direto, conclui-se que a reagdo que define as trajetdrias de d’Alembert-
Chetaev é dada por:
Fh(6) cos 0 Ph(6) - (&, 0)

F(3,6) = ((1 +TFh(6)2)(1 + cos? 0) M 1+ Fh(6)? )(3$ —EA(5)6)

Note que esta reacao tem um termo Op.
Por outro lado, se fizermos a hipdlese fisica de que ndo existe atrito na articulagdo e
que o atuador nao introduz torque na mesma, o campo de reagoes vinculares admissivel

deve ser dado por:

. Fh(0) cos @
RV(:’U: 9) = )
1 + cos? 0
FEste exemplo mostra que, ao modelar-se um vinculo fisico, a rea¢do que define as
trajetorias de d’Alembert-Chetaev nem sempre é adequada, e a escolha do campo de
reagoes vinculares que define as trajetdrias do sistema mecdnico vinculado deve ser
feita com base numa hipétese fisica sobre a dindmica do vinculo fisico.

+Ph(d) - (4, 9’))3,,.

Usando a conexao de Levi-Civita de (M, g), define-se o tensor métrico de Sasaki ou,
simplesmente, a métrica de Sasaki grm no fibrado tangente TM (vide [53] e [54]) por,
para todo v, € TM, X, , Y, € T, TM:

(Xﬂq))qu>gTM = (K' : X’U,;J K- Y;JQ)T.;M ol = (TTM : -qu:TTM ) )/TJ.;,)TqM

Munindo TM deste tensor métrico, temos Hor(TM) = Ver(TM)L. Além disso,
usamos grm para definir a fungao de Gibbs-Appell do sistema mecanico (M, K, F):

DEFINIGAO 3.5. Dado um sistema mecanico (M, K, F), definimos a funcido de Gibbs-
Appell & : TTM — R (vide [45] e [34]) por, para todo X,, € TTM:

B(X) = (Ao, (~FH (1)) + 5 (X, — S(u)), X, - S(v5))

ETM

onde S € o spray geodésico de (M, g).
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COROLARIO 3.2 (G1BBS-APPELL). O campo GMA Xy € o tinico campo de segunda
ordem em ¢ que, em cada fibra B, (%) do prolongamento holonémico de €, vy € E,
minimiza a funcao de Gibbs-Appell &. Ou seja, dado vy € €, tem-se:

B (Xe(vy)) = x g‘%n(%) ﬁ(qu)-

Demonstragio. E suficiente observar que:

1 1
6(Xo,) = 5 [1Xu, = X5 (vg)llgr,, — 5 oo F* ()17,
onde Xz € o campo GMA de (M, K, F), e entao aplicar a proposicao (3.2) e o teorema, (A).

O

§3. O PRINCIPIO DE HOLDER.

Nesta secao, mostrar-se-a que, quando o campo de forcas externo é dado por um
potencial V € §(M), as trajetérias de d’Alembert-Chetaev do sistema mecanico vincu-
lado (M, K, V, %) satisfazem um principio variacional, o chamado principio de Hélder,
como no caso linear — vide [30]. Este é o contetido do seguinte teoremas:

TEOREMA B (PRINCiPIO DE HOLDER). Seja v uma curva em M de classe H?, com-
pativel com €. Entdo v € uma trajetéria de d’Alembert-Chetaev do sistema mecénico
vinculado (M, K, V, %) se, e somente se, para todo intervalo fechado [a,b] C dom =,
dZ(V]jap) - H(Cs, [a, b],7(a),7(b)) = {0}, onde & : H{(M, [a,8]) — R € o funcional
de Lagrange induzido pela lagrangeana L = K — Vo ry e:

HY(C5, [a,0],7(a), ¥(8)) = {n € T,H' (M, [a, 8], v(a),7(b)) | 7(t) € Cyey g.5. em [a, b]}
(3.9)

ou seja, € o subespago formado pelas variagdes infinitesimaisn € T, H? (M, [a, b],v(a), fy(b))

tais que, para todo t € [a,b], 7(t) é uma velocidade virtual em 4(t) € 7.

Demonstragdo. Pela proposicao (1.4), % : H'(M, [a,b]) — R é diferencidvel. Dados

[a,0] C dom y e n € Ty, H'(M,[a,b]), seja s € (—¢,€) — v, € HY(M, [a,8]) tal que

T’)"s _ E e
i = 7. Bntao:
ds Jomo 1

d B
AL Olon) 1= 5 [ K = Vi) =
s=0 a

b 2
= [ (Ven,7) — (grad V(z), n) '

b
= (I f (Vier+ grad V), n)
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Logo, para todo 1 € H'(C3, [a, b], v(a), v(b)):

b
L (Vjap) 1=~ f (Viy + grad V(v),n) (3.10)

Suponha que 7 seja uma traJetona de d’Alembert-Chetaev, i.e., uma curva integral
de base do campo G\/IA X = Py o Xy|¢. Entao v é d1feren01avel e, para todo
tedomy, Viy=k-ZI =k X%a( ) = =Py -S(y)— P4 -grad V(v), donde L;- (V, 7+
grad V(7)) = 0, portanto d-Z(y|jas) - 7 = 0 para todo n € H! (Cs, [a, b], v(a), fy(b)).

Por outro lado, suponha que d.2(7|(a,4)n = 0 para todon € H!(Cs, [a, b], v(a), v(b)).
Entdo segue da equagdo (3.10) que &% - (Vi +grad V(y)) = 0 quase sempre em [a, b].
Portanto, para quase todo ¢ € [a, b]:

Ty

i 5(4) + M(Ved) =

op e
= S(9) + A (DL - Vi) = Ay (25 - grad V(7)) “=°

=S(¥) — Pw - S(7) — A3 (P - grad V(’Y)) =
= Py - S(7) + PgXs(—grad V(y)) =

=Pe - Xv(7) =

= X¢ ()

10go 7|(a) é curva integral de base do campo GMA XY. Como [a,b] C dom 7 foi
tomado arbitrariamente, segue que 7y é curva integral de base do campo GMA XX
O

§4. CONSERVACAO DE ENERGIA

E bem conhecido o fato de que, num sistema mecédnico com vinculo linear no qual
o campo de forgas externo é dado por um potencial, (M, K, V, 9), a energia mecinica
B¢ := K|g + V omg é uma integral primeira do fluxo do campo GMA Xy — vide [43].
E natural indagar, portanto, sob que condi¢des o mesmo ocorre no caso de um vinculo
nao-linear %.

Nesta se¢ao, serd mostrado que, fixada uma terna (M, K, %), o campo GMA do
sistema mecanico vinculado (M, K, V, %) conserva a energia mecanica para todo po-
tencial V € F(M) se, e somente se, o campo de Liouville Z € X(TM) — i.e., o campo
gerado pelo grupo a um pardmetro de difeomorfismos de TM dado por e (g € TM >
ev, € TM, t € R — ¢ tangente a . Em particular, se € for um cone (isto é, se
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vg € € implica (Vt > O) tvg, € €), esta condigao é satisfeita — é o caso do exemplo de
Benenti, exemplo (2.1)-f.

Como coroldrio, mostraremos que, fixada (M, K, %), com % fechado em TM — como
€ o caso de um vinculo dado por um morfismo de fibrados diferencidveis f : TM — S,
ie., ¥ = f![0s], vide proposi¢io (2.1) — entdo o campo GMA do sistema mecénico
vinculado (M, K, V, %) conserva a energia mecénica para todo potencial V € § (M) se, e
somente se, ¥ = 2 é um vinculo linear. Em outras palavras, se considerarmos apenas
vinculos fechados em TM, os vinculos lineares sao os dnicos que conservam energia.

PROPOSIGAO 3.3. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, K : TM — R a energia
cinética induzida por g e € um vinculo. Sdo equivalentes:

(i) Para todo potencial V € F(M), a energia mecdnica By = K|y + V o 1y 6 integral
primeira do fluzo do campo GMA X};

(ii) O campo de Liowville Z € X(M) é tangente a €.

Observamos que a implicagdo (i) = (i) ja era conhecida em formulagoes ligeira-
mente diferentes da nossa — vide [60], [36], [13].

Demonstragdo. (1)Inicialmente, notemos que a condigdo (i) é equivalente & condigio:
(i) Vv, € ) v, € Cy,.

Com efeito, assuma que vale (i'). Dado V € §(M), seja v : I — M uma trajetéria
de d’Alembert-Chetaev de (M,K,V, %), com I C R um intervalo. Entao, para todo
t € I,y € ¢, portanto ¥ € C; por (i). Além disso, como V¥ + grad V(y) =
k- (XE() ~ Xv(3) = —x - Py - Xy(3) = R4(3) € CL, temos:

d% 1K) + V(1) } = (Vet, 7)) + (grad V(v), %) =
= (V7 + grad V(v), ) =
= (R{(%),7) =0

(3.11)

portanto K 4+ V o 7y é constante ao longo de 7; como 7 foi tomada arbitrariamente,
segue que K + V o7y é integral primeira de X/, para todo V € F(M), ou seja, vale a
condicao (i).

Reciprocamente, suponha que néo vale a condicio (i'), ou seja, existe v, € ¢ tal
que v, ¢ C,,. Entao, pondo v, := Pyvy € Cy, temos v # 0. Tome V € F(M) tal que
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grad V(q) = v] + k- Py -S(v,); entdo, por (3.8), temos R{(vg) = —K- Py - Xy (v,) = v
Portanto, pelo mesmo célculo de (3.11):

X3 (@)K +V o 1m] = (R (vg), vg) = (v, 0) > 0

o que mostra que nao vale a condigéo (i).

(2) Sendo Z € X(TM) o campo de Liouville, temos (Vv, € TM) Z(v,) = A, ,Vq- Assim,
dado v, € ¥, temos Z(v,) € Tuq‘@” & Ay, Uy € Very, (¥) & v, =k Ay v, € C‘ . Como
vy, € € € arbitrario, segue que Z é tangente a € se, e somente se, vale a condlgao (i").

O

Motivados por esta proposicao, definimos:

DEFINIGAO 3.6. Um vinculo € C TM diz-se um vinculo que conserva energia se o
campo de Liouville Z for tangente a €.

Ezemplo 3.2. (i) Vinculos lineares sio vinculos que conservam energia.

(i) O vinculo dado pelo exemplo (2.1.f) é um vinculo que conserva energia.

Provaremos a seguir que, nas mesmas hipéteses da proposicio precedente, se ¢ for
fechado em TM, entao as condigdes (i) ou (ii) sdo equivalentes a % ser um vinculo
linear.

LEMA 3.1. Se € for um vinculo fechado em TM, e se o campo de Liouville for tangente
a €, enldo, para todo g € M, G, é um subespaco vetorial de T,M.

Demonstragdo. Seja ¢ € M. Temos:
1. %, é uma subvariedade mergulhada fechada de T,M.

Com efeito, j4 provamos que %, é uma subvariedade mergulhada em T,M. Como
Ci =1y [q] é fechada em %, e ‘5 é fechada em TM, por hipétese, segue que %, é
fechada em TM, portanto fechada em T,M.

2. Para cada v, € €, e para cada t > 0, temos tv, € .

Com efeito, para cada vy € €, o fato de Z ser tangente a 4 implica que existe
e(vq) > 0 tal que e'v, € ¢ para t € (—e(v,),€(v,)). Sejam T,, == sup{t € R |
e'v, € €} ety, :=inf{t € R|elv, € €}. SeT,, < +oo, ofatodeque‘gefechada
em TM 1mphca que efve vy, € €, portanto ex1st1r1a t > T, tal que e'v, € ¥, o que
é uma contradigdo; assim, T,, = +oco0. Analogamente, t = —o0. Isto mostra
que €'y, € € para todo t € R ou seja, tv, € ¢ para todo t > 0. Novamente pelo
fato de %" ser fechada em TM, segue O, = 0v, € ¢, donde a afirmacio.
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3. Identificando Toq, (6) com um subespaco vetorial de T,M, entio 6y = To, (%),
o que concluird a demonstragao.

De fato, seja w, € %, e definamos:

y: [0,400) — %
t —  tw,

Entao v estd bem definida, pelo item anterior, e é uma curva diferencidvel em
%, (no 0, obviamente, isto significa que =y ¢é diferencidvel a direita), pois é dife-
rencidvel como uma aplicagao a valores em T,M e %, é uma subvariedade mer-
gulhada de T,M. Portanto:

Como w, € %, foi tomado arbitrariamente, isto mostra a inclusio €, C To, (%,)-
Mas, €, e Tq, (%,) sao ambas subvariedades mergulhadas de T,M, de mesma di-
mensao; logo, se %, C Tg, (¢;), %, deve ser uma subvariedade aberta de Tg, (%)
Como %, ¢é fechada em T,M, também é fechada em Tgq, (%,), que é conexa, pois
¢ um espago vetorial. Entao &, = Tq, (%), como afirmado.

O

Como coroldrio da proposigao (3.3) e do lema (3.1), obtemos o seguinte teorema:

TeOREMA C. Sejam (M,g) uma variedade riemanniana, K : TM — R a energia
cinética induzida por g e € um vinculo fechado em TM. Sdo equivalentes:

1. Para todo potencial V € §(M), a energia mecanica By = Kl¢ + V omg € integral
primeira do fluzo do campo GMA XJ/.

2. € ¢é um subfibrado vetorial diferencidvel de TM, ou seja, é um vinculo linear.

Demonstragdo. Como (2)=>(1) é clara, resta verificar (1)=-(2).

Com efeito, se (1) vale, entdo segue da proposicao (3.3) e do lema (3.1) que, para
cada ¢ € M, %; é um subespago vetorial de T,M. Além disso, como 7 : € — M é
uma submersdo e €, = 7' [p], todos os subespacos %y, ¢ € M, tém a mesma dimensio.
Mostraremos que ¢ + %, é uma distribuicao diferencidvel em M (i.e., é localmente
gerada por secoes diferencidveis), e isto concluira a demonstracao.

66



De fato, sejam ¢ € M e (ey,...,e;) uma base de %y Como 7y é uma submersio,
existem segoes locais diferencidveis Xi,..., X} de my : € — M, definidas num aberto
U C M com q € U, tais que X;(q) = e;, para 1 < i < k. Sendo {X1(q), ..., Xx(q)}
linearmente independente, por continuidade existe uma vizinhanga aberta UcC U de
q tal que {Xy,..., X;} é linearmente independente em U. Logo, %|; € gerada pelas
segoes diferencidveis X\, ..., Xj. Finalmente, como ¢ € M foi tomado arbitrariamente,
isto mostra que % ¢ localmente gerada por segdes diferencidveis, ou seja, ¥ ¢é uma

distribuic¢do diferencidvel, como afirmado. O

O seguinte coroldrio segue de [9]. Vide também [59]. Um colchete de Poisson {-}
em % € uma forma R-bilinear anti-simétrica em F(%), satisfazendo a identidade de
Jacobi (tornando F(%’) uma élgebra de Lie, portanto) e a identidade de Leibniz (i.e.,
{:,} é uma derivagao no segundo fator).

COROLARIO 3.3. As seguintes condicies sio equivalentes:
1. (€,{,-}) € uma variedade de Poisson, fechada em TM, e
Xe =¢€5

para toda ¢ € §(C) da forma ¢ = K|g + Vomg, V € F(M), onde £y €o
campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana ¢, i.e., f;f[’gb] = {4, ¢}, para
toda 1) € §(F);

2. € € um subfibrado vetorial diferencidvel de TM, completamente integrdvel.

Demonstragdo. (2)=>(1) é clara. Suponha, por outro lado, que valha a condicao (1).
Entao:

Xelg] = €5[¢] = 0
para toda ¢ € §(¥) & ¢ = K|+ Vomg. Portanto, pelo teorema, (C) isto é equivalente
a ¢ ser um subfibrado vetorial diferencidvel de TM, ou seja, um vinculo linear. Entio
a tese é conseqiiéncia do Teorema 1 de [9], segundo o qual, para um vinculo linear 2,
as condigoes (1) e (2) sdao equivalentes. O

§5. O TEOREMA DE LIOUVILLE PARA O CAMPO GMA

Nesta secao, serdo fixados uma variedade riemanniana (M, g) e um vinculo ¢ C TM,
e denotar-se-a por K a energia cinética induzida pelo tensor métrico g.

O principal objetivo, nesta segéo, é generalizar, para sistemas mecanicos vinculados,
o teorema de Liouville sobre a conservagao do volume: para todo potencial V € S(M),
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o fluxo do campo GMA Xy do sistema mecanico (M, K, V) conserva o volume de
Liouville — o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki gty em TM, i.e.,
o tensor métrico de TM tal que, para todo v, € TM, A, : T,M — Ver,, (TM) e
H,, : T,M — Hor, (TM) sdo isometrias lineares e Ver, (TM) L Hor, (TM) (vide
secao (2)).

Para tal, sera construido um tensor métrico g em % que generaliza o tensor métrico
de Sasaki grym (i.e., g# coincide com gry quando 4 = TM), e computar-se-d a conexao
de Levi-Civita de (%, g&) com respeito a um referencial conveniente; como subproduto,

é generalizado um resultado de [53].
A aplicagao diferencidvel dada pela seguinte definigdo terd um papel importante na

generalizagao do teorema de Liouville:

DEFINIGAO 3.7. Denotamos por A : € — L(TM, TM) a aplicagio definida por, para
todo v, € €, A(vy) := ko PgoH,, : T;M = T,M, onde s é o conector induzido pela
conezao de Levi-Ciita de (M, g).

Note que, para todo v, € ¥, temos A(v,) = —koPyoH,,, portanto Im A(v,) C C’j;.
Isto decorre de: (1) koH, = 0e (2) Pg+ Py = idi:g(TTM). Além disso, dado X, €
Ty, TM, temos X, € T,, % se, e somente se, P (v,) - - X,,, = A(vy) - Trm - X,,. Com
efeito, esta ultima equacao é claramente equivalente a k- Py Xy, =0 Py - X, =0.

O seguinte lema relaciona as derivadas nas fibras e as derivadas paralelas de A, &2

e 2L
LEMA 3.2. Para todo g € M, v, € Gy, wy € T,M, temos:
(i) FL(vy) = -FP*(v,) e PP (v,) = —PPL(v,).

(i) P(v5) 0 (FP(v,) -y} = {FP(v,) - wy} o P(v,) e
P(v5) 0 (PP (vy) - wg} = {PP(v,) - w,} o P (v,).

(iii) £ (vq) o {FA(v,) - we} = —{FP(vy) - wy} 0 Ay, €
P (vg) 0 {PA(vg) - wo} = —{PP(vy) - wy} 0 Ay,.

Demonstragao. Com efeito, dado X, € T, ¥, seja v: (—¢,€) — % tal que % = X,,.
Tomando Vy;—p em ambos os membros das igualdades & (v) + 221(y) = idr .M
P (7)o PL(y) =0e P(y) o A(y) = 0, segue, respectivamente:

Al
K- TogP - Xog + 5Ty P X, =0 (3.12)

(k Ty, P - Xy,) 0 PH(vg) + P(v) 0 (k- T, 2+ - X,) =0 (3.13)
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(k - Ty, & - Xy,) 0 A(v,) + P (vy) o (k- T, A X,)=0 (3.14)
Substituindo-se (3.12) em (3.13), segue:

Pu))o (5 TP X,) = (5 To, P - X,) 0 P () (3.15)

A tese segue das equagdes (3.12), (3.15) e (3.14), tomando-se restricoes aos subfi-
brados horizontal e vertical de T%. O

A seguir, definimos o tensor métrico de Sasaki gz em .

DEFINIGAO 3.8. O tensor métrico de Sasaki ou simplesmente a métrica de Sasaki em €
€ 0 1nico tensor métrico gu em € tal que, para todo v, €F, )\fq|cvq : Oy, = Ver, (%)
e H:‘i : TyM — Hor, (%) sio isometrias lineares.

Assim, munindo % do tensor métrico gg, temos Hor(%) = Ver(%)*, e, para todo
v €%, Xy, Yy, €T, €: :

g%’(qu:Yuq) == <PH : qu,PH ) qu)ng:‘fz =+ (PV : XUQ:PV : YIJQ.)Verv"i_ —
= (Trg - Xop, Trg - Yo,) + (P(vg) - & X, P(v,) - &6 - Y

O principal resultado desta seciio é o seguinte teorema, que fornece uma condicao
necessaria e suficiente para que o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki
g« seja preservado pelo fluxo do campo GMA X do sistema mecanico (M,K,V, %),
para todo potencial V € §(M). Usaremos a seguinte notagao:

Notagao. ~ Dados ¢ € M, v, € €, e w, € T,M, denotamos por F* P(v,) - wy a
adjunta da aplicagdo F&(v,) - wy + T;M — T,M com relagio ao produto interno
induzido pelo tensor métrico em T,M. Isto define F* % : ¥ — L(TM, L(TM, T™)) =
L(TM® TM, TM).

TEOREMA D. A medida de Lebesgue em € induzida pelo tensor métrico g« € preservada
pelo fluzo do campo GMA X do sistema mecdnico vinculado (M, K, V, %), para todo
potencial V € §F(M), se, e somente se, as duas condigoes sequintes forem satisfeitas,
para todo v, € ¥

(i) tr A(v,) = 0.

(i) tr F* 2 (v,)le,, xc,, = 0.
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Observagao 3.2. Uma condi¢io necessdria e suficiente para que a medida de Lebesque
mencionada no enunciado do teorema acima seja preservada pelo fluzo do campo GMA
XY correspondente a um dado potencial V € F(M) fixado, é a de ser nulo o divergente
do referido campo, dado pela equacio (3.22) — wvide proposicdo (3.4).

Ezemplo 3.3. As condigées (i) e (ii) do teorema acima sdao satisfeitas pelo vinculo €
do ezemplo (2.1.f), de modo que a medida de Lebesgque em € induzida pela métrica de
Sasaki € preservada pelo fluzo do campo GMA Xy, para todo potencial V € F(M).

Com efeito, no referido exemplo, temos: M = R?, (V:c € M) Gz = {(v1,v2,v3,04) €
R: \ {0, } | det (33 32) = 0}. Usaremos a sequinte notacdo: dado v = (v1,v2,v3,4) €
R*, denotaremos = (vyg, —v3, —v2,11) €V = (—v2,v1,—4,v3). Para todo v, =
(z,v) € ¥, temos Cp, = [V] C T,M=RE, C,, = [V]Y, Wi, = A, CL = [(0,7),,] C
T, TM = (R xR*),,, T, € = {Ys, = (11, Ya)o, € T, TM | Y5 € C,,, = [02]1}. Assim,
para todo x € M, vy, w, € €,

A(vg) - wy = —k - Py - Hywy, = =k - Py - (w,0),, =0

de modo que A =0, ou seja, a condi¢ido (i) € trivialmente satisfeita, e:

(w,?)?)

Il

) ity = (a:,w —

portanto, para todo xz € M, vy € €, Wy, 5, € Cy,, 2, € ToM:

d [ _(z,m)m]):

FP(vs) - (e 2) = (w’ﬁmn ‘ lv + twl[?
— [ (= )W (= ) ~ 2{v, w) z
= (= - pF T @)
donde:
(s,_i):ﬂ

(" P (V) - (s, 55)5 %) = (8 FP (1) - (Wiey %))
_ (:g (= W, s))

[[]?
logo, pela arbitrariedade de z, € T M:

i T
F'@('L’z) . (w.'za Sm) = _<Sx:wa:)”_’u‘IF
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donde, finalmente:

F* 2 (v,) - (wy, wy) = (wz,@’)ﬁ =
. —

= —2det <w1 ’[Ug) S

ws W) [

5 P |
Usando a formula acima e a base ortonormal (ﬁ,l—r’m,”’;—”) de: Oy, = ['u_:,ﬂL para

caleular tr F* P (v.)|c,, xc,,, conclui-se que vale a condigdo (ii), como afirmado.

Para demonstrar o teorema (D), definiremos um referencial mével conveniente em
@ e calcularemos a conexdo de Levi-Civita V¥ de (%,g¢) e o divergente de XY em
termos deste referencial. Isto serd feito na definigdao e lemas seguintes.

DEFINIGAO 3.9. Dado v, € €, seja (X,,...,X,) um referencial mével ortonormal de
(M, g) definido numa vizinhanga aberta U de q € M. Definamos, para 1 < i < n e para
todo w, € Gy :=n'[U):

X' (wg) = Hy, (Xi(q))
X'V(wq) = )\Eq (Xi(Q))

1

Podemos assumir que (ﬁz(vq) ~Xi(g)s ooy BP0y} + X;(q)) é uma base de C,,, onde
| = 1k Ver(%). Entdo, tomando-se levantamentos verticais, conclui-se que (le(vq),

oy X[ (vg)) € uma base de Ver, (€). Por continuidade, (XY,..., X)) forma um
referencial mdvel do subfibrado vertical Ver(%') numa vizinhanca U de v, em % .
Assim, construfmos um referencial mével F = (X['¢, ... XHe xVe .,XIV%’) de

% numa vizinhanga U de v,.

Note que este referencial mével ndo é, em geral ortonormal, exceto sua parte “hori-
zontal”, ou seja, temos (XiH,Xf) = 045, para 1 < 4,7 < n. Note também que, no caso
% = TM, temos | = n e o referencial é ortonormal, e podemos tomar U = 7,;}[U].

Notagao. Por motivo de clareza, serfio usados indices i, j, k para vetores horizontais e
r, §,u para vetores verticais.
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LEMA 3.3. Usando a notagao da definicdo (3.9), temos, para 1 < 4,5,7,s <n

[XiH,XJH](vq) = H;’z ([Xi,XJ](q ) + /\(g {2 (v,) R(X (q)) - U+
P (vg) - PA(v,) - (X ( ), Xi(a)) -
— P (vg) - PA(vy) - ( ), X;(q) )}
(X, X 1(vg) = Mo { P (vg) - FP(v,) - ( r(a), Xs(q)) - (3.16)
— P(vg) - FP(v,) - (Xs(q), Xr(q))}
(X, X7 1(vg) = X5 {P(v,) - Vi) Xr + 3’”(@’@) PP (v,) - (Xi(a), X+ (9)) -
— P(v,) - FA(v) - (X:(9), Xi(9))}

onde R € o tensor de curvatura da conezdo de Levi-Civita de (M, g).

Demonstragao. Serd provada apenas a primeira férmula, pois a técnica usada para
calcular as outras duas é a mesma. Note que, como, para 1 < i, < n, XH é
me-relacionado a X; e XY é mg-relacionado a zero, obtemos imediatamente Trg -
(X, X (vg) = [Xi, X5](q), Tree - [ XY, XY](vg) =0 e Trgs - (X, XY 1(vy) = 0.

Temos, para 1 < 4,7,7,5 < n e para toda f € F(TM):

(1)

X,;H[f](vq) =Ff(vg) - k- XzH('Uq) +Pf(vg) - Trg - th('”q) =
=Ff(vg) - A(vg) - Xi(q) + Pf(v,) - Xi(q)

XY 1f1(vg) = Ff (vg) - - XY (0g) + Pf (vg) - Tree - XY (v) =
:Ff('uq) .@('Uq) X (q)

(2) Seja v : (—€,€) — € uma curva em % tal que zf;%h:o = XH(v,), e seja q(t) :=
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7% © ¥(t). Temos:

XA o) = 5 (XfLF)on) =

—fot”o{Ff( 1) - A(v(1)) - X; (a(t))+

+Pf ( £) - X;(a(0)} =

= f(vg) - (- X (), 5+ X[ (vy))+
+1P’]Ff( vg) - (T - X7 (vg), - X[ (vg)) +
+]F'1P’f(vq) (k- X[ (v,), T - X7 (vg))+
+ P f(v,) - (Treg - X[ (vg), Trg - X7 (vy)) +
o5 i Uq) {PA (vg) - (X ), X;(q ))+A('Uq) Vi X} +
+PBf(vg) - V() X;

Logo, pela proposicao (1.1), segue da iiltima equacdo que:

[Xz‘H:XH][f](Uq) =Ff(vg) {R(X Xi(q)) “vg + PA(v,) - (Xi(Q)?XJ(Q))_
— PA(vg) - (X;(9), Xi(q)) + A(v,) - [Xi, X;)(@) }+
+Pf(vg) - [Xi, X;)(q)

e, como f € F(TM) foi tomada arbitrariamente, concluimos que:

Tme - (X[, X[)(vg) = [X, X;)(9)

[ J

P(vy) k- [X1, X[)(vg) = P(vy) - R(X;(q), Xi(q)) - vg+

i 24y

Finalmente, escrevendo [X7, X[](v,) = Hfj’; ‘T - (X, XH](v,) + )\;‘i - P(vg) - k-

J
(X, XJ'](vg), segue a formula enunciada para [XH, X H](v,).
(]

COROLARIO 3.4. O subfibrado vetorial Hor(€) de T ¢ involutivo se, e somente se,
para todo ¢ € M, v, € G, w,y, 2 € T,M:

P (vg) - R(wy, 29) - vy = P (v,) ']PA(UQ) *(2g,wq) — P(vy) - PA(vy) - (wy, zg)  (3.17)
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Demonstragao. Isto segue imediatamente de (3.16) e do fato de que podemos construir
um referencial mével F em uma vizinhanca U,, de cada v, € €, portanto os n primeiros
campos de vetores deste referencial mével (ou seja, a sua parte horizontal) formam uma
base de segoes locais da restricio de Hor? a U,, O

Observagao 3.3. No caso em que € = 2 é um vinculo linear, temos, para todo v, €EE,
A(vg) = Bg(vg) = Ba(,v,) : TIM = 2, onde By : TM®w 2 — D+ ¢ a sequnda
Jorma fundamental total de 9 (md.’e [30] ). Calculando-se a derivada paralele PA e
usando a férmula de Gauss, conclui-se que a equagdo (3.17) é equivalente a R? = 0,
onde R? ¢ o tensor de curvatura da conezdo induzida em 9 pela conezdo de Levi-
Civita de (M, g) e pela projecao ortogonal Py : TM — @. Ou seja, reobtivemos o fato
ja demonstrado de que o subfibrado vetorial Hor(2) é involutivo se, e somente se, a
conexio V? for flat — vide detalhes em [57). Vide também a observagio (2.1).

LEMA 3.4. Denotando por V? a conezio de Levi-Civita de (¥, g¢), e usando a notacdo
da defini¢do (3.9), temos, para 1 < i4,75,7,5 < n:

Viﬁ(vq)Xf:Hg(Vx‘:-(q)X)Jr X‘”{,@ (vg) - R(X;(0), Xi(q)) - vg—

— P(v,) - PA(v,) - (X;(0), Xi(q)) + &( uq) PA(v,) - (Xi(q), X;(q))}
1

VivenXs =5 Hi - A*(v,) - {F P(v,) (X ), Xs(2)) +F 2 (v,) - (X,(a), Xo () }+

+ A AP () - FP(v,) - (X-(q), X+(0)) }
(3.18)

(P(vg) - Xi(0), =P (vg) - R(X;(q), Xi(q)) - vy—

— P(vg) - PA(vg) - (Xi(g), X;(q))+

""9?)(%) PA(v,) - (XJ(Q): 71(9)))

(VXH(U X7, XY (vg)) = (P(v,) - Xo(0), FP(v,) - (Xi(), X:(0)) + Vxeq Xe)—

(P (vy) - Xs(q), FA(vg) - (X2 (g), Xi(q)))+
(’@(UQ) ’ X,.(q),]FA(Uq) : (XS(Q)JXz(q))>

<V\H(v)X X (vg)) =

D | =

+

DO =B | =

(3.19)
Demonstracao. Seja 1 < 1,7, k,r,s,u < n. Usaremos a férmula de Koszul:
AVxY,Z)=X{Y,Z)+Y(Z,X) - Z(X,Y)—
— (XY, 2) + (Y, [2, X]) + (2, X, Y])
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onde V ¢é a conexao de Levi-Civita de uma variedade riemanniana (M, g)eX,Y,Z €
X(M).

No caso do referencial mével F da variedade riemanniana (¢, g), temos (X X; i
di; e (XF, XY) = 0, portanto os trés primeiros termos na férmula de Koszul nao se
anulam apenas no caso em que forem da forma X (XY, XY) ou XY(XV, XV).

Seja v, € ¥. Denotando por yxv( (vg) € YXH(v,) CUrvas em % tangentes no zero a

XY (vy) e XH (v,), respectivamente, temos:

jt » (2 (11 ) * X (76 © Yxy (0g))»
P (Vxy ) - Xs (T © Vxy ) =
= ((tht:llgz O’ny(uq)) - Xr(g)+
+ P(vy) - VT,,T%,, . Xf(vq)X” P(vg) - Xs(q))+ (3.20)
T
+ (ga(vq) - Xr(q), (thtzog‘?’ °’YX}{(vq}) - Xs(q)) =
= (F2(v,) - (Xu(g), X:(0)), P(v,) - Xs(q))+
+(P(vy) - X:(9),FP (v) - (Xu(), Xs(q)))

Xy (w)(X), X)) =

X (o)XY, X)) = d_cihn (eg’a(’}’xﬁ(uq)) - Xy (7 © VX (u)) >
93(’}’)(?{%)) - X (mg 0 VXH(uy)) =
= ((szuy O”YX‘H(UQ)) - Xo(q) + P(vg) - Vxi(a) X,
P(vy) - Xs(q)) + (L (vg) - X (q),
(Vqt:og” < ’}'XiH(U,,)) - Xs(g) + P(vg) - Vxy(ppXs) =
= (PZ(v,) - (Xi(a), X;(0)) + P(vg) - V() Xer P(v,) - X, (0))+

ot (gz(vq) ' XT(Q)!P‘@(UQ) : (XI(Q)?XS(Q)) + '@(UQ) ' vz\'i(q)XS)
(3.21)

Substituindo-se as equagdes (3.16), (3.20) e (3.21) na férmula de Koszul, obtém-se
as formulas enunciadas. Faremos os cdlculos apenas para a primeira delas. Para todo

v, €F,1< 14,4,k < n, temos:

2V X5 Xi (v0)) = 2V x,9 X, Xu(0))
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2<VXH(u )/ ,XV('UQ)) — (XV(’Uq) [X,‘H,XH]('U )) porg.lﬁ)
= (P(vy) - X,(q), P(v,) - R(X;(g), Xi(q)) - vg—
— 2(05) -IPA(vq) ( (a), Xi( )+
+ P(vy) - PA(v,) - (Xi(q), X; (q)))

portanto:
€ H
T - vx{f (uq)Xj = VxiX;

P(v) 5 VinXf = 5 {P () -R(X,(0), Xila)) - vy
— P(v) - PA(w,) - (X (a), X))+
+ P(og) - PA(w,) - (Xila), X;()) )
O

DEFINIGAO 3.10. Usando a notacdo da deﬁm;ao (3 9) 58]a (U g, ,9”)) 0 corre-

ferencial dual de (U (Xi,--. ,Xn)) Para 1 <1 < n, seja 0 :TU - R definido por,
para todo wy, € TU:

@(wq) = 0'(q) - Wy

Sejam S := PgoS|y : € — TE, onde S é o spray geodésico de (M, g), eV : € — TE
definido por, para todo v, € € :

V(vg) := Py - Ay, (— grad V(g)) = )\fq (— grad V(q))

Entdo temos X/ = S+, e, para todo v, € U:

S(vg) = PgH,, (v,) = HE (v,) Ze-? (vg) X (vg)
j=1

V(vg) = Ay (—grad V(g Za* grad V(q)) XY (v,)

logo Slu =35, ng;{ eVlu=—-3" (0 ograd Vo Tglu) X
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5.1. Demonstracao do Teorema de Liouville

Agora estamos em condigdes de demonstrar o teorema (D). A demonstracao seguird
como coroldrio da seguinte proposi¢do, que fornece uma expressio para o divergente
do campo GMA.

PROPOSIGAO 3.4. Para todo v, € €, div Xy é dado pela sequinte formula:

div XY (0g) = tr A(vg) + {4 F* P (vy) 61, w00y, BEwS)) (3.22)

Demonstragdo. Para calcular div XY (v,) podemos assumir que, no ponto ¢ € M, o
referencial mével ortonormal (U 0 g ) é adaptado a Cy,, 1.€., que (Xl( | —
Xi(g)) é uma base ortonormal de Cy, © (X;H( ), -+, Xn(q)) é uma base ortonormal
de C,. Entao, temos:

n I

div XY (0g) = DO (00), Vi X8) + 34X (), VorioyXY) (323)

=1 r=1

Usando a notagao da definicao (3.10), temos:
1) Para 1 < ¢,j < n, denotando por yyn uma curva em % cujo vetor tangente no
’YAI (vq) g

zero é X} (v,), temos:

d .
XE@)P)= 5 P orxmup(® =
d

= a o (Xjomg o VXH (vg) ),y VxH () () = (3.24)

= (VX Xjr vg) + (Xi(q), 5 - X (vg)) =
= (Vi) X5, v) + (X;(q), Alvg) - Xi(q)

(ii) Como vimos na observagio que segue a definigao (3.10), temos S|y, = > et 0i X7,
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logo:

n n

2y or (3.24),(3.18)
D (X (0g), Vi S) = D (XE (vg), Vin Zef Xy

=1 =1

= Z VX (q)Xi,’Uq) + (X (Q) Q)>)+

=1

e Z a\j(vq)(Xi(Q): VxiXi) =

i,j=1

s 3.25
= Z((in(fJ)X‘iv Uq) + (Xi(q), A(v,) 'Xi(fI)))* ( )

- Z(Uq: VX:'(Q)X'E) =

= Z(X A(v,) - Xi(q)) =

=ity A('Uq)

l

Z(XV 'UQ ;(V('u S) Z(XV vi]) VYV(L' }(Z & XH

r=1

or (3 18)
= _ZZ(BJ V) X[ (vg), Viey o) X ) ©

1'1_71

_ ﬁzz 07 (vg) X;(q), A*(v) - F* P (v,) - (X, (), Xo(q))) =

r=1 j=1

= *<A('UG) ' UQ!ZP'@(UQ) ' (XT(Q):XT(Q))> =

r=1
— (—E . Rf . S('Uq),tr Fz@(’vq)lcuq XCuq)
(3.26)

(iii) Analogamente, temos V|, = — > ", (5" ograd Vomg|y) XY, portanto:
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Z(XH (v,), vm”v Z(v (v,), XH(U XHy =

= Z k- V(o) (3.27)

P(vg) - k- Vi, XI) ™ B
=0
e:
ZE(XTV(U[]) )\V(u ZZB" (grad V(q (er(vq), VYV(U X por (3.18)
r=1 1;1 rll
=—> "> 8 (grad V(9)){P(vg) - X (q),

i=1 r=1

P(vg) - FP(v,) - (Xr(q), Xi(q))) lema (3.2)

= - Z Za?(gl‘ad V(q)) (F* 2 (v,) - (Xr(q),Xr(Q’)):Xi(‘I» =

i=m+1l r=1

—(tr ]F*gz(vq),cuqxcuq: g"l(%) -grad V(g))

(3.28)
(iv) Finalmente, segue das equagoes (3.25), (3.26), (3.27) e (3.28) que:
div X (v,) = div S(v,) + div V(v,) =
= tr A(v,)+
+{tr I P(vg)|cy, xcu,» =6 - P - S(vg) = PH(v,) - grad V(g)) =
= tr Av,) + (tr Eﬁy(”q)lcu,,xcuq:"@ Py - Xy (vg)) =
= tr A(vg) + (tr F‘@(UQ)ICUQXCUQJ RG(“@))
como afirmado.
0

O fluxo do campo X preserva a medida de Lebesgue em % induzida pelo tensor
métrico g se, e somente se, o seu divergente, dado pela equacéo (3.22), for identica-
mente nulo em %. Como coroldrio, obtemos uma condigio necesséria e suficiente para
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que esta medida seja preservada pelos fluxos de todos os campos de vetores Xs‘,f , com

V e §(M):

Demonstra¢ao do teorema (D). Pela equagdo (3.22), é claro que div XY é identica-
mente nulo em %, para todos os potenciais V € F(M), se as condigées (i) e (ii) forem
satisfeitas. Reciprocamente, suponhamos que div X} seja identicamente nulo em %
para toda V € §(M). Fixemos v, € ¢. Como {grad V(q) | V € F(M)} = T,M, e como
PL(vy) : T;M — T,M é sobre C,., existe V € F(M) tal que PL(v,) - grad V(g) =
K- Py -S(v,), i.e., tal que R{(v,) = 0. Portanto, para esta V, concluimos, pela equagao
(3.22), que div X ¢ (vg) = 0 implica tr A(v,) = 0. Entao segue que:

div X5 (v) = (tr F* P (v,) c\, xCuy» B (v5)) (3.29)

e esta expressao deve se anular para toda V € F(M). Novamente pelo fato de que
{grad V() |V € (M)} = T,M e que £1(v,) : T,M — T,M é sobre C,,» concluimos
que {R{}(v,) |V € F(M)} = C’l Portanto, de (3. 29) segue Pt(v,) - tr F"(@'(vq) =11
Afirmo que £1(v,) - tr IB""QZ(Uq) = tr " #(v,); como v, € € foi tomado arbitraria-
mente, isto concluird a demonstragao, uma vez que estarao verificadas as condigdes (i)
e (ii). Com efeito, para todo g € M, v, € €, wy, 2, $q € G,,, temos:

(F* P (v5) - (wg, 24), 89) = (20, FP(v,) - (g, 5,)) ="
= (20, P (v )F P (v,) - (wy, 5,)) "2
= (20, FP(vy) - (wg, P*(v,) - 55)) St 0
0 que mostra, para todo v, € ¢, F* #(v,)|c,, xc,, : Cu, X Cy, = Cat- O

COROLARIO 3.5. Suponha que a medida de Lebesque em € induzida pelo tensor métrico
g« seja preservada pelo fluzo do campo GMA XY do sistema mecdnico vinculado
(M, K, V, %), para todo potencial V € F(M). Entio, para todo g € M tal que G # 0, €,
€ uma superficie minima de (¢, g¢); ou seja, a variedade riemanniana (%, grg) admzte
uma folheacdo reqular por superficies minimas.

Demonstragao. Com efeito, sejam ¢ € M tal que %, # 0 e Bg, a segunda forma
fundamental de €. Dados v, € G, ¢ X wr Yo, € Ta, %y, aﬁrmo que:

SHE A% (0) - {F P (uy) - (5 Xogy - Yay) + F Pluy) - (5-Yi, 5 Xo, )}

B(éq (X’uqa }fuq) = 2
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De fato, usando a notagao da defini¢io (3.9), segue de (3.18) que, paral < r,s < n:
Bg, (er(vq):XsV(Uq)) = Py - V:f;,}f(uq)X;/ =
= SHE - A°(u) - {F 2(v,) - (X, (0), Xolo))+
+FP(v,) - (Xs(9), X1 (9))}

Portanto, para todo v, € %, tr B (vq) = qu - A*(vy) - tr Iﬁ“ﬁz’(vq)hqxcvq, donde
tr By, (vg) = 0 se tr F* 2(vy)lc,, xc,, = 0. .

Observagao 3.4. No caso em que € = P é um vinculo linear, as condi¢ies (2) e (i)
do teorema (D) sio equivalentes a condi¢do para conservagio da forma de volume local
definida em [30], i.e, a condi¢do tr By, (Q)IQ’%X@QJ_ = 0 para todo g € M. Com efeito,
a referida forma de volume coincide com o volume riemanniano induzido PoOT g9 MO
subfibrado vetorial 2 C TM. Para checar a equivaléncia entre as condigdes, note que,
no caso linear, Py = TPg : i(TTM) — TD, onde Py : TM — @ € g projecao
ortogonal, e, para todo v, € 9, C,, = 9,, portanto:

P: P — L(TM,TM)
Ug (Pa),

¢ constante nas fibras de ng : 2 — M, donde FP = 0 e a condigio (ii) do teorema (D)
¢ trivialmente satisfeita.
Além disso, para todo ¢ € M, v, € Dy, wq € T,M:

A(Uq)-wq:n-ngg-qu-wq:

onde Hor(2) ¢ a conezdo em 9 induzida pela conezio de Levi-Civita de (M, g) e pela
proje¢ao ortogonal Py. Tomando X € (D) tal que Vf{}’pX =0 e X(g) = v,, temos:
K- HZ Wy =K TX w, =
q
=V, X =
=Pg Vu X +P5 -V X =
b_/_/
ZV%QX:(]
= Bg(wy, v,)

donde A(vy) = By(v,), onde By : TM@®u 2 — DL é a sequnda forma fundamental
total de 2 — wide [30] — e Ba(vg) = Bs(-,vg) : T,M — 2.
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Assim, dado um referencial mével ortonormal (X4, ..., X,) de M numa vizinhanca
aberta U de ¢ em M, adaptado a 9,, temos:

tr A(v,) = Z(Xi(q),B@ (Xi(q), vg)) =

n

= Y " (Xi(g), Ba(Xi(q),v,)) =

i=Il+1

= Z (Bgy (Xi(Q):Xi(Q))ivq) -

i=l+1
= —(tr Bo1|g)xat, )

0 que mostra que a condig¢do (i) do teorema (D) € equivalente a, para todo q¢ € M,
tr B (q)|gpxar = 0.

Para finalizar este capitulo, apresentamos a seguinte proposicio, que generaliza um
resultado de [53]:

PROPOSIGAO 3.5. Seja v uma geodésica de d’Alembert-Chetaev de (M, K, ?). Entdo

€ uma geodésica de (€, g¢) se, e somente se, vy é uma geodésica de (M, g). Portanto,

os levantamentos candnicos das geodésicas de d’Alembert-Chetaev de (M,K,%) sdo

geodésicas de (M, g) se, e somente se, o spray geodésico de (M, g) é tangente a €, i.e.,

Se PW o S|rg =)

DEFINIGAO 3.11. Dada uma variedade riemanniana (M, g), um vinculo € C TM diz-

se totalmente geodésico se o spray geodésico da conezdo de Levi-Civita de (M, g) for

tangente a € .

Observagao 3.5. (a) No caso linear, temos k - Py - S(vy) = —Bg(vy,v,) = 0 para todo
vy, € D se, e somente se , B@l%eM o = 0, ou seja, se a parte simétrica da restrigcdo
de By a 9 ®n 2 € identicamente nula.

(b) Pondo € = TM, reobtemos o resultado de [53] que afirma serem os levantamentos
candnicos das geodésicas de (M, g) geodésicas de (TM, gry).

Demonstragao. Seja v uma geodésica de d’Alembert-Chetaev de (M, K, %), i.e., para
todo t € dom v, temos:
¥(t) = Py - S(7(1)) = S((t))

logo:
Vi =Vi(So)



Fixemos ¢ € dom 7y e sejam p := (t) € M, w, := ¥(t) € €. Seja F = (XH, ..

H
L, XE

)

XV, ..., X)) um referencial mével de € numa vizinhanga aberta U/ de w, em ¥,
como na definicdo (3.9). Como de costume, podemos assumir que, no ponto p €
M, (Xi(p),..., Xn(p)) é um referencial ortonormal adaptado a Cu,, de modo que
(XY (wp), ..., X} (w,)) é uma base ortonormal de Very; . Seja (U, (6%,...,6™) o cor-

referencial dual de (U, (X4, ..., X,)), como na defini¢io (3.10). Entao, temos S

S 07 X[, donde:

VET = 3w Vip,S =

=1

= > F(wp) Vi (7 X[} =

iIJ:1

= Z @(wp)XiH(wp)[a?] XjH(wP)_F

i,5=1

F Z @(wp)gj(wp)(vi\iﬁ(wp)xf{:X;I(wp)>XifI(wp)+

ll.?ﬁk:]'

n 1
+ Z Zgi(wp)gj(wp)(vgf(mpy’ JH)){:/(wP))XTY(wP) =

£,j=1 r=1

=3O (wy) X (w,)[6")+

k=1 4=l
+ >0 (w,)f (Wp)(V Gt 0y X5 X () X () +

ij=1

l n
+ Z Z Qi(wp)ej(wp)<v§ﬁ(wp)XjHJ X:/('wp))X:/(wp)

r=1 i,7=1
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Mas, pela equagdo (3.18), temos:

2191' wp)0 wp (Vrgmﬂ,( X;{‘g; X:-/tg(wp)) ™
=5 2 PP @) (40, Plwy) - ROGE), Xlp) v -~
= P(w,) - PAwp) - (X5(0). Xi(p) + P () - PAw,) - (X:(p), X,0) =

= % (X (), P (wp) - R(wp, wp) - wp) — '@(wp) -PA(w,) - (wp:wp)+
+ P(wp) - PA(wp) - (wy, wp) =0

e, pelas equagGes (3.18) e (3.24):

Zgz (wp) XH(g(wP ]+ Z o°( wp)gj(wp) (v(g“‘%’( )XJH%,’ f? (wp)) =

i=1 2,7=1

= Z a“i('f-'l-’p) ((in{p)Xk: w}D) + (Xk(p)! A(wp) ’ Xi(p)))+

i=1

+ Z”Z ()8 (w,) (Vx5 Xy X (D)) =
i,j=1 (3.32)

= Zé}:(wp) ((V x:0) X wp) + (X (), A(wyp) - Xi(p)))—

i=1

- Zgi(wp)(vx,-(p})(k, Wwy) =
= (A(’[Up) . wp:Xk(jD» —
= (—K- Py - S(w,), Xx(p))

Portanto, segue das equagdes (3.30), (3.31) e (3.32) que V74 = 0 se, e somente se,
(k- Pw -S(w,), Xp(p)) = 0 para 1 < k < n, ou seja, se, e somente se, k- Py -S(w,) =0,
0 que € equivalente a Py - S(w,) = 0. Como t € dom 7 foi tomado arbitrariamente,
isto mostra que ¥ é uma geodésica de (%, g«) se, e somente se, Py - S('}(t)) = 0 para
todo ¢ € dom . Como 7 é uma geodésica de d’Alembert-Chetaev, isto é equivalente
a 4(t) = Pg - S(¥(t)) = S(¥(t)) para todo t € dom 7. Assim, ¥ é uma geodésica de
(%, 8%) se, e somente se, v é uma geodésica de (M, g), como afirmado.

O
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§6. UM CRITERIO PARA HIPERBOLICIDADE

Nesta secao, consideraremos um sistema mecanico vinculado (M, K, F, %), assu-
mindo que ¥ seja uma variedade compacta e tal que (Vq € M) 0, & ¥, e estabele-
ceremos uma condi¢ao para que o fluxo do campo X¢(R#), cujas curvas integrais de
base sdo as trajetorias fisicas do sistema mecénico vinculado definidas pelo campo de
reagoes vinculares admissivel Ry, seja hiperbélico. Tal condigdo serd obtida com base
num critério de Wojtkowski [66] para hiperbolicidade, que sera enunciado abaixo.

DEFINIGAO 3.12. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta e X € X(M) um
campo de vetores em M tal que X(q) # 0, para todo ¢ € M. Denotemos por (") 1er
o fluro de X. O fluzo ¢* diz-se hiperbélico ou de Anosov se ezistirem distribuigoes
em M, T¢'-invariantes: E° : ¢ € M — E) CTM, Ef:geM EXYc T,Me
E™:qe M Ef C ToM, tais que:

: — F0 + —.

(i) para todo g € M, T,M = E? ®E ®E,;

(i) para todo g € M, EY = [X(q)];

(iii) ezistem constantes a,b > 0 tais que, para todo q € M, para todo t > 0, temos:

[T - v|| < be™||v]] sev€E_,
IT¢~"- ol Sbe™[lv]l  sev e E}.

As distribuicoes E°, E* e E~ sdo chamadas, respectivamente, neutra, instdvel e
estavel.

Decorre da definicao que as distribuigdes E* e E~ tém posto constante em cada
componente conexa de M, e sdo continuas, isto é, sio localmente geradas por segoes
continuas de 7y : TM — M (ou seja, sdo subfibrados vetoriais de classe C° de ™
™ — M).

DEFINIGAO 3.13. Usando a notagdo acima, denotemos por ™ o fibrado quociente
TM/E®, de modo que, para todo ¢ € M, T,M = TM/[X(q)]. Sejam:TM — TM @
projegao quociente. Suponha que ezista uma forma quadrdtica continua Q : TM — R
(i.e., @ € uma fungdo continua e uma forma quadrdtica em cada fibra) satisfazendo as

sequintes condigoes:

(EM1) Q passa para o quociente, i.e., para todo q € M, v € T,M, s € R, temos
(v + 8X(q)) = Q(v,), de modo que ewiste uma forma quadrdtica continua

Q
JQ\:TM—%Rtalque @OFZQ;
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(EM2) a derivada de Lie £xQ : TM = R, (Vu, € TM) £xQ(v,) = & 1o 2T - 0y),
eziste e € conlinua. Segue de (EM1) que £xQ também passa para o quociente
TM, ie., eziste £xQ: TM - R tal que £xQorm = £x9Q;

(EM3) 0 é ndo-degenerada e E;Q ¢ definida positiva.

Se uma tal forma quadrdtica Q existir, dizemos que o fluro (¢*);cr € estritamente
monoétono.

Usaremos o seguinte teorema para estabelecer a condigao para hiperbolicidade men-
cionada no inicio desta secao:

Teorema (Wojtkowski,[66]). Se o fluxo (¢*);cg for estritamente monGtono, entio ele é
hiperbélico.

No caso do campo X¢(Ryz) € X(%), cujas curvas integrais de base sdo as tra-
Jetorias fisicas do sistema mecanico vinculado (M, K, F, %) definidas pelo campo de

—

reagoes vinculares admissivel Rz, podemos identificar, para todo v, €%, T, =
Ty, € /[X¢(Rr)(vy)] com o subespago de T,, % dado por:
{Xy, € T, € | (Trg - Xy, vg) = 0}.

Com efeito, como tal subespago tem codimensio 1, é suficiente verificar que, para
todo v, € ¥, X¢(Rr)(vg) nao pertence a ele. Mas, X¢(Rx)(v,) = S(vg) + Ay, (F¥(v,) +
R;r(uq)), onde S € o spray geodésico da conexao de Levi-Civita de (M, g), de modo que
(Trg - X (Rr)(vg), vg) = (vg,vq) > 0, pois, pela hipétese feita sobre % no inicio desta
secao, O, € €.

A seguinte proposicao fornece um critério para que o fluxo (¢*);cr de X (Ry), seja
hiperbdlico:

PROPOSIGAO 3.6. Dado v, € ¢, considere as sequintes formas quadrdticas, definidas

—

em T,,€:

Q1(vg) : Xy, =k - Xy, Trrg - Kot
Q2(vg) : Xy =(Tmg - Xy, R(vg, T - X,,) - vy + FF (v) - K - KXo, +
+PF(vg) - Treg - Xy + FRE(v,) - £+ Xy, + PRx(vg) - Trg - X, )+
(’Uq) + Rf(vQ): Uq) r
(vg, vg)?
("3 : X'qu”q) 4 (T"T‘f : quafu(vq) =+ Rf(”q))
H(
(vg, V)

+ (Tmy - Xy, ]-_d(vq) + Rgr(’b‘q)))

2(F
+ (k- Xy, 50 Xy,) + { (

K+ Xy, Vg)+
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onde R € o tensor de curvatura da conexzdo de Levi-Civita de (M, g).
Se, para todo vy € €, Q1(v,) for ndo-degenerada, e Q2(vq) for definida positiva,
entdo o fluzo (¢'); de X (Ryz) € hiperbélico.

Na demonstragao, usaremos o seguinte lema, que fornece a equacgao dos campos de
Jacobi do fluxo de X¢(Rx):

LEMA 3.5. Dado X, € T%, temos, para todo t € R, T¢t - Xo, = Hyy I (t) + Ay Ve,
onde ¥(t) = ¢*(v,) e J € X(7) € a solugdo de:

Vi3I =R(3,J) -7+ FF) - VT + PF ) - T+

+FRz(Y) - Vo + PRE (%) - J (3.33)

com condigao inicial J(0) = Ty - KXogy Vij=od = k- X, .

Demonstragdo. Tome c : (—¢,€) — € tal que ¢/(0) = Xy, €, paratodot € R s €
(—€,€), seja ¥(t, s) := 7y o ¢ o c(s). Entdo, para cada s € (—¢€,€), ¥ :==7(-,5) é curva
integral de base do campo X¢(Ry5), ou seja:

Vivs = FH(35) + Rr (1)

e, aplicando Vg ;—o a ambos os membros desta tltima equagdo, obtemos a equacgao
(3.33).
]

Demonstragdo da proposigio (3.6). Tomamos H : T4 — R dada por H{Xs, ) = % | Py, -

Trg - Xy, ||?, onde B+ € a projecao ortogonal. Entdo, para todo v, € %, Xy, € Ty, F,
s € R, temos H(X,, + sX¢(Rz)(vy)) = H(X,,), de modo que H passa para o quoci-
ente TZ. Seja Q := Lx,(rs)H, de forma que Q também passa para o quociente TZ.
Aplicando o lema (3.5), conclui-se, apés um cdlculo direto:

d
Q(/qu) - Eltzo H(Tqﬁt . X'Uq) =

(Tﬂ—‘é’ : qu ) Uq)

(Vg Vg)

= (T?Ttg'qu,ﬁ:'XUq) — ((H-Xuq,'uq)—i—

2
T?’Trg ¥ qu,vq)

(vg, vg)?

+ (Trg - X,,q,]:ﬂ('uq) -+ R}-(Uq))) + ( (Tﬁ(vq) + Rz (v,), vg)

Em ﬁ?, pondo (Tmg - X, ,v,) = 0 no segundo membro desta tltima equacao,
obtemos Q(X,,) = Q1(vy)(Xy,) = (Tmg - X, , & - Xo,)-
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Calculando a derivada de Lie £x,(r,)@ através do lema (3.5), e novamente fa-

zendo (Tmy - X,,,v,) = 0 para passar ao quociente T%, obtemos H;;;\MQ(X J =
Q2(vg)(X,,). Assim, a hipétese da proposi¢ido garante que o fluxo (¢!), é estritamente
mondétono, portanto hiperbélico. O

Ezemplo 3.4. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta, e tomemos em M
o vinculo dado pelo ezemplo (2.1.e) — “dindmica isocinética”, ou seja, € = {v, €
TM | (vg,v,) = €*},e # 0. Consideremos um campo magnetzco B € (M), com a
correspondente for¢a de Lorentz % : TM — TM, como no capitulo 1, e tomemos um
potencial V € F(M). Seja F' := & — grad V o 7. Obteremos uma condi¢io para que
0 fluzo do campo GMA X seja hiperbdlico.

Temos A = 0 e, dado v, € €, temos C,, = [v]*, W,, = [v,]. Portanto, T,,€ =
{Xy, € T, TM | By, K,XUQ—O‘(——-}(K, X,,,Uq)—(]} Logo, T'i'f—{X S
Ty, TM | {8 - X5, 1) = (T’:Trg‘ ve» Ug) = 0}, € werifica-se por polarizacdo que a forma
quadrdtica Q(v,) : Xy, € Tq‘(a” = (k- Xy, Ty - Xy,) € nao-degenerada. Além disso,
dado X,, € T,€, pondo & = Ty - X,

o Mg i= K+ Xy, um cdlculo direto mostra que:

Q2 ('Uq) qu (R 'Uq:fq) Yg> §q> + < qu grad V + g(nq) + (vf 6?/)( )
- Bl:z (grad V(Q): Uq)nq: £q>+

+ (7747 Tg) — 614 (&g, — grad V(q) + ‘Z’/(vq))2 =

<
= (nq - % - % (grad V(q):'“q)fq)z_
1o (880 V(2), )€ + (R0, E5) - vy £0) -

~ (Ve, grad V, &) + ((Ve, ) (00), &) — = (€, — 872 V(0) + 2 (0,))?

Assim, conclui-se que, se para todo v, € € a forma quadrdtica:

£ € TM s — g/(f“‘) = s (grad V(q), v)%€2 + (R(vg,&,) - vg, &) —

(T V.9 + (T - % (6~ 8rad V(o) + ¥ (v,))?

for positiva definida em [v,]*t C T,M, entdo o fluzo do campo GMA X4 ¢ hiperbdlico.
Esta forma quadrdtica concorda com a do teorema (4.1) de [66] (pondo W = 0 e
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E = —grad V). Por ezemplo (vide [66]), se a variedade riemanniana (M,g) tiver
curvatura seccional menor que —k* < 0, e se B e V forem tais que:

11l _ lgrad V]

e e?

Iv21l |, [19(grad V)|

2 2
+ <k

: 2V ¢ )
entao o fluzo de X¢ € hiperbilico. Note também que, como caso particular, pondo
B =0¢V =0, obtém-se o conhecido resultado de Anosov, sequndo o qual o fluzo
geodésico no fibrado tangente unitdrio de uma variedade riemanniana compacta com

curvatura seccional negaliva € hiperbdlico.

89



e e gt mame" S T O HF. T . P e = S A .

1T, " =) "W = o I FTed'okl =! LA a
" -, - S R T S N = EEpeaa  EE . W
I Il S ™ R BT eyt = mmar . . B o mmk
"an  gpm s - MWF 2l
.
.




Capitulo 4

Sistemas Lagrangeanos Vinculados

Sejam (M, L) um sistema lagrangeano e € C TM um vinculo. Neste capitulo serio es-
tudadas as trajetdrias do sistema lagrangeano vinculado (M, L, %). Tais trajetérias sao
definidas a partir de uma generalizagao do principio de Hamilton da agiio estaciondria,
l.e.,, sao os pontos criticos do funcional de Lagrange numa variedade de Banach de
curvas horizontais ao vinculo. No caso particular em que o vinculo é um subfibrado
vetorial 2 C TM e a lagrangeana ¢ cldssica, com potencial V nulo, obtemos a geometria
sub-riemanniana.

§1. TRAJETORIAS NORMAIS E ABNORMAIS

DEFINIGAO 4.1. Um sistema lagrangeano vinculado é uma terna (M, L, €), onde (M, L)
€ um sistema lagrangeano e € C TM € um vinculo.

Até o final deste capitulo, serd fixado um sistema lagrangeano vinculado (M, L, €).
Como no capitulo 2, também fixaremos um tensor métrico g em M, e se a lagrangeana
for cldssica, suporemos que g é o tensor métrico induzido pela energia cinética K.

Seja [a, b] C R um intervalo. Como vimos na secao (2.1), para k > 1, CX(M, ¢, [a, b])
¢ subvariedade diferencidvel mergulhada em C¥(M, [a,b]), e o seu espaco tangente em
v € C(M, %, [a, b]) é dado por:

T,C*(M, %, [a,b]) = {X € T,C*(M, [a,8]) | & Pw - \sViX + K - Py - Hy X = 0}

Além, disso, dado ¢ € M, C¥(M, %, [a, b], ¢) é subvariedade diferencidvel mergulhada
fechada em C*(M, %, [a,b]), e o seu espaco tangente em ~ € C(M, %, [a, b],q) é dado
por T,C¥(M, %, [a,b],q) = {X € T,CX(M, ¥, [a,d]) | X(a) = 0}.

O mesmo vale para H* no lugar de C¥, se & > 2. Como anteriormente, omitiremos
o [a,b] da notagao, estando o intervalo [a, b] fixado e ndo havendo risco de confusio.

O fibrado vetorial S, e as aplicagoes dados pelas seguintes definigdes terdo um papel
importante neste capitulo:

i)
—



DEFINIGAO 4.2. Seja v € C'(M,¥). Entdo t € [a,b] — (t} C T,oM € uma
se¢do continua do fibrado de Grassmann dos m-planos de v*TM, Gr,,(v*TM), onde
m =1k W. Ou seja, S, := Ute[a,b]C’,.ﬂ'(t) e S# = Usela4)Cs(r) sd0 subfibrados vetoriais
continuos do pull back v*TM. Sey € Ck, k > 1, entdo S, € S,ﬁ sao subfibrados de classe
Ck=1. Analogamente, se v € HY(M, %) c C-"1(M, %), k > 2, S, eSy sio subfibrados
de classe H*1 (i.e., é localmente gerados por se¢ies de classe Hk ) de Y*TM.

Observagdo 4.1. Sejam M uma variedade diferencidvel (i.e., de classe C*), compacta,
posswelmente com bordo, e ¢ : & — M um fibrado vetorial de classe C, k > 0. Entdo,
pela compacidade da base M, existe N € N tal que m¢ : € — M ¢ isomorfo a um
subfibrado vetorial de classe C* do fibrado trivial (C*) RY . Assim, pondo M = [a, b],
na situagao descrita na definicdo acima, temos:

(a) para k > 2, se v € HY(M, %), v*TM € um fibrado vetorial de classe C*~1 sobre
[a, b]. Tomando N € N como acima, para § = ¥y*TM, conclui-se que S, e Sl
sdo subfibrados de classe H*=! do fibrado vetorial diferencidvel ]R[ Pademos

aplicar, portanto, a teoria de [44], capitulo 14, para S, e S, ou seja, podemos
aplicar a S, e Sl 0s functores HS e C571, 0 < s < k — 1

(b) analogamente, para k > 1, sey € CX(M, %), entdo S, e St sao subfibrados vetoriais
de classe C-1 do ﬁbmdo trivial IR[ 4> bara algum N € N suficientemente grande,

de modo que podemos aplicar a S., e Sl 0s functores H® e C5, 0 < s < k— 1.

DEFINIGAO 4.3. Sejam k,s €N, k> 2,1 <5<k, ey € H(M,¥). Consideremos as
sequintes aplicagoes lineares continuas:

T¢: T,H(M) — H1(S,)
7 — PV d — A(F) - J

onde P+ e A sdo dadas pelas definigies (2.2) e (3.7), respectivamente, e:

Ty : T,H (M, v(a)) — H(S,)

T3, : TH (M, y(a), (b)) — H(S,)
definidas pelas restricoes de T° a T,H*(M,y(a)) e TTHS(M,"y(a),'y(b)), respectiva-
mente.

Note que, dados k£ > 2, 1 € s € k, o mesmo argumento da demonstracio da
proposicao (2.5) implica que 7% e T? sdo sobrejetivas. Além disso:



T,H*(M, %) = ker T*
T, H* (M,‘g,'y(a)) = kerT*

e, para k > 2, 1 < s < k, temos as seguintes inclusdes continuas:

ker T;+ C ker T3,
ker Tt C ker T?
ker T C ker T°®
ker 70, C ker T, C ker T

e 0 mesmo vale se substituirmos “ker” por “Im”.
Estamos agora em condicGes de definir as trajetérias do sistema lagrangeano vin-
culado (M, L, %):

DEFINIGAO 4.4. Uma curva v € H*(M, €, [a, b]) diz-se regular se for um ponto reqular
da aplicagdo ponto final:

evi: H*(M,%,[a,b],7(a)) — M
i — 7(b)

DEFINIGAO 4.5. Uma curva v € H3(M, %, [a,b]) diz-se uma trajetoria abnormal do
sistema lagrangeano vinculado (M, L, %) se for um ponto critico da aplicagdao ponto
final evy.

Diz-se que v € H*(M, %, [a,b]) é uma trajetéria normal do sistema lagrangeano
vinculado (M, L, €) se ker T7, C ker d.Z(y).

No caso em que a lagrangeana é dada pela energia cinética K induzida pelo tensor
mélrico g, chamamos as trajetorias normais/abnormais de geodésicas normais/abnormais

de (M, g, ).

Observagao 4.2. (a) A nomenclatura normal/abnormal vem da geometria sub-riemanniana.
quando G = P € um vinculo linear, ou seja, um subfibrado vetorial diferencidvel
de TM, as geodésicas normais/abnormais de (M, g, @) coincidem com as geodésicas
normais/abnormais, no sentido da geometria sub-riemanniana, de M, 2,8|la0, )
Note que as trajetdrias abnormais de (M, L, %) independem da lagrangeana L,
poderiamos chamd-las, portanto, de “geodésicas” ou “trajetorias” abnormais de
(M, %), sem referéncia d lagrangeana ou ao tensor métrico.
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(b) Sevy € H* (M, %) é uma curva regular, i.e., se for um ponto reqular de ev;, entio
H2(M, €, v(a),v(b)) € uma subvariedade diferencidvel mergulhada em H? (M, %, fy(a))
numa vizinhanca conveniente de v e seu espago tangente em « coincide com
ker Tib. Portanto, neste caso, v é uma trajetéria normal se, e somente se, for

um ponto estaciondrio da restri¢io de £ : H* (M) — R a H*(M, %, v(a), v(b)).

(c) Como na geometria sub-riemanniana, uma curva v € H3(M, %) pode ser simulta-
neamente uma trajetoria normal e abnormal.

(d) Poderiamos ter usado espagos de curvas C', ao invés de H?, para definir as tra-
jetorias do sistema lagrangeano. No caso das trajetorias abnormais, obteriamos
um teorema andlogo ao teorema (E), mutatis mutandis; com relagdo as trajetorias
normais, vide observagao (4.5), pdgina 104.

(e) As trajetorias normais e abnormais independem do tensor métrico auziliar g. Com
efeito, isto € evidente no caso das trajetorias abnormais, que sao o0s pontos criticos
da aplicagdo ponto final evy. No caso das trajetorias normais, basta observar que
o subespago ker T;, de T,H*(M,v(a),y(b)) € dado por {J € T,H*(M,%,~(a)) |
J(b) = 0}, e claramente independe do tensor méirico.

1.1. FEquacgoes das trajetorias e o campo de vetores variacional

Nesta subsegao serao caracterizadas as trajetérias abnormais (teorema (E)) e nor-
mais (teorema (F), teorema (G)) do sistema lagrangeano vinculado (M, L, ¥). No caso
das trajetorias normais, mostraremos que, se uma certa condi¢ao de regularidade sobre
a lagrangeana e sobre o vinculo — a condigdo que chamamos de condi¢io (R) — for
satisfeita, elas sao as projecoes em M das curvas integrais de um campo de vetores di-
ferenciavel definido no espago total W do fibrado vetorial my : W — %’; em particular,
elas sao diferenciaveis.

Os principais resultados serdo precedidos por uma série de definicdes e lemas ne-
cessarios para demonstrar os teoremas (E) e (F). Em poucas palavras, nestes lemas,
dada v € H*(M, %, [a, b]):

(i) provamos que ker 7?7, é denso em ker T}, (o que serd usado na demonstracio do

teorema (F));

(ii) provamos que as aplicagoes T2, e T}, tém imagem fechada e que, se uma delas for
sobrejetiva, a outra também é (o que serd usado para caracterizar as trajetérias

abnormais, no teorema (F));

(iii) calculamos a adjunta (7} ,)” (0 que também serd usado para demonstrar o teorema (F)).



DEFINIGAO 4.6. Dada v € HY(M, %), k > 2, consideremos os sequintes subespacos
fechados de T, H"(M) e T, H*(M, y(a)):

E:={X e T,H*M) | V,2X =0}

Eq, = {X € T,H*(M,v(a)) | V2X = 0}

e, para 1 < s < k, consideremos os seguintes subespagos fechados de T,H*(M) e
T,H (M, v(a)):
FP={X e T,H(M) | Z(¥)-V:.X =0 e X(a) =0}
FP={Xe T,,HS(M,'y(a)) | 2(%) - ViX =0}
Claramente, temos as seguintes inclusdes continuas, para s,k €N, k> 2,1 < s <
k—1:
Fs+l C F*
Fs+1 c F*°
' C F
E,CE
LEMA 4.1. Usando a notagdo da defini¢io precedente, temos as sequintes decomposicies
em soma direta, para 1 < s < k:
T,H* (M) = T,H* (M, v(a),7(b)) @ E
TTHS(M,’Y(G)) = T,YHE(NI, fy(a),'y(b)) o F,

Além disso, T,H*(M,~y(a),v(b)) € ortogonal a E ¢ a E,.

Demonstragio. Com efeito, dado X € T,H*(M, y(a),7(b))NE ou X € T,H*(M,~(a), v(b))
NE,, temos V,?°X = 0, X(a) = 0 e X(b) = 0, o que implica X = 0. Por outro lado,
dado X € T,H*(M), seja V5 € T,H*(M) o transporte paralelo de X (a) ao longo de 7,
Vi € T,H¥(M) o transporte paralelo de X (b)—V,(b) ao longo de v, e X; € E definido por
(Vt € [a,b]) Xi(t) == Vo(t)+£=2 Vi (t). Entdo é claro que X — X € T,H (M, v(a),v(b)),
O que prova a primeira decomposi¢ao em soma direta ; se X (a) = 0, entao V = 0, logo
X, € E, e a segunda decomposi¢do em soma direta também estd demonstrada.

Além disso, para k = 1, dado J € TTHI(M,fy(a),'y(b)) e X e FoulXEe€E,, temos:
a)=J(b)=0

b
(J, X = / (V. I, v, X) "¢

b
—/ (J,ngX) :0
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mostrando que E € o complemento ortogonal de T,H'(M,v(a), (b)) em T,H' (M), e
que E, é o complemento ortogonal de T,H*(M,y(a), y(b)) em T,H' (M, v(a)), como
afirmado. O

COROLARIO 4.1. T,H?(M, v(a), (b)) é denso em T.H! (M, y(a),v(b)) eIm T}, é densa
em Im T7,.

Demonstracdo. A segunda afirmacdo decorre da primeira e da continuidade de T‘},b; a
primeira, por sua vez, decorre da densidade de T,H?(M) em T,H}(M) e da primeira
decomposicao em soma direta do lema (4.1). O

LEMA 4.2. Usando a mesma notagdo, Im T?, €é fechado em H"1(S,).

Demonstragdo. Como T,H*(M, y(a), (b)) tem codimensdo finita em T.,H*(M,7(a)) e
Im T3 = H"Y(S,), segue que Im T}, = T; (T,,HS(M, v(a), fy(b))) tem codimensao finita

em H*!(S,). Portanto, a tese segue do seguinte coroldrio do teorema da aplicagao
aberta: “se a imagem de uma aplicacdo linear continua entre espacos de Banach tem
codimensao finita, entao ela é fechada” (vide [31]). O

LEMA 43. Sejak € N, k> 1, v € H"(M,'}'(a),'}/(b)) e X,Y € H"(v*TM). Entdo

existem e sdo tinicos L € T,H*(M) e K € T H* (M,'y(a),fy(b)) tais que:

(1) VL = X}‘

i) ViK=Y + L.

Demonstragdo. Tome Ly € T,H¥(M) tal que V;Lg = X € H*'(v*TM), e K, €

T,H“(M) tal que V;Kq = Y + Lj. Pelo lema (4.1), existem (e sdo tnicos) K €

T,H(M, y(a), y(b)) e V € E tais que K +V = K,. Tome L := V,K —Y. Entio temos

L = vt(I{[} — V) -Y = vt]{g = VgV—Y = LgthV = TTHk(M), e VLL = VgLU = X.
A unicidade segue do fato de que, se K’ € T,H*(M, y(a), (b)) e L' € T,H*(M)

também satisfazem (i) e (ii), entdo V(K — K') = L — L' e V,(L — L") = 0, logo

V(K - K') € T,H*(M) e V(K — K') =0. Como (K — K')(a) = 0, (K — K')(b) = 0,

isto implica K — K’ = 0, portanto L — L' = 0, o que conclui a demonstracao. OJ

COROLARIO 4.2. Sejam k€N, k> 2, y € Hk(M,fy(a),fy(b)) e P € H2(S,). Entdo:
(i) ezistem e sdo dnicos Lp € T,H}(M) e Kp € T,H<1(M, y(a), y(b)) tais que:

(a) Vilp = —A(7)"- P;
(b) V,;Kp - P - LP-
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Além disso, Lp, Kp € H¢ se P € H*1.
(ii) temos (T,,)" - P = Kp, onde Kp como na parte (i).

Demonstragao. (i) Segue imediatamente do lema (4.3), pois, para s € {1,2}, A*(¥)- P
pertence a H*5(y*TM) se P € H*5(y *S)
(i) Temos, para todo X € T,H' (M, y(a),y(b)):

b
(X,KP)HI :/ (VgX,vth> =
fb(th P_1 )X(a =X(b)=0

b b
:f (L@i(fy)-th,PH/ (Vilp, X) =

/W() VX, P) + (~A(3)" - P, X) =

a

b
:f (PH(7)-VoX — A(§) - X, P) =
/b(T;b X,P)=(T,, X,P)

logo Kp = (T,)" - P, como afirmado.
0

LeEMA 4.4. Usando a notagio da defini¢do (4.6), para k €N, k> 2,1 < s < k, temos
as sequintes decomposi¢oes em soma direta:

T,H (M) = ker T° @ F*
T,H}(M) =ker T; @ F?

Demonstmgao E 0 mesmo argumento, mutatis mutandis, que foi usado para mostrar
Fo{T,(%)}" [ C" '(¥)] = T,C¥(M), na demonstragio da proposicio (2.5). [J

LEMA 4.5. Usando a mesma notagdo, denote por G o complemento ortogonal de ker T1
em ker Ty, de modo que ker T} = ker T}, & G. Entdo G C ker T2,

Demonstragio. (a) Como Im T, ¢ fechada, temos Im (T}},)" = (ker TL)* (ie., o
complemento ortogonal de ker7,, em T,H'(M, y(a ),7(b))). De fato, o teorema da
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aplica¢ao aberta implica que T;,b|(kerT;’b)J_ : (ker T, ;)" — Im T}, é um isomorfismo
linear continuo, donde (77},)"|im 71, Im T, — (ker T, ,)* também é um isomorfismo
linear continuo, portanto Im (7, ,)" = ker (T;,b)J', como afirmado.

(b) O complemento ortogonal de kerT,, em kerT, é a intersec¢do de ker T} com o
complemento ortogonal de ker Tj,b em T,H! (M, 'y(a,)), o qual, por sua vez, é a soma
direta do complemento ortogonal de kerT,, em T,H'(M,v(a), (b)) com o comple-
mento ortogonal deste dltimo espago em T,H! (M, 'y(a)) (o qual coincide com E,, pelo
lema (4.1)). Assim, temos:

G = (Im (T,,)" ® E,) Nker T*

Portanto, dado X € GG, X deve ser da forma:
X=(T,)P+W

onde P € L*(S)) e W € E,, ou seja, (Vt € [a,b]) W(t) = tV(t) para algum V &
H2(y*TM) tal que V,V = 0, e devemos ter T - X = 0.

Sejam Lp € H'(y*TM) e Kp € T,H'(M,y(a),7(b)) dados pelo corolario (4.2), de
forma que (T,)"P = Kp. Temos:

V;X:VthJrV:
=P—-Lp+V

logo T - X = 0 se, e somente se:
P=29)-(Lp = V) + A(7) - (Kp + W)

e isto mostra que P € H'(S,). Portanto, Kp = (T,,)" - P € T,H*(M, v(a), (b)), logo
X=(T,) P+WeTH(M,y(@a))eT) - X=T2-X =0, ie, X € kerT2. Como
X € G foi tomado arbitrariamente, isto mostra G' C ker T2, O

COROLARIO 4.3. Usando a mesma notagao, ker T2 é denso em ker T, ker T? ¢ denso
em ker T, e kerT?, é denso em ker T, ,.

Demonstragio. A densidade de ker 72 e ker T2 em ker 7" e ker T)!, respectivamente, é
uma conseqiiéncia dos seguintes fatos: (1) T,H?(M) é denso em T,H!(M); (2) T, H(M) =
kerT° @ F* e T,H(M) = ker T} @ F?, para s € {1,2}, pelo lema (4.4); (3) ker 7% C
ker T, ker T2 C ker T}, F?2 C F' e F2 C F}.
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A densidade de ker T}, em ker T, , segue do lema (4.5) e da densidade de ker 72 em
ker T;. Com efeito, dados ¥ € ker Tib, existe uma seqiiéncia (J,)nen em ker T2 tal que

Jn =3FY em ker T}}. Podemos escrever (Vn € N):
dy =l 4k

com J, € kerT,, e J;* € G, e entdo segue do lema (4.5) que J- € ker T2, portanto
Jn =Jn— Iy € ker T2 Nker Ty, = ker T2,.
Como J] “F YT =Y em ker 7}, mostramos que Y € ker T, ¢ o limite em ker e

de uma seqiiéncia em ker T'?,, o que conclui a demonstracao. OJ

O préximo teorema fornece uma caracterizacao das trajetérias abnormais do sis-
tema lagrangeano vinculado (M, L, %). Ou seja, v € H*(M, %,7(a)) é uma trajetéria
abnormal se, e somente se, for falsa uma das quatro condicées equivalentes enunciadas
no teorema.

Notagdo. Dado v, € ¢, denotaremos por A*(v,) a transformagio adjunta de A(v,) :
T4;M — TyM com relagdo ao produto interno induzido pelo tensor métrico g.

TEOREMA E. Dada 7y € HZ(M,(g,'y(a)), as sequintes condi¢oes sio equivalentes:
(i) T,, € sobrejetiva;

(ii) T2, ¢ sobrejetiva;

(iii) v € ponto regular da aplica¢do ponto final:

evy: H*(M,%,v(a)) — M
q — q(b)

iv) Se P € H'(S,) e, para quase todo t € [a, b]:
¥
V.P+ A'3)- P =0 (4.1)

entao P = Q.

Ezemplo 4.1. Trajetdrias para as quais vy = cte. no ezemplo de Carathéodory (ezemplo
2.1.c) sio exemplos de trajetdrias abnormais. Vide detalhes em [6], [58].
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Observagao 4.3. No caso em que € = 9 € um vinculo linear, temos, para todo vy €F,
Cj; = 9; (logo Sy = v*2*) e A(v)) = Ba(v,) = Ba(-v,) : M = 2., onde
Bg : TM®w 2 — 2 € a sequnda forma fundamental total de 9 (vide [30]). Portanto,
a equacio (4.1) ¢ equivalente a:

VP +B(7) - P =0

Uma curva P € HY(v*21) é solugdo desta equacio se, e somente se, for uma curva
caracteristica da restri¢io da forma simplética wrm a 2. Vide, por ezemplo, [48].

Demonstragao do teorema (E). (iii)=(ii). Seja n € HY(S,). Como T? é sobrejetiva,
existe J; € T,H?(M, y(a)) tal que T2 - J; = 5. Tome J, € ker T? = T, H? (M, %,7(a))
tal que J2(b) = Ji(b) € ToyM, cuja existéncia ¢ assegurada pela condicao (iii), e seja
J:=J, — J,. Entao J € T, H? (M,fy(a),'y(b)) e T, - J = n, como afirmado.

(ii)=(i). Com efeito, suponha que T3, é sobrejetiva. Entdo, como Im T2, = H'(S,) é

densa em L?(S,), e como Im T?, C Im T},, segue que Im T, € densa em L2(S,). Mas,
pelo lema (4.2), Im T}, é fechada, portanto Im Trs = LA(Sy).

(i)=>(iv) Assuma que existe P € H!(S,), P # O, satisfazendo a equacdo (4.1). Mos-
traremos que (7,,)" - P = 0, portanto (7,)" ndo é injetiva, logo Im T,, nao pode ser
densa em L*(S,) (conseqiientemente, T}, nio é sobrejetiva).

Com efeito, sejam Lp € H?(y*TM) e Kp € T,H?*(M, y(a),v(b)) dados pelo coroldrio
(4.2), de modo que (7},,)"P = Kp. Temos:

ViiKp = V(P — Lp) =
=VP+A*(¥)-P=0

e, como Kp(a) = Oy, Kp(b) = Oy, segue que (T,,)P = Kp = 0. Portanto,
ker (T,},)" # {0}, ou seja, Im 77}, néio ¢ densa em L2(S,), como afirmado.

(iv)=>(iii) Temos:

Toevp: T,H'(M, %€,7(a)) — T,uM
X — X(b)

Suponha que 7 ndo seja um ponto regular de evy, i.e., T, evs nao é sobrejetiva.
Entao existe w € T, M\ {O} tal que, para todo X € T,H?*(M, %, v(a)):

(X (b),w) = 0.

100



Seja vy := (b) € ¢. Usaremos as notagoes abreviadas w' := P(v,) - w e wt :=
P+ (v,) - w, de modo que w = w' + wt.
Tomemos P € H'(S,) solugio de:

L) VP + PH(y) - A*(%) - P =0, (4.2)

com condigao inicial P(b) = w'. Note que, tomando um referencial em S, de classe
H', esta equagao se reduz a uma EDO linear em R™, m = rk W, com coefimentes em
L2, para a qual podemos aplicar o teorema de ex1stencm e unicidade.

Para todo X € T,H*(M, €, v(a)), temos:

(X(b)ijwl):f &%(X(t),P(t))dt:
5 /b(V:X, P)+ (X, PL(%) - VP + 2(3) - V,P) ‘2
/WL( ) VX, P) + (X, =2+ (7) - A'(3) - P+ P(3) - VuP) =

= f (PL) VX = A) - X, P) + (X, P(3) - A*(3) - P+ P() - V,P) 2

a

- / (X, P(3) - A°(3) - P+ P(3) - ViP),

onde, na igualdade (%), usamos o fato de que Z+(¥) -V, X — A(¥) - X = 0, pois
X € T,H*(M, €, 7(a)).
Entao segue, para todo X € T,YHz(M,%”,f}f(a)):

0= (X(b),w) =
= (X(b)J_’wl> + <X;(b)T>wT) — (4_3)
= (X)) + f (X, P(3) - A(3) - P+ P(3) - ViP).

Em particular, para todo X € ker 72 a,py LETNOS:

b
f (X, P(3) - VP + D) - A7) - P) = 0. (4.4)

Como ker 77, é denso em ker 7! ap» Pelo coroldrio (4.3), e como ker T}, ¢ denso em
ker T com a topologia de L?(~* TM) por continuidade a equagdo (4.4) vale para todo
X € ker T, ou seja:

(Z(7)- X, 2(7) - ViP + P(7) - A*(7) - Phiassy = 0, (4.5)
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para todo X € ker T,

Por outro lado, 2(7) : ker T* — H'(S7) é sobrejetiva; com efeito, dado £ € H1(S1),
tome X+ € H!(S,) solugdo do problema de Cauchy 221(7) - VtXJ' A7) - xL'Z
—2L(F) - Vil + A(¥) - €, com condigdo inicial inicial nula. Note que, usando um
referencial em S, de classe H', esta equagdo se reduz a uma EDO linear em R™, com
coeficientes em L?. Entao (X1 +¢) € kerT?, e () (X1 +£) = €, donde a afirmacio.
Entdo, como H!(S1) é denso em L2(Sl) segue de (4.5) que () -V, P+ P (7). A*(%) -
P=0. Portanto de (4.3) conclui-se w' = 0, e de (4.2) segue que P é solugio de (4.1).
Como w = wt # 0, temos P # 0, e assim chegamos a uma contradicao.

O

A préximo teorema fornece uma caracterizagao das trajetérias normais do sistema
lagrangeano vinculado (M, L, ¥). Ou seja, v € H2(M, %, [a, b]) é uma trajetéria normal
se, e somente se, for solugdo da EDO implicita (4.6), para algum P € H'(S,). Note
que, quando ¢’ = TM, para todo v, € TM temos C,- = {Q,}, portanto a equacio (4.6)
€ equivalente a equagao de Euler-Lagrange (1.17). Por este motivo, a equagio (4.6) é
chamada de equacdo de Euler-Lagrange com multiplicador de Lagrange P.

Notagdo. Usaremos a notagao 'L := g?oFL : TM — TM e P!L := gloPL : TM — TM,
sendo Hor(TM) a conexao de Levi-Civita de (M, g).

TEOREMA F. Seja y € H2(M, €, [a,b]). Entdo as seguintes condi¢ées sao equivalentes:
(i) v € uma trajetéria normal de (M,L,%).
(ii) Eziste P € H'(S,) tal que a segquinte equacdo € satisfeita:

VAFL(Y)} - PL(Y) = —A*(%) - P = VP (4.6)

Observagao 4.4. (a) Note que, se vy for reqular, seque do teorema (E) que, se P €
H'(S,) satisfazendo a condigdo (ii) emistir, entdo P é inico.

(b) Numa série de artigos [26], [27] e [28], Kozlov propés um formalismo variacional
para a mecdnica, a chamada mecanica vakonoémica (“vak” é um acrénimo para
Variational Axiomatic Kind), no qual as trajetdrias sio definidas pela imposicio
de que o funcional de Lagrange anule o conjunto das variagdes infinitesimais, no
sentido cldssico, compativeis com o vinculo. No referido formalismo, problema
da singularidade das trajetorias é contornado através de um relazamento na de-
finigdo das variagdes compativeis com o vinculo (i.e., sdo tomadas variacées que
“satisfazem o vinculo a menos de ordem €”), e a equacio que descreve as tra-
jetorias vakonémicas coincide com a equacio (4.6), no caso em que o vinculo €
assume a forma particular proposta por Kozlov.
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Demonstragio do teorema (F). (i) Suponha que d-Z(y) - ker T}, = {0}. Dado X ¢
ker T2, € T,H?*(M, [a, b],v(a), v(b)), temos, pela equagdo (1.18):

b
dL(y)- X = / FL(9(t)) - VX + PL(3(8)) - X (2) dt =
“ (47)

= [ELG0), 9X) + (PG (0), X (1)

Como ker 7,2, é denso em ker T}},, pelo corolario (4.3), por continuidade segue que
a equagao acima vale para todo X € kerT,,. Tome W € T,H%(M,[a,b]) e U €

T,H?(M, [a,b], v(a), v(b)) tais que :
(a) VW =PIL(%);
(b) ViU = ~F'L(%) + W;

O lema (4.3), com X = ]P’“L('j/(t)) e Y = —F*L(%), implica que U, W satisfazendo
estas condigoes existem e sdo tinicos. Entao segue de (4.7) que, para todo X € ker Tal,b:

0= WL - w,v.x) -

b
If (*th,th):
:—(U,X)HI

o que é equivalente a U € (ker 7, ,)*. Como T, tem imagem fechada, pelo lema (4.2),
segue que Im (7,,)" = (ker7}},)* (mostramos isto na demonstragio do lema (4.5)).
Entao U € (ker T, ,)* =Im (T3,)", portanto existe P € L(S,) tal que U = (T1,)" - P.

Tome Lp € H'(v*TM) e Kp € T,H' (M, [a, 8], v(a),v(b)), dados pelo corolario (4.2),
de modo que (7,,)" - P = Kp = U. Tomando as derivadas covariantes de ambos os
membros desta tiltima equagio, obtemos —FL(¥)+W = P—Lp, ou, equivalentemente:

FL()+P=W+ Lp (4.8)

o que implica P = F'L(y) — W + Lp € H*(y*TM). Tomando as derivadas covariantes
de ambos os membros desta 1ltima equagdo, obtemos a equagao (4.6).

(ii) Reciprocamente, assuma que existe P € H'(S,) tal que a equacio (4.6) scja satis-
feita. Sejam U e W definidos como na parte (i), ¢ definamos Z € H'(y*TM) por:
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Z:=—FL(7)+ W — P+ Lp
Entdo a equagdo (4.6) implica que V,Z = 0, donde, para todo X € ker it

[ ®165), 930 + @, X () di = [ ®u CW,VX) =
= /boﬁ‘”m) —W 4 2,V.X) =
= f (=Pt Ly V) =

b
—~ (—Vth, VtX) =

a

=—((T})" P, X)m =0
———
E(kerTallb)J‘

portanto d-Z(y) - ker 77, = {0}, como afirmado. O

Observagio 4.5. Se tivéssemos definido as trajetdrias do sistema lagrangeano usando
espagos de curvas C', ao invés de H?, poderiamos repetir a demonstracio acima até
a equagio (4.8). Neste ponto, teriamos W € C', Lp € H', o que nos permitiria
concluir {F'L(¥) + P} € H! e P continua, e, tomando as derivadas covariantes de
ambos os membros de (4.8), obteriamos a seguinte equagdo para as trajetérias normais
na formulagdo C1:
VH{FL(%) + P} = PL(%) — A*(7) - P (4.9)
Esta equag@o nao é equivalente d equagdo (4.6); ou seja, a principio, na formulacio
C!, poderiam ezistir irajetdrias normais de classe C* que ndo sio H2. No entanto,
se for satisfeita a condi¢io de regularidade (R) — vide pdgina 105, o fato de ser F
dada por (4.11) um difeomorfismo local nos permitiria concluir que FL(%) € H! e
P € H' se {F'L(¥) + P} € H', de modo que poderiamos escrever V,{F'L(%) + P} =
V;(IF*LH)) + ViP. Neste caso, como na formulagcao H?, concluiriamos que o equagio
(4.9) definiria um campo de vetores diferencidvel no fibrado W, portanto as trajetérias
seriam todas C* e as formulagoes coincidiriam.

Como coroldrio do teorema precedente, uma curva y € H*(M, %, [a, b]) é uma tra-
jetoria normal do sistema lagrangeano vinculado se, e somente se, a restricio de v a
qualquer intervalo fechado contido em [a, b] também o for. Como no caso dos sistemas
sem vinculo, isto nos motiva a estender a defini¢io de trajetérias normais para curvas

definidas em intervalos quaisquer:
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DEFINIGAO 4.7. Sejam I C R um intervalo e v : I — M uma curva em M. Diz-se que
7 € uma trajetoria normal do sistema lagrangeano vinculado (M, L,€) se, para todo
intervalo fechado [a,b] C I: (i) v|e € H*(M, %, [a,b]) e (ii) Y|y € trajetria normal
de (M, %, [a,b]) no sentido da definicao (4.5).

Como no caso dos sistemas sem vinculo, a equagao de Euler-Lagrange com mul-
tiplicador (4.6) nao define, em geral, um campo de vetores. Para que isto ocorra, é
necessario impor uma condi¢ao de “regularidade” sobre a lagrangeana. Como é natural
esperar, uma tal condicao deve envolver propriedades geométricas do vinculo.

A fim de encontrar a referida condigdo de regularidade a ser imposta sobre a la-
grangeana para que (4.6) defina um campo de vetores, note que:

(1) daday € H*(M, %), a aplicagao P € H'(S,) — A(¥, P) € HY(W) é um isomorfismo
linear continuo, onde H* (W) denota a fibra do fibrado vetorial (my0) : H{(W) —
H!(%€) sobre 4 € H'(%); assim, P € H'(S,) se, e somente se, \(¥, P) € H'(W),.

(2) dados v € H}(M, %) e P € H!(S,), seja X := A(, P) € HY(W),. Entédo a equacio

(4.6) é equivalente a:

K-dZt{IF‘HL(WWOX)—FKOX} = —A"(mw 0 X) k- X + PL(mw 0 X)  (4.10)

Isto nos motiva a definir:
F: W — ™
X,, — FL()+5- X, &1

de modo que a equagao (4.10) é equivalente a:

T

TE
& di

—A*(mw o X) - k- X +P'L(my 0 X) (4.12)
e isto deixa claro qual é a condigdo de regularidade que precisamos impor:
Condigao (R): A aplicagao F dada por (4.11) é um difeomorfismo local.

Se a condigao (R) for satisfeita, o préximo teorema mostra que vy é uma trajetéria

normal do sistema lagrangeano vinculado (M, L, ) se, e somente se, v for diferencidvel
e 7 for a projecao em % de uma curva integral de um campo de vetores diferencidvel

definido em W.
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TEOREMA G. Se a condicdo (R) for satisfeita, existe um tinico campo de vetores
diferencidvel Xy : W — TW cujas curvas integrais sio da forma t € (a,b) C R —
(7(t), X(t)) € TW, onde v é uma curva em M compativel com €, e tal que uma curva
(7, X) em W é uma curva integral de Xy se, e somente se, (7, P) for solugio de (4.6),
onde P:= ko X.

DEFINICAO 4.8. O campo de vetores Xy é chamado de campo de vetores variacional
ou vakonomico do sistema lagrangeano vinculado (M, L, %). O fluzo de Xy é chamado
de fluxo variacional ou vakonémico de (M, L, %).

A notagao Xy serd justificada na préxima subsecio, na qual provaremos que Xy é _
hamiltoniano com relacio a uma certa forma simplética definida em W.

COROLARIO 4.4. Se a condicio (R) for satisfeita, as trajetdrias normais de (M, L, €)
sao diferencidveis (de classe C*).
Demonstragdo do teorema (G). (1) Assuma que Xy existe. Mostraremos que deve ser
inico. Sejam X,, € W e:
(,X): (—e€) — 1%
t — (7(), X))

uma curva integral de Xy tal que (%(0), X (0)) = X,,. Temos:

T
Trw - Tx, F-Xu (X,,) = & ™° Fo (%(t), X(t)) =
o x
= Elt:o ’Y(t) =
= U4
a:
L e ,- por_(__%.l?)
K TX,,qF XH (X'Uq) =k TXUQF (7(0)7 Y(O)) (413)

= —A*(vy) - &+ Xy, + PL(v,)

e, como Tx, F é um isomorfismo linear, e pela arbitrariedade do Xy, € W tomado, isto
mostra que, se Xy existe, deve ser dado por, para todo Xy, € W:

Xu (X,,) = (TxuqF)_] - (HF(qu)(Uq) + Ae(x,,) (=A% (vg) - 5 - Xy, + ]P’”L(Uq))) (4.14)

e esta provada a unicidade.
(2) Seja Xy definido por (4.14). Entao é claro que Xy ¢é diferencidvel, ou seja, Xy €
X(W). Além disso, temos:

106



(i) Para todo X, € W:
T - Tmw - Xu (X,,) = T(m o F) - Xy (Ko =
= TTM - TF . XH (qu) =
= v, = mw(X,,)

e isto mostra que as curvas integrais de Xy sdo da forma (¥, X), onde v é uma
curva em M compativel com %.

(ii) Sejam (%, X) uma curva em W, com + curva em M compativel com €, e

= ko X. Entdo, pela equagio (4.13), é claro que (¥, X) é curva integral de
Xy se, e somente se, (v, P) for solugdo da equagdo (4.6), i.e., uma trajetoria
normal do sistema lagrangeano vinculado.

]

Denotemos por K a restricdo a W do conector do TM, i.e., K := klw : W — TM,
e seja Hor(W) uma conexdo no fibrado vetorial mw : W — %, e kw o conector
correspondente. A proposi¢ao a seguir fornece uma condigio equivalente & condicao

(R):
ProposigAo 4.1. Seja F : W — L(TM, TM) definida por, para todo Xy, EW:

Fx,, . TM=G, BCyr — T,M
(wq, q) — 5+ FF'L(v,) - w, + PK(Xy,) - Ao, wq

Entao a condigio (R) € satisfeita se, e somente se, (VX,, € W) Fx,, € um iso-
morfismo linear.
Demonstracdo. Sejam Xy, €We vaq € Txuq W. Tome §uy € T.,,q% eY, € W,, tais
que Zx,, = Hf‘:}q (&) + ’\)V(V,.., (Y,,). Temos:

TTM -TF - Zqu = T?Tcg r T?TLV : Zqu = T?Tr,f = qu (415)

e, tomando 7 : (—¢,€) — € tal que 7(0) = &v, € X transporte V" -paralelo de Xy, a0
longo de 7:

k- TF-Zx, =FF(X,,) Y, + PF(X,,) &, =
=FK(Xy,) - Yo, + Vo {FL(7) + £(X)} =
=Yy, +FF'L(vg) - 5 - &, + PFL(v,) - Trg - &, + PK(X,,) - &, =
=k Yy, + FF'L(v) - - &, + PF'L(v,) - Trge - &, +

+PR(Xy,) - Aoy (52 &) + PE(X,y,) - Hyy (T - &)
(4.16)
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Assim, supondo que Fy, € isomorfismo linear e TF-Z X,, = 0, temos Tmg - &, =0

e:
= i €Cy,
—— —~
k- TF- Zx, = k- Yy, +FF'L(v,) - & - &, +PK(X,,) - Moy (K- &,) = (4.17)

= Fx,, (£ - &g 55+ Ya,)

portanto k- &, = k-Y,, =0, donde Z X,, = 0, 0 que mostra que T % F é isomorfismo
linear. Como X,, € W foi tomado arbitrariamente, segue do teorema da fungio inversa
que F é um difeomorfismo local, e estd verificada a condigao (R). A reciproca também

decorre da equacao (4.17). O

Observacao 4.6. (a) No caso em que € = 2 é um vinculo linear, se a lagrangeana for
cldssica, i.e., se L =K —V oy, temos (Vv, € 9)FL(v,) = vy € Wy, = Ay, (21), de
modo que:
F: W — TM=9%96ey92*t
Xy, +— Vg + k- Xy,

€ um difeomorfismo (global), cuja inversa é dada por vy + s, € 7, ® @ql F¥ Ay 8q.
Assim, identificando W = TM através deste difeomorfismo, e substituindo A(v,) =
Bg(v,) e P'L(v,) = —grad V(q) em (4.14), obtemos:

Xy: TM= 202" — T(TM)
(vfh SQ’) — qu‘l‘«‘!‘q (v‘IJ t ’)\Uq+5q (_B-F/’(UG)* " Sq — grad V(Q))

(b) A mesma demonstragio da proposicdo (4.1) mostra que, se F for um isomorfismo
linear na segio nula demy : W — €, i.e., se F(Q,,) : TyM — TyM for um isomorfismo
linear, para todo v, € €, entao F é um difeomorfismo local num aberto U em torno da
secao nula de W. O campo de vetores Xy fica bem definido, portanto, neste aberto U, de
modo que, se (7, P) for solu¢ao de (4.6) tal que A(, P) € U, entdo A(, P) € U é curva
integral de Xy , e reciprocamente. Esta situacio sempre ocorre quando a lagrangeana é
cldssica: com efeito, neste caso, temos 'L = idry e (Vu, € %) PK(Qy, ) = 0, portanto
F(OQy,) =idr,m-

1.2. A estrutura simplética de W

Nesta subsecdo, assumiremos a validade da condicao (R). Serd mostrado que o
campo variacional Xy é hamiltoniano, com relagao a uma certa forma simplética em

W.
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DEFINIGAO 4.9. Seja wrm := (g") wy a forma simplética do TM, onde wy € a forma
simplética candnica do fibrado cotangente.
Definimos w € Qa(W) por:
w .= F*QJTM (418)

Como F : W — TM ¢ um difeomorfismo local, w € uma forma simplética em W.
Também definimos:

H: W — R (4.19)
Xy, = FL(v,) - vg — L(vg) + (K - Xy, v) -

Observagao 4.7. No caso em que a lagrangeana é cldssica, temos (Vqu € W) H(X,,) =
5 (Warvg) + V(a) + (k- Xy, v,). Em particular, no caso de um vinculo linear € = 2,
temos (VX,, € W) (k- X,,,v,) = 0, portanto H dada por (4.19) coincide com a
hamiltoniana que define as trajetérias variacionais normais — vide (30].

Como na subsegao anterior, fixaremos uma conexao Hor(W) no fibrado vetorial
mw : W — %, com correspondente conector k.

TEOREMA H. Munindo W da forma simplética w dada pela definigio precedente, o
campo variacional Xy coincide com o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana
H dada por (4.19).

Demonstragdo. (1) Calculemos dH. Dados Xy, € We 2Zx, € Tx, W, sejat €

(—€,€) = T(t) € W uma curva diferencidvel tal que T(0) = Zx,,- Sejam ainda
yi=mwoT,Y, = Kw- Zx, € Wy, €&y, := Tmw - Zx,, € Ty, %. Temos:

= G EL(0) - 2(0) ~ L) + (6 Y0, 1) =
= FZL(UQ) “ (K- &ogr vg) + PFL(v,) - (Trrgs - &> Vg) + FL(v,) - 5 - £y —
—FL(v,) - & - &, — PL(vg) - Tmes - &v,+
+ (FK(X,,) - Yy, +PK(X,,) - &b,y vg) + (k- Kiigs B Eu)
S S

:H-Yuq

dH(Zx,,)

(2) Usando a expressao para wry dada pelo coroldrio (1.2), temos, dados Xv, EWee
Zl\'uq c Txuq I/V, Y;}q = Ky Zqu (= qu e qu — T?TW s ZXuq € Tvq%?:
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w(XH (qu), ZX?.'q) = WTtMm (TF . XH (qu), TF - Zqu) =
= (TTM -TF - XH (qu), k-TF- ZXUq>_
—(Trm - TF - Zx, , k- TF - Xu (X,,))
= (vg, %6 Yy, +WﬁL('Uq) “# < By F ]P]F”L(vq) T - &+
+ ]P]C(‘X'”q) : AIJIq (K' ) g’”’q) + PK(/Y'UQ) : H'Uq (Tﬂ-%” : é-'t)q))_
— (T - &, — A (vg) - K- Xy, + P'L(v,))

por (4.14),(4.15),(4.16)

(3) De (1) e (2) segue:
dH(Zx,,) —w(Xu (Xa,), Zx,,) = (k- Eupy 56+ Xuy)—
— (A (vg) - £+ Xy, T - &) =
= (PH(vy) K- &, — Alvy) - Trg - &, K- Xo,) =

=0
pois &, € T,,% implica P*(v,) - 5 - &, — A(v,) - Trrg - v, = 0. Como Zx, € TW foi
tomado arbitrariamente, isto conclui a demonstragao. O

1.2.1. Uma observagao sobre o espago de fase das trajetdrias normais

O fibrado de projecao W, a hamiltoniana H : W — R e a estrutura simplética de
W dependem do tensor métrico auxiliar g. Mostraremos a seguir que, se tomarmos
o fibrado misto generalizado W — vide defini¢ao (2.2) — como espaco de fase das
trajetorias normais, ao invés do fibrado de projecio W, todos estes objetos ficam
naturalmente definidos de forma independente do tensor métrico auxiliar.

Inicialmente, mostraremos que a condicdo de regularidade (R) independe do tensor
métrico. Com efeito, seja F* a aplicacao dada por:

Frf.: W — ™M
0y, +— FL(v,) + Ay, b, € TIM

onde A} ¢ a transposta do levantamento vertical em v,, A, : T,M — T, TM.

Sejam g : TM — T*M a transformacao de Legendre induzida pelo tensor métrico,
e u: W — W dada por X, ¥ (X )Ver,,q(TM) o Py. Entao o seguinte diagrama é
comutativo:

%4
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Como p e pi sao difeomorfismos, segue que F é um difeomorfismo local se, e somente
se, F* for um difeomorfismo local; a condi¢do (R) é, portanto, equivalente a ser F* um
difeomorfismo local, o que claramente independe do tensor métrico auxiliar.

Admitindo a validade da condigdo (R), podemos considerar em W a forma simplética
dada pelo pull back da forma simplética candnica do fibrado cotangente wy pelo dife-
omorfismo local F*. Note que esta estrutura simplética independe do tensor métrico
auxiliar, i.e., depende apenas da lagrangeana L e do vinculo ¥. Além disso, munindo
W desta estrutura simplética, e W da estrutura simplética anteriormente definida, é
claro que 1 é um simplectomorfismo. Tomando em W a hamiltoniana dada por:

£ W — R

Bq}q — ]F'L(Uq) Vg — L(’Uq) o' qu i Z(’Uq) (4.20)

onde Z € X(TM) é o campo de Liouville, i.e., dado por v, Ay, Vg, €ntao temos o =
H, sendo H dada por (4.19). O campo hamiltoniano em W induzido por . é, portanto,
pi-relacionado ao campo variacional Xy . Sendo i um isomorfismo de fibrados vetoriais
sobre idy, segue que as projegoes em % das curvas integrais do campo hamiltoniano em
W induzido pela hamiltoniana ¢ sao as trajetdrias normais do sistema lagrangeano
vinculado (M,L,%¥). E, como a hamiltoniana . claramente independe do tensor
métrico auxiliar, isto conclui a demonstragio da seguinte proposicao:

PROPOSIGAO 4.2. Usando a notagdo acima, temos:

(i) A condicio de reqularidade (R) € equivalente a ser F* um difeomorfismo local, e,
portanto, independe do tensor métrico auziliar g, i.e., depende apenas da lagran-
geana L e do vinculo €;

(i) Admitindo (R), existem no fibrado misto generalizado W uma estrutura simplética
e uma hamiltoniana 7, que dependem apenas da lagrangeana L e do vinculo %,
e tais que as projecoes em € das curvas integrais do campo hamiltoniano induzido
por J sao as lrajetdrias normais do sistema lagrangeano vinculado (M, L, ).
Explicitamente, tomamos em W a forma simplética dada pelo pull back por F* da
forma simplética candnica wy do fibrado cotangente T*M, e S# dada por (4.20).

Como 1ltima observacao, apontamos que, no caso de um vinculo linear 2 C TM, o
fibrado misto generalizado my : W — @ é naturalmente isomorfo ao fibrado vetorial
T Ddum D’ — 2, onde m; é a projegio no primeiro fator e 2 @y 2° é o espago total
do fibrado misto Z &y 2° — M. Com efeito, basta tomar o isomorfismo de fibrados
vetoriais:

W — Doy 9°
O, > (vg,04, 0 Ay,)
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Através deste isomorfismo, podemos identificar o fibrado misto 2 @y 2° com o
fibrado misto generalizado W, e considerar, admitindo a condicao de regularidade (R),
o campo variacional definido no fibrado misto, como em [63]. E neste sentido que o
objeto W generaliza o fibrado misto 9 &y 2°, estando, pois justificada a nomenclatura
utilizada.

1.3. A hessiana e 0s campos de Jacobi

Nesta secao, serd estudado apenas o caso geodésico, i.e., serd considerado um sis-
tema lagrangeano vinculado (M, L, ¥) com L = K, a energia cinética induzida pelo ten-
sor métrico g. Serd apresentada uma férmula para a hessiana do funcional de Lagrange
< em curvas horizontais ao vinculo %, regulares (i.e., pontos regulares da aplicacao
ponto final) e que sejam geodésicas normais (i.e., pontos criticos de % ). Assumindo-se
a validade da condigdo (R), ser@o calculados os campos de Jacobi definidos pelo fluzo
variactonal (i.e., o fluxo do campo variacional Xy ), e no teorema (I) serd mostrado
que o nucleo da hessiana é o conjunto dos campos de Jacobi obtidos por variacoes com
extremos fixos. Note que, se nao for vélida a condigéio (R), os mesmos resultados desta
segao se aplicam as geodésicas normais que sao projecoes de curvas integrais do campo
variacional Xy definido no aberto & C W, dado pela observagio (4.6.b).

PROPOSIGAO 4.3 (FORMULA DA SEGUNDA VARIAGAO). Sejay € H3(M, %, [a,b]) uma
curva regular e ponto critico da restricio de £ a H*(M, %, [a,b],v(a),7(b)). Entdo a
hessiana de £ em vy € dada por, para todo Jy, J, € T,H*(M, %, [a, b], v(a),v(b)):

HESSg(’Y) . (Jl, JQ) = [b<—vt2J1 + R(’Y, Jl) E {’Y -+ P}+

+ V{FZ(7) - (Viy, P) + PP () - (J1, P)}—
—FA*(7) - (ViJ1, P) —PA*(Y) - (h, P), J) dt

onde P € H'(y*S) é tal que a equagdo (4.6) € satisfeita (P é tinico, pela observacio (4.4)),
e R € o tensor de curvatura da conezio de Levi-Civita de (M, g).

(4.21)

Demonstragao. (i) Seja:
w: (—€¢€) x (-6 — H}(M,%, [a, 8], ¥(a), (b))

(u,s) — Was
diferenciavel, tal que:
T
%l Wy,s = ']1
u,5=0
i
£| u,s — J2
u,s=0
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Como (V (u,s) € (—e,€) x (—e, €)) & wy,s € Ty, H? (M, %, [a, b, v(a),7(b)), temos:

Twu,s T'wu,s
ds ds
e, tomando V= em ambos os membros desta dltima equagao, segue, em s = (:

=0

Pty ) - V, — Aty

Twy
O = (vu’u Ol_@ (wu 0)) £ VtJQ + c@ ( ) Vuiu*ﬂvt asl I =
, . Twy ,
— (Viu=oA (i) - Jo — A(%) - Vauju=0 35 =
S |s—D
=F2 () (Vidy, Vilo) + PPL(H) - (I, Vidy) — FAR) - (Vo Jo)—
Tw Tw
—PAF) - (Jy, J- L(%) - Vjue 22— A - Ve —2E
('T) ( 1) 2) + P (’T) Vv [ —oVi Bs » (’Y) \Y Ju=0 35 |uso
(4.22)
(ii)
T2
Hess .,20(7)(‘]1, Jg) = au as oo =-‘Z(q’-’-)‘u,.‘s) =
I By
B du ds st ./f; K(wu‘S) el
T b
= &El = f (?i}u,g, vsh:g(’lﬁ)u’s))dt = (423)
4 . Tw, J(a)=J(b)=0
— {(thl_; Vng) + (’}’, vulﬂ:gvt 83’ | )}dt —
b
. T Uu,s
:/ {_<vt2']1: JQ) + (’Y, vu|u:0vt ;U l )}dt
a 5 |5=0
(iii)
b Twus Tw, .
f (7: vu}u:()vt Bs dt / {(V Vu]u:ﬂ 9s lozo :’Y) + (R(JI) JZ: }dt
Tw, , .
- {_<vufu:0 831 1vt7> + (R(Jh JZ-. } dt+
a s=0
Ty,

(4.24)
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Como wys(a) = cte. = y(a), temos Tz L, (@) =0, logo Vu|u=o%l (@) =0
Analogamente, V Twws — (b) = 0, portanto segue das equagoes (4.24) e (4.6) que:

ulu=0"g5 85 |s—0

Twu.s T'wus —
f(% Vauju=0V D5 | )dt_f {{Vupu=o J=U’A (9) - P+ V,P)+
+ (R(J1,%) - Jz,’}()}dt*

Tw
R J: J: A u.u'- - -
f{( 1Y) 2’Y)+< lu=0""5° »
i 7)
= PH4) ViVupmo—5 2" P)}dt =
Tw
']: J: + A 'u'u— — -
/{ 1 2,Y) ( |oas o
Twy 5

- '@L(’Y) ’ Vulu:l)vt P
S ls—O

— () -R(%, 1) - Jo, PY} dt P =
- f UR(L ) - I 9) + (FPE () - (Viy, Vi) +

+PPL(F) - (J1, Vidy)—
—FA(Y) - (Vidy, J2) —PA(Y) - (J1, J2)—
- 2Y%)-R(%, h) - Jo, P)} dt

(4.22)

(4.25)

(iv) Finalmente, das equacGes (4.23) e (4.25), e do lema (3.2), segue:

b
Hess g(’}’)(Jh Jg) = f {—(Vtle, J2>+
—(F2(7) - (Vi1, Vida) + PP (3) - (1, Vio)+ (4.26)
+FA(Y) - (Vidi, J2) + PA(F) - (N1, o), P)+
T (R(JI: ) J2: ) - (R(’Y: Jl JQ: }dt
e, usando o fato de que, para todo v, € €, w, € T,M, {FA(v,) - w,}* = FA*(v,) - w,,
{PA(vy)w}* = PA*(v,) - w,, e que FP(v,) - wy, PP(v,) - w, : T,M — T,M sio
auto-adjuntas, obtém-se a equagao (4.21). O

A seguir, estudar-se-ao os campos de Jacobi associados ao fluxo variacional. Dada
uma trajetéria X = (7, P) do campo variacional Xy , os campos de Jacobi ao longo de

pt
p—t
e



X sao as “variacgoes infinitesimais” %] » de X obtidas por curvas integrais X, de Xy .

Ou, equivalentemente, podemos considerar variacoes infinitesimais J = dls ) {mgompyo
Xs}deyet =L . {x o X;} de P. Mostraremos na proposicao (4.5) que J, € sido

ds |s=
variagoes infinitesimais obtidas desta forma se, e somente se, satisfizerem a equagoes

(4.27) e (4.28) da seguinte definicio:

DEFINIGAO 4.10 (CAMPOS DE JACOBI). Sejam X = A(¥, P) : [a,b] = W uma curva
integral do campo variacional Xy € X(W), e J € T,H?(M, %, [a,b]). Dizemos que J ¢
um campo de Jacobi com relagdo a (v, P) se ezistir £ € H(y*TM) tal que:

0=V J+R(L9) - {7+ P} +FA*(¥) - (VoJ, P)+

FPAT(R) - (J,P) + A(3) - €+ Vit (4.27)

F2(7) - (Ve, P)+ PP (3) - (J,P) + P(7)- £ =0 (4.28)

onde R € o tensor de curvatura de conezdo de Levi-Civita de (M, g).
Nestas condig¢ies, também se diz que o par (J, &) é um campo de Jacobi com relacdo
a (v, P), e usar-se-d a sequinte notacdo:

Hap) = {J € T,H (M, %, [a,b]) | J campo de Jacobi com relacio a (7, P)}

Observagio 4.8. E claro que Av,p) € um subespago vetorial de T,H?*(M, %, [a, b]). Além
disso, conforme mencionado na observagio (4.4), se v é uma curva regular, seque do
teorema (E) que P € univocamente determinado por v, ou seja, P € HY(S,) é tnico tal
que 7y e P salisfazem a equagdo (4.6). Portanto, se este for o caso, podemos omitir o
subscrito “P” da notag@o; além disso, neste caso também consideraremos o subespaco

0= N TH (M, €, [0, b],v(a), (b)).

PROPOSIGAO 4.4. Usando a notagio da defini¢do precedente, sejam Jy, Jo, &0 € TyM
tais que:

P+ (@) - Jg— A(¥(a)) - Jo =0 (4.29)

FZ(4(a)) - (Jo, P(a)) + P2 (¥(a)) - (Jo, P(a)) + 2 (4(a)) & =0 (4.30)

Entio ezistem e sdo tinicos J € T,H*(M, %, [a, b)) e & € H(v*TM) satisfazendo as
equacdes (4.27) e (4.28), e tais que J(a) = Jp, Vijt=aJ = Jj € &(a) = &. Além disso,
J e & sao C*° e dependem linearmente das condigdes iniciais Jy, Jy e &.



Demonstragao. Definamos a aplicagio diferencidvel ¢ : W — L(TM @&y TM, TM @y TM)
por, para todo X,, € W:

¢x,,: TIMxTM — TM x T,M
(zy) = (o9, P (v) - +FP(v,) - (3,5 Xy,) + P(v,) - y)

Usaremos o seguinte lema, que serd provado subseqiientemente:

LEMA 4.6. Para todo X,, € W, ¢x, : T;M x T;M = T, M x T,;M € um isomorfismo
linear.

Consideremos a seguinte equacao:

0=2) - VAT + V{P(H)} - Vid — Vi {A*(F) - T}+
+VHAFZ (%)} - (Vid, P) + FL2(Y) - (V2T P) + FP () - (ViJ, Vi P)+ (4.31)
+VAPZ(7) - (J, P)} + V{ P (1)} - €+ P(7) - Vi€

Entao, aplicando o lema, o fato de ¢ ser um isomorfismo linear, para

A(30.P()
todo t € [a,b], implica que as equagdes (4.27) e (4.31) podem ser escritas, usando
um referencial paralelo em TM ao longo de v, como uma EDO linear de primeira
ordem, com coeficientes C*°, em R™ x R* x R”, onde n = dimM. Ou seja, dados
Jos Jp, &0 € Ty(a)M, existem tnicas se¢oes C* J, & de TM ao longo 7, que satisfazem as
equagdes (4.27) e (4.31), e tais que J(a) = Jo, Vo = Jj € £(a) = &. Além disso,
J e & dependem linearmente das condigdes iniciais, e, se forem verificadas as equacoes
(4.29) e (4.30), entdo J € T,H*(M, %, [a, b]) e £ satisfaz (4.28). Para checar esta dltima
afirmacio, definamos:

ni=PH7) Vil = A(Y) - T +FP(7) - (Ved, P) + PP() - (J, P) + P(7) - € (4.32)

Entao n(a) = 0 e V;n = 0, pela equagao (4.31), portanto n = 0. Aplicando Z(¥) e
2*() a ambos os membros da equagdo (4.32), e usando o lema (3.2), segue (4.28) e
PLA) -Vl — A(F) - J =0, i.e., J € T,HY(M, %, [a,b]), como afirmado.

J

Prova do lema: Sejam X, € W, z,y € T,M, e suponhamos que ¢x.,(z,y) = 0. Entao
z+y = 0e P (v,) 2 4+FP(v,)- (2, 5 Xo,) + P (vg) -y = 0; aplicando L(v,) e PL(v,) a
ambos 0s membros desta tiltima equagao, e usando o lema (3.2), segue Z+(v,) -z = 0,
donde z = —y € Cy,, €

FP(vg) - (3,6 Xy,) + P(vy) -y =0 (4.33)
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Por outro lado, o fato de que (V X,, € W) 2(v,) -K(X,) = 0 implica que F2(,) -
(@, k- Xy,) = =P (vy) - PK(X,,) - Ay, z. Assim, a equagdo (4.33) é equivalente a:

0=—-2P(v,) - PK(X,,) - Ap,z + P(vy) -y =
=y +PK(Xy,) A,y — P (vy) - PE(Xy,) - Aoy =
= Fxu, (4, =P (vg) - PE(X,,) - Ay y)

donde, pela proposi¢ao (4.1), y = 0, portanto z = 0. Como X,, € W foi tomado
arbitrariamente, isto conclui a demonstragao. O

COROLARIO 4.5. _#(, p) € um subespago vetorial de dimensdo menor ou wgual a 2n de
T,H*(M, ¢, [a,bd]), onde n = dim M.

Demonstragio. Basta notar que {(J,£) € T,H*(M,%,[a,b]) x H(v*TM) | (J,&) é
campo de Jacobi com relacdo a (v, P)} é um subespaco vetorial de dimensio 2n
de T,H*(M, %, [a,b]) x H(¥*TM), isomorfo ao espaco vetorial {Jo, J§, & € TyM |
vale (4.29) e (4.30)}, e que _#(, p) é a imagem deste subespaco pela projecdo no pri-
meiro fator m : TyH*(M, %, [a,b]) x H (y*TM) — T,H3(M, %, [a, b]). O

DEFINIGAO 4.11. Uma variagio por geodésicas normais de (M, g, €) é uma aplicacio
diferencidvel (s,t) € (—¢€) X [a,b] = A(¥,(t), Ps(t)) € W tal que, para todo s €
(—€,€), AM¥s, Ps) € uma curva integral do campo variacional Xy . Também chamamos
a proje¢ao em M de uma tal aplicagdo de variagio por geodésicas normais.

PROPOSIGAO 4.5. Usando a notagio da definicdo (4.10), dado J € T,H2 (M, 7, [a, b])
e & € H'(y*TM), entdo (J,€) é um campo de Jacobi com relagio a (v, P) se, e somente
se, J e & sio C™ e eziste uma variagdo por geodésicas normais (s, P;) tal que 4 = 7,
Py = P e, para todo t € [a, b]:

T

=0 =0
e: T
K- agfs:ﬂ PS(t) = f(t)

Demonstragdo. (1) Suponha que exista uma tal variacio por geodésicas normais. Pro-
varemos que (J, ) é um campo de Jacobi com respeito a (7, P).
Com efeito, para todo s € (—¢, €), temos:

Vs + ViPs+ A*(7;) - P =0
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y("}'s)‘Ps:O

e, tomando Vj;—¢ em ambos os membros destas duas equagoes, obtemos as equagdes
(4.27) e (4.28), respectivamente, logo (J, &) é um campo de Jacobi com relagio a (v, P).

(2) Reciprocamente, suponhamos que (J,&) seja um campo de Jacobi com relagio a

(v, P)-
Seja X,, = A(7(0), P(0)) € W, e definamos Zx, € Tx, W por:

Tre - Trw - Zx,, = J(a)
K- Ty - quq = vt]t:aJ
FK(X,,) - bw - Zx,, + BK(X,,) - Tmw - Zx,, = £(a)

Denotemos por (¢};), o fluxo do campo Xy, e tome ¢ : (—¢,€) — W tal que
¢(0) = Zx,,. Consideremos a seguinte variacao por geodésicas normais: s € (—¢, €) x
[a,b] — ¢} -c(s) = A(%(2), P5(t)) € W. Seja (J,€) o campo de Jacobi induzido por esta
variagao por geodésicas normais. Pela construcao, segue que J(a) = J (a), Vqt:aj =
Vii=ad € £ (a) = &(a). Entao, pela unicidade estabelecida pela proposicio (4.4), segue

que (7,€) = (J,€).
O

A seguir, enunciamos o resultado principal desta secio, segundo o qual o niicleo
da hessiana do funcional de Lagrange numa geodésica normal regular coincide com o
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta geodésica, gerados por variaces com
extremos fixos.

TEOREMA 1. Com a mesma notagdo da defini¢io (4.10), se v € H*(M, ¥, [a,b]) €
curva regular e geodésica normal de (M, g, %), entao jﬂf“’b = ker Hess £ (), ou seja,
J € T,H*(M, %, [a,b],v(a), (b)) € um campo de Jacobi com relagio a (v, P) se, e
somente se, J € ker Hess (7).

Demonstragao. Com efeito, pela equacao (4.21), temos, para todo Jy, J, € TA,Hz(M, @,
[a': b]: ’Y(a’)! 7(b))= Hess (’Y)(Jla Jl) = fab(XJU J2> dt: onde:

Xn = _‘ngjl + R('}’, Jl) . {’}' + P}‘]‘
+ VAFZ(Y) - (Veh1, P) + PL() - (11, P)}~
— FA*(4) - (ViJi, P) — PA*(%) - (J1, P)

118



(i) Suponha que J; € ker Hess £(v), i.e., para todo J, € T,H?(M, %, [a, ], v(a),y(b)) =

2 ;
ker77,, tem-se:

b
Hess 2 () (Jy, Jy) = / b o ib =1
a

Como ker T2, é denso em ker 7)), pelo coroldrio (4.3), por continuidade esta tiltima
equagdo deve valer para todo J; € ker T},
Aplicando-se o lema (4.3), com X = —x, e Y = 0, conclui-se que existe um tnico
U € kerT7, = T,H*(M, €, [a, b], y(a), 7(b)), tal que:
vtzU = —X-h

Entao, para todo Jy € ker Tal,b) tem-se:

b
0 :/ (—VtzU, Jg) dt:

b
— [0, =
= <U, JQ)HI
portanto, U € (ker 7} ,)" =1Im (T},)", logo existe & € L(S,) tal que:
(Top)' €= Ke=-U

onde Ky, L¢ sao dados pelo coroldrio (4.2). Tomando as derivadas covariantes de ambos
os membros desta iltima equagdo, obtemos —V,U = ViKe = £ — Lg, donde € €
H'(S,), pois U € T,H?(M). Assim, tomando novamente derivadas covariantes na
iltima equagdo, obtém-se:

x5 = ViU = A*(}) - €+ V& (4.34)

Definindo-se &' := F&(y) - (ViJi, P) + PP () - (J1, P), o fato de que (V¢ ¢
[a,8]) P(t) € Cy e o lema (3.2) implicam & = () - £ € Im A(3), de modo que
A*(7) - & = 0. Assim, segue da equagdo (4.34) que:

0= V"1 +R(J1, %) - {7+ P} +FA* (%) - (Voy, P)+
+PAY() - ()1, P) + A(7) - (€ =€) + V(€ - &)
0 que mostra que a equagao (4.27) é satisfeita para J; e (£ — ¢). Como Z(¥)-€ =0,
temos 2(7) - (€ = &) = =2(7) - & = ¢ = ~=FP(¥) - (Vih, P) = PP(¥) - (J}, P), 0
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que mostra que a equagdo (4.28) também ¢é satisfeita para J; e (€ — &), portanto J; é
um campo de Jacobi com respeito a (v, P).

(ii) Reciprocamente, suponha que (., £) seja um campo de Jacobi com relacio a (7, P).
Entdo, para todo J; € T,H*(M, ¥, [a,b],7(a),7(b)), tem-se, pelas equacoes (4.21) e
(4.27):

]
mxfmunm=/«amwyﬂww+mw

onde &' ¢ definido como na parte (i). Como A*(%) - & =0, e como P(¥) - (€ +¢&') = 0,
pela equacao (4.28), segue:

b s _a
Hess 2(7)(, J2) = [ (o, A°(3) - (€4 €) +Vi(6 +£)) "

eH(S,)
zﬁxh“WQMﬂ@+mn:
= —(Jo, (T0y)" - (€ + &) Jaker T3, Cleer T,
=0
portanto, J; € ker Hess Z (7). _

COROLARIO 4.6. Com a mesma hipdtese, dim ker Hess #(y) < n, onde n = dim M.

Demonstragdo. Com efeito, basta observar que 2" C {J € _#Z, | J(0) =0}, {(J,£) €
TyH*(M, €, [a,b]) x H'(y*TM) | J(a) = 0 e (J, &) é campo de Jacobi com relacio
a (7, P)} ¢ um subespago vetorial de dimensao n de T,H3(M, %, [a,b]) x H!(y*TM),
isomorfo ao espago vetorial {Jy, J5,& € TyM | Jo = 0 e vale (4.29) e (4.30)}, e
{J € #,| J(0) = 0} é a imagem deste subespago pela projecio no primeiro fator
m : T,HA(M, %, [a,b]) x HY (v*TM) — T, H3 (M, %, [a, b]).

O

Observagdo 4.9. No caso linear (exzemplo 2.1.a), temos uma estimativa melhor, ou seja,
dim ker Hess Z’(y) < n—1. Com efeito, neste caso pode-se checar por um cdlculo direto
que t € [a,b] = (t —a)¥(t) é um campo de Jacobi com relagio a (v, P), que se anula
em t = a, mas nao em t = b (note que, como vy é uma curva reqular, nio pode ser
constante, portanto ||| = cte. # 0, donde ¥(b) # 0). Assim, a codimensdo de F
em {J € _#Z, | J(0) =0} éno minimo 1, donde a afirmacéo.
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1.4. O tensor métrico de Jacobi

Dado um sistema mecénico (sem vinculos), no qual a forca externa é dada por um
potencial V € §(M), (M, K, V), é bem conhecido o “teorema de Jacobi”: dado e > 0
tal que V < e em M, tal teorema permite, através da introducio de um tensor métrico
conveniente em M (o tensor métrico de Jacobi g., vide defini¢do (4.12), abaixo) reduzir
o estudo das trajetérias de (M, K, V) com energia K 4+ V o 7y = cte. = e a0 estudo das
geodésicas da variedade riemanniana (M, g.) com energia 1 — vide [1], por exemplo,
e também [57] ou [55], onde mostramos uma extensio deste teorema para sistemas
mecanicos com vinculos lineares.

DEFINIGAO 4.12. Sejam (M,g) uma variedade riemanniana, V € F(M) e e > 0 tal
que, para todo ¢ € M, V(q) < e. O tensor métrico em M:

g :=(e—V)g
¢ chamado de tensor métrico de Jacobi, ou, simplesmente, de métrica de Jacobi.

Nesta secao, serd apresentada uma extensido do referido teorema para sistemas
lagrangeanos vinculados (M, L, %), com lagrangeana cléssica L = K — V o 7y, e para
sistemas mecanicos vinculados (M, K, V, %), no caso em que o vinculo % é um cone.

Fixaremos, pois, um sistema lagrangeano vinculado (M, L, %), e um sistema mecanico
vinculado (M, K, V, %), tais que:

(a) a lagrangeana ¢ cldssica, dada por L = K — V o 1yy;

(b) o vinculo € é um cone, isto é, satisfaz a seguinte condicao: se v, € €, entdo, para
todo t > 0, tv, € ¥. Em particular, ¥ é um vinculo que conserva energia, no
sentido da defini¢do (3.6), i.e., o campo de Liouville Z € X(TM) é tangente a %

(c) vale a condigdao (R), de forma que as trajetérias normais de (M,L, %) sao todas
diferencidveis.

Note que, pela condigdo (b), para todo v, € ¥, temos v, € C,. Com efeito, dado
vy € €, temos Z(vy) = Ay, (v,) € T, 9 N Ver,, (TM) = Ver, (%), de modo que Uy =
K- Z(vg) € k- Ver,, (%) = C,,. Portanto, para todo X,, € W, temos (k - Xy, i vg) =0,
logo a hamiltoniana (4.19) que define as trajetérias normais de (M, L, %) é dada por,
para todo qu e W:

H(X,,) = FL(v,) - v, — L(vg) + (s - Koy y V) =
= K(vy) + V(q)



Dado e > 0, assumiremos V < e em M, e consideraremos o tensor métrico de Jacobi
g. := (e — V)g em M. Se ndo valer V < e em M, as mesmas conclusdes que obteremos
nesta secao se aplicam se substituirmos M pela subvariedade aberta N := V=!(—o0, €)

C M.
Usaremos a seguinte convencao: os objetos com indice “e” denotam o objeto cor-

respondente com respeito & métrica de Jacobi. Por exemplo, (-,-), := ge(:,), e assim

por diante.
A seguir, serdo apresentados alguns lemas que serdao usados na demonstracdo do

principal resultado desta secao, o teorema (J).

LEMA 4.7. Seja f : [a,b] = [c, d] uma funcao absolutamente continua nio-decrescente,
com f(a) =c, f(b) =d e ||f'||.= < co. Entio a aplicagdo:

(1)
(ef): H'M,[e;d) —> H'(M,[o,8]
T = yof

estd bem definida e € diferencidvel.
(ii) se f' € absolutamente continua e || f"||L~ < co, entdo a aplicagio:
(of) - H3(M, [¢, d]) — H*(M, [a, B])
também estd bem definida e é diferencidvel.

Demonstragdo. (i) Primeiramente, provemos para M = R™.

(a) O fato de que f é absolutamente continua nao-decrescente implica (vide [51])
que, se g : [c,d] — R é uma fungdo mensurdvel nao-negativa, entdo (g o f)f’ é
mensuravel em [a, b] e:

d b
[ oty = [ 0(f(@) /() da (4.35)

logo, 0 mesmo vale para qualquer func¢ao integravel v : [¢, d] — R™.

(b) Seja v € H'(R",[c,d]) e consideremos em H!(R",[c,d]) a norma ||y| :=
()l + 1172
Entéo segue da parte (a) que yo f é absolutamente continua em [a, b] e que, para

todo s € [a, b]:
(vo £)(s) = (f(s))f'(5)
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Portanto:

f'20

b b 5
L/(voﬂ%@%ﬁrzjmftﬂﬂ)fTﬂﬂm E

b '€L? e eq.(4.
g ”f,”l_oo f 7,(f(5))2f1(3) ds 7'eLl :Cl (4.35)

. (4.36)
ﬂWw/WWh

= 1= lYI22 <
< 1 e [l Il

0 que mostra que (yo f)" € L*(R",[a,d]), donde (y o f) € H'(R®, [a,b]) e (of)
esta bem definida.

(c) E claro que (o f) ¢ linear. Afirmamos que é continua (portanto diferencidvel).
Com efeito, segue de (4.36) que, para toda v € H'(R", [¢, d]):

or (4.36)
lyo fllm = lve £@ I+ lI(vo Yl - <

S @I+ VI e 1yl < (4.37)
< @+ VI M) vl

portanto, (of) é linear continua.

No caso geral, apliquemos o teorema de Whitney para mergulhar M em algum RY |
para IV suficientemente grande. Entdo, pela parte (1), a aplicacao (of) : HY(RY, [e, d]) —
HY(RY, [, b]) é linear continua. Como a imagem da subvariedade mergulhada H! (M, [e, d])
por (of) estd contida em H!(M, [a, b]), segue que (©F) e, : HH(M, [¢, d]) — HY (M, [a, b])
é diferencidvel.

(ii) Como na parte (i), ¢ suficiente provar o caso M = R"; o argumento usando o mer-
gulho de Whitney também pode ser usado para provar o lema para M arbitraria, pois
H2(M, [¢, d]) e H*(M, [, b]) sdo subvariedades mergulhadas de H(RY , [c, d]) e H2(R, [a, 8]),
respectivamente, se M é subvariedade mergulhada do RV .

Consideremos em H*(R", [c, d]) a norma ||v|[w := [[y(c)|| + [Y(c)]| + [[7"]|2. Dada
v € H* (R, [c, d]), temos:

(Yo f)'=(of-f) =
= of) - f'+(of) f
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quase sempre em [a, b], portanto:

I(vo £)'lle < 1Y 2 )"~ fllz + 1(7 @ £) - f']l2 <
+'€H! e (4.36)

<N Mell 0 £ ez + 1 N ll(Y 0 Pl <
7 eH! e (4.37)

< o VI T 1Y e + 17 e kI (Y 0 Al <
< WL e + 117" e (1 4+ VT T 1
< (IFIB2 + F e (1 + VT o)) 1 I1e

logo:

1y © £)"llwz = llv o F(@ + 17 (f() £/ (@) + (v o £)"ll2 <
< (L+ (@) + IS + ELF e (@ 4+ V) e
e, como y € H*(RY, [¢, d]) foi tomada arbitrariamente, mostramos que (of) : H(R", [a, b]) —

H?(R", [c, d]) estd bem definida e é linear continua, logo diferencidvel, o que conclui a

demonstracao.
O

COROLARIO 4.7. Seja 7y : [a,b] = M uwma curva absolutamente continua, e suponha
que existam constantes €, M > 0 tais que € < |[¥(t)|| < M para quase todo t € [a,b].
Seja L o comprimento de vy e:

Gyt [a:b] — [O!L]
to— [l

e seja também f, := ¢! : [0,L] — [a,b]. Entdo:

(ofy): HI(M,[a,b]) — H'(M,[0,L])
¢ > (of,

¢ um difeomorfismo C*®, (of,) "' = (og,) e, para todo X € THY(M, [a, b]):
T(Ofr:,.) - X=Xo f’}f

Demonstragio. E claro que f, e g, sdo absolutamente continuas nao-decrescentes; além

disso, as seguintes equacoes:
gy(t) = |7 @)l
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1
valem quase sempre, de modo que ||g,[|Le < M e || f,]|Le < 1. Entdo segue da parte
(i) do lema precedente que (of,) e (og,) estio bem definidas e sio diferencidveis, e é

claro que (of,)~! = (og,).
Além disso, dado X € TH(M, [a, b]), seja o : (—¢,€) — HY(M, [a, b]) tal que:

£3(s)

T
&E o Qg = X
temos, para todo ¢ € [a, b]:
T(of)- X0)= 22 (@0 f)(H) =
T
- (G, ) h0) -
= Xo f,(1)

OJ

COROLARIO 4.8. Com a mesma hipétese e notacio do coroldrio anterior, se 7y € abso-
lutamente continua e se existe uma constante K > 0 tal que |Vl < K (onde
Viy = k-9 estd bem definida a menos de um conjunto de medida nula), entdo
(ofy) : H3(M, [a,b]) — H2(M, [0, L]) é um difeomorfismo C*, (of,)"! = (ogy) e, para
todo X € TH*(M, [a, b]) temos T(of,)- X = X o Fops

Demonstragdo. Temos, para quase todo t € [a, b):

= oy (9(2), Ved)
N O

e, para quase todo s € [0, L]:

f,;,’(S) 5. B8 (7 2 f’)’(s)i vt|i=f7(8);)’)

17 o £ ()I*

de modo que:

||§’)’HL°° = ||Vt'}'|||_oo \<__ K
K
e < &

e concluimos a demonstragao com uma aplicagdo do lema (4.7).(ii). O
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LEMA 4.8. Seja v : [a, b] — M uma curva diferencidvel, tal que ¥(t) # 0 para todo
t € [a,b]. Entdo (of,) : H*(M, [a, b]) — H?(M, [0, L]) é um difeomorfismo C*, (of,)~! =
(ogy) e, para todo X € TH*(M, [a,b]) temos T(of,) - X = X o f,,. Além disso:

(i) Ty(of,) leva ker T, isomorficamente sobre ker Ty ;
(i) T,(ofy) leva H*(C;, [a, b, v(a), 7(b)) isomorficamente sobre H! (Cy, [0, L], v(a), (b));

onde Ty, ¢ dada pela definicdo (4.3), H'(C5, [a, b],7(a), 7(b)) € dado pela equacao (3.9),
T:f

pdgina 62, e ¥ é uma notagdo abreviada para oI .
Demonstragdo. Como v e Vyy sdo continuas e [a,b] é compacto, existem constantes
e, M,K > 0 tais que € < ||¥||Le < M e ||Vy¥||Le < K, logo 7 satisfaz as hipéteses do
corolario precedente.

A afirmago (i) segue do fato de que kerT}, e ker Ty, sdo, respectivamente, os
nucleos das aplicagoes tangentes em 7 e 7, das aplicagdes ponto final:

evy Hz(M,'ia”, [a,b],fy(a)) - M
évy : H*(M, %, [0, L], v(a)) — M

definidas por ¢ — ((b) e { — ((L), respectivamente.

Como (of,) leva a subvariedade mergulhada H?(M, %” [a,0],7(a)) de H*(M, [a, b])
difeomorficamente sobre a subvariedade H*(M, %, [0, L], v(a)) de H2(M, [0, L]), e como
evy o (of) = evy, concluimos que T,(of;) leva ker T, 1somorﬁcamente sobre ker 7§, ,
como afirmado.

Verifiquemos a afirmacao (ii). Dado n € T,H'(M, [a, b],v(a), (b)), temos, por
defini¢io, n € HIEC;,,[G,, b],fy(a),'y(b); se, e somente se, 7(t) € Csu g.s. em [a,b].
Portanto, n € H'(C5,[a,b],7(a),¥(b)) se, e somente se, 77 := T(of,) -1 = no f,
satisfaz 7(s) = no f.,(s) e C. i(r) 95 B [0, L]. Como, para todo s € [0, L],

Y (s) = 7(f+(s)) f3(s) e f1(s) > 0, a demonstragio estard concluida, pois, se provarmos
que, para todo vy € € e para todo t > 0, Cy, = C,, C T,M. Com efeito, dado ¢ > 0,
a hip6tese de ser ¥ um cone garante que a aplicagéo:
w: ¢ — ¢
Vg > tu,

estd bem definida e é um difeomorfismo C*. Além disso, é claro que u! preserva
fibras, ou seja, para todo ¢ € M, u(%,) = €,. Logo, para todo vy € €, temos
Tpt - T,,(6;) = Tw,(%,), e, aplicando-se o conector £ty a ambos os membros desta
ultima igualdade, conclui-se C,, = Cj,,, como afirmado. O
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TEOREMA J. Seja vy : [a,b] = M uma curva diferencidvel compativel com o vinculo, tal
que K(7)+Voy = cte. = ¢, e sejay : [0, L] = M a reparametrizacio pelo comprimento
de arco v na métrica de Jacobi g.. Denote por K, a energia cinética associada a Ee.
Entao, temos:

(i) v € uma trajetdria abnormal se, e somente se, ¥ é uma trajetéria abnormal.

(i) 7 € uma trajetdria normal de (M,L, %) se, e somente se, ¥ é uma geodésica normal

de (M, g,, %).

(iii) v € uma trajetdria de d’Alembert-Chetaev de (M, K,V,€) se, e somente se, ¥ é
uma trajetoria de d’Alembert-Chetaev de (M, K,, 0, %).

Demonstracao. (i) Seja:

g: [a,b] — [0, L]

to— [0 e(%,7%)

Temos ¥(t) # 0 para todo t € [a,b], pois V < e em M. Assim, podemos aplicar o
lema (4.8) (usando o tensor métrico de Jacobi g, no lugar de g) para concluir que, para
k€ {1,2}, (og) : H*(M, [0, L]) — H¥(M, [a,b]) é um difeomorfismo C* e (og)~! = (of)
(onde f:=g7':[0,L] — [a,b]).

Consideremos as aplicagoes ponto final:

ev, : H*(M, %, [a, b],v(a)) = M
évy : H*(M, %, [0, L], v(a)) = M

definidas por ¢ > ¢(b) e ¢ = (L), respectivamente. Como évs o (of) = evy, e como

(of) é um difeomorfismo, concluimos que v é um ponto critico de ev ¢ se, e somente se
= 7 o f for um ponto critico de évy.

7
(ii) e (iii) Definamos:

Le: TM —» R
Vg > 5 8e(vg, V) = 3 (e — V(q)) (g, vy)

e seja %, : H*(M, [0, L]) — R o correspondente funcional de Lagrange.
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Temos, para todo s € [0, L]:

_ 1
VE (), 7(f(5)
1

Ve=Vro fe)IlF ()]

Como Ko§ +V oy = cte. = e, segue que ||¥]| = v2 /(e — Vo). Portanto,
conclui-se a partir da dltima equagio que, para todo s € [0, L]:

o (F6), (7))
(s) 5 =

F1(s) (e = V(yo f(s))) = % (4.38)

J

Dado J € T,H?(M, [a,]), temos:
b
dL(y)-J = / (., 4(8)) — (grad V o y(t), J(2))} dt =L
L
= /0 {(Vipmsy 47 © £(3)) — {grad Voyo f(s), J o f(s))} f'(s) ds " &3

&= \/5/0. {F'(s) (e = V(70 f(5))(Va=sis) /s ¥ © F(5))—

i) GUELIUE)

L
= V2 [ {(e= V(10 FEINIE) Vuimsiad, F6) 70 F(5)-

3£ (), F1(s)3(£(5)))
2

=5 [ U= V@I H @)

(7 (s),7'(s)) i F
— 5 (s),J(s))} ds =
=V2dLF)-J

(grad Voo f(s), o f(s))} f'(s) ds =

(grad Vioyo f(s), Jo f(s))} ds =

onde J = T,(of) - J € T3H?(M, [0, L]).



Logo, como T,(of) leva ker 77, isomorficamente sobre ker T, pelo lema (4.8),
a ultima equacao mostra que d.Z(y) - ker Tj,b = {0} se, e somente se, d.%,(7) -
kerTGQ,L = {0}, donde v é uma trajetéria normal de (M,L, %) se, e somente se, ¥
€ uma trajetéria normal de (M, L., ), o que demonstra a parte (ii). Analogamente,
também pelo lema (4.8), T,(of,) leva H!(Cj, [a, b, v(a),¥(b)) isomorficamente sobre
H' (Cy, [0, L], v(a), (b)), de modo que d.Z(~) - H'(C5, [a, 0], v(a), 7(b)) = {O} se, e so-
mente se, d.Z,(7) - H(Cy, [0, L],v(a),v(b)) = {0}, e pelo principio de Holder — vide
teorema (B), segue que v é uma trajetéria de d’Alembert-Chetaev de (MK, V, %) se,
e somente se, y é uma trajetéria de d’Alembert-Chetaev de (M, K., 0,%), o que prova
a parte (iii) e conclui a demonstragio do teorema. O

§2. TRAJETORIAS NORMAIS x TRAJETORIAS D’ALEMBERTIANAS

Nesta segdo, serd fixado um sistema lagrangeano vinculado (M,L, %), com lagran-
geana cldssica L = K — V o 7y, e assumiremos a validade da condigio (R). Obteremos
uma condigdo necessdria e suficiente para que as projecoes em % das curvas integrais
do campo Xy € X(W) (ie., as trajetérias normais de (M, L, %)) coincidam com as
curvas integrais do campo GMA Xy de (M, K, V, %) (i.e., as trajetérias de d’Alembert-
Chetaev do sistema mecénico vinculado (M, K, V, %)). Ou, o que é equivalente, obtere-
mos uma condi¢@o necessiria e suficiente para que o campo Xy seja my-relacionado ao
campo X¢. No caso linear, esta condigio é equivalente 4 involutividade da distribuigao
2 — vide coroldrio (4.9)!.

Além disso, também mostraremos que, se existir um campo de reagoes vinculares ad-
missivel Ry € R tal que Xy seja my-relacionado ao campo X#(Ry), entdo Ry coincide
com a reacdo R{ dada pelo principio de d’Alembert-Chetaev, ou seja, Xy (Ry) = X

Estes resultados estdo condensados no seguinte teorema;

TEOREMA K. Sejam (M,L, %) um sistema lagrangeano vinculado, com lagrangeana
clissica L = K—Vory, e Ry um campo de reacées vinculares admissivel para o sistema
mecinico vinculado (M, K, V, ). Entio os campos Xy € X(W) e X¢(Ry) € X(%)
sao mw -relacionados se, e somente se X4 (Rv) coincidir com o campo GMA X4 e a
seguinte condicdo for satisfeita:

(C)Para todo X,, € W, temos:

P(vg){A (vg) - k- Xy, —FP(v,) - (—Sz(vq) -grad V(q)+
+ A(vy) - vy, & - Xi,q) = P, )=(v,% Xui, )} =10

vide também [59].
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Demonstragao. (1) Xy : W — TW é definido por:

Xu (Xo,) = (Tx,, F)_l ' (HF(Xuq)(wq) + Ar(x,,) (A (vg) - £ - Xy, — grad V(Q))) (4.39)
e:

Xe(Ry): & —» T%
vy = S(vg) + Ay, (— grad V(g) + Ry(v,))
Note que, por (3.6), devemos ter, para todo v, € €, P*(v,) - Rv(vy) = A(v,) - v, +

P+ (v,) - grad V(g). Além disso, X¢(Ry) = X« se, e somente se, 2(v,) - Ry(v,) = 0,
para todo v, € ©.

(2) Suponhamos que, para todo X, € W:

Tﬂ‘w : XH (qu) = Xcg’(Rv)(’Uq)

Dado X,, € W, sejam &, € T,,% e Y,, € W,, tais que Xy (X,,) = H}qu (&) +
/\}qu (Yy,). Temos:

fuq - T"TW ) XH (X’Uq) = S(’UQ) i A'”q (_ gra'd V(Q) + RV(UQ))
e, por (4.16):

k-TF-Xu (Xo,) = 6+ Yo, + K- &, +PK(X,,) - &,

q

4.4
= kY, —grad V(q) + Rv(v,) + ]P’}C(qu) s (4.40)
Assim de (4.39) e (4.40), temos:

—A*(vg) - £ - Xy, —grad V(q) = £+ Yy, — grad V(q) + Ry (v,) + PK(X,,) - &, (4.41)
o que implica que:

0=Pv,) Kk-Yy =

_:@('Uq) . {A*('yq) C K- qu + RV(Uq) i IPK(X.UQ) ) gﬂq} (442)

Por outro lado, o fato de (V X,, € W) &(v,) - K(X,,) = 0 implica que:

P(vy) - PE(Xy,) - &, = —FP(vy) - (k- &opr - Xo,) — PP (v,) - (Trgs - Eopr 16~ Xy,)

= —FP(v,) - (~grad V(q) + Rv(v,), 5 - Xa,) -
—PP(vy) - (vg, - Xy,)
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donde, por (4.42):

0=—P(vg) {A(vy) - k- Xy, + R (v)—

—FP(v,) - (_ grad V(g) + Rv(v,), s - X,,,q) —PP(vy) - (vg, - Xy,) } (4.43)

e, como X, € W foi tomado arbitrariamente, esta equagao deve valer para todo Xy, €
W. Em particular, deve valer para todo O,, € W, o que implica 2(v,) - Ry(v,) = 0,
para todo v, € € (ou seja, Ry(vy) = Ri(v,y) e Xg(Ry) = Xy), portanto a ltima
equacdo é equivalente a condigao (C).

(3) Reciprocamente, supondo que vale a condicao (C), dado Xy, € W, seja Z Riy, €

Tx,, W definido por:
T?Tw . quq — Xg(?)q)

K- kw - Zx,, =~k Xe(vg) — PK(X,,) - Xe(vy) — A*(vg) - £ X, — grad V(g)

Note que & (vy)-k-kw-Zx,, = =P (v) PK(Xy, ) Xes(vg) — P () A* (vg) - k- X, = 0,
pela condigdo (C), portanto Z X,, estd bem definido. Além disso:

TTM -TF - XH (qu) = 'Uq - TTM - TF- ZXWr

e, por (4.16):
k- TF- Xy (Xy,) =6 TF - Zx,,

Portanto, como Ty, F ¢ um isomorfismo linear, as duas tltimas equagdes mostram

que:
XH (.JYUQ) — quq

donde Tmyw - Xy (X,,) = Xe(vy), 0 que conclui a demonstragio, pois Xy, € W foi
tomado arbitrariamente. 0

COROLARIO 4.9. Sejam (M, L, @) um sistema lagrangeano vinculado, com lagrangeana
cldssica L = K — V o1y e vinculo linear 9, e Ry um campo de reacies vinculares
admissivel para o sistema mecdnico vinculado (M,K,V,9). Entio os campos Xy €
X(W) e Xg(Ry) € X(2) sao my -relacionados se, e somente se Xy (Ry) coincidir com
o campo GMA Xy e 2 for uma distribuicdo involutiva.

Demonstragio. Neste caso, temos, para todo v, € 2, W, = A, (@j), e, conforme a
observacao (4.6), a condicdo (R) é satisfeita. Além disso, sendo P, : TM — TM a
projegao ortogonal em 2, temos, para todo v, € 2, P (v,) = Ph|r,m: T,M — T,M,
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portanto FZ(v,) = 0, (Vg € M,v, € Z,,w,, 2, € T M) P2 (v,)-(wy, 24) = Ba(w,, Po-
2q) = Bgi (wq, Pg1-25), e (Vg € D) A(vy) = Ba(v,) : T,M = T,M. Assim, a condigio
(C) é equivalente a:

(C') Para todo X,, € W:
Pa-{B5(v,) - k- Xy, — Ba(vg, P - 6 - Xy,) + Bai (vg, Ps - k- X, )} = 0
ou, equivalentemente,
Pg - By(vg) - k- Xy, + Bgi(vg, Pgr - k- X,,) =0

o que é equivalente a Bg|gg, ¢ ser simétrica, ou seja, é equivalente & involutividade
da distribui¢ao 2. (]

COROLARIO 4.10. Usando a mesma notagao, se fizarmos (M, K, %), entio Xy e Xy
sao my -relacionados para todos os potenciais V € F(M) se, e somente se, forem satis-
feitas as duas sequintes condigées, para todo X, € W:

(C1) FP(v)lec,, =0
(C2) P(vg)  {A™(vg) - K- Xy, —FP(v,) - (A(vq) ‘Ugy K - qu) —PP(v,) - (vg, 6+ Xy, )} =0

Observagio 4.10. No caso linear e no caso afim (ezemplos 2.1.a,b), tem-se F# = 0,
de modo que a condigdo (C1) € trivialmente satisfeita e a condigdo (C2) é equivalente
a condigio (C), ou seja, os campos Xy € Xy sdo my-relacionados um dado potencial
V € §(M) se, e somente se, o forem para todos os potenciais V € F(M).

Ezemplo 4.2. No caso afim (ezemplo 2.1.b), a condi¢io (C2) é equivalente i sequinte
condicdo:

(C2’) para todo v, € €, w, € Dy, tem-se:
—Bag, (g, vy — Xa(q)) + Bay (vg, wg) — Pai - Vu,Xa=0
Em particular, esta condicio implica que, para todo V24 €€, wy € Dp:
—Ba, (wg, Vg — 2g) + Bagy (vg — 24, w,) =0

o que ¢ equivalente a Bgy|g, @y 2, Ser simétrica, ou seja, Dy € uma distribui¢do invo-
lutiva. Entao seque de (C2') que, para todo W € I'*°(%), Pgy - [W, X,] = 0, ie,
(W, X,] € I'°°(%,). Reciprocamente, se Dy for involutiva, e se, para todo W € I'*°(2,),
(W, Xo] € T®(%), € claro que a condigio (C2') € satisfeita.

132



Assim, conclui-se que, no caso de um vinculo afim ¢ = Dy+X,, 0s campos X4 e Xy
sao my -relacionados para um (e, portanto, para todos) dado potencial V € F(M) se, e
somente se, Dy for involutiva e X, satisfizer a condigdo de que, para todo W € '**(%),
(W, X,] € T°(%).

Por ezemplo, tome M = R?, (e, e3) base candnica do R?, Zy : g € M [ea] C
T,M = Rg, e Xo: g €M — e. Este ezemplo mostra que ezistem vinculos néo-
holénomos (i.e., que nio sio dados por distribuicdes completamente integraveis), nos
quais as trajetorias variacionais e as de d’Alembert-Chetaev coincidem, para todo po-

tencial V € F(M).
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Conclusao

Esperamos, com a formulagdo e resultados expostos, ter feito uma contribuicio, ainda
que modesta, ao conhecimento que se tem sobre sistemas mecinicos e lagrangeanos
vinculados.

Pensamos que seja oportuno concluir o trabalho com o registro de alguns problemas
e possiveis desdobramentos sugeridos pela teoria aqui apresentada:

Tratamento de vinculos mais gerais. Nao é dificil imaginar exemplos de vinculos fora
do escopo do formalismo proposto. Por exemplo, em (2.1.f), modificamos o exem-
plo original, proposto por Benenti [7], removendo-se a secio nula Oy de f~![Ry],
de modo a garantir que o vinculo % seja uma subvariedade diferencidvel do fi-
brado tangente TM. No exemplo original, i.e., sem remover os vértices dos cones,
o vinculo %’ é, em cada fibra, uma variedade algébrica. Para tratar vinculos como
este é necessario estender o formalismo.

Teoria do controle étimo. Um vinculo % pode ser interpretado como um sistema de
controle no espago de configuragoes M, e o funcional agio % como a “funcio
custo” a ser minimizada. O estudo das propriedades minimizantes das trajetérias
normais e abnormais é, portanto, objeto de interesse da teoria do controle étimo.

Teoria de Morse. Os resultados da secao (1.3), capitulo 4 sugerem uma extensio da
teoria do indice de Morse/Maslov para sistemas lagrangeanos com vinculos nio
lineares, como feito em [18], [46] e [50] no caso linear.

Geometria sub-riemanniana. A teoria apresentada no capitulo (4) sugere uma “ge-
ometria sub-riemanniana nao-linear”. A questdo que naturalmente se coloca
é: no caso em que a lagrangeana é dada pela energia cinética induzida pelo
tensor métrico da variedade riemanniana (M, g), para quais tipos de vinculo e
até que ponto poderfamos estender as técnicas e resultados da geometria sub-
riemanniana ?
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lagrangeana, 29
dependente do tempo, 29
hiper-regular, 40
regular, 35
levantamento
horizontal, 15
em %, 48
vertical, 14
em %, 48

métrica
de Jacobi, 121
de Sasaki, 61
em %, 69
mecinica
vakonomica, 102

principio
de d’Alembert, 58
de Gauss da vincula¢ao minima, 59
de Holder, 62

sistema
lagrangeano, 29
vinculado, 91
sistema mecanico
classico, 25
livre, 26
vinculado, 55
spray, 17
geodésico, 17
subespaco das velocidades virtuais, 47

subfibrado
horizontal, 14
de T%, 47

vertical, 14
de TE, 47

tensor
de curvatura, 17
métrico de Jacobi, 121
métrico de Sasaki, 61
em vine, 69
trajetoria
abnormal, 93

compativel com um vinculo, 41

de d’Alembert-Chetaev, 60

de um sistema lagrangeano, 35

fisica, 26

de um sistema mecénico vinculado

L7
horizontal a um vinculo, 41
normal, 105
vaKonomica, 102
transformacao
de Legendre, 24
transporte paralelo, 16

vinculo
afim, 44
linear, 44

que conserva energia, 65

totalmente geodésico, 82
variagao

por geodésicas normais, 117
velocidade virtual, 47
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