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Resumo
Os objetivos desse trabalho são mostrei a equivalência entre as definições de sistemas

relativamente ./7at geométrica e algébrica, mostrar que em sistemas implícitos, quando con-
siderados como di1/77elies, certas condições de regularidade de campos induzem condições
suÊcientes para que a variedade obtida pelas restrições sela uma variedade imersa, dar uma
definição de índice diferencial que generaliza a noção de índice diferencial clássico e além
disso, mostrar que sob certas condições existem sistemas explícitos cujas soluções se aproxi-
mam das soluções de um sistema implícito.
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Abstract
The aim of this work is to show that the algebraic definition of relative flatness is equiva-

lent to geometric one, to show that when implicit systems aie considered like diíãeties. some
regularity conditions of fields induce sufhcent conditions to conclude that the restricted ma-
nifold obtained by restrictions is a immersed manifold, to ride a new diRerential index which
generalizes the classical di#erential index notion, furthermore, to show that under certain
conditions, thcre exista explicit systems whose solutions bccome dose to the solutions of a
implicit system.
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N representará o conjunto dos números naturais;
Z representará o conjLmto dos números inteiros;
Q representará o conjunto dos números racionais;
R representará o conjunto dos números reais;
R"*" representará o conjunto das matrizes de n linhas e m
(,: , ;,) repres-t'rá (,r, .2T)T;
r representará (zl, z2, . . . , a«), um vetor de funções ou uma

{d#} representará o conjunto {dzi, . . . , da«}
Se Z) C M onde M é um espaço métrico com distância

dist(p, Z) = ig{ dist(p, a)
a

colunas com entradas reais;

coleção de funções;

dist(.,.) e p C M, e«tão



Introdução

Nesta introdução faremos uma exposição sucinta das principais idéias existentes no res-
tante do texto e de nossa pretensão a contribuições para o conhecimento científico.

E comum encontrarmos equações diferenciais provenientes da modelagem de processos
químicos, problemas físicos, problemas de engenharia ou problemas puramente matemáticos.
Essas equações podem ser transformadas em sistemas de equações diferenciais, que podem
fazer parte de uma classe particular conhecida como sistemas de controle. São conhecidos
por esse nome porque eles têm certos graus de liberdade que servem pala modiíicai o com-
portamento de suas soluções, em geral, esses graus de liberdade são chamados de entradas
e são denotadas por u, u, etc. As entradas formam um conjunto de variáveis maximalmente
independentes e fisicamente essas variáveis podem assumir quaisquer valores.

Quando se fala em um sistema de controle existe um menor conjunto de variáveis que,
juntamente com a entrada u e o tempo t, é capaz de descrever todo o sistema. Esse conjunto
é conhecido como conjunto das variáveis de estado. Em geral, são essas variáveis de estado
que encontramos quando integramos um sistema de controle. As equações que as variáveis
de estado devem satisfazer, em geral, podem ser colocadas sob a forma

Para os sistemas de controle existem várias classificações tais como sistemas controláveis.
observáveis, sistemas em malha aberta, sistemas em malha fechada que são conhecidas e
estudadas pela literatura clássica jlsi89, Oga971.

Apesar de toda essa classificação, ainda existem outras, menos conhecidas, como os
sistemas chamados ./Zat, além disso, ./7aZness é uma generalização de controlabilidade.

Sistemas ./Zal são sistemas interessantes por serem sistemas fáceis de controlar e além
disso, esses sistemas têm a propriedade de existir uma entrada u(t) que provoca qualquer
trajetória do sistema e também, na maioria das vezes, é possível encontrar facilmente a
entrada u(Z) a partir da saída ./Zat.

Um sistema será chamado ./Zat, se o sistema possuir uma representação de estado (:c, u)
pa'rticular: z = O e u = #, onde g é um conjunto de saídas. Assim como em IFLMR95al, se
existirem funções 3/(t) tais que :«(t) = #(t, y(t), 3/'(f), . . . , g/(")({)), essas funções sã., chamadas
saídas /7aZ.'

Como conseqüências temos:

«)

. Todas as soluções do sistema são parametrizadas por t, y(t) e suas derivadas, além
disso, não é necessário integrar uma equação diferencial.

iComo inicialmente o conjunto y é um conjunto de saídas, aqui se manteve o nome saída .f7at, apesar de
y se tornar uma entrada

9



INTRODUÇÃO 10

. Dada a saída ./7a! y(t) existe uma entrada

«(t) ,g/(t),.. .,3/W(Z))

que, quando aplicada no sistema, produz a trajetória z(t) desejada (princípio da
entrada calculada).

. O sistema é linearizável poi iealimentação dinâmica (veja IFLMR95al).
Diremos que um sistema S é relativamente ./7af em relação a St se S for decomposto por

dois subsistemas $i e S2 no (dual Si é ./Za{. ' '
Para estudar o problema de ./7afness ou ./Zafness relativo, que é descobrir quando um sis-

tema é ./Zat ou relativamente ./7at, existem duas abordagens completamente distintas, a abor-
dagem algébrica e a abordagem geométrica. Além disso, sistemas relativamente ./Zat estão
intimamente ligados com .Patness de sistemas implícitos, como pode ser visto em IPdSCFOll.

Na abordagem algébrica, um sistema de controle é uma extensão de corpos diferenciais
finitamente gerada .E/F. Neste caso, a variável tempo cuja derivada é unitária, pode ser
adjuntada ao corpo de base r'

Além disso, as entradas nos sistemas devem ser difeiencialmente algebricamente livres.
ou seja, não pode haver dependência entre nenhuma entrada e suas derivadas. Dessa forma.
podemos interpretar a entrada como uma base de transcendência diferencial de -E/r'. De-
notaremos o corpo diferencial gerado por u por F'<u>.

O estado de um sistema de controle relativo a uma entrada u é uma base de transcendência
algébrica de E/f'<u>. Isso é exemplificado no sistema de controle com coeficientes reais:

EXEMPLO 1. Consideremos o seguinte sistema de equações diferenciais: -l .á = ul
l 'ül = 'u2

Nesse exemplo, podemos considerar ui como uma entrada e assim, como u2 é a derivada
de ui, temos que a base de transcendência diferencial de R<z>/R é apenas ui. Dessa forma,
dada a entrada ui , nossa variável de estado é apenas z, pois nenhuma combinação linear das
potências de # pode gerar ui.

Porém, podemos considerar u2 como uma entrada, ou seja, como uma base de transcen-
dência diferencial entre R<#>/R e neste caso ui, que não depende de u2 e de nenhuma de
suas derivadas pois, afinal, ui é a integral de u2, não faz parte da base de transcendência
diferencial, mas claramente faz parte de uma base de transcendência algébrica de R<z>/R,
pois z e ui não estão algebricamente relacionadas.

Assim, fica clamo que, em um sistema de equações diferenciais, para definir o que é um
estado, devemos fixei uma entrada do sistema de controle.

Além disso, sistema.s provenientes de modelagem de problemas físicos podem não ter uma
única entrada, ou seja, elas podem ser escolhidas.2

As saídas serão quaisquer variáveis, ou melhor, elementos do corpo E.
Um subsistema é uma parte do sistema S//r que funciona como um sistema por si só.

Assim podemos interpretar a decomposição de um sistema em subsistemas. Um sistema

'Um exemplo de que isso ocorre é o transformador que pode ter como entradas tensões de 110 V ou 220
caso a entrada seja 1 10 V o transformador tem saída de 220 V e caso a entrada sda de 220 V a saída é

e
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S/Ã' será decomposto pelos subsistemas Si e S, se S = Ã'(Si, S2). A interpretação algébrica
de sistema é ser uma extensão de corpos diferenciais S//T.

Um sistema S/.lr é chamado sistema relativamente ./ZaZ se existir uma extensão algébrica
Z)/S tal que D contenha um conjunto {g/l, . . . , y.} tal que D//r<yl, . . . , y.> seja algébrico.

Em geometria, as interpretações do significado de sistema de controle, de entrada, repre-
sentação de estados e saídas são as seguintes:

Um sistema de controle é uma variedade de dimensão infinita (enumerável) munida com
a topologia de Fréchet e com um campo chamado campo de Cartan. Essa variedade com
essa topologia e esse campo é conhecida como dij#iety.

A topologia, de Fréchet é a topologia menos fina que torna as projeções da variedade em
R" funções contínuas e abertas.

O campo de Clartan é um campo vetorial que é obtido através do sistema de equações
diferenciais, em geral representaremos o campo de Clartan por -=

Uma entrada relativa a um sistema (nesse caso, um de®ely), juntamente com o estado é
um sistema de coordenadas local

'', ", ", a",á(á«), . . .)
da variedade S.

A forma com que poderemos distinguir as variáveis de estado das entradas é através do
campo de Cartan.

De forma bem grosseira, podemos dizer que as entradas devem seguir a seguinte equação:

l;u(A) - u(k+i), para todo k C N, onde iá é o campo de Cartan e :d (z) - u(:)(t),
l;u(i)(t) = u(')(f), . . ., e as representações de estados são as variáveis não temporais que
restam quando se retira todas as variáveis de entrada.

O próximo exemplo pode mostrar melhor o motivo dessa definição:

EXEMPLO 2. Considere o seguinte sistema de equações diferenciais:
á ({),«(z))

úm(t)
«UJ(t),
«m(t)

Assim, a variedade que devemos considerar é RN, um sistema de coordenadas local pode
ser (t,z,u,u(i),u(2), . . .). O campo de Cartan será dado por '

i- ./'("(t),"(t))i+ "m:-+ «mã;D +

Observe que -J;u = u(i) e que a u(k) - u(k+l) para todo k C N.

Desse modo podemos considerar u como entrada, ou também podemos considerar qual-
quer derivada de u como entrada3, como já foi considerado na parte algébrica.

3Entenda-se qualquer derivada de u como l:;u
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Observe também que obter uma solução do sistema acima, é obter uma solução para o
sistema ã = ./(#(t), u(f)) onde # e u são vetores e / é uma função vetorial.

As saídas de um sistema de controle, quando considerado como d€1®etg/, são funções
deÊnidas no díl#ieZg/.

Assim, como pode ser visto em ICP021 ou em IPdSCPOll, dados um sistema S e dois
subsistemas (SI,rl) e (S2,a2) diremos que S será decomposto por Si e S, se em torno de
algum ponto ( C S existirem coordenadas locais (t,zl) para Si, (t, aç2) para S2 e (t,ri,z2y
para S tais que ai({, zi,z2) = (t,3ç{) para { = 1, 2. Um sistema será chamado relativamente
./7at em relação a SI sc existir um sistema ./Zaf S2 tal que S é localmente decomposto por Si

Assim, na primeira parte do trabalho, mostramos que as definições algébrica e geométrica
de sistemas relativamente ./Zat são equivalentes.

Na segunda parte do trabalho, estudamos sistemas implícitos. Um sistema é dito implícito
se não estiver na forma de estado, ou seja, se as variáveis de estado não estiverem explicitadas.

e 2

EXEMPLO 3. Esse exemplo mostra um sistema que não está na forma de estado, mas as

variáveis de estado podem ser facilmente explicitadas. l ..g l:i -- ui

Observe que neste caso podemos explicitar facilmente as variáveis de estado e colocar na

Como u? = 0 temos que ui = 0 e resolvemos facilmente esse sistema obtendo como estado
uma constante

l

al ul
,,? 0l

seguinte forma:

EXEMPLO 4. Esse exemplo mostra um sistema que não está na forma de estado e além

disso, as variáveis de estado não são facilmente explicitadas. .l # e . ' uil 'üi -- 1 :: U
Aqui a variável à não pode ser explicitada facilmente, o modo canónico de fazermos isso.

é utilizar do teorema das funções implícitas, porém em sua aplicação, podemos ter alguns
cálculos não efetivos.

Assim, observamos que um sistema implícito pode não ter solução única; além disso, ex-
plicitar uma solução ou até coloca-la na forma de estado pode ser difícil ou mesmo impossível,
no sentido de não ser eíetivo.

Estudando sistemas implícitos, foi possível melhorar um resultado de IPdSCPOll sobre
variedades imersas. Demos uma condição sobre regularidade de certos campos definidos
no di1/7ieíy (sistema implícito) que implicam as condições suficientes para concluir que a
variedade gerada pelas restrições do sistema implícito é uma variedade imersa.

Uma medida da dificuldade de integração ou de tornar o sistema explícito é o índice
diferencial, que chamaremos de índice diferencial clássico. O índice diferencial clássico. em
geral, não pode ser aplicado aos sistemas implícitos pois em sua maioria são indeterminados
ou subdeterminados.;

'Identificamos ri com =Í o ni

'Isso significa que as soluções, ou não são únicas, ou dependem de alguns parâmetros (os controles)
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Assim, através do algoritmo da extensão dinâmica daremos uma nova definição de índice
diferencial que pode ser utilizado em sistemas implícitos (dij#ietÍes) e mostraremos que se um
sistema implícito é completamente determinado, então as duas definições são equivalentes.

Além disso tudo, pala um sistema implícito da.do, mostraremos que é possível construir
um sistema explícito cujas soluções convergem para as soluções do sistema implícito (solu-
bilidade de sistemas implícitos). A principal idéia de solubilidade é mostrar que, sob certas
condições, as trajetórias de um sistema, implícito podem ser bem aproximadas por trajetórias
de sistemas explícitos, no sentido que o erro cometido ao utilizar uma trajetória do sistema
explícito em relação à trajetória do sistema implícito pode ser majorado.

Assim, nossos objetivos são:

(1) À'lostrai que a.s definições algébrica e geométrica de sistemas relativamente ./Zaí são
equivalentes;

l2) À'lelhorai um resultado sobre sistemas implícitos e variedades imersas, apresentado
em IPdSCFOlJ;

(3) Dar uma nova definição de índice diferencial, mostrando que essa nova definição
estende a noção de índice diferencial clássico;

l4) Mostrar que as soluções dos sistemas implícitos podem ser aproximadas por soluções
de sistemas explícitos.

O texto está dividido em duas pares, a primeira, cujo teor é essencialmente algébrico, faz
a equivalência entre as definições algébrica e geométrica de sistemas relativamente./7at. Caso
o leitor sinta necessidade de se familiarizar mais com a linguagem ou queira ter um suporte
maior sobre a álgebra diferencial, ele pode consultar os apêndices A e B. No apêndice A
mostramos que ideais gerados por relações polinomiais que são obtidas através de sistemas
de controle, a parir de sua forma estado, são ideais primos. E no apêndice B, fazemos uma
pequena exposição sobre extensões de corpos diferenciais.

Uma segunda parte cujo teor é geométrico, tem quatro capítulos, uma introdução sobre a
linguagem utilizada em teoria de controle e as definições utilizadas na geometria diferencial
de dimensão infinita.

O primeiro capítulo dessa parte (capítulo 2) trata do assunto de solubilidade, na qual é
apresentada uma melhora do resultado sobre variedades imersas feito em ]PdSCFOl].

O segundo capítulo (capítulo 3) trata da nova definição de índice diferencial. Fazemos
uma pequena discussão sobre índice diferencial e sugerimos uma nova definição que para
sistemas implícitos determinados coincide com a noção de índice dada, por exemplo,' por
Campbel IClam821. ' ' ' '

O terceiro capítulo (capítulo 4) trata de sistemas aproximativos; ou seja, dado um sis-
tema implícito, construímos sistemas explícitos cujas soluções se aproximam de um sistema
implícito.

O quarto capítulo (capítulo 5) traz algumas conclusões sobre as contribuições e eventuais
problemas que podem ser pesquisados futuramente.
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Introdução à teoria algébi'ica

Apresentaremos aqui, uma breve recordação das principais definições utilizadas na teoria
de corpos Um corpo é uma tripla ordenada (K,+,-) na qual + e . são operações que
tornam (K,+) um grupo a.beliano e (Ã' -- {0}, .) também um grupo abeliano. Além disso
há a relação entre essas duas operações dada por a . (b + c) = a b + a . c, conhecida como
operação distributiva.

Um corpo (-K, +, .) será chamado corpo diferencial se existir uma operação ' definida em
., '.. ..,. J (« + óy

''"' l i; .'ó?'. .;. zl + « . z,'
Dado um corpo /{, chamamos uma extensão de .lr qualquer corpo E tal que K C E.

Neste caso, E será chamado extensão de -l( e -K será chamado corpo de base. A notação
uti[izada pala dizer que E é uma extensão de K é .E/]r

Uma extensão E/-lr é considerada algébrica, se dado qualquer a C .E, existe um polinâmio
0 # p C Ã.IXI tal que p(a) = 0, onde X é uma variável.

Uma extensão E/Ã' é considerada transcendente, se existir pelo menos um a C E. tal
que o único polinâmio em /ílXI tal que p(cl) = 0 é o polinâmio nulo.

Um conjunto y C E onde E é uma extensão de Ã é dito algebiicamente livre sobre .If
se o único polinâmio p C Ã'jXi, . . . , X«l tal que p(y) = 0 é o polinõmio nulo.

Uma base de transcendência algébrica -B de uma extensão .E/Ã' é um conjunto maximal
de elementos de E que tem a propriedade de ser algebricamente livre sobre K

Um anel comutativo com unidade é uma tripla ordenada (.4, +, -), onde ,4 é um conjunto
de elementos, + é uma operação que torna (Á, +) um grupo abeliano e (Á -- {0}, -) é um

semigrupo abelíano (em geral os elementos não têm inversos multiplicativos).
Um ideal / C 4 onde Á é um anel, é um conjunto de elementos de .A que satisfazem duas

,-.--'.'.'.;:{ ; ; á':;J;=JIE Ç;.
Lembramos que /rjXi, . . . , X.l é um anel, isto é, existem duas operações + e . tais que

(ÃJXI,..., X.l,+) é um grupo abeliano e(KJXi, .. ., X.l -- {0}, -) é um semigrupo abeliano
Observamos que várias das definições aqui apresentadas são válidas. acrescentando a

operação de diferenciação ao corpo. 6

apara maiores detalhes, ve.ja o apêndice B

15



CAPÍTULO l

Algebra diferencial em teoria de controle

Nesse capítulo apresentaremos como as estruturas de álgebra diferencial se relaciona.m
com os conceitos de teoria de controle, como sistema, saída, entrada, subsistemas, sistemas
./7af e /Zatness relativo.

Será dada uma equivalência de ./7atness relativo e disjunção de subsistemas.

DEFiNiÇÃo 1. Um anel diferencial (k, +, .) que tem estrutura de corpo será chamado de
corpo diferencial.

Um corpo E/k é uma extensão diferencial se .E :) k e as derivações em E são derivações
em k. Seja E uma extensão diferencial de A e X C E um subconjunto qualquer, denotaremos
klX} o anel diferencial gerado por X e suas derivadas e A<X> o corpo de frações diferencial
gerado por k, X e as derivadas de X ]Kap78].

Se X, U e y são conjuntos de variáveis diferenciais livres e J C k]X, t/, y]. é um ideal
primo .podemos denotar o corpo de frações do quociente do anel kÍX, t/, y} 'por J F :=
Q(kÍX, U,y}/J). Esta é uma extensão de k. ' '

Além disso, r' é extensão diferencial de k que contém as raízes dos polinâmios diferenciais
contidos em J, em particular, dos geradores de J. Dessa forma, podemos fazer aplicações
da teoria algébrica diferencial para estudar sistemas de equações diferenciais.

Em teoria de controle, a equação de estados é, normalmente, da forma

rn .rã: -/,(',«) j - l,...,«
1. g/j («,u) .j

Para ilustram como a álgebra diferencial pode nos auxiliar no estudo de alguns desses
sistemas, vamos considerar o conjunto R de relações polinomiais

Xi
b

.f: (x , u)
@j(x, u)

{ - l,
.j = i,

, 7Z
)T

que gela um ideal primor e faremos a construção citada anteriormente. Em outras palavras,
se / = {-R} (ideal radical minimal que contém .R) então /{ = k {X, U, y} // é um corpo.

Assim estudaremos algumas estruturas num anel/corpo que contém as raízes do sistema

A aplicação que estudaremos será um estudo de equações da forma á = P(a,u), onde
P é uma relação polinomial entre #, u e, eventualmente, as derivadas de u. Essas equações
serão chamadas equações de estado.

(1)

iA demonstração desse fato foge um pouco ao escapo desta parte, assim, isso será feito no apêndice A
16



2. REPRESENTAÇÃO DE ESTADOS E ENTRADA 17

1. Sistemas de controle

DEFiNiÇÃo 2 (Extensão finitamente gerada). Diremos que uma extensão diferencial E/&
é ./ínitamente gerada se existir uma família finita F' C E tal que E = A<F>.

DEFINIÇÃO 3 (Sistema de controle). Um sistema de confio/e é uma extensão diferencial.
com a derivação ' definida em k, -E/k finitamente gerada.

Por simplicidade, diremos apenas sistema ao nos referirmos a sistema de controle

DnpiNiÇÃ0 4. Dizemos que um subconjunto y de uma extensão .8 de k é algebrica-
mente livre ou independente sobre k, se não existir um polinõmio algébrico p não nulo com
coeficientes em k, tal que p(y) = 0.

DnpiNiÇÃ0 5. Um conjunto X é algebricamente independente sobre um corpo k se qual-
quer subconjunto F' C X, F' finito, tiver a seguinte propriedade:

Para todo n C N, p C Amai,. ..,3«j e p(r') = 0 implicam = 0

2. Representação de estados e entrada

DEFINIÇÃO 6. Uma base de franscendéncia dll/erencÍa/ X de E sobre /' é o maior conjunto
de elementos de E que é diferencialmente algébricamente livre sobre r'lXI.

Dnb'iNiÇÃo 7 (Entrada). Uma -Entrada (u) de um sistema é uma base de transcendência
diferencial de E/À;.

DEFINIÇÃO 8. Uma base de transcendência a/géórica B de um conjunto E sobre F' é o
menor conjunto de E que é algebricamente livre ou algebricamente independente sobre p'l-el.

DEFINIÇÃO 9 (Estado). Um estado z re/atado a uma entrada (u) é uma base de trans-
cendência algébrica de E/k<u>.

ExEMpl,0 5. Considere o sistema: á = + u então uma entrada possível entrada é ue
o estado correspondente a essa entrada é r

Quando não houver perigo de ambigüidade, diremos apenas estado ao invés de estado
relativa a uma entrada.

Seja .E/A um sistema de controle; então dado qualquer elemento a C .E, a obedece a uma
relação polinomial da seguinte forma:

P.(«,,,«,...,«('))

Se z = {ai, . . . ,z.} C .E então cada um dos elementos zi de n obedece alguma relação
polinomial da coima

P:(á.,«,«,...,«('J)
Essas equações são chamadas equações de estado.

TEonEivIA 1. Se .Zi'/k é um s sfema de confio/e e k fem cfzracZeríbfÍca zero enfio a dí-
-pensão do estado é Brita, isto é, o número de elementos da base de transcendência algébrica,
! finito para qualquer er\traria, Çu].

DEMONSTRAÇÃO. v. ISel521. n
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3. .FZatness

DEFiNiÇÃo 10. Um sistema E/k é chamado de sistema ./Zat se existir uma família y -
{g/: , - . . , y.} contida em uma extensão a/géórica D/E tal que y é uma base de transcendência
diferencial de Z)/k e Z)/k<y> é a/géóráco.

Observe que um sistema ./Zaf é um sistema no qual não aparecem as variáveis de estado.
Isto é, quando temos a saída ./Zaf, podemos escrever cada um dos elementos do estado. como
uma função analítica das entradas e das saídas ./7af, ou seja, de alguns elementos que são
diferencialmente algebricamente livres e das saídas ./7at. Assim, as variáveis essenciais que
descrevem o sistema são as entradas e saídas ./7at.

DEFiNiÇÃo ll (Subsistema). Dado um sistema E/X;, um subsistema de E/k é uma
extensão S, de k que está contida em E e tal que S/k seja um sistema.

4. p'Zatness relativo

A seguir daremos uma série de definições que podem ser encontradas em IFLMR95al
que generalizam o exemplo 5.

DEFINIÇÃO 12 (f'/afness re/afÍuo). Dado um subsistema S/k do sistema E/k, dizemos
que E é re/al lamente ./7aZ com relação a S se .E/S for ./7at.

DEFINIÇÃO 13 (Extensões algebricamente disjuntas). Dizemos que dois subsistemas Et/A
e /l;2/Ê de um sistema .ZI/& são a/geórÍcamente d õl/tantos ozl independentes se para Lt C É;]
e L2 C E2 algebricamente livres sobre k, então

(1) z;:n , a;
(2) Zi U L2 é algebricamente livre sobre k.

DEFiNiÇÃo 14 (Decomposição) Dizemos que E/k é decomposto pelos subsistemas Ei e
E2 se os sistemas são algebricamente independentes sobre k e E é algébrico sobre k<Ei, E2>.

DEFiNiÇÃo 15 (Saída). Uma saz'da de um sistema E/k é qualquer conjunto de elementos
de E'

DEFiNiÇÃo 16 (Saída fiar). Uma saída g (y C E) de um sistema E/Ã; é chamada sUMa
./7aZ se g/ for uma base de transcendência diferencial de alguma extensão algébrica D/.E.

Luwh L. Sejam EJK umü extensão diferencial de corpos e M, N duas partes de E. São
eq'uiualentes:

(1) JM U N é «/g.é,,{«m.«í. /'«e soó« k . A/ n N -a;
.2) M é atgebricamente livre sobre k e N é algebricamente !jure sobre k(.M);
~3) N é algebricamente livre sobre k e M é algebricamente tigre sobre k(N).

DEMONSTRAÇÃO. E suficiente demonstrar a equivalência de l e 2.
(1. :::+ 2.): M é uma parte própria de ]M U JV (que é algebricamente livre sobre A). Se

JV não fosse algebricamente livre sobre k(M), existiria um polinõmio diferencial p não nulo,
com coeficientes em k(A/) ta] que p(3/) = 0 para y = {g/.,. . . ,g/.} C ]V. Tirando o m.m.c.
dos denominadores dos coeficientes de p, obtemos um polinõmio diferencial não nulo q(#, 3/)
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com coeficientes em k em que 3 = {ai, . . . , z«} C M, 3/ C N. Portanto i14 e ]V não seriam
algebricamente livres.

(2. :::> 1.): Temos claramente que JV n h(M) =0 e portanto JV n M -a. Resta mostrar
que quaisquer subconjuntos finitos y C Ar e z C iV que são algebricamente livres sobre
k, tem sua união algebricamente livre. Supondo, por absurdo, que M U IV não sqa um
conjunto diferencialmente algebricamente livre, então existiriam a = {zi, . . . ,a;.} C M e
g = {yl,.. . , y.} C Ar e um polinõmio diferencial P # 0, em klzl,...,3m, y:,. .., y«} tal que
P(a:,...,"m,y:,.-.,y«) = 0. Sej- g(y:,...,g/«):= P(Z:,...,"m,y-,...,y.) um pblinâmio
dize"ncial 'm A(À/){g/} e a -elação p(#l,. . ., Zm, 3/:,..., 3/«) = 0 se escre« g(yi,.. ., y.) = 0.
Como N é algebricamente livre sobre k(M), os coeficientes de g(yi, . . . , y«) são nulos. Mas
os coeficientes de g são da forma q(#l , . . . , zm), ou seja, são polinâmios difei'enciais em k(À/),
o que mostra que ]W não seria algebricamente livre sobre k.

CEOU.nwA. 2. Sejam Ejk lm sistema e Ljk um subsistema de nlK. Então são equiva-
lentes:

.\] O sistem,a. nlK é relatiuarrtente «ak com respeito ao subsistema, LJK;
:2] Existe umu extensão algébrica D de E e lm subsisterrta Rah FJK ãe Djk tat que D

se decompõe em relação u F e a L.

DEMONSTRAÇÃO. (1. :::::> 2.) Se -E/Z, é ./Zaf, tomamos uma saída ./7af y = {yi, . . . ,y.}
em uma extensão algébrica Z) de E. Fazemos r' = k<g/>.

Como 3/ é uma saída ./Zat de uma extensão.algébrica D de .E com corpo de base 1,, então
y é uma base de transcendência diferencial de -D sobre -L, ou seja, y n Z, =a.

Então L/k e r'/k são independentes sobre Ã; e Z) é algébrico sobre Ã;(r',L) = Z,(f').
Para mostrar que g/ é algebricamente livre sobre k, suponhamos que exista um polinâmio
diferencial p tal que p(g/) = 0, p com coeficientes em É;. Como É C -L, então p é um polinõmio
com coeficientes em L, como p(y) = 0, e 3/ é uma base de transcendência diferencial de -E/.L,
temos que p = 0.

(2. ::> 1.) Seja g/ uma base de transcendência diferencial de E/k onde E é uma extensão
algébrica finita de F'. Podemos supor que /) contém E, pois caso contrário, fazemos a
extensão Z)(E) que continua sendo uma extensão algébrica finita sobre E. Como D se
decompõe em relação aos sistemas r' e -L, isto é, Z) é algébrico sobre A<r', Z)> = Z<r'>. Dessa
forma, precisamos mostrar que y é uma base de transcendência diferencial de Z)/Z) e que D
é algébrico sobre Z<y>. Como D é algébrico sobre Z<F'> = A<r', L> = Z,<y>, temos que Z) é
algébrico sobre /.,<r'> = L<y>. Pelo lema anterior, temos que y é uma base de transcendência
diferencial de Z)/Z,. []

Este teorema mostra que a definição de sistemas relativamente ./Zat a um subsistema,
apresentado na teoria algébrica, é equivalente à decomposição do sistema em dois subsiste-
mas, sendo que um desses subsistemas é ./Zat. Ou seja, o teorema mostra que a definição
algébrica é equivalente à definição geométrica de sistemas relativamente ./7at.



Parte 2

Geometria diferencial e sistemas de equações
diferenciais



Introdução à teoria geométrica

Lembrando o que foi apresentado na introdução geral do texto temos:
Um sistema de controle é uma variedade de dimensão infinita (enumerável) munida com

a topologia de Fréchet e com um campo chamado campo de Cartan. Essa variedade, com
essa tipologia e esse campo é conhecido como diiJHetg/.

A tipologia de Fréchet é a topologia menos fina que torna as projeções da variedade em
R" funções contínuas e abertas.

O campo de Cartan é um campo vetorial que é obtido através do sistema de equações

diferenciais; em geral representaremos o campo de Cartas por -=
Uma entrada relativa a um sistema (nesse caso, um de®efy), juntamente com o estado é

um sistema de coordenadas local

.)'', ", ",á«,á(á«),
da variedade S.

A forma com que poderemos distinguir as variáveis de estado das variáveis entradas é
através do campo de Cartan.

De forma bem grosseira, podemos dizer que as entradas devem seguir a seguinte equação:

;l-u(t) - u(k+i), para todo k C N, onde :Í é o campo de Cartan e du(t) - u(:)(t),

:;u(i)(t) = u(')(t), . . ., e as representações de estados são as variáveis não temporais que

restam quando se retiram todas as variáveis de entrada.
Assim, a variedade que devemos considerar é RN, um sistema de coordenadas local pode

ser (í,z,u,u(i),u(2), .). O campo de Cartan será dado, nessas coordenadas, por

i' - g- + .f("(t),"(t))i+ "mZ:+ «ma3$ +
Observe que -;u = u(i) e que -=u(k) - u(k+i) para todo k C N.

Desse modo podemos considera; u como entrada, ou também podemos considerar qual-
quer derivada de u como entradas, que foi o mesmo ocorrido na parte algébrica.

Observe também que obter uma solução do sistema acima, é obter uma solução para o
sistem; á = /(z(t), «(t)) onde :« e u são «toros e / é «ma fu«ção «tonal.

As saídas de um sistema de controle, quando considerados como de#íeZães, são funções
definidas no dll#íety.

2Entenda-se qualquer derivada de u como ãi;u para algum n natural
21
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Dados um sistema S e dois subsistemas (SI , ri) e (S2, r2) diremos que S será decomposto
por Si e S2 se em torno de algum ponto { C S existirem coordenadas locais (t,31) para Si,
(t,z2) para S2 e (t,31, z2); pala S tais que ai(t, zi, a2) = (t,zi) para á = 1,2. Um sistema

será chamado relativamente ./ZaZ em relação a Si se existir um sistema ./?af S2 tal que S é
localmente decomposto por Si e S2.

Na primeira parte do trabalho, mostramos que as definições algébricas e geométricas de
sistemas relativamente ./7aZ são equivalentes.

Na segunda parte do trabalho, estudamos sistemas implícitos. Um sistema é dito implícito
se não estiver na forma de estado, ou seja, se as variáveis de estado não estiverem explicitadas.
Quando trabalhamos com sistemas implícitos em R", podemos utilizar o teorema das funções
implícitas pala explicitar é, porém em dij#ielÍes, que são os sistemas implícitos, tal teorema
não é válido.

5 Geometria diferencial de dimensão infinita e sistemas de equações
diferenciais

Primeiramente definiremos o espaço em que trabalhaiemos. As definições podem ser
utilizadas para espaços de dimensão finita (excito em menção ao contrário).

DEFiNiÇÃo 17 (R"'i). Sqa Á um conjunto enumerável. Denotamos por R''! o conjunto
das funções de .4 sobre R. ' "

Note que essa definição pode ser utilizada também para definir R". Pode-se ainda definir
as funções coordenadas zi : R''i -+ R como #í(O = (({), iC .4, que eventualment. s.rá
denotado por {{.

Será usada a palavra enumerável para indicar conjuntos com a mesma cardinalidade deN
Este conjunto pode ser dotado naturalmente com a tipologia de Fréchet (isto é, uma

topologia de limite inverso). Uma base para essa tipologia é da forma

Bf',{.;licp} = {( C R''l tal que laí(O

onde f' é um subconjunto finito de .4, (5{ C R e ci é um número real positivo para { C r'. Isso
significa que qualquer vizinha.nça aberta de um ponto ( C R'4, tem apenas uma quantidade
finita de coordenadas que são limitadas.

A próxima definição mostra o que é uma função diferenciável cm R'l. Observe que as
aplicações que serão consideradas são aplicações de R" sobre R"

Observe também que em cada ponto ( C R''4 existe uma vizinhança Ve em que as funções
são contínuas e/ou diferenciáveis pois dependem apenas de um número finito de variáveis.

Õil < c{, i C r'},

Dnr'iNÍÇÃo 18 (Diferenciabilidade em R'4). Sqa / : R'4 uma função, / é chamada
função confz'nua rali/erencáát;e/9 se em torno de todo ponto ( C R''l existir uma vizinhança
}'' de { tal que ./ = g(gí.,#{,,aç;:, . . . , zi.) em y, onde g : R" -+ R é uma função contínua
(diferenciável), {ii, . . . ,á.} é um subconjunto de Á, isto é, para uma função ser contínua
(diferenciáve]) a função precisa depender de um número finito de variáveis.

3ldentificamos =i com ri o ni



5. GEONIETRIA DIFERENCIAL E SISTEMAS IMPLÍCITOS 23

Através dessa noção de diferenciabilidade, pode-se construir facilmente noções de campos
vetoriais e folhas diferenciais em R''i e aplicações diferenciais de R''l sobre Ra, como pode
ser visto em [CF021.

Observe que, por .exemplo, a função / : R''l --> R dado por ./'(zl, . . . ,3n, . - -) = ZI + ;
é diferenciável em R"

DuPiNiÇÃo 19. Seja .4 um conjunto enumerável. Uma R''i-variedade é variedade sobre
R formada por funções deriváveis de R''{ sobre R.

Dada uma R'4-variedade P', denotaremos C'('P) o conjunto de todas as funções deriváveis
de P sobre R.

DEFiNiÇÃo 20 (DiHieties). Um dll/Pety M é uma R'4-variedade munida de uma distri-
buição involutiva Z\ de dimensão r chamada distüóléÍção de Oartan

Um dll#ieíg/ .A/ com r = 1 será chamado de dll#ieíy ordinário. Neste caso a notação para
a distribuição de Caitan do dll#iety M será aM.

DEFINIÇÃO 21 (Campos de Cartan). Uma secção de uma distribuição de Cartan em um
dil#7ely é chamado um campo de C'arfam.

Quando não houver problema de ambigüidade, chamaremos um dlj#iety ordinário apenas

de dlj#iefy. Além disso, usaremos apenas a notação -:i para o campo de Cartan do dàl#ietg/
ordinário.

Reforçamos aqui que, localmente, isto é, numa vizinhança V de ( C M, as funções dife-
renciáveis dependem apenas de um número finito de variáveis, portanto todas as definições
da geometria diferencial de dimensão finita são válidas localmente. Como foi feito por Corrêa
Filho em ICF021, podemos enunciar a próxima definição

DEpiNiÇÃ0 22. Soam Q uma R''!-variedade e p : P' ----} Q uma função suave de P' sobre
Q, onde 'P é uma, RB-variedade, denotaiemos a função tangente por p* : 7}'P ----> Tp(p)Q
e a cotangente representaremos por p'" : Tv+(p)Q "'} TP'P'' onde 7}7) é o espaço tangente à
P em p, Tp(p)Ç2 é o espaço tangente a Q em g(p), TP'7' é o espaço cotangente de P' em p e
7l;(p)Q é o espaço cotangente a Q em g(p).

DEFINIÇÃO 23. Dada uma função g : P' re R'4-variedades, p é chamada uma
imersão se pala todo ponto ( C 7' e g({) C Ç2 existirem cartas locais de P' e Q tais que,
nessas coordenadas p(z) = (z, 0). A aplicação g é chamada uma SKómersão se ao redor de
todo ponto ( € P e g({) € Q existirem cartas locais de P e Q tais que nessas coordenadas

DEFINIÇÃO 24 (Aplicação de Lie-Bãcklund). Soam M e Ar dois di1/7ieties munidos de
campos de Cartan a.\.r e a/v respectivamente. Uma aplicação ./' : &/ ---.> Ar entre dil#iefÍes é
chamado de Z,{e-BAGA/und se / for uma aplicação suave que é compatível com os campos de
Clarta.n, isto é, /*aÀ/ = a/v o ./

Dnp'iNiÇÃo 25 (lsomorfismo (imersão, mergulho) de Lie-Bãcklund). Um isomorfismo
(imersão, mergulho) entre variedades de dimensão n$rzála é uma aplicação de Lie-Bãcklund
que é um isomorfismo (imersão, mergulho).

P(z y)
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Dado um objeto diferenciável (p (entenda-se ou função diferenciável ou campo ou forma),
então © significará a ação do campo de Caitan em p, que também será denotado por L.4p
e L%(p = (P(n), n C N.

t

dt

DnpiNiÇÃo 26(Sistema em dij®etjes). Um sísfema é uma tripla(S, R,7-), onde S é um
d #iet# lllunido com campo de caitan õs e 1- : S ---.} R é uma submersão de Lie-Bãcklund e
d
-;(,) = l

A função coordenada t de R representa o tempo, que é escolhido de forma única para
todos os sistemas.

DEFiNiÇÃo 27. Uma aplicação de Lie-Bãcklund entre sistemas de (S, R,7-) sobre o sis
tema (S', R, r') é uma aplicação (p : S que preserva o tempo, isto é, a'- = r' o p.

Quando não houver perigo de ambigüidade, o sistema (S, R,r) será denotado simples
mente por S.

6. Representação de estados e entrada

DEFiNiÇÃo 28 (Representação de estados e entrada). Uma represerzfação de estados /oca/
de um sÍslema (S, R,.r.) é um sistema de coordenadas local, @ = {t, #, t/l}, onde # = {ri, á c

{l,...,nJ}, U - {uj*)l.j C {l,...,n}, k C N} onde TO @''(t,z,U) = t. O conjunto de
funções # = {zi, . . ,a.} é chamado estado e u = {ui, . . . ,u.} é chamado GRiTada.

Nesse sistema de coordenadas o campo de Cartan é localmente escrito como

(2)
d

i--ÍI'â-'- = «s**:';:p
jCll,...,m}

Uma representação de estados de um sistema S é completamente determinado pela es
colha de estado # e entrada da u e será denotado por (=, u).

DEFiNiÇÃo 29 (Saía-,)
emS.

Uma saz'da 3/ de um sistema S é um conjunto de funções definidas

6.1. Sistema associado a equações diferenciais. Nesta subseção veremos como as
definições anteriores podem ser úteis para o estudo de equações diferenciais.

Suponha que um sistema de controle é dado pelo sistema de equações:
t- l
ài /,(t,a,u,
yi = hiÇ=,u.

(3) j c {l,.
.j c {i,

,«}

,P}u(P,))

Pode-se sempre associar a essas equações um dl1/7iety S de coordenadas globais @
{t, =, u} e o campo de Cartan (2); observamos que yj são funções de z e u.
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6.2. Realímentação endógena. Nesta subseção daremos uma noção simplificada de
realimentação endógena, baseada em mudanças de coordenadas. Esta definição é conveniente
para nossos propósitos, mas não é abrangente o suficiente para estudar equivalência de
sistemas por realimentações (vqa IFLMR991 para ter uma noção de realimentação endógena
que é uma relação de equivalência entre sistemas).

DupiNiÇÃ0 30,.(Realimentação endógena). Sejam (t,3,u) = (Z,aç,u(k) : .j $ m,k C N)

e (t,z,u) = (t,z,ui'J : { $ m, / C N) duas representações de estado locais de um sistema S

definidas em torno de .um ponto ( C S. Uma rea/{menfação endógena de estado (local) é a
mudança de coordenadas definida da seguinte forma: ' ~ '

(t,z,uSU : .j .$ m,k c N) --->(t,,,ul0 ; i$ «.,1 c N).
DEFINIÇÃO 31 (Realimentação estática). Sejam (Z, z, u) e (f, z, u) duas representações de

estado locais de um sistema S em torno de um ponto ( C S, como deânido anteriormente.
Diremos que (t, a, u) e (t, z, u) são relacionados por uma rea/ímenfação endógena estática (ou
simplesmente uma rea/{menZação esZáfica) se, para todo ponto ( em uma vizinhança de (,

"--«.:: { :;= 13í: 3:1h,i1.'"3Jh$11., ..,i. '
PRoPosiçÃo l. ]CF02] .Dadas duas representações de estczdos (t,aç,u) e (t,z,u). Se

os spantdt, dz} :: spanÍdt, dz}, spanÍdt, dz, du} = spanÍdt, dz,dt;}. .Então ezãsfem
reatimentações de estado estáticas que relacionam esses sistemas de coordenadas.

DEMONSTRAÇÃO. Se spanldZ, dz} = spalzÍdf, dz} então (t, #) e (t, z) tem mesma dimen-
são e existe «m bife'm'rfism'(t,«)'"b(t,'). O mesmo ocor« com(t,«,«) e(t,,,«).[]

ExnMpi,0 6. A extensão de estados dada por integradores é outro exemplo particular
de realimentação endógena. Por exemplo, colocando integradores em série com as primeiras
é entradas da. representação de estados (z,u), teremos o estado z = (z,ui,...,u*) e a
entrada o = (tll, . . . , tlk, uk+i, . . . , u.). Observe que as funções coordenadas neste :asl são
as mesmas, mas elas foram juncadas de formas diferentes, dando origem a (z, u) e (z, t;) que
estão relacionados por uma realimentação endógena. Este procedimento é chamado extensão
d námáca do estado

6.3. Sistemas regulares implícitos. Seja I' um sistema implícito da forma

(4a) à(t) + g(«(t))«({)
(4b) y(t) (t),«(t))

onde z(t) C R" é o pseudo-estado do sistemas, u(Z) C R"' é a pseudo-entrada', e 3/i = 0, i =
1, . . . , r são as restrições.

'Aqui entenda-se pseudo-estado do sistema colho urn conjunto de variáveis que formalmente é o estado.
mas futuramente poderá ser apenas uma parte do conjunto de variáveis que serão considerados estados, por
isso foi colocado que = é o pseudo-estado do sistema.

'Aqui também u não necessariamente será a entrada depois de realizarmos todos os cálculos, por isso,
Dominamos de pseudo-entrada do sistema. Note que u não é uma entrada diferencialmente independente

de I', pois as restrições # = 0 induzem relações diferenciais nas componentes de u. Pelas mesmas razões. ;.
não é um estado de I'
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Pode-se associar a esse sistema implícito I', o sistema e=p/úciÉo S dado por

(5«)
(5b)

á(t)
g(t)

/(,(t)) + g(«(t))«(f)
À(.(t), «(t))

Considere o sistema S associado às equações (5) com campo de Cartan

á-â--$'â-'- = «s*':'@,
jeÍI,...,m}

k

e saída y. Então y(k) denota a função 2fAy definida em S, que pode depender de
. .,(o) .,(1)

Na seqüência consideraremos as seguintes codistribuições definidas em S:
) )

(6;)
(6b)
(6c)

y-l - spanÍdt, dz}, yk = spanld{, da,dy, . . . ,dy(k)}
I''-i - spanldt}, Yk = spanÍdt, dy, . . . , dy(k)}

'V.i = {0}, 'Vk = spanÍdy, . . . , dy(A)].

Em IPdSCFOl], mostrou-se que, dentro de certas condições de regularidade, se pode
identificar (de forma canónica) o sistema implícito I' definido por (4) com o subconjunto de
S definido por

(7) I' = {( c Sly(A) = 0, Vk c N}

DnpiNIÇÃ0 32. Seja U CI S um conjunto aberto c denso de pontos regulares de todas
as codistribuições yA, yi, Yk, k = 0,.. . ,n = dimz. O sistema implícito I' dado por (4)
é dito ser reg /ar se ©:# I' C U e existir uma seqüência de inteiros fixos {crl, . . - ,a.}, tais
que ok = dimyk(O dimyk 1(0 pala todo { C I'. Neste caso a seqüência {oo,. ..,a.} é
chamada esZr fura no án#nÍto do sÍsfema mp/silo (4).'

A classe de sistemas implícitos não lineares (4) não é particular como nos parece num
primeiro momento. De fato, pode-se mostrar que equações diferenciais não lineares algébricas
(DAEs) podem ser sempre convertidas para um sistema da forma (4). Para isso considere
as seguintes equações diferenciais:

(8) Pi(wl, , .(.-J , «,!«'J) - o, { c {l, ,,}
sd; õj = max {aj{,i C {l,

, u,(P--D, to,,

,rJ} ,.j C {l,. . .,s}. Considere o sistema S com estado

, u,(P,-i)), entrada u =(ui,..., u.), onde uj = wlPj), . saída

cessa seqüência é de fato a estrutura algébrica no infinito do sistema explícito S definido por (5)
IDBGM89, DPdS98a]. ' ' '
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g/ definida pelas equaçõesr

0)
«}:'J

(9) .j c {i,
Ú(P.-i) . uj

- 'Pi(WI, . . . , W:'-i), . . . , W',

,.}

, ««!''J), j c {l, ,,}
E claro que o sistema (8) é representado pelo sistema (9) com as restrições g/{ = 0, que

está na forma (4a-4b). Assim, todos os resultados desenvolvidos aqui podem ser aplicados
aos conjuntos de DAEs de ordem arbitrária. A partir dos resultados aqui apresentados
ficará claro que o estado (local) do sistema implícito pode ser sempre escolhido como um
subconjunto de aç =(wi,. . .,m(P--i),.. ., w,,-. . , w(P,-i)) e a entrada ã pode ser sempre um
subconjunto de u.

Por exemplo, considere um DAE na forma descriptora:
E(,).á .'l(,) + B(,)«

e note que cla pode ser transformada em um sistema implícito
l 2
l g/ ,)p - .4(,) - B(,)«

A equação anterior está na forma (4a-4b), onde # = z e u = (u,p). Note (lue y é afimemu

) 'tOs) '

6.4. Sistemas afins e coordenadas ilimitadas. Vamos definir agora, uma noção
de coordenadas i/im lapas em R''l-variedades e alguns resultados correlatos. Pala isso
lembramos que uma. base de abertos da topologia de R'4 é gerado por abertos da forma
BT',{..licp} = {{ C R''l tal clue lz{({) -- .Sil < ci} onde r' é um conjunto finito contido em.4.

DEFINIÇÃO 33 (coordenadas ilimitadas). Seja p : U ----.> R''i x RB, onde p = (X, y) é
uma carta local de uma variedade S definida em um aberto U C S onde X : P ---} R''l
e y ' P ---> Ra são funções diferenciáveis (lisas). Tais coordenadas y são chamadas
coordenadas /ám fadas se y := p(P) = W x RB, onde W é um aberto de R'{

DnpiNiÇÃ0 34 (!plicação ilimitada). Seja @ : H --> Xi um difeomorfismo entre abertos
H e Xi de R''i x Ra, tal que (X,y) ---> (XI, h). A aplicação Ú é chamada {/anafada em
}'; se a imagem de @ é da forma V x RB com y um conjunto aberto de R"'i

Lembramos que uma representação de estado (z, u) é uma carta local especial para um
sistema S. Dado um sistema explícito

ã(t)
g(t)

/(«(t)) + g(z(t))«(t)
à(«(t), u(t))

7Note que g/i (i C {l, . r}) pode depender de alguns uj, (.j C {l, ;})
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pode-se construir um sistema S com coordenadas globais {{,#, U}, onde P = (u(k) : k C N)
e um campo de Caitan

t::l
E
kCN

Cll,...,m}

(k+i) a

(k)J
J

LEMA 2. Sda S t(m sÍsfema, no qKa/ (z,u) é alma representação de estados c/ássãca e o
cor%junto {f, a, u(o), . . . , u(k), }V} é uma carta /oca/ com coorderzadas á/ám fadas

{u('), . . . , u(k), }l'}
! seljtl Ç=.'ub uma realimentação de estados estática localmente regular e aSm de$nida, l)or
« + P(«)«. -E«fã.;

1. {t, z, u(o), . . . , t;(k), W} é uma carta /oca/ cêdo c07Üunto de coordenadas {/{máladas é
.[u(o), . . . , u(k), W} e de modo qwe

span[dl, dz, du(o), . . . , du(k)} = span]dt, dn, du(o), . . . , do(k)]..
11. Se « p«d« '" e«,{f. ««.o « = (©,F), ( = («,©) e p = (8(:),8), .«1ã.

{t, (,P(o), . . . ,P(A-i), 8(k), W}
é uma carta /oca/ com coordenadas {/imitadas {/z(o), . . . , p(k-i),8(k), W} e fa/ que

spanÍdt, d(, dp(o), . . . , dp(A-t) , (/8(k)]. -

spanldt,dz,du(o), , du(k-') , du(t)}

DEMONSTRAÇÃO. 1. De fato, como # é localmente regular, existe #

gume vizinhança y de um ponto (. Assim, u pode ser escrito como:
'(«) em -l

U

0
:(z)a(«) + #':(,)«

P-(«, u) + p':Ü
(10)

u(k) 9*(«,u,Ü, (k-i)) + p-:u(t)
para todo k C N, pois

u(k+l) Ç?(«,«,. .,.'*-:b ã+
k-l .

>i:g::(",",. ,.a-o)'"o'''o++

independe de u@+O

+ ?eilJi!) . á . uw + p-:(") ' «@'FO.

Logo

SP«-ldt,d«,'Í", , du(A) } 'P««{dl,d«,d", ,du(k)}
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Assim, pelas relações (lO) temos um difeomorfismo local

(t, *, c/) U5 (t, «, }'')

onde U = {u(k) : k C ..4} e V = {u(Ê) : k C ,4} com Á = N ou Á = {1, . . . ,k}.
Claramente, neste difeomorfismo, V é um sistema de coordenadas ilimitadas e

sua inversa U, também. Se .4 for {l, . . . , k}, a aplicação

(Z, z, t/, W) --+(@.,i(t, #, U), W)

é um difeomorfismo local com sistema de coordenadas ilimitadas em (y. W).
Para mostrar a segunda paire, basta notar quc

{t, (,P(o), . . . ,P(k-i), 8(k), W}

11

{t, («, Üm) , (Tm, 8©), , (#© , 8@-0), 8m, W}
D

LEMA 3. Se (Z:,W) é «m« c«t« /o«/ "m c«,d.««d« {/ámif«d« W . Z, é f«/ g«.
cara(Zi) = ca,d(Z2) < 'n e spanÍdZi} = spanldZ2}, ente. (Z2, IV) é wma carta coordenada
local com coordenadas ilimitadas W

DEMONSTRAÇÃO. Como Zt é um conjunto finito de coordenadas, podemos utilizar o
teorema da função inversa e obter Zi }--=+ Z2 é um difeomorfismo local definido em um
aberto y C R''{ com imagem U C R''l. Portanto (Zi,H') ---> (Z2(Zi), W) também é um
difeomorfismo local definido em algum aberto }'' x Ra C R''i x RB com imagem U x RB
Logo (Z2, I'r) é uma carta local com coordenadas ilimitadas W. []



CAPÍTULO 2

Algoritmo da extensão dinâmica

O algoritmo da extensão dinâmica é um algoritmo conhecido na teoria de controle não
linear e é essencialmente uma ferramenta pala cálculo de inversas à direita e posto de saídas.i

Esse algoritmo está fortemente relacionado ao problema de desacoplamento de entrada
e saída IDM87, NR88j, desacoplamento de distúrbios IPdS96, DPdS98bl e lineaiização
de entrada e saída IDPdS98b, PdSDOll. O algoritmo da extensão dinâmica pala um
sistema explícito (5) tem uma interpretação intrínseca IDBGM89]. Esta interpretação foi
considerada para o estudo de realimentações quase-estáticas na teoria de controle não linear
IDPdS98al.

Veremos que o algoritmo da extensão dinâmica é uma seqüência de aplicações de realimen-
tações regulares quase-estáticas e extensões do estado adicionando integradores. Veremos
também que o algoritmo da extensão dinâmica pode ser utilizado para a escolha de uma
nova representação de estados local de S. Enunciaremos uma versão modificada do algo-
ritmo da extensão dinâmica que será útil aos nossos propósitos. Antes precisaremos de duas
defIHi.Ãp.

DEFINIÇÃO 35. Diremos que uma representação local dg estados (z, u) de um sistema S

Éllii = o, v{ c {o, 1,2,
é c/ássáca, se á não depender das derivadas de u, isto é, ,«}.

VÉ C {1,2,3,...}.
DnpiNiÇÃ0 36. Diremos que uma saída g/ de um sistema S é c/ássÍca com relação à (z, u)

se g/ não depender das derivadas de u quando escrito no sistema de coordenadas induzido
pela representação de estado (z, u).

Descrição do algoritmo da extensão dinâmica:
Seja S o sistema explícito

á(t)
y(t)

/(«(t)) + g(z(t))«(t)
h(«(t), u(t))

com campo de Clartan

k€N
jcÍi, . . . ,«.}

Seja (z, u) uma representação de estados clássica e y uma saída clássica.

+í-i*$« .e (A+i) aU
(k)J
J

iVda IFli89j para o conceito de posto e inversas e [DBGM89j para a interpretação do a]goritmo da
extensão dinâmica

30
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Se denotarmos «-: = ", "-: = «, .[:(t,«) = .f(t,«), g-:(t,«) = g(t,«),
podemos escrever as equações de estado do sistema explícito da seguinte
forma:

./:-(t, ,-:) + g-:(Z, a.:)«-:
«o(Z, '-:) + bo(t, «-:)«-:

Executamos o passo A do algoritmo A C {0, 1, . . .l} da seguinte forma:
Passo k: No passo A -- 1, temos as equações de estado:

z l
g/(o) - g/

á*-:(t,«k-:) + g*-:(f,«*-:)uk-:
yW - .*(t,'*-:) + b*(t,«*-:)«.-:

onde zk-i =(z,6o, .. . ,8k.l). Suponha que(í,ah-i) seja um ponto regular
da matriz bA(t,ak-i) e seja ak o posto de Z,k ao redor de (í,Ek-i). Então,
a menos de uma reordenação das saídas, existe uma partição de 3/(k) da
forma y(k) = (g(k), 0Ít)) tal que dimgr) - ak e podemos definir como pode
ser visto em IDBGM189] ou em ]CiF02], localmente, uma realimentação
I'eaulâl' p.tát;rn-

"*-: (t,'*-:) + P*(t,,*--)«*
onde uk = (8k,8k) é tal (lue

adicionamos a extensão dinâmica:
Ü(t, «*- : , 8k )

'Ük = OA

(8k,ak). Isso define um novo conjunto de equações dee definimos ux;
estado:

á* ,«*) + g*(t,«k)«*
onde zk = (zt-i,gr)) e ui; = (iir+:),a.). Por construção temos (lue y(A) =
y(k)(t, zx;). Portanto podemos calcular:

UtK) . a.ytK\

«*--:(t, ,*) + ó*+-({, «*)«*

O próximo lema resume as principais propriedades geométricas do algoritmo da extensão
dinâmica para sistemas não lineares invariantes no tempo. Este lema é uma versão geo-
métrica dos resultados que aparecem em IDBGM89, Mar92, DPdS98a, PdSCFOlj e
também melhora alguns resultados obtidos em [PdS001. Afirmamos que a ]ista de inteiros
{a', . . . , a.}, onde n = dimz, é a esZrufura a/géóríca rzo {n©nÍto (IDBGM891) e o inteiro
p = a. é chamado posto saz'da em {. Afirmamos que, exceto a afirmação 9, este resultado
é válido para sistemas não afins. Neste caso os passos (SI) e (S2) da versão geométrica do

y (k+l) (/Ê + g*u*)
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algoritmo da extensão dinâmica (vide apêndice C) podem ser olhados como uma descrição
do algoritmo da extensão dinâmica e os cálculos podem depender do teorema da função
implícita ILFS71.

LEMA 4. Sega S o sistema ezp/alto (5) com campo de C'arfam

.e E+
ÉGN

.jCtl , . . . ,m }

represer\tição clássica de estados Ç=,uà e saída, clássica U.
Seja VK o conjuTito aberto e denso de pontos regulares da,s codistribuições de$nidas como

y-i ' spanidt, da}, 1)4 = spanldt, dz, dy, . . . , dy(k)},
yl-i = spanÍdf}, Yk = spanldt, dg/, . . . , d3/(k)} para k C {0, . . . , n}.

No k-ésimo passo do atgoritmo dü extensão dinâmica T)ode-se construir uma, moda re-
P«''«t«çã. d. «f«d« («*,«*) d. 'Í't.m« S «m «t«d. «* . . . ,gf)), .«Z«d"
«* = (©É'''O,ã*) ' '«M« y@+O = A.(t,«*,«k) de#«ido em «m «óe,to Uk de ( C Vk, t«/ g«.

(1) spanldt,dak} = spanldt, d#,dy,. .. ,dy(A)} = yk;
(2) spanÍdt,dnk,duk} = spanÍdt,dz,dy,. . .,dy(k+:),du} = yk + spanÍdul;
l3) Sempre é possúe/ asco/Aer gÍA++l:) de /arma qae gr+:) C i7(k+:)
l4) Sempre é possa'oe/ esmo/Aer ak+i C 8k;
(5) Sda ( € Un. Sd« Sk a ma or ui, nãança «óerf« de ( fa/ qwe a d{«.ensã. de y,

' b .d"m ««{""t" p«« .j c {0,... ,k} 'm Si. .4 seqãênc{« ak = dim(ykle) -:
dim(yk-ild é não decrescente e a seqãê,teia pk = dim(VAIA -- dim(Vale) é não
crescente e ambas as seqãiênciüs convergem 'pcLra o mesmo inteiro p, chamado pos\o
de saída em (, para a/gam k* $ n = dama.

tSÕ sK para algum k > k*
(7) Xk n spanÍdzJI, = xk.-i n spanldzJI, para lodo u C Sx;. e A ? É*
(8) Para k..? k*, pode-se asco/Àer i7t = Vx;. em UA.. ,4/ém disso, Hk+i = yA +

spaniyf+i)l} para k 2 k*
O) Se . riste«« é .ji«, isto é, se . ;istem« é d« f«m«

ã(t) (t)) + g(z(t))«(t)
y(t) (t),«(t))

:ntão a representação de estados (.=k,uk) obtido no passo k induz uma carta local

{t,«*, ("f) : .j C N)} d' S g«. é i/ámit«d. '«. W - {u?) : .j € N}
A. demonstração pode ser encontrada em IPdS001 (com exceção da aârmação (9)) ou

em ICF021, no qual podem ser encontradas com todas as demonstrações dos resultados ou
ainda no apêndice A

A

0Z

«}":';%, J

Note que dim yk = 1 + dim açk + }. ai, dimgx; = ok, dim uk = m e dim at = m -- ax; onde

n :: dim z e m :: dim tz
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1. Solubilidade

Agora estudaremos a solubilidade e as representações de estado de Does regulam.es. Me-
lhoramos alguns dos resultados de IPdSCFOll e introduzimos a notação de representação
de estados canónica. A hipótese (2) da proposição 2 é diflícil de ser verificada e a hipótese de
regularidade do subsistema I' implica a hipótese (2). Assim nesta seção, teremos o seguinte

TEOREMA 3. Sda S um sistema associado ao sistema e=p/üjto (5) rí. e., um dij#iety
com campo de C'arfam (2)) no seníàdo de IFLMR991. Sda U C S um c07Üzlnfo aóerío e
tenso de pontos regulares de todas as codistribuições )k. YK,'VK, k -- q,. . . ,n. Se o sistema
Í«.P/Üát. F {( C SIZ/W(O d«d. p« (4) é reg«lar t. . ( C I' sd« «m p.«'.
regra/ar das codásfríó?z iões yA e Yk, A C {0,.. . ,n}, a/ém disso, se I' é rzão uazÍo, erzZão o
subconjunto F C S tem uma estrutura de subuariedüde canónica em S tal que a inclusão é
uma imersão de Lie-Bãcklznd. Além disso, t a,omite vma representação local de estados em
forno de qua/quer ponto { C r

1.1. Sistemas Implícitos e subvariedades imersas. No artigo IPdSCFOll um DAE
regular definido por (4) pode ser considerado como um sistema imerso em um sistema explí-
cito S definido poi (5).

PRoPosiçÃo 2. IPdSCFOll $da S zlm sistema assou ado ao sásfema ezp/ü to (5) no
senfádo de IFLMR99j, Õ. e., um d{/7iety com campo de C'arfam (2)). Sda I' o sw6conlunto
de S de#nÍdo por I' = { C Sly(k)(O = 0, k C N}. SwponÂa que.

AI. I' é não vazio e iodo ( C I' sela um ponto reg /ar das codástráówições yk e Yk,
k c {0.....nl.

FL2. Pura todo e C Y e toda vizinhança, aberta U C. S de E., exista alg'üm e > q tal qKe
.'-(I'n u) ««t'«A« o à«Ze««/o «b«lo (.'-({) - .),.-(O +.) rOóse«. q«. ,- é « /u«çã.
l,empa).

Então o slLbconjunto T C. S tem vma, estrKtu,ra de szbuariedade canónica. em S tal que Q
;nctusão é u,ma imersão de Lie-BâcklKnd. Além disso, T admite uma representa,ção local de
estados em torno de qualquer ponto ( C t

Antes de demonstrar a proposição anterior, precisaremos de mais alguns resultados, como
os dois próximos lemas:

LKUA 5. Sd« o 'i'f'm« «p/Ü f. (5) Sd« n z). Sd««. U c W . c.«J-''
de poDIas rega/ares das codstr óuÍções )4 e xk, É C {Ã; = 0,1,... ,n}, de#rzãdas em S e
seja, e C U. Seja lc* o menor uütor de k tal que PK e at: coincidem. Sejam z.,'Da,zb,Ub
co«:juní« de /uniões fajs q&e {dt, dz.}, {dt, dz., du.}, {dZ, dz., dzó} e {dt, dz., dzó, do., duó}
são respecfiuamente bases /orais de XA..i, Xk., )4;..l e );k. +spanldu} ao redor de (. Então
«êste «m «ó«f. ye d. ( t«/ q« (,,«) = ((,.,;.),(«.,«.)) é «.« «P«""Í«Çã. /o«/ d'
estados clássica. do sistema S qüe é de$nida em V( e é tül qKe ns equações de estados locais
lêm Q forma:

(13)
(14)

/a ({, .., «.)
/ó (t, ,« , .' , «., «ó)

h C N)} = span]dZ, dy(t) : A C N]..

'Za

e spanldt, dz.,(duák)
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LEMA 6. SoÓ as mesmas Ã póÍeses do /ema anterior, sejam .Z = {z.,(u(k) : k C N)}
e y = 13/.l#) :.j C {l,...,p},k C NI.. Então podemos asco/Aer Z C y. .4/ém disso, a

"P«"«t«çã. d. «t«d« (,,«) {«d- «m« ««t« /««/ {Z,;, («W : k C N)} q«. é «m .{.l.m«
de coordenadas / m fadas em {u(k) : k C N}

DEMONSTRAÇÃO DO LEh/IA 5. A idéia da prova desse lema é executar o algoritmo da
extensão dinâmica pata o sistema explícito S dado pelas equações (5) com saída g. As
condições da definição de sistema regular garantem de acordo com o lema 4 que o
algoritmo da extensão dinâmica pode ser executado sem qualquer singularidade local.

No passo A..-- l desse algoritmo, calculamos uma nova representação de estados (lí, ã)
onde â =(a,d'),...,gk..'-:)) e ã=(c.,,p), onde w = Pg?: e p = aA,-:. Note que as novas
equações de estado são afins, isto é, eles são da forma

(15)

Pelas partes l e 2 do lema 4 temos que
SP««{dt, dF} -ldt, dz, d",

i Z) + @(t, â')o + â(t, i)P

, dy(t' -:)}

spanÍdt, dâ, dã} = yA. .
Note que, poi construção, temos que span]dt, dZ]. = spanÍdf, dz} e spanidt, dZ, dã} =

spanldt, dz, do}, que define uma relação de realimentação local de estados estática entre a
representação de estados (i, ã) e (z, t,).' []

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 6. Todas essas propriedades são facilmente obtidas das agir
mações 5, 6 e 9 do lema 4 e do lema 3. []

DnNloNSTnAÇÃo DA PROPOSIÇÃO 2. A idéias da prova da proposição 2 é aplicar o lema
5 e m?sarar que (zó, uó) é uma representação local de estados de I' e nas coordenadas {t, z., K}
pal'a I' e {Z, z., Zb, ya, ybl} para S, a imersão & é dada por

.({, ,ó, Uó) = (f, 0, ,õ, 0, ub).
Além disso, a representação de estados (zb, uó) induz equações de estados de I' dada por

(16) á /b(t,0,,.,0,«.)
onde /b são dadas pelas equações 14. Note que no lema 5 o estado de I' pode ser esco-
lhido como um subconjunto conveniente de z e a entrada uó pode ser escolhida como um
subconjunto conveniente de u.

Em outras palavras, oó é uma parte diferencialmente independente de u e as restrições
y = 0 induzem relações diferenciais que ligam as outras componentes de u. Isso explica
porquê chamamos z de "pseudo-estado" e u de "pseudo-entrada" de I'. []

Agora mostraremos que o fato de I' ser um sistema implícito regular implicam (AI) e
(A2) da proposição 2.

2Veja a definição de realimentação local de estados estática: (definição 31)
aUm detalhe importante que deve ser observado no esqueleto dessa prova é a construção de um aLIas

suave de l
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LEMA 7. Seja S wm sistema eip/üífa

á(t) (t)) +g(«(t))«(t)
y(z) («(t),«(t))

lat qüe o sistema. implícito

á(t) (t)) + g(«(t))«(z)
y(t) (.(t),«(t))

correspondente seja regular. Seja n -- cardt=]. Enl,ão üs seguintes aSrmações são Batidas:
(i) Sd«m

'Vk = spanÍdg/, , dy(k) ].

yA = spanid{, dy, . . . , dy(k)}.
Então spanldt} n 'vJ:le :: {0} em uma u z nÀa zça aóerfa de lodo ponto ( C I', para

(ii) C'ons acre a representação de estados (13-14) do /ema .5. -Então
span[dz., (dult) : A C N)]. = spanidy(k) : k C N}

em corno de ( C ]'
(iii) .4s condições de reg z/ar dado do sistema I'4 {mp/icem (AI) e (A2) da proposição 2.

DEMONSTRAÇÃO. Mostraiemos primeiramente que

SP-ldt} n vkl( = {o}

pala todo ponto de I'. De fato, se ( C I' e 77 = },aÍjdyj{)lc . /3atl( então

'ayjolc;;> yj'-'-o-P-o.

t,.7

C

d

.'7; 2i

E <«..'«j;'i.;á~
Como

dim Xale = dim(spanÍdtlle) + dim('Vale) -- dim(spanldZlle n 'VklC)

a não singularidade de spctnldt}, de Y# e de 'Vk implica que spanldt} íl 'VA é não singular em
torno de ( C I' e portanto temos (i).

Para mostrar (ii), seja q C 'Vt. Como spanÍdt,dz.,(duák) : k C N)} = spanldZ,dg/(k)

É; C N}, segue que ?7 = /3dt + >1,lida.. + )l,(5ijduá?. Pelo lema 5 temos que .Z =

k C N)} C y = {y(k) : k C N}. De (i), segue que /3 = 0 e portanto temos

Z

{,.,
(Ü)

(k)
a

Agora, como {t,z.,zÓ, (u(A),uák) : k € N)} é um sistema de coordenadas local, por (ii)
segue-se que nessa.s coordenadas y(k) não depende de t, mas somente das coordenadas

{,., («S© : k c N)}

4Vqja a definição de sistema implícito regular da definição 32.
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Em particular, se (i,2.,Zb,y.,yó) C I', então (í+ c,?.,zb, r.,7ó) c I' para todo lcl
suficientemente pequeno, mostrando que (AI) e (A2) são implicadas pelas condições dc
regularidade da definição 32. []

2. Representação canónica de estados de sistemas implícitos

As seguintes proposições caracterizam a representação de estados de sistemas implícitos
que tem um significado canónico.'

PROPosiçÃO 3. Sqa k* o inteiro fa/ que ak = p para lodo k 2 k*, como no /ema
#. O-.{d"' "go«, . .{s''«« e*p/ü t. S e#n . pe/« .q-çõe. (5) e sd.m {i} e {a}
:uniu«\tos de :junções de$nidas em S tais que (localmente), as projeções c«,nânicas de \(n\
em yk./yA, e as prdeções c-ónácas de {da} e«l (yk. + spanÍdu})/yA. sda«. bases. .Então
(2,a) é uma representação /oca/ de estados do sistema ámp/z'cozo (4).

T)nx4rnr\re'T'nAr"lira T],. ]A,-n- zl .e...,=A /l7\ Á fÁ.:l .A.+..n-
uunt\.'llu x IL/Lqyrxv- il.rv l\-lixe c llllllc \Íav \l ,l c; iavll lll\iõulcLI tlu(:

dimyA./yk. = dimyA--i/yA..i.
Disso segue facilmente que a construção da representação de estados (zb, uó) de I' dada pela
equação (16) (ver lema 5) é equivalente ao afirmado nessa proposição com zb = ie uó = a. []

DEFINIÇÃO 37. Quando temos uma representação local de estados que satisfazem as
condições da proposição 3 é chamada representação de estados canónica.

Note que a representação de estados (16), obtida por uma escolha de representação de
estados é clássica, isto é, a derivada de um estado é uma função do estado e da entrada. Em
particular essa representação de estados não tem uma resposta impulsiva, que pode aparecer
com outras escolhas de representações de estado.

SOu sela, quando {di} , que é uma base de yk. , é projetada em .yk. /Yk. , obtemos uma base de yk./yk
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Índice diferencial

O índice de EDAs (Equações Diferenciais Algébricas ou DAEs di#erentáa/ a/geóraÍc
equatÍons) foi estudado em ICG95, LV98j entre outros. Neste trabalho consideramos o
índice diferencial.i Em IFLMR95bj foi dada uma definição geométrica de índice de EDAs.
Foi mostra.do que esta definição é compatível com outras definições dadas anteriormente.
como em IFLR93j para sistemas lineares, pois a definição de índice aplicada ao sistema
linealizado coincide com a definição não linear.

Neste capítulo daremos uma nova deânição geométrica de íhdáce dll/erencáa/ de equações
dll/erenciais a/géór cas que tem a forma

«(t) (f)) + g(a(t))«(t)
g/(t) (,(t),«(t))

Esta definição geométrica será comparada com a noção clássica de índice e mostraremos que
esta é independente da representação canónica de estados escolhida. Em particular, o índice
de um sistema não depende da entrada canónica escolhida dentre as componentes da pseudo-
entrada u. Afirmamos ainda que nossa definição é compatível com Edis subdeterminadas2.
para as quais a definição usual de índice não é compatível. Nossas condições de regularidade
da definição 32 asseguram que o índice é um invariante do sistema.

1. Uma nova definição para o índice diferencial

Dnb'iNiÇÃ0 38. Clonsidere I' o sistema implícito regular dado pelas equações

é(f) = .f(,(t)) + g(z(t))«(f)
y(t) = A(«(t),u(t))

e seja {oo, . . . , a.} a estrutura algébrica no infinito desse sistema. Sela k* o menor inteiro tal
que ak. :É max {ao, . . . , a.}. O inteiro k* é chamado z'ndáce dil/erencáa/ do sistema implícito
regular I'

O próximo resultado mostra que o índice é a menor ordem de derivação das restrições
g/ de modo que á pode ser calculado como uma função de um estado canónico e de uma
entrada canónica.

tO índice diferencial pode diferir do índice de perturbação ou de outras noções de índices, como foi
mostrado em ]CG95].

'Em geral, os sistemas de controle são sistemas subdeterminados, isto é, existem mais variáveis que
equaçoes.

37
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PROPOSIÇÃO 4. S«p.«Á« q«e (2,a) é ««.« «p«''«Z«çã. c««Ó«{« d. «f.d« d' "m
sistema regalar implícito. Suponhct qKe o sistemct e=T)lícito S de$nido por

ã({) (t)) + g(«(t))«(t)
y(t) («(t), «(t))

seja bem-for'nadas , isto é,

spanÍdt, dz, dãl:: spanldt, dz, du}.

ilntã,o o Índice lç* é o 'rrlenor inteiro lc* tccl que ã} pode ser calculado como junção de
{t, li, a, y, . . . , g(k')} . Em outras pa/auras, as sega ates condições z;a/em para o sistema ezp/ú-
=ito S de$nido por

é(t)
g(t)

./'(,(t)) + g(«(t))«(t)
b(«(t), u(t))

para h 2 k*

(22) spanÍdã} C spanldt, d8, da, dy,
mas o mesmo não ocorre pata. k < k*

,aydy(t)]. C yA + spanld }

DEMONSTRAÇÃO. Por construção, temos que:

(23) spanÍdt, dz, du} C spanÍdt, (n, dâ, dy, . . . , dy(k')}
Cromo S é clássico, segue que (22) é satisfeito. Apoia suponha que (22) valha pala algum

É 5; k'''. Pelo lema 4, afirmação (2) é fácil ver que dimâ é dada por m -- aA;. e quem

(24) dim(yk ©sp«nlda}) =(1 +n+ao+..+ak)+(m--ak.).
De (22) vemos que

.P««{dZ, dz, du} dt, dz, dá} C Yk © .P«{dã}.
Em particular, segue que

(25) yk © .P«nlda} -ldu}
Pelo lema 4, partes (1) e (2) temos yA + spanldu} = spanÍdzk-i, duk-l}. Portanto,
(26) dim(yk+spanldu}) = 1+n+ao++aJ;.i+m.
Segue de (24), (25) e (26) que ak = ak. e assim k = A

Os seguintes pontos devem ser observados:

8 Podemos reformular uma nova versão da proposição 4 substituindo (22) pela condi-

+ n

çao

(27) spanldé} C spanldt, dz, dâ, d3/, . . . , dg/(k)} = yA + spanÍd }.

Nesta versão, o índice k* é o menor inteiro A tal que a última equação vale.s

'Isto é equivalente a dizer que g(t, r) do sistema (5) tem posto coluna máximo IRud95]
4Note que a soma direta da equação (24) é consequência do fato que as projeções canónicas de {dâ}

formam uma base de (yk. + sp««{d«})/yk.
SA prova desse fato é análoga e é deixada ao leitor
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. Quando as equações de estado de um sistema explícito, como (5), não são bem-
formadas, pode-se substituir a condição (22) por

SP««{d#, du} C SP-ldt, d8, da, dy,

e Pode-se mostra.t que a definição (38) é influenciada por um distúrbio w(t) C R' de
acordo com as seguintes equações:

á(t) ,z(t)) +g(t,,(t))«(Z)
y(t) = À(t,«(t),«({))

, dy(t) ].

2. Comparação entre o índice clássico e a nova definição
Quando ax;. = m, então o sistema regular implícito é completamente determinado, isto

é, não existe entrada (â =a). Neste caso, de (27) vemos que o índice k* é o menor inteiro k
tal que

dk
ã)F'(t,« )dfl

spantdã} C span]dt, dz, dy, . . . , d3/(k)].,
que é essencialmente a definição usual de índice diferencial.

Para fazermos a comparação entre os índices, lembremos, primeiramente, a definição de
índice diferencial encontrada em ]CG95, BCIP96, AP98].

Dada, uma equação diferencial algébrica (solúvel):
r'(t , «(t) , ã(t))

onde z C R", derivando a equação k vezes obtemos o seguinte vetar:
[ r'(z,,,ã) ]

F + &(t,z, ê)á + &(t,z,á)ã l
l «,á,,«)

onde zo = (z(2), . . . , z(A+i)). Grosseiramente falando, o índice diferencial Pd de uma equação
diferencial algébrica é o menor inteiro k tal que á é unicamente determinado por (t, z) e as
equações (29).

E claro que esta definição não é abrangente quando a equação diferencial algébrica re-
presenta um sistema indeterminado porque neste caso á dependerá também das entradas de
controle a('), isto é, nunca será determinado por (t, z) e (29). Neste caso, devemos escolher
uma, função entrada a(') de forma que a equação diferencial algébrica se torne completamente
determinada.

Suponhamos que seja este o caso, isto é, consideremos o sistema completamente deter-
minado:

(29)

(30;)
(30b) y F'(f,z,u)
que está na forma implícita (4). Supondo que essa EDA seja regular, conforme a definição
32 e que a EDA seja completamente determinada, isto é, ax;. = m = dim(u), então podemos
aplicar a nossa definição de índice, obtendo a definição clássica de índice.6

6De fato (2) é equivalente a dizer que ã pode ser determinado por (í, =), (30b) e suas derivadas.
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Mostraremos agora que este modo de definir o índice aumenta de um o índice diretamente
obtido pela nossa definição ICG951. Para ver isso, tomemos, por exemplo, as equações dadas
por:

(31a)

(31b)

(31c)

l31d)

(31e) y

Pois

zl
a2

Z3

Z4

onde Z) e g são números reais positivos. Este sistema está, claramente, na forma (4) com

Calculando o índice diferencial clássico, obtemos Pd = 3, quando consideramos À = z5.
Entretanto, calculando o índice diferencial, de acordo com nossa definição, obtemos k* = 2.

«? + «: z' - o

y - «í + «: - L

y = 2zia3 + 2=2z4

3/" :: 2z: + 2z?u + 2z3 + 2z2u -- 2z2g

Yo = .p-ldf, d«:, d«,}
h -Ídf,d«:,d*,,d«., da4}

y2 ' 'P"l'Zt,d«:, d«,, d«;, d«., u}
e

À

B

{dt,d«:,d«,,d«3,'Z"'}
:)

b

A explicação dessa diferença é a seguinte:
Para integrar esse sistema é necessário determinar À e á mas não é necessário
conhecer À.

Assim, para recuperar nossa definição de índice a partir da definição usual, podemos
re-escrever a definição clássica da seguinte maneira:

Dada uma equação diferencia] a]gébrica (so]úve]) não linear completamente
determinada:

F'(t, -(t) , à(t) , .X)
onde F depende de á{ para todo { = 1, . . . ,n, então o índice é o menor
inteiro A tal que se pode calculei á como função de (t, a) da equação dife-
rencial algébrica e de suas derivadas até ordem É

Em outras palavras devemos distinguir as variáveis diferenciais z das variáveis algébricas
À. Note também que, para o sistema (31), podemos calcular À como uma função de z e Ú.

Portanto o sistema pode ser integrado com o conhecimento da derivada segunda das
restrições. Logo, parece'nos que a real dificuldade que surge para a integração das equações
diferenciais (30) corresponde ao índice 2 e não ao índice 3. Notemos que, aplicando a
definição de índice para um sistema de controle explícito, da mesma maneira que temos feito
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para recuperar a definição de índice, obtemos L'd = 1. Entretanto, nossa definição nos dá

Podemos mostrar que a definição 38 é equivalente a uma definição de IFLMR95bj. Em
particular, suponha que o sistema implícito regular (4) é alterado por um distúrbio w(t)'c R'
de acordo com as seguintes equações:

j32a) á(t) = /(t,«(t)) + g(t,«(f))u(t)
(32b) g/(t) ,«(t),«(t))
Então o índice A* é a maior ordem da derivada em relação ao tempo de w(t) que influencia
a resposta do sistema (32).



CAPITULO 4

Soluções convergentes para a solução de uln sistema implícito

Nesta parte mostratemos que, dado um sistema implícito, pode-se construir um sistema
explícito tal que algumas componentes das soluções do sistema explícito convergem pala a
soluções do sistema implícito.

Para isto, pode-se calcular simbolicamente as derivadas das restrições até ordem k*.
onde A* é o índice diferencial de acordo com a definição do capítulo anterior. Primeiramente
estudaremos esta questão apenas localmente. Depois disso, discutiremos como estabelecer
uma versão global deste resultado.

Coordenadas especiais

Nesta seção estabelecemos a existência de coordenadas especiais do sistema S que são
instrumentos pala estabelecer os resultados principais.

l

PRoPosiÇÃO 5. Sda S 16mz sásferna com representação de estados g/orais (5). Sda ( C S
um ponto regra/ar de yA e yk, para k c {0, . . . ,n} de#n da por (6a-6b). CJons acre a notação
do !ema 4 e seja -l.ao,. . . ,a.} a estrutura algébrica no {n$nito do sistema e seja d:cK vma
)ase local de yt.: em torno de e constou da pelo k-ésimo passo do algoritmo da extensão
linâmi,ca.. Selva k' o índice de convergência da, estrutura no in$nito. Escolha lma fam liü
de sziócolÜttnfos da entrada tl :.) ao D . . :) ak. com cara(Zk) = m -- ak e de modo gHe
(dt, dzk, dak) é wma base /oca/ de yk + spanldu} e«. forno de (, -Fnfão « /uniões

{',,*.,aS), ,aÉ''),z}
orzde Z = {u(k'+k+i) : k C N}, /armam um sásZema de coordenadas /oca/ em forno de (

g e é / m fado em W =(ap),...,aák'),z) e ta/ gue {t,zk.,a(o),...,a. ')} seja tina base de

spanÍdt, du, . . . , du(A')}. Em pari c?é/ar, se {ag} é uma base /oca/ de YÊ. e (2, a) são de$n das
como na proposição 3, então

(33)

{t,2,g,Z,ã11.-:, .,ar'),z}

, du(k') }

também é um sáste
matado em W =

ma de coordencLdas {o

a,âÍ:P ,...,al,kO,Z
Bal. Além disso esse sistema. de coordenctdas é ili-

. {af, aü', aa, aaÍ:!--, . . . , aObl' 'é ';l;« ó«.. ''

(34)

spanldZ,du,.

DEMONSTRAÇÃO. Primeiramente notemos que pelas partes (1) e (2) do lema 4 (veja
também (SI) e (S2) no apêndice C), é fácil ver que a escolha de ax; descrito acima é
uma possível escolha de tais subconjuntos das enfiadas no algoritmo da extensão dinâ-
mica. Assim, denotamos por (zk,uA) a representação de estados obtida no passo k do

42
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algoritmo da extensão dinâmica. A prova segue por indução. No passo 0 do AED, escreve-
mos um sistema global de coordenadas induzido pela representação de estados (z, u) como
{f,z,u, . . . ,u(k'), Zo}, com Zo = {u(k'+k+i) : A C Ni}. Pelo lema 2 e da descrição do AED
segue que {t, zo, uo, . . . ,uâ'-i, 8(A'), Zo} é um sistema local de coordenadas que é ilimitado
.m Z: - (aÉ''), ZO).

Continuando dessa forma, no passo k do AED, construímos uma carta local

{', "*, "*, . . . , «r'-''o, ao'-©, z*} ,
onde Zk = {ãiÍk ;A+i) . . . â(i') Zo}, que é ilimitado em {âr 'k) Zx;}. Note que, em cada
passo, a parte (2) do lema 2 mostra que

{dt,dzk,'Z.'*,. ..,.Í @'-k-0,.Ía@'-©,.ZaE.-k+0,.. . , Ü }
', aar ''' , aat. '"'''' , . . . , aiX' ' }

é uma base de sparzldt, dz, du, . . . , du(k')}. Assim a primeira parte do resultado é facilmente
provada por indução. O fato de (34) ser uma carta local com as propriedades desejadas é
uma conseqüência do lema 3. []

2. Sistemas aproximativos

Pala simplificar, consideraremos as seguintes hipóteses para o sistema explícito (5) asse-.
dado ao sistema implícito (4):

(1) O conjunto Z; = {d{,d3/('), . . . ,dy(k')} é independente para todo ( C S.
(2) Existe uma escolha fixa de funções de (34) de forma que

{ af, a2, ag, aa, .íâÍ:l. -: , . . . , aaü') }
é globalmente uma base do spanÍd{, dz, du, . . . , du(k')}

(3) A entrada do sistema implícito é a = aA ).
Veremos que a condição (1) assegurará a convergência global de nosso principal resultado.

Se o conjunto Z, é dependente para alguns pontos fora de I' então nosso resultado valerá
somente localmente.

A condição (2) garantirá que não é necessário procurai funções diferentes das (34) durante
o processo de integração"

A condição (3) implica que a entrada do sistema implícito é uma entrada canónica. Em
particular, o comportamento do sistema não é impulsivo.

Co«str«iremos ;gota, o sistem. l : l ),«(t),2(t),8m(t)).
Seja ]W = R x Â' x(R")k'+' com coordenadas globais({,z,u(o), . . .,u(k')), onde # C R"

e u(A) C R", A = 0, . . . ,k*. Considere a partição2 u(') = (&,a) onde dim(8) = ak, e dimíi
m ok,. Seja N = Rx ,t x R'*' x(R")k', com coordendas globais(t,z,ii,u(i),.. . ,u(k')) =

'Quando essa hipótese não valer, pode se escolher estas funções ponto a ponto para melhorar o condici
onamento da matriz 7' das diferenciais d{, di, ag, d8, dãi, como nas equações (36).

2Com possível reordenação das componentes de u(o)
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(t, a, p) onde p = (ii, u('), . . . , u(k')). Note que, após uma reordenação, as coordenadas de JM
são (t,z,u.&).

Seja S o sistema (no sentido de IFLMR99j, isto é, S é um dll#iefy), com coordenadas

globais {Z, z, (u(k) : A C N)} definida pelo sistema explícito (5). Seja -; o campo de Cartan

associado a S (dado por (2)). Como anteriormente, sda g = a(Z,r) + b(t,z)u(') a saída de
S e denotemos por y(o) := y e 3/(k) = 1,4y(k-t)

Seja nm.l..S --} 7W a projeção canónica. Cromo abuso de notação, consideraremos que
{y(o), . . . ,y(k')} são funções definidas em .A/. Seja ( C S e aM(O : /z = (t,]ç,p,a). Com o
mesmo abuso de notação, consideraremos que

IB = {dt,di, ag, da,dp} = {dt,d2,dvm,. . . ,dg@o,da, dali.L., . . . , daÊ'')}

é uma, base local de 7=JW induzida pela proposição (5). Definimos r: = -;li = /(z) +â(z)u e

seja g = (y('), . . . , y(k')) e 8 = (anIL:, . . . , ar')). Notemos que, a menos de uma reordenação
de coordenadas, temos .A4 = N x t/ onde t/ = R" '''. Assim, seja r : M x U --> Ti\4 o
campo definido por:

(35;)
(35b)

(35c)
(35d)
(35e)

dt ( ,'- )

dF(.'-)
d$'(,')

d8(.'-)

da(.'-)

% + g(«)u
Tã -- --''f'y

'.6= -D'Õ
â(i)

Apenas para facilitar a leitura, faremos um sumário das notações desta seção na seguinte
tabela:

TABELA 1. Tabela de notações desta seção

Cloordenadas N' nt n r- ã n  
  (&,a) ü é a entrada do DAE
lãl ãml . . . ,"'' 'J P Derivadas de u, separado de â

(t, «, «) (  
(t,«,«,a) ((,a)  

[i!?.]:- ]r'5' 8 Parte do sistema de coordenadas da hipótese (2'1
(ilml . . .:ã@'FÍ a Derivadas das saídas

It,i,g,8,a)    
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Seja 7' a matriz formada pelas diferenciais dt, dâ, ag, c/8, da quando escrita nas coordena.
das {t,z,u(o), . . . ,u(k')} como velares coluna. Sqa

dü'(36) T-

As equações (35a-35e) são equivalentes a;

7}

7B
(37) T =

Seja ll : M rojeção canónica. Note que, nas coordenadas (Z,z,L',â) para M
e(t,,,p) p-ra JV, ll(t,z,p,8) =(t,z,p). Sd- F
definido por:

-l'''-') .-.---+b/ vvv.l s..a.x.,.l.lq..ux..cq..UL'z \.u) «u ) &/ ) l.&/ IIC&XCb .lyl

M x t/ -+ 7'Ar o campo parametrizado

(38) f =ll*r
A equação (38) significa que o campo parametrizado F nas coordenadas (t, z, p) é obtido

do campo r escrito nas coordenadas (f, z, p,Z) através da eliminação de seus componentes

nas direções -ã=. Desde que F é parametrizada por â,a(o), então f define um sistema de
controle (não clássico) com estado (z, #) e entrada ã.

A parte (ii) do próximo teorema (que é conseqüência da parte (i)) significa que toda
solução do sistema implícito

á(z)
y(t)

.f(«(t)) + g(z(t))«(t)
h(«(t), u(t))

corresponde a uma solução de

(40;)
(40b)

((t)
((t.)

f(((t), a(t), am(t))
ço

com condições iniciais em uma variedade invariante T de J Çlt).- r(((t),a(t),8(:)(t))
l b\&OJ -- ÇO

Além disso, as partes (iii) e (iv) mostram que toda solução de (40) converge para T e toda
solução de (40) que está perto de T está perto da solução do sistema implícito.

TnOKnUA 4. S«po«A« g«e « ««dáçõ« (1), (2) . (3) «td«m «Zàs/eÍf«. Oà"m'mo' "m

p.«t. (t,z,P,8) C &/ /V x U de ((,â) .«de ( (t,«,p). Sd« «, « p,®'ção ««ónÍca

3Do ponto de vista numérico, é melhor resolver a equação linear Tr :: f do que calcular r = T-i?
Do mesmo modo, quando integramos numericamente a equação explícita, não há necessidade de incluir a
equação Z := l
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n, : N ---} .Y de#nÍdo por r,(O = # e a« : ]M ---} R" de#zída por n«((,a) = u(')

Esmo/Aa uma entrada / sa 8 : lto,til ---} R"''k' . (ll:orzsidere o sistema de confio/e de/irzàdo

.m N «m .«'«d« iH . Ü a«a« ,"; { «B : U'iH,io'W ..a. , é de$«íd. p.,
k

g m,...,3/@O). De$n« o ««/-t. T = {((,a) C W10((,a) Então, «. ;eg«{«l«
pT'o'priedades Datem:

i. s ((,â) (t, «, p, a) C T, .«tã.

ãi = <dz , r> 1«,n = ;(';{)1«,Q = ./;('!, u©)l«,Q,

11 Es«/A« «.« .«t«d« a( ) ' sda ((t) «m« 'o/«çã. de (40) c.m (((fo),a(t.)) C T
.E«íã. :«(t) = r,(((t)) é «m« «/«ção de (4) c.«'* '«t«d« «(t) (((t),a(t)).
Re'ãp««',e«Ze, s' «(t) é «m« 'o/«çã. /{s« de (4), '«fão «(t) é ig««/ « «,(d(t)) P««
«/g«m« «/açã. (40) «m (((t.),a(t.)) C T . 8(<(t),8({)) = 0.

Sd« ((t) ««',« «/«çã. de (40) «m ((t.) e e«f«d« a(t). S«po«A« g«. ((t) «td«
óe«. de#«{d« p«« t c lfo,t:l, .«fã. llg(t)ll 5; e''*llg(t.ll p«« fod. t c lfo,t.l.
Sd« L C M «. c.«:/Hnt' "mP«ct.. Sd« Z.: dÍst(P, .L) < c:} p«« «/g"m
.: > 0. S«p-A« q«e e«{.í« a > 0 1./ g«e, s. lla(t)ll 5; .« p«« tod« t c it.,t:l,
.«tã. f.d« «/«ção ((t) d' (40) «m ««diga. {«ic{«/ (((t.),a(t.)) C /.,:, é Z«/ q«e

.(Çt],liça» está bem de$nida e Sca. corrida. eln 'um conjunto compacto R C M para
Z. . t C lfo, {-l.

Enfã. .«{st. c > 0 t«/ q«e .e ((t), t C / = lío, t.rl é «m« «/«çã. d« eq««çõ« (40)
"«. c.adição án «/ '«. Z., . ll$(((Zo),â(t.))ll < c, e«tã. «{.''". ,':,H, > 0 . «m«
se/wção #(t) do sisfe«za {mp/ícÍfo (4) ta/ gae lln,(((t)) -- z(t)ll $ KillD(Zo)lje''(1-'.)
para todo t C l

111

lv

DEMONSTRAÇÃO. (i) Seja nw : S ----> À4 a projeção canónica. Seja ( C S e g uma
função no conj«nto

$' , Ü,y} = {t, 8, y(o), @'-o}

Nesta parte da demonstração distinguiremos a função #Í definida em S da função lii definida
em &/ tal que z{ = lii o am. Assim, podemos escrever p = #o am, etc. A notação fica clama
a partir do contexto.
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Como {d@} é uma base de yA.-i, pela parte (7) do lema 4 temos que di C spanldQ'}

Em particular devemos ter d = :ajd®j. Note agora que

<d*:, ;-> - <d@; . «w), Í>
<«hn:, ;> - <n;, ("«')*á>

<>: «.,aõ., («M)*á> - }: «.,<aõj, (««a*á>.j=i ''' j=i

lJ

(41;) /.({,«,u)

(41b)

E fácil mostrar que, para todo ((,a) C T, todo ( tal que ((,a)
tPj C @, pala j := 1, . . . ,7 temos:4

«M(O e toda função

(42) <aüj,,'->1«,Q("w)*ÍIC> -<dWj, á>lc.
De(41a),(41b) e(42) temos que:

./} (t , «.; (O , r«((, 2)) ll:a;j< Õj,(r«')*:-(O>K,©

1: a:j< Õj,r>1«,q = >:<aÍjd$j, r>1«,iD
.j=t .j=i

<(n{ , l"> (< ,8)

l l

pala todo((, a) C T, mostrando(4).
(ii) Construa o sistema a partir de ]l/ com entrada a(:) e estado p = ((, a) dado por

É am)(43)

E claro que a equação (43) forma uma prolongação por integradores do sistema de equações
(40). Além disso,

p((, a, am)
â(i) am).

De (35c) é claro que T é um conjunto invariante para o sistema (43). Em particular, por (4)
temos que d#(r) = á = ./'(#, u) em p C T e assim temos a primeira parte de (4).

Agora, seja #(t) uma solução de (4). Pela proposição 2, existe uma solução (i(t) de S
com y(t) = 0 e :«(t) = {-,(t), u(t) = {:«({) que satisf«.m a eq-ção difere«ial á(t)
./'(t,z(t))+ g(Z,z(t))u(t). Temos q« i= % = ./ +gu e assim â(t) satisfaz(35b).

Note também que a proposição 5 assegura que a carta local

{t, 8, g, a,Ç,(«*'+*''':: k c N)} ,

4lsso é conseqüência de (35b)-(35c)-(35d) e o fato que 0 = <dg/(j),r>1((.a),
1(,a) € T.

,k', para todo
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onde i=(aiA'':),...,aS)), é ilimitada em Z = {8,(u(k'+k+i) : k C N)}
Com' g/(e:(t)) = 0, «essas coorde«idas, temos que {:(t) = (t,:(t),0,a(t), Z(t)). Como

esta carta local é ilimitada em Z(t), podemos definir €2(t) = (t,a(Z), 0, â(t), 0) simplesmente
tomando Z(f) = 0. Por construção, spanldt, dz, du} C spanldli, ag, da}. Assim,'fica claro
q«e {:,(t) = {,,({) . {-.(t) = (,.(t).

Arar; ob"r-«do p2(Z) = (t,z(t),p(t),8(f)) = ((,({),a(t)) = «w({,(t)), fic» fácil «ri-
ficar que p,(t) é uma solução de É = 7-(p,a(:)) (pois as condições (35) valem para /z2(t)).
Portanto (2(t) é uma solução de (40) com condição inicial (o = (12(to) e entrada â(Z). Como
Z((,(t)) = 0, temos qu. 8(p,(t)) = 0.

(iii) Segue de (35c).
(iv) Sabemos que toda função suave é globalmente lipchitziana cm um compacto R. Por-

tanto, existe alg«m #: > 0 tal q- ll.'-((:,a:) - r((,,8,)ll 5; k-ll((:,a:) - ((,,a,)ll. Tom-do
a = íii = a2, segue que llr((i,a) -- r((2, a)ll $ Ai ll(: -- (2ll para todo ((i, a), ((2, a) € R.

Como duas soluções (i(t) e (2({) de (40) com entrada limitada a(.) e com condições
iniciais respectivamente ((i(to),a(fo)), ((2(to), a(Zo)), ambos em Z;i estão bem definidas em
lto,t:l e são tais que ((i(t),a(t)) C R e ((2(t),a(t)) C R para t € [f.,ti], das m.smas idéias
da prova do resultado clássico de dependência contínua das soluções de equações diferenciais
contínuas lipchitzianas,t' temos:

(44) ll(: (t) (l2(t)ll $ X':.''0-'all(:(t.) (,(t.)ll, t c it., t:l

pala certos números reais positivos /Ti e /T2.
Agora, em torno de todo ponto p € Z,, podemos construir abertos UP, UP e cartas locais

p. : UP ---+ yP de M tais que (t, z, p, a) --> (t,â, 0,8,â). Esta construção pode ser feita de
modo que VP seja um aberto retangular que contenha gP(p) e o fecho de UP seja compacto.

Como T é fechado, para todo ponto p « T podemos escolher VP e UP de modo que
u, n T =a, onde U. denota o fecho de U.. Neste caso denotamos it = min 110(a)ll. Note

P

que yP = 0, quando H € T e yP > 0, quando p gT
Além disso, para todo par pi C UP, i= 1, 2 a desigualdade do valor médio aplicada à gl:l

nos cla:

(45) lp: - p,
+l ü'(p-) 0'(p,)

<
+

x'.(llt(p-) - t(p,)ll + lli(p-) - i(p,)ll+
l8(p:) - z(p,)ll+ lla(p:) - a(p,)ll)

Note agora que a família C = {UP : lz C Z,} é uma cobertura de abertos do conjunto
compacto L. Assim podemos tomar uma subcobertura finita {HP. : { € A} e seja /( =
lqaAx Ã'.., onde Ã'P. é definida em (44). Note que esta classe é dividida em duas subclasses

Ct = {uP : P c A, uP n T =a} e C2 = {UP : P c A, uP n T #a]. . Sda y = minlyp : p c
L e UP C Ci}. Por construção, se tomarmos c2 = y, então

(46) a C L e llg/(a)ll $ c2 implica que a está em algum UP C C2

'Que é uma conseqüência do lema de Bellman-Gronwall
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Se. UP C C2 podemos definir n, l UP --> T definido por mp(t,2,g,8,â) --+ ({,8,0,8,a)
(definida nas coordenadas locais p,). Por (45) temos que:

(47) jja - «',(«)ll 5; Ã lg(')ll, « C UP, t/P C C,.

Seja c = minle2,ci/Ã'}. Então para todo a C L, com 110(a)ll < c, podemos tomar a
solução com co«dição inicial po = (((to), a(to)) = «,(a), com entrad; a(.).

.Como /zo C T, da parte (4) temos (lue r,(((t)) é uma solução de (4). Da desigualdade
(47)éclaroquen,(a)C Li. De(46),(47) e(44),temosoresultado. ' O

ExnMpi,o 7. 11ustraremos nossos principais resultados com um exemplo acadêmico. Clon-

ii := 10a3 + z3ul
Z2 == 'tZI

Z3 == 'U2

g- + «.'' 2 - 2« + «, - ocos(t)
g/, + ocos(t)

As diferenciais simbólicas dessas saídas foram calculadas através do pacote simbólico do
Matlab® (Maple®). O posto numérico da dimensão de yA é o posto numérico da matriz

,,(k))

, u(#))

l l

)

sidere o sistema:

A- a(z,y,Ú,
a(3,u,.

Para estimar.o posto genérico de Jk, seus postos foram calculados para valores aleatórios
de z,u, . . .,zl(k), gerando oo :: 0, ai := 1, a2 = 2, o que indica que se o sistema é regular,
o índice é k* = 2 (durante a integração numérica de (40) pode-se testar pontualmente essa
condição numérica da matriz 7' e calcular numericamente o posto de Jk para testar se nossas
hipóteses de regularidade não falharam).

Pelo mesmo método, pode-se verificar que o posto de -Z)i;. il)(P,Ú, . y para
valores aleatórios de (z,u, . . . ,u(k)) é igual a 2 x (k" + 1) = 6, o que mostra que as saídas
são genericamente diferenciavelmente independentes. Neste caso o sistema implícito está
completamente determinado. Pode-se mostrar que y é genericamente uma saída ./ZaZ pala $,
que pode ser verificado mostrando que o posto de Dt, é o mesmo de Jk..

Então é claro que = =a. Testando outros pontos aleatórios, de forma numérica. e suas
combinações, escolhemos 8 = uni). Desse modo, o sistema de coordenadas (34) para esse
sisa'm' é {t,i,g,ç, a} com 2 = a =a, g =(y,Ú,Ú), 8= ü,.

É importante notei que, neste exemplo, y(k') não depende de u(k'). Portanto é fácil
ver quc se pode eliminar (como feito no exemplo), o conjunto u(k') das coordenadas de ]W.
reduzindo a dimensão do espaço de estados do sistema (40).

O cálculo simbólico no Matlab/R/maple gera:
T = [ 1, 0, 0, O, O, 0, 0, O; b#si.n(t), l+a'Pexp(xl), l, O, O, O, O, O; -b#sin(t)

1, 0, 0, 0, 0, 0; becos(t), a+exp(xl)+(10'Kx3+x3#ul), O, (l+a+exp(xl))+(10+ul),
(l+a+exp(xl))'kx3+1, O, O, 0; -becos(t), 0, O, 0, 1, O, 0, O; -b#sin(t)
a+exp(xl)+(10'kx3+x3#ul)'2+a+exp(xl)'P(10+ul)+u2+a+exp(xl)+x3+ulp, 0,
24'aH' exp(xl) 'k(10+x3+x3H'ul) #(10+ul)+(l+a#exp(xl))+ulp ,

0,
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FIGURA 1. Curvas de n,(O(t) versus tempo. A curva zl(t) está com contorno
contínuo, z2(t) está tracejado e 3ç3(t) tracdado-pontilhado.

FiGuRA 2. Curvas de n-«(O(t) versus tempo
contínuo, u2(t) está tracejado.

A c«r- «:(t) está com co«tor-

2'KaH'exp(xl)'p(IO'kx3+x3+ul)+x3+(1+a+exp(xl))+u2,(1+a+exp(xl))+(10+ul)
(l+a+exp(xl))+x3+1, 0; b+si.n(t), 0, O, 0, O, O, l, O; o, 0, 0, 0, O, O, O, lJ;

ondeEt,xl,x2,x3,ul,u2,ulp,u2pl:: it,zi)z2)z3ui,u2,üi,ü21. A solução do sistema
(40) com condições iniciais em T gera os resultadosÕ das figuras l e 2. A figura 3 mostra que
a distância de (((t),8(t)) a T não cresce em função do tempo.

Para verificar erros numéricos na derivada de #(t) de nosso método, calculamos a função
«toro;l '(t) = <d«, ."((({))> -- /(«,(((t))) -- g(r,(((t))r«(((t))). O res«atado ideal devlri.,
ser zero, mas a figura (4) mostra pequenos oiros numéricos.

Outro teste executado, foi a aplicação da entrada n«(((t)) da figura (2) no sistema ex-
plícito (5) com as mesmas condições iniciais compatíveis n-.;(((to)). O resultado ideal de
y(t) obtido deste modo deveria ser zero, mas novamente, pequenos erros numéricos foram
detectados, como indica a figura (5) devido aos erros causados pelo nosso método e erros de
integração numérica usados para este teste.

ÕAs simulações foram feitas utilizando o A/latlab/Simulink®
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FiGuRA 3. Curvas de y(n,(O)(t) versus tempo
to:no contínuo, g/,(t) está tracdado.

A c«r- 3/:(t) está com con

FIGURA 4. Erro e(t) na derivada de n,(((t)). A curva el(t) está representada
com traço contínuo, e2(Z) está tracdado e e3(t) está pontilhado-tracejado.

FIGURA 5. Curvas g/i(t) e y2(t) com r«(((t)) como a entrada do sistema ex
plícito (5). A curva gi está representada com linha contínua, y, está tracejada.
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Note que todas as soluções de (40) convergirão pata T e portanto um conjunto de con-
dições iniciais compatíveis pode ser encontrado simplesmente integrando o sistema explícito
(40). Temos suposto cl - 6, ó = 0, 2, ' = # = 8-- e condições iniciais (no formato long do
Matlab) :

It, «:, «2, ";, ":, «,, ü:, ü,l(o)
10 2.595584190645906e+000 -5.999999999754128e+000
4.546949839215331e-012 4.207790366139719e-012

8.330778672817486e-002 5.999999999754128e+000 01

O índice diferencial clássico deste sistema é pa = 3 (k* = 1). Incluindo as derivadas de
ordem l das restrições no conjunto de restrições, pode-se reduzir o índice desse sistema para
pú = 2 (k* = 1) usando as técnicas de IBCP96, AP98j. Entretanto, as derivadas segundas
das restrições no conjunto de restrições dependem das derivadas de variáveis algébricas ui e
u2. Portanto para reduzir o índice um pouco mais, deve-se utilizar transformações simbólicas.

Este exemplo tem a propriedade que o sistema explícito obtido adicionando um integrador
na primeira entrada é desacoplável por uma realimentação de estados estática.

Entretanto, para exemplos mais complexos a redução simbólica de índices por qualquer
meio pode ser um trabalho árduo, como as técnicas do teorema 4 deveriam ser aplicadas.

((0)



CAPITULO 5

Conclusões

Sobre a primeira parte, concluímos que para os sistemas que têm a propriedade de serem
relativamente ./Zat podem ser estudados tanto algebricamente quanto geometricamente, que
as interpretações são equivalentes.

Sobre a segunda paire, concluímos que as hipóteses de regularidade sobre campos podem
fornecer informações importantes sobre o comportamento de uma subvariedade, concluímos
que a nova noção de índice diferencial pode ser utilizada para sistemas implícitos e que
as soluções de certos sistemas implícitos podem ser aproximadas por soluções de sistemas
explícitos.

Assim, observando os métodos empregados para conseguirmos encontrar as soluções apro-
ximativas, percebemos que novas pesquisas combinando algoritmos simbólicos e numéricos
podem ser úteis para melhorar a integração numérica de equações diferenciais algébricas de
índices elevadoslCM98, SKOll.

O segundo método é baseado nas propriedades geométricas de equações diferenciais al-
gébricas e parece ser melhor pata integração numérica de equações diferenciais algébricas de
índice elevados. Este segundo método é baseado em cálculo de derivadas simbólicas das res-
trições e resolve numericamente (pontualmente) uma equação linear Tr = ;: (veja a equação

Ainda testam alguns problemas em aberto que podem ser pesquisados:
B Não se sabe ainda se todo subsistema de um sistema ./7af é ./7at.

e Os métodos utilizados aqui constituem um misto ente'e métodos algébricos e numé-
ricos, porém pode-se tentar enfraquecer mais as hipóteses (2-3) do teorema 4. Por
exemplo, pode-se tentar escolher funções pontualmente utilizando métodos numéri-
cos, objeto não estudado neste trabalho.

37
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APENDICE A

Ideais diferenciais primos

Neste apêndice, mostraremos que o ideal diferencial gelado pelas relações

X: - /,(X, P) á . . . ,n
b - pj(x, u) .j . . ,,

é primo no anel diferencial kÍXi,...,X., y;,. . . , }{.,C/:,. .. ,Us}. Um resultado mais gei'al é
obtido por Diop em IDio92].

1. Definições e notações gerais

Denotaiemos por B um anel diferencial genérico comutativo com unidade e p um elemento
de R]g/t, . . . , y.].\R. Seja Z\ um conjunto comutativa de derivações e O representa o monóide.
com l = /d, gerado por A.

A classe de p é o maior r tal que g, realmente aparece em p. Denotar-lo..emos por c/(p).
A ordem de p em relação a y, é o maior J tal que g(j) realmente aparece em p. Denota-

do-emos por o,(p). Se r = c/(p) então denotaremos o,(p) simplesmente por o(p).
O grau de um polinâmio p em relação à variável ylj) é o maior expoente de g/Íj) que real-

mente aparece em p. Denotar-l.-emos por d,j(p). Se r = c/(p) e .j = o(p) então denotaremos
d,j(p) simplesmente por d(p).

O líder de p é u. :L yÍj), onde r = c/(p) e .j = o(p).
O inicial, /p, de p é o coeficiente da maior potência de up.
O separante, S., é o polinâmio diferencial -!=Z-

ExEMPL0 8. Considere em RÍ#,g/} (identificamos ri := z e z2 := g/), com a derivação
, os seguintes polinâmios p(3, y) = z(3)2 + 5y(2)z3 (2)y(3)2 e q(3ç, 3/) :: g/(7)3y2açz(3j
3y(2)z(3)z. Então temos:

54

  P q
classe 2 2
ordem 3 7

líder    
inicial   y2zz(3)
separante 14z9y7z(2)y(3) iÜÕ' 4;©



3.CONJUNTOSAUTO REDUZIDOS 55

2. Ranking

Kolchin IKo1731 define ran# (rk) no anel diferencial Rlg/i, . . . , g/.} como uma ordem em
RÍg/l, . . ., 3/n}, que deve satisfazer as duas seguintes condições para todo u, u C RÍyi, . . ., y,.},
e a C (J

li) rk(«) $ rk(0«);
l2) rk(u) $ rk(«) :::+ rk(0u) $ rk(0«).

Nós estamos interessados em estudar sistemas de equações diferenciais com apenas uma

derivação, a saber ' := --i Dessa forma, um possível rama definido em Rlyi,. . ,y.} com
apenas uma derivação, é a aplicação R]g/i , . - . , y.]. \ R --> N3 definida da seguinte maneira:

R[g/: , . . - , 3/.]. \ R
--} (c/(P), o(P), d(P))

Observe que se inverteimos as posições da classe com a ordem, na terna ordenada, obte-
mos outro ranX; possível. Também podemos fazer uma mesclagem, em que as derivadas das
variáveis yi tenham ralé menor que o raRA de yj para { < .j.

Assim, como não existe unicidade do ranÊ e a partir deste ponto, neste texto, quando se
fal.r em ««Ê , s«á . p ---> (c/(p), o(p), d(p)) exceto me«ção em co«trá«io.

P

3. Conjuntos auto-reduzidos

Consideremos dois polinâmios p e F' do conjunto RÍyi, . . . , yP} \ R. Se F' é livre de toda
derivada própria de up, então r' é dito parcialmente reduzido em relação a p. Se r' é
parcialmente reduzido em relação a p e deg.. F' < deg..p, então r' é dito reduzido em
relação a p.

Dizemos que um polinõmio F' é (parcialmente) reduzido em relação a um conjunto
Á C RÍyi, . . , y,} \ R se F' for (parcialmente) reduzido em relação aos elementos de ..4.

Dizemos que um conjunto .4 C RÍyi, . . . , yP} \ R é auto-reduzido se cada elemento .4i
de .A é reduzido em relação ao conjunto Á \ {,4Í}.

OBsnnvAçÃo 1. Em um conjunto aut(»reduzido .4 o líder de um polinõmio dão pode ser
líder de outro polinâmio de ,'l.

EXEMPLO 9. Considere em R{Xi, . . . , X.}, com a derivada ', um conjunto de polinõmios
diferenciais {Pi : i= 1, . . . ,n], nos quais .XJ') não aparece em .f', para í :# .j qualquer que
seja r C N. Então o conjunto {.f% : i= 1, . . ,n} é auto-reduzido.

Dado um ranking para polinâmios em Rlg/i, . . - , y,}, definimos o rank de um conjunto
auto-reduzido de n polinâmios que, por abuso de linguagem denotaremos por rk, como a
3n-upla formada pelas concatenações dos ranks dos polinõmios quando colocados em ordem
crescente.

Podemos colocar a seguinte ordem para comparar os ramas de dois conjuntos auto-
reduzidos:

e Ordenámos .4 e Z? através de seus ralé's lexicograficamente até minl#Á, #Z3} e
caso rk(Á{) = rk(-Bi) para todo l 5; i 5; minl#Á, #B}, o conjunto (lue tiver maior
cardinalidade tem Tuna menor
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. c«. -k(Á:)
mesmo rama

rk(-Bi) para todo l 5; { $ #Á #B, então Á e B são ditos de

EXEMPLO 10. Consideremos em Rlzi,z2} a derivada ' e os polinâmios P :: z13) (l? ::
zÍ2)(z,)3. Então {P,Q} coima um conjunto auto-reduzido. P é um polinõmio cujo líder é
r(3), cujo inicial é l e cujo separante é 1; Q é um polinõmio cujo líder é zl!, cujo inicial é al2)
e cujo separante de Q é 3(zÍ')y. O ralzÊ de {P,Q} é( 1,3,1., 2,1,3).'--\..+ -q .--r

rama de P rank de Q

Um conjunto .4 de um ideal diferencial a é chamado de conjunto característico se for
um elemento minimal de

{XIX C ,4,X é auto-reduzido e /y, Sr g a para todo y C Xl}.

4. O algoritmo de redução

4.1. Divisão euclidiana. A divisão euclidiana que introduziremos aqui é uma gene-
ralização da divisão euclidiana de polinâmios, pois pode ser usada em anéis sem inverso
multiplicativo. Como resultado dessa divisão, obtemos um polinâmio R# e um inteiro a tais
que /ÓPo = B# (mod Q). Sejam Eo e O polinõmios em xlrl, com Q # 0.
entrada: no e Q
saída: .R# e cr

ao := 0

enquanto (Eo # 0) e (degr Po 2 degr Q) faça
dí := degr /'. degr Q
P,+t := /eP. /nyU'Q
o'i+i := ai + l

fim de ]nrn

0Z

-j+lZ

OBSERVAÇÃO 2. Observemos que, em cada passo do laço, /l+i tem grau menor que
o grau de P. em y. Notemos também, que esse processo deve parar, pois a seqüência (d{)
é estritamente decrescente, o que mostra que se .r% nunca for o polinõmio nulo, o processo
termina; além disso, o natural a, obtido no término do processo, é o menor valor que podemos
colocar como expoente de /Q para que /ÓP = R# (mod (Q)).

4.2. Redução parcial. Seja P um polinõmio diferencial e ,4 C Rly;,. . .,yn}. Que
remos encontrar um polinõmio Rt e um número inteiro o tais que Rt sqa parcialmerlte
reduzido em relação a ..4 e Rt = S..+P mod IÁI.
entrada: Po, ,'l
saída: f?T e a

o-o ::: U

se em a só há variáveis que não estão no conjunto

0Z
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{l$1.7 é a classe de ,4i} então vá para /im:
enquanto rk(P,) >= minÍrk(Á{)IÁi C Á} faça

u := li:;!x [.j t.q. P. não é reduzido em relação a .AÍ}
0,4, := a derivada de .4, tal que a,4. tem menor

ranÊ possível e o líder de 0.4. aparece em /%
P,+l := resto da divisão euclidiana de .f% por 0.A«
r := inteiro obtido na divisão euclidiana de Pi por ,4í
ai+l := cr{ + r
i:= {+ l

flm de ]8ro
Rt:. a
(J' :== (J'i

OBsnnvAÇÃ0 3. Em cada passo, fazemos a multiplicação de .r)- por um separante de
um .4j e com isso não introduzimos termos que tenham TUNA maior que o rama de Oiu.,!; e,
portanto, a seqüência dos índices .j na qual .rl. é reduzido em relação a .4.Í é estritamente
decrescente. Ao final, obtemos um polinâmio Pt tal que Pt é livre de toda derivada própria
de elementos de Á, isto é, Pt é parcialmente reduzido em relação a ..4.

4.3. Redução. Sqa P um polinâmio diferencial que é parcialmente reduzido em relação
a .4 C Rl} 1 , . - - , yn}. Queremos encontrar um polinâmio R* e um número inteiro o- tais que
R* seja reduzido em relação a .A e S.4P = -R* mod l.41.

LEMA 8. Selara Po um po/amónio dijferenc a/ nas uariáz;eis dll/erenc aás yl,...,yn e
suas derãz;abas com coe$cienfes em R e Á Hm cozÜunto conZÍdo em Rl}/i, . . . , yn}. .Então P

é reduzido em re/anão a Á se e somente se ./azado Hm ranking para as uarÍáueis y;, . . . , yn=
(1) rk(P) < minlrk(.4{)l.4i C .4} ««;
(2) se em P não aparecer c/(Ái) para todo .A{ C .4.

DEMONSTRAÇÃO. (-::>) Se P for parcialmente reduzido em relação a .4 então temos que
ou rk(P) < minlrk(.Ai)IÁi C .4}, ou P só tem variáveis club não pertencem ao conjunto

{l$1.j é a classe de Á{ para Ái C .A}.

('$::=) Se P for tal que rk(P) < minÍrk(Ái)l.4i C Á} então P é reduzido em relação a
,4. Se P for tal que em P só aparecem variáveis que não pertencem ao conjunto

{l$1.7 é a classe de .Aí para Á{ C .A},

então P é reduzido parcialmente em relação a ,4. []

entrada: Po e Á
saída: R* e a

enquanto Pi. não for reduzido em relação a .4 faça
J := maxÍÁkjP. não é reduzido em relação a .4t}
j := d + l

Pi. := resto da divisão euclidiana de /%.l por Áj
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quando escritos em termos de u.,!.
r := inteiro obtido na divisão euclidiana de P,-l por .''li
a{ := o'i-l + r

fim de laço

0'

OBSERVAÇÃO 4. Esse processo termina, pois .7i > J2 > . . - , isto é, a sequência (.j{) é
estritamente decrescente, como de fato .ji > .ji+i, pois a multiplicação de .fl..i por 4i tem
rama; menor que o TUNA de u,.l.. Além disso, P, ::: /J./%-i -- .A{Q{ tem TUNA menor ou igual a
de .fl,-i e P. é reduzido em relação a ,4i, Áí+i,

Fixamos um rarzA em klg/i, , ypl}. Então temos o seguinte

LnuA 9 (Riu). S©a .4 um corÜKnto aKfo-reduz do de a # E C Alyi,
são equiuatentes:

a. ,4 é wm colÜunto caracler'útÍco de E;
b. iodo po/ínómÍo, em E, reduzido em re/anão a ,4 é nu/o.

, g/p].. .Então

DEMONSTRAÇÃO. (b. :> a.) Suponhamos que .4 não seja um conjunto característico
de E, então existe um conjunto -B tal (lue B é um conjunto característico de E e portanto
rk(B) < rk(.4). Isto significa que B tem mais elementos (lue Á e rk(Á{) = rk(Bi) para
l 5; { $ #Á ou blue existe um .j tal que rk(Bj) < rk(.Aj) pala algum l $ .j $ minÍ#.4, #-B}.
Se acontecer: B tem mais elementos que ,4 e rk(.4i) = rk(Z?{) para todo l $ i $ #.4 então
B@...l+l é reduzido em relação a .A. Se acontecer: rk(l?i) < rk(Ái) pala algum l 5; i 5;
minl#.A, #.B}, então existe algum l $ i 5; minl#Á, #B} tal que Z?i é reduzido em relação

(a. ::> b.) Suponhamos que ,4 seja um conjunto característico e que E contenha um
polinõmio não nulo f' que seja deduzido em relação a .A. Se a classe de F' for maior que
a de Á#.4, conseguimos um conjunto auto-reduzido de rank menor que o de ,4, fazendo
,'lU .[r']; caso contrário, se o e]emento de Á que não é excedido por /' é .Aj, então o conjunto
{Á:, . . . , .4j.i, F'} tem rama; menor que .A. []

a.A

Um conjunto auto-reduzido .4 é dito coerente se dados a,a' C .4 e se u. e u., (os
líderes de a e a') com uma menor derivada comum u = 0.u. = 0.'u.,, então S.,0.a
S.0.,a' C (.4,) : //.A , onde .4. é o conjunto dos polinõmios diferenciais 0b em que 0 C
O, b C .4 e rk(OuÕ) < rk(u). Denotaremos por (Á) o ideal algébrico gerado por .4, l.41 o ideal
diferencial gerado por Á. Se E C -Rlyi,. . .,y.} e a C Rlyi, . - ,3/«}, então E : a" denota
o conjunto { C Rlg/i,. ..,3/.}lcv"z C E para algum n C N} e E : a' denota o conjunto
U E : a". Observemos que se E for um ideal, E : a' também será um ideal.

Em IKo1731, Kolchin demonstra o seguinte resultado válido para anéis com várias
'wYVvu-

nCN

LnMA lO. IKo1731 Soam R um arie/ di#rencáa/ e Á tzm suócorÜunto de

Rl3/: , . . . , g/.}
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ü?éío-red zído, coerente. Então lodo po/ nóm o em l,41 : HÁm redtzz do em re/anão a .4 está
.«. (À) : HAm

Em anéis diferenciais com apenas uma derivação, todo conjunto auto-.reduzido é coe-
rente. Assim, podemos tirar como corolário deste lema, o seguinte resultado:

COKOLÁKio 1. Sejam /? zzm ane/ dljferencia/, Rl3/i) . . }g/P} a ane/ dll/e7'encha/ a(Ü&n-

fando as z;ariáz;eÍs dll/erencáais [g/i, . . . ,g/P} com a derÍuação ' e .A C R]3/i, . . . ,yP} um con-

.junto auto-reduzido. -Então todo po/ nómÍo em l.AI : HAm reduz do em re/anão a .4 está em
/ .4 \ . ZIJoo

Á

Como o corolário exige que o anel diferencial tenha apenas uma derivação a demons-
tração a partir do lema (lO) é imediata, porém por exigir mais sobre o anel diferencial, tal
demonstração pode ser simplificada ao ponto que o mesmo argumento que será usado para
demonstrar o lema (11) pode ser aplicado.

OBSnnvAÇÃ0 5. Se .4 é um conjunto auto-reduzido, então /.4 e S.,{ são reduzidos em
relação a Á.

DnpiNiÇÃ0 39. Um conjunto auto-reduzido é dito ortonõmico se seus elementos tem
grau l em seus lídcies.

OBSERVAÇÃO 6. Se ,4 é um conjunto auto-reduzido ortonõmico, então o separante de
,4i C ,4 e o inicial de Ái C ,4 coincidem.

LEMA ll. IDio921 Se .4 é um colÜunto auto-reduzido, coerente e orton(imico contado
em Élyi, . . . ,yP} então

a. se P C l.AI : /Ám e P é reduzido em re/anão a Á erztão P = 0.
b. [.41 : /Àm é primo com c07Üttn]o cczracterütico Á

DEMONSTRAÇÃO. a. Sejam 4i,.. ,.4. com rk(Ái) < rk(Á2) < ... < rk(,4.) os ele

mentor de Á. Suponhamos que exista 0 :# P C l,41 : /T que sqa reduzido em relação a .4.
Pelo corolário 1, P C (.A) : /Ám então podemos escrever:

(48)
lt

.r;p

para algum n C N e Po = 0. Como P # 0, então existe pelo menos um /1, :/ 0. Suponhamos,
por absurdo, que s seja o menor valor que t. pode assumir em (48) tal que, para algum
n C N, no sqa livre de u.. Escrevendo .f% = /T + u,Qi para l $ i 5; s, onde Qi é polinâmio,
,4. = /,u. + R,, B. livre de u,, temos:

/ip - (C'.r. + >: Q..'l:)«. + (Eo + «'R, + >: 4',4:)
S s l

{-1 {-1

livre de tls

Impondo que o polinõmio que multiplica u. seja 0, pois /..IP é livre de tz,, temos

: Eo + -CR, + >11: 4',4..
lS

l
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Não sabemos, a priori, se no + P:-R, é ou não livre de tz.-i. Porém, podemos, eventu-
almente, aumentar o valor de n para que possamos fazer a divisão de Eo + Pior, por .4.-]
e dessa maneira, observando que na divisão, não introduzimos elementos maiores que u,.i,

então podemos re-escrever /;lP como Eo + }, /',..'li com Ro livre de u..i , o que contraria a

lS

minimalidade de s

b. Pelo lema 9, temos que Á é um conjunto característico de l.41 : /T. Sejam P* e Q* os
reduzidos de P e (? respectivamente com relação a ,4. Então, do fato de ,4 ser auto.-.reduzido
e ortonõmico temos que todo polinõmio reduzido em relação a ,4 é livre de qualquer lidei
dos elementos de .4. Assim, o produto de reduzidos é deduzido e pela parte a. do lema.
p"Q* = 0. Logo, lembrando que /,.! e S..i(= /..1) não estão em l,41 : /4m pois .A é um conjunto
cat'acterístico, temos que P ou Q está em l,41 : /Ám, o que prova que l.AI : /Ám é primo. []

4.4. Aplicação. Agora trabalharemos com o ideal diferencial gerado pelas relações po-
linomiais

x: - .Ê(x, u)
b - Ój(x, p)

no aTiel diferencial
R'ÍXi,...,X.,h,...,%,C/:,

Mostraiemos que esse ideal diferencial é primo.
Definimos o seguinte rama para as variáveis diferenciais

rk(X:) < rk(X,) < . . < rk(X«) <

rk(h) < . . < rk(b) <
rk(C/-) < . . . < rk(U,) <
rk(C/Í) < - . < rk(«) <
rk(UÍ') < . . < rk(«') <

todas as derivadas de elementos de U <
rk(XÍ) < :k(X;) < . . rk(X:) <

rk(h') < . < rk(X') <
Assim,{X. /.(X,U),b--éj(X,U) :i= 1,...,ne.j = 1,

só temos uma derivação a ser considerada (a saber iZ), claramente esse conjunto é coerente
e ortonõmico. Logo o idea] diferencial

IX{ - ./;(X, U),b -- Ój(X, P) : { = 1,...,n e .j = 1,...,«nl : I'
/,(x, c/),b - Ój(x, u)

)

,Us}.

r} é auto-reduzido. Como

,n e.j ,«]
é um ideal primo.
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Algebra diferencial

l T)np;vnpÃn.

DnpiNiÇÃo 40. Uma derivação em um anel .4 é uma aplicação aditivo a F-.--} a' de ,4
em .4 que satisfaz as seguintes propriedades:

(« + óy (. . óy

Denotaremos por a(o) := a,a(1) :- a/,a(2) := a//, . . . ,a(n), . . . ,a(n), Suas derivadas. Por
indução é possível mostrar a regra de Leibniz. De fato:

ü(n-i)b(i) ja("-i+:)ó(i) + a("-i)b(i+i)l

Q(n-i+l)b({) +

:=0

'n) .z("-i)b(i+i) .
Z

(n+l)b(0) ,("-i+i)b(i) +

n

Z
«(n-i)b({+1) + ü(O)b(n+l)

a("+i)b(o) + a(o)b("+i) +

* il(:r: ü(n-i)b(i+l) + Q(n -{) b({+i)
Z

'":''''' *i (l:;
'"*:'.''' *! ("J :{-1

a(n+l-({+1))6(Í+l)+ a(o)b("+i)

ü(n+l-Í)ó(i) + a(O)b("+1)

ü(n+l-í)b(i)

TEORnwíA 5. (1) operador derivação / em wm do?n hzo zrzfegra/ / tem ma zZnzca eafensão
em seu corpo de jrüções.

61
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DnuoNsvKAÇÃo. A construção do corpo de frações g(/) através de um domínio de
integridade / é feita através do produto cartesiano / x .r com a relação de equivalência
(a, b)R(c,d) <:::::> a ' d = ó ' c. Com essa construção, identificamos (a, 1) com a pa-a todo

« C/ e " ",Z',',dC /, b,d# 0, ind«zim's - soma como(a,Z,)+(c,d) =(a .d+c. Z,,Z,. d) e
o pr'puto(a, Z,) .(c, d) =(«. c, b - d).

Lembremos que em um domínio de integridade existe o elemento neutro da adição 0 e
o elemento neutro da multiplicação 1. Desse modo

o = o + o :::::> o' = o' + o' :::> o' = o
1= 1. 1:::::+ 1' = 1'. 1+ 1. 1'::::::> 1' = o.

Sabemos que(a,a)R(1,1), pala todo a:P 0. Assim, para a # 0 temos(a,a) =(a,l)
(l,a), logo(a,ay = 1(a,l) (l,a)I' = 1(a,ly-(l,a) +(a,l) -(l,ayl =(1,1y =(0,1) pois
1' = 0. Portanto

(.,1)'(i,«y(-«',«):::::>(i,«y «).(-«',«)

Para saber como a derivação deve agir sobre(a, b), temos(a, b) =(a, 1).(1, b) e portanto

(«,by l(«,i)(i,ó)I' .(i,ó)+(«,i)-(i,óy
b) +(«,1).(-6',Z,') Z,') +(-« . Z,',b')

« . 6',Z,')

pois se a e Z) são elementos não nulos do domínio de integridade, então se (c,d) é
equivalente a (a, b), isto é, a ' d = b c temos:

(',ay: c'-c.d',d') c'-«'.c-'Í',«'.d')
-(«.Z,.c.c'-«'...d',«'.d') Z,.c.c'-.'.c-d',Z,'

c' - «' . d', Z,' . .).

Como (« . ay = «' . d + « . d' temos

(', ay (. - Z, . .' - «' . d', 6' . c)
. c' « (« . d'),Z,' . c)

c' - « . ((« ay - a' . d), b' . c)

c' - « . (b cy + « . d «', Z,' . c)

-(«.b' c+«.Z,.c')+b.c «',Z,'.c)
b' + b - c . a', Z,' . c) « . b', Z,')

Denotaremos (a, b) por i A unicidade é clara, desde que definamos

faV a' . b -- a . b'

\.bJ ba

pois qualquer derivação age dessa forma no corpo de frações.
Para verificar a aditividade da derivação proposta, colocamos ; e ! no mesmo deno-

minador ó d e então usamos a linearidade em a da definição de (iy. A prova da regra do

)
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produto

(Í . ;)' - (H)' - (« cy . (Z, . d) - (« . .) . (b . ay

'llÚ-'J T--'# cça. (Íy ;--Í (;y
D

2. Anéis diferenciais

DEFiNiÇÃo 41. Um ane/ dil/erencia/ é um anel comutativo com unidade e com uma
operação de derivação.

EXEMPLO 11. Um anel comutativo com unidade pode ser considerado um anel dife-
rencial colocando o operador trivial como derivação (a derivação que leva todos os elementos
no elemento nulo). Deste modo, podemos dizer que a teoria algébrica de anéis pode ser
considerada um caso especial da teoria de anéis diferenciais.

No anel de inteiros do corpo dos números racionais só admite uma derivação possível,
a derivação trivial, pois: 0' = 0 e 1' = 0. Logo temos que se a C N, então a = 1 + . + l,,

a vezes
logo a' = 0. Assim, do fato de (a + óy = a' + b', temos clue se Z, = --a, temos la + (--a)I' =
0' = 0 :-:> «' + (--«y = 0 :-:> (--«y = --(a') :::+ (--«y = 0 pa:a todo « € N. E;tão
Vz C Z ::::> z' = 0 e da construção de Q = {(a,b) C Z x Z} /R onde R é a relação de

equivalência:(alZ,).R(c, d) se a x d =.bx c. Asl;im se(a,by for definido como(a'x ó--b'x a, b')
temos que(a, óy =(0 x b -- 0 x «, b') =(0, b') =(0, 1), o qual identificamos com 0.

EXEMPLO 12. O anel de todas as funções diferenciáveis de classe (.:-(R) com a deri-
vação usual.

ExnM PLO 13. O anel das funções inteiras (funções analíticas definidas em todo o plano
complexo), com a derivação usual. Observe que, como no exemplo anterior, não há divisores
de zero, e portanto existe um corpo de orações (o corpo das funções meromorfas). Mais
geralmente, podemos pegar funções analíticas em um domínio do plano complexo.

ExnhípLO 14. Seja ,4 um anel diferencial. Usamos a notação .Alar para o ane! de
todos os polinâmios com coeficientes em .4 em uma variável (algébrica). Se .4 é um corpo,
.4(z) denota o corpo das funções racionais em #. A derivação em .4 pode ser estendida a
uma derivação em Álzl definindo, arbitrariamente z' e (3ç"y = nz"':z', e estendendo por
linearidade. Podemos fazer a mesma construção para Á(#) (veja o teorema 5).

EXEMPLO 15. Novamente seja ,4 um anel diferencial. Agora, formamos o anel .4lal
(= = (zo, zi, . . .)) dos polinõmios em um número infinito de variáveis (ordinárias). Então
fica determinada uma única derivação em ,4lzl se definirmos a derivada de z{ como zi+i.

a' . c- b d+ a . c' . b. d -- (a c . b' d+a c. b d')
       
a'. b. c.d-- a .b' .c d+a ê). c' d -- a ). c. di
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Mudando a notação, temos zo = z, 3. - 3;(n). Clhamaremos esse procedimento de a(Ü nção
de zéma oar áz;e/ dll/erencÍa/ e usaremos a notação .4lz} para o anel resultante. Os elementos
de .Alr} são chamados po/ nómáos dll/erenciais em z (são polinõmios ordinários em z e suas
derivadas).

Suponha que .,'l é um corpo diferencial, então .Alar é um domínio diferencial de integri-
dade e sua derivação sc estende unicamente a seu corpo de frações (teorema 5). Escrevemos
Á<z> para este corpo de frações; seus elementos são /uniões racionais dil/ererzciaÍs de #
(quocientes de polinõmios diferenciais).

As notações {} e <> também serão usadas quando os elementos adjuntados não são
variáveis diferenciais, mas preferivelmente elementos de um anel ou corpo diferencial maior.

Em qua]quer ane] diferencial .4 os elementos com derivada 0 formam um subanel C
chamado anel de constantes. Se .4 é um corpo, C' também será um corpo. Note blue C'
contém o subanel gerado pela unidade de ,4.

Seja / um ideal em um anel diferencial Á. Dizemos que / é um área/ dà/erencia/ se a C /
implicar a' C /, ou de forma mais breve, /' C /. No anel .4//, introduzimos uma estrutura
diferencial definindo a derivada da c]asse ]atera] a + / como a' + /; esta é independente da
escolha de representante da classe lateral e realmente define uma derivação em Á// (v. o
teorema 6).

Sejam ,4 e .B anéis diferenciais. Um Aomomor$smo dil/erencÍa/ de ..'! pata B é um
homomorfismo (algébrico) que comuta com a derivada. Se / é um ideal diferencial em
,4, o homomorfismo natural de Á para Á// é um homomorfismo diferencial. Os termos
ásomor$smo dljfererzcáa/ e automor$smo dll/erencÍa/ são respectivamente isomorfismos que
comutam com a derivada e automorfismos que comutam com a derivada.

TEOR,uw\À. 6. Seja l o kernel de um homomor$smo diferencial de$nido nu,m a,nel di
ferenciüt A. Entiío l é um ideal diferencial em A e Ajl é iso'morto à ima.gem do homomot-
R,smo.

DEMONSTRAÇÃO. Sqa g um homomorfismo diferencial de Á em algum anel diferencial
B e seja / o kernel de p. Para mostrei que / é um ideal diferencial, basta mostrar que /' C /.
Se « C Á é tal que p(a) = 0, então g(«') = g(ay = 0' = 0, logo «' C /. O homomorfismo
a : ,4 --> Á// é um homomorfismo diferencial, pois definindo a aplicação D : ,4 ---.} ,4,

Z)(a) = a'; Z,)« : .A// --> .A// pela regra Z).(a + /) = a' + /, temos Z). o « = « o D, pois

comuta por construção. Assim, se tomarmos b C /m(g), temos blue existe

a C .Á tal que p(a) = ó e Vz C /, g(a + z) = b, logo existe um homomorfismo bem definido
# de À// sobre /m(g), dado por ©(a + /) = ç,(a). Mostremos que P é injetor (claramente é

sobro'tor). Temos #(ó) = #(b) <:::::> ©(b -- b) = 0 <-:> ó -- 6 C /. Mostremos t.mbém q-
P é difere«ial. Se « + / C Á//, e«tão g(«' + /) = ç,(«') = p(ay = (P(« + /)y. n



3.IDEAIS RADICAIS 65

3. Ideais radicais

DEFiNiçÃO 42. Como na teoria de anéis, chamamos um ideal / de dea/ radica/ se
a" C / implicar que a C /.

l,nmp.. 12. Se ab pertence ao ideal dã.ferencial radical r, então ab' (i l e a'b C l

DEMONSTRAÇÃO: aZ) C / ::+ a'b + ab' C /. Multiplicando por a'b, temos (a'b)2 +
a'Z)ab' C / :::+ (a'by C /; como / é um ideal radical, temos a'b C /. O outro te;mo:
(a6' + a'b)ab' C / :::+ (aó'y + a'baZ,' C / -::> (ab'y C / ::::> ab' C /. []

LnUP.. \3. Seja, l um ideal diferencial radical em um ctnet diferencial A e seja. S um
su,band de A. De$nimos T como o conjunto de todos os = que pertencem Q A que satisjazeTn
=S C. 1. Então T é um ideal diferencial radicctl em A.

DEMONSTRAÇÃO. Do fato de 7' ser um ideal e de a,b C T, temos aS C / e bS C /
Assim,(a+ b)S C /, pois(a+ b)S C aS+ Z,S C /, ou seja, a + b C T. Se a C Á, então para
qualquer b C T, temos 6S C / ::::+ abS C a/ C /. Logo ab C 7', isto é, aT C T

T é ideal diferencial: 6 C T ::::> bs C /, Vs C S. Como / é ideal diferencial radical.
pelo lema 12, b's C /, Vs C S, logo, ó' C 7'

T é ideal diferencial radical: b" C T -+::::> b"S C /. Como S é um subanel, temos que
b"s" C /, Vs C S. Usando que / é um ideal diferencial radical, temos que bs C /, Vs C S.

Em qualquer anel comutativa a intersecção de qualquer coleção de ideais radicais é um
ideal radical #' C í)/l .+::::> z" C &, Vj, mas /l é radical para todo .j, logo z C 4, V.je
a C íl/J .+::::> a C /J, V.j, mas /; é ideal diferencial para todo j o que implicam' C /l, Vj.
Em um anel diferencial a intersecção de qua]quer conjunto de ideais diferenciais é um ideal
diferencial e portanto a intersecção de qualquer conjLmto de ideais diferenciais radicais é um
ideal diferencial radical. Portanto, para qualquer conjunto S em um anel diferencial existe
um único ideal diferencial radical minimal contendo S; que denotaremos por {S}. (Esta
notação é para ser cuidadosamente distinguida do uso de chaves pala adjunções de variáveis
diferenciais em anéis diferenciais.)

LnuA. 1.4. Seja a qualquer elemento e S qualquer subconjunto de um ane! dà.ferertcial.
nfã. «{S} C {aS}.

DEMONSTRAÇÃO. Pelo lema anterior, o conjunto dos z tais que az C {aS]. é um ideal
diferencial radical e contém S, portanto contém {S}. Logo alS} C {aS}. []

LEMA. 15. Sejam S e T quaisquer subconjuntos de um anel d{.ferencial. Então

{slÍr} c {sr}.
DEMONSTRAÇÃO. Pelo lema anterior o conjunto dos z tais que z]7'} C {ST]. contém S

e é um ideal diferencial radical pelo lema 13, então contém {S}. []

DEFiNiÇÃo 43. O radical de um ideal é definido como o conjunto de todos os elementos
com alguma potência no ideal.
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O radical de um ideal é um ideal radical. Para a teoria de anéis diferenciais precisamos
complementar esta definição com o resultado que o radical de um ideal diferencial é um ideal
diferencial. Mas isto não é verdade sem outras hipóteses, como veremos no exemplo 16.

EXEMPLO 16. Sobre o corpo Z2 (corpo de característica 2), sqa .A uma álgebra de
dimensão 2 com bases l e z, onde z2 = 0 e l é a unidade. Se definirmos 1' = 0 e z' = 1, temos
uma derivação em Á, pois qualquer elemento de Á é um polinâmio em z com coeficientes
em Z2, da forma a + baç, pois z2 = 0. O radical do ideal nulo, R(0), é gerado por = e não é
um ideal diferencial, pois 1 « B(0).

O próximo exemplo mostra que nem todo ideal radical é um ideal primo, mas é fácil
mostrar por indução que todo ideal primo é radical.

ExnK'tpLO 17. Seja Z o anel dos inteiros e definimos a derivação ' dada por 1' = 0. Se
observarmos o ideal 6Z, teremos que 6Z é um ideal radical e que 6Z não é um ideal primo
porque 3 . 2 C 6Z mas 3 « 6Z e 2 g1 6Z.

4. Algebras de Riu
DEFiNiÇÃo 44. Uma á/geóra de RÍff é um anel diferencial contendo o corpo dos núme-

ros racionais (que é necessariamente um subcorpo do anel de constantes). Uma álgebra de
Riu é uma álgebra de fato sobre os números racionais, e geralmente de dimensão infinita.

LuN\A. 16. Seja l um ideal di.ferencia! em uma átgebra de Rãtt e seja a llm elemento
c.m «" € /. -E«fão (.'y"': c /

DEMONSTRAÇÃO. Temos (a"y = na"'ia' C /. Como / admite multiplicação por l/n C
Q, a"':a' C /. O caso k = 1 da afirmação a"-*(a')"': C / está feito. Diferenciando, temos:

k)«"'* :(«')"':+(2A - l)«"''(.')"''«" C /.

Após multiplicar por a , vemos que o segundo termo pertence a /. Podemos cancelar o fatos
(n -- k) no primeiro termo e teremos

(«

."-*':(«')"'' c /,

que é o caso k + l da afirmação feita acima (portanto está provada por indução). Finalmente
podemos repetir esse processo até k = n, quando (a'y"': c /. []

LEMA 17
renda!.

Em umü átgebra de Riu, o radical de um ideal dilel'encial é um ideal bife

DEMONSTRAÇÃO. Clonseqüência imediata do lema anterior D

5. Teorema de Krull

E um teorema clássico da teoria de anéis comutativos que afirma que qualquer ideal
radical é a intersecção de ideais primos.

E um fato que a palavra diferencial possa ser inserida tanto na hipótese quanto na
conclusão deste teorema. A técnica da demonstração reside no seguinte lema:
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LnNtP. 18. Seja T um subconjunto de ILm ane! diferencia! A, fechado pela mTtltiplicação.
Sei« Q o ideal bife«nciat «dicül m«im«l c'm «sp.ito à, e«lesão de T, ist. é, Q é o m«io«
ideal diferencial radical tal que Q n T =a. Então Q é primo.

DEMONSTRAÇÃO. Se a . b pertence a (2, com a g Cl? e b g (il?, então {a, (l?} e {b, (il?} são
ideais diferenciais radicais estritamente maiores que Q. Portanto {a, Q} e {ó, Q} contém
elementos de T, digamos ti e t2. Assim, pelo lema 15, fita C {a, Cl?lló,(i?} C Q e tit2 C T
portanto temos uma contradição. []

TuoKn IA 7. Seja l um {dea! di.ferencia! radica! em um anel diferencial A
Q intersecção de ideais diferenciais primos.

Então l é

DEMONSTRAÇÃO. Dado um elemento z g /, temos que produzir um ideal diferencial
primo que contenha / e não contenha a. Seja T o conjunto de todas as potências de z; pelo
lema de Zorn aplicado a

S = {ideais diferenciais radicais que contém /

e que não contém nenhum elemento de T}

com a seguinte ordem parcial: a $ b -e::::> a C b; toda a cadeia ascendente de S tem um
majorante, isto é, /i C /z C C U /i.:

Assim, existe C? C S que é maximal com respeito à exclusão de T. Aplicando o lema
anterior,' temos que Q é primo. []

6. Extensões de ideais primos
Agora vamos contemplam a seguinte situação: .4 é um anel diferencial contido em .B

(que inclui a hipótese de que eles têm o mesmo elemento unidade). P é um ideal diferencial
primo em .A (portanto, radical) / é um ideal diferencial radical em B que contrai em P (isto
é, P = / n Á). Temos duas (questões:

(1) / pode ser estendido a um ideal diferencial primo que também contrai em P?
(2) / é, de fato, a intersecção de ideais diferenciais primos que contraem em P?
A resposta à primeira questão é uma afirmativa incondicional, como mostra o

SUOU,\üWP.. 8,. Seja B Kln anel diferencial com um subanet diferencial A. Seja l um
ideal diferencial radical em B tal que P(.:= 1 íl A) é um ideal diferencial primo em A. Então
l está contido em um i,dual diferencial primo em B qve tctmbém contrai em, P

DEMONSTRAÇÃO. Tomamos T o complementar de P em relação a Á e para aplicarmos
o lema 18 e obter um ideal diferencial primo Q, precisamos verificar que 7' é fechado pela
multiplicação: a, b C T :-::> a « P e b g P, portanto aó « P, pois se, por absurdo, ab C P
com a g P e b # P, então do fato de P ser primo, a C P ou ó C P, contrariando a

iObserve que . U. /i é um ideal e pertence a S.

2Observe que T é fechado em relação à multiplicação
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Pala responder à segunda questão, afirmativamente precisamos de uma hipótese adi-
cional: ab C /, a C ,4,b C B implica a C / ou b C /. Esta hipótese não pode ser descartado.
uma vez que todo ideal /, satisfazendo a tese do teorema, tem esta propriedade.

TnonnKiA 9. Sda -B wm ane/ dljferencÍa/ com zlm saóane/ dilfererzc a/ Á. Sda / um
bdeül diferencial radical em B tüt que ab C 1, Q C A,b C B impli,ca Q ç: 1 01 b ç: l (.note que
P : é llm ideal diferencial primo em A]. Então l pode ser expresso co'raLO intersecção
ie ideais diferenciais primos em B qKe também se contraem em P

DE»iONSURAÇÃO. Sqa z C B \ /. Devemos construir um ideal diferencial primo que
contém /, que contrai em P e que não contenha ]ç. Seja T C B o conjunto de todos os
elementos da forma az", a C ..'l e a g P. Então T é multiplicativamente fechado, pois P
é primo em ,4, e segue, de nossas hipóteses que / n T =o. O lema 18 nos fornece um
ideal diferencial primo Q que contém / e / n T =a. Observemos que # gl Q, pois z C T
Finalmente para ver que Q n .4 :: P, seja 0 :# a C Q n Á. Então az € Q, o que é uma
contradição, pois az C T e Q n T =0, a menos que a C P []

7. Unl lema no anel de polinâmios
Nesta seção, por conveniência, separamos um lema elementar não diferencial

i,EN\P.. \q. Sejam K e L corpos com K C L, B ó anel obti,do jazendo a adjunção de
-lm comi'unto ÇprouauetTnente in$nitoÕ de uariáueis a L; A o anel obti,do fazendo a üdjunção
lestas mesmas variáveis a 1<, P zm ideal em A, J um ideal em B gerado pot P, l o ra.dica,l
de J. Então:

l.a) Se P é radical então l n A = P;
(b) SeP é m dea/prmota/gueabC/, comam,4 ebeB enZãoouaCP ozibe/;
çcà Suponha que Q característica de K seja ç] e que P :# A ÇP Ttão precisa ser um ideal

ra,dicas). Sejam IJ uma, da.s variáveis e s um elemento que está em L mas r\ão em
K. Então \J -- s não está em l

DEMONSTRAÇÃO. Olhemos .L momentaneamente apenas como um /(-espaço vetorial e
escolhemos uma base vetorial zl., a percorrendo algum conjunto de índices. Escolhemos ui
e u2 dois elementos da base (embora não existam indícios que o conjunto de índices seja
contável muito menos que seja bem ordenado). Podemos tomar, em particular, ui - l.
Todo elemento de B tem uma única expressão >1, a.u., onde a. está em ,4 e tal elemento
está em .4 somente no caso de todos os a. serem nulos exceto, eventualmente, ai. Agora
./ evidentemente consiste exatamente de todos os elementos }. p.u«, p. C P. Segue quen

(a) Suponhamos que P seja um ideal radical e que b c / n ,4. Então para algum n, ó"
pertence a J n Á = P. Como P é um ideal radical, Z) C P. Portanto / n Á - P

jb) Suponhamos, agora, que P é um ideal primo e que aZ) C /, a C Á, b C Z?. Então
a"b" C J. Digamos que b" = }:a.u.. Encontramos }l:(a"aa)ua C J, portanto
cada a"a. C P. Se a C P ou se para todo a. C P, temos b" C J, b C /
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(.) Suponhamos que y s pertença a / e cheguemos a uma contradição. Alguma
potência (g/ -- s)" C J. Seja /o o conjunto de todos os polinâmios em g (coeficientes
em -L) que estão em J. /o é um ideal principal cujo gerador divide (3/ -- s)". Este
gerador não pode ser constante (isto é, um elemento não nulo de L) mas então J
deveria ser todo Z? e P = J n À deveria ser todo Á, contrariando nossa hipótese.
Então o gerador é da forma (g/ -- sy com r ? 1. Agora tomando ui = 1 e ü2 = s (da
base vetorial), (g/ -- sy é expresso como combinação linear dos u., cada coeficiente
separadamente deve estai em P e portanto em J. Em particular, isto é verdade
para o coeficiente de ui, um polinâmio começando com y' e então não tendo termos
em y''i. Este polinõmio deve coincidir com

(v - .y = 3/' - -g/''' +

Como a característica é nula, isto é impossível.
D

À parte (c) pode ser adicionada a afirmação que (no caso de característica 0) J é um
ideal radical se P o for.

8. lsomorfismos admissíveis

DEFINIÇÃO 45. Um isomorfismo entre dois corpos /r e L é chamado de {somor$smo
admíssz'ue/ se existir um corpo A/ contendo ambos .Zr e L.

Os isomorfismos admissíveis desempenharão papel de substitutos temporários dos auto-
morfismos; ou sqa, em um certo contexto, deveremos ser capazes de provar que isomorfismos
admissíveis são automorfismos. A teoria de Galois clássica pode ser desenvolvida desta ma-
neira: se N é uma extensão separável finita de K, então N é normal sobre K se e somente se
todo isomorfismo admissível de Ar, que fixa .It. é um automorfismo. No tratamento moderno
da teoria de Galois, os isomorfismos admissíveis não são mencionados; mas eles parecem ser
indispensáveis para a teoria de Galois diferencial.

Nós provaiemos agora, dois teoremas básicos notando a extensão e existência de iso-
morfismos admissíveis.

TEOKEivIA 10. Soam À/ am corpo dil/erencÍa/ de ca7acteríbtáca 0, Ã e Z, suócorpos
diferenciais e seja, S um isomor$smo difererLcial de K sobre L. Então S pode ser estendido
ü um isomor$smo diferencial admissível de$nido em M

.x

M M'
S

K --= L

DEMONSTRAÇÃO. Ordenando parcialmente os corpos via inclusão, pelo princípio da in.
dução transfinita, reduzimos o problema ao seguinte:
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dado um elemento u em M mas não em /í, procuramos definir uma extensão
do isomorfismo S a u, a imagem de u, .Êcando em alguma extensão de A/

Seja .lrlu} o domínio integral gerado pela adjunção de t& a Ã e seja Ãlg/} o domínio integral
gerado pela adjunção de uma variável diferencial y a Ã'. Seja Pt o kelnel do homomorfismo
diferencial definido em .ZrÍy} sobre /Tlu} definido da seguinte forma: Êxa os elementos de
/r e !eva y em u.

8 Certamente PI é um ideal, pois o homomorfismo é um homomorfismo de anéis;
e Pi é um ideal primo pois a C PI se aó C Pi, então o homomorfismo g ---} u leva ab

em 0, porém, como Ã']tz]. é um domínio, o produto das imagens do homomoríismo,
aplicado em a e em ó é levado em 0. Logo alguma das imagens deve ser 0, isto é, Pi
contém a ou b:

e Pi é um ideal diferencial, pois o homomorfismo y ----+ u é um homomorfismo di-
ferencial, isto é, se a ---> 0, então a' (o gerador de P] é o substituto
natural para o polinâmio irredutível de u que seria usado, sob o ponto de vista da
teoria clássica dc corpos).

Transferimos o ideal Pi a um ideal P em .Lly} via o homomorfismo S.3 Sqa J o ideal

em MÍy} gerado por P. Cromo .ll/ consiste de todas as somas finitas >ll: pimi com p{ em P e
m{ C M]y]. é clamo que J é um ideal diferencial. Seja / o radical de J. Como a característica
de M é nula, pelo lema 17, / é um ideal diferencial (radical) em Mlg/}. Pela parte (a) do
gema 19, /n -Lly} = P (Os .]k. e L do lema 19 são substituídos por L e M. Note que do ponto
de vista algébrico Mly} é obtido fazendo a adjunção de um número contável de variáveis
a À/). Pelo teorema 8, / pode ser aumentado a um ideal primo C? em .44'Íy]. satisfazendo
Q n lty}

Escrevamos u a imagem de y sob o homomorfismo natural de MÍy} sobre Wlp}/Q.
Definimos um homomorfismo de KÍy} sobre Z){u} em dois passos: /rÍ3/} para Z'tyl'via S,
e então de Zl3/} para Z'lu} levando g em u.

O kernel da segunda aplicação é Q n LÍy} = P. Portanto o kernel do produto das
aplicações é Pi . Assim, conseguimos um isomorfismo diferencial entre dois domínios integrais
/T.(u} e Zlo}, estendendo S. Pelo teorema 5, o isomorfismo se estende unicamente a um
isomorfismo diferencial entre os corpos de frações. Isto conclui a prova do teorema ]O. []

TEOREMA 11. Seja /{ wnlz corpo dil/erencÍa/ de caracterlbtíca 0. Se/a s unzz e/ementa enlz
um corpo diferencial mai,or L, s g K. Então existe u,m isom,orFsmo diferencial adlnissíuel
em L que realmente made s e é a. identidade em K

DEMONSTRAÇÃO. O procedimento fundamental é o mesmo usado na prova do teorema
10. Para uma variável diferencial y, chamamos de P o kernel do homomorfismo de /TÍy}
em Jíls}. Claro que P # /Tly} para s # 0. Sqa J o ideal em Z;Íg/} gerado por P, onde
Z, = .lr<s>. Seja / o radical de J. Então / é um ideal radical em Llg/} que contrai, em

/Ttg}, em P. Suponha que / tenha expandido para um ideal diferencial primo C? em LÍy}
que também contraía em P, em /\'lg/}. Seja t a imagem de y sob o homomorfismo de Z,{g/}
sobre -L{Z/}/Q. Então podemos construir um isomorfismo diferencial admissível de /í<s> em
/T<f>, que leva s em t. Observe que t = s somente se g/ -- s C Q.

'elevando os coeficientes através de S e fixando y e suas derivadas.
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Agora a parte (b) do lema 18 nos conta que a hipótese do teorema 9 é satisfeita (com
Ã'l3/} e L{Z/} desempenha.ndo os papéis de Á e 1? respectivamente). Consequentemente
a intersecção dos Q's como acima é /. Se sempre encontrarmos 3/ -- s C Q, seguiria que
g/ s C Ã mas isto contradiz a parte (c) do lema 19.

Temos, portanto, construído um isomorâsmo diferencial de /{<s> em /,<t> que move s.
Pelo teorema 10 podemos estender a um isomorfismo diferencial aduiissível definido em todo
L D



APENDICE C

Demonstração do lema 4

PKov:A oo Lerá'iA 4. Seja (n.i,u-i) = (a,u) a representação de estados original do sis-

tema S com saída g(') definido pelo sistema explícito (5).
No passo k -- l desse algoritmo (A C {0, 1, . . .}) pode-se construir uma representação

local de estados clássica (sçk-i, uk-i) com saída 3/(k) definida numa vizinhança aberta UA.:

Suponha que sparzÍdt, dzt-i, dy(k)} não é singular em torno de (
Note que podemos dar a seguinte descrição geométrica do algoritmo de extensão dinâ-

de ( C S

mica:

SI Escolha gÊ (possivelmente dentre as componentes de g/), de forma a completei

{dzk-i} a uma base {dt, dzÊ-i , úU(k)} para spanÍdt, dzt-i , dg/(i)]..
Escolhe-se ak (possivelmente dentre as componentes de uk-i) completando..a

uma base {dt, dzk-i , (©r), data do espaço spanldt, dsçi;-i, duj;-i}.
De acordo com o que foi feito no exemplo 6, isto define uma realimentação local

de estados.
Por construção, esta realimentação local de estados tem as propriedades

Ü(t, a*- : , ©.)

S2. Defina zx; (.*-:, #r)) . «* (gr), ak). Essa é uma extensão de estado dinâmica

Note que (SI) e (S2) produzem uma nova representação local de estados (zx;,ui;) do
sistema S definido em uma vizinhança aberta Uk C Uk.t de (

Note também que os passos (SI) e (S2) descrevem o procedimento do algoritmo da
extensão dinâmica que pode ser executado, pelo menos teoricamente, para sistemas não
afins (neste caso os cálculos podem não ser efetivos, pois é necessário aplicar o teorema da
função inversa para calcular a iealimentação uk-i = '(zk-l , uk) em cada passo do algoritmo.

Uma descrição do algoritmo da extensão dinâmica para sistemas não aâns pode ser
encontrada em ILF871.)

(1, 2): h'lostraremos primeiramente que a representação de estados (zk, uk) é clássica,
isto é, spanÍdák} C spanldí,dzk, dut}. Esta propriedade vale para (z,u) (k = --1).
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Por indução supomos que a propriedade valha para (açk,uk). Então por (SI) e (S2)
temos que

sp««{dã*+:} C

C spanldt, dzt, dãk, @r), .©À; )} C

C spanldf, daçk+i, duA+t}.

No passo k = 0, escolhemos uma partição g(o)
zendo (SI) para k = 0.

Então dDáo) C spanÍdt, dz, aiif)]. logo

(Vf), ÜQ) e construímos ao satisfa-

aé'' c .p««{ót,d«,aà,@gü,@:ü}
C SPanldt,da,du, .©m,.:Óg0}

Assim, dÚ C spanld , d=o,duo}. Então é fácil ver que l e 2 são satisfeitos para k = 0.
Agora supomos que no passo k l temos uma representação local de estados (ak-i, uk-i)satisfazendo l e 2.

Escolha uma partição g/(k) = (©* ), Ük)) de forma (lue (SI) seja satisfeita e construímos
âk satisfazendo (S2).

Por l para k -- l e (SI) segue que

spanldt, dzk} = spanldl, dz, dy, . . . , dy(k)}

Por construção, notemos que

aã'+:) C spanÍdt,dzk-i,dék-i,(@t ),cO. )} C
c spanldz, dzk-i, duk-i, (0k), .Ór)}.

Por (SI) segue que dy(k+:) C spanldf, dzk, dut}.
Podemos mostrei que se 2 vale para h 1, então

spanldt, dzk, dual = spanldt, d=, dg/, . . . , dy(A+:), du},

completando a indução.
De fato,

spanldÍ, dak, duk} = spanldt, dzk-i , c@r), da*} + span{(©. )}

Por (SI) e pela hipótese de indução, segue que

spanldt, dzk, duk} = spanldt, dz, du, dy, . . . , dg/(k)} + span{(©r)}

Desde que dy(k+i) C spanldt, dzx;,dual, então 2 vale para k. Isto mostra l e 2
(3, 5, 6, 7): Mostraremos primeiramente que

(49) dim Xk(p) dimy#-i(p) ? dimYk+i(p) dim Yk(p)Vp C Sx;
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Para isto, note que se as l-formas {v7i, . . . ,?7,} C XÉ são linearmente dependentes módulo
XA-i, isto é, se

s P A--l

aodt+}, '*i?{ +l: :#:j y
{:l {-l J-o

-0

então, derivando em relação ao tempos temos:
s P A--l

á. t + :(á:'7: + a.Õ.) + >: )1:(Ó:j Z/f + P.,aylj'''o) - 0,
i-l i-l j-o

em outras palavras Õi, . . . , Õ. são linearmente dependentes mod y#+i.
Seja ( C Sk. Da não singularidade de )&, }l, .j = 0, . . . , k em Sk, se dim XA -- dim YA.i

Z em { C Sk, então podemos escolhoer uma partição y = (Vr, Ír) tal que i7 tem r componentes
e temos, localmente, yk = span{(/g(k)l} + yA.i.

Seja glÍ qualquer componente de D para j C {1, 2, . . . ,p -- /}. Por construção temos que

{dglÊ),(/g(k)} é linearmente dependente mod yi-t para todo j C {1,2,. . . ,p r/}.

Do que foi dito acima segue que o conjunto {d$$k+i), úO(k+i) } é localmente dependente
mod yk para todo .j C {l, . . . ,p -- r}, mostrando (49). Em particular a seqüência PA; é não
crescente.

Mostraremos agora que

(50) dimyk(-.') -- dimyA-i(p) $ dimyk+i(p) -- dimyA(p), Vp c Sk
Suponha que (zk,uA) é uma representação de estados construída em uma vizinhança Uk
de um ponto ( C Sk. e que satisfaçam (SI), (S2), 1 e 2. Como cO. ) C uk, segue que as
componentes de dgr' são independentes mod yk pois eles também são componentes da
entrada uk e além disso, spanldt,dzk} = yÊ. Logo gÊk++ii) pode ser escolhido de forma a
satisfazer 3, o que mostra (50). Em particular, ok+i 2 c'k.

Para mostrei a convergência da seqüência PÀ; e ok pala algum k* 5; n, supomos que
z/ C St. Denotemos spanldz} por X, então yA = X + XA e portanto

dimyk(:.') = dimX('') + dim yk(p) -- dim(X(P) n xk(P)).
Denotemos, para k C N

dimyk(p)

.*(«)
P* («)

Note que pk = pk(p) e ak = sA(p) são constantes para todo p C Sh. Também temos:

.k(-') = pk('') -- dim(yk('') n x(u)) + dim(Xk-- (p) n x(P)).

dim yk(z.') -- dim yk-i (p)

dim Yk(p) -- dim yA (p)

(51)

À/lostraremos agora que

PROPOSIÇÃO 6. Se ezisf r É;* e a/gum p C Sx;. ta/ que sÀ;.(p) = pk.(p) = p, então
.k.+:({) = Pk.+-({) = P P-« fod. { C Sk..

listo é, tomandc-se a derivada de Lie L:$(.)
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Notemos que, da proposição 6, uma indução simples mostra que sk(O = pk(O = P
para todo k ? k* e € C SA,. Além disso, essa última afirmação implica que SA; - ik, para

DEMONSTRAÇÃO. Para mostrar a proposição 6, suponhamos que para algum p € Sk,,
P*.(«)

De (51), segue que

dim(XA. (p) n x(P)) + dim(HA.-:(p) n X(u)) = 0

omo as dimensões de yk. í) X e de yk..i íl X são constantes em Sk., segue que, para

p..(0

-- dim(XA, (O n x(O) + dim(XA.-i(O n x(O) = o.
Note que de (51) temos

(53) 'k,+:(O -- pk.+:(O = dim(Y#.+:(O n x(e)) + dim(XA.(O n X({))
para todo ( € Sk.. Por (49), (50) e (52), segue que:

.A,+:({) -- Pk-+:(0 2 0.
Como -- dim(Xk,+i(O n x(O) + dim(yA- (O n x(O) $ 0, a única possibilidade é ter

ambos os lados de (53) iguais a zero para todo ( C St..
Usando (49) e (50) novamente, temos a proposição 6. D

Note que uma simples indução mostra que a proposição 6 implica a 7.
Para completar as provas de 5, 6 e 7 é suficiente mostrar a existência de k* tal que a

proposição 6 valha. Para isso, note que dim(Y#(P)nx(P)) é não decrescente para Ã; = 0, . . . ,n
e é menor ou igual a n = dim(X).

particular, existe algum k* 5; n tal que dim(y#- (z.')nx(p)) = dim(Yk.-i(P)nx(p)).
(4): E conseqüência de 1, 2 e do modo como at é escolhido em (SI).
(8): A primeira parte de 8 segue diretamente da afirmação 3, do fato que card(gk) = ak

e de 5. A seglunda parte .de 8 segue facilmente da igualdade de card(gk) = aÉ, do fato que
as componentes de c/yr+i) são independentes mod Yk e do fato de que ok = pi; - p para

(9): Conseqüência do lema 2
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