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Resumo

Os objetivos desse trabalho sao mostrar a equivaléncia entre as defini¢ées de sistemas
relativamente flat geométrica e algébrica, mostrar que em sistemas implicitos, quando con-
siderados como diffieties, certas condicdes de regularidade de campos induzem condigoes
suficientes para que a variedade obtida pelas restricées seja uma variedade imersa, dar uma
definicdo de indice diferencial que generaliza a nocdo de indice diferencial classico e além
disso, mostrar que sob certas condi¢es existem sistemas explicitos cujas soluges se aproxi-
mam das solu¢bes de um sistema implicito.



Abstract :

The aim of this work is to show that the algebraic definition of relative flatness is equiva-
lent to geometric one, to show that when implicit systems are considered like diffieties, some
regularity conditions of fields induce sufficent conditions to conclude that the restricted ma-
nifold obtained by restrictions is a immersed manifold, to rise a new differential index which
generalizes the classical differential index notion, furthermore, to show that under certain
conditions, there exists explicit systems whose solutions become close to the solutions of a
implicit system.
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CONTEUDO 8

N representara o conjunto dos ntimeros naturais;

Z representara o conjunto dos ntimeros inteiros;

Q representard o conjunto dos niimeros racionais;

R representard o conjunto dos ntimeros reais;

R™™ representara o conjunto das matrizes de n linhas e m colunas com entradas reais;

(21, 22) representard (2!, 21)T;

x representard (z,s,...,2,), um vetor de funcdes ou uma colecao de fungoes;

{dz} representara o conjunto {dz,,...,dz,}

Se L C M onde M é um espaco métrico com distancia dist(-,-) e p € M, entao
dist(p, L) = irellf;dist;(,u,a)



Introducao

Nesta introdugao faremos uma exposi¢ao sucinta das principais idéias existentes no res-
tante do texto e de nossa pretensao a contribuigées para o conhecimento cientifico.

E comum encontrarmos equagées diferenciais provenientes da modelagem de processos
quimicos, problemas fisicos, problemas de engenharia ou problemas puramente matematicos.
Essas equagbes podem ser transformadas em sistemas de equagdes diferenciais, que podem
fazer parte de uma classe particular conhecida como sistemas de controle. Sio conhecidos
por esse nome porque eles tém certos graus de liberdade que servem para modificar o com-
portamento de suas solugGes, em geral, esses graus de liberdade sao chamados de entradas
e sao denotadas por u, v, etc. As entradas formam um conjunto de varidveis maximalmente
independentes e fisicamente essas varidveis podem assumir quaisquer valores.

Quando se fala em um sistema de controle existe um menor conjunto de variaveis que,
Juntamente com a entrada u e o tempo ¢, é capaz de descrever todo o sistema. Esse conjunto
é conhecido como conjunto das varidveis de estado. Em geral, sdo essas variaveis de estado
que encontramos quando integramos um sistema de controle. As equacdes que as variaveis
de estado devem satisfazer, em geral, podem ser colocadas sob a forma

& = fle;u).

Para os sistemas de controle existem varias classificacdes tais como sistemas controléveis,
observéveis, sistemas em malha aberta, sistemas em malha fechada que sao conhecidas e
estudadas pela literatura classica [Isi89, Oga97].

Apesar de toda essa classificacdo, ainda existem outras, menos conhecidas, como os
sistemas chamados flat, além disso, flatness é uma generalizacio de controlabilidade.

Sistemas flat sao sistemas interessantes por serem sistemas faceis de controlar e além
disso, esses sistemas tém a propriedade de existir uma entrada w(t) que provoca qualquer
trajetéria do sistema e também, na maioria das vezes, é possivel encontrar facilmente a
entrada u(t) a partir da saida flat.

Um sistema sera chamado flat, se o sistema possuir uma representacio de estado (z,u)
particular: 2 = @ e u =y, onde y é um conjunto de saidas. Assim como em [FLMR95a], se
existirem fungdes y(¢) tais que z(t) = z(¢,y(¢),y'(¢), . .. ,y(”)(t)), essas fungoes sao chamadas
saidas flat.!

Como conseqiiéncias temos:

e Todas as solugoes do sistema sao parametrizadas por t, y(t) e suas derivadas, além
disso, nao é necessario integrar uma equacao diferencial.

1Como inicialmente o conjunto y é um conjunto de safdas, aqui se manteve o nome saida flat, apesar de
y se tornar uma entrada.
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e Dada a saida flat y(t) existe uma entrada

u(t) = u(t,y(1), - .., y®())

que, quando aplicada no sistema, produz a trajetéria z(t) desejada (principio da
entrada calculada).
¢ O sistema ¢ linearizével por realimentacdo dinamica (veja [FLMR95a]).

Diremos que um sistema S é relativamente flat em relacio a ) se S for decomposto por
dois subsistemas S e Sy no qual S; é flat.

Para estudar o problema de flatness ou flatness relativo, que é descobrir quando um sis-
tema ¢ flat ou relativamente flat, existem duas abordagens completamente distintas, a abor-
dagem algébrica e a abordagem geométrica. Além disso, sistemas relativamente flat estao
intimamenteligados com flatness de sistemas implicitos, como pode ser visto em [PdSCFo1].

Na abordagem algébrica, um sistema de controle é uma extensio de corpos diferenciais
finitamente gerada I/F. Neste caso, a varidvel tempo cuja derivada é unitaria, pode ser
adjuntada ao corpo de base F'.

Além disso, as entradas nos sistemas devem ser diferencialmente algebricamente livres,
ou seja, nao pode haver dependéncia entre nenhuma entrada e suas derivadas. Dessa forma,
podemos interpretar a entrada como uma base de transcendéncia diferencial de E /F. De-
notaremos o corpo diferencial gerado por u por F'(u).

O estado de um sistema de controle relativo a uma entrada u é uma base de transcendéncia,
algébrica de E/F(u). Isso & exemplificado no sistema de controle com coeficientes reais:

= U

EXEMPLO 1. Consideremos o seguinte sistema de equacoes diferenciais: { i y
1 = U

Nesse exemplo, podemos considerar u; como uma entrada e assim, como u, é a derivada
de uy, temos que a base de transcendéncia diferencial de R(z)/R é apenas u;. Dessa forma,
dada a entrada u,, nossa variével de estado é apenas z, pois nenhuma combinagdo linear das
poténcias de = pode gerar u,.

Porém, podemos considerar u; como uma entrada, ou seja, como uma base de transcen-
déncia diferencial entre R(z)/R e neste caso u;, que nio depende de u; e de nenhuma de
suas derivadas pois, afinal, u; é a integral de us, ndo faz parte da base de transcendéncia
diferencial, mas claramente faz parte de uma base de transcendéncia algébrica de R(z)/R,
pois z e u; nao estdo algebricamente relacionadas.

Assim, fica claro que, em um sistema de equagdes diferenciais, para definir o que é um
estado, devemos fixar uma entrada do sistema de controle.

Além disso, sistemas provenientes de modelagem de problemas fisicos podem nao ter uma
Gnica entrada, ou seja, elas podem ser escolhidas.?

As saidas serao quaisquer variaveis, ou melhor, elementos do corpo K.

Um subsistema é uma parte do sistema S/K que funciona como um sistema por si so.
Assim podemos interpretar a decomposigao de um sistema em subsisternas. Um sistema.

2Um exemplo de que isso ocorre ¢ o transformador que pode ter como entradas tensces de 110 V ou 220
V e caso a entrada seja 110 V o transformador tem saida de 220 V e caso a entrada seja de 220 V a saida é
de 110 V.
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S/ K sera decomposto pelos subsistemas S, e S, se S = K(S1,52). A interpretacio algébrica
de sistema ¢ ser uma extensao de corpos diferenciais S/ K.

Um sistema S/ K é chamado sistema relativamente flat se existir uma extensio algébrica
D/S tal que D contenha um conjunto {yi,...,¥,} tal que D/K(y1,...,yn) seja algébrico.

Em geometria, as interpretagées do significado de sistema de controle, de entrada, repre-
sentacao de estados e saidas sdo as seguintes:

Um sistema de controle é uma variedade de dimensao infinita (enumeravel) munida com
a topologia de Fréchet e com um campo chamado campo de Cartan. Essa variedade com
essa topologia e esse campo é conhecida como diffiety.

A topologia de Fréchet ¢ a topologia menos fina que torna as projecdes da variedade em
R"™ func¢oes continuas e abertas.

O campo de Cartan é um campo vetorial que & obtido através do sistema de equagoes

diferenciais, em geral representaremos o campo de Cartan por —.

Uma entrada relativa a um sistema (nesse caso, um diffiety), juntamente com o estado é
um sistema de coordenadas local
( (S,
T, Uy, —u, —(—u),...
) Ut 7 dt dt
da variedade S.
A forma com que poderemos distinguir as variaveis de estado das entradas é através do
campo de Cartan.
De forma bem grosseira, podemos dizer que as entradas devemn seguir a seguinte equacio:

/. :

L = u**) | para todo k € N, onde — é o campo de Cartan e —u(t) = u(l)(t),
cflt dt dt

Eu(l)(t) = u®(t), ..., e as representagdes de estados sio as varidveis nio temporais que
a

restam quando se retira todas as variaveis de entrada.
O préximo exemplo pode mostrar melhor o motivo dessa definicdo:

EXEMPLO 2. Considere o seguinte sistema de equacdes diferenciais:
z = [f(z(t),u(t))
a(t) = u(p),
W) = (),

Assim, a variedade que devemos considerar ¢ RN, um sistema de coordenadas local pode
ser (t,z,u,u® u® .. ). O campo de Cartan sera dado por

d 0 0 d
— = L 1)) — (= (2) ..
dt 8t+f($( ) ))0rc+u aut g t
d
Observe que —u = u! e que —tu(k) = u**Y para todo k € N.
a

Desse modo podemos considerar u como entrada, ou também podemos considerar qual-
quer derivada de u como entrada®, como j4 foi considerado na parte algébrica.
dn

3Entenda-se qualquer derivada de u como —u.

dtr
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Observe também que obter uma solugao do sistema acima, é obter uma solucao para o
sistema & = f(z(t),u(t)) onde z e u sdo vetores e f é uma funcao vetorial.

As saidas de um sistema de controle, quando considerado como diffiety, sao funcoes
definidas no diffiety.

Assim, como pode ser visto em [CF02] ou em [PASCF01], dados um sistema S e dois
subsistemas (51, 71) e (S2,m;) diremos que S sera decomposto por S; e S, se em torno de
algum ponto ¢ € S existirem coordenadas locais (¢,z;) para S, (t,z;) para S, e (t,21,2q)*
para S tais que (¢, x1,22) = (¢,2;) para s = 1,2. Um sistema sera chamado relativamente
Jlat em relagao a S; se existir um sistema flat S tal que S é localmente decomposto por S}
€ SQ.

Assim, na primeira parte do trabalho, mostramos que as definicées algébrica e geométrica,
de sistemas relativamente flat sao equivalentes.

Na segunda parte do trabalho, estudamos sistemas implicitos. Um sistema é dito implicito
se nao estiver na forma de estado, ou seja, se as variaveis de estado nao estiverem explicitadas.

EXEMPLO 3. Esse exemplo mostra um sistema que nao esta na forma de estado, mas as

. . . . = ii)l — Uy
variaveis de estado podem ser facilmente explicitadas. { W2 = 0
T =
Observe que neste caso podemos explicitar facilmente as variaveis de estado e colocar na
. Ci'l = Uz
seguinte forma: 2
uy = 0

Como u} = 0 temos que u; = 0 e resolvemos facilmente esse sistemna obtendo como estado
uma constante.

EXEMPLO 4. Esse exemplo mostra um sistema que nao esta na forma de estado e além
te® = Uy
Uy — 1 =0
Aqui a varidvel & nao pode ser explicitada facilmente, o modo canénico de fazermos 1sso,
é utilizar do teorema das fungées implicitas, porém em sua aplicagio, podemos ter alguns
célculos nao efetivos.

disso, as variaveis de estado nao sao facilmente explicitadas. {

Assim, observamos que um sistema implicito pode nao ter solucio tnica; além disso, ex-
plicitar uma solucao ou até colocé-la na forma de estado pode ser dificil ou mesmo impossivel,
no sentido de nao ser efetivo.

Estudando sistemas implicitos, foi possivel melhorar um resultado de [PdSCFO01] sobre
variedades imersas. Demos uma condi¢ao sobre regularidade de certos campos definidos
no diffiety (sistema implicito) que implicam as condicées suficientes para concluir que a
variedade gerada pelas restri¢oes do sistema implicito é uma variedade imersa.

Uma medida da dificuldade de integracao ou de tornar o sistema explicito é o indice
diferencial, que chamaremos de indice diferencial classico. O indice diferencial classico, em
geral, nao pode ser aplicado aos sistemas implicitos pois em sua maioria sio indeterminados
ou subdeterminados.®

Identificamos z; com z; o ;.
®Isso significa que as solugdes, ou nao sio tnicas, ou dependem de alguns parametros (os controles).
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Assim, através do algoritmo da extensio dinamica daremos uma nova definicio de indice
diferencial que pode ser utilizado em sistemas implicitos (diffieties) e mostraremos que se um
sistema implicito ¢ completamente determinado, entao as duas defini¢ées sio equivalentes.

Além disso tudo, para um sistema implicito dado, mostraremos que é possivel construir
um sistema explicito cujas solu¢bes convergem para as solucées do sistema implicito (solu-
bilidade de sistemas implicitos). A principal idéia de solubilidade é mostrar que, sob certas
condigoes, as trajetorias de um sistema implicito podem ser bem aproximadas por trajetoérias
de sistemas explicitos, no sentido que o erro cometido ao utilizar uma trajetoria do sistema
explicito em relagao a trajetoria do sistema implicito pode ser majorado.

Assim, nossos objetivos sao:

(1) Mostrar que as defini¢des algébrica e geométrica de sistemas relativamente flat sdo
equivalentes;

(2) Melhorar um resultado sobre sistemas implicitos e variedades imersas, apresentado
em [PdSCFO01];

(3) Dar uma nova definigao de indice diferencial, mostrando que essa nova definicao
estende a nocao de indice diferencial classico;

(4) Mostrar que as solugdes dos sistemas implicitos podem ser aproximadas por solugoes
de sistemas explicitos.

O texto esta dividido em duas partes, a primeira, cujo teor é essencialmente algébrico, faz
a equivaléncia entre as defini¢oes algébrica e geométrica de sistemas relativamente flat. Caso
o leitor sinta necessidade de se familiarizar mais com a linguagem ou queira ter um suporte
maior sobre a algebra diferencial, ele pode consultar os apéndices A e B. No apéndice A
mostramos que ideais gerados por relagées polinomiais que sio obtidas através de sistemas
de controle, a partir de sua forma estado, sdo ideais primos. E no apéndice B, fazemos uma
pequena exposigao sobre extensées de corpos diferenciais.

Uma segunda parte cujo teor é geométrico, tem quatro capitulos, uma introduco sobre a,
linguagem utilizada em teoria de controle e as definigées utilizadas na geometria diferencial
de dimensao infinita.

O primeiro capitulo dessa parte (capitulo 2) trata do assunto de solubilidade, na qual é
apresentada uma melhora do resultado sobre variedades imersas feito em [PdSCFO1].

O segundo capitulo (capitulo 3) trata da nova definicio de indice diferencial. Fazemos
uma pequena discussdo sobre indice diferencial e sugerimos uma nova definigao que para
sistemas implicitos determinados coincide com a nogio de indice dada, por exemplo, por
Campbel [Cam82)].

O terceiro capitulo (capitulo 4) trata de sistemas aproximativos; ou seja, dado um sis-
tema implicito, construimos sistemas explicitos cujas solucdes se aproximam de um sistema
implicito.

O quarto capitulo (capitulo 5) traz algumas conclusées sobre as contribuicoes e eventuais
problemas que podem ser pesquisados futuramente.



Parte 1

Algebra diferencial e sistemas de equacoes
diferenciais



Introducao a teoria algébrica

Apresentaremos aqui, uma breve recordagao das principais definicées utilizadas na teoria
de corpos. Um corpo & uma tripla ordenada (K,+,-) na qual + e - sdo operagoes que
tornam (K, +) um grupo abeliano e (K — {0},-) também um grupo abeliano. Além disso
hé a relagao entre essas duas operagdes dada por a-(b+c) = a-b+a - ¢, conhecida como
operacao distributiva.

Um corpo (K, +,-) serd chamado corpo diferencial se existir uma operacio ’ definida em

/ ! /
K tal que EZ -_i_b;)'):—a?~ ;—_f_) a- b

Dado um corpo K, chamamos uma extensdo de K qualquer corpo E tal que K C E.
Neste caso, E serd chamado extensao de K e K serd chamado corpo de base. A notacao
utilizada para dizer que £ é uma extensao de K é E/K.

Uma extensao £/K é considerada algébrica, se dado qualquer o € E, existe um polinémio
0 # p € K[X] tal que p(a) =0, onde X é uma variavel.

Uma extensao /K é considerada transcendente, se existir pelo menos um a € E, tal
que o tnico polinémio em K[X] tal que p(a) = 0 ¢ o polinémio nulo.

Um conjunto ¥ C E onde £ é uma extensdo de K ¢ dito algebricamente livre sobre K
se o tinico polinémio p € K[X},..., X,] tal que p(Y') = 0 é o polinémio nulo.

Uma base de transcendéncia algébrica B de uma extensdo £/K é um conjunto maximal
de elementos de £ que tem a propriedade de ser algebricamente livre sobre K.

Um anel comutativo com unidade é uma tripla ordenada (A, +,-), onde A é um conjunto
de elementos, 4+ é uma operagao que torna (A, +) um grupo abeliano e (A — {0},) é um
semigrupo abeliano (em geral os elementos nao tém inversos multiplicativos).

Um ideal I C A onde A é um anel, é um conjunto de elementos de A que satisfazem duas
acl,bel = a+bel;
a€Aebel=a-bel.

Lembramos que K[Xi,...,X,] é um anel, isto &, existem duas operacdes + e - tais que
(K[X,...,Xa],+) &€ um grupo abeliano e (K[X,.. ., X,] —{0},-) é um semigrupo abeliano

Observamos que varias das defini¢cdes aqui apresentadas sio validas, acrescentando a
operacao de diferenciagao ao corpo. ©

propriedades:

6Para maiores detalhes, veja o apéndice B.

15



CAPITULO 1

Algebra diferencial em teoria de controle

Nesse capitulo apresentaremos como as estruturas de algebra diferencial se relacionam
com os conceitos de teoria de controle, como sistema, saida, entrada, subsistemas, sistemas
flat e flatness relativo.

Serd dada uma equivaléncia de flatness relativo e disjuncio de subsistemas.

DEFINIGAO 1. Um anel diferencial (k,+,-) que tem estrutura de corpo serd chamado de
corpo diferencial.

Um corpo E//k é uma extensao diferencial se E D k e as derivacdes em E sio derivagoes
em k. Seja F¥ uma extensao diferencial de k e X C E um subconjunto qualquer, denotaremos
k{X} o anel diferencial gerado por X e suas derivadas e k(X ) o corpo de fracdes diferencial
gerado por k, X e as derivadas de X [Kap78].

Se X, U e Y sdo conjuntos de variaveis diferenciais livres e J C E{X,U,Y} é um ideal
primo, podemos denotar o corpo de fragdes do quociente do anel E{X,U,Y} por J F :=
Q(k{X,U,Y}/J). Esta é uma extensio de k.

Além disso, F' é extensdo diferencial de k que contém as raizes dos polinédmios diferenciais
contidos em J, em particular, dos geradores de J. Dessa forma, podemos fazer aplicagoes
da teoria algébrica diferencial para estudar sistemas de equacdes diferenciais.

Em teoria de controle, a equagao de estados é, normalmente, da forma

zi = filz,u) 1=1,...,0
(1) {yjzcﬁj(:c,u) F=1iay7"

Para ilustrar como a &lgebra diferencial pode nos auxiliar no estudo de alguns desses
sistemas, vamos considerar o conjunto R de relacées polinomiais

{X,'—fi(X,U) 1= 1,...,7’1
Y;—¢;(X,U) j=1,....r

que gera um ideal primo' e faremos a construcio citada anteriormente. Em outras palavras,
se I ={R} (ideal radical minimal que contém R) entio K = k{X,U,Y} /I é um corpo.

Assim estudaremos algumas estruturas num anel/corpo que contém as raizes do sistema
(1).

A aplicagdo que estudaremos sera um estudo de equacdes da forma & = P(z,u), onde
P € uma relagao polinomial entre z, u e, eventualmente, as derivadas de u. Essas equagoes

serao chamadas equacoes de estado.

1A demonstracao desse fato foge um pouco ao escopo desta parte, assim, isso sera feito no apéndice A.

16
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1. Sistemas de controle

DEFINICAO 2 (Extensao finitamente gerada). Diremos que uma extensio diferencial E/k
é finitamente gerada se existir uma familia finita F' C E tal que E = k(F).

DEFINIGAO 3 (Sistema de controle). Um sistema de controle é uma extensio diferencial
com a derivagao ' definida em k, E/k finitamente gerada.

bl

Por simplicidade, diremos apenas sistema ao nos referirmos a sistema de controle.

DEFINIGAO 4. Dizemos que um subconjunto Y de uma extensio E de k é algebrica-
mente livre ou independente sobre k, se nao existir um polinémio algébrico p nao nulo com
coeficientes em k, tal que p(Y) = 0.

DEFINIGAO 5. Um conjunto X é algebricamente independente sobre um corpo k se qual-
quer subconjunto F' C X, F finito, tiver a seguinte propriedade:
Para todon € N, p € k[zy,...,z,] e p(F) = 0 implica p= 0

2. Representacgao de estados e entrada

DEFINIGAO 6. Uma base de transcendéncia diferencial X de E sobre F' é o maior conjunto
de elementos de £ que ¢ diferencialmente algébricamente livre sobre F[X ].

DEFINIGAO 7 (Entrada). Uma Entrada (u) de um sistema é uma base de transcendéncia
diferencial de E/k.

DEFINIGAO 8. Uma base de transcendéncia algébrica B de um conjunto K sobre F' é o
menor conjunto de £ que é algebricamente livre ou algebricamente independente sobre F [B].

DEFINIGAO 9 (Estado). Um estado & relativo @ uma entrada (u) é uma base de trans-
cendéncia algébrica de E/k(u).

EXEMPLO 5. Considere o sistema: & = z + u entdao uma entrada possivel entrada é u e
o estado correspondente a essa entrada é z.

Quando nao houver perigo de ambigiiidade, diremos apenas estado ao invés de estado
relativa a uma entrada.

Seja E/k um sistema de controle; entdo dado qualquer elemento a € E, a obedece a uma
relacao polinomial da seguinte formas:

Pala, z,u,. .., u®) =0.

Se z = {z1,...,2,} C E entdo cada um dos elementos z; de z obedece alguma relagao
polinomial da forma
pi(Zi,z,u,. .., u(“‘)) =1,

Essas equagées sdao chamadas equacdes de estado.

TEOREMA 1. Se E/k é um sistema de controle e k tem caracteristica zero entio a di-
mensao do estado € finita, isto €, o nimero de elementos da base de transcendéncia algébrica
€ finito para qualquer entrada (u).

DEMONSTRAGAO. v. [Sei52]. 0O
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3. Flatness

DEFINIGAO 10. Um sistema E/k é chamado de sistema flat se existir uma familia y =
{¥1,.. ., yn} contida em uma extensio algébrica D/E tal que y é uma base de transcendéncia

diferencial de D/k e D/k(y) é algébrico.

Observe que um sistema flat é um sistema no qual nio aparecem as variaveis de estado.
Isto €, quando temos a saida flat, podemos escrever cada um dos elementos do estado, como
uma fungao analitica das entradas e das saidas flat, ou seja, de alguns elementos que sao
diferencialmente algebricamente livres e das saidas flat. Assim, as varidveis essenciais que
descrevem o sistema sdo as entradas e saidas flat.

DEFINIGAO 11 (Subsistema). Dado um sistema E/k, um subsistema de E/k é uma
extensao S, de k que esta contida em £ e tal que S/k seja um sistema.

4. Flatness relativo

A seguir daremos uma série de defini¢des que podem ser encontradas em [FLMR95a]
que generalizam o exemplo 5.

DEFINIGAO 12 (Flatness relativo). Dado um subsistema S/k do sistema E/k, dizemos
que E é relativamente flat com relagao a S se £/S for flat.

DEFINIGAO 13 (Extensces algebricamente disjuntas). Dizemos que dois subsistemas Ey/k
e Ey/k de um sistema E/k sao algebricamente disjuntos ou independentes se para L; C F;
e Ly C E, algebricamente livres sobre k, entao
(1) Ll N L2 :Q;
(2) Ly U Ly é algebricamente livre sobre k.

DEFINIGAO 14 (Decomposigao). Dizemos que E/k é decomposto pelos subsistemas F; e
L5 se os sistemas sao algebricamente independentes sobre k e E é algébrico sobre k(Ey, E).

DEFINIGAO 15 (Saida). Uma saida de um sistema E/k é qualquer conjunto de elementos
de F.

DEFINIGAO 16 (Saida flat). Uma saida y (y C E) de um sistema E/k é chamada saida
flat se y for uma base de transcendéncia diferencial de alguma extensao algébrica D/E.

LEMA 1. Sejam E/k uma extensdo diferencial de corpos e M, N duas partes de E. Sio
equivalentes:

(1) MUN ¢ algebricamente livre sobre k e M N N =@ ;
(2) M € algebricamente livre sobre k e N ¢é algebricamente livre sobre k(M);
(3) N € algebricamente livre sobre k e M € algebricamente livre sobre k(N).

DEMONSTRAGAO. E suficiente demonstrar a equivaléncia de 1 e 2.

(1. = 2.): M é uma parte prépria de M U N (que é algebricamente livre sobre k). Se
N nao fosse algebricamente livre sobre k(M ), existiria um polinémio diferencial p nio nulo,
com coeficientes em k(M) tal que p(y) = 0 para y = {y1,...,y»} C N. Tirando o m.m.c.
dos denominadores dos coeficientes de p, obtemos um polinémio diferencial nao nulo q(z,y)
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com coeficientes em k em que = {z1,...,2,} C M, y C N. Portanto M e N nio seriam
algebricamente livres.

(2. = 1.): Temos claramente que N Nk(M) =@ e portanto N N M =@. Resta mostrar
que quaisquer subconjuntos finitos y C N e # C M que sao algebricamente livres sobre
k, tem sua unido algebricamente livre. Supondo, por absurdo, que M U N nio seja um
conjunto diferencialmente algebricamente livre, entao existiriam z = {z,,... ytm} C M e
Y =1{Y1,---,Ya} C N e um polinémio diferencial P # 0, em k{z1,...,zm, y1,... ,Yn} tal que
P(z1,. oy Tmy Y15, Yn) = 0. Seja g(y1y .-+, yn) i= p(T1y- - T, Y1, ... ,Y») um polinémio
diferencial em k(M){y} e a relagao p(z1,...,%m,Y1,...,Ya) = 0 se escreve g(ys, .. ., Yn) = 0.
Como N ¢ algebricamente livre sobre k(M), os coeficientes de g(y1,. . .,¥,) sdo nulos. Mas
os coeficientes de g sao da forma ¢(z1,...,z,), ou seja, sio polinémios diferenciais em k(M),
o que mostra que M nao seria algebricamente livre sobre k.

O

TEOREMA 2. Sejam E[k um sistema e L/k um subsistema de E/k. Entdo sio equiva-
lentes:

(1) O sistema E/k € relativamente flat com respeito ao subsistema L /k;
(2) Existe uma extensio algébrica D de E e um subsistema flat F/k de D/k tal que D
se decompoe em relagio a F e a L.

DEMONSTRAGAO. (1. => 2.) Se E/L ¢é flat, tomamos uma saida flat y = {y,...,ynm}
em uma extensao algébrica D de E. Fazemos F' = k(y).

Como y é uma saida flat de uma extensao algébrica D de E com corpo de base L, entdo
y € uma base de transcendéncia diferencial de D sobre L, ou seja, y N L =&.

Entao L/k e F/k sdo independentes sobre k e D é algébrico sobre k(F, L) = L(F).
Para mostrar que y é algebricamente livre sobre k, suponhamos que exista um polinémio
diferencial p tal que p(y) = 0, p com coeficientes em k. Como k C L, entdo p é um polinémio
com coeficientes em L, como p(y) = 0, e y é uma base de transcendéncia diferencial de E/L,
temos que p = 0.

(2. = 1.) Seja y uma base de transcendéncia diferencial de E/k onde E é uma extensao
algébrica finita de F'. Podemos supor que D contém E, pois caso contrario, fazemos a
extensao D(FE) que continua sendo uma extensdo algébrica finita sobre E. Como D se
decompde em relagdo aos sistemas I e L, isto ¢, D & algébrico sobre k(F, L) = L(F). Dessa
forma, precisamos mostrar que y é uma base de transcendéncia diferencial de D/L e que D
é algébrico sobre L(y). Como D ¢ algébrico sobre L(F) = k(F,L) = L(y), temos que D &
algébrico sobre L(F') = L(y). Pelo lema anterior, temos que y é uma base de transcendéncia

diferencial de D/L. O

Este teorema mostra que a defini¢ao de sistemas relativamente flat a um subsistema,
apresentado na teoria algébrica, é equivalente & decomposicio do sistema em dois subsiste-
mas, sendo que um desses subsistemas é flat. Ou seja, o teorema mostra que a definicao
algébrica € equivalente & definicao geométrica de sistemas relativamente flat.



Parte 2

Geometria diferencial e sistemas de equacées
diferenciais



Introducao & teoria geométrica

Lembrando o que foi apresentado na introdugio geral do texto temos:

Um sistema de controle é uma variedade de dimensao infinita (enumerével) munida com
a topologia de Fréchet e com um campo chamado campo de Cartan. Essa variedade, com
essa topologia e esse campo é conhecido como diffiety.

A topologia de Fréchet é a topologia menos fina que torna as projecdes da variedade em
R"™ fungoes continuas e abertas.

O campo de Cartan é um campo vetorial que é obtido através do sistema de equagdes

diferenciais; em geral representaremos o campo de Cartan por pre

Uma entrada relativa a um sistema (nesse caso, um diffiety), juntamente com o estado é
um sistema de coordenadas local

d d, d
(t,z,u, T a(au), o)
da variedade S.
A forma com que poderemos distinguir as varidveis de estado das variaveis entradas é
através do campo de Cartan.
De forma bem grosseira, podemos dizer que as entradas devem seguir a seguinte equagio:

d 3
Eu“) = u**) para todo k& € N, onde T é o campo de Cartan e %u(t) = (1),
Eu(l)(t) = u@(t), ..., e as representacdes de estados sdo as variaveis nio temporais que

restam quando se retiram todas as variaveis de entrada.
Assim, a variedade que devemos considerar é RN, um sistema de coordenadas local pode
ser (t,:c,u,u(l),u(z), ...). O campo de Cartan sera dado, nessas coordenadas, por

d 19, 0 0 %)
= - = il (1) = (2) ..
dt Ot + f(:r:(t),u(t))am TH Jdu T oul) + '

Observe que —u = u!) e que Z;;u(k) = u(**1 para todo k € N.

Desse modo podemos considerar u como entrada, ou também podemos considerar qual-
quer derivada de u como entrada?, que foi o mesmo ocorrido na parte algébrica.

Observe também que obter uma solucdo do sistema acima, é obter uma solucéo para o
sistema = = f(x(¢),u(t)) onde & e u sao vetores e f é uma funcdo vetorial.

As saidas de um sistema de controle, quando considerados como diffieties, sao funcdes

definidas no diffiety.

n

2Entenda-se qualquer derivada de u como g U para algum n natural.

21
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Dados um sistema S e dois subsistemas (5y, 1) e (S, 73) diremos que S seré decomposto
por 51 e S; se em torno de algum ponto € € S existirem coordenadas locais (t,z1) para S,
(t,x2) para Sy e (t,21,z2)% para S tais que m;(t, 21, 24) = (t,z;) para 1 = 1,2. Um sistema
serd chamado relativamente flat em relacio a S; se existir um sistema flat S, tal que S é
localmente decomposto por S; e S,.

Na primeira parte do trabalho, mostramos que as definigoes algébricas e geométricas de
sistemas relativamente flat sao equivalentes.

Na segunda parte do trabalho, estudamos sistemas implicitos. Um sistema é dito implicito
se nao estiver na forma de estado, ou seja, se as variaveis de estado nio estiverem explicitadas.
Quando trabalhamos com sistemas implicitos em R™, podemos utilizar o teorema das fungoes
implicitas para explicitar @, porém em diffieties, que sio os sistemas implicitos, tal teorema
nao é valido.

5. Geometria diferencial de dimensao infinita e sistemas de equagées
diferenciais

Primeiramente definiremos o espago em que trabalharemos. As definicées podem ser
utilizadas para espagos de dimensao finita (exceto em mencdo ao contrario).

DEFINIGAO 17 (R#). Seja A um conjunto enumeravel. Denotamos por R* o conjunto
das fungoes de A sobre R.

Note que essa defini¢ao pode ser utilizada também para definir R*. Pode-se ainda definir
as fungoes coordenadas z; : R* — R como zi(€) = £(1), @ € A, que eventualmente sers
denotado por ¢&;.

Serd usada a palavra enumerével para indicar conjuntos com a mesma cardinalidade de
N.

Este conjunto pode ser dotado naturalmente com a topologia de Fréchet (isto é, uma
topologia de limite inverso). Uma base para essa topologia ¢ da forma

Brliery = {€ € R* tal que |z:(€) — 8| < ¢, i € Fy,

onde F' & um subconjunto finito de A, §; € R e ¢; é um ntimero real positivo para i € F. Isso
significa que qualquer vizinhanca aberta de um ponto ¢ € R*, tem apenas uma quantidade
finita de coordenadas que sao limitadas.

A préxima definigao mostra o que é uma funcao diferencidvel em R4. Observe que as
aplicagoes que serdo consideradas sio aplicacdes de R™ sobre R”.

Observe também que em cada ponto £ € R4 existe uma, vizinhanga V; em que as funcdes
sao continuas e/ou diferenciaveis pois dependem apenas de um nimero finito de variaveis.

DEFINIGAO 18 (Diferenciabilidade em R*). Seja f : R* — R uma funcao, f é chamada
funcdo continua (diferencidvel) se em torno de todo ponto £ € R” existir uma vizinhanga
V de ¢ tal que f = g(zi,, %y, Tiy,...,2;,) em V, onde g : R® — R é uma funcdo continua
(diferenciavel), {71,...,7,} é um subconjunto de A, isto €, para uma func¢ao ser continua
(diferenciavel) a funcdo precisa depender de um ntimero finito de varigveis.

3Identificamos T; com x; o ;.
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Através dessa nogao de diferenciabilidade, pode-se construir facilmente no¢ées de campos
vetoriais e formas diferenciais em R# e aplicacdes diferenciais de R* sobre RZ, como pode
ser visto em [CF02].

Observe que, por exemplo, a funcio f : R* — R dado por f(z1,...,%n,...) =2, + 25
é diferenciavel em R4,

DEFINIGAO 19. Seja A um conjunto enumeravel. Uma R%-variedade é variedade sobre
R formada por fungdes derivaveis de R sobre R.

Dada uma R#4-variedade P, denotaremos C°°("P) o conjunto de todas as funcées derivaveis

de P sobre R.

DEFINIGAO 20 (Diffieties). Um diffiety M é uma R*-variedade munida de uma distri-
buigao involutiva A de dimensao r chamada distribuicio de Cartan.

Um diffiety M com r = 1 sera chamado de diffiety ordinario. Neste caso a notacio para
a distribuicdo de Cartan do diffiety M sera Ops.

DEFINIGAO 21 (Campos de Cartan). Uma secgao de uma distribui¢io de Cartan em um
diffiety é chamado um campo de Cartan.

Quando nao houver problema de ambigiiidade, chamaremos um diffiety ordinario apenas

de diffiety. Além disso, usaremos apenas a notacio = Para o campo de Cartan do diffiety
ordinério.

Reforgamos aqui que, localmente, isto é, numa vizinhanga V' de € € M, as funcoes dife-
rencidveis dependem apenas de um nimero finito de varidveis, portanto todas as definicdes
da geometria diferencial de dimensao finita sdo validas localmente. Como foi feito por Corréa
Filho em [CF02], podemos enunciar a préxima definicao.

DEFINIGAO 22. Sejam Q uma R*-variedade e ¢ : P — Q uma fungao suave de P sobre
Q, onde P & uma RP-variedade, denotaremos a fungao tangente por ¢, : TpP —» Typp)Q
e a cotangente representaremos por ¢* : T;(p)Q — T7P, onde TpP é o espago tangente a
P em p, Ty»)Q € o espaco tangente a Q em ¢(p), T,P é o espaco cotangente de P em p e

T5»Q € o espago cotangente a Q em ¢(p).

DEFINIGAO 23. Dada uma fungao ¢ : P —+ Q entre R4-variedades, ¢ é chamada uma
imersdo se para todo ponto £ € P e ¢(£) € Q existirem cartas locais de P e Q tais que,
nessas coordenadas ¢(z) = (z,0). A aplicagdo ¢ é chamada uma submersio se ao redor de
todo ponto £ € P e ¢(£) € Q existirem cartas locais de P e Q tais que nessas coordenadas

e(z,y) = z.

DEFINIGAO 24 (Aplicacdo de Lie-Backlund). Sejam M e N dois diffieties munidos de
campos de Cartan Jy e dy respectivamente. Uma aplicagio f: M — N entre diffieties é
chamado de Lie-Backlund se f for uma aplicagao suave que é compativel com os campos de
Cartan, isto é, f.dy = dy o f.

DEFINIGAO 25 (Isomorfismo (imersao, mergulho) de Lie-Backlund). Um isomorfismo
(imersao, mergulho) entre variedades de dimensdo infinita é uma aplicacio de Lie-Bicklund
que é um isomorfismo (imersao, mergulho).
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Dado um objeto diferenciével ¢ (entenda-se ou fungao diferenciavel ou campo ou forma),
entao ¢ significard a agao do campo de Cartan em ¢, que também sera denotada por L 4

e L p=¢M™ neN.
dt

DEFINIGAO 26 (Sistema em diffieties). Um sistema é uma tripla (S, R,7), onde S é um

diffiety munido com campo de cartan ds e 7 : S — R é uma submersio de Lie-Backlund e
d

—(7) =1

dt

A fungdo coordenada t de R representa o tempo, que é escolhido de forma tnica para
todos os sistemas.

DEFINIGAO 27. Uma aplicagao de Lie-Backlund entre sistemas de (S, R, 7) sobre o sis-
tema (S°, R, 7') é uma aplicagdo ¢ : S — ', que preserva o tempo, isto é, 7 = 7/ 0 .

Quando nao houver perigo de ambigiiidade, o sistema (S, R, 7) sera denotado simples-
mente por S.

6. Representagao de estados e entrada

DEFINIGAO 28 (Representagao de estados e entrada). Uma representagio de estados local
de um sistema (5, R, 7) é um sistema de coordenadas local, 1 = {t,z,U}, onde z = {z;,i €

{1,...,n}}, U = {u( N5 e {1,...,n},k € N} onde 7oy~ !(¢,2,U) = t. O conjunto de

funcoes ¢ = {z1,.. ’cn} é chamado estado e u = {uy,...,u,} é chamado entrada.

Nesse sistema de coordenadas o campo de Cartan é localmente escrito como

(2) dt (7t Zﬂ > (Hl)a ®"

keEN
je{l,...,m}

Uma representacao de estados de um sistema S é completamente determinado pela es-
colha de estado z e entrada da u e sera denotado por (z,u).

DEFINIGAO 29 (Saida). Uma saida y de um sistema S é um conjunto de funcées definidas
em S.

6.1. Sistema associado a equagées diferenciais. Nesta subseciao veremos como as
defini¢es anteriores podem ser uteis para o estudo de equacoes diferenciais.
Suponha que um sistema de controle é dado pelo sistema de equagoes:

t=1
(3) & = fi(t,z,u,...,ul®)), i€ {1,...,n}
yJ:hj(:L',u,...,u('Bf)), J€4{L,...,p}

Pode-se sempre associar a essas equagbes um diffiety S de coordenadas globais 1) =
{t,z,u} e o campo de Cartan (2); observamos que y; sdo fungées de z e u.
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6.2. Realimentagao endégena. Nesta subseciao daremos uma nogao simplificada de
realimentacao endégena, baseada em mudancas de coordenadas. Esta defini¢ao é conveniente
para nossos propésitos, mas nao é abrangente o suficiente para estudar equivaléncia de
sistemas por realimentagées (veja [FLMR99] para ter uma nocao de realimentac¢ao endégena
que € uma relagao de equivaléncia entre sistemas).

DEFINIGAO 30 (Realimentacdo endégena). Sejam (t,z,u) = (t,.’c,u(k) 17 < m,k € N)

J
e (t,z,v) = (¢, z,vfl) 11 < m,l € N) duas representacdes de estado locais de um sistema S
definidas em torno de um ponto ¢ € S. Uma realimentacao enddgena de estado (local) é a

mudanga de coordenadas definida da seguinte forma:

(t,:z:,ug-k) ;7 <m,k€N)+— (t,z,vgl) 11 <m,l€N).
DEFINIGAO 31 (Realimentagdo estatica). Sejam (t,z,u) e (t,z,v) duas representacses de

estado locais de um sistema S em torno de um ponto ¢ € S, como definido anteriormente.

Diremos que (t,z,u) e (¢, z,v) sdo relacionados por uma realimenta¢do enddgena estdtica (ou

simplesmente uma realimentacao estdtica) se, para todo ponto ¢ em uma vizinhanca de £,

o) span{dt,dz}|. = span{dt,dz}|,

tivermos: { span{dt,dz, dv}|c = span{dt,dz, du}|; -

PrOPOSIGAO 1. [CF02] Dadas duas representagées de estados (t,z,u) e (¢,2,v). Se
tivermos span{dt,dz} = span{dt,dz}, span{dt,dz,du} = span{dt,dz,dv}. Entdo existem
realimentagéoes de estado estdticas que relacionam esses sistemas de coordenadas.

DEMONSTRAGAO. Se span{dl,dz} = span{dt,dz} entdo (¢,z) e (t,2) tem mesma dimen-
sao e existe um difeomorfismo (¢, z)~25(¢, z). O mesmo ocorre com (t,z,u) e (¢,2,v). O

EXEMPLO 6. A extensdao de estados dada por integradores é outro exemplo particular
de realimentagdo endégena. Por exemplo, colocando integradores em série com as primeiras
k entradas da representacio de estados (z,u), teremos o estado z = (z,ug,...,u) e a
entrada v = (uy,..., U, U1, ..., Un). Observe que as fung¢Ges coordenadas neste caso sio
as mesmas, mas elas foram juntadas de formas diferentes, dando origem a (z,u) e (z,v) que

estao relacionados por uma realimentagao endégena. Este procedimento é chamado eztensio
dindmica do estado.

6.3. Sistemas regulares implicitos. Seja I' um sistema implicito da forma
(4a) 2(t) = f=(t)) + g((t))u(t)
(4b) y(t) = h(z(t),u(t))=0

onde z(t) € R™ ¢ o pseudo-estado do sistema’, u(t) € R™ é a pseudo-entrada®, e y; = 0, 1 =
1,...,r sdao as restrigoes.

I

4Aqui entenda-se pseudo-estado do sistema como um conjunto de variaveis que formalmente é o estado,
mas futuramente poderé ser apenas uma parte do conjunto de varidveis que serdo considerados estados, por
isso foi colocado que = é o pseudo-estado do sistema.

®Aqui também u ndo necessariamente sera a entrada depois de realizarmos todos os calculos, por 1ss0,
denominamos de pseudo-entrada do sistema. Note que u nao é uma entrada diferencialmente independente
de T', pois as restri¢des y = 0 induzem relacdes diferenciais nas componentes de u. Pelas mesmas razdes, z
nao é um estado de T'.
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Pode-se associar a esse sistema implicito I', o sistema explicito S dado por:

(5a) #(t) = f(=(t)) +g(=(t))u(t)
(5b) y(t) = h(z(t),u(t))

Considere o sistema S associado as equagées (5) com carnpo de Cartan

dt +Zf’ Z (AH (k)

JE{I» .m}

k
e saida y. Entao y¥) denota a funcio ——y definida em S, que pode depender de

a:,u(o),u(l),.. .

Na seqiiéncia consideraremos as seguintes codistribuicoes definidas em S:

(6a) V_1 = span{dt,dz}, Y = span{dt,dz,dy,...,dy"}
(6b) Y_y = span{dt}, Yi = span{dt,dy,...,dy"}
(6¢) Y_, = {0}, Yy, = span{dy,...,dy"}

Em [PdSCFO01], mostrou-se que, dentro de certas condi¢des de regularidade, se pode
identificar (de forma canénica) o sistema implicito I' definido por (4) com o subconjunto de

S definido por
(7) I ={¢eSy® =0, VkeN}.

DEFINIGAO 32. Seja U C S um conjunto aberto e denso de pontos regulares de todas
as codistribui¢oes Vi, Yz, Yi, £ = 0,...,n = dimz. O sistema implicito I' dado por (4)
é dito ser regular se @# I' C U e existir uma seqiiéncia de inteiros fixos {oy,..., on}, tais
que o = dim Vi (€) — dim YVy—1(§) para todo £ € I'. Neste caso a seqiiéncia {o0,...,0.} &
chamada estrutura no infinito do sistema implicito (4).°

A classe de sistemas implicitos nao lineares (4) nao é particular como nos parece num
primeiro momento. De fato, pode-se mostrar que equagoes diferenciais nao lineares algébricas
(DAEs) podem ser sempre convertidas para um sistema da forma (4). Para isso considere
as seguintes equacoes diferenciais:

(8) wi(wy, - .. wga“),...,wr,...,wgo’s‘)) =0, i€ {l,...,r}.

Seja B; = max{aji,i € {1,...,7}},7 € {1,...,s}. Considere o sistema S com estado

(B1-1) (B5)

1 ;
= (wy,..., w sy Wey ., wP YY) entrada u = (u1,..., us), onde u; = w; ", esaida

SEssa seqiiéncia é de fato a estrutura algébrica no infinito do sistema explicito S definido por (5)
[DBGMS89, DPdS98a).
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y definida pelas equagoes”

w;_o) _ w;l)

(9) : Je{l,...,s}

. (B;-1)
w; * = uj

Y = 991'(1”1,- : ,,wgau),...,ws, . ..,wgas;)),i € {1,.. . ,T}.

E claro que o sistema (8) é representado pelo sistema (9) com as restrigées y; = 0, que
estd na forma (4a-4b). Assim, todos os resultados desenvolvidos aqui podem ser aplicados
aos conjuntos de DAEs de ordem arbitraria. A partir dos resultados aqui apresentados
ficard claro que o estado (local) do sistema implicito pode ser sempre escolhido como um

pi-1
wgl ),...,ws,...,wgﬁ

subconjunto de z = (wy, ..., ") e a entrada @ pode ser sempre um
subconjunto de .
Por exemplo, considere um DAE na forma descriptora:
E(z)z = A(z) + B(2)u
e note que ela pode ser transformada em um sistema implicito
z=p+0v
y=E(z)p—A(z) — B(z)v=0
A equagdo anterior esta na forma (4a-4b), onde z = z e u = (v,p). Note que y é afim
em u.

6.4. Sistemas afins e coordenadas ilimitadas. Vamos definir agora, uma nocao
de coordenadas ilimitadas em R*-variedades e alguns resultados correlatos. Para isso
lembramos que uma base de abertos da topologia de R* & gerado por abertos da forma
Br (clieFy = {§ € R tal que |z:(€) — & < ei} onde F' é um conjunto finito contido em A.

DEFINIGAO 33 (coordenadas ilimitadas). Seja ¢ : U — R” x R onde p=(X,Y)eé
uma carta local de uma variedade S definida em um aberto U C S onde X : U —s RA
eY : U — RP sio funcées diferenciaveis (lisas). Tais coordenadas Y sio chamadas
coordenadas ilimitadas se V := p(U) = W x RZ, onde W é um aberto de R*.

DEFINIGAO 34 (aplicacao ilimitada). Seja v : H — H, um difeomorfismo entre abertos
H e H; de R* x RZ, tal que (X,Y) — (X1,Y1). A aplicagao ¥ é chamada ilimitada em
Yi se a imagem de ¢ é da forma V x R? com V um conjunto aberto de R4.

Lembramos que uma representagao de estado (z,u) é uma carta local especial para um
sistema .S. Dado um sistema explicito

2(t) = f(z(t)) + g((t))u(t)
y(t) = h(x(t),u(t))

"Note que y; (i € {1,...,7}) pode depender de alguns u;, (j € {1,. .., 8}).
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pode-se construir um sistema S com coordenadas globais {t,z,U}, onde U = (u!¥) : k € N)
e um campo de Cartan

(lt + Z fz Z Hl

keN J
7€{1,...,m}
LEMA 2. Seja S um sistema, no qual (z,u) é uma representacio de estados clissica e o
conjunto {t,z,u®, ... u®) W} ¢ uma carta local com coordenadas ilimitadas
O, u® W}
e seja (z,v) uma realimentagio de estados estatzca localmente regular e afim definida por

u = a(z) + B(z)v. Entao:

| A {t,m,v(o), e ,v(k),I/V} € uma carta local cujo conjunto de coordenadas ilimitadas é
0O o™ WY e de modo que
span{dt,dz, dul®, ... du™} = span{dt,dz,dv®,. .. ,dv )}
II. Se v puder ser escrito como v = (v,0), ¢ = (z,0) e u = (v, 3), entdo
{t7 C’ I‘L(O)7 "L ’l’l'(k_l)’a(k)? W}
€ wma carta local com coordenadas ilimitadas {u®, ... p*=D 5 W} e tal que
span{dt,d¢, du®, ..., du*=V do*)} =

span{dt,dz,du®, ... dul*~ du®}.

DEMONSTRAGAO. L. De fato, como B & localmente regular, existe 87'(z) em al-
guma vizinhanca V' de um ponto £. Assim, v pode ser escrito como:

voo= —B7 (2)a(z) + B (x)u
Sol(xau) + ;3_17.1

<.
Il

(10)

v® = oz, u,,. .. utY) 4 g
para todo k € N, pois

plF+) = %(aj,u,...,u(k—”)-:&—k
a:l:
a‘Pk (k-1) (i+1)
X s u )
independe de u(k+1)
9B~
4 ’Ba—m —f',B () (k+1)
T

Logo
span{dt,dz,du, . ..,du®)} = span{dt,dz, dv,.. ., dv®3.
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Assim, pelas relages (10) temos um difeomorfismo local
(t,z,U) s (¢,2,V)
onde U = {u™® ckeA}eV = {v(k):kE A} com A=Nou A={l,... k}.
Claramente, neste difeomorfismo, V' é um sistema de coordenadas ilimitadas e
sua inversa U, também. Se A for {1,...,k}, a aplicacao
(t,z, U, W) r— (¥alt,z,U), W)
é um difeomorfismo local com sistema de coordenadas ilimitadas em (V, W).
II. Para mostrar a segunda parte, basta notar que

{t) C’ /’L(0)7 et 7/‘1’(k_1)76(k)7 I/V} =

= {t,(z,2), (@, 5),..., (3", 5¢),5® w}
a
LEMA 3. Se (Z,,W) €é uma carta local com coordenadas ilimitadas W e Zy € tal que
card(Z,) = card(Z;) < co espan{dZ,} = span{dZ,}, entio (Z2, W) é uma carta coordenada
local com coordenadas ilimitadas W .
DEMONSTRAGAO. Como Z; é um conjunto finito de coordenadas, podemos utilizar o

teorema da funcdo inversa e obter Z; oy Zy é um difeomorfismo local definido em um
aberto V C R* com imagem U C R*. Portanto (Z;, W) —» (Z3(Z,), W) também é um
difeomorfismo local definido em algum aberto V x R ¢ R* x R® com imagem U x RP.
Logo (Z,, W) é uma carta local com coordenadas ilimitadas W. O



CAPITULO 2

Algoritmo da extensao dinamica

O algoritmo da extensdo dindmica é um algoritmo conhecido na teoria de controle nio
linear e € essencialmente uma ferramenta para célculo de inversas & direita e posto de saidas.!

Esse algoritmo estd fortemente relacionado ao problema de desacoplamento de entrada
e saida [DM87, NR88|, desacoplamento de distirbios [PdS96, DPdS98b] e linearizacio
de entrada e saida [DPdS98b, PdSDO01]. O algoritmo da extensdo dinimica para um
sistema explicito (5) tem uma interpretacao intrinseca [DBGM89]. Esta interpretacio foi
considerada para o estudo de realimentacoes quase-estaticas na teoria de controle nio linear
[DPdS98a].

Veremos que o algoritmo da extensdo dindmica é uma seqiiéncia de aplicacoes de realimen-
tacoes regulares quase-estaticas e extensGes do estado adicionando integradores. Veremos
também que o algoritmo da extensdo dindmica pode ser utilizado para a escolha de uma
nova representagao de estados local de 5. Enunciaremos uma versao modificada do algo-
ritmo da extensao dinamica que serd 1til aos nossos propésitos. Antes precisaremos de duas
definicées.

DEFINIGAO 35. Diremos que uma representacao local de estados (z,u) de um sistema S

. ) . dz .
é cldssica, se ¢ nao depender das derivadas de u, isto &, W =0, Vie {0,1,2,...,m} e
u;

Vk € {1,2,3,...}.

DEFINIGAO 36. Diremos que uma saida y de um sistema S é cldssica com relagio (z,u)
se y nao depender das derivadas de u quando escrito no sistema de coordenadas induzido
pela representacao de estado (z,u).

Descricao do algoritmo da extensao dinamica:
Seja S o sistema explicito

o(t) = f(z(t) + g(z(t))u(t)
y(t) = h(z(t),u(t))

com campo de Cartan
k+1)

Seja (z,u) uma representagao de estados classica e y uma saida classica.

Weja [F1i89] para o conceito de posto e inversas e [DBGM89] para a interpretagao do algoritmo da
extensao dinamica.

30
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Se denotarmos x_; =z, u_y = u, f_1(t,z) = f(t,2), g-1(t,z) = g(t, ),
podemos escrever as equages de estado do sistema explicito da seguinte
forma:

Ty = falt,zo)+g-1(t,z_1)u_y
y(O) =Yy = ao(t,$_1)+b0(t,m_1)u_1

Executamos o passo k do algoritmo k£ € {0,1,...} da seguinte forma:
Passo k: No passo k — 1, temos as equacoes de estado:

o1 = fe—1(8 @r—1) + gr-1(t, Tho1)ur_s
y® = ap(t,zr_1) 4 brt, Teoy )ur—y
onde zy_; = (z,o,...,Vk-1). Suponha que ({,T_1) seja um ponto regular

da matriz bi(t,zr_1) e seja o) o posto de by ao redor de (%, Ty—1). Entao,
a menos de uma reordena¢do das saidas, existe uma particio de y*) da
forma y*) = (yﬁk), /y\,(ck)) tal que dim?ﬁk) = 0} e podemos definir como pode
ser visto em [DBGMS89] ou em [CF02], localmente, uma realimentacao

regular estatica:

up—1 = ox(t, zp—1) + Pr(t, Tp—1)vy

onde v = (Ug,vy) é tal que

yl(ck) = Ui
9 = Gty o1, )
adicionamos a extensao dinamica:
U = U
U = Up

e definimos uy = (uy,Ur). Isso define um novo conjunto de equagoes de

estado:
zr = fi(t, z) + gr(t, Tr)ur
onde z) = ($k—l,y§ck)) € Ur = (yikﬂ),ﬂk). Por construgao temos que y(k) =

y(k)(t, xy). Portanto podemos calcular:

ayH)  9y®

(k+1) — A 5 Al
Yy at + 83;1: (fk +gl-uk)

= a1 (t, k) + by (, Tx)ur

O préximo lema resume as principais propriedades geométricas do algoritmo da extensio
dindmica para sistemas ndo lineares invariantes no tempo. Este lema é uma versio geo-
métrica dos resultados que aparecem em [DBGM89, Mar92, DPdS98a, PdSCF01] e
também melhora alguns resultados obtidos em [PdS00]. Afirmamos que a lista de inteiros
{o0, ..., on}, onde n = dimz, é a estrutura algébrica no infinito ([DBGMS89)) e o inteiro
p = o, € chamado posto saida em €. Afirmamos que, exceto a afirmacio 9, este resultado
é vélido para sistemas nao afins. Neste caso os passos (S1) e (S2) da versdo geométrica do
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algoritmo da extensao dinamica (vide apéndice C) podem ser olhados como uma descricio
do algoritmo da extensdo dinédmica e os célculos podem depender do teorema da funcao
implicita [LF87].

LEMA 4. Seja S o sistema ercplz’cito (5) com campo de Cartan

k+1
d .= + L fl Yo o e

keN
J€{L,...,m}

representagio cldssica de estados (z,u) e saida cldssica y.
Seja Vi o conjunto aberto e denso de pontos regulares das codistribui¢ies definidas como

Y_1 = span{dt,dz}, Vi = span{dt,dz,dy, ..., dy(k)},
Y_; = span{dt}, Y = span{dt,dy,...,dy"} para k € {0,... ,n}.

No k-ésimo passo do algoritmo da extensdo dindmica pode-se construir uma nova re-

presentag:do de estados (xy,ur) do sistema S com estado z) = (z, yg ), ..,yo)), entrada

. (jg ,Ug) € satda y (k+1) — = hi(t, zr, ux) definido em um aberto Uy de € € Vi, tal que

) span{dt,dz;} = span{dt,dz,dy,...,dy"} = V;

2) span{dt,dzy, du} = span{dt,dfl: dy,...,dy* ) du} = Y, + span{du};

3) Sempre é possivel escolher y}c’il de forma que yﬁ ) ¢ J,(f;_—lil)

4) Sempre € possivel escolher Uy, C Uk,

5) Seja £ € V,. Seja Sy a maior vizinhanga aberta de ¢ tal que a dimensdo de Vi
e Y; sejam constantes para j € {0,...,k} em Sy. A segiiéncia o) = dim(Vy|e) —
cllm(yk_lk) € nao decrescente e a seqiéncia pr = dim(Yil¢) — dim(Yi|¢) € ndo
crescenle e ambas as seqiiéncias convergem para o mesmo inteiro p, chamado posto
de saida em &, para algum k* < n =dimz.

(6) Sk = Sk+ para algum k > k*.

(7) Ye Nspan{dz}|, = Yi«_y Nspan{dz}|, para todo v € Si e k > k*.

(8) Para k > k™, pode-se escolher §, = Y. em Up. Além disso, Yiy, = Yj +
span{yﬁkﬂ)} para k > k*.

(9) Se o sistema € afim, isto €, se o sistema ¢ da forma

z(t) = f(z(t) + g(=(t))u(t)
y(t) = h(a(t),u(t))
entao a representagio de estados (zy,uy) obtido no passo k induz uma carta local

{t,:ck,(uij) 17 € N)} de S que € ilimitado em W = {ug) iJ € N}.

(1
(
(
(
(

A demonstragdo pode ser encontrada em [PdS00] (com excecio da afirmacio (9)) ou
em [CF02], no qual podem ser encontradas com todas as demonstracées dos resultados ou
ainda no apéndice A.

Note que dim Y, = 1 +dim zj + E o;, dim¥y, = oy, dimu, = m e dim Uy = m — o, onde
- . i:O
n=dmzem = dimu.
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1. Solubilidade

Agora estudaremos a solubilidade e as representacdes de estado de DAEs regulares. Me-
lhoramos alguns dos resultados de [PASCF01] e introduzimos a notagao de representacio
de estados canénica. A hipétese (2) da proposicao 2 é dificil de ser verificada e a hipétese de
regularidade do subsistema I" implica a hipétese (2). Assim nesta secdo, teremos o seguinte

TEOREMA 3. Seja S um sistema associado ao sistema explicito (5) (i. e., um diffiety
com campo de Cartan (2)) no sentido de [FLMR99]. Seja U C S um conjunto aberto e
denso de pontos regulares de todas as codistribuigcoes Yy, Yy, Yy, k =0,...,n. Se o sistema
implicito T = {{ € Sly® (&) =0,k € N} dado por (4) € regular e todo € € T' seja um ponto
regular das codistribuicées Yy e Yi, k € {0,...,n}, além disso, se I' é ndo vazio, entdo o
subconjunto I' C S tem uma estrutura de subvariedade canénica em S tal que a inclusio é
uma imersao de Lie-Béicklund. Além disso, I' admite uma representagdo local de estados em
torno de qualquer ponto ¢ € T'.

1.1. Sistemas Implicitos e subvariedades imersas. No artigo [PASCF01] um DAE
regular definido por (4) pode ser considerado como um sistema imerso em um sistema expli-
cito S definido por (5).

PROPOSIGAO 2. [PASCFO01] Seja S um sistema associado ao sistema explicito (5) no
sentido de [FLMR99], (i. e., um diffiety com campo de Cartan (2)). Seja T' o subconjunto
de S definido por T' = {¢ € Sly®(€) =0,k € N}. Suponha que:

Al. T € nao vazio e todo £ € T seja um ponto regular das codistribuicées Yy, e Yy,

keA{0,...,n}.

A2. Para todo £ € T' e toda vizinhanga aberta U C S de €, exista algum € > 0 tal que
T(I'NU) contenha o intervalo aberto (7(£) —¢€),7(€) +¢) (Observe que T € a funcdo
tempo).

Entao o subconjunto I' C S tem uma estrutura de subvariedade candnica em S tal que a
inclusdo € uma imersio de Lie-Backlund. Além disso, I' admite uma representacio local de
estados em torno de qualquer ponto £ € T'.

Antes de demonstrar a proposigao anterior, precisaremos de mais alguns resultados, como
os dois proximos lemas:

LEMA 5. Seja o sistema explicito (5). Seja n = card(z). Sejam U C W o conjunto
de pontos regulares das codistribuicées Vi e Yy, k € {k=0,1,...,n}, definidas em S e
seja £ € U. Seja k™ o menor valor de k tal que py e oy coincidem. Sejam z,,v,,z, v
conjuntos de fungoes tais que {dt,dz,}, {dt,dz,,dv,}, {dt,dz,,dz} e {dt, dz,,dz, dv,, dvy}
sao respectivamente bases locais de Yie_1, Yie, Vie—1 € Vo +span{du} ao redor de . Entio
existe um aberto Ve de € tal que (z,v) = ((2a4,2), (va,vp)) € uma representacio local de
estados cldssica do sistema S que é definida em Vi e € tal que as equagées de estados locais
tém a forma:

(13) 2o = fa(t, Za,va)
(14) zp = fio(t, 2a, 2b, Va, 0p)
e span{dt, dz,, (dv®™ : k € N)} = span{dt,dy® : k € N}.
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LEMA 6. Sob as mesmas hipdteses do lema anterior, sejam Z = {za,(v((lk) k€ N)}
ey = {y](-k) c7€{l,...,p} k€ N}. Entao podemos escolher Z C Y. Além disso, a

representagio de estados (z,v) induz uma carta local {t,z, (W ke N)} que é um sistema
de coordenadas tlimitadas em {v(k) : k€ N}.

DEMONSTRAGCAO DO LEMA 5. A idéia da prova desse lema é executar o algoritmo da
extensao dinamica para o sistema explicito S dado pelas equagoes (5) com saida y. As
condigoes da definigdo de sistema regular garantem — de acordo com o lema 4 — que o
algoritmo da extensao dinamica pode ser executado sem qualquer singularidade local.

No passo k™ —1 desse algoritmo, calculamos uma nova representacio de estados (Z, w)
(k* ~

onde T = (:z:,ygl), e ,yff;"”) et = (w,u), onde w =Y.', e p = Ups_;. Note que as novas
equagoes de estado sdo afins, isto é, eles sao da forma
(15) ¢ = f(t,7) +9(t, %) + (1, 7)p

Pelas partes 1 e 2 do lema 4 temos que
span{dt,dz} = span{dt,dz,dy,...,dy*" D}

span{dt,dz,du} = Y.
Note que, por construcao, temos que span{dt,dz} = span{dt,dz} e span{dt,dz,du} =
span{dt,dz,dv}, que define uma relacio de realimentacio local de estados estéatica entre a
representacao de estados (7,%) e (z,v).2 O

DEMONSTRAGAO DO LEMA 6. Todas essas propriedades sdo facilmente obtidas das afir-
magoes 5, 6 € 9 do lema 4 e do lema 3. 0

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIGAO 2. A idéia® da prova da proposicao 2 é aplicar o lema,
5 e mostrar que (zp, vp) € uma representacao local de estados de I' e nas coordenadas {t, 24, Vo }
para I' e {t, za, 2z, Vo, Vi } para S, a imersao ¢ é dada por
t(t, 2, Vo) = (2,0, 2,0, V).

Além disso, a representacao de estados (z;,vp) induz equacoes de estados de I' dada por
(16) zy = [5(t,0,25,0,vp)

onde f, sao dadas pelas equagées 14. Note que no lema 5 o estado de I' pode ser esco-
lhido como um subconjunto conveniente de z e a entrada v, pode ser escolhida como um
subconjunto conveniente de u.

Em outras palavras, v, ¢ uma parte diferencialmente independente de u e as restricoes
y = 0 induzem relagoes diferenciais que ligam as outras componentes de u. Isso explica
porqué chamamos z de “pseudo-estado” e u de “pseudo-entrada” de T. a

Agora mostraremos que o fato de I' ser um sistema implicito regular implicam (Al) e
(A2) da proposigao 2.

2Veja a definigdo de realimentacdo local de estados estatica: (defini¢ao 31).
3Um detalhe importante que deve ser observado no esqueleto dessa prova é a construcio de um atlas
suave de T'.
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LEMA 7. Seja S um sistema explicito

(t) = fle(t) +g(=(t))u(t)
y(t) = h(=z(t), u(t))

tal que o sistema implicito

e(t) = [f(=(t) + g(x(t))u(?)
y(t) = h(z(t),u(t)) =0
correspondente seja regular. Seja n = card(z). Entdo as sequintes afirmagées sdo vdlidas:
(i) Sejam
Yy = span{dy, ..., dy"M}
e
Yy = span{dt,dy, ..., dy"}.
Entdo span{dt} N Yi|¢ = {0} em wma vizinhanga aberta de todo ponto € € T', para
ke N.
(ii) Considere a representagio de estados (13-14) do lema 5. Entdo
span{dz,, (dv® : k € N)} = span{dy® : k € N}
em torno de £ € I,
(iii) As condigdes de regularidade do sistema I implicam (A1) e (A2) da proposicdo 2.
DEMONSTRAGAO. Mostraremos primeiramente que

span{dt} N Y.|¢ = {0}

para todo ponto de I De fato, se £ € ' e n = Za,]dyj le = Bdt|¢ entdo <77, d> =

d
Z <aijdy](.")|§; (_jdz> Z Q;; <dyj > Z awyf“) =0.

i,J 1,3
Como

dim Yi|¢ = dim(span{dt}|¢) + dim(Yx|¢) — dim(span{dt}|¢ N Y¢)

a nao singularidade de span{dt}, de Y, e de Y\ implica que span{dt} N Y, é nio singular em
torno de £ € T' e portanto temos (i).
Para mostrar (ii), seja 7 € Y;. Como span{dt, dza,(dv(k) k € N)} = span{dt,dy®

k € N}, segue que n = Bdt + Zy,dzal + Zé,]dv Pelo lema 5 temos que Z =

{za, ( Wk ke N )} c Y = {y(l‘) k € N}. De (i), segue que B = 0 e portanto temos
(i)

Agora, como {t Za, Zb, (V) (k) ,Ek) k€ N)} ¢ um sistema de coordenadas local, por (ii)
segue-se que nessas coordenadas y*) nao depende de t, mas somente das coordenadas

{24, (0¥ : k€ N)}.

“Veja a definicao de sistema implicito regular da defini¢ao 32.
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Em particular, se (7,%,,%, Va, V) € T, entdo (7 + €%a,2b,Va, V) € I' para todo le|
suficientemente pequeno, mostrando que (Al) e (A2) sao implicadas pelas condicoes de
regularidade da defini¢ao 32. O

2. Representagao canénica de estados de sistemas implicitos

As seguintes proposi¢des caracterizam a representacao de estados de sistemas implicitos
que tem um significado canénico.?

PROPOSIGAO 3. Seja k™ o inteiro tal que op = py para todo k > k*, como no lema
4. Considere agora, o sistema explicito S definido pelas equagées (5) e sejam {2} e {u}
conjuntos de fungoes definidas em S tais que (localmente), as projecées candnicas de {dz}
em Vi [ Yir € as projegoes candnicas de {du} em (Vi +span{du})/Di sejam bases. Entio
(z,u) € uma representagio local de estados do sistema implicito (4).

DEMONSTRAGAO. Do lema 4 afirmacao (7) é facil mostrar que
dim Ve /Yie = dim Vs 1/ Yies _1.
Disso segue facilmente que a construgao da representagao de estados (zs,v3) de I' dada pela

equagao (16) (ver lema 5) é equivalente ao afirmado nessa proposicdo com z, = Tev, = 4. [

DEFINIGAO 37. Quando temos uma representagao local de estados que satisfazem as
condi¢oes da proposi¢ao 3 é chamada representacio de estados canénica.

Note que a representagdo de estados (16), obtida por uma escolha de representacio de
estados é classica, isto é, a derivada de um estado ¢ uma funcao do estado e da entrada. Em
particular essa representagao de estados ndo tem uma resposta impulsiva, que pode aparecer
com outras escolhas de representagoes de estado.

50u seja, quando {dz}, que é uma base de Y., é projetada em Y. /Y-, obtemos uma base de Vio [ Yis.



CAPITULO 3.

Indice diferencial

O indice de EDAs (Equagdes Diferenciais Algébricas ou DAEs — differential algebraic
equations) foi estudado em [CG95, LV98| entre outros. Neste trabalho consideramos o
indice diferencial.' Em [FLMR95b] foi dada uma defini¢io geométrica de indice de EDAs.
Foi mostrado que esta definicao é compativel com outras defini¢oes dadas anteriormente,
como em [FLR93] para sistemas lineares, pois a definicio de indice aplicada ao sistema
linearizado coincide com a defini¢gao nao linear.

Neste capitulo daremos uma nova defini¢io geométrica de indice diferencial de equagoes
diferenciais algébricas que tem a forma

e(t) = [f(z(t) + g(=(t))u(t)
y(t) = h(z(t),u(t)) =0.

Esta defini¢ao geométrica serd comparada com a nocao cléssica de indice e mostraremos que
esta ¢ independente da representacao canénica de estados escolhida. Em particular, o indice
de um sistema nao depende da entrada canénica escolhida dentre as componentes da pseudo-
entrada u. Afirmamos ainda que nossa defini¢io é compativel com EDAs subdeterminadas?,
para as quais a defini¢do usual de indice nao é compativel. Nossas condicdes de regularidade
da definigao 32 asseguram que o indice é um invariante do sistema.

1. Uma nova definigao para o indice diferencial

DEFINIGAO 38. Considere I' o sistema implicito regular dado pelas equacdes

#(t) = f(z(t)) + g((t))u(t)
y(t) = h(z(t),u(t)) =0

e seja {0o,...,0,} a estrutura algébrica no infinito desse sistema. Seja k* o menor inteiro tal
que op+ = max {0y, ...,0,}. O inteiro k* é chamado indice diferencial do sistema implicito
regular I

O proximo resultado mostra que o indice é a menor ordem de derivacdo das restricoes
y de modo que @ pode ser calculado como uma func¢io de um estado canénico e de uma
entrada canénica.

10 indice diferencial pode diferir do indice de perturbacdo ou de outras nogoes de indices, como foi
mostrado em [CG95].

2Em geral, os sistemas de controle sdo sistemas subdeterminados, isto é, existem mais variaveis que
equagoes.

37
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PROPOSIGAO 4. Suponha que (T,u) é uma representacio candnica de estados de um
sistema regular implicito. Suponha que o sistema explicito S definido por
#(t) = fl=z(t)) +g(z(t)u(?)
y(t) = hlat), u) = 0
seja bem-formada®, isto ¢,
span{dt, dz,di} = span{dt, dz, du}.

Entao o indice k™ ¢ o menor inteiro k™ tal que & pode ser calculado como funcio de
{t,?E, Uy, ... ,y(k‘)}. Em outras palavras, as seguintes condigées valem para o sistema expli-
cito S definido por

e(t) = [f=(t)) +g(z(t))u(t)
y(t) = h(a(t), u(®) = 0
para k > k*:
(22) span{di} C span{dt,dz,dq,dy,...,dy"} C Vi + span{da}
mas o mesmo nao ocorre para k < k*.
DEMONSTRAGAO. Por construgao, temos que:
(23) span{dt, dz,du} C span{dt,dz,du,dy, ..., dy"*)}

Como 5’ & classico, segue que (22) é satisfeito. Agora suponha que (22) valha para algum
k < k. Pelo lema 4, afirmagao (2) é facil ver que dim@u é dada por m — o4« e que?

(24) dim(Y, @ span{di}) = (1 +n+ oo+ + 0%) + (m — o).
De (22) vemos que
sparddt, dz,du} = span{dt,dz,dz} C Y; @ span{du}.
Em particular, segue que
(25) Vi @ span{du} = YV + span{du}
Pelo lema 4, partes (1) e (2) temos Vi + span{du} = span{dzj_y,duj_,}. Portanto,
(26) dim(Yx + span{du}) =1+ n+ oo+ + op_1 +m.
Segue de (24), (25) e (26) que o; = o4+ € assim k = k*. O
Os seguintes pontos devem ser observados:
e Podemos reformular uma nova versao da proposiciao 4 substituindo (22) pela condi-
¢ao
(27) span{di} C span{dt,dz,du,dy, ...,dy"®} = Y + span{da}.

Nesta versao, o indice k* & o menor inteiro k tal que a tltima equacio vale.’?

3Isto é equivalente a dizer que g(t, z) do sistema (5) tem posto coluna méaximo [Rud95].

4Note que a soma direta da equagao (24) é conseqiiéncia do fato que as projecées canénicas de {du}
formam uma base de (Vg + span{du})/V-.

°A prova desse fato é anéloga e é deixada ao leitor.
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e Quando as equagoes de estado de um sistema explicito, como (5), nao sao bem-
formadas, pode-se substituir a condigao (22) por

span{dz,du} C span{dt,dz,du,dy,...,dy"}

e Pode-se mostrar que a definigao (38) é influenciada por um distiirbio w(t) € R” de
acordo com as seguintes equagoes:

() = f(t,a(t) +g(t, 2(t))u(t)
(28) y(t) = h(ta(t),u(t) = w(t)

2. Comparagao entre o indice cléssico e a nova definicdo

Quando o}+ = m, entdo o sistema regular implicito é completamente determinado, isto
é, nao existe entrada (% =@). Neste caso, de (27) vemos que o indice k* é o menor inteiro k
tal que

span{di} C span{dt,dz,dy,...,dy"},

que é essencialmente a definigao usual de indice diferencial.

Para fazermos a comparagao entre os indices, lembremos, primeiramente, a defini¢ao de
indice diferencial encontrada em [CG95, BCP96, AP98].

Dada uma equagao diferencial algébrica (soltvel):

F(t, (1), #(t)) = 0

onde z € R", derivando a equagao k vezes obtemos o seguinte vetor:

F(t,z, )
Fy+ Fo(t,z,2)t + Fi(t,z,2)2
(29) = Fk(t,a;,:'c,w) =0
d* :
%F(t, Z, .’B)
onde w = (z®, ..., z*1)). Grosseiramente falando, o indice diferencial v; de uma equacao

diferencial algébrica é o menor inteiro k tal que & é unicamente determinado por (t,z) e as
equagoes (29).

E claro que esta defini¢ao nio é abrangente quando a equacdo diferencial algébrica re-
presenta um sistema indeterminado porque neste caso 2 dependera também das entradas de
controle u(-), isto é, nunca sera determinado por (¢,z) e (29). Neste caso, devemos escolher
uma fungao entrada u(-) de forma que a equagao diferencial algébrica se torne completamente
determinada.

Suponhamos que seja este o caso, isto é, consideremos o sistema completamente deter-
minado:

(30a) T = u
(30b) y = F(t,z,u)=0
que esta na forma implicita (4). Supondo que essa EDA seja regular, conforme a definigao

32 e que a EDA seja completamente determinada, isto é, o4s = m = dim(u), entdo podemos
aplicar a nossa defini¢ao de indice, obtendo a definicio classica de indice.®

®De fato (2) & equivalente a dizer que & pode ser determinado por (t,z), (30b) e suas derivadas.
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Mostraremos agora que este modo de definir o indice aumenta de um o indice diretamente
obtido pela nossa definigao [CG95]. Para ver isso, tomemos, por exemplo, as equacoes dadas
por:

31&) (1.,‘1 = I3
31b) ’Lg = T4
3lc .’i?3 = —.’L'I)\

(
(
(
( Ty = TA—g

(3le) y = z2+23-L[2=0

onde L e g sdo nlimeros reais positivos. Este sistema estd, claramente, na forma (4) com
u= A\

Calculando o indice diferencial classico, obtemos vy = 3, quando consideramos \ = Ts.
Entretanto, calculando o indice diferencial, de acordo com nossa defini¢io, obtemos k* =
Pois

y=ai+a2;—L Yy =span{dt,dz,,dz,}
Y = 2z123 + 22514 Y1 = span{dt,dz,, dz,, dzs, dz,}
y" = 2z3 + 2zu + 225 + 222u — 2099 Yy = span{dt, dz,, dxs, dzs, dzy,u}

Yo = {dt,dzy,dzs, dzs, dzy}
M = W
Vo = Y,

A explicagao dessa diferenga é a seguinte:

Para integrar esse sistema é necesséario determinar A e & mas nio é necessario
conhecer A.

Assim, para recuperar nossa definicao de indice a partir da defini¢io usual, podemos
re-escrever a defini¢ao cléssica da seguinte maneira:

Dada uma equagao diferencial algébrica (soltvel) ndo linear completamente
determinada:

P(t,(t),i(1), )) = 0
onde F' depende de &; para todo 7 = 1,...,n, entdo o indice é o menor
inteiro k tal que se pode calcular & como funcao de (¢,z) da equacio dife-
rencial algébrica e de suas derivadas até ordem k.

Em outras palavras devemos distinguir as variaveis diferenciais z das variaveis algébricas
A. Note também que, para o sistema (31), podemos calcular A como uma funcio de z e 7.

Portanto o sistema pode ser integrado com o conhecimento da derivada segunda das
restrigoes. Logo, parece-nos que a real dificuldade que surge para a integragio das equagoes
diferenciais (30) corresponde ao indice 2 e ndo ao indice 3. Notemos que, aplicando a
definicao de indice para um sistema de controle explicito, da mesma maneira que temos feito
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para recuperar a definigao de indice, obtemos 14 = 1. Entretanto, nossa defini¢ao nos da
E* =0.

Podemos mostrar que a defini¢ao 38 é equivalente a uma definicao de [FLMR95b]. Em
particular, suponha que o sistema implicito regular (4) é alterado por um distirbio w(t) e R"
de acordo com as seguintes equagoes:

(322) i(t) = f(t,2(0)) + g(t, 2())u(t)
(32b) y(t) = h(t,(t), u(t)) = w()

Entao o indice £* é a maior ordem da derivada em relagio ao tempo de w(t) que influencia
a resposta do sistema (32).



CAPITULO 4

Solugoes convergentes para a solucdo de um sistema implicito

Nesta parte mostraremos que, dado um sistema implicito, pode-se construir um sistema
explicito tal que algumas componentes das solucdes do sistema explicito convergem para a
solugoes do sistema implicito.

Para isto, pode-se calcular simbolicamente as derivadas das restri¢des até ordem k*,
onde k™ é o indice diferencial de acordo com a definigao do capitulo anterior. Primeiramente
estudaremos esta questdo apenas localmente. Depois disso, discutiremos como estabelecer
uma versao global deste resultado.

1. Coordenadas especiais

Nesta secdo estabelecemos a existéncia de coordenadas especiais do sistema S que sao
instrumentos para estabelecer os resultados principais.

PROPOSIGAO 5. Seja S wm sistema com representagao de estados globais (5). SejaE € S
um ponto reqular de Yy, e Yi, para k € {0,...,n} definida por (6a-6b). Considere a notagao
do lema 4 e seja {0o,...,0,} a estrutura algébrica no infinito do sistema e seja dz) uma
base local de Yy em torno de & construida pelo k-ésimo passo do algoritmo da extensio
dindmica. Seja k™ o indice de convergéncia da estrutura no infinito. Escolha uma familia
de subconjuntos da entrada u D Uy D -+ D Uk com card(dr) = m — o}, e de modo que
(dt, dzk, duy) € uma base local de Yy + span{du} em torno de . Entio as funcées

(33) {t,om,02,..., 087, z}

onde 7 = {u(k‘“"'l) ik € N}, formam um sistema de coordenadas local em torno de ¢
que € ilimitado em W = (ﬁfﬁ), e ,ﬂgk'), Z) e tal que {t,mk:,ﬂg), .. .,ﬂ(()k*)} seja uma base de

span{dt, du, . ..,du*)Y. Em particular, se {dy} € uma base local de Yy e (Z,7) sdo definidas
como na proposi¢ao 3, entao
(34) {tamual,,. . oz}
também ¢ um sistema de coordenadas local. Além disso esse sistema de coordenadas ¢ ili-
mitado em W = {ﬂ,ﬂg)_l,...,ﬂ(()k ),Z} e {dt,d@\, dﬂ,dﬂg)_l,...,dﬁgk )} € uma base de
span{dt, du, . ..,du*")}.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente notemos que pelas partes (1) e (2) do lema 4 (veja
também (S1) e (52) no apéndice C), é facil ver que a escolha de @, descrito acima é

uma possivel escolha de tais subconjuntos das entradas no algoritmo da extensio dina-
mica. Assim, denotamos por (xj,u;) a representacio de estados obtida no passo k do

42
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algoritmo da extensao dinamica. A prova segue por indugao. No passo 0 do AED, escreve-
mos um 31stema global de coordenadas induzido pela representagao de estados (z, u) como
{t T,u, ZO} com Zy = {u(“““) ke N} Pelo lema 2 e da descrigao do AED

p— AN A,
segue que {t 'z:o,uo, . uo 1, (K%) Zo} ¢ um sistema local de coordenadas que é ilimitado

em Z; = (uo y 20)-
Contlnuando dessa forma, no passo k do AED, construimos uma carta local
y (k*—k=1) ~(k*—k) 7
s Thy Uky ooy Uy, y Uy :

onde Z; = {Aﬁk I—HI)). A(L‘ ZO}, que é ilimitado em { ai =) Zk}. Note que, em cada

passo, a parte (2) do lema 2 mostra que
{at, don, dun, ..., dul ™D, @9, @l 7Yl '}

¢ uma base de span{dt,dz,du, ... ,du(k‘)}. Assim a primeira parte do resultado é facilmente
provada por indugao. O fato de (34) ser uma carta local com as propriedades desejadas é
uma conseqiiéncia do lema 3. O

2. Sistemas aproximativos

Para simplificar, consideraremos as seguintes hipéteses para o sistema explicito (5) asso-
ciado ao sistema implicito (4):
(1) O conjunto L = {dt,dy(o), ey dy(k‘)} é independente para todo £ € S.
(2) Existe uma escolha fixa de fung¢ées de (34) de forma que

{dt dz, dy, du, duk, 1308 --,da(()k‘)}

é globalmente uma base do span{dt,dz, du, ...,du*")}.
~(0)

(3) A entrada do sistema implicito é @ = U}, .

Veremos que a condigao (1) assegurara a convergéncia global de nosso principal resultado.
Se o conjunto L é dependente para alguns pontos fora de I' entdo nosso resultado valers
somente localmente.

A condicao (2) garantira que nao é necessario procurar funcdes diferentes das (34) durante
o processo de integragao’.

A condigdo (3) implica que a entrada do sistema implicito é uma entrada canénica. Em
particular, o comportamento do sistema nao é impulsivo.

Construiremos agora, o sistema ( i ) = 7(t, z(t), v(t),a(t), aM(¢)).

Seja M =R x X x (R™)**! com coordenadas globais (¢,z,u(®, . Su¥)) onde z € R™
eul®) € R™ k=0,...,k*. Considere a particio? u(® = (u, %) onde dlm( ) = o e dimu =
M — Ops. Seja N =R x X xR x (R™)*"| com coordendas globais (¢, z,7,u™®), ... ,u(k')) =

!Quando essa hipétese nao valer, pode-se escolher estas fungdes ponto a ponto para melhorar o condici-
onamento da matriz 7' das diferenciais dt, dz, dy, dv, du, como nas equagdes (36).
2Com possivel reordenacao das componentes de u(®).
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(t,z,v) onde v = (u, uV ,u(k*)). Note que, apés uma reordenacao, as coordenadas de M
sao (t,z,v, ).
Seja 5 o sistema (no sentido de [FLMR99], isto €, S é um diffiety), com coordenadas

i . . d
globais {t,z, (w® ke N)} definida pelo sistema explicito (5). Seja 7 © campo de Cartan

associado a S (dado por (2)). Como anteriormente, seja y = a(t,z) + b(t, z)u'® a saida de
S e denotemos por y@ := ye y(k) = Liy(k_l).

Seja mpr 0 S — M a projecao canénica. Como abuso de notagao, consideraremos que
{y(o), e ,y(k’)} sao funcoes definidas em M. Seja £ € S e my(€) = p = (t,z,v,7). Com o
mesmo abuso de notagdo, consideraremos que

B = {dt, d%, df, d, dv} = {dt,dz,dy®, ..., dy*"), da, da)_,, . daf

~

d
é uma base local de T;; M induzida pela proposigao (5). Definimos 75 = E% = f(z)+9g(z)ue

seja = (y©,...,y* ) eT = (ﬂg,)_l, e ,ﬂ(()k‘)). Notemos que, a menos de uma reordenacio

de coordenadas, temos M ~ N x U onde U = R™ " Assim, seja 7 : M x U— TMo
campo definido por:

(35a) di(r) = =1

(35b) dz(r) 75 = F(2) + §(2)u
(35¢) dj(r) = 1= -7

(35d) do(r) = 5= —f

(35e) di(r) = mp=aV

Apenas para facilitar a leitura, faremos um sumario das notagdes desta segao na seguinte
tabela:

TABELA 1. Tabela de notagoes desta secao.

Coordenadas | Notacao Significado
u® =y (u,u) u é a entrada do DAE
(@, v, ... ,u(k')) v Derivadas de u, separado de @
(t,z,v) ¢ Estado de 7 (coordenadas canénicas de N)
(t,z,v,u) (¢, ) Coordenadas canénicas de M
(ﬂg)_l, ,ﬂék‘)) v Parte do sistema de coordenadas da hipétese (2)
(Y@, ...,y*) y Derivadas das saidas
(t,7,y,v,u) Novas coordenadas para M (veja a hipétese (2))
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Seja T' a matriz formada pelas diferenciais dt, dz, dy, dv, di quando escrita nas coordena-
das {t, z,u®, ... ,u(k’)} como vetores coluna. Seja

dt
dzx

a5 |
da

As equagoes (35a-35e) sao equivalentes a®

Tt
Tz

=)

T; 7 =
T5
Tg

(37) Tr

Seja Il : M — N a projegao canénica. Note que, nas coordenadas (t,z,v,u) para M
e (t,z,v) para N, II(t,z,v,u) = (¢t,z,v). Seja T : M x U —s TN o campo parametrizado
definido por:
(38) T =17
A equagdo (38) significa que o campo parametrizado 7 nas coordenadas (¢,z,v) é obtido
do campo 7 escrito nas coordenadas (¢, x,r,u) através da eliminigdao de seus componentes
nas diregoes 7 Desde que 7 é parametrizada por @, a4, entio 7 define um sistema de
u
controle (ndo classico) com estado (z,v) e entrada .
A parte (ii) do proximo teorema (que é conseqiiéncia da parte (i)) significa que toda
solucao do sistema implicito
#(t) = [f=(t) + g(=(t))u(t)
y(t) = h(a(t),u(t) =0

corresponde a uma solugao de

(40a) Ct) = (<), u(r),av ()

(40b) () = G

C(t) = (1), a(t),a"(t))
((to) = o

Além disso, as partes (iii) e (iv) mostram que toda solugao de (40) converge para T e toda
solugao de (40) que esta perto de T estd perto da solugao do sistema implicito.

com condigbes iniciais em uma variedade invariante T de {

TEOREMA 4. Suponha que as condigoes (1), (2) e (3) estejam satisfeitas. Chamemos um
ponto (t,z,v,u) € M = N x U de ((,%) onde ¢ = (t,z,v). Seja 7, a projecio canénica

3Do ponto de vista numérico, é melhor resolver a equacgao linear 7't = 7 do que calcular 7 = 77 !7.
Do mesmo modo, quando integramos numericamente a equacao explicita, ndo ha necessidade de incluir a
equagao t = 1.
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Tz 2 N — X definido por m,(() = z e m, : M — R™ definida por m,(¢,7) = u?.
Escolha uma entrada lisa U : [to, 1] — R™7%*. Considere o sistema de controle definido

_ _ ). 5. aW
em N com entrada u(t) € U dada por: { ggz))—_TéC(t),u(t),u (1)) onde T € definido por
0) = Co

dk

(37)-(38). Considere y® = F(y), k=0,...,k" como wma fungao definida em M e seja
a

7=u?,...,y* ). Defina o conjunto T = {(¢,7) € M|y(¢,u) = 0}. Entdo, as sequintes

propriedades valem:

i. Se (¢,u) = (t,z,v,u) € Y, entdo

d

5 @lea = filz, vy, i=1,...,n.

Ii',' = (d:l?i, T) I(C,ﬂ) =

1. Escolha uma entrada u(-) e seja ((t) wma solucio de (40) com (((to), u(to)) € T.
Entao x(t) = m,(C(t)) ¢ uma solugio de (4) com entrada u(t) = m,(((t),T(t)).
Reciprocamente, se x(t) € uma solugdo lisa de (4), entdo z(t) € igual a m,(((t)) para
alguma solugdo de (40) com (((to),%u(to)) € T e v(¢(¢),u(t)) = 0.

iii. Seja ((t) wma solugdo de (40) com ((to) e entrada W(t). Suponha que ((t) esteja
bem definida parat € [to, 1], entao ||[§(t)|| < e™"||g(to|| para todo t € [to,1,].

iv. Seja L C M um conjunto compacto. Seja Ly = {u € M|dist(u, L) < &1} para algum
€1 > 0. Suponha que exista a > 0 tal que, se |[u(t)|| < a para todo t € [to, ],
entao toda solugio ((t) de (40) com condigao inicial (((to),U(to)) € L1, € tal que
(C(t),u(t)) estd bem definida e fica contida em um conjunto compacto R C M para
todo t € [to, t4].

Entao existe e > 0 tal que se ((t),t € [ = [to,t;] é uma solugio das equagies (40)
com condigao inicial em L, e ||y(C(to), w(to))|| < €, entdo existem ky1,ky > 0 e uma
solugao z(t) do sistema implicito (4) tal que ||m.((t)) — z(t)|| < r1||T(to)]| €2 10)
para todo t € I.

DEMONSTRAGAO. (i) Seja mpr : S —> M a projegio candnica. Seja € € S e ¢ uma
fungdo no conjunto

U= {U,..., 0.} = {t,z,y@,... y* D}

Nesta parte da demonstragao distinguiremos a fungao x; definida em S da funcao 7; definida.
em M tal que z; = z; o mp. Assim, podemos escrever ¢ = @ o myy, etc. A notagao fica clara,
a partir do contexto.
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Como {d¥} é uma base de Vj+_1, pela parte (7) do lema 4 temos que d7 € span{d\i}.
v

Em particular devemos ter dz; = Z a,-]-d\flj. Note agora que

j=1
d . d
(41a) it z,0) = (d:ci,%): (d(:z:iowM),—)
dt
. g 4 d
= (chlwg,dt) (d:z:l,(mw)*dt)
d = d
(41b) = Zaud\l’],(ﬂ]\,] d_ :Zaw leJa(WM) dt>
=1 =1

E facil mostrar que, para todo ((,7) € T, todo ¢ tal que (¢,u) = mm(€) e toda funcio

\II E\Il para 7 =1,...,7 temos:*

d

~ ~ d
(42) (d‘I’j,T)l(c,a)=(d‘1’j7(7fM)*E|) (d‘I’J,dt)l

De (41a), (41b) e (42) temos que:

fi(t,mo(C), mu(¢,0) = Z o (AT, (WM)*%(O)(@)

v vy
= Y ai{dUs, e = D (ad¥;, 7)es
i=1 i=1

= {dzi, 7))
para todo ({, %) € T, mostrando (4).
(ii) Construa o sistema a partir de M com entrada @) e estado p = (¢,u) dado por
(43) f=1(u,a)

E claro que a equacio (43) forma uma prolongagao por integradores do sistema de equacdes
(40). Além disso,
7(6aaM) Y L~
( a(l) - T(Cau7u )

De (35¢) é claro que T é um conjunto invariante para o sistema (43). Em particular, por (4)
temos que dz(r) = & = f(z,u) em p € T e assim temos a primeira parte de (4).

Agora, seja z(t) uma solugao de (4). Pela proposigao 2, existe uma solugao £, (t) de S
com y(t) = 0 e z(t) = &,(t), u(t) = &,.(2) que satisfazem a equacdo diferencial &(t) =
ft,2(t)) + g(t,2(t))u(t). Temos que T = 73 = f + Gu e assim z(t) satisfaz (35b).

Note também que a proposi¢ao 5 assegura que a carta local

{4,2,5,3,9, @ ke N)},

4Isso & conseqiiéncia de (35b)-(35¢c)-(35d) e o fato que 0 = (dy9) 7 Nlcay, 7 =0,. , para todo
(C,u) eT.
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onde v = (ugk -, ..,ﬁg)), ¢ ilimitada em Z = {7, (u®*" ) . ¢ N)}.

Como y(&(t)) = 0, nessas coordenadas, temos que &(t) = (¢,2(t),0,u(t), Z(¢)). Como
esta carta local € ilimitada em Z(t), podemos definir & (t) = (¢,2(¢),0,(t),0) simplesmente
tomando Z(t) = 0. Por construcao, span{dt,dz,du} C span{dz, dy, du}. Assim, fica claro
que &1, (1) = &, (1) e &1,(1) = &,(1).

Agora observando py(t) = (¢, 2(t),v(1),u(t)) = (((2),U(t)) = mar(éa(t)), fica facil veri-
ficar que f15(t) é uma solugao de 11 = 7(p,u™) (pois as condicdes (35) valem para a2 (t)).
Portanto (3(t) € uma solugdo de (40) com condigéo inicial (g = (5(to) e entrada @(t). Como
Z(&(t)) = 0, temos que 9(u(t)) = 0.

(iii) Segue de (35c).

(iv) Sabemos que toda funcdo suave é globalmente lipchitziana em um compacto R. Por-
tanto, existe algum ki > 0 tal que ||7(C1,U1) — 7({z, W) < ki||(C1,61) — (C2,%2)||. Tomando
U = Uy = Uiy, segue que [|7(¢1, @) — T(Cz» u)ll < kal|Gy — G| para todo ((i,@), (¢2, %) € R.

Como duas solucdes (1(t) e (2(t) de (40) com entrada limitada %(-) e com condigses
iniciais respectivamente ({y(%o),%(%0)), (C2(t0),@(%0)), ambos em L; estio bem definidas em
[to, t1] € sao tais que ((i(t),u(t)) € R e (((t),u(t)) € R para t € [to, 1], das mesmas idéias
da prova do resultado classico de dependéncia continua das solugdes de equacoes diferenciais
continuas lipchitzianas,’ temos:

(44) 1G(8) = G| < K1e"2C=0)1¢y (1) — Ca(to) ], ¢ € [to, 1]

para certos ntimeros reais positivos K; e K.
Agora, em torno de todo ponto y € L, podemos construir abertos V), U, e cartas locais
: Uy — V. de M tais que (t,z,v, %) — (¢,7,7,9,%). Esta construcio pode ser feita de
rnodo que V), seja um aberto 1etangular que contenha ¢,(1) e o fecho de U, seja compacto.
Como T é fechado, para todo ponto s ¢ T podemos escolher V, e U, de modo que

U,NT =@, onde U, denota o fecho de U,. Neste caso denotamos Y, = min l7(a)||. Note
ael,

queY =0, quandouETeY > 0, qua.ndoung
Além dlsso para todo par u; € Uy, ¢ = 1,2 a desigualdade do valor médio aplicada & (,o
nos da:

(45) D el < K1) = H(p2)ll + [18(01) — Z(p2) 1+
HIGG) = ylu)ll + 10(r1) = D) | + (1) — lpa)])

Note agora que a familia C = {U, :p € L} é uma cobertura de abertos do conjunto
compacto L. Assim podemos tomar uma subcobertura finita {U,, :i € A} e seja K =

max K,,, onde K, é definida em (44). Note que esta classe & dividida em duas subclasses
1€

Ci={U,:peNUNY =0} eC, ={U,: pel, U,NnT#£a}. SeJaY—mln{Y
L e U, € C;}. Por construgao, se tomarmos €5 = Y entao

(46) a € L el[yla)|| < e, implica que a estd em algum U, € C,.

>Que é uma consegiiéncia do lema de Bellman-Gronwall.
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Se U, € C; podemos definir m, : U, — T definido por m,(t,%,7,7,7) — (¢,2,0
(definida nas coordenadas locais ¢,). Por (45) temos que:

(47) lla = mu(a)|| < K|[F(a)|l, a € Uy, Uy € Cs.

S
<
e

Seja ¢ = min{e;,e1/K}. Entao para todo a € L, com ||g(a)|| < e, podemos tomar a
solugao com condigdo inicial po = (((t0), (o)) = m,.(a), com entrada @(-).
Como po € T, da parte (4) temos que 7,(¢(¢)) é uma solugéo de (4). Da desigualdade

(47) é claro que 7,(a) € L. De (46), (47) e (44), temos o resultado. O
EXEMPLO 7. Ilustraremos nossos principais resultados com um exemplo académico. Con-
PR
t =1
zy, = 10x3 + z3ug
sidere o sistema:{ -2 ~
T3 = Uz
i = z1+ae”™ —2—2a+z3—bcos(t) =0
Y2 = 22+ bcos(t) =0.

\
As diferenciais simbélicas dessas saidas foram calculadas através do pacote simbdlico do
Matlab® (Ma,ple®). O posto numérico da dimensédo de )} é o posto numeérico da matriz

a("‘c) y7 y’ R y(k))

J = .
. k
d(z,u,...,ulk)
Para estimar o posto genérico de Jj, seus postos foram calculados para valores aleatérios
de z,u,...,u®, gerando 0o = 0, 01 = 1, 0, = 2, 0 que indica que se o sistema é regular,

o indice é k” = 2 (durante a integracdo numérica de (40) pode-se testar pontualmente essa
condigdao numérica da matriz 7' e calcular numericamente o posto de J; para testar se nossas
hipéteses de regularidade nao falharam).

P A : . _ a(y>y) 7y(k))

elo mesmo método, pode-se verificar que o posto de Dy« = —~ para
Az, u,...,ulk))
valores aleatérios de (z,u, .. .,u(k)) é igual a 2 x (k" + 1) = 6, o que mostra que as saidas
sao genericamente diferenciavelmente independentes. Neste caso o sistema implicito est4
completamente determinado. Pode-se mostrar que y é genericamente uma saida flat para S,
que pode ser verificado mostrando que o posto de Dy é 0 mesmo de J;-.

Entao é claro que z =@. Testando outros pontos aleatérios, de forma numérica, e suas
combinacées, escolhemos v = ugl). Desse modo, o sistema de coordenadas (34) para esse
sistema é {¢,2,%,0,4} com T =4 =@, § = (v,9, 1), D = us.

E importante notar que, neste exemplo, y**) nio depende de u*). Portanto é facil
ver que se pode eliminar (como feito no exemplo), o conjunto u*”) das coordenadas de M,
reduzindo a dimenséo do espago de estados do sistema (40).

O célculo simbélico no Matlab/Maple gera:

T=[1, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0; b*sin(t), 1+a*exp(x1), 1, 0, 0, 0, 0, 0; -b*sin(t), 0,
1, 0, 0, 0, 0, 0; b*cos(t), arexp(x1)*(10%x3+x3*ul), O, (1+a*exp(x1))*(10+ul),
(1+axexp(x1))*x3+1, 0, 0, 0; -bkcos(t), 0, 0, 0, 1, 0, O, 0; -b*sin(t),
axexp(x1)*(10%x3+x3%ul)~2+axexp (x1)*(10+ul) *u2+axexp(x1)*x3*uip, 0,

2*axexp(x1)* (10%x3+x3*ul)* (10+ul)+(1+axexp(x1))*ulp,
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-

FIGURA 1. Curvas de 7,(()(t) versus tempo. A curva z;(t) est4 com contorno
continuo, z,(t) esta tracejado e z3(t) tracejado-pontilhado.

FIGURA 2. Curvas de m,(()(t) versus tempo. A curva u;(t) est4 com contorno
continuo, uy(t) esta tracejado.

2xa*exp(x1)* (10%x3+x3*ul)*x3+(1+a*exp(x1))*u2, (1+axexp(x1))*(10+utl),
(1+a*exp(x1))*x3+1, 0; b#sin(t), 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0; 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1];

onde [t,x1,x2,x3,ul,u2,ulp,u2p] = [t, 1, 22, T3ug, ug, Uy, Us). A solucdo do sistema
(40) com condigGes iniciais em T gera os resultados® das figuras 1 e 2. A figura 3 mostra que
a distancia de (((¢),u(t)) a T ndo cresce em fungiao do tempo.

Para verificar erros numeéricos na derivada de z(¢) de nosso método, calculamos a funcao
vetorial e(t) = (dz,7(((t))) — f(m=(C(2))) — g(m=(C(2))mu(C(2))). O resultado ideal deveria
ser zero, mas a figura (4) mostra pequenos erros numeéricos.

Outro teste executado, foi a aplicagao da entrada m,({(t)) da figura (2) no sistema ex-
plicito (5) com as mesmas condicoes iniciais compativeis m,(C(to)). O resultado ideal de
y(t) obtido deste modo deveria ser zero, mas novamente, pequenos erros numeéricos foram
detectados, como indica a figura (5) devido aos erros causados pelo nosso método e erros de
integragao numérica usados para este teste.

6As simulagdes foram feitas utilizando o Matlab/Simulink®.
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10 12 )

FIGURA 3. Curvas de y(m.(())(t) versus tempo. A curva y; () esta com con-

torno continuo, y,(t) estd tracejado.

14

FIGURA 4. Erro e(t) na derivada de m,({(%)). A curva e;(t) esta representada
com trago continuo, ey(t) estd tracejado e es(t) estd pontilhado-tracejado.

x10”

7

FIGURA 5. Curvas y(t) e y2(t) com m,(((t)) como a entrada do sistema ex-
plicito (5). A curva y; est representada com linha continua, y, esta tracejada.

51
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Note que todas as solugoes de (40) convergirao para T e portanto um conjunto de con-
digoes iniciais compativeis pode ser encontrado simplesmente integrando o sistema explicito
(40). Temos suposto a = 6, b = 0,2, v = 8 = 8— e condicdes iniciais (no formato long do
Matlab):

C(0) = [t,z1, 29,23, uy,uz, U, us)(0)
= [0 2.595584190645906e-+000 -5.999999999754128e-+-000
4.546949839215331e-012 4.207790366139719¢-012
-8.330778672817486e-002 5.999999999754128e+000 0]

O indice diferencial cléssico deste sistema é 1y = 3 (k* = 1). Incluindo as derivadas de
ordem 1 das restrigdes no conjunto de restrigoes, pode-se reduzir o indice desse sistema para
vg =2 (k* = 1) usando as técnicas de [BCP96, AP98]. Entretanto, as derivadas segundas
das restri¢oes no conjunto de restrigdes dependem das derivadas de variaveis algébricas u; e
uz. Portanto para reduzir o indice um pouco mais, deve-se utilizar transformacées simbélicas.

Este exemplo tem a propriedade que o sistema explicito obtido adicionando um integrador
na primeira entrada é desacopldvel por uma realimentacio de estados estatica.

Entretanto, para exemplos mais complexos a redugao simbélica de indices por qualquer
meio pode ser um trabalho drduo, como as técnicas do teorema 4 deveriam ser aplicadas.



CAPITULO 5

Conclusoes

Sobre a primeira parte, concluimos que para os sistemas que tém a propriedade de serem
relativamente flat podem ser estudados tanto algebricamente quanto geometricamente, que
as Interpretacoes sao equivalentes.

Sobre a segunda parte, concluimos que as hipoteses de regularidade sobre campos podem
fornecer informagGes importantes sobre o comportamento de uma subvariedade, concluimos
que a nova nogao de indice diferencial pode ser utilizada para sistemas implicitos e que
as solugoes de certos sistemas implicitos podem ser aproximadas por solucdes de sistemas
explicitos.

Assim, observando os métodos empregados para conseguirmos encontrar as solucées apro-
ximativas, percebemos que novas pesquisas combinando algoritmos simbélicos e numéricos
podem ser titeis para melhorar a integracdo numeérica de equagdes diferenciais algébricas de
indices elevados [CM98, SKO01].

O segundo método é baseado nas propriedades geométricas de equacdes diferenciais al-
gébricas e parece ser melhor para integragao numérica de equagdes diferenciais algébricas de
indice elevados. Este segundo método é baseado em célculo de derivadas simbélicas das res-
trigoes e resolve numericamente (pontualmente) uma equagao linear 7'r = 7 (veja a equacio
(37))-

Ainda restam alguns problemas em aberto que podem ser pesquisados:

e Nao se sabe ainda se todo subsistema de um sistema flat é flat.

e Os métodos utilizados aqui constituem um misto entre métodos algébricos e numé-
ricos, porém pode-se tentar enfraquecer mais as hipéteses (2-3) do teorema 4. Por
exemplo, pode-se tentar escolher fun¢ées pontualmente utilizando métodos numéri-
cos, objeto ndo estudado neste trabalho.
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APENDICE A

Ideais diferenciais primos

Neste apéndice, mostraremos que o ideal diferencial gerado pelas relacées

Xi— fi(X,U) i=1,...,n
}/j—-QOj(X,U) jZl,...,T

é primo no anel diferencial k{X,,..., X, Y1,...,Y,Uy,...,Us}. Um resultado mais geral é
obtido por Diop em [Dio92].

1. Definicoes e notagoes gerais

Denotaremos por R um anel diferencial genérico comutativo com unidade e p um elemento
de R{y1,...,¥yn}\R. Seja A um conjunto comutativo de derivacoes e O representa o mondide,
com 1 = Id, gerado por A.

A classe de p é o maior r tal que y, realmente aparece em p. Denotar-lo-emos por cl(p).

A ordem de p em relacido a y, é o maior j tal que y(’) realmente aparece em p. Denotar-
lo-emos por o,(p). Se 7 = cl(p) entao denotaremos o, (p) simplesmente por o(p).

O grau de um polinémio p em relagio a variavel y%) é o maior expoente de y\) que real-
mente aparece em p. Denotar-lo-emos por d, ;(p). Se r = cl(p) e j = o(p) entdo denotaremos
d, ;(p) simplesmente por d(p).

O lider de p é u, =y onde r = cl(p) e 7 = o(p).

O inicial, 7, de p € o coeficiente da maior poténcia de u,.

O separante, S, é o polinémio diferencial —— 8
Up
EXEMPLO 8. Considere em R{z, y} (identificamos z; := z & mp =iy y), com a derlvaga,o
, 08 segumtes polinémios p(z,y) = =® 4 5Pz — 7% 2 (y e q(z,y) = y 2220 —
3y(2)‘ 2. Ento temos:

p q
classe 2 2
ordem 3 7
lider y(3) y(M
inicial —72% 2 y2zz®
separante | —14z% "z )y(3) 3y(7)2y23::c(3)
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2. Ranking
Kolchin [Kol73] define rank (rk) no anel diferencial R{y,...,y,} como uma ordem em
R{y1,...,Yn}, que deve satisfazer as duas seguintes condi¢des para todo u,v € R{y, ... s Ui ks

el €0,
(1) rk(u) <rk(fu);
(2) rk(u) < rk(v) = rk(0u) < rk(6v).

Nés estamos interessados em estudar sistemas de equagoes diferenciais com apenas uma

d :
derivagao, a saber ' := pre Dessa forma, um possivel rank definido em R{yi,...,y,} com
apenas uma derivagao, é a aplicagdo R{y1,...,yn} \ R — N° definida da seguinte maneira:
R{yh'")yn}\R — N3
P = (cl(p), o(p), d(p))

Observe que se invertermos as posigoes da classe com a ordem, na terna ordenada, obte-
mos outro rank possivel. Também podemos fazer uma mesclagem, em que as derivadas das
variaveis y; tenham rank menor que o rank de y; para i < j.

Assim, como nao existe unicidade do rank e a partir deste ponto, neste texto, quando se
falar em rank , serd o p — (cl(p), o(p), d(p)) exceto mengao em contrario.

3. Conjuntos auto-reduzidos

Consideremos dois polinémios p e F' do conjunto R{y,...,y,}\ R. Se F & livre de toda
derivada prépria de u,, entao [’ é dito parcialmente reduzido em relagio a p. Se F é
parcialmente reduzido em relagao a p e deg, F' < deg,, p, entdo F' é dito reduzido em
relagao a p.

Dizemos que um polinémio F' é (parcialmente) reduzido em relagao a um conjunto
A C R{y1,...,yu} \ R se F for (parcialmente) reduzido em relacio aos elementos de A.

Dizemos que um conjunto A C R{y,...,y,} \ R é auto-reduzido se cada elemento A;
de A é reduzido em relacdo ao conjunto A\ {A;}.

OBSERVAGAO 1. Em um conjunto auto-reduzido A o lider de um polinémio nio pode ser
lider de outro polinémio de A.

EXEMPLO 9. Considere em R{Xj,..., X, }, com a derivada ’, um conjunto de polinémios
. .. e - ' C, i
diferenciais {P; : 2 = 1,...,n}, nos quais X;’ nao aparece em P; para i # j qualquer que
seja 7 € N. Entao o conjunto {P;:i=1,...,n} é auto-reduzido.

Dado um ranking para polinémios em R{y;, ..., y,}, definimos o rank de um conjunto
auto-reduzido de n polinémios que, por abuso de linguagem denotaremos por rk, como a
3n-upla formada pelas concatenacées dos ranks dos polinémios quando colocados em ordem
crescente.

Podemos colocar a seguinte ordem para comparar os ranks de dois conjuntos auto-
reduzidos:

e Ordenamos A e B através de seus rank’s lexicograficamente até min{#A, #B} e
caso rk(A;) = rk(B;) para todo 1 < i < min{#A, # B}, o conjunto que tiver maior
cardinalidade tem rank menor;
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o Caso rk(A;) = rk(B;) paratodo 1 < ¢ < #A = #B, entio A e B sao ditos de

mesmo rank.

EXEMPLO 10. Consideremos em R{z1,z,} a derivada ’ e os polinémios P = :L'§3), Q =

2 - . . 3 .o . iy )
7,5 )(1'2)3 Entdo {P,Q} forma um conjunto auto-reduzido. P é um polinémio cujo lider &

3 ‘o inicial & 1 . ‘ . , fa e -1, i s e e 0, (2)
zy”’, cujo inicial € 1 e cujo separante € 15 @ é um polinémio cujo lider é @), cujo inicial é z}
: ) 2 ;
e cujo separante de Q) é 3(15 ))2. O rank de {P,Q} é( 1,3,1, 2,1,3).
rank de P rank de Q

Um conjunto A de um ideal diferencial a é chamado de conjunto caracteristico se for
um elemento minimal de

{X|X C A, X é auto-reduzido e Iy, Sy ¢ a para todo Y C X}.

4. O algoritmo de redugao

4.1. Divisao euclidiana. A divisdao euclidiana que introduziremos aqui é uma gene-
ralizacao da divisao euclidiana de polinémios, pois pode ser usada em anéis sem inverso
multiplicativo. Como resultado dessa divisao, obtemos um polinémio R# e um inteiro o tais
que [HF = R* (mod Q). Sejam Py e Q polinémios em R[Y], com Q # 0.
entrada: Fp e ()
saida: R* e o

%=1

Op = 0

enquanto (Fp # 0) e (degy Py > degy Q) faga
d; == degy P; — degy Q
Py = IgP; — IpY%Q
Oip1 :=0i +1

1:=1+1
fim de lago
R# = P,‘
g = 0;

OBSERVAGAO 2. Observemos que, em cada passo do lago, Py, tem grau menor que
o grau de F; em Y. Notemos também, que esse processo deve parar, pois a seqiiéncia (d;)
é estritamente decrescente, o que mostra que se P; nunca for o polinémio nulo, o processo
termina; além disso, o natural o, obtido no término do processo, é o menor valor que podemos
colocar como expoente de I para que I{P = R#* (mod (Q)).

4.2. Redugao parcial. Seja P um polinémio diferencial e A C R{Y},...,Y,}. Que-
remos encontrar um polinémio R’ e um namero inteiro o tais que R' seja parcialmente
reduzido em relagio a A e R' = S, P mod [A].
entrada: F, A
saida: R e o

1:=0
O = 0
se em P; s6 hd variaveis que nao estao no conjunto
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{Y;|7 é a classe de A;} entao va para fim:
enquanto rk(/7;) >= min{rk(4;)|A; € A} faca

vi= max {7 t.q. P ndo é reduzido em relagio a A;}
JSsSn

0A, := a derivada de A, tal que A, tem menor
rank possivel e o lider de 0 A, aparece em P,

P;4y := resto da divisdo euclidiana de P; por §A,
7 := inteiro obtido na divisdo euclidiana de P; por A;
Oiy1 i=0i+ T
=141
fim de lago
fim: R' := P,
g = 0;

OBSERVAGAO 3. Em cada passo, fazemos a multiplicagdo de P; por um separante de
um A; e com isso ndo introduzimos termos que tenham rank maior que o rank de O;juq; e,
portanto, a seqiiéncia dos indices 7 na qual P; é reduzido em relagio a A; é estritamente
decrescente. Ao final, obtemos um polinémio P tal que P! é livre de toda derivada propria
de elementos de A, isto &, P é parcialmente reduzido em relacdo a A.

4.3. Redugao. Seja P um polinémio diferencial que é parcialmente reduzido em relacio
a AC R{Yy,...,Y,}. Queremos encontrar um polinémio R* e um ntmero inteiro o tais que
R” seja reduzido em relagao a A e SqP = R* mod [A].

LEMA 8. Sejam Py um polinémio diferencial nas varidveis diferenciais Yy,...,Y, e
suas derivadas com coeficientes em R e A um conjunto contido em R{Y,..., Y.}. Entio P
€ reduzido em relagio a A se e somente se firado um ranking para as varidveis Yi,...,Y,:

(1) rk(P) < min{rk(A;)|A; € A} ou;
(2) se em P nao aparecer cl(A;) para todo A; € A.

DEMONSTRAGAO. (=) Se P for parcialmente reduzido em relagio a A entio temos que
ou rk(P) < min{rk(A;)|A; € A}, ou P s6 tem variaveis que niao pertencem ao conjunto

{Y;|7 € a classe de A; para A; € A}.

(=) Se P for tal que rk(P) < min{rk(A;)|A; € A} entdo P é reduzido em relacio a
A. Se P for tal que em P s6 aparecem variaveis que nio pertencem ao conjunto

{Y;|7 é a classe de A; para A; € A},
entao P é reduzido parcialmente em relacao a A. a

entrada: Py e A
saida: R e o
1:=10
enquanto P; nao for reduzido em relagao a A faca
J := max{Ag|P; nao é reduzido em relagao a A}
1:=1+1
P; := resto da divisao euclidiana de P;_; por 4;
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quando escritos em termos de w4,
7 := inteiro obtido na divisao euclidiana de P;_, por A;

0, ' =0i_1+T
fim de lago
fBr=P
g = 0;
OBSERVAGAO 4. Esse processo termina, pois j; > j, > -+ -, isto é, a seqiiéncia (7;) é
estritamente decrescente, como de fato j; > jiy1, pois a multiplicagdo de P;_; por [;, tem
rank menor que o rank de uu;. Além disso, P; := I;; P,_; — A;Q); tem rank menor ou igual a

de P;_; e P; é reduzido em relagdo a A;, Aiyq,.. ..
Fixemos um rank em k{yi,...,y,}. Entao temos o seguinte

LEMA 9 (Ritt). Seja A um conjunto auto-reduzido de @+ % C k{yi,...,y,}. Entdo
sao equivalentes:

a. A é um conjunto caracteristico de X;
b. todo polinémio, em %, reduzido em relagao a A € nulo.

DEMONSTRAGAO. (b. = a.) Suponhamos que A nio seja um conjunto caracteristico
de Y, entao existe um conjunto B tal que B é um conjunto caracteristico de ¥ e portanto
tk(B) < tk(A). Isto significa que B tem mais elementos que A e rk(A;) = rk(B;) para
1 <4 < #A ou que existe um j tal que rk(B;) < rk(A;) para algum 1 < j < min{#A, #B}.
Se acontecer: B tem mais elementos que A e rk(4;) = rk(B;) para todo 1 < i < #A entio
Byat € reduzido em relagdo a A. Se acontecer: rk(B;) < rk(A4;) para algum 1 < i <
min{#A, #B}, entdo existe algum 1 < i < min{#A, #B} tal que B; é reduzido em relagio
a A.

(a. = b.) Suponhamos que A seja um conjunto caracteristico e que ¥ contenha um
polinémio ndo nulo I que seja reduzido em relagao a A. Se a classe de F' for maior que
a de Aya, conseguimos um conjunto auto-reduzido de rank menor que o de A, fazendo
AU {F'}; caso contrario, se o elemento de A que nio é excedido por F é A;, entdo o conjunto
{A4,...,A;_1, F} tem rank menor que A. O

Um conjunto auto-reduzido A é dito coerente se dados a,a’ € A e se u, e uy (os
lideres de a e a') com uma menor derivada comum v = f,u, = Ourugr, entao S,0,a —
Sabad’ € (A,) : HY, onde A, é o conjunto dos polinémios diferenciais 0b em que 0 €
O, b€ Aerk(fuy) < rk(v). Denotaremos por (A) o ideal algébrico gerado por A, [A] o ideal
diferencial gerado por A. Se ¥ C R{y1,...,yn} € @ € R{y1,...,yn}, entdo ¥ : o” denota
o conjunto {z € R{yi,...,yn}|a"z € ¥ para algumn € N} e ¥ : o denota o conjunto
U Y : . Observemos que se Y for um ideal, ¥ : a® também sera um ideal.

neN
Em [Kol73], Kolchin demonstra o seguinte resultado valido para anéis com vérias

derivacoes.
LEMA 10. [Kol73] Sejam R um anel diferencial e A um subconjunto de
R{yla wEs ,yu}
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auto-reduzido, coerente. Entao todo polinémio em [A] : HY reduzido em relagio a A estd

em (A): HY.

Em anéis diferenciais com apenas uma derivacao, todo conjunto auto-reduzido é coe-
rente. Assim, podemos tirar como corolario deste lema, o seguinte resultado:

COROLARIO 1. Sejam R wm anel diferencial, R{yi,...,y,} o anel diferencial adjun-
tando as varidveis diferenciais {yi,...,y,} com a derivagio ' e A C R{yy,...,y,} um con-
Junto auto-reduzido. Entio todo polindmio em [A] : HY reduzido em relagdo a A estd em

(A): HY.

Como o corolario exige que o anel diferencial tenha apenas uma derivacio — a demons-
tragao a partir do lema (10) é imediata, porém por exigir mais sobre o anel diferencial, tal
demonstragiao pode ser simplificada ao ponto que o mesmo argumento que sera usado para
demonstrar o lema (11) pode ser aplicado.

OBSERVAGAO 5. Se A é um conjunto auto-reduzido, entdo I4 e S4 sio reduzidos em
relagio a A.

DEFINIGAO 39. Um conjunto auto-reduzido ¢ dito ortonémico se seus elementos tem
grau 1 em seus lideres.

OBSERVAGAO 6. Se A é um conjunto auto-reduzido ortondémico, entio o separante de
A; € A e o inicial de A; € A coincidem.

LEMA 11. [Dio92] Se A é uwm conjunto auto-reduzido, coerente e ortonémico contido
em k{Y1,...,Y,} entao

a. se P € [A]: I{ e P € reduzido em relagio a A entio P = 0.

b. [A] : I € primo com conjunto caracteristico A.

DEMONSTRAGAO. a. Sejam Ay, -+, A, com rk(A;) < rk(A;) < -+ < rk(A,,) os ele-
mentos de A. Suponhamos que exista 0 # P € [A] : I que seja reduzido em relacio a A.
Pelo corolario 1, P € (A) : I entao podemos escrever:

t
(48) P =Y PA+ B,
i=1
para algumn € N e 5 = 0. Como P # 0, entao existe pelo menos um P; # 0. Suponhamos,
por absurdo, que s seja o menor valor que ¢ pode assumir em (48) tal que, para algum
n € N, F seja livre de us. Escrevendo P; = Pi0 + usQ; para 1 <1 < s, onde Q; é polinémio,
As; = Lius + Rs, R livre de u,, temos:

s—1

IGP =PI+ ) QiAi)us+ (Po+ PR, + Y PPA))
=1

=1
N g

livre de us

Impondo que o polinémio que multiplica u, seja 0, pois I;P é livre de ug, temos:
s—1

AP =P+ PR+ ) PA.:.

=1
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Nao sabemos, a priori, se Py + P’R, é ou nao livre de u,_;. Porém, podemos, eventu-
almente, aumentar o valor de n para que possamos fazer a divisdo de Py + PR, por A,_;
e dessa maneira, observando que na divisao, nao introduzimos elementos maiores que Us_1,

s—1
entao podemos re-escrever [; P como Py + E P;A; com Py livre de u,_;, o que contraria a

1=1

minimalidade de s.

b. Pelo lema 9, temos que A é um conjunto caracteristico de [A] : I$°. Sejam P* e Q* os
reduzidos de P e () respectivamente com relacao a A. Entao, do fato de A ser auto-reduzido
e ortondmico temos que todo polinémio reduzido em relagao a A é livre de qualquer lider
dos elementos de A. Assim, o produto de reduzidos ¢ reduzido e pela parte a. do lema,
P*Q™ = 0. Logo, lembrando que 74 e Sa(= I4) nao estao em [A] : [T pois A & um conjunto
caracteristico, temos que P ou () estd em [A] : [, o que prova que [A] : I§ é primo. O

4.4. Aplicagao. Agora trabalharemos com o ideal diferencial gerado pelas relacées po-
linomiais

Xi— fiX,U) i=1,.,n
Yi—¢i(X,U) j=1,...,5

no anel diferencial
R{Xy,....,X,,1,...,Y;,Uy,...,U}.
Mostraremos que esse ideal diferencial é primo.
Definamos o seguinte rank para as variaveis diferenciais
rk(X1) < rk(X,) < -+ < rk(X,) <
rk(Yy) < - < rk(Y7) <
tk(Uy) < -+ < 1k(Us) <
tk(U]) < -+ < tk(U)) <
tk(U7) < --- < 1k(UY) <
todas as derivadas de elementos de U <
rk(X7) <rk(X;) < ---1k(X!) <
rk(Y)) < - <tk(Y)) <.
Assim, {Xi—fi(X, U),Y;—¢;(X,U):i=1,..,nej=1,..,7} éautoreduzido. Como
s6 temos uma derivagao a ser considerada (a saber —), claramente esse conjunto é coerente

dt

e ortonémico. Logo o ideal diferencial
(Xi — i(X,U),Y; —;(X,U):i=1,.,nej=1,..m]:1° =
=[Xi - i X,U),Y; —;(X,U) :i=1,.,nej=1,..,m]

é um ideal primo.



APENDICE B

Algebra diferencial

1. Derivagoes

DEFINIGAO 40. Uma derivagdo em um anel A é uma aplicacao aditiva a — o’ de A
em A que satisfaz as seguintes propriedades:

(a+b)=d"+be(a-b)=d -b+a-b.

Denotaremos por a(® := ¢,a) := a/,a® :=a”,...,a™,. .. ,a™ suas derivadas. Por
indugdo é possivel mostrar a regra de Leibniz. De fato:

n

" A
N\ (nei)i(i n n—i i n—i) 7 (i
e
v (n (n—i+1)3(7) ~ (n (n—i)p(i+1) _
= ; <i>a b\ + ; (2_)(1 b =

— (n+1)p(0) ) g(n=i+1)p0)
a + ;(z)a F

n—1
s C‘) (D) | GOt _
=0

= a0 4 Ot

n—1
3 [( " )a(n—f)b(iﬂ) + <") a<"-f>b(i+1>] =
‘= LAé 1 t

n—1
_ (nt+1)3,(0) AL\ (api—(n)41) 4 (O p(ntl) _
=a b\ ; <Z + l)a b +a'™b =

n—1
= 00 4 §° (” + 1) A H=0p(0) 4 g ©O)p(nt1)

; 1
t=1

n+1
1 N
= <”+ >a(n+1—z)b(z),
1
1=0

TEOREMA 5. O operador derivagao’ em um dominio integral I tem uma tinica extensio
em seu corpo de fragaoes.

61
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DEMONSTRAGAO. A construgao do corpo de fragoes Q(I) através de um dominio de
integridade / é feita através do produto cartesiano I X I com a relagdo de equivaléncia
(a,b)R(c,d) <= a-d=1b-c. Com essa construcdo, identificamos (a,1) com a para todo
a€lesea,bcdel, bd+#0,induzimos a soma como (a,b) + (¢,d) = (a-d+c-b,b-d) e
o produto (a,b) - (¢,d) = (a-¢,b-d).

Lembremos que em um dominio de integridade existe o elemento neutro da adigéo 0 e
o elemento neutro da multiplicagao 1. Desse modo,

0=04+0=0=0+0=10=0
1=1-1=1=1-141-1"=1=0.

Sabemos que (a,a)R(1,1), para todo a # 0. Assim, para a # 0 temos (a,a) = (a,1) -
(1,a), logo (a,a)" = [(a,1) - (1,0)]" = [(a,1)" - (1,a) + (a,1) - (1,a)] = (1,1)" = (0,1) pois
1" = 0. Portanto

(a,1)-(1,a) = (=d',a) = (1,a) = (1,a) - (—d’,a) = (—d/,d?).
Para saber como a derivagao deve agir sobre (a, b), temos (a,b) = (a,1)-(1,b) e portanto
(a,0)" = [(a,1) - (1,0)) = (¢/,1) - (1,0) + (a,1) - (1,b) =
= (alv b) + (a7 1) ’ (_b/: 62) = (al ’ ba b2) + (_a ' blabz) =
=(db—a-b,b)

pois se a e b sao elementos ndo nulos do dominio de integridade, entdo se (c,d) é
equivalente a (a,b), isto é, a-d = b - ¢ temos:

(,d) :=(d-—c-d,d®)=(a®>d-—a® c-d,d* & =
=(a-b-c-d—d’-c-d,a® &)= (a-b-c-d—a’-c-d, b )=
=(a-b-—a*-d,b*¢).

Como (a-d) =d'-d+a-d temos
(c,d) =(a-b-c—a* db c)=
=(a-b-d—a-(a-d)b* c)=
=(a-b-d—a-((a-d) —a'-d),b* c)=
=(a-b-d—a-(b-c)+a-d-db c)=
=(ab-d—(a-b-cta-b-)Y+bc-db’c)=
=(—a-c-b'+b-c-d,b*c)=(a-b—a-V, b)) = (q,b).
Denotaremos (a, b) por %. A unicidade é clara, desde que definamos
(g)’_ a-b—a-b
b/ b? ’

pois qualquer derivagao age dessa forma no corpo de fracdes.

. o o a ¢
Para verificar a aditividade da derivagao proposta, colocamos 7 e yi no mesmo deno-

minador b - d e entdo usamos a linearidade em a da definicao de (%)' A prova da regra do
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produto:
(a E)'_(a-c>’_(a-c)'-(b-d)—(a-c)-(b-d)’_
b d/  \b-d) (b- d)? B
a'-c-b-dta--b-d—(a-cbV-dta-c-b-d)
(b~d)2 -
a-b-c-d—a-bt-c-d+a-b-c-d—a-b-c-d
b2 - d? -
a-b—a-b c-d a'b -d—c-d a\' ¢ a [c\/
et e )it @)

2. Anéis diferenciais

DEFINIGAO 41. Um anel diferencial é um anel comutativo com unidade e com uma
operagao de derivagao.

EXEMPLO 11. Um anel comutativo com unidade pode ser considerado um anel dife-
rencial colocando o operador trivial como derivagao (a derivacao que leva todos os elementos
no elemento nulo). Deste modo, podemos dizer que a teoria algébrica de anéis pode ser
considerada um caso especial da teoria de anéis diferenciais.

No anel de inteiros do corpo dos niimeros racionais s6 admite uma derivagao possivel,

a derivacao trivial, pois: 0’ =0 e 1’ = 0. Logo temos que se « € N, entdo a = 1 + --- + 1,

———

logo ¢’ = 0. Assim, do fato de (a +b)' = a’ + b', temos que se b = —a, temos [a + (—a)] =

0'=0= d +(—a) =0 = (—a) = —(a') = (—a)’ = 0 para todo a« € N. Entio

V2 € Z = 7' = 0 e da construgio de Q = {(a,b) € Z x Z} /R onde R é a relacio de

equivaléncia: (a,b)R(c,d) se axd = bxc. Assim se (a,b)’ for definido como (a’xb—b'x a, b?)
temos que (a,b)’ = (0 x b — 0 x a,b?) = (0,b*) = (0, 1), o qual identificamos com 0.

EXEMPLO 12. O anel de todas as fungées diferenciaveis de classe C*(R) com a deri-
vagao usual.

EXEMPLO 13. O anel das fungées inteiras (fungdes analiticas definidas em todo o plano
complexo), com a derivagao usual. Observe que, como no exemplo anterior, nao h4 divisores
de zero, e portanto existe um corpo de fragoes (o corpo das funcdes meromorfas). Mais
geralmente, podemos pegar fungoes analiticas em um dominio do plano complexo.

EXEMPLO 14. Seja A um anel diferencial. Usamos a notagdo A[z] para o anel de
todos os polindmios com coeficientes em A em uma variével (algébrica). Se A é um corpo,
A(z) denota o corpo das fungdes racionais em z. A derivagio em A pode ser estendida a
uma derivagio em A[z] definindo, arbitrariamente z’ e (z")" = nz""'2/, e estendendo por
linearidade. Podemos fazer a mesma construgao para A(z) (veja o teorema 5).

EXEMPLO 15. Novamente seja A um anel diferencial. Agora, formamos o anel Alz]
(z = (2o, 1, ...)) dos polinémios em um nimero infinito de variaveis (ordinarias). Entao
fica determinada uma tnica derivagdo em A[z] se definirmos a derivada de z; como z;.
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Mudando a notagio, temos z¢ = , z, = ™. Chamaremos esse procedimento de adjun¢ao
de uma varidvel diferencial e usaremos a notagdo A{x} para o anel resultante. Os elementos
de A{z} sio chamados polinémios diferenciais em x (sio polinémios ordin4rios em z e suas
derivadas).

Suponha que A é um corpo diferencial, entao A{z} ¢ um dominio diferencial de integri-
dade e sua derivagao se estende unicamente a seu corpo de fragdes (teorema 5). Escrevemos
A(z) para este corpo de fragdes; seus elementos sdo fungdes racionais diferenciais de
(quocientes de polindmios diferenciais).

As notagées {} e () também serao usadas quando os elementos adjuntados nao sio
varidveis diferenciais, mas preferivelmente elementos de um anel ou corpo diferencial maior.

Em qualquer anel diferencial A os elementos com derivada 0 formam um subanel C
chamado anel de constantes. Se A é um corpo, C' também sera um corpo. Note que C
contém o subanel gerado pela unidade de A.

Seja I um ideal em um anel diferencial A. Dizemos que I é um ideal diferencial se a € T
implicar ¢’ € I, ou de forma mais breve, I’ C I. No anel A/I, introduzimos uma estrutura
diferencial definindo a derivada da classe lateral a + I como a’ + I; esta é independente da
escolha de representante da classe lateral e realmente define uma derivagio em A/I (v. o
teorema 6).

Sejam A e B anéis diferenciais. Um homomorfismo diferencial de A para B é um
homomorfismo (algébrico) que comuta com a derivada. Se I é um ideal diferencial em
A, o homomorfismo natural de A para A/I é um homomorfismo diferencial. Os termos
isomorfismo diferencial e automorfismo diferencial sio respectivamente isomorfismos que
comutam com a derivada e automorfismos que comutam com a derivada.

TEOREMA 6. Seja I o kernel de um homomorfismo diferencial definido num anel di-
ferencial A. Entdo I € um ideal diferencial em A e A/I é isomorfo a imagem do homomor-
fismo.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ um homomorfismo diferencial de A em algum anel diferencial

B e seja I o kernel de . Para mostrar que I é um ideal diferencial, basta mostrar que I’ C I.

Se a € A é tal que p(a) = 0, entdo p(a') = p(a)’ = 0' = 0, logo ¢’ € I. O homomorfismo

m: A — A/I & um homomorfismo diferencial, pois definindo a aplicagio D : A —s A,

D(a) = a'; Dy : A/I — A[I pela regra Dy(a+ I) = d’ + I, temos D, om = 7 o D, pois
D

A A
er lw comuta por construgao. Assim, se tomarmos b € Im(y), temos que existe
Dx
All — A/l

a € Atal que p(a) =beVaz € I, p(a+ z) = b, logo existe um homomorfismo bem definido
¢ de A/I sobre Im(yp), dado por @(a+ I) = ¢(a). Mostremos que @ é injetor (claramente é

sobrejetor). Temos @(b) = ¢(b) <= @(b—b) =0 < b—b € I. Mostremos também que
@ ¢ diferencial. Se a + 1 € A/I, entdo ¢(a'+ 1) = ¢(d') = p(a) = (P(a + I))'. O
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3. Ideais radicais

DEFINIGAO 42. Como na teoria de anéis, chamamos um ideal I de ideal radical se
a™ € I implicar que a € [.

LEMA 12. Se ab pertence ao ideal diferencial radical I, entio ab' € I e d'be I.

DEMONSTRAGAO. ab € I = a'b + ab' € I. Multiplicando por a'b, temos (a’b)? +
a'bab! € I = (a'b)’> € I; como I & um ideal radical, temos a’b € I. O outro termo:
(ab’ + a'b)ab’ € [ = (ab)? + a'bab’ € [ => (ab')* € | = ab’ € I. O

LEMA 13. Seja I um ideal diferencial radical em um anel diferencial A e seja S um
subanel de A. Definimos T' como o conjunto de todos os & que pertencem a A que satisfazem
xS C 1. Entao T é um ideal diferencial radical em A.

DEMONSTRAGAO. Do fato de T" ser um ideal e de a,b € T, temos aS € [ e bS € I.
Assim, (a +b)S € I, pois (a+b)S C aS+bS C I,ouseja,a+beT. Se a € A, entio para
qualquer b € T', temos bS € I = abS € al C I. Logo ab€ T, isto é, «T C T.

T ¢ ideal diferencial: b € T'=> bs € I, Vs € S. Como I & ideal diferencial radical,
pelo lema 12, b's € I, Vs e S, logo, b’ € T.

T ¢é ideal diferencial radical: 0" € T' <= b"S € I. Como S é um subanel, temos que
b*s" €I, Vse S. Usando que I é um ideal diferencial radical, temos que bs € I, Vs e S.
Logobe T. O

Em qualquer anel comutativo a intersec¢ao de qualquer colecao de ideais radicais é um
ideal radical " € NI; <= z" € [;, V7, mas [; é radical para todo 7, logo = € I;, Vje
a€Nlj < a€l;, Vj,masI;éideal diferencial para todo j o que implicad’ € I;, Vj.
Em um anel diferencial a intersec¢iao de qualquer conjunto de ideais diferenciais é um ideal
diferencial e portanto a interseccdo de qualquer conjunto de ideais diferenciais radicais é um
ideal diferencial radical. Portanto, para qualquer conjunto .S em um anel diferencial existe
um tnico ideal diferencial radical minimal contendo S; que denotaremos por {S}. (Esta
notagao é para ser cuidadosamente distinguida do uso de chaves para adjuncées de variaveis
diferenciais em anéis diferenciais.)

LEMA 14. Seja a qualquer elemento e S qualquer subconjunto de um anel diferencial.

Entao a{S} C {aS}.

DEMONSTRAGAO. Pelo lema anterior, o conjunto dos z tais que az € {aS} é um ideal
diferencial radical e contém .S, portanto contém {S}. Logo a{S} C {aS}. O

LEMA 15. Sejam S e T quaisquer subconjuntos de uwm anel diferencial. Entdo
{SHT} c {ST}.

DEMONSTRAGAO. Pelo lema anterior o conjunto dos z tais que z{7'} C {ST} contém S
e ¢ um ideal diferencial radical pelo lema 13, entdo contém {S7}. O

DEFINIGAO 43. O radical de um ideal é definido como o conjunto de todos os elementos
com alguma poténcia no ideal.
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O radical de um ideal é um ideal radical. Para a teoria de anéis diferenciais precisamos
complementar esta definicdo com o resultado que o radical de um ideal diferencial é um ideal
diferencial. Mas isto ndo é verdade sem outras hipéteses, como veremos no exemplo 16.

EXEMPLO 16. Sobre o corpo Zj; (corpo de caracteristica 2), seja A uma algebra de
dimensao 2 com bases 1 e =, onde z? = 0 e 1 é a unidade. Se definirmos 1’ = 0 e 2’ = 1, temos
uma derivagao em A, pois qualquer elemento de A é um polinédmio em = com coeficientes
em Z,, da forma a + bz, pois #? = 0. O radical do ideal nulo, R(0), é gerado por z e nio é
um ideal diferencial, pois 1 ¢ R(0).

O préximo exemplo mostra que nem todo ideal radical é um ideal primo, mas é facil
mostrar por indugao que todo ideal primo é radical.

EXEMPLO 17. Seja Z o anel dos inteiros e definamos a derivagao ’ dada por 1’ = 0. Se
observarmos o ideal 6Z, teremos que 6Z é um ideal radical e que 6Z nio é um ideal primo

porque 3 -2 € 6Z mas 3 € 6Z e 2 ¢ 6Z.

4. Algebras de Ritt

DEFINIGAO 44. Uma dlgebra de Ritt é um anel diferencial contendo o corpo dos ntime-
ros racionais (que é necessariamente um subcorpo do anel de constantes). Uma algebra de
Ritt &€ uma dlgebra de fato sobre os ntimeros racionais, e geralmente de dimensao infinita.

LEMA 16. Seja I um ideal diferencial em uma dlgebra de Ritt e seja a um elemento
com a® € I. Entdo (a')> € I.

DEMONSTRAGAO. Temos (a”)' = na"'a’ € I. Como I admite multiplicagdo por 1/n €
Q, a"'a’ € I. O caso k = 1 da afirmagio a" *(a’)?*~! € I esta feito. Diferenciando, temos:

(n _ k)an—k~1(a/)2k—1 + (2k _ l)an—k(a1)2k~2a// cl.
Ap6s multiplicar por ', vemos que o segundo termo pertence a I. Podemos cancelar o fator
p P p q g
(n — k) no primeiro termo e teremos
an—k—l(a1)2k—l c I,

que é o caso k+1 da afirmacao feita acima (portanto esta provada por indugao). Finalmente
podemos repetir esse processo até k = n, quando (a’)>* € I. O

LEMA 17. Em uma dlgebra de Rilt, o radical de um ideal diferencial é um ideal dife-
rencial.

DEMONSTRAGAO. Conseqiiéncia imediata do lema anterior. O

5. Teorema de Krull

E um teorema classico da teoria de anéis comutativos que afirma que qualquer ideal
radical é a interseccdo de ideais primos.

E um fato que a palavra diferencial possa ser inserida tanto na hipétese quanto na
conclusao deste teorema. A técnica da demonstragao reside no seguinte lema:
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LEMA 18. Seja T' um subconjunto de um anel diferencial A, fechado pela multiplicacao.
Seja Q o ideal diferencial radical mazimal com respeito @ exclusio de T, isto €, Q é o maior
ideal diferencial radical tal que QNT =@. Entdo Q ¢é primo.

DEMONSTRAGAO. Se @ - b pertence a ), com ¢ € Q e b & Q, entdo {a,Q} e {b,Q} sao
ideais diferenciais radicais estritamente maiores que Q). Portanto {a,Q} e {b,Q} contém
elementos de T', digamos t; e t;. Assim, pelo lema 15, t1¢; € {a,Q}{b,Q} C Qe tit, € T
portanto temos uma contradicao. g

TEOREMA 7. Seja I um ideal diferencial radical em um anel diferencial A. Entdo I ¢
a intersecgdo de ideais diferenciais primos.

DEMONSTRAGAO. Dado um elemento = ¢ I, temos que produzir um ideal diferencial
primo que contenha / e ndo contenha z. Seja T' o conjunto de todas as poténcias de z; pelo
lema de Zorn aplicado a

S = {ideais diferenciais radicais que contém /

e que nao contém nenhum elemento de 7'}

com a seguinte ordem parcial: « < b <= a C b; toda a cadeia ascendente de S tem um
majorante, isto é, [; C [, C --- C u It
1EN*
Assim, existe € S que é maximal com respeito & exclusdo de 7. Aplicando o lema
anterior,? temos que () é primo. O

6. Extensoes de ideais primos

Agora vamos contemplar a seguinte situagao: A é um anel diferencial contido em B
(que inclui a hipétese de que eles tém o mesmo elemento unidade). P é um ideal diferencial
primo em A (portanto, radical) / é um ideal diferencial radical em B que contrai em P (isto
é, P=1NA). Temos duas questoes:

(1) I pode ser estendido a um ideal diferencial primo que também contrai em P?
(2) I é, de fato, a intersecgao de ideais diferenciais primos que contraem em P?

A resposta a primeira questdo é uma afirmativa incondicional, como mostra o

TEOREMA 8. Seja B um anel diferencial com wm subanel diferencial A. Seja I um
ideal diferencial radical em B tal que P(:= IN A) é um ideal diferencial primo em A. Entdo
I esti contido em wm ideal diferencial primo em B que também contrai em P.

DEMONSTRAGAO. Tomamos T' o complementar de P em relagio a A e para aplicarmos
o lema 18 e obter um ideal diferencial primo @, precisamos verificar que 7' é fechado pela
multiplicagdo: a,b € T = a ¢ P e b ¢ P, portanto ab ¢ P, pois se, por absurdo, ab € P
coma ¢ Peb ¢ P, entao do fato de P ser primo, a € P ou b € P, contrariando a
hipétese. O

10bserve que Lj{/ I; é um ideal e pertence a S.
1EN®

2Observe que 7' é fechado em relacao a multiplicagao.
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Para responder & segunda questao, afirmativamente precisamos de uma hipétese adi-
cional: ab € [,a € A,b € B implicaa € I ou b € I. Esta hipétese ndo pode ser descartada,
uma vez que todo ideal /, satisfazendo a tese do teorema, tem esta propriedade.

TEOREMA 9. Seja B wm anel diferencial com um subanel diferencial A. Seja I um
ideal diferencial radical em B tal que abe I, a € A,b€ B implicaa € [ oube [ (note que
P:=1NA ¢éum ideal diferencial primo em A). Entio I pode ser expresso como intersec¢io
de ideais diferenciais primos em B que também se contraem em P.

DEMONSTRAGAO. Seja € B\ I. Devemos construir um ideal diferencial primo que
contém I, que contrai em P e que nao contenha z. Seja T C B o conjunto de todos os
elementos da forma az", a € A e a ¢ P. Entdao T é multiplicativamente fechado, pois P
é primo em A, e segue, de nossas hipoteses que I N T =@. O lema 18 nos fornece um
ideal diferencial primo () que contém I e I NT =&. Observemos que = ¢ @, pois z € T.
Finalmente para ver que QN A = P, seja 0 # a € QN A. Entdo az € @, o que é uma
contradigao, pois az € T'e Q NT =, a menos que a € P. a

7. Um lema no anel de polinémios

Nesta se¢do, por conveniéncia, separamos um lema elementar nio diferencial.

LEMA 19. Sejam K e L corpos com K C L, B o anel obtido fazendo a adjuncio de
um conjunto (provavelmente infinito) de varidveis a L; A o anel obtido fazendo a adjuncdo
destas mesmas varidveis a K, P um ideal em A, J um ideal em B gerado por P, I o radical

de J. Entao:

(a) Se P ¢é radical entio IN A = P;

(b) Se P é um ideal primo tal que ab € I, com a € A e b € B entdo oua € P oubel;

(c) Suponha que a caracteristica de K seja 0 e que P # A (P ndo precisa ser um ideal
radical). Sejam y wma das varidveis e s um elemento que esté em L mas nio em
K. Entioy — s nao estd em I.

DEMONSTRAGAO. Olhemos L momentaneamente apenas como um K-espaco vetorial e
escolhamos uma base vetorial u,, o percorrendo algum conjunto de indices. Escolhemos u;
e uy dois elementos da base (embora ndo existam indicios que o conjunto de indices seja
contével muito menos que seja bem ordenado). Podemos tomar, em particular, u; = 1.

Todo elemento de B tem uma tinica expressao Z GalUy, onde a, estd em A e tal elemento
estd em A somente no caso de todos os a, serem nulos exceto, eventualmente, a;. Agora
J evidentemente consiste exatamente de todos os elementos Zpaua, Pa € P. Segue que
JNA=P.

(a) Suponhamos que P seja um ideal radical e que b € I N A. Entdo para algum n, 6"
pertence a J N A = P. Como P é um ideal radical, b € P. Portanto /N A = P.

(b) Suponhamos, agora, que P é um ideal primo e que ab € I, a € A, b € B. Entio
a"b™ € J. Digamos que b" = Zaaua. Encontramos Z(a"aa)ua € J, portanto
cada a"a, € P. Se a € P ou se para todo a, € P, temos b" € J,b € .
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(c) Suponhamos que y — s pertenga a I e cheguemos a uma contradi¢io. Alguma
poténcia (y —s)™ € J. Seja Iy o conjunto de todos os polindémios em y (coeficientes
em L) que estdo em J. Iy é um ideal principal cujo gerador divide (y — s)™. Este
gerador nao pode ser constante (isto é, um elemento nado nulo de L) mas entio J
deveria ser todo B e P = JN A deveria ser todo A, contrariando nossa hipétese.
Entao o gerador ¢ da forma (y—s)” com r > 1. Agora tomando u; =1 euy = s (da
base vetorial), (y — s)" é expresso como combinagao linear dos u,, cada coeficiente
separadamente deve estar em P e portanto em J. Em particular, isto é verdade
para o coeficiente de uy, um polinémio comegando com y” e entdo nao tendo termos
em y"~'. Este polinémio deve coincidir com

(y—s) =y —rsy™" 4---.

Como a caracteristica é nula, isto é impossivel.

ad

A parte (c) pode ser adicionada a afirmacdo que (no caso de caracteristica 0) J é um
ideal radical se P o for.

8. Isomorfismos admissiveis

DEFINIGAO 45. Um isomorfismo entre dois corpos K e L é chamado de isomorfismo
admissivel se existir um corpo M contendo ambos K e L.

Os isomorfismos admissiveis desempenharao papel de substitutos temporarios dos auto-
morfismos; ou seja, em um certo contexto, deveremos ser capazes de provar que isomorfismos
admissiveis sao automorfismos. A teoria de Galois classica pode ser desenvolvida desta ma-
neira: se N é uma extensdo separével finita de K, entao N é normal sobre K se e somente se
todo isomorfismo admissivel de N, que fixa K é um automorfismo. No tratamento moderno
da teoria de Galois, os isomorfismos admissiveis nao sao mencionados; mas eles parecem ser
indispensaveis para a teoria de Galois diferencial.

Nés provaremos agora, dois teoremas basicos notando a extenséao e existéncia de iso-
morfismos admissiveis.

TEOREMA 10. Sejam M um corpo diferencial de caracteristica 0, K e L subcorpos
diferenciais e seja S um isomorfismo diferencial de K sobre L. Entdo S pode ser estendido
a um isomorfismo diferencial admissivel definido em M.

M )f\M’
SN

K —— L

DEMONSTRAGAO. Ordenando parcialmente os corpos via inclusao, pelo principio da in-
dugao transfinita, reduzimos o problema ao seguinte:
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dado um elemento v em M mas nao em K, procuramos definir uma extensao

do isomorfismo S a u, a imagem de u, ficando em alguma extensio de M.
Seja K {u} o dominio integral gerado pela adjuncio de u a K e seja K{y} o dominio integral
gerado pela adjuncdo de uma variavel diferencial y a K. Seja P; o kernel do homomorfismo
diferencial definido em K{y} sobre K{u} definido da seguinte forma: fixa os elementos de
K eleva y em u.

e Certamente P é um ideal, pois o homomorfismo é um homomorfismo de anéis;

e P, é um ideal primo pois a € P, se ab € Py, entdo o homomorfismo y — u leva ab
em 0, porém, como K{u} é um dominio, o produto das imagens do homomorfismo,
aplicado em a e em b é levado em 0. Logo alguma das imagens deve ser 0, isto &, P,
contém a ou b;

e P, € um ideal diferencial, pois o homomorfismo y — u é um homomorfismo di-
ferencial, isto ¢, se a — 0, entdo ' — 0’ = 0, (o gerador de P; é o substituto
natural para o polinémio irredutivel de u que seria usado, sob o ponto de vista da
teoria classica de corpos).

Transferimos o ideal P, a um ideal P em L{y} via o homomorfismo S.® Seja J o ideal
em M{y} gerado por P. Como M consiste de todas as somas finitas Zp,-m,- com p; em P e

m; € M{y} é claro que J é um ideal diferencial. Seja I o radical de J. Como a caracteristica
de M é nula, pelo lema 17, I é um ideal diferencial (radical) em M{y}. Pela parte (a) do
lema 19, INL{y} = P (Os K e L do lema 19 sao substituidos por [, e M. Note que do ponto
de vista algébrico M{y} é obtido fazendo a adjuncao de um ntmero contavel de variaveis
a M). Pelo teorema 8, I pode ser aumentado a um ideal primo Q em MA{y} satisfazendo
QN L{y}=P.

Escrevamos v a imagem de y sob o homomorfismo natural de M{y} sobre M {y}/Q.
Definimos um homomorfismo de K{y} sobre L{v} em dois passos: K{y} para L{y} via S,
e entdo de L{y} para L{v} levando y em v.

O kernel da segunda aplicagao ¢ @ N L{y} = P. Portanto o kernel do produto das
aplicagbes € P. Assim, conseguimos um isomorfismo diferencial entre dois dominios integrais
K{u} e L{v}, estendendo S. Pelo teorema 5, o isomorfismo se estende unicamente a um
isomorfismo diferencial entre os corpos de fragées. Isto conclui a prova do teorema 10. [

TEOREMA 11. Seja K um corpo diferencial de caracteristica 0. Seja s um elemento em
um corpo diferencial maior L, s ¢ K. Entdo existe um isomorfismo diferencial admissivel
em L que realmente move s e € a identidade em K.

DEMONSTRAGAO. O procedimento fundamental é o mesmo usado na prova do teorema
10. Para uma variavel diferencial y, chamamos de P o kernel do homomorfismo de K{y}
em K{s}. Claro que P # K{y} para s # 0. Seja J o ideal em L{y} gerado por P, onde
L = K(s). Seja I o radical de J. Entao I ¢ um ideal radical em L{y} que contrai, em
K{y}, em P. Suponha que I tenha expandido para um ideal diferencial primo Q em L{y}
que também contraia em P, em K{y}. Seja ¢t a imagem de y sob o homomorfismo de L{y}
sobre L{y}/Q. Entao podemos construir um isomorfismo diferencial admissivel de K(s) em
K(t), que leva s em t. Observe que ¢t = s somente se y — s € Q.

3Levando os coeficientes através de S e fixando y e suas derivadas.
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Agora a parte (b) do lema 18 nos conta que a hipétese do teorema 9 é satisfeita (com
K{y} e L{y} desempenhando os papéis de A e B respectivamente). Conseqiientemente
a intersecgao dos @'s como acima é [. Se sempre encontrarmos y — s € Q, seguiria que
y — s € K mas isto contradiz a parte (c) do lema 19.

Temos, portanto, construido um isomorfismo diferencial de K(s) em L(t) que move s.
Pelo teorema 10 podemos estender a um isomorfismo diferencial admissivel definido em todo

L. a



APENDICE C

Demonstracao do lema 4

PROVA DO LEMA 4. Seja (z_1,u_1) = (z,u) a representacdo de estados original do sis-
tema S com saida y(®) definido pelo sistema explicito (5).

No passo k — 1 desse algoritmo (k € {0,1,...}) pode-se construir uma representacio

local de estados classica (zk—1,ur—1) com saida y*) definida numa vizinhanga aberta Uj_,

de 3
‘ ESuponha, que span{dt,dzi_1,dy™} nio é singular em torno de &.
Note que podemos dar a seguinte descrigdo geométrica do algoritmo de extensao dina-
mica:
S1. Escolha g, (possivelmente dentre as componentes de y), de forma a completar
{dz}_1} a uma base {dt,dmk_l,dyfck)} para span{dt, dzy_,,dy®}.
Escolhe-se uy (possivelmente dentre as componentes de wu;_;) completando-a
uma base {dt,d:ck_l,dgik),dﬁk} do espaco span{dt,dzy_,,dur_}.

De acordo com o que foi feito no exemplo 6, isto define uma realimentacio local

de estados.
Por construgao, esta realimentacdo local de estados tem as propriedades

?ik) = U
ijl(;k) = yk(ta:vk—laﬁk)

S2. Defina z; = (:ck_l,yff)) e up = (yff),ﬂk). Essa é uma extensao de estado dinimica.

Note que (S1) e (52) produzem uma nova representacio local de estados (g, ux) do
sistema S definido em uma vizinhanca aberta U, C Up_; de €.

Note também que os passos (51) e (S2) descrevem o procedimento do algoritmo da
extensao dindmica que pode ser executado, pelo menos teoricamente, para sistemas nao
afins (neste caso os calculos podem nao ser efetivos, pois é necessario aplicar o teorema da,
funcao inversa para calcular a realimentagdo ux—y = y(z_1,vx) em cada passo do algoritmo.

Uma descrigao do algoritmo da extensao dindmica para sistemas nio afins pode ser
encontrada em [LF87].)

(1, 2): Mostraremos primeiramente que a representagio de estados (zx,u;) é classica,
isto &, span{dax} C span{dt,dzy,duy}. Esta propriedade vale para (z,u) (k= —1).

72
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Por indugao supomos que a propriedade valha para (zy,u;). Entdo por (S1) e (52)
temos que
span{dij41} C
C span{dt, dzy, dzy, dyg‘), d?i.k)} C
C span{dt, dzyi1,dugy }.
No passo k = 0, escolhemos uma particio y© = (yéo),%o)) e construimos g satisfa-

zendo (S1) para k = 0.
Entao dijéo) € span{dt, dz, dyf)o)}, logo

d?(()o) e span{dt,da;,di:’dySO),d?SO)}
C span{dt,dz, du, dg}", gy }.

Assim, dy € span{dt, dzo,duo}. Entdo é facil ver que 1 e 2 sdo satisfeitos para k = 0.
Agora supomos que no passo k — 1 temos uma representacdo local de estados (Th—1, Uk—1)
satisfazendo 1 e 2.

Escolha uma, particio y*) = (y}f’,g,(f)) de forma que (S1) seja satisfeita e construimos
uy, satisfazendo (52).

Por 1 para k — 1 e (S1) segue que

span{dt, dz,} = span{dt,dz,dy,...,dy"™}.
Por construgao, notemos que
dy’ik“) € span{dt,dzi_q,dT)_, dﬂ;(ck), d?l(ck)} c
C span{dt, d-'Ek—l 5 duk—l, dyi;k)a dygck)}-

Por (S1) segue que dy*+V) ¢ span{dt, dzy, duy }.
Podemos mostrar que se 2 vale para k — 1, entao

span{dt, dzy, duy} = span{dt, dz,dy, ..., dy"*+1), du},

completando a indugao.
De fato,

span{dt, dzy, duy.} = span{dt, dxk_l,dy,(f), dur} + span{dﬁi_o)}.
Por (S1) e pela hipotese de indugao, segue que
span{dt, dzy, dui} = span{dt,dz,du, dy, ..., dy"} + span{d?ftk)}

Desde que dy*t1) ¢ span{dt,dzy,duy}, entdo 2 vale para k. Isto mostra 1 e 2.
(3, 5, 6, 7): Mostraremos primeiramente que

(49) dim Yy (v) — dimYi_y(v) > dim Yjqq (v) — dim Yi(v)Vr € Sy.
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Para isto, note que se as 1-formas {n,...,n;} C Y} sdo linearmente dependentes médulo
Yi_1, isto &, se
s p k-1 _
apdt + Z ami+ Y Z By =0
1=1 i=1 j3=0

entdo, derivando em relagao ao tempo! temos:

s k—1
Godt + Z(dﬂ?i + o) + Z Z(ﬂijdygj) + Bi;dy f“l)) =0,
i=1 i=1 j=0

em outras palavras 7y,..., 7, sao linearmente dependentes mod Yiy1.

Seja ¢ € Sk. Da ndo singularidade de )}, Y;, 7 =0,...,kem Si, sedim Y, —dim Y,_, =
Lem ¢ € Sy, entdo podemos escolhoer uma particio y = (77,77 ) tal que § tem ¢ componentes
e temos, localmente, Y; = span{dg®)} + Y;_,.

Seja ¥ qualquer componente de § para j € {1,2,...,p — [}. Por construcio temos que

{d@fk),dzj(k)} é linearmente dependente mod Yj_; para todo j € {1,2,...,p — rl}.

Do que foi dito acima segue que o conjunto {d@f“l), dg(k“)} é localmente dependente

mod Yy para todo j € {1,...,p—r}, mostrando (49). Em particular a seqiiéncia pj é nio
crescente.

Mostraremos agora que
(50) dim Vi (v) — dim Yi—i (v) < dim Yiy1(v) — dim Vi (v), Vv € Sy

Suponha que (zx,u)) é uma representagiao de estados construida em uma vizinhanga Uy
de um ponto { € Sy e que satisfacam (S1), (S2), 1 e 2. Como c[f/,(ck) C ug, segue que as
componentes de dﬁik) sao independentes mod Y pois eles também siao componentes da

entrada uy e além disso, span{dt,dzy} = Y. Logo yfﬁil) pode ser escolhido de forma a

satisfazer 3, o que mostra (50). Em particular, o34, > 0.
Para mostrar a convergéncia da seqiiéncia p; e o} para algum k* < n, supomos que
v € Si. Denotemos span{dz} por X, entdo }, = X + Y}, e portanto

dim Yy(v) = dim X (v) + dim Y3 (v) — dim(X (v) N Yi(v)).
Denotemos, para k € N :
se(v) = dimYe(v) — dim Yy (v)
pr(v) = dimYi(v) — dimYi(v)
Note que pr = pr(v) e o = si(v) sao constantes para todo v € S;. Também temos:
(51) sk(v) = pr(v) — dim(Yi(v) N X (v)) + dim(Yi—1 (v) N X(v)).
Mostraremos agora que

PROPOSIGAO 6. Se existir k™ e algum v € Si» tal que sp+(v) = pro(v) = p, entio
ske+1(€) = pre41(€) = p para todo € € Sie.

Usto ¢, tomando-se a derivada de Lie L%(.).
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Notemos que, da proposi¢ao 6, uma inducio simples mostra que sk(€) = pe(§) = p
para todo k > k™ e £ € Si-. Além disso, essa tltima afirmacio implica que Sy = Sy para
k> k"

DEMONSTRAGAO. Para mostrar a proposigao 6, suponhamos que para algum v € 5.,

P (V) = sp=(v) = p.
De (51), segue que
—dim(Y;+ (v) N X(v)) + dim(Ye_1(v) N X(v)) = 0.

Como as dimensoes de Yi» N X e de Yy N X sdo constantes em S, segue que, para
todo ¢ € Si+, temos:

(52) Pe(§) = sk (€) = p
— dim(Y} (€) N X(£)) + dim(Yz-1(€) N X (€)) = 0.
Note que de (51) temos

(53) sk 41(6) = pre11(€) = — dim(Yie 11 (&) N X(€)) + dim(Yie (€) N X (€))
para todo £ € Si~. Por (49), (50) e (52), segue que:

3k*+1(§) —Pk*+1(§) > 0.

Como — dim(Yj»41(€) N X(€)) + dim(Yie (€) N X(€)) < 0, a tnica possibilidade é ter
ambos os lados de (53) iguais a zero para todo & € Sj..
Usando (49) e (50) novamente, temos a proposicio 6. O

Note que uma simples indugao mostra que a proposicao 6 implica a 7.

Para completar as provas de 5, 6 e 7 é suficiente mostrar a existéncia de k* tal que a
proposi¢ao 6 valha. Para isso, note que dim(Yx(2)NX(v)) é ndo decrescente para k = 0,. ... n
e € menor ou igual a n = dim(X).

Em particular, existe algum k* < n tal que dim(Yj ()N X (v)) = dim(Yi-_1 ()N X (v)).

(4): E conseqiiéncia de 1, 2 e do modo como 7. é escolhido em (S1).

(8): A primeira parte de 8 segue diretamente da afirmagao 3, do fato que card(y,) = oy
e de 5. A segunda parte de 8 segue facilmente da igualdade de card(y,) = oy, do fato que
as componentes de dyﬁf“)
k> k.

(9): Conseqiiéncia do lema 2. O

sao independentes mod Y} e do fato de que o} = pp = p para
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