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Resumo

l?saudamos o apj'eçanlnlLo livre de aibit]agem de i]]stiume]]Los derivativos co]]] volatiliílade estocást.i(a:

silllilat' ao modelo de lleatll-Jai'l'ow Nloiton (fl.lr\l) pata taxa de jugos esLocástica. C:onleçat]do desde ui]]

conjmito inicial dc plenos cle hldices de opções e sua suf)tH'fície de \olat.ilidadí' local associada: Delma.ll e

lÇani mosttaltu l coillo construir ill la falilília de l)rocessos estocásticos cot)Linhos (lue definelli a evolução
lix-re de ail)itiagem dcst.a sui)erftcle de volatilidade local através do teillpo. Taillbéin estudatllos alvores

impljcit.as estocásticas como iill!)lelllentações discretas de i]ossa família de n]odelos e]]] teillT)o colltínuo

Dul-ante cacjQ pt}.sso de telllpo discreto o índice se nlovinlellta aleatória,l lellte desde seu véi vice illicial

pai'a algum véi-t.ice no seguinte nível de tempo, eil(]uallto as pt'obabilidades de trat]siq:ão tan]bén] variant.

Começando desde dual(luer vértice: os )lloxit)lettt.os fllturos do íi)(alce e as volatili(lacles locais deveria sei

restritas t.al (lue as pi'ol)abilidades de tl'ansição de to(los os \értices [tttutos sejam n íutillga]s simu]tatlea-

nlenÍe. Isto gatalit.e cine os preços itl)dais das opçf)es pari)lanecenl jlistos. Considet'amos o apl-eçajnento cle

uiJla classe de deiivat.idos cle volatili(laje: os swaps de xolatiliclade. Os s\tais de vola{.ilidacle são fut\aros

('t)nt.ri t.os sol)t'e a volat.iiidade fliLui'a realizada do t\uivo. Os swaps clc \:aiial}(ii! são contratos sittlilares

sol)te valiáncia: o (!ladrado da volatilidade futura. [)oferente (]as opções so])re ativos. cuja exJ)osição (]a

\:olat.ilidacle está contaminada pela clepetldêt)ci:\ clo pi-eço clo ativo. Estes swaps (le x-olatilicliLde pi'ovêem

a exJ)osição !)ura só cla volatilidade. .i\(lui iiitrocluziillos algumas dehnições e pi'opiierlades dos swaps de
vai-iâilci« e volatilidade

Abstract

W'c st.udy an arbrit.i'age appioacl] to coi]ti]]gent claims valuatio]] xx,ith stochastic volatilit.\: silllilm to

tule lleatll-.Jatrow-Nlorton([l.JTK]l ap])I'oac]l to stochastic illterest i'at.c. Star'tiilg fionl all ii itia] set of index

optlons plices and theil' associated local volatllit}, surface, Dóri)lan atld l<ani showed how to consLiucl

a failli[y of collt.ílluous time stock)astic processes whic]l define the arbitrage free evol\leio!] of tllis local

volatility surja.ce thiough time. \\re sttld}, too stochastic inlplied trees as disc!-ete ijllpienlentations of

oul faillily ot (ontí)luous time niodels. Dul'ing eacla discrete time step the il)dex lho\es tanclonlly frot)l
its InititLI llo(!c to soille Hoje at l.he i)ext tillle levei. while tule local ti-atlsiLion pi'ol)abiiities between tule

nortes algo va['y. Startii]g fron) a)]> nade. t.l]e fut.ure movei]ae]]ts of the Index ai d the local \olatilities

lllii$t be iestricted se tllat t.lle trailsitioJI p!'obabilities to all l\ituie nortes are sinlultaneouslv mai-tingais

I'his guarantees tl)at initial optiolls l)vices retllaitl rali. \X'e convidei- a class of volatilit>: cleii\avive pl-icil)g

tl)r \uliitilit} swaps \'oiatilit.v swaT)s ale fot'w-alce contract on futille lealized stock volarilit..}. Val'ii\llc(

swal)s ai'e sita irai co]]t]acts oi] vatiallre tl\e s(lttaie of hituie volatiliLy. Botll of tliese itist.tui)lenta pt'oxldp



an easy way for iilvt-stots to mail) exposut'e Lo t.})e future levei of volzttllit.y. LTillike a stock option. wllose
volatillt)- exposuie is (Olltamillated by its stock-})vice clependence: {tlcse swaps provide pul'e exposure to

x.o]ati]ity a]one. nele w:e int.ioc]uce sotlic (]f fillitions ai d plopelties of bota vai'lance and volatllit) swil.i)s
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Introdução

A teoria. de Black-Scholes pala o apreçanlento de opções iBS731 assun)e (lue os p)'egos (los ativos
surja(elites são € stocásticos e coill uma dii âi ica do t:itio log non]]al. lilás a volatilidade futltra: as taxas
cle jugos e os dividendos são dotei-llliníst.ecos. .'\- reoi'ia está baseada )]a t'xclusão de t\rbitiageni.

Neste traballlo vaillos est.uclar i)loclelos com \oli\tilidade estocástica. propostos por Derlllatl e l<a)li l)K071,

similar' ao i]aodeln de Heatl] Jal't'ow Àlorton IHJXJ921 para a taxti de juros esLocástica. C'onleçan]os cot]]

unia econc))niit en[ t.e]]]po coiitínuu coi]] \:ái-ios falai'es Trabalhamos co]]] \olatllidades locais (fLLtUi'as)

)]o lugar de volatili(It\des implícitas: illll)onílo uma está utuia esCociistic:\ soft'e a sul)elfície cle \olatilidade
Eoca]

No i)modelo de Black Sclloles. o i'isco é n]odelticlo pot tii] J) iiãilletlo de \olatiliclnrle cnt\staitte. \;cultos

autor'es piopuseialil cine il \olatiliriacle deveria sel- nloclelacla poi unl pi'o('osso estou;estico l)ai'a optei' utJ]

}nodelo i)leis iealist.?\: Dias este ll)oclelo não pode sei observado tlltetâ])]Btlte. Na realidade: a volatilidade
}lao pode ser obser\-cada

.\ volatilidade (lue coltesponcle ao lnelcado atllal pai'a os pi-aços de opções no )))oclelo de Bla.ck-Scholes

é cllama(]a vo]ati]idt\de inlli]ícita. Esta vo]ttti]i(jade depende do l)lego (!e exercício e t.empo de vencimento.

e coillo função clo l)i'eço de exercício foi'lna uma cura-a cllanlada sr?lz/c dc zpo/QÍz/fdü(/c. Pa)a estudar est.a

stllilc de volatilicla(le foi prol)osso estudam- modelos (iue pet'lllitan cine a volatilidade se.]a estocástica.

Este ltlo(leio supõe conliecicla olha sul)erfície íle volatilidade illicial e sugere um processo estncástico
de vál'ios fatoies contínuos llo [eillT)o pata a sua evo]ução no tempo. Pala introduzir ullla di})ámlca

estocástica. pera)lititalos fluttu\ções da super'fície de volatilidade lo('al à )lledida (]tie o tem])o e os pl'eços
dos 4tivos variam

Para gnt'alar.it cite este pto(essa sela cnilsistente caIU ullltl econotlaia llvl-e rle arbitrageila. valllos estudar

as colldições f)i\ia evItE\j- estas o!)oitunidades cle a]'bit.i'agei]] (en (lualcluei' [É11)lpo futul'ol. Este\s colldições

sao não llnerales c [l[ais (:o] )plenas (lue as estudadas poi' HIÃ l pari\ os i)bode»los íle taxa de .iuios estaca.ética

VâHlrls Lanlbéil] illtroduzii át'x-cites esFocásticas eln un) contcxl.o dis(i-eto onde a super'fície de \.olati-

llclade soa-o variações esmo(.ásticas \''anhos ti'aball]ar co]]] ái\:aios trilloi tlais estocást.ices Ír)l<iCOCj: onde
as posiçi)f's elos \-éltices são lixas li as as lnobal)iildades cle [t'a]]siqão VELE-ian) esrocásticaillí lte à il)edlcla

l
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que o Lclllpo e o ílldice mudam. En(luanto o tetnpo passa; o íilclice se nloxilllellt.a aleatoliaillente de \értlce

[)an\ vét tece à illedida (]ue as \olt ti]ic]ades ]o(ais f]utualla est.ocást.icalllente atrtwés da át volte

\'aillos estudam' o ap]eçai]]eiito de ]i]])a classe particuJal- de dí:ii\-ati\os: os ch u ciclos swaps de volati-

lidãrlc. Swaps de \oliitilidade são os insti'ullaentos nazis sii)ll)les pai'a peJlllitii a negociação de pura
volatilidade. A \:olatilldade de una iLtixo é a illeEdida }-Dais simples do fisco ou illceiteza. .4s opçõí:s sobre

ativos são inlt)raras. pois a. sua exT)osição clcpende do preço do atino e da sua \rolatilldade. Um sw-aT) de
\-olatilldade é un] conta'ato futtlio ptliii a nego(cação cle \olatiliclade pula



Capítulo l

Superfície de volatilidade

\-'amos i]]odela} ui]] itivo cona fisco cujo valor no tetllpo { está dado por S.. Sol) a iliedida mai'tillg;\!

ec[tiivalentf.. o processo de ])reços í]o ativn segiit' uilla r]ii)â.mica (cada pei;t seglii)lte p(luaçiio diferencial
estocástica

ilfi! . ..n - c,(tldz,.
DÊ. '

(] .1)

.4clui: r ó a taxa de jtilos e é assai)lic]a collstai te. a(íl é il volat.ilidarle iilsti\l tâliea ilo tempo [ e ZI
é o movi) lellto Browitiano padt'ão no te,]lipo /. l)ompi)los vt'i a volatilidade local a/* rÍf. S') colllo ullla
estimativa da \:olatilidade iiistatitãnea 110 nível de i)cercado ftlturo /( e teillpo futln-o 7'. Volatiiidades

locais comi'esponclentes a diferentes níveis de illercados e te})}T)os Futuros: conlpreent]em a szlpe?:/:?'c?.e de

ro/aí?l/lr/ade /ocí]/. Os ]legociantes cine usam o nio(leio de Black-Sclioíes caril o hedge. dex-etn muda)

continuamente a sul)osição da \olat.ilidade para ajustam-se aos pi'eços do mercado. Dupito IDup941 e
l)einlan-l<aili l[)1<94aj: pellsaranl nas vo]ati]idí\des bocais (onlo i'epleselltajldn unia illédia de todas as

pc)sslveis \-olatilidaclcs instantâneas ei]] um mui]clo co]]] volatilidade estncústica. A xolatilldade esmo(estica

é um processo não obseiváx.el no n)ei('ado e está sujeita a lnlla di)lãr)fica. pl'ópria: tai]]})ém cona pai'ânletros

não obseivá\eis. Cima \:ez club a real est.futura de volatilidade não é dii'eLalnellte observa\el: o ia)ercado

acaba por calculltr a volatilidade iinplícit:a aBs-l/{: T) das \ái'ias opções dc compra e de x:ci)cltt escrit'as

f)aia un] deteimiilado atino. isto é: o valor' da \:nlatili(!arie (Íiie pl'aduz o pi'eço (le n)ficado da opção. Colllo

o preço da opção depende do preço cle exercício /\ e do vellcililenlo da opção 7 : elltão. a \-olatilidade

Implícita é \ima fu)leão destas duas val-ittvels blue descrevetn villa super-rície de x:olatilidade. Esta super'fície

é cllanli\da (le super'/íc/e de t/o/aíi/f:(/ar/c /rl?p/?'c/la. ,À volatilidade illlplíclttl de ull\ índi(e é o paràlnetl-o cle
volatilidade da fólnlt+la. de 131ack-Sclloies

ILxistí unIR t'ttlica \olatilidaílc in l)lí(ita assoílarltl colll esT)ecíflcos pi'egos dc exncícií)s t.enl!)os de
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vetlcii31elato

Po(le:mos calculou a \olatilidade local a/(.rl&. S) coi-iesl)Olldente ao lliercado flitui'o /í e temi)o '7' ej]]

lui)ção dos preços de OÍ)Cães C'/{ r(/ . S') com dileiciltes preços de c'xet'cicio A' e dos venciillei t.os 7', usa)ldo

a lól'lilula de DuT)il-e ( 1994)

Teor'ema l.O.l (B. Dupire; 1994) Se ürzz netcadr) sobre ?lr? aí?uo ouse cair! dz71ó?r?.?ca (/c preços (/o

!Í$ = rd/, -b a(7)(/Z.

=oiLsí'gitc eíit:o]tt]ur ]] eç.os de equtlüT-lo pal'ct (luolsquílr opçups íie cornpííi {ou ueTidul T)ur lod,{i l)cuco.ll\coto

l e tíJdo Tlreçt) de etelríclo 1<. pvllttíi e:rtst,e UTl\U fiilicn estílll,urll ip uointtlida(te local colttputípel com o
aTIJiií\tri de l)re.ços \Cl{ l \ de opçocs ilegoctítdtts ll.o llteicadt). \luta i\lT\drl. esta eslrut.ltiçt de toluttlldude

pode ser calculada ea,pl'Lcttc ller le u pült.}r dos ])regos (le OT)çtlr.\ segui\(lo íi Júímul.íi:

.i. ,. - , [$F' " 'h'+ ( ] .2)

l)einor)stração: Den[onst.]-a,ção }]o /\pêt]dice }3.

Esta e(luação est.}i a\.i\llacla no pl'eseilte telltl)o e ilí\el de nleicildo. isto é. a/.íl - a/(.Frio:.S'o). lesta
lóiinula é [)estante ii){el'essailíe do palito de vista t.eói'i(o: pois platicanlt'nte define a \olarilidacle eili
teiilaos de uil] collseilso (]e l)ledos de n)el-cacto. Ni\ prática. lataitteilte é uLilizacla. cle\ido à iiisLabilida(le

(lí\s iilteipolações tlunléi'ici\s usadas l)ara calcule\r as derivadas dos !)ieços. Dei'nlan-l<ani ijitloduzij-am

as ái\ates de voiatiiídades: (lue são nada nlzlis nada menos (ltic o aijálogo discreto, no tnul)do real, do
resultado de Dupil'e

1.1 Teoria da volatilidade local

Utlli\ superfície de \:olatilidade local estática (não aleatól'i:ll deflile unia /e07-/la e/eflz,a da volatilida(le

Neste ('ontexto: a supeLríc]e de vo]ati]ic]ade ]oca] é assumi(]a })ui atlecendo iil\adiante à ntedida (lue o

to po É e o preço do índice S val'ial!}

aK.r(t, .SI = al{ T

Este procecliii)puto íloixã tl incei'teztl do pleno du ílldi(e c{)silo a t'mica follte de illcel-reza t)esta Frui'ia

.X lllit\laica lesult;lilíe" se dcpetlde rlc} l)lego (lo inclicr' p (Iti rc'1111)o: í' colilo fullçao destas vniiaveis e
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deteiiniilístictl. .\ tneclida que o temi)o físico ! passa\ e o preço do índice S. varia: a volatilidade iiistantánea

a(t) segue ao gongo da superfície (]e \:olatilidaíle local: coincidindo colll a super'fície de x.'olatilidade local
no teillpo É e 1líx-e} S't

a(/) = as...

Isto é consistente con) un] processo (le ecluilíbrio (efetlvo) dn pt'pço (lo índice descrito pela equação
ci ifeí'ellcia} estocá,st ica.

oilcle pí é o letal'no espel'zldo dos íllclices e d.Zt é a medi(la de W:ieller 110 tempo f. Neste processo i]

\olatilida(le iiisttliltflnea é iu[ia [u))ção c]ete']n]inística (con]leci(]a) do tei)ll)o f e íJo f)reco do ílldlce S.
Os tlloclelos das árvores iilli)lícitas silo estrut.ullts dis('tetas polia a iillJ)lamentação tefetiva) da dinalllica
iep)esenEad;\ l)ela e(]uação 1 1.4). .X rlinãllli(a (los preços de opções padrões lla teoria efetiva é (]esct'it.a
i)ela. eqttaçao ?eg7'essit. a

(1.5)

(:oillo a úi)ica fonte rlf} illcei'reza sabiam(lo e o l)teço rlo ii)dize. as ol)çues padrões são (oinpletaili6'lira

heclgea\:cis (usallílo o preço do índice coillo lledgel. Ecluações 1 1 31 e l i.5.1 i]]ost]i\i]] então (lue a ditií\tllica

dos preços de opções nesta teoria é livre de art)itt-agem. .'\ ecluação li.S) é tanlbéin a dual da e(luação
progre.ss?.t-a satisteit.a pelos pi-egos das opções parti'ões:

:;c',~ «(f: s'li ' ,/{'?jrc'K ,(t s') ;l'l-,s'';l:ic« «(/, s) -o

Esta e(luação é a medi la ([ue a e(]uação(1.2) e é válida pela definição de \-oiati]idade ]oca]: se]]] considc'i-ai'
suposição alguma sob!-e o cmllportanlento da volatilida:de

O pt'opagador l)rogiessivo pt..s.Í'.s' descreve a legação eiltie ns pr('ços das opções tios [)OI)tos (/ .S) e
[í': .S'). com Z < t.' pni'a (ltta](luei' preço de exercício /{ e ve)lcinaento T ati a\ és (la e(libação

('h rl f. SI Pt .s I' .s Ci{.xçl' . S' '\ dS'
Ó

O plopagarloi pt-ogiessivo el}) utlla [eotia da vo]ati]i(jade efctiva cresci-eve a evolução p)'ogiessivn clo

pi'eço (la ot)qao i]o ten]po e p]r'co clo t])rltce. Poílelllos (lefinii' a fttt)çao rlt' clellsicla(le cle pl'o})abllirladp íJp
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transição progressiva coJlao ;](í: .S: ['. .S'') = e: '([ 1')pt s-.t':s,. Eia descreve a proba[)i]i(]ade total de (lue o

preço do índice alcance o ilívcl .S'' no tempo í', sendo (lue o preço do íilclice no tempo f, é igual a S

/\ função de densidade (le probabili(jade de tralasição cotll condições de collton)o
/)If: .g. f. S') = '5(S S'): satlslaz a seguinte eqiii\ção regi..ssi\-a

ãiF'(t: .S /'. .S''l + ,'.S';:p({. .S': f'. .S'l + {a}..S:;ll;ip(t, S': z' S'')

e a sua, equação dual pi'ogl'essix.'a

(] .8)

:;p(l s',z' s'') + '':l; (.s'pu: s /': 5'')) ;:Si ("l$, .,'s''p(f,s: /':.q')) -o

e. l)al'a clualcluei' i $ í $ r' tan]bén] sat.isfaz a e(luação de (:llapnlan-Kolll)ogoiov=

( ] .9)

p(l.s.t'.s') l p{,l.:s.i.l;)í}(i.É.t':.s')as. I't.\ob

.\ l)iopabiliclade rle tl-alasição l)I'og!'estiva i'elacioni\ os ])ieços (las o])iões pad]'ões: Lo])i Í)meço clí: exei'cicio

/f e x,enciiTiei]to T fixos: ti ] difej-elites te)aipos e níveis dc illetcitdo de acordo coi]] a fóill)ula

C::K Tt t. SI := F r(T t)
P(t. S. t' . S' ]C!{ Tt]' . S' ] d.S'.

0

Teor'CHIA ].] .l(Bt'eeden-Litzenbei'ger) Sr:Ja C'/~-.7-(í. .S) o t'«/or r/P urll.a op(: io 'c}/r/ /)Teço ./e e.l 'rc/'cl,o

l\ e t:r.llcti le \to T. cola T ) Q .Fllf). escll+.ü saLTe o a.Liça l se colei f)Teço jlLlurí} S.r. Sel(t t)it. S. T i<b {l

probüblltdnde de (!ue, no leal\po T o preço de tTtdtce sela }quul. n 1< sendo qtLe 110 t.em.T)o l o preço e tgurll Q

$. Podeíitos eTltã.o cíliculal ti l Calda de T)]ot)abt.l]düde ao ]-Isco dos preços de opções líqutrLcLS rtegactüdcts

pelo inca cndol talo é:

plt.S..T. l<\- .-\.T tl.11: C:K.-rtt.S\. (] . ] 2)

Denaonstração: Denloiastração no Apéildice .4

Podemos tanll)én] dehl)ir a fuitção (le densidade de pi'obabilidade de [l'i nsição rcgressi\'a (1)(/{'. 7': /{''. T')

coll] condições de cantai'llo 'l'(/'í:'7': /{'.T') = (5(/{' /\''l pata todo 7'. Ela lelacloila os preços de duas

opções J)adrões: coil] bife)'elites preços de exercício /í e \cncimentos T no tempo f, ( $ 7'' $ T e níx-el de
nle:tcaclo S fixos de acta)clo cona a e(lotação:

CK.rtt,.S) = 1 $(1{.1'. J{'.T')Clçr ri.[..S)(]r<

Esta lití)l)abiiiclacle (le tlitilsição satisfaz. a seguitlrc ecluação l)ioga'esslva

0 ( i.] sl
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Õ7@(/ç r: /r, r')+ 'A'ã:'}(/\'.r: /{': r')+ leal:rÂ''ã-7-='>(/( 7': /\ ': r')

e a sita. eqtlação dual regi-estiva

( 1 . ] 4)

?j;-+(/{: r: /r: r') -F 'iil; (/{'''b(/( I' /\''. r')l ::jÇ;Í lal.., ,,/\'':@r/\'. r: /í': r'))
e. í)anil dual(luel' 7' < 7' < 7'': a ecluação (le (.'haÍ)il)an-l4.olinogoiov

(].j5)

\'LK.T. I{'.T'I $tI<:T. R.tI$tk..T.K'.'r')b.Lf<

De)iv;illdo esta ecluação duas vezes cuil] despeito a S e fazendo 7'' = [ o])t.erros

0 í] . 16)

i)'z

'X'U<i .T.S.t) = iÊãCi<.vtt. SI. ( 1. 1 7)

Podplnos usar a e(junção 1] .4), i]])l)lemeiit.ando sinJulaÇÕes oii ttsanclo inét.idos de iir\odes illlplícitas

})}\iil apieçaillenro ou hedge de ol)Cães co] plex?\s : cona o col\l)eciir)ellFo cle (lue as opções pacli'ões usadas

illiriallliellte pala deu\-al- a superfície cle \-.)larilirlacle local, vão morte-lai' os pl'eços (lue se ajustam a.os val
oi'es clo n)elcaclo. .Xpeslr desr;} ca]]blilgeili. se a vo] \ti]idzl(]e tem ui ) sólido (oill])oi'ta)alento estocásLI( o. os

E)temos íle opções com payoHs deÍ)eildentes rla \olatlliclade ou das suas tlajíltói'ias não sel-ão tel)iesentaíliis

[)elos insultados desta teoria efeti\a Q nl.)Eito é silJiplesmellte (lue os i'esu]tados na t.eoria efetixa est;io

baseados na suposição de blue ?ls \olatillclades locais são est:ricas ou. ecluixalelltejllente, cine a Voiatiliclade

iilstalltílnea é ullla função do níx;el de t)ielcaílo je te)npo). Essa é uma boê\ suposição em situações onde

a volatilidade mosrl'a ujlla forte cota'ilação colei o ilí\-el do hei'ca(!o e: logo: pode ser vista con)o ullla
lullç;lo dela. Poi' exemplo. isto acontece coill as opções cuit.as. Pelo coi]trá]io. ]lo illercado de câillbio

utl l as OÍ)ções Inl\gas. a \olatilidade é l)ieclonliilalltement.e estocástica e a teor-ii\ efeti\:a. íle xolütili(lacles

locais estáticas não é \:ácida. [)exen\os então adorai 111 1 \ foi'nni]ação estocástica pal'a a volatilidade onde

a supetfícle cle volatilidade tens villa ílitlãHlica pióplia.

1.2 Teoria da volatilidade estocástica

Pala p''lnlitií' tlllla dinãnlira eslocástira devettlos introduzir ullla esrnitui-a estocástica ente) ila iia

reo)-ia cfcti\-a. E]]] gel-al: }tá poucas vesti'içõcs lla escolha desta está-usura. L'nu\ restrição illlpoitailte á

a ausellcia de (]uitlc]uei opor'tu)cidade cle a]biti'agc')]l futura ll;\ teoria estocástica flllé\l. Ouvia restii(;áo é
í:omo o núllll'io de latoles esta(áulicos estão l)( ltc do cine é cl)lpil'ictilllttllte í)l)servarlo Falhos consiclel ai'
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ullla está'usura estocásticti e cliscuLi] as co]]dições cine deve ]] sel' i))l{)testas J)aia garantir a ausência de a.rbi-

ttagem. Para permlt.ii' esta cstiutttra cstocást.icinla sill)el-fície de volatilidade local, valllos deixar que a sxi-

perfície soft'a íle Hutiiações estocásticas colll divã»usos falai-es taro:ásticos independentes ll'o. l,t/". . : lt'"
baseados na segtiillre ecluação dãfei'eilcial est.ocástica

dah.rlt, St) - a/Í..[(f. -S'zld/ - !, al~ r(/: St)(/lt';
a

(1-]8)

Oltrlc os I'l'':: z = 0. . . ?l são illovllllelltos Blowtliatlos ilt(lepeiarlelltc's e os coeficientes de \.olatliidarle

0}.-:r são funções dadas blue dependem de falIDo f,: ple:çf) clo iDÍlica S' e aos íatoles l,I':.' ou das siii\s
[listói'ias passa(]t\s. Pala facilitar. só escreveillos a dependéil(ii\ do tela)[)o / e do pi'eço do índice S. Os

parâllletros de diift ar*-.7 lt: .S) Lcn depelldências sii)mates: lilás são restritos para satisfazem' as condições

rle [aão ai'l)iti-agei] . [ncluin]os \.t'o := Z: a foj]te í]e i]]('í'preza do preço do hadice: enfie os favores pala

fine as vitriaçi)t-s estocásticíls da super-fícic de volatiliclaíle local possam)i dt'})ei)clf:r do nível de lllelcado

predominante. .A fallli'lia (le processos cla e(luação ( 1.18) (lehne unia diníimi(a cle (tivermos fatos-es para a

situei'fíci(. (le volatilidade loa\l. Estes [)rocessns poLI( }ll spl i)}tegiaí]os: coilieçaildo desde ullla stiperfJcie

de vc,]at]]i(]ildf, Inicial fixa (não aleatoiia) a/* 'r(0. 5'o) tlu Leinpo / = 0: como

'Ti . z- 1 1 . S't ) a/{.r'(0: So) +
t

c\ í{ . ]- ( u,
0

S:, ) clt. [E'
:=0

Ol*- 1.( u , S« l (ZI,t,';
0

( } . ]9)

O fat.or éJl*-.7-(É: -S'z l ieflete a spHsibilidüílc das \:olatiliclacles l.t'ais a/~ .r(f. S'Í 1: através rle borla a supci-fície

pot ci\usa clo c:lloclue' Intiodtlziclo pelo inoviilleilto Blowilialio tl ' Excito po] condições dc ni(] sulabili-

dade e integrabilida(le. a falliília dos fat.ol-es cle \-olittiliclacle não são rest)idos. .\. volat.ilidade itistantâilea

no telllpo t: c'([), é a vo]ati]idade ]oca] insta1ltãnea no teillpo / e nível de mercado S*, isto é:

a([) = ab. ./ (Í. St) (] .20 )

Ela descreve a variação do processo cle reLoi'nos do [)I'eqo ílo lildice: dado pela e(Junção diÍeretJcia]

! !L = p d/ alf)(/\,I':'
.)t ' (] .2} )

ou sua. foi'lula, ilitegra}

.St - S« '. 1. p..S.ti,t -: l Qi.u\.S.(IW': it.'Z'ZI

Ollde /if é o I'Prol'llo espelaclo clo hldice. Fazendo 7' = / p /\' = .St ]la ccluaqão (].]91: encclnrlanlos a

"(luação est.ocásiica inr:cgial satisfeita pela \olatilicla(if iilst;llifa)lea lou \«)tAfilid;\rlc SPO/ l

t

a l u } .9. dl t '.l)
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a:(t) al}. * ÍS'o oJ +
f

as', ,[l «: S'.)dtc
0 0L .(u: S.)(/i't''.l

0 (] .23)

Os cí)efjcieiltes cll'ift o/{-.r(f: .S'l deve)l) tnnlbéill satisfazem' coildiçãe's de illtegtabilidade e illel)mural)ibid'n.de.

nlé11} disso são vesti'idos ao iec]uet'il)leJlto de (]ue a teoria estocástica descrita pelas e(]uações (1.2]) e 1] .2SI
não pel'niltalll opoitunida.des exT)lícitas de ai'bitiagejii neste nleicado



Capítulo 2

Teoria de não arbitragem para a
volatilidade estocástica

Os pre'ços clãs opções Fácil-ões C'/( r([: S) são funcionais c]a \o]atilidacle loco l no [etuf)o Z e ilíve] de

)lletcaclo .S'. Por isso as xariilções (liilâmicas cla superfície de \,olatiliclade local indlizeila \.'at'iaçoes clinâtltica.s

nos pi'ecos destas OJ)ções L)uraiit.e uill illtervalo de tcillpo r//: o l)reco tlo íilrlice \alia e as volatilidades

locais la)l bétll ll)udam. Pnrleillos pensril' nas llludanças (l;ls t:ultltili(lajes locais como cotllpostas de

(luas cmnpoilentcs. l.rljlEL coiltl)oilellte plí visível: de\ido aos nao\iluentns do teilll)o e liieçns ílo índice

iestlitos à supeltície (le \:olatilidade local estátic;\ a/(.T(/: S) no teilipo ( e nível S': e iilna colHI)oneilte
não pi-evisl'vel (cstocásticil) devido às flutliações fo!-a desta superfície. Pai'a facilitam-: \-alllos t.laball)ar
colll ats prol)abilidades (!e trallsição eln Ilibar dos preços de opções. pois é nlals siillples e ecliiivalente. .\

probal)illdade rle rratlsição P(l. S. T. /(: a) desc)eve a prol)al)ilidade tot.al de (lue o p)'eço (lo hldice alcallce

o nível /{' no telllpo T: sendo (lue o l)leão clo ílldicc no tela)po f é igual a S': cluallclo o pt'eço do íiadice

e a volatilidade são est.ocásticas. Esta probabilidade está ielacion?l,clip aos pl'ttqos (las opções ('/~.r({: S'l
através da fól'i)} ula

F'çt.S.T.í<.a)- e:''T n iP CK.rtt..Sh. (2.1)

A evoltlçao dl iamlca das ptobabllidadcs de ti'ansiçáo P(f. S.T /t': al baseacltts iio l)t'acesso de volati

[[í[ade [ocai da e(função í]. t01 está dada peia e(luação esmo('estica



I'eo!-ía. de }lão arbit.ra.gei-n e da \ oiatilidtLde est.clcástica

'''*. .'. '*'. «:., - [(:,'': ;: «.'':', * ~..,.,â'',, .': ''.": ',
* }.:'.,.':l'''. '': ,*': -': ',) -* * «''.,.,]'''':'. ". ": «'-»'''''*,]

* ]'': .ç:: -ÊfP-.:...,.-.':'-.'
. ~ 1. Í" I' I' q:11):13:E:aa.l*. ,.-.i'. ...ul<'a':''ü"'.;r'

.A(llii o síi]]l)olo ;i;ft de])ot.a a det-i\a(la t-at-nacional (ou rul)cional) com i'esperto à fu)anão a2 avaliada en]

(i.' ír,l 1. 0 prinaeiio te1l'illo desclcve a dil)ãillica efetiva. das pt'obal)ilidades de tii\ilsição Plí. S': /r: r; a)
restritas à su])erfície de volat.ili(Jade local fixa a/.-:r(/.: S): pl-edominaiite no tenapo / e llível .S'. O colcllete

expressa o fato de club lleste [cl'nlo a vo]i\ti]ic]a(]e futui'a é unia função deter'lllinística do tempo flitui'o r

e nível de metcaclo /(. ílacla l)ot a/( r(f. S'). vista co)ilo função clestt\s duas variáveis. Os seguiilt('s .leis

teilllos descreve as vnliações ílíilâlllicas rias piobabiiidaclcs rle E].ansição (lue lesultatll das flututtções
cstnctísticas (la super'fície de volatiliclitcle local clulantc o segui)tte instante de t.ejllpo dt

Não llá expressões explícitas descrevendo a relação funcional etttre os preços de opções e as volaLiliclades

locais. Poi isso não poclellaos calculei clileLalliente as dci'ivaclas hitlcionais 1la c.(luação (2.21. Ent lugar

disso. podnlios olhai' as vaiiaçõcs Lias probabilidades (le tratasição plogiessix-ns e }cgressivas rolll i'esT)eito
á.s \olé\tili(jades locais

2.1 Probabilidades de transição e volatilidades locais

\rHlllos estilíli\i a i'elas:ão ente'e- tls piobal)iliclades de ti'ansição piogl'essãvas e i'egressivas e a volatili(lado'

lota\l ella ulll colitext.o de teillpo desci-eto. [.ogo toiliarenlos o ]ilnite faze!)c]o o espaçatllei to de [e)llpo tetldei

l)at-a zei'o. Consi(letal os as pi'oral){lidacles íle tiilnsição /)., /u.: e p,l: desfie o l)ível (le n aicaclo b'' llu
t.e]]]po /' aos i]íveis .S;: S'.: e S./ ]lo tempo f' F A7' como na figui-a 2.1

Seja F'' = .S''e'a'' o l)lego ftit.ulo e a' = as-:í- (t': S'') a volt\tilidade local cora'espoilclellte ao vét'tece

ini(ial (/': .S''). .\s prol)abiliclades dt t.]a.nsição satisfazen}

pl. + p;,. . p;

/};..S':: ' /);,.Sl;: t /);S,; = /'' (2.-1)

l Est.a derivada é unia genercalização da feri'x-'ada usual que api'ementa-se no cá.!cujo de val-cações. A 'val'cação (ie uln
fitnricinnl r'íüí 1 )) pst;í dada poi : g-FlUIr.} + cóyl '.: 0
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s*..

/9; (b'; /''')' + pl,. (s;, r''): + p) (s,l F* 'f = F' 'q- ,I' : à.

Podemos isolam as p)obabilirlacles (le t.iaiisição e]i] fullção (in volatilidade local cla seguinte fol-nla

/) rL'- Ç''\rL'' L''~. /; a'2'\r.
(S:l - S'É.)(S.l b';) (.S'.: .5':.)(S'; - S';)' ''

(r .SL)(r'-.s;). f*: .:...TS:::3iÍÍÇÍ: U ' ig::: SiJCiÍ: a' -:
P;.

(2.6)

Se-.l.\ /)(f. .S. f', .S'') a pi-ol)abllidade de tiailsiqilo [í)ral cle c]iegai- a S'' no rellll)o /' seio(lo elite llu tempo t

o pi'eço clo at.ivo é S' ila teoria efetlxa. Vamos isola\l a volatilirlacle local ps- [- (Ollcsi)onclelitE, ao preço
cle n[e[cado S'* )]o te]]]po /': Ollílt: / $ Z' $ f'. Lsiiildo a ecluação de Cllaptlaan-l<olnlogoio\- poclelllos
©scl'e\rel':

ptt..s.t'..s'l= r)it.s.t' .,s' )pl.pÇt* T Ü't' :S:..t' .S' b

. /,({: S'. r': .S'') /l;: P(7' t Z\l': S';.. f'. S')

:-/)(f:.5.[':S'');ul;Pt(' F Af';.SS:Í':S')
(2.7)

'loilaando íi(-l'içada val-iacional coill l-espeito a a{, ,

õ;'(i, s f' s] . ,ü s f' s') i;11'-- plf' * a/': .s':: f': .ç')

- r)i. t. .S. t s*'} õP":
S

s*)

ú zXi' .S'.;,. !' .S''l (2.8)

'. ])i.[. S. t - at' : .s.; . r'. .s''l

Das c'clltaçoes (2.6J: lg)lol-aníln o$ rellllos oíA/ 1 - nl)ioxlnlaliclo S'.T b-'. = . ', S.} = A.5'' temos
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À.2'" s' ['

,5-2.s' ' .[ '

õP,,;

õaâ * .* *

- K:aS;-n ~ ] (&):
- ü=.hl-a ~ ; (b) :
- (+-Jf): (&):

r2 9)

Sul)st:ituin(lo estais i'elações na equação l2.SI. obt.amos

Õ :r:='= LS:/' S')F'':rP(/,* +A[':.S'' ] aS':z':S'')

2P(7.' + .Àf':S*:f':.S') + P(r' t A/'.S'' - z\S'':/':S')l,/(z\S'')2
(2.]0)

No 11)l)iLt- A.S'' , (] ol)reinos a frlt)lltila clese.inda

Ó})tt . S. ]' . s' h
õ"s' '' ; S')S''' ãi= ptr': S'' : [': .S') (2. j })

2.2 Condições de não arbitragem

vesti\ senão \alhos aplr*senLal as ('o)lcliçães d(. não at-bitragr'tli l);lia os cocficielltes de dtlft. Lenil)i emlls
d e.l--ação (2.2):

~''*: .' ''':'-:', - [(;,'','. '': ':«, * «.*,''i -''. .:'. '*':''; .,
*4«''',..''é''','':'-' «:.,) ''* '',..,â''' ' ".' .''-'fl
- I'' J.:uy$fJ-'}..l*. ,,.''''.'',' *
11 1: 1: Í: =tSEI'.-.:: . --::7 ,, di<' dK'; d'r' dl'"

O [)iinleiio [ej-]no des(]-eve a \:niiação c]a f)ro])a])i]ida(]e de tiallsição tesa lira à. teoria cfetiva(não aleatólial
coili respeito à stif)el'fi(-ie Je \:olatilidade local a/Í.r(t. SI pi-edomlnalite llo [eill])o [ e nível de Lltet'cãrlo

.S'. Restrita a esta suJ)í'ifície: F'17. S'. /\'. r: a) coincide ( OI l a l)I'anal)iiiclade de t.]allsição da teoria efetiva

p[Z.S: /\ :T) e a vo]at]]i.]a(]e inst \iltâllea a(f) coincide cnlil a volarilirlade local a.S,.!(t.Sr). Logo Dela

eclttaçao ( 1.8): teillos r:lue /)(Í S'. /t'. 7': l siltlsíaz a scgttllate e(luaçar) iegiessiva:
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:#Plt..S. .r./\':a) + r'Soõ 2 l.s'Jgiip(f.s.r. /{':al =o
é) a (/:S'.T. /í':al+ lazÍt n'

$F't.t;. S.'l .l{.ab :. \al!~ijS'' llgipçt.,s. T. l<.a) = IS liliPl~l. S. T. [{.a)

Sltl)stituindo o pi'itneiio [ellllo desta última e(luar:ao ]aa ecluação (2.2j: usallclo a idem)ticlade ellcontrada

})al'a ''p';.s./x /':'' e a erlliítção (1.18l: obtemos:

dPtt.S.l<:T.a')= llul b rjdtS llÊPjt.S.l<.T.a\' alllS i)Splt.S.{{.T.a)dW'?

:' /" -ev'' 1« «.« * $ ''. ,-:«.' 1 .«* '«'
l.i ÍI r- f- \ ãPÇt. S. 1<. T. al' IJ. J. 1. J. IR.i,-x:i'--H:'lR:--;.-'.,-' '"'' ;'''l-''':«

}iÍ:iÕ l)t'J''' . tÇ'' . T' . l<' 1''E. 0'K. : r. OíÇ'. .r .. {ll<' dl<'' dT' dT'' clt
-i-o

n

a:grupo.lido t,el'll)os obte1110s

.'''''. ': ,*'.":., - ...,''i'''*. ': '':«:.,(.'','.' * IF''')
* ./:l': U\VP Ç-'...,-'~':)"''''«'

- l,c'/"-a!"' 1« « *4«,«, {«#.*

/"«,* , ,~~'': ' '«: « "'"",à,'«":"":"':"'.«* ".- «ll .«*'.','l .«
Pai'a a ausência de opoituiliclades de al-l)itiagetll: vamos exigia (lue os parei erros cle íJi'ift satisfaçam

a s.g«:i:.te --.-!açã. .'o«. iiP ::: l ,' * zlg;#.aíl e ll': . - -: « '«-ç'" «:l,lerá:ia;

- « «u, .s',- - - E ol~- ,u: .q l ã;F--J 7:© *

t in i~ 'l. {t. S)r){~t.. S.T'. lÇ')fÇ''' }l:i?:iptT' iÇ'.T. l )(IK'dT' «'}

f2. ] 2)

fjodemos ctltHO clefiilit u)lla no\a llleclicla {(Z11''' : ?1 = 0: [ ,. }
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dt,i,'.: = dt{.'; + Iria

dlT,o . (!«}.J

.'\ ]]ledic]ê) {d].{'': i. = 0, ]. . ?z} é un a iltedida cle probabilidade tllartãngal ecluivalellte. As funções

ll' sãu os Í)l-etllios de risco de t)lerri}(lo associados aos fat.Ol-es de volatili(!ade ll'''. zl = [: . . : rt. enquailt.o
1111ili:Í- é n piênaio de risco de mei'cada associado ao fatal' de i'isco do pi'eço do índice: l,l/o. .Aplicando

os aigunlentos do Hat'riso)l [<reps lni<7ç)l: é possíx:e] provar (lue esta iloxa medida cle apreço.illento de

.Aiiow: Debreu é única se e sf} se os preços cle ris(o clo i]]e]cado ]]': i :: [). ]. . . . :ll são independentes

clo prl'ço de exercício /{ e tempo (le \ell(iinento T. Sob est.as co)adições os nleicados são con)pletos e

o a])}t çailieilto dos iilst.I'ul )putos deii\:at.avos segue os iliétodos do Hatiison-Pliski ÍfiPSll e pet'lllaneceill

lildependeilt.es dos ])I'eços de l-isco do merca:do

Lltl a \:ez }lcllados cst.es coefjcielltes. a e(luação (2.21 é dit toi'tala:

a(é

'JI

d,FI it . S. l{. I'- a) =

,çtbs ®plt s i{ 'l' .)lü'T )::.,l l !i.i.Uil:,i!::i.X1lçi:'.. ...ll<'.u'''lw'}
(2.]3)

.Is condições (lc não i\l-bitiageill neste caso são ii ais colll])iex is (lue as clo illodeio cle [l.JN]. Poi está\

cí)})lplexiclade. é i)leis (Jirí(il usei estas ({)llclições pat'a íi. \.olatilicliicle estoc5stica ei]] suiis poli)las cotitíilttas

Na st'guii]te acção vnn]os tias)t\lhas con alvores il)ll)lícitas estocástlcas pai'a descrevem'. eili uill colltexta

cle teilapo clisci'eto: as vn)cações estocásticits livres de aibltiagen] da superfície de volt\tiliclade

2.3 Arvores implícitas estocásticas

Encluanto o Leillpo passa. o t)I'eço clo índice \atei\ e: siii lilti\nealllentc : rodas iu \:olatilidacles lo(ais

sobre a superfície de volatilidade soflen val-iações estocásticils. No caso das ál-Foles tt-iilotlliais iiliplícitas.
uma vcz cine a posição dos vértices é fixada: as probabilidades de tj-ailsição e portanto as volat.ilidades

locais i)odenl se] deteii)iiilad;ls. .ó.s iit'vor{,s ti-inolniais iitll)lícitas estncásticas são unia extensão das

árxures tiiilollliais in)plícitas lias clttals as plobabilicla;des de riallsição podem \aliill esLocásticaniente.

crlll} clivot-sos fatos'es estocásti(os á l \e lida (lue {) temi)o })essa e o nt've] c]o índice naucla. O ilí\.el do iníllce

puclp \aliar alCE\torialllente de vét-ti(í' pai-a vértice: ç'i](quanto as tolatilldacles locais. e sin\tiltaltea.mente as

pior)al)illdacles de ti \llsiçao colresT)ollclelltes aos verti(-es futuros todos \ananl estocástlcaluciltc üt!'u\:f;S
cial á!-\ cre

('oilieçaildo ílCSrjQ o \ éi-tece iiil(ial: {)s l)nssíveis talo\-iiilentos (la super fície rlp \oldtiliddrlr: local de\:pil

spi t'í:<tutos pat'a gai-alltii' a ausi'il( ta {l;ts ol)Oltullicla(les cltt ail)iti-ag( ii na temi'it\ dis(-ler;l lcpl'csentarli\
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l)elas alvores itltplícitas estocêisticas. Isto é eílllivalente n exigir (lue as pl'oral)ilidades de transição dos
vértices fiituios se.jaill sllllultaneanleiltc ilaaltingais sol)re a át'x.ole. Para garalltii' a ausência (le ai-bitrageln
P(/=. S' /\': 7': a) (l(?\e sei ] altirlgal

No caso disco'eto. vamos iedehtaii as funções de voiittili(lilcle e os palaillet.ios cle dl'ift da ecltu\ção j1. 18)
como

2C[K'r -----': aK.Tala.T

Ol~ r r?/{ '/ al.7- / = 0: 'n

e \ilillos discretizar a seguilJte equação (lifereilcial ('ontínlia

r = a/~ r(/..S')dé ' )l,Olí.rlz-S'.IdlL':r
aÃ.r eã

Seja l /71: /1.l o l)ai' clenoti\lido ;\o véitic(' fuLlll-o if,:. .S,.:) corlesponclenfe t\o Lenlpu flit.uj-o /,. e »ível S,,.
Logo r} (liscletiz;lç:ão da e(lut\ção ant.etioi píJclí se Gsci'excl- como:

a'::,,(::JI - «:. ,.(: J) I"«.,:(,::J)'\f- -},'.,:,.(,: JI tvl
(2 . }'! )

O vetou- hall :o: dl!,-':. . :ait''.''ló nlealói-io e gí»lb-clrl: ilo tempo i. l)elo espaço an)ostial de rl llloviinenf.os

Biowt)lIDos i))depeilrle1ltes ll ' Os piçl;\i)meti'os íle \:olatili(laje al,,.,.(zl:J) silo pi'e-especiílcaclos Rias os

paiãilletros de cllift a,,::,:(l: .J) rlevelll sei' clí\t.ettllitlâdos &i partir dos iecluetii lentos dt' não ai l)iti'agelll de

cine as prol)al)ilidades totais r'«:.«(z::J) (ptobabilidadet de chegar ao véi'vice futuro (rz: /rz) desde o \éltice

inicial(fixo.l(il.J)) devem sel dai'tiligais pai'a [oclos os \értices futlllos(r7. ?nl

.A. simulação destas áix:ol'es lilll)lícitas estocásticas con]eça]u co]]] a collstrução da áivoi'e tiillomlal

illil)lícita\ calibia(la aos preços de ho.ic Lias opções l)a(leões c futuros. ,\ sitilulação coilleça 110 vértice

(0 Í)) da áix.oie. Durante o l)l-iilleil'o passo da siillulação são darei'illiilados todos os pai'âllletl'os cle diilt

a",.,. (O. 0) l)ai'a todos os vélti('es futliios l72. i7tJ a partir dí\ condição cle )]lt\i'tingal da probabilidade t.oral
/-'-...,: (0. [)). Xa seguillte senão Talhos vei coillo fazer estes cálculos e... detalhe

2.4 Cálculo dos parâmetros de drift

Nestes senão vüli] os ver conlu calcultli' os pnrãi leu'os de di-ift a pi\iti} das condições cle )lão ai'l)iti'ageill ila

teoria (li\ volatilidade estocastica. Tl-nl)alhat)los elll ulll co})texto de tellipo ciisr]eto co]]) áivotcts tililonlials

esfucE;star:as e nlclstiatllos colllo calctilal os pai'an\erros de di'ift induti\í]] lente pi\ia godos os \:értices a
!)altit la c.)ti(lição ílr nlaitingal rlt\s l)i')l); l)ilicl-l.les l )tais de tlaiisição.
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vaDIos considerar u)]] caso particllli l colll apelaas uil] l)ai'ã)lletro de risco f? i)aia a volatilidade (luel
dizer. na fórtllulêt (2. 1 41 o é?o - 0 e é?. = f?:

-- = pdf [ adl'l'''S

:9' -a/~-.rdz+r?dlt'''aR.r

OI)de a(f) - ai s,tf..S':l. Caiu.'gala os tlo passo (i « l)-ésit ]o: ]]o tei]]po f: cona )líx:el de tllelcado (i:J) da

ái'volte. Queremos cttlcular os paiãineti'os de d]ift livres de }]] bitiagen] n,«.«(i;./) pai'a todos os vértices fu

Cujos (?z: nb) nos temidos futuros f« pai'a rz ? ?:. C'alctllatl)os n «..,.(l:.J l itt-iativaulellt.e itsando os resultados

calculados no passo atlteriol e a col)clição (le nlaitil\gal da fll-oral)ilidadc total de {t'ansição P..: [2.rttl lz,JJ
(i)i'obabillclade clc cl)pgat aí) vól-ti('c fn t l. In + 2) clescle o vét'tict- (i. /)l

l J?,:l /r J l :' ..r )

P
{./'?:*.!?!,} . *.;L

eln -: 1. / i + 2)

€ !,./ }

..i$ ::

l$-.:

/

f'águia 2.]: Subárvole ti'inoinial nn xérfice (1..?)

.X figura (2.J) lllosti'a uma sub árxoie coil)eçallclo no vértice (z..J). Todos os muxime1lt.os do índice

e das prosa.])i]i(]ttdes locais estação iestiingidos aos vértices cla tlivnic. Piiulei)o ('i\lcula)elos ü ,:. (l Jli e
cnl[tíi)vamos t:on] os tr']ul)os seguiilres conleçaliclo desde os vÉitlces acilnt\ em cada passo

f)aia fitcilxt.a] as Co]itdS. \rai ]os sul)ol' rjLle a SLlpeltlclí (le \r)lariliclad(' lo(:al. (Ittialltc' o seglllllre illst'ltlte

.le [mnt)o z\f: só pode stt])it' oi] crescer coi]] \olatiliclaíle cotlstalltP 0. isto é:
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. J''',,. -',.:,:':.,,«-,ll««:« :,', {«:l''*« ~-} (2.15)

\'alllos supor" fine telllos calculados os pal'an)erros í!(t dl-irt pala os vétttt'cs ai)tes do temIDo Érl e t.anlbéli)

l)al'a arluetes ilo telllpo f. (lue fira]]a acin]a do véiLice (rz. ]r] 1. \'alllos elas.ao cHIcHI;u- rt-«.,:(il:J) a paltii dos

cálculos allteiit»es e da condição rle lllal-tiilgal da plobabilirlade de t.iansiqão P,,. .2.,.+ 1 (i:.7) dc cllegtlr ao

véi'vice 1 /l + 1. //l+21 ilo seguillte i)lstant.e de tempo. Poderias deculnpol t\ contribuição desta pi'obal.)ilidade
ell] delas co111i)oneiltes

/:''«: * 2 .,. - , (.: J l /'":.«(i, J)P + .'\«,.,: ( p'. J .l

Cnt)lo nii figui-a p, dellota a probabilidi\de (le tl-ansiçao de subia' eu] um período de t.empa desde o

véi't.ite Ir2. 1?71 ]o (]] f l. /n ] 2). O !n'ilileiro teltllo clest iex'e a(ont.iibliiçã{) (lo vérri(e f/2. r/?) i\ plobabilitlaíle

cle [iaiisição fol i\]. l)iovenieilLes de toílas as tj-ajetórias cine passaram) po) este \éitice alltes de cl)egai' ao
vértice (?z [ 2). O segu]]do tc]!no desde\e a conta'ibu]ção (]e to(]os os \értices que 6catii s.l) o

\ért.ice r rz. r71,l à prol)a.bilidade de rlansição

C'o)asidett,silos apoia o scguillte iiis{.ante cle t.enlpo z\f oi (le todas as x:oliltilid;Ides locais \rão se tllovi-

llieilrai silllultai)eal )ente pni'i, o est.a(lo a'."I..(i,J) ou pt\ra crl,T}.,(?l.JI. C'olho as pl'obabiliclades clE transição

são lullçõrs Lias volatilicl \des locais: então todas as ptobal)iliflades rali l)éill \ ão se illovei' pala cii))a ou
Filia baia o: clitel ílizet'

P ".UI.,. .(l.J) - P,ll'/)P'"'Ü ' .-\l;l IÍ'(E:J)

Pr«ll''íf: J) e .'\',I':J}(il. JI dependeria tios paiãi))ettos (le cli'ift e de otttlas tlil?ultidades conllecidas elll passos

anteilores: ii[tis p' " "} é descoi]]]ecidi\ neta c]epeti(!éncia (]os liam'ãnletros de diift clescoi)hccidos a,,. .:(t, .7)

\ lirobal)iliclacle 'le ti'ansição p e]]] ui]] pet'io(lo del)endc linearlllent.c cia vi\rialacia local aS..,:l?l Jl; como

Já vitelos na$ e(luações (2.6), (suei dizei: p ' ''\ '" Ba1;..,,(!,.7): cm]} coe]jcie!)tes .4 e /i dependendo s(] cla

posição dos vél-t.Ices: (lue são fixas e collhecidas. Logo

Pf"'a) = ..4 - 8,TI'.,'/)2(á:.? l

L \ 1 ,/ J= ,'4 -L Ba;..,.ti:JtexT)l2 rc},,, «lz,J.1 1202~l üí r?yzX/l>

[lsanclo estas e(luaçães: podemos apoia darei'minam- os pnl-ãniertos rle clt'ift r},,:.,l(/l:J)
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p.-.,.,:. :(,:,J) i {pl,.,:.,.. .('i,J) + p,'.I'l: ,:.. ({:J)}

: :l {r','."l:(í:J)p'"' + p,',f.l:(':;Jlp'' ) t .'\l.':'..(:',J) t \1111,:(::J)}

1l { ip,'l'.l,(':JI + p,lrl(í..])l 4 '\Í#l.:(.::J') + vIrIl,.(i:J)}'

l B , :(r..7)e ':a' l/:'-ll'.l:li;Jle20»'ãi + P(a):(í.J)e :"«ail ex!) {2r}«: «(t;J)At}

Logo a fónlltlla dele.j'ada é

a"...:Ci:JI =

}og C==.JIU.L:yli.:!:::í ,.'./!:'::ãl - - .~!,u'. ,, * .,~!J?,:u: üljl
lía.E. .,H:J). -:':' ip.'.{'l:o:D."*''xi . H'l (l ll;':i;i; ,H IJ

[tste iesu]tado pode ser estclldido aos casos Ollde a sttpei'rície rle x:olíttilidadp local l)ode-se 11)0viment.ar

i} (dual(luar nunieio de estágios l)í[ssj\:cis durante i]i] l)eilodo de tenlT)o teill diversos fat.OI'es c'stocást.ecos.

ou len) labores dc volatilidade (ltie são fullções tl)}lis comi)l)lixas do renal)o ou níx,el de tllelcaclo

2,5 Um exemplo núnlerico

Nesta senão vaillos considerar uin exenl])lo de 3 pei'!odes cona venci]]]e]]CO c]e u]]] ] Rijo coii] u)]la

volatilidade ill)ilícita ilo dinlleiio (It' 20% e ullla si))lle collstíulte (le 0.3% pot cada 10 polltos de strike

(loineçalalos cona ullla opção cona preço (te exercício de 80 a dual(Irei' tempo de vellcinael)to a volatilidade

iillplícit.i\ cle 21%. Seja a taxa de jui-t)s coilstailte e lgutll a 10%,: diticlen(los cle 3% e a \olatilicla\dc (da

x:olaLilicladel 0 = 30q. Pala cai(ulai' a áivol-e ílc pi-egos: utilizaillos a árvore tl'illonlial Ído naodelo de

C:ox-Rosé-Riibii]steiiil cona volatilidade consta!)te de 20%: (lue calculalllos cla seguint,e forilla:

'? c .a v'2AI
'Jlf -.)[ .

]

Pu
.:'üt 'z . ...J'ÉÍh

e' 'Je't 'l e-ç xlbtl'i

ca Xle;tT e\ btl'L

eo\. Xtl'l e, a \'bLI'Z

) '
1. r a~'2 1:)d = :) t: ' ' '''

s,.. - s.
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Árvoi'e de pi'eços do ativo S

t-0 t.-0.25 {=0.5 t-0.73 t-l

]76.063 {] 7

152.846316

132.689644

1{5.19099]

}oo.oo

86.8}2343

75.363832

65.425109

36.797071

}52.846316

132.68964'1

} 15.190991

}oo.oo

86.812345

73.363832

65.423109

}32.689644

IL5.190991

}oo.oo

g6.812343

75.363832

113.}9o991

100.00 100.0o

86.8 123.:15

Vallios abala calcttlai' ;\ supettí(:le ílp volatilida(lc local. Pai-a isto usaremos a consta-ução do Deinlai)-

l<ani IDlÇC001 e IDl{94al. Sejam C'(f,-+l:S, ri) e /'({«+i, S'j.il os preços do n)ercado ho.je pata uilla
opção cala e pLjt. respecti\ai]]ente coi]] exercício q'J+l e \renotneilto frei. o1)[c-l)los os va]oles destas

opções inteJpolando o smiie elll vila-ios pxei(frios e tempos corresl)ondent.es aos ve;itices da áivoie itllplícita

Seja /L o plcço futilro conhecido clo si)file c. /), e í71 as p)ol)abilidades de ri'altsiçãu íde subia- e dcscn'l

(lescoiiheciclns cle t-isco neutral clf-sele .) \él-tire l/t..J) ao \:él'vice Irt F l.J t 2l} c l17 b l:J) I'est)erti\ lnicnít..
podemos calrtilar está\s pi-o})al)ilidacles rt)illo

e''3'(:'Íi". i..S',.:i) >:i::,. : ÀÁ.(ã. - -S',.l)
,\J (S,+2 S, .. l )

Unia \:ez ol)tecla a t)i'obablliclade /)): podenlí)s calculei' qJ seguindo a e(luaçao

F'j pltS,,z -- Sj. \ ) .Sj-.. \

Si Sj.~

E usamos ol)iões puta Pl{,:] ] , b'J '] l lialzl dotei'lllillal- as piobabiliclacles de tl'ansição cle todos os vértices

sob (c iil(luinclo) o véi'ticc- do menti'o ITP , 1. 221

qj.-

. .'A'PIS',.l,Í,,-.) E!:l,Àk(S;-i h.)
'" =;RT:;: H

lojlo cair'tilarllc)s PJ

r, l.is,+\ s.b si.
S, . 2 .S'J > ]
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Para calcular a sul)eifície de volatilidade local usai])os a e(luação (2.3). Em nosso exeml)io: teRIas

, . S: = ! 1519
.....P'

.--/

S. = 10C ..:=- -- s. = lüo
'~-\

' ' S. = 86.81

,\o = 1.0

e r'at :: eo l >'0 25 :: 1 00.3i]

/q):= Soe(' ó)at - 100eooSxoZ3 - 10].26

S'! -: 86.81. .S'2 = ]0o. S'3 = 1]3.]9

qo ' J.tl!;!?íliõ1llxÀl;ê itiÕ : !ãliÍ 22:calo
10].26+0.2234'10x (100 868]) 100

/}o = ::--------- = 0.276970

] - qo -- Po := 0.499590

.\. volatilidade l{)c;tl tlestf' \:él'time é caiciilada ljs; clo a fóinitila r2.õl:

' l0.2231dOx (1(]].26--86.81)z +0.199.3Ç)0 x ]ioi 26 100)2 + 0.27697t] x rloL26
}01.262 x [).23

Desta [ol-lula rodei)}os ca]cu]al' a superfície c]e \.'o]atiliclade lo

Superfície de volatilidade inicial ([ = 0)
a...«(0:0)

ao

ca} no tempo f ( )

Logo

] 1.5 . ] 9)2
=- = 0. ] 9ê$69

0.i35

0.177

0.]88

(}. }97

0.2]!
0.240

0.263

0.}80

0.189

0.197

0.213

o. }9 }

0.199

0.218

0.]99
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C;i\lculanlos as probal)inda.(les de transição a partia da super-fícle de volat.illdaíle inicial. usando para cada
vél-vice a. volat.ilidade local comi'espolldellt.e

Pi'obabilidades totais de transição no tema)o / = 0
P:....(o. o )

0.003124

0.038190

0.]40698

0.253:}30

0.270743

0.177334

0.078186

0.026023

0.010270

0.0}6886

0.]15968

0.27302]

0.312200

0.]91621

0.o66575

0.(}240S6

0.o719]9

0.287375

0.377221

0.200730

0.062535

0.27761:3

0.497982

0.224405

l.ooooo

U piillieilo l)tlsso cla silliuliLçao collsiste cii] cletelnJinai os paiol aetios íle draft c},,:.,:10. 0) ilo tetlll)o

i= {). a l)i\útil da condição 'le nüxitiilgal das pt'obabilidades falais F'.,: ,.10: 0)

Coeficientes de di'ift

''....,(o. o)

0.379071

0.192}66

0.011787

0.06356:E

0.047663

0.2]}889

0.4388:31

0.295367

.o.037505

0.073532

.0.060769

0.376962

0.]82694

o.043682 0.1136931

0.238974

t:l a x:ez achados os coeflí:ielites tlc clrift. [)odemos acllni as volt\tiliílade:s bocais al,T;l;líJ:t)l usiuldo

a í'cluação (2.tSI. Todas [ts t:olatilida(les vão subia' ou clescei' roll} f)iobal)iliílade 1.'2 !)ara 'T.I'.,(í).01
oi-l a1.':.',,{0. 1)l e poi'ta.nto as l)lol)al)illdarlí's cle [t-at]siqão podem tatllbótl subia ou clescei' l m]] a nlesn)a
piobal)ili'lticlp pena P,1111:i0:0i ou /'«}'l.rO. f)l
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As seguintes ál-\-odes illosti'am os \dores das volatilidades locais pala cada vértice da árvoi'e de preços
tlo t,enlpo f = 0 nos casos onde a super'fície de \.olatilidacle subiu e desceu. .Xs áivol-es de volatilldades
são trlllomlais: l)ois a }qtovore de preços é trlnolllial. mas t) conta)OI't.alllel)to (la \nlí\tilidade é bitaoii)ial. a
stt})e)-fície de \olaLilidade só pode subia ou descem

a=1. ( 0: 0)

0.161969

0.}93806

C).216619

0.229946

0.239333

0.261495

0.269100

0.]92061

0.215104

C).230635

0.243276

0.262424

0.209631

0.23658o

o.2;35922

0.2261=36

f'igui-a 2.2: aH'.].(0,0) = a«: .(0:0)exp {(a«::.(0.01 :10:) A/ 40 «'n}

aÍILW: O)

0.119990

0.143575

0.160.175

0.}70348

0.1774SI

0.19372]

0.199376

0.]42283

0.139333

0.]70859

0.180223

0.}9 1{09

0.155299

o.173263

0.174773

o.]67323

F'ig'iJ- 2..3: al,T.:,:Í0.0) .:«(0:0lexp{(o.,...(0.0) 4a:)a/ avÃi}
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Colllo resultado: as prol)abilidades de transição taJnbén] \ão mudar Hera\és da árvoi'e. simultaneamente

sul)Indo para r'--lll(0: 01 ou descai)do para /).t,yl.(0, 0) com pi'obítbili(jade 1/2

p 9;1,. (o. o)

0.005443

0.057200

0.}59737

0.222149

0.225957

0.}71870

0.0{)8442

0.039793

0.0]9409

0.027470

0.}4623.:!

0.247383

0.2562:17

0.}92932

0.086627

o .o43 } 05

0.105054

0.28453}

0.:!o229]

0.2C)6663

0.1o1460

0.3:16207

0.350374

0,303419

l.oooo(}

Clon os parei let.ros dc clrift calculaílos as pool)abilicla(les cle ti'ansição i)llciais são l)tecisallleiltc o valor

ilaedlo dc,s \dotes P-',lll,(0. O) e i:'ãl/l. lO. 01

píl? '«W, o)

0.000805

0.019180

0.121659

0.288710

o.315328

0.182797

0.05793]

0.012258

0.001131

0.006303

0.085o48

0.298636

0.368134

0.190309

0.046523

0.005006

0.038784

0.2906]9

0.452130

0.]94837

0.023610

0.209019

0.645590

0.143391

l .ooooo
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Para completar' o prinleli'o passo (la sirllulação: fazeialos o sorteio de u)n velar aleatório lz\kL'o: z\Wi)
pala o est.ado de preços e pala volatilidade. Enl nosso exemplo, o pi'cço do atino (desceu e a super'fície

de volatilida(le subiu. portanto): ilo segundo l)asse) cla sit ltllação (no tei)l})o /i = 0 2.SI temos as seguintes
arvoi'es

'.,.:. ( :L : 0)

0.216619

0,229946

0.239533

0.261495

0.269400

0.230635

0.2:13276

o.262.:!24

0.235922

.Xs tirvores citlculadas neste passo cla sim\nação velo começam ilo veitlce (1. [)l poi o falo de blue o preço
do atino desceu para. esse es{.tido.

I'oillatnos a ái'vote a{,..J«(0: t)l coillo super'lí('ie cle volntlliclade neste });isso dêl sit a\ililção poi .l volatili

dacle [ei sul)ido: só (]ue esta iiivore tilllibén c(} lied:ando no xéitice (1. 01

P.....(l.OI

0.02648:3

0.].12038

0.234L49

0.233268

o.]86930

0.]16538

0.0:10573

0.102400

0.275458

0.294227

o .2 1 :}6 } 4
0.114301

0,337}13

].00000 0.3.{6.138

0.31G449
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Figtntt 2 4: Tia.jetórlí\ do preço no f)ti) )alto l)asse dti simulação

À'o segundo passo 'la sinlttlação os coeflcleiltes n,,: ,.Í1 01. silo dcteílllillfldos ;\ par.ii da condição cle
maitii[ga] c]as ])iobabi]idades totiiis F)...,.( ] : 0)

":«..(l,ol

0.302;105

o.034606

0.073930

o.0:L:{3 1 2

0.369906

0.]8649}

0.1:}9693

o.233789

0.043682

Com estes coeflcietlt.es cle cll-ift calculamos as ái'vares cle volatilidade local a{,T.l.:jl.ol e a(.Ü,.r1. 0) e

logo ils ái-xoies de pior)Elbilidades cle tl'ansição r',(".l. ( 1 . 0} e /),:.gi: 1 1. r)) l)ai'a logo fazei' u]i] i)ovo sorteifl rie

tlll] \.'etor aleatot'io para o rerceii'o [)asse da sllntilaçao.
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No teilapo í2 ' 0.5: no terceiro passo da sllnulação. n pi'eço do ati\o fico ilo llaeslllo x.dor e a superfície
de vaia.tiiidade desceu:

Figuln 2..3: Tla.jetóiia do pleno ilo segundo l)asF;o da slilluli\ção

(:onlo o ati\u focou no inesillo valut: as alvo)es vão coilieçai 110 véit.icf- (2. 21 (itlculalt\os i\ át \ote de

f)i oral)iliclttcli's cle riiijlslção tot.ais usando a stipei'ficie rle voltltilirlacl lí)í:al sol'te-tília.

a.« .(2:21

0.]9 lota

0.214406 0.207665

0.220]:16
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P..:.( 2. 2)

o.03436.Í

0.286097

0.458457

0.i99643

0.02}438

0.206279

0.643089

0.}30632

l .oooc)o

('aDIo antes; os paiãtlietros de diift são deteinlilla(los a partir das condições de l ia,rtillgal pata ns
pior)t\bilidacles dc t.iailsiçtlo P.:..l2: 2)

ít'... ., (2. 2 l

0.18{17]

0.043682 0.1403]7

0.236458



I'polia (le não a]bif,]agen] e da x/oiatiiidade estnc;estica 2t)

No reli)po f3 ' 0.73: 110 passo 4 da sinlulaçãu: o preço do ativo 6cou colll o mestllo calor e a super'fície
de vota:tiiida.de desceu:

'-:R:
::h::

Figura 2.6: ]'!a.letíliia do pi-eço no tercciio i)osso da siillulação

( oiliu ailtc's pol o fato rle o atlvo Le} fjrilrlc) colei o illesillo valor as sul)-ti) vo]'es cc))]]eça])] llo ve)tire
(3 3)

a..«13; 3)

0.183049
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P«..(3: 3)

C}.216662

L.0000o 0,640341

(}.142997

Os coefl(ielltes de rlrift a.-.:«(=3: 31 toi'ili)l calcttl?Idos a palLil rla condição cle ilaaitingai das pt'obabill

.lajes totais r1...»13: .3)

c\;..:. (3 . 3)

0.043682
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Figura 2.7: Trai( tó]ia sin)ulacla f i] l osso f xeilll)lo

Ní:'ste excnlplo es(olhil os dois estados possíveis pat'i} Feri'esei]ta] os i]ao]/]] entoa estocást.ices da su-

peiíícif. de voltitiliclade local: ela l)odia sttbii' ou descer rlujante o passo cle teillpo Z\Z. Poclelíatllos [.t']'
cscolliiclo unia lc])iesentaçao e:(]ulvalcllte do i])esillo l)locesso coil] »l estágios {)ai'a clualquer eilteiio r71 > [.

Sr 1) illuclelo é b('ln (onlport.ado. esta i'epj'escutação clevet'ía seilll)le convem'gi)- para o illeslllo prt)cesso de

real)o cona.iiluo (lilllldo o d/ [eil(IP à ze-lo E c] il'o c]ue a rept-ese ração cona nlaioi nújalel-o de est.anos

(ntlví'tge l t?tis iapl(lo fine a leprest'llíaçan cle dois essa(Ins escoll]icla F.]]] i)osso cxenlplo. X segLiintt! t;lbt1la

iliostia u al)ieçiillleitt.o cle ol)Cães pala 30000 fl-ajetót'ias sin]uladas (la á] Role cle 5 l)eríoclos do exemplo
a.clnia.

Preços Arvore

ll)lpiícita Est.ocas t.ica
2.941821

3.8]}564

9.9865.48

3.356576

2.:}28653

0.799379

f'l'eço de 0])Çã.o Preços Preços Arvore
Exei'cicio   Blaclç-Scl)odes Inlplícáta. Sta.nda, .(}
       

1 2o   3.}11150 3.06609}

110 caia 3.746613 3.9]3889

l(}o ca!} 9.940893 9.825032

l {)c)   3.30?99] 3.021989

9{)   2.232338 2.30}479

8() i) ut t 1.038{65 0.72o708
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Nas Simu[ações das 5000Í] t.iajetórias do atino no exemplo a flgunt 2.8 ilaostia as fre(luências fios
!)ieços (!fiando o 0 := 0.3.

loooa

6000

4000

2000

0

Figura 2.8: b'iequéllcias dos l)laços do ati\o para a 0.3

Desvio padrão = 2 1 .0.'3
í\ lédi&l = } 03. 1

l<urtosis = -0.242

Si111etria = 0.263

íxláxilno = 1 77,3088

àlÍlliiTlo = 48.395586
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flana os aulas lãguras talnbén] foram [eitns 50000 sil ii]ações para diferentes \dores cle é? c os lllesl'nos

da.dos do exenlpio

800a

4000]

2000

figura 2.9: Fre(Inércias dos preços do atino para 0 0.4

Des\ io padre,o = 21 .03

i\ média = 105. }

}Çurtosis = -0.24.!

Sillletria = 0,286

l\ lá.líDIo = 1 77. 7466

Àlíni1110 :: 48.62749.:1
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8000

600D ]

4000

2000

0

Figura 2.]0: Flequê)loas dos pt'ecos do atino pat'a 0 0.5

Desvio pad!'ão = 21 .44

N iéc[ia := ]05.2

Ktlrtosis = -0.203

Simetria :: 0.291

N.!áxi1110 = } 77.4609

NÍÍllilllo = 49.0'}9988
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70a0 -í

6000

5000

4000

3000 ]

2000

1000

0

f'igul-a 2.] 1 : Fre(luências dos pl'aços dn atiro para 0 = 0.6

Desvio pa(!rão :: 22.08

Ã média. = 105.0

l<m-tosis = -0. !45

Sillletria = 0.325

À[áxinlo = ] 76,8086

h:ÍÍilil o = 49.530002



lpotia d( irão a)bits-age]í] e íJi] \ol&tiliciâdí esta(ástira 36

Apreçamento de contratos com payoff baseados em volatilidade realizada

Va[nos co)[sidc[ai- un] cut]tt'ato íutuio sobre a val-iãt)cia t-Balizada jva]iáncia ]-câlizdrla dos retot)los rios

ativos,l. co]]] pl'eço de exercício /{' e pita'oH l,i2 /\'l 110 xencilliento do co)}trato. .A seguinte tal)ela illosti'a

o api'eçallaent.o pala uln contrato de vai-iância coill teillpo de vencitllento l ano cona pi'eço cle exel-ício
/\' = 0 usando 10 períodos íle telllllo: 10000 ti'ajetól'ias sii)guiadas co]]] á)'volts ini!)lícitas est.octísticas

pala clifel'entes \-dores de a. Con)eçaillos com unia sl)file (le \olatilidade inicial flat de 20% pata t.odes as
ol)çf)es Eul'ol)elas. .\ taxa de jui'os f os dividendos foram convidei'idos nulos

a

o%

3%

10%

}5%

20%

25%

30%

35%

!o%

{5%

Preço
065774

065785

065393

o65502

065255

065265

065143

065055

065328

065275

(}

0

c)

( )

( )

0

()

()

( )

0

É ( talo obselxai clo a tabela cine o l)teço de uil] contrato de v;uiallcia vai incle!)e)}der do pal-ãllletro
da \olatilidade cla volatilidade. Isto po(!ena sei espei'arado no (aso onde a superfície de volat.llidacle é

estática: lilás, de fato isto acoJ)tece sob co)adições get'ais: mesmo cluando a volatilidade é estocástica



Capítulo 3

A.preçamento de contratos de

volatilidade a termo: Swaps de
volatilidade

Vamos est.uclai' o apieçi]n]e]]to de u] ltl classe pai'ti(;ulai de clerivativos de volatilidade: os cllamados

swal)s cle volatillclacle. Este é un] instluillcnto clilt' i)ão clel)onde dos illo\illlentos do atlvo .S': nlFls de!)eil(le
cla xolatllidittlt: dele. Ulll swtlp de volatilidiide é ]j]]] colltiato futuro sobre a \:olatili(laje realizada jei)l
l)ase anuall e tem o seguillte pa)oft

P = tan - K..{ }N

otl.ie a/t é a \.olatilidtlde }ealizacla do ;\lixo (lui-allte a flui'nção (lo collt.)ato: /(.:./ é a volatilida(le de
('xeicício e .'V é o notional O conlp)E\doi- (lo swap recel)e ilo teillpo de vencinlel)to a dlfeiê)lça entre a

volatilidade realiztlda e a \:olatilidade cle exercício \ezcs o notional: cine dizei .\' dol res ])or cada ])oiro
cine a volatiliílade do atino aR excede à volatilidade de exercício /{'.../. t.Íin coilti'isto também) muito

liliportante é o swap de variância: pois a mail;lncia sei\e pai'Et co)lstrtiir outros illstiunlen{.os dependultes

(la volatilidade. Este é un] coi)tl'ato futuro sol)i'e a val-iâncitneaiizada; cine ó o íluadl'ado da volatilidade.
O {)a)roH deste illstrti} eilto e

P = Çat i<.....bX

onde aB é a x:eti'iância teallzitclil e /t'.:,,. é a vatiítii ia (l(. exet'cicio. .4 foi'illEI de cli\r [)teço pi\i'a u]]] star: é

cl;Indo o lllpço à cai'temi'a l)ela (leal é tel)lictlrlo: e o swa.p cine l)ode st\r rel)licn(lo nazis fat-ilillpllte é o suão
cle \ aria.i cia,
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Se /t denota. o número de dias úteis até o \eilcimento do contrato de vai'iã)cicia. estamos Int,eressaclos

elu estiiliar. }io n)otíiento da enlissã.o rlo swap: o valor da. vaiiâlicia cine sel'á realizada nos p!'óxiilaos rz dias

úteis: isto é. a expi'essa.o

«. -Ú il I'r'l: (3.1)

Os \alot-es S'.: para t - 0: 1 : .... ?v,. dei]otai]] os \aloi-es diários de fe(hal)lellto de ulll c]etel'nl]ila(]o atino com

i'isco. O ati\;o .S é coi)lidei'ado a seguir' o l)I'ocesso log lloi'il al

Sc /\ > O é o \.-aloi de exercício clo co]attíiLo ]lo vct)cimento r = il: o cont iitto pagará ao einissol (1,;. /{')

vezes o notiotaai. Isto pode sc] ej]cont]'ado com n]ais detall]c. en] nDi<Zool

,a. (]efi11içã.o forl1lal da. \aiiãllcia }eaiiza.da, r é:

E edil\en c'i)te nonnalizai' o paVoR co]]sic]eiando o va]o: ]lotiona] :V :: ] : logo silliplesnlcnte temos L'r /\
O \ii.loi- clo colat.laTO no t.clJ)})o zei'o l)ode sei' ellcotltiado (le fotilla a zei'ar o t:luxo tl})anceiro. isto é. escolher

o x?lloi cle /\' clestoiltanclo o [)ayoH e toiltaildo o valrlí espeittcll com i'esperto à tlleclíc]a de risco neiltra.i

r
a;à d{,

0
(3.3)

r'- E 1. '''(\'}

1::11tão fazetlrlo r' :: 0. escol)tranlos (lue /\' :: /f,a, de rotula cine

/\':.,:,. =El\.:r'l

O valor do sw:ap é exatament.e o valor esppiaclo da volatilidade l-ealizt\cla. O problema aqtli é calcinar

o valor t sperado na e(libação adula. Para este cálculo selva iiltei'cssíulte a utilize\ção de pl'egos clo iiler(.aLIa
cle dei'ix-at.avos

Q valor justo cle ulla swap de vniiíiilcia está baseaílo e)]]

1 1 1 t'eplií:ai un] coliLi'ato logarjt]nico club conslst.e e]]] opç'ões com un] t'ailgo rlo \:encimelltos colltÍ!!uos e

(21 ila teolin ('lasstca de apioçailiel]to (le opções: cltte ass]]i ]e Lllua ( volLjq:ao colltíiiua pat'a os pre(;os dí)

atlvr). Na t)rali(-a. não todos os stl-ikes estão ílis})oJlí\.eis e a c\olilçao dos pl-et;os po(le sel' discotatilula
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Não é possix'él sabe!- com certeza o valor futliro da \olatilidade. Nos modelos de ái'vozes in)plícitas

colllo \illlos nos capítiilos tlntnioi'es: t\ volatilidade local é extraída dos preços (le mercado das opções
l)egociaílas soba'e at.i\'os. Po(leal ns então usilr sii)}ulações pala (alculai o \dor Justo da variância /(.:.,

colho a média clãs \aliglilcias calculadas pai'a t:ada u'ajefolia, da slillulttção. Este J)rocer]i)l eilt,o sei'\-e pata

calcular o valor' do cotltiato mas hão clá infot'ti)í\ção de colllo replica-lo

Ell] 1990: Neubel-gei observou que o pal'ofT de unia opção com pei'fil logarítii ico poíleria i'eproduzir
a vaiiãncia realizada. .Junto comi a ol)seriação de Cair-Nlttclail soba'e replicação cle opções exóticas. Isto

peiinitiu a contrução de tim estijlla.dol cle volatilidade baseado apenas elu volatiilclades implícitas.

Usalldo t] lc)lla cle lto pai'a a função iog Sí, obteillos a seguinte e(luação

'"«'.;- l, :l~' -.«.

C;olllbillal)do as e(lotações (3.21 e (3.4) obtemos

(3.4)

C:ol este resllltado. podenaos subsíituii- o falar Q2r// l]a e(luaçãr] l3.S) cona o teimo esrl\peido da e(luação

"«-- ;,l,{''; ,Á''".:',l:*«.--},l/'ç -«i:il
.\goi'i\ pi-ecisalllos calcttlal- o t-aloi espetado desta e(luação. Podeillos pellsai' o pl'imeiro tel'lllo menti'o (los

colcJlc.tes conln o retot))o total de unia l)osiçãu ila (lua! o llegociante manLetll a caiteil-n cle tal forma cine
está iilstalüaileamente em ull)a posição ]ongí\ ]/'S'r sobre un] atino (lue vale [S

/''d(]og S't) (3.6}

' [/' ;] - ' [/' ,'* - .'']
- , l/',''l * ' l

Usalldo o fato qtic a integra\l de it.ó é uill illai't.lllgal: o scgut (lo teimo na e(lui\ção t\ciilla diluía-se e o
pt'inteiro tei-lllo é siillples)lleníe rF l fi»aliilent,e ohteinos:

'l.{'çl

IS.r)

O segundo tel nlo clip ecluação í3 01 é unia i)osição estáticil. C'oiilu taco liá cotlti'alas rogai'ítniicos

negociáveis para este rernlo lan\os decote pó-ln en) valias colllpnll(:ates c logo valllos I'el)liras cada rol)l-
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pot)ente separadanle)lte. .4 prii)leia'a (It'smas ( onlponentes (a corjlponente linear'l pode-se reT)ligar com um

contrato fut.uro sobre o ativo ('oll} \:etlci)alento .r, os outros teinlos (]e maior oi'den}, l)odes-se replicar
usando opções pedi'ões com todos íls exerci('ios possa\eis e o na( silvo \-eilclilaeilto T

O negociallte a(lui vende ull] con[['ato ro)]] pab'ofT igt]al ao legal'itll)o dc .S'r/'.$'u (f)u se.la o logarit.illo do

retoi-)]o total). Introduzindo uni \.a]o} itltei'l)lediário S'' : podeillos escrever o logillitino do paVoR' colho

.: l;l - -«(:) * -«l:l
O segttlldo t.aFlIJo é co)lstilllte. illdepenclellte clo valor hllal do ati\o Sr. sÓ o pi'inleii'o Lernlo te)n (lue

ser replicado

Para calcula-lo van]os usam o resultado }iiatenlático sobre re])lIGação estática de opções. devido a Cai-i' e
Xlarlati u(:\1981, usando a seguillte iclelltiílade para fui)ções /(.rl=

JÇsl=J(s'l+ J'ts')t.s .s'hx l f''tí{)li{ -sy'alça l f"Çi<jÇS- i{)'(tK
S

0 S

.A fóiitiula acllna: unia ge))ei'aliziçção clo princípio de paridade put cala: afirma que unia l)osição exót.ica
roll] peííjl /( S) pode se] leJ)lia\da í'sí.afic&\dente, (suei' dizei, sem necessidncle dc hedge dlnl\)Jiico. através

de villa posição en[ i[ui[[e[áíio. ní] aLi\u base e ena unia carteira de opções eui'opéias de compra e xeilda:

cojll íluanti(lajes apl'opri;\fias /"(/\'l rlí cada opção llecessátias f)ara get-ai ii cu] vtlFlit-a clo perhl /ÍSI.

Escolhem)clo ui)) \-aloi' rtpi'ol)iiaclo cle .S' t. [oi altrln S = S'l-: porlelllos agotii ciltcuiai o \:dor cla ol)ção com

payoFI rogai'iti»ico: ttsailclo a função /l /\ ) := log /t':

$*) -:!og Sz' = }og S' + - ::=(SrS

tSv - Í<A'2

':' ç-bb,'- '.'* -'.
' {],}<

Ag)'u!)a})do Eet-i})os

- l.. lblt''- 'a* -'*
aflui S'' cleiaota u]]] \,alol' intí')'nlediallo elltle o preço a v)sta. e o l)roço rótulo: escollu(lo t\tra\és cle ct'irei'los

de lirluidez. Ele illal'ca a fionreiia xii'rti,ll enfie as opções de coillpl-a e de valida. O motivo pelo clLtal a
defolnposição é en] puas e calas e não só ptn um deles é CJue preclsantos evitam ii)flilitos: (luel dizei se sá

ilsdl los l)uts e (oi)sicleJ'al)los a illteglal desde zel'o até illhillto: te i-íalllos

1.. };;i«]a«tr\ -Sr.O\df(= 1 ipti< .Sr).H{

!og l :'a l: Ú .l< ST)* dl{

(3-8)
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e esta integral diverge. Da nlesllla. forllla: sc só usamos calas: teríamos uma integral diverge1lt.e. Coll-

sidela.ndo opções de cnlls e puas: evit.aillos a diveixãllcia e obt.f illos unia e(luação pat'a l-epliciLr o conta-i\to

.\ ecluaçiio (3.81 tem significado fiilarlteiio: é a decoii)posição do logaritmo ílo l)aTaR. Em paio.iciilai'.

tbi deconlposla vendendo liln contrai.o futtti'n do íticlice lo l)rimelio tetllao do lado direito): compralldo
puta sobre [//{'u pai'a todos os exercícios desde 0 LLté S* (a. pl'imeiia integral). e simllai'mente colnpl'ando

calas sobre l.//{'2 Della to(!os os exei'ciclos de S'* até x (a segullda integra.l): e o terllio const,ante iog(1;- )
leste terá)lo é determinísti(o: (quer dizer (lue indepeilde' de S-r-l. O (lue realn)ente replica-se aclttl é o log

do collí.l-ato log 3-. I''Fizemos isto J)OI'(lue o log (lo c{)tattato )]ão é un] contrato lí(ltiido tlansacionado llo

tll( lcado. Todos os co»tratos t.êni o n]('selo \enciill(nll.o 7'. O seguinte passo é en( nn I'ai o segundo t.enllo

tla equação (3.6), totllancJo va.lotes esperados e usi\ndo o fato de cltte E'lS'rl = Soe'r. .Xssiiil podemos
estilllar o valor esperado clo pa.yoff logarítmico colllo segue:

' .:(:) - .;'.--.:''' i'''',* .:'',
.lo JP f Sr~l''lctl{ .l ihE:.tSr l<)'dl{

]ogS. ]og .S' -E(So''''' S*)

jl iO''"EI.. ' 'tl< .Srl' ;.{/{ / -l\ ''"E\. 'rtS-. Kl+.iK
[og(:--) (-: .'' ])

'' l T-ãe'rPtlç:\dr{ l T\e'r(J(iÇld/à L'L ' .ls* ]'i'

S

0
Ç

r'(/\') e CÍ/ç') clej]ota]]] os preços de \enda e coilliila: i't'spectivanlei)te. [Tm \.a]oi [eóiico da variância

pode agora ser obtida. Neste contexto e com o aliàlise feito ailterioi'illeilte. Q valor justo da vt\rií\cia é

', (:.'' «) -.:;
i.n pt l< IÜi{

''r / C'(/{')d/{'

ObLix:erros ullla fóii)lula temi'ica para Q cálculo do xaloi justo da variãncii.. Pal-a giandcs \dores de l{

o valor clo caia é zelo. e pala /\' + )c o valor clu plit é zei-o. Pode-se usar Isto ni] pi'ética'/ SÓ podemos usar

isto colllr) ulni\ estlt)latina. No illeica.do não llá ol)iões (lue x:at'iam coiltíiluaniettte con) /f. SÓ podados
usi\i- \ brios exercícios dispoliiveis no llletcnclo t- tel)tat' í alculat' estas it)tegt'nls usam)clo técnicas i]ú]]]e] ices

Est.l lól-llltila Í)revê ull l relação clip'í ta elilie os preços '!o ilaetcado e tl esllaLégi l l)nta cilptul'ai a

\:ol&tilirlode futura realizada. n]es] ]o clua]](in lii\ uill s)llile ílc volatilidade mal)lícita. onde a [ónnula de
Black-Sclloles é in\ á:lida

0

+€
S

+ e''7



.\pleq:aillento de contratos rte volat,iliclade a tel'i)lo: SwPlps dí' voldtiliriE\dc +2

.'\t.é agora teRIas allalizado o apl'eça111ento e implicação dos swilps rlc va.I'iância. \'las os negociantes

do nlei'cada prefere)}l cotlzai )leveis de volatilidade ilha.is que de variailcia e pol' isso agora collslderaielllos

swaps rle \.olatilidade. N'ão hti uma estlaUégia simples pi\ia replicar um swa}) de volatilidade: é a sua

vaiiâilcia cine errei'ge natuialnte)lre da negociação (le opqõt's .X est.]-ntégia pala. ieplicai' um swap cle

variância não faz suposiçf)c:s soba'e o llível futuro da volatilidade: eillbora assumia que as trajetórias dos

preços dos t\ti\os são contílluas (sell] saltos). iluda)loas na volatilidilde, não têm efeitos sobre a estrato--la.

que aludi\ assim vai captam' i\ varlãllcia total ctulante a vida do cona.)ato. .\ implicação de uln swa.p de

volatilidade é fundamelitalnieiite direi'ente: ele é afet.ndo poi' i]]uclat)çt\s ]la volatilidade e seu \dor depellrJe

cla x.'olatilidi\de da volatilida(le lutut'a ieêllizada. Por ser a volatllid;l(le ullla função não linear' (a raiz

ílutidlada) da variállcia é minis difícil teóricajllent.e e platicallac)lte: de apieçat' e de fazei o }ledge. Pai'it
ilust.ial- isto. \alllos a toi ar unia cstriLtégia ilarulal: vaDIos al)ioxiiiiar o swap de volatilidade cona um
swap de variância. Seja o swa!) de \ol \tilida(le co]]] paJ'oH an /{.../ usamos a aproximação:

«. '*'.:.. ::' )-d= (.í: '*':.J (3.9)

Isto (luel' dizei que: 1/2/í::o/ coi]tiato (le variância cona t'xcrcício /\'f./ })ode aproximou' u])] swap cle volati-

lidade com tlot;ional SI/(1)t vol): pat'a volatilidacles realize\Lias f)ióxilllt\s cle /\'.,.l. CTom esta escollla. os

pa>'ofr coilacidun eill valor e na sellsibili(lacle da vtllat.inda.de la plii]]ei]a detix:ada cona I'elação a ap)

FILial clc) aR = /\ l..,!. Isto ii]]l)licaiia (late ta]i]l)t'i]] o pl'cço jtistt) rli\ t:oliltilicla(le Itir.tida (o exei'cicio pelo fILial

o swap (lf' \.-oiatill(lacre teill Filiar zetol é siii)l)lí silleilte a raiz íluacli-ada cle /f.,.,.

rc::.,- v'i:l:l (3.10)

Esta tstlnlativa clãs e(ltt;leões 13.9) e (3.}0) não é totaln ei te coiieta. Com esta escollla. o pa.soft do
swal) de variãllcia é seiuT)ie illaiot (lue o payoff do swap tle \olatilidadt . Este eito entre os paynHs do
swllp cle v;ltiã)loa e rlo volatili(li)(le na e(luação l3.0) é (IP

1 .
})t--(aR /{',,./)'

Na seguinte Hgura co)llparan)os ambos lados rla ecluação IS.0) pata /f:,./ :: 30% pat'a difeielltes

valores íla volatiliclacle realizadas. Ot)serranias c1llc o swaf) rlc vol;ltilida(le e a sua al)t'oxllllação pelo swap

de \:a)-iãncia difieielal só (quando a volatilidade i'eallzacla. se afasta ílo \alar cle /(:./



.\pl'eqaltlei]to de rn])[i'aios de \-otatilictadc &] terillo: Sw-iil)s de volatilidade {3

0

10 20 3a 40
0

5

10

15 0R

Figura 3 [: Pa.volt c]e ]in] sxx'ap de w)]ati]idade e uni swap de valiãncia como fugi\ção da volat.llida.de
ret\,1lza(!a. !)ai'a. /{':..r = 30%

O (]uadlaclo rla ec]uaq:ão (3) é senil)ie positivo: poi' isso f)ara estio escollla clo valor' justo para /(...[
o sw-np cle variàci?l seillpi'e supera o swilp de volt tilidade. l)ata evitar es a situação cle ai'bitrF\gem

cleveitai[[os comi-iglt )bossa esti]nativa pala fazer o l)t'eço de exel-cí(lo (lo constato de volatilidade. nlelioz

(late a. t'aiz (luaclracla ílo preço justo clo swap (le vai-iãtlcia. Dcst.a forln?\: il t-eta lla figtu-a 3 vai se mova

pata a escltlei'da e llao pei)llatlecera selilpre eilll)eixo da l)araboli\

(;alia as sinullações feitas ilo Pxelltplo clo caf)ítulo anterior: c?)lculailios ;ls vi\t-iúncias e \olatili(lacles

rea[izilí[;\s l)elas .](]t)í)(] ti-aletótias silnu]adas de á} votos itnplícitas t-sroctisri( as: ruiu (liferelites parâll)etl'ns
para. a volatílidacl( da volatilidade

Este fisco na al)t'oxiillaçao estática pala ca]cu]at os swal)s clf' voltttili(laje. !)o(le $e leduzn ('nH] ui ]i
llegoriação clinã)l)ica sot)re cniit.I'fitos tlc x.ariã1lcia dali-élllte o relnpo cle vIcIa clo swal) íle xolnrilidade

.â tel)li(ar;ilo clip)Eil)}ii a rlr lilll sw:?\p clP volaE]liílad , pn]' 11)] sw:ap ílf va]'ja]]cia. \a] l)]o(Ittzii un] DaxnH

a E<''', I'i...{ [{. .::
o.0 0.013917 0,]11336 0.]17970335

0.05 0.0]388} 0.}1}431 0.1178}7656

[). ] 0.0].3902 0.] 11602 0.117906743

  0.01394] 0.}] 1196 0.}i8072012

o.2 0.013888 0.]!1377 0.117847359

0.25 0.0139;]3 0.}1]237 0.1}8038129

o.3 0.01:IDOS 0.}11240 0.}18334272

0.35 0.0}:1009 0.11]408 0.]1833962]

  0.014240 0,111668 0.119331471

0.43 [).014438 0.{!18]1 0.]201.58229

0.5 0.0{4735 0.]12630 0.]21:170]6]



Apieçtunellto de contlítL{)s (]e vfaiatilirlade a tellno: Swaps íle xnlatilidade 4 !

'K«-:

.n-

].Q5 0.1 [i.]S Ü,2 1].2S 0.3 B.35 Ü.4 ]].45 1].5

I'igula 3.2: O swap de \ariãcla seiii})ie su])el'a o swaJ) de x-oliLtilidiicie

pala o swap de \olatilidade (lue: en) piincíplo: indepen(le dos tnovit)lentos fut.lhos (la volatiliditde. .4

replicaqão diilíin ica rie ui)i swap (le volatilidade i'ecltiei uill inoclelo para a vale\t.ilidacle íla volatili(laje. .\

illlpleillentação pi-ética clesi,as iílótas l)reclsaill clo nlo(!elo livlt- de ai bati-agella pi\ra a evolitção estociistica
da, sttpelfície (]e \ ola.t inda,de

[)ada a diteção e xo]at.i]i(]ac]e (]a vo]itt,illdade lutiii'a, vaDIos ialostiar (lue é l)ossí\c'l escola)e]' u]]] strike

e um ilot.ionai cie uni cont.lato de \-ariãncia pala apreçar um contrato de volatilidzlde: em illédia. tão
l)ióxl))}o como é possível. O talllanllo do erro dc i-eplicação vai depender da pioxinlidadc cla x.olt\tilidade!

realizada t' seu valor- esperado. O instrumento [)aia o liedge é a \ai'iã,i]cia realizada (Etl. Qucielnos

api-oxinlar a \olatiliílacle (olllo villa função cla x.}liiãncia pai'a Isso es(ievenlos

E:r'= aE} '3 ]])

e es(olhellios a e b pat'a ilaini)) luar o seguilitc \aloi' espernrlo

nlin LI(E:r aE} ól:l l3.j 21



X!)leçatllenío de coiltiat:os de v(}lHtllicJH.lf' n teimo: Swaps de vctiatili(líLde .\b

Dniuaildo: obtemos o segtiil)te sistellaa de e(luações para os coeficientes a e ó

E' Erl 1 1 ó
f;ÍXj-l :::a Í }l+ IE21 (3 13)

V;).talos assltnlii- a dista-ibuiç lo cla x:olatilidade Ititul'a conho sc])do nointal (on] tliéclia E e eles\.-io padrão
/T.ç
' .ÉJ

Er V(E: o-x).

Estio está'atégia vai i-eplical' só em i)lóclia: o elmo ajustado esl)eit\do iltt i'c'plicaçilo está dado l)or:

lllin IÍ r /,)'l Er)ll ((orr(Er:Eil):l

Parir volatilidacles distribui(lias lloiini\lilieilfe: os cocficiejltes l)ala o lleclge são:

a..=:

e u el-ro ajustado es])e!'a.clo é

:«i«cl(x, "x} z'):l-Í-:!Ü-

l

E
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3.1 Aplicação ao mercado Brasileiro

..\ taxa de càillblc} ó ulll dos lJlilicipais ob.fetos de est.udo rla ecotl{)lula int.etllaíional: pois siuls variaçC)es

tlo)lliiiais e leais afetanl val'iáxpls nlactoeconotllicas e lliic)oeconõilliciu. Ni\ figura 3.:3 : é apl'ese)atada a

série de taxa dc cãl)leio colrespon(lente no Í)el-indo de setelllbi'o de 2002 a nlai'ço de 2003

g fi/ fF.í? F?!:?F/S f ffFf jf f.f
l F F l í F"T

F'igttra 3.3: Taxa de câ111bio en] R$

.4s ilicet-rezas associiidas t\o processo eleitortLI fazei'a]n cona (lue a taxa de câmbio cuspa)asse: colei ullla

des\:aloi'lzilção i)oinii al cle ÍSOH enfie le\-í ieilo e out-ubl-o de 2002. Exisreill i)loviinelltos que indicail) un)

aumento(reduçãoJ da variação diária pei'centtlal (isto é: da \olatilidadeJ da taxa de cãillbio: liá tambélil
nlo\iinent.os de inclinação l)aia cilli \ (baixos cla trajetóiia da taxa rle cátnbio.

.\ exlllicaçãn é essenciallliente econõnlica: (liante de ullla alta volatilida(le (ai)lbial: o (lue reflete

iiireit.ezas intei'nas c./ou exteitlas. os agentes liuscalil proteção (lei)lalldanclo dóla)es e: coilsecliicla{.ei ente:
presuolla11} o se\l i)reco para. cll:lla

Co})[o v'i]])os no cal)]tulo anteiiol'. T)odemos apteçar unl colltrato de volatilidade aptoxitl) t lílo a volátil
idade co)no uma [uilção c]a vaiiãncia

>:r ': aE} T ó



.\preçalllerito dc coiltiat.os de vol3tlliriilcle a termo: Swrítps de v'olat.lliclade :}7

Ei}) ]iosso exemplo da taxa (le calnt)io. teia)os

E - 0.0126]8735

aÍ = 0.00001.'1

Logo os coeficiciltes pata a al)loxitilação sãn

l
u = ---- --1.- = 37.98:3.1

- 0.006048

e o el'i'o esperado é

-«i« EI(E,r b)'j .oooooos7

Na scguillte hgiii'a pocleilaos observar CJue cluando a \olatilidade realizada é p]oxin]a coi]] seu \a.loi-

esl)eiaclo. teluos utlla boa aploxinlação pat'a a volt\t,ilidade colho ftilição da vai-iãttcla. Logo poclcilK)s
replicam' estes swaps (le volat.iliclade usando sw-aps de variância.

',,-'üi tili(Jade? r'e;3lilad;3 ET
Q.D2

Q,iJ]B

i].Q'16

B.a12

Ü.QD6

Ü,nB4

D.Ü02

n

'--q

-wP«'i'seio.
J ..Ü « -- Ülhu . Ê

b 'b

:l==::==':====::,---....
+n.q.'u'

f

1:='=;.=;'#'.--~

'': \''

i'q (''q C'~bl [nl ' (-.] i''-.]

.'e

g
--- i:"'-4 t''] F'"- -q'

i'-l (\l .i:'q (''J ' ('N

$ .g .g s. c'
T' T' 'T' T' 'X-
""-. '---.. '''-. "'--: ' --.

--- 1]:Cn tf] i-q .--
C'\l l:'-l 'ç'-- l?q

I'q 'c'ü .[H-] (\]
''.. '''-. ''---. ''--.

''-b '"--. '"'- '--:..
t:Q . tfl C".i l:l
i:'q --- ---

''-.b

'''b.

=-Ü.

'-b ''-.

''h ''-x

tO .-q

'--bh

'q'
I''".]

f'igtiia 3.:1: \.'olaLiliclade realiza(la e sua apioxiillação colllo luilçao íia valiaitcia l)ai'a a taxa de cm l,io



Conclusões

.Apieselitamos )leste trabalho o colllpoi'talTieilto da superfície de \olatilidade local rn] ullla teolla es-

[otást.ica. Nesta teoria est.uclanlos o apreçalucilto de iilstjullientos deilvativos livre íle! iu'bitragenl. No
(}al)ítlllo 2 nlosti iRIas villa 111edida de apieçaiilnito a illeclicla de .'\l-row Del)i'eu. Cotll t\ unicidade Giesta

me(li(li\ temos cine o hei'cedo é compõe'to e livt't- cle aibitlagelli. No ci\se cliscreLo x/iillos a foinla (lue develll

satisfazem os coeficientes de draft pala a aunsêllcia de opor't.llnidades cle arl)itlageln. ,\(]\li est.udalllos e

sil ulatlaos as át \odes in)ilícitas estocásticas. com estas siillul;lçí)es apleçan os uin contrato clc varia\ncitl e

obsel\-alllos (late o preço dele ill(impende (lo pt\iãilleLI'o pa.i'a a volatilida(le da volatilidade. l)oi t'lltínlo. no

(.=al)ítulo 3 estudo\lllos o aT)teçillelit.o dos swal)s de t:olatilidacle e txiJiostta]]]os co)]lo replicar uill swap de
\-oia,tilidacle a. !)arti]' de ui]] swap de va.]-iã:llci&

48



Apêndice A

O Resultado de

Breeden-Litzenberger:

Probabilidades implícitas

Pai'a l)iovui o iesulEado de Breedcn l.itzpilbeigci: validos escievet o valor pt'csent.e de villa ol)ç,ão Euiopea

r.all) C'/* 7 l/. .S') col l)lego cle extncJcio /( e \:encii]]ento T co]]] vnlol fina.i C'/~'.7-lT: S'rl co»]o ui]] valor
esse!'a.do

C'K:r(Í:SI = e '(r ')EI(S',r/{ I'l

L'sa)ido a clellsida(le de prol)abilidacle p(l. S. T: .rJ. !)open\os escoe\:ei

C:Krtt-.S)-e ''r '' l l.r i<1'P(t S.T.tld:..

t;saiaclo o fato cine se)))etlLe os valores .r > /( cuntribllelll pala a integral acima. poclenlos íleri\at o \.aloi

cla ol)çã,o ei]] relaçã,o à: /{' e obter:

0

r''tH;-D- &Ç. -" -'l'.'« '*b-'*':"ü".l

-c-'T -' r. çã l hPlt.s.T.r~\l \r l<),t.s..T..:\..::q')
F ;~ l plt. S: T: .t' lrl.

Oll)selar ciue (luanclo /i > Í) tei lns cine ')( < 0. Í)ols telaçães cle não ai bitiitgei l imp(leill (lue o pl'eqo de

illl\ \ lil)qã-: cle collllnn senil {lect'r:scF ]]fe rr]H] i'r'laq-;ir} ;\o l)te'ço cle exet'('l( it) Deiix-nnclo i)leis illll l v( z colll

e



relação à À' obtelllos:

O Resll[t.a(]o de Brpí'don L]tzerJbeigelF j a F
3()

Logo

:lillli-jili : e ''r t\Ptt.S.T.l<l

P(r,. ó. / . /\ 1 := f'' '.' d/{'2
s)'É



Apêndice B

A fórmula de Dupire

Neste apeildicf: vamos aJ)]t-sejltal o iesultaclo de B. Dupiíe l[)up94l: cINe relaciona a volatiliclacle local

í:oll] os preços do Dlel'chulo de opções cle cola)pnl e vellrla lícluidas. Vatllos [i'atalha) enl ui)) tule-i'cacto cine
negoc)a oi)does pata dual(luer v( ilcinlellto T :> 0 e (dual(ILiei exercício /\'. C'otisitleiaillos os retoiilos clo
atix:o bilse segundo a equal:ão cllfet encitll estociístici}

tl!! - ,..It [ afaz.

O resultado cle Ditpil-e afirllla club existe apenas illl)ü esLruturi\ cl(- volatilidade lo(al ('oillf)atíxel coill

1111] nieicado líclttido de opçõt's em todos os veilciillelltos e exel'ciclos. Esta estrutul'a po(lc sei calcula(la
seõaunclo a tórnluJa

.: , . :L$LICld
]<: !11'' Õ,lli-2

O preço de villa opção lcall) eulopea C'/* 7'(f: S): 110 tempo / e nível .q: coill preço cle exei'cicio /t' e t(-illl)o

de veilclnlento 7'. roin valor fina.l C,'/f.:r (T: .S'r) = (.Sr /\')+. está da.do por

r''/*'.r(Z. SI - e '(r' c) l.r 1< \'' i)tt S. r. .r)d:t

t.t l<bpl+.. S T. ] )dlr{ r - t)

Pocleillos det'lvi\i esta eclttaq:ao cni]) relação a T e obter

R
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ilÇiã:l- «. ''" '' l ç:- l{)plts r \a:

-.- '' n: Ç*l : i<',:,1* s"«h.t:*l
Logo iisaildo o valor da opção obtelllos

(B.2)

Pata calcttlai esta, integi-a]: uszlnlos a ecjuação í]e ]<olnlogoro\- lconsulal- livt-o de Okseildal IOks981)
(]ue afirma (]ue:

l d2 , , , . o

! :i? ( '''''; ri'l f: -S': 7': .i;).) - E. l r:r/,If: S. T: .z))

Neste caso: i)irei'illdo este x.'alot lla e(luaqão (B.:3): obteillos

d
PU. S. I'. 1: \ =

(l(' 7:- ,''":,:-. ,'' ''/ (:: A')li:$(«'.-:,pu,s:7':-j) io';pu:.s r: :))} /
os rei'lhos com dei'ivaclas l)ilrciais deiitirl cla iiltegtal: devem sej' illteglaclos pol partes

.« l<1-=1'."P\t. s. r. .. h] d." iÇ\.«pçt. S. í.-:h.t.

r.l:p( , S. T: .I'l(.r /{')lã

= 1' l .tPlt. S.'l'. ]', l(l.r

(B.4)

In.s)

Silililaili)ente' ilitegiaillos o ourlo {.ei'illo:

(:' /(illb(''': 7/,u s'.r..::)) a:: -

. i:(- Jql;(..'.\,p'* 's"4-.-
-: í: /q ; :::': .,-p(t:.s:r .) :
- l :(«:":rT'lE sr :l):

- .t' a:.T;'(f: 'S. -r: .I') .R

- J{ aT< rl)l.t. S. T. J\l)

Suhstit\lindo p( leis e(lu \q:o(.s ÍB.3) p ÍB.6) ni\ ecliiaqão (R 41. ol)
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