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"Perguntaram-lhe: Como pois se abriram os teus olhos? Respondeu ele: O homem
chamado Jesus fez lodo, untou-me os olhos e disse: Vai ao tanque de Siloé e lava-te

Então eu fui, lavei-me e pude ver." Jogo 9:10,11.
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li,esumo

Neste trabalho apresentamos algumas aplicações da teoria de perturbação de fronteira de-
senvolvida por D. Henry em l51, provando a simplicidade genérica no conjunto das regiões
C''-regulares, com uma tipologia apropriada, de todos os autovalores do problema de Di-
richlet para o Bilaplaciano ( mesmo quando tais regiões são Z2-simétricas) e de todas as
soluções de uma equação semilinear envolvendo o mesmo problema de valor de contorno.

VI



.à.bstract

In this work, we apply the theory developed by D. Henry in l51 to show the generic simplicity
in the set of the C'4-regular regions of the eigenvalues of the Dirichlet problem foi the
Bilaplacian ( even if the regions are Z2-symmetric) and of the solutions of a semilinear
equatíon with the Bilaplacian as its principal part.
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Introducão

O tema de perturbação do contorno para problemas com valor de fi'onteira em EDP's foi

estudado por vários autores sobre vários pontos de vista. Entre outros, podemos citar os
trabalhos pioneiros de Rayleigh jll e Hadamard l21.

Clitamos também os trabalhos de A. M. Micheletti l71, I'=. Uhlenbeck l91, Saut e Teman
jlll, nos quais propriedades genéricas das soluções de problemas de valor de contorno com
relação a deformação do domínio são estudados.

Para tratar, entre outras coisas, problemas de perturbação de contorno para EDP's,
Daniel Henry desenvolveu em ISI uma espécie de cálculo diferencial no qual a variável
independente é o domino onde os problemas de valor de contorno são considerados. Essa
teoria nos permite utilizei teoremas clássicos tais como o Teorema das F'unções Implícitas
e o À/método de Lyapunov-Shmidt. Em seu trabalho, Henry também prova uma versão mais
geral do Teorema da Trarlsversalidade e obtém, como aplicações, vários resultados na teoria
de perturbação de contorno pai'a o operador de Éaplace considerando várias condições de
contorno.

h/tais precisamente, seja n C ]R" um aberto, ]imitado, C'"-regular. Uma C"'-perturbação
de Q é dada por QA - Ã(Q) onde

h € Diff"(Q) = {A C C'"'(ç},IR") l h é injetiva e jdeth'(z)I': é limitado em Q}

Considere os seguintes operadores diferenciais não lineares Fn e Bn defiMdos em C'"(n) e
C'"(aQ) respectivamente e dados por

H(«)(«)
/3n(«)(« )

/(«, L«(z)), « C Q

b(,, L«(:«), N//Vn(«)), « C an

onde ./ e b são funções, L e iU/ são operadores diferenciais com coeficientes constantes e /Vn
é a. normal unitária extel.iol em aQ.

l
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Nosso objetivo é estudam o comportamento das soluções do problema de valor de con
torno

/(,,L«(,))
b(z, Z, «(,) , M/Vn(z))

z€Q
0, zcOQ

quando a região n é submetida a uma C'"-perturbação.

Surge uma dificuldade conceptual quando nos propomos a tal tarefa: Os espaços de
funções variam sempre que as regiões de definição do problema de valor de contorno variam.
Uma maneira de evitar este inconveniente é fazer com que o problema de valor de contorno
retoi'ne à região de referência original.

Para isso, se h : Q -+ IR' é um mergulho de classe C'" e H é uma função definida em
h(Q), definimos a composição (ou o pu// Z,ac#) A* de Ã por

Â*a(«) (« oh)(z) - «(A(,)), « C Q

Agora, se Fh(Q) é um operador diferencial em A(Q), podemos considerar o operador dife-
rencial ALFA(ÇZ)A*'i definido na região fixada Q.

Essa abordagem nos pei'mire trabalhar em espaços de funções que não variam quando
a legião é perturbada. Entretanto, precisamos provar a suavidade com relação a h desse
operador e ser capazes de calcular sua derivada. A primeira tarefa é relativamente fácil,
mas a segunda, na. prática, pode se tornar difícil se tentarmos uma a.bordagem direta.

Suponha que devessemos calculei a t-derivada ao longo de uma curva t --} (A([, .), u({, .)) C
DiR"'(n) x C'"' (Q), ou seja,

;.r(h':(t, A(t, ')), z"(t, h''(1, '))(A(t, '))).

Podemos simplesmente aplicam' a regra da cadeia, mas isto, em gera], nos ]evaiia a uma longa
sequência de cálculos. Seria mais fácil calcular a derivada de .f(h '(t, g/), ZK([, h':(t,.))(y))
em um ponto fixo y pertencente a uma i'egião pertul'boda /t(t, Q), entretanto, teríamos que
permitir a variação de nossas regiões ( e espaços).

D. Henry introduz então, um artifício, que facilita os cálculos enquanto mantemos a
região fixada. Esse truque consiste basicamente em introduzir a derivada a.nZÍ-corzuectíua

".-: ".,,.,z, "'«,*,-(=)'':

que, quando aplicada ao open'ador A(t, )*Fh(t,Q)h(Z, y''' numa região fixada, "correspon-
de" , em um certo sentido, à (-derivada aplicada ao operador FÀ(t,Q) numa região pertui'bada.
Mais precisamente temos
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Lema l S"p-A« q«@:lR"xR -+R eà:lRxjR"--+lR" sãode ./asseC'' equeh(1,-)
é -unt clÍjeoínor$smo de classe C\ se!)re SHa imagem çt(.t) par« cada t. Então

".@*© - «* (g) .
Usando esta propriedade, não é difícil provar os Teoremas 6 e 8 adiante, que são essen-

ciais para o cálculo das derivadas das aplicações que "representam" nossos problemas de
pei'turbação de contorno.

Considere então, o seguinte problema de Dirichlet para o Bilaplaciano

r (a.' + À)« - 0 em n

1. « - ã - 0 .m aQ.

Sabe-se que este problema admite uma sequência de autovalores negativos 0 > Ào > Ài >
--} oo com multiplicidade, isto é, a dimensão do autc-espaço associado finita

Dizemos que um autovaloi desse problema é simp/es se a dimensão do auto-espaço
associado é l e rn?í/láp/o caso contrai'io.

(1)

E natural perguntar se, como no caso do problema de Dirichlet para o Laplaciano, é
possível encontrar um subconjunto residual de legiões (isto é: uma interseção enumerável de
abertos densos) em uma tipologia adequada tal que em qualquer legião Q deste subconjunto
todos os autovalores de (1) são simples.

Em l81 Micheletti responde afirmativamente a essa pergunta. Em nosso trabalho, apre-
sentamos uma outra piava para este resultado, utilizando o Teorema da Transversalidade
de Henry. Provámos também, usando os mesmos métodos, que o resultado continua ver-

dadeiro se nos restringimos à regiões n que satisfazem uma condição de simetria do tipo:
gQ :: Q, onde g é uma transformação linear ortogonal satisfazendo: g2 = /d, g # /d.

Entretanto, o mesmo resultado não vale se outros tipos de simetria são considerados.

De fato, exceto no caso Z2 citado acima, existem autovalores múltiplos em qualquer região
simétrica. A prova dessa afirmação para o caso do Laplaciano foi dada por A. L. Peneira
em 1221. Argumentos similares se aplicam aqui. Resultados de genericidade envolvendo o
problema de Dirichlet para o Laplaciano em regiões simétricas também podem ser encontra-
dos em 1221. É natural conjecturar resultados análogos para o Bilaplaciano. Pretendemos
investigar esse tema em trabalhos futuros.

Consideramos também a seguinte equação semilinear com condições de contorno de
Dilichlet

Z\'«(«) + /(-, a(«), V«(«), Au(«))
«(«) - %P - o « € an

(2)
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onde /(z, À, y, p) é uma função real de classe C'4 definida em IR" x IR x IR" x R satisfazendo
./(a;,0, 0, 0) = 0 para todo a; C IR". Nessas condições, demonstramos a existência de um

subconjunto residual de regiões í2 C IR" nas quais todas as soluções ?l do problema (2) são
simples, isto é, a linearização

Z(u) : Ü -} A'Ü+ :!-(',u,Va,a.u)AÜ

-pE(., «, v«, z\«) . vü + =(., «, v«, A«)ü

é um isomorfismo. Segue diretamente do Teorema da Função Inversa em espaços de Banach
que, se todas as soluções H de (2) são simples, tais soluções foi'mam um conjunto discreto.

E importante mencionar que, para a prova de nossos resu]tados foi necessário lançar mão
da forma generalizada do Teorema da Transversalidade demonstrada por Henry. Ao aplicar
esse resultado encontramos uma dificuldade técnica: demonstrar que certos operadores
pseudo-diferenciais não tem posto finito. Para superar essa dificuldade Henry desenvolve em
l51 um método que permite obter condições necessárias para que alguns desses operadores
relacionados a problemas de valor de fronteira para o Laplaciano, tenham posto finito.
No Capítulo 4 desse trabalho, estendemos o método para equações diferenciais elípticas
envolvendo o Bilaplaciano, obtendo assim resultados de genericidade para esse operador.



CAPÍTULO I

Perturbação de Contorno

No trabalho citado na introdução, D. B. Henry desenvolve uma espécie de cálculo diferencial
onde a variável independente é o domínio de definição do problema com valor de contorno.

Neste capítulo preliminar vamos introduzia de maneira sucinta a técnica desenvolvida em

lõl (onde uma exposição completa pode ser encontrada) para tratar esse tipo de problema,
bem como notações e alguns resultados que serão necessários nos próximos capítulos.

1.1 IDefinições, notações e resultados preliminares

Denotaremos um ponto z qualquer do espaço n-dimensional Euclidiano IR" por z
f i) x.a Õ '\ Í) a"'

X.dZ/ aZt '''aZn

onde a = (cri, ...,a.) C N' e a lcPI = cli + ... + a.. De maneira análoga a;-

Usaremos também a seguinte notação para derivadas parciais,

Di e O' ...Og"

(':,..., «.)

zÍ''...a:

Seja / uma aplicação que assume valores reais m-diferenciável em z c IR". A m-ésima
derivada de / em z pode ser considerada como uma m-forma linear simétrica sobre R",

h ---} D' .I' (z)h'

A norma 1 . 1 de l)"/(z) pode ser definida como o

m""lhl$ :1n"' /(,)h" l.

Vale a pena observar que a m-ésima derivada de ./ em z pode ser considerada também
como a coleção das dei'ivadas parciais de / até ordem m, ou seja,

/ ?"} \ a

""/(«) - {(áy l i«l - «}
5
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Denotaremos por n um subconjunto aberto do IR" com fronteira an e fecho Õ. Se E é
algum espaço vetorial formado, C"(Q, E) é o espaço das funções limitadas m-diferenciáveis
/ definidas em Q com derivadas limitadas e valores em E cujas dei'ivadas se extendem
continuamente a Q com a norma usual

/llcm(n,E) "''""'$.í $m '",,anjo' /(« )

No caso E = IR, escreveremos simplesmente C"(n).
Com (Q) é o subeconjunto de C" (Q) consistindo de todas as funções com suporte compacto

em Q.

C=Li.r(n, E) é o subespaço fechado de C"(Q, E) consistindo das funções cuja m-ésima
derivada é urúformemente contínua. Observe que se ç2 é limitado, esse conjunto é o próprio
C"(n,E)

C"''(n, E) é o espaço consistindo de todas as funções cuja a m-ésima derivada é Holder
contínua com expoente a, 0 < a $ 1, e norma

ll/llc«...P,m - m-lll/llc,«(n,q, W:(o"./:)}
onde

fm - '«,{ UEl:\:iiH© 1 , '': « ' n}

Dizemos que um conjunto aberto Q c IR" é C"-regra/ar se existir @ € C"(IR", IR), que é
pelo menos C.l.{.Í(iK", IR), tal que

n iK"lé(,) > o}

e Ó(z) = 0 implica IV@l ? l.

D. Henry mostra em ISI que, para a-berros limitados, essa definição de região C"'-regular
é equivalente às definições usadas poi' E. Browder j121 e Agmon-Douglis-Nirenberg j13j em
seus artigos soba'e problemas de contorno para operadores elípticos.

Seja m um inteiro não negativo, p um número real ? l e Q um a.bento limitado. Para
uma função u C C"(n) definimos a norma

L
o'«I'a- ) '

-l$
(1.1)

O empa.ço vetorial C"(Q) não é completo sob a norma (1.1). O completado de C"((2) com

essa. nol'ma. é um espaço de Ba.nach denotado poi' #"'P(n). Usaremos a notação ll ' llH«,,p(í2)
para a norma (1.1) em H"'P(Q).
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Introduzimos outro espaço linear W"'P(Q) da seguinte maneira. Uma função a valores
leais % pertence a W"'P(Q) se a C Z,P(Q) e se todas as suas derivadas fracas de ordem

menor ou igual a m pertencem a LP(n). H'iedman prova- em j171 que se õí2 é C"-regular
então I'"'P(Q) = #"'''(Q). Quando p = 2 usa-se a notação #",P(Q) = H"(Q).

De maneira a.náloga introduzimos os espaços Xá"''(n) e }q"''(O), onde #r''(Q) é o
completa-mento do espaço COm (n) e WOm,'(Q) é o espaço das funções ü cuja m-ésima derivada

pertence a l,P(Q) satisfazendo D'K = 0 para todo lal 5; -Í em aQ. aquando estivermos
trabalhando com funções de valores complexos indicaremos por Z,2(Q, C), -H4 n Ho2(Q, q
etc ... os espaços de funções a valores complexos que serão considerados espaços vetoriais
sobre C.l

Para funções é definidas sobre an introduzimos a classe de funções W" F'p(an), onde
é é o valor de contorno de funções u pertencentes a Pr"''P(Q) cuja norma é dada por

lóll = inf llullw.-,P(n)

onde o ínfimo é tomado sobre todas as funções u em }P"'z'(Q) tal que ulan = #.

Algumas vüzes se faz necessário o uso de operadores diferenciais em hipersuperfícíes
S C R"

Seja S uma hipeisuperfície Ct em IR" e seja @ : S -> IR de classe Ci em uma vizinhança
de S. Então XzsÓ é o campo vetorial tangente sobre S tal que para cada curva z(t) C S de
classe C 1 , tenha-se

:é('(t)) - Vs#'(«([)) ' i(t).
Seja S uma hipersuperfície C2 em ]R" e ã : S .> ]R" um campo vetoria] Ci. ])efinjmos

dãusã : S + IR" como a função contínua tal que, para toda função @ : S ----.} IR de classe

Ci com suporte compacto em S,

ã. Vs4).

Finalmente, se H : S --> IR é CZ, então Asu = deus(Vsu) ou equivalentemente, para toda
é : S ---} IR Ci com suporte compacto em S,

S/.«-'«;;.« - - /.

S
VsÓ.'Vs'u

S

Teorema 2 ]. S'e S é i/ma Àzperszzper:/laje de cla.sse Ci em R" e Ó : R" ---} IR é Ct
rt\tina utztnh.(iítça (le S, então, 's7sOÇ=) e (t. componente do \7$Ç:c) tangente (L S eln =,

ou sela,

vs@(")-v@(«) g$(«)/v
OTttle N é ul-rl culnpo uetorial norTnul sobre S
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2. Se S e z&7na àzpersuper:/zcze C2 e7?2 IRn a : S ---+ Irra e If7n ca77zpo oeforza/ CI 7zu 7za

z;fzínAarzça de S, JV : IR" --> IR" é lzn cr/mpo ueforía/ [/n faria sobre uma uízín/zanga
cle S, e N soba'e S é o campo noT'mat a S r\os poTttos de S. Então

lliusã = divã (.diuN)ã
aN (« . N')

sobre S

3. Se S é url\a hipersuperjície C'z , H : W." --.+ R. é C'z sobre urrLa vizinhança de S e N é
um campo uetoriaí normal UTtitário a S no sentido de '2 acima. Então

».«-»« «.«~â s*».«.s
sobre S

Prova. Veja l41

Observação 3 Se u € H4 n Ho2(Q) lemos qlze zXu = IÍ> em aQ. De /afo, pe/o Teorema 2

»« ''«~ã ã*,,.«
A" - g3 .m an

jú que Vanu = 'tZu ãA' 0 ep2 Z?Q

Para obtermos nossos resultados de genericidade, necessitamos frequentemente do Teo.
rema de unicidade do problema de Cauchy para o Bilaplaciano.

Teorema 4 Sqal/7 ç2 C Irra tzm aberto, corzezo, /irníZado, C'4-regzl/ar e /3 urna óo/a ízóerZa

eln 'R." com raio positivo tal que B ç\ i)çt é um.a hipersuperfície de classe C4 . Suponha que
« C #'(Q) s«Zis/a,

r''«l . '(1»«1 * 1"«1 * 1«1) «.'.,. .« -
para alg\tm.u constante positiva (= e que

E)u, . ê)b.u
u = -=- = zX-ü :: - em B n aQ

ÕN " aN

Então ll necessa.ria7ítente é {denticc!.Tnente fluía
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l

Prova E uma aplicação direta do Teorema. 8.9.1 de 1201

Finalizando esta seção de preliminares, provámos algumas identidades envolvendo o
Bilaplaciano e termos de ordem menor. Tais identidades são necessárias em vários cálculos

realizados em todo o ti'abalho e nem sempre serão mencionadas

Sejam Q C IR" um aberto regular e w, u duas funções reais suaves definidas em Q. Então
tpmnc n cncn l;nto rnl npãn

c. {«w - »«ã - «w * »«ã}
De fato, pela segunda identidade de Greem temos que

c.{«w »«â}
de onde obtemos que

{«A(Au) - A«A« + AuA« «z\(A«)}

c.{«w »«â «g*»«â}
Q

Sejam a : IR" --} IR, b : IR" --} IR" e c : IR" --} IR funções suaves e considere o operador
direi,encial

L - A' + «(,)Z\+ Ó(,) V +c(,) « C R"
Então o seu adjunto (formal) é dado por

L* -A'+«(«)A+(2V«(,) Z,(,)).V+(c(«)+Z\«(«) di«b(,)) « c R"
De fato,

Q
-ÍZ\' + «(')Z\ + b(«) . V + c(z)}«

Q

ulA'u + A(ao) -- b . Vu -- u div Z) + cu}

*Z.{«W »«â «9*»«â}
*z.{««â «w*««'.~}

Q

de onde obtemos que

uZ, «} *z.{«w »«â «w*»«á}
*Z.{««â «T*««'.~}.
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1.2 Cálculo para perturbação regular de contorno

Consideremos o operador linear diferencial matricial formal

"«'«, - («.«,, ã',,, , :'«,, a.«,, #3;;',,,
com a quantidade de termos que se fizer necessário. Dada uma função / de várias variáveis
podemos definir um operador diferencial formal não linear por

«(') , Z,u(,)), « C ]R"

Mais precisamente, suponha que Lu( ) assume valores em IRP e /(r, À) está definida para
(z, À) em algum conjunto aberto O c IR" x IRP. Para subconjuntos ç2 C IR" definimos Fn
por

Hn(u)(,) «(«)), « € {2

pala funções u suficientemente suaves sobre n tal que (z, Lu(z)) C O para todo z C Õ. Por
exemplo, se / é contínua, n é limitado e L envolve derivadas de ordem menor ou igual a
m, o domínio de Fn é um subconjunto aberto de C"(Q), (talvez vazio) e os valores de Fn
se encontram em C'(Q). Outros espaços de funções podem ser usados com modificações
naturais

Seja /z : Q --} R" um mel'julho m vezes diferenciável, isto é, um difeomorfismo sobre

sua imagem h(Q) de ordem m. Definimos a aplicação de composição (ou o plzJ/-pack) /z* de
h poi

h"u(z) (z) (h(«)), « C Q

onde u é uma função definida em A(Q)

Pi'oposição 5 A'
h*': - (A':)'':

C"(A(n)) --+ C" (Q) u ---} u o h é ILm {somor$smo com inuers«

Prova. Seja h : n um mergulho de ordem m, /z*w C C"(ç2) para todo KC
C"(/t(n)) pela regia da cadeia, portanto h* está bem definido. Além disso A* é claramente

linear, injetora e sobrejetora. Observe também que h* é limitado, de fato, llÀ*ullcm(n) =
llrl o hllcm(n) $ cllullcm(h(n)) para algum c > 0 já que A c C"(Q,IR"). Logo A* é um
isomorfismojá que Ã*-' = (A :)*. l

E importante observar que a proposição anterior é válida. em outros espaços de funções,
como por exemplo, os espaços de Sobolev, A*' : Ht'p(b(n)) -+ H*'P(Q) 0 $ k $ ín, ] 5;
79 $ oo
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Dado um mergulho A de uma legião limitada Q podemos considerar o operador dife.

I'encial FÀ(Q) com domínio aberto z)Fh(n) C C'(A(Q)). A aplicação

FA(Q) : DFh(.) C C"(A(Q)) --+ C'(h(n))

é chamada a. forma. Eu/Criaria do operador difeiencia] formal não ]inear u -+ /(., ].,u(-))
sobre ã(Q), enquanto

h"Fh(n)A*' : h*DFhKD C C"'(Q)

é chamada foi'ma Zagrangeana do mesmo operador diferencial formal não linear. Os mesmos
termos são usados para outros espaços de funções.

A forma Euleriana é frequentemente mais natural e simples pala se fazer cálculos, a
forma Lagrangeana é usada para provar teoremas.

A vantagem da forma Lagrangeana é que ela age em espaços de funções que não de-
pendem de A facilitando então o uso de teoremas como o Teorema da Função Implícita e o
Teorema da Transversalidade. Entretanto precisamos garantir que

(%, A) --} A*Fh(n)A*' u (1.2)

é diferenciável e calcular derivadas com respeito a h. Isto pode ser visto no capítulo 2 de
ISI, de fato, dados um aberto Q C IR" conexo, limitado, C'k-regulars e / é uma função C'
ou analítica em O temos que a aplicação

C"(Q) x DifT"'(Q) --->C'((2) : (u,A) H A*Fh(n)h* :u /(A(.), A*-LA* '%)

é C' ou analítica respectivamente em seu domínio de definição onde

Din'* (n ) {A C Ck(n, IR") l A é injetivo e i/l det A'(a;)l é limitado em Q}

é um subconjunto aberto de (;k(Q, IR"). Outros espaços de funções podem ser empregados
e os resultados de suavidade são essencialmente os mesmos.

1.2.1 Cálculo da diferencial na forma Lagrangeana

Sabendo que

h -+ A''Fh(n)A &,

é derivável, pala calcular a sua derivada, basta calcular a dei'ivada de Gâteaux, isto é, a
Z-derivada ao longo de uma curva de mergulhos í --> h(1, .) de classe Ci. Suponha então
que queremos calculei

&Fnm(")(y) - ãi./'(V, L"(y))
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com g/ = h(t, z) fixo em Q(t) = h(t, n). Para que y permaneça fixo devemos ter z
y = A(t, «(í)) tal que

«(f),

o -$ + g:,'u ::; «'m - -(g3)': $
ou seja, se t/(z, t) - (a')': ah , z(t) deve ser solução da equação diferencial a= - --U(z, Z)

Assim a derivada parcial com relação a t na forma Eureliana com Z/ = h(f, iç) fixado corres-
ponde à der t;aduz arzíi-conoecliua l)t da forma. Lagrangeana. na região de referência (2

o. - g- - t'(,,o:;, t'(.,o - (g;)':$.
À'leis precisamente, temos os seguintes resultados de ISI que nos permitem realizar os
Falai.In.: Ho Hora-rnnãn

Teorema 6 Suponha que ./(f, g/, À) é de c/asse C: nü«. conlunZo aberto de IR x IR" x IRP, L
é lun operador diferem\ciat com coe$cientes constaTtLes de ordem menor ou igual a m, caiu.
Lo(g/) C IR'. Pa,« «m co«JuDIa «Z,e,í. Q C R" e /uniões o e$n das e«. Q, sej. EQ(t)u «
apEicctção

y -+ jÇt. u. L«Qu», y ç: Q.

Suponhc].m.os que t --+ hÇt,.) é \lma curucl de mera\alhos de um conjunto ttberto çl C 'R.":

ç2(t) - A(t, n) e p«'a l.jl 5; m, l#l 5; «. + l (Z, a) --} õ:aih(t,z), í4A(t, z), afu(t, z) sej.,n
««fá'"«s .m R x n ""m« «{,{nÀ««ç« de t = 0 e q«. /.(t, .)*''«(t, .) e.Zá - domh{. d.

/b(t)' Então nos po/zZos de {2

0.(A*FnM(f)A*':)(")(t)A*'')(«) +(h''/ÜW(t)A' ')(a) D.«

onde Dt é a deriuacla ttTtti-convectiva (le$nida anteriormente,

xo(t)"(z/) - -bÍ-(f, z/, L"(y))

pb(t)" ' '"(z/) - g{([, z/, z"(z/)) ' z''"(p), g/ € Q

é « /Í«.«,{;«Ção d' « -+ EQ(Z)«.

e

Exemplos

l

depende explicitamente de t e /z([, z) = z + t]'(z) + o([) numa vizinhança de Z = 0 e
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z € Q. Então pelo Teorema. 6 temos

:-0*.'lh*''") ,:. 0.(À*'!h'"':%) :.. + A;'A.V(A*Áh*''") .:.

"(: - " . ',«) '- « . -'o*«)

'!# + l\'' - v, .'1l«

já que â,4 = 0. IV - V, ,41(-) é chamado com?i.fedor e ainda é uma operador de ordem

m embora y . VÁ e .4y . V sejam operadores de ordem m + 1. Portanto pode ser
calculado em funções de classe C"'

2. Seja/(z, À, y,p) uma função suave definida em IR"xR xlR"xlR e considere o operador
diferencial formal não linear

&(«)(«) A'«(') +/(z, ,(,), V«(,), A«(,))

que não depende explicitamente de t. Como no exemplo anterior, suponha que
/z(t,z) = z + íy(z) + o(t) numa vizinhança de f = 0 e a; C {2. Então pelo Teo-
rema 6 temos

i("*'',..,"* -:(«)) «("*''..«,"*-'(«)) ::.("*Ph..,"*-:(«)) ,..

"*';l..,"*':(«) "'(") ,:. ".',("*'«..,"*-'(«)) .:.
«(©(g - « . ,«)

- « . »('-'« -- /(,, «(,), '«(«), »«(,»)
onde

1(«) - A'+ gÍ(.,«,v«,A«)a.+ %( ,«,v«,A«) v+ g(.,«,v«,z'«).

D' f't', ã(Pn(«)) - 0 . 4(«) ' '" - Z;(")«".

Precisaremos ta.mbém diferenciar condições de contorno do tipo

b(t, y, Lu(Z/) , A/JVnM(g/) ) 0 pa ra Z/ c Z?Q(t),

onde L, M são operadores diferenciais com coeficientes constantes e /VçZ(t)(g/) é a normal
unitária apontando para fora em y C aç2(t), estendido suavemente a um campo vetorial em
uma vizinhança de aQ(í). Escolhemos alguma extensão de NçZ na região de deferência e
então definimos ATQ(1) ' JVh(f,ç2) poi

h* /Nh(t,Q)(z) = ]Vho,n)(h(z))
(h;' 'yNn (z )

ll(#; 'y jVn («)ll
(1.3)
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para # próximo a é?n, onde (A;i)t é a transposta inversa da. matriz Jacobiana A, e ll . ll é
a norma Euclidiana. Esta extensão deve ser entendida da seguinte ma.fieira:
b(t,y, Z'u(y),JWNn(í)(y)) está delindo para Z/ C Q próximo a é?Q e tem limite zel'o (em
algum sentido, dependendo dos espaços de funções empregados) quando y --} a(2.

Leda 7 Seja çt tina região CIZ-regular, NQ(.) um campo uetoria! u titário Ct de$nido numa
uizinhaTtçct de açt que é o uetor unitário sobre õç}, e para u-mü .função CIZ h : çl -+ R." de$na
JVhp) "Ó" "m" «{,í«À"«ç« de A(aQ) c-:o 'm r7.Sy. S«p-à« g« A([, ) é ««.

mergulho pura cctdu t, de$nido por

áA(t,z) - }'([,A(t,z)) pa« « C ç2, h(0, ',)

(1, ';) --> 1''(í, g/) ««-« ap/ic'ção C'', n(f) = à(t, Q) e ]Vn(:) - Nh(:,n)' E"fã' p«« z pró«ímo
ü aQ, g/ = A(f,z) proa:Ímo a aQ(t), podemos calca'/ar a der Dada (a/at).-.-;l««í. e, se
y € aQ,

;~...,'«, - ".'"*~..:,.,,'«, - (»;. ',. * '=='«,)
orzde a = }'' . Nç2(t) é " t;e/ocidade lzorma/ e Van(Z)a é o gz'adíenZe em aQ ZangenZe a .

Teor':"a 8 Sej« ó(t, y, À,p)) «m« ap/ c«ção C: sob« u,n s-bco«/«nfo «ó«to de IR x R" x
R,P )( R.q e sejít L, h/l operadores diferenc\ats com coe$ctentes cot\stctnl,es caiu ordelb <. wl

caIR dimensões apropriadas de maneira (lue bÇt. y. Luta). MNnçtàQN)Õ Jaçtt sentido. Assuma
q«e n é ««." "grão C'" -- ,.gu/-, NQ(«) é «m c«.p. «Z«{«/ C'" p,ó«ím. à aQ g«. é
normal unitário sobre ê)ÇL e de$na Nt.\t.n] como em (1.3) (!fiando h : çl -+ W." é um mergulho
C'-+i . De$na também 6h(n)(f) por

( )«(g/) , g/, -L«(g/), &/NnU(y))

para y C /z(Q) proa;imo â a/z(Q). Se f -+ A(í, ') é uma ctzrt;a C'l de mergr //los de Q e para

lil $ «z, lkl ; m + l, (t,Z) --> (alada,ÕfA,atam?l,ala)(t,z) são con]úllas sopre ]R x Q

próximo a t :: 0, então enz poDIas de n prózÍmos a a{2

Ot(h*Bh(n)A*'')(u) = (h*Óh(n)A*':)(u)+ /z*6'h(n)h* ')(u)

--("*%P«*-u)(«) «,n*"'...o
onde h ::; hQ,.), Bt.çn) e B'hçç\\ são deBnidos como no Teorern.a 6,

qglfa(") ' 'z(v) - ;l-(t, z/, z,"(v), h/Nnu(y)) ' m''z(p)

e /l)t(h*iVn(t))l.. é ca/ctllada como no J,ema ?'.
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1.2.2 Mudança de origem

Se a 'origem' ou região de referência para a variação do domínio é Q, podemos facilmente
tl'ansferí-la para qualquer região n difeomorfa a Q. De fato, seja /I' : Q --> Q um difeomoi-

fismo e para todo mergulho A : Q --} R" defina o mergulho /z = A o .If-i : Q --} IR". Soam
ã ::; H(«), ã

õh(ã) m(ã'(';))
HINçz (z )

ll.ã! .Nn (#)ll

Então h(Q)

h*Fh(sz)h*':a(z) = Ã*.rÜ(õ)Ã' ã(ã),

h*B.«aA"':«(") - j;"Bi©)Ã''"ü(ã),
usando a normal

]vÊ©)(h(Ê) )
À:j'JVõ(ã)
IÀ;'JVõ(ã)ll
h;'jVn(z)
h; 'Nn (z )

m(h(«))

Esta 'mudança de origem' será frequentemente utilizada nas próximas seções. Ela nos
permite calcular as dei'ivadas com relação a variável h em A = ãn, onde as fórmulas são
mais simples.

1.3 O Teorema da 'lYansversalidade

O Teorema da Transversalidade de 7'/zom e .4bra/zam j101 é uma ferramenta útil em muitos
ramos da Geometria e Análise. Em lõl, XenrW provou uma versão generalizada desse
teorema visando aplicações em dimensão infinita com atenção especial para o caso de índice
negativo.

Antes de enunciarmos o Teorema precisamos de alguns resultados e definições.

Uma operador T C Z:(X, y) onde X e y são espaços de Banach é gemi-r'red/zo/m se a
imagem de T, 7?(7'), é fechada e ao menos um ( ou ambos, para /'red/zo/m) dos números
cima/(7') e codim 7?(T) é finito; o h(/{ce de T é então definido como

índ(r) dim.V(T) cotim 7?(7')
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Observe que o índice de um operador semi-Fredholm pode assumir valores inteiros, +oo e
--oo. Dizemos que 7' é /e#-Fredào/m se ánd(T) < +oo e dizemos que 7' é rigÀl-Fredão/m se
Índ(7') > -.n.

Várias resultados envolvendo os operadores semi-Hedholm são enunciados e demons

brados em l61, 1251 e ISI. Usaremos frequentemente nos próximos capítulos os seguintes:

1. T C C(X, y) é gemi-lüedholm se somente se T* C C(y*, X*) é gemi-Hedholm. Neste
c«se ind(r*) = --ind(r).

2. Se T € r(X, y) é gemi-Hedholm e /(' C Z(X,y) é compacto, então T + K é semi
H'edholm e índ(T + /{) = índ(T).

3. Sejam T C r(X, X) í = 1, ..., m e suponha 7'i left-Fredholm. Então ca aplicação linear
limitada z -> (Tiz,T2z, -,Irmã;) é left-Fredholm e possui índice oo se algum E
({ > 1) tem dimensão infinita.

4. Sejam T c Z(X, y) e S C C(y, Z) operadores semi-H'edholm cujos índices podem ser
somados ( excluindo somente o caso "oo -- oo"). Então ST c r(X, Z) é semi-l#edholm

e índ(sr) = ánd(s) + {nd(r).

Dizemos que um subconjunto F' de um espaço topológico X é magro se F está contido
em uma união enumerável de conjuntos raros, ou se.la, se F está contido em uma união
enumerável de conjuntos cujo fecho não possui interior. Segue da definição de conjunto
magro que a união enumerável de conjuntos magros é magro. Dizemos que F' é residir /
se seu complementar é magro, ou seja, se F é a inteiseção enurnerável de abertos densos.
Dizemos ainda que um espaço topológico X é espaço de Bízire se todo subconjunto residual
é denso.

Seja ./ uma aplicação Ct entre espaços de Banach. Diremos que z é porzZo zegu/ar de
./' se a derivada /'(z) é sobrejetora e possui núcleo de dimensão finita. Se z não é ponto

regular de ./, z é chamado porlZo crúíco de /. Em nossas aplicações o núcleo de /' sempre
será de dimensão finita, portanto, para z ser ponto crítico de / será necessário e suficiente
/'(#) ser não sobrqetora. Um ua/or crúico de / é a imagem por / de algum ponto crítico de
./. Todos os outros pontos do contradomínio são chamados valores regulares de /, incluindo
todos os pontos fora da imagem de /

Sejam agora X um espaço topológico de Barre e / = 10, 11. Para qualquer subconjunto
fechado F' C X e um inteiro m ? 0, dizemos que a codimensão de F é maior ou igual a
«. (codí«. /' ? m) se o subconjLmto {Ó c C(/", X);@(/") n F' é não «zio } é magro em

C(/", X). Dizemos que codám F' = k se # é o maior' inteiro satisfazendo codánz r' > m
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Teorema 9 Sejam k, m inteiros positivos; X, y e Z uctrieda.des de Ba.nctch de classe Ck;
A C X x Y um conjunto aberto; J : A ---} Z uma aplicação de classe CK e u.In ponto €1 C Z.
Suponham.os qüe para cada (.=, y) C .f-t (.a:

/. glÉ(a;, g/) : TTX ---> TeZ á gemi-FredAo/m com hdice < A
2.

3.

(a) DJÇ:c. u) l T.X x TuY --+ T(Z é sobrejetora

C ãm {$f#EiB} ? "'' + ai«. .v(Z(,, a.
(:c,y) -+ Z/ : / '(O ---+ y é a-pz'ópría, ou sda, /''(e) é a rénião en?zmeráuel

de cona\lutos Mj tais que Ç=.U) ---+ U \ Mj --.+ y é umu aplicação própria para
.«d« .j./D«do (««,Z/«) C Mj laJ q«e {y.} co««ry. .m }', e«{.t. «m« ;«bseq«ê«c{.
""",g«{' de {(««, Z/«)} ««, /{«-ít' '«. Àb./

Observamos que (3) se ueri$ca se .f'i (.a é Lindelof, ou 7n,Clip especã$camente se J \ ( 1)
é illlt espaço TnétrÍco separáue!, ou se X e Y são espaços métricos separáveis.

Sd« Á, ::: {« € X; («,y) € ,'!} e

yc,it = {y C y;e (í ua/or c7úíco de /(., y) : .4, --+ Z}

Então yc,{t é mrlgro ern y e se (z, y) ----} y : /':(e) - + y é prós,{a, yc,Ít larl!.bém (í

/ecb do. Se {nd(#(z,3/)) $ «. < 0 e". / :(e) então 2(a) {«.pli« 2(/3) e

yc,it = { / C y; ( € /(.4,, g/)}

tem codimensão maior ou igual Q 'rn em 'y.[Note (lue Yc.it é rlLaç)ro em Y se somente se
cotim yc,if ? l./

Obset'vação IO .4 /iÍpóZese tlstla/ é íz de qie € sela ua/or z'egtz/ar de /, rlssÍm sempre lemos

2('-). Se 2(P) « «,W'« .« «/g"". ponZ., .Rido ánd(%(,, y)) 5; -m n«Z' poDIa jÚ q« «

«":m ':(gÍ(,, M ? ~:«. {:?:lesa.
Se . ánd(g(«,Z/)) $ «. e 2(a) « «,Wca, -lão 2(P) Z.mbém « ««a«. Po,é««í. "

hipótese 2Ç13) é m.ais geral para o caso de índice t-tegutiuo.



CIAPÍUUI,0 2

Perturbação de Contorno para o
Bilaplaciano

2.1 Continuidade dos autovalores

Se.ja Q C IR" um aberto, limitado, conexo, C'4-regular. Mostraremos nesta seção a conti-
nuidade dos autovalores do problema de Dirichlet para o Bilaplaciano

f (A'+ À)« - 0 em A(Q)

't «-@-0 em aA(Q) (2'1)

em relação à variação de h C Dirá(Q). Mais precisamente, mostraremos que uma paire do
especti'o de (2.1) formada por um número tinto de autovalores varia continuamente em A.

Para isto, utilizamos a teoria descrita em 1.2, escrevendo o problema (2.1) como

Í A*(Z\'+ À)A* :« ::; 0 em n

'l «: â - o .. an u.q

onde u = h*u. Observe que o problema (2.1) é equivalente ao (2.2). De fato, o é solução
de (2.1) se somente se u = A''u é solução de

f h*(A'+ À)h*':« - 0 em n

1. " = A"8g-h*-:u = 0 em aQ

onde /Vh(n) é a normal da região A(Q). Agora, se y = A(z) pala z c Q

(2.3)

«* .h"*-'«) '«,
7Z r...x

íl $* á«*-' «) '."«,«..,,:'"'«»
'' n

}l: }lt(" ' A':)(h(-))(Jvhw)):(h("))

18
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}: g:-(h''(v)) ey:l»-(A("))(/v«(-)):(A("))
.!. âa
)ll: =L(')(h;').f:(")(xÀW)):(À('))

: b j(")::(')(/VA(n)){(h("))

(n) (h(,))b(,)V«(,)
onde Z,{.j(z) = (À;:).Íi(z) ja i,j-ésima entrada da transposta da matriz jacobiana inversa de
hl e b(z) = (Z,i.Í)(z) para z C Q. Como u = 0 em aQ temos que

n',
Vl& = -;;N em ê?Q.

Observe que, para todo z C Q, ó(z) é uma matriz não singular e como pode ser visto na
definição (1.3), ó(z)N(z) está na mesma direção de NA(n)(h(z)). Logo

h*ã:JZ---A*-:« - 0 .m an *:::, gl- - 0 .m õn

implicando que u é solução de (2.1) se e somente se u = h*u é solução de (2.2).

(2.4)

Observação ll E ímporZanle oZlsert;ar também gue a prop7'iedade ('e.4,) {mp/{ca qzle a
p/íca.ção pull-back h* : Hg(h(O)) --> Wg(ÇZ) está óe«: dePníd«. Assim, «'g«m.«lande

com.o ltu Proposição 5 podemos prouítr que de fato tctl aT)ligação é um isoTnor$smo.

O próximo Lema é essencial na demonstração da dependência contínua do conjunto
finito de autovalores de (2.1) com relação a h.

Lema 12 Dado Ao € Díff4(Q) erisfe uma. ulzí7z/lança Vo de ho em Dirá(Q) Za/ q?le, /letra

lodo A c uo . « c H' n mg(ç})

l(A*A'A*-: h;A'A;':)ullL:(n) $ '(A)llh;A'h;''ulll,(n)
com f(h) --> 0 quarzdo b --} ho er7z C'4(Q, IR").

Prova. Sem peida de generalidade podemos, supor Ao = {n. Temos

("*á"*-'«)'«' - á'«."':,'"'«',

>l: g:. (")(h;')j:(')

É ';. '«,:'«,
lJ

.]
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onde óij(z) = (h;:)p(z), ou seja, óÍj(:c) é a {,J-ésima entrada da transposta da matriz

Jacobiana inversa de h, = ( azJ )i,j:l ' Portanto

Ê'*'«,â($'«'«,g',o
E ó:*(«) E l:-il«':j(,»g:-(,) + z,;j(,)ãÍll Ç(,)l

j 1: ó; (')ó;i(,)ã:l;8-(,) r j : ó:*(,)J-:o;j(,»gl;(,),

«*J;,"*':«',, - $',.'«,â($'« . «-'""',ü

,j,*. . l Õi;;Õ;.laã' (" )}l: Ó,l(,)Z'ík(,)bij(,' a" '

ó,.(")ó;*(') ã:'(z':J(")) ó;l12'(')

',.ã! lz,;j(") g-ii(ó''('))+ z':*(') J;(z':j('))l z'.'(") ãl:;;Ç(")

lzl(z':*(')) :i(ó:j(')) + z':*(') ãl:Õã(z';j("))l z'.,(") g:-(') ,
ãl ãi;=b;z(" ' A'')(A(«))

íl'-',,z hh'« . «':""',ü
ã a'" (")+-L:(")(")onde

''(«)'d -('«'«)''*',,' - ,)ã;$h(«)

+ }l: ( 1 - Õ..,.r'5f,j,t)Ó.i(")b«(")Z'ik(")Z'ij(") amai;l:;ÕZ-(')

Õ lz,;(')z':*(')ó;j(')l z'«(") ãi;;gl:Õa(")

ã: lz,:*(")z':j(")l z'-(')ó.,(") Ói;i,g;:Ó8-(')

/

* a' h*':H(,)

i,j,k=x

"* ãi:ã;,"* ':«(,)
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A ss im obtemos qu 

(2.5) 

Como bi.i-+ S,:j ern "' (n, IR.n) quando h in em C"'(n , IR.'t), temos que os coeficientes 

de /} ' tendem a. O uniformemente em x E n quando h. ·1n cm '''(n, IR."). Logo, 

(2.6) 

onde c(h) vai a O quando h - > iíl. cm '4 (S1 , IR.n ). 

1 

Teorema 13 S' .ja À ttm autovalor de (2. I) em S1 rom mulli71lir irlad m e I urn inlr>rnlo 

.m IR. tal qv r ,\ é o 1í. 11iro e/('m cnto do CSJH' r.im m I . 

J,)nlâ.o, rl(/.rlo 11 O e mn inte1·valo auedo ./ C f r·o11i ,\ E .J , r:1:is l ·wna vúinhanç: u. V rlc 

in .rn, Diffk (S1) (k ~ 4) tal que se h E V exislrm e:wlomenl 111 a1tlo valo1· s À 1 (h) ... , >- rn (h) 

rle ( 2. 1) ~ m ./ r-milrulo.~ com nwltiplic iclarle com À i ( in) = À pant lodo 1 ~ -i ~ m.. A 1c::111 

rhsso, a 11rojcçâo f (h) rl . i } (D) sobi- o au.lo-Psµaço n.ssociarlo a 1\1 (h) , ... , À.,,, (h) Rr1./,isfaz 

IIP(h) - P(-in)II < ·11 em V. 

Prova. Para provarmos este Lema, utilizaremos a. L 'Ori a de perturbação de operadores 

il im i tados desenvo lvid a no apíLu lo IV de IGI . 
Pelo Lema. 12, provc1clo anteriormente, í \ 1, h" 1:::/-11 ~- i - 6.'2 é 6 1 - l i rn i Luclo ( Oll seja, 

/ J(/11, ) 0(6.2 ) / /'1 n 11t(D) ern / ,2 (S1) e Jl / l1,.nll D2(n) ~ E(/1)IJ61 u.ll1,2 (n) para Lodo 

u E f f'' n !1J(S1) co111 c( h) O quando h in)- Al ém disso, cxisLo urna viz iul rn nGa \ ' de 
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án em Dias(Q) tal que c(/z) < 1 para todo /z c V. Portanto, pelo Teorema IV 2.14 de l61,
temos que .4h + A2 = A*6.2A*-i é um operador fechado em Z,2(Q) com

8'(A*A'À*': , A') $ (i .(A)) :.(h) Vh C }'' (2.7)

onde (5 é o gap entre operadores fechados definido em l61. Se J é um intervalo aberto
satisfazendo as hipóteses anteriores, então podemos encontrar uma crava fechada ' em C

com ínZ ' n R = i. Já que ó(h*A2A*'i, A2) --> 0 quando /z --} in em C'k, obtemos pelo

Teorema IV 3.16 de l61 que, se llíO -- hllck(O) é suficientemente pequeno, h*A2A*-i possuí
exatamente m autovalores Ài (A) , ..., À.(h) contados com multiplicidade no interior da curva
,y. Sendo reais, temos que tais autovalores devem pertencer a J. Além disso, pelo mesmo
teorema podemos concluir que P(h) --> P(ín) em norma quando h --} in em C'k

l

Corolái'io 14 0 corÜtznZa

{A € Dia'(Q) 1 - M não é ..«fo«/« de r-r) .«. À(Q)
e todos os aulouaZares À € (--&/, 0) são simp/es}

á aZ)e7'ío em Diff4(Q) para bodo ]t4 € N

Prova. Se.jam Ao € .Z)&/ e Ài, ...,Àx; autovaloies simples de 6.2 em Ao(Q) estritamente
maiores que ]W. Sqa também ' um círculo de raio iW com centro na origem.

Segue do Lema anterior que pala cada l $ $ É existe uma vizinha.nça K C Diff4(n)
de ho e funções contínuas Ai : K --+ (--À4, 0) tal que Ai(h) é um autovalor simples de
h*A'A*': para qualquer /z c K com Aí(Ao) = Ài e os conjuntos Ai(K) são dois a dois
disjuntos. Defina I'' :: Í)k o }Ç e observe que Vh C y, h*A2/z*'t tem k autovalores maiores
que &/ todos simples. Portanto, Dm é aberto.

l

Perturbação de autovalores simples

Se.jam Q C R" um aberto, conexo, limitado, C'4-regular e Ào um autovalor simples da
equação

r (A' + À)« - 0 .m {2

1 « - ã - 0 .m a{2

associado à autofunção uo com ./çz wo = 1 .

(2.8)



Clonsideremos a aplicação

r' : -H' n Ho2(n) x ]R x l)n'(Q) --} i,'(n) x IR

definida por

F'(a, À, h) À)A*':%, / «,2 det A').

Pelas observações da seção 1.2 e 2.1 F é analítica, está bem definida e r'(u, À, h)
se e somente se u = h*':u € H' n Xã(h(n)) é solução de (2.8) em A(n) com /A

Observe também que F(uo, Ào, {n) = (0, 1) e que o operador

ãÕP («'o,Ào,{çz):H'nHg(Q) xR --> L'(ç2)xR

h,.b - ((»'**d"'

isomorfismo. De fato, dado (/, a) c l,'(Q) x R, como

A2 : H' n Xg(S2) --} L'(Q)

é auto-adjunto e l+edholm de índice zero e Ào é um autovalor simples de a.2, ex
em ü de

(a.' + Ào)IZ + Âuo + Ào)IZ

:' somente se (./ À«o)l«o, o« sda, se

x - l «..r.

Nesse caso, todas as soluções são dadas por

ü = Pwo + lo,

onde w € H4 n Ho2(n) é a única. solução de

(a.' + Ào)««

satisfazendo wLuo. Cromo queremos

« - 2 l «.ü - 'z l Ã.«..« + P«i\ - 'z/s

segue que /3 = %. Portanto, a única solução da equação

Í (A'+ Ào)à +À«o - ./'

PERTURBA ÇAO DE CONTORNO PARA O BILAPLACIANO

Q

(Q)

Àzlo,2

eum

êste

Q

n 'üo'u := a

23

t;2 :: l.

qnlilpõn

(2.9)
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é dada por

n, b - (:«. '' --, fn"-n.

al;l-n("., Ào, áo) :(ü, À) -'}((A'+ Ào)ü+ Àvo, 2 .Z «oü)

é uma bijeção contínua e pelo Teorema do Gráfico li'mhado um isomorfismo. IObserve
que a recíproca de tal afia'mação também é verdadeira. De fato, se existir outra auto..
função uo de A2 associada ao autovalor Ào com Jn uouo = 0 então obtemos que (uo,0) c
.V(aê;ln ("o, Ào, {n)) .l

Logo, pelo Teorema da Função Implícita existe uma vizinhança y de {n em Diff4(Q)
e funções analíticas «(h) e À(A) em y tal que F'(a(h), À(A),h) = (0, 1) pata todo A c y
Podemos afirmar a.inda que 5l;fb(u(A), À(h),h) é um isomorfismo para todo à c y, ou
seja, À(h) é autovalor simples para todo A € y. Temos portanto o seguinte resultado.

Assim

Proposição 15 Seja Ào l r?l auZooa/or simp/es de r2.8,). E'ntão, existe tinta u zinÀrznça V de
ãn e«. Dia'(Q) ' /unçõe. «««/á{«s u(h) e À(A) de }' 'm H' n xg(O) . R «;pecZI«mente,
satisfazerLdo a equctção (2.2) para todo h C V. Além disso, À(.h) é llm autouator simples
para lodo A C }' com À(ín) = Ào,

Seja agora ht uma curva analítica em DiHh(Q), # ? 4, passa-ndo por in no tempo 0. Em
vista da Proposição 15 podemos calcular a derivada. $(0) da função analítica À([) = À(Àt).
De fato, pela Proposição 15, se Ào é um autovalor simples de (2.8) associado à autofunção
uo, existem funções analíticas u([) e À([) nu«-a vizinhança / de 0 C ]R com À(0) = Ào e

u(0) = ?lo satisfazendo

Í A;(A'+ À(t))A;
'l «u - %P - o

e /n H(ly det (ht), dz = 1 para todo [ c /.

Seja k ? 5. Pelo Teorema 6 Lemos que

: «(t) 0 em Q
(2.10)

« (";«-' -'- *m":':«n) ,..
(6.' + Ào)(0.«(t))l.;o + ,X«o

(a.' + Ào)(ü À - V«o) + .i«o

onde ü = áu(t)l.:o, À
para todo [ c /,fogo ü

áhtlt:o e .i = 'Í À(Z)It-o. Observe (lue tl([) = %#} = 0 em aç2

i$k = 0 em ê)n. Note também que a escolha de A ? 5 nos garante
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que 110 C Hs(Q) (ve)a por exemplo j13j) implicando que À Vuo c H4(Q). Multiplicando
por ?lo e integrando dos dois lados a equação anteiror, obtemos que

- l u.(A2 +X.)(Ü- k v«.)

C {(ü - À . v«.)(A' + À.)«. - «.p.' + À.)(ü

C {@-À-a'gT)zku\«a-A«.z:-n - ilT)
-«.á»n-"."gT)'- gTA -«'gT)}

C {«;kw«a - '«.(â - ' ' "g>) }
1,.N6..«.

Q

Q

Pela Observação 3 sabemos que Auo gl#g- em aQ, logo

* - /;.G$)'". ~
implicando que numa vizinhança do 0 em IR

(2.11)

x(t) +t/ l.l::;yi' N+o(t'). (2.12)

2.3 Simplicidade genérica dos autovalores

Suponhamos que P é uma propriedade que depende de um parâmetro z C X, onde X é
um espaço topológico de Baile. Dizemos que P é genérica (em z) se ela vale para todo z
em um conj unto residual de X

Em nossas aplicações X será a classe de regiões C" diíeomorfas a uma região fixa Qo
de classe C":, ou seja,

X - {h(Qo); h € DiR"'(Qo)}.

Introduzimos uma topologia em X definindo uma sub-base das vizinhanças de um Q € X
por

{A(Q); llh inljcm(n,K") < ', ' > 0 suficientemente pequeno}.

Michelleti prova em l71 que este é de fato um espaço tipológico metrizável, portanto de
Barre
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De fato, o que provaremos nas aplicações é que a propriedade P' vale para todo h fora
de um conjunto magro de Dia"(Qo).

Entretanto nessas aplicações, o conjunto F' de mergulhos excluídos será sempre definido
pelas pi'opriedades da imagem do mergulho, (portanto é invariante por composição com
difeomorfismos de classe C" de Qo em Qo). Isto implica (ver ISI) que o subconjunto das
regiões definidas por r' também é magro no nosso espaço X

Nesta seção, mostraremos através do Teorema da Transversalidade a simplicidade genérica
de todos os autovalores de (2.8) no conjunto das regiões Q C IR", n ? 2, abertas, conexas,
limitadas, (J'-regulares.

Clom o objetivo de aplicar os argumentos de transversalidade, mostramos primeiro que
nossa propriedade genérica é equivalente a zero ser valor regular de uma aplicação apro-
priada. Mais precisamente temos

Pi'oposição 16 Irados os aí/foda/ore.s da equação r2.8) são simp/es se somente se zero á
outor regular da aplicação

@. : x' n xg(íz) x R -+ z,'(n)

dejinidu por

éçt (u, À)

Prova. De fato, 0 é valor regular de Óo se somente se para todo (a, À) c H' n Ho2(Q) x IR
com @Q(H, À)

Oén(a, .X)(Ü, À) + À)Ü+ ,iu

é sobrejetora. Agora, como o operador

(A' + À) : z' n Há(n) --> ].,'(n)

é um operador auto-adjunto, l#edholm de índice zero temos que

L'(Q) R(A' + À) © JV(A' + À) ( soma ortogonal )

Logo, D@ç2(u, À) é sobrejetora se e somente se

R(A' + À) © lul - L'(n),

ou seja, se e somente se À é autovalor simples de (2.8)
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l

Considere aplicação

F' : H' n Xg(n) x R x Dia'(Q) --} Z;'(Q)

defiMda por

F'(u, À, A) - à*(Z\' + À)h*'' u

Observe que 0 é valor regular da aplicação

(u, À) --} F'(u, .X, A) (2.13)

para A € Diff4(n) se somente se 0 C Z;2(h(Q)) é valor regular da aplicação #'h(n) já que 6*
é um isomorfismo entre espaços de Banach. Como o problema (2.1) é equivalente a (2.2),
temos pela Proposição 16 que todos os autovalores de (2.8) em h(ç2) são simples se somente
se 0 € Z,2(Q) é valor regular da aplicação (2.13). Portanto, para provarmos a simplicidade
genérica dos autovalores do problema de Dirichlet para o Bilaplaciano é suficiente provar
que zero é valor regular de (2.13) para a "maioria" dos h c Diff4(Q), de fato, pelo Teorema
da Transversalidade é suficiente mostrar que 0 é valor' regular da aplicação F. Entretanto,
quando tentarmos levar a cabo este argumento, encontramos uma dificuldade: não con-

seguimos mosto'ar que 0 é de fato valor regular da aplicação F'. O que obtemos é quie os
possíveis pontos críticos devem satisfazer certas propriedades especiais ( que no entanto não
conduzem imediatamente a uma contradição). A ídéia então é mostrar que essas "proprie-
dades especiais" só podem ocorrer pala um conjunto "excepcional" de regiões para então
restrigir o problema ao complementar e aplicar o I'eorema da Transveisalidade nesse novo
conjunto de regiões. Essa mesma situação ocorre frequentemente em nossos problemas. No
caso presente a "situação excepcional" é caracterizada pela existência de autofunções ?& e z;
do problema satisfazendo a propriedade adicional Auz\u = 0 sobre é)n. Para mostrar que
esta situação é lealmente "excepcional" consideramos a aplicação

Q : H' n H2(Q)' x R x DÍH''(Q) --} Z.'(Q) x Z'(Q) x J,:(aQ)

definida por

Q(«,«,*,© -("*(»' -- N"*''«,"*«'.' -- D"*-'«, {«*»«*-'«"*»"*-:«} ,.)
e então utilizamos a condição 2(/3) do Teorema da Transversalídade. Observe que (u, o, À, h) c
Q ' (0, 0, 0) se somente se u, u são autofunções de (2.8) em A(n) satisfazendo A zZ\u = 0 em
é)h(Q). Assim, mostraiemos que existe um subconjunto aberto e denso em DiR'(Q) tal que
a restiíção de /? sobre este conjunto possui zoro como valor regular, pi'ovando o resultado.

h*(a.:
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Obsex'fiação 17 Sem perda de general düde podemos traballLar com regiões CS-regulares
em uez de C4-reg]t]ares. De fato, Feto Corolário ]4 Lemos que'Dp.,i é um subconjunto Ghetto
de Din4(Q) para lodo M C N. Se consegu amos provar que la/ subconjtznzo é íamZ)ém denso
em Di#4(Q) obtemos o lesa/fado lomífndo {nferseção cona A/ uaríar?do em N. Precisamos

provar então a densidade de tat subconjuTlto. Agora, paT'a provar tal densidade podetnos
Lrabülhar com regiões de regularidade maior (por exemplo C' ) iú que regiões de classe C4
podem-t sel' apro=imadítdas por regiões de classe Ck com k > $.

Para provar a excepcionalidade da propriedade acima precisamos do seguinte resultado

Lema 18 Se/am Q C IR" um aberto, conexo, /im fado, C'S-regzz/ar com n ? 2 e J C aQ lzm
sttbconjlLnto aberto não uuzio. Coítsidere « aplicação diferenciáuet

G : .Bm x l-m, 01 x Din'(Q) --> L'(Q) x H$(J)

de$1-tida por

'(«,», © -("*(»' * N"*':«,"*'"*-:« ,)

-d' BW Xg(n) - {0} l llull $ M}. -Balão o s«Z,«"j««'.

C'Ú Din'(Q) 1 (0, 0) C G(Bm x l-JU/, 01, h)}

é r7zag7a e /ecÀado em Dias(ç2)

Prova. Aplicaremos o Teorema da Transversalidade para G. Observe que a (; é
analítica em h pela seção 1 .2 e linear, pol'tanto analítica nas outras variáveis.

Irücialmente mostraremos que a aplicação (u,À,h) -+ /& : G' :(0,0) --> Diff'(Q) é
própria, verificando a hipótese (3) do teorema e obtendo que C'lÍ/ é fechado. Para isto
se.ja {(u«,À«,ã.)}«cm C G :(0,0) com A« -+ ho = íçz l o caso geral é análogos. Como

{a«}«CFI C /3.v e {À.}.cru c l--JW,01 passando a. subsequência existe pela compacidade
u C XIÍ(n) e À C l--&/, 01 tal que H. --> H em J7o2(Q) e À« -+ À em l--W, 01. Na demons-
tração do Lema 12 obtivemos que h*z\2b*'tu = 6.2u + l,Au para todo h c Dias(ç2). Assim
temos que para todo o c Ho2(ç))

lim / ulÃ;l(a.' + À.)h:':%.}
7Z --> 00 / n

.ii=:,L «{(A' + À«)"« + l""««}

lim
n--too

Z\uAW,. + ' ""«««}lQ

{AuZ\« + Àuu}
Q
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já que a. -+ ll em Ho2(n), À« --> À em l--À4, 01, h« --} ín em Diff'(Q) e

5; llullz,2(n)llzh'w«lll,(n)

$ m((h«)llulll,(n)

com lim«-.*wc(Àn) - 0 (ver (2.6)). Então, u é solução fraca, portanto forte, de (2.8).
Mostraremos agora. que u. converge para ?& em H4 n Ho2(Q). De fato, para todo n, m c N
temos que

Q
uJ.,A"a. " llL: (Ç2)

h=(A'+ À«)hl;''u« - h=(a.'+ .X.)ã=.':%.
a.'(H« - u«) + Z.À"(u« ?'«) + (Z,h' - Lh")u.
+À.(u« u«,) + (À« À..)«.

implicando que

IA'(u« -- u«)llt,(n) = llLh"(u« -- u«) + (l"" - z,A")u«
+À«(U« -- Ü«) + (À« -- À«,)HmjlZ,,(Q)'

Como {a«} C BW, u. --> u em Wg(n), À« -+ À em l--W, 01, A. --} in em C'(Q, IR") quando

n --} +oo e llZAullP(n) 5; '(Ü)llull «n ã(n) com limo-i. c(h) = 0 temos por (2.14) que

llA2(Un -- Hm)llZ.,,(Q) ''> 0 quando n, m --> +oo.

Assim, como zX2 de /74 n Ho2(Q) em Z,2(Q) é um isomofismo, existe co > 0 tal que

A2(Un -- 'Üm)llL2(Q) ? COllU« -- u.llm'nwâ(í2),

obtendo poi' (2.15) que {%.}«cm converge em /7' n Ho2(Q) para u c X4 n Ho2(Q) provando
que a aplicação (a, À, h) -+ A : G'''(0, 0) --} Dias(Q) é própria.

Seja (u, À,/z) € G' 1(0, 0). Como argumentamos em 1.2.2, podemos supor que A = in.
A derivada parcial aG'/a(u, À)(u, À, in) definida de H' n Ho2(Q) x IR em ,Z,'(Q) x H$(J) é
dada por

(2.14)

(2.15)

(ü'«, *, '.,'«, *,, Ih '«, *, :.,'«, *,)
(('' -- N" -'- '«, »*l.) .

Agora, DG(u, À, {n) definida de #' n -Kg(n) x IR x C's(n, R") em L'(Q) x /7{(J) é dada
por

aG .
ã(;;:ã (", À, in)(ü, À)

06'(w, À, Ín) (Ü, À, A)

-(-:(«, *, 'd@, À, Ü, -,(«, *, :dH, .i, h)

-(("'* ".',«)*Á«,{»@ *1l#" «,},)
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De fato, pelo Teorema 6 temos que

06'i(&, À, {n) (.Z, ,i, À) (A' + À)ü + IÀ . v, (A' + À)l« + ,i«
(A'+À)(Ü-À.Vu)+Á«+À VI(a'+À)«l
(a.' + À)(«z - À v«) + .i«

já que (Z\' + À)u

0G2(w, À, {n)(ü, À, À) { a.(4Z - À ' V«) + À
{ a.(ú - À ' v«) + À

v(a.«) J

N
ÕN J la

já que 6.ulJ = 0. Observe que a escolha de ç2 C R" C's-regular nos garante que u € #s(ç2)
( ve.la por exemplo j131) e daí que À . Va c .lií'(n).

Pela propriedade 3 para operadores gemi-Hedholm enunciada na seção 1.3, basta veri-
ficarmos que

r.(",À,{n): H' nxg(n) x ]R-+ L'(Q)

é um operador Hedholm para concluirmos que a hipótese (1) do Teorema da Transver-
salidade é satisfeita pela aplicação G. Pa.ra isto, observe primeiro que a codimensão da
imagem de 7'i é finita e que portanto 7?(Tt) é fechada em l,2(n). De fato, 7'i restrito a
{(ü, o) l lz c H4 n Hoe(Q)} coincide com o operador' lüedholm de índice zero

(A' + À) : n' n wã(n) --} z'(n)

Agora, como
T. (à, .i) + À)Ü + Àu = 0

'emos que, se (ü, À) c .V(Tt)

{«(a.' + À)ü + À«'}
Q

Â.2
Q

de onde obtemos que À = 0. Logo

(A' + À)Ü JV'(A' + .X)

Assim

.v(rt) (.z, o) l ü € .N(z\' + À)}

é um subespaço de dimensão finita, de onde podemos concluí que 7'] é um opeiadoi
H'edholm.
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Provaremos agora a hipótese (2P), ou sqa, mostraremos que

dim{.p/.. %, \ ;.\\t'
l n(aÍIÍh(u, À, {n)) J

Suponha por absul'do que isto não é verdade. Então, existem 0i, ..., 0. c L2(Q) x #{(J)
tal que para todo À C C';(n, R") e ü, À c H' n Xg(n) x ]R eüstem ó,A c H' n xg(n) x ]R
e escaleres ci, ..., c. tal que

OG(", À, Íçz)(ü, À, Ã') - }l: cjOj + ã:l:D (", À, án)(ó, P),

ou

DG(t',À,in)(IZ Ó,À-/2,À) cjOj, 0j

Em particular temos que para todo À c C's(Q, IR") existem ü, ,i c X'nXg(n) x IR e escolares
ci, ..., c. tal que

lJ

E0G'(u, À, {n)(ü, ,X, h) - cjOj,

ou sqa,

((»'*Nn "«)--,«,»n ,«)*1l#" (2.16)

Consideremos o operador

Sa,+À : L'(Q) -+ H' n H:(ç2)

definido por

0 Sz,,+À/ se (6.' + À)« / C .V(A' + À), ulJV'(Z\: + .X)

Mostraremos na seção 4.1 que S 2+À está bem definido

Observe que em an temos que

a a
(A . V«)

a
h «oã'"

Õ2uN

h . Nê:.%

já que tl c Hg(n) e pela Observação 3 Aülao = aN71... Assim, se escolhermos À c
C's(Q, IR") identicamente nula em aQ J obtemos que

;k(ü À'v«) -0'm an,
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ou seja, obtemos que ü -- À vu c H4 n Ho2(Q).

Por outro lado, existe uma única solução a de

(A' + À)a -- )l: ciOi C JV'(A' + À) com al.V(A' + À)
lZ

de fato, a = .Sa,+À(}ll:=:i cí0{). Como ã À Vw resolve a mesma e(luação temos (lue
?Z h.Vw -- a C.A/(zV+ À), ou seja,

«Z À V" :: }:(.j«'j + >:cj.Szi,+À0'

onde {ui, ..., u.l} é uma base ortonormal em L2(Q) para o .V(A2 + À). Em outras palavras,
podemos resolver a. primeira coordenada da equação (2.16) módulo o subespaço de dimensão
finita .V(Szi,+À) = .V(A' +À) já que Aula = 0. Substituindo (2.17) na segunda coordenada
de (2.16) obtemos que

r

l lJ J
(2.17)

h.N

pertence a um subespaço de dimensão finita. Mas isto só é possível, no caso dim Q ? 2, se

Assim, a solução ?{ satisfaz as condições do Teorema 4 de onde obtemos que H = 0. Como
u c wl n /7o2(n) -- {0} temos uma contradição, o que prova o resultado.

0 (2.18)

l

Observação 19 0 Z;ema /8 pode ser Disto como a demorzsZraçãa de qtle gerzerícílmerzíe no
Ganiu.nto das regiões temos unicidade parti o problema

r (A' +À)« -0 .m Q

'l «-& - :gb -0 .m J.

O próximo resultado mostra que a existência de duas autofunções u, u com Z\li.Au = 0
é de fato "excepcional"

Lema 20 S(ga (2 C IR" um aberto, corzezo, /{rnilado, CS-rega/ar com n > 2. Corzsjdere a

aplicação dijerenciáuet

Q : BÀ4 x 23À/ x l--À4,01 x l,)w --> Z,'(n) x Z,'(n) x Z,:(aÇ2)

definida por

Q(«, «, À, h) "*(»' ' N"*':«, "*«-' ' N"*-:«, {«*»«*-'«,,*»"*-'«} ,.)
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.«de BA/ - {w c x'nxg(n) {o} l llull 5; M} . ow Dias(Q)-c'W. Óciwn é . ««:/«n'',
ntctgro e fechado cuja existência é gnranl,ida Feto Lema 18]. Então o slLbconjunto

{ C WI(0,0,0)CQ(BWxB&/xl-M,01,A)}
é magro e /ecÀado em Dias(Q)

Prova. Aplicaremos o Teorema da Transversalidade para C?.

A hipótese (3) do teorema pode ser verificada como na demonstração do Lema 18, de
fato, a verificação de tal hipótese segue basicamente da compacidade de -Bh/ e l--À4, 01 em
H4 n -17o2 (Q) e IR respectivamente e do fato de todos os espaços envolvidos serem separáveis.

Seja (a, t;, À,ã) c C?'i(0, 0, 0). Podemos supor sem perda de generalidade que A = ín.
A derivada parcial aQ(u, u, À, ín)/a(a, o, À) definida de H' n Ho2(Q) x #' n Ho2(n) x R em
É'(Q) x É'(Q) x Z:(aQ) é dada por

w:a'«,«,*,:«" , - (dh'«,«,*,'.« ,,dh'«,«,*,:." ,,
R:h'«, «, *, ;.,' ,)

ã(Ílgl-D(«, «, À, {a M, ó, »

a(:gl-»(«, «, .x, idH, ó, »

Õi.;11-»(", ", À, ín)(ü, ó, Ã)

(A' + À)ü + .i'«

(A' + À)Ó + Â«

zXuzXÓ + z\uAÜ b

Agoi'a, l)Q(a,t',À,in) definida de H' n wg(n) x H' n Ho2(Q) x ]R x C'S(Q,]R") em
L2(Q) x xZ,2(Q) x Lt(aQ) pode ser calculada como no Lema 18 e é dada por

"Q(«,«,*,:d( ) -(«Q-(«,«,*,;dn,"Q,(«,«,*,:d(.),
0C?;(u, «, À, {n)(') l

0Qi(u, z,, À, {n)(?Z, Ó, À, /z)

0Q2(H, u, À, {n)(ü, Õ, À, A)

0(23(u, o, À, Ín)(ü, Ó, À, À)

(A' + À)(Ü
(a.' + À)(ó

{A«l»u-
+A«IAn-

- h . V«) + .Xu

h . v«) + À«

À . v«) + À ' v(z\")j

À . v«) + À ' v(A")j } ,.

Observe que a hipótese (1) do Teorema da Transversalidade é facilmente verificada .iá

que o operador aÍ::;:H(u, u, À, ín) é um operador Fredholm.
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Provaremos então a hipótese (2P), ou se.ja, mostraremos que

dim{ iÉITllg
l z(aí#lgn(", ", À, i.)) 'r

Suponha pol' absurdo que isso não é verdade. Então, argumentando como no Lema 18.

eMstem 0i, ...,0,. c /,'(Q) x L'(Q) x Z,:(aQ) tal que para todo À € C';(Q,R") emitem
tZ, ó, À e escolares cl , ..., c« tal que

0Q(",",À,{.)(Ü,Ó, Â,À) - )i:cjOj, 0j -(0.l,0j,0?),
l7

ou sqa,

(A' + À)(Ü - À ' V") + Á« - >1: cj01]J
(2.19)

(z\' + À)(ó - À v«) + Ã" - >: 'joj (2.20)

{a.«la.(ó-À'v")+À'v(A")l +A"lA(ü- j''v")+À'v(z\")l} ,. - >:'jo?.(2.2i)

Seja {%i , ..., u.} base ortonol'mal em L'(Q) para as autofunções de (2.8) associadas ao

autovalor À e considere os seguintes operadores lineares

lJ

HA,.FÀ : Z'(Q) --> H' n H.I(Q)

Ca,+* : H{(aQ) --> H'(n) n xJ(n)
definidos por

w = .4a,+À./' + Czk2+Àg c #4 n Hi(Q)
se

(A:+ À)w / C lu:,...,«.l,

w-Ljui, ...,aPj e Z?w :; g em aQ.

INa seção 4.1 mostraremos que tais operadores estão bem definidos.l

Assim, das equações (2.19) e (2.20) obtemos que

E cala,+x0.l - Cd'+ÀF (2.22)

jáque ãh(«Z-À V«)las2 À.N#;%l,n- À JVA«lao e
l m

.j=t .j=i
Eb h.''Vu := E h . Nb.ucj.Aa:+ÀOj CA2+À (2.23)
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jáque ã%(ó À V«)lan -À./vjh-lan .NA«lan.

Substituindo (2.22) e (2.23) na equação (2.21) temos que

{',«IÀ, o --*(À'"'«))l--»«IÀ,@«) :--*(À«'»«))l}.. p.«)

U

pertence a um subsepaço de dimensão finita para todo À c C's(Q, R")

Ci)mo ín c l)&/ = Dias(Q) -- Cif temos pelo Lema 18 que Au não é identicamente
nulo em aQ. Assim, o aberto U = {z € aQ l 6.a / 0} de aQ é não vazio e como 6.?&6.u = 0
em aQ temos que Az; = 0 em U

Escolha À C C's(Q, IR") satisfazendo À = 0 em aQ C/. Nessas condições (2.24) implica
que

{»«(À ' '«'«)) - »«'-('»,--*(À ""«))} ,.
pertence a um subespaço de dimensão finita para todo à nas condições acima. De fato
para tais escolhas de A temos

(2.25)

'.,-.* (À . «,».«) - '.,-.-*m
que pertence a um subespaço de dimensão finita e

»«(À »(»«)) : . .« ,-.

Observe agora que

{»«(À «('o) -**(À »'»«))}

Logo, pela equação (2.25) obtemos que a aplicação

: : À --* »«(À . ~'mo) .
definida para À C C's(Q,IR") satisfazendo À = 0 em aQ U possui posto finito. Cromo

Au #: 0 em U, isso só é possível jno caso dim n ? 21 quando V(At;) = 0 em U c aQ.
Como Ao = 0 em U, temos

v(Ad).

0Ao' .
-ãN-- = V(Ao) = 0 em U.

Assim obtemos que a autofunção u de (2.8) satisfaz

a.«
ÜN '

ou seja, u satisfaz as hipóteses do Teorema 4, e portanto u = 0 em Q, de onde obtemos uma
contradição provando o resultado.

l
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Temi'eira 21 0 cola?zelo

{ C Din'(Q) l todos os ««Zo«/ares de r2.8) em h(Q) são simples }

é «sid««/ em Di#'(Q)

Piava. Conforme argumentamos na Observação 17 podemos supor que a região Q é (.;5
regular. Considere a. aplicação

F' : B&/ x l-W, 01 x Uw -+ L'(Q)

definida por
F'(u, À, A) + À)A*':%

onde Z,/íh/ :: l)M -- Em. DIM é o complementar do subconjunto magro e fechado do Lema
18 e EW é o subconjunto magro e fechado do Lema 20. Observe que t/m é aberto e denso
em Día4(Q). Mostraremos, através do Teorema da Transversalidade, que o subconjunto

{h C Uw l (a, À) --> F(u, À, A) não tem 0 como valor regular }

é magro e fechado em [/m. Assim, tomando a interseção do comp]ementar desse conjunto
com A/ variando em N obteremos pelo Teorema de paire e pela Proposição 16 que todos
os autovalores de (2.8) são geneticamente simples em DiH'4(Q).

As hipóteses (1) e (3) do Teorema da Transversalidade são imediatas. Basta, portanto,
verificar a hipótese (2a).

Suponha. por absurdo que exista. (u, À, h) c BW x l--iW, 01 x Uw, F'(H, À, h) = 0 ponto
crítico de F. Sem perda de generalidade podemos supor que h = içZ. Ente.o, existe @ c
L2(Q) tal que

< 0F'(a, À, án)(IZ, À, A), @ >

para todo ('Z, À, À) € H' n xg(n) x R x Cs(Q, ]R") onde ])r'(u, À, {n) : H' n Hg(n) x ]R x
C'S(Q, R") -+ l,'(Q) é dada por

(2.26)

Of'(u, À, ín)(ü, À, b) (A' + À)(Ü - À VK) + Ã«

Fazendo À = À = 0 em (2.26) temos que

@(A' + À)Ü
Q

o v:z € x' n wlÍ(n),
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ou se.ja, @ C 7?(A' +À)L = .A/(A' + À). Assim, como an é de classe C's temos (lue

@ € H;(Q) n C''''(Q) para algum a > 0 e satisfaz

(A'+À)@

ü-g$
Se À = ?Z = 0 e À varia em IR, obtemos

wÜ :; 0.

Tomando agoi'a .i = ü = 0 e fazendo À variar em Cs(Q, IR") obtemos que

- l $(Az .tX)(i,. Va)

{(À V«)(6.' +À)@ - @(Z\'+À)(À V«)}

C {(À ' v«)õk(Av') - Av'Zil(À ' v") - v'lii-(A(À ' v«)) + A(À ' v")g$}

ra. (À ' v«)ãk(A'p) - Av'ik(À ' v")}

''.~".~wh ~«â«.~n.
-J;.-.~~«Ç ~-:''».«..

Assim obtemos que

À . A@Au - 0 VÀ C C's(Q, R")

já que z\ula = g>-lan, implicando que

z\@Z\u = 0 em aQ.

Mas ín c t/m, de onde obtemos uma contradição em vista da defirüção de t/À,Í e do Lema
20.

l

2.4 Simplicidade genérica dos autovalores eni regiões simétricas

Clonsideie o seguinte subgi'upo I' do grupo Octogonal O(n) isomorfo a Z2:

I' :: {l,g} onde g / l e g2 :: l,

Q

Q

Q
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ou seja, g é a rotação de n em torno de um eixo ou uma reflexão em relação a um hiperplano.
l)izemos que Q C IR" é I'-simétrica ou I'-inval'jante ou simplesmente simétrica ou invariante
se gn = (2 para todo g c I'

Estudaremos nesta seção a simplicidade genérica dos autovalores de (2.8) em regiões

simétricas Q C IR " inval'jantes por I'. A topologia considerada aqui é a restrição da topologia
definida na seção 2.3 para. regiões simétricas, ou seja, regiões invariantes por I'.

Seja Q C R" um aberto, conexo, limitado, C't-regular, k ? 4, 1'-simétrica e

nia5 (ç2 ) { c Dink(Q) l h(g#) gh(z) para todo z c ç2}

IObserve que se ç2 é uma região invariante então A(Q) também o é.j

Nesta seção mostraremos que, genericamente no conjunto das regiões ç2 c IR", n ?
2, C'4-regulares, abertas, conexas, limitadas, invaría.ates por I', todos os autovalores do
problema de Dirichlet pala o Bilaplaciano são simples. Para isso, mostratemos que existe
um subconjunto residual de /z C Diír5(n) tal que todos os autovalores de (2.8) em /z(n) são

simples. Como H o g é autofunção se ?l o é com llullL2(n) " llu OWllL2(n) temos que se todos
os autovalores de (2.8) são simples em A(n), então toda autofunção u deste problema é par
(Hog = w) ou ímpar(uog = --u) em h(Q).

E importante observar que o mesmo resultado não vale se considerarmos outros tipos
de simetrias. Nesse caso, pode-se mostrar como Antõnio L. Peneira em 1221, a existência de
autovalores múltiplos em qualquer região simétrica (exceto o caso Z2).

PI'oposição 22 Sejam

Z'(ny'' ::; {u C l,'(Q) 1 % o g

Z,'(Oy"'" C Z'(Q) 1 %.g em Q}

nfã. É'(Q) '" © J,'(ny"'" ««.', "m" o,:.go««/.

Prova. Desato, dado?é c Z,'(Q) temosque H = %.+u. ondeu. = 4(u+uog) € L'(Or'' e
«. "'g) C L'(Q):"'''. Se u. c Z,'(Q)'" e o. C L'(Q):":'" temos que /n ".«.

que l&.u. C L2(ç2):":P''. Assim temos que a interseção dos subespaços L2(n)p'' e Z,2(Q)i"P''

é o subespaço nulo, tais espaços são ortogonais e além disso temos que Jn a2 = /n w2 +/n w2.

Como o Bilaplaciano comuta com o grupo oi'togonal (veja por exemplo j211) temos que
os subsepaços H' n x#(ny'' = {n' n wg(n)} n L'(Q)''' e H' n /íg(ny"''' = {H' n
í/g(n)} n L:(ny"'" são invariantes para esse operador.
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Pala obtermos nosso resultado de genericidade procederemos da segünte forma: mos-
traremos separadamente em cada subespaço (par e ímpar) que, genericamente no conjunto
das regiões I'-simétricas, todos os autovalores de (2.8) são simples. Posteriormente mos-
traremos que cada autovalor múltiplio de (2.8) deve bifuicar em autovalores simples por
pequenas perturbações simétricas. De fato, provaremos que se isto não ocorresse existiriam
duas autofunções H e o de (2.8), par e ímpar respectivamente, satisfazendo

(A«y - (a.«)' em aç2

Mas tal propriedade (como veremos) é "excepcional"

Para provam'mos a simplicidade genérica de todos os autovalores nos subespaços par e
ímpar precisamos de resultados análogos aos Lemas 18 e 20. De fato, tais resultados valem
ti'ocando Bm por

-B$' - {H € H'' n Hg(ny" {0} l llall $ &/},

e DiffS(n) por Diff:(Q). A única diferença nas demonstrações é na escolha dos À em
C's(n, IR"). Na prova dos Lemas 18 e 20 escolhemos À identicamente nda em aQ -- C/ onde
U é um subconjunto aberto de an. Agora se faz necessária a escolha de b identicamente nula

em aQ {UUWU} pois as funções À c (;s(n, IR") devem satisfazer também À(gz) = gÀ(z) em
ç2. Tais escolhas de /z não modificam o restante da demonstraçãojá que & C wl n H2(Q)'"
satisfaz zulu = 0 se e somente se Aulsu = O.

Assim, as provas dos Lemas 23 e 24 seguem de perto a demonstração dos Lemas 18 e
20 respectivamente.

Lema 23 Sejam Q C IR" um aberto, conta;o, Jim lado, C'S-rega/ar com gn :; Q, n ? 2 e
J C. açl unt subconjunto aberto não vazio. Covtsidere cl üplicução dilerenciáuel

G : BÇ' x l-m, 01 x Dia:(Q) --} Z,'(ny" x H{(J)
dejiTiida por

'(«, *, © -("*('' -- N"*''«, "*»"*-:« ,)
onde í?Z' = {a c H' n Ho2(Qy" -- {o} l llull $ À/}. E'nfão o .subconjunto

(Z,v :::; {/z C Dia:(Q) 1 (0, 0) C G(B=' x l-Jk/, 01, /.)}

' m«g« . ./êcÃ«do .m Dia:(Q)

Lenta 24 Se/rl Q C IR" z/m. aberto, comera, {ÍrnÍlado, C'S-regtz/ar com gn :: n e rz ? 2
Clortsidere tt aplica ção diJerenciáuel

C2 : BZ' x BX;' x l-W,01 x 0X,, -+ t'(ny'' x L'(Q)"" x L'(aQ)
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de$nida por

Q(u, «, À, à) h*(a.' '- N"*':«, "*«-' '- N"*-:«, {«*»«*-:«"*'-«*-:«} ,.)L .J laQ./

Caga [Cg,M é o subconjunto magro e fechado do Lema. 23]. Então.«de Pb - Dia:(ç2)
o sllbconjunto

{h C 0h 1(0,0,0) C C?(BU' x aZ' x l-W, 01, h)}

' m«g« . ./b.À . e«- Diali(n)

Observação 25 Resultctdos aTtálogos aos Lemas 23 e 2.4 podem ser provados da ntesma
made ra trocando BX;' por

B""p- {u € H' n Xã(ny'"'" {o} 1 11«11 5; w}

e consequentemente os espaços de chegada

Teore)na 26 0 subconjuZo

{ c Dia:(Q) l godos os ««'oua/o«s de r2.8) em H' n xã(ny"
[respectiuumente H4 n Hã($t)'"p" ] são simples em hqnh\

é residia/ em Difr:(n)

Prova. Vamos considerar aqui apenas o caso em que as soluções da equação (2.8) se
encontram em 174 fl Ho2(Q)P", o caso ímpar é análogo. Considere a aplicação diferenciável

B'" x l-W, 01 x Uh --} L'(ny"
definida por

F'(«, À, A) ::: h"(A' + .X)A* 'u

onde Uh = Dgv/ -- -Eh. l)h é o complementar do subconjunto magro e fechado definido

no Lema 23 e ZlgV é o subconjunto magro e fechado do Lema 24. Observe que Uh é
aberto e denso em Dia:(Q). Mostraremos, através do Teorema da Transversalidade, que o
subconjunto

{A C UX, l (a, À) q F'(H, À, h) não tem 0 como valor regulam }

é macio e fechado em UX.r . Assim, tomando a interseção do complementar desse conjunto
com A/ variando em N obteremos pelo Teorema de paire e pela Proposição (16) que todos
os autovaloies de (2.8) são geneiica.mente simples em Dia;(ç2).
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As hipóteses (1) e (3) do Teorema da Transversalidade são imediatas. Basta então
verificar a hipótese (2a).

Argumentando por contradição, obtemos como na prova do Teorema 21 a existência de
duas autofunções pares não nulas u e @ C /7s n Ho2(Q) de (2.8) satisfazendo

h . Nb.'tth$ = Ü (2.27)

para todo À c C'S(Q, IR") com À(gz) = gÀ(z) em Q. Agora, pelo Lema 27 abaixo podemos
aproximar a função par z\ztA@ por funções pal'es do tipo À JV em Z,i(aQ). Assim, (2.27)
implica que

AüA@ = Oem aQ,

mas in C [/b, de onde obtemos uma contradição.

Observe que no caso em que ambas as autofunções são ímpares o produto a.az\@ é
ainda uma função par. l

Lema 27 Sda g2 = /,g / /,g(Q) = Q e sela / : an --} IR tira /unção corzlz'ni/a par r'
J o g - J;.

E«Zão «í.Z. l.' : R" -+ R" de c/«s. C'' c.«. }''(g') («) .«. q««« {od. P.«Zo 'J'

ç2 Za/ q«. }'' . Nlan e'Zá ««i$o,mem-Z' p,ó«{mo « .f. Se / C L-(an), l $ p < .«, pod."';o'
aprozímá-/a em ÉP(an).

Prova. Ver l51

O próximo lema mostra que a existência de duas autofunções % e u de (2.8), par e ímpar
respectivamente, satisfazendo (Au)' = (Auy em ÕQ é "excepcional" em Dia:(ç2).

Lema 28 Sqa Q C IR" üm aberto, conta;o, /im fado, C's-rega/ar, I'-síméfrÍco. (;onsÍdere a
aplica ção dilereTiciáuet

G : Bh X ni4 X l-JW,01 X Zh --} Z,'(ny" x L'(Q){"'" x L:(aQ)x L'(aQ)
de$nidu por

G'(u, «, À , A) ("*('' * N"*':«,"*@' -- N"*-'«, {@*»«*''«y @*»"*-:d'} ,.)
.ndeZX. dali(n) (.Ttl/, B.L cw'nwg(n)'''-lo} lllull $ JM} .ai,::{«c
H' n wg(ny"'''' {o} 1 11«11 $ &/}. Então . s«z,co«/«"'o

0X/ ZX,, 1 (0,0,0) C C'(B.l/ x Bh x l-Jk/,01, h)}

' "''«g,o e /e.A«d. .,« DiR:(Q).
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Prova Aplicaremos o Teorema da Transversalidade

A verificação da hipótese (3) do teorema é feita como na demonstração do Lema 18
usando a compacidade de ah, Bh e l--iW, 01 em n' n w'(ny", #' n H'(Q){"'" e IR
respectivamente e pelo fato de todos os espaços envolvidos serem separáveis.

Seja (u, u, À, h) c G'i(0, 0, 0). Podemos supor, sem perda de generalidade, que A = ín
A derivada parcial aG(a, o, À, ín)/a(u, u, À) definida de #' n Ha2(Qr'' x H' n H. (Q):"'" x
R em É'(ny" x É'(ny"'" x Z,:(aQ) é dada por

Õ(i:i:-D (", ", À , in) (') (Jl;b'«, «, *, ;.« ,, dh'«, «, *, :." ,,
R:h'«, «, *, :., '.,)

Õ(sl;il-ã(", ", À, {n)({', ó, Â)

aii;ll;l-n(", ", À, ín)(ü, ó, À)

ã(:l:l-ã(", ", À, án)(ü, ó, À)

(z\' + À)ü + ,i«

(a.' + À)ó + À«

2{.Awa.Ü - Z\«AÓ}

Agora, l)G'(u, u, À, ín) pode ser calculada como no Lema 18 e é dada por

06'(a, «, À, io)(.) (- («, «, *,:d(-),-,(«,«,*,:d(-),

0G;(u, «, À, {n)(') l

DGi (u, t,, ,X , {n)(ü, Ó, À, À)

0G2(u, u, À, Ín)(ü, Ó, À, À)

0G'3(a, t;, À, in)(ü, Ó, .X, A)

(Z\' + À)(Ü - À . Vu) + À«
(a.' + À)(ó - À . v«) + ,i«
2lA«la.b +À.v@.«)j

-À v«)+À v(A")l} ,.
{ .,(G-«y

+2la.«.aoz-À.v«) (ó v")l},.
Observe que a hipótese (1) do Teorema da Transversalidade é facilmente verificada já

que o ope'odor ãÍ:l1lD(u, o, {n) definido de H' n Ho2(Qy" x R em Z,'(Qy" é Fiedholm.

Piovaremos então a hipótese (2/3), ou seja, mostram'emos que

-:«{ds=:;==}
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Suponha por absurdo que isso não é verdade. Então, eüstem 0i, ...,a. € L2(Q)p'' x
L'(ny"''' x L'(aQ) tal (lue para todo À € (;;(Q, IR") satisfazendo À(gz) = gÀ(z) existem
ü, ó, À e escalaies ci, ..., c. tal que

0G'(", u, À, dn)(Ü, Ó, À, À) ::: }: c.jO.i, 0j
]t

ou seja,

(a.' + À)(ü - À (2.28)

(a.' + À)(ó - À . v«) + À« E (2.29)
{-1

À-',((»«)' (»o')

+2 la.«z\M - À . v«) À . v")l } ,.. (2.30)

Seja {ai, ..-, up, o-, ..., ul} base ortonormal em L'(Q) para as autofunções de (2.8) asse.

dadas ao autovalor À sendo {ui , ..-, a.} autofunções pares e [ui , ..., ur} autofunções ímpares

Observe que os subespaços par e ímpar de L2(Q) são invariantes pelos seguintes opera-
dores

"'ia,.F* : É'(Q) --> H' n x.l(o)

Ca,+, : H}(aÇ}) --} H'(Q) n X.l(n)

definidos por

«, - HZ,,+À./' + CA:+Àg C H' n H.I (n)

(A'+À)«« ./' € 1u:,...,"-,"-, -..,«il,

-«lla:, ..., "-, "-, ..., «il e ;; -g em ÕQ.

De fato, podemos resolver o problema no subespaço par, por exemplo

.4:S+x : L'(Qr'' -+ x' n x(l(ny''

CZ'+* : x}(aç2y'' -+ x'(n) n x.l(ny"
definidos por

.4511h,./' + CA2 +Àg C H' n H(l(ny"
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se

(ZL' + À)ã - / C lw:, ..., «,l,
0'u

üllai,...,".je ãX--pem aQ
obtendo ü par. Mas ü satisfaz o problema no espaço todo implicando que õ = w. IMos-
traremos na seção 4.1 que tais operadores estão bem definidos.l

Assim, podemos resolvem as equações (2.28) e (2.29) módulo o subespaço de dimensão
finita lwi, .-., ?lp, ul, ''., uil obtendo

+ }:c: A,+ÀOj '»,.-*(À . «'»«) (2.31)
{:1

já que ah(«Z - À . Va)laço -À - wg> lan .A.]Va.ulan e

+ >ll: c:.'ta,+xOj '.,-.* (À «,»«) (2.32)
i:l

jáq«ãh(ó À V«)lao À-Wáh-lan À NA«lan.

Substituindo (2.31) e (2.32) na. equação (2.30) temos que

{À . ~' lm.«p - (»«pl * , l».«»('.,-.* (À . »'',«)) ».«» ('»,-.* (À ~»«))]} ,.
pertence a um subsepaço de dimensão finita para todo À € C's(Q, R"), À(gz) = gA(«)

Como

(A«)' - (a.«y em aQ

podemos concluir que o operador

oü) - {À.õ'Zhl(A«)'-P.«PI
--, l».«»('.,--*(À . '«»«)) -.*(À. «,»«))l }

(2.33)

,n (2.34)

definido para todo À C C'(Q, IR") com À(ga;) = gÀ(z) em Q possui posto tinto.

Aparentemente O é um operador pseudo-diferencial de primeira ordem em
operador

»('»,--«(À «''-«)) ,.

h já que o

Agora, como esta.mos tratando o caso particular (Au)' = (Ao)' em aQ temos pelo
À/método das Soluções Rapidamente Oscilantes, detalhado na próxima seção, que O de fato
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é um operador de ordem zelo. De fato, mostraremos na seção 4.2 que se O é um open'ador
de posto finito então é necessário que

zâ lm.«p - m.o'l ,. = o.0Ar l~''' (2.35)

Agora, da equação (2.35) obtemos que

@« - AOã;-@.«+A«)+ @.«+ A«)Zi-m.« - 0 em an. (2.36)

Como ?l e u são a.utofunções pa.r e ímpar respectivamente do Bilaplaciano satisfazendo
(2.33) e íQ C ZJv/ temos pelo Lema 28 que existe urn aberto não vazio U C aQ tal que

Atí -- 6.u / 0 em t/. (2.37)

Consequentemente, temos que
6.té + Au :: 0 em U. (2.38)

Assim podemos concluir pelas equações (2.36), (2.37) e (2.38) que

A(" + ") - JkA(« + «) = 0 'm u,

ou sqa, a autofunção to = a + u de (2.8) satisfaz as hipóteses do Teorema 4. Logo po-
demos concluir que w = 0 em Q, ou seja, ?l = o = 0 em Q já que H' n x(l(ny" n
H4 n Hol(ny'"'" = {0} de onde obtemos uma contradição pois por hipótese, u e u são
autofunções não nulas de (2.8)

l

Teores-na 29 0s at/Zoualores da egtzação r2.8) são genericamente todos simp/es em DiH':(í2),
.« s'ja, e«{sf' «m «ó««J-fo «.íd««l .F c Di#:(Q) Z«/ q- P«« zod. A C .F Z.d" " '-«
louatores de (2.8) em h(Q) são simples.

Prova. Pela Observação 17 podemos supor que Q é C's-regular. Seja À um autovalor de
(2.8) em Q. Podemos supor também, sem perda de generalidade, pelo Teorema 26, que À
é urn autovalor simples de (2.8) em Z,'(ny" e Z,'(ny"'''. Então, existem autofunções H
e u de(2.8) associadas ao autovalor À com H = uog e -z; = uog, /n u2 = /nu2 = 1.

Se permitirmos uma pequena perturbação h([, a) = z +ty(z) da legião Q com y(ga;) =
gb'(z), obtemos pela Proposição 15 dois ramos de autovalores simples Àp- e Ài«p-, pertur-
bações do autovalor À associados aos subespaços Z,:(Q)''' e É2(Qy"''' respectivamente.
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De fato, nesses subespaços À é um autovalor simples e vale a expressão (2.12) para Àp- e
Ài«par numa vizinhança do 0 em IR, ou seja,

*..,'', - * * *z « . ~(=)' * '''', . (2.39)

*;«..,'', - » * 'l« . ~(s)' * '''',. ''.'',
Pelo Teorema 13 e pelas expressões (2.39) e (2.40), À se bifurca em dois autovalores simples
pela perturbação simétrica de Q a não ser, talvez, se

Ü)' - (=)' .« '-.
Sqa w+ = « + u e w.

/n lou = 2 e

H u. w+ e w são autofunções de (2.8) em Q com /n wi

a'lo+ a''"
i)N'z i)N'z =*3)(B 3)

(n)' - (n)'
(ZL«)' - (Z\«)' - 0 em an

(2.41)

(2.42)

(2.43)

já que para u, o € H4 n Ho2(Q) temos aNZlaçZ = Algo. Observe que, pelo Lema 28, (2.43)
não pode se anular generica.mente em DiH:(Q). Logo, qualquer autovalor de (2.8) se bifurca
em autovaloies simples através de pequenas perturbações simétricas de contorno

Assim, em um subconjunto aberto e denso de h C Dia:(Q) todos os autovalores de (2.8)
em h(n) com módulo $ M são simples. Logo, em um subcorÜunto residual de A € Dia:(Q)
todos os autovalores de (2.8) são simples em A(Q)

l
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Perturbação de Contorno para um
problema não linear

3.1 Genericidade da propriedade de isomorüsnlo para uma
classe de operadores lineares

Soam a : IR" --} R, ó : IR" --} IR" e c : IR" -+ IR funções de classe C'3, considere o operador
diferencial formal

L-A'+«(,)A+Ó(z).V+c(,) «C]R"

Mostraremos nesta seção que o operador

lí2 : H' nXg(n) --} E' (Q)

u -} LK
(3.1)

é genericamente um isomorfismo no conjunto das regiões í2 c IR", n ? 2, abertas, conexas,
limitadas, C'4-regulares. Mais precisamente, mostraremos que o subconjunto

Z = {A C Din4(Q) oopeiador h*/.,h(n)A ' de #4nHg(Q) em L'(n)
é urn isomorfismo} (3.2)

é aberto e denso em Dias(Q). Observe que o operador h*LA(n)h*'i é um isomorfismo
se somente se o operador Z,h(Q) de H' n xlÍ(A(n)) em L'(h(ç2)) é um isomorfismo já que
h'' e A"': são isomorfismos de L'(A(n)) em L'(Q) e H' n Xg(n) em H' n xg(h(n))
respectivamente

Considere a aplicação difeienciável

.rç' : X'n Wg(n) x DiR'(Q) -+ L'(Q)

(u, h) a Ã*L (i2)A*'iu

47
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Pelo Teorema das Funções Implícitas (ver por exemplo j191) obtemos que o subconjunto Z
é aberto em Dia'(n). Assim, pala concluirmos nosso resultado, basta mostrar a densidade
de.Z

Proposição 30 Soam a : R" -+ R, Z) : IR" --.} IR", c : IR" --} IR /uniões de c/asse (IJ2,

(2 C IR" um aberto, conexo, /{milado, C'4-reg?z/az' e A C Diff4(Q). Se zero é t;a/or regtz/ar da
aplicação

/(. : a' n xlÍ(n)
#

L'(Q)
--+ h* Lt.($tlh

então o operador h+ Lt.\nàh*'t é um isomorlismo

Prova. Observe que 0 é valor regular de /{h se somente se A*Z,h(o)A*' é sobre.jetora.
Agora, o índice de Hedholm dessa aplicação é zero, pois A* e /z*'i são isomorfismos e o
índice de Fredholm de LA(Q) é zero. Logo h*ZA(n)A*' é bijetora e contínua e então, pelo
Teorema do Gráfico lüchado um isomorfismo. l

Teorema 31 Soam a : ll(n -+ IR, b : llRn --+ ll(n e c : IRTZ -+ IR Junções de classe C'3. .Esnlão

o operador Ln de$ítido em (3.1) é genericamente um isomor$smo no conjunto das regiões
ç2 C IR", n ? 2, abertas, conexas, /{m fadas, C'4-rega/ares. t/ais precisamente, se Q c IR'
1«- Z '2.) é u«üu região aberta, canela, limitada, C'-reg\-lar, então o subconju«to l de$nido
.«. r3.PJ é aóerZ. . dons. .«. Dia'(Q).

Prova. Pela Proposição 30 precisamos mostrar que 0 é valor regular de /{h em um subcon-
junto residual em Diff4(Q) para concluirmos que LçZ é genericamente um isomorfismo no
conjunto das regiões C'4-regulares. Pala isso, mostraremos através do Teorema da Trens.

veisalidade que existe um subconjunto residual em Dirá(Q) tal que zero é valor regular do
open'odor /(', obtendo assim o resultado dese.lado.

Clamo sempre, a dificuldade pala mostrar tal afirmação é verificar a hipótese (2a) do
Teorema da Transversalidade. Suponha por absurdo que exista (u,A) c /<''i(0) ponto
crítico. Sem peida de generalidade, podemos supor pela 'mudança de origem' que h =
in. Podemos supor também que {) é (;s-regular já que regiões de classe (;4 podem ser
aproximadas por legiões de classe (;s. Sendo (u, içZ) ponto crítico temos que existe u C
/,2(n) tal que

«D/('(K, {n)(.Z, À) = 0 pa:a todo (ü, À) c H' n mã(n) x c's(n, R")
Q (3.3)
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onde l)/('(a, áo) de H' n Ht?(Q) x C'(Q, R") em Z,'(Q) é dado por

0/('(&,in)(Ü,À) = Z,Q(tZ - À Vu).

Escolhendo h = 0 e fazendo ü variar em H' n Ho2(Q) obtemos que

uLçzü = 0 para todo lz c H4 n Ho2(Q)

de onde podemos concluir que z; c H4 n H'(Q) n C'4''(Q) para algum a > 0 e satisfaz

Q

L8«

onde Zã de H' n Ho2(Q) em L2(n) é dado por

têu - A2z; + aAu + (2Va b) V« + (c + A« div Z))u

INote que l& € Hs(Q) já que Q é (J5-regular.l

Portanto, se escolhermos ü = 0 e variarmos /z em (.;;(Q, R") na equação (3.3) obtemos
que

{u/,n(h . Vu) - (À Vu)Lão}

c.{««â("'~â)-"'~âw »(" ~â)â}
-J;.VUç".~h *.~HFh «".~',-.~.h*««àQ

8'u
; I' ' N&" b-@

Ã . ]VZ\«Z\u VÀ C C';(Q, ]R")

Q

Q

«Lç2(à . V«)

~Ü)}

já que Aula = ig> an. Logo podemos concluir que

6.uAu = 0 em aQ

Portanto para concluirmos que Zn é genericamente um isomorfismo em Diff4(n), basta
mostrar que tal propriedade não se verifica genericamente em Dirá(Q). Para. isso, conside-
remos a aplicação diferenciável

H : BR,, x Din's(Q) --> z,'(Q)' x É:(aQ)

definida poi

H(a, «, h) (/('(H,A),h* iO»h ' "'A*z\h*-'«h*a.Ã* '«lan)
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onde nb = {(u, t;) c H' n xg(n)' l llull, llull 5; M}. Mostraremos através do Teorema da
Transversalidade que o subconjunto

M { eDia5(Q)l(0,0,0)CH(Bh,A)}

é magro e fmhado em DifFs(Q) para todo A/ C N. Assim, o conjunto dos difeomorfismos
tal que existem soluções #, u € H;(Q) de

Z,u = 0

« - :h - o

«-ã-o

em Q
emõQ (3.4)

em Q
emõQ (3.5)

satisfazendo
z\uAH = 0 em aQ

é magro e fechado em Dias(Q) obtendo o resultado tomando união com À/ variando em N.

A hipóteses (1) do Teorema da Transversalidade é imediatajá que %Ç (a, {an) é Fredholm.
Basta então verificar que a aplicação (u, u, A) --} A : -/:/'i(0, 0, 0) --} Dias(Q) é própria e a
hipótese (2/3).

Inicialmente verificaremos que a aplicação (u,u,A) --} h : H '(0,0,0) -+ Diffs(ç2) é
própria. Para isso, seja {(tz«, u«, h«)}«CN C H':(0, 0, 0) uma sequência com A. --} {n em
Diff'(n) (o caso geral é análogo). Como {(u«, u«)}«CN C /3ir passando a uma subsequência,
existe por compacidade (u, o) C Hl?(Q)2 tal que u. --> u e u« -+ o em Ho2(Q). Para todo
n C N temos

«=(»'*«"-' '.,*.)":-:«« -. *- "=»'";-:«« - -";(«»*' ,*.)«;-'««,

ou seja, para todo n C N temos que

«« - oo-:(«» --'.~'*.)«;-:«.

já que A2 é um isomorfismo. Pela seção 1.2 temos que o lado direito da equação (3.6) define
uma aplicação analítica de Ho2(Q) x Diffs(Q) em H' n H'(n). Tomando o limite de (3.6)
com n -+ +oo obtemos que ü € H4 n xg(n) e satisfaz

(3.6)

6.2K + azXu + b . \7u + cll := o

Mais ainda, poi' (2.5) temos que

l a.'( «« u)+ ÉA"(lé,. u)lll,(n) hl;zVÂ;l '(u« u)llL:(n)

";"'";':« * "=('' * ' . , * .)«:-: ««n'''-,
A'u+ rz.Att+ b. Vzé -rcallt,(n) = 0(3.7)
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quando n --} +oo já que u. --> tt cm Ho2(Q) e A« --} ío em Din;(Q) quando n --} +oo. Por

(2.6) temos também que

Zh"(u« - ?i)lll,(n) $ 2Mc(/z«)

já que {(w., u«)} C BÍ/ onde ((A«) --} 0 quando Ã« --} {n em Dias((2). Assim, podemos

concluir pelas relações (3.7) e (3.8) que

(3.8)

a.2(u. u)llL2(n) -'> 0 quando n --> +oo. (3.9)

Como o 6.2 é um isomorfismo de /74 n Ho2(Q) em l,2(Q) existe co > 0 tal que

llA'(u« u)lll,:(n) ? colha« -- allH,nx:(n)

de onde obtemos que %. --> u em H4 n Ho2(Q) e llullH'nmã(n) $ M já que llu.llx'nHã(n) 5;
À/ para todo n C N. Analogamente podemos provar que u. --} u em -lí4 n Ho2(Q) e
lollx,nHâ(n) $ À4 de onde obtemos que a aplicação (u, u, A) --} A : H '(0, 0, 0) --} Dia;(Q)

é própria.

Finalmente verificaremos a hipótese (2/3) mostrando que

dim {7?l=JI ltljl!;ll?} = oo
' n(g(«, «, ©y

para todo(u, t;, /z) € H':(0, 0, 0). Suponha por contradição que exista(a, t;, A) c H':(0, 0, 0)
tal que essa afirmação seja falsa (pela "mudança de origem" podemos supor que A = {n).
Então exist;em 0i,...,0. C É'(ny x É:(aQ) tal que para todo À c C';(Q,IR") existem
ü, ó c H4 n Ho2(n) e escaleres cl, ..., c. C IR tal que

0H(", ", áo)(Ü, Ó, À)::: >: 'i0',

onde Dn(u, o, ín) : H' n Wg(ny x C';(Q, R") --> L'(Qy x L:(an) pode ser calculada pelo
Teorema 6 e é dada por

]Z

o: - (aj , o?, o?) (3.10)

0H(u, «, {n)(.) (««-(«, «, ;d(.), "",(«, «, :do,
"";(«, «, :d(.))

onde

0Hi (a, u, Ín)(ü, Ó, À)

0H2(u, u, {n)(?Z, Ó, À)

0H3('ü, t,, {n)(ü, Ó, /})

LQ('Z h-V'«)
z,ã(õ h - v'«)
{A«A(Ü À'V'")+z\"A(ó

+À A'il:-w«Ao} ,.

/z . Vu)
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pois z\uAu = 0 em an implica que V(a.aa.o)
(3.10) q«e

êjãjr(Aua.u).N em õn. Assim, temos por

Z;n(Ü - h . V«) (3.11)

LÕ(ó - h - v«) (3.12)

{a.«A('Z À'V")+AwA(Ó-À'V«)

+À . wzi-m."A")} ,.. (3.13)

Sda {%:, , ul} uma base para o núcleo de Z,n e considere os operadores

.4L : L'(Q) --> M' n w.l (Q)

c. : xí(an) -+ x' n x.l(n)

definidos por
t« = JL(z) + CL(g)

onde Zto z pertence a um subespaço complementar de 7Z(Zn) em Z,2(Q) escolhido pre-
viamente, 8w = g em an e Jn toÓ = 0 para todo é c .N'(ZÕ). Seja também {ul, ..., ul} uma

base para o núcleo de J,ã e considere os operadores

.4L. : L'(n) --} H' n x.l(n) e

c«. : x{(an) --> x' n x.l(n)

definidos de modo análogo. (Na senão 4.1 provaremos que esses operadores estão bem
definidos.)

Então pelas equações (3.11) e (3.12) Lemos que

ü h . 'Vu, lei.'{ + >: c{.4L01 - CL(À NA«) (3.14)

já q« ak(ü /z - NAulan e

Vu ,7:t'i + >.J cf.AL.0;::] Cz,*(h - ]VAz;) (3.15)

já q« zâ(Ó /' ' V«) ,çz -À. 82u a. A . /VAujaç2
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Substituindo as equações(3.14) e(3.15) em(3.13) temos que

{À - Wlii-(A"A") - IA«Acl.(À ' WA") + A"ACL(À ' NA")j } ,. (3.16)

pertence a um subespaço de dimensão finta para todo À € C's(Q, IR").

Seja U = {z c an l Az&(z) /: 0}. Pode-se mostrar como no Lema 18 que o aberto U é
não vazio num subconjunto aberto e denso de regiões difeomorfas a Q. A demonstração é
essencialmente a mesma e não a fal'emos aqui. Então zulu = 0 já que AuAu = 0 em an

Escolhendo À variando em (,:s(Q, R") com À = 0 em aQ -- U temos por (3.16) que

{ il;(A"A") - zi"AC.(À ' wz\")} ,.

pertence a um subespaço de dimensão finita para todo A nestas condições. De fato, para
tais escolhas de h temos que

(3.17)

u C .(/z ' Na.u)

pertence ao subespaço de dimensão finita la.uAui , ..., z\?lAt#l onde {ui, ..., ul}

para o núcleo de .A/(tã). Portanto, temos que

{À N a(A"A")- A"ACL(À'NA")} . -À'jvlii-(A"A") .

pertence a um subespaço de dimensão finita para cada À € Cs(Q, R") com À = 0
Logo podemos concluir que a aplicação

é uma base

(3.18)

em õç2 -- U

a
h --* A . /vãh(A"A") .

tem posto finito. Agora, isto só é possível ( dim Q ? 2) quando
d

Õh-('\"A") = 0 'm U (3.19)

Logo, como Aula = 0 e Aula / 0 temos por (3.19) que %âr ,. = 0, ou seja, a função u
satisfaz as hipóteses do I'trema 4 de onde obtemos que o = 0 em Q. Mas u por hipótese
é não nula de onde obtemos uma contradição provando o resultado.

l

3.2 Simplicidade genérica de soluções

Seja ./(z, À, y, /l) uma função real de classe C'4 definida em R" x R x R" x IR satisfazendo

/(z, 0, 0, 0) = 0 pala todo z c R". Piovaremos que, geneticamente no conjunto das legiões
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Q C K", n ? 2, abertas, conexas, limitadas, C4-regulares, todas as soluções tl de

í A'«+ .f(.,

t «-ã-
são simples, isto é, a linearização

L(«) : w''' n wo2,-(Q) --} L-(Q)

emQ
emâQ (3.20)

a.'«Z + ;Z-(', «, V«, a.«)AÜ

+g( ,«,v«,A«) v»+ g(.,«,v«,A«)"
é um isomorfismo. Observe que isto independe do valor de p em jl, +oo)

I'rabalhamos com soluções de (3.20) em }'r4'p n wo2,'(Q) com p > } pois para tais
escolhas de p, W',P n Wo2,'(n) C C'2''(Q) continuamente para algum a > 0.

Segue diretamente do Teorema da li'unção Inversa em espaços de Banach que, se todas
as soluções de (3.20) são simples, tais soluções formam um conjunto discreto em }V4,P n
I'Ka2,p(n). Além disso, se ainda supusermos que / é uma função limitada, obteremos que o
conjunto das soluções de (3.20) é finito.

U

Observação 32 À /unção ntz/a 'í sempre se/ração de r3.e09 .jú qtle por #Ípófese /(#, 0, 0, 0) =
ü eln 'R." . E canueTtiente estudctr a simplicidade geTtética dessa solução sepcLradamente. Se-

g?ze do Teorema 3/ qtze erísfe tzrn subconjunto aóerZo e denso em Diff'(Q) onde a /ínearízadc(

de (3.20) en-l tl = Q é um isomorjismo, o\l seja, onde Q solução xtula de (3.20) é simples.
Basta, portctnto prouclr Q sàmplicidctde genérico das soluções ttão n-talas.

P'oposiçã' 33 Soam Q C ]R" «m «b','o, -mero, /ímiZ«do, C'-«gu/a, e /(z, À, g, p) ««.«

/urzção rea/ de classe C'2 de.Pn da em IR" x IR x IR" x IR. Se, prtra algum /z C Din4(Q) zero é
valor regular da aplicação

Fh : }T''',pR Prol''(Q) --} LP(Q)

a --+ A"A2A*-:.+ A*/(',h*':.,Vh'' '«,Z\A*':H),

eTttãO todas as soluções de (3.20) em h(ICtà são sin\pies.

Prova. Se 0 é valor regular de Fh ternos que a sua linearizada h* L(A* 'H)A*'l é sobrejetoia

para todo u c FÀ'i(0). Agora, o índice de Fredholm de tal aplicação é zero. Isso segue das
propi'iedades 2 e 4 da seção 1.3 já que h* e A*': são isomoifismos de L'(h(n)) em l,P(Q)
e I'ç'''p n i,KJ''(!iZ) em W''' n pqj'"(A(n)) respectivamente e L(b* 'u) é uma pel'turbação
compacta de zX2 (um operador' Fredholm de índice zelo). Logo tal aplicação é bijetoia. e
pot'tanto um isomoifismo pelo Teorema do Gi'áflco Fechado. l
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Pi'oposição 34 Urna /arzção H C P}'4-P íl }qo2,p(Q) é se/ração sÍmp/es de

Í A*A'h*-:«+h*./(-,A*''«,Vh*''«,Ah*':«) - 0 .m Q,

l « - :h - o .« an

" "«,e«Ze « « - A* :& é soJ«ção si«.p/e' ' rJ.eOy 'm h(Q).

(3.21)

Prova. Seja tl C I'k'4,P n }t/J''(n), como h* e A*'i são isomorfismos temos que

h*A2A*-'u + A*/(., A*':a, VA*':u, AA"':w)
«:::::> A'h* :u+/(,A* :u,Vh* 'u,Ah*':u)

ou seja, ü é solução de (3.21) se somente se A*':u é solução de (3.20) em À(Q). Novamente
usando o fato de que À* e A*'l são isomoi'sismos temos que A*J,(u)À*'i é isomorfismo em
W',- n }Vo2''(Q) se somente se Z,(«) é isomorHsmo em W',' n wo2,-(A(Q)). l

A Proposição 34 nos diz que estudar a simplicidade genérica das soluções de (3.20) é
equivalente a estudar a simplicidade genérica das soluções de (3.21). Porta.nto, de acolho

com a Proposição 33, obteremos a simplicidade genérica de todas as soluções de (3.20) se
mostrarmos que para a maioria das A € Dieta(Q) zoo é valor regular da aplicação FÀ . Para
isso, mostraremos que zero é valor' tegulai' de

F' : B&/ x DiF(Q) --} L'(n)
(H,A) --> /z*z\'h*':u +A*/(,À*''u,Vh"':a,Ah* 'a)

onde -Bm = {u € W4-P n l,Ko2,p(Q) -- {0} l llull 5; À4} para todo À4 C N, vel'ificando as

hipóteses do Teorema da Transversalidade. De fato, mostraremos que para todo À4 c N
existe um subconjunto aberto e denso em Dias(Q) onde a restrição de F a este conjunto
possui zelo como valor regular, de onde o resultado segue pelo Teorema de Baile

(3.22)

Observação 35 .4p/icarzdo o Teorema da /.'unção /mp/üiZa em r3.22) oóZemos qtle

.7'm Din"'(Q) l l.d« « «/«çõ« « de

Í3.PIJ com llHllW,.,nwo2,p(Q) < &/ são símp/es}

é um szzbc07Ütznlo aberto de Dirá(Q) prlra lodo JM C N. Se consegu amos /)rodar que Za/
szzócorÜtlnfo é Zamóém denso em Dias(n) obtemos o restzJZada fomazzdo nferseção com IV/
variando em N. Precisamos provar eTitão a deTtsidade de tat subconjunto. Agora, ])ora
prouarTnos tat dertsida(Le podemos trabalhar com regiões de regularidade mctior (por eles\plo
C'') jú (lue regiões (le classe C4 l)odes sel' ctpro iTnadndns por regiões (le classe CK com
k > 5
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Como no capítulo anterior, se aplicarmos o Teorema. da Transversalidade pal'a r' definida
em (3.22), não obtemos imediatamente uma contradição. O que obtemos é que os possíveis
pontos críticos devem satisfazer certas propriedades especiais. A idéia então é mostrar que
essas "propriedades especiais" só podem ocorrer para um conjunto "excepcional" de regiões
para então restrigir o problema ao complementar e aplicar o Teorema da 'E'ransveisalidade

nesse novo conjunto de regiões. No caso presente a " situação excepcional" é caracterizada
pela existência de uma solução u de (3.20) e de uma solução u do problema

l É*(«)« - O em Q

1. « em an

satisfazendo a propriedade adicional z\.uAu = 0 sobre ÕQ. Para mostrar que esta situação
é realmente "excepcional" consideramos a aplicação

Q : Á v/,. x Á.v,ç x Diff;(Q) --} Z'(Q) x Lq(n) x L:(aQ)

definida por

Q(u, «, h) h*6.'A*-'u + h'''/(-, h* :«, VÂ*-'«, a.À*':H),

h*É*(h*'iu)A'"'iu, h*AA"'i A*Ah*'tu an)

onde 4,v/.. = {u c I'r4,P n i,p'l?''(ç)) -- {0} l llwll $ &/},

,']m,, = {w C M'',ç n T,f,2,ç(Q) {0} l llall 5; ]t4} e

A' -'- %(., «, V«, Z-«)A

--1,«(%(',«,»«,».«)) «,»«,»«)l ,

*»lgí( ,«, "«,"«)1(%(',«, '«,''.«))

+lá-(.,w,vw,A«.)

e então utilizamos a condição 2(P) do Teorema da Transvei'validade

L*(««)

Para provar a excepcionalidade da propriedade acima precisamos a.ates do seguinte
resultado:

Lema 36 Sí#rlm Q C R" uln aperto, conexo, /ím lado, C'S-regzz/a7', n ? 2, p > ?, J c aç2
um subconátLnto perto nã.o uítzio e jÇ=, \, U. ft] umu Íltnção real de classe C'z de$nida. eTn
R" x R x R" x R «m/(.,0,0,0) = 0. C'.-Íd.« « aplíc«çã. d@««íá«/

6' : ,'!,\,r x Diff;(Q) --> Z,'(Q) x P}'''l;''(J)
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de$nidn. por

'(«, © -("*''«*-:« -- "*/(., "*''«, ,"*-:«, '-"*':«), "**"' .1

U ,)
.«d' ,'IM - {" ' ''t'' n P ''(Q) - {o} 1 11«11 5; M}.

c'b..í DiK;(Q) 1 (0, 0) c G(Áw, h)}

é 11rn szzbconjtln/o m.abro e /ecAado eln DiffS(Q).

Prova. Usaremos o Teorema da Transversalidade

Observe que a aplicação (; é diferenciável. A diferenciabilidade em A é comentada na
seção 1.2 e a diferenciabilidade em H segue do fato de / ser uma função de classe (;2 e do

fato de p > } ( assim W''p n wo2,'(Q) c C'''(Q) continuamente para algum a > 0).

Z)G(u, {n) de I'l'''' n wo2,'(n) x C's(ç}, IR") em LP(Q) x I'r''i''(J) pode ser calculada
pelo Teorema 6 como no exemplo 2 da seção 1.2 e é dada por

06'(u,{n)(Ü, À) IL(a)(Ü - À ' Vu),

{»n-".,«)*.À ~1l#} ,)
A verificação das hipóteses (1) e (3) do teorema são análogas à feita na demonstração

do Teorema 31. Logo, verificaremos somente a hipótese (2/3) provando que

dim {:$1;:1$---;-=-} = oo'«(=(«,©y
para todo (u,h) c 6'':(0,0). Suponha por contradição que exista (&,h) € G :(0,0) tal
que essa afirmação seja falsa (pela "mudança de origem" podemos supor que /z = {n).

Então existem 0i, ...,0« c l,P(n) x m'''i''(J) tal que para todo À c C's(n,R") existem
?z € 1v4,7' n w7oz''(ç2) e escaleres cl, ..., c. € R tal que

0G'(«', áçz)(Ü, À)
{-1

(3.23)

ou sela,

L(a)(Ü À \7«) E.:";
í:l

(3.24)

(3.25){ À.v«)+À'A''1llàí-}, i-l
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onde

z.(«) -A'+ gi(.,«,v«,A«)A+ %( ,«,v«,A«) v+g{( ,«,v«,A«). (3.26)

Seja {ui, ..., ul} uma base para o núcleo de Zo(u)
operadores

Z,(%) W,,,.nWo2,'(Q)
e considere os

Jz,(«) : L'(Q) --> }T'''' n Woi'p(n)

CL(«) : W ''''(aQ) --> w''' n wol''(Q)

definidos por

'" = .4L(«)(z) + CL(«)(g)

se Z(H)lo -- z pe'tence a um subespaço complementar 6xo de 7z(Lo(u)) em LP(Q), g# = g
em aQ e /n wÓ = 0 para todo #' C .N(É8(ti)). (Na seção 4.1 provaremos que esses operadores
estão bem definidos.)

Escolhendo À c C's(Q, IR") tal que À = 0 em an -- J obtemos de (3.24) que

ü, -- h . 'VK >l: ei.'i + >: 'ilt(d(o})
{-l {-l

(3.27)

já que para tais escolhas de À temos que tZ À . Vu c PP'4,p n Pyo2,P(Q)

Substituindo a expressão (3.27) em (3.25) obtemos que

À.''' .;. ,

pertence a um subespaço de dimensão finita para todo À c Cs((2,1R")
dim Q ? 2 temos que isso só é possível se

Agora, como

= 0 em ./

Então temos que a função ?t satisfaz

z\'« + /(-, «, Vu, Au)

«-ã-o
A« - q$' - o

0 em Q
emQ
em J.

(3.28)

Observe agora clue H satisfaz as hipóteses do Teorema de unicidade do problema de Cla.uchy
(Teorema 4)- De fato, como u c I'r''p(Q) n C''''(Q) para algum Q > 0 (p > $) e satisfaz a
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equação uniformemente elíptica A'w + /( , %, V?&, Au) = 0 em n temos que a c W''P(Q) n

C'4,a(Q). Além disso, u = i$k = Au = !ÊÍàr = 0 em J C é)Q e satisfaz

l6.'ul $ 1.f(.,«, V&, a.«)

5; 1/( , «, v«, A«) /(.,o, o, o)l

' «#*lf"/(.,«,'«,»«)1}(1«1 -- 1,«1 -- 1»«1),

ou seja, existe co > 0 tal que

l»'«t . ..(l«l -- 1,«1 -- f»«l)

uniformemente em Q. Logo temos que H = 0 obtendo uma contradição. l

Lema 37 S(yam Q C R" um aperto, canga;o, /ír7zÍZado, (;S-regzz/ar, n ? 2, p'i + g'i
"m p > f e ./(', À, g/, p) «m« /u«ção ««J d. ./« C'3 de$«Íd« .«, ]R" X ]R X R" X ]R "«.
.f(., 0, 0, 0) = 0. C-sid"e « «plác«ção d{/e«n.íá«/

C2 : Á&/,. x ÁM,q x Z)A/./ --> L'(Q) x ZÇ(Q) x L:(âQ)

dejinidcl pol

Q(u, «, b) h*a.'A'' -'H+ h*.f(., A*':u, VA*':%, a.h*':a),

h*Z,*(A*'iu)h*'iu, A''6.A*-iuA*z\h*'iu an)aQ/

-d' .A«/,, ','nPq''(n) {o} l llull 5; M},

,'!M,ç - {" C W',Ç n }TP,Ç(Q) {0} l llull $ M}, OW,.f = Dias(Q) Cm,.f, CXfl.r com. n.
Lema 36 e

L"(«) A' +g(., «, »«, a.«)A

*i,~'(s;(',«,'«,»«)) - g(-,«,»«,»«,i »

*'iZ ,«,»«,'-«)i(g'',«,'«,»«))

+g{(,«,v«,A«).

E.\,r,.f = {Ã € 0A/,.f 1 (0, 0, 0) C Q(Á,v/,. x ''l.v/,ç, h)}

á 7/m. stlbco ÜurzZo magro e /ec/indo em Diffs(Q).
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(Observe que ],*(to) é o adjunto formal de L(to) definido por (3.26).)

Prova. Como sempre aplicaremos o Teorema da Transveisalidade. A diferenciabilídade

de C? é clama. De fato, a. diferenciabilidade com relação a. ã é comentada na seção 1.2 e a
direi'enciabilidade com relação às outras variáveis segue do fato dos espaços envolvidos serem
limitados e do fato de / ser de classe C'3

A aplicação DQ(u, u, in) de W''' n wo2,'(Q) x w''ç n wo2.ç(Q) x Cs(Q, R") em -LP(Q) x
l,ç(Q) x l,i(aQ) pode ser calculada como no exemplo 2 da seção 1.2 e é dada por

It(«)(ü-À v«),

"*(©H-".,«) -- (=(«) «)h

{» '«)»«*"«»« --À.~á,p,«»«)},.)
onde %::(u) u é o operador diferencial de ordem 2 dado por

(='«''«), - (Ü«*=''«*$»«)»,

.-[,,(áh«--Ü ,«'-:»o
(:L«-.G,«--=»OJ :';

[(9« *Ü ' '« *Ü»«)

«(gl«*= ,«--B»o
- .:« (:ã« -- :,« -- =»ol;

(Acima escrevemos / em vez de ./(., a, Vu, Au) para simplificar a notação.)

As hipóteses (1) e (3) do Teorema da Transversalidade podem ser verificadas como na

demonstração do Teorema 31. Logo, verificaremos apenas a hpótese (2P) provando que

-:« {;P=(r T K} - «
' «( #% («, «, uy

paratodo(u, u, /}) c C? "(0,0,0). Suponha porcontradiçãoclueexista(u, u,A) c Q '(0,0,0)
tal que essa afirmação seja falsa (pela "mudança de Origem" podemos supor que h = ín).
Então existem Ot, ..., 0« c LP(Q) x LÇ(n) x L'(aQ) ta] blue para todo À c C';(í2,]R") existem
ü € 1.1/',P n }KÍ''(n), ó c T'K',ç n }KÍ'ç(Q) e escalares ci, ..., c. C R tal que

0Q(u, u, Ín)(ü, Ó, À)

0Q(«, «, {n)(.Z, Ó, h)
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ou seja, tal que

Z,(u)(à - h . Vu) (3.29)

(3.30)'*(©« ',o -- (=(«) «)@-".,«)

e tal que

{a.('z - j' ' v")A" + A"A(ó - À ' v«)

+À - A':i-m."A")} ,.. (3.31)

Cromo na demonstração do Lema 36, sejam {ai, ..., ?ll} uma base para o núcleo de

LO(%) - I'(a) ,t,,,,nWn2,'(Q)' { :' '.., ul} uma base para o núcleo de
L8(a) e considere os operadores

''tz,(«) : Z'(Q) --} PT''' n Puoi''(Q)

CI,(«) : W ''''(aQ) --> w''' n woi,P(Q)

definidos por

'- (d (;) + Ct(d(g)

onde L(u)w--z pertence a um subespaço complementam fixo de 7z(Lo(x)) em É'(n), g#
em aQ e Jn :«é = 0 para todo @ c .V(l,8(u)) e

g

''tl.(«) : LÇ(Q) --> }F''ç n woi'ç(n)

CL*(«) : W ' ''ç(aQ) -+ w''ç n woi q(Q)

definidos por

[ («)(z) +CL,(«)(g)

onde L*(u)t -- z pertence a um subespaço complementam de 7?(L8(w)) em LÇ({2), ZgÇ = g
em aQ e /n fqP = 0 para todo g c ./V(Lo(H)). (Na seção 4.1 provaremos que tais operadores
estão bem definidos.)

Pelas equações (3.29) e (3.30) temos que

t m

À . V?. >1: eí"f + >1: c{.Ái,(d(0;) - Ct(d(À ' JVZ\u)
U (3.32)

; :: l {= l
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},qiui + )l:c .Át.(d(0?) Ct.(d(À NZ\o)
i:l {:l

-"...«,((=(«) . «) @ - À . ,«)) .

Substituindo tais equações em (3.31) obtemos que

{" . «,g,o«»o - »«.'.('..«,ü «''«))

,-'-«» 1".,.«, ((=(«) ' «)'..«,ü . '»'«)) .«,ü . "»ol } ,.

b -- h . 'qu

(3.33)

pertence a um subespaço de dimensão finita para todo À € Cs(Q, IR"), ou sqa, o operador

"@ - {', ,«i(»«'o- »«»('..«,ü "*«)) o.«)

--»«» 1«...«, ((=(«) ' «)'..«,ü «''«))) '...«,ü . '«'ol } ,.
definido para todo À C C'õ(Q, R") possui posto finito.

Mostraremos na seção 4.2 que se T é um operador de posto finito e dim Q > 2 então

Jk(A«A«) = 0 .m an. (3.35)

Portanto temos que as funções u e u satisfazem

r 'V«- /( ,«, V«,A«) :::0 em n

1. « - ã - 0 .m aQ
(3.36)

L*(«)« em Q
emOQ (3.37)

e
d

Aua.«laíz Zlk-(A«'z\«) ,n - o.

Seja Z-/ = {z c aQ l a.u(z) / 0}. Pela equação (3.38) temos que

A«l. - i?#l.. : o

(3.38)

Observe que o aberto t/ é não vazio, já que in C Z)Í7 e pelo Lema 36 a solução H de
(3.36) não satisfaz Au = 0 em é?Q. Portanto u c l,r4,ç n l,lr2,ç(n) satisfaz as hipóteses do
Teorema 4. De rato, u satisfaz a equação (3.37) e existe um aberto não vazio U em an onde

u = g# = Au = %âi! = 0. Logo, u = 0 em Q de onde obtemos uma contradição, provando
oiesultado.

l
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Temi'eira 38 GenerácamenZe no corzlunío das regiões abertas, colzea;as, / 77zííadas, C'4-regzz/ares,
todas as soluções de (3.20) são simples.

Prova. Pela Observação 35 podemos supor sem perda de generalidade que a região né
C'S-regular e pela Observação 32 basta mostrarmos que as soluções não nulas de (3.20) são
genericamente simples em Díff4(Q) para obt;ermos o resultado.

Considere então a aplicação diferenciável

F \ BM X uM,j -+ LP (S\Õ

definida por

F'(", h) : u + À'''/(', h"':w, Vh*''u, a.À"':a)

onde B&/ = {u c w4-pnwo2,'(Q) -- {o} l llall 5; À/}, p > ? e t/m,/ = Dm,/-- E&/,/. DW,.f éo

complementar do subconjunto magro e fechado do Lema 36 e E&/,.f é o subconjunto magro
e fechado do Lema 37. Observe que t/W,/ é aberto e denso em DiíF(O). Mostraremos,
através do Teorema da Tra.nsversalidade, que o subconjunto

{/z C Ux/,.Í l u --} r'(u, h) não tem 0 como valor regular }

é magro e fechado em t/&/,/. Assim, tomando interseção pala /W c N do complementar

desse conjunto obtemos pelo Teor'ema de Barre e pela Proposição 33 que todas as soluções
de (3.20) são genericamente simples em DiH''(Q).

A verificação das hipóteses (1) e (3) do Teorema da Transversalidade é simples. Vamos
então verificar a hipótese (2c-).

Para isto, suponha por absurdo que exista (u, A) c /''i (0) ponto crítico de f'. (Podemos
supor sem perda de generalidade que h = {n). Então, existe u c Z,ç(n) tal que

u 0F'(u, íçz)(ü, h) = 0 (3.39)

pa'a todo ('Z,i') c T'ç'''' n wo2,'(Q) x C';(Q,]R") onde O/'(u,{n) : H'''p n Wn2,,(Q) X
C''(Q, IR") --} Z,P(n) é definida por

Q

0F'(u, {n)(ü, A) z,(«)(ü h . v«)

o«de L(«') - A'+ #(',",Vu, Au)A+ g(', ", ya, a.u) 'y+ g(.,u,yu, Au)

Fazendo /& = 0 em (3.39) temos que

u L(t') .Z kt'',P n I'l«''(Q),
Q



\.'.r'll. i .z v .u \,r o. l .L.:n l u l Lí-ii'i S//i \,/ .l,/.l..:/ \...,\../l v .l \./ILJ v \./ .r/l.[t.é-] U.]v] .r]t]...,/.D.L.ü]y]./]. J'y.A. (../ .LJ]'y.l:;/\.fC

ou seja, u c .V(Z,'''(H)). Assim, como aQ é de classe (;' e / é de classe C'4 temos que
u c w;'q(Q) n C''''(Q) para algum c- > 0 e satisfaz

Oem Q
0 em aç2.

5Se IZ 0 e À obtemos que

Z,*(H) «
(3.40)

Y Cül ICb Ç;.l.li \-/ \.ü b) aU. J

« É(«) (À VK)

{«L(")(À'V") É"(")"}

C.{«3'".,«, ''".,«,â-".~W:*»«â(".~ã)}
.Z. {«gizÊ-ü . v«)+ «ü Ao@. õog;}

ZI.".~'«
Õ'u

À . /VAuAu VÀ C C's(Q, R").

Assim obtemos que

Q

Ã . N6.uZL« - 0 VÀ C C'(Q, R")

ando que

r r r \~ l

ivf.jade onde obtemos a contradição dese.fadamas zç2

z\u6.u = 0 em aQ,

J
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O Método das Soluções
Rapidamente Oscilantes

Quando estudamos problemas de genericidade envolvendo perturbação de contorno para
Equações Diferenciais Parciais nos deparamos com tipos especiais de operadores (pseudo-
diferenciais) de posto finito. Clamo é bem conhecido, estes operadores devem ter símbolos
de qualquer ordem nulos.

Seria extremamente conveniente obter tais símbolos da. teoria abstrata de operadores
diferenciais. Entretanto, isso não parece disponível na literatura, embora o "Cálculo de
Boutef de Monvel" possa afinal se revelar o instl'umento adequado para obtê-los. Pol' outro

lado, D. Henry desenvolve em ISI um método que permite obter condições necessárias para
que os operadores especiais de interesse para- os nossos problemas tenham posto finito, ba-
seado no comportamento dos mesmos quando aplicados a funções "rapidamente oscilantes«

Como o comportamento de operadores pseudo-diferenciais é especialmente simples quando
aplicado a tais funções, é inteiramente razoável conjecturar que as condições obtidas sejam
exatamente a nulidade dos símbolos acima referida, mas o argumento aqui usado é inde-
pendente desse resultado. O que é crucial é que tais condições são muitas vezes suficientes
para obter a contradição procurada em nossos argumentos de "genericidade"

O método provado em l51 (ou em 1221) foi aplicado originalmente a equações diferenciais
elípticas de segunda ordem. Nesta seção, estendemos o método para equações diferenciais
elípticas envolvendo o Bilaplaciano, obtendo assim resultados de genericidade para esse
operador.

65
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4.1 0 Método

Nesta seção trabalhamos corri funções defirüdas em abertos de IR" assumindo valores com

plexos. Para uma dada função a deste tipo e um operador linear qualquer 7' temos que

r« IRe(u)l + {rl/m(«)l

onde Re(&) e /mz(t&) são respectivamente a parte real e imaginária de ?&

Sejam a : IR" --} C, ó : R" --} (C" e c : IR" --} (: funções suaves e considere
diferencial

o operador

L-A'+«(,)A+b(z).V+.(,) :«C ]R"

Procuramos iMcialmente uma solução formal u(z) = e"S(') >1:*>. Ígi!# de

'tz

(2wye"sF em Q
e"ioG em aQ
0 em aQ

(4.1)

quando w --} +oo onde t/k é uma função suave assumindo valores complexos; Q
aberto, conexo, limitado, regular; iV é a normal exterior;

'(«) -E l!$,k>o ~ '

C IR" é um

'(«) -E %$,
É>o \ ''/

FA e G'k funções suaves assumindo valores complexos; Slan = iO, Xe(gã) > 0 com 0 : aQ --}
R suave tal que IVanal = 1 na região de interesse. Observe que existe uma vizinhança y
de aQ em IR" tal que Re(S) < 0 em }'' n Q. Assim obtemos que as funções u e (2wye"sF'
tendem a zelo rapidamente no interior de Q quando lo -+ +oo (exceto sobre ou muito
próximo a aQ).

Posteriormente, mostraremos que a solução formal encontrada está próxima a soluções
exatas do problema.

Cromo ulan 0 temos que Ublan = 0 para todo k ? 0. Daí obtemos que

â,. - Ú('"'LA) ,.
'"' (« E dh -- :l (Ih) ,.

E)uk

."'' E d8: .m an.
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Temos também que

A(a.«)

»['«'E(B*) #*iÚB*i]:P)]

3

Úá\(2w)* ' (2?«)''' ' 2(2to)k': ' 4

e"s \' [.ê2Uk VS V(AUk'l + a.rVS . VUk\
' ;lÜ 1(2'")* ' (2«,)*':
. VS . V(VS VUk) . l z\SVS
' (2w)k-' ' 2
. l (Z\SFUA + Z\(VS - VSUk)VS
' 4 (2.«)* '

IVS.VSVS.Vt/A;+VS V(VS.VSUA)

IASAU#+ A(ASUk)
' 2 (2««)'-"

VUk + VS - V(AGUA)
(2w)k-2

VS6.UK]

(2««)*

."'ÍI«'n'' vsy +2-«;l(vs v8a.s + vs . v(vs . vn)
+4,«3(VS vs)vs V + 2««'(V(VS . VS) + VS VSA+:.A(VS ,q)j«

*Elp«)'-*l(l '' ;«' "@.n -- a.svs . vlu- + vs v(vs '''al

'-P«0:-'(;»'' -- »;' -'- '(»H «')«

+(2w)'''A(vs ' vut) +(2'«)'*A'ukl }

«»('"'LÜ)
«"' IEp«)-*»". -' Ep«):-*(','A>0A>0

+; >:(2'")''*(v's ' vs)ukjk>o

VUk+ Anui;)/

v(.«'E
k>o

'r-rLM%
(2««)h

e

Substituindo em (4.1) obtemos que

0
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9 -..
em é?Q para todo k ? 0 e

Lu - (2loye"sF'

."'{ l«'(vs . v8' +

*'«;(;F'' . "8»; -- ;"' '('' '8 -'- o'; . ~'n''
,-,«'('w' 'n.»-' '' «.~-.- i"(''. «n *- ;"'
+ >1:(2'"'y'' I'\uk + ru#.: + Luk., - pkl }

,)
«)] illh

em Q onde [/.i :: U-2 = O,

AÓ AS)'@+ ivs. v(AS)#'+z\svs .vó+v's .v(vs 'vé)
e

i'é iz\'só+ SAé+v(AS)'vé+vs v(AÓ)

-'"('' .'© --«('' '"-- i»'«) * ;@- ,n',.
Escolhendo S com valores complexos satisfazendo

(vsy vs.vs-o (4.2)

numa vizinhança de aQ em R" temos, para todo k ? 0 que

AUx;+l'Uk
9i«

1 + J,t/x;.2
GA:

0

(4.3)

com Z./.l :: Z./.2 = 0

Para encontrarmos soluções aproximadas de (4.1) numa vizinhança de an utilizamos
as "coordenadas normais" estudadas detalhadamente em l51 (Teorema 1.5 e Clapítulo 8).
Tais coordenadas são obtidas pelo difeornorfismo (y, t) --> z = y + [JV(y) definido de (y, f) c

i?{2 x (--'5, õ) sobre uma vizinhança de aQ em R" (õ > 0 suficientemente pequeno e aQ pelo
menos de classe C'2). Nessas coordenadas y é o ponto de aQ mais próximo a z e

, J + dist («,aQ) se « c Q',
l dist (,,aQ) se « C Q.
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Se a(z) é uma função suficientemente suave nurrla vizinhança de aQ, temos nessa vizinhança
(«« ISI) que

Vu(g/+ tN(y)) =(1 + t/{(y)) :Vaç2w(3/ + [N(g/)) + ut(y + tJV(y))]V(y)

e

a.«(g + t.N(y)) «,*(y+ tN'(y))+ À(t, y)«.(3/+ [jV(g/))

+(l + f/('(y))''À,(t, Z/) . a,(g/ + fN(g/))

+ di« anl(i+ t/('(y))''a,(y + tW(g/))l. (4.4)

Além disso, escrevendo

g(t, V) - s('(V, t)) - s(P+ tlv(V)) - >1: $!g/)tk
A>0

em coordenadas normais para alguma vizinhança de é?n, temos na vizinhança de an

s(t, o) ::; s(«(y, o)) s.(y)
com

"'(:o, ü) - «'(S(,ü, w) » ..

Observe que alguma condição sobre S deve ser imposta para determinarmos os coefi-
cientes S't(y) A condição escolhida (4.2) tem a vantagem de simplificar os cálculos em
termos de a e quantidades geométricas de aQ.

Agora

vs(«(g/, f) ) (VS)(g/ + üv(y))

S.(g/ + IfV(g/))N(Z/)+(l + [/{'(g/))': Vens(y+ tN(g/))

e

(l + f/('(g/))': :: l - [Ã'(3/) + t'Ã.''(y) - t;K';(y) +

de onde obtemos que

(VHÜ *- '«'M))
(canso(g/)): + (Si(y)y

''(:' M',M -'- '';.;.M ',.;: ,- :',.''.M '''M'..'.M) .-

2

Escolhendo ainda IVaçza(y)l l na região de interesse obtemos recuisivamente

s- (y) - l,
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S2(y) Van0(Z/) . /('(y)Van0(y),

e podemos assim calcular a quantidade de termos que se fizerem necessários

Desta maneira obtemos que

S(z(y, Í)) + tjV(«))

ío@+t Ççu+11s;u+:ls.ü)+. (4.5)

(4.6)

(vs)(«(g, l)) ]V + iVan# -- t ({/{Van0 + gAr)

*;(;;~-,,..*,:"',,.")
*:l ('." -- ,,-'; * :"',«« - ''«';«««) -- .oo

VS(y + [N'(y))
a

iVan0 . Vala +

**( ''«-»,«' ,,« «i)
--:l(':''''-«' »;« « ',- .- ';g-) o.n

+ãi(vans3 van + 6/('gang van -- 24á/('3vano . van + s4 gl.)
+o(t')

(a.S)(«(Z/, t))
+2 ,+3

a(g/)+ tP(z/)+ t-p(Z/) + âía(g/)+ O(t') (4.8)

(4.9)

(Z\'S)(«(y, t) ) P(3/) + Hi (Z/)P(3/) + Afina(g/)

'-'(.M *«-M,M M#M '- ',.":M »,.«M

'»,.''M «,.@'M';.«M)) --.GO
onde

. /('(y) = DN(y) a matriz c«rvatura no espaço tangente, Ã'JV = 0;

. q(Z/) = Van#(Z/) . /{'(g/)Pano(y);

, & = Van0(g/) - Van;

. S'3(y) = 3Van0(Z/) ' /('2(y)Van0(g/) - q'(y) + {B(Z/);

. S4(Z/) = 3q(y)S3(g/) {4P(y) 12Vafza(g/)-/(';(y)Van0(y) 6'iVanq(y) /(' (y)Vaçz0( g/ )
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. #«(g/) ::: traço -r("(y);

. a(y) (y) - q(y) + iAan0(g);

. #(y) = S3(g/) - #t(y)g(y) + i%P-(g) - 2í divas(K'(y)Van0(y)) - H2(y);

. P(y) = S4(y) + Hi(#)S3(3/) + 2H2(g/)q(Z/) 4iÃ.'(y)Varia(y) ' Van-HI(g/) {qB(y) +
3á divas(/{'(y)Varia(y)) - }Aang(y) + 2H3(y);

. À([, y) = ]njdet(]+t/('(y))1 = )1:=.. (=!2==-tmH.(g/) para [ suficientemente pequeno;

. a(g/) - SS(y) - 6H4(y) - 6H3(y)g(y) 3H2(y)S3(y) + Hi(g/)S4(y) - 3yaçtHi(g)
\gang(g/) + 18{/{'(y)Vaç2Hi(y) ' Varia + Aa S3(g/) + 6 divaçz(-K(y)Vaszq)

24{ divas(R'(y)Van0(g/)) + 2áVaç H3(#) ' Van0(y) + 6{/{(y)Va H2(y) . Varia(g/).

Escrevendo agora

« («(y, t)) «(y + tJV (g/))

«.(y) + ":(y)t + ",(y)Ç +
b(y + tN(z/))

bo(y) + z'- (p)t + z',(v)b- +
t/k(y + tN(y))

fc/2 +Çt.'êM+11@M+
Fk(y + tN(g/))

4(v) + t4 (g/) + e-4(z/) +

b(«(y, t))

Uk (,(y, t) )

Fk (,(y, t))

e sabendo (l ue

(1 + [/(')'' (l + tÃ')':(l + t/(')' '

(l - t/('+ t'/{' - ...)(l - t/('+ t'/{' - ...)
1 2t/(' + 3t2/{2 4t3/('3 +0(14)

temos que

UJI lan

AUi; (~ ,:é)"I -- «z

+0(z')

+.J ''z(}~' --ib+:p+'«:$ .»,.
'' l ";*«' + (~+''â
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I' t/i; . l aHi +ê-- H2+2Aan +2{n'iâ \ ,,l

Fs3 -- 4í/('cano . van + i%#- -- Hig + ao y k'
--(«--,«:--,:i «i-: --,";-:

$P + l}.fila + A.a a -- cv.172 + aAan + Varia . Van
+ilãAas2 + 2-172q Í:%;} -- 2Í172êb + 3Van 17i Van + 2-173 + S4

+.f]iS3 -- 6 divas(]('Van(.)) -- 2á]('Vao Vaç Hi

+iAan:â 5Vanq . Van Aanq 2gAao
+18i/{2Van0 . Vao -- 6ÍHt/{Van Van

F«o({a - g + {g.) + «- + $Z,o ' N + {bo ' Va-0

(,p -- ««: '- ''"- â -- :%
2Aaç2 -- 3q-17t 8i.lfVan0 Van + 3S3 + ao IC/k2.i

q-:

2Aaç2 -- 3q-17i 8áJ{Van0

(« ,'â -- ,«:)«E-: -- ,":-.

LUK 2 2 .+z\a l 4divan(/{Van(.))-HiH2 \ ,,-

+2.1iíiAan + 4van-17i van + ao.liíi + bo ar J k-2

*(,»« -- «.)«E-, * ,"-"Ê., -' «Z ,
ai -- 12]('Van.17i Van + 18 divas(/('2Van(.)) -- 2H2A.an
+2.17t H3 -- 4.fli divas(/('Van(.)) + Vaí2#i - Vaçt.17i

-svann2-van a.anH2+ âí2 6 4-2divaçt(/('Van io)
2 divas(/('Van.f7i) + 3/7tVanHi Van

+bo Vaçz + bl Ar -- ao/:r2 + aoAan + at.171 + c

:»,« * "? *- «.) «f-, -- ,"-"g., -- ";-,

6Va-H: 'Va.+6H; - 8 di«.(ÃV.-(.))+«oH- \ .,,
+ai +bo'/V -- 3H2Hi +2HiAaçz+AanH. ./ k-2

q-,

Assim podemos obter os coeficientes de t,/x; para A 2 0 substituindo tais expressões em
(4.3) e comparando seus coeficientes. De fato, pala k = 0 temos pelo sistema (4.3) que

AUo H

implicando que

u.l - c'.
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a

W

m
4-
d-

'-

(« - ;« * ,;â)u
1}.«' + { h + {P + {~â + s; + g'
--6{/{Van0 Van 2{ÇiB aq Íãã

(4.10)

*)«
Se k :: l temos

AUi+FUo

u-l,.

n
(;1

0

de onde obtemos que

(« ,::i)«{
a#l+P 2+2Aan+2' tM l
FS3 -- 4á.K'Varia Va +i%?- -- -llÍiq 7 o

(« --:'i)"? -'«--,:â--,"-)«#
2/3+cr]7i -- 3q]71 8ã/('Van0.Vaí2 \ ,,a

+2á/7i illi + {%9- -- 3//2 + 2z\ao + 3S3 7 o

$P+: iP+la.ana aM2+c-a.an+Vana Vaç

+.{:ãAan + 2,f72g {%? -- 2ãH2i$ + 3Va Hi - Van + 2H3 + S4

+.f]ílSa 6 divas(]fVano) 2{/{Van0 .Va /7i
+ÍAai2i$ -- 5Vanq . Vaçz -- zS.ang -- 2qAan
+18i/{2Van0 . Van 6i/7t /('Varia - Van

}«' + 4Ü + gp + í~â + 5'; + q'
-6á/('Va 0.Va - 2{çiã crq-i9- :$-

U

Desta maneira podemos calcular a quantidade de termos que qúsermos, determinando
formalmente os coeficientes da solução u de (4.1).

4.1.1 Demonstração do Método

Precisamos mostiai que a solução u de (4.1) formalmente encontrada, de fato, nos fornece
uma aproximação pala "soluções exatas" do problema.

Nesta dileção, consideremos Z, como urn operador de I'4'J' n I'Kf'p(n, C) em LP(Q, (C).
Já que o Bilaplaciano é um operador' Fiedholm de índice zero quando definido de I't/4 p n
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T't«''(n, C) em Z,'(Q, (C) e como L é uma perturbação compacta deste temos que Z também
é um operador Hedholm de índice zero. Assim a imagem de L é um subespaço fechado de
Z,P(Q, C) com codimensão finita m igual à dimensão do núcleo de Z,*

Sejam {lol, ..., m.} uma base para um subespaço complementar de 7?(L) e {éi , ..., 'é.}
uma base para N(L) com base dual associada {ri, ..., r.}. Definimos

.'tl : L'(Q, C) --} w''' n Pq''(o, c)

C. : W;-i''(an) --} w''' n wo',P(Q, c)

pol'

o (/) +CL(g) c w''' n wol'P(n,c)

onde

Lu -- / C lwi, ..., 'w.l,

áx = g em aQ

ufi = 0 para todo l 5; ã $ m.

Observemos que tais operadores estão bem definidos. De fato, como o operador
I'r',p n wo2,'(ç2, C) em EP(Q, C) é hedholm de índice zelo temos que

Q

1, de

L'(n,C) R(L) © 1««: , ..., w-l

Oado ./ = ./:i + /2 C -L'(Q,C) com /i c R(Z) e /2 € 1wt,...,w«l existe uma única o c

w'4,pn wol'p(Q,q tal que Lz; -/i, :lk =g em õç2 e /noB =0 para todo l$ i 5; m.(A
existência de u segue de j181 e a unicidade da condição in oã = 0 para todo l $ { $ nz).

Vamos agora mostrar que a solução formal u de (4.1) encontrada, de fato nos fornece
uma apl'oximaçao para

« (./') +CL(g)

quando m --> +oo numa vizinhança de aQ e quando as funções / e g são rapidamente
oscilantes

Mais precisamente, suponha que

«'«, - ."'''' ("'«' * qP * ... * aP)
''-, - (" *: * ... *ab)
''«, - ('. *ã * ... * áb)
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t/klan := 0, ggflaçz :: (l;t, t/k e /Ü funções de classe C'4+W'k e C'2+W'k em n respectivamente
e (;k função de classe C'3+/v'k em aQ.

Suponha também que a região Q e a função 0 são de classe ('5+v e que os coeficientes a, b
e c do operador diferencial Z, são funções de classe (;Jv+2, ('/V+l e (J/v em Q respectivamente.
Então, podemos escolher S(y + tJV(g)) de classe ('5+Jv tal que para algum õ > 0

(VSy 0(t'+/v),

AUk+l'UA.i+l,Uk
I'Z,/w + Ét/w l

0(t' 'F /v '* )
0(t)

uniformemente em --õ $ t = dist(z, aQ) $ õ (0 $ k $ iV e t/-2 = t/-t = 0).

Escolha uma função real X de classe C'", com suporte compacto em IR", X = 1 quando
--õ $ [ -- dist(z,aQ) $ .5 cujo suporte esteja contido numa vizinhança próxima a este

conjunto.

Mostraremos que

IXU -- Ullw4,pnwo2.p(Q,q 0( «« 'w )

quando m --} +oo se

11/ - X(2'"y'"' }: tli:Fll.,w,q - 0(w'''')
e

N ,.

llp - e:w }: Íil:l$11.,o.,q - O(««'''')

Pelos cálculos e hipóteses descritas acima temos que

p«r."'E ê@
h(2«'y+/''((VS)')' + {(2««);+r'' ( Í(VS):AS
+ vs.vl(vsyl+(vsyvs'.v
-'-]p«p-'''''('t('n'] ,+ («.I'»+ {»[wn'])

-- EZ:.B«y*'''-*("«* -- «*.: ' "*-, - «,)
+2«,II'UN + UN I+Z,UN - FA

(2.«)/v
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:bQ«o'"«;?W ' {p«o;'-'''({q?l:#
*-{ '%n#' --- 'B3:') «
+lp«o'" (UÇS:' -- q94' + { ~gW)

- EZ:.P«0'-'''''-* (;Slx -- ;h:; + ;Çk:i --: .h:
--o:«o (g« -- "q'-) .- «««,

/v(2w

)

Então, como X é uma função C'" com suporte compacto contido numa vizinhança de
aç2, temos para algum C' > 0 que

N' n / \. l©. Ar+4

"[*(.)«(,)] - *nP«y E &9 $ ã:i«{c' 'E 2wtlk

e portanto

Lxz f-- 0(u'N) (4.11)

uniformemente em (2 e (5 $ 1 5; 0 quando m --} +oo.

Como u = HL(./) + CI,(g) temos que existem escaleres cví, ..., a. C (C tal que

0

/ + >ll:Z:: ait«{ em Q

g em ÕQ
0 em 1?{2

(4.12)

com Jnuíi = 0 para todo l 5; í 5; m. Cada cv; é unicamente determinado, de fato,
se {ai, ..., o-.} é uma base de ./V(L*) (isto considerando -L como um operador de l,p'4,p n

I'le'"(n, C) em LP(Q, q) temos para cada l $ .j 5; m que

a=iw{
Q

õi(L« - j)
Q

',.:,;, :h»« - ».«R
--;.h*«;.h «à««;,,*";,-'~\ /.;..

6.õig - l õÍj.

Assim, como as funções aj, g e / são dadas, obtemos que os escaleres ai, ..., cr. são uni-

ca.mente determinados se provarmos que a matriz l /n ãjwi . . é uma matriz inversível.
Para isto, sejam I'i , ..., 'n. escalei'es tal que >ll:Z:: 'i /n ãj'w{ = 0 para todo l 5; .j 5; m. Tal
condição significa que }:Z:. 'Íw{ C iV(L*)X = lai, ..., a.It. Mas .V(L*)x = 7?(L), de onde

obtemos que 'i = ... := 'r. = 0, ou soja, a matriz lln ci.Íwil ; é inversível.L ''' ' J t,.7=l

Q
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Seja então

onde os escaleres /3i, ...,P. C C são escolhidos de tal maneira que /n zÕ
l 5; J 5; m, ou se.ja,

0 para todo

Q
(x«)%

Q

(XU)%

Observe que a matriz /nÓiõl; ;- também é uma matriz inversível, a demonstração é

análoga a de que a matriz l /n õiwili. =' é invesível.L ''' ' Ji,.7=]

Note que em aQ

âz a
(x« - «)

.;«'ÊA
0(w 'p'' )

uniformemente em aç2 quando m --} +oo.

Agora, pelo Teorema de Riemann-Lebesgue

Q
ó.;jg l ;,.f

et"0 b.õiGK

+0( «« ' p'' )

0( «, ' /v )

k
(2-«) lk:o

N

- }:(2w) A+2

k:o
."sõj(xFk) (4.13)

e

Q
(x«)$

Q

/l (««'Ê dN.
0( «, 'r'' )

(4.14)
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quando w -+ +oo já que Fk, Gk e t/i; são respectivamente de classe C'2+JN k, (;3+N k e
C'+W-k para 0 $ k 5; ]V, ou seja, lcril = O(w /v) e l/3il = O(w'N) pala todo l 5; { 5; m
quando ?u > +oo.

Como Lz = L(Xa) -- Lu segue de(4.11),(4.12) e(4.13) que

Z

O(.«'W)em n
O(w w)em aQ
0 em aQ

(4.15)

quando m } +oo.

Logo podemos concluir de (4.14) e (4.15) que

lixa -- ullw-,p(o,q ' llz -- >: PitoÍllw'.p(n,q

quando w -> +oo de onde segue o resultado.

l&
0(«« 'p'' )

4.2 Aplicações

4.2.1 0 operacloi' O

Para concluirmos o Teorema 29 é necessário mostrar que se o operador

oü) - {À. :kl(A«)' \©'l
*,l»«»('»,--,(À ' "»«)) --*(À. "»«))l} ,.

definido em (2.34) é de posto finito então

:Ê-l(A«y l : 0 .m an.

Para isto vamos utilizar o Método de Soluções Rapidamente Oscila.ates descrito na seção
anterior e o seguinte Lema:

(4.16)

Lema 39 Sdarn S terna uar idade C'i; ,4 e B C L2(S) corri suporte compacto; 0 zzma /unção
n malares reais C\ de$Ttidn em S com'qs0 :f Q na ltTtião dos suportes de A e B; E C La ÇS)
um. subespaço de íl.imersão $nita e tl(.'lu) C E para todo \u € R. onde

:.(«) ,'! cos(«0)+ B sin(««0)+ .(1) .m L'(S)

qztarzdo lu .> +oo. Enz(io ,4 /3 = 0 em S'
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Pi'ova. Ver lõl

De fato mostraiemos que o operador O de posto finito definido em (2.34) satisfaz

quando to --} +oo obtendo então pelo Lema 39 a relação (4.16).

Para mostrarmos (4.17), aplicaremos o método da seção 4.1 calculando as soluções
aproximadas de

la.«Z\ca:+*(e";'A«) -- AaAC,\,+x(e""Au)lJlaQ

cos(.«0)
a

(a.uy (A«)' + o(.«': )an ' '
0 (4.17)

(4.18)

quando to --> +oo.

Da seção 4.1 ( usando as mesmas notações) temos que

'.,-.-* (.";'»«) - ."''« ' '(«'D
numa vizinhança de a{2 n Q. Daí,

»'»,** ('";'»«) ,. - («â * il;) ('"'''.) ,. ''(«'u
- («' -- '~) I'"' («8 *- «.j' *- "gÊI -- ...)l

]-O(w':)(coordenadas normais)

'";" (0«)«1 -- ""1 -* a) -- .(«-D.

Í

Escolhendo
z\wlan k = 0
o É;>o

t prol ínq n ] l í)

''»,-.-* ('"'"'«) ,. - '":' (»«p«) -* l«'« -- wl ) ,. -- "(«'u.
Analogamente obtemos que

'*'.,-.* ('"''»«) ,. - .":' ('«p«) --- 1«*« -- wl)
Logo podemos concluir que

la.«Aczl,.t*('":'z\") - A"'\cA,+*('";'A")j .. -
- e";' l(z\")'(2'" + X) + A"W -(A")'(2'«+ a) - A«

l.A«q «UI ,.+o('"':)

o( «« ' : )

+ o(.«' : )aQ ' '

(4.19)
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já que (6.«y ::: (A«y
Pela relação (4.10)

emâQ

podemos determinar t/o2 e Vo2, de fato,

''j - (« - « - ,'::)»« ,. .
"? - (« - « - ::;:)»« ,.

Logo obtemos que

a.«'«) ,. {(q - «) l(a."y - (A«yl

2ãâl o'-(A«)'l}..
2 v,.o v«l(A"y - (A«y

0 em ÕQ

pois por hipótese (Au)2 = (At;y em aQ. Assim obtemos que

la.«AcA,.F*('";'A") - A"z\c ,+À('";'A")j ,n
qua.ndo u/ -+ +oo.

(4.20)

Cromo

la.«z\ca,+À(cos(wo)A«)

a. {l.a«z\c.,...*('"'''\")
obtemos (4.17) de (4.20).

A«'\c.:+*("s(wa)A«)j ,.

A«z\c.,...*k":'A")j ,.}

4.2.2 0 operador T

Para concluirmos o I'eorema 38 é necessário mostram que se o operador

"M - {À.«,á(»«'o '-«'('..«,ü "»«))

*'-«»l«.*.«, ((=(«) ' «)'..«,ü «'»«))) '...«,ü . «'"ol } ,.
definido em (3.34) é de posto finito então

Jl-(A«AO = 0 .m aQ.

Para isto vamos utilizar o Método de Soluções Rapidamente Oscilantes descrito na seção
4.1 e o Lema. 39. De fato, mostraremos que o operador T de posto finito definido em (3.34)
satisfaz

(4.21)

«(«:(«o) - «;(«oá:(«"»o ,. + o(««' ' ) (4.22)
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quando w --> +oo obtendo então pelo Lema 39 a relação (4.21).

Para obtermos (4.22) precisamos mostrar que

{'«» 1.«.,.«,((=(«) ' «)'..«,(«;(«o»«))) - '...«,(«;(«q»«)j

.«,(«;(«0»«))} ,. - ','(«-D
quando w + +oo.

Para isto, sejam e"S },w . Í1l:iÉ a solução aproximada de Cz,(«)(e"ÍOAu) definida pelo
sistema

Í AUt + I'Uk-i + L(u)Z-/k-2 = o
J ;«*i l A«l«
l ''" lan 1 0 k>0

e e'S )I'lV o --%-- a solução aproximada de

".*.«, ((=(«) «)'..«,«'":'»«))) - '...«,@'":'»«,

definida pelo sistema

Í "'':+-vA-: --"*(«)yk-, -(U(«) .«)«*-,

l *«-l ;'" k > o
k -o

seguindo as notações da seção 4.1. (Lembre-se que U.2 = U-i = 0.)

Pelas coordenadas normais obtemos que

''..«,('";'»«) ,.("á * â)('"'Ê ü) ,. * ''«-~,

(«,. -- -ao"'xRüF) ,.. * ..«-~,

.«(«ÊÜ * ,«Êá *ÊA) * .'«-~,

."'' (»«p«) -- l«»« * «fl) ,. '- .(«'u

(4.23)

(4.24)

C/klan = 0

(4.25)

pois em tais coordenadas

«: -& « - l k > o.
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Análoga.mente obtemos que

»('"' il Úp) ,. - '";' ( - »«o«) -- l - «»« -* «#l ) ,. -- '(«'
' )

pois
--a.ulan k = 0
o k>o

Logo podemos concluir que

{»«.~ 1«...«,((=(«) ' «)'..«,k";'»«)) - '...«,e":'»ül - »«»('..«,k";'

IA«vo2 - 2(A"A")(2"" + x) - A"wl ,. + o(w':)

l.a«q - a.«al ,. + o('"':)
já que AuAu = 0 em ê?Q.

Pela relação (4.10) podemos determinar t/# e VB;, de fato,

"g--(« :;)»« ,..

»«))} ,.

(4.26)

(=(«)'«)"-, ,.*'(« ,'i)"«,.
(~ «*,'i)»«..

pois t/-2 = 0 numa vizinhança de aç2 em IR"

Portanto temos que

1»«w «-#) ,.

W

{('- - q)(A«Au) + 2iAuâA«

+('- - g)(a.uA") + 2iz\«IMA"} ,n

2iá( "Ad ,.
0 em af2

.já que AwAu = 0 em aQ.

Assim obtemos que

{»«» l.-.,.«,((=(«) «)'..«,k":'»«)) .«,k";'»ol
»«»('..«,@"'"»«)) } .. - -(«'D (4.27)
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quando w > +oo.

Como

{»«» 1.-...«,((=(«) ' «)'..«,(«;(«o»«))) - '...«,(«;(«o»«)j
.«,(«:(«o»«))} ,.

- «.{{»«». 1«...«, ((=(«) ' «)'..«,o";'»«)) - '...«,k";'»ol
.«,k":'»«))} ,.}

obtemos (4.22) de (4.27).
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