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Resumo

iste trabalho é uma apresentagao dos resultados do artigo Stability of Relative
Equilibria in the Problem of N+1 Vortices dos autores H.E. Cabral and D.S.
Schmidt [1] que estudaram a estabilidade espectral e estabilidade segundo Liapunov de

uma configuracio poligonal regular de N vortices com um vortice central, no plano.

Estudaremos também a configuracao de 2N vértices, na qual N vortices estao nos
vértices de um poligono regular de N lados circunserito por uma circunferéncia de raio
1, e os outros N vértices nos vertices de um poligono regular de N lados circunscrito
por uma circunferéncia de raio ¢ > 0, sendo ambas as circunferéncias concentricas, e de
forma que um poligono seja uma imagem homotética do outro seguida de uma rotacao
de £. Para alguns valores de N, estudaremos a estabilidade espectral e a estabilidade de

Liapunov.

Abstract

This work presents the results of the article Stability of Relative Equilibria in the
Problem of N-41 Vortices of the authors H.E. Cabral and D.S. Schmidt [1]. They
studied the spectral stability and Liapunov stability of a regular polygon configuration
of N vortices with a central vortex, in the plan. We will also study the configuration of
9N vortices, in the which N vortices are in the vertices of a regular polygon of N sides
circumseribed for a circumference of ray 1, and the other N vortices in the vertices of a
regular polygon of N sides circumscribed for a circumference of ray ¢ > 0, being both
concentrical circumferences, and form a polygon, wich is a homotetic image of the next
For some values of N, we will study the spectral stability

S o
one, considering a rotation ol .

and the Liapunov stability of this configuration.
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Introducao

Fste trabalho foi desenvolvido a partir do artigo Stability of Relative Equilibria

in the Problem of N+1 Vortices dos autores H.E. Cabral and D.S. Schmidt [1]

que estudaram a estabilidade de uma configuragio poligonal regular de N vortices com

um vértice central, no plano.

O problema tratado em [1] € 0 de estudar para quais valores da intensidade do vértice

central a configuragao é localmente estavel segundo Liapunov e, além disso, mostrar que,

exceto por simetria rotacional, o heptagono ¢ estavel segundo Liapunov.

O problema dos vortices em um fluido ideal foi discutido por J.J. Thomson [12] em

seu ensaio a respeito do trabalho de Adams Prize de 1882. J.J. Thonsom colocou N

vértices de igual intensidade nos vértices de um poligono regular. Trabalhando com um

sistema de coordenadas em rotagao uniforme, ele concluiu que a configuragao poderia ser

estavel para N < 6, mas era instavel para N > 8.

Adaptando os métodos desenvolvidos para o estudo da estabilidade do problema de

N corpos de mecanica celeste, os autores obtem diretamente os resultados para confi-
guracao poligonal de N vortices de igual intensidade. Adaptam também os metodos para
a configuracao poligonal de N vértices de igual intensidade com um vortice central de
imtensidade diferente.

De fato. mostram mais, isto ¢, mostram que para o valor da intensidede do vortice
num certo intervalo. a configuragdo de N 41 vortices nao ¢ apenas espectralmente estavel,
mas ¢ também estdavel segundo Liapunov.

Pelo fato do problema de N + 1 vortices ter (N + 1) graus de liberdade ao invés dos

2(N + 1) do problema de N + 1 corpos celestes, e da configuragao poligonal ter varias
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simetrias, os calculos tornam-se mais simples para o problema dos vértices que para o

problema de N + 1 corpos celestes, conforme salientam os autores em [1].

Utilizando funcoes analiticas encontram a expansdo da série de Taylor do potencial
logaritmico do problema dos vértices de uma maneira mais facil que a do potencial New-

toniano.

Em nosso trabalho, apresentaremos no capitulo 1 alguns conceitos e teoremas basicos
que serao utilizados nos capitulos seguintes. Na secdo 1.1 falaremos sobre estabilidade

segundo Liapunov. Na se¢do 1.2 apresentaremos o problema de Kirchhoff.

No capitulo 2 apresentaremos os principais resultados do artigo {1}, procurando incluir
detalhes e demonstracoes de forma a tornar a leitura mais simples do que usualmente

OCOITE NuIn paper.

Na secao 2.1 serao apresentadas as equagdes do movimento para N + 1 vortices, a
identidade que uma solucéao de equilibrio deve satisfazer e, por fim, serd deduzida a férmula

da velocidade angular de uma solucao de equilibrio.

Na secao 2.2 serao deduzidas as condigoes para estabilidade espectral do equilibrio
relativo e serd apresentado o problema de um anel de vértices e de um anel de vértices
com um vortice central. Mostraremos que a configuracao estudada é uma solucao de

equilibrio.

Na secao 2.3 sera feita a expansao da funcdo Hamiltoniana do problema para a ob-
tencao de sua matriz Hessiana e serd discutida a estabilidade espectral para o anel de N

vortices.

Na secao 2.4 serd estudada a estabilidade espectral em fun¢ao do valor da intensidade
do vértice central e, em seguida, serd analisada a estabilidade de Liapunov para esses

valores da intensidade.

Apresentaremos no capitulo 3 nossa principal contribui¢ao: o estudo da estabilidade

do equilibrio no problema de 2N vértices dispostos em dois aneis de N vértices cada.
Na secao 3.1 faremos uma descri¢ao mais detalhada deste problema.

Na secao 3.2 mostraremos que a configuracao dos 2N vértices proposta € uma solugao
de equilibrio, apresentaremos a fungao Hamiltoniana e a velocidade angular nessa confi-

guracao.
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Na segdo 3.3 equacionaremos a estabilidade espectral dessa configuracio especial se-
guindo os passos apresentados na seciao 2.3.2 e faremos um estudo mais detalhado de
estabilidade espectral para os casos N = 2 e N = 4. Além disso, faremos o estudo da

estabilidade segundo Liapunov para o caso N = 2.

Para facilitar a leitura e compreensao de alguns célculos e demonstracées, colocamos
no apéndice A alguns resultados utilizados e no apéndice B, as figuras que representam

as posigoes de equilibrio para os problemas de N vértices, N + 1 vértices e 2N vértices.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos

Vamos apresentar neste capitulo alguns conceitos basicos envolvendo estabilidade.

Apresentaremos, sem demonstracao, alguns teoremas sobre estabilidade segundo Lia-

punov. Como referéncia para este assunto citamos [11].

Apresentaremos o problema de Kirchhoff que trata de um sistema de equacoes dife-

renciais representando o movimento de N vértices no plano.

Fstes conceitos serao tteis para a apresentagao dos capitulos seguintes.

1.1 Estabilidade Segundo Liapunov

[niciamos apresentando a definicao de ponto de equilibrio de uma equacao diferencial.

Ck1 Um ponto

Defini¢ao 1.1.1 Sejam §} C RN aberto e f : 8 — RN de classe
flz) 22 ¢+ B — RN definida por

b

xo € chamado ponto de equilibrio da equag¢ao v =

(1) = xo, t € IR, € solugdo dessa CquUagao.

Observacao 1.1.2 z( ¢ ponto de equilibrio se, € 50 se, flag) =
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Definigao 1.1.3 Sejam Q C RN aberto e f : Q@ — RN de classe O+, Um ponto
de equilibrio xo da equacio & = f(x) diz-se estavel sequndo Liapunov se para todo ¢ > 0

existe § >0 (6 = 6(¢)) tal que Bs(xo) C Q e para todo & € Bs(xo) a solugio 1) do problema

= flz), z(l)=g

Jica definida em [0, 00] e b(t) € B,(xg), Yt > 0.

Caso conlrdrio, o ponto de equilibrio ¢ dito instdvel sequndo Liapunov.

Defini¢ao 1.1.4 Sejam Q C RN aberto ¢ f:Q— RY de classe O+

Um ponto de equilibrio zo € 0 da equagio & = [(z) € dito atrator, se existe ¢ > 0 tal

que para todo x € B,(xg) a solu¢io ¢ de

Jica definida em [0, +oco[ e

lim o(t) = x,.

t—o0

Definigao 1.1.5 Sejam Q C RN aberto e F40 P d oloece (k1

Um ponto de equilibrio xy € O da equagao & = f(z)

€ dito (I,.s'.s'in,l()/,[('(lpmr'/l/('_(‘L/(l/UL/
sequndo Liapunov se ele for estdvel ¢

atrator,

Os métodos mais frequentemente usados no estudo de estabilidade de pontos de
equilibrio sao os de linearizacio da equagao diferencial e os que usam funcoes auxiliares.
Os Teoremas 1.1.6 ¢ 1.1.7 sio fundamentais

quando utilizamos o método de
Quanto ao emprego de f

linearizacao.
tngoes anxiliares, podemos dizer o mesmo do Teorema 1.1.10.

L = / . . v -
Teorema 1.1.6 Sejam QO C RN gberto e f:Q — RY de classe CH Bemp € 0
€ um ponto de equilibrio de 5 — f(z) e todos os autovalores de Df(xy) tem parte real
estritamente negativa, entqo To € assintoticamente estavel sequndo [, Lapunow,

Teorema 1.1.7 Sejam ) RN aberto ¢ f 2 () — RN de classe sy, 3, Ty € um
ponto de equilibrio de j — (@) e Df(xy) possui um autovalor com parte real estritamente
positiva, entio zq ¢ instdyel sequndo Liapunov.




1.1 Estabilidade Segundo Liapunov

Observacgao 1.1.8 Sejam 2 C RN aberto e f: Q) — RN de classe C*t') e seja V :
O — R de classe C.

Sep: [ — RN ¢ wma solucio de @ = f(x) entao {%(V o p)(t) = DV (p(t))e(t) =
DV (p(t)) f(¢(t)). Isto motiva a definigdo de V.0 — R por V(z)= DV(z)f(x).

Definigio 1.1.9 Sejam 2 C RN abertoe f: 0 — RN de classe C*tL. Seja xo um ponto
de equilibrio de & = f(z). Uma fungao de Liapunov para o ¢ uma fungio V : U — RN
definida em um aberto U c Q tal que zo € U, diferencidvel, satisfazendo as sequintes

condigoes:

[. xo ¢ ponto de minimo estrito de V, isto €,

V(zo) < V(z),Vz € U,z # To.

9. V(z) = DV(e)f(z) <0,VzeU.

Uma fungao de Liapunov V diz-se estrita quando

3. V<0 emU~—{zo}

Teorema 1.1.10 (Liapunov) Sejam QO c RN aberto e f:Q — RY de classe Okl

Seja o um ponto de equilibrio de © = f(x). Se existe uma fungdo de Liapunov para xo,
entio xg € estavel sequndo Liapunov. Se €ssa fungao for estrila, entao xo € assintotica-

mente estdvel sequndo Liapunov.

1.1.1 Estabilidade de Sistemas Hamiltonianos

Agora vamos apresentar o teorema de estabilidade para sistemas de nosso interesse,

sistemas Hamiltonianos. Como referénceia citamos M.

Definicao 1.1.11 Um sistema Hamiltoniano € um sistema de 2N equagoes diferenciais

ordindrias da forma

: OH
g; = 5-(t,4,P),
T e (1.1)

. oH
i =t l,%;(l,(/,p).
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onde H = H(t,q,p), chamada fung¢do Hamiltoniana, € uma fungdo real de classe C?
definida para (t,q,p) € 0, onde Q C R x RN x RN € aberto. Os vetores ¢ = (q1,...,qn)

ep=(p1,...,PN) $do chamados de vetor posi¢do e vetor momento, respectivamente.

Definicao 1.1.12 Chamamos de sistema Hamiltoniano auténomo ao sistema cuja fungdo

Hamiltoniana H € independente de t. Nesse caso, olhamos H = H(q,p) definida num
aberto @ C RN x RN.

Definicao 1.1.13 Considere um sistema Hamiltoniano autonomo. Um ponto critico de

H ¢ um ponto cujo gradiente de H € nulo.

Observacao 1.1.14 Um ponto critico de H € um ponto de equilibrio do sistema Hamal-

toniano correspondente.

Teorema 1.1.15 Consideremos um sistema Hamiltoniano autonomo

(jj = 'g‘,%(%P),
P = —5(a,p).

Entio H =0, e se (go, po) € um ponto de minimo estrito de H, entdo (qo,po) € um ponto

de equilibrio estdvel seqgundo Liapunov para o sistema Hamiltoniano considerado.

1.2 Problema de Kirchhoff

O problema de Kirchhoff consiste de um sistema de equacbes diferenciais descrevendo
o movimento de N vértices movendo-se no plano. Seja n; = (z;,y;) o vetor posicdo do
j—ésimo vértice cuja intensidade é x; # 0 para j = 0,..., N — 1. Entdo Kirchhoff (1897)

descreveu as equagoes do movimento para esses N vortices como

oU(n)
on;

lij?’ij:J j:O,...,N~1 (12)

com
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e fun¢do Hamiltoniana

Unmy=— Y, rirjlog|lni—mnll. (1.3)

0<i<j<N-1

Podemos escrever o sistema (1.2) na forma

: au
K;x; = 2=(n),
i%j ayj-(n) (1.4)

s = —2U
Ri¥i = ~ g, (n)-
O sistema (1.4) ndo é um sistema Hamiltoniano, mas introduzindo novas varidveis

9

9 = V/Ik;lz5, A/ L (1.5)

—

pi= VIlsaniedus, | b= Jmsan(e)

podemos transforma-lo em um sistema Hamiltoniano.

De fato, usando (1.5) obtemos a fungdo Hamiltoniana

H(q,p) = U(z(q,p),y(q,p)) (1.6)

Calculando as derivadas parciais de primeira ordem de H e substituindo em (1.4)

temos
9H _ U %xz; | 89U %y, _ 8U 9y
dp; Jrj Op; dyj Opj Jy; Opy
= Kjxjé;;
= K g5 sgn(k;) _ q
VAL valdi 7

oH _ U3z | 9Udy; _ 5U D

Bq; 9z 9p; | dy; 0p;  da; oy,

. Oxy
— g qF
= —KiYi %y,

— g | Pisonlss) 1 —
T\ Vil Vsl 7

Logo obtemos o sistema Hamiltoniano auténomo em RN

di = 5-(a,p);
bi = —32-(g, p)-

J
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Com isso podemos trabalhar com o sistema (1.4) usando as correspondentes proprie-

dades de um sistema Hamiltoniano.

Note que o sistema (1.4) pode ser reescrito na forma

M = IVU ()
onde 1 = (Zo,...,TN-1,Y0,---,YN-1), J € M sdo as seguintes matrizes 2N x 2N
Ko - 0 0 - 0
0 I 0 .- 1 0 - 0
J= e M= et . (1.8)
10 0 -« 0 kg --- 0
0 0 0 KN-1

comk; #0,7=0,...,N—1.
Observagao 1.2.1 A fung¢do U € chamada funcdo hamiltoniana para o sistema
Mn =JIVU(n).

Proposicao 1.2.2 Sejam Q C RN x R" aberto e U : Q@ — R de classe C*. Considere
o sistema M1 =JIVU(n), onde J e M sio dadas em (1.8).

Entio a derivada U de U ao longo das trajetérias desse sistema € nula.

Demonstragao.
ou ou oU ou
VU = st Y-
(8:1:0 Ozn_y ayo 3yN-1)
10U 1 oUu 10U 1 oU
M-IJVUz(.____,...) e — >
Ko 0Yo KN-10Yn—1 Ko O KN-1 0TN-1
Logo
U=DUM™IVU = (M IVU|VU) = 0.
||

Proposigao 1.2.3 Seja ) C RN x RN aberto. Consideremos um sistema M7 = JVU(n)
com U independente de t, de classe C* ¢ M dada por (1.8). Se 7j é um ponto de minimo
local estrito de U(n), entdo 1 € um ponto de equilibrio estdvel sequndo Liapunov para o

sistema considerado.
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Demonstragao. Seja V(n) a fungdo auxiliar definida por

V(n)=U(n).

Como 77 é ponto de minimo estrito de U, entao 77 é ponto de minimo local estrito de

V.
Pela Proposicio 1.2.2, U = 0, logo V=U=0.

Assim, V' é fungao de Liapunov para esse sistema, e pelo Teorema 1.1.10 temos entao

que 7 é estavel segundo Liapunov.

Trabalharemos no capitulo 2 e capitulo 3 com sistemas do tipo (1.4).



12

Conceitos Bésicos



Capitulo 2

Estabilidade do Equilibrio Relativo

no Problema de N Vortices

2.1 Introducao

Vamos, neste capitulo, apresentar o conteudo do artigo Stability of Relative Equi-
libria in the Problem of N+1 Vortices dos autores H.E. Cabral and D.S. Schmidt
[1], que nos motivou a escrever o capitulo seguinte. Acrescentaremos nesta apresentacao
alguns detalhes que auxiliam a compreensao dos resultados ou que serdo titeis no capitulo

seguinte.

O objetivo em [1] € investigar a estabilidade de uma configuracao poligonal regular de
N vértices com um vortice central e mostrar que a configuracgio € estavel segundo Liapunov
quando o valor da intensidade do vdrtice central estd num certo intervalo aberto. Além
disso, mostrar que, exceto por simetria rotacional, o heptdgono é localmente Liapunov

estavel.

Sejam N + 1 vértices alocados em ¢; = (zj,y;) com intensidade k; para j = 0,...,N

(figura B.1). Pela secéo 1.2, as equagdes do movimento para estes vortices no contexto da

13
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mecanica Hamiltoniana sao:

kit = 5(q),

K9 = —5-(0),

com a funcao Hamiltoniana

Ulq) ==Y mirslog((wi — ;)" + (35 — y5)*)?, (2.1)
i<
onde ¢ = (Zo, -, TN, Yoy - - - s YN )-

A funcéo potencial da mecanica celeste, para o problema de N corpos, tem uma forma

similar, portanto U é chamada fun¢ao potencial logaritmica.

Com a matriz das intensidades

Ko v+ 0 o 0 --- 0 0
0 kn—-1 0 O 0 0
0 0 K 0 0 0
M = N ,
0 0 0 ko 0 0
0 0 0 0 k-1 O
0 0 0 0 0 KN
e a matriz simplética
0 I
- ?
-10

o sistema acima pode ser escrito na forma vetorial
Mq=JIVU. (2.2)

Um equilibrio relativo é uma configuracao dos vértices que torna-se estaciondria em

um sistema de coordenadas em rotacdo uniforme. Seja @ a mudanca de coordenadas

q=e7Q,

que representa um sistema de coordenadas em que cada @; = (&}, §;) gira uniformemente,

ao redor da origem, no plano (z;,y;) com velocidade angular v.
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Observagao 2.1.1 Sejam Q = (Zoy...,ZN,Yo,---,IN), @; = (2;,8;), € ¢ = e =
($07---7$Nay07---,yN); q; = ethQj = (xjyyj)-

Como ||Qi — Qjll = llg: — gjll, parai,j=0,..., N, seque que U(q) = U(Q).
Assim, a equacao do movimento na nova coordenada @ é

MQ =J(—vMQ + VU(Q)). (2.3)

Para deixar a notagao menos carregada usa-se (zo,...,Zn,Yo,-- -, Yn) cOmo coordena-

das do ponto Q.

Pela Observagao 1.1.2, um ponto QV = (Zo,..., TN, Y0,---,Yn) € um equilibrio de (2.3)

(e, portanto um movimento estaciondrio de (2.2)) se e sé se satisfaz

0=-vMQ + VU(Q) (2.4)
para algum valor de v.

Nesse caso, pode-se encontrar o valor de v através do produto escalar da equacao

acima com @, obtendo entao: _ _
_§™vu (@)
QTMQ

Para simplificar o numerador de v pode-se calcular U(AQ) com A > 0 e obter

(2.5)

UQ) =—logA ) _wir; +U(Q).
A seguir derivando-se com respeito a A e pondo A = 1, tem-se

QTVU(Q) == kir;.

i<j

No problema de mecanica celeste para N + 1 corpos, o denominador de (2.5) estd

relacionado com o momento de inércia. Usando a mesma notagao pode-se escrever

[(Q): QZKJ(m +y;

A velocidade angular para o sistema de coordenadas torna-se entao:
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- Zi<j KikK;

Vo= e 2.6
21(Q) (26)

Na préxima se¢dao daremos a condicao para estabilidade espectral de um equilibrio
relativo e apresentaremos os problemas de um anel de vortices e o de um anel de vértices

com um vortice central.

2.2 Estabilidade Espectral

Para determinar a estabilidade de Liapunov de um equilibrio relativo Qv de (2.3) olha-
se para solucdes que comegam proximas do equilibrio e analisa-se o que ocorre com estas

solugdes. Pode-se representar essas solugbes por ) = @ + Z.

Substituindo no sistema (2.3) tem-se

MZ =3VV(Z), (2.7)

onde

V(Z2)=-2@Q+2) M@+2)+U@+2), (2:8)

0.

e o problema passa a ser estudar as solugdes de (2.7) que comecam perto de Z

J4 que Q é um ponto de equilibrio de (2.3), VV(0) = —vMQ + VU(Q) = 0. Como

D?V(0) = —vM + D*U(Q), entao a forma linearizada de (2.7) fica

MZ = 3(—vM + D*U(Q))Z. (2.9)

Existem solucdes nio triviais da forma Z = e*( se e s6 se a matriz

(M™'3(=vM + D*U(Q)) — \I) = I(AJ — vI+ M~ D2U(Q)) (2.10)

é singular, isto &, se e s6 se |AJ — vI + M~1D2U(Q)| = 0.
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Definig¢ao 2.2.1 Um ponto de equilibrio @ de (2.3) € espectralmente estavel se todas as
raizes de

IAS — VI + M D2U(Q)| =0 (2.11)

sdo puramente imagindrias, isto €, A = bi, com b € R.

Note que @ ser espectralmente estdvel é condicdo necessiria para ser estavel se-
gundo Liapunov, pois o sistema Hamiltoniano (2.9) é reversivel, isto é, se (2(t),y(t)) =
(o(t),¥(t)) é uma solucdo de (2.9) que tende a origem quando t — oo, entdo (z(1),y(t)) =
(¢(—1),1(—t)) é uma solugdo que tende a origem quando t = —oo . A existéncia de uma
solucdo que tende a origem quando ¢ — —oo implica em instabilidade segundo Liapunov

para o sistema linearizado (2.9) e para o sistema néo linearizado (2.7).

O problema a ser considerado é estudar a estabilidade espectral do equilibrio corres-
pondente a um anel de N vortices idénticos posicionados nos vértices de um poligono

regular de N lados, com um vértice adicional na origem.
Nao ha perda de generalidade em supor que o anel é o anel unitério.

Sejam w! = e~ 7 a j-ésima raiz N-ésima da unidade e k¢ a intensidade do j-ésimo

voértice, para 7 = 0,..., N — 1. A intensidade do vértice na origem sera denotada por k.

Considere a configuragdo

~

Q:(&/O""7%N7§0)"'7’g]\]) (212)

definida por

N Re(w?), para j=0,...,N-1,

T; =

0, para j=N,

e

~ Im(w?), para j=0,...,N-1,

Y; =

0, para j=N.

Usando a identificagdo candnica entre IR? e € pode-se escrever (;,7;) = w’, j =
0,...,N—=1,e(0,0) = 0.

A funcdo potencial logaritmica (2.1) pode ser reescrita nas coordenadas @), como

U = KgUl + KQRNUQ, (213)
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onde as funcoes U, e U, sao dadas por

N-1N-1

1
U=~ ) logllQi=Qjll=~-5>_ > logllQ: — Qusill, (214)
0<i<y<N =0 j=1
com o indice (¢ + j) tomado mod N, e
N-1
Uy == log||Q; — Qnll, (2.15)
J=0

onde Q; = (¢;,y;),7=0,...,N — L.

A matriz M é de ordem (2N +2) x (2N + 2) e tem a forma

Ko - 0 0 0 -~ 0 0 )
0 - 0 Ky 0 =~ 0 0
M= N . (2.16)
0 0 0 & 0 0
0 0 0 0 Ko 0
0 0 0 0 0 ky

Para é ser um ponto de equilibrio de (2.3) é necessério que

v= —(N;l)fs0~rc1v. (2.17)

A préxima proposi¢ao garante que @ é de fato um ponto de equilibrio de (2.3).

Lema 2.2.2 Sejam Q definida em (2.12) e U definida por (2.14) e (2.15).
Ftdo U oU ~ OU oU
V@) = (5@ e @) 5D 5 ()

onde

oU (Qv) 3 —Re(w') (@—;ﬂfsg -+ noisN) , 1=0,...,N—1,
Oz 0, i= N,
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~Im(w?) (Lj—%—u&g + fcofs:N) , 1=0,...,N—1,
yi 0, i= N.

~ ~ o~ ' 2ni
Demonstragao. Lembremos que (7;,7;) = w’ onde w = eV .

Paraz=0,..., N —1 temos

U AN (@=in) 2 (Ti—a)
5;:(@) = —KgKN — Kg — =
Qi—QnI1? O%;N [1Q: — Q]2
w —w \
= —gokNRe ( ‘P) Re Z s
0<I<N l —w [ )
154

-1

= —koknRe(w') — Z [1 — =

0<IKN
Igéz

N1y
= —koknRe(w') — kZRe (w Z i —W}P)

7=1

~ . Yi—YN (yt
Q) = —roe R — 8 D 5o Qz“z

l#z
w —w \

:—KJ()K,NIIH(} |2) Im OZ,;N w’[2)
)

I;-‘z

= —kornIm(w') — k2Im | w' Z [1 :z =
0<IKN
l;éz
. N-1 1— w}
= —kornIm(w') — k2Im | o’ Z T )
=1

Pela Proposicao A.0.7

Vi (N -1
1 —wi]2 2 )7

7=1
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Logo
[1 —wi|?
7=1

Bx‘(Q) = —rosnRe(w') — kJRe (

= ~/<;0f-’f,NRe( ) — HgRe (N 1)

= —Re(w )((N 12 +;§0/§N)

~ . N1y
W@ = -—nowrmw—nzl‘n( 2 u..w];z)

7=1
= o lmn(u) — () (452)

= ——Im(wi) (!lzﬁﬂg + fioli?N) .

Para 7 = N temos

N-1 ~ ~
(TN — ;)

m K _2——:‘“‘2‘
i 1@~ — Qs

v -5i)
— ||Q~ — Q512

0 y]
°NZHO il

N-1 7
= KoRkN ~j

= Q5112

N-1

=0

N-1
= KornIm (Z wj) .
7=0
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Pela Proposicao A.0.5

N-1
Z w =0
7=0
Logo
N-1
BG) = roenhe (}; wf) —o,
=0
N-1
5%%(@) = KgknIm ( w’) =0
=0
|

Proposicao 2.2.3 Seja
U= K%Ul + KlofiNUQ,

21

com Uy e Uy dadas por (2.14) e (2.15), e sejam M e v dadas por (2.16) e (2.17), respec-

tivamente.

Entéo Q definido em (2.12) € um ponto de equilibrio de (2.3).

Demonstragao. Pelo Lema 2.2.2,

U (@) — Re(w?) (@’7'31;93 + I‘CNK,O) , paraz=0,...,N —1,
Oz 0, paraz = N,
HU(@) —Im(w') (L]Yg—‘lfcngnoxN) , parat=0,...,N —1,
y; 0, para i = N,

Substituindo os valores acima na equacao —vM @ + VU (@) = ( verificamos que @

definido em (2.12) ¢ ponto de equilibrio do sistema (2.3).
|

Note que a estabilidade espectral de @ quando as vorticidades sdo k; = ko # 0,

7=20,...,N — 1, e ky para o vortice central é equivalente a estabilidade espectral de

uando as vorticidades sao k; = Ko = 1,7 =0,....N — 1, e Ky = =X para o vértice
7 3 5 3 3 Ko

central.
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O mesmo ocorre com relagao a estabilidade segundo Liapunov.

Assim, pode-se, sem perda de generalidade, considerar k; = ko =1,7=0,...,N — 1,

e deixar apenas Ky = K como parametro.

A funcao potencial a ser considerada fica, portanto,

U= Ul -+ IiUz (218)

e a velocidade angular fica

R —— (2.19)

2.3 Estabilidade para um Anel de Voértices

Em primeiro lugar serd considerado o caso de um anel de N vdrtices, sem o vértice
central. Os N vortices estao nos vértices de um poligono regular de N lados inscrito
na circunferéncia de raio 1 (figura B.2). Como nao estd presente o vértice central pode-
se ignorar as coordenadas correspondentes a @N no ponto de equilibrio e considerar o
problema em R*V. Pode-se também considerar x = 0 e trabalhar apenas com a funcio

Hamiltoniana U;.

Para facilitar a notagdo, serd usada uma transformagao que deixa D?U(Q) numa

forma normal. Em notacdo complexa, a transformacao é Z = Wz, ou

Q=Q+Wxz, (2.20)

com

(2.21)

=~

\1 w1 . w(N”l)Z)
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A matriz W ¢é unitéria, portanto define uma transformacio simplética em R?V; logo
WIIW =J.

Usando a transformacdo Z = Wz na equagdo diferencial (2.8) e o fato de que esse

problema em IR*N, M é a matriz identidade, tem-se
Wz = J(—=v1+ DUy (Q))Wz,
ou seja,
i =W I(~vI+ DU,(Q))W=
= (—/W IW + W ID2U,(Q)W)2
(—vJ + W' IDU,(Q)W)z
(—3 + W (WIW' ) DU, (Q)W)z
(—vJ + IW' D2UL(Q)W)z.

Il

Logo a equagédo diferencial (2.8) torna-se

i = (—vI + IW' DU, (Q)W)z, (2.22)

Na préxima subsegio sera feita a expansdo da funcdo Hamiltoniana U; e em seguida

retomaremos a analise da estabilidade espectral para o problema do anel com N vértices.

Observagao 2.3.1 Note que WTDzUl(@)W = D2U,(0) onde ﬁl(z) =Uy(Q + Wz).

2.3.1 Expansao da Fungao Hamiltoniana U,

O dnico trabalho que se tem para analisar a estabilidade da equacdo (2.22) é o célculo
da Hessiana da fungao U;. Efetua-se isto calculando as derivadas parciais de Ul(@ +W2z)
em z = (. Para simplificar este trabalho utiliza-se nota¢ao complexa tanto quanto possivel.

Além disso, utiliza-se as func¢des auxiliares f(z) = log¢(z) de uma varidvel complexa
s=z+iyeg(z,y) = log|4].

As derivadas parciais da funcao g(z,y) = log|¢| podem ser obtidas da parte real da

derivada com respeito a z da fun¢io analitica f(z) ja que

log ¢ = log || + ¢ arg . (2.23)
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Considerando z; = x; +2y; para 7 = 0,1,..., N — 1 e usando a transformacéo (2.20)

tem-se:

N-1
Qi = w + — 3wtz
J /T 3
N k=0
e assim pode-se escrever

N-1
Qi—Qip; =w — w4+ LN (W — (),
k=0

N—1=
= wi (d] + ﬁ Z djkwi(k_l)Zk) ,

k=0
onde

d]' =1 wj.
N-1 .

Ja que ||Qi — Qi;ll = || (d]‘ + ﬁ Z djkw’(k‘l)zk> |, para ¢ em (2.23) usa -se
k=0

;N
(;S Z} = Qz“"Qz N w”’::d+-—-—— d'kwi(k~1)2k.
= Q= Qs =+ o 54
Entao

i ik ity (2.24)

52" = YN

Calculando as derivadas parcias de f = log ¢ encontra-se

of . 104
8zr(z) T 60z,
0%f . —10¢ 0¢
5209 = oo
Pf 2 0¢ 8(/5%

02,0202 = &3 Dz, 0z, 0z,

e assim por diante.

Em z = 0 tem-se ¢(0) = d; e as derivadas parciais ficam
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af
5;(0) =

o*f

02,0z (0)

*f

az,.azsazt(o) -

_ 9y
02,02,02,0z,

e assim por diante.

Obtem-se, por exemplo, a derivada parcial de segunda ordem de g =

respeito a x, € &

g
Be,0m, 00 =
Similarmente, encontra-se
829
G007 (0,0) =
e
P9
0y, 0y,

NN

0=+

0)=-

1 d;
i(r—1)“r
—( .
v N d;

1 s dinds,
- mwz(r+s—2) yrtys

N &

2 z(r+s+t 3) dJ"d.?sth

dd

6 i(r+st+ttu—a) djrdjsdjidu
w - e—

N2 d!

»

1 i{r+s— d‘rd.s
NRe(w(+ 2)—]25.?_).

J
i(r+s— d.rd'S
Nlm (w(Jf 2)_Jc_ﬁz_)

7

&g
0z,0x,

(0,0).

De w’ ser a j-ésima raiz N-ésima da unidade e da Proposicao A.0.5

N-1
§ :wg(r+s—-2) —
=0

portanto
02U1 10 8%
6xr8.13 -3 oz 5‘:1:8

=0 j=1

N, ser+s=2 mod N,

0, caso contrario,

25

log |¢| com

— djpd;s
%ZRe( Jdgj)’ ser+s=2 mod N,
i=1 i

0, caso contrario.
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Por outro lado,

= - , (2.25)
portanto, esta soma é zero se r = 0 ou se s = 0, enquanto nos outros casos € igual a

N-1
Y (4w 4. N1+ 4.+ wE), (2.26)

i=1

Usando a Proposicao A.0.5 tem-se

N -1, sem=0 mod N,

N-1
E W =
i=1

—1,  caso contrario.

Denotando por k(r,s) o nimero de pares (p,o) tal que p + 0 = 0 mod N, com

0<p<rel<o<s,vésequeasoma (2.26) é igual a

k(r,s)(N —1) — (rs — k(r,s)) = Nk(r,s) — rs.

Logo,
92U, 0 %(Nk(r,s) —rs), parar+s=2 mod N, rs#0,
Oz, 0z, 0, caso contrario.

Deve-se agora calcular o valor de k(r,s). A derivada segunda de U; com respeito a z,
e T, é nao nula apenas para os valores de r e s satisfazendo r +s =2 mod N e rs # 0,

portanto calcula-se k(r, s) apenas para esses valores de r e s.

Sabe-se que

0<r<N-1
= 0<r+s<2N -2 (2.27)

0<s<N-1

Devido a r + s = 2 mod N, usando (2.27) tem-se que existem apenas dois casos a

serem considerados. O primeiro caso é r = s = 1 e o outro caso é r +s = N + 2, com

rs # 0.

No caso r = s =1 tem-se k(1,1) = 1.
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No caso r + s = N + 2 tem-se k(r, s) = 2, pois

0<p+o<r+s—-2=N

0<p<r
= p-—]——o‘:O => p:UZO,
0<o<s
ptrto=N = p=r—1e¢ oc=s-1.
Portanto, N B
9*U, 0*U, N-1
0)=——(0) = —, 2.2
G 0= -5 = (2.29)

e,parar+s=2+4+ N, rs #0,

62[71 62[71 2N —rs
0z, 0z, (0) = -ay,.ays (0) = 2

(2.29)

enquanto as derivadas parciais de segunda ordem de U;(z) em z = 0 sdo nulas nos outros

Casos.

Usando a funcdo auxiliar f(z) = log ¢(z) pode-se encontrar as derivadas parciais de
ordem superior para Uy (z) em z = 0. Calculando as derivadas parciais de terceira ordem

obtem-se a expressao:

83U, 1 (R d;d;sd;e
&Er(‘?:vsﬁa:t(a) - ﬁRe (Z d;’? ’

J=1

e esta derivada é nula se 7 + s +¢ # 3 mod N ou se rst = 0. Similarmente, encontra-se

0%, P
Fodn.00. 0 = " g e0a O

enquanto as derivadas de terceira ordem envolvendo um ou trés y’s sao nulas.

Denotando por k(r,s,t) o nimero de triplas (p,0,7) tal que (p+0 +7) =0 mod N,
com(0<p<r,0<o<sel <71 <t encontra-se

80, 1
S ay.m 0 =~ (Vk(r,5,8) = rst).

Encontra-se, de forma similar, a expressao para as derivadas parciais de quarta ordem

de [71 em z = 0,



28 Estabilidade do Equilibrio Relativo no Problema de N Voértices

84171 3 w djrdjsdjt Ju
0z, 0z 001, (0) = NRC (Z d;?

i=1

ser+s+t+u=4 mod N, e

04T, 0) = 0T, 0) = 04T,
02,02:0x,:0z, = 0x,02,0y0y, = Oyr0ys0y:0y,

3
(0) = E(Nk(r, s, t,u) — rstu)
ser+s+t+u=4 mod N, rstu # 0. As derivadas restantes de ordem quatro sao todas
nulas.

Agora podemos retomar o estudo da estabilidade espectral para um anel de vértices.

2.3.2 Estabilidade Espectral para um Anel de Voértices

Olhando para as equagbes (2.28) e (2.29), e lembrando que r e s devem satisfazer

r+s =2 mod N com rs # 0, pode-se representar as derivadas de segunda ordem de

01(0) por

¢ =—=(r—2)(N —r) (2.30)
parar=1,2,...,N—1.

Por simetria, tem-se
0°U, 0°U,
3:1:,8333(0) N B:L’sam,( )

logoe, =c,comr=s=1lous=N+2-r,r=3,...,N-1

Com isso, pode-se escrever

0

~ C
H = Hess(U(Q)) = (
0 -C

onde a matriz C é dada por uma das duas formas:
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0000 0 0 0 0 )
00 ¢, 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 e
U, ~ 000 0 O 0 cs 0
€= (B:L',B:cs (Q)> B
000 0 O ¢ 0 0
00 0 0 c 0 0 0
0 0 0 ¢ O 0 0 o/
se N € par, e neste caso v = —];_1 + 1,
/0000 0 0 0
0 ¢, 00O 0 0 -~ 0
00 0 0 0 0 --- 0
00 0 0 0 0 s
o,  ~
€= (0%6%(@)) B
00 0 0 0 ¢ 0
000 0 ¢, 0 - 0
\o 0 0 ¢ - 0 0 0

se N é {mpar, e neste caso v = 1\%&1

Na Tabela (2.1) estao os valores de ¢, de 3 a 12 vértices

estao listados devido a simetria em c,.

29

. Apenas metade dos valores
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Nlea e c3 C4 Cs Cs Cr
3 |10 0.0

4115 0.0 -0.5

5120 0.0 -1.0

6 {25 0.0 -1.5 -20

7130 00 -20 -3,0

8 135 00 -25 -40 4,5

9 140 00 -3.0 -50 -6,0

1045 00 -35 -60 -75 -8,0
1150 00 -40 -7,0 -9,0 -10,0
12155 0.0 -45 -8,0 -10,6 -12,0 -12,5

Tabela 2.1: Valores de ¢, dados por (2.26) para N vértices

A matriz (2.10) tem bloco da forma:

—vI+C Al
—AI —vI-C

(2.31)

Devido a natureza de C, o determinante de (2.31) pode ser decomposto em produto

de subdeterminantes de matrizes de 2 X 2 e 4 X 4 como segue

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices 0 e N de (2.31):

=X+ =0. (2.32)
-\ —v

Isto gera as solugoes triviais: A = dzv.

Para as linhas e as colunas de indices 2 e N + 2 de (2.31) obtem-se a mesma submatriz

acima.
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Submatriz usando as linhas e as colunas de indices 1 e N +1 de (2.31):

—v+c A
' =242 =) =0, (2.33)

—A -V -

Este par de raizes nulas esta relacionado ao fato de que o equilibrio relativo sao solugdes

circulares no sistema de coordenadas inercial e que todas solugdes circulares sao isoladas.

Para cada r > 2 temos um subdeterminante correspondente, esses subdeterminantes

$30 0s que geram as solugdes ndo triviais.

Submatriz usando as linhas e as colunas de indicesr, N —r+2, N+r e 2N —r +2,

pamr:3,...,7:ﬂ§'—1

matriz (2.81), se N € par:

da matriz (2.31), se N € impar, € parar =3,...,7y—1 = % da

=N+ =3P =0 (2.34)

0 —-XA —¢ —v

tem raizes duplas A = +/c? — 2.

Finalmente quando N é par, o subdeterminante seguinte deve ser considerado:

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices v = ]—;f— +levy+ N= %]Y +1 da
matriz (2.31), se N € par:

-V + ¢, A
=N+ - =0 (2.35)

-\ —V — Cy

: - 75,2
que gera as raizes A = £4/c? — %

Como se quer analisar a estabilidade espectral para o anel de vértices, entdo pela
Definigao 2.2.1, precisa-se verificar se as raizes do polinémio (2.11) sdo puramente ima-
gindrias. Para isso precisa-se analisar apenas se A = +4/c? — v? é puramente imagindria.

Ja que
N-1

V= = = —y

2
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1
¢ = -5(7" —2)(N —r)
pode-se escrever

222 =N -r)+ (N -DHr-2)(N—r) - (N -1}

2 — —_
c,—vi=c—c¢ = 2

(2.36)

Olhando-se os valores que ¢, pode assumir na Tabela (2.1), pode-se construir a tabela
abaixo, que leva em consideragao o nimero de raizes com a parte real negativa, o nimero
de raizes com a parte real positiva, o nimero de raizes nulas e por fim o nimero de raizes

puramente imaginéarias ndo nulas do polinémio (2.11).

Negativo | Positivo | Nula | Imaginario
0 0 2 4
6

8

10

~N oo s w2

[es 2 N v B B« B B o]
(=2 BN en R B B B ==

8

N O N NN

>8) N-5 N-5 8

Tabela 2.2: Nimero de raizes com a parte real negativa, niimero de raizes com a parte real positiva,

niimero de raizes nulas e o niimero de raizes puramente imagindarias ndo nulas do polinémio (2.11)

Olhando a Tabela (2.2) observamos que para N > 8 o polinomio (2.11) apresenta
raizes com a parte real diferente de zero e para N < 7 todas as raizes tém parte real
nula, logo pela Defini¢ao 2.2.1 concluimos que no problema do anel com N vértices para
o caso N <7, temos estabilidade espectral, enquanto que no caso N > 8 o problema nao

é espectralmente estavel.
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2.4 Estabilidade de um Anel com um Vértice Central

Repetindo o raciocinio da se¢ao 2.3.2, vamos ver o que ocorre, quanto a estabilidade
espectral, quando se insere um vortice no centro do anel, ou seja, quando se considera a

intensidade do vdrtice central k # 0 (figura B.4).

Quando se inclui um vértice central, tem-se que usar a funcao:
U= U1 + KZUQ (237)

e trabalhar em R2NV+2,

Pode-se usar os resultados anteriores, mas tem-se que acrescentar as contribuicoes da

funcao potencial Us.

Na préxima subsecao sera feita a expansdo da fun¢do Hamiltoniana U, e em seguida
retoma-se a analise da estabilidade espectral e estabilidade segundo Liapunov para o

problema do anel com o vértice central.
2.4.1 Expansao da Fung¢ao Hamiltoniana U,

Como primeiro passo determina-se, para 0 < 7 < N —1, o valor das derivadas parciais

de f = log¢ em z = 0, onde

N-1

- 1 (k=1 -
qb(z):(Qj——QN)w :1+\/_Nj4=:0w(k )Zk"w ZN.

Counsiderando a coordenada @y = zn, as derivadas de primeira ordem sao:

of 0 ﬁwj(’”'l), para 0<r<N -1,
8Z,~( )“"

—w™,  para r=N,

e de segunda ordem:
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—I{—,wj(”“‘?), para 0<r,s <N —1,
0*f
02,02,

(0) = ﬁwj(""z), para 0 <r<N-—-1,s=N,

—w™ Y, para r=3s= N.

N-1

Sabe-se que Up(Q) = — ) _ log|Q; — Qwl, logo
=0

_ 1, parar+s=2 mod N,
0%U,
0z, 0z,

(0)=1< —V/N, parar=2es=N, our=Nes=2,
0, para 0s outros casos.

Vamos retomar o estudo da estabilidade para o anel com um voértice central.

2.4.2 Estabilidade Espectral de um Anel com um Vértice Cen-

tral

A matriz (2.10) tem novamente a forma dada em (2.31), lembrando-se que agora a
matriz identidade I é (N + 1) x (N + 1), a velocidade angular é dada por v = —¢; — Kk e

a matriz das intensidades, M, nao é mais a matriz identidade. Assim

- C 0
M~ Hess(U(0)) =
0 —-C
onde a matriz . s
U 0%U.
- -1 1 2
C=M, (8:1:,31:8 (0) + ﬁaxraxs (0)) ’
com ) . ) )
Kg +* 0 0 1 -« 0 0
Ml = = 3
0 Kn-1 O 0 10
0 0 &y 0 0 &
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é dada por uma das duas formas

(0 o

K 0 0 0 0
0 i+« 0 0 0 0 0
k0 0 0 0 0 —xVN
0 0 0 0 0 es+k 0
C =
0 0 0 0 - ¢4k ... 0 0
0 0 0 c4+k - 0 - 0 0
\0 0 VN 0o - 0 - 0 0
se N é par, e neste ca,soy*-:%’—%—l,
0 0 k0 0o 0 0 0 )
0 s+ 0 0 0 0 0 0
£ 0 0 0 0 0 0 —xVN
0 0 0 0 0 0 es+k 0
C =
0 0 0 0 - 0 ¢4k - 0 0
0 0 0 0 - ¢+& 0 - 0 0
0 0 0 ce+k - 0 0 - 0 0
0 0 VN 0 - 0 0 - 0 0
N+1

se N é impar, e neste caso v = ==,

Ainda pode-se decompor o determinante de (2.31) em produtos dos subdeterminantes

abaixo:



36 Estabilidade do Equilibrio Relativo no Problema de N Vértices

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices 0,2, NN +1,N +3 e 2N +1 de
(2.81)

-V K 0 A0 0
kK  —v —kVN 0 A 0
0 VN —v 0 0 A
=0. (2.38)
-A 0 0 —v —K 0
0 =X 0 -k —v kVN
0 0 - 0 VN —v
Pode-se representar o determinante (2.38) por
A Al
=|AB + \I| = 0. (2.39)
-2 B
Para o determinante (2.39) encontra-se
A 4% — g2 0 k2N
0 AN 4?2 —k?—kN 0 =(/\2+V2)()\2+V2—/£2—/<;N)2:0,
VN 0 N+ 12— kN

O primeiro fator gera as solugdes triviais A = £iv e o segundo fator, as raizes,

A =+/k~ (N ~1)2/4. (2.40)

Portanto, para A ser puramente imaginario em (2.40), é necessario e suficiente que

Kk < (%)2 . (2.41)

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices 1 e N + 2 de (2.31)

—2v A
=M =0.
-A 0
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Para cada indice r com r > 2 tem-se um subdeterminante associado a esse r.

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices ry, N —r+2,N+r+1 e2N —r+3
de (2.831), parar =3,...,y = ]~V—2ﬂ se N € impar, e parar = 3,...,vy—1 = —g]— se N é
par,

ca+K ¢ +k A 0

Cr+/€ C]'%“fi 0 )\
(2.42)

. 0 ¢t +K —¢ —kK

0 -\ —¢—K ¢ +k

Para calcular o determinante acima utiliza-se uma transformacao simplética adicional,

a rotagao descrita abaixo:

T, 1 1 1 z,
— = 3
T, V2 -1 1 Ts
Yr . 1 1 1 Yr
s V2 1\ -1 1 -

Ap6s a transformacdo acima, pode-se reescrever a matriz (2.42) obtendo

/ C1 — Cyp 0 A 0 \
0 ¢+ e + 2k 0 A
' (2.43)
—A 0 ¢+ + 2k 0
\ 0 —A 0 ¢ — ¢,
Calculando o determinante da matriz (2.43), obtem-se as raizes duplas
A=2/(e, — 1) (26 + ¢ + ¢1). (2.44)
Portanto A é puramente imagindrio em (2.44) se e s6 se
&>—E%?Q. (2.45)

Finalmente, quando N é par deve-se considerar o subdeterminante abaixo:
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Submatriz usando as linhas e as colunas de indices v =5 +1 ey = % +1 de (2.31),
se N € par:
c +e + 26 A
‘ = (c1+ ¢+ 26)(er — &) + A =0,
- ¢ — ¢
para o determinante acima obtem-se os mesmos valores de A que em (2.44), exceto que

eles agora sao simples.

A mudanga da estabilidade ocorre para os valores de k dados em (2.41) e (2.45). Esses
valores de k nao dependem apenas de r, mas também de N. Com N fixado, denotando-se

os valores de k abaixo:

—&ta - para 2 <r <[(N +2)/2]

7

k(r, N) = 2 (2.46)
(-N—zzi)Q, para r = 2,
e colocando esses valores de k em ordem crescente obtem-se
N +2 N —1)?
—-05=xr(3,N)<k(4,N)< ... <k ({—-—;—] ,N) < Kk(2,N) = ﬁ__4_)_ (2.47)

Fixado N, para ter estabilidade espectral é necessario que todas as raizes A de (2.31),
sejam puramente imaginarias. Logo, observando a sequéncia dos valores de k em (2.47)
conclui-se que para a configuracao de N+1 vortices, a estabilidade espectral ocorre apenas

para os valores da intensidade do vértice central no intervalo

K (P—f—;z} ,N) < Kk < K(2,N). (2.48)

Na proxima subsegao estudaremos a estabilidade segundo Liapunov para o problema

de N + 1 vértices.

2.4.3 Estabilidade segundo Liapunov para um Anel com um

Vortice Central

Vamos estudar estabilidade segundo Liapunov apenas para os valores de k satisfazendo
(2.48), pois para os valores de k onde ndo temos estabilidade espectral também nado temos

estabilidade segundo Liapunov.



2.4 FEstabilidade de um Anel com um Vdrtice Central 39

Definig¢ao 2.4.1 (Critério de Sylvester) Seja

aiyy Q12 -+ Qi
a2y G2 --+ dp
A=
Qp1 Gp2 " dpp
matriz n X n real simétrica.
a1 Q12 -+ Qin
p . .- aix Qa2 Q21 Q22 -+ A
A € definida positiva < ap; > 0, >0,..., > 0.
ag; az2 : : :

An1 Qp2 **°  Qup

Teorema 2.4.2 O equilibrio é dado por (2.12) no problema de N + 1 vdrtices com o

vortice central de intensidade k € estdvel sequndo Liapunov se:

& ([M2],N) < k < k(2,N), para N > 6,

(2.49)
0 <k <k(2,N) para 2 < N < 6.
ou seja, se
0 <(N?*—-8N+8)/16 <k < (N —1)*/4, para N par com N > 6,
0<(N?=8N+T7)/16 <k < (N —1)%/4, para N impar com N > 6,
N2

],N) <0<k < (N-1)?4, para2 < N < 6.

~ (15

Demonstragao. Vamos mostrar que para os valores de & pertencentes ao intervalo (2.49),
a parte quadratica da fungao Hamiltoniana (2.1) é definida positiva e serve como funcio
de Liapunov para o sistema em questao.
Seja
Mg =3IVU(q)
o sistema que representa o movimento dos vértices. Apds algumas transformacoes, obtem-

se o sistema

MZ =JVV(Z)
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onde

V(2) = -5(@+2) M@+2)+U@Q+2).

Aplicando a transformacao simplética Z = Wz na equacao diferencial acima obtem-se
o sistema

Mz = (—v3 +IW' DU, (Q)W)-.

Finalmente aplicando a transformacao

T, 1 1 1 T,
T - —\—/’E -1 1 T ’
Yr 1 11 Yr
Ys Ve -1 1 Ys
obtem-se o sistema abaixo
Mz =JVH(z)

com z € IR¥MV+Y_ que representa o movimento préximo ao equilibrio Z = 0.

Pela Definicdo 1.1.9, para a fun¢do Hamiltoniana H(z) ser fun¢do de Liapunov, deve

satisfazer as seguintes condigoes:

1. Z =0 é ponto de minimo local estrito de H(z),

2. H<O.

Pela Proposigao 1.2.2 a segunda condigdo € satisfeita. Resta mostrar que zp é ponto

de minimo local estrito de H.

Para mostrar que z é ponto de minimo local estrito é suficiente mostrar que a parte

quadratica de H, em z, é definida positiva.
Seja
Hy(z) = —;— (xtA:c + thy) ,
a parte quadrética da funcdo Hamiltoniana H(z) em Z.

O problema agora é analisar se as matrizes A e B sao definidas positivas.

el
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Reescrevendo a parte quadratica da funcao H obtemos

1+ K K 0 T
Hy(z) = %[:co T2 a:N] K a+k —kV/N 2y | +(c1 4 K)a?
0 —wVN (a+k)k TN
Cl+C§+2f§x§ 61+c§+25$2+---+CI;C4$?V-2+EI‘“;‘E§$12V-1
a+K  —K 0 Yo
+‘;‘[yo Y2 yN] —k a+r &N Y2

0 kv N (a1 +K)K YN

¢+ ¢y + 2k ¢ +c3+ 2k
——yi+...+ “1‘“*5—*‘-‘3;‘12\1-2'*‘ '—"'“"2"""“‘3112\7—1

Vamos mostrar que para & pertencendo ao intervalo (2.49), todos os coeficientes dos

monomios quadraticos que nao envolvem g, T2, TN, Yo, Y2, YN Sa0 positivos.
~ 2
Coeficiente do x}

Com k pertencendo ao intervalo (2.49) temos

N -1
2

g+ K>c = > 0. (250)

Coeficientes do z2, com 2 < r < [—]\%’—2] e y2, com {N—;—z] <r<N

a+e+26 c+e a+e¢ ¢ te
= > — = 0. 2.51
) gt 2 2 (2:51)

Coeficientes do a2, com [ME2] <r < N ey?, com 2 < r < [242]

[ 2

oo N4—1 ~ (_(N—ri(r~2)> _ N4‘1 L <(N"Ti(”_2)) >0, (2.52)

Resta mostrar que as matrizes

¢+ K K 0
Az = Kk  a+k —-x/N |, (2.53)
0 —kVN (1 +K)k
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a+K -k 0
B; = —k e +k kN (2.54)
0 sVN (a+k)k
sao definidas positivas.

Vamos aplicar o critério de Sylvester para mostrar que (2.53) e (2.54) sdo definidas

positivas.
Sejam
A1 = B1 = (Cl + l‘«',),
¢y + K K
A= ,
K ¢yt +K
¢+ kK —K
B2 - .
—K ci+&
Por (2.50),

det(Al) = det(Bl) =c+K> 0.
Calculando os determinantes det(A;) e det(B;) obtemos

det(Ag) = det(Bz) = (Cl + 5)2 - I‘Cz
=cl 420k >+ 2 =

N-1)2
=@ (N-1)>0.
Calculando os determinates para as matrizes Az e B e usando (2.49) e (2.50) temos

det(A3) = det(Bs) c1 + k)Pk — (e1 + K)EEN — (1 + k)K®

e1 + k)e((er + k)2 — kN — £%)
c & +2¢k—kN) =
c1 + k)6(c? + 5(2¢, — N)) =

= (
=
= (e1 + ©)A(
=

= ( (

e+ k)e(c2 — k) > (a + Ii)n((Nzl)z - (N;1)2) = 0.
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Ja que as matrizes (2.53) e (2.54) sdo definidas positivas, e consequentemente a fungio
H(z) serve como funcdo de Liapunov para o equilibrio 2 = 0 de Mz = JVH(z), e pela

Proposicao 1.2.3, temos estabilidade segundo Liapunov para o equilibrio estudado.
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Capitulo 3

Estabilidade do Equilibrio Relativo

no Problema de 2N Vortices

Este capitulo contém nossa principal contribuigao, o estudo de outros equilibrios esta-

cionarios no problema dos vortices.

Estudaremos o movimento de 2N vértices no plano, metade deles de intensidade kg e
a outra metade de intensidade x;. Vamos repetir os estudos feitos no Capitulo 2 quanto
estabilidade espectral, agora para a configuracdo especial em que os vértices sao dispostos

em dois anéis concéntricos.
3.1 Duplo Anel de Voértices

Consideraremos aqui a configuracdo especial em que N vdrtices de intensidade kg estao
nos vértices de um poligono regular de N lados circunscrito por uma circunferéncia de raio
1, e outros N vortices de intensidade x; estdo nos vértices de outro poligono regular de
N lados circunscrito por uma circunferéncia de raio € > 0, sendo ambas as circunferéncias

conceéntricas, e de forma que um poligono seja uma imagem homotética do outro seguida

45



46 Estabilidade do Equilibrio Relativo no Problema de 2N Vortices

de uma rotagao de 3. Chamaremos esta configuragao de duplo anel de vértices.

Estamos interessados em descobrir para quais valores de ¢ > 0 essa configuragdo
especial torna-se ponto de equilibrio num referencial em rotacao uniforme, e em alguns

exemplos, estudar a estabilidade espectral desses movimentos estacionarios.

Usaremos Qo = (2o, Y0),---, @2n-1 = (Tan-1,Y2n—1) para indicar as posi¢oes dos 2N
vértices num sistema de coordenadas em rotacdo com velocidade angular v, e suporemos

que o vértice @); tem intensidade kg ou k1, conforme j seja par ou impar respectivamente.

A funcdo potencial do sistema fica:

U = /‘EgUl -+ l‘u%Uz + E051U3, (31)

onde

| No1N-
= ) Z Z og ||Q2: — Q?(H—j)”7 (3:2)

N—-1N-
1
9 Z Z 0g ||Qait1 = Qagitsy4lls (3.3)
=0 j=1
N-1N-1
== > _1oglQsi — Qapriynll; (3.4)
1=0 ;=0

com os indices 2t, 2(1 + j), 2¢ + 1, 2(2 4+ 5) + 1 tomados mod 2N.

Como no Capitulo 2, podemos supor, sem perda de generalidade, que kg = 1 e k1 = K,

com £ # 0, pois k = 0 recai no problema dos N vértices.

A funcéo potencial torna-se entao
U =U, + kU, + xUs, (3.5)

e a matriz 2V x 2N das intensidades, M, é dada por:

My 0
M= :

0 M
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onde
10 00 \
0 .00
My=1 i : A I (3.6)
00 ... 10
0 . 0

\ 0 5
A equagdo que descreve o movimento dos 2/N vértices na coordenada (), como foi visto

em (2.3), é
MQ =J(—vMQ +VU(Q)). (3.7)

3.2 Equilibrio do Duplo Anel de Vortices

Queremos mostrar que a configuragdo ¢ = (To,...,TaN-1,Y0,---,Y2n-1) definida
abaixo é um ponto de equilibrio para o sistema (3.7) para convenientes valores das inten-

sidades.

27y

. : me
Sejam w’ = €2~

7 a j-ésima raiz 2N-ésima da unidade, € > 0 e

1, sej é par,

(3.8)

&
[,
Il

Kk, se j € impar.
Tomemos a configuragao especial Q; = (z;,y;) definida por

N Re(w?), sej é par
Tj = ) ’ (3.9)
eRe(w?), sej é impar,

_ Im(w?’), para j par,
yj = (3.10)

elm(w’), para j fmpar .
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Usando a identificacio candnica entre € e JR? podemos escrever

~ W, sej é par,
Q; = A (3.11)

ew’, sej é impar,

Pela Observacao 1.1.2, para que o ponto @ = (Zo,--.,TaN-1,Y0,---»Y2N~1) S€ja um
equilibrio de (3.7) (o que corresponde a um equilibrio relativo do sistema original quando
analisado no referencial em rotac@o, com velocidade angular v ) é necessario e suficiente
que

—vMQ +VU(Q) = 0.

Sabemos que uma condicdo necessaria para que isso ocorra, no caso em que Q*MQ # 0,

é que
~, ~
Y

_ @VUQ) (3.12)

QMQ

Simplificando a expressao de v como em (2.6) temos

= TR 3.1

21(Q)

~

27

Observagao 3.2.1 Em tudo que seque neste capitulo, consideraremosw = e2v, € >0, Q
dada em (3.11), U dada em (3.5) ¢ M dada em (3.6).

Proposigao 3.2.2 Nas condigoes anteriores, suponha que k # —217. Se @ € um equilibrio

no referencial em rotagdo com velocidade angular v, entdo

_ _2Nk+(N-1)+K*(N-1)
V= 20T ) . (3.14)

Demonstracao. O momento de inércia

2N-1

@)= 50"MO = 5 3 m(# +)),

=0
para a configuragdo definida em (3.11) resulta

~ N(1+KJ€

13) = ) 2o
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Por outro lado, com x; dado por (3.8) temos pela Proposi¢ao A.0.18

N
> ik = 5 (RN = 1) + (N = 1) + 2N).
i<y
Logo substituindo na expressao de v dada em (3.13) temos

2Nk +(N—-1)+#*N-1)
T 2(1 + €%k)

Lema 3.2.3 Nas condigées da Observagio 3.2.1, seja v dada em (3.14), com 0 # k #

—%. Entdo Q¢ ponto de equilibrio do sistema (3.7) se e sd se

2NA+(N-1)+K*(N-1)  N—-1 _ kN __ (I)
2(1+€%k) 2 L4V 7 5 (3 15)
r(N—-1 (N-1) e(N— Ke .
"(25 - 1+eNN+(2l)+1+§":O‘ (Iv)

Demonstragao. Usando VU (@) dado pela Proposicao A.0.17, podemos escrever

Q é ponto de equilfbrio de (3.7) se e s6 se

~vMQ@Q +VU(Q) =0

se e s0 se
v+ Q) = RGN Re() — Re(w) X — sRe(w!) iy
) = Re(w') <2N'§+(;\’(;ﬁf§w~l) — A fslﬁN) =0,
—vy; + S;S{(@) = 2NK+(]2\Z;ilg,f)2(N”1)Im(wi) - Ilrn(z,u")-"y—zl1 — mIm(wi)ﬂ]%f
\ = Im(w') (PG Mol ol ) =0,
se1épar,e 0 <1 <2N —1,
—UKT; + g—g(@) = 2Nﬁ+(]2\r(;i);:)2(]v_l)mRe(wi) — n2Re(wi)}—V§'€"—1 — kRe(w' %ﬂ
< = Re(w') (Htfat N oo 20— o ME0 ) =,
—vrfi + 22(Q) = RBEDECND e fm(w) — 2 Im(w!) 2L — kIm(wh) N
= Im(w?) (ZNHU?V(;E;,SZ)(N_I)M — k2 N?:l - &Nf::;\r”) =0,
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se 1 é impar, e 0 <7 <2N —1,

se e s6 se
2Nk+(N~1)+x2(N-1) N-—1
2(1+€%k) T2 1+¢N =0, (1)
INRH(N-1)+r2(N-1) 2N-1 _ _NeV-1)
2(14+€2k) AT R = 0. (II)

Subtraindo-se da equacdo (II) a equacdo (I) multiplicada por ke obtemos o sistema

equivalente
2N+ (N-1)4x*(N-1) N-1 N
(2(1+€2}§) T T2 T 14N T 0’ (I)
K2(N-1 reN-DN ne(N 1)
T 2 d - 1+eN + +1+N 0. (IH)

Como & # 0, podemos por em evidéncia k em (III) e obter o sistema equivalente

2(1+€2k) 2 14N T 9

K - 5( € KE
A1) LTON g D) L s . (TV)

2Ni+(N-1)4+x*(N=-1) N—-1 _ _xsN ([)

Proposigao 3.2.4 Nas condi¢oes da Observagdo 3.2.1, com 0 # k # — f,, seja v dado
por (8.14).

Entdo Q € ponto de equilibrio de (8.7) se e s6 se

(N =114y —2NE #0

_ 62(—2N6(N_2) + (N =11+ €V))
" (N —1)(1 +€eV)—2Ne? ’ (3.16)

ou entdo
(N=D(1+)=2Ne? =0

2NN (N - 1)1+ M) =0.

O segundo caso ocorre se e $6 se

447

N=4 e e= ,
3

e nesse caso k € arbitrdrio, 0 # kK # —%
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Demonstragio. Pelo Lema 3.2.3, Q é ponto de equilibrio de (3.7) se e s6 se

2Nk+(N-1)4+r2(N-1) N— &N
2(1+€2x) o 21 ryer =0, ()

K(N-1 f(N"l)N e(N—-1 KE
- (2s } ey T (2 )+1+i\1’\?:0‘ (Iv)

Nas hipdteses, tanto (I) quanto (IV) sdo equivalentes a

(N =11+ ) =2NE) + E(N - 1)1+ V) = 2NeV-2) = 0.

No caso em que (N — 1)(1 + €"¥) — 2Ne€? # 0 segue que

E((N- eN)—2Ne(N-2)
(I) € (IV) & K= (( (Ni)l()l(;'_l,égl)_z.z]vg )

No caso em que (N — 1)(1 + €") — 2Ne? = 0 segue que

(N—-1)(1+€V)—2Ne* =0, N
MedV) & S (N=1)(1+")—2NeW-D =0, & { e= /11

3 3

1l
-~

K arbitrario. Kk arbitrario.

3.3 Estabilidade para o Duplo Anel de Voértices

o1

Antes de estudarmos a estabilidade espectral para o problema do duplo anel de vortices,

faremos a expansdo da funcao Hamiltoniana U definida em (3.5).

3.3.1 Expansao da Fun¢ao Hamiltoniana U.

Para calcular a matriz Hessiana de U vamos usar a mesma idéia da se¢ao 2.3.1.
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Usaremos a transformacao (2.16), @ = Q + Wz, lembrando-se que agora estamos

trabalhando com 2N vdrtices, e desta forma a matriz W, da transformacao, torna-se

1 1 1 \
1 1 w w(2N—1)
1 W@N=1) .. ,eN-1p )

Vamos utilizar, como no capitulo anterior, para auxiliar o célculo das derivadas de
U, a funcdo auxiliar f(z) = log¢(z) para convenientes fungdes analiticas ¢, e obter as
derivadas da funcio g(z,y) = log |¢| a partir da parte real da derivada, com respeito a z

da fungao analitica f(z).

Usando a transformacao (3.17) temos, para 7 =0,1,...,2N — 1,

2N-1
_ A . w’ + 7%——-]\7 Z w2z, sejé par,
Q=0+ oz ) W= S (3.18)
k=0 ew’ + A= }: w¥z, sejé impar
V2N ’ ’
k=0

Da secio 3.1 temos que U = U + k2U, + kUs, logo para calcular as derivadas parciais

de U vamos calcular as derivadas parciais de Uy, Uy e Uz separadamente.

Derivadas parciais de U,

A funcéo U, é dada por:

N-1N-1

Z Z log [|Q2: — Qz(i+j)n'

1=0 j=1

DO | -

Ul(Q) = -

Para facilitar as contas, vamos calcular as derivadas de /le(z) =Uy(Q+Wz)em z = 0.
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Por (3.18) temos

2N-1 2N-1

. . " 1 o
Qo — ieny = w4 L wmzk _ 20 w2(2+1)k2k
2 = Qa(ir) vl 7w

k=0
2N-1

— ( 2 __ 2(z+]) + 1 Z (w2zk 2(i+j)k)zk

2N 1
— 2 ((1 . w2j) + ﬁ Z w2i(k—1)(1 _ w?jk)zk) )

k=0
Ja que
IN-1 .
1Q2i — Qagirpll = [1(1 — w? Z HED(L = W)z,
usaremos,
2N -1 _
$ijz) = ((1 - Z ! w2’k)zk) ,
fij(z) = 10% ¢z‘j(z),
e
gij(x,y) = log|¢ij(2)| = Re(fi(2)).
. N-1N-1
Assim, U;(z) = Ui(Q + W2) = -3 log |¢ij] e
1=0 =1
90, | NN &g;
Oz,.0z, (0) = 2 — ; (&craxs) (0,0),
9T, | No1N- dg;
3y,8:vs( )= 2 prs Z—; (8%63:8) (0,0,
U1 g = NN (P (0,0)
Oy, 0ys '~ 24 = \ Oy dy,)
=0 =1
Entao

0¢;; 1 — wik (e
o = (o, (3.19)

Para z = 0 temos ¢;;(0) = (1 — w*) e a derivada parcial de segunda ordem de f;; é

desta forma
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02]‘,-]' (0) _ :.1_w2i(r+5—2)(1 — w23r)(1 . w2“)

02,0z 2N (1 —w¥)? (3.20)

Substituindo o valor encontrado em (3.20) nas derivadas parciais de g;;, obtemos

0%g;; oo (1= wH7)(1 = w?s

29(0,0) = ~oRe (wz I - dlt = )) | .
0%g;; 1 oo (1 = W) (1 — W

Ay g; (0,0)= fﬁlm< tersn) 1 _)(E,zj)z )) ; (3.22)
o gz] _ 2i(r+s—2) (]‘ - w?jr)(l - w;’js)

O0y,0ys Ty, 00 = 2NRe ( (1- wzj)z . (3.23)

Pela Proposi¢ao A.0.5

N-1
Z w2z(r+s—2) —_

1=0

{N, para (r+s)=2 mod N,

0, outro caso.

Logo,
N-1N-1
~ 52
_§3_U_1_.( ) 1 9ij (0,0)
Oz,0x4 2 3
par it Oz, 0z,
N-1N-1 . s
=& 3 Y Re itrre=2) (L= wP)(1 — w)
4N £ . (1 — w2])2
=0 =1
—1N-1 . g
— _I_Re w2i(r+s—2) (1 B wZJ )(1 - w2] )
iN (1= w)?
1=0 jy=1
N-1 N-1 25r 278
_ 1 2i(r+s—2 (1 —w?)(1 —w??)
ZJ—V_R’e < w ( )> (Z (1 — w23)2
1=0 3:1
Assim
( N-1 2 r 2785
1 (I )l =w?) )
ke (N Y eI )
o*U, ?\?11 '
1 - - 1 — 257 1 — 27s
0z, 0z (0) = 1Re ( ( ((ﬂl W)L(g2j)2w ) para (r+s)=2 mod N,
Jj=1
0, caso contrario.
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Agora usando a Proposicao A.0.13 temos que,

1 —w¥)(1 — w¥?) B 0, se r=0 ou s=0,

YY)
=1 (1 —w¥) NE(r,s) —rs, nos outros casos,

com

k(r,s):#{(PaU)GﬂV?/ 0<p<r, 0Z0<s, p+o=0 modN} (3.24)

Portanto
U, (0) = T (NE(r,s) —rs), para(r+s)=2 mod N ers#0,
dz, 0z, 0, nos outros casos.
Analogamente,
QQﬁ; ( —i(Nk(r,s)——rs), para (r+s)=2 mod N ers # 0,
Ay, 0y, 0, nos outros casos.
o°U;
0)=0 Vr,s.
By P ) r,s
Derivadas Parciais de U,
A funcao U, é dada por:
| No1N-1
~3 log [|Q2i41 — Qagitjy+1ll-
1=0 j=1

Por (3.18) temos

2N-1 LR
- ny — 2i+1 1 2i+Dk,, 204541 _ 2(i+7)+1)k
Qaitt — Qaijyn = w1+ Ao N 7 — e - o N R,

k=0 Y 2N k=

2N-1
— auz”‘l(l . 2N Z w(21+1)k(1 2_7k)

2N—
— y2it! (e(l ,_w2j) + 72_;_]\7 Z w(2i+l)(k—1)(1 _w2jk)zk> '

k=0
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Temos que
. 1 A .
1Qais1 = Qaapspaall = el =) + == ) | WD 02z
k=0

logo utilizaremos

2N -1

sz’j = (6(1 - wzj) + = ,..-__ Z w(zH-l)(k_l)(l - w2jk)zk s
k=0

fij(z) = log ¢45(2),

e
gii(z,y) = log |#:;(2)| = Re(fi;(2))-
. N-1N-1
Assim, Uy(z) = Us(Q + W2) =-1 log |¢:;| e
=0 j=1
PaTA | NN P
G002, 0 = 73 ;} ; (ax,a;,-s) (0,0),
P BELE P
(0):——" ( L )(070)>
Oy, 0z, 2 ; }S—;:l Oy, 0z
82U, (0) = _EN_IN_I 0%gi; 0,0)
Oy Oy, 24 0yr0ys (
=0 j=1
Entao

a¢ij w(2i+1)(k—1)(1 _ wzjk)

. 5 . (3.25)

Para z = 0 temos ¢;;(0) = ¢(1 — w*) e a derivada parcial de segunda ordem, em
relagao a z, de f;; é desta forma

82fij (0) —1 (2z+1)(r+.s 2) (1 “ 2]1‘)(1 w2]s)
02,0z, 2N62 (1 —w¥)?

As derivadas parciais de segunda ordem de g;;

32%
0z,0x,

= log |¢;;| sdo dadas por

(0,0) =

Re ( (21+1)(r+3..2) (1 — w?]r)(l _ w2j8)>

2Ne? (1 —w¥)?
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2., ir s
05 0,0) = — (w<2i+1>(r+s—2>(1 @)1 =P )>,

0y, 0z 2Ne? Im (1 — w%)2

9%gi;
Oy, Oy, (0,0) = " 9z,0z,

(0,0).

Pela Proposicao A.0.14,

N-1
Z w(21+1)(r+s—2) —
1=0

Nw+5=2) - para (r+s) =2 mod N,

0, outro caso,

entao,
A ] Pgi;
o0 =122 5,5, (%0

=1

N-1 2jr 2js
1 @i+1)(rts-2) (1 — w?)(1 — w™°)
=gtz ) Y Re ( e

N-1N-1 . .
| 1 — W7)(1 = w9)
— __I__Re (Z w(22+1)(r+s—2)(
=0

(1 —w?)?

N-1 . o
1 Re ( Nortemn (L= @) (1 = w? ))

(1 — w?)?

N-1 25r 27s
I | r4s—2 (1-—&) )(1“‘(“) )
= LRe (w< ey et

i=1

para (r+s) =2 mod N,
€ aiigis(o) =0 para (r+s) # 2 mod N.

Usando a Proposicao A.0.13, temos

o*U, ) { L Re (w+*=D) (Nk(r,s) — rs), para (r+s)=2 mod N, rs#0,
0z, 0z, ~

0, nos outros casos,

e analogamente,

92U, (0) —LRe (WD) (Nk(r,s) — rs), para (r+s)=2 mod N, rs #0,
0y-0ys 0, nos outros casos,

9*U,
Jy, 0z,

(0) =10, Vr,s,

onde k(r, s) e dado por (3.24).
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Derivadas Parciais de U;

A fungao U; é dada por:

N-1N-1

- Z Z log ||Q2: — Q2(ixi)+1ll-

i=0 ;=0

U3(Q) =

Usando (3.16), podemos escrever

2N - 2N-1
— " = - 2(i+5)+1 _ (2(2+J)+1)k
Q2i = Qairiyr1 = w” + 7= kZ:: — €w \/2_N Z w
2N -1
— w%(l _ €w2j+1) + \/—iﬁ Z w?zk(l N w(z*’“)k)zk
k=0

2N -1
= w2 ((1 _ 6w2j+1) + \7%77 Z w2i(k—1)(1 _ w(2j+1)k)zk> )
k=0

Como

2N-1

Q2 — Qapiriyal] = |11 — €™+ + —— \/Q—N Z 2i(k=1)(

— wBEY )

usaremos i
» W _
bi; = <(1 _ 6w2]~!~1) + o g W2k 1)(1 _w(ZJ-i-l)k)Zk) ’
fij(z) = log ¢i;(),
e
gi;(z,y) = log |#:;(2)| = Re(fi;(2)).
N N-1N-1
Assim, Us(z) = U3(Q +Wz)= Z Z log |¢i;] e
1=0 ;=0
N-1N-1
329ij
awraxs ; ZO (3:1,’,8;85) (O, 0))
. N-1N-1 2
aa g3 - <aa ‘gl] ) (0; 0)7
Y0z, — = \ Oy 0z,
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62@ N-1N-1 329ij
3yr3ys(0) == — (ayrays) (0,0).

7= 2

Entao

9%i; L i1 j
GOis . _— 21 25Dk, |
0z 1/2]\[“J (1-w ) (3.26)

Para z = 0 temos ¢;;(0) = (1 — ew?*1) e a derivada parcial de de segunda ordem de

fij € desta forma

9’ fi (0) = =1 aigrren (L= WD) (1 — y(3+1)s)
02,.0zs° 2N (1 — ew@iD)2 .

Obtemos as derivadas parciais de segunda ordem de g;; = log |¢;;]

dgij (0,0) = -1 Re (w%(’”“‘?) (1- w(2j+1)r)(1 . w(2j+1)s)> |

Oz,.0z, T 2N (1 — ew@i+))2
0050 )= L g (rtrss-n (L= )1 = u547)
Oy, 0z, 2N (1 — ew(2tD)2 )

*gy; &g
ayrays (O’ ) B _62,83:3

(0,0).

Pela Proposicao A.0.5,

N-1 .
Zw%(r—}-s——z) _ N7 ser+s=2 mod N,
i=0 0, outro caso.
Entao
. N-1N-1 %
8“8“( ) 1=0 ; 8:cr8ws( ’ )
~1N-1 . e
= 1 Re wzi(r+s-2)(1 — WM (1 — (25+1)s)
N L L (1 — ew(2+1))2

0 j=0
N-1N-1 . .
= :LRe w2i(r+s_2) (1 — (27+1) )(1 — o(2i+1) )
(1 — ew(2+1))2

. N-1 (1— w(2j+1),-)(1 _ w(2j+1)s)
= {NRE Z (1 — Ew(2j+1))2
N

=0
Re ( 1 (l . w(2j+1)r)(1 _ w(?j-i-l)s)
‘]..—.:

=

(1- ew(2j+1))2 ) ,para (r+s)=2 mod N,
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eﬁ—(O):Opam (r+s)#2 mod N.

Ox,0xs

Agora usando a Proposi¢do A.0.15 temos

mi ) (1 — cwCitD)2 =Y

j=0
portanto
N-1 : :
. (1-— w(23+1)r)(1 _ w(2]+1)s)
82U3 (0) . % Z ( (1 - ﬁw(2j+1))2 para (7’ + 5) =2 mod N ers _T-'L 0,
0z, 0z, = 7=0
0, nos outros casos.
Analogamente,
N-1 : .
— (1 _— w(2]+1)r)<1 — w(23+1)3)
O°Us (0) = 3 : ( (1 — ew(2i+1))2 para (r+s) =2 mod Ners #0,
By, 0y, =0
0, nos outros casos,
02U,
By, 0z, (0) =0, Vr,s.

A partir das derivadas parciais de Uy, U, e Us descritas acima temos que as derivadas

parciais de segunda ordem de U sao:

N-t @D (1 (25 1)s

(Nk(r,s)—rs) K2 r4s—2 K (1 w )(1 w )
- P (]. + €2 Re(w( ))) + 2 ( (1 _ €w(2j+1))2 Y

azU (0) _ 7=0
0z, 0z, se (r+s)=2 mod Ners#0.
0, caso contrario,
\

(3.27)

N-1 (21 L (2541)s
(Nk 7‘,3)~TS _}{_,2_ r45—-2 K (1 w )(l w )
- — (Nk{re)=rs) (1 + S Re(wl ))) =y ( Ty :
—
0 a

= {
Byré‘ys( ) se(r+s)=2 mod N ers#0.

0, caso contrario,
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U
Jdy, 0z,

(0)=0, Vr,s.

onde k(r,s) é dado por (3.24).

Agora podemos retomar o estudo da estabilidade espectral para o problema do duplo

anel de vortices.

3.3.2 Equacionamento da Estabilidade Espectral para o Duplo

Anel de Vértices

Representando as derivadas parciais de segunda ordem da fungdo Hamiltoniana U
obtidas na se¢do 3.3.1 por
02U
) = 3:1:,.83:3(0)

e lembrando que

Clr,s) = C(s,r)>

pOdGHlOS escrever

~ C 0
H = Hess(U(0)) =

com C = (affgs (O))

Como na segdo 2.3.2, vamos estudar as raizes A da equacgao

IAJ — I+ M'D2U(Q)| = 0.

Para facilitar a compreensao do que segue, incluimos abaixo as matrizes C = Cy para

alguns valores de N, destacando a posi¢ao dos zeros nessa matriz esparsa.
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[ N = 2
/ 0 0 0 0 \
02 _ 0 C(l,l) 0 6(1,3)
0 0 C(g,z) 0
0 C(1,3) 0 €(3,3) )
@® N = 3
(0 0 0o 0o o 0
0 C(l,l) 0 0 C(1,4) 0
03 _ 0 0 0 8(2,3) 0 0
0 0 ce3z 0 0 cap
0 0(1,4) 0 0 C(4,4) 0
0 0 0 C(3,5) 0 0
® N st 4
0 0 0 0 0 0 0 0 \
0 c(l,l) 0 0 0 C(175) 0 0
0 0 0 0 C(g 4) 0 0 0
0 0 0 C(3’3) 0 0 0 C(3’7)
Cy=
0 0 C(2 4) 0 0 0 C(4 6) 0
0 C(l 5) 0 0 0 C(5 5) 0 0
0 0 0 0 C(4,6) 0 0 0
0 0 0 C(3,7) 0 0 0 C(7,7)

—
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.N:.:5

¢,

Cs

o O O O o o o o o o

~

e N>5

[ove T e B oo B oo B e
<o O O

[T o T o BN o B o
fon T B o B oo N o

Cy =

[an) (o < < < < <
S (o] o] o]

(e

o

oo O

onde ¢ = ¢(; ;) na posigao (z,7).

oo o o O

o O o O o ©

(ool e B <o B v )

[>T e N e N e B e N e

o el [en] < < [ <

Do O

(ool TN o B <o N v

(=R N e 2 o B e

) OO o o ©

[on IR oo BN o SN o B oo BN o

€(3,9)
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No caso do duplo anel de vértices, a matriz correspondente a (2.10) é da forma

—vI+M7'C
-1

Al
(3.28)
- MiC
onde M; é dada por (3.6).

O determinante da matriz (3.28) pode ser decomposto em produto de subdeterminan-

tes de matrizes de 2 x 2, 4 X 4, 6 x 6 e 8 X 8§ como segue:
Para melhor analisarmos esses subdeterminantes, vamos dividir em dois casos:
N par

Submatriz usando a linha e a coluna de indice 0 de C' em (8.28):

—v A
A

=0.

' 2

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices1 e N +1 de C em (3.28):

Se N = 2 temos que considerar a submatriz abaixo:

—v+ 5(_1;—11 C(L:H) A\ 0
wha ot v
- 0 —_—y — 31_1;1_)_ _0(1,1’:+Q
0 Y _C(Nll,l) —y— C(N+:N+l)

Submatriz usando a linha e a coluna de indice 2 de C' em (3.28), se N = 2:

—V +C2,2)

—A

-y - 6(2’2)

Se N > 2 entao temos a submatriz abaixo:

A

= 0.



3.3 Estabilidade para o Duplo Anel de Vértices

65

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices v = (5 +1) e v+ N de C em

(3.28), se & € par:
—v+ c_ﬁ;ﬁl
)
"
-
0
ou

vyt N)

R

Syt N+ N)
— + -

0
-

A
0

—p = S

__S(v+N,)
K

0
A

Syt
K

Syt NAEN)
K

-V

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices v = (§ +1) ey + N de C em

(3.28), se 5 € impar:

=V + Clyy)

Cly+N,v)
—A
0

(v, v+N)

—V + C(y+Ny+N)
0
—-A

A
0
-y — c(’Y”Y)

TC(v+N,y)

0
A

C(vv+N)

—V = C(y+N,y+N)

Se N = 4 entdo ainda temos que considerar a submatriz abaixo:

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices 2, 4 €6 de C em (3.28), se N = 4:

—v ¢4 O
Cz4) TV Cas)
0  cue -V
-A 0 0
0 -x 0
0 0 —A

A 0
0 A
0 0
Bt Y
—C(2,4) —V
0 —cue

0
0
A
0

TC4,8)

' %

Quando N > 4, temos que considerar as submatrizes abaixo:

Para cada r; satisfazendo 3 < r; < —g]— + 1 temos uma submatriz correspondente. Essa

submatriz é formada usando as linhas e colunas de indices 7y, 7y + N, 7y = N+2~1r; e

ro + N. Temos também que levar em conta a paridade de r;.
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Submatriz usando as linhas e as colunas de indicesry, ri1+ N, ro = N+2—r; erg+ N

de C em (3.28), se3<r <X +1, ery € par:

—

C(rir2) 0 C(ry,rat+N) A o e
S(rairy) - C(ra,ri+N) 0 0 o o
0 C(ry+N,ra) -v S(ry+N,ra+N) o 0 A
S(ra+N,r1) o S(ra+N,r1+N) -v © ° o
-A o] o —v —~C(ry,r2) 0
0 —A o Tra,r1) - —C(ra,r14N)
0 ¢ -A o 4 —C(ri+N,r3) —-v
o 0 o -2 Tra+N,ry) 0 TE(ra+N,r1+N)

>» o o o

TE(ry,ra+N)
0

“E(r14N,rp+N)

4

Submatriz usando as linhas € as colunas de indicesry, 1y + N, 7o = N+2—ry ery+ N

de C em (3.28), se 3 < < % +1, ery € impar:

—r fm"'_".zl 0 _CL'.‘.L'_”I‘Z_‘M_)_ A 0 0 0
Hrzery) -y rara #N) 0 0 A 0 0
0 S{ri+N.ra) — S(r1+N,ro+N) 0 0 A 0
HrzdNor) 0 HrpdNora+lN) - 0 0 0 A
~A 0 0 0 - _.fﬁ_u_);:zl 0 _C(_'x’_:ﬁ_”)
) —~A ) 0 —rzoma) - ~ra.nitN 0
0 0 .Y 0 0 SrakNirg) — ERELAIEIN]
o 0 0 Y Hrp#Nory) 0 ~ Hrp Ny #N) —
N impar
Submatriz usando a linha e a coluna de indice 0 de C em (3.28):

—V

A
-

e 24

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices 1 e N +1 de C em (3.28):

Quando N = 3 temos que considerar a submatriz abaixo:

—vpLE A A 0
C(N+1,1) VT EN41,N+1) 0 A 0
- IS e
0 —A —CN+1,1) TV T E(N+1,N+1)
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Submatriz usando as linhas e as colunas de indices2,3 ¢5 de C em (3.28), se N = 3:

et 74 C(2’3) 0 A 0 0
S e B
0 L —p 0 0 A
= 0.
- 0 0 -V —C(23) 0
0 -x 0 -2 -, 9
0 0 =x 0 =2 oy

Quando N > 3 temos que considerar as submatrizes abaixo:

Para cada r; satisfazendo 3 < r; < —]—V—éﬂ temos um subdeterminante correspondente.
Esse subdeterminante é formado usando as linhas e colunas de indices ry, r; + N, ry =
N+2—r;ery+ N. Como no caso par, temos também que levar em conta a paridade de
1.

Submatriz usando as linhas € as colunas de indicesri, i +N,ry = N+2—7r; erg+N
de C em (3.28), se 3 <r; <XE e r) ¢ par:

- C(ry,ra)
S(ra.ur) —
; ‘:Sr!-{-KN,rz
S(rg+N,r1) 0
Y 0
0 ~A
0 0
0 0

0
cfrz,r,-{-N!
*x

bt 4

S(rz+N,r;1+N)

C(r1,ra+N)
1]

Cfrl +N.ro+N
*

bt 4

~A

TC(ra+N,ry)

~C(ra4N,r1+N)

> o o ©

TC(r1,ra+N)
0

_ Sy AN, o4 N)
s

—V

Submatriz usando as linhas e as colunas de indicesry, 11+ N, r9 = N+2—r; erg+ N

N+1 s s
de C em (8.28), se 3 <ry < %32, ery € impar:

-y f&:x';.:zl 0 fﬂf..l_’.".?j'_"ﬁ. A 0 0 0
S(ra,r1) —v C(ry,ry1+N) 0 o A 0 o

0 C(ry+N,rp) v C(r1+N,ra+N) ° 0 A 0
S{ro+N,ry) 0 S(ra 4N, ri4+N) - 0 N 0 2

x ®

-2 0 0 o —y _i(_'LlK;ill 0 ._.C(_'LLEZLA_Q

0 =X 0 0 “C(ra,ry) d “C(r2,r1+N) 0

0 0 -2 0 0 ~E(r 4N r2) —v TC(ry+N,rp+N)

0 o Y _.C(rn,-f;‘N,r]) ° ~C(r2+]\;,r1+N2 —y

Como queremos analisar a estabilidade espectral para o problema do duplo anel de
vortices, entdo pela Definigdo 2.2.1, precisamos decidir se todas as raizes A dos subdeter-

minantes acima sao puramente imaginarias.

1]
o
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Devido as contas para o caso geral serem muito extensas, vamos analisar apenas as
raizes A\ nos casos N = 2, por ser um valor mais baixo de IV, e assim facilitar as contas, e

N =4, devido ao seu cardter especial segundo a Proposi¢ao 3.2.4.

3.3.3 Estabilidade Espectral para o Duplo Anel de Vértices quando
N =2

Para o caso N = 2 temos:

Y= -%%-—). (3.29)

Nesse caso, pela Proposigao 3.2.4, temos que @ é ponto de equilibrio de (3.7), se e s6

se
V3
€ # “‘é“‘
e
(=346
K= EEEEEIE (3.30)
1000 \
0 00
0010
\ 0 0 0 & )
A matriz Hessiana da fun¢ao Hamiltoniana U é dada por
~ C 0
Hess(U(0)) =
0 -C
onde

U
€= (8:1:,8:1:3 (0)) )
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Usando os céalculos obtidos na secdo 3.3.1 para N = 2 temos

! — o@D (1 - ,(2D)s
(2k(r,s)—rs) K2 rd4s—2 K (1 o )(1 w )
82U O) iy 7=0
oz, 0z, parar +s=0 mod 2, rs# 0,
0, outros casos.
(3.32)
Calculando

k(ras):#{(p,a)eﬁ\ﬂ/ 0<p<r, 0<o<s, p+o=0 mod?},

apenas para os valores que nos interessam, ou seja, quando (r +s) =0 mod 2 e rs # 0,

temos:
k(l, 1) =1,
k(2,2) = 2,
k(3,3) =35,

k(1,3) = k(3,1) = 2.

A2FT ~
Calculando apenas os valores de ¢(, ) = —~—-———-—~a§ 8U$ (0), ndo nulos, temos
T s

1 K2 4ke

can = 7 <1 + -6—2—> + ——(1 Ty (3.33)
1 K? 26(1 — €?)

C(13) = 1 (1 - ?> + '-(—l—_i—:;é“)“z“, (3.34)
4k(1 — €?)
1 K2 4dke

6(3,3) = Z (1 -+ Zé‘) - (1——‘+-g‘2‘)—2‘ (336)

e
0 0 0 0 \
0 ¢ 0 ¢
C= () @3 (3.37)

o
o

S
™

)
o

[ow)
%)
—~
o
)
<O
%)
s,
w
w
~—
N—
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Substituindo na matriz

—vI+Mj'C AT
~AI —vI-M;'C

v, M, e C obtidos acima, temos a matriz

e 0 0 0 A 0 0 0

0 -y 0 e 0 A 0 0

0 0 —v + ¢(2,9) 0 0 0 A 0

0 i 0 v+ g 0 0 A

" 5 (3.38)

-2 0 0 0 —v 0 0 0

0 -A 0 0 0 —v-—n 0 o

0 0 -A 0 0 0 —v —c(22) 0

0 0 0 -A e 0 —y -2

Precisamos agora calcular o determinante de (3.38) e verificar para que valores de
€ > 0 as raizes A desse determinante sao puramente imaginarias. Podemos decompor o
determinate de (3.38) em produto de subdeterminantes de matrizes de 2 x 2 e 4 x 4, os

subdeterminates abaixo:

Submatriz usando a linha e a coluna de indice 0 de C em (8.38):

- A
—-A —v

Essa equacao tem as solugoes A = +iv.

Submatriz usando a linha e a coluna de indice 2 de C em (3.38):

ey 4 =1 = oyt A =0

"‘/\ -V — C(Q’g)

Essa equacao tem as solucoes

A=y /0?2,2) -2 (3.39)
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Portanto A é puramente imaginaria em (3.39) se e s6 se

6?2,2) -2 <. (3.40)

Substituindo os valores de v e ¢(3 ) dados em (3.29) e (3.35) respectivamente, temos

2 s 13 —14€ — 1)(—=Te® + 19¢* — 37€* + 1)
@)=Y =g (32 + )(1 + )t ‘

Vamos chamar

h(e) = 1(3e! ~ 14¢® = 1)(=7¢ + 19¢* ~ 37¢* +1) (3.41)
4 (—3€2 4+ 1)(1 + €2)* ' '

Precisamos estudar o sinal da fungao h para ¢ € J; =|0, @[U]%g, ool.

Nesse conjunto, h(e) = 0 se e s6 se

JaT \/ (1828 + 84/633)2 (—2(1828 + 844/633)% + 208 + 19(1828 + 84\/633)§)
o2 (1828 + 841/633)3

6262:%\/21-{—6@.

apos algumas minoragoes e majoragoes é possivel concluir que

€1 )

11
10 92

2 < €y < 3.

Vamos estudar o sinal da fungdo h(e), para isso, escolhemos um ponto em cada subin-

tervalo abaixo e calculamos a func¢@o h(e) nesse ponto, obtendo:

m M m
“f
Ny
by oy
>
/\@/‘:/‘\A
A
=
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Logo a inequagdo (3.40) é satisfeita para ¢ € J; se e sé se € pertence a um dos

subintervalos

0<€§61,

V3

—_— < e < €g.
3 S €

Submatriz usando as linhas e as colunas de indices 1 ¢ 3 de C' em (3.38)

€(1,3) + £(3,3) 0 A
K K
=0.
-\ 0 — — C(t;l) _6(23)
0 Y 3 —y — 233
K K

A equagao anterior tem as raizes

A= :tél;g a(€) + 24/b(¢)
A= :{‘:*2-1;\/&(6) — 2+/b(€)
onde

a(e) = 20%3,3) —42R% + 26?1,1) + 46%173),

ble) = C?3,3) - 2051,1)6(23,3) + 46(23,3)6%1,3) + 6?1,1) + 40%1,1)‘3?1,3) + 80(1,1)6(3,3)‘3%1,3)7
com ¢(1,1), ¢(1,3) € ¢3,3) dados em (3.33), (3.34) e (3.36) respectivamente.

Assim, A é puramente imaginaria em (3.45) e (3.46) se e sé se

a(e) <0,
b(e) > 0,
c(e) = (a® — 4b)(e) > 0.

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
(3.50)
(3.51)

Utilizando o Maple para analise do sinal do primeiro membro da inequacdo dada em

(3.49) no intervalo definido em (3.42) obtivemos

a(e) >0, se 0 <e<gq.
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Assim, para decidir para que valores de ¢ € J; as raizes dos subdeterminantes sao
todas puramente imaginarias basta analisar o sinal do primeiro membro das inequagdes

dadas em (3.49), (3.50) e (3.51) apenas no intervalo %?_i < € < €, definido em (3.43).

Vamos estudar o sinal da fungao c(¢) nesse intervalo. Nesse intervalo a func¢do c(e) se

anula se e s6 se

e=1 ou €=/3. (3.52)
=§’—€]\f 1, = ce) >0,

=2 ¢]1, V3[, = c(e) <0,
=2¢€V3,el, = c() <0,

Logo a inequagdo (3.51) é satisfeita com ¢ E}—\é—g, €3] se e s6 se € pertence ao subintervalo

? <e<l. (3.53)

Resta analisar as solugbes das inequagdes (3.49) e (3.50) no intervalo (3.53).

Utilizando novamente o Maple, analisamos o sinal do primeiro membro das inequagoes
dadas em (3.49) e (3.50) no intervalo (3.53) e obtivemos

c V3 . a(e) <0,
3 b(e) > 0.

Resumindo, mostramos que

\/'H\/‘
33

satisfaz simultaneamente as quatro inequacoes abaixo:

€ € J; =0, €1]U]ey, 1U]1, €2]U]e2, 00|, (3.54)

h(e) <0, ()
) a9 <0, ()
b(e) >0, (II1)
e(e)>0. (IV)

se e s6 se
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€€ J2 :]?, 1}

Logo todas as raizes A do determinante (3.38) sdo puramente imagindrias se e s6 se
\—/33 <e<1.
No caso € = 1, recaimos no problema descrito no capitulo 2 para N = 4 vértices.

Acabamos de provar o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Sejam w = e3¥, ¢ > 0, Q dada em (3.11), U dada em (8.5), com N =2
e sejam M dada em {3~32) ev dado em (3.81), com 0 # K # —5, € # ? ek = E—é—;—gi:l_%l
O ponto de equilibrio Q) € espectralmente estdvel se e so se

? <e<l. (3.55)

3.3.4 Estabilidade Espectral para o Duplo Anel de Vortices quando
N =4

Para o caso N = 4 temos:

(8 + 3 + 3x?)
2(1 + €*x) '

V=

(3.56)

[a—y
(o]
o0 o O

(3.57)

[
Loves R o B s S o N

o o o o o ©
D O o O O o ©

QO O O o o o o
o O O O o O
[oo R B e N o B e )
o o O O
[ R s s

o]

ot
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Pela Proposicao 3.2.4, temos que @ é ponto de equilibrio de (3.7), se e sé se

6#«/1:%[? e K =¢? (358)

ou

€= -‘1—:’53—‘/—? e K € arbitario,
(3.59)

n#()e;s;é—-—i%:—&:iﬁ.

A matriz Hessiana da fungdo Hamiltoniana U é dada por

~ Cc 0
Hess(U(0)) = (
0 -C

onde

0°U
C= .
<3x,~8$5 (O))
Usando os calculos obtidos na secdo 3.3.1 para N = 4 temos

4

3 - .
t(rys)=rs 1 — @Dy (1 — (2i+1)s
(ak( ,4) '3) (1 + -’:22 Re((()(r+s—2))> i g_z (( (1 —w )) :

P _(0)- | = AR
Oz, 0z, parar+s=2 mod4,rs#0,
0, outros casos.
(3.60)

Calculando

k(ﬁs):#{(p,a)el/\ﬂ/ 0<p<r, 0<o<s, p+o=0 mod4},

apenas para os valores que nos interessam, ou seja, quando (r +s) =2 mod 4 e rs # 0,
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temos:

k(1,1) =
k(33)_2
k(5,5) =T,
k(7,7) = 12,
k(1,5) = k(5,1) = 2,
k(2,4) = k(4,2) = 2,
k(3,7) = k(7,3) =5,

k(4,6) = k(6,4) = 6.

Calculando apenas os valores de ¢, ) = (0) nao nulos, temos

31‘,81’_;

cuy = z- (1 + g) U 3621“ +3 i;{ 8¢ +), (3.61)
) = % (1 - ’:—22> _ —(13_6:2:)364 te), (3.62)
Ca) = el ~(13j_2 ;):2))64 ! 66)’ (3.63)
o3 = % (—1 + f) _26(=1+4€ (_14j = )3;2 +3ct ) (3.64)
wn = 1 (- 5) (3.65)
s = 4k(1 ——(?;e:;?ge‘* + €5) ’ (5.66)
S T R M | .
crry = % (—1 + 'Z—j) _ (=l 234; ;)3;2 r3te) (3.68)
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0 0 0 0 0 0 0 0
0 c(l,l) 0 0 0 C(1,5) 0 0
0 0 0 0 €(2,4) 0 0 0
277(0 0 O 0 ¢, 0 0 0 cq,
C= (g U(é )> = &9 @0 (3.69)
Lr0Ts 0 0 ¢y O 0 0 cug O
0 C(1 5) 0 0 0 C(5’5) 0 0
0 0 0 0 C(4’6) 0 0 0
\ 0 0 0 C(3,7) 0 0 0 C(7 7)
Substituindo na matriz
—vI+Mj'C AL
(3.70)
—AI —vl — MIIC

v, M; e C obtidos, vamos calcular o seu determinante e verificar se as raizes A desse

determinante sdo puramente imaginarias.

Podemos decompor o determinante de (3.70) em produto de subdeterminantes de

matrizes de 2 X 2, 4 x 4 ¢ 6 x 6, os subdeterminates abaixo:
Submatriz de (3.70) usando a linha e a coluna de indice 0 de C':
—v A
e Z

=M+ =0.

Essa equacao tem as solugoes A = +iv.

Submatriz de (3.70) usando as linhas € as colunas de indices 2, 4 ¢ 6 de C':

-V a4 O A 0 0
C) VYV  C4e) 0 A 0
0  cup -V 0 0 A — 0
—A 0 0 —V  —Caa 0
0 —A 0 —cpq —v —cug
0 0 =X 0 —Cag) —V
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2
= ()\2 + V2) (/\2 - (—I/2 + 632’4) "}' 0?4,6))) = O.

Essa equacao tem as solugoes A = +iv e as raizes duplas

A= i\/—"/2 + o) T Claey
Portanto A é puramente imagindria em (3.71) se e s6 se

=%+ cla) + Cae) < 0.

Submatriz de (3.70) usando as linhas e as colunas de indices 1 ¢ 5 de C':

4 S c(1,5)
7 p A 0
[of £
A5 +3) —y 4 L2 0 A
=0
_ .,y _ S
A 0 v— = -
0 I\ __1,5) v — €(5,5)
K I

A equacao (3.73) tem as solucoes

A= :i:%;\/a(ﬁ,e) +2/B(r.€)

A= :i:%\/a(fc, o) — 2 /Blr. o),

onde

alk,€) = 2c%5,5) — 4% 6% + 20?1,1) + 40%1,5),
B(k,€) = 0?5,5) - 20%1,1)6%5,5) + 40?5,5)0%1,5) + 0?1,1) + 4‘3?1,1)0?1,5) + 8‘3(1,1)0(5,5)0%1,5»
com ¢(1,1), ¢(1,5) € €(5,5) dados em (3.61), (3.62) e (3.67), respectivamente .

Assim, A é puramente imaginaria em (3.74) e (3.75) se e s6 se

afk,€) +2v/B(k,€) € R™,
ou seja, se e 56 se

a(k,e) <0, (1)

B(r,€) 20, (L1)

(a? —4B)(k,e) > 0. (I11)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)
(3.77)

(3.78)
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Submatriz de (3.70) usando as linhas e as colunas de indices 3 ¢ 7 de C:
—v + NEE S by 0
¢ " = 0. (3.79)
—A 0 I ) R G )
0 -\ _ e =
A equagdo (3.79) tem as solugdes
1
A= i—ig\/fy(kc, €) +2+/6(k,€) (3.80)
e
1
A= ig’;\/'y(/c,c) —24/6(k,€), (3.81)
onde
(K, €) = 2c?777) — 42Kk + 2c(23’3) + 4c%3,7), (3.82)

8(x,€) = oy = 26,90 + 4l + Clag) +AcGaan T 8eEacan(am,  (3.83)
com ¢(s 3), C(3,7) € C(7,7) dados em (3.64), (3.65) e (3.68), respectivamente.

Assim, A é puramente imagindria em (3.81) e (3.82) se e s6 se

(K, €) +24/8(k,€) € R™

(3.84)

ou seja, se e 56 se
7(k,€) <0, (IV)
§(k,€) >0, (V)
(v* ~ 48)(r,€) 2 0. (V)

IA

Vamos estudar o sinal do primeiro membro da expressao (3.72), e estudar sob que
condigoes valem (3.78) e (3.84).

Estudaremos detalhadamente o caso em que € # 4/ %/,’7 e K = €2, e 0 caso em que

€=¢ = %\[ZGKER~{O,~§-}:B——{O,—ﬁ}. O caso em que € = ¢ = /T

3
ex € R—{0, —~E3-\/~7-} recai no anterior por mudanga na escala. (Note que €1¢; = 1).
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o 12 caso: e;é\/“—i?:ﬁem:ez

Vamos analisar o sinal do primeiro membro da inequagdo (3.72)

Vamos chamar

(119€® — 48 + 46€* — 48¢* — 9)
4(1 + €*)? ’

hi(e) = —v* + 6%2,4) + c(24,6) = (3.85)

Precisamos estudar o sinal da funcao h; para
4 —/T 4 -7 |4 7 4 7
e el e

Nesse conjunto, hy(€) possui uma tnica raiz €, com 17—5[‘— <E<EC T </ Y

Vamos estudar o sinal da fungéo hi(e), para isso escolhemos um ponto em cada

subintervalo abaixo e calculando a fungéo h;(€) nesse ponto, obtendo:

e [0,/ = hi(e) <0,
e=3€ |[VELE = hile) <0,

e=1¢ €, —5— = h1(6)>0

e=2¢€ 4+37,oo{ = hi(e) > 0.

Logo a inequacgdo (3.72) é satisfeita para € € J; se e s6 se

4— T U 4 -7

3 T el (3.86)

€€ Jy =10,

Agora vamos analisar se a(€) + 24/3(¢) € R~ para

~ 4-V7 [4-vT 9
€€ Jz = 0, 3 U —3—“, E D Jg. (387)

Utilizamos o Maple para fazer anélise do sinal do primeiro membro da inequagao

(3.78)(1) no conjunto J;.
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Nesse caso, a funcdo a(e¢) = a(k, €) ndo se anula nesse conjunto e

e=1€ |0, 4"37[ = afe) >0,

e=2¢ 4"3‘/7,-1%[ = ale) > 0.

Logo a inequacdo a(€) < 0 ndo é satisfeita para nenhum € € Js.

Portanto (3.78) nao é satisfeita para nenhum € € J; e pela Definigao 2.2.1 ndo temos

estabilidade espectral.

e 22 caso: 6261:1/:4‘:5@656B—{0,-4_3\/7}

Vamos analisar primeiramente o sinal do primeiro membro da inequacéo (3.71) nesse

caso.

Substituindo € = /227 em v, ¢p4) € C(46) temos
3 (2,4) © C(4,8)

hi(k) =—v*+ 6?2,4) + 0%4,6) =

 9((36-9V7)r+(184~82/T) k2 4 (~192448\/7) k3 +(—3324+119/7)x*)
- (= 4V (=3+(-4+V7)K) ’

(3.88)

Para & nesse conjunto a func¢do h;(k) se anula se e s6 se

36+ 37 +22v/14 — 102
B 137

36+ 37— 22v/14 + 10v2
B 137 '

K = K1

ou

K = K2

Temos—zj’77<n2<~%6e%<m<l,e

n"—36]—~oo,-4__3ﬁ[ = hi(k) >0,
KZ—lE]“4_3ﬁ,I£2]: = hi(k) >0,
| & =—3 €]k, 0 = h(x) <0,
k= 3 €]0, k1], = hi(x) <0,
k=1 €]k, 00], = hi(k) > 0.

Logo a inequacdo (3.72) é satisfeita com
3
4—7

k€ Ji :}—oo,— {u}—g\—ﬁ, mz] U Ji2, 0[U]0, ka]Ulen, 00
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se e s6 se k pertence a um dos subintervalos
ke <K <O (3.89)

ou

0<r<r (3.90)
Agora vamos analisar (3.78). Utilizamos o Maple para fazer a andlise do sinal do
primeiro membro da inequagao (3.78)(I) no conjunto Jz = [ka,0[U]0, &4].

Nesse caso, a fun¢do v(k) = y(k, €) ndo se anula nesse conjunto, e

p= i€l 0] = (k) >0,

k=3 €]0,K[ = (k) > 0.

Logo a inequagéo (%) < 0 nédo é satisfeita para nenhum « € J,.

Portanto (3.78) néo é satisfeita para nenhum « € J; e pela Definigéo 2.2.1 ndo temos

estabilidade espectral.

Terminamos de demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2 Sejam w = e3v, € > 0, Q dada em (8.11), U dada em (3.5), com N = 4
e sejam M dada em (3.57) e v dado em (3.56), com

ou

6# /4:1:317 e j‘|{;:€27

4T o _._3
€= 2~ e K arbitdrio, com 0 # K # yray. 2

O ponto de equilibrio @ ndo € espectralmente estdvel para o duplo anel de vortices com

N =4.
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3.3.5 Estabilidade segundo Liapunov para o Duplo Anel de Vértices

quando N =2

Vamos estudar a estabilidade segundo Liapunov apenas para os valores de ¢ satisfa-
zendo € E]—3\/—§, 1], pois para os valores de € em que nao temos estabilidade espectral também

nao temos estabilidade segundo Liapunov.

Observacao 3.3.3 Ndo trataremos o caso € = 1, pois este recai no problema do Capitulo
2.

Teorema 3.3.4 O equilibrio @ dado por (3.11) no problema do duplo anel de vdrtices
€2(~3+4¢2)
(—3e2+1)

€ estdvel sequndo Liapunov se:

€ E]—?—, 1. (3.91)

para N = 2 e intensidade k =

Demonstragao. Vamos mostrar que para os valores de € pertencentes ao intervalo (3.90),
a parte quadratica da funcao Hamiltoniana (3.5) é definida positiva e portanto essa funcao

Hamiltoniana serve como funcéo de Liapunov para o sistema em questao.
Seja
Mq¢=JVU(q)

o sistema que representa o movimento dos vortices. Apéds algumas transformagoes, obtem-

se o sistema

MZ=J3VV(Z)
onde
~ T ~ ~
V(Z)=—5(Q+2) M@+2)+U@+2).
Pela Definigao 1.1.9, para a funcdo Hamiltoniana V(Z) ser fungio de Liapunov, deve

satisfazer as seguintes condigdes:

~

1. Z =0 é ponto de minimo local estrito de V(Z),

2. V <0.
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Pela Proposicao 1.2.2 a segunda condigao € satisfeita. Resta mostrar que Zé ponto

de minimo local estrito de V.

Para mostrar que Z é ponto de minimo local estrito de V podemos usar a transformacgao

Z = Wz e mostrar que z = 0 é ponto de minimo local estrito de V definida por

V(z) = V(W2).

Para mostrar que z = 0 é ponto de minimo local estrito de V' é suficiente mostrar que

a parte quadratica Y~/2(z) de V em Z = 0, ¢ definida positiva.

Temos D2\~/(0) = —vM + D25'(0), onde (7(2) =U(Q + Wz).

Assim,
-V 0 0 0 Zg
~ 1 0 —v+c 2,2 0 0 T
‘/2(2'): ’2'{330 To I3 .733} @2) +
0 0 —VK + c(l,l) C(1’3) Ty
0 0 €(1,3) —VK + ¢(3.3) Z3
—v 0 0 0 Yo
1 0 -V — C(2’2) 0 0 Y2
“5[?/0 Y2 ys}
0 0 —VK — €(1,1) —C(1,3) Y1
0 0 —C(1,3) —VK = C(3,3) Ys
v -——I/+0272 v —V —C(2,2
= g gty
1 —VK + €(1,1) €(1,3) zy
t5le sl ( ( +
€(1,3) —VK + €(3,3) Z3
1 VK = €1, —¢(1,3) (7
+5ly ys
—C(1,3) —VK — ((3,3) Ys

Vamos mostrar que para € pertencendo ao intervalo (3.90),

A1 = Bl = -y > O, Az = =V + C(z,z) > 0, Bz = —U - C(zyz) > 0 (392)



3.3 Estabilidade para o Duplo Anel de Vértices

e as matrizes

—VK + €(1,1) €(1,3)

A3—"—‘ 5

€(1,3) —VK + €(3,3)

B, = ( —VR = C1,) —C(1,3)

—C(1,3) —VK — €(3,3)

sdo definidas positivas.

Por (3.31),
(4k + 1 + &%)
o e e L
2(1 + e%k)
Logo
4 14,2
A =B, = —v= 1 (e* —14€e* + 1)

2(1+ )32 —1)

Seja ¢ pertencente ao intervalo (3.90). Nesse intervalo A; néo se anula e

T V3
62‘1‘661"5—,1[———} Ay =B; > 0.
Logo para ¢ 6}%3, 1],
Al = Bl > O

Por (3.35) temos

7e® —19¢* +37¢2 — 1
2(3¢2 —1)(1 +€2)2

Ay = (~v+cpg) =

3et — 146 — 1
B = (~v = caa) = =g ap
Para ¢ E]@, 1[ as fungdes Az e B, nio se anulam e
T V3
€= 16 6]“3“,1[:} Ay >0, Bz>0,

Logo para € E]%‘g—’, 1],
Ay >0, By > 0.
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Por (3.33),(3.34) e (3.36) temos

det (AB) = (—V+Cll))(‘V+C(33)) “C%l 3) =

(3.100)
(11 —~13612 3161042918 61364929 —189¢2 +9)
2(3e2~1)4(1+€2)2
det (Bs) = (—v~can)(~v —c@a) — ¢z = (3.101)

—_9 81868 1 60e% —4662+3)
= BE-1R(1+e2)?

Para ¢ 6]535, 1[ as fungodes det (As) e det (Bs) nao se anulam e

6:l€]§ o det (As) > 0

3’ det (Bs) > 0.

Logo,det (A3) > 0 e det (Bs) > 0 se ¢ E]?, 1[.

Além disso, chamando
A(l} =-v-+ C(1,1)s A% = A3, B% = V= L{1,1), B§ = B3>

segue do critério de Sylvester que se A} > 0 e B > 0 para € E]‘f 1[, entao A; e Bj sao
definidas positivas.

Novamente usando o Maple para analisar as fungdes A3 e B} temos que elas ndo se

anulam para € E]\/§ e

7 V3 N A3 >0,
103 B! >0.

Logo para € E]\/— 1[ temos que as matrizes Az e Bj sao definidas positivas.

De (3.96) e (3.99) e do fato de A3 e B3 serem definidas positivas segue que X~/2(z) é
definida positiva e a fungao V(z) serve como funcao de Liapunov para o equilibrio z = 0
de Mz =17 V‘N/(z). Pela Proposicao 1.2.3, temos estabilidade segundo Liapunov para o

equilibrio estudado.



Capitulo 4

Conclusao

Apresentamos nesse trabalho o estudo da estabilidade do equilibrio relativo nos pro-
blemas do anel de N vértices, do anel de N vértices com um vortice central e do duplo

anel (2N voértices).

Usando a mesma técnica apresentada em [1], no capitulo 3 mostramos que o equilibrio
relativo no problema do duplo anel de vértices para N = 2 é espectralmente estavel e é
também estdavel segundo Liapunov quando o valor x da intensidade pertence a um certo

intervalo.
Mostramos também que para N = 4 ndo temos estabilidade espectral.

O duplo anel de vértices com N = 3 pode ser tratado com a mesma técnica, e
possivelmente também o caso em que N = 5. Para fazer estudo andlogo para valores
mais altos de N, acreditamos ser necessario simplificar algumas férmulas, como (3.27),

por exemplo.

Além do problema de generalizagao do estudo do duplo anel de vortices para valores
arbitrarios de N, outras questdes sao naturalmente frutos deste estudo, como por exemplo,
a relacdo entre o caso limite do duplo anel de vértices quando o anel menor tende a um

ponto e o problema do anel de vortices com um voértice central.

Outros problemas que surgem naturalmente sido o estudo do duplo anel de vortices com
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um vortice central suplementar, e o estudo de outras solugoes estacionéarias do problema

de vortices pontuais no plano.



Apendice A

Proposigao A.0.5 Considere L € IN* e Pr()\) = A—1, cujas raizes siow® = 1,w',w?, ..., wl?
2T

onde w = eI . Entdo

v

™
E&n
I
L

L-1
3. Zw"j:LsenEW,nzo mod L,

=0

L-1
4. Zw”j=036nelv,n#0 mod L,

7==0

L-1
3. Zw“"m =0sen € N, n#2 mod L,

=0

L-1
6. Zw(“‘z)j =Lsen€N,n=2 mod L,

=0

-1
7. Zw”j::—l sen € N, n# 0 mod L,

=1
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L-1

8. Zw"sz—lsenelV, n=0 mod L.
J=1
Demonstracgao.

L
PpA) =) aN
7=0

ondear=1,a;=0,35=1,...,L—1,ea=—1.

L-1

1. ij =—ap-.1=10

2. Decorre imediatamente de 1.
3. Decorre do fato de w™ =1 quando n =0 mod L.

4. Decorre de 1, observando que se n # 0 mod L entdo w™ é uma das raizes L-ésimas

da unidade e mais, w" € {w,w?..., w1},

Assim, o subgrupo gerado por w” tem k elementos, (k = ordem de w™), km = L,

{1, ™, w? ... ,w(k“l)”} sao as raizes k-ésimas da unidade, e devido a 1,

-1 k=1
Zw’” = me”’ =0.
7j=0 7j=0

5. Segue de 3.

6. Segue de 4.

7. Segue de 3.

8. Segue de 4.

Proposigao A.0.6 Se k; = ko, j = 0,2,...,N —1, entdo a velocidade de rotagio para a
configuragio Q definida em (2.12) €

(N - 1)/@0
____2—_

V= KN.



Demonstragao.

Sabemos por (2.6) que
- Ziq’ Kikj
21(Q)

2

onde
N-1
~ 1~ ~ 1 - Nk
(@) =5Q'MQ =2 wi(@ +5) = —
1=0
e

E KiKj = KgKi + KoK -+ -+ Kokn
i<y

+R1K2 + -+ K1KN

4+ KN-1KN

— BHWN-HN

5 + Kok N N.

Logo, substituindo em (A.1) temos

2mi

Proposi¢ao A.0.7 Seja w = e~ . Entdo

Demonstracao.

N-1 i
1 —w s .
Para calcular E m vamos dividir em dois casos:
—w
7=1
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o N par

N-—2
gl B 1—w¥ : 1—wl 1 —w®-9)
2 ll_w]lZ '1_w2|2 +J§: (Il_w]|2 + ll_w(N—])P>

A’__. R

_ e (1 —w’)+ (1 —w)
T -wtp + Z 1L —wi?
=1
N-2
=14 ~ 2(1 = Re(w?))
Nez ,
2 2(1 — Re(w’))
=1
=5+ ; 1- Re(uﬂ))z (Im(wj))Z
N-2 .
Y e
1 — 2Re(w?) + (Re(w?))? + (Im(w?))?
N—2
Ly i Rew) N
e N impar
N-1 R

(11 BT ~w<N“”!2>
2(1 — Re(w’))

11— wi|?

i
=3
Ll
£le
__ksw
1

.

zb.
Al
.

I
74

2&)
ol
e

2(1 — Re(w?))
(1 — Re(w’))? + (Im(w/))>2

2(1 — Re(w’))
1 — 2Re(w?) + (Re(w?))? + (Im(w?))?

INgh

LY
R
e

NG

=1

“u2(1~—Re(w3)) N -1
B ; 2(1 — Re(w?)) 2

Portanto
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27

Proposicao A.0.8 Seja w = e2v. FEntao

20

Demonstragdo. Como w? = €'~ , o resultado segue da Proposicio A.0.7. B

Proposicao A.0.9 Seja w = e ea=¢€oua= % e> 0.

Entao

N-1
3=0

Demonstragao. Antes de calcular Z |
i=0

des.

O polinémio P(z)

— aw(Zitl) N

N —
1 T, S€ Q=6
1 —ow@+D)]2 " 1 4oV ) N _1
TNy S€ a =g
N-1

1 — awli+Y)

1 — aw(2i+1) P

vamos verificar algumas identida-

= zN 4+ o tem como raizes aw? !, j =0,..., N — 1, portanto

N-1
N4V = (2 - aw)(z — aw®) ... (2 — aw@V ) (2 — VD) = H(z — aw®th),
=0

Podemos notar também que

N1 = P(2) =(z

Calculando P(z) e

aw?) .. (z = aw®" ) (2 — eV 4 4 (2 - aw)(z - aw®) ... (2 — aw(ZN=3)

(z — aw?+1y,

P'(z) em z = 1 obtemos :

1+ = Pl)=(1-oaw)(l-aw®)...(1- aw(zN“B))(l - aw(zN_l))

N=P(1)=(1-au%.

(1= w1 -0y (1 - aw)(1 = aw®) ... (1 — aw@N=3)
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Assim,
Ai:l 1 — @+ Nz_:l 1 — aw(+h)
= |1 — cw(@itD) |2 “(1— aw(2j+l))(1 — awl(@iH1)
N-l
- Jz; 1 — aw(2.7+1))
—_— y — 1
= ooy }: (1 — aw(@i+D)
3=0
N-1N-1 _
S 10— o)
I=0 ]:=?
= conj i
H (1 — aw?*)
j=0
= conj (%(%2
_ _N
T 14al)

onde conjI' indica o conjugado de I'.

Agora substituindo o = € ou o = 1 temos:

N-1 . N _

1 — aw@+D) T3ev, S€ =6
Z_ |1 — aw@+D]2 ] N 1
7==0 1+€N , S€ = e

Proposigao A.0.10 Seja Q; = (&}, 7;) definido em (3.11).

Entdo
Ail Ti— T(iyaj) ) ( ) i € par,
j=1 ”@; - C~2(i+2j)l|2 - , Se i € impar,
NZ Ui — Ui+2i) B Im(w?) (N—;—l) , Seié€ par,
o Qi — @(H—Qj)HZ - Im(wi) (%‘il) , se i€ impar.

~ ~ ; 2mi
Demonstragado. Lembrando que (z},7;) = w’ onde w = ez¥.

Usando a Proposicao A.0.8 temos:



e ipar

N-1 :’Ez —_ 5(1.{_2‘7 (Ai:l (.U 1+2]) >
j=1 HQz Q(z+2J)H w? —w(2+21)|2

1=1
N 1
1-— wm)
1=1
= Re() (%52),
N-1 ~

g(1+2] (Z wt —w(zJ) )
j=1 HQz Q(H.QJ)“ lw’ ———w(l?)'z

N-1
: 1 —w®)
=Im (“’ 2 m)

=1
= Im(w') (%52).
e iimpar
—_#i-% et — ewlit2d)
Z i (i+275) _ Z au' —60.). .
=1 HQz Q(z+2])“2 = [aoi —~ew(“+21)|2
o' Nt 1 —-—w(2.7)
€ Zl ll — w(24) |2
=
1 N—
) 251) ’
7 — Y(i+2) Nl i — ewli+2d)
= 5 = Im ; EEE
=1 HQz Q(i+2j)” ) €W — €w |
o N-1 1— w(2.7)
=tm{% s |1 — w(@)|2
=1
= Im(wi) (-i-l)
H

Proposicio A.0.11 Seja Q; = (Z;,7;) definido em (3.11).

Entao

NZ“ZI Ti — Tiyajrn) B Re(w') (hﬁN , setié€ par,
= Qi — Qugairnll? Re(w?) (NEN—1> , se i€ impar,

1+l
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phit S A Yis2je) Im(w') (H_%) , sei€ par,
o1 Qi = Qe Im(w?) (%) , sei € impar.

Demonstracao. Lembrando que (Z;,7;) = «’ onde w = ¢3% . Usando a Proposicio A.0.9

temos:
e i par
= &- T(i+25+1) T Wi — ewli+2it1)
Z N — O s Re Z i (i+27+1) |2
j=0 1Q: — Q(i+2j+1)“ j:o |w — &w I
; 1 — ewl(2+1)
=Rel|w Z Il — ew(2]+1)l2
7=0
= Re(w') (-1% ,
—  @i- Y(i+2i+1) T Wi — ewli2it1)
Z =~ = 7 Im Z ; G+2+1) |2
7=0 HQ’L' - Q(i+2j+l)|| =0 |L0 — €W ‘
N-1
1 — ew(2+1)
=Im (w z; Il _ 6w(23+1 )
= Im(w*) (H]-\ZN
e i impar

N-1 ~ ~ N— z 12
Z Ti — T(i+25+1) — Re Z w( +2j+1)
H@ 0 IEUJ' - w(’+21+1)l2
¢ =0

j=0 - Q(i+2j+1)”2
N-1 1_ (‘2]+1))
= Re (w? > W)

7=0

= Re(w') ( NT‘_%Ni)

N-1 o~ N-1 ; vy
Z Yi — Y(+25+1) m Z €t — w(+2i+1)
Qi — Qiva; 2 |ew? ~w(z‘+2j+1)12
j=0 Qi — Qv |l =0
N-1 1— w(23+1)
= Im (w“ > T“E?ﬁ)““)
1=«
= Im(w') (’Yi:;, )




Proposigao A.0.12 Seja w = e%%, e sejam r,s € IN.
Entado
N-1 _
Zw%(rﬂ_?) _ N, se r+s=2 modN,

=0 0, outro caso.
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- 2mi .-
Demonstracao. Basta observar que w? = e~ e usar a Proposicao A.0.5.
POsI¢

Proposigao A.0.13 Seja w = e%}, e sejam r,s € IN tais quer +s =2 mod N.

Entao
N-1 1 _ 2]r 2]8) 0’ sSers = 0,
Z =
j=1 (1- wzj) Nk(r,s) —rs, caso contrdrio,
onde

k(ras):#{(p,a)eﬂ\ﬂ/ 0<p<r, 0<o<s, p+o=0 modN}

Demonstracao.

Se r = 0 ou s = 0 segue imediato que

Z 2]7‘)(1 w2js) —0

(1 —w?)?

J=1

Se rs # 0 entdo

N-1 2_]7' 2]3) N-1

> B Ve @) e @O+ () +

J=1 j=1

2

Observando que w? = e e usando a Proposicao A.0.5 tem-se

Nz':l( 2vim N—-1, sem=0 mod N,
w =

—1,  caso contrario.

Logo,

+ (@),

i(l (@) e+ @)L+ @) -+ (@WETY) = k() (N = 1) = (rs — k(r, 5)

= Nk(r,s) —rs.
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Proposigao A.0.14 Seja w = e‘g‘"N”i, e sejam r,s € IN.
Entdo

N-1 (r+s-2) =

) w N, se r+s=2 modN,
§ :w(2z+1)(r+s—2) —
1=0

0, outro caso.

Demonstragao. Basta observar que
N-1 N-1
Z WD (r+s=2) _ (r+s-2) Z w2i(r+s—2)’

1=0 =0

e usar a Proposicao A.0.12.

Proposigao A.0.15 Sejaw = e%\fi, e sejam r,s € IN. FEntdo

N-1 . .
(1 — w@HDr)(1 — ,(27+1)s) B
Im ( E (1= ey = (.

N-1 ; :
. 1 — (27+1)r 1— (27+1)s
Demonstragao. Para calcular (Z ( w(l )523. +1;;2 ) vamos dividir em dois
— w
=0
casos: !
e N par

T2 (1 — w®HD7)(1 — o2i+1)s)

Z (1 — ew(2j+1))2

i=0
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B
L

-(1 . w(2j+1)r)(1 —- w(2j+1)s) (1 — w(2N—2j——1)r)(1 - w(?N—-?.j—-l)s)
(1~ ew("’f“))? (1-— 6w(2N—2j-—1))2 }

™

[
I}
o

N 1,
B i (1 — @D (1 — Ri+s) (] — @) (1 — (2+D)s)
B por | (1 — ew@it1))2 (1 — ew(itD)2

A}

[

(1 —_ €w(2j+1))2

-(1 — WG (1 i) 4 (T = DR (1 — w(zj+1)s)jl

I
[ing

w[z
R

oR (1 - w(2j+1)r)(1 - w(2j+1)s)
¢ (1 — 5w(2j+1))2

g

i=0
N
.y 71 " (1- w(2j+1)r)(1 - w(2j+1)s)
T (1 = cwlati)y2 :
J7=0
e N impar
N-1 (1- (2J+l)r)(1 ~w(2j+1)s)
JZ: (1 — ew(@it+1))2 =
L__ -
— (=EYN0-(=1)) Z (1 —-w(21+1)f)(1 ..w(21+1)6) (1 — W@+ (1 = WitDs)
e ]: 1 - ew(21+1))2 (1 — 5w(2j+1))2

A=l

(2741 — w(23+1)s
_ a=(=1))a-(=1)*) (1-w )(1 )
(1+¢)? + Z 2Re { (1 — ew@+1)2

] 0

(274 )r 1— (25+1)s
= 1>)+QZR[1W J(1-w )}_

(1+6)2 1 — ew(2+1))2

Portanto para qualquer N,

(1 w(2]+l)r)(1 . w(?_’H‘l)s) _ 0
Z (1- éw(2j+1))2 -

Proposigdo A.0.16 Sejam Q = (xo,-..,Tan-1,Y0,---,Y2n-1) € R?CN) ¢ U definido em
(3.5).

As componentes de VU(Q) = <—8—U— A LA - ) sdo dadas por

920 """ dz(aN-1) " Iy """ Fyan 1)
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( -1

Z (zi — Z(iv2j)) KN2~1 (2i — Z(it2i41))
oU H = Quenl® Qi — Quavzien I’
ax(Q) = N~-1 ) o
' K2 Z (Ti — T(iv25)) —k Z (zi — T(iv2i41)) ,
\ 10— QuranlP " 5 10 = Quisnio P
r _ Z (% — Yiitas)) Z (¥i — Y(ir2i+1)
(Q) 1Q: — Qurapll? 4 || — QG2+
8 Yi 2 Nz: y(z+23)) Z (y, - y(z’+2j+1))
\ 1Qi — Quranl® Qi — Qv+’

7=0

onde (1 +2j) e (1 + 2j + 1) sdo tomados mod (2N).

Demonstragao. Sabemos que U = U; + &2U, + xUs, logo

VU(Q) =

V(Ul + KZUQ + KU3)(Q) =

Vamos calcular os gradientes de Uy, U, e Us separadamente.

A fungdo Uy é dada por

onde os indices ({ + 27), (I —

Se [ é impar,

e se [ é par,

| NoiN-t
5 Zlo Q2 — Q2+l
=0 j=1
27), {+25+1)e (Il —25—1) sdo tomados
oUy I _
51’1 N 8y1 7

Q_QL(Q) _ 1 Nif 1 2(z; — CL‘(H—Zj)) 1 Z 2(z(1-25) — 21) -
P\ T Q- Quanp 2@ - @aw)ll 2\ & 1Qu-2) — Qill 2@z — Q1]
— 1 AS (21 = 2(425)) 1 Z (za-2j) — :vz) (=1)
P\ & 0= QuenlP |~ 2\ & TQu-zp) — @IP
—_1 NX—:] (x1 — 2(325)) 1 NZ_: (z1 — z(425))
2 Q1 — Qu+2p)? 2 = Q1 — Quaapll?

se i € par,
se i € impar,

se i € par,

se i € impar,

VU(Q) + k*VU(Q) + £VUs(Q).

mod (2N).

- _ Nz—: (z1 — 1?(1+2j))
et ||Qr — Quyzp)l® |’

)
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2(:‘/(! -27) yl)

W - N-1 1 2 —vev2) 1) 1:{:1 1
Our 2 e Q1 = Que2i)ll 21Q1 — Qut2i) ] 2 [1Qu-25) — Q]
_ 1 %m 1 Ni‘j (we-a=w)
? pe @ — Quyapll? 2 1Qu-25) — @il|?
_ 1 Ni:l (W —yu+2i)) ) sz (¥ = Yu+2i)
2 = Q- Qu2i)l? ? 1@ ~ Queapll®
1
(v = ya+25))
(Z Q1 = Quy2plI?
A funcéo U, é dada por
L NN
=y Z Z log || @241 — Q2(z+3)+1“
=0 j=1

2/|Qq-25) — Q|

)

onde os indices (I +2j), (I —27), ({+ 254+ 1) e (I —2j — 1) sdo tomados mod (2N).

Se [ é par,

o,
Oz,

e se [ é impar,

N-1

2(z(-25) — 1)

) =-1L Nif 1 2(z1 — 2(425)) -1 Z 1
o 2\ & 1@ - Quaei 1 211Q1 — Quiganll \ & Q-2
. N-1 (z1 = z(425)) 1 f (x(l 25) — &1) (@a-zp =)
S Q= QP ? 1Q-2;) — Q|2
1 Jf (z1 = z(425)) 1 NZ_1 (21 = T425))
2 j=1 Q@ = Qu2lI ? i=1 Q1 — Quyajl?

(@1 = 2g425))

Q- Qum)li?) ’

— Q] 2|Qq-25) — Q|

)
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Z

Wa) =1 1 2(y’_y(!+2j)) 1 Z 2(ya-25) — 1) (-
Ot 2\ A 1@ = Quazpll 2||Q1~Q(1+2j)ﬂ ? lQq- zj)—Qzll 2/|Q(1-25) — Qull

J:
=1 N’lw 1 Z (Y25 — yz) (-1)
\Z - Quezpll? | 2 1Qu—2) — QI
_ N-1 (yl - y(H—Z])) 1 Jg (y, _y(H-Zj))
2 st Q1 = Quapl? Qu+2i)l® 2 = Q1 — Quy2i)lI?

& (- yaeey)
:_(ZIlQ_—_’“z— : )

Q(l+2j)”2

A fungao Us é dada por

N-1

2:

108 ”Q% - Q2(i+j)+1”7

I}
o

=0 j

onde os indices ([ + 27), (I —27), ({+2j +1) e (I —2j — 1) sdo tomados mod (2N).

Se [ é par,
Q) = S 2(z1 = T(42i41)) .
" j=0 l Q(1+2J+1)|2'QI Q([+2j+1)[
= (2= 21254)
§=0 Qs Q(z+2]+1)l
N-1
——1 2(y1 — Yus2i+1)) ]
=0 @ Q(1+23+1)]2]Q1 Qu+2i4+1)l
- (i — y(1+23+1))
j= l = Qua2j+) |

e se [ é impar,

o 1 2Azg-2j-y — 1)
o (Z T ] ”)

J=

(Z l(SL‘I = T(i42j+1)) ) ’

Qur25+1)l?

)



Wa(Q) = ]:T;‘l 1 2(y(-25-1) — Y1) (-1)
i j=0 IQ(I—ZJ'—I) - Qif 2|Q(I—2j—1) - Qz‘

_ - (1 — yg+2+1)
(S gy

Q241

Portanto as componentes de VU(Q)) sdao dadas por

-1

(z; — x(i+23) (z; — $(i+2j+1)) .
— s€ 1 € par,
> z,

aU(Q) 3 g Qi — Q(z+23)l Qi — Qus2i+1)l?*’
O; 2 ZT;‘I (2 — Tit25) Z (Ti = Tiyzj41) se i é fmpar
Qs — Qi Qi — Qit2j41]?’ ’
-1
_ (yi — y(i+21) Z (yz - y(z+21+1)) se i é par
(Q) j=1 le Q(z+21)[ [ Q(z+23+1)]2’ ’
ayz = (yi — )
—K? : (1+2J) Yi+25+1) , seiéimpar,
1Q: — Q(z+2a)1 Z |Q: Q(z+29+1)!2

J=1
onde (1 +27) e (¢ +2j + 1) sdo tomados mod (2N).
|

Proposi¢ao A.0.17 Seja @ definida em (3.8). As componentes de VU(@) sdo:

(@) e(w' ( 1 — TN ) se i € par,
. = K2 N-1 P
9z; e(w' ( (N 1) "‘]\;ie,\, )) , se 1€ impar,
: N“l N N
U (Q) Im(w*) (——T - 15w se i € par,
. 2(N_ (N=-1 .,
dy; Im(w") (—'(" (]QVE b _ ﬁ]\ﬁ_eN )) , se 1€ impar,
Demonstragao.

Pela Proposi¢ao A.0.16
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Y ) (5 s,

ou j=1 Qi— Q(i+2j)' ]~0 Q(z+2]+l)l
5$i (Q) == ) jg:l ([L‘i $i+2_7 Z (:Ez _ .’1,‘2+2]+1) L,
—k A2 , sei é impar,
=1 Qi — Qisas* Qi — Qizajg1l?
N-
(yi — y(i+2j)) (yi — y(i+2j+1)) .,
- — K s se 1 € par,
8U(Q) _ JZ—; iQi Qi+2s)? Z |Q: — Qi) ?
Oyi B

N

2 g y(i+2j)) (yi - y(i+2j+1)) .

—k —K , seléimpar,
Z Qi — Q('i+23')'2 Z |Q: — Q(i+2j+1)!2

onde (z+ 2j) e (¢ + 27 + 1) sdo tomados mod (2N).

7=0

Sejam Z; e y; definidos em (3.9) e (3.10), respectivamente. Vamos calcular as derivadas
parciais de primeira ordem de U em @ definida em (3.8). Para isso vamos dividir em dois

casos

i par
(7 — 5(z+21)) (;E’, - 55(z‘+2j+1))
2@ = Z ~ :
1Q: — Q(z+2g)”2 Z 2 11Q: — Qisajrn|?
N 1 ~ ~
(y: — y(z+2g) (yi — y(i+2j+1))
Q) =-) = Z = :
! j=1 “Qz - Q(z+2y)”2 j=0 ”Qz - Q(i+2j+1)“2
1 impar

2

-1 ~ ~ N-1 ~ ~
(Zi — T(i2))) . (Ti — T(it2j41))

= Qi — Qi ll? oo Qi — Qigajen)ll?
(7: —

N-1

3$; (Q) —K?

Yirz) (¥i — Yii+2i+)
Qi - Qurapl? T N1Qi = Quisaian|I?

Pelas Proposigdes A.0.10 e A.0.11 temos

Q) =-r]

"MEEM

phdt S A3 Re(w?) (N—?i)

Z Ti T T(i+2))

o Qi — Qurapll? -

se i é par,

se 1 é impar,

NZ GGy | Im(@) (%), seié par,

= Q(z+2;r)“ Im(w') (2£22), se i é fmpar.



N-l 22\3,1 el .’L‘ (i+25+1) _ Re(wi) (T—;j\%ﬁ) ’
S 0= QP | Re(w) (35
fhi yNz - y (i+27+1) . Im(wz) (1«}1—\2”) 3
S0 = QP | (o) (25,

Entao, se ¢ é par,

se i é par,

se 1 é impar,

se 1 € par,

se 1 € impar.

N-1
~ ) 1 — ew(@+)
519 —_ iWN=1
52, (@) = —Re(w')55= — kRe ( § : 1 — cwitD) |2>

= —Re(w')=L — kRe(w' )W

= Re(w') (-2 — #0%) ,
1

N-1
» (27+1)
lig - N-1 _ }: €w
ayi(Q) = —Im(w) 2 wIm ( I1— ew(23+1)|2>

= —Im(w") L — kIm(w! )1+€N

= Im(w’) (-5 - 55%)

se ¢ € impar,

N-1 4 w(21+1))

g%(@) = —k?Re(w )2— — KkRe ( Z i

= —k?Re(w') =L — nRe(w’)Nﬁ(NNl)

2¢ 1+e€
7 52 N-1 3 c(N"'])
= Re(w ) (— (2c ) - 1\17+€N ) )
o A |
B =i - uim (4T 15
7=0
= - Im(w) = — kIm(w' ]—V—fg—ﬂi
i K2(N - kNell-1)
= Im(w) (-2 — i)

—
w(23+1)l )
(25+1)
— E“’_C__)
(2}+1) l
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- 1, sejépar, N
Proposigao A.0.18 Se k; = 7=0,...,2N —1, entdo

K, sej € {mpar,
N
Z/{i/{j = -2-(15 (N—=1)+ (N —=1)+2&N).
i<j
Demonstragao.

Z KiKj = KoKi1+ KoKz + Koks + - -+ + KoK(aN-2) T KoK(2N-1)
i<

+K1Kg + K1k3 + - + K1k (2N-2) + K1K@2N-1)

+ -+ K@eN-3)K@eN-2) T K(2N-3)K(2N-1)

+ s+ KeN—2)K(2N-1)

=k+14+c+---+1+«

+h+ K4t kR

+ -+ k4 K
+ “ee + K.
Reescrevendo a somatédria acima temos:
[N—~1 2N-1 N-2 2N-1
Zniﬁj = 1h:j + ;@nj:l
i<s =0 j=2i+1 i=0 j=2i4+2
"N—1 /N—i Neim1 N—2 /N—i-1 N-i-1
. 1=0 j=1 7=1 1=0 j=1 J=1
[N -1 N—-2
= ((N—=9)r+(N—-1—1)1) +{ ((N—é—l)/-c+(N-z'~—1)/£2)}
]\730 N-1 N-2 =0 N-2
=Y (N—i)s+ Y (N—i=1)+ Y (N—i—Dr+ Y (N—i=1)’
$=0 1=0 1=0 =0

kN{N+1) , N(N-1) , «N(N-1) , «*N{(N-1
2 + T 2 + (2 )

2N?x N(N-1 REN(N-1
2 + 2 )+ (2 :

= N(k¥(N = 1) + (N — 1) + 2xN).



Apéndice B

Figuras das Posicoes de Equilibrio

para o Problema dos Voértices

v

N =38

Figura B.1: Anel de Vértices para N = 8 no sistema de coordenadas ¢
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Figura B.2: Anel de Vértices para N=8 no sistema de coordenadas ()
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k

Figura B.3: Posicao do equilibrio no anel de vértices com o vértice central para N = 8

no sistema de coordenadas @)
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Figura B.4: Posicao do equilibrio no duplo anel de vértices para N = 4 no sistema de

coordenadas @
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