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2 Introdução

simetrias, os cálculos tornam-se mais simples para o problema dos vórtices que para o

problema de iV + ] corpos ce]estes, conforme sa]ientam os autores em j]l.

Utilizando funções analíticas encontram a expansão da série de Taylor do potencial

logarítmico do problema dos vórtices de uma maneira mais fácil que a do potencial New-
toniano.

Em nosso trabalho, apresentaremos no capítulo l alguns conceitos e teoremas básicos

que serão utilizados nos capítulos seguintes. Na seção 1.1 falaremos sobre estabilidade

segui)do Liapunov Na seção 1.2 apreserltaremos o problema de lÇirchhoR.

No capítulo 2 apresentaremos os principais resultados do artigo jll, procurando incluir
detalhes e demonstrações de forma a tornar a leitura mais simples clo que usualmente

ocorre num paper.

Na seção 2.1 serão apresentadas as equações do movimento para N + l v(5rtices, a

identidade que uma solução de equilíbrio deve satisfazer e, por fim, será deduzida a fórmula

da velocidade angular de uma solução de equilíbrio.

Na seção 2.2 serão deduzidas as condições para estabilidade espectral do equilíbrio
relativo e seta apresentado o problema de um anel de vórtices e de um anel de vórtices
com um vórtice central. Mostraremos que a configuração estudada é uma solução de
equilíbrio.

Na seção 2.3 será feita a expansão da função Hamiltoniana do problema para a ob-
tenção de sua matriz Hessiana e será discutida a estabilidade espectral pa.ra o anel de JV
vórtices.

Na seção 2.4 será estudada a estabilidade espectral em função do valor da intensidade

do vórtice central e, em seguida, será analisada a estabilidade de Liapunov para esses
valores da intensidade.

Apresentaremos no capítulo 3 nossa principal contribuição: o estudo da estabilidade

da equilíbrio no problema de 2iV vórtices dispostos em dois aneis de ;V vórtices cada.

Na seção 3.1 faremos uma descrição mais detalhada deste problema.

Na seção 3.2 mostraremos que a configuração dos 2JV vórtices proposta é uma solução

de equilíbrio, apresentaremos a função Hamiltoniana e a velocidade angular nessa confi-
guração.
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Na seção 3.3 equacionaremos a estabilidade espectral dessa configul'ação especial se-
guindo os passos apresentados na seção 2.3.2 e faremos um estudo mais det.alhada de
estabilidade espectral para os casos J\r = 2 e Ar = 4. Além disso, faremos o estudo da
estabilidade segtmdo Liapurlov para o caso ]V = 2.

Para facilitar a leitura e compreensão de alguns cálculos e demonstrações, colocamos

no apêndice A alguns resultados utilizados e no apêndice B, a$ figuras que representam
as posições de equilíbrio para os problemas de N vórtices, .V + l vórtices e 2A' vórtices.











8 Conceitos Básicos

onde H -- HÇt,q,p), chama.da !unção Ha'rniltoniüna, é lmcl junção real de ctctsse Ca
de$nã,da 'para Q. q,pb € ç],, onde çt C ]F{ x ]RN K ]RN é aberto. Os velares q -- tqt, ..., qN~l

e p ,PN~l são chamados de uetor posição e vetar momento, respectivamente.

Definição 1.1.12 Cbarnctmos de .síslerrza #amí/foníarzo azzZóz20mo ao sís ema czÜa ./:ürzção

Hamiltonianü H é indo'pendente de t. Nesse caso. olhamos H -- nç(1,1)b de$nidü num
aberto ç! C RN x RN

Definição 1.1.13 (1Jonsidere wm sistema #amí/Zonía/zo azifónomo. Um ponto c7'algo de

H é nnl ponto cujo gl'adiante de H é ttulo.

Observação 1.1.14 Uln ponto crítico de H é znt ponto de equilíbrio do sistema Hamãl-

toniano corresponderlte.

Teorema 1.1.15 C'ons detemos um s sZcma Xamã/íon arco autónomo

J üj - Hk,p),
l Pj 8h,pl.

Então H -- b, e se jqo,po) é um ponto de mínimo está'ito de H, então ç~qo. pÚ é um ponto
de eq'uilíbrio estável segundo Liapunou para o sistema }lümiltoninno considerado.

1.2 Problema de KirchhoK

O problema de l<irchho# consiste de um sistema de equações diferenciais descrevendo

o movimento de iV vórtices movendo-se no plano. Seja v7.j = (#.j,3/j) o \,etor posição do
.j--ésimo vórtice cuja intensidade é Kj # 0 para .j = 0. . . . , JV -- 1. Então Kirchhoff (18971

descreveu as equações do movimento para esses .V vórtices como

«jdj .J ..,x-i li.21
j

com

'- l :: :l



1.2 Problema de Kirchho#

e função Hamiltoniana

L'(,7) K{Kj log 77i -- l?l' l1.3)
o$i<j$X-t

Podemos escrever o sistema(1.21 na forma

J «.f. - eoH,
l «,üj - -ehi.

O sistema (1.4) não é um sistema Hamiltoniano, mas irltroduzindo novas variáveis

.J"'-à,
'«j 'g«(«j)vj, l yj - ;âh'g«(".),

podemos transforma-lo em um sistema Hamiltoniano.

De fato, usando (1.51 obtemos a função Hamiltoniana

Hi~q,p) = UI.=1.a,p), uÇq.p)~l.

(1.5)

(1.6)

Clalculando as derivadas parciais de primeira lidem de H e substituindo em (1.41
temos

8 -€P*ta- w,%.

- «.'ja
H)-.,

g -#ü*gt- .w.2ü.
arJ 8Ç,

- «. ÇUF) ÇÜ) - -'.
Logo obtemos o sistema Hamiltoniano autónomo en] l?2À'

J ü. - gh,d,
l p, - -Hü,d.

(1.7)
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Com isso podemos trabalhar com o sistema (1.41 usando as correspondentes proprie-
dades de um sisa;ema Hamiltoniano.

Note que o sistema (1.41 pode ser reescrito na forma

MÕ JVU(a)

onde z7 =(zo, . . .,zA'-i, yo,. . ., yJN.l), J e 7M são as seguintes matrizes 2Ar x 2N

Ko '-. 0 0 -.. 0

, - 1 !: : 1 ' .« - i 0

0

0 . 0 0 --. XN.!

com Kj # 0, .j = 0, . . . , 7N --l

Observação 1.2.1 4 /unção ü' é c/camada ./unção Aaniá/Zonáana para o sásfema

MÕ

Proposição 1.2.2 Suam ç2 C l?X x .F?/v aóerZo e U : n ---+ #? de c/asse C'2

o riste"':ü Mh = 3'VUtTI), o«\de 3 e T'''l são dadas em (1.8).

Então Q de iuadu U de U ao loTtgo das trnjetórias desse sistema é nula,.

Convide e

T) p m n n at r n râ n

~-;- Ü- .IL,ql, ..:tl
l aU l aU l aL' l aU

KN--l.õtyN--t KOt) l ttN--\a=N--t
jW-iJWLr

Koayo
Logo

U - DUM'~ ]''?U <W-:JVÜ'iVt/> = O

H

Proposição 1.2.3 Sela n C RX x RP''' aóerfo. C,'orzsídere7nos m s sZema /WÕ = JVL'(?7)
com U independente de t, de classe Ca e M dada. por j1.8). Se q é um ponto de mínimo

local estrito de UÇTI), eTttão rl é zm palito de eq ilíbrio estáuet segundo LiapKnou parti o
sàste7nü cona\gerado.



1 .2 Problema de Kirchhof l. l.

Demonstração. Seja L'(7?l a função auxiliar definida por

L'(U)

Como ã é ponto de mínimo estrito de Z./, então ã é ponto de míninao local estrito de

Pela Proposição 1.2.2, ü' = 0, logo y = Lt :: 0.

Assim, L'' é função de Liapunov para esse sistema, e pelo Teorema 1.1.10 temos então
que Õ é estável segundo Liapunov

H

Tiabalharemos no capítulo 2 e capítulo 3 com sistemas do tipo (1 .4).

r
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Capítulo 2

Estabilidade do Equilíbrio Relativo

no Problema de 7V Vórtices

2.1 IDt.Fodurâo'B"

Vamos, neste capítulo, apresentar o corJteúdo do artigo Stability of Relative Equi-
libria in the Problem of N+l Vortices dos autores lit.E. Cabral and D.S. Schmidt
jll, que nos motivou a escrever o capítulo seguinte. AcrescerJtaremos desta apresentação

alguns detalhes que auxiliada a compreerJsão dos resultados ou que serão úteis no capítulo

seguinte.

O objetivo en} jll é in'ç'espigar a estabilidade de uma configuração poligonal regular de

.Xr vórtices com um vórtice central e mostrar que a configuração é estável segundo Liapunov

quando o valor da intensidade do vórtice central está num certo intervalo aberto. Além
disso, mostiai que, exceto por sin)etnia rotacional, o heptágono é localmente Liapunov
estável.

Sejam N + l vórtices alocados em q, = lr.-, y,) com intensidade Kj para .j - 0, ..., N
(hgura B.] ). Pe]a seçào ] .2: as equações do movimento para estes vórtices no contexto da

13
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mecânica Halniltoniana são

J «.d, - gw,
l «jü} -qu),

com a furJÇão Hamiltoniana

F(q) = -- }1: HiH, log((zi -- #j):+(y{ -- yj

onde q =(zo, . . ., '':,v, y',. . ., yJN).

A função potencial da mecânica celeste, para o problema de

similar, portanto U é chamada função potencial logarítmica.

Com a, matriz das intensidades

)') { ,

N corpos, t;em uma forma,

Ho - 0 0 0 ... 0 0

0

0

0

íçA,.i 0 0

0 0 Ko 0 0

0 1
J

1 0

0

0

lçlv.! C}

0 HX

e a matriz simplética

o sistema acima pode ser escrito na forma vetorial

MÚ - JVU. (2.2)

Um equilíbrio relativo é uma configuração dos vórtices que torna-se estacionária em
um sistema de coordenadas em rotação uniforme. Seja Q a mudança de coordenadas

q := epJf(12

que representa um sistema de coordenadas em que cada Qj = (/, , Ü) gira uniformemente,

ao redor da origem, no plano (z.Í, yj) com velocidade angular p.
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Observação 2.1.1 Se.ja« Q =(êo,....âx,Ú',...,Op.,l, Q, =(â:Í,0,1, e q

Ç=o.. .. ,=N, yo,.. . . yNI, qj -- e"Jt Qj:: l.=j? yj)

C.«.o IQí-Q,l = q,-q, ,p««i,.j 0,...,.V. ..g«eq«. U(ç)=U(Q)

= e"'*Q

Assim, a equação do movimento na nova coordenada Q é

.wO -«WQ + vü'(Q)). (2.3)

Para deixar a notação menos carregada usa-se (=o, . . . , z/v, y', . . . . yX) como coordena-
das do ponto Q.

Peia Observação 1.1.2, un] ponto Q =(fo, . . . , =rw, yo,. . . , i&) é um equilíbrio de(2.31
je, portanto um movirilento estacionário de (2.2)) se e só se satisfaz

o + vu(õ) (2.4)

para algum valor de p.

Nesse caso, pode-se encontrar o valor de p através do produto escalar da equação
acima com Q, obtendo então:

Õ'v'u(Õ)
QXMQ

Pala simplificar o numerador de p pode-se calcular U(ÀQI com À > 0 e obter

(2.51

u(ÀQ) }l, «i«;j+ u(Q)

A seguir derivando-se com respeito a À e pondo À = 1, tem-se

QTV['(Q) = -- }: «{"j'i<J

No problema de mecânica. celeste para N + l corpos, o denominador de (2.51 está
relacionado com o momento de inércia. Usando a mesma notação pode-se escrever

/(ã) - iÕ'wÕ -i)i: «.pj +e).
A velocidade angular para o sistema de coordenadas torna-se então

:0J
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2/(Q)
(2.6)

Na próxima seção daremos a condição para estabilidade espectral de um ecluilíbiio

relativo e apresentaremos os problemas de um anel de vórtices e o de um anel de vórtices
com um vórtice centra!.

Estabilidade Espectral

Para determinar a estabilidade cle Liapunov de um equilíbrio relativo Q de (2.3) olha-

se para soluções que começam pr(5ximas do equilíbrio e analisa-se o que ocorre com estas
soluções. Pode-se representar essas soluções por C? - Q + Z.

Substituindo no sistema (2.3j tem-se

À/.z

onde

L'(Z) ;(Õ+Z)'M(Õ+.Z)+Ü'('$+Z),

e o problema passa a ser estudam as soluções de (2.71 que começam perto de 2 = 0.

Já que Q é um ponto de equilíbrio de (2.31, VL''(0) = --pJWQ + VU(Q) = 0. Como
Z,)'y(0) = --p.W + O'ü'(01, então a forma línearizada de (2.71 fica

A/2 -«w+ o:u(Õ)lz. (2.9)

Existem soluções não triviais da forma Z = eÀ'( se e só se a matriz

l W':Jl-«W + D:L'(Q) ) ÀI) (ÀJ - «i+ W-: O:ü'(Q)) (2.10)

é singular, isto é, se e só se ÀJ «l + .W-: D'U(õ)
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Definição 2.2.1 Um ponto de aqui/I'brio Q de ri?.3,1 é especí7a/mente esfáue/ se fadas as
raà.zes de

IÀJ - «l + W-: n:U(Õ)

sâa ptu'amenle ilrtagiriárias, i.st.o é, X bã: com b C #t.

(2.11l

Note que Q ser espectralrllente estável é condição necessária para ser estável se-

gundo Liapunov, pois o sistema Hami]toniano (2.9) é reversível. isto é, se (z(tl, g/(Z)l =
(p(tl,@({)) é uma solução de(2.9) que tende à origem quando Z --> oo, então(z([),y(f)) =
(p(--t), @(--Zll é unia solução que tende à origem quando t --> --oo . A existência de uma

solução que tende à origem quando Z --> --oo implica em instabilidade segundo Liapunov

para o sistema linearlzado(2.9) e para o sistema não linearizado(2.7).

O problema a ser considerado é estudar a estabilidade espectral do equilíbrio corres-
pondente a um ane] de iV v(5rtices idênticos posicionados nos vértices de um polígono
regu[ar de .;V dados, com um vórtice adicional na origem.

Não há perda de generalidade em supor que o anel é o ane! unitário.

Sejam toJ = e:e'Í a .j-ésima raiz N-ésima da unidade e Ho a intensidade do .j-ésimo

vórtice, para .j - 0, . . . , N -- 1. A intensidade do vórtice na origem será denotado por KN.

Considere a configuração

0 . . . ,FP.', yo, . . . ,ÍWI (2.12)

deíiiJida por

. Í Re(wj), paraj=0,....N-l,

zj 'l 0, paraj=N,
e

. Í /m(wJ), palaj=0,....N-l,
yJ - S1. 0, paraj=N.

Usando a identificação canónica entre ü2 e C' pode-se escrever (:Ü,Ü) = w', .j

0, . . . : ,V -- 1. e lO. 01 = 0.

A função potencial logarítmica (2.1 l pode ser reescrita nas coordenadas Q. como

(/ :::: KãÜ'i + KoK,-\,L2, (2.131



[õ .Esz;aõ].íJdaae do .E;qu].í.iDno .fceiaz;.ivo .no ,r.roz)Je.zna de iv võrf]ces

onde as funções U] e Uu são dadas por

. N-lN-l

i.g -Qj },i.g Q:-Q.-..,l,
' {=o j=i

medo mod iV, e

N l
u, i.g Qj - Q«.l,

.j=o

onde Q} = (#j, yj), .J = 0, . . . , .V -- l.

A matriz M é de ordem(2N + 2) x(2A'+ 2) e tem a forma

Ko --. 0 0 0 .- 0 0

com o índice (í + .JI to}

l2.1a)
o$í<.f<x

l2.is)

0

0

0

0 0

0 0

0 0 (2.]6)

0

0 o o o
Ko 0

Para Q ser um ponto de equilíbrio de (2.3) é necessário que

A próxima proposição garante que Q é de fato um ponto de equilíbrio de (2.31.

Lema 2.2.2 Sejü7n Q de$nida em(2.121 e U de$ttida por(2.14} e(2.151.

,«'õ, -(:'õ,,...,ü'õ,,:'.,, .,:'.,l

Ãi(o) -
(o%:-u«3+".«,), {-o

0,



(q-'«i -- «.«.~,) ,

o, { - ,v.

Demonstração. Lembremos que (4, ã) = wJ onde w = eV

Para { = 0. . . . , iV -- l temos

Hoã - «.««,#lÜ

- «.~«''*, .;«.l,;n

«-«R.(":)

t@ - «.«#::#h «iE n

«~-«'':, .:-« l.;ú
«"-"'«;, .:'«l«:.;.n
«.«,~'«'«', «;'«(«;ip$)

= --KoK/vRe(w:) -- KâRe
«: .Eles

2.2 Estabilidade EspectralS 19

=. ,\ n 7

yJ-4 - (XP



20 Estabilidade do Equilíbrio Relativo no Problema de N Vórtices

Logo

«o« ,~Re(w: ) -- KjjKe .":;ln
] -- WJ

«o« «,R.' (w: ) «jjKe(w: l (a!#l

n.(";) (u;D«g + ".") ,

- «o« ,.- Imjw: ) - «â:m «;$e$)
«.««,Im(w') - «8lm(w') (ay)
:m(«0 ( (a;U«ã + "o"w

Para { N temos

(ijv -- i, l
IQ«, -- Qj '

N-l
(0 - Zj)

'\

l

l

lo - Q, :
jZ

q
>

d
.í=o ;)= KoKwRe

N-l .h
Õ, '.j=o

lo- Ü
«.«,« E

lo- Qj :

2

N

j=o

«.«,«:« (i«')
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Pela Proposição A.0.5

1,0a0

KoKXRe

*'', -«.«~:«(!«')

H

Proposição 2.2.3 Sda
U :: KãUi + KonxUe,

c.« U* . U, d«d«s po« l2.i4) . (2.tSI, e s'j«m M . - d,«d.s p" (2.16) . (2.1'7), «spec
fát;amante.

Então Q de$nido em (2.12) é «lm ponto de equilíbrio de (2.3)

])emonstração. Pelo Lema 2.2.2,

-".(«](q:iD«g+««,«.) , --:'; ' - o,...,.~'
0, para { :: N,

'«(«o ("P«8-*«.«,) , -«- ' - ', ,"'
0: para ; " Àr,

Substituindo os valores acima na equação --t'JWQ + VC'(Q) = 0 verificamos que Q

definido em(2.12) é ponto de equilíbrio do sistema(2.3).

H

Note que a estabilidade espectral de Q quando as vorticidades são H, = Ko # 0.
.j = 0, . . . , iV -- ], e H.v para o vórtice central é equivalente à estabilidade espectral de

Q quando as vorticidades são RJ = Ro = 1. J -: 0, . . . , ,V -- 1, e À;w = 1l;f para o vórtice
central.
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O mesmo ocorre com relação à estabilidade segundo Liapunov.

Assim, pode-se, sem perda de generalidade, considerar Kj = Ko = 1, .j = 0,

e deixar apenas n.v = K como parâmetro.

A função potencia! a sei considerada fica, portanto.

,N l,

U :: U\ -+ KUz (2.18)

e a velocidade angular fica

l2.19)

2.3 Estabilidade para um Anel de Vórtices

Em primeiro lugar será considerado o caso de um anel de /\r vórtices, sem o vórtice

centra[. Os JV vórtices estão nos vértices de um polígono regu]ar de iV ]ados inscrito
na circunferência de raio l (figura B.2). Como não está prever)te o vórtice central pode-
se ignorar as coordenadas correspondentes a Q,v no ponto de equilíbrio e considerar o
problema em .f?2À'. Pode-se também considerar H = 0 e trabalhar apenas com a função
Hamiltoniana ü'i.

Para facilitar a notação, será usada uma transformação que deixa D2ü'l(Q) numa
forma normal. Em notação complexa, a transformação é Z = Wz, ou

Q (2.20)

com

] 1

l w

l

V-iw'' '
l2.2i)

l wN-i ... w(x-l)'
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A matriz W é unitária, portanto define uma transformação simplética em Z?2/''; logo
WTJW - J.

Usando a transformação Z = Wz na equação diferencial (2.8) e o fato de que esse
problema em ,F?2/''', ,W é a matriz identidade, tem-se

w} -«l+ o:u:(Õllw;,
ou seja,

W'J(-«l + n:U. (Õ))W.

( -pWTIW + WTJ O2U. (Q)W);
(-uJ + W' J0'U:(Q)W);
( --uJ + :Rj;r(WJ«fr) O2 U:(QJW)z

1-«J + JW' n'U: (Õ)W);.

Logo a equação diferencial l2.81 torna-se

} +JW' O'U:(ãjW);, (2.22)

Na próxima subseção sela feita a expansão da função Hamiltoniana U] e em seguida
retomaremos a análise da estabilidade espectral para o problema do anel com Ar vórtices.

Observação 2.3.1 A'oZe que W' Z):Ui(QJW = Z):Ui(01 orzde Ui(zl = t/l(Q + Wzl.

2.3.1 Expansão da Função Hamiltoniana Ui

O único trabalho que se tem para analisar a estabilidade da equação (2.22) é o cálculo

da Hessiana da função U] . Efetua-se isto calculando as derivadas parciais de Ui IQ + Wzl

em z = 0. Pal'a simplificar este trabalho utiliza-se notação complexa tanto quanto possível.

Além disso, utiliza-se as funções auxiliares /(zl = logo(z) de uma variável complexa
; íZ/ e g(«, y)

As del'ivadas parciais da função g(/, y) = log @ podem ser obtidas da parte real da
derivada com respeito a z da função analítica /(z) já que

log @ = log Ó + ; arg ó. (2.231
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Considerando zj = zj + {yj para .j ' 0, 1, . . . , N -- l e usando a transformação l2.20)
tem-se:

N-}
l

ÜL«'* zkl

e assim pode-se escrever

Q: - Q;.-, - w' - w:''' + =# }:(w:* - w':--D*);*
k-o

N'-! \

=..Í '3K'- -n \ }

onde

= w: l 'í, + :ib )ll: j*.iü-u;.

d{ = ] -- w'

/ N-l \

Já que l Qi -- QÍ+jll = 1 dj + :l;l# )l, dÍtwi(k-i)z* 1 11, para '» em (2.23) usa\ k;o /

. N-l

@(;) - (0i -- Qí+j)"'' - aj + -lFX: }l: dj*.{a-');*.

.se

Então

ârS©

;:. H -J#«''*-:'.
Ca[cu[ar)do as derivadas pardas de / = ]og Çb eiJcontr

1.;, - :g,
A.;, - #gZ,

(2.24)

e assim por diante.

Em z = 0 tem-se Ó(0
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g/-w - -çk:«;''-:'-t'

õ:;Lw - #«:'''' '-''

a;:(%w - xÕx:«;'-''-'-*-;'

:Jh'', ;.'',-*.-'-'-'«- ,

e assim por diante

Obtem-se, por exemplo, a derivada parcial de segunda ordem de g log @ com

despeito a z,. e #,

a:L '', u .co

Similarmente, encontra-se

JL'',u ;:«
( ,+.-n $!:gü

e

Õ:lljan,m -
De w' ser a J-ésiína raiz Ar.ésima da unidade e da Proposição A.0.5

N.
WJ('+'-2)

0.f=o

se 7' + s = 2 mod A/.

caso contrário,

portanto

\=lL-w- {1111ü'',',E
Re se r +s mod N,

0, caso contrário.
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F $4 .F y.::..elB.J:..=y
Z..J ,/2 Za rl<=-' af <..í (i - «.,j)'.j:=] ''.J .j=i \' '' ''

portanto, esta soma é zero se r = 0 ou se s = 0; enquanto nos outros casos é igual a

}

Por outro lado,

(2.251

}:(l+"j+ + «.,jk-0)(l + wj + + w.jb- :)) . l2.26)

Usando a Proposição A.0.5 tem-se

N-l
'S' ,'m

lJ

se m = 0 mod N,

caso contrário.

Denotando por k(r,s) o número de pares (p,o) tal que p + o-
0 $ p < r e 0 $ o- < s, -ç,ê-se ciue a soma (2.26) é igual a

mod .N, com

k(,', .)(A' - l l («. - h(«, .)) Nkç«,.) - "'

Logo,

í?'u:
0)Õ=,Õ=.

{(JVk(r,s)--rsl, parar+s=2 modJV, rs:#0,
0, caso contrário.

Deve-se agora calcular o valor de A(r, s). A derivada segtmda de Ui com respeito a =,
e z, é não nula apenas para os valores de r e s satisfazendo r + s = 2 mod i\r e z's # 0,
portanto calcula-se É(r, s) apenas para esses valores de l e s.

Sabe-se que

=::::::1-.' *'',~' ,. (2.271

Devido a r + s = 2 mod N, usando (2.27) tem-se que existem apenas dois casos a
serem considerados. O primeiro caso é r = s = 1 e o outro caso é r + s = iV + 2, com

« :# o.

No caso r = s = 1 tem-se É(l, il = 1.
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No caso r + s = \r + 2 tem-se h(7', sl = 2, pois

=::::i-111111.::riil;l . ,..l

Portanto.

q'',
e, para r + s = 2 + A', rs # 0,

-9'', N-l
(2.281

Jl=w- ;:lw-!y-i-=, p.:
enquanto as derivadas parciais de segunda ordem de Ui (z) em z = 0 são nulas nos outros
casos.

Usando a função auxiliar /(z) = log @(z) pode-se encont.rar as derivadas parciais de
ordem superior para Ullz) em z = 0. Calculando as derivadas parciais de terceira ordem

obtem-se a expressão:

k.j=i "J 7p

e esta derivada é nula. se r + s + É # 3 nlod N ou se rst = 0. Similarmente, encontra-se

-:L'., -Ú«. :

;L.-,- -=L'',,
enquanto as derivadas de terceil'a OI,dem envolvendo um ou três y's são nulas.

Denotando por #(r,s,tl o número de triplas(p, a, rl tal que(p + o + rl = 0
coll] 0 .$ p < r, 0 $ o- < s e 0 $ r < í, encontra-se

mod N.

all:biw- ;k:p'Éh..,o
Encontra-se, de forma similar, a expressão para as dei'ivadas paiclais de quarta ordem

de [,'i eni z- = 0,



lioüa i/]ílllaliç tzt/ zitJ tillll/l il/ lççlcüul yl/ 111/ i l t/L/l\;lida lit/

/!+.., - {-. (E $q4)ax.a=:i)=*

se I' -+- s + Z + u = 4 mod .V, e

a:,á:a=w - ã:.}l;l:l;:aaW - ã;;:)aW - {-H'Ak, ., ', «)
se r + s + Z + u = 4 mod JV, rsfu 7é 0. .\s derivadas restantes de ordem quatro são todas

nulas.

Agora podemos retomar o estudo da estabilidade espectral para um anel de vórtices.

2.3.2 Estabilidade Espectral para um Anel de Vórtices

Olhando para as equações (2.28) e (2.29), e lembrando que r e s devem satisfazer
r + s = 2 mod iV com rs # 0, pode-se representar as derivadas de segunda ordem de
Ui(01 pol'

., :l("-2)(JV -'i (2.30l

.rc&.lu'' z' -Llú'1'''9.i.- 'a-

por simetria, tem-se

=.., -J:'',,
logo c, = c. com r - s - l ou s = IV + 2 -- r, r = 3, . . . , iV -- l.

e escrever'

ada por uma das duas formas:

n (L'*(õ)) o c
c o

/
28 r

J.j=.[

Com isso pode-s}-

on(]e a. ma.triz C é d]
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0

0

0

0

0

0

c.l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

C3

C4

' - (/L'õ,l
o o o o o

0 0 0 0 c4

0 0 0 c3 0 0 0

se Ar é par, e neste caso -r = } + 1,

o o o o
0 cl 0 0

o o o o
o o o o

0 0
0 0
0 0
0 0

:::'.,
C3

0

0

c-
o o o o
o o o o

n ,.

q o

o o ... o

se /\r é ímpar, e neste caso ' = Zb-$--

Na Tabela l2.1 ) estão os valores de c, de 3 a 12 vórtices. Apenas metade dos valores
estão listados devido a simetria em c,
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N

3

4

5

6

7

8

9

12

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

C2

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

C3 C4 C5 C6 C7

1.0

1.5

.2.0

.2.5

.3.0

-3,5

-4,0

-4,5

2,0

.3,0

-4,0

-5,0

-6,0

-7,0

-8,0

-4,5

-6,0

-7,5

-9,0

l0,5

-8,0

-10,0

12,0 -12,5

Tabela 2.1 Valores de Cr dados por (2.26) para N vórtices

A matriz (2.10) tem bloco da forma

"*' ,::.l l2.3i)

Devido a natureza de C. o determinante cle (2.31) pode ser decomposto em produto
de subdeterminantes de matrizes de 2 x 2 e 4 x 4 como segue

Submatriz usando üs liTthüs e üs colunas de índices ç) e N de (2.31):

= À: + P:
À --P

0 (2.32}

Isto gela as soluções triviais: À = üÍp.

Para as linhas e as colunas de índices 2 e N + 2 de (2.31) obtem-se a mesma submatriz
acima.
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Submatriz usando as linhas e as colunas de índices 1- e N -F 1- de l2.3í.l

--z.' + c]

À
- À' + «: - .f - À: - o.

'P -cl
(2.331

Este par de raízes nulas está relacionado ao fato de que o equilíbrio relativo são soluções

circulares no sistema de coordenadas inercial e que todas soluções circulares são isoladas.

Para cada r > 2 temos um subdeterminante correspondente, esses subdeterminantes
são os que geram as soluções não triviais.

Slbmatriz usando as \inhüs e as colunas de índices r, N -- r -V'2, N -} r e 'ZN -- r -V'2,

para r= 3,...,'y = 8:#- da matriz rP.3/J, se JV tí íhpa7', e para r = 3,..., I' -- l
ntatriz l2.SI), se N é par:

À o

Cr --Z,/

À o
0 À .(À:+u:
--Z,/ --Cr

.:): (2.34)

Cr l./

tem raízes duplas À - i:

Finalmente quando iV é par, o subdeterminante seguinte deve ser considerado:

Suómaíz'Íz usando as /í zÃas e as co/ellas de índices 7 = } + 1 e 7 + iV = 3x + l da

m«t«i: {2.31), ;. N é p«:

--Z./ -- Cr

(2.35)

que gera as raízes À = J:

Como se quer analisar a estabilidade espectro! pala o anel de vórtices, então pela
Definição 2.2.1, precisa-se verificar se as raízes do polinõmio (2.11) são puramente ima-

ginárias. Pala isso precisa-se analisar apenas se À :: ÜV/c2 u2 é puramente imagirJárja.

Já que
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e

., - -i(" - 2)(lv - ')
pode-se escrever

, {(«c; -- z,'' = cl: -- ci = -'-- 21(JV - r) + ( Ar -- l)}{(r - 2)( Ar
4

,l - (/v - i)}
l2.3ÕI

C)Içando-se os \dores que c, pode assumir na Tabela (2.1), pode-se construir a tabela

abaixo, que leva em consideração o número de raízes com a parte real negativa, o número

de raízes com a parte real positiva, o número de raízes nulas e por fim o número de raízes
puramente imaginárias não nu]as do po]inâmio (2.] 11.

Tabela 2.2: Número de raízes com a parte real negativa, número de raízes com a parte real positiva,

número de raízes nucas e o número de raízes puramente imaginárias não nucas do po]inómio (2.1] )

Olhando a Tabela (2.21 observamos que para 'V ? 8 o polinõmio (2.11l apresenta

raízes com a parte real diferente de zero e para N $ 7 todas as raízes têm parte real
nula, logo pela De$nição 2.2.1 concluímos que no problema do anel com ]V vórtices para

o caso Ar $ 7, temos estabilidade espectral, enquanto que no caso N ? 8 o problema não
é espectralmente estável.

N Negativo Positivo   Imaginário

3   0 2 4

4   0 2 6

5   0 2 8

6 0 0 2 10

7   0 6 8

> 8 N-5 N 5 2 8
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2.4 Estabilidade de um Anel com um Vórtice Central

Repetindo o raciocínio da seção 2.3.2, vamos ver o que ocorre, quanto à. est.agilidade

espectral. quando se insere um vórtice no centro do anel, ou seja, quando se considera a
intensidade do vórtice central H # 0 (figura B.4).

QuaiJdo se inclui lma v(5rtice central, tem-se que usar a função:

U = Ui+KU2 (2.37)

e trabalhar em Z?2]v+2

Pode-se usar os resultados anteriores, mas tem-se que acrescentar as contribuições da
furlção potencial U2.

Na próxima subseção será feita a expansão da função Hamiitoniana U2 e em seguida
retoma-se a análise da estabilidade espectral e estabilidade segundo Liapunov para o

prob[enla do arle] com o vórtice centra].

2.4.1 Expansão da Função Hamiltoniana U2

Como primeiro passo determina-se, para 0 $ J $ v -- 1, o valor das derivadas parciais

de / = log Ó em z = 0, onde

Ó(;l - (Q. - Qxlw'' = 1 + -:$. )1' ..,JK-U;* -';.v.k:o

Considerando a coordenada QX = z.v. as derivadas de primeira ordem são

l

g..,- l d'"' I''' l=ll l::.''~' ::
e de segtmda Oldenl:
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â«,-l
-- )ÇWj( ,+ . -2) ,

=h;.jü -4 ,
--©-2.,F

0 $1 r, s $ JV -- l,

0 $ r $ jV -- 1, s = ,ÍV,

r -- s

N-l

Sabe-se que U2(Q) = -- >, log Qj -- Q;v , logo

1. 0, para os outros casos.

Vamos retomar o estudo da estabilidade para o anel com um vórtice central

1, para r + s = 2 mod A',

N. parar--'2 es= N. ou r= Nes='2,

0.

2.4.2 Estabilidade Espectral de um Anel com um Vórtice Cen
trai

A matriz (2.10) tem novamente a forma dada em (2.31), lembrando-se que agora a
matriz identidade l é (A' + 1) x l i\r + 1), a velocidade angular é dada por p = --ci -- H e
a matriz clãs intensidades, iV, não é mais a matriz identidade. Assim

« '~«.''«»-l: =;l
onde a matriz

' - «;: (A ., * «A.-,)
com.

«. ... o o 1 1 1 ... o o

0

0

Kjv.i 0

0 K.\.

o ... l o

0 ... 0 K
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é dada por uma das duas formas

0 0
0 c: +íç

K 0

0 0

.K

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0
0 0
o -«~/N

c3+H 0

c-
0 0 0 0

0 0 0 c3+H
o o -v'N' o

se Jv é pai, e neste caso ,y = { + 1,

0

0

0 0
0 0

0 0
0 c: +H

0 0

K

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0
0 0
0 --KV'N

c3+H 0

c-
0

0

0

0

0

0

0 c.,+K
c.+n 0

0 0

0 0
0 0

0 c3+H

-«IV o

0 0
0 0

0 0
0 0

se iV é ímpar, e neste caso 7 = J)-Í-

Ainda pode-se decompor o determinante de (2.31) em produtos dos subdeteiminantes
abaixo:
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SKbmatrÍz sarda as /í zÀas e as co/urzes de z'ndíces 0,2, N, ]V + 1, Ar + 3 e 2N + l de

l2.3t)

--p H 0 À 0 0

H --p --Kv''j\r 0 À 0

o -v'N -« o o ,\
- 0.

--À 0 0 --p --H 0

0 --À 0 --H --p kv.V
0 0 --À 0 V'N' --p

presentar o determinante (2.381 por

A ÀI AB +À21 =0.
ÀI B

Para o determinante (2.39) encontra-se

À2 + u2 -- K2 0 K2x/.N

0 À:+«:-«'-«jV 0 =(À:+«2)(À:+«2-«'-«A'l

KV'N' 0 À2 + p2 -- KN

O primeiro falar gera as soluções triviais À = üáp e o segundo favor, as raízes,

À /4. (2.40l

Portanto, para À ser puramente imaginário em l2.40), é necessário e suÊciente que

Submatriz lsündo as lirthüs e üs colxnüs de índices \ e N -k'2 de (2.31)

- À2 - 0.
.\ n

l2.3s)

Pode-se re

l2.39)

2- 0
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Para cada índice r com r > 2 tem-se um subdeterminante associado a esse r

Suómaf7'íz usando as /ín/zas e as co/umas de índices r. JV-- r+2, N+r+ le 2N -- r+ 3
de rP.#/,l, para r = 3, . . . ;"y = 81#- se JV e' ímpar, e para I' = 3. . . . ,'y -- 1 = ; sc /V é

ci+H c,+H À 0

c,+K cl+n 0 À

--À 0 cl +K --c,, --H

0 --À --c, --K ci +K

Para calcular o determinante acima utiliza-se uma transformação sirnplética adicional
a rotação descrita abaixo:

9

(2.421

1::1 -3l:. :ll::l
1::1 -ülJ. :ll::l

Após a transformação acima, pode-se reescl'ever a matriz (2.421 obtendo

cl--c,. 0 À 0

0 ci+c,+2K 0 À
--À 0 ci+c,+2K 0

0 --À 0 cl--c,

Calculando o determinante da matriz l2.43), optem-se as raízes duplas

À = :i:...,/(;11.':; )(2K + c, + ci ).

l2.431

(2.441

Portanto À é puramente imaginário em (2.441 se e só se

(c, --t c: )
q

Finalmente, quando \r é par deve-se considerar o subdeterminante abaixo

(2.45)
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S«.bmütriz usando as !incas e as colunas de índices "'Í = g- -t \ e 'y = 3l-t \ de (2.31),

se N é paT:

cj+c,+2K À .
= (c. + c, + 2«)(.: - c,.) + À*

--À CI -- Cr

para o determinante acima optem-se os mesmos valores de À que em (2.44), excito que
eles agora são simples.

A mudança da estabilidade ocorre para os valores de K dados em (2.41) e (2.451. Esses
valores de K não dependem apenas de r, mas também de N. Com iV fixado, denotando-se
os valores de H abaixo:

«l,',x)
para 2 < 7' $ 1( V + 2)/2j ,

para r = 2,

e coiocaildo esses valores de K em ordem crescente obtem-se

";: , «') « «.:, .«, - UP.

(2.46)

-0.5 (3, N) < K(4, N) < l2.47)

Fixado N, para ter estabilidade espectral é necessário que todas as raízes À de (2.311,
sejam puramente imaginárias. Logo, observando a sequência dos valores de K em (2.47)
conclui se que para a configuração de iV+l vórtices, a estabilidade espectral ocorre apenas
para os valores da intensidade do vórtice central no intervalo

«([v] , ~) « « « «.,, "',.
(2.48j

Na próxima subseção estudaremos a estabilidade segundo Liapunov para o problema
de .'V + l vórtices.

2.4.3 Estabilidade segundo Liapunov para um Anel com um
Vórtice Central

Vamos estudar estabilidade segundo Liapunov apenas para os valores de H satisfazendo

l2.48), pois para os valores de H onde dão temos estabilidade espectral também não temos

estabilidade segundo Liapunov.
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Definição 2.4.1 fCrile'rÍo de Sy/uesfer,l Sda

a.ll a12

a2] a22 a2n,

(IZn.l an2 ' ' ' ann

matriz n x n real s métrica

a21 'a22

(Z ].n

Á éde./ilzída pos7líiua -i::> ai. >0, ali ai2 0,
a21 a22

> 0

an.l {Zn.2

Teorema 2.4.2 0 equilíbrio Q dado por (2.1121 no problema de N -F 1. vórtices com o
Dóri,ice central de intensidade R é estável sega,rido Leal)finou se:

"(IÕ!#l,/V) < H <K(2,.N), para/V>6,
0 < n < K(2, JV) para 2 .$ /V $ 6.

(2.49)

o'ü seja, se

0 <(Ar: -- 8N + 8)/16 < K <(N -- ly/4,

0 <(A'' -- 8/V + 7)/16 < H <(JV -- 1)'/4,

" ( l!!#l , J\r) < 0 < K < ('V -- 1):/4,

para N par colrl N > 6.

para N (mpQr com N > $,

para 2 $ .\t $ 6.

Demonstração. Vamos mostrar que para os valores de K pertencentes ao intervalo (2.49),
a parte quadrático da função Hamíltoniana (2.11 é definida positiva e serve como função

de Liapunov para o sistema em questão.

Seja

/w4 u(q)
o sistema (]ue representa o movimento dos vórtices. Após algumas transformações, obtem-
se o sl.stema

w.Z y(zl
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onde

V(Z) ;(Q + Z)'JW(Q + Z)+ U(Q + Z).

Aplicando a transforrllação simplética Z = Wz na equação difeierJcial acima obtem-se
o sistema

VÉ -«J +JW''O:U:(Õ)W);.

Finalmente aplicando a transformação

1::1 -ül:. :ll::l
1:: 1 -3lJ: lll::l

M,i

com -7 C #?2(N+i), que representa o movimento próximo ao equilíbrio 2 = 0.

Pela Definição 1.1.9, para a função Hamiltoniana #lz) ser função de Liapunov, deve
cnticta7pt' nq epal ll IPq rí\ndtr'ní'q'

xooptem-se o sistema abas

1. 2 = 0 é ponto de mínimo local estrito de X(z),

2. # <0.
:

Pela Proposição 1.2.2 a segunda condição é satisfeita. Resta mostrar que z-o é ponto
de mínimo local estrito de #.

Para mostrar que 2 é ponto de mínimo loc

quadrático de #, em i, é definida positiva

Sda

al estrito é suficiente mostrar que a parteS ] ] S

X:h) - 4' («*A« + w*Bu) ,

a parte quadrático da função Hamiltoniana #(zl em i.

O problema agora é analisar se as matrizes A e B são definidas positivas
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Reescrevendo a parte quadrático da função H obtemos

K 0 .ao

«, 1 + p: + «)«?H, (; ) { [
+g

". «: «~] K

0

j'te'*: * CI + C4 +

/-. J. K

-«JN
2K .

«~m

( c: + «l«

0

«3.-.: + SEIS«X,..

l

+9

". «: ««. ]

g/o

K

0

c: + H Kv.V

KvN (c: + «l«

-- 'e-TB'«:

3/2

3/JV

: + S! 'F '"+" 2K y'
-C3 . C] C4 .

'ã-'' l/; + +

Vamos mostrar que para H pertencendo ao intervalo (2.491, todos os coeficientes dos

molaâmios quadráticos que não envolvem zo, =2, zx, yo, y2, yJV são positivos.

Coe.ficiente do ='i

Com H pertencendo ao intervalo (2.49) temos

(2.50l

Co../í.í.«t« do ":, com 2 < « $ 1ÕÍ#l ' 3/l?, "n: layl $ " < ]V

'ülu - :P * « » 'F - 'F - .. (2.51)

C'oe./icíeníes do :«:, com l #l < ,' < .V e yl?, c.«. 2 < r < laca::l

Ç ' (g'T=) » ..
(2.52)

Resta mostrei que as matrizes

.'.- ''J " :: (2.53j

(C, + «)H
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,,-('';" :3 ...1.) (2.54)

são definidas positivas.

Vamos aplicar o critério de Sylvester para mostrar que (2.53) e (2.54) são definidas
positivas.

Sejam

,4-

«,- l " :' .::. l

,-lr ..-r. l
Por (2.50)

Calculando os det

det(Ái) = det(Bi) = ci + H > 0.

erminantes clet(.4,) e det(B:) obtemos

det(A2) = det(B21 =(ci +K)' --H'

= cÍ + 2ctK > cf + 2ci

= ULíu + l N - l 1 > o.

Calculando os determinates para as matrizes A3 e Z?3 e usando (2.49)

det(A31 = det(B31 =(ci -FK);H --(ci +H)H'JV --(c:+KIK;

1«((.- + «)' - «N - «2)
1«1.? + e.:« - «x)

= (c* + «l«(cÍ + «(2c: - .'\'))

('f - x) > (c. + «)K(Q:iU -
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Já que as matrizes (2.531 e (2.54) são definidas positivas, e consequentemerlte a fuiJÇão

/7(zl serve como função de Liapunov para o equilíbrio ; = 0 de /VÉ = J\7H(z), e pela

Proposição 1.2.3, temos estabilidade segundo Liapunov para o equilíbrio estudado.

H
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Capítulo 3

Estabilidade do Equilíbrio Relativo

no Problema de 2JV Vórtices

Este capítulo contém nossa principal contribuição, o estudo de outros equilíbrios esta-
cionários no problema dos vórtices.

Estudaremos o movimento de 2]V vórtices no plano, metade deles de intensidade Ho e

a ouvia metade de intensidade Ki. Vamos repetir os estudos feitos no Capítulo 2 quanto

estabilidade espectral, agora pa.ra a configuração especia! em que os vórtices são dispostos
em dois anéis concêntricos.

3.1 Duplo Anel de Vórtices

Consideraremos aqui a configuração especial em que Ar vórtices de intensidade no estão

nos vértices de um polígono regular de .r\r lados circunscrito por uma circunfei'ência de raio

1, e outros N vórtices de intensidade ni estão nos vértices de outro polígono regular de
.V lados circunscrito por uma circunferência de I'aio c > 0, sendo ambas as circunferêrJcias

concêntricas. e de forma que um polígono seja unia irllagem homotética do outro seguida

45
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de uma rotação de -t. Chamaremos esta configuração de duplo anel de vórtices.

Estamos interessados em descobrir para quais valores de c > 0 essa configuração

especial toma se ponto de equilíbrio num referencial em rotação uniforme, e em alguns

exemplos, estudar a esta.bilida.de espectral desses movimentos estacionários.

Usaremos Qo -(zo, yo),. . . , Q2W-i '(z2A.-i, y2X-t) para indicar as posições dos 2N

vórtices num sistema de coordenadas em rotação com velocidade angular p, e suporemos

que o vórtice Qj tem intensidade Ho ou KI, conforme j seja par ou ímpar respectivanaente.

A função potencial do sistema fica:

U «liu: + «íü', + «.«:u;, l3.1)

(3.2)

onde
. N-iN-}

F. }, log Q:.-Q,P+d ,
{=o j=],

. N-lN-l

U: = -il }: }: log Q,.+: - Q'P+D+: ,
i=o .j=t

N-lN-l

U; = -- }: }1: log llQ« -- Q,0+ +: ,
{=o .j=o

com os índices 2í, 2({ +.j), 2i + 1, 2(i +.j) + l tomados mod 2A'.

Como no Capítulo 2, podemos supor, sem perda de generalidade. que Ko

com K # 0, pois K - 0 recai no problema dos iV vórtices.

A função potencial torna-se então

l3.4)

l e Ki = K,

L' :: Ui + K2U2 + Hü3,

e a matriz 2JV x 2/V das intensidades, /W, é dada por

=:1



3.2 Equli} br}

onde

o do Duplo Anel de Vórticesr

! o ... o o
0 H ... 0 0

o o ... l o

0 0 ... 0 K

A equação que descreve o movimento dos 2.rV vórtices na coorden:

em l2.31, é

WO = J(-«M'Q + VU(Q)).

l3.61

:omo tol visto

(3.7)

3.2 Equilíbrio do Duplo Anel de Vórtices

(.queremos mostrar que a connguraçao (# := (=o, . . . . z2w-i) yol . . ; y2X-iJ (lellnl(la
abaixo é un] ponto de equilíbrio para o sistema (3.71 para convenientes valores das int
cidades.

Sejam uJ = e$P; a .J-ésima raiz 2N-ésima da unidade, c > 0 e

pedal Q, = (F.j, ÜI definida

R,e(wjl, se j é par,
cRe(wjl, se j é ímpar

f Im(w'), paraj par,

Wf 'l clm(co'), parajímpar

1, se j é par,

H, se j é ímpar.

en

(3.8)

Tomemos a configuraçã.o esOTT} eT i' } 1' por

e

Õ

a J l3.9)

(3.10)
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Usando a identificação canónica entre C' e Z?2 podemos escrever

'. : l .=}

)

3

J

se.l e par,
(3.1 1)

se J e impar,

Pela Obse!"t'ação 1.1.2, para que o ponto Q = (=Ü, . . . ,a2.y-i,yo,. . . ,ã2A'-i) seja um

equilíbrio de (3.71 (o que corresponde a um equilíbrio relativo do sistema original quando

analisado lJO referencial em rotação, com velocidade angular p l é necessário e suficiente

-«wO + pulo)
que

Sabemos (]ue uma condição necessária para que isso ocorra, no caso em (]ue Q:WQ # 0,
e que

õ*vu(õ)
(3.12)

Simplificando a expressão de p como em (2.6) temos

(3.13)

Observação 3.2.1 Em furto gue segue nesZc capüw/o, consíderare nosw = eÍV, c > 0, Q

d,«d« e« (3.11), U d«d,« em (T3.5) . M d,«d« '« (3.6).

Proposição 3.2.2 .Vas corzdições arzleríores,. suporzba que K # --J-. Se Q é m egu{/aria

no re.ferencàal em natação com velocidade angular u, então

-
2(1+c'K) ' '

])emonstração. O momento de inércia

2N-l

/(õi - ;ã'wã - :l l>: «j(zj + ei,
.j=o

para a configuração deÊnida em (3.11l resulta

/(Õ) - 0H-L;=0 # o.
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Por outro lado. com Kj dado por (3.81 temos pela Proposição A.0.18

}l, "iKj = -;(":(N - l) +(A' - il+ 2KNI.

Logo substituindo na expressão de p dada em (3.131 temos

2N« + (A' - l) + «:(.V - l)
' 2(i + .:«l

H

Lema 3.2.3 Nas condições da Observação 3.2.J: seja y dada em (3.í4), com t) :# K :#
--.b. ET-Leão Q é ponto de equilíbrio do si,stema. (3. 1) se e só se

(;li.il!$ " 'u - õy'- - db- - o, m
-'qi:-o da;:D + f$ - o. U l

(3.151

l)emonstração. Usando VÜ'(Q) dado pela Proposição A.0.17, podemos escrever

Q é ponto de equilíbrio de (3.7) se e só se

«wO + vu'(0)

se e se se

«Ê + g(õ) . 2À'«+(;lil);:(/'':i ) R.e(wi) -

- R.(w;) ('"'"-'-':l-0'«: " --
. '"'"''tli.llJ,5'''' U Im(«U -

- 'm(«Ü (:'''"-'':li.ilH":P

R'(w')81?- -- KR'jw;)í:«-

- T - «B) - .,
Im(w')N? - «Im(w;)i:fb

- T - «&) - -,
se i é par, e 0 $ í $ 2Ar -- l.

«ü +g(õ)

-ã + g(Õ) 2 v.+(;lTi){l5(A'-l) acre(wi) --

- K.(":)(:''''-''"illH'''''o ..
. ''""''(:lillH'" 'o «.Im(«,: ) -
- -:«(«] ("''"-'':lill«"')«.

K:Rej'.': ) j\? -- KRe(w;) !!Ílil;P

- «:*y-

«'lm(«': )aF- - «Im(w')af=P-

- «:\'

-ü +q (õ)



[J\© no rroDJelna ae z'JV yortJces

se í é ímpar, e 0 $ á .$ 2N -- l

IÍ w-'':lTilHç"'':'-»P f$-o, H
l ""''-'';ll'llH'"''-'«. wa

Subtraindo-se da equação (11) a equação (1) multiplicada por K( obtem
equivalente

IÍ 2xx+(ài.ilha''::' - ÕF - i$ - 0, (/)

l g:$- o. (-r/o

Como K # 0, podemos por em evidência H em (111) e obter o sistema equivalente

J pktqT.}lHc"'':'''
l É(==D -L :!ü4:. = 0. Í/\,')

Estabilidade do Equilíbrio Relê
/

50 eS

se e se se

os o sistemaS

e

H

Proposição 3.2.4 ovas condições da OZ)seriação J?.3?./, com 0 # K #

PO« (3.Í4).

Então Q é l)oíil,o de aqui,lÍbrio de (3.'7) se e só se

( /V -- 1)(1 + dv) -- 2j\rc2 # 0

.:(-2N'P''-q +(N - l)(1 + .'''))
l A' -- 1)(1 + clv) -- 2JVc2

(jV -- l)(l -t cw) -- 2.Vc2 = 0

''q + IIV -- 1)(1 + c/'') = 0.

e'se e se se

N = 4 e c= \ LISO

e

}

e

C) segundo caso ocorT

p. n.p.ssp. ca.se K. é a. b{.t.rá,ri,o 0S S r }

b, seja y dado

(3.16)
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Demonstração. Pelo Lema 3.2.3, Q é ponto de equilíbrio de (3.7) se e só se

2Nx+(N--l)+K'(N-l) N--l
2(1+c: n) 2

K(N--l) c(N--l)N . e(N--l
' 2c ' l+CN 'T 2

- f$. - o,
+ f$ - o.

(/)

(/\''l

Nas hipóteses, tanto (1) quanto (IV) são equivalentes a

K((Ar 1)(i + .'"l 2 V.:) + .:((N - l)(l + .p'') 2JV . 0~ -q )

No caso en] que (Ar -- 1)( 1 + cõ') 2Ar# # 0 segue que

(1) ' (IV) e' « = '?«'lH.HU+«"U-2X;"

N -4

--üq

No caso em(lue(N -- 11(1 + c/''') 2.N# :: 0 segue que

l (v 1)(1 + cA') 21vc' = o. l .v = 4,

(i)e(iV) + l (A' l)(l+cA'l 2.ycrv4-0. o l (=«s4i',
l K arbitrário. l x arbitrário.

H

3.3 Estabilidade para o Duplo Anel de Vórtices

Antes de estudarmos a estabilidade espectral para o prob]ema do duplo anel de vórtices,

faremos a expansão da função Hamiltoniana U defirllda em (3.5).

3.3.1 Expansão da Função Hamiltoniana O

Para calcular a matriz Hessiana de U vamos usar a mesma idéia da seção 2.3.1
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Usaremos a transformação (2.16), Q = Q + Wz, lembrando-se que agora estamos

trabalhando com 2A' vórtices, e desta forma a matriz W, da transformação, torna-se

1 }

l w

l

W(2JN' - l)

(3.i 71

l w(2j'''-i) W(2 JX' -- 1) '

Vamos utilizar, como no capítulo anterior, para auxiliar o cálculo das derivadas de
O, a função auxiliar /(z) = logo(z) para convenientes funções analíticas @, e obter as

derivadas da função g(z, g/) = log @ a partir da parte real da derivada, com respeito a z
da função analítica ./(z).

Usando a transformação(3.171 temos, para .j - 0, 1,. . . ,2N -- l,

2N-l

«,j + 74X; >' wj*zk, se j é pa:,
k:o'2N-l

cü..'j + :i?:lF }: wjkzk, se j é ímpar.
É-o

. 2N-l

". - õ' -- -?h E .'*« -
(3.18)

Da seção 3.1 temos que U = Ui + 2U2 + KLb, logo para calcular as derivadas parciais

de U vamos calcular as derivadas parciais de ü'i , U2 e ü'3 separadamente.

Derivadas parciais de UI

A função Ui é dada por

. N-t N-}

L'i(Q) - --ã >, }: log llQ:: -- Q2U+j) l
i=o .j=1.

Para facilitar as contas, vamos calcular as derivadas de UI(z) = Ut(C? + l,Vzl em z = 0
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Por (3.]8) temos

Q2{ ' Q2(í+j)

2N-l

«'; * # E «:'*;* -- w2({+j) ú :i: .:';*''*;*
(w:: - «,:0+D) +

l
2N

2N-l

1>1:(w"*
&=o
2N-}

>: ."@
k=O

'0+a*l;e

«:; (.« «:'''*

l
2N

:''« «:'*,;*)

Já que

Q2, -- Q2U+.f) l = 1 (l
. 2N-i

''':j) + tiK }: ."a-n(i - w:j*)"I ,

usaremos,

*;';, - (''
. 2]V- :l

w:') + 7ilX }: w''ü-n(l «''*,;*)

.Ê.í(zl = log Ói, (;l,
e

gi,(«, WI = log @ij(;)l Re l .fíj ( ;) )

Asse:n, U-(;l U:(Q + W,) =
N-iN-l

EEi.K:
i=o .j=i

Jl:Lw- 2 z--' z.-..
' {=o .j=t i)=.õ=:

ag/,õ#.

aU.i)u:

:l'© - 2 Z--. Z.u
{=o .j=i

=«,- (o, o)

Então
at;5. fl .,.,2jk\ (k-ll
azb

(3.191

Pala z = 0 temos Ó:j(01 = (1 -- w'') e a del'ivada parcial de segunda ordem de /iJ é

desta forma
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:3Lw -J«''''''';-:' o (3.20)

Substituindo o valor encontrado em (3.20) nas dera't'idas parciais de gíj, obtemos

:3'-(', 'l - i;K. («"k-''-:,y-
«,''')(l - «,:j')

(l - w'j): (3.21)

;h'., ., - Á:« («"''*;-,,{'
«.,'j')(l - w'J'l
(l - w:j)'

l3.221

;%:(O, ') - ikK' («"k-''-4y.
«,''')(l - «,'j')

(l - w:j)' (3.231

Pela Proposição A.0.5

}'W2it". 2) = 1 'v: oa'a (rasos) ' 2 mod lv,

2' E E a2gÍ.j (o, o)
i=o (}=rOSs

-l Dr- }.

w2ik+'-2) y
-- W2.jr\Í l fu)4ar Re

{=0
N-l

,2.j\2

:i: Re
í-o j-i.

((E
N-l

\

.,2ik+'-2) y
- «,'j')( l -- U2j. )

\' -- ü,2.í y

,2{('+'-2) E:ijq:Re
( 1 «,:j' )( l -- w:j' )

( 1-- w'j ):

Assim

/

\

ãK' N w'j'l(l - w'j')

(l - «,:j)'

+Re E ( 1 cs/''l para (r + sl = 2 mod N,

0, caso contrário
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Agora usando a Proposição .\.0.13 temos que,

t:](l-w:'')(l-w''') l o, ;':.-o-;-o,z,
#í (i-«,:'): t A'Ak,.)-'', -;-';';'-;';

55

#(r.s)-#{(p,a)CA':/ O$p<r, O$o-<s, p+c,=0 miada'}

Portanto

com

(3.24)

l?2 [,,,
(0)Õx,a=;

}(À'h(r,s)--rsl, para(r+s)=2 mod/Vers#0,
0, nos outros casos.

--ilNÉ(r,s)--rsl, para(r+sl=2 mod /Vers#0,
0, nos outros casos

Derivadas Parciais de U2

. .y--] Ar--]

E
;-n ;-lu,w) - -i E log Q2{+i -- Q2(i+j)+i -

A função U2 é dada por

Por 13.18) temos
2Ar --1 . 2Aí-- l

Q2{+- -- Q2P+ +: = .«,:'+i + ;zh }' «,pi+U*zi; -- (.20+H+: -- i;>;1.: >' .P + +i)k
2N-'l

(l - w:J)+ 7h }, wP'+n*(l - w''*);*
k-o2N-l\

= C,t}2á+! .0 - «:q -* vh E «':;-'''''*-''o
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Temos que

. 2Dr l

IQ2{+i -- C?20+d+i = cll -- w:j) + -:,eÃ- >. wPÍ+UK-U(l -- "'j*)zkll,k=O

logo utilizaremos

. 2N-l \

.o 'q+ -?h E «':;-'-:''*-:'o :'*,;*,l

./:i,(;) = log @ij(;),

e

gí,(#, WI = log Üij(z)l = Re(./},(;))

Assim, U2(zl u:(0 + m'';)
Ar--l N --}

{ E E i.g @,,i .
{-o j-i.

A..,- Õ2g.-.j

t)=,t)=; lo, o)

2 z- z-
' í=o .j=í E)ty.i)=:

lo, ol,

Õ2Z, ,r.

$iijLW -
Õ2gi.j

D\U.ay;
(o,o)

i=o J=i

Enl;ão
aói, .pi+nK-n(i -- «,:j*) (3.25)

Para z = 0 temos @ij(0) = c(l -- «,'J) e a derivada parcial de segunda ordem, em

relação a z, de ./;, é desta forma

p:'/L M - ÚL«':;-'-:'',.,..-,, o - 3:")o.-:«?Tr,

As derivadas parciais de segunda ordem de gj, = log l@í, são dadas por

álSL(', 'i - ãN?K. («("uk-.;-4 (" Si:"'")
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Derivadas Parciais de ZI/3

A função [/3 é dada por

h(Q)
N'-lN-l
E Ei.; 'p:.
i=o .j=o

Q2({+j)+i

Usando(3.16), podemos escrever

Q,,- Q2(Í+j)+i

2N-

k:o.
\

9;b
co''''zk +.j)+l

. 2N-!

1?:. }' .pu-*d-'-n*,*

= w';(l cw2j+i )

2N-l

/ J
\ «,';*( l wPj+ :)k)zb

.w'j''':) + :''. .'''*:'*,;*)k=O

Como

(22i -- Q2P+J)+l l

. 2N-i

l(i - 'w:j'') + -7ilX }l: w';@-u(l - "p'+n"l.* ,

usaremos
/ . 2N--l \

@..- ÇO +7;X: E «'''*-:'0 p'-''nq;*

./{,(ZI = log @Íj(zl,

e

gij ( « , g/ ) log @ij(;) = Re(./;.f(z))

Assim, ['3lz)

N IP/ l
h(Õ + w') - - }: }: i.g 'É:j '

i:o' j-o.

:L'',
]V-l N'- l.

a=,a=;{=o .j=o

='',
N-lN-l

j=o .j=o ay,az,
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='',
.N IDr-l
\'\'Z.a Z.a

a2g{.Í

i)u,t)u:
(o, o)

{=o .j=o

Então

=="::'*-:'o - «':'-'-:'n. (3.26)

Para. z 0 temos Óij(01 = (1 -- (u:j+:l e a deii't'ada parcial de de segunda ordem de

./{, é desta forma

-?l!&...~ - :l. ,«h--.-nl! = 1l?!:ll:l(! ."'''''o')
az,.9;, \'/ ' 2./V' (i -- ;i;ii;;Íj

Obtemos as derivadas parciais de seguílda ordem de gÍj = log @i,

Jk'., ., - J«. («"''*'-:' (-'ÍÍ':=lJ,;;ll:'Ttt' l

;h'., ., - á:« («"''*;-:, '" i':l=ll;;lrw)
=t'',',

Pela Proposição A.0.5,

!i«""""-l= i::l=' "',~':
Então

ar-'l N l
'3 \ \

z--.. il=.a=;
Õ2giJ' (o, o)

i-o

J

{=o .j=o
Àr -- l AÍ--i
\' \'

E
N ID/-l.j=o

'w2i( r+s--2) l,!
Pj+n')( l Pj+ ') ' )

2N E R.e
( 1-- (W(2.í+1))2

&R' Z.a Z.a
j=o

2i(,+'-21 !! ,Pj+')')( 1 -- wPj+:)')

ÍkRe

{-0 -- ccoPj+i))2

.í=o
À. u :-- wlT Tll ll)( 1 (2j+ i) ' l

li -- cu('J+1)l2

( 1 p'+')'llt PJ+il l
\

( 1-- CC..,(2.f+l)):
obra {r 4 s ) :: 2 mod /V.
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e Eg:Éb-(0) = 0 para (r + s) # 2 mod N.

Agora usando a Proposição A.0.15 temos

:«: 111 '' i':'=ç:,=;=":'''1 - -,
portanto

a'ü;
(olÍ)=,E)x.

'p :"li':i=i!,=;ii"'''') -.-- ',-* .' - : «.' " . « : ',
0, nos outros casos.

Analogamente,

0
i)'u,au;

lü-T=!;;ll?t' ') -«- '«--.' - : «.- "' . « * ',
0, nos outros casos,

álg:m-', v,,..

A partir das feri't'idas parciais de Ut, U2 e L'3 descritas acima temos que as derivadas

parciais de segunda ordem de U são:

Nk(f,s'
4 ' 0 -- $«.'«'*-',0 -- ; t (u'::=,;;llr'Tt'r}

se (r + s) = 2 mod JV e rs # 0.

caso contrário,

(3.27)

õ:j--w -
0,

N'k(,',.l
4 (, -- $«.'«''*'-:,,) ; 1 (r'==1;«1r7tt+r'

.j=o ''- - '

se (r + sl = 2 mod JV e rs # 0.

caso contrário,

a'õ
ãill.ã;(o) -

0,
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ãill.ã=(o)- o, v-,..
onde #(7, sl é dado pol' (3.24).

Apoia podemos retomar o esl;udo da estabilidade espectral para o problema do duplo
anel de vórtices.

3.3.2 Equacionamento da Estabilidade Espectral para o Duplo
Anel de Vórtices

Representando as derivadas parciais de segunda ordem da furlção Hamiltoniana t/
obtidas na seção 3.3.] por

d'ü .
'b,o - Õ;l.ã--(ol

e lembrando que

c(,,.) ' c(.,,) ,

podem-nos escrever

«-««..,«»-l: :; l

«« c - (#ã;w).
Como na seção 2.3.2, vamos estudam as raízes À da equação

ÀJ - «i -F .'W-' O:C'(ã)

Para facilitar a compreensão do que segue, incluímos abaixo as matrizes C' = C'.v para

alguns valores de iXr, destacando a posição dos zeros nessa matriz esparsa.
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o o o o
0 c(i,]) 0 c(],3)

0 0 c(2,2) 0
0 c(i,3) 0 c(3,3)

N -3

0

0

0

0

0

0

0

c(1,1)

0

0

C(} ,4)

0

0

0

0

C(2.3)

0

0

0

0

C(2,3}

0

0

C(3,5)

0

C(1,4)

0

0

C(4,4}

0

0

0

0

C(3,5)

0

0

Ca

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0

0

0

0

0

0

0

0

0

C(2:4}

0

0

0

0 0

0

0

0

0

0

0

c(1,1)

0

0

0

C(1,5)

0

0

C(1,5)

0

0

0

C(5,5)

0

0

C(3,3)

0

0

0

C(3,7)

C(3,7)

0

0

0

C(7,7)

C(2,4)

0

0

0

C(4,6)

0

0

0

C(4,6}

0
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o o o o o o o o o o
0

0

0

0

0

0

0

0

0

c(] ,1)

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

C(3,4)

0

0

0

C(3,4)

0

0 c(i,6)

c(2,5) 0

0 0

o o o
o o o
0 0 C(3,9}

0

0

0

CJ,
0 0 0 c(4,8)

c(s,z) 0
0 0

C(2,5)

0

0

0

0

o o o
C(1,6}

0

0

0

0 c(6,6)

c(s,r) 0
0 0

0 0 0

0

0

0 0

0 c(4,8)

c(3,9) 0

0 c(8,9)

C(8,9)0 0

>5

0 0

0 0

o o o
o o o
o o o
o o o
o o o

o o o o o o o
0 0 0 c 0 0
0 0 c 0 0 0
0 c 0 0 0 0

0

0

0

c 0 0 0 0 0 0

0 0

0 0
0 c

0

0

C

0

0

0

0

c 0
0 0

0 0

0 0

0 0
0 0

00 0 0 0 0 C

00 0 0 0 0 C

00 0 0 0 0C

00 0 0 0 0C

00 0 0 0 0C

00 0

00 0

0 c 0 0
c 0 0 0

0 0 0 0 c
0 0 0 c 0

onde c c(.,1) na posição (i,.j)
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No caso do duplo anel de vórtices, a matriz correspondente a (2.10) é da forma

/' -pl+M;:C ÀI \l ' l , (3.28)
\. -ÀI -ul- M;:C ,/

onde JWi é dada por (3.6).

O determinante da matriz (3.28) pode sel' decomposto em produto de subdeterminan-

tes de matrizes de 2 x 2, 4 x 4, 6 x 6 e 8 x 8 como segue:

Para melhor analisarmos esses subdeterminantes, vamos dividir em dois casos:

Submatriz usando Q inca e Q coluna de índice ü de C em l3.28)

--P À -0
--À --#

Submul,riz usüvtdo tls linhas e üs cotwnüs de índices \ e N -+ \ de C em (3.28)

-p+ SÍ!:U E11:=:U À 0

:U:11J- --p + S{Z:E!:XÉD- 0 À
X ' H

--À 0 -p

0 --À --c(/v-Fj-i) --P N+l.N+l\
H

Se N = 2 temos que considerar a submatiiz abaixo:

Submatriz usando a limita e a coluna de índice o- de C em (3.281, se

P + C(2,2}
À

-0
Z'' ' C(2,2)

Se .N > 2 então temos a submatriz abaixo
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Submatriz usando as !incas e as coturtas de Índices "y
l3.eS): ;e \ é p«:

(g + 1) ' ' + N d' C' .m

0

À

c(-r,7-tN)

P. c("r+.W,"rtX':):X

-0

ou

Sxbmatriz usando as linhas e üs colunas de índices l
(3. 28), se

({ + 1) ' "y + /'' d' C' .m
e tnlT)ür

z.' + c(l,ll c(I' ,l+ /v )

'L' + C(l+N.-r+N }

0

À

0

0

Àc(7+N,-r)

À 'L' C(7,1+J\r}

0 À 'P Ar,7+N)

Se iV = 4 erltão ainda temos que considerar a subniatriz abaixo:

Submatl'Íz usando as linhas e as colunas de índices 2, 4 e 6 de G em (3.28.1, se N = 4

[' c(e,4) 0 À

0

0

0 0
À oC(2,4)

0 c(4,6) 0

'C(2,4)

À

0
-0

P

'C(2,4}

0

0

0

-À o

o -À
'u

'C(4,6)

Quando /V > 4, temos que considerei as submatrizes abaixo:

Pal'a cada r'i satisfazendo 3 .$ ri < { + 1 temos uma submatriz correspondente. Essa
submatiiz é formada. usando as linhas e colunas de índices ri , ri -f J\r, r2 = N + 2 -- rl e

r2 + Ar. Temos também que levar em conta a paridade de rl.
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Submatriz usando as linhas e as catanas de índices r\, rt-+N, rz = N-F2-rt e r2-FN
de C' em r3,á?$, se 3 $ ri < { + ], e rl é par;

C(r2,rl)
0

1/ C(r1,,-2)
1/

0

C(r2 , r} +,N)

C(rl , r2+N')
0

À

0

0
0

0

À

0

0

À

0

0
C(r2 + .N, ,l )

À.

0

0.

0.

C(rl +N, r2 )

0

0

À

C(r2+N',rl+N)
0

0

À.

0.

CÍrl+N, r2+N)

0

0

0

À

' c{ ,2 , ,1 }

0

'clr2 +N', r! )

' C( ,' 1 , r2 )

P

'C( rl +N', r2 }

0

(r2 , rl +.N)
1/

(r2 +N', rl +.N}

'C(rl , r2+N)
Q

(rl +N, r2 +N)

Submatriz usando as linhas e as colunas de índices r\, r\ -} N, rz = N-F2
de C' em rS.g$, se 3 $ ri < $ + 1, e ri é ímpar;

I'i e r2 + iV

P À

0

0

0

À.

0

0'

0

X

0

0

0.

À
0

+N':

À.

0

0

0

-À
Q

Q.

+N,r2+N
.À

N ímpar

SubTT\atroz usando CL linha e ü coluna de índice ç] de C em IS.28)

- 0
À --P

Subntatri,z usando as linhas e üs colunas de índices L e N-t \ de C em (3.28)

c(i,.N+l
K À 0

c(À'+l,l}

À

--L' -t C(N+l,.V+l) 0

- z,,

À

C(l,N+l}0

0 À 'c(N+t,i) -P C(N+[,JN+] }

Quando A' = 3 temos que considerar a submatriz abaixo
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Submat.riz usando QS livthas e as calun s de índices'2. 3 e b de C em (3.28), se N = 3

.u

C(2,3)
/€

0

À

C(2,3)

P

C(3,5)
X

0

0

C(3,5]

.P

0

À

0

0

0

À

0

0

0

À

0

K

2/

-0
P

fP.ê).
X

0

'C(2,3)

z/

C(3,5}
K

o -À o

o o À

Quarldo Ar > 3 temos que considerar as submatrizes abaixo:

Para cada ri satisfazendo 3 .$ ri $ 2 temos um subdeterminante correspondente.
Esse subdeterminante é formado usando as linhas e colunas de índices ri, ri + N, r2 =
Ar + 2 -- r] e r2 + ]V. Como no caso par, temos também que levar em conta a paridade de

S bmatriz lsüttdo as linhas e as cotuvtas de índices r\. rt-+N. rl = N-+'2-- r\ e ra-+N
de C em (3.28). se 3 .É rl $ DLlr-, e r\ é par:

f -"

'0

C(r2+N, rl )

À

0

0

0

c(rl .r2 +N )

0
+

P

0

0

0

À

X

0

0

0

r2+.N)
0

C

P

0

' C(r2 +N, ," l ) 'c(r2+N,rl+N)

Submatriz 'usando as liTthas e as colunas de índices rl,, r\ -VN, rz = N-V'2
r

:(!:1.!:1:2.} n c.( rl , r2+N' )

C(r.2 , rl) ' P C( r2 , rl-+N.} O

(i"l+,N,r2) . 'l'' C(rl+N,r2+N')
=lÉ=Zà=!=J.} o T(r2t:N:,!i+x) .l,

3,28 , se 3 $ ri $ %l, e ri é úzpaz;

P
H

rl e r2 + /V

ç( r2 . rl +N)
P

0

0

À

0

0

À

0

0

. :l:('l::::,''z)

(rl +.N, r2 )

0

'c(r2,rl+N)
P

Como queremos analisar a estabilidade espectral para o problema do duplo anel de
vórtices. então peia Definiçã.o 2.2.] , precisamos decidir se todas as raízes À dos subdeter-

minantes acima são pul'amente imaginárias.
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Devido às contas para o caso geral serem muito extensas, vamos analisar apenas as

raízes À nos casos ]N = 2, por ser um valor mais baixo de J\r, e assim facilitar as contas, e
iV = 4, devido ao seu caráter especial segundo a Proposição 3.2.4.

3.3.3 Estabilidade Espectral para o Duplo Anel de Vórtices quando

N-2

Para o caso N = 2 temos
(4« -+ 1 + «:l

2(i + .'«l
(3.29)

Nesse caso, pela Proposição 3.2.4, temos que Q é ponto de equilíbrio de (3.7), se e só
se

e

«-&H. l3.30)

} o o o

0 H 0 0
l3.31)

o o l o

1) 0 0 K

A matriz Hessiana da função Hamiltoniana U é dada por

««,.,'«,; l : l l
onde

' - (A .,)
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Usando os cálculos obtidos na seçã.o 3.3.1 para Ar . 2 temos

:::'' "?:- 0 -- í«..«'-*'-''0 * ;x )
outros casos.

(3.32)

69

0,

Calculando

k(r,sl-#{(p,a)Cw:/ O$p<r, O$o <s, É'+a=0 mod2},
apenas para os valores que nos interessam, ou seja, quando (r + s) = 0 mod 2 e rs #O
temos

Kt.t, .[; :- -i,

É(2, 2) - 2,

h(3,3)

b(1,3) = k(3, 1) = 2.

Calculando apenas os valores de c(,,.l ' ã;;:aa(01, não nulos, temos

c(l,l}

C(1,3}

C(2:2)

c(3.3j

l /' K2X 4KC

ã: k." ''' p',J ''' õ'Ta''

} (« Ç)*#3,
4H(1 - .')
(1 + .:): '

l /'. H:X 4KC

4 \.' ' .: ,/ (] + .'):

o o o o
0 c(1,1) 0 c(1,3)

0 0 c(2,2) 0

0 C(1,31 0 c(3,a)

(3.33)

(3.341

(3.35)

(3.36)

c - (3.37)
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Substituindo ila matriz

--ul + M;: C

ÀI --pl -- M;: C

p, Mi e C obtidos acima, temos a matriz

0

0

P + C(2,2)

0

0

0

À

0

0 À

0

0

À

0

0

0

0

À

0

0

0

0

0

0

À

0

JÇ

0

-À

0

0

0

K

0

À

0

0

l3.s8)

0

0

-À

0

0

0
'P -- C(2,2)

0K

Precisamos agora calcular o determinante de (3.381 e veriíicai para que valores de
e > 0 as raízes À desse determinante são puramente imaginárias. Podemos decompor o
determinate de (3.381 em produto de subdeterminantes de matrizes de 2 x 2 e 4 x 4, os
subdeterminates abaixo:

SKb«tntriz zsu«d,o Q tinha e Q cola«La de íncli,ce b de C em (3.38)

P ,\

À --P

,\2 + p2 - 0

Essa equação tem as soluções À = üiz,'.

Submatriz usando Q tinha e Q coluTta de índice 'Z de C em (3.38)

'L'+c(2,2) À ::p2 +À2 :: 0.
--À --Z,' -- C(2,2)

Essa equação tem as soluções

À-Ü (3.391
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(3.40l

Portanto À é puramente imaginária em (3.391 se e só se

cf2,2)

Substituindo os valores de u e c(2,2) dados em (3.29) e (3.351 respectivamente, temos

.2 .,2 . ](3c4 -- 14c2 -- 1l(--7cõ+ 19c4 --37c2+ ll
'i,,a ' " ' i (-3.'+ i)(i +.:y

Vamos chamar

ÃH -} G3'l

141 -- 1)(--7cõ + 19c4 -- 37c2+ l)

( 3.' + 1)(1 + c')- '
(3.411

Precisamos estudar o sinal da função /z para ( C JI =10, sflul)f, xl

Nesse conjunto, /z(cl = 0 se e só se

lt828+ 84v/õliã)+ l-2(i8e8 + 84v/õliã){ + 208 + i91i828 + 84

( 1828 + 84
ou

21 + 6«H

após algumas mirlorações e majorações é possível concluir que

ã < '' < ã
l l

e

2< Q < 3

Vamos estudar o sinal da função blc), para isso, escolhemos um ponto em cada subin-

ter'ç,alo abaixo e calculamos a função b(c) nesse ponto. obtendo:

à clo, .:l,

. - { cl.:, 'fi,

( = 1 clsf. c21,

c = 3 Clc2, ool,

::+

::+

:#

::+

b(d < O,

b(c) > 0,

b(0 < o,

b(c) > 0.
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Logo a inequação (3.40) é satisfeita para c C Ji se e só se c pertence a
subintervalos

0 < c $ ci,

e

Vórtices

um dos

l3.42)

l3.43)

Subnt.atri= usando as tinhas e as collTtüs de Índices \ e 3 de CI em. IS.S8)

:(!a À o

-z, . ea:D- .SQ.J}

Se.& -z,,
H

C(1,3)

À

0

erior tem as raizes

(3.44)

a(c) + 2 (3.45)

a(c) -- 2

a(c) - 2cf3,q -- 4L''«:: + 2cf.,Q + 4cf],H,

b(C) - cH,4 cft,Ucf3,n + 4'H,3)cfi,q + c?i,D + 4cfi,Oca,q + 8c0,i)cP,qcfi,q,

com c(i,]), c(],3) e c(3,3) dados em (3.33), (3.34) e (3.36) respectivamente.

Assim, À é puramente imaginária em(3.45) e(3.46) se e só se

e

(3.46)

onde

(3.471

(3.48)

«('l.$ o, (3.49)

ó('1 2 0, (3.se)

c(') - 4ÓI(.) ? 0. (3.511

Utilizando o Maple para análise do sinal do primeiro membro da inequação dada em
(3.49) no intervalo definido em (3.421 obtivemos

a(c) > 0, se 0 < c < e:
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Assim, para decidir para que valores de c € ./1 as raízes dos subdeterminantes são
todas puramente imaginárias basta analisar o sinal do primeiro membro das inequações

dadas em l3.49j, (3.501 e (3.51) apenas no intervalo ~ã < c $ Q definido em (3.431.

Vamos estudar o sinal da função c((l nesse intervalo. Nesse intervalo a função c(c) se
anuía se e sÓ se

. .

e

Êcl#,il,
Í cli,«'jl,

c = 2 Clv/3, c21,

::> c(cl > 0,

:+ c(c) < 0,

::> c(') < 0,

Logo a inequação (3.51 ) é satisfeita com ( €1 ]f, c21 se e só se € pel'vence ao subintervalo

(3.53)

Resta analisar as soluções das inequações (3.49) e (3.501 no intervalo (3.53).

Utilizando novamente o Maple, analisamos o sinal do primeiro membro das inequações

dadas em (3.491 e (3.50) no intervalo l3.S31 e obtivemos

a(d < 0,

b(c) > 0.

Resumindo, mostramos que

. c J: -lo, .:lul.:, }?tut)g, tlull, .,lul.:, «:,l,

satisfaz sinlultaneamerJte as quatro inequações abaixo:

(3.541

ó(c) $ 0,

«(0 $ o,

b(.) 2 0.

c(.) ? 0.

(/)

(//)

se e se.se
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Logo todas as raízes À do deternLinante (3.38) são puramente imaginárias se e só se
Z < c < ]

No caso c = 1, recaimos no problema descrito no capítulo 2 para N = 4 vórtices

Acabamos de provar o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Sejam co = e%t , c > 0, Q dada em (3.11l, U dada em (3.51, com N = 2

e sejam M dada em (3.321 e u dado em l3.31), com 0 :# K # ---b, c :# # e K = s;l:iil!tâ-
O pottto de equitíblio Q é espectrcttmente estável se e só se

l3.ss)

3.3.4 Estabilidade Espectral para o Duplo Anel de Vórtices quando

N -4

Para o caso .N = 4 temos

IS« + 3 + 3«')
2(1 + .:«) '

l3.s61

l

0

0

0

0

0

0

0

0

K.

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

K.

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

K.

0

0

0 0

0 0

IS.s 71
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Pela Proposição 3.2.4. temos que Q é pont.o de equilíbrio de (3.7), se e só se

75

-:F \l'*Ç- . -- 8 (3.58)

ou

H é arbitário.

« # o . « :# -J;- ...]
4 :EV'Í '

(3.59)

A matriz Hessiana cana U é dada pol

"«.''«»-lT =: l
da função Hamilton

onde

obtidos na seção 3.3.1 pala Ar = 4 temos

:- o * í«.'«''*'-:,o * ; s: l1=0x * ' '

para r + s = 2 mod 4, rs # 0,

outros casos.

(3.60l

c-

Usando os cálculos

l4h(,,.)
. l 4

a'u .
ã;l.ã--(ol -

0,

Calctllando

#(r:s)-#{(p.a)CA':/ O$p<r, O$o-<s, p+o-=0 mod'l },

apenas para os valores que nos interessam, ou seja, quando (r + s) = 2 mod 4 e rs # 0,
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temos
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#(1, 1) = 1,

#(3, 3) - 2,

b(5, 5) - 7,

#(7, 7) = 12,

k(1,51 = Ã(s, i) = 2,

É(2, 4) - #(4, 2) - 2,

b(3,7)

A(4, 6) = A(6, 4) = 6

Calculando apenas os valores de c(,,.) ' ã;;ã=(0), não nulos, temos

3 r. . «:'\ . 2«(1-3'' -3''+8';+.')
4 \..' ' .:7 ' (i +'')' '
3 r. «'À 2«(-] - 3.: + 3'' + '')
4 \* .'7 (1+'')' '

4«(-1 - 3': + 3.' + .')
(1 + .')' '

l / . . «''\ 2«(-1+4';-4.-3.'+3''+'')
ã ç
l r . «'\ . 2«(1 -3.' - 3'' + .')

i l
4«(1 - 3.' - 3.' + .')

It + .'): '
3 r. . «'À . 2«(1 -3''-3''-8';+.')
ã Ç' ' '>y '
l r . . «'À 2«(-1-4';+4.-3':+3''+.')
4 L ' ' .:7 (i+''):

}

}

c(l,l}

C(1,5)

C(2,4}

C(3,3)

C(3,7)

C(4,6)

C(5,5)

C(7,7)

(3.61)

l3,62)

l3.63)

l3.64)

(3.65)

(3.66j

(3.67)

(3.681
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e

o o o o o o o
c(i,i) 0 0 0 c(l,s) 0 0
0 0 0 c(2,4) 0 0 0
0 0 c(3,3) 0 0 0 c(3,r)

0 c(2,4) 0 0 0 c(4,61 0
c(i,s) 0 0 0 c(s,s) 0 0
0 0 0 c(4,61 0 0 0
0 0 c(3,7) 0 0 0 c(z,r)

'- (n: (3.69)

Substituindo na matriz

/ -ul+ M;:C .XI \

\. -ÀI -pl- M;:C ,/

p, /Wi e C obtidos: vamos calcular o seu determinante e verificar se as raízes À dess
determinante são puramente imaginárias.

Podemos decompor o determinante de (3.70) em produto de subdeterminantes de
matrizes de 2 x 2. 4 x 4 e 6 x 6. os subdeterminates abaixo:

Su,bmatriz de l3.'í0) usando Q linha e a coluna de Índice q de C:

e

= À2 + p2 = 0

Essa equação tem as soluções À = üíp.

Submat.riz de (3. 10) usando as liíthas e as colunas de {r\alces '2, 4 e $ de C

--l' c(2.4) 0 À 0 0

c(2,4) -z'' c(4,6) 0 À 0

--À 0 0 --p --c(2,4) 0

0 --À 0 --c(2,4)

0 0 --À 0 --c(4.6) 'z''
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-(À' + «')(À' -(-«'+ 'f,,ü + .?*,o))' - o.
Essa equação tem as soluções À = üíL' e as raízes duplas

À - :tV/-«' -+ '?:,., + 'f*,.,. p.rl )

Portanto À é puramente imaginária em (3.71) se e só se

--z.'' + cf2,q + cf4,q $ o. (3.72)

Submüt«tz de (3,'70) usa«-.lo üs tinhas e as colunas de ín.lides L e 5 '1e C

A equação l3.731 tem as soluções

l
À alK, .) + 2'Ç/lj?;:'ÕÜ

2K l3.24)

e
]

À a(H, c) -- 2k
2K

l3.7s)

onde

cv('c, cl = 2cfÕ,q -- 4b':K' + 2cfi,i) + 4cfl,H,

H(K, c) = c7S,q -- 2cfi,UcfS,q + 4ciÕ,qcfi,q + c?i,U + 4cfl,Ucfi,q + 8c(i,OcP,qcl:i,q,

com c(l,i), c(i,5) e c(s,s) dados em (3.61), (3.62) e l3.67), respectivamente

Assim, À é puramente imaginária em (3.74) e (3.751 se e só se

a(H, c) + 2../P ft j) € a ,

l3.76)

l3.77)

(3.78)

ou sqa,, se e $ó se

a(H,.) .$ 0,

B(H, 0 ? 0,

la: - 4#)(«, .) 2. 0.

1 /)
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Submatl'iz de (3.'70) asuTtdo as linhas e üs colunas de índices 3 e 'i de C

0

À

C(3,7)
H

C(3,3)0À z/
(3.79j

À0 V
.KX

A equação (3.791 tem as soluções

l
À 'y(H, c) + 2 (3.80l

e

(3.81)

onde

'y(K, c) = 2c27,7) H2 + 2cl3,3) + 4c23,7)9

d(K, c) = c?7,H -- 2cl3,qcf7,H + 4clz,Dcl3,D + c?3,q + 4'f3,qcl3,D + 8cH,4cr,Dco,H,

com c(3,3), c(3,z) e c(7,7) dados em (3.64), (3.65) e (3.681, respectivamente.

Assina, À é puramente imaginária en] (3.81) e (3.82) se e só se

(3.82)

(3.831

7(K, (l + 2V'Õ /{,d € m- (3.841

Í '(«,'l $ o: (/1')
'l J(«,') ;. o, (1')
1. ('x' - 4õ)(«, ') ? o. (L'/l

Vamos estudar o sinal do primeiro membro da expressão (3.72), e estudar sob que
condições valem 13.78) e (3.84).

Estudaremos detalhadamente o caso em que c # v4:Ev'7 e H = c2, e o caso em que

'-.: -vl;#.«C n-l0,-À} m-l0,-i:j>}. O «...mq«..-.,
e H C n -- {0. --:i:ilb7} recai no anterior por mudança na escala. INote que cic2 = 1).

ou sela,se e se se. 1
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. 'Ê 'm.'. . :# \r\g . « - el

Vamos analisar o sinal do primeiro membro da inequação (3.72)

Vamos chamar

bl(c) = --«': + cf2,Ü + cla,q '
(119? -- 48c6 + 46c4 -- 48? -- 9)

4(1 + .')' ' (3.85)

Precisamos estudar o sinal da função /zi para

: ' - ].,
Nesse conjunto, /z«(c) possui uma única raiz a com «]:l;# < : < 7< -g < v4-}«'7

Vamos estudar o sinal da função /zi(c), para isso escolhemos um ponto em cada
subintervalo abaixo e calculando a função /zi(c) nesse ponto, obtendo:

bl(c) < 0,

À«(0 < o;

bi(cl > 0

ãi(0 > 0

Logo a inequaçào (3.72) é satisfeita para c € Jt se e só se

l3.86)

Agora vamos analisar se a(c) + 2 '/l?(c) C #?' para

(3.87)

Utilizamos o Maple para fazer análise do sinal do primeiro membro da inequação

l3.ÍSI(1) - co«j«nto J,.
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Nesse caso, a função Q((l = a(K, c) não se anula nesse conjunto e

{ -l b-.

Logo a inequação Q((l $ 0 não é satisfeita para nenhum c € .h.

Portanto (3.78) não é satisfeita pala nenhum c € ./2 e pela Definição 2.2.1 não temos

estabilidade espectral.

2Qcaso: c=q=V/ ; eKC#?--l0,--:i:3 }

Vamos ana]isar primeiramente o sirla] do primeiro membro da inequação (3.71 ) nesse
caso.

Substituindo c :: V/- em u, c(2,4) e c(4,6) temos

/zl(KI - --"' + cf2,ü + cl4,õ) '
-9../7)K+(184-82V'7)K'+( -- 192+48V'7)K' +(-332+ 119X/7)K4 )

4( -4+V'7) ( -3+( -4+X/7) H )

Para ,ç nesse conjunto a função àl(H) se anula se e só se

36 + 3v'7 + 22v'il' - iov5
' 137

.- { ; o, «'g ::> a(cl > 0,

'- : : V'P,à :+ a(c) > 0.

8

(3.88)

ou
36 + 3v?' - 22v'R + lov5

137}Ç == K2 :=

'F.m.; -i.h < «: < -h . { < «: < ", .

«--:'l-",-i:ihl::» A:(«)::»o,

«- -i-:i>,«,1 :* h:(«) ::» o,

« ,ol :+ À:(«l < o.

« = { clo,«:l, ::> b:l«l < o,

= 1 CI :,.xl, :+ âi(KI > 0.

Logo a inequação (3.72) é satisfeita col-n

«;':-] «,-úLL-] üb,«,] -.«:..'-'',«::-:«:,-'
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se e só se H pertence a um dos subintervalos

n2 $ K < 0 (3.89)

ou

0 < « $ «: (3.90)

Agora vamos analisei (3.78). Utilizamos o Maple para fazer a ar)alise do sinal do
primeiro membro da inequação (3.78)(1) no conjunto J2 = IK2, 01 Ul0, K:l.

Nesse caso, a função 'y(K) = '(K, c) não se anula nesse conj«nto, e

J « cl«,,ol :+ 'r(«) > o,

1 « «:1 ::> 1(«) > o.

Logo a inequação 7(K) $ 0 não é satisfeita para nenhum H € ./2.

Portanto (3.781 não é satisfeita para nenhum H C ./2 e pela Definição 2.2.1 não temos

estabilidade espectra[.

Terminamos de demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2 Sejam w :: e$P, c > 0, (2 dada em r3.//J, U dada em r3.ÕJ, com AÍ := 4
E sejam M dadct em (3.51) e 1, ando em (3.56), com

::p d~::r . «- '?.

c,= \.l$;S;g- e K ürbitário, coma:ÍK +-- 3

O poTtl,o de eqKitürio Q não é especttütmente estável para o d'apto anel de vórtices caIR
N -4.
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3.3.5 Estabilidade segundo Liapunov para o Duplo Anel de Vórtices

quando .Ar = 2

Vamos estudar a estabilidade segundo Liapunov apenas para os valores de € satisfa-

zendo € Ci)f. 11, pois pala os valores de ( em que não temos estabilidade espectral também

não temos estabilidade segundo Liapunov.

Observação 3.3.3 ,'\rão rufar'erros o caso c -: 1, pois este recai rzo proa/ema do C'ap#u/o
2

Teorema 3.3.4 0 equilíbrio Q dado por (3.1J.l rlo probleTna do duplo anel de vórtices

para N e intensidade K = Êl:l;l:;lin e estáue! segundo Liapunou se:

(3.91)

Demonstração. Vamos mostrar que para os valores de c pertencentes ao intervalo (3.901,
a parte quadrático da função Hamiltoniana(3.5) é definida positiva e portanto essa função
Hamiltoniana serve como função de Liapunov pata o sistema em questão.

.W4=JVUjv)
Seja

o sistema que representa o movimento dos vórtices. Após algumas transformações. optem.
se o sistema

W.2 = JVI'(.Z)
onde

1/ N 'F - N

}'(z) i-(e+ z)' M(Q+ zl + u(Q+ z)

Peia Definição ] .1.9, para a função Hami]ton]ana r(.Z) ser função de Liapunov, deve
satisfazer as seguintes condições:

1. z 0 é ponto de mínimo local estrito de V(.Z),

2. r <0
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Pela Proposição 1.2.2 a segunda condição é satisfeita. Resta mostrar que Z é ponto
de mínimo local estritc} de v

Para mostrar que Z é ponto de mínimo local estrito de L'' podemos usar a transformação

Z = l$'z e mostrar que 2 = 0 é ponto de mínimo local estrito de V definida por

P'(.l

Para mostrar que 3 = 0 é ponto de mínitno local estrito de y é suficiente mostrar que

a parte quadrático W2(z) de y em 2 = 0, é definida positiva.

Temos D: Ç'(0) = --pM + .O'[7(01, onde Í7(;) = U(Q+ W;).

Assim,

Z2:
+

zl

Z3.

u(;)
«; ]

0 --L'+ c(2,2) 0 0

0 0 --z.'H + c(i,i) c(],3)

0 0 c(i,3) +c(3,3)

p 0 0 0

0

gi

] l 0 --p-- c(2,2) 0
y3 Í

' l o o
0 0

--Z'"'FC(2,2) 2 Z'' 2

«; ]

v; l

--L'H + C(1,1) C(1,3)

C(1,3) 'Z''K + C(3,3)

--#K -- c(1,1)

- C( 1 ,3 )

+

:1

Z''H

-;«:

C(1,3)

Vamos mostrar que para c pertencendo ao intervalo (3.90),

Ái = Z?i 'p > 0, /42 := 'p + c(2,2) > 0, .1?2 := --p c(2,2) > 0 (3.92)
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e as matrizes

85

«, - l ":.l.:"''C( 1:3)

--L'K + C(3,3)

(3.931

(3.941
C(1,3)

'l'K ' C(3,3)

são definidas positivas.

Por (3.31),
(4« + 1 + «:)z/ == --

' 2(1 + .:K)

( '' - 14': + 1)
(1 + .:l(3.' - tl

Seja ( pertencente ao intervalo (3.901. Nesse intervalo d] não se

. - i çi)l3, il:* 'i: - B: ;. o.

(3.95)

Logo para ( Cl3f, ll,
ÁI = BI > 0. (3.961

mos

Á: +'p,:,)-T:(3.:-iXí+.:y '

": -' -

Para c CI)Ç}, 1 1 as funções .42 e .Éi2 não se anulam e

.-ici)F,ti::» ,4, :»o, B:>o,

Por (3.35) te

(3.97)

(3.981

Logo para c clsf, ll

l3.99)
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Por(3.33),13.34) e(3.36) temos

det(A3) =(--z' + c(i,i))(--L' + c(3,3)) -- c'i,3) '
c2 (ci4 -]3c12 --31clo+291c8 -- 613# -b929c4 -- 189c2 -F9}

-- l){(l+c2 )2 }

l3.ioo)

det (-B31 = (--!' -- c(i,i))(--L' -- c(3,3)) -- c'i,3) '

Q e8 --18e6 +60c4 -- 46c2 +3 )
(3.2 -i)a(] -bc2)2

(3.1011

Para c cl:f, ll as funções det (.43) e det (B3) não se anulam e

.-ú :-f,-:: liiii il:l
Logo,det (Á31 > 0 e det (.B3) > 0 se c CI 6, tl

Além disso, chamarJdo

--L'+ c(i,i)) '43 :: .43, -e1l :: --u c(l,i), Z?3 B',

definidas positivas.

Novamente usando o hTaple para analisar as funções Ai e a=1 temos que elas não se

anulam para c cl)ê, tl e

. -i ;:#, "': HI, > o,

B] > 0.

Logo para ( CI)?, ll temos que as matrizes .43 e B3 são definidas positivas.

De l3.96) e (3.991 e do fato de Á3 e B3 serem definidas positivas segue que V2(z) é
definida positiva e a função L/(z) serve como função de Liapunov para o equilíbrio Z = 0
de iW,i = JVr(z). Pela Proposição 1.2.3, temos estabilidade segundo Liapunov para o
equilíbrio estudado.

H



Capítulo 4

Conclusão

Apresentamos nesse trabalho o estudo da estabilidade do equilíbrio relativo nos pro-

blemas do anel de N vórtices, do anel de Ar vórtices com um vórtice central e do duplo
anel (2Ar vórtices).

Usando a mesma técnica apresentada em 111, no capítulo 3 mostramos que o equílibrio
relativo no problema do duplo arJel de vórtices para i\r = 2 é espectraJmente estável e é

também estável segundo Liapunov quando o valor H da intensidade pertence a um certo
intervalo.

Mostramos também que para Ar . 4 não temos estabilidade espectral.

O duplo anel de vói'tices com l\t = 3 pode ser tratado com a mesma técnica, e
possivelmente também o caso em que V = 5. Para fazer estudo análogo para valores

mais altos de A', acreditamos ser necessário simplificar algumas fórmulas, como (3.27),
por exemplo.

Aléns do problema de generalização do estudo do duplo anel de vórtices para valores
arbitrários de /V, outras questões são naturalmente frutos deste estudo, como por exemplo,

a relação entre o caso limite do duplo anel de vórtices quando o arJel menor tende a um

ponto e o problema do anel de vórtices com um vórtice central.

Outros problemas que surgem naturalmente são o estudo do duplo anel de vórtices cona

87
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um vórtice centiai suplementar, e o estudo de outras soluções estacionárias do problema
de vórtices pontuais no plano.



,A.pêndice .A.

Proposição A.0.5 C012s acre L € Aí* e /t(À)
Ol-tde w = e't . Então

0,

1 ,

Z, se n C /\r, r2 :: 0 mod L,

0 se n C A', n # 0 mod Z,.

0 se n C A;, n :# 2 rllod Z,,

L se lz € Ar. n = 2 mod Z,,

se n C .fV, zz # 0 mod Z,,

89

ÀL--l , clzlas rales são w' l,w:,w:, ,W.L-l
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mod Z,

Demonstração

onde al = 1, a. = 0, .j = 1, , Z, -- 1, e ao = --l

1. }' wj = --az,.. = 0
j=o

2. 1)ecorre imediatamente de l

3. Decorre do fato de w" = 1 quando n = 0 mod L

4 Decorre de 1, observando que se n # 0 mod Z, então w" é uma das raízes Z,-ésirnas
da unidacte e mais, w" Caco,w2 . . . ,uL-t}.

Assim, o subgrupo gerado por co" tem Ã; elemei3tos, (k = ordem de co"), km = Z,,

{l, w",w2" . . . ,w(X'-i)"} são as raízes A-ésimas da unidade, e devido a l,

L-l À-l

E«"' - «E«"' - '.
j=o .j=o

5. Segue de 3

6. Segue de 4

7 q.,f,.. ,q. '2
bJ \'e) L'L \' q.l\.f l/

R Regue de 4

H

Proposição A.0.6 Se K.j = Ho, .j = 0,2, . . . , .r\r -- 1, então a ue/ocídade de ralação para a

««$g«-«çào Q de$«td« em l2.t21 é

(A' - l)«o
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Demonstração.

Sabemos por (2.6) que

}:i<, HÍH.í

2.r (Q l
(A.ll

onde

l

2 «j(zlÍ + g) - NKo

e

E KOKI + KOK2 -+ ' ' ' + HOKN

-'FKíK2 + ' ' ' -+ KiKx

+ . . . -F KN-} KN

=ãía.iJW + «.«x'V

Logo: substituindo em (A.] l temos

H

Proposição A.0.7 Sela w elP . Então

Ar -- l
2

Demonstração

Para calcular
ÍÍ-:-;.iP Darmos d uídír em dois casos=
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a.1--w 2

l-w'+l2

] - co(N-j)

1 -- w(A'-j)l2

.v

1--w'7

1 -«, t l2
It - w')+(l - wj)

l wj2
2

E
N' 2

2

E
N 2

2

E
N 2

2

E

}

2

!

2

l
2

l
2

+

+

+

+

2(1 - Re(wJ))
1 -- coJ l2

2(1 -- Re(w'))
(l -- Re(wj)y + (Im(«,j)y

2(] - Re(«,'))
1 -- 2Re(wj) +(Ke(wj)y+(Im(wj)y

2(1 -- Re(w')) .V -- l
(2 -- 2Re(wj)) 2

N íTítpür

2'

E
N l

'- 1- wj'
.N !

l

1 -- u(/v--j) 2

2(1 -- Re(w' )l
(l -- Re(wj)y + (Im(«,j))'

2(1 -- Re(w'))
1 -- 2Re(wj) +(Re(«,J)y +(Im(«,j)y

2(1 -- Re(«.,')) N -- l
2(1 -- Re(«,j)) 2

Porta7tto
1 -- wJ l

1 -- wjl2 2

H
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!B . Então

Ç:: l :?lTfl
i:.- 1 - wPd 2 2

Demonstração. Como w2 = e'v', o resultado segue da Prop

Proposição A.0.9 Sela w = e # e a = c ou a = t, ( > 0.

y ';=1?,: -::L.-{ +, « "-',
j:-' ll--aw(2J+i)2 l+aw

])emonstração. Antes de calcular /v'] ] vamos verificar algumas identida-

des.

O polinõmio /:'(z) = -7x + a/''' tem como raízes clw:j+: , .J = 0. . . . , A' -- 1, portanto

z/''' + a'~ = (z -- cuco)(z -- clw;) . . . (z -- awP/''-;))(z -- awPF''-')) =

Podemos notar também que

'v-i:: P/lz):=(z--aw3) ...(z-- aw(2w-3))(z --clw(2N-t))+ ...+(z-- clw)(z --awa) ...(z --aw(2x
N-'lN-l
}: ll (' - -:''''').
{=o .j=o

curando F'(zl e P'(z) e:-- z = 1 obtemos

[ + a/'' = /'1] ) = ( 1 -- aw)(] -- aw;) . . . (] -- a«.,P/''-D)(] -- c-«,pJ"''-:)l

Seja n = eProposição A.0.8

osição A.0.7 Hl

A'z

aW ( 2Ar q)(l aCJ ~ '' ' :)) + aw*'''p'(ll ««;)( 1N +(] a«,l(l (1

q)
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Assim,
l (2j+l)
] -- aw(2.j+1) 2

l (2j+l)

(l -- aw(2j+l))(l -- aw(2.f+i))
l

(l -- awPJ+l))

N-l N-}

}: ll o - -«'j'':)
1*:0 j=a

' co".7 l ' ?Ç=

ll(i - aw:''''")
.j=o

- ««j (w)

-; cona
jh (l - '-wPJ+0)

onde con.jl' indica o conjugado de I'

Agora substituindo cv = c ou a = 1: temos

U.t
h"

.::u J
auc2J+i)I' l

N
l+e-N }

N?
l+c'W}

se cy = e,

se a= }.E:

H

P"posição A.0.10 S..j« Qj = (<,Ü) de$«{d. .«. r3..r/J.

T.i Ã--iÜ+2j) Rel«';)(A'"l), se í épar,
/ .---.- ,-/ \

.i=Í Qi--Q({+2i) ' 1. Re(co')(jXU), se í éíhpar,

l\] Ü; ã'--:j . l Im(":)(8[#-), ''ííp"",
z...z ll/l /-\ ll') l . , :. /nr i\

S= O.-Q0--:D ' l Im(w')(8#), ''iéú«p",.

Demonstração. Lembrando que (4,Ü) = wj onde w = e #

Usando a Proposição A.0.8 temos:
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e l par
]v-l . .

Z..J ll/l /l

.í;:] Qi ' Q(i+2.í) 2 «.(!

( .+2.í )

Rel
/

({+2j ) i2

\

/v l
\' l ,( 2J' )

.j=].
] -- w(2J') l2

Re(w:l (8:?) ,

Àr--l N N
v .gc:Jgw
Z.../ l l /'l /" \
.f:i Qi (i+2j) 2 ,«(!

coi -- w(2j) 2

.co&

Iml
/

l (2.j )

1 -- w(2j)l2

Im(«.,') (aF-)

e l impar
D/-l .- -

Z....r l l /') /'\
J::i Qi ({+2J') 2

Ed

CW{ i+2J')

cw{ -- cu(i+2j)l2

"'Ç .#

1 - w(2j)
C

] -- w(2j) 2

Rejw') (elj?) ,

N-i - -

E ../; X';*'''
jU Qi ' Q({+2j) 2

Im EJ

"«(
«.,{ \

C
./

l w(21)

l w(2j) l2

Im(wÜ lai')

H

Proposição A.0.11 Sd« Q, ã) de$«ád. .«. r3.-r/J

Então
Dr-- l .-

\- --l =({+2.í+ l ) R'(w') ( í:l~-l ,

R.(w:) (4$=)
se t e par.

(ll?({+2J+i) 2 se t e t'nt:pü' .
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N-l -

\-..& ín+zi+n r Im(w;) (i::«) , se z e par,

'«(«] (e;;) , se t e tntpar.

Demonstração. Lembrando que (4, gl) = w' onde w = e$Ç. Usando a Proposição A.0.9
temos:

e } par
Ar--l & N

>l- - ":-"p--:j-'-n
;:o IQí -- Q(Í+2j+i) 2

N l

.j=o

}

Re
{i+2.í+i) 2

\

l
:: ]{,e co'

.j=o

l ( 21 +1 )

1 -- cu(2.f+1) 2

= R'(w') (í:« ) ,
Dr l - -.

V .:gL:Jet#U
Z.../ l l /'\ /'\
j:ü (l?í i+2.f+l) 2

l

l
2

j

.í=o
N.

w{ -- cu(i+2j+i)l2

,(á+2.í+l)

l

,(2.Í -F i)
Im

1 1 -- cw(2j+])l2

- Im(«':) (Í:« )

e } impar
Ar l - -

V -Jt-!gt&u
A.J ll/l /l

j;a (l?i ' (ll?(i+2j+i) 2

eco' ,(á+2j+l)

(i+2j+1 )l2

cd'

(u)
E }

U(2J'+l) \

C

n(2J+i} 12
C

Re(w')

]v l - -

V .yC::!et#u
Z..z ll/a /a
jn (?i {+2i+l) 2

.v l

EIm
cw{ - u({+2j+1) 2

Z ({+2.f+ l )

-:"1
ÍN."

=
- 1.

]

n(2J+l)

C l w(2J+i) 12
C

:: Im( w B)
B
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Proposição A.0.12 Sela w = eÍP.. e se.jam r, s C A'

Demonstração. Basta observar que w2 :: e'x'' e usar a Proposição A.0.5. H

Proposição A.0.13 Sda w= e2ri, e selamz r,s C /V ias que r+s=2 mod Ar

j=i '"

onde

É(r,sl=#{(p,ojCIV:/ O$p<r, 0.$a<s, p+o =0 moda }

Demonstração.

Se r = 0 ou s = 0 segue imediato que

$'" :.'S.4:«:'''...
be rs:P U então

E Ç.-:-l;l;lLi!:U . 'E0 -F («q' + . . + («q'''-:UO + («D' + + («q'''-'h.
j=i * ' .j=l

Observando que w2 = e$: e usando a Proposição A.0.5 tem-se

se nz = 0 mod N

caso contrário.

\' w2{k+'-2) -

i=o

Ar, se r+s=

0, otéZ7'0 caso.

F Q.:z!.XL:zU .
'l:- (l - «,:j):

0, se rs = 0,

Nkl.t', s) -- rs. caso cortará

mod AÍ2

r'zo}

Logo.
IXr -- l

}:(l + (w:y + +l«,')jÜ':))(i + l«,:y + . ..+(w:yt''0) = h(,',sl(jV-- l)-- l«s--k(,,s))

= Nk\l'. sb -- rs
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H

Proposição A.0.14 Sda eM , . sej«m «,$ C N

Então

l>'.p:-'-oü+;-u . { " '''-''v, ,+;3 1. o, .«f« «''

mod iV,

l)emonstração. Basta observar que

/v'-.l

\' U(2i+1)('+'-2)
é=o

( r+$ -- 2 }

e usar a Proposição A.0.12

B

Proposição A.O.15 Seja u efã , e sejam r,s ç: IN. Então

r'" i':=t!,;;!":''l-.Im

-«. «,«:;. lil '' ' 'llÍ:i=iild "I -« -,«:':: .« '.:;DemonstFarão

casos

e N par

'Ç
Z.J r 1 .,..(2j+l ) \2Êã (l - 'w''j--Uy
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\ [ + ]
--c«.,pj+0): '(1--c'.'px-2j-0): J

E:«.I'' 'T===4f7TT''l

-,}l«.i'" "l= ll;;llTTTT':'l
e N ímpar

tU (l -- «,Pj+0')(l -- wPj+:)'l

Êã (l - 'w':j--0):

N--l l .

o.:e-:nl:l:::m .[ {-- l
u-'o' ' :e l (l-'wpj-''-o): ' ÍÍ':;=ü;;íP J

N--l ,

}l,«.I'" *li':=tJ,;lr"''l
N-} .

- '':\ur:'" -- , E ' -. I'' : "lÍf: i:,;l?"l.j=o

Portanto para qualquer Ar,

,«l#l'" l;':=g,;#''"l-.

-i (l-«,P'+:l')(l -wPj-'n') ,(l -«,Pj+D')(l -wPJ+n') l
't l

(] -"'Pj+0): ' (l -.wpj+n): J

-t (] - «,p'--o'l(l - «,p'+n'j + (l - «,pnllF}(í «,p'-'-n') l

( 1 - 'w''j'-U)' l

/v

]v

H

Proposição A.O.16 Soam Q =(zo, ...,z2W-i,yo,-..,y2A-.ilC .f?2(2X) e U de/inído em

.'' "mp.«.«f« d. VU(Q) - ( E, . . . , BEGE, ,:,,, , . . . , 5;êg-.-.) .ã. d«d« p.,'
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N l

lJ

(«; - :««--,D) («; -- «o+,j+o)
l(i?i (i+21)li2 (l?i í+2J+l)l 2

se t e pür,

l

lJ

1«; - «o+,J)
N' }.

0J

(Z{ -- Z(i+2j+l) )

Q Q(i+2.j) 2 IQ Q(i+2J+i)l 2 se t e impar,

J
- yH+2D)

.j=o

-- g0+2.f+i))

bà(o)-
IQi -- Q(i+2j) 2 Qi Q(i+2.í+i)ll2'

se t e pür,

N-l

lJ

(yi -- yP+2.0)
N l

(yi -- y({+2:f+i))
-H'

IQ{ i+2.í) 2 +2j+l) '
se z e zrnpezr,

.«d.({ + 2.j) .({ + e.j + l) .ã. {.mad« mod (2N)

Demonstração. Sabemos que U :: UI + 2U2 + KZ.Ü, logo

vu(Q) (u- + «:u, + «u;)(Q) VU: (Q) + «'Vh(0) + «VU3(Q)

Vamos calcular os gradientes de Ut, U2 e U3 separa(Lamente

A função ü'l é dada por
, /v lJV l

-cEEi.gt ,:
{=o .j=].

(22(Í+j)

onde os índices (/ + 2.j), (/ 2.j), (/ + 2.j + 1) e (/ 2.j 1) são tomados mod (2 V)

Se / é ímpar, au~ õu*
0

e se / é par;

N-l
.#

lj

2(#l -- z(1+2.j)) l
2 E

l

lJ

2(-0-2j)
C?r ll 2llQ«-2H1(21 -- QU+2 ll 2llQI -- QU+2,)ll IQ(i- 21 )

2
l E 1=/ -- r([+2j))

J IQ(1- 2.j) -- Q/ll2 *

-- «l )

IQI ' (2([+2j)ll2
- l )

/J
!J

Z(/+ 2.í } )
J

-1

'q

>

l=i -- z(1+2,'))
llQI -- Q(1+2j)ll2 llQI -- QU+2.N ll'

N-l

E (z/ -- z(1+2j)l

/
IQi -- Q(z+21)ll
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.N-l

E
llQI -- Q0+2j)ll 2lQi -- QU+2.f) l

l -- y(z+2.f) )
/.N..

2
l ] 2( g/(l- z.f ) yr)

ãh(-nllQ«-2.f) - Qz ll 2llQ« 2.f)

}J

yU+ 2.f ) )
!N'

lJ

( y{ 1- 21' )

llQ{ -- Q(r+2j)ll2 llc? o.

lJ

(yl y«+2J')l
l

X
.N

(yi - yU+2j) l

llQI -- Q(l-p2j)ll2 - Q0+21)ll 2

+

N.
}

(yl -- y(z+2j) ) )'.-- QU+2.f )ll

A função U2 é dada por

D/-lDr-!

U, >1: log IQ,:+, - Q'U+H+- ,
=o j=i

onde os índices(/+ 2.j),(/ -- 2.j),(/ + 2.j + 1) e(/ -- 21 -- 1 ) são tomados mod (2]V)

Se / é par,

au:

e se / é ímpar,

N l

' Çd
]

\

/

11(2Z -- QU+2 ll 2llQz - q(1+2
l
2 'E 2(z(l

:Ü' «,)llQU-2j) - Qz ll 2llQU

N. l

#

#(1+2.f )J
[.N

llQZ - QU+2j)ll2 llC?U-2j) - Q! ll2 1 )

N.
\

l

]J
#

(z+ 2j ) )
l.N

l
.7

(rz r(1+2J' ) )

llQI -- Q(1+2j)ll2 llQI - QU+2j)ll2

N. l
1=1 -- =(1+2.í)) )',-- Qu+2,')ll 2
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l '\

!

l 2(g/l - y(i+21) ) l
/N'.

E
J «a=ü'- ,)IQz -- C?0+2j)ll 2llQI -- QU+2.f)llllVt ' V(1+2j) ll zllVt llQ0 - 2.f )

!J

l3/! -- g/(z+2j))

/ j
N l.

l
2

N.
!

J
l iiãl ..;,'- ÓIÍI' '

ly(1- 2.í )

IQ/ +21)ll2

lJ

(yl -- y(i+2j))

/

J
-- y(1+2j) )

llQ! -- Q(i+2j)ll2
!

2'
llQ{ -- Q({+2j)ll2

E (yl -- y(J+2j)l )'.IQi -- Q(Z+2j)ll2

A função U3 é dada por

N-iN-l

)ll: :i.gl :;
{=o .j=o

Q2(i+j)+i ,

onde os índices (/ + 2.jl, (/ 2.j), (/ + e.j + 1) e (/ - 2.j il são tomados mod (2N)

Se / é par,

Qi -- Q(i+2J+i) 2 Q/ -- Q(r+2J+i)

l - Zíi+2.i+l) ) \

lzl-- «U+,,+U)
(il?/ 1+2j+i) 2

'N-i

.j=oN-l

E
E

0
;

Qí -- QU+2J+i)l 2 Q/ -- Q(/+2J+t)

l 2lW/ -- 3/(/+2J+i))

-- y(/+2j+l) )

(ll?r r+2j+i) 2

e se / é ímpar,

($ 21 z(/ - 21

ü.-«,llq(i- 2.j - l ) -- Q/ 2lQp-

1«. -- "u+,j+u)) ,Q/ -- Q(/+2j+t)
2
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f=Í Q(i-2j-i) (/-2.f

lil I'un
. ( «,)

Portanto as componentes de VU(QI são dadas por

-lúss «lúl=S,
N-l, ~ Ar-l, *

«:St:n «'Ei:aS,
àã(o)-

se ! e para

se ] e impar,

N ! , ~ N l , ~

X#:tÕ «Si'=s,
.N--l , ... N'--l / ..

«:XÜ]H «'$#l=$,
bl(a)-

se l e para

se l e impar,

onde(í + 2.71 e({ + 2.j + ll são tomados -«od (2A')

H

P«posição A.O.17 SÜ« 0 de#«íd« m r .8). '4' "mp.«.«t« d. VU(0) .ão

R'(w;) l--a:?- -- ífi$«) , .. í é p«',

/mb.,;) (-ay- Ú$-1 , .. í .' p",',

é'"'",,

Demonstração

Pela Proposição A.0.16
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N-l, ~ Ar-i, .

- E S.'::t;*:':?: «E .y.'::t:*:'*t??
.l=Í Qi'Q(i+2j) 2 Éã IQi Q({+2j+i) 2

N-l, . N-i, ~

-«: E :g'#4 - « E .. ' ;::"'«l
ÉÍ Q.-Q;-*,j ' ''Éã Q;-Q:-'-,,--: ,'

À;(Q) -

se } e par,

se l e impar,

,N--l , ~ .M--! / \

'f: b-- yp-*uP -y{.-'-,J--o)
É7 Qi Q(i+2j)2 ''Z'' Qi'Q(Í+2J+l)l2

N-l , . N-i , *

«:F#lS-«$11=U, :.:''"-;:',

onde(í+2.j) e({ +2.j+ 1) são tomados mod(2N).

Sejam 4 e Ü definidos em (3.9) e (3.10), respectivamente. Vamos calcular as derivadas

parciais de primeira ordem de U em Q definida em (3.8). Para isso vamos dividir em dois
casos

se ] e par,

N--} ,N N * j\r--l r- N .

--E ..: :':''''?., «E ..: :';*''*''?..,
= EQ.-Qu--:d 1: 53 iQ;-Qu-'-,j--o '
N-t ,- - ~ N-l ,- - .

- E..g !':*'''?., «E..g !''*''*:'?
ju Qí í+2.í) 2 jn IQi--Q(í+2i+i)il2

l impar

/v--l ,N M ~ /v--l ,N - ~

- -«,E .?;:"q; «E ..! :';*:'*:'?..,
j:i IQi i+2.í)2 .jn Q{ (:+2.í+i)2
N'-] ,- - ~ ]V-l ,-. - .. --DI(i+2D) (Ü--!70+,j+-)l
.l;' Qi -- QH+2Hll: IÍg IC?i -- C?P+2.j+i) '

Pelas Proposições A.0.10 e A.0.11 temos

11Ú:ãn -l =:1=,11E:l:
;lu ü i(i+zo J i'("')(at'),
Ü ll õr:«Hll' l i«(n;) (aF).

se l e par,

se l e !mpar,

se ie par,

se] e nnpar
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=í ' z('+2j+l)

(il?í i+2.f+i) 2

R'(w;) (itbl , se i é p«r,

R'(w:) (4$!), «iéímp*-,

y({+2.Í+i)

(l?(í+2.í+i) l2

Im(w;) (Í#~-) , se i é pa,,

:«-(«ü (u), «:''«---.

Então, se i é par,

- R,etw' )EL? - KR.

-R.(w;)8P - «R'(w;)Í:«-

(wü (- ay - l-?h) ,

-/,« (w;)a#-

- /«,(w;)8P- - «/«-('.';)ÍgN

/«.(WO (-ay- - Í?$-1

N-!
l cw(2j+l)

1 -- cw(2J+i)l2.i=o

«'« («; l l (2J+l)

jl -- (w(2j+1) 2

se z e impar,

«'".'«;,- ««.(''$#+)

-«'X.(«,;)aF' - «R'(w;)8+=?-

- qg) ,«'« ('e [+)N l
K' Im(wi 2c

Àr -- l-- dl mt u'' 2c «/ «. («,;) aÇllP
?lAI ll nNe('"':l

2e

R
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ProposiçãoA.O.18 SeKj= 1 1, se.jépar, . 0,...,2A'--l, então
l H, se .7 e ímpar,

{(«:(x - i) + (jv - il + 2«A')

Demonstração

E := KoKI + Ho/t2 't KoK3 "F + KOK(2.V-2) + KOH(2N-l)

+xlH2 + KiK3 -F + KIK(2N-2) + KIK(2N-l)

+ + K(2.V-3)K(2.N-2) + K(2N-3)K(2A'-l)

+ + K(2/V-2)K(2.V- l )

K+l+K+

+K+K2+

+ +K +K'

+

Reescrevendo a somatório acima temos

E
i=o

[E

N l 2N'-l l N 2

.[

2

2N-l
\'l +

J;;2{+1 {=0
l

l

j-2{+2

> J [E
+

.j=].

'[

N 2

V(v
[

N-á-l

E
N-i-l

.j=].

} ;)n -t

((N -ÍIK +(À' - í - i)i) l
l

((N - á - l)« + ( /v
N l.

1)«
Dr-

- z tK -t ''$' ( /v
{=0

H /V (N+l )
2

N{ ;V - l
{=0

.N(jv-i}
{:0

2N2K , /V(N--i} . K2 N(N--]
2 l 2 Ê 2

;(«:(A' - il + (jv il + 2«jv)

H
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Figuras das Posições de Equilíbrio

para o Problema dos Vórtices

N-8

Anel de Vórtices para N - 8 no sistenaa de coordenadas qFigura
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}08 Figuras das Posições de Equilíbrio para o Problema dos Vórtices

N-8

Figura Anel de Vórtices para N=8 no sistema de coordenadas (2
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Figura B.3: Posição do equilíbrio no anel de vórtices com o vórtice central para N

no sistema de coordenadas Q
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#

x;\ H} . .

Figura B.4: Posição do equilíbrio no duplo anel de vórtices para

coordenadas O

no sistema de
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