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Resumo

Neste trabalho provámos a existência de atrator global para o fluxo da equação

07n(r. t)
Êtu(',t) +g(pj*"''(',t)+Ph), hZ o, P > i,

no espaço das funções 27- -periódicas, para r > 1. Demonstramos que o fluxo para equação
acima é "gradiente"e provámos a continuidade dos atratores com relação ao parâmetro À

(h,P).

111

Resumo 

Neste trabalho provamos a existência de atrator global para o fluxo da equação 

om(r, t) 
8t = -m(r, t) + g((3J * m(r, t) + (3h), h ~ O, (3 > 1, 

no espaço das funções 2T -periódicas, para T > 1. Demonstramos que o fluxo para equação 

acima é "gradiente" e provamos a continuidade dos atratores com relação ao parâmetro >. = 

(h, (3). 

111 



A.bstract

In this work we prove the existence of conlpact global attractor for the flow of the equation

elii:l;1.0 - -m(', t) + g(PJ * m(', t) + Ph), h, P 2 0,

in the space of 2r-periodic function, for r > 1. We show that this flow is giadient and we

prove the continltity of the attractors with respect to parameter À = (A, #)

Abstract 

ln this work we prove the existence of compact global attractor for the flow of the equation 

om(r, t) ot = -m(r, t) + g((JJ * m(r, t) + {3h), h, {3 2'. O, 

in the space of 2r-perioclic function, for r > l. We show that this flow is gradient anel we 

prove the continuity of the attractors with respect to parameter >.. = (h, {3). 
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Introdução

A teoria geométrica ou qualitativa das equações diferenciais, iniciada por Poincaté e Lya-

punov, tem como objetivo descrever a geometria do fluxo. Para isso é importante investigar

a existência de soluções especiais (soluções de equilíbrio, soluções periódicas, soluções quase

periódicas, etc) ou coleções de soluções (variedades invariantes) e a estabilidade ou instabili-
dade desses conjuntos.

Nas últimas décadas muitos dos conceitos de sistemas dinâmicos, desenvolvidos pala

espaços localmente compactos, foram adaptados pala sistemas em dimensão infinita no caso
de problemas que possuam algum tipo de propriedade dissipativa que permita reduzir a parte

essencial do fluxo a um conjunto compacto. Um conceito natural de dissipação (à qual nos
referimos como dissipatividade pontual) é assumir que existe um conjunto limitado no qual
toda órbita eventualmente entra e permanece. Em alguns casos, é possível nlostrai a existência

de uln conjunto invariante compacto maximal .4, denominado atrator global, tal que o conjunto

âmega limite w(C/) de qualquer conjunto limitado U está em .,4. Veja j161.
Existe ullla classe especial de sistemas dinâmicos, chamados sistemas gradientes, para

a qual a estrutura do fluxo sobre o atrator pode ser estudada em algum detalhe. Entre as
várias propriedades de um sistema gradiente, podemos destacar a não existência de pontos
não errantes não triviais.

Consideramos, nesse trabalho, equações diferenciais em dimensão infinita com um termo

de evolução não local, a saber,

er:g1-0 - -m(', t) + g (PJ * m(', t) + #h) ,

onde m(r, t) é uma função real sobre R x R+, h e /7 são constantes não negativas, J C C':(R) é
unia função par não negativa coll] suporte no intervalo j--l, ll e integral iqual a 1. E # acima

denota o produto convolução, isto é:

(1)

(J * m)(:«) g/)m(3/)dy. (2)

Assumimos que g : R --+ R, é globalmente Lipschitziatla, isto é, existe uma collstante positiva

R
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2

Éi tal que

Ig(z) g(g/)l $ k:lz-3/l, Vz,y C IR.

Unl equilíbrio de (1) é uma solução de (1) qhe é constante com relação a t. Daí, se m é
uma solução de equilíbrio para (1), então m satisfaz

«.(«) (PJ * m(*) + Ph) (3)

Um caso particular da equação (1), que já é bem conhecido na literatura, é o da equação

8mrr. t)
}ài=- (', t) + t-h(PJ * «',(,, t) + PA).

A equação (4) é usada no estudo de sistemas de slÉn com dinâmica de Glauber e interação

de Kac onde ela surge como limite contínuo de modelos probabilísticos, (veja l21, 181, 1221, 1231,

1241, 1251, 1261 e 1281); m é interpretada como a densidade de magnetização e /3-i como o
produto da temperatura absoluta pela constante de Boltzmann.

Se /3 $ 1 a equação (4 ) tem apenas um equilíbrio, (veja 1251 e 1281). Se /3 > 1 existe h*,

definido implicitamente pela equação (5) abaixo, tal que, para- 0 $ h < A*, a equação (4) tem

três equilíbrios constantes, mã, mB, mO+, todos soluções da equação

(4)

"'zP anh(Pmp + P/z), (5)

ver Figura 0.0.1

Figura 0.0.1: equilíbrios constantes

Ena 1231 mostra-se a existência e unicidade (módulo translação) de ondas viajantes que

conectam os equilíbrios constantes rnl; e mP+. Para o caso h = 0, mostra-se en] 1241 e 1261

existência e unicidade (módulo translação) de uma solução de equilíbrio para (4), referida na

literatura como "ínstanton" , que tende assintoticamente a &mo+ . Em 1261 Mostra-se ainda
que a família das ttal)loções de um "ánstanfon" tem uma propriedade de atração assintótica.

Severino Horácio INIE-USP
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k1 tal que 

Um equilíbrio de (1) é uma solução de (1) que é constante com relação a t. Daí, sem é 

uma solução de equilíbrio para (1) , então m satisfaz 

m(r) = g((JJ * m(r) + {Jh) . (3) 

Um caso particular da equação (1), que já é bem conhecido na literatura, é o da equação 

om(r, t) 
ot = -m(r, t) + tanh((JJ * m(r, t) + {Jh). (4) 

A equação (4) é usada no estudo de sistemas de spin com dinâmica de Glauber e interação 

de Kac onde ela surge como limite contínuo de modelos probabilísticos, (veja [2], [8], [22], [23], 

[24], [25], [26] e [28]); m é interpretada como a densidade de magnetização e {3-1 como o 

produto da temperatura absoluta pela constante de Boltzmam1. 

Se {3 ~ 1 a equação ( 4 ) tem apenas um equilíbrio, (veja [25] e [28]). Se {3 > 1 existe h* , 

definido implicitamente pela equação (5) abaixo, tal que, para O~ h < h*, a equação (4) tem 

três equilíbrios constantes, m~, mi, mS, todos soluções da equação 

m13 = tanh({Jm13 + {Jh), (5) 

ver Figura 0.0.1. 

-Ó.5 /_,,.,....····· 0.5 

~,,.,,,•··· .,._. 

~•2-11/5)) 

Figura 0.0.l: equilíbrios constantes. 

Em [23] mostra-se a existência e unicidade (módulo translação) de ondas viajantes que 

conectam os equilíbrios constantes m_6 e mS . Para o caso h = O, mostra-se em [24] e [26] 

existência e unicidade ( módulo translação) de uma solução de equilíbrio para ( 4), referida na 

literatura como "instanton", que tende assintoticamente a ±mS. Em [26] Mostra-se ainda 

que a família das tranlações ele um "instanton" tem uma propriedade de atração assintótica. 
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Em l21 demonstra-se, para o caso de domínios litllitados e h = 0 na equação (4), existência
de um atiator global no espaço L2(Si) e a existência de uma solução de equilíbrio no espaço

das funções Z-periódicas para cada n menor do que um certo no, selado tal equilíbrio instável.

Em 1251 considerando h suficientetnente próximo de l em (4), mostra-se, usando o método
de Newton, que existe uma solução de equilíbrio, referida na literatura como "bump" ou

"crãtãcaZdr(wZet" , que é par, crescente em (--oo, 01 e tende assintoticanlente a ml;. Em 1281

prova-se a existência de um atrator compacto global em espaços com peso e a existência de
um "a'ãtãcaZ dropZet" para 0 $ A < h*

O objetivo do presente trabalho consiste em:

(a) Provar existência de atrator global para o fluxo gerado pela equação (1) em domínios
limitados, generalizarldo assim o Teorema 3.3 de l21 (que considera o caso g = tanh e h = 0);

(b) Mostrar que o fluxo gerado por (1) é gradiente;

(c) Estudam a continuidade do atrator em relação ao parâmetro À = (h, /3).

Vale salientam (lue os resultados em (b) e (c) ainda não são conhecidos na literatura. mesmo

para o caso da equação (4).

Este trabalho está organizada da seguinte n)aneira: No Capítulo 1, seguindo j101, j161 e

j31j , apresentamos alguns resultados básicos sobre Sistemas Dinâmicos e Equações Diferenciais
Ordinárias en] espaços de Banach. No Capítulo 2, além da demonstração de existência de

variedades invariantes apresentada em l3j, provámos um teorema sobre continuidade das var-

iedades instáveis locais com relação a parâmetro que é essencial na prova da semicontinuidade
inferior dos atratores em relação ao parâmetro À

No Capítulo 3 provámos a existência de un] atrator global para o fluxo gerado por (1)
e demonstramos que esse fluxo é "gradiente". Na Seção 3.1 formulamos o problema com

condições periódicas de fronteira. Na Seção 3.2 estendemos alguns resultados demonstrados

em l21, onde a equação (4) é estudada com h = 0. Em resumo, mostramos nessa. seção a
existência de um atrator global pala (1) em domínios limitados. Na Seção 3.3 provámos um
teorema de comparação que generaliza o Teorema 2.7 de 1241. Na Seção 3.4, exibimos um

funcional de Lyapunov e descrevemos algumas de suas propriedades. Aléns disso, provalnos

que o fluxo pala (1) é"gradiente" . Na Seção 3.5 caracterizamos o atiator global em termos do
conjunto instável dos equilíbrios.

O Capítulo 4 é dedicado à continuidade da família de atratores .4À em relação ao parâmetro

À = (h, P). Na Seção 4.1 provámos a semicontinuidade superior dos atratores com relação ao
parâmetro À, no ietângulo R : 0 $ A $ A*, O $ a $ P*, em Ào = (ho,Do). As demais

seções desse capítulo são dedicadas à prova da semicontinuidade inferior da família de atra-

tores em relação ao parâmetro .X. Para isso demonstramos a continuidade dos equilíbrios e a

Severino Horácio IME-USP
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Em [2] demonstra-se , para o caso de domínios limitados eh= O na equaçã.o (4) , existência 

de um atrator global no espaço L2 (S1) e a existência de uma soluçã.o de equilíbrio no espaço 

das funções 2
r -periódicas para cada n menor do que um certo n0 , sendo tal equilíbrio instável. 
" 

Em [25] considerando h suficientemente próximo de 1 em (4), mostra-se, usando o método 

de Newton , que existe uma solução de equilíbrio , referida na literatura como "bump" ou 

"criticai dropiet", que é par, crescente em ( -cx::> , O] e tende assintoticamente a mp. Em [28] 

prova-se a existência de um atrator compacto global em espaços com peso e a existência de 

um "criticai dropiet" para O ::; h < h*. 

O objetivo do presente trabalho consiste em: 

(a) Provar existência de atrator global para o fluxo gerado pela equaçã.o (1) em domínios 

limitados, generalizando assim o Teorema 3.3 de [2] ( que considera o caso g = tanh e h = O) ; 

(b) Mostrar que o fluxo gerado por (1) é gradiente; 

(c) Estudar a continuidade do atrator em relação ao parâmetro À= (h, /3). 

Vale salientar que os resultados em (b) e (c) ainda não sã.o conhecidos na literatura mesmo 

para o caso da equação ( 4). 

Este trabalho está. órganizada da seguinte maneira: No Capítulo 1, seguindo [10], [16] e 

[31], apresentamos alguns resultados básicos sobre Sistemas Dinâmicos e Equações Diferenciais 

Ordinárias em espaços de Banach. No Capítulo 2, além da demonstração de existência de 

variedades invariantes apresentada em [3] , provamos um teorema sobre continuidade das var

iedades instáveis locais com relação a parâmetro que é essencial na prova da semicontinuidade 

inferior dos atratores em relação ao parâmetro À. 

No Capítulo 3 provamos a existência de um atrator glogal para o fluxo gerado por (1) 

e demonstramos que esse fluxo é "gradiente". Na Seção 3.1 formulamos o problema com 

condições periódicas de fronteira. Na Seção 3.2 estendemos alguns resultados demonstrados 

em [2], onde a equação ( 4) é estudada com h = O. Em resumo, mostramos nessa seção a 

existência de um atrator global para (1) em domínios limitados. Na Seção 3.3 provamos um 

teorema de comparação que generaliza o Teorema 2.7 de [24]. Na Seção 3.4, exibimos um 

funcional de Lyapunov e descrevemos algumas de suas propriedades. Além disso, provamos 

que o fluxo para (1) é"gradiente" . Na Seção 3.5 caracterizamos o atrator global em termos do 

conjunto instável dos equilíbrios. 

O Capítulo 4 é dedicado à continuidade da família de atratores A.x em relação ao parâmetro 

À = (-h, /3 ). Na Seção 4. 1 provamos a semicontinuidade superior dos atratores com relação ao 

parâmetro \ no retângulo R : O ::; h ::; h*, O ::; j3 ::; /3*, em Ào = (h0 , /30 ). As demais 

seções desse capítulo são dedicadas à prova da semicontinuidade inferior da fam ília de atra

tores em relação ao parâmetro À. Para isso demonstramos a continuidade dos equilíbrios e a 
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continuidade das variedades instáveis locais dos equilíbrios em relação a esse parânietio. Uma

dificuldade encontrada. foi que, devido a simetria presente no caso do modelo (1), os equilíbrios
aparecem em famílias, equanto os casos tratados na literatura referem-se a equilíbrios isolados.

Exibidos a. equação (4) como um exemplo importante de aplicação dos resultados obtidos
nos Capítulos 3 e 4.

Finalmente, no Apêndice A, enunciámos um teorema, provado em j181, o qual garante que

o conjunto o-limite (a-limite) de qualquer órbita positiva (negativa), limitada e pré-compacta
é um só ponto
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(lJapítulo l

Preliminares

Neste capítulo apresentamos algumas definições e resultados gerais sobre Equações Difer-
enciais Ordinárias e Sistemas Dinâmicos en] espaços de Banach, que de alguma forma são
usados neste trabalho. Seguimos referências clássicas como j101, j161 e j311.

1.1 Conjuntos limites
Sejam X um espaço métrico comp]eto e ]R+ = lO,oo). Unia família de aplicações S(t)

X ---, X, t 2 0, é um C'-semigrupo (ou O' sistema dinâmico), r 2 0, se:

(i) s(o)

(Ü) S(t+ .) (t)S(s),t 2 0,s 2 0,
(iii) A aplicação

[ n S(t)«

é contínua para (t, z) C ]R+ x X e $(t) é um operador contínuo de X em X com derivada de
Fréchet em z até a ordem r

Para cada z C X, a órbita positiva '+(a) de 3 é definida como

7' (z) z, t 2 0}

Um.a órbita negativa por z é uma função Ó : ( oo,01 tal que @(0) = # e, para cada

s $ 0, $(t)é(s) = @(t + s) para 0 $ t $ s. Um" órbita co«poeta po, z é uma função

@ :R --,X tal que @(0) = z e, paracadas C IR, S(t)é(s) = @(t+s) parar 2 0.
Como a imagem de S(t) pode não ser todo X, dizer que existe uma órbita completa ou

negativa por r pode impor restrições sobre z. Também, como S(t) não é necessariamente

injetor, não é necessário que uma órbita negativa seja única, caso ela exista. Definimos a
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Preliminares 

Neste capítulo apresentamos algumas definições e resultados gerais sobre Equações Difer

enciais Ordinárias e Sistemas Dinâmicos em espaços de Banach, que de alguma forma são 

usados neste trabalho. Seguimos referências clássicas como [10], [1 6] e [31]. 

1.1 Conjuntos limites 
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(iii) A aplicação 
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Fréchet em x até a ordem r. 

Para cada x E X, a órbita positiva ,+ (x) de x é definida como 

,+(x) = {S(t) x, t 2: O}. 

Uma órbita negativa por x é uma função </> : (-oo, O] - X tal que </> (O) = x e, para cada 

s ~ O, S(t)</>(s) = </)(t + s) para O ~ t ~ -s. Uma órbita completa por x é uma função 

</>: IR - X tal que </>( O) = x e, para cada s E IR, S(t)(j)(s) = (j) (t + s) para t 2: O. 

Como a imagem de S(t) pode não ser todo X, dizer que existe uma órbita completa ou 
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órbála Regalada de z como a tmião de todas as órbitas negativas por z, então

'y'(«) - U x(t, «),
t>o

onde

H(t,z) = { g/ C X : existe uma órbita. negativa por z, ' (z), definida por

@ :( «,,01 ---,X, coma(0) e@(-f)-g/}.

A órbita completa '(#) de z é definida como

'y(«) (z) U'y'(«)

Quando uma. órbita negativa (ou completa) por z é definida, algumas vezes escrevemos S(t)z
para um elemento sobre a. órbita para t < 0 (t c R). Para cada subconjunto B c X, sejalll

I'''(-e) - U I'(«) v-(b): é U ,y-(«) v(B) - U ,y(«)

respectivamente, a órbita positiva, a :órbita: 'L:egáti+a, a órbita completa de .B, se as duas
últimas existirem.

Para cada conjunto Z? C X, definimos os conjuntos o-limite, u(-B), de B e ct-limite, a(B),
de B como

«,(-B) - Í"I U S(t)B, «(B) - n U H(t, B),
s>0 t>s s>0 t>s

onde H(t, B) = U..B #(t, z). Enl particular para um elemento z. C X

«(«.) Í)US(t)«., a(«.)- 0UX(t,«.)
s>0 t>s s>0 t>s

Observação: rcaractehzação dos cozÜuntos Zãnzáíes,) Não é difícil mostrar que u C u(B) se,

e somente se, existe uma seqüência u« C B e uma seqüência f« --, oo tal que S(f«)u. --, u,
quando n --, oo. Similaimente, u C a(B) se e somente se existe uma seqüência u. --, u ein X

e unia. seqüência t« -' oo, tal que, u. = S(t«)u« c B para todo n. Ver j31l-

Definição 1.1.1 U7rz conjunto .A C X é ánt;aharzte sob o ./Zuzo ST'!2 se, para cada z C Á,
e"á't' «m« ó,Z,át« c.mpZet« '(z) f«/ q«. 7(«) c .'!.

Observação: Não é difícil mostrar que um conjunto .A é invariante sob o fluxo S(t) se e
somente se S(t).4 = .A para. t 2 0. Ver jlCI.
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órbita negativa de x como a união ele todas as órbitas negativas por x , então 

, - (x ) = LJ H(t , x ), 
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onde 

H(t, x ) = { y E X : existe uma órbita negativa por x, ,-(x), definida por 

</> : (-oo, O] - X, com</>(O) = x e</>(-t) = y}. 

A órbita complet a ,(x) de x é definida como 

Quando uma órbita negativa (ou completa) por x é definida, algumas vezes escrevemos S(t)x 
para um elemento sobre a órbita para t < O (t E IR) . Para cada subconjunto B e X, sejam 

,+(B) = LJ , +(x ), , -(13) ~ LJ , -(x ), , (B) = LJ ,(x), 
xEB i .· - :. xEÉ · xEB 

respectivamente, a órbita positiva, · a 'órbíta Negàtiva, a órbita completa de B , se as duas 

últimas existirem. 

Para cada conjunto B e X , definimos os conjuntos w-limite, w(B), de B e a-limite, a(B), 

de B como 

w(B) = n LJ S(t)B, a(B) = n LJ H(t , B) , 

onde H(t, B) = U xEB H(t, x ). Em particular para um elemento Xo E X 

w(xo) = nu S(t)xo, a(xo) = nu H(t, Xo) -

Observação: (caracterização dos conjuntos limites) Não é difícil mostrar que u E w(B) se, 

e somente se, existe uma seqüência Un E B e uma seqüência t11 - oo tal que S(t11 )un --t u, 
quando n - oo. Sirrúlarmente, u E o:(B) se e somente se existe uma seqüência Vn - u em X 
e uma seqüência t11 ---t oo, tal que, U n = S(t,,)v11 E B para todo n . Ver [31] . 

Definição 1.1.1 Um conjunto A e X é invariante sob o fiuxo S(t) se, para cada x E A , 

existe uma órbita completa ,(x) tal que 1 (x) C A . 

Observação: Não é difícil mostrar que um conjunto A é invariante sob o fluxo S(t) se e 

somente se S(t)A =A para t 2: O. Ver [16] . 
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Quando S(t).4 C .4, t 2 0, dizemos que Á é positivamente invariante. Quando S(t)-4 D

.,'l, t 2 0, dizemos que .4 é negativamente invariante. Uma classe importante de conjuntos
invarialltes são os a-limites e os u-limites de órbitas

Sejam X um espaço métrico e .4, B c X dois conjuntos não-vazios. Definimos a distância

de .4 até .B por
díst(,4, B) = sup dást(z, B) = sup infl dx(z, 3/)

,eÀ ' ' ' «eÀ yC.B

Seja .4À uma família de conjuntos a um parâmetro À C A. Dizemos que .4À é semi-
contínua superiormente em Ào € A se

ddst(.'i*, .A*.) .X ---, .X.

Analogamente, dizemos que -AÀ é semi-contínua inferiormente em Ào C A se

dást(.A*., .,'!*) -, 0, À --, .X.

Definição 1.1.2 t/m co@unto B C X atrai u«. co@un,to (y C X sob o .Prazo S(t) se

dást(S(t)a, -B) --. 0, t --, m,

isto é, dado c > 0, ezáste to > 0 taZ que se t 2 to, então S(t)C' C B', orzde B' = {z C X

d(z, B) < c} é a c-vizinhança de -B.

Definição 1.1.3 Dize«os que o semágmpo S(t) é assántotãcamente Z se se, para todo conjunto

não vazio B C X, .fechado, limitado e positivamente n amante, existe um conjunto compacto

J C. B tal, q' e J atrai B

Para a demonstração do próximo insultado necessitamos da seguinte definição, veja IS

Definição 1.1.4 Sejam X urra espaço méíráco e /( um subc07Üunto de X. Z)iremos que -K é
relativamente compacto em X se o .fecho de K, K, é compacto em X, isto é, toda seqiiência

em K tem uma subseqiiência convergente em K na métrica de X

Lema 1.1.5 Sejam X um espaço méthco e .4 C X um subc07zjazzto n.ão vazão. Sttpon.damos

que o conjunto Ut?t. S(t).4 é reZatáuamente compacto em X, para algum to C R. Então o
co«Junto «,(.4) é não vazão, c.mp«to e in«h«nte. Sana/a«mente, se os co«juntos S(t)':.4,
t ? 0, são não vazios e para algum to 2 0, o conlunío U.Z.. S(t)':.4 é re/aZáuanierzte compacto
em. X. Então o «nJ-to a(,4) é «ão «*io, "mp«to . án««á-*'
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Quando S(t)A C A, t 2'. O, dizemos que A é positivamente invariante. Quando S(t)A :) 

A , t 2'. O, dizemos que A é negativamente invariante. Uma classe importante ele conjuntos 

invariantes são os a -limites e os w-limites de órbitas. 

Sejam X um espaço métrico e A, B e X dois conjuntos não-vazios. Definimos a distância 

de A até B por 

dist(A , B) = sup dist(x, B) = sup inf d.x(x, y) . 
xEA xEA y E B 

Seja AÀ uma família ele conj untos a um parâmetro À E A. Dizemos que AÀ é semi

contínua superiormente em Ào E A se 

Analogamente, dizemos que A.x é semi-contínua inferiormente em Ào E A se 

Definição 1.1.2 Um conjunto B e X atrai um conjunto C e X sob o fluxo S(t) se 

dist(S(t)C, B) -+ O, t -t oo, 

isto é, dado é > O, existe t0 > O tal que se t 2'. t 0 , então S(t)C C Bc , onde Bc = {x E X 

d(x, B) <e} é a e-vizinhança de B. 

Definição 1.1.3 Dizemos que o semigrupo S(t) é assintoticamente liso se, para todo conjunto 

não vazio B C X , fechado , limitado e positivamente invariante, existe um conjunto compacto 

J e B tal que J atrai B. 

Para a demonstração do próximo resultado necessitamos da seguinte definição, veja [5]. 

Definição 1.1.4 Sejam X um espaço métrico e K um subconjunto de X. Dizemos que K é 

relativamente compacto em X se o fecho de K , K, é compacto em X , isto é, toda seqüência 

em K tem uma subseqüência convergente em K na métrica de X. 

Lema 1.1.5 Sejam X um espaço métrico e A e X um subconjunto não vazio. Suponhamos 

que o conjunto U t>t S(t)A é relativamente compacto em X , para algitm t0 E R Então o 
-º 

conjunto w(A) é não vazio, compacto e invariante. Similarmente, se os conjuntos S(t)- 1 A , 

t 2'. O, são não vazios e para algum to 2'. O, o conjunto Ut?: to S(t)- 1 A é relativamente compacto 

em X. Então o conjunto a(A) é não vazio, compacto e invariante. 
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Demonstração: Cloro .4 é não vazio, os conjuntos U,>; S(t)Á são não vazios para. todo
s 2 0. Assim, os conjuntos

U s(t)Á,
t2:sito

são compactos não vazios e decrescem quando s cresce. Sendo,

«,(.'1) ] US(t).4,
s)'0 t>s

o «,(.4) é então un] conjunto compacto não vazio.
Se @ c S(t)w(.4), então @ = S(t)p com p C w(.4). Usando as propriedades de semigrupos

e as seqüências p«, t«, dadas pela caracterização de w(.4), obtemos

S(t)S(t«)P« - S(f + t«)P« -- S(t)9 @,

o que mostra que @ c «,(.4). Portanto, S(t)«,(.4) c u(.4). Reciprocamente, se p c «,(.4),
considerando as seqüências p«, t« dadas pela caracterização de u(.4), temos que para t« ?
É 2 to, a seqüência S(t«--t)(pi. é relativamente compacta em X. Daí, existem uma subseqüência
t,.. o oo e @ C X tal que

SÇt«. tl-p«.

Então segue, da caracterização de u(Á), que @ C u(.4). Agora, sendo S(t) um seniigrupo

S([«.)P«: - S(t)$(t,.: t)P«: --» s(t)@

Mas

S(t.:)P.: ": ---' .«.

Por unicidade do limite p = S(t)@, então p C S(t)«,(.4). Portanto «,(.4) C S(t)o(.4).

Das duas inclusões acima temos S(t)u(.4) = u(.4), completando a primeira parte da
'] o-i nn alfa pã'iUYU/.

A prova para a(.4) é análoga.

1.2 Atratores e conjuntos absorventes

Neste seção, seguindo j31j, provámos o resultado principal deste capítulo, que assegura a

existência de uin atrator global para um semigrupo S(t) satisfazendo algumas condições.

Definição 1.2.1 Z){zemzos que .4 C X é um. afrator global se .4 é wm conlwnio compacto

ivtuariante que atrai uniformes.ente cada conjuTI.to tãm.atado B C X, isto é, dist(S(t)B, A1) --, 0,

quando t -' .o, onde díst(S(í)B, .4) = sup..a dást(S(t)u, H) = sup..n inf,.,4 dx($(t)u, g/).
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Demonstração: Como A é não vazio, os conjuntos U t~s S(t)A são não vazios para todo 

s 2:: O. Assim, os conjuntos 

LJ S(t)A , 
t~s~to 

são compactos não vazios e decrescem quando s cresce. Sendo, 

w(A) = íl LJ S(t)A, 
s~ Ot~ s 

o w(A) é então um conjunto compacto não vazio. 

Se '1/J E S(t)w(A), então '1/J = S(t)t.p com t.p E w(A). Usando as propriedades de semigrupos 

e as seqüências t.pn, tn, dadas pela caracterização de w(A), obtemos 

o que mostra que '1/J E w(A). Portanto, S(t)w(A) e w(A) . Reciprocamente, se t.p E w(A), 

considerando as seqüências 'Pn, tn dadas pela caracterização de w(A), temos que para tn 2::: 

t 2:: to, a seqüência S(tn-t)t.p,i é relativamente compacta em X . Daí, existem uma subseqüência 

t11 ; ---t oo e '1/J E X tal que · · 

S(tn; - t)t.pn; ---t '1/J, t ---t 00. 

Então segue, da caracterização de w(A), que '1/J E w(A). Agora, sendo S(t) um semigrupo 

Mas 

Por unicidade do limite t.p = S(t)'l/J, então t.p E S(t)w(A). Portanto w(A) e S(t)w(A) . 

Das duas inclusões acima temos S(t)w(A) = w(A) , completando a primeira parte da 

demonstração. 

A prova para a(A) é análoga. ■ 

1.2 Atratores e conjuntos absorventes 

Neste seção, seguindo [31], provamos o resultado principal deste capítulo, que assegura a 

existência de um atrator global para um semigrupo S(t) satisfazendo algumas condições. 

Definição 1.2.1 Dizemos que A C X é um atrator global se A é um conjunto compacto 

invariante que atrai uniformemente cada conjunto limitado B e X, isto é, dist(S(t)B , A) ---t O, 

quando t ---too, onde di st(S(t)B , A) = supuEB dist(S(t)u , A) = supuEB inf y EA dx(S(t)u , y) . 
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Observação: E fácil ver que todo atrator global é um conjunto maximal, isto é, todo conjunto

compacto e invariante está em .,4

Definição 1.2.2 Seja. 23 um sllbc07ÜunÍo de X e Z# lim. subconl&n.ío aberto contendo B. Z)áze

mos que 13 é um conjunto absorvente em U se a órbita de cada conjunto limitado de Z.l está

contida em B depois de um certo tempo, ou seja, para todo Bo C Z,4, Bo Limitado, existe tt(.Bo)

taZ que S(t)Bo C B, para todo t 2 ti(Bo).

Também dizemos que o conjunto 23, da definição acima, absolve os conjuntos limitados

de a. Quando a=X dizemos que B é um conjunto absorvente em X ou simplesmente um

conjunto absorvente.
Observação: A existência do atrator global .4 para um semigrupo S(t) implica em existência

de um conjunto absorvente. De fato, para c > 0 seja y' a c-vizinhança de Á (isto é a
união de bolas abertas de raio c centradas em .4). Então, para cada conjunto limitado Bo,
dást(S(t)-Bo,.4) --, 0, quando t --' oo; logo, pa:a t 2 t(c), te:nos dãst(S(t)Bo,.4) $ ã e
S(t)-Bo C }''. Isto mostra que V' é um conjunto absorvente.

A recíproca dessa observação requer algumas propriedades para o semigrupo e será dada
no teorema abaixo.

Observação: Se considerarmos um subespaço W c X mudando, na definição de conjunto

absorvente, os conjuntos abertos e limitados em X pelos abertos e limitados em W obtemos
o conceito de conjuntos absorventes en] W.

Enunciaremos agora duas condições freqüentemente usadas na prova de existência do

atrator global

1) 0s operadores S(t) são uniformemente compactos para t suficientemente grande, isto é,
para cada conjunto limitado B existe to que pode depender de B tal que

U s(t).B (1.2.1)

é relativamente compacto em X

2) O conjunto X é um espaço de Banach, e pala cada t, $(t) = S](t) + S2(t) onde o operador
SI(.) é uniformemente compacto para t grande e S2(t) é unia aplicação contínua de X sobre
si próprio satisfazendo o seguinte

Para cada conjunto limitado (7 C X,

r.(t) = supllS2(t)vIlA --, 0, quando t --, oo.

Obviamente, se X é uln espaço de Banach toda família de operadores satisfazendo (1.2.1)

também satisfaz (1.2.2) com S2(t) = 0.

Para provarmos o próximo teorema necessitamos do seguinte leda técnico.

(1.2.2)
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Observação: É fácil ver que todo atrator global é um conjunto maximal , isto é, todo conjunto 

compacto e invariante está em A. 

Definição 1.2.2 Seja B um subconjunto de X e U um subconjunto aberto contendo B. Dize

mos q·ue B é um conjunto absorvente em U se a órbita de cada conjunto limitado de U está 

contida em B depois de 1tm certo tempo, ou seja, para todo B 0 CU , Bo limitado, existe t 1(B0 ) 

tal que S(t)Bo e B, para todo t 2: t 1(B0 ). 

Também dizemos que o conjunto B, ela definição acima, absorve os conjuntos limitados 

ele U. Quando U=X dizemos que B é um conjunto absorvente em X ou simplesmente um 

conjunto absorvente. 

Observação: A existência cio atrator global A para um semigrupo S(t) implica em existência 

de um conjunto absorvente. De fato, para e > O seja VE a E-vizinhança de A (isto é a 

união ele bolas abertas de raio f centradas em A). Então, para cada conjunto limitado B0 , 

dist(S(t)B0 , A) -► O, quando t -► oo; logo, para t 2: t(t:), temos dist(S(t)B0 , A) ::; ~ e 

S(t)B0 e VE. Isto mostra que VE é um conjunto absorvente. 

A recíproca dessa observação requer algumas propriedades para o semigrupo e será dada 

no teorema abaixo. 

Observação: Se considerarmos um subespaço vV e X mudando, na definição de conjunto 

absorvente, os conjuntos abertos e limitados em X pelos abertos e limitados em vV obtemos 

o conceito de conjuntos absorventes em W. 

Enunciaremos agora duas condições freqüentemente usadas na prova ele existência do 

atrator global 

1) Os operadores S(t) são uniformemente compactos para t suficientemente grande, isto é, 

para cada conjunto limitado B existe t0 que pode depender de B tal que 

LJ S(t)B (1.2.1) 
t::0:to 

é relativamente compacto em X. 

2) O conjunto X é um espaço de Banach, e para cada t, S(t) = S 1 (t) + S2(t) onde o operador 

S1 (-) é uniformemente compacto para t grande e S2 (t) é uma aplicação contínua de X sobre 

si próprio satisfazendo o seguinte: 

Para cada conjunto limitado C e X , 

rc(t) = sup IIS2(t)cpllx -► O, quando t -► oo. 
<p EC 

(1.2.2) 

Obviamente, se X é um espaço de Banach toda família de operadores satisfazendo (1.2.1) 

também satisfaz (1.2.2) com S2 (t) = O. 

Para provarmos o próximo teorema necessitamos do seguinte lema técnico. 
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Lema 1.2.3 Suponha que o semãgrupo S(t) satisfaz (1.2.1) ou (1.2.2). Sejam U um conauvtto

cabe'rt;o con,elo e co'rL'ue=o e K c 1,4 111 cona\ n.to co'mpa,cto inuav"jante que atrai conjuntos
compactos. Então K é conexo

T)nm nn ç= t r n rã n - ( Veja l31j, p. 26)

Teorema 1.2.4 Soam X am espaço rnéthco e S(t) um scmágmpo soZ)re X. Suponha gue
S(Ü satisfaz (1.2.1) o' (1.2.2). Suponha també«ü que existam «-m conju«.to -,be«to U e um

saLbconjunto limitado B de U tal que 13 é absorvente em U. Então o conjunto .A :: w(.B) é o
atrütor limüado ntazimal em U. Além disso, se X é ulll espaço de Banach e U é conexo e
conuea;o, então .4 é também conexo.

Demonstração: Primeiro provaremos o Teorema no caso simples onde assumimos (1.2.1).

Como o conjunto U.2.. S(t)B é relativamente compacto segue, do Lema 1.1.5, que o w(B)

é um conjunto não vazio compacto e invariante. h,lostraremos agora que .4 = u(B) é um
atrator em Z/, ou seja, atrai conjuntos limitados de Z/.

Argumenta.ndo por contradição, suponhamos que para algum conjunto limitado Bo de Z/,
dist(S(f)Bo, .4) não tende pala 0 quando t -+ oo. Então existe õ > 0 e uma sequência t. --, oo
tal que

dist(S(t.)Bo,H) 2 õ > o, V n.

Para cada n existe b. C Bo satisfazendo

dist(S(t«)Z'«, .4) ? : > 0. (1.2.3)

Cromo B é absorvente, S(t«)23o, e portanto S(t«)b«, pertencem a 6 para n suficientemente

grande (isto é, tal que f. ? ti(Bo)). A seqüência S(f.)b. é relativamente compacta e possui
pelo menos um ponto limite /i.

/3 = 1i:n S(t..)b«: = li«: S(t«, -- ti)S(tl)b..
lti --+ 00 7ti ---100

Como S(tl)b« C B, # pertence a .4 = w(B) e isto contradiz (1.2.2).

O atrator .4 é claramente maximal pois, se .4' :) .4 for uln outro atrator limitado, então
.4' C 23 pois .4' = S(t).4' que está contido em B para t suficientemente grande (já que todo

atrator é invariante e 6 é absorvente), consequentemente, o(.4') = .4' C «,(B) = .4. Portanto

Finalmente, a conexidade de .4 segue do Lema 1.2.3 acima, e o teorema está provado
neste caso.

H Á
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Lema 1.2.3 Suponha que o semigrupo S(t) satisfaz (1.2.1} ou (1.2.2). Sejam U um conjunto 

aberto conexo e convexo e J{ C U um conjunto compacto invariante que atrai conjuntos 

compactos. Então J{ é conexo. 

Demonstração: ( Veja [31], p. 26). ■ 

Teorema 1.2.4 Sejam X um espaço métrico e S(t) um semigrupo sobre X. Suponha que 

S(t) satisfaz (1.2.1) ou (1.2.2). Suponha também que existam um conjunto aberto U e um 

s1ibconjunto limitado B de U tal que B é absorvente em U. Então o conjunto A= w(B) é o 

atrator limitado maximal em U . Além disso, se X é um espaço de Banach e U é conexo e 

convexo, então A é também conexo. 

Demonstração: Primeiro provaremos o Teorema no caso simples onde assumimos (1.2.1). 

Como o conjunto U t>t S(t)B é relativamente compacto segue, do Lema 1.1.5, que o w(B) -º 
é um conjunto não vazio compacto e invariante. Mostraremos agora que A = w(B) é um 

atrator em U , ou seja, atrai conjuntos limitados de U. 

Argumentando por contradição, suponhamos que para algum conjunto limitado B0 de U , 
dist(S(t)l:30 , A) não tende para O quando t --4 oo. Então existe ó > O e uma seqüência tn --4 oo 

tal que 

dist(S(tn)Bo, A) 2: ô > O, V n. 

Para cada n existe b11 E 80 satisfazendo 

(1.2.3) 

Como B é absorvente, S(t11 )Bo, e portanto S(t11 )b11 , pertencem a B para n suficientemente 

grande (isto é, tal que tn 2: t 1(B0 )). A seqüência S(t,,)b11 é relativamente compacta e possui 

pelo menos um ponto limite /3. 

Como S(t 1 )bn E B, f3 pertence a A = w(B) e isto contradiz (1.2.2). 

O atrator A é claramente maximal pois, se A' :J A for um outro atrator limitado, então 

A' e B pois A' = S(t)A' que está contido em B para t suficientemente grande (já que todo 

atrator é invariante e B é absorvente), conseqüentemente, w(A') = A' e w(B) = A. Portanto 

A' =A. 

Finalmente, a conexidade de A segue do Lema 1.2.3 acima, e o teorema está provado 

neste caso. 
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Provaremos, agora, o teorema sob a. hipótese (1.2.1).

O Lenta 1.1.5 mostra que Á = u(23) é não vazio compacto e invariante

O fato que .Á atrai conjuntos limitados é provado por contradição como no primeiro caso:
a diferença surge apenas quando provail)os que S(t.)b« é relativamente compactos pois não

temos a validade de (1.2.1). Para contornar isto, observamos que Si(t«)b« é relativamente

compacto. Assim, se (p«) é limitada e t« --' oo, então S2(t«)b« --, 0 e Si(t«)b« é convergente
se e somente se $(f«)b. convergir (e nesse caso os limites são iguais) o que implica. que $(t.)b«
é relativamente compacto.

A maximalidade é provada da mesma forma que no primeiro caso.

Comentário: Quando o conjunto aberto Z/ é todo espaço X o Teorema acima assegura a

existência de um atiator global em X ou simplesmente um atrator global.

1.3 Sistemas gradientes
Nesta seção, consideramos uma classe especial de sistemas, chamados sistemas gradientes,

para os quais a estrutura do fluxo sobre o atrator global pode ser descrita em algum detalhe.

Veja l16j.
Seja $(t), t ? 0 um a'-semigrupo sobre um espaço métrico completo X e seja E o

conjunto dos pontos de e(luilíbrios de S(t); isto é z C -B se e somente se S(t)z = z para
t 2 0. Lembramos que # é um ponto de equilíbrio hiperbólico se o espectro a(DS(t)(z)) não
intercepta o círculo unitário com centro lla origem em C, onde para cada t ? 0, Z)S(t)z indica

a derivada de Fréchet de S(t) en] z.
Se r C E, o conjunto instável de z é

W''(z) S(--t)Z/ é definido param 2 0 e S(--t)3/ --, z, t --, oo}

Se z é hiperbólico, existe uma vizinhança y de z tal que

[ :.(«) {z/ c w"(«) $(-t)y c y. t ? o},

é uma subvariedade de X. Analogamente, o conjunto estável de z é

w'(«) {y C X : $(t)3/ ---, z, t --, .x}

Se z é hiperbólico, existe unia vizinhança V' de z tal que

Wz:.(:«) = {y C I'r'(z) s(t)v c v', t 2 0},
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Provaremos, agora, o teorema sob a hipótese (1.2.1). 

O Lema 1.1.5 mostra que A= w(B) é não vazio compacto e invariante. 

O fato que A atrai conjuntos limi tados é provado por contradição como no primeiro caso: 

a diferença surge apenas quando provamos que S(tn)b11 é relativamente compacto; pois não 

temos a validade de (1.2.1). Para contornar isto, observamos que S1 (t 11 )bn é relativamente 

compacto. Assim, se ( 'Pn) é limitada e t 11 --t oo, então S2(t11 )bn --t O e S1 (t 11 )b11 é convergente 

se e somente se S(tn)b11 convergir (e nesse caso os limites são iguais) o que implica que S(tn)b11 

é relativamente compacto. 

A maximalidade é provada da mesma forma que no primeiro caso. ■ 

Comentário: Quando o conjunto aberto U é todo espaço X o Teorema acima assegura a 

existência de um atrator global em X ou simplesmente um atrator global. 

1.3 Sistemas gradientes 

Nesta seção, consideramos uma classe especial de sistemas, chamados sistemas gradientes, 

para os quais a estrutura do fluxo sobre o atrator global pode ser descrita em algum detalhe. 

Veja [16] . 

Seja S(t), t 2 O um C'·-sernigrupo sobre um espaço métrico completo X e seja E o 

conjunto dos pontos de equilíbrios de S(t); isto é x E E se e somente se S(t)x = x para 

t 2 O. Lembramos que x é um ponto de equilíbrio hiperbólico se o espectro c,(DS(t)(x)) não 

intercepta o círculo unitário com centro na origem em C, onde para cada t 2 O, DS(t)x indica 

a derivada de Fréchet de S(t) em x. 

Se x E E, o conjunto instável de x é 

Hl u(x) = {y E X: S( -t)y é definido parat 2:: OeS(-t)y--t x, t--t oo} . 

Se x é hiperbólico, existe uma vizinhança V de x tal que 

é uma subvariedade de X. Analogamente, o conjunto estável de x é 

W 5 (x) = {y E X : S(t)y --t x , t --too}. 

Se x é hiperbólico , existe uma vizinhança V de x tal que 
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é uma subvariedade de X. Se S(t) é injetor e Z)S(t)(3/), t 2 0, g/ C X, é um isomorfismo, então

W"(z) é uma subvariedade mergulhada de X. Além disso, Wzl;.(z) = w"(#) n }'', (veja l61) e

Definição 1.3.1 Seja S(t) um C'-semãgmpo sopre X, t 2 0, r ? 1. Um /uncáon.aZ de Z3/a

p'ttvtou 'para S\lt] é uma, fuTLção contínua F l XI --+ 'R. scLtisfazendo a.s sega Entes condições:
(1) F é \i«-.irado infe«'tor«lente;

rP9 F'(z) --. .«, q-ndo l«l --, .«,'

(39 F'(S(t)z) é de«cena. .m t p«« c«d« z C X;

rg) Se z é taZ que S(t)z é de$nãdo para t C ]R e F(S(f)z) = F'(z) para t C R, en.tão z é um
equilürio.

Definição 1.3.2 Dizemos que am (.;'-semãgmpo S(t) : X --, X, t ? 0, r 2 1 é gradáeníe se

(i) Cada órbita positiva limitada é pré-compacta;

Ci,Ü Existe um funcàoiLal de LUapttTtou F '. X --, W. parca S\Jà

Lema 1.3.3 Se S(f) é wm sernigmpo gradiente, então u(z) C E para cada z C X. ,4Zém.

'í'"., « S(t) é {«j't« e ' (z) é «m. ó,bát« p«é-«mp«t" p" :«, Cata. a(z) C E.

Demonstração: Como a órbita positiva '+(z) é pré-compacta, o conjunto {F(S(t)z), t ? 0}
é limitado inferiormente. Então, pela condição (3), F'(S(t)z) --, c, quando t --, oo, onde c é
uma constante. Sendo '+(z) pré-compacta, u(z) é compacto e invada.nte. O fato de (lue F' é

contínuo implica F'(S(t)Z/) = c para t C R e todo Z/ C w(z). A condição (4) implica Z/ C E.
Agora, suponha que ' (z) é uma órbita pré-compacta e z gl E. Então a(z) é compacto.

Se g/ C a(z), existe uma sequência t« --' oo, quando n --, oo tal (lue S(t«)z -o y, quando

n --, oo. Escolha t« tal que t..i t. ? 1, para todo n. Assim, para cada t C (0, 1), a condição
(3) implica

F'(S(f« -)z) $ r'(S(t« + t)z) $ F'(S(t.)z)

para todo ,', e então F'(S(t« + t)z) --, F'(Z/), quando n -+ .o. Como r'(S(t« + t)z) também

converge para f'(S(t)g/), quando n --' oo, segue que -F(S(t)Z/) = r'(3/) para todo t c (0, 1)
e, portanto F'($(t)Z/) = F'(3/) V t C R. A condição (4) implica então que 3/ é unl ponto de
equilíbrio.
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é uma subvariedade de X. Se S(t) é injetor e DS(t)(y) , t 2: O, y E X , é um isomorfismo, então 

wu·(x) é uma subvariedade mergulhada de X. Além disso , w;~c(x) = wu(x) n V, (veja [6]) e 

[16]. 

Definição 1.3.1 Seja S(t) tim C'·-semigrupo sobre X, t 2: O, r 2: 1. Um funcional de Lya

punov para S(t) é uma função contínua F : X - IR satisfazendo as seguintes condições: 

( 1) F é limitado inferiormente; 

{2} F(x) - oo, quando lxl - oo; 

{3} F(S(t)x) é decrescente em t para cada x E X; 

(4) Se x é tal que S(t)x é definido para t E IR e F(S(t)x) = F(x) para t E IR, então x é um 

equiHbrio. 

Definição 1.3.2 Dizemos que um cr -semigrupo S(t) : X - X , t 2: O, r 2: 1 é gradiente se: 

( i) Cada órbita positiva limitada é pré-compacta; 

(ii) Existe um funcional de Lyapunov F: X - IR para S(t) . 

Lema 1.3.3 Se S(t) é tim semigrupo gradiente, então w(x) C E para cada x E X. Além 

disso, se S(t) é injetor e ,-(x) é uma órbita pré-compacta por x, então a(x) CE. 

Demonstração: Como a órbita positiva ,+(x) é pré-compacta, o conjunto { F(S(t)x), t 2: O} 
é limitado inferiormente. Então, pela condição (3) , F(S(t)x) - c, quando t - oo, onde e é 

uma constante. Sendo ,+(x) pré-compacta, w(x) é compacto e invariante. O fato de que Fé 

contínuo implica F(S(t)y) = c para t E IR e todo y E w(x) . A condição (4) implica y E E. 

Agora, suponha que ,-(x) é uma órbita pré-compacta ex(/. E. Então a(x) é compacto. 

Se y E a(x), existe uma seqüência tn - -oo, quando n - oo tal que S(tn)x - y, quando 

n - oo. Escolha tn tal que t 11 _ 1 - tn 2:: 1, para todo n. Assim, para cada t E (O, 1), a condição 

(3) implica 

F(S(tn-1)x) ~ F(S(t11 + t)x) ~ F(S(t 11 )x) 

para todo n, e então F(S(t 11 + t)x) - F(y), quando n - oo. Como F(S(t,. + t)x) também 

converge para F(S(t)y) , quando n - oo, segue que F(S(t)y) = F(y) para todo t E (O , 1) 
e, portanto F(S(t)y) = F(y) \/ t E R A condição (4) implica então que y é um ponto de 

equilíbrio. ■ 
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1.4 Existência de soluções para EDO 's em espaços de
Banach

Nesta seção, seguindo j101, consideramos em un] espaço de Banach X equações diferenciais
não lineares da forma

= - /(t, «), (1.4.4)

onde ./:(t, n) é unha dada função cona valores em X de unia variável real t e uilla variável z C X
A questão da existência de soluções dessa equação está bem estudada na literatura, (veja

j1l, l91, j101 e j121). Daren]os apenas un] resultado simples, que generaliza o clássico Teorema
de Picard, (veja 1301).

Teorema 1.4.1 rEzisíêncãa Local) Suponha que ezáste wma uáz nAança de am po,'to (to,zo)
na qual a ju7Lção f(.t, =) é covttínua em t e satãslaz ü condição de Lãpschitz unilomne em t, isto

e,

ll/(f,z,) -/(t,«;:))ll $ mllz, - z:ll,

para alguma constante positãua .Hnita M. Então ezàste uma uizinhan.ça de to it.a qual a equação

(i.4.4) tem uma úvlica solução = -- $(t) satisfazendo a condição inicial

(1.4.5)

@(to) - :«o. (1.4.6)

Demonstração: A prova é baseada no Princípio da Contrição. Das hipóteses segue que
existem constantes positivas c, 77 e ]Vt tais que, quando it tol $ c e ll# zoll $ v7, a função

.f(t, z) satisfaz

ll/(t, z)ll $ Mt < oo. (1.4.7)

S.j.m õ - mi« (., Ü) . a.(X) ' "p'ç' '' '-«h d" '-çõ« ««tí-« «(t) q" "tã'
definidas pala it tol $ (i, assumindo seus valores em X, munido da seguinte norma

lll«ll suP llz(t)ll
It tol$õ

Seja

Bl:«o, ,71 111z zolll $ ,7}

A condição de limitação (1.4.7) implica que o operador

(r«)(t) - «o + / /(s,«(.))ds
to
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1.4 Existência de soluções para EDO,. s em espaços de 

Banach 

Nesta seção, seguindo [10], consideramos em um espaço de Banach X equações diferenciais 

não lineares ela forma 
dx 
dt = f (t , x), (1.4.4) 

onde f(t , x) é uma dada função com valores em X de uma variável real te uma variável x E X. 

A questão da existência de soluções dessa equação está bem estudada na literatura, (veja 

[1], [9], [10] e [12]) . Daremos apenas um resultado simples, que generaliza o clássico Teorema 

de Picard, (veja [30]). 

Teorema 1.4 .1 (Existência Local) Suponha que existe uma vizinhança de um ponto (to, x 0 ) 

na qual a função J(t, x) é contínua em t e satisfaz a condição de Lipschitz uniforme em t , isto 

é, 

(1.4.5) 

para alguma constante positiva finita M. Então existe uma vizinhança de t0 na qual a equação 

(1.4,4) tem uma única solução x = </>(t) satisfazendo a condição inicial 

</>(to) = xo. (1.4.6) 

D emonstração: A prova é baseada no Princípio da Contração. Das hipóteses segue que 

existem constantes positivas E, 'fJ e Nf1 tais que, quando lt - t01 :S E e ll x - xol l :S 'f/, a função 

f ( t, x) satisfaz 

llf(t, x) II :S Nfi < oo. (1.4.7) 

Sejam ó = min (E, ik) e C8(X) o espaço de Banach elas funções contínuas x(t) que estão 

definidas para lt - t01 :S o, assumindo seus valores em X, munido da seguinte norma 

lllxlll = sup llx(t)ll-
lt- to l:<:::8 

Seja 

B[xo , rJ] = {x E C8 : lllx - xolll :S rJ}. 

A condição de limitação (1.4.7) implica que o operador 

(Tx)(t) = x0 + lt f(s, x(s))ds 
to 
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aplica Blzo, 771 em si própria, já que para z(t) c -Digo, ?71,

(rz)(t) zoll $ óh/i $ ,7

Além disso, quando zi, z2 C Blzo, 771, da condição de Lipschitz (1.4.5), segue a estimativa

l.f(.,z,(.)) /(s, z:(.))lias
to

$ M / ll:«2(.) z:(.)lld.
to

$ M'(t - fo)lllz: :«:ll

f

t

l(7'z,)(t) - (l"z:)(t)ll $

Repetindo o argumento, obtemos

ll(r':.,)(t) - (r'«:)(t) ll $ w'lll:«, «:lll / (t t.)a.
to

$ !!:(1lji-!grlllz,-z-ll
e, Dor recorrencia

(Z"'",)(t) - (7"'":)(t)ll $ !!Z(!;l :o)]nlll«, - «-lll.

.Então

ll(7"'",)(t)(z""":)(t)ll $ !:-ir--iiÍ«, «-lll.(1.4.8)
Porta.nto o operador T" é uma contrição em -Digo, ?71 pa.ra n suficientemente grande. Daí, pelo

Princípio da Contração, existe unia única solução z(t) C Digo, 771 da equação integral

n/

«.]- l .f(s,*Çs»-' (1.4.9)

que é equivalente ao problema de Cauchy (1.4.4), (1.4.6) pala z(t) c Blzo, ?71

Observação: O Teorema 1.4.1 assegura a existência de solução apenas em uma vizinhança

do ponto to. Mas, tendo construído uma solução no intervalo lto õ, to + õl, podemos tentar
estendê-]a. E obvio que seremos capazes de continuar ta] procedimento indefinidamente se,
por exemplo, as condições (1.4.5) e (1.4.7) são satisfeitas para todo T € X com as mesmas

conta.ates .A4 e Jt/i. Em particular, se as condições (1.4.5) e (1.4.7) são satisfeitas para todo
t C la, oo), llz zoll $ v7, para algum a C R, e a. solução da equação (1.4.4) é conhecida e está
em alguma bola llz(t) zoll $ ?7o < 77, ela pode ser estendida indefinidamente quando [ --, oo.

Se iinpusermos exigências de caráter global sobre ./(t, r), podemos obter existência global
das soluções sem hipótese prévia sobre seu comportamento

Severino Horácio IMIFUSP
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aplica B[x0 , 77] em si própria, já que para x(t) E B[x0 , 77], 

ll(Tx)(t) - xoll ::; 0M1 ~ 77. 

Além disso, quando x1 , x2 E B[x0 , 77], da condição de Lipschitz (1.4.5), segue a estimativa 

ll(Tx2)(t)- (Tx1)(t)II < 1t llf(s, x2(s))- f(s ,x1 (s))llds 
to 

< NJ 1t llx2(s) - x1(s) llds 
to 

< M(t - to)lllx2 - x1 1ll -

Repetindo o argumento, obtemos 

e, por recorrência 

< [NI(t - to)]" Ili ' - · Ili I X2 X1 . 
n . 

Então 
[Mo]n 

1l(T11x2) (t) - (T 11xi)(t)II ::; -
1
-lllx2 - xiJ ll -

n. 
(1.4.8) 

Portanto o operador T 11 é uma contração em B[x0 , 77] para n suficientemente grande. Daí, pelo 

Princípio da Contração, existe uma única solução x(t) E B[x0 , 77] da. equação integral 

x(t) = x 0 + 1t J(s, x(s))ds , 
to 

(1.4.9) 

que é equivalente ao problema de Cauchy (1.4.4), (1.4.6) para x(t) E B[x0 , 77]. ■ 

Observação: O Teorema 1.4.1 assegura a existência de solução apenas em wna vizinhança 

do ponto t 0 . Mas, tendo construído uma solução no intervalo [to - o, t 0 + o], podemos tentar 

estendê-la. É obvio que seremos capazes de continuar tal procedimento indefinidamente se, 

por exemplo , as condições (1.4.5) e (1.4.7) são satisfeitas para todo x E X com as mesmas 

contantes M e Nfi. Em particular, se as condições (1.4.5) e (1.4 . 7) são satisfeitas para todo 

t E [a , oo) , ll x - xoll ::; 77, para. algum a E~, e a solução da equação (1.4.4) é conhecida e está 

em alguma bola ll x(t) - x0II ~ 770 < 77 , ela pode ser estendida indefinidamente quando t - oo . 

Se impusermos exigências de caráter global sobre f(t , x) , podemos obter existência global 

elas soluções sem hipótese prévia sobre seu comportamento. 
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Teorema 1.4.2 ÍErástêncáa GZobaZ) Suponha que ezãste um donzáháo la, ól x X soZ)re o qual

a juvLção f(t,z) é covttÍnuct em t e satisfaz a condição de Lipschitz (í.4.S). Então para cada

(to,=o) C la, ól x X . p"bZem« de C-chy r-r.4.4), r-r #.6) t.m uma únác« «Zuçâo z = @(t)

de$náda sobre la, ól

Demonstração: A prova é análoga ao Teorema 1.4.1. E suficiente notar que:

(a) as hipóteses do teorema implicam a limitação de /(t,z) sobre la, ól x K, onde Ã' é um
subconjunto compacto arbitrário de X;

(b) o papel de Digo,?71 é exercido pelo espaço C(X) das funções contínuas z(t) (lue estão
definidas sobre la,ól, assumindo valores em X e tem a norma

11:«111 s«P ll:«(t)ll < .:«.
teia,bl

Observação: Note que, se a equação (1.4.4) é autónoma, isto é, / não depende explicitamente

de t, então ./ é contínua em t para f C R e portanto, os Teoremas 1.4.1 e 1.4.2 se aplicam. Em
particular se ./ é globalmente Lipschitz temos que a solução do problema de Cauchy (1.4.4),
(1.4.6) existe para todo t c IR, (veja lil).

Severino Horácio IMIÇUSP
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Teorema 1.4.2 (Existência Global) Suponha que existe um domínio [a, b] x X sobre o qual 

a função f(t , x) é contínua em t e satisfaz a condição de Lipschitz (1.4-5). Então para cada 

(t0 , x0 ) E [a, b] x X o problema de Cauchy (1.4-4) , (1 .4-6} tem uma única solução x = </> (t) 

definida sobre [a, b]. 

Demonstração: A prova é análoga ao Teorema 1.4.1. É suficiente notar que: 

(a) as hipóteses do teorema implicam a limitação de f(t , x) sobre [a, b] x K, onde K é um 

subconjunto compacto arbitrário de X; 

(b) o papel de B[x0 , 77] é exercido pelo espaço C(.X) das funções contínuas x (t) que estão 

definidas sobre [a, b], assumindo valores em X e tem a norma 

lllxlll = sup llx(t)II < 00. 
tE[a,b] 

Observação: Note que, se a equação (1.4.4) é autônoma, isto é, f não depende explicitamente 

de t, então fé contínua em t para t E IR. e portanto, os Teoremas 1.4.1 e 1.4.2 se aplicam. Em 

particular se f é globalmente Lipschitz temos que a solução do problema de Cauchy (1.4.4), 

(1.4.6) existe para todo t E IR., (veja [l]) . 

Severino Horácio INIE-USP 



Capítulo 2

Propriedades do Ponto Sela para
EDO 's em Espaços de Banach

Neste capítulo, além da demonstração de existência de variedades invariantes apresentada
em l31, provámos uin teorema de continuidade das variedades instáveis locais com relação a
um parâmetro.

2.1 Variedades centro estável e centro instável

Nesta seção, seguindo l31 , mostiarenlos a existência de variedades centro estável e centro

instável para a EDO (2.1.1) abaixo.

Seja .4,.x« uma n x n matriz e / : R" --, IR" contínua cona /(0) = 0. Um propósito

da análise de ponto sela de sistemas autónomos clássicos é comparar, em uma vizinhança de
p :: 0, as propriedades da EDO não linear

@ /(9) (2.1.1)

com a equação linear

ç' (2.1.2)

Aqui estendemos essa análise para certas EDO 's em espaços de Banach, nas quais o operador
linear .A pode ser não limitado.

Sejam X um espaço de Banach com norma 1 . 1 e {T(t)}t?o um Co-semigrupo de operadores
lineares sobre X

Definição 2.1.1 Se T(t) é umz (y'-se«nàgrupo sobre X, seu gerador ánánãles TRAZ é a aplicação

.4 : D(.4) C X --, X de$nída por

.4P . li.. T(t)ç'[--,o+ t
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Capítulo 2 

Propriedades do Ponto Sela para 

EDO 's em Espaços de Banach 

Neste capítulo, além da demonstração de existência de variedades invariantes apresentada 
em [3], provamos um teorema de continuidade das variedades instáveis locais com relação a 
um parâmetro. 

2.1 Variedades centro estável e centro instável 

Nesta seção, seguindo [3] , mostraremos a existência de variedades centro estável e centro 
instável para a EDO (2.1.1) abaixo. 

Seja Anxn uma n x n matriz e J : IR.n ---+ IR.n contínua com J (O) = O. Um propósito 
da análise de ponto sela de sistemas autônomos clássicos é comparar, em uma vizinhança de 
<p = O, as propriedades da EDO não linear 

cp = Acp + f(cp) (2.1.1) 

com a equação linear 

cp = Acp. (2.1.2) 

Aqui estendemos essa análise para certas EDO, s em espaços de Banach, nas quais o operador 

linear A pode ser não limitado. 

Sejam X um espaço de Banach com normal· I e {T(t) h>o um C 0-semigrupo de operadores 
lineares sobre X. 

Definição 2.1.1 Se T(t) é um Cº-semigrupo sobre X , seu gerador infinitesimal é a aplicação 

A : D(A) e X---+ X definida por 

A 1
. T(t)cp - cp 

<p = 1111 ----, 
t -,0+ t 

16 



17

o domínio D(.A) consiste de todos os (p C X para os quais esse limite existe (como um. limite
Tlü topologia dü norma de X). Nesse caso, dizemos também que T(t) é gerado por A

Teorema 2.1.2 ÍHãZZe e PhàZZáps) Sda T(t) um C'-semág«.po sobre X. Então T(t) passai

um. gerador in$nitesimal, A, den.semente de$nido em X

Demonstração: (Veja li31 o« l2tl)

Teorema 2.1.3 Sda T(t) umz C'-semãgrupo soZ,re X. Então

Ú,) ezãstem constantes À4 2 1 e p > 0 taJ que

lr(t)pl $ We"'lpl, V g C X, t 2 0; (2.1.3)

00 « «pzic«ção t ,- llr(t)ll é s'mÍ-««fhu« {n/eóo"mente, l.g. «.n;«á«Z,
(ii{) se A é o gerador in$nitesimal de T(t), então A é densamente de$nido e fechado.
p C D(..4), t n r(t)9 é comi'n-m.nt. dí/e«nela«eZ '

;r(t)ç' - Àr(t)ç' - 7'(f).4ç', t ? o.

Para,

Demonstração: (Veja 1201, p. 6)

Seja v7 unia função contínua não decrescente a valores reais sobre 10, oo) com 77(0)
Seja / : X --, X unia função contínua. (não linear) tal que

(i) /(o)

(n) l/(P)-/(@)l s,z(«)IP @l, IPI, l@l <,
Observação: No que segue, suporemos a equação (2.1.1) sobre X, com .A um operador linear

(não necessariamente limitado) e / satisfazendo (i) e (ii) acima. Suporemos também que T(t)
é o sen)igrupo gerado por .A.

Assumiremos as seguintes hipóteses:

(1) (BU) Pa-a cada t ? 0, T(t) é injetivo;
(2) X admite uma decomposição tal que:

(2a) X = n- X a) roX a) n-+X, onde n--, n-o, n-+ são projeções lineares contínuas sobre X
A condição (2a) implica

T T-- == T--'H'+ == 'H'+T. n+no ::: nora :: 0,

e

7T--} '7r0'H'0 n'o, a'+ a'+ :: n'+, n' + a'o + n'+ /

Severino Horácio IMlbUSP
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o domínio D(A) consiste de todos os cp E X para os quais esse limite existe (como um limite 

na topologia da norma de X). Nesse caso, dizemos também que T(t) é gerado por A. 

Teorema 2.1.2 (Hille e Phillips) Seja T(t) um C0 -semigrupo sobre X . Então T(t) possm 

um gerador infinitesimal, A , densamente definido em X. 

Demonstração: (Veja [13] ou [21]). 

Teorema 2.1.3 Seja T(t) um C0 -semigrupo sobre X. Então 

(i) existem constantes M ~ l e µ > O tal que 

(ii} a aplicação t f---+ IIT(t) li é semi-contínua inferiormente, logo mensurável; 

(2.1.3) 

(iii} se A é o gerador infinitesimal de T(t), então A é densamente definido e fechado. Para 

cp E D(A) , t f---+ T(t)cp é continuamente diferenciável e 

d 
dt T(t)cp = AT(t)cp = T(t)Acp, t ~ O. 

Demonstração: (Veja [20], p. 6). 

Seja rJ uma função contínua não decrescente a valores reais sobre [O, oo) com ry(O) = O. 

Seja f: X - X uma função contínua (não linear) tal que 

(i) f(O) = O; 

(ii) lf( cp) - f('lj!)I ~ ry(r)lcp - 'lj! I, lcpl , l'ljil < r. 

Observação: No que segue, suporemos a equação (2.1.1) sobre X, com A um operador linear 

(não necessariamente limitado) e f satisfazendo (i) e (ii) acima. Suporemos também que T(t) 

é o semigrupo gerado por A. 

Assumiremos as seguintes hipóteses: 

(1) (BU) Para cada t ~ O, T(t) é injetivo; 

(2) X admite uma decomposição tal que: 

(2a) X = 1r _X E9 1r0X EB 1r +X , onde 1r - , 1r0 , 1r + são projeções lineares contínuas sobre X . 

A condição (2a) implica 

1r - 1ro = 7ro7r - = 7r - 7r + = 7r + 7r - = 7r + 7ro = 7ro7r + = O, 

e 

Severino Horácio liVIE-USP 
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Se p C X escrevemos p = a- p, po :: aop, p+ - r+p.
Usaremos, enl todo este capítulo, a norma eqtlivalente ll . ll sobre X, onde para toda. p C X

IPll l+lPol+lP..

(2b) Para cada t 2 0, T(t) comuta com as projeções a- , n-o, a-+ de forma que cada subespaço
n- X, n-oX, n-+X é positivamente invariante por T(t). Além disso, 7'(t) pode ser estendido a

um grupo de operadores lineares contínuos sobre n-oX a) a+X;
(2c) Existem constantes

a , ao, a+, minta ,a+} > ao ? 0 e /( ? l,

tal que
ll7'(t)p $ X'e ' 'llp 11, V p C X, t 2 0;

ll7'(t)poli $ Ke"l*lllpoll, V p C X, t c R; (2.1.4)

lr(t)p+ll $ Ã.'+'llP. 11, v p c x, t $ o.
Sem perda de generalidade vamos assumir ao > 0

Quando o operador .A é limitado temos 7'(t) = e''l', (veja 1201). E pala (2.1.2), X = R",
T(t) = e''l' e os subespaços a R", n-oR", r+R" correspondem, respectivamente, aos auto-

espaços gelaeralizados de .4 associados aos autovalores com parte real negativa, parte real nula
e parte real positiva.

Observação: Quando to = 0 temos uma dicotomia exponencial para T(t), (veja j101, j161 e
l19j)

Em virtude do Teorema 2.1.3, a equação (2.1.1) gera un] fluxo em X dado por

««(f) - T(t)«,(o) + / r(t ;).f(w(s))d..

A integral em (2.1.5) é a integral de Bochner (que é uma extensão natural da integral de
Lebesgue en] um espaço de Banach de dimensão infinita, veja jll).

Uma solução contínua, w(t), de (2.1.5) é chamada uma "solução mim"de (2.1.1). Quando

a solução, w(t), de (2.1.5) é continuamente diferenciável ela é uma solução clássica de (2.1.1).
Consideraremos apenas soluções contínuas de (2.1.5) para t ? 0. Para resultados sobre regu-
laridade de "soluções mim" , (veja 1271, Capítulo 6).

t

0
(2.1.5)

Lema 2.1.4 Seja r > 0 e 'm : lO,rl } X uma solução contígua de Í2./.S,). Então

g/(t) - «,(f + r), V t c l .-, 01 (2.1.6)

IM]FUSPSeverino Horácio
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Se c.p E X escrevemos c.p _ = rr -'P, c.po = rroc.p , 'P+ = 1f+'P· 

Usaremos, em todo este capítulo, a norma equivalente li · li sobre X, onde para toda c.p E X 

(2b) Para cada t 2'. O, T(t) comuta com as projeções rr - , rr0 , 1r+ de forma que cada subespaço 

rr_X, rr0X , rr+X é positivamente invariante por T(t). Além disso, T(t) pode ser estendido a 

um grupo de operadores lineares contínuos sobre rr0X EB rr +X; 

(2c) Existem constantes 

tal que 

IIT(t)c.po ll ~ K eª□ ltlll c.pol l , V c.p E X, t E IR; (2.1.4) 

Sem perda de generalidade vamos assumir a0 > O. 

Quando o operador A é limitado temos T(t) = eAt, (veja [20]). E para (2 .1.2), X= !Rn, 

T(t) = eAt e os subespaços rr_lR", 1r01R", rr+IR" correspondem, respectivamente, aos auto

espaços generalizados de A associados aos autovalores com parte real negativa, parte real nula 

e parte real positiva. 

Observação: Quando 1r0 = O temos uma dicotomia exponencial para T(t), (veja [10], [16] e 

[19]). 

Em virtude do Teorema 2.1.3, a equação (2.1.1) gera um fluxo em X dado por 

w(t) = T(t) w(O) + 1t T(t - s)f(w(s))ds. (2.1.5) 

A integral em (2.1.5) é a integral de Bochner (que é uma extensão natural da integral de 

Lebesgue em um espaço de Banach de dimensão infinita, veja [1]) . 

Uma solução contínua, w(t), de (2 .1.5) é chamada uma "solução mild"de (2.1.1). Quando 

a solução, w(t), de (2 .1.5) é continuamente diferenciável ela é uma solução clássica de (2 .1.1) . 

Consideraremos apenas soluções contínuas de (2.1.5) para t 2'. O. Para resultados sobre regu

laridade de "soluções mild" , (veja [27], Capítulo 6) . 

Lema 2.1.4 Seja T > O e w : [O, T] -t X uma solução contínua de (2.1 .5}. Então 

y(t) = w(t + T) , V t E [-T, O] (2.1. 6) 

Severino Horácio IME-USP 
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se.tisfaz

r(-t)z/(t)(o) +/ r(-s)./'(3/('))d;, v t c l-.'-,ol.(2.t.7)
Reciprocamente, se rBU) vale e 3/ satíli/az re.í.V9, en,fão m sat l/az Í2.-í.S2 em 10, rl.

Demonstração: Suponha que m satisfaz (2.1.5) e seja y dada por (2.1.6). Então, se t €
1--7-, 01, segue que

r(-t)3/(t) -t).«(t + '-)
r /'t+r l

T(-t) lr(t + .'-)««(o) + / T(t + , - ')./:(w('))d'lL JO

r(r)w(o) + / r(.- - .)/(««('))d'.

0

0

l\'las, de (2.1.5) temos

r(,-)««(o) - w(.'-) - / 7'(, .)/(w(s))d',
0

então

r(-t)3/(t) - ««(.'-) - / 7'(,- s)/(««('))d'+

g/(0) + / T(.'- ;).f(««(s))d'

Fazendo a mudallça de variável r = s -- 1-, resulta

r(-t)y(t) - 3/(o) + / T(-«)/(w(«+ ,))d«
0

/ r(-«).f(y(,))a,,
0

ou seja, y satisfaz (2.1.7). Reciprocamente, suponha que 3/ satisfaz (2.1.7)

g/(o) ::: T(-t)3/(t) / r(-s)./'(3/(.))ds, t c l-.'-, ol,
0

cona t = r, segue que

y(Q)- rb)u(-') l T(-s)j(y(s»'i',

y(-,) resulta

.«(,-) :: T(',).«(0) - / 1"(-.).f(«,(s + ',))d'

0

T

t

t

f

«(,).se«do 3/(0)ei]

T

0

JI'' T(.--.).fo«(.»'i;

Então

(2.1 8)

IMIÇUSPSeverino Horário
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satisfaz 

T(-t)y(t) = y(O) + 1t T(-s)f(y(s))ds , V t E [- T, O]. (2.1.7) 

Reciprocamente, se (EU) vale e y satisfaz (2.1. 7), então w satisfaz (2.1.5) em [O , T]. 

Demonstração: Suponha que w satisfaz (2 .1.5) e seja y dada por (2.1.6) . Então, se t E 

[-T, O], segue que 

T(-t)y(t) = T(-t)w(t+T) 

= T(-t) [r(t + T)w(O) + 1t+r T(t + T - s)J(w(s))ds] 

= T(T)w(O) + 1t+r T(T - s)f(w(s))ds. 

Nias, de (2.1.5) temos 

então 

T(-t)y(t) = w(T) -1r T(T - s)f(w(s))ds + 1t+r T(T - s)f(w(s))ds 

= y(O) + 1t+r T(T - s)f(w(s))ds. 

Fazendo a mudança de variável r = s - T, resulta 

T(-t)y(t) = y(O) + 1t T(-r)f(w(r + T))dr 

= y(O) + 1t T(-r)f(y(r))dr , 

ou seja, y satisfaz (2.1.7). Reciprocamente, suponha que y satisfaz (2 .1.7) . Então 

y(O) = T(-t)y(t) -1t T(-s)f(y(s))ds, t E [-T, O], 

com t = -T , segue que 

y(O) = T(T)y(-T) - 1-r T(-s)f(y(s))ds , 

sendo y(O) = w(T) e y(-T) = w(O), resulta 

Severino Horácio 
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l.r), tenros

r( t)w(t + ,)

0, obtemos
0 I'

r(.'- p)w(o) - ««(.'-) + / T(-.).f(««(s+.'-))d.,
0

então, usando (2.1.8),resulta
--'r r'Q--l'

r(.'- - o)««(o) - T(.'-)««(o) - / r(-.)/(«,(s+.'-))d'+ / T(-;)/(««(.+',))d.0 JO

T(,'-).«(0) - / T(-.)/(««(s + ,'-))ds,
0 a-

por Olttro ando de (2r

=: T

T

r(-.)/(««(. + ',))ds
fazendo t

equivalentemente

r(.'--o) l««(o) r(o)««(o)+/ T(o ', s)/(««(s+.'-))d.l

mudança de variável r = s + 1-, temos

r(.- o) l««(o) 1"(0)«,(0) / r(o-«)/(««(,))a,l

Então, pela hipótese (BU), segue que

:«(o) r(o)««(o) / I"(o - ,).f(«,(,))a,

Portanto m satisfaz (2.1.5)

fazendo a

0

0

Definição 2.1.5 Uma solução de Í2.-Z.S9 n.o àrzterua/o l--7-,01, 1- > 0 é uma /unção 3/
1--7-, 01 --} X dada por Í2.1.6), onde w é Hma solução de ÍP.-Z.S) em. lO,7-l

Definimos, para À > 0

Í /(p), « llpll $ À,

As propriedades de / e 77 garantem a existência de unia função contínua não decrescente p(À)
À 2 0, P(0) = 0 tal que, para toda p, @ C X

/x(p)ll $ «(.x).x,
l/À(p) /À(@)ll $ «(À)llp @ll.

de estudei (2.1.5) 1ocalnlente, collsideiaremos a equação

«,(t) - T(t)««(0) + / T(t ;)/À(«(.))ds.

/À(9) - Ü , se llpll > À./

Com n. fina.lirln.deaiiaê
Z

0

(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.1 1)
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Por outro lado, de (2.1.7) , temos 

T( - t)w(t + T) = w(T) + 1t T( -s)f(w(s + T))ds , 

fazendo -t = T - 0, obtemos 

T(T - 0)w(0) = w(T) + 1B-r T(-s)f(w(s + T))ds, 

então, usando (2.1.8) , resulta 
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T(T - 0)w(0) = T(T)w(0) -1-r T(-s)f(w(s + T))ds + 1B-r T(-s)f(w(s + T))ds 

= T(T)w(0) -1~: T(-s)f(w(s + T))ds, 

equivalentemente 

T(T - 0) [ w(0) - T(0)w(0) + i~: T(0 - T - s)f(w(s + T))ds] = O, 

fazendo a mudança de variável r = s + T, temos 

T(T -0) [w(0) -T(0)w(0) -1° T(0- r)J(w(r))dr] = O. 

Então, pela hipótese (BU), segue que 

w(0) - T(0)w(0) - 1º T(0 - r)J(w(r))dr = O. 

Portanto w satisfaz (2.1.5) . ■ 

Definição 2.1.5 Uma solução de (2.1.5) no intervalo [-T,0], T > O é uma função y 

[-T, O] - X dada por (2. 1.6), onde w é uma solução de (2.1.5) em [O, T]. 

Definimos, para À > O 

{ 

f(cp), se ll'P II :S À, 

f>.(cp) = ( À<p) f M , se ll'PII > >.. 
(2.1.9) 

As propriedades de f e r, garantem a existência de uma função contínua não decrescente 1.1( À) , 
/\ 2: O, 1.1(0) = O tal que, para toda cp, 'l/; E X 

llf>.(cp)II ::; 1.1(>.)>. , 

llf>.(cp) - f>.('1/J)II ::; 1.1(>.)ilcp - '1/J II -
(2.1.10) 

Com a finalidade de estudar (2.1.5) localmente, consideraremos a equação 

w(t) = T(t)w(0) + 1t T(t - s )f>.(w(s))ds. (2.1.11) 
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Lema 2.1.6 Seja p € X. Ez ste À > 0 ta/ que a equação r2.-Z.]],) possuí um.a Única solução

«ntú«u«, «,(t), de$n a p«« t 2 0, com «,(0) :: p

Demonstração: Seja 7' > 0. Definimos o conjunto

G lo,rl -, x co«tí-as co:n g(0)

Pa.ia (5 > 0, definimos a. norma

Igllõ - s«P . "llg(t)
leio,rl

E fácil verificar que G é um espaço métrico conapleto com a norma ll - lló.

Definimos o operador P sobre G por

(pg)(t) - r(t)p+ / r(t .)/x(g(.))a., t c l0,7'l.

Fazendo uma nludaiaça de variável adequada temos

r(t .)/ (g(.))a. - / 7'(.).f*(g(t - '))a'. (2.i.i3)
0 JO

Usando (2.1.3), (2.1.10) e (2.1.13) é fácil mostrar que P : G --, G. Além disso, usando (2.1.3)

e (2.1.10), para gt, g2 C G e t C to,rl, obtemos

l(Pg:)(t) (Pg,)(t)ll $ / 117'(t .)l/*(g:(s)) -.f*(g,(s))llld'

$ / M."« 4ll/X(gi(s)) /x(g2(s))lld'

$ / Me"G 4«(.X)llS:(.) g,(')lla'

$ / &/«(.X)e"G 4.;'. ''llg:(s) - g,(.)lias

$ / .A/P(À)eP(' ')eó'llgt g2llõds.

< 00

f

0

tt

f

:.

:.

0

(2.1.12)

e ''ll(Pgi)(t) (Pg2)(t)ll $1 11g: g,ll,Mp(.X) / eO ÜG 4.Zs.

Portanto, se (5 > p e À é tal que

MuQK) l etn õ)(' ')ds < 1,

o operador P é unia contrição, então possui um único ponto fixo w.

Logo
7

0

T

0

(2.1.14)

Severino Horácio IME-USP
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Lema 2 .1.6 Seja <p E X . Existe À > O tal que a equação (2.1.11} possui uma única solução 

contínua, w(t) , definida para t 2 O, com w(O) = <p . 

Demonstração: Seja T > O. Definimos o conjunto 

G = {g : [O , T] - X contínuas com g(O) = <p } . 

Para o > O, definimos a norma 

ll9 ll c5 = sup e-ôt llg(t) II < 00. 
lE[O,TJ 

É fáci l verificar que G é um espaço métrico completo com a norma li · ll ó

Definimos o operador P sobre G por 

(Pg)(t) = T(t)<p + 1l T(t - s)f>..(g(s))ds, t E [O, T]. 

Fazendo uma mudança de variável adequada temos 

1l T(t - s)f>..(g(s))ds = 1l T(s)f>..(g(t - s))ds. 

(2 .1.12) 

(2.1.13) 

Usando (2 .1.3) , (2 .1.10) e (2.1.13) é fácil mostrar que P : G - G. Além disso, usando (2 .1.3) 

e (2.1.10) , para g1, 92 E G e t E [ü , T], obtemos 

Logo 

ll (P91)(t) - (Pg2)(t) II < 1l llT(t - s) [f>..(91(s)) - f>..(92(s)) ]llds 

< 1l Meµ(t-s) llf>..(g1(s)) - f>..(g2(s))l lds 

< 1t Nfe"(t-s)11(>.) ll g1(s) - 92(s) ll ds 

< 1l JV! 11( >.)eµ(t-s)e8se-ós ll 91 ( s) - 92( s) llds 

< 1t M v(>.)eµ(t-s)e8s ll 91 - 92 ll c5ds. 

e-ól ll (P91)(t) - (P92)(t) II s; 11 91 - 92 ll,5M11(>.) 1T e(µ -ó)(t-s )ds. 

Portanto, se o > µ e À é tal que 

o operador P é uma contração, então possui um único ponto fixo w. 

Severino Horácio 
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Definição 2.1.7 Um. subconlurzto /{ C X é localmente posátàuam.ente amuar ante soó o ./Zuzo

(2.1.5) se, T)arca cada, p C K, existe e > Q tal que

(i) « «Zução «(t) de Í2..í.5), c.m w(0) t. p«« t > 0 s,i$cáentem.nte peq«en.;

(ii) se para r > 0, w(t) ezáste e pede7z,ce a bo/a -B(p,c) para lodo t C lO,7-l erztão w([) C X'
para lodo t c 10, 7-l.

Analogamente, define-se conjunto localmente negativamente invariante mudando > por
< em (i) e (ii).

Definição 2.1.8 SuporzAa que um espaço de .Éianach y é decomposto con7to y :: n-il' (D n-2y

T)ara \ e ll projeções lineares co'r\tínuas. Então, u'm subconjunto S C Y contendo UO é
tangente a a'2y e7n 3/o se

1;:1Í-::il- --+ o, qaarzdo y --} 3/o em s.

No que segue, denotaremos por B(0, õ), B(« ©«)(0, (í), B(«.Ox+)(0, ó), a bola de raio delta
e centro iia origem de X, a- X © a-oX, n-oX a) a-+X, respectivamente.

Teorema 2.1.9 .Éüz;isZem. õ > 0 e c07Üwntos

w" llP + Poli < Õ, P+ P*(P + Po)},

n'*": llP0+9+ll <õ, P(P0+9+)},

os quais são chamados variedade centro estável e variedade centro instável de r2..Z..7.),

respectiuameTtte, onde p' e q* são .funções Lipschtzãanas de$nidas sobre B(. o..)1.0,õ) c
n- X © n-oX, B(«.©«...)(0,õ) C roX © 7r+X, respecíáuamente, tais que o cona nfo Wr" é ZocaZ-

me«te positiuame«\te inda«'ta«»te sob o Hb=o (2.1.5), enq«,auto se (BU) vale W*" é localme«te

n,egatiuamente ihuaüünte. Toda, solução de (2.1.5) que existe e per'm,anece na bola BqQ.õ) para

t 2 0 «tá .m H'" e tod« «Z«ção d. ÍP.-Z.S) q« ..á.t' ' 7'"m-ec. n« Z,./. B(0, õ) p«« t $ 0

está em W*". .Além disso, o espaço tangente a W" erra zero é a- XOn-oX e o espaço tangem.íe
a l©*" em zero á a-oX G) n-+X

Demonstração: Mostraremos que para À suficientetllente pequeno, de modo que

a. variedade centro estável pala (2.1.11) existe e, é definida. por p;, que mostlarenios ser a
única. solução, para [ ? 0, do sistema

max 2K''«(.X) 2(-K«(.X))' . Ã'«(À)
"*, -«o-4X'«(À)' «o(«+-«o 4Ã'«(À)) ' «..

<1

Severillo Holácio IME-USP

22 

Definição 2 .1. 7 Um subconjunto I-< C X é localmente positivamente invariante sob o fluxo 

{2. 1. 5) se, para cada cp E K , existe E > O tal que 

(i) a solução w(t) de {2.1 .5}, com w( O) = cp, existe para t > O S1Lfi,cientemente peq1ieno; 

(ii) se para T > O, w(t) existe e pertence a bola B(cp, E) para todo t E [O , T] então w(t) E K , 

para todo t E [O, T] . 

Analogamente, define-se conjunto localmente negativamente invariante mudando > por 

< em (i) e (ii) . 

Definição 2.1.8 Suponha que um espaço de Banach Y é decomposto como Y = 1r1Y E9 1r2Y 

para 1r1 e 1r2 projeções lineares contínuas. Então, um subconjunto S C Y contendo y0 é 

tangente a 1r2Y em Yo se 

l11r1(Y -yo)II 
li ( )li - O, quando y - Yo em S. 

1r2 Y - Yo 

No que segue, denotaremos por B(O, 8) , B(1r-EB1ro)(O, 8), B(1roEB1r+) (O, 8) , a bola de raio delta 

e centro na origem de X, 1r _X E9 1r0X, 1r0 X EB 1r +X , respectivamente. 

Teorema 2.1.9 Existem ó > O e conjuntos 

os quais são chamados variedade centro estável e variedade centro instável de {2. 1.1}, 

respectivamente, onde p* e q* são Junções Lipschtzianas definidas sobre B(1r-EB1ro)(O, ó) C 

1r _X E9 1r0 X , B(1roEB1r+) (O , 8) e 1r0 X E9 1r +X, respectivamente; tais que o conjunto vV*5 é local

mente positivamente invariante sob o fi1ixo {2.1.5}, enquanto se (EU) vale W *u é localmente 

negativamente invariante. Toda soliição de (2.1 . 5) que existe e permanece na bola B(O , ó) para 

t 2". O está em vV*s e toda solução de {2.1.5} que existe e permanece na bola B(O , ó) para t::; O 

está em W*u. Além disso, o espaço tangente a vV*5 em zero é 1r _X E9 1r0 X e o espaço tangente 

a vV*" em zero é 1r0 X EB 1r+X . 

D emonstração: Iviostraremos que para /\ suficientemente pequeno, de modo que 

a variedade centro estável para (2 .1.11) existe e, é definida por PÂ , que mostraremos ser a 

única solução, para t 2". O, do sistema 

Severino Horácio IIvIE-USP 
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«, (t) r(t)p + .Er(í .)«-/*(«(.) + ««o(.) + P:(«(')+ «,o(')))d',

«,o(í) r(t)90 + .E T(t s)ro/À(«(.) + wo(s)+p;(w(s) + wo(')))d', (2.1.15)

P;(9 + 90) - .Cr(-')«-+/*(«(') + ««o(') +P;(w(;) + «'o(')))d'.
Em (2.1.15) to (.) e wo(.) são únicos. Algumas vezes explicitamos a dependência, de w
wo(t), em relação à p-, g+, escrevendo

«, (P + Po,t), ««o(P + Po,t).

(t) e

Defina

=-lX:« X©«oX--*r+X : llX(p +go)-X(@ +@o)li$11p +po @-

paia cada p, @ € X, com X(0) = 0, llXll = sup llX(p- + po)l

Não é difícil veri6cai que : é um espaço métrico completo com a métrica

d(x:,x,)

p€x

- @.ll,

Para X C : considere o sistema

.«!(t) + ./:7'(t ')«- .f*(«,:l(s) + wã(') + X(«,:l(s) +«,ã(s)))ds,
(2.1.16)

wà(t) 90 + ./:7'(t ')«'o/*(«]l(s) + ««ã(') + X(« (') + «'o(')))ds.
Usando o naetódo do Lema 2.1.6 é possível mostrei que dados p , (po, existe À > 0 tal que,
(2.1.16) teill uma única solução contínua «]l(t) = m:l(p + po, t), «,à(t) = wã(ç'- + ç'o, t) para
t> o

Seja ©- + @o C a X O n-oX. Para t 2 0 definimos

0(t) l««:l(P +po,t)+wã(p +Po,t) -««!(@ +@.,t) wà(@-+®.,t)ll,

denotando ü:l(t) = üll(©- + Po), temos

o(t) $ 11r(t)(p ®-)ll+llr(t)(po ©o)ll+

+ / lr(t ;)« -l/*l«,l(.)+««à(.)+x(w!(')+wã('))l

/ « lw! +wã +X(w! +wã )l

/*lül +üã +x ! +üã )ll a;.

/À l ü11(.) + üã(.)+ x(ül(.) + ãà(s)) ds

Severino Horácio IMIFIJSP

w_(t ) = T(t)<p_ + 1; T(t - s) 7r_f>.(w_(s) + wo(s) + pÀ(w_(s) + wo(s)))ds , 

wo(t) = T(t) <po + 1; T(t - s)7rof>..(w_(s) + wo(s) + pÀ(w_(s) + wo (s)))ds, 

p; ('P- + <po) = 1! T(- s)7r+f>.(w_(s) + wo(s) + p; (w _(s) + wo(s)))ds. 
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(2.1.15) 

Em (2 .1.15) w_(·) e w0 (-) são únicos. Algumas vezes explicitamos a dependência, de w_(t) e 

w0 (t), em relação à <fJ-, <p+, escrevendo 

Defina 

S = {x: 7f_X EB rroX ~ 7f+X : ll x(<p_ + <po) - x('l/J- + '1/Jo)II ::; ll <fJ- + <po - '1/J- - '1/Jo ll , 

para cada <p, 'ljJ E X , com x(O) = O, ll xll = sup ll x( <fJ- + <po) li < oo}. 
ipEX 

Não é difícil verificar que S é um espaço métrico completo com a métrica 

Para x E ::: considere o sistema 

w~(t) = T(t)<p_ + 1;r(t - s)1r_f>.(w~(s) + wJ(s) + x (w~(s) + wJ(s)))ds, 

(2.1.16) 

wJ(t) = T(t)<po + 1; T(t - s)7rof>.(w::(s) + wJ(s) + x (w_(s) + w0(s)))ds . 

Usando o metódo do Lema 2.1.6 é possível mostrar que dados <fJ-, <p0 , existe À > O tal que, 

(2.1.16) tem uma única solução contínua w::(t) = w::(<p_ + <po, t), wJ(t) = wJ('P- + <po, t) para 

t 2:'. O. 

Seja ép_ + ép0 E 7f _X EB 7roX. Para t 2:'. O definimos 

0(t) = llw:: ('P- + <po, t) + w{5(<p_ + <po, t) - w::(ép_ + <po , t) - wi5(ép_ + <po, t) II , 

denotando w::(t) = w::(ép_ + ép0), temos 

0(t) < IIT(t)('P- - 0-) 11 + IIT(t)(<po - <po)II + 

+ 1t IIT(t - s)1f_{f>. [w::(s) + wi5(s) + x (w:: (s) + wi5(s))] 

- Í>. [iu:: (s) + w{5(s) + x(w:: (s) + wJ(s) )] } ll ds 

+ 1t IIT(t - s)7ro{ Í>. [w::(s) + wi5(s) + x (w:: (s) + wJ(s))] 

_ Í>. [ w:: ( s) + wt ( s) + x( w:: ( s) + wJ ( s) ) J } 11 els. 
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.1.4), (2.1.10) e o fato que X é uma contração, obtemos

0(t) $ X. ' 'llp @-lj+Ã'e"'ligo Poli

l 2Ku(X)e''-Ç' :)0(s)ds + l 2Ky(X)e"(t-s)01.s)ds,

sendo, e ' ' < e "' < e"', já que ao < a., temos

0(t) $ Ã"lllp -@-ll +llpo @llje"'+ / 4K'«(À)."« 40(.)d.,L J JO

Usando (2S (

t t

t

então

e "'0(t) $ Ã.lllp P-ll + ligo - @lll + / 4Ã',(.X)e "'0(.)ds.

de Gronwall resulta,

0(t) $ X'llp + po -- @. ®ojjel"+ók'(X)it, f ? 0.

Sejam X, @ C : e, para t 2 0 e p + po fixado, considere

a:(t) - ll««!(t) + wã(f) - .«11(t) wg'(t)

Então de (2.1.16), usa.ndo que e " ' $ e"' pala todo f ? 0, resulta

o-(f) $ / 2K'"(À)'"0'4 lo:(s) + llx('«:(') + '"ã(')) - 'Ü('"?(') + '"g'('))ll

$ /1 2K'«(À)'"0'4 lo:(') + llx('"!(') + '"ã(')) - x('"11(') + '"g'('))ll

$ / 2-K«(,X)e"« l20.(.)+llX @llla..

Portanto

0

Do Lema

f

0

(2.1.17)

e'"'0-(t) $ ?:51(Dllx @ll + / 4-K«(.X)e'"'0:(s)ds.
la '' '' Jo

Do Lema de Gronwall

0i(t) 5; ggli-(àlllx -- @ljei«+4K«(X)it, t ? 0.
ao

Agora defina a tranfoimação Q sobre : por

(QX)(Ç' + ç'o) -/ 7'(-s)«-+/À l«,!(s)+«,J(s)+ X(w:l(') + «,à(s))l ds,(2.1.19)

onde w:l, wJ é a solução de(2.1.16). Usando(2.1.4) e(2.1.10) em(2.1.19), segue que llQXll <
oo. Além disso, usa.ndo (2.1.17), obtemos

l(QX)(P +Po) (C?X)(@-+®o)ll $2X''p(À)llp +po @ Poli / e(" "+''í,O»tdt

Severino Hoiácio Ih/113..USP
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Usando (2.1.4) , (2.1.10) e o fato que x é uma contração, obtemos 

0(t) < K e- a_tll 'P - - <ÍJ- 11 + K eªºt ll 'Po - <po li 

+ 1t 2Kv(>.)e-a-(t-s)0(s)ds + 1 t 2Kv(>.)eª 0 (t-s)0(s)ds, 

então 

e-aote(t) ~ K[ll'P- - <ÍJ- 11 + ll 'Po - <ÍJoll] + 1 t 4Kv(>.)e-ªº5 0(s)ds. 

Do Lema de Gronwall resulta, 

0(t) ~ Kll'P- + <po - <ÍJ- - <polle1ª 0+4kv(.X)Jt, t 2'. O. (2.1.17) 

Sejam x, 'l/; E 3 e, para t 2'. O e 'P- + <po fixado , considere 

Então de (2.1.16), usando que e-a_t ~ eªºt para todo t 2'. O, resulta 

01(t) < 1 t 2Kv(>.)eªo(t-s) [01(s) + ll x(w~(s) + wJ(s)) - 'l/;(w~(s) + wt(s))II] ds 

< 1t 2Kv(>.)eª0 (t-s) [01(s) + ll x(w~(s) + wJ(s)) - x(w~(s) + wt(s))II + llx - 'l/J II] ds 

< 1t 2Kv(>.)eªo(t-s)[201(s) + llx - 'l/Jll]ds. 

Portanto 

Do Lema de Gronwall, 

(2.1.18) 

Agora defina a tranformação Q sobre 3 por 

(Q x )(cp_ + <po) = j~ T(-s)1r+f.x [w~(s) + wJ(s) + x(w~(s) + wJ(s)) ] ds , (2.1.19) 

onde w~ , wJ é a solução de (2 .1.16). Usando (2 .1.4) e (2.1.10) em (2.1.19) , segue que IIQx ll < 
oo. Além disso, usando (2.1.17) , obtemos 

ll (Qx )(cp_ + <po) - (Qx)(ép_ + <po) II ~ 2K2 v( /\)ll'P- + <po - <ÍJ- - <ÍJoll 100 

e(ao-a++4Kv(.X))tdt. 
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Então

l(QX)('P-+Ç'o)- (Qx)('ê +'?o)ll $ .... -4«,{*JllP-+Po-@- -ãll. (2.1.20)

Sendo ao < a+, escolhendo À pequeno tal que

2Ã''p(À)
;Á-,(À) < 1'

segue que Q : : :. Além disso, se X, @ C :,

(Qx)(P +Po) (Q@)(P +Po)ll $ / 11r(-s)«+{./xl««:l(')+.«ã(s)

x(««]1(.) + ««ã(.))l
/*lw?(s) + ««g'(.)+ @(«,!(.)+ w#(.))lllla..

0

De (2.1.4), segue que

ll(Qx)(p +go) -(Q@)(p- +go)ll 5; / X"u(À)e "'lllw:i(.)+wà(s) ««11(s) -««g'(s)O L

5; / Ã u(À)e "'l0:(s)+llX @llla..

+ llx wll(.) + wã(s) .«11(s) + ««g'(s) ds

0

Usando (2.1.18) obtemos

ll(Qx)(ç'- + 'po) -- (Q'/')(ç'- + ç'o)ll $ ./ X'p(À)e'"' ll!.:l:(à)llx -- @lje("+'/'"O»,

+ llx - @llla;

2(:511:(-311)- llX -- @ll /'" e-l'+ 'o-4Kp(x)lsdl
roo

ao ./o

+ Ã'«(.X)llX - @ll / e '''d.
0

2íK«rM\' llx + e!:ÇDllx-@ll
«ol«+ - «o - 4K'«(À)l '--

Portanto, se À é pequeno de modo que l.o(a+-ao 4X'.,(X» + a+ 1 < 1, segue que (i2 : : -+ :é
uma contrição e assim Q possui un] único ponto fixo p; C :, o qual satisfaz (2.1.15)

levei'ino Holácio IME..USP
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Então 

ll(Qx)(cp_ + cpo) - (Qx)( cp_ + 'Po)II ~ 2
1(

21/~1 ( ~) Jj cp_ + 'Po - 'P- - 'Po li - (2.1.20) 
ª+ - ªº - 1/ / 

Sendo a0 < ª+, escolhendo À pequeno tal que 

segue que Q : 2 --t 2 . Além disso, se X, 'ljJ E 2, 

IJ(Qx)('P- + <po) - (Q'l/J)('P- + <po) II < 1= JJT( -s)1r+{f.x [w::.(s) + w~(s) 

+ x(w::.(s) + w~(s)) ] 

- f.x[w~(s) + wt(s) + 'l/;(w~(s) + wt(s))]} jjds. 

De (2.1.4), segue que 

jj(Qx)(<p_ + cpo) - (Q'l/J)(cp_ + cpo) IJ < 100 

Kv(>.) e-a+s [llw::.(s) + wJ(s) - w~(s) - wt(s) II 

+ llx ( w::.(s) + w~(s)) - 'ljJ ( w~(s) + wt(s) ) li] ds 

< 100 

Kv(✓\)e-a+s [01(s) + llx - 1/J ll]ds. 

Usando (2.1.18) obtemos 

ll(Qx)(<p_ + 'Po) - (Q1/J)(<p_ + 'Po)II < 1 00 Kv(>.)e-a+s [2Kv(>.) llx -1/JIJe(aoHJ<v(>.))s 
o ªº 

+ ll x - 'l/JI I] ds 

= 2 (J{v(>.))2 ll x - 'l/Jl l 1 00 e- la+-ao-4f(v(>.))sds 
ªº o 

+ Kv(À)llx - 'l/J ll 100 

e-a+sds 

= 2(K,/(À))
2 

ll x -1/J II + Kv( ✓\) ll x - 'l/JI I 
ao[a+ - ao - 4Kv(/\)] ª+ 

= [ 2(J<v(>.))2 + I<v(>.)] ll x - 'l/J ll-
a0(a+ - ao - 4K v(>.)) ª+ 

Portanto, se À é pequeno de modo que [ ( 2U<v(>-jJ: (>.)) + J<v(>.)] < 1, segue que Q : 2 --t 2 é 
ao a+-ao- ,, ª+ 

uma contração e assim Q possui um único ponto fixo p';.. E 2 , o qual satisfaz (2 .1.15). 
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onsiclere o con.l unto

W": llP+9oll <Õ, P+=P;(P+Po)}.

i\'lostraremos que I'r" satisfaz as condições do teorema. De fato, começalllos observa.ndo que

w(t) +wo(t) +P;(«,(t) +«,o(t))

define uma solução de (2.1.11). Para ta] propósito, seja w (g + po,t), wo(p + go,t) a

única solução de (2.1.16). Sendo w (p + po,t) c n- X, mo(g + go,t) C zoX, faz sentido
calcularmos

Z,;(« (f) +wo(t)) -P;l(w (P +Po,t) +«,o(P +9o,t)).

Apoia, escrevendo V' (t) = «« (p + po,t) e @o(t) = «,o(g + go,t), obtemos

P;(«,(t) + ««o(t)) .)«---/ÀI«,(@(t) + @o(t),;) + «,o(@(t)+ @o(t),.)

+ P:(.«(@(t)+@o(t),s) +«,o(@(f) +@o(t),.))ld.

r(-;)«---.f*l.« (P +Po,.+t) +««o(P +Po,s+t)
+ P;(««(P +Po,s+t)+««o(P+9o,s+t))ld.

r(-')«-+/ÀI««(' + t)+ «,o(' + t) +P;(««(s+ t) + wo(.+ t))la.-

Fazendo a mudança de variável u = s + t resulta

P;(«,(t) +«o(t)) u)«---/ÀI«,(u) + «,o(u) + P;(«,(u) + ««o(u))ldu

r(t u)«+/xlw(u)+ «,o(u) + P;(«,(u) + «,o(u))ldu
=

+/ r(t - u)«-+/*lw(u) +«,o(u) +P;(«(u) +««o(u))ldu

Sela, õ À CJ

0

0

0

t

R

0

Daí, somando os termos

«,(t), «,0(t) e p;(w(t) +wo(f)),
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Seja o = .À. Considere o conjunto 

fll/* 5 
= {cp E X : ll'P- +'Po li < o, 'P+ = P;(cp_ + cpa)} . 

Niostraremos que H/ *5 satisfaz as condições do teorema. De fato , começamos observando que 

w_(t) + wa(t) + v;(w_(t) + wa(t)) 

define uma solução de (2.1.11) . Para tal propósito, seja w_(cp_ + <p0 , t), w0 (cp_ + cp0 , t) a 

única solução de (2.1.16). Sendo w_(cp_ + cp0 , t) E -rr_X , w0 (cp_ + cp0 , t) E -rr0 X , faz sentido 

calcularmos 

p;(w_(t) + wa(t)) = p;(w_(cp_ + cpo, t) + wo(<p_ + cpo, t)). 

Agora, escrevendo 'ljJ_(t) = w_(cp_ + <po, t) e 'ljJ0 (t) = w0 (cp_ + <p0 , t), obtemos 

p;(w_(t) + wa(t)) J~ T(-s)-rr+f>.[w_('l/J-(t) + 1/Jo(t) , s) + wo('l/J_(t) + 1/Jo(t), s) 

+ p;(w_('l/J_(t) + 1/Jo(t) , s) + wo('l/J-(t) + 1/Jo(t) , s))]ds 

J~ T(-s)-rr+f>.[w_(cp_ + <po , s + t) + w0 (cp_ + cp0 , s + t) 
+ p;(w_(cp_ + <po, s + t) + wo(<p_ + <po, s + t))]ds 

J~ T(-s)-rr+f>.[w_(s + t) + wa(s + t) + p;(w_(s + t) + wa(s + t))]ds. 

Fazendo a mudança de variável u = s + t resulta 

p;(w_(t) + wa(t)) i T(t - u)1r+JÀ[w_(u) + wa(u) + p;(w_(u) + wa(u))]du 

J~ T(t - u)1r+fÀ[w_(u) + wa(u) + p;(w_(u) + wa(u))]du 

+ 1t T(t - u)1r+f>.[w_(u) + wa(u) + p;(w_(u) + wa(u)) ]du . 

Daí, somando os termos 

w_(t), wa(t) e p;(w_(t) + wa(t)), 

Severino Horácio INIE-USP 



27

obtemos

«,(t) +«,.(t)+P;(«,(t) +«-o(t)) +r(t)90
+/ r(t - u)r*.f*l««(u) + «,o(u) +p;('«(u) + ««o(u))ldu

+ / I"(f u)./'*l«, (u) +wo(u) +PI.(w (u) +««o(u))ldu

- r(t)««(o) +l"(t)«,o(o) +r(t)/ r(-u)«-+/xl««(u)+«,o(u)

+P;(«, (u) + ««o(u))ldu

+/ r(t - u)/ÀI.«-(u) + wo(u)+P;(««(u) + «,o(u))ldu

(o) + ]"(f)«,o(o) + r(t)P;(P + Po)

+ / r(t u)/ÀI«,-(u) +«o(u)+P;(«« (u)+«o(u))ldu

1««(0) + «,o(0) +P;(«,(0) +««o(0))l

+/ r(t - w)/*lw(u) +«,o(u) +P;l(«,(u) +««o(u))ldu

0

[

0
0

t

0

t

0

t

0

Portanto

w(t) + ««.(t)+P;(««(t)+ wo(t))

satisfaz (2.1.11). Além disso, p;(m (t) + wo(t)) é limitado. De fato

llP:(«, (t) +.«o(t))ll $ / 11r(-;)«---/ÀI«« (s+t)+«,o('+t)
0

+ P;(«, (s + t) + .«o(. + t))lula.

$ 1 Ke '''Xu(X)ds
0

K>.u(X) l e '+'ds
0

Ã'À«(.x)
' ' < oo

a+

Agora, necessitamos do seguinte lema:

Lema 2.1.10 Sejam z, y anãs soluções de ÍP. Z.-Z-Z) que ezástem para todo É 2 0

que

e são tais

« (0) + «o(0) - 3/ (0) + g/o(0).

Então, para X su$cientemente pequeno, existe a > Q tat que

lz+(0) Z/--(0)ll $ Ã'' ''ll.;+(t) y+(t)ll, Vt 2 0.

(2.1.21)

(2.1.22)

IME-USPSeverino Horácio
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Portanto 

w_(t) + wa(t) + p;(w_(t) + wa(t)) = T(t)cp _ + T(t)cpo 

+ J~ T(t - u)1r+f>.[w_(u) + wo(u) + p;(w_(u) + wo(u))]du 

+ 1t T(t - u)f>. [w_(u) + w0 (u) + p;(w_(u) + w0(u)) ]du 

= T(t)w_(O) + T(t)w0 (0) + T(t) J~ T(-u)1r+f>.[w_(u) + w0 (u) 

+p;(w_(u) + w0 (u)) ]du 

+ 1t T(t - u)J>.[w_(u) + wo(u) + p;(w_(u) + w0 (u)) ]du 

= T(t)w_(O) + T(t)w0 (0) + T(t)p;(<fJ- + cp0 ) 

+ 1t T(t - u)J>. [w_(u) + w0 (u) + p;(w_ (u) + w0 (1t) )] du 

= T(t)[w_(O) + wo(O) + p;(w_(O) + w0 (0))] 

+ 1t T(t - u)f>.[w_(u) + w0 (u) + p;(w_(u) + w0 (u))]du. 

satisfaz (2 .1.11). Além disso, p;(w_(t) + w0 (t)) é limitado. De fato , 

IIP;(w_(t) + wo(t)) II < 1= IIT(-s)1r+f>.[w_(s + t) + wa(s + t) 

+ p;(w_(s + t) + wo(s + t))] ll ds 

< 1= K e-a+s >-.v(>-.)ds 

K>-.v(>-.) 1= e-ª+5 ds 

K Àv(>.) 
--- <oo. 

Agora, necessitamos do seguinte lema: 

27 

Lema 2.1.10 Sejam x, y duas soluções de (2.1 .11) que existem para todo t ~ O e são tais 

que 

x_ (O) + xo(O) = y_ (O) + Yo(O). (2.1.21) 

Então , para À suficientemente pequeno, existe a > O tal qiie 

(2.1.22) 
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E«- p«dic«/", " "m« soZ«çâ. «,(t) d' r2..7..r]) e«ã.íe p«« t ? 0 . ll«+(f)ll é Zimit«d., .ntão

«,+(0) - P;(«, (0) + ««o(0)).

Demonstração: A última afirmação do lema segue de (2.1.22) pois, sendo llm(t)l

1«,--(0) p;(«, (0) + '«o(0))ll $ Ke ''ll«--(t) p;(« (t) + ««o(t))ll --, 0, f --. .«.

Para provar (2.1.22) note que, pala t 2 0, z satisfaz
(2.1.23i) «(t) - T(t):«(0) +.E7'(t .)r./x(«(.) +«o(;) +«*(.))d.,
(2.1.23n) «o(t) - r(t)zo(o) + .C T(t s)«-o/À(z (s) + zo(.) + «--(.))ds,
(2.1.23in) 7'(-t):«+(t) - «+(o) + .Cl"(-')«-+/À(= (;) + «o(;) + «+(.))d.,
e expressões similares são válidas para a função Z/

Sejam

limitada,

(2.1.23)

h(t) - llz(t) - 3/(t)ll + llzo(t) Z/o(f)ll, g(t) - ll«*(t) - Z/+(t)ll.

e (2.1.23ii) e seus correspondentes para y obtemos

h(t) $ 2Ã'«(À) / ." Olh(s) +g(.)la., t 2 0.
0

De (2.1.24) e do Lema de Gronwall segue a estimativa

h(t) $ 2-K«(À) / eP""W+")'. "'g(.)d., t 2 0.

Mas, de (2.1.23.iii) e sua correspondente para Z/ temos

g(0) $ X'e '''ll«--(t) 3/--(t)

+ / Ã«(.X)e "'llly (s) - « (s)ll + llZ/o(s) «o(.)ll + llZ/*(.) - z+(;)

Então obtemos

g(0) $ Ã'. '''g(t) + Ã«(.X) / e "'lh(.) +g(.)la..

Kp(À) e É' - ZÍÍ:?:;:%. Então

g(0) $ X'e "'g(t) + k / . "'lh(.) +g(s)ld., t ?0
0

De (2.1.23i)

f

t

0

t

0

f

0

Agora gela.m k. 1

t

(2.1.24)

(2.1.25)

(2.1.26)
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Em particular, se uma solução w(t) de (2.1 .11} existe para t 2: O e llw+(t)II é limitada, então 

w+(O) = p~(w_(O) + wo(O)). 

Demonstração: A última afirmação do lema segue de (2.1.22) pois, sendo llw(t)II Iimitada, 

Para provar (2.1.22) note que, para t 2: O, x satisfaz 

(2.1.23i) x_(t) = T(t) x_(O) + J;T(t - s)1r_f>.(x_(s) + x0 (s) + x+(s))ds, 

(2.1.23ii) xo(t) = T(t)xo(O) + J; T(t - s)1rof>.(x_(s) + xa(s) + x+(s))ds, 
(2.1.23iii) T(-t)x+(t) = x+(O) + J; T(-s)1r+f>.(x_(s) + x0 (s) + x+ (s))ds, 
e expressões similares são válidas para a função y. 

Sejam 

h(t) = ll x-(t) - y_(t)II + ll xo(t) - Yo(t)II, g(t) = ll x+(t) - Y+(t)II-

De (2.1.23i) e (2.1.23ii) e seus correspondentes para y obtemos 

h(t)::; 2Kv(>.) 1 t eªo(t-s) [h( s) + g(s)]ds, t 2: O. 

De (2 .1.24) e do Lema de Gronwall segue a estimativa 

Mas , de (2.1.23.iii) e sua correspondente para y temos 

g(O) < Ke-a+tllx+(t) -y+(t)II 

(2 .1.24) 

(2 .1.25) 

+ 1t Kv(>.)e-a+s[IIY-(s) - x_(s)I I + IIYo(s) - Xo(s) II + IIY+(s) - x+(s) ll]ds. 

Então obtemos 

g(O) ::; K e-a+tg(t) + Kv(/\) 1 t e- a+s [h( s) + g(s)]ds. 

Agora, sejam k = Kv(>.) e k' = ª+!;:_2k. Então 

(2.1.26) 
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Mas, usando (2.1.25), temos

2k2 / 1 / e "'c'o(' ')e2k'g(7-)da'-lds
O LUO J

2k2 1 1 e'"ezk'e '+'dse "'g(v)dr

,*' /' [;==
2k2 /t je(a'+2k--a+)t 2k--a+)rj e-"'g(a'-)dl'-

$ .i::::l:..-ãi .[e("+2k-a+)'e''o' g(1-)dl-

k' l e(zk '+)'g(r)d'r.
0

Então, substituindo a desigualdade acima em (2.1.26), obtemos

gl.0) $ Ke '+tg(t)-tk' l e(zk '+)'g(.s)ds+k l e''+'g(.s)ds
0

$ Ke''+tgzKtg(t) +k' l e(ZK''+)'g(.s)ds-t k

r rs
e '*'h(.)d; $ k / e-'*'j2A / e("-'-")'e "'g(,-)d.'-

0 JO L JO
ds

/t I' (ao+2k--a+)r -- C(ao+2k--a+)t
a+ -- % -- 2k ./o L

. "'g(,-)dr

S

t

f

Í

0

e "'g(r
T

.[e''+' e2k' g(.s)ds.

.(" '' )'g(.)d.g(0) $ Ke(" ")'g(t) + (k + k')

Fazendo Ú(s) = g(t s), 0 5; s $ t, de (2.1.27), resulta

@(t) $ /(e(2h-'+)t@(0)+(k + k')/ e(2

mente

e('k-'*)'@(t) $ K@(0)+(k+k')/ e('*-'*)(' ')g(s)ds, t 2. 0.

Agora, fazendo a mudança de variável u = t s na integral acima, obtemos

. (" ")'@(t) $ Ã'@(0)+(k+k') / e (" ")"g(t u)du

Ã'@(0)+(k+k') / . (" ")"@(u)du, t 20

Porta.altol l

Í
h " )'g(.)d. [ 2 0,

0

ou equivalente]llv

Z

0

f

0
É

0

t > o. (2.1.27)
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Então, substituindo a desigualdade acima em (2.1.26), obtemos 

g(O) < I<e-a+tg(t) + k' 1 t e(2k-a+> 5 g(s)ds + k 1 l e-ª+ 5 g(s)ds 

< Ke-a+te2ktg(t) + k' 1l e(2k- a+)sg(s)ds + k 1t e-a+se2ksg(s)ds. 

Portanto 

g(O) :S Ke(2k-a+}tg(t) + (k + k') 1t e(2k-a+)sg (s)ds, t 2: O. 

Fazendo 'lj.J(s) = g(t - s), O :S s S t, de (2.1.27), resulta 

'l/J(t ) :S K e(2k-a+)t'lj.J(O) + (k + k') 1t e(2k-a+)sg(s )ds, t 2'. O, 

ou equivalentemente 

Agora, fazendo a mudança de variável u = t - s na integral acima, obtemos 

e- (2k-a+)t'lj.J(t) < K'lj.J(O) + (k + k') 1l e-(2k-a+)"g(t - u)du 

I<'lj.J( O) + (k + k') 1l e-(21.--a+)u.l/J (u)du , t 2'. O. 

29 

(2 .1.27) 
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Do Lema de Gronwall segue que

@(t) $ K@(0)e ("-3x' k')t, (2.1.28)

ou equivalentemente

g(0) $ .f(g(t)e ('+ 3k k')t, í ? 0,

ou seja

l#+(0) y+(o)ll $ K'llz+(t) -- 3/+(t)lle ('t '* '')', t 2 0.

Es"lh"d' À > 0 tal q« 3k + k' - (3KP(.X) + íi;::l::l11à%lw) < «*, «g" qu' a exp"ssã'
acima resulta em (2.1.22), concluindo a demonstração do lema. n

Mostraremos agora que W" é localmente positivamente invariante. Então, pala p C W",
seja to(p, t) a solução de (2.1.5), com m(0) = p, (lue existe e permanece na bola -B(0, õ), para
t 2 0. Mostraremos que w(g,t) C W". Para isso, começamos observando que as soluções
de (2.1.5) na bola de raio õ coincidem com as soluções de (2.1.11). Aléns disso, como vimos
a.CI in a.l

«,(t) + ««o(t) +P;(«(t) +««o(t))

defi«e u:na solução de(2.1.11), com «,(0)+«,o(0)+p;(««(0)+wo(0)) = p+po+p;(g+go).
Já que m(0)+wo(0) = p +po e p;(w(t) +wo(t)) é limitada, pelo Lema 2.1.10, segue que

P+ -P;(«,(0) +«,o(0)) -P;(P +Po)

Então, por unicidade de soluções, temos

«, (P, t) «,(t) + «,o(t)+P;l(w(t) + ««o(t)),

logo ««+(p,t)(f)+ wo(t)). Portanto«(g,t) C W"
A ta.ngência de W" em T X © n-oX no zero é conseqüência de (2.1.20) com ©. + Po = O

já que, ©- + 0o = 0 implica (QX)(@- + @o) = 0 e daí, (2.1.20) torna-se

ll(C?X)(Ç'- -+" '/o)ll $ 2K.2u(À) / e("'"+41{«n»tdtllP + Poli ' ''' '~'' J.
2K''p(À)

«+ «o 4K«(À)

Qualldo llp + poli --, 0, em (2.1.9), podemos escolher o parâmetro de truncamento À --, 0

e ainda teremos (2.1.10) válida com p + go, @ + Üo no lugar de p, @. Então p(À) --, 0,

quando llp- + poli --, 0. Portanto .+-..-4x,(x) '' 0, quando llp +poll --} 0. Assim provámos
a primeira parte do teoretlla. Similarmente podemos construir I'r" por llleio de q:, a única
solução do sistema
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Do Lema de Gronwall segue que 

(2 .1.28) 

ou equivalentemente 

ou seja 

llx+(O) - Y+(O) II :-::; Kllx+(t) - Y+(t)i le-(a+-3k-k')t, t 2: O. 

1 ( ( ) 6J(2v(>.)2 ) Escolhendo À > O tal que 3k + k = 3K v À + (a+-ao-2Kv(>.)) 2 < a+ , segue que a expressão 
acima resulta em (2.1.22) , concluindo a demonstração do lema. ■ 

Mostraremos agora que W* 5 é localmente positivamente invariante . Então, para <p E vV*5
, 

seja w(<p, t) a solução de (2.1.5), com w(O) = <p , que existe e permanece na bola B(O, o), para 

t 2: O. Mostraremos que w(<p, t) E W *5
• Para isso, começamos observando que as soluções 

de (2.1.5) na bola de raio o coincidem com as soluções de (2 .1.11). Além disso, como vimos 

acuna 

w_(t) + wo(t)+ p:(w_(t) + wo(t)) 

define uma solução de (2.1.11), com w_(O)+wo(O)+pÀ(w_(O)+wo(O)) = 1P-+1Po+PÀ(1P-+1Po)
J á que w_(O) + w0 (0) = <p_ + <po e p;(w_(t) + wo(t)) é limitada, pelo Lema 2.1.10, segue que 

Então, por unicidade de soluções, temos 

w(<p, t) = w_(t) + wo(t) + p:(w_(t) + wo(t)) , 

logo w+(<p, t) = p;(w_(t) + w0 (t)). Portanto w(<p, t) E W*5
. 

A tangência de W *s em 1r _X EB 1r0X no zero é conseqüência de (2.1.20) com 0- + 00 = O 

já que, 0- + 00 = O implica (Qx)(0- + 00 ) = O e daí, (2.1.20) torna-se 

ll(Qx)(1.p_ + <po) II 
ll 1P- + 1Po ll 

< 2K2v(À) 1= e(ao-a++4Kv(>.))tdt 

2K2v( /\) 

ª+ - a0 - 4K v(>.)" 

Quando ll1P- + <poli - O, em (2.1.9), podemos escolher o parâmetro de truncamento À - O 

e ainda teremos (2.1.10) válida com <p_ + <po, 'ljJ_ + '1/Jo no lugar de cp, 'ljJ. Então v( /\) - O, 

quando 111P- + <poli - O. Portanto ª+.:~:~~1v(>.) - O, quando IICfJ- + <poli - O. Assim provamos 
a primeira part_e do teorema. Similarmente podemos construir W*u. por meio de q;_ , a única 

solução do sistema 
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g;(Po + P--) r(-;)«- ./*(q;(««o(.) + w*(;)) + wo(') + w+('))d',

«,o (t) r(t)po + .G r(f ;)«-o/x(qi(«,o(s) + w+(.)) + .«o(.)+ w+(s))d',
(2.1.29)

«+(f) r(t)p-- + ./: r(t .)«-+/x(q;(wo(.) + w+(.)) + .«o(.) + w--(s))d',

para t $ 0. Seja
g/(t) (wo(t) + ««*(t)) + ««o(t) + «,+(t)

Então

r(-t)y(t) .[v(-.).f*(u(.»'. t< o (2.1.30)

De (2.1.30) e do Leda 2.1.4 segue que W*" é localmente negativamente invariante quando a
hipótese (BU) vale. As outras afirmações sobre W*" são provadas de modo similar ao que foi
feito para W"

2.2 Variedades estável e instável

Teorema 2.2.1 SoZ, as hipóteses e notações da seçâo antepor, sda ?7 > 0 ta/ que min(a , a+) >

n. Então existem um,a constante õ > Q e os con:tantos

s- {pc B(o,õ): ll'p-ll < 5;, p.+p-- -p(ç'-)},

U- -lPC n(o,õ): ll'P--ll < 5k, P-+Po-ç(P--)l-,
chamados variedade estável e variedade instável de r2./. /), respect lamente, orzde p e q
são /unções Jípschifz an,as de$n das para llp ll < ã!?:, llp+ll < ã$?=, respectivamente. Se p C S
então, p«« t ? 0, e«{.te «m« áníc« «/«ção «,(t) d. r2.-r.5) c.m «(0) - p '

lw(t)ll $ 2Ã'e (' a'll«, (o)ll, t ? o. (2.2.31)

Se a hipótese (BU) vale e tp C U e7ttão uma solução m(t) de (2.1.5) com w(Q) := p existe para
t<0e

1««(t)ll $ 2K'e(" d'llw...(0)ll, t $ 0. (2.2.32)

AI,ént disso, o espaço tan.gente a S em. zero é T X e o esl)aço tangem,e cl U em zero é x+X. S

é positivamente ãnuahavtte sob o .nulo (2.1.5) e se (BU) vale U é nega.tiuamente inuaràaTtte
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(2.1.29) 

para t ~ O. Seja 

Então 

T(-t)y(t) = y(0) + 1t T(-s)f>.(y(s))ds, t ~ O. (2.1.30) 

De (2 .1.30) e do Lema 2.1.4 segue que W*u é localmente negativamente invariante quando a 

hipótese (BU) vale. As outras afirmações sobre W*u são provadas de modo similar ao que foi 

feito para vV*5
• ■ 

2. 2 Variedades estável e instável 

Teorema 2.2.1 Sob as hipóteses e notações da seção anterior, sejary > O tal que min(a_ , a+)> 

rJ . Então exist em uma constante ó > O e os conjuntos 

S = { <p E B(0 , ó) ll<p- 11 < 
2
~(' <po + <p+ = p(<p_ )}, 

U= { <pEB(O,fi) ll<p+II < 
2
~, <p_+<po=q(<p+)}, 

chamados variedade estável e variedade instável de {2. 1.1}, respectivamente, onde p e q 

são funções lipschitzianas definidas para ll<p- li < 2~< , ll<p+ li < 2~< , respectivamente. Se <p E S 

então, para t 2: O, existe uma única solução w(t) de {2.1.5} com w(0) = <p e 

(2 .2.31) 

Se a hipótese (BU) vale e <p EU então uma solução w(t) de {2.1.5) com w(0) = <p existe para 

t ~ O e 

(2.2 .32) 

Além disso, o espaço tangente a S em zero é 1r _X e o espaço tangente a U em zero é 1r +X. S 

é positivamente invariante sob o fluxo {2.1.5} e se (BU) vale U é negativamente invariante. 
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IJemonstraçao: (J!;xistén
subimos À > 0, tal que

iedade estável local de (2.1.1)). No que segue as-

'. - «o - 4Ã'«(.X) ' ''

cia da var

veremos para PÀ o sistema

««(t) -7'(t)P+.Cr(t - s)«- /À(««(')+P*(««(.)))d., t ? 0;

P*(9-) - .C7'(-')(«-o+ «---)/À(««(;) + P,(.«(.)))d..
(2.2.33)

Seja

G x--,«-ox©«-+x, llh(p-) h(@-)ll $ 11p -@-ll,vp,@ cx, ü(o)

E fácil verificar que G é um espaço métrico completo com métrica

P(hi,A2) «'x,. #o llP ll

Para h C G, existe uln único loe(p , t) satisfazendo

w!(t) - r(t)P + / r(t .)«- /À(wl!(s)+h(«,l!(s)))d., t ? o. (2.2.34)

De fato, sejam 7' > 0 e M = {g : lO,rl --, Xcontínuas, g(0) = p-, llglló < oo}, onde

llgllõ = suptclo,l"l e õ'ljg(t)ll. Definimos o operador P sobre M por

(pg)(t) + / I'(t - ;)«- /À(g(.) + h(g(')))a', t c l0,7'l,

é fácil verificar que P : .A4 --} M. Além disso,

l(Pg:)(t) -(Pg,)(t)ll $ / 11P(t s)«' {/À(g-(.) +h(g-(.))) /X(g2(.)+h(g,(s)))}lld.

$ / X'«(À)e ' P 4llg:(.)+h(g-(.)) g2(;) h(g,(.))lla.

5; / Ã«(À)e ' « 4lllg.(s) g,(.)ll+llh(g-(.)) A(g,(.))lilás

.g / 2Ã'«(.X)e ' « 4llg:(s) g,(s)lld.

2Ã'«(À)e ' 0 4e';e ''llg.(s) g,(.)lias.

t

0

t

0

t

:.

:.

:,

0
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Demonstração: (Existência da variedade estável local de (2.1.1)) . No que segue as-

sumimos À > O, tal que 

Resolveremos para p;,.. o sistema. 

4K2v(>.) 
( ) 

< 1. 
a_ - a0 -4Kv >. 

w_(t) = T(t)<p_ + J;r(t - s)1r_f;,..(w_(s) + p;,..(w_(s)))ds , t 2'. O; 

p;,..(lfJ-) = J! T(-s)(1ro + 1r+)J>.(w_(s) + p;,..(w_(s)))ds. 

Seja. 

(2.2.33) 

G = {h: 1r_X - 1roX EB1r+X, llh(<p_)- h('l/J- )11 ~ ll 'P- -1/J-II, \/<p, 'ljJ E X , h(O) = O}. 

É fácil verificar que G é um espaço métrico completo com métrica 

p(h1, h2) = sup 
r.pEX, 'P- -f-0 

llh1('P-) - h2('P- )II 

ll 'P- 11 

Para h E G, existe um único w~('P-, t) satisfazendo 

(2.2.34) 

De fato, sejam T > O e NI = {g : [O, T] - X contínuas, g(O) = 'P-, 11911 0 < oo }, onde 

ll 9l lo = suptE(O,TJ e-ºt llg(t) II - Definimos o opera.dor P sobre NI por 

(Pg)(t) = T(t)'P- + 1t T(t - s)1r_f;,..(g(s) + h(g(s)))ds, t E [O , T], 

é fáci l verificar que P : Nl -+ M. Além disso, 

ll(Pg1)(t) - (Pg2)(t)II < 1t IIT(t - s)1r_{f;,..(g1(s) + h(g1(s))) - J;,..(g2(s) + h(g2(s)))}llds 

< 1t Kv(>.)e-a- (t-s)l l91(s) + h(g1(s)) - g2(s) - h(g2(s))llds 

< 1t Kv(>.) e-a- (t-s) [ll91(s) - g2(s)II + llh(g1(s)) - h(g2(s))ll]ds 

< 1T 2Kv(>.)e-a_(t-s) ll91 (s) - 92(s)llds 

= 1T 2Kv(>.)e- a- (t-s)ecíse-osl l91(s) - 92(s)llds. 
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Daí

e "ll(Pgl)(t) -- (Pg2)(t)ll $ / 2Kp(À)e'' (' ')e'(' ')llgl g,ll.ds.
T

0

Logo

',: ',, . ' (/':««'*,. ' ''-.'.'';-'''.) « ,,

2Ku(X) l e'' (t ')ds < 1,

segue que P é uma contração e assim possui um único ponto fixo. Esse ponto

(2.2.34).

Além disso, temos as estimativas:

llwl!(g ,t)-wl!(@ ,t)ll SX'llp -@ lle (" "'"W)', t?0.

llwl!'(ç'-,t) -- w!'(g-,t)ll 5; -Tllg-llP(hi, h2)e'(' '/{"(À»' t 2 0.

De fato, para verificam (2.2.35), seja 02(t) = llw!(p ,t) wl!(©-, t)ll. Então

02(t) $ 11r(t)IP - @-lll +

+ / r(t s)«--4/*(««11(p ,.) +h(wl!(P-,'))) -/*(.«l!(@-,')+ h(««?o ll L

$ Ã'e ' 'llp © 11+ / X«(À)e '-G 4llw!(p ,') .«!(©-,')lds+

+ / X'«(À)e'' llh(«,!(p ,')) -h(«?(@ ,s))lla;

$ Ã'e'' 'llp @-ll+ /. 2R«(À)''' U'4 «,l!(ç'-,') '"l!(© ,') 'Z'

llg: - g,lló$ 2Ã'z,(À)e'' ('-')ds
0

T

T

0

t

f

0
t

0

Então

Escolhendo À tal que

fixo satisfaz

(2.2.35)

(2.2.36)

@ ,4)} d.

2Ã'i'(À)e ' (' ')+

e' '02(t) $ X'llp ®-ll + / 2ÃP(À)e' '02(s)ds.

Do Lema de Gronwall segue que

e' tOa(t) < /(llp (ã lle2/("(x)t

0

e daí
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Daí 

Logo 

IIP91 - P92ll8 < (1T 2Kv(À)e-a_ (t -s )e8(s-t)ds) 1191 - 9211 8 

< (1T 2Kv(À)e-a_(t -s)ds) 1191 - 92118-

Escolhendo À tal que 

2Kv(À) 1T e-a_(t-s)ds < 1, 
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segue que P é uma contração e assim possui um único ponto fixo . Esse ponto fixo satisfaz 

(2 .2.34) . 

Além disso , temos as estimativas: 

llw~(<p-, t) - w~(ép_, t)II :S Kll'P- - ép-lle-(ª--21<v(À))t, t 2 o. 

]{ 
llw~1(cp- ,t)-w~2 (cp_,t) II :S 2 II 'P-l l,o(h1 ,h2)e-(ª--4Kv(À)) t t 2 O. 

De fato, para verificar (2.2.35), seja 02(t) = llw~(cp_, t) - w~(ép_, t)II- Então 

02(t) < IIT(t)[cp_ - ép_]II + 

(2.2 .35) 

(2 .2.36) 

+ 1 t llT(t - s)1r_ { f>-(w~( 'P-, s) + h(w~('P-, s))) - f>.(w~(ép_, s) + h(w~(ép_, s))) } llds 

< J( e-a_tll 'P- - ép-II + 1 t K1/(À) e- a- (t-s) ll w~ (cp_, s) - w~(ép_, s) llds + 

+ 1 t Kv( /\)e-a_(t -s) llh(w~(cp_ , s)) - h(w~(ép_, s))llds 

< Ke-ª- tll 'P- - ép_ll + 1t 2Kv(À)e-a- (t-s) ll w~(cp_, s) - w~(ép_, s) ll ds. 

Então 

eª-t02(t) '.S Kll 'P- - ép- II + 1t 2Kv(>.)eª-s02(s)ds. 

Do Lema de Gronwall segue que 

e daí 
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(iue é (2.2.35). Para verificar (2.2.36), seja 03(t) = llml!'(p ,t) wl!:(p ,t)ll. Então

o;(t) $ / 117'(t .)«---l/x(««l!'(p ,.)+h:(«,l!'(p ,.)))
o ll L

/*('«:'(v', ') + h,(«,2'(v'-, '))) } lla.

$ / -K«(À)e ' « q-l ll.«i! (p ,;) «,:"(o L

+ llh.(«,e:@-, ,(wy@-,4ll }a.

Ã'«(.X)e '-«'4-l 0,(s) + llh.(««l!-(p , s)) - h,(«,2'(p , .))ll l.ds,

subtraindo e somando o teimo hi(w?'(g , s)) na norma acima, obtemos

Os(f) $ /'2Ã-«(,X)''' G'40:(')d' + /'Ã.,(,X)e'' 0'4llA:(«,2'(g-,s)) h,(«,2'(p-,s))lias0 JO

$ / 2Ã'«(À)e ' 0,(')d'+ / Ã'«(.X)P(h:,h,)e ' « 4ll«,l!'(p ,s)lld..0 JO

f

.)P }

t f

b'las,

ll«!'(P ,t)ll $ 117'(t)P ll+ / llr(t-.)«- /À(w2'(P ,.)+h,(w!'(P ,s)))lla;

$ Xe ' 'llp-ll+ / K«(À)e ' G 411«2'(p ,.)+ü,(««l!:(p ,.))lla.

$ Ãe '-'llp-ll+ / 2Ãu(À)e '-(' ')llwt'(p ,s)lias,

.' 'll««l!'(p ,t)ll $ Xllp-ll + / 2K«(À)e'-'ll««!'(g ,.)lla..

Do Lema de Gronwall, segue que

t

0
t

:.

0

t

0

ll«,!'(v (. 2Kp(À»tt)ll $ Ã'llp 11.)

então

a3(t) $ / 2Ã'P(À)e'' « ')0:3(s)ds + /' X'2p(À)p(hl,h2)llp-lje '-te2""(N'ds,

Assim

0 0

sendo

[ Ã2z,(À)p(hl, h2)llç'-lje-'-'e'K"(*)'as = Ã' llP-llp(ÀI, h2) je'('- 'K"(À»t -- e-'-']
;-llp llP( i, 2)e'(' ,:'(«O»t
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que é (2.2.35) . Para verificar (2.2.36) , seja 03(t) = Jlw~1 (cp_, t) - w~2 (cp_, t)JJ. Então 

03(t) < 1t IIT(t - s)1r_ { f>.(w~1 (cp_, s) + h1 (w~1 (cp_, s))) 

- f>.(w~2(cp_, s) + h2(w~2 (cp_ , s))) } llds 

< 1t Kv(À)e-a-(t-s){ 11 w~1(cp_ , s) - w~2('P-, s)II 

+ lih1(w~1(cp_, s)) - h2(w~2(cp_ , s))I I }ds 

1t Kv(À)e-a_(t-s) { 03(s) + llh1(w~1(cp_ , s)) - h2(w~2(cp_, s)) II }ds, 

subtraindo e somando o termo h1 ( w~2 
( cp_, s)) na norma acima, obtemos 
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03(t) < 1t 2Kv(À)e-a_(t-s)03(s)ds + 1t K11(À)e-a_ (t-s)Jlh1(w~2(cp_, s)) - h2(w~2(cp_, s))JJds 

< 1t 2Kv(À)e-a_(t-s)03(s)ds + 1t K11(À)p(h1 , h2)e-a- (t- s) Jlw~2(cp_, s) JJds. 

Mas, 

Jlw~2 (cp_, t)JI < JJT(t)cp-11 + 1t IIT(t - s)7r_f>.(w~2(cp_, s) + h2(w~2(cp _, s)))I Jds 

então 

< Ke-ª- tJJ cp_ JJ + 1t K11(À)e-a- (t -s )llw~2(cp_, s) + h2(w~2(cp_, s))JJds 

< Ke-a_tllcp- JJ + 1 t 2K11(À)e-a- (t-s)Jlw~2(cp_ ,s)JJds , 

eª- tllw~2(cp-, t)JI ~ KJJcp_ JJ + 1t 2K11(À)eª-sllw~2(cp_, s)JJds. 

Do Lema de Gronwall, segue que 

Assim, 

sendo 

1t K211( /\)p(h1' h2) JJ cp_ JJ e-a_ te2Ki,(..\)sds : ll cp- [Jp(h1 ' h2) [ e-(a _ -2Ki,(..\))t - e-a_t] 

< : ll cp- Jlp(h1 , h2)e-(ª- -2K1✓ (..\))C, 
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obtemos t

0
e' '03(t) $ / 2KP(À)e' '03(s)ds+ =llp llp(hi,h2)e'lr"n)'

Do Lema de Gionwall Geral (veja j151), resulta

e'-'03(t) $ e'K"W'.:llp.llp(hi, A2)e'K'W',

então

Os(t) $

que é a expressão (2.2.36).

Definimos, apoia, a transformação Q sobre (; por

'«",.«-, - z'' .''«. *«*,'*(«''«-,., * «(«''«-,.,))''.
Não é difícil verificar que

ll(Qh)(p-) -(Qh)(@)ll $ 4K«(À)/ e"'ll.«l!(p,') - «,l!(V',')lla'.

Usando (2.2.35) obtemos

ll(QA)(P-) (QÜ)(@ )ll $ 4Ã'z,(À)llp- -V' ll / e-(' -"(«W-")'ds

4B '"(N ,(À) llp- - 'P-ll.

4Ã''«(À)
= = / l

« «o - 2K'«(À)
segue que Q : G ---> G. Além disso,

$ / Ã'«(X)e"'lll««l!-(p ,s) -«,2'(p ,s)
O L

+ h:(«,l!'(P-,.)) - h,(,«2'(P-,s)) d'
oo r

+ / Ã'«(À). "'lll«,l!-(p ,.) «,!:(p ,')
0 L

+ lh.(««l!-(w ,')) h,(w!'(9 ,')) ds

oo ll r /

l(QÜ:)(P )-(Qh,)(P-)ll $ / 117'(-s)«o'l/Àlwl!(P ,')+A:(«l!'(P ,s))
o ll L \

/X(wl!'(P-, ') + h,(wy(Ç'-, '))

/À (we' (P-, ') + h,('"!' (Ç'- , '))

ds

wl!' (P , .) + h:(wl!' (P , s))

ds

+ /' '(

=-llp
2

IP(hi,h2)e'(' 'l(«(À))t

0

0

A

Escolhendo À tal que

Severino Horácio Ih'llçuSP

obtemos 

l
t K 

e"- 1·03(t)::; 
0 

2Kv(>..) eª- 8 03(s)ds + 2 11'P-II/J(h1, h2)e2I<v(>.)t_ 

Do Lema de Gronwall Geral (veja [15]) , resulta 

K 
eª- t03(t) ::; e2 I<v(,\)t

2
11 'P- ll /5(h1, h2)e2I<v(,\)t, 

então 

que é a expressão (2 .2.36). 

Definimos, agora, a transformação Q sobre G por 

(Qh)(cp_) = J~ T(-s)(1ro + 1r+)h ( w~('P-, s) + h( w~('P- , s)) ) ds. 

Não é difícil verificar que 

li ( Qh)( 'P-) - ( Qh)( 'l/J-) li ::; 4K v(>..) 1 = eªºs ll w~ ( 'P-, s) - · w~ Ci/J- , s) llds. 

Usando (2.2.35) obtemos 

ll(Qh)(cp _) - (Qh)('l/J-)11 < 4K2v(>..)l! 'P- -'l/J- 111
00 

e-(a_- 2J<v(,\) -ao)sds 

4K2 v(>..) 
2}( ( ') ll'P- - 'l/J_ 11 -

Escolhendo >.. tal que 

ª- - ao - V/\ 

( ) 
< 1, 

a_ - a0 - 2Kv >.. 

segue que Q : G - G. Além disso, 

ll(Qh1)(cp_) - (Qh2)('P-)II < 1 = IIT(-s)1ro { h ( w~1 ('P-, s) + h1(w~1 ('P- , s))) 

- h( w~2 (cp_ , s) +h2(w~2 (cp_ , s)) ) }llds 

+ 1 = IIT(-s)1r+ {!"( w~1 (cp-,s) + h1(w~1 (cp_,s))) 

- h ( w~2 (cp_ , s) + h2(w~2 (cp_, s)))} llds 

< 1 = I<v(>..) eªº s [ll w~1 (cp_, s) - w~2('P-, s) li 

+ llh1 (w~1 (cp_, s)) - h2 (w~2 (<p-, s)) II] ds 

+ 1 = K1/(>..) e-a+s [ll w~1('P-, s) - w~2('P-, s) II 

+ llh1 (w~1 (cp_, s)) - h'2(w~2 (cp_ , s)) li] els. 

35 
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ndo as desigualdades llhi(p ) hl(@ )ll $ 11p @ 11, e "' $ e"' e (2.2.36), obteillos

ll(Qhi)(9 ) (QA2)(P-)ll $ 4Ã'p(À){llg llP(Ai,h2) / e (' ''K"W ")'.Zs

::t:i:l:$11:;(» llp- llp(h- , A,),

2Ã''«(À)
P(Qh:,Qh,) $ .. h:,h,).

2K''p(À)
a. -- ao -- 4K-u(.X) < 1'

segue que Q é uma contração e possui um único ponto fixo PÀ. Esse único ponto fixo satisfaz
(2.2.33).

Seja õ = À

Usa

0

a

Considerel

logo

Se À é tal que

s- {«'x: 11«-11 ': i}, «.-'"«* -,*@-)}
Mostraremos que S satisfaz as condições do teorema. De fato, para p C S

llpll p-ll + llp*(ç'-)ll < ã} + llp*(ç'-)

Mas,

llpx(p-)ll - ll(c?px)(p-)ll

$ / 11T(-.)(«-o+«'+)/X(«,9(P ,.) +PÀ(«,?(P ,s)))lld.

$ / Ã'«(À)e"'llW'(p ,.)+pX(««e'(p ,;))lla.
0

+ / Ã'«(.X). "'ll«?(P ,s)+P*(«,?'(P ,.))lla.

$/ 4Ã'«(,X)e"'ll«e'(g ,s)lias

como na verificação de (2.2.36), temos

lwe'(p ,s)ll $ Kllp lle (' '/("0».

0

0

0

lpx(p )ll $ / 4K'u(À)llp lle ('- " 'K«n»'d:
0

. T?9@« .
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logo 

Se À é tal que 
2K2v(>.) 

( ) 
< 1, ª- - ªº - 4K v À 
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segue que Q é uma contração e possui um único ponto fixo P>.- Esse único ponto fixo satisfaz 
(2.2.33) . 

Seja ó = À. Considere 

Mostraremos que S satisfaz as condições do teorema. De fato , para cp E S 

ó 
ll cp ll = llcp- 11 + IIP>.( cp_) li < 2K + IIP>. ( cp_) 11-

Mas, 

IIP>-(cp_) II = ll(Qp>.)(cp_) II 

< 100 

IIT(-s)(1ro + 1r+)f>.(w:_i'(cp_ , s) + P>.(w:...>-(cp_, s)))llds 

< 100 

Kv(À) eªºs llw:...>-(cp_, s) + P>.(wP_:'(cp_ , s)) llds 

+ 100 

Kv(>.)e-a+sllw:...>-(cp_, s) + P>.(w:._>-(cp_, s))llds 

< 100 

4Kv(>.)eªº5 llw:...>-(cp_, s) llds , 

como na verificação de (2 .2.36) , temos 

Então 

< 100 4K2v(>.)llcp- ll e- (a- -ao-2Ki,(>.))sds 

4K2v(>.) ll cp- 11 -
a_ - a0 - 2K1.1(>.) 
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Assim, se À é tal que
4Ã''«(À)

« «o 2Ã'«(,X) ' ''

temos llpX(p )11 < 4, então llpll < } $ õ, pois K 2 1. Logo p C B(0,õ)
O conjunto S é positivamente invariante. De fato, dada p C S, considere w(g, t) a solução

de (2.1.11), para t 2 0, que vale p quando t = 0. Mostraremos que w(p,t) C S. Para isso,
começamos observando que

w(t) - «, (t) + P*(««-(t)),

onde PÀ é o único ponto fixo de Q, define uma solução de (2.1.11). Com efeito,

r(-.)(ro+ «---)/À(««(t + ') +p*(««(t + ')))d'

r(t - u)(«-o+ «'+).fx(««.(u)+ Px(««-(u)))du

r(t u)(«-.+ «-+)/*(««(u)+P*(«(u)))du

r(t u)(«-o + «-+)/x(«,(w)+P*(««(u)))du.

0

0

t

0

P,(« (t))

+

Mas,

r(t u)(«'o+ «---)/*(«,(u)+ P*(««(u)))du
0

r(t) / r(-u)(«o +«---)/ (««

P*(«« (u)))du

T(t)P*(P )

r(t)p*(«« (o)).

(«)

Portanto

r(t)l«, (o) +p*(«, (o))l

+ / 7'(t u)(«- +«-o+r+)/*(«« (u)+p*(««

r(t)lw(o)+p*(w(o))l+/ r(t-u)/*(«,

ou seja, w(t) + PÀ(w(t)) satisfaz(2.1.11). Além disso,

l

0
t

0

«, (t) +P*(«« (t))

(u)))du

(u) + P*(«, (u)))du,

w (0) + P*(w (0))

Sendo (p € S, temos
P*(P-) - Po + 9+
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Assim, se 1\ é tal que 
4K2v(À) 

( ) 
< 1, 

a_ - a0 - 2K 1/ 1\ 

temos IIPA(<p_) li < 2~<, então ll <p ll < -k '.S o, pois K 2:: 1. Logo <p E B(O, o). 
O conjunto Sé positivamente invariante. De fato, dada <p E S, considere w(<p, t) a solução 

de (2.1.11), para t 2:: O, que vale <p quando t = O. fvlostraremos que w(<p, t) E S. Para isso, 

começamos observando que 

w(t) = w_(t) + PA(w_(t)) , 

onde PA é o único ponto fixo de Q, define uma solução de (2.1.11). Com efeito, 

Mas, 

PA(w_(t)) j~ T(-s)(1ro + 1r+)h(w_(t + s) + PA(w_(t + s)))ds 

= j~ T(t - u)(1ro + 1r+)h(w- (u) + PA(w_(u)))du 

- j~ T(t - u)(1ro + 1r+)h(w_(u) + PA(w_(u)))du 

+ 1t T(t - u)(1ro + 1r+)h(w_(u) + PA(w_(u)))du. 

j~ T(t - u)(1ro + 1r+)h(w_(u) + PA(w_(u)))du T(t) j~ T(-u)(1ro + 1r+)h(w_(u) 

+ PA(w_(u)))du 

T(t)pA(<p- ) 

T(t)pA(w_(O)). 

Portanto 

w_(t) + PA(w_(t)) T(t)[w_(O) + PA(w_(O))] 

+ 1t T(t - u)(1r_ +no+ 1r+)h(w_(u) + PA(w_(u)))du 

T(t)[w_(O) + PA(w_(O))] + 1t T(t - u)JA(w_(u) + PA(w_(u)))du, 

ou seja, w_(t) + PA(w_(t)) satisfaz (2.1.11) . Além disso, 

Sendo <p E S, ternos 
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Logo

w (0) +P*(«« (0)) - P

Portanto, por unicidade de solução, segue que

«,(P, f) (t) +P*(«« (f)),

então

P*(«« (f)) ::: «,o(t) + «,--(t)

(t)+pX(w(t))) € S. A provade(2.2.31) segue de(2.2.35), com @Portanto «,(p, t)
De fato, sendo

0

lwe'(p ,t)ll $ Ã.'llp jje(' 'K"W)t

temos

lpx (W' (p- , t)) l
00

0

4Ã'«(.X)e"'lld*(p ,t + .)lla;
0
/'00

4/(P(À)e"'Ã.llp lle('- 2K"(x»(t+')ds

Ã'llp lje ('- 2K"(À»t / 4K-p(À)e (' "-2K"(À»'ds

X'llp lle (' 'K"(À»t 4K'«(À)
« «o 2Ã'«(.X)

0

0

llr(-')(zo +«-+)/À(w'(P ,t + ')+Px(w'(P ,t + .)))lla.

<

<

desde que . .:lll=2K,(X) $ 1, resulta

lpx(w?(p ,t))ll $ -Kllp lle-('- 'K«O»'

Então

1.«(P,t)ll (p ,t) +px(d'(p ,t))ll

5; 2.r(llp lje-(' 2/G'(À»t

(lue é (2.2.31) com ?7 = 2Kz,(À).
Para provarmos a tangência de S, em n- X no zero, observamos que

IP*(P )ll , 4X''p(À)
IP- ll ' « - «o - 2K'«(.X)

Agora, quando llp-ll -+ 0, podemos escolher, em (2.1.9), o parâmetro de truiicamento, À, se
aproximando de zero, e teremos ainda (2.1.10) válida com p , @ no lugar de p, @. Portanto
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Logo 

w_(O) + P>.(w_(O)) = cp. 

Port anto , por unicidade de solução, segue que 

w(cp , t) = w_(t) + P>.(w _(t)) , 

então 

P>.(w_(t)) = wo(t) + w+(t) . 

Portanto w(cp , t) = (w_(t) +P>.(w_(t))) E S. A prova de (2.2 .31) segue de (2.2.35), com ép = O. 

De fato, sendo 

temos 

IIP>.(w~'_>-(cp-, t))II 100 
IIT(-s)(1ro + 1r+)f>.(w1!_>.(cp_, t + s) + P>.(w1!_>.(cp_ , t + s)))llds 

< 100 
4Kv(À)eªº5 1iw1!_>.(cp_, t + s)llds 

< 1 00 4K v( À )eªºs Kllcp-_lle-<ª- - 2I<v(>.))(t+s) ds 

Kll 'P- ll e-(a_-2Kv(>.))t 1= 4K v(À)e-(a- -ao-2/(v(>.))s ds 

Kll 'P- lle-(a--2Kv(>.))t ( 4Kv(,\) ) , 
a_ - a0 - 2Kv(,\) 

4/(v(>.) 
desde que a_-a

0
_ 2J(v(>.) ::; 1, resulta 

Então 

llw(cp, t)II llw!? ( 'P-, t) + P>.( w1!_>. ( 'P- , t)) li 
< 2f<ilcp- ll e-(a_-2J<v(>.))t 

que é (2.2.31) com ry = 2K1/( ,\). 

Para provarmos a tangência de S, em 1r_X no zero, observamos que 

IIP>.('P-)11 4K2v(,\) --- < ------. 
ll 'P- 11 - a_ - ao - 2Kv(,\) 

Agora, quando ll 'P-11 - O, podemos escolher, em (2 .1.9) , o parâmetro de truncamento, À, se 

aproximando de zero, e teremos ainda (2.1.10) válida com cp_, VJ- no lugar de cp, 'lj;. Portanto 
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p(À) ' 0, quando llp ll -+ 0. Conseqüentemente --ÍÍ=Íi-- -' 0, quando llp-l
completa a primeira parte da prova.

(Existência da variedade instável local de (2.1.1)). Vamos supor À > 0, tal que

Resolvereinos para qÀ o sistema

q*(9--) - .r. r(-')(«- + «-o).f*(««--(') + q*(««*(s)))d',

«,+(t) ::: r(f)9-- + .G r(t - ')«*.f*(««+(s) + q*(w--(.)))d', t $ o.

í 2K''«(.X) . 2Ã':«(À) 4K''«(,X)
m"l...,. -bÁ,(À) "-- -«.-4X'«(À)' «-- -«. -2K«(À)

< 1

Isso

(2.2.37)

Definimos o conjunto

{:«'+X--,«' X©zoX, llh(P+)-h(@+)ll $ 11P+ @+ll,VP,@ CX, h(0)

E fácil mostra.r que -H é ulll espaço tnétrico completo com métrica

p(hi,Ae)= suP 11111(Çx+)
«'x,,+#o llp+ll

Pata h C H, existe um único toq. (g+, t) satisfazendo

w](t) - r(t)P*+/ r(t - .)«---/À(«1(') +h(««!(s)))ds, t $ o.

De fato, para T < 0, seja

iÜ l7',Oj--»Xcontín-s,g(0) llgll. sup e "llg(t)ll<'«}
tclr,ol

Definimos o operador P sobre À/ por

(pg)(t) - r(t)P-- + / T(t - .)«+/*(g(.) + h(g(s)))d'.

Como na primeira pare da prova é possíve] nlosttar que P : ]W --' À4. Além disso,

(Pa:)(t) (Pg,)(t)ll $ / 11r(t s)«---{/x(g-(')+h(g:(.))) /À(g,(.)+h(g,(s)))}lld'

$ / Ã'«(,X)."«'4llg.(.) +h(g-(s)) g,(') h(g,(s))lld'

$ / Ã'«(À)."0 lllg:(s) -g,(s)ll + llh(g-(.)) h(g,(s))Ibid'

.g / 2Ã«(À)e''G Ollg.(s) g,(')lias.

f

0

t

0

0

1.

1.

!.

7

(2.2.38)
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v( ,\) ---t O, quando ll <p- 11 ---t O. Conseqüentemente IIPÍl~~i' ---t O, quando ll <p- li ---t O. Isso 

completa a primeira parte da prova. 

(Existência da variedade instável local de (2.1.1)) . Vamos supor ,\ > O, tal que 

Resolveremos para q>, o sistema 

Definimos o conjunto 

É fácil mostrar que H é um espaço métrico completo com métrica 

p(h1 , h2) = sup 
,pEX ,<P+ #O 

llh1('P+) - h2(cp+)II 

ll <p+ li 

P ara h EH, existe um único w~(<p+, t) satisfazendo 

De fato, para T < O, seja 

M = {g : [T, O] ---t X contínuas, g(O) = 'P+, ll9ll c5 = sup e-c5t llg(t) li < oo}. 
tE[T,OJ 

Definimos o operador P sobre JVI por 

(Pg)(t) = T(t)<p+ + 1 t T(t - s)1r+f>..(g(s) + h(g(s)))ds. 

Como na primeira parte da prova é possível mostrar que P : JVI ---t M. Além disso, 

(2 .2.37) 

(2.2 .38) 

ll(Pgi)(t) - (.Pg2)(t)II < jº IIT(t - s)1r+{f>.(g1(s) + h(g1(s))) - J>.(g2(s) + h(g2(s)))}llds 

< jº Kv( ,\)eª+(t-s)ll91(s) + h(g1(s)) - g2(s) - h(g2(s)) ll ds 

< jº K1/(,\) eª+ (t-s)[llg1(s) - g2(s) II + 1ih(g1(s)) - h(g2(s))ll]ds 

< [º 2Kv(,\)eª+ (t-s)ll91(s) - g2(s)llds . 
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J.ILJ (;i:tõ(J tt,lIDeI ltll } (J IJbClll(Jb

l que

Pg- Pg2llõ $ 2X'«(À)

Procedendo como

Se (5 > a+ e À é ta

1=*« '"'-'';, IÉ/i llõ.

2-KI'(À) / e("-õ)(t ')ds < 1,

segue que P é uma contração e assim possui um único ponto fixo. Esse ponto fixo
(2.2.38).

Além disso, temos as estimativas:

llm!(g+,t) - w!(@+,t)ll $ X'llp+ - Õ+lle('* 'K"O»t, t $ 0,

llwlÍ'(P+,t) -- mh2(Ç'+,t)ll $ : qlP+llP(/ l /z2).G

Para verificar (2.2.39), seja

a(t) l«,!(P+,t) ,«:(P--,t)ll, t 5; 0.

0

T

4Kp(À)U+

satisfaz

(2.2.39)

e

)t, t $ 0. (2.2.40)

Então

a(t) $ 11r(t)lp+ - @+lll +
o ll r

+ / llr(t s)«-+l/À(«,!(P--,s) +h(«,IÍ(9+,s))) /x(««l(©--,s) + h(.«{(@+,

$ x'.''']]p-- @.]] + / K'«(.x)." ]]««]i(p--,') - ««](ê--,')lla.

+ / Ã"«(À)."« llA(««!(P--,')) - h(«,li(g;--,;))ll

$ X'."'llp-- - ©--ll + / 2K'«(À)'"0 4 ,«:(ç'--,') - '"l (P--,')llÓ',

daí

e "'a(t) $ X"llp* ©-.ll + / 2Ã'«(.X). "'a(.)ds.

Do Lema de Gronwall (adaptado para t $ 0), segue que

e '''a(t) $ Kllp+ ê+lle '/{"(Nt

t
0

f
0

t

0

t

0

2Kp(À)e'+(' ')

assim
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Procedendo como no caso anterior, obtemos 

Se o > ª+ e À é tal que 

segue que P é uma contração e assim possui um único ponto fixo. Esse ponto fixo satisfaz 

(2 .2.38). 

Além disso, temos as estimativas: 

(2 .2.39) 

e 

(2 .2.40) 

Parn verificar (2.2 .39) , seja 

Então 

a(t) < IIT(t)[<p+ - 'P+lll + 

+ jº IIT(t - s)1r+ { f>.(w~('P+, s) + h(w~('P+, s))) - J>. (w~('P+, s) + h(w~UP+ , s))) } ll ds 

< Keª+t ll 'P+ - 'P+ II + jº K v(>.)eª+(t-s) ll w~('P+,s) - w~ ('P+,s) ll ds 

+ jº Kv( À)eª+(t-s) ll h(w~('P+, s)) - h(w~('P+ , s))llds 

< K eª+t ll 'P+ - c75+ 11 + jº 2Kv(>. )eª+(t-s) ll w~('P+, s) - w~(f+, s) ll ds, 

daí 

e-a+ta(t) ~ Kll'P+ - 'P+ II + jº 2Kv(>.)e-ª+5 a(s)ds. 

Do Lema de Gronwall (adaptado para t ~ O), segue que 

assim 
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que é (2.2.39). Para verificar a expressão (2.2.40), seja

P(f) - ll:«:'(p--,t) «-t'(p--,t)ll, t $ o.

Então

o r

$ / Ã'«(.X)e"«'4-l ll««IÍ: (g+, s) - w?(ç:'*, ')

+ llh:(«'l'(ç:'-., ')) - h2(«"3'(ç'+, '))ll I''Í'
o r

$/ .K«(À)e"«'') IP(.) + llÀ:(«!'(p--,')) - h-(««I'(v--,'))ll

+ llh:(«'l'(ç'--, s)) - h,("P(ç'--, '))ll l ds

$ / 2Ku(À)e"(' ')#(s)ds+ / Ãp(À)p(hi,h2)llwP(p+,s)lje"(' ')ds.

Mas, de (2.2.38),

, : «*«--./' ''* «*.*(«:'.«*,.,.-",'«'''«*,.,») '.
$ X'.'-'*llP+ll+ / Ã'«(À)."« 4ll««P(P*,s) + h,(««!'(P--,'))lla;

$ Ã'.'-'-'llp.. ll + / 2Ã'«(.x)'"« oll««I'(p*,')lla',

0

e "'ll««P(p+,')ll $ Ã'llp--ll + / 2Ã'«(À)e "'ll«,:'(ç'--,')lla;

Do Lellla de Gronwall, adaptado para t $ 0, obtemos

e "'llwP(p+-,s)ll $ X'llp+lje 'K"W'

llwF(p+, s)ll $ Kllg+lje('+ 'K"(WÍ

Logo

P(t) $ / 2K'p(À)e'*(' ')p(s)ds+ / X'p(À)p(hi,h2)X'llp+lje('' '/<'(À»sc'*(' ')ds

2KI'(À)e"(' ')p(s)ds + Ã21'(À)p(hi, h2)llp+ll / e"'e 2K"(X)'ds,

« («!' @* , 4 -'- ",(«t' @* , 4

ds

0

p(t) $ / 11r(t ;)«---
t .* («I' @*,d -'- ":(«'' @*,a

lla.

0

$: 1 Ku(.À)e"(* ') ',','.~ - ---.,"''.. .~.. llh.(«"l'('p+, ')) - h,(1lilÇlit: iil)ÓP\õ/ T llw+ \y'+ ) i'/ll

f

tt

n

!.
f

então

t

ff
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que é (2 .2.39). Para verificar a expressão (2.2.40) , seja 

Então 

f3 (t) < íº IIT(t - s)1r+ { !.x ( w~1 (cp+,s) + h1 (w~1 (cp+ ,s))) 

- f>.. ( w~2 (cp+ , s) + h2(w~2 (cp+, s)))} lids 

< íº Kv(,\)eª+(t-s) {llw~1 (cp+,s)-w12 (cp+,s) II 

+ llh1(w~1 (cp+,s)) - h2(w~2(cp+,s))ll}ds 

< íº Kv(,\)eª+(t-s) [(3(s ) + JJh1(w11 (<p+ ,s)) - h1(w12(cp+ ,s))jj 

+ llh1(w12(cp+,s)) -h2(w12(cp+,s)) ll]ds 

< íº Kv(,\)eª+(t-s) [2(3(s) + jj w~2('P+, s)jj jJh1(w~2(cpjJ;i:(~+~2;~~2(cp+, s)) jj] ds 

< íº 2Kv(,\)eª+(t-s)f3(s)ds + íº Kv(,\)p(h1 , h2)1Jw12(cp+, s) jj eª+(t-s)ds. 

Mas, de (2.2.38), 

jj w~2 (cp+, s) JI < JIT(t)cp+J I + iº II T(t - s)1r+f.x ( w~2 (cp+, s) + h2(w~2 (cp+, s))) llds 

< Keª+t jJ cp+ JI + iº Kv(,\)eª+(t-s)Jlw12 (cp+,s) + h2(w~2 (cp+, s)) l!ds 

< Keª+tjJcp+JJ + iº 2Kv(,\)eª+(t-s) jJ w12 (cp+,s)j jds, 

então 

e-a+t jJ w12 (cp+, s) jj :::; Kllcp+JI + iº 2Kv(,\)e-ª+ 5 jjw~2 (cp+, s) jjds. 

Do Lema de Gronwall , adaptado para t :s; O, obtemos 

assim 

Logo 

f3 (t) < iº 2Kv(,\)eª+(t-s)f3(s)ds + iº l<1/(À)p(h1 , h2)K jJ cp+ JJ e(a+-2I<v(,\))sea+(t-s)ds 

= iº 2Kv(,\)eª+(t-s) ,6(s)ds + K2v(>.)p(h1 , h2) Jlcp+JI iº eª+te- 21<v(,\)sds, 

41 
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0

Ca+tC

e(a+ 2K"(À»t

2Ã'«(.X)

e 2K"(À)t l
2K'«(À) 2Ã'«(À)

Daí

P(t) $ /o 2Ã-p(À)e"(' ')/7(s)ds + ge(&!Z-ldllp+lje("-:K"(x»t,
t

então

e'"'/3(t) $ / 2Ã'''(À)e'"'/7(s)ds + ge(&!:.e»llg+lle-2K,(*)'.

Usando uma adaptação do Lema de Gronwall Geral, para t $ 0, obtemos

e''+'P(t) $ !Ç!!(1l!!.eO llp+ lje-'K"w'.

P(t) $ 11p+lje('+-'K«n»t

que é a expressão (2.2.40).

Definimos a transformação Q sobre ]7 por

'."''«*, - /:,. .,'«- * «.,«(«''«*, ., ' «(«'.«*, .,))'..

t

Portanto

É l K"ÇXlen ;

Note que

l(QA)(p+) - (Qh)(@+)l :«! (p+ , .) + h('«l(p,- , .))

«,!('ü*, ') h(««l(v'--, ;)) lla.
0

+ / K'«(À). "'ll«,:(p--,') +h('«!(p--,'))

«,l(v'--, ') h('-!('p+, ')) lla.
0

2Ã'«(.X)'' ' ««!.(P+, s) - «,l(@--, ') ds

«,li(ç'-- , ') '"l (d'-. , ') lla.,2Ã'«(À). "'+

4Ã'p(À). '

<

sendo a s < aos < aos, para s < 0, sebo

l(c?h)(p--) - (c?h)(@--)ll $

Sável ino Hoiácio

«,: (p--,s) «,l(ú+,')lla;.

IMl>USP

mas 

eª+t 
[

e-2Kv(>.)t 1 ] 

2Kv(>.) 2Kv(✓\) 
e(a+ -2Kv(>.))t 

< 2Kv(>.) . 

Daí 

então 

Usando uma adaptação do Lema de Gronwall Geral, para t :S O, obtemos 

Portanto 

que é a expressão (2.2.40). 

Definimos a transformação Q sobre H por 

Note que 

ll(Qh)(<p+) - (Qh)('I/J+)II < 1~ Kv(>.) eª- sl lwt(<p+, s) + h(wt(<p+ , s)) 

- wt ( VJ+, s) - h( wt ( VJ+, s)) li ds 

+ 1~ Kv(>.)e- ªº5 ll w~(<p+, s) + h(w~(<p+, s)) 

- wt(VJ+, s) - h(w~(VJ+ , s))llds 

< 1~ 2Kv(>.)eª- 5 ll w~(<p+ ,s) -wt(VJ+ ,s) llds 

+ 1~ 21( v(>.)e-ª05 l!wt(<p+ , s) - w~(VJ+, s) llds, 

sendo a_s < a0s < -a0 s, paras < O, segue que 
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Usando (2.2.39) obtemos

ll(Õh)(ç'--) (ãh)(v'--)ll $ 4X''«(À)llv'+ -@+ll / .

üi-:l=?S},(w ii'''--

4Ã''«(À)
(«-- - .o - 2K'p(.X)) '~ ''

segue que Q : // -+ /7. Além disso, Q é unia contrição sobre /l/. De fato,

, ,'«*,« : /. '' {«(«'''«*,.,' ":'«'''«*,.,,)

'* («'''«* , ., -- ",'«'''«*, .«) } ''
-- /. ''-.,«.{«(«!''«*, .' -'- ".'«'''«*, .,,)

'*(«'''«*, .' -- ":'«'''«*, .,,) } ';
o r

s; / Ã'«(À).' ' l«,li'(p--,') -«P(p--,')
-- (x) L

+ lh:(««li:(p..., .)) h,(«'!'(p--, .))ll l a.
w:'(9--,s) «,I'(P,-,s)

+ llh-(wl'@--, ,o«p@*,al la..

ldoa s<aos< aos, paras<0,segueque

ll(ãh:)(p--) ('$h,)(ç:'--)ll $ / 2K«(.x)' "'lll«,ii:('p--,') '"l'(ç'+,')

+ h:(«,li:(ç'--,')) h,(«'P(p*,')) I'z'.

(a+ 2/(p(À))'dsaO

se]

0

Escolhendo À tal que

.I' K«ç». ":
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Usando (2.2.39) obtemos 

ll(Qh)(cp+) - (Qh)(VJ+) II < 4K2v(>.) ll cp+ -VJ+ ll 1~ e(a+ -ao-2I<ii(>.))sds 

4K2v(>.) 
(a+ - ao - 2Kv(>.)) ll cp+ - ·1/J+ II-

Escolhendo 1\ tal que 
4K2v(>.) 

(a+ - a0 - 21( v(>.)) < l , 

- -
segue que Q: H--+ H. Além disso, Q é uma contração sobre H. De fato, 

li (Qh1 )(cp+) - ( Qh2)(cp+)II < 1~ IIT(- s)1r - { Í>. ( wt1 
( <p+ , s) + h1 ( wt1 

( <p+, s )) ) 

- !>. ( wt2(<p+, s) + h2(wt2(cp+, s)))} ll ds 

+ 1~ IIT( -s)1ro{ Í>. ( wt1 (<p+, s) + h1(wt1 (<p+, s))) 

- J>. ( wt2 (cp+, s) + h2(wt2 (cp+, s)))} ll ds 

< 1~ ]( v(>.)eª-s [llwt1 ( 'P+ , s) - wt2( 'P+, s) li 

+ llh1(w~1 (<p+,s)) - h2 (w~2(cp+ ,s)) ll]ds 

+ 1~ ]( v(À )e-aos [ll w11 
( 'P+, s) - w12 ( 'P+, s) li 

+ llh1(w11 (<p+,s))-h2(wt2(cp+,s)) ll]ds . 

sendo a_s < a0s < -a0 s, para s < O, segue que 

ll(Qh1)(cp+) - (Qh2)(cp+)II < 1~ 2Kv(>.)e-ª08 [llw~1 (<p+ , s) - w12(<p+, s) II 

+ llh1(w11 (<p+,s)) - h2(w12 (<p+ , s)) ll]ds. 
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i.JUll.IQ,l.IU.U Ç DUUUI Ctr.lllUtJ t.J bC;J.lll(J /&l \.'CI/+

l(c?ü:)(p+) - (Qh,)(p--)ll $

+ llA:(««ií:(ç'--, ')) h:('"F(ç'-., '))

+ h-(.«!'(p.-,')) - h,(-«F(p*,.)) a.
0

$ / 4x'«(.x)' "'ll««I'(p--,')
0

+ / 2K'«(.x)' "'llh-(««:'(p*,')) - h,(«,P(p--,;))lla..

ha
(P-- .)), temos

l 'ZK"çXõ'''"; I' (p+ , s) «,I' (p-- , ')

Agora, lembrando que

lw!'(p+, s)ll $ -Kllp+lle(" 'K'(À».

h: («,I'(p+, ')) - h,(,«li'(p--, '))

obtemos

0

It«,P (9+ , s)llllA,(wl:(P+, s)) - b(«,:'(P*, .))ll

ll«,I' (p-- , .)ll
$ p(h:,h:)ll««:'(p+,.)ll
$ p(ht, /z2)-Kllp+lje('+ 2K"(x»'

Então, usando (2.2.40) e a estimativa acima, resulta

(Qhi)(p+) -(Qh2)(p+)ll $ /o 4.Kz,(À)e'"'!e(&!:!1Ollg+lle("-'K'O»;ds

+ / 2-KP(À)e "'p(hi,A2)Kllp+lje(" 2K'(X»'ds
;' ,.
l 2Ã'«(À)llç'+ll / .('* "-"',n»'a. IP(h-, h,)
/ rO

+ l 2x''«(À)llç:'*ll / .('' " :"«w)'a. Ip(h:,h,)
2K''«(À)llp--ll . 2x''«(À)llp+ll

«.- «o-4Ã'«(À) ' «+ -«o 2-K«(.X)
P(A-,h,).

Assim, escolhendo À tal que

segue que (l? é unia contração e possui um único ponto fixo qÀ. Esse único

(2.2.37)

2Ã':«(.X) . 2K''«(À)
"+ - «o - 4Ã'p(À) ' .+ «o 2A'p(À)

< 1,

Severino Horário iME-USP

Somando e subtraindo o termo h1 ( w12 
( 'P+, s)) , temos 

ll(Qh1)(cp+ ) - (Qh2)(cp+) II < 1: 2Kv(>.)e-aos [llw~1 ('P+, s) - w12 ('-P+, s) li 

+ llh1(w~1 (cp+,s)) - h1(w~2(cp+ ,s)) II 

+ llh1(w~2(cp+ ,s)) -h2(w~2(cp+,s)) ll]ds 

< 1: 4Kv(>.)e-ªº5 IIW~1 (cp+,s)-w~2(cp+,s)II 

+ 1: 2Kv(>.)e-ªº5 llh1 (w~2('-P+, s)) - h2(w!2(cp+, s)) llds. 

Agora, lembrando que 

obtemos 

llh1(w!2('-P+, s)) - h2(w~2(<p+, s))II llw~2('-P+, s) ll llh1(w!1(cpll;i:(~+~2;~~2(cp+ , s)) II 

< p(h1, h2)llw~2('-P+ , s) II 

< p(h1, h2)Kll'P+lle(a+- 2Kv(.X))s_ 

Então, usando (2.2.40) e a estimativa acima, resulta 

li (Q-h ) ( ) (Q-h ) ( ) li < lºoo 4l(v( ')e-aos K p(/;1, h2) 11 ,11+ ll e(a+-4J(v(.X))sds 1 'P+ - 2 'P+ A .,.-

Assim, escolhendo À tal que 

+ 1: 2K v(>.)e-aos p(h1, h2)Kll'P+ ll e(a+-2Kv(.X))sds 

( 2K2v(>.) 11'-P+ li 1: e(a+-ao- 4Kv(.X))sds) p(h1 , h2) 

+ (2K2v(>.)ll'P+II 1: e<a+-ao- 2I<v(.X))sds)p(h1 ,h2) 

= ( 2K
2
v(>.)ll'P+II 2K

2
v(>.)ll'P+II ) (/ h) 

( + ( ) p 11, 2 . ª+ - a0 - 4K v >.) ª+ - a0 - 2K v >. 
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segue que Q é uma contração e possui um único ponto fixo q.x. Esse único ponto fixo satisfaz 
(2 .2.37). 
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Seja õ = À. Considere

u- {pc x : llv'*ll < ã}, p-+p.-q*@..)}

Mostraienlos que U satisfaz as condições do teorema. De fato, para p C U,

lpll - llp--ll + llp*('p+)ll < i} + llç*(p+)ll

Mas

llç* (p+)ll '' .''«- *«.,«(«*'«*, , * «*(«*'«*,.,)) -'
Ã'«(À)'' ' '"!'(Ç'+, ') + q* («3'(P+, ')) dsoo ll \ /

("«'*,''"' «*'«*,., * «*(«*'«*,.,) ''
= '"«'*,''"' «,'«*, ., * «* (««',*,.,) ''

+

$

Jo 4KuÇX)e''" w!'(P+,s) d;

4Ã.P(À)e "'Ãllp+lje('+ 2/("(X»'ds

lp-- ll4K'' «(À )

ll'p-- ini-rl:i;. 2KpW

Escolhendo À tal que 4K'u(x) < 1, temos lIçA(p+)ll < ó . Logo ll(pll < } $ õ, jáque

K 2 1. Portanto p C .B(0, õ).
O conjunto U é negativamente invariante. Com efeito, dada p C t/, considere w(g,t) a

solução de (2.1.11), para t $ 0, que vale p quando t = 0. Mostraremos que w(g, t) C C/. Para
isso, começamos observando que

0

0

<

C(a+-ao 2X'p(À»sds

'w-.(P*, t) + q*(««+ (P+, t)),
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Seja ô = À. Considere 

Mostraremos que U satisfaz as condições do teorema. De fato, para cp EU, 

Mas 

llq>-(<p+) II < [ ~ IIT(-s)(1r_ +1ro)!>-( wtÀ(<p+,s) +q"( wtÀ(<p+,s)) )llds 

< 1-~ Kv(À)eª -
5

l!wr (cp+, s) + ª" ( wtÀ(<p+, s) ) llds 

+ [ ~ Kv(À)e-ªº 5 llwtÀ(<p+, s) + q" ( wtÀ(<p+ , s) ) llds 

< [ ~ 2Kv(À)e-ªº5 l1wtÀ(<p+,s) + q>,( wt\(<p+,s)) llds 

< [ ~ 4Kv(À)e- ªº
5

l1 wtÀ(<p+,s) llds 

< 1-~ 4Kv(À)e-aos Kllcp+lle(a+-2Kv(A))sds 

ll cp+ ll4K2v(À) 1-~ e(a+-ao-2Kv(,\))sds 

ll cp+II 4J<2v(>-) 
ª+ - a0 - 2J<v(À) 

45 

Escolhendo À tal que ª+~~:~(;~v(,\) < 1, temos llq"(cp+ )II < 2~<' Logo ll cp ll < Í< ~ ô, já que 

K 2: 1. Portanto cp E B(O, ô) . 

O conjunto Ué negativamente invariante. Com efeito, dada cp EU, considere w(cp,t) a 

solução de (2.1.11), para t ~ O, que vale <p quando t = O. f\ilostraremos que w(cp, t) EU. Para 

isso, começamos observando que 
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-À e o unlco ponto hxo de C2, dehne uma solução de (2.1.11). De fato,

q*(w--(P+,t)) - / r(-.)(«- +«-o)/*(«,+(P*,t+')+q*(w+(P+,t+;)))ds
/

r(t u)(«-+ zo)/À(«,+(P*., u) + q,(«,+(P+, u)))du

r(t u)(« + «-o)/À(««+(9+,u) + qx(w--(P--, u)))du
-00

+ / r(f u)(r +«-o)/À(.«+(g*,u) +q*(w+(g+,u)))du.

0

0

0

Mias

r(t - a)(«' + «-o)/*(.«*(P--, u) + q*(w--(9--, u)))du

r(t) / T(-u)(« + «-o)/xl.«--(9+,u) + q*(«,+(P+,u))ldu

r(t) q* (p-- )

r(t)q, (««+ (p-- , o)) .

0

Portanto

.«*(P+ , t) + q*(w,..(P+, t)) ::: 7'(t) l««--(P+, 0) + q*(«,+(P--, 0))l

+ / 7'(t u)/À(w--(P+,u) +q*(«,+(P--,u)))du,
f

0

ou seja, w+(p+, t) + qx(w+(p+,t)) satisfaz (2.1.11). Além disso,

«,+(P+, 0) + q*(w+(P-- , 0)) - P-- + q*(9--)

Sendo p C t/, temos

q* (P-- )

«,+(P+, o) + q*(««--(P+, o)) - y

Portanto, por unicidade de soluções, segue que

«,(P, t) - w+(y--, f) + q*(«,+(9+, t)).

Logo

Assim, w(g, t) C t/

Severino Horário IMlFUSP

onde Q>. é o único ponto fixo de Q, define uma solução de (2 .1.11) . De fato, 

iVIas, 

Q>.(w+('P+ , t)) = 1~ T(-s)(1r_ + 1ro)f>.(w+('P+ , t + s) + Q>.(w+('P+, t + s)))ds 

= Jt
00 

T(t - u)(1r_ + 1ro)f>.(w+('P+ , u) + Q>.(w+('P+ , u)))du 

1~ T(t - u)(1r_ + 1ro)f>.(w+('P+, u) + Q>.(w+('P+, u)))du 

+ 1t T(t - u)(1r_ + 1r0 )f>.(w+('P+, u) + Q>.(w+('P+, u)))du. 

J~
00 

T(t - u)(1r_ + 1ro)f>.(w+('P+, u) + Q>.(w+('P+, u)))du 

T(t) 1~ T(-u)(1r_ + 1ro)f>.[w+('P+, u) + Q>.(w+('P+, 1t))]du 

T(t)q>.('P+) 

T(t)q>.(w+('P+, O)). 

Portanto 

w+('P+, t) + Q>.(w+('P+ , t)) = T(t) [w+('P+, O)+ Q>.(w+('P+, O))] 

+ 1t T(t - u)J>.(w+('P+, u) + Q>.(w+('P+, u)))du, 

ou seja, w+('P+, t) + Q>.(w+('P+, t)) satisfaz (2.1.11) . Além disso, 

Sendo <p E U, temos 

Logo 

Portanto, por unicidade de soluções, segue que 

Assim , w(<p ,t) EU. 
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A prova de (2.2.32) segue de (2.2.39) com @ 0. De fato, sendo

llmr'((p+,t)ll $ R'llg+jje(" :/("(X))t

temos

lçx(««T' (p+,t))ll $ 4X«(À)e "' ll««T'(p--, t + '))lla'

4/(p(À)e "'Kllp+ lle('+ 2K"(X)(t+'»ds

(Ê'««'*,.'"-.. '««'*'''~.)« «* .''

4.Ki'(À) z,(À) X'll'p+ lje("-'K"O»t.

0

0

<

2/{p(À))t

Se À é tal que .+.ao'(N,(À) $ 1, obtemos

lIgA(wT'(p+,t))ll $ Kllp+lje('+ '/{«(X»t

Então

1««(p, t)ll «,T'(p--, t)) + ç*(«,I'(p+, t))ll

< 2.1fllg+lje('+ 2K"(À»t

que é (2.2.32) com v7 = 2Ã'p(À).
Para ptovaimos a tangência de U, em a-+X no zero, observamos que

llç*(p+)ll , 4K''«(x)
IP--ll : «* - «o - 2Ã'«(À)

Agora, qua.ndo llp+ll --, 0, podemos considerar, em (2.1.9), o parâmetro de truncamento,
À --, 0, e teremos ainda (2.1.10) válida com ç'+, @+ no lugar de p, V'. Portanto p(X) --' 0,

quando llp+ll --} 0. Consequentemente Hçx 'í'+)ll ..} 0, quando ll(p+ll --' 0. Isso completa a
prova

Corolário 2.2.2 Sob as hipóteses e notações do Teorema 2.2.-Z, sÜa ?7 > 0 taZ qlée min(a , a+) >

n e Ç' :# 0 um eqHitÍbdo de (2.1.1). Então existe õ > 0, tal que as uadedades estável e instável
de @ existem e silo dadas 'por

$(@) P c -B(@, õ)

t/(®) p c B(@, Õ)
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A prova de (2.2 .32) segue de (2.2 .39) com (p = O. De fato , sendo 

temos 

ll qA(wt"('P+, t)) II < 1: 4Kv(À)e-ªº 5 llwt"('P+, t + s)) ll ds 

< 1: 4Kv(À)e-aos K ll'P+lle(a+-2Kv(-\)(t+s}}ds 

( 1: 4Kv(À)e(a+ -ao-2I<v(>.))sds ) Kll'P+l le(a+-2Kv(-\))t 

4K v(À) K ll 'P+ lle(a+ -21<11(-\))t _ 
ª+ - a0 - 2K1/(À) 

S À ' t l 4K1.1(>.) < 1 b e e a que a+-ao-2Kv(>.) _ , o temos 

Então 

llw(tp, t) II llwt"('P+, t)) + q,\(w!" ('P+ , t))I I 

< 2Kll'P+ li e(a+-21<11(-\))t 

que é (2.2.32) com 'T/ = 2Kv(À). 

Para provarmos a tangência de U , em 1r +X no zero, observamos que 

ll qA('P+) II 
ll'P+ II 

47 

Agora, quando ll'P+ II - O, podemos considerar, em (2.1.9), o parâmetro de truncamento, 

À - O, e teremos ainda (2 .1.10) válida com 'P+, 1/J+ no lugar de tp, 'lj;. Portanto v(À) - O, 

quando ll 'P+II - O. Conseqüentemente IJq~~:ii)II - O, quando ll'P+II - O. Isso complet a a 

prova. ■ 

Corolário 2 .2.2 Sob as hipóteses e notações do Teorema 2.2. 1, seja 'T/ > O tal que min(a_, a+) > 

'T} e tp i- O um equiliôr-io de (2. 1.1) . Então existe ó> O, tal que as variedades estável e instável 

de tp existem e são dadas por 

S(t:p) = { tjJ + tp E B(t:p , ó) tp E S} 

U( t:p ) = {t:p + tp E B(t:p,o) cpE U}. 
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Se ç' C S(@) 'ntão, p«« t ? 0, e«á'le «m.« «ín{« ../«çâ. «,(t) d. Í2.-r.S) c.m «,(0) = p .

ll««(t) - @ll $ 2K'. (''-o'll«, (o) @ll, í ?o

Se a hipót"' (BU) -te e y c UÇ© e-«tão «.«.« s.lição «-(A de (2.1.5) com «-qOb

para t $ 0 e

llw(t) @ll $ 2Ã'e('* O'll««..(0) Pll, t $O

Além disso, o es'paço tangente a, SÇCib em @ é'n X e o es'paço tangente Q U em @ éx.rX. SÇ(ê)

ê positivamente inuaüante sab o fluxo (2.1.5) e se (BU) vale UÇ©à é negatiuameTtte inuaüunte.

Demonstração: Basta notar que a translação

P t-+ 9 q)

leva o equilíbrio @ na origem, então o resultado segue diretamente do Teorema 2.2.1

2.2.1 Continuidade das variedades instáveis locais

Nesta subseção, piovanlos um teorema de continuidade das variedades instáveis locais de

(2.1.1) en] relação a unl parâmetro, desde que o semigrupo T(t), gerado por .4, não dependa
desse parâmetro.

Teorema 2.2.3 rC'ont nlé dado das uahedades instáveis ideais de ÍP..Z.í),). ,4Jém. das Aãpóteses

do Teores.ü 2.2.1, suT)tenhamos que a função jx depende de mais um parâmetro e C çl, onde
n é um abe'r'to de cttgum esT)aço de Band,ch e fX :: JEx satisfaz QS estimativas

IA(«) .Ü'(u)ll $ o-(.)llull, c-(.) -. o, . --, .o, (2.2.41)

ll./Í(u) .R(«)ll $ «(À)llu «ll, P«« c«d«c C Q, (2.2.42)

o«de «(') é ««« /unçã. «nfú- não d«««c.m*. c.m P(0) = 0. Bata. « «hed«de ãn;lá«Z
U' , d. (2.1.1) d«d,« «»o T««« 2.2.1, é contín«-« co«. «t'ç'' " ' e« :» C ç\.

Demonstração: Vimos que U' é um gráfico de ullla função Lipschitziana, qÀ :: çi, com
constante Lpschitz menor ou igual a. 1, onde (qÀ, mT') é a única solução do sistema

qi(P--) - .r. r(-s)(«- + «-o).f;(«+(', c) + çi(«,+(., f)))d.,

«,*(t, .) r(f)9+ + .C r(t - ')«---./:jl(«--(s, c) + çi(«,+(., e)))ds, t $ 0.
(2.2.43)
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Se cp E S(,p) então, para t 2'. O, existe uma única solução w(t) de {2.1 .5} com w(O) = <p e 

Se a hipótese (BU) vale e <p E U(,p) então uma solução w(t) de {2.1.5} com w(O) = <p existe 

para t ~ O e 

Além disso , o espaço tangente a S( ,p) em tjJ é 1r _X e o espaço tangente a U em tjJ é 1r +X. S( tjJ) 

é positivamente invariante sob o fluxo {2.1 .5} e se {BU} vale U(cp) é negativamente invariante. 

D emonstração: Basta notar que a translação 

<p f--7 cp - cp 

leva o equilíbrio ,jJ na origem, então o resultado segue diretamente do Teorema 2.2.1. ■ 

2 .2 .1 Continuidade das variedades instáveis locais 

Nesta subseção, provamos um teorema de continuidade das variedades instáveis locais de 
(2.1.1) em relação a um parâmetro, desde que o semigrupo T(t), gerado por A, não dependa 

desse parâmetro. 

Teorema 2.2 .3 (Continuidade das variedades instáveis locais de {2.1.1}}. Além das hipóteses 

do Teorema 2.2.1, suponhamos que a função f>. depende de mais um parâmetro E E n, onde 

n é um aberto de algum espaço de Banach e f>. = n satisfaz as estimativas 

llf{(u) - f{(v)II ~ v(>.)llu - vil, para cada E E n, 

(2 .2.41) 

(2.2.42) 

onde v(·) é uma função contínua não decrescente com v(O) = O. Então a variedade instável 

UE, de {2.1.1} dada no Teorema 2.2.1, é contínua com relação a E em Eo E n. 

Demonstração: Vimos que UE é um gráfico de uma função Lipschitziana, q>-. = qt com 

constante Lpschitz menor ou igual a 1, onde (q>-. ,wt.x ) é a única solução do sistema 

(2 .2.43) 
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uouv) x-l'- \'''''' ''-''./ '' \.'''u' '''/} '''t)'''' -l'''

llw--(t,')ll $ Ã'e"'llg-.ll+ / Ã'«(À)e"« ll««..(',')+q51(w--(.,'))lld'

$ Ke"'llp+ll + / 2Ã'«(.X)e"« Ollw...(',')lla'.

. "'ll«,--(t,')ll $ X'llp-.ll + / 2Ã'«(.X)e "'llw+(;,')lld'

Usando o Lema de Gronwall, adaptado pala t $ 0, segue que

e '*'ll«,+(t,c)ll $ Ã'llp+lje '/{"Wt,

Além (

0

{
0

[

Dn.ír 0

[

e, daí
lm+(t,c)ll $ Ã'llp+lje('+ :K"(À»t, t $ 0.

Usaremos a métrica p definida por

p(hi,h2)= sup 1111
«'x,,..#o llP+ll

Seja 0(t) = ll««+(t,c) «,+(t,co)ll, t $ 0. Então

o(t) $ / 11r(t - ')«-+{./íl««+(s,c) + çli(««+(.,c))1 - .6'1««+(s,co) + q:'(w+(s,co))lllld;

$ / Xe« ')"ll/ÍI«,+(',') + çi(««+(., '))1 - /;'1.«+(','.) + q:'(w--(','o))llld'.

Somando e subtraindo o teimo /'lw+(s, co) + q:'(w+(s, co))l, na norma acima, obtemos

0(t) $ / ÃeG O"ll/ÍI«,+(',') +çi(««+(.,'))l .Nlw+(','o)+q;'(w--(','o))llld'

+/ Ã'.G 4"ll/ÍI,«+(s,'o) + qi'(«+(','o))l - .Ü'lw+(','.) + Çi'(««+(','o))lilás

0

1.

[

0

1.

(2.2.44)

De (2.2.41) e

0(t) $

2.2.42) segue q«

K'«(À)'0'4" 1 11.«--(;, ') ""+(;, 'o)ll + llqSI(«,*.(s,')) q:'(«+(','o))ll 'Z'

K.« 0"C:(.)ll.«+(., 'o)+ Çli'(«,+(., 'o))lias

X'«(À)'«'4" lO(s) + llÇ51(««+(., ')) q:'(««+(;, 'o))ll l ds

K.« 4" C':(.)ll««+(s, .o)+ qi'(««--(s, .o))lld'

0

0

+

+
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Além disso, de (2.2.42) e (2.2.43) , segue que 

Daí 

llw+(t,c) II < K eª+t ll 'P+ II + iº Kv(,~) eª+(t- s)ll w+(s , E) + qi(w+(s ,c)) ll ds 

< Keª+tll 'P+ II + iº 21(1/(À)eª+(t-s)llw+(s, c) ll ds. 

e- a+tl lw+ (t,c) II ::; K ll 'P+ II + íº 2Kv(À)e-a+s llw+(s,c) ll ds. 

Usando o Lema de Gronwall, adaptado para t ::; O, segue que 

e, daí 
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(2.2.44) 

Usaremos a métrica p definida por 

p(h1,h2) = sup 
cpEX , 'P+ f-0 

llh1(<p+) - h2(<p+)il 

ll 'P+ II 

Seja 0(t) = llw+(t, e) - w+(t, co) II, t ::; O. Então 

0(t) < íº II T(t - s)1r+{fflw+(s,c) + q~(w+(s ,c))] - f{º [w+(s,co) + q~º(w+(s,co) )]}llds 

< íº K e<t- s)a+ ll fflw+(s, e)+ qi(w+(s, e))] - J{º [w+(s, éo) + q~º(w+(s, co)) ] ll ds. 

Somando e subtraindo o termo JE [w+(s , co) + q1º(w+(s, co))], na norma acima, obtemos 

0(t) < íº K e<t-s)a+ ll fflw+(s, e) + qi(w+(s, e))] - Jf[w+(s, co) + q~º(w+(s, co)) ] ll ds 

+ íº K e(t-s)a+ ll fflw+(s, co) + q1º(w+(s, co)) ] - f{º[w+(s, éo) + q1º(w+(s, co))] ll ds. 

De (2.2 .41) e (2.2.42) segue que 

0(t) < íº I<v(>.)e(t-s)a+ [11w+(s, e) - w+(s, co) II + llq~(w+(s, e)) - q~º(w+(s, co)) II] ds 

+ íº Ke(t-s)a+C1(c) llw+(s,co) + q1º(w+(s,co))l lds 

= íº Kv(>.) e(t-s)a+ [e(s) + llqi(w+(s, e)) - q1º(w+(s, co) )II] ds 

+ íº I<e(t-s)a+C1(c) ll w+(s,co) + q1º(w+(s ,co)) ll ds . 
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Usando que çi' é uma função lipschitziana com constante de Lipschitz $ 1 e q*o(0) = 0, resulta

0(t) $ / Ã'«(À)eG 4"l0(.)+ llçi(«,.(s,')) q;'(.«+(.,.o))llld.

+/ 2Ã'e('-')"C.(e)llm+(s, co)lias.
1.
t

Agora, usando que ç51 é lipschitziana com constante de Lipschitz $ 1, temos

llqi(«--(s,')) - qSi'(««+(','o))ll $ 11qÍ(««...(s,')) qjl(««--(s,'o))ll + llqi(«,--(.,'o)) - q:'(.«+(.,.o))
$ 11«,+(',c) «,+(',Co)ll+ llqi(««+(.,.o)) qi'(w--(.,.o))ll
- 0(S) + llÇi(«,+(., 'o)) qi'(««+(s,.o))ll

- o(s)+ll«,+(.,.o)ll
llw+ls, eoJ ll

$ a(') + ll«,--(;,'o)llP (qi, Çi')

IJllbCL\J

P(t) $ / X'«(À)e« q"l0(') + 0(s) + ll««+(s,.o)llp(qi,qi')ld.

+/ 2Ã'O.(.)e0 4"ll««+(.,.o)lld.

2X«(À)e« 4"0(.)d.
0

+ / Ã'«(.X)e« 4" 11««+(., 'o)llp (çSI, q;') d.

+ / 2ÃO:(.)eG 4"ll««...(., .o)lld.

Usando (2.2.44), obtemos
0 rO

0(t) $ / 2Kp(À)e(' ')"0(s)ds + / Xp(À)e(' ')a+p(q*,q;')Kllp+lje(" 2/{"(x»'ds

+ / 2.Z(C'i(c)e(' ')"Xllp+lle('+ 2K"(x»'ds

2Ã'z'(À)e(''')"0(s)ds + Ã'2 llp+ ll p(À)p(q51, qi')e"' / e-2K"(X)'ds
0

+ 2K'2llp+llCI(c)e"' / e 'K"(X)'ds.

0

1.

t

1.

t

0

[

t

[

Então

e "'0(f) $ / 2Ãz,(À)e "'0(s)ds+ K2llg+llp(À)p(qji,qi') / e 2x"(X)'ds

+ 2Ã.''llp+llCi(c) / e '/{"W'ds.

0 0

f
0

f

S H
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Usando que q~º é uma função lipschitziana com constante de Lipschitz :S 1 e q~º (O) = O, resulta 

0(t) < Jº Kv(>.)e(t-s)a+ [e( s) + llql(w+(s, e)) - q~º(w+(s,c0 ))11] ds 

+ iº 2K e(t-s)a+c1 (c)llw+(s, co) llds. 

Agora, usando que qi é lipschitziana com constante de Lipschitz :S 1, temos 

llql(w+(s,c)) - q~º(w+(s,co))II < llq1(w+(s,c)) - q1(w+(s,co))II + llq1(w+(s,co)) - q~º(w+(s, co))II 

< llw+(s, e) - w+(s, co) II + llq1(w+(s, co)) - q~º(w+(s, co)) II 

Então 

= 0(s) + llq1(w+(s,co)) - q~º(w+(s,co))II 

= e( ) + li ( )li llq1(w+(s,co)) - q~º(w+(s,co))II 
s W+ s , éo llw+(s, co) II 

< 0(s) + llw+(s,co) IIP(qi,q~º) • 

0(t) < Jº Kv(>.)e(t-s)a+ [0( s) + 0(s) + llw+(s, co)IIP (ql, q~º)]ds 
o . . . 

+ 1 2KC1 (c)e(t-s)a+ !lw+(s, co)llds 

Jº 2Kv(>.)e(t -s)a+ 0(s)ds 

+ Jº Kv(>.)e(t-s)a+ ll w+(s,co)IIP(qi,q~º)ds 

+ Jº 2KC1(c)e(t-s)a+ llw+(s, co)llds. 

Usando (2.2 .44) , obtemos 

0(t) < Jº 2Kv(,\)e(t -s)a+ 0(s)ds + Jº Kv(,\)e(t-s)a+p(ql , q1º)Kllcp+lle(a+ - 2I<v(>.))sds 

Então 

+ iº 2KC1(c)e(t-s)a+ Kll cp+ ll e(a+-2Kv(>.))sds 

= iº 2Kv(>.)e(t-s)a+e(s)ds + K 2 llcp+llv(,\)p(q1 , q~º )eª+t iº e-2Kv(>.)sds 

+ 2K2 llcp+IIC1(c)eª+t Jº e-2Kv(>.)sds . 

e-a+te(t) < iº 2Kv(>.)e-a+s0(s)ds + K 2 ll cp+ llv(/\ )p(q1 , q~º) iº e-2I<v(>.)sds 

+ 2K2 IJ cp+ IIC1(c) Jº e-2Kv(>.)sds. 
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Sendo

e 2/("(À)'ds
-51}?li181i - e "'"w'l

ãli?i I''"'«w'-tl
e 2K"(À)t

2Ã"«(.X) '
<

temos

e'"'0(t) $ ./o 2Ã'z,(À)e'"'0(s)ds + /(HÇrx+ lz'(À) Í,(ç51, q;')e''K"Wt

+ ZÍllÇIIC:(c)e 'K"W*u(À)

o Lema de Gronwall Geral, adaptado para t $ 0, segue que

e "'o(t) $ e'2/f"(x)t l.1111:dp(ç51, qi')e'aK"(x)t + /(llçr)'P (Jt(c) e-2K«(À)tj

Usando

Logo

o(t) $ - 2 p(qx, q;')e("'4K"(x»t + :!11t1lllglÍlile('*-4K'(x»t.
(2.2.45)

Agora,

llçi(p-- ) çli' (p+)ll llr(--s)«- l.R(««+(., ') + q51(w--(., ')))

.a'(.«--(., .o) + qi'(w--(., 'o)))lEIas

r(- .)«-ol.fÍ(«,+ (s, ') + çsl(««-- (., ')))

.Ü'(«,+(s, .o) + qi'(w--(s, 'o)))llld'

X'e'-'ll./XI««+(., ') + qÍ(.«--(., .))l
.a' l«,+(S, .o) + Çi'(««+(., 'o))llla'

K. "'11.61w--(., c)+ q51(«,+(s, e))l

.a' l«,--(., .o) + qi'(w--(s, 'o))llld;.

0

0

0

0

+

+

Sendo a s $ aos, quando s < 0, resulta

2Ã'. "' ll/ÍI««+(., .) + ç51(«,+(., '))1

/;l'lw--(s, .o) + Çi'(«,--(', 'o))llla'

0

lçi(p--) q:'(p--)
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Sendo 

< 

temos 

i [1 - e-2,<v(.~)tl 
21{1/(À) 

1 [e-2Ki,(.X)t _ l] 
2!{1/(À) 

2Kv(>.) ' 

Usando o Lema ele Gronwall Geral, adaptado para t :S O, segue que 

Logo 

Agora, 

llql(cp+) - q1º(cp+)II < 1~ II T(-s)?T_[jf(w+(s,t:) + ql(w+(s,t:))) 

- Jfº ( W+ ( s, co) + q1º( W+ ( s, t:o))) ] ll ds 

+ 1~ IIT(- s)?To[Jf(w+(s, t: ) + ql(w+(s, t:))) 

- Jfº(w+(s, co) + q1º(w+(s,t:o)))] ll ds 

< 1~ K ea_sllfHw+(s, t:) + ql(w+(s, t:))] 

- ffº[w+(s, co) + q1º(w+(s, t:o))] llds 

+ 1~ K e-aos llfHw+(s, t:) + q1(w+(s , t:))] 

- Jfº[w+(s , co) + q1º(w+(s , t:o)) ]llds. 

Sendo a_s :S -a0s, quando s < O, resulta 

ll q1( 'P+ ) - q1º (cp+ )II < 1~ 21( e-aos ll ff[w+(s , t: ) + q1(w+(s, t: ))] 

- Jfº[w+(s ,t:o ) + q1º (w+(s,t:o))] llds. 
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(2 .2.45) 
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uotramclo o terlllo JiÍw+ls, coJ t qi"(w+(s, co))J na integral acima,

llçi(p+) çi'(p+)ll $ / 2Ã'e "'ll.f;l«,--(',') +ç51(««+(.,'))1

.61««--(s, 'o)+ q;'(«,+(., .o))llla.

+ / 2Ã'e "'ll.RI««,.(;,'o)+ qi'(«,--(','o))

.6' 1««--(., .o) + Çi'(««*(., .0))) lias.

obter

0

0

]os

Usando (2.2.41) e (2.2.42), segue que

llçi(p+) - çi'(p--)ll $ / 2K«(.X)e'"'l ll«,.(.,.) «,*(.,.o)l
-- oo \.

+ llqi(.«,-(s,')) - q;'(w--(','o))ll I'a;

+ / 2K'e "'C:(')ll«+(','o) + çli'(««--(', 'o))lld.
0
-00

+ / 2Ke "'C:(')ll«*(s,'o)+ q:'(««+(.,'o))lld..
00

Já que çi' é Lipschitziana com constante de Lipschitz menor ou igual a l e q*o(0) = 0, resulta

+/ 4-Ke "'C:(')ll«,--(','o)lld.

Usaíldo mais uma vez que

llÇi(««+(., c)) Çi'(«,+(', co))ll $ 0(s)+ ll«,--(s, co)llP(Ç51, Çi'),

2-K«(À)e "' 0(') + llÇi(««--(., ')) Çi'(.«--(', 'o))ll }d;

0

lçi(p+) -çi'(p+)ll $ / 2Ã'«(À)e "'
rO
-00 0(') + llÇi(.«+(.,')) q;'(««*(s,'o))ll }d'

0

0

lçâ(p--) çi'(p+)ll 2X'«(À)''"' 20(')+ ll«'--(s, 'o)llP(qi, Çli') l d;

4KO:(')e "'ll««+(., .o)lla.

Severino Horácio IÀ,IBUSP

Somando e subtraindo o termo fi[w+(s,t::0 ) + qrº(w+(s,t::0 ))] na integral acima, obtemos 

ll qHcp+) - qrº(cp+)II < 1: 2I<e-ªº5 ll fflw+(s,t::) + ql(w+(s,t: ))l 

- Jf[w+(s,co) + qrº(w+(s,t::o))] llds 

+ 1: 2I<e-ªº5 ll fflw+(s,t::o) + q~º(w+(s ,co))] 

- J;º[w+(s, t::o) + q~º(w+(s,t::o))] ll ds. 

Usando (2.2.41) e (2.2.42), segue que 

llql(cp+) - q~º(cp+)II < 1: 2I<v(À)e-aos{llw+(s,t::) - w+ (s,co) II 

+ ll qHw+(s,t::)) - q~º(w+(s,co))ll}ds 

+ 1: 2I<e-ª05C1(c)llw+(s, co) + q~º(w+(s,t::o))llds 

= 1: 2I<v(À)e-ªº5
{ 0(s) + llqHw+(s,t::)) - q~º(w+(s ,co))ll}ds 

+ 1: 2I<e-ªº5 C1(c)llw+(s, co) + q~º(w+(s,t::o)) ll ds. 
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Já que q~º é Lipschitziana com constante de Lipschitz menor ou igual a 1 e q~º(O) = O, resulta 

llqHcp+) - q~º(cp+)I I < 1: 2I<v(À)e-ªº5
{ 0(s) + llql(w+(s, e)) - q~º(w+(s, co) )II } ds 

+ 1: 4I<e- ª05C1(c) llw+(s,co) llds. 

Usando mais uma vez que 

obtemos 

llql( 'P+) - q~º( 'P+ )II < 1: 21{ v(À)e-aos [ 20(s) + ll w+ (s, co) llp(q1, q~º) ] ds 

+ 1: 4I<C1(t::)e-ªº5 llw+(s, co)llds. 
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Agora, usando (2.2.44), segue que

lç51(p+) ç:'(p+)ll $

+

0

4Ã'«(.X). "'0(.)d.
0

-00
0

4/(2 llp+ ll(;i(c)e('+ "-2/(u(À))'ds
- oo

2x''«(À)llp* p(ç51,ç:' C(a+ ao 2/{i'(À»sdS

+

Assim,

llç51(p--) ç:'(p+)ll s; /: + .r, + .r;,

0

It = 1 4Ki,'(X)e "'0(s)ds.
0

/: -/ 2X2p(À)llp+ llp(çi, qi')e("'"'2K«(x»'ds

LJllU\;

/3 ' / ' 4Ã-2llg+llCi(c)e('+-" 2K«(X»;ds.

Mas, usando a estimativa obtida para 0(t) em (2.2.45), obtemos

2Ã.2 llp+ llu(À)p(qli , qi')e(" "-4K"(X»'ds
pO
-00

+ / 4K-2llg+llC't(c)e(a+ " 'K"(X))'ds

'"%,w n=il.u ,hi, "iD + ;ÍJ=TIJuc» ': H
Além disso

0

It $ 1 4Ku(.X)e "'

F ; llp+ llp(ç51, qi')e("''K"O»' + .!ql:1l-c: (c)e("

e

"'«o»'l .í.

0

2/{2u(À)llp+ llp(çi, q:')e(" " 2/('(X))'ds

'"'«wii=il*, ,üi, «i',

0

4/(2llp+ llC'l(c)e(" " 2/("(X»'ds

.. .T"' '%l,w':n

/2

e
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Agora, usando (2.2 .44) , segue que 

Assim, 

onde 

e 

ll q~(cp+) - q~º(cp+)II < 1: 4Kv(À)e-ª050(s)ds 

+ 1: 2K2v(À) ll cp+ IIP(q~, q1º)e<a+-ao-2Kv(>.))sds 

+ 1: 4K2 11 'P+ II C1(é)e(a+-ao- 2Kv(>.))sds. 

li = 1: 4Kv(À)e-ª05 0(s)ds, 

12 = 1: 2K2v(À)l l'P+ llp(qL q~º)e<a+-ao-2/(v(>.))sds 

h = 1: 4K211'P+ II C1(c)e(a+-ao-2Kv(>.))sds. 

Mas, usando a estimativa obtida para 0(t) em (2.2.45), obtemos 

f 1 < 1: 41( v( À )e-aos [ ~ ll 'P+ IIP( q~, q1º )e<a+-4Kv(>.))s + K}~:) li C1 ( é )e(a+-4Kv(>.))s ] ds 

1: 2K211'P+ ll v(À)p( q~' q~º)e(a+-ao-4Kv(>.))sds 

+ 1: 4K211'P+ II C1(E)e(a+-ao-4Kv(>.))sds 

2K
2
v(À)ll'P+II (qE EQ) + 4K

2
ll'P+ II e ( ) 

ª+ - ao - 4Kv( ✓\/ >., q>. ª+ - a0 - 4Kv(À) 1 é · 

Além disso, 

I 2 1: 2K2v( ✓\)ll'P+l l p(qL q1º)e<a+-ao-2Ki;(>.))sds 

2K2 v( ✓\) ll cp+ II ( E Eo) 
ª+ -ao -2Kv(À)p q>.,q>. 

e 1: 4K2 11 'P+ II C1 (E)e(a+ - ao-2K1/(>.))sds 

4K
2
ll'P+ II C1 (é). 

ª+ - a0 - 2K1/(À) 
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Portanto

lçi(p+) çli'(p*)ll $ w lmJ :lb,üi, «io -' ã. ..*:lT'lJ,m ':'''
-- úi?'=19':1;1:b,üi, «:o ' . J':lTIJm'- n

IJf=eth -- ..r=rhhi «.«:, .:',
* lc=TUh--aJ:lT'zLml' ,

Logo

ii«i@-''lLIÍ@a ' lapa;?$1La ''" =í::l:qlml«üi,«io
''" l&. ..-lk® ''" '. .z.lkml'-u,

o que implica

;=*o G' lpcX, p+ #o h#"'" ' la.TZh--
la+ -- % -- 4K,l,X) +

"..

.' wl'-n.
Portanto

«üi, «;', 1"* ''" «.T?:leal«'«;, «;o

-- l...:f=M-*..=!=ml':n.
Escolhendo À, suficientemente pequeno, de modo que

1.1?'2,.*, * .T?H,.DI ::: ;
e chamando

ou''''l ' ''"&. '-,''',ml'-n,
obtemos

P(Çli, q;') < ;P(Ç51, Çi') + 02('),
então

ip(çi, q;') < c,(')
Portanto

P(qi, q:') < 2a2(c),

com (;2(c) --+ 0, quando E --, co, o que conclui a demmistração do teotenla.
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Portanto 

Logo 

llqH 'P+) - q1º ( 'P+) li 
ll'P+ II 

o que implica 

sup 
cpEX,cp+fO 

Portanto 

ll ªH 'P+) - q1º ( 'P+ )li 
ll 'P+II 

< [ 
2K2v(>.) · 2K2v(>.) ] ( ,: ,:º) + p q;,..,q;,.. ª+ - a0 - 4Kv(>.) ª+ - a0 - 2Kv(>.) 

+ [ 4g2 4g2 ] e ( ) 
ª+ - a0 - 4Kv(>.) + ª+ - a0 - 2Kv(>.) 1 

é · 

[ 
2K

2
v(>.) 2K

2
v(>.) ] ( ,: ,:º) 

ª+ - ao - 4Kv(>.) + ª+ - a0 - 2Kv(>.) p q;,.., q>.. 

+ [ 4g2 4g2 ] e ( ) 
ª+ - ao - 4Kv(>.) + ª+ - a0 - 2Kv(>.) 1 

é · 

Escolhendo >., suficientemente pequeno, de modo que 

[ 
2K2v(>.) 2K2v(>.) ] 1 

- ------'---'----- +-- -----'---'----- <-
ª+ - a0 - 4K v(>.) ª+ - a0 - 2K v(>.) 2 

e chamando 

e ( ) - [ 4g2 4K2 ] e ( ) 2 é - ------ + ------ 1 é , 
ª+ - a0 - 4Kv(>.) ª+ - a0 - 2Kv(>.) 

obtemos 

então 

Portanto 

com C2 (c) - O, quando e - co, o que conclui a demonstração elo teorema. 
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Coi'ovário 2.2.4 Sob as condições do Teores.a 2.2.3, para cada eqllà/zZüo da per'turZ)anão de

(2.1.1), @., existe a variedade instável local U' (@.). Além. disso, se ü translação

P t"-:' V P:

é conta- 'm .o, e«tão U'(@.) é ««íh« '"'' '.

Demonstração A existência dos conjuntos U'(@.) é garantida pelo Corolário 2.2.2, onde

u'(@.) {@. + P : P c u'(o)}

{@. + p+ + çSI(p--)}.

Seja @. @. + 'p, com p C U'(0). Então

l@. @..ll @. + (p+ + çi(p--)) - p. (p+ + çi'(p+))
ll@. + qi(p--) - @. - q;'(p--)
l@. - @.ll + llÇ51(P+) - Çli'(P+)ll --, 0, c ---, .o,

desde que ll@. @..ll --, 0, c: --, co pois, do Teorema 2.2.3, temos llç51(p+) ç:'(p+)ll --'
0, c -} co
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Corolário 2.2 .4 Sob as condições do Teorema 2.2.3, para cada equiliôrio da perturbação de 

(2.1 .1) , <pê , existe a variedade instável local UE ( cp,J. Além disso, se a translação 

c.p 1---) c.p - <pé 

é contínua em Eo , então uc:(cpE) é contínua em t::0. 

Demonstração: A existência dos conjuntos uc:(cp,:) é garantida pelo Corolário 2.2.2, onde 

{'Pc: + <p : c.p E Uc: (O)} 

{'Pc: + <p+ + qHcp+ )} · 

Seja 1PE = 'Pc: + c.p, com <p E uc:(o). Então 

ll 1Pc: - 1/Jc:o li 

O, E - t::o . 

Severino Horácio 

ll'Pc: + (c.p+ + qH<p+)) - 'PEo - ('P+ + q~º(cp+))II 

ll 'Pc: + ql('P+) - <i>c:o - q1º(cp+)II 

< ll 'PE - 'PEo ll + llql(<p+) - q1º(cp+)II - O, E - Eo , 

■ 
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Capítulo 3

Existência de .A.tutor Global

Clonsidére a equação de evolução não local

eZ#4 - -«.(", t) + g (P} * m(«, t) + #h) ,

onde m(z, t) é uma função rea] sobre R x ]%-, h e P são constante não negativas, J C C:(R) é

uma função não negativa, par, com suporte no intervalo j--l, ll e integral igual a l e + acima
denota o produto convolução, ou seja,

(3.0.1)

(J* «'')(«) y)«,(g/)dy.(3.0.2)

Vamos reunir aqui as condições sobre g que serão usadas como hipóteses em nossos resul-
tados à medida que forem necessárias:

(HI) A função g : R -, IR, é globalmente Lipschitziana, isto é, existe uma constante positiva
kl tal que

Ig(:«) -g(Z/) $ kilz-yl, Vz,3/ C R.

Em particular, existem constantes não negativas k2 e k3 tais que

R

Ig(z)l $ k2lzl + k3, V# c R. (3.0.3)

(H2) A função g é de classe C'l e g' é localmente Lipschitziana
(H3) Existellt constantes não negativas k4 e ks, tais que

g'(z)l $ k.l«l + ks, Vz, Z/ C ]R;

(H4) A função g tem derivada positiva. Ein particular g é crescentes

(H5) Existe a > 0 tal (lue Ig(:z;)l < a, para todo z C R, ou seja, quando a < oo, temos um

caso particular de (3.0.3) com k2 = 0 e k3 = a;
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Capítulo 3 

Existência de Atrator Global 

Considere a equação de evolução não local 

8m(x,t) ( ) ( ( ) ) Bt = -m x, t + g (31 * m x, t + f]h , (3.0.1) 

· onde m(x, t) é uma função real sobre lR x lR+, h e /3 são constante não negativas, J E C1 (JR) é 

uma função não negativa, par, com suporte no intervalo [-1, 1] e integral igual a 1 e* acima 

denota o produto convolução, ou seja, 

(J * m)(x) = 1 J(x - y)m(y)dy . (3.0.2) 

Vamos reunir aqui as condições sobre g que serão usadas como hipóteses em nossos resul

tados à medida que forem necessárias: 

(Hl) A função g: 1R ---t JR, é globalmente Lipschitziana, isto é, existe uma constante positiva 

k1 tal que 

jg(x) - g(y) I ::; k1lx -yl , Vx,y E R 

Em particular, existem constantes não negativas k2 e k3 tais que 

(H2) A função g é de classe C 1 e g' é localmente Lipschitziana. 

(H3) Existem constantes não negativas k4 e k 5 , tais que 

jg'(x) I ::; k,il xl + ks , V x, y E lR; 

(H4) A função g tem derivada positiva. Em particular g é crescente; 

(3.0.3) 

(H5) Existe a > O tal que jg(x)I < a, para todo x E JR, ou seja, quando a < oo, temos um 

caso particular de (3 .0.3) com k2 = O e k3 = a; 
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(H6) A função g-' é contínua em (--a, a) e a função

/(m)- ;jm' h«- # "á(m), mcj-",«l,

onde i é definida poi

á(m) g :(s)d., «. c l-«, «l,
0

tem um mínimo global m em (--a, a).

3.1 ]i'ormulação do problema com condições periódicas
de fronteira

O problema de Cauchy para (3.0.1) no espaço das funções contínuas limitadas, Có(R),
com a norma do supremo está bem posto, pois o lado direito de (3.0.1) define unia função

uniformemente Lipschitziana neste espaço, (veja j1l, l51 e j101).

Vamos considerar aqui a equação (3.0.1) restrita ao subespaço ]P'2.- das funções periódicas

com um dado período 2r, 1- > 1. Veremos abaixo que isso conduzirá naturalmente à consid-

eração do fluxo em L2(Si), onde Si denota a esfera unitária em C cor]] centro na origem.
Usando a fórmula de variação das constantes, temos o fluxo pala (3.0.1) dado por

m(z,t) -. 'm(«,0)+ / .-« 4g(P(J*m(:«,s)+h))ds,

onde m(z, 0) = m(z) é a condição inicial prefixada.

Observação: O espaço F'2,- é invariante pelo fluxo de (3.0.1)

De fato, seja m(z,t) a solução de (3.0.1) com condição inicial m(z,0) C P2,-. Defina a
função n(z, t) = m(z + 2r, t). Note que

Õ" ", 0 - ÉieeliJÍ-?=a - -m(" + 2', t) + glP(J * m)(" + 2',t) + phl

t) + gl#(J * n)(«, t) + phl.

l

0

Logo n(z,t) é também solução de (3.0.1). Além disso,

n(«:, 0) - m(« + 2,-, 0) m(:«, 0)

Então n(g,t) e nz(z,t) são duas soluções de (3.0.1) cona mesma condição inicial. Logo por
unicidade rz(z, t) = m(z, t) para todo (z,t) C IR x IR+

Agora, se r > 1 é um.número positivo dado, definimos J' como a extensão 2r -periódica
da restrição de J ao intervalo l--r, I'l

O seguinte lema foi provado em l21 e repetimos a prova aqui para fixar as idéias

Severino Horário IME-USP

(H6) A função 9- 1 é contínua em (-a , a) e a função 

1 
f(m) = - 2m2 

- hm - {3-1i(m) , m E [-a , a], 

onde i é definida por 

i(m) = -1"' g- 1(s)ds, m E [-a, a], 

tem um mínimo global m em (-a , a) . 
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3 .1 Formulação do problema com condições periódicas 

de fronteira 

O problema de Cauchy para (3 .0.1) no espaço das funções contínuas limitadas, Cb(JR), 

com a norma do supremo está bem posto, pois o lado direito de (3.0.1) define uma função 

uniformemente Lipschitziana neste espaço, (veja [l], [5] e [10]). 

Vamos considerar aqui a equação (3 .0.1) restrita ao subespaço IP'27 das funções periódicas 

com um dado período 2T, T > 1. Veremos abaixo que isso conduzirá naturalmente à consid

eração do fluxo em L2 (S1), onde S1 denota a esfera unitária em (C com centro na origem. 

Usando a fórmula de variação das constantes, temos o fluxo para (3.0.1) dado por 

onde rn(x, O) = m(x) é a condição inicial prefixada. 

Observação: O espaço IP'27 é invariante pelo fluxo ele (3.0.1) . 

De fato , seja m(x, t) a solução de (3.0 .1) com condição inicial m(x, O) E IP'27 . Defina a 

função n(x, t) = m(x + 2T, t). Note que 

8n(x , t) 
at 

8m(x + 2T, t) 
at = -m(x + 2T, t) + g[,B(J * m)(x + 2T, t) + ,Bh] 

-n(x, t) + g[,6(1 * n)(x, t) + ,Bh]. 

Logo n(x , t) é também solução ele (3 .0.1). Além disso, 

n(x , O) = m(x + 2T, O) = m(x, O) . . 

Então n(x , t) e m(x, t) são duas soluções ele (3.0.1) com mesma condição inicial. Logo por 

unicidade n(x , t) = m(x, t) para todo (x, t) E lR x lR+. 

Agora, se T > 1 é um .número positivo dado, definimos J7 como a extensão 2T -periódica 

ela restrição ele J ao intervalo [-T, Tj . 

O seguinte lema foi provado em [2] e repetimos a prova aqui para fixar as idéias. 
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Lema 3.1.1 $e u C p'2l-, eníào

(} * u)(«)

Demonstração: Se u C ]P2,, então

(} * u) («:)

}'(z - g/)u(3/)d3/
T

J(:« - Z/)u(3/)dZ/'R

;(z y)u(g/)dg/

.r(z - y)u(3/)dy

J'''(z - y)u(g/)dg/.
T

Em virtude do Lema 3.1.1 o prob]enla (3.0.1.) restrito à ]P2,, com r > 1, pode ser reescrita

Defina p:R --} Si por

P(z)

claramente g(z + 2a'-) = p(z) e p(1--7-, ,-1) = S:. Agora, pa

«(P(«))

Escrevendo J(p(z)) = J'(z), tenros o seguinte resultado:

Proposição 3.1.2 .4 /t ração u(z,t) é tina solução 2l'-- peüódáca de r3.0.-í) se e somente se
«(«,,t) - u(p '(««),t) é «m« «Z«çã. d.

W- «(«,o--,(«J'*«(«,o'««),
OTtde, CLgora, + den,otu Q conho\wção em S\ , qu,e é dctda, por

l.3*m)(w)- l 3(«.z :)«.(z)dz

e dz - \d0, OTI.de dO indica. àntegrcLção evíl relação ao comi)ü n.enLo de arco.

Demonstração: Notemos inicialmente que se p(z) = w, então

(}*«)(«,):::(;*u)(z) -(}*u)(P :(«,))

a"G'0 . ,0+, B l J'' (= - g)m(y, t)dy + l3h

como
T

T

SI --+ ]R porra u C P2r defl TI n. ?;e

Si

(3.1.4)

Seveiino Holácio IMlFUSP
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Lema 3.1.1 Se u E IP'2r , então 

(J * u)(x ) = 1-: F(x - y)u(y)dy. 

Demonstração: Seu E IP'2r , então 

(J * u)(x ) 1 J(x - y)u(y)dy 

1
x+r 

x-T J(x - y)u(y)dy 

1
x+T 

x-T F(x - y)u(y)dy 

1-: J 7 (x - y)u(y)dy . 

■ 

Em virtude do Lema 3.1.1 o problema (3.0.l) restrito à 1P'2r , com T > l, pode ser reescrito 
como: 

omt, t) = -m(x, t) + g (,a 1-: F(x -y)m(y, t)dy + ,6h) . 

Defina <p:IR. - 5 1 por 

<p(x) = ei'ix, 

claramente <p(x + 2T) = <p(x) e <p([-T, Tj) = 5 1
. Agora, para u E 1P'2r, defina v: 5 1 

- IR. por 

v(<p(x)) = u(x ). 

Escrevendo J(<p(x)) = F(x ), temos o seguinte resultado: 

Proposição 3.1.2 A função u(x, t) é uma solução 2T- periódica de (3.0.1} se e somente se 
v(w , t) = u(<p-1 (w), t) é uma solução de 

om(w,t) ( - ) ot = -m(w, t) + g ,6J * m(w, t) + ,6h , (3.1.4) 

onde, agora, * denota a convolução em 5 1
, que é dada por 

e dz = I_d0 , onde d0 indica integração em relação ao comprimento de arco. 7f 

Demonstração: Notemos inicialmente que se <p(x) = w, então 

(] * v)(w ) = (J * u)(x) = (J * u)(cp- 1(w)) . 
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De ta,to

(J*«)(w) .z ')«(z)d:::: l lj(«-.z'')«(z)'z,
p(1 ,-,,-1)

com z = p(Z/) e dz = fao, onde dO indica que a integração é dada pelo comprimento de arco
Então

a, - : l«'MI a« - :l :=1.::' a« - :'a« - '".
Assim, usando o Teorema de Muda.nça de Variável e o Lel-na 3.1.1, temos

l.j'*«)0«) - l j'(«-.z-*)«(;)dz
p(l-,-,rl)

.7 l.:f' . . :f'l « (.:f') dy

j' [.:t(' o] « (.:f') av

J(P(n - Z/))«(P(Z/))d3/

T

T
T

T
T

J'. j'(w . :' h«H': - J

T

J'(z Z/)u(y)dZ/

r
;(z Z/)u(3/)dy

R

(; * u)(z)

Seja u = u(z,t) uma solução 2r-periódica de (3.0.1). Considere u(w,t) = u(p :(w),t),
então

au(p'' (w) , t)
a

u(P '(«,),t)+ g(P(;*u)(P':(«),t)+Ph)
«(w, t) + g (#(J * u)(z, t) + Ph)

«(«,o -- . (,0' *Ü(«, o -- '«)

Portanto, u(w, t) satisfaz (3.1.4). Analogamente, mostra-se que, se u(w, t) é solução de (3.1.4)

então u(g :(«), t) satisfaz (3.0.1)

a«(««, t)

Comentário: De agora em diante, para facilitar a notação, usaremos simplesmente J para

representar J.

Proposição 3.1.3 $ob a Aãpótese rXIJ, a /unção

F'(m) + g(P}

m Z.'(S:)

* m + Ph)

é ql,obctl.'m,en.te L't'psct.

Severino Horácio IMIÇtJSP

59 

De fato, 

(] * v)(w) = r J(w. z-1 )v(z)dz = 1 ](w . z-1 )v( z )dz , 
J SI <,o([ - T,Tj) 

com z = cp(y) e dz = ;d0, onde d0 indica que a integração é dada pelo comprimento ele arco. 

Então 

dz = '!... lcp'(y) I dy = '!... li'!!_ ei';, yl dy = '!...'!!..dy = dy . 
K K T KT 

Assim, usando o Teorema ele Mudança de Variável e o Lema 3.1.1, temos 

(] * v)(w) = 1 ](w · [ 1)v(z )dz 
<,o([-T,Tj) 

1T 1- [ il!.x - il!.y] ( il!.y) d e .,. ·e .,. v e.,. y 
-T 

1-: J [ei';,( x-y)] v (e(~y) dy 

1-: ](cp(x - y))v(cp(y))dy 

1-: F(x - y)u(y)dy 

1 l(x - y)u(y)dy 

(1 * u)(x). 

Seja u = u(x, t) uma solução 2T-periódica de (3 .0.1). Considere v(w , t) = u(cp- 1(w), t), 

então 

ov(w, t) 
ot 

ou(cp-1(w) , t) 
ot 

-u(cp-1(w), t) + g (/3(1 * u)(cp-1 (w), t) + /3h) 

-v(w, t) + g (/3(1 * u)(x, t) + f]h) 

-v(w, t) + g (f3(] * v)(w, t) + f3h). 

Portanto, v(w , t) satisfaz (3.1.4) . Analogamente, mostra-se que, se v(w, t) é solução de (3.1.4) 

então u(cp- 1(w), t) satisfaz (3 .0.1). ■ 

Comentário: De agora em diante, para facilitar a notação, usaremos simplesmente 1 para 

representar 1 . 

Proposição 3 .1.3 Sob a hipótese (Hl} , a função 

F(m) = -m + g( /31 * m + /3h) 

é globalmente Lipschitziana em L 2 
( S1

). 

Severino Horácio nvIE-USP 



60

Demonstração: Usando a desigualdade triangular e a hipótese (HI), obtemos

F'(«.) F'(u)ll., ll(m-u)+g(PJ*«.+Ph) g(Pj*u+Ph)lll,
1«. ull , +k:llP(J*m) -P(J*u)llt,
jm ullt, + k-PllJ * (m u)lll,.

Da desigualdade de Young, (veja j141), obtemos

;*(m u)llt, $ 111llL-llm-ullt,

l« «ll.,.

Assim

llr' (m) r'(u)llt, $ (1 + k:P) ljm «ll.,,

onde ki é a constante de Lipschitz de g dada na hipótese (HI)

Observação: Segue da proposição acima que o problema de Cauchy para (3.1.4) está bem
ponto, com uma única solução global, em -L'(S:), (veja j1l, l51 e j101).

Visando demonstrar a diferenciabilidade da função f' acima, enunciaremos o seguinte
resultado:

Proposição 3.1.4 Sejam. X e y espaços Záneares n07mados e F' : X --, y. Suponha que o
opercLdor de Gâteau= DF . X --, C,tX,Y) é contínuo em = C X. Então existe CL deüuada de
Fréchet F' e el,a é contálltKa, em =.

Demonsti'ação: (Veja 1291).

Observação: Pa.ia u € L2(Si), vale a desigualdade

l(J * u)(w)l $ v''Rlljll.llullp (3.1.5)

De fato,

l(a* u)(«)l $

IJll.lu(.)la,<

1;(««; :)11u(.)ld,
Si

Então a estimativa desejada segue da desigualdade de Hõlder, (veja l51)

Severino Horácio IÀ4E-USP

Demonstração: Usando a desigualdade triangular e a hipótese (Hl) , obtemos 

IIF(m) - F(u)IIL2 li - (m - u) + g(f]J * m + /3h) - g(f]J * u + /3h)IIL2 
< llm - ullL2 +k1 11 /J(J * m) - /3(] * u) II L2 

llm - ullL2 + k1/J IIJ * (m - u)IIL2-

Da desigualdade de Young, (veja [14]), obtemos 

Assim 

III * (m - u)IIL2 < lllllv llm - ullL2 
= llm - ullL2. 

IIF(m) - F(u)IIL2 ~ (1 + k1/3) llm - ullL2 , 

onde k1 é a constante de Lipschitz de g dada na hipótese (Hl). 
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Observação: Segue da proposição acima que o problema de Cauchy para (3.1.4) está bem 
posto, com urna única solução global, em L2 (S1 ), (veja [1], [5] e [10]) . 

Visando demonstrar a diferenciabilidade da função F acima, enunciaremos o seguinte 
resultado: 

Proposição 3.1.4 Sejam X e Y espaços lineares normados e F : X ~ Y. Suponha que o 

operador de Gâteaux DF: X ~ J:,(X , Y) é contínuo em x E X. Então existe a derivada de 

Fréchet F' e ela é contínua em x. 

Demonstração: (Veja [29]). 
Observação: Para u E L2 (S1) , vale a desigualdade 

De fato , 

l(J * u)(w) I ~ ~IIJlloo llullL2-

l(J * u)(w)I < r IJ(wz- 1)llu(z)ldz l si 
< r llllloo lu(z)ldz. l si 

Então a estimativa desejada segue da clesigualclacle ele Hõlder , (veja [5]) . 

Severino Horácio 
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Proposição 3.1.5 Sob as hipótese (HI) e (H2), a jun.ção

r'(m) + g(PJ * «. + PÀ)

é difereTiciáuel segundo Fréchet em L2 (SI ), com derivada dado, por

F''(u)« (P; * u+ Ph)P(J * «).

Demonstração: Usando a hipótese (HI), por um cálculo simples, temos que a derivada de
Gâteaux de F' é dada por

D-F(u)« « + g'(pj* u+ #h)P(;* «).

Agora, note que pa-ia cada u C L2(Si), devido a linearidade da con
operador linear. Além disso

IDF'(u)«lll, 5; ll«llP + llg'(p;*u+Ph)P(;*«)lll,.

0-F(u)ynlllpãn eum

Mas, de (3.1.5), temos

IP(;* u)(««)l $ «5©lllll-ll«lll,, v«« c s"

e, de l.UZ)

Ig'(P(; * u)(«,) + Ph)I'a«,
St

Logo

llg'(pj* u+ Ph)P(}* «)llÍ,::/ Ig'(P(J* u)(««) +PÜ)I'P'l(}* «)(«,)l:a«'

$/ 1g'(/3(J # u)(w)+ ph)I'/3'2rlllll:.,llt;llÍ,dw

p'2,-11111:.,ll«llÊ,/ Ig'(P(J* u)(w)+ PÜ)I'a«,

MP'2r11111:11«117,,

s]

Si

s]

Daí

llg'(#;* u + Ph)P(}* «)llt, $ v''©pv'ãll;ll.ll«lll,.
Portanto
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Proposição 3.1.5 Sob as hipótese (Hl) e (H2) , a função 

F(m) = -m + g(f}J * m + (Jh) 

é dif erenciável segundo Fréchet em L 2 ( 8 1) , com derivada dada por 

F'(u)v = -v + g'(fJJ * u + (Jh)(J( J * v). 

Demonstração: Usando a hipót ese (Hl) , por um cálculo simples, temos que a derivada de 

Gâteaux de F é dada por 

DF(u)v = -v + g'((JJ * u + f3h)f3(J * v) . 

Agora, note que para cada u E L2 (81
) , devido a linearidade da convolução, DF(u) é um 

operador linear. Além disso 

IIDF(u)v Jl p < Jlvi1L2 + llg'(f} J * u + f3h)f3(J * v)Jlp. 

Mas, de (3 .1.5) , temos 

e, de (H2) 

Logo 

lfJ (J * v)(w )I :S ~ fJ IIJJl oo ll vll L2, \/w E 81 

r lg'(f} (J * u)(w) + f3h)l 2dw = Nf < (X). 

l s1 

llg' ((JJ * u + f3h)f3(J * v)ll1,2 = r lg'(f3 (J * u)(w) + (3h)i2f32 l(J * v)(w)l2dw 
l s1 

Daí 

Portanto 

Severino Horácio 

< r lg'(f}(J * u)(w) + f3h)l 2 f322T JIJll!, llvll i2dw 
ls1 

= {322TJIJll !, 1ivll i2 r lg'((J(J * u)(w) + (3h )i2dw l s1 
= M(322TIIJll!, Jlvll f2. 

llg'((J J * u + f3h) f3( J * v)JI L2 '.S /M(35'JIJJl oo llvl!L2. 
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Além disso, Z)F' é um operador contínuo. Com efeito,

OT'(u-)« DF'(u,)«ll., llg'(PJ*u:+ #h) g'(PJ * u, + #h)l#(J * «)llt,

Fixe ul C L'($'), fazendo u2 --, ul em L'(S') segue, de (3.1.5), que (/71 + u2 + /3h) está em

uma bola de L'(S') centrada em (PJ + ui + Ph) Daí, usando a hipótese (H2), existe uma
constante Z, > 0 tal que

Ig'(PJ * u: + Pà)(««) g'(P} * u, + Ph)(.«)l $ ZPIJ * (u: «,)(«) l

Então, usando esta última desigualdade e mais uma vez (3.1.5), obtemos

\../s:
lloF'(u:)« n-p(u,)«ll., IS'(#a * u: + #h)(.«)

g'(a;* u, + Ph)(«')I'P'l(;* «)(«,)I'd«, l

{

(.Z. -L'P'lJ*(": - u,)('«)I'P'l(}* «)(w)I'd«') {

$ /,p22r'«2;11111:.,llui -- u2llpllullt,

Porta.nto, da Proposição 3.1.4, segue que F' é diferenciável segundo Fréchet com derivada
contínua ein cada u C -L'(S'). n

Comentário: Já que o lado direito de (3.1.4) é uma função de classe Gi em L2(Si), segue

que o fluxo de (3.1.4), o qual denotarenlos por T(t), é de classe Ci cona relação a condição
inicial neste espaço, (veja j101)

3.2 Existência de atrator

Nesta seção, mostramos a. existência de um atrator global para o fluxo T(t), determinado
por (3.1.4), em L'(S:)

Lema 3.2.1 Supor.Àa que r/?/) ua/e. Erztão, se À;2/3 < 1, a Z)oZa de centro na origem e ralo

za:flieât@ é «m ««j«,to «'"«'"*' P«« o .P-o 7'(t)

Demonstração: Se u(w, t) é uma solução de (3.1.4) comi condição inicial u(w, 0) temos, pela
fórmula de variação das constantes

u(w,t) - '''u(««,0) +/ e'-'g(P(J* u)(««,s)+ Ph)d.,
0
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Além disso, DF é um operador contínuo. Com efeito, 

IIDF(u1)v - DF(u2)vllL2 = ll[g'(,61 * u1 + ,Oh) - g'(,61 * u2 + ,Bh)],6(1 * v)IIL2 . 

Fixe 1t1 E L2(S1 ), fazendo u2 --+ u1 em L2(S1) segue, de (3.1.5), que (,61 * u2 + ,Bh) está em 
uma bola de L00 (S1) centrada em (,61 * u1 + ,Bh) . Daí, usando a hipótese (H2) , existe uma 
constante L > O tal que 

lg'(,Bl * u1 + ,Bh)(w) - g'(,61 * u2 + ,Bh)(w)I ~ L,611 * (u1 - u2)(w)I-

Então, usando esta última desigualdade e mais uma vez (3.1.5), obtemos 

IIDF(u1)v - DF(u2)vllL2 = ( 1
1 

Jg'(,61 * u1 + ,Bh)(w) 

1 

g'(,61 * u2 + ,6h)(w)l2,[PJ(1 * v)(w)l2dw) 
2 

. 1 

< (1
1 

L2,62ll * (u1 - u2)(w)l2,62l(1 * v) (w)l2dw) 
2 

< L,622r~lllll!Ju1 - u2IIL21lvl1L2-

Portanto, da Proposição 3.1.4, segue que Fé diferenciável segundo Fréchet com derivada 
contínua em cada u E L2(S1 ). ■ 

Comentário: Já que o lado direito de (3.1.4) é uma função de classe C 1 em L2 (S1 
), segue 

que o fluxo de (3.1.4), o qual denotaremos por T(t), é de classe C1 com relação a condição 
inicial neste espaço, ( veja [19]). 

3.2 Existência de atrator 

Nesta seção, mostramos a existência de um atrator global para o fluxo T(t), determinado 
por (3.1.4), em L2(S1 

) . 

Lema 3.2.1 Suponha que {H1} vale. Então, se k2,6 < l , a bola de centro na origem e raio 2~(~t;+k3
) é um conjunto absorvente para o ffoxo T(t). 

Demonstração: Se u(w , t) é uma solução de (3 .1.4) com condição inicial u(w, O) temos, pela 
fórmula de variação das constantes 

u(w , t) = e- tu(w, O)+ 1t es- t.g(/3(1 * u)(w, s) + /3h)cls , 
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-= 1 \' (w,t)\2dw= 2 i u2(RO,t)dw+'2 l u(w,t)g(Í3J+u(m,t'1+13h)dlo.
31 Js\ Js'i JS't

Mas, pela desigualdade de Hõlder,

«(.«,t)g(pJ*u(«,,t)+Ph)d«« $ 11u(.,t)ll., l/(g(aj*u(««,t) +

Usando (3.0.3) no lado direito da desigualdade acima, obtemos

então, da desigualdade de Young, resulta

U('",t)g(PJ * U + Ph)d'" $ 11U(',t)IIL' Ik,PIIIIIL- IIU(',t)IIL' + V/5(k,Ph + k:)I

,t)llt' lk,Pllu(',t)lll,+ #i;(k,PA + k3)j

u(««, t)g(P(J * u)(w, t) + Ph)dw $ 11u( , t)lll. (; * u)'d«,
Si

então

ê

SI

Si

{

Ph))'a.«

{

(k,Ph + k;ya««+

Daí

-2llu(-, t)llÍ, + 2k,#llu(-, t)llÊ, + 2v''5(k,PA + k,)llu(-, t)llt,

:li«( ,oiií, l
Como k2/3 < 1, considere c = 1 -- k2P. Então, enquanto llu(-,t)llL2 2 Z©11(êzêbJ=êD, obtemos

;ll«(,Oll:, ' 'll«(.,Ollí,(
= --cllu(.,t)ll'

d
t)llÍ, $;ll«(

lu(-,t)lll, $ e ''llu( ,0)lll,
0 *'m'llu(-,0)ll.,,

assim, concluímos o resultado.

O próximo resultado generaliza o Teorema 3.3 de l21.

Teorema 3.2.2 Suponha que valem, (HI), (H3) e kzÍ3 < 1.. Então existe um atrator global A

para o Jtuzo TÇt), gerado por (3. 1.4), em L2 (.SI ) que está contido na bota de raio !)@!+Ezpt;+kÍ
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então 

d
d ( lu(w, t )l2dw = -2 ( 1?(w, t)dw + 2 ( u(w, t)g(f3J * u(w , t) + /3h)dw . 
t Js1 Js1 l si 

Tvi as, pela desigualdade de Holcler, 

l 1
1 

u(w, t)g(f3J * u(w , t) + /3h)dw :S llu(·, t)IIL2 (11 (g( f3 J * u(w , t) + f3 h))2dw) 
2

. 

Usando (3 .0.3) no lado direito da desigualdade acima, obtemos 

L u(w, t)g(/3 (1* u)(w, t) + /3h)dw :". llu(-, t) li L' [ k,/3 (fsy * u)'dw) ½ + (L (k,/3h + k,)2dw ) ½] , 

então, da desigualdade de Young, resulta 

1
1 
u(w , t)g(f3J*u+/3h)dw < llu(-,t) II L2 [k2/J IIJIIL1llu(-,t) llu +v'2T(k2/3h+k3 ) ] 

= llu(-,t)llu [k2/3 llu(- ,t) llu + v'2T(k2/3h+ k3)]. 

Daí 

Como k2/3 < 1, considere é= 1 - k2/3- Então, enquanto llu(·, t) llu ~ 2
./2-r(k!f3h+k3

), obtemos 

d ) 2 
dt ll u(-,t ll u < 2llu(·, t) 11 12 ( -é+~) 

- - éllu( ·, t)l l2. 

Portanto 

llu(· , t) ll u < e-Et llu( ·, O)ll u 

= e- {l-k2/3)t llu(· , O)llu, 

assim, concluimos o resultado. 

O próximo resultado generaliza o Teorema 3.3 de [2] . 

■ 

Teorema 3 .2.2 Suponha que valem (Hl} , (H3) e k2{J < 1. Então existe um atrator global A 

para o fluxo T(t) , gerado por (3. 1.4), em L2 (S 1) que está contido na bola de raio 2v'2T/~t!;+k3
) . 
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Demonstração: Se u(m, t) é uma solução de (3.1.4), temos, pela fórmula de variação das
constantes

«('«,t) - e''u(.«,0)+/ e'-'g(#(}* u(w,;)+ A))d.,
0

(3.2.6)

escrevendo

T] (t)u(.«)

T2(t)u(«,) -'S(P(J * u(.«, .) + h))d;

e supondo u(', 0) C C, onde C é um conjunto limitado contido em L2(Si), digamos uma bola
de raio R, segue que

Ih(t)ulll, --, 0, quando f --, oo, uniformemente em u.

Usando (3.2.6), obtemos llu( ,t)llt' 5; Ã', pa'a t ? 0, onde X = max {R, Z@11(êzêb=Eêd}. Pa.ra
t ? 0, temos

t

0

e

m2 (t)u(«« ) Í .' ' -:i,gÇBÇJ * «Qm, sÜ +- h])d,;

e' 'g'(P(J* u(««, .) + A))(J'* u)(.«, .)d.
Então

?l! g !(@ / e'''jg'(PJ * «('", ') + PA)ll(}' * ")(«', ')I'Z'

h'las, usando (H3) e a estimativa (3.1.5) obtemos

g'(#J* a(««,s)+PA)ll(}'* u)(.«,s)l $ 1k.l#J* u(««,')+ #hl + h.llj'* u(««,s)l

$ 1k.l#j*u(«,.)l+k P +k5llJ'*u(««,.)

$ 1k.#'/%ll;ll.llu(',')llp

+ k.PA + k. 1 ~/%llJ'll.llu(', s)ll.,

$ t.P2.'-11111.ll;'ll.X'' + (k.Ph + k.)'a%llJ'll.Ã'.

Logo

aT2 (t)u(«,)
$ ./ .''' it.p2,-iijii.ii;'ii.x'' + (k'ph + t;)'"''ríij'ii.x'l a.

It.a'2,-ii;ii.iij'li.K'' + (k'p'h + k.p)''''&llJ'll.Ã'j /l .' ''.
$ 1kó/3 ''lljll.llJ'll.X'' + (k.p'h + k;P)'#Bll;'ll.A'j
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Demonstração: Se u(w, t) é uma solução de (3.1.4), temos, pela fórmula de variação das 
constantes 

(3.2.6) 

escrevendo 

e 

T2(t)u(w) = 1t es- tg(/3(1 * u(w, s) + h))ds 

e supondo u(-, O) E C, onde C é um conjunto limitado contido em L2 (S1 ), digamos uma bola 
de raio R, segue que 

IIT1(t)ullL2 ---+ O, quando t---+ oo, uniformemente em u . 

Usando (3.2.6), obtemos llu( ·, t)IIL2 ~ K, para t 2'. O, onde](= max { R, 2'.ni}~~~;+k3
) }- Para 

t 2'. O, temos 

t é) lo es-t éJwg(/3(1 * u(w, s) + h))ds 

f31t es-tg'(/3(1 * u(w, s) + h))(J' * u)(w, s)ds. 

Então 

1 éJT2
~~(w) 1 ~ /3 1 t es-t lg'( /31 * u(w, s) + /3h)ll(J' * u)(w , s)lds. 

l\llas, usando (H3) e a estimativa (3.1.5) obtemos 

lg'(/31 * u(w, s) + /3h)ll(J' * u)(w, s) I < [k4I/Jl * u(w, s) + /3h l + ks]IJ' * u(w, s) I 

< [k4I/JJ * u(w, s)I + k4/3h + ks]IJ' * u(w, s)I 

< [ k4/J5Tlll ll oo llu(·, s)I IL2 

+ k4/3h + ks] 5TIIJ'll oo llu(·, s)l lu 

< k4/32TIIJl loo lll'llooK2 + (k4/3h + ks)~IIJ'll ooK. 

Logo 

1

8T2(
8
tw)u(w) I t [ ~ ] < /3 lo es-t k4/32T lllll oo llJ'll ooK2 + (k4/3h + ks)Y2TIIJ'll ooK ds 

= [ k4,622Tlllll oo lll'll ooK2 + (k4/32h + ks/J)~lll'll ooK] 1t es-tds 

< [ k4/J22TIIJll oo llJ'JJ ooK2 + (k4/J2
h + ks/J)ffTIJJ'Jl ooK] · 
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Assim, para t > 0 e qualquer u C C' o valor de ll Í}Tb(t)" llr2 é limitado por unia consta.nte (que
não depende de t nem de u ). Daí, pala todo u C G, temos que Te(t)u está em unia bola de

WI,2. Logo, pelo Teorema de Imersão de Sobolev, segue que

l JT2(t)a
t>o

é relativamente compacto, pois
w'','(s:) --, z.'(s:).

Portanto, o resultado segue do Teorema 1.2.4, sendo o atrator Á o conjunto w-limite da bola

de centro na origem de L2($1) e raio Z921($Zgl11=&d

Uma conseqüência direta do Teorema 3.2.2 é o seguinte resultado:

Corolário 3.2.3 0 ./ZKa;o, 7'(t), determinado por r3.-Z.4) é assárztotàcamzente liso

Demonstração: O resultado segue da existência do attatot .4. De fato, seja B um conjunto
limitado, fechado e positivamente invariante, então Bn,4 # ü pois do contrário dást(-B, Á) > 0,

já que B é fechado e .4 é compacto. h.{as sendo l? limitado e positivamente invariante isso
não ocorre pois .4 atrai -B. Já que .4 n B é um fechado contido em compacto, segue que ele é

compacto.
Além disso, se a é uin conjunto limitado, para todo c > 0, existe to ? 0 tal que T(t)((7 n

Z?) C (Á n ny, para todo t ? to, onde (.4 n ay é a e-vizinhança de .4 n B.
Com efeito, sendo .4 uill atiator, para todo cl > 0, existe to 2 0 tal que, para todo

t ? to, 7'(t)C' C .4':, então T(t)(C; n B) c .4'' n .B. Portanto, é suficiente provar que

(.4'' n B) c (.4 n By para algum ci conveniente.

Como (Á\(Á n B)$) é compa't' ' (.4\(.4 n B)8) n B "êste c, > 0 tal que

dd.t ((.4\(.4 n B){) , -B) > .,

Assim, para cada c > 0, escolha ci = minis, c2}. Então, escrevendo

Á (.4n B)B) U (Án B)B

obtemos

.4"nB - l(Á\(ÁnB)i)" nBI u l((Ánn)í)''nBI
1((Á n B)í)'' n BI

c (.'tn B)'n B

c (.4n B)'

Portanto quando C' :: B, temos que .Á n B atrai l?.
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Assim , para t > O e qualquer u E C o valor de 11 ªr~;~)u II L2 é limitado por uma constante ( que 

não depende de t nem de 'l.l ) . Daí, para todo u E C, temos que T2 (t)u está em uma bola de 

H/ 1
,
2

. Logo , pelo Teorema de Imersão de Sobolev , segue que 

é relativamente compacto, pois 

Portanto, o resultado segue do Teorema 1.2.4, sendo o atrator A o conjunto w-limite da bola 

de centro na origem de L2 (S1) e raio 2
ffr{k2/3h+k3 ). ■ 

l-k2/3 

Uma conseqüência direta do Teorema 3.2.2 é o seguinte resultado: 

Corolário 3.2.3 O fluxo, T(t) , determinado por {3.1.4) é assintoticamente liso. 

Demonstração: O resultado segue da existência do atrator A . De fato, seja B um conjunto 

limitado, fechado e positivamente invariante, então BnA =/ 0 pois do contrário dist(B, A) > O, 

já que B é fechado e A é compacto. Mas sendo B limitado e positivamente invariante isso 

não ocorre pois A atrai B . Já que A n B é um fechado contido em compacto, segue que ele é 

compacto. 

Além disso, se C é um conjunto limitado, para todo e > O, existe t0 ~ O tal que T(t)( C n 

B) e (A n BY:, para todo t ~ t0 , onde (A n B)é é a e-vizinhança de A n B . 

Com efeito , sendo A um atrator, para todo c1 > O, existe t0 ~ O tal que, para todo 

t ~ t0 , T(t)C e A E1
, então T(t)(C n B) e A EI n B . Portanto, é suficiente provar que 

(AEi n B) e (A n BY: para algum c1 conveniente. 

Como (A\(A n B)½) é compacto e (A\(A n B)½) n B = 0, existe c2 > O tal que 

dist ((A\(A n B) ½), B) > c2. 

Assim, para cada e> O, escolha c 1 = minH, c2 } . Então, escrevendo 

obtemos 

[(A\(AnB)½r1 nB] u [((AnB)½r 1 nB] 

[ ((A n B) ½r 1 n E] 

e (AnBtnB 

e (An By. 

Portanto quando C = B , temos que A n B atrai B . 
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3.3 Um Teorema de comparação

Nesta seção, provámos unl resultado que generaliza o Teorema 2.7 de 1241, usado para
comparar soluções de (3.1.4). Na nossa. prova, consideramos funções de L'(Si) e a função g

satisfazendo apenas as hipóteses (HI) e (H4), enquanto que em 1241, considera.ndo funções eni
Cb(]R), a prova é para g = tanh e h = 0.

Definição 3.3.1 Uma /unção u(w,t) é wma subso/ação do praz)lema de CaucÀy para Í3.J.4,)
"m condáçã. {nácá«Z u(.,0) « «(W,0) $ U(«,,0) P«« q-« lodo «, € S', « é comia«"«.ente
difere'nciáuel cowl relação Q t e satisfaz

el9-0 $ -«(w, t) + g(P(J* «("", t) + h)),(3.3.7)
quase sempre

Analogamente, define-se supersolução, exigindo as mesmas condições de regularidade, u(w, 0) ?

u(w, 0) pala quase todo w C Si e a desigualdade oposta em (3.3.7).

Teorema 3.3.2 (Teores.a da Comparação) Assuma a$ hipóteses (HI) e (n4). Seja u(lo,t),
jV Qm. tlÀ um., s«-bsolnção jsupersotuçãol do proble«.., de Cü«-chy de (3. 1. 4) co« condição inicio,L
u(-,0), .«fã.

«(«,, t) 5; u(««, t) $ t''(««, t),

q'base seml)re

Demonstração: Dado T > 0, seja

Z,'"(Si x 10, 7'l) = {./ : S: x lO,rl --, ]R, mensuráveis e essencialmente limitadas}

E bem conhecido, veja l51, que Z,-(Si x to,rl) é um espaço de Banach cona norma

ll/ll. inf{(; 1/(.«, t)l $ C, q.s. e«- S: x 10, rl}

e

1/('«, f)l 5; 11/11., q... .«. S: x 10, rl,
onde q.s. indica "quase sempre"

Defina o operador G sobre L'(S] x lO,rl) poi

G(f)(u,t) = e''f(lo,0)-t l e (' Ogl.Í31.J+ j(w,s)+h»ds,
f

0

assim'n, t,amos:

Severino llorácio IMILUSP

66 

3.3 Um Teorema de comparação 

Nesta seção, provamos um resultado que generaliza o Teorema 2.7 de [24], usado para 
comparar soluções de (3.1.4) . Na nossa prova, consideramos funções de L 00 (S1

) e a função g 

satisfazendo apenas as hipóteses (Hl) e (H4), enquanto que em [24], considerando funções em 

Cb(IR), a prova é para g = tanh eh = O. 

Definição 3.3.1 Uma função v(w, t) é uma subsolução do problema de Cauchy para (3.1.4) 
com condição inicial u(-, O) se v(w , O) ::; u(w , O) para quase todo w E S1, v é continuamente 

diferenciável com relação a t e satisfaz 

av(w, t) 
at ::; -v(w, t) + g({3(J * v(w , t) + h)), (3 .3.7) 

quase sempre. 

Analogamente, define-se supersolução, exigindo as mesmas condições de regularidade, v(w, O) ~ 
u(w , O) para quase todo w E S1 e a desigualdade oposta em (3.3.7). 

Teorema 3.3.2 (Teorema da Comparação) Assuma as hipóteses (Hl) e (H4)- Seja v(w, t) , 

[V(w, t)] uma subsolução (s1tpersoluçãoj do problema de Cauchy de (3.1.4} com condição inicial 

u( · , O) , então 

v(w, t)::; u(w, t) ::; V(w, t), 

quase sempre. 

Demonstração: Dado T > O, seja 

L 00 (S 1 x [O, T]) = {f : S1 x [O , T]------) IR, mensuráveis e essencialmente limitadas}. 

É bem conhecido, veja [5], que L 00 (S 1 x [O, T]) é um espaço de Banach com norma 

llflloo = inf{ C : lf(w, t)I ::; e, q.s . em S 1 
X [O, T]} 

e 

lf(w, t)I :S llflloo, q.s. em S1 x [O, T], 

onde q.s. indica "quase sempre". 

Defina o operador G sobre L00 (S 1 x [O , T]) por 

G(f)(w , t) = e-t f(w , O)+ 1 t e-(t-s)g({3(J * f(w , s) + h))ds, 

assim, temos: 
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(i)(a(.f))(«,o):::: ./'(««, o);

(ii) de (H4) segue que G é monótono, isto é, pala quaisquer .f1,/2 C Z' (sl x lo,rl) com
/i 2 ./:2 implica G(.fi) 2 G(/2) (q.s. em $: x l0,7'l)

De (3.0.3), segue que

IC(./)(««,t)l $ e''l/(w,0)l + / e-« 4lg(P(}*./)(-«,') +Ph)lds

$ e''l/(w,0)l+ / e « lk,IP(J*/)(w,s)+Phl+k,ld.

$ e''l/(w,0)l+ / e-« k,PI(}*/)(w,')ld'+ / e-« (k,ph+k,)ds.

l

0

0
tÊ

Usando a estimativa l(J # /)(w, s)l $ 11/11. quase sempre em S: x lO,rl, obtemos

llC(/)ll- $ e''jl/ll-+t2Pll/ll. / e « s+(k2#/t+k;) / e-G Ods

$ 11/11. + k,Pll./'ll. + h,ph+ k3

Portanto G : Z,-(s' x lo,rl) --, L'(s' x lo,rl).
Além disso, para klPT < 1, G é uma contrição sobre cada subconjunto de L'(Si x lo, rl)

constituído de funções que têm o mesmo valor em t = 0. De fato,

tt

00

t

G(/-)(w, t) - G(/2)(««, t) « Ig(P(J* .f:)(«,,.)+ Ph) - g(P(}* /2)(w, s) + PÜ)la'
0

e « 4k-#l(J* ./:)(««,s) -(;*/2)(««,')lds
0

5; / . « 4É:#(IJI * l.f: -/21(««,s))d'
0

t

. « 4k:#(} * l.f: - /,l(w, .))d..
0

f

$

Então
f

0
f

0

IG(/i)(m,t)--G(/2)(«,,t)l $ / e-Q k:PJ+ll/1 /2ll-as

klPTll./'i -- /2ll.o / e-(t ')ds

$ k-prol/: - /2ll.,

quase sempre em S: x lO,rl. Logo llG(/i) G(/2)ll« $ kl/37'll/i /2ll-. Portanto, se

#iP7' < 1, G é uma contrição. Daí, se u(w,Z) é uma solução de (3.1.4) com dado inicial
u' 0), te--os

u - h:n G"(u')
7t }00
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(i) (G(J))(w ,O) = f(w ,O) ; 

(ii) de (H4) segue que G é monótono, isto é, para quaisquer fi , h E L00 (51 x [O , T]) com 

h ~ h implica G(J1) ~ G(h) (q.s. em 5 1 x [O , T]) . 

De (3 .0.3) , segue que 

IG(f)(w t) I < e- llf(w, O)I + 1 l e-(l-s) lg(,6(J * f)(w, s) + ,6h) lds 

< e-l lf(w, O)I + 1 t e- (l-s}[k2 l,6(J * f)(w, s) + ,6hl + k3]ds 

< e-l lf(w, O)I + 1 t e-(t-s}k2,6l(J * f)(w, s)lds + 1 l e-(t-s)(k2,6h + k3)ds. 

Usando a estimativa l(J * f)(w, s) I ::; 11111 00 quase sempre em 5 1 x [O, T], obtemos 

IIG(f)l loo ::; e-t llfll oo + k2,6llflloo 1 t e-(t-s)ds + (k2,6h + k3) 1 t e-(t-s)ds 

::; IIJlloo + k2,6llflloo + k2,6h + k3. 

Portanto G: L 00 (51 
X [O, T]) - L00 (51 

X [O, T]). 

Além disso , para k1,6T < 1, G é uma contração sobre cada subconjunto de L00(51 x [O, T]) 

constituído de funções que têm o mesmo valor em t = O. De fato, 

IG(fi)(w, t) - G(h)(w, t)I = 11t e-(t-s) [g(,6(] * f1)(w , s) + ,6h) - g(,6(J * h)(w, s) + ,6h)]dsl 

Então 

< 1t e-(t- s)k1,6 l(J * fi)(w , s) - (J * h)(w, s) lds 

< 1t e-(t- s) k1,6(IJI * Ih - hl(w, s))ds 

= 1t e-(t- s)k1,6(J * Ih - hl(w, s))ds. 

IG(fi)(w, t) - G(h)(w, t)I < 1t e-(t-s)k1,6J * llfi - hlloods 

= k1,6Tl lfi - hlloo 1 l e-(l-s)ds 

< k1,6Tllfi - hlloo, 

quase sempre em 5 1 x [O , T]. Logo IIG(f1) - G(h) ll 00 ::; k1,6Tllh - hll oo- Portanto, se 

k1,6T < 1, G é uma contração. Daí, se u(w , t) é uma solução de (3.1.4) com dado inicial 

u0 = u(w, O) , temos 

u = lim G"(uº) 
71 ----+(X) 
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sobre L'(S" x l0,7'l). O mesmo vale para uma solução ã com dado inicial ão = ãZ(w, 0). Se
ão $ uo, q.s., pela monotonicidade de G, segue

G"(ã") $ G"(u'), q.s

Agora, se u é uma subsolução de (3.1.4) temos

iZ«('", t) + "('", t) $ g(P(}* "('", t)+ À)), q.;

multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por et, obtemos

-; (e'«(w, t)) $ e'g(P(J * «(««, t) + h)), q...,

integrando de 0 até t, resulta

«(w,t) $ e''«(««,0) + / e 0 4p(P(J *«(««,.) + h))d;

quase sempre. Portanto, u(w, t) $ G(u)(w,t), q.s., e sendo G monótono segue que u(w,t)
G"(u)(««,t) quase sempre. Daí u(w, t) $ z(w,t), q.s., onde

Í

0

z = lim G"+'(u)
72, }00

Apoia, pela continuidade de G

G(z) =G( lim G"(u)'l = lim G"+l(u) = z.
\'n ---->(x) ,/ it ----} oo

Então z é um ponto fixo para G. Logo z é solução de (3.1.4) sobre SI x lO,rl com condição
inicial z( , 0) = u( , 0). Assim, se z(.,0) $ u( ,0), q.s., obtemos

u .$ z $ u, q.s. em S: x l0,7'l,

onde u é a solução de (3.1.4) com condição inicial u(., 0)
Aplicando o mesmo aigunlento para uma supeisolução y(w, t) teremos

u $ 2 $ y. q.s. em S' x lo, rl

Assim, provámos que

«(«, t) $ u(«,, t) $ V''(«,, t)

quase sempre em $i x 10, 7'l.
Pelo mesmo argumento estendemos o resultado para o intervalo lr, 27'l pois as estimativas

não dependem da condição inicial. Por iteração conclui-se a prova do teorema. n
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sobre L00 (Si x [O , T]). O mesmo vale para uma solução u com dado inicial ti° = u(w, O). Se 

ti° :S: u0
, q.s., pela monotonicidade de G, segue 

Agora, se v é uma subsolução de (3.1.4) temos 

d 
dt v(w, t) + v(w, t) :S: g(f3(J * v(w, t) + h)) , q.s., 

multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por é, obtemos 

! (iv(w, t)) :S: etg(f3(J * v(w, t) + h)) , q.s ., 

integrando de O até t, resulta 

v(w, t) :S: e-tv(w, O)+ 1t e-(t-s)g(f3(J * v(w, s) + h))ds 

quase sempre. Portanto, v(w, t) :S: G(v)(w, t), q.s., e sendo G monótono segue que v(w, t) :S: 
cn(v)(w, t) quase sempre. Daí v(w, t) :S: z(w, t), q.s., onde 

Z = lim cn+ i (V). 
n-+oo 

Agora, pela continuidade de G 

G(z) = G ( lim cn(v)) = lim cn+i(v) = z . 
n---+CX> n ---+CX> 

Então zé um ponto fixo para G. Logo zé solução de (3.1.4) sobre si x [O, T] com condição 

inicial z(· , O) = v(·, O) . Assim, se z(·, O) :S: u(·, O), q.s., obtemos 

V :s: z :s: u , q.s. em si X [O, T], 

onde ué a solução de (3.1.4) com condição inicial u(·, O) . 

Aplicando o mesmo argumento para uma supersolução V(w, t) teremos 

u :s: z :s: V, q.s. em si X [O, T] . 

Assim, provamos que 

v(w , t) :S: u(w, t) :S: V(w, t) 

quase sempre em si x [O , T] . 
Pelo mesmo argumento estendemos o resultado para o intervalo [T, 2T] pois as estimativas 

não dependem da condição inicial. Por iteração conclui-se a prova do teorema. ■ 
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Observação: Se adicionarmos a hipótese (H5), com a < oo, o Teorema de Comparação vale
:,abolaM[ {L"(s: x lo,rl),ll . 11. $ «}

De fato, é suficiente provar que GIW : IMI --, Wa. alas, de (H4) segue que

l(G'lU/)(w,t)l $ e 'l/(««,0)l+a / e-« ds

[

0

Logo

l(GIW/)ll- $ e 'll.fll.+a / e-G s
0

e'(t ')ds

t

Í

Portanto, GIW(/) C IMt, para toda ./: C bll.

Teorema 3.3.3 Suponha as hipóteses (HÍ) e (H5) com a < oo. Então o atrator A está na

boZ« ll 11. $ « e«. Z,-(s:).

Demonstração: Como observamos no início desse capítulo, a hipótese (H5) é um caso
particular de (3.0.3) com k2 = 0 e ks = a. Nesse caso, o atrator dado no Teorema 3.2.2 está

contido na bola Bl0, 2av2;l de l,2(Si).
Seja u(w, t) uma solução de (3.1.4) em .4. Então pela fórmula de variação d

u(««,t) ::: e G''du(w,t.) + / e-G 4g(P(}*u)(w,') +Ph)d'.

Sendo llullt2 $ 2a'«2r para toda u C .4, fazendo to ---} oo, obtemos

«(w,t) e-« 4g(P(} * u)(w,') +Ph)d', Vt € 1R,

de acima é no sentido de L2(S:). Assim, usando ntais uma vez (H5), obter)os

lu(w,t)l $ / e-« 4lg(P(}*u)(«,,s)+Ph)ld'

$ 1 ae (t ')ds

< a.

as constanteslls

Í

to

f

onde a igualda(r

f

r

Portanto llu(-, t)ll. $ a
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Observação: Se adicionarmos a hipótese (H5) , com a < oo, o Teorema de Comparação vale 

na bola M[ = {L00 (S1 
X [O , T]) , li· li=::; a} . 

De fato , é suficiente provar que GIMI : M - Ml. Mas, de (H4) segue que 

Logo 

ll(GIMIJ)II= < e-t ll f ll= + a 1 t e-(t-s)ds 

< ae- t + a 1 t e-(t-s) ds 

a. 

Portanto, GIMI (J) E Ml, para toda f E Ml. 

Teorema 3.3.3 S1tponha as hipóteses (Hl} e (H5) com a < oo . Então o atrator A está na 

bola li · li= ::; a em L00 (S 1
) . 

Demonstração: Como observamos no início desse capítulo, a hipótese (H5) é um caso 

particular de (3.0.3) com k2 = O e k 3 = a. Nesse caso, o atrator dado no Teorema 3.2.2 está 

contido na bola B[O, 2av27] de L2 (S1 
). 

Seja u( w , t) uma solução de (3 .1.4) em A. Então pela fórmula de variação das constantes 

u(w , t) = e-(t-to)u(w, to)+ t e-(t-s)g({3(J * u )(w, s) + {3h)ds. 
l tº 

Sendo llullL2 ::; 2av'2i para toda u E A, fazendo t0 - -oo, obtemos 

u(w, t) = 1-~ e-(t-s)g({3(J * u)(w, s) + {3h)ds , Vt E JR, 

onde a igualdade acima é no sentido de L2(S1
) . Assim, usando mais uma vez (H5), obtemos 

lu(w, t) I < 1-t= e-(1,-s) lg({J(J * u)(w , s) + {3h) lds 

< 1-t= ae-(t -s) ds 

< a. 

Portanto llu( ·, t) ll oo::; a. ■ 
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3.4 Existência de um funcional de Lyapunov

Nesta seção, mostramos um dos resultados mais importantes deste capítulo. Exibimos

um funcional de Lyapunov contínuo pala o fluxo de (3.1.4) em {L2(Si), ]] . ]]. $ a < oo],

concluindo que o mesmo é gradiente. Em particular, o fluxo T(t), gerado por (3.1.4), não
possui pontos recorrentes não triviais.

Note que, assumindo a. hipótese (H5), o conjunto {L-(Si), ll - 11. $ a} é invariante sob
T(t). Com efeito, se a = oo, não há nada à provar. Do contrário, seja

U(.«,t) 'u(w,0)+ / . « 4g(p;*u(«,,s)+#A)ds

a solução de (3.1.4) com condição inicial u(w, 0) c {-L'(S:), ll - 11. $ a}. Então

t

0

t

lu(««,t)l $ e 'lu(««, 0)l +
t

« Ig(PJ *u(«,, .) +PA)la.
'0

$ e 'lu(w, 0)l + a / e ('-')ds
0

Logo

lu(-,t)ll- $ e 'llu(-,0)ll.+a / e « ')ds
0

t

e (t-')ds

Í

$ e 'a+a
a

l !

Considere o funciona] H': {Z,2(Si), llull. $ a} --, ]R dado por

1/(u(.«)) /(m)la.«+!
'L JS\ JS'lSt

onde / é definida na hipótese (H6).

Note que o funcional dado em (3.4.8) está bem definido em todo espaço {Z,2(Si), llull. $
a < oo}. Isso não ocorre com o funcional semelhante

F(u) J('« , :)lu(««) - u(;)I'd««d,, (3.4.8)

P(u) - / l/(«(««)) ./:(mj!)la«,+ 4- / / }(«, - ,)lu(«,) «(,)I'a««a,
R ' 't./]R JR

considerado em 1231, 1241 e 1281 com g = tanh.

Comentário: Em 1241, no caso não limitado, com g = tanh e h = 0, estudando um funcional

semelhante ao dado por (3.4.8), mostra-se apenas semicontinuidade inferior na topologia fraca

do LE,.. O mesmo acontece em 1281, para o caso não limitado e h > 0. 1vlostrarenlos a seguir
uni resultado mais preciso no nosso caso
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3.4 Existência de um funcional de Lyapunov 

Nesta seção, mostramos um dos resultados mais importantes deste capítulo. Exibimos 

um funcional ele Lyaptmov contínuo para o fluxo de (3 .1.4) em {L2 (5'1 ), li · 11 00 :::; a < oo}, 
concluindo que o mesmo é gradiente. Em particular, o fluxo T(t), gerado por (3.1.4), não 
possui pontos recorrentes não triviais. 

Note que, assumindo a hipótese (H5) , o conjunto {L00 (81
), li· 11 00 :::; a} é invariante sob 

T(t). Com efeito, se a= oo, não há nada à provar. Do contrário, seja 

u(w, t) = e-tu(w , O)+ 1t e-<t-s)g((]J * u(w, s) + (3h)ds 

a solução de (3.1.4) com condição inicial u(w, O) E {L2 (5'1), li· 11 00 :::; a}. Então 

lu(w, t)I < e-t lu(w , O)I + 1t e-(t-s)Jg((]J * u(w, s) + (3h)lds 

< e-t lu(w , O)J + a 1t e-<t-s)ds. 

Logo 

Jlu(·, t)lloo < e-t ll u(-, O)lloo + a 1t e-(t-s)ds 

< e-ta+ a 1 t e-(t- s)ds 

a. 

Considere o funcional IF: {L2 (5'1), JlulJ 00 ::; a} ---t IR dado por 

IF(u) = f [f(u(w)) - J(m)]dw + ~ f f J(w · z- 1 )[u(w) - u(z )] 2dwdz , 
} 8 1 4} 8 1} 8 1 

onde f é definida na hipótese (H6). 

(3 .4.8) 

Note que o funcional dado em (3.4.8) está bem definido em todo espaço { L2 (S1 
), Jlull= ::; 

a < oo} . Isso não ocorre com o funcional semelhante 

ÍF(u) = f [f(u(w)) - J(m!)]dw + ~ f f J(w - z )[u(w) - u(z )]2dwdz 
JR 4}RJR 

considerado em [23], [24] e [28] com g = tanh. 

Comentário: Em [24], no caso não limitado, com g = tanh e h = O, estudando um fw1cional 
semelhante ao dado por (3.4.8) , mostra-se apenas semicontinuidade inferior na topologia fraca 

do Lloc· O mesmo acontece em [28], para o caso não limitado e h > O. Mostraremos a seguir 
um resultado mais preciso no nosso caso. 
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Teorema 3.4.1 SupoTtha a hipótese (H6) com a < oo. Então o .funciovLal dado em. (3.4.8) é
contínuo lla tipologia de Lz (.S\ ).

Demonstração: Note que, sendo lu(w)l $ a, q.s., existe uma constante positiva K tal que

l/(«(«)) /(m)l $ 1/(u(w))l + l/(m)l $ Ã', para quase todos« C S'

Seja u. uma seqüência convergindo para u na Dormia de -L2(Si), então

lu«(«) - u(w)I'd«, H o,

quando n ---) oo. Então, conforme Teorema IV.9 de l51, existe uma subseqüência u.., tal que,

u«.(««) ----, u(«) q.s. em S:. Oe (n6) segue que / é contínua, então /(u«(«')) ----' ./(«'(''')).
Assim,

Si

lim l/(u«.(.«)) -- /(m)l = 1/(u(«,)) -- /(m)l, q...
}00

e

hm lu«*(««) u«.(,)I' - lu(w) u(,)I', q...k )oo

Agora, inicialmente escrevemos

F(u) - B'- (u) + B'2(u),

onde

Fi= [/(«(«))
Si

/(m)ldw

e

Sendo

n',(u) - ! / / J(.«.. :)lu(w) «(;)I'a««a,
'L JS't JS'l

1/(u«. (««)) ./'(m)l $ Ã',

e toda função consta.nte está em Z,l(St), estamos em condições de aplicar o Teorema da
Convergência Dominada de Lebesgue para o funcional Fi(u), ou seja

hm / l/(u..(««)) - ./'(m)la««
k :m Js't

. lim l/(u. (««)) /(m)la««
SiA' ;'"

1./'(u(w)) - /(m)la««.
Si

Assim

.l!«l,., ]p :("« )
F: (u)
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Teorema 3.4.1 Suponha a hipótese (H6) com a < oo . Então o funcional dado em (3.4-8) é 

contínuo na topologia de L2(S1
) . 

Demonstração: Note que, sendo !u(w)! S a, q.s., existe uma constante positiva I< tal que 

lf(u(w)) - f(m)I S lf(u(w))I + lf(m) I S K, para quase todow E 5 1
• 

Seja u11 uma seqüência convergindo para una norma de L 2 (51 ), então 

quando n - oo. Então, conforme Teorema IV. 9 de [5], existe uma subseqüência u11 k, tal que, 

1.L11k(w) - u(w) q.s. em 5 1
. De (H6) segue que fé contínua, então J(unk(w)) - f(u(w)). 

Assim, 

lim [f(unk(w)) - J(m)] = [f(u(w)) - f(m)], q.s . 
k--->oo 

e 

Agora, inicialmente escrevemos 

onde 

e 

Sendo 

lF1 = ( [f(u(w)) - f(m)]dw 
l s1 

e toda função constante está em L 1 
( 5 1

), estamos em condições de aplicar o Teorema da 

Convergência Dominada de Lebesgue para o funcional IF'i ( u), ou seja 

lim r [f(u,,k(w)) - f(m)]dw 
k--->oo J SI 

Assim 

Severino Horácio 

r lim [f(u,,k(w)) - f(m)]dw 
j si k--+oo 

( [f(u(w)) - f(m)]dw. 
Js1 
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Analogamente, sendo

lu«.(««) - u«.(,)I'l $ 2« C -L'(S:),

temos, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim B'2(u..) lim 1 1 J(w.z'")\u«.l.w)-- u«*(z)Xadlodzk

J(«, . , :)lu(««) u(,)I'd«,d,sl Jst

assim

. ]im F2(u.) = ]F2(u).
Portanto

. hm W'(u«*)

Agora, suponha que F(u«) não converge para F'(u), então existe uma subseqüência (u«.) de
(n.)tanque

IP'(u«,) - F(u)1 2 co, (3.4.9)

para algum co > 0. Sendo (u«,) subseqüência de (u«) resulta que u., ----, u. Então pela

primeira parte da prova segue que existe (u«,,) subseqüência de (Un,) e Jo > 0 tal que

IB'(u-,,) B'(u)l < c, (3.4.10)

para todo c > 0 e todo j 2 .jo. De (3.4.9) e (3.4.10) temos uma contradição.

Portanto, ]F(u«) --, H'(u) sempre que u. --, u em .L'(S:) e assim, concluímos o resultado

Teorema 3.4.2 S.«Dobra as hipóteses (nl), (n,o e (n5), (n6) co««, a <. m. Seja, u,Ç..t] «-ma

solução d' r3.].#) c.m u( ,t) $ a. Então F(u(.,t)) é di/e,emcáá«/ com «cação " t pa« t > O
e

áF("(', t)) - -/("(', t)) l; O,

."'' P«« c«d« u C L'(S:) c.«. llull. $ «,

.r (u( -) ) 1(}*u)(«)+h P 'g '(u(«,))llg(#(}*u)(«,)+PA) u(«,)ld««.s]

,41ém d«se, o á,'t.g«ndo em /(u(., t)) é «m« /unção não n'gata« . H é "". post. «algo de F

se e somem.te se u é uma solução de equálíbho de (3.1.4)
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Analogamente, sendo 

ternos, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue 

assim 

Portanto 

Agora, suponha que IF(un) não converge para IF(u) , então existe uma subseqüência (unr) de 
( un) tal que 

(3.4.9) 

para algum co > O. Sendo (unJ subseqüência de (un) resulta que Un,. __, u. Então pela 

primeira parte da prova segue que existe (unr ) subseqüência de (unr) e Jo > O tal que 
] 

IIF(un,. ) - IF(u) I < é, 
] 

(3.4.10) 

para todo e > O e todo j 2'. j0 . De (3.4.9) e (3.4.10) temos uma contradição. 

Portanto, IF(un)---, IF(u) sempre que Un ---, u em L2 (S1) e assim, concluimos o resultado. 

■ 

Teorema 3.4.2 Suponha as hipóteses {Hl), (H4) e {H5), {H6} com a< oo. Seja u(·, t) uma 

solução de {3.1.4} com u(·, t) :S a. Então IF(u(-, t)) é diferenciável com relação a t para t > O 
e 

d 
dt IF(u(·, t)) = -I(u(-, t)) :S O, 

onde para cada u E L2(S1
) com llull oo :S a, 

I(u( ·)) = f [(J * u)(w) + h - 13-1g- 1 (u (w))l[g(/3(J * u)(w) + /3h) - u(w)]dw. lsi 
Além disso, o integrando em I(u( •, t)) é uma Junção não negativa eu é um ponto crítico de lF 
se e somente seu é uma solução de equilíbrio de {3.1.4) -
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Demonstração: De (H]) e (H5), temos que ]l?(u(.,s)) está bem definido para todo ( 2 0.
Suponha inicialmente, que existe E > 0 tal que llu(., s)ll- $ a c para s C A, onde A é um
pequeno intervalo fechado contendo t. Para s C zS. escrevemos

F(u(., s)) é(«, .)d«« e -r(u(-, .))
ql

.(«, .)dw
SI

Sendo

l-u(«,,.) h+P 'g '(u(««,s))ll-u(«,,s)+g(P(}*u)(w,s)+Ph)l

: .Z. '(« . ,'ut«(«, 4 - «(,, 4] lega
temos aq(w.s) quase sempre contínua e limitada em w, para s c A, ou seja,

a@(- , s)
suP ll ---'à:;xll a.

Então podemos, no cálculo de áF(u( , s)), derivar sob o sinal de integração. Assim, obtemos

< oo.

d
F(u(-, s)) :::ds C. [-«e«, 4 - h+ p-:g-:(«(w, 4]21g:da'«

ã .Z. .Z. '(« . ,'ut«(«,4 4] le1ll:a '''('4j '«''

mas,

;(« , Dt«(«,4 - «(;,4] le1ll=:d a"0'41 a«';
/s' J(u ' ' )u(lo, s)l!!Ç;ll1ldlodz -- /s: Js: J(lo z'' )u(w, s)Ilesa:-4dwaz

J;. J«- . ,' h«Q, 4 -t /- f;. J(w . .' h«b, 4a"QN d.a,

Js- '" )u(w, s)QIÇ;l!.1ldwdz -- 2 J .ls' J(w ' :'' )u(z,s)QIÇ;l!!ydwdz

s't Js'l

lE

!

Logo

áF(«( , 4 .Á:l «(«,4-

[:: ÇJ..'~. :
'.: ÇJ;.'«. :

h + p-'g-:(«(«, al É?!ga'í«

',',) «'«, .,@P'«
:'«'., .,',) @P~«.

+
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Demonstração: De (Hl) e (H5) , temos que IF(u(- , s)) está bem definido para todo t 2: O. 

Suponha inicialmente , que existe E> O tal que llu(- ,s) ll 00 :::; a - E paras E 6. , onde 6. é um 

pequeno intervalo fechado contendo t. Para s E 6- escrevemos 

IF(u(-, s)) = { <í>(w, s)dw e I(u(- , s)) = { l(w, s)dw. 
}51 }51 

Sendo 

[-u(w , s) - h + 13- 1g- 1(u(w, s)) ][ -u(w, s) + g( f3 (J * u)(w , s) + /3h)] 

~ 1 J( . _1) [ ( ) _ ( ) ] [ou(w, s) _ 8u(z , s)] d + w z u w, s u z , s 
O O 

z , 
2 51 s s 

temos a,t,~:,s) quase sempre contínua e limitada em w, paras E 6., ou seja, 

Então podemos, no cálculo de fs!F(u(· , s)), derivar sob o sinal de integração. Assim, obtemos 

d 
ds!F(u(·, s)) r [-u(w , s) - h + ,e-1g-1 (u(w , s))lºu~w , s) dw 

}51 s 

+ ~ f f J(w · z- 1)[u(w, s) - u(z, s)] [Bu(w, s) - ou(z, s) ] dwdz 
2 }51 }51 os os 

mas, 

f f J ( . _1)[ ( ) _ ( )] [ou(w , s) _ ou(z, s)] d d = 
}

5
i }si w z uw,s u z, s os os w z 

Logo 

= r f J(w . z- 1 )u(w, s/)u~w, s) dwdz - f r J(w. [ 1 )u(w, s) au~, s) dwdz 
} 5 1 } 5 1 s } 5 1 } 5 1 s 

- r f J(w. z- 1 )u(z , s) ou~w, s) dwdz + f r J(w. z- 1 )u(z, s) ou~, s) dwdz 
Js1 }51 s Js1 Js1 s 

= 2 { f J(w · z - 1)u(w, s) ôu~w, s) dwdz - 2 { ( J(w · z - 1 )u(z , s) ôu~u , s) dwdz. 
} 5 1 }5 1 s }5 1 } 5 1 s 

d 
ds IF(u(· , s)) fs

1 

[ - u(w, s) - h + 13-1g- 1(u(w, s))] ou~:, s) dw 

+ fs
1 

(fs
1

J(w ·z-1 )dz ) u(w ,s)
0

u~:,s)dw 

fs
1 

(fs
1 

J(w · z- 1 )u(z, s)dz) ôut, s) dw. 
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h/las, após alguns cálculos, obtemos

.z:''«

/

E

/

* ')d. - l

Então

J

áp'("(', ')) '.l «(«,d («(«,alelga'«
f. [«(«0 - U * d(«0]21g=4a««

Zl: 1-(}* ")("") - A +p':g :(«(««,'))1 1-"('",')+s(p(}*«)('",') +ph)I'z'"
-/(u(-, s)),

+

o que prova a primeira parte do teorema para t c A. Usando o Teorema da Comparação
provaremos que isso também vale para todo t > 0. De fato, sabemos que u(w,0) $ a, para
quase todo w C Si, se chamarmos de À(w,t) a solução de (3.1.4) que vale a quando t = O,
temos À(,«, t) - À(t) e

=l! - .x(t)tg(P(À(t)+h)).
Assim, ]embrando que Ig(z)l < a, para todo z C ]R, temos que $1:(0) < 0. Por continuidade
$(t) < 0 para todo t C 10, cl, para algum e > 0. Então, usando unicidade de solução, temos

que À(t) é uma função estritamente decrescente enl t. Usando o Teorema da Comparação
o btemos

u(w, t) $ .X(t),

para quase todo (m, t) C St x R. Repetindo o mesmo argumento, partindo da desigualdade
u(w, 0) ? --a, para quase todo w C S:, i-esulta

u(««, t) 2 -.X(t)

Logo

lu(., t)ll- $ .X(t).

Para concluirmos que a expressão de /(u) vale para todo í > 0, note que dado t > 0, existe f
com t > t o que implica (sendo À decrescente) em À(t) < À(í), então

a ? .X(t) > À(t) ? u(«,, t)

Logo, sempre vai ocorrem que llu(-,t)ll- < a uniformemente. Assim, pela hipótese (H6), a

função g :(u(., t)) está definida quase sempre. Conse(luentenlente, a expressão /(u(.)) está
bem definida.
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Mas, após alguns cálculos, obtemos 

Então 

d 
ds IF(u(-, s)) 1

1 

[ - u(w , s) - h + ,e-1g-1(u(w , s))] Bu~~' s) dw 

+ { [u(w) - (J * u)(w)] au~w , s) dw 
ls1 s 

1
1 

[ - (J * u)(w) - h + ,e-1g- 1(u(w, s))] [-u(w , s) + g(,6(J * u)(w, s) + ,6h)]dw 

-I(u(· , s)) , 

o que prova a primeira parte do teorema para t E 6.. Usando o Teorema da Comparação 
provaremos que isso também vale para todo t > O. De fato, sabemos que u(w, O) ::; a, para 
quase todo w E S 1 , se chamarmos de >.(w,t) a solução de (3.1.4) que vale a quando t = O, 
temos >.(w, t) = >.(t) e 

d>. 
dt = ->.(t) + g(,6(>.(t) + h) ). 

Assim, lembrando que lg(x)I < a, para todo x E IR, temos que ~;(o) < O. Por continuidade 
~; (t) < O para todo t E [O, E], para algum E > O. Então, usando unicidade de solução, temos 

que >.(t) é uma função estritamente decrescente em t . Usando o Teorema da Comparação 
obtemos 

u(w, t) ::; >.(t) , 

para quase todo (w, t) E S1 x R Repetindo o mesmo argumento, partindo da desigualdade 
u(w, O) 2: -a, para quase todo w E S1, resulta 

u(w, t) 2: ->.(t). 

Logo 

llu(- , t)lloo ::; >.(t). 

Para concluirmos que a expressão de I(u) vale para todo t > O, note que dado t > O, existe t 
com t > to que implica (sendo À decrescente) em ✓\(t) < >.(t) , então 

a 2'. >.(t) > >.(t) 2: u(w, t). 

Logo, sempre vai ocorrer que llu(· , t)ll 00 < a uniformemente. Assim, pela hipótese (H6) , a 
função g- 1 ('u( ·, t)) está definida quase sempre. Consequentemente, a expressão I ( u( ·)) está 
bem definida. 
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Agora, note que os fatores

l(J*u(w)) +h-# *g '(u(««))l e Ig(#(J*u(«)+h)) - u(w)l

têm sempre o mesmo sinal, afirmação esta que se verifica facilmente, já que, por (H4), g l e

g são crescentes. Então o integrando em /(u(.)) é quase sempre não negativo.
Para concluirmos a prova basta nlostiar que u é um ponto crítico do funcional F se e

somente se u é uma solução de equilíbrio para (3.1.4). Para isto, seja u(w) um ponto crítico

do funcional F, ou seja /(u(.)) = 0. Selado o integrando em /(u(.)) uma função (quase sempre

não negativa,segue que

1(; * u(w)) + h P :g':(u(«,))llg(P(J * u(«,) + h)) «(«)] 0

em quase todo ponto de SI. Mas qualquer um desses favores se anulando implica em

a(P(J * u(w) + h))

Reciprocamente, se u é uma solução de equilíbrio para (3.1.4) é fácil mostrar que /(u( )) = 0

Corolário 3.4.3 0 ./Zuzo, 7'(t), detemz nado por r3.]. ) não passai pontos recom'entes nâo

tMuÍaÍs.

Demonstração: O resultado segue da existência do funcional F. De fato, suponha que exista

um ponto decorrente não trivial, uo, ou seja, uo C w(uo) e uo não é um equilíbrio. Então por
un] lado, existe uma seqüência (t«) de números reais positivos, t« --' oo, quando n --, oo, tal

que
lim 7'(t,.)uo = uo.

7t ---) 00

Da continuidade de F obtemos

lim Flr(t«)uol - B'(uo).
7't ---} 00

Por outro lado, como uo não é equilíbrio e F é decrescente ao longo das órbitas temos

F(7'(t)uo) < F(uo), V t > 0,

em particular para t " 1, temos
F(7'(1)uo) < H'(uo)

Agora, para cada t« da seqüência

F(7'(É. +- l)uo) < H'(7'(1)uo) < W'(uo)
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Agora, note que os fatores 

[(J * u(w)) + h - ,e- 1g- 1(u(w))] e [g(,6(J * u(w) + h)) - u(w) ] 

têm sempre o mesmo sinal, afirmação esta que se verifica faci lmente, já que, por (H4) , g- 1 e 

g são crescentes. Então o integrando em I(u(·)) é quase sempre não negativo . 

Para concluirmos a prova basta mostrar que u é um ponto crítico cio funcional lF se e 

somente se 'I.L é uma solução ele equilíbrio para (3.1.4). Para isto, seja u(w) um ponto crítico 

cio funcional IF, ou seja I(u(-)) = O. Sendo o integrando em I(u(·)) uma função quase sempre 

não negativa, segue que 

[(J * u(w)) + h - ,e-1g-1(u(w))][g(,6(J * u(w) + h)) - u(w)] = O 

em quase todo ponto ele S1 . Mas qualquer um desses fatores se anulando implica em 

g(,6(J * u(w) + h)) = u(w). 

Reciprocamente, seu é uma solução de equilíbrio para (3 .1.4) é fácil mostrar que I(u(·)) = O. 

■ 

Corolário 3.4.3 O fluxo, T(t), determinado por (3.1.4) não possui pontos recorrentes não 

triviais. 

D emonstração: O resultado segue da existência do funcional IF . De fato, suponha que exista 

um ponto recorrente não trivial, u0, ou seja, u0 E w(u0) e u0 não é um equilíbrio. Então por 

um lado, existe uma seqüência (tn) ele números reais positivos, tn - oo, quando n - oo, tal 

que 

lim T(tn)uo = Uo. 
n ---+oo 

Da continuidade de lF obtemos 

lim IF[T( tn)uo] = IF( 'I.Lo). 
n---+oo 

Por outro lado, como u0 não é equilíbrio e IF é decrescente ao longo elas órbitas temos 

IF(T(t)1Lo) < IF(u0 ), V t > O, 

em particular para t = 1, temos 

IF(T(l)uo) < IF(uo). 

Agora, para cada t,, da seqüência 

IF(T(t11 + l)uo) < IF(T(l)uo) < IF(uo) -

Severino Horácio Ii\lIE-USP 



76

Fazendo íz tender ao infinito na última desigualdade acima obtemos

F("o) - J!!, F(T(t« + l)"o) $ H'(T(1)uo) < F(uo),

o que é uma contradição. Portanto uo não pode ser recorrente

Observação: Note que os integrandos, no funcional F acima, são sempre não negativos, já que

J é positiva e /(u(w)) -- /(m) 2 0, pois m é mínimo de /. Assim, B' é limitado inferiormente.

Proposição 3.4.4 Assuma as hipóteses (HI), (H4) e (H5), (H6) com a < oo. Então o Buxo,
r(t), ge«d. p'Z" eg-çã. r . .#) m {u C -L'(S') : llull- $ «} é "g«d{.nt."

Demonstração: Da existência do atrator global temos pré-compacidade das órbitas. Dos
Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 e da última observação acima, temos a existência de um "funcional de
Lyapunov"

3.5 Caracterização do atrator

Nesta seção, mostramos que o atrator satisfaz condições análogas as do Teorema 1.3.8 de
j161. Para isso, necessitamos do seguinte lema:

l,ema 3.5.'L Suponham,os üs hipóteses (HI) e (ns), com CL < oo. Então o conjunto E dos
equilíbüos de T(t) é limitado em La(.St ). Em particular E c A.

Demonstração: Seja @ unl equilíbrio de T(t), então @ satisfaz

@(') (P(} * @)(.) + Ph)

De (H5), obtemos

llólli: =/ Ig(P(J+@)(z) +pA)I'dz $ a'2r

então -E é limitado. Como 7'(t)u = u, para todo u C E, segue que .B C .4

s]

Teorema 3.5.2 Suponhamos válidas as mesma hipóteses da Proposição S.4.#. Então o alta
Lor A, em La ÇS* ), é o cobj\.nto instável d,os equilíbrios de T(t), ou seja

.4 - W"(.©

on.de E é o covL3unto dos eq\tàtürios de TÇt]
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Fazendo n tender ao infinito na última desigualdade acima obtemos 

IF(uo) = lim IF(T(tn + l)uo) :S IF(T(l)u0 ) < IF(u0 ) , 
n-+oo 

o que é uma contradição. Portanto u0 não pode ser recorrente. ■ 

Observação: Note que os integrandos, no funcional lF acima, são sempre não negativos , já que 
J é positiva e f(u(w)) - f(m) ~ O, pois m é mínimo de f. Assim, lF é limitado inferiormente. 

Proposição 3.4.4 Assuma as hipóteses (Hl} , (H4) e (HS}, (H6} com a< oo. Então o fluxo, 

T(t) , gerado pela equação (3.1.4} em {u E L 2 (S1
) : llull= :S a} é "gradiente". 

Demonstração: Da existência do atrator global temos pré-compacidade das órbitas . Dos 
Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 e da última observação acima, temos a existência de um "funcional de 
Lyapunov". ■ 

3.5 Caracterização do atrator 

Nesta seção, mostramos que o atrator satisfaz condições análogas as do Teorema 1.3.8 de 
[16]. Para isso, necessitamos do seguinte lema: 

Lema 3.5.1 Suponhamos as hipóteses (Hl} e (HS}, com a < oo. Então o conjunto E dos 

equiliôrios de T(t) é limitado em L 2 (S1
) . Em particular E e A . 

Demonstração: Seja <pum equilíbrio de T(t) , então <p satisfaz 

De (H5), obtemos 

cp(z) = g(f3(J * cp)(z) + (3h) . 

ll 4> 11 12 = r lg(f3(J * cp)(z) + (3h)l2dz :S a22T l s1 
então E é limitado. Como T(t)u = u , para todo u E E , segue que E e A. ■ 

Teorema 3.5.2 Suponhamos válidas as mesma hipóteses da Proposição 3.4- 4. Então o atra

tor A, em L2 (S1) , é o conjunto instável dos eqitiliôrios de T(t) , ou seJa 

onde E é o conjunto dos equili'brios de T(t) . 
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Demonstração: Seja u € .4. Suponha T(--t)u -/, E, quando t --' oo, então existe E > 0e

uma. sequência t« --' --oo, quando n - oo tal que

dãst(7'(t«)u, E) > . (3.5.11)

Pela compacidade de .4, existe subseqüência (t«.) de (t«) tal que

lim 7'(t,:.)u = e,

então e C a(u). Já que 'y (u) C .4 e .4 é compacto, segue que "r (u) é pré-compacta. Logo

do Lema 1.3.3 segue (luc e C E. Isso contradiz (3.5.11). Portanto u C W"(-E).

Reciprocamente, seja u C I'r"(E), então T(--t)u está definido pala todo t 2 0 e T(--t)u --'

E, quando t --, oo. Assim, para todo (i > 0 existe i= il(õ) tal que para todo t 2 i implica

dást(T(--t)u, E) < õ. Logo pala todo t 2 t temos

k--+oo

r(--t)u c .E' c .4',

pois E C .,4, onde Eó indica a õ-vizinhança de E e .4õ indica a õ-vizinhança de .4. Como
(5 > 0 é arbitrário, segue que 7'(--t)a C .4. Agora,

'u r(t t)u (-t)u c Á,

pois T(--t)u C .4 e .,4 é invariante. Isso conclui a demonstração
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Demonstração: Seja 'l.l E A. Suponha T(-t)u ~ E , quando t -t oo, então existe e > O e 

uma seqüência t,, -t -oo , quando n -t oo tal que 

dist(T(tn)u , E) > E. (3.5.11) 

Pela compacidade de A, existe subseqüência ( tnk) de ( tn) tal que 

então e E a(u). Já que ,-(u) e A e A é compacto, segue que ,-(u) é pré-compacta. Logo 

do Lema 1.3.3 segue que e E E. Isso contradiz (3.5.11). Portanto u E wu(E). 

Reciprocamente, seja u E w·u(E), então T( -t)u está definido para todo t 2:: O e T(-t)u -t 

E, quando t -t oo. Assim, para todo ó > O existe t = t(ó) tal que para todo t 2:: t implica 

dist(T(-t)u, E) < ó. Logo para todo t 2:: t temos 

T(-t)u E Eº e Aº, 

pois E e A, onde Eº indica a ó-vizinhança de E e Aº indica a ó-vizinhança de A. Como 

ó> O é arbitrário, segue que T(-t)u E A. Agora, 

u = T(t - t)u = T(t)T(-t)u E A, 

pois T(-t)u E A e A é invariante. Isso conclui a demonstração. ■ 
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Capítulo 4

Continuidade dos Atratores

Como o fluxo para (3.1.4) depende das constantes não negativas A e P, naturalmente
o atrator para esse fluxo depende do parâmetro À = (h,P) C R+. Denotaremos por .4À, o
atrator global cuja existência foi demonstrada no Teorema 3.2.2, para explicitar a dependência
do atrator em relação ao parâmetro À. Neste capítulo estudanaos a continuidade dos atratores

em relação ao parâmetro À, no retângulo R : 0 $ A $ /z*, 0 < P $ /3*, em Ào = (/zo, 0o), onde
h* < oo e P* < jt. Consideraremos a norma da soma em IRÍ quando se tratar da norma llÀll

Além das condições (HI)-(H6) , do capítulo anterior, vamos precisar das seguintes hipóteses
(H7) Para cada Ào C R, o conjunto E dos equilíbrios de TÀ.(t) é tal que E = EI U E2, onde
(a) Ei é constituído por equilíbrios hiperbólicos;

(b) E2 é formado por equilíbrios não constantes tais que, para cada. uo C .E2, zero é autovalor
simples do operador Z)F'(uo, Ào) : L'(S:) --, L'(S:), definido por

0F'(«o, .Xo)« - « + g'(PoJ * uo + Õoho)0o(J * «)

(H8) A função g é de classe C'

Observação: Sejam uo C E2 e DF'(uo, Ào) o operador definido acima. Considere o produto
interno

(«, «) - 1;:«Ç« )«Qwàd«Qm

onde dz,(w) é a medida
d

dprllJ) -
g'(P(J * uo)(w) + Ph)

que equivalente à medida de Lebesgue. É fácil mostrar (lue Z'(S:, dp(w)) = L'($', dw) e que
com este produto inteno o operador DF'(uo, Ào) é auto-adjunto.
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Capítulo 4 

Continuidade dos Atratores 

Como o fluxo para (3.1.4) depende das constantes não negativas h e /3, naturalmente 

o atrator para esse fluxo depende do parâmetro À = (h, /3) E IRi. Denotaremos por A.x, o 

atrator global cuja existência foi demonstrada no Teorema 3.2.2, para explicitar a dependência 
do atrator em relação ao parâmetro À. Neste capítulo estudamos a continuidade dos atratores 

em relação ao parâmetro À, no retângulo R: O::; h :=; h*, O < /3 :=; /3*, em Ào = (h0 ,/3o), onde 

h* < oo e /3* < ,:
2

• Consideraremos a norma da soma em IRi quando se tratar da norma PII-
Além das condições (Hl)-(H6), do capítulo anterior, vamos precisar das seguintes hipóteses: 

(H7) Para cada Ào E R, o conjunto E dos equilíbrios de T.x0 (t) é tal que E= E1 U E 2 , onde 

(a) E 1 é constituído por equilíbrios hiperbólicos; 

(b) E 2 é formado por equilíbrios não constantes tais que, para cada uo E E2 , zero é autovalor 

simples do operador DF(uo , Ào) : L 2 (S 1
) - L2 (S1

) , definido por 

DF(uo , Ào)v = -v + g'(/3ol * uo + /3oho)/3o(J * v). 

(H8) A função g é de classe C 2
. 

Observação: Sejam u0 E E2 e DF(u0 , Ào) o operador definido acima. Considere o produto 

interno 

onde dv( w) é a medida 

(u , v) = f u(w)v(w)dv(w), ls1 

dw 
dv(w) = - - - - --

g'(/3(1 * uo)(w) + f3h) 

que equivalente à medida de Lebesgue. É fácil mostrar que ,C,2 (S 1
, dv(w)) = L 2 (S1

, dw) e que 

com este produto inteno o operador DF(u0 , Ào) é auto-adjunto. 
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Observação: Usando que o operador

« n g'(Ü} * uO + Üh0)/3o(; * «)

é compacto sobre L2(SI), segue de (H7) e da Observação acima, que existe (5 > 0 tal que

a(O-F(uo, Ào))\lo} n(-õ, õ)::: 0.

4.1 Semicontinuidade superior dos atratores

Mostramos, nesta seção, que a família de atratores, .4À, é senil-contínua superiormente

em relação ao parâmetro À, no retângulo R : 0 $ h $ h*, 0 < /3 $ /3*, em Ào

Lema 4.1.1 Suponhamos as hipóteses (HI) e (H3) válidas. Então o Buxo

Tx(t)u= e-'u-F l e'(' qg(/3J+Tx(s)u-EÍ3hlds

é contíguo em Ào C R, un{/07memente para u em c07Üunta Zãm fado e t C 10, ól com ó < cn.

Demonstração: Sejam Ào C R fixo e c > 0 dado. Queremos encontrar um (i > 0 tal que

lIrA(t)u -- Tx.(t)ullp < c, sempre (lue llÀ Àoll < õ,

para t C lO,Z)l e u em unl conjunto lin:titado C. Mas, de (HI) segue

lIrA(t)U TÀ.(t)UIIL, 5; / .-G 4IIg(p;*TÀ(')U+Ph) - g(ÕOJ*TÀ.(S)U+POhO)II.,,d'

$ / e G 4k:IIIPj*(TÀ(')U) -POJ*(TÀ.(S)U)IIL,+ IIPh /30hOIIL,Id.

0

f

:.

0

Subtraindo e sotnando o termo /3oJ # (TÀ(s)u), segue a estimativa abaixo

lIrA(t)U-TÀ.(t)UIIL, 5; / e G 4k:IIIPJ*(TÀ(S)U) -DOJ*(TÀ(')U)IIL,

+ llÕoJ*(Tx(s)u) /3oJ*(TÀ.(.)u)lll,}ds

+ / e (' ')k:ll/3h PoAoll ,ds

Usando a desigualdade de Youllg, segue que

lIrA(t)U - TÀ.(t)UIIL, 5; / e « 4k-IP - /30III}IIL-lIrA(')UIIL,d.

+ / . 0 4k:POLI;IIL-lIrA(S)U TÀ.(;)UIIP

+ / e (' ')h.llP/z /3oAolll,d

f

0

t

0

Í

:.

:.
S

0
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Observação: Usando que o operador 

v 1---t g'(f3oJ * uo + ,6oho)f3o(J * v) 

é compacto sobre L2 (81
) , segue de (H7) e da Observação acima, que existe ó> O tal que 

a(DF(uo,Ào))\{O} n (-ó,ó) = 0. 

4.1 Semicontinuidade superior dos atratores 

l\ilostramos, nesta seção, que a família de atratores, A.x, é semi-contínua superiormente 

em relação ao parâmetro À, no retângulo R : O :s; h :S h* , O < (3 :S (3*, em ,,\0 . 

Lema 4.1.1 Suponhamos as hipóteses (Hl) e (H3) válidas. Então o fluxo 

T>.(t)u =e-tu+ lt e-(t-s) g((JJ * T>.(s)u + (3h)ds 

é contínuo em Ào E R , uniformemente para u em conjunto limitado e t E [O, b] com b < oo . 

Demonstração: Sejam ,,\0 E R fixo e E > O dado. Queremos encontrar um ó > O tal que 

para t E [O, b] eu em um conjunto limitado C. Mas, de (Hl) segue 

IIT>.(t)u -T>.0 (t)u ll u < 1 t e-(t-s) llg((3J * T>.(s)u + (3h) - g(f3oJ * T>.0 (s)u + f3oho) ll uds 

< 1t e-(t-s)ki[l lf3J * (T.x(s)u) - f3oJ * (T>.0 (s)'u)llu + llf3h - f3ohol lu ]ds. 

Subtraindo e somando o termo (30 J * (T>.(s)u), segue a estimativa abaixo 

IIT>.(t)u -T>.0 (t)u ll u < lt e-(t-s)k1 {llf3J * (T>.(s)u) - f3oJ * (T>.(s)u)lli2 

+ ll f3oJ * (T>.(s)u) - f3oJ * (T>. 0 (s)u)lli2}ds 

+ lt e-(t-s) kill f3 h - f3oho llL2ds. 

Usando a desigualdade de Young, segue que 

IIT>.(t)u -T>.o(t)u ll u < lt e-(t-s )k1lf3 - f3o lllJllullT>.(s)u ll uds 

+ lt e-(t-s) k1f3o lllll i1 IIT>.(s)u - T>.o( s)·ull uds 

+ lt e- (t-s) k1 ll f3 h - f3o holli2ds. 
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Sendo lllllt- = 1, temos

lIrA(t)U TÀ.(t)UIIL, $ / e « kIP ÕOIIITÀ(S)UII ,

+ / e O-')k.DOIITÀ(.)U TÀ.(;)UIIL,d.

e ('-')kill/3h Õohollz,,ds.

Do Teorema 3.2.2, segue que, para todo À C R, lIrA(s)ullp é limitado por uma consta.nte
positiva L que depende apenas de C. Então

t

0
f

0

0
+

ITÀ(t)u - TÀ.(t)ull.,, {Zk IP - ÜI +k-llPh Üh.lll,}

+ / e-(' ')tiÕollPÀ(s)u -- rÀ.(s)MIlHas

C'(.X) + / k-DOIITÀ(.)U TÀ.(.)UIIL,dS,

Õoh)llt,}, que satisfaz C'(À) --, 0, quando À --, Ào

É

0
f

0

co«: C'(.X) {Z k IP - Dol + k:llPh

do Lema de Gronwall, segue que
Logo,

lIrA(t)u TÀ.(t)ulll, $ O(À)eK'P'',

concluindo a demonstração

Teorema 4.1.2 4ssuma as hipóteses r#]) e rX31. .Então a /anta a de alfaiates .4À é semã
contínua supehov'mente em )to C R.

Demonstração: Das hipóteses (HI) e (H3), segue que os atratores .4À, dados no Teorema

3.2.2, estão contidos - b'l' B (0, ZZg(l:eKtU) en. Z,'(S'), para t'do À C R. Então

u«* ' « l., l
Se«d. .4*. ,t-,t. glob'l ' B - B (0, «m co«j-t. hmit,do, p"' ''d' . > 0,
existe t* > 0 tal que TÀ.(t)Z? C .4j., pa.ia todo t ? t*, onde Ái. é a !-vizinhança de .4À..

Do Lema 4.1.1 temos que TÀ(t) é contínuo em Ào, tmiformemente para u em conjunto

limitado e f em compacto. Então existe õ > 0 tal que pa'a todo u C B (0, Z©11($!PI.ê11:&Ü)

E

C
À -- Anil < õ :::>F ll./\(t*)ti 7'x.(t*)'ull,u <

2
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Sendo IIJII L1 = 1, temos 

IITA(t)u -TA0 (t)ullu < 1 t e-(t-s)k1 l.6 - .60 IIITA( s)ui1L2ds 

+ 1 t e- (t-s)k1,6ollTA(s)u -TA
0
(s)ulluds 

+ 1 t e-(t-s)k1ll,6h - ,6oho i1L2ds. 
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Do Teorema 3.2.2, segue que, para todo >. E R, IITA(s)ui1L2 é limitado por uma constante 
positiva L que depende apenas de C. Então 

IITA(t)u-TA0 (t)ullL2 < {Lk1l.6- .6ol + k1ll,6h- .6oho ll u} 

+ 1t e-(t-s) k1.60IITA(s)u - T.\
0
(s)ulluds 

C(>.) + 1t k1.60IITA(s)u -TA0 (s)ulluds, 

com C(>.) = {Lk1l.6 -,Bo i+ k1ll.6h- .6ohollu}, que satisfaz C(>.) _, O, quando À - Ào. Logo, 
do Lema de Gronwall, segue que 

concluindo a demonstração. ■ 

Teorema 4.1.2 Assuma as hipóteses (H1} e (H3}. Então a famflia de atratores A.\ é semi
contínua superiormente em Ào E R. 

Demonstração: Das hipóteses (Hl) e (H3), segue que os atratores A.\, dados no Teorema 
3.2.2, estão contidos na bola B ( O, 2

~(~~;+k3
} ) em L2 (S1 ), para todo/\ E R. Então 

S A ( 
2../2-r(k2f3• h • +k3)) endo Ao atrator global e B = B O, I-k

2
/3. um conjunto limitado, para todo é > O, 

E E 

existe t* > O tal que T.\0 (t)B C A1
0

, para todo t 2: t*, onde A1
0 

é a ~-vizinhança de A.\o· 
Do Lema 4.1.1 temos que TA(t) é contínuo em >.0, uniformemente para u em conjunto 

limitado e t em compacto. Então existe 8 > o tal que para todo 'll E B ( o, 2ffrik_!_i2·r+1.-3)) 
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N/lostrarenlos que se llÀ Àoll < õ então .4À C .4À.. De fato, se u C .4À então, sendo .4À

i-»-i-t., « - TÀ(--t*)" c .4* c B (0, "'2;0"P'"'+kd ) A«im te"«:

rx.(t*)« c .4i. (4.1.1)

lrÀ(t*)« rÀ.(t*)«ll., < 1;
De (4.1.1) e (4.1.2) segue (lue Tx(t*)u C .45... Então

e

(4.1.2)

'u TX(t*)TX(-t*)u )u C H:.

Logo, .4À c .4À. sempre que llÀ Xoll < õ, provando a semicontinuidade superior de .4À

4.2 Continuidade dos equilíbrios

Nesta seção, investigamos a continuidade dos equilíbrios com relação ao parâmetro À =
(h, P) em Ào C R. Na prova da semicontinuidade inferior surge uma dificuldade adicional pelo

fato dos equilíbrios de (3.1.4) surgirem em famílias.

Uma função uo em L2(Si) é um equilíbrio de TÀ.(t), pala algum Ào C R fixo, se e somente
se u. é um zcro da função r'(-, Ào) : L'(S') --, L'(S'), dada por

r'(u, Ào) ::: u + g(PoJ * u + Poço)

Além disso, se uo não é constante, um cálculo simples mostra que zelo é autovalor do operador

0F'(uo, .Xo)« - « + g'(ÕoJ * uo + P.ho)Po(; * «)

cona autofunção ul)

t,exxxa. 4.2.'L SuT)olha qwe, T)ara algum }.ç: ç: R, (HI), (H2), (HI) e (H8) valem. Dado u C Ea,

de$n« ,y(a; u) p«

7(a; u)(w) ::: u(a«,), a C S'

Então T -- ,y(.St ;u) é uma curucl fechada, constituída por eqltilíbhos de Tx.(t), que é simples,

de classe Ca e isolada no conjunto dos equitíbüos (nenhum. ponto de F é ponto de acumulação

d. E \ F).
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Mostraremos que se JJÀ - /\oll < ó então A ,\ e A1
0

. De fato , se u E A>. então, sendo A>. 

· · t T ( t*) A B (o 2 -/2-i(k2 w 1i· + k3 J) A · t 1nvanan e, v = >. - tl E >. e , 1_i.,
2
,a• . ssun emos: 

< 

T>,0 (t*)v E A1
0

, (4.1.1) 

e 

IIT>.(t*)v - T>.0 (t*)vlJL2 < ~- (4.1.2) 

De (4.1.1) e (4.1.2) segue que T>.(t*)v E A1
0

• Então 

Logo, A>. C A1
0 

sempre que p - Àoll < ó, provando a semicontinuidade superior de A>,. ■ 

4.2 Continuidade dos equilíbrios 

Nesta seção, investigamos a continuidade dos equilíbrios com relação ao parâmetro À = 

(h, /3) em Ào E R. Na prova ela semicontinuidade inferior surge uma dificuldade adicional pelo 

fato dos equilíbrios ele (3.1.4) surgirem em famílias. 

Uma função u 0 em L 2 (S1) é um equilíbrio de T>,0 (t) , para algum Ào E R fixo, se e somente 

se u0 é um zero da função F(- , >.0): L2 (S1
) - L 2 (S1

), dada por 

F(u, Ào) = -1L + g(f3o1 * u + f3oho)-

Além disso, se u0 não é constante, um cálculo simples mostra que zero é autovalor do operador 

DF(uo, Ào)v = -v + g'(f3oJ * ua + f3oho)f3o(J * v) 

com autofunção u~ . 

Lema 4.2 .1 Suponha que, para algum Ào E R, (Hl), (H2), (H7) e (HB) valem. Dado u E E2, 

defina 1 (a ; u) por 

1 (a;u)(w) = u(aw) , a E S1
. 

Então r = 1 ( S1; u) é uma curva fechada, constituída por equilíbrios de T>.0 ( t) , que é simples, 

de classe C2 e isolada no conjunto dos equilíbrios (nenhum ponto de r é ponto de acumulação 

de E\ r ). 
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Demonstração: Se u C E2, então

u(««)(#(}*u)(««)+Ph), V «, C S:

Sendo, pala cada a C Si ,

(J * u)(aw) (J * '(a; u))(«,), V «« C S:,

obtemos

"r(a;u)(««)(#(J*7(a;u))(«,) +Ph), V «, € S:

Então '(a; u) C E2. Portanto I' é constituída por equilíbrios. Além disso, I' é claramente
fechada pois cv c Si

Agora, seja q) C I'. Da hipótese (H7) segue que zero é um autovalor simples para o
operador Z)-F(uo, Ào), isto é, existe u # 0 tal que

Ke,(DF'(uo, .Xo)) - .p-{«}

Sda y = 7Z(DF(uo, Ào)) a imagem de Z)F'(uo, Ào), que é um subespaço de cc-dimensão 1, pois

Z)r'(uo, Ào) é uma perturbação da identidade por um operador compacto, logo é Fredholm de
índice zero, (veja l51, p. 98). Então, fazendo uma translação da origem para uo, obtemos a
decomposição

z,'(s:) {«} © }'

Já que uo é uni equilíbrio, temos que F'(uo, Ào) = 0.
Defina F : ]R x y --, Z,2(S:) poi

F'(t, g/) - F'(t« + y, Ào)

Note que F'(0, 0) = r'(uo, Ào) = 0. Das hipóteses (HI) e (H2), segue que F'( , Ào) é diferenciável
Logo r'(t, .) é diferenciável em y.

Agora, usando a Regra da Cadeia, obtemos

0F'«« + y, À

OT'(t« + y, .Xo)ãd*

Então

:F(0,0) - 0F'(«o, Ào){d*

Como Z)r'(uo, Ào)ly é injetivo e y = 7?(-DT'(uo, Ào)), segue que Z)F'(uo, Ào)lv é ullla bijeção
de y em y. Logo, pelo Teorema da Aplicação Aberta, (ver l51, p. 18), Z)F'(uo,Ào)Ir é um
isomoifisnlo de y en] y
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Demonstração: Seu E E 2 , então 

u(w) = g({J(J * u)(w) + {Jh) , V w E S1
. 

Sendo, para cada a E S1
, 

(J * u)(aw) = (J * --y(a; u))(w), V w E S1
, 

obtemos 

--y(ll'; u)(w) = g({J(J * --y(ll'; u))(w) + {Jh), \;/ w E S1
. 

Então --y(ll'; u) E E2 . Portanto r é constituída por equilíbrios. Além disso, r é claramente 

fechada pois O' E S1
. 

Agora, seja u0 E r. Da hipótese (H7) segue que zero é um autovalor simples para o 

operador DF(u0 , >.0 ), isto é, existe v f:- O tal que 

J{ er(DF(uo, Ào)) = span{ v }. 

Seja Y = R(DF(u0 , >.0 )) a imagem de DF(u0 , /\ 0 ) , que é um subespaço de co-dimensão 1, pois 

DF(u0 , >.0 ) é uma perturbação da identidade por um operador compacto, logo é Fredholm de 

índice zero, (veja [5], p . 98). Então, fazendo unia translação da origem para Uo, obtemos a 

decomposição 

Já que u0 é um equilíbrio, temos que F(u0 , >.0 ) = O. 

Defina F': JR X Y - L2(S1
) por 

F(t, y) = F(tv + y, Ào)-

Note que F(O, O)= F(u0 , ,\0 ) = O. Das hipóteses (Hl) e (H2), segue que F(· , >.0) é diferenciável. 

Logo F ( t , ·) é diferenciável em y. 

Agora, usando a Regra da Cadeia, obtemos 

Então 

a -
-
8 

F(t,y) 
y 

a 
DF(tv + y, Ào)-

8 
(y) 

y 
DF(tv + y, Ào)idy. 

a -
-
8 

F(O, O) = DF(u0 , >.0 )idy. 
y 

Como DF(uo , Ào)IY é injetivo e Y = R(DF(uo, /\o)) , segue que DF(uo , /\o)IY é uma bijeção 
de Y em Y . Logo, pelo Teorema da Aplicação Aberta, (ver [5], p. 18) , DF(uo , Ào)IY é um 
isomorfismo de Y em Y. 
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Portanto a F'(0,0) : y --' y é um isomoríisnlo de y em y. Logo, pelo Teorema da
Função Implícita, existem abertos (--co,co) C IR, U C y com uo C U e € : ( co, co) -+ t/, com
a mesma classe de diferenciabilidade de F', tal que F'(t, 3/) = 0 se e somente se y = e(t).

Como F(t, 3/) = 0 sempre que tu+ 3/ C I', segue que na vizinhança (--co, co) x U, a curva I'

tem como parametrização e(t). Ein particular, na vizinhança (--co, co) x U, não existem zeros
de F' exceto os zeros sobre I'. Conseqüentenlente não existem equilíbrios de TÀ.(t) exceto os

equilíbrios sobre I'. Porta.nto, I' é isolada.

Usando (H8), procedendo como na Proposição 3.1.5, obtemos que F' é de classe (.;2. Então
a parametrização ( de I', em uma vizinhança de uo, é de classe C'2. Como uo é um equilíbrio

arbitrário, então I' é uma cuida de classe C'2
Finalmente, suponha que I' não é uma curva simples e seja ui C I' um ponto de auto-

interseção. Então existem al,a2 C Si tais que

u: ;uo) e u,

á7('-:; ".) ' á'y('-,;".)
são autovetores linearmente independentes associados ao zero. Isso contradiz a hipótese (H7)

e

Corolário 4.2.2 Seja M uma curva coneza /fachada de equ Zzüráos em, E2 e uo C À/. Então
M I'

Demonstração: Suponha que M ( I', então existem equilíbrios em M \ I' acumulando-se

em uo. Mas, pe]o Lema 4.2.1, isso não ocorre. Portanto À4 Ç ]'. Como ]' é uma curva fechada

simp[es, segue que ]W :: ]'

4.2.1 Semicontinuidade superior dos equilíbrios

No que segue, denotamos por EÀ (ou EÀ.) o conjunto dos pontos de equilíbrios de TÀ(t)

(ou TÀ.(t)).

Lema 4.2.3 (Semicontinuidade superior dos equilíbrios). Supor/lamas as hipóteses

rH.Z) e rH5,) uá/idas. Sejam Ào C R ./üo e c > 0 dado. Então, Caíste õ > 0 taZ qwe llÀ-- .Xoll < .5

implica Ex C Ecx., onde EcX. é ü c-vizinhança de E\.
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Portanto %vF(O, O) : Y - Y é um isomorfismo de Y em Y . Logo, pelo Teorema da 

Função Implícita, existem abertos (- E: 0 , E:o) C ~ , U e Y com u0 E U e ç : (-Eo, E:o) --t U, com 

a mesma classe de diferenciabilidade de F, tal que F(t , y) = O se e somente se y = ç(t). 

Como F(t , y) = O sempre que tv+y E r , segue que na vizinhança (- E:0 , E:o) x U, a curvar 

tem como parametrização ç(t). Em particular, na vizinhança (- E:0 , E:0 ) x U, não existem zeros 

de F exceto os zeros sobre r. Conseqüentemente não existem equilíbrios de T\a(t) exceto os 

equilíbrios sobre r . Portanto, r é isolada. 

Usando (H8), procedendo como na Proposição 3.1.5, obtemos que Fé de classe C 2
. Então 

a parametrização ç der, em uma vizinhança de u0 , é de classe C2
. Como u0 é um equilíbrio 

arbitrário, então ré uma curva de classe C2
. 

Finalmente, suponha que r não é uma curva simples e seja u 1 E r um ponto de auto

interseção. Então existem a:1, a:2 E S1 tais que 

e 
d d 

da: ,(a:1;uo) e da: ,(a:2;uo) 

são autovetores linearmente independentes associados ao zero. Isso contradiz a hipótese (H7). 

■ 

Corolário 4.2.2 Seja M uma curva conexa fechada de equili'brios em E2 e u0 E M. Então 

1VJ = r, onde r = , (S1;uo). 

Demonstração: Suponha que NI (/_ r, então existem equilíbrios em M \ r acumulando-se 

em u0 . íVIas , pelo Lema 4.2.1, isso não ocorre. Portanto J\!l Ç r . Como r é uma curva fechada 

simples, segue que M = r. ■ 

4 .2.1 Semicontinuidade superior dos equilíbrios 

No que segue, denotamos por E>-. (ou E>.a) o conjunto dos pontos de equilíbrios de T>-.(t) 

(ou T>-.a(t)). 

Lema 4.2.3 (Semicontinuidade superior dos equilíbrios). Suponhamos as hipóteses 

(Hl) e (H5) válidas. Sejam Ào E R fixo e E: > O dado. Então, existe o> O tal que li,\ - >-oll < o 
implica E>. C Eia , onde Eia é a E-vizinhança de E >.o. 
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Demonstração: Seja Ào fixado. De (HI) e (H5) segue que os atratores .,4À, dados no Teorema

3.2.2, estão contidos na bola Z?l0, 2a/2;l em L2(Si). Além disso, como EÀ C .4À, temos que
Z?À é limitado.

Suponha que existe c > 0, tal que para todo õ > 0 existe À C R tal que llÀ Àoll < õe
EÀ ( .E;.. Então existe seqüência (uÀ,) em EÀ tal que

dást(ux,, .EÀ.) > c, Àj --, À.. (4.2.3)

Agora

ux, = gÇI)iJ + ux: -t Biüà

Já que ux, está em um conjunto limitado e g(PJJ #uÀ, +PjÀj) é um operador compacto, existem

uma subseqüência (ux.) de (ux,) e uo € nl0, 2a/2;l, tal que uÀ. --, uo, quando k --, oo. Da
continuidade de g,segue que

«. J * uo + Óoho).

Portanto uo C -EÀ.. Isso contradiz (4.2.3)

4.2.2 Semicontinuidade inferior dos equilíbrios

A semicontinuidade inferior dos equilíbrios é obtida, em geral, aplicando..se o Teorema

da Função Implícita. Isso é possível quando os equilíbrios são todos hiperbólicos. No entanto,

em casos de problemas com simetria (como em (3.1.4)) as hipóteses do Teorema da Função

Implícita não valem (veja Exemplo 4.2.9 no final desta subseção, onde as curvas de equilíbrios
do problema perturbado podem desaparecer). Para superar esta dificuldade, utilizamos agora

a definição de hiperbolicidade normal, (ver l41).

Definição 4.2.4 Soam T(t) wm semágrupo sopre um espaço de Barraca X e Jt4 C X wma
uahedade invariante sob T(t). Dizemos que M é noT'malmente hiperbólica sob TI.t) se:
(i) Para cada m € M ezíste uma decomposição

x ox:oxà
de svbesT)aços fecha,dos com X?.. o espaço tangente o, M em m

(n) pa« c«d« « c M, s. m- ::: T(t)(m)

OT(t)(m)lx; Xj; - X:., a = c, u,s

. D7'(t)(m)lx. é um isomorlism.o de X:. sobre X rnl

Severino Hol. ócio IME-USP

84 

Demonstração: Sej a Ào fixado. De (Hl) e (H5) segue que os atratores A~ , dados no Teorema 

3.2.2, estão contidos na bola B[O, 2a~] em L2 (S1 
) . Além disso, como E>. e A>. , temos que 

E>. é limitado. 

Suponha que existe e > O, tal que para todo ó > O existe À E R tal que li>- - >-oll < ó e 

E>. <t E>.o· Então existe seqüência (u>.;) em E>. tal que 

(4.2.3) 

Agora 

Já que U>.; está em um conjunto limitado e g(/3j J *U>.; + /3j hí) é um operador compacto, existem 
uma subseqüência (u>.k) de (u>.;) e u0 E B[O, 2a~], tal que U>.k ---+ u0 , quando k---+ oo. Da 
continuidade de g, segue que 

uo = g(f3oJ * uo + /3oho). 

Portanto u0 E E>.o· Isso contradiz (4.2.3). ■ 

4.2.2 Semicontinuidade inferior dos equilíbrios 

A semicontinuidade inferior dos equilíbrios é obtida, em geral, aplicando-se o Teorema 

da Função Implícita. Isso é possível quando os equilíbrios são todos hiperbólicos. No entanto, 

em casos de problemas com simetria (como em (3 .1.4)) as hipóteses do Teorema da Função 

Implícita não valem (veja Exemplo 4.2.9 no final desta subseção, onde as cmvas de equilíbrios 

do problema perturbado podem desaparecer). Para superar esta dificuldade, utilizamos agora 
a definição de hiperbolicidade normal, (ver [4]). 

Definição 4.2.4 Sejam T(t) um semigrupo sobre um espaço de Banach X e M e X uma 

variedade invariante sob T(t) . Dizemos que A;J é normalmente hiperbólica sob T(t) se: 

(i) Para cada m E JVJ existe uma decomposição 

X = X~ EB x::., EB x,: 

de subespaços fechados com X~, o espaço tangente a M em m . 

(ii) Para cada m E Jvf, se m 1 = T(t)(m) 

DT(t)(rn)lx~. : x: - X~~ 1 , a= e, u, s 

e DT(t)(m)lx:i, é um isomorfismo de X~, sobre X~,
1

. 
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(iii) Ezásíem to ? 0 e p < 1 taZ que para todo t 2 to

pi«f l llor(t)(m)""ll : z" c x:, llz"ll > m«'ll, flor(t)(m)lxg.ll},

p«-in 'l i, inflllDr(t)(m)"'ll : z' c xâ, ll='ll = i} l > llD7'(t)(m)lxàll-

A condição (4.2.4) sugere que próximo a m C M, T(t) é expansivo na direção de Xnu. em

uma taxa maior que sobre M. Enquanto (4.2.5) sugere que 7'(t) é contractivo na direção de

X:, em unia taxa maior que sobre ]\4.

Aplicaremos o seguinte resultado provado em (l41, p. 121-123).

(4.2.4)

(4.2.5)

Teorema 4.2.5 (Hiperbolicidade Normal para Fluxos,) Suponhamos gue T(t) é urra Oi-
seTitigrupo sobre zm espaço de Banach X e N{ é uma variedade inuadante sob T(t), compacta
e cone=a, de classe C' , a qual é vtormalmevtte hiperbólica sob TÇt}, (isto é Date ({), ({i) e existe

0 $ t. < «, t«Z q«. 0ií2 -Z' p«« t.do t 2 to). Sd«m T(t) «. G:-'emdg«po soZ,« X .
tt > to. Con.sidere N(.E) a c-uázàn.dança de M, dada por,

N(.) m+«"+:«', mC W, :«" C XÂ, «' C xà, llz"ll, llz'll < c}{

Suponhamos ainda que existe e* > t} tat que para cada c < c* , existe a > 0 tül que se

li"-. {llP(t:)" r(t.)«'ll+ llof(t:)(") - or(t:)(")ll} <"
e

suP llT(t)u r(t)ull < a,para 0 $ t $ t.
ueN(')

Então existe unia única uaüedade nuaüavtte sob T(t) em N(e), MI, que é compacta, covleza
. de .Z« C':. ,41ém .ZÍ«o, M é no«n«Zment. Aip«bóia« «Z, T(t) e, p«« c«d« t ? 0, 7'(t) é

um CI -difeonior$smo de M em M

P\'oposição 4.2.6 Suponhamos as hipóteses (HI), (H2) e (H7) válidas. Então todas cbs cur-
das de eqttilürios de Tx(t) são vtormalmente hãperbólãcas sob Tx(t).

Demonstração: Sejam ]\4 uma curva de equilíbrios de TÀ(t) e m € M. De (H7) segue que

Ã'«(-OF'(m, À)) - .p-lm'}

Seja y = 7?(Z)F'(m, À)) a imagem de DF(m, À) Sendo DF(m, À) autc-adjunto e Fredholm
de índice zelo, de (H7), segue que

a(DF'(m, À)Ir) - a« U a.,
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( iii) Existem t 0 2". O e µ < 1 tal que para todo t ~ t 0 

µinf { IIDT(t)(m)xull : xu E X~u ll xu ll = 1} > max{l , II DT(t)(m) lx~,11}, (4.2.4) 

µmin { 1,inf{IIDT(t)(m)xcll : xc E X,~1 , ll xc ll = 1}} > II DT(t)(m) lx~, 11 - (4.2.5) 

A condição (4.2.4) sugere que próximo a m E NI, T(t) é expansivo na direção de X,~ em 

uma taxa maior que sobre NI. Enquanto (4.2 .5) sugere que T(t) é contractivo na direção de 

X,~1 em uma taxa maior que sobre .A;J . 

Aplicaremos o seguinte resultado provado em ([4], p. 121-123) . 

Teorema 4.2.5 (Hiperbolicidade Normal para Fluxos) Suponhamos que T(t) é um C1 -

semigrupo sobre um espaço de Banach X e .A;J é 1.ima variedade invariante sob T(t), compacta 

e conexa, de classe C2
, a qual é normalmente hiperbólica sob T(t) , (isto é vale (i}, (ii} e existe 

O :S t0 < oo tal que (iii} vale para todo t ~ t 0 }. Sejam T(t) um C 1 -semigrupo sobre X e 

t 1 > t0 . Considere N(E) a E-vizinhança de M, dada por, 

Suponhamos ainda que existe E* > O tal que para cada E < E*, existe a > O tal que se 

e 

sup { IIT(t1)u - T(t1)ull + II DT(t1)(u) - DT(t1)(u)II} < a 
uEN(E) 

sup II T(t)u - T(t)u ll < a , para O :s; t :S t 1 . 

uEN(E) 

- ~ 

Então existe uma única variedade invariante sob T(t) em N(E) , 1'1 , q1.ie é compacta, conexa 

e de classe C1
. Além disso, M é normalmente hiperbólica sob T(t) e, para cada t ~ O, T(t) é 

um C1 -difeomorfismo de M em M. 

Proposição 4.2 .6 Suponhamos as hipóteses (Hl}, (H2} e (H1} válidas. Então todas as cur

vas de equili'brios de T>. ( t) são normalmente hiperbólicas sob T>. ( t) . 

Demonstraçã o: Sejam M uma curva de equi líbrios de T>.(t) em E M. De (H7) segue que 

Ker(DF(m, >.)) = span{m'} . 

Seja Y = R(DF(m, >.)) a imagem de DF(m, >.). Sendo DF(m, ✓\) auto-adjunto e Fredholm 

de índice zero , de (H7) , segue que 
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onde o-. e o-, correspondem aos autovalores de Z)F(m, À)Ir que são positivos e negativos
respectivamente.

De (HI) e (H2), segue que TÀ(f) é um Oi- semigrupo, então podemos considerar a equação
linear

ó F'(m, .X)l*)«.

Denotando por l)TÀ (t)(m) a derivada de TÀ(t) com relação à condição inicial no ponto m, segue

que Z)Tx(t)(m) = e(OF'(",À»'. Em particular Z)Tx(f)(m)Ir = 1)(TÀ(t)Ir)(m) = c(OF'(m,À)l*)l

Então a solução da equação linear acima, com condição inicial uo c y, é dada por -DTÀ (t) (.m) Irão
Sejam Pu e P. as projeções espectrais correspondentes a a. e a., i'espectivamente e X" ::

Puy, Xà = Psy os subespaços invariantes correspondentes as projeções Pu e Ps. Então temos
a decomposição y :: X: a) Xà

Para a afirmação e as estimativas abaixo, (veja j101, p. 73 e 81 ou 1201, p. 37).
A solução DTÀ(t)(m)IVu, da equação linear acima, quando t --, +oo, é exponencialmente

decrescente se u C Xà e é exponencialmente crescente se u C X" . Além disso,

llZ)TÀ(t)(«.)lv«ll $ -Ve'"'llull, para « C X;. e t 2 0, (4.2.6)

(4.2.7)Z)TÀ(t)(m)IVull $ .Ve"'ll«ll, pa:a u C X: e t $ 0,

para alguma consta.nte positiva p e alguma constante Ar 2 1.

Agora, escrevendo Xâ = spanlm'}, temos a. decomposição

L'(S:) - X: ® X: © X:.

Além disso, vimos na demollstração do Lema 4.2.1 que, DF'(m, À)ly é um isomorfismo de y
em y. Então DF(m,À)lxâ : X: --, Xg, a = u,s, é um isomorfismo. Conseqüentemente o
Huxolinear

0TÀ(t)(m)lxK : Xá H X=
é também um isomorfismo.

Finalmente, da afirmação e estimativas (4.2.6) e (4.2.7), obtemos (4.2.4) e (4.2.5) da

definição de variedade normalillente hiperbólica. Com efeito, para verificar que a afirmação
acima e (4.2.6) implica em (4.2.4) calculamos, por um lado,

LOTA (t)(m)lx:. ll sup {lleor'(",N'z'll.,}
llz'llz,2 :::l

suP {z'},
lla'llL2 = l

suP
jl='ljL2::l

.&2

«' + tDf'("'', À)"' + ii-of'(m, À)'"' +
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onde au e as correspondem aos autovalores de DF(m, /\)h, que são positivos e negativos , 
respectivamente. 

De (Hl) e (H2), segue que T>.(t) é um C1
- semigrupo, então podemos considerar a equação 

linear 

v = (DF(m, À)lv )v. 

Denotando por DT>.(t)(m) a derivada de T>.(t) com relação à condição inicial no ponto m, segue 
que DT>.(t)(m) = e(DF(m,>.))t_ Em particular DT>.(t)(m)lv = D(T>.(t)lv )(m) = e(DF(m,>.) ly)t_ 
Então a solução da equação linear acima, com condição inicial v0 E Y, é dada por DT>.(t)(m)lvv0 . 

Sejam Pu e Ps as projeções espectrais correspondentes a au e as, respectivamente e x;:i = 
PuY, X~= PsY os subespaços invariantes correspondentes as projeções Pu e Ps. Então temos 

a decomposição Y = X,':i E9 X~. 

Para a afirmação e as estimativas abaixo, (veja [10], p. 73 e 81 ou [20], p . 37) . 

A solução DT>.(t)(m)lvv , da equação linear acima, quando t - +oo, é exponencialmente 
decrescente se v E X,~ e é exponençialmente crescente se v E x::i. Além disso, 

IIDT>.(t)(m)lvvll ~ Ne-vtllv ll, para v E X~i e t 2='. O, 

IIDT>.(t)(m)lvv.11 :S Ne11tllv ll, para v E x;:i e t :S O, 

para alguma constante positiva v e alguma constante N 2='. 1. 

Agora, escrevendo X~= span{m'}, temos a decomposição 

( 4.2.6) 

(4.2.7) 

Além disso , vimos na demonstração do Lema 4.2.1 que, DF(m, À)lv é um isomorfismo de Y 
em Y. Então DF(m, À)lx::. : X~ - x;:,_, a= u, s, é um isomorfismo. Conseqüentemente o 
fluxo linear 

DT>.(t)(m)lx::, : x::i - x::i 
é também um isomorfismo. 

Finalmente, da afirmação e estimativas (4.2.6) e (4.2.7) , obtemos (4.2.4) e (4.2.5) da 
definição de variedade normalmente hiperbólica. Com efeito, para verificar que a afirmação 
acima e ( 4.2.6) implica em ( 4.2.4) calculamos, por um lado, 

IIDT>.(t)(m)lx~.11 = sup { lleDF(m,>.)txcllL2} 
ll xc ll1,2=l 

sup {xc + tDF(m, /\)xc + t~ DF(m, /\)2xc + · · ·} 
ll x" ll1,2 = l 2. 

sup {xc} , 
ll xc ll1,2 = l 
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pois z' C Ker(DT'(mz, À)). Logo llZ)Tx(t)(m)lxÊ.ll = 1. Portanto, nesse caso, o lado direito de
l4.2.4) é sempre igual a 1. Poi outro lado,

laTA(t)(m)z"llz,, = lle(or'('",À)l.')tz"lll,

que é exponencialmente crescente. Então dado O < ti < oo, temos

lle(OP(",x)ly')tz"llt2 2 lje(OF'(",À)ll')tlzullL2

> lle(OF'(",À)Ir)y'#ullz,a

> lje(or'(",x)Ir)oz"llL2

lz"lll,,

pala todo t 2 ti. Logo a estimativa desejada é imediata. De maneira análoga mostra-se que
a afirmação acima e (4.2.7) implica em (4.2.5).

Proposição 4.2.7 Suponha as /hipóteses ÍXI)-rXS). Sda l)TX(f)(u) o ./7uzo Zánear gerado

'pel,a, eq'ua,acto

:;= u-Fg'tj3J*'u,-tj3hàÍ3ÇJ+Ü

Então, Jüado Xa C R, temos

ITÀ(t)u TÀ.(t)ullz,(s-) + llz)Tx(t)(u) z)TÀo(t)(u)llz:(L,(s:), L'(s:» '' o, À --, Ào,

para u em co@unto Jãmáta o de Z.'(S:) e t C 10, ól, com Z, < oo.

Demonstração: Quanto a primeira parcela, do Lema 4.1.1 segue que

lIrA(t)u Tx.(t)ullt2(s-) '' o, À --} Ào,

para u em conjunto limitado e t C 10, ól, com b < oo.
Quanto a segunda parcela, da fórmula de variação das constantes, temos

DTx(t)(u)u= e *u-F l e'(t ;)g'(f3J+u-Fj3h)(.j3J+u)ds.
t

0

Então

LOTA(t)(u)u - 0TÀ.(t)(u)«lll, . « ')lllç'(P;*u+ Ph)P
0

g'(ÕoJ * u + Poço)Poli * «lll,as

e « 4lllg'(P; * u+#h)P
0

g'(ÕoJ * u + Poço)Pl} * «ll ,

+ / . « 4llg'(PoJ*u+Õoho)(J*«)(P
[ }

f

Ig' (PoJ # u + Poço)(J u)(P õo )ll L, ds
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pois xc E K er (DF(m , .>.)). Logo IIDT,\(t)(m) lx~.11 = 1. Portanto, nesse caso, o lado direito de 

(4.2 .4) é sempre igual a 1. Por outro lado, 

que é exponencialmente crescente. Então dado O < t 1 < oo, temos 

ll e(DF(m,À)!y)txullu > ll e(DF(m,À)ly)l1xullu 

> ll e(DF(m,À)IY)i xu llu 

> ll e(DF(m,,\)!y)Oxu llu 

ll xu llu , 

para todo t 2 t 1 . Logo a estimativa desejada é imediata. De maneira análoga mostra-se que 

a afirmação acima e (4.2 .7) implica em (4.2 .5) . ■ 

Proposição 4 .2.7 Suponha as hipóteses (H1}-(H3}. Seja DT,\(t)(u) o fiuxo linear gerado 

pela equação 

~~ = -v + g' (/3 1 * 11. + /3h)j3(J * v). 

Então, fixado Ào E R, temos 

para u em conjunto limitado de L2(S1 ) e t E [O, b], com b < oo. 

D emonstração : Quanto a primeira parcela, do Lema 4.1.1 segue que 

para u em conjunto limitado e t E [O, b], com b < oo. 

Quanto a segunda parcela, da fórmula de va riação das constantes, temos 

DT,\(t)(u)v = e-tv + 1t e-(t- s) g'(/31 * u + jJh)(/31 * v)ds. 

Então 

IIDT,\(t)(u)v - DT,\0 (t)(u)vl lu < 1t e-(t-s)ll[g' (/31 * u + /3h)/3 

- g'( /3o1 * u + /3oho)f3o]J * v lluds 

< 1t e- (t -s) li [g' (/3 1 * u + jJh) /3 

g'( /3o1 * u + /3oho) f3 ]J * v ll uds 

+ 1t e-(t-s) llg'( f3o 1 * u + /3oho)(J * v) (/3 - f3o) ll uds. 
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a deT)ndo à bo]r
í/ "' V C''AIOUU V ../ U UCI'i qUÇ ll''\ /X0ll '''- U iiiiPii\,a, qt-tC \ÁIJ B 'C& ''F ÁJ/ÓJ pCi'beiiCC

centro em (/3oJ # u + Õo/zo) e raio q em L'(S:). De fato, usando (3.1.5), temos

IDo(J*")(«,)+ÕoAo a(J*n)('«) phl $ 1P Poli(}*u)(«,)l+lPoho-Phl
$ (11;11-11ullt,IP ÜI + IPoão - phl) --, o, À --, ,x.

Assim, por (H2), existe uma constante positiva L, que depende apenas de u, tal que

Ig'(P(J*u)(««) +Ph) - g'(Ü(a*u)(««) +Dnho)l $ Z.(IP Poli(J*u)(«,)l + IPA ©ohol).

Então

Ig'(Pj* u+Ph)# g'(DoJ* u+ Õoh)PI(}* «)lli,,
Ig'(P(}* a)(««) + #h) g'(Do(J* u)(.«)+ Podo)I'P'l(}* «)(

$ / z'(IP - Poli(J*u)(««)l + IPh Õohol)'P'l(}*«)(«)I'd«,

Usarldo (3.1.5), obtemos

llg'(/71 + u+#h)/3 g'(PoJ + u+ Poço)/31(J + u)ll $ 2a'-LI llulll,v2;11111.l/3 Õol

'- ip" ilpil'ii.ii«ii.,.

«,)I'dwSi

S

Portanto

sup Jo' e (' ')lllg'(/iJ+u+/3A)/7 -- g'(PoJ+u+Poho)PI(J+u)lll,ds
llullt2=l

' «.i=:.{,,«(««««";«'". ,«-««"., .

: «.i=:: {,,«(««««";«'". -'- '«-««««}

','-"l ii«il ,an'ii.ip pii'ii..

(t -- ')ds

Agora,

Ig'(PoJ*u+ÕoÀo)(}*«)(P Do)llÍ, - / Ig'(Õo(J*u)(««) +Õoho)(J*«)(w)(P Õo)I'd«,.

Mas, usam(lo (n3) (ver início (lo Capítulo 3) e (3.1.5), temos

,'HoU*d(«) 'P."dP*0(«)1 . l*.ÕoMtl'll.ll«ll., --*-P.". -'' *;)All.ll.ll«ll ,
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Dado T/ > O existe ô > O tal que li>- - >-oll < ô implica que (/31 * u + {3h) pertence à bola de 
centro em (f3ol*u+f30h0) e raio T/ em L00 (S 1

) . De fato, usando (3.1.5), temos 

l,60(1 * u)(w) + f3oho - /3(1 * u)(w) - f3h l < l/3 - /3ol l(1 * u)(w)I + lf3oho - /3h l 

< (llllloollullul/3 - /3o l + lf3oho - /3h l) - O, À - Ào. 

Assim, por (H2), existe uma constante positiva L, que depende apenas deu, tal que 

lg'(/3(1 * u)(w) + {3h) - g'(f3o(1 * u)(w) + f3oho) I ~ L(l/3 - /3oll(1 * u)(w)I + lf3h - f3oho l) -

Então 

li [g'(/31 * u + [Jh)/3 - g'(f3o1 * u + f3oho)f3](1 * v)lli2 

= { lg'(f3(J * u)(w) + {3h) - g'(f3o(1 * u)(w) + f3oho)i2/32 1(1 * v )(w)l2dw Js1 

< { L2(1f3- f3oll(1 * u)(w)I + lf3h - /3ohol) 2/32 l(1 * v) (w)l2dw. }s1 

Usando (3.1.5), obtemos 

ll[g'([Jl * u + f3h){3 - g'(f3o1 * u + f3oho)f3](1 * v) li < 2T L (1lullL2v2Tlllllool/3 - /3o l 

+ l/3h - /3oho l).Blllll ool lvllu -

Portanto 

sup 
llvlll,2=1 

J; e-(t-s) li [g' ([31 * u + {3h )/3 - g' (f3o1 * u + f3oho)f3]( 1 * v) li uds 

< sup {2TL(llulluv2Tlllll ool/3 - /3ol + lf3h- /3ohol )/311Jll oo llvll L2 t e-(t-s)ds } 
llvlll,2=1 lo 

< sup {2TL(llull L2v2Tllll lool/3- /3ol + l/3h-/3ohol ) /311Jllool lvllL2} 
ll vlll,2=1 

= 2T L (11ull L2v2Tlllll oo l/3 - /3o l + l/3h - f3oho l) /31 1111 00 -

Agora, 

llg'(fJol * u + f3oho)(1 * v)([J - /3o) lli2 = { lg'( f3o(1 * u)(w) + f3oho)(1 * v)(w)(/3 - f3o)l2dw . l s1 

Ivias, usando (H3) (ver início do Capítulo 3) e (3 .1.5), temos 
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Então

g'(PoJ* u + Poço)(J* «)(P Po)llÍ,,

ril'ii.ii«ii., -- ".p.". + *. l :.'-ii'ii:.,ii«iií,,ip
2

: /. (*.'.«
Pol'dw

1,0p0

l g'(ÕoJ*u+Õoho)(}*«)(P Po)lll,

1 * p.«ã;11111.ll«ll., -'- É.P.". -'- A. I','-tllll.ll«ll ,IP P.l

Portanto

«P .e
llullz,2 =l

e « 4llg'(PoJ * u+ Poço)(}* «)(P 0o)lll,as

<

{(*.«.''«'"."«"« ' *."«. -- *;)',«'«-"«"«

{('.«.";«'"-"«"« * *.'.«. -- *;) ',«'«-"«"«

l ü« ;nlll-ll«ll., -- k.õoh. -- k. l '.'-11111.IP

P.l

<

Logo

LOTA(t)(u) z)TÀ.(t)(u) llc(t2(st), L2(si» SUP IIZ)TÀ(t)(U)U Z)TÀ.(t)(U)UIIL,H-)
ll«ll=i

2',z.(llullp vRlllll.l# - Dol

I'"-,.«l)'ll'll.

(*.,.«'ll'll.ll«ll.,

k.Poço + k.) 2.'-lljll-lP - ÜI
c(À),

<

+

+

+

com C'(À) --, 0, quando À --» 0. Isso completa a demonstração

Teorema 4:.'Z.8 Suponhamos as hipóteses (HI)-(H2), (H5)-(H6), com a. < m, e (H'T)-(H8)

u(ílidas. Então o conjunto Ex dos equilíbrios de Tx(t) é gemi-cota.tíntto ánfeüormente com
relação ao parâmetro À enz Ào
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Então 

li g'(f3oJ * 1l + f3oho)( J * v)(f3- f3o) ll i2 

< fs
1 

( k4f3o~lllll oo llull L2 + k4f3oho + ks) \TIIJ ll~llvl l1,2 lf3 - f3o l
2
dw. 

Logo 

li g'(f3oJ * u + f3oho)(J * v)(f3 - f3o) IIL2 

< ( k4f3o~lll ll oo llullL2 + k4fJoho + ks)2TIIIl loo llvl lL2 lf3 - fJo l-

Portanto 

sup J; e-(t-s) llg'(f3oJ * u + f3oho)(J * v)({J - f3o )IIL2ds 
llvll r,2=1 

< sup { (k4f3o~IIJllool lullL2 + k4f3oho + ks) 2TIIIlloollv llL2 lf3 - f3o l ( e-(t-s)ds } 
llvllr,Fl · Jo 

< sup { (k4f3o~IIJll co llullL2 + k4f3oho + ks)2TIIJlloo llvll L2 lf3 - f3o l} 
llvll r,2=1 

= ( k4fJo~IIIlloolluilL2 + k4f3oho + ks) 2Tllllloo lf3 - f3o l-

Logo 

IIDT,x(t)(u) - DT.x0 (t)(u)ll1.:(L2(s1), L2(Sl)) = sup IIDT,x(t)(u)v - DT,x0 (t)(u)vllL2(s1) 
llvll=l 

< 2TL(llullL2~11Illoolf3 - f3o l 

+ lf3h - f3oho l) f311 Illoo 

+ ( k4fJo~IIJll oo lluilL2 

+ k4f3oho + ks) 2TjjJll co lf3 - f3ol 

- C(,,\), 

com C(,,\) -t O, quando À - O. Isso completa a demonstração. ■ 

Teorema 4.2.8 Suponhamos as hipóteses (H1)-(H2}, (H5}-(H6) , com a < oo, e (H1}-(H8} 

válidas. Então o conjunto E,x dos equil{brios de T>.(t) é serni-cont{mw inferiormente com 

relação ao parâmetro /\ em Ào. 

Severino Horácio IME-USP 



90

Demonstl'ação: No caso de equilíbrios constantes o resultado segue do Teorema da Função
Implícita, pois estes equilíbrios são hiperbólicos e a função

r'(u, À) + Ph)

é de classe C'i em u.

No caso de equilíbrios não consta.ntes, seja À/ uma curva. de equilíbrios de EÀ.. Queremos

naostrar que, pala todo c > 0, existe (i > 0, de modo que se À é tal que llÀ -- Àoll < õ, então
existe ]WÀ C EÀ ta] que .A/ C MÍ, onde MÍ é a c-vizinhança de ]t4À.

Mas, do Lema 4.2.1 e das Proposições 4.2.6 e 4.2.7, estamos nas hipóteses do Teorema
de Hiperbolicidade Normal. Então dado f > 0, existe õ > 0 tal que, se llÀ Àoll < (i existe
uma única variedade invariante compacta conexo de classe (71, Jt4À, a qual é normalmente
hiperbólica sob TÀ(t), tal que À/À está c-próxima de .A/.

Já que o fluxo é gradiente e .A4À é compacta e invariante, existe pelo menos um ponto,
mx C Mx, que é equilíbrio de TÀ(t)- Clom efeito, dado u C À4À, pela invariância de .ü/À,

a seqüência u« = TÀ(t»)u C MÀ, para toda seqüência t« C ]R. Por compacidade, existe
subseqüência u«. que converge para algum rrzx C .A4À. Então mx C w(u), e sendo TÀ(t)
gradiente, do Lema 1.3.3, temos que mx C EÀ.

Como À/À está c-próxima de .A/, existe m € M tal que

ll«z -- Hall < c

Seja I'À a cuida de equilíbrios dada por I'À = {'y(a;mX), a C Si} que é uma variedade
invariante normalmente hiperbólica sob TÀ(t).

Agora, ]\4 = 1'À. = {7(a; m), cv C Si}. Então, para cada a C S', temos

ll'y(a; «.*) - 7(a; m)llÍ, l7(a; m,)(««) - '(a; m)(.«)I'd«,ql

«.*(a««) m(aw)I'd««.
Si

Usando que

m(aw)d««
Si

obtemos

l7(a; m*) - '(a; «.)llÍ, 1«* «11í,

Então

I'y(a;mx) - '(a;m)llp - ll«.* -mjjL:
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Demonstração: No caso de equilíbrios constantes o resultado segue do Teorema da Função 

Implícita, pois estes equilíbrios são hiperbólicos e a função 

F(u, >.) = -u + g(/3u + (3h) 

é de classe C 1 em u. 

No caso de equilíbrios não constantes, seja .Alf urna curva de equilíbrios de E;,..0 • Queremos 

mostrar que, para todo é > O, existe 8 > O, de modo que se À é tal que li>. - >.0 11 < 8, então 

existe M;,.. e E;,.. tal que M e M'J.., onde Nl{ é a é-vizinhança de M;,.. . 

Mas, do Lema 4.2.1 e das Proposições 4.2.6 e 4.2.7, estamos nas hipóteses do Teorema 

de Hiperbolicidade Normal. Então dado é > O, existe 8 > O tal que, se li>. - >.0 11 < 8 existe 

urna única variedade invariante compacta conexa de classe C1, Nl;,.., a qual é normalmente 

hiperbólica sob T;,..(t), tal que M;,.. está é-próxima de M . 

Já que o fluxo é gradiente e .Alf;,.. é compacta e invariante, existe pelo menos um ponto, 

m;,.. E Nl;,.. , que é equilíbrio de T;,..(t) . Com efeito, dado u E M;,.. , pela invariância de M>. , 
a seqüência un = T;,..(tn)u E Nl;,.., para toda seqüência tn E R Por compacidade, existe 

subseqüência Unk que converge para algum m;,.. E M;,... Então m;,.. E w(u), e sendo T;,..(t) 
gradiente, do Lema 1.3.3, ternos que m;,.. E E;,.. . 

Como M;,.. está é-próxima de M, existem EM tal que 

llm-m;,..II <é. 

Seja f;,.. a curva de equilíbrios dada por f;,.. = {,(a; m;,..) , a E 5 1
} que é uma variedade 

invariante normalmente hiperbólica sob T;,..(t). 

Agora, M = f;,.. 0 = {,(a; m), a E 5 1 
} . Então, para cada a E 51, ternos 

Usando que 

obtemos 

Então 

11,(a; m;,..) - ,(a; m)lli2 = r l,(a; m;,..)(w) - , (a; m)(w)l2dw l s1 
r lm;,..(aw) - m(aw)l2dw. l s1 

f m(aw)dw = f m(z )dz, Js1 Js1 

11,(a; m;,..) - , (a ; m) llh = llm;,.. - mll i2-

11,(a; m;,..) - , (a ; m) ll c 

< é. 
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Logo, I'À está c-próxima de M. Então, por unicidade, MÀ = 1'À

Portanto A4 C À4Í.

Observação: Quando temos a estimativa

k.Pv''5;11111. < 1,

a continuidade dos equilíbrios segue diretamente do Teorema de Ponto Fixo com parâmetros,

(veja li01, p. 13)

O exemplo abaixo mostra que curvas de equilíbrios de

à

geradas pela ação de um grupo, podem desaparecer mesllio quando a simetria é preservada,
ou seja, não vale um insultado do tipo Teorema da Função Implícita sem hipóteses adicionais,

(«ja litl).

Exemplo 4.2.9 rt/m ezempZo com sámetãa J

Considere o campo em R.2
i - «(l - :«' - y'),

ú - :«' - 3/')
(4.2.8)

Seja
á - .Z/ + «(l - z' y'),

Ü +Z/(l - z' Z/')
(4.2.9)

uma perturbação do Campo (4.2.8). Note que (4.2.8) tem, além da origem, ca curva de
equilíbrios dada por

r'+u'- l

que é gerada por rotação a partir de unl equilíbrio fixo. Porém, se c # 0, é fácil ver que (4.2.9)
não tem equilíbrio não trivial, embora seja equivariante pela ação de SI

Unam informação importante para o sistema (4.2.9) é que ele não é gradiente. De fato,
usando coordenadas polares

z :: rcos0, y :: r sino
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Logo, r" está E-próxima de M. Então, por unicidade , !\Ih= r". 
Portanto NJ e Mf. ■ 

Observação: Quando temos a estimativa 

ki/35Tlllll (X) < 1, 

a continuidade elos equilíbrios segue diretamente do Teorema ele Ponto Fixo com parâmetros, 

(veja [1 9], p. 13). 

O exemplo abaixo mostra que curvas de equilíbrios de 

x = F(x), 

geradas pela ação de um grupo, podem desaparecer mesmo quando a simetria é preservada, 

ou seja, não vale um resultado do tipo Teorema da Função Implícita sem hipóteses adicionais, 

(veja [11]) . 

Exemplo 4.2.9 (Um exemplo com simetria) 

Considere o campo em JR2 

( 4.2.8) 

Seja 

(4.2.9) 

uma perturbação elo Campo ( 4.2.8). Note que ( 4.2.8) tem, além ela origem, a curva de 

equilíbrios dada por 

x2 + y2 = 1 

que é gerada por rotação a partir de um equilíbrio fixo. Porém, se é i- O, é fácil ver que ( 4.2.9) 

não tem equilíbrio não trivial , embora seja equivariante pela ação ele S1 . 

Uma informação importante para o sistema ( 4.2.9) é que ele não é gradiente. De fato, 

usando coordenadas polares 

x = rcos0, y = r sin 0, 
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podemos reescrever (4.2.9) na forma

f - 2,(1 «'),

0 e. (4.2.10)

Claramente, para cada c :# 0, r(t) l e é?(t) = ct é uma órbita periódica de (4.2.10)

4.3 Existência e continuidade das variedades instáveis
locais

Voltemos à equação

ã- - -« + g(P(}* «) + ah).(4.3.ii)
Sejam À = (/z, P) c R : 0 $ h $ h*, 0 $ P $ /3* e F' : l,'(S') x R --, -L'(S:) definida pelo lado

direito de (4.3.11), isto é,

F'(u, À) - u + g(P(} * u) + #h)

Seja ux um equilíbrio de(4.3.11). Se u = ux+u é solução de(4.3.11) segue, da Proposição
3.1.5, que

á("* + ") - -"+ g'(0(J* "*)+ Ph)#(;* ") + "(u*, ", À)-

onde r(uÀ, 0, À) = 0 e pala cada Ào C R fixo, chama.tido de ux. o liillite de ux quando À --, Ào,

ll«(ux. , «: , Ào) «(u*., «,, ,Xo)lll, $ p:(P)ll«- «,llÉ,, (4.3.12)

pai'a lluillL2 $ p, llu2llp $ p, onde pl( ) é uma função não decrescente, com pl(0) = 0 e
I'l(p) --+ 0, quando p --} 0.

Portanto, unia solução de (4.3.11) em uma vizinhança de uÀ é uma função da forma uÀ +u
com u solução da equação

%- - -L(À)" + '("*, ", À),

onde Z'(À)u = u + g'(/7(/ * ux) + /3h)/7(J * t,) é a "parte linear"de F'(uÀ + u, À).

Para Ào fixado, temos

(4.3.13)

Z,(Ào)« «+ g'(/3o(J* ux.) + anho)Do(;* «)
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podemos reescrever ( 4 .2.9) na forma 

0 = é . 
(4 .2.10) 

Claramente, para cada e# O, r(t) = l e 0(t) = ct é uma órbita periódica de (4.2 .10) . 

4.3 Existência e continuidade das variedades instáveis 

locais 

Voltemos à equação 
au at = -u + g((J(J * u) + (3h). (4.3.11) 

Sejam À = (h,(3) E R : O :S h :S h* , O :S (3 :S (3* e F: L2 (S1) x R- L2 (S1 ) definida pelo lado 
direito de (4.3 .11) , isto é, 

F(u, >.) = -u + g((J(J * u) + (Jh). 

Seja U>, um equilíbrio de (4.3 .11). Seu = U>, +v é solução de (4 .3.11) segue, da Proposição 

3.1.5, que 

onde r(u>, , O,>.) = O e para cada Ào E R fixo, chamando de U>,0 o limite de U>, quando À - Ào , 

(4.3.12) 

para ll v1 II L2 :S p, ll v2 llu :S P, onde v1(·) é uma função não decrescente, com v1(0) = O e 
v1 (p) - O, quando p - O. 

Portanto, uma solução de ( 4.3 .11) em uma vizinhança de U>, é uma função da forma U>, +v 

com v solução da equação 
av 
ât = L(>.)v + r(u>,, v, >.), (4.3. 13) 

onde L(>.)v = - v + g' ((J(J * U>,) + ,6h)(J(J * v) é a "parte linear"de F(u>, + v, >.) . 
Para Ào fixado, temos 

L(Ão)v = -v + g'(f3o(J * U>,0 ) + ,6oho) f3o(J * v). 
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Note que, usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Hõlder, temos

IZ.(À)« - Z(À.)«llt, $ 111g'(P(}*ux+Ph)P g'(Po(J*u*.+DoAo)P.l(J*")lll,
$ 111g'(/3(}*u* +Ph)P - g'(Po(}* u,. + Podo)PI(}* «)llt,

+ llg'(Po(J* ux.+ Poço)(Po - P)(;* «)lll,
$ 11g'(P(J*ux +Ph)P g'(Ü(}*ux.+Boho)PllPll(;*«)lll,
+ llg'(/3o(}* u,.+Poho)(Po P)llt,ll(J*«)lll,.

De (H2), existe uma constante À4 > 0 tal que

It(x)« L(Ào)«llt, $ Mll#j*ux+Ph PoJ*ux. -Poholll,Pll;*«llt,
+ llg'(Do(.J* uX.+P.Ào)(Po - #)lll,ll(J* «)llt,.

De (H3), existe ullla constante ]Wi > 0 tal que llg'(/3o(J # ux. + Poço)lll, $ Mi. Então usando

a desigualdade de Young, obtemos

IL(À)« - L(,XO)«IIL, $ h/IIIIIIL-II/3UÀ POHÀ.II

+ w:l/3 - DollllllL- llulll,

Sendo llllln = 1, resulta

It(À)« - t(Ào)«llt, 5; wlllPux - Doux.l

+ w-lP Ülll«lll,
{w#ll#ux -- /3oux.lll, + mPllPh -- Dohollp + Mil# -- /3ollllullt, .

Da continuidade dos equilíbrios, fazendo À --} Ào, temos

{wPllP«* - Ü«*.ll., + WPllPh - P.h.ll., + w:lP - Õol} --* o.

PohollplPlljllL- ll«IPh .L2n

Ooholll,l/3ll«ll.,,1, + 11Ph

Portanto

llz.(x)« L(Ào)«lll, $ c:(.x)ll«ll,,,,

com at(À) -, 0, quando À -' Ào. Além disso, sendo

«(u*,«, À) (u* + «, À) F'(u*, À)

(4.3.14)

telalos

a
,(u,,",À) - ãir'(©,À)"
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Note que, usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Holder, temos 

II L(À)v - L( /\o)v ll L2 < ll[g'(,6(J * u;_ + ,6h){3 - g'(,6o(J * u;_0 + ,6oho) ,6o](J * v) ll u 

< ll[g'(,6(J * U;_ + ,6h){3 - g'(,6o(J * U;_0 + ,6oho),6](J * v)II L2 

+ llg'(,6o(J * U;_0 + ,6oho)(f3o - ,6)(J * v) llu 

< llg'(,6(J * u;_ + ,6h){3 - g'(,6o(J * u;_º + ,6oho),6 ll ull(J * v)l lu 

+ llg'(,6o(J * u;_º + f3oho) (f3o - fJ) ll u li (J * v) llu-

De (H2) , existe uma constante M > O tal que 

IIL(À)v - L(Ào)v ll u < MllfJJ * u;_ + {3h - f3oJ * u;_º - f3oho ll uf3 II J * vllu 

+ ll g'(f3o(J * u;_º + f3oho)(f3o - f3)11ull(J * v) JI L2 · 
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De (H3) , existe uma constante M1 > O tal que 119'(/3o(J * U;_0 + /3oho)l lu ~ M1. Então usando 

a desigualdade de Young, obtemos 

II L(À)v - L(>-o)v ll u < Nf[II JIIL1 ll /3u;_ - f3ou>-o llL2 + ll /3h - f3oho llu]/311Jllv llvllu 

+ Nii l/3-/3olllJllv ll vl lL2-

Sendo IJ Jllv = 1, resulta 

IIL(>.)v - L(Ào)v llL2 < Nf[Jl/3u;_ - f3ou;_0 llu + IJ /3h - f3oho llL2 ]f311v llu 

+ NI1 l/3 - /3o lllvl lL2 

= {Mf3 11 f3u;_ - f3ou>-o llL2 + Nlf3 ll f3h- f3ohol lu + lVI1 lf3 - /3o l} llvllu-

Da continuidade dos equilíbrios, fazendo À --t Ào, temos 

Portanto 

(4 .3 .14) 

ternos 
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para algum D no segmento H(uÀ) + (l -- p)(ux + u), H C 10, 11. Em particular

,(«,.,«,Àa - ZT'n,.xa« ir'(«*.,Àa«,
para algum D no segmento p(uÀ.) + (l p)(uX. + u), p C 10, il. Portanto

,(«*,«,.u - ,(«,.,«,.xd - láp'n,.u .xal «+ lér'(«*.,.xa ép(«*,.ul «.
Como F'( , À) é Ci e p(uÀ) + (l -- p)(uX + u) ---, p(uÀ.) + (l -- p)(uX. + u), quando À --, Ào,
segue que

1«(u*, «, À) - ,(u*., u, .xo)llz, .$ Oa(À)ll«ll.,

com C2(À) --, 0, (quando À --, Ào.

Agora, ieescrevendo a equação (4.3.13) na forma

3 - z,(Ào)" + /(", À), (4.3.1õ)

onde /(t', À) = IL(À) -- L(Ào)lu + r(uÀ,u, À) representa a "parte não linear"de (4.3.16), temos
que a "parte linear" de (4.3.16) não depende das variações do parâmetro À.

Usando (4.3.14) e (4.3.15) segue due

(4.3.15)

1/(u, .x) -/(«, Ào)llt, $ c3(.x)llullt,.(4.3.i7)
Em vista de (4.3.12) e (4.3.17) segue, dos Teoremas 2.2.1 e 2.2.3, a existência das var-

iedades instáveis locais da origem, PÀ(0), pala equação (4.3.16) e a continuidade desses con-
jLmtos com relação ao parâmetro À em Ào.

Apoia, notando que a translação

'ü -' (u -- z'.x)

leva um equilíbrio uÀ de (4.3.11) na origem (que é equilíbrio de (4.3.16)) temos, pelo Corolário

2.2.2, a existência das variedades instáveis locais, dos equilíbrios ux, Ux(uX), para equação
(4.3.16). Além disso, sendo a translação acima contínua em relação ao parâmetro lambda,

segue do Corolário 2.2.4, a continuidade dos conjuntos UÀ(uÀ) em relação ao parâmetro À em
Ào

4.4 Semicontinuidade inferior dos atratores

Nesta seção, usando a continuidade dos equilíbrios e a continuidade das variedades

instáveis locais dos equilíbrios com relação ao parâmetro À, provámos a semicontimtidade

inferior dos atratores com relação a esse parâmetro em Ào = (ho, Óo) c R
Lembrando que EÀ C .4À e .4À é contpacto, temos o seguinte leRIa:
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para algum v no segmento 1-i(u>.) + (1 - µ)(u>. + v), µ E [O , l] . Em particular 

a _ a 
r(U>.u , v, >-o) = -a F(v, Ào)v - -a F(u>.o, Ào)v, u u 

para algum v no segmento µ(u>.0 ) + (1 - µ)(u>.0 + v), µ E [O, l]. Portanto 

r(u>. , v, >-) - r( U>.o, v, Ào) = [ :u F(v, >-) - :u F(v, Ào)] V+ [ :u F( U>.o, >-o) - :u F(u>., >-) ] V. 

Como F(·, >-) é C1 e µ(u>.) + (1 - µ)(u>. + v) -+ µ(u>.0 ) + (1 - µ)(u>.0 + v), quando À-+ >-o , 
segue que 

com C2 (>-) -+ O, quando À-+ À0 . 

Agora, reescrevendo a equação (4.3.13) na forma 

av 
Bt = L(>-o)v + f(v, >-), 

(4.3.15) 

(4.3.16) 

onde f(v , >-) = [L(>-) - L(>-o)]v + r(u>., v, >-) representa a "parte não linear"de (4.3.16) , temos 
que a "parte linear" de ( 4.3.16) não depende das variações do parâmetro À. 

Usando (4.3 .14) e (4.3.15) segue que 

(4.3.17) 

Em vista de (4.3.12) e (4.3 .17) segue, dos Teoremas 2.2. 1 e 2.2.3, a existência das var
iedades instáveis locais da origem, u>-(o), para equação (4 .3.16) e a continuidade desses con
juntos com relação ao parâmetro À em À0 . 

Agora, notando que a translação 

U ~ (u - U>.) 

leva um equilíbrio U>. de (4.3.11) na origem (que é equilíbrio de (4.3 .16)) temos, pelo Corolário 
2.2 .2, a existência das variedades instáveis locais, dos equilíbrios U>., U>.(u>.) , para equação 
(4.3.16). Além disso, sendo a translação acima contínua em relação ao parâmetro lambda, 
segue do Corolário 2.2 .4, a continuidade dos conjuntos U>.(u>.) em relação ao parâmetro À em 
Ào . 

4.4 Semicontinuidade inferior dos atratores 

Nesta seção, usando a continuidade dos equilíbrios e a continuidade das variedades 
instáveis locais dos equilíbrios com relação ao parâmetro /\, provamos a semicontinuidade 
inferior dos atratores com relação a esse parâmetro em Ào = (ho , f3o ) E R. 

Lembrando que E ,\ e A>. e A>. é compacto, temos o seguinte lema: 
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Lewxa 4.4:.L Ass«-«:\a « hipóteses (HI), (H2), (H5)-(H6), com Q < m, e (H'T). Seja Ex o

conliunto dos equ tür o$ de Tx(t). Para u C Ex, seja W:(u) o conjuTLto instável de u. Então

,4* - U wxu(«)
u,e.Ex

Demonstração Do Teorema 3.5.2, temos

.4* - WÀu(.E*)

Existe apenas um número finito, {ui, ' . uÀ;}, de equilíbrios constantes pois eles são todos

hiperbólicos. Para cada equilíbrio não constante u C EÀ temos uma curva de equilíbrios
À4u c EÀ C .4À. Do Lema 4.2.1, segue que estas curvas são isoladas. Da compacidade de ,4À
existe um número finito de curvas ]MI, . . . , M.. Então

r k '''-. f '» \

,4* - l U WÀu(«J l U l U "'T(MD l
\..j=i / \Í=i /

Do Teorema A.0.5 (Apêndice) segue que

PW(M) - l J PK(«)U

Portanto

U }K(«)
tJC.E.x

Lema 4.4.2 S'apanha as mesmas hipóteses do Lema 4.#.]. .Então dado c > 0, ezáste um

T > 0 taZ que para todo u C ÁÀ.\EÀ.

TX.(--t)u C -Ei.,

para algum t C l0,7'l, onde Zi. é a c-uizánàança de EÀ.. ÁZém disso, quando E é su$cíente
mente pequeno, para este valor de t

TX.(--t)u C t/*'(uo),

para algum 'ua € Ex., onde Ux' (1%) é ü uaüedade ânstáue! local de uo

Severillo Horácio lb41}USP

95 

Lema 4.4 .1 Assuma as hipóteses {Hl) , {H2), {H5)-{H6) , com a < oo , e {H7). Seja E>. o 

conjunto dos equilíbrios de T>.(t). Para u E E>. , s eja Wf(u) o conjunto instável de u. Então 

A>.= LJ vVt(u). 
'll-EE>. 

Demonstração: Do Teorema 3.5.2, temos 

A>. = vVt(E>.)-

Existe apenas um número finito, { u1 , · · · uk}, de equilíbrios constantes pois eles são todos 

hiperbólicos. Para cada equilíbrio não constante u E E>. temos uma curva de equilíbrios 

l'vfu e E>. e A>. - Do Lema 4.2.1, segue que estas curvas são isoladas. Da compacidade de A>., 

existe um número finito de curvas Nfi, ... , Nln- Então 

Do Teorema A.0 .5 (Apêndice) segue que 

Wl'(Mi) = LJ Wt(v). 
vEM; 

Portanto 

A>.= U Hl l'(v) . 
vEE>. 

■ 

Lema 4.4.2 Suponha as mesmas hipóteses do Lema 4.4-1. Então dado E: > O, existe um 

T > O tal que para todo u E À>.0 \E1
0 

para algum t E [O, T], onde E1
0 

é a €-vizinhança de E>.0 . Além disso , q1iando E: é suficiente

m ente pequeno, para este valor de t 

para algum u0 E E >.o, onde U >.o ( u0 ) é a variedade instável local de uo. 
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Demonstração: Seja c > 0 dado e u C .4xo\.EÀ.. Do Lema 4.4.1 segue

u C U';(U)\Zi.,

para algulal E C EÀ.. Daí existe t« = t«(c) < oo, tal que

TÀ.(--t«)u C Zli.

Sendo TÀ.(--t«) um operador contínuo, existe 77« > 0 tal que

TÀ.(-t,)B(u, q«) C Zi.,

onde B(%,?7«) é a bola de centro em u e raio ?7«. Por conlpacidade, existem ui,
.4Ào\.EX. tais que

,u. C

.4À.\.E;0 l(uj , ,7«, )

con. TX.(--t«,)B(uj,q«,) C Zi., para .j - l, . . . ,n. Seja T = maxÍt«.,
u C .4À.\EÀ. arbitrário

lJ

tt..}, então para

TÀ.(-t)u € -E;.,

pata algum t c lo, rl.
Combinando os fatos que H C WXun(©) \ -Ei. para algum © C EÀ. e 7\.(--t)u C EÍ., para

concluir que TÀ.(--t)u c Ux'(ii), quando c é suficientemente pequeno, é suficiente mostrar que

existe õ > 0 tal que Mano(u) nB(o, õ) c U*'(u), para todo u C EÀ.. Portanto a conclusão segue
diretalnente do lema abaixo, com u = TX.(--t)u. n

Lema 4.4.3 ovas condições do Lema #.d.e, ezisfe 77 > 0 taZ que mano(u) n B(u, q) c u*'(u), v
0

Demonstração: Por mudança de variável, podemos supor que o = 0. Então basta mostrar

que existe ?7 > 0 tal que Mano(o) n B(o,q) c C/À'(0). Para isso, sejam õ > 0 e X' > 1 dados

pelo Teorema 2.2.1. Considere 77 = õ e suponha que g C mano(0) n B(0, ?7).
Por um lado, como p C IVÀuo(0), a solução de (4.3.13) que vale p, (quando f = 0, TÀ.(t)g,

existe para todo t $ 0 e

TÀ.(t)9 --, 0, t H .«.

Poi outro lado, sendo g C B(0, ?7), obviamente, com a decomposição do Capítulo 2, temos

llp-ll $ 11pll < !i}. Então, pelo Teorema 2.2.1, a equação (4.3.13) temi uma solução, pala
t $ 0, que está ein UÀ'(0) e é dada por

«,*(9+, t) + q(««+(9--, t)),
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Demonstração: Seja e > O dado e u E A,\0 \E1
0

• Do Lema 4.4.1 segue 

para algum u E E,\0 • Daí existe t,, = tu(c) < oo, tal que 

Sendo T,\ 0 (-tu) um operador contínuo, existe "lu > O tal que 

onde B(u, "lu) é a bola de centro em u e raio "lu· Por compacidade, existem u 1, · · · , Un E 

Â,\0 \E1
0 

tais que 
n 

A,\0 \E~0 e LJ B(u1, "luj ), 
j=l 

com T,\0 (-tui)B(u1,"luJ C E~
0

, para j = _l , ... ,n. Seja T = max{tuI> · .. ,t .. J, então para 

u E Â,\0 \E~
0 

arbitrário 

para algum t E [O , T] . 

Combinando os fatos que u E Wf/u) \ E~
0 

para algum u E E,\0 e T,\0 (-t)u E E~
0

, para 

concluir que T,\0 (-t)u E U,\0 (u), quando e é suficientemente pequeno, é suficiente mostrar que 

existe 8 > O tal que vVf
0 

( v) n B ( v, 8) e U Ào ( v), para todo v E E Ào . Portanto a conclusão segue 

diretamente do lema abaixo, com v = T,\0 (-t)u . ■ 

Lema 4.4.3 Nas condições do Lema 4.4-2, existe "l > O tal que Wf
0
(v) n B(v , 17) e U,\0 (v), \:/ 

V E EÀo· 

Demonstração: Por mudança de variável, podemos supor que v = O. Então basta mostrar 

que existe "l > O tal que Wf
0
(0) n B(O, "l) e U,\0 (0). Para isso, sejam 8 > O e K > l dados 

pelo Teorema 2.2.1. Considere "l = 8 e suponha que <p E Wf
0
(0) n B(O, "l) . 

Por um lado, como <p E Wf
0
(0), a solução de (4.3. 13) que vale <p, quando t = O, T,\0 (t)cp, 

existe para todo t :S O e 

Por outro lado, sendo <p E B(O, "l), obviamente, com a decomposição do Capítulo 2, temos 

il<fJ-11 :S llcpll < 2~c Então, pelo Teorema 2.2.1, a equação (4 .3. 13) tem urna solução, para 

t :S O, que está em U,\ 0 (0) e é dada por 
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onde w+(g+, t), q(w+(p+, t)) é única solução de (2.2.37), a (dual satisfaz

1««+(p+, t)+ q(.«--(p*, t))ll < õ

Além disso, w+(g+, 0) + q(w+(p+, 0)) = P+ + q(P+) = P

Portanto, por unicidade de solução, segue que

TÀ.(t)P t) + q(««+(P--,t)), V t $O

Então

TÀ.(t)P C U*'(0), V t 5; 0.

0, temos g C C/*'(0). Sendo p arbitrário, temosEm particular, quando t

mano(o) n B(o, ,7) c U*'(o),

concluindo a demonstração

'Teorema. 'L.4:.4 S«-pon}«amos as hipóteses (HI)-(n2), (ns)-(n6), com ü < «), e (nl)-(n8)
Batidas. Então a famznia de atratores Ax é semà-contínua ãnfehormente com relação ao
parâmetro À em Ào C R.

Demonstração: Seja c > 0 dado. Do Lema 4.4.2 existe T > 0 tal que para todo u c .4À.\EÀ.,

existe t. C 10, 7'l tal que

TÀ.(--t«)u C U*'(uo),

para algum u. C EÀ.. Dado u C .4À. \ Zi., seja {Z = TÀ.(--t,)u.
Já que TÀ.(t) é um operador contínuo, existe 77 > 0, escolhido uniformemente para t C

lo, rl, tal que

(4.4.18)

11. wllt, < q:+ lIrA.(t)z TÀ.(t)'«lll, < ;. (4.4.19)

Agora, da contimüdade das variedades instáveis locais com relação ao parâmetro À em Ào

existe .5* > 0 e un ãÀ C C/x(uX) tal que llÀ Àoll < .5* implica

lãÀ {Zlll, < q, (4.4.20)

onde C/x(uÀ) denota a variedade instáve] ]oca] do equilíbrio uÀ de TÀ(t). Logo, quando llÀ --

À.ll < .5*, de (4.4.19) e (4.4.20), temos

lIrA.(t)ãÀ TÀ.(t){ZIIZ,, < ;. (4.4.21)
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onde w+('P+, t), q(w+('P+, t)) é única solução de (2.2.37), a qual satisfaz 

Além disso, w+('P+, O)+ q(w+(<p+, O)) = 'P+ + q(<p+) = cp. 

Portanto, por unicidade de solução, segue que 

Então 

Em particular, quando t = O, temos <p E U.x0 (0). Sendo cp arbitrário, temos 

concluindo a demonstração. ■ 

Teorema 4.4.4 Suponhamos as hipóteses {Hl)-{H2), {H5)-{H6), com a < oo, e {H1)-{H8) 

válidas. Então a famflia de atratores A.x é semi-contínua inferiormente com relação ao 

parâmetro À em Ào E R. 

Demonstração: Seja E > O dado. Do Lema 4.4.2 existe T > O tal que para todo u E A.x0 \E1
0

, 

existe tu E [O , T] tal que 

(4 .4.18) 

para algum uo E E_x0 . Dado u E A.x0 \ E1
0

, seja u = T.x0 (-tu)u. 

Já que T.x0 (t) é um operador contínuo, existe rJ > O, escolhido uniformemente para t E 

[O, T], tal que 

(4.4.19) 

Agora, da continuidade das variedades instáveis locais com relação ao parâmetro ✓\ em Ào, 

existe ó*> O e um u.x E u.x(u.x) tal que 11,X - ✓\ali < ó* implica 

ll u.x - u ll L2 < rJ, (4.4.20) 

onde u.x(u.x) denota a variedade instável local do equilíbrio u.x de T.x(t). Logo, quando li ✓\ -

.Xoll < ó*, de (4.4.19) e (4.4.20) , ternos 

IIT.xo(t)u.x - T.xo(t)ullL2 < ~- (4.4.21) 
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Por outro lado, como ãÀ pertence a um conjunto limitado (a saber B(0, 2av/ã;)) e t. C
lo, rl, da. continuidade do fluxo com relação a.o pal'âmetro À, existe (5 > 0 tal que

II.X - ÀOII , < ã lIrA(f«)ãÀ - TÀ.(t«)ãÀIIL, < 1;. (4.4.22)

Seja õ = nlinlõ,õ*}. Então para. llÀ Àoll < õ, temos que (4.4.21) e (4.4.22) valem.

Seja ux )ãÀ. Claramente rÀ(t«)ãx c .4À, pois ãÀ c U*(uÀ) c T4q(uX).
h/lostraremos que, para llÀ Àoll < õ, ux satisfaz

lux ull , <c

De fato, usando (4.4.21) e (4.4.22), (quando llÀ Àoll < õ, obtemos

l«* «ll., ITÀ(t«)ã* TÀ. (t«){ZIIL,

lIrA(t«)ã* TÀ.(t«)ãÀIIL, + lIrA.(t:.)ãÀ - TÀ.(f«)ÜIIL,
C

Quando u C EÍ. C .4À. esta conclusão segue direta.mente da continuidade dos equilíbrios
Portanto a semicontinuidade inferior dos atratores é imediata.
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Por outro lado, como u;. pertence a um conjunto limitado (a saber B(O, 2a~)) e tu E 

[O, T] , da continuidade do fluxo com relação ao parâmetro À, existe J > O tal que 

( 4.4.22) 

Seja ó= min{b,ó*} . Então para IJ>.- >.oll < ó, temos que (4.4.21) e (4.4.22) valem. 

Seja V>. = T;.(tu)u;.. Claramente T;.(tu)U>. E A;., pois U>. E u>-(u;.) e VVf(u;.). 

Iviostraremos que, para li>. - >-oll < ó, V>. satisfaz 

De fato , usando (4.4.21) e (4.4.22), quando li>- - >-oll < ó, obtemos 

IIT;.(tu)U>. - T>.o(tu)ullL2 

< IIT;.(tu)U>. - T>.o(tu)u;.IIL2 + IIT>.o(tu)U>. - T;.o(tu)ullL2 

< E. 

Quando u E E1
0 

e A;.0 esta conclusão segue diretamente da continuidade dos equilíbrios. 

Portanto a semicontinuidade inferior dos atratores é imediata. ■ 
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Um exemplo importante

Consideramos agora o caso particular da equação (3.1.4) em que g = tanh e P > 1, então

temos a seguinte equação de evolução não local

Éilel:!1O , t) + tanh(P; * m('", t) + Ph),

onde m(w,t) é uma função real sobre Si x R+, h é uma constante não negativa, P é uma
constante real maior que 1, J C C':(R) é uma função não negativa com integral sobre o Si

igual a l e + acima delaota o produto convolução em St, ou seja,

(4.4.23)

(J*«Õ(m)- l J(wz :)m(z)dz.

A equação (4.4.23) é usada no estudo de sistemas de spin com dinâmica de Glauber e
interação de Kac onde ela surge como limite contínuo de modelos probalístico, veja l21 , 181 , 1231 ,

1241, 1261 e 1281; m é interpretada como a densidade de magnetização e /i'i como o produto

da temperatura absoluta e a constante de Boltzmann.
Podemos considerar, para este caso, o funcional H': (Z,2(S'), llull. $ 1) --, R dado por

1/(«(«,)) - .f(ml;)ld«+ } / / ;(« ., ')1"(«') u(')I'd"d'
s\ ' 'l JS't JS\

onde / é a densidade de energia livre do sistema, veja Figura 4.4.2, dada poi

/(u) - -;l«'' A« - p':{(«')

Si
(4.4.24)

H'(u) - (4.4.25)

sendo á a entropia do sistema, veja Figura 4.4.1, dada poi

;.«,- y««(v)-v,«(v)
com a2 representando a densidade de energia interna e hu a densidade de energia do campo

externo h e mp+ é o mínimo global de / em j--l, ll, (veja 1251).

Note que o funcional dado em (4.4.25) está definido em todo espaço de fase. Além disso,

rng+ é o mínimo global de ./ em (--1, 1), (veja 1251). Daí, os integrandos no funcional (4.4.25)
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Um exemplo importante 

Consideramos agora o caso particular da equação (3.1.4) em que g = tanh e (3 > 1, então 

temos a seguinte equação de evolução não local 

éJm(w, t) 
é)t = -m(w, t) + tanh((3J * m(w, t) + (3h), ( 4.4.23) 

onde m(w, t) é uma função real sobre 5 1 x ~+, h é uma constante não negativa, (3 é uma 

constante real maior que 1, J E C1 
(~) é uma função não negativa com integral sobre o 5 1 

igual a 1 e * acima denota o produto convolução em 5 1
, ou seja, 

(J * m)(w) = r J(wz- 1)m(z)dz. Js, ( 4.4.24) 

A equação ( 4.4.23) é usada no estudo de sistemas de spin com dinâmica de Glauber e 

interação de Kac onde ela surge como limite contínuo de modelos pro balístico, veja [2], [8], [23], 

[24], [26] e [28] ; m é interpretada como a densidade de magnetização e (3-1 como o produto 

da temperatura absoluta e a constante de Boltzmann. 

Podemos considerar, para este caso, o funcional IF: (12 (51
), llull= :S 1) - ~ dado por 

IF(u) = r [f(u(w)) - f(mt)]dw + ! r r J(w . z- 1)[u(w) - u(z)]2dwdz 
Js1 4 Js1 Js, 

onde J é a densidade de energia livre do sistema, veja Figura 4.4.2, dada por 

1 
J(u) = --u2 

- hu - (3- 1i(u) 
2 

sendo i a entropia do sistema, veja Figura 4.4.1, dada por 

. l+u (l+u) 1-u (l -1t) i(1t) = - -
2

- ln -
2

- - -
2

- ln -
2

-

(4.4.25) 

com u2 representando a densidade de energia interna e -hu a densidade de energia do campo 

externo h e mS é o mínimo global de f em [-1 , 1], (veja [25]). 

Note que o funcional dado em ( 4 .4.25) está definido em todo espaço de fase . Além disso, 

m_! é o mínimo global de f em (-1 , 1), (veja [25]) . Daí, os integranclos no funcional (4.4.25) 
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0.4

Figura 4.4.1: densidade de entropia

(:)

1./..F

-48 -4.S -Ü o.&D.60.4

Figura 4.4.2: densidade de energia

são não negativos,já que
inferiormente.

E fácil mostrar que,

J é não negativa e /(u(t«)) /(mp) ? 0. Portanto F é limitado

.gnÊ:.ií(")i - i"(2)
e

lim. {(u) = 0,u--,J: l

veja Figura 4.4.1

Cla.lamente a função

kl := k3 :: ks :: a :: l e k2

3 e 4, sob estas hipóteses,
temos a semicontinuidade

tanh satisfaz as hipóteses (HI)-(H6) e (H8). Nesse caso temos
= k4 = 0. Portanto temos válidos todos os resultados dos Capítulos

pata a equação (4.4.23). Desde que (H7) também seja satisfeita,
inferior dos atratores para este modelo.
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Figura 4.4.1: densidade de entropia. 
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Figura 4.4.2: densidade de energia. 

100 

são não negativos, já que J é não negativa e f(u(w)) - f(mt) 2: O. Portanto lF é limitado 

inferiormente. 

É fácil mostrar que , 

e 

veja Figura 4.4.1. 

max [i(u)] = ln(2) 
uEl - 1,1] 

lim i(u) = O, 
U->±l 

Claramente a função tanh satisfaz as hipóteses (Hl)-(H6) e (H8). Nesse caso temos 

k1 = k3 = k5 = a = l e k2 = k4 = O. Portanto temos válidos todos os resultados dos Capítulos 

3 e 4, sob estas hipóteses, para a equação (4.4.23). Desde que (H7) também seja satisfeita, 

temos a semicontinuidade inferior dos atratores para este modelo. 
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Apêndice A

Convergência das órbitas do conjunto
instável (estável) de uma curva de
equilíbrios para um único equilíbrio

Considere a equação
i + B« - g(:«), (A.0.1)

onde B é uin operador linear contínuo sobre um espaço de Banach X e g : X --, X é uma

função de classe C2. Já que g é diferenciável, podemos escrever (A.0.1) na forma

i+.4« (A.0.2)

onde .4 = B -- g'(zo) e .f(:«) = g(:«o) + ,(z) co-n r diferenciável e r(0) = 0.

Quando zo é um equilíbrio de (A.0.2), podemos supor que zo = 0 e /(0) = 0 porque, do
contrário, fazendo a mudança de variável

z :: zo + z, (A.0.3)

e substituindo (A.0.3) em (A.0.2) resulta

2 + ..'1:«o + .'!. - ./'(:«o + ;)

Mas por (A.0.2) .4zo /(«o), e«tão

2+.A;

onde/(z) +z) .f(zo) que satisfaz/(0)
No que segue, suporemos que:
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Apêndice A 

Convergência das órbitas do conjunto 

instável ( estável) de uma curva de 

equilíbrios para um único equilíbrio 

Considere a equação 

x +Ex= g(x), (A.0.1) 

onde B é um operador linear contínuo sobre um espaço de Banach X e g : X ---+ X é uma 

função de classe C2
. Já que g é diferenciável, podemos escrever (A.0.1) na forma 

x + Ax = f( x ), (A.0.2) 

onde A= B - g'(xo) e f(x) = g(xo) + r(x) com r diferenciável e r(O) = O. 

Quando x0 é um equilíbrio de (A.0.2) , podemos supor que x0 = O e f(O) = O porque, do 

contrário, fazendo a mudança de variável 

X= Xo + z, 

e substituindo (A.0.3) em (A.0.2) resulta 

i + Axo + Az = f ( xo + z). 

Mas por (A.0.2) Ax0 = J(x0 ) , então 

i + Az = f(z) , 

onde f (z ) = J( xo + z ) - J( x0 ) que satisfaz ](O) = O. 

No que segue, suporemos que: 
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(HA) 7 é uma curva de classe C'2 constituída por equilíbrios de (A.0.2); o operador .4 é tal

que, o espectro o(.A) contém 0 como autovalor simples, enquanto o resto do espectro tem parte
real fora de uma vizinhança do zero; a aplicação ./ : X --, X é não linear de classe C'2 com
/(o) ./:'(o)

Teorema A.0.5 $upon.Aa a hipótese r#Á,) vaiada. Então ezãste Ilha uãzãnhan.ça U de "r faZ
que, para qualquer xo C U para o qual a. órbita T)osttiua. por =ü é limitada e pré-compuctct e o

««junto «,-Zámàt' e zo, «,(zo), está coníàd' 'm 7, .«á;le um Único p.nto Z/(:«o) c ' taZ q«.
u(zo) :;; y(zo). 4naZogamente, se para g a/quer zo C U para o gwaJ a órbita negativa por zo
é limitada e 'pré-compcLcta e o conjunto cx-Emite de =o, cl(.=oh, está coTttido em. 'y, existe um

ú«:" p-to y(go) € ' t.Z q«e a(zo) y(«o).

Idéia da demonstração: Daremos uma idéia geométrica da prova- do teorema para o caso do

cl-limite. O caso do w-limite é tratado de maneira a.iláloga, (veja j171). Pata uma demonstração
completa veja j181.

Para qualquer z C ' a hipótese sobre o espectro de .A implica que cada variedade central
por z é Ci e de dimensão 1. Além disso, existe uma vizinhança V de z tal que

'y n Mz n v' = 'Y n y.

para qualquer variedade central Mz por z, (veja l71). Porta.nto ,y é localmente um a.rco C':

Escolha a vizinhança t/ de ' suficientemente pequena para que as variedades estável local
S(,) e instável local U(;) existam e:n U

Seja zo C U tal (lue z(t, =o), t $ 0, é limitada e pré-compacta. Então a(zo) é não vazio,
compacto, conexo e invariante.

Se a(zo) C 7, defi«a

S.(,a , u..(«) u(,)

Não é difícil verificar que Sa(=o) e C/a(ro) são respectivamente a " variedade"estável local e
a " variedade"instável local de a(zo), isto é, qualquer solução que tende para cr(zo) quando

t --, +oo (t --, oo) deve eventualmente entrar en] Sa(,.) (Ua(«)).
Já que a órbita negativa de a;o, z(t, zo), tende para a(zo), quando t --, oo, isso implica

que essa órbita intercepta U(y(ro)), para algum 3/(zo) € ', em algum instante t. $ 0. Sendo

U(y(zo)) um conjunto invariante, z(t, zo) permanece en] t/(y(zo)) para todo t $ fo. Portanto
a(zo) - g/(«o).
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(HA) 1 é uma curva de classe C 2 constituída por equilíbrios de (A.0.2); o operador A é tal 

que, o espectro o-(A) contém O como autovalor simples, enquanto o resto do espectro tem parte 

real fora de uma vizinhança do zero; a aplicação f : X - X é não linear de classe C2 com 

J(O) = O e f'(O) = O. 

Teorema A.0.5 Suponha a hipótese (HA) válida. Então existe uma vizinhança U de , tal 

que, para qttalquer x 0 E U para o qual a órbita positiva por x 0 é limitada e pré-compacta e o 

conjunto w-limite de x0 , w(x0 ) , está contido em 1 , existe um único ponto y(x0 ) E I tal que 

w(x0 ) = y(x0 ). Analogamente, se para qualquer x 0 E U para o qual a órbita negativa por x 0 

é limitada e pré-compacta e o conjunto a,-limite de x0 , a,(x0 ), está contido em 1 , existe um 

único ponto y(xo) E I tal que a(xo) = y(xo) -

Idéia da demonstração: Daremos uma idéia geométrica da prova do teorema para o caso do 

a-limite. O caso do w-limite é tratado de maneira análoga, ( veja [17]) . Para uma demonstração 

completa veja [18]. 
Para qualquer z E I a hipótese sobre o espectro de A implica que cada variedade central 

por z é C1 e de dimensão 1. Além disso, existe uma vizinhança V de z tal que 

,nll{.nV=,nV, 

para qualquer variedade central M 2 por z, (veja [7]) . Portanto I é localmente um arco C1
. 

Escolha a vizinhança U de 'Y suficientemente pequena para que as variedades estável local 

S(z ) e instável local U( z ) existam em U. 

Seja x0 E U tal que x(t, x0 ), t :S: O, é limitada e pré-compacta. Então a,(x0 ) é não vazio, 

compacto, conexo e invariante. 

Se a,(x0 ) e ,, defina 

So(xo) = LJ S(z), Uo(xo ) = LJ U( z ). 
zEo(xo) zEo(xo) 

Não é difícil verificar que So(xo) e Uo(xo) são respectivamente a " variedade"estável local e 

a " variedade"instável local de a(x0 ), isto é, qualquer solução que tende para a,(x0 ) quando 

t - +oo (t - -oo) deve eventualmente entrar em So(xo) (Uo(xo))-

Já que a órbita negativa de x0 , x(t, x0 ), tende para a(x0 ), quando t - -oo, isso implica 

que essa órbita intercepta U(y(x0 )), para algum y(x0 ) E 1 , em algum instante t0 :S: O. Sendo 

U(y(xo)) um conjunto invariante, x(t, x0 ) permanece em U(y(xo)) para todo t :S: to. Portanto 

a(xo) = y(xo)- ■ 
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