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Resumo

Neste trabalho provamos a existéncia de atrator global para o fluxo da equacao

om(r,t
—% = —m(r,t) + g(BJ * m(r,t) + ), h >0, > 1,
no espaco das fungoes 27 -periddicas, para 7 > 1. Demonstramos que o fluxo para equagao

acima é “gradiente”e provamos a continuidade dos atratores com relagcdo ao parametro A =

(h, B).
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Abstract

In this work we prove the existence of compact global attractor for the flow of the equation

om(r,t) _

p —m(r,t) + g(BJ * m(r,t) + Bh), h, B >0,

in the space of 27-periodic function, for 7 > 1. We show that this flow is gradient and we

prove the continuity of the attractors with respect to parameter A = (h, ).
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Introducao

A teoria geométrica ou qualitativa das equagdes diferenciais, iniciada por Poincaré e Lya-
punov, tem como objetivo descrever a geometria do fluxo. Para isso é importante investigar
a existéncia de solucgoes especiais (solugoes de equilibrio, solugoes periédicas, solugoes quase
periédicas, etc) ou colegdes de solugdes (variedades invariantes) e a estabilidade ou instabili-
dade desses conjuntos.

Nas ultimas décadas muitos dos conceitos de sistemas dinamicos, desenvolvidos para
espacos localmente compactos, foram adaptados para sistemas em dimensdo infinita no caso
de problemas que possuam algum tipo de propriedade dissipativa que permita reduzir a parte
essencial do fluxo a um conjunto compacto. Um conceito natural de dissipagao (a qual nos
referimos como dissipatividade pontual) é assumir que existe um conjunto limitado no qual
toda érbita eventualmente entra e permanece. Em alguns casos, é possivel mostrar a existéncia
de um conjunto invariante compacto maximal A, denominado atrator global, tal que o conjunto
6mega limite w(U) de qualquer conjunto limitado U estd em A. Veja [16].

Existe uma classe especial de sistemas dinamicos, chamados sistemas gradientes, para
a qual a estrutura do fluxo sobre o atrator pode ser estudada em algum detalhe. Entre as
varias propriedades de um sistema gradiente, podemos destacar a nao existéncia de pontos
nao errantes nao triviais.

Consideramos, nesse trabalho, equagoes diferenciais em dimenséo infinita com um termo
de evolucao nao local, a saber,

am(r,t)
ot

onde m(r,t) é uma fungao real sobre R x R, h e 3 sdo constantes ndo negativas, J € C'(R) é

= —m(r,t) + g (8 * m(r,t) + Bh), (1)

uma funcao par niao negativa com suporte no intervalo [—1, 1] e integral iqual a 1. E * acima
denota o produto convolugao, isto é:
(7 xm)(@) = [ (@~ ymldy )
R

Assumimos que g : R — R, é globalmente Lipschitziana, isto é, existe uma constante positiva



k; tal que
lg(x) — g(v)| < kilz —y|, Yo,y e R.

Um equilibrio de (1) é uma solucao de (1) que é constante com relacao a t. Dai, se m é

uma solugao de equilibrio para (1), entao m satisfaz
m(r) = g(BJ * m(r) + Bh). (3)

Um caso particular da equacao (1), que ja é bem conhecido na literatura, é o da equacao

alégt@ = —m(r,t) + tanh(BJ * m(r,t) + Bh). (4)
A equagao (4) é usada no estudo de sistemas de spin com dinadmica de Glauber e interacio
de Kac onde ela surge como limite continuo de modelos probabilisticos, (veja [2], [8], [22], [23],
[24], [25], [26] e [28]); m é interpretada como a densidade de magnetizacdo e A1 como o
produto da temperatura absoluta pela constante de Boltzmann.
Se B <1 a equagao (4 ) tem apenas um equilibrio, (veja [25] e [28]). Se B > 1 existe h*,
definido implicitamente pela equacao (5) abaixo, tal que, para 0 < h < h*, a equacdo (4) tem

trés equilibrios constantes, m;, m%, m}, todos solucdes da equacao
B 8 B
mg = tanh(Bmg + Bh), (5)

ver Figura 0.0.1.

— L L

Figura 0.0.1: equilibrios constantes.

Em [23] mostra-se a existéncia e unicidade (médulo translacio) de ondas viajantes que
conectam os equilibrios constantes mg e mjg. Para o caso h = 0, mostra-se em [24] e [26]
existéncia e unicidade (médulo translagao) de uma solugio de equilibrio para (4), referida na
literatura como “instanton”, que tende assintoticamente a img. Em [26] Mostra-se ainda

que a familia das tranlacées de um “instanton” tem uma propriedade de atracao assintética.
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Em [2] demonstra-se, para o caso de dominios limitados e h = 0 na equagao (4), existéncia
de um atrator global no espaco L%(S!) e a existéncia de uma solugao de equilibrio no espago
das fungoes %—j—periédicas para cada n menor do que um certo ng, sendo tal equilibrio instavel.

Em [25] considerando h suficientemente préximo de 1 em (4), mostra-se, usando o método
de Newton, que existe uma solugdo de equilibrio, referida na literatura como “bump” ou
“critical droplet”, que é par, crescente em (—o0,0] e tende assintoticamente a mg. Em [28]
prova-se a existéncia de um atrator compacto global em espagos com peso e a existéncia de
um “critical droplet” para 0 < h < h*.

O objetivo do presente trabalho consiste em:

(a) Provar existéncia de atrator global para o fluxo gerado pela equagdo (1) em dominios
limitados, generalizando assim o Teorema 3.3 de [2] (que considera o caso g = tanh e h = 0);
(b) Mostrar que o fluxo gerado por (1) é gradiente;

(c) Estudar a continuidade do atrator em relagdo ao parametro A = (h, 3).

Vale salientar que os resultados em (b) e (c) ainda nao sao conhecidos na literatura mesmo
para o caso da equagao (4).

Este trabalho estd organizada da seguinte maneira: No Capitulo 1, seguindo [10], [16] e
[31], apresentamos alguns resultados bésicos sobre Sistemas Dindmicos e Equagoes Diferenciais
Ordindrias em espagos de Banach. No Capitulo 2, além da demonstragao de existéncia de
variedades invariantes apresentada em [3], provamos um teorema sobre continuidade das var-
iedades instdveis locais com relagdo a parametro que é essencial na prova da semicontinuidade
inferior dos atratores em relagao ao parametro A.

No Capitulo 3 provamos a existéncia de um atrator glogal para o fluxo gerado por (1)
e demonstramos que esse fluxo é “gradiente”. Na Segao 3.1 formulamos o problema com
condicoes periédicas de fronteira. Na Segdo 3.2 estendemos alguns resultados demonstrados
em [2], onde a equagdo (4) é estudada com h = 0. Em resumo, mostramos nessa se¢ao a
existéncia de um atrator global para (1) em dominios limitados. Na Segao 3.3 provamos um
teorema de comparacdo que generaliza o Teorema 2.7 de [24]. Na Segao 3.4, exibimos um
funcional de Lyapunov e descrevemos algumas de suas propriedades. Além disso, provamos
que o fluxo para (1) é“gradiente”. Na Secdo 3.5 caracterizamos o atrator global em termos do
conjunto instavel dos equilibrios.

O Capitulo 4 é dedicado a continuidade da familia de atratores A, em relagao ao parametro
A = (h,). Na Segao 4.1 provamos a semicontinuidade superior dos atratores com relacao ao
parametro ), no retangulo R : 0 < h < h*, 0 < # < % em Ao = (ho, o). As demais
secoes desse capitulo sao dedicadas & prova da semicontinuidade inferior da familia de atra-

tores em relagdo ao parametro \. Para isso demonstramos a continuidade dos equilibrios e a
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continuidade das variedades instéveis locais dos equilibrios em relacio a esse parametro. Uma
dificuldade encontrada. foi que, devido a simetria presente no caso do modelo (1), os equilibrios
aparecem em familias, equanto os casos tratados na literatura referem-se a equilibrios isolados.
Exibimos a equacao (4) como um exemplo importante de aplicacio dos resultados obtidos
nos Capitulos 3 e 4.
Finalmente, no Apéndice A, enunciamos um teorema, provado em [18], o qual garante que
o conjunto w-limite (a-limite) de qualquer érbita positiva (negativa), limitada e pré-compacta

é um s6 ponto.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados gerais sobre Equagoes Difer-
enciais Ordinérias e Sistemas Dindmicos em espagos de Banach, que de alguma forma sao

usados neste trabalho. Seguimos referéncias cldssicas como [10], [16] e [31].

1.1 Conjuntos limites

Sejam X um espago métrico completo e Rt = [0,00). Uma familia de aplicacdes S(t) :
X — X, t >0, é um C"-semigrupo (ou C" sistema dinamico), r > 0, se:
(i) $(0) =1,
(ii) S(t+s) = S(t)S(s),t > 0,5 > 0,
(iii) A aplicagéo

t— S(t)x

é continua para (t,z) € Rt x X e S(t) é um operador continuo de X em X com derivada de
Fréchet em z até a ordem 7.

Para cada x € X, a 6rbita positiva y*(z) de @ é definida como
v (z) = {S(t)=, t > 0}.

Uma drbita negativa por x é uma fungao ¢ : (—oo,0] — X tal que ¢(0) = « e, para cada
s <0, S(t)d(s) = ¢(t + s) para 0 < t < —s. Uma Jrbita completa por x é uma fungao
¢ R — X tal que ¢(0) = = e, para cada s € R, S(t)¢(s) = ¢(t + s) para t > 0.

Como a imagem de S(t) pode nao ser todo X, dizer que existe uma érbita completa ou
negativa por z pode impor restrigdes sobre x. Também, como S(t) nao é necessariamente

injetor, ndo é necessario que uma Orbita negativa seja unica, caso ela exista. Definimos a



orbita negativa de x como a unido de todas as 6rbitas negativas por z, entdo
= U H(t,z),
>0

onde

H(t,z) ={ y € X : existe uma 6rbita negativa por x, v~ (z), definida por
i (=00,0] — X, com@(0) = z ep(—t) = y}.

A o6rbita completa y(z) de x é definida como

v(@) =7 (2) U™ (2).
Quando uma érbita negativa (ou completa) por z é definida, algumas vezes escrevemos S(t)x
para um elemento sobre a érbita para ¢ < 0 (¢ € R). Para cada subconjunto B C X, sejam

= Jr*(@), 7 B) U @), vB)= | 1),

z€B © - z€B zeB

. g o . % ¥ BRI s 2 .
respectivamente, a orbita positiva, a orbita negativa, a 6rbita completa de B, se as duas
ultimas existirem.

Para cada conjunto B C X, definimos os conjuntos w-limite, w(B), de B e a-limite, a(B),

ﬂUSt)B a(B ﬂUH(t B),

s>0t>s s>0t>s

de B como

onde H(t, B) = |J,cp H(t, z). Em particular para um elemento =y € X

(JJ((Eo) = ﬂ US(t)’L(), 'Eo) ﬂ UH t ’Eo

s>0t>s s>0t>s

Observacao: (caracterizagio dos conjuntos limites) Nao ¢ dificil mostrar que u € w(B) se,
e somente se, existe uma seqiiéncia u, € B e uma seqiiéncia ¢, — oo tal que S(t,)u, — u,
quando n — oco. Similarmente, u € a(B) se e somente se existe uma seqiiéncia v, — u© em X

e uma seqiiéncia t, — oo, tal que, u, = S(t,)v, € B para todo n. Ver [31].

Definicao 1.1.1 Um conjunto A C X ¢ invariante sob o fluzo S(t) se, para cada z € A,
existe uma érbita completa () tal que y(x) C A.

Observacao: Nao ¢ dificil mostrar que um conjunto A € invariante sob o fluxo S(t) se e
somente se S(t)A = A para t > 0. Ver [16].
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Quando S(t)A C A, t > 0, dizemos que A é positivamente invariante. Quando S(t)A D
A, t > 0, dizemos que A é negativamente invariante. Uma classe importante de conjuntos
invariantes sao os a-limites e os w-limites de 6rbitas.

Sejam X um espago métrico e A, B C X dois conjuntos nao-vazios. Definimos a distancia
de A até B por

dist(A, B) = sup dist(z, B) = sup inf dx(x,y).
z€A zcAYEB

Seja Ay uma familia de conjuntos a um parametro A € A. Dizemos que A, é semi-

continua superiormente em \g € A se
dist(Ay, Axy) — 0, A = Xo.
Analogamente, dizemos que A, é semi-continua inferiormente em A\ € A se
dist(Axy, Ax) — 0, A — Ao.
Definicao 1.1.2 Um conjunto B C X atrai um conjunto C C X sob o fluro S(t) se
dist(S(t)C,B) — 0, t — oo,

isto é, dado € > 0, existe to > 0 tal que se t > to, entio S(t)C C B¢, onde B* = {z € X :
d(z, B) < €} € a e-vizinhanca de B.

Definicao 1.1.3 Dizemos que o semigrupo S(t) é assintoticamente liso se, para todo conjunto
nao vazio B C X, fechado, limitado e positivamente invariante, existe um conjunto compacto
J C B tal que J atrai B.

Para a demonstracao do préximo resultado necessitamos da seguinte defini¢ao, veja [5].

Definicao 1.1.4 Sejam X um espago métrico e I um subconjunto de X. Dizemos que K €
relativamente compacto em X se o fecho de K, K, é compacto em X, isto €, toda seqiéncia

em K tem uma subseqiiéncia convergente em K na métrica de X .

Lema 1.1.5 Sejam X wm espago métrico e A C X um subconjunto nao vazio. Suponhamos
que o conjunto Utzto S(t)A é relativamente compacto em X, para algum to € R. Entao o
conjunto w(A) € ndo vazio, compacto e invariante. Similarmente, se os conjuntos S(t) ™' A,
t >0, sdo nao vazios e para algum ty > 0, o conjunto |, S(t)"'A € relativamente compacto

em X. Entao o conjunto «(A) é nao vazio, compacto e invariante.
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Demonstracao: Como A é nao vazio, os conjuntos |J,5, S(t)A sdo nao vazios para todo

s > 0. Assim, os conjuntos

U sw®4,

t>s>tg
sao compactos nao vazios e decrescem quando s cresce. Sendo,
wA) = UswmA4,
s>0t>s
o w(A) é entdo um conjunto compacto néo vazio.
Se 1 € S(t)w(A), entdao ¥ = S(t)p com ¢ € w(A). Usando as propriedades de semigrupos

e as seqiieéncias ¢y, t,, dadas pela caracterizagao de w(.A), obtemos
S()S(tn)pn = St +ta)pn — S(t)p = 7,

o que mostra que 9 € w(A). Portanto, S(t)w(A) C w(A). Reciprocamente, se ¢ € w(A),
considerando as seqiiéncias ¢, t, dadas pela caracterizagdo de w(.A), temos que para t, >
t > to, a seqiiéncia S(t, —t)y, € relativamente compacta em X. Dai, existem uma subseqiiéncia
th, — co ey € X tal que

S(tn;, — t)pn, — ¥, t — 0.

Entao segue, da caracterizagao de w(.A), que ¢ € w(A). Agora, sendo S(¢) um semigrupo
S(t”i)(pni = S(t)S(t"i - t)(pni - S(t)w

Mas
S(tni)‘pni P, Ny — 0.
Por unicidade do limite ¢ = S(t)v, entdo ¢ € S(t)w(A). Portanto w(A) C S(t)w(A).
Das duas inclusoes acima temos S(t)w(A) = w(A), completando a primeira parte da
demonstracao.

A prova para «(.A) é andloga. o

1.2 Atratores e conjuntos absorventes

Neste segao, seguindo [31], provamos o resultado principal deste capitulo, que assegura a

existéncia de um atrator global para um semigrupo S(t) satisfazendo algumas condicoes.

Definicao 1.2.1 Dizemos que A C X € um atrator global se A é um conjunto compacto
invariante que atrai uniformemente cada conjunto limitado B C X, isto €, dist(S(t)B, A) — 0,
quando t — oo, onde dist(S(t)B, A) = sup,cg dist(S(t)u, A) = sup,ecp inf,ca dx(S(t)u,y).
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Observacao: E facil ver que todo atrator global é um conjunto maximal, isto €, todo conjunto

compacto e invariante estd em A.

Definicao 1.2.2 Seja B um subconjunto de X e U um subconjunto aberto contendo B. Dize-
mos que B é um conjunto absorvente em U se a orbita de cada conjunto limitado de U estd
contida em B depois de um certo tempo, ou seja, para todo By C U, By limitado, existe t,(Bo)
tal que S(t)Bo C B, para todo t > t,1(By).

Também dizemos que o conjunto B, da defini¢do acima, absorve os conjuntos limitados

de U. Quando U=X dizemos que B é um conjunto absorvente em X ou simplesmente um
conjunto absorvente.
Observacao: A existéncia do atrator global A para um semigrupo S(t) implica em existéncia
de um conjunto absorvente. De fato, para € > 0 seja V° a e-vizinhanca de A (isto é a
unido de bolas abertas de raio € centradas em .A). Entao, para cada conjunto limitado By,
dist(S(t)By, A) — 0, quando t — oo; logo, para t > t(€), temos dist(S(t)Bo, A) < 5 e
S(t)By C V¢. Isto mostra que V¢ é um conjunto absorvente.

A reciproca dessa observagdo requer algumas propriedades para o semigrupo e serd dada
no teorema abaixo.

Observacao: Se considerarmos um subespaco W C X mudando, na defini¢ao de conjunto
absorvente, os conjuntos abertos e limitados em X pelos abertos e limitados em W obtemos
o conceito de conjuntos absorventes em W.

Enunciaremos agora duas condigoes freqlientemente usadas na prova de existéncia do
atrator global
1) Os operadores S(t) sdo uniformemente compactos para t suficientemente grande, isto €,
para cada conjunto limitado B existe ¢ty que pode depender de B tal que

Us®B (1.2.1)
t>to
é relativamente compacto em X.
2) O conjunto X é um espago de Banach, e para cada t, S(t) = Si(t) + Sz(t) onde o operador
S1(-) é uniformemente compacto para t grande e S»(t) é uma aplicagao continua de X sobre
si proprio satisfazendo o seguinte:

Para cada conjunto limitado C' C X,

re(t) = sup ||S2(t)¢|lx — 0, quando t — oo. (1.2.2)
peC

Obviamente, se X é um espaco de Banach toda familia de operadores satisfazendo (1.2.1)
também satisfaz (1.2.2) com Sy(t) = 0.

Para provarmos o préximo teorema necessitamos do seguinte lema técnico.
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Lema 1.2.3 Suponha que o semigrupo S(t) satisfaz (1.2.1) ou (1.2.2). Sejam U um conjunto
aberto conezo e convero e K C U um conjunto compacto invariante que atrai conjuntos

compactos. Entao K € conezo.

Demonstragao: ( Veja [31], p. 26). [

Teorema 1.2.4 Sejam X um espago métrico e S(t) um semigrupo sobre X. Suponha que
S(t) satisfaz (1.2.1) ou (1.2.2). Suponha também que existam um conjunto aberto U e um
subconjunto limitado B de U tal que B € absorvente em U. Entdo o conjunto A = w(B) ¢ o
atrator limitado mazimal em U. Além disso, se X é um espaco de Banach e U é conezo e

convezo, entdo A € também conezo.

Demonstragao: Primeiro provaremos o Teorema no caso simples onde assumimos (1.2.1).

Como o conjunto |, S(t)B é relativamente compacto segue, do Lema 1.1.5, que o w(B3)
é um conjunto néo vazio_ compacto e invariante. Mostraremos agora que A = w(B) é um
atrator em U, ou seja, atrai conjuntos limitados de U.

Argumentando por contradigdo, suponhamos que para algum conjunto limitado By de U,
dist(S(t) By, A) nao tende para 0 quando ¢t — co. Entéo existe § > 0 e uma seqiiéncia t,, — oo
tal que

dist(S(tn)Bo, A) > 6 >0, Vn.

Para cada n existe b,, € B, satisfazendo

| >

dist(S (tn)bn, A) > = > 0. (1.2.3)

Como B é absorvente, S(t,)By, e portanto S(t,)b,, pertencem a B para n suficientemente
grande (isto é, tal que t, > t,(Bp)). A seqiiéncia S(t,)b, é relativamente compacta e possui

pelo menos um ponto limite £.
B= lim S(tp,)bn, = lim S(tn, — t1)S(t1)bn,-
n;—oo n;—o0

Como S(t1)b, € B, [ pertence a A = w(B) e isto contradiz (1.2.2).

O atrator A ¢ claramente maximal pois, se A" O A for um outro atrator limitado, entao
A" C B pois A" = S(t)A" que esté contido em B para t suficientemente grande (ja que todo
atrator é invariante e B é absorvente), conseqiientemente, w(A') = A" C w(B) = A. Portanto
A=A

Finalmente, a conexidade de A segue do Lema 1.2.3 acima, e o teorema estd provado

neste caso.
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Provaremos, agora, o teorema sob a hipétese (1.2.1).

O Lema 1.1.5 mostra que A = w(B) é nao vazio compacto e invariante.

O fato que A atrai conjuntos limitados é provado por contradicao como no primeiro caso:
a diferenca surge apenas quando provamos que S(t,)b, ¢é relativamente compacto; pois nao
temos a validade de (1.2.1). Para contornar isto, observamos que S(t,)b, € relativamente
compacto. Assim, se (¢,) é limitada e t, — oo, entao Sy(t,)b, — 0 e Si(t,)b, é convergente
se e somente se S(t,)b, convergir (e nesse caso os limites sao iguais) o que implica que S(t,)b,
é relativamente compacto.

A maximalidade é provada da mesma forma que no primeiro caso. |

Comentario: Quando o conjunto aberto & é todo espago X o Teorema acima assegura a

existéncia de um atrator global em X ou simplesmente um atrator global.

1.3 Sistemas gradientes

Nesta secao, consideramos uma classe especial de sistemas, chamados sistemas gradientes,
para os quais a estrutura do fluxo sobre o atrator global pode ser descrita em algum detalhe.
Veja [16].

Seja S(t), t > 0 um C”"-semigrupo sobre um espago métrico completo X e seja £ o
conjunto dos pontos de equilibrios de S(t); isto é z € E se e somente se S(t)z = z para
t > 0. Lembramos que z é um ponto de equilibrio hiperbdlico se o espectro o(DS(t)(z)) néo
intercepta o circulo unitario com centro na origem em C, onde para cada t > 0, DS(t)z indica
a derivada de Fréchet de S(t) em z.

Se z € E, o conjunto instavel de z é
W¥(z) = {y € X : S(—t)yé definido parat > 0eS(—t)y — x, t — oco}.
Se x é hiperbdlico, existe uma vizinhanga V' de x tal que
We(z)={ye W"z) : S(-t)yeV,t>0},
¢ uma subvariedade de X. Analogamente, o conjunto estavel de z é
W (z)={ye X : S(t)y — z, t = co}.
Se x é hiperbdlico, existe uma vizinhanca V de z tal que

Wid(2) = {y € W*(z) : S(t)y € V, ¢ > 0},
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¢ uma subvariedade de X. Se S(t) € injetor e DS(t)(y), t > 0, y € X, é um isomorfismo, entao
W*(x) é uma subvariedade mergulhada de X. Além disso, W (z) = W*(2) NV, (veja [6]) e
[16].

Definicao 1.3.1 Seja S(t) wm C"-semigrupo sobre X, t > 0, r > 1. Um funcional de Lya-
punov para S(t) € uma funcao continua F : X — R satisfazendo as sequintes condicées:

(1) F é limitado inferiormente;

(2) F(x) — oo, quando |z| — oo;

(3) F(S(t)z) é decrescente em t para cada x € X;

(4) Se x € tal que S(t)x € definido para t € R e F(S(t)z) = F(x) parat € R, entdo = € um

equilibrio.

Definicao 1.3.2 Dizemos que um C"-semigrupo S(t) : X — X, t >0, r > 1 € gradiente se:
(z) Cada drbita positiva limitada € pré-compacta;

(i) Eziste wm funcional de Lyapunov F : X — R para S(t).

Lema 1.3.3 Se S(t) € um semigrupo gradiente, entio w(z) C E para cada x € X. Além

disso, se S(t) € injetor e v~ (x) € uma drbita pré-compacta por z, entdo ax) C E.

Demonstragao: Como a érbita positiva y*(z) é pré-compacta, o conjunto {F(S(t)x), t > 0}
é limitado inferiormente. Entao, pela condigdo (3), F/(S(¢)z) — ¢, quando t — oo, onde ¢ é
uma constante. Sendo () pré-compacta, w(z) é compacto e invariante. O fato de que F' é
continuo implica F'(S(t)y) = c parat € R e todo y € w(z). A condi¢do (4) implica y € E.

Agora, suponha que 77 () é uma 6rbita pré-compacta e = ¢ E. Entdo a(x) é compacto.
Se y € a(x), existe uma seqiiéncia t,, — —oo, quando n — oo tal que S(t,)z — y, quando
n — oo. Escolha t, tal que t,_; —t,, > 1, para todo n. Assim, para cada ¢ € (0, 1), a condicdo
(3) implica

F(S(th-1)z) < F(S(t, +t)z) < F(S(t,)z)

para todo n, e entao F(S(t, + t)z) — F(y), quando n — oco. Como F(S(t, + t)z) também
converge para F'(S(t)y), quando n — oo, segue que F(S(t)y) = F(y) para todo t € (0, 1)
e, portanto F(S(t)y) = F(y) Vt € R. A condigao (4) implica entdo que y é um ponto de
equilibrio. [ |

Severino Hordcio IME-USP




13

1.4 Existéncia de solugoes para EDO "s em espagos de

Banach

Nesta secao, seguindo [10], consideramos em um espago de Banach X equagoes diferenciais

nao lineares da forma p
T
— = f(t,z 4.
()] (1.4.4)

onde f(t, z) é uma dada fun¢ao com valores em X de uma varidvel real ¢ e uma variavel z € X.

A questao da existéncia de solugoes dessa equagao estd bem estudada na literatura, (veja
(1], [9], [10] e [12]). Daremos apenas um resultado simples, que generaliza o cldssico Teorema
de Picard, (veja [30]).

Teorema 1.4.1 (Existéncia Local) Suponha que eziste uma vizinhanga de wm ponto (to, o)
na qual a fungdo f(t,z) € continua em t e satisfaz a condigio de Lipschitz uniforme em t, isto
¢,

(¢, 2) — (¢, 2)ll < Mz — zal, (1.4.5)
para alguma constante positiva finita M. Entao existe wma vizinhanga de to na qual a equagao

(1.4.4) tem uma tnica solucao x = ¢(t) satisfazendo a condigao inicial

(to) = wo. (1.4.6)

Demonstracao: A prova é baseada no Principio da Contragao. Das hipoteses segue que
existem constantes positivas €, n e M tais que, quando |t — to| < € e ||z — xo|| < 7, a fungdo
f(t, z) satisfaz

| £t 2)|| < M; < oco. (1.4.7)

Sejam § = min (E, ﬂ?) e C5(X) o espago de Banach das fungdes continuas z(t) que estdo

definidas para |t — tp| < J, assumindo seus valores em X, munido da seguinte norma

lzlll = sup [lz(@)]-

[t—to| <6
Seja
Blzo,n] = {z € Cs : ||z —zoll| < n}-

A condicao de limitagao (1.4.7) implica que o operador

(T'z)(t) = 2o +/; f(s,z(s))ds
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aplica Blxg,n] em si prépria, ji que para z(t) € B|xo,n),
I(Tz)(t) — zoll < 6My <.

Além disso, quando z1, 23 € Blxo, 7], da condi¢ao de Lipschitz (1.4.5), segue a estimativa

[(T2)(t) — (Tz) O < /tIIf(s,lé(S))—f(Syfvl(S))llds

IA

t
M/nm@—u@ws
to
M(t —to)|||ze — z1]||-

IA

Repetindo o argumento, obtemos

(T2 (1) — (T2 @) < MW@-%N/@—%MS

< Pty
e, por recorréncia
I 22)0) ~ eyl < ME e oy
Entao i
IT)@) ~ @) Ol < P20 ey — 2, (148)

Portanto o operador 7™ € uma contragao em B[zg, 7] para n suficientemente grande. Dai, pelo

Principio da Contracao, existe uma tnica solugao z(t) € B[z, 7| da equacdo integral

i
t) = zo +/ f(s,z(s))ds, (1.4.9)
to
que € equivalente ao problema de Cauchy (1.4.4), (1.4.6) para z(t) € B[zo, 7). [

Observagao: O Teorema 1.4.1 assegura a existéncia de solugdo apenas em uma vizinhanca
do ponto Ito. Mas, tendo construido uma solucéo no intervalo [ty — d,tp + 6], podemos tentar
estendé-la. E obvio que seremos capazes de continuar tal procedimento indefinidamente se,
por exemplo, as condigoes (1.4.5) e (1.4.7) s@o satisfeitas para todo x € X com as mesmas
contantes M e M,. Em particular, se as condigoes (1.4.5) e (1.4.7) sao satisfeitas para todo
t € [a,00), |lz — xo|| < 7, para algum o € R, e a solugdo da equagio (1.4.4) é conhecida e esta
em alguma bola ||z(t) — zo|| < 10 < 71, ela pode ser estendida indefinidamente quando ¢ — oo.

Se impusermos exigéncias de carater global sobre f(t, ), podemos obter existéncia global

das solucoes sem hipétese prévia sobre seu comportamento.
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Teorema 1.4.2 (Existéncia Global) Suponha que eziste um dominio [a,b] x X sobre o qual
a fungdo f(t,z) é continua em t e satisfaz a condigao de Lipschitz (1.4.5). Entdo para cada
(to,%0) € [a,b] x X o problema de Cauchy (1.4.4), (1.4.6) tem uma tinica solugio x = ¢(t)
definida sobre [a, b].

Demonstracao: A prova é analoga ao Teorema 1.4.1. E suficiente notar que:

(a) as hipéteses do teorema implicam a limitagao de f(t,z) sobre [a,b] x K, onde K é um
subconjunto compacto arbitrério de X;

(b) o papel de Blzo,n] é exercido pelo espago C(X) das fungdes continuas z(t) que estdo

definidas sobre [a, b], assumindo valores em X e tem a norma

llzll] = sup [|z(#)]| < oco.
t€(a,b)

Observacao: Note que, se a equagao (1.4.4) é autonoma, isto é, f nao depende explicitamente
de t, entdo f é continua em ¢ para ¢t € R e portanto, os Teoremas 1.4.1 e 1.4.2 se aplicam. Em
particular se f é globalmente Lipschitz temos que a solu¢do do problema de Cauchy (1.4.4),
(1.4.6) existe para todo t € R, (veja [1]).
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Capitulo 2

Propriedades do Ponto Sela para

EDO s em Espacos de Banach

Neste capitulo, além da demonstracao de existéncia de variedades invariantes apresentada
em [3], provamos um teorema de continuidade das variedades instédveis locais com relagio a

um parametro.

2.1 Variedades centro estavel e centro instiavel

Nesta segao, seguindo (3], mostraremos a existéncia de variedades centro estavel e centro
instavel para a EDO (2.1.1) abaixo.

Seja Auxn, uma n x n matriz e f : R — R™ continua com f(0) = 0. Um propésito
da analise de ponto sela de sistemas auténomos clédssicos é comparar, em uma vizinhanca de

p = 0, as propriedades da EDO néo linear

¢ =Ap+ f(p) (2.1.1)

com a equagao linear
» = Agp. (2.1.2)
Aqui estendemos essa analise para certas EDO “s em espacos de Banach, nas quais o operador
linear A pode ser ndo limitado.
Sejam X um espago de Banach com norma |-| e {T'(¢) }+>0 um C®semigrupo de operadores

lineares sobre X.
Definicao 2.1.1 Se T(t) é um C°-semigrupo sobre X, seu gerador infinitesimal é a aplicagio
A:D(A) C X — X definida por

T(t)p —
Ap = lim w,

t—04

16




17

o dominio D(A) consiste de todos os p € X para os quais esse limite existe (como um limite

na topologia da norma de X ). Nesse caso, dizemos também que T(t) € gerado por A.

Teorema 2.1.2 (Hille e Phillips) Seja T(t) um C°-semigrupo sobre X. Entao T(t) possui

um gerador infinitesimal, A, densamente definido em X.
Demonstragao: (Veja [13] ou [21]).

Teorema 2.1.3 Seja T(t) um C°-semigrupo sobre X. Entdo
(1) existem constantes M > 1 e p > 0 tal que

IT(t)p| < Me'|p|, Vo € X, t >0; (2.1.3)

(ii) a aplicagao t — ||T'(t)|| € semi-continua inferiormente, logo mensurdvel;
(i) se A € o gerador infinitesimal de T'(t), entdo A € densamente definido e fechado. Para

@ € D(A), t — T(t)p € continuamente diferencidvel e

S T(t)p = AT()p = T(t) A, 2 0

Demonstragao: (Veja [20], p. 6).
Seja 7 uma funcdo continua nao decrescente a valores reais sobre [0,00) com 7(0) = 0.
Seja f : X — X uma funcgao continua (nao linear) tal que
(i) £(0) =0;
(ii) | f(@) = F)] < n(r)le — L, lol, [9] <.
Observacao: No que segue, suporemos a equagao (2.1.1) sobre X, com A um operador linear
(ndo necessariamente limitado) e f satisfazendo (i) e (ii) acima. Suporemos também que 7'(t)
é o semigrupo gerado por A.
Assumiremos as seguintes hipéteses:
(1) (BU) Para cada t > 0, T'(t) é injetivo;
(2) X admite uma decomposicao tal que:
(2a) X =7_X @ moX @ 7 X, onde 7_, mp, 74 s@o projegdes lineares continuas sobre X.

A condigao (2a) implica

T_Tg = MolM— = T_Ty = T4T_ = WyTp = T4 = 0,

T_T_ = T_, ToTg = Mo, TyTy =g, T+ Mo+ 7y = 1.
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Se p € X escrevemos ¢_ = T_@, Pg = TP, Pr = T4p.

Usaremos, em todo este capitulo, a norma equivalente ||-|| sobre X, onde para toda ¢ € X

llell = |- + ol + |-

(2b) Para cada t > 0, T'(t) comuta com as projegoes m_, mo, 74 de forma que cada subespaco
m_X, mX, m, X € positivamente invariante por T'(t). Além disso, T'(t) pode ser estendido a
um grupo de operadores lineares continuos sobre mp X @ 7, X;

(2c) Existem constantes
a_, ag, ay, min{a_,a,} >ap>0e K > 1,

tal que
IT(@)e-|l < Ke™*|lo_||, V€ X, t >0;

IT#)poll < Ke®||goll, V¢ € X, t €R; (2.1.4)

IT@)p+]l < Ke*+lp4ll, Yo € X, t <O0.
Sem perda de generalidade vamos assumir ag > 0.

Quando o operador A ¢ limitado temos T'(t) = e, (veja [20]). E para (2.1.2), X = R",
T(t) = e?* e os subespacos m_R", meR™, 7, R" correspondem, respectivamente, aos auto-
espagos generalizados de A associados aos autovalores com parte real negativa, parte real nula
e parte real positiva.

Observagao: Quando 7y = 0 temos uma dicotomia exponencial para 7'(t), (veja [10], [16] e
19]).

Em virtude do Teorema 2.1.3, a equacéo (2.1.1) gera um fluxo em X dado por

w(t) = T(t)w(0) -I—/O T(t —s)f(w(s))ds. (2.1.5)

A integral em (2.1.5) é a integral de Bochner (que é uma extensao natural da integral de
Lebesgue em um espago de Banach de dimenséo infinita, veja [1]).

Uma solugao continua, w(t), de (2.1.5) é chamada uma “solugéo mild”de (2.1.1). Quando
a solugao, w(t), de (2.1.5) é continuamente diferencidvel ela é uma solugao cléssica de (2.1.1).
Consideraremos apenas solugoes continuas de (2.1.5) para ¢t > 0. Para resultados sobre regu-

laridade de “solucoes mild”, (veja [27], Capitulo 6).
Lema 2.1.4 Seja7™ >0 ew: [0,7] = X wma solugao continua de (2.1.5). Entao

y(it) =w(t+71), Vte[-7,0 (2.1.6)
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satisfaz
T(—t)y(t) = y(0) + /0 T(—s)f(y(s))ds, ¥t e [-T,0]. (2.1.7)

Reciprocamente, se (BU) vale e y satisfaz (2.1.7), entio w satisfaz (2.1.5) em [0, 7).

Demonstracao: Suponha que w satisfaz (2.1.5) e seja y dada por (2.1.6). Entao, se t €

[—T, 0], segue que

T(-t)y(t) = T(—t)w(t+T)

= T(-t) {T(t + 7)w(0) + /0 ' T(t+71 —s)f(w(s))ds

= T(7)w(0) +/0 TT(T — s)f(w(s))ds.

Mas, de (2.1.5) temos

T

T(r)w(0) = w(r) - / T(r — ) f(w(s))ds,

entao
T(-0u(®) = wlr) = [ T =) fwis)ds + " — ) f(w(s)ds
= O+ [ 76 - )l
Fazendo a mudanga de varidvel r = s — 7, resulta
T = O+ [ TEnfwl+ )
= 9O+ [ T fatrin

ou seja, y satisfaz (2.1.7). Reciprocamente, suponha que y satisfaz (2.1.7). Entao

y(0) = T(~t)y(t) - / T(—s)f(y(s))ds, t € [-7,0],

com t = —T, segue que

y(0) = T(r)y(~) - / T 8) Fly(s))ds,

sendo y(0) = w(7) e y(—7) = w(0), resulta

w(t) = T(T)w(0) — /O_T T(—s)f(w(s+7))ds. (2.1.8)
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Por outro lado, de (2.1.7), temos
T(—t)w(t+71) =w(r) + / T(—s)f(w(s +7))ds,
0
fazendo —t = 7 — 6, obtemos
6—1
T(r — 0)w(f) = w(r) +/0 T(—=s)f(w(s+71))ds,

entdo, usando (2.1.8), resulta

T(r — O)w(d) = T(r)w(0)— / TP (=s) flw(s + 7))ds + /0 (=) flw(s + 7))ds

= T(7)w(0) —/ T(—s)f(w(s+ 7))ds,
equivalentemente
T(r—0) [w(b?) —T(@)w(0) + /9
fazendo a mudanca de variavel r = s + 7, temos
0
T(r—6) [w(ﬁ) —T(0)w(0) — /0 T(6 — r)f(w(r))dTJ =0.

Entao, pela hipétese (BU), segue que

—T

TO —7—35)f(w(s+ T))ds} =0,

-7

/]
w(8) — T(6)w(0) — /O T(6 — r) f(w(r))dr = 0.

Portanto w satisfaz (2.1.5). [

Definicao 2.1.5 Uma solugdo de (2.1.5) no intervalo [—7,0], 7 > 0 € wma fungdo y :
[-7,0] = X dada por (2.1.6), onde w é uma solugio de (2.1.5) em [0, 7].

Definimos, para A > 0

” f(@), se llell < A, e
Iap) = 2.1.9
flig)s sellell > A
llll
As propriedades de f e 7 garantem a existéncia de uma fungao continua nio decrescente v(\),

A >0, v(0) = 0 tal que, para toda ¢, 1 € X

A2 ()1 < v(A)A,

(2.1.10)
1£2(0) = @) < vl — 9.
Com a finalidade de estudar (2.1.5) localmente, consideraremos a equacao
t
w(t) =T (t)w(0) +/ T(t — s)fa(w(s))ds. (2.1.11)
0
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Lema 2.1.6 Seja ¢ € X. Eziste X > 0 tal que a equagdo (2.1.11) possui uma tunica solugao
continua, w(t), definida para t > 0, com w(0) = .

Demonstragao: Seja 7' > 0. Definimos o conjunto
G ={g:(0,T] — X continuas com ¢(0) = ¢}.
Para 6 > 0, definimos a norma

llglls = sup e *[lg(t)]| < co.
t€(0,T)

E facil verificar que G é um espago métrico completo com a norma || - ||5.

Definimos o operador P sobre G por
(Pg)(t) =T(t)p + /OtT(t — s)falg(s))ds, t € [0,T]. (2.1.12)
Fazendo uma mudancga de variavel adequada temos
/OtT(t —5)fa(g(s))ds = /Ot T(s)fr(g(t — s))ds. (2.1.13)

Usando (2.1.3), (2.1.10) e (2.1.13) é fécil mostrar que P : G — G. Além disso, usando (2.1.3)
e (2.1.10), para g1, 92 € G e t € [0,T], obtemos

1Pa)(t) — (Pe) O < / IT( - )(fr(01(5)) — Faga(s))]llds
< / M=) fy(g1(s)) — Falg2(5)) llds

0

i
< / Mer=)y(\)llg1(s) — ga(s)||ds
0

t
< / Mu(\)ett=)ee=%| g, (s) — ga(s)|ds
0
t
< / Mu(\)ett=9e%|| g, — g||sds.
0
Logo
T
e [(Pg1)(®) — (Pg2))Il < llgr — gzllstV(/\)/ e=0=2)gs, (2.1.14)
0

Portanto, se d > i e A é tal que
T
J\JV(/\)/ eh=0t=s)gs < 1,
0

o operador P é uma contragao, entao possui um unico ponto fixo w. u
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Definicao 2.1.7 Um subconjunto K C X € localmente positivamente invariante sob o fluro
(2.1.5) se, para cada ¢ € K, existe € > 0 tal que

(i) a solugao w(t) de (2.1.5), com w(0) = @, existe parat > 0 suficientemente pequeno;

(ii) se para T > 0, w(t) existe e pertence a bola B(p,c) para todo t € [0,7] entdo w(t) € K,
para todo t € [0, 7).

Analogamente, define-se conjunto localmente negativamente invariante mudando > por

< em (i) e (ii).

Definicao 2.1.8 Suponha que um espago de Banach Y é decomposto como Y = mY @ mY
para m e mp projegoes lineares continuas. Entdo, um subconjunto S C Y contendo vy €

tangente a mY em yg se

71 (y — wo)l

— 0, quando y — yo em S.
lIm2(y — vo)l

No que segue, denotaremos por B(0, ), Bix_g0)(0,0), Broer,)(0,0), a bola de raio delta

e centro na origem de X, 7_ X @ mp X, moX @ 7w, X, respectivamente.

Teorema 2.1.9 Ezistem § > 0 e conjuntos

W= ={peX : |lp-+woll <6 pr=p"(o_ +w0)},

W ={peX : |lpo+ el <8, o =q* (0o +p4)},

0s quais sao chamados variedade centro estdvel e variedade centro instavel de (2.1.1),
respectivamente, onde p* e ¢* sao fungbes Lipschtzianas definidas sobre Bir_amr)(0,0) C
T_X ® 10X, Bmyer,)(0,0) C moX @ 7. X, respectivamente; tais que o conjunto W** € local-
mente positivamente invariante sob o fluro (2.1.5), enquanto se (BU) vale W** € localmente
negatiamente invariante. Toda solugdo de (2.1.5) que eziste e permanece na bola B(0,6) para
t > 0 estd em W** e toda solugao de (2.1.5) que existe e permanece na bola B(0,8) parat < 0
estd em W*. Além disso, o espaco tangente a W** em zero é m_X ®mX e o espaco tangente

a W** em zero € moX @ m, X .

Demonstracao: Mostraremos que para A suficientemente pequeno, de modo que

o 2K%0()\) 2(Kv(\))? N Kv(X) <1
1 ay —ag—4Kv(\) ao(ay — ap — 4Kv()\)) ay ’

a variedade centro estdvel para (2.1.11) existe e, é definida por p}, que mostraremos ser a

unica solugao, para t > 0, do sistema
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w_(t) =T(t)p- + fot T(t — s)m_ fa(w_(s) + wo(s) + pi(w_(s) + wo(s)))ds,
wo(t) = T'(t)po + fot T(t — s)mofa(w_(s) + wo(s) + pi(w—(s) + wo(s)))ds, (2.1.15)

Pi(@= + @o0) = [, T(=s)my frlw—(s) + wo(s) +p}(w-(s) + wo(s)))ds.
Em (2.1.15) w_(-) e wo(+) sdo tnicos. Algumas vezes explicitamos a dependéncia, de w_(t) e

wp(t), em relagdo a ¢_, ¢4, escrevendo
w-(p— + o, t), wo(p- + o, t).
Defina
E={x:m_X@®mX — 1 X : |Ix(e- + o) — x(®-+ o)l < lle-+ o — - —oll,
para cada ¢, ¥ € X, com x(0) =0, x|l = sup Ix(e- + @o)ll < oo}
Nao é dificil verificar que = é um espago métrico completo com a métrica
d(x1, x2) = llx1 — xall-

Para x € = considere o sistema

wX(t) = T()o- + Jy T(t — s)m_fr(wX(s) + wi(s) + x(wX(s) + w5 (s)))ds,
(2.1.16)
wi(t) = T(t) o + [y T(t — s)mofr(w* (s) +wi(s) + x(w—(s) + wo(s)))ds.
Usando o metédo do Lema 2.1.6 é possivel mostrar que dados ¢_, ¢o, existe A > 0 tal que,
(2.1.16) tem uma tinica solugéo continua wX (t) = wX (¢_ + o, t), wg (t) = wy (Y- + o, t) para
t > 0.
Seja o_ + pp € m_X @ mpX. Parat > 0 definimos

() = 0 (o + 00 8) + (- + 0,) — (G- + Fort) — w§(F- + Fo, D),
denotando wX(t) = wX(@- + Po), temos
o) < 1T - — Bl + IT(E) (g0 — o)l +
b [ e am{afwre + e+ xtwre + uien]

— BT+ T+ x(@(e) + 56| |

t
/
0

P60 4 300) + 0@ () + as(o)| |

ds

7t syrod 7 [u2(9) + wi(5) + x(w20) + ai(s)|

ds.

|
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Usando (2.1.4), (2.1.10) e o fato que x é uma contracio, obtemos

0(t) < Kello- — G- + Ke™ o — @oll

t t
4 / 2Kv(\)e = 90(s)ds + / 2Kv(\)e®™=9¢(s)ds,
0

0

sendo, e -t < g7t < %t 34 que ag < a_. temos
) ) 1 0 ’

t
000 < ¢ [llo- = -1+ lipa— Goll |+ [ K0 )e (5,
0

entao ,
e™"0(t) < K(llo- — @Il + llvo — @oll] + / 4Kv(N)e™**0(s)ds.
0

Do Lema de Gronwall resulta,
0(t) < Kllo- + o — G_ — Gollelot4k»NNt ¢ > g, (2.1.17)
Sejam x,1¥ € Z e, parat > 0e p_ + g fixado, considere
01(t) = [lwX () + wii(£) — w2 () — wy (B)]]

Entao de (2.1.16), usando que e~ *~* < ¢! para todo ¢ > 0, resulta

00 < [ 2K [0(6) + I (5) + w(5) — (o) + )] ds

< [ 2Bl [64(6) + Ihew(s) + (o)) — x(w(s) + wE NI+ x — ] ds

t
< / 2K v(N)e®=2)[20,(s) + ||x — ¥|]|ds.
0

Portanto

=000, (1) < 2Kv ()
0

t
llx — | +/o 4Kv(\)e %0, (s)ds.

Do Lema de Gronwall,

A
Jilx — pfeleot el ¢ > g (2.1.18)

ey < 220

0
Agora defina a tranformagéo Q sobre = por

(@) (p- + o) = / T(=s)my fx [wX(s) +wy(s) + x(wX(s) +wy(s))] ds, (2.1.19)

o0

onde wX, wy é a solugao de (2.1.16). Usando (2.1.4) e (2.1.10) em (2.1.19), segue que ||Qx

c0. Além disso, usando (2.1.17), obtemos

<

@x) (- + w0) = (QX)(@- + @o)ll < 2K*v(N)ll— + o — G- — Goll / glaomerHAIvNtgy,
J0
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Entao

2K%v(\)
ay —ag— 4Kv

(@) (p- + @o) — (@x)(@- + Po)ll < o o+ w0 —o- — Goll.  (2.1.20)

Sendo ag < a4, escolhendo A pequeno tal que

2K%p(\)
a; —ag —4Kv(N)

<1,

—

segue que @ : = — =. Além disso, se x, ¥ € 5,

(@) (o + 9o) — (@B (o + o)l < / T (=s)ms L (5) + wi(s)
b x(i(s) + wd(s))
— R (s) + wl(s) + (w? (s) + wl(s)]} Ids.

De (2.1.4), segue que
@0+ 90~ @0+l < [ Kvterss | |u(e) +ud(s) - wh(s) ~ ud o
b (o + i) - (wtio + u$®)|] o

= /0°° Kv(AN)e™**[01(s) + lIx — ¥lllds.

Usando (2.1.18) obtemos
1(@x)(p- + @o) = (Q¥) (- + o)l < /0 b Kv(\)e o+ [%le — op||elootaKrN)s
+ lhe= i as
— QM”X — ) /oo o—lar—a0—4Kv(Nls g
ap p

T+ Ke(N)lx - / e ds
0

_ 2(Kv()))® Ku(\)
 aolay —ag —4Kv(N) e
_ 2(Kv(\)? Kv(N],.

- [ao(a+ a0 —dK0(N) T oy ] I = I

2(Kv()\)? + Kv(\)
ap(a+—ap—4Kv(N)) at

Portanto, se A é pequeno de modo que l <1,segue que Q : = — = ¢

uma contracao e assim hossui um tinico ponto fixo pt € =, o qual satisfaz (2.1.15).
A ] l
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Seja 0 = A. Considere o conjunto
W= ={peX : |lo-+woll <4 vy =pile-+ o)}
Mostraremos que W** satisfaz as condicoes do teorema. De fato, comegamos observando que
w-(t) + wo(t) + px(w-(t) + wo(t))

define uma solugdo de (2.1.11). Para tal propésito, seja w_(p_ + po,t), wo(w_ + wo,t) a
tinica solugao de (2.1.16). Sendo w_(¢_ + ¢o,t) € m_X, wo(vo_ + po,t) € mX, faz sentido

calcularmos
pA(w_(t) +wo(t)) = pr(w_ (- + o, t) + wo(— + o, t)).

Agora, escrevendo 9_(t) = w_(p— + o, t) € 1o(t) = wo(p— + ¥o,t), obtemos

P(w-(t) +wo(t)) = / T(=s)my falw— (- (t) + o(t), 5) + wo(v-(t) + to(t), 5)
+ PA(w- (- (8) +to(t), 5) + wo(Y-(t) + ho(t), 5))lds
/ T(—s)7T+f)\[w_(<p_.+ o, 5 +t) + wo(p— + o, s + t)

[oe]

+ pa(w-(p- + o, s +1t) + wo(p- + o, s +1))]ds

/ T(=s)my falw—(s +t) + wo(s +t) + py(w—(s + t) + wo(s + t))]ds.

oo
Fazendo a mudanca de varidvel u = s + ¢ resulta

PA(w—(t) +wo(t)) = / T(t — wymy frlw-(u) + wo(u) + px(w-—(u) + wo(w))ldu

o0

= [ T~ W Ao (@) + o) + B30 (1) + wo(a)d

(oo}

+ /0 T(t — w)my falw—(u) + wo(u) + p3(w—(u) + wo(u))]du.

Dai, somando os termos
w-(t), wo(t) e px(w—(t) + wo(t)),
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obtemos
w_(t) + wo(t) + px(w—(t) + wo(t)) = T(t)p- + T(t)po
b [T = wm il )+ o) + () + ()
[ T = ) Al () + () + 73 00— ) + o)
= T(t)w_(0) + T(t)wo(0) + T'(t) / T(—u)my fa|w—(u) + wo(u)
+pi(w_(u) + wo(u))]du
+/0 T(t — u) fr[w-(u) + wo(u) + pi(w—(u) + wo(u))|du
= T(t)w_(0) + T'(t)wo(0) + T'(t)p3 (- + o)
+/0 T(t — u) faJw—(u) + wo(u) + pi(w-(u) + wo(u))]du
= T(t)[w—(0) + wo(0) + P} (w_(0) + wo(0))]
+ [ (= ) o)+ () + p3(00- () + o)
Portanto

w-(t) + wo(t) + px(w-(¢) + wo(t))

satisfaz (2.1.11). Além disso, p}(w_(t) + wo(t)) é limitado. De fato,

< [TITom Bl (s+0) +uofs +1)
£ i (s + )+ wols + 6)]llds
< / Ke % \v(A)ds

lIpA(w- () + wo(£))]

= K)\u(/\)/ e "*¥ds
0
Kw() _

Qy.

Agora, necessitamos do seguinte lema:

Lema 2.1.10 Sejam z, y duas solugoes de (2.1.11) que existem para todo t > 0 e sao tais
que
z_(0) + 20(0) = y_(0) + yo(0). (2.1.21)

Entao, para \ suficientemente pequeno, existe o > 0 tal que

l24(0) = y4 (O)|| < Ke™[las(t) —y+(@)|l, V¢ = 0. (2.1.22)
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Em particular, se uma solugao w(t) de (2.1.11) existe para t > 0 e ||wy(t)|| € limitada, entdo

w,(0) = pj (w-(0) + wo(0)).

Demonstragao: A iltima afirmacao do lema segue de (2.1.22) pois, sendo ||w(#)|| limitada,
llw+ (0) = pA(w—(0) + wo(0))[| < Ke™lw(t) — pi(w-(t) +wo(t))|| = 0, t = co. (2.1.23)

Para provar (2.1.22) note que, para t > 0, x satisfaz

(2.1.231) a_(t) = T(t)z_(0) + fot T(t — s)m_fa(z—(s) + zo(s) + z4(5))ds,
(2.1.23ii) a,o(t) = T'(t)zo(0) + f;T(t — 8)mofa(z_(s) + zo(s) + x4 (s))ds,
(2.1.28iii) T(—t)x4.(t) = 24(0) + [y T(=s)my fra(z_(5) + zo(s) + 24 (s))ds,
€ expressoes simllares sao vélidas para a funcao y.

Sejam
h(t) = llz—(8) = y-@Oll + llzo(®) — yo@), 9(t) = llz4(t) — y+@)II-

De (2.1.231) e (2.1.23ii) e seus correspondentes para y obtemos

h(t) < 2Kv(\) /t =9 h(s) + g(s)]ds, t > 0. (2.1.24)

0

De (2.1.24) e do Lema de Gronwall segue a estimativa

h(t) < 2Kv()) /Ot6(21(”(’\)+“°)te_“°sg(s)ds, t>0. (2.1.25)
Mas, de (2.1.23.iii) e sua correspondente para y temos

9(0) < Ke ™ *lay(t) — y+(0)|l
* / Kv(A)e™***[lly-(s) —z—(s)l + llyo(s) — zo(s)]| + lly+(s) — z4(s)|[)ds.
Entao obtemos .
9(0) < Ke=*+g(t) + Ku(\) /O e~ [h(s) + g(s)|ds.

Agora, sejam k = Kv(\) e k' = —22__ Entdo

ay—ap—2k

g(0) < Ke *'g(t) + k /te*""s[h(s) + g(s)]ds, t > 0. (2.1.26)
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Mas, usando (2.1.25), temos

i t s
k/ e "“*h(s)ds < k./ e 9+° [Qk/ e(2k+“°)se_““Tg(T)dT] ds
0 0 0

t s
— 2k2/ [/ e‘“*sea"(s_T)e%sg(T)dT]d.s

o LJo
t i
/ 2052k =045 1507 o () dT
0 T

AZ t e(ao+2k—a+)s
= 2 o -
/0 [ao + 2k — a.y

= 2k

t

i

T

2k ‘
— / e(a0+2k—a+)t _ e(ao+2k—a+)7‘ e_ang(T)dT
ao+ 2k —ay J
22 t
_ / [e(ao+2k—a+)r _ e(ao+2k—a+)t] e"“‘”g(*r)d'r
ay —aop— 2k Jy
22 t
< / e(a0+2k—a+)'re—aorg(7_)d7_
- ay — Qg — 2k 0

t
= k'/ e(2k_a+)Tg(T)d'r.
0
Entao, substituindo a desigualdade acima em (2.1.26), obtemos
i L
g(0) < Ke *'g(t) + k'/ elk=ar)s g(5)ds + k/ e *g(s)ds
0 0
i t
< Ke e g(t) + k'/ ek=a1)s (5 ds + k/ e~ e g(s)ds.
0

0

Portanto .
9(0) < Ke®*=)lg(t) + (k + k')/ ek=a)sg(s)ds, t > 0. (2.1.27)
0

Fazendo ¥(s) = g(t — s), 0 < s < t, de (2.1.27), resulta
W(t) < KePk=a)bap(0) 4 (k + k') /0 t e g(5)ds, t >0,

ou equivalentemente

e~ k=edby (1) < Kop(0) + (k + &) / t e@k =)=t g(s)ds, t > 0.

0

Agora, fazendo a mudanga de variavel u =t — s na integral acima, obtemos

e CFedly(t) < Kp(0) + (k+ k) / te_@k—“*)"g(t — u)du

0

t
= K(0)+ (k + k') / e~ @=a vy (u)du, t > 0.
0
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Do Lema de Gronwall segue que
P(t) < Kap(0)e (a+—3k=F)t (2.1.28)

ou equivalentemente
9(0) < Kg(t)e~(a+=3k= 4 > ¢

ou seja
l2::(0) = g+ (O)[| < Kllw4(£) — ya (8)lle™ 2" ¢ > 0.
Escolhendo A > 0 tal que 3k + k' = (3K v(A) + W—Lﬂ%):(—,\))?) < @, SEgUE quE & expressao

acima resulta em (2.1.22), concluindo a demonstragao do lema. [

Mostraremos agora que W** é localmente positivamente invariante. Entéo, para ¢ € W**,
seja w(yp,t) a solugdo de (2.1.5), com w(0) = ¢, que existe e permanece na bola B(0,d), para
t > 0. Mostraremos que w(p,t) € W**. Para isso, comegamos observando que as solucoes
de (2.1.5) na bola de raio ¢ coincidem com as solugdes de (2.1.11). Além disso, como vimos

acima

w-(t) + wo(t) + pi(w-(t) + wo(t))
define uma solugao de (2.1.11), com w_(0) +wo(0) +p (w—(0)+wo(0)) = ¢—+wo+p} (- +¢o)-
Ja que w_(0) + wo(0) = ¢_ + @o e pi(w_(t) + wo(t)) é limitada, pelo Lema 2.1.10, segue que
¢+ = PA(w-(0) + wo(0)) = px(¢- + o).

Entao, por unicidade de solugdes, temos
w(p,t) = w_(t) + wo(t) + px(w-(t) + wo(t)),

logo w4 (¢, t) = pi(w_(t) + wo(t)). Portanto w(yp,t) € W*.
A tangéncia de W** em m_X @ 19X no zero é conseqiiéncia de (2.1.20) com @_ + @p = 0
jd que, ¢_ + po = 0 implica (Qx)(P- + Po) = 0 e dai, (2.1.20) torna-se

1(@x) (- + o)l < 2]{21/(/\) /oo elao—ai +HAKv(N)t gy
lle- + ol B 0

2K%u()\)
ay —ag—4Kv(\)

Quando ||¢— + @o|| — 0, em (2.1.9), podemos escolher o parametro de truncamento A — 0

e ainda teremos (2.1.10) valida com @_ + ¢, ¥_ + ¥ no lugar de ¢, ¥. Entdo v(\) — 0,
2

quando ||¢_ 4 o]l — 0. Portanto Mfa—lg_';(])})u(—)‘) — 0, quando [|¢_ + ¢@o|| — 0. Assim provamos

a primeira parte do teorema. Similarmente podemos construir W** por meio de ¢}, a tinica

solucao do sistema
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a5(00 + 04) = [2o T(=5)m- fr(45 (wo(s) + w(s)) + wo(s) + wy(s))ds,

wo(t) = T(t)po + Jo T(t = 5)70 fr(a3(wo(s) + wy(s)) + wo(s) + w(s))ds

(2.1.29)
wy(t) = Tty + Jo T(t — s)ms (@i (wo(s) + wi(s)) + wo(s) + w(s))ds,
para t < 0. Seja
y(t) = qx(wo(t) +wy (t)) + wo(t) +wy(t).
Entao ;
T(-y(t) = 9(0) + | T(=s)x(u(s))ds, t <0 (2.1.30)

De (2.1.30) e do Lema 2.1.4 segue que W** é localmente negativamente invariante quando a
hipétese (BU) vale. As outras afirmagoes sobre W** sdo provadas de modo similar ao que foi

feito para W*. [

2.2 Variedades estavel e instavel

Teorema 2.2.1 Sob as hipdteses e notagoes da segdo anterior, sejan > 0 tal que min(a_,ay) >

n. Entdo existem uma constante 6 > 0 e os conjuntos

)
S = {90 € B(0,0) : lle-ll < 57 wot o+ :p(w—)},

)
0={oeB0.0) : llorl < 3 o~ +em=aton |,

chamados variedade estdvel e variedade instavel de (2.1.1), respectivamente, onde p e q
sao fungées lipschitzianas definidas para ||¢o—|| < %, los]| < %, respectivamente. Se p € S

entdo, para t > 0, existe uma tnica solugao w(t) de (2.1.5) com w(0) =¢ e
lw(t)]] < 2Ke™ @ lw_(0)]], t > 0. (2.2.31)

Se a hipétese (BU) vale e p € U entao uma solugdao w(t) de (2.1.5) com w(0) = ¢ eziste para
t<O0e
lw()ll < 2K el lw, ()], ¢ < 0. (2.2.32)

Além disso, o espago tangente a S em zero é m_X e o espago tangente a U em zero é my X. S

¢ positivamente mvariante sob o fluro (2.1.5) e se (BU) vale U € negativamente invariante.
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Demonstracao: (Existéncia da variedade estavel local de (2.1.1)). No que segue as-

sumimos A > 0, tal que
4K%u(N)

e — g — A &

Resolveremos para p, o sistema
w_(t) = T(t)p- + [} T(t — s)m_fr(w_(s) + pr(w_(s)))ds, t > 0;
o (2.2.33)
palp-) = [, T(=s)(mo + 1) fa(w(s) + pa(w_(s)))ds.
Seja
G={h:m X > mX &mX, ||h(p-) — h(Y- )|l < llp- —9-|l, Yo, ¥ € X, h(0) = 0}.
E facil verificar que G é um espago métrico completo com métrica

hi(o-) — ha(p_
by = sup  Imles) = hale )l
- R PR

Para h € G, existe um tnico w” (p_, t) satisfazendo
t
wh (t) = T(t)p-— +/ T(t — s)m_fr(w" (s) + h(w" (s)))ds, t > 0. (2.2.34)
0

De fato, sejam 7' > 0 e M = {g : [0,7] — X continuas, g(0) = ¢_, ||glls < oo}, onde
llglls = supsejory e *llg(t)ll- Definimos o operador P sobre M por

(Pg)(t) = T(t)p_ + / T(t — s)yr_fa(g(s) + hg(s)))ds, ¢ € 0,T],
é facil verificar que P : M — M. Além disso,
I(Pg)(®) — (Pa)®)ll < / IT( — 5)_{ Fr(91(5) + h(1(5))) — f(gas) + hlga(s)))} ds
< / Kuv(N)e = Cgy(s) + h(g1(5)) — ga(5) — hlga(s)) lds
< / Kv(N)e=lgi(s) — ga(s) + 1h(g(s)) — hga(s))l)ds
OT
< / 2K(\)eIlgy(s) — ga(s)llds

T
_ / 2K u(N)e= - =e%e=55) g, (5) — ga(s)||ds.
0
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Dai
T
e [|(Pg)(t) = (Pg2)(t)l] S/ 2Kv(N)e =90 gy — gylsds.
0
Logo
T
IPg1 — Pgalls < (/ 2K'/(/\)e_“‘(“3)6‘5(3"”618> llg1 — g2lls
0

T
( / 2Ku(,\)e—“—“"s’ds> o - galls.
0

IN

Escolhendo A tal que -
2K1/(/\)/ e =(=9gs < 1,
0

segue que P é uma contragdo e assim possui um unico ponto fixo. Esse ponto fixo satisfaz
(2.2.34).

Além disso, temos as estimativas:
lw” (o, t) = w" (Z-, )|l < Kllo- — @_[le =72, ¢ > 0. (2.2.35)

K
llw? (o, t) = w2(p-, )] < - le-llp(ha, hg)e~ (0=~ ¢ > 0. (2.2.36)

De fato, para verificar (2.2.35), seja fo(t) = ||w” (¢_,t) — w"($_,t)||. Entéo

60 < ITOl- -5l +
+ [ T(t—s)m{fA(w’i(so_,s)+h<w'1<w_,s>>>—fA<w’1<¢_,s>+h<w'1(<z_,s)>>} o
< Ke_“‘t”(p,—cﬁ_ﬂ—l—/o Kv(\)e =l (o, 5) —w" (5_, s)||ds +

t
+ / Kv(\)e *-(t=2) ds

0

h(’w’i((p_, 3)) - h(w}—t((ﬁ—: 5))

VAN

i
Ke oo — oIl + / 2Kv(N\)e ! (o_,5) — w (g, )| ds.
0

Entao

t
e*40y(t) < Kllo— — B_|| + / 2K v(N)e™*0y(s)ds.
0

Do Lema de Gronwall segue que
ety (t) < Kllp_ — (’5_”621@(,\)1’

e dai
02(t) < Kllp_ — 9“5_||e~(a_—21<u(,\))¢,
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que é (2.2.35). Para verificar (2.2.36), seja 03(t) = ||w™ (¢_,t) — w"(p_, t)||. Entéo

0s(t) < / t

— (e, s) + ha(w (o, s>)>}

T(t - s)r_ { A (o, ) + (@ (oo, )))

ds

t
< [ e flurio, 9 - ute-,s
0

e

h(w (-, 5)) = ha(w!*(ip-, ))

hy (w}—L1 (QO_, 3)) - h2(w’12((p—7 S))

= /0 t I(V(A)e—““"s){ag(s) +

‘}ds,

O5(t) < /0 2Kv(\)e - 90,(s)ds + /0 Kv(\)e 9| hy (w2 (p_, 5)) — ha(w™(o_, s))||ds

subtraindo e somando o termo hy(w”?(¢_, s)) na norma acima, obtemos

t i
< / 2K v(N)e > =905(s)ds + / Kv(\)p(hy, ha)e™ =) |[wh2 (o_, 5)||ds.
0 0

Mas,
o0l < 7@+ [ 1T~ shna(wl2p,5) + ha(ul2(o, )l
< Ke ol + [ KvNe a9 + (o, )l
< Ke o+ [ 2RvNe N, o)ds
entao

i
e w2 (-, )l < Kllo-|| + / 2Kv(N)e*||lw" (p_, 5)|/ds.
0
Do Lema de Gronwall, segue que
||wﬁ2(<P—, | < Klle- ||e_(“““2K”(A))t.
Assim,
t t
b3(t) < / 2Kv(N)e = =90,(s)ds + / K20\ p(ha, h) || [le e ¥ PN s,

0 Jo

sendo

i K
/ K2vN)a(ha, ha)l-lle™*~ e Mods - = —llo_||p(h1, ha) |e=(o= 72O — gmet
0

IA

K
5 llo_l|3(h1, ho)e (- —2KvNE
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obtemos ; ”
- 0a(t) < [ 2B Ou(a)ds + -l ha)e
0

Do Lema de Gronwall Geral (veja [15]), resulta
K
ea_tes(t) < 62[<U(,\)t3||(p_“ﬁ(hvl,,LQ)ezl(U(/\)t,

entao .
O3(t) < ?||<,0_||/3(hl, h.z)e#(“——‘”(“()‘))t’

que é a expressao (2.2.36).

Definimos, agora, a transformagao ) sobre G por

@)= [ " T(s) (o + 1) (w'mo_, 5+ h(lv'i(w-, s))>ds.

Nao é dificil verificar que
1(@QR) (=) — (@R) (%)l < 4KV(/\)/0 el (-, 5) = wh (-, 5)lds.
Usando (2.2.35) obtemos

(@R (p-) = (@)W < 4K v(N)lleo- — ¢ /0 g~ (a- 72 ma0)sg g

4K2%v()\)

= o a2yl Y-l

Escolhendo A tal que
4K%0(N)
a_ —ag—2Kv())
segue que @ : G — G. Além disso,

l@m)e) - @l < [ HT(—s)m{fA (150290 + -, 5))

<1,

— (o) + e, )} e
v [ reomd (om0 o )
— 1w m )+l )}

/0 ” Ku()\)e“"s[

h(w™ (p_, 5)) — hao(w™(p_, 5))

+ / Kl/(/\)e_"*s[
0

\hww':l (-, 8)) = haw* (1o, ))

ds

IA

w (-, 5) = w(p-, s)

|

ha

w (-, s) —w(p-, 9)

Jo
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Usando as desigualdades ||hi(p-) — ha(d-)|| < [lo- — 9_||, e7*+* < e%° e (2.2.36), obtemos

K >
1(@R1)(p-) = (Qh2)(w- )l < 4Kv(A) - llp-[lp(ha, o) / e~ (- HN a0 g

0
2K%v(\)

- 1p(ha, Ba),
e —ao—‘l.[(l/(/\)“(P “p( 11, 2)

logo
2K%u()\)

p(Qh1, Qhs) < a_ —ag — 4Kv())

p(h1, ha).

Se \ é tal que

2K%u())
<1,
a_ —ag —4Kv(\)
segue que () é uma contragao e possui um unico ponto fixo py. Esse tinico ponto fixo satisfaz
(2.2.33).
Seja 6 = A. Considere

)
5 {we X ¢ ol < S oty :pA(W—)}-

Mostraremos que S satisfaz as condigées do teorema. De fato, para ¢ € S

)
Il = llo-Il -+ ipa(@ )l < 5 + (o)

Mas,

lIoale)ll = [1(Qpa) (@)l
< / IT(=5)(mo + 71) fa (@™ (-, 5) + pa(w (o, 5))) s

< /0 ” Kv(N)e®®||w? (p_, 5) + pa(w (o-, 5))||ds
[T R P (o) + 2 (o, )l
< [T AR (o 9)lds,
como na verificacao de (2.2.36), temos
[w? (o, s)]| < K[l [lee- 2 Os,
Entao

Pl )l < / AN || ||e~ (0= —o0—2Kv (s g g
0

B 4K%v()) ol
T 4. —ap - 2K
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Assim, se \ é tal que
4K%0(N)
< 1,
a_ —ag —2Kv(\)

temos ||px(p-)|l < 53, entéo [|¢|| < £ <4, pois K > 1. Logo ¢ € B(0,9).

O conjunto S é positivamente invariante. De fato, dada ¢ € S, considere w(¢p, t) a solugao
de (2.1.11), para t > 0, que vale ¢ quando ¢ = 0. Mostraremos que w(yp,t) € S. Para isso,

comegamos observando que
w(t) = w-(t) + pa(w-(2)),
onde p, é o tnico ponto fixo de @, define uma solugao de (2.1.11). Com efeito,

pA(w_(t)) = / T(—s5)(mo + m4) falw(t + 5) + pa(w_(t + 5)))ds

[o<]
t

_ / Tt — u)(mo + 1) fr(w_ (u) + pa(w—(w)))du

28

= [ T(t—u)(mo+ my) fr(w-(u) + pr(w-(u)))du

oo

t / Tt — u)(mo + 74) fr(w—(w) + pa(w_(u)))du.

~

Mas,

/ T(t = w)(mo + 1) fa(w—(u) + pa(w_(w))du = T(t) / T(—u)(mo + 14) fa(w—(u)

oo o0

Portanto
w0+ pr(w- (1) = TO-0) + pr(-(0)
[ T =)o ) o) + (- (1))
= T (0) + - O]+ [ T =)l (o) + prCu- (@),
ou seja, w_(£) + pa(w_(t)) satisfaz (2.1.11). Além disso,
w-(0) + pa(w-(0)) = ¢ + pa(e-)-

Sendo ¢ € S, temos
PAlp=) = wo + pq.
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Logo
w-(0) + pa(w-(0)) = .

Portanto, por unicidade de solugao, segue que

w(p,t) = w_(t) + pa(w_(t)),

entao
pA(w-(t)) = wo(t) + w4 (t).

Portanto w(p,t) = (w-(t) +pa(w_(t))) € S. A prova de (2.2.31) segue de (2.2.35), com & = 0.
De fato, sendo
[w? (o, )| < Kl [lel*- 2K,

temos
AW (-, Il = /Ooo I7(=5)(mo + ) fa(w2 (-, £+ ) + pa(w? (o, t + 5))) ||ds
< /000 AKv(A)e™*||lw (¢, t + s)||ds
< / m4I{V(A)e“°SK||<p_||e~<“~—2’<"(”)(‘+s)ds
0 ,
= Kjp_|le~(a-—2KrO0 /oo AR p(\)e(e-—a0-2Kv(N))s g
0
= Kilp-ee-2oonr (),
desde que ;%ﬂ < 1, resulta
IA(w? (o, D)l < Klp—le™ (=~
Entao

lwie, )l = [lw? (-, t) + pa(w? (¢, )|l
< 2[(”(,0_ ”e—-(a_—ZKu()\))t

que é (2.2.31) com n = 2Kv()).
Para provarmos a tangéncia de S, em 7_X no zero, observamos que

[XCB] [ 4K%v())
lo-ll  ~— a- —ao — 2Kv(N)

Agora, quando [[¢_|| — 0, podemos escolher, em (2.1.9), o parametro de truncamento, ), se

aproximando de zero, e teremos ainda (2.1.10) valida com ¢_, ¥_ no lugar de ¢, 1. Portanto
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v(\) — 0, quando |[¢_|| — 0. Conseqiientemente %)ﬂ — 0, quando ||¢_|| — 0. Isso

completa a primeira parte da prova.
(Existéncia da variedade instdvel local de (2.1.1)). Vamos supor A > 0, tal que

2K2u(\) 2K%0()\) 4K%u(N)
max + ’ < 1.
+ —ag—2Kv()\)  ay —ag—4Kv()\) ay —ag — 2Kv(N)

Resolveremos para g, o sistema

a(py) = f_ $)(m— + 7o) fa(wy(s) + ga(w4(s)))ds,
) (2.2.37)
wi(t) = T(t)ps + [, T(t — s)my fr(wy (s) + ar(wi(s)))ds, t < 0.

Definimos o conjunto
H={h:mX - m_X&nX, |Mes) =@l < llos — ¥+l Vo, ¥ € X, h(0) =0}

B facil mostrar que H é um espago métrico completo com métrica

h —h
k) = sup  Mules) = halen)ll
PEX, i #0 ||<P+||

Para h € H, existe um tnico w' (p4,t) satisfazendo

t
w' (t) = T ()4 + / T(t — s)my fr(w’ (s) + h(w] (s)))ds, t <O0. (2.2.38)
0
De fato, para T' < 0, seja

M = {g: [T,0] - X continuas, g(0) = ¢4, llglls = =p e™|lg(t)]| < o0}
€T,
Definimos o operador P sobre M por
(B)®) =T(0r + [ T~ s)myalole) + bolo))ds
Como na primeira parte da prova é possivel mostrar que P:M — M. Além disso,

I(Pg1)(t) = (Pg2)(®)l < / IT(t — s)ms { fa(g1(s) + h(g1(s))) — fr(ga(s) + h(ga(s)))}HIds

< / Ku(N)e N gi(s) + h(gi(s)) — ga(s) — hlga(s)) ds
< / Ko\ Nlg1(s) — ga()]| + [1h(g1(5)) — hlga(s))ll1ds
< [r 2 p(\)e™ ) |gy(5) — gals) | ds.
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Procedendo como no caso anterior, obtemos

0
1Pg1 — Pgslls < <2KV(>\)/ 6(”_5)(#5)655) lgr — g2lls-
T

Se d > a, e\ é tal que
0
2K1/()\)/ ela+==s)gg 1
T

segue que P é uma contragao e assim possui um tnico ponto fixo. Esse ponto fixo satisfaz
(2.2.38).

Além disso, temos as estimativas:

(s 8) = W (B, )] < Kllpy — B flel 2 ¢ <, (2.2.30)

”rl'U—’Il-1 ((P+, t) - wfll-z((tp-Ht)” <

Para verificar (2.2.39), seja

K”‘P*”g(hl’ hz)e(“"”‘““”‘, t<0. (2.2.40)
a(t) = ' (ps, ) — ' (Bs, 1), £ <0.
Entao

a(t) < IT@)les — @4l +

+ [ T(t - 5)7‘_+{f/\(w—’il-(90+: 5) + h(w'—;(w-l-) 5))) - f,\(’lUi(QZ+, S) + h’(w—’ll-((ﬁ+} 5)))} ds

0
< Ko = Bl + [ Ko lul (pr, ) - wh B, 5) | ds
t
0
b [ RN s oy, ) — B (B, o) ds
i
0
< Koy = Bell+ [ 2K |l 6) — w3y, 9) a5,
i

dal
0
etat) < Kllpr = Foll+ [ 2u(N)e " +*a(s)ds
t

Do Lema de Gronwall (adaptado para t < 0), segue que
e a(t) < Kllpy — gylle >V,

assim
a(t) < Kl|pg — oy ||eler 2Kt
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que é (2.2.39). Para verificar a expressao (2.2.40), seja

B(t) = [lw (¢4, 1) — w2 (py, )], t <O.
Entao
0
50 < [ IIT(t—S)m{f,\(w’i‘(m,s)+hl(w'+”(<p+,8))>
_ 5 (w'f(w,s) T hQ(w?(w,s))) } lds
0
< [ Koyt { ko1, 9) = w'on, )

t

T @ (ps,5)) h2<wi2<so+,s>>||}ds

IA

[ Ko |05+ Wil (4,)) = (s D)

+ W™ (g4, 5)) = ha(w™ (s, s))||] ds

IN

(w2 (4, 5)) = ha(w} (04, S>>"] ds
w2 (o, 5|l

0 0
< [ avye s+ [ Kv)oth, bl s, o).
t

t

Mas, de (2.2.38),

0
[ Ko |26(5) + ol o, )

0
w2 (s, s)| < ||T(t)(p+||+/ T(t—s)7r+fx<wi2(tp+,s)+h2(w_'i2(<p+,s))) ds
t
0
S I(ea+t||90+”+/ I(V(/\)ea+(‘_s)“w_}:_2((p+,S)+h2(w};_2(90+75))”d3
t
0
< Ke ol + [ 20)e Il (o, 9)lds,
entao

0
et oy, ) < Kllpell + [ 2K0 (M)l (e, 5) s
i

Do Lema de Gronwall, adaptado para t < 0, obtemos

e w5 (o4, )| < Klpslle2F7O,

assim
w2 (4, 5)l| < K|l ]el =2,
Logo
0 0
B(t) < / 2K v(\)e+ (=9 3(s)ds + / Kv(A)p(hy, ho) K ||y ||el®+ 2K s gart=2) g g
t t

g 0
= [ 2K I Bs)ds + KAl ) e | et
t

t

Severino Horécio IME-USP



42

mas
0 —2K (A
/ e+l 2Kv(Ns o gayt € ()t_ 1
A 2Kv(A)  2Kwv())
e(a+—2KU()\))t
< —
- 2Kv(A)
Dai
0
K h
Be) < [ 2Kuep(s)ds + KL o oo
¢
entao

0
K
e B(t) < / K)o *B(s)ds + LT g 2
t

Usando uma adaptacéo do Lema de Gronwall Geral, para ¢ < 0, obtemos

Kp(}
etp(t) < TLG g et

Portanto Folh. b
ity < TEBLD) ) tor-aony

que ¢ a expressao (2.2.40).
Definimos a transformacao @ sobre H por

0

@n)or) = |

—0o0

Note que

I@R) () — @RI < / Ku(\)eo—s

—0o0

— Wi (s, ) — h(w}(Py,9))||ds

0
4 / Kv()\)e 0

—0o0

- w—lll-(w+)s) —h('ll)_’;(‘l/)_|_,$)) ds

IA

wi(‘PJm 8) - wl-{l»(w+) 3)

/_ ’ 2Kv(N)e*~*

{oe]

0
& / 2K v(\)e 08

—oQ

sendo a_s < ags < —aps, para s < 0, segue que

0

QR (24) — (@R) )] < / 4K v (Ve

—0oC

wh (o4, 8) — wl (i, 5)

’LU:I_(WJ” S) - will-(‘w-l—? S)

T(s) -+ )y (w1, + B wfp1,) ) ).

w’-ll-((p+) S) + h(w{ll-((P+> 3))

w—}il-((p+1 S) + h(“’i(%"w 3))

ds

ds,

ds.
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Usando (2.2.39) obtemos

1(@R)(ps) = (@RI < 4KQV(>\)||90+—L/)+|I/ elormeom2vags

4K%v(\)
- (a+ — G — 2](11( )) ”50+ IJ)+H
Escolhendo A tal que
4K%v(N)

(ar — a0 —2Kv () ~

segue que @ : H — H. Além disso, @ ¢ uma contragao sobre H. De fato,

(@) (es) — @Ra) ()l < /

—0o

= 5(won ) + e, )]
v [
= (e 9) + )}

/_ (; Kv(\)e™* [

hy (wlf(soﬁ 3)) - hz(wiz(%’m s)

% /_ (; 1@@)5%8{

_|_

r(=sym-{ (Wl (o1.5) + bl o, )

ds

T(=s)mad  (wl(p1.5) + Il o, 9)

ds

hi

w, (So-i-) ) - ’w{ll-2 ((p-l-) S)

Jas

wT(‘P-HS) - w22(90+,5)

]ds.
hy

wy ((P+) ) w{}l—z ((P-H S)

Js

IN

+

hi(w! (¢4, 5)) = ha(w2 (04, 5))

sendo a_s < ags < —aps, para s < 0, segue que

@h)en) - @l < [ 2Kue [

—0oo

+ || (wh (o4, 5)) — ha(wl (4, 9))
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Somando e subtraindo o termo hy(w”?(py, s)), temos

I@m)er) - @)ool < | 21@0)(“”{

—00

1 (pr,5) — Wi (ps,5)

+ (| (s, 8) — h(wl? (o4, 5))

b |tton, ) — ratwleor, 9 | as

< [ areuier, o) - wben,

+ [ arveeoiatwleor, ) ~ hatutr(e, o) Jas

Agora, lembrando que
w2 (o4, )| < K|l ||ele =2 Ds,

obtemos

|||hl('w5i‘ (p+:5) = ha(w!? (04, 9))
lwl (4, 8)]

= w2 (es, )l

< p(hl,hz)”wﬁ?(@ws)”
< p(ha, h) K ||y [|ele+2K7 s,

hi (w2 (o4, 5)) — ha(w!? (¢4, 5)

Entao, usando (2.2.40) e a estimativa acima, resulta

- ~ 0 Kp(hi, h
1@n)es) = @il < [ arvoye o TPy oo msromsg,

—0oQ

0
+ / 2Kv(N\)e™ " p(hy, hy) K|y ||el+ —2Kv M2 s

—00

0
(21(%(»”%” / e<ﬂ+-“°'“‘"<*>>3ds)p(hl,h2>

+ (267N llesl / elas—o0- 2’<"<*>>Sds)p<hl o)

220Nl | 2K20(0) || |
<a+ —ap —4Kv(N) M ay —ag — QKI/(/\))/)(]“’ hy).

Assim, escolhendo A tal que

2K%()\) 2K%u())
-+ <1,
+ —ao—4Kv(\)  ay —ag—2Kv()\)

segue que () é uma contragao e possui um tnico ponto fixo gy. Esse tinico ponto fixo satisfaz

(2.2.37).
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Seja 6 = A. Considere

)
U= e X : < =, p— = ;
{oex < ol < gz oo+ =l
Mostraremos que U satisfaz as condigoes do teorema. De fato, para ¢ € U,

)
Il = llosll + Ipaton)ll < 5oz + las(o)lL

Mas

lar(oa)l < / ds

—0Q

0
< / Kv(\)e**||wP

—00

7)o+ 1) (P (p1.5) + (o, 9))

ax
+
(90+7 S) + ax ('LU+ Py, S >

0
+ / Kv(\)e

—o0

wP (p4,8) + o <1U+ (o4, )>

0
< / 2Kv(X)e f ds

—0o0

wi (4, 8) +an (wi“ (04, S)>

IN

’wi’\ ((p+7 S) ds

0
/ 4Kv(\)e "*

—Cc

0
< [ aRv e K s ds

oo ]
= ||<p+||4l{2y(,\)/ elasr—ao—2Kv(N)s gg
4K (\)
= o+l — :
ay —ag — 2Kv(A)

4IC%(\ 2
Escolhendo A tal que ‘HTO_;]—(% < 1, temos |lgx(¢4)]l < 3. Logo [loll < £ <6, ja que

K > 1. Portanto ¢ € B(0,0).
O conjunto U é negativamente invariante. Com efeito, dada ¢ € U, considere w(p,t) a
solugdo de (2.1.11), para t < 0, que vale ¢ quando ¢t = 0. Mostraremos que w(¢p, t) e U. Para

isso, comegamos observando que

LU+((P+, t) + (J)‘(’LU+((,0+, t))»
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onde ¢, é o tnico ponto fixo de é, define uma solucao de (2.1.11). De fato,

a(wi(p+,t)) = / T(=s)(m— + m0) fa(w (@4, + 8) + qa(wy (o, t + 5)))ds

—0o0

- / T(t — u)(m_ + m0) fa (s (94, w) + galws (01, u))du

= / T(t — u)(m_ + 70) fr (e (94, u) + ga(ws (04, w)))du

—0o0

+ / Tt — u){m_ -+ o)l (e 5) + qalios (e, u)))d

Mas,
Sl Tt —u)(m_ + m0) (s (4, w) + ar (wy (04, w)))du
= T@) / m T(—u)(m— + 7o) falw (04, 1) + ar (w4 (1, w)))du
= T(t)ar(ps)
= T(t)aa(wy (¢4, 0)).
Portanto

Wy (o4, 1) + ta(wi(ps,t) = T(t)[wy(ps,0) + gr(wy(py,0))]

T / Tt — u) fa(we (9 ) + r(ws (04, 0)))

ou seja, w (¢4, t) + ga(wy(ps,t)) satisfaz (2.1.11). Além disso,

w4 (p+,0) + ar(wyi(py,0)) = @p + ax(e4).

Sendo ¢ € U, temos
a(p+) = ¢- + o.
Logo
w4 (p+,0) + ar(wy(py,0)) = .

Portanto, por unicidade de solugdes, segue que

w(907 t) = 'LU_|_(Q0+, t) + Q/\(w+(()0+’ t))

Assim, w(p,t) € U.
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A prova de (2.2.32) segue de (2.2.39) com @ = 0. De fato, sendo
[ (o, O < Kl fleler 2700,
temos

0
llax(wi (e, I < / AKv(N)e "% |lwi oy, t + 5))llds

—0o0

IA

0
/ 4[{,/()\)6—0031(“(P+”e(a+—2Ku()\)(t+s))ds

0
= (/ 4]{,/()\)e(a+—ao—2KV(/\))Sds) I(||w+|le(a+—2ku(,\))t

—Cco

4Kv(\) .
— K (a4 21(1/(/\))15.
a0 — 2K e+l

4Kv())

Se A é tal que ar—ao—2Kv(N)

< 1, obtemos
@ (e, )| < K ||palleler2K7 o0t

Entao

lw(p, )l = lwP(es,t) +an(w (04, 1))l
2K||(P+ |Ie(a+ —2Kv(A)t

IN

que é (2.2.32) com n = 2Kv ().

Para provarmos a tangéncia de U, em 74X no zero, observamos que

losto )l 4K
losl = @ —a0—2K0 ()

Agora, quando |lo4|| — 0, podemos considerar, em (2.1.9), o pardmetro de truncamento,
A — 0, e teremos ainda (2.1.10) vélida com ¢, 14 no lugar de ¢, 1. Portanto v(\) — 0,
quando ||¢4|| — 0. Conseqiientemente ”—qﬁ—% — 0, quando ||¢4|| — 0. Isso completa a

prova. [

Coroldrio 2.2.2 Sob as hipéteses e notagées do Teorema 2.2.1, sejan > 0 tal que min(a_, ay) >
n e @ # 0 um equilibrio de (2.1.1). Entao existe § > 0, tal que as variedades estdvel e instdvel

de @ existem e sao dadas por
S(@)={p+ype B(pd) : p€S}

U(g) ={p+¢ e B(p,6) : peU}.
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Se ¢ € S(p) entao, para t >0, existe uma unica solugio w(t) de (2.1.5) com w(0) = ¢ e
lw(t) - @ll < 2Ke™ " w_(0) — @], t > 0.

Se a hipdtese (BU) wvale e p € U(@) entao uma solugdo w(t) de (2.1.5) com w(0) = ¢ existe
parat <0 e
llw(t) - @l < 2Ke® " lw,(0) — @, ¢t <0.

Além disso, o espago tangente a S(p) em @ é w_X e o espago tangente a U em @ é m  X. S(@)

€ positiamente invariante sob o fluro (2.1.5) e se (BU) vale U(p) é negativamente invariante.
Demonstracao: Basta notar que a translagao
pp—p

leva o equilibrio ¢ na origem, entdo o resultado segue diretamente do Teorema 2.2.1. |

2.2.1 Continuidade das variedades instaveis locais

Nesta subsegao, provamos um teorema de continuidade das variedades instéveis locais de
(2.1.1) em relagao a um parametro, desde que o semigrupo T'(t), gerado por A, nio dependa

desse parametro.

Teorema 2.2.3 (Continuidade das variedades instdveis locais de (2.1.1)). Além das hipéteses
do Teorema 2.2.1, suponhamos que a func¢ao f\ depende de mais wm parametro € € S, onde

2 € um aberto de algum espago de Banach e f\ = f5 satisfaz as estimativas
173(w) = R @)l < Cue)llull, Ci(e) — 0, & — e, (2.2.41)

[173(w) = SR < v(Mllu = vll, para cadae € Q, (2.2.42)

onde v(-) € uma fungao continua nao decrescente com v(0) = 0. Entdo a variedade instdvel

U¢, de (2.1.1) dada no Teorema 2.2.1, é continua com relacio a € em eq € ).

Demonstragao: Vimos que U® é um grafico de uma fungao Lipschitziana, gy = ¢5, com

constante Lpschitz menor ou igual a 1, onde (g, w%") é a tinica solugio do sistema

g5(04) = [ T(=8)(m_ + m0) f5(wy (s, €) + g5 (wy (s, €)))ds,

: (2.2.43)
wy(t,e) = T(t)ps + [, T(t — )7y fi(wi(s,€) + g5 (wy(s,€)))ds, t < 0.
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Além disso, de (2.2.42) e (2.2.43), segue que

-0
lwet, )l < K6“+‘||<p+l|+/ Kv(A)e™ "9 lwy (s, €) + g5 (wi (s, €))llds
t

IN

0
Ketlpull+ [ 2Ry N)e Iy (s, 9)ds.
t
Dali 8
e~ (1, < Kllpall + [ 2800 o (5,) s
t
Usando o Lema de Gronwall, adaptado para ¢ < 0, segue que
e Hlwy (t,6)]| < Kllpq [le O,
e, dai
s (8, )l < Kl llete=27 00, ¢ <o, (2.2.44)
Usaremos a métrica p definida por

h — h
P(hl, h2) — sup “ ]((P-l-) 2(‘P+)” ]
peX, i #£0 llo4 |l

Seja 0(t) = ||wy(t,€) — wy(t,€0)||, t <0. Entao

o(t) < / IT(t = s)ms { filw(s,€) + a5 (w(s,))] = £ [wa(s,0) + ¢’ (wi (s, €0))] } | ds

IA

/t Ke™9%| f{[w (s, €) + ai(w (s, €))] — [ lw (s, €0) + 657 (w4 (s, €0))] l|ds.

Somando e subtraindo o termo f€[w, (s, €0) + ¢5° (w4 (s,€0))], na norma acima, obtemos
0
00) < [ K (5,6 + af(wals, D] — Sl (o,20) + a2 (5,0l
t

0
N / Ke=2a || ££[w (s, €0) + ¢ (wy (s, €0))] — F2° (w4 (s, €0) + @52 (w4 (s, €0))][1ds.

t

De (2.2.41) e

—~

2.2.42) segue que

0

o(t) < Kv(3)el = [|Iw+(8, e) — wi(s, o)l + [lax (w4 (s,€)) — 45’ (wa (s, Eo))ll] ds

/
0
T /I(e(‘"s)“+Cl(e)|lw+(s,Eo)+q§°(w+(5,€o))||d5
t
0
_ / Ko(3)e s)a+[e )+ [l (wa (s, €)) — g (wy (5, o))l ds
t
" / K92+ Gy (&) [y (5, €0) + 42 (wa (5, €0)) | ds.
t
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Usando que ¢3° é uma funcao lipschitziana com constante de Lipschitz < 1 e ¢°(0) = 0, resulta
A A

00 < [ Koyt [0(s)+Ilqi(w+(s,e))—qi"(w+(s,60))ll ds

0
4 / 2K el Gy (e)||wy (s, €o)|ds.
t

Agora, usando que ¢§ € lipschitziana com constante de Lipschitz < 1, temos

la3(w+(s,€)) = a3 (wi (s, )l < llgr(wi(s,€)) — a5(w+ (s, €0))ll + llg5 (w+ (5, €0)) — a5 (wy- (s, €0)) |

< e (5,€) — i (5, 20)l + g (5,0)) = 52 (5,0) |
= 6(5) + 45w (5,20)) — 0w (s, o)

= 00s) + s 3, ) [ LEL2 ) — 020

< 9(3) + ||w+(s, 50)“)0 (Qia ‘ﬁo) : o

Entao

0
0(t) < /I(”(/\)e(t_s)a+[9(3)+9(5)+||w+(5,€0)||P(Q§,Q§°)]dS
t
0 o
+ /2](01(6)e(t_s)“+||w+(s,60)||ds
¢

0
=t / 2Kv(\)et =99+ 4(s)ds

t

0
T / Kv(\)e" )% [|lw, (s, €0)llp (a5, 45°) ds
i

0
+ /2](01(6)e(t_s)“+||w+(s,so)llds.
t
Usando (2.2.44), obtemos

0 0
o(t) < / 2Kv(\)e" =%+ 0(s)ds + / Kv(\)e 9% p(g5, ¢50) K || o ||+ 2K s g
i

t

0
+ [ Kl Ky el

t

0 0
— [ 2RV (s)ds + Kl Nl a5 [ ermeoras
t

i

0
+ 2K, [|Ca(e)e™ / =2V g,

t
Entao

0 0
e () < / 2Kv(Ne™*0(s)ds + K|l |lv(N)p(g5, ¢) / e VN3 gs
t

i

0
+ 2](2||(p+||Cl(6)/ e HVNs s,
t
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Sendo
/0 e~2Kl/(/\)st - _ 1 [1 _ e—QI(V(/\)t]
; 2Kv(N)
1 —2Ku(M\)t
= —|e™* -1
Ko ]
e—2Kv(\)t
2Kv(N) ’
temos

0
e—a+t9(t) < / QI(V()\)e_a+30(S)dS + ‘K”;D+(|LZ;(/\) p(qf\, q/E\o)e—ZKu()\)t
t v

Kljp4|] —2Kv(\)t
+ I/()\) C](&)e .

Usando o Lema de Gronwall Geral, adaptado para t < 0, segue que

K K C
mertg() < oo [KIel g, goye-arenny Ko IAE) o).

Logo
K K C
g(t) < “('OJ“”p(qf\, qi())e(a+—4l(u()\))t + __”Me(a+_4I(V(A))t. (2'2'45)
2 v(N)
Agora,

llai(e+) — a3 (@)l S/ IT(=s)m—[f3(w4(s,€) + g5 (w4 (s,€)))

w5, e0) + Py (5, )]s

[ Il ) + (5,
R (5, 0) + g (s (5, 0))]lds
[ sl 5,9 a5, )
ol (s, o) + a0 (w5, 0))]llds
v/ " K b, €) + (s (5, ))]

—0Q0

—  fwi(s, €0) + 43 (w4 (s, €0))]||ds.

+

IA

Sendo a_s < —agps, quando s < 0, resulta

a3 (p+) — g (w)ll < / 2K ™| flws (s, €) + gi(wq(s,€)))

—0o0

— [P we(s, €0) + 45 (w4 (s,€0))]llds.
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Somando e subtraindo o termo f5[w, (s, ¢€0) + ¢5° (w4 (s, €0))] na integral acima, obtemos

0
5 (0s) — (o)l < / 2K e | fefuw (5, €) + g5 (ws (5,€)

—0o0

= [lwi(s,€0) + 43 (wi (s, €0))]llds

0
[ 2K (s, c0) + P (s, c0)]

—o

= 5w (s, €0) + ¢ (wy (5, 0))]||ds.

Usando (2.2.41) e (2.2.42), segue que

ldior) - el < [ 2Ku<A)e—“°s{||w+<s,e>—w+(s,60)||

—0o0

+ g (wa(s,€)) - q;°<w+(s,50))||}ds

0
n / 2K e 0°C (&) [[ws (5, €0) + ¢ (w (5, €0)) | ds

—0o0

— / 21('1/(/\)6_“"5{9(3) + |l¢x(wy(s,€)) — q§°(w+(5,6o))ll}ds

—0o0

0
-+ / 2Ke™"5C(e)||ws (s, €0) + ¢° (w4 (s, €0))||ds.

Jé que ¢5° € Lipschitziana com constante de Lipschitz menor ou igual a 1 e ¢°(0) = 0, resulta

0

g5 (0s) — ()]l < /

—00

2Ku<A>e—“°s{ 0(s) + 105 (s (5,€)) — a2 (w3 (5, eo»n}ds

0
o+ / 4Ke "%C(e)|lwi(s, €o)||ds.

—0o0

Usando mais uma vez que

llgx(w+ (s, €)) = a3 (wy (s, €0))ll < 6(s) + [lwi(s, €0)llp(a5, 43°),

obtemos

0

laS(es) — (0]l < /

—00

2K (N 0" [29(3) T lhws (s, eo)lo(as, 420) | ds

0
+ / 4K Ch(e)e™ % |lwy (s, €0)||ds.

J =00
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Agora, usando (2.2.44), segue que

0
o (os) — (o)l < / AKv(\)e00(s)ds
0

b [ aRB Ol )l

0
* / AK?|| g ||Cy (g)eler —ao-2KvNsg,

Assim,
la5(p+) — ()l < L+ I+ 1,
onde .
I :/ 4Kv(N)e *%0(s)ds,
0
b= [ 2l s a)eler 2Oy
€

0
I3 :/ 4[{2||<p+“Cl(g)e(a+—ao—2l(u(,\))sds_

—0o

Mas, usando a estimativa obtida para (t) em (2.2.45), obtemos

0
—apns ]< £ ay — v S [< ay — v S
R O L T e TR

—oo

I

0
[ 2Kl (e, a50)e KO as

—0o0

0
b [ ARG RO

—0oo

22vMllpll o e A4l
— p(d5: a3°) + _
ay —ap —4Kv(N) ay —ag —4Kv(N)

Cl (8) .
Além disso,

0
o= [ 2Ele, gl s
2PVl e e
 ay —ap— 2I(u(/\)p(q)"q’\ )

I3

0
/ 4[(2I|(p+”C’l(E)e(ﬂ+—a0—21(u()\))sds

—o0

ay —ap—2Kv(A)

Severino Horécio IME-USP



54

Portanto
. 2K20(\) |l |l a 4Kl ||
€ __ A0 < £ £0
2K Vlesll . 4K s |
ay —ap — 2Kv()) Plas a) + a, —ag — 2I(U(/\)Cl(6)

2K\l |

2170 (M) [l |
ay —ag— 4Kv(\)

g €0
ay —ag — ZKV(/\)}/)(q’\’ )

4K? 4K?
. i leel oo,
ay —ag —4Kv(\)  ay —ag—2Kv())
Logo
lg3ps) =g (el _ 2K°v(N)

[ 2K%u()\)
llo-+ |l ay —ag — 4Kv(A)

4K?

ay —ag — 2Kv(N)

}p(cﬁ, ay°

4K?

! {a+ “a0—4Kv(\) | ay —ao— 2[(,,(,\)J Ci(e),

o que implica

= — g3 2K2%u(\ 2K%u(\ .
sup  NA) el [ ) Q) ]p(qf\,q,\"
PEX, p4#0 llo+ |l ay —ag —4Kv(X)  ay —ao — 2Kv())
4K? 4K?
Ci(e).
o [a+ —ag — 4Kv()) + ay —ag — 2[(1/(/\)] 1(e)
Portanto -
2K%v()\) 2K%v()\)
€ €0 < € €0
PB) S oo T o —ae 21(11(,\)Jp(q*"j’A )

4K?

4K

+ [a+ —ag —4Kv(\)

Escolhendo A, suficientemente pequeno, de modo que

+ ay —ag — 2[(1/(/\)} CGie).

2K2%v())

2K?v()\)
ay —ag —4Kv(\)

e chamando

1
ay —ag — 21{1/(/\)} <3

2 2
Cale) = [aJr — a:I—(ZIKV(/\) + ay — a;li{ZKy(/\)] Gie),
obtemos
(a5, 657) < (a5, 45%) + Co(e),

entao

5065, 67) < Cafe).
Portanto

p(dh 43°) < 2Ca(e),
com Cy(e) — 0, quando € — &g, 0 que conclui a demonstracio do teorema. [®]
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Corolério 2.2.4 Sob as condicoes do Teorema 2.2.3, para cada equilibrio da perturbagdo de

(2.1.1), @, existe a variedade instdvel local U*(p.). Além disso, se a translagao

Y P — P

¢ continua em gq, entao U*(@:) € continua em &g.

Demonstragao: A existéncia dos conjuntos U¢(@.) é garantida pelo Corolario 2.2.2, onde

Us(pe) = {pet+¢ 1 €U 0)}
= {@c + oy +d5(p4)}-

Seja 1. = @, + p, com ¢ € U(0). Entao
e = Yeoll = 11@e + (04 +a5(p+)) — Peo — (1 + &5 ()l

|Pe + ax(p+) — @eo — @0 (04)l
|Be — @eoll + llas(w+) — a2(@4)ll — 0, € — &0,

IA

desde que ||@. — @ell — 0, € — €0 pois, do Teorema 2.2.3, temos |lg5(¢4) — ¢3° (¢4l —

0, € — €p.
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Capitulo 3

Existéncia de Atrator Global

Considere a equacgao de evolugao nao local

om(z,t

~onde m(z,t) é uma fungao real sobre R x Ry, & e 3 sao constante nao negativas, J € C'(R) é
uma fungao nao negativa, par, com suporte no intervalo [—1, 1] e integral igual a 1 e * acima
denota o produto convolugio, ou seja,

(J xm)(z) = /RJ(.’L‘ —y)m(y)dy. (3.0.2)

Vamos reunir aqui as condigoes sobre g que serao usadas como hipdteses em nossos resul-
tados & medida que forem necessérias:
(H1) A funcdo g : R — R, é globalmente Lipschitziana, isto é, existe uma constante positiva
k1 tal que
l9(z) — 9(W)| < kalz —yl, Va,y €R.

Em particular, existem constantes nao negativas ky e ks tais que
lg(z)| < kolz| + ks, Vz € R. (3.0.3)

(H2) A fungao g é de classe C! e ¢’ é localmente Lipschitziana.

(H3) Existem constantes ndo negativas ky e ks, tais que
|9'(2)] < kala] + ks, Va,y €R;

(H4) A fungao g tem derivada positiva. Em particular ¢ é crescente;
(H5) Existe a > 0 tal que |g(z)| < a, para todo = € R, ou seja, quando a < oo, temos um

caso particular de (3.0.3) com ky = 0 e k3 = a;
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(H6) A fungdo g~ é continua em (—a,a) e a fungao
1
f(m) = —émz — him — B~ Yi(m), m € [—a,al,

onde i é definida por
iom) == [ g7 (s)ds, m e [-aal,
0

tem um minimo global 7 em (—a,a).

3.1 Formulagao do problema com condigoes periddicas

de fronteira

O problema de Cauchy para (3.0.1) no espago das fungoes continuas limitadas, Cy(R),
com a norma do supremo estd bem posto, pois o lado direito de (3.0.1) define uma fungao
uniformemente Lipschitziana neste espaco, (veja [1], [5] e [10]).

Vamos considerar aqui a equagao (3.0.1) restrita ao subespago Py, das fungoes periddicas
com um dado periodo 27, 7 > 1. Veremos abaixo que isso conduzird naturalmente a consid-
eracao do fluxo em L%(S'), onde S* denota a esfera unitaria em C com centro na origem.

Usando a férmula de variacdo das constantes, temos o fluxo para (3.0.1) dado por

m(z,t) = e”'m(z,0) +/0 e =g(B(J xm(w,s) + h))ds,

onde m(z,0) = m(z) é a condicao inicial prefixada.
Observacao: O espago [P, é invariante pelo fluxo de (3.0.1).
De fato, seja m(z,t) a solugdo de (3.0.1) com condi¢ao inicial m(z,0) € Pp,. Defina a

funcao n(z,t) = m(z + 27,t). Note que

an(a%t 2 - am(xat 208) _ e + 2r, ) + g[B( + m) (@ + 27, ) + B

— —n(a,t) + glB(J * n)(, ) + BH.

Logo n(z,t) é também solugao de (3.0.1). Além disso,
n(z,0) = m(z + 27,0) = m(z,0).

Entdo n(z,t) e m(z,t) sdo duas solugoes de (3.0.1) com mesma condigdo inicial. Logo por
unicidade n(x,t) = m(z,t) para todo (z,t) € R x Ry.

Agora, se 7 > 1 é um.ntimero positivo dado, definimos J7 como a extensao 27 -periddica
da restricdo de J ao intervalo [—, 7).

O seguinte lema foi provado em [2] e repetimos a prova aqui para fixar as idéias.
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Lema 3.1.1 Se u € Py, entao

(U xu)@ = [ T - yyut)dy

=T

Demonstragao: Se u € Py,, entao

(Jxu)(z) = /R J(z — y)uly)dy

/m ' J(z — y)u(y)dy

—T

= [ ey

-7

-/ " Flo—ylulyidy.

7

Em virtude do Lema 3.1.1 o problema (3.0.1) restrito & IPy,, com 7 > 1, pode ser reescrito

COomo:

om(z,t LI
T =m0+ (8 [ -yl -+ on).
Defina p:R — S? por
p(z) = €77,

claramente p(z +27) = ¢(x) e ([—7,7]) = S'. Agora, para u € Py,, defina v : S* — R por

v(p(2)) = u(z).

Escrevendo J(¢(z)) = J™(z), temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.2 A fungao u(z,t) é uma solugio 27- periddica de (3.0.1) se e somente se

v(w,t) = u(p H(w),t) é uma solucio de

om(w,t)

S22 = —m(w,t) + g (ﬁ] s m(w, t) + ﬁh) , (3.1.4)

onde, agora, * denota a convolugio em S, que é dada por

(Jxm)(w)= [ J(w-z "m(z)dz
S1

e dz = Idf, onde df indica integracio em relag@o ao comprimento de arco.

Demonstragao: Notemos inicialmente que se ¢(x) = w, entdo

(J +v)(w) = (J *u)(2) = (J *u)(p~ (w)).
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De fato,
Jxv)(w) = J(w -z Yu(2)dz = J(w - 27 Mu(z)dz,

com z = p(y) e dz = Zdf, onde df indica que a integragao ¢ dada pelo comprimento de arco.
Entao

T T T
|<P( N dy = ‘Z—e Y| dy = ——dy = dy.
T

Assim, usando o Teorema de Mudanca de Varidvel e o Lema 3.1.1, temos

(J xv)(w) = /([_ ) J(w -z Vu(z)dz
_ / T[e% - e v (€5 dy

_ /_ | T[e5E) v (e3) dy
_ / Tz — 1)v(p())dy

—T

= / J7 (= — y)u(y)dy

= /J'l:—yu(y

= (Jxu)().

Seja u = u(zx,t) uma solugdo 27-periddica de (3.0.1). Considere v(w,t) = u(p(w), ),
entao
dv(w, t) Au(p(w),t)
ot ot
= —u(p ' (w),t) + g (B(J *u)(¢~ (w),t) + Bh)
= —v(w,t)+ g (B(J *u)(z,t) + Bh)

= —v(w,t)+g (ﬁ(j* v)(w,t) + Wl) :

Portanto, v(w, t) satisfaz (3.1.4). Analogamente, mostra-se que, se v(w,t) é solugdo de (3.1.4)

entdo u(p~!(w),t) satisfaz (3.0.1). m
Comentdrio: De agora em diante, para facilitar a notagdo, usaremos simplesmente J para
representar J.
Proposicao 3.1.3 Sob a hipdtese (H1), a funcgao

F(m) = —m + g(BJ *m + Bh)

¢ globalmente Lipschitziana em L*(S").
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Demonstracao: Usando a desigualdade triangular e a hipétese (H1), obtemos

|F(m) — F(u)|lrz2 = || —(m—u)+ g(BJ *m+ Bh) — g(BJ * w + Bh)|| L2
Im —ullzz + ki |B(T * m) — B(J * )| 2
lm — wllp2 + ki BIIT * (m — w)]| 2.

IA

Il

Da desigualdade de Young, (veja [14]), obtemos

1T+ (m =z < (T llzllm — ul|z2

= lm — ..
Assim
[1F(m) = F(w)lle: < (1+ ki) [lm — ul| 2,
onde k; € a constante de Lipschitz de g dada na hipétese (H1). ]

Observacao: Segue da proposigdo acima que o problema de Cauchy para (3.1.4) estd bem
posto, com uma tnica solugao global, em L?(S?), (veja [1], [5] e [10]).
Visando demonstrar a diferenciabilidade da fungao F' acima, enunciaremos o seguinte

resultado:

Proposigao 3.1.4 Sejam X e Y espagos lineares normados e F - X — Y. Suponha que o
operador de Gateaur DF : X — L(X,Y) € continuo em x € X. Entdo exziste a derivada de

Fréchet F' e ela é continua em z.

Demonstragao: (Veja [29]).

Observacao: Para u € L?(S1), vale a desigualdade
|(J * w)(w)] < V2| |loo |2 (3.1.5)
De fato,
(e < [ 176wl s
[ W lelut@az

IN

Entao a estimativa desejada segue da desigualdade de Hélder, (veja [5]).
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Proposicao 3.1.5 Sob as hipdtese (H1) e (H2), a fungao
F(m) = —m + g(8.J *m + fh)
é diferencidvel sequndo Fréchet em L*(S'), com derivada dada por

F'(u)v = —v+ ¢'(BJ * u+ Bh)B(J xv).

Demonstracdo: Usando a hipétese (H1), por um célculo simples, temos que a derivada de

Gateaux de F' é dada por
DF(u)v = —v + ¢ (BJ * u+ Bh)B(J *v).

Agora, note que para cada u € L?*(S'), devido a linearidade da convolugao, DF(u) é um

operador linear. Além disso

IDF(u)vlle < llvllze + lg' (BT * u+ BR)B(J *v)||za-

Mas, de (3.1.5), temos

1B(J * v)(w)| < V2rllllsollvllze, Yw € S

e, de (H2)
/sl lg"(B(J * u)(w) + BR)|*dw = M < co.

Logo
I8+t pIBQ +o)lls = [ 16080 *u)w) + BRPAI( ) (w) P
< [ 19060 <)) + BPE2A ol

= eIl [ 19060 » ) + 80P
= Mp%2r||J|IZ||v]Z--
Dai
Ig'(BJ * u+ BRYB(J % v)||2 < VMBV2T||J||sollv]l 2.

Portanto

IDF(wvllz> < (1+ VM27B|l|eo) |v]l 2
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Além disso, DF' é um operador continuo. Com efeito,

IDF(u)o = DF(ug)vllzz = |l[g'(8J * ur + Bh) — g'(BJ * uz + BR)|B(J * v)]| 2.

Fixe u; € L*(S"), fazendo uy — u; em L*(S') segue, de (3.1.5), que (8.J * uy + Bh) estd em
uma bola de L*(S") centrada em (B.J * u; + Bh) . Dai, usando a hipétese (H2), existe uma

constante L > 0 tal que

|9'(B] * w1 + BR)(w) — ¢'(BJ *us + Bh)(w)| < LP|J * (ur — us)(w)].

Entao, usando esta tltima desigualdade e mais uma vez (3.1.5), obtemos

IDFG )= DFyilie = ([ 1967+ 6m)w)

(S

— ¢ (BJ *uy + Bh)(w)|*B%|(J * 'v)(w)|2dw)

I E

< (/Sl L2,82|J % (Ufl — U2)(’LU)|2,62|(J *v)(w)l%lw)
< LAP2rV2r %l — wall 2ol e

Portanto, da Proposigao 3.1.4, segue que F' é diferencidvel segundo Fréchet com derivada

continua em cada u € L2(S?). [

Comentario: Jé que o lado direito de (3.1.4) é uma fungdo de classe C! em L2(S?), segue
que o fluxo de (3.1.4), o qual denotaremos por T'(t), é de classe C! com relacao a condicao

inicial neste espaco, (veja [19]).

3.2 Existéncia de atrator

Nesta segao, mostramos a existéncia de um atrator global para o fluxo T'(t), determinado
por (3.1.4), em L%(S?).

Lema 3.2.1 Suponha que (H1) vale. Entdo, se kof3 < 1, a bola de centro na origem e raio

2v/27 (ko Bh-+ks)

Ty € um congunto absorvente para o fluzo T'(t).

Demonstragao: Se u(w,t) é uma solugao de (3.1.4) com condicio inicial u(w, 0) temos, pela

férmula de variacio das constantes

t
w(w,t) = e 'u(w,0) + / e*'g(B(J * u)(w, s) + Bh)ds,
Jo
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entao

%/ Ju(w, t)Pdw = —2/ u?(w, t)dw + 2/ w(w, t)g(BJ * u(w,t) + Bh)dw.
. Jst S! sl

Mas, pela desigualdade de Holder,

5

[ w0097 st ) + ) < ) ( [ o utw )+ ﬂh))%iw)‘
S1 s1

Usando (3.0.3) no lado direito da desigualdade acima, obtemos

4 }
/ u(w, t)g(B(J * u)(w,t) + Bh)dw < ||lu(-,t)]| L2 [kgﬂ (/ (J *u)zdw> + (/ (koBh + k3)2dw> ] :
S1 s1 St
entdo, da desigualdade de Young, resulta

/S u(w,)g(8 +ut fR)dw < [fu(, 1)l (BB il )2 + V27 (kaBh + k) |
=l Ollee kBl Olze + V2r(kaph + k).

Dai
%IIU(', B2 < —2llu(, )17 + 2kaBllul:, )l +2v2r (kaBh + ks)llu(-, )|z

_ 2 . V2r (k2Bh + k3)

= ol Dl [—1 +iyp + VLT } |
Como k8 < 1, considere e = 1 — ko3. Entao, enquanto ||u(-,t)||2 > m, obtemos

L0l < 2,0l (e +5)
= —ellu(, )|
Portanto
luC )2 < e lu(:, 0)ll
e (-, 0) | 2,

assim, concluimos o resultado. [

O préximo resultado generaliza o Teorema 3.3 de [2].

Teorema 3.2.2 Suponha que valem (H1), (H3) e ko3 < 1. Entao existe um atrator global A

2v/27 (ko Bh+k3)

para o fluzo T(t), gerado por (3.1.4), em L*(S') que estd contido na bola de raio ===3
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Demonstragao: Se u(w,t) é uma solucao de (3.1.4), temos, pela férmula de variacdo das
constantes .
u(w, t) = e tu(w, 0) + / e*'g(B(J * u(w, s) + h))ds, (3.2.6)
0

escrevendo
Ty (t)u(w) = e *u(w, 0)

Ty(t)u(w) = / etg(B(J * u(w, 5) + h))ds

e supondo u(-,0) € C, onde C é um conjunto limitado contido em L?(S!), digamos uma bola

de raio R, segue que
I Ti(t)ullr2 — 0, quando t — co, uniformemente em w.

Usando (3.2.6), obtemos ||u(-,t)||z2 < K, parat > 0, onde K = max {R, M} Para

1—k2f3
t > 0, temos

w = /0 es_t—a%g(ﬁ(.] * u(w, s) + h))ds

= B /0 t e g (B(J *u(w, s) + h))(J' * u)(w, s)ds.
Entao
}W{ 5 ﬂ/otes_”g'(w*u(w,ﬂ+ﬂh)||(J’*u)(w,s)us.
Mas, usando (H3) e a estimativa (3.1.5) obtemos

1§/ (BT % u(w, 5) + BRI * w)(w, )] < [kalB + u(w,s) + Bl + ks]l" » (o, 5)|
(k4| BT * w(w, s)| 4 kaBh + ks]|J" * u(w, s)|
[k4ﬁ\/2_TllJllooIIU(-, e

IA

IA

T+ kafht k5] VI ol 8)ll e

< ka7 oo | oo K + (kafBh+ ks) V27| |0 K.
Logo
T t
’%‘ <3 / e+~ [kaB2 1ol oo K + (aBh -+ k) VT oo €| dis
0
t
_ [k4,3227||J||00||J'||mK2+(k4ﬂ2h+k5ﬂ)\/5||f||wf<] / e*tds
0
<

[EaB22r 1T ecll oo K2 + (kB + ksB) VT oo K|
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Assim, para t > 0 e qualquer u € C' o valor de lla—TZ(t—)“

|lz2 é limitado por uma constante (que
nao depende de ¢t nem de u ). Dai, para todo u € C, temos que T5(t)u estd em uma bola de
W12, Logo, pelo Teorema de Imersao de Sobolev, segue que

Unwc

t>0
é relativamente compacto, pois

Wh2(SY) — L*(S").

Portanto, o resultado segue do Teorema 1.2.4, sendo o atrator A o conjunto w-limite da bola

2127 (ka2 Bh+k3)

e 2(Q1\ o pai
de centro na origem de L*(S") e raio ey

Uma conseqiiéncia direta do Teorema 3.2.2 é o seguinte resultado:
Corolario 3.2.3 O fluzo, T(t), determinado por (3.1.4) € assintoticamente liso.

Demonstracao: O resultado segue da existéncia do atrator .A. De fato, seja B um conjunto
limitado, fechado e positivamente invariante, entdao BNA # () pois do contrario dist(B, A) > 0,
j4 que B é fechado e A é compacto. Mas sendo B limitado e positivamente invariante isso
nio ocorre pois A atrai B. J4 que AN B é um fechado contido em compacto, segue que ele é
compacto.

Além disso, se C' é um conjunto limitado, para todo € > 0, existe to > 0 tal que T'(£)(C'N
B) C (AN B)¢, para todo t > tg, onde (AN B)® é a e-vizinhanga de AN B.

Com efeito, sendo A um atrator, para todo €1 > 0, existe to > 0 tal que, para todo
t > to, T(t)C C A%, entdo T(¢)(C N B) C At N B. Portanto, é suficiente provar que
(A1 N B) C (AN B)® para algum €; conveniente.

Como (A\(AN B)%) é compacto e (A\(AN B)z)N B = 0, existe e, > 0 tal que

dist ((A\(AN B)?),B) > e.
Assim, para cada € > 0, escolha €; = min{§,e2}. Entao, escrevendo

= (A\(ANB)%) U (AN B)3,

obtemos
ATNB = [A\AnB )™ nB|u[((AnB)f)" n 5]
= [((anB)%)” n B
Cc (ANB)NB
c (ANnB)-.
Portanto quando C' = B, temos que AN B atrai B. M
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3.3 Um Teorema de comparacao

Nesta secao, provamos um resultado que generaliza o Teorema 2.7 de [24], usado para
comparar solugoes de (3.1.4). Na nossa prova, consideramos fungées de L>®(S') e a funcéio g
satisfazendo apenas as hipéteses (H1) e (H4), enquanto que em [24], considerando funcoes em

Cp(R), a prova é para g = tanh e h = 0.

Definic¢ao 3.3.1 Uma fungio v(w,t) é uma subsolucdo do problema de Cauchy para (3.1.4)
com condi¢ao inicial u(-,0) se v(w,0) < u(w,0) para quase todo w € S, v é continuamente
diferencidvel com relagdo a t e satisfaz

Ov(w, t)
ot

= —v(w,t)+g(ﬂ(J*v(w, t) +h))7 (337)
quase sempre.

Analogamente, define-se supersolugao, exigindo as mesmas condicoes de regularidade, v(w,0) >

u(w, 0) para quase todo w € S* e a desigualdade oposta em (3.3.7).

Teorema 3.3.2 (Teorema da Comparagio) Assuma as hipdteses (H1) e (Hf). Seja v(w,t),
[V (w,t)] wma subsolugao [supersolugdo] do problema de Cauchy de (8.1.4) com condicio inicial
u(-,0), entao

v(w,t) < u(w,t) < V(w,t),

quase sempre.
Demonstracao: Dado T > 0, seja

L®(S' x [0,T]) = {f : S* x [0,T] — R, mensuréveis e essencialmente limitadas}.
E bem conhecido, veja [5], que L*(S* x [0,7]) é um espago de Banach com norma

| fllo = inf{C : |f(w,t)] < C,g.s. emS' x [0,T]}

[f(w, )] < | fllcos g-5. em S* x [0, 77,

onde ¢.s. indica “quase sempre”.
Defina o operador G sobre L*°(S* x [0, T7]) por

G(f)(w,t) = e~ f(w,0) + / e Ig(B(J * f(w, ) + h))ds,

assim, temos:
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(i) (G(N))(w,0) = f(w,0);
(i) de (H4) segue que G é mondtono, isto é, para quaisquer fi, fo € L>®(S! x [0,7]) com
f1 > fo implica G(f1) > G(f2) (g.s. em S' x [0, 7).

De (3.0.3), segue que

IG(f)(w,t)] < e“lf(w,O)IJr/0 e Ng(B(J * f)(w, 5) + Bh)|ds

IA

e f(w,0)] +/ eI ky|B(J * f)(w, s) + Bh| + ks)ds

0

IA

et f(w,0)] + /0 eV yB|(J * f)(w, s)|ds + /0 e~ =) (koBh + ks)ds.

Usando a estimativa |(J * f)(w, )| < |||l quase sempre em S x [0, T], obtemos

i t
IG(Allo < el flleo + kzﬁ“f“oo/ e ds + (kafh + kz)/ e~ =9ds
0 0
< N flleo + k2Bl flloo + k2Bh + Ks.
Portanto G : L=(S* x [0,T]) — L*(S* x [0,T7).

Além disso, para ki 8T < 1, G é uma contracio sobre cada subconjunto de L*(S* x [0, T)

constituido de funcgoes que tém o mesmo valor em t = 0. De fato,

|G(f1)(wvt) - G(f2)(w’t)l =

/0 e~ g(B(J * fr)(w, s) + Bh) — g(B(J * f2)(w, s) + Bh)]ds

< /e“(t“s)klm(J*fl)(w,s)—(J*fg)(w,s)|ds

0

IN

Aewﬂmmm*m—ﬁmmmm

- / e~y B(J * | fr = fal(w, 5))ds.

0

Entao

IG(f)(w,t) = G(f2)(w,t)] < /e_(t_S)klﬂJ*||fl_f2”ood5

0
i
= BT = fille [ €0 9ds
0
< kBT f1 = folloos
quase sempre em S' x [0,T]. Logo ||G(fi1) — G(f2)lle < kiBT|fi — follo. Portanto, se

k8T < 1, G é uma contracdo. Dai, se u(w,t) é uma solugdo de (3.1.4) com dado inicial

u® = u(w,0), temos

w= lim G™(u°)

n——aoeo
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sobre L®(S! x [0,T7]). O mesmo vale para uma solugao u com dado inicial 7° = %(w,0). Se

7 < g.s., pela monotonicidade de G, segue
G™(u°) < G™(u0), ¢.s.
Agora, se v € uma subsolugao de (3.1.4) temos

%v(w,t) +v(w,t) < g(B(J * v(w,t) + h)), q.s.,

multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por e, obtemos

2 (euw,0) < g(B(J * v(w, ) + 1), ¢.5,

integrando de 0 até t, resulta
i
w,t) € eo(w,0)+ [ e CIg(B( u(w,5) + W)ds
0

quase sempre. Portanto, v(w,t) < G(v)(w,t), ¢.s., e sendo G monétono segue que v(w,t) <

G"(v)(w,t) quase sempre. Daf v(w,t) < z(w, ), ¢.s., onde

z= lim G™"'(v).

n—aoo

Agora, pela continuidade de G

G(z) = G( lim G’"(v)) = lim G""(v) = 2.

n—oo

Entao z é um ponto fixo para G. Logo z é solucao de (3.1.4) sobre S! x [0,T] com condigao

inicial z(-,0) = v(-,0). Assim, se z(-,0) < u(-,0), ¢.s., obtemos
v<z<u,qgs.emS" x[0,T],

onde u € a solugao de (3.1.4) com condicao inicial u(-,0).

Aplicando o mesmo argumento para uma supersolugao V (w,t) teremos
u<zZ<V, gs.emS' x[0,7T).
Assim, provamos que
v(w,t) < u(w,t) < V(w,t)

quase sempre em S! x [0, 7].
Pelo mesmo argumento estendemos o resultado para o intervalo [T, 27T pois as estimativas

nao dependem da condigao inicial. Por iteragao conclui-se a prova do teorema. rl
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Observacao: Se adicionarmos a hipétese (H5), com a < oo, o Teorema de Comparagao vale
na bola M = {L>=(S* x [0,T)), | - ||lec < a}.
De fato, é suficiente provar que G|y : M — M. Mas, de (H4) segue que

(Cluf)(w,B)] < e|f(w,0)] +a / =9 gs.

Logo

N

Gl < €I lloo +a /0 (=9 gs

t
ae”t + a/ e t=9)gg
0

= a.

IA

Portanto, G|m(f) € M, para toda f € M.

Teorema 3.3.3 Suponha as hipdteses (H1) e (H5) com a < co. Entao o atrator A estd na
bola || - || < @ em L°(S").

Demonstragio: Como observamos no inicio desse capitulo, a hipétese (H5) é um caso
particular de (3.0.3) com ky = 0 e k3 = a. Nesse caso, o atrator dado no Teorema 3.2.2 esta
contido na bola B[0, 2av/27] de L(S).

Seja u(w, t) uma solugao de (3.1.4) em A. Entao pela férmula de variagao das constantes

t

w(w, t) = e” 0y (w, to) + / e~ g(B(J * u)(w, s) + Bh)ds.
to
Sendo ||u|z> < 2av/27 para toda u € A, fazendo tg — —o0, obtemos
w(w,t) = /t e (= g(B(J * u)(w, s) + Bh)ds, Vt € R,
onde a igualdade acima é no sentido de L?(S'). Assim, usando mais uma vez (H5), obtemos

u(w, )] < / &9\ g(B(] * uw)(w, 5) + Bh)|ds

—0oo

i
/ ae 9 ds

Q.

IA

IA

Portanto ||u(-,t)||e < a. ]
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3.4 Existéncia de um funcional de Lyapunov

Nesta segao, mostramos um dos resultados mais importantes deste capitulo. Exibimos
um funcional de Lyapunov continuo para o fluxo de (3.1.4) em {L*(S'),|| - [leo < a < o0},
concluindo que o mesmo é gradiente. Em particular, o fluxo T'(t), gerado por (3.1.4), nao
possui pontos recorrentes nao triviais.

Note que, assumindo a hipétese (H5), o conjunto {L*®(S"),|| - || < a} é invariante sob

T'(t). Com efeito, se @ = 0o, ndo hd nada & provar. Do contrario, seja

uw(w, t) = e ‘u(w,0) + /t e 9 g(BJ x u(w, s) + Bh)ds

0

a solugdo de (3.1.4) com condigao inicial u(w,0) € {L*(S?),|| - |leo < a}. Entdo
t
lu(w,t)] < e *lu(w,0)| + / e Ng(BJ * u(w, s) + Bh)|ds
0
i
< e Hu(w,0)] —I—a/ e (=) ds.
0

Logo

t
lu(, )l < e"‘||u(-,0)||oo+a/ o—(t=2) g
0

t
< e_ta+a/ e =945
0

= a.

Considere o funcional F: {L%(S"), ||u|le < a} — R dado por

F(u) = /S [f(u(w)) ~ Fm))dw + /s 1 /S w2 uw) - u(e)Pdudz, (3.48)

onde f é definida na hipétese (H6).
Note que o funcional dado em (3.4.8) estd bem definido em todo espaco {L?(S"), ||ule <

a < oo}. Isso ndo ocorre com o funcional semelhante

F(u) = /R[f(u(w)) — f(mg)]dw + % /R /IR J(w — 2)[u(w) — u(2)]*dwdz

considerado em [23], [24] e [28] com g = tanh.
Comentario: Em [24], no caso nao limitado, com g = tanh e h = 0, estudando um funcional

semelhante ao dado por (3.4.8), mostra-se apenas semicontinuidade inferior na topologia fraca
do L?

ioc- O mesmo acontece em [28], para o caso ndo limitado e h > 0. Mostraremos a seguir

um resultado mais preciso no nosso caso.
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Teorema 3.4.1 Suponha a hipdtese (H6) com a < co. Entdo o funcional dado em (3.4.8) é

continuo na topologia de L*(S%).
Demonstracao: Note que, sendo |u(w)| < a, g.s., existe uma constante positiva K tal que
If (w(w)) = f(m)] < |f(w(w))| +|f(@@)| < K, para quase todow € S'.
Seja u,, uma seqiiéncia convergindo para u na norma de L?(S'), entao

|tn (w) — w(w)|*’dw — 0,
S1
quando n — oco. Entao, conforme Teorema IV.9 de [5], existe uma subseqiiéncia u,, , tal que,
Up, (w) — u(w) g.s. em S'. De (H6) segue que f é continua, entdo f(un, (w)) — f(u(w)).

Assim,

Jim (£ (un, (w) = f()] = [f(u(w)) — f(m)], ¢-5.

Jim [t () =t (A = [u(w) — u()]*, .5

Agora, inicialmente escrevemos

F(u) = Fy(u) + Fa(u),

onde
P = [ [fuw)) - fm)do
Fo(u) = i[y /S1 J(w - 27 u(w) — u(z))*dwdz.
Sendo

|f(unk(w)) - f(m” < ](7

e toda funcdo constante estd em L'(S!), estamos em condigdes de aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue para o funcional F;(u), ou seja

lim / 1 (ny () = )

k—c0

/S1 ,\h_,n})o[f(unk(w)) — f(m)]dw
= | [flutw) - fm)dw.

Assim
klim Fi(un,) = Fi(u).
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Analogamente, sendo
“Unk(w) - un,\.(z)]2| < 2a € LI(SI),

temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim Fy(u,,) = lim / / J(w - 27" [, (W) — Uy, (2)]2dwdz
s1 /gt

ke k—sc0
= /sl /S1 J(w - 27 Y [u(w) — u(2)]?dwdz,

assim
klim Fo(tn, ) = Fa(u).

Portanto
lim F(u,,) = F(u).

Agora, suponha que F(u,) nao converge para F(u), entdo existe uma subseqiiéncia (u,, ) de
(u,) tal que
|F(un,) — F(u)| = eo, (3.4.9)

para algum g9 > 0. Sendo (un,) subseqiiéncia de (u,) resulta que u, — wu. Entdo pela

primeira parte da prova segue que existe (u,,rj) subseqiiéncia de (u,,) e jo > 0 tal que
|]F(un,j) —F(u)| <¢, (3.4.10)

para todo € > 0 e todo j > jo. De (3.4.9) e (3.4.10) temos uma contradicao.

Portanto, F(u,) — F(u) sempre que u,, — u em L?(S!) e assim, concluimos o resultado.

Teorema 3.4.2 Suponha as hipdteses (H1), (H}) e (H5), (H6) com a < co. Seja u(-,t) uma
solugao de (8.1.4) com u(-,t) < a. Entdo F(u(-,t)) € diferencidvel com relagio a t parat > 0
e

d

E]F(u(-,t)) =—1I(u(,t)) <0,

onde para cada u € L*(S') com ||ulls < a,

I(u(-)) = /Sl [(  u)(w) + = B~ g™ (w(w))][g(B(J * u)(w) + Bh) — u(w)]dw.

Além disso, o integrando em I(u(-,t)) é wma fungdo ndo negativa e u é um ponto critico de F

se e somente se u € uma solugao de equilibrio de (3.1.4).
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Demonstracao: De (H1) e (H5), temos que F(u(-,s)) estd bem definido para todo ¢ > 0.
Suponha inicialmente, que existe ¢ > 0 tal que |[u(:, s)|| < @ — € para s € A, onde A é um

pequeno intervalo fechado contendo t. Para s € A escrevemos

F(u(-,s)) = /;1 d(w, s)dw e I(u(-,s)) = /sl t(w, s)dw.

Sendo
%} 1 -
a—f(“’»s) = [~u(w,s) = h+B7'g7 (w(w, s))][~u(w,s) + g(B(J *u)(w, s) + Bh)]
1 _i du(w,s) Ju(z,s)
+ 3 /sl J(w - z7 Y [u(w, s) — u(z,s)] [ 5 55 dz,
temos algsi’fl quase sempre continua e limitada em w, para s € A, ou seja,
sup M < 00
sEA 33 1

Ento podemos, no calculo de £ F(u(, s)), derivar sob o sinal de integragdo. Assim, obtemos

i]F(u(" s)) = 51[_u(w’ s) —h+ B g (u(w, s))]———au(all;’ )

ds
+ %/51 /51 J(w - 27 u(w, s) — u(z, s)] [au(au;, 5) _ 8u(azs, s) dwdz

dw

/51 /Sl J(w- 27" [u(w, s) — u(z, s)] [Bu(aw,s) _ au(z)S)] P

s s
= //J(w-z_l)u(w,s)%s—)dwdz—/ / J(w-z"l)u,(w,s)dedz
s1 /g1 Jds st /st aS

_ //J(w.z—l)u(z,s)dedz+//J(w.z—l)u(z,s)m(jwdz
s1 /g1 ds st /g1 Jds

= 2/ / J(w'Z—l)“(was)au(w’s)dwdz—2/ / J(w-z'l)u(z,s)au(w’s)dwdz.
sl Js1 ds st /st 0

s
Logo

[— w(w,s) —h+ g u(w, S))J aig_g

1 (/51 J(w- z_l)dz> u(w)s)au(;: 9
1 (/Sl J(w -z~ Vu(z, S)dz> au(aw’s)dw,

S

dw

1

=+ |
T
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Mas, apés alguns célculos, obtemos

/ Jw-2zNdz = 1.
S1

Entao

%F(U("S)) - /S _‘“(“”S)—h+ﬂ‘lg‘1(u(w,s))] __au(;,;, ) g

u(w) — (J * u) (w)]wdw

- / — (T *w)(w) = h+ B g u(w, s))] [~u(w, s) + g(B(J *u)(w, ) + Bh)|dw
= —I(u(,s)),

+
T

0 que prova a primeira parte do teorema para ¢ € A. Usando o Teorema da Comparacio
provaremos que isso também vale para todo ¢ > 0. De fato, sabemos que u(w,0) < a, para
quase todo w € S', se chamarmos de A\(w,t) a solugdo de (3.1.4) que vale a quando ¢ = 0,

temos A\(w,t) = A(t) e _
S = X0+ 9B + b)),

Assim, lembrando que |g(z)| < a, para todo z € R, temos que £(0) < 0. Por continuidade

dx
dt

que A(t) é uma funcdo estritamente decrescente em t. Usando o Teorema da Comparacao

(t) < 0 para todo ¢ € [0,¢], para algum & > 0. Entdo, usando unicidade de solugdo, temos

obtemos
u(w, t) < A(t),

para quase todo (w,t) € S' x R. Repetindo o mesmo argumento, partindo da desigualdade

uw(w,0) > —a, para quase todo w € S, resulta
u(w,t) > —A(t).

Logo

Para concluirmos que a expressao de I(u) vale para todo t > 0, note que dado t > 0, existe ¢

com t >t o que implica (sendo A decrescente) em \(t) < A(t), entdo
a > \t) > A(t) > u(w, ).

Logo, sempre vai ocorrer que |lu(-,t)[lc < @ uniformemente. Assim, pela hipétese (H6), a
fungdo g~'(u(-,t)) estd definida quase sempre. Consequentemente, a expressao I(u(-)) esté

bem definida.
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Agora, note que os fatores

[( % w(w)) +h — B~ g7 (u(w))] e [g(B(J * u(w) + h)) — u(w)]

tém sempre o mesmo sinal, afirmacao esta que se verifica facilmente, j& que, por (H4), gle
g sdo crescentes. Entdo o integrando em I(u(-)) é quase sempre nao negativo.

Para concluirmos a prova basta mostrar que u é um ponto critico do funcional I se e
somente se u é uma solucao de equilibrio para (3.1.4). Para isto, seja u(w) um ponto critico
do funcional IF, ou seja I(u(-)) = 0. Sendo o integrando em /(u(-)) uma fungdo quase sempre

nao negativa, segue que
(7 * uw(w)) +h = 71 g7 (w(w))][g(B(J * u(w) + h)) — w(w)] =0
em quase todo ponto de S'. Mas qualquer um desses fatores se anulando implica em
9(B(J * u(w) + h)) = w(w).

Reciprocamente, se u é uma solugio de equilibrio para (3.1.4) é facil mostrar que I(u(-)) = 0.

Corolirio 3.4.3 O fluzo, T(t), determinado por (8.1.4) nao possui pontos recorrentes nao
triviais.

Demonstracio: O resultado segue da existéncia do funcional F. De fato, suponha que exista
um ponto recorrente nao trivial, ug, ou seja, ug € w(ug) e up nao € um equilibrio. Entao por
um lado, existe uma seqiiéncia (t,) de ntimeros reais positivos, t, — 0o, quando n — oo, tal
que

lim T'(¢,)uo = uo.

n—

Da continuidade de F obtemos

lim F[T(t,)uo] = F(ug).

n—oo

Por outro lado, como ug nao é equilibrio e IF é decrescente ao longo das 6rbitas temos
]F(T(t)’LL()) < IF(’U,()), Vit>0,

em particular para t = 1, temos

F(T(1)ug) < F(uo).

Agora, para cada t,, da seqiiéncia

F(T(t, + 1)uo) < F(T(1)ug) < F(up).
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Fazendo n tender ao infinito na tltima desigualdade acima obtemos

F(uo) = lim F(T'(t,, + 1)ug) < F(T(1)ug) < F(up),

n—oo

o que é uma contradi¢ao. Portanto ug nao pode ser recorrente. 0

Observacao: Note que os integrandos, no funcional F acima, sio sempre nio negativos, ja que

J € positiva e f(u(w)) — f(m) > 0, pois T é minimo de f. Assim, F é limitado inferiormente.

Proposicao 3.4.4 Assuma as hipoteses (H1), (H4) e (H5), (H6) com a < co. Entdo o fluzo,
T'(t), gerado pela equagio (3.1.4) em {u € L*(S") : ||ulleo < a} € “gradiente”.

Demonstracao: Da existéncia do atrator global temos pré-compacidade das érbitas. Dos
Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 e da ultima observacio acima, temos a existéncia de um “funcional de

Lyapunov”. |

3.5 Caracterizacao do atrator

Nesta segdo, mostramos que o atrator satisfaz condicoes andlogas as do Teorema 1.3.8 de

[16]. Para isso, necessitamos do seguinte lema:

Lema 3.5.1 Suponhamos as hipéteses (H1) e (H5), com a < co. Entdo o conjunto E dos
equilibrios de T(t) é limitado em L*(S'). Em particular E C A.

Demonstragao: Seja ¢ um equilibrio de 7'(t), entdo ¢ satisfaz

¢(2) = g(B(J * $)(2) + Bh).

De (H5), obtemos
161 = | 1030 5 6)) + ph)Pa= < a2ar

entdo E' € limitado. Como T'(t)u = u, para todo u € E, segue que E C A. o

Teorema 3.5.2 Suponhamos vilidas as mesma hipdteses da Proposicio 3.4.4. Entdo o atra-

tor A, em L?(S'), € o conjunto instdvel dos equilibrios de T(t), ou seja
A =W"(E)

onde E € o conjunto dos equilibrios de T'(t).
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Demonstracao: Seja u € A. Suponha T'(—t)u 4 E, quando t — oo, entao existe € > 0 e

uma seqiiéncia t, — —oo, quando n — oo tal que
dist(T(t,)u, E) > €. (3.5.11)
Pela compacidade de A, existe subseqiiéncia (t,,) de (t,) tal que
1}1_13; T (b, )u= 8

entdo e € a(u). Ji que v~ (u) C A e A é compacto, segue que v~ (u) é pré-compacta. Logo
do Lema 1.3.3 segue que e € E. Isso contradiz (3.5.11). Portanto v € W*(E).

Reciprocamente, seja u € W*(E), entdo T'(—t)u estd definido para todot > 0 e T'(—t)u —
E, quando ¢t — oco. Assim, para todo § > 0 existe ¢ = £(d) tal que para todo ¢ > £ implica
dist(T(—t)u, E) < 4. Logo para todo t >t temos

T(-t)u € E° C A°,

pois E C A, onde E° indica a d-vizinhanga de E e A? indica a §-vizinhanga de A. Como

§ > 0 é arbitrario, segue que T'(—t)u € A. Agora,
u=TEt—t)u=T({t)T(-t)u e A,

pois T'(—t)u € A e A é invariante. Isso conclui a demonstragao. o
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Capitulo 4
Continuidade dos Atratores

Como o fluxo para (3.1.4) depende das constantes ndo negativas h e 3, naturalmente
o atrator para esse fluxo depende do parametro A = (h,f) € Ri. Denotaremos por Aj, o
atrator global cuja existéncia foi demonstrada no Teorema 3.2.2, para explicitar a dependéncia
do atrator em relagdo ao parametro \. Neste capitulo estudamos a continuidade dos atratores
em relagao ao parametro A, no retangulo R:0 < h < h* 0 < 8 < B*, em \g = (ho, ), onde
h* <ocoef* < f; Consideraremos a norma da soma em R% quando se tratar da norma [|\||.

Além das condigoes (H1)-(H6), do capitulo anterior, vamos precisar das seguintes hipéteses:
(HT7) Para cada Ao € R, o conjunto E dos equilibrios de T, (t) é tal que E = F;, U E», onde
(a) E; é constituido por equilibrios hiperbélicos;
(b) E; é formado por equilibrios ndo constantes tais que, para cada ug € F,, zero é autovalor
simples do operador DF(ug, \o) : L*(S') — L?(S"), definido por

DF(ug, Ao)v = —v + ¢'(BoJ * uo + Boho)Bo(J * v).

(H8) A fungdo g é de classe C2.
Observacao: Sejam uy € Ey e DF(ug, Ag) o operador definido acima. Considere o produto

interno
(u,v) = /51 w(w)v(w)dv(w),

onde dv(w) é a medida
dw

' (B(J * up)(w) + Bh)

que equivalente & medida de Lebesgue. E ficil mostrar que L2(SY, dv(w)) = L*(S', dw) e que

dv(w) =

com este produto inteno o operador DF'(ug, \g) é auto-adjunto.
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Observacgao: Usando que o operador
v = g (Bod * uo + Boho)Po(J *v)
é compacto sobre L?(S!), segue de (H7) e da Observagao acima, que existe d > 0 tal que

o(DF (ug, Xo))\{0} N (—6,0) = 0.

4.1 Semicontinuidade superior dos atratores
Mostramos, nesta secao, que a familia de atratores, Ay, é semi-continua superiormente
em relacao ao parametro ), no retangulo R: 0 < h < h*, 0 < 3 < %, em Ao.

Lema 4.1.1 Suponhamos as hipdteses (H1) e (H3) vdlidas. Entdo o fluzo

Ta(t)u= e 'u+ /t e =) g(8J * Tx(s)u + Bh)ds
0
é continuo em \o € R, uniformemente para u em conjunto limitado e t € [0,b] com b < co.
Demonstragao: Sejam A\ € R fixo e € > 0 dado. Queren.los encontrar um ¢ > 0 tal que
ITa(t)u — Tho (t)ul| 12 < €, sempre que ||A = Xof| <9,

para t € [0,b] e u em um conjunto limitado C. Mas, de (H1) segue

T3 (E)u — Ty (Dullz < / e ")|g(BJ * Ta(s)u + Bh) — g(BoJ * Txy(s)u + Boho)llL2ds

0

: / e R8T * (Ta(s)u) = BoJ * (Tag(s)u)llz2 + 18R — Foholl L2]ds.

0

Subtraindo e somando o termo BoJ * (Th(s)u), segue a estimativa abaixo

I Ta(t)u — To (Dulle < / ek {118 * (Ta(s)u) — o * (Tx(s)u)ll.2

0
+ 180 * (Ta(s)u) = BoJ * (Tao(s)u) |2 }ds
t
+ / e~y || Bh — Bohol| r2ds.
0

Usando a desigualdade de Young, segue que

T2 (t)u — Ty ()l 22

INA

t
/ e—(t—s)kllﬁ _ Igo‘HJ”LlllT,\(S)U”L'zdS

0

t
+ / e~y Bol| T a I Ta(s)u — Tag(s)ull2ds
0

t
+ / e~ =k ||Bh — Bohol|2ds.
Jo
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Sendo ||/|[z1 = 1, temos
t
IT2(t)u— Do ()ullz < / eIk B = BollITa(s)ull r2ds

0
t

+ / e~k Bo|| T (s)u — Ty (s)ul| r2dss
0
t

+ / e~V ||k — Bohol|ads.
0

Do Teorema 3.2.2, segue que, para todo A € R, ||T\(s)u||z2 é limitado por uma constante

positiva L que depende apenas de C. Entao

||TA(t)U - TAo(t)u||L2 < {Lkllﬁ — ﬂol + kl”ﬁh = ,BOhO”L?}
+ / e~ ey Bol| T () — Tho (s)ul| ods
0
— o+ / kxBollT(5)w — T (5)ull2ds,
0

com C(A) = {Lk1|B — Bo| + k1l|Bh — Bohol| L2}, que satisfaz C(\) — 0, quando A — )g. Logo,

do Lema de Gronwall, segue que
ITa()u = Ty @ullzz < C(A)eMPr,

concluindo a demonstragao. [ |

Teorema 4.1.2 Assuma as hipteses (H1) e (H3). Entao a familia de atratores Ay é semi-

continua superiormente em \g € R.

Demonstracao: Das hipéteses (H1) e (H3), segue que os atratores Ay, dados no Teorema

3.2.2, estao contidos na bola B (0, %W) em L?(S'), para todo A € R. Entédo

U.A)‘CB

AER

o V(b + k)
’ 1 — ko3 .

Sendo A, atrator global e B = B (0, %Wl) um conjunto limitado, para todo € > 0,

existe t* > 0 tal que T,(t)B C A3 , para todo ¢ > t*, onde A3, é a §-vizinhanga de Ay,.

Do Lema 4.1.1 temos que Tj(t) é continuo em )\, uniformemente para « em conjunto

2\/2T(k2ﬁ*h“+k3)>

limitado e t em compacto. Entao existe § > 0 tal que para todo u € B (0, 1—koB*

1A= Aol <& = ITA(t")u — T (t")ull 2 <

| ™
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Mostraremos que se ||A — Ao|| < & entdo Ay C Aj5,. De fato, se u € A, entdo, sendo A,
invariante, v = T)(—t*)u € Ay C B (0, M) Assim temos:

1—-kaB3*
T\ (t')v € A2, (4.1.1)
e
13
1T ()0 = Dot )olliz < 5. (4.1.2)

De (4.1.1) e (4.1.2) segue que T)(t*)v € A5,. Entao
u=T({t")Tr(—t")u = Ta(t")v € A5,

Logo, Ay C A5, sempre que ||A — Ao|| < §, provando a semicontinuidade superior de Ayx. =

4.2 Continuidade dos equilibrios

Nesta secdo, investigamos a continuidade dos equilibrios com relagdo ao parametro A =
(h,3) em \g € R. Na prova da semicontinuidade inferior surge uma dificuldade adicional pelo
fato dos equilibrios de (3.1.4) surgirem em familias.

Uma funcdo ug em L?(S') é um equilibrio de T),(t), para algum Ao € R fixo, se e somente
se ug é um zero da funcao F(-, \o) : L2(S!) — L?(S'), dada por

F(u, \o) = —u+ g(BoJ *u+ foho).
Além disso, se ug nao é constante, um cdlculo simples mostra que zero é autovalor do operador
DF(ug, do)v = —v + ¢'(BoJ * uo + Boho)Bo(J * v)
com autofungao ug.

Lema 4.2.1 Suponha que, para algum \g € R, (H1), (H2), (H7) e (H8) valem. Dado u € E,
defina y(a;u) por

v(o u)(w) = u(aw), a € S
Entao T = v(S';u) € uma curva fechada, constituida por equilibrios de Ty, (t), que é simples,

de classe C? e isolada no conjunto dos equilibrios (nenhum ponto de I é ponto de acumulagao

de E\T).
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Demonstracao: Se u € E,, entao
u(w) = g(B(J *u)(w) + Bh), Y w € S*.
Sendo, para cada a € S,
(J * u)(aw) = (J *y(a;0))(w), YV w € S,

obtemos
Ya;u)(w) = g(B(J * y(a; u))(w) + Bh), Y w e S*.
Entao vy(o;u) € E,. Portanto I' é constituida por equilibrios. Além disso, I' é claramente
fechada pois a € S?!.
Agora, seja up € I Da hipétese (H7) segue que zero é um autovalor simples para o

operador DF'(ug, Ao), isto é, existe v # 0 tal que
Ker(DF(ug, o)) = span{v}.

Seja Y = R(DF(ug, \o)) a imagem de D F(u, o), que é um subespaco de co-dimenséo 1, pois
DF'(ug, o) é uma perturbacgao da identidade por um operador compacto, logo é Fredholm de
indice zero, (veja [5], p. 98). Entao, fazendo uma translacdo da origem para ug, obtemos a
decomposigao

L*(S") = span{v} @Y.

J& que up € um equilibrio, temos que F'(ug, A\g) = 0.
Defina F': R x Y — L2(SY) por

F(t,y) = F(tv +y, Ao)-

Note que F(0,0) = F(uo, Xo) = 0. Das hipéteses (H1) e (H2), segue que F'(-, \o) é diferencigvel.
Logo F(t,-) é diferencidvel em y.

Agora, usando a Regra da Cadeia, obtemos

J ~ 15)
a—yF(t,y) = DF(tv+y, Ao)a—y(y)
= DF(t'U + v, )\o)idy.

Entao
d

a—yﬁ(o, 0) = DF(ug, Ao)idy.

Como DF(ug, Ao)|y ¢ injetivo e Y = R(DF (ug, \o)), segue que DF(ug, \o)|y é uma bijecdo
de Y em Y. Logo, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta, (ver [5], p. 18), DF(uq, \o)|y é um

isomorfismo de Y em Y.
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Portanto —%f’ (0,0) : Y — Y é um isomorfismo de Y em Y. Logo, pelo Teorema da
Funcéo Implicita, existem abertos (—go,e0) CR, U C Y comug € U e £ : (—¢0,€0) — U, com
a mesma classe de diferenciabilidade de F', tal que F (t,y) = 0 se e somente se y = &(t).

Como F (t,y) = 0 sempre que tv+y € I', segue que na vizinhanga (—¢o, go) XU, acurval’
tem como parametrizacao £(¢). Em particular, na vizinhanga (—¢€o,€0) X U, nao existem zeros
de F exceto os zeros sobre I'. Conseqiientemente nio existem equilibrios de T),(t) exceto os
equilibrios sobre I'. Portanto, I' é isolada.

Usando (H8), procedendo como na Proposigao 3.1.5, obtemos que F' é de classe C?. Entao
a parametrizacao £ de I', em uma vizinhanca de ug, é de classe C?. Como ug é um equilibrio
arbitrdrio, entdo I' é uma curva de classe C?.

Finalmente, suponha que I' ndo é uma curva simples e seja u; € I' um ponto de auto-

intersecao. Entao existem a;,a € S ! tais que

uy = y(@1;u0) € ug = y(az; uo)

d
S (s uo) e ——y(az; o)
sdo autovetores linearmente independentes associados ao zero. Isso contradiz a hipétese (H7).

Corolério 4.2.2 Seja M wma curva coneza fechada de equilibrios em Ey e ug € M. Entao
M =T, onde T = (S up).

Demonstracao: Suponha que M ¢ T, entdo existem equilibrios em M \ I' acumulando-se
em ug. Mas, pelo Lema 4.2.1, isso nao ocorre. Portanto M C I'. Como I" é uma curva fechada

simples, segue que M =1T". [

4.2.1 Semicontinuidade superior dos equilibrios

No que segue, denotamos por E\ (ou E),) o conjunto dos pontos de equilibrios de Tx\(t)
(ou Thy(t))-

Lema 4.2.3 (Semicontinuidade superior dos equilibrios). Suponhamos as hipdteses
(H1) e (H5) vdlidas. Sejam Ao € R fizo e e > 0 dado. Entao, existe § > 0 tal que [|A—Xol| <

implica Ex C E, onde E5 ¢ a e-vizinhanga de E),.
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Demonstracao: Seja )\ fixado. De (H1) e (H5) segue que os atratores Ay, dados no Teorema
3.2.2, estdo contidos na bola B[0,2a+v/27] em L?(S'). Além disso, como E, C Ay, temos que
E) é limitado.

Suponha que existe € > 0, tal que para todo d > 0 existe A € R tal que ||A — || < § e

E\ ¢ E5,. Entao existe seqiiéncia (uy;) em Ey tal que
dist(uy;, Eyy) > €, A\j = Xo. (4.2.3)

Agora
wy; = 9B * un; + Bihy).

J& que uy; estd em um conjunto limitado e g(8;J *u, ,+B;h;) é um operador compacto, existem
uma subseqiiéncia (uy,) de (uy,) e ug € B[0,2a+/27], tal que uy, — uo, quando k — co. Da
continuidade de g, segue que

up = g(BoJ * uo + Boho)-

Portanto ug € E,. Isso contradiz (4.2.3). [

4.2.2 Semicontinuidade inferior dos equilibrios

A semicontinuidade inferior dos equilibrios é obtida, em geral, aplicando-se o Teorema,
da Fungao Implicita. Isso é possivel quando os equilibrios sdo todos hiperbélicos. No entanto,
em casos de problemas com simetria (como em (3.1.4)) as hipéteses do Teorema da Funcao
Implicita ndo valem (veja Exemplo 4.2.9 no final desta subsecao, onde as curvas de equilibrios
do problema perturbado podem desaparecer). Para superar esta dificuldade, utilizamos agora.

a definigao de hiperbolicidade normal, (ver [4]).

Definigao 4.2.4 Sejam T'(t) um semigrupo sobre um espago de Banach X e M C X uma
variedade invariante sob T'(t). Dizemos que M é normalmente hiperbdlica sob T'(t) se:

(i) Para cada m € M eziste uma decomposicao

X=X,®X,oX,

c
m

(ii) Para cada m € M, se my = T(t)(m)

de subespagos fechados com X¢, o espago tangente a M em m.

DT (t)(m)|xe : X — X5, a=c,u,s

m my)

e DT(t)(m)|xu € um isomorfismo de X sobre X"

m my -
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(iii) Ezistem to >0 e p < 1 tal que para todo t > to

int {DTO )" < 0" € X5, 1ol = 1} > max{L DTG}, (124)
e min {l,inf{HDT(t)(m)xcH szt e X, |lz°]| = 1}} > ||DT'(t)(m)]xs, |- (4.2.5)

A condicdo (4.2.4) sugere que préximo a m € M, T'(t) é expansivo na diregao de X, em
uma taxa maior que sobre M. Enquanto (4.2.5) sugere que T'(t) é contractivo na diregao de
X3, em uma taxa maior que sobre M.

Aplicaremos o seguinte resultado provado em ([4], p. 121-123).

Teorema 4.2.5 (Hiperbolicidade Normal para Fluxos) Suponhamos que T(t) é um C'-
semigrupo sobre um espago de Banach X e M é uma variedade invariante sob T(t), compacta
e coneza, de classe C?, a qual é normalmente hiperbdlica sob T'(t), (isto é vale (i), (i) e existe
0 < tg < oo tal que (W1) vale para todo t > to). Sejam T(t) um C'-semigrupo sobre X e
t1 > to. Considere N(g) a e-vizinhanga de M, dada por,

N(E)={m+az“+2° meM, a* € Xy, 2° € X;,, |l="||, |°]| <e}.
Suponhamos ainda que existe €* > 0 tal que para cada € < €*, eziste o > 0 tal que se

sup {17y =Tl + IDT(0)w) - DTG} <o

sup ||T(t)u — T(t)ul| < o, para 0 <t < t.
u€eN(g)

Entio eziste wma unica variedade invariante sob T(t) em N(g), M, que é compacta, conexa
e de classe C1. Além disso, M ¢é normalmente hiperbdlica sob T(t) e, para cadat > 0, T(t) ¢
um C'-difeomorfismo de M em M.

Proposicio 4.2.6 Suponhamos as hipdteses (H1), (H2) e (H7) vdlidas. Entao todas as cur-

vas de equilibrios de Tx(t) sd@o normalmente hiperbdlicas sob Tx(t).
Demonstracao: Sejam M uma curva de equilibrios de T)(t) e m € M. De (HT7) segue que
Ker(DF(m, \)) = span{m'}.

Seja Y = R(DF(m,\)) a imagem de DF(m,\). Sendo DF(m,\) auto-adjunto e Fredholm

de indice zero, de (H7), segue que

o(DF(m,\)

Y) = o, U 0y,
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onde o, e o, correspondem aos autovalores de DF(m, \)|y que sdo positivos e negativos,
respectivamente.

De (H1) e (H2), segue que T)\(t) é um C'- semigrupo, entao podemos considerar a equacao
linear

o = (DF(m, \)|y)v.

Denotando por DT\ (t)(m) a derivada de T(£) com relagao a condigao inicial no ponto m, segue
que DTy(t)(m) = ePFMmME Em particular DTy(t)(m)]y = D(T\(t)|y)(m) = ePFmAly)t,
Entao a solugao da equagao linear acima, com condigao inicial vy € Y, é dada por DT)\(t)(m)]yvo.
Sejam P, e P; as projegoes espectrais correspondentes a o, e o, respectivamente e X Y=
PY, X3, = P;Y os subespagos invariantes correspondentes as projecoes P, e P,. Entao temos
a decomposicao Y = X" & X3 .
Para a afirmagao e as estimativas abaixo, (veja [10], p. 73 e 81 ou [20], p. 37).
A solugao DTy\(t)(m)|yv, da equagdo linear acima, quando t — -0, é exponencialmente

decrescente se v € X3, e é exponencialmente crescente se v € X w. Além disso,
IDT\(t)(m)|yv]| < Ne ™ ||v||, para v € X, et >0, (4.2.6)

I DT3(8)(m)|yv]| < Net|[v]|, para v € X% e ¢ <0, (4.2.7)
para alguma constante positiva v e alguma constante N > 1.
Agora, escrevendo X¢, = span{m’'}, temos a decomposicio

PSHY=XS0 X" o X:

m-

Além disso, vimos na demonstragdo do Lema 4.2.1 que, DF(m, \)|y é um isomorfismo de Y
em Y. Entdo DF(m,\)|xs : X5 — X2, a = u,s, é um isomorfismo. Conseqiientemente o

fluxo linear
DTA(t)(m)|xy : X5 — X,
é também um isomorfismo.
Finalmente, da afirmagdo e estimativas (4.2.6) e (4.2.7), obtemos (4.2.4) e (4.2.5) da

defini¢do de variedade normalmente hiperbélica. Com efeito, para verificar que a afirmacao

acima e (4.2.6) implica em (4.2.4) calculamos, por um lado,

IDTA@)(m)|x | = sup  {]le”" Mg}
llz< ]l 2 =1
c c t2 2,.c
= sup <a°+tDF(m,\)a®+ EDF(m, A)z+ -
”-776“1,2:1 :
= sup {z},
[fze]l 2 =1
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pois 2° € Ker(DF(m,\)). Logo ||DTx(t)(m)|xe, || = 1. Portanto, nesse caso, o lado direito de

(4.2.4) é sempre igual a 1. Por outro lado,
IDTA(t)(m)a" ||z = ||ePFem It 2
que é exponencialmente crescente. Entao dado 0 < t; < oo, temos

”e(DF‘(m,/\)ly)ta:u”L2 ”e(DF(m,/\)|y)L1 mu||L2

2

> ”e(DF(m,,\)]y)%l,u“Lz
> ||6(DF(m’)‘)|Y)O.’Eu“L2
= llz"llz2,

para todo t > ;. Logo a estimativa desejada é imediata. De maneira andloga mostra-se que

a afirmacdo acima e (4.2.7) implica em (4.2.5). u

Proposicao 4.2.7 Suponha as hipdteses (H1)-(H3). Sejo DTy\(t)(u) o fluzo linear gerado
pela equagao

% = —v+g'(BJ * u+ Bh)B(J *v).

Entao, fizado \g € R, temos
ITA () — Tao (B)ullz2(s1y + 1DTA(E)(u) — DT (8) (u)llce2(sh), L2(sry) = 0, A = Ao,
para u em conjunto limitado de L*(S*) et € [0,b], com b < co.
Demonstragao: Quanto a primeira parcela, do Lema 4.1.1 segue que
175 (8)u — Tao (B)ull2(sty = 0, A = Ao,

para u em conjunto limitado e ¢ € [0,b], com b < co.

Quanto a segunda parcela, da férmula de variacao das constantes, temos

DTy\(t)(u)v = e "v + /O t e ) g/ (BJ % u+ Bh)(BJ * v)ds.
Entéio
IDT(¢) (w)v — DTy (E)(w)vll2 < /Oteh(t"s’lllg'(ﬁcf +u+ fSh)B
' (BoJ * u + Boho)fo] J * v p2ds
[t @r 13
— ¢ (BoJ * u+ Boho)B]J * v||2ds
+ /Ol e "|g' (B *u+ Boho)(J * v) (B — Bo)llr2ds.

IN
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Dado n > 0 existe § > 0 tal que ||\ — Ao|| < ¢ implica que (8J * u + Bh) pertence & bola de
centro em (foJ * u + Boho) e raio n em L*®(S"). De fato, usando (3.1.5), temos

1Bo(J * u)(w) + Boho — B(J * u)(w) — Bh| < |8 — Boll(J * u)(w)| + |Boho — Bh]|
< (I lloollell 2218 — Bol + |Boho — Bh|) — 0, X — ).

Assim, por (H2), existe uma constante positiva L, que depende apenas de u, tal que
|9'(B(J * w)(w) + Bh) — g'(Bo(J *u)(w) + Boho)| < L(|B — Boll(J * u)(w)| + |Bh — foho).

Entao

I [g'(BT *u+ Bh)B — g'(Bo] + u+ boho)B)(J *v)I[32
= [ 19B <)) + B) — g/ (Bul + ) + ko) PEPI(S ) ) P

< /S LB = Boll( x w)(w)] + |8l — Bohol)*6%|(J * v) (w) *dhw.
Usando (3.1.5), obtemos

Ilg'(8 *w+ Bh)B — g'(BoJ * u+ Boho)BI(J *v)|| < 2TL<||UIIL2\/§||JIIoo|ﬂ — Bol

+ 18— ﬂohol)ﬁllJllmllvllm.

Portanto

sup [y e I|[g'(BT xu+ BR)B — g (Bod * u+ Boho)B|(J *v)||r2ds

llvll ,2=1
< mp {zTL(||uan¢27||J||oow — ol + 1Bk — 5oho|>munwnvum / t e*t—s%zs}
< o {er<||uuLz¢éF||Jumm — ol + 11— ﬁohol)ﬁllJlloollvlle}
. 2TL(||u||Lz@anw|ﬂ — ol + 18k — ﬁohol)ﬁllJlloo-

Agora,

llg'(BoJ * u+ Boho)(J xv)(B — fo)ll7= = /Sl |9'(Bo(J * w)(w) + Boho)(J * v)(w)(B — fo)|*dw.

Mas, usando (H3) (ver inicio do Capitulo 3) e (3.1.5), temos

9" (Bo(J * w)(w) + Boho)(J *v)(w)| < (ktlﬂo\/Z”J”oo”““L? + kafoho + k‘s) Var|[Jflssllvll 2
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Entao
I g'(Bo * u+ Boho)(J *v)(B — Bo)ll7 2
= /5 1 (Mo\/?_TIIJ lloolltell 2 + kaBoho + k5> 2| 115 10l 2218 — Bol*dw.
Logo
| ¢'(BoJ *u+ Boho)(J *v)(B — Bo)llz2
5 (k4ﬂo\/2_7I|J lloollell 22 + kaBoho + k5) 27| loo |Vl 218 — Bol.
Portanto

sup b e I|g (Bo + u+ Boho)(J % v)(B — o)l izds

Il 2 =1
t
< o { (kmo@lunmnunu T kafoho + ks>27||Jlloollvllel/3 -l [ e-“—s’ds}
< e { (mo@wnwnuum + kafoho + k5) 271 oIl 216 — ﬂol}
. (k4ﬁ0\/2_7_||J||oo||u||L2 T kafiho + k5>2TI|J|IooI/3 ol
Logo
| DTx(t)(u) — DTx (t) ()l cz2esh), 121y = ”ihlfl | DT (t)(w)v — DTy (t)(w)vl|z2(s1)
< zTL(lanzﬁFanmw Y
T+ 1B 5oho|)ﬁ||J||oo
; (k4ﬁ0ﬂ¥||J||m||uuLz
+  kafoho + ks) 27| I || B — Bol
- oW,
com C(A\) — 0, quando A — 0. Isso completa a demonstragao. ]

Teorema 4.2.8 Suponhamos as hipdteses (H1)-(H2), (H5)-(HG), com a < oo, e (H7)-(HS)
vdlidas. Entdo o conjunto Ey dos equilibrios de T\(t) € semi-continuo inferiormente com

relagao ao parametro \ em Ao.
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Demonstracao: No caso de equilibrios constantes o resultado segue do Teorema da Funcao

Implicita, pois estes equilibrios sao hiperbélicos e a funcao
F(u, ) = —u+ g(Bu + Bh)

é de classe C! em w.

No caso de equilibrios nao constantes, seja M uma curva de equilibrios de E),. Queremos
mostrar que, para todo € > 0, existe § > 0, de modo que se A é tal que ||\ — \|| < 6, entdo
existe My C E) tal que M C M5, onde M5 é a e-vizinhanga de M,.

Mas, do Lema 4.2.1 e das Proposigoes 4.2.6 e 4.2.7, estamos nas hipéteses do Teorema
de Hiperbolicidade Normal. Entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que, se ||A — Ao|| < & existe
uma tnica variedade invariante compacta conexa de classe C', My, a qual é normalmente
hiperbdlica sob T(t), tal que M) estd e-préxima de M.

Ja que o fluxo é gradiente e M) é compacta e invariante, existe pelo menos um ponto,
my € M), que é equilibrio de T)(t). Com efeito, dado u € M), pela invaridncia de My,
a seqiiéncia u, = Ti(t,)u € M,, para toda seqiiéncia t, € R. Por compacidade, existe
subseqliéncia un, que converge para algum my € M,. Entdo m, € w(u), e sendo Tj(t)
gradiente, do Lema 1.3.3, temos que my € E).

Como M), esta e-préxima de M, existe m € M tal que
[lm —myl|| <e.

Seja I'y a curva de equilibrios dada por T’y = {y(a;m,), @ € S'} que é uma variedade
invariante normalmente hiperbdlica sob T} ().

Agora, M =Ty, = {y(e;m), o € S'}. Entao, para cada o € S, temos

I ma) = esmlfe = [ rtasm)(w) = (s m)aw) P

- [ma(aw) — m(aw)|*dw.

s
Usando que
. m(aw)dw = . m(z)dz,
obtemos
(e ma) = (s m)|[72 = [lma — ml[7..

Entao

[v(a;ma) = y(@;m)llz = [Ima —mL2

< €
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Logo, I'y estd e-proxima de M. Entao, por unicidade, My = I'y.

Portanto M C Mj. ]

Observacao: Quando temos a estimativa
k1BV27||J |0 < 1,

a continuidade dos equilibrios segue diretamente do Teorema de Ponto Fixo com parametros,
(veja [19], p. 13).

O exemplo abaixo mostra que curvas de equilibrios de
& = F(z),

geradas pela acdo de um grupo, podem desaparecer mesmo quando a simetria é preservada,
ou seja, nao vale um resultado do tipo Teorema da Fungao Implicita sem hipéteses adicionais,
(veja [11]).

Exemplo 4.2.9 (Um ezemplo com simetria )

Considere o campo em R?
T = .’E(l - $2 - y2)1

4238
y=y(l-2*—y?. (128)

Seja
&= —cy+a(l —22-19?),

4.2.9
y=cex+y(l —a%—y?) ( )

uma perturbacdo do Campo (4.2.8). Note que (4.2.8) tem, além da origem, a curva de
equilibrios dada por
4y =1
que é gerada por rotagdo a partir de um equilibrio fixo. Porém, se € # 0, ¢é facil ver que (4.2.9)
nao tem equilibrio ndo trivial, embora seja equivariante pela acdo de S L
Uma informacéo importante para o sistema (4.2.9) é que ele nao é gradiente. De fato,
usando coordenadas polares

T =rcosh, y=rsinb,
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podemos reescrever (4.2.9) na forma
(4.2.10)

Claramente, para cada € # 0, 7(t) = 1 e 6(t) = et ¢ uma 6rbita periédica de (4.2.10) .

4.3 Existéncia e continuidade das variedades instaveis

locais

Voltemos a equagao

Ot g(B(T ) + h). (4.3.11)

Sejam A = (h,8) € R:0< h < h*, 0 < B < B* e F : L*(S") x R — L2(S") definida pelo lado
direito de (4.3.11), isto é,

F(u,\) = —u+ g(B(J xu) + Bh).

Seja uy um equilibrio de (4.3.11). Se u = u)+v é solugao de (4.3.11) segue, da Proposicao
3.1.5, que

%(u,\ +v) = —v+ g (B(J *up) + Bh)B(J *v) + r(ux, v, \).

onde r(uy,0,A) = 0 e para cada Ao € R fixo, chamando de uy, o limite de uy quando A — Ao,

||7‘(u,\0, 1, )\0) — T(U,\o, Vg, /\0)”L2 S 141 (p)”'l)l R 'U2||L2, (4312)

para [lviflzz < p, |lvallz2 < p, onde 1(-) é uma fungdo ndo decrescente, com 1,(0) = 0 e
v1(p) — 0, quando p — 0.
Portanto, uma solugao de (4.3.11) em uma vizinhanga de uy é uma funcéo da forma wu, +v
com v solugao da equagao
%ti = L(A)v+r(uy, v, \), (4.3.13)
onde L(A)v = —v + ¢'(B(J * ux) + Bh)B(J * v) é a “parte linear”de F(uy + v, \).

Para A fixado, temos

L(Xo)v = —v + g'(Bo(J * ux,) + Boho)Bo(J *v).
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Note que, usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Holder, temos

IL(A)o — Lo)vllze < |9/ (B(J * ux + Bh)B — g'(Bo(J * uns + Boho)Bol(J * v)]| L2
< |Ilg'(B(J * ux + Bh)B — g'(Bo(J * uxg + Boho)B)(J * v)]| 2
+ g’ (Bo(J * ux, + Boho)(Bo — B)(J *v)|| 12
< lg'(B(J *ux + Bh)B — g'(Bo(J * ur, + Boho) Bl c2[|(J * v)ll 2
+ 19" (Bo(J * ux, + Boho)(Bo — B)ll 2 lI(J * v) |l 2.

De (H2), existe uma constante M > 0 tal que

LN = L(Ao)vlie < M|IBJ % ux + Bh — fo xux, — Bohollz2Bl|J * vl| 2
+ (g’ (Bo(J * wrg + Boho)(Bo — B)lL2II(J * v)l| 2

De (H3), existe uma constante M; > 0 tal que ||g'(Bo(J * ux, + foho)llz2 < Mi. Entéo usando

a desigualdade de Young, obtemos

IL(\v = LAo)olle < M||Jl|ztl|Bux — Bowsollzz + 18R — Boholl 2] BII Il [[v]l 22
+ Mi|B = Bolll ||zt ]l -

Sendo ||J||z1 = 1, resulta

IL(A)v = L(Ao)vl|r2 M{||Bux — Borx,llz> + [IBh — Boholl 2] Bl|vl| 2

<
+ M|B = Bolllvll 2
= {IV[ﬁ”,B’U,,\ = ,Bou,\0||L2 —+ M,B“,Bh, — ﬁOh'O”LQ + 1‘/11|,B — ,80‘}||’U||L2.

Da continuidade dos equilibrios, fazendo A — Ag, temos
{Mﬂ”ﬂ%\ — Bouxo ||z + MB||Bh — Bohollz2 + Mi|B — ﬁ0|} — 0.

Portanto
IL(A)v = L(o)vllzz < Ci(N)|vllz2, (4.3.14)

com C1()\) — 0, quando A — Ag. Além disso, sendo
9]
r(ux,v,\) = Flux+v,A) — F(uy, A) — B—F(ux,/\)v,
U
temos

r(uy,v,\) = a%F(U, Av — a%LF'(u,\,/\)v,
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para algum v no segmento p(uy) + (1 — p)(ux +v), p € [0,1]. Em particular

o J—— d
T(U,\U, v, /\0) = aF(ﬁ, /\0)'1) = -(%F(UAO, )\0)'1),
para algum 7 no segmento p(uy,) + (1 — p)(uy, +v), p € [0,1]. Portanto
(w3,0,3) = (a0, 0,20) = |- P, 3) — 2 (5, 30)| 0+ |2 Plung, Do) — 2 Flun, A
r(uz, v, r(r, v, M) = | 5-F(T, gul W Ao) [ vt = F(usg, do) = 5= F(u, A) | .

Como F(:,A) é C' e p(ur) + (1 — ) (ur 4+ v) — p(uy,) + (1 — p)(ur, + v), quando X — Ao,
segue que
ll7(ux, v, A) = 7(urg, v, Ao) |2 < Co(N) || z2 (4.3.15)

com C5(A) — 0, quando A — ).
Agora, reescrevendo a equagdo (4.3.13) na forma
v
5= L(Xo)v+ f(v, ), (4.3.16)
onde f(v,A) = [L(A) — L(Xo)Jv + (ux, v, A) representa a “parte nio linear”de (4.3.16), temos
que a “parte linear” de (4.3.16) ndo depende das variagoes do pardmetro \.

Usando (4.3.14) e (4.3.15) segue que

17 (0, 2) = F (v, o)l < Cs(N)lJv]] 2. (4.3.17)

Em vista de (4.3.12) e (4.3.17) segue, dos Teoremas 2.2.1 e 2.2.3, a existéncia das var-
iedades instéveis locais da origem, U*(0), para equacao (4.3.16) e a continuidade desses con-
Juntos com relagao ao parametro A em ).

Agora, notando que a translaciao
u (u—uy)

leva um equilibrio uy de (4.3.11) na origem (que é equilibrio de (4.3.16)) temos, pelo Coroldrio
2.2.2, a existéncia das variedades instdveis locais, dos equilibrios uy, U *(uy), para equacdo
(4.3.16). Além disso, sendo a translagio acima continua em relacdo ao parametro lambda,
segue do Coroldrio 2.2.4, a continuidade dos conjuntos U*(uy) em relagio ao pardmetro A em
Ao-

4.4 Semicontinuidade inferior dos atratores

Nesta segao, usando a continuidade dos equilibrios e a continuidade das variedades
instaveis locais dos equilibrios com relagdo ao parametro ), provamos a semicontinuidade
inferior dos atratores com relacdo a esse parametro em )y = (ho, o) € R.

Lembrando que E\ C A, e A, é compacto, temos o seguinte lema:
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Lema 4.4.1 Assuma as hipdteses (H1), (H2), (H5)-(H6), com a < oo, e (H7). Seja Ey o

conjunto dos equilibrios de T\(t). Para u € Ey, seja W' (u) o conjunto instdvel de u. Entao

Av=J W)

ueE)y

Demonstracao: Do Teorema 3.5.2, temos
Ay = WIH(EY).

Existe apenas um ntimero finito, {uj,---ux}, de equilibrios constantes pois eles sdo todos
hiperbélicos. Para cada equilibrio ndo constante uw € E) temos uma curva de equilibrios

M, C Ex C A,. Do Lema 4.2.1, segue que estas curvas sao isoladas. Da compacidade de Ay,

existe um numero finito de curvas My, ..., M,. Entao
k n

Ay = (U W;(uj)> U (U W;(Mi)> .
j=1 i=1

Do Teorema A.0.5 (Apéndice) segue que

WMy = | Wiw).

veM;

Portanto

A= Wi ().

veE)

Lema 4.4.2 Suponha as mesmas hipdteses do Lema 4.4.1. Entao dado € > 0, existe um

T > 0 tal que para todo u € Ax,\ES,
T)\O(—t)’u. (S Eio,

para algum t € [0,T), onde ES, € a e-vizinhanga de E),. Além disso, quando € € suficiente-

mente pequeno, para este valor de t
Ty (—t)u € U™ (up),

para algum ug € E),, onde U (ug) é a variedade instdvel local de up.
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Demonstragao: Seja e > 0dado e u € Ay \E5, . Do Lema 4.4.1 segue
u € Wy (@)\ES,,
para algum u € F),. Dai existe t, = t,(¢) < oo, tal que
Tho(—tu)u € E,.
Sendo T),(—t,) um operador continuo, existe 7, > 0 tal que
Tro(—tu) B(u, ) C EX,,

onde B(u,7,) € a bola de centro em u e raio 7,. Por compacidade, existem uy,--- ,u, €
Ao \E5,, tais que
A\ES, € U Bluj,m),
j=1
com T, (—tu;)B(uj, 1) C E5,, para j = 1,...,n. Seja T = max{t,,, - ,t,,}, entdo para
u € Ay, \E5, arbitririo |
Tho(—t)u € E5,

para algum ¢ € [0, 7.

Combinando os fatos que u € Wy, (u) \ E5 para algum @ € E, e T),(—t)u € E5 , para
concluir que T),(—t)u € U* (%), quando € é suficientemente pequeno, é suficiente mostrar que
existe 0 > 0 tal que W} (v)NB(v, ) C U*(v), para todo v € Ej,. Portanto a conclusio segue

diretamente do lema abaixo, com v = T),(—t)u. [ |

Lema 4.4.3 Nas condicées do Lema 4.4.2, existe > 0 tal que W (v) N B(v,n) C U (v), ¥
v E E/\o-

Demonstracao: Por mudanga de variavel, podemos supor que v = 0. Ent&o basta mostrar
que existe 7 > 0 tal que W} (0) N B(0,n) C U*(0). Para isso, sejam § > 0 e K > 1 dados
pelo Teorema 2.2.1. Considere n = ¢ e suponha que ¢ € Wy (0) N B(0,7).

Por um lado, como ¢ € W} (0), a solugao de (4.3.13) que vale ¢, quando t = 0, T),(t),
existe para todot <0 e

Ty (t)p — 0, t = —c0.

Por outro lado, sendo ¢ € B(0,7), obviamente, com a decomposicao do Capitulo 2, temos

le=ll < llell < %. Entao, pelo Teorema 2.2.1, a equagdo (4.3.13) tem uma solucdo, para

t <0, que estd em U*(0) e é dada por

wy(p4,t) + q(wy (94, 1)),
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onde wy (¢4, 1), ¢(wy(p4,t)) é tnica solugao de (2.2.37), a qual satisfaz

lwi (e, 1) + q(ws (04, 1)) < 0.

Além disso, wy (¢4, 0) + q(wi(p4,0)) = v+ +q(p+) = ¢
Portanto, por unicidade de solugao, segue que

Tro () = wy (4, t) + g(wi(p4,t)), VIO

Entao
Ty, (t)p € U(0), YVt <0.

Em particular, quando t = 0, temos ¢ € U*(0). Sendo ¢ arbitrério, temos
W3 (0) N B(0,7) C U(0),

concluindo a demonstracao. n

Teorema 4.4.4 Suponhamos as hipéteses (H1)-(H2), (H5)-(H6), com a < oo, e (H7)-(HS)
vdlidas. Entao a familia de atratores A, € semi-continua inferiormente com relagao ao

pardmetro X\ em Ao € R.

Demonstragao: Sejae > 0dado. Do Lema 4.4.2 existe T > 0 tal que para todo u € Ay, \ES,,
existe t, € [0, 7] tal que
Ty (—tuw)u € U (up), (4.4.18)

para algum ug € E),. Dado u € Ay, \ E5, seja @ = Th,(—tu)u.
J4 que Ty, (t) é um operador continuo, existe n > 0, escolhido uniformemente para t €

[0, 77, tal que

€
5
Agora, da continuidade das variedades instdveis locais com relagdo ao parametro A em Ao,

Iz = wllze <1 = Ta(®)z — Tao(Bwllz2 < (4.4.19)

existe 6* > 0 e um @y € U*(uy) tal que ||A — No|| < ¢* implica
|ax — a2 <, (4.4.20)

onde U*(uy) denota a variedade instével local do equilibrio uy de Tx(t). Logo, quando ||\ —
Aol < 8%, de (4.4.19) e (4.4.20), temos

T3 (8)n — Tho (D2 < 5. (4.4.21)
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Por outro lado, como %y pertence a um conjunto limitado (a saber B(0,2a+/27)) e t, €

[0, T, da continuidade do fluxo com relagao ao parametro ), existe § > 0 tal que

”/\ = /\0”[} < 5 = ||T,\(tu)'lj,\ — T,\O(tu)’L:L,\”LZ < —. (4422)

DN ™

Seja 6 = min{d,d*}. Entdo para ||\ — M| < &, temos que (4.4.21) e (4.4.22) valem.
Seja vy = Tx(tu)ua. Claramente Ty(t,)us € Ay, pois @y € UM uy) C W¥(uy).

Mostraremos que, para ||\ — \o|| < 4, vy satisfaz

~

[l — ul|z2 < e.

De fato, usando (4.4.21) e (4.4.22), quando ||\ — Xo|| < J, obtemos
llox —ullze = [ Ta(tu)tix — o (tu)ill 2

< I Ta(tu) s — T (tu)tallzz + [ Tae (tu)tr — Tho(ta) | 22

E.

A

uando u € E5  C A), esta conclusio segue diretamente da continuidade dos equilibrios.
/\0 0 g

Portanto a semicontinuidade inferior dos atratores é imediata. "]
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Um exemplo importante

Consideramos agora o caso particular da equagao (3.1.4) em que g = tanh e § > 1, entdo
temos a seguinte equagao de evolugao nao local

om(w,t)

5 —m(w,t) + tanh(BJ * m(w, t) + ph), (4.4.23)

onde m(w,t) é uma fungdo real sobre S* x Ry, h é uma constante nio negativa, 8 é uma
constante real maior que 1, J € C'(R) é uma fungdo ndo negativa com integral sobre o S !

igual a 1 e * acima denota o produto convolucao em S 1 ou seja,

(J *m)(w) = / J(wz"')ym(z)dz. (4.4.24)

S1

A equacio (4.4.23) é usada no estudo de sistemas de spin com dinamica de Glauber e
interacao de Kac onde ela surge como limite continuo de modelos probalistico, veja [2], [8], [23],
[24], [26] e [28]; m ¢ interpretada como a densidade de magnetizagao e 7' como o produto
da temperatura absoluta e a constante de Boltzmann.

Podemos considerar, para este caso, o funcional F: (L?(S?), ||ullec < 1) — R dado por

F(u) = » [f(u(w)) — f(mF)]dw + i /S1 /S1 J(w - 27N [u(w) — u(z)]*dwdz (4.4.25)
onde f é a densidade de energia livre do sistema, veja Figura 4.4.2, dada por
flu) = —%uZ — hu — B li(u)
sendo 7 a entropia do sistema, veja Figura 4.4.1, dada por

) 14+u 14+u 1—u 1—u
i(u) = — 3 In 5 - In 5

com u? representando a densidade de energia interna e —hu a densidade de energia do campo

externo h e mg é o minimo global de f em [—1, 1], (veja [25]).
Note que o funcional dado em (4.4.25) esta definido em todo espago de fase. Além disso,

mj é o minimo global de f em (-1, 1), (veja [25]). Dai, os integrandos no funcional (4.4.25)
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Figura 4.4.2: densidade de energia.

sa0 nao negativos, ja que J € ndo negativa e f(u(w)) — f(my) > 0. Portanto F ¢ limitado
inferiormente.
E facil mostrar que,

ugg;fl][i(U)] = In(2)

u.ll}l:gl z(u) - O’

veja Figura 4.4.1.

Claramente a funcao tanh satisfaz as hipéteses (H1)-(H6) e (HS8). Nesse caso temos
ki = ks =ks =a =1eky = ky = 0. Portanto temos validos todos os resultados dos Capitulos
3 e 4, sob estas hipéteses, para a equagao (4.4.23). Desde que (H7) também seja satisfeita,

temos a semicontinuidade inferior dos atratores para este modelo.
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Apéndice A

Convergéncia das 6rbitas do conjunto
instavel (estdvel) de uma curva de

equilibrios para um tnico equilibrio

Considere a equagao
& + Bz = g(x), (A.0.1)

onde B é um operador linear continuo sobre um espago de Banach X e g : X — X € uma

funcao de classe C?. J4 que g é diferencidvel, podemos escrever (A.0.1) na forma
T+ Az = f(z), (A.0.2)

onde A = B — ¢'(z0) e f(z) = g(zo) + r(x) com r diferencidvel e 7(0) = 0.
Quando zg é um equilibrio de (A.0.2), podemos supor que zo = 0 e f(0) = 0 porque, do

contrério, fazendo a mudanga de varidvel
T =39+ 2, (A.0.3)
e substituindo (A.0.3) em (A.0.2) resulta
z2+ Azg+ Az = f(x0 + 2).
Mas por (A.0.2) Azg = f(z0), entdo

i+ Az = f(2),

onde f(z) = f(zo+ z) — f(z0) que satisfaz f(0) = 0.

No que segue, suporemos que:
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(HA) v é uma curva de classe C? constituida por equilibrios de (A.0.2); o operador A é tal
que, o espectro o(A) contém 0 como autovalor simples, enquanto o resto do espectro tem parte
real fora de uma vizinhanga do zero; a aplicacdo f : X — X é nao linear de classe C? com

f(0)=0e f'(0) = 0.

Teorema A.0.5 Suponha a hipdtese (HA) vdlida. Entao existe uma vizinhanga U de vy tal
que, para qualquer xo € U para o qual a drbita positiva por x¢ € limitada e pré-compacta e o
conjunto w-limite de g, w(xg), estd contido em vy, existe um tnico ponto y(x) € v tal que
w(wo) = y(xo). Analogamente, se para qualquer xo € U para o qual a drbita negativa por zo
¢ limitada e pré-compacta e o conjunto a-limite de xo, a(xg), estd contido em -y, existe um

unico ponto y(xo) € v tal que a(xo) = y(xo).

Idéia da demonstracao: Daremos uma idéia geométrica da prova do teorema para o caso do
a-limite. O caso do w-limite é tratado de maneira andloga, (veja [17]). Para uma demonstracao
completa veja [18].

Para qualquer z € « a hipdtese sobre o espectro de A implica que cada variedade central

por z é C! e de dimensao 1. Além disso, existe uma vizinhanga V' de z tal que
N M, NV =NV,

para qualquer variedade central M, por z, (veja [7]). Portanto v é localmente um arco C.
Escolha a vizinhanca U de v suficientemente pequena para que as variedades estavel local
S(z) e instdvel local U(z) existam em U.
Seja xg € U tal que z(t, 7o), t < 0, é limitada e pré-compacta. Entao a(zg) é nao vazio,
compacto, conexo e invariante.

Se a(zg) C vy, defina

Sa(ze) = U 5(2), Ua(zg) = U U(z).

z€a(zo) zea(zq)

[43

Nao ¢é dificil verificar que Su(s) € Ua(zg) 80 respectivamente a “ variedade”estével local e
a “ variedade”instdvel local de a(xg), isto é, qualquer solugdo que tende para a(zp) quando
t — +oo (t — —o0) deve eventualmente entrar em Sy(zg) (Un(zo))-

J4 que a 6rbita negativa de zg, (¢, 20), tende para a(z), quando t — —oo, isso implica
que essa orbita intercepta U(y(zo)), para algum y(zo) € 7, em algum instante ¢t < 0. Sendo
U(y(2o)) um conjunto invariante, (¢, z9) permanece em U (y(zo)) para todo t < to. Portanto

a(zo) = y(2o). H
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