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Resumo

No presente trabalho estudaremos a ocorrência do fenómeno de bifurcação zip e de bifurcação

de Andronov-Hopf, num modelo matemático dado por um sistema de equações diferenciais par-

ciais que descreve a dinâmica entre rz predadores competindo por uma presa da forma

l 1lF = ÓAui+«.i.Ê(S)ui --diu{ , i= 1,...,n,

com condição de Neumann na fronteira, onde .fi(S) = S/(ai + S) e todos os parâmetros são não
negativos

õoa.S+7(l #)S -EZ:im{/.(S)ui em Q x (0,m)
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Resumo 

No presente trabalho estudaremos a ocorrência do fenômeno de bifurcação zip e de bifurcação 

de Andronov-Hopf, num modelo matemático dado por um sistema de equações diferenciais par

ciais que descreve a dinâmica entre n predadores competindo por uma presa da forma 

{ 

t{ ôof::..S + ,(1 - f )S - Lr=l mdi(S)ui em i1 x (O, oo) 

~ = ÔiD..Ui + mdi(S)ui - diUi , i = I, ... , n, 

com condição de Neumann na fronteira, onde fi(S) = S/ (ai + S) e todos os parâmetros são não 

negativos. 
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Abstract

In this work we study the zip and Andronov-Hopf bifurcation phenomena in a modem given by
a system of parcial diüerential equations describing the dynamics among rz species of predators
competing íor a single prey of the form

1. %'. = Óia.ui+mi./b(S)ui diui , {= 1,...,n,

with Neumann boundary conditions, where /.(S) = S/(ai + S) and all parameters are nonneg-
ative

$ Õoa.S +'y(l - EZ;: «.i/.(S)ui em Q x (0, .o)
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Abstract 

ln this work we study the zip and Andronov-Hopf bifurcation phenomena in a model given by 

a system of partia! differential equations describing the dynarnics among n species of predators 

competing for a single prey of the form 

with Neumann boundary conditions, where fi(S) = S/(ai + S) and all parameters are nonneg

ative. 
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CAPÍTULO I

Introdução

No presente trabalho estudaremos a ocorrência do fenómeno de Bifurcação Zip e também

da Bifurcação de Andronov-Hopf em um modelo matemático descrito por um sistema de
Equações Diferenciais que descreve a dinâmica (ou interação) entre n espécies de predadores
competindo por uma presa.

O fenómeno de Bifurcação Zip foi introduzido por Farkas l81 em 1984 em combinação com um

modelo matemático descrevendo a competição de duas espécies de predadores por uma espécie

de presa. Tal modelo é representado pelo seguinte sistema de Equações Diferenciais Ordinárias
(EDO):

'y(l #)S - m:/:(S)z: m2 /2 (S) :«2

l mi/i(S)ai -- di"t (1.1)

ã2 = m2/2(S)z2 -- d2"2,

onde .fi(S) = ã;l:g, í = 1, 2, e todos os parâmetros em (1.1) são não negativos e representam

B S: q\ ant\dado de presa

e zi: quantidade do predador i

e '; vaza de crescimento in]r hseca da presa

e K: capacidade de carga do meio ambiente

taxa marina de natalidade do predador i

e di vaza de mor'validade do predador i

l

CAPÍTULO 1 

Introdução 

No presente trabalho estudaremos a ocorrência do fenômeno de Bifurcação Zip e também 

da Bifurcação de Andronov-Hopf em um modelo matemático descrito por um sistema de 

Equações Diferenciais que descreve a dinâmica ( ou interação) entre n espécies de predadores 

competindo por uma presa. 

O fenômeno de Bifurcação Zip foi introduzido por Farkas [8] em 1984 em combinação com um 

modelo matemático descrevendo a competição de duas espécies de predadores por uma espécie 

de presa. Tal modelo é representado pelo seguinte sistema de Equações Diferenciais Ordinárias 

(EDO): 

(1.1) 

onde fi(S) = ªi!s , i = 1,2, e todos os parâmetros em (1.1) são não negativos e representam: 

• S: quantidade de pre sa 

• Xi : quantidade do predador i 

• 1 : taxa de crescimento intrínseca da presa 

• K: capacidade de carga do meio ambiente 

• m i : taxa máxima de natalidade do predador i 

• di : taxa de mortalidade do predador i 

1 



1.:1 Pr;melro caso: Bifurcação de -Andronov--liopf 2

e ai: constante de gemi saturação do predador {

O modelo acima originou-se a partir de modelos do tipo chemostat, sendo o chemostat um

aparelho de laboratório usado para a produção e estudo de microorganismos. No nosso caso,
a presa será um nutriente proporcionado aos dois predadores a uma taxa constante, e tais
nutrientes estão se regenerando de acordo a uma equação diferencial logística na ausência da
predação.

Sob certas condições, Farkas [8j (ver também [101 ) mostrou que o sistema (1.1) admite

Bifurcação de Andronov-Hopf e também o fenómeno chamado de Bifurcação Zip. No que segue,

daremos uma breve descrição dos íenâmenos que ocorrem no sistema (1.1). Para este propósito,
observe que (1.1) admite os seguintes pontos de equilíbrios:

1. (S, zl,aç2) = (0, 0, 0)

2. (S, zl,z2) (.K, 0, 0)

3. se XI = ;;:flh = À2 = ;;f?1lã- = À temos os pontos do segmento de neta:

Z;- {(S,":,",) cR;/ S-.X,,:,«, ? O,::!3+:1:;1ft 'r(1 -})} (1.2)

Não é difícil mostrar que (S,zl,z2) = (0,0,0) e (S,zl,z2) = (.K,0,0) são ambos instáveis

O estudo da estabilidade dos pontos de -L se divide em dois casos que serão descritos a seguir.

1.1 Primeiro caso: Bifurcação de Andronov-Hopf

Esse caso ocorre quando ai = a2, isto é, quando os dois predadores têm a mesma constante

de gemi-saturação. De acordo com os resultados obtidos por Farkas [8], nêsse caso existe uma

folheação de IR]. da forma

À6- {(S, zi, z2) : S > 0, z: .«{},

onde c é uma constante abitrária não negativa fixada (Ver Figura (1.1))
]Wc é invariante por (1.1) e, restrito a essa folha, o sistema fica

l .g -;')S- (''+=Om:S

Cada folha

Pzi(S À

onde todos os parâmetros no sistema são positivos e a :: al :: a2. Os equilíbrios de (1.3) são:

(1.3)

1.1 Primeiro caso: Bifurcação de Andronov-Hopf 2 

• ai: constante de semi saturação do predador i. 

O modelo acima originou-se a partir de modelos do tipo chemostat, sendo o chemostat um 

aparelho de laboratório usado para a produção e estudo de microorganismos. No nosso caso, 

a presa será um nutriente proporcionado aos dois predadores a uma taxa constante, e tais 
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Sob certas condições, Farkas (8) (ver também (10) ) mostrou que o sistema (1.1) admite 
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daremos uma breve descrição dos fenômenos que ocorrem no sistema (1.1). Para este propósito, 

observe que (1.1) admite os seguintes pontos de equilíbrios: 
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1
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= À temos os pontos do segmento de reta: 

(1.2) 
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1.1 Primeiro caso: -Z3ifurcação de Andronov-Hopf

Figura 1.1: Variedade Invariante

1. (S,zl)
2. (S,zl)

3. O único ponto no qual o segmento de neta .L intercepta o gráfico de z2 = c=il, onde c > 0 (ver
Figura (1.2)). Contudo, agora a equação de .L é (levando em conta que a = ai = a2):

S ,,,- 7(a+À)(-K 4>, ,:,z,20.

Assim, se o ponto de intersecção é denotado por (À, (i , C2), então .Ci é a única solução positiva
da equação

(: + .Áf . '(' + x)(K - À) , (i.4)

e {2 = cef. Um cálculo simples mostra que os pontos (S,zl) = (0,0) e (S,gl) = (.K,0) são
instáveis

No estudo da estabilidade do equilíbrio (À, Ci) de (1.3), onde {i é a única solução positiva de
(1.4), a capacidade de carga do meio ambiente K será tomada como parâmetro de bifurcação.

Quando tomamos K > À a rega 1, se move paralelamente cortando a superfície z2 = czÇI, onde
c > 0, em diferentes pontos ({i(c, -K),(2(c, K)) (ver Figural.2). Consequentemente temos o

seguinte teorema.

Teorema 1. rFarkas /JPa#79 Se À < X < a+2À, então o equilíbrio (X,{i(c, .K)) do sÍsfe«.a r.r.31

é assÍnlof comente esfáue/ com região de a ralÍuádade {(S,zt) : S > 0,zi > 0l; em K = a + 2À

o sistema sofre uma bifurcação de Andronou-Hopf supercríticü.

Vale observar que o ponto de bifurcação K = a + 2À é independente de c, isto é, a bifurcação

ocorre no mesmo valor do parâmetro K em cada superfície da família de variedades invariantes.
Assim, temos os seguintes corolários do Teorema l.

1.1 Primeiro caso: Bifurcação de Andronov-Hopf 3 

Figura 1.1: Variedade Invariante 

1. (S, xI) = (O, O) 

2. (S,xi)=(K,O) 

3. O único ponto no qual o segmento de reta L intercepta o gráfico de x2 = cxf., onde c > O ( ver 

Figura (1.2)). Contudo, agora a equação de L é (levando em conta que a= aI = a2): 

S=>., 

Assim, se o ponto de intersecção é denotado por ( À, çi, 6), então -6 é a única solução positiva 

da equação 
e cP _ ,(a+ >.)(K - >.) 
<,I + cp.,I - K , 

mI 

e 6 = cçf. Um cálculo simples mostra que os pontos ( S, XI) 

instáveis. 

(1.4) 

(K,O) são 

No estudo da estabilidade do equilíbrio (>.,çi) de (1.3), onde çi é a única solução positiva de 

(1.4), a capacidade de carga do meio ambiente K será tomada como parâmetro de bifurcação. 

Quando tomamos K > À a reta L se move paralelamente cortando a superfície x2 = cxf., onde 

e > O, em diferentes pontos ( çi ( e, K), 6 ( c, K)) ( ver Figural.2). Consequentemente temos o 

seguinte teorema. 

Teorema 1. (Farkas {1984]} Se À< K < a+2>., então o equilíbrio (\çi(c, K)) do sistema {1.3} 

é assintoticamente estável com região de atratividade {(S, XI) : S > O, XI > O}; em K =a+ 2). 

o sistema sofre uma bifurcação de Andronov-Hopf supercrítica. 

Vale observar que o ponto de bifurcação K = a+ 2). é independente de c, isto é, a bifurcação 

ocorre no mesmo valor do parâmetro K em cada superfície da familia de variedades invariantes. 

Assim, temos os seguintes corolários do Teorema 1. 



1.2 Segundo Caso: Bifurcação Zip 4

Figura 1.2: Ponto de intersecção

Corolário 1. Se a = ai = a2) então os pontos do segmento Z) dado por r1.2; sao egut/zümos

esfáue s no sentido de .Líapunou do sistema rí.l) se À < /( < a + 2À e instáveis se K > a + 2À.

Corolário 2. $e À < K < a + 2À, então o segmento .Z) dado por rí.P9 é um afrator g/oba! do
sistema r/./,) com re/anão ao infeHor do ocfante positáuo; se K = a + 2À o segmento L bdb7'ca
em um cá/íhdro topo/ógico, i.e., existe õ > 0 taZ gue para a + 2À < K < a + 2À + â, o sistema

(1.1) tem um cilindro tipológico invariante C, o qual é uma reuTtião de órbitas periódicas, e

é um atrator do sistema, i.e, ele tem uma uizinhaça tat que todas as trajetórias com condição
inicial nesta úzinhnnça tendem a C quando t -+ m (uer Figura (1.3))

1.2 Segundo Caso: Bifurcação Zip

Esse caso ocorre quando ai > a2. Sendo Pi :: 27}á -- d{, { = 1, 2, podemos escrever o sistema
(1.1) - forma

S #)S - m: ifh": m2ãã:xz2

z: - P:iliÜ": (1.5)

d2 = /32il!:i z2

O polinõmino característico associado ao sistema linearizado do sistema (1.5) em volta de

1.2 Segundo Caso: Bifurcação Zip 4 

Figura 1.2: Ponto de intersecção 

Corolário 1. Se a = a1 = a2, então os pontos do segmento L dado por (1.2} são equiHbrios 

estáveis no sentido de Liapunov do sistema (1.1} se À< K <a+ 2>. e instáveis se K >a+ 2>.. 

· Corolário 2. Se À < K < a+ 2>., então o segmento L dado por (1.2} é um atrator global do 
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(1.1} tem um cilíndro topológico invariante C, o qual é uma reunião de órbitas periódicas, e 

é um atrator do sistema, i. e, ele tem uma vizinhaça tal que todas as trajetórias com condição 

inicial nesta vizinhança tendem a C quando t-+ ao (ver Figura (1.3}} 

1.2 Segundo Caso: Bifurcação Zip 

Esse caso ocorre quando a1 > a2. Sendo /3i = mi - di, i = 1, 2, podemos escrever o sistema 

(1.1) na forma 

XI= /3 S->.. X 
l a1 +s 1 

X2 = /3 S->..x 2 a2+S 2· 

(1.5) 

O polinômino característico associado ao sistema linearizado do sistema (1.5) em volta de 
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Figura 1.3: Cilindro Tipológico

um ponto (À,{i,{2) C L dado por (1.2) é

''«, - « l«' *«(} - dh) * *(êB * 8%)l (1.6)

O polinõmio entre colchetes será estável, i.e,

nazi(i . m212 , '

(ai +À)2 ' (aZ+À): ~ K'
se À < .K < a2+2À; será instável (o que significa inverter a desigualdade em (1.7)) se K > at+2À.
Consequentemente, cada equilíbrio (À, <li , (2) C -L tem um autovalor nulo e dois autovalores com

parte real negativa se À < .K < a2 + 2À (resp. positiva se .K > ai + 2À). Isto implica,

pelo Teorema da V@eyade.jjn:lil11jWte (ver [10], Teorema A3.1 e Definição A3.6), que por cada
ponto de -L passa uma variedade invariante bidimensional localmente suave, tal que todas as

trajetórias nesta superfície tendem a (À,(i,{2) quando f --} oo e À < K < a2 + 2À; por outro

lado, se .K > ai + 2À, então todos os pontos em Z, são instáveis. O caso mais interessante

ocorre quando a2 + 2À $ K $ ai + 2À. Neste caso, fixando .K neste intervalo, existe um ponto

(À,<li(K),€2(K)) C Z) no qual a desigualdade (1.7) converte-se numa igualdade. Este ponto é
determinado resolvendo o sistema de equações

r' ml(i . m2(2 '(K--À)
l ai+x ' a2+x /(

l Glfl$157+Gl:R#' - # @O

ou sda, (À,(i,(2) é o ponto de intersecção das netas -L e -Lt dadas pelas equações em (1.8)

Assim, temos o seguinte teorema devido a Farkas [81.

(1.7)

(-L)

(1.8)

1.2 Segundo Caso: Bifurcação Zip 5 

a+ 2 À. 

K 

s 

Figura 1.3: Cilíndro Topológico 

um _ponto (>.,6,6) E L dado por (1.2) é 

(1.6) 

O polinômio entre colchetes será estável, i.e, 

m16 m26 'Y 
(a1 + >.)2 + (az + >.)2 < K' 

(1. 7) 

se À< K < a2+2>.; será instável (o que significa inverter a desigualdade em (1.7)) se K > a1 +2>.. 

Consequentemente, cada equilíbrio (>.,6,6) E L tem um autovalor nulo e dois autovalores com 

parte real negativa se À < K < a2 + 2>. (resp. positiva se K > a1 + 2>.) . Isto implica, 

pelo Teorema da Variedade Invariante (ver [10), Teorema A3.l e Definição A3.6), que por cada 
r-...,r--..r...__,.,...., ......,.._.,...~ 

ponto de L passa uma variedade invariante bidimensional localmente suave, tal que todas as 

trajetórias nesta superfície tendem a (>., 6 ,.6) quando t --+ oo e >. < K < a2 + 2>.; por outro 

lado, se K > a1 + 2>., então todos os pontos em L são instáveis. O caso mais interessante 

ocorre quando a2 + 2>. S K S a1 + 2>.. Neste caso, fixando K neste intervalo, existe um ponto 

(>.,6(K),6(K)) E L no qual a desigualdade (1.7) converte-se numa igualdade. Este ponto é 

determinado resolvendo o sistema de equações 

{ 

~+~ 
a1 +>. a2+>. 

m1ç1 m2ç2 
(a1 +>.)2 + (a2+>-) 2 1 

l( 

-(L) 

(1.8) 

ou seja, (>.,6,6) é o ponto de intersecção das retas L e L 1 dadas pelas equações em (1.8). 

Assim, temos o seguinte teorema devido a Farkas [8]. 
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À,< a2+2 À= K.< al+2 À. a2+ 2 À. K < ai+2 À

K= al+2

Figura 1.4: Bifurcação Zip

Teorema 2. p'ara qualquer -K satis/agenda a2 + 2À $ K' $ ai + 2À, o ponto (À,(i(K),(2(K))
diüde L em abas partes; os equittüüos do sistema (1.1) no conjunto

.Z)p {(À, (i,{2) C -L : Ci < ei(K)}

são instáveis e os equãlíbHos no conjunto

I's {(À, (i,(2) C .L : (i > {i(K)}

são estáveis no sentido de Liapunou

Quando -K varia a partir de a2 + 2À até ai + 2À, o ponto (À,ei(-K),€2(K)) se movimenta
continuamente ao longo de -L de um extremo a outro, de tal modo que os pontos que ficam para

trás tornam-se instáveis. A este fenómeno Farkas [8] deu o nome de .Bi]furcaçâo Zzp. Esboçamos

geometricamente o comportamento de .L quando variamos o parâmetro -K na Figura 1.4.

1.2 Segundo Caso: Bifurcação Zip 6 

Figura 1.4: Bifurcação Zip 

Teorema 2. Para qualquer K satisfazendo a2 + 2>. ~ K ~ a1 + 2>., o ponto (>.,6(K),6(K)) 

divide L em duas partes; os equiliôrios do sistema (1 .1) no conjunto 

Lu = {(>.,6,6) E L: 6 < 6(K)} 

são instáveis e os equilíbrios no conjunto 

Ls = {(>.,6,6) E L: 6 > 6(K)} 

são estáveis no sentido de Liapunov. 

Quando K varia a partir de a2 + 2>. até a1 + 2>., o ponto (>.,6(K),6(K)) se movimenta 

continuamente ao longo de L de um extremo a outro, de tal modo que os pontos que ficam para 

trás tornam-se instáveis. A este fenômeno Farkas [8] deu o nome de Bifurcação Zip. Esboçamos 

geometricamente o comportamento de L quando variamos o parâmetro K na Figura 1.4. 
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1.3 Resultados principais

O propósito principal de nosso trabalho sela obter generalizações dos resultados obtidos

por Farkas [8], que apresentamos nas duas seções anteriores. No Capítulo 2 estenderemos estes
resultados para sistemas de n predadores competindo por uma presa. Neste caso, a intereção

será descrita pelo sistema de EDO em IRn+l

i })s- >jj:mi/.(s)zi

l d: (S) -d:),:, { 1,2,...,n,

onde .Ê(S), S, zá í = 1, 2, ..., n e os parâmetros .K, mi, 'r d{, a{ são como no sistema (1.1).

No Capítulo 3, estenderemos o resultado do fenómeno de bii/brcação zip obtido para o sistema

(1.9), para uma ampla classe de sistemas com n predadores competindo por uma presa, descrito
pe[o sistema de EDO em ]R"+i

n

l .i - '7g(S,K)S - >ll:P(S,':)".

l dí= p(S,ai)zi dize, i=1,2,...,n.
onde S, zi ã = 1,2,...,n e os parâmetros K, ' di, ai são como no sistema (1.1); 'g(S,K) é a

taxa de crescimento per capita da presa na ausência do predador; p(S, ai) é a taxa de natalidade
per capita do n - ésimo predador.

n

lt (l.lO)

No Capítulo 4, introduziremos difusão no sistema (1.9) e mostraremos que o sistema de
EDP 's admite um atrator global compacto. Tal sistema é representado por

l a''i(,,t) = õi6.ui+(mi.Ê(S)--di)ui, i=1,2,...,n em Qx(0,m),

onde Q C RW (.V = 1,2,3) é um domínio aberto conexo limitado com fronteira suave ÕO
Admitiremos ainda que a funções S e u{ satisfazem condições de Neumann na fronteira

aS, .~ . aui
;É(z,t)=0, :;F(z,t)=0, d=1,2,...n, em aç2x(0,.n), (1.12)

onde p :: z7(z) indica a normal unitária exterior em oontos z C dS2

:l-(z,f) - õoAS+7(1- ;)S-)jj:m{./:(S)"i 'm Q x(0,") (:.:1:)
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1.3 Resultados principais 

O propósito principal de nosso trabalho será obter generalizações dos resultados obtidos 

por Farkas [8], que apresentamos nas duas seções anteriores . No Capítulo 2 estenderemos estes 

resultados para sistemas de n predadores competindo por uma presa. Neste caso, a intereção 

será descrita pelo sistema de EDO em JR.n+l 

n 

S 1 (1 - f )S - L mdi(S)xi 
i=l (1.9) 

onde fi(S), S, Xi i = 1, 2, ... , n e os parâmetros K, m i , 1 di, ai são como no sistema (1.1). 

No Capítulo 3, estenderemos o resultado do fenômeno de bifurcação zip obtido para o sistema 

(1.9), para uma ampla classe de sistemas com n predadores competindo por uma presa, descrito 

pelo sistema de EDO em JR.n+l 

n 

S = 1g(S, K)S - LP(S, ai)xi 
i=l (1.10) 

Xi = p(S, ai)Xi - diXi, i = 1, 2, ... , n. 

onde S, Xi i = 1, 2, ... , n e os parâmetros K, 1 di, ai são como no sistema (1.1); 1g(S, K) é a 

taxa de crescimento per capita da presa na ausência do predador; p(S, ai) é a taxa de natalidade 

per capita do n - ésimo predador. 

No Capítulo 4, introduziremos difusão no sistema (1.9) e mostraremos que o sistema de 

EDP 's admite um atrator global compacto. Tal sistema é representado por 

S n 
80!::::.S + ,(1 - K)S - L mdi{S)ui em n x (O, oo) 

i=l (1.11) 

onde n e JR.N (N = 1, 2, 3) é um domínio aberto conexo limitado com fronteira suave an. 
Admitiremos ainda que a funções Se ui satisfazem condições de Neumann na fronteira 

as aui . av (x, t) = o, av (x, t) = o, i = 1, 2, ... n, em an x (O, oo), (1.12) 

onde v = iJ(x) indica a normal unitária exterior em pontos x E an. 
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Finalmente, no Capítulo 5, mostiaremos que o fenómeno de bifurcação zip é preservado para

o sistema (1.11), (1.12), independentemente dos coeficientes de difusão e no caso n = 2. Por

simplicidade, consideraremos o caso n = 2 em (1.11) (1.12).

1.3 Resultados principais 8 

Finalmente, no Capítulo 5, mostraremos que o fenômeno de bifurcação zip é preservado para 

o sistema (1.11), (1.12), independentemente dos coeficientes de difusão e no caso n = 2. Por 

simplicidade, consideraremos o caso n = 2 em (1.11) (1.12). 



CAPÍTULO 2

Bifurcações de ]llopf e Zip em um
Sistema de Dimensão m + l

Neste Capítulo, estudaremos a ocorrência da bgbrcaç:ão de .4ndronou-#op/ e também da

biÍ/brcação Zip em um modelo presa-predador concreto de dimensão (n + 1), modelando a com-

petição entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. Os resultados obtidos aqui são

generalizações dos resultados de Farkas ]8].

2.1 Introdução

Neste capítulo, estudaremos a ocorrência de órbita periódica num sistema de EDO mode-

lando a competição entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. Também estudare-

mos a ocorrência do fenómeno de bifurcação zip no mesmo sistema. Estas serão generalizações

dos resultados obtidos por Farkas l8j para o sistema (1.1). O fenómeno de óefurcação zip foi
introduzido por Faikas ]8] em 1984 para um sistema presa-predador tridimensional. Embora
não seja estruturalmente estável, o modelo ilustra o fato intuitivamente claro de que, para pe-

quenos valores da capacidade de carga .K, ambos os predadores podem sobreviver, enquanto

que, quando K assume valores grandes, apenas um deles sobrevive. Recentemente (ver ]3], [12])
o fenómeno foi generalizado para um sistema de Equações Diferenciais Ordinárias de dimensão

quatro.

CAPÍTULO 2 

Bifurcações de Hopf e Zip em um 

Sistema de Dimensão n + 1 

Neste Capítulo, estudaremos a ocorrência da bifurcação de Andronov-Hopf e também da 

bifurcação Zip em um modelo presa-predador concreto de dimensão (n + 1), modelando a com

petição entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. Os resultados obtidos aqui são 

generalizações dos resultados de Farkas [8]. 

2.1 Introdução 

Neste capítulo, estudaremos a ocorrência de órbita periódica num sistema de EDO mode

lando a competição entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. Também estudare

mos a ocorrência do fenômeno de bifmcação zip no mesmo sistema. Estas serão generalizações 

dos resultados obtidos por Farkas [8] para o sistema (1.1) . O fenômeno de bifurcação zip foi 

introduzido por Farkas [8] em 1984 para um sistema presa-predador tridimensional. Embora 

não seja estruturalmente estável, o modelo ilustra o fato intuitivamente claro de que, para pe

quenos valores da capacidade de carga K, ambos os predadores podem sobreviver, enquanto 

que, quando K assume valores grandes, apenas um deles sobrevive. Recentemente (ver [3], [12]) 

o fenômeno foi generalizado para um sistema de Equações Diferenciais Ordinárias de dimensão 

quatro. 

9 



2.2 Pontos de Equilíbrio

Especificamente consideraremos o sistema

l .9 })S->: m:/.(S)«:

l d: - (m:/.(S) d:)«:, i 1,2,

(2.1)

onde S denota a quantidade de presa, zi denota a quantidade do predador { e /i(S) = i;:f3 é a
resposta funcional do predador {. Todos os parâmetros em (2.1) são não negativos e representam

e '; faze de crescimento ínfríhseca da presa

e K: capacidade de carga do meio ambiente

Na proxima seção estudaremos os pontos de equilíbrios para este sistema e provaremosÉ
sua dissipatividade. Na seção 3 estabeleceremos condições sobre as quais a bifurcação de

Andronov-Hopf ocorre e ânalmente na seção 4 determinaremos condições para a ocorrência
da bifurcação zip no modelo.

r---

$=
r''. )

e mi: vaza mazima de natalidade do predador i

B di.: vaza de mo'rtal,'tda,de do prega,dol' 't

e ai: constante de gemi saturação do predador i.

2.2 Pontos de Equilíbrio

Primeiramente mostraremos que o sistema (2.1) é dissipativo antes de estudarmos seus
pontos de equilíbrio.

Proposição 1. Qt&aZguer se/ração do sistema Í2.-Z,) com condições iniciais $o > 0, zo > 0,
i= 1,2, ...,n é /imitada em lO,oo).

Z)emonsfração. Observe primeiramente que qualquer solução de (2.1) cuja condição inicial tem

componentes positivas permanece com componentes positivas para t em seu intervalo maximal de

existência. Mostraremos que as soluções existem para todo t 2 0 e que existe um conjunto limi-

tado J em RTi que atrai soluções com condições iniciais em ]RTi. Sejam do = minldi, ..., d.}

2.2 Pontos de Equilíbrio 10 

Especificamente consideraremos o sistema 

n 

S ,'(1 - f )S - L mdi(S)xi 
i=l (2.1) 

onde S denota a quantidade de presa, Xi denota a quantidade do predador i e Íi ( S) = ªi !s é a 

resposta funcional do predador i. Todos os parâmetros em (2.1) são não negativos e representam 

• 'Y: taxa de crescimento intrínseca da presa 

• K: capacidade de carga do meio ambiente 

• mi: taxa maxima de natalidade do predador i 

• di: taxa de mortalidade do predador i 

• ai: constante de semi saturação do predador i. 

Na proxima seção estudaremos os pontos de equilíbrios para este sistema e provaremos 

sua dissipatividade. Na seção 3 estabeleceremos condições sobre as quais a bifurcação de 

Andronov-Hopf ocorre e finalmente na seção 4 determinaremos condições para a ocorrência 

da bifurcação zip no modelo. 

2. 2 Pontos de Equilíbrio 

Primeiramente mostraremos que o sistema (2.1) é dissipativo antes de estudarmos seus 

pontos de equilíbrio. 

Proposição 1. Qualquer solução do sistema (2.1} com condições iniciais s0 > O, x? > O, 

i = 1, 2, ... , n é limitada em [O, oo) . 

Demonstração. Observe primeiramente que qualquer solução de (2.1) cuja condição inicial tem 

componentes positivas permanece com componentes positivas para tem seu intervalo maximal de 

existência. Mostraremos que as soluções existem para todo t ~ O e que existe um conjunto limi

tado J em ~~+l que atrai soluções com condições iniciais em ~~+ 1 . Sejam do= min{d1, .. . ,dn} 



2.2 Pontos de Equilíbrio

e V'(S,zt,...,z«) = S+zi + ... + z.. Se .(f) =(S(f),zt(t),...,z«(t)) é «ma solução de(2.1),
então para t no intervalo maximal de existência temos

}l''('(t)) - '(i - :l:l})s(t) - >ll: 'z:":(t)-lZ

Como S(1 }) $ {(1 + do)' -- doS para todo S C IR, temos

áv'('(t)) :$ -'y'íos(t) - >1: '&zi(t) + {(i + 'zo)'
2

Tomando cl = minado, 'do}, obtemos

ál''('(f)) $ -al''('(f)) + ;(l + 'zo)'

e portanto

}''(,(t)) $ 1''('(o))'''' + :l(i + do)',

para t pertencente a seu intervalo máximo de existência. Se -B é um conjunto limitado contido

em Rlr'i, então existe -R > 0 tal que, para z(0) c .B, I''(z(0)) $ R Seja to = ilog ]?Ítfia e
z(0) C -B. Para t ? to temos

}''('(t)) $ zlÇ'Çli:)ggE + :(i + 'ío): $
K'(l + ü)'

Isto implica que qualquer solução está definida para f 2 0 e o conjunto compacto

J zi,...,z,) :S20,': 20,...,z. ? 0e S+zi+...+z. 5; ---'ãi--}
atrai todo conjunto limitado .B. Portanto o sistema, é dissipativo e seu atrator global está contido

Agora, discutiremos os pontos de equilíbrio do sistema (2.1), que são as soluções do sistema

'y(1 - })S - >ll: mi/.(S)ni - 0
(mi.Ê(S) d:)«:

n

Z (2.2)
á = 1,2,...,n.

As soluções triviais do sistema(2.2) são(S, içi, ..., z«) =(0,0, ..., 0) e(S,zl, ..., z.) =(-K,0, ...0);
O sistema (2.2) tem soluções não triviais se, e somente se, rná > di e as soluções S das equações

/.(S) = mi ' { = 1, 2, ...,n coincidem, isto é,

7nl dt m2
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e V(S, xi, ... , Xn) = S + xi + ... + Xn- Se z(t) = (S(t), xi (t) , .. . , Xn(t)) é uma solução de (2.1), 

então para t no intervalo maximal de existência temos 

Como S(l - ; ) S ~ (1 + do)2 - doS para todo S E JR, temos 

d n K 
dt V(z(t)) S --ydoS(t) - L dixi(t) + 4 (1 + d0)

2
. 

i=l 

Tomando a= min{do,'Ydo}, obtemos 

e portanto 

para t pertencente a seu intervalo maximo de existência. Se B é um conjunto limitado contido 

em JR~+l, então existe R > O tal que, para z(O) E B, V(z(O)) s R. Seja to = ¼ log K(~~t)2 e 

z(O) E B. Para t ~ to temos 

V(z(t)) S RK(l + do)2 + K (1 + do)2 S K(l + do)2 
4aR 4a 2a 

Isto implica que qualquer solução está definida para t ~ O e o conjunto compacto 

atrai todo conjunto limitado B. Portanto o sistema é dissipativo e seu atrator global está contido 

em J. 1 

Agora, discutiremos os pontos de equilíbrio do sistema (2.1), que são as soluções do sistema 

S n 

'Y(l - K)S - L mdi(S)xi = O 
i=l (2.2) 

i = 1,2, ... ,n. 

As soluções triviais do sistema (2.2) são (S, xi, ... , xn) = (O, O, ... , O) e (S, x1, ... , Xn) = (K, O, ... O); 

O sistema (2.2) tem soluções não triviais se, e somente se, mi > di e as soluções S das equações 

fi(S) = ¼, i = 1, 2, ... , n coincidem, isto é, 

a1d1 a2d2 
m1 - d1 m2 - d2 
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Figura 2.1: Gráâco de /(S)

Indicaremos o valor comum das grandezas Ài = ;;fllgh por À. De agora em diante, vamos supor
m{ > di; além disso, consideraremos como hipótese essencial para o desenvolvimento do trabalho

ÀI = À2 = ... = Àn = À. (2.3)

(2.4)

Com as notações e hipóteses acima, o sistema (2.1) pode ser escrito na forma

l j - })S->: «'{/.(S)zi

1. ái = /3igà(s)açi,

onde gi(S)=iliià, Õi=mí--di e á 1,2,...,n

Os pontos de equilíbrios do sistema (2.4) são a origem (S,zl, ...,z«) = (0,0, ...,0), o ponto
(S, zi, ..., z«) = (K, 0, ..., 0) e os pontos do hiperplano de dimensão (n -- l)

{(S,zi, ..., z.) C RTi : $ À, ii1lhaçi + ... + i=th:". ,y(1 - })}. (2.5)

Para estudar a estabilidade destes pontos de equilíbrio, observe que a matriz Jacobiana

J(S,z/ , ..., z«) do sistema(2.4) é

2.2 Pontos de Equilíbrio 

f(S) 

d· 1 

m· 1 

S· 1 

Figura 2.1: Gráfico de J(S) 
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Indicaremos o valor comum das grandezas Ài = ~;~~i por >.. De agora em diante, vamos supor 

mi > di; além disso, consideraremos como hipótese essencial para o desenvolvimento do trabalho 

(2.3) 

Com as notações e hipóteses acima, o sistema (2.1) pode ser escrito na forma 

n 

,(1 - f )S - L mdi(S)xi 
i=l (2.4) 

onde 9i(S) = !+}, /3i = mi - di e i = 1, 2, ... , n. 

Os pontos de equilíbrios do sistema (2.4) são a origem (S, x1, ... , Xn) = (O, O, ... , O), o ponto 

(S, x1, ... , xn) = (K, O, ... , O) e os pontos do hiperplano de dimensão (n - 1) 

(2.5) 

Para estudar a estabilidade destes pontos de equilíbrio, observe que a matriz Jacobiana 

J(S, x1, ... , Xn) do sistema (2.4) é 
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'y(l T) - >1:«',{/;(S)zi mi/i(S) m2./2(S)
lZ

«..-i/«-t(S) m./.(S)

çÍ(s)n g:(s) o 0

0

0

0g; (S)z2 0 g2(S)

g:..(S)z« : 0 0 g.-i(S) 0

gl(S)z« 0 0 o g.(.s)

Assim, é fácil ver que (S, zi, ..., z.) = (0, 0, ..., 0) é instável, com variedade estável de dimensão

n e instável de dimensão um. Agora, (S,zl, ...,z«) = (K,0, ...,0) é assintoticamente estável

se K < À e instável se .K > À com variedade estável de dimensão um e variedade instável de

dimensão n. Note que se -K < À, então .H é vazio; se -K = À então .17 = {0}. É um resultado

conhecido (ver j21] e l51) que
.K > .X (2.6)

é uma condição necessária para a sobrevivência de cada predador. Na próxima seção 6xaremos

nossa atenção no estudo da estabilidade dos pontos de equilíbrios pertencentes a -H.

2.3 Bifurcações de Hopf e Zip

Nesta seção, estudaremos a estabi]idade dos pontos em .Z]. Tal estudo será separado em

dois casos; no primeiro deles consideramos a = al = a2 = ... = a., isto é, todos os predadores

tem a mesma resposta funcional; no segundo caso, consideramos ai < a2 < ... < a., isto é, os
predadores tem respostas funcional diferentes.
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n 

,(1 - 2f) - L mdl{S)xi mifi(S) m2h(S) . . . mn-lÍn-i(S) mnfn(S) 
i=i 

o o o 

o g2(S) o o 

o o 9n-i(S) o 

o o o 9n(S) 

Assim, é facil ver que (S, xi, ... , xn) = (O, O, ... , O) é instável, com variedade estável de dimensão 

n e instável de dimensão um. Agora, (S, xi, ... , Xn) = (K, O, ... , O) é assintoticamente estável 

se K < À e instável se K > À com variedade estável de dimensão um e variedade instável de 

dimensão n. Note que se K < >.., então H é vazio; se K = >.. então H = {O}. É um resultado 

conhecido ( ver [21] e [5]) que 

(2.6) 

é uma condição necessária para a sobrevivência de cada predador. Na próxima seção fixaremos 

nossa atenção no estudo da estabilidade dos pontos de equilíbrios pertencentes a H. 

2.3 Bifurcações de Hopf e Zip 

Nesta seção, estudaremos a estabilidade dos pontos em H. Tal estudo será separado em 

dois casos; no primeiro deles consideramos a = a 1 = a2 = ... = an, isto é, todos os predadores 

tem a mesma resposta funcional; no segundo caso, consideramos ai < a2 < ... < an, isto é, os 

predadores tem respostas funcional diferentes. 



2.3 Bifurcações de Hopf e Zip

2.3.1 Bifurcação de ]lopf

No que segue, consideramos o caso a = ai = a2 = ... = a.. Assim o sistema (2.4) pode ser

escrito na forma

1. di = êiãiêz{, { = 1,2, ...,n.

Já que Ài = ... = Xn = À, temos TIL = ... = %n'.. Introduzindo o parâmetro p{ = !1lif. ' !2in,,
á = 1, 2, ..., n - l obtemos

' - «o ;?:": P.n

14

mi+l :: n'rtiPi, { :: 1, 2, ..., n -- l.

temos pi = %u.. Consequentemente, podemos escr

pi = gÍ P2=pl#i
P2 = ãÍ +' Pa ' P2P2 +' Ps -PiP2Pi

Pn--l -- -iglE; +' l3,\-- Pn 'Ll3n---L :+ Bn" P\P2.Pn--'LB'L'

ie, obtemos

7'n2 = 7'niPi

17}3 = 27z2P2 :+' 77z3 = PiP277}i

Também ever

(2.8)

(2.9)

(2.10)

77}n := 77Zrz--lPn--l :+' 77Zn := PIP2Pn--177}l.

Considerando as expressões em (2.9) e (2.10), o sistema (2.7) pode ser escrito na forma

.9 -- })S - i:ig lzi + >1. Pipa...Pj-tzjl

d2 = pipa:iiêz2

da :: pip2#i:ifêaç3

n :; PIPA..-Pn tpl:ilàzn

(2.11)
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2.3.1 Bifurcação de Hopf 

No que segue, consideramos o caso a = a1 = a2 = ... = ªn· Assim o sistema (2.4) pode ser 

escrito na forma 

Já que )q = .. . = Àn = À, temos Ti= ... =~- Introduzindo o parâmetro 

i = 1, 2, ... , n - l obtemos 

mi+l = miPi, i = 1,2, ... ,n-1. 

Também temos Pi = /3;/ 1 
• Consequentemente, podemos escrever 

Pl 

P2 

Pn-1 

Similarmente, obtemos 

⇒ /32 = P1/31 

⇒ /33 = P2f32 

__b_/3 n =} f3n = Pn-lf3n-1 =} f3n = P1P2 ···Pn-lf31 -
n-l 

m2 = m1p1 

m3 = m2p2 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

Considerando as expressões em (2.9) e (2.10), o sistema (2.7) pode ser escrito na forma 

n 

S = ,(1 - i )S - ':~~ [x1 + L P1P2···Pj-1Xj] 
j=l 

. f3 S->.. 
X2 = Pl 1 a+sX2 

(2.11) 
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Dividindo a terceira equação em (2.11) pela segunda, a quarta pela terceira e assim sucesso

vamente, até dividir a n-ésima equação pela (n -- l)-ésima, obtemos o seguinte sistema

(2.12)

agh' - p«-:i:h'

Integrando cada equação em (2.12) obtemos facilmente as seguintes integrais primeiras para
o sistema (2.11)

K(S,«:,...,««) - !â-, Ve(S,«-,...,««) - !ã',..., Un-:(S,«-,...,««) - ::g=

Consequentemente, para cada valor de ci > 0, { = 1, 2, .., n -- l,

z;:,'.: I'

Z2 Z3 Zn
=?í::CI ) -pa =C2 )''-) :P;:í=Cn--l,
'ul 'b2 'bn--l

são variedades invariantes de dimensão (n -- 1) em Rj- com coordenadas (sçi, z2, .-., ]ç").

Agora, para qualquer c = (ci, ..., c«--l) com ci > 0 para í = 1, ..., n -- 1, a intersecção destas

variedades é uma curva a em R", a qual é invariante para o sistema (2.11). Um cálculo direto
fornece as equações paramétricas de O', a saber

g2=
Z3=
Z4=

+' a3 :: c2({2zÇI p2

+' Z4 :: C3(<a(p2PsZPiP2P3 (2.13)

Cn izp-l' :+ Zn = Cn--l/n.2 /n-3 ''...cita-iPn-2..PzPizPiP2..-Pn-i

Para qua[quer c = (cl, ..., c. 1) C ]Rn+'l , denotemos por ]Wc a variedade invariante

.7141. = {(S,zi,aç2,...,z.) c R"+i : S 2 0 e zi,z2,-..,z. satisfaz (2.13)}. (2.14)

então, a família {Mc : c C R+'i} é uma folheação bidimensional do primeiro octante de R"+i e
cada folha é a imagem de um mergu]ho hc : ]R X ]R -} Rn+l dado por

h.(S,zt) (S, zi , z2(zi) , . . . , z« (ni)) (2.15)

Para c = (cl,c2,...,c.-l) fixado, com ci > 0, á = 1,2,...,n -- 1, estudaremos a restrição

do sistema (2.11) à variedade À4c, parametrizada por S e zl. Levando em conta (2.13), esta
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Dividindo a terceira equação em (2 .11) pela segunda, a quarta pela terceira e assim sucessi

vamente, até dividir a n-ésima equação pela (n - 1)-ésima, obtemos o seguinte sistema 

~= !-2. 
dx1 PI X1 

!kJ. = ~ 
dx2 P2x2 

(2.12) 

~= 
dXn-1 

p ....:fu_ n-l Xn-1 

Integrando cada equação em (2.12) obtemos facilmente as seguintes integrais primeiras para 

o sistema (2.11) 

Consequentemente, para cada valor de Ci > O, i = 1, 2, .. , n - 1, 

são variedades invariantes de dimensão (n - 1) em IR+ com coordenadas (x1, x2, .. . , Xn)-

Agora, para qualquer e = ( c1, ... , Cn- l) com e; > O para i = 1, ... , n - 1, a intersecção destas 

variedades é uma curva Cem IRn, a qual é invariante para o sistema (2.11). Um cálculo direto 

fornece as equações paramétricas de C, a saber 

X2 = c1xf1 

X3 = C2X~2 ⇒ x3 = c2c'{.2xf.1P2 

X4 = C3X~
3 =} X4 = C3~3 cf.2P3xf.lP2P3 {2.13) 

Xn = Pn-1 
Cn-IXn-1 

Para qualquer e= (c1, ... , Cn-1) E IR~-1, denotemos por Me a variedade invariante 

{2.14) 

então, a família {Me: e E IR~-l} é uma folheação bidimensional do primeiro octante de IRn+l e 

cada folha é a imagem de um mergulho he : IR x IR ---+ IRn+l dado por 

(2.15) 

Para e= (c1,c2,• •·,Cn-i) fixado, com Ci > O, i = 1,2, ... ,n -1, estudaremos a restrição 

do sistema (2.11) à variedade Me, parametrizada por S e x 1 . Levando em conta (2.13), esta 
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Figura 2.2: A Variedade Mc

restrição é dada por

j = ,r(i - })s - ('''''':"'Í::lÍ«'«,.f''f-" +

z: - P-:#":

. plp2...pn--lcn.lcPn-l ...cPIP2'''Pn--lzPIP2..'Pn-l miss

A introdução dos novos parâmetros 77i = pi; ?72 = pip2; -..; ?7n--l ;:: plp2...pn--l e

al = cipt; a2 :: c2(-P2pip2; a3 :: c3( s( P3PIP2P ; ... ; an--l = Cn.l/n.2 '''CP2Pa-'P'-iPtP2Pn-t

transforma o sistema anterior no sistema

Í j- vO
l+alzil+a2z?2+

a+S
<

L ':

t91:!!11:: miS
(2.16)

p: â#": .

Os pontos de equilíbrio de (2.16) são (S,zl) = (0,0), (S,gl) = (.K,0) e o ponto (S,3çl)
(À,Ci) , onde zi = 1 é a única solução positiva da equação

ZI + PiCtZI' + PtP2C2(/:ZP:P2 + +

(2.17)

PIPA...Pn-lCn.ICP-21 --'(li 'P"-iZPiP2.-Pn l
7(.+À)(K-À

mlK

ou, equivalentemente,

2.3 Bifurcações de Hopf e Zip 

s 

Figura 2.2: A Variedade Me 

restrição é dada por 

A introdução dos novos parâmetros 'T}1 = p1; TJ2 = P1P2; 
_P2 P3 _P2p3 

n1 = c1p1; n2 = c2c1 P1P2; a3 = c3c2 c1 p1p2p3; 

transforma o sistema anterior no sistema 

Os pontos de equilíbrio de (2.16) são (S, x1 ) = (O, O), (S, xi) 

(A, 6) , onde x1 = çi é a única solução positiva da equação 

ou, equivalentemente, 

16 

.. . , 'TJn-1 = PIP2···Pn-1 e 

(2.16) 

(K, O) e o ponto (S, xi) = 

(2.17) 
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ZI + Crlnl7' + a2#T7: + + a. iz7'' 7(a+.X)( .K - .X I
miK (2.18)

Geometricamente, o ponto de equilibrio nSo trivial de (2.16) 6 descrito homo segue: €i 6 a

segundo componente do ponto (A, €i , ..., €.) obtido como a intersegao transversal das variedades

.Z] e M.. As outras componentes sao dadas por

€3

c:.ff:
.,<'(f:,'
c3(<3({ p3€fip2ps (2.19)

€. Cn.I(n..2 Cfl:-3iPn-, Cf" iPn 2...P2PI.
.Pn--l

A matriz Jacobiana do sistema (2.16) 6

n I

«:*E «:«?:

€)+ (1iiiiD ' m:'

n I

:-'- >1. a:q:«?:-'
miS;.(£,,I) 'r(I

d#':":
Jf que

1 1 Q \ I I
;,(O, O) J (K ', a)

\' -9/ \. aS#
amboy (S,31) = (0,0) e (S, zl) = (.K, 0) sio pontos de self se .K > A.

Para estudar a estabilidade do panto (S, zl) = (A,{t), onde €i 6 a mica solugao positive da

equagao (2.18), consideraremos K como um parametro de bifurcagao. Em seguida, mostraremos

que (2.16) admire uma bifurcagao de Andronov-Hopf no ponto (S, zi) = (A,(i). O seguinte
teorema se refere a isto

;')

Teorema 2.3.1. Se A < K < a + 2A, enfdo o eqzzfZznrfo (S,fl) = (A,€i) do sfsfema (Z.i6) f

CLssintoticamente estdliel centro do quadrants positiuo. A16m disco, para \ < K < a-Fo-X, (2.16)

Hilo tem 6rbitas fechadas centro do quadraTtte positiuo. Finalmente, em K -- a -F 2>., o sistema

admfte uma biifurca do de .Andronot/-.Ho;8 info Z, ezfsfe 8 > 0 fa/ que par.z .K € (a+2A, a+2A+8),

. sisfem« (P.-Z6) fe«. u«', ciclo /ilife .,bft«/menfe «;;fntotfc«menfe esfd«e/ «. ,edo« de (A, €i).
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{2.18) 

Geometricamente, o ponto de equilíbrio n!:io trivial de (2.16) é descrito como segue: 6 é a 

segunda componente do ponto (,\, çi, ... , (n) obtido como a interseção transversal das variedades 

H e Me. As outras componentes são dadas por 

Ç2 = C1Çi1 

6 = c2cf2çi1P2 

Ç4 = CJcfz3cf2P3ÇilP2P3 

çn = _Pn-1 Pn-tPn-2 Pn-1Pn-2···P2Pl···çPtP2···Pn-t 
'> Cn-lcn-2 cn-3 . .. cl '>l · 

A matriz Jacobiana do sistema (2.16) é 

Já que 

J,(o,o)-(: 

S->../3 
a+S 1 

ambos (S, x1) = {O, O) e (S, x1) = (K, O) são pontos de sela se K > ,\. 

(2.19) 

Para estudar a estabilidade do ponto (S, xi) = (>-,6), onde 6 é a única solução positiva da 

equação (2.18), consideraremos K como um parâmetro de bifurcação. Em seguida, mostraremos 

que (2.16) admite uma bifurcação de Andronov-Hopf no ponto (S, x1) = (>.,-çi). O seguinte 

teorema se refere a isto. 

Teorema 2.3.1. Se À < K < a+ 2,\, então o equilfbrio (S, xi) = (>., 6) do sistema {2.16} é 

assintoticamente estável dentro do quadrante positivo. Além disso, para,\< K <a+ 2>., {2.16} 

não tem órbitas fechadas dentro do quadrante positivo. Finalmente , em K = a+ 2>. , o sistema 
admite uma bifurcação de Andronov-Hopf, isto é, existe ó > O tal que para K E (a+2>., a+2>.+fJ), 

o sistema {2.16} tem um ciclo limite orbitalmente assintoticamente estável ao redor de (>.,çi). 
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Z)emorzstração. Primeiramente, translade (À, (i) para a origem fazendo a mudança de coorde-
nadas

y2 ;:;: zl

onde (i satisfaz (2.18). Deste modo, o sistema (2.16) se torna

#: (v: + À)(i - z;éà)-

(2.20)

y,+e+-- h,+eO''-+-,b2+ei)n'+...+..--(«+e,)"': ml(yl + À) (2-21)

P: i:i$tn(z/, + e:)
A matriz Jacobiana do sistema anterior é

J2(y.,y,) - l
l â/z(Z/t ,yZI

a/i(yi,y2

â/2(yi,yz

onde,

/i (3/i, Z/2) 'y(Z/t + À)(l -

gZ+€1+ai(y2+ei)Ti +a2(yZ+(i)q2+...+an-i(3r2+(i)qn-i . r.. . \\
llül \yl T n/

/2 (3/i , 3/2) - Pi ZH:$t;X(3/2 + (i).

Já que {li satisfaz (2.18), obtemos

'yÀ(K-2À-a)
K(a+À)

/2(0,0) :' 1
Consequentemente, o polinâmio característico associado a J2(0, 0) é

p(p) - p:+zalêtêilnp+ Pies(l+ai i(?' 'i+...+an-il7«-ie."':)Àmi
(a+À)''

donde concluímos que (y1, 3/2) = (0, 0) é assintoticamente estável se À < -K < a + 2À e instável

se .K > a + 2À.

Para mostrarmos (lue o sistema (2.21), e conse(luentemente o sistema (2.16), não tem órbitas

fechadas no quadrante positivo para À < K < a+2À, aplicaremos o Critério de Dulac (veja [101).

Considere a função h(S, zl) = s , onde q é uma constante a ser escolhida apropriadamente.
Um cálculo direto mostra que

a/(S, zl) . Õg(S,zi)
aS ' azi h(S,zt) = "rK -- 'a + P'K(ç-n)(s-x) q,
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Demonstração. Primeiramente, translade (>., çi) para a origem fazendo a mudança de coorde

nadas 

YI = S - À 

onde 6 satisfaz (2.18). Deste modo, o sistema (2.16) se torna 

YI = 'Y(Y1 + Ã)(l - ui;À)-

onde, 

Y2+6+01(Y2+6)'ll+a2(Y2+çi)'l2+ .. . +on-1(Y2+6)'1n-l m (y + À) 
a+y1 +.X 1 1 

Í2(Y1, Y2) = /31 a+t~+>. (y2 + çi). 

Já que 6 satisfaz (2.18), obtemos 

12(0,0) = 
( 

-y>.(I( -2>.-a) 
K(a+>.) 

/J.ill. 
a+>. 

( 111-l c>Jn-1)' l+a17J1ç1 + .. . +On-P)n-1~) Affil 
a+>. 

o 

Consequentemente, o polinômio característico associado a h (O, O) é 

( ) /3 ( >11-l >Jn-1)' P( ) _ 2 + 'YÀ a+2.X-K + lÇl l+a11Jlç1 + ... +On-P)n-lÇ) Affil 
µ - µ K(a+>.) µ (a+>.)2 

(2.20) 

(2.21) 

donde concluímos que (y1 , Y2) = (O, O) é assintoticamente estável se À < K < a+ 2À e instável 

se K >a+ 2>.. 

Para mostrarmos que o sistema {2.21), e consequentemente o sistema {2.16), não tem órbitas 

fechadas no quadrante positivo para À< K < a+2À, aplicaremos o Critério de Dulac (veja (10]). 

Considere a função h(S, x1) = xy(~+s), onde q é uma constante a ser escolhida apropriadamente. 

Um cálculo direto mostra que 

(
of(S, x1) og(S, x1)) - ,K - 2,s - 'Yª + /JiK(q+;)(s->.) q 

8S + 8x1 h(S, xi) - K xi, 
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onde /(S,zi) = 'r(l -- #)S -- =1+'!.?-+-«4'-l--.+an-«'T" ' mtS e g(3/t,y2) = /3igiêzi

Tomando q tal que 2'yÀ = PiK(q + 1) obtemos

(WSa -- e':P) «.', .:, - ' - ' - l.- "#,«:
Consequentemente, para S > À e -K < a + 2À, pelo Citério de Dulac, o sistema (2.21) não

admite órbitas periódicas no interior do primeiro quadrante de IR2. Assim, se .l( < a + 2À, o

equilíbrio (S, zi ) = (À, (11) será globalmente assintoticamente estável para soluções com condições

iniciais no interior do quadrante positivo.

Para completar a prova, precisamos verificar as hipóteses do Teorema de Andronov-Hopf para

mostrar que em K = /(o = a+2À, o sistema (2.21), e conde(luentemente o sistema (2.16), admite

uma bifurcação de Hopf. Primeiramente observe que em K = .Ko, temos pi,2(.Ko) = :LÍw0, onde

1({t + '-tqie?' + ... + a«-i,7«-i(?"-:)piÀmij{ > 0.
ü't /\

Portanto, existe õ > 0 tal que, para a + 2À < -K < a + 2À + õ, os autovalores pi,2(K) são

complexos conjugados. Além disso,

;i;Re p(-Ko) - 2(a + 2.D(a + À) > 0'

(2.22)

(2.23)

A seguir, calcularemos o primeiro coeficiente de Liapunov para determinar a supercritica-

bilidade da órbita periódica gerada pela bifwcação de Hopf. Para isto, devemos usar a técnica

dada em ]281 (ver também j13]), a qual é descrita também no Apêndice A.

Um cálculo simples mostra que, em K = -Ko, os autovetores de J2(0, 0) associados a /zt,2(Ko)

são qt,2 = (:L{A, 1), onde A = !e1ll:?:a. Os autovetores da matriz transposta J2(0, 0)r associados

a pi(.Ko) é pt = (--â, 1) e o associado a p2(Ko) é p2 = (Ê, l).

Expandindo o lado direito do sistema (2.21) em série de potências ao redor de (Z/i, y2) = (0, 0)
em .K = .Z(o obtemos
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Tomando q tal que 2,À = f3iK(q + 1) obtemos 

2(S->-) 2 

(
8f(S,xi) 8g(S,xi))l(S )-K-a-2À- s q 

as + 8xi i 'XI - K ,xi . 

Consequentemente, para S > À e K <a+ 2À, pelo Citério de Dulac, o sistema (.2.21) não 

admite órbitas periódicas no interior do primeiro quadrante de Ill2 . Assim, se K < a + 2À, o 

equilíbrio (S, xi) = (À, çi) será globalmente assintoticamente estável para soluções com condições 

iniciais no interior do quadrante positivo. 

Para completar a prova, precisamos verificar as hipóteses do Teorema de Andronov-Hopf para 

mostrar que em K = K 0 = a+2À, o sistema (2.21}, e consequentemente o sistema (2.16), admite 

uma bifurcação de Hopf. Primeiramente observe que em K = Ko, temos µi,2(Ko) = ±iwo, onde 

(2.22) 

Portanto, existe 8 > O tal que, para a+ 2À < K < a+ 2À + o, os autovalores µ1,2(K) são 

complexos conjugados. Além disso, 

d í' 
dKRe µ(Ko) = 2(a + 2À)(a + À) > O. (2.23) 

A seguir, calcularemos o primeiro coeficiente de Liapunov para determinar a supercritica

bilidade da órbita periódica gerada pela bifurcação de Hopf. Para isto, devemos usar a técnica 

dada em [28] (ver também [13]), a qual é descrita também no Apêndice A. 

Um cálculo simples mostra que, em K = K 0 , os autovetores de h(O, O) associados a µ 1,2(Ko) 

são Qi,2 = (±i6., 1), onde b,. = woJ~7i>-). Os autovetores da matriz transposta h(O, Of associados 

a µ1(Ko) é Pi = (-¾., 1) e o associado a µ2(Ko) é P2 = (¾., 1). 

Expandindo o lado direito do sistema (2.21) em série de potências ao redor de (Yi, Y2) = (O, O) 

em K = Ko obtemos 
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n, l

:-.- }:a:,7: ?:
{-1

tl.:.x
'y2

n l

+ ll:a ,zÍc":
á-l

(a+À):

l

gt :B«? 'yty2

n l

m:x l:ai,Z{(Oi
i=l

(a+À):

1)(?:''
n, l

.+('+À) >1, aiqíe: '
{-1
(a+À):

l

-yíy2

n l

'm: )ll: aiqí(q{ -
{-1

l)e?:
.1

-3/iy2

n l

«.-x>ll:a:?:('z: í)('7i
á-l

6(a+À)

2)e?'''
-vg + o(lz/I')

ú,- n«: p? + ih : /, + tfliâ5 /? - Í;eby?z/, + o(lvl')
(2.24)

Denote os coeficientes do campo vetorial associado a Úi por

n l

:+ >: a:q:e":
{-1 }

)
aO = 0;

n l

á-l
(a+À)'

mla :+ >1: aiqi(l": :)
)

a4

n l

m-X >1: a{,7Í (qi

2(a+À)

1)(?'''
)

a5 a6 'a

i?(à+À)a '

n l

:+ >1:ai i{ :

'''

l
n l

.m: )l: aíqi(qi

2(a+À)

1)(?'''

n l

m:X ll:a,7i(,ZÍ- l)(,7i
{-1

2)(?:''
CZ9 ::

e os coeficientes do campo vetoiial associados a Ú2 por

bo = 0; bt b2 = 0;
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n-1 

l+ L O!i1JiÇt-l 
i=l 

n-1 

m1À L O!i1Ji(1Ji - l}ç~]i-l 

i=l (a+>.) y~ 

n-1 n-1 

am1 L O!i1Ji(1Ji - l}çii-l m1À L O!i1Ji(1Ji - l}(1Ji - 2)çii-
2 

i=l 2((a+>.)2) YIY~ - i=l 6(a+>.) Y~ + O(lyJ 4
) 

Denote os coeficientes do campo vetorial associado a i;1 por 

ao= O; a1 = O; 

a - -r>- . 
3 - - K(a+>.)' 

n-1 

m1À L O!i1Ji(1Ji - l)çii-l 
i=l as = - ----'---=-~2-(a-+~>.-) ___ _ a - 1ª . 

6 - - K(a+>.)2' 

n-1 n-1 

1+ L ªi'f/iÇii-1 ~ ( l)C71i-1 am1 D O!i1Ji 1Ji - <,,1 

as = - ----'-i=--=-1 ~~~~---2(a+>.)2 

n-1 

m1À L O!i1Ji (1Ji - l}(1Ji - 2)çt-
2 

i=l ag = -------6-(a-+~>.-) ____ _ 

e os coeficientes do campo vetorial associados a i;2 por 

bo = O; b1 = flln . a+À' 

20 

(2.24) 
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b4 = zgk; bs = O;

ó6=í;lli:â)-; b7=--(ã€5ip'; b8=0; Z)o=0.

Fazendo y = (yi,y2) e F(y.0) = (Fi(y.0),F2(y,0)), pod

como }' = J3(0, 0)y + F'(y. 0), onde

Fi (y, 0) = a3 ? + a4 1 /2 + as /8 + a6 /Í + azZ/ty2 + aaz/iz/2 + a9y2 + O(11'14)

emos escrever o sls0 screv

2]

b3 = (a+À)2 '

©

tema (2.24)

F2(y, 0) = b3z/? + b4 /i /2 + Z)s g + bõ /Í + Z,zz/?g2 + bõz/tz/! + Z)93/2 + 0(lyl4)

: {.B(y, y) + àc'(v, y, y) + o(lrl'), onde

/3(0,0)

, r'(y, o)ou, equivalentementeiva

B(y,y) =(2a3 /? +2a4 i2 +2asyg,2b3 ? +2b43/i3/2)

(7(y, y, }'') = (6a6yÍ + 6a7yi3/2 + 6a8Z/i 2 + 6a9y2, 6bt /Í + 6Z,7Z/?y2)).

E um resultado bem conhecido (veja Apêndice A) que o pHmeiro coe$cíente de Zíapunou

Zi(0) de (2.24) é dado por
ii(0)- ' Re({g20gti+wog2i)

onde g20 = <p, B(q, q)>, gii = @, .B(q, g)>, g2i = <p, (7(q, q,g)> e (., .> é o produto interno em C.

Um cálculo simples mostra que

e -B(q, q) = (--2a3A2 + 2{Aa4 + 2aS, --2A2b3 + 2da.b4)

Z?(q, Í) = (2a3A2 + 2aS, 2a.2b3)

. C(q, q, Í) = (6a6í.Aa + 2a7A2 + 2a8iA + 6a9, 6biía.3 + 2b7iA).

Consequentemente,

8 qen(0) :: ia . +

e

baA2 -.F {b. a.a4 3 4a

2. 3 Bifurcações de Hopf e Zip 

b - __f}__w_ . 
6 - (a+>.)3, 

b _ Ih . 
4 - a+>.' 

b - /31 . 
7 - - (a+>.)2, 

21 

bs = O; bg = O. 

Fazendo Y = (y1,y2) e F(Y,O) = (F1(Y,O),F2(Y,O)), podemos escrever o sisterna {2.24) 

como Y = J3(0, O)Y + F(Y, O), onde 

F1 (Y, O) = a3yf + a4y1y2 + a5y~ + a5yf + a7yfy2 + asY1Y~ + agy~ + O(IYl4
), 

J,(o.o) = e :, ) 
ou, equivalentemente, F(Y, O) = ½B(Y, Y) + ¼C(Y, Y, Y) + O(IYl4 ), onde 

e 

É um resultado bem conhecido (veja Apêndice A) que o primeiro coeficiente de Liapunov 

l1 (O) de (2.24) é dado por 
1 

li (O) = -
2 

Re(ig20911 + wog21), 
WQ 

onde 920 = (p, B(q, q)), 911 = (p, B(q, q)), 921 = (p, C(q, q, ij)) e (·, ·) é o produto interno em C. 

Um cálculo simples mostra que 

Consequentemente, 
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e {g20(0) :: --aSZ\ + ía4 + ?- -- ãb3A2 b4a.

. git(0) = ia3A - !f + Z,3a.'

. {g20(0)gii(0) = ía:A2 + aSa4a. -- caSaS + ía;b,a.2 + a3aõ + !!Wa -- aSbSA

íasb4 -- a3b3A3 + ãa4bSA2 + a5b3A -- ibãA3 -- b3b4A3

B c';0g2i(0) = 3wOa6A2 -- íwOa7A + o0a8 dcoOa9 + 3ãwobia.3 + wob7A2

e, portanto,

Zt(0) = 1 (a3a4A a3b3A3 + ga% --asbaA --aab3A3+asb3A--b3b4A3

+ 3cooa6A2+ooa8+wob7A2)

ã;!r(a3a4A 2a3b3Aa + a b3b4A3 + 3woaoA2 +woa8 +wob7A2)

Levando em conta as expressões para ai, bi, e A ({ = 1, 2, ..., 9), temos

--2a.3aab3 = --2ee9$1ili: K a+x) (;lltât

«.','' ';'.»;- ü$goe *ü$gAÜ!
De (2.22), temos

eg(fli!. .àE = miÀ((i + '-i,7i(l?' + ... + a.-iq«--i<1?" )

e

22

(2.25)

2

n, -- l n -- l

«:.(.---E~:«:a')«:*E«:«: : a''' .-:
gago. \''' . ... r. .A (a+À) (a+À)' 2(a+À) À)' Z...'''/iV/t '/\l

e portanto, !!fa + woa8 :: 0. Além disso,
n l

A«;'- - K?gHtW(i + >1: «:,7:e?:':)m:À
í-l
n l

KP.28.,,, ({: + 11: «:q:e?:)m:À

e isto nos condiiz a.S 0

{-1

á=l

l
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. 2 

• ig20 (0)911 (O) = ia~.6. 2 + a3a4.6. - ia3a5 - a3b3.6. 3 + ia3b4.6. 2 + ia3a5 + ªrs - a5b3i6. - ~ + 
iasb4 - a3b3.6.3 + ia4b3.6.2 + a5b3.6. - ib~.6.3 - b3b4.6.3 

e, portanto, 

Levando em conta as expressões para ai, bi, e .6. (i = 1, 2, .. . , 9), temos 

-2.6_3 b - -2wo(a+>.)3 ___:y_L...hn_ - -2 w51>. 
a3 3 - /Jrçr I<(a+>.) (a+>.) 2 - KfJ

1 
çi 

e 

b A 2 _ b b A 3 __ w5(a+>.)2 ____f!i___ w5(a+>.)3 ....f!.J_ ...hn_ _ O 
WQ 7u 3 4u - /Jiçi (a+>.)2 + fJrçf a+>. (a+>.)2 - · 

De (2 .22), temos 

e isto nos conduz a 

n-1 n-1 

m1a(çi+ Lªi1JiÇ{i) m1>.LO'.i1Ji(1Ji - l)ç{;-l n-l 

(2.25) 

(::;l) __ i=_l __ 2~(a_+_>.~)---- = 2(d~~f2 L O'.i1Ji(1Ji - l)ç{;-l 

e portanto, ªr5 + woas = O. Além disso, 

n-1 
A WQJa ( "' ç1/ -1) ua3a4 = E</3ô(a+>.)2 1 + L..t ll'.i 7Ji<,, 1' m1À 

i=l 

n-1 

= E<fJi~f'{a+>.)2 (ô+ L ªi1JiÇ{i)m1À 
i=l 

i=l 
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- «,:8a*,, üqP - #h
Da equação anterior, a.a3a4 + 3uol !fiãfê-. Logo

!i(0) ':;B «'
Portanto, o sistema (2.21), e consequentemente o sistema (2.16), admite uma bifurcação de

Hopf supercrítica, a órbita gerada pela bifurcação existe para a + 2À < K < a + 2À + (5 (õ > 0)

e é orbitalmente assintoticamente estável. l

2.3.2 Bifurcação Zip

Nesta seção, consideraremos o caso al < a2 < ... < an, lembrando que ÀI :: À2

Denote por J = J(S, açi, .. , z.) a matriz jacobiana do sistema (2.4), isto é,

À.

'y(l
:É -: dTh«:

'9#«,
Pi (S --À)

0

a2+S
mn.IS
a.-t+S

0

0

a.+S

0

0

0

P2(S ÀIJ

ên l(g«-i+À).
(a«-i+S)2 un l

P« (a« +À) .

(«.+s)' '"

Calculando J(À, (1, ..., («) num ponto (À, (i, ..., e«) C -H, obtemos

0

0

0

0

P.-i(S--ÀI
a.-l+À

0

0

P.(s-À)

# -'- *:nTb':
0

0

0

0

m. ++
a.-l+À a.+À

J (2.26)

P«-ten-i
a.-l+À 0 0

0 0

já que '(l
}) - E ;l:li\G .m #.
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Logo, 

w01a 
li(O) = -2 K{Jfçf < O. 

Portanto, o sistema (2.21), e consequentemente o sistema (2.16), admite uma bifurcação de 

Hopf supercrítica, a órbita gerada pela bifurcação existe para a+ 2À < K < a + 2À + 8 ( 8 > O) 

e é orbitalmente assintoticamente estável. 1 

2.3.2 Bifurcação Zip 

Nesta seção, consideraremos o caso a1 < a2 < .. . < an, lembrando que À1 = À2 = ... = Àn

Denote por J = J(S, xi, ... , Xn) a matriz jacobiana do sistema (2 .4), isto é, 

n 
( s) Ê L miai _m1S _ m2S mn-1S _mnS 

, 1- K - K - (a · +S)2Xi a1+S a2+S ªn-1+S an+S 
i=l i 

.81 (a1 +,>.) fJ1(S->.) o o o (a1 +S)2 X1 a1 +>-

J= 
.B2(a2+>-) o fh(S->-) o o (a2+S)2 X2 a2+,\ 

fJn-1(an-l +>.) o o fJn-1(S-,\) o (an-1+S)2 Xn-1 an-1+À 
.Bn(an+>.) o o o .Bn(S-,\) 
(an+S)2 Xn an+,\ 

Calculando J(>-, 6, ... , çn) num ponto (>., çi, ... , çn) EH, obtemos 

n 
-y,\ I: mi - m1,\ - m2,\ ffin-1,\ - mn,\ 

- K + À i=l (ai+ ).)2Çi ai+,\ a2+,\ - an-t+À an+,\ 

.fiw... o o o o a1 +,\ 

J= fh6 o o o o (2.26) a2+,\ 

.Bn-lÇn-1 o o o o 
ªn-1+,\ 
.fb.k o o o o an+,\ 

n 

já que ,(1 - ~) = L a·mi À Çi em H. 
i=l i + 
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O polinõmio característico de J(À, (li , ..., {.) é dado por

''«, -««-:[«'.«(Ç -*$mh':) **Êd4 '.]. (2.27)

De fato, temos

-'''« - ', -(« -*É G=b.. * ;)«' * =Ü' ,* =U»:; * ...* =$'-«

onde AiJ = (--1)j+t det(p -- J)lj e det(p J)lj é o determinante da submatriz (p -- J)lj obtido

a partir de /z -- J eliminando a primeira linha e a coluna .j, .j = 2, 3, ..., n + 1, i.e

''" ;='i:i''':" (2.28)

c.Z(.j - 1) co/(.j + l)
0 0

0 0

0 0

o o o
P o o
o o P

0 0

0 0
0 0aJj = (--1)j+:

q=!H ''.
-É:ã o o o

0

0

0

0

P o
o P

Logo

a« - (-1)'l(-i):( - gtR)p"':1 - 9Üp"-:; a«
A14 :: a3+ÀP , . .., A.In :: an+ÀP '

Desta forma, o polinâmio característico de J(À, Ci, ..., {.) é dado como em (2.27). Portanto
cada ponto de equilíbrio em .H tem 0 como autovalor de multiplicidade n -- l. Os outros dois
autovalores são as raizes do polinõmio entre colchete. Agora, observe que se À < -K < ai + 2À,
temos que

n.

já que a{ + 2À < ai+l + 2À, { = 1, 2, ...,n. Similarmente, se K > a. + 2À, então

x-n m-í , ~ 7

: mTa'. ::' {
Portanto o polinâmio entre colchete em (2.27) é estável se

À < X' < .: +2À p'is >- (ã:l:'XF'(i < i'
Isto significa (em vista de 1271 e j171 , capítulo IX, Teorema 6.1) que através de cada equilíbrio

em .H passa uma variedade estável bidimensional suave e localmente invariante; além disso,

(2.29)
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O polinômio característico de J(.À, 6, ... , <;n) é dado por 

n-1 2 >., m i mi i 

[ ( 
n ) n {3 ] 

P(µ) = µ µ + µ J( - À~ (ai + >.)2 Çi +À~ (ai+ >.)2 Çi . (2.27) 

De fato, temos 

{2.28) 

onde L:l.1j = (- l)i+l det(µ - J)ij e det(µ - J)ij é o determinante da submatriz (µ - J)ij obtido 

a partir deµ - J eliminando a primeira linha e a coluna j, j = 2, 3, ... , n + 1, i.e 

col(j - 1) col(j + 1) 
_ib.f..L o o o o o o o 

a1 +>. 
_ ii'ill__ µ o o o o o o a2+>. 

+1 _1lli.._ o o o o o o L11j = (-1)3 
a3+À µ 

f3n-1En-l o o o o o µ o 
On-1 +>. 

_ f3n{n o o o o o o µ an+À 

Logo 

b._ = (-1)3 [(-1)2( _ ihlL)µn - 1] = ihlLµn-1. 
12 a1 +>. a1 +>. ' 

b. - JJ:ill__µn-1. 13 - a2+>. , 

b.. _ /33{3 n-1 b.. _ ~ n-1 14 - a3+Àµ , .. . , ln - an+Àµ . 

Desta forma, o polinômio característico de J(>-.,6, ... ,çn) é dado como em (2.27). Portanto 

cada ponto de equilíbrio em H tem O como autovalor de multiplicidade n - l. Os outros dois 

autovalores são as raizes do polinômio entre colchete. Agora, observe que se À < K < a1 + 2.X, 
temos que 

"'Ç"' mi 1 À 1 À , 

~(ai+ >.)2çi ~ a1 + >. ,(l - K) < a1 + >. (l - a1 + 2>.) < K' 

já que ai + 2.X < ai+l + 2.X, i = 1, 2, ... , n . Similarmente, se K > an + 2>-., então 

Portanto o polinômio entre colchete em (2.27) é estável se 

(2.29) 

Isto significa ( em vista de (27] e (17] , capítulo IX, Teorema 6.1) que através de cada equilíbrio 

em H passa uma variedade estável bidimensional suave e localmente invariante; além disso, 
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todas as trajetórias nesta vai'iedade tende a (À,(i, ...,{n) quando t tende a infinito. Por outro
lado, o polinõmlo é instável se

X' > .. + 2À p'is >, {i;.;"iFC. > '.

Isto significa que todos os equilíbrios em (À, (1, ..., {.) C -H são instáveis, se -K > an + 2À.

Agora estudaremos a situação quando at+2À < -K < a«+2À. Considere o seguinte hiperplano

x- - {(x,a, ...,e«) € tKT: : ?l: (i;1l?.ipâ

(2.30)

Ht = {(À, (i, ..., {«) C KT' (2.31)

Com os comentários anteriores podemos enunciar o seguinte

Teorema 2.3.2. Suponhamos que 0 < À < .K, ', /3i, m{, ai são positivos e al < a2 < ... < an.

S. «H«.« K . p«ti, '. «m «t«m. d. í«f«Z. (.: +2À, .«+2À) « -t« «f«m., X: d'".
por (2.31) intercepta H e o hipeT'plano resultante da intersecção entre Ht e H, viaja através de
.H a partir do uérfice no eira z. ao uérfáce zi e os aqui/züMos que sâo deáaçados para trás perdem
sua esfabá/idade; quando al + 2À < K < an + 2À este Aipe7pZano intersecção d raide .lj' em duas

partes, "uma superior"cujos pontos são instáveis e uma "inferior"cujos pontos são estáveis no
sentido de Liapunou, i.e, o sistema admite uvrla bifurcação zip.

Z)emonstração.

Mostraremos que quando .K é aumentado a partir de ai + 2À até a. + 2À, o hiperplano de

dimensão n -- ] em R"+i dado por (2.31) intercepta -H, e os pontos de equi]íbrios em .Z] perdem
sua estabilidade. Denotemos as coordenadas de intersecção de .H com os eixos coordenados

por(zl,0,0,...,0),(0,z%,0,...,0), ...,(0,0,0,...,z&) e de .Ht por(zb.,0,0,...,0),(0,z%:,0,...,0), ... ,

(0, 0, 0, ..., zZ..). Observe que sçh = Z(!!ci::llgli=» é uma função crescente de K; por outro lado,

zb: = ](:llÇllZ é uma função decrescente de K; além disso, como a função K(a) - a + 2À é
crescente em a € 1O,a. + 2À) temos À < .1(l < .K2 < ... < Kr.. Um cálculo simples mostra que

se À < K < K. então zH < zH. e zb = zh. em K = -Kí para á = 1, 2, ..., n. Consequentemente,
para À < -K < -Ki o hiperp]ano .]] está abaixo de -Hi e alcança .lli em -K = Kt. Neste caso,

a desigualdade (2.29) é válida para todos os pontos em .H. Quando aumentamos K além de

Kt, o hiperplano .17 corta .Ht e alcança z2 " z2 : em K :: .K2, alcança zs :: z} em K :: .KS
e assim sucessivamente até alcançar z# = JçnH em K' = K,}. Pal'a -K > K'«, o hiperplano .ll't

corta o hiperplano -H fora do octante positivo, de modo que agora .Ht se encontra abaixo de

.17 (veja Figura 2.3). Neste processo, para pontos na parte de H que já se encontra acima do

hiperplano -Hi a condição (2.30) vale. Isto significa que os equilíbrios nesta parte do hiperplano
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todas as trajetórias nesta variedade tende a (.;\,çi, ... ,çn) quando t tende a infinito . Por outro 

lado, o polinômio é instável se 

(2 .30) 

Isto significa que todos os equilíbrios em (>-, çi, ... , c;n) EH são instáveis, se K > an + 2),. 

Agora estudaremos a situação quando a 1 +2>, < K < an+2>-. Considere o seguinte hiperplano 

(2.31) 

Com os comentários anteriores podemos enunciar o seguinte 

Teorema 2.3.2. Suponhamos que O<>, < K, , , /3i, mi, ai são positivos e a1 < a2 < ... < ªn· 

Se variamos K a partir de um extremo do intervalo (a1 +2>-, an +2>-) ao outro extremo, H1 dado 

por (2.31) intercepta H e o hiperplano resultante da intersecção entre H1 e H, viaja através de 

H a partir do vértice no eixo Xn ao vértice x 1 e os equilíorios que são deixados para trás perdem 

sua estabilidade; quando a1 + 2), < K < an + 2), este hiperplano intersecção divide H em duas 

partes, "uma superior"cujos pontos são instáveis e uma "inferior"cujos pontos são estáveis no 

sentido de Liapunov, i. e, o sistema admite uma bifurcação zip. 

Demonstração. 

Mostraremos que quando K é aumentado a partir de a1 + 2), até an + 2),, o hiperplano de 

dimensão n - l em ]Rn+I dado por (2.31) intercepta H, e os pontos de equilíbrios em H perdem 

sua estabilidade. Denotemos as coordenadas de intersecção de H com os eixos coordenados 

por (xk, o, o, ... , O), (O, xi, o, ... , O), ... , (O, o, o, ... , Xs) e de H1 por (xk-1) O, O, ... , O), (O, xil, O, .. . , O), ... , 

(o O O n ) Oh i 7 (a;+>.)(K ->.) , f - t d K t 1 d , , , ... ,xH
1 

• serve que xH = m;K e uma unçao crescen e e ; por ouro a o, 

x'k,
1 

= 1'(:7;)2 

é uma função decrescente de K; além disso, como a função K(a) = a+ 2), é 

crescente em a E [O, an + 2>-) temos >, < K1 < K2 < ... < Kn. Um cálculo simples mostra que 

se >, < K < Ki então x'k, < x}J-
1 

e x'k, = x'k,
1 

em K = Ki parai = 1, 2, ... , n . Consequentemente, 

para >, < K < K 1 o hiperplano H está abaixo de H 1 e alcança H 1 em K = K 1 . Neste caso, 

a desigualdade (2.29) é válida para todos os pontos em H . Quando aumentamos K além de 

K1, o hiperplano H corta H1 e alcança XJ!- = xt em K = K2, alcança x1 = x1
1 

em K = K3 

e assim sucessivamente até alcançar xH = xH
1 

em K = Kn- Para K > Kn, o hiperplano H1 

corta o hiperplano H fora do octante positivo, de modo que agora H1 se encontra abaixo de 

H (veja Figura 2.3) . Neste processo, para pontos na parte de H que já se encontra acima do 

hiperplano H 1 a condição (2.30) vale. Isto significa que os equilíbrios nesta parte do hiperplano 
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K >K

Figura 2.3: Intersecção dos Hiperplanos

têm variedade instável de dimensão n -- 1, implicando que os pontos nesta parte de -H são
instáveis.

Provaremos que cada pontos na parte inferior de .H são estáveis no sentido de Liapunov- Para
este propósito, utilizaremos alguns resultados do Apêndice A da seção A.2 devidos a Hartman

(ver j171). Sabemos que através de cada ponto na parte inferior de .ll, que denotaremos de
agora em diante por .Hs, passa uma variedade localmente invariante bidimensional tal que toda

trajetória nesta variedade tende a (À, €1 , .-., (n) exponencialmente quando t ---> oo. Obviamente,

(À, Ci , ..., {.) é assintoticamente estável com respeito à restrição do sistema (2.4) a esta variedade.

Vamos provar que para cada (À, (l , ..., e.) C -Hs as variedades que correspondem as esses pontos,
preenchem uma vizinhança de -Hs. Isto provará que estes pontos são estáveis no sentido de
Liapunov.

Vamos parametrizar ,H, da seguinte maneira: Seja XI = (À,z},z?, .-.,z7) pertencente à
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têm variedade instável de dimensão n - 1, implicando que os pontos nesta parte de H são 

instáveis. 

Provaremos que cada pontos na parte inferior de H são estáveis no sentido de Liapunov. Para 

este propósito, utilizaremos alguns resultados do Apêndice A da seção A.2 devidos a Hartman 

{ ver [17]). Sabemos que através de cada ponto na parte inferior de H, que denotaremos de 

agora em diante por Hs, passa uma variedade localmente invariante bidimensional tal que toda 

trajetória nesta variedade tende a (À, 6, ... , çn) exponencialmente quando t---+ oo. Obviamente, 

(À, 6, ... , çn) é assintoticamente estável com respeito à restrição do sistema {2.4) a esta variedade. 

Vamos provar que para cada (À, 6, ... , çn) E Hs as variedades que correspondem as esses pontos, 

preenchem uma vizinhança de Hs, Isto provará que estes pontos são estáveis no sentido de 

Liapunov. 

Vamos parametrizar Hs da seguinte maneira: Seja Xr ( À, x}, x~, ... , x1J) pertencente à 
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intersecção de .ll e -Hi, então

S

zl

Z2

a, + ;(«} - «b)

(:. + .(g} - «%) (2.32)

Zn--l e«-:' ZnH': + S(Z7' : «F:)

(.. = sz? , 0 $ s 5; l.

Se s = 0, obtemos as coordenadas de intersecção de -H no espaço S, zl, ..., nn-l; se s = 1 obtemos

o ponto XI = (À, z},z', ..., z?). Suponha que CI arbitrariamente fixado corresponda ao valor
0 < sO < 1, i.e

ci = ci,. = zb + «(z} «}r).

Desta forma, .H. corresponde ao intervalo fechado ]O,so]. Para cada s C (0,sol, o seguinte
sistema de coordenadas será introduzido: A origem será em (À, €1,, ..., C.s), dois vetores da base

serão fixados no auto-espaço bidimensional correspondendo aos dois autovalores com parte real

negativa da linearização do sistema (2.4) em (À, CI., ..., («.) e n -- l vetores da base serão fixados
em -H', os quais são autovetores correspondendo aos autovalores nulos. Por (2.32), €1,, €2s, ..-, Cn'

dependem continuamente de s e, como consequencia, as raizes do polinõmio característico (2.27) ,

também dependem continuamente de s. Os dois vetores da base no autoespaço bidimensional

correspondendo às raízes com parte real negativa podem ser escolhidos como funções contínuas

de s no intervalo lO,sol, já que a direção deste plano varia continuamente. A família a um
parâmetro de transformações de coordenadas dependendo de s C 10, sol descrita acima, pode ser

dada na seguinte forma
3/t

zl
Z2

s x

n2

Z3 (2.33)

Zn-2 1 1 z«-i-- {n-ls
Zn--l 1 1 Zn ns

onde Z/ = (yi,y2) denotam as coordenadas no auto-espaço bidimensional, z = (zl,z2, ..., zn l)

denotam as coordenadas em .H e R(s) é matriz (n + 1) x (n + 1) inversível, R C Colo, sol. Sob
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intersecção de H e H 1 , então 

s >.. 

(2.32) 

/: n-1 ( n-1 n-1) 
Xn-1 <,n-1s = XH + S XI - XH 

Xn = Çns = sxj , O ~ s ~ 1. 

Ses= O, obtemos as coordenadas de intersecção de H no espaço S, x1, ... , Xn-1; ses= 1 obtemos 

o ponto Xr = (.\ x}, x~, ... , xj). Suponha que çi arbitráriamente fixado corresponda ao valor 

O< s0 < 1, i.e, 

çi = Ôso = xk + so(x}- xk,). 

Desta forma, H 5 corresponde ao intervalo fechado [O, s0] . Para cada s E (O, sol, o seguinte 

sistema de coordenadas será introduzido: A origem será em (>.., 6s, .. . , Çns), dois vetores da base 

serão fixados no auto-espaço bidimensional correspondendo aos dois autovalores com parte real 

negativa da linearização do sistema (2.4) em (>.., 6s, ... , Çns) e n -1 vetores da base serão fixados 

em H, os quais são autovetores correspondendo aos autovalores nulos. Por (2.32 ), Ôs, 6s, .. . , Çns 

dependem continuamente de se, como consequencia, as raízes do polinômio característico (2.27), 

também dependem continuamente de s. Os dois vetores da base no autoespaço bidimensional 

correspondendo às raízes com parte real negativa podem ser escolhidos como funções contínuas 

de s no intervalo [O, s0], já que a direção deste plano varia continuamente. A família a um 

parâmetro de transformações de coordenadas dependendo de s E [O, so] descrita acima, pode ser 

dada na seguinte forma 

Yl s - >.. 

Y2 X1 - Çls 

z1 X2 - Ç2s 

z2 = R(s) X3 - <;3s (2.33) 

Zn-2 Xn-1 - Çn-1s 

Zn-1 Xn - Çns 

onde y = (y1, Y2) denotam as coordenadas no auto-espaço bidimensional, z = (z1, z2, ... , Zn-1) 

denotam as coordenadas em H e R(s) é matriz (n + 1) x (n + 1) inversível, R E Cº[O, so] - Sob 
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a transformação de coordenadas (2.33), o sistema (2.4) assume a forma

P(.)3/ + -F(Z/, ;, .)

(2.34)

G(Z/, ,, .)

onde P é uma matriz estável 2 x 2, F' é um vetor bidimensional e G um vedor de dimensão

(n -- 1), p, f', .1%, -q, cl,, al; c Co em uma vizinhança da origem (yi,Z/2,zi,z2,...,z«-i) =

(0, 0,...,0) e para todo s C 10, sol, -F(0,0,...,0,s) = O, G(0,0, ...,0, s) = 0, av,,F'(0,0,...,0,s) = 0,
aV,,G(0, 0, ..., 0, s) = 0. Como podemos apreciar no Apêndice A na seção A.2, o sistema dinâmico

gerado por (2.34) é da forma (A.37) com C?(s) = 0, satisfazendo todas as condições do Lema lO

do apêndice A na seção A.2. Assim, a função g : W x 10, sol ---> IR"-t do Lema 9, também dado
no Apêndice A na seção A.2, existe onde W é uma vizinhança de (3/i, 3/2) = (0, 0), g C Co e para

cada s C 10, sol fixado a superfície

{(3/t,3/2,zi,z2,...,z« i) c R"+t : g(yt,y2,s),(yi,3/2) c W}

é uma variedade localmente invariante de (2.34). Realizando a transformação de coordenadas

(2.33) e substituindo a função g por z obtemos

S
zl
Z2

À

€,.
(2.35)

Zn--l («-:'

€",

Para s C 10, sol 6xo, (2.35) é a equação paramétrica da variedade invariante estável do sistema
(2.4) passando através de cada ponto de equilíbrio (.X, €1 , ..., (.) C .Hs. A aplicação (3/t, y2, s) --+

(S,3çl,...,g.) do cilindro sólido W x lO,sol sobre o espaço S,zi,...,z. definida por (2.35) é
contínua e (devido à unicidade de soluções e regularidade da matriz R(s)'t) é um a um. Portanto,

Por um Teorema de Tipologia (ver 1201 Teorema 2.103) esta aplicação é um homeomorfismo. l
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a transformação de coordenadas (2.33), o sistema (2.4) assume a forma 

y = P(s)y + F(y , z , s) 

(2.34) 

i = G(y, z ,s) 

onde P é uma matriz estável 2 x 2, F é um vetor bidimensional e G um vetor de dimensão 

(n - 1), P , F, F;, F;, G~, a: E Cº em uma vizinhança da origem (y1, Y2, z1, z2, ... , Zn-d = 
(O, O, ... , O) e para todos E [O, so] , F(O, O, ... , O, s) = O, G(O, O, ... , O, s) = O, 8y,zF(O, O, ... , O, s) = O, 

8y,zG(O, O, ... , O, s) =O.Como podemos apreciar no Apêndice A na seção A.2, o sistema dinâmico 

gerado por (2.34) é da forma (A.37) com Q(s) = O, satisfazendo todas as condições do Lema 10 

do apêndice A na seção A.2. Assim, a função g: W x [O, s0] ----+ !Rn-l do Lema 9, também dado 

no Apêndice A na seção A.2, existe onde W é uma vizinhança de (Y1, y2) = (O, O), g E Cº e para 

cada s E [O, so] fixado a superfície 

é uma variedade localmente invariante de (2.34) . Realizando a transformação de coordenadas 

(2.33) e substituindo a função g por z obtemos 

s 

Xn-l 

À 

Çls 

Ç2s 

Çn-1s 

Çns 

(2.35) 

Para s E [O, so] fixo, (2.35) é a equação paramétrica da variedade invariante estável do sistema 

(2.4) passando através de cada ponto de equilíbrio (>., 6, ... , çn) E H8 • A aplicação (y1, Y2 , s) ----+ 

(S, x1, ... , Xn) do cilindro sólido W x [O, so] sobre o espaço S, xi, ... , Xn definida por (2.35) é 

contínua e (devido à unicidade de soluções e regularidade da matriz R(s) - 1 ) é um a um. Portanto, 

Por um Teorema de Topologia (ver [20] Teorema 2.103) esta aplicação é um homeomorfismo. 1 



CAPÍTUI,O 3

Bifurcação Zip numa Classe ampla
de Sistemas Competitivos

Neste capítulo, provaremos a ocorrência de Z){furcação Zip em uma ampla classe de sistemas

presa-predador de dimensão (n + 1), modelando a competição entre n espécies de predadores

por uma espácie de presa. Um estudo similar foi realizado por Farkas l91 pala um sistema presa
predador tri-dimensional, onde ele analisou a competição entre duas espécies de predadores por

uma espécie de presa.

R l Tn+rnrlllr3n
ç.r e A xxxv4 v \A K,B :g EA \-r

No modelo estudado no Capítulo anterior, admitimos que a taxa de crescimento da presa,

na ausência de predadores, é dada pela lei logística g(S) = 1(l -- #) e que a taxa de crescimento

do predador { é da forma mi.Ê(S) -- d{, onde /i(S) = i;:i:g, para alguma constante ai > 0.

No presente capítulo, vamos estudar uma generalização dos resultados obtidos no Capítulo 2

para sistemas de equações diferenciais ordinárias nos quais as taxas de crescimento das espécies

envolvidas satisfazem condições analisadas por Buther l41 .

Especificamente, vamos estudar o modelo mais geral descrito pelo sistema

E
á-l

''fgçs, K)S - P(S, ai)gi
(3.1)

p(S, a{)açi dize, { = 1,2,...,n

29

CAPÍTULO 3 

Bifurcação Zip numa Classe ampla 

de Sistemas Competitivos 

Neste capítulo, provaremos a ocorrência de bifurcação Zip em uma ampla classe de sistemas 

presa-predador de dimensão ( n + l), modelando a competição entre n espécies de predadores 

por uma espácie de presa. Um estudo similar foi realizado por Farkas [9] para um sistema presa 

predador tri-dimensional, onde ele analisou a competição entre duas espécies de predadores por 

uma espécie de presa. 

3.1 Introdução 

No modelo estudado no Capítulo anterior, admitimos que a taxa de crescimento da presa, 

na ausência de predadores, é dada pela lei logística g(S) = ,(1- 7<) e que a taxa de crescimento 

do predador i é da forma mifi(S) - di, onde fi(S) = a;!s, para alguma constante ai> O. 

No presente capítulo, vamos estudar uma generalização dos resultados obtidos no Capítulo 2 

para sistemas de equações diferenciais ordinárias nos quais as taxas de crescimento das espécies 

envolvidas satisfazem condições analisadas por Buther [4]. 

Especificamente, vamos estudar o modelo mais geral descrito pelo sistema 

n 

S = 1g(S,K)S- LP(S,ai)xi 
i=l {3.1) 

29 
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onde "r e dí são constantes positivas e g e p são funções diferenciáveis satisfazendo condições

especificadas abaixo (denominadas condições de Buther) :

(gl) g é contínua em 10, oolxl0, ool e de classe C2 em 10, oolxl0, ool;

(g2) g(0, -K) = 1, e 8(S, K) < 0 < a93k(s, K), para todos S 2 0 e K 2 0;

(g3) limo-.,- g$(S, K) = 0 uniformemente para S em compactos de (0, oo);

(g4) (K -- S)g(S, K) > 0, para S 2 0 e .K > 0 com S # K

Com relação ao predador {, admitimos que a taxa de crescimento desse predador tem a forma

p(S, ai), onde p é uma função que satisfaz

(pl) p é contínua em 10, oolxl0, (x)[ e de classe C2 em ]O, oo]x]0, oo];

(p2) p(0, a) = 0, e g(S, a) > 0, para S > 0 e a > 0;
(p3) g(S, a) < !?(ê© para S > 0 e a > 0;
(p4) g(S,a) < 0 para S > 0 e a > 0.

Observemos que o sistema (3.1) admite que a presença de predadores diminui a taxa de

crescimento da presa de uma quantidade p(S, ai) que é exatamente igual à taxa de natalidade
do respectivo predador.

Esse modelo (3.1) foi estudado por Farkas l91 para o caso n = 2, onde o autor demonstra que
o fenómeno de bifurcação zip ocorre em condições gerais de sistemas que satisfazem as condições

de Buther ]4].

Nessa formulação generalizada, a dependência das funções g e p de S e .K e de S e a,

respectivamente, levam em conta a dependência da capacidade de carga K do ambiente e da

"constante de gemi-saturação" ai das taxas de crescimento e de natalidade da presa e do
predador, respectivamente.

Antes de prosseguirmos, é relevante fazer algumas observações sobre as condições satisfeitas
pelas funções g e p. A condição (g2) significa que a maior taxa de crescimento específico da presa
é alcançada em S = 0, açi = 0 z2 = 0, e é 7 > 0; a taxa de crescimento diminui se a quantidade

de presa aumenta, e a taxa de decrescimento na taxa de crescimento gb(S,-K) é negativa e
uma função crescente da capacidade de carga K, i.e, o efeito do crescimento na população de

presa diminui com o aumento de K. A relação (g3) signi6ca que para valores muito alto de K,
mudanças na quantidade de presa tem um efeito negligente na taxa de crescimento. As condições

(g2) (g3) implicam que

.!im g(S, K') = 1, S 2 0. (3.2)
-+00
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onde I e di são constantes positivas e g e p são funções diferenciáveis satisfazendo condições 

especificadas abaixo (denominadas condições de Buther) : 

(91 ) 9 é contínua em [O, oo[ x ]O, oo[ e de classe C2 em ]O, oo[ x ]O, oo[; 

(92) 9(0, K) = 1, e *(S, K) <O< a~~)( (S, K), para todos S ~ O e K ~ O; 

(93) limK-tcxi *(S,K) = O uniformemente para Sem compactos de (O,oo); 

(94) (K - S)g(S, K) > O, para S ~ O e K > O com S =J K . 

Com relação ao predador i, admitimos que a taxa de crescimento desse predador tem a forma 

p(S, ai), onde pé uma função que satisfaz 

(p1 ) p é contínua em [O, oo[ x ]O, oo[ e de classe C2 em ]O, oo[ x ]O, oo[; 

(p2) p(O,a) = O, e l(S,a) > O, para S > O e a> O; 

(p3) l(S, a) < p(~a) para S > O e a> O; 

(p4) ~(S,a) <OparaS>Oea>O. 

Observemos que o sistema (3.1) admite que a presença de predadores diminui a taxa de 

crescimento da presa de uma quantidade p(S, ai) que é exatamente igual à taxa de natalidade 

do respectivo predador. 

Esse modelo (3.1) foi estudado por Farkas [9] para o caso n = 2, onde o autor demonstra que 

o fenômeno de bifurcação zip ocorre em condições gerais de sistemas que satisfazem as condições 

de Buther [4] . 

Nessa formulação generalizada, a dependência das funções g e p de S e K e de S e a, 

respectivamente, levam em conta a dependência da capacidade de carga K do ambiente e da 

"constante de semi-saturação" ai das taxas de crescimento e de natalidade da presa e do 

predador, respectivamente. 

Antes de prosseguirmos, é relevante fazer algumas observações sobre as condições satisfeitas 

pelas funções g e p. A condição (g2 ) significa que a maior taxa de crescimento específico da presa 

é alcançada em S = O, x 1 = O x2 = O, e é 1 > O; a taxa de crescimento diminui se a quantidade 

de presa aumenta, e a taxa de decrescimento na taxa de crescimento g8(S, K) é negativa e 

uma função crescente da capacidade de carga K, i.e, o efeito do crescimento na população de 

presa diminui com o aumento de K. A relação (g3 ) significa que para valores muito alto de K, 

mudanças na quantidade de presa tem um efeito negligente na taxa de crescimento. As condições 

(g2) - (g3) implicam que 

lim g(S,K) = 1, S ~ O. 
I<➔oo 

(3 .2) 
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Figura 3.1: Gráfico de p(S, ai)

A desigualdade (g4) significa que (na ausência do predador) a taxa de crescimento da presa
é positiva se S < K e negativa se S > K. Portanto, pela continuidade da função g temos

g(-K, K) = 0. A condição (p2) signiâca que a taxa de natalidade per capita p dos predadores

(também chamada "taxa de predação"ou a "resposta funcional"), é zero na ausência da presa

e é uma função crescente da quantidade de presas A desigualde (p4) mostra a importância do
parâmetro a; a taxa de natalidade do predador é uma função decrescente como função de a, i.e,

quanto maior o valor do parâmetro a, mais comida é necessária para manter a mesma taxa de

natalidade do predador específico. A condição (p4) implica que p(S, a), S e a são todos maiores

que zero. No caso em que p é uma função limitada para a > 0 fixado, então m = sups>op(S, ai)
é a faze de natalidade mazámaZ do i-ésimo predador. Claramente

.lim p(S, ai) = m{ se p é limitadaSqoo

.]im p(S,a{) =oo, se p não é limitada
S-+oo

Vamos supor al > a2 > ... > an, i.e,

p(S, a{) < p(S, ai+i) para todo S > 0 (3.3)

de acordo com a condição (p4). Também suporemos a pai'tir de agora que di < d2 < ... < dn.
Como consequencia, (3.3) não implica que a taxa líquida de crescimento do predador í + l exceda

a do predadorí.

Além dos exemplos considerados no Capítulo 2, outros exemplos de funções g e p são as
fiinpÃna
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p(S, a) 

s 

Figura 3.1: Gráfico de p(S, ai) 

A desigualdade (g4 ) significa que (na ausência do predador) a taxa de crescimento da presa 

é positiva se S < K e negativa se S > K. Portanto, pela continuidade da função g temos 

g(K, K) = O. A condição (p2) significa que a taxa de natalidade per capita p dos predadores 

(também chamada "taxa de predação"ou a "resposta funcional"), é zero na ausência da presa 

e é uma função crescente da quantidade de presas. A desigualde (p4) mostra a importância do 

parâmetro a; a taxa de natalidade do predador é uma função decrescente como função de a, i.e, 

quanto maior o valor do parâmetro a, mais comida é necessária para manter a mesma taxa de 

natalidade do predador específico. A condição (p4) implica que p(S, a), Se a são todos maiores 

que zero. No caso em que pé uma função limitada para a > O fixado, então mi = sups>op(S, ai) 

é a taxa de natalidade maximal do i-ésimo predador. Claramente 

lim p(S, ai) = mi se p é limitada 
S---too 

lim p(S, ai) = oo, se p não é limitada 
S---too 

Vamos supor a1 > a2 > .. . > an, i.e, 

p(S, ai) < p(S, ai+1) para todo S > O (3 .3) 

de acordo com a condição (p4) . Também suporemos a partir de agora que d1 < d2 < ... < dn, 

Como consequencia, (3 .3) não implica que a taxa líquida de crescimento do predador i + 1 exceda 

a do predador i. 

Além dos exemplos considerados no Capítulo 2, outros exemplos de funções g e p são as 

funções 
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. g(s, K') 1-(})' 0 < a $ 1

-iiâç:c i;R:S Resposta funcional do tipo Holding

Bilâ:BSÇ 0 < q < 1 Resposta /uncÍonaZ do làpo Rosenzueíg

=l:lÊlg Resposta funcional do tipo Holding

. P(s,.)

. P(s, «)

. P(s,.)

onde .A, ,B e (y são constantes positivas.

Na próxima seção estudaremos os pontos de equilíbrios para o sistema (3.1) e piovaremos sua
dissipatividade. Na seção 3.3 estabelecemos condições sobre as quais o fenómeno da bifurcação

zip ocorre no modelo.

3.2 Pontos de Equilíbrio

Antes de estudar seus pontos de equilíbrios, mostraremos que 3.1 é dissipativo.

Proposição 2. Qualquer solução do sistema 3..í com condições iniciais So > 0, zo > 0, {

1, 2, ..., n é lim fada em 10, ool.

Z)emonsfraçãa

E análoga à demonstração da proposição l do Capítulo 2, portanto omitiremos. l

Antes de seguir adiante, é importantente observar que para que os predadores sobrevivam, é

necessário que mi > di, á = 1, 2, ..., n. O predador ã cresce somente se o lado direito da equação

(3.1)i é positivo, ou sqa, se (p(S, ai) -- di)açi > 0 e isto significa pela condição (p2) que S > À.

Agora discutiremos os pontos de equilíbrio de (3.1), ou sda as soluções do sitema

"rg(S, -K)S - > :P(S, .i)zi
lZ

(3.4)

(P(S, «:) - d:)«: d - 1,2,...,«.
As soluções triviais do sistema(3.4) são(S, zi,..., z«) =(0,0, ..., 0) e(S,zl,..., z«) =(-K, 0, ...0);
o sistema (3.4) tem soluções biologicamente interessantes, isto é, soluções não triviais se, e

somente se, mi > di e as soluções Si das equações p(S, ai) = di, i= 1, 2, ..., n coincidem, isto é,
Si :: S2 :: ... :: S,}. Denotaremos as grandezas Sz :: Ài, logo fazendo À :: Ài V í :: 1,2, ...,n,
teremos

p(À,ai) = di, ã = 1,2,...,n.(3.5)
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• p(S, a) = Ba~C a!s Resposta funcional do tipo Holling 

• p(S, a) = Ba~cSq O < q < l Resposta funcional do tipo Rosenzveig 

• p(S, a) = ;;:_~ Resposta funcional do tipo Holling 

onde A, B e C são constantes positivas. 

Na próxima seção estudaremos os pontos de equilíbrios para o sistema (3.1) e provaremos sua 

dissipatividade. Na seção 3.3 estabelecemos condições sobre as quais o fenômeno da bifurcação 

zip ocorre no modelo. 

3.2 Pontos de Equilíbrio 

Antes de estudar seus pontos de equilíbrios, mostraremos que 3.1 é dissipativo. 

Proposição 2. Qualquer solução do sistema 3.1 com condições iniciais s0 > O, x? > O, i = 

1, 2, ... , n é limitada em [O, oo[. 

Demonstração. 

É análoga à demonstração da proposição 1 do Capítulo 2, portanto omitiremos. 1 

Antes de seguir adiante, é importantente observar que para que os predadores sobrevivam, é 

necessário que mi > di, i = 1, 2, ... , n. O predador i cresce somente se o lado direito da equação 

(3.l)i é positivo, ou seja, se (p(S, ai) - di)xi > O e isto significa pela condição (p2) que S > >.. 

Agora discutiremos os pontos de equilíbrio de {3:1), ou seja as soluções do sitema 

n 

,g(S, K)S - I: p(S, ai)Xi = O 
i=l (3.4) 

i = 1,2, ... ,n. 

As soluções triviais do sistema (3.4) são (S,x 1 , ... ,xn) = (0,0, ... ,0) e (S,x1, ... ,xn) = (K,0, ... 0); 

o sistema (3.4) tem soluções biologicamente interessantes, isto é, soluções não triviais se, e 

somente se, mi > di e as soluções Si das equações p(S, ai) = di, i = 1, 2, ... , n coincidem, isto é, 

S1 = S2 = .. . = Sn . D~notaremos as grandezas Si = Ài, logo fazendo >. = Ài \;/ i = 1, 2, ... , n, 

teremos 

p(>., ai) = di, i = 1, 2, ... , n. (3.5) 
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De agora em diante, vamos supor mi > d{ e considerar a hipótese essencial como no Capítulo l

À = ÀI :; À2 :: (3.6)

Levando em conta as observações anteriores, os pontos de equilíbrios do sistema (3.1) são a

origem(S,zt, ..., n.) =(0, 0, ..., 0), o ponto(S, açi, ..., z.) =(K, 0, ..., 0) e os pontos do hiperplano
de dimensão (n -- l)

.l?'K {(S, zi, ...,a;.) c R"+i S = À, zi 2 0, d = 1,...n,
(3.7)

p(À, al)zl + p(À, a2)aç2 + +P(À, .«)z« (À, K)}

Para estudar a estabilidade destes pontos de equilíbrios, observe que a matriz Jacobiana

J(S, s/ , ..., z«) do sistema(3.1) é

7g(S, .K) + lg:(S, .K)S - >:3':;(S, 'i)zi
lZ

-P(S, ai) -p(S, a2 ) -P(s, ««)

Pb (S, .:)z: p(S, ai) -- di 0 0

PÊ.(S,«,)z, 0 P($, a2) d2

Pl: (S, '«)z« P(S,««)- d«

Agora
7 0 0

0 --di 0

J(0,0,...,0) 0 0 --d2

O O O ... --d.
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De agora em diante, vamos supor m i > di e considerar a hipótese essencial como no Capítulo 1 

(3.6) 

Levando em conta as observações anteriores, os pontos de equilíbrios do sistema (3 .1) são a 

origem (S, x 1, . . . , Xn) = (O, O, ... , O), o ponto (S, x1 , .. . , xn) = (K, O, ... , O) e os pontos do hiperplano 

de dimensão ( n - l) 

HI< = { (S,x1, ... ,xn) E ~n+l : S = À, Xi 2: O, i = l, ... n , 

(3 .7) 

Para estudar a estabilidade destes pontos de equilíbrios, observe que a matriz Jacobiana 

J(S, XJ, . .. , Xn) do sistema (3.1) é 

n 
,g(S, K) + , g:(s, K)S - LPs(S, ai)Xi - p(S, a1) - p(S, a2) - p(S, an ) 

i = l 

p3(S, a 1)x1 p(S, a1) - d1 o o 

p3(S, a2)x2 o p(S, a2) - d2 ... o 

Ps (S,an )Xn o o ... p(S, an) - dn 

Agora 

'Y o o o 

o - d1 o o 

J(O, O, ... , O) = o o - d2 . . . o 

o o o 



3.3 (coexistência e extinção por bifurcação zip 34

assim (S,gl, ...,z,) = (0,0, ...,0) é instável, com uma variedade estável de dimensão n e uma

variedade instável de dimensão l.

'yKg;(K,-K) p(-K,at) p(-K,a2)
0 p(K,ai) di 0
0 0 P(X',«2) d2

-p(K, a. )
0

0;(x', o, . .., a)

0 0 o . . . P(K, .«) - d«

pelas condições (p2) e (3.5), (S,zl,...,z«) = (K,O, ...,0) é assintoticamente estável se X < À
e instável se .K > À com uma variedade estável de dimensão l e uma variedade instável de
dimensão n. E bem conheceido (ver j21] e l51) que

(3.8)

é uma condição necessária pala a sobrevivência de cada predador. Portanto (3.8) será assumida

de agora em diante. Observe que, pela condição (3.2), se K < À então HK é vazio, e se K = À
seu único ponto é a origem. Na pi'oxima seção fixaremos nossa atenção ao estudo da estabilidade

dos pontos de equilíbrios pertencentes a /7K

3.3 Coexistência e extinção por bifurcação zip

Nesta seção estudadremos a estabilidade do hiperplano -HK. Os elementos de -HK serão

denotados por(À,ei, ...,{,), i.e,(À,{l, ...,(«) C HK

Avaliando a matriz Jacobiana de (3.1) em um ponto arbitrário de HK obtemos J = J(À, {lí , ..., («)
dada por

'yg(À,K)+ 'rÀgÊ:(À,K) - >1:pb(X,ai)({ -p(À,al) -p(À,a2) .. . -f'(X,a«)
l2

p;(À,a:)(: 0 0 0

pb(À,a,)e, 0 0

pÇ(À,a«)(« 0
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assim (S, x1, .. . , xn) = (O, O, ... , O) é instável, com uma variedade estável de dimensão n e uma 

variedade instável de dimensão l. 

J(K, O, ... , O)= 

,Kg~(K,K) 

o 
o 

o 

p(K,ai) 

p(K,ai) - d1 

o 

o 

-p(K,a2) 

o 
p(K,a2) - d2 

o 

-p(K,an) 

o 
o 

pelas condições (pz) e (3.5), (S, x 1 , ... , xn) = (K, O, ... , O) é assintoticamente estável se K < ,\ 

e instável se K > ,\ com uma variedade estável de dimensão 1 e uma variedade instável de 

dimensão n. É bem conheceido (ver [21] e [5]) que 

(3.8) 

é uma condição necessária para a sobrevivência de cada predador. Portanto (3.8) será assumida 

de agora em diante. Observe que, pela condição (3.2), se K <,\então HK é vazio, e se K = ,\ 
seu único ponto é a origem. Na proxima seção fixaremos nossa atenção ao estudo da estabilidade 

dos pontos de equilíbrios pertencentes a H K. 

3.3 Coexistência e extinção por bifurcação zip 

Nesta seção estudadremos a estabilidade do hiperplano HK. Os elementos de HK serão 

denotados por (>-,6, ... ,çn), i.e, (>-,6, ... ,çn) E HK. 

Avaliando a matriz Jacobiana de (3.1) em um ponto arbitrário de HK obtemos J = J(,\, f.1, ... , çn) 

dada por 

n 

,g(>., K) + ,>.98()1., K) - LP's(>., ai)Çi -p(>., a1) -p(>., a2) . . . -p(>., an) 
i=l 

o o o 

o o ... o 

o o o 
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já que pela condição (3.5) temos p(À, a{) --di = 0, { = 1, 2, ..., n. Assim o polinâmio característico
associado a J é dado por

p(p) - lp-'yp(À, x') -'rÀg;(À, K') +El:pb(À, '.)e: 1p" +p(x, ':)A-,+p(x, '3)A:3 + ..' +p(x,'-)A:-+:
lZ

onde Aij - (--1)j+:det(p -- J):j' e def(p -- J) :j é o determinante da submatriz (p -- J) .j obtida
a partir de p J eliminando a linha l e a coluna .j, .j = 2,3, ...,n + 1, i.e.,

co{(j 1) coZ(j + l)
0 0

0 0

0 0

-pb(X, a- )(:

-pb(x,.,)e,
-pb(À, a;)(:

P o o
o P o
o o P

0 0
0 0
0 0alj = (--1)j+'

pk(À,a«-i)(«-i 0 0 0
-pb(x, .«)(« o o o

0

0

P o
o P

Assim

e a.i2 ' :,; ['-:,' ( - ,''*,.:,)««-:] - ;:,.'*, .:,«"':

. A« ,P;(À,«,)P"':

. At« «PÊ,(À,'«)P"':

Consequentemente, o polinâmio característico associado a J(À, Ci , ..., (.) é

\ i.l /
'u - l« «o,''') -'*'bo,''') -'E,bo,'Jã 1«"-- c:,o,.o,ço,.o«"''

+ (2P(À, «,)Pb(À, a2)P"': + + e«p(À,.«)pb(X, a.)p" : (3.9)

««-: [«' * (â,:'*,. ,;: - ,,'*,", ,* ;'*,«,)« * $':,'*, .:,,:'*,.:,]

Isto significa que cada ponto de equilíbrio em .H tem 0 como um autovalor com multiplici-

dade n -- l e dois autovalores com parte real negativa se o polinõmio entre colchetes é estável,
respectivamente positiva se o polinâmio é instável. Agora, o polinõmio entre colchetes é estável
se, e somente se,

>ll:pb(.X,ai)ei > 'g(À, Ã) + 'rXgb(X, K).
lZ
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já que pela condição (3 .5) temos p(À, ai)-di = O, i = 1, 2, .. . , n. Assim o polinômio característico 
associado a J é dado por 

P(µ) = (µ-')'g(>., K) - ')'Àg's(>,, K) + tp8(>., ai)çi) µn +p(>., a1)6.12 + p(>., a3)6.13 + .. . + p(>., an)6.1n+1 

onde 6.1j = (-l)i+ 1det(µ - J)
1
j, e det(µ - J) lj é o determinante da submatriz (µ- J) 1j obtida 

a partir de µ - J eliminando a linha 1 e a coluna j, j = 2,3, ... ,n+ 1, i.e., 

col(j - 1) col(j + 1) 

-p8(>., a1)6 µ o o o o o o 
-p8(>., a2)6 o µ o o o o o 

L11j = (-l)i+l -p8(>., a3)ç°J o o µ o o o o 

-p'.s(>., ªn-1)Çn-l o o o o o µ o 
-p'.s(>., an)Çn o o o o o o µ 

Assim 

Consequentemente, o polinômio característico associado a J(>-., çi, ... , <;n) é 

P(µ) = (µ - ')'g(>., K) - ')'Àg's(>., K) + tP's(>., ai)Çi) µn + çip(>., ai)p8(>., a1)µn-l 

(3 .9) 

Isto significa que cada ponto de equilíbrio em H tem O como um autovalor com multiplici

dade n - 1 e dois autovalores com parte real negativa se o polinômio entre colchetes é estável, 

respectivamente positiva se o polinômio é instável. Agora, o polinômio entre colchetes é estável 

se, e somente se, 
n 

LPs(>-.,ai)çi > ,g(>-.,K) +,>.g's(>-.,K). 
i=l 
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Podemos reescrever a desigualdade acima como segue

'rXg(À,K)+vÀ:sb(À,K) < >: 1.Xpk(À,ai) p(X,ai)lei
lZ

n

}: P(À, 'i)Ci

Agora ((1,{2, ...,e«) satisfaz a equação dada em (3.7), i.e., >1:p(X,ai)({
quentemente obtemos

n

l&
'yÀg(À, K), conse

>[1: [p(À, ai) - .Xpb(À, ai)]& < -'rÀ'pb(X, K).

n

lZ

(3.10)

Pe[a condição (p3) o lado esquerdo de (3.10) é positivo para todo (Ci,{2, ..., (.) C .H'K. Em vista

de (g2) e (g3) o lado direito é positivo, decresce e tende a zero quando -K -+ oo. Consideremos
o hiperplano.Bk dado por

{(S, :«i, z.) € R"+t / S = À, e{ ? 0, d 1,...n,

>ll: ip(x, «:){-1

(3.11)
Àpb(x,'{)]ei -'rÀ'gÊ: (À, K) }

Vamos denotar a i--ésima coordenada de intersecção de -HK com o eixo coordenado por

(0, ..., 0, zlr", 0, ..., 0) e a de -Bk por(0, ...,0,açf'",0, ..., 0), onde

',.*=1-',m,.o, :-:''..,«.
.H. (À, K) (3.12)

Observe que pelas condições (g2), (p2) e (p3), para K À temos

0 e zBx >0 para todo i 1,...,n. (3.13)

Por outro lado, limo-.»- gÊ:(S, K) = 0 e limo-.,- g(S, .K) = 1, assim por continuidade em K das
coordenadas de intersecção existe K = Ki(ai) > À tal que

--. 'À'gÊ;(À,K,) . d. l.....n
p(À,ai) ai) -- Àpb(À,a{)' ' -,''

Z z.e. (3.14)

Vamos supor que

çk(S,K) 20, K >À, S>0 e pg.(S,a)>0 S>0, a>0 (3.15)

Note que da condição (3.14) temos l (À a.) + p(À,.:i)-À7,b ).a.) ' 0 logo, defina

'(., ''') - ?làT -- ,.*,:{
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Podemos reescrever a desigualdade acima como segue 

n n 

,>.g(À, K) + ,>.2g'.s,(>., K) < L [>-Ps(>-, ai ) - p(À, ai)] Çi + LP(À, ai)çi. 
i=l i= l 

n 

Agora (6,6, .. . ,çn) satisfaz a equação dada em (3.7), i.e., LP(À,ai )Çi = ,>.g(>.,K), conse-
i=l 

quentemente obtemos 

n 

L [p(>., ai) - Àp5(À, ai)]çi < - 1 À2g5(>., K) . 
i=l 

(3 .10) 

Pela condição (p3) o lado esquerdo de (3.10) é positivo para todo (6,6, .. . ,çn) E HJ<. Em vista 

de (g2) e (g3) o lado direito é positivo, decresce e tende a zero quando K ---+ oo. Consideremos 

o hiperplano Bk dado por 

n (3 .11) 

L [p(À, ai) - Àp5(À, ai)] Çi = -,>.2g5(>., K)}. 
i=l 

Vamos denotar a i-ésima coordenada de intersecção de HK com o eixo coordenado por 

(0, ... ,o,x{h,o, ... ,o) e a de Bk por (O, ... ,o,xfK,O, ... ,O), onde 

HK ,>.g(À, K) BK _ 1 À2g5()., K) 
xi = p(>., ai) e xi - - p(>., ai) - >.p5(>., ai)' i = 1, ... ,n. (3.12) 

Observe que pelas condições (g2), (p2) e (p3), para K = À temos 

H>. - 0 B>. 0 t d . - 1 xi - e xi > para o o i - , . .. , n. (3.13) 

Por outro lado, limK-too g5(S, K) = O e limK-too g(S, K) = 1, assim por continuidade em K das 

coordenadas de intersecção existe K = Ki(ai) > À tal que 

Vamos supor que 

,>.g(>., Ki) 
• p(>., ai) 

i = l, ... ,n. 

N t d d. - (3 14) t g(>. ,Ki) + >.g~(>, ,~ ; ) = O 1 d fi o e que a con 1çao . emos p(>.,a;) p(>. ,a;) - >-ps(>-,a;) ogo, e na 

F(a K) = g(À, K) + >.g'.s,(>., K) 
' p(À, a) p(À, a) - >.p5(>., a) 

(3.14) 

(3.15) 
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e observe que

$(.,''') - qg# -'" ,oy .):» ' o'"o
de acordo com as condições (p2) e (3.15). Assim, pelo Teorema da Função Implícita podemos
escrever

'''-'''(.) . :--@h
isto é,

aK g(À,-K)pl.(À,a) XSl;(X,.K)(pÍ.(X,«) .Xpg.(X,')) ..... .
a. p(À,a): (p(À,.) Àpb(À,a)): ' '

de acordo com a condição (3.15) e as condições satisfeitas por p e g. Consequentemente, pelas
propriedades (3.16) e (3.17) -K é uma função crescente de a. Logo, a função K = K(a) é crescente

no intervalo 10, ai) e temos

(3.17)

À < .K. < K«-t < ... < K': (3.18)

Além disso, de (3.13) e da continuidade em -K de içfK e zfK, i= 1, ...,n, para À < -K < .Z(n o

hiperplano .BK está acima de -HK, e alcança -HK em =lK = zrK quando K = -Kn (se aumentamos

,K ambos os híperplanos -17K e -BK são deslocados paralelamente). Se aumentamos K mais ainda

teremos z:lS ;: zBKI em K :: .K2 e assim sucessivamente, zfK = zfK em K = -Ki. Depois

disso, -BK corta .27K completamente tal que agora -HK está acima de BK e a condição (3.10)

va[e com o sina] de desigua]dade invertido. Neste processo, para pontos na parte de -Z]K a qua]

já está acima de BK a condição (3.10) vale com o sinal de desigualdade invertido. Isto signiÊca
que os equilíbrios nesta parte do hiperplano tem uma variedade instável de dimensão dois, assim
os pontos deixados atroz da intersecção entre .llK e -BK perdem sua estabilidade. Farkas l81

chamou este fenómeno de bdbrcação zip. Acabamos de mostrar o seguinte teorema

Teore«ia 3. Suponha gue as condições (pl) -- (p4), Í3.S) e rg.15) t,alem e suponha ainda que
al > (Z2 > -.- > an.

1) se X < K < K. então cada equitíbüo em HK é estável no sentido de Liüpunou;

2) Se Kt < K < oo então todos os equilüdos são instáveis;

S9 S. -m.«f.m« K '. «. «*"«.. « -f« d. {«f«Z. (K«,K':) .«tã. . p rpJ-. í"*"-
secçâa de /7K e -BK viaja soZ)re .17K a Fartar de um t;értdce n o eízo z« a um uértáce no eáaço zl
e os pontos de equilíbrios deitados para traz se desestabilizar; para K. < K < K\ o hãperplano

intersecção divide líK em duas partes, "uma superior"que é repulsora e "uma ãnfeMor"que é

estável para o sistema, i.e, o sistema (3.1) sofre uma bifurcação zip.
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e observe que 
8F (a K) = g~<(>. , K) + Ãg5K(>., K) > O 
8K ' p(À, a) p(À, a) - Àp8(>., a) 

(3.16) 

de acordo com as condições (p2) e (3.15). Assim, pelo Teorema da Função Implícita podemos 

escrever 

isto é, 

K = K(a) e 
8K 

ªª 
= 

8F(a,K) 

ªª 8F(a,K) 
8K 

8K = _ g(À, K)p~(À, a) _ Ãg8(>., K)(p~(À, a) - ÀPsa(À, a)) > O 
8a p(>.,a)2 (p(>. , a) -Àp8(>.,a)) 2 (3.17) 

de acordo com a condição (3.15) e as condições satisfeitas por p e g. Consequentemente, pelas 

propriedades (3.16) e (3 .17) K é uma função crescente de a. Logo, a função K = K(a) é crescente 

no intervalo [O, a 1) e temos 

(3.18) 

Além disso, de (3.13) e da continuidade em K de xfK e xfK, i = 1, ... , n, para À < K < Kn o 

hiperplano B K está acima de H K, e alcança H K em x;[ K = x;; K quando K = Kn ( se aumentamos 

K ambos os hiperplanos HK e BK são deslocados paralelamente). Se aumentamos K mais ainda 

teremos x;;!:1 = x!~1 em K = K2 e assim sucessivamente, xfK = xfK em K = K1. Depois 

disso, BI< corta HK completamente tal que agora HK está acima de BK e a condição (3.10) 

vale com o sinal de desigualdade invertido. Neste processo, para pontos na parte de HK a qual 

já está acima de BK a condição (3.10) vale com o sinal de desigualdade invertido. Isto significa 

que os equilíbrios nesta parte do hiperplano tem uma variedade instável de dimensão dois, assim 

os pontos deixados atraz da intersecção entre H K e B K perdem sua estabilidade. Farkas [8] 

chamou este fenômeno de bifurcação zip. Acabamos de mostrar o seguinte teorema 

Teorema 3. Suponha que as condições (pi) - (p4), {3.5) e {3.15} valem e suponha ainda que 

a1 > a2 > ... > ªn· 

1} se À < K < Kn então cada equilfbrio em HK é estável no sentido de Liapunov; 

2} Se K1 < K < oo então todos os equilfbrios são instáveis; 

3) Se aumentamos K de um extremo ao outro do intervalo (Kn, K1 ) então o hiperplano inter

secção de H K e B K viaja sobre H K a partir de um vértice n o eixo Xn a um vértice no eixo x1 

e os pontos de equilíbrios deixados para traz se desestabilizam; para Kn < K < K1 o hiperplano 

intersecção divide H K em duas partes, "uma superior" que é repulsora e "uma inferior" que é 

estável para o sistema, i.e, o sistema {3.1} sofre uma bifurcação zip. 
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l)emonsfração. A demonstração segue dos cálculos anteriores e de argumentos análogos aos da
demonstração dada no Teorema 2.3.2. 1
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Demonstração. A demonstração segue dos cálculos anteriores e de argumentos análogos aos da 

demonstração dada no Teorema 2.3.2. 1 



CAPÍTUt,O 4

Atrator Global em Sistemas

Competitivos

Neste capítulo, vamos estudar uma generalização dos modelos anteriores, modificados de

modo a incluir difusão das espécies envolvidas, num ambiente Q. Nosso objetivo é mostrar que

o problema assim obtido é bem posto e tem um atrator global compacto. Para esse proposito,

vamos utilizar técnicas dadas no trabalho de Alikakos l21 e de Duna e Smith l71.

.l l Tntrndllpãn'Y"

O modelo que consideraremos é descrito pelo sistema de equações diferenciais parciais

l a''i(,,t) = õiAui+(m{/i(S)--di)ui, {=1,2,...,n em Qx(0,m),

onde Q C RW (-N = 1,2,3) é um domínio aberto conexo limitado com fronteira suave ÕQ.

Admitiremos ainda que a funções S e u{ satisfazem condições de Neumann na fronteira

el!.(z,t) =0, gli(z,t) =0, i= 1,2,...n, em aQx(0,m),

onde p = i7(aç) indica a normal unitária exterior em pontos z C ÕQ.

Como no Capítulo 2, S indica a densidade de presas e ui, ..., u. as densidades dos predadores

competindo pelas presas. As constantes õO, ..., õn são números reais positivos e representam os
coeficientes de difusão das espécies na região Q. Por simplicidade, vamos supor que, na ausência

de predadores, a presa tem crescimento logístico g(S, K) = '(1 -- S/-K)S, onde ' > 0 e K > 0

31-(z,t) - õoAS+l(1 -;)S->j:mi.Ê(S)UÍ 'm Q x(0,") (..:)

(4.2)
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CAPÍTULO 4 

Atrator Global em Sistemas 

Competitivos 

Neste capítulo, vamos estudar uma generalização dos modelos anteriores, modificados de 

modo a incluir difusão das espécies envolvidas, num ambiente n. Nosso objetivo é mostrar que 

o problema assim obtido é bem posto e tem um atrator global compacto. Para esse proposito, 

vamos utilizar técnicas dadas no trabalho de Alikakos [2] e de Dung e Smith [7] . 

4.1 Introdução 

O modelo que consideraremos é descrito pelo sistema de equações diferenciais parciais 

S n 
606.S + ,(1 - K)S - I:,_.mdi(S)ui em n x (O, oo) 

i=l (4.1) 

onde n e IR.N (N = 1, 2, 3) é um domínio aberto conexo limitado com fronteira suave an. 
Admitiremos ainda que a funções Se Ui satisfazem condições de Neumann na fronteira 

as aui . 
ôv (x, t) = o, ôv (x, t) = o, i = 1, 2, : .. n, em an x (O, oo), (4.2) 

onde v = iJ(x) indica a normal unitária exterior em pontos x E an. 

Como no Capítulo 2, Sindica a densidade de presas e u 1, .. . , Un as densidades dos predadores 

competindo pelas presas. As constantes 60 , . .. , ón são números reais positivos e representam os 

coeficientes de difusão das espécies na região n. Por simplicidade, vamos supor que, na ausência 

de predadores, a presa tem crescimento logístico g(S, K) = 1 (1 - S/ K)S, onde 1 > O e K > O 
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representam a máxima taxa de crescimento da presa e a capacidade de carga do ambiente,
respectivamente. Vamos também supor que a taxa de nascimento per cáfila pi do {-ésimo

predador (também denominada "taxa de predação"ou ainda "resposta funcional") tem a forma
mi/,(S) = miS/(ai + S), onde m{ e a{ são constantes positivas. Com as devidas modificações,

os resultados podem ser generalizados para funções mais gerais g(S, -K) e p(S, a) como as dos
tipos descritos no Capítulo 3.

Na segunda seção deste capítulo provaremos que o octante positivo é positivamente invariante

para o problema (4.1), (4.2). Utilizando resultados de Morgan ]23], mostraremos também que

as soluções existem para todo t > 0. Finalmente, baseados em Alijíakos l21 (e também l71), na

terceira seção mostraremos a existência do atrator global compacto para o sistema (4.1), (4.2).

4.2 Existência e posítividade de soluções

Como S e ui representam densidades de populações, somente soluções não negativas são
de interêsse biológico; porisso, vamos primeiro demonstrar existência local e positividade de

soluções do sistema (4.1), (4.2) . A seguir, usaremos alguns resultados sobre regiões invariantes

(cf. Smoller 1251 ou l61) e outras condições dadas em Morgan 1231 para mostrar que as soluções
são globaise não negativas

Inicialmente, vamos escrever (4.1), (4.2) como uma equação de evolução num espaço de

Banach. Para tanto, indiquemos por lul a norma Eucliadiana de um vedor u = (S, ui, ..., u.) C

1«1 = (1sl' + >1: 1uil'):/:
lZ

Sejam p > maxll, w} e X = -P(Q, R"+i) o espaço de Banach das funções u : Q -.} R"+i tais

que ltplP é integrável em n munido da norma llullZ:,P = (/n lu(aç)IP dz)i/p, com as modiâcações
óbvias quando p = oo.

Seja -4 : -Z)(,4) C X --> X o operador linear fechado definido por

0(Á) - {t' c W'''p(Q, ]R"+') : ã;(aç) - 0,z € aQ}, (4.3)

e

(.A«)(z) ..DAu (--boAS(z) , --Õia.ut (z), -Ó« a.u. (z)) , (4.4)

para t' C l)(Á) e n C Q
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representam a máxima taxa de crescimento da presa e a capacidade de carga do ambiente, 

respectivamente. Vamos também supor que a taxa de nascimento per capita Pi do i-ésimo 

predador (também denominada "taxa de predação"ou ainda "resposta funcional") tem a forma 

mdi(S) = miS/(ai + S), onde mi e ai são constantes positivas. Com as devidas modificações, 

os resultados podem ser generalizados para funções mais gerais g(S, K) e p(S, a) como as dos 

tipos descritos no Capítulo 3. 

Na segunda seção deste capítulo provaremos que o octante positivo é positivamente invariante 

para o problema (4.1), (4.2). Utilizando resultados de Morgan (23], mostraremos também que 

as soluções existem para todo t > O. Finalmente, ba.5eados em Alikakos (2] (e também (7]), na 

terceira seção mostraremos a existência do atrator global compacto para o sistema (4.1), (4.2). 

4.2 Existência e positividade de soluções 

Como S e Ui representam densidades de populações, somente soluções não negativél.'3 são 

de interêsse biológico; porisso, vamos primeiro demonstrar existência local e positividade de 

soluções do sistema (4.1), (4.2). A seguir, usaremos alguns resultados sobre regiões invariantes 

(cf. Smoller (25] ou (6]) e outrél.'3 condições dadas em Morgan (23] para mostrar que as soluções 

são globais e não negativas. 

Inicialmente, vamos escrever (4.1), (4.2) como uma equação de evolução num espaço de 

Banach. Para tanto, indiquemos por !vi a norma Eucliadiana de um vetor v = (S, u1, ... , un) E 

]Rn+l: 
n 

!vi= (1S1 2 + L luil2
)

112
. 

i=l 

Sejam p > max{l, 1} e X = V(n, JRn+l) o espaço de Banach das funções v : n ➔ JRn+l tais 

que lvlP é integrável em n munido da norma llvllLP = Un lv(x)IP dx) 1IP, com as modificações 

óbvias quando p = oo. 

Seja A: D(A) e X ➔ X o operador linear fechado definido por 

(4.3) 

e 

(4.4) 

para V E D(A) e X E n. 
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E um resultado bem conhecido (ver, por exemplo, Henry j181) que --..4 é o gerador de um

semigrupo analítico {e ''lt : t ? 0} em X que satisfaz lje 'ltllc(x) $ 1, para todo t 2 0. Tomando
p > 0 de modo que Re a(.4 + p/) > 0, podemos definir os espaços de potências fracionárias

X' = -D((.A + p/)') munido da norma do gráfico llull.,, = ll(.A + p.r)'ullLP, para cada a 2 0.
Como diferentes escolhas de p induzem normas equivalentes em X', vamos daqui para o que
segue suprimir a dependêcnia de p (cf. Henry j18], Def. 1.4.7). Vamos a seguir enunciar as

principais propriedades dos espaços Xa; as demonstrações podem ser encontradas em Henry
j18], Teoremas 1.4.8 e 1.6.1.

Proposição 3. -Z) Para cada a 2: 0, X" é um espaço de Banana com a norma llull. :; ll.A"till.
M«i. «i«'í', ««.o ..4 *'m «soZ«nte ««.p«f., « incZu;õ« -0(.A) --} X' --} X ,ão como«f«,
parca cada 0 $ a < 1.

2) Se 2'l -- t > k -- t e q ? p, então X' --} Wk'Ç(Q);

39 $e 2a -- t > u 2 0, então X' --} (7"(Q).

Em vista da Proposição 3, vamos no restante desse trabalho tomar p > maxll,. N } e escolher

a no intervalo maxi 1 , âl } < a < 1. Dessa forma, o espaço X' satisfaz as seguintes propriedades:

(i) X' --> W':'p(Q) (4.5)

(n) X' --} a"(Q), (4.6)

com inclusões compactas, onde 0 5; u < 2cz -- #-. Em particular, cada elemento de X' é
uma função contínua em Q. Seguem-se ainda dos resultados de Henry [181, Teorema 1.4.3, que

e'''lt(X') C X', para todo f 2 0 e que lje-'4tllc(xa) $ t'', para t > 0.

Lema 1. Soam À > 0, / C -P(Q) e u a solução de

Í -a.u(g) +Xu(z) (z), «C n

1. B(«) - o, « c an.

Se /(z) ? 0 para z C Q, então u(aç) ? 0 para todo z € Ü

Z)emonstração. Como u C W'2'P(Q), então u é contínua em a. Seja Z um ponto onde u atinge

seu mínimo, u(F) = min..6u(z), e suponhamos que z'(B) < 0. Se B € Q, então Vu(B) = 0
e a.u(E) 2 0, o que implica que Àu(=) = Au(B) + /(Z) 2 0, contradição. Logo, F C aQ. Se
t' - --u, então u satisfaz Au(z) Àu(z) ? 0, para z C {2 e tem máximo u(F) > 0 no ponto

E C aQ. Pelo Princípio do Máximo (Teorema 8, p. 67, Protter-Weinberger 1241), devemos ter
g(Z) > 0, contra a hipótese. Logo, u(f) ? 0 e u(z) ? 0 para todo z c a. l
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É um resultado bem conhecido (ver, por exemplo, Henry [18)) que -A é o gerador de um 

semigrupo analítico { e-At : t 2: O} em X que satisfaz lle-AtliL(X) ~ 1, para todo t 2: O. Tomando 

p > O de modo que Re a(A + pl) > O, podemos definir os espaços de potências fracionárias 

Xº = D((A + pl)ª) munido da norma do gráfico llvllo,p = ll(A + pl)ªvllLP, para cada a 2: O. 

Como diferentes escolhas de p induzem normas equivalentes em Xª, vamos daqui para o que 

segue suprimir a dependêcnia de p (cf. Henry [18], Def. 1.4.7). Vamos a seguir enunciar as 

principais propriedades dos espaços Xª; as demonstrações podem ser encontradas em Henry 

[18], Teoremas 1.4.8 e 1.6.l. 

Proposição 3. 1} Para cada a 2: O, Xª é um espaço de Banach com a norma llvlla = IIAªvll
Mais ainda, como A tem resolvente compacto, as inclusões D(A) e.....+ Xª Y X são compactas, 

para cada O ~ a < l. 

2} Se 2a - ; > k - f e q 2: p, então Xª e.....+ wk,q(ü); 

3) Se 2a - ; > v 2: o, então Xª e.....+ C 11 (n). 

Em vista da Proposição 3, vamos no restante desse trabalho tomar p > max{l,. ~} e escolher 

a no intervalo max{½, ~} <a< l. Dessa forma, o espaço Xª satisfaz as seguintes propriedades: 

(4.5) 

(4.6) 

com inclusões compactas, onde O ~ v < 2a - : . Em particular, cada elemento de Xª é 

uma função contínua em n. Seguem-se ainda dos resultados de Henry [18], Teorema 1.4.3, que 

e-At(Xª) C Xª, para todo t 2: O e que lle-AtllL(X"') ~ rª, para t > O. 

Lema 1. Sejam>.> O, f E .LP(ü) eu a solução de 

{ 
-~u(x) + >.u(x) = f (x), 

i~(x) = Ü, X E 8Q. 

Se f(x) 2: O para x E n, então u(x) 2: O para todo x E n. 

Demonstração. Como u E W 2,P(ü), então u é contínua em n. Seja x um ponto onde u atinge 

seu mínimo, u(x) = minxEITu(x), e suponhamos que u(x) < O. Se x E n, então v'u(x) = O 

e ~u(x) 2: O, o que implica que >.u(x) = ~u(x) + f (x) 2: O, contradição. Logo, x E an. Se 

v = -u, então v satisfaz ~v(x) - >.v(x) 2: O, para x E n e tem máximo v(x) > O no ponto 

x E an. Pelo Princípio do Máximo (Teorema 8, p. 67, Protter-Weinberger (24)), devemos ter 

i~ (x) > O, contra a hipótese. Logo, u(x) 2: O e u(x) 2: O para todo x E n. 1 
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Decorre do Lema l e da forma desacoplada (4.4) do operador .4 definido anteriormente que

o resolvente (À + .4)'l de --,4 é um operador positivo para cada À > 0. Como (ver Henry j181,

23)P

.'"'" - JIH.(.z' + :.©'"«

para todos u C X e t 2 0, concluímos que e '4t é um semigrupo de operadores não negativos,

isto é, se u = (S, ui, ...,u«) C X tem componentes não negativas (e escreveremos u 2 0), então
e'''!tu ? 0, para todo t 2 0. Deste fato e das propriedades anteriores, concluímos que o cone

X: das funções em X' cujas componentes são não negativas é um conjunto fechado e invariante
pelo semigrupo {e'''lt : t ? 0].

Como estamos interessados em soluções não negativas de (4.1) e .Ê não está definida para

todos os valores de $ < 0, vamos, sem perda de generalidade, redefinir .Ê em todo (--oo,oo)

colocando .Ê(S) = 0 para S $ g, d = 1, ..., n. Continuaremos a indicar ainda por .Ê as funções

assim redeíinidas e podemos supor que são funções de classe (7''. Com essas observações, seja

f' : Xa --} X definida por

F'(")(z) - ('y(l - !$))S(z) - }: mj/j(S(n))uj('), (mt/l(S(a)) - 'Ü)"-("),J (4.7)

(m./«(S(z)) - d.)u«(z)) )

para z C Q. Então vale a seguinte

Proposição 4. -F é ZípscÀitízíana em c07Üunfos limitados de Xa. .A/ém disso, para cada con-

j-f. Zím t«d. B = {« C X' : « ? 0 . 11«11« $ Z,}, eaí;fe «m «úme« «aZ p«{tí« P = P(-a), f.!
q«. F(u) + Pu ? 0, P«. hd. « C B.

Z)emonstração. A primeira a6rmação segue imediatamente do fato de que X' q C"(Q) e das
desigualdades

l.Ê(Si)-.Ê(S2)l$ -1lSi- S21
aá' '

e

Ig(Si) - g(S2)l $ '1$i - S21(l + ';lSi + S21),

para todos Si 2 0, S2 2 0, onde g(S) = 'r(l -- #)S. Quanto à segunda afirmação, seja

B = {u C X" : u ã 0 e llull.. $ b}. Se C' é a constante de imersão de X' em O"(Q), então

0 $ uj(z) $ allull. $ CZ',

para todos z € Q, 0 $ .j $ n e u C .B jtomamos uo q
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Decorre do Lema 1 e da forma desacoplada (4.4) do operador A definido anteriormente que 

o resolvente (À+ A)- 1 de -A é um operador positivo para cada À > O. Como (ver Henry [18], 

p . 23) 
t 

e-Atv = lim (I + -A)-nv 
n-+cio n 

para todos v E X e t 2: O, concluimos que e-At é um semigrupo de operadores não negativos, 

isto é, se v = (S, ui, .. . , un) E X tem componentes não negativas (e escreveremos v 2: O), então 

e-Atv 2: O, para todo t 2: O. Deste fato e das propriedades anteriores, concluimos que o cone 

X+ das funções em Xª cujas componentes são não negativas é um conjunto fechado e invariante 

pelo semigrupo { e-At : t 2: O}. 

Como estamos interessados em soluções não negativas de (4.1) e Íi não está definida para 

todos os valores de S < O, vamos, sem perda de generalidade, redefinir Íi em todo (-oo, oo) 

colocando fi(S) = O para S ~ -T, i = 1, .. . , n. Continuaremos a indicar ainda por Íi as funções 

assim redefinidas e podemos supor que são funções de classe C00
• Com essas observações, seja 

F : Xª ➔ X definida por 

(4.7) 

para x E n. Então vale a seguinte 

Proposição 4. F é Lipschitiziana em conjuntos limitados de Xª. Além disso, para cada con

junto limitado B = {v E Xª: v 2: O e llvlla ~ b}, existe um número real positivo {3 = {3(B), tal 

que F(v) + (3v 2: O, para todo v E B. 

Demonstração. A primeira afirmação segue imediatamente do fato de que Xª '-+ cv(n) e das 

desigualdades 

e 
1 

lg(S1) - g(S2)I ~ ,IS1 - S2I(1 + KIS1 + S2I), 

para todos S1 2: O, S2 2: O, onde g(S) = ,(1 - f )S. Quanto à segunda afirmação, seja 

B = {v E Xª : v 2: O e llvlla ~ b}. Se C é a constante de imersão de Xª em cv(n), então 

para todos x E n, O~ j ~ n e v E B [tomamos u0 = S]. 
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Escreva F' (ã,a, , Fn). Se l $ .j $ n, para todo u (S, ui, ..., «.) C B, temos

4(«) + Puj (mjfj(S) dj)uj + Puj ? (/3 dj)uj 2 0,

se tomarmos /3 ? 4. Se j 0, então

Ro(«)+P"o = g(S)+PS ELim{.Ê(S)"j
? g(S) + PS ':=::=:1:::='1JS("i + "2 + ... + u«)

z I'y(i - #) - 'l=1:E:l:::='ll"az' + #l s
? lv(i g) - ":=lU:l:::='1'«az' + pl s,

pois /í(S) $ 1 S, para todos S 2 0 e l 5; { $ n. Portanto, tomando

P 2 m«. {a:, ..., a«, ==iiE:'ini.}} c«ó} ,

obtemos f'(u) + Pu ? 0, para todo u C B e a proposição está demonstrada.

Com essa notações, o problema (4.1), (4.2) pode ser escrito como uma equação de evolução
na forma

l

ó(t) + -A«(t) (t)), f > o

«(0)
(4.8)

O proximo resultado mostra que o problema (4.1), (4.2) é bem posto em X:. Primeiro,

estudamos soluções /Facas de (4.8), isto é, soluções da equação integral correspondente, e depois
soluções clássicas. As demonstrações seguem imediatamente dos resultados anteriores e dos

Teoremas 3.3.3 e 3.5.2 de Henry j181.

Teorema 4. Z)ado t;o C X$, ezásfe tt > 0 e uma lírica .função contúua u : 10, tt) -> X: ta/ qzie

«(0)

. 'l0-4.F(«(.))d.,

para todo 0 $ t < tt. Se tt < .o, então limsupt-t:- ll-F(t,(t))ll = '». Mais ainda, para cada

t2 < ti, u é de classe (;: e'n (0,t2), u(t) C XÍ, para todo 0 < a < a, e o é u«.a solução clássica
de (4.t), (4.2).

0
u(t) = e ''!'t;o +

.Esboço da Demonsf7'anão. Primeiro, escolhemos b > 0 para que o conjunto B = {u C Xa : u 2

0 e llull.. $ b} contenha uo. A seguir, escolhemos /i > 0 para que F'(w) + Pw 2 0, para todo

4.2 Existência e positividade de soluções 43 

Escreva F = (Fo , FI, ·· ·,Fn) - Se 1 :::; j :::; n, para todo v = (S,u1, ... , un) E B, temos 

se tomarmos f3 ~ dj . Se j = O, então 

Fo(v) + f3uo 

pois Íi ( S) :::; ;i S, para todos S ~ O e 1 :S i :::; n. Portanto, tomando 

. { ( Cb) max{m1, .. . , mn} } /3 ~ max d1, ... ,dn,-, 1- K + . { } Cnb , 
m1n a1, ... , an 

obtemos F(v) + f3v ~ O, para todo v E B e a proposição está demonstrada. 1 

Com essa notações, o problema (4.1), (4.2) pode ser escrito como uma equação de evolução 

na forma 

{ 
v(t) + Av(t) = F(v(t)), t > O 

v(O) = vo. 
(4.8) 

O proximo resultado mostra que o problema (4.1), (4.2) é bem posto em X+· Primeiro, 

estudamos soluções fracas de (4.8), isto é, soluções da equação integral correspondente, e depois 

soluções clássicas. As demonstrações seguem imediatamente dos resultados anteriores e dos 

Teoremas 3.3.3 e 3.5.2 de Henry (18]. 

Teorema 4. Dado vo E X+, existe t1 > O e uma única função contínua v : [O, t1) -+ X+ tal que 

v(O) = vo e 

v(t) = e-Atv0 + t e-A(t-s) F(v(s)) ds, 
lo . 

para todo O :::; t < t1. Se t1 < oo, então limsupt-Hi- llF(v(t))II = oo. Mais ainda, para cada 

t 2 < t 1 , v é de classe C1 em (O, t2 ), v(t) E X+, para todo O< CT < a, e v é uma solução clássica 

de (4.1), (4.2) . 

Esboço da Demonstração. Primeiro, escolhemos b > O para que o conjunto B = { v E Xª : v ~ 

O e llvlla :::; b} contenha vo. A seguir, escolhemos /3 > O para que F(w) + (3w ~ O, para todo 
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m C .B, coforme a Proposição 4. É claro que se u é solução de (4.8), então w(t) = ePtu(t) é
qnliipãn Hí'

t

0

Í ú(f) + A««(t) = eP'.F(e'P'««(t)) + P««(t) = G(f, .«), f > 0
1. ««(o) = «o,

onde G satisfaz G(to) 2 0 se w C B e G é Lipschitziana em conjuntos limitados, com constante

de Lipschitz Lip(G) = Lip(.F) + l/31. Portanto, w é solução de

zo(t) = e'''!'uo + / e-A('-')G(s,w(s)) ds

Agora, escolhemos p > 0 e t2 > 0 para que o operador T : a(lO, t21, -BP) -+ a(lO, t21, .BP) definido
por

seja uma contrição, onde .BP = {u C x' : u ? o, llull. $ b e llu -- uoll $ p}. Como e-At 2 0
e G(t,w) 2 0 pala t ? 0 e m C -BP, temos 7'w 2 0 e, portanto, o ponto 6xo w = Tw também
satisfaz w ? 0. O argumento de que u é solução clássica segue as linhas de Henry j18j; o restante

da, demonstração é análoga ao caso usual. l

0
(7'««)(f) = e'''l:uo + .-'!G 4G(.,««(.))d.

Í

Pelo Teorema anterior, concluímos que as soluções de (4.1), (4.2) existem num intervalo

10, tl), são não negativas e são soluções clássicas. Dessa forma, as hipoteses preliminares de

Smo[[er j2S], p. 199, estão satisfeitas para (4.1), (4.2) e, portanto, E = ]RTi é um retângu]o

invariante pelo buxo de (4.1), (4.2). Para mostrarmos que as soluções são globais, vamos utilizar
o seguinte resultado devido a Morgan 1231.

Teorema 5. S«p.nA« q« D = di.g(di,...,d.) é «m. m'tH, «.Z com fazem'nt« dj > 0, /
R" -} Rm é uma /unção de classe (;'i e que RT é ímpar ante para o sistema

l «,(z,t) (z,t)+/(u(z,t)), zCQ, t>0

l :(«,o - o, ,'an, t:»o
l u(z, 0) = uo(z), z C Q.

(4.9)

S«p-À« q«. « é «m. s.Zuçã. m«á«../ de Íg.09 de$n em lO,tl) e q«e «i.tem /u«çõe; -H
RT -"> R e Ai : IR+ -+ R de classe (-J2 tais gue

. (nl) ntz] E=:i hi(zi) para todo z c RT;

. Í#2)hi(zi) 20, AI'(zi)20 para todoszicR-+ e l$ 5;m;

. ÍX3) .ü(z) -+ oo se e somente se lzl --} oo em R+;
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w E B, coforme a Proposição 4. É claro que se v é solução de (4.8), então w(t) = e13tv(t) é 

solução de 

{ 
w(t) + Aw(t) = ef3tF(e-f3tw(t)) + f3w(t) = G(t, w), t > O 

w(O) = vo, 

onde G satisfaz G(w) 2: O se w E B e G é Lipschitziana em conjuntos limitados, com constante 

de Lipschitz Lip(G) = Lip(F) + 1/31- Portanto, w é solução de 

w(t) = e-Atvo + fot e-A(t-s)G(s, w(s)) ds. 

Agora, escolhemos p > O e t2 > O para que o operador T : C([O, t2], Bp) ➔ C([O, t2], Bp) definido 

por 

(Tw)(t) = e-Atv0 + fot e-A(t-s)G(s, w(s)) ds 

seja uma contração, onde Bp = {v E Xº : v 2: O, llvll 0 :S b e llv - voll :S p}. Como e-At 2: O 

e G(t, w) 2: O para t 2: O e w E Bp, temos Tw 2: O e, portanto, o ponto fixo w = Tw também 

satisfaz w 2: O. O argumento de que v é solução clássica segue as linhas de Henry [18); o restante 

da demonstração é análoga ao caso usual. 1 

Pelo Teorema anterior, concluimos que as soluções de (4.1), (4.2) existem num intervalo 

[O, ti), são não negativas e são soluções clássicas. Dessa forma, as hipoteses preliminares de 

Smoller [25], p. 199, estão satisfeitas para (4.1), (4.2) e, portanto, I: = IR:+1 é um retângulo 

invariante pelo fluxo de (4.1), (4.2). Para mostrarmos que as soluções são globais, vamos utilizar 

o seguinte resultado devido a Morgan [23). 

Teorema 5. Suponha que D = diag(d1 , ... , dm) é uma matriz real com elementos dj > O, f : 

IRm ➔ IRm é uma funçãO de classe C 1 e que IR+ é invariante para o sistema 

1 
Vt(X, t) 
âv 
âv (x, t) 

v(x,O) 

D!::iv(x, t) + f (v(x, t)), x E n, t > O 

o, 
vo(x), 

x E an, t > o 
X E 0. 

(4.9) 

Suponha que v é uma solução maximal de (4.9) definida em [O, t1) e que existem funções H : 

IR+ ➔ IR e hi : IR+ ➔ IR de classe C2 tais que 

• (H3) H(z) ➔ oo se e somente se lzl ➔ oo em IR+; 
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e r#y,) ezÍste uma matriz .4 C Rmx" sala:i/azerzda aÍj 2 0 e aí{ > 0 fa! que, para cada l $
j $ m, ezístem r 2 0, Kt 2 0, .K2 ? 0, ndependerztes de .j, tais que E{.: ajÍh;(z{)/i(z) $

Ki(-H(z))' + -K2 para todo z c RT;

. ÍXS) Ezísfem qi ? 0, .KS ? 0, KÕ 2 0 tais gue, para todo l $ ã $ m, [em-se h;(zi)/,(z) $

K'5(-H'(z))gi + -l(6 para toda z c RT;

. ÍZÕ) z saem K7 2 0 e K8 2 0 tais que Vn(z) . /(z) $ K7.H(z) + K8 para todo z c iKT

Então, ti = (x).

Proposição 5. .4s soluções do sistema éy..Z,), éy.PJ estão de$nidas para todo f ? 0

l)emonsfração. Vamos verificar que as hipóteses do Teorema 5 estão satisfeitas para (4.1),
(4.2). Para isso, seja u = (S(z,t),ut(z,t),...,u«(z,t)) uma solução de (4.1), (4.2). Sejam

H(S,ul, ...,u«) = S+ ul + ... + u., h = u e .A = (aij) C R("+1)»'(n+l) satisfazendo aij = 0 para

i < J e aij = 1 para á 2: j, para 0 $ {,.j 5; n

Tomando r = 1, qi = 1, .K'i := ', K'2 := 0, .1(4 :: 0, 1(5 := maxi'y,ml,..-,7nn}, .K6 :: 0,

Kr = ', e K8 = 0, então as hipóteses (.HI) - (n6) do Teorema 5 estão satisfeitas. De fato, para

(HI) - (#3) isso é óbvio. Para r = 1, Ki = ' e K2 = 0, temos

>l: ajih; (ui)É(u)
J

lZ
'yuo -- Íuã -- dtut -- --d.u.

< '(uo+...+u«) = Ki-H(u)+.K2,

logo (.H4) é satisfeita. Agora,

hÍ/:(") - '"o {uã - >. m:::q11h $ 1.H(")
Z

e

h;.Õ(«') - mi;j::Í:- -- '2i.'i < "''iui < mÍ-H(")
Portanto, para qi = 1, .KÕ = 0 e .KS = maxi'y,mt, ...,m.}, obtemos a condição (.1]5). Final-
mente,

,«. -E«;=q\--E«:il'l\
5; K'z-H(u) + K8,

para K7 - ' e K8 - 0. Consequentemente, pelo Teorema 5, as soluções do sistema (4.1), (4.2)
estão de6nidas para todo É ? 0. l

Corolário 3. O prol,/ema Íg.-Z), Íg.P) de$ne um semígrupo não /ínear T(t) : Xg -+ X$

Z

VH' (u) ./(u) E: a:":
á-l
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• (H4) existe uma matriz A E JRmxm satisfazendo aij 2 O e aii > O tal que, para cada 1 ::; 

j::; m, existem r 2 O, K1 2 O, K2 2 O, independentes de j, tais que ~{=1 a1ih~(zi)fi(z)::; 

K1 (H(z)t + K2 para todo z E lR+; 

• (HS} Existem q1 2 O, Ks 2 O, K6 2 O tais que, para todo 1 ::; i ::; m, tem-se h:(zi)fi(z) ::; 

Ks(H(z))q1 + K6 para todo z E IR+; 

• (H6} Existem K1 2 O e Ks 2 O tais que "v H(z) · f(z)::; K1H(z) + Ks para todo z E lR+· 

Então, t1 = oo. 

Proposição 5. As soluções do sistema (4- 1}, (4-2} estão definidas para todo t 2 O. 

Demonstração. Vamos verificar que as hipóteses do Teorema 5 estão satisfeitas para (4.1), 

(4.2) . Para isso, seja v = (S(x, t), u 1 (x, t), ... , un(x, t)) uma solução de (4.1), (4.2). Sejam 

H(S, u1, ... , un) = S + u1 + ... + Un, hi = Ui e A= (aij) E JR(n+l)x(n+l) satisfazendo aij = O para 

i < j e aij = 1 para i 2 j, para O ::; i, j ::; n. 

Tomando r = 1, q1 = 1, K1 = ,, K2 = O, K4 = O, Ks = max{,,m1, ... ,mn}, K6 = O, 

K1 = ,, e Ks = O, então as hipóteses (Hl) - (H6) do Teorema 5 estão satisfeitas. De fato, para 

(Hl) - (H3) isso é óbvio. Parar= 1, K 1 =, e K2 = O, temos 

j 

L a1ihHui)fi(u) 
i=l 

logo (H4) é satisfeita. Agora, 

e 
1 ( ) UQUi ( ) hJi u = mi--- - diui < miui < miH u . 

ai +uo 
Portanto, para q1 = 1, K6 = O e Ks = max{,,m1, .. ,,mn}, obtemos a condição (H5). Final-

mente, 

"v H(u).f(u) 

para K1 =, e Ks = O. Consequentemente, pelo Teorema 5, as soluções do sistema (4.1), (4.2) 

estão definidas para todo t 2 O. 1 

Corolário 3. O problema (4- 1}, (4-2) define um semigrupo não linear T(t): xi ➔ X+ · 
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4.3 O atrator global

Nesta seção mostraremos que o sistema (4.1), (4.2) tem um um atrator global compacto.
Para isso, vamos mostrar inicialmente que as soluções são uniformemente limitadas numa norma

mais fina, usando um argumento empregado por N. Alikakos l21 (ver também Henry j181 e H.

Smith l71).

Primeiramente, vamos mostrar que a primeira componente de uma solução de (4.1), (4.2) é
uniformemente limitada na norma de .Z;'o

Proposição 6. Sda u ui, ..., u«) um« «Zuçã. de ry..í), é4.P9 c.m c-dirão inicia/ u(-,0) 2
0. Enfã., e,í.te 0 < d $ 7 f'i g«e .e (a,t) C Q x IO, .«), .ntão

0 $ S(aç,f) $ ?gZ + e''' m©So(aç).

Z)emonsfração. Seja d = mini'y,di, ...,dn}. Comparando os grá6cos da reta g/ =

parábola Z/ = 7(l -- #)S, concluímos que 'y(l -- #)S $ dS + 2K'r, para todo SC
S satisfaz

dS + b e da

]R. Portanto,

Í St $ boAS dS+2k'r, (z,t)cQx(0,oo)
l g t) C aQ x (0,")
1. S(a,0) (z), a C Q, So(z) 2: 0,

e, portanto, S(z, t) $ w(z, t), onde w é a solução de

l wt

«, (z, 0)

(4.10)

Õ.a.«« - d«« + 2k'y, (z, t) € Q x lO, .«)
0, (z, f) € aQ x (0, .«)
So(z), g C n.

(4.11)

Escrevendo t0(3ç,t) = z(z, t)e'd' + Zgz(l

Zt = i50AZ

ã - o,

z(z, 0) = So(z),

e'dt), então z satisfaz

(aç, t) C Q x (0, oo)
(z, f) C an x (0, oo)
z C Q, SO(z) ? 0

(4.12)

Pelo Princípio do Máximo Forte para equações pai'abólicas (ver, por exemplo, Protter-
Weinberger 1241, p. 174), o máximo ou mínimo de z(z, f) ocorre em t = 0. Consequentemente,

0 5; z(z,f) $ max,en z(z,0), para todo (z, f) C ç2 x lO, .o) e, portanto,

0 $ S(z, t) $ g:lZ(i -- e''') + e''' :H So(z),
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4.3 O atrator global 

Nesta seção mostraremos que o sistema (4.1), (4.2) tem um um atrator global compacto. 

Para isso, vamos mostrar inicialmente que as soluções são uniformemente limitadas numa norma 

mais fina, usando um argumento empregado por N. Alikakos [2] (ver também Henry [18] e H. 

Smith [7]) . 

Primeiramente, vamos mostrar que a primeira componente de uma solução de (4.1), (4.2) é 

uniformemente limitada na norma de L00
• 

Proposição 6. Seja u = (S, u1, ... , un) uma solução de (4.1}, (4-2) com condição inicial u(-, O) ?: 

O. Então, existe O< d :S, tal que se (x,t) E n x [O,oo) , então 

2K, dt 
O :S S(x, t) :S -d-+ e- m~So(x). 

xEn 

Demonstração. Seja d= min{,, d1, ... , dn}- Comparando os gráficos da reta y = -dS + b e da 

parábola y = 1 (1 - f )S, concluímos que ,(1- f )S :S -dS + 2K 1 , para todo S E IR. Portanto, 

S satisfaz 

{ 
St < 80!::::.S - dS + 2k1 , (x, t) E f2 x (0, oo) 
as o, (x, t) E 8f2 x (0, oo) av 

S(x, O) So(x), x E n, So(x) ?: O, 

e, portanto, S(x, t) :S w(x, t), onde w é a solução de 

{ 

Wt 

w(x,i~ 

óof::::.w - dw + 2k1 , (x, t) E n x [O, oo) 

o, 
So(x), 

(x, t) E 8f2 x (0, oo) 

X Ef2. 

Escrevendo w(x, t) = z(x, t)e-dt + 2~ 7 (1 - e-dt), então z satisfaz 

{ 

Zt 

8z 
av 
z(x, O) 

óof::::.z (x, t) E n X (O, oo) 

0, (x, t) E 8f2 X (0, oo) 

So(x), x E n, So(x)?: O. 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

Pelo Princípio do Máximo Forte para equações parabólicas (ver, por exemplo, Protter

Weinberger [24], p. 174), o máximo ou mínimo de z(x, t) ocorre em t = O. Consequentemente, 

O :S z (x, t) :S maxxrn z(x, O), para todo (x, t) E n x [O, oo) e, portanto, 

2K, d d O :S S(x, t) :S -d-(1 - e- t) + e- t max S0 (x) , 
xES1 
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para (z, f) C ç2 x lO, .n). l

Para obter limitação das outras componentes da solução na norma .L'', vamos primeiro

encontrei uma limitação na norma .Li e usar um argumento de Alikakos l21.

Proposição 7. Sejam d = mini'y,di, ...,d«} e u(.,t) uma solução de Í#..Z), Íy.21. .Então

)ll: ll«:(',t)llt: $ '-'' >1: 11ui(', 0)ll'- + !nlKI(i -- ''''){-oi-o

Z)emonsfração. No cálculo a seguir, seja S = uo. Somando a$ equações de (4.1), integrando em
Q e usando as Identidades de Green, obtemos

/

,.'h;. %-- .c~'" - T'". - (4.13)

$ .Á l-a«.(., o + 2K' - }:ó«:(,, ol &
-a .Á >ll: «:(', t) 'z" + lnlK''r.

Agora pela desigualdade de Gronwall temos

[nE '0a« $ .-''.ÁE«:(,,0+ll1]]ia e'd'), (4.14)

isto é,

>l: 11«{( , t)llL: $ '-'' >11: 11u:(', 0)ll.:+ !nlKV(i - e''')á-oÍ-o'

para todo t 2 0. l

Observação l. -De acordo co«. a Proposição anterior temos que, se llu( , 0)lll:,: é /imáf«do, então

llu(.,f)ll : é / matado para lodo t ? o.
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para (x, t) E n X [O, oo). 1 

Para obter limitação das outras componentes da solução na norma L00
, vamos primeiro 

encontrar uma limitação na norma L 1 e usar um argumento de Alikakos [2]. 

Proposição 7. Sejam d= min{,, d1, .. . , dn} eu(·, t) uma solução de (4-1), (4.2) . Então 

Demonstração. No cálculo a seguir, seja S = u0 . Somando as equações de (4.1), integrando em 

n e usando as Identidades de Green, obtemos 

d ( n 
dt Jr. L ui(x, t) dx = 

f2 t=O 

< 1. [-duo(x, t) + 2K-y-t du,(x, t)] dx 

= -d 1 t Ui(x, t) dx + 1n1K,. 
n i=O 

Agora pela desigualdade de Gronwall temos 

isto é, 

para todo t ~ O. 

(4.13) 

(4.14) 

1 

Observação 1. De acordo com a Proposição anterior temos que, se llu(•, O)llv é limitado, então 

llu( ·, t)llv é limitado para todo t ~ O. 
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Proposição 8. Suponha que u (z,t) ? 0, 0 $ ã $ n é urna solução do sistema Íy.-Z), Í#.P) e

s«p-h' q«. e«í.le «m. c.n.t«te a > 0 tal q«e .up t?o /nu{(z,t)dz < C, p«« l $ { $ n.

Enfã., .,i.:' "m« co«.t-fe a*, g«. dep.nd. «p.n«. C flui(-,0)llLW, l 5; á $ n, t./ g«
sup t>ollui(., t)lltm $ c*

Z)emonsfração. Para simplificar a notação, escrevamos, para l $ i$ n, uma das equações do
sistema (4.1) como

onde -F(u) = m-za-u du. Desta forma, multiplicando esta última equação poi u2

grande em Q, usando as Identidades de Green e a desigualdade F(u) $ mu, obtemos

L GL*'«à - 'Ü»«*'-:««* L''':''"-,
;ã ' .L\'''''' bp-« -* « .L';' '".

t
i, inte-

(4.15)

De fato,

t6.u)d''*dac - f u2'-: q:-aa - f 'V.'V(d''-: )d:, -o. Jõn au Jn.

já que gii = 0. Como Vu2 ': - 2k'i&2h''-iVu, temos

J '7«v(ua' -" )'«..

IV(u2k'')l2 = 'V'(u2i'i)V(u2k'i) = 22k 2u2h-2l'V'ul2;

por outro lado, VuV(u2''t) = (2k l)u'' 2l'Vul2 e, consequentemente,

- ;;Jiv("'''')t'VuV(u''':)

Equivalentemente, já que

á(i. ;AÍ (;Z.«'''',' ',) ,
temos

á({z'«''':,''.) .
Sejam

9k .l
':#' IV(u'''')I' daç

Q
+ 2'-:m l h''

Q
:)'dz. (4.16)

(4.17)'2'd, .*..2*-:.

Então, (4.16) assume a forma

w2 dz 'l $ --õk IVt«I' dz + mk'Q
w2 daç.

Q
(4.18)
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Proposição 8. Suponha que ui(x, t) ~ O, O s i ::S n é uma solução do sistema (4.1}, {4-2} e 

suponha que existe uma constante C > O tal que sup t2:0 fn ui(x, t) dx < C, para l S i S n . 

Então, existe uma constante C*, que depende apenas de Cede llui(-,O)llu'°, 1 Si S n, tal que 

sup t2:ollui(·, t)lluX) S C*. 

Demonstração. Para simplificar a notação, escrevamos, para 1 S i S n, uma das equações do 

sistema ( 4.1) como 
au at =ob..u+F(u) 

onde F(u) = m~+u u - du. Desta forma, multiplicando esta última equação por u2k_1, inte-ª uo 
grando em n, usando as Identidades de Green e a desigualdade F(u) S mu, obtemos 

De fato, 

a 2k-l k 1 2k- l 1 já que 8~ = O. Como 'vu = 2 - u - 'vu, temos 

por outro lado, 'vu'v(u2k_1) = (2k - l)u2k_2i'vuJ2 e, consequentemente, 

'vu'v(u2k-1) = ~:,:; Jv'(u2k-1)J2. 

Equivalentemente, já que 

d ( 1 { 2k ) 1 d ( 1 { 2k- l 2 ) 
dt 2k ln u dx = 2k-1 dt 2 ln (u ) dx ' 

temos 

!!_ (! { (u2k-l)2dx) 
dt 2 ln 

Sejam 

Então, {4.16) assume a forma 

:t (t ln w2 
dx) S -ok ln Jv'wJ

2 
dx + mk ln w2 

dx. 

(4.15) 

{4.16) 

{4.17) 

(4.18) 
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Usando a desigualdade de Nirenberg-Gagliardo e em seguida a desigualdade de Young obte-
mos

2

«,'a«s./ lv«,I'a«+c.l/ ««a«l ,
Q JQ \JQ /

onde Oc := c + (7c ? e C é uma constante positiva. Pai'a ver isto, observe que pela desigualdade

de Nirenberg-Gagliardo, a saber

(4.19)

ll««llw.,, $ C'lltollh-,, llwllF-'0

dep2q, p2r, 05105;l e k $ 5;0(m--t)--a!(l;=© ou 0Z2:lh, temosondep2q, p2r, 0$05;l e k t 5;0(m--t)--J115

ll««ll! = /. .«'dz = ll««Íiâ..,, $ all'"ll$-., ii«,lil.'-')

Agora considere a desigualdade de Young

ou equivalentemente trocando a por ci;a e b por c ib obtemos ab $ cap + c ;bÇ, onde p e q
não são necessariamente as mesmas constantes como na desigualdade de Nirenberg-Gagliardo.

Pela desigualdade anterior, se trocamos llwll$:,, por (i) ' llwll$:., e llwll2(i o) por i' ' llwll2(1'0),
então

l l l+
P g

l l

a'ab< -- + -- Cola
qP

a[[w[[$:,,11w]]$'-o $ a[((5)}11«,11$:,,)' +((S)'i]]««]]$'-o)']

.llt«ll3}1, + ctc-Íll«llz '-')í

.tl«,ilã,:,, + a.-g llwllÍ,. (4.20)

.lllv«,llÍ, + llwllÍ:l + c.-#ll«,llÍ:

.llv««llÍ, +(' + a''{)ll«,lli:

onde p :: ã, q = Í:!ê, CÉ = ac-g, 0 = N e usamos a seguinte norma equivalente em

W'i,2(Q): llwllwi,2(n) ' l/n IVml2dz + (/n toda)2l{. Consequentemente,

llwll2 = cllVwllÍ,, + O.llwllÍ,i onde O. = c + (7.-f.

N
= Cc 3'. 0 N e

(4.21)

Substituindo c por ck em (4.20) obtemos, depois de multiplicar cada lado de (4.19) por
(mk + ck) e rearranjar,

--(mk+ck)ck/ IV««l2dz$(mk+ck)/ to2dz+(mt+ck)C..(/ ««d,ç)2.(4.22)
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Usando a desigualdade de Nirenberg-Gagliardo e em seguida a desigualdade de Young obte

mos 

(4.19) 

onde CE =E+ CE-t e C é uma constante positiva. Para ver isto, observe que pela desigualdade 

de Nirenberg-Gagliardo, a saber 

ondep~q, p~r, o:s;0:s;1 e k-;:s;0(m-~)-N(~-O) ou 0~/:.N, temos 

llwll~ = ln w 2dx = llwll~o,2 S Cllwll~1,2 llwll~\1-
0

) · 

Agora considere a desigualdade de Young 

aP aq 
ab< -+

- p q 
1 1 

com -+-=l 
p q 

ou equivalentemente trocando a por E¼ a e b por E-} b obtemos ab :s; wP + E-; bq, onde p e q 

não são necessariamente as mesmas constantes como na desigualdade de Nirenberg-Gagliardo. 

Pela desigualdade anterior, se trocamos llwll~1,2 por (~)¼llwll~1.2 e llwll~\1-0) por ~-¼llwll~\1-e), 

então 

li 11 20¼ c'l. _'l. li 112(1-e) i~e 
E W Wl,2 + PE P W LI 

(4.20) 

= Ejj'vwlli2 +(E+ CE-f)llwlli1 

d 1 1 e e _!f.. 0 N · t · 1 t on e p = 0 , q = 1_ 0 , E = E 2, = 2+N e usamos a segum e norma eqmva en e em 

w 1,2(n): llwllw1,2(n) = lfn lv'wj2dx + Un. wdx)2]½. Consequentemente, 

(4.21) 

Substituindo E por Ek em (4.20) obtemos, depois de multiplicar cada lado de (4.19) por 

(mk + Ek) e rearranjar, 

-(mk+Ek)Ek fn1vwl 2dxs-(mk+Ek) l w 2 dx+(mk+Ek)Cfk(l wdx)2. (4.22) 
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Escolhendo ck tal que mX;ck + cZ $ óA; obtemos a partir de (4.18) via (4.22) que

á(4 J.««'ó«) $ -õ* J. IV«,l:a« + m* /n «'d«

< (mk + ck)ck /n IV«,I'dz + mk /n w'dz

< -(mk + ck) in w'dz + (mk + ck)O« (/n wdz)' (4.23)

+mk /n w2dz

< --c. /n w:dz + (mh + ck)O« IZ,o«ndt?o /n ««dzl:

onde boundt?o /n mdz é uma constante que domina Jn wdz para t ã 0. Para obter a última

desigualdade, usamos a hipótese de indução supt?o /n u(aç, t)dz < a como segue

e Se k = 1 então w = u e, portanto, a derivada da norma .Z;2 de u satisfaz, por (4.23), a
desigualdade

L G l:úaà $ -'* .Lula« + Q«. + «)c.\.L«ú«f
< --cÀ; / u'dz + («nk + ck)a..[boundtzo / udz]'

u'dz + (mk + ct)(ll:.C'

Pela desigualdade de Gronwall obtemos

Q

Q

u(z, t)'dz < e''"' / u(s, 0): dz + {2EJ:.Sê)$tç-(t -- e':"')
Q ./n ek

-'«'lnl llu(-,0)llÍ- +(mh +ck)a..a'(l - e''"') < Ot

para f 2 0 (lnl indica a medida de Q).

© Se k :: 2 então to = u2 e, portanto, a derivada da norma .L4 de u satisfaz

.L (lli .Lu4aà < -« .Lu4d« + («.k -F «)C.tb-«'üZ. .Ldd«\a
u4dz + (mk + ck)(l:.Ct

pela observação anterior. A desigualdade de Gronwall nos fornece para f ? 0

u(z,tydz < e':"'jQI llu(.,0)llÊ- + (2ê-:Ef!)$&gl(i -- e''"') < C?2.

k

(. e'2eht .l u(.aB,Q)Z dB -.\
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Escolhendo Ek tal que mkEk + E~ ~ Ók obtemos a partir de ( 4.18) via ( 4.22) que 

(4.23) 

onde boundt?,O fn wdx é uma constante que domina fn. wdx para t ~ O. Para obter a última 

desigualdade, usamos a hipótese de indução supt?.:O fn. u(x, t)dx < C como segue 

• Se k = l então w = u e, portanto, a derivada da norma L2 deu satisfaz, por (4.23), a 

desigualdade 

~ -Ek l u
2
dx + (mk + Ek)Ctk[l udx]2 

< -Ek i u2dx + (mk + Ek)Ctk[boundt?_O l udx]2 

= -,, l u 2dx + (m, + ,,)c,,c2
. 

Pela desigualdade de Gronwall obtemos 

para t ~ O (JnJ indica a medida de n). 

• Se k = 2 então w = u2 e, portanto, a derivada da norma L 4 de u satisfaz 

< -Ek l u4 dx + (mk + Ek)CEk[boundt?,O l u2 dx] 2 

= -Ek l u4dx + (mk + Ek)CEkC1 

pela observação anterior. A desigualdade de Gronwall nos fornece para t ~ O 
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Seguindo esta ideia, obtemos o desejado para k 1,2, Consequentemente, a partir de (4.23)

Ín -'"'l01 11««(-, 0) llÍm©) + Í1111E.]:.Sê)QLlb«'nd.2:o .Á «,a«I'(i - '':"')
Voltando à notação anterior para m considerando (4.17) e assumindo por conveniência que

l{21 = 1 obtemos a partir das observações acima que

u2kdz $ e'2'Atlju2k-t(., 0)ll2 -(Q) + !:!!t1lEt)9LlbounÜZO /n u2k-tdaçl2(l -- e'2c#t)Q

e'2'htllu(-, 0) lll,-(n) + {:!!!!:!:E&}9LlboundtZO /n u2k-tdaçl2(l -- e'2"t) (4.24)

$ max {Él111ll1)9Llbow&dtZO Jn u''''dzl', llu(., 0)llLm(n)}

De fato,

e Se ch lboundt?o/nu2h'idaçl2 e o máximo, então

e'2'ktllju(.,0)llai (n) -- q jboundt2o/nu2'':dzl21 $ 0, logo

/nu2kdz$e'2"t[ llu(,0)]]2h(n) -- q ]óounázo/nu2'':az]2 ]

+ glE:!::&']Z,«'«d*?o J. «'''' d«]'

$ k9]:l:E:L]z,-«d.?o J. «''': d«]'

Se llu(-,0)llZm(n) é o máximo então

Jn u2tdz $ e'2'#tjju2t-i(., 0)ll2 -(n)

+ ÍlyC::)QLlb«'nd.ZO /n u'*-:dzl'(1 - '''"')
e'2cht[ llu2k-i(.,0)]]2-(n) -- cü ]boundt?o]nu2k'idaç]2

+ ::!tJ::t 9 lboundtzo /n u2k'idaçl2

$ 11u2k-i(.,0)ll2-(n) -- ch lboundtzo/nu2k-idaçl2

+ e:!!:J:EÊlgLlboundtzo /n u2k-idsçl2

llu2t-i(.,0)ll2-(n), já que c'2'tt $1
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Seguindo esta ideia, obtemos o desejado para k = l, 2, .... Consequentemente, a partir de (4.23) 

Voltando à notação anterior para w considerando ( 4.17) e assumindo por conveniência que 

IDI = 1 obtemos a partir das observações acima que 

De fato, 

< 

• Se llu(., O)i11,1:x,(!1) é o máximo então 

fn u2kdx :::; e-2€ktllu2k-1 (., O) lli=(n) 

+ (mk+€k)C,k [bound r u2k-ldx]2(l - e-2lkt) 
lk t~o Jn 

ll u2k-1 ( O) 112 J. á que e-2€kt _<_ 1 . . , L=(!1)' 

(4.24) 
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Sem perda de generalidade podemos supor também que Í cb 2 1, k = 1,2, ... e que a,

a constante que domina /n u(z,t)dz para t 2 0, também domina llu( ,0)llLm(n). Levando em
conta todas m observações anteriores obtemos, de (4.24), a desigualdade

ZI«"'« .(e'qP%)"('"*-: '1"-:'''-'):({"q?%)"''b4P)'" ' '''. (4.25)

De fato, note que Xo = llu(',0)Item(n) $ (7; introduzindo a notação

(mk + c#)O..
la* a« - x-\ a-

temos

Xi 5; maxlOtX2, a2}

X, $ maxla2X?, O' } $ m«'l02m'xlO?Xg',C''}, C2'}

m«{m«.{02a?X8,020 }, a2'} a20?Xo ,O,a''}

já que ai > 1

X3 $ m«.{C3Xj, a }$m«.{m«.{C30220t Xg',03022C }, C':}
(4.26)

m«'l030e2a? Xg;,03Ca2a' }

Xk $ maxlCk(#.iC#l2'..af'''X2', ok('2.i(#:,...(#'':c2'}

Agora como Xo < (7 temos X8k $ (172ü, logo Xk < Clyk(;2.t(7222'..(l:2i'i(;2k, como

queríamos demonstrar.

A meta final é estimar o lado direito de (4.25) e mostrar que ele se comporta como uma

contente da forma (const.)2*. Então, tomando a potência jí de ambos os lados de (4.25),
podemos passar o limite e obter a estimativa .L'"

De (4.21), G. se comporta como l , onde À = # já (lue O. = c + Cc-{ - (ca!?Z + (7)e'{
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Sem perda de generalidade podemos supor também que (mk~:k)C,k 2 1, k = 1, 2, ... e que C, 

a constante que domina fn u(x, t)dx para t 2 O, também domina llu(·, O)IILoo(n)· Levando em 

conta todas as observações anteriores obtemos, de ( 4.24), a desigualdade 

De fato, note que Xo = llu(·, O) IILoo(n) ~ C; introduzindo a notação 

{ 2k ck = (mk + Ek)C€k' ln u dx = Xk; Ek 

temos 

( 4.26) 

A X e X 2k c2k I x e c2 c22 c2k-1 c2k gora como o ~ temos O ~ , ogo k ~ k k-l k-2... 1 , como 

queríamos demonstrar. 

A meta final é estimar o lado direito de (4.25) e mostrar que ele se comporta como uma 

contante da forma (const.) 2
k. Então, tomando a potência ~ de ambos os lados de (4.25), 

podemos passar o limite e obter a estimativa VX). 

De (4.21), Ce se comporta como 2\, onde À= ~ já que Ce = E+ CE-!f = (E Ni2 
+ C)E-!f . 



Sem perda de generalidade temos

(mk + ck)(7.
€k

Para ver isto, note que ck íoi escolhido anteriormente para satisfazer a desigualdade

«.*« + .É :$ ;*.

De fato, a desigualdade anterior é equivalente a

«2'-:ck + cZ - õ!;i;J $ o;

logo, ck deve pertencer ao intervalo

consequentemente

ck $ }(--2A"' + ./#(2akm' -- 32õ+32.2kõ))

É }(--2Êm+

}(-2'm + ~''2"m' + 32õ) ;l=:$11;"p+32Ó

$ ../PG:M.-,«.'
8Õ

v22A m2 +22km

4õ canse.

Logo, usando a definição para õk e ak em (4.17), obtemos que CA;

ãá-. Consequentemente, o lado direito de (4.25) torna-se

/n u2tdn $(2t(À+2)m)2'(2(k-i)(À+2)m)2'(2(h-2)(À+2)m)2' ...(2(k(k-i»(X+2)m)2'':

n.r}2i' l .2(À+2)(k+2(k-1)+22(k--2)+...+2k-i(k-(k-- l») (ly2k

7n2k' l .2(À+2)( k+2Ê+i --2)02k

ck C
o, ]l2'm(-l + l/i(2"m' - 32õ + 32.2'õ))l

O atrator global4.3

2t(À+2)iã< , íã >>m

pode ser escolhidoscoin]

53

(4.27)

(4.28)

},'«'-: -'-v

'22km2 + 32õ)

(4.29)

da ordem

02'

(4.30)
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Sem perda de generalidade temos 

Para ver isto, note que Ek foi escolhido anteriormente para satisfazer a desigualdade 

De fato, a desigualdade anterior é equivalente a 

logo, Ek deve pertencer ao intervalo 

consequentemente 

< 

4'5 _ const. 
2km - ~ . 

53 

( 4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

Logo, usando a definição para Ôk e ak em ( 4.17), obtemos que Ek pode ser escolhido da ordem 

zh-. Consequentemente, o lado direito de (4.25) torna-se 

(4.30) 
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'limando potência l de ambos os lados de (4.30) e em seguida o limite quando k --> +oo,
obtemos

llullt (Q) $ ..11ym(m''ãF'.2O+ (:tt''"').a)
(4.31)

m .22(À+2) .a:

o termina a demonstração

Teorema 6. (considerando a Ralações da sacão .4.e, suponha que as ÀipóÍeses da Proposição 8

fazem. .Então, ezÍste uma conslanfe positÍtza O taZ gue limsupt.m flui(t, -)llX- < C.

Z)emonsfração

Representaremos a solução do problema (4.8) por U(f) = (uo(f),ut(t), ...,u«(f)).
fórmula de variação das constantes

Pela

(4.32)U(t) = e''4'U(0) + / e-'4(' ').F(U(s))ds
JO

onde -A e -F são definido na seção 4.2. Aplicando .A' a ambos os lados de (4.32) temos

.A'(U(t)) = 4'e'''l'P(0) + / ..4'e 'lG'4.F(U(s))ds
/0

t

Agora, das estimativas obtidas na Proposição (8) para todo p ? 1, existe uma constante C
tal que

limsup ll-P(U(s))ll, < (7.
t--> oo

Consequentemente,

llU'(t)llx- a"(P(t))ll

$ 11..4'e-A'U(0) ll, + ./l ll..4"e-A('-') llx ll-P(U(s))llP ds
(4.33)

$ Cat-'e-õ'ljU'(0)ll, + .H (7Ca(t -- s)''e'õ('-') ds

$ Oat-"e'Õ'llU(0)llp + J;"' aC.r 'e'õ' dr.

Consequentemente, com a estimativa (4.33) obtemos o desejado. l
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Tomando potência 2
1
k de ambos os lados de (4.30) e em seguida o limite quando k ➔ +oo, 

obtemos 

(4.31) 

m.22(>+2) .e, 

o termina a demonstração. 1 

Teorema 6. Considerando a notações da seção 4.2, suponha que as hipóteses da Proposição 8 

valem. Então, existe uma constante positiva C tal que limsupt➔= llui(t, ·)lixa < C. 

Demonstração. 

Representaremos a solução do problema (4.8) por U(t) 

fórmula de variação das constantes 

(uo(t),u1(t), .. . ,un(t)). Pela 

( 4.32) 

onde A e F são definido na seção 4.2. Aplicando A°' a ambos os lados de (4.32) temos 

Agora, das estimativas obtidas na Proposição (8) para todo p 2:: 1, existe uma constante C 

tal que 

limsup IIF(U(s))llp < C. 
t-tcx:J 

Consequ~ntemente, 

IIU(t)llxa IIA°'(U(t))II 

(4.33) 

Consequentemente, com a estimativa (4.33) obtemos o desejado. 1 
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Corolário 4. O sísfe«za éy..Z), Íy.2) de$ne um semágrupo não /ãnear T(f) : X: --} XS! com as
seguintes propriedades:

i,) T(t) é compacto para t > 0;

{i) T(t) é ponto d ssipalãuo. /sfo é, ezásfe um c07Üunto limitado .B C Xg tai que, para todo

« C Xg, e«i'fe «m T = T(«) > 0 f'Z q«e 7'(t)« C -B P«« [ 2 r;

íí0 Ó,bíf« de «ny-f« Jimif.dos .ã. /í«.ât.d«. Isto é, {T(t)a; t 2 0} é Zimif«d., p". q-Zg««
subconjunto limitado C C Xa+

Z)emonsfração. Observamos que no mergulho

X' é mergulhado em C'"(Q) x x 0"(Q),

a norma uniforme na Proposição 8 pode ser substituída pela norma (7" para algum p > 0. Por

outro lado, C" está compactamente mergulhado em a(n), logo segue a parte (í). Para provar
(í{), escolhemos -B como sendo a bola em X: de raio 2a onde (7 é a constante dada no Teorema
6. Finalmente, a parte ({i{) segue do Teorema 6. 1

Corolário 5 O sistema(4.1) possui um atrator global compacto

Z)emonstração. Segue do Corolário 4 e dos Teoremas dados em J. Hale 1261. l
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Corolário 4. O sistema (4-1), (4-2) define um semigrupo não linear T(t) : X+ ➔ X+ com as 

seguintes propriedades: 

i) T(t) é compacto para t > O; 

ii) T(t) é ponto dissipativo. Isto é, existe um conjunto limitado B e X+ tal que, para todo 

v E X+, existe um T = T(v) > O tal que T(t)v E B para t 2:'. T; 

iii) Órbitas de conjuntos limitados são limitadas. Isto é, {T(t)C; t 2:'. O} é limitado, para qualquer 

subconjunto limitado C e X+. 

Demonstração . Observamos que no mergulho 

a norma uniforme na Proposição 8 pode ser substituída pela norma cv para algum v > O. Por 

outro lado, cv está compactamente mergulhado em C(n), logo segue a parte (i) . Para provar 

(ii), escolhemos B como sendo a bola em X+ de raio 2C onde C é a constante dada no Teorema 

6. Finalmente, a parte ( iii) segue do Teorema 6. 1 

Corolário 5. O sistema(4- 1) possui um atrator global compacto. 

Demonstração. Segue do Corolário 4 e dos Teoremas dados em J. Rale [26] . 1 



CAPÍTULO 5

Bifurcação zip em um sistema de
reação-difusão

Neste capítulo, analisaremos um sistema de reação-difusão de dimensão (n + 1), modelando
a competição entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. A taxa de crescimento

da presa é uma função da capacidade de carga do meio ambiente. Mostraremos que aumentando
a capacidade de carga o modelo exibe uma óil/urcação zip.

K l Tn+rnHl?pãn
L/ e .n. .n.a.a.Çla. \.r \.4. LLyeA.v

Nessa parte final do trabalho, vamos examinar a estabilidade ou instabilidade de equilíbrios

constantes do problema (4.1), (4.2) sob as mesmas hipóteses estudadas no Capítulo 2. Especifi-
camente, vamos considerar o sistema

r a.s.
l ã-(",o
l :=(z, f)
\. (}T.

onde {2 C IRW, .N :: 1,2,3, é um domínio aberto conexo limitado com âonteira suave aQ
Admitiremos ainda que a funções S e ui satisfazem condições de Neumann na fronteira

g:(z,t)-o, a''{(",t)-0, i-1,2,...n, em õnx(0,"),

onde p = J(gç) indica a normal unitária exterior em pontos z C aQ.

S indica a densidade de população de uma presa, ui indica a densidade de população de

um predador {, d = 1,2, ...n, K > 0 é a capacidade de carga do meio ambiente com relação à

n

t
óoAS+'y(1 - })S- >jj:mi/.(S)"i 'm n x (0,")
õiAui + (mi/.(S) -- d{)u{, á = 1, 2,

(5.1)
em Q x (0, .:«),

(5.2)
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CAPÍTULO 5 

Bifurcação zip em um sistema de 

reação-difusão 

Neste capítulo, analisaremos um sistema de reação-difusão de dimensão (n + 1), modelando 

a competição entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. A taxa de crescimento 

da presa é uma função da capacidade de carga do meio ambiente. Mostraremos que aumentando 

a capacidade de carga o modelo exibe uma bifurcação zip. 

5.1 Introdução 

Nessa parte final do trabalho, vamos examinar a estabilidade ou instabilidade de equilíbrios 

constantes do problema (4.1), (4.2) sob as mesmas hipóteses estudadas no Capítulo 2. Especifi

camente, vamos considerar o sistema 

S n 
óob,,S + ,(1 - K)S - L mdi(S)ui em n x (O, oo) 

i=l (5.1) 

onde n e JRN, N = 1, 2, 3, é um domínio aberto conexo limitado com fronteira suave an. 
Admitiremos ainda que a funções Se Ui satisfazem condições de Neumann na fronteira 

as 8ui . 
8v (x, t) = o, 8v (x, t) = o, i = 1, 2, ... n, em an x (O, oo), (5 .2) 

onde v = ií(x) indica a normal unitária exterior em pontos x E an. 

S indica a densidade de população de uma presa, Ui indica a densidade de população de 

um predador i, i = 1, 2, ... n, K > O é a capacidade de carga do meio ambiente com relação à 

56 



5..Z Introdução 57

presa, ' > 0 é a taxa de crescimento intrínseco da presa, m{ e di são parâmetros não negativos e

representam a taxa máxima de natalidade e a taxa de mortalidade, respectivamente, do predador
i, { = 1, 2, ..., n e õO, õl, ..., (5n são os coeficientes de difusão.

Admitiremos que a resposta funcional de cada predador í é do tipo ll de Holling, isto é, ela

é dada por uma função .Ê da forma /,(S) = S/(ai + S), para cada í = 1, 2, ..., n, onde ai, a2,

a. são constantes não-negativas que satisfazem

0 < an < an-l < ... < a2 < al (5.3)

vnmna {;vnP naaan n Ann A nA 4XnÂ.nnA ,in }.:fB.nn.nXA n:n l?.,na4n nAI.. .AI..AXn. cl'n:.,:n:.lv cbiiivD iJL.A.aFi ii\JD c c&uuii\,aiv ii\.r iGii\liiiçiiv \AÇ i/iiuiva,\íapv zii}/. iJ.4.bçuv l/çia ) D\liu\,vGD uiiYiariD

(S,ul,...,u«) = (0,0,...,0) e (S,ul,...,u«) ...,0), o sistema (5.1), (5.2) tem soluçõ.s
espacialmente homogêneas não triviais se e somente se mí > di e as soluções S das equações
.Ê(S) = di/mi, i= 1, 2, ..., n coincidem, isto é,

aldl (Z2(Í2 (inda ,. ..
= ... = . ltJ.'ll

77ZI -- dl 77Z2 (Z2 77}n

Indicaremos o valor comum das grandezas Xi:: ;;fl!!b por À. Daqui em diante, suporemos
que mi > d{ e Ài :: ... = À. = À. Nessas condições, os equilíbrios espacialmente homogêneos de

l5.1), (5.2) são (0,0, ...,0), (K,0, ...,0) e os pontos da variedade linear -HK de dimensão (n l)

definida por

.HK - lO,a, ...,(«) . Rl-'-: : >ll: :lfi\ - 'r0 - })l . 6.Q

O sistema linearizado num ponto (À, Ci, ..., («) pertencente a -HK é dado por

1 %"- '.«* l-}«$a:íhl'-gl=«.«'*'',«,
l e:1lgilD.= õiAui+:111111\S, i= 1,2,...,n em Q x(0,oo)

com condições de úonteira (5.2), onde Bi = mi -- d{, { = 1, 2, ..., n.

(5.6)

Na proxima seção fixaremos nossa atenção ao estudo da estabilidade das soluções constantes

de (5.1), (5.2) pertencentes a -HK
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presa, 1 > O é a taxa de crescimento intrínseco da presa, mi e di são parâmetros não negativos e 

representam a taxa máxima de natalidade e a taxa de mortalidade, respectivamente, do predador 

i, i = 1, 2, .. . , n e Óo, ó1, ... , Ón são os coeficientes de difusão. 

Admitiremos que a resposta funcional de cada predador i é do tipo II de Holling, isto é, ela 

é dada por uma função Íi da forma fi(S) = S/(ai + S), para cada i = 1, 2, .. . , n, onde a1, a2, ... , 

an são constantes não-negativas que satisfazem 

(5.3) 

Vamos fixar nossa atenção no fenômeno de bifurcação zip. Exceto pelas soluções 'triviais' 

(S, u1, ... , un) = (O, O, ... , O) e (S, u1, .. . , un) = (K, O, .. . , O), o sistema (5.1), (5.2) tem soluções 

espacialmente homogêneas não triviais se e somente se mi > di e as soluções S das equações 

fi(S) = di/mi, i = 1, 2, ... , n coincidem, isto é, 

(5.4) 

Indicaremos o valor comum das grandezas Ài = ~;~~i por À. Daqui em diante, suporemos 

que mi > di e À1 = ... = Àn = À. Nessas condições, os equilíbrios espacialmente homogêneos de 

(5.1), (5.2) são (O, O, ... , O), (K, O, .. . , O) e os pontos da variedade linear HK de dimensão (n - 1) 

definida por 

O sistema linearizado num ponto (>., 6, ... , çn) pertencente a HK é dado por 

1
8S(x, t) _ 

8t -

8ui(x, t) = 
at 

( 
1 À ~ miÇi ) ~ mi À 

óob,.S + - K + À D (a· >.)2 S - D-.-, Ui em n X (O, oo) 
i=l i + i=l ai + I\ 

, A /3iÇi s · r. ( ) 
UiLlUi + --, ' i = 1, 2, ... , n em H X o, 00 

ai+ I\ 

com condições de fronteira (5.2), onde /3i = mi - di, i = l, 2, ... , n. 

(5.5) 

(5.6) 

Na proxima seção fixaremos nossa atenção ao estudo da estabilidade das soluções constantes 

de (5.1), (5.2) pertencentes a HK. 
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5.2 O problema linearizado

Sejam 0 = po < pt < p2 < ... --> oo e {@É}21::o os autovalores e as autofunções do

na região ç2 com condição de Neumann na fronteira:

l @k = XkÚk em íl

l.Ég-
Podemos supor que {@klillo constitui uma base ortonormal de -L2(Q).

Vamos primeiro escrever (5.6), (5.2) na forma vetorial. Sejam to = (S,ul,..
dias(õo, (il, ..., ó.) e J a matriz

x <\ ..2&.
''ÉÍ (ai+À)' K ''+* «+À

f:Ü o o

Laplaciano

(5.7)

,u«), D

Pn +4
a..l+À a. +À

J-

P.-ien l
a..l+À

a.+À

Então, (5.6), (5.2) pode ser escrito como

Õto

:ili = oz\w + Jw.
Portanto, a solução de (5.6), (5.2) com condição inicial m( ,0) = wO é dada por

E
k-o

w(a, t) .GJ-p' o)'<.«. , @Ê >@k (z) ,

0

0

0

0

0

0

(5.8)

onde <'',o, @k> = Ín «,o(z)@Ê(z) dz.

A expressão (5.8) mostra que a solução nula de (5.6), (5.2) é assintóticamente estável se e

somente se os autovalores de todas as matrizes J -- pk-D têm parte real negativa; se existe um
k ? l tal que J -- pk.D tem um autovalor com parte real positiva, então a solução nula do referido
sistema é instável.

Observe que para k = 0 temos po :: 0 e portanto a matriz J tem zero como um autovalor

de multiplicidade (n -- 1) e os dois autovalores restantes (supostos diferentes de zero) têm paire

real positiva (respectivamente, negativa) de acordo com

\\ mi({ . ' . '
EoHh»É .« «Í.

Proposição 9. Se .l( > ai + 2À, então todo equá/z'bMo em -HK é {nsfáueZ

(5.9)
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na região n com condição de Neumann na fronteira: 

{ 
b.V,Jk = ÀkVJk em S1 

ªtk = Ü em ÔSl. 

Podemos supor que {VJdk=o constitui uma base ortonormal de L2 (n). 

(5.7) 

Vamos primeiro escrever (5.6), (5.2) na forma vetorial. Sejam w = (S, u1, ... , un), D 

diag(óo, c51, ... , ón) e J a matriz 

n ÀL mii ,>. - m1).. - m2>-. 

i=l (ai + >.)2 K a1+.>-. a2+.>-. 

1lli... o o 
a1+>-. 

J= 
.fb&_ o o 
a2+>-. 

.Bn-lÇn-1 o o 
On-1 +).. 

.8n€n o o an+>-. 

Então, (5.6) , (5 .2) pode ser escrito como 

âw at = Db.w + Jw. 

ffin-1 À - mn>-. 
On-1 +>-. an+>-. 

o o 
o o 

o o 
o o 

Portanto, a solução de (5.6), (5.2) com condição inicial w(-, O) = wo é dada por 

00 

w(x, t) = I:= e(J-µkD)t(wo, VJk)VJk(x), 
k=O 

onde (wo, VJk) = fn wo(x)VJk(x) dx. 

(5.8) 

A expressão (5.8) mostra que a solução nula de (5.6), (5.2) é assintáticamente estável se e 

somente se os autovalores de todas as matrizes J - µkD têm parte real negativa; se existe um 

k 2 1 tal que J - µkD tem um autovalor com parte real positiva, então a solução nula do referido 

sistema é instável. 

Observe que para k = O temos µ0 = O e portanto a matriz J tem zero como um autovalor 

de multiplicidade (n -1) e os dois autovalores restantes (supostos diferentes de zero) têm parte 

real positiva (respectivamente, negativa) de acordo com 

ou (5 .9) 

Proposição 9. Se K > ai + 2>., então todo equilíbrio em HK é instável. 
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5.3 0 caso m :: 2

Com o objetivo de simplificar a exposição, vamos doravante assumir que n = 2 e vamos

examinar o efeito da difusão na persistência do fenómeno de bifurcação zip. Vamos examinar

dois casos: no primeiro consideraremos coeficientes de difusão iguais e no segundo, distintos.

No primeiro caso, temos -D = õ.r e portanto o polinâmio característico pk(P) de J -- pkZ) se
escreve como

pk(p) = det(J -- pkO -- p.r) = det(J -- (PX;õ + p).Z) = 0.

Portanto, os autovalores de J -- pk.D são Nk = --pkõ + zj, onde zl, z2, z3 são as raízes do
polinâmio (1.6):

'',, - , l,' -- ,» (} - dlh) * * (ÜT$ -- 8%)l
Proposição 10. Suponha gue -D = õ.Z'. Se À < K < a2 + 2À, então cada equáZzüho (À,{i,C2) C

XK de r5..1), ÍS.PJ é assinfótÍcamente esfáueZ. Se K > ai + 2À, então (À,{li,(2) é {nsfáueZ.

Z)em07zsfração. Se k 2 1, todos os autovalores de J -- pk-D têm parte real negativa. Quando
k = 0, zero é um autovalor simples de J. Logo, as hipóteses de Henry j18], pag. 108 estão
satisfeitas e portanto a família HK dos equilíbrios é assintóticamente estável. l

Vamos agora examinar o caso em que Z) :: õ.Z e a2 + 2À < K < ai + 2À. Como vimos

na Introdução, neste caso, existe um ponto (À,et(K),{2(K)) C XK tal que os equiHbrios no
conjunto Hu = {(À,(i,(2) C HK : (i < (li(K)} são instáveis e os equiHbrios no conjunto -Hs =

{(À,(i,(2) C HK : (i > (i(-K)} são estáveis no sentido de Liapunov. O ponto (et(K),(2(K)) é
determinado resolvendo o sistema de equações

r mi(i l m2e2
l ai+X ' a2+À

l mi(i
( (al+À)=

(5.10)
J.

Como dissemos na Introdução, se -E é um equilíbrio instável com relação buxo de (1.1),
então -E é também instável com relação ao fluxo de (5.1), (5.2), pois o subespaço das funções
independentes de z é invariante pelo fluxo de (5.1), (5.2). Vamos demonstrar a seguir que se

E é estável com relação fluxo de (1.1), então -E é também estável com relação ao fluxo de
(5.1), (5.2), independenfeme7zte da matriz diagonal de difusão -D = diag((5o,õi,ó2). Isso é um

fato surpreendente e mostra, em particular, que o fenómeno de bifurcação zip nesse modelo é

preservado pela introdução de difusão no sistema (1.1).
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5.3 O caso n = 2 

Com o objetivo de simplificar a exposição, vamos doravante assumir que n = 2 e vamos 

examinar o efeito da difusão na persistência do fenômeno de bifurcação zip. Vamos examinar 

dois casos: no primeiro consideraremos coeficientes de difusão iguais e no segundo, distintos. 

No primeiro caso, temos D = 81 e portanto o polinômio característico Pk(v) de J - µkD se 

escreve como 

Portanto, os autovalores de J - µkD são vf. = -µk8 + Zj, onde z1, z2, z3 são as raízes do 

polinômio (1.6): 

P(z) = z [z2 + zÀ (2 _ m16 _ m26 ) + À ( /31m16 + /32m26 )] 
K (a1 + .>..) 2 (a2 + >.)2 (a1 + >.)2 (a2 + .>..)2 · 

Proposição 10. Suponha que D= 81. Se À< K < a2 + 2.>.., então cada equiHbrio (.>..,6,6) E 

HK de (5.1), (5.2} é assintáticamente estável. Se K > a1 + 2À, então (.>.. ,6,6) é instável. 

Demonstração. Se k 2: 1, todos os autovalores de J - µkD têm parte real negativa. Quando 

k = O, zero é um autovalor simples de J . Logo, as hipóteses de Henry (18), pag. 108 estão 

satisfeitas e portanto a família HK dos equilíbrios é assintóticamente estável. 1 

Vamos agora examinar o caso em que D = 81 e a2 + 2À < K < a1 + 2>.. Como vimos 

na Introdução, neste caso, existe um ponto (>., 6 (K), 6(K)) E HK tal que os equihbrios no 

conjunto Hu = {(.>..,6,6) E HK: 6 < 6(K)} são instáveis e os equilfürios no conjunto Hs = 
{(>.,6,6) E HK: 6 > çi(K)} são estáveis no sentido de Liapunov. O ponto (6(K),6(K)) é 

determinado resolvendo o sistema de equações 

{ 

!!!!S.!.+~ 
a1 +>. a2+>. 

m1€1 m2{2 
(a1 +>.)2 + (a2+.X)2 

-y(K->.) 
K 

= :r. K 

(5.10) 

Como dissemos na Introdução, se E é um equilíbrio instável com relação fluxo de (1.1), 

então E é também instável com relação ao fluxo de (5.1), (5.2), pois o subespaço das funções 

independentes de x é invariante pelo fluxo de (5.1), (5 .2). Vamos demonstrar a seguir que se 

E é estável com relação fluxo de (1.1), então E é também estável com relação ao fluxo de 

(5 .1), (5.2) , independentemente da matriz diagonal de difusão D= diag(80 ,81 ,82 ). Isso é um 

fato surpreendente e mostra, em particular, que o fenômeno de bifurcação zip nesse modelo é 

preservado pela introdução de difusão no sistema (1.1). 
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Teorema 7. Suponha que E seja um equilíbüo espacialmente homogêneo de (5.1), (5.2). Se E
ê está«t co« «I'ção « Su« de (1.1), .ntão E é está«el com «l.ção « Pu« de (5.1), (5.2),

á«dep.ndente«.ente d« «..f,à, p«{tá« de$níd« .O = dá.g(õo, ói, õ2).

Z)emorzsfração. Sda -E = (À, Ci,(2) um equilíbrio espacialmente homogêneo do sistema (5.1),

(5.2). Então, À < K e ((i,(2) satisfaz

mica . m2€2 '(K' -- À)

ai +À ' a2+À K'

A hipótese de que -E é estável para (1.1) é equivalente a

ü=lh -'- G:?\p « }. o.:n
Vamos escrever o polinõmio característico da matriz J -- pi;.D, onde J é a matriz jacobiana do

campo de vetores (1.1) calculada em -B. Para efeito de simplicidade dos cálculos introduziremos

.-*Êdh-},á-l

de forma a matriz J -- ptZ) se escreve como

a--pkóo d e

J -- »kD b --pÀ;õi 0

C 0 --Pki52

A condição (5.11) significa que a < 0. Com essas notações, para cada k 2: 0, os autovalores

de J -- pk-D são as raízes do polinõmio

&(«) Z/3 + .4kZ/2 + .Ejkp + (4kl (5.12)

onde

.Ax; = pt(õo + õi + õ2) -- a,

.Bk = p2(õoõt + õoõ2 + ólõ2) -- apt(õi + õ2) -- bd -- ec
Ok = pÊõoõtõ2 pZaõt(í2 -- PÀ:(ecõi + bdõ2).

Como a < 0, bd < 0 e ec < 0, temos que .Ak > 0, .Bk > 0 e Ot > 0, para todo k 2 l
temos

Eo(p) = z,3 -- ap2 -- (bd + ec)i,,

Para k 0,
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Teorema 7. Suponha que E seja um equiliôrio espacialmente homogêneo de {5.1}, {5.2}. Se E 

é estável com relação ao fluxo de {1.1}, então E é estável com relação ao fluxo de (5.1}, {5.2), 

independentemente da matriz positiva definida D = diag(8o, 81, 82). 

Demonstração. Seja E = (>., çi, 6) um equilíbrio espacialmente homogêneo do sistema (5.1), 

(5 .2) . Então, À< K e (6 ,6) satisfaz 

A hipótese de que E é estável para (1.1) é equivalente a 

m1çi m26 , ----+----<
(a1 + >.) 2 (a2 + À) 2 K · 

(5.11) 

Vamos escrever o polinômio característico da matriz J - µkD, onde J é a matriz jacobiana do 

campo de vetores (1.1) calculada em E. Para efeito de simplicidade dos cálculos introduziremos 

a notação 

m2.À 
e----

- a2 + >.' 

de forma a matriz J - µkD se escreve como 

d e 

b o 

e o 

A condição (5.11) significa que a < O. Com essas notações, para cada k 2: O, os autovalores 

de J - µkD são as raízes do polinômio 

onde 
Ak = µk(8o + 81 + 82) - a, 

Bk = µk(8081 + 8082 + 8182) - aµk(81 + 82) - bd - ec 

ck = µ%808182 - µia81ô2 - µk(ecô1 + bd82) -

(5.12) 

Como a < O, bd < O e ec < O, temos que Ak > O, Bk > O e Ck > O, para todo k 2: 1. Para k = O, 

temos 

Po(v) = v3 
- av2 - (bd + ec)v, 
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que tem zero como autovalor simples e dois complexos conjugados com parte real negativa.
Vamos agora mostrar que, se k 2 1, então todos os autovalores de J pk.D têm parte real
negativa. Para isso, basta, pelo Critério de Routh-Huiwitz, mostrar que .At-Bk > (.;k. Sejam

(.7 :: PIÕoõiÕ2P2 -- aÕiÕ2P (e.õi + bdõ2)l

e

Ip(õo + õl + õ2) allp2(õoói + óoõ2 + ólõ2) + p(--aõt «õ,) - bd - ecl

(Óo + Õi + Õ2)(Õoói + ÕoÕ2 + âiÕ2)p3 ap2lõoõi + õoõ2 + õiõ2

+(õo + âi + õ2)(ãi + õ2)l + pl--(õo + õi + õ2)(bd + ec) + a2(õi + õ2)l

+.(bd + e.).
Então, .A-B -- (1; = (.4-B -- (7)(p) é um polinâmío em p da forma

.AB -- C = P3[(5o + õl + õ2)(õoõi + õoõ2 + õiõ2) -- ÓoõiÕ21

.ap21(óoõi + óoõ2 + õlõ2) + (õo + õl + õ2)(õi + õ2)

pl(õo + õi + õ2)(Z)d + ec) + a2(õl + õ2) (ecõi + Z, õ2)l + .(bd + ec)
isto é,

p3l2õoóiõ2 + õg(õi + õ2)+ õ?(õo+ ó2) + õg(õo+ ól))

ap2lõoõi + .5oõ2 + (õo + õi + õ2)(õi + õ2)l (5.13)

pião(bd + ec) + õibd + õ2ec a2(õl + 52)l + a(bd + ec)

Como a < 0, ec < 0 e bd < 0, os coe6cientes do polinâmio (5.13) são todos positivos, o que

implica que .A.B -- (7 é positivo, para qualquei valor não negativo de p. Assim, para qualquer

k ? 1, temos .AÃ;.BÃ; - Ok > 0 e, portanto, as raízes do polinõmio P#(#) têm parte real negativa.

Por outro lado, tomando p = pez, as raízes de Pk(p) = 0 são as mesmas que da equação

,; + A,: + %, + q - o. 0.i©
»k n'k n'L

Quando k --> oo, os coeficientes de (5.14) têm limites e a 'equação limite' é dada por

z3 +(óo + õi + õ2)z2 +(õoõi + (5oÕ2 + ÕIÕ2)z + (5oõiÕ2 = 0.(5.15)
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Como a < O, ec < O e bd < O, os coeficientes do polinômio (5.13) são todos positivos, o que 

implica que AB - C é positivo, para qualquer valor não negativo de µ. Assim, para qualquer 
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Por outro lado, tomando v = µkz, as raízes de Pk(v) = O são as mesmas que da equação 

(5.14) 

Quando k ---t oo, os coeficientes de (5.14) têm limites e a 'equação limite' é dada por 

(5.15) 
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Se zi, z2 e z3 são as raízes de (5.15), então Real < O, j = 1,2,3. Segue então do Teorema de
Rouché (veja [ll) que existem vizinhanças Vi , Ve e V3 de zi, z2 e z3, respectivamente, mutuamente

disjuntas, e ko 2 1 tais que se k 2 ko, então (5.14) tem uma raiz zf) em cada vizinhança IÇ.

Portanto, as raízes de (5.12) são pk,j - p.zf), com .j - 1, 2, 3 e k 2 1.

Logo, zero é um autovalor simples do operador -L definido pelo problema linear (5.6), (5.2)

e existe a > 0 tal que o resto do espectro pertence ao conjunto {p : Re p < --a}. Logo, as
hipóteses de Henry j18], pag. 108, estão satisfeitas e, portanto, .E é estável. l

Como consequência do teorema anterior, segue-.se que se À < K < a2 + 2À, então o conjunto
XK dos e(luilíbrios de (1.1) é assintoticamente estável com relação ao fluxo de (5.1), (5.2). Se

.K > ai + 2À, então .HK é instável. Se a2 + 2À < -K < ai + 2À, seja (ei(-K),(2(.K)) a única

solução do sistema (5.10). Então vale o seguinte

Teorema 8. Para gua/quer K saf !i/agenda a2 + 2À $ K $ ai + 2À, o ponto (À,et(K),€2(K))
divide HK em duas partes HLK e nk; os equitüdos do sistema (5.1), (5.2) no conjunto

-HZ = {(À,(i,(2) C HK : {li < ei(-K)}

são instáveis e o$ equilíbMos no conjunto

-HÊ = {(À,(1,(2) € K : li > et(-K)}

são esfáz,eis, independentemente da matriz de dilfusão .D = dias(õo, ái, õ2)

Esse resultado final mostra, portanto, que o fenómeno de bifurcação do tipo zip é preservado
mesmo pela introdução de difusão no modelo (1.1). Ele mostra, em particular, que, se for
possível a ocorrência de bifurcação do tipo Turina, esta deverá ocorrer em modelos com difusão
cruzada, isto é, com matriz .D não diagonalizável. Isso será tema de futuros estudos.
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Logo, zero é um autovalor simples do operador L definido pelo problema linear {5.6), (5.2) 

e existe a > O tal que o resto do espectro pertence ao conjunto {v : Re v < -a}. Logo, as 

hipóteses de Henry (18], pag. 108, estão satisfeitas e, portanto, E é estável. 1 

Como consequência do teorema anterior, segue-se que se À< K < a2 + 2>., então o conjunto 

HK dos equilíbrios de (1.1) é assintoticamente estável com relação ao fluxo de (5.1), {5.2). Se 

K > a1 + 2>., então HK é instável. Se a2 + 2>. < K < a1 + 2>., seja (çi{K),çz(K)) a única 

solução do sistema (5.10). Então vale o seguinte 

Teorema 8. Para qualquer K satisfazendo a2 + 2À :s; K :s; a1 + 2>., o ponto (>.,çi(K),çz(K)) 

divide HK em duas partes H''k e Hk; os equilfbrios do sistema (5.1), (5.2} no conjunto 

Hf< = {(.X,çi,çz) E HK: çi < çi(K)} 

são instáveis e os equilíbrios no conjunto 

Hk = {(.X,6,6) E HK: 6 > 6(K)} 

são estáveis, independentemente da matriz de difusão D= diag(8o, 81, 82). 

Esse resultado final mostra, portanto, que o fenômeno de bifurcação do tipo zip é preservado 

mesmo pela introdução de difusão no modelo (1.1). Ele mostra, em particular, que, se for 

possível a ocorrência de bifurcação do tipo Turing, esta deverá ocorrer em modelos com difusão 

cruzada, isto é, com matriz D não diagonalizável. Isso será tema de futuros estudos. 



APÊNDICE A

Bifurcação de Andronov-Jlopf

A.l Bifurcação de Hopf no plano

O objetivo dessa seção é justiâcar o surgimento da Bifurcação de Hopf para valores do
parâmetro a em uma vizinhança de 0 e de --l, e c > 0. Pela simetria do problema vamos
analisar apenas em uma vizinhança de 0

Considere um sistema genérico
à (A.l)

onde (z,a) € R: x R e / € C"(]R' x IR).

Vamos denotar # = (zi, z2)I' e considerar a família a um parâmetro

onde a C R e (n, z2)7' = (0, 0)7' é uma singularidade de (A.2).

A matriz quadrada de ordem dois que aparece acima é a matriz jacobiana avaliada na sin-
gularidade (açi, z2)I' = (0, 0)7', que possui autovalores Ài = cl + { e À2 = a -- i-

:: - l a
a --l

::
j: («? + ,:) :: (A.2)

Vamos trabalhar no plano complexo, introduzindo assim a variável

Z = ZI + íZ2

Desta expressão obtemos

á Í):E .lzl:

onde lzl é a norma do número complexo z.

(A.3)
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APÊNDICE A 

Bifurcação de Andronov-Hopf 

A.1 Bifurcação de Hopf no plano 

O objetivo dessa seção é justificar o surgimento da Bifurcação de Hopf para valores do 

parâmetro a em uma vizinhança de O e de -1, e E > O. Pela simetria do problema vamos 

analisar apenas em uma vizinhança de O. 

Considere um sistema genérico 

x= f( x ,a) 

onde (x, a) E IR2 X IR e f E cn(IR2 X IR). 

Vamos denotar x = (xi, x2)T e considerar a família a um parâmetro 

onde a E IR e (xi, x2)T = (O, O)T é uma singularidade de (A.2). 

(A.l) 

(A.2) 

A matriz quadrada de ordem dois que aparece acima é a matriz jacobiana avaliada na sin

gularidade (xi, x2)T = (O, Of, que possui autovalores Ài = a+ i e À2 = a - i . 

Vamos trabalhar no plano complexo, introduzindo assim a variável 

Desta expressão obtemos 

z= z(a + i) ± zlzl2 (A.3) 

onde lzl é a norma do número complexo z . 
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Figura A.l: Retrato de fase

Figura A.2: Retrato de fase

Escrevendo z em coordenadas polares

p>o

obtemos o sistema

(A.4)

Considerando o sistema A.4 com o sinal "-" , vemos que

(1) para a < 0, p é decrescente pois »< 0;

(2) para cr = 0, p também é decrescente pois Ó< 0;

(3) para a > 0, p é decrescente se for maior que vã e é crescente se íor menor que vã. Não
há variação quando p = v& ou p := 0. Na Figura A.l temos a representação para estes três
casos.

obtemos os seguintes retratos de faseConsiderando agora o sistema A.4 com o sinal "+"l er r e e r)

A.1 Bifurcação de Hopf no plano 

Figura A.1: Retrato de fase 

Figura A.2: Retrato de fase 

Escrevendo z em coordenadas polares 

p> o. 

obtemos o sistema 

Considerando o sistema A.4 com o sinal "-", vemos que 

(1) para a < O, pé decrescente pois P< O; 

(2) para a = O, p também é decrescente pois P< O; 
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(A.4) 

(3) para a> O, pé decrescente se for maior que fo e é crescente se for menor que fo. Não 

há variação quando p = fo ou p = O. Na Figura A.l temos a representação para estes três 

casos. 

Considerando agora o sistema A.4 com o sinal "+", obtemos os seguintes retratos de fase 
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Figura A.3: Retrato de fase

(1) para a < 0, p é crescente se for maior que V':ã e é decrescente se for menor que
Da mesma forma, não há variação quando p = v:a ou p = 0.

(2) para a = 0, p crescente pois »> 0;

(3) para c! > 0, p também é crescente pois Ó> 0.

Na Figura A.2 temos a representação para estes três casos.

Ao fenómeno acima chamamos uma Z?ll/brcaçâo de .17o])/. Ela pode ser representada no espaço

(zl, z2, a). A família de ciclos-limite forma um parabolóide. Veja Figura A.3

Na figura à esquerda a bifurcação recebe o nome de supercr# ca e na figura à direita a

bifurcação é chamada stzbcrl'fica.

Definição 1. 0 sistema Í2.29, ou equiuaZenfemenfe Ía.S) e Ía..4,) serão denominados For'ma
Normal da Bifurcação de lÍopf.

anunciaremos a seguir um lema importante que diz que em torno da singularidade, em
nosso caso a origem, o retrato de fase de um sistema com termos de ordem 4 tem o mesmo

comportamento se desprezarmos estes termos.

Lema 2. O sistema

1:: 1- 1r -: ll:: l*'«:*«,l:: 1*.« '";'
onde z = (açi,aç2)r e O(llzll4) representa os termos de ordem 4 e dependem suavemente de a, é

localmente topologicamente equivalente em torno da origem ao sistema (A.2).

Prova. Ver ]28]

A.1 Bifurcação de Hopf no plano 65 

Figura A.3: Retrato de fase 

(1) para a< O, pé crescente se for maior que ~ e é decrescente se for menor que ..J=a_. 

Da mesma forma, não há variação quando p = ~ ou p = O. 

(2) para a= O, p crescente pois P> O; 

(3) para a> O, p também é crescente pois P> O. 

Na Figura A.2 temos a representação para estes três casos. 

Ao fenômeno acima chamamos uma Bifurcação de Hopf. Ela pode ser representada no espaço 

(x1, x2, a). A família de ciclos-limite forma um parabolóide. Veja Figura A.3. 

Na figura à esquerda a bifurcação recebe o nome de supercrítica e na figura à direita a 

bifurcação é chamada subcrítica. 

Definição 1. O sistema (A.2}, ou equivalentemente (A.3) e (A.4) serão denominados Forma 

Normal da Bifurcação de Hopf. 

Enunciaremos a seguir um lema importante que diz que em torno da singularidade, em 

nosso caso a origem, o retrato de fase de um sistema com termos de ordem 4 tem o mesmo 

comportamento se desprezarmos estes termos. 

Lema 2. O sistema 

(A.5) 

onde x = (xi, x2f e O(llxll 4
) representa os termos de ordem 4 e dependem suavemente de a, é 

localmente topologicamente equivalente em torno da origem ao sistema (A. 2). 

Prova. Ver (28] 1 
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Considere uma família i= .f(z,a) tal que para a - 0, /(0,0) = 0 e a matriz jacobiana

J/(0,0) possua autovalores Ài,2 = J:Íw0, com wO > 0. Assim, o sistema A.5 pode ser escrito
como

ã z + .F(z, a)

onde .A(a) = J/(0,a), F(z,a) = (Fi(aç,a),F2(z,a)) é de classe (7", F. : IR' x R --> R, para

{ = 1, 2, e F tem expansão de Taylor iniciando com termos de O(lla;ll2)

A matriz .A(a) tem auto«fores XI(a) = X(a) e À2(a) = À(a) onde À(a) = 7(a) + iw(a).

Queremos que À(0) = 7(0) + íw(0) = 0 + {oo, com wo > 0.

Sda q(a) C C2 um autovetor complexo de .4(a) associado a À(a), isto é,

(A.6)

.A(a)q(a) q(a)

Seja p(a) C C: tal que

..4(a)7'P(a) = .ii18' ;(«)

É sempre possível escolher p(a) C C2 de tal modo que < p(cl),q(cl) >= 1 onde o produto
interno aqui usado é definido por < p, q >= PÍqi + Piq2 com p = (pi,p2) e g = (ql, q2).

Dado qualquer vetor z em R2 sempre podemos escrever

« (a) + 2q(a)

para algum z C C. Assim

< p(a),z > , ,q(a) + Z q(a) >

, ,q(a) > + < P(a),? q(a) >

= , < P(a), q(a) > + < P(a),q(a) >

,+ < P(a),q(a)>

(A.7)

Agora, já que
q(a) ('-)q(a),

A.1 Bifurcação de Hopf no plano 66 

Considere uma família x = f (x, a) tal que para a = O, f(O, O) = O e a matriz jacobiana 

J f (O, O) possua autovalores À1 ,2 = ±iwo, com wo > O. Assim, o sistema A.5 pode ser escrito 

como 

x= A(a)x + F(x, a) (A.6) 

onde A(a) = Jf(O,a), F(x,a) = (F1(x,a),F2(x,a)) é de classe cn, Fi: JR2 x lR ➔ JR, para 

i = 1,2, e F tem expansão de Taylor iniciando com termos de O(llxll 2 ). 

A matriz A(a) tem autovalores À1(a) = >.(a) e >-2(0-) = À(a) onde >.(a) =,(a)+ iw(a) . 

Queremos que >.(O) = ,(O) + iw(O) = O+ iwo, com wo > O. 

Seja q(a) E C2 um autovetor complexo de A(a) associado a >.(a), isto é, 

A(a)q(a) = >.(a)q(a). 

Seja p(a) E C2 tal que 

A(af p(a) = >.(a) p(a) 

É sempre possível escolher p(a) E C2 de tal modo que < p(a), q(a) >= 1 onde o produto 

interno aqui usado é definido por < p, q >= P1Q1 + P2Q2 com p = (p1,P2) e q = (q1, q2)-

Dado qualquer vetor x em JR2 sempre podemos escrever 

x = zq(a) + zq(a) 

para algum z E C. Assim 

< p(a), x > =< p(a), zq(a) + z q(a) > 

Agora, já que 

=< p(a), zq(a) > + < p(a), z q(a) > 

= z < p(a), q(a) > +z < p(a), q(a) > 

= z+z<p(a),q(a) >. 

- 1 -
q(a) = =A(a)q(a), 

>.(a) 

(A.7) 
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complexo de .A(a) associado a À(a), temos

< p('-), " > - ' + z < p('-), .ilb:..4('-)ii(a' >
+ z.i{8 < P(a), A('-)q(a) >

z + .i:lb: < A(a)'p(a),&(Q >

, + 5Ê3: < .X('-)P(a),q(a) >

5ÚÍ.X('-) < P(a), à(à) >

Consequentemente, de (A.7) e de (A.8), temos

< p(«), i(a' >- illg < p(a),i

pois q(a) é um autovetoiV

(a) >

(A.8)

Uma vez que X(a) # X(a) temos

< P(a), q(a) >= 0

consequentemente

Lema 3. O s sfema
á = A(a)aç + J''(z, a)

pode ser escrito, para a su$cientemente pequeno, na forma

á , + g(,, Z, a)

.nde g = O(1,1') é ««.« /u«çã. C" d.d« p"

g(.,Z,a) ,F'(,q(a) +2 q(a),a) >

(A.9)

Prol;a. De z =< p(a), g > e de (A.9), conclui-se diretamente o resultado.

A expansão em llaylor de g(z,Z, a) em torno de a é dada por

gb,z,a) - }l: i;Lp*.(a),'z'
k+Z>2

onde gkZ(a) = :g;:à < p(a),.F(zq(a) + Z q(a),a) > 1,.o para k + 1 2 2. k,J

l

0,1,2,

A.1 Bifurcação de Hopf no plano 

pois q(a) é um autovetor complexo de A(a) associado a >.(a), temos 

1 -
< p(a), x > = z + z < p(a), =A(a)q(a) > 

>.(a) 
1 -

= z + z À(a) < p(a), A(a)q(a) > 

= z + z < A(af p(a), q(a) > 
À(a) 

z -- --
= z + = < À(a)p(a), q(a) > 

>.(a) 
z --

= z + =À(a) < p(a),q(a) > 
>.(a) 

Consequentemente, de (A.7) e de (A.8), temos 

- >.(a) -< p(a), q(a) >= = < p(a), q(a) >. 
>.(a) 

Uma vez que À(a) -=/= À(a) temos 

< p(a), q(a) >= O 

consequentemente 

< p(a), X>= Z. 

Lema 3. O sistema 

x = A(a)x + F(x, a) 

pode ser escrito, para a suficientemente pequeno, na forma 

i = >.(a)z+g(z,z,a) 

onde g = O(JzJ 2 ) é uma função cn dada por 

g(z, z, a) =< p(a), F(zq(a) + z q(a), a) > 

Prova. Dez=< p(a), x > e de (A.9), conclui-se diretamente o resultado. 

A expansão em Taylor de g(z, z, a) em torno de a é dada por 

- "' 1 k-d g(z,z,a) = L,; k!l!9k1(a)z z 
k+l22 
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(A.8) 

(A.9) 

1 

ak+l - --
onde 9k1(a) = Bzkazl < p(a), F(zq(a) + z q(a), a) > lz=O para k + l ~ 2, k, l = O, l, 2, ... 
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Suponha que para a - 0, F'(aç, cv) seja representada por

F'(", 0) - {-B(",") + :C(",z, ") + 0(11"11')

onde -B(z,3/) e C(z, y,u) são multilineares simétricas, com z,3/,u € 1R2. Temos

B:(', v) - j>ll: !ilil:l:lo l,-o«j,k, i

e

G(z,y,") - jll: gi13::ll:-lq = o«jykuz € = i,2
Desta maneira observe que

.B(g, z) = -B(zq + 2' @, ,q + Z ©)

.q +2 #) + B(Z ©, zq +Z g)

; B(zq, .q) + .B(zq,2 @) + -B(Z #, zq) + .B(Z g,Z g)

= z'-B(q, q) + z2.B(q, g) + 2z.B(©, q) + 2'.B(#, g)

= z'.B(q, q) + 2z2-B(q, g) + 2'-B(@, #)

uma vez que B(q,#) = .B(g, q), já (lue .B é simétrica. Estamos denotando q = q(0)

Sendo assim, os termos quadráticos em

g(z, 2, 0) - gii (0)zZ + ã']g20(0)z' + g02(0)2'] + ãÍ]g,:(0)z'Z + gi2(0)zZ'] +

(A.IO)

e p = p(0)

podem ser expressos por

git < P, -B(q, g) >

g20 P, -B(q, q) >

g02 =< P,-e(©,g) >

Se fizermos cálculos similares com O(z,z,z) = C(zg + Z #,zq + Z #,zq + Z g)

coe6cientes dos termos de ordem 3 e

obtemos os

g2i < P, a(q, q, #) >

Lema 4. .4 equação

á = Xz + gg',: + g::,Z + gFZ' + 0(1'1;)

onde À = À(a) = 7(a) + iw(a), '(0) = 0, w(0) = wo > 0 e gij = gij(a), pode ser [rand'armada,
pela mudança de coordenadas

z-",+1lgw'+hilt«®+!!r®' (A.ll)

A.1 Bifurcação de Hopf no plano 

Suponha que para a = O, F(x, a) seja representada por 

1 1 
F(x, O) = 2B(x, x) + 6C(x, x, x) + O(llxll 4

) 

onde B(x, y) e C(x, y, u) são multilineares simétricas, com x, y, u E JR2 . Temos 

e 

i = 1,2 

e ( ) ~ 83
Fi(rJ,O) I . 

i x,y,u = L,; B B B rJ = ÜXjYkUl 
j,k,l=l rJj rJk rJl 

i = 1,2 

Desta maneira observe que 

B(x,x) =B(zq+z q,zq+z q) 

= B(zq,zq + z q) + B(z q,zq + z q) 

= B(zq, zq) + B(zq, z q) + B(z q, zq) + B(z q, z q) 

· = z2 B(q, q) + zzB(q, q) + zzB(q, q) + z2 B(q, q) 

= z2 B(q, q) + 2zzB(q, q) + z2 B(q, q) 
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(A.10) 

uma vez que B(q, q) = B(q, q), já que B é simétrica. Estamos denotando q = q(O) e p = p(O). 

Sendo assim, os termos quadráticos em 

1 1 
9(z, z, O) = 911 (O)zz + 

2
, [92o(O)z2 + 902(O)z2] + 

2
, [921 (O)z2z + 912(O)zz2] + · · · 

podem ser expressos por 

911 =< P, B(q, q) > 

920 =< P, B(q, q) > 

902 =< p, B(q, q) > . 

Se fizermos cálculos similares com C(x,x,x) = C(zq + z q,zq + z q,zq + z q) obtemos os 

coeficientes dos termos de ordem 3 e 

921 =< P, C(q, q, q) > 

Lema 4. A equação 

i = ).z + 9;º z2 + 911 zz + 9~
2
z2 + O(lzl3

) 

onde).= À(a) =,(a)+ iw(a), 1 (0} = O, w(O) = wo > O e 9ij = 9ij(a) , pode ser transformada, 

pela mudança de coordenadas 

(A.11) 
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para lal << 1, na equação sem lermos qtiadrátácos

ú o(1«,1;)

Prova. Consideremos a mudança de coordenadas inversa dada por

.., - , -- 1l?,: - h-t.2 -- !yz' + 0(1'1;)

A.ssim

Ú = 2 - h20z2 Ati(22 + zà) -- /z022à + 0(lzl;)

= ,Xz + (g:' -- Àh,o)z' + (gll -- Àh:: - .ihii)zZ + (gg -- .ih02)2: + 0(lzl;)

= Àw + l;(g20 - ÀA20)w' + (gll -- lihii)wn + :(g02 - (2.i -- À)h02)®' + 0(lwl;)

(A.12)

Para eliminarmos os termos de ordem 2 fazemos g20 -- Àh20 :: 0, gii -- Àhit = 0 e

g02 -- (2À -- À)h02 = 0, que respectivamente nos dá A20 = À , hii = iy- e h02 = -sgz... Isto é

sempre possível, pois para lal << 1, X(cl) # 0 e X(a) # À(a) já que À(0) = iwo # 0. 1

Lema 5. .4 equação

â g?.z3 + !Z:!:,:z + %3.,22 + 11P-z3 + 0(1'1') (A.13)

.nde À = À(a) = 7(a) + áw(a), 7(0) = 0, «,(0) = wo > 0 e gij = gij(a), pode ;e, t««s$o,m«d«
pela mudança de coordenadas

, - « * y«; * 9«'« * ?««' * V*
para lal << 1, na equação somente com termos ctíbãcos

ü +c.w'a+ o(lwl')

.n'Z' ci

Considerando a transformação inversa

&!g,3 ,22 (lzl')6 2 2 6
procede-se de maneira análoga à demonstração do Lema 4, observando que um candidato para

eliminarmos o termo m2iiJ seria h2i ;; .fÍi!. Veja que isto é possível para a # 0, mas para a ' 0,
À(0) + À(0) = ioo -- áuo = 0. Então escolhemos h2i = 0 e denota-se JZf = ci. l

A.1 Bifurcação de Hopf no plano 

para lal < < 1, na equação sem termos quadráticos 

Prova. Consideremos a mudança de coordenadas inversa dada por 

h20 2 _ ho2_2 3 
w = z - -z - huzz - -z + O(lzl ) 

2 2 

Assim 

W = Z - h2ozi - hu (iz + zi) - ho2zz + O(lzl3
) 

' ( 920 ) 2 ( - ) - ( 902 - )-2 o ( 1 13) = /\Z + 2 - >.h20 z + 911 - >.h11 - >-hu zz + 2 - >.ho2 z + z 

1 2 - - 1 - -2 3 
= Àw + 2(920 - >.h20)w + (911 - Àhu)ww + 2(902 - (2>. - >.)ho2)w + O(lwl ) 

Para eliminarmos os termos de ordem 2 fazemos 920 - >-h20 = O, 911 - >.h11 = O e 

902 - (2'X - >.)ho2 = O, que respectivamente nos dá h20 = 9iº-, h11 = T e ho2 = /;_°}__>... 

sempre possível, pois para !ai << 1, >.(a)=/:- O e >.(a)=/:- >.(a) já que >.(O)= iwo =/:- O. 

Lema 5. A equação 

. - ' + 930 3 + 921 2-+ 912 -2 + 903..,.,3 + 0(1 14) Z - AZ -z -z Z -zz -z Z 
6 2 2 6 
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(A.12) 

Isto é 

1 

(A.13) 

onde À= >.(a) =,(a)+ iw(a), 1 (0) = O, w(O) = wo > O e 9ij = 9ij(a), pode ser transformada 

pela mudança de coordenadas 

+ 
h30 3 + h21 2-+ h12 -2 + ho3~ z=w -w -w w -ww -w 
6 2 2 6 

para !ai < < 1, na equação somente com termos cúbicos 

Prova. 

Considerando a transformação inversa 

h30 3 h21 2- h12 -2 ho3..,.,3 4 
w = z - -z - -z z - -zz - -z + O(lzl ) 

6 2 2 6 

procede-se de maneira análoga à demonstração do Lema 4, observando que um candidato para 

eliminarmos o termo w 2w seria h21 = f!x· Veja que isto é possível para a=/:- O, mas para a= O, 

>.(O) + >.(O) = iwo - iwo = O. Então escolhemos h21 = O e denota-se ~ = c1. 1 



A. .1 13ifurcação de .f:lopf no plano

Definição 2. O termo w2iiJ é chamado termo ressonante

O coeficiente do termo ressonante é igual ao coeficiente do termo cúbico z2Z na equação

(A.13).

Lema 6. Á equação

á=*'+ }, ihSklz'#+0(1'1')
2<k+1<3

pode ser trens.formada, pela mudança de coordenadas

, - « * y«: * "::«« * #«' * #«; * y««' * w~
para lal << 1, na equação com apenas um fe7'mo ctíbíco

(A.14)

ú + c.««'m+ o(1««1') (A.15)

on'Í' cl = cl (a)

Prova. Aplicamos o Lema 4 para eliminarmos os termos quadráticos. Veja que a transformação

alterará os termos cúbicos. Representemos o coeficiente de w2a por {g;i' Quando aplicamos o

Lema 5 eliminamos os termos de ordem 3, exceto o termo {g;l, que é o termo ressonante. l

Lema 7. O coe$cienfe ci(a) da equação éZ./5), para a = 0, é dado por

c:(0) - i:(g«P:: - 2lP::l' - ;lg.,I') + T- (A.16)

Prova. Diferenciando z = w + & w2 + Aitw® + &míiJ2 obtemos ;â = ú + h20wü + hii(w8i +

mú) + h02® ã. Substituindo ú e ã e levando em conta (A.15), obtemos

É IÍg20.' + gtt, + ;g022' + l.s30,; + ;g2i,'2+ ãg12, : + Élg0323 + o(1'1').

Substituindo z e Z, dados por (A.ll), e escrevendo apenas os termos de interesse obtemos

= Xz + !(.Xh20 + g20)w: + (Àhii + gll)w® + :(Àh02 + g02)®:+

+ Ig20hii + gii (1l:g + ÃL') + 11931lB + g:!:l«,:® + (A.17)
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Definição 2. O termo w 2w é chamado termo ressonante . 

O coeficiente do termo ressonante é igual ao coeficiente do termo cúbico z2z na equação 

(A.13). 

Lema 6. A equação 
~ 1 k-d 4 

i = Àz + L.,; k!l! 9ktZ z + O(lzl ) 
2~k+l:S;3 

(A.14) 

pode ser transformada, pela mudança de coordenadas 

+ h20 2 + h _ + ho2 _ 2 + h30 3 + h12 _ 2 + ho3 -,-,,3 z=w -w uww -w -w -ww -w 
2 2 6 2 6 

para lal << 1, na equação com apenas um termo cúbico 

(A.15) 

onde ci = c1(a). 

Prova . . Aplicamos o Lema 4 para eliminarmos os termos quadráticos. Veja que a transformação 

alterará os termos cúbicos. Representemos o coeficiente de w2w por ½921 . Quando aplicamos o 

Lema 5 eliminamos os termos de ordem 3, exceto o termo ½921 , que é o termo ressonante. 1 

Lema 7. O coeficiente ci(a) da equação {A.15), para a= O, é dado por 

i 2 1 2 921 
c1 (O) = 2wo (920911 - 219n 1 - 319021 ) + 2 (A.16) 

Prova. Diferenciando z = w + ~w2 + hu ww + ~w2 obtemos i = w + h20ww + hn ( ww + 
ww) + h02w w. Substituindo w e w e levando em conta (A.15), obtemos 

Substituindo z e z, dados por (A.11), e escrevendo apenas os termos de interesse obtemos 

1 1 
i = Àz + 2(Àh20 + 920)w2 + (Àhu + 9n)ww + 2(Àho2 + 902)w2+ 

h20 - 902ho2 921 2-+ [920hu + 9n( 2 + hu) + -
2
- + 2 ]w w + · · · (A.17) 



.A.IZ .13ifurcação de liopf no plano

Comparando os coeficientes do termo cúbico m2:ü nas duas equações obtidas acima, e uti

lizando h20 :;: gu, hii := !: e h02 := --gez.- temos

.:(a) - g« : +P::(!y +j;=') + eggW + T.
- efu -- ,::(e -'" T) -- ã=g\ -*T

g20gii(2À+.i) . Igill' . Ig02l' . g2i

' 2lÀl2 't À 'r 2(2À -- À) ''r 2

(A.18)

Para a i i Tem ns

C.(0) - g"g':(2iuo - i"o) + Ig!!.E + ls02l'

5:1-(S«P:: - 2lP.:l' - {lp.,I') + !T

,@l
' 2

l
p02l2) +

3 2

(A.19)

Lema 8. Considere a equação

!9('-) + í"(a))'" + 't(a)'"l'"l' + O(lwl')

.nde 7(0) = 0 e «,(0) = «,o > 0. S«po«A. q«e 7'(0) # 0 e q«e Regi(0) # 0, onde Regi(0)

.ignÚ« « p«[e ««Z de ct(0). .Então ' eg«ção «{m. pode «, f«ns/o,«..d', po, m«d-ç« 'Z'

coordenada, na equação

(A.20)

:3 + i)" + '«'lul' + 0(1«'1')(A.2i)
onde u é a moda coordenada compZeaa, 0 e X sâo os nodos tempos e parâmetros, respectiüamenle;

e s = sinaZI.Regi(0)l = :H

Prova. Introduzindo o novo tempo 'r = w(a)f, que preserva a direção, pois w(cr) > 0, Vjal << 1,
temos

d\o d\o dt
dl' dã dl-

l(''r('-) + Í"(a))'" + ':««:® + o(1'"1')1 =;ãÕ-

- 2gZ!:E.!%w + !tl©«,i.«I' + o(1'"1')
=(X + {)«« + di(X)wl«,I' + 0(1.«1')

o«de x - x(a) - i:lg e di(x) - :tlil:éx»

(A.22)
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Comparando os coeficientes do termo cúbico w 2w nas duas equações obtidas acima, e uti

lizando h20 = ~ hu = 9JJ- e ho2 = fl.02 temos 
A) À 2À-À 

h20 - 902ho2 921 
ci(a) = 92oh11 + 9u( 2 + h11) + -

2
- + 2 

= 92~11 + (920 + 911) + 902902 + 921 
>. 911 2>. À 2(2>. - >.) 2 

= 92~11 + 911920 + 19111
2 + 19021

2 + 921 
>. 2>. >.) 2(2>. - >.) 2 

(A.18) 

- 2 2 
= 920911 (2>. + >.) + ~ + 19021 + 921. 

21>-1 2 À 2(2>. - >.) 2 

Para a = O temos 

(O) = 9209u (2iwo - iwo) + 19111
2 + 19021

2 + 921 
c1 2w5 iwo 2(2iwo + iwo) 2 

i 2 1 2 921 
= 2wo (920911 - 2l9ul - 319021 ) + 2 

(A.19) 

1 

Lema 8. Considere a equação 

(A.2O) 

onde 1 (0) = O e w(O) = wo > O. Suponha que ,y' (O) =f. O e que Rec1 (O) =f. O, onde Rec1 (O) 

significa a parte real de c1 (0). Então a equação acima pode ser transformada, por mudança de 

coordenada, na equação 

(A.21) 

onde u é a nova coordenada complexa, 0 ex são os novos tempos e parâmetros, respectivamente, 

e s = sinal[Rec1 (O)) = ±1. 

Prova. Introduzindo o novo tempo T = w(a)t, que preserva a direção, pois w(a) > O, Vlal << 1, 

temos 

dw dw dt 

dT dt dT 
1 

=[(,(a)+ iw(a))w + c1w2
w + O(lwl4)]w(a) 

,(a) + iwo. c1 (a) I 12 O(I l4) =----w+--ww + w 
Wo. W0 

onde x = x(a) = -y(o.) e d (x) = ci (o.(x)). w(o.) 1 w(o.(x)) 

(A.22) 



A.l Bifurcação de liopf no plano

Podemos considerar X como nosso parâmetro já que X(0) = 0, X'(0) = ]:m # 0, e, portanto,

o Teoremza da .Ihrzção /nuersa nos garante a existência local e suave de a como função de X.

Vamos agora, reparametrizar novamente o tempo com a nova mudança 0 = a(l-,X) onde
dO = (1 + ei(X)l««l:)dr, com el(X) = /mdi(X), sendo /mdi(X) a parte imaginária de di(X).

Assim obtemos

dm (!m dv
dO dv de

+ 'Ü (x)'"l'"l: + o(1'"1')1 Í:i-=;(x) wl2 (A.23)

= 1(X + í)w + di(X)wlwl' + O(it«I')lll -- et(X)lwl' + e?(X)lwl' + - - .l

onde consideramos a expansão de í:i:i;;ti;)Í;;P para zo próximo de 0. Logo

$ =(X + {)'" + 'Zi(X)'"lt"l' --(X + {)ei(X)wl'"l' + O(1'"1')

=(X + d)«« + Real(X)wlt«I' + i.rmdi(X)wlwl: -- Xei(X)wlwl'

- {el(X)tolwl' + O(1««1')

=(X + {)«o + ]-Recai(X) - Xei(X)]««lwl: + O(lwl')

(A.24)

pois ei (X) = -rmdt(X)

Portanto

1:;1(X + {)w + Z:(X)'"lwl' + 0(1'"1')
onde

Z:(X) (X) - Xe: (X) (A.25)

Veja que Zi(X) C IR com Zi(0) Real (0), o que nos dá

z:(o) (A.26)

Finalmente, introduzindo a nova variável complexa u, dada pela expressão

lzi (x) l
que é possível, pois Regi(0) # 0, e, portanto, Zi(0) # 0, a equação se escreve como

U
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Podemos considerar X como nosso parâmetro já que x(O) = O, x'(O) = ~m =/= O, e, portanto, 

o Teorema da Função Inversa nos garante a existência local e suave de a como função de X· 

Vamos agora, reparametrizar novamente o tempo com a nova mudança 0 = 0( T, x) onde 

d0 = (1 + e1(x)lwl2)dT, com e1(x) = Imd1(x), sendo Imd1(x) a parte imaginária de d1(x). 

Assim obtemos 

dw dw dT 

d0 dT d0 
. 1 
= [(x + i)w + d1 (x)wlwl

2 
+ O(lwl

4
)] 1 + ei (x)lwl 2 

= [(x + i)w + d1(x)wlwl 2 + O(lwl 4)][1 - e1(x)lwl 2 + et(x) lwl 4 + · · ·] 

onde consideramos a expansão de l+ei(~)lwl2 para w próximo de O. Logo 

dw . 2 . 2 4 
de= (x+i)w+d1(x)wlwl -(x+i)ei(x)wlwl +O(lwl) 

= (x + i)w + Red1 (x)wlwl2 + ilmd1 (x)wlwl 2 
- xe1 (x)wlwl2 

- ie1 (x)wlwl 2 + O(lwl4
) 

= (x + i)w + [Red1(x) - xe1(x)]wlwl 2 + O(lwl 4
} 

pois e1(x) = Imd1(x). 

Portanto 

onde 

l1 (x) = Red1 (x) - xe1 (x) 

Veja que li (x) E IR. com li (O) = Red1 (O), o que nos dá 

li(0) = Re(1(a(O))) = Rec1(0) 
w(a(0)) w(0) 

Finalmente, introduzindo a nova variável complexa u, dada pela expressão 

u 
w = -✓;::=ll 1=(x=) 1 

que é possível, pois R ec1 (O) =/= O, e, portanto, li (O) =/= O, a equação se escreve como 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

(A.26) 
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de du d6
l du

- k -'' o7:1%= -- z: uUill=1'?il%;:i: -- ó.'.

d dwdu

(A.27)

e portanto

: - k + o« + íll'Elí«i«i' + oq«lq
= (x + i)u + sulul' + o(lul')

onde s = 'ínaZJZi(0)l = sínaZJReci(0)l = J::l.

Definição 3. .4 /unção Zi(X) é chamada de pMmeÍro coe$ciente de .LÍapunou

(A.28)

l

De (A.26) temos que

Zt(0) - i:ãRe({g20gii + wog:.) (A.29)

Observação: Note que se a equação (A.21), com s = --1, for escrita na sua forma real, coincidirá
com o sistema

r á - a:« - Z/ -(z' + y')Z +0(llzll')
1. Ú = z +aZ/ --(aç'+ 3/:)y + 0(llzll')

Reunindo os resultados anteriores, podemos enunciar o

Teorema 9. [1i'erma Normal da Bifurcação de Hopf] Qualquer sistema bidimensional

; =/(z,a), "clR',acR (A.31)

com / C (l:n(Q), Q C R2 x R, tendo a singular dado z = 0, Vjal << 1, com aufot;azares

À1,2(a) = "f(a) + dco(cl), onde '(0) = 0, w(0) = «,o > 0, satisfazendo as condições

r]) Zi(0) # 0 Ínã. d.ge«e«.êncía);

r2) 7'(0) # 0 rf«n««/{d.de)

é localmente topologicamente equivalente em tonto da origem, a uma das seguintes formas

(A.30)

A.1 Bifurcação de Hopf no plano 73 

dw dw du 

d0 du d0 
1 du 

/jVxTid0 (A.27) 

= (x + i) u + l1 (x) u I u 1
2 + cdots 

Jll1(x)I ✓ll1(x)I ~ 

e portanto 

du . li(x) 2 4 
dO = (x + i)u + Ili (x)I ulul + O(lul ) 

(A.28) 

= (x + i)u + sulul 2 + O(lul4
) 

onde s = sinal[li (O)] = sinal[Rec1 (O)) = ±1. 1 

Definição 3. A função l1 (x) é chamada de primeiro coeficiente de Liapunov. 

De (A.26) temos que 

(A.29) 

Observação: Note que se a equação (A.21), com s = -1, for escrita na sua forma real, coincidirá 

com o sistema 

{ 
x = o:x - y - (x2 + y 2 )x + O(llxll 4

) 

iJ = x + ay - (x2 + y 2 )y + O(llxll4
) 

Reunindo os resultados anteriores, podemos enunciar o 

(A.30) 

Teorema 9. (Forma Normal da Bifurcação de Hopf) Qualquer sistema bidimensional 

dx 
dt = f(x,a), x E IR2 ,a E IR (A.31) 

com f E cn(n), n e IR2 x IR, tendo a singularidade x = O, \fiai << 1, com autovalores 

À1,2(a) = ,(o:) + iw(o:), onde 1 (0) = O, w(O) = wo > O, satisfazendo as condições 

{1) li (O) =/- O {não degenerecência); 

(2) ,'(O) =/- O {transversalidade) 

é localmente topologicamente equivalente em torno da origem, a uma das seguintes formas 

normais 
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Z/: - a3/: - g/, :L (3/? + Vg)Z/-

Ü, : + aZ/: 3: (Z/? + Z/8)V,
(A.32)

A.2 Variedades invariantes

Nesta seção algumas generalizações de teoremas sobre variedades invariantes dados em

Hartman j171 serão apresentados.

Le"ia 9. Para s C 10, sol, se > 0 sda P(s) u«.a matriz esfáueZ p x p e Q(s) u«.a mafMz q x q
ct4jos autoualores fem parte rea/ não negaliua para todo s € 1O, so], suponha ainda que P, (2 c
Colo, sol e sda a aplicação 7'i : RP x RÇ x 10, s.l de$nída por

Tt : 3/: eP(')g + y(y, z, s), zi = eQ(')z + Z(3/, z,s) (A.33)

para (y,z,s) C R' x R' x lO,s01 onde y,Z,y;,yz',Z;,Z; C C', y(0,0,s) = 0, Z(0,0,s) = 0 e
p". « m«f,i«; J.c.bian« õb,4y(0, 0, ') = 0, a&,4Z(0, 0, s) = 0; 'nfão e«ãsfe u«.' «í,{nA-ç"
WP C RP da origem e uma /unção g : WP x lO,sol --} Wç rW. t; z nÀaça da origem de IRÇ) faZ

q«e g, gl, C C', g(0,.) = 0, aPg(0,s) = 0, ' « m«d-ç« de c«,den.d«

-' - 3/, « g(y, .) (A.34)

t«nsjor«. (A.33) n« fotm«

ul .pm. + U(u,«, .), «] + V'(u, «, .) (A.35)

onde

u'(o, o, ;) = o, v'(o, o, ') = o, a(«,,)u(o, o, ') 0,a(«,.)}'(0,0,;) = 0 e }''(u,0,s) O. (A.36)

Observação 2. Chamamos a atenção para o /ato que a tíZfima ide7zfádade signlPca que se
(u,u) = (u,0) então u' imagem pela apJic.ção Ía.3S) lemas (ul,ul) = (ui,0). Isto sign@ca

gue se nas coorcZenadas orágdna s z = g(y, s), então por Íd.3S9 urze zi = g(3/i, s), {.e, o conjunto

{(3/,z) c RÇ/z = g(3/,s)} é in«M-te de T: p«« c.da s .Pzo em [0, so].

Prova. A prova coincide passo a passo com a prova de (j171, Capítulo IX, Lema 5.1) e portanto
será omitida. l

Lema IO. /''ara s € 1O, sol, se > 0 soam P(s) e Q(s) matrizes como no Lema 9, e co,'sida« a
/amz#ãa de sistemas d námícos T : 10, oo) x RP x RÇ x 10, sol ---+ RP x Rq dependendo do parâmetro

A.2 Variedades invariantes 

{ 
'Yl = ay1 - Y2 ± (Yt + Y~)Y1 

Y2 = Y1 + ay2 ± (Yt + Y~)Y2 

A.2 Variedades invariantes 

74 

(A.32) 

Nesta seção algumas generalizações de teoremas sobre variedades invariantes dados em 

Hartman [17] serão apresentados. 

Lema 9. Paras E [O, sol, so > O seja P(s) uma matriz estável p x p e Q(s) uma matriz q x q 

cujos autovalores tem parte real não negativa para todo s E [O, sol, suponha ainda que P, Q E 

<Cº[O, so] e seja a aplicação T 1 : ~P x ~q x [O, s0] --t ~P x ~q definida por 

(A.33) 

para (y,z,s) E ~P x ~P x [O,so] onde Y,z,Y;,Y;,z~,z~ E Cº, Y(O,O,s) = O, Z(O,O,s) = O e 

para as matrizes Jacobianas a(y,z)Y(O, O, s) = O, a(y ,z)Z(O, O, s) = O; então existe uma vizinhança 

Wp C ~P da origem e uma função g : Wp x (O, s0] --t Wq {Wq vizinhaça da origem de ~q) tal 

que g, g~ E Cº, g(O,s) = O, 8yg(O,s) = O, e a mudança de coordenadas 

u=y, v=z-g(y,s) (A.34) 

transforma (A.33} na forma 

(A.35) 

onde 

U(O, O, s) = O, V(O, O, s) = O, a(u,v)U(O, O, s) = O, 8(u,v) V(O, O, s) = O e V(u, O, s) = O. (A.36) 

Observação 2. Chamamos a atenção para o fato que a última identidade significa que se 

(u,v) = (u,O) então sua imagem pela aplicação (A.35) temos (u1,v1) = (u1,0). Isto significa 

que se nas coordenadas originais z = g(y, s), então por (A.33) vale z1 = g(y1, s), i.e, o conjunto 

{ (y, z) E ~q / z = g(y, s)} é invariante de T 1 para cada s fixo em [O, so]. 

Prova. A prova coincide passo a passo com a prova de ([17], Capítulo IX, Lema 5.1) e portanto 

será omitida. 1 

Lema 10. Para s E [O, sol, so > O sejam P( s) e Q ( s) matrizes como no Lema 9, e considere a 

famflia de sistemas dinâmicos T : [O, oo) x ~P x ~q x [O, so] ----+ ~P x ~q dependendo do parâmetro 
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s definida por

T : y(t, go,zo, s) = eP(')tZ/. + y(t, yo, zo,s)
z(t, 3/0, zo, s) = eQ(')tzo + Z(t, 3/0, zO, s)

(A.37)

par« f C ]O, oo), Z/o C R', zO € 1RÇ, s C ]O, so] onde y, Z, y', }Z., y.'., Z', ZÍ,., Z;. C C', y(f, 0, 0, s)
0, Z(f,0,0,s) = 0 a(..,«)}'(t,0,0,s) = 0, a(,.,«)Z(t,0,0,s) = 0, e

r: : 3/(l,yo, zo, s) eP(')go + y(l, yo, zo, s)

z(l,yo, zo, s) = eQ(')zo + Z(l,yo,zo, s);

se g é a junção fornecida Feto Lema 9 para TL então (A.34) transforma (A.37) na forma

u(t, uo, «o , s) eP(')tuo + P(f, uo, ti0, s)

u(t, uo, üo, s) = eQ(')'u. + V'(f, uO, uo, s)

onde U(t, 0, 0, s) = 0, }'(f, 0, 0, s) = 0, õ(«,«)P(f, 0, 0, s) = 0, a(«,«)V(t, 0, 0, s) = 0 e V(t, uo, 0, s)
0, . « 3/0 # 0, l3/0l é peq«.n. . b«f-*' e ,o = g(yo,.) .nfã. ,(t,yo,,o,.) = g(3/(t,yo,,o,s), ;)

P«« f.do t C lO, .«),
iflf,'','','li
' y(t, 3/0, zo, s) '

e

Zá«.supt-:Zogl3/(f,yo,zo, s)l $ a quando t ---+ '"

onde a < 0.

Prova. Este lemma é uma consequência do Lema 9 justamente como em (j17], capítulo IX,
corolário 5.2) é uma conde(luencia de (j171, capítulo IX, lema 5.1). 1
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s definida por 

T: y(t,yo,zo,s) = eP(s)tYo + Y(t,yo,zo,s) 

z(t, Yo, zo, s) = eQ(s)tzo + Z(t, Yo, zo, s) 
(A.37) 

para t E (O, oo), Yo E JRP, zo E lRq, s E [O, so] onde Y, Z, Y', Y;
0

, Y;
0

, Z', Z~
0

, Z~
0 

E Cº, Y(t, O, O, s) = 
o, Z(t,0,0,s) = O a(Yo,zo)Y(t,0,0,s) = o, a(Yo,zo)Z(t,0,0,s) = o, e 

se g é a função fornecida pelo Lema 9 para T 1 então (A.34) transforma (A.37} na forma 

u(t,uo ,vo,s) = eP(s)tuo + U(t,uo,vo,s) 

v(t, uo, vo, s) = eQ(s)tvo + V(t, uo, vo, s) 

onde U(t, O, O, s) = O, V(t, O, O, s) = O, 8(uo,vo)U(t, O, O, s) = O, 8(uo,vo) V(t, O, O, s) = O e V(t, uo, O, s) = 
O, e se Yo =/ O, IYol é pequeno o bastante e zo = g(yo,s) então z(t,yo,zo,s) = g(y(t,yo,zo,s),s) 

para todo t E (O, oo), 

e 

onde a< O. 

1

z(t,yo,zo,s) l --t 0 
y(t,yo,zo,s) 

limsupC 1logly(t, Yo, zo, s )1 :S a quando t --t oo 

Prova. Este lemma é uma consequência do Lema 9 justamente como em ((17], capítulo IX, 

corolário 5.2) é uma consequencia de ([17], capítulo IX, lema 5.1). 1 
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