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Resumo

No presente trabalho estudaremos a ocorréncia do fenémeno de bifurcagio zip e de bifurcacio
de Andronov-Hopf, num modelo matemético dado por um sistema de equagdes diferenciais par-

ciais que descreve a dindmica entre n predadores competindo por uma presa da forma

%% = §AS+9(1 - %)S — > mifi(S)u; em £ x (0, 00)
a_lf:i = 0;Au; +m;fi(S)ui — diu; , i=1,..,n,

com condigdo de Neumann na fronteira, onde f;(S) = S/(a; + S) e todos os pardmetros sao nio

negativos.
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Abstract

In this work we study the zip and Andronov-Hopf bifurcation phenomena in a model given by
a system of partial differential equations describing the dynamics among n species of predators

competing for a single prey of the form

B = HAS+y(1—£)S -0 mifi(S)u; em Q x (0,00)
Qi = Sl +mifi(S)u —diu;, i =1,

with Neumann boundary conditions, where f;(S) = S/(a; + S) and all parameters are nonneg-

ative.
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CariTULO 1

Introducao

No presente trabalho estudaremos a ocorréncia do fendmeno de Bifurcagdo Zip e também
da Bifurcacdo de Andronov-Hopf em um modelo matematico descrito por um sistema de
Equagoes Diferenciais que descreve a dinidmica (ou interagao) entre n espécies de predadores

competindo por uma presa.

O fenémeno de Bifurcagao Zip foi introduzido por Farkas [8] em 1984 em combinagio com um
modelo matematico descrevendo a competicdo de duas espécies de predadores por uma espécie
de presa. Tal modelo é representado pelo seguinte sistema de Equagoes Diferenciais Ordinarias
(EDO):

( S = y(1- %)S —my f1{S)z1 — mafa(S)zs

§ 1 = mifi(S)z — dizy (1.1)

| £2 = mafe(S)zy — dazy,

onde f;(S) = m—ig’ 1=1,2, e todos os pardmetros em (1.1) sdo ndo negativos e representam:

e S: quantidade de presa

z;: quantidade do predador i

v: taza de crescimento intrinseca da presa

K: capacidade de carga do meio ambiente

m;: taza mdzima de natalidade do predador i

d;: taza de mortalidade do predador i
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e q;: constante de semi saturagao do predador i.

O modelo acima originou-se a partir de modelos do tipo chemostat, sendo o chemostat um
aparelho de laboratério usado para a produgdo e estudo de microorganismos. No nosso caso,
a presa serd um nutriente proporcionado aos dois predadores a uma taxa constante, e tais
nutrientes estdo se regenerando de acordo a uma equagdo diferencial logistica na auséncia da

predacao.

Sob certas condigoes, Farkas [8] (ver também [10] ) mostrou que o sistema (1.1) admite
Bifurcacao de Andronov-Hopf e também o fenémeno chamado de Bifurcagiao Zip. No que segue,
daremos uma breve descri¢do dos fenémenos que ocorrem no sistema (1.1). Para este propésito,

observe que (1.1) admite os seguintes pontos de equilibrios:

1. (S,1,22) = (0,0,0)
2. (S .'1:1,562) (K 0 0)

—aidy _ y, — _G2dy :
3. se A\ = T = A2 e = A temos os pontos do segmento de reta:

A
L= R / S=2\ >0, AL T g -2 1.2
{Bonme® [ s=nmnz0 MR 2 _oq 4l g

Nao ¢ dificil mostrar que (S, z1,z2) = (0,0,0) e (S, z1,z2) = (K,0,0) sdo ambos instaveis.

O estudo da estabilidade dos pontos de L se divide em dois casos que serdao descritos a seguir.

1.1 Primeiro caso: Bifurcacao de Andronov-Hopf

Esse caso ocorre quando a; = ag, isto é, quando os dois predadores tém a mesma constante
de semi-saturagao. De acordo com os resultados obtidos por Farkas [8], nésse caso existe uma

folheagdo de R3. da forma
Mc = {(S,xl,!ﬂg) 5> 0,1}2 = cg;{}’

onde c é uma constante abitrdria ndo negativa fixada (Ver Figura (1.1)) e p = %. Cada folha

M, é invariante por (1.1) e, restrito a essa folha, o sistema fica

§ = -f)5- Cateems
(1.3)
5= B

onde todos os parametros no sistema sao positivos e a = a; = ay. Os equilibrios de (1.3) séo:
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X2

X

Figura 1.1: Variedade Invariante

1. (S,z1) = (0,0)

2. (S,z1) = (K,0)

3. O tnico ponto no qual o segmento de reta L intercepta o gréfico de z5 = czf, onde ¢ > 0 (ver
Figura (1.2)). Contudo, agora a equacdo de L é (levando em conta que a = a; = ag):

y(a+ A)(K — ))

z1, 29 > 0.
le ) 1,42 =

S=X z1+pz=

Assim, se o ponto de intersecgao é denotado por (), &1, &), entdo £; é a tinica solugdo positiva

da equagao
yla+ A& =N
le ’

e & = c£7. Um célculo simples mostra que os pontos (S,z1) = (0,0) e (S,z1) = (K,0) sao

(1.4)

& +cptf =

instaveis.

No estudo da estabilidade do equilibrio (A, ;) de (1.3), onde &; é a tinica solugdo positiva de
(1.4), a capacidade de carga do meio ambiente K sera tomada como pardmetro de bifurcacio.
Quando tomamos K > X a reta L se move paralelamente cortando a superficie o = czf, onde
¢ > 0, em diferentes pontos ({i(c, K),&2(c, K)) (ver Figural.2). Consequentemente temos o

seguinte teorema.

Teorema 1. (Farkas [1984]) Se A < K < a+2), entdo o equilibrio (\,&1(c, K)) do sistema (1.3)
¢ assintoticamente estdvel com regigo de atratividade {(S,z1) : S > 0,21 > 0}; em K = a + 2\

o sistema sofre uma bifurcacdo de Andronov-Hopf supercritica.

Vale observar que o ponto de bifurcacao K = a + 2\ é independente de c, isto é, a bifurcacao
ocorre no mesmo valor do pardmetro K em cada superficie da familia de variedades invariantes.

Assim, temos os seguintes coroldrios do Teorema, 1.
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&,(K)

£ ®)

X

Figura 1.2: Ponto de interseccao

Coroldrio 1. Se a = a1 = ay, entdo os pontos do segmento L dado por (1.2) sio equilibrios

estdveis no sentido de Liapunov do sistema (1.1) se A < K < a+ 2\ e instdveis se K-> a+ 2.

Corolério 2. Se A < K < a+ 2], entao o segmento L dado por (1.2) é um atrator global do
sistema (1.1) com relag@o ao interior do octante positivo; se K = a + 2\ o segmento L bifurca
em um cilindro topoldgico, i.e., existe 6 > 0 tal que para a + 2\ < K < a + 2\ + 6, o sistema
(1.1) tem wm cilindro topoldgico invariante C, o qual é uma reunido de drbitas periddicas, e
€ um atrator do sistema, i.e, ele tem uma vizinhaca tal que todas as trajetérias com condigio

inicial nesta vizinhanga tendem a C quando t — oo (ver Figura (1.3))

1.2 Segundo Caso: Bifurcagao Zip

Esse caso ocorre quando a; > ay. Sendo ; = m; — d;, i = 1,2, podemos escrever o sistema,

(1.1) na forma

(¢ S s S

S = ’)’(1 — ?)S — mlmml = mgmxg
{ s1= ASHAm | (L5)
( Z2= Br2ima

O polindmino caracteristico associado ao sistema linearizado do sistema (1.5) em volta de



1.2 Segundo Caso: Bifurcagao Zip 5

X1

Figura 1.3: Cilindro Topoldgico

um ponto (A, &;1,£2) € L dado por (1.2) é

N a o mib md prmi& Bamals
R G ) e ) 0o

O polinémio entre colchetes sera estavel, i.e,

mi&y mels T
@1+ A2 " (ag+ 22 K

(L.7)

se A < K < ag+2)]; serd instével (o que significa inverter a desigualdade em (1.7)) se K > a;+2A.
Consequentemente, cada equilibrio (A, &;,£2) € L tem um autovalor nulo e dois autovalores com
parte real negativa se A < K < ag + 2\ (resp. positiva se K > a; + 2)\). Isto implica,
pelo Teorema da Variedade Invariante (ver [10], Teorema A3.1 e Defini¢cao A3.6), que por cada
ponto de L passa ﬁma var/iedade invariante bidimensional localmente suave, tal que todas as
trajetorias nesta superficie tendem a (\,&1,£2) quando t - 00 e A < K < ag + 2); por outro
lado, se K > a; + 2, entdo todos os pontos em L sdo instdveis. O caso mais interessante
ocorre quando as + 2)\ < K < aj + 2)\. Neste caso, fixando K neste intervalo, existe um ponto
(A & (K),€(K)) € L no qual a desigualdade (1.7) converte-se numa igualdade. Este ponto é

determinado resolvendo o sistema de equagoes

mi1&y maés _ y(E-N (L)
a1+ az+A - K \

(1.8)
S = W)

ou seja, (A, &1,&2) é o ponto de interseccdo das retas L e L, dadas pelas equagoes em (1.8).

Assim, temos o seguinte teorema devido a Farkas [8].
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A<ax+2 A=K< aj+2 A ay+2 A < K<aj+2 A

K= aj+2

Figura 1.4: Bifurcacao Zip

Teorema 2. Para qualquer K satisfazendo ag + 2X\ < K < a3 + 2), o ponto (A, &1(K), & (K))

divide L em duas partes; os equilibrios do sistema (1.1) no conjunto

Ly ={(M\&,&) € L: & <&(K)}

sao instdveis e os equilibrios no conjunto

Ls = {(\&1,&) € L: & > &(K)}

sao estdveis no sentido de Liapunov.

Quando K varia a partir de as + 2A até a; + 2, o ponto (X, & (K),£&2(K)) se movimenta
continuamente ao longo de L de um extremo a outro, de tal modo que os pontos que ficam para
trds tornam-se instéveis. A este fendmeno Farkas [8] deu o nome de Bifurcacio Zip. Esbogamos

geometricamente o comportamento de L quando variamos o pardmetro K na Figura 1.4.
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1.3 Resultados principais

O propésito principal de nosso trabalho serd obter generalizagoes dos resultados obtidos
por Farkas [8], que apresentamos nas duas se¢oes anteriores. No Capitulo 2 estenderemos estes
resultados para sistemas de n predadores competindo por uma presa. Neste caso, a interecio

ser4 descrita pelo sistema de EDO em R™+!

S = A1-£)S-> mifi(S)m
#=l (1.9)

.'lfz' = (mzf,(S) = di).’l,'-i, b= 1,2,...,77,,
onde f;(S), S, z; 1 =1,2,...,n e os pardAmetros K, m;, v d;, a; sdo como no sistema (1.1).

No Capitulo 3, estenderemos o resultado do fenémeno de bifurcacdo zip obtido para o sistema
(1.9), para uma ampla classe de sistemas com n predadores competindo por uma presa, descrito
pelo sistema de EDO em R™1

S= 79(8,K)S - p(S,a:)z;
=1 (1.10)

Ti= p(.S', ai)a:i — di.’L',;, 1=1,2,...,n.
onde S, z; ¢ = 1,2,...,n e os pardmetros K, -y d;, a; sdo como no sistema (1.1); vg(S,K) é a
taxa de crescimento per capita da presa na auséncia do predador; p(S, a;) é a taxa de natalidade

per capita do n - ésimo predador.

No Capitulo 4, introduziremos difusdo no sistema (1.9) e mostraremos que o sistema de

EDP ‘s admite um atrator global compacto. Tal sistema é representado por

83 S .
E(m,t) = §AS+ (1 - E)S - ;mifi(S)ui em £ x (0,00) _

%(x,t) = §;Au; + (mif,'(S) — di)ui, i=1,2..,n em X (0,00),

onde Q C RN (N =1,2,3) é um dominio aberto conexo limitado com fronteira suave 95).
Admitiremos ainda que a fungoes S e u; satisfazem condigées de Neumann na fronteira

aS Ou;

S (@,t) =0, %(m,t) =0, i=1,2,..n, em 9 x (0,00), (1.12)

onde v = (z) indica a normal unitria exterior em pontos z € 9.
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Finalmente, no Capitulo 5, mostraremos que o fenémeno de bifurcacao zip é preservado para,
o sistema (1.11), (1.12), independentemente dos coeficientes de difusdo e no caso n = 2. Por

simplicidade, consideraremos o caso n = 2 em (1.11) (1.12).



CAPITULO 2

Bifurcacoes de Hopf e Zip em um

Sistema de Dimensao n + 1

Neste Capitulo, estudaremos a ocorréncia da bifurcacio de Andronov-Hopf e também da
bifurcagdo Zip em um modelo presa-predador concreto de dimensao (n + 1), modelando a com-
peticao entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. Os resultados obtidos aqui sao

generalizacoes dos resultados de Farkas [8].

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a ocorréncia de érbita peridédica num sistema de EDO mode-
lando a competicao entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. Também estudare-
mos a ocorréncia do fenémeno de bifurcagdo zip no mesmo sistema. Estas serao generalizacoes
dos resultados obtidos por Farkas [8] para o sistema (1.1). O fendomeno de bifurcacio zip foi
introduzido por Farkas [8] em 1984 para um sistema presa-predador tridimensional. Embora
nao seja estruturalmente estdavel, o modelo ilustra o fato intuitivamente claro de que, para pe-
quenos valores da capacidade de carga K, ambos os predadores podem sobreviver, enquanto
que, quando K assume valores grandes, apenas um deles sobrevive. Recentemente (ver (3], [12])
o fendmeno foi generalizado para um sistema de EquagGes Diferenciais Ordindrias de dimensao

quatro.
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Especificamente consideraremos o sistema

n
S = y(1-£)S-)_ mifi(S)m:
=1 (2.1)
T = (mzfl(‘s) - di)zi) 1=1,2,..,n,
onde S denota a quantidade de presa, z; denota a quantidade do predador i e f;(S) = a,% éa

resposta funcional do predador 7. Todos os pardmetros em (2.1) sdo nao negativos e representam

e v: taza de crescimento intrinseca da presa

K: capacidade de carga do meio ambiente

e m;: taza mazima de natalidade do predador i

d;: taza de mortalidade do predador i

e a;: constante de semi saturacdo do predador 1.

Na proxima se¢do estudaremos os pontos de equilibrios para este sistema e provaremos
sua dissipatividade. Na secao 3 estabeleceremos condigoes sobre as quais a bifurcagao de
Andronov-Hopf ocorre e finalmente na se¢do 4 determinaremos condigoes para a ocorréncia

da bifurcagao zip no modelo.

2.2 Pontos de Equilibrio

Primeiramente mostraremos que o sistema (2.1) é dissipativo antes de estudarmos seus

pontos de equilibrio.

Proposicdo 1. Qualgquer solucdo do sistema (2.1) com condigées iniciais S° > 0, :c? > 0,

i =1,2,...,n € limitada em [0, 00).

Demonstragao. Observe primeiramente que qualquer solugio de (2.1) cuja condigdo inicial tem
componentes positivas permanece com componentes positivas para t em seu intervalo maximal de
existéncia. Mostraremos que as solugoes existem para todo ¢t > 0 e que existe um conjunto limi-

tado J em R’7*! que atrai solugdes com condigdes iniciais em Rt Sejam dy = min{ds, ..., dn}
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e V(S,z1,....2n) = S+ 1+ ... + zpn. Se z(t) = (S(t), z1(t),...,zn(t)) é uma solucdo de (2.1),

entao para ¢ no intervalo maximal de existéncia temos

d S(t) -
57 (=) =1 T)S(t)—;dixi(t)

Como S(1 — %) < %(1 +dg)? — doS para todo S € R, temos

8V (afe)) < —vioS(8) — Y dian(t)+ (1 + o

i=1

Tomando a = min{dp,ydp}, obtemos

%V(z(t)) < —aV(z(t)) + %(1 + dyp)?

e portanto
_ K
V(2(t)) < V(2(0))e™" + ot do)?,
para t pertencente a seu intervalo maximo de existéncia. Se B é um conjunto limitado contido

em ]RTI, entdo existe R > 0 tal que, para z(0) € B, V(2(0)) < R. Seja tg = Llog K(‘;f; e

z(0) € B. Para t >ty temos

K(l-l—d())
4aR

Isto implica que qualquer solugao estd definida para ¢ > 0 e o conjunto compacto

K(l + d0)2

V(z(t) <R 5

+—(1+d)

K(1 +d0)2}

J = {(S,:cl,...,:cn) :5>0,21,>0,..,2, >0e S+z1+ ... + 7, < °G

atral todo conjunto limitado B. Portanto o sistema ¢é dissipativo e seu atrator global estd contido
em J. |

Agora, discutiremos os pontos de equilibrio do sistema (2.1), que sdo as solugoes do sistema

S n
(1 - E)S - ;mifi(s)zi =0 2.2)
(mifi(S) - d,;):L‘i =0, 1=12,...,n.

As solugdes triviais do sistema (2.2) sdo (S, z1, ..., zn) = (0,0, ...,0) e (S, z1, ..., zn) = (K,0,...0);
O sistema (2.2) tem solugdes nao triviais se, e somente se, m; > d; e as solugdes S das equagoes

fil8) = %, 1=1,2,...,n coincidem, isto é,

a1d; aody andn

—di ma—dy T mu—dy
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Figura 2.1: Gréfico de f(S)

Indicaremos o valor comum das grandezas \; = #%‘I por A. De agora em diante, vamos supor
1

i

m; > d;; além disso, consideraremos como hipétese essencial para o desenvolvimento do trabalho
AM=X=..= A=A\ (2.3)
Com as notagoes e hip6teses acima, o sistema (2.1) pode ser escrito na forma
. n
S = 1(1-2)S-D mifi(S)z:
i=1

g = Pigi(S)zs,

(2.4)

onde g,-(S’):%j—r%, Bi=mi—d; e i=1,2,...,n.

Os pontos de equilibrios do sistema (2.4) sdo a origem (S, z1,...,zn) = (0,0, ...,0), o ponto

(S,z1,...,2n) = (K,0, ...,0) e os pontos do hiperplano de dimensao (n — 1)

H = {(S,z1,..,2,) ERTT: S =) a1+t 5T = (1 - %)} (2.5)

Para estudar a estabilidade destes pontos de equilibrio, observe que a matriz Jacobiana
J(S,z1,...,zn) do sistema (2.4) é
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(1= 2) = > " mif{(S)z: mifi(S) mafa(S) ... Ma_1fa1(S) mafa(S)
i=1
91(5)z1 91(9) 0 .. 0 0
95(S)z2 0 92(5) ... 0 0
In_1(8)zn—1 0 0 ins In—1(5) 0
\ g5, (S)zn 0 0 0 gn(S)

Assim, é facil ver que (S, z1,...,25) = (0,0, ...,0) é instdvel, com variedade estivel de dimensao
n e instivel de dimensdo um. Agora, (S,z1,...,Tn) = (K,0,...,0) é assintoticamente estivel
se K < )\ e instdvel se K > X com variedade estivel de dimensdo um e variedade instavel de
dimensao n. Note que se K < A, entdo H é vazio; se K = X entdo H = {0}. E um resultado
conhecido (ver [21] e [5]) que

K>\ (2.6)

¢ uma condigdo necessaria para a sobrevivéncia de cada predador. Na préxima secao fixaremos

nossa atencdo no estudo da estabilidade dos pontos de equilibrios pertencentes a H.

2.3 Bifurcacoes de Hopf e Zip

Nesta secao, estudaremos a estabilidade dos pontos em H. Tal estudo serd separado em
dois casos; no primeiro deles consideramos a = a; = az = ... = a,, isto é, todos os predadores
tem a mesma resposta funcional; no segundo caso, consideramos a; < ag < ... < @y, isto é, os

predadores tem respostas funcional diferentes.
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2.3.1 Bifurcacao de Hopf

No que segue, consideramos o caso @ = a; = a3 = ... = a,. Assim o sistema (2.4) pode ser

escrito na forma

S = ~(1-2S)5-§" 22 ..
7( K) ; at sz (27)
g = PSR, i=12,.,n
Ja que A;=..=A, = A, temos Ft = ... = 2. Introduzindo o pardmetro p; = % = m—r;':i,
1=1,2,..,n—1 obtemos
mMi4+1 = ™MypPq, 1= 1,2, ey — 1. (2.8)
Também temos p; = B 1‘3*1" Consequentemente, podemos escrever
p = g—f = f2=p1b
P = B = Bs=pps = B3 = pip2b
. (2.9)
Pn—-1 = ﬂftl = Bn= pn—lﬁn—l = ﬂn = plpZ---pn—lﬂl-
Similarmente, obtemos
mg = mMip1
m3 = TMmap3 = m3 = p1p2m)
FaE (2.10)
Mp = Mp-1Pp-1 = Mp = P1P2Pn—-1M1.

Considerando as expressoes em (2.9) e (2.10), o sistema (2.7) pode ser escrito na forma

(

n
S= 1-£)S— 2 [z1+ ) p1p2-pj1%j]
i=1

g1 = BiZn
(2.11)

: S=A
T2 = pi1f ars L2

- S-\
T3 = p1p2P1575T3

> S=A
Tn = p1P2---Pn-1P1 arsIn
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Dividindo a terceira equacdo em (2.11) pela segunda, a quarta pela terceira e assim sucessi-

vamente, até dividir a n-ésima equagao pela (n — 1)-ésima, obtemos o seguinte sistema

g_wz — prE2

ZT1 Ty

dzz _ z3
o = P2

a2 w2 : (2.12)
dzn, Tp

den_y ~ Pn-1 Tn—-1

Integrando cada equagdo em (2.12) obtemos facilmente as seguintes integrais primeiras para

o sistema (2.11)

z2 z3 T
Vi(S, 21, -y Tn) = =, Va(S,Z1,..,Zn) = g Va-1(S; 21,5 Tn) = Tn—l'
2

P11
1 Tn-1

Consequentemente, para cada valor de ¢; > 0,i=1,2,..,n—1,

T2 x3 Tn

—S = — = C2 - —S— = Cp—1
P ) P2 ) Prn—1 )

] Tg Tn—1

sao variedades invariantes de dimensdo (n — 1) em R’} com coordenadas (z1, %2, ..., Tn)-

Agora, para qualquer ¢ = (¢p,...,cp—1) com ¢; > 0 para i = 1,...,n — 1, a interseccdo destas
variedades é uma curva C em R", a qual é invariante para o sistema (2.11). Um cédlculo direto

fornece as equagoes paramétricas de C, a saber

Zy= ezl

T3 = cozh’ = 25= epc 5"

4= &’ =% @g= ogale) T arre (2.13)
T = Cn.—]_zfln_—ll = Ty = Cn—lcﬁn_—él Cfln_—31pn—2...Cfn—lpn—2--~P2Pl$€lp2-~-pn-—l.

Para qualquer ¢ = (c1,...,¢n—1) € IR'}:I, denotemos por M, a variedade invariante
M, = {(S,z1,T3,....,x,) ER"™ : S >0e z1,29,...,z, satisfaz (2.13)}. (2.14)

entdo, a familia {M. : ¢ € R%™'} é uma folheagio bidimensional do primeiro octante de R"1 e

cada folha é a imagem de um mergulho A : R x R — R**! dado por

he(S, 1) = (S, B1522(21 )y o5 Zn (21))- (2.15)

Para ¢ = (¢1,¢9,...,¢n—1) fixado, com ¢; > 0, 2 = 1,2,...,n — 1, estudaremos a restricao

do sistema (2.11) a variedade M., parametrizada por S e z;. Levando em conta (2.13), esta
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Figura 2.2: A Variedade M,

restricdo é dada por

Prn— P1P2--Pn—1_P1P2--Pn—
S=(1-5)§— (a:1+pw1zf1+p1pzczc‘1’2z’1"”2 I P1p2--prren_16p 5t ey A lmlS)
=7 K atsS a+S
S S=\
71 =B arsT1
A introdugdo dos novos pardmetros 17y = p1; M2 = p1P2; --; Ta—1 = P1P2---Pn—1 €
— . — 2 . — 3 .P2P3 . . — -1 P2P3---Pn—1
a1 = c1p1; o = cacPprpa; a3 = c3ch PP p1paps; - s A1 = Cam1Chr P prpopn
transforma o sistema anterior no sistema
< S itz fase 4. 4an_1z 7!
S= y(1-%)S- 1 ke §
(2.16)

: S=)
1= fi a5 T1-

Os pontos de equilibrio de (2.16) sdo (S,z1) = (0,0), (S,z1) = (X,0) e o ponto (S,z1) =

(A\,&1) , onde z; = & é a tnica solugao positiva da equagao
T + prazy! + prpacac? it + .+

Pn—1 102.-Pn—1,_ P1p2--pn—1 __ Y(a+A)(K—1)
P1P2--Pr—1Cn—1Ch" o ...} S e A,

ou, equivalentemente,
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o1+ oz oz 4+ L tapztt = ZLL_t:\LIKIf__’\l (2.18)

Geometricamente, o ponto de equilibrio nfo trivial de (2.16) é descrito como segue: ¢; é a
segunda componente do ponto (A, &y, ..., &,) obtido como a intersecdo transversal das variedades

H e M,.. As outras componentes sao dadas por

(

L= off!

53 — Cchszlpz
< 64 —_ 6301273011)2P3§{’1P2P3 (219)
| En — Cn—lcyp;n__zl cﬁn_—31pn—2.“ci’n—lpn—2---p2pl-~-§flp2---9n—1.

A matriz Jacobiana do sistema (2.16) é

n—1 n—1
z1+ Z ai-T?i 1+ Z amix?"—l
JI (SuzI) = ’Y(]' - —k—) + (1;1_4_3'_2—"—) mia - L s mls
(acf:réa‘)E P f;§ﬂ1
Ja que
7 0 - _THIg'
JI(O’O)I e J](K,O): ,

A K-)\)8

0 —% 0 2 1

ambos (S,z1) = (0,0) e (S,z1) = (K,0) sdo pontos de sela se K > A.

Para estudar a estabilidade do ponto (S, 1) = (A, &), onde &; é a tinica solucdo positiva da
equacao (2.18), consideraremos K como um parametro de bifurcacio. Em seguida, mostraremos
que (2.16) admite uma bifurcagdo de Andronov-Hopf no ponto (S,z;) = (A,€;). O seguinte

teorema se refere a isto.

Teorema 2.3.1. Se A < K < a+ 2, entdo o equilibrio (S,z1) = (), &) do sistema (2.16) é
assintoticamente estdvel dentro do quadrante positivo. Além disso, para A < K < a+ 2\, (2.16)
nao tem drbitas fechadas dentro do quadrante positivo. Finalmente, em K = a + 2), o sistema
admite umna bifurcacdo de Andronov-Hopf, isto é, eziste § > 0 tal que para K € (a42X, a+2X+4),

o sistema (2.16) tem um ciclo limite orbitalmente assintoticamente estdvel ao redor de (X, £1).
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Demonstragao. Primeiramente, translade (A, &;) para a origem fazendo a mudanca de coorde-

nadas
n=5-2A Y2 =1 — &1, (2.20)
onde ¢; satisfaz (2.18). Deste modo, o sistema (2.16) se torna
yio= v+ A1 - )~
{ _y2+51+0!1(y2+51)'“+c!2(:i—;l§i);2+m+an—1(yz+£1)""" mi(ys + \) (2.21)
(V2 = BPrigisyz+&)

A matriz Jacobiana do sistema anterior é

3f1(y1,y2) 3f1(y1,2)
o1 Jy2
J2 (yl ) y2) = )
3fa(y1,y2) 9fa(y1,y2)
i Oy2

onde,
Alynye) = Y+ N0 -22) +

ya+&1+on (Yo +&)M +az(y2+£€1)"2 +...+an—1(y2+£) "1 ma(y + )

aty1+A
fo(y1,v2) = Bz (v2 + &)

Ja que &; satisfaz (2.18), obtemos

YANK —2X—a) (1+ean &1 —l+--.+an—117n—lf;7"_l)>\m1
K(a+X) a+)
J2(0,0) =
Br& 0
a+)

Consequentemente, o polinémio caracteristico associado a J(0,0) é

A(a+2A—K 1+ Mo 11" THA
Plp) = uz_,_v(;(ﬁ_/\) )u+ Br&1(1+ar1mé] (a+/\r;2 17n—-1€] )m1,

donde concluimos que (y1,y2) = (0,0) é assintoticamente estivel se A < K < a + 2\ e instdvel
se K >a+ 2\

Para mostrarmos que o sistema (2.21), e consequentemente o sistema (2.16), ndo tem Orbitas

fechadas no quadrante positivo para A < K < a+ 2, aplicaremos o Critério de Dulac (veja [10]).
aq

Considere a fungao h(S,z;) = ﬂ@, onde ¢ é uma constante a ser escolhida apropriadamente.

Um célculo direto mostra que

0f(S,21)  9g(S,21) h(S. ) = YK — 298 — ya + BE@DEA) p
oS 0z it K 1>
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o+ 7ll+ '72+“.+ e Mn—1 _
onde f(S,z1) = v(1 — 7‘5{‘.—)5— T14ogz] a2mé+5 Qn—1T, miS e g(y1,v2) :,Blg_l.gzl_

Tomando ¢ tal que 2\ = 1K (¢+ 1) obtemos

(af(s)ml) + ag(S)ml)

_ S q
aS 8%, ) WS, z1) = K RS

Consequentemente, para S > A e K < a+ 2)\, pelo Citério de Dulac, o sistema (2.21) nao
admite érbitas periédicas no interior do primeiro quadrante de R%2. Assim, se K < a + 2, o
equilibrio (S, 1) = (), &;) serd globalmente assintoticamente estavel para solugoes com condigoes

iniciais no interior do quadrante positivo.

Para completar a prova, precisamos verificar as hipéteses do Teorema de Andronov-Hopf para
mostrar que em K = Ky = a+2), o sistema (2.21), e consequentemente o sistema (2.16), admite

uma bifurcacdo de Hopf. Primeiramente observe que em K = Ky, temos 1 2(Ko) = Fiwp, onde
1
(&1 + armé! + ... + an—1mp—1€7" ") BrAmy | 2

. 2.22
a+ A >0 ( )

wp =

Portanto, existe § > 0 tal que, para a + 2\ < K < a + 2X + §, os autovalores pi2(K) sao

complexos conjugados. Além disso,

d Y
a—I—{—Re p(Kp) = TCEEINCESY > 0. (2.23)

A seguir, calcularemos o primeiro coeficiente de Liapunov para determinar a supercritica-
bilidade da érbita periédica gerada pela bifurcacdo de Hopf. Para isto, devemos usar a técnica

dada em [28] (ver também [13]), a qual é descrita também no Apéndice A.

Um célculo simples mostra que, em K = K, os autovetores de J(0,0) associados a p1,2(Ko)
sao q12 = (+iA, 1), onde A = “’ng;_AZ Os autovetores da matriz transposta Ja (0, 0)T associados
a pi(Ko) ép = (—%, 1) e o associado a ug(Kp) é p2 = Zi"v )

Expandindo o lado direito do sistema, (2.21) em série de poténcias ao redor de (y1,y2) = (0,0)

em K = K; obtemos
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n—1
(1+ > aiﬂif?i_l) miA 1+ Z aimll
. =1 A
n= ———— Y2 — 2593 Sy Yz
miA Z a;ni(n 1)£1t_1 a+(a+2) Z az’?zﬂh !
2 3
4 (@t )3 Y - j;%yl + ' (a+,\)a ?!13/2 -
n—1
amy Z cmi(mi — 1)EF ! mid »  oqmi(ni — 1) (mi — 2)€7
2((a+X1)?%) yly% - =l 6(a+)) yg + O(|y|4)
\ Y2 = ﬁ—‘fiw ‘(a%é\ljz‘y% + a+,\y1y2 + (a+A)3 y1 (,Hﬁ_i\)z» y%yZ + 0(|y|4)
(2.24)

Denote os coeficientes do campo vetorial associado a 7; por

ag = 0; a; = 0;

n—1
-
(l—i—i aimf{" )mlA
1=1

a2 = — atX ;
mla(1+ Z a,n,{"’ 1)
_ A . _ 1 .
as = _K(Z,+)\)’ a4 =— l(a+,\)2 ’
n—1
mA Y aqmi(mi — 1)EF!
_ =1 . — Y .
a5 = — : 2(ath) i as = _K(a+a,\)27
n—1 n—1
1+ ol amy Yy ogmi(n; — 1)EP
_ i=1 . — =1 .
ar = (at 03 ) ag = 2ath)? )
n—1
mix Y cii(n; — 1)(n; — 2)60 7
iy = — i=1

6(a+A)

e os coeficientes do campo vetorial associados a 72 por

b0=0; bl—

_ B&.
a+A\?

by = 0;
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by = — il b = i bs = 0;
— _Bi& . _ B . AL _
b = (aif\l)h by = —W, bg = 0; bg = 0.

Fazendo Y = (y1,y2) e F(Y,0) = (F1(Y,0), F»(Y,0)), podemos escrever o sistema (2.24)
como Y = J3(0,0)Y + F(Y,0), onde

F1(Y,0) = agy? + aay1y2 + asy2 + asys + aryiys + agyiys + agys + O(|Y[*),

F5(Y,0) = bsy? + bayrya + bsy3 + bey? + bryys + bsyi1y2 + boys + O(|Y']*)

0 ag
J.?(O) 0) =
by 0

ou, equivalentemente, F'(Y,0) = %B(Y, Y)+ %C’(Y, Y,Y) +O(|Y|*), onde
B(Y,Y) = (2a3y; + 2a4y1y2 + 2053, 2b3y; + 2bsy172)

C(Y,Y,Y) = (6asy? + 6aryys + 6agy1y2 + 6agys, 6b1y® + 6bry2ys)).

E um resultado bem conhecido (veja Apéndice A) que o primeiro coeficiente de Liapunov
11(0) de (2.24) é dado por

1 .
11(0) = iw_ORe(nggu + wog21),

onde g20 = (p7B(q; q))a g11 = (.pa B(q? q)): g21 = (.p) C(q7 q, (7)) e ('1 ) éo produto interno em C.

Um célculo simples mostra que

e B(q,q) = (—2a3A2? + 2iAay + 2as5, —2A2%b3 + 2iAby)

e B(q,q) = (2a3A?% + 2a5,2A%b3)

e C(q,q,q) = (6agiA3 + 2a7A2 + 2agiAA + 6ag, 6b1iA3 + 207iA).
Consequentemente,

© gzo(O) =1a3A + a4 — ’i% = b3A2 + ibs A
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® ig20(0) = —asA +iag + B — ibs A% — by A
e g11(0) = —iazA — %ﬁ + by A2

e z'gzo(O)gu(O) = ia§A2 + azas A — iazas — a3b3A3 + ia3b4A2 +ta3as + %Aﬁi —asbsA — %g— +
1a5by — a3b3A3 + ia4b3A2 + asbs A — 'I:bgA?’ = b3b4A3

e wyg21(0) = 3w0a6A2 — twpayA + wpag — Jiwgag + 3iw0b1A3 + w0b7A2

e, portanto,
1(0) = zir(asasl - aghsAS + 2485 — ashsA — agbsA® + asbsA — bsbuA®
+ 3woagA? + woag + w0b7A2) (2.25)

ﬁg (0.3(14A — 2a3b3A3 + ﬂAli — b3b4A3 + 3woa6A2 + wpag + w0b7A2)

0

Levando em conta as expressoes para a;, b;, e A (i =1,2,...,9), temos

3 wo(a+A) Bi& u)"'yA
—2A%agbs = 2% K(a+)\) (a+X)? — _21(525

151

€

2 3 _ _wi(at))? B wi(a+X)® B
oobr A —babaA? = — e G + e ety = 0

De (2.22), temos

wi(a+ )2

B =miA(& + & + ... + an—1mp—1€7)

e isto nos conduz a

mla(fl"' Za’ﬂhgl ) mlAZalnz g = 1 671' -1

i —1
S = wo(ﬁl-l—/\) (a+,\)2 ICESY) = atN)? Zaiﬂi (mi — 1)&

e portanto, = + wpag = 0. Além disso,

Aazaq = WET(%W 1+Zamz§1 HmA

n—1

ﬁ% &+ camél)ymiA

=1
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woye  wi((a+A)?) _ wiya
Kﬂlfl (e+N)2 KB I CHE
Da equacio anterior, Aasas + 3wpA2ag = —2 I‘;’ﬁ;’gz Logo,
o W0Ya
L1(0) = < 0.
K Kp2e?

Portanto, o sistema (2.21), e consequentemente o sistema (2.16), admite uma bifurcagao de
Hopf supercritica, a 6rbita gerada pela bifurcagio existe paraa+ 2\ < K <a+2X+4d (6 > 0)

e é orbitalmente assintoticamente estivel. |

2.3.2 Bifurcacao Zip

Nesta segado, consideraremos o caso a; < ag < ...
Denote por J = J (S, z1, ...

< Gy, lembrando que A\; = Ay = ... = A,

,Tn) a matriz jacobiana do sistema (2.4), isto é,

m;a; 1S 2S Mp_15 S
(1 - _ - Z (a; + 5)2 Zi —$+S _:;4—3 ~an_11+5 _ZLL+S
S—\
——H;ﬁ‘_g‘)xl B 9 .. 0 0
(a2+X Ba(S—\
J= —Z(";zjs)zm 0 50 0 0
ﬁn ( n +)‘) ﬂn— (S"’\)

(a: al+;.)2 :En 1 0 “ e anl—l+>\ 0
ﬁn an+A ﬁn S—A
feraon o 0 antA

Calculando J(A, &, ...

,&r) num ponto (X, &1, ...

,€n) € H, obtemos

_ mapA \

mi _ma) _ Mp_1A

élél
a1+

B2
as+\

Bn-1én-1
an—1+A

énén
an+A

jd que y(1 — %

n
A m;

Tarta az+A Gn—1+A an+A

0 0 0 0
0 0 0 0

(2.26)
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O polinémio caracteristico de J(A, &y, ..., &) é dado por

e R I A S D

De fato, temos

n
m; Ay mi maol MaA
det(p — J) = - A —&+ — |y A A A 2.28
(u—J) (I—‘ ;(ai+)\)2&+l()# +a.1+)\ 12+a2+)‘ 13+ +an+A 1n (2.28)

onde Ayj = (—1)7*! det(u — J)1; e det(u — J)1; é o determinante da submatriz (pu — J)1; obtido

a partir de p — J eliminando a primeira linha e a coluna j, 7 =2,3,...,n+1, i.e

( col(j —1) col(j +1) \
_ Bi&

a1+
_ Ba&
) az+A
Ay =(-1f*| 4% O

T ©

ﬂn—fn—
_T—ll# 0 0 ... 0 0 N/

_ Bnén
an+A

o
T ©
~—

Logo

Ay = (—1)3[(—1)2( - L§_a11+1)‘)un—1] = ﬁ—allf,\un_l; Az = %M ;

— — -1
At = BEyn=l Ay, = Balayne,

Desta forma, o polinémio caracteristico de J(A, &1, ...,&,) é dado como em (2.27). Portanto
cada ponto de equilibrio em H tem 0 como autovalor de multiplicidade n — 1. Os outros dois
autovalores sao as raizes do polinémio entre colchete. Agora, observe que se A < K < aj + 2),
temos que

1 A 1 A Y
i < 1—— — L
;(ai+,\)2£‘-al+,\7( B anl a ) &

ja que a; + 2)\ < aj41 + 2, i = 1,2,...,n. Similarmente, se K > a, + 2\, entao

n
m; ) Y
2 s

Portanto o polinémio entre colchete em (2.27) é estavel se
A< K <a;+2) pois Z )2@ , (229)

Isto significa (em vista de [27] e [17] , capitulo IX, Teorema 6.1) que através de cada equilibrio
em H passa uma variedade estiavel bidimensional suave e localmente invariante; além disso,
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todas as trajetérias nesta variedade tende a (), &1, ..., &,) quando ¢ tende a infinito. Por outro
lado, o polindmio € instavel se

R L m; Y
K n+2 —=& > —. 2.30
> a, + 2\ pois igzl (a,-+/\)2£ >3 (2.30)

Isto significa que todos os equilibrios em (), &1, ...,&,) € H sdo instaveis, se K > ap + 2.

Agora estudaremos a situagdo quando a;+2X\ < K < a,+2A. Considere o seguinte hiperplano

n

Hy={(\&1,..6n) eRTF: S (TI—TZT\?& = %} (2.31)
i=1 \°

Com os comentarios anteriores podemos enunciar o seguinte

Teorema 2.3.2. Suponhamos que 0 < A < K, v, B;, m;, a; sao positivos e a1 < az < ... < ay.
Se variamos K a partir de um extremo do intervalo (a1 +2), an+2)\) ao outro extremo, Hy dado
por (2.31) intercepta H e o hiperplano resultante da intersec¢ao entre Hy e H, viaja através de
H a partir do vértice no eizo T, ao vértice T1 e os equilibrios que sao deizados para trds perdem
sua estabilidade; quando a; + 2\ < K < ap + 2\ este hiperplano intersecgio divide H em duas
partes, “uma superior”cujos pontos sdo instdveis e uma “inferior”cujos pontos sao estdveis no

sentido de Liapunov, i.e, o sistema admite uma bifurcagdo zip.

Demonstracao.

Mostraremos que quando K é aumentado a partir de a; + 2\ até a, + 2, o hiperplano de
dimensdo n — 1 em R**! dado por (2.31) intercepta H, e os pontos de equilibrios em H perdem
sua estabilidade. Denotemos as coordenadas de intersec¢do de H com os eixos coordenados
por (z%,0,0,...,0), (0,2%,0,...,0), ..., (0,0,0,...,2%) e de H; por (z},,0,0,...,0), (0,2%,,0,...,0), ...,
(0,0,0,...,2%, ). Observe que :L"H = lﬁﬂr_irni“)_(é(:ﬁ é uma funcao crescente de K; por outro lado,
a:iql = ﬁ%ﬁ é uma funcdo decrescente de K; além disso, como a funcio K(a) = a + 2X é
crescente em a € [0,a, + 2)) temos A < K; < Ky < ... < K. Um célculo simples mostra que
se A < K < K; entao :1;}1 < :viHl e a:’H = :cj'q1 em K = K; parai = 1,2,...,n. Consequentemente,
para A < K < Kj o hiperplano H estd abaixo de H; e alcanca H; em K = K;. Neste caso,
a desigualdade (2.29) é vélida para todos os pontos em H. Quando aumentamos K além de
K1, o hiperplano H corta H; e alcanca :E%I = :z;%l1 em K = K5, alcanca .’1:‘}1 = :v?h em K = K3
e assim sucessivamente até alcancar =% = z% em K = K,. Para K > Kp, o hiperplano H;
corta o hiperplano H fora do octante positivo, de modo que agora H; se encontra abaixo de
H (veja Figura 2.3). Neste processo, para pontos na parte de H que ji se encontra acima do

hiperplano H; a condigao (2.30) vale. Isto significa que os equilibrios nesta parte do hiperplano
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' - '
Se0<7L<K<K|.x"<y!Hl se K=Ki_xi al"l

Xy L |

Se K|<K=Kz_x1“=xf|‘ Se K>K,, x>

Figura 2.3: Intersec¢ao dos Hiperplanos

tém variedade instdvel de dimensdao n — 1, implicando que os pontos nesta parte de H sao

instaveis.

Provaremos que cada pontos na parte inferior de H sio estaveis no sentido de Liapunov. Para
este propdsito, utilizaremos alguns resultados do Apéndice A da secao A.2 devidos a Hartman
(ver [17]). Sabemos que através de cada ponto na parte inferior de H, que denotaremos de
agora em diante por H,, passa uma variedade localmente invariante bidimensional tal que toda
trajetoria nesta variedade tende a (), ¢y, ..., &,) exponencialmente quando ¢ — co. Obviamente,
(A, &1, -, &) € assintoticamente estdvel com respeito A restrigao do sistema (2.4) a esta variedade.
Vamos provar que para cada (X, &y, ...,&,) € H; as variedades que correspondem as esses pontos,
preenchem uma vizinhanca de H;. Isto provard que estes pontos sdao estaveis no sentido de

Liapunov.

Vamos parametrizar H; da seguinte maneira: Seja X; = (/\,z},:n?,...,z’}) pertencente a
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interseccao de H e H;, entao

S = X

T = &=zl +s(zt —z})

T2 = &5 =1z% + s(z? — 2%) (2.32)
By a = Epig= mz_l +s(zF 7 - :1:’}1"1)

Tn = fus=sz7 , 0<s<L

Se s = 0, obtemos as coordenadas de intersec¢ao de H no espago S, 1, ..., Zn—1; S€ § = 1 obtemos
o ponto X; = (A, z},7%,...,27). Suponha que & arbitririamente fixado corresponda ao valor
0<sp<1,ie,

1
&= 6130 =Ty +30($} - :II}{)

Desta forma, Hg corresponde ao intervalo fechado [0, so]. Para cada s € (0,so], o seguinte
sistema de coordenadas serd introduzido: A origem serd em (), &5, ..., &ns), dois vetores da base
serao fixados no auto-espaco bidimensional correspondendo aos dois autovalores com parte real
negativa da linearizacgdo do sistema (2.4) em (), 15, ...,&ns) € n— 1 vetores da base serao fixados
em H, os quais sao autovetores correspondendo aos autovalores nulos. Por (2.32), &1s, €255 -+ &ns
dependem continuamente de s e, como consequencia, as raizes do polindmio caracteristico (2.27),
também dependem continuamente de s. Os dois vetores da base no autoespago bidimensional
correspondendo as raizes com parte real negativa podem ser escolhidos como fungoes continuas
de s no intervalo [0, s¢], j& que a direcdo deste plano varia continuamente. A familia a um
parametro de transformagoes de coordenadas dependendo de s € [0, so] descrita acima, pode ser

dada na seguinte forma

. g
Y2 z1 — &1
z1 T3 — §2s
z2 | = R(s) z3 — &35 (2.33)
Zn—2 Zn-1—&n—1s
| Zn—-1 | | Zn—&ns

onde y = (y1,¥2) denotam as coordenadas no auto-espago bidimensional, z = (21,22, ..., Zn—1)

denotam as coordenadas em H e R(s) é matriz (n + 1) x (n + 1) inversivel, R € C°[0, so]. Sob
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a transformacao de coordenadas (2.33), o sistema (2.4) assume a forma

y = P(s)y+F(y,z5)
(2.34)
z = G(y,2,5)

onde P é uma matriz estdvel 2 x 2, F' é um vetor bidimensional ¢ G um vetor de dimensao
(n—-1), P, F, F,, F}, G}, G, € €° em uma vizinhanca da origem (y1,¥2,21,22, - Zn-1) =
(0,0,...,0) e para todo s € [0, so], F'(0,0,...,0,s) = 0, G(0,0,...,0,s) =0, 8, ,F(0,0,...,0,s) =0,
9y,-G(0,0,...,0,s) = 0. Como podemos apreciar no Apéndice A na segio A.2, o sistema dindmico
gerado por (2.34) é da forma (A.37) com Q(s) = 0, satisfazendo todas as condi¢des do Lema 10
do apéndice A na segdo A.2. Assim, a fungdo g : W x [0, s9] — R"! do Lema 9, também dado
no Apéndice A na segio A.2, existe onde W é uma vizinhanga de (y1,%2) = (0,0), g € C° e para

cada s € [0, so] fixado a superficie

{(y1, 92,21, 22, ..., Zn-1) € R*"*1 1 g(y1,92,5), (y1,92) € W}

¢ uma variedade localmente invariante de (2.34). Realizando a transformacdo de coordenadas

(2.33) e substituindo a fungao g por z obtemos

S A

T gls

) &2 u
s

= : +R(s)! Y : (2.35)
. g(y11y2as)
Tn—1 €n—1s
| Zn | | fns i

Para s € [0, sq] fixo, (2.35) é a equagdo paramétrica da variedade invariante estdvel do sistema
(2.4) passando através de cada ponto de equilibrio (), &, ...,&,) € Hy. A aplicagio (y1,y2,8) —
(S, z1,...,z,) do cilindro sélido W x [0, sg] sobre o espago S,z1,...,z, definida por (2.35) é
continua e (devido & unicidade de solugoes e regularidade da matriz R(s)~!) é um a um. Portanto,

Por um Teorema de Topologia (ver [20] Teorema 2.103) esta aplicagdo é um homeomorfismo. Nl



CAPITULO 3

Bifurcacao Zip numa Classe ampla

de Sistemas Competitivos

Neste capitulo, provaremos a ocorréncia de bifurcacdo Zip em uma ampla classe de sistemas
presa-predador de dimensdo (n + 1), modelando a competigao entre n espécies de predadores
por uma espécie de presa. Um estudo similar foi realizado por Farkas [9] para um sistema presa
predador tri-dimensional, onde ele analisou a competicao entre duas espécies de predadores por

uma espécie de presa.

3.1 Introducao

No modelo estudado no Capitulo anterior, admitimos que a taxa de crescimento da presa,
na auséncia de predadores, é dada pela lei logistica g(S) = (1 — %) e que a taxa de crescimento

do predador 7 é da forma m;f;(S) — d;, onde f;(S) = a—ii—s, para alguma constante a; > 0.
No presente capitulo, vamos estudar uma generalizacao dos resultados obtidos no Capitulo 2
para sistemas de equacoes diferenciais ordinérias nos quais as taxas de crescimento das espécies

envolvidas satisfazem condigdes analisadas por Buther [4].

Especificamente, vamos estudar o modelo mais geral descrito pelo sistema

S= 79(S,K)S - p(S,a:)zi
=1 (3.1)

a}i = p(S, ai)_’Bi — dixi, Z = 1,2,...,7‘L.

29
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onde 7y e d; sao constantes positivas e g e p sdo fungoes diferencidveis satisfazendo condigbes

especificadas abaixo (denominadas condi¢ées de Buther):

(9
(g2) 9(0,K) =1, e—-‘i(SK)<0<m97(SK) para todos S >0 e K > 0;

g é continua em [0, co[x]0, co[ e de classe C? em ]0, co[x]0, oo

1)
)

(g3) limg 00 2 5% (8, K) = 0 uniformemente para S em compactos de (0, c0);
4)

(9a) (K —8)g(S,K)>0,paraS>0e K >0com S # K.

Com relagdo ao predador ¢, admitimos que a taxa de crescimento desse predador tem a forma

p(S,a;), onde p é uma fungdo que satisfaz

(p1) p ¢ continua em [0, 00[x]0, 0o e de classe C? em ]0, co[x]0, co[;
(p2) p(0,a) =0, ¢ %(S,a) >0, para S >0ea>0;

(p3) 9&(S,a) < ﬂ%l para S >0ea>0;

(p4) (S,a) <O para S >0ea>0.

Observemos que o sistema (3.1) admite que a presenca de predadores diminui a taxa de
crescimento da presa de uma quantidade p(S,a;) que é exatamente igual & taxa de natalidade

do respectivo predador.

Esse modelo (3.1) foi estudado por Farkas [9] para o caso n = 2, onde o autor demonstra que
o fenémeno de bifurcagao zip ocorre em condigbes gerais de sistemas que satisfazem as condigGes
de Buther [4].

Nessa formulacao generalizada, a dependéncia das fungoes g e p de S e K e de S e a,
respectivamente, levam em conta a dependéncia da capacidade de carga K do ambiente e da
“constante de semi-saturagao” a; das taxas de crescimento e de natalidade da presa e do

predador, respectivamente.

Antes de prosseguirmos, é relevante fazer algumas observagoes sobre as condigoes satisfeitas
pelas functes g e p. A condicao (g2) significa que a maior taxa de crescimento especifico da presa
é alcancadaem S =0, z; =0 22 =0, e é v > 0; a taxa de crescimento diminui se a quantidade
de presa aumenta, e a taxa de decrescimento na taxa de crescimento g%(S,K) ¢é negativa e
uma fungdo crescente da capacidade de carga K, i.e, o efeito do crescimento na populagao de
presa diminui com o aumento de K. A relagdo (g3) significa que para valores muito alto de K,
mudancas na quantidade de presa tem um efeito negligente na taxa de crescimento. As condi¢oes
(92) — (g3) implicam que

I{liﬁrloog(S, K)=1, S§>0. (3.2)



3.1 Introdugao 31

p(S, a)

p(S;,a)

Figura 3.1: Gréfico de p(S, a;)

A desigualdade (g4) significa que (na auséncia do predador) a taxa de crescimento da presa
é positiva se S < K e negativa se § > K. Portanto, pela continuidade da funcao g temos
g9(K,K) = 0. A condicdo (p2) significa que a taxa de natalidade per capita p dos predadores
(também chamada ”taxa de predagdo”ou a ”resposta funcional”), é zero na auséncia da presa
e é uma funcdo crescente da quantidade de presas. A desigualde (p4) mostra a importidncia do
parametro a; a taxa de natalidade do predador é uma funcao decrescente como funcao de a, i.e,
quanto maior o valor do pardmetro a, mais comida é necessaria para manter a mesma taxa de
natalidade do predador especifico. A condigdo (p4) implica que p(S,a), S e a sdo todos maiores
que zero. No caso em que p é uma funcdo limitada para a > 0 fixado, entdo m; = supssop(S, a;)

é a taza de natalidade mazimal do i-ésimo predador. Claramente
lim p(S,a;) =m; se p é limitada
S—o0
lim p(S,a;) =00, se p nao é limitada
S—o0
Vamos supor a; > ag > ... > ay, l.e,
p(S,a;) < p(S,aiy1) para todo S >0 (3.3)

de acordo com a condi¢do (ps4). Também suporemos a partir de agora que d; < dp < ... < dp.
Como consequencia, (3.3) nao implica que a taxa liquida de crescimento do predador ¢+ 1 exceda

a do predador 1.

Além dos exemplos considerados no Capitulo 2, outros exemplos de fungoes g e p sao as

funcoes
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¢ g(S,K)=1-(§)* 0<a<l

e p(S,a) = Ba’ic afS Resposta funcional do tipo Holling

e p(S,a) = #;_CS" 0 < ¢ < 1 Resposta funcional do tipo Rosenzveig

e p(S,a) = ﬂ—% Resposta funcional do tipo Holling

onde A, B e C sdo constantes positivas.

Na. préxima segdo estudaremos os pontos de equilibrios para o sistema. (3.1) e provaremos sua
dissipatividade. Na secao 3.3 estabelecemos condicgoes sobre as quais o fenémeno da bifurcagao

zip ocorre no modelo.

3.2 Pontos de Equih’briol

Antes de estudar seus pontos de equilibrios, mostraremos que 3.1 é dissipativo.

Proposicao 2. Qualquer solucio do sistema 3.1 com condigées iniciais S° > 0, m‘? >0,1=

1,2,...,n é limitada em [0, col.

Demonstracao.
E andloga a demonstragdo da proposicao 1 do Capitulo 2, portanto omitiremos. | I

Antes de seguir adiante, é importantente observar que para que os predadores sobrevivam, é
necessario que m; > d;, 1 = 1,2,...,n. O predador 7 cresce somente se o lado direito da equagao

(3.1); é positivo, ou seja, se (p(S, a;) — d;)z; > 0 e isto significa pela condigao (pz) que S > .

Agora discutiremos os pontos de equilibrio de (3.1), ou seja as solugdes do sitema

v9(S, K)S = > p(S,a:)zi =0
= (3.4)

(p(S,a;) — d;i)z; =0, i=1,2..,n.
As solucGes triviais do sistema (3.4) séo (5, z1, ...,z,) = (0,0, ...,0) e (S, z1, ...,z,) = (X,0,...0);
o sistema (3.4) tem solugbes biologicamente interessantes, isto é, solucdes ndo triviais se, e
somente se, m; > d; e as solugbes S; das equagdes p(S,a;) = d;, 1 = 1,2, ...,n coincidem, isto é,
S = 82 = ... = 8,. Denotaremos as grandezas S; = A;, logo fazendo A = \; Vi = 1,2,...,n,
teremos
p(\a;) =d;i, 1=1,2,...,n. (3.5)
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De agora em diante, vamos supor m; > d; e considerar a hipdtese essencial como no Capitulo 1

A=A =X =..=An. (3.6)

Levando em conta as observagoes anteriores, os pontos de equilibrios do sistema (3.1) sdo a
origem (S, z1, ..., ) = (0,0, ...,0), o ponto (S, z1, ..., z,) = (K,0,...,0) e os pontos do hiperplano

de dimensdo (n — 1)

Hig = {(S,z1,.yzp) ER : S=A 2,>0, i=1,..n,
(3.7)
p()\,al)$1 +p(/\,a2)$2 + e +p()‘yan)$n = 7)‘9()‘) K)}

Para estudar a estabilidade destes pontos de equilibrios, observe que a matriz Jacobiana
J(S,z1,...,z,) do sistema (3.1) é

( 79(S, K) +794(S, K)S = > " pls(S,ai)zi  —p(S,a1) -p(S,a2) ... —p(S,an) )
=1
P's(S, a1)zy p(S,a1) —d; 0 0
P's(S, az)zo ' 0 p(S,a3) —ds ... 0
Ps(S, an)zn 0 0 ... p(S,a,)—d, )
Agora
[v 0 0 0
0 —di O 0
J(0,0,.,0)=| 0 0 —dy 0
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assim (S,z1,...,2z,) = (0,0,...,0) é instdvel, com uma variedade estivel de dimensdo n e uma

variedade instavel de dimensao 1.

’YI{g./S'(Ka K) p(K7a'1) —p(K,ag) _p(Ky a'n)
0 p(K,ay) — d; 0 0
J(K,0,...,0) = 0 0 p(K,az)——dQ 0
0 0 0 ... p(K,an)—dp

pelas condigées (pz2) e (3.5), (S,z1,...,2,) = (K,0,...,0) é assintoticamente estavel se K < A
e instavel se K > )\ com uma variedade estivel de dimensdo 1 e uma variedade instdvel de

dimensio n. E bem conheceido (ver [21] e [5]) que
K>\ (3.8)

é uma condigdo necessiria para a sobrevivéncia de cada predador. Portanto (3.8) serd assumida
de agora em diante. Observe que, pela condigdo (3.2), se K < A entdo Hg € vazio, e se K = A
seu unico ponto é a origem. Na proxima se¢do fixaremos nossa atencao ao estudo da estabilidade

dos pontos de equilibrios pertencentes a Hy.

3.3 Coexisténcia e extingao por bifurcagao zip

Nesta secao estudadremos a estabilidade do hiperplano Hg. Os elementos de Hy serao
denotados por (A, &y, ...,&n), i€, (A, &1,...,&n) € Hi.

Avaliando a matriz Jacobiana de (3.1) em um ponto arbitrério de Hg obtemos J = J (A, &y, ...,&n)

dada por
( 7g(A) I() + 7Agf9()‘a K) - Zp:S'(A; ai)fi —P()\’ (11) _p(A) 0.2) e —P(/\, an) \
i=1
(A, a1)é 0 0 ... 0
Ps(A, a2)é 0 0... 0

s\, an)én 0 0 ... 0 )
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ja que pela condigao (3.5) temos p(A, a;) —d; = 0,7 = 1,2, ...,n. Assim o polindmio caracteristico
associado a J é dado por

P(p) = (M—vg(z\, K)—yAgs(A\ K)+ > ps(A, ai)&) 1" +p(A, a1)Arz +p(A, az) Arz + ... +p(A, @n) A1t

=1

onde Ay; = (—1)?*det(p—J), ., e det(u— J), . é o determinante da submatriz (1 — J), . obtida

1j 15 1j
a partir de y — J eliminando a linha 1 e a coluna j, j=2,3,...,n+1, i.e.,
( col(j —1) col(j+1)
—ps(A a1)& g 00 0 0 ... 00
-ps(\a2)&z 0 p 0O 0 0
Ay = (1P|  -pshases 0 0 g 0 0 0 0

o
(=
=

_pfs‘(Ar an—1 )gn—l
_pls()H an)gn

(e=]
o
o
o
o
=
——

« D= (07 [-02 (-0 o) 1] = Eupr onpn

o A1z =&pls(A ag)p™ !

e Ajp = €npf5'()‘7 an),u'n_l'

Consequentemente, o polinémio caracteristico associado a J(A, ¢y, ...,&,) €

P(p) (H — 79\ K) —yAgs(A K) + > ps(A, ai)fi) pr+ &p(ha1)ps(A, a)p

i=1

+ &P\, a2)ps(N a2)p™t 4+ o+ &p(A an)Ps(N an) ™t (3.9)

Il

(1 4+ (Yo P00 =290, K) Mg 0 ) s+ 3 im0 a5 (00
i=1

i=1
Isto significa que cada ponto de equilibrio em H tem 0 como um autovalor com multiplici-
dade n — 1 e dois autovalores com parte real negativa se o polinémio entre colchetes é estavel,

respectivamente positiva se o polindmio é instdvel. Agora, o polindmio entre colchetes é estavel

se, e somente se,

D ops(ha)& > g\ K) +vrgs(\, K).
=1
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Podemos reescrever a desigualdade acima como segue

n n
YA K) +7Xgs(A K) < Y0 Dps(ha) —p(hai)]é + Y p(X,an)é
i=1 =
Agora (&1,&, ..., &) satisfaz a equagao dada em (3.7), Zp (A, ai)éi = v Ag(A, K), conse-
quentemente obtemos
n
> [P\ ai) = Aps(X, a:)] & < —A2gs (N, K). (3.10)

i=1
Pela condicdo (p3) o lado esquerdo de (3.10) é positivo para todo (£1,&s,...,&,) € Hgx. Em vista
de (g2) e (g93) o lado direito é positivo, decresce e tende a zero quando K — co. Consideremos

o hiperplano By dado por
Bx = {(S,21,.,zs) ERM™ /| S=) £&>0, i=1,..n,

(3.11)

n

> [P\ ai) = Mls (X, a3)] & = —7A2g5(\, K)}.

=1
Vamos denotar a i—ésima coordenada de intersecgdo de Hi com o eixo coordenado por
(0, ...,O,x{{K,O, ...,0) e a de By por (0,...,0,:1:?",0, ...,0), onde

G _MAK) g ANGs(\K)
¢ p(Aaa‘i) ’ p()‘7a1) )‘ps()‘aai),

i=1,..,n. (3.12)

Observe que pelas condicoes (g2), (p2) e (p3), para K = A temos
:1;{{" =0 e mf'\ >0 para todo i=1,...,n. (3.13)

Por outro lado, limg_;c g5(S, K) = 0 e limg_,o0 g(S, K) = 1, assim por continuidade em K das

coordenadas de intersecgao existe K = K;(a;) > )\ tal que

Hg, Bk; . 1Ag9(A, Ki) gS()‘ K;) 5

T, t=uzx, ¢, t.e., = - =1,..,n. 3.14
= P00e) = 70N e) - rsOna) e

Vamos supor que
9x(S,K) >0, K>\ S>0 e p&,(S,a) >0 §>0, a>0. (3.15)
o ; Ag's(MNK;
Note que da condigao (3.14) temos z)(a’fi‘)) I )"af)s_( T, ()A,a;) =0 logo, defina
9(\, K) Ags(A, K)

F(a,K) =

p()‘,a') p(A,G,) - )‘pfS'()‘:a')
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e observe que
oF g (A K) Age (N K)
— (a.K) = 2K\ SK\"™Y
ok = "pva) T pha) — wh(ha)

de acordo com as condigdes (p2) e (3.15). Assim, pelo Teorema da Funcao Implicita podemos

>0 (3.16)

escrever

dF(a,K)
0K (
K=Kl e 35 ="w6n
oK
isto é,

0K g\ K)pa(Ma) — Ags(A, K)(pa(Ms a) — Aps, (A, a))
Oa p()‘) 0)2 (p(Aa a‘) - ’\pfs()‘, a))2

de acordo com a condigdo (3.15) e as condigOes satisfeitas por p e g. Consequentemente, pelas

>0 (3.17)

propriedades (3.16) e (3.17) K é uma fungao crescente de a. Logo, a funcdo K = K(a) é crescente
no intervalo [0,a;) e temos
A<K,<Kp,_1<..<K; (3.18)

Além disso, de (3.13) e da continuidade em K de wf" e zf", i=1,..,n,para A< K < K, o
hiperplano B estd acima de Hg, e alcanga Hg em :z:f K = 9;,?" quando K = K, (se aumentamos
K ambos os hiperplanos Hy e Bg sao deslocados paralelamente). Se aumentamos K mais ainda
teremos z7X = 5% em K = Kj e assim sucessivamente, ¢ ¥ = zP¥ em K = Kj. Depois
disso, By corta Hg completamente tal que agora Hy estd acima de Bk e a condigdo (3.10)
vale com o sinal de desigualdade invertido. Neste processo, para pontos na parte de Hx a qual
j4 estd acima de By a condigao (3.10) vale com o sinal de desigualdade invertido. Isto significa
que os equilibrios nesta parte do hiperplano tem uma variedade instdvel de dimensao dois, assim
os pontos deixados atraz da interseccio entre Hyx e By perdem sua estabilidade. Farkas [8]

chamou este fendmeno de bifurcacao zip. Acabamos de mostrar o seguinte teorema

Teorema 3. Suponha que as condi¢oes (p1) — (p4), (3.5) e (3.15) valem e suponha ainda que
a;>as > ... > ay.

1) se A < K < K,, entdo cada equilibrio em Hg € estdvel no sentido de Liapunov,
2) Se K1 < K < o0 entao todos os equilibrios sdo instdveis;

3) Se aumentamos K de um extremo ao outro do intervalo (Kn,Kl) entdo o hiperplano inter-
sec¢ao de Hyi e By viaja sobre Hyg a partir de um vértice n o eizo T, a um vértice no €izo Ty
e 0s pontos de equilibrios deizados para traz se desestabilizam; para K, < K < K; o hiperplano
interseccdo divide Hi em duas partes, "uma superior”que é repulsora e ”"uma inferior”que é

estdvel para o sistema, i.e, o sistema (3.1) sofre uma bifurcacdo zip.
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Demonstracao. A demonstragao segue dos cdlculos anteriores e de argumentos anadlogos aos da

demonstracao dada no Teorema 2.3.2. |



CaAPITULO 4

Atrator Global em Sistemas

Competitivos

Neste capitulo, vamos estudar uma generalizagdo dos modelos anteriores, modificados de
modo a incluir difusido das espécies envolvidas, num ambiente 2. Nosso objetivo é mostrar que
o problema assim obtido é bem posto e tem um atrator global compacto. Para esse proposito,

vamos utilizar técnicas dadas no trabalho de Alikakos [2] e de Dung e Smith [7].

4.1 Introducao

O modelo que consideraremos é descrito pelo sistema de equagoes diferenciais parciais

s -
-Et—(:l,‘,t) = §AS+vy(1— -I%)S - ;mzf,(S)u, em £ X (0, OO) (4.1)

%(ﬁ,t) = 57;Aui + (m,fz(S') = di)ui, 7 = 1,2, .y em Q x (0,00),

onde @ C RYN (N =1,2,3) ¢é um dominio aberto conexo limitado com fronteira suave 9.

Admitiremos ainda que a fungées S e u; satisfazem condi¢oes de Neumann na fronteira

aS 8ui .
_ == — = F— P 42
£ (z,t) =0, £ (z,t) =0, 1=1,2,...n, em 9N x (0,00), (4.2)

onde v = V/(z) indica a normal unitiria exterior em pontos z € 9.
Como no Capitulo 2, S indica a densidade de presas e uy, ..., u, as densidades dos predadores
competindo pelas presas. As constantes dy, ..., 0, S40 nimeros reais positivos e representam os

coeficientes de difusao das espécies na regiao §2. Por simplicidade, vamos supor que, na auséncia

de predadores, a presa tem crescimento logistico ¢g(S, K) = (1 — S/K)S, onde y >0e K >0

39
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representam a mdaxima taxa de crescimento da presa e a capacidade de carga do ambiente,
respectivamente. Vamos também supor que a taxa de nascimento per capita p; do i-ésimo
predador (também denominada “taxa de predagao”ou ainda “resposta funcional”) tem a forma
m;ifi(S) = m;S/(a; + S), onde m; e a; sdo constantes positivas. Com as devidas modificagoes,
os resultados podem ser generalizados para funcées mais gerais g(S5, K) e p(S,a) como as dos

tipos descritos no Capitulo 3.

Na segunda secao deste capitulo provaremos que o octante positivo é positivamente invariante
para o problema (4.1), (4.2). Utilizando resultados de Morgan [23], mostraremos também que
as solucoes existem para todo ¢ > 0. Finalmente, baseados em Alikakos [2] (e também [7]), na

terceira secao mostraremos a existéncia do atrator global compacto para o sistema (4.1), (4.2).

4.2 Existéncia e positividade de solucoes

Como S e u; representam densidades de populagGes, somente solugbes ndo negativas sdo
de interésse bioldgico; porisso, vamos primeiro demonstrar existéncia local e positividade de
solugdes do sistema (4.1), (4.2). A seguir, usaremos alguns resultados sobre regioes invariantes
(cf. Smoller [25] ou [6]) e outras condi¢des dadas em Morgan [23] para mostrar que as solugdes

sao globais e ndo negativas.

Inicialmente, vamos escrever (4.1), (4.2) como uma equagao de evolu¢do num espago de

Banach. Para tanto, indiquemos por |v| a norma Eucliadiana de um vetor v = (S, uy, ...,un) €
Rn—i—l.

ol = (IS + ) i)

i=1

Sejam p > max {1, %} e X = LP(Q,R"*!) o espago de Banach das fungdes v : 2 — R**! tais
que [v|P ¢ integravel em 2 munido da norma ||v||» = ([, |v(z)|P dz)'/P, com as modificagdes

6bvias quando p = oo.

Seja A: D(A) C X — X o operador linear fechado definido por

D(A) = {v € W2P(Q,R"!) : %(a:) =0,z € 00}, (4.3)

(Av)(z) = —DAv = (=6 AS(z), —61 Auy (), ..., —0p Auy(z)), (4.4)

parav € D(A) e z € Q.
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E um resultado bem conhecido (ver, por exemplo, Henry [18]) que —A é o gerador de um
semigrupo analitico {e=4! : ¢ > 0} em X que satisfaz |Je=4|| c(x) < 1, para todo ¢ > 0. Tomando
p > 0 de modo que Re o(A + pI) > 0, podemos definir os espacos de poténcias fraciondrias
X% = D((A + pI)®) munido da norma do grafico ||v||,, = ||(A + pI)*v||zs, para cada o > 0.
Como diferentes escolhas de p induzem normas equivalentes em X%, vamos daqui para o que
segue suprimir a dependécnia de p (cf. Henry [18], Def. 1.4.7). Vamos a seguir enunciar as
principais propriedades dos espagos X%; as demonstragoes podem ser encontradas em Henry
(18], Teoremas 1.4.8 e 1.6.1.

Proposigao 3. 1) Para cada o > 0, X* é um espaco de Banach com a norma ||v||o = ||[A%v]|.
Mais ainda, como A tem resolvente compacto, as inclusoes D(A) — X* — X sao compactas,

para cada 0 < a < 1.
2) Se 2a — % >k— % e ¢ > p, entdo X — Wk4(Q);

3) Se 2a — %’- >v >0, entdo X* — C”(Q).

Em vista da Proposicao 3, vamos no restante desse trabalho tomar p > max{l,,%} e escolher

a no intervalo ma,x{%, %} < a < 1. Dessa forma, o espago X © satisfaz as seguintes propriedades:
(i) X* = whP(Q) (4.5)

(i) X* < C¥(Q), (4.6)

com inclusdes compactas, onde 0 < v < 2a — 1—:—. Em particular, cada elemento de X< é

uma funcio continua em Q. Seguem-se ainda dos resultados de Henry (18], Teorema 1.4.3, que

e A X*) C X, para todo t > 0 e que ”e_At”[:(Xa) <t~® parat > 0.
Lema 1. Sejam A >0, f € LP(Q) e u a solucdo de

—Au(z) + u(z) = f(z), z€Q
%(x) =0, z€N.

Se f(z) > 0 para = € Q, entdo u(z) > 0 para todo z € Q.

Demonstra¢io. Como u € W?P(), entdo u é continua em Q. Seja T um ponto onde u atinge
seu minimo, u(Z) = min, gu(z), e suponhamos que u(Z) < 0. Se T € Q, entdo Vu(z) = 0
e Au(z) > 0, o que implica que Au(Z) = Au(Z) + f(Z) > 0, contradi¢do. Logo, T € IN. Se
v = —u, entao v satisfaz Av(z) — \v(z) > 0, para z € Q e tem mdximo v(Z) > 0 no ponto
Z € 0N). Pelo Principio do Méximo (Teorema 8, p. 67, Protter-Weinberger [24]), devemos ter
-g—ﬁ(f) > 0, contra a hip6tese. Logo, u(T) > 0 e u(z) > 0 para todo z € Q. |
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Decorre do Lema 1 e da forma desacoplada (4.4) do operador A definido anteriormente que
o resolvente (A + A)~! de —A é um operador positivo para cada A > 0. Como (ver Henry [18],

p. 23)
e %y = lim (I + %A)_”v

n—oo

At ¢ um semigrupo de operadores nao negativos,

para todos v € X e t > 0, concluimos que e~
isto é, se v = (S, uy,...,u,) € X tem componentes ndo negativas (e escreveremos v > 0), entao
e~ Aty > 0, para todo ¢t > 0. Deste fato e das propriedades anteriores, concluimos que o cone
X§ das fungoes em X * cujas componentes sdo nao negativas ¢ um conjunto fechado e invariante

pelo semigrupo {e~4t : ¢ > 0}.

Como estamos interessados em solucdes ndo negativas de (4.1) e f; ndo estd definida para
todos os valores de S < 0, vamos, sem perda de generalidade, redefinir f; em todo (—o0,0)
colocando f;(S) = 0 para § < —%, 4 = 1,...,n. Continuaremos a indicar ainda por f; as fungGes

assim redefinidas e podemos supor que sao fungoes de classe C*®°. Com essas observagoes, seja
F : X* - X definida por

F)(z) =01~ —)58() — > m;fi(S(@))uj (@), (m1 f1(S(x)) — di)uwa (2),

=1

(4.7)
oy (M fr(S(2)) — dp)un(z)),

para z € (). Entao vale a seguinte

Proposicao 4. F' ¢ Lipschitiziana em conjuntos limitados de X<. Além disso, para cada con-
junto limitado B = {v € X®* : v > 0 e ||[v]|lo < b}, existe um mimero real positivo f = B(B), tal
que F(v) + Bv > 0, para todo v € B.

Demonstragao. A primeira afirmacdo segue imediatamente do fato de que X — C¥(f2) e das

desigualdades
1
|£:(51) = £i(S2)| < —[S1 5

1
lg(S1) — g(S2)| < 7|S1 — Sa|(1 + R‘|Sl + Sa|),

para todos S; > 0, S2 > 0, onde g(S) = (1 — %)S Quanto & segunda afirmagao, seja
B={veX*:v>0e|v]a <b}. Se C é a constante de imersao de X* em C”(f2), entdo

0 < uj(z) < Cllvlla < Cb,

para todos z € 2,0 < j <n ewv € B [tomamos uy = 5].
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Escreva F' = (Fy, F1,..., Fy). Se 1 < j < n, para todo v = (S, u, ..., u) € B, temos

Fj(v) + Buj = (m; f;(S) — dj)uj + Buj > (B — dj)u; > 0,

se tomarmos 8 > d;. Se j = 0, entao

I

FO('U)""ﬁuO g(S)+ﬁS Z lmzfz( ) Uj

g(S) + BS — MML.S'(ul +ug + ... +up)

min{ai,.

71— %) - —{z—rmﬁff’ melnCb+ | S

(1 — ) — max{miuemal o . gl g

min{ai,...,an}

v v IV

pois f;(S) < 1.5, para todos S > 0 e 1 < i < n. Portanto, tomando
a;

Cb, . max{mi,...,mn}
> T
ﬂ > max {d], ,d (1 K ) + min{al’ ...,an} Cnb} ’

obtemos F'(v) + Bv > 0, para todo v € B e a proposi¢ao estd demonstrada. |

Com essa notagoes, o problema, (4.1), (4.2) pode ser escrito como uma equacao de evolugao
na forma
)(t) + Av(t) = F(v(t)),t >0
8(0) + Ao(t) = F(u(0)), ¢ > (4.9
'U(O) = V9.

O proximo resultado mostra que o problema (4.1), (4.2) é bem posto em X¢. Primeiro,
estudamos solugoes fracas de (4.8), isto é, solugoes da equagao integral correspondente, e depois
solucdes cldssicas. As demonstragtes seguem imediatamente dos resultados anteriores e dos
Teoremas 3.3.3 e 3.5.2 de Henry [18].

Teorema 4. Dado vy € X§, eziste t1 > 0 e uma unica fungdo continua v : [0,11) — X§ tal que
v(0) =g e

t
o(t) = e g + / e At=9) F(y(s)) ds,
0

para todo 0 < t < t;. Set; < oo, entdo limsup; 4, _ || F(v(t))|| = co. Mais ainda, para cada

ty < t1, v € de classe C' em (0,13), v(t) € X, para todo 0 < o < @, e v € uma solugdo cldssica

de (4-1), (4-2).

Esbo¢o da Demonstracao. Primeiro, escolhemos b > 0 para que o conjunto B = {v € X® : v >

0 e ||[v||la < b} contenha vy. A seguir, escolhemos S > 0 para que F(w) + fw > 0, para todo
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w € B, coforme a Proposi¢io 4. E claro que se v é solucio de (4.8), entdo w(t) = ePtu(t) é
solucao de
w(t) + Aw(t) = ePtF (e Plw(t)) + Bw(t) = G(t,w),t >0
{ w(0) = vy,
onde G satisfaz G(w) > 0 se w € B e G é Lipschitziana em conjuntos limitados, com constante
de Lipschitz Lip(G) = Lip(F') + |B|. Portanto, w é solugéo de

t
w(t) = e Aty +/ e~ A=) G (s, w(s)) ds.
0

Agora, escolhemos p > 0 e t3 > 0 para que o operador T : C([0,t2], B,) = C([0, 2], B,) definido
por

(Tw)(t) = e 4wy + /t e~ A9 G (s, w(s)) ds
0

seja uma contragio, onde B, = {v € X* : v > 0, |[v]la < be |lv —vo|| < p}. Como e=4t >0
e G(t,w) > 0 parat>0ew € B,, temos Tw > 0 e, portanto, o ponto fixo w = Tw também
satisfaz w > 0. O argumento de que v é solugdo classica segue as linhas de Henry [18]; o restante

da demonstragao é andloga ao caso usual. |

Pelo Teorema anterior, concluimos que as solugoes de (4.1), (4.2) existem num intervalo
[0,%1), sdo ndo negativas e sdo solugdes cldssicas. Dessa forma, as hipoteses preliminares de
Smoller [25], p. 199, estdo satisfeitas para (4.1), (4.2) e, portanto, & = R%™ é um retingulo
invariante pelo fluxo de (4.1), (4.2). Para mostrarmos que as solugoes sao globais, vamos utilizar

o seguinte resultado devido a Morgan [23].

Teorema 5. Suponha que D = diag(dy, ...,dn,) € uma matriz real com elementos d;j > 0, f :

R™ — R™ € uma fungdo de classe C e que RT* € invariante para o sistema

v(z,t) = DAv(z,t)+ f(v(z,t), z€Q, t>0
%(x,t) = 0, z€d, t>0 (4.9)
v(z,0) = wvo(z), z € Q.

Suponha que v € uma solugio mazimal de (4.9) definida em [0,t1) e que ezistem fungoes H :

R” -5 R e h; : Ry = R de classe C? tais que

e (H1) H(z) = Y.7* hi(z) para todo z € R;
e (H2) hi(z) >0, hi(2;) > 0 para todos z, € Ry el <i<m;

e (H3) H(z) = oo se e somente se |z| = co em Ry;
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o (H}) existe uma matriz A € R™*™ satisfazendo a;; > 0 e a;; > 0 tal que, para cada 1 <
j <m, ezistemr >0, K1 >0, Ky >0, independentes de j, tais que Zi:l ajihi(2) fi(z) <
Ki(H(z))" + Ko para todo z € RT;

o (H5) Ezistem q1 > 0, K5 > 0, Kg > 0 tais que, para todo 1 < i < m, tem-se h(z)fi(z) <
K5(H(z))" + K para todo z € RT;

e (HG6) Ezistem K7 > 0 e Kg > 0 tais que VH(z) - f(z) < K7H(2) + Kg para todo z € R!.

Entao, t; = o0

Proposicao 5. As solugdes do sistema (4.1), (4.2) estdo definidas para todo t > 0.
Demonstracio. Vamos verificar que as hipéteses do Teorema 5 estdo satisfeitas para (4.1),
(4.2). Para isso, seja v = (S(z,t),u1(z,1),...,un(z,t)) uma solugdo de (4.1), (4.2). Sejam

H(S,u1y.yun) =S +ui+ ... +up, hi =u; e A= (ay;) € R(M+1)x(n+1) gatisfazendo a;; = 0 para
1<jea;;=1parai>j, para0 <17 <n.

Tomando r = 1, q; = 1, K; = v, K3 = 0, K4 = 0, K5 = max{y,m1,...,m,}, K¢ = 0,
K7 =+, e Kg =0, entao as hipéteses (H1) - (H6) do Teorema 5 estdo satisfeitas. De fato, para
(H1) - (H3) isso é ébvio. Parar =1, K; =ye Ky =0, temos

j
> agibi(wi) fi(u) = yuo — Fud —dius — ... — dnun
< Y(up+..+up) = KiH(u)+ Ko,

logo (H4) é satisfeita. Agora,

n
! _ Y. 2 Uy
hyfi(u) = yuo — geup — ; M < YH (u)
(&
R fi(u) = mi— — dyu; < mau; < miH (u).
a; + ug

Portanto, para q; = 1, Kg = 0 e K5 = max{y,my,...,m,}, obtemos a condicdo (H5). Final-

mente,

n n
UoU; UQU;
VH(u).f(u) = Wo—%u%—Zmi 0U; +Z 0 *zduz
=1 =1 i=1

a; +ug az + uo
S K7H(’LL) + KS,

para K7 = v e Kg = 0. Consequentemente, pelo Teorema 5, as solucoes do sistema (4.1), (4.2)

estao definidas para todo ¢ > 0. |

Corolério 3. O problema (4.1), (4.2) define um semigrupo nao linear T'(t) : X§ — X¢.
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4.3 O atrator global

Nesta segdo mostraremos que o sistema (4.1), (4.2) tem um um atrator global compacto.
Para isso, vamos mostrar inicialmente que as solugoes sao uniformemente limitadas numa norma
mais fina, usando um argumento empregado por N. Alikakos [2] (ver também Henry [18] e H.
Smith [7]).

Primeiramente, vamos mostrar que a primeira componente de uma solugio de (4.1), (4.2) é

uniformemente limitada na norma de L°.

Proposigao 6. Sejau = (S,uy, ..., un) uma solugdo de (4.1), (4.2) com condi¢ao inicial u(-,0) >
0. Entdo, eziste 0 < d <+ tal que se (z,t) € Q x [0,00), entdo

2
0< S8(z,t) < 2Ky + e~ % max Sy(z).

d €N
Demonstragao. Seja d = min{vy,d, ...,d,}. Comparando os graficos da reta y = —dS + b e da
pardbola y = (1 — %)S, concluimos que (1 — %)S < —dS + 2K+, para todo S € R. Portanto,

S satisfaz

Sy < 6AS —dS +2ky, (z,t) € Q2 x (0,00)
s =0, (z,t) € 89 x (0, 00) (4.10)
S(E,O) = SO(:B): T E Q: SO(:B) > 0,

e, portanto, S(z,t) < w(z,t), onde w é a solugdo de

wy = SpAw —dw + 2ky, (z,t) € 2 x [0,00)
v = o, (z,t) € 3Q x (0,00) (4.11)
w(z,0) = So(z), z € Q.

Escrevendo w(z, ) = z(z,t)e"% + 25%(1 — ¢=9), entéio 2 satisfaz

2 = Az (z,t) € 2 x (0,00)
L = 0, (z,t) € 89 x (0,00) (4.12)
Z({L‘,O) = S()($), T € Q’ So(iL') > 0.

Pelo Principio do Maximo Forte para equagdes parabdlicas (ver, por exemplo, Protter-
Weinberger [24], p. 174), o maximo ou minimo de z(z, t) ocorre em ¢ = 0. Consequentemente,

0 < z(z,t) < maxgeq 2(z,0), para todo (z,t) € Q x [0,00) e, portanto,

2K
0 < S(z,t) < —7(1 — e~ %) + e % max Sy(z),
d zeQ)
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para (z,t) € Q x [0, 00). |

Para obter limitacdo das outras componentes da solugdo na norma L%, vamos primeiro

encontrar uma limitagio na norma L' e usar um argumento de Alikakos [2].
Proposicao 7. Sejam d = min{y,d1, ...,d,} e u(:,t) uma solu¢io de (4.1), (4.2). Entao

IQ|K7

leuz( Mz < e“”ZIluz L)Lt + ——(1—e™¥)

=0

Demonstragio. No cdlculo a seguir, seja S = ug. Somando as equagoes de (4.1), integrando em

Q e usando as Identidades de Green, obtemos

d n n —
E‘/Q;u,(a:,t)dx = /QgézAuz / (1——u0—/z v

n n
Uuou;
+/ E ™m; —/E diu;
i tu JaiH

But/ Ug /n
= 1— —)ug — diui 4.13
/ém [0 Fma= [ (4.13)

/ [—duo(m,t) + 2Ky — idui(m,t)] dz
Q

=1

IA

_ —d/Zui(z,t)dx+|Q|K'y.
Qi:o

Agora, pela desigualdade de Gronwall temos

/ Zui(x,t) dz < e_dt/ Zui(z,O) + T’y(l — e %), (4.14)
Q-0 Qo
isto é,
QK _
Z s, )l < e ‘”Z s, 0) 1 + T g -t
para todo t > 0. |

Observagao 1. De acordo com a Proposigcdo anterior temos que, se ||u(-,0)|| 1 € limitado, entdo
llw(-, t)||z1 € limitado para todo t > 0.
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Proposicao 8. Suponha que u;(z,t) >0, 0 < i < n é uma solucao do sistema (4.1), (4.2) e

suponha que eziste uma constante C > 0 tal que sup ;>0 fQ ui(z,t)dz < C, para 1 < i < n.

Entao, eziste uma constante C*, que depende apenas de C e de ||ui(-,0)||zo, 1 <t < n, tal que

sup g>ol|wi(-,t)||pe < C*.

Demonstragdo. Para simplificar a notagao, escrevamos, para 1 < 1 < n, uma das equagoes do

sistema (4.1) como

0
8—1: = §Au + F(u)
onde F(u) = ma—;?‘;u — du. Desta forma, multiplicando esta tltima equagao por u

grando em (2, usando as Identidades de Green e a desigualdade F'(u) < mu, obtemos

d (1 / ok ) / 2k_1 / 2k_1

— = [ vdz) = ¢ [ (Au)u de+ [ u F(u)dz

263 K0
k—1

De fato,

/ (Aw)u® ~ldz = / 2~ 18“ / VuV(u? )ds = — / VuV (w2 )dz,
Q on

., k—1 1 ok—1_
j& que g—’,j =0. Como Vu?"~ =2k142 1Vu, temos

ok—1 ok—1 ok—1

V@ )P = v )V = 2222 2w

por outro lado, VuV(uzk‘l) = (2F - 1)u2* ‘2|Vu|2 e, consequentemente,

Vuv (1) = 2 v,

22k 2

Equivalentemente, ja que

d 1 ok _ 1 d /1 ok—1,9
dt (zk /Q“ dx) T okt (2 /Q(“ ) d”’)’

2k_1

, inte-

(4.15)

temos
d (1/ 9k—1,9 2k _1 2k—1 2 k—1 2k—1 2
— =/ (u )dz| < ———6/Vu dr + 2"'m [ (v )°dz. (4.16)
dt 2 Q 2k 1 Ql ( )l Q(
Sejam
- 2k — 1
w = uzk 1, (sk = JF, my = mZk_l.

Ent3o, (4.16) assume a forma

d
(l/w da;) < Jk/|Vw| da:+mk/w dz.
dt Q

(4.17)

(4.18)
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Usando a desigualdade de Nirenberg-Gagliardo e em seguida a desigualdade de Young obte-

2
/ w? dz < e/ |Vw|? dz + C, (/ wdw) , (4.19)
Q Q Q

onde C, = ¢+ Ce~% e C é uma constante positiva. Para ver isto, observe que pela desigualdade

mos

de Nirenberg-Gagliardo, a saber

1-6
lwllwse < Cllw||fmalw]| 55

ondep>gq, p>r, 0<0<1 e lc~%§9(m—%)—ﬂlr——m ou 9>2+—N, temos

2(1-6
l[w]i? = /Q widz = w0z < Cllw|2.s [lw]20 .

Agora considere a desigualdade de Young
a? af 1 1
b —+— com —-+-=1
p q P g
1 _1 _
ou equivalentemente trocando a por €ra e b por € rb obtemos ab < eaP + € %bq, onde p e ¢

nio sdo necessariamente as mesmas constantes como na desigualdade de Nirenberg-Gagliardo.

L 2(1-0 - 2(1-6
Pela desigualdade anterior, se trocamos ||w||2, ; por (£)7|lw||?,, e ||'w||L(1l ) por £77 ||'w||L(l ),
entao
2(1-0 -1 2(1-6
CllwlZa w7 < LS P IwllZfne)? + (977 w35 )]
20— 4 _49 2(1-60) L5
= elwllyl. + Cre rllwll, °
N
= ellwlid + Ce = [wll3, (4.20)
_N
= ¢[llVulliz + llwllF] + Ce = [|wl|,
_N
= €| Vwll3, + (e + Ce 2)|wl[Z,
onde p = %, q = ﬁ, C: = Ce_%, 0 = 2+'LN‘ e usamos a seguinte norma equivalente em

W2(Q): Nlwllwrz@) = [fo [Vwl?dz + (fq wdm)2]%. Consequentemente,
lwlla = el Vw2, + Cellw]|?, onde C.=e+ Ce %. (4.21)

Substituindo € por ¢ em (4.20) obtemos, depois de multiplicar cada lado de (4.19) por

(mg + €) e rearranjar,

—(myg + ek)ek/ |Vw|?dz < —(my + €) / w? dz + (my + ;) Ce, (/ w dz)?. (4.22)
Q Q Q
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Escolhendo € tal que mye + €2 < J; obtemos a partir de (4.18) via (4.22) que

£(1 Jqw?dz) < =6 [, [Vw|®dz + my [ w?dz

IN

—(m, + e)e [o |Vw|?dz + my [ widz

IA

—(mu + ) [qw?dz + (M + ) Ce, ([ wdz)? (4.23)
+my, [ widz

< —ea Jq w?dz + (my + €x)Ce, [boundyso [, wdz)?

onde boundio [, wdz é uma constante que domina [, wdz para ¢t > 0. Para obter a dltima

desigualdade, usamos a hipétese de indugao SUpP;>g fQ u(z,t)dz < C como segue

e Se k = 1 entdo w = u e, portanto, a derivada da norma L? de u satisfaz, por (4.23), a

desigualdade

4 1/ widr) < —ek/ u?dz + (my + €x)Ce, [/ udz)?
dt \2 Jg Q Q
< —ek/ u?dz + (my + €x)Ce, [boundtzo/ udz]?

Q
= —ekfu2dx + (my + ek)CekCQ.
Q

Pela desigualdade de Gronwall obtemos

2
/Qu(a;,t)r"dm < e“szt/ﬂu(m,o)2 dr + (o, + Z)kac (1 — e~2t)
2
<) Ju ) + BT 1 ety < g
k

para t > 0 (]| indica a medida de Q).

e Se k = 2 entdo w = u? e, portanto, a derivada da norma L* de u satisfaz
d (1
— —/ uldz ) < —ek/ uilde + (my + €x)Ce, [boundt>o/ u’dz)?
dt \2 Jg Q = Ja

= —ek/ utdz + (my + ek)C’ekCI
Q

pela observagao anterior. A desigualdade de Gronwall nos fornece para ¢t > 0

(mk + Ek)cek 012
€k

/ u(z,t) dz < e 2Q ||lu(.,0)||1e + (1 — e 2%t < C.
Q
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Seguindo esta ideia, obtemos o desejado para k = 1, 2,.... Consequentemente, a partir de (4.23)

(my + €x)Ce
€k

/Qw2d:1: < e 2tQ) ||'w(.,0)||%°o(9) + & [boundtzo/a'wd:v]z(l — e 2ty

Voltando & notagdo anterior para w considerando (4.17) e assumindo por conveniéncia que

|2] = 1 obtemos a partir das observagtes acima que

/Q'U,dex < e—2ekt“u2k—1(_,O)H%w(m + (mk-l-:kk)Ce!E [bOundtZ() fﬂ u2k_1d:1:]2(1 _ e—ZEkt)
— e"zekt”u(.,O)ll%';(m + (mktE:)Ce!. [boundysg fQ uk=1dg]2(1 — e~ 2ekt) (4.24)

< max {M[bmmd»ofg “dal?, lu(., 0)"[,00(9)}

De fato,

my+ex)C k—1 - P =
e Se ”—E:)—fi[bcmndtzo Jou? " dz]? é o maximo, entdo

el O)Fon  — T Poundizo fo u ™ dal?] < 0, logo

€k
JouPdz < e 2t uf(., 0)[|L°°(Q) — %[boundtzo fauzk_ldzz:]2 ]

+ %[bwndgo Joyu? ™ da)?

< —b-(m"ti”)ce [bound;>o [, u?" ™ dg)?

e Se ”“("0)”%,;(9) é 0 méximo entéao
fQ u2kd:L‘ < —2ekt”u2k 1 ”L°°(Q)

n (kar::)CEEi [boundtzo fn u2k-—1dm]2(1 — e~2ekt)

_ e—2ekt[ ”u2k—1( mk+€k)0ek [boundt>of uk— ld:l:]2 ]

0)l2 ey -

+ (muter)Cey +:_'°)C€ = [boundy>g fQ u*~1dz)?

IA

_ +€1)Ce —
%1, = el ::) [bound;>o fQ u?k—1dg)?

0)2e ey

+ —&(mkte:)ce [bound;>o fn u%‘ldar:]2

= ||u2k"1(.,0)||%m(m, jdque e 2kt <1,
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Sem perda de generalidade podemos supor também que % >1,k=1,2,..equeC,
a constante que domina [, u(z,t)ds para t > 0, também domina ||u(-,0)||fe(q). Levando em

conta todas as observagoes anteriores obtemos, de (4.24), a desigualdade

2k—l

/Qu%da: < ((mk + Ek)C’ek)zo ((mk—l + Ek—l)Cek_1>2m (M) c?. (425)

€k €k—1 €1

De fato, note que Xo = ||u(+,0)||z=(q) < C; introduzindo a notagdo

/ uw?*dz = Xp; Cp = (i + &1)Ce, ,
Q €k

temos

X1

IA

max{C’ng, 02}
Xy < max{CoX?, C%'} < max{Cpmax{C2X?",C?"}, C¥}

= max{max{Co,C2X?,C,C%}, C?’} = max{C,C2XZ,C,C?"}

i 3 _ (mk+ek)C€
ja que Cp=-—7"—% > 1L

k =5

4.26
X3 < max{C3X2Z, C?} < max{max{C3C2C? X2’ C3C2C?}, C*’} (4.26)

= max{C3C2C¥ X%, C3C2C?"}

Xp < max{CyC}_,C¥,.C*'Xx¥, cc2_c?,.c ey
Agora como Xy < C' temos ng < Czk, logo X < CkC,f_ngz_z...ka_ICZk, como

queriamos demonstrar.

A meta final é estimar o lado direito de (4.25) e mostrar que ele se comporta como uma
contante da forma (const.)zk. Entao, tomando a poténcia 51,; de ambos os lados de (4.25),

podemos passar o limite e obter a estimativa L*°.

De (4.21), C; se comporta como 517, onde A = % jd que C, = € + Ce % = (eN_;i + C)e"%.
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Sem perda de generalidade temos

(mk ¥ ek)cek
€k

< 2*0HDm m>>m. (4.27)
Para ver isto, note que ¢, foi escolhido anteriormente para satisfazer a desigualdade
Mreg + G% < 0. (4.28)

De fato, a desigualdade anterior é equivalente a

m2kle, + €2 — 52"_—1 < 0;
k k 9k—1 =

logo, €} deve pertencer ao intervalo

1
€ € (0, 22 m(-1+ \/ zik (23km2 — 326 + 32.286)) | ,

consequentemente
e < 3(=2Fm o+ [ (2%m? — 326 +32.2k5))
< X-2Fm + v2%m2 + 326)
_ l(_ok Y ) 2k m+4/228m?2 4326
7(=2Fm +V2%m +326)2’°m+\/22’°m2+325 (4.29)
< 88 86

<
V/22km24326422%km — V22km2422km

— 4§ __ const.
2km T T 2F -

Logo, usando a definigio para d; e ar em (4.17), obtemos que ¢, pode ser escolhido da ordem

2—%,,—. Consequentemente, o lado direito de (4.25) torna-se

fa“%dx < (gk(A+2)m)2°(g(k—l)(/\+2)m)2‘(2(k—2)(A+2)m)22, (z(k—(k—l))(z\+2)m)2"“,02’°

m2E! 9(+2)(k+2(k—1)+22(k—2)+...+2% 1 (k—(k—1))) (72* (4.30)

—  m2! o 2)(—k+2K 1 —2) 2k
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Tomando poténcia 51,; de ambos os lados de (4.30) e em seguida o limite quando k& — +oo0,

obtemos
; AN OWT WEI S aatl ]
”u”L°°(Q) < t_lginoo(m_zk_ﬂ( +2)( ok ).C)
(4.31)
= m.220+2) ¢,
o termina a demonstragao. i

Teorema 6. Considerando a notacoes da secao 4.2, suponha que as hipéteses da Proposicao 8

valem. Entdo, existe uma constante positiva C tal que limsup,_,, ||ui(t, )| xe < C.

Demonstracao.

Representaremos a solugdo do problema (4.8) por U(t) = (uo(t),u1(t),...,un(t)). Pela

férmula de variagdo das constantes
t
U(t) = e 2U(0) + / e A=) P(U(s))ds (4.32)
0
onde A e F sao definido na se¢ao 4.2. Aplicando A% a ambos os lados de (4.32) temos

A%(U(t)) = A%~ U (0) + / t A%e A=) F(U(s))ds.
0

Agora, das estimativas obtidas na Proposi¢do (8) para todo p > 1, existe uma constante C

tal que
limsup ||F(U(s))ll, < C.
t—co
Consequentemente,
NIU@xe = A=W
< A% AU )llp + fy 1A% A x| F(U ()l ds

(4.33)

IA

Cat™ e U (0)[|, + [ CCult — s)~%e~0t9) ds

< Cot™ e U(0)|lp + [3° CCor=2e=0" dr.

Consequentemente, com a estimativa (4.33) obtemos o desejado. |
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Coroldrio 4. O sistema (4.1), (4.2) define um semigrupo ndo linear T(t) : X§ — X$ com as

seguintes propriedades:
i) T'(t) é compacto para t > 0;

i) T(t) € ponto dissipativo. Isto é, emiste um congunto limitado B C X§ tal que, para todo
v € X§, eziste um T = T'(v) > 0 tal que T(t)v € B para t > T;

i11) Orbitas de conjuntos limitados sdo limitadas. Isto é, {T'(t)C;t > 0} é limitado, para qualquer

subconjunto limitado C C X¢.

Demonstragao. Observamos que no mergulho
X% é mergulhado em C¥(Q2) x ... x C¥(£2),

a norma uniforme na Proposicdo 8 pode ser substituida pela norma C" para algum v > 0. Por
outro lado, C” est4 compactamente mergulhado em C(9), logo segue a parte (7). Para provar
(#1), escolhemos B como sendo a bola em X§ de raio 2C onde C é a constante dada no Teorema

6. Finalmente, a parte (747) segue do Teorema 6. i

Coroldrio 5. O sistema(4.1) possui um atrator global compacto.

Demonstragao. Segue do Corolario 4 e dos Teoremas dados em J. Hale [26]. |



CAPITULO 5

Bifurcacao zip em um sistema de

reacao-difusao

Neste capitulo, analisaremos um sistema de reagdo-difusdo de dimensdo (n + 1), modelando
a competicdo entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. A taxa de crescimento
da presa é uma funcao da capacidade de carga do meio ambiente. Mostraremos que aumentando

a capacidade de carga o modelo exibe uma bifurcagdo zip.

5.1 Introducao

Nessa parte final do trabalho, vamos examinar a estabilidade ou instabilidade de equilibrios
constantes do problema (4.1), (4.2) sob as mesmas hipéteses estudadas no Capitulo 2. Especifi-

camente, vamos considerar o sistema

ﬁ(m,t) = §AS+y(1— E)S - Zmifi(S)ui em $ x (0,00)
o = (5.1)
Uj

En (z,t) = &Au;+ (mifi(S) —di)ui, 1=1,2,..,n em X (0,00),

onde Q2 C RN, N = 1,2,3, é um dominio aberto conexo limitado com fronteira suave 9.

Admitiremos ainda que a fungoes S e u; satisfazem condigdes de Neumann na fronteira

E(m,t) =0, E(m,t) =0, 1=1,2,..n, em 09 x (0,00), (5.2)

onde v = J(z) indica a normal unitaria exterior em pontos z € 9.

S indica a densidade de populagdo de uma presa, u; indica a densidade de populagdo de

um predador 7, ¢ = 1,2,...n, K > 0 é a capacidade de carga do meio ambiente com relagao a

56
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presa, v > 0 é a taxa de crescimento intrinseco da presa, m; e d; sdo parametros niao negativos e
representam a taxa maxima de natalidade e a taxa de mortalidade, respectivamente, do predador

,1=12,....,ne d, 01, ..., 0, sdo os coeficientes de difusao.

Admitiremos que a resposta funcional de cada predador 7 é do tipo II de Holling, isto é, ela
¢ dada por uma funcio f; da forma f;(S) = S/(a; + S), para cada 7 = 1,2,...,n, onde ay, ag, ...,

an sao constantes nao-negativas que satisfazem

0<ap<ap_1<..<az<a. (56.3)

Vamos fixar nossa aten¢ido no fenémeno de bifurcacgio zip. Exceto pelas solugbes ‘triviais’
(S, u1,...,un) = (0,0,...,0) e (S,u1,...,us) = (K,0,...,0), o sistema (5.1), (5.2) tem solugdes
espacialmente homogéneas nao triviais se e somente se m; > d; e as solugdes S das equacdes
fi(S) = di/m;, i = 1,2, ...,n coincidem, isto é,

ardy azds apdy
mi —dl mg—dz mn—dn'

(5.4)

Indicaremos o valor comum das grandezas \; = —“‘Q‘— or A\. Daqui em diante, suporemos
g i = it P q , SUp

que m; > d; e A\; = ... = A\, = A. Nessas condigoes, os equilibrios espacialmente homogéneos de
(5.1), (5.2) sao (0,0,...,0), (K,0,...,0) e os pontos da variedade linear Hx de dimensdo (n — 1)
definida por

n

ii A
Hyig = {(A,gl,...,én) ER"_:'_"'I Z%:’Y(I—R‘)} (55)
i=1 *

O sistema linearizado num ponto (A, &1, ...,&,) pertencente a Hg é dado por

BS(w,t): JOAs_*_(_E+AZGW.£—Z.>S—Z%\—U16HIQX(O,OO)
=1 i=1 '

Oui(z,t) . PBi& .
% d;Au; + ot )\S, i=1,2,..,n em Xx(0,00)

com condicoes de fronteira (5.2), onde g; =m; —d;, i =1,2,...,n.

Na proxima secao fixaremos nossa atengao ao estudo da estabilidade das soluges constantes
de (5.1), (5.2) pertencentes a Hy.
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5.2 O problema linearizado

Sejam 0 = pg < p1 < pg < ... = 00 e {P }32, 0s autovalores e as autofungoes do Laplaciano

na regiao 2 com condicdo de Neumann na fronteira:

{ At = My em §

5.7
%& =0 em OS2 (5.7)
Podemos supor que {ty}$2, constitui uma base ortonormal de L?(Q2).

Vamos primeiro escrever (5.6), (5.2) na forma vetorial. Sejam w = (S,u1,...,u,), D =

diag(do, 61, ..., 0) € J a matriz

( )‘Z mtﬁz _)‘ _omyA _ mo _Mp1Xd _ ma \
(a, i }‘ K a1+ as+A an—1+A an+A

Ay 0 0o ... 0 0

J = Ll 0 0 ... 0 0

Bn-1&n—1
an—1+A

an+XA

o
N—

Entao, (5.6), (5.2) pode ser escrito como

ow
= DA
B = DAw + Jw.

Portanto, a solucdo de (5.6), (5.2) com condigéo inicial w(-,0) = wg é dada por

t) = Z e(J_ukD)t (UI(), ¢k)¢‘k (:II), (58)

k=0
onde (wo, k) = [ wo(z)Yr(z) dz

A expressao (5.8) mostra que a solucdo nula de (5.6), (5.2) é assintéticamente estavel se e
somente se os autovalores de todas as matrizes J — puxD tém parte real negativa; se existe um

k > 1 tal que J — D tem um autovalor com parte real positiva, entdao a solugdo nula do referido
sistema é instavel.

Observe que para k = 0 temos pg = 0 e portanto a matriz J tem zero como um autovalor
de multiplicidade (n — 1) e os dois autovalores restantes (supostos diferentes de zero) tém parte

real positiva (respectivamente, negativa) de acordo com

n
mqE; Y i
; @+ K ™ “x (5.9}

Proposicao 9. Se K > a; + 2\, entdo todo equilibrio em Hy ¢é instdvel.
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5.3 O cason=2

Com o objetivo de simplificar a exposicdo, vamos doravante assumir que n = 2 e vamos
examinar o efeito da difusdo na persisténcia do fenémeno de bifurcacido zip. Vamos examinar

dois casos: no primeiro consideraremos coeficientes de difusdo iguais e no segundo, distintos.

No primeiro caso, temos D = §I e portanto o polinémio caracteristico py(v) de J — uxD se
escreve como
pr(v) = det(J — ppD — vI) = det(J — (uxd + v)I) = 0.

Portanto, os autovalores de J — urD sao V,’c = —ukd + zj, onde 21, 22, 23 sao as raizes do
polinémio (1.6):

— . |,2 Y mb meb pimi&y Bamabo
P(Z)—z[z + 2z (K (a1 + )2 (a2+)\)2> +A<(a1+A)2+(a2+A)2)]'

Proposigao 10. Suponha que D = §I. Se A < K < ay + 2], entdo cada equilibrio (), &1,&2) €
Hyg de (5.1), (5.2) é assintéticamente estdvel. Se K > ay + 2X, entao (A, €1,&2) € instdvel.

Demonstracao. Se k > 1, todos os autovalores de J — ppD tém parte real negativa. Quando
k =0, zero é um autovalor simples de J. Logo, as hipdteses de Henry [18], pag. 108 estdo

satisfeitas e portanto a familia Hx dos equilibrios é assintéticamente estdvel. |

Vamos agora examinar o caso em que D = 6] e ag + 2\ < K < a; +2)X. Como vimos
na Introducdo, neste caso, existe um ponto (A, & (K),&(K)) € Hi tal que os equilibrios no
conjunto Hy = {(\,&1,&2) € Hi : & < &1(K)} sdo instdveis e os equilibrios no conjunto Hg =
{(X,&,8) € Hi : & > &(K)} sdo estdveis no sentido de Liapunov. O ponto (&;(K),&2(K)) é

determinado resolvendo o sistema de equagdes

m1§1+m2§2 _ (K=
aj+A az+A - K

(5.10)
’(amlJ_i,\l)z +—‘§7($i,\2) = %

Como dissemos na Introdugdo, se E é um equilibrio instdvel com relagiao fluxo de (1.1),
entdo F é também instdvel com relagdo ao fluxo de (5.1), (5.2), pois o subespago das funcoes
independentes de = ¢é invariante pelo fluxo de (5.1), (5.2). Vamos demonstrar a seguir que se
E é estavel com relacdo fluxo de (1.1), entdo F é também estdvel com relagdo ao fluxo de
(5.1), (5.2), independentemente da matriz diagonal de difusdo D = diag(dp, d1,d2). Isso é um
fato surpreendente e mostra, em particular, que o fenéomeno de bifurcacdo zip nesse modelo é

preservado pela introducao de difusdo no sistema (1.1).
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Teorema 7. Suponha que E seja um equilibrio espacialmente homogéneo de (5.1), (5.2). Se E
é estdvel com relagao ao fluzo de (1.1), entao E € estdvel com relagao ao fluzo de (5.1), (5.2),

independentemente da matriz positiva definida D = diag(dp, 01, 92).

Demonstragio. Seja E = (), &1,&2) um equilibrio espacialmente homogéneo do sistema (5.1),

(5.2). Entao, A < K e (&1,&2) satisfaz

miéy N maly _ V(K -2
a1+ ax+ A K '

A hipétese de que E é estivel para (1.1) é equivalente a

mi1éq maéo »

g
(a1 +N? " (az+ 2?2 K’ (5.11)

Vamos escrever o polindmio caracteristico da matriz J — pui D, onde J é a matriz jacobiana do

campo de vetores (1.1) calculada em E. Para efeito de simplicidade dos calculos introduziremos

a notagao
2
mi&; YA B1&1 Ba&2 mi ma
¢ ;(a'i_*")‘)2 K’ (11-{-)\, ¢ a2+)\, a1+)\’ € (12--|-)\7

de forma a matriz J — uiD se escreve como

a— p,k(SO d €
J—prD = b —,uk51 0
c 0 —px02

A condigao (5.11) significa que a < 0. Com essas notagoes, para cada k ZVO, os autovalores

de J — pgD sao as raizes do polindmio

Py(v) = v3 + Ap? 4+ Bpv + Gy, (5.12)

onde
A = pr(do + 01 + d2) — a,

By = p (8061 + 6002 + 0102) — apk (81 + 62) — bd — ec
Cp = uﬁ60516g — uzaéldz — ,uk(ecél + bd(52).
Como a < 0, bd < 0 e ec <0, temos que Ay > 0, B, > 0e Cy > 0, para todo k > 1. Para k =0,

temos
Py(v) = v — av® — (bd + ec)v,
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que tem zero como autovalor simples e dois complexos conjugados com parte real negativa.
Vamos agora mostrar que, se k > 1, entdo todos os autovalores de J — u;D tém parte real

negativa. Para isso, basta, pelo Critério de Routh-Hurwitz, mostrar que Ax By > Ck. Sejam

C = p[6o61021> — ady0op — (ecdy + bddy)]

AB = [u(50 + 01+ 62) — a][u2(6051 + 0002 + 0102) + p(—ad; — ady) — bd — ec]
= (60 + 61 + 02) (0001 + 6pd2 + 5152)[1.3 — a,uz[doél + 0gdg + 0102
+((50 + 61 + d2) (01 + 62)] + M[—((SQ + 61 + 52)(bd + 60) + a2(51 + 52)]

+a(bd + ec).
Entao, AB — C = (AB — C)(p) é um polindémio em u da forma

AB—C = p3[(6o + &1 + 62)(001 + G002 + 6182) — God12)
_a,Uwz[((SO(sl + oo + 5152) + (50 + 61 + 52)((51 +d9) — (51(52]

—p[(60 + 01 + 82)(bd + ec) + a?(81 + b2) — (ecdy + bddz)] + a(bd + ec)
isto é,

AB—-C = u3[2505152 + (53((51 +09) + 5%(50 + d2) + 5%(60 + 61)]
—ap?[6081 + God2 + (8o + 61 + 82) (61 + 62)) (5.13)

—u[do(bd + ec) + 61bd + daec — a?(d1 + 62)] + a(bd + ec)

Como a < 0, ec < 0 e bd < 0, os coeficientes do polindmio (5.13) sao todos positivos, o que
implica que AB — C é positivo, para qualquer valor ndo negativo de p. Assim, para qualquer

k > 1, temos Ay By — Ci > 0 e, portanto, as raizes do polinémio Py (v) tém parte real negativa.

Por outro lado, tomando v = pz, as raizes de Pi(v) = 0 sao as mesmas que da equagao
A B C
P W + —fz + —:’,f

={). (5.14)
Mk 27 oy

Quando k — oo, os coeficientes de (5.14) tém limites e a ‘equacao limite’ é dada por

23 + (50 + 61 + (52)22 + (5051 + 0002 + 5162)2’ + 090102 = 0. (515)
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Se 21, 27 e z3 530 as raizes de (5.15), entdo Rez; < 0, j = 1,2,3. Segue entdo do Teorema de
Rouché (veja [1]) que existem vizinhancas Vi, V5 e V3 de z1, 29 e 23, respectivamente, mutuamente
disjuntas, e kg > 1 tais que se k > ko, entdo (5.14) tem uma raiz z,(cj) em cada vizinhanca Vj.

Portanto, as raizes de (5.12) sdo v ; = ,ukz,(cj), com 7 =1,2,3ek >1.

Logo, zero é um autovalor simples do operador L definido pelo problema linear (5.6), (5.2)
e existe o > 0 tal que o resto do espectro pertence ao conjunto {v : Re v < —a}. Logo, as

hipéteses de Henry [18], pag. 108, estdo satisfeitas e, portanto, E é estdvel. |

Como consequéncia do teorema anterior, segue-se que se A < K < ag + 2], entdo o conjunto
Hp dos equilibrios de (1.1) é assintoticamente estdvel com relagao ao fluxo de (5.1), (5.2). Se
K > aj + 2], entao Hg é instivel. Se ag + 2\ < K < a; + 2, seja (§1(K),&2(K)) a tinica

solugdo do sistema (5.10). Entao vale o seguinte

Teorema 8. Para qualquer K satisfazendo az +2A < K < a; + 2), o ponto (), &1(K),&2(K))

dwide Hi em duas partes Hy, e Hj.; os equilibrios do sistema (5.1), (5.2) no conjunto

Hg ={(\&,&) € Hr : & < &(K)}

sao instdveis e os equilibrios no conjunto

H;( = {(A1€11£2) € HK : 61 > 61(K)}

sao estdveis, independentemente da matriz de difus@o D = diag(do, 01, d2).

Esse resultado final mostra, portanto, que o fendmeno de bifurcagéo do tipo zip é preservado
mesmo pela introducdo de difusdo no modelo (1.1). Ele mostra, em particular, que, se for
possivel a ocorréncia de bifurcacao do tipo Turing, esta devera ocorrer em modelos com difusao

cruzada, isto é, com matriz D ndo diagonalizdvel. Isso serd tema de futuros estudos.



APENDICE A

Bifurcacao de Andronov-Hopf

A.1 Bifurcagao de Hopf no plano

O objetivo dessa segdo é justificar o surgimento da Bifurca¢ao de Hopf para valores do
parametro ¢ em uma vizinhanca de 0 e de —1, e ¢ > 0. Pela simetria. do problema vamos

analisar apenas em uma vizinhanca de 0.

Considere um sistema genérico

z= f(z, ) (A.1)
onde (z,a) € R? x R e f € C*(R? x R).

Vamos denotar z = (z1,z2)” e considerar a familia a um parametro

: -1
) 1 « i) T2
onde a € R e (z1,72)T = (0,0)7 é uma singularidade de (A.2).

A matriz quadrada de ordem dois que aparece acima é a matriz jacobiana avaliada na sin-

gularidade (z1,z2)T = (0,0)T, que possui autovalores \; = o+ e Ay = a — 4.

Vamos trabalhar no plano complexo, introduzindo assim a varidvel
Z2=1x1+ ’1:322.

Desta expressao obtemos
z= z(a + 1) * z|2|? (A.3)

onde |z| é a norma do nimero complexo z.

63
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9 @ (©

Figura A.1: Retrato de fase

© A

Figura A.2: Retrato de fase

Escrevendo z em coordenadas polares

Z= peia, p>0.
obtemos o sistema
p= p(a + p?
; pla =+ p%) (A.4)
o= 1.
Considerando o sistema A.4 com o sinal “-”, vemos que

(1) para a < 0, p é decrescente pois p< 0;
(2) para a =0, p também é decrescente pois A< 0;

(3) para @ > 0, p é decrescente se for maior que y/a e é crescente se for menor que /a. Néo
h4 variacdo quando p = \/a ou p = 0. Na Figura A.1 temos a representagdo para estes trés

Casos.

Considerando agora o sistema A.4 com o sinal “+”, obtemos os seguintes retratos de fase
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e

o
AN

-

a
a=0

Figura A.3: Retrato de fase
(1) para a < 0, p é crescente se for maior que /—a e é decrescente se for menor que /—a.
Da mesma forma, nao hé variacdo quando p = /—a ou p =0.
(2) para a = 0, p crescente pois P> 0;

(3) para a > 0, p também é crescente pois £> 0.

Na Figura A.2 temos a representacao para estes trés casos.

Ao fenémeno acima chamamos uma Bifurcac¢ao de Hopf. Ela pode ser representada no espaco

(z1,T2,@). A familia de ciclos-limite forma um paraboldide. Veja Figura A.3.

Na figura & esquerda a bifurcagdo recebe o nome de supercritica e na figura a direita a

bifurcacao é chamada subcritica.
Definicao 1. O sistema (A.2), ou equivalentemente (A.3) e (A.4) serdo denominados Forma

Normal da Bifurcagao de Hopf.

Enunciaremos a seguir um lema importante que diz que em torno da singularidade, em
nosso caso a origem, o retrato de fase de um sistema com termos de ordem 4 tem o mesmo

comportamento se desprezarmos estes termos.

Lema 2. O sistema

(“fl ) ) ( o« ) ( ) £ (o} +13) ( N ) +0(l=]l*) Vol
Ty 1 « T2 2

onde = (z1,22)T e O(||z||*) representa os termos de ordem 4 e dependem suavemente de o, é

localmente topologicamente equivalente em torno da origem ao sistema (A.2).

Prova. Ver [28] |
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Considere uma familia ¢ = f(z,a) tal que para @ = 0, f(0,0) = 0 e a matriz jacobiana
Jf(0,0) possua autovalores A\j 2 = %iwp, com wy > 0. Assim, o sistema A.5 pode ser escrito

como
z= A(a)z + F(z,a) (A.6)

onde A(a) = Jf(0,a), F(z,a) = (Fi(z, ), F3(z,a)) é de classe C*, F; : R?> x R — R, para

i=1,2, e F tem expansio de Taylor iniciando com termos de O(||z||?).

A matriz A(a) tem autovalores Aj(a) = A(a) e Az2(a) = A(@) onde A(a) = (o) + iw(c).
Queremos que A(0) = y(0) + iw(0) = 0 + iwp, com wp > 0.

Seja g(a) € C? um autovetor complexo de A(a) associado a A(a), isto &,
Aa)g(a) = Aa)q(a).

Seja p(a) € C? tal que
A(@)"p(a) = M) p(a)

E sempre possivel escolher p(a) € C? de tal modo que < p(a),¢(a) >= 1 onde o produto
interno aqui usado é definido por < p,q >= Piq1 + Pzg2 com p = (p1,p2) € ¢ = (g1, q2)-

Dado qualquer vetor z em R? sempre podemos escrever

z = zq(@) +Z¢(a)

para algum z € C. Assim

<p(a),z > =<p(a),zq(e) +Z g(a) >
=< p(a), zq(e) > + < p(a),Z @ > A
=z < p(a),q(a) > +2z < p(a),q(a) >

=z+Z < p(a),q(a) >.

Agora, ja que .
q(a) = X‘—(—Q—SA(CY)Q(—CY),
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pois g(a) é um autovetor complexo de A(a) associado a A(a), temos
1 R
<pla),z > =2z+7% < pa), ==A()q() >
Ma)
=BT < p(a), A(a)gq(a) >
z
=2+ == < A(a)"p(@),¢(a) > (A.8)
(o)
= 2+ = < X(@)p(a),4(@) >
Aa)
=z + ==X a) < p(a),q(a) >
Consequentemente, de (A.7) e de (A.8), temos
— AMa
< p(0), (@) >= 22 < p(a), fa) >
Aa)
Uma vez que A(a) # A(a) temos
<p(a),q(e) >=0
consequentemente
<pla),z >=z.
Lema 3. O sistema
z = A(a)z + F(z,a) (A9)
pode ser escrito, para « suficientemente pequeno, na forma
z=MNa)z+9(27%,a)
onde g = O(|2|?) é uma fungdo C™ dada por
9(2,%,0) =< p(a), F(zq(a) +Z q(a),e) >
Prova. De z =< p(a),z > e de (A.9), conclui-se diretamente o resultado.

A expansao em Taylor de g(z,%,a) em torno de a é dada por

_ 1
9(z,Z,a) = Z mgkt(a)zkzl
k+1>2

onde gi(a) = % <pla),F(zq(a) + Z q(a),@) > |,=0 parak+1>2 k1=0,1,2,...
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Suponha que para a =0, F(z, a) seja representada por

F(z,0) = 1B(z,5) + %C’(az,x,w) +O(l=||*)

2

onde B(z,y) e C(z,y,u) sao multilineares simétricas, com z,y,u € R%. Temos

0%F;(n,0 .
Z ln_oiL‘j.’Ek, 1= 1,2
7,k=1 anjan

2

Ci(z,y,u) = )

7,kl=1

8F77,

n = 0z, YUy 1=1,2
677_787716677!| 7 ’

Desta maneira observe que
B(z,z) =B(2q+Z §,2¢+7Z q)
= B(2¢,29+Z Q) +B(Z G29+7Z q)
= B(2q,2q) + B(2¢,Z q) + B(Z §,29) + B(Z ,Z Q) (A.10)
= 2’B(q,q) + 2ZB(q,q) + ZzB(q, q) + Z°B(,9)
=2’B(g,q) + 222B(¢,7) + 2°B(7,9)

uma vez que B(q,q) = B(T,q), j& que B é simétrica. Estamos denotando q = ¢(0) e p = p(0).

Sendo assim, os termos quadraticos em
9(2%,0) = 911(0)77 + 31{920(0)2 + 02 (0)7°] + rlg(0)2°% + 912(0)2) + -
podem ser expressos por
91 =<p,B(g,9) >
920 =<p, B(g,q) >
902 =<p,B(q,q) >
Se fizermos célculos similares com C(z,z,z) = C(2q + Z §,2q + Z §,2q + Z §) obtemos os
coeficientes dos termos de ordem 3 e
921 =<p,C(¢,4,9) >
Lema 4. A equacao

2= e+ 2022+ guaz + 2277 + 0(af)

onde A = Aa) = y(a) +iw(a), 7(0) =0, w(0) =wo > 0 e g;j = gij(a), pode ser transformada,

pela mudanga de coordenadas

ha ho
z—w—l—TOw +h11ww+7 o (A.11)
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para |a| << 1, na equagdo sem termos quadrdticos

w = dw + O(|w|?)

Prova. Consideremos a mudanca de coordenadas inversa dada por

hoa
w—z—%z —hllzz—T +0(|z]®)

Assim
W= % — hgozz — hy1(4Z + 2Z) — hpeZZ + O(|2[*)

= Az + (gzo Ahgo)2z® + (911 — Ah11 — Nh11)2Z + (gg_z — Xhg2)z% + O(|2]°) (A.12)

_ 1 _
= Aw + 5(920 — Mhgg)w? + (g11 — Nha1)w@ + 5(902 — (2X = Nho2)@* + O(|Jw|*)

Para eliminarmos os termos de ordem 2 fazemos gag — Ahgg =0, g11 — M1 =0 e
go2 — (2X — A)hgz = 0, que respectivamente nos da hgy = 2 hpy = 9— e hgg = —2— Isto é
sempre possivel, pois para |a| << 1, A(@) # 0 e M(a) # Ma) ) ja que /\(0) = iwy # 0. i

Lema 5. A equacgdo

930 3 921 25 4 912 22 4 99853 4 O(12)Y) (A.13)

=2
d=dtSle 45, 2 6

onde X = ANa) = y(a) + iw(a), 7(0) =0, w(0) = wo > 0 e gi; = gij(c), pode ser transformada

pela mudanga de coordenadas

h h h h
Dw? + 2T + 2w + 2w°

Z=wt g 2 2 6

para |a| << 1, na equagdo somente com termos cibicos
- 90— 4
w = Aw + cqww + O(|w|*)

onde ¢; = c¢1(a).

Prova.

Considerando a transformacao inversa

h h h h
08 2 272 - BB L 0(2Y)

=27 2 2 6

procede-se de maneira analoga & demonstragdo do Lema 4, observando que um candidato para

2=

eliminarmos o termo w*w seria hy; = % Veja que isto é possivel para a # 0, mas para a = 0,

A(0) + A(0) = iwp — iwp = 0. Entdo escolhemos hy; = 0 e denota-se B = ¢. |
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2

Definicao 2. O termo w*w € chamado termo ressonante.

2

O coeficiente do termo ressonante é igual ao coeficiente do termo cibico 2“Z na equacgao

(A.13).

Lema 6. A equacdo

. 1
z2=Xz+ Z mgk[zkil + 0(|2|*) (A.14)
2<k+I<3

pode ser transformada, pela mudanga de coordenadas

h h h h h
72 =w+ —2w? + bWl + 2% + 2w + 2w +
2 2 6 2 6
para |a| << 1, na equagao com apenas um termo cibico
W = dw + c;w’@ + O(jw|*) (A.15)

onde ¢; = c1(a).

Prova. . Aplicamos o Lema 4 para eliminarmos os termos quadréiticos. Veja que a transformacao
alterard os termos ciibicos. Representemos o coeficiente de w?w por % g5;- Quando aplicamos o

Lema 5 eliminamos os termos de ordem 3, exceto o termo 1g3,, que é o termo ressonante. |
2921, 4
Lema 7. O coeficiente c;(a) da equacdo (A.15), para a =0, é dado por
1

1 g21
- -9 2 — lgna|2) |- 222 A.16
c1(0) 5y (920911 — 2|g11] 3|go2| ) + 5 (A.16)

Prova. Diferenciando z = w + %mwz + hiiww + ﬁglﬁz obtemos z = w + hggww + hu(wfu" +

ww) + hoaw w. Substituindo w e W e levando em conta (A.15), obtemos
) 1 1 _ 1 1 _ 1 _ 1 _
z2=Xz+ 592022 + 9112Z + 590222 + ggsoz?’ + 5921z22 + 5912222 + '6?90323 +O(|2|*).
Substituindo z e Z, dados por (A.11), e escrevendo apenas os termos de interesse obtemos

) 1 _ 1 e
z2=Az+ E(Ahzo + 920)w2 + (/\h11 + gu)ww + 5(/\’102 + goz)w2+

h — ho2 _
+ [g20h11 + 911(%0 +hn) + gozToz + g;—l]wzw +-- (A7)
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Comparando os coeficientes do termo ciibico w?

lizando hgy = %2, hy; = 9% e hyy = 5% temos

w nas duas equagoes obtidas acima, e uti-

h — hoz
c1(a) = gaoh11 + 911(% + h11) + 9()22—02 s _g%
920911 920 | Gi1 902902 921
= 2070 4 g (R 4 Ay 4 e 2
5\ 911(2>\ by ) 22A — ) D)
2 2 (A.18)
_ 92091 gugw |g11| |g02| g1
by 2X A 22A=-X) 2
2\ + X 2 4
_ g20911( \ ) n |g11] + |g02]* iy
21N X 22a - 2
Para a = 0 temos
_ g20911(2iwp — ) | |gu1]? |g02 921
a(0) = 2072 iwo | 2(%wnp +iwg) T 2
_ 0 ) 0 07 0 (A.19)
¢ g21
__t — e I? — Zlaml?) 4 2L
e (920911 = 2lgn]” = glgoal") + =5
Ml
Lema 8. Considere a equacgdo
dw . 2 4
= = (v(@) + w(a@))w + ¢1 (@)w|w|* + O(|lw|*) (A.20)

onde ¥(0) = 0 e w(0) = wy > 0. Suponha que v'(0) # 0 e que Recy(0) # 0, onde Rec;(0)
significa a parte real de ¢1(0). Entdo a equacdo acima pode ser transformada, por mudanga de
coordenada, na equacdo

& = (it sulul? + O(ful) (A21)

onde u € a nova coordenada compleza, 6 e x sao os novos tempos e parametros, respectivamente,
e s = sinal[Rec; (0)] = 1.

Prova. Introduzindo o novo tempo 7 = w(a)t, que preserva a diregdo, pois w(a) > 0, V|| << 1,

temos
dw _dwdt
dr  dt dr
1
= [(7v(@) + iw(a))w + cww + O(le4)]w_oz

, (e) (A.22)
= N H iy, L) 4 Ol

Wo o

= (x + 1)w + di ()wlw|* + O(|w|*)

onde x = x(a) = {5} e da(x) = S
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Podemos considerar y como nosso parametro ja que x(0) =0, x'(0) = Z}—I((g)l # 0, e, portanto,

o Teorema da Fungdo Inversa nos garante a existéncia local e suave de a como funcao de .

Vamos agora, reparametrizar novamente o tempo com a nova mudanca § = 6(7,x) onde

df = (1 + e1(x)|w|?)dr, com e1(x) = Imd;(x), sendo I'md;(x) a parte imagindria de d; (x).

Assim obtemos

dw _ dwdr
do  dr db
: 1
= [(x + i)w + di (x)w|w|* + O(lw|*)| ———— (A.23)

1 + e1(x)|w|?
= [(x + D)w + dr ()w|w]® + O(Jw|")][1 — ex () |w]* + €] ) lw]* +- - -]

onde consideramos a expansao de Tef(lYW para w proximo de 0. Logo

(fi_zg = (x +i)w + d1 (wlw|* — (x + )e1 Q)wlw|® + O(jwl*)

= (x + i)w + Redi ()w|w|? + iImd; (x)w|w|? — xe1 (x)ww|? (A.24)
—ie1 (x)w|w|? + O(Jw|*)
= (x +i)w + [Red1 (x) — xe1 0)]wlw|* + O(lwl*)

pois e1(x) = Imd;(x).

Portanto

dw .
=B O+ i)w + i (xwlwl? + O(ful*)

onde
li(x) = Redi(x) — xe1(x) (A.25)

Veja que [;(x) € R com {1(0) = Red;(0), o que nos da

c1((0))
w(c(0))

Finalmente, introduzindo a nova varidvel complexa u, dada pela expressao

Recy(0)

11(0) = RC( w(O)

(A.26)

} =

u

VIl ()l

que é possivel, pois Recy (0) # 0, e, portanto, [1(0) # 0, a equacao se escreve como

w =
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dw _ dwd_u
do ~ du d
1 du

= /il 4 (A.27)

_ . u I U u 2 d
Y T TR e T ey L

e portanto
du ; Lh(x) 2 4
—=(x+iu+ ulul® 4+ O(|u|*)
& oo+ ol (A28)
= (x +i)u+ sulul” + O(|ul*)
onde s = sinal[l;(0)] = sinal[Rec; (0)] = 1. M
Defini¢ao 3. A funcao l1(x) € chamada de primeiro coeficiente de Liapunov.
De (A.26) temos que
1 .
1(0) = 5— Re(igaogn + woga1) (A.29)
“
Observagao: Note que se a equacao (A.21), com s = —1, for escrita na sua forma real, coincidira
com o sistema
{a'::am—y—(m2+y2)x+0<||zu4> 0
y=z+ay—(z* +y°)y + O(lell)

Reunindo os resultados anteriores, podemos enunciar o
Teorema 9. [Forma Normal da Bifurcagdo de Hopf]| Qualquer sistema bidimensional

2—: = f(z,a), z€R%acR (A.31)

com f € C'(Q), & C R? x R, tendo a singularidade = = 0, Y|a| << 1, com autovalores
A12(@) =y(@) +iw(a), onde v(0) =0, w(0) = wp > 0, satisfazendo as condicies
(1) 1,(0) # 0 (ndo degenerecéncia);

(2) v'(0) # 0 (transversalidade)

€ localmente topologicamente equivalente em torno da origem, a uma das sequintes formas
normais
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{ Y1 =ay; —y2 (y% + yg)yl (A.32)

Yo = y1 + oy £ (y? + y3)ye
A.2 Variedades invariantes

Nesta secao algumas generalizacGes de teoremas sobre variedades invariantes dados em

Hartman [17] serdo apresentados.

Lema 9. Para s € [0, sg], so > 0 seja P(s) uma matriz estdvel p X p e Q(s) uma matriz q X q
cujos autovalores tem parte real ndo negativa para todo s € [0,5s¢], suponha ainda que P, Q €
C°[0, s0] € seja a aplicagdo T : RP x R? x [0, s9] — RP x RY definida por

7l . Yy = eP(s)y +Y(y,2,8), z1= Q)5 4 Z(y, z,8) (A.33)

para (y,2,5) € RP x RP x [0,s0] onde Y, 2,Y,,Y}, Z,, 7, € C% Y(0,0,s) =0, Z(0,0,s) =0 e

b y) ol
para as matrizes Jacobianas 9y, Y (0,0,s) =0, 9y,,)Z(0,0, s) = 0; entdo eziste uma vizinhanca
W, C RP da origem e uma fungdo g : Wy x [0, s) — W, (W, vizinhaca da origem de R?) tal
que g, g, € C?, g(0,s) =0, 8,9(0,s) =0, e a mudanca de coordenadas

u=1y, v=2z—g(y,s) (A.34)
transforma (A.38) na forma
uy = e Ou+ U(u,v,s), vy =e? 4V (y,v,s) (A.35)
onde
U(0,0,s) =0,V(0,0,s) = 0,0,,,)U(0,0,s) = 0,0(,,,)V(0,0,5) =0 e V(u,0,s) =0. (A.36)

Observagao 2. Chamamos a atengao para o fato que a 4ltima identidade significa que se
(u,v) = (u,0) entdo sua imagem pela aplicacio (A.835) temos (uy,v1) = (u1,0). Isto significa
que se nas coordenadas originais z = g(y, s), entdo por (A.33) vale z; = g(y1, ), i.e, o conjunto

{(y,2) e R1/z = g(y,s)} € invariante de T' para cada s fizo em [0, so].

Prova. A prova coincide passo a passo com a prova de ([17], Capitulo IX, Lema 5.1) e portanto

serd omitida. |

Lema 10. Para s € [0, so], so > 0 sejam P(s) e Q(s) matrizes como no Lema 9, e considere a

familia de sistemas dindmicos T : [0, 00) x RP x R? x [0, sg] — RP xR? dependendo do pardmetro
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s definida por

T: y(ta Yo, 2073) = eP(S)tyO + Y(tayO)ZO)S)

(A.37
z(tayO)z())S) = eQ(s)tZO 7 Z(t7 yOaZOas) )

parat € [0,00), yo € R, z5 € RY, s € [0, s¢] onde Y, Z, ¥, Y)Y 23 2 Zy € C°% Y (t,0,0,s) =
0, Z(£,0,0,5) = 0 dyy 0)Y (£,0,0,5) = 0, By 200 % (t,0,0,5) =0, e

P(s)

T : y(1,90, 20, 5) = €7 yo + Y (1, 90, 20, 5)

z(l,yO:ZU’ 3) = eQ(S)ZO +* Z(17y0,z075);

se g € a fungao fornecida pelo Lema 9 para T' entdo (A.34) transforma (A.37) na forma
u(t, ug, vo, 8) = ety + U (t,uo,v0,5)

U(t7 uo, Vo, S) = eQ(s)t’UO + V(t) Uo, Vo, 3)

onde U(t,0,0,5) =0, V(t,0,0,5) =0, O(ug,00)U (%,0,0,5) = 0, 8y0,00)V (£,0,0,5) =0 e V(¢,up,0,s) =
0, e se yo # 0, |yo| € pequeno o bastante e zyp = g(yo,s) entdo z(t,yo, 20,5) = g(y(t,vo, 20, 5), 8)
para todo t € [0, 0),

t, Yo,
Iz( yO ZO,S) _) 0
y(t) Yo, 20, 3)

limsupt~log|y(t, yo, 20,5)| < @ quando t — oo

onde a < 0.

Prova. Este lemma é uma consequéncia do Lema 9 justamente como em ([17], capitulo IX,

corolario 5.2) é uma consequencia de ([17], capitulo IX, lema 5.1). |
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