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Resumo

Mostramos que numa esfera $2 em ]R3 são suficientes quatro nnoviinentos

para resolver o problema de Kendall. Primeiro discutimos a formulação do
problema, de modo que referenciais orientados são levados por movimentos de
uma esfera de raio l que rola sem escorregar e sem pivotai sobre geodésicos
da esfera de talo R > 1. O resultado central prova que dois referenciais

podem ser levados uin pala o outro por até 4 rolamentos usando muito da
geometria da esfera. Ela nos permite resolver o problema ein 4 movimentos
pma qualquer R. Ainda assim, propomos uma generalizaçã.o da solução para
uma certa classe de variedades. Talllbénl incluín-tos ullla discussão sobre uma

formulação do problema de Kendall do ponto de vista de um observador na
variedade e apresentamos as diâculdades encontradas.

Palavras-chave: rolamentos de superfícies, problema. de l<endall, mecânica

geométrica.



Abstract

We prove that tour movements are enough to solve l<endaU's problem on

a spheie S2 imbedded in R3. We discuss íiist the setting of the problem,
se that oriented coordinate systems dre taken by rnovernent.s of a sphere of

radius 1, whicll iolls without. slipping and without t.wisting, over geodesics
of the spheie of radius R > 1. Tlie main result st.ates tltat two coordinate
systems can be taken one t.o t.he ot.her with at most 4 movements foi any
R by extensive use of t.he geoinetry of the sphere. Bcsides, we piopose a
genelalisation for a. cert.ain class of nia.nifolds. We also present a. discussion
on a formulation of Kendall's problem frolll the point of view of an observei

incide the rnanifold, pointing out the diMculties which alise there.

Keywords: rolling of stufaces, Kendal!'s problem, geometrical mechanics
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Capítulo l

Introdução

O problema de l<lendall parece unl típico desafio instigante a ser proposto
para alunos interessados num início de semesti'e, conclusão de curso, con-
curso de bolsas ou outra ocasião semelhante. Segundo a introdução de jll, a

formulação e resolução do problema de fato remontam a t.ais ocasiões. Con-

tudo por trás da formulação aparentemente trivial reside um problema que
requer diversas feiianlentas geon:tét.ricas, mcsino nos casos mais simples. A
relevânc:ia do tema. é destacada. em l21 .

O problema de Kenclall pode ser foinlulado ein terillos gerais do seguinte
lliodo: tendo-se un-la superfície, e referências ortonorlllais (tridimensionais)

em dois pontos (não necessariamente distintos) da superfície, pergunta-se
como podemos levar um referencial para o outro por meio de uma bolinha

que rola sobre a superfície. Exige-se cine essa bolinha role sem esconegar
e pivotar e quer-se tninimizal o número de n-toviment.os necessários. Isto é,
como nem sempre é possível resolvei o pioblenla em um único rolamento
sobre lulla. ruiva diferenciável, encontra-sc a solução pela "concat.ena.ção" de

alguns movimentos.
Na literatura, o problema de Kendal! foi resolvido no caso do plano, em

três movimentos, por Hammersley (jll). Isso é uma solução ótima, pois para
referenciais arbitrários, três movimentos são necessários e suâcientes. Neste

caso, a di6culdade é descrever geolnet.ricantent.e como levei a esfera de tuna
posição a outra nesse número de nloviinentos (há uma descrição geométrica

l



CAPÍTULOS. INTRODUÇÃO 2

simples em l31 usando 4 movimentos), mas o problema em si está resolvido.
No caso geral, o melhor resultado disponível é que em superfícies de revo-

lução dadas ])oi uma função analítica o problema tem uma solução finita (131).
Neste caso, exige-se que o rolament.o além de ocoirei sem escorregar e pivot.ar,
também se faça ao longo de geodésicos cla superfície: o que implica. (ver l31)

que na bolinha estão sendo descritos círculos máxilllos. Estamos seguros
de que não é possível usar, no caso da esfera, o método simples descrito
em l31 sem alterações significativas. De fato, mostramos no capítulo 3 que
uma concatenação de quatro movimentos ao longo de círculos máximos da

superfície esférica é suficiente para iesolvel o ])ioblema de l<endall na esfera.
Tal qual feito i-to caso do plano enl l31, coi-tseguin-tos descrevem cona precisão
as geodésicos e trajetórias envolvidas na solução

Primeiro delineados o contexto do problema e estabelecelllos alguns re-
sultados preliminares. Então resolvemos o problema de l<endall na esfera
e propomos uma generalização pala uma certa classe de val'iedades. No
apêndice discut.amos o problema de I':endall da ])onto de vista de uni obser-
vador na.variedade



Capítulo 2

Preliminares

Notações

N 1,2,...}
À/ esfera de raio R > l

.B bolinha de raio l

p, q pontos de M

(e., ev, e;) referencial ortonormal positivo canónico cle R'
O element.o de S0(3)
(À, p, z/) referenciais oitononnais posit.avos de R3

2.1 Rolar sem escorregar e sem pivotar

Supõe-se que um referencial move-se solidariamente a uma esfera B dc raio
1, que tei]] un] único pollto comum com a esfera À/, ou seja, descreve uma
curva de contado. Por clareza, B é chamada geralmente de bolinha.

Como usualmente restringe-se os nlovinlentos aos sem escorregar e sem

pivotar (s.e.s.p.) e aqui seguimos a abordagem de Bryant e Hsu (141) e l31,

p. 23-27, assim descrita.
Sejam .l;'W e .liB os vibrados dos referenciais ortonorniais de À/ e .B res-

pectivamente. O espaço de configurações é representado pelo quociente
E = (FÀf x FB)/S0(2), que é uma vaiiedacle dc dimensã.o 5 pois a. ação à

3



CAPITUL02. PR.ELIMINARES 4

direita

@ : S0(2) X (FA/ X FB) ---, (FÀf X FB)

@(g, (Ã,Ü)) -; (Ag,P2g)

é própria, já (lue S0(2) é colnpact.o, e é livre, já que pala t.oclo z C (F'M x Fn)

g C S0(2) n @(g, n) C (FÀ/ X Fn)

é injetola.

Note que cada fobia de FÀ/, Fn é identificável com S0(2): logo, que .l;'W
e .1% são fiblados prillci])ais do grupo estrut.dual S0(2).

Pala Pa,Í C FÀr:pB c F'n, se.jam PÀÍ,7)/3 a.s suas iespect.ovas piojeções ein
M.Se

{ : Tp,,.A4 -» Tp.B

é uma isometria OI'tentada, então um elemento de -E pode ser visto como

(pÀ/,PB, á). Então, rolar sem escoriegai é representado por unia condição

sobre a isometria das primeiras derivadas das curvas em cada variedade, isto

é, para calvas

€ : 1tl, t21 --, E, CA,/ : lti,t21 --, -A4', ezj : lti, t21 --, B

tais que e(t) «l«.(t), eB(t), {(t)), t.e-:-se que

á(t)((«.í (t) ) (B(t),Vtt $ t $ t2

A ausência. de pivotanlent.o é representada. pela isomet.ria entre campos
paralelos de refereltciais ort.onornlais, ist.o é, se ao longo de un-la curva {Àf

em Ã/, os campos de referenciais ortonorlnais eÀÍ,/Àf : ltl,t21 --+ 7'JW são
paralelos, então não há pivotamento se eB,/a : lti,t21 --, T-B dados por
eB(t) = {(t)(eÀ/(t)), /B(t) = á(t)(/ÀÍ(t)) são pa-apelos ao lo"go de eB
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2.2 Rolamento sobre geodésicas

Rest.ringiremos o problema e sua solução ao iolamento sobre geodésicas na
esfera J\4 exclusivanlent.e, ou seja. sobre círculos nláxilllos. Consideramos que
B rola do lado externo de À/. Por conseguinte

Vpt,p2 c M, ]l(t) geodésica, ti, t2 : "y(ti) 7,: , 7(t:) P:,

ou seja, quaisquer dois pontos são interligáveis por geodésicas. Na verdade,
em toda superfície Compacta essa aârmação é garantida pelo teorema de
Hopf-Rinow (161).

Tant.o na bolinha .B como na esfera À/ consideiainos as rotações sobre

cílcu[os n[áximos sem restringe-]as a 2n, ies])ect.ivamente, 2a-R. Logo, a
partir de qualquer ponto p € .A4 é possível rola.i (luant.o se quiser em clualquer
direção, dando um número arbitrário de voltas sobre círculos máximos.

Estalllos restringindo a bolinha .B a apenas rolar por geodésicos. Clolno o
rolamento é s.e.s.p., a trajetória que o ponto de contado de B e À/ descreve
em .B é também uma geodésica (Harle, apud l31, p. 19. onde o resultado é

provado pala superfícies orientadas, meigull:fadas enl R3 : ou sqa, também a
esfera) e, como .B t.ambéin é uma esfera: isto novamente são círculos máxinaos.

Adelnais, sem risco de ambigiiidade, ao falarntos de dist.anciã entre dois

pontos de M sempre a elltendeillos como distância geodésica na esfera À/

2.3 Rolamento de .B

Aqui propomos un-la observação que é uma ferramenta muito útil para visu-
alizar o que ocorre com o referencial quando rola solidai'lamente à esfera. E
fruto do enfoque que está detalhado no Apêndice A, mas requer aqui apenas

a introdução de alguma notação.
E quase um resultado intuitivo, que possil)ilita uma fácil orient.ação nos

exemplos que serão propostos. Infelizmente, como é nlostiaclo no Apêndice
A, não conseguimos resolver o problema desse modo. Tem-se que o trans-
porte paralelo ao longo da geodésica pela qual a bolinha rola empata com o
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conâguração do referencial da bolinha a cada 2r2.n

2.3.1 Rolanlentos de 2?zn

Apenas nesta seção considere a seguinte notação. Sejam pi, p2 pontos ei]]
.A4. Seja N o vetou normal à esfera Àcf, sendo Ari, ]V2 a normal no pontos
pt e p2 respectivamente. Como o raio de .B é 1, o comprimento de seus
círculos máximos é 2a. Considere as geodésicas ein M, isto é, os círculos
máximos de .A4. Pode-se a.nalisar o transport.e paralelo ao longo delas (ISI,

l61 , 171), especialmente das componentes dos vetoles dos referenciais que estão
no plano tangente a À/. Por outro lado, as componentes normais podem ser

comparadas à t-toro)lal a À./ em cada pont.o-

Fato l QuciTldo /3 coza sem. escora'egar e sem páuotar Ís.e.s.p.,) sobre urna

geodesica de coTnprimento 2nn, o referem.cial sot-i.dáT+o a B chega 110 ponto

$n.at de modo que seja igual ao transporte paralelo do inibi.al'.

Demonstração: Bast.a considerar o caso n, = 1 e z/i = Arl. Logo Ài,Pi C

Como rola s.e.s.p. 2r, elll p2 tem-se Pi = Aíe, onde Pt é o resultado do
rolamento do referencial ern solidariedade a B. Seja Ó o ângulo entre ÀI e

To.7. Corno rola sem escol'regar e sem pivotar, o ângulo de .Xi e TP:'y também

é @. Ou seja Xi coincide com Ài, o t.ransportado paralelo de XI para p2 pela
geodésica '.

QEO

Outra observação necessária é que a cada 2a o referencial obtido por

transporte paralelo ao longo da geodésica l se iguala/sobrepõe ao referencial

obtido por rolar s.e.s.p. ao longo da nlesina geodésica. Contudo, salvo a cada
2r. o referencial solidário à bolinha .B, que rola s.e.s.p., não coincide com o

referencial obtido por transporte paralelo ao longo de ' àquela distância. De

fato, isso depende das voltas comi)letas dadas poi -B Ademais, a configuração
do referencial na bolinha, durante todo o nioviinento, não é em geral igual

aos referencial que o problema de l<endall associa ao$ post.os dc .A4. Também
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cabe dizer que esse Fato l independe da natureza dos pontos envolvidos, isto
é, se são ou não conjugados.

Pode-se concatenar movimentos de 2nr em direções diferentes, contudo

esse procedimento, tal qual o transporte pala.leio, não é conlutativo e não
equivale ao transporte paralelo diret.o ent.ie os post,os inicial e final. De fato,
coillo fica claro na demonstração do Fato 1, um rolanlento de 27zn- resulta num

referencial igual, Dias apenas em relação àquela geodésica pela qual é rolado
e transportado. Ou seja, esse referencial "incorpora" a direção da geodésica,

sina[izado ])e]a coincidência a cada 2n.n com o t.rans])opte paralelo ao longo
daquela geodésica. Pela falta de tlansitividacle dessa apelação, iolamentos de
2n.a não podada ser concatenaclos ])a.ia. leva.r iefcicnciais iguais de um post.o
a outro na esfera. (mais detallles no Apêndice A)



Capítulo 3

Resolução do problema de
Kendall na esfera

Nossa solução pa.ra estabclecei cluant.os nlovinaent.os sã.o necessários para
levar o referencial de p até o referencial de q é l)astant,e semelhante à de
l31. Como já mencionamos ant.eriorment.e, durante o rolalllent.o apellas nos
importa o que ocorre em B. Isto é, uma vez que especificamos a direção
da geodésica pela qual B deve rolar s.e.s.p., apenas observamos o referencial

rolando.junto com a bolinha.
Como no caso clo plano, analisamos dois casos part.iculares, sendo quc o

segundo nos folnecerá os elementos do método/procediment.o:

1. ]Besino referencial en] dois pontos diferentes: basta concatenar trajetos

(arcos de geodésicos) en] cujas extremidades o referencial é o mesmo.
Esse caso é resolvido em 2 ou 3 movimentos.

2 corrigir a discrepância entre dois iefere[aciais, localizados em ])oitos
iguais ou distintos. Não se pode piocedei de modo análogo ao plano,
quando obt.unha-se enl algtull pont.o unl cert.o rcfeiencial, partindo de
uma situação inicial dada. Não bast.ana dois nlovimcntos convenientes,
ainda que também na esfera apellas infiuana a direção em que rola, e o

comprimento do rolamento. Precisamos de 4 movimentos, mas isso, na
realidade, já é a resolução do prol)lema de l<endall na esfera.

8



CAPÍTULO 3. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA DE l<ENDALL 9

3.1 Caso 1: Referenciais iguais em dois
pontos diferentes p, q C ./\4

Observação: p, q c A/ podem ser conjugados

Te.:,«n,a l S.ya (p,Q) taZ que p C A4,0 = (À,I'-,p). S'Ja q «.,« po«to taZ

que o (íngttZo ontem.o e?l.tre p e q é 7?fi, {sílo é, o com.pMn7.ente do arco de
cúcuZo m(hino qae un,e p e q é 7ghX. Por raia.nzen,to s.e.s.p. a pa.rt r de p
obtém-se em q o mesmo referencial ç)

Demonstração: Sem perda de generalidade, basta analisar o seguinte caso

particular:
Sejam p o pólo norte e CI o círculo máximo no qual a bolinha rolará,

tais que o referencial em p tem uma component.e normal ao plano clefiniclo

pelo círculo máximo (vede figura na página 43). Por conseguinte, as ou-
tras duas componentes estão contidas nesse plano. E evidente, en] vista do

rolar s.e.s.p., que ao longo de todo movimento aquela componente continua
perpendicular ao plano deânido por C e as outras duas continuam contidas
nesse plano.

Como o caio da. esfola é maior quc o da. bolinlla, é evidente que esta

realiza, a.o longo de uilla. volta por C mais do blue uma. rotação completa,
por conseguinte, segue do Fato l que existe ao menos uln ponto q no qual o
referencial solidário ao rolamento da bolinha é igual (quando comparado ao

referencial padrão do ]R3) ao de p.
Basta descrevem a posição do ponto q mais próximo de p (próximo pelo

comprimento de arco orientado em C), o que requer apenas um pouco de
geometria. Para sinapliíicar, suponhamos que o referencial em p é tal que tuna
das componentes contidas no plano deânido por C coincide com a normal à
esfera, logo, em relação ao R3, coincide com o eixo e:.

Por semelhança de triângulos, o ângulo entre a normal à esfera M e o eixo
e; é igual tanto em &/ como em -B. Por outro lado, se após um rolamento
de comprimento Z o ângulo interno em M é a, sabemos que Z = aR. Por
conseguinte, o referencial que rola solidariamente à bolinha h/ retorna
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posição inicial quando a + aR = 2n. Por conseguinte (vede p. 43)

QEO

De fato, com estas fónnulas é fácil ver quantos são, num círculo máxinto,

os pontos ein que o referencial é igual ao do ])ont.o analisado, assim, por
exemplo, pala R > 3/2 há ao inellos dois pont.os. Note-sc blue é importante
levar ein conta a direção (e.g. horário ou anil-lioiá.iio) do arco oiient.a.do no
qual a bolinha rola em C. lst.o é, a posição do referencial após o rolanlento
da bolinha .B até un] certo ponto na esfera À4 depellde, se queieinos obter o

referencial igual, do comprimento do iolamento e, por conseguinte, em geral
apenas um dos arcos tem o comprimento apropriado. Esse detalhe apenas é
irrelevante se R for um número ímpar maior que 3.

Lembremos que se ' é um bico de geodésica ein J\4 de conipriment.o Z (que

pode ser maior que 2nR) que une dois pontos p, q de J\-/, então ép,ç = t é
o ângulo central descrito por 'y. Nesse caso, falaremos também que ép,ç é o

ângulo entre os pontos p e q, onde Óp.ç pode scr maior que 2n-.
Com o seguinte resultado óbvio:

l

Lema 2 Toda. cu.Hiü de p07}los eqüidá.soante de tlln p071,to p de À4 á unl pa

rateio em, relaçã.o a. T) ou um ponto (o própú.o p ou o pon.to a.ntípodü).

tenros que

Coi'olário 3 0on.sÍderan.do o ponto de saída um pólo, as cumcts nas quais o

referencial é igual são paralelos.

Demonstração: Usando a notação da demonstração do Teorema l e não
fazendo ressalvas para ângulos maiores que 2n- é evidente que aquela demons-

tração est.abelece uma função linear para os pontos ein que o referencial é
igual ao ponto de saída, e temos que i:lÍIÉ: = 7z:i$111iR

QKD
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E conseqüência imediata deste corolário que

Corolário 4 0 roZantento s.e.s.p. a paí'tír de (p, (À,I'.,p)) ao Zango cZe unia
geodésica 'y tal que o com.püm.ent.o do arco de c(rcuto m.(í=imo percor'üdo é

n7ghR «ão «Z'"a. o ,e/e«n.á«Z, í.to é, n« po;áção .P«,..Z te«'« (q, (À, p, "))-

Será bastante útil considerar o que ocorre quando B rola s.e.s.p- sobre

um arco de círculo máximo de comprimento }ih- R:

Corolário 5 Sd« (p, (À,p,«)), « n.«m«Z ã este« '«: p, .«tà. o «Z«"'.«''
s.e.s.p. de B Q pctrtãT' de p ao lon.go de finta geodési,cct'y tül que o com.pd.m.ente

do arco de cú'clzZ0 772,ází7n o percam'ádo é }iEÍ R+72.7?Íi R de :z;a B ]].um.a. posição

.Pn«Z (q,0,), on.d' 0. (À,P, ").

Demonstração: Análoga à do Teorema l

Qnn

Pelas observações anteriores. segue que para resolver o "caso 1" pre-
cisamos concatenar trajetos ao longo de geodésicos tais que o referencial

solidário à bolinha B é igual nas extremidades desses trajetos. Conside)'e

'DP o conjunto das geodésicos que passam por p Na esfera sabemos que há
geodésicos saindo de p eni todas as direções (ist.o é, em TP.A4, privilegiando

a geodésica. que une p e q, há geodésicos ' cujo 't são vet.odes em todas as

direções (ângulos)).

Seja Z('y) o comprimento de ullla geodésica ou arco de geodésica '. Seja
d,(z, p) = Z(7,,.) para cada '.,P, a'co de geodésica que começa em z e acaba
emp.

Considere

q,,: - {« c .a/ : '#,,, - i}/h} - {« c À/ : a,(",p) - i}/ha} (3.i)

E imediato pelo Lema 2 que OP,t é um paralelo em relação a p. Seja, para

op,. .A4' : d,(z, p) - "lf!:-iR, v"r,,.} (3 2)
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isto é, se z C Cb,« então existe ' tal que o comprimento de ' que une z e p

é igual a ?zE:R-R, para algum n. C IV*, mas não se exige que 'y seja o menor
arco de círculo máximo unindo z e p.

CP,. Vn c N* é ou unl paralelo ou uin único ponto (p ou o pont.o opost.o
a p), pelo Clorolário 3. As duas situações, bem colho (luartdo cp,«n cP,". # 0,
algum-L n, nz C N* não causam problemas.

Sda
Op : '} c N*} (3.3)

3.1.1 Situação 1: CP n (.l :/ Ü

q, n Ca # Çâ ::+ ]n,, nl, c N* tal blue

{« c M : a,(p, :') - "li:r-Íx} nl:« c lv d,(q,«) ,«-i/t-ía} # ç} (3.q

Basta tomarmos y nessa intersecção e estanhos prolltos elll dois movimentos,
em vista do Teorema l.

3.1.2 Situação 2: (i4, n (.Jç ' ç]

Exemplo: Apesar dessa sit.nação ser t.ípica de pontos conjugados, ela não
ocorre apenas nestes casos, conforme se vê no exemplo a seguir. Considere
A/ a esfera de raio R. Se R = 2nz, para algum l nz C N, considere

1. P,q Pólos ou

2. fixando p no pólo norte, considere q bastante próximo do pólo sul.

Em 1. é imediato, pelo Clorolário 5, que .B saindo de p sempre chegará a q (e

vice-versa) com o referencial espelhado eln relação ao referencial padrão do
Ra. Basta pensar, levei:tdo em cont.a o Fato 1, que lun vetar do referencial é
nonnal, e então notar que em a.mbas as posições ele é normal à esfria

Em vista da relação entre os raios da bolinha 23 e de .A/, o que ocorre é

que (b e Cç são uma coleção finita de pa!-ateias. Portanto

71 n, n} : Cp,« n Cç,-. # 0 (3.5)



CAPITUL03. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA DE KENDALL 13

Em 2., Oç, por continuidade: são circunferências pouco deslocadas das
paralelas e como na situação 1. tinha-se que GP: Gç são uma coleção finita de

paralelos, então agora Oç, pala q situado próximo ao pólo sul, não intercepta
OP. Veja o exemplo B.3, página 44.

A utilidade dest.e exemplo é mostrar que C;P n (:q ' ü não se rest.range a p,

q pontos conjugados. A ausência de int.ersecção é conseqüência da geometria
da variedade, vede os apêndices.

Lembralldo que a esfera À/ é unia variedade completa, seja =r um ponto

de OP,., n C N* tal que a; está suficientemente perto de q. Então, se

C= :- {y c M : @.,. (3.6)

temos c, n Oç :# ü pelo seguinte lema

Lema 6 Parca p, q stzácáerl.temi.elite p7'ózimos, cP n Cq # ü. -De /ato, se p,q

distam m.e?zos de }Íha por tlllt arco de geodésica, e77.tão (7, n cç # 0.

Demonstração: Not.e que, pala. p, q arbit.iaiianlente ])ióxiinos, essas ruivas
são distorções contínuas uma da outra que interceptam-se enl ao menos dois
pontos.

Na verdade, para R > 2 veja que, por continuidade, OP,i n Cç,i # 0
para pontos tais que ép.ç < 12x . De fato, temos, de modo análogo ao que
ocorre no plano, como que uma "lente" formada. por OP,i, (3ç,t ao redor do
ponto médio do arco de geodésica que une os pont.os. Para 1 < R < 2, o
mesmo argumento aplica-se a (:b,2 e Cç,t, conforme pode ser deduzido da

demonstração do Corolário 8 e como ilustrado pela figura B.2, p. 44.
[ )Hll )

Recorrendo ao exemplo B.3, nota-se que essa estimativa é ótin-ta.

Como O= nC; # 0, basta escolher y C c, nCç de modo que vai-se em três
movimentos em cujas extremidades o referencial na bolinha é sempre igual:
percorre-se a geodésica 'i de p a z: 'y2 de z a Z/, "y3 de y a q, tal que "yi são,

nesses trajetos, arcos de círculos máximos clc â.ngulos respectivos de n,{liÍiR ,
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lz{ C N, { = 1, 2, 3.
Observação: A ideia geométrica desta segunda possibilidade é que os pontos

da(s) geodésica(s) que une(m) p e q blue estão mais no "meio" do caminho
são bons candidat.os a. z, pois os seus C, são (tendena a ser) pelpendiculaies

a CP, Cç Ou seja, :z: a.penas precisa. est.ar suficient.ementa distant.e de p.
Isto vale literalmente no caso de À/ ser a esfera: com p, q pólos (ou

próximos a pólos, ou muito próximos entre si). Seus CP: (:q são coleções de

paralelos (resp. quase paralelos). Alas para r perto cio equador, C, são quase
meridianos. Note que ])ara p, q próximos a situação é análoga, pois equivale
à de (quase) pólos considerando os aic:os maiores das geodésicos que os unem.

Com isso demonstramos o

Teorema 7 ResoZI/e-se o "caso ] " rre/eren.dia.{s ígtéaisJ e171. 2 o-tl 3 m.ot;i7nen

[os

Resumindo a discussão anterior, vejamos alguns resultados relacionados

à resolução ein 2 movimentos. Chamemos de calote de laia P ao redor de
uin ponto q, onde /7 é un] ângulo enl (0, nl ao conjunto cle pont.os tais que a
dist.anciã (geodésica) mínima ent.re eles e q é inenoi que /3R.

Corolário 8 @/2 é o raio da ca,lota VP a.o redor do ponto oposto a, p, taZ que

se z C À/ \ VP, erzí(io bastam dois m.ouàmenfo.s para unir r e p.

Observação: A calota UP é menor do que um hemisfério, ou seja, se p é o
pólo norte, l/P está contido estritamente no hemisfério sul

Pala demonst.rar o Corolário 8, consideieinos o seguint.e:

Lema 9 0 "caso ] " resoZue-se em, dois mouãm,en,tos enceta euen.ilaaZm,en.te,

conto'r'me a proporção dos raios, para pon.tos p, q ta.i.s qu.e q está n\uivo próxi-

ma do ponto - pólo - oposto a p, on.de muito próximo é de$nido pelo aberto de

pontos que distam medos de $ = 7Í:Í do pólo oposto, isto é, dr < {R, onde
,y é o alce de cÍrcuLo máMmo Tn,ais bT'eue t ni.ndo um ponto ao pólo oposto.

Demonstração do Lema: E trivial que essa calota est.á no int.prior da su-
perfície delimitada por CP,l Na realidade, como Oç são paralelos, que distam
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no máximo éa entre si(os paralelos consecutivos C'.,«. e C'P.-+: distam ÓR),
os pontos que distam ao menos ga de p têm conjuntos C'P su6cientemente

inclinados ])ara que interceptent O.. Basta considerar o elemento de Oq mais
próximo do pólo opost-o, mas que não seja. uin pont.o. É um paralelo que dista

no máximo @R do pólo. Pala F a {R do pólo oposto, seu OP,i int.ercepta o
elemento de Oç ell] consideração. Vede figura na página 45.

QKn

Demonstração do Corolário 8: Na esfera, segue disto que os pontos pata

os quais ('p n Ge :: 0, se q é o pólo sul, são pontos numa calote ao redor do
pólo norte. Qualquer movinlent.o que leve para F fora dessa. calote, pennite

clue (4 n o, # g.

Ou seja, os pontos para os quais cP n cç = ü estão na Gaiata delimitada
pelo paralelo que dista {R = }il:iR do pólo. Por conseguinte, para qualquer
um desses pontos, um movimento de comprimento @R em qualquer direção
leva-o para um ponto fora da calote problen:tát.ica.

De fato, seja --p o pont.o oposto a p. CP C-P são uma coleção de cir-
cunferências paralelas que dist.ail-t no máximo @ ent.ic si. Pont.os q próximos
de --p tem coleções de circunferências Cç que podem ser consideradas como
distorções contínuas de a.P, isto é, o ângulo é constant.e e varia proporcional-

mente. Se (:,, e C-P distavam @, é imediato que pala q a pelo menos g de
--P, ('p n (l;ç # 0 Essa eia a pior situação.
QKD

O seguinte resultado especifica como sair da calote mesmo quando os
rolament.os estão restritos a uma geodésica e a direção está especificada (vede

B.5, P. 47):

Corolário 10 Soam. p,q C À4, e ' wm cúcuZo m.(hino passando por q.

Élntão ezáste = C 'y taZ qae dl = n,#'R = ?1,]Íh-R, pa.ra aZgtim. n C N, e
r c M \ yP, ou sela, pode-se Zelar tirai r(!/erencíaZ guaZ de p para z em 2
mouámenÉos.
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Analogamente mostra-se que existe tal z C l no hemisfério que contém p

3.2 Caso 2: Correção da discrepância
Em l31, "discrepância de pivotament.o" é assim definida:

"Se (;l.Í, k) é um referencial positivo Olt.onolmal: com h ortogonal ao plano
de rolamento, e, se (/, J, k) é t.ambénl ort.onorlnal posit.ivo, o ângulo Óo de i

/ chama-se discrepância de pÍtiotam.en,to ent.re as orientações de6nidas

pelos dois referenciais". (p. 89)

Naquele contexto, em que B tola sobre o plano, isso se justifica porque
é possível corrigir essa discrepância em 2 movimentos de maneira bastante
engenhosa e geométrica. O caso ein que z/ não é Olt.ogonal ao ])lano (isto é,
y # e,), naturalmente eia ali resolvido ])or un] acréscimo num rolalnento,

que âxava lulla direção de nlovinlento (ver l31, p. 92)
Entretanto, no caso da esfera, como a seguir discutiremos, em geral não é

possível resolver analogamente ein 2 lbovin-tentos a correção da discrepância.
Como mostrado no Apêndice A, apesar de que o comportamento do refe-
rencial solidário à bolinha B depende apenas da direção e comprimento do

rolamento, infelizmente não !)odemos realizei esse passo de modo análogo ao

plano (131). Adeinais, requer mais cuidado ao definir discrepância, já que o
pla.no definido por (e,, ezl) só é tangente a M em dois pontos. Em contra-
partida, encontramos uma maneira de resolver o caso geral na esfera ein 4
covil)lentos, de uma maneira aparentemente mais uniforille do que a vista
para o plano em l3).

Assim, nós geneia]izamos o conceit.o de discie])anciã pala englobar o i'efe-
rencial tridimensionalmente, e sempre especiâcanios (duais elementos dos dois

referenciais em questão são coinpaiados pala. determinar o ângulo entre eles.
Acreditamos que mesmo assilll a nomenclatura não será ambígua.

Seja O, = (À, p, u) o referencial numa ponto p, e (li, P, ü) o referencial num
ponto q. Podemos sempre supor p igual a e,, para simplificar o problema.
De fato, identiâcada uma rotação p C S0(3), que aplicada ao referencial de

p o deixa ortogonal positivo, com z/' = e;: basta aplicar p ao referencial de p
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também e resolver este problema. E imediato, como o referencial é solidário

à bolinha -B, que os movimentos encontrados nesse caso resolvem também o

problema original. Portanto, suponhamos z/ ortogonal positivo. E, sem perda
de generalidade suponhamos que o referencial OP é o referencial ortonorinal
pagão, isto é, (e., e,, e;).

Quando nei-thuin dos vetores do referencial coincide colo e,, vamos supor
que sabemos com precisão qual é o "terceiro" vetor do referencial (À, ;Z, ü),
isto é, qual é o vetou que queremos que em p seja ortogonal positivo (isto é,

igual a u = e,).

Cabe aqui uma breve digressão sobre a identificação dos vetores dos refe-
renciais. Desde o início est.aulas supondo que o problema. de l<enclall é dado

por uma associação de unl referencial a cada pont.o cle À./. lst.o significa que
em cada ponto há un] referencial que pode ser conaparado a (ez, ey, e,) por
rotação e pivotamento. Durante a resolução nos referimos a eles como ter-
nas ordenadas acopladas aos pontos de À4, ou seja, identificamos cada um
dos vetores. Contudo, é evident.e que nisso evitamos que houvesse situações

insolúveis como, por exemplo, um referencial (e,, --e,, e:) (pois é uma terna
negativainent.e ordenada), inalcançáveis poi rolalnent.os s.e.s.p. Adelllais,
note-se que esse referencial identificado como (e., e;, --ev) não apresentaria
problemas. Ou seja, pala a resolução do problema de Kendall há duas abor-
dagens: supõe-se que o problema já nos oferece os referenciais identiâcados,
ou identiâca-se os referenciais de modo coerente. Essa segunda possibilidade

significa que alguns referenciais poderiam sei descritos de mais de um modo,
mas supomos que quando são discutidos dois estados (p, OP) e (q, Oq), já não

há problemas Olt dificuldades relacionados a. isso. E clamo que enqua.nt.o se
discute un-la situação que envolve dois referenciais iguais, não há dificuldades ,

uma vez que basta identificar os vetores de modo igual em ambos os casos.
Mesmo assim, é válido colocar em relevo a questão de como saber qual é o
"terceiro vetor" do referencial.

E evidente que quando ü # :Le; há apenas uma direção (e dois sentidos)

na qual o refereitcial pode rolar pala quc u fique oitogona.l, a. saber, a direção
dada pela perpendicular à bissetriz de ü e e;, que são l.i.. Ademais, o rola-
mento nessa direção alcança unia posição enl que z/ ficou ortogonal en] menos
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de ijh-. Contudo, não nos interessa realizar esse movimento em separado,
para a seguir usei a resolução do caso em que ü = e;, se podemos evita-lo.
De fato, esse detalhe não afeta a resolução proposta, cont.udo é um aspecto
que pequei algum-La at.unção.

O result.ado central desse capít.ulo é:

Teorema ll Sào su$cien.tes quafr0 711.0t/ínl.en,[os dc rolar s.e.s.p. para le]iar

(p,(À,P,«l) p«.«(ç,(À,iz,ü)). . .

Pala denlonstrá-lo, usaremos o seguint.e

Lenda 12 S'jam (X,ll,u) e (IX,/Z,ü) dois re/eles c aãs tais que p - e,, o

ângulo ent.re y e i) é Ó,0 < (b < v/2 e tat que o referem.cãal (X,p,,v) está no
pólo Rode de A4
Se a bati.nha. B rola s.e.s.p por iâ.:i a. pa.dir do pólo n,orbe ao longo do me-
Md'cano deter"minado pela per'pendicutar à bi,ssethz de @, então o referencial

obtido no ponto anal desse movimento é (X, -É, -v).

Demonstração:
E evidente pelo Corolário 5 que no ponto final do rolamento, o referencial está

numa posição (À, Ê, --z/), pois seu coma)rimento é 7iti- . Portanto, basta provar
,i = l\ pois, então, já que o moviment.o preserva orientação, Ê = /z. Seja

À(t), p.(t), u(t), 0 $ t $ T, naoviment.o dos vetores de unl referencial, onde T
é o inst.ante final do moviment.o. Como o nloviliento deixa a bissetriz entre
À e li invariante, o n-movimento À(t), 0 $ t $ 7', descreve um semi-círculo em
torno dessa bissetliz invariante, logo À(T) = À.

QnD

Demonstração do teorema ll:
Sen-t perda de generalidade, suponha que p é o pólo nort.e, e (lue (À, p, 1/) é
igual a (e., e,, e;).

1. Escolha uma direção conveniente para levar a bolinha B da configuração

(q, (li, /Z, ü) pala a configuração (#, (l\, &, --p)), onde o terceiro elemento
do referencial foi colocado na. posição vert.ical negativa. Essa direção
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é dada pela perpendicular à bissetriz enfie ü e --e; (que deixa essa
bissetriz invariante).

2. Pelo Letra 12, é possível obter em uin movimento, pol rolamento s.e.s.p-

ao longo de um meridiano, o referencial (À, /Z, --z/) num ponto Ê saindo
d. (P, (,x, P, «)).

Assim, tem-se (», (.X, /Z, --u)) e (e, (Ã, ji, --u)). Se P = d, a discrepância foi

corrigida em dois movimentos. Nos demais amos, tem-se o nleslno referen-
cial ein dois pontos da esfera À4. Sabemos, pelo teorema 1, que para levar
um referencial de um ponto para outro ponto, podem sei necessários três
movimentos. Como mostrado no seguinte lema, no contexto desse teorema,

sempre é possível ol)tet os referenciais iguais em dois pontos para os quais
dois movimentos são suficientes. Assim, está demonstrado o teorema.

QEn

Lema 13 No con.íea;to do Teorema ,í.7, os 7'íq/erencáa.{s ígttaís podenz. ser obfá-
dos eITo pontos para os quais sâo su$cien.tes 2 Trio\limelttos para tetlar a botinh.a.

de um, a. outro.

Demonstração: Pelo Lema 9, sabemos que se un] ponto está fora da calote

de ângulo Rii ao redor do pont.o oposto ao out.ro, então 2 moviment.os são
suficient.es. Também sabemos pelo Coioláiio 4 cine clualquer rolament.o, se

prolongado poi n7?h,n c N, chega. a unl est.ado enl que seu referencial
permanece inalterado. Ademais, todos os rolamentos ocorrem enl círculos
máximos, pois sao s.e.s.p

Assim, é imediato que mantendo fixo um dos dois movimentos enume-
rados na demonstração do teoienla, e prolongando o outro suficient.emente,
obtém-se pelo Corolário 10 post.os P, e suficientement.e próximos tais que 2
movimentos são suficientes.

QEn

Por cla.eza, podemos reenunciai o Teoleina ll assim

Teorema 14 Para resoZuer o p7'0bZema de -Ken.JAZZ i,a es/eíu sâo suÓcientes

quatro mouÍm.enlos.
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Em qualquer um dos casos acima esboçados, é imediato perceber que,
quando se rola sobre uma certa geodésica (isto é, escolheu-se a direção), é
irrelevante se esse movimento procede por uma dist.anciã d ou é acrescido de

qualquer rotação cine não altera o referencial, ist.o é: d + n.ÓR: Vn. € N. Desse
modo pode-se piolongai um dos inoviment.os da. "corieção de discrepância"
para resolver um dos movimentos do caso 1, chegando perto do ponto alvo e
economizando assim uin nloviinento.

Corrigindo a discrepância por dois movimentos de comprimento $ r,
não se afasta mais de 2a- do pólo. Os dois movimentos de correção de
discrepância levam a bolinha -B pala pontos nos quais ainda podem ser
necessários três n-loviinent,os pala liga-los seno alt.miai os referenciais (Clamo

1). Basta aproxinaá-los suíicient.einente para, pelo Lema 6, resolver em dois
movimentos.

Portanto, como precisamos 2 movimentos pata corrigir discrepância, é
necessário evitar que usemos mais de 2 movimentos pala levar o mesmo
referencia[ de um ponto ao outro. Acima, discutimos que ])aia isso podemos

prolongam algum dos movimentos da coiieção da. clisciepància, ou a partir do
ponto inicial, ou do ponto final. Precisamos nos picocupai com os pares de
pontos quase antípodas. Contudo a calote de pontos dist.antes ]lo máximo
n de um ponto tem para os círculos máxinaos (lue a cruzan], no máximo
comprimento 2r. Logo, prolongando em 2a- sai-se dessa calote.

Podemos ])repisar de 3 movimentos para levei o mesmo referencial de um

ponto a outro se essa for a situação inicial - ist.o é, não ])recusamos corrigir a
discrepância - mas isso não é problema.
Observação: Cloino viillos no Teorema 7, quando t.Cimos referenciais iguais
em dois pontos de À/, são suficientes 3 movimentos.
Observação: Comparando-se à resolução do problema de l<endall no plano

(131), merece ser destacado o seguinte caso particular. A concatenação de
rolamentos (de comprimento (2n+l)r) feita no plano não é geralmente viável
na esfera pois após rolar (2n+ l)a, o referencial: colando junto com a bolinha,
não está em relação ao Ra com o terceiro vetou invertido. Por outro lado,

após rolar IR;T, quando o referencial na bolinha B est.á na posição adequada,
o ponto de contado de .B coill JV é tal que quando se emenda outro rolamento,
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o referencial começa a girar sobre um eixo dado pela direção do rolamento

que impede a correção da discrepância. Por isso, na esfera, é necessário
realizar os dois movimentos de correção da discrepância em separado, um no

ponto de saída p: out.io no ponto de chegada. q. As duas abordagens entram
enl acordo quando o caio de J\d, R é uin número nat.ural ímpar > 3. Ent.ão
a bolinha .B rola, supondo sem perda de generalidade que se parte do pólo

(norte) até o ecluador:

1. # voltas inteiras, e chega com o referencial preservando a normal (pelo

Fato 1), se R é múltiplo de 4

2. Caso cont.bário, rola 1- volt.as int.eiras illais meia volt.a, e preserva. o
referencial.

Emendando-se um rolamento ao longo do equador, pode-se corrigir ein ailabos

casos qualquer discrepância envolvendo os vetores do plano tangente à esfera.
Particularmente, segue disto (lue nesta situação (referente ao raio R) brotam

três movimentos para obter no pólo (norte) qualquer referencial O, partindo

de uma situação inicial dada.

3.3 Generalização
Seja M uma variedade rieinanniana suave onde localnlent.e quaisquer dois
pontos podeill ser ligados por geodésicas planas. Seja. (5 o raio da bolinha .B
tal que õ é pequeno suficiente para que bolinha B dê voltas suficientes a partir
de p na vizinhança de p em que os pontos podem ser ligados a p por geodésicos

planas para que o referencial retorne ao estado inicial. Se J\4 não é compacta,

exigimos que essas vizinhaças tenham um tamanho mínimo. Procedendo
como acima, os lemas, teoieinas e coioláiios poclenl ser clenlonst.rados de
modo análogo, com algum cuidado.

A hipótese sobre geodésicas serem planas localmente implica que o refe-

rencial, visto de IR3 depende apenas da direção e colnprinlento do rolamento.

Contudo, a distância a ser percorrida para que o referencial retorne a seu
estado inicial ou alcance uma certa posição depende da variedade. Isto é,
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não podemos mais usar a constante @R = 7?fia. De fato, notemos que
na demonstração do Teorema 1, a regra de três considerava que quando a
bolinha tivesse rolado 2a-, isto é, dado unia volta completa, o referencial já

teima passado poi unia posição idênt.ica à de saída, o que não ocorre se o t.ra-
jet.o do rolainento tiver curvat.uia negativa. De fat.o, no ii-tterior da esfera, a
constante é 2x R. Numa variedade em geral, descreveremos a situação con-t

uma função de primeiro retorno 11, : TPÀ4 --, .A,f definida por 't(0) '--' '(tP),

onde t. C (0, oo). Isto é, para cada geodésica ' (t) que passa por p em t = 0,
seja tP o tempo pala o qual, em '(tP), levando 9in conta o raio de .B, o re-
ferencial, ao rolei s.e.s.p. solidariamente à bolinha, retorna à situação ein p.
Cona isso, 11, associa un] ponto de .A4 a cada diieçã.o cle geodésica. cine passa

Em vista das hipóteses sobre À/ e (í, a imagens de llP est.á na vizinllança
em que as geodésicos passando poi p são planas. Ademais, a imagem de llP é
uma curva fechada contínua. Abusando da notação, podemos falar de llP(q),

onde q C J\4 é um ponto na vizinhança de geodésicos planas. Se p e q estão
numa vizinhança normal, uma. única geodésica os ulle. Para t.odes os pontos
e nessa geodésica ll.(ê) é const.ante.

Seja .% := {ll,('t) : l passa por p}. Na resolução do problema de Kendall
LP substitui CP,i. Então, podemos enunciar o seguinte:

poro

Lema 15 Para p, q C A/ suácien.temente praz m.os, LP n I'ç 7é 0

Uma vez que llP está bem definida, é imediato que todas as outras
situações do referencial podem sei obt.idas antes do priinciio retomo. Logo,
para p, q suficientemente próxi1110s com referenciais OP, Oç, tem-se que os
dois rolainentos que os levalll para um mesmo referencial t.ernünain em pon-
tos Ê, Õ que ainda estão suficientemente próximos para que LP n Lõ # 0, ou
seja, bastam 2 movimentos para levar esses referenciais iguais de um a outro.

Exemplo

A hipótese sobre geodésicas play-tas é necessária para que valha o Teorema l.
De fato, como estamos analisando os referenciais em relação ao R3, conforme
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a evolução do vetor normal à superfície em comparação ao IR3 ao longo de
uma geodésica, é possível, em vista do Fato l que o referencial nunca retorne
a uma certa posição de saída.

Considere A4 t.a] qua] uma montanha em meio a uma ])lanície infinita.
l\dais especificamente, co]isideie um paiabolóide .A4] que seccionamos hori-
zontalmente a uma altura /t da extremidade do parabolóide. Deixando um

certo intervalo c, pode-se construir com a secção do parabolóide Jvt e um

plano horizontal que fica a h + c uma variedade C" cujas geodésicos são
iguais às do ])aiabolóide na seção de X/i e ao longo da faixa de transição
fundem-se suavemente às geodésicos do plano, isto é, às tetas. Em vista da

geometria do pala-bolóide, sabemos que as geodésicos sã.o chuvas cuja alteia
em ie]ação à extremidade não é constante. E fácil visualizam ])ontos pióxinlos
à transição para os quais a bolinha ao rolar en] direção ao plano começa a
inclinar o referencial (podemos supor que tenha um vetou normal a .A41) e
quando passa para o plano, o referencial está numa posição (por exemplo,
com aquele vedor antes normal ao ])aiabolóide agora nominal ao plano, ou seja

vertical) da qual, com o prosseguinlcnto do rolamento de B, nunca retornaiá
à posição inicial.

Note-se que, nesse exemplo, o problema de l<endall pode ser ainda re-

solvido ou pelo método esboçado nesse capítulo ou pelo dado em l31. De
fato, dados dois pontos quaisquer basta, quando necesário, levar, por rola-
inento, os referenciais até o plano e ali resolver o problema, usando pala isso
os iefeienciais tais quais estão na bolinha. Uma vez que o rolmnento al-
cançou o plano, pode-se prolonga-lo o suficiente para. que o método escolhido
não inclua movimentos sobre o palabolóide. Pait.icularinent.e, sabemos que

o método exposto nessa seção não requer nLovinlentos longos.
Desse modo, vemos que o problema de l<endall pode ser resolvido em

6 movimentos numa variedade em que existe um ponto po e uma vizin-
hança 'Xli. C 714 dele tal que (]uaisqttei' ])ont.os p:q C Xo são ligados por
uma geodésica plana

Por fim, cabe iessaltai que unia. superfície .A./: nlcigulhada cnl R3, na
qual, em cada ponto, as geodésicos enl qualquer direção são curvas plantas, é
um plano ou unia esfera.
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3.4 Caso com resolução em 2 movimentos
Apresent.amos uin grupo de exemplos do problema de Kendall para o qual
mostramos uma resolução geométrica em dois movintentos. Essa situação
é relevante porque, no plano, o método geométrico desenvolvido em l31 ne-
cessitava de 4 movimentos. A economia de movimentos em relação ao caso

análogo no plano deve-se à existência de pontos conjudos na esfera. Seja M
a esfera de.raio R :: 2n, n c N. Por clareza, vamos supor que n = 1, como

no exemplo B.3 (p. 44).

Suponl:tainos que em um ponto t.emos dois referenciais O = (À, p, I') e

O = (IX, jZ, ü) tais que en] ambos o terceiro vedor é igual. Vamos naostrar que
esse problema pode ser resolvido en] dois movintentos. Sejam pl e 7{,j, {, j -
1, 2 os pontos e arcos de círculo máximo envolvidos.

Sem perda de generalidade, podemos supor que pi é o pólo norte e que

p, ü = e;, ou seja, que são normais à esfera e assim os outros dois vetores
estão no plano t.ingente a. .A4.: . Logo, a discrepância enfie os referenciais O

e O é um ângulo no plano t.ingente. Adenlais, not.e que como os talos de
M e .B são, respectivatnente, 2 e 1, quando a bolinha rola s.e.s.p. a partir
do pólo norte ao longo de um círculo máximo de Àcf até o pólo sul, ela leva
O = (À, p, e;) num referencial (À', p', --e;), pelo Fato 1, pois o comp'imenso
de um semi-círculo máximo é 2n, e --e; é a normal à esfera no pólo sul.

Lema 16 Sda p2 o pólo saZ e Q = (Ã,P, --e;). -Então existe 'yt,2 arando

(p:,O) « (p:, Õ) t«Z qwe « .B ,oZ« '.'.'.p. «o Zo«g. 'Z' 7:,,, Z'',« o ,'e$emn.á«Z
O em O.

Demonstração: Seja Ot = (,i, --D., e,), referencial ortonormal positivo, e

considere a bissetriz ZI do ângulo ct entre À e --À. Seja ü um vedor unitário

perpendicular a g e escolha 'i,a cujo vetou tai-agente em pi é u. Lembre-se
que como pi e p2 são conjugados, para toda direção (isto é, para todo vetou
unitário tangente) há uma geodésica unindo-os.

Então, note que quando .B rola s.e.s.p ao longo de 7i.2 começando com
o referencial solidário O = (À, /z, e,), o vetou À desse referencial move-se num
cone de diretriz Z e geiatriz À. Esse cone intercepta o plano z = 0 nos lados
do ângulo a, ou seja nas selBi-tetas tÀ e tÀ, t ? 0.
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Além disso, como o comprimento de 'yi,2 é 2a-, e (pelo Teorema 1) a cada

arco de comprimento gf o vetou À do referencial solidário vai de um lado
a outro de a, tem-se que o referencial O chega pelo iolanlento de -B em p2

co:no (.X, P., --e.)
QEn

Corolário 17 Sda«z Q = (À,P,u),Õ = (À,A,u) tais qüe « é 71.0rmaZ a .A4

e«. p:. São su$cãen.tes dois m.ouimentos para Zet,ar (p:: Q) e"' (7'-: O)

Demonstração: Usando a notação desta seção, seja p2 o pólo sul e considere

qualquer ,y que une pt a Pa. Seja O,r o referencial obtido em p2 pelo rolamento
de O ao longo de '. Observe que esse rolamento é invertível, isto é, QI é
levado pelo percurso contrário ao longo de ' em O.

Pelo Lema 16, existe li,2 que leva (pl, O) em (p2, O,r), logo bast.a sair de
pt com o referencial O, peicoirer 'yi,2 pala chegam a. p2 cona o referencial O,r
e retornar a pt por 'y percorrido de pt para p2
QED

No plano não é possível corrigir discrepância em 2 nlovilnentos e esse caso
mostra que, às vezes, os pontos conjugados de À4 podem ser úteis.



Conclusão

Assim, resolvemos o problema de Kendall na esfera $e: mostrando que 4
movimentos são su6cientes em quaisquer casos. Clorno há exemplos em que 3

movimentos são necessários (e.g. ieferenc.tais iguais em pontos opostos, com

raios arbitrários), o núnieio mínimo pala lesolvei o problema de l<endall
na esfera é 3 ou 4. Isto é, dadas duas esferas, basta considerar a de maior
raio como ]W, a outra como .B, e aplicar a elas a mesma resolução aqui
desenvolvida. Entretant.o, o único caso deveras insolúvel pelo algoritmo aqui

apresentado, é o de gaios iguais entre .B e .A4. De fato, note que, então, pala

t.odo ponto p, Cb é formado apenas pelo próprio ponto e seu antípoda.
A resolução é análoga quando a bolinha B rola por dentro, isto é, no

interior da esfera JV. Pode-se tanto considerar .A4 de raio R > 1 e bolinha de
caio l como À/ de caio l e .B de raio õ < 1. Então, no Teorema 1, tem-se que

trabalhar com as distâncias i:!hX ou IZ5õ, respectivamente, e no Corolário

5 com i:.-ã R ou i:..i(í, respectiva.mente. Cont.udo, é import.a.iit.e ressaltar que
para R < 2, resp. õ > 1/2, a resolução requer que B dê diversas voltas
para o referencial encontrar a posição desejada. Essas quest.ões reíieteln o
que também foi discutido na generalização do problema para variedades com
geodésicos planas.

Dependeu-se do IR3, pois é necessário fixei a posição e orientação da esfera
no espa'ço, de modo que a partir de ent.ão os pont.os não são "equivalentes
entre si" do ponto de vista de um observador na esfera .A/. Tem pouca
relevância se o referencial é ou não nonalal, o que dificulta a concatenação

de movimentos. Também teve grande importância a geonaetria da esfera,

especialmente as propriedades de suas geodésicos. Graças a isso pede-se

resolver o problema em apenas 4 moviment.os, já que, sem adequação, o

26
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método proposto requer cinco movimentos. Note-se que esse procedimento
também resolve o problema de Kendall no plano.

Pode-se argumentar que a formulação não é muito int.uitiva, já que rola-
mentos de 2n.n, que a prin-Leira vista não alteram o referencial em relação a
lun observador na esfera, não preservam o referencial quando comparado às

coordelladas de Rs. Contudo, como discutimos no Apêndice A que segue, há
dificuldades ein colocar e resolver o problema desse ponto de vista.

Também vimos que a resolução é válida em variedades nas quais para
quaisquer dois pontos há geodésicos planas ligando-os.

Na literatura (121, 131), enfatiza-se a relação do problema de l<endall com
teoria de controle. Também nossa resolução t.en-t int.eresse prát.ico nesse sen-

tido, pois a. partir de um estado inicial cluerelnos a.lcançar unl certo estado. A
resolução propost.a explicita um algoritmo para alcançar uln certo referencial,
numa certa posição, pois apesar da construção delineada na demonstração
do Teorema ll partir dos pontos inicial e filial, ela também especifica como
realizei os quatro naovimentos concatenados, já que todos os rolamentos são
invertíveis.



Apêndice A

Descrição intrínseca dos
referenciais na variedade

Aqui nós apresentamos uma out.ra abordagem quanto aos referenciais, não
mais vistos em comparação ao R3. Infelizmente, em vista da natureza do
transporte paralelo, não conseguimos; desse modo, resolver o problema de
levar, em 2 movimentos um referencial igual de urn ponto para outro. Depois

de apresentar este enfoque ao problema e discutir como reflete as característi-
cas da variedade, provámos suas limit.ações. Não Itá poiclue nos restringirmos
à esfera, e tiabalhainos coili uma vaiieclade A{ conexo. suave, riemanniana,
sem bordo, orientável e dc dimensão 2. Exigimos que o fecho de l\4 seja sem
bordo. Não é necessário que .A4 esteja mergulhada enl R3, Dias que JV esteja

mergulhada em P, unia variedade riemanniana, orientável, de dimensão 3,
pois precisamos de /V, vedor normal. Quaisquer dois pontos são interligáveis

por uma geodésica. Lembramos que, se .A/ é compacta, isso é garantido
pelo teorema de Hopf-Rinow. Ademais, trabalhamos com uma bolinha .B de
raio ã, que rola sem esconegar e scm pivotar (s.e.s.p ). Em .A4, t.eln-se num
ponto p lun referencial (À, p, u) e quer-se obter em algum ponto q um certo
referencial (.i, IZ, ü), movendo-se a bolinha o menor número de vezes.

Por algum tempo, pensamos que a resolução do problema de Kendall
seria assim mais natural, contudo, não conseguimos contornam problemas
associados ao transporte paralelo. Clontudo, essa abordagem nos forneceu,

28
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como já visto, algumas ferramentas importantes para a resolução do problema
de l<endall na esfera.

A motivação para essa al)ordagem em parte veio de ceit.os trabalhos em

que a resolução do problema de l<endall mais paiecc uma busca de meios de
obter elementos de S0(3) sobre a variedade. Buscamos dai maior ênfase na

comparação dos referenciais, lembrando que o problellla de l<endall refere-se
a uma variedade a cujos pontos estão associados referenciais ortonorlnais.

Assim, quisemos comparam' os referenciais do ponto de vista da própria va-
riedade. - De fato, não nos parece natural descrevê-los em relação ao R3, pois

perde-se informações relacionadas, por exem])lo, à simetria da variedade. Na
nossa opinião, não deveria ser relevante qual a. orientação de uma esfera no
]R3. Assim, por exemplo, os referenciais ({, .j, k) e (i,J, --k) (dados por com-

paração a um referencial padrão ({, .j, k) situado en] algum polato de R3), se
colocados no pólo norte e num ponto do equador da esfera ]t4, que se localiza

no meridiano apontado por J, são, nã realidade, iguais, ao menos para um ob-
servador na esfera. Analogamente constrói-se o exemplo nas circunferências
mínima ou máxima. do toro. Ent.retant.o, nessas duas situações, colocando

(ã,.j, k) nos dois pontos em cluestão, nã.o é o mesmo referencial se visto poi
um observador vivendo na. variedade.

Nós, por outro lado, enfatiza.idos a seguinte formulação do problema de
Kendall:

"Sejam pi,p2 € M distintos ou não. Determinar como se leva o referencial

de pi pala o referencial de p2, e estimei o número máximo de movimentos
suficientes.'

ou seja, interpretamos o problema de Kendall como tendo cada pont.o p C À4
um referencial ortonorlllal de dimensão 3 associado a p.

Tentamos resolver usando transporte paralelo ao longo da(s) geodésica(s)

que unem os pontos e empregando o vibrado normal. Isso é mais geométrico
e contorna certos problemas relacionados a pontos conjugados. Ademais,

permite a correção da discrepância de modo muito semelhante ao plano,
como em l31. Mostraremos, cont,udo, porque essa. abordagem por enquanto
não é ideal para contruir um método de resolução do problema de l<endall.
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A.l Comparação de referenciais
por transporte paralelo

Interpretaremos o problema de Kendall como tendo em cada ponto p C M
um referencial ortonormal de dimensão 3 associado a p. Para quantiRcá-lo,

não basta considerei os referenciais como element.os de S0(3) ou compaiá-los

a um referencial ort.anormal base, pois de ambos modos perde-se o coittexto
da variedade eni que o referencial mora. Por isso, usaremos o vetor/vibrado
normal à superfície para uma primeira descrição intrínseca que não precisa

ainda do at]as de ]W x S0(3). Infelizmente são conseguimos propor uma
descrição verdadeiramente intrínseca que apenas usasse vibrados tangentes,

cotangentes, enfie outros. Com o vibrado nonnal, e o vibrado tangente ao
longo da. geodésica que os une, pode-se comparar os refeiellciais intrinseca-
mente para pontos suficient.ement.e próximos. Avaliaiemos as piojeções, isto
é, as componentes no plano tangente a p C .A4 e na normal a À/ em p, do
referencial associado a p em relação a essas geodésicas. O transporte paralelo

(151, 161, 171) está perfeitamente bem (teãnido do ponto de vista da variedade

para os vetoies no ])lano tangente, e, levando en\ cont.a a normal e a geodésica,
pode-se "piojetar" e "desprojetar" qualquer referencial enl diferentes pontos
unidos pela. geodésica. De fat.o, basta considera.r ângulos entre as plojeções
do referencial no plano t.angent.e e a tangente à. geodésica. (que t.mnbéln está

no plano tangente a M em p), como discut.ido a seguir:

A.l.l Em pontos suficientemente próximos
Sejam pt, p2 pontos que estão nun-la vizinhança nonna1 (l51, p. 33), tal
que Pa está na vizinhança exponencial de pl e vice-versa, ou seja, a menos de
reparametrização linear há uma única geodésica unindo quaisquer dois pontos

nessa vizinhança. Consideraremos que as geodésicos estão parametrizadas

por comprimento de arco. Assim, por exemplo, na esfera, essa vizinhança
precisa estro contida estritamente numa semiesfera.

Em pi tem-se a normal unitária Nt l À/p: e Ti = TP: JW; seja t;i tangent.e

à geodésica ' que une pi a. p2. Logo ui c Tt. Con-t Ni e ui const.rói-se
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um referencial ortonormal positivo (ui , tui, NI). Seja (Ài, Ati, ui) o referencial

solidário a pt . Comparam-se esses dois referenciais e estabelece-se a projeção

ÀÍ e p{ de Ài, Éli na direção Aít, que moram no Ti: bem como o ângulo
t.bidimensional Di ent.ie z/i en] Nt

Pela geodésica ' vai-se de pi a Pa, levando À{ e pl por t.ransport.e paralelo,
ressaltando que como exigimos que quaisquer dois pontos sejam ligados por

unia geodésica, não precisamos nos preocupar com o transporte paralelo ao
longo de concatenações de geodésicos.

Em p2 constrói-se analogamente (u2, w2, N2), isto é, com l;2 tangente a

'y e atent.ando para que a normal tutitária /V2 seja compatível à de pt (algo
possível, já clue Ã./ é orientável). Vamos consicleiar (ti2, «)2' Na) "igual" a

(z;i,wi, JVt), pois comi-tcide com ele tiansportaclo paralelament.e. Ou seja,

(ui , wi, Nt) e (o2, to2, Ne) equivalellt aos referenciais padrões dados pelos aLIas

de S0(3) como discutidos em A.2, tal que estamos supondo som perda de
generalidade que os dois pontos estão em uma única chita do aLIas. Tendo-se
os vetores transportados paralelamente de ÀÍ e itl, e lembrando-se do ângulo

ü (tridimensional) ent.re pi e Nt, reconstrói-se em p2 o referencial próprio de
p:. Con-l est.e referencial (Xi, P.i, üi) est.abelece-sc a discrepância do referen-

cial (À2, p2, p2) próprio do ponto p2. Note-se que:
Observação: No caso particular em que pi = ÜAíi, p2 = ÜAl2 não se precisa

de projeções. Basta comparar o transportado de Ài ou É&i comi X2 e p2.

A.1.2 Em pontos distantes

Alélal das dificuldades técnicas para empregar os elenlent.os do método des-
crito acima, há dificuldades concretas para pontos conjugados, colho veremos
a seguir. Por isso, ainda resta discutir a comparação de referenciais em pt,

p2 que não estão numa vizinhança normal.
E evidente que ao longo de qualquer geodésica que une esses pontos pode-

se transportar os referenciais. Como discutido em 2.3.1 (para õ = 1) e em
A.4, iolament.os de 2naõ não alteram o referencial. Então, com os Fatos 1, 2

e 3 podemos contparar os referenciais de quaisquer pt, p2 C À/:

Privilegie a geodésica ' de comprimento míninto que une pi e p2, ou escolha
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uma delas no caso de não ser única. Suponha que p2 esteja numa vizinhan-

ça onde se pode descrever quantitativamente os referenciais, isto é, está-se
numa carta do aLIas que descreve À/ x S0(3). Leve o referencial de pi até
a vizinhança normal de p2 seill post.os conjugados, colando-o pela bolinha
ao longo desta geodésica ', por ui]] comprimento de 2n,a-(5, algum n C N,
chegando nuns ponto p3. Não fixaremos n., dentre os que satisfazem essa
condição. Pelo Fato 1, podemos aârmar que obtemos ella p3, na vizinhança
normal de p2, um referencial "igual" ao de pi. Então podemos comparam p3 e

p2 ao longo da própria 7, como descrito em A.l.l. Contudo, dependemos, a
partir deste moment.o da geodésica 'r que privilegiamos, e de fat.o, precisamos
usar exclusivanaent.e 7 para. ir de pi à. vizinhança noinlal de /)2

A.1.3 0 problei-na dos pontos conjugados
Este modo de comparam os referenciais de pt e p2 e deterininai sua dis-
crepância depende da geodésica que une 7)t a p2. Cona.udo não exigimos
que houvesse uma única geodésica uninc]o Vpt, p2 c ]W. Lembre que sempre
trabalhamos com unia geodésica de comprimento mínimo.

O problema fica claro no caso da esfera, onde, pm'a cada ponto, há apenas
um único ponto conjugado, a saber, o ponto diametralmente oposto. Se pt
p2 não são opostos entre si, é claro que existem apenas dois arcos de círculo

máximo que os unem, que são os arcos maioi e menor do círculo máximo que
E fácil ver que, nest.e caso, é iiielevant.e por qual geodésica. leva-se o

referencial por transporte paralelo para fazer a comparação dos referenciais.
Clontudo, se pi e Pa são Pólos (ou quaisquer pontos dianletralnlente opos-

tos) todos os meridianos os unem. Então, por cada meridiano obtém-se por
transporte paralelo nesse ponto um referencial base diferente dos demais, e
rolando também se obtém sempre algo diferente. Isso fica particularmente
claro se consideramos que a esfera À4 tem raio múltiplo de 2õ, onde õ é o

raio de .B. Ao menos, no caso da esfera, como os ângulos forntados entre
quaisquer duas geodésicos unindo post.os opost.os são iguais junto aos dois,
a discrepância entre o referellcial de pt e o referencial de p2 será igual por
qualquer catninho.
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Mas se numa variedade estes ângulos forem diferentes, influenciarão no

transporte paralelo e as discrepâncias serão diferentes. Não podemos su-
por que est.as geodésicos t.enhain comprimentos difeient.es. Por isso tivemos

que estabelecer precisamente como conlparai os referenciais em pontos su-
ficientemente próximos e agora. detalllaiemos a sit.unção dos que não est.ão
suâcientemente próximos.

Vamos exigir que llaja uma distância mínima entre pontos conjugados
e > 0. Se ]W não tem pontos conjugados, ou estes estão muito afastados,

pode-se supor no que se segue c = 1 ou qualquer outro valor. Na realidade,
se não há pontos conjugados, como no plano, não é necessário trabalhar
com c. lst.o é imediato para. variedades coinpa.ct.as e é tuna hipótese que

impomos a variedades de fecho não c.ompacto. bivialnlente est.a condiçã.o é
satisfeita pelas superfícies de revolução, il)fluindo o parabolóide e o toro. E

em função deste c que delimitaremos o raio (5 da bolinha -B, pala sobretudo

poder garantir a correção de discrepância.
Pala evitar esse absurdo aparente, mas niateinaticainente coireto, sempre

evit.viemos sit.nações que poderiam envolver dois post.os conjugados definindo

mais tarde a vizinha.nça. W, cle p onde nã.o há pontos conjugados ent.re si

para trabalharmos dentro dela. Pois como vimos, em pontos conjugados não
conseguimos definir corretamente o atlas de S0(3): e na prática, as diversas
geodésicas que usamos para chegam e sair desses pontos ac:abam distorcendo
os referenciais.

Na realidade, pontos conjugados são un-l grande empecilho para definir e

compara-r os referenciais. Eles introduzcnt singularidades na aplicação com

a qual se gostaria de definir univocainente os referenciais padrões em cada
ponto da variedade, isto é, o atlas de S0(3).

Por isso, lembrando que rolamento de 2nn-(5 conserva o que pode ser
averigüado por transporte paralelo, aproximam-se dois pontos para uma vizi-
nhança onde há uma carta única e conveniente e onde os referenciais podem

ser quantificados comparandc-os com as cartas de S0(3).
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A.2 ALIas de .A/ x S0(3)

Um espaço de fase usual para o problema é M x S0(3) com a estrutura
padrão de variedade produto. Ao se fazer isso, simultaneamente se está
dando a estrutura que descreve os movimentos dos referenciais quando rolam
solidariamente a B.

De fato, eni l31 essa descrição é feita por meio dos ângulos de Eulei, de
modo que na realidade se descreve o que ocorre com as rot.ações, que podem
muito bem ser vistas como as da. bolinlla sobre toda a geodésica. Naquele
trabalho, essa descrição é não só válida, como t.ambém providencial pala a
resolução do problei)la Dias não é útil para descrever os referellciais do ponto
de vista de unl observador em, .A/ especificalbente. .Já em jll a descrição e

resolução são feitas por meio de quatérnios.
Contudo essas descrições são "externas" a JW, isto é, levam à abordagem

do Capítulo 3. Pala tentei descrevem o problema de Kendall usando referen-
ciais em .A4 é preciso evitar que S0(3) seja algo indiferente e distinto de .A4,
sem nenltuin significado geométrico associado à variedade. Queremos evitar

o problelba de I';endall formulado apenas como obtenção de um elemento de

S0(3) num ponto da variedade. Então é necessário descrever o S0(3) de cada
ponto p cle modo que seja natural ter um dos vetores do referencial padrão
normal à variedade .A4, ou seja, igual ao vetou unitário i:la direção normal

ao plano t.ingente a À/ ein p. Mas há lama a])atente liberdade de definir-se
as duas outras direções, blue moram no TP.A./. Em visa.a. disso, pa-rt.indo de
um ponto privilegiado no qual se coloca unl elemento convelliente de S0(3),
é necessário leva-lo aos demais pontos da variedade. Usaremos transporte

paralelo ao longo de geodésicas para estabelecer o referencial padrão de cada
ponto da variedade. Convém destacar que, quando ]W é o plano, o enfoque

visto em jll e l31 coincide com o pretendido aqui.
Precisamos descrever .A4 x S0(3) poi um aLIas conveniente de cartas

({', tP), q' cait.a de .A/, q' chita de S0(3). Privilegie uin pont.o da variedade e
descreva o referencial padrão aí por un] elemento de S0(3). Sejam pe pontos e

W., vizinhanças desses pontos tais que no fecho delas não há pares de pontos
conjugados entre si. Note que no caso da esfera uma tal vizinhança tem
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de ser estritamente menor do que uma semiesfera. Coloque um referencial

padrão em cada um desses pontos p{, ou saia um elemento de S0(3), tal que
uin dos elemento empate com o vedor normal, logo os outros dois moram no

Por transporte paralelo ao longo de geodésicos, leve o referencial padrão

de pí para todos os pontos da vizinhança correspondente. Isto é, transporte
paralelalllente os vetores que estão em TÀ4 - logo eles continuam ortonormais
entre si - e gere o terceiro elemento por produto vetorial. E trivial que esse
terceiro elemento é o vetar unitário normal ao espaço t.ingente no ponto.

Assim, em cada carta, todo ponto tem apenas uln referencial associado, que

eil] relação ao dos pontos vizinhos valia. clifercncialvelnlcnt.e, pois foi obtido
ao longo da.s geodésicos.

Pode-se mostrar que o atlas assim obtido é coerent,e. Eill l.VP não há

pontos conjugados entre si. Logo os abertos que são cobertos por mais de
uma carta têm pontos que não têm problemas com os referenciais, isto é,
quanto a cada carta há um único referencial em cada ponto, que é descrito
convenient.einent.e. Logo uma única aplicação descreve qual a diferença entre
os referenciais.

Para facilitar a quantificação da comparação de referenciais en] pontos

distantes, pode-se supor que os pi não são conjugados entre si, e seus referen-
ciais são obtidos por transporte paralelo do teferencial privilegiado no ponto
arbitrário - mas não conjugado a eles.

TM

A.3 Rolamento de .B

Consideremos ])ara tanto novamente a bolinha. Vamos supor õ < c/8a (onde
c é a menor distância entre ])cintos conjugados). Logo, o c:omprimento de

t.oda geodésica que unc dois pontos con.jurados é maior blue e, c assim, entre

pontos conjugados, a bolinha tem de rolar pelo menos quatro volt.as comple-
tas (2r(í < c/4). Ademais tomemos õ suficientement.e pequeno para que todo
arco de geodésica possa ser prolongado para um de comprimento de pelo
menos 3a-(5 em qualquer direção; exijamos que o fecho de .A'f seja sem bordo.

Logo a bolinha -B pode a partir de cada p C À/ rolei 3n(5 sobre geodésicos
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que saem em todas as direções.
Usa-se canonicamente os ângulos de Euler (vide l31 p. 52-55, l71 p. 148)

para descrever os referenciais em cada p{. Usaremos então em A.6 estas
fórmulas para descrever o rolainent.o de B sobre as geodésicas, tuna vez que
para uin observador em .A4 o que ocorre com o i-efeiencial que gira solidário
a .B depende apenas da direção e do comprimento do rolamento.

Pelo aulas de Àd x S0(3) estabelecido, temos os e., eir, e; para cada ponto
e com os ângulos de Euler descrevemos o rolamento dos referenciais a partir
daí. Como lnostraremos em A.4, partindo de um ponto, a cada 2a-t5 (quando

o ponto de contado da bolinha volta a sei o n-lesma), para llm observador em
À4 o refelencial que rola s.e.s.p. solidário a B volta. a. enlpat.ai com a.quere
obt.ido por transporte paralelo.

Observe-se que o que ocorre com os referenciais na bolinha nada tem a
ver com os referenciais solidários a À4. Isto é, se (À2,p2, u2) é o referencial
de p2 não há necessariamente qualquer relação entre o referencial que tola

(por uma 'y) solidário a .B, (l\i, /Zt, üi) e (À2, É12, p2), nem entre o referencial

obtido por transport.e paralelo ao longo de ', (ÀI, p1, 4) e (À2, p-2, I'2).
Uma vez que o rolainento só depende do ângulo e da. distância, partindo

de un] referencial Oo C S0(3), rolando na direção a € 1O, 2n-) = $: por ulb

comprimento r = ZÕ, obtém-se no ponto final do rolanlent.o um referencial

dado por:

R; ( -«) .R, (Z)R3 (a)0o R, ( - «. )R: (,/Õ)R3 («)0o : (A.l)

onde, com b, c C 10, 2n),

cosa sina 0

- s:"« cos« 0 l ,R:(b)
o o l

l o o
0 coso sino
0 -- sino coso

R3(«)

descrevem

O R3(c)R- (b)R3(a)
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logo, usa-se na equação A.l

c.osZ 0 sina
o l o

- sina 0 cosa
R:(Z) -

Como R3(a) descreve a rotação, isto é, o que ocorre co]]] o referencial na
bolinha B (de modo, que, se a bolinha não rolasse adequadamente, isso re-
presentaria um pivotamento), e R2(r/(i) descreve a nova posição da bolinha,
dando seu novo ponto de contato com a variedade A/, na realidade é o seg-

mento R,(r/õ)RS(a)Oo que descreve o referencial no ponto final. Contudo,

para quantifica-lo, é necesário o R3(--a) qué, i)oi assim dizer, compara ao
mesmo referencial padrão do ponto de saída, mas agora localizado no ponto
final. E desse modo que os ângulos de Euler levam ein consideração a ne-
cessidade de transportar o referelacial padrão de Díodo solidário à geodésica

pela qual é feita o rolamento.
Em variedades em geral, resta definir o que é o ângulo a. Por hipótese, o

fecho de M é sem bordo, logo para todo p c M há geodésicos saindo em todas

as direções, isto é, em TPÀ/ há geodésicas em cada ângulo a C 10, 2al, e este
ângulo identifica univocamente uma. única. geodésica. Pala. um pont.o inicial
pt precisamos privilegiar aibit.rariament.e ui-na direção, t.encho a liberdade de
escolher a direção elll que sai a geodésica que une-o a uill cera.o p2 de interesse.
Para todos pontos subseqüentes, contallt.o que não tenham mais de ullla
geodésica unindo-os ao anterior, privilegia-se a direção em que sai a geodésica

que o une ao ponto a-nterior.

A.4 Rolamento de 2n,n(5

Como já discutido em 2.3, temos os seguintes resultados cuja importância é
muito maior nesta abordagem:

Fato 2 Z)e .4..Z é imediato que todo rolam.ente de 2na-õ n,ào altera. o r(iferen-
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c{.Z, p.{. "R,(2nrã) " é « /d., Z'g.

0 n3(-Ó)R;(Ó)0o

De modo análogo ao Fato 1, p. 6, demonstra-se:

Fato 3 Quando B 7'0la sem esconegar e sem páuotar Ís.e.s.p.,) soZ)re tlm.a
geodésica de com.pT'intento 2nvõ, o Telerencial sob,dáT«io ü B chega no poTtto
$n.al de modo que seja igual a.o n.o pon.to inicial, {st.o é, o t.ran.aporte paralelo
da T)ralação do referem,cial ãnici,a.l. recoTn,gi.do co{.TI.ci.de comi, o $na.l..

A.5 O problema de Kendall nessa abordagem
Como visto no Capítulo 3, e na literatura (j1l, l31), a idéia para a resolução
da situação eni que o mesmo referencial se encont.ra ein dois pontos distin-
tos é concatenar dois movimentos que não alteraill o referencial. Clontudo,
transporte paralelo por arcos de geodésica não é uma operação transitiva,
como visto no caso particular de raios adequados, exposto a seguir:

Numa esfera de raio 4õ, considere dois pontos. Oriente a esfera de modo que
o círculo máximo que une esses pontos seja o equador. Considere o triângulo
esférico foilnado pelo pólo (noite) e esses dois pontos no equador. E t.rivial
que esse triângulo é isósceles e t.ein lados de comprimento 2a(5, logo, ao longo

dos arcos que unem cada ponto ao pólo norte, estabelece-se que os referen-

ciais são "iguais" nas extremidades. Suponha que nos dois pontos tem-se o
mesmo referencial, isto é, o transporte paralelo ao longo do equador (que é o
arco que os une) leva um para o outro. Sem peida de generalidade, pode-se

su])or que é o referencial padrão da carta de S0(3) que inclui os dois pon-
tos. Pode-se inc]usive considerar o caso em c]ue esses ])autos dista.m 2a-(i.

Entretanto, é t.rivial que os t.ransport.idos paialclaillentc ao longo dos bicos

(que são quartos de círculos) não são iguais no pólo norte. Para ver isso,
suponha que nos pontos do equador um dos vetores do referencial aponta
para o pólo norte, ou sela, na direção da geodésica que une o ponto ao pólo
norte. Logo, o transportado apontara, no pólo norte, na direção do prolonga-
mento do arco que une o ponto ao pólo, ou seja, ao ponto oposto ao ponto de
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saída. Isso vale para os dois pontos: logo, no pólo norte, o transportado por
um dos arcos apontara para uma direção; o outro para outra. Ou seja, con-
catenação de transporte paralelo não peiinite pieseivai referenciais "iguais"
em .A4 qualquer.

Ao menos, em qualquer variedade .A4 sat.isfazendo as hipótese, se, por-
ventura, pi, p2 forem distantes por 2na-(i por alguma 7, leva-se o referencial

de pt ao de p2 e compara-se no próprio ponto. Se empatarem, é imediato
pelos Fatos 2 e 3 que, em um movimento, leva-se (Ài, pi, ui) pala (Àa, P2, z,2).
Nestecmo, tem-se(Ãi,p:,ü:) «{) I',,«2).

A.6 Correção de discrepância
Se conseguíssemos contornar o problema de levar referenciais iguais (do ponto
de vista da variedade), ao menos t.eríantos, com essa post.ura em relação
aos referenciais, a possibilidade de proceclci como no plano (vida l31) pa.ia.
corrigir a discrepância entre dois referenciais. De fato: o modo de resolvem a
correção da discrepância que u$ainos no caso da esfera é o segundo momento
em que percebemos quão arbitrário e extrínseco ao problema é considerei
os referenciais no R3, uma vez que é necessário considerat dados extet'nos à
variedade, não apenas a direção e duração do iolamento.

Como usual na liteiatuia, analisa-se primeiro a sit.unção pa.iticular em que

a discrepância é apenas dos vetoies do referencial ortononnal que nloiam no
plano tangente à variedade. A seguir, usa-se essa passagem para corrigir
discrepâncias arbitrárias. Procede-se coillo no plano, pois a resolução não
depende da variedade ]W, apenas da direção e comprimento do rolamento

s.e.s.p., cuja ocorrência é garantida pelas hi])óteses. Clonsideremos dois refe-
re«i-is Oo = (,X, p, «) e O, = (À, /Z, ü).

A.6.1 Situação em que z/ e ü são normais

Sejam p e ü normais, isto é, ortogonais ao plano tangente, logo 0 é uma

discrepância apenas no plano tangente.
Esco[hendo uma direção, ]o]a-se B por uma geodésica 7t c]ue a])onta nessa
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direção por a-(i, de modo que chega-se num ponto # C h4 com (À', }&', z/'), onde
u' é ortogonal negativo. Em z escolha a geodésica '2 cuja tangente 'f2 faz com

'yt um ângulo de a/2. Deste modo chega-se a q c A4 com (IX, P., p) = (À, P, ü),
colho no plano (131). Isto é, o observador em q vê um referencial com p
normal, e velares no plano tangent.e que fazem un] âltgulo @ com o referencial

de p. Entretanto, este ângulo não ocorre colll o referencial de p transportado
ao longo da geodésica que une p e q, mas com o transportado ao longo dos
arcos de geodésica que unem p a z e z a q.

Confio 7i é qualquer geodésica que ])asse por p, é imediat.o, como no
p[ano (131), que o conjunto de pontos q atingíveis ])oi esses dois movimentos
formam uma cuida fecllada. Contudo, no caso geral, não é possível descrever
com precisão essa curva, que no plano eia. unia ciictutferência e na esfera
é um paralelo. Ademais, prolongando estes movimentos por 2nn-(5 não se
altera o referencial, mas não é mais possível garantir que os pontos atingidos
formam uma curva fechada. De fato, tínhamos exigido que para todo p C .A4

a bolinha pudesse rolei n-(5 em qualquer direção. Contudo não se pode exigir

que os illovimentos prolongados (isto é, de comprimento (d+ 2na-.5)) cheguem
direto a.qualquer direção.

Ainda assim, como o ponto alvo q é livre, o problema de controle resolve-se
em 2 movimelatos.

A.6.2 Situação geral

Seja ü não ortogonal positivo ao espaço tangente à variedade. Sem perda de

gelleralidade, poder:tos considerar I' ortogonal positivo.
Antes de discutir a correção de uma discrepância arbitrária, é útil coll-

siderar o caso em que ü é o oposto do vedor normal à variedade J\4. Neste
caso, basta um movimento de comprimento a(5 ou (2?z + l)rõ para levar O2
para Oo em algum po € WP,.

Resta portanto considerar a correção de uma discrepância qualquer. Bas-
ta especificar o movimento que perlnit.e a part.ir de uin O C S0(3), sem

qualquer componente normal ou oposta à normal do plano tangente, chegar
a um referencial com p = --Ê, k normal à variedade e então usar o caso
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anterior.

Sabemos que é necessário cuidado com pontos conjugados. Isto é, é
necessário corrigir a discrepância em 1'1% ou Tre ])aia evitar geodésicos que

conjugam pontos em Ã'f. De fato, WP é a vizinhança de p de raio c/2, tal que
todos a;, y C l,HP não são conjugados pois d(z, 3/) < e. Por isso exigírainos uma
distância mínima entre pontos conjugados, c > 0, uma hipótese necessária
em variedades de fecho não compacto. A coi-Lcatenação de quaisquer dois ro-

lamentos s.e.s.p. de comprimento a-(5 não sai de WP De fato, se o referencial
fosse obtido num ponto q conjugado a p e se em .A4 as geodésicos que unem
p e q alterarem referenciais, poderia não se obter (À, /Z, ü) eill q. Por isso é
necessário trabalhei numa vizinhança que não cont.enha post.os conjugados

entre si. Se p, q não estão numa vizinhança. normal, t.ínhanlos unl primeiro
inovinlento de comprimento 2na(í para aproximar o referencial de p ao de q

poi uma cet-ta geodésica '.

A.7 Algumas considerações
No problema de l<lendall consideram-se referenciais solidários a cada ponto
p c ]W. Por uma geodésica "y de comprimento mínimo que una dois pontos,

pt e p2, comparam-se os referenciais solidários a pi e p2 intrinsecamente e pelo
aLIas de M x S0(3). O problema de l<endall consiste em levar o referencial

de pl pala o de Pa por meio de rolanlentos s.e.s.p. ao longo de geodésicas
da bolinha .B. Por isso, a partir daqui apenas falaremos dos referenciais

solidários a .A/ e de rolanlentos de .B, lembrando-se da ' privilegiada, quando
necessário.

Ou seja, uma vez analisada a questão de como estabelecer a relação en-
tre os referênciais, parece que estamos próximos da situação do problema
de Kendall como já vista e solucionada no plano. Não basta levar em con-

sideração a variedade e os problemas decorrentes da existência de pontos
conjugados.

Lembramos que considera-se que ,A4 e B são tais que não há qualquer
obstáculo para a bolinha rolar s.e.s.p- sobre qualquer ponto. De fato, a
bolinha .B é a])enas vist.a como suporte do referencial e as restrições de rolar
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s.e.s.p. refletem-se na "dileção constante" e no comprimento do trajeto.

Assim, não é necessário preocupei-se, como o faz jll, com a curvatura da
variedade ]14, sobre a qual ocorre o rolanlent.o, excedem ou não a cuivat.ura do

corpo B que rola (sempre consideramos B como uma pequena esfera.). lst.o é,
a bolinha como ob.jet.o mat.eiial quc precisa caber/passai por est;reitanient.os

é totalillente dispensável. Basta supor sua existência como suporte a-rtificial
do referencial. Deste Díodo não precisamos nos preocupar com hipóteses
difíceis de serem feitas - sobre ]W para que B não "encalhe"

Essa abordagem, apesm das dificuldades que dela decorrem, ao menos
pôde sel esboçada, até este ponto, para uma classe bast.ante ampla de va-
riedades. Nela mantém-se a intport.anciã dos iolamentos de coinpriment.o

2n.z(5 da bolina-La B. Nos pareceu útil apresenta-la já que usa ferramentas

aparentemente naturais e é uma descrição bastante intrínseca do problema
de l<lendall. Contudo, ainda que os referenciais seja aqui ditos "iguais" a par-
tir de um observador em ]W, não encontramos um método para leva-los pelo

rolamento de .B. Ao menos, consegue-se enfat.izar que o estado do referencial

que rola solidário a. B não se relaciona com o referencial solidário a .A4.
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Figuras

B.l Obtenção de mesmo referencial
Para o Teorema 1, página 9: observe na seguinte figura a posição do referell-
cial em .B ao final de unia volta completa (ou seja, percorreu 2r), saindo do
pólo norte.

uR

43
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B.2 (1%, n (,L para 1 < R < 2
Observe-se que (l;b,i n ('ç,i = ü, mas C'P,2 n c'ç,i # ç]

B.3 (.% n c.-çõ
Considere J\4 a esfera de raio R = 2, p, q pólos opostos, respectivamente, norte
e sul. Logo Ó = 2r/3. E imediat.o que CP.t = OP.2, sendo o paralelo 30 sul, e

que (4,,3 ::: p. Logo OP é foral-Lado por p e pelo paralelo 30 sul. Analogamente,
(]q é formado apenas por q e pelo paralelo 30 norte. Logo é imediato que
cP n(]ç ' a para todos p, q próximos. Assim, tem-se GP ilustrado nã seguinte
figura, onde também são mostrados dois estados da bolinha de modo que o
referencia[ é igual em ambas posições, (quando comi)alado no IR3:
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E representando CP e Cç tem-se

Mas também é fácil ver que para pontos :z; fora da calote de raio (con-l-

prinlento do arco de círculo) @/2 = a-/3 ao redor do pólo sul, (i. n o, #
ç), cz n Oç # ü' Na figura seguinte estão assinalados os quatl'o pontos de
intersecção de C, com os outros dois conjuntos:

B.4 Inclinação de CI,,i
Considere R = 4, p, q pólos noit.e e sul, respectivament.e. Observe que OP e

Oç distam a/5:
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- T»'P '--r-

Mantendo q fixo, note que, para p' na calote ao redor do pólo laorte,
cp,n cç

'Tn'? q..çF''r

Note que o bordo da calote coincide com (7q,2+5n ' Oq.3+5n.,n C N. Para
um ponto p' no bordo da calote, oP n O. # 0 e, comparando-se com as duas
figuras anteriores, conclui-se, por continuidade, que a estimativa é ótíma:
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B.5 Prolongamento de rolamentos
Estando fixadas a geodésica sobre a qual .B deve rolei s.e.s.p. e a direção
deste rolanlento, pode-se prolongar o rolanlent,o dc modo a. sair de unia. Gaiata.

UP, caso necessário:

/
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