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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas aplicagdes de Lorenz dissipativas do intervalo, que sao aplica-
¢oes do intervalo possuindo um ponto de descontinuidade e derivada positiva e menor do que um em
todo ponto do seu dominio. Interessados na dinamica dessas aplicagoes estudamos érbitas periddicas,
renormalizagbes e o conjunto minimal invariante quando néo h4 érbita periédica. Em um conjunto
especifico dessas aplicages provamos a existéncia de uma laminagao correspondente as aplicacoes in-
finitamente renormalizdveis, assim como a regularidade das folhas dessa. laminag&o, no caso analitico.
Conseguimos também estudar a regularidade das conjugacoes e das aplicagoes de holonomia da la-

minacao.

Palavras-chave: Aplicagao de Lorenz, fluxo de Cherry, renormalizagdo, laminagdo, holonomia,

érbita periédica atratora, dindmica do intervalo.
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Abstract

In this work we studied some dissipative Lorenz interval maps, which are interval maps with a
discontinuity point and derivative positive and smaller than one in every point of its domain. Since
we are interested in the dynamics of these maps we studied periodic orbits, renormalizations and the
minimal invariant set when there is no periodic orbit. In a specific set of those maps we proved the
existence of a lamination of the infinitely renormalizable maps, as well as the regurality of its leaves
in the analytic case. We also studied the regularity of the conjugacies and of the holonomy map of

the lamination.

Keywords: Lorenz map, Cherry flow, renormalization, holonomy, attracting periodic orbit, interval

dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudaremos aplicagoes f definidas em [—1,1]\ {0} e dadas por

f(x):{ b+ fr(z), z € [~1,0) )

b—1+ fr(z), ze€(0,1]

onde b € (0,1), f1 e fr sdo diferencidveis e se estendem continuamente de tal forma que f7,(0) =0 =

fr(0), e existe um ndmero real v € (0, 1) satisfazendo

0< fr(z)<v<1, Vze[-1,0), 0< frz)<v<1, Ve (0,1].

Esse tipo de aplicagao aparece quando se estuda uma certa classe de campos de vetores em R3
ou também no estudo dos chamados Fluxos de Cherry, que sdo os fluxos de um tipo de campos de
vetores no toro. Vejamos com mais detalhes como elas surgem nesses dois contextos que acabamos

de citar.

Motivado por uma equagao diferencial no R3, algebricamente muito simples, proposta por Lorenz
[Lor63] como uma aproximagao em dimenséo finita da equacao de evolugao de dindmica atmosférica,
Guckenheimer [MM76] formulou um modelo geométrico simulando o comportamento observado por
Lorenz [Lor63]. Para tanto Guckenheimer produziu um campo de vetores Xy de classe C® no
R3 tendo um atrator C! persistente contendo uma singualridade com os auto-valores satisfazendo
Ay < A3 <0< Aj e+ A3 > 0. Esse atrator ficou conhecido como atrator de Lorenz geométrico
e continuou sendo estudado por Guckenheimer e Williams [GW79], além de outros como [ABS77].

Ha também estudos de atratores de Lorenz no caso em que a variedade expansora tem dimensao
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arbitraria [BPV00]. Para um tratamento do ponto de vista das equagoes diferenciais e da geometria do
atrator de Lorenz veja [Spa82]. Aqui consideraremos um campo de vetores parecido com o estudado
por Guckenheimer, mas com os auto-valores da singularidade satisfazendo Ao < A3 < 0 < A e
AL+ A3 < 0.

Vamos & construcao desse campo de vetores. Seja Xo um campo de vetores C*® em R com uma
singularidade na origem, cujos autovalores satisfazem —\g > —A3 > A\; > 0, e cujos autovetores séo
supostos terem as diregoes dos eixos coordenados. Assumiremos também que X é linear em uma
vizinhanca da origem que contenha o cubo {(z,v,2) € R3;|z|,|yl,|2] < 1} e que ambas as trajetérias
da variedade instavel da singularidade intersectam o topo do cubo, que denotaremos por ), como na
Figura 1.1.

A T

A2

Figura 1.1: Autovalores do campo Xj.

Uma variedade estavel local da singularidade intersecta @ em {z = 0}, e assim podemos considerar
a aplicacao de primeiro retorno Fy definida em Q* = Q \ {z = 0}.

Por um célculo simples usando a forma do fluxo de Xy na vizinhanca linearizada, é facil ver que

a aplicacao Fy, que leva QT = Q*N{z > 0} em {z = 1} é dada por

F+($,y,1) = (l,ymr’:ES))



Figura 1.2: Aplicagao F.

e a aplicagio F_,de Q~ = Q*n {z <0} em {z = —1}, é dada por

F_(2,9,1) = (-Ly(~2)", (-2)*),

onde

(veja Figura 1.2). Para obter Fp, as aplicacoes 'y e F_ devem ser compostas com difeomorfismos
que levam retas z = constante de {z = 1} em retas z = constante em Q, e retas z = constante de
{z = —1} em retas z = constante em Q. -Além disso assumiremos que o fluxo de Xg é tal que as
retas com a diregao do eixo 0Y (da variedade estavel forte da singularidade) formam uma folheagao
invariante por Xo. Em particular, isto implica que em Q a aplicacio Fyy tem uma folheagao invariante.
Mais precisamente, para obtermos

Fo:Q"—Q

a compomos com o um difeomorfismo Hy : {z = 1} — @ da forma H,(1,y,2z) = (b — 1 +
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f+(z))g+(yiz)’ 1) e assim
F()(CC,y, 1) = H+ OF+(£L‘,y, 1) = (b =1+ f+($s):g+(yxr)xs)3 1)

onde fy e gy satisfazem 0 < fi(z) < le Iggyil < 1. Como as retas x = constante sao invariantes por
Fo, a dindmica que interessa é a da aplicacao Fr(z) :=b— 1+ f1(z°). Observe que 0 < Fj(z) < 1.
Dessa maneira um esbogo da imagem de Q* por Fy pode ser vista na Figura 1.3.

Com raciocinio anaélogo a aplicacao
Fo:Qm—@Q

é composta com um difeomorfismo H_ : {z = —1} — @ daforma H_(—1,y, 2) = (b+f_(2), 9-(v, 2),1),
onde 0> f.(z) >-1le |%| < 1. Assim

F()(.’E,y, 1) =H_ OF—("L’)ya 1) = (b + f_((_a:)S),g_(y(_a:)T, (_m)s)) 1)

E pelo mesmo motivo estaremos interessados na dindmica da aplicacao Fr(z) := b+ f_((—x)%), que
também satisfaz 0 < Fj(z) < 1. Para mais detalhes veja [Rov93], [GH90].

Esse tipo de aplicagao continua sendo muito estudado devido a sua riqueza de propriedades
dindmicas. Por exemplo, em [MdMO01] foi mostrado que algumas familias parametrizadas de fluxos
de Lorenz sao topologicamente universais no sentido que, dado qualquer fluxo de Lorenz geométrico,
sua dinamica é essencialmente a mesma que a dinamica de algum elemento da familia. Para sermos
mais precisos, foi mostrado em [MdMO01] que: “Uma familia de Lorenz mondtona é uma familia
completa.” Portanto, essas familias desempenham, dentro do contexto dos fluxos de Lorenz, o mesmo

papel que a familia quadratica dentro do contexto das aplicagoes unimodais do intervalo.

Vejamos agora o segundo contexto. Considere um fluxo de classe C* no 2-toro, 7. Trabalhare-
mos com seu recobrimento universal 7 : R%? — T2, de maneira que o campo de vetores X satisfaz
X(z+n,y+m) = X(z,y), para todos os m,n € Z. Além disso o campo de vetores satisfaz o seguinte:

(A) X tem duas singularidades, uma sela hiperbdlica S e um pogo hiperbélico P.

(B) X é transverso ao circulo ¥ = {(z,y)|z = 0}.

(C) Existem a,b € ¥ tais que se y € (a,b) a 6rbita positiva de X passando por y vai diretamente



<
[

i
S

Fo(@) =--{----

e | PRSP S

1 I ---->  Fp(QY)

Figura 1.3: Imagens da aplicacao Fp.

para o pogo P sem intersectar ¥ novamente, mas para y ¢ [a,b] a aplicacio de Poincaré
f + X — ¥ estd definida e é expansora. Além disso, f'(y) — cosey — a~ ouy — b+ (veja
Figura 1.4).

A aplicagao de Poincaré pode ser estendida a todo 3 tomando ela constante sobre [a,b], e assim
temos uma aplicagao continua do circulo f : ¥ — . Pela condigdo (C), f'(y) > A > 1 para todo
z ¢ [a,b] (veja Figura 1.5).

Como f é monétona e de grau um ela tem um nimero de rotagio (veja (PdM82]). Denote por
X(T?) o conjunto dos campos de vetores de classe C™ sobre o 2-toro com a topologia C'*, e por
N a vizinhanga em X (T?) de todos os campos de vetores que satisfazem (A),(B) e (C). Com isso
define-se um campo de Cherry como um campo de vetores em A cuja aplicagao de Poincaré tem
numero de rotagao irracional. Se um campo de vetores X no 2-toro tiver duas singularidades (uma
sela hiperbdlica e uma fonte hiperbédlica) como na Figura 1.6 entdo, se os autovalores satisfazem
—A2 > A1 > 0, obtemos a aplicagdo de Poincaré induzida por seu fluxo como na F igura 1.7. Para um
melhor estudo sobre os fluxos de Cherry veja [MvSdMMO90], [PdM82] e [ABZ96]. Ainda sobre fluxos
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Figura 1.4: Fluxo de Cherry.

de Cherry no toro podemos citar outros trabalhos como: [AZM96] que classifica as transformacoes de
Cherry no circulo e os fluxos de Cherry no toro; [Ara90] e [Ara86] que estudam algumas estruturas
topoldgicas de fluxos de Cherry no toro. Além desses trabalhos também podemos citar [AMZ94]
e [AZM94] que generaliza o conceito de fluxos de Cherry sobre o toro para fluxos de Cherry e
foliagoes de Cherry sobre a esfera de dimensao 2. H4 também um trabalho, [Gut83], que estuda um

pouco de suavidade dos fluxos de Cherry em variedade de dimensao 2.

Chamaremos de D a familia de fungoes definidas como em (1.1). Aqui apenas estudaremos as
propriedades que essa familia D apresenta (algumas vezes com hipéteses mais restritivas) mas com o
objetivo de, em um trabalho futuro, aplici-las em algum contexto como foi feito nos dois exemplos
que acabamos de citar. Inicialmente precisaremos de alguns conceitos e resultados preliminares para

desenvolvermos o estudo das propriedades dessa familia.

Toda aplicagdo f € D possui um intervalo G com a propriedade de que f(z) ¢ G, para todo
z € [—1,1] \ {0}. Por esse motivo esse intervalo G é chamado de gap principal da aplicagao f e essas
aplicagoes também sdao chamadas de gap maps. Uma propriedade fundamental de G é que todos
os seus iterados sao dois a dois disjuntos. Como uma aplicagao dessas gap maps veja [Gle95]. Um
fenémeno estudado nesse tipo de aplicagdo (e que nao existe em aplicagdes unimodais de classe C2)
é a existéncia de intervalo errante, ou seja, um intervalo W onde todos os seus iterados sao disjuntos

aos pares e, além disso, ele ndo é atraido por nenhuma érbita periddica. No caso em que as aplicagoes



a

Figura 1.5: Aplicagao de retorno induzida pelo fluxo da Figura 1.4

/ 7
== P2

R |

A1
)\2 /7/

Figura 1.6: Fluxo de Cherry

de Lorenz f € D néo possuem criticalidade (isto é, log f’ é Lipschitz em [b— 1,b] \ {0}) foi mostrado
em [BM91]| que se f possui intervalo errante entdo f é infinitamente renormalizével. A implicagao
contraria, ou seja, se f é infinitamente renormalizével entdo possui intervalo errante é mais simples
e também a mostramos aqui mesmo no caso em que f possui criticalidade. Mas ha uma conjectura

citada em [SP99] dizendo que essa equivaléncia acontece para as aplicagoes de Lorenz f € D com
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P2

D1

Figura 1.7: Aplicagao de retorno induzida pelo Fluxo de Cherry da Figura 1.6

criticalidade.

Um conceito que estd presente em todo este trabalho é o de renormalizagao, que significa o
seguinte: dada uma aplicacao f € D, diremos que ela é renormalizavel se existir um intervalo
I =¢,d], comb—1<c<0<d<b, tal que a aplicagdo de primeiro retorno de f a I é uma
aplicagao de Lorenz dissipativa, se reescalonada. Em caso afirmativo, tomamos [c, d] maximal com
essa propriedade e definimos a renormalizagdo de f como sendo a aplicacao de primeiro retorno a
[c, d] estendida e normalizada para [—1,1]\ {0}. E agora podemos questionar se a renormalizagao de
f é renormalizavel ou nao. Se for, diremos que a aplicagdo f é pelo menos 2 vezes renormalizdvel e
a segunda renormalizagdo de f é a renormalizagdo da primeira renormalizacao de f. Dessa maneira
definimos, indutivamente, o conceito de uma aplicagao f ser N vezes renormalizavel, onde 0 < N <
0.

Esse conceito produz a seguinte dicotomia: uma aplicagdo f ou é N vezes renormalizavel mas
nao é N + 1 vezes renormalizdvel, com 0 < N < oo, e nesse caso ela possui uma uUnica 6rbita
periédica atratora (Proposigdo 2.6.4), ou f é infinitamente renormalizavel, e nesse caso f nao possui
6rbita periddica atratora (Proposigao 2.6.5). H4 uma dicotomia muito importante e bem conhecida
em paralelo a essa dentro do mundo das aplicagoes unimodais, ou seja, foi realizado um estudo mais
detalhado da familia quadratica real f, : R — R, f.(z) = 22 +c¢, onde ¢ € R, e que a reconheceu como

um modelo representativo de dindmica cadtica. Essa familia quadratica apresenta uma dicotomia



basica, que pode ser vista como uma descrigio qualitativa completa de sua dinémica, ou seja: “para
quase todo c € [—2, é], a aplicagao quadrdtica fo(z) = 2%+ c € ou regular (isto é, f. possui um ciclo
atrator { f* (ac)}ﬁ;é ) ou estocdstica (isto é, f. tem uma medida p invariante absolutamente continua
com respeito a medida de Lebesgue). ” O estudo dessa dicotomia assim como outras propriedades da
familia quadratica se concentraram nos tltimos quinze anos do século vinte. Um bom material para

o entendimento dessa dicotomia na familia quadratica encotnra-se em [Lyu00] e em suas referéncias.

As aplicages infinitamente renormalizaveis apresentam outras propriedades interessantes. Pro-
varemos (ver Corolério 3.1.3), por exemplo, que

“Se f € infinitamente renormalizdvel entdo todo ponto x pertencente ao conjunto
(o.e] . [ee] .
Ko = [|J £ = [-1,1\ | Fi(G)
=0 1=0

e que ndo pertence & pré-orbita do 0 tem drbita densa em Kop.”

Esse resultado nos diz que o conjunto K, est4 muito préximo de ser um conjunto minimal, como
na teoria cldssica (ja que nao podemos falar da invariancia de Ko, pois 0 € K). Ainda sobre o
conjunto Ko, também provamos (ver Lema 3.2.1) que “ Se f ¢ infinitamente renormalizdvel entdo

Ko tem dimensao de Hausdorff zero e, em particular, medida de Lebesgue zero.”

Também temos uma relagao entre aplicagdes infinitamente renormalizveis, ou seja, (ver Pro-
posicao 4.1.1) “ Se duas aplicagées, f e g € D , sdo infinitamente renormalizdveis e possuem a
mesma combinatoria, entdo elas sao topologicamente conjugadas.” Na verdade provamos que entre
duas aplicagoes infinitamente renormalizaveis, com a mesma combinatéria e com as hipéteses adi-
cionais de que elas possuem derivadas afastadas do 0 e sao de classe C1*¢, existe uma conjugacao

Hélder (ver Proposicao 4.1.2). Mas isto é o maximo que se pode conseguir em geral (ver Lema 4.2.1).

Olhando para f € D como uma aplicagdo nao injetiva do circulo, pode-se definir um nimero
de rotagao e mostrar que seu niimero de rotagio é irracional se, e somente se, ela é infinitamente
renormalizdvel. Além disso essa correspondéncia é biunivoca. Nao demonstramos essa Proposigao
aqui mas esse resultado pode ser encontrado em [dMvS93] e [PdM82]. A teoria combinatéria dos

nimeros de rotacao é facilmente adaptavel da teoria de difeomorfismos do circulo.

Todos esses resultados sao vélidos para cada aplicagio f € D fixada. Mas se agora fixarmos o0s

ramos fr, e fr e variarmos o pardmetro b dentro do intervalo (0,1) obtemos uma familia natural de
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aplicages {fp}se(0,1), Onde para cada b € (0,1) a aplicagdo f, pertence a familia D e é dada como
em (1.1). Ao fazermos isso obtemos, sobre a fibra {(fr, fr)} % (0,1), duas seqiiéncias de intervalos
disjuntos, (T}, )rk>0 que se acumula sobre o 0, e (le )k>0 que se acumula sobre o 1. O sinal —
significa que o gap principal das aplicagoes f;, com b € T, , estd a esquerda da origem, e o inteiro k
representa o primeiro iterado em que o gap passa para a direita da origem. Analogamente, o sinal
+ significa que o gap principal das aplicacdes fy, com b € T}, est4 a direita da origem, e o inteiro
k representa o primeiro instante em que o gap passa para a esquerda da origem. Além disso, se b
pertence a algum desses intervalos, T), ou T7F, entdo a aplicagdo f, correspondente é pelo menos
uma vez renormalizavel, motivo pelo qual esses intervalos serao chamados de intervalos de nivel 1.
J4 as fungoes f, cujo parametro b nao pertence a nenhum desses intervalos, nao sao renormaliziveis
e apresentam Orbita periddica atratora que atrai todas as dérbitas exceto a pré-6érbita finita do zero
(veja Figura 5.1). Em cada um desses intervalos existe uma estrutura semelhante a essa, ou seja,
cada intervalo 7}~ ou T,f possue subintervalos onde os parametros a eles pertencentes correspondem a
funcoes que sao pelo menos duas vezes renormalizéveis, e assim por diante. Mais precisamente, sobre
uma fibra (fr, fr) x (0,1) temos os intervalos de nivel 1, T;;] ° onde og = +; dentro de T,‘;O 9 temos os
intervalos de nivel 2, T,g) °,:.’1 ! e assim por diante, de maneira que obtemos uma seqiiéncia de intervalos
encaixados (T )7V v tal que se b € To7! 7 entdo f, é pelo menos N +1 vezes renormalizavel
ebe T 7, para todo 0 < 4 < N, onde T,‘;;’,gll.:}::l C Tty paratodo 0 <4 < N—1,e
o tamanho dos intervalos T,‘:O",fl ’_:fly decrescem superexponencialmente & medida que N cresce (ver

3.1.2). Assim se f, € D é infinitamente renormalizavel entao
o

o 0001 ...0
b} = ) Ty
N=0

e associamos a essa aplicacao f;, a combinatoria

I' = {(00, ko), (01, k1),---, (0N, kN),. ..}

(e a cada combinatéria I' um nimero de rotagao). Uma vez que compreendemos esse tipo de combi-

natéria é imediato provar (ver Segao 5.5) que sobre cada fibra vertical {(fr, fr)} % (0,1) o conjunto

K = {fy € D; fp é infinitamente renormalizavel} N {{(f;, fr)} % (0,1)}
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tem dimensao de Hausdorff zero (esse resultado também foi provado em [Boy85]). Além disso os
parametros infinitamente renormalizéveis constituem uma laminacdo de D, onde cada folha é o
grifico de alguma fungao continua L = Lr de (fr, fr), ou seja, provamos (ver Lema 6.1.2) que “O
conjunto Doy = {fp € D; fy € infinitamente renormalizdvel } forma uma laminacdo C° dentro de
D, com a topologia dada pela norma: ||f|lp = ||fllco + || frllco + |b], onde f = (fi, fr,b) € D.”
(em [Boy85] foi provado a existéncia dessa laminagao e que ela é de classe C! quando nos restringimos
ao subconjunto das aplicagoes C' de D, na norma cl)

Tendo essa laminagao podemos tomar dois pares (fr, fr), (91,9R) e considerar as secdes verticais
L ={(fr,fr)} x(0,1) e g = {(91,9r)} x (0,1), definindo a aplicagao de holonomia entre ¥y N Dy,
e g N Do como sendo a fungao que leva by em by com a seguinte regra: considere a combinatéria
' tal que by = Lp(fL, fr) e seja by o tinico ponto de intersecgao entre Y, e o grafico de Lp. Con-
seguimos provar uma certa regularidade para essa aplicacao de holonomia, ou seja, provamos (ver
Lema 6.2.1) que a holonomia é Holder continua, desde que as aplicacoes fr, fr, 91, € gr possuam
derivadas afastadas da origem e sejam C1*¢. Podemos até ter a holonomia Lipschitz mas nesse caso

sua inversa nao serd nem a-Hélder continua, para todo o préximo de 1 (veja Subsegao 6.2.2).

Para finalizar, passamos a trabalhar com uma familia F de fungdes (fr, fr,b) € D tais que

(e o]
fu(@) = aipa’, Vo€ (~1,0), com (ass,)is1 €L
i=1

co
fR(:B) = Zaz',fR:L‘l, Ve (0,1), com (ai,fR)iZI €ly.

i=1
Observe que F C D e assim todos os resultados ja provados para D valem para essa familia 7. Mas
além de todos esses resultados provamos (ver Teorema 7.5.2) para essa familia F que “ O conjunto dos
pardmetros infinitamente renormalizdveis (fr, fr,b) € F constitui uma laminagao de F, onde cada
folha € o grdfico de alguma funcdo analitica de (f,, fr).” Algumas das idéias usadas na demonstragao

desse resultado foram inspiradas por outras apresentadas em [Lan82).

Um caso particular do argumento se aplica & familia a trés parametros de aplicagoes { fa,8,6}a,8,b,
com (a,3,b) € (0,1)3, onde cada aplicagao fa,pp estd definida no intervalo [b — 1,b] e é dada por
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b+ azx, z <0

fopp(z) = { b_ 148z, 250 (1.2)

Neste caso as laminas sao fungées analiticas b(a, 8) de (0,1) x (0,1) em (0,1). Um estudo mais
detalhado dessa familia foi feito em [ACO06].



Capitulo 2

Dinamica e renormalizacao de transformacoes de Lorenz

dissipativas

2.1 Preliminares

Nosso objetivo é estudar o comportamento dindmico de funcdes a valores reais definidas em R
com um unico ponto de descontinuidade (do tipo salto) e com a condi¢io minima de que os dois
ramos da fungao (um a esquerda e outro a direita do ponto de descontinuidade) sejam diferenciaveis,

pelo menos, e que a derivada de cada ramo seja positiva e menor que 1 em todo ponto.

Seja f uma tal fungao. A menos de uma translagao, vamos assumir que o ponto de descontinuidade
seja a origem, que o limite lateral a sua esquerda seja positivo e que o limite lateral a sua direita seja
negativo, e assim definimos

b= lim f(z = lim ,
Ilo_f(),a 3:10+f($)
onde a < 0 < b.

Nao falaremos nada sobre o valor de f no ponto de descontinuidade, de modo que se f™(x) = 0
para algum n > 0 entdo f"*!(z) permanece indefinido. Fica implicito que quando falarmos de M(x)
assumiremos que esteja bem definido. No entanto nos importaremos com as érbitas laterais do zero,

ou seja, a 6rbita de 07 e a érbita de 0, como veremos mais adiante.

A condigao de que a derivada seja positiva e menor do que 1 (0 < f’ < 1) garante a invariancia
do intervalo [a, b].

13
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Seria entdo natural nos restringirmos a esse intervalo invariante, mas temos que enfrentar dois
problemas: o intervalo depende da funcgao f, de modo que fica dificil estabelecer uma métrica no
espago de fungoes. E comportamentos semelhantes podem aparecer em diferentes escalas, podendo
assim o intervalo [a,b] ser de qualquer tamanho, e isso também pode causar problemas na escolha da

métrica.

Pode parecer que reescalonar [a, b] a [0, 1] por uma mudanga afim de coordenadas resolveria os dois
problemas ao mesmo tempo, mas o ponto de descontinuidade dependeria da fungao e uma métrica
natural nao poderia ser estabelecida nesse caso se quiséssemos comparar derivadas (como o faremos
mais adiante). Sendo assim para contornar esse problema fazemos o seguinte. Primeiro, por uma
mudanca de coordenadas linear impomos que a distancia entre os limites laterais seja igual a um
(b —a =1, ou seja, a =b—1). Isso resolve o problema de escala. Nesse caso observamos que o
intervalo [—1,1] também é invariante, e assim podemos adoté-lo como o dominio fixo para todas as
fungoes e trabalhar no espago das fungées f : [-1,1]\ {0} — [—1, 1] diferencidveis (pelo menos) com

derivada positiva e menor do que um em todo ponto e tais que

lim f(z)=0b, lim f(z)=0b-1,
z—0— z—0t

com b € (0,1).

Mas como uma fungdo desse espago possui dois ramos (um & esquerda e outro & direita de 0)

vamos olhar para ela usando trés coordenadas. Primeiro definimos

Dy :={fr:[-1,0) = R; fL(07) = 0, f1, diferencidvel,Jv € (0,1) t.q. 0 < f1(z) < v, Vz € [-1,0)}
onde fr(07) = lim,_,o- fr(z), e
Dg := {fR :(0,1] — R; fr(0%) = 0, fp diferencidvel, v € (0,1) t.q. 0 < fr(z) < v, Yz € (0, 1]} ,

onde fr(0") = lim, o+ fr(2)-

Observe que as funcgoes pertencentes aos conjuntos Dy, e Dy se estendem continuamente mas nao
necessariamente diferenciavelmente em 0.

A partir desses dois conjuntos definimos aquele no qual iremos trabalhar, isto é:
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D= DL X DR X (0, 1),
onde um elemento de D é uma tripla (fr, fr,b) que, por abuso de notagao, chamaremos de funcao

e a designaremos simplesmente por f. Assim diremos que f := (fz, fr,b) é uma funcao definida em
[—1,1] \ {0} dada por

Fr(z) = fr(z)+b—1 seze (0,1]

i) :{ Fi(z) = fo(z) + b se z € [-1,0)

onde fr, € Dp, fr € Dgr, b € (0,1), e as fungdes F, e Fr se estendem continuamente a [(—1,0] e [0,1],

respectivamente.
Note que se f € D entao f lp—1,5) € injetiva. Uma funcéo tipica de D pode ser vista na Figura 2.1.

Por conveniéncia que veremos mais tarde vamos denotar por F; o conjunto
D .= DL X DR X [0, 1].
Para finalizar esta Secao temos

Proposicao 2.1.1 Seja k > 1. Se I é um intervalo tal que f*|; é continua (i.e. 0 ¢ fi{), vi =
0,1,...,k—1) entdo f*|; se estende a wma contracio em I, mesmo que (f*)' ndo esteja definida em
1.

Prova.

A funcio f¥|; se estende continuamente a T pois é uma fungdo monétona e limitada. Para
mostrarmos que f* é uma contragao em I tomemos z,y € I, com & < y. O Teorema do Valor Médio

nos fornece um ponto ¢ € (z,y) C I tal que

M) = )

=M

Mas como (f*)(c) < v, o resultado segue.
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-1 0 1

Figura 2.1: Uma fungao tipica do espago D.

2.2  Orbitas laterais e érbita do gap principal

Uma vez que nosso interesse é a dinamica de fungbes f € D precisaremos relembrar alguns
conceitos e estabelecer outros. Observe que o fato de uma fungao f € D possuir derivada positiva
e menor do que 1 (0 < f/(z) < 1) implica que f(z) € [b — 1,b] qualquer que seja = € [—1,1] \ {0}.

Como f € D deixa invariante o intervalo [b— 1, b] vamos trabalhar com a fungao f restrita a [b— 1, b].

Como 0 é o ponto de descontinuidade (de certo modo problemético mas importante) precisamos

definir as suas 6rbitas laterais {0}, }n>1 € {0} }n>1, onde

0f = Ib-1), ¥Yn>1
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0, = f"7'(b), Vn>1.
E assim as érbitas laterais do zero sao
orbt = {of,0f,...,0t,...},

que chamaremos de drbita futura de 0%, e

orb™ = {0;,05,...,0,,...},

que chamaremos de drbita futurade 0~. A primeira propriedade importante que essas érbitas possuem

é a disjungao entre elas que formalizamos e provamos nos dois seguintes lemas.

Lema 2.2.1 Seja f € D. Entdo
0; #05F

quaisquer que sejam 0s inteiros positivos i e j.

Prova. Sem perda de generalidade suponhamos ¢ < j. E, por absurdo, vamos supor que 0; = 0;".

Pela injetividade da funcao f temos

Oy = Of 1
0y = OJJ'r—i+1
e da dltima igualdade acima obtemos
b=0y =0}, = f770F) = f7ib-1). (2.1)

Assim, se j —i = 0 temos de (2.1) que b — 1 = b, 0 qual é um absurdo. E se j —i > 0 a equacao
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(2.1) geraria uma pré-imagem para b que nao existe. Portanto, em qualquer caso temos um absurdo,

o que assegura a veracidade do lema. u

J4 o préximo lema nos diz que as érbitas futuras de 0% e de 0~ nao podem ser pré-periédicas.
Lema 2.2.2 Se f € D entao

0f #07 e 07 #£0§

para todo 1 # j e todo t # s.
Prova. Provaremos apenas que Of # O;, para todo 7 # j, pois a demonstragao de 0; # 05, para
todo t # s, é andloga.

Sem perda de generalidade vamos supor que i < j e, por absurdo, vamos supor que 0} = Of.
Como 0} = O; = f (0;-"_1) temos que

f({of,05,...,05 ) = {03,05,...,0{",}.

E uma vez que Of nao possui pré-imagem vemos que o numero de elementos do conjunto
{of, O; ye ,Oj_l} é exatamente 1 a mais que o niimero de elementos do conjunto {0;r , 0;, ... ,0;_1},

contradizendo a injetividade da aplicacao f, e concluindo assim o resultado. L

Além dessas propriedades e defini¢ées vemos que G = (05, 0; ) é um intervalo com a propriedade
de que f(z) ¢ G para todo = € [b— 1,b] \ {0}. Ele serd chamado de gap principal , e definimos seu

t—ésimo iterado por f da seguinte maneira
FUG) = {fH(z);z € G e fi(x) estd definido} .

Como f é estritamente monétona temos que f(G) é um conjunto aberto.
Como conseqiiéncia imediata dessas definigoes temos

Lema 2.2.3 Seja f € D e suponha que 0, , esteja definido, comt > 1. Entdo existe intervalo aberto
I adjacente a 0, tal que I C fY(G).

Prova. Uma vez que 0, estd definido existe uma vizinhanga V' de 0, tal que 0 ¢ f {(V), para todo

i=0,1,2,...,t—1, e ft|y é um difeo. Assim, basta tomarmos I = f{(V NG), que o resultado segue.
u
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Um outro resultado que envolve o gap G ¢é o que garante a disjungdo de seus iterados futuros, ou
seja

Lema 2.2.4 Se f € D, entdo a drbita positiva de sew gap principal G é disjunta aos pares, ou seja,
FY(G) N f™(G) = 0 para quaisquer inteiros n,m > 0 com n # m.

Prova.

Para justificarmos isso suponhamos, por absurdo, que exista y € f™(G) N f™(G) e, sem perda de
generalidade, vamos assumir n > m. Assim temos que y = f*(z;) = f™(z3), com z1,z5 € G. Mas
z2 = fT™(y) = fT(f*(21)) = fP"™(z1) € G o que é uma contradi¢ao pois sabemos que G possui
a propriedade de que para todo z € [b — 1,b] vale que f(z) ¢ G.

Além disso observamos que no caso particular em que b = % temos que 0 € G.
2.3 Um pouco de dindmica: érbitas periédicas e a definicao de o(f) e k(f)

Vamos assumir sem perda de generalidade que b < —%— pois o argumento que faremos a partir de

agora se aplicard para o caso em que b > %, por simetria.

No caso em que f € D néo possui zero em [b —1,0) temos duas possibilidades: (i) b = 0, onde
fi(z) — 0~ para todo z, ou (ii) b > 0 mas f(z) > 0 para todo z € [b—1,0). No dltimo caso, usando
o fato de que 0 < f’ < 1, vemos que f(z) € (b— 1,0) para todo = € (0,b] e f(z) € (0,b) para todo
z € [b—1,0). Isso implica que f2((0,b]) estd contido em (0,b] e de acordo com o Coroldrio 2.1.1
sabemos que f? se estende a uma contracdo em [0,0]. Logo f2|[0,b] tem um (\inico) ponto fixo, e a
aplicagao original f tem uma (dnica) drbita periédica atratora de periodo dois, que atrai todas as
6rbitas.

Quando z = b—1 = 0] é zero de f entdo a aplicacio f2|(0,b] também se estende a uma contragao
em [0,b] onde 0 é um ponto fixo de f? que atrai todas as érbitas. Para a aplicagao original f as
érbitas se aproximam do par de pontos {OT,O}. Observe que tanto OT quanto 0 sao aproximados
apenas pelo lado direito. E nunca estaremos livres desse tipo de comportamento, mesmo para outras
poténcias de f e em outros intervalos, como veremos abaixo. Do ponto de vista da dindmica, esta
situacao pode ser vista como periédica hiperbdlica, mesmo que essa érbita periédica atratora nao

seja verdadeira, motivo pelo qual a chamaremos de uma. drbita periddica atratora virtual.
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Se f tem um zero z € (b — 1,0) entdo [z,0) é um dominio fundamental para f restrita ao lado
negativo, e assim temos que 0 < f(z) < b para todo z € [z,0), e para todo z € [b — 1,0) existe
i = i(xz) > 0 tal que fi(z) € [2,0). Na verdade, [0,b) também é um dominio fundamental pois

[0,0) = f([2,0)).

Além disso 03 < 0 e [0],0F) é outro dominio fundamental. Como f é monétona a ordem
O}L <05 < 0;" é respeitada enquanto os iterados do gap G' = (05 ,OQL ) nao passam pela origem, isto
e)

Orp2 < Onps

paratodonZOtalqueOith<O,V 0<i<n-—1.

A fim de encontrarmos dérbitas periddicas atratoras consideremos k& como sendo o primeiro inteiro

positivo tal que
(02_.}_110}:.;_2) N (Oa b) 7& @,

lembrando que (0}, ,,0;,,) é um iterado de (07,0;). Veja Figura 2.2.
k+10 Vk+2 1:Y2

f

Ok Opy2
1 I
1 I
I ( X { A ( \l | :/ ) |
| \ 7 AN 7 A I I AN 74 |
b—-1 0 b
v i v
O,f Ok{rﬂ 02;2

Figura 2.2: Existéncia do inteiro k£ = k(f).
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Como cada iterado de (Of’,O; ) estéd contido em algum dominio fundamental, e [0,b) é também

um dominio fundamental entéo existem duas possibilidades: ou

()41, 05y2) € (0,0) (2.2)
ou
0 € (0, 1,05,5) (2.3)

No primeiro caso temos que fk“](o’b] se estende a uma contragao em [0, b] (pelo Corolario 2.1.1)
e assim f**! possui um tnico ponto fixo, e concluimos facilmente que f possui uma tnica érbita
periddica atratora (verdadeira ou virtual) de periodo k + 1, atraindo todas as érbitas exceto a
pré-érbita de 0. Mas para sermos mais precisos, existem essencialmente dois subcasos aqui. Se
[OZFH,O,:H] estd contido em (0,b) entao existe uma érbita periédica atratora verdadeira. Neste caso,
0€ (0pyss OZ_LH) = f*~1(G) implicando na finitude da pré-6rbita de 0, pois ndo existem pré-imagens
de pontos de G.

A outra possibilidade é que 0 ou b esteja no fecho de (O;’“,O‘;z). Se 0 estd no fecho de
(OZTH,O;H), o conjunto de pontos {07,071, ... ,0},0} é uma érbita atratora virtual. J& quando
b estd no fecho de (O:_l_l,O,;rz), o conjunto {07,05,...,0;,0} é uma érbita atratora virtual. E mais

uma vez a pré-drbita do 0 é finita, pois nem 0] nem Ofr tem pré-imagem definida.

Toda essa discussao pode ser resumida e enunciada no seguinte lema

Lema 2.3.1 Seja b < % e seja k o primeiro inteiro positivo tal que

(0441, 0112) N (0,) # 0.

Se (O;:H,O,;LZ) C (0,b) entdo f tem drbita atratora de periodo k + 1 que serd

(1) verdadeira se 0 € (0, ,,0/,,)

ou

(i) virtual se 0 € {0, ,,07} ;}

Em ambos os casos essa drbita atrdi todas as drbitas, ezceto a pré-orbita do zero, que € finita.
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Como percebemos o inteiro positivo k é de grande importancia, como veremos também mais

adiante. Sendo assim vamos coloca-lo em destaque na seguinte definigao.

Definicao 2.3.1 Sejam f € D e k = k(f) o primeiro inteiro positivo tal que

1
+ —
(03415 0542) N (0,0) # 0 se b§§
¢ 1
+ _
(039,054 1) N (b—1,0) #0 se b>§.
Por razoes que veremos mais a frente vamos definir também
Definicao 2.3.2 Seja f € D. Definimos o sinal de f, o = o(f) por
1
o=o0o(f)=— se b§§
e
1
oc=o(f) =+ se b>§.
Assim, o sinal de f é o sinal do ponto médio do intervalo [b — 1,b], ou seja, o(f) = — se, e somente
se, 2”—2_1 <0, ou o(f) = + se, e somente se, Lz_l > 0.
Observamos que se G C (b — 1,0) entdo 0 = — e se G C (0,b) entdo o0 = +. Além disso se o

gap G estd a esquerda de 0 entao b < % e se ele esta a direita de 0 entao b > % E por conta disso

estaremos trabalhando com b # %
O segundo caso, quando 0 € (02’ 15 O,:+2), serd estudado na préxima segao. Isto também permitird
estudar orbitas periddicas de forma mais completa, na Secao 2.6.

2.4 Aplicagoes de Retorno

Um conceito bem conhecido e muito importante mas que pode variar de acordo com a necessidade
especifica é o de renormalizagao . Veremos entre outras coisas que a érbita positiva do gap G esta

fortemente ligada ao fato da aplicagao ser ou nao renormalizavel.
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Definicao 2.4.1 Dada uma fungdo f € D e wm par de inteiros ndo negativos r,l diremos que (r,1)

¢ f—interno se as condigoes

(i) 0F <0 <0

(ii) [0:,0;]0{0?,0;,...,o;r_l,o;,o;,..‘,o;_l} =0
sao satisfeitas.

Em seguida definimos o conjunto

Iy ={(r,1) e N*(r,1) é f — interno}. (2.4)

Observe que independentemente da aplicacdo f € D o conjunto Zy é sempre nao vazio pois o par
(1,1) pertence a Zy, para toda f € D.

A fim de investigarmos a aplicacao de primeiro retorno de f ao intervalo [0}, 0,] vejamos sepa-
radamente (pois a fungao nao é continua na origem) quando ocorre o primeiro retorno de cada um
dos intervalos [0},0) e (0,0;].

Lema 2.4.1 Sejam f €D e (1,1) € Zy. Para todot =1,2,...,1—1 temos que

FHOF, 00N [0f,0;7] = 0. (2.5)
Além disso, 0, estd definido e 0., € (0F,07).
Prova.

Suponhamos por absurdo que exista 1 < ¢ < I tal que {f*(0},0) = (04, 00)} N [0F,07] # 0, e

tomemos o primeiro ¢ satisfazendo esta condigao. Pela definigao de (r,1) ser f—interno devemos ter
0, ¢ [0},0,7], ou seja, devemos ter a situacao

0F <0, <0 (Veja Figura 2.3.)

Como ¢ é o primeiro inteiro positivo satisfazendo (2.5) temos que a aplicagao

f1:(0F,0) — (0f,,,07)
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07 0

Figura 2.3: Possivel situagao se ¢t < L.

é um difeomorfismo. Assim, fazendo o pull-back t—vezes do intervalo (0 4, 0; ) obtemos o ponto

0,_, € (0;5,07), o que contradiz o fato de (r,!) ser f—interno. Isso prova a primeira parte do lema.

Para provarmos que O;"H estd definido e pertence ao intervalo (0},0,) observemos que como

0 ¢ fi(0},0), para todo i = 1,2,...,l — 1 (esse fato decorre da primeira parte ja provada acima), e
0} < 0 entao 0}, = f/(0}) ests definido. Como

f£:(0F,0) — (054, 07)

7 . 7 + _l_ — s
é um difeomorfismo monétono se 0, ; ¢ (0;,0,) terfamos

(a) 0, =0Ff
ou
(b) 0, <OF

O item (a) nao ocorre devido & injetividade da aplicacao f (ver Lema 2.2.2).

Analisemos o item (b). Se r > [ teremos 0], € (0;},0) o que contradiz o fato de (r,l) ser
f—interno (veja Figura 2.4). Se r <[ terfamos a existéncia de pré-imagem de 0] = b — 1 fazendo o

pull-back r vezes do intervalo (0,7,,,0, ), o que é um absurdo. Assim também nao ocorre o item (b)

+
40
garantindo que O:Lrl € (0;},0,).

u

Vale também um resultado anilogo para o intervalo (0,0,") e seus iterados (OQL,OI_H), cuja de-

monstragao é semelhante a do Lema 2.4.1.
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\

e’ g

[ 1

+ + 0,
0r+l 07‘ l

Figura 2.4: Possivel situagao: 0, < 0.

Lema 2.4.2 Sejam f € D e (r,1) € Zy. Para todot=1,2,...,7 — 1 temos que
F40,07) nfof, 0] =0.
Além disso, 0, estd definido e 0, € (0},0;).

J& o préximo resultado nos diz que o gap principal G nao intersecta o intervalo (0;F,0;7] até o

iterado 7 4 [ — 3.

Lema 2.4.3 Se f € D e (r,1) € Iy entdo os iterados do gap G = (03,03) até a ordem r 41— 3 nao

intersectam o intervalo [0},0,], isto é
(0;,0) N (0F,0,) =0
para todo 2 <t <r+41—1.

Prova.

Suponhamos, por absurdo, que nao valha o Lema e consideremos o primeiro 2 <t <r-+41[—1 tal

que
(07,07) N (0F,0;7) # 0.

Do fato de (r,1) ser f—interno e dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 temos que 0;, 0; ¢ (0;5,0;,7), para todo
1 <t <r+1— 1. Também 0; e 0} ndo podem coincidir com 0} ou 0, , pelos Lemas 2.2.1 e 2.2.2.

Entao a interseccao acima sé seria possivel se
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[0F,0;7] c (07,0F).

Mas se isso ocorresse teriamos a interseccao de iterados distintos do gap, o que nao ocorre devido
aos Lemas 2.2.3 e 2.2.4.

Como conseqiiéncia desses resultados temos o seguinte

Corolério 2.4.4 Se f € D e (r,l) € Iy entdo a primeira vez que o ponto 0} (respectivamente 0,7)
retorna ao intervalo [0F,0,] € exatamente no seu l—ésimo iterado por f (respectivamente r—ésimo

iterado por f), isto é, O;FH (respectivamente 0.,,). Além disso (0;,0,) = f7(0,0;] U (OT_H,O;"H) U
f'[0¥,0).

Com todos esses resultados em mao é natural definirmos a aplicagao de primeiro retorno de f ao

intervalo [0}, 0;] como segue.

Definigao 2.4.2 Se (r,l) é f—interno entdo a aplicagio de primeiro retorno de f a [0},0,] € dada

por

Wz) se: +
R(x):{ fiz) sezelor,0)
fr(z) sexze(0,0]].

E assim R tem o aspecto mostrado na Figura 2.5, onde R possui (O:+l,0r++l) como seu gap
principal, ou seja, (0,,,,0; ;) tem a propriedade de que R(z) ¢ (0;,;,0;",,) para todo = € [0;},0;7] \

{0}.

Observagao 2.4.5 Vale destacar aqui que se acontecer um dos casos extremos em que 0 = 0 ou
0, = 0 teremos que a aplicagao de retorno ao intervalo (o ,Ol_] terd apenas um ramo e terd o 0

como ponto fizo, ou seja

R(z) = f(z)
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f’l‘

Figura 2.5: Gréfico da Aplicacio R.

se 0 =0, e nesse caso seu gap serd o intervalo G = (f7(0;7,0,7)) (veja Figura 2.6).

0

T+l

Figura 2.6: Grafico da Aplicagdo R no caso 0} =0 .

R(z) = f'(z)

se 0, =0, e nesse caso seu gap serd o intervalo G = (0}, f1(0})) (veja Figura 2.7).



28 CAPITULO 2. DINAMICA E RENORMALIZAGAO

0;f 0y 0] =0
fl
—————————————— b e e e e e e - - 01-!__'_1

Figura 2.7: Gréafico da Aplicacdo R no caso 0; =0 .

Vamos encerrar esta Secdo com um resultado que estabelece uma relacao entre a érbita dos
intervalos (0;F,0), (0,0;) e a érbita do gap G = (03,03) no caso em que (r,l) € Zy: “se f € D e
(r,1) € Zy entédo os fechos das imagens por f de (0;",0) (até o iterado [ —1) e de (0,0, ) (até o iterado
r — 1) sao as componentes conexas do complementar do pedago da 6rbita do gap G (até o iterado
7+ 1 — 3) que ficam fora do intervalo [0;,0,7]”. Antes de formalizarmos esse resultado definamos o
conjunto

K= (U7 (07, 00))° (2.6)

onde (r,l) € Zy e o complementar é tomado dentro do intervalo [—1,1]. Logo temos

Lema 2.4.6 Seja f € D. Se (r,l) € Iy entdo K, tem T+ 1 — 1 componentes as quais sao

(a) [0F,0;]
(a) f3((0F,07)),j=1,...,01—-1

(b) f4((0+,0,7)),t=1,...,r—1

Prova.

Como a érbita do gap G = (05, 0;’) é disjunta aos pares (ver Lema 2.2.4) e como 0; # 0}", Y 1,7,
e0; # 0;, 0 # 0;, V 1 # j (ver Lema 2.2.1 e Lema 2.2.2) temos que as componentes de K
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nao sao degeneradas. Assim vemos que K, possui exatamente r + [ — 1 componentes. Também ja
sabemos pelo Lema 2.4.2 que f%(0,0;) C ([0;7,0;7])°, para todo 1 < ¢ <r—1, e pelo Lema 2.4.1 que
F7(0;,0) C ([0;7,0;7])°, para todo 1 < j <1 — 1.

Mostremos agora que os iterados f7(0;F,0), para todo 1 < i <1l—-1,e ft(0,0l"), para todo
1 <t <7 —1, nao intersectam os gaps (05,0f), para todo 2 < s <7+ 1 — 1. Mas vamos mostrar
apenas que

(0F,0,,) N (05,0F) =0 (2.7)

para todo 2 < s < r+[—1eparatodol <t < r — 1, pois o outro caso é andlogo. Para
que a interseccao (2.7) fosse nao vazia deveriamos ter uma das seguintes situacoes apresentadas na
Figura 2.8. Mas nenhuma delas pode ocorrer pois senao teriamos intersecgao entre iterados distintos
do gap e isso ja sabemos ndo ser possivel via Lema 2.2.3 e Lema 2.2.4. Assim, a tnica situacao em

que a intersecgao (2.7) poderia ser ndo vazia e que nos resta analisar é
(05,05) € (0/°,053,)).
A igualdade (0;,07) = (0], 0;,,) nao ocorre devido ao Lema 2.2.1. Vejamos entao a situagao

W<m<®<%l

Se s > t fazemos o pull-bak t vezes o obtemos
0<0,,<0f, <0

0 que nao ocorre pois sabemos do Corolério 2.4.4 que o gap sé retorna ao intervalo (o5, 0, ) no iterado
T +1. Se s =t temos 0} < 0; o que é impossivel. Agora, se s < t fazemos o pull-back s — 1 vezes e
obtemos

+ = o
0 51 <0y <07 <0, 114y

0 que também nao ocorre pois para todo f € D vale que 0f < 0y.

De maneira andloga mostra-se que

(055,07) N (05,03) =0 (2.8)
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i+l 0; i+l 0; i+

(a) (b) (c)

Figura 2.8: Possibilidades da intersec¢do (Lema 2.4.6).

paratodo 2<s<r+l—1leparatodol <t<[-1.

Assim, de (2.7) e de (2.8) concluimos que os iterados f%(0,0;) = (Of,Ot_H), paral <t<r-—1,
e f1(0;}+,0) = (O:FH,O[ ), para 1 <t <[ — 1, estdo todos contidos dentro das componentes conexas
de K, e seus bordos coincidem com os bordos de K;;. E como o nimero de componentes conexas
de K,; é 4+ 1 — 1 que é igual ao numero de gaps (07,0f), para 2 < s <r+1— 1, somando-se uma

unidade correspondente ao intervalo [0;},0; ], concluimos o resultado.

Temos assim, como conseqliéncia imediata desse resultado o

Coroldrio 2.4.7 Seja f € D. Se (r,l) € Iy entao para cada x € [b— 1,b] \ {0} eziste um inteiro
i =1i(z) > 0 tal que f'(z) € [0},0,].

2.5 Renormalizacao
Vejamos agora que o conjunto Zy de pares de inteiros admite uma ordem.
Lema 2.5.1 Se feDe (rl),(,l') € Iy entdo
(' =0-("=r)>0.

Prova.

Para isso basta mostrarmos que se ' > r entao I’ > [ (e analogamente que !’ > [ implica 7’ > 7).
Se tivéssemos ' > r e I’ < | entao

of <0f <0<0; <0,



2.5. RENORMALIZACAO 31

pela definicao de que os pares sdo f—internos. Como os iterados do gap principal sdo disjuntos aos
pares (Lema 2.2.4) também conseguimos

0< 0, <0f <0; (2.9)

0 <0, <0, <o. (2.10)

A definigao de (7', 1) ser f—interno e (2.9) implicam [ > 7’ e da definigio de (r,1) ser f—interno e de
(2.10) também temos 7’ > [, gerando um absurdo e garantindo que I’ > .

Esse lema nos permite definir uma relagao de ordem no conjunto Z $

Definigao 2.5.1 Dados dois pares (r,1),(r',l') € I; diremos que (r,l) é menor do que (r,U) e
denotaremos por
(r,0) < (', 1)

ser <r' oul <l'. E diremos que (r,l) é propriamente menor do que (r',1') e denotaremos por
(r, 1) < (', 1)

ser<rel<l.

O primeiro resultado decorrente dessa ordem é o que segue e que a relaciona com o inteiro k da
Definigao 2.3.1.

Lema 2.5.2 Sejam f € D e k = k(f) (ver Definicio 2.3.1). Se (O;H,OZFH) e (O;+2,0,‘:+2) estao
em lados opostos de 0, isto €, se ocorre a situagdo (2.8) descrita no final da Segdo 2.3, entdo existe
(rl) € Iy com (1,1) < (r,0): (r) = (k+ L,k+2) seb< 3 e(rl) =(k+2k+1) seb> 1.
Reciprocamente, se (r,l) € T ; € propriamente maior do que (1,1) e minimal com esta condigdo,

entao ou (r,l) = (k+1,k+2), seb< %, ou (r,l)=(k+2,k+1), seb> %

Prova.
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0

' 1
1 U
el AR
. 1

Figura 2.9: Possibilidade de intersecgao.

Antes de iniciarmos a demonstragao vamos observar que se b = % entao decorre de 0 < f' < 1
que 0, < 0 < 03 e quaisquer que sejam r > 2 ou | > 2 teremos 04,05 € (0}, 0, ). Isto impede que
exista par f—interno (r,l) # (1,1).

Para um melhor entendimento desse fato veja Figura 2.10.

Feitas essas ponderagoes, para mostrarmos a primeira parte do Lema basta tomarmos 7 =k + 1
el=k+2nocasob< % our=k+2el=%k+1nocasob> %, ressaltando que k = k(f) é o inteiro
dado pela Definigao 2.3.1, e verificar facilmente que (r,l) é f—interno.

Para a segunda parte do Lema faremos apenas o caso em que b < % pois para o caso b > %— o
argumento é andlogo, via simetria. Sendo (r,l) € Zf e minimal com a condigao de que (1,1) < (r,1)

afirmamos que
Afirmacao 1: (0;,0;) C (b—1,0), para todo 2 < i < 7.

IR e 1

Para demonstrarmos esta afirmagao observemos que o Lema 2.4.3 garante que

(0;7,0)n (0}, 07)=0

para todo i = 2,3,...,r (mesmo que [ > 1). Assim, se nao vale a Afirmacao 1 entao existe
1€{2,3,...,7— 1,7} tal que
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0y

_____________________

o+ 03 0 03 o

Figura 2.10: Aplicagao ndo renormalizivel (caso b = 3) (Lema 2.5.2).

(0;7,07) € (0;7,07) (2.11)

e tomemos o primeiro ¢ € {2,3,...,7 — 1} satisfazendo (2.11). Uma vez que 05 < 0 nao precisamos
estudar o caso ¢ = 2, logo i > 3. Nessas condigdes mostraremos que o par (i — 1,7) é f—interno, o
que serd uma contradi¢ao com a minimalidade do par (r,1), pois como i > 3 e i — 1 < r terfamos da

relagao de ordem que
(1,1) <« (2 —1,7) < (r,1).

De fato: sabemos que Oj € (b—1,0), para todo 1 < j <4i— 1, uma vez que i é o primeiro inteiro
satisfazendo (2.11). Como f(z) >z, Vz € (b—1,0), temos que

0f <0f <...<0f, <0,

e assim 0]-+ ¢ (0F,,07), V 1<j<i—2 Além disso 07 ¢ (0,,0;) e como 0; < O;, V2<3<
1 — 1 também temos que

0; ¢ (0F,,07), V1<j<i-1
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ou seja, o par (i — 1,7) é f—interno. Portanto a Afirmacao 1 é verdadeira.

Como 01+ >0el>1, da Afirmacao 1 segue que

I>r+1. (2.12)

Por outro lado, como f(z) >z, V z € [b— 1,0), temos que

o1 = F(07) > 05

O Lema 2.2.4 impede que ocorra 0, € (0,7,0}). A igualdade 0, = 0, é impossibilitada pelo
Lema 2.2.1. J4 a situagéo 0, € (0;f,0,7) também nao pode ocorrer devido a (2.12) e ao Lema 2.4.3.
Com isso obtemos

074y > 07
Assim, sendo 7 o primeiro inteiro positivo tal que 0 € (0,0, 1) temos que 7 = k + 1 (pela De-
finigdo 2.3.1), com k > 1 pois r > 2.

Se tivéssemos 0, ; > 0, obterfamos como conseqiiéncia de (2.12) que [ > 7 + 1. Mas neste caso

teriamos que (r,7 + 1) seria f—interno, pois

Oj_¢ [01—"_’0:—!—1]1 Vi<i<r-—1
e, como 0; < 0; para todo 2 < i < r, seguiria também que
0; ¢[0,0 4], V1<i<r

Mas como (1,1) < (r,7 + 1) < (r,l) obterfamos uma contradi¢do com a minimalidade do par (r,1).
Conseqiientemente, devemos ter

041 =07

Portanto l =7+ 1 =k + 2 e o resultado fica demonstrado.

Definicao 2.5.2 Se f € D seja (r(f),l(f)) o par f—interno propriamente maior do que (1,1) e

mimimal com essas condigoes, se existir.



2.5. RENORMALIZACAO 35

Agora vejamos por que faz sentido falar em renormalizacio para f € D tal que (r(f),L(f)) existe.

Se conseguirmos estender a aplicacio de retorno R do intervalo [O:r( Y 01_( f)] a um intervalo do tipo

[—¢,¢], com ¢ = |(O:'(f),0t"(f))|, conseguiremos estender a funcao

1
z - ER(ca:)

ao intervalo [—1,1]. Portanto essa nova fungio pertencers a D e poderemos chami-la de renorma-
lizagao de f.

O préximo Lema garante essa extenséo, usando a hipétese de dissipatividade de f.

Lema 2.5.3 Seja f € D e considere R sua aplica¢io de primeiro retorno ao intervalo [Oj( f)?Oz_( f)]'
Entio f') se estende a esquerda de O:r( n e ) se estende a direita de Of( - Além disso os dominios
das extensoes sdo intervalos de tamanhos maiores do que |[0:"( 20 f)”'

Prova. Olhemos a Figura 2.11 para um melhor entendimento da demonstragio desse resultado.

Faremos a demonstragdo para o caso em que b < % e o caso em que b > % seguird por analogia.

Sendo assim o intervalo [0 ..,07 ] é precisamente [0} ,0,.,], onde k = k(f) > 1, pelo Lema 2.5.2.
r(f)? VI(f) k+12 Vk+2

p
0y of \‘ Ort1 Ory2
l ( \ ) ( N l ( N l
I \ 7] 7 l AN 7 | AN 7 |
g + O+
of 0x Org1 0 k+2 0:

Figura 2.11: Aplicagdo renormalizével no caso b < %

Inicialmente observemos que existe um ponto p € (OZ,O;H) tal que f(p) = 0. Sabemos que
t 2 2 ) imeiro

fl(ozr“’o) se estende para f|_; ) e que f I(OZ-LH:O) se estende para f*|(,0y. E uma vez que o primeir
iterado de (p,0) € o intervalo (0,b) e os iterados de (0,b) estdo contidos no dominio de f podemos
estender f') & esquerda de OI_:+1 até esse ponto p. Ja a funcio f™(f) pode ser estendida & direita de

0)4o até o ponto 0. Com isso, para concluirmos o resultado, basta-nos mostrar que
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() 12, 041 > 1(0,05,5)]

(i1) (02,001 > 104, 0)]

Para o item (i) observe que
l(p) 0;:4_1)' > |(p: 0[:+1)I

Como f(p,0;,,) = (0,0, ,) segue que

(25 0x 1)1 > 1(0,0,c,)

pois 0 < f' < 1. J4 para o item (ii) temos

(OZ‘r—l-l’ 0];—{—2) = fk+1(0: 0;)5

logo

(0541, 03 2)l < 1(0,07)],
implicando em

(0542501 > (04, 0)I-

Com esse resultado em maos podemos reescalonar R, por uma mudanca afim de coordenadas,
a uma fungao R definida em um intervalo do tipo [b — 1,b], com b € (0,1), descontinua na origem,
com extensao bem definida até os pontos de fronteira —1 e 1, e assim chamamos a extensao de R ao
intervalo [—1, 1] de renormalizagao de f. Portanto existe uma aplicagdo bem definida no subconjunto
das fungoes renormalizdveis de D que associa a cada fungao uma outra fungao que também pertence
a D mas que pode ser ou nao renormalizavel. Em suma obtemos um operador R chamado Operador

de Renormalizagdo da seguinte maneira:

R:'DR—>D

2.13
P (2.13)

onde D := {f € D; f é renormalizavel } é o subconjunto de D formado pelas fungées renormalizaveis
e Rf é a renormalizagao de f.
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Assim é natural definirmos

Definigao 2.5.3 Dada uma fungdo f € D diremos que f € renormalizdvel se existir (r,l) € T 7 tal
que

(1,1) < (7, 0).

E a renormalizagio de f é a aplicagdo de primeiro retorno de f, R: (O:r(f),Ol_(f))\{O} — (O;L(f), O[_(f)),
estendida e normalizada para [—1,1] \ {0}.

Observagao 2.5.4 Decorre do Lema 2.5.2 que no caso de wma aplicaco f € D ser renormalizdvel

valem as sequintes relagioes

. [UEo SAGU[UL, £2((0,00))] U (0F,5,07] seb< )
03,01) = {[u o FUG U [ UL, fi((0F o>)]u[ofo,;+2) seb> 1 214
__J fr0,00) seb<i
(O;L’Ol)—{f’(of,o) b i (2.15)

onde (r,l) = (r(f),L(f)).

Uma pergunta natural é: o que significa wma fungdo f ser pelo menos duas vezes renormalizdvel?.
Como é de se esperar, basta que a primeira renormalizagao de f, ou seja, a aplicacio Rf, seja pelo

menos uma vez renormalizavel. Para formalizar essa questdo temos a seguinte definicao.
Definicao 2.5.4 Seja f € D. Dizemos que f é:

(i) N vezes renormalizivel (N > 1) se Rf é (N — 1) vezes renormalizdvel, por indugao (onde
N —1 =0 significa e lé-se ndo renormalizdvel);

(it) infinitamente renormalizdvel se f é N vezes renormalizdvel, para todo N > 1;

(111) ezatamente N vezes renormalizdvel se f € N wvezes renormalizdvel e RN f ndo é renormalizdvel.



38 CAPITULO 2. DINAMICA E RENORMALIZACAO

Tomemos agora uma aplicagao f € D e suponhamos que f seja exatamente IV vezes renormalizavel
(N pode ser co). Entdo a f estd associada a seqiiéncia de simbolos (oo, ko), (01, k1), .- ., (on, kN)
(onde (on,kn) nao produz renormalizagdo), no caso em que N < oo, ou a seqiiéncia infinita I' =
{(00, ko), (61, k1),-..,(on,kN),...}, no caso em que N = oo, onde 0; = * e k; > 1, Vi > 0, tal que
paratodo 0 <i< N -1

oi=—r(Rf)=k+1, (Rf)=k +2

oi=+or(Rf)=k+2, (RSf)=k+1

Além disso, definimos (rg,lp) = (1,1), (r1,l1) = (r(f),!(f)) e, indutivamente,

ligr =74 (ki + Ll
se 0;=— (2.16)
Tiv1 = Ti + kil

liyn = kiri +1;
se o0; =+ (2.17)
Ti+1 = (k‘i + 1)7‘1; + li

para todo 0 < 7 < N — 1. Vale observar que o sinal “+” de o; é usado para indicar que o gap

Gi = (O:;'i‘li 1

Tendo os pares de inteiros positivos (7;,1;) definidos como acima podemos definir também para cada
0<i<N-1

07 ,, ) estad & direita da origem e “— ” para indicar que ele esté & esquerda da origem.
i+l q

R [05,071\ {0} — [0%.07]
z - &(x):{fl‘(x) se z € [0f,0) (2.18)

ffi(z) sezxze€ (0,0;]

¢ = |0f]+10;]

0,
b-
e ci

(2.19)

Veremos a seguir que os pares (r4,l;) sao f—internos o que nos garantird que a aplicacdo R; definida

em (2.18) é a aplicagao de primeiro retorno de f ao intervalo [0;:,01:]. Além disso veremos que a



2.5. RENORMALIZACAO 39

i—ésima renormalizagao de f, a fungdo R'f, é dada pela extensao de

bi — 1,6\ {0} — [b; —1,b;
[ - o [1_ Ri( 1:)] (2.20)
a [-1,1] \ {0}. Chamaremos de

hi = [-L,1] — [—c,cl

g e hbdean (2.21)

a conjugagao entre R f e a extensao de R;. Para justificarmos que (r;,[;) sdo internos e a expressao
(2.20) vamos definir os seguintes objetos: se f € D e (r,0) = (r(£),1(f)) € Z; definimos

(1) e(f) = ¢; = 10F]+ |07 |

(2) b(f) =b; =L
(3)
Ry« [0F,071\{0} — [0},0F]

: o R :{ fia)  sew e [0F,0) (2.22)

ff(x) sexe(0,0]

como sendo a aplicagao de primeiro retorno de f ao intervalo [0, 0]e

(4)

hy = 1,1 = [—cpc] (2.23)
x = hy(z) =csz

como sendo a conjugagao entre a renormalizacio Rf de f e a extensdo de sua aplicagao de
primeiro retorno Ry.

Afirmagoes: Para todo i > 0

(a) (74,1;) sao f-internos

(b) R'f é a extensdo (bem definida) de z +—s C%Rl(clx) a [—1,1] \ {0}
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i=0: (a) se verifica pois 7o = lp = 1 e (b) também pois Ro = f|jp_14, co=1¢€ ROf = f

1 =1: (a) se verifica pois (r1,l1) = (r(f),l(f)) sdo f-internos uma vez que f é renormalizivel,

(b) também se verifica pois Rf é a extensao de cl—fR(cf:c) e cy = ¢ (Lema 2.5.3 e definigoes)

Inducao: Suponhamos que as afirmagoes (a) e (b) valem para 7 e vamos mostrar que valem

para i+ 1.

Pela definicio da combinatéria, R:f é renormalizével, com o; = o(R'f), k; = k(R'f) e intervalo

invariante [b; — 1,b;]. Isto garante que, se o; = — (resp. se g; = +) o par (r(R'f),l(R'f)) =
(ki + 1, k; 4 2) (resp.(r(Rif), (R f)) = (ki + 2,k; + 1)) é R?f-interno (Lema 2.5.2). Sem perda de
generalidade vamos assumir o; = —. Em particular
(Rif)ki(b; — 1) < 0 < (RUf)FH1(b;) (2.24)
e
(RU))!(b:) & (RPN (bi = 1), (R (B)], YE=0,1,..., ks (2.25)
(REAMbi = 1) ¢ [(RU)N (b = 1), (RUHSH ()], VE=0,1,.. ki = 1 (2.26)

As desigualdades (2.24), (2.25) e (2.26) podem ser reformuladas a partir da hipétese indutiva de que
Rif(z) = cil&(ct:c) Em primeiro lugar, temos

. 1, 1 pagon
(Rt () = ZRf’H(Cibi) = ERQIH(OA)'

Como os k; + 1 iterados de b; sob R¥f sao feitos um & direita e os outros k; & esquerda (ainda na

hipdtese o; = —), entao

REFO7) = 75T 00) = 05y g, = O
Analogamente,

(R (5~ 1) = — Bl (et — 1)) = — B (0F) = - f(0F) = —0f
& & &

L Tigl”
&



2.5. RENORMALIZACAO 41

Logo (2.24) implica
0+

i <0 <0

lig1”

Esse é o primeiro passo para mostrar que (7i41,li+1) é f-interno. Falta mostrar que

{OT,O—;’---) r+1 l}n[0T1+1’Oli+1] =0

{01—’02_’ - 0y, i+1— 1} n [07'1+1’Ol_i+l] =0
Mas s6 precisam ser considerados os iterados 0, Or_+t Ri(0,), 0 4o, = RZ(OI ) PR O s, =
R"’ (0;) e O;':,Ofﬂ = R;(0}), .. 0+ (ks 1t Rf (0+) pois os restantes estao fora do dominio

[0%,0,]] de R;. Esses, por sua vez, estio fora de [OTIH,O ] por causa de (2.25) e (2.26) e da

conjugagdo de R'f com a extensio de R;, suposta, 1ndut1vamente

A fungdo R™!f é definida pelo reescalonamento da funcao de retorno a [O:r(R, n l_(R, f)] sob
iterados de R*f, lembrando que r(R*f) = k; + 1, (RYf) = ki + 2, e que 0F (le) (R kb —1)

=0t

e Oypipy = (R f)k+L(b;). Além disso, pelo que foi visto acima, ¢;07F ren © GOy = 0y -

r(RYf)
Somando as duas equagdes (em mdulo) tiramos

CL(IOT(R:f)| + Iol_(Rif)l) IO7‘z+1| + lOl:+l|’
isto é
CiCRif = Cit1-

S6 resta mostrar que Riﬂfl[bi—l,b.-] é conjugada a R;;; e que a conjugacao se estende a [—1,1] (sempre
subtraindo {0}, bem entendido). Temos pela defini¢ao de Ri+! ¥,

; 1
R f(x) = —— R rcpi x)
( P rcriy
para todo = € [~1,1]\ {0}. Pela definigio em (2.22),

L £\ki+2
(R () sey € [0fzipy,

RRif(y) - { (Rif)ki+1(y) sey e (0 Ol(Rtf)]
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De fato, o ramo esqueerdo se estende até —cg:s e o direito até ciy. Logo, pela conjugacao de R f

com a extensao de R;,

LRE(ciy) sey € [0 zipy0)

Rpis(y) = | o
! LRF T ay)  sey € (0,0, )]

Também pela conjugacdo de R f com a extensdo de R;, os k; + 2 iterados de R; para y < 0 sdo um
a direita e k; + 1 & esquerda; e os k; + 1 iterados de R; para y > 0 sao um a dierita e k; & esquerda.
Entao

1 erit(ki+1)li (- +
R () = { z fr.+k>l‘ (ciy) seye [OT(R_,f),O)
af e ‘(C/ty) sey e (0)0[(le)]

isto é,
1
Rpif(y) = aRiJrl(Ciy),

e a formula se estende para (—cpif,crif) \ {0}. Entao

Ri+1f(:c) =

Hf

1 1
—Rit1(cripeit) = — Ria(ci1),
G Gi+1

onde z pode ser tomado em [—1,1] \ {0}, ja que assim cg:; cai em [—cgif,crif), dentro do dominio
de Rpiy. E fica demosntrada a indugao.

Vale ressaltar para uso posterior que no caso de uma aplicagdo f € D ser IV vezes renormalizidvel

(com 0 < N < c0) as aplicagoes de retorno R; satisfazem as seguintes relagoes

RO, 0) se (0%, 00)] < 1(04),07)], i=0,1,...,N ~1
1(0%,,, 0, ) = ou
IRFHH((0F,07)] se |(0),07)] <I(0%,07)], i=0,1,...,N —1
(2.27)
Essas relagoes seguem do Lema 2.5.2 aplicado a cada R;. Veja Figura 2.12 como ilustragao dos

iterados da aplicagao R;.

Um outro fato importante de se observar e que decorre diretamente da definicao da aplicacao de
retorno é que no caso de uma aplicacdo f € D ser N vezes renormalizdvel (com 0 < N < co) suas

seqiiéncias correspondentes (77)g<;<n € (li)g<;<n Satisfazem as relagoes
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NN\

(=}
o
El

( y ¢ \ ¢ \ I ra \
t ) € 7 € 3 I N 7 I
l (& ki+:l*1 : kit1
1 R1Gz et R’i ] Gi | Ri Gi
I
| |
1 1
] 1
+ —
: OT"“ 0li+1

Figura 2.12: Iterados do gap G; por R;.

Titl,liv1 =75 +1; (2.28)

para todo 0 <4 < N — 1, pelas férmulas (2.16) e (2.17). E como conseqiiéncia imediata desse fato
temos também o seguinte

Lema 2.5.5 Se f € D é N vezes renormalizdvel (com 0 < N < 0o ) entdo suas seqiiéncias corres-

pondentes satisfazem as seguintes relagées
ri,li > 2
para todo 0 <7< N.

No caso de uma aplicagdo f € D ser N vezes renormalizavel diremos que cada 0 < i < N é a ordem

ou o nivel de renormalizagao.

Uma outra coisa que também se nota é o fato que, para cada 0 < i < N — 1, os intervalos [O;t ,07)
e (0+,Ol:] nao tém o mesmo tamanho (se b; = % nao seria mais uma vez renormalizdvel) e assim o

gap Gj estd dentro do maior intervalo dentre esses dois tltimos intervalos.
2.6 Dicotomia: periédico ou infinitamente renormalizavel

Vimos na Segao 2.2 o que seria uma érbita periédica virtual naquele caso especifico e agora vamos

definir de uma maneira mais geral esse conceito.
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Definicao 2.6.1 Dada uma aplicagao f € D definimos orbita periddica virtual do ponto
(a) 0f como sendo o conjunto orb(0f) = {0F,05,...,0/,0}, se f(O}) = O para algum inteiro
positivo m;
(b) 07 como sendo o conjunto orb(07) = {0;,05,...,0;,0}, se f(0,) = 0 para algum inteiro

positivo n.

E além disso se

(c) a drbita de todo ponto a direita e numa vizinhacca de 0 € atraida pela drbita orb(07) definimos

orb(0f) como sendo uma drbita periddica atratora virtual;
(d) a drbita de todo ponto a esquerda e numa vizinhanga de 0 € atraida pela orbita orb(0]) definimos

orb(07) como sendo uma orbita periddica atratora virtual.

Estabelecidos esses conceitos o restante deste Capitulo se resume no seguinte resultado
Teorema 2.6.1 Se f € D entdo ou f possui érbita periddica ou f € infinitamente renormalizavel.

A demonstracao desse Teorema encontra-se nas proposigoes que seguem.

Proposicao 2.6.2 Seja f € D. Entao f € finitamente renormalizdvel (isto €, f € N vezes mas nao

N +1 vezes renormalizdvel, para algum 0 < N < c0) se, e somente se, existen > 0 tal que 0 € f*(G).

Prova.

(=) Suponhamos por absurdo que 0 ¢ f7(G) para todo n > 0. Em particular temos que

0 ¢ R{(Gn) para todo m > 0. Conseqiientemente temos
0¢ (RN/™(G), ¥V m>0 (2.29)

Sendo (bgn; —1,0) ou (0,bgn ;) um dominio fundamental para RN f segue de (2.29) que existe um

inteiro mg > 0 tal que (RN f)™ (G) e (RN f)™(G) estdo em lados opostos de 0. Dai obtemos que
o par (mg + 1,mg + 2) (ou (mg + 2,mg + 1)) é RN f—interno garantindo que R" f é renormalizével
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0 que ¢ uma contradi¢do com a hipétese. Isso conclui a primeira parte do resultado. Vejamos agora,
a volta.

(<) Para mostrarmos essa implicagio vamos mostrar sua contrapositiva que é equivalente. Sendo
assim suponhamos que f seja infinitamente renormalizavel e seja (73,1i)i>0 sua seqiiéncia de pa-
res f—internos correspondente. Para cada i > 0, G; = (OT_' ‘Hi’O;!_i 'Hi) nao intersecta o intervalo
(0%, . 0;,,,] e é o primeiro iterado de G = (05, 05) a entrar em [0%%,0;.]. Logo (0, Of)ﬂ[O;tH 0,1 =
P, V2 <t<r+1;. Como isso vale para qualquer i, e T; +1; — oo quando i — o0, segue que

0¢ fM(G), Yn > 0. Portanto, se existe n > 0 tal que 0 € f*(G) entao f é finitamente renorma-

lizdvel.

Dessa proposigao obtemos
Corolario 2.6.3 Se f € D ¢é infinitamente renormalizdvel entio a pré-orbita do 0 € infinita.

Assim, no caso em que uma aplicacao f € D é infinitamente renormalizével existe uma seqiiéncia,

infinita de pares de inteiros f—internos, (r;, l;)i>0, que nos permite definir o seguinte conjunto singular

minimal
Koo(f) = KL = [ F1(G)° = [-1,2)\ [ F(O)] (2.30)
i>0 i>0
ou
Koof) = K& = [|J (07,5, 05,.01° = [-1, 1\ [| (05,4, 0F.,)] (2.31)
>0 >0

o qual também pode ser visto como a seguinte interseccao

KL = [ &ni- (2.32)

i>0

Veja (2.6). Pode ser provado que esse conjunto singular minimal K (f) é um atrator.

Proposicao 2.6.4 Se f € D é N wezes mas niao N + 1 wvezes renormalizdvel

(0 < N < o0) entao f possui wma (inica) érbita periddica atratora.
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Prova.

Como RY f nao é renormalizavel ela possui uma poténcia que é uma contracdo no menor dos
intervalos (bgn §—1,0), (0,brn f), e que se estende ao intervalo fechado (veja Sego 2.3 e Lema 2.3.1).
Isso assegura a existéncia de uma tnica érbita periédica atratora (verdadeira ou virtual) para R" f.
Mas como RN f é conjugada & aplicacéo de retorno Ry ao intervalo [OiN,Ol_N] temos que Ry possui
uma tnica érbita periddica atratora, digamos O(zg), para algum zg € [O;LN,Ol_N] \ {0}. E uma vez

que os ramos de Ry sao poténcias de f concluimos que f possui 6rbita periédica atratora.

Para garantirmos a unicidade dessa érbita periédica atratora (para f) recorremos ao Corolario 2.4.7
que garante o seguinte: para todo x € [b— 1,b] \ {0} existe inteiro i = i(z) > 0 tal que fi(z) €
[07,,0;,]- Assim a érbita de todo ponto = € [b —1,b] \ {0} entra em [0},

O(zg). Isso conclui o resultado.

0,,] e logo é atraida por
Temos também

Proposigao 2.6.5 Se f € D tem uma orbita periddica atratora entao f ndo € infinitamente renor-

malizdvel.

Prova.

Para a demonstragao dessa Proposi¢ao faremos uso do Lema 3.1.2 que estd demonstrado no

proximo Capitulo e, em suma, assegura que
+ —_
107,011 — 0

no caso de uma aplicagdo f ser infinitamente renormalizdvel.

Suponha que f tenha uma 6rbita atratora verdadeira e seja O(x) essa orbita. Se f é infinitamente
renormalizével temos, para todo ¢ > 0, via Corolério 2.4.7, que

O(z)N(0%,07)#0 e  O(x)N(0*,0,) #0. (2.33)

Assim, se f fosse infinitamente renormalizavel teriamos |[0,0, ]| — 0, quando i — oo, (ver
1

Lema 3.1.2) e como conseqiiéncia disso a érbita O(z) se acumularia no 0. Mas a 6rbita O(z) sé se
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acumula no 0 de duas maneiras: ou

(1) 0 € O(z), o que ndo ocorre pois a érbita periédica nio é virtual;

ou

(2) 0 ¢ O(z), o que nao ocorre, pois de (2.33) terfamos uma infinidade de pontos pertencendo a
O(z).

Assim, no caso de f possuir uma érbita periédica atratora verdadeira temos que f nao é infinitamente

renormalizdvel.

Se existe uma drbita periédica virtual entdo sua ciclicidade é interrompida no 0, o dnico ponto
onde f nao é bem definida, e o ponto seguinte deve ser OiF =0b—1o0u 0] = b que sdo os limites
laterais de f(z) em x = 0. Mas isto também implica que a pré-6rbita de 0 deve ser finita. E uma vez

que para aplicagées infinitamente renormalizdveis a pré-érbita de 0 é infinita, a Proposicao segue. m

Esta dltima Proposicao mostra que se f é infinitamente renormalizavel entio G = Gp é um
intervalo errante, pois sua érbita futura é disjunta aos pares e nao é atraida por nenhuma érbita
periddica.

Observagao: Com excecao da Proposicao 2.6.4 e da Proposicao 2.6.5 todos os resultados an-
teriores continuam sendo vélidos se os ramos da fungdo f forem apenas continuos e crescentes e
satisfizerem a condigao

fo) < f(b—-1).
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Capitulo 3

Estimativas métricas e conseqiiéncias

3.1 Tamanho dos intervalos de retorno e o conjunto minimal
Lema 3.1.1 Se f € D é N vezes renormalizdvel (com 0 < N < 00) entdo para cada 0 < i < N
temos que

DR;(z) < vP:

para todo x € [O;t,Ol:] \ {0}, onde p; € a poténcia ezata de f que determina R;i(z), isto €, p; = 1; ou
pi = li. Além disso, se ezistir p € (0,1) tal que 0 < p < inf{f'(z)} < f'(z) < 1 também teremos a

MINOTa¢ao

p” < DRi(z)
onde p; e x sd@o como antes.
Prova. Como R; = (f%, f™) temos que
D +
DR;(z) = f ,(T) sews [O“’(_J) (3.1)
Dfmi(z) sezxe€ (0,01

Assim concluimos que

49
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DRL(T) < pPi

onde p; =1 oup; =l ese 0 < p < inf{f'(z)} < f'(x) <1 segue claramente que

PP < DRy(z).

Temos também resultados de carater métrico como o seguinte.

Lema 3.1.2 Se f € D ¢é N vezes renormalizdvel (0 < N < 00) entdo as razées dos comprimentos dos
intervalos de renormalizagao diminuem superezponencialmente. Mais precisamente, se (1i)gci<N-1

g (li)ogz‘gN—l sao suas sequéncias correspondentes entao

081,031 _ ()

1(07,0,.)] (3.2)

para todo 0 <1 < N — 1.

Prova.

Para cada 0 < ¢ < N — 1 sabemos que os intervalos [(),TL‘,()’) e (0 *,()l ] nao tém o mesmo tamanho
1

e que o gap G esta dentro do maior intervalo dentre esses dois ultimos intervalos. Além disso de
(2.27) sabemos que

ki+1 - :
[R7 (0,0, )] se 1(0,0,)] < 1(0,),0)]
](()ﬁ;'l,()lmﬂ = ou

IREY (0, 0))] s [(0},0)] < (0,0, )]

Como os ramos de cada R; sao poténcias de f, isto é, R;

(3.3)

= 4 p . ;
= (f", f™), e como os inteiros i € li
satisfazem a desigualdade
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(Lema 2.5.5) e como 0 < ' < v <1 obtemos de (3.3)

= 2\ ky =
107,150, )1 < () (0, 0)

para todo 0 < ¢ < N — 1.

Esse Lema implica que os intervalos [(),“LI ,0, ] decrescem a zero superexponencialmente no caso de
1
uma aplicacao infinitamente renormalizavel.
Vejamos agora a seguinte conseqiiéncia do Lema 3.1.2 que, de algum modo, diz que o conjunto
Ky ¢ minimal, embora a defini¢ao cldssica de minimalidade nao possa ser aplicada para ele, uma

Vez que 0 € K. Por esse motivo o chamamos de singular minimal.

Corolario 3.1.3 Seja f € D uma aplicagao infinitamente renormalizavel e O_(0) a pré-érbita do 0
(que é um congunto infinito pelo Coroldrio 2.6.3). Entao o conjunto Kgo\O_(O) € tnvariante, nao tem
Orbita periddica e todo x a ele pertencente tem drbita densa em KL. Além disso, KL VO_(0) = KL,

€ para qualquer conjunto Ko # 0 tal que f(Ko) C Ko e Ko C KL \ O_(0), tem-se Ko = K.

Prova,

Mostremos que o conjunto K({O \ O_(0) é f invariante. Se x € KC{O \ O_(0) entdao z € K, y,,
bara todo i > 0, e x ¢ O_(0). Pelo Corolario 2.4.7 temos que f(x) € K, 4, para todo i > 0. E se
¢ O_(0) entio f(z) ¢ O_(0). Isso conclui a invariancia do conjunto 1\2{0 \ O_(0) por f.

Agora seja x € [\"({Q\O,_(()). Vamos mostrar que a érbita de x é densa em K <{( Para isso tomemos

um outro ponto y € 1\'}{0 e um numero real € > 0. Sabemos que

KL =] By

120
Dy ‘ ¢ ¥
Pelo Lema 3.1.9 tomemos i > 0 tal que
| .
H()r.*()l,” <e.

De acordo com o Lema 2.4.6 podemos supor que a componente conexa de K, 1, a qual y pertence ¢é

J = fi(0, ()é' ). O Coroldrio 2.4.7 nos assegura que existe m > 0 tal que f™(z) € [()%tv()lj]' B sendo
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R; = (f%, f™) temos que existe n > 0 tal que f™(f™(z)) € (0,0, ]. Logo obtemos que
FU™Mf™=) €

garantindo assim que a érbita de = passa por J, isto é, que sua 6rbita é densa em Kc{o, pois |J| =
1£7(0,0;)1 < 1(0,0;)] <e.

O conjunto K2, nio possui érbita periédica pelo fato anterior: se z € K, \ O_(0) entao sua
6rbita densa impede que seja periédica. Se z € O_(0) sé6 poderiamos ter uma 6rbita periddica se

fosse virtual e 0 =0 ou 0,, = 0 para algum n. Mas isto nao ocorre.

Falta mostrar que z € O_(0) é aproximado por pontos que estao em KL, \ O_(0). Observe que
0_(0) C KZL,, pois sendo teriamos z € O_(0) com z € (0;,0;), para t > 2, logo 0 = f*(z) €
(Otjrn,O;|r "n), Dara algum n, contradizendo a hipétese de ser infinitamente renormalizavel. Entao,
para todo © > 0, ou z € fi(0,0,7) ou = € fi(0f,0), isto é, = € [O;—’Ol—i—}—j] ouz € [0::+j,0;], para
algum j. Dai segue que = é aproximado por pontos das érbitas laterais de 0, e esses pontos nao estao
em O_(0).

3.2 Dimensao de Hausdorff Zero

Nesta se¢do vamos ver que o conjunto K(’:o tem dimensao de Hausdorff zero. A dimensao de Haus-
dorff de um conjunto K é definida da seguinte maneira. Primeiro define-se, para alguma cobertura

aberta enumerédvel U de K, o numero
HpU) = ) IUP,
Ueud
com p > 0. Em seguida olhamos para a medida p de Hausdorff de K que ¢ dada por
K) =l ( inf  H,(U)).
mp( ) eg% diar}&lu)<e p( )

Pode ser mostrado que existe um niimero HD(K), chamado dimensao de Hausdorff de K, tal que
p < HD(K) implica m,(K) = oo e p > HD(K) implica m,(K) = 0.
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Se quisermos mostrar que KJ, tem dimensdo de Hausdorff zero devemos mostrar que mp(K(,fo) =
0 para todo p > 0. Para isso ¢é suficiente que exista uma seqiiéncia U™ de coberturas abertas
enumeraveis de I{{)fo tal que

lim H,U™) =0
n—oo

para cada p > 0. Relembrada esta definicio vamos mostrar o seguinte

Lema 3.2.1 Se f é infinitamente renormalizdvel entdo Kc{o tem dimensao de Hausdorff zero e em

particular medida de Lebesgue zero.

Prova.

Para cada i > 1 vamos considerar, inicialmente, /() como sendo a seguinte colecao de conjuntos

U = {lox,og];f“ (07,0); fm (0,071)in = 1,2, L~ Lm=1,2,...,7 - 1}.

Embora esta cobertura nao seja aberta, para cada § > 0, pode-se encontrar uma cobertura aberta I/
tal que
H,(U) < H,(UD) + 6. (3.4)

Basta indexar as componentes F, que formam U/® pelo indice k > 1 e para cada componente tomar

o inetervalo aberto Uy que contém F} e que satisfaca |Uy|? < |Fy|? + %. Assim temos

;-1 7i—1
HUO = 1008, 07017 + D21 (108,07 17+ 3 17 (10%,0;,1) 1

bt et

< 105, 0501 + Y wAI0, 07117 + S ()™ [0*, 0P
nzll,——l ri—1 "

< [0}, 0.1 (1 +) W)+ Z(u”)’”)

n=1 m=1
<

2v°
+ o-11P
ot 0p (14 22)
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Como f é infinitamente renormalidvel sabemos (pelo Lema 3.1.2) que I[O::,Ol—l]l — 0, quando i — oo.

Assim, concluimos da desigualdade acima que lim;_.o H,(U @) =0, e de (3.4) o resultado segue. m
3.3 Mais estimativas de tamanhos de intervalo

Nesta Segao faremos algumas estimativas que serao utilizadas nas demonstracoes de varios resul-
tados que seguem. Consideremos uma aplicacao f € D infinitamente renormalizdvel e vamos analisar
as propriedades que os intervalos de renormalizacao apresentam. Sendo [; = (07“; ) Ol_c) o intervalo de
renormalizag¢io de nivel ¢ sabemos que seu gap € o intervalo G; = (0; -HL’O;LL 1th) e além disso vamos

denotar por J; o menor dos intervalos (0} ,0) e (0, Ot_t) Como vimos no Lema 3.1.1 sabemos que a

derivada de cada R; é majorada por vPt, para todo t > 0, onde p; é a poténcia exata de f, pois os
ramos de R; sdo poténcias de f, isto é, Ry = (f%, f™) com (r4,l;) € T 7. Essa majoragao serd muito

utilizada e por isso vamos definir as seguintes constantes

yw:=vP, Vt>0 (3.5)
de maneira que

DRtS’)’t<1, Vit>0 (36)

Para um melhor entendimento das estimativas que faremos agora vejam as Figuras 3.1 e 3.2.

Como J; é dominio fundamental de R; conseguimos cobrir I; com pré-imagens de J;, a menos
de um pequeno pedago, que pode ser coberto por Ry(J;). (Ver Figuras 3.1 e 3.2). Dai resultam as

desigualdades:

() L] > |Gl + [B7 Tl + |R72 T + -+ | Ry

(ll) IIt| < ]RtJtl + ]Jt| + IRL_IJtl + IRt_2Jt| + ...+ |Rt_kt<]t|

Colocando |R; " J;| em evidéncia em (i4) temos

lRt—k:+1JL| |Rt""i+2Jt| L |R; ! Jy| i || + | Be i
\R7*H RR IRE g IR IRR

—ktJ
o< o B

1
|2 {

}
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o i R,
L i | .
OTz N ' [ Rt_th [ Rt_ll]t Olt
| : : Ji
'Ry Jy i
R Mg,
Figura 3.1: Aplicagdo de retorno R;.
Usando o Teorema do Valor Médio e a desigualdade (3.6) obtemos
DR} .
1l 2 15 - P2 DRk -1 - ) (3.7
1—71

para todo ¢t > 1 e para algum &, € Rt_k‘(Jt).

Com raciocinio andlogo a partir de (z) obtemos a seguinte majoracio para o tamanho do intervalo
Jtl
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| el < |It| - DR{* (&) (3.8)
para todo t > 0, e onde &; € Rt—k‘(Jt) ¢ o mesmo ponto usado em (3.7).

Juntando as estimativas (3.7) e (3.8) em uma sé temos

DRF (&) - (1 — %) - || < || < || - DRF (&), (3.9)

para algum & € R, k‘(Jt). Também sabemos que o intervalo de renormalizagao de nivel ¢ + 1 pode

ser estimado por

|Li41] = |REH(J)| = DREF () - | 4] (3.10)

para algum n; € J;. E junto com a estimativa (3.9) obtemos

(1 =) DR{H (i) - DRE(&) - |1 < |Tea| < DRy (me) - DRy (&) - |1 (3.11)

Aplicando recursivamente a estimativa (3.9) obtemos

t t
[T pRE &) - DRE (i) - (1 — ) < 1] < [[ DRET () - DRE (&) (3.12)
1=0 =0

onde 7; € J; e & € Ri_k"(J,-), para cada 0 < 7 < t. Como ; € (0,1), para todo ¢ > 0,
e v — 0 exponencialmente, quando 7 — oo temos que existe uma constante positiva a tal que

Hﬁzo(l — i) > a, e assim podemos escrever a desigualdade (3.12) da seguinte maneira

t t
a-[[ DR} (&) - DREY () < Lyl < [[ DREY (i) - DR (&). (3.13)
=0 2=0

Por (3.9) obtemos

|R.(J.)| < DR (&) - L.

Além disso, como I[; = [OZ,OE], também obtemos
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R,
/\/\ /\ Ji
—t————— ——o——
G | AN _
07, t ReGe A S 0,
1 : '\
! It—l—'l thGt

Figura 3.2: Aplicagdo de retorno R;.

[Zel = 1G] + [Ro([07,, )] + [Re((0, 03 1)] < |Gl + 7elO] + 710}, | = |Gel + il L]

e assim
|| > |Gel > (1 — ) - | L.

(Veja Figura 3.2). Mas como 0 < DR; < v, < v < 1, para todo t > 0, seguem as estimativas

el - (L= v) S |L| - (1 =) < |Gyl < |14 (3.14)

paratodot>1, e

1 Mt

1 v
|Go|, I—m

< LAY
|Re(Je)] < max{ Gol' T o1 1G]

} |G| < max{ (3.15)

para todo t > 0.
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3.4 Distorgcao Limitada

Definicao 3.4.1 Dizemos que uma fungio f : J — J é de classe C'1€ se ela é de classe C! e sua

derivada D f satisfaz a condicdo

|Df(z) — Df(y)| < M|z — yl

para alguma constante positiva M e para quaisquer T,y € J.

Para alguns resultados, precisaremos supor duas hipéteses adicionais nas fungées f € D: que

sejam C!*€ e que suas derivadas sejam limitadas inferiormente por uma constante.

Lema 3.4.1 Se f € D € de classe C1¥¢ (isto é, Df é e-Hélder com constante M) e inf Df = p >0

entao f tem distor¢ao limitada, ou seja, existe uma constante C > 0 tal que

Ilog%l <C,

ondem > 1 exz,y€[b—1,b]\ {0} sdo tais que 0 ¢ [fi(z), f*(y)], para todo 0 < i < m — 1.

Prova.

Como Df > p temos |log Df(f'(z)) — log Df(f'(y))| < J|IDf(f'(z)) — DF(f'(y)I, ¥V i =

0,1,...,m — 1. Entao, de Df ser C* com constante M, segue
Df™(x) — i z.
llog iy < go |log D (f'(x)) —log Df(f' ()]
m—1 M ) A
< YT fE -
i=0

Pelo Teorema do Valor Médio, existe n € (x,y) tal que
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l10g 2@,

Bl = ;mmux yl-.

Como 0 < f' < v < 1 obtemos

Df™(z)

o8 3y

1
iy S lfr -yl Z(Vf)’ = Ix— Yl g < oo

Tomando C = p(l—l‘_{/e) concluimos o resultado.

Observagao: Vale ressaltar aqui que a distor¢do é tdo menor quanto for a distancia entre os

pontos z,y onde estamos aplicando f™, uma vez que na tltima desigualdade acima temos o termo

|l =yl

Corolério 3.4.2 Se f € D éC¢ inf Df > 0 e é N vezes renroamlizdvel entdo existe uma constante
L > 0 tal que

IR ()]

<L,
|RTH(Ge)| —

para todo 0 < m < k; e para todot =0,1,..., N — 1.

Prova. Usando o Teorema do Valor Médio temos que existem z € R;(J;) e w € Gy tais que

|R ()] _ BPR(I)) _ IDRP(2)] - [Ru( )
| R (GY) | R (Gy)| | DRMw)| - |G|

Como R; = (f%, fm) e como Ry(J;) e Gy estao ambos & esquerda ou ambos & direita da origem, pelo

Lema 3.4.1, sabemos que o quociente ILDDT{{‘"’%?)II é limitado por uma constante positiva C}, para todo
t
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0 < m < k, e pela estimativa (3.15) temos que o quociente % também é limitado por uma,

constante positiva Cy = max{~—; <~ }. Chamando L = C; - C3 o resultado segue. ]
|Go|? 1—v g

Vale ressaltar que a constante L > 0 do Lema nao depende de t.



Capitulo 4

Regularidade de conjugacoes

4.1 Conjugacao topolégica

A fim de provarmos que duas aplicagdes sdo topologicamente conjugadas vamos definir conjugacao
topolégica para as fungoes de D.

Definicao 4.1.1 Sejam f, g € D. Dizemos que f e g sio topologicamente conjugadas se existe um
homeomorfismo b : [-1,1] — [~1,1], tal que h(0) = 0 e hof(z) = goh(z), para todo z € [-1, 1]\{0}.

Em caso afirmativo a aplicagio h é chamada de conjugagio topoldgica entre feag.

Ap6s essa definicao vamos provar a seguinte propriedade entre aplicagoes infinitamente renorma-

lizaveis.

Proposigao 4.1.1 Se f,g € D sdo infinitamente renormalizdveis e possuem a mesma combinatoria,

entao elas sao topologicamente conjugadas.

Prova.

Sejam f : [by—1,bs] — [by—1,bsl e g : [bg—1,by] — [bg—1, be] duas aplicagdes infinitamente renor-
malizaveis pertencentes a D possuindo a mesma combinatoéria, digamos
I' = {(00, ko), (01,k1), (02, k2), ..., (04, k), ...}. Denote por Gy o gap de f e por Gy o gap de g.
Primeiramente vamos construir uma aplicagdo u de [b 7 —1,b5] em [bg — 1,by] que conjugue f e g.

Para fazermos isso vamos definir inicialmente a aplicacao v de G fem Gy

61
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u : Gy — Gy

z  +— u(x)

como sendo uma aplicagao afim e em seguida a “espalhamos” pelas érbitas dos gaps Gy e Gy, isto é,
como f e g possuem a mesma combinatéria podemos definir u entre os respectivos iterados dos gaps
de f e g da seguinte maneira: para cada numero natural n > 1 defina

u : fUGr) — g%(Gy)

x = u(z) =g"ouo f(z)

onde f~™ representa a composi¢ao de n vezes a inversa de f. Lembrando que como f possui dois
ramos, um ramo definido em [—1,0) e um ramo definido em (0, 1], sua inversa também possui dois

ramos, um definido em [—1,0) e outro ramo definido em (0, 1].

Como a érbita de Gy é densa em [by — 1,by] e a 6rbita de G4 € densa em [by — 1, by] podemos
concluir que u se estende continuamente a [by — 1,bs] de maneira que u : [by — 1,b5] — [bg — 1,bg)
seja um homeomorfismo, ou seja, u é uma conjugagao topolégica entre f e g. Para estendermos u ao
intervalo [—1, 1] basta definirmos

h : [-1,1] — [-1,1]
T = h(z) =g louo f(x)

1

onde g~ é a inversa de g correspondente ao ramo de g em que u o f(x) pertence. Assim h é uma

conjugagao topoldgica entre f e g.
u

Observe que nessa demonstragdo em nenhum momento precisamos pedir que as aplicagoes em
questao, f e g, nao possuissem criticalidade de modo que mesmo que elas possuam criticalidade elas
constinuam sendo topologicamente conjugadas. Note também que a conjugagdo estd longe de ser
tinica pois u ¢é arbitrdrio, mas h|g_, € tnica, uma vez que existe uma correspondéncia injetiva entre
os pontos de K, e 0 espago da seqiiéncias infinitas formadas pelos simbolos {0,1}. Essa injetividade

encontra-se na proxima Secao.
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4.1.1 Conjugacao Holder

Nesta se¢ao vamos verificar que duas aplicagdes (f e g) infinitamente renormalizaveis, possuindo a
mesma combinatéria e com as hipéteses adicionais de que elas sao de classe C11¢ e que suas derivadas
estejam afastadas do 0 (inf Df > 0 e inf Dg > 0) podem ser mais que topologicamente conjugadas,
isto €, o homeomorfismo h e sua inversa podem ser y-Hélder para alguma constante , ou seja, vamos
mostrar que existem constantes positivas p e C tais que

|h(z) — h(y)|

< C. .
e =C )

Dizer que elas possuem derivadas afastadas do 0 significa que existem p 7» Pg € (0,1) tais que
0<ps < fl(z) (4.2)

0< py < g/(x). (4.3)

Sendo assim, provaremos o seguinte resultado

Proposicao 4.1.2 Sejam f,g € D aplicagies de classe C1*¢, infinitamente renormalizdveis e PoSs-
suindo a mesma combinatéria. Se elas possuem derivadas afastadas do 0 entdo elas podem ser

conjugadas por um homeomorfismo p-Hélder, para alguma constante p.

Sabemos da Segao anterior que com essas hipéteses existe uma conjugagao topoldgica h
[-1,1] — [~1,1] entre f e g (construida de modo que h|g ; seja fungdo afim). Primeiramente vamos
supor que ja tenhamos provado que existem constantes x € (0,1) e C' > 0 tais que o homeomorfismo
h restrito a Kgo, isto é, h| KL Kéro — K, seja pu-Holder com a constante C. Veremos agora que se
Ja tivermos isso em maos conseguimos provar que h : [—1,1] — [~1,1] é pu-Hélder no complementar
de Kéto. Podemos, ainda, reduzir a prova apenas para o intervalo [by —1,b] pois a férmula g~ ouo f
garantira a validade para [—1, 1], uma vez que a inversa de uma aplicacao C1*+¢ com derivada afastada,
da origem é C''*¢, como estabelece o Lema abaixo

Lema 4.1.3 Seja f: I — J é um homeomorfismo de classe C'*¢ tal que 0 < p < Df(z) < 1, para

alguma constante p € (0,1), entdo a inversa f~1 também é de classe C1+¢.
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Prova.

Sendo f de classe C'*¢ temos que existe M > 0 tal que

|Df(z) = Df(y)| < M|z -yl

Além disso f~! é de classe C!. Assim, pelo Teorema da Funcao Inversa temos

1 1
Df(f~Y(w)) Df(f~(2))
Df(f~Y(2)) — Df(f " (w))

Df(f~1(w))Df(f~1(2))

< %If‘l(z) Y w)]

|DfH(w) = Df M=) = |

Mas D f~! é limitada por p~!. Logo

171 2) = fHw)] < p7 Yz —w

|IDf~H(w) = Df(2)| <

€
p2+€|z—w| ;

Agora sejam z, y € [by — 1,bs]. Como existem algumas possibilidades para esses pontos z e y

vamos provar que h é p-Holder em cada uma delas separadamente. Assim temos

Caso (a) Se z, y € f*(Gy), para algum n > 0.

Sabemos que h|g, : Gy — G4 é uma aplicagao afim e portanto p-Holder continua. Mas o fato de

hlg, ser afim também implica a seguinte relagao

|Gyl _ |Gyl
[h(f (@), RS @D I~ (=), S @I

Como f e g possuem distorgao limitada existem constantes positivas Cy e Cy tais que

(4.4)
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Df™(a)
D fm™(b)

para todos os m > 1 e a,b € [by — 1, by] tais que 0 ¢ [fi(a), fi(b)], com 0 < i < m;

< Cy (4.5)

Dg™(a)
Do) < Co (4.6)

para todos os m > 1 e a,b € [by — 1,b,] tais que 0 ¢ [¢*(a), g*(b)], com 0 < i < m;

Além disso temos que

/Gl Df'(a)-I6] wn
lz =yl Dfr) - |[f (=), ()]l '
para algum a € Gy e algum b € [f~"(z), f™(v)]; e
lg" (Gy) Dg"(a) - |G| (4.8)

|h(z) —h(y)] ~ Dg™(b) - [lg~(h(@)), g~ (h))]]

para algum a € Gy e algum b € [g7"(h(z)), g ™ (h(y))] (veja Figura 4.1). De (4.4), (4.5), (4.6), (4.7)
e (4.8) obtemos

yot W@ =@l _ Js—yl _ fo— gyl

< < ; (4.9)
l9™(Go)l |FMGAl — (G
implicando em
= ‘s
W) = bW _ 1@ oy 1Gol _—
|z — y| /(G p)l# Py’ |Gylm
onde M = Cy-Cy e vy € (0,1) é tal que 0 < ¢'(z) < v, para todo z € [—1,1] \ {0}. Assim se
escolhermos 1 € (0, 1) tal que v, < pjf e se chamarmos C; = M - %%I; teremos
|z -yl

ou seja, temos h como sendo p-Holder continua dentro dos gaps de Kc{o. Observe que essa tltima

estimativa vale apenas para n > 1, mas quando n = 0 j& temos de inicio que h|g, é afim e portanto



66 CAPITULO 4. REGULARIDADE DE CONJUGACOES

p-Holder continua.

G ™G
f o (Gy)

14 | | A ( | | h
\ [ | J \ I | 7
=) ) Ty

h h
h(f(z)) M () h(z) h(y)
( | | hY ( | | §
\ | | J AN | | 7
Gy g 9" (Gy)

Figura 4.1: Esquema para visualizar as estimativas de distor¢ao.

Caso (b) Se z € f*(Gy) ey € f™(Gf), com n # m.

Seja w o bordo de f™*(G) mais préximo a y e seja z o bordo de f™(Gy) mais préximo a x. Assim

w e z sao pontos pertencentes a Kgo (veja Figura 4.2). Temos

la(z) = h()l _ [h(z) = h(w)] | |h(w) = h(z)] | |h(z) = h(y)] (4.12)
lz—yl+ ~  |z—w |w — z|# |z —y|» '

Para os pares de pontos z,w e z,y podemos aplicar o Caso (a) e obtermos

|h(z) = h(y)]

<C+
<G [w — 2]
e como os pontos w e z estao em K({o também temos, por hipdtese, uma limitacao para o quociente
[h(w)—h(z)|

w2t 1sto e,

Ih(w) - b _

lw—z# — 7

e dai concluimos
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|a(z) — h(y)| < Cy=2C) +C.
lz —yl+ —
(@) diel
] ) f T
. y
w z

Figura 4.2: Esquema para visualizar as estimativas de distorcéo.

Existe mais um caso que se reduz a esse, ou seja,
Caso (b’) Se z € f*(Gy), paraalgumn > 1, ey € KL

Nesse caso tomamos w o bordo de f*(G}) mais préximo a y, como no Caso (b), e consideramos

z =y. Assim, aplicamos o procedimento do caso anterior que o resultado segue.

Analisados estes casos precisamos mostrar que h| i € p-Holder continua para finalizarmos a
oo
demonstracao da Proposicao 4.1.2.

Com esse objetivo comecemos definindo a seguinte funcao

ty + KLx KL\AKL x KL) — {0,1,2,..)

4.14
(.’L‘,y) = t=t(:z:,y) ( )

onde A(Kgo X K({o) = {(z,y) € KL x KL, , T =1y} e tal que

(1) os tempos de primeira entrada em I; para todos os pontos do intervalo [z, y] sdo iguais a algum
j>0e fjl[:r:,y] ¢ um difeomorfismo;

(2) existe um iterado RJ"(Gy), com m =0,1,2,...,k, tal que R™*(G,) C (fi(z), ().

Vejamos agora que essa funcao t se define indutivamente.

Passo inicial: s =0 Temos a seguinte dicotomia:
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(i) Existe um iterado R§*(Gop), com 0 < m < ko, tal que R§*(Go) C (z,y); Nesse caso tomamos
t=0e7=0

ou

(ii) Nao existe iterado como em (). Nesse caso existe 0 < ng < ko + 1 tal que

fjo :Rgo : [xiy] _"Il

é um difeomorfismo sobre a imagem e é a aplicacdo de primeira entrada de todos os pontos de
[z,y] no intervalo I;. De fato: se z,y € I; temos ng = 0 e estamos feitos. Mas se z,y ¢ I
obtemos da negacao de (i) e de (2.14) que existe 0 < ng < ko + 1 tal que f™ : [z,y] — 1 é um
difeo sobre a imagem e assim também é a aplicacao de primeira entrada de todos os pontos de
[z,y] em I;. Como f = Ry o resultado segue.

Hipétese de Indugao: s — 1, com s > 1

Suponhamos que existam inteiros positivos n;, com 0 < n; < k; + 1, paratodoi=20,1,...,s—1,
e tals que

f=' =R*'o...0o RM o R} : [z,y] — I
é um difeo sobre a imagem e é a aplicacao de primeira entrada de todos os pontos de [z, y] no intervalo
L.

Entao:

(i) Existe um iterado R™(Gys), com 0 < m < ks, tal que R™(Gs) C (f7s=1(z), f>~'(y)); nesse caso

tomamos t =se j = js—1
ou

(ii) Nao existe iterado como em (7). Nesse caso G ndo esté contido em (f7s=!(z), f%s~1(y)), e pelo

Corolério 2.4.4 temos em

[z,9] C K, (4.15)

s,ls'



4.1. CONJUGACAO TOPOLOGICA 69

Além disso, pelo mesmo argumento utilizado no Passo inicial temos que existe inteiro 0 <
ns < ks + 1 tal que

Rye o [f1(z), [ (y)] = Lo

é um difeomorfismo sobre a imagem e ¢ a aplicagdo de primeira entrada de todos os pontos de
[fIs=1(x), 7~ (y)] no intervalo Isy1. Como, por hipétese de indugao fis-1 : [z,y] — I, é um
difeo sobre a imagem segue que f7* = Rl* o fis-1 = R oR*1'0...o RP' o R}® : [z,y] — Io4q
é um difeo sobre a imagem e é a aplicagao de primeira entrada de todos os pontos de [z, y] no
intervalo Igy;.

Esse argumento indutivo garante que a aplicagdo dada em (4.14) est4 bem definida e é finita,
pois se para todo s > 0 nao existisse um iterado R7*(G;), com 0 < m < ks, tal que R™(G,) C
(f7==1(z), fs-1(y)), obterfamos de (4.15)

[z,y] C Ky

s,ts

para todo s > 0, acarretando em z = y, pelo fato de Il{éfol =0.

Assim, sejam z,y € Kgo com x # y. Pela Definicdo 4.14 existem j > 0 e 0 < mg < k; tais que
R™(Gy) C (f(z), fi(y)) (veja Figura 4.3) e, além disso, sabemos que

R™@G, R™G,
¢ j 5
| PR , e = Al & | |
[ S S A G () | |
0/, G ! ! 0 0;,
fi(z) ()

Figura 4.3: Estrutura no intervalo I; para a aplicagdo t; = ¢.
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ff=R""o...0cRMo o’ [z,y] = L (4.16)

¢ um difeomorfismo sobre a imagem e é a aplicacao de primeira entrada de todos os pontos de [z, y]
no intervalo I;. Iremos usar o fato de que o mesmo ocorre com h(z),h(y) € K2, com os mesmos
J,mo e a decomposigdo anéloga de g/ como (4.16).

[h(z)—h(y)|
lz—y*
tamente com a definicao de h e a decomposicao (4.16) obtendo

A fim de majorarmos o quociente comecemos aplicando Teorema do Valor Médio jun-

|h(z) — h)| _ ¢’ (h(=)) — @ (h(y)|  IDF(O)*
|z — y|# |Dgi(6)] |f7(z) — fi(y)|~

onde 6 € (z,y) e 0 € (h(z), h(y)) sdo dados pelo Teorema do Valor Médio.

(4.17)

Agora precisamos estimar cada um dos termos que aparecem em (4.17). Aplicando a regra da

cadeia na expressao (4.16) temos

t—1
Df(9) = [ DR (6:) (4.18)
=0

onde 8; = R?_i‘ll(ﬁi_l) € I;,paracada 1 <i<t—1e#fy=0. Jaa diferenca |f/(z) — f/(y)| pode ser

estimada da seguinte maneira

1F(@) = Pl = |RZ™(f(z)) = B;™ (f(v))] - IDR{™ (a)|
| - IDR{™ (a)],

onde a ¢é algum ponto entre R, ™°(f7(z)) e R; ™°(f?(y)) dado pelo Teorema do Valor Médio. Por
outro lado

(4.19)

INA

|f7(x) = F ()l |R*(Go)l = DR (0)] - Gyl

>
= . (4.20)
> |I - (1) |DR™ ()],

onde b € G; é dado pelo Teorema do Valor Médio. Juntando as estimativas (4.19), (4.20) e (3.13)

temos
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a-|DR™(b)| - [[iZg DRY (&) - DRE Y (n;) < |fi(z) — fi(y)| < )
< |DR™(a)| - []‘Zg DR (&) - DRM (),

lembrando que & € R; ks (Ji) e m; € J;. Com essas estimativas podemos majorar o quociente

“]—I(z)%. Mas antes vamos observar o seguinte: para cada i > 0 podemos fazer a decomposi¢ao

DR (mi) = DR ) - DRYH (R ()

de maneira que os pontos 0; (da expressao (4.18)) e RfiJrl_"i (m:) pertencem & mesma componente
conexa de I; \ {G; UR;(G;)U...U Rf‘(Gi)}, exceto possivelmente quando ambos estiverem em J; (e
isso pode ocorrer quando n; = k;+1). Mas em qualquer caso (mesmo quando n; = k;+1) os pontos 6;
e Rf"“‘”" (n:) permanecem no mesmo iterado de J; por R; até entrarem juntos em I;;; = Rf"“(.]i).
Como f tem distorgao limitada (ver Lema 3.4.1) podemos fazer a seguinte estimativa envolvendo
estes pontos:

DR (6:)

< OVl (4.22)
DR} (R{H 7" (n;))

onde C = lﬁie. Assim obtemos a seguinte majoragao para o quociente F;I(I—z%
D2 (0) « A iz 3DR H(6:)
[F@)-Fel = DR (b)[T:Z4 DR} e -DR;* (n;)
0 i (4.23)
S A—l Hi

DR} (b) [1:Z} DR}’ (5:) DR;“ ™ (1)

Observe que temos estimativas semelhantes para g e como a aplicacdo g possui objetos semelhantes
aos da f usaremos as notacoes dos objetos de f com um acento “”” para representar os objetos de
g, isto é, denotaremos por R; a i—ésima aplicacdo de retorno de g; por 4; o majorante de DR;; por
I = (@;t, (—)E) 0 i—ésimo intervalo de retorno de g, por G; seu gap correspondente e por J; 0 menor
intervalo entre os intervalos (ﬁ ,0) e (O,f)l:). Assim, substituindo a estimativa (4.23) e a analoga

para g em (4.17) obtemos %‘@ menor ou igual a

DR™(a Zt DRF(&) - DRN 1™ (5, AL Clileym
L 1 . i=07
(D Rzno(b)' =0 DRiki(ﬁi) - DRI (7)) [Tizo €€l

(4.24)
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A fragdo & direita ¢ limitada por uma constante C' > 0 (que nao depende de z e y), pois |J;| vai a zero
exponencialmente com 7 ( (3.8) e Lema 3.1.2). Como as combinatérias sao iguais, as poténcias de g
que correspondem a R[™ (&), Rf' (&), Rfi+1"""(ﬁi) sao as mesmas de f que correspondem a R;"(a),
Rfi (&), R — ikt1=mi(n;). Note que k; + 1 —n; > 0, e entdo sdo sempre poténcias nao negativas.
Se o total de poténcias é p entao o denominador da fragao a esquerda é minorado por (ps)P. Ja o

numerador é majorado por (4. Entao temos
P
|h(z) —h@W)| _ ~ (v
T —alr <C-{ =] -
|z —yl Py
Observe que as poténcias dos ramos de R; aumentam exponencialmente com i (Lema 2.5.5), entao p
é exponencial em ¢. Portanto, tomando p tal que
Vg < p’;

(e isso é sempre possivel), a expressao do lado direito é uniformemente limitada, independentemente
de p, de z e de y. Isto garante que h|, s é u-Holder continua.

Para garantir que h™!| k9, também seja pu-Holder continua basta escolher 1 tal que

vy < py-

4.2 Conjugagao nao mais que Holder

Apesar de termos demonstrado na Segao anterior que duas aplicagoes de D de classe C'T¢, com
mesma combinatéria e possuindo as derivadas afastadas do 0 serem pu-Hoélder conjugadas, para alguma

constante p € (0,1), veremos agora que nao podemos esperar conseguir muito mais do que isso.

Lema 4.2.1 Ezistem aplica¢ées f,g € D de classe C'1¢, infinitamente renormalizdveis, com mesma
combinatoria, com derivadas afastadas do 0, e uma constante p € (0,1) tais que a conjugagao h entre

[ e g satisfaz: emiste seqiéncia ((z¢,v:));>, tal que

|h(ee) ~ byl _
|$t - ytl“
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quando t — co.

Prova. Considere as seguintes aplicacoes infinitamente renormaliziveis

) az+b se x € [—1,0)
fw) = { az+b—1 sezxze€(0,1] (4.25)
e
| az+b se z € [—1,0)
9(e) = { ar+b—1 seze (0,1 A

onde o, &, bb € (0,1) e @ > «, ambas com a mesma combinatéria (no préximo Capitulo
veremos que, fixada a combinatéria I, é possivel achar b = b(a) e b = b(&) que facam f e g ter essa

combinatéria). Além disso considere

(:Et) yt) = Gt

para todo t > 1. Assim temos que

lh(z)=h@w)] _ 1G] | £e]-(1-a)
TS~ = M. (427

pela inequagoes 3.14.

Como os ramos das aplicagdes f e g sao fungdes afins e como os ramos das aplicacdes de retorno
de f e g sdo poténcias das mesmas, isto é, R; = (f4, f™) e R; = (g, g"t), segue que as derivadas das
aplicacés R; e R; sdo poténcias de o e @, respectivamente. Logo, utilizando a desigualdade (3.13)
obtemos de (4.27)

h@)-h@)l ~ ;T2 DR (&)-DRI (i)
lee=wel® = (12} DRY (€)- DR (o) (4.28)
= ARG

onde p; > 22;5 ky > 0 é a soma de todas as poténcias das derivadas das aplicacoes R; do denomi-
nador, que é a mesma que a soma das poténcias das derivadas das aplicaces R; do numerador. E
além disso p; — oo quando ¢t — co. Sendo assim, se escolhermos y € (0,1) de maneira que o* < &
teremos
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|h(z) — h(yt)l 550
|z — ye|#

como queriamos. n



Capitulo 5

Familias a um parametro

5.1 Derivada no parametro

Até agora trabalhamos com uma funcio f = (fz, fr,b) € D fixada, ou seja, fixamos seus dois
ramos, f e fg, e o pardmetro b € (0,1), que determina os limites laterais do ponto de descontinuidade
(lim f(z) =be (0,1) e lim+ f(z) = b—1). Mas se deixarmos fixos apenas os ramos f1, e fr da
z—0~ x—0

fungao e variarmos o parametro b em (0,1) obteremos uma familia de fungdes
fo(z) +0b sex €[b—1,0)
folz) =
fr(z)+b—1 sez € (0,b]

onde para cada b € (0,1), a fungao f;, acima pertence a D.

Como estamos interessados na dindmica de funcoes f € D teremos de lidar com suas composigoes
e para isso definimos

F*(b,z) = ff(z) (5.1)

para todo k > 0, onde F°(b,z) = z. Assim F*(b,z) = F(b, FF=1(b, x)) e se derivarmos a expressao
(5.1) obtemos, por inducao,

OF* oF

) = O, (s, Z P o, 550,0) - 25, 1710,

75
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Como %{—(b,x) =1 para todo (b,z) € (0,1) x {(—1,1) \ {0}}, uma vez que a variacao de F em b é

nada mais nada menos do que uma translagiao nessa varidvel, segue que

OFk SoF ﬂ.
Sy 02) = 1+ (b, F*(b,2)),
=1

e como 4E (b, z) = f,(z) paratodo (b,z) € (0,1)x{(—1,1)\{0}}, vemos claramente que aai:(b, z) > 1,

para todo k > 1, garantindo assim em particular que 0} = 0;f(b) = F""1(b,b—1) e 0] = 0; (b) =

F'=1(b,b) sdo fungdes crescentes no parametro b. Além disso, pela Regra da Cadeia,

k-1

k 2
w o = [Lauen

Uma vez que as aplicagoes de D tém derivadas positivas e menores do que 1 obtemos a seguinte

estimativa

OF* 1
1< = <
— 0Ob b, z) 5 1—v

para todo k& > 1 e para todos (b,z) € (0,1) x {(—1,1) \ {0}}.

: (5.2)

5.2 Descrigao do espago de parametros: dominios de renormalizacao

Vejamos o que obtemos ao fixarmos os ramos fr, e fr de uma aplicagao f € D e variarmos o
parametro b dentro do intervalo (0,1). A idéia é entender o conjunto de pardmetros b para os quais
f» € renormalizdvel. Uma anédlise mais precisa e mais geral (com qualquer fun¢ao de retorno) sera

feita na préxima segao.

Inicialmente se b = % temos que a aplicagao f = f 1 nao é renormalizavel pois o zero pertence ao
interior do gap G = (05, OIL:r ). E vemos que nesse caso a aplicagao sz se estende a uma contragao no
intervalo [0, b] (ver Corolério 2.1.1) implicando assim na existéncia de uma érbita periédica atratora
de periodo dois para f,. Além disso se b = % temos 0, (b) < 0 e podemos iterar o ponto 0, (b) por

foljp—1,0) mais uma vez, gerando assim o ponto 05 (b) e a seguinte desigualdade
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05 (b) < 0 < 0F(b) < 03 (b).

Sendo 0; = 0;f(b) e 0; = 0, (b) fungdes continuas e crescentes no parametro b temos que quando b
decresce 0 = 07 (b) também decresce, e assim existe um parametro b 1% % tal que 0F (bL 1) =0.
Nesse momento estamos com a situagdo 05 = 07 (- 1) = 0 < 03. Continuando a decrescer o

parametro b temos em seguida

05 (b) < 03 (b) < 0 < 05 (b)

a qual implica que a aplicagdo f, é renormalizdvel, com k = 1, ¢ = — e (rl) = (2,3) € 7y,
(conseqiiéncia do Lema 2.5.2). Observe que nesse momento o gap G esté todo a esquerda do zero, isto
é, G C (b—1,0), e agora também podemos iterar o ponto 04 (b) por Jol{p—1,0) mais uma vez, garantindo
assim a existéncia do ponto 0§ (b). E como a funcgio f, é crescente temos que 03 (b) < 04 (b). Se
b continua decrescendo essa situagiao termina no pardmetro b’f’l < ol 1 tal que 03 (bf"’l) = 0, mas
agora estamos com 03 = 03 (blj,l) =0< 03’, e assim por diante. Com esse argumento obtemos para
b < % uma colegao de intervalos disjuntos 17,75, ..., acumulando sobre b = 0, tais que se b € T,
entao

0%11(6) <0< 03, 5(0)

e a aplicagao correspondente f, é renormalizdvel, com (r,l) = (k+ 1,k + 2) € Iy, (conseqiiéncia do
Lema 2.5.2). S6 para ressaltar, o sinal negativo “—” em cada T, significa que o gap principal est4 &
esquerda do zero.

Os pontos de fronteira de T, sao bE k€ bl > onde I significa “interno” (b & é o bordo mais
préximo de b = %), e I significa “externo” (bZ x € 0 bordo mais afastado de b = %) O parametro

bl « € a solugao da equagao

0;,1(b) =0 (5.3)

e b}f,k é a solugao da equacgao
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05, 5(8) = 0. | (5.4)

Por simetria obtemos para b > % uma colegdo de intervalos disjuntos T1+ ,T2+ ,... se acumulando

sobre b = 1 e onde f, é renormalizavel, ou seja, se b € T, ,j entao

0 2(b) <0 <0, (b).

Aqui o sinal positivo “4+” em cada T,j' é usado para indicar que o gap G estd a direita do zero
(G c (0,b)) em analogia ao caso b < %

Analogamente denotamos os pontos de fronteira de T,j por bf’k e b_Ihk, os quais sao dados pelas
solucoes das equagoes

0f (b)) =0 (5.5)

05, (b) =0 (5.6)

respectivamente, onde a letra I em bfr . também significa “interno” (bfr x € o bordo de T,:’ mais

s . 1 E .
préximo de b = 3) e by ;. € o outro bordo.

Assim, para cada f € D, obtemos sobre a fibra {(fr, fr)} % (0,1) uma estrutura como aquela

apresentada na Figura 5.1.
5.3 Dentro de um intervalo de parametros renormalizaveis
5.3.1 Persisténcia de um par f-interno

Agora vamos ver o que acontece quando temos um parametro by para o qual existe um par

foo-interno (r,1). Ou seja, para by temos

(i) 0 <0<0,

(i) [0F,0,7]n{of,0F,...,0},,07,05,...,0;,_,} =0

r—1»
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Figura 5.1: Estrutura no parametro b.

Por continuidade de F', o par (r,l) é ainda fy-interno para todo b em um subintervalo de (0,1)
contendo by. Seja T, = (by,b,) C (0,1) o intervalo maximal com essa propriedade. Observe que a
condigao (77) acima nao pode ser violada devido ao Lema 2.2.1 e ao Lema 2.2.2. Sendo assim os bordos
de T, sao determinados pelos momentos em que a condicéo (i) acima é violada, isto é, quando 0F =0
e 0, = 0. Mas como 0;f = 0} (b) = f7(0%) = F"~Y(b,b — 1) e 0] = 0;7(b) = f(07) = FI=1(b,b) sdo
funcoes crescentes no parametro b, pois %(b,x) > 1, para todo k > 1, segue que o bordo esquerdo
de T corresponde ao parametro b para o qual 0, =0 e o bordo direito de T;; ao pardmetro b para

o qual 0} =0, isto &, b, e b, sdo tais que
0, (i) =0 e 0 (b;) =0

respectivamente (veja Figura 5.2).

Vejamos agora como estimar o tamanho desse intervalo 15,1 Podemos estimé-lo a partir de uma

das seguintes igualdades

|0 (6), 0, (b))l — & 1
S L o0

para algum b € T;,; dado pelo Teorema do Valor Médio, ou

”Oj(bfz)"’%(l)i_(bl)” = %F“l(b,b 13 (5.8)
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para algum b € T); dado pelo Teorema do Valor Médio. Da estimativa (5.2) que fizemos acima
obtemos de (5.7)

(1 = w)I[0F (br), O (0| < |Tral < |[0F (Br), 07 (b)]] (5.9)
e de (5.8)
(1 = )I[0F (b0), 0y ()]l < |Tral < 1[0 (B1), 0, (B0)]] (5.10)
0
0;f
by
k\
0 { y - b
/ i

1
1
1
1
1
1

Tr,l

Figura 5.2: Intervalo de parametros T ;.

5.3.2 Dependéncia do gap central sobre o parametro

Consideremos o intervalo 7;.; como na Secao anterior e vejamos como se comporta o gap central
de cada aplicacao f, quando variamos o pardmetro b em 7} ;. Inicialmente observemos as 3 situagoes

distintas

(a) se b= b, entao 0} (b;) < 0, (b)) = 0;
(b) se be T,y entdo 0} (b) < 0 < 0; (b);

(c) se b= b, entao 0 = 0} (b.) < 0; (br).

(a), (b) e (c) podem ser vistos na Figura 5.2.
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0t
o |-
b
Figura 5.3: Intervalo de parametros T}, e as fungdes 0} e 0,.
Na situagao (a) temos que a aplicagao de retorno ao intervalo [0;,0;] = [0;f (b;),0] é dada por
Ry, (z) = f!'(z) (veja Observagio 2.4.5) e assim a imagem de [0, 0;] = [0} (b), 0] por Ry, é o intervalo

[O;LH, 0] e o gap de Ry, é o intervalo (0,7, 0}

++1)- Como a derivada de Ry, ¢ positiva e menor do que 1

segue que 07 < 0F,, < 0 para b=1b,.

Na situagao (c) temos algo semelhante, ou seja, a aplicacdo de retorno ao intervalo (0f,0,7] =
0,0, (br)] é dada por Ry (z) = f"(x) (veja Observagao 2.4.5) e assim a imagem de [0F,07] =
l r l

0,0, (br)] por Ry, € o intervalo [0,0, ] e o gap de Ry, é o intervalo (0 0, ). Novamente, como a

D)
derivada de Ry, é positiva e menor do que 1 segue que 0 < 0, <0, para b= b,.
Na situagao (b) temos que a aplicagdo de retorno ao intervalo [0;7 (b),0; (b)] é dada por

Ry(a) = { filz) seze 0% ©),0)
fi(z) sex € (0,0, (b)]
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Assim, a imagem de [0} (b), 0, (b)] por Rj é o conjunto (0} (b),0,,, b)]U[OH_l, 0,7), seu gap é o intervalo
(0,.,(0), T+l(b)) e vale a seguinte ordem

0¥ (b) < 0,,,(b) < O}, (b) < 0, (b).

Além disso

blir;1+ 0f () = blir;l+ 0,44(b) (5.11)
—9 —0
e

bhrzl 0, (b) = llr;l Or+t(b) (5.12)

De fato, como 0}(b) = F™"1(b,b — 1) e 0, (b) = F'~1(b,b) sao fungdes continuas e crescentes no
pardmetro b, lim,_,,+ 0" (b) = lim,,_,+ Fi=1(b,0) = 0 e 0,,,(b) = F™~(b, F(b, F*~1(b,b))) temos

lim 0,,(b) = lim F"~'(b, F(b,F""}(b,b)))
b—sbjt b—bjt

= F"7 (b, F(by, lim F7(6,0))

—9%

= F"Yb,by—1) = lim 0f(b)
b—b

onde F(bl,limb_)b;r F'=1(b,b)) = b — 1 pois quando b — b} temos 0;(b) \, 0 e assim
}'ﬂ(bl,limb_,b:r F'=1(b,b)) = lim,_,o+ F(b;,z) = b; — 1. De modo anélogo mostra-se (5.12). Por-
tanto a situacao (b) permanece por todo o intervalo T;,; e termina nas extremidades desse intervalo

com as situagoes (a) e (c), configurando assim a Figura 5.3.

Sendo assim ficam bem definidos os parametros b 1 bﬂr’l € T, tais que

O;LH( 1) =0 e 0r+l(b+ 1) =0.

Para os parametros no intervalo (b. e bt T, 1) temos 0 € (0, 41007 +l) de onde resulta em particular que

a transformagao de retorno tem uma Orbita periédica atratora de periodo 2.
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5.3.3 Estrutura interna de um intervalo de parametros renormalizdveis

O que acabamos de provar na Segdo anterior é o passo inicial do argumento indutivo que faremos
agora dentro do intervalo (b, b. 1), € que servira para o intervalo (bi)l, b,) por analogia. Inicialmente

observemos que para b = b;, todos os iterados 0, 4:(br) estdo definidos e sdo negativos.

O objetivo, apds a indugdo, é ter justificado a informacao contida nas Figuras 5.4 e 5.5. Sugerimos

acompanhar o raciocinio a seguir pela Figura 5.4. Seja k > 1 e suponhamos que

(i) a funcao 0., ,(b) esté definida (pelo menos) para todo b no intervalo by, bf;’k_l], para um certo
bZ 1, com 07, (b5 1) =0e0,,(b) < 0seb e [b, b, ).

Mostremos agora, que (%) vale para k + 1. Como 0, () <0Osebe [bl,bik_l), temos que 0r+(k+1)t
esta definida em [by, blf’k_l], e, em particular, O;+(k+1)[(b[) < 0. Por outro lado, como para b bfj’k_l
tem-se 0, ., /" 0 entdo O;+(k+1)l /" 0, . Dai segue que existe pardmetro b’f,k € (bl,bf’k_l) para o

qual

- E -
0T+(k+l)l (b—,k) =0

" 5 (5.13)
07y (b) < 0, Vb € [by,b% )

Isso garante a indugao. Analogamente, mostra-se que

(ii) a fungao 0:“+kl(b) estd definida para todo b no intervalo [bl,bi,k], para um certo bf_,k, com
O;FJrkl(b[_,k) =0 e tal que O;L+kl(b) < 0 para todo b € [bl,b]_,k).

Para que a afirmagao (i) faga sentido com k = 1, denotamos b‘_E,O = bfﬁl, Além disso, como as fungoes

0,4 () e O;L+kl(b) sao crescentes e 0,7 < 0,4 < O;L+l < 0, segue que
= I
0yt (B) <Oy, YO € [br, 01 ),
e consequentemente
bF < bl <bB ).
Logo, fica justificado as informgoes contidas nas Figuras 5.4 e 5.5.

Essa indugao assegura uma estrutura semelhante & apresentada na Figura 5.1. Em analogia aos
intervalos Tki, definimos
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Tk—(r N — (bik, bI—,k)‘

Tty = 0% s OF ).

Apesar dos bordos de T, e de T, também dependerem do par (r,l) nao iremos explicitar
k( 1) Ey(r,0)

essa dependéncia para ndo deixar a notagdo mais carregada. Além disso, esses intervalos tém a

propriedade de que se b € T} ) entao
0 r(b) <0< 0t (e (0)

de onde segue que o par (k+ 1,k + 2) é gy-interno para g(z) = TTiﬁRb“Tﬁl[I) Esebe T, "(ry) €580
kg 1yras(0) <0 <0y, (b)

de onde segue que o par (k+ 2,k + 1) é gy-interno para gy(z) = ﬁRb(|Tr,z|$)-

5.3.4 Estimativas de tamanho para os intervalos de parametros

Renormalizaveis

Podemos estimar os intervalos T ) © Tk D) da seguinte maneira

(0, (bE )5 0pp g1 (BF
(k+1)r+1 k kr-+1(0F 1)) _ %0;:7-_*_[(1)) (5.14)

onde b € I;" k(D) ¢é dado pelo Teorema do Valor Médio,

|(Or+kl(b )0r+(k+1)‘(b ) gbojﬂz() (5.15)

I k,(r, l)|

onde b € I,y € dado pelo Teorema do Valor Médio. De (5.2) obtemos
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( y) (O(k+1)r+[(b£,k))0;r+l(b )I < | ('r l)l < l( (k+1)r+l(bf,k))0[:7-+[(bf,k))| (516)

(1 - V) ' |(0:_+kl(b§,k):0;+(k+1)1(bE )| £ l k,(r, l)l 5 |(0r+kl( ) Or_+(k+1)1(b§,k))| (5~17)

Nao renormalizaveis

Além dos intervalos Tk( e k_( ) existem também outros intervalos dentro de T, isto é, os

[ . .
intervalos By ;) = [b! ;,b L0y By e = (bl 1, 0F e Bl o) [b+k, by k41l Veja Figura 5.1.
Mas o que acontece com os pardmteros b que pertencem a esses tltimos intervalos? Para responder

a essa pergunta basta tomarmos um parametro b em cada um deles e observarmos que se
(a) be By (ryy €ntéo temos 0. (k+1)t(b) <0< 0:+(h+1)l(b)’ e assim o par (r+ (k+ 1)l,7 + (k+ 1)I)
nao é fp-interno fazendo com que g, nao seja renormalizdvel.

(b) b€ By, entao temos 0,,() <0< O:H(b), e assim o par (r+1,7+1) néo é fy-interno fazendo

com que g, nao seja renormalizdvel.
(c) be Bk( 1) entao temos 0(_k+1) () <0< 0(k+1)r+l(b)e assim o par ((k+ 1)r +{,(k+ 1)r +1)

nao é fy-interno fazendo com que g, nao seja renormalizavel.

Assim como fizemos para o intervalo T, também podemos estimar o tamanho desses intervalos

By By (1) © Bo,(rp, ou seja

1073, (0% 1), 0, bk DIl @

b 5.18
|BOI 6b T+l( ) ( )
onde b € By é dado pelo Teorema do Valor Médio, ou
0, (bL (8 )
(GG R P, -

IBOI 61) T+
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onde b € By é dado pelo Teorema do Valor Médio; também

I[O(k+1)r+l(b+k)’ (k+1)r+1 f,k)” 30 b
|Bk 8b (k+1)r+l( )

(T l)l

onde b € B;r é dado pelo Teorema do Valor Médio, ou

bl
I[O(k+1)r+l(b+ k1)) (k+1)r+l( )l B QOJF )
|B r l)l T ob (kD)

onde b € B} ¢ dado pelo Teorema do Valor Médio (veja Figura 5.4).

|[0;+(k+1)l(b k) 0r+(k+1)l (b2 Bl 80+ ®)
IBk( l)l T p rH(k+1)

onde b € B, ¢é dado pelo Teorema do Valor Médio, ou

|[0;+(k—|—1)l(b] k+1) 0:—+(k+1)1(b1—,k+1)” _ a 0- b
|B - % 1‘+(k+1)l( )

k,(r, y!
onde b € Bk_(r ) ¢é dado pelo Teorema do Valor Médio (veja Figura 5.5).

De (5.2) obtemos

E E — — E
( |[Or+(k+1)l(b k) 01-+(k+1)l(b H < IBk (7 l)l < |[0r+(k+1)l(b k)’or+(k+1)l(b A)“

E
( I[O(k+1)r+[( k)v (k+l)r+l k)” < |B k,(r, l)l < |[ (k+1),~+l(b+ k)u (k+1)r+l(b+ L)”

(1 - l/ |[07‘+[ ) O;:_[(b-[l- 1 ” < |BOI < |[01~+[(b—1|-,1) r+l

Do fato de 0 < f’ < v < 1 obtemos

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)
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(b)

-
e

+
= -
o el
1_|
24 &
|T
=~
A
i
+
+=
o

0

A

Figura 5.4: Intervalo de pardmetros B:(r y-

(5.27)

+(k l— =
ol < ) HE2 007, 0F)

1By r,

(5.28)

05)].

25

(U)(k+1)7‘+l*2 . |(0

<

+
By,

¢ (T,l)|

Além dessas estimativas podemos aplicar o Corolério 3.4.2 e estimar os quocientes
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+ + =
1T )] 1 O% e OF 10t OF )1
¥ = — - +
IBg r)] 1 10 1yr 1O 1) O 1yr 1 (OF )] (5.29)
<z LIt
- -V
para alguma constante positiva L, e
Teen! 0 1 10O 1 OF )07 (141 OF )]
= = - = +
1B,y =2 100, e 1y OF 107 (g1 (OF 1)) (5.30)
< L~
— 1-v

para alguma constante positiva L. A partir dessas desigualdades, é facil ver que

T, — 0 quando k — 0
k,(r,0)

Tt — 0 quando k — co.
k,(r,0)

Um panorama mais completo dessa estrutura dentro do intervalo T}, (;) pode ser vista na Figura 5.6.
5.4 Dinamica Simbdlica do operador de renormalizagao

De um modo geral podemos dizer que sobre cada fibra {(f1, fr)} % (0,1) temos os intervalos
correspondendo aos pardmetros b para os quais f, é uma vez renormalizavel. Por isso chamaremos
esses intervalos de intervalos de nivel 1 ou da primeira geragao. Dentro de cada intervalo de nivel 1
temos uma subcolecdo de intervalos correspondendo aos parametros b para os quais f, é duas vezes
renormalizdvel e por isso esses subintervalos serao chamados de intervalos de nivel 2 ou da segunda

geragao, e assim por diante.

O que acabamos de apresentar revela a dindmica simboélica do operador de renormalizacao e
servird para melhor explicar a estrutura que o conjunto dos pardmetros renormalizaveis apresenta
dentro do espago D, a saber. Seja (fL, fr) fixada. Sobre a fibra {(fL, fr)} % (0,1) temos os intervalos
de parametros renormalizaveis de nivel 1, ou seja, se T,‘:O ° C {(fL,fr)} x(0,1) é um desses intervalos,

entao para todo b € T,i_’o 0

1. o simbolo og = + nos diz de que lado do 0 o gap Go = (05,07) estd, isto é, o9 = + se
Go C (0+,01_) eog=—se Gy C (OT,O_)
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2. o inteiro positivo kg nos diz que Gy e seus kg — 1 primeiros iterados por Ry = fj estao do mesmo
lado de 0 (& sua direita ou & sua esquerda) e o kg—ésimo iterado de G por Ry troca de lado,
isto é, R§(Go) C (0F,07) para todo 0 < i < kg e REO(Gy) (07,07) ou R{(Go) C (0F,07)
para todo 0 < i < kg e RE(Gp) C (0F,07).

Cada intervalo T)7° corresponde a T onde (71,[)) é o primeiro par interno propriamente maior
ko P 71,01 1, p P prop
do que (ro,lp) = (1,1). Pelo que vimos na se¢io anterior, T;,,,, tem uma estrutura interna onde
aparecem os intervalos T+ . Entao usaremos a notacao T7%', pois assim fica explicitada a
P ky(r1,l1) ¢ koky » P
combinatdria que o gerou.

Portanto

L. o simbolo 01 = = representa o lado em que o gap G, = (O:H_h,O:rlHl) estd com relagao &

origem, isto é, 0y = + se G estd a direita da origem e o] = — se G est4 & esquerda da origem.

2. o inteiro positivo k; nos diz que G e seus k; — 1 primeiros iterados por R; estdao do mesmo

lado de 0 (& sua direita ou & sua esquerda) e o k;—ésimo iterado de G por R; troca de lado.

E dessa maneira obtemos os intervalos de parametros renormalizaveis de todos os niveis. Em
Jd00102...0 N— z = s O
suma, se b € T 30 % O | temos que f, é N vezes renormalizavel e b € T72% para todo

kokika...k;
5 000102...0{—104 000102...0i—1 .
0<i< N -1, onde Tk0k1k2‘--ki—lki C Tk0k1k2~--ki—1 para todo 0 <7< N — 1.

Aproveitando essa notacao, se tomarmos uma aplicacao f = f, € D infinitamente renormalizével
com combinatdria

I' = {(00, ko), (01, k1), (02k2), . .. (0N, kN), - . .}.

teremos que

T00102...0 N
b€ Tihrher ion

000102...0)N
para todo N > 0, e como ITkoklkz.ukN | = 0, quando N — co, temos

) 000102...0N
{b} - N=0Tkok1k24.‘kN ¢

5.5 Dimensao de Hausdorff Zero em Fibras Verticais

Na Segao 3.2 definimos a dimensao de Hausdorff de um conjunto K qualquer. Também vimos

que se quisermos mostrar que um conjunto K tem dimensao de Hausdorff zero devemos mostrar que
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m,(K) = 0 para todo p > 0, e para isso é suficiente que exista uma seqiiéncia U (") de coberturas

abertas enumerdveis de K tal que

lim H,U™) =0
n—oo

para cada p > 0.

Sendo assim vamos mostrar que a intersec¢ao do conjunto
Do = {f» € D; f € infinitamente renormalizdvel } com cada fibra {(fr, fr)} x (0,1) tem dimensdo
de Hausdorff zero. Esse resultado foi mostrado por Colin Boyd em [Boy85]. Mas vamos refazé-lo

aqui e para isso seja

K = {f» € D; fp é infinitamente renormalizavel } N {{(fL, fr)} x (0,1)}.

Como é intuitivo vamos considerar U™ como sendo a cole¢io dos intervalos de nivel n sobre a fibra
{(fr, fr)} x (0,1). Claramente temos que ¢/(® cobre K para todo n > 0. Mas o que nos assegura
que K tem dimensdo de Hausdorff zero é o Lema que segue abaixo.

Lema 5.5.1 Eziste um inteiro positivo ng = no(v,p) tal que H,,(Z/l("“)) < %Hp(u(")) para todo

n > ng.

Prova. Primeiramente notamos o seguinte

> orr-> e > (H)

T’ e (n+1) Teum T'CT, T eu(n+l)
Para cada i > 1 temos que se T = (b, ,b,,T) € U entdo, por (5.10),
(1 = )|(05; (b,), 0 (br2))| < T < |(05 (bu,7), 05 (bu,7))-

Assim se T" = (by 7, by 1) € UMY o T' © T com T € U™ obtemos juntamente com o Lema 3.1.2

< =
Tl ~1—v |0 (b7),0;, (b17)) l1-v

+ i
ITll 1 I(Orn.H (bl,T')’ Oln+l (bl,T'))l < 1 (1/211) kn+1 .
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Logo

IT'1\* 1\’ oy (knt1)p
<|T| <\i=%) ) ’

S () =22 ) e e () v i

T'CT,T'eU(n+1) kn=1

onde o segundo somatério é tomado sobre todas as possibilidades de kn. Como (v*)?" — 0 quando

n — 00, pois v € (0,1), existe ng = ng(v, p) > 1 tal que

1\’ @) 1
2(1—1/) 1—(vr)2" = 2

para todo n > ng. Portanto se n > ng obtemos

1 1
(n+1 1 -~ )
H,(U™ 1)) < 5 § TP = 2H,,(u<n ),

Teu

0 que conclui o resultado. [
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Figura 5.5: Intervalo de parametros B
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Figura 5.6: Estrutura geral.

93



94

CAPITULO 5. FAMILIAS A UM PARAMETRO



Capitulo 6

Laminacao e Holonomia

6.1 Laminagao

A laminagao que estamos procurando é o conjunto constituido pelos pardmetros infinitamente
renormalizéveis. Vamos iniciar essa busca fixando uma combinatéria, ou seja, uma seqiiéncia de

simbolos

I'= {(001 ko)(01>k1)) (02:k2)7 L. 7(0771, km)) we -})

onde oy =+ € kyy > 1, param =0,1,2,3,.. ..

Estamos em busca do conjunto de pontos f, € D para os quais b possui a combinatéria I’ acima.
Seja L = L(I') esse conjunto. Claramente £ é um gréfico, pois se f, € D é tal que b possui a
combinatéria I acima entdo b € T&",;’l‘,f;_:_'ki:", para todo m = 0,1,2,..., e além disso sabemos da

z. 000102.--Om0Om+1 000102...0 N o
Segao 5.4 que Tk0k1k2u-kmkm+l C Tyokrky ke Para todo m =0,1,2,... e

000102...0m
T ain | — 0 quando m — oo,
ou seja,
oo
_ 000102...0m
o} = ) Tegeseion
m=0

95
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Assim L é gréfico de alguma fungao L = Ly : D, X Dg — [0, 1]. Na verdade temos um pouco mais que
isso, ou seja, vamos mostrar que essa funcao L é continua. Considere, inicialmente, (fr, fr) € DL xXDgr
fixada, vamos mostrar que se (gr,gr) € DL x Dg esta préxima de (fL, fr) (na topologia C?) entdo
by = Lr(9z,9r) esta proximo de by = Lp(fL, fr). Em simbolos: V € >0, 36 >0 tal que se
(9z,9r) € D1, x Dg  satistaz ||(fr, fr) — (9, 9r)|| := ||fi — grllco + ||fr — grllco < & entao

|Lr(fL, fr) — Lr(gL, gr)| = |bf — by| < €.

Para provarmos isso precisaremos da continuidade dos bordos dos intervalos de pardmetros renor-
malizdveis, ou seja, vamos provar que os bordos desses intervalos de pardmetros renormaliziveis sao
graficos de fungées continuas. Inicialmente vamos verificar isso apenas para um intervalo 7;.; men-
cionado acima (e exibido na Figura 5.2) pois 0 mesmo argumento se estenderd para todos os outros
intervalos e subintervalos de pardmetros renormalizaveis. Para essa finalidade, se T}, = (bF,b), os

bordos b e b! de I sdo dados (implicitamente) pelas solugoes das equagdes

oy =f')=0 e Of=fI"'b-1)=0

respectivamente.

Considere a funcao

H: DLXDRX [0,1] — R
f=(fr.fr,d) = H(fr, fr,b) = fi(b)

que também pode ser vista como H(f) = F'=1(b,b).

Sem grandes esforcos podemos ver que H é uma fungao continua pois toda fungao f, € D (tal
que fi(b) #0,V 0 <1i < l—1) possui os ramos pelo menos continuos e composigao (finita) de fungoes

continuas ainda é uma fungao continua.

Agora. observe que o bordo b® pertence & pré-imagem do 0 por H, ou seja, b® € H~1(0), uma vez
que bF é a solucao de 0, = f;”l(b) = 0. Logo, para obtermos a continuidade dos bordos, precisamos
mostrar que H~1(0) é grafico de alguma fungao continua

¢ : Dy x Dp — [0,1]. Para garantirmos que H'(0) é grafico basta ver que como %%(f, b) =
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aa—j;:l(b,O“) > 1 para qualquer b € [0,1] (por 5.2), e sendo H continua temos que H é crescente na
variavel b, implicando assim que para cada (fr, fr) € Dy x Dg existe um tnico b € [0,1] tal que
H(fr, fr,b) = 0. Portanto H~1(0) é gréfico de alguma fungdo & : Dy, x Dg — [0,1]. Vejamos que
essa fungao £ ¢ de fato continua. Mas isso é conseqiiéncia direta do seguinte lema

Lema 6.1.1 Sejam X um espago métrico, K wm conjunto compacto e seja H : X x K — R uma
fungdo continua. Se H1(0) é grdfico de alguma func¢do € : X — K (isto €, se para cada v € X

eziste um tnico y = {(x) € K com H(z,&(z)) = 0) entdo € é continua.

Prova. Dado zg € X, seja yo € K tal que £(zp) = yo. Tomamos uma seqiiéncia =, € X , com
nle ZTn = Zg, € queremos mostrar que hrn &(zn) = yo. Como a seqiiéncia (£(xy,)) estd num compacto
bas?coa provar que toda subseqiiéncia (£ (3: )) convergente em K, tem limite yo. Ora, se for hm .5( L) =
y devemos ter y € K pois K é fechado. Mas como H(z),&(z))) = 0, para todo n 2 0 temos
H(zo,y) = nll'rrolo H(zy,&(z),)) = 0. Pela unicidade de yo temos obrigatoriamente Yy = Yo, O que

conclui a demonstragéo.
u

Pelo que acabamos de provar, e lembrando que estamos com a combinatéria
I' = {(00, ko), (01, k1), .- ., (Om, km), ...} fixada, consideremos, para cada m > 0,

¢8T Dy x Dp — [0,1]

a “funcao bordo” do intervalo T ”0‘“ ™ onde I indica o bordo de T7°!°™ mais préximo de b = 1
G km koki...km 2

e F indica o outro bordo.

Assim vamos representar por T"""l ”™ os intervalos de parametros renormaliziveis de nivel m+ 1
p km

que pertencem a fibra {(gr,9r)} x [O, 1]. Dado € > 0 tome m > 1 tal que

go01---Om
1Tk o] < 10

Por continuidade das fungoes §£’[ , escolha § > 0 tal que em Bj(f1) x Bs(fr) valha

IT}?()O&I Uml < g
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\€EX(fr, fr) — €57 (91, 9R)| < %

Com isso temos

¢ @ 6e
[y = bl < &+ ¢ H TG |+ Wigk k| < 75 < &

Portanto L = Lr é continua e estabelecemos o resultado

Lema 6.1.2 [Boy85] O conjunto Dy, = {fp € D; fy € infinitamente renormalizdvel} forma uma
laminagio C° dentro de D, com a topologia dada pela norma: ||f||p = ||fLllco + || frllco + |b], onde

f=(fr,fr,b) €D.

Esse resultado também foi provado por Colin Boyd em [Boy85].
6.2 Holonomias

Da Segao 6.1 sabemos que o conjunto Dy, = {fp € D; fp é infinitamente renormalizavel} é for-
mado por uma cole¢ao de graficos L£(T') de fungées L = L(I') onde cada I' é uma combinatéria
que define a seqiiéncia (encaixante) de intervalos de renormalizacao cuja intersecgao é o parametro
b. Sejam (fr,fr), (9r,9r) € D1 x Dg e considere as segbes verticais Xy = {(fr, fr)} x (0,1) e
Y9 = {(91,9r)} x (0,1). Sabemos que tanto ¥; quanto ¥, intersectam cada folha de Dy, em um
tnico ponto, e com isso podemos definir a aplicagao holonomia entre ¥y NDy, € XyMN Dy, como sendo
a funcéo que leva by em by com a seguinte regra: tome a combinatéria I' tal que by = Lr(fL, fr) €

seja by 0 tnico ponto de intersecgao entre X, e o grafico de Lr.

Estamos evitando falar em segbes tranversais pois ndo provamos que as fungoes L sao dife-

renciaveis.
6.2.1 Holder continuidade das holonomias

Para mostrarmos que a holonomia entre duas aplicagoes, f e g € D, infinitamente renormalizaveis
e com a mesma combinatdria precisaremos das hipéteses adicionais de que as aplicagoes f e g sejam
de classe C'*¢ e que suas derivadas estejam afastadas do zero (isto é, inf Df > 0 e inf Dg >

0). A fim de analisarmos a holonomia entre duas fibras verticais iniciaremos por considerar um
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natural n > 1 tal que as combinatérias de by e I;f, I' = {(00, ko), (01, k1), ..., (0n, kn),...} e T =

{(G0, ko), (61, 1;:1), ooy (On, I~cn), ...}, respectivamente, coincidem até a posi¢ao n, isto é

t

o; = 0 e /C-i=”

&)

para 0 < i <ne (0nt1, knt1) # (Gny1, kny1). De acordo com as Figuras (5.6), (5.4) e (5.5) podemos
relembrar que

. 2 0001 ...0n— 000]1...-0n+
. Bp: é o gap entre Tkm,c]mk"l e Tkoklu.knl

+. 4 0001...0n+ g001...0n+
. Bj": é o gap entre Tkokl...kn(i) e Tkokl...k"(i+1)

-, 000]...0n— 000]...0n —
. B : é 0 gap entre Tkokl...kn(i) e Tkokl...kn(i—}—l)

Assim temos as seguintes possibilidades:

a) by e Ef estao do mesmo lado com relacdo a By: ou estao & direita de By, ou seja, by €

T00] ...0n+ T 000]...0n+ PPN . 0007 ...0n—
Tkoklu.knknﬂ e by € Tkokl...knan’ ou estao a esquerda de By, ou seja, by € Tk0k1~-~knkn+1 e
b c TUDUI---UTE_ .

f koky..knknya 2

s\ 7 40N yio s . 0001 ...0n— T 000]-..On+
b) b estd a esquerda de By e by esté a direita de By, ou seja, by € Tkookllmknkn+l ebs € Tkokll---kn’;n-t—l

(ou vice-versa).

Feitas essas observagdes o Lema a seguir nos diz que a holonomia entre duas fibras verticais dadas

é Holder continua, se as fungoes de base tiverem derivada afastada do zero.

Lema 6.2.1 Sejam (f, fr), (91,9r) € DL x Dg aplicacées de classe Cl*e, e sejam pf, pg € (0,1)
tais que

0<ps < fr(z), frlz) < 1.

0 < pg < g1.(2), gr(z) < 1.

Ezistem constantes M > 0 e a € (0,1), dependendo apenas de (fr, fr) € (91,9r) satisfazendo: se
T el sio duas combinatérias quaisquer e se by = Lr(fr, fr), by = Lr(9r, gr), I;f = Lu(fr, fr) €

by = Ly (g1, gr) entao
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lbg — byl < Mlbs —byl®.

Prova. Seja n > 0 tal que T = {(00,k0),(01,k1)s---s(On, kn),...} e

T = {(60, ko), (61,k1),.--,(Gn, kn), ...} coincidem até a posicao n.

Para provarmos o caso a) vamos supor, sem perda de generalidade, que by e b ¢ estao a direita de

Bo e que kny1 < knt1, ou seja, by € T,;‘;’,g‘.::g:‘ktﬂ ebs e T;:O";‘L‘;"JH De (5.29) e de (5.28) obtemos

[o.0]
by bl < > (TE el +1BH)
’i:kn+1
< D0 A+ )@ (0, 0)
i:kn-i-l
(V)(kn+l+1)7'n.+ln_2

< (+

)

N
L) 15,000

1—v 1—v

e por outro lado, de (5.25) e da hipétese obtemos

7 kn Vra+in—2 —
by byl > BE, | > (1 —v) - plfre 072 (07 o) (6.1)

kn+1

Assim, escolhendo a € (0,1) tal que vy < p§ teremos

~ ~ knp1+1)Tn+Hin—2
=Bl L e 1 g, LT 00N ()
b — bgle 1-v" 1-y, 1 —v, ](O;,O;)fla p?

1 1 Lt 05,03

1-v’ 1—-y, 1—vy" |(05,05)f]*

onde (05,03 ) e (05,05 ), sdo os gaps principais de f e g respectivamente, e v, € (0, 1) é a majoragao

da derivada de g, isto é, 0 < ¢’ < vy < 1. Isso conclui o caso a).
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eb c T01 On+
f kn}vrﬂ—l

temos que |by — bf| < |Togtior|. De (5.16), (5.17) podemos majorar a distancia entre by e bf por

Passemos agora para a demonstragao do caso b). Assim, se by € T"I kn et 1

oy —bsl < (v)nHn = L2 (p)rntin2
e minorando temos
by —bgl > |Bol > (1—v)- ppt=2.|(05,07)].
Assim, escolhendo a € (0,1) tal que v, < p§ teremos

- 2 Tntln—2
|bg _~bg| < Yo Vg
oy —bgle = (1 —)2|(07,05) s \ o}

2
Ve

(1 =1)2(05,03) sl

Provando o caso b) e concluindo o resultado.

6.2.2 Nao mais que Holder continuidade das holonomias

Os resultados da Subsegéo anterior podem ser provados como sendo os melhores possiveis para
esta laminagdo. Provaremos que existem fungées (fr, fr), (91,9r) € DL x Dg de classe C1t€, ¢
numeros reais py, pg € (0,1) satisfazendo

0<py < fr(z), fr(z) <1

0 < py < g (x), g(x) <1

mas a holonomia h : ¥; — %, ou sua inversa nao é o-Hélder continua para alguma constante
a € (0,1). Para isso basta usarmos as desigualdades anteriores no sentido oposto de maneira a
obtermos
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|bg B I;gl

— _ o «a (kn+14+1)Tn+ln—2
Jog=bal gy, 1 ’03)951 o) L ( Py )
Ibf_bfla |(02 ,05 )fla 14+ =— (V)a

no caso a) e

[bg — byl

) Tpn+in—2
= > (1-v,)-|(05,0 (—g )
|bf bfla = ( 9) I( 2 2)9| ( a

v)
no caso b).

Assim, se escolhermos fungoes (fr, fr), (9r,9r) € DL X Dg e constantes py, pg como acima e

escolhermos a € (0,1) de modo que py > (¥)® nao conseguiremos nenhuma constante M > 0 que
|bg—bg|
] [by=bgl> ) ] ]
seguinte: colocando as estimativas nos dois sentidos, tanto para h quanto para sua inversa, temos

majore o quociente uma vez que ky,Tn,l, — co quandon — oo e (Vp—‘-‘ > 1. Observemos o

o

C*l( pg )Tn+ln—2 S Ibg 7~bg| S C(ﬁ_)’rn'f‘ln—? (62)
()« lof —bgl* = Ff
para h, e )
C—l( pf )Tn+ln—-2 S Ibf _~bfl S C(i)"'n’l‘[n—Q (6.3)
(vg)™ |bg — bg|* Py

para h™! (no caso b)). Assim, observamos que podemos até ter a holonomia Lipschitz (se v, < pf
em (6.2) por exemplo) mas nesse caso sua inversa nao sera a-Holder continua para todo a préximo
de 1 (pois para « préximo de 1 ainda valera a desigualdade (v4)® < py, fazendo com que o quociente

(6.3) seja ilimitado. Vale a mesma observagao para a poténcia (kn41 + 1), + 1, — 2 do caso a).



Capitulo 7

Analiticidade de laAminas

Este capitulo serd dedicado a provarmos alguns resultados no caso em que as fungoes f € D

possuem seus ramos analiticos.
7.1 Resultados de Analise Complexa

Nesta se¢ao vamos demonstrar alguns resultados de Anélise Complexa que precisaremos mais adiante.
Para isso vamos definir alguns objetos que utilizaremos. Considere um angulo 0 < 6 < 7 e defina o
setor

Sp:={re’ € C;—0 < ¢ < 6}. (7.1)

Observe que se multiplicarmos todos os pontos de Sy por um niimero complexo de médulo 1, isto é,

e obteremos o conjunto
%8y = {re' € C; =0+ 0y < ¢ < 0+ )

que nada mais é do que o setor Sy rotacionado pelo angulo 6. Denotaremos uma bola de centro z e
raio 7 > 0 por B,(z), ou seja,

By(z) ={w e C;|lw — 2| < r}.

Nosso primeiro resultado envolvendo esses conjuntos é o seguinte

103
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Lema 7.1.1 Seja A : U — C uma aplicagdao holomorfa definida num subconjunto convezo U de C,

e suponha que ezistem g > 0, 8 € (0,%) e Oy € [0,27) tais que
A'(b) € By, (0)° N et Sy,

para todo b € U. Entao
|A(b) — A(b)| > 7o cosBlb— b|

para todos 0s b, b € U e, em particular, A é injetiva.

Conjunto {A'(b);

__________________

Figura 7.1: ITlustragao do Lema 7.1.1.

Prova.

Sejam b e b dois pontos distintos em U. Sendo U convexo temos que o segmento ligando b a b

estd contido inteiramente em U e parametrizemos este segmento por
z(t) = (1 —t)b+tb

para t € [0,1]. Assim temos que z'(t) = b— b. Como A’(b) € €% Sy N B, (0)¢ temos que

A(2(t)) = €07 (t)(cos ¢(t), seng(t)) (7.2)

com r(t) > 19 e ¢(t) € [—0,0]. Como a imagem do segmento z(t) por A é uma curva podemos estimar
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seu comprimento da seguinte maneira

_ _ 1
AG) - A) = /(l_t)bm_) N(z)dz = (b — b) /0 A ((1))dt
= €% — ) /l(r(t) cos ¢(t),r(t)seng(t))dt.
0

Dessa tltima igualdade podemos minorar a integral por

'/Ol(r(t) cos ¢(t),r(t)sen¢(t))dt| = ‘(/()1 7(t) cosqﬁ(t)dt,/o1 T(t)sean)(t)dt)'

1
/ 7(t) cos d)(t)dt‘ > rgcosf,
0

e o resultado segue. m

Um outro resultado que precisaremos é o que segue

Lema 7.1.2 Dado um nimero real v € (0, 1), ezistem uma vizinhanca compleza A, do segmento

[0,v],0€(0,%), e0<rg <7 tais que para quaisquer m > 1 e 21,22, Zm-1 € A,, tem-se
m—1
1+ ) Zm1"Zm—2-..% € Sg N Bry(0)°N By, (0).
i=1

Prova.

Uma vez que v € (0,1), temos que 7 := %1 € (v,1) e podemos tomar um nimero natural ng tal
que

1 yrotl g
— < < —. 7.3
3ng ! ¢ 1—~ "2 (7.9)

(é claro que se v — 1 entdo ng — oo). Em seguida consideremos a bola de centro na origem e raio

ﬁ, B=B_ (0), osetor S = SsL, e definimos a regiao A, como sendo o conjunto
3ng ng
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A, == BU(SN B,(0)), (7.4)

(veja Figura 7.2).

SN By(0)

Figura 7.2: Regiao A,.

Vejamos agora que essa regiao A, assim definida satisfaz a conclusao do Lema. Inicialmente

definamos o inteiro nao negativo 7p com a seguinte regra

(a) se zm—1 € B entdo ig = 0;
(b) sezz € SNB,(0)NB, Vi=1,2,...,m—1, entdo 7o = m — 1;
(c) se nao ocorre (a) e nem (b) tomamos ig € {1,2,...,m — 2} tal que zm—iy, Zm—ig+1s--->2m—1 €

SN B7(O) \ Be Zm—ig—1 € B .

Feito isso, consideremos jp = min{ng,ip} e fagamos a seguinte decomposicao

m—1 m—1
1+ E Zm—1"Zm-2---2i = 1+ E Zm—1*Zm—2 ---Zi
=1 i=m-—jo
m—jo—1

+ E Zm—1""m—-2--- Zm—jo—l .2y

1=m—ng
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m—no—l

+ E Zm—1"2m—2--.%
=1

Vamos analisar cada uma das 3 somas que aparecem do lado direito da igualdade acima.

—1 . P 3
(1) Na soma Eg’;m_jo Zm—1 - Zm-2 ... % cada um dos fatores z;,_; - zy,_2...2 tem no maximo 7,

termos z; e cada um destes termos z; pertence a S. Logo temos que 0 < Re(z;) e |arg(z;)| < -

3ng?

para todo 2 = m — jo,...,m — 1. Concluimos que |arg(zm_1 - Zm_2. )| £ joﬁ £53<5

para todo i = m — jo,...,m — 1, logo tem parte real maior ou igual a zero. Assim, podemos
m—1

concluir facilmente que o niimero complexo 1+ i—m—jo Zm—1"Zm—2 - .. % tem parte real maior

ou igual a 1. Observe que se jop = 0 (que ocorre somente se iy = 0) entao esta soma nao existe;

—jo—1

(2) Nasoma Y " 70 2z 1 -Zm_5...2%n—jo-1...2 cada um dos fatores zm_,-zm_ . . . Zm—gg—l - -~ 2

possui o termo z,_j,—1 que pertence a B. Colocando esse termo em evidéncia e estimando o
médulo desta soma obtemos

m—jo—1 . )

[ > immomg Zm—1 " zm_Ql o Zm—jo—1-- - %
m—Jo— X
< |zm«jo—1| ’ 2 :i=m—no Zm—1"2m-2---2Zm—jg * Fm—jo—2 - - - Zi

1 m—jo—1 ) ,
< Fng Loicmeiiy [#m=1"Zm=2 ++: Zm—go * Bm—jp—2 - - - 2|

Como cada fator z,—1 - 2m—s ... Zm—jo - Zm—jo—2 - - - Zi t€m no maximo ng — jo termos z;, e cada
z; € um numero complexo de médulo menor do que 1 concluimos que

m—jo—1

4 1 1

I E Zm—l'Zm—2~~zm—jo—1-~2i|S—'n0=§-

3n
i:m—no 0

. P —jo—1 ,
Assim, o ntiimero complexo Z?;"fﬂno Zm—1"Zm-2 - - Zm—jo-1- - - % estd dentro de uma bola de

raio % Além disso observe que se jo = ng entdo esta soma nio existe (isso ocorre se 19 > ny);

(3) Na soma E;’;""_l Zm-1" Zm-2 - .- % cada fator z,,_1 - zm_o...2 tem mais do que ng termos

z;. Sendo assim seu médulo pode ser estimado por

m—ng—1 m—ng—1 no+1 1

oo
i Y
| Z Zm—1" Zm—2...%]| < Z |Zm—1 - Zm—2... 2| < Zry"o*“ = ty— < 5
=1

i=1 i=1
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m—ng—1
i=1

1

Assim, o nimero complexo Zm—1'2Zm-2--- % estd dentro de uma bola de raio 3.

Portanto, de (1), (2) e (3) concluimos que a soma 1+ 27;—11 Zm—1"Zm—2 - .. %; € um numero complexo

1

com parte real maior ou igual a 1 — —:1; — 5= %. Além disso

2
1 m—1 m—1 ) v
TOEE§|1+sz_1-zm_2...zi|§1+ 27’§1+:zr1.
i=1 i=1

E o valor de @ € (0, 5) do enunciado é obtido fazendo

Sp D {z € C;Re(z) > é} N By, (0).

Para o que segue, sejam [E, F espagos de Banach complexos.

Definicao 7.1.1 Uma aplicagdo P : E — F € um polindomio homogéneo de grau m se existir uma
aplicacdo m-linear A : E™ — F tal que P(xz) = Az™, para todo x € E, onde E™ ¢ produto cartesiano

de m copias de E e ™ denota a m-upla (z,z,...,x).

Definicao 7.1.2 Uma aplicacao P : E — F ¢ dita ser um polinémio de grau no mdzimo m se ele
pode ser escrito como uma soma
P=FP+P+...+P,

onde cada Pj é um polinémio homogéneo de grau j.

Definicao 7.1.3 Seja U um subconjunto aberto de E. Uma aplicagio f : U — E € holomorfa se
para cada a € U existe uma bola B.(a) C U e uma seqiéncia de polinémios homogéneos Pn, (onde
Py, tem grau m) tais que
(ee]
flz) = me(w_a)
m=0

uniformemente para x € B,(a).

Com essas defini¢oes mostra-se, por exemplo, que qualquer polindémio P : E — F é uma aplicagao

holomorfa (veja exemplo 5.3 de [Muj86]).
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Proposicao 7.1.3  [Muj86] Sejam Ey,E,, ..., E,,F espacos de Banach e seja U um subconjunto
aberto de By x Eg X ... x Ey. Entdo uma aplicagio f : U — F ¢ holomorfa se, e somente se, flE, €
holomorfa, para todo 1 =1,2,..., n.

Proposicao 7.1.4  [Muj86] Sejam Eq,Eo,...,Ey,F espagcos de Banach e seja U um subconjunto
aberto de F. Entdao wma aplicagdo f : U — EqxEgx...xE, é holomorfa se, e somente se, as funcées
coordenadas f; sao holomorfas, para todo i =1,2,...,n, onde f(z) = (f1(2), fa(2), ... , fn(2)).

Teorema 7.1.5 [Muj86] Sejam U C E um aberto de E, e f, : U — F uma seqiéncia de fungées ho-
lomorfas. Se (fn)n>0 converge uniformemente para wma fungdo f: U — IF, sobre qualquer compacto
K C U, entdo a funcao limite f € holomorfa.

Para a demonstragao desse teorema e teoria relacionada veja [Muj86].

Lema 7.1.6 Se gr(z) = 3772 aig, 2" e gr(2) = Y02, aignz sdo funcées holomorfas tais que

(@i,9, )i>1, (aigr)i>1 € 11(C), entdo as aplicagdes

L(C) x [1(C) x Cx By(0) — 41(C) x [(C) xC x C

(91, 9R, b, 2) (91, 9r,b,b)

(9L, 9R, b, 2) (g0, gr,byb— 1)
(9L, R, b, 2) % (g, 9r,b,b+ 91(2))
(9L, 9R, b, 2) (91,9, b,b— 1+ gr(2))

sao holomorfas.

Prova.

De acordo com as Proposigoes 7.1.3 e 7.1.4 basta provarmos que cada fungao coordenada de H;,
t = 1,2,3,4, é holomorfa. Como as trés primeiras fungées coordenadas de H;, i = 1,2,3,4, sao
projegoes temos claramente que elas sao holomorfas. Assim, resta-nos mostrar que a quarta funcgao
coordenada é holomorfa. A quarta func¢ao coordenada de H; e de Hs também é claramente holomorfa.
Assim, vamos apenas mostrar que as fungoes coordenadas de Hs, b+gr(z), e de Hy, b—1+gg(z), sdo

holomorfas. Para isso basta ver que podemos aproximé-las por polinémios sobre conjuntos compactos,



110 CAPITULO 7. ANALITICIDADE DE LAMINAS

isto é, sejam 71,72,73 > 0, 0 < 74 < 1, e consideremos (gr,, gr, b, z) € By, (0) X By, (0) x B, (0) x By, (0).
Temos

oo

Z |aige| - lzli

i=m+1

oo o0 .
(> laigDC Y 12
i=m-+1 =m+1

T21+1

IA

(o] ) m )
I Z Qg 2" — z Qg 2|
i=1 i=1

IA

1 1-— T4

Como, dado um compacto K C [3(C) x [;(C) x C x B;(0), existem 71,72,73 > 0 e 0 < 74 < 1 tais
que K C By, (0) x B, (0) x By, (0) x B,(0), temos que a quarta fungao coordenada de H3 ¢ o limite
uniforme de polinoémios sobre os compactos de [;(C) x [1(C) x C x B;(0). Logo, pelo Teorema 7.1.5
concluimos que ela é holomorfa. Analogamente, mostra-se que a quarta fungdo coordenada de Hy é

holomorfa. u

Como composicao de fungdes holomorfas é uma fungao holomorfa, obtemos, como conseqiiéncia

desse Lema, que as composi¢oes entre as H; sdo fungoes holomorfas.

Teorema 7.1.7 (Teorema da Funcgao Implicita em espagos de Banach) Sejam U um sub-
conjunto aberto do espaco de Banach E e V um subconjunto aberto de C. Seja A : U x V — C uma
aplicagao holomorfa. Suponha que ezista (ag,bg) € UXV tal que %(ag, bo) # 0 e A(ag,bp) = 0. Entao
eziste uma vizinhanca Uy de ag e uma tinica aplicagdo holomorfa g : Uy — V tal que Az, g(z)) =0,
Vz € Up.

Para a demosntragio desse Teorema da Fungao Implicita ver [Kra82] e [Cha85].

7.2 A escolha certa

No Capitulo 6 foi mostrado que o conjunto de parametros infinitamente renormalizéveis ( fr,, fr,b) €
Dy, x Dg x (0, 1) constitui uma laminacdo C° do espago de parametros, onde cada folha é o gréfico de
alguma funcéo de (fr, fr). J& em [ACO06], no caso linear, foi mostrado um pouco mais, ou seja, que as
folhas da laminacao sao de classe C*. Em ambos os casos cada folha £ dessa laminagao foi obtida por
aproximacao da seguinte maneira. Fixada uma combinatéria ' = {(o9, ko), (01, k1), - - - (0nkn), - - -},

temos a folha £ = L(I') da laminagao associada a I, e fixadas fr, e fr vimos que L(I') intersecta
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a fibra {(fr, fr)} % (0,1) em um tnico ponto b* = b*(I"), onde esse parametro b* foi obtido pela
intersecgao de intervalos encaixados, isto é,

(o} ={6(D)} = () T e

n=0

Assim como vimos na Se¢do 5.3 os extremos dos intervalos T,f:] 0,31 "f"‘l’ sao dados pela interseccao
ckne

da fibra {(fr, fr)} % (0,1) com as folhas associadas aos parametros b que sao solucoes de equagoes
do tipo

-1 =04 =0

fro) =0, =0,
onde os inteiros 5, e I, sdo determinados pela seqiiéncia (finita) ((oo, ko), (01,k1) ... (0n-1,kn-1))-

Com isso temos que o parametro b* = b*(I') ¢ o limite de uma seqiiéncia (b%),>1, onde cada by, é
um dos bordos do intervalo Tj,_; = T,:_’O 01:1 IIZ::I’ e assim observamos que existem duas possibilidades
para cada b;. Para o que vird adiante, essa dicotomia sera eliminada pela combinatéria T'. Mais
precisamente, suponhamos, sem perda de generalidade, que a dicotomia dos b} ’s foi eliminada até o
indice n—1. Assim, como procedemos para determinar qual bordo de 7},_; deve ser o b:? A resposta
é simples mas serd melhor compreendida mais adiante quando ficar explicito o uso dessa escolha dos
by’s. Até aqui sabemos que os bordos de T}, sdo as solucoes de Of =0e 0, = 0. E assim a escolha

de by, segue a seguinte regra:

(a) se o, = — entdo b}, é a solugao de 0, =0

(b) se oy = + entdo b}, é a solugao de 0 =0,

(veja Figura 7.3).

Como usaremos muito essa seqiiéncia (bj,)n>1 assim determinada, para nao precisarmos repetir

toda essa escolha dos b,’s, daremos a ela 0 nome de escolha certa.

Cabe aqui observarmos uma relagao importante entre a escolha certa e as seqiiéncias de inteiros
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b solugao de 0;f =0

=7

solugao de 0, =0

b=b(T) = NnxoTgo N

(o, )
Figura 7.3: Intersecgdo dos intervalos T’/ "’s.
(Tn)n>0 € (In)n>0, OU seja, se o, = — além de termos b;, como a solucao de 0,. = 0 vale também que
e el (1.5)
lny1 =7+ (kn + 1)1,
e se op = +, além de termos b}, como a solugao de 0; = 0 também vale
Tn+l = (kn +1)rp + 1y (76)
lny1 = knrn + 1y

7.3 Notagao das composigoes

Consideremos uma combinatdria

I' = {(00, ko), (01, k1), .., (045, ki), ...}
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e a aplicagao infinitamente renormalizdvel correspondente f dada por

f(z) = b+ fr(z) = Fp(z) , z€[b—1,0)
"\ b—1+fr(z) = Frlz) , ze (0,

De acordo com a lei das aplicagbes de retorno, vemos que cada R; é a composi¢ao de F}, com
FR (ou vice-versa) um certo niimero de vezes e em uma certa ordem que sao determinados pela
combinatéria I' e pelo ponto z onde a aplicagio R; estd sendo aplicada. Com isso a cada trajetoria
{z, f(z), f2(2),..., fi(z),.. .} associamos uma seqiiéncia w = w(z) = {wi}i>0, onde para cada i > 0
temos que w; = L se f*(z) < 0 ou w; = Rse fi(z) > 0, de maneira que f™ significard m composicoes

de Fj, com Fg na ordem determinada pela combinatéria I' e pela trajetoria do ponto z. Ou seja

I (@) = (O Fu)(2) = Fup_y © Fupy_y © -0 Fy, 0 Fyy(x). (7.7)

Nos casos em que z é um dos limites 0~ ou 0% entdo wo = L ou wy = R, respectivamente.
7.4 Analiticidade numa familia a 3 parametros com ramos afins

Nesta se¢do vamos mostrar a analiticidade das folhas da laminacéo dos infinitamente renormalizaveis
em uma familia a 3 pardmetros. Isto servird como introducio ao caso mais geral da proxima segao.
Seja {fa,p}a,80 com (e, B,b) € (0,1)* a familia de fungdes do intervalo [b — 1,b] dada por

b+ ax sex € [b—1,0)

(7.8)
b—1+pz sexe (0,

fa,ﬁ,b(z) = {

Para essa familia provaremos o seguinte

Teorema 7.4.1 O conjunto dos pardametros infinitamente renormalizdveis (o, 3,b) € (0,1)3 € uma

laminagdo onde cada folha € o grdfico de alguma funcdo analitica de (a, B).

Inicialmente, fixada uma combinatéria I, temos a aplicacdo infinitamente renormalizével f cor-
respondente dada por

b* + az = Fr(z) , zeb*—1,0)
fle)=9 \
b* —1+px = Fr(z) , z€(0,b%]
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e como vimos anteriormente também temos uma seqiiéncia (b},)n>1, determinada pela escolha certa,
convergindo para b* = b*(I") e, tanto para b* = b*(I") quanto para cada b}, temos uma folha correspon-
dente. Mais precisamente, para cada n > 0, seja L, : (0,1)2 — (0,1) a funcdo cujo grafico é a folha
correspondente a b%, eseja L : (0,1)2 — (0,1) a funcdo cujo grafico corresponde a b*. Para cada par
Omax, Pmax € (0,1) mostraremos que essas folhas sdo analiticas na regiao (0, &max] X (0, Bmax]- Mas

como aax € (0,1) e Bmax € (0,1) sdo arbitrarios teremos que as folhas serdo analiticas em (0,1)2.

Sendo assim, sejam max, Pmax € (0,1) e ¥ = max{amax, Omax}- Para esse v tome a vizinhanga
A, como definida em (7.4) e vamos estender o dominio dessas fungoes L, e L para a regiao complexa
A, x A,. Para isso o primeiro passo é complexificar a funcao f acima trocando a varidvel real = pela

variavel complexa z, isto é, passaremos a trabalhar com a extensao complexa dos ramos de f:

b+ az = Fr(2)
b—1+ 0z = Fg(z)

onde o, € A e z,b € C. Ao fazermos isso perdemos ndo sé6 a dinamica do problema (pois agora
nao temos mais a invaridncia de algum conjunto como no caso real em que o intervalo [b* — 1,b%]
era invariante) como a prépria fungéo de iteragao, j4 que nao existe extensdo para f e sim para seus

ramos.

Vimos na Subsegao 7.3 que a combinatéria I' e o ponto z determinam a ordem das composigoes

de Ff, com Fg (ou vice-versa). Entao podemos complexificar uma composicao fixada tomando z no

lugar de 2. Assim f™(z) = [OF,' Fu,](z) se complexifica para
(O mlF]( = Fup @ Fupy 0.0 Fy, 0 Fyy(2)

1’7161([) + T(wi) + fwi(z))

onde 7(L) = 0, 7(R) = —1, fr(2) = az e fr(z) = Pz. Definindo &, = a e £g = [P temos que

fuw,(2) = &,z e assim a formula acima pode ser escrita da seguinte maneira:
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(O Ful(2) = O b+ 7(wi) + fuy(2))
O?;?)l(b + 7(w;) + €, 2)
= bt r(wm1) + T s s - b 0+ T(wim1)) + ([T )2
(7.9)
Assim como no caso real, precisamos garantir a existéncia de solugdo de equagdes do tipo

[O%" Fu,J(0) =0 (7.10)

na varidvel b para cada par de nimeros complexos a, 3 € A, fixados. As solugoes dessas equacoes
serao as extensoes das folhas de aproximagao b%. Mais explicitamente, temos

m—1
b T(Win-1) + Y Ewpey  Ewmes - - Eun (b + T(wi_1)) = 0, (7.11)

=1

equagao esta que pode ser explicitamente resolvida:

m—1
T(wm—l) + Z gwm_l “Ewmz - ‘gwiT(wi—l)
b=— = . (7.12)

m—1

1+ Z Ewm_y " Ewmn - - Eui;

i=1

E essa expressao para b nos mostra que b é uma fungao analitica de o e 3 desde que a soma 1 +
?;—llfwm“, “&wpey - - &, NAO se anule para o e B dentro da regido complexa A,. Mas isso é
exatamente o que assegura o Lema 7.1.2.

Além disso, ainda pelo Lema 7.1.2, que garante uma minoracgao uniforme para o médulo do
denominador, e pelo fato de que o numerador pode ser majorado, em méddulo, por ﬁ, segue que

existe uma constante C > 0 tal que [b] < C para qualquer b que seja solucao de uma equagio como
(7.10).

Assim fica garantido que dentro da regiao A, x A, a fungao b, solugao de (7.10) e explicitada em
(7.12), é uma fungao analitica complexa e limitada. Esse argumento nos assegura que as extensoes
das folhas correspondentes aos b%’s sao analiticas complexas. Falta entdo garantirmos que a extensao

complexa da folha correspondente ao b* = b*(T") também é analitica complexa, e para isso bastaria
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que essa ultima fosse o limite uniforme das anteriores. Nesse momento faremos uso do Teorema 7.1.5.

Uma vez que temos, pela escolha certa, a seqiiéncia (b ),>1 convergindo para b* = b*(T"), olhamos
para a seqiiéncia complexa correspondente, ou seja, olhamos para a seqiiéncia (bn)n>1 que esté sobre
a fibra {a} x {8} x C e vamos verificar que essa seqiiéncia é de fato uniformemente Cauchy. Sem perda
de generalidade vamos assumir que b, é solugao de f(0~) = 0 (ou seja, pela escolha certa estamos
imediatamente supondo que o, = — e que vale (7.5)). Dai segue que a extensao complexa dessa
solugao é a solugao de [ Fy,](0) = 0, onde wo = L, w1 = R e os demais w; sao determinados

pela 6rbita lateral esquerda até [, — 1. Essa equagao se escreve explicitamente como

ln—1
b+ T(Wi 1) + Y Ewny s~ Gy, _y -+ i (b + T(wi1)) = 0. (7.13)

=1

J& bn41 serd a complexificacao da solugao de Ol;+1 =0, isto é,

[Ofzg Dt Fg)(0) = 0 (7.14)
se op42 = — (usando 7.5 para l, 1), onde os {w;} sdo determinados pela 6rbita lateral esquerda até

lnt1 — 1, ou a complexificagdo da solugao de 0} . =0, isto ¢,

[Ofrgkntn=t Fz,](0) =0 (7.15)

se ony2 = + (usando 7.5 para rp41)). Agora observamos que 0, € fln(fnlntr(07)), sendo f» o
ramo esquerdo da aplicagao de retorno em [O,Jf" ; Ol_"], o mesmo que leva 0~ em 0, . Portanto podemos
reescrever (7.14) como

(O Furl(za(bns1)) =0, (7.16)

onde z,(b) é a complexificacio de fF»t»+™(0~). Se 05,41 = + vale a mesma observagao, desta vez

com 0} ., onde teremos z,(b) a complexificacao de f (kn=1)ntra (0 F),

Entao usamos (7.9) em (7.16) e subtraimos de (7.13) para obter

ln—l ln_l

(b — bpy1)(1 + Z Euun—\ ‘€Wzn—2 3 -gwl-) = ( H gw.—)zn(bnﬂ) =0
1=0

=1
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Como vimos acima, |b,4;| é limitado por uma constante C (independente de n) para a,3 € A,.
Usando (7.9), segue que também |z (bn41)| é limitado, independente de 7, por uma constante C' > 0.
Portanto

ln—1
lbn - bn+1| < llgi:o wil C.
Il + Zi:l éwi+1 v g ‘g'wz,,~1|

Entao como o denominador é uniformemente afastado de 0, pelo Lema 7.1.2, e o numerador é ma-
jorado por Cryln, segue que |b, — bpy1| converge (super) exponencialmente para zero e que b, é
uniformemente Cauchy em A, x A,,.

Portanto pelo Teorema 7.1.5 concluimos que a folha limite Lc(T) (a folha correspondente ao
limite b da seqiiéncia (by),>0) é holomorfa. Como essa folha Lc(I') é a extensdo complexa da folha
real L(T') segue que £(I') é uma folha analitica real definida no retangulo (0, &max]) % (0, Bmax)- Sendo

Qmax; Pmax € (0,1) arbitrérios podemos concluir que £(T") ¢ analitica real no retdngulo (0,1)2.
7.5 Analiticidade da laminagao num espaco de fungoes analiticas
7.5.1 Espaco e topologia

Nesta secdo vamos provar resultados anélogos aos da secao anterior mas em um contexto mais geral.
A partir de agora trabalharemos com funcées (fr, fr,b) € D tais que

(o]
fr(@) =) aipa', Vo e (~1,0), com (a;s )1 €h

i=1

co
fR() =) i@, Yz € (0,1), com (aifm)in1 € .

i=1
Continuaremos denotando uma aplicagiao f desse tipo por (Fr, Fg), ou (fr, fr,b) ou simplesmente
por f; quando conveniente. Além disso vale ressaltar que para o conjunto formado por funcoes desse
tipo também sao validos todos os resultados provados nos Capitulos anteriores, como, por exemplo,
a existéncia de uma laminagao formada pelos parametros infinitamente renormaliziveis. E como ja
temos a existéncia dessa laminagao assegurada no Capitulo 6 vamos, aqui nessa se¢ao, provar que

essas folhas sao, na verdade, analiticas assim como fizemos na secao anterior no caso linear.
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Se denotarmos por F o conjunto das aplicagoes descritas acima vemos que F pode ser identificado
com um subconjunto do espago de Banach I3 x I} x R, pois se fi, e fr s@o como acima entao suas
séries de poténcia fL(z) = 3.0, i, 2t e fr(T) = Yooy a,-,foi possuem a propriedade de que as
sequéncias (a; f, )i>0 € (@i, f)i>0 pertencem ao espago de Banach Iy := {(a;)i>0 C R; 32, |ai| < oo}
Deste modo temos uma correspondéncia biunivoca entre os elementos do nosso espago F e elementos

de um subconjunto £, x Eg x (0,1) do espago de Banach [; x [; X R da seguinte maneira:
t: F — ELXERX(O,l)
f = ((aif.)iz0, (@i, 5 )i>0,b)

(note que os conjuntos £, Eg C ) ndo séo abertos em /). A identificagao faz com que seja natural
colocarmos em F a seguinte norma: se f = (fr, fr,b) € F definimos

WAE == 1ol + 1 fRlln + 18] =D lanrl + Y lan,gq] + [b]-
n=1 n=1

Dentro desse espaco F as fungoes possuem a propriedade de que as derivadas de seus ramos variam
continuamente na norma. l;.

Lema 7.5.1 Seja f(z) = Y 52, a;zt com Y 2, |as| < co. Entdo dado c € (0,1) e € >0, existe § >0
tal que 30, |a; — b;| < & implica |¢'(z) — f'(z)| < € para todo = € [—c,d], onde g(z) = 752, bzt
Prova.

Temos

[ee)

If'(@) — @] < Y dla—bil -] < (O alal™h) - (D lai — bil)
i=1 i=1

i=1

Como z € [—¢, ] vale

(oe]

o0
Zi|az|i_1 < z:z'ci_1 < 0.
i=1

1=1
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Assim, dado c € (0,1) e € > 0 tome § = W que teremos
i=1

lg'(x) — f'(z)] < e

se Y o) lai — b < 4. m

Esse resultado também vale em ; (C) com um fechado contido na bola unitaria no lugar de [—c, (].

Além disso usaremos a seguinte definicao de fungao analitica

Definicao 7.5.1 Uma aplicagio L : £ xEp — (0,1) € analitica se existem vizinhanca V de &f, XER
em 13(C) x 11(C) e uma aplicagio L : V — C, holomorfa e tal que L = I:|5LXR.

Estabelecidos esses conceitos e hipéteses utilizaremos o restante deste capitulo para provarmos o
seguinte resultado

Teorema 7.5.2 O conjunto dos pardametros infinitamente renormalizdveis (fr, fr,b) € F constitui

uma laminagao de F, onde cada folha € o grdfico de alguma fung¢@o analitica de (fr, fr).

7.5.2 Roteiro da prova do Teorema 7.5.2

Para provarmos o Teorema 7.5.2 seguiremos os seguintes passos. Para facilitar a notacdo, identifi-
camos F com &, X g x (0,1) e tomamos um ponto f = (fi, fr,b*) € €L x Er % (0,1) sobre uma
limina £ da laminagao de pardmetros infinitamente renormaliziveis. Sabemos que essa lamina £ é
o grafico de uma aplicacao

L : & x&— (0,1)

e que possui uma combinatéria associada, ou seja,

F{(Uo,ko), (0’1,1&'1), w50y ((Tn, kn), .. .},

eassim L = Lr e L = L(T). Essa combinatéria nos fornece uma seqliéncia de intervalos encaixados

Tl ™ cuja intersecgdo é o pardmetro b*, isto é

o0
{0} = ) T8 e

n=0
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onde T,Z:):l 1_::};::‘ C Tot- o™ para todo n > 0. Além disso a aplicagao L é aproximada por uma

seqiiéncia de funcoes L, : &p x Eg — (0,1), onde, para cada n > 0, a fungao L, é a fungao
correspondente ao b}, o bordo de T}:’o Ofl ! ::};"_‘1‘, determinado pela escolha certa. Observemos que até

esse momento tudo isso ja foi provado anteriormente.

Em seguida tomamos uma, vizinhanca U de (fr, fr) em [;(C) x I;(C) e uma bola B, (b*) satisfa-
zendo as seguintes condigoes: existe natural n; tal que, para todo n > n,, a funcao L, se estende
de uma vizinhanca de (fr, fr) em & X Eg para U como uma fungao holomorfa f,n com imagem em
B, (b*). Em seguida provamos que (I:n)nzg é uma seqiiéncia uniformemente Cauchy na topologia C°
cujo limite é a funcao L que é a extensdo de L. Neste ponto usamos novamente o Teorema 7.1.5
para garantirmos que L é holomorfa e concluirmos assim que L é analitica real por ser a restricio da

funcao holomorfa L.
7.5.3 Primeiro passo: vizinhancas e constantes

Podemos identificar £, x g X (0,1) com um subconjunto de [;(C) x {;(C) x C através de

( Z @ £ T Z a; frT",b) > ( Z B g Z Z ai fp2',b)
i=1 i=1 i=1 i=1

Entdao podemos falar, para cada elemento (fr, fr,b) € &L x Er x (0,1), de sua vizinhanca em
11(C) x 1(C) x C.

Fixe uma combinatéria I, tome L(I") C £ X Eg % (0,1) (j4 identificado com um subconjunto de
[1(C) x [1(C) x C) a lamina que é o conjunto das aplicagoes infinitamente renormalizaveis com essa
combinatéria e seja (fr, fr,b*) € L(T).

Por hipétese sobre as fungoes de £y, e Eg, existe v € (0,1) tal que 0 < Dfr(z) <v,Vz=z+1y
comy=0exz€ (-1,0),e0< Dfg(z) <v,Vz=z+iycomy=0ezxe(0,1).

Sejam A,, 0 € (0,%) e 0 < 79 < 7, dados pelo Lema 7.1.2. Seja também -y = sup {|z[;z € A, } < L.
Pelo Lema 7.5.1, podemos garantir que existem p; > 0 e vizinhangas complexas convexas Vi, de
[b* —1,0] e Vg de [0,b*], com VL, C B1(0) e Vg C B;(0), tais que

Dgr(z) € Ay, Vz €V, VgL € By (fL)
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VL, Vr

i ¥ V
b—1 0 b

Figura 7.4: Tlustragdo das vizinhangas complexas V;, e V.

Dgr(z) € Ay, ¥V 2z € Vg, Vgr € B, (fr).

Em seguida, tomemos § > 0 tal que

Bs(z) C Vi, V z € [b* — 1,0]

—o7 (7.17)
Bg(z) CVg, Vze [O,b*]
e tomemos 7 > 0 tal que N
LT
— < 0. 7.18
m+tT < (7.18)
Das constantes relacionadas com A, e 7 tiramos ainda a constante
_n
d= Trocos 0 (7.19)
e vamos definir p € (0, p;) tal que
p d
= 7.20
- <3 (7.20)

Em particular, a troca de p; por p nao afeta a exigéncia em 7:

p+n pP1+7
N+ ——<n+ .
1—9 1—-y

Entao U serd B,(fL) x B,(fr)-
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7.5.4 Laminas bem definidas numa vizinhanca apropriada

Precisamos agora garantir que as folhas correspondentes aos by,’s, que sao extensoes das solugoes das

equacoes

fr(07)=0 (ou fyr(07) =0),

estao definidas em B,(fr) X B,(fr). Com esse objetivo temos que garantir, primeiramente, que para
cada aplicagao g = (gr, gr,b) € Bo(fL) X Bo(fr) X B, (b*), as iteradas g'»(0) (e g™ (0)) permanecem
dentro da regido complexa Vi, U V. Para sermos mais precisos, isto quer dizer que, se fb"(O‘) =
[Oi’;f)l F,,](07), entao todos os iterados [O:-’:Ol Gw,;)(07), com 1 < m < I, permanecem em VU Vg
e estdo bem definidos, onde G, = b+ 7(w;) + gu,. Mais especificamente, para todo m =1,2,..., 1,

| f;f)l Gw,;](07) esté definido e pertence a V.

Se z,w € Vi, entao

|Gr(2) — Fr(w)| |GL(2) = GL(w)| + |GL(w) — F(w)]
v -lz —w| + |lgr = frlli ¢y + 10 — 0| (7.21)
v-lz—wl+p+m,

INIA A

e, analogamente, se z,w € Vg entao

|Gr(z) — Fr(w)] < |Gr(z) — Gr(w)| + |Gr(w) — Fr(w)]
< y-lz = w|+|lgr — frlliy @) + 10— b (7.22)
< vlz—wl+p+.

Utilizando essas desigualdades recursivamente obtemos

| O} Gug(0) = OF 5 Fus (0)] < 7+ 1 Op2 G (0) — O Fu (0)] + p+ 1
< 72 O G (0) — ORGP Fu (0) + (o +n) + o+
< Y-8+ (AT YT Py D)
<

n+ g <0,
(7.23)



7.5. ANALITICIDADE DA LAMINAGQAO NUM ESPACO DE FUNCOES ANALITICAS 123

por (7.18). Como [ O, F,](0) pertence ao segmento [b* — 1,b*], para todo m > 1, entdo (Ot
Gw;](0) € V,,, para todo m > 1, por causa da imposicio (7.17) sobre a constante 8.

Para explicitar as dependéncias corretas das expressoes, introduziremos a seguinte notacao:

Ay ,m(9L,9R,b) = [Oz =0 gwl +0b +T(w+)] 0), (7.24)

onde {w;"} é determinada pela érbita lateral direita, e analogamente A_ ,(gz,9r,b) e {w; }, onde
{w; } é determinada pela 6rbita lateral esquerda. O que acabamos de mostrar é que A+ meA_n,
estdo bem definidas para todo m > 1, e para (g1, gr,b) € B o(fL) X By(fr) % By(b*). Observe que
podemos ver Ay ,, como a quarta fungao coordenada da aplicacao

ll((C) X l](C) x C x Bl(O) — ll((C) X ll((C) x C x Bl(O)

% (7.25)
(gL)gRyb)z) = (gL)gR)b) Am(gL,gR,b))
onde H é a composi¢ao das aplicacdes holomorfas H;,i=1,2,3,4 do Lema 7.1.6.

Agora o que queremos mostrar é que para todo (9L, 9R) € By(fL) % B,(fr) e n suficientemente
grande, existe um tnico b, = b, (gL, gr) que é solucao da equagao

A—,ln (gL,gR) b) =0 ( ou A+,Tn (gL)gR7 b) = O) (726)

Sem perda de generalidade vamo supor que b, é dado por A_;, = 0.

Para mostrar a existéncia e unicidade da solucdo de (7.26) (para n grande), investigaremos a
injetividade da fungao b — A_, (9, 9r,b), definida em B, (b*), e se sua imagem cobre a origem,
para quaisquer gz, € B,(f1), gr € By(fR).

Injetividade

Para que a funcao b — A_ (g1, 9r,b), definida em B, (b*), seja injetiva basta que ela satisfaca as
hipéteses do Lema 7.1.1. Da mesma forma como fizemos no comeco do Capitulo 5, temos

m—1 1

0
G A-mlor9m,) = 14 [] b, (A m—j(91,9r,b)).
i=1 j=1
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E como g,, (z) € A, (pela escolha de p, VL, Vg), para todo z € Vy,, sabemos do Lema 7.1.2 que os
possiveis valores para soma 1 + Zf:ll Hj‘:l g{um_j (A—m—j(9L,9r,b)) ficam na interseccao do setor
Sp, com o complementar de By,(0) e contido na bola B, (0), onde 6 € (0,5) er; > ro > 0. Além
disso

ln—1 1 1

1 0
g < lgph-tnlor, gr,b)l = |1 + > 1 o, (M3 (g, 9R, D)) < T
i=1 j=1

Isso garante que estamos nas hipéteses do Lema 7.1.1. Observe que para provar a injetividade nao

foi preciso tomar n grande.
Imagem

Sabemos, da escolha certa, que a seqiiéncia real (b}),>0 converge uniformemente para b*. Assim

tomemos um inteiro positivo n; tal que
n
* ¥
b, —b*| < 3"

Dai temos que se n > nj entao
dist (5}, OB, (b%)) >

N3

Supondo ainda que b}, € B, (b*) é a solugao real de
[ (07) =0,

vamos usar o Lema 7.1.1 aplicado & funcdo b — A_, (fr, fr,b). Para todo b € 9B,(b*), temos
|b—b}| > 2, logo aplicando o Lema 7.1.1 teremos

diSt(A—,l"(fLa fRa b:z)) A—,ln (fL) fR> b))
|6, — b

> rgcosd,
logo,

dist(0, Ay, (fz, fr, b)) > rog cosf=d >0, (7.27)
(veja Figura 7.5).

Por outro lado, podemos tomar b € B, (b*) fixo e, de forma analoga a estimativa (7.23), s6 que
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imagem de 0B, (b*)

b A_ 1. (fL, fr,b)

By (b*)

Figura 7.5: Ilustragao da fungio complexa b — A_ 1. (fr, fr,b).

agora com 7 = 0, obtermos

p d

|A~,ln(gL>gR1b) - A—,ln(f[nfR)b)l < : < 5) (728)

para todo (gr,9r) € B,(fL) x B,(fr), pela escolha de p.

Com essas consideragdes a existéncia de solugéo de (7.26) seguird de provarmos que se (g1, gr) €
B,(fL) x By(fr) entdo as imagens do bordo 0B, (b*) pelas aplicagoes

By(b*) — C\ {0}
— Ay, (9L,9r,b)
b = Ay, (fL, fr,D)

(=

sao curvas homotdpicas. Para isso parametrizamos o bordo 0B, (b*) por

c(t) = b* + ne®mit
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com 0 <t < 1. Em seguida consideremos as curvas:

a(t) = A, (fr, fr, c(t))

b(t) = A, (91, gr, c(t)),

as quais s30 as curvas que queremos mostrar serem homotdpicas. E para isso basta ver que a aplicagao

H: IxI — C\{0}
(s,8) — H(s,t)=(L—s)-a(t)+s-bt)

é uma homotopia entre elas, onde I = [0,1]. Claramente isso é verdade pois como as curvas a(t) e

b(t) sao continuas segue que a aplicacao H é continua e satisfaz

. H(0,t) = a(t), para todo t € I
. H(1,t) = b(t), para todo t € I

. H(s,0) = H(s,1), para todo s € I.

Para vermos que H nao passa pela origem basta observamos que, pelas desigualdades (7.27) e (7.28),
d d
|H(s,t)] = (1 = s)a(t) + sb(t)| = la(t) + s(b(t) — a(t))] = |a(t)] = s[b(t) —a(t)] 2 d — 5 =5 >0.

Dai segue que a imagem de By(b*) pela funcao injetiva b — Ay, (91, gr,b) cobre o zero. Isto mostra
que para todo n > nq, existe uma e s6 uma solugao b,, para Ay, (9r,9gr,bn) = 0. Pelo Teorema 7.1.7

obtemos que as solugoes b, sao fungoes holomorfas de (g, gr)-

7.5.5 Convergéncia uniforme das laminas

Vamos ver agora que essas folhas complexas, correspondentes aos by,’s, sao uniformemente Cauchy.
Sem perda de generalidade vamos assumir que o, = — e op41 = + (para 0,41 = — é andlogo), de

maneira que b, e b, serao as solucoes das equagoes

A 1,90, 9R,bn) =0 (7.29)
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At v (90, 9Ry br1) = 0 (7.30)

respectivamente (veja 7.5). Mas A_, (91, gr, bn) = [Oi’;olgwi+7(wi)+bn](0) e Ay r1 (9L, 9R, bngr) =
(O Gus +7(w;) + bny1](zn(bnt1)), onde 2, (b) = [Ogi'a_l)l"w"_l 9w, + 7(w;) +b](0), analogamente
a (7.14), (7.15) e (7.16). Para estimar a distancia enter b, e bn+1 primeiro fazemos a diferenca entre
(7.29) e (7.30)

0 = (O gu + 7(wi) + ) (0) = [ OG5 Guy + 7(wi) + busr] (20 (bag1))
_ A—,ln (gngRﬁb’n) - A—,ln(gL)gRa bn+l)
= (bn - bn—l—l)
bn - bn—!-l

+[ Oi’l:_ol Gw; + T(w;) + bn+1](0) - [Oinz_ol Guw; + T(wi) + bn+1](zn(bn+l))

Aqui estamos supondo b, # by (se by = by entdo b, — Np4+1 = 0 é melhor do que a estimativa

que vamos obter abaixo). O segundo termo da soma, em médulo, é majorado por

’Ylnlzn(bn+l)| < ’Yl"a
pOis zn(bn+1) € VL U VR C By(0). Por outro lado, aplicando o Lema 7.1.1 novamente, obtemos

A—',ln (gL) IR, bn) - A-,ln (ng 9R, bn+1)
bn - bn+1

> rgcosé.

Logo
In
Ibn - bn+1| S

T COs 0

e com isso fica demonstrado que a seqiiéncia (bn)n>1 € uniformemente Cauchy. Logo, a folha limite
dessa seqiiencia (b,),>0 é holomorfa uma vez que ela é o limite uniforme de folhas holomorfas (veja
Teorema 7.1.5). Conseqiientemente sua restricao real é analitica. Assim a folha Lc(T), limite da

sequiéncia (bn)n>0, é holomorfa e sua restrigao real £(I') é analitica como queriamos.
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