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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas aplicações de Lorenz dissipativas do intervalo, que são aplica-
ções do intervalo possuindo um ponto de descontinuidade e derivada positiva e menor do que um em

todo ponto do seu domínio. Interessados na dinâmica dessas aplicações estudamos órbitas periódicas,
renormalizações e o conjunto minimal invariante quando não há órbita periódica. Em um conjunto
específico dessas aplicações provámos a existência de uma laminação correspondente às aplicações in-
finitamente renormalizáveis, assim como a regularidade das folhas dessa laminação, no caso analítico.
Conseguimos também estudar a regularidade das conjugações e das aplicações de holonomia da la-
minaçao.

Palavras-chave: Aplicação de Lorenz, fluxo de Cheiry, renoimalização, laminação, holonomia,
órbita periódica atratoia, dinâmica do intervalo.
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Resumo 

Neste trabalho estudamos algumas aplicações de Lorenz dissipativas do intervalo, que são aplica
ções do intervalo possuindo um ponto de descontinuidade e derivada positiva e menor do que um em 
todo ponto do seu domínio. Interessados na dinâmica dessas aplicações estudamos órbitas periódicas, 
renormalizações e o conjunto minimal invariante quando não há órbita periódica. Em um conjunto 
específico dessas aplicações provamos a existência de uma laminação correspondente às aplicações in
finitamente renormalizáveis, assim como a regularidade das folhas dessa laminação, no caso analítico. 
Conseguimos também estudar a regularidade das conjugações e das aplicações de holonomia da la
minação. 

Palavras-chave: Aplicação de Lorenz, fluxo de Cherry, renormalização, laminação, holonomia, 
órbita periódica atratora, dinâmica do intervalo. 
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Abstract

In tais work we studied some dissipative Lorenz interval maps, which are interval mapa with a
discontinuity point and derivative posítive and smaller than one in every point of its domain. Since
we are interested in the dynamics of these maps we studied periodic orbits, renormalizations and the
minimal invariant set when Chefe is no periodic orbit. In a specific set of those maps we proved the
existence of a lamination of the infinitely renormalizable mapa, as well as the regurality of its leaves
in the analytic case. We also studied the regularity of the conjugacies and of the holonomy map of
the lamination.

Keywords: Lorenz map, Cherry fiow, renormalization, holonomy, attracting periodic orbit, interval
dynamics.

Abstract 

ln this work we studied some dissipative Lorenz interval maps, which are interval maps with a 
discontinuity point and derivative positive and smaller than one in every point of its domain. Since 
we are interested in the dynamics of these maps we studied periodic orbits, renormalizations and the 
minimal invariant set when there is no periodic orbit. ln a specific set of those maps we proved the 
existence of a lamination of the infinitely renormalizable maps, as well as the regurality of its leaves 
in the analytic case. We also studied the regularity of the conjugacies and of the holonomy map of 
the lamination. 

Keywords: Lorenz map, Cherry flow, renormalization, holonomy, attracting periodic orbit, interval 
dynamics . 
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Capítulo l

Introdução

Neste trabalho estudaremos aplicações / definidas em j--l, ll \ {0} e dadas por

b + /L(z), n C l-i,0) ,. .~

b l + /R(aç), z C (0, il '''''

onde b C (0, 1), /l e /R são diferenciáveis e se estendem continuamente de tal forma que /t(0) = 0 =
/a(0), e existe um número real p c (0, 1) satisfazendo

/(«) -

0 </L(z) $ u < 1, Vz C l--i,0), 0 < ./L(z) $ p < 1, Vz C(0,1)

Esse tipo de aplicação aparece quando se estuda uma certa classe de campos de vetores em IR3
ou também no estudo dos chamados Fluxos de Cherry, que são os fluxos de um tipo de campos de
vetores no toro. Vejamos com mais detalhes como elas surgem nesses dois contextos que acabamos
de citar.

Motivado por uma equação diferencial no R3, algebricamente muito simples, proposta por Lorenz
ILor631 como uma aproximação em dimensão finita da equação de evolução de dinâmica atmosférica,
Guckenheimer IMM76) formulou um modelo geométrico simulando o comportamento observado por
Lorenz ILor631. Para tanto Guckenheimer produziu lun campo de vetores Xo de classe C'" no
IR3 tendo lm] atrator (71 persistente contendo uma singualridade com os auto-valores satisfazendo

À2 < À3 < 0 < Ài e Ài + À3 > 0. Esse atrator ficou conhecido como atrator de Lorenz geométrico
e continuou sendo estudado por Guckenheimer e Williams IGW791, além de outros como IABS77j
Há também estudos de atratores de Lorenz no caso em que a variedade expansoia tem dimensão

l

Capítulo 1 

Introdução 

Neste trabalho estudaremos aplicações f definidas em [-1 , 1] \ {O} e dadas por 

f(x) = { b + h(x), x E [-1, O) 
b-l+fR(x), xE(0,1] 

(1.1) 

onde b E (O, 1), h e f R são diferenciáveis e se estendem continuamente de tal forma que h(O) =O= 
f R(O), e existe um número real v E (O, 1) satisfazendo 

O < fH x) '.S v < l, Vx E [-1, O), O< ÍR(x) '.S v < l, Vx E (O, 1]. 

Esse tipo de aplicação aparece quando se estuda uma certa classe de campos de vetores em JR3 

ou também no estudo dos chamados Fluxos de Cherry, que são os fluxos de um tipo de campos de 
vetores no toro. Vejamos com mais detalhes como elas surgem nesses dois contextos que acabamos 
de citar . 

Motivado por uma equação diferencial no R 3 , algebricamente muito simples, proposta por Lorenz 
[Lor63] como uma aproximação em dimensão finita da equação de evolução de dinâmica atmosférica, 
Guckenheimer [MM76] formulou um modelo geométrico simulando o comportamento observado por 
Lorenz [Lor63] . Para tanto Guckenheimer produziu um campo de vetores X0 de classe C00 no 
JR3 tendo um atrator C1 persistente contendo uma singualridade com os auto-valores satisfazendo 
À2 < ,\3 < O < À1 e >-1 + À3 > O. Esse atrator ficou conhecido como atrator de Lorenz geométrico 
e continuou sendo estudado por Guckenheimer e Williams [GW79], além de outros como [ABS77] . 
Há também estudos de atratores de Lorenz no caso em que a variedade expansora tem dimensão 
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2 CAPITULOI INTRODUÇÃO

arbitrária IBPV00). Para um tratamento do ponto de vista das equações diferenciais e da geometria do
atrator de Lorenz veja ISpa821. Aqui consideraremos um campo de vetores parecido com o estudado
por Guckenheimer, mas com os auto-valores da singularidade satisfazendo À2 < À3 < 0 < Ài e
Xi + Às < 0.

Vamos à construção desse campo de vetores. Sela Xo um campo de vetores (;" em ]R3 com uma
singularidade na origem, cujos autovalores satisfazem --À2 > À3 2 Ài > 0, e cujos autovetores são
supostos terem as direções dos eixos coordenados. Assumiremos também que Xo é linear em uma

vizinhança da origem que contenha o cubo {(z, 3/, z) € ]R3; laço, lyl, lzl $ 1} e que ambas as trajetórias
da variedade instável da singularidade intersectam o topo do cubo, que denotaremos por Q, como na
Figura l.l.

Figura 1.1: Autovalot-es do campo Xo

Uma variedade estável local da singularidade intersecta Q em {z :: 0} , e assim podemos considerar
a aplicação de primeiro retorno Eo definida em Q* = Q \ {z ;: 0}.

Por um cálculo simples usando a forma do fluxo de Xo na vizinhança linearizada, é fácil ver que
a aplicação F+, que leva (l?+ = Q* n {z > 0} em {aç ;: 1} é dada por

F'+(#,3/,l) yz',g'),

2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 

arbitrária [BPVOO] . Para um tratamento do ponto de vista das equações diferenciais e da geometria do 

atrator de Lorenz veja [Spa.82] . Aqui consideraremos um campo de vetores parecido com o estudado 

por Guckenheimer, mas com os auto-valores da singularidade satisfazendo À2 < À3 < O < À1 e 

À1 + À3 < o. 
Vamos à construção desse campo de vetores. Seja Xo um campo de vetores C 00 em JR3 com uma 

singularidade na origem, cujos autovalores satisfazem ->.2 > ->.3 2 >.1 > O, e cujos autovetores são 

supostos terem as direções dos eixos coordenados. Assumiremos também que Xo é linear em uma 

vizinhança da origem que contenha o cubo {(x,y, z) E !R3; lxl, IYI, lzl ::::; l} e que ambas as trajetórias 

da variedade instável da singularidade intersectam o topo do cubo, que denotaremos por Q, como na 

Figura 1.1. 

Q 

y 

Figura 1.1 : Autovalores do campo X 0 • 

Uma variedade estável local da singularidade intersecta Q em { x = O}, e assim podemos considerar 

a aplicação de primeiro retorno F0 definida em Q* = Q \ {x = O} . 

Por um cálculo simples usando a forma do fluxo de Xo na vizinhança linearizada, é fácil ver que 

a aplicação F +, que leva Q+ = Q* n {x > O} em {x = l} é dada por 
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Figura 1.2: Aplicação F'

eaaplicaçãoF ,de(2 =Q*nlaç<0} em {z= 1},édadapor

F' (z, y, 1) 3/(-z)', (-z)'),

onde

e

(veja Figura 1.2). Para obter Eo, as aplicações 7+ e IF devem ser compostas com difeomorfismos
que levam regas z = constante de {# = 1} em retas z = constante em Q, e regas z = constante de
{z :; 1} em netas z :: constante em Q. .Além disso assumiremos que o fluxo de Xo é tal que as
retas com a direção do eixo 0y (da variedade estável forte da singularidade) formam uma folheação
invariante por Xo. Em particular, isto implica que em (l? a aplicação Ro tem uma folheação invariante.
Mais precisamente, para obtermos

Eo : Q+ --, Q

a compomos com o um difeomorfismo -H+ {« 1} --, Q da forma H+(l,y, z) (z, - l +

3 

x= l 

Figura 1.2: Aplicação F. 

e a aplicação F - , de Q- = Q* n {x < O} em {x = -1}, é dada por 

F_(x,y,1) = (-1,y(-xr,(-x)5), 

onde 

e 

(veja Figura 1.2). Para obter Fo, as aplicações F + e F _ devem ser compostas com difeomorfismos 
que levam retas z = constante de { x = 1} em retas x = constante em Q, e retas z = constante de 
{ x = -1} em retas x = constante em Q. -Além disso assumiremos que o fluxo de X O é tal que as 
retas com a direção do eixo OY (da variedade estável forte da singularidade) formam uma folheação 
invariante por Xo. Em particular, isto implica que em Q a aplicação Fo tem uma folheação invariante. 
Mais precisamente, para obtermos 

a compomos com o um difeomorfismo H+ : {x = 1} - Q da forma H+(l,y, z ) (b - 1 + 
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/+(z),g+(Z/, z), 1) e assim

Eo(z,z/, 1) = H+ o F+(z, 3/, l) =(b l + /+(]ç'), g+(yz', z'), l)

onde /+ e g+ satisfazem 0 < .Ü(z) $ 1 e l -aíl < 1. Como as retas z = constante são invariantes por

Eo, a dinâmica que interessa é a da aplicação FL(z) := ó l + /+(z'). Observe que 0 < /q,(aç) < 1.

Dessa maneira um esboço da imagem de Q* por Xo pode ser vista na Figura 1.3.

Com raciocínio anaálogo a aplicação

&:Q -Q

é composta com um difeomorfismo .17. : {z ::

onde 0 > /!(z) > -- ' e l aíl < 1. Assim

1} --, Q daforma H--(--l,g/,z) =(b+/--(z),g(y,z), l),

Eo(z,y, 1) = H . F' (z,y,l) /-(( z)'),g (y( z)', ( z)'), l)

E pelo mesmo motivo estaremos interessados na dinâmica da aplicação .lh(z) := b + ./'-(( z)'), que

também satisfaz 0 < /Ü(z) < 1- Para mais detalhes veja IRov931, IGH901.

Esse tipo de aplicação continua sendo muito estudado devido a sua riqueza de propriedades
dinâmicas. Por exemplo, em IMdMOll foi mostrado que algumas famílias parametrizadas de fluxos
de Lorenz são topologicamente universais no sentido que, dado qualquer fluxo de Lorenz geométrico,
sua dinâmica é essencialmente a mesma que a dinâmica de algum elemento da família. Para sermos
mais precisos, foi mostrado em IMdMOll que: "t/ma /amzaáa de Lorenz monótorza é uma /amz2ãa

completa. " Portanto, essas famílias desempenham, dentro do contexto dos fluxos de Lorenz, o mesmo
papel que a família quadrático dentro do contexto das aplicações unimodais do intervalo.

Vejamos agora o segundo contexto. Considere um fluxo de classe (IJ" no 2-toro, T2. Trabalhare
mos com seu recobrimento universal n- : R2 --> TU, de maneira que o campo de vetores X satisfaz
X(sç+n, y+m) = X(z, y), para todos os m, rz C Z. Além disso o campo de vetores satisfaz o seguinte:

(A) X tem duas singularidades, uma sela hiperbólica S e um poço hiperbólico P

(B) X é transverso ao círculo E {(=,y)lz

(C) Existem a, b c E tais que se y € (a, b) a órbita positiva de X passando por y vai diretamente
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f+( z ), 9+(Y, z), 1) e assim 

onde f + e 9+ satisfazem O < f ~ ( z ) ::::; ¼ e 1 ªJ; 1 < 1. Como as retas x = constante são invariantes por 

Fo, a dinâmica que interessa é a da aplicação FL(x) := b - l + f +(x5
). Observe que O< FUx) < l. 

Dessa maneira um esboço da imagem de Q* por Fo pode ser vista na Figura 1.3. 

Com raciocínio anaálogo a aplicação 

Fo: Q- ----t Q 

é composta com um difeomorfismo H_ : {x = -1} ----t Q da forma H_(-1, y, z ) = (b+ J_( z ), g_(y, z ), 1) , 

onde O > J'_( z ) > -¼e lªJ;I < 1. Assim 

Fo(x, y, 1) = H_ o F _ (x, y, 1) = (b + f - ((-x)5), g_ (y(-xY , (-x)5), 1). 

E pelo mesmo motivo estaremos interessados na dinâmica da aplicação FR(x) := b + f-((-x)5), que 

também satisfaz O < F~(x) < 1. Para mais detalhes veja [Rov93], [GH90]. 

Esse tipo de aplicação continua sendo muito estudado devido a sua riqueza de propriedades 

dinâmicas. Por exemplo, em [MdM0l] foi mostrado que algumas famílias parametrizadas de fluxos 

de Lorenz são topologicamente universais no sentido que, dado qualquer fluxo de Lorenz geométrico, 

sua dinâmica é essencialmente a mesma que a dinâmica de algum elemento da família. Para sermos 

mais precisos, foi mostrado em [MdM0l] que: "Uma famflia de Lorenz monótona é uma famflia 

completa." Portanto, essas famílias desempenham, dentro do contexto dos fluxos de Lorenz, o mesmo 

papel que a família quadrática dentro do contexto das aplicações unimodais do intervalo. 

Vejamos agora o segundo contexto. Considere um fluxo de classe e= no 2-toro, T 2 . Trabalhare

mos com seu recobrimento universal 1r : ~
2 

----t T 2 , de maneira que o campo de vetores X satisfaz 

X(x+n, y+m) = X(x , y), para todos os m, n E Z. Além disso o campo de vetores satisfaz o seguinte: 

(A) X tem duas singularidades, uma sela hiperbólica S e um poço hiperbólico P . 

(B) X é transverso ao círculo I; = {(x,y)lx = O} . 

(C) Existem a, b E I; tais que se y E (a , b) a órbita positiva de X passando por y vai diretamente 
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ã(Q') --

Figura 1.3: Imagens da aplicação Eo

pala o poço P sem intersectar E novamente, mas para y « la,ól a aplicação de Poincaié
/ : E -+ E está definida e é expansora. Além disso, /'(y) -, oo se y --, a ou y --, b+ (veja
Figura 1.4).

A aplicação de Poincaré pode ser estendida a todo E tomando ela constante sobre la, ól, e assim
temos uma aplicação contínua do círculo .f : E --, E. Pela condição ((-;), /'(y) ? À > 1 para todo
z çl la, ól (veja Figura 1.5).

Como / é monótona e de grau um ela tem um número de rotação (vda IPdM821). Denote por
,Y'"(T2) o conjunto dos campos de vetores de classe (..;'" sobre o 2-toro com a topologia C'', e por
./\r a vizinhança em À'"(T2) de todos os can)pos de vetores que satisfazem (.A), (B) e (C). Com isso
define-se un] campo de Crer'r' como um campo de vetores em .V cuja aplicação de Poincaré tem
rlúmero de rotação irracional. Se um campo de vetores X no 2-toro tiver duas singularidades (uma
sela hiperbólica e uma fonte hiperbólica) como na Figura 1.6 então, se os autovalores satisfazem
--À2 > Ài > 0, obtemos a aplicação de Poincaré induzida por seu fluxo como na Figura 1.7. Para um
melhor estudo sobre os fluxos de Cherry veja IMvSdMM901, IPdh'í821 e IABZ96j. Ainda sobre fluxos
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Figma 1.3: Imagens da aplicação Fo. 

para o poço P sem intersectar E novamente, mas para y (/:. [a, b] a aplicação de Poincaré 
f : E --t E está definida e é expansora. Além disso, J'(y) --t oo se y---) a- ou y---) b+ (veja 
Figura 1.4). 

A aplicação de Poincaré pode ser estendida a todo E tomando ela constante sobre [a, b], e assim 
temos uma aplicação contínua do círculo J : E---) E. Pela condição (C), J'(y) 2 >. > 1 para todo 
x (/:. [a, b] (veja Figura 1.5). 

Como fé monótona e de grau um ela tem um número de rotação (veja [PdM82]). Denote por 
X 00 (T2 ) o conjunto dos campos de vetores de classe C00 sobre o 2-toro com a topologia C00

, e por 
Na vizinhança em X 00 (T2 ) de todos os campos de vetores que satisfazem (A), (B) e (C) . Com isso 
define-se um campo de Cherry como um campo de vetores em N cuja aplicação de Poincaré tem 
número de rotação irracional. Se um campo de vetores X no 2-toro tiver duas singularidades (uma 
sela hiperbólica e uma fonte hiperbólica) como na Figura 1.6 então, se os autovalores satisfazem 
->.2 > >.1 > O, obtemos a aplicação de Poincaré induzida por seu fluxo como na Figura 1.7. Para um 
melhor estudo sobre os fluxos de Cherry veja [MvSdMM90], [PdM82] e [ABZ96] . Ainda sobre fluxos 
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Figura 1.4: Fluxo de Cherry.

de Cherry no toro podemos citei outros trabalhos como: IAZM961 que classifica as transformações de
Cherry no círculo e os fluxos de Cherry no toro; IAra901 e IAra861 que estudam algumas estruturas
topológicas de fluxos de Cherry no toro. Além desses trabalhos também podemos citar IAMZ941

e IAZM94j que generaliza o conceito de fluxos de Cherry sobre o toro para fluxos de Cherry e
filiações de Cherry sobre a esfera de dimensão 2. Há também um trabalho, IGut831, que estuda um
pouco de suavidade dos fluxos de Cherry em variedade de dimensão 2.

Chamaremos de 7) a família de funções definidas como em (1.1). Aqui apenas estudaremos as
propriedades que essa família 7) apresenta (algumas vezes com hipóteses mais restritivas) mas com o
objetivo de, em um trabalho futuro, aplica-las em algum contexto como foi feito nos dois exemplos
que acabamos de citar. Inicialmente precisaremos de alguns conceitos e resultados preliminares para
desenvolvermos o estudo das propriedades dessa família.

Toda aplicação / c 1) possui um intervalo G com a propriedade de que /(z) g G, para todo
z C 1 1, íl \ {0}. Por esse motivo esse intervalo G é chamado de gap phncípa! da aplicação / e essas
aplicações também são chamadas de gap mapa. Uma propriedade fundamental de G é que todos
os seus iterados são dois a dois disjuntor. Como uma aplicação dessas gap maps vela IGle951. Um
fenómeno estudado nesse tipo de aplicação (e que não existe em aplicações tmimodais de classe C'2)
é a existência de intervalo errante, ou seja, um intervalo W onde todos os seus iterados são disjLmtos
aos pares e, além disso, ele não é atraído por nenhuma órbita periódica. No caso en] que as aplicações
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Figura 1.4: Fluxo de Cherry. 

de Cherry no toro podemos citar outros trabalhos como: [AZM96] que classifica as transformações de 

Cherry no círculo e os fluxos de Cherry no toro; [Ara90] e [Ara86] que estudam algumas estruturas 

topológicas de fluxos de Cherry no toro. Além desses trabalhos também podemos citar [AMZ94] 

e [AZM94] que generaliza o conceito de fluxos de Cherry sobre o toro para fluxos de Cherry e 

foliações de Cherry sobre a esfera de dimensão 2. Há também um trabalho, [Gut83], que estuda um 

pouco de suavidade dos fluxos de Cherry em variedade de dimensão 2. 

Chamaremos de 'D a família de funções definidas como em (1.1) . Aqui apenas estudaremos as 

propriedades que essa fanu1ia 'D apresenta (algumas vezes com hipóteses mais restritivas) mas com o 

objetivo de, em um trabalho futuro, aplicá-las em algum contexto como foi feito nos dois exemplos 

que acabamos de citar. Inicialmente precisaremos de alguns conceitos e resultados preliminares para 

desenvolvermos o estudo das propriedades dessa família. 

Toda aplicação f E 'D possui um intervalo G com a propriedade de que f( x ) (j:_ G, para todo 

x E [-1, 1] \ {O}. Por esse motivo esse intervalo G é chamado de gap principal da aplicação f e essas 

aplicações também são chamadas de gap maps. Uma propriedade fundamental de G é que todos 

os seus iterados são dois a dois disjuntos. Como uma aplicação dessas gap maps veja [Gle95]. Um 

fenômeno estudado nesse tipo de aplicação ( e que não existe em aplicações unimodais de classe C 2
) 

é a existência de intervalo errante, ou seja, um intervalo W onde todos os seus iterados são disjuntos 

aos pares e, além disso, ele não é atraído por nenhuma órbita periódica. No caso em que as aplicações 
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Figura 1.5: Aplicação de retorno induzida pelo fluxo da Figura 1.4

Figura 1.6: Fluxo de Cherry

de Lorenz / C 2) não possuem criticalidade (isto é, log /' é Lipschitz em ló 1, ól \ {0}) foi mostrado
em IBM91j que se / possui intervalo errante então / é infinitamente renormalizável. A implicação
contrária, ou seja, se / é infinitamente renormalizável então possui intervalo errante é mais simples
e também a mostramos aqui mesmo no caso em que / possui criticalidade. Mas há uma conjectura
citada em ISP991 dizendo que essa equivalência acontece para as aplicações de Lorenz / C Z) com
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Figura 1.6: Fluxo de Cherry 

de Lorenz f E D não possuem criticalidade (isto é, log J' é Lipschitz em [b - 1, b] \{O}) foi mostrado 
em [BM91] que se f possui intervalo errante então f é infinitamente renormalizável. A implicação 
contrária, ou seja, se f é infinitamente renormalizável então possui intervalo errante é mais simples 
e também a mostramos aqui mesmo no caso em que f possui criticalidade. Mas há uma conjectura 
citada em [SP99] dizendo que essa equivalência acontece para as aplicações de Lorenz f E D com 
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0 c l

Figura 1.7: Aplicação de retorno induzida pelo Fluxo de Cherry da Figura 1.6

criticalidade

Um conceito que está presente em todo este trabalho é o de renormaZãzação, que significa o
seguinte: dada uma aplicação / C 7), diremos que ela é renormalizável se existir um intervalo
/ := lc,dl, com b 1 < c < 0 < d < b, tal que a aplicação de primeiro retorno de / a / é uma

aplicação de Lorenz dissipativa, se reescalonada. Em caso afirmativo, tomamos lc, al maximal com
essa propriedade e definimos a renorn)alização de / como sendo a aplicação de primeiro retorno a
lc, úl estendida e normalizada para 1-- 1, 11 \ {0}. E agora podemos questionar se a renormalização de
/ é renormalizável ou não. Se for, diremos que a aplicação / é pelo menos 2 vezes renormalizável e
a segunda renormalização de / é a renormalização da primeira renormalização de /. Dessa maneira
definimos, indutivamente, o conceito de uma aplicação / sei Ar vezes renormalizável, onde 0 $ Ar $

Esse conceito produz a seguinte dicotomia: uma ap]icação / ou é ]V vezes renornlalizável mas
não é /V + l vezes renormalizável, com 0 $ Ar < oo, e nesse caso ela possui uma única órbita
periódica atratora (Proposição 2.6.4), ou / é infinitamente renormalizável, e nesse caso / não possui
órbita periódica atratora (Proposição 2.6.5). Há uma dicotomia muito importante e bem conhecida
em paralelo a essa dentro do mundo das aplicações unimodais, ou seja, foi realizado um estudo mais
deta[hado da famí[ia quadrático real /. : ]R --, R, /.(#) = z2 +c, onde c C ]R, e que a reconheceu como

um modelo representativo de dinâmica caótica. Essa família quadrático apresenta uma dicotomia
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Figura 1.7: Aplicação de retorno induzida pelo Fluxo de Cherry da Figura 1.6 

Um conceito que está presente em todo este trabalho é o de renormalização, que significa o 

seguinte: dada uma aplicação J E D, diremos que ela é renormalizável se existir um intervalo 

I = [e, d], com b - l < e < O < d < b, tal que a aplicação de primeiro retorno de f a J é uma 

aplicação de Lorenz dissipativa, se reescalonada. Em caso afirmativo, tomamos [e, d] maximal com 

essa propriedade e definimos a renormalização de J como sendo a aplicação de primeiro retorno a 

[e, d] estendida e normalizada para [-1 , 1] \ {O}. E agora podemos questionar se a renormalização de 

J é renormalizável ou não. Se for, diremos que a aplicação J é pelo menos 2 vezes renormalizável e 

a segunda renormalização de J é a renormalização da primeira renormalização de J. Dessa maneira 

definimos, indutivamente, o conceito de uma aplicação J ser N vezes renormalizável, onde O :S N '.'S 
00. 

Esse conceito produz a seguinte dicotomia: uma aplicação J ou é N vezes renormalizável mas 

não é N + l vezes renormalizável, com O :S N < oo, e nesse caso ela possui uma única órbita 

periódica atratora (Proposição 2.6.4), ou J é infinitamente renormalizável, e nesse caso J não possui 

órbita periódica atratora (Proposição 2.6.5) . Há uma dicotomia muito importante e bem conhecida 

em paralelo a essa dentro do mundo das aplicações unimodais, ou seja, foi realizado um estudo mais 

detalhado da família quadrática real fc : IR'. ---t IR'.., fc(x) = x2 + e, onde e E IR'.., e que a reconheceu como 

um modelo representativo de dinâmica caótica. Essa faID11ia quadrática apresenta uma dicotomia 
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básica, que pode ser vista como uma descrição qualitativa completa de sua dinâmica, ou seja: "para
quase todo c c l--2, }l, a apZácação quadrátàca /.(aç) = z' + c é ou reyuZar Os o é, /. possua um cinza
atracar {/k(a.)}il:l)) ou estocástáca Oito é, /. íem uma medida p ánuahante absoZu amante conta'nua

com respeito à medida de Zebesgue,). " O estudo dessa dicotomia assim como outras propriedades da

família quadrático se concentraram nos últimos quinze anos do século vinte. Um bom material para
o entendimento dessa dicotomia na família quadrática encotnra-se em ILyu001 e em suas referências.

As aplicações infinitamente renormalizáveis apresentam outras propriedades interessantes. Pro-
varemos (ver Corolário 3.1.3), por exemplo, que

"Se f é in/initamente Fenol"malizáuel então todo ponto 3c pertencente ao conjunto

K.
oo oo

iU .f:(a)I' - l-i, il \U /:(c)
{-oÍ-o

e que não pertence à pré-órbita do Q tem órbita densa em l<oo."

Esse resultado nos diz que o conjunto -Ztlm está muito próximo de ser um conjunto minimal, como
na teoria clássica (já que não podemos falar da invariância de K-, pois 0 C Ã'«,). Ainda sobre o
conjunto K. também provámos (ver Lema 3.2.1) que " $e / é án©nátamente rezi07malázáue{ então
Km tem dimensão de Hausdor$ zero e, e'm pudicular, medida de Lebesgue zero."

Também temos uma relação entre aplicações infinitamente renormalizáveis, ou seja, (ver Pro-
posição 4.1.1) " Se duas apZãcações, / e g C 1) , sã0 7zánãZarrze7zte Tczzoz lza/ záueás e possuem a

mesma comóánatóha, então elas são topoZogàcamenie conjugadas. " Na verdade provámos que entre
duas aplicações infinitamente renormalizáveis, com a mesma combinatória e com as hipóteses adi-
cionais de que elas possuem derivadas afastadas do 0 e são de classe Ol+', existe uma conjugação
Hõlder (ver Proposição 4.1.2). Mas isto é o máximo que se pode conseguir em geral (ver Lema 4.2.1).

Olhando para ./: c 1) como uma aplicação não injetiva do círculo, pode-se definir um número
de rotação e mostrar que seu número de rotação é irracional se, e somente se, ela é infinitamente
renormalizável. Além disso essa correspondência é biunívoca. Não demonstramos essa Proposição
aqui mas esse resultado pode ser encontrado em jdMvS931 e IPdM821. A teoria combinatória dos
números de rotação é facilmente adaptável da teoria de difeomorfismos do círculo.

Todos esses resultados são válidos para cada aplicação / c Z) fixada. Mas se agora fixarmos os
ramos /L e /a e variarmos o parâmetro b dentro do intervalo (0, 1) obtemos uma família natural de
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básica, que pode ser vista como uma descrição qualitativa completa ele sua dinâmica, ou seja: "para 
quase todo c E [-2, ¼L a aplicação quadrática fc(x) = x 2 + c é ou regular (isto é, fc possui um ciclo 
atrator {f k ( ac)}t~~) ou estocástica (isto é, f c tem uma medida µ invariante absolutamente contínua 
com respeito à medida de Lebesgue). " O estudo dessa dicotomia assim como outras propriedades da 
família quadrática se concentraram nos últimos quinze anos do século vinte. Um bom material para 
o entendimento dessa dicotomia na família quadrática encotnra-se em [Lyu00] e em suas referências. 

As aplicações infinitamente renormalizáveis apresentam outras propriedades interessantes. Pro
varemos (ver Corolário 3.1.3), por exemplo, que 

"Se f é infinitamente renormalizável então todo ponto x pertencente ao conjunto 

(X) (X) 

K= = [LJ /(G)ic = [-1, l] \ LJ /(G) 
i=O i=O 

e que não pertence à pré-órbita do O tem órbita densa em K 00 ." 

Esse resultado nos diz que o conjunto K = está muito próximo de ser um conjunto minimal, como 
na teoria clássica (já que não podemos falar da invariância de K 00 , pois O E K=) - Ainda sobre o 
conjunto K= também provamos (ver Lema 3.2.1) que "Se f é infinitamente renormalizável então 
K = tem dimensão de Hausdorff zero e, em particular, medida de Lebesgue zero." 

Também temos uma relação entre aplicações infinitamente renormalizáveis, ou seja, (ver Pro
posição 4.1.1) " Se duas aplicações, f e g E D , são infinitamente renormalizáveis e possuem a 
mesma combinatória, então elas são topologicamente conjugadas." Na verdade provamos que entre 
duas aplicações infinitamente renormalizáveis, com a mesma combinatória e com as hipóteses adi
cionais de que elas possuem derivadas afastadas do O e são de classe Cl+f, existe uma conjugação 
Holder (ver Proposição 4.1.2). Mas isto é o máximo que se pode conseguir em geral (ver Lema 4.2 .1) . 

Olhando para f E D como uma aplicação não injetiva do círculo, pode-se definir um número 
de rotação e mostrar que seu número de rotação é irracional se, e somente se, ela é infinitamente 
renormalizável. Além disso essa correspondência é biunívoca. Não demonstramos essa Proposição 
aqui mas esse resultado pode ser encontrado em [dMvS93] e [PdM82]. A teoria combinatória dos 
números de rotação é facilmente adaptável da teoria de difeomorfismos do círculo. 

Todos esses resultados são válidos para cada aplicação f E D fixada. Mas se agora fixarmos os 
ramos h e f R e variarmos o parâmetro b dentro do intervalo (O, 1) obtemos uma família natural de 
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aplicações {/bibe(o,l), onde para cada b C (0, 1) a aplicação /ó pertence à família 'D e é dada como
em (1.1). Ao fazermos isso obtemos, sobre a fibra {(/L,.fX)} x (0, 1), duas sequências de intervalos
disjuntor, (:rk')t?o que se acumula sobre o 0, e (Tk+)k?o que se acumula sobre o 1. 0 sinal
significa que o gap principal das aplicações /b, com b C iZli, está à esquerda da origem, e o inteiro k
representa o primeiro iterado em que o gap passa pai'a a direita da origem. Analogamente, o sinal

+ significa que o gap principal das aplicações /b, com b C Tk+, está à direita da origem, e o inteiro
k representa o primeiro instante em que o gap passa para a esquerda da origem. Além disso, se b

pertence a algum desses intervalos, :rL' ou :r;, então a aplicação /õ correspondente é pelo menos
uma vez renormalizável, motivo pelo qual esses intervalos serão chamados de intervalos de nível l.
Já as funções /b, cujo parâmetro b não pertence a nenhum desses intervalos, não são renormalizáveis
e apresentam órbita periódica atratora que atrai todas as órbitas exceto a pré-órbita finita do zero
(veja Figura 5.1). Em cada um desses intervalos existe uma estrutura semelhante a essa, ou sda,
cada intervalo Tk' ou 7-+ possue subintervalos onde os parâmetros a eles pertencentes correspondem a
funções que são pelo menos duas vezes renormalizáveis, e assim por diante. Mais precisamente, sobre

uma fibra (/L, /x) x (0, 1) temos os intervalos de nível 1, ZE:, onde ao = :L; dentro de 7;=' temos os
intervalos de nível 2, 1rl;:k;i e assim por diante, de maneira que obtemos uma seqüência de intervalos
encaixados (:r aoa:ll '''')N20 tal que se b C :rEllE'iiilT' então /b é pelo menos .M + l vezes renormalizável

e b C ]rtllE:llA,:, para todo 0 5; i$ ]V, onde ZÉllEtlE++' C IZl;lEillk.:, para todo 0 $ { $ .N 1, e
o tamanho dos intervalos :rmoai laW decrescem superexponencialmente à medida que Ar cresce (ver
3.1.2). Assim se /ó C 2) é infinitamente reiiormalizável então

{b}
N-q

e associamos a essa aplicação /b a combinatória

I' = {(ao, ko), (ai, kl), , (a/y, kly), . . .}

(e a cada combinatória I' lml número de lotação). Uma vez que contpreendemos esse tipo de combi-
natória é imediato provar (ver Seção 5.5) que sobre cada fibra vertical {(/z,, ./'a)} x (0, 1) o conjunto

R' = {/Õ C D; /ó é infinitamente renormalizável} n {{(/Z , .fR)} x (0, 1)}

10 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 

aplicações {fbhE(O,l), onde para cada b E (O, 1) a aplicação Íb pertence à família V e é dada como 

em (1.1) . Ao fazermos isso obtemos, sobre a fibra {(h, JR)} x (O, 1), duas seqüências de intervalos 

disjuntos, (Tk-)k 2".0 que se acumula sobre o O, e (T,:)kê".o que se acumula sobre o 1. O sinal -

significa que o gap principal das aplicações Íb, com b E Tk- , está à esquerda da origem, e o inteiro k 

representa o primeiro iterado em que o gap passa para a direita da origem. Analogamente, o sinal 

+ significa que o gap principal das aplicações Íb, com b E r,:, está à direita da origem, e o inteiro 

k representa o primeiro instante em que o gap passa para a esquerda da origem. Além disso, se b 

pertence a algum desses intervalos, T,; ou r,:, então a aplicação Íb correspondente é pelo menos 

uma vez renormalizável, motivo pelo qual esses intervalos serão chamados de intervalos de nível 1. 

Já as funções Íb, cujo parâmetro b não pertence a nenhum desses intervalos, não são renormalizáveis 

e apresentam órbita periódica atratora que atrai todas as órbitas exceto a pré-órbita finita do zero 

(veja Figura 5.1) . Em cada um desses intervalos existe uma estrutura semelhante a essa, ou seja, 

cada intervalo Tk- ou r,: possue subintervalos onde os parâmetros a eles pertencentes correspondem a 

funções que são pelo menos duas vezes renormalizáveis, e assim por diante. Mais precisamente, sobre 

uma fibra (h, f R) x (O, 1) temos os intervalos de nível 1, Tfoº, onde O"o = ±; dentro de Tfoº temos os 

intervalos de nível 2, Tf
0
º~1 e assim por diante, de maneira que obtemos uma seqüência de intervalos 

encaixados (Tf
0
º/2 ::;;) Nê".O tal que se b E TfoO:t:: então Íb é pelo menos N + 1 vezes renormalizável 

b E Tª0 ª 1 ·· ·ªi t d o < . < N d Tªºª 1 ···ª i+l Tª0ª 1 ···ª i t d o < . < N 1 e koki . .. k; , para o o _ i _ , on e koki ... k;+i e koki ... k ; , para o o _ i _ - , e 

o tamanho dos intervalos Tf
0
º/;/.::;; decrescem superexponencialmente à medida que N cresce (ver 
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e associamos a essa aplicação Íb a combinatória 

(e a cada combinatória rum número de rotação) . Uma vez que compreendemos esse tipo de combi

natória é imediato provar (ver Seção 5.5) que sobre cada fibra vertical {(h, JR)} x (O, 1) o conjunto 

I< = {Jb E D; Íb é infinitamente renormalizável} n { { (!1, f R)} x (O, 1)} 



11

tem dimensão de HausdorR zero (esse resultado também foi provado em IBoy851). Além disso os
parâmetros infinitamente renormalizáveis constituem uma laminação de Z), onde cada folha é o
gráfico de alguma função contínua L = Z,r de (/L,/n), ou seja, provámos (ver Lema 6.1.2) que "0
conjunto D.n :: {fb C 'D; .fb é inÊnitameTtte fenol'malázáuet \ j07'ma umQ laminação CO dentro de

D, co«'' a topoZog a dada pela no«.a; ll/lln = ll./'LllCO + ll/RllCO + lól, onde / = (/Z,/n,b) € D."
(em IBoy851 foi provado a existência dessa laminação e que ela é de classe Ci quando nos restringimos
ao subconjunto das aplicações Oi de 1), na norma C't.)

Tendo essa laminação podemos tomar dois pares (/z, /a), (gl, gR) e considerar as seções verticais

E/ = {(/1, /x)} x (0, 1) e ES = {(gl, gR)} x (0, 1), definindo a aplicação de AoZonomãa entre E/ n2).
e Eg n 1).. como sendo a função que leva b.f em bS com a seguinte regra: considere a combinatória

I' tal que b/ = Z;r(/L, /n) e seja bS o único ponto de intersecção entre ES e o gráfico de Lr. Con-
seguimos provar uma certa regularidade para essa aplicação de holononüa, ou seja, provámos (ver
Lema 6.2.1) que a holonomia é Hõlder contínua, desde que as aplicações /t,/a,gJ., e gX possuam
derivadas afastadas da origem e sejam C'i+'. Podelrlos até ter a holonomia Lipschitz mas nesse caso
sua inversa não será nem a-Hõlder contínua, para todo a próximo de l (vqa Subseção 6.2.2)

Pala finalizar, passamos a trabalhar com uma família .F de funções (/L, /a, b) C 1) tais que

/L(z) - }:a{,/.z:, V :z; C (--1,0), com (ai,.f,)i?i C Zi
lZ

/a(z) = }1:a{,/.z:, V z C (0, 1), com (ai,/.)i?l c ll.

Observe que .f C Z) e assim todos os resultados já provados para 7) valem para essa família .F. alas
além de todos esses resultados provámos (ver Teorema 7.5.2) para essa família .F que " O c07Üunto dos

parâmetros {n8nátamente renomnalizáueãs (..ft..fn,b) C J: constitui uma tavninação de =1:, onde cada
/oZAa é o gr(ÍPco de alguma /unção anaZüáca de (/l , /a). " Algumas das idéias usadas na demonstração
desse resultado foram inspiradas por outras apresentadas em ILan821

IJn} caso particular do ai'gunlento se aplica à família a três parâmetros de aplicações {/a.p,bla,#.b,
com (a,P, b) c (0, 1)3, onde cada aplicação /a.p,b está definida no intervalo ló 1, ól e é dada por

lZ
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tem dimensão de Hausdorff zero ( esse resultado também foi provado em [Boy85]) . Além disso os 
parâmetros infinitamente renormalizáveis constituem uma laminação de V, onde cada folha é o 
gráfico de alguma função contínua L = Lr de (h,JR), ou seja, provamos (ver Lema 6.1.2) que "O 
conjunto D00 = {Jb E V; Íb é infinitamente renormalizável } forma uma laminação Cº dentro de 
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( em [Boy85] foi provado a existência dessa laminação e que ela é de classe C 1 quando nos restringimos 
ao subconjunto das aplicações C 1 de V, na norma C 1 . ) 

Tendo essa laminação podemos tomar dois pares (f L, f R), (9L, 9R) e considerar as seções verticais 
"i', J = { (h, !R)} x (O, 1) e "i',9 = { (9L, 9R)} x (O, 1), definindo a aplicação de holonomia entre "i', f n V= 
e "i',9 n V= como sendo a função que leva b f em b9 com a seguinte regra: considere a combinatória 
r tal que bJ = Lr(ÍL, f R) e seja b9 o único ponto de intersecção entre "i',9 e o gráfico de Lr. Con
seguimos provar uma certa regularidade para essa aplicação de holonomia, ou seja, provamos (ver 
Lema 6.2.1) que a holonomia é Holder contínua, desde que as aplicações ÍL,ÍR,9L e 9R possuam 
derivadas afastadas da origem e sejam Cl+f. Podemos até ter a holonomia Lipschitz mas nesse caso 
sua inversa não será nem a-Holder contínua, para todo a próximo de 1 (veja Subseção 6.2.2). 

Para finalizar, passamos a trabalhar com uma família :F de funções (ÍL,ÍR,b) E V tais que 

CX) 

h(x) = L ai,hxi, V x E (-1, O), com (aiJJi2'.l E l1 
i=l 

CX) 

JR(x) = L ai,fnXÍ, V x E (O, 1), com (ai,Jn)i2'. l E l1. 
i=l 

Observe que :F e D e assim todos os resultados já provados para V valem para essa família :F. Mas 
além de todos esses resultados provamos (ver Teorema 7.5.2) para essa família :F que "O conjunto dos 
parâmetros infinitamente renormalizáveis (h, f R, b) E :F constitui uma laminação de :F, onde cada 
folha é o gráfico de alguma função analítica de (h, f R)." Algumas das idéias usadas na demonstração 
desse resultado foram inspiradas por outras apresentadas em [Lan82] . 

Um caso particular do argumento se aplica à famllia a três parâmetros de aplicações U o,/3,b}a,/3,b, 
com ( a, {3, b) E (O, 1 )3, onde cada aplicação f o,{3,b está definida no intervalo [b - 1, b] e é dada por 
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/a,p,b(,Ç)
b+az, z <0

b l+Paç, z>0 (1.2)

Neste caso as lâminas são funções analíticas b(a,/7) de (0,1) x (0,1) em (0,1)
detalhado dessa família foi feito em IAC061.

Um estudo mais
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{
b+ax, x<O 

Ía,/3,b(x) = b-1 +/3x, x > O (1.2) 

Neste caso as lâminas são funções analíticas b(a, /3) de (O, 1) x (O, 1) em (O; 1) . Um estudo mais 

detalhado dessa família foi feito em [AC06] . 



Capítulo 2

Dinâmica e renormalização de transformações de Lorenz
dissipativas

2.1 Preliminares

Nosso objetivo é estudar o comportamento dinâmico de funções a valores leais definidas em R
com um único ponto de descontinuidade (do tipo salto) e com a condição mínima de que os dois
ramos da função (um à esquerda e outro à direita do ponto de descontinuidade) sejam diferenciáveis,
pelo menos, e que a derivada de cada ramo seja positiva e menor que l em todo ponto.

Sda / uma tal função. A menos de uma translação, vamos assumir que o ponto de descontinuidade

sda a origem, que o limite lateral a sua esquerda seja positivo e que o limite lateral a sua direita sda
negativo, e assim definimos

b = lim /(#) , a = lim /(z) ,
aç +0 a-+0t

onde a < 0 < b

Não falaremos nada sobre o valor de / no ponto de descontinuidade, de modo que se /"(aç) = 0
pala algum n 2 0 então ./"+i(z) permanece indefinido. Fica implícito que quando falarmos de .f"(z)
assumiremos que este.ja bem definido. No entanto nos importaremos com as órbitas laterais do zero,
ou seja, a órbita de 0+ e a órbita de 0', como veremos mais adiante.

A condição de que a derivada seja positiva e menor do que 1 (0 < /' < 1) garante a invariância
do intervalo la,bl.
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Seria então natural nos restringirmos a esse intervalo invariante, mas temos que enfrentar dois
problemas: o intervalo depende da função /, de modo que fica difícil estabelecer uma métrica no
espaço de funções. E comportamentos semelhantes podem aparecer em diferentes escalas, podendo

assim o intervalo la, ól ser de qualquer tamanho, e isso também pode causar problemas na escolha da
métrica.

Pode parecer que reescalonar la, ól a 10, 11 por uma mudança afim de coordenadas resolveria os dois
problemas ao mesmo tempo, mas o ponto de descontinuidade dependeria da função e uma métrica
natural não poderia ser estabelecida nesse caso se quiséssemos comparar derivadas (como o faremos
mais adiante). Sendo assim para contornar esse problema fazemos o seguinte. Primeiro, por uma
mudança de coordenadas linear impomos que a distância entre os limites laterais seja igual a um
(b a = 1, ou seja, a = b l). Isso resolve o problema de escala. Nesse caso observamos que o
intervalo [--l, l] também é invariante, e assim podemos adotá-lo como o domínio fixo para todas as
funções e trabalhar no espaço das funções / : j--l, ll \ {0} --, [--1, l] diferenciáveis (pelo menos) com

derivada positiva e menor do que um em todo ponto e tais que

,l!:t /(') - b , ,llB. /(z) - Z' - l ,

com Z, C (0, 1).

Mas como uma função desse espaço possui dois ramos (un] à esquerda e outro à direita de 0)
vamos olhar para ela usando três coordenadas. Primeiro definimos

Dt := {/L : l--i,0) ---, 1R;.fl(0') = 0,/L diferenciáve], ]u c (0, 1) t.q. 0 < .fÉ(=) $ ", Vz c j--1,0)}

onde /L(0 ) = 1im,.o /L(z), e

DR := {/R : (O, ]I --, ]R; /R(O+) 0,/o diferenciáve], ]u c (0, 1) t.q. 0 < .rl(z) 5; u, Vz € (0, 1j} ,

onde /R(0+) = lim..o-- /R(]ç)

Observe que as funções pertencentes aos conjuntos l)Z., e .Z)X se estendem continuamente mas não
necessariamente diferenciavelmente em 0.

A partir desses dois conjuntos definimos aquele no qual iremos trabalhar, isto é
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D : x Dx x (0, 1),

onde um elemento de Z) é uma tripla (/L,/a,b) que, por abuso de notação, chamaremos de função
e a designaremos simplesmente por /. Assim diremos que / := (/L, /R, b) é uma função definida em
j--l,ll \ {0} dada por

/(«) -
FL(z) = /1(z) + Z,

Fn(z) = ./'R(z) + Z, l

se « c l-t,0
se z c (0,1)

onde /z, c Z)t, /R c Z)x, b c (0, 1), e as funções Ft e Fn se estendem continuamente a j--1, 01 e lO, ll,
respectivamente.

Note que se / C Z) então /llÓ-i,ÓI é injetiva. Uma função típica de D pode ser vista na Figura 2.1

Por conveniência que veremos mais tarde vamos denotar por Fi o conjunto

2) := 1) x 7)a x 10, il

Para finalizar esta Seção temos

Proposição 2.1.1 Seja k 2 1. Se / é um ánée aZo taZ que .fkl/ é canta'nua rá.e. 0 # /{(/), V{ =
0, 1, . . . , k -- 1) ente. /'l/ se «tema' " um« «,'Í"ção .m 7, «.««.o q«e (/'y não está Ze$nãd. em
/

Prova

A função /kl/ se estende continuamente a / pois é uma função monótona e limitada. Para
mostrarmos que /k é uma contrição em .Í tomemos z, Z/ C /, com z < Z/. O Teorema do Valor Médio
nos fornece um ponto c c (z, Z/) C / tal (lue

!11Í!}.:ZfÉ© - ( f*y(c).
:r ]/ " 'v

Mas como (/*y(c) $ p, o resultado segue.
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onde um elemento de V é uma tripla (h, f R, b) que, por abuso de notação, chamaremos de função 
e a designaremos simplesmente por f. Assim diremos que f := (ÍL, f R, b) é uma função definida em 
[-1, 1] \ {O} dada por 

f(x) = { FL(x) = fL(x) + b 
FR(x) = f R(x) + b - 1 

se x E [-1, O) 

se x E (O, 1] 

onde ÍL E DL, f REDR, b E (O, 1), e as funções FL e FR se estendem continuamente a [-1, O] e [O, 1], 
respectivamente. 

Note que se f E D então fl(b-l,b] é injetiva. Uma função típica de D pode ser vista na Figura 2.1. 

Por conveniência que veremos mais tarde vamos denotar por :i1 o conjunto 

Para finalizar esta Seção temos 

Proposição 2 .1.1 Seja k 2'. 1. Se I é um intervalo tal que fkl1 é contínua {i.e. O </. f(I), \:/i = 
O, 1, . . . , k- 1} então Jkl1 se estende a uma contração em I, mesmo que (fk)' não esteja definida em 
I. 

Prova. 

A função Jkl1 se estende continuamente a I pois é uma função monótona e limitada. Para 
mostrarmos que Jk é uma contração em I tomemos x, y E I, com x < y. O Teorema do Valor Médio 
nos fornece um ponto e E (x, y) e I tal que 

Mas como (fk)'(c) ~ v, o resultado segue. 
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/

Figura 2.1: Uma função típica do espaço ll)

2.2 Órbitas laterais e órbita do gap principal

Uma vez que nosso interesse é a dinâmica de funções / c 'Z) precisaremos relembrar alguns
conceitos e estabelecer outros. Observe que o fato de uma função / C 'Z) possuir derivada positiva
e menor do que 1 (0 < /'(z) < 1) implica que ./:(z) € 1ó l,ól qualquer que seja z C j--l, ll \ {0}.

Como / c 7) deixa invariante o intervalo ló l,ól vamos trabalhar com a função / restrita a ló 1, ól.

Como 0 é o ponto de descontinuidade (de certo modo problemático mas importante) precisamos
definir as suas órbitas laterais {0;}.?i e {0+},,Zi, onde

oJ' 1), Vn ? l

    
-1    

l n
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1 

b 
f 

o 

1 • 

b-

-1 

-1 o 1 

Figura 2.1 : Uma função típica do espaço D . 

■ 

2.2 Órbitas laterais e órbita do gap principal 

Uma vez que nosso interesse é a dinâmica de funções f E D precisaremos relembrar alguns 

conceitos e estabelecer outros. Observe que o fato de uma função f E D possuir derivada positiva 

e menor do que 1 (O < J'(x) < 1) implica que f(x) E [b - 1, b] qualquer que seja x E [-1, 1] \ {O}. 
Como f E D deixa invariante o intervalo [b - 1, b] vamos trabalhar com a função f restrita a [b - 1, b]. 

Como O é o ponto de descontinuidade (de certo modo problemático mas importante) precisamos 

definir as suas órbitas laterais {O;}n~l e {O;t°}n~l, onde 
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0; :(Z,), Vn ? l

E assim as órbitas laterais do zero são

orbe = {0Í', Og', . . . , 01, . . .},

que chamaremos de órbita /atura de 0+, e

orb = {0i,0;, ,o;,...},

que chamaremos de órbâÉa /atura de 0'. A primeira propriedade importante que essas órbitas possuem
é a disjunção entre elas que formalizamos e provámos nos dois seguintes lemas.

Lema 2.2.1 Sela / C Z). .Então

oi #o;
quaisquer que sejam os inteiros positivos ie j.

Prova. Sem perda de generalidade suponhamos á $ j
Pela injetividade da função / temos

E, por absurdo, vamos supor que 0i = 0j

o;--:

oi

e da última igualdade acima obtemos

b +. :(0?) :(b-1). (2.1)

Assim, se .j -- í = 0 temos de (2.1) que b 1 = b, o qual é um absurdo. E se .j { > 0 a equação

2.2. ÓRBITAS LATERAIS E ÓRBITA DO CAP PRJNCIPAL 17 

E assim as órbitas laterais do zero são 

que chamaremos de órbita futura de o+, e 

que chamaremos de órbita futura de o- . A primeira propriedade importante que essas órbitas possuem 
é a disjunção entre elas que formalizamos e provamos nos dois seguintes lemas. 

Lema 2.2.1 Seja f E D . Então 

quaisquer que sejam os inteiros positivos i e j. 

Prova. Sem perda de generalidade suponhamos i :S j. E, por absurdo, vamos supor que o; = Üj . 
Pela injetividade da função f temos 

e da última igualdade acima obtemos 

ot 1 J-

(2 .1) 

Assim, se j - i = O temos de (2.1) que b - 1 = b, o qual é um absurdo. E se j - i > O a equação 
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(2.1) geraria uma pré-imagem para b que não existe. Portanto, em qualquer caso temos um absurdo,
o que assegura a veracidade do lema. H

Já o próximo lema nos diz que as órbitas futuras de 0+ e de 0 não podem ser pré-periódicas.

Lema 2.2.2 Se .f C .Z) então

0;' 7' 0; e 0i # Oj;

pata todo i, ii e todo t :f s

Prova. Provaremos apenas que 0{ # 0j , para todo í # .j, pois a demonstração de Ot / 0;, para
todo t / s, é análoga.

Sem perda de generalidade vamos supor que i< .j e, poi absurdo, vamos supor que Oi:: 0j
Como 0;' - 0; - .f(0; --) temo: q«

/({oT',oJ, , o;...}) - {oJ, o!, , ol:}

E uma vez que 0i não possui pré-imagem vemos que o número de elementos do conjunto

{0f, 01, . . . , 0;. i} é exatamente l a mais que o número de elementos do conjunto {0;, 0:', . . . , 0;:i},
contradizendo a injetividade da aplicação ./', e concluindo assim o resultado. n

Além dessas propriedades e definições vemos que G = (02 , 02 ) é um intervalo com a propriedade
de que .f(aç) çl G para todo z C ló 1, ól \ {0}. Ele será chamado de gap phncípaZ , e definimos seu
t ésimo iterado por / da seguinte maneira

/'(G) := {.f'(z); # € G e /'(z) está definidor

Como / é estritamente monótona temos que /'(G) é um conjunto aberto

Como conseqüência imediata dessas definições temos

Lema 2.2.3 Slya / C .Z) e suponha que 0i+2 esleya de/irzído, com t ? 1. Então existe àntertia/o aperto

/ a@acente a 0ã., [a! que / c .f'(a).

Prova. Uma vez que 0i.r2 está definido existe uma vizinhança y de 02 tal que 0 « ./''(1''), para todo
á = 0, 1, 2, . . . , t 1, e /'ly é lml difeo. Assim, basta tomarmos / = /t(v nG), que o resultado segue.
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(2.1) geraria uma pré-imagem para b que não existe. Portanto, em qualquer caso temos um absurdo, 

o que assegura a veracidade do lema. ■ 

Já o próximo lema nos diz que as órbitas futuras de o+ e de o- não poqem ser pré-periódicas. 

Lema 2.2.2 Se f E V então 

e 

para todo i i- j e todo t =/- s. 

Prova. Provaremos apenas que O; i- Oj, para todo i i- j, pois a demonstração de o;- i- o; , para 

todo t i- s, é análoga. 

Sem perda de generalidade vamos supor que i < j e, por absurdo, vamos supor que O; = Üj . 
Como O;= Oj = f(0;_1) temos que 

E uma vez que OT não possui pre-1magem vemos que o número de elementos do conjunto 

{OT , ot, ... , Üj_i} é exatamente 1 a mais que o número de elementos do conjunto {O!, üf, ... , Üj_i}, 
contradizendo a injetividade da aplicação f, e concluindo assim o resultado. ■ 

Além dessas propriedades e definições vemos que G = (02, ot) é um intervalo com a propriedade 

de que f(x) .J_ G para todo x E [b - 1,b] \ {O}. Ele será chamado de gap principal, e definimos seu 

t-ésimo iterado por f da seguinte maneira 

J\G) := {P( x);x E G e P(x) está definido} . 

Como fé estritamente monótona temos que jl(G) é um conjunto aberto. 

Como conseqüência imediata dessas definições temos 

Lema 2.2.3 S eja f E D e suponha que o;-+2 esteja definido, com t ~ l. Então existe intervalo aberto 

I adjacente a 0;+2 tal que I C J t ( G). 

Prova. Uma vez que o;-+2 está definido existe uma vizinhança V de 02 tal que O tJ. fÍ(V), para todo 

i = O, 1, 2, . .. , t-1, e ftlv é um difeo . Assim, basta tomarmos I = P(V n G), que o resultado segue. 

■ 
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Um outro resultado que envolve o gap G é o que garante a disjunção de seus iterados futuros, ou
seja

Lema 2.2.4 Se / C .D, erztão a ó7'pita posÍtàoa de seu gap phncipaZ G é dásjunta aos pares, ou s(ya,
/"(G) n /"(G) = g para quaisquer inteiros n, m ? 0 com n # m.

Prova

Para justificarmos isso suponhamos, por absurdo, que exista 3/ € /"(G) n /"(G) e, sem perda de
generalidade, vamos assumir n > m. Assim temos que y = ./'"(açi) = /"(z2), com #i,zu C G. Mas
z2 = / "(Z/) = / "(/"(zi)) = /" "(ni) C G o (lue é uma contradição pois sabemos que G possui

a propriedade de que para todo z c ló l,ól vale que .f(z) # G.

Além disso observamos que no caso particular em que b à temos que 0 C G

2.3 Um pouco de dinâmica: órbitas periódicas e a definição de a(/) e k(/)

Vamos assumir sem perda de generalidade que b < 4 pois o argumento que faremos a partir de
agora se aplicará para o caso em que b > $, por simetria.

No caso em que / € Z) não possui zero em ló -- 1, 0) temos duas possibilidades: (i) b = 0, onde
/'(z) -' 0 paratodoaç, ou(ii) b> 0 mas/(aç) > 0 paratodo z C ló-- 1,0). No último caso, usando
o fato de que 0 </' < 1, vemos que/(z) c(b -- 1,0) para todo z C(0, ól e/(z) c(0,b) para todo
z C ló -- 1,0). Isso implica que /2((0,bl) está contido em (0,bj e de acordo com o Corolário 2.1.1
sabemos que /2 se estende a uma contrição em lO,ól. Logo /2llo,ÓI tem um (único) ponto fixo, e a
aplicação original / tem uma (única) órbita periódica atratora de período dois, que atrai todas as
órbitas.

Quando z = b -- 1 = 0r é zero de / então a aplicação /21(o,ól também se estende a uma contração
em lO,ól onde 0 é um ponto fixo de /2 que atrai todas as órbitas. Para a aplicação original ./' as
órbitas se aproximam do par de pontos {01 ,0}. Observe que tanto 0] quanto 0 são aproximados
apenas pelo lado direito. E nlmca estaremos livres desse tipo de comportamento, mesmo para outras

potências de / e em outros intervalos, como veremos abaixo. Do ponto de vista da dinâmica, esta
situação pode ser vista como periódica hiperbólica, mesmo que essa órbita periódica atratora não
seja uerdadeára, motivo pelo qual a chamaremos de uma óróáfa pehód ca atraÉora uirt&a{.

2.3. UM POUCO DE DINÂMICA: ÓRBITAS PERIÓDICAS E A DEFINIÇÃO DE O'(F) E K(F)19 

Um outro resultado que envolve o gap G é o que garante a disjunção de seus iterados futuros, ou 
seja 

Lema 2.2.4 Se 1 E 'D, então a órbita positiva de seu gap principal G é disjunta aos pares, ou seja, 
r(G) n fm(G) = (/J para quaisquer inteiros n, m 2: O com n =/- m. 

Prova. 

Para justificarmos isso suponhamos, por absurdo, que exista y E r( G) n l m( G) e, sem perda de 
generalidade, vamos assumir n > m. Assim temos que y = fn( x 1) = fm(x2), com x1, x2 E G . Mas 
x2 = 1-m(y) = 1 -m(r(xi)) = r-m(x1) E G o que é uma contradição pois sabemos que G possui 
a propriedade de que para todo x E [b - 1, b] vale que f (x) (/. G. 

■ 

Além disso observamos que no caso particular em que b = ½ temos que O E G. 

2.3 Um pouco de dinâmica: órbitas periódicas e a definição de ü(f) e k(J) 

Vamos assumir sem perda de generalidade que b < ½ pois o argumento que faremos a partir de 
agora se aplicará para o caso em que b > ½, por simetria. 

No caso em que 1 E V não possui zero em [b - 1, O) temos duas possibilidades: (i) b = O, onde 
f(x)------) o- para todo x, ou (ii) b > O mas f( x ) > O para todo x E [b - 1, O). No último caso, usando 
o fato de que O < J' < 1, vemos que l(x) E (b - 1, O) para todo x E (O, b] e f(x) E (O, b) para todo 
x E [b - 1, O). Isso implica que 12((0, b]) está contido em (O, b] e de acordo com o Corolário 2.1.1 
sabemos que 12 se estende a uma contração em [O , b]. Logo f 2 11o,b) tem um (único) ponto fixo, e a 
aplicação original f tem uma ( única ) órbita periódica atratora de período dois, que atrai todas as 
órbitas. 

Quando z = b - 1 = of é zero de 1 então a aplicação J2i(o,b) também se estende a uma contração 
em [O, b] onde O é um ponto fixo de J2 que atrai todas as órbitas. Para a ap licação original f as 
órbitas se aproximam do par de pontos {Of, O} . Observe que tanto of quanto O são aproximados 
apenas pelo lado direito. E nunca estaremos livres desse tipo de comportamento, mesmo para outras 
potências de 1 e em outros intervalos, como veremos abaixo. Do ponto de vista da dinâmica, esta 
situação pode ser vista como periódica hiperbólica, mesmo que essa órbita periódica atratora não 
seja verdadeira, motivo pelo qual a chamaremos de uma órbita periódica atratora virtual. 
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Se / tem um zero z C (b -- 1,0) então lz,0) é um domínio fundamental para / restrita ao lado
negativo, e assim temos (lue 0 $ /(=) < ó para todo z C lz,0), e para todo z C ló 1,0) existe
á = á(=) 2 0 tal que /i(z) C lz,0). Na verdade, lO,ó) também é um domínio fundamental pois
lo,z,)

Além disso 01 < 0 e 10: ,0+) é outro domínio fundamental. Como ./' é monótona a ordem
0r < 0; < 0; é respeitada enquanto os iterados do gap G = (02 , 0+) não passam pela origem, isto

e,

0;. 2 < 01.,

paratodorz20talque0+2<0,V O$á$n l.

A fim de encontrarmos órbitas periódicas atratoras consideremos É como sendo o primeiro inteiro
positivo tal que

(01+: , On,) n (o, b) # 0,

lembrando que (01+i, 0i+2) é um iterado de (OT, 0;)- Veja Figura 2.2.

/

oi.: oi.,,

b l 0 b

V

ol

Figura 2.2: Existência do inteiro k = k(/)

,+

k+l kt2
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Se f tem um zero z E (b - 1, O) então [z, O) é um domínio fundamental para f restrita ao lado 

negativo, e assim temos que O :=;: f (x) < b para todo x E [z, O), e para todo x E [b - 1, O) existe 

i = i(x) 2: O tal que Ji(x) E [z,O) . Na verdade, [O,b) também é um domínio fundamental pois 

[O, b) = f( [z, O)). 

Além disso OI < O e [OT, OI) é outro domínio fundamental. Como f é monótona a ordem 

ot < 02 < OI é respeitada enquanto os iterados do gap G = (02, OI) não passam pela origem, isto 

é, 

o;:;-+2 < o!+2 

para todo n 2: O tal que ot-2 < O, V O :=;: i :=;: n - 1. 

A fim de encontrarmos órbitas periódicas atratoras consideremos k como sendo o primeiro inteiro 

positivo tal que 

lembrando que (ot+1,0;+2) é um iterado de (OT ,02). Veja Figura 2.2. 

f 

1 1 

( ) ( ) ( ) ( ) 

b-l o b 

V v V 

ot 0t+1 0t+2 
Figura 2.2: Existência do inteiro k = k(f) . 
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Como cada iterado de (01 ,02 ) está contido em algum domínio fundamental, e lO,ó) é também
um domínio fundamental então existem duas possibilidades: ou

(oLi,oh.,) c (o, ó) (2.2)

(2.3)

ou

0 c (0t.:, 0il+2)

No primeiro caso temos que /k+il(o,ÕI se estende a uma contrição em 10, ól (pelo Corolário 2.1.1)
e assim /k+i possui um único ponto fixo, e concluímos facilmente que / possui uma única órbita
periódica atratoia (verdadeira ou virtual) de período k + 1, atraindo todas as órbitas exceto a
pré-órbita de 0. Mas para sermos mais precisos, existem essencialmente dois subcasos aqui. Se
10+ i, 0h.21 está contido em (0, b) então existe uma órbita periódica atratora verdadeira. Neste caso.
0 C (Oni, 0+ i) = /k'i(G) implicando na finitude da pré-órbita de 0, pois não existem pré-imagens
de pontos de G.

A outra possibilidade é que 0 ou b esteja no fecho de (0+ l,0k+2). Se 0 está no fecho de
(0+ l,0n2), o conjunto de pontos {0+,0+,. .. ,0t,0} é uma órbita atratora virtual. Já quando
b está no fecho de (0+ i, 0k+2), o conjunto {0Í, 0;, . . . , 0;, 0} é uma órbita atratora virtual. E mais

uma vez a pré-órbita do 0 é finita, pois nem OJ' nem 0] tem pré-imagem definida.

Toda essa discussão pode ser resumida e entmciada no seguinte lema

Lema 2.3.1 Sega b < { e seca É; o phr/zeãro inteiro positivo taZ que

(oh.i, OÜ.,) n (o, b) # 0

Se (Ol+i,0Ú,,) c (0,b) 'ntã. / tem ó,bá{« «t«É«« de pem'od. k + l g« «,á

6) «,d.deí« « o c (ohi, oL:)
ou

0í uárfuaZ se o c {0Ü.:, 0Li}

Em aTnbos os casos essa órbita atrai todas as órbitas, elceto a T)ré-órbita do zero, que é $nàta
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Como cada iterado de (Oi, 02) está contido em algum domínio fundamental, e [O, b) é também 
um domínio fundamental então existem duas possibilidades: ou 

(2.2) 

ou 

(2 .3) 

No primeiro caso temos que Jk+1 1(o,b] se estende a uma contração em [O,b] (pelo Corolário 2.1.1) 
e assim Jk+l possui um único ponto fixo, e concluímos facilmente que f possui uma única órbita 
periódica atratora (verdadeira ou virtual) de período k + 1, atraindo todas as órbitas exceto a 
pré-órbita de O. Mas para sermos mais precisos, existem essencialmente dois subcasos aqui. Se 
[ot+l' OZ+zl está contido em (O, b) então existe uma órbita periódica atratora verdadeira. Neste caso, 
O E (OZ+1> ot+l) = Jk - l(G) implicando na finitude da pré-órbita de O, pois não existem pré-imagens 
de pontos de G. 

A outra possibilidade é que O ou b esteja no fecho de (ot+l, 0Z+z). Se O está no fecho de 
(ot+i,OZ+z), o conjunto de pontos {Ot,ot, ... ,ot,o} é uma órbita atratora virtual. Já quando 
b está no fecho de (Ot+l' o;+2 ), o conjunto {01, 02, ... , o;, O} é uma órbita atratora virtual. E mais 
uma vez a pré-órbita do O é finita, pois nem 01 nem ot tem pré-imagem definida. 

Toda essa discussão pode ser resumida e enunciada no seguinte lema 

Lema 2.3.1 Seja b < ½ e seja k o primeiro inteiro positivo tal que 

Se (0t+l,0k+z) e (O,b) então f tem órbita atratora de período k + l que será 

(i} verdadeira se O E (OZ+i, ot+l) 

ou 

Em ambos os casos essa órbita atrái todas as órbitas, exceto a pré-órbita do zero, que é finita. 
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Como percebemos o inteiro positivo k é de grande importância, como veremos também mais
adiante. Sendo assim vamos coloca-lo em destaque na seguinte definição.

Definição 2.3.1 Sejam / C 1) e k K(.j) o phuTteãro inteiro positivo tal que

(o!+: , ot+2) n (o, b) / 0

e

(o!+,, oü:) n (b 1,0) / ü

Por razões que veremos mais a frente vamos definir também

Definição 2.3.2 Sda / C D. De$ninzos o sinal de /, o- = a(.f) p07'

. - .(/)-

e

a

Assim, o sinal de / é o sinal do ponto médio do intervalo ló l,ól, ou seja, a(/) = se, e somente
se, 2#? $ 0, o« a(/) e somente se, 2é? > 0.

Observamos que se G C (b 1,0) então a = e se G C (0,b) então a = +. Além disso se o
gap G está à esquerda de 0 então b < $ e se ele está à direita de 0 então b > 4. E por conta disso
estaremos trabalhando com b / {

O segundo caso, quando 0 C (0+ i, 0k+2), será estudado na próxima seção. Isto também permitirá
estudar órbitas periódicas de forma mais completa, na Seção 2.6.

2.4 Aplicações de Retorno

Um conceito bem coíthecido e muito importante mas que pode vadiar de acordo cona a necessidade
específica é o de renormalização . Veremos entre outras coisas que a órbita positiva do gap G está
fortemente ligada ao fato da aplicação ser ou não renormalizável.
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Como percebemos o inteiro positivo k é de grande importância, como veremos também mais 

adiante. Sendo assim vamos colocá-lo em destaque na seguinte definição. 

Definição 2.3.1 Sejam f E D e k = k(f) o primeiro inteiro positivo tal que 
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Por razões que veremos mais a frente vamos definir também 
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b > -2 · 

Assim, o sinal de f é o sinal do ponto médio do intervalo [b - 1, b], ou seja, a(f) = - se, e somente 

se, 2
b21 ::; O, ou a(f) = + se, e somente se, 2b21 > O. 

Observamos que se G e (b - 1, O) então a = - e se G e (O, b) então a = +. Além disso se o 

gap G está à esquerda de O então b < ½ e se ele está à direita de O então b > ½- E por conta disso 

estaremos trabalhando com b =f. ½. 

O segundo caso, quando O E (Ü/4+l' o,;+2), será estudado na próxima seção. Isto também permitirá 

estudar órbitas periódicas de forma mais completa, na Seção 2.6. 

2 .4 Aplicações de Retorno 

Um conceito bem conhecido e muito importante mas que pode variar de acordo com a necessidade 

específica é o de renormalização . Veremos entre outras coisas que a órbita positiva do ga_p G está 

fortemente ligada ao fato da aplicação ser ou não renormalizável. 
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Definição 2.4.1 Dada uma /unção ./ € 1) e um par de nteáros não neyatáuos r, Z daremos que (r, Z)
é / interno se as condições

6) o/' < o < oí

Oi; lo?,OÍI n {oT,oJ, . . . ,o:...:, oí, o;

são satisfeitas.

, ot.: }

Em seguida definimos o conjunto

Z/ ={(r,!) C N';(r,l) é .f ánterno}.(2.4)

Observe que independentemente da aplicação / c Z) o conjunto Z/ é sempre não vazio pois o par
(1, 1) pertence a Z/, para toda / c D.

A fim de investigarmos a aplicação de primeiro retorno de / ao intervalo l0+, 0ÍI vejamos sepa-
radamente (pois a função não é contínua na origem) quando ocorre o primeiro retorno de cada um
dosintervalos l0r+,0) e (0,0ÍI.

Lema 2.4.1 Sejam .f C 'D e (r, Z) C Z/. Para todo é = 1, 2, ,Z -- l lemos que

/'(oJ, o) n loJ' , OÍI (2.5)

,41énz disso, 0Lz está e$nido e 0J+l c (0J',0Í)

Proalü.

Suponhamos por absurdo que exista l $ t < Z tal que {/t(0+,0) = (o+ t,oi)} n l0r+,0ÍI # g, e
tomemos o primeiro t satisfazendo esta condição. Pela definição de (r, 1) ser / interno devemos ter
0i « l0;F, 0ÍI, ou seja, devemos ter a situação

oJ < oí <oi (Veja Figura 2.3.)

Como t é o primeiro inteiro positivo satisfazendo (2.5) temos que a aplicação

/' : (oJ', o) --, (o:..., oi)
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Definição 2.4.1 Dada uma função f E 'D e um par de inteiros não negativos r, l diremos que (r, l ) 
é !-interno se as condições 

(iJ o; < o< 01 
(ii) [o;,o;-Jn{ot,ot, ... ,0;_1 ,01,02, ... ,01_1} =0 

são satisfeitas. 

Em seguida definimos o conjunto 

IJ = {(r,l) E N2
; (r,l) é f - interno}. (2.4) 

Observe que independentemente da aplicação f E 'D o conjunto IJ é sempre não vazio pois o par 
(1, 1) pertence a IJ, para toda f E 'D . 

A fim de investigarmos a aplicação de primeiro retorno de f ao intervalo [O;, 01] vejamos sepa
radamente (pois a função não é contínua na origem) quando ocorre o primeiro retorno de cada um 
dos intervalos [O;, O) e (O, 01]. 

Lema 2.4.1 Sejam f E 'D e (r , l) E IJ· Para todo t = 1, 2, .. . , l - l temos que 

(2.5) 

Além disso, O;+l está definido e O;+l E (O;, 01). 

Prova. 

Suponhamos por absurdo que exista 1 ::; t < l tal que {Jl(O;,O) = (ü;\t ,Ot)} n [0;,01] =!= 0, e 
tomemos o primeiro t satisfazendo esta condição. Pela definição de (r, l) ser !-interno devemos ter 
Üt ~ [O;, 01], ou seja, devemos ter a situação 

(Veja Figura 2.3 .) 

Como t é o primeiro inteiro positivo satisfazendo (2.5) temos que a aplicação 
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0;

0/ o o;
Figura 2.3: Possível situação se t < Z

é um difeomorfismo. Assim, fazendo o pula-back t--vezes do intervalo (0+ t,0i) obtemos o ponto
0Í.. C (0J',0 ), o que contradiz o fato de (r, Z) ser / interno. Isso prova a primeira parte do lema.

Para provarmos que Ojl+! está definido e pertence ao intervalo (0+,01 ) observemos que como
0 g /i(0A,0), para todo { = 1, 2, . . . ,Z l (esse fato decorre da primeira parte já provada acima), e

01 < 0 então 0+ l = /Z(01) está definido. Como

.f' : (o;', o) -'-, (oJ+., oi)

é um difeomoríismo monótono se 0+ l # (0+, 0Í) teríamos

(a) 0J+z

ou

(b) 0J+z < 0J'

O item (a) não ocorre devido à injetividade da aplicação / (ver Lema 2.2.2).

Analisemos o item (b). Se r > ! teremos Olz C (0:,0) o que contradiz o fato de (r,i) ser

.f--interno (veja Figura 2.4). Se r $ 1 teríamos a existência de pré-imagem de OT = b l fazendo o

pull-back r vezes do intervalo (0,+l, OJ'), o que é urn absurdo. Assim também não ocorre o item (b)
garantindo que 0:+. C (0+,Ot ).

Vale também um resultado análogo para o intervalo (0,0Í) e seus iterados (Ot , Ol+,), cuja de-
monstração é semelhante à do Lema. 2.4.1.
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o+ r o 

Figura 2.3 : Possível situação se t < l. 

é um difeomorfismo. Assim, fazendo o pull-back t-vezes do intervalo (O;+t, on obtemos o ponto 

01_t E (O;, o-), o que contradiz o fato de (r, l) ser !-interno. Isso prova a primeira parte do lema. 

Para provarmos que O;+l está definido e pertence ao intervalo (O;, Oi-) observemos que como 

O f/: Ji(0;:, O), para todo i = 1, 2, . . . ,l - 1 (esse fato decorre da primeira parte já provada acima), e 

o; < O então 0;+l = Ji(0;) está definido. Como 

é um difeomorfismo monótono se 0;+l f/: (O;, 01) teríamos 

ou 

O item (a) não ocorre devido à injetividade da aplicação f (ver Lema 2.2.2). 

Analisemos o item (b) . Ser > l teremos 0;_1 E (O;,O) o que contradiz o fato de (r,l) ser 

!-interno (veja Figura 2.4). Ser '.S l teríamos a existência de pré-imagem de ot = b - I fazendo o 

pull-back r vezes do intervalo (0;+1,01), o que é um absurdo. Assim também não ocorre o item (b) 

garantindo que 0;+1 E (O;, 01). 

■ 

Vale também um resultado análogo para o intervalo (O, 01) e seus iterados (0t, ON-t), cuja de

monstração é semelhante à do Lema 2.4.1. 
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OI' 0;

/z

+

Or+ 0;

Figura 2.4: Possível situação: 0;+i < 01

Lema 2.4.2 Soam / C D e (r, Z) c Z/. Para todo t 1,2, , r l íamos que

/:(o, oí) n loJ, OÍI

.'lZé«. di"', 0ã., e'lá de$níd. ' 0à. c (Or+,0Í)

Já o próximo resultado nos diz que o gap principal G não intersecta o intervalo ]0+,0Í] até o
iterado r + Z - 3.

Lema 2.4.3 Se / C 1) e (r,Z) C Z/ então os ãterados do gap G
intersectam o ínterua/o l0J', 0ÍI, isto é

(0;,0;) «té « .roem , + Z

(oí , ot) n (oJ' , oí)

para todo 2 $ [ $ r + Z ]

Prova

que
Suponhamos, por absurdo, que não valha o Lema e consideremos o primeiro 2 $ [ $ r + J ] ta]

(oi, ot) n (o:, OÍ) # 0

Do fato de (r,l) ser /--interno e dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 temos que 0i, 0+ gl (Of,0Í), para todo
l $ t $ r + ! -- 1. Também 0i e 0. não podem coincidir com 01 ou 0Í, pelos Lemas 2.2.1 e 2.2.2.

Então a intersecção acima só seria possível se
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o+ o 
r 

, , -1 k 
' ' 

' J1 
' ' 

f'=' r' 
0;+! o+ r 

Figura 2.4: Possível situação: 0;+1 < o:. 

Lema 2.4.2 Sejam f E D e (r, l) E IJ. Para todo t = l, 2, .. . , r - l temos que 

Além disso, 0~1 está definido e o;+l E (O;!"° , on. 
Já o próximo resultado nos diz que o gap principal G não intersecta o intervalo [O;!-, 01] até o 

iterado r + l - 3. 

Lema 2.4.3 Se f E D e (r, l) E IJ então os iterados do gap G = (02, O!) até a ordem r + l - 3 não 
intersectam o intervalo [O;!-, 01], isto é 

para todo 2 :::; t :::; r + l - 1. 

Prova. 

Suponhamos, por absurdo, que não valha o Lema e consideremos o primeiro 2 :::; t ::; r + l - 1 tal 
que 

Do fato de (r, l) ser !-interno e dos Lemas 2.4.1 e 2.4 .2 temos que 01, ot rJ. (O;!-, 01), para todo 
1 :::; t ::; r + l - l. Também 01 e ot não podem coincidir com O;!- ou 01, pelos Lemas 2.2.1 e 2.2.2. 
Então a intersecção acima só seria possível se 
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l0;F, 0ÍI C (0i,0/)

Mas se isso ocorresse teríamos a intersecção de iteiados distintos do gap, o que não ocorre devido
aos Lemas 2.2.3 e 2.2.4.

R(#)

Como conseqüência desses resultados temos o seguinte

Corolário 2.4.4 Se / C .D e (r,Z) C Z/ então a phmeira uez que o ponto 01 Ó'espectíuamente 0z )
ret077ta ao interna/o l0+, 0ÍI é ezatamente rto seu Z--ésimo {terado por / rrespectãuamzerzte r--ésàmo

it««.í. p« ./'J, íst. é, 0J+. rh';7'e.ü-mente 0ã..). ..'!!ém di«. (Or+,0Í) = /'(0,0ÍI u (Oàz,0:+.) u
fZ [n+ nx

T )

Com todos esses resultados em mão é natural deíinirnaos a aplicação de primeiro retorno de / ao
intervalo l0+, 0ÍI como segue.

Definição 2.4.2 Se (r, {) é / árztezvzo erztão a apZácação de phrrzeáro retarr&o de / a l01, 0ÍI é dada

por

.f'(#) « z c l0;r,0)

.f'(z) se z c (0,0Íj

E assim R tem o aspecto mostrado na Figura 2.5, onde R possui(0,+1,0,+Z) como seu gap
principal, ou sda, (0,+!, 0LZ) tem a propriedade de que R(1) g1 (0,+Z, 0Lz) para todo z c l01, 0ÍI \
{0}

Observação 2.4.5 Mala destacar aqu que se acontecer um dos casos ezíremos em que 0+ :: 0 ou

0Í = 0 relemos que a aplicação de retor7zo ao {nÍemaZo l01,0ÍI Écrã apenas um ramo e terá o 0
como ponto .füo, ou sda

R(:«)
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Mas se isso ocorresse teríamos a intersecção de iterados distintos do gap, o que não ocorre devido 

aos Lemas 2.2.3 e 2.2.4. 

• 
Como conseqüência desses resultados temos o seguinte 

Corolário 2.4.4 Se f E 'D e (r, l) E It então a primeira vez que o ponto O; {respectivamente Ol) 

retorna ao intervalo [O;, Oz-l é exatamente no seu l- ésimo iterado por f {respectivamente r- ésimo 

iterado por f}, isto é, 0;+1 {respectivamente o;+1J. Além disso (O;, 01) = r(o, 01] U (O;+I' 0;+1) U 

/[O;,O) . 

Com todos esses resultados em mão é natural definirmos a aplicação de primeiro retorno de J ao 

intervalo [O; , 01] como segue. 

Definição 2.4.2 Se (r, l) é !-interno então a aplicação de primeiro retorno de f a [O;, 01] é dada 

por 

se x E [O; ,O) 
se x E (O,Oz-j 

E assim R tem o aspecto mostrado na Figura 2.5, onde R possui (o;+!> 0;+1) como seu gap 

principal, ou seja, (ü;+l> 0;+1) tem a propriedade de que R(x) (/. (o;+I• 0;+1) para todo x E [O;, Oz-j \ 

{O}. 

Observação 2.4.5 Vale destacar aqui que se acontecer um dos casos extremos em que O; = O ou 

ol = o teremos que a aplicação de retorno ao intervalo [O; ) on terá apenas um ramo e terá o o 
como ponto fixo , ou seja 

R(x) = r(x) 
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R

oí

Figura 2.5: Gráfico da Aplicação R.

0, . ne"' "" «« g-p «,á o ante«,aio G = (./''(0Í,0Í)) ÍueJ' f'ig«« 2.6)

0r+Z +

'r+Z

0J-0 0ã.z 0Í
Figura 2.6: Gráfico da Aplicação R no caso 0+ = 0

R(#)

" 0Í = 0, e """ "« «" gap se,á . ante«,.Z. G = (01, /:(01)) (u©« Paga« e.79
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r 

o+ 
T o

i 

R 

Figura 2.5: Gráfico da Aplicação R. 

se O;!-= O, e nesse caso seu gap será o intervalo G = (JT(0"1, Oi-)) (veja Figura 2.6). 

o: 

r 

o;:= o 
Figura 2.6: Gráfico da Aplicação R no caso O; = O . 

ou 

R(x) = /(x) 

se 01 = O, e nesse caso seu gap será o intervalo G = (Ot, l(O;)) (veja Figura 2.1) . 

27 
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Figura 2.7: Gráfico da Aplicação R no caso 0Í 0

Vamos encerrar esta Seção com um resultado que estabelece uma relação entre a órbita dos
intervalos (01,0), (0,0Í) e a órbita do gap G = (0;,0J') no caso em que (r,Z) C Z/: "se / € D e

(r, Z) C Z/ então os fechos das imagens por / de (Of, 0) (até o iterado Z 1) e de (0,0J') (até o iterado
r 1) são as componentes conexas do complementar do pedaço da órbita do gap G (até o iterado
r + Z 3) que ficam fora do intervalo l0+, 0Íl". Antes de formalizarmos esse resultado definimos o
conjunto

Ã',,i: l u:!é':(oi, of)I'(2.6)
onde (r, !) C Z/ e o complementar é tomado dentro do intervalo j--l, 11. Logo temos

Lema 2.4.6 Sda / C Z). Se (r,Z) C Z/ então K,,i lem r +Z l componentes as quais são

ra) l0J',0ÍI

raJ /j((0?',0 )), .j
ró) /t((0+,0Í)), t = 1,. . . ,r l

Prova,

Como a órbita do gap (.; = (0;, 0+) é disjunta aos pares (ver Lema 2.2.4) e como 0: # 0+, V i,.j,

e 0: :# 0j , 0: / 0;, V í / .j (ver Lema 2.2.1 e Lema 2.2.2) temos que as componentes de K'r,Z
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o+ r 

', 
---------- ----~------ --- ------- ------- -

Figura 2.7: Gráfico da Aplicação R no caso 01 = O . 

Vamos encerrar esta Seção com um resultado que estabelece uma relação entre a órbita dos 

intervalos (O;, O), (O, Oi-) e a órbita do gap G = (02, Oí) no caso em que (r, l) E Ir "se f E 'D e 

(r, l) E I1 então os fechos das imagens por f de (Of, O) (até o iterado l-1) e de (O, Oi-) (até o iterado 

r - 1) são as componentes conexas do complementar do pedaço da órbita do gap G (até o iterado 

r + l - 3) que ficam fora do intervalo [Of, 01T' . Antes de formalizarmos esse resultado definamos o 

conjunto 
K := [ ur+l- 1 (0- 0+)]c r,l t=2 t , t (2.6) 

onde (r, l) E I1 e o complementar é tomado dentro do intervalo [-1, 1]. Logo temos 

Lema 2.4.6 Seja f E D . Se (r , l) E I1 então Kr,l tem r + l - 1 componentes as quais são 

(a) [Of,01] 

(a) JJ((Ot,o- )),j=l, . .. ,l-1 

{b} Jt((0+,01)) , t = 1, .. . ,r - 1 

Prova. 

Como a órbita do gap G = (02, ot) é disjunta aos pares (ver Lema 2.2.4) e como o; f=. Oj, V i,j, 

e o; f=. o;, O; f=. OJ, V i f=. j (ver Lema 2.2.1 e Lema 2.2.2) temos que as componentes de Kr,l 
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não são degeneradas. Assim vemos que K,,Z possui exatamente r + J -- l componentes. Também já
sabemos pelo Lema 2.4.2 que .ft(0, 0Z ) c (l0+, 0ÍI)', para todo l $ t $ r -- 1, e pelo Lema 2.4.1 que
/j(Or+,0) C(l01, 0ÍI)', para todo i$j 5; Z -- l.

Mostremos agora que os iterados /J(0+,0), para todo l $ .j $ Z -- 1, e /t(0,0Í), para todo
l 5; t $ r -- 1, não intersectam os gaps (0;,01), para todo 2 $ s $ r + Z -- 1. Mas vamos mostrar
apenas que

(ot, oãi) n (o; , ol)
para todo 2 $ s $ r + Z -- l e para todo l $ t $ r -- 1, pois o outro caso é análogo. Para

que a intersecção (2.7) fosse não vazia deveríamos ter uma das seguintes situações apresentadas na
Figura 2.8. Mas nenhuma delas pode ocorrer pois senão teríamos intersecção entre iterados distintos
do gap e isso já sabemos não ser possível via Lema 2.2.3 e Lema 2.2.4. Assim, a única situação em
que a intersecção (2.7) poderia ser não vazia e que nos resta analisar é

(0;, Os+) C (0:', 0à,z).

A igualdade (0;, 0+) = (0+, Ot+Z) não ocorre devido ao Lema 2.2.1. Vejamos então a situação

of < o; < o: < oà.{

Se s > t fazemos o pull-bak t vezes o obtemos

0 < 0;... < 0lt < 0i

o que não ocorre pois sabemos do Corolário 2.4.4 que o gap só retorna ao intervalo (0+, 0i ) no iterado
I' + Z. Se s = t temos 0+ < 0; o que é impossível. Agora, se s < t fazemos o pull-pack s l vezes e
obtemos

0t..+i < 0Í < 0Í < 0;--.+i+i

o que também não ocorre pois para todo ./ C 'Z) vale que 0i < 0i

De maneira análoga mostra-se que

(0ÃZ, 0i) n (0. , 01) 0 (2.8)
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não são degeneradas. Assim vemos que I<r,l possui exatamente r + l - 1 componentes. Também já 
sabemos pelo Lema 2.4.2 que P(O, 01) e ([o:, ont, para todo 1 :::; t::; r - 1, e pelo Lema 2.4.1 que 
Ji (o:, O) e ([o:, 01]/, para todo 1 :::; j ::; l - 1. 

Mostremos agora que os iterados Ji(ot,o), para todo 1 :::; j ::; l - 1, e P(o,on, para todo 
1 :::; t ::; r - 1, não intersectam os gaps (O; , ot), para todo 2 :::; s ::; r + l - 1. Mas vamos mostrar 
apenas que 

(2.7) 

para todo 2 :::; s :S r + l - 1 e para todo 1 :::; t :S r - 1, pois o outro caso é análogo. Para 
que a intersecção (2.7) fosse não vazia deveríamos ter uma das seguintes situações apresentadas na 
Figura 2.8. Mas nenhuma delas pode ocorrer pois senão teríamos intersecção entre iterados distintos 
do gap e isso já sabemos não ser possível via Lema 2.2.3 e Lema 2.2.4. Assim, a única situação em 
que a intersecção (2 .7) poderia ser não vazia e que nos resta analisar é 

A igualdade (O; , ot) = (Oi, 0~1) não ocorre devido ao Lema 2.2.l. Vejamos então a situação 

Se s > t fazemos o pull-bak t vezes o obtemos 

o que não ocorre pois sabemos do Corolário 2.4.4 que o gap só retorna ao intervalo (Ot, 01) no iterado 
r + l. Ses = t temos ot < o; o que é impossível. Agora, se s < t fazemos o pull-back s - 1 vezes e 
obtemos 

Oi-s+l < Ol < Ot < O~- s+l+l 

o que também não ocorre pois para todo f E V vale que ot < 01. 
De maneira análoga mostra-se que 

(2.8) 



30 CAPITULO 2. DINÂMICA E RENORMALIZAÇAO

ot oã. ot oã.of oã..

o; o!
(b)

0; OJ
(.)

Figura 2.8: Possibilidades da intersecção (Lema 2.4.6)

paratodo2$s5;r+! leparatodol$t$/--1.

Assim, de (2.7) e de (2.8) concluímos que os iterados .f'(0,0J') = (0t,0à.!), para l $ t $ r l,

e /'(01,0) = (o;L.,oi), para l $ t 5; Z 1, estão todos contidos dentro das componentes conexas

de .Kr.Z e seus bordos coincidem cona os bordos de -Kr,l. E como o número de componentes conexas

de .K,.z é r + Z -- l que é igual ao número de gaps (0;,01), para 2 $ s $ r + Z 1, somando-se uma

unidade correspondente ao intervalo l0+ , 0ÍI, concluímos o resultado.

Temos assim, como conseqiiência imediata desse resultado o

Corolário 2.4.7 Seja ./' C .Z). $e (r,Z) C Z/ então para cada # C ló l,ól \ {0} ezãste urn ínÉeára

á = á(3ç) 2 0 taZ que /:(,ç) c l01,0ÍI

2.5 Renormalização

Vejamos agora que o conjunto -t/ de pares de inteiros admite uma ordem

Lema 2.5.1 Se .f C D e (r,Z), (r', Z') C Z/ então

(z' z) . (,' ,) 2 0

Prova

Para isso basta mostrarmos que se r' > r então Z' ? Z (e analogamente que Z' > Z implica r' 2 r)
Se tivéssemos r' > r e Z' < Z então

o: < o3 < o < oí < oi;,
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o+ t 

o-s 

(a) 
o+ 

s o-s 

o+ 
t 

(b) 

o+ 
s 

o+ 
t 

o-s 

Figura 2.8: Possibilidades da intersecção (Lema 2.4.6). 

para todo 2 :S s :S r + l - 1 e para todo 1 :S t :S l - 1. 

o+ 
s 

(e) 

Assim, de (2.7) e de (2.8) concluímos que os iterados jl(O, on = (ot, o;+l), para 1 :S t :S r - 1, 

e ft(o;:, O) = (Ot+t, o;), para 1 :S t :S l - 1, estão todos contidos dentro das componentes conexas 

de Kr,l e seus bordos coincidem com os bordos de Kr,l· E como o número de componentes conexas 

de Kr,l é r + l - 1 que é igual ao número de gaps (O_;-, ot), para 2 :S s :Sr+ l - 1, somando-se uma 

unidade correspondente ao intervalo [O;, Otl, concluímos o resultado. 

■ 

Temos assim, como conseqüência imediata desse resultado o 

Corolário 2.4.7 Seja f E V . Se (r, l) E I1 então para cada x E [b - 1, b] \ {O} existe um inteiro 

i = i(x) 2: O tal que Ji(x) E [o;:, Otl• 

2.5 Renormalização 

Vejamos agora que o conjunto I1 de pares de inteiros admite uma ordem. 

Lema 2.5.1 Se f E 'D e (r, l), (r', l') E I1 então 

(l' - l) · (r' -r) 2: O. 

Prova. 

Para isso basta mostrarmos que ser' > r então l' 2'. l (e analogamente que l' > l implicar' 2: r). 

Se tivéssemos r' > r e l' < l então 
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pela definição de que os pares são /--internos. Como os iterados do gap principal são disjuntos aos
pares (Lema 2.2.4) também conseguimos

o < oí < oÍ < OF' (2.9)

oJ' < oã < o3 < o. (2.io)

A definição de (r', Z') ser /--inteiro e (2.9) implicam Z > r' e da definição de (r, Z) ser /--interno e de

(2.10) também temos r' > Z, gerando um absurdo e garantindo que Z' ? Z

e

Esse lema nos permite definir uma relação de ordem no conjunto Z/

Definição 2.5.1 Dados dois pares (r,Z),(r',Z') c Z/ diremos que (r,Z) é «.enter do que (r',Z') e
denofaremos por

(r, Z) < (r', Z')

se , < ,' o« Z < Z'. E dà«"''o' q«. (,, !) é p«ph.mente men« do q«e (,', Z') e d.n.ta««.« p-

(,, z) « (,', {')

se r < r' e t < t'

O primeiro resultado decorrente dessa ordem é o que segue e que a relaciona com o inteiro k da
Definição 2.3.1.

Lema 2.5.2 Sejam / C Z) e k - k(/) quer Z)eÉn ção 2.3./). Se (0Ú-i,0Li) e (0;l+2,0L2) estão
em lcLdos opostos de 0, isto é, se ocos"re a situação (2.3) deschta no $nat da Seção 2.3, então ea;iate
(r,Z) c Z/ c'm(1,1) «K(',1) (',1) =(k+ l,k+ 2) se Z, < 4 e(,,Z)+ 1) se b> 4.

Reciprocamente, se (r,l) C Z.f é prophamenÉe maior do que (1,1) e minimal com esta condição,
então oz'(r,Z) -(k+l,É+ 2), se Z' < ;, ou(r,!) =(k + 2,k+ 1), se b> ;.

Prova
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pela definição de que os pares são !-internos. Como os iterados do gap principal são disjuntos aos 
pares (Lema 2.2.4) também conseguimos 

(2.9) 

e 

ot < o;, < o;, < o. (2.10) 

A definição de (r', l') ser !-interno e (2.9) implicam l > r' e da definição de (r, l) ser !-interno e de 
(2.10) também temos r' > l, gerando um absurdo e garantindo que l' 2'. l. 

■ 

Esse lema nos permite definir uma relação de ordem no conjunto II · 

Definição 2.5.1 Dados dois pares (r,l),(r',l') E IJ diremos que (r,l) é menor do que (r',l') e 
denotaremos por 

(r,l) < (r',l') 

ser < r' ou l < l' . E diremos que (r, l) é propriamente menor do que (r', l') e denotaremos por 

(r,l) « (r' , l') 

se r < r' e l < l'. 

O primeiro resultado decorrente dessa ordem é o que segue e que a relaciona com o inteiro k da 
Definição 2.3.1. 

Lema 2.5.2 Sejam f E D e k = k(f) (ver Definição 2.3.1). Se (0;+1,ot+i) e (0;+2 ,ot+2 ) estão 
em lados opostos de O, isto é, se ocorre a situação (2.3} descrita no final da Seção 2.3, então existe 
(r,l) E IJ com (1, 1) « (r,l) : (r,l) = (k + l,k + 2) se b < ½ e (r,l) = (k + 2,k + 1) se b > ½. 
Reciprocamente, se (r, l) E IJ é propriamente maior do que (l, 1) e minimal com esta condição, 
então ou (r,l) = (k + l,k+ 2), se b <½ ,ou (r,l) = (k + 2,k + 1) , se b > ½· 

Prova. 
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0;'' 0z+{

l

>'1

0 0;

Figura 2.9: Possibilidade de intersecção.

Antes de iniciarmos a demonstração vamos observar que se b :: 4 então decorre de 0 < /' < 1
que 02 < 0 < 0; e quaisquer que sejam r > 2 ou / > 2 teremos 0+,02 C (0+,0z ). Isto impede que

exista par/ interno(r,Z) #(1, 1).

Para um melhor entendimento desse fato veja Figura 2.10.

Feitas essas ponderações, para mostrarmos a primeira parte do Lema basta tomarmos r :: k + l

e Z = k + 2 no caso b < 4 ou r = k + 2 e Z = k + l no caso b > {, ressaltando que # = A(/) é o inteiro

dado pela Definição 2.3.1, e verificar facilmente que (r, Z) é ./' interno.

Para a segtmda parte do Lema faremos apenas o caso em que b < 4 pois pala o caso b > 4 o
argumento é análogo, via simetria. Sendo (r,l) c Zf e minimal com a condição de que (1, 1) «K (r, Z)
afirmamos que

Afirmação i:(0i,0;) C(b 1,0), paratodo 2 $ { $r
Para demonstrarmos esta afirmação observemos que o Lema 2.4.3 garante que

(oi, o! ) n (oJ , oí )

para todo á = 2,3,... ,r (mesmo que Z ? 1). Assim, se não vale a Afirmação l então existe

á C {2,3,...,r l,r} tal que
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1 
1 ,""""'l - - - -
1 

o 
1 

L ----~: 
1 

1 

R -- - -~: 
1 

Figura 2.9: Possibilidade de intersecção. 

Antes de iniciarmos a demonstração vamos observar que se b = ½ então decorre de O < J' < 1 

que 02 < O < O! e quaisquer que sejam r > 2 ou l > 2 teremos Ot, 02 E (O;!-, on. Isto impede que 

exista par !-interno (r,l) -=f (1, 1). 

Para um melhor entendimento desse fato veja Figura 2.10 . 

Feitas essas ponderações, para mostrarmos a primeira parte do Lema basta tomarmos r = k + 1 

e l = k + 2 no caso b < ½ ou r = k + 2 e l = k + 1 no caso b > ½, ressaltando que k = k(f) é o inteiro 

dado pela Definição 2.3.1, e verificar faci lmente que (r,l) é !-interno. 

Para a segunda parte do Lema faremos apenas o caso em que b < ½ pois para o caso b > ½ o 

argumento é análogo, via simetria. Sendo (r, l) E It e minimal com a condição de que (1, 1) « (r, l) 

afirmamos que 

Afirmação 1: (o;,ot) e (b-1,0), para todo 2 :Si :Sr. 

Para demonstrarmos esta afirmação observemos que o Lema 2.4.3 garante que 

para todo i = 2,3, . .. ,r (mesmo que l 2: 1). Assim, se não vale a Afirmação 1 então existe 

i E {2, 3, ... , r - 1, r} tal que 
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01 0; 0 02+ 0Í
Figura 2.10: Aplicação não ienormalizável (caso ó = {) (Lema 2.5.2)

(oi,o;') c (oí, oí) (2.ii)

e tomemos o primeiro ã C {2, 3, . . . ,r 1} satisfazendo (2.11). Uma vez que 0, < 0 não precisamos
estudei o caso { = 2, logo á 2 3. Nessas condições mostraremos que o pai (í l,ã) é /--interno, o
que será uma contradição com a minimalidade do pai (r, Z), pois como á 2 3 e { 1 < r teríamos da
relação de ordem que

(1, 1) « ({ 1,{) < (,, z).

De fato: sabemos que 0; c (b 1, 0), para todo l $ .j $ á -- 1, uma vez que { é o primeiro inteiro

satisfazendo (2.11). Como /(z) > z, Vz C (b -- 1,0), temos que

oi' < oJ < . . . < o:., < o:.:

e assim 0+ gl(Ot-t,0i), V l$j$í--2. Além disso 0Í gl(Oz-l,0i) ecomo0j <0+, V 2$.j $
{ l também temos que

0; « (0:-i,0i), V l $ .j $ { - 1
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o-
1 

o+ 
1 

o 

o+ 1 
o 

___ __ __ I ------

o+ 
2 

Figura 2.10: Aplicação não renormalizável (caso b = ½) (Lema 2.5.2). 
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(2.11) 

e tomemos o primeiro i E {2, 3, ... , r - 1} satisfazendo (2.11). Uma vez que 02 < O não precisamos 
estudar o caso i = 2, logo i 2: 3. Nessas condições mostraremos que o par (i - 1, i) é !-interno, o 
que será uma contradição com a minimalidade do par (r, l), pois como i 2: 3 e i - 1 < r teríamos da 
relação de ordem que 

(1, 1) « (i - 1, i) < (r, l). 

De fato: sabemos que 0j E (b - 1, O), para todo 1 :s; j :s; i - 1, uma vez que i é o primeiro inteiro 
satisfazendo (2 .11). Como f(x) > x , 'r/x E (b - 1, O), temos que 

ot < ot < ... < ot-2 < 0;_1 

e assim 0j tf_ (0[_ 1 , on, 'r/ 1 '.S j '.S: i - 2. Além disso 01 tf_ (0;_1 , O;) e como 0J < 0j , 'r/ 2 '.S j '.S 
i - 1 também temos que 
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ou seja, o par ({ l,í) é / interno. Portanto a Afirmação l é verdadeira

Como 0Z > 0 e Z > 1, da Afirmação l segue que

22r+l (2.12)

Por outro lado, como /(z) > z, V z € 1ó 1,0), temos que

0,+i (0;) > 0,

O Lema 2.2.4 impede que ocorra 0,+t C (0;,0+). A igualdade 0;.Pi = Or+' é impossibilitado pelo
Lema 2.2.1. Já a situação Or+l € (0+, 0Z ) também não pode ocorrer devido a (2.12) e ao Lema 2.4.3.
Com isso obtemos

oã.- ? oi

Assim, sendo r o primeiro inteiro positivo tal que 0 C (0+,Or+l) temos que r = k + l (pela De-
finição 2.3.1), com k 2 1 pois r 2 2.

Se tivéssemos 0;+i > 0z obteríamos como conseqüência de (2.12) que Z > r + 1. Mas neste caso

teríamos que (r,r + 1) seria /--interno, pois

o: # loJ,o;:l, v l $ á $ , l

e, como 0{ < 0{ para todo 2 $ á $ r, seguiria também que

0i g l0:,0ã.:l, V l $ á 5; r

Mas como (1, 1) «K (r,r + l) < (r, !) obteríamos uma contradição com a minimalidade do par (r, Z)
Conseqüentemente, devemos ter

ur+l

Portanto Z = r + l É + 2 e o resultado fica demonstrado

Definição 2.5.2 Se / C D sda (r(/),í(.f)) o par / ante«}o prophamente maior do que (1,1) e

mánámaZ com essas corzdáções, se e=úslár.
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ou seja, o par (i - 1, i) é !-interno. Portanto a Afirmação 1 é verdadeira. 

Como ot > O e l > 1, da Afirmação 1 segue que 

l2':r+l. (2.12) 

Por outro lado, como f (x) > x, \/ x E [b - 1, O), temos que 

O Lema 2.2.4 impede que ocorra 0~1 E (O;, Ot). A igualdade o;+1 = O; é impossibilitada pelo 

Lema 2.2.1. Já a situação o;+1 E (0;,01) também não pode ocorrer devido a (2.12) e ao Lema 2.4.3. 

Com isso obtemos 

Assim, sendo r o primeiro inteiro positivo tal que O E (O;, o;+l) temos que r = k + 1 (pela De

finição 2.3.1), com k ~ 1 pois r ~ 2. 

Se tivéssemos 0;+1 > 01 obteríamos como conseqüência de (2.12) que l > r + 1. Mas neste caso 

teríamos que ( r, r + 1) seria !-interno, pois 

e, como o; < ot para todo 2 :::; i :::; r, seguiria também que 

Mas como (1, 1) « (r, r + 1) < (r, l) obteríamos uma contradição com a minimalidade do par (r , l) . 

Conseqüentemente, devemos ter 

Portanto l = r + 1 = k + 2 e o resultado fica demonstrado. 

■ 

Definição 2.5.2 Se f E V seja (r(f), l(f)) o par !-interno propriamente maior do que (1, 1) e 

minimal com essas condições, se existir. 
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Agora vejamos por que faz sentido falar em renormalização para / C Z) tal que (r(/), Z(/)) existe.

Se conseguirmos estender a aplicação de retorno R do intervalo l0+.r) , 0z(.f)l a um intervalo do tipo
1--c, cl, com c = 1(0+/), 0i(/))l, conseguiremos estender a função

ao intervalo j--l, 11. Portanto essa nova função pertencerá a Z) e poderemos chama-la de renomna.
Zázação de /

O próximo Lema garante essa extensão, usando a hipótese de dissipatividade de /

Lema 2.5.3 Seja / c 1) e considere R sua al)ligação de phmeáro rotor'rzo ao íntemalo l0r(/),0z(/)l.
Então /{(/) se estende â esquerda de Oral/) e /'('f) se estende ã direita de 0;7r). .Alem disso os dom háos
das extensões são ánfemaZos de tamancos maiores do que ll0,(/), 0z(/)ll.

Prova. Olhemos a Figura 2.11 para um melhor entendimento da demonstração desse resultado
Faremos a demonstração pala o caso em que b < 4 e o caso em que b > 4 seguirá por analogia

Sendo assim o intervalo l0r(/), 0z(.f)l é precisamente l0+ l, 0k+21, onde k = k(/) 2 1, pelo Lema 2.5.2

0k+l 0=k+2

+

k+l otk+2

Figura 2.11: Aplicação letlormalizável no caso ó < {

Inicialmente observemos que existe um ponto p C (0+,O#+i) tal que ./'(p) = 0. Sabemos que

/l(o++.,o) se estende para /ll-i,o) e que /21(on.,o) se estende para /21(P,o). E uma vez que o primeiro
iterado de (p,0) é o intervalo (0,b) e os iterados de (0, b) estão contidos no domínio de / podemos
estender /z(.f) à esquerda de 0l+=i até esse ponto p. Já a função /'(/) pode ser estendida à direita de

0k+2 até o ponto 0i . Com isso, para concluirmos o resultado, basta-nos mostrar que

2.5. RENORMALIZAÇÃO 35 

Agora vejamos por que faz sentido falar em renormalização para f E V tal que (r(J), l(J)) existe. 

Se conseguirmos estender a aplicação de retorno R do intervalo [O~f), º«nl a um intervalo do tipo 
[-e, e], com e = \(O~!), º«n) \, conseguiremos estender a função 

1 
x - -R(cx) 

e 

ao intervalo [-1, 1]. Portanto essa nova função pertencerá a V e poderemos chamá-la de renorma
lização de f . 

O próximo Lema garante essa extensão, usando a hipótese de dissipatividade de f . 

Lema 2 .5.3 Seja f E V e considere R sua aplicação de primeiro retorno ao intervalo ro:(J)'º«nl 
Então j1U) se estende à esquerda de O~J) e rU) se estende à direita de º«n. Além disso os domínios 
das extensões são intervalos de tamanhos maiores do que \[O~J), º«nl l. 

Prova. Olhemos a Figura 2.11 para um melhor entendimento da demonstração desse resultado. 
Faremos a demonstração para o caso em que b < ½ e o caso em que b > ½ seguirá por analogia. 
Sendo assim o intervalo [O~f), º«nl é precisamente [ot+i, o;;+2], onde k = k(J) 2'. 1, pelo Lema 2.5.2. 

p 

o- o+ 

~ 
ºk+l 0;;+2 2 2 

( ) ( ) ( ) 

o+ ot 0t+1 o 
0t+2 o-1 1 

Figura 2.11: Aplicação renormalizável no caso b < ½-

Inicialmente observemos que existe um ponto p E (Ot, o;;+l) tal que f (p) = O. Sabemos que 
f \ (o+ O) se estende para f \ [- l o) e que J2 \ (o+ O) se estende para f 2 

\ (p o). E uma vez que o primeiro k+P l k+l' I 

iterado de (p ,O) é o intervalo (O,b) e os iterados de (O,b) estão contidos no domínio de f podemos 
estender /Ul à esquerda de ot+i até esse ponto p. Já a função ru) pode ser estendida à direita de 
042 até o ponto 01. Com isso, para concluirmos o resultado, basta-nos mostrar que 
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(i) l(p, ol+:)l > 1(o,o;l+2)

(ü) l(OÜ.,,OÍ)l > 1(oL:,o)l

Para o item ({) observe que

l(P, 0t..i)l > 1(P,Ojj+i)l

Como /(p, 0Ü.i) = (0, 0Ú.2) seg«e que

(p, oil+t)l > 1(o, OÜ2)l

pois 0 < .f' < 1. Já para o item (á{) temos

(Ol+i,Oj+,) (0,0Í),

logo

l(oL:, OÜ,)l < 1(o, OÍ)l,

implicando em

1(0Ü2,0i)l > 1(oh:,o)l

D
R/

Com esse resultado em mãos podemos reescalonai R, por uma mudança afim de coordenadas,
a uma função R definida em um intervalo do tipo ló l,ól, com b C (0, 1), descontínua na origem,
com extensão bem definida até os pontos de fronteira l e 1, e assim chamamos a extensão de R ao
intervalo [--l, l] de renormalização de ./. Portanto existe uma aplicação bem definida no subconjunto
das funções renormalizáveis de .Z) que associa a cada função uma outra função que também pertence
a Z) mas que pode ser ou nao renormalizável. Em suma obtemos um operador 7Z chamado Operador
de Ren07maZízação da seguinte maneira:

R: Dx -' D (2.13)

onde Z)n := {/ C 1); / é renormalizável } é o subconjunto de 2) formado pelas funções renormalizáveis
e 7Z./: é a renormalização de /.

36 

(i) l(P, ot+i)I > l(O, 0;+2) 1 

(ii) 1(0;+2, 01)1 > l(ot+i, O)I 

Para o item (i) observe que 
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pois O < J' < 1. Já para o item (ii) temos 

logo 

implicando em 

■ 

Com esse resultado em mãos podemos reescalonar R, por uma mudança afim de coordenadas, 

a uma função R definida em um intervalo do tipo [b - 1, b], com b E (O, 1), descontínua na origem, 

com extensão bem definida até os pontos de fronteira -1 e 1, e assim chamamos a extensão de R ao 

intervalo [-1 , 1] de renormalização de f. Portanto existe uma aplicação bem definida no subconjunto 

das funções renormalizáveis de D que associa a cada função uma outra função que também pertence 

a D mas que pode ser ou não renormalizável. Em suma obtemos um operador R chamado Operador 

de Renormalização da seguinte maneira: 

R: DR ---) D 

f 1--t Rf 
(2.13) 

onde Dn := {J E D; f é renormalizável } é o subconjunto de D formado pelas funções renormalizáveis 

e R f é a renormalização de f . 
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Assim é natural deÊnirmos

Definição 2.5 3 Z)ada uma /unção / € Z) daremos que / é renomzaZízáueJ se eàstár (r, Z) C Z/ [aZ
que

(1, 1) « (,, !).

=l:==='===:,== ;= .:. u \ {'} ' «*.«'. '' /, " : o&.,, 'ü.p\l'} - o&.,, 'ü.p,

Observação 2.5.4 1)ecoa'e do LeTRa 2.5.2 que rzo caso de uma aplicação / C Z) ser renorY7taZázáueZ
Datem üs seguintes relações

or,oí) l Uâ::./:(C)l U l UE::i/i( (, 0Í))l U(0L,, 0ÍI
l UE:;. /:(C)l U l ULi .fi((0Í, 0))l U l0? , 0Ü.,) se Z, > à

(2.14)

e

(oJ,OÍ) /'(o,oi')
.f!(or,o) « z, > {

(2.15)

.nd. (,, /) (/),l(.f))

Uma pergunta natural é: o que signiHca uma /unção .f ser pelo rrzezzos d as vezes feno 7zaZizáueZ?.

Como é de se esperar, basta que a primeira renormalização de /, ou sela, a aplicação 7Z/, sda pelo
menos uma vez renormalizável. Pala formalizar essa questão temos a seguinte definição.

Definição 2.5.4 Seja .f C .Z). Dizemos que / é

(i) N vezes renormalizáuel (N Z L) se 'R,j é (N

N 1. = Q signi$ca e !ê-se não revtomnalizáuel);
1) vezes Tenor'maZàzáueZ, por indução ronde

lii) in$nàtamente Feno'rmalizámel se f é N vezes renormalizáuel, para todo N >

liii) elatamente N vezes renormalizáuet se f é N vezes reTtormalizáuel e ltN f não é renormalizáuet.
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Assim é natural definirmos 

Definição 2.5.3 Dada uma função f E 'D diremos que f é renormalizável se existir (r, l) E 'IJ tal 
que 

(1, 1) « (r, l) . 

E a renormalização de J é a aplicação de primeiro retorno de J, R : ( O~f), º«n) \ {O} - ( O~J) , O l(J)), 
estendida e normalizada para [- 1, 1] \ {O}. 

Observação 2.5.4 Decorre do Lema 2.5.2 que no caso de uma aplicação f E D ser renormalizável 
valem as seguintes relações 

e 

(o+ o-)-{ r(o,on 
r, l - Ji(Oi ,0) 

se b < ½ 
se b > ½ 

se b < ½ 
se b > ½ 

(2.14) 

(2 .15) 

onde (r,l) = (r(f),l(f)). 

Uma pergunta natural é: o que significa uma função f ser pelo menos duas vezes renormalizável?. 
Como é de se esperar, basta que a primeira renormalização de f, ou seja, a aplicação Rf, seja pelo 
menos uma vez renormalizável. Para formalizar essa questão temos a seguinte definição. 

Definição 2.5.4 Seja f E D . Dizemos que f é: 

(i) N vezes renormalizável (N 2'. l} se Rf é (N - 1) vezes renormalizável, por indução (onde 
N - l = O significa e lê-se não renormalizável); 

(ii} infinitamente renormalizável se f é N vezes renormalizável, para todo N 2'. 1; 

(iii} exatamente N vezes renormalizável se f é N vezes renormalizável e nN f não é renormalizável. 
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Tomemos agora uma aplicação / C Z) e suponhamos que / seja exatamente N vezes renormalizável

(]V pode ser oo). Então a / está associada a seqüência de símbolos (ao,ko), (ai,ki), . . . , (aly,kN)
(onde (aN,kN) não produz renormalização), no caso em que .M < oo, ou a sequência infinita I' =

{(ao, ko),(ai,ki),...,(alv, kw),...}, no caso em que ]V = oo, onde ai =:t e ki ? 1, VÍ 2 0, tal que

para todo 0 $ ã $ ]V l

« r(7Z'/) = ki + 1, 1(7Z'/) = ki + 2

ai + r(R'/) k{ + 2, Z(R'/)

Além disso, definimos (rO,ZO) = (1, 1), (rl,ZI) = (r(./'),Z(/)) e, indutivamente,

Zi+i = ,{ + (ki + l)Ü

ri+.i = rí + hZí

(2.16)

Í Zi+] = k r + Zi

1. ri+i = (ki + l)ri + i{
para todo 0 $ { $ Ar 1. Vale observar que o sinal "+" de ai é usado para indicam que o gap

Gi:= (0r +Z., 0r +Z.) está à direita da origem e "-- " para indicar que ele está à esquerda da origem.
Tendo os pares de inteiros positivos (ri, Z{) definidos como acima podemos definir também para cada
o<e<JV l

e

se a{ := + (2.17)

& loX , ol:l \ {o} lo:,ol:l
Z &(,:

'!i Z se « C l0;: , 0)

se « € (0,0j:l

(2.18)

/': («)

o: l + loi:

c{

(2.19)

Veremos a seguir que os pares (r{, Z{) são / internos o que nos garantirá que a aplicação Rí definida

em (2.18) é a aplicação de primeiro retorno de / ao intervalo l0:,Ojl. Além disso veremos que a

38 CAPÍTULO 2. DINÂMICA E RENORMALIZAÇÃO 

Tomemos agora uma aplicação f E V e suponhamos que f seja exatamente N vezes renormalizável 

(N pode ser oo). Então a f está associada a seqüência de símbolos (ao,ko),(a1,k1), . . . ,(aN,kN) 

( onde ( a N, kN) não produz renormalização), no caso em que N < oo, ou a seqüência infinita r = 
{(ao,ko),(a1,k1), .. . ,(aN,kN), . . . }, no caso em que N = oo, onde ai=± e ki 2 1, Vi 2: O, tal que 

para todo O s i s N - 1 

Além disso, definimos (ro, lo) = (1, 1), (r1, li) = (r(f), l(f)) e, indutivamente, 

{ 
li+l =Ti+ (ki + l)li 

r;+1 = r; + k;l; 

se ai= - (2.16) 

e 

{ 
li+i = kiri + l; 

ri+I = (k; + l)r; + l; 
se a;=+ (2.17) 

para todo O S i S N - 1. Vale observar que o sinal "+" de cri é usado para indicar que o gap 

Gi := (0~+l;, o;;+l;) está à direita da origem e "- " para indicar que ele está à esquerda da origem. 

Tendo os pares de inteiros positivos (ri, li) definidos como acima podemos definir também para cada 

osisN-1 

10:, 1 + lü41 
§_ 
e; 

se X E [o:,, O) 

se x E (O, 04] 
(2.18) 

(2.19) 

Veremos a seguir que os pares (r; , li) são !-internos o que nos garantirá que a aplicação ~ definida 

em (2.18) é a aplicação de primeiro retorno de f ao intervalo [o:,, 04]. Além disso veremos que a 
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á--ésima renormalização de /, a função 7Z.i/, é dada pela extensão de

lz,: i,ó:l \ {o}

a j--l, ll \ {0}. Chamaremos de

Z
lóí - 1, z,:l
L /& (cí ]ç'c{

(2.20)

h l-i,il --, l-Q,ql
T n i(Z)=QZ

(2.21)

a conjugação entre 7Z{/ e a extensão de /Ü. Pala justificarmos que (r{, Zi) são internos e a expressão
(2.20) vamos definir os seguintes objetos: se / € Z) e (r, Z) = (r(/), Z(/)) c Z/ definimos

(1) c(/) 1011 + 1011

(2) b(/)

(3)

lo;',OÍj\ {o}
/'(z) se z c l0J-,0)

/'(z) se z c (0, 0ÍI

como sendo a aplicação de primeiro retorno de / ao intervalo l0+, 0ÍI e

-, l0r+,0ÍI

R.f(#)Z (2.22)

(4)

l-i, il --, l-c.f,c.fl
" n h.f(#)

como sendo a conjugação entre a renormalização 7Z/ de / e a extensão de sua aplicação de
primeiro retorno R/.

h/
(2.23)

Afirmações: Para todo á 2 0

(a) (,i,Zi) sM /-enter-s

(b) 7Zi/ é a extensão (bem definida) de z -' : /Ü(ciz) a j--l, ll \ {0}
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i-ésima renormalização de f, a função Ri f, é dada pela extensão de 

[bi - 1, bi] \ {O} - [b · - 1 b·] t ) t 

X 1-) ¼~(<;x) 
(2.20) 

a [-1, 1] \ {O} . Chamaremos de 

hi [-1, 1] - [-Ci, Ci] 
X 1-) hi(x) = <;x 

(2.21) 

a conjugação entre Ri f e a extensão de~- Para justificarmos que (ri, li) são internos e a expressão 
(2.20) vamos definir os seguintes objetos: se f E 7J e (r, l) = (r(f), l(f)) E I1 definimos 

(1) c(f) = CJ := I0t l + I01I 
o-

(2) b(J) = b1 := ~ 

(3) 

[Ot,Oi-J \ {O} 

X 

---t [Ot,Oi-J 

1-) R x = { Jl(x) 
j(-) r(x) 

se x E [0t, 0) 

se x E (O, 01] 
como sendo a aplicação de primeiro retorno de f ao intervalo [Ot, 01] e 

(4) 

[-1, 1] ---t [-c1, c1] 
x 1-) h1(x) = CJX 

(2. 22) 

(2 .23) 

como sendo a conjugação entre a renormalização Rf de f e a extensão de sua aplicação de 
primeiro retorno R J . 

Afirmações: Para todo i 2: O 

(a) (ri , li) são !-internos 

(b) Ri f é a extensão (bem definida) de x 1-) ¼~(<;x) a [-1 , l] \ {O} 
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É..=..Q : (a) se verifica pois to = Zo = 1 e (b) também pois /?o - /l]Ó i.ó], co \prof f

É..=.1 : (a) se verifica pois (ri, li) = (r(/), Z(/)) são /-internos uma vez que .f é renormalizável;

(b) também se verifica pois 7Z/ é a extensão de #R(c.fa) e c/ - ci (Lema 2.5.3 e definições)

Indução: Suponhamos que as ah'mações (a) e (b) valem para { e vamos mostrar que valem
para { + l.

Pela definição da combinatória, 7Z'./' é renormalizável, com ai = a(7Z'/), h = k(7Z'/) e intervalo
invariante jbi -- l,bil. Isto garante que, se a{ = (resp. se ai ' +) o par (r(7Z'/),Z(7Z'/)) =

(k{ + 1, h + 2) (resp.(r(7Z'./'), Z(7?'/)) = (k{ + 2, kÍ + 1)) é 7Z'/-interno (Lema 2.5.2). Sem perda de
generalidade vamos assumir ai = --. Em particular

(Rt j)k' (bi 1) < 0 < (R:/)t'+"(Z,i) (2.24)

e

(z:/y(ó{) gi l(n:/)*'(ó{ 1), (n:.f)*'+'(ó{)l, v t = o, i, ,h (2.25)

(n:/y(Ó{ - 1) ÇI l(R:/)k:(Z,í 1), (Ri.f)k:+:(Z,i)l, V t ,h l (2.26)

As desigualdades (2.24), (2.25) e (2.26) podem ser reformuladas a partir da hipótese indutiva de que

7?i.f(z) - l Ri(ciz). Em prinaeiro lugar, temos

(n:/)*'+:(ó{) - ]. Rl;'+"(qóí) al;'+:(oi:)
Z

Como os h + l iterados de bí sob 7Z{./ são feitos um à direita e os outros h à esquerda (ainda na
hipótese o-i = ), então

al:'' :(ot ) /k'Z:(/''(0Z. )) - 0r +(k:+l)!

Analogamente,

(z:/)*:(ó: l) - :al;'('::(ó: - i)) - :Rl;:(o:) - :/*'''(oZ) - :o:..-.
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i =O: (a) se verifica pois ro =lo= 1 e (b) também pois Ro = fl[b-I,b), Co = 1 e R 0 J = J 

i = 1: (a) se verifica pois (r1, li)= (r(f), l(f)) são !-internos uma vez que J é re~ormalizável; 

(b) também se verifica pois RJ é a extensão de jfR(cJx) e CJ = c1 (Lema 2.5.3 e definições) 

Indução: Suponhamos que as afirmações (a) e (b) valem parai e vamos mostrar que valem 

parai+ 1. 

Pela definição da combinatória, Ri f é renormalizável, com ai = a(Ri J), k; = k(Ri J) e intervalo 

invariante [bi - 1, bi]. Isto garante que, se ai = - (resp. se ai = +) o par (r(Ri J), l(Ri J)) = 
(ki + 1, ki + 2) (resp .(r(Ri J), l(Ri J)) = (ki + 2, ki + 1)) é Ri !-interno (Lema 2.5.2). Sem perda de 

generalidade vamos assumir ai = - . Em particular 

(2.24) 

e 

As desigualdades (2.24), (2.25) e (2.26) podem ser reformuladas a partir da hipótese indutiva de que 

Rif(x) = ¼~(Cix). Em primeiro lugar, temos 

Como os ki + 1 iterados de bi sob Ri f são feitos um à direita e os outros ki à esquerda (ainda na 

hipótese ai = - ), então 

Analogamente, 
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Logo (2.24) implica

oJ'ri+ < o < OE..

Esse é o primeiro passo para mostrar que (ri+i, !Í+i) é .f-interno. Falta mostrar que

o!, o3, ... , o:.. ..i} n loZ...., OC...:l

{oí, o; , . .., OE...:} n loA...., ot...l

{ 0

Ü

Mas só precisam ser considerados os iterados OC,0;l+Z: = -lÜ(0h), 0r +21. = n?(0b ), . . . ,0;l+t.Z: '
Rl;'(OZ, ) e 0+, 0++i: = .Z%(0+), . . . , 0,..+(k.-i)Z. ' R{ ':(0:), pois os restantes estão fora do domínio

l0X,0EI de A. Esses, por sua vez, estão fora de l0;:+.,0Z-+.l por causa de (2.25) e (2.26) e da
conjugação de 7?'/ com a extensão de .fÜ, suposta indutivamente.

A função 7Zi+i.f é definida pelo reescalonamento da função de retorno a lO,(Ri.f)' 0z(ni/)l sob
iterados de R:/, lembrando (lue r(7Z:/) - h + 1, Z(7Z{/) - kí + 2, e que 0+n:/) = (7Z{./')t'(bi -- l)

e Ojtn./) - (7Z{/)k:+t(b{). Além disso, pelo que foi visto acima, cÍ0&n:/) - 0;+" : e ciOz(Rí/) ' Oz-+.
Sorllando as duas equações (em máulo) tiramos

q(lo&n..DI + loz(n:.DI) loJ:....l + loE...l,

isto é

QCRi.f :: Q+i-

SÓ resta mostrar que 7Zi+i/l]b.-i,Ó.] é conjugada a /?i+i e que a conjugação se estende a j--l, ll (sempre
subtraindo {0}, bem entendido). Temos pela definição de 7?Í+i/,

n:''':/(«) - õl;A:./('~./')
para todo z c j--l, ll \ {0}. Pela definição em (2.22),

"«'.w-l
(R: /) k: +'(y)
(R: /) k' +: (y)

se g/ c l0&R:.D, 0)

se Z/ c (0, 0z(n:/)l
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Logo (2.24) implica 

Esse é o primeiro passo para mostrar que (ri+1 , li+1) é !-interno. Falta mostrar que 

Mas só precisam ser considerados os iterados 04, o;+l; = ~(04), 0~+2l; = Rf (Oi;-), . . . , o;+k;l; = 
Rk;(o - ) o+ o+ - D.(o+) o- - Rk;- 1 (0+) . . - e d d , . i l; e r;, ri+li - ,1,i r; , .. . , r;+(k;-I)l; - i r; , p01s os restantes estao 1ora o omm1O 
[ot, ol-:-] de ~- Esses, por sua vez, estão fora de [or+ , 01~ ] por causa de (2.25) e (2.26) e da t t 1.+1 1+1 

conjugação de Ri f com a extensão de ~' suposta indutivamente. 

A função R,i+l J é definida pelo reescalonamento da função de retorno a [ü:Cn;J)' Ol(Ri nl sob 
iterados de Rif, lembrando que r(Rif) = ki + 1, l(Rif) = ki + 2, e que O;(RiJ) = (Rif)ki(bi -1) 
e Ol('R.iJ) = (Rij)ki+l(bi). Além disso, pelo que foi visto acima, qO:CniJ) = ot+i e qOl(RiJ) = 04+1

• 

Somando as duas equações (em md.ulo) tiramos 

isto é 

Ci0?_i f = Ci+l · 

Só resta mostrar que Ri+ 1 fl[bi - l,bd é conjugada a ~+1 e que a conjugação se estende a [-1, 1] (sempre 
subtraindo {O}, bem entendido). Temos pela definição de Ri+ 1 f , 

i+l 1 R J(x) = - . Rn;J(0?_;Jx) 
0?.•J 

para todo x E [-1, 1] \ {O} . Pela definição em (2 .22), 

se y E [O:Cn; f), O) 

se y E (O, ºicni nl 
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De fato, o ramo esqueerdo se estende até --cRi/ e o direito até ci/. Logo, pela conjugação de 7Z'/
com a extensão de .f&,

RxjQu)= âRf' +' (':iz/)

â nl:: +'(':íz/)
se y C l0&K:.D, 0)

se y c (0, 0z(n./)l

Também pela conjugação de 7Z'/ com a extensão de l?i, os k{ + 2 iterados de -& para Z/ < 0 são um
à direita e k{ + l à esquerda; e os ki + l iterados de .IÜ para y > 0 são um à dierita e k{ à esquerda.
Então

à/':+(k:+i)z'(c:iy) se y C loãn:/), o)
â/':+k'z:(Qy) se y c (0, 01(Ri.f)l

Ra' .f (y )

isto é,

Rn'.f(Z/) - :&+i(':iy),

e a fórmula se estende para (--(h:/, cn:/) \ {0}. Então

z:''':/(") - &:- ia--:('«:.r'::') - at-Ü--:('::--:') ,
onde z pode ser tomado em 1 1, 11 \ {0}, já que assim cria' cai em l--cRi.f, cni/l, dentro do domínio
de BRi.f' E fica demosntrada a indução.

Vale ressaltar para uso posterior que no caso de uma aplicação / C Z) ser N vezes renormalizável
(com 0 5; /V 5; oo) as aplicações de retorno R{ satisfazem as seguintes relações

l.nl;'+:((o+,OÚ))l se
ou

lnl:' +:((o: , o' )

(o+,OÚ)l<1(OX),o)l, i=o,i,...,]v l
(o;1l. . , oi:,. . )l

1(0X),o)l < 1(or,ol:)l, {-o,l,...,w l
(2.27)

Essas relações seguem do Lema 2.5.2 aplicado a cada .f?i. Veja Figura 2.12 como ilustração dos
iterados da aplicação /%.

se

Um outro fato importante de se observar e que decorre diretamente da definição da aplicação de

retorno é que no caso de urna ap]icação / C 'D ser ]V vezes renornaalizável (com 0 $ N $ oo) suas

seqüências correspondentes (ri)o<i<N e (Z{)o<i<W satisfazem as relações
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De fato, o ramo esqueerdo se estende até -en_; 1 e o direito até e; 1. Logo, pela conjugação de Ri f 
com a extensão de ~, 

se y E [O~RiJ)' 0) 

se y E (O, º«Ri nl 

Também pela conjugação de Ri f com a extensão de~' os ki + 2 iterados de ~ para y < O são um 

à direita e ki + 1 à esquerda; e os ki + 1 iterados de ~ para y > O são um à dierita e ki à esquerda. 

Então 

isto é, 

se y E [O~Ri f)' O) 

se y E (O, º«Ri nl 

1 
RRiJ(Y) = -~+1(CiY), 

Ci 

e a fórmula se estende para (-en_;1,en_;1) \ {O}. Então 

onde x pode ser tomado em [-1, 1] \ {O}, já que assim Cn_;J cai em [-en_; 1, en_;1], dentro do domínio 

de RR; f· E fica demosntrada a indução. 

Vale ressaltar para uso posterior que no caso de uma aplicação f E D ser N vezes renormalizável 

( com O :::; N :::; oo) as aplicações de retorno ~ satisfazem as seguintes relações 

se 

l(Ot.), 0- )1 < l(ü+, 01-:-)I, i = O, 1, . .. 'N - 1 
' 1 

se 
(2 .27) 

Essas relações seguem do Lema 2.5.2 aplicado a cada ~ - Veja Figura 2.12 como ilustração dos 

iterados da aplicação R;, . 

Um outro fato importante de se observar e que decorre diretamente da definição da aplicação de 

retorno é que no caso de uma aplicação f E D ser N vezes renormalizável ( com O S N S oo) suas 

seqüências correspondentes (ri)o::;i::;N e (li)o ::;i::;N satisfazem as relações 
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0;!; 0 oâ

*l;'Ú-:cl al:'-'- 'c:

01'ri+ ol:,

Figura 2.12: lterados do gap (l;i por .IÜ

Q+i,li+i ? r{ + Zi (2.28)

para todo 0 $ { $ N 1, pelas fórmulas (2.16) e (2.17). E como conseqüência imediata desse fato
temos também o seguinte

Lema 2.5.5 Se / C Z) é Ar vezes Tenor'malázázie{ rcom 0 $ JV $ oo,) então suas seqüêncáas com'es
pondextes satisfazem as seguintes relações

r{, Z{ 2 2'

para todo q $ i $ N

No caso de uma ap]icação / C ]) ser ]V vezes renormalizável diremos que cada 0 $ á $ .ÍV é a ordem
ou o nz'ueZ de renormalização.

Uma outra coisa que também se nota é o fato que, para cada 0 $ á 5; .ÍV -- 1, os intervalos l0+ , 0 )
e (0+,Ohl não têm o mesmo tamanho (se bi = 1 não seria mais uma vez renormalizável) e assim o
gap (l;{ está dentro do maior intervalo dentre esses dois últimos intervalos

2.6 Dicotomia: periódico ou infinitamente renormalizável

Vimos rla Seção 2.2 o que seria uma órbita periódica virtual naquele caso específico e agora vamos
definir de uma maneira nazis geral esse conceito.
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Gi ~Gi R;i+;1 - 1Gi 
1 
1 

,( 

Figura 2.12: Iterados do gap Gi por R; . 

43 

(2.28) 

para todo O::; i::; N - 1, pelas fórmulas (2.16) e (2.17) . E como conseqüência imediata desse fato 
temos também o seguinte 

Lema 2.5.5 Se f E V é N vezes renormalizável (com O ::; N ::; oo) então suas seqüências corres
pondentes satisfazem as seguintes relações 

para todo O ::; i ::; N . 

No caso de uma aplicação f E V ser N vezes renormalizável diremos que cada O ::; i ::; N é a ordem 
ou o nível de renormalização. 

Uma outra coisa que também se nota é o fato que, para cada O ::; i ::; N - 1, os intervalos [O~, o-) 
e (o+, O~] não têm o mesmo tamanho (se bi = ½ não seria mais uma vez renormalizável) e assim o 
gap Gi está dentro do maior intervalo dentre esses dois últimos intervalos . 

2.6 Dicotomia: periódico ou infinitamente renormalizável 

Vimos na Seção 2.2 o que seria uma órbita periódica virtual naquele caso específico e agora vamos 
definir de uma maneira mais geral esse conceito. 
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Definição 2.6.1 Dada uma apZãcaçâo / C 2) de$nàmzos óróãta pehódãca uãduaZ do ponto

ra) 01 como ««do . "«j-t. o,b(Ot)
positivo lrl;

{ol,o3', , oE,o}, « .f(o;L) 0 para algum ánÉe ro

rb) 0i como «ndo o c.«Junto o,b(0Í)
posàtáuo n.

{oí,o;, , 0;,0}, s. .f(0;) 0 para algum iate ro

E além disso se

(c) G órbita de todo ponto à direita e numa tiizinhacça de Q é atraída pela órbita oral.0{) de$nimos
orb(01 ) como sendo uma órbita pehódãca atrasara uáNuaZ;

(d) a órbita de todo povtto à esquerda e pluma tiezinhança de Q é atraída pela órbita ovbl.Qi) de$nimos
orb(0i ) como sendo uma órbita pehódáca atratora uáduaZ.

Estabelecidos esses conceitos o restante deste Capítulo se resume no seguinte resultado

Teorema 2.6.1 Se .f C 'D então ou .f possua órbita pehódica ou f é in$nitameTtte renomtalizáuel.

A demonstração desse Teorema encontra-se nas proposições que seguem

Proposição 2.6.2 Seja / C .D. Então .f é./inátamzerzfe renorYztaZizát;e/ ('isto é, .f é Ar vezes mas não
N+ l «s «no«n ZÍ,á«Z, p«. .Zg«m 0 $ N < m) s', ' soment. se, e«i.le n ? 0 t.Z q«. 0 C /"(G).

Prova.

(:>) Suponhamos por absurdo que 0 # ./"(G) para todo n 2 0. Em particular temos que

0 çl RW(G/y) para todo m 2 0. Conseqüentemente temos

0 g (RX.f)"(G), V m 2 0 (2.29)

Sendo (bRN.f 1,0) ou (0,bRN.f) um domínio fundamental para 7Z/v/ segue de (2.29) que existe um
inteiro mo ? 0 tal que (7?p'r/)''' l(G) e (7Z/V. " o(G) estão em lados opostos de 0. Daí obtemos que
o par (mo + l,mo + 2) (ou (mo + 2,mo + 1)) é 7Z/v.f interno garantindo que 7?JV/ é renornlalizável
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Definição 2 .6.1 Dada uma aplicação f E V definimos órbita periódica virtual do ponto 

(a) ot como sendo o conjunto orb(Ot) = {Of,ot, . . . ,ot,O}, se f(Ot) = O para algum inteiro 

positivo m; 

{b} 01 como sendo o conjunto orb(01) 
positivo n. 

E além disso se 

O para algum inteiro 

{c) a órbita de todo ponto à direita e numa vizinhacça de O é atraída pela órbita orb(Of) definimos 

orb(Ot) como sendo uma órbita periódica atratora virtual; 

( d} a órbita de todo ponto à esquerda e numa vizinhança de O é atraída pela órbita orb(01) definimos 

orb( 01) como sendo uma órbita periódica atratora virtual. 

Estabelecidos esses conceitos o restante deste Capítulo se resume no seguinte resultado 

Teorema 2.6.1 Se f E V então ou f possui órbita periódica ou J é infinitamente renormalizável. 

A demonstração desse Teorema encontra-se nas proposições que seguem. 

Proposição 2 .6.2 Seja f E V. Então f é finitamente renormalizável {isto é, J é N vezes mas não 

N + 1 vezes renormalizável, para algum O ::; N < oo) se, e somente se, existe n 2". O tal que O E Jn ( G) . 

Prova. 

( ⇒) Suponhamos por absurdo que O tf. Jn( G) para todo n > O. Em particular temos que 

O tf. RJJ(GN) para todo m 2". O. Conseqüentemente temos 

(2.29) 

Sendo (bnN J - 1, O) ou (O, bnN J) um domínio fundamental para RN f segue de (2.29) que existe um 

inteiro mo 2". O tal que (RN J)mº- 1 (G) e (RN J)mº(G) estão em lados opostos de O. Daí obtemos que 

o par (mo+ 1, mo+ 2) (ou (mo+ 2, mo+ 1)) é RN !-interno garantindo que RN fé renormalizável 
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o que é uma contradição com a hipótese. Isso conclui a primeira parte do resultado. Vejamos agora
a volta.

('+) Para mostrarmos essa implicação vamos mostrar sua contrapositiva que é equivalente. Sendo
assim suponhamos que / soja infinitamente renormalizável e seja (ri,l{)iZO sua seqüência de pa-

res ./' intei'nos correspondente. Para cada í ? 0, Gi = (0r +Z.,0r +Z:) não intersecta o intervalo

l0A+.,0Ü+.l e é o primeiro iterado de G =(0;,02) a entrar em lO,.,Oj:l. Logo(oi,ot)nlo,l+:,oh..:i =
0, V 2 $ t $ ri+ i{. Como isso vale para qualquer á, e ri+ Zi } oo quando á --} oo, segue que
0 g .f"(C), V n ? 0. Portanto, se existe n 2 0 tal que 0 C /n(G) então / é finitamente renorma-
]izávele

"L - n ",:...
{>0

Dessa proposição obtemos

Coi olário 2.6.3 Se / C Z) é irzánítame7zle Feroz'maZãzáueZ então a pré-órbita do 0 é á7zánàfa.

Assim, no caso em que uma aplicação / c 1) é infinitamente renormalizável existe uma seqüência
infinita de pares de inteiros ./' internos, (rj, Zi){?o, que nos permite definir o seguinte conjunto singular
minimal

Ã'.(/) - Ã'â : IU/'(C)I' l-i,il \ IU./::(C)l
{2.0 {2:0

ou

Ã'.(/) - Ã'á :- l U(oã-:,o;+:)I' l-i, il \ l U(oi+:,oLi)l
{2:0 {20

o qual também pode ser visto como a seguinte intersecção

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Veja (2.6). Pode ser provado que esse conjunto singular minimal Ã'-(/) é um atrator

Proposição2.6.4 $e / C Z) é Ar vezes mas não ]V + l vezes rerzorz7zaZãzáueZ

(0 $ N < oo) então f possui uma (cínica) órbita periódica atratora.
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o que é uma contradição com a hipótese. Isso conclui a primeira parte do resultado. Vejamos agora 
a volta. 

( {=) Para mostrarmos essa implicação vamos mostrar sua contrapositiva que é equivalente. Sendo 
assim suponhamos que f seja infinitamente renormalizável e seja (ri, li)i>O sua seqüência de pa
res !-internos correspondente. Para cada i 2: O, Gi = (o;;+!;, 0~+i) não intersecta o intervalo 
[O[ 1, 01--: ] e é o primeiro iterado de G = (02- , 02+) a entrar em [Ot., 01--:] . Logo (Ot, ot)n[ot+L' 01--: ] = t+ 1+1 1. t t i+l 

0, V 2 :S t :S ri + li. Como isso vale para qualquer i, e ri + li ----) oo quando i ----) oo, segue que 
O (j. r(G), V n 2: O. Portanto, se existe n 2: O tal que O E r(G) então f é finitamente renorma
lizável. 

■ 

Dessa proposição obtemos 

Corolário 2.6.3 Se f E D é infinitamente renormalizável então a pré-órbita do O é infinita. 

Assim, no caso em que uma aplicação f E 1) é infinitamente renormalizável existe uma seqüência 
infinita de pares de inteiros !-internos, (ri , li)i:2::0, que nos permite definir o seguinte conjunto singular 
minimal 

Koo(J) = Kl := [ LJ l(GW = [- 1, 1] \ [ LJ l(G)] (2.30) 

ou 

(2.31) 

o qual também pode ser visto como a seguinte intersecção 

K OOÍ = n K r l · · t, l (2 .32) 
i:2:0 

Veja (2.6) . Pode ser provado que esse conjunto singular minimal K 00 (f) é um atrator. 

Proposição 2.6.4 Se J E D é N vezes mas não N + 1 vezes renormalizável 
{O :S N < oo) então f possui uma {única) órbita periódica atratora. 
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Prova

Como 7?/v.f não é renormalizável ela possui uma potência que é uma contrição no menor dos

intervalos (bR«,/ 1, 0), (0, bRx/), e que se estende ao intervalo fechado (vda Seção 2.3 e Lema 2.3.1).
Isso assegura a existência de uma única órbita periódica atratora (verdadeira ou virtual) para 7?X/.
Mas como 7ZW/ é conjugada à aplicação de retorno RJy ao intervalo ]0+ , 0;' ] temos que Rfy possui
uma única órbita periódica atratora, digamos O(aço), para algum iço C ]0+ , Oã] \ {0}. E uma vez
que os ramos de R/v são potências de / concluímos que ./ possui órbita periódica atratora.

Para garantirmos a unicidade dessa órbita periódica atratora (para /) recorremos ao Corolário 2.4.7
que garante o seguinte: para todo z C ló l,ól \ {0} existe inteiro { = á(aç) ? 0 tal que /í(aç) C

l0;L,0; 1. Assim a órbita de todo ponto z C ló -- 1, bl \ {0} entra em l0+ ,Ozwl e logo é atraída por
O(aço) . Isso conclui o resultado.

Temos também

Proposição 2.6.5 Se / C 1) fem unia órbita pehódica atratora então / não é 7tÉnátaínerzte renor-
maiázáue!.

Prova

Para a demonstração dessa Proposição faremos uso do Lema 3.1.2 que está demonstrado no
próximo Capítulo e, em suma, assegura que

lloZ, ol:ll --, o

no caso de uma aplicação / ser infinitamente renormalizável

Suponha que / tenha uma órbita atratoia verdadeira e seja O(z) essa órbita. Se / é infinitamente
renormalizável temos, para todo á ? 0, via Corolário 2.4.7, que

o(:«) n (oX,o') # 0 e o(") n (o+, OE) # @. (2.33)

Assim, se / fosse infinitamente renormalizável teríamos ll0+,0Ell --, 0, quando í --, oo, (ver
Lema 3.1.2) e como conseqüência disso a órbita (9(z) se acunlularia no 0. h/las a órbita O(z) só se
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Prova. 

Como RN J não é renormalizável ela possui uma potência que é uma contração no menor dos 

intervalos (bnN 1 - l, O), (O, bnN f ), e que se estende ao intervalo fechado (veja Seção 2.3 e Lema 2.3.1) . 

Isso assegura a existência de uma única órbita periódica atratora (verdadeira ou virtual) para RN f. 
Mas como RN J é conjugada à aplicação de retorno RN ao intervalo [OtN, 00,,] temos que RN possui 

uma única órbita periódica atratora, digamos O(x0 ), para algum x0 E [OtN,00,,] \ {O}. E uma vez 

que os ramos de RN são potências de f concluímos que f possui órbita periódica atratora. 

Para garantirmos a unicidade dessa órbita periódica atratora (para f) recorremos ao Corolário 2.4. 7 

que garante o seguinte: para todo x E [b - 1, b] \ {O} existe inteiro i = i(x) 2 O tal que Ji(x) E 

[OtN, 01). Assim a órbita de todo ponto x E [b - 1, b] \ {O} entra em [OtN, 00,,] e logo é atraída por 

O(xo). Isso conclui o resultado. 

Temos também 

Proposição 2.6.5 Se f E D tem uma órbita periódica atratora então f não é infinitamente renor

malizável. 

Prova. 

Para a demonstração dessa Proposição faremos uso do Lema 3.1.2 que está demonstrado no 

próximo Capítulo e, em suma, assegura que 

no caso de uma aplicação f ser infinitamente renormalizável. 

Suponha que f tenha uma órbita atratora verdadeira e seja O(x) essa órbita. Se fé infinitamente 

renormalizável temos, para todo i 2 O, via Corolário 2.4. 7, que 

e (2.33) 

Assim, se f fosse infinitamente renormalizável teríamos J[Ot,ol-:-]J -4 O, quando i -4 oo, (ver 
t l 

Lema 3.1.2) e como conseqüência disso a órbita O(x) se acumularia no O. Mas a órbita O(x) só se 
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acumula no 0 de duas maneiras: ou

(1) 0 C (9(z), o que não ocorre pois a órbita periódica não é virtual;
ou

(2) 0 d (2(aç), o que não ocorre, pois de (2.33) teríamos uma infinidade de pontos pertencendo a
0(z)

Assim, no caso de / possuir uma órbita periódica atratora verdadeira temos que / não é infinitamente
renormalizável.

Se existe uma órbita periódica virtual então sua ciclicidade é interrompida no 0, o único ponto
onde ./' não é bem definida, e o ponto seguinte deve ser 0i = b -- l ou 0Í = b que são os limites
laterais de /(z) em z = 0. Mas isto também implica que a pré-órbita de 0 deve ser finita. E uma vez
que para aplicações infinitamente renormalizáveis a pré-órbita de 0 é infinita, a Proposição segue. H

Esta última Proposição mostra que se ./ é infinitamente renormalizável então G :; Go é um
íntemaZo em'ante, pois sua órbita futura é disjunta aos pares e não é atraída por nenhuma órbita
periódica.

Obsei'vação: Com exceção da Proposição 2.6.4 e da Proposição 2.6.5 todos os resultados an-
teriores continuam sendo válidos se os ramos da função / forem apenas contínuos e crescentes e
satisfazerem a condição

/(z,) < /(b l).

2.6. DICOTOMIA: PERIÓDICO OU INFINITAMENTE RENORMALIZÁVEL 47 

acumula no O de duas maneiras: ou 

(1) O E O(x), o que não ocorre pois a órbita periódica não é virtual; 

ou 

(2) O i O(x), o que não ocorre, pois de (2.33) teríamos uma infinidade de pontos pertencendo a 
O(x). 

Assim, no caso de J possuir uma órbita periódica atratora verdadeira temos que f não é infinitamente 
renormalizável. 

Se existe uma órbita periódica virtual então sua cíclicidade é interrompida no O, o único ponto 
onde J não é bem definida, e o ponto seguinte deve ser of = b - 1 ou 01 = b que são os limites 
laterais de J(x) em x = O. Mas isto também implica que a pré-órbita de O deve ser finita. E uma vez 
que para aplicações infinitamente renormalizáveis a pré-órbita de O é infinita, a Proposição segue. ■ 

Esta última Proposição mostra que se f é infinitamente renormalizável então G = G0 é um 
intervalo errante, pois sua órbita futura é disjunta aos pares e não é atraída por nenhuma órbita 
periódica. 

Observação: Com exceção da Proposição 2.6.4 e da Proposição 2.6.5 todos os resultados an
teriores continuam sendo válidos se os ramos da função f forem apenas contínuos e crescentes e 
satisfizerem a condição 

f(b) < f(b - 1). 
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Capítulo 3

Estimativas métricas e conseqüências

3.1 Tamanho dos intervalos de i'etorno e o conjunto minimal

Lema 3.1.1 $e / C 1) é N vezes rerzomnaZãzáueJ rcom 0 $ /V $ oo) então para cada 0 $ i$ .ÍV
EevYtos que

D&(#) $ pp:

P«« t.d. 3 C l0:, 0EI \ {0}, onde pí é « p.[êncá« e-fa d' / q«e dele«nín« &(#), ást. é, P{ = «: -
Pi = Z{. .4Zé«'. disso, se eàs ãr p C (0, 1) íal que 0 < p $ inf{/'(z)} $ /'(#) < 1 famóém teremos a
mz7zoraçao

P'" $ D&(z)

07zde p{ e z são como antes

Prova. Como .rà (/z:, .f':) temos que

0&(z) 0/'' (z)
Df'' Ç=)

se * c l0X,0)
se « c (0,0EI

(3.1)

Assim concluímos que

49

Capítulo 3 

Estimativas métricas e conseqüências 

3.1 Tamanho dos intervalos de retorno e o conjunto minimal 

Lema 3.1.1 Se f E 1J é N vezes renormalizável {com O ~ N S oo) então para cada O S i s N 
temos que 

para todo x E [O~ , 04] \ {O}, onde Pi é a potência exata de f que determina ~(x), isto é, Pi= Ti ou 
Pi = li. Além disso, se existir p E (O, 1) tal que O < p =S inf{f'(x)} S J'(x) < l também teremos a 
minoração 

onde Pi e x são como antes . 

Prova. Como~= (Ji\ JTi) temos que 

Assim concluímos que 

p11i s D~(x) 

49 

se x E [O~,O) 
se x E (O, 04] (3.1) 
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onde Pi = ri ou Pi= li e se O< p S inf {.f' (x) } S f ' (1;) < 1 segue claramente que 

• 
Temos também resultados de caráter métrico como o seguinte. 

Lema 3.1.2 Se f E 1) é N vezes renormalizável (O < N S ) então as razões dos comprimentos dos 

intervalos de renormalização diminuem superexponenc'ialmente. Mais prec'isamente, se (r-i)o~i~N- 1 

e (l i)o~i~N- l são S'/1,aS seq'Üências correspondentes então 

(3.2) 

para lodo O < i S N - 1. 

Prnva. 

Para cada O_ i S N - 1 sabemos que os interva los [O;~ , o- ) e (O 1-, 01, ] nào têm o mes mo tam a nho 

e que o gap G.i está dent ro cio maior intervalo dentre es ·es dois últ imos intervalos. Além d isso le 

(2.27) sabemos que 

se 1 (O, O~ ) 1 1(0} , 0)1 
1 

(3.3) 

se \(0/, ,0) \ 

Corno os ramos de cada Ri sào potências el e ./ , isto é, ni = (f1•, .f"'• ) , <! c-0 111 0 os inteiros ,-, <' l, 

satisfazem a desigua ldade 

· l 2·i 7 ·,. , i -



3.1. TAMANHO DOS INTERVALOS DE RETORNO E O CONJ UNTO MINIMAL 51 

(Lema 2.5.5) e co mo O < f' :::; v < 1 obtemo de (3.3) 

para todo O < i ::; N - 1. 

■ 

Esse L ma implica que os intervalos [Ot , 01-J decrescem a zero superexp onencialmente no caso de 
' ' 

uma apl icação infinitamente renormalizável. 

Vejamos agora a segui nte conseqüência do Lema 3.1.2 que, de a lgum modo, diz que o conjunto 

Koo é minim al, mbora a defin ição clássica de minimalidade não possa ser ap licada para ele, uma 

vez que O E K 00 . P or esse motivo o chamamos de singular minimal. 

Coro lár io 3.1.3 Seja f E 1) uma aplicação infinitamente renormalizável e O_ (O) a pré- órbita do O 

(que é um conjunto infinito pelo Corolário 2. 6. 3) . Então o conjunto K /x, \ O _ (O) é invariante, não tem 

órbita periódica e todo x a ele pertencente tem órbita densa em K /x,. A lém disso, K[; \ O_(O) = KJ , 

e para qualquer conjunto K o-=!= 0 tal que f(Ko) e Ko e Ko e K /x, \ O_ (O) , tem-se Ko = K /x,. 

Prova. 

MosL remos qu e conjun to Kl \ O_ (Q) é f invariante. Se x E KJ \ O_ (O) então x E K r,,l,, 

pa ra todo ·i 2: O, e · 1 O_(0). P elo Corolário 2.4 .7 t emos que .f (x ) E K r-i, l;, para todo i 2: O. E se 

x 1 O_(Q) então .f (x) 1 O_(Q). Isso conclui a invar iâ ncia do couj un to KJ \ O_(O) por f. 

Ago ra seja .x E J(J \ O_(Q). Va mos mostrar que a órbita de x é densa em K J. Para isso tomemos 

um o uLro po nt y J(f um número real e > O. Sab mos q ue 

1 elo L ma 3. 1.2 Lo11 1c1n si _ O La l qu e 

J(f = n} r, ,l,· 

·i _ O 

1 e aco rd o e 111 o L ' llla 2 .11. 6 podclll os supor q ue a ·01np o11enL con xa cJ K r-; ,l, a qu al y P r tence é 

J == .fJ(0,01, ). O orolá rio 2.tl. 7 nos ass gura q u cx isLe rn 2: O La! qu .f11'(x) E [0~, 0~]- E sendo 
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R: = (/!:, /'') temos que existe n 2 0 tal que /"(/"(z)) C (0, Oj:l. Logo obtemos que

/;(/"(/"(z))) C J

garantindo assim que a órbita de z passa por J, isto é, que sua órbita é densa em /(á, pois IJI =

l/'j(o, oi:)l < 1(o,OE)l < '.
O conjunto -KL não possui órbita periódica pelo fato anterior: se z C Ã'á \ (9 (0) então sua

órbita densa impede que seja periódica. Se # C O (0) só poderíamos ter uma órbita periódica se
fosse virtual e 0+ :: 0 ou 0i. ;: 0 pala algum n. Mas isto não ocorre.

Falta mostrar que r C O (0) é aproximado por pontos que estão em K f \ O (0). Observe que
O (0) c Ká, pois senão teríamos # C (2 (0) com z c (0i,0/), para Z ? 2, logo 0 = .f"(3) C

(Ot+., 0;l+.), para algum n, contradizendo a hipótese de ser infinitamente renormalizável. Então,
pata todo á ? 0, ou r C /j(0,0j:) ou z C /j(0+,0), isto é, z C l0+,0z.+jl ou z c l0++j,0j 1, para
algum .j. Daí segue que z é aproximado por pontos das órbitas laterais de 0, e esses pontos não estão
em O- (0).

3.2 Dimensão de Hausdorü Zero

Nesta seção vamos ver que o conjunto -KL tem dimensão de Hausdorff zero. A dimensão de Haus-

dorff de um conjunto K é definida da seguinte maneira. Primeiro define,se, para alguma cobertura
aberta enumerável Z/ de ,f(, o número

H,(a) Ei'.'i',
u€u

com p > 0. Em seguida olhamos para a medida p de /7ausd07:#' de /( que é dada por

«,(«) - !q (...,W,.. «u(«))

Pode ser mostrado que existe um número -HZ)(Ã'), chamado dimensão de Hausdor# de /{, tal que

p < n-D(Ã.') implica mP(X') = oo e p > HD(X') implica "''P(K) = 0.
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R,i = (!1•) JT•) temos que existe n 2: o tal que rum(x)) E (O, 04]- Logo obtemos que 

garantindo assim que a órbita de x passa por J, isto é, que sua órbita é densa em Kl, pois Ili = 

lfi(0 ,04)1 < l(0 , 04)1 < E. 

O conjunto Klx, não possui órbita periódica pelo fato anterior: se x E Kl \ O_(Q) então sua 

órbita densa impede que seja periódica. Se x E O_ (O) só poderíamos ter uma órbita periódica se 

fosse virtual e ot = O ou o;; = O para algum n. Mas isto não ocorre. 

Falta mostrar que x E O_(0) é aproximado por pontos que estão em Klx, \ O_(Q). Observe que 

O_ (0) e Kl, pois senão teríamos x E O_(0) com x E (Ot, ot), para t 2: 2, logo O = r(x) E 

(Ot+n> Üi+n) , para algum n, contradizendo a hipótese de ser infinitamente renormalizável. Então, 

para todo i 2: O, ou x E Ji(0,04) ou x E Ji(O;!;,O) , isto é, x E [0j,01.+) ou x E [0~+i'0.i], para 

algum j . Daí segue que x é aproximado por pontos das órbitas laterais de O, e esses pontos não estão 

em O_ (O) . 

■ 

3.2 Dimensão de Hausdorff Zero 

Nesta seção vamos ver que o conjunto Kl tem dimensão de Hausdorff zero. A dimensão de Haus

dorff de um conjunto K é definida da seguinte maneira. Primeiro define-se, para alguma cobertura 

aberta enumerável U de K, o número 

Hp(U) = L IUIP, 
U EU 

com p > O. Em seguida olhamos para a medida p de Hausdorff de K que é dada por 

mp(K) = lim ( inf Hp(U)) . 
f-+Ü diam(U)<€ 

Pode ser mostrado que existe um número H D(K), chamado dimensão de Hausdorff de K, tal que 

p < H D(K) implica mp(K) = oo e p > H D(K) implica mp(K) = O. 
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Se quisermos mostrar que .ríá, tem dimensão de HausdoiR zero devemos mostrar que mp(.f(á) =
0 para todo p > 0. Para isso é suficiente que exista uma sequência Z/('1) de coberturas abertas
enumeráveis de Klo tal que

,J!:: Hp(U(")) - 0
para cada p > 0. Relembrada esta definição vamos mostrar o seguinte

Lema 3.'Z.l Se j é in$nitümente renormalizáuel então KL tem dimensão de Hansdor$ zero e em
particular medida de Lebesgue zero.

Prova

Para cada { 2 1 vamos corJsiderar, inicialmente, U(á) como sendo a seguinte coleção de conjuntos

U =ll0+,0El;/" 0;Ç 0)); " (00;J);n=1,2,...,Zi l,m=1,2,

Embora esta cobertura não sela aberta, para cada (i > 0, pode-se encontrar uma cobertura aberta Z/
tal que

H,(z2) < x,(a({)) + ó.

Basta indexar as componentes Fk que formam a({) pelo índice k ? l e para cada componente tomar

o inetervalo aberto UÊ que contém Fk e que satisfaça IUklp < IFklp + 4. Assim temos

(3.4)

lx,,z#
Zi -- l rí -- l

lloZ,oi:ll' + }l: l.f"(loX, o'l) I'+ >:
n :: l m :: l

Zi -- l rí -- l

lloZ,OElj' + >1:(«')"11o2,o ll' + }l:(
n =1 m :: l

\ n=1 m-l /
llo:,OÚlj'

Zí -- l ri -- l

l + }:("')" + >: («')"

['-',OEjl ]'

,p)"llo+ , ol: llp<

<

<
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Se quisermos mostrar que K/x, tem dimensão de Hausdorff zero devemos mostrar que mp(K/x,) = 
O para todo p > O. Para isso é suficiente que exista uma seqüência u(n) de coberturas abertas 
enumeráveis de K/x, tal que 

lim H (u(n)) = O 
n_,oo p 

para cada p > O. Relembrada esta definição vamos mostrar o seguinte 

Lema 3.2.1 Se f é infinitamente renormalizável então K/x, tem dimensão de Hausdorff zero e em 
particular medida de Lebesgue zero . 

Prova. 

Para cada i 2: 1 vamos considerar, inicialmente, u(i) como sendo a seguinte coleção de conjuntos 

Embora esta cobertura não seja aberta, para cada o > O, pode-se encontrar uma cobertura aberta Ü 
tal que 

(3 .4) 

Basta indexar as componentes Fk que formam u(i) pelo índice k 2: 1 e para cada componente tomar 
o inetervalo aberto Uk que contém Fk e que satisfaça IUklP < IFklP + 2

6
k. Assim temos 

l ;-1 r;-1 

IHpu(i)I l[0~,01;JIP + Llfn ([o~,o-l) IP+ L lf111 ([o+,01;]) IP 
n=l ni=l 

l; - 1 r;-1 

< l[0~,01;JIP + L(vP)n l[O~,o - w + L(vPt11[0+ ,01;W 
n = l m=l 
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Como / é infinitamente renormaliável sabemos (pelo Lema 3.1.2) que ll0;: , 0Ell --, 0, quando í --, oo
Assim, concluímos da desigualdade acima que limo-.o J7P(a({)) = 0, e de (3.4) o resultado segue.

3.3 Moais estimativas de tamanhos de intervalo

Nesta Seção faremos algumas estimativas que serão utilizadas nas demonstrações de vários resul-
tados que seguem. Consideremos uma aplicação .f C Z) infinitamente renormalizável e vamos analisar

as propriedades que os intervalos de renormalização apresentam. Sendo /t = (Oít , 0Zt ) o intervalo de
renormalização de nível t sabemos que seu gap é o intervalo Gt = (Ort+Z.,0r +Z.) e além disso vamos
denotar por Jt o menor dos intervalos (0Z,0) e (0,0Ú). Como vimos no Lema 3.1.1 sabemos que a
derivada de cada Rt é majorada por pp', para todo t 2 0, onde pt é a potência exata de /, pois os
ramos de Rt são potências de /, isto é, Rt = (./'z', /'') com (rt,Zt) C Z/. Essa majoração será muito
utilizada e por isso vamos definir as seguintes constantes

'yt :;:: z.'p', V t ? 0 (3.5)

(3.6)
de maneira que

Z)Rt .$ 't < 1, V [ 2 0

Para um melhor entendimento das estimativas que faremos agora vejam as Figuras 3.1 e 3.2

Como Jt é domínio fundamental de Rt conseguimos cobrir /t com pré"imagens de Jt, a menos
de um pequeno pedaço, que pode ser coberto por nt(Jt). (Ver Figuras 3.1 e 3.2). Daí resultam as
desigualdades:

(i) l-rtl ? IJtl+ IA :Jtl + IRí'JE1 + ...+ 14'*'Jíl

(ü) l.rtl $ 1Rtlzl + IJtl + laÍ:41 + 1Ri'Jtl+ ...+ 1/% *'Jtl

Colocando l,IÇt'Jtl em evidência em (íá) temos

l.r.l $ 1Jtl. .«*tH*' H'
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Como fé infinitamente renormaliável sabemos (pelo Lema 3.1.2) que l[Ot,01--:-JI ~ O, quando i ~ oo. 
t ' 

Assim, concluímos da desigualdade acima que limi_,= Hp(U(i)) = O, e de (3.4) o resultado segue. ■ 

3.3 Mais estimativas de tamanhos de intervalo 

Nesta Seção faremos algumas estimativas que serão utilizadas nas demonstrações de vários resul

tados que seguem. Consideremos uma aplicação f E D infinitamente renormalizável e vamos analisar 

as propriedades que os intervalos de renormalização apresentam. Sendo It = (Ot, 04) o intervalo de 

renormalização de nível t sabemos que seu gap é o intervalo Gt = (O~+li, O~+tJ e além disso vamos 

denotar por lt o menor dos intervalos (Ot,O) e (0,04). Como vimos no Lema 3.1.1 sabemos que a 

derivada de cada Rt é majorada por vPt, para todo t 2: O, onde Pt é a potência exata de f, pois os 

ramos de Rt são potências de J, isto é, Rt = (J1t, ri) com (rt, lt) E It. Essa majoração será muito 

utilizada e por isso vamos definir as seguintes constantes 

(3.5) 

de maneira que 

D Rt S 'Yt < 1, V t 2: O (3.6) 

Para um melhor entendimento das estimativas que faremos agora vejam as Figuras 3.1 e 3.2. 

Como lt é domínio fundamental de Rt conseguimos cobrir It com pré-imagens de lt, a menos 

de um pequeno pedaço, que pode ser coberto por Rt(lt)- (Ver Figuras 3.1 e 3.2). Daí resultam as 

desigualdades: 

(i) IItl 2: lltl + 1Rt1 ltl + llli-2 ltl + ... + IRi-ktJtl 

(ü) IItl :'S IRtJtl + lltl + IRZ- 1 
ltl + IRZ-2 

ltl + .. · + IRtkt lt l 

Colocando IRtkt Jtl em evidência em ( ii) temos 
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Figura 3.1: Aplicação de retorno Rt

Usando o Teorema do Valor Médio e a desigualdade (3.6) obtemos

IJtl ? l/tl l-r,l . D.Fqk'(e.) . (1 '.) (3.7)

para todo t 2 1 e para alguns {t C .l?; k'(Jt).

Com raciocínio análogo a partir de (á) obtemos a seguinte majoração pala o tamanho do intervalo
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R-kiJ 
t . t 

Figura 3.1: Aplicação de retorno Rt. 

Usando o Teorema do Valor Médio e a desigualdade (3.6) obtemos 

para todo t 2 1 e para algum Çt E Rtkt ( lt) . 
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o 

(3.7) 

Com raciocínio análogo a partir de (i) obtemos a seguinte majoração para o tamanho do intervalo 
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J.l $ 1/tl . o@'(e.)

para todo t 2 0, e onde Ct € -1?; k'(ã) é o mesmo ponto usado em (3.7)

Juntando as estimativas (3.7) e (3.8) em uma só temos

(3.8)

Od'(C.) . (1 '.) - l.r.l $ 1Jtl $ 1/ 1 . 0.r$h'(e.), (3.9)

para algum Ct C .l?; k'(Jt). Também sabemos que o intervalo de renormalização de nível t + l pode
ser estimado por

l.rt+il (ã)l +:(q.) . IJtl (3.10)

para algum v7t C Jt. E junto com a estimativa (3.9) obtemos

(1 'Yt) - D-@'+'(qt) . DJ%k'(e.) . 1-rtl $ 1-rt+il $ 0/$k'+:(,7t) - D.F$k'({t) . l/tl (3.11)

Aplicando recursivamente a estimativa (3.9) obtemos

11 ox':(&) ' oal;:+:(qi) ' (i li) $ 1I't+il $ 1l D-Rk'+:(q{) . o-Rl;'(({) (3.i2)

onde 77i C a e (Í C R;k'(4), para cada 0 5; { $ t. Como ,yi C (0,1), para todo á ? 0,
e 'yi + 0 exponencialmente, quando í } oo temos que existe uma constante positiva a tal que

lll.o(l 7t) 2 a, e assim podemos escrever a desigualdade (3.12) da seguinte maneira

t t

0 0Z Z

« . ll oal;' ((:)
0

nxl;'+:(oi) $ 1ít+il $ 1l OB*'+:('7i) ' ORl:'(ei).{-0

t

(3.13)

Por (3.9) obtemos

IR.(Jt)l $ '.o4k' ({.) . l/tl

Além disso, como /t l0:, Oãl, também obtemos
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(3.8) 

para todo t ~ O, e onde Çt E Ri-kt (Jt) é o mesmo ponto usado em (3 .7). 

Juntando as estimativas (3.7) e (3 .8) em uma só temos 

(3 .9) 

para algum Çt E R;_-k1 (Jt)- Também sabemos que o intervalo de renormalização de nível t + 1 pode 

ser estimado por 

(3 .10) 

para algum 77t E lt - E junto com a estimativa (3.9) obtemos 

Aplicando recursivamente a estimativa (3.9) obtemos 

t t 

II DRfi (t;i ) . DRt+ 1 (77i) . (1 - rd :::; llt+l 1 :::; II DRf;+l (ryi) . DRfi (çi) (3.12) 
i=O i=O 

onde 7Ji E Ji e Çi E R;k;(Ji), para cada O :::; i :::; t . Como ri E (O , 1), para todo i ~ O, 

e ri - O exponencialmente, quando i - oo temos que existe uma constante positiva a tal que 

TI!=0 (1 - ri) ~ a, e assim podemos escrever a desigualdade (3 .12) da seguinte maneira 

t t 

a· II DRf;(t;i) · DRt+l(ryi) :::; llt+1I :::; II DRf;+l(7Ji) · DRt(çi) . (3.13) 
i=Ü i=O 

Por (3 .9) obtemos 

Além disso, como It = [Ot, O~], também obtemos 
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Figura 3.2: Aplicação de retorno Rt

l.r.l l+lX.(loZ,o))lula.((o,oál)l 5; IC.l +V.loZl+7.loi:l 7.l/t

e assim

1/.1 ? 1a.l ? (i - '.) . l-r.
(Veja Figura 3.2). Mas como 0 < -DRt $ 't $ 1' < 1, para todo t ? 0, seguem as estimativas

l/tl.(1 - -') $ 1.rtl '(1 - 7.) $ 1Gtl $ 1-r*l(3.i4)
para todo t 2 1, e

In.(Jt)l $ m-{ i; Í-!i} . la.l $ m-liâ; i-;;} - IC.l(3.iS)
para todo t ? 0.
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~ ~ 
( ) ( ) ( ) 

o 

Figura 3.2: Aplicação de retorno R1. 

e assim 

(Veja Figura 3.2) . Mas como O < DRt S "tt S v < 1, para todo t 2: O, seguem as estimativas 

(3 .14) 

para todo t 2: 1, e 

(3 .15) 

para todo t 2: O. 
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3.4 Distorção Limitada

Definição 3.4.1 Z){zemos que uma .função / : J H J é de classe (7l+' se ela é de classe (7i e sua

der'IUQdQ Df SQtISJQZ à COTIdIÇãO

lO/(z) 0.f(Z/)l $ Mlz - Z/I'

para alguma constante positiva M e 3)ara quaisquer =,y C J

Para alguns resultados, precisaremos supor duas hipóteses adicionais nas funções .f C .Z): que
sejam Ci+' e que suas derivadas sejam limitadas inferiormente por uma constante.

Lema 3.4.1 Se J ç: 'D é de classe Ct+' (isto é, Df é e-Hõlder com constante M) e int Dj -- p > 0
eTttão .f tem distorção limitada, ou seja, existe uma constante C > Q tat que

log e$1:l;li $ c,

onde m 2 1 e z,3/ c ló 1, ól \ {0} são país qwe 0 « l/'(z), /'(y)l, p«« É.do 0 5; í $ m l

Provo,.

Como O/ 2 p temos jlogO/(/:(z)) logo/(/:(3/))l $ 1jO/(/:(z)) - O/(/:(y))l, Vá
0, 1, . . . , m 1. Então, de .Z)/ sei O' com constante Jv, segue

l log ig;:=1;1i 5; >1: 1 Ioga/(/:('':)) - log-o/(/:(y))l

l/'(Z) - /'(Z/)I'

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 77 C (z,y) tal que
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3.4 Distorção Limitada 

Definição 3 .4.1 Dizemos que uma função f : J -t J é de classe Cl+f se ela é de classe C1 e sua 

derivada D f satisfaz à condição 

IDf(x) - Df(y)I :S Mlx -ylf 

para alguma constante positiva NJ e para quaisquer x, y E J . 

Para alguns resultados, precisaremos supor duas hipóteses adicionais nas funções f E 'D: que 

sejam Cl+f e que suas derivadas sejam limitadas inferiormente por uma constante. 

Lema 3.4.1 Se f E 'D é de classe Cl+f {isto é, D f é E-Holder com constante M) e inf D f = p > O 

então f tem distorção limitada, ou seja, existe uma constante C > O tal que 

onde m 2 1 ex, y E [b - 1, b] \ {O} são tais que Oi [Ji(x), Ji(y)], para todo O :Si :S m - 1. 

Prova. 

Como Df 2 p temos llogDf(fi(x)) - logDJ(Ji(y))I < ilDJ(Ji(x)) - DJ(Ji(y))I, Vi 

O, 1, ... , m - 1. Então, de D f ser Cf com constante M, segue 

m-1 

L llog D J(/( x )) - log D J(/(y))I 
i=O 

< 

Pelo Teorema do Valor Médio, eriste 17 E (x, y) tal que 
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ii.slE 4;1t T >i: l.o/:MI'l,-vl'.

Como 0 < .f' 5; u < 1 obtemos

« z/I' }:(«'): lz 3/I'
Pí-o

l
1 -- Pc < 00

Tomando C'
i(Íyi;q concluímos o resultado

Observação: Vale ressaltar aqui que a distorção é tão menor quanto for a distância entre os
pontos #, g onde estamos aplicando ./", uma vez que na última desigualdade acima temos o termo
1« vl'

Coi'olário 3.4.2 Se / C 7) é Ci+', inf Z)/ > 0 e é /V vezes renraamzZãzáueZ então ezáste uma constante
L > 0 tal que

qH'«,
para [odo0$m$At eparatodot=0,1,...,.ÍV l.

Prova. Usando o Teorema do Valor Médio temos que existem z c Rt(Jt) e w C Gt tais que

14m+l(J )l
lqn'(G.)l

4n(R.(JÍ))l IO4m(.)l . IX.(J!)l
j8m(G.)l IO-RÍ"(w)l . IC.

Como Rt = (/1', /'') e como Rt(Jt) e Gt estão ambos à esquerda ou ambos à direita da origem, pelo

Lema 3.4.1, sabemos que o quociente l#:l;l:il. é limitado por uma constante positiva Ct, para todo

3.4. DISTORÇÃO LIMITADA 

Como O< f'::; v < l obtemos 

M \ \f Loo ( f)i M \ \f 1 ::::: - · X - y · 1/ = - · X - y · -- < 00. p . p l - v f 
t=O 

Tomando C = p(l~v•) concluímos o resultado. 
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Observação: Vale ressaltar aqui que a distorção é tão menor quanto for a distância entre os 
pontos x, y onde es tamos aplicando f m, uma vez que na última desigualdade acima temos o termo 
\x - y\f . 

Corolário 3.4.2 Se f E V é Cl+f, inf D f > O e é N vezes renroamlizável então existe uma constante 
L > O tal que 

para todo O ::; m::; kt e para todo t = O, 1, .. . , N - l. 

Prova. Usando o Teorema do Valor Médio temos que existem z E Rt(Ji) e w E Gt tais que 

\Rt+l(Jt)\ 

\R[1(Gt) \ 

\R[1(Rt(Jt))\ 

\Rim(Gt)\ 
\DRim(z) \ · \Rt(Jt) \ 

\DR[1(w) \ · \Gt\ . 

Como Ri = (J1 t, rt) e como Rt ( Jt) e Gt estão ambos à esquerda ou ambos à direita da origem, pelo 
Lema 3.4.1, sabemos que o quociente 1

1g~r(~))II é limitado por uma constante positiva C1 , para todo 
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0 $ m 5; h, e pela estimativa (3.15) temos que o quociente l/'(JI)l também é limitado por uma

constante positiva C2 :: maxlTiliÍ; Í:i;}. Chamando Z, := (;i ' (b o resultado segue.

Vale ressaltar que a constante 1, > 0 do Lema não depende de t.
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O :S m :S kt, e pela estimativa (3 .15) temos que o quociente 1~i:í)I também é limitado por uma 

constante positiva C2 = max{ IÓol; l~v} . Chamando L = C1 · C2 o resultado segue. ■ 

Vale ressaltar que a constante L > O do Lema não depende de t. 



Capítulo 4

Regularidade de conjugações

4.1 Conjugação topológica

A fim de provarmos que duas aplicações são topologicamente conjugadas vamos definir conjugação
topológica pala as funções de D.

Definição 4.1.1 Sejam /, g C 'Z). Z)ázemos que / e g sâo fopoZogícamente c07%jogadas se ezàste um

h'm««..$s«.oA: l--i,il --, l--i,tl, [.Zq«h(0) = 0 'A./(=) =g.(z), P'«t. .z C l--i,il\Í0}.
Elít caso a$rmatiuo o. aplicação h é chamadct de canjKgação tol)ológiccl entre f e g.

Após essa definição vamos provei a seguinte propriedade entre aplicações infinitamente renorma.
lizáveis.

Proposição 4.1.1 Se /, g C 2) sã0 7zánátamente Tenor'maZizáueás e possuem a mesma como natóha,
então elas são Lopologicatíte'r\te conju.gados.

Prova

Sejam / : ló.r 1, ó/l ---- ló.r l,Z)/l e g : jbS l,bSI --, jbS--l,bpl duas aplicações infinitamente renor-

malizáveis pertencentes a 2) possuindo a mesma combinatória, digamos

I' = {(aO,Éo), (ai,kt),(o-2,k2),. .. ,(aí,k{), . . .}. Decote por G.f o gap de / e por GS o gap de g.

Primeiramente vamos construir uma aplicação u de ló/ 1, ó.rl em jbg -- l,bpl que conjugue / e g.
Para fazermos isso vamos definir inicialmente a aplicação u de G/ em GS
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Capítulo 4 

Regularidade de conjugações 

4.1 Conjugação topológica 

A fim de provarmos que duas aplicações são topologicamente conjugadas vamos definir conjugação 
topológica para as funções de D . 

Definição 4.1.1 Sejam J, g E D. Dizemos que f e g são topologicamente conjugadas se existe um 
homeomorfismo h : [- 1, 1] ----) [-1, 1], tal que h(O) = O e hof (x) = goh(x), para todo x E [-1, 1]\ {O}. 
Em caso afirmativo a aplicação h é chamada de conjugação topológica entre f e g. 

Após essa definição vamos provar a seguinte propriedade entre aplicações infinitamente renorma
lizáveis. 

Proposição 4.1.1 Se J, g E D são infinitamente renormalizáveis e possuem a mesma combinatória, 
então elas são topologicamente conjugadas. 

Prova. 

Sejam J : [b 1- l, b 1I ----) [b 1 - l, b 1] e g : [b9 -1, b9 ] ----) [b9 -1, b9 ] duas aplicações infinitamente renor
malizáveis pertencentes a D possuindo a mesma combinatória, digamos 
r = {(uo,ko),(u1,k1) , (u2,k2), ... ,(ui, ki), ... }. Denote por Gt o gap de f e por G9 o gap de g. 
Primeiramente vamos construir uma aplicação u de [b1 - 1,bt] em [b9 - 1,b9 ] que conjugue f e g. 
Para fazermos isso vamos definir inicialmente a aplicação u de G J em G9 
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'Ü

como sendo uma aplicação afim e em seguida a "espalhámos" pelas órbitas dos gaps G.f e GS, isto é,
como ./' e g possuem a mesma combinatória podemos definir u entre os respectivos iterados dos gaps
de / e g da seguinte maneira: para cada número natural n ? l defina

'Ü /"(G/) --, g"(Gs)
« n u(#)

onde / " representa a composição de n vezes a inversa de /. Lembrando que como / possui dois
ramos, um ramo definido em j--1,0) e um ramo definido en] (0, 11, sua inversa também possui dois
ramos, um definido em j--1, 0) e outro ramo definido em (0, 11.

Como a órbita de G.f é densa em ló.r l,ó.rl e a órbita de GS é densa em lbS l,bSI podemos
concluir que u se estende continuamente a ló.r l,Z)/l de maneira que u : ló.r -- l,ó.rl --} lbs l,bpl
seja um homeomorfismo, ou seja, u é uma conjugação topológica entre / e g. Para estendermos u ao
intervalo 1-- 1, 11 basta definirmos

h l-i,il H l-i,tl
:« n h(z)

onde g l é a inversa de g correspondente ao ramo de g em que u o /(z) pertence. Assim A é uma
conjugação topológica entre / e g.

Observe que nessa demonstração em nenhum momento precisamos pedir que as aplicações em
questão, ./' e g, não possuíssem criticalidade de Díodo que mesmo que elas possuam criticalidade elas
constinuam sendo topologicamente conjugadas. Note também que a conjugação está longe de ser
única pois u é arbitrário, mas hlK. é única, uma vez que existe uma correspondência injetiva entre
os pontos de K., e o espaço da seqiiências infinitas formadas pelos símbolos {0, 1}. Essa injetividade

encontra-se na próxima Seção.
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u G1 -+ G9 

x i-t u(x) 

como sendo uma aplicação afim e em seguida a "espalhamos" pelas órbitas dos gaps G f e G9 , isto é, 

como f e g possuem a mesma combinatória podemos definir u entre os respectivos iterados dos gaps 

de f e g da seguinte maneira: para cada número natural n 2 1 defina 

u r(G J) -+ gn(G9 ) 

x i-t u(x) = gn ou o f-n(x) 

onde J-n representa a composição de n vezes a inversa de f. Lembrando que como f possui dois 

ramos, um ramo definido em [-1, O) e um ramo definido em (O, 1], sua inversa também possui dois 

ramos, um definido em [-1, O) e outro ramo definido em (O, l]. 

Como a órbita de G1 é densa em [b1 - l,b1] e a órbita de G9 é densa em [b9 - l,b9 ] podemos 

concluir que use estende continuamente a [b1 - l,bJ] de maneira que u : [b1 - l,b1]-+ [b9 - l,b9 ] 

seja um homeomorfismo, ou seja, ué uma conjugação topológica entre f e g. Para estendermos u ao 

intervalo [-1, 1] basta definirmos 

h [-1, 1] -+ [-1, 1] 

x i-t h(x) = g- 1 ou o f(x) 

onde g - 1 é a inversa de g correspondente ao ramo de g em que u o f (x) pertence. Assim h é uma 

conjugação topológica entre f e g. 

■ 

Observe que nessa demonstração em nenhum momento precisamos pedir que as aplicações em 

questão, f e g, não possuíssem criticalidade de modo que mesmo que elas possuam criticalidade elas 

constinuam sendo topologicamente conjugadas. Note também que a conjugação está longe de ser 

única pois u é arbitrário, mas hiKoo é única, uma vez que existe uma correspondência injetiva entre 

os pontos de K= e o espaço da seqüências infinitas formadas pelos símbolos {O, 1}. Essa injetividade 

encontra-se na próxima Seção. 
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4.1.1 Conjugação Hõlder

Nesta seção vamos verificar que duas aplicações (/ e g) infinitamente renormalizáveis, possuindo a
mesma combinatória e com as hipóteses adicionais de que elas são de classe Cl+c e que suas derivadas

estejam afastadas do 0 ( inf Z)/ > 0 e inf-Z)g > 0) podem ser mais que topologicamente conjugadas,
isto é, o homeomorfismo à e sua inversa podem ser p-Hõlder para alguma constante /z, ou sqa, vamos
mostrar que existem constantes positivas p e (;' tais que

IA(=) #''. (4.1)

Dizer que elas possuem derivadas afastadas do 0 significa que existem p.f, pg C (0, 1) tais que

o < p.r $ .f'(:') (4.2)

(4.3)0 < Pg $ g'(z)

Sendo assim, provaremos o seguinte resultado

e

Proposição 4.1.2 Sejam .f, g C Z) aplicações de classe Ci+(, {7zÉnitamerzÉe renorY7zaZizáueís e pos-

suindo Q mesma combinatóüa. Se elas possuem deüuadas afastadas do 0 então elcts podem ser
conjugadas T)or um homeomorÊsmo »-Hõtder, parca alguma constante ».

Sabemos da Seção anterior que com essas hipóteses existe uma conjugação topológica A

j--l, ll --, j--l, ll entre .f e g (construída de modo que hla, sda função afim). Primeiramente vamos
supor que já tenhamos provado que existem constantes p c (0, 1) e O > 0 tais que o homeomorfismo

h restrito a .r(á,, isto é, hlx.Z. : .Kf -+ .l(g sela p-Hõlder com a constante O. Veremos agora que se
já tivermos isso em mãos conseguimos provar que h : j--l, ll -+ j--l, ll é p-Hõlder no complementar
de .f(go. Podemos, ainda, reduzir a prova apenas para o intervalo ló/ 1, ó.rl pois a fórmula g l ouo./'
garantirá a validade pala j-l, 11, uma vez que a inversa de uma aplicação Cl+( com derivada afastada
da origem é Cl+', como estabelece o Lema abaixo

Lema 4.1.3 Seja / : / --, J é um Aomeomor$sma de classe C'i+' taZ qtze 0 < p $ D/(z) < 1, para

«!g«m« con.t-fe p C (0, 1), e«tã. . àn«. /-: t.mZ,ém é de cl« C't+'
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4.1.1 Conjugação Hõlder 

Nesta seção vamos verificar que duas aplicações (! e g) infinitamente renormalizáveis, possuindo a 
mesma combinatória e com as hipóteses adicionais de que elas são de classe Cl+E e que suas derivadas 
estejam afastadas do O ( inf D f > O e inf Dg > O) podem ser mais que topologicamente conjugadas, 
isto é, o homeomorfismo h e sua inversa podem ser µ-Holder para alguma constanteµ, ou seja, vamos 
mostrar que existem constantes positivas µ e C tais que 

jh(x) - h(y)j -----s.c. jx -y jµ (4.1) 

Dizer que elas possuem derivadas afastadas do O significa que existem PJ, p9 E (O, 1) tais que 

Ü < p f '.S f' (X) (4.2) 

e 

0 < p9 '.S g' (X). (4.3) 

Sendo assim, provaremos o seguinte resultado 

Proposição 4. 1.2 Sejam f, g E D aplicações de classe Cl+E, infinitamente renormalizáveis e pos
suindo a mesma combinatória. S e elas possuem derivadas afastadas do O então elas podem ser 
conjugadas por um homeomorfismo µ-Holder, para alguma constante µ. 

Sabemos da Seção anterior que com essas hipóteses existe uma conjugação topológica h 
[- 1, l]-----+ [-1 , 1] entre f e g (construída de modo que hJa1 seja função afim) . Primeiramente vamos 
supor que já tenhamos provado que existem constantes µ E (O , 1) e C > O tais que o homeomorfismo 
h restrito a Kl, isto é, hJK1 : Kl -----+ K!Jo , seja µ-Hõlder com a constante C . Veremos agora que se 

00 

já tivermos isso em mãos conseguimos provar que h : [- 1, 1]-----+ [-1, 1] é J.L-Hõlder no complementar 
de Kl. Podemos , ainda, reduzir a prova apenas para o intervalo [bi - 1, b1] pois a fórmula g- 1 ouo f 
garantirá a validade para [-1, 1], uma vez que a inversa de uma aplicação Cl+E com derivada afastada 
da origem é Cl+E, como estabelece o Lema abaixo 

Lema 4.1.3 S eja f : J-----+ J é um homeomorfismo de classe Cl+E tal que O< p '.S Df(x) < 1, para 
alguma constante p E (O, 1), então a inversa 1-1 também é de classe Cl+E_ 
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Prova

Sendo / de classe Cl+c temos que existe M > 0 tal que

lO/(z) n/(Z/)l $ Mlz - yl'

Além disso / l é de classe Ci. Assim, pelo I'eorema da Função Inversa temos

lO/ :(w) o/-:(,)l
ID.f(.f':(w)) :(z))l
. D/(/':(z)) 0/(/':(w)).
' D.f(/ :(w))-0/(/-:(;)) '

qi/-:(.) /':(«)lP'
<

Mas Z)./' l é limitada por p'i. Logo

1./'- :(;) /-:(w)l $ p :lz «,l

e

lo.f''(w) - o.f :(;)l $ ;i:LI, - wl'.

Agora sejam aç, y c IÓ.r l,ÓJI. Como existem algumas possibilidades para esses pontos z ey
vamos provar que A é p-Hõlder em cada uma delas separadamente. Assim temos

Caso (a) Se z, y C /"(G.f), para al©tm n 2 0.

Sabemos que hlcJ : G.f } Gs é uma aplicação afim e portanto p Hólder contínua. Dias o fato de
hla.r ser afim também implica a seguinte relação

Gsl lc.rl
llh(/ "(r)),h(/ "(y))l ll/ "(#),/ "(V)ll

Como / e g possuem distorção limitada existem constantes positivas (JJ' e (% tais que

(4.4)
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Prova. 

Sendo I de classe Cl+f temos que existe M > O tal que 

IDl(x) - Dl(y)I ~ Mlx -yr . 

Além disso 1-1 é de classe C 1 . Assim, pelo Teorema da Função Inversa temos 

1 1 
i D 1(!- l(w)) D l(J-l(z )) i 
D l(f- 1 (z)) - D l(f - 1(w)) 

i D l(f- 1(w))D l(f- 1 (z)) i 

< N; ll- 1(z) - 1- 1(w)I 
p 

Mas D 1- 1 é limitada por p- 1 . Logo 

e 

■ 

Agora sejam x, y E [b1 - 1,bJ]- Como existem algumas possibilidades para esses pontos x e y 

vamos provar que h é µ-Holder em cada uma delas separadamente. Assim temos 

Caso (a) Se x, y E Jn(G1), para algum n 2: O. 

Sabemos que hlc 1 : G f --4 G 9 é uma aplicação afim e portanto µ-Holder contínua. t iias o fato de 

hlc I ser afim também implica a seguinte relação 

( 4.4) 

Como I e g possuem distorção limitada existem constantes positivas CJ e C9 tais que 
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Dj" (Ú , .
bhÜ'''

pata todos os m? lea,be 1Z)/ l,ó/l tais queOg l/i(a),/{(ó)l, com 0 $á $m;

(4.5)

(4.6)HR'«
paratodosos m? lea,bC lbP l,bpl taisque0 g Igi(a),g:(b)l, com O$á$m;

Além disso temos que

!:f:(a/)l O/"(a) la/l
lz - Z/l 0/"(Z,) . ll/ "(z),/ "(g/)j

para algum a c G.r e algum b c l/ "(z), .f "(y)l; e

(4.7)

IP::(q:f)l (a) . lcpl , . .~
lh(z) - h(y)l ' Ogn(Z,) llg'"(h(z)),g-"(h(g/))ll (4'8)

para algum a C GS e algum b C Ig "(h(z)),g "(h(Z/))l(veja Figura 4.1). De(4.4),(4.5),(4.6),(4.7)
e (4.8) obtemos

w-: . B@}.Jg@ . .k..:.VL . .b::yE.
Ig"(GS)l ' l./'"(C.r)l ' l/"(G.f)ip '

(4.9)

implicando em

l/KIL:..&(@ .« w- . Jgl:E:X.. . «. . í%.« . Jgd
lz ylp '''' l/"(G/)IP':'" 'd' G/lp'

onde À/ = O/ . Cg e ug c (0,1) é tal (lue 0 < g'(z) $ pg, para todo z c j--l, ll \ {0}

escolhermos p c (0, 1) tal que ug $ p3i e se chamarmos (7i = À/ . Íl;lÜ teremos

H'" (4.10)

Assim se

!/'(';) (4.11)

ou seja, temos A como sendo p-Hõlder contínua dentro dos gaps de .Kâ. Observe que essa última

estimativa vale apenas para n ? 1, mas quando n = 0 já temos de início que hlaÍ é afim e portanto
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Dfm(a) C 
Dfm(b) S f 

para todos os m 2:: 1 e a, b E [bJ - 1, b1] tais que O tJ. [J i (a), Ji(b)], com OS i S m; 

Dgm(a) < C 
Dgm(b) - 9 

para todos os m 2:: 1 e a,b E [b9 -1 , b9 ] tais que O tJ. [l(a),l (b)], com OS i S m; 

Além disso temos que 

1r(G1)I - vr(a). IG1I 
lx - YI - D Jn(b) · 1u-n (x ), 1-n (y)]I 

para algum a E G f e algum b E [f -n (x), f-n(y)]; e 

lgn(GJ)I 
lh(x ) - h(y)I 

65 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

para algum a E G9 e algum b E [g-n(h(x )),g-n(h(y))] (veja Figura 4.1). De (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) 
e (4.8) obtemos 

(4.9) 

implicando em 

lh(x) - h(y)I < M . lgn(Gg)I < M. ( Vg t. ~ 
lx -yiJL - IJn(G1)IJL - PÍ IGJIµ' 

(4. 10) 

onde M = CJ · C9 e v9 E (O, 1) é tal que O < g'(x) S v9 , para todo x E [-1, 1] \ {O} . Assim se 
escolhermosµ E (O, 1) tal que v9 S PÍ e se chamarmos C1 = M · l~Í~ teremos 

lh(x) - h(y)I e ----< 1, lx -yl/L - (4. 11) 

ou seja, t emos h como sendo µ-Hõld er contínua dentro dos gaps de Kl . Observe que essa última 
estimativa vale apenas para n 2:: 1, mas quando n = O j á temos de início que hlcf é afim e portanto 
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p-Hõlder contínua
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/" .f" (c.r )

/ "(z) / "(y)

..,L.:,..,".,,,hh(,j à(z/)

Gs ' g"(Gp)

Figura 4.1: Esquema para visualizar as estimativas de distorção

Caso(b) Se z C/"(G.f) e y C/"(G/), com n / m.

Seja w o bordo de ./"(G/) mais próximo a y e seja z o bordo de ./"(G/) mais próximo a aç. Assim
w e z são pontos pertencentes a Ã'á, (veja Figura 4.2). Temos

llK1l:.&(@ .: J!«!}.:J«:d + Bg!!.:.e(d. + llK:!-:&@
lz--ylp : l=--wlP ' lw--,IP ' l;--ylp

ontos ]ç, w e z,y podemos aplicar o Caso (a) e obtermos

!A('a + l/'('") (4.i3)

e como os pontos w e z estão em ,lÍr também temos, por hipótese, unia limitação para o quociente

!-lt.,.zlp , iStO é,

IÀ(w) h(,)l . .
' l:= (-',lw -- ;lp ' ''

Para os pares de p

(4.12)
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µ-Hêilder contínua. 

r(GJ) 

( 1 ) ( ) 

X y 

h h 

h(/-n(x)) h(f-n(y)) h(x h(y) 

( ) ( ) 

gn(Gg) 

Figura 4.1 : Esquema para visualizar as estimativas de distorção. 

Seja w o bordo der( G f) mais próximo a y e seja z o bordo de Jm( G f) mais próximo a x. Assim 

w e z são pontos pertencentes a Kl (veja Figura 4.2) . Temos 

lh(x) - h(y) I < _lh_(x_) _-_h(_w_)I + _lh_(w_)_-_h_(z_)I + _lh_(z_) _-_h_(y_)I 
lx - YIµ - lx - wlµ lw - zlµ lz - YIµ 

Para os pares de pontos x,w e z, y podemos aplicar o Caso (a) e obtermos 

lh(x) - h(y) I C lh(w) - h(z)I C 
- - --- < 1+-----+ 1 

lx - YIµ - lw - zlµ 

(4. 12) 

( 4.13) 

e como os pontos w e z estão em Kl também temos, por hipótese, uma limitação para o quociente 
lh(w) - h(z)I • t , 

lw-z lµ , IS O e, 
lh(w) - h(z) I C 
-----<) 

lw- zlµ -

e daí concluímos 
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!/'('o

/"(G.f) /"(G/)

Figura 4.2: Esquema pala visualizar as estimativas de distorção

Existe mais um caso que se reduz a esse, ou seja,

Caso íb'\ Se z c .f"(C/), para algum rz 2 1, e y c .zi:á

Nesse caso tomamos w o bordo de /"(G.f) mais próximo a 3/, como no Caso (b), e consideramos
= y. Assim, aplicamos o procedimento do caso anterior que o resultado segue.

Analisados estes casos precisamos mostrar que /tlK./ é p-Hõlder contínua para finalizarmos a
demonstração da Proposição 4.1.2.

Com esse ob.jetivo comecemos defi

Z

nindo a seguinte função

t/ : KâxÃ'L\a.(KâxKá) --, {0,1,2,...}
(z,y) n t

onde A(KL x Ká) = {(aç,y) C xá x Ãâ , ]ç = y} e tal que

(4.14)

(1) os tempos de primeira entrada em /t para todos os pontos do intervalo l#, Z/l são iguais a algum
J 2 0 e /;l[«,V] é uni difeomorfismo;

(2) existe um iterado 4n'(Gt), com m = 0, 1, 2, . . . , kt, tal que Rf'(Gt) c (/j(z), /j(y)).

Vejamos agora que essa função t se define indutivanlente

Passo inicio!; s = 0 Temos a seguinte dicotomia:
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lh(x) - h(y)I 
::::; C2 = 2C1 + C. lx - YIµ 

r(GJ) fm(GJ) 

( l f 
) 

X 
y 

w z 

Figura 4.2: Esquema para visualizar as estimativas de distorção. 

Existe mais um caso que se reduz a esse, ou seja, 

Caso (b') Se x E r(Gj), para algum n 2 1, e y E Kl 
Nesse caso tomamos w o bordo de fn( G f) mais próximo a y, como no Caso (b), e consideramos 

z = y. Assim, aplicamos o procedimento do caso anterior que o resultado segue. 

Analisados estes casos precisamos mostrar que hlKt, é µ-Hõlder contínua para finalizarmos a 
demonstração da Proposição 4.1.2. 

Com esse objetivo comecemos definindo a seguinte função 

I<l x J</x, \ 6(I<l x I<l) -➔ {O, 1, 2, ... } 

(x, y) - t = t(x,y) 
(4 .14) 

onde 6(I<l x K/x,) = { (x, y) E I<l x J</x, , x = y} e tal que 

(1) os tempos de primeira entrada em It para todos os pontos do intervalo [x, y] são iguais a algum 
j 2 O e Jil[x,y] é um difeomorfismo; 

(2) existe um iterado Rf1 (Gt), com m = O, 1, 2, ... , kt, tal que R71
( Gt) e (Ji (x), Ji (y)). 

Vejamos agora que essa função t se define indutivamente. 

Passo inicial: s = O Temos a seguinte dicotomia: 
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(i) Existe um iterado -lqm(GO), com 0 $ m $ kO, tal que nr(GO) C (aç,y); Nesse caso tomamos

t = 0 e .j = 0

ou

(ii) Não existe iterado como em (á). Nesse caso existe 0 $ no $ ko + l tal que

/'' : lz, 3/l --, /:

é um difeomorfismo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de
laç,yl no intervalo /i. De fato: se z,y C /l temos no = 0 e estamos feitos. lulas se z,y gl /i
obtemos da negação de (á) e de (2.14) que existe 0 $ rt0 $ ko + l tal que /"o : lz,yl + /i é um

difeo sobre a imagem e assim também é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de
lz,yl em /i. Como / = /?o o resultado segue.

llipótese de Indução: s -- 1, com s 2 1

Suponhamos que existam inteiros positivos n{, com 0 $ ni $ kí + 1, pala todo { :: 0, 1, . . . , s l,

e tais que

/j' - . RT: . al;' : lz,yl --, /,

é um difeo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de lz, yl no intervalo
L

Então

(i) Existe un. iterado RI'(G.), com 0 $ m $ k;, tal que RT(G,) C (./J'-'(z), /]' ' (y)); nesse c:«o

tomamos t = s e .j = js l

ou

(ii) Não existe iterado como em (á). Nesse caso G. não está contido em (/J' '(/),./J' -(y)), e pelo

Corolário 2.4.4 temos em

lz,pl c K,.,z, (4.15)
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(i) Existe um iterado R0(Go), com O ~ m ~ ko, tal que R0(Go) e (x, y); Nesse caso tomamos 

t=0ej=0 

ou 

(ii) Não existe iterado como em (i). Nesse caso existe O ~ no ~ ko + l tal que 

é um difeomorfismo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de 

[x,y] no intervalo li- De fato: se x,y E li temos no= O e estamos feitos . Mas se x,y (/:_ li 
obtemos da negação de (i) e de (2.14) que existe O ~ no ~ ko + l tal que r 0 : [x, y] ----t _fi é um 

difeo sobre a imagem e assim também é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de 

[x, y] em li. Como f = Ro o resultado segue. 

Hipótese de Indução: s - 1, com s ~ 1 

Suponhamos que existam inteiros positivos ni, com O ~ ni ~ ki + 1, para todo i = O, 1, . .. , s - 1, 

e tais que 

f i s-1 Rns-1 Rn1 Rno [ ] J = t-1 o .. . o 1 o O : X, y ----t s 

é um difeo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de [x, y] no intervalo 

Is. 

Então: 

(i) Existe um iterado R~1(Gs), com O~ m ~ ks, tal que R~(Gs) C (Jis- 1 (x ), Jis- 1 (y)); nesse caso 

tomamos t =se j = J s- 1 

ou 

(ii) Não existe iterado como em (i). Nesse caso G5 não está contido em (Jis - 1 (:r), .fjs- 1 (y)), e pelo 

Corolário 2.4.4 temos em 

(4.15) 
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Além disso, pelo mesmo argumento utilizado no Passo inicial temos que existe inteiro 0 $
ns $ ks + l tal que

R"' 1/;' '(z),/;' '(y)) --, .r.+i

é um difeomoríismo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de
l/j'-i(aç),/j'-'(y)l no intervalo /,+i. Como, por hipótese de indução ./'j' ' : lz,yl --, .r, é um

difeo sobre a imagem segue que ./'j' :; R?' o .fj'-i :: Xl?' oR=='i' o . . . o RT' o Xlio : lz, Z/l --} /s+l
é um difeo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de laç, yl no
intervalo -rs+l.

Esse argumento indutivo garante que a aplicação dada em (4.14) está bem definida e é finita,
pois se para todo s ? 0 não existisse um iterado l?T(C,), com 0 S; m $ k., tal que Rr(G,) c
(./'j'-:(aç),/j'-:(3/)), obteríamos de(4.15)

lz, VI C K,,,z.

para todo s 2 0, acarretando em z :; Z/, pelo fato de IK/ l = 0.

Assim, sejam z, y c ,Ká, com z # y. Pela Definição 4.14 existem .j 2 0 e 0 $ mo $ #t tais que
/$m'(Gt) C (./'j(Z), ./'j(y)) (vda Figura 4.3) e, além disso, sabemos que

4m'G. RÍ"G.

V Y

0 oã

/; (z) /J (g/)

Figura 4.3: Estrutura no intervalo /t pala a aplicação t/ t
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Além disso, pelo mesmo argumento utilizado no Passo inicial temos que existe inteiro O ~ 
n 8 ~ ks + l tal que 

é um difeomorfismo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de 
[Jí•- 1 (x), fÍ•- • (y)] no intervalo Is+l· Como, por hipótese de indução fÍ•- • : [x, y] - J5 é um 
difeo sobre a imagem segue que Jí• = R~• o Jí•- 1 = R~• o R;_~ _ _-1

1 
o ... o R~1 o R~º : [x , y] - Is+l 

é um difeo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de [x , y] no 
intervalo Is+l . 

Esse argumento indutivo garante que a aplicação dada em (4.14) está bem definida e é finita, 
pois se para todo s 2: O não existisse um iterado R1:(Gs), com O ~ m ~ k5 , t al que R1:(G5 ) C 
(Jís-1 (x), Jís- 1 (y)), obteríamos de (4.15) 

[x, y] C Krs,ls 

para todos 2: O, acarretando em x = y, pelo fato de JKll = O. 

Assim, sejam x , y E K/x, com x i=- y. Pela Definição 4.14 existem j 2: O e O ~ mo ~ kt tais que 
Rtº(Gt) C (Jí(x), Jí(y)) (veja Figura 4.3) e, além disso, sabemos que 

RtºGt R''rGt 
1 

1 
1 

~ 'f 

) 1 
( ) : ( , 

o 

Figura 4.3: Estrutura no intervalo l t para a aplicação t f = t . 
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fi-«h'. . XT' . .rq' : lz,yl --, .r. (4.16)

é um difeomorfismo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de lz, yl
no intervalo /t. Iremos usar o fato de que o mesmo ocorre com h(r), h(y) € -Kâ, com os mesmos
j,mo e a decomposição análoga de gJ como (4.16).

A fim de majorarmos o quociente l/'(')- h(y)l comecemos aplicando Teorema do Valor Médio jun-
tamente com a definição de h e a decomposição (4.16) obtendo

IA(") - A(y)l Iglll . :e:f11gl : 4 ]z~
l# - 3/I" (Õ)l i jjl;l - .fjÍilli ~'''''

onde a C (aç,y) e 0 c (h(z), A(y)) são dados pelo Teorema do Valor Nlédio.

Agora precisamos estimar cada um dos termos que aparecem em (4.17). Aplicando a regra da
cadeia na expressão (4.16) temos

o/j(o)
{-0

onde 0{ = nr'i' (ai-l) c 1,, para cada l $ á $ t l e 0o = 0. Já a diferença l/j(z)
estimada da seguinte maneira

t l

(4.18)

/;(y)l pode ser

l/j(") -/j(V)1 - 1/%''"'(./'j(z)) /q "'(/j(V))l ' l0a:"'(")1 (4.19).$ 1-r.l . IO4m'(a)l, ''''''
onde a é algum ponto entre /Ç"'(/j(z)) e Ri"'(./'j(y)) dado pelo Teorema do Valor Nlédio. Por
outro lado

l/J(z) -- ./''(p)l ? l.lq"'(Gt)l - IZ)Rt '(ó)l ' IGtl r4 20\? l.rtl - (1 - '.) - IO4m'(b)l: ~''"'
onde b C Gt é dado pelo Teorema do Valor Médio. JLmtando as estimativas (4.19), (4.20) e (3.13)
temos
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f j Rnt-1 Rn1 Rno [ ] J = ~"l;-1 o . . . o 1 o o : x, y - t (4.16) 

é um difeomorfismo sobre a imagem e é a aplicação de primeira entrada de todos os pontos de [x, y] 
no intervalo ft. Iremos usar o fato de que o mesmo ocorre com h(x) , h(y) E Kt:,, com os mesmos 

j,m0 e a decomposição análoga de gi como (4.16). 

A fim de majorarmos o quociente lh\:)~Y~~Y)I comecemos aplicando Teorema do Valor Médio jun

tamente com a definição de h e a decomposição (4.16) obtendo 

lh(x) - h(y)J 
lx - YIµ 

lgi(h(x)) - gi(h(y))I 

IDgi(0)1 lfi(x) - Ji(y)ltL 

onde 0 E (x, y) e 0 E (h(x), h(y)) são dados pelo Teorema do Valor Médio. 

(4.17) 

Agora precisamos estimar cada um dos termos que aparecem em ( 4.17). Aplicando a regra da 

cadeia na expressão (4.16) temos 

t-1 

DJi(0) = II DRf'(0i) (4.18) 
i=O 

onde 0i = R::.11 (0i_i) E Ii, para cada 1 :Si :S t -1 e 0o = 0. Já a diferença IJi(x) - Ji(y) J pode ser 

estimada da seguinte maneira 

IJi(x) - Ji(y)I IR;m0 (Ji(x)) - ~ -mo (Ji(y))l · IDR;11º(a)I 

< IIt l · IDRZ1º(a) I, 
(4.19) 

onde a é algum ponto entre ~-mo(Ji(x)) e R;m0 (Ji(y)) dado pelo Teorema do Valor Médio. Por 

outro lado 

lfi(x) - Ji(y)I > JRZ1º(Gt) I = JDR~nº(b) J · IGtl 
> IItl · (1 - -yt) · IDRtº(b)I, 

(4.20) 

onde b E Gt é dado pelo Teorema do Valor Médio. Juntando as estimativas (4.19), (4.20) e (3 .13) 

temos 
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« . l0Xl"'(Z')l ' Hl:il-0Rl;'(ei) ' 0-nl;'+:(,7í) $ 1/j(z) /i(V)l $ ,, ..~

$ j-O4m'(a)l . n;:à nnl;'(ei) . ORl;'+:(,7i), ''''''
lembrando que ({ c Riki(á) e ?7i € J,. Com essas estimativas podemos majorar o quociente

Í l:e:file)l . Mas antes vamos observar o seguinte: para cada á ã 0 podemos fazer a decomposição

oal;' +:(,7{ ) o.nl;+i+ ''":(o{) -oar':(al;'+: '":(qi))

de maneira que os pontos 0{ (da expressão (4.18)) e R.k'+i-"i(?7Í) pertencem à mesma componente
conexo de & \ {Gi U ,f?i(G{) U . . . U Rl;:(CÍ)}, exceto possivelmente quando ambos estiverem em J, (e

isso pode ocorrer quando ni = ki+ 1). Mas em qualquer caso (mesmo quando ni = ki+ 1) os pontos 0i

e J?l;'+i'": (7)i) permanecem no mesmo iterado de .ã por 1% até entrarem juntos em /.+i = Rl;'+i(ã).
Como / tem distorção limitada (ver Lema 3.4.1) podemos fazer a seguinte estimativa envolvendo
estes pontos:

.,.$Í-ll":.n : .'
onde C = ím . Assim obtemos a seguinte majoração para o quociente T.f lof'(o)l

(4.22)

o.f; (0)l
l/j(z) .fj(3/)l

<

<

Á

A

l I'l!:à 0R:' (0i)

Oiro(b).[l::i] oaf'((i) oal:'+ '(qi )
l ll!:À eCIJil'

oal"'(Ó)'ll::il Oal;:(Ci)-0al;'+: -hi(ql )

(4.23)

Observe que temos estimativas semelhantes para g e como a aplicação g possui objetos semelhantes
aos da / usaremos as notações dos objetos de / com unl acento "'" para representar os objetos de
g, isto é, denotaremos por Ri a {--ésima aplicação de retorno de g; por 7i o majorante de .i)-l&; por
/t = (0r , 0Z. ) o í--ésimo intervalo de retorno de g, por Gi seu gap correspondente e por a o menor

intervalo entre os intervalos (Õ+,0) e (0,Õz; ). Assim, substituindo a estimativa (4.23) e a análoga

para g em (4.17) obtemos W menor ou igual a

D4m'(ã) ' H!:il oÊl;:(á) . O-Êl::+:'":(Õ:)
(D«m'(b) . rll:ã nnl;' (e:) . ORl;:''':'"' (,7:))"

(.A': lll:il .clJ'l')"
rll:il .õtl.I'

(4.24)
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ª · IDRfº(b)I · rrt:::6 DRt (çi) · DRti+1('ryi) < lfj (x) - Ji (y)I ::::; 
< ID.Rimº(a) I · nt:::6 DRÍi(çi) . DRÍi+l(TJi), 

(4.21) 

lembrando que Çi E R;k; ( Ji) e 'T/i E Ji , Com essas estimativas podemos majorar o quociente 

IJJl(~{~<J}/Y) I ' Mas antes vamos observar o seguinte: para cada i ~ O podemos fazer a decomposição 

de maneira que os pontos 0i (da expressão (4.18)) e RÍ;+l -n; ('T/i) pertencem à mesma componente 

conexa de li\ {Gi U ~(Gi) U . . . U R7i(Gi)}, exceto possivelmente quando ambos estiverem em Ji (e 
isso pode ocorrer quando ni = ki + 1) . Mas em qualquer caso (mesmo quando ni = ki + 1) os pontos 0i 
e Rt+l-n;(17i) permanecem no mesmo iterado de Ji por~ até entrarem juntos em Ji+l = RÍ;+ 1(Ji). 
Como f tem distorção limitada (ver Lema 3.4.1) podemos fazer a seguinte estimativa envolvendo 
estes pontos: 

DR
1
n;(0i) 

- --~--,---- ::; eCIJd' 
DR~•(Rt+I -n; (1Ji)) 

onde C = 1 ~~ •. Assim obtemos a seguinte majoração para o quociente 11)(~{~<J}/Y)I 

(4 .22) 

(4.23) 

Observe que temos estimativas semelhantes para g e como a aplicação g possui objetos semelhantes 
aos da f usaremos as notações dos objetos de J com um acento " - " para representar os objetos de 
g, isto é, denotaremos por R, ai-ésima aplicação de retorno de g; por "Yi o majorante de DR,; por 
li= (õt, Õ4) oi-ésimo intervalo de retorno de g, por Gi seu gap correspondente e por Ji o menor 
intervalo entre os intervalos (Õt,O) e (O,Õ4). Assim, substituindo a estimativa (4.23) e a análoga 
para g em ( 4.17) obtemos lh(

1

%)_::-Y~~Y)I menor ou igual a 

DRr;iº(ã) . nt:::6 DR7i([,i). nfl7,+l-n;(1Ji ) 

(DRr;iº(b) · llt:6DRfi(çi) · DR7,+I -n; (rJi ))" 

(A- 1 llt:::6 eCIJ,I')" 

llt:::6 eCIJd• 
(4.24) 
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A oração à direita é limitada por uma constante a > 0 (que não depende de z e y), pois IJi l vai a zero
exponencialmente com { ( (3.8) e Lema 3.1.2). Como as combinatórias são iguais, as potências de g
que correspondem a .lqm'(ã), .Êl;:(&), Êl;'+:'"'(Õi) são as mesmas de / que correspondem a R;"'(a),
al;'(&), R {k'+i "'(qí). Note que h + l n{ ? 0, e então são sempre potências não negativas.

Se o total de potências é p então o denominador da fração à esquerda é minorado por (p.f)P. Já o
numerador é majorado por (z/gp. Então temos

lh(z)
1«

-.&(@ < Õ
ylp 8l'

Observe que as potências dos ramos de .rà aumentam exponencialmente com á (Lema 2.5.5), então p
é exponencial em t. Portanto, tomando p tal que

(e isso é sempre possível), a expressão do lado direito é uniformemente limitada, independentemente

de p, de z e de y. Isto garante que hlKá, é p-Hõlder contínua.

Para garantir que A l IÃ.g, também seja p-Hõlder contínua basta escolher p tal que

4.2 Conjugação não mais que Hõlder

Apesar de termos demonstrado na Seção anterior que duas aplicações de Z) de classe Ci+', com
mesma combinatória e possuindo as derivadas afastadas do 0 serem p-Hõlder conjugadas, para alguma
constante p C (0, 1), veremos agora que não poden\os esperar conseguir muito mais do que isso.

Lema 4.2.1 EàsÉem aplicações /, g C .Z) de classe Cl+c, ã71:HnáÉamente Tenor'maZázát/eás, com nzesma
«mbãn«(óh«, c.m deü-d« a/ast«d« do 0, e «m. con.í-t. p C (0, 1) t.{s que « co«j«g.çã. A .,'tm
/ e g s«tÍs$a;; e«êste seqüêncá« ((=.,y.)).;., t'Z qu.

IA(z.)
!". F--
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A fração à direita é limitada por uma constante ê > O (que não depende de x e y), pois IJi l vai a zero 

exponencialmente com i ( (3 .8) e Lema 3.1.2) . Como as combinatórias são iguais, as potências de g 

que correspondem a Rfº(ã), Rfi({i), Rf;+l-n;(iii) são as mesmas de f que correspondem a ~mº(a), 

Rt (çi), R - ik;+l-n; (TJi) - Note que ki + 1 - ni ?: O, e então são sempre potências não negativas. 

Se o total de potências é p então o denominador da fração à esquerda é minorado por (p f )P. Já o 

numerador é majorado por (vr Então temos 

Observe que as potências dos ramos de~ aumentam exponencialmente comi (Lema 2.5.5), então p 

é exponencial em t. Portanto, tomando µ tal que 

(e isso é sempre possível), a expressão do lado direito é uniformemente limitada, independentemente 

de p, de x e de y. Isto garante que hlI<l, é µ-Hõlder contínua. 

Para garantir que h - 1 1Kt, ·também seja µ-Hõlder contínua basta escolherµ tal que 

4.2 Conjugação não mais que Holder 

Apesar de termos demonstrado na Seção anterior que duas aplicações de 1) de classe Cl+\ com 

mesma combinatória e possuindo as derivadas afastadas do O serem µ-Hõlder conjugadas, para alguma 

constante µ E (O, 1), veremos agora que não podemos esperar conseguir muito mais do que isso. 

Lema 4 .2.1 E-J:istem aplicações f, g E 1) de classe Cl+\ infinitamente renormalizáveis, com mesma 

combinatória, com derivadas afastadas do O, e uma constanteµ E (O, 1) tais que a conjugação h entre 

f e g satisfaz: existe seqüência (( xt,Yt ))r::~ 1 tal que 

lh(xt) - h(yt)I 
lxt - Ytlµ 

-t(X) 
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quando t --, (n

Prova. Considere as seguintes aplicações infinitamente renormalizáveis

cva + b

cvz + b -- l
se z c l-i,01
se z c (0,1j (4.25)

(4.26)

e

ãz+b l
se z c l-i,01
se :« c (0, il

onde a, ã, b,b C (0,1) e â 2 a, ambas com a mesma combinatória (no próximo Capítulo
veremos que, fixada a combinatória I', é possível achar b = b(a) e il = il(õ) que façam / e g ter essa
combinatória) . Além disso considere

(z.,y.)

para todo [ 2 1. Assim temos que

h(z.) h(y.)l
1=. 3/.I" J11:d. > !!!L:(L:©

IG.IP : l/.IP ' (4.27)

pela inequações 3.14

Como os ramos das aplicações / e g são funções afins e como os ramos das aplicações de retorno
de / e g são potências das mesmas, isto é, A = (/h, /'i) e A = (gh,g'i), segue que as derivadas das

aplicaçês /Ü e .l& são potências de a e ã, respectivamente. Logo, utilizando a desigualdade (3.13)
obtemos de (4.27)

.ÃJt;& oÃl;: (éJ.oÊl; " m.)
' '( rll:à oal': ({: ). oxl;'''''(,z:))"
.4Í -4- \p'

onde pt ? i:!:ã kt > 0 é a soma de todas as potências das derivadas das aplicações ,fÜ do denomi-
nador, que é a mesma que a soma das potências das derivadas das aplicações ,fÜ do numerador. E
além disso pt -' oo quando t -+ oo. Sendo assim, se escolhermos p C (0, 1) de maneira que ap < â
teremos

lh(zt) h(yt)l
=t gtlp

(4.28)
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quando t - oo. 

Prova. Considere as seguintes aplicações infinitamente renormalizáveis 

f(x) - { 
ax+b se x E [-1, O) 

ax + b - l se x E (O, 1] 
( 4.25) 

e 

g(x) - { 
ãx + b sexE[-1,0) 

ãx + b- l se x E (O, 1] 
(4.26) 

onde a, õ:, b, b E (O, 1) e ã 2 a, ambas com a mesma combinatória (no próximo Capítulo 
veremos que, fixada a combinatória r, é possível achar b = b(a) e b = b(ã) que façam f e g ter essa 
combinatória) . Além disso considere 

para todo t 2 1. Assim temos que 

pela inequações 3.14. 

lh(xt )- h(yt)! 
lxt - Ytlµ (4 .27) 

Como os ramos das aplicações f e g são funções afins e como os ramos das aplicações de retorno 
de f e g são potências das mesmas, isto é, ~ = (!1•, r•) e ~ = (i•, gr;), segue que as derivadas das 
aplicaçês ~ e ~ são potências de a e õ:, respectivamente. Logo, utilizando a desigualdade (3 .13) 
obtemos de (4.27) 

lh(xt)-h(yt)I Ã TT!=b DR.k; (~;) -Df/i+
1
(f/,) 

lxt-Ytl" > ( n:;::;6 DR~i(é,;)·DR7•+ 1 (71;))1' (4.28) 
Ã(!t' 

onde Pt 2 I::t:i kt > O é a soma de todas as potências das derivadas das aplicações ~ do denomi
nador, que é a mesma que a soma das potências das derivadas das aplicações ~ do numerador. E 
além disso Pt - oo quando t - oo. Sendo assim, se escolhermos µ E (O, 1) de maneira que aµ < ã 
teremos 
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IA(z.) - À(yt)l
--} oo

lz. - V.I"
como queriamos
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como queríamos. ■ 



Capítulo 5

li'amílias a um parâmetro

5.1 Derivada no parâmetro

Até agora trabalhamos com uma função / = (.fl, /R,b) C D fixada, ou seja, fixamos seus dois
ramos, /z e ./x, e o parâmetro b c (0, 1), que determina os limites laterais do ponto de descontinuidade

(,wo' ./'(z) - b c (0, 1) e ..o+ /(aç) - b -- 1)- Mas se deixarmos fixos ap'nas os :amos /L e /a da

função e variarmos o parâmetro b em (0, 1) obteremos uma família de funções

A(,)- /z,(=) + Z) se z C ló 1,0)
/R(z) + Z) l se # € (0, ól

onde para cada b C (0, 1), a função /b acima pertence a 7)

Como estamos interessados na dinâmica de funções .f c ZI) teremos de lidar com suas composições
e para isso definimos

F'*(Z,, #) (z) (5.1)

para todo k ? 0, onde F'o(b,z) = =. Assim Ft(Z), z) = F'(b, Fk i(b,aç)) e se derivarmos a expressão
(5.1) obtemos, por indução,

S-(ó, í'*''(ó, "))+ }l: 1l;(ó, r'*':(ó, ')) ' S-(ó, p'*':':(z', '))
Z
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Capítulo 5 

Famílias a um parâmetro 

5.1 Derivada no parâmetro 

Até agora trabalhamos com uma função f = (f L, f R, b) E V fixada, ou seja, fixamos seus dois 
ramos, ft e ÍR, e o parâmetro b E (O, 1), que determina os limites laterais do ponto de descontinuidade 
( lim f(x) = b E (O, 1) e lim J(x) = b - 1) . Mas se deixarmos fixos apenas os ramos ÍL e ÍR da x-,Q- x--,Q+ 

função e variarmos o parâmetro b em (O, 1) obteremos uma família de funções 

Íb(x) = { JL(x) + b 
ÍR(x) + b - 1 

se x E [b - 1, O) 

se x E (O, b] 

onde para cada b E (O, 1), a função Íb acima pertence a V. 

Como estamos interessados na dinâmica de funções f E V teremos de lidar com suas composições 
e para isso definimos 

(5 .1) 

para todo k 2: O, onde Fº(b,x) = x . Assim Fk(b,x) = F(b,Fk- 1 (b,x)) e se derivarmos a expressão 
(5.1) obtemos, por indução, 

75 
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Como a'(b,z) = 1 para todo (b,z) C (0, 1) x {(--1, 1) \ {0l}, uma vez que a variação de F em b é

nada mais nada menos do que uma translação nessa variável, segue que

lí(z',") - 1+ i:1l (z',r'*':(ó,")),á-l

ecomo g;(b,z) = .C(#) paratodo(b,z) C(0, 1)x{( 1,1)\l0l}, vemosclaramenteque -Dt(b,n) 2 1,
para todo k ? 1, garantindo assim em particular que 0;F = 0+(b) = F' l(b,b 1) e 0Í = OJ'(b) =
Fz-i(b, b) são funções crescentes no parâmetro b. Além disso, pela Regra da Cadeia,

k l

H#(#(«))
{-0

Uma vez que as aplicações de 'D têm derivadas positivas e menores do que l obtemos a seguinte
estimativa

âF'k ]

l $ -ãÍ(ó,") $ Í:-;,
para todo k ? l e para todos(b,z) C(0, 1) x {(--1,1) \ {0l}.

(5.2)

5.2 Descrição do espaço de parâmetros domínios de renormalização

Vejamos o que obtemos ao fixarmos os ramos ./'L e /n de uma aplicação / C 'D e variarmos o
parâmetro b dentro do intervalo (0, 1). A idéia é entender o conjunto de parâmetros b para os quais
/ó é renormalizável. Uma análise mais precisa e mais geral (com qualquer função de retorno) será
feita na próxima seção.

Inicialmente se ó = 1 temos que a aplicação /b :: ./'i não é renormalizável pois o zero pertence ao
interior do gap G = (02 , 02 ). E vemos que nesse caso a aplicação /b2 se estende a unia contrição no
intervalo 10, ól (ver Corolário 2.1-1) implicando assim na existência de uma órbita periódica atratora

de período dois pala /ó. Além disso se Z) = 11 temos 02 (b) < 0 e podemos iterar o ponto 0;(b) por
/óllb i,o) mais uma vez, gerando assim o ponto 0i(b) e a seguinte desigualdade
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Como t{(b,x) = 1 para todo (b,x) E (0,1) x {(-1,1) \ {O}}, uma vez que a variação de F em b é 

nada mais nada menos do que uma translação nessa variável, segue que 

e como i~ (b, x) = J~(x) para todo (b, x) E (O, 1) x { (-1, 1) \{O}}, vemos claramente que ªft,k (b, x) 2 1, 

para todo k 2 1, garantindo assim em particular que o:- = ot(b) = pr-1 (b, b - l) e 01 = 01(b) = 

F 1- 1(b, b) são funções crescentes no parâmetro b. Além disso, pela Regra da Cadeia, 

k-1 

IT JtUt(x)). 
i=O 

Uma vez que as aplicações de D têm derivadas positivas e menores do que 1 obtemos a seguinte 

estimativa 

[)pk l 
1 < -(b x) < --- 8b ' - l - v ' 

(5.2) 

para todo k 2 1 e para todos (b, x ) E (O, 1) x {(-1, 1) \{O}} . 

5.2 Descrição do espaço de parâmetros: domínios de renormalização 

Vejamos o que obtemos ao fixarmos os ramos f L e ÍR de uma aplicação f E D e variarmos o 

parâmetro b dentro do intervalo (O, 1) . A idéia é entender o conjunto de parâmetros b para os quais 

Íb é renormalizável. Uma análise mais precisa e mais geral (com qualquer função de retorno) será 

feita na próxima seção. 

Inicialmente se b = ½ temos que a aplicação Íb = f _1_ não é renormalizável pois o zero pertence ao 
2 

interior do gap G = (02, ot) . E vemos que nesse caso a aplicação ft se estende a uma contração no 

intervalo [O, b] (ver Corolário 2.1.1) implicando assim na existência de uma órbita periódica atratora 

de período dois para Íb- Além disso se b = ½ temos 02(b) < O e podemos iterar o ponto 02(b) por 

fbl [b-l ,O} mais uma vez, gerando assim o ponto 03 ( b) e a seguinte desigualdade 
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o;(z,) < o < o;(ó) < oi(z,)

Sendo 0/' = 0/'(b) e 0Í = 0Í(b) funções contínuas e crescentes no parâmetro b temos que quando b
decresce 02 = 02 (b) também decresce, e assim existe um parâmetro b!,: < 4 tal que 0, (b!.i) = 0.
Nesse momento estamos com a situação 02 = 02 (b{,i) = 0 < 0i. Continuando a decrescer o
parâmetro b temos em seguida

o;(ó) < o3'(ó) < o < o;(ó)

a qual implica que a aplicação /Ó é renormalizável, com k = 1, a = e (r,Z) = (2,3) c Z/.
(conseqüência do Lema 2.5.2). Observe que nesse momento o gap G está todo à esquerda do zero, isto
é, G C (b 1, 0), e agora também podemos iterar o ponto 02 (b) por /ÓllÓ i,o) mais uma vez, garantindo
assim a existência do ponto 01(b). E como a função /b é crescente temos que 0i(b) < 0:'(b). Se
b continua decrescendo essa situação termina no parâmetro bE.: < b!.i tal que 0i(be.1) = 0, mas
agora estamos com 0; = 0;(bE,i) = 0 < 03 , e assim por diante. Com esse argumento obtemos para
b < { uma coleção de intervalos disjuntor 7i ,T2 ' '' acumulando sobre b :: 0, tais que se b c ZI'
então

Ol+i(b) < 0 < 0Ú.,(Z,)

e a aplicação correspondente /Ü é renormalizável, com (r, Z) = (k + 1, k + 2) C Z/. (conseqüência do

Lema 2.5.2). SÓ para ressaltar, o sinal negativo "--" em cada iZF significa que o gap principal está à
esquerda do zero.

Os pontos de fronteira de 7F são be.j; e b{,A;, onde / significa "interno" (b/ .k é o bordo mais
próximo de b = {), e -E significa "externo" (bE.Ã; é o bordo mais afastado de b = 4). O parâmetro
b!,k é a solução da equação

ol+:(ó) - o (5.3)

e bf?.k é a solução da equação
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Sendo o;t = o;t(b) e 01 = 01(b) funções contínuas e crescentes no parâmetro b temos que quando b 
decresce ot = 0!(b) também decresce, e assim existe um parâmetro b~.1 < ½ tal que 0!(b~.1 ) = O. 
Nesse momento estamos com a situação ot = ot ( b~, 1 ) = O < 03. Continuando a decrescer o 
parâmetro b temos em seguida 

a qual implica que a aplicação Íb é renormalizável, com k = 1, a = - e (r, l) = (2, 3) E IÍb 
(conseqüência do Lema 2.5.2). Observe que nesse momento o gap G está todo à esquerda do zero, isto 
é, G e (b-1, O), e agora também podemos iterar o ponto ot (b) por fblib-l,O) mais uma vez, garantindo 
assim a existência do ponto ot(b) . E como a função Íb é crescente temos que 03(b) < ot(b). Se 
b continua decrescendo essa situação termina no parâmetro b!E, 1 < b~,1 tal que 03(b!E,1) = O, mas 
agora estamos com 03 = 03 ( b~.1 ) = O < ot, e assim por diante. Com esse argumento obtemos para 
b < ½ uma coleção de intervalos disjuntos T1 , r2-, ... , acumulando sobre b = O, tais que se b E Ti: 
então 

e a aplicação correspondente Íb é renormalizável, com (r, l) = · (k + 1, k + 2) E TÍb (conseqüência do 
Lema 2.5 .2). Só para ressaltar, o sinal negativo "-" em cada Tk- significa que o gap principal está à 
esquerda do zero . 

Os pontos de fronteira de Ti: são b!E,k e b~,k' onde J significa "interno" (b~,k é o bordo mais 
próximo de b = ½), e E significa "externo" (b!E,k é o bordo mais afastado de b = ½) . O parâmetro 
b~,k é a solução da equação 

(5.3) 

e b!E,k é a solução da equação 



78 CAPÍTULOS. IUMülAS A t/IW IURÁ]L4EllRO

0i+2 (b)

Por simetria obtemos pala b > 4 uma coleção de intervalos disjuntos 7i , 7/, . . . se acumulando
sobre b = 1 e onde /b é ienormalizável, ou seja, se b C 71 então

ol,(ó) < o < oü.t(z,)

Aqui o sinal positivo "+" en] cada Z7 é usado para indicar que o gap G está à direita do zero
(G C (0, Z,)) em a-logra «,

Analogamente denotamos os pontos de fronteira de 71 por bE,k e b{,À;, os quais são dados pelas
soluções das equações

ot.,(b) - o (5.5)

e

oiiF.(z')

respectivamente, onde a letra / em b{.k também significa "interno" (b/,k é o bordo de ZP' mais
próximo de b = {) e bE,k é o outro bordo.

Assim, para cada / C D, obtemos sobre a fibra {(./L, /X)} x (0, 1) uma estrutura como aquela
apresentada na Figura 5.1.

5.3 Dentro de um intervalo de parâmetros renormalizáveis

5.3.1 Persistência de um par /-interno

Agora vamos ver o que acontece quando temos lml parâmetro bo para o qual existe um par
/Ó.-interno (r, Z). Ou seja, para bo temos

(i) ol < o < oí

(Ü) l01,0Íln {0r,01,... ,0;. i,0i,0;,...,0Í.}
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(5.4) 

Por simetria obtemos para b > ½ uma coleção de intervalos disjuntos T1+, T;f, ... se acumulando 

sobre b = l e onde Íb é renormalizável, ou seja, se b E r: então 

Aqui o sinal positivo "+" em cada r,:- é usado para indicar que o gap G está à direita do zero 

(G e (O,b)) em analogia ao caso b < ½-

Analogamente denotamos os pontos de fronteira de r,:- por bf k e bt,k, os quais são dados pelas 

soluções das equações 

(5.5) 

e 

(5.6) 

respectivamente, onde a letra I em btk também significa "interno" (bt ,k é o bordo de r,:- mais 

próximo de b = ½) e bfk é o outro bordo. 

Assim, para cada f E V, obtemos sobre a fibra { (h, f R)} x (O, 1) uma estrutura como aquela 

apresentada na Figura 5.1. 

5.3 Dentro de um intervalo de parâmetros renormalizáveis 

5.3.1 Persistência de um par !-interno 

Agora vamos ver o que acontece quando temos um parâmetro bo para o qual existe um par 

Íb0 -interno (r, l) . Ou seja, para bo temos 

(i) o; <o< 01 

(ii) [o;, 01] n {ot, ot, .. . , 0;_ 1 , 01, 02, ... , 01_1 } = í/J 
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Figura 5.1: Está'neura no parâmetro b

Por continuidade de /', o par (r,Z) é ainda /ó-interno para todo b em um subintervalo de (0, 1)
contendo bo. Seja Tr.l = (bz,b,) C (0, 1) o intervalo maximal com essa propriedade. Observe que a
condição (í{) acima não pode ser violada devido ao Lema 2.2.1 e ao Lema 2.2.2. Sendo assim os bordos

de Tr,Z são determinados pelos momentos em que a condição (i) acima é violada, isto é, quando 01 = 0

e 0Í - 0. M'; "mo 01 = 01(ó) = ./;(0+) = F'' :(b,b 1) e 0Í = 0Í(Z,) = .#(0') = F''':(b,b) são

funções crescentes no parâmetro b, pois -8Í(b,z) 2 1, para todo k ? 1, segue que o bordo esquerdo
de Tr.Z corresponde ao parâmetro b pai'a o qual 0Z = 0 e o bordo direito de Tr.! ao parâmetro b para
o qual 0+ = 0, isto é, b! e b, são tais que

0Í(bz) = 0 e oJ(ó,) - o

respectivamente(veja Figura 5.2)

Vejamos agora como estimar o tamanho desse intervalo Tr,l. Podemos estima-lo a partir de uma
das seguintesigualdades

Üglqil1lle:-U - âr''-:0, ©

para algum b C Tr,l dado pelo Teorema do Valor M.édio, ou

(5.7)

(5.8)K'w,o,"ím . â'''':@,'
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Figura 5.1: Estrutura no parâmetro b. 

Por continuidade de F, o par (r, l) é ainda Íb-interno para todo b em um subintervalo de (O, 1) 
contendo bo . Seja Tr,l = (bt, b,.) e (O, 1) o intervalo maximal com essa propriedade. Observe que a 
condição (ii) acima não pode ser violada devido ao Lema 2.2.l e ao Lema 2.2.2 . Sendo assim os bordos 
de T,-,t são determinados pelos momentos em que a condição ( i) acima é violada, isto é, quando O; = O 
e 01 = O. Mas como Üi = Ot(b) = f;(O+) = pr-1 (b,b - 1) e 01 = 01(b) = Jt(o-) = F 1

- 1(b,b) são 
funções crescentes no parâmetro b, pois ª%/ (b , x) 2': 1, para todo k 2': 1, segue que o bordo esquerdo 
de Tr,l corresponde ao parâmetro b para o qual 01 = O e o bordo direito de T,-,t ao parâmetro b para 
o qual ot = O, isto é, bt e b,. são tais que 

e 

respectivamente (veja Figura 5.2). 

Vejamos agora como estimar o tamanho desse intervalo T.,.,1. Podemos estimá-lo a partir de uma 
das seguintes igualdades 

(5 .7) 

para algum b E Tr,l dado pelo Teorema do Valor Médio, ou 

(5 .8) 
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para algum b C Tr,l dado pelo Teorema do Valor Médio. Da estimativa (5.2) que dizemos acima
obtemos de (5.7)

(1 p)1101(b,), 0Í(Ó,)ll $ 1Tr,ZI $ 1101(Ó,), OJ'(Ó,)l (5.9)

(5.10)
e de (5.8)

(1 p)1101(bZ), 0Í(Z,z)ll .g ITr,ZI $ 1101(Z,Z), 0Í(Z,l)ll

0;

Figura 5.2: Intervalo de palânletros Tr.z

5.3.2 Dependência do gap central sobre o parâmetro

Consideremos o intervalo Tr,Z como na Seção anterior e vejamos como se comporta o gap central
de cada aplicação /b quando variamos o pai'âmetro b em Tr,Z. Inicialmente observemos as 3 situações
distintas

(a) se b = Z)z então 0/'(bz) < OJ'(bz) = 0;

(b) se b C Tr,l então 01(ó) < 0 < 0Í(b);

(c) se b = b, então 0 = 01(Z,,) < OJ'(b,)

(a), (b) e (c) podem ser vistos na Figura 5.2

80 CAPÍTULO 5. FAMÍLIAS A UM PARÂMETRO 

para algum b E Tr,l dado pelo Teorema do Valor Médio. Da estimativa (5 .2) que fizemos acima 

obtemos de (5 .7) 

(5 .9) 

e de (5.8) 

(5.10) 

o+ 
T 

o b 

Figura 5.2: Intervalo de parâmetros T,-,t • 

5.3.2 Dependência do gap central sobre o parâmetro 

Consideremos o intervalo Tr,l como na Seção anterior e vejamos como se comporta o gap central 

de cada aplicação Íb quando variamos o parâmetro b em Tr,l· Inicialmente observemos as 3 situações 

distintas 

(a) se b = b1 então O;(b1) < 01(b1) = O; 

(b) se b E Tr,l então O;(b) < O < 01(b) ; 

(c) se b = br então O= O;(br) < 01(br) -

(a) , (b) e (c) podem ser vistos na Figura 5.2. 
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+

Figura 5.3: Intervalo de parâmetros Tr.t e as funções 0+ e 0Z

Na situação (a) temos que a aplicação de retorno ao intervalo l0+,OJ'l = 10J'(bt),01 é dada por
RÓ. (=) = /1(z) (veja Observação 2.4.5) e assim a imagem de lO/', 0ÍI = 10r+(bZ), 01 por Rbl é o intervalo

loLZ, 01 e o gap de Rz,. é o intervalo (Ot, 0+ z). Como a derivada de RÓ. é positiva e menor do que l
segue que 0+ < 0+ z < 0 para b = bz.

Na situação (c) temos algo semelhante, ou seja, a aplicação de retorno ao intervalo l0J',OJ'l
l0,0Í(ó,-)l é dada por Rb,(#) = /'(z) (veja Observação 2.4.5) e assim a imagem de l01,0ÍI
l0,0Í(ó,)l por RÓ,. é o intervalo l0,0;+lj e o gap de RÓ, é o intervalo (Or+Z,01 ). Novamente, como a
derivada de l?Ó, é positiva e menor do que l segue que 0 < Or+l < 0Z para b :: b,.

Na situação (b) temos que a aplicação de retorno ao intervalo l01(ó), OJ'(ó)l é dada por

Rb(z)
#(«)

se z C lO/' (b),0)
se z c (0, 0Í (ó)l
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o 
b 

Figura 5.3: Intervalo de parâmetros Tr,l e as funções O;!- e 01. 

Na situação (a) temos que a aplicação de retorno ao intervalo [O; ,O;-J = [Ot(b1),0] é dada por 
Rb1 (x) = Ji(x) (veja Observação 2.4.5) e assim a imagem de [O;, Oi-] = [Ot(b1), O] por Rb1 é o intervalo 
[0;+1, O] e o gap de Rb1 é o intervalo (O;, ü;+J· Como a derivada de Rb1 é positiva e menor do que 1 
segue que O; < 0;+l < O para b = bz. 

Na situação (c) temos algo semelhante, ou seja, a aplicação de retorno ao intervalo [O;, O;-) = 
[0,01(br)l é dada por Rbr(x) = r(x) (veja Observação 2.4.5) e assim a imagem de [O;,O;-J = 

[0 ,01 (br)] por Rbr é o intervalo [o,o;+iJ e o gap de Rbr é o intervalo (0;+1,01 ). Novamente, como a 
derivada de Rbr é positiva e menor do que 1 segue que O < Orl-1 < 01 para b = br. 

Na situação (b) temos que a aplicação de retorno ao intervalo [ü;(b),01 (b)] é dada por 

R (x) = { Ji(x) 
b f'{;(x) 

se x E [O;(b), O) 
se x E (0, 01 (b)] 
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Assim, a imagem de l01(ó), 0Í (b)l por BÓ é o conjunto (Or+' (b), 0;+!(b)IUl0;l+Z, OJ'), seu gap é o intervalo
(0ã.!(ó), 0L{(ó)) e vale a seguinte ordem

of(z,) < oã.z(ó) < o;+!(ó) < oí(z,)

Além disso

iip. ol(ó) iip. o,+!(ó)
b--,z,;'' ' ' ' z,--,z,;''

(5.11)

e

iip oí(z,) iip. ol.(z,)b-b; ' b-b;

De fato, como Of(ó) = F'''(b,b 1) e 0Í(b) = F'z''(b,b) são funções contínuas e crescentes no
pa'âmetro Z), limo.bÍ 0Í(b) - limo-Õf FZ i(b,b) - 0 e Or+l(b) - F' l(b, F(b, FZ'i(b, b))) temos

(5.12)

.liE+ o.. (ó)
lim F'' '(b, F(b, F''':(b, b)))

z,--,b?'

F''-:(bz, F'(bz, lim F''-:(b, b)))
b--,z,;''

F'' :(bz,bz -- l) = lim 01(ó)
z,--,z,;''

onde F(bz,limo.,ÓtFz i(b,b)) = bÍ -- l pois quando b --' óf temos OJ'(b) \ 0 e assim
F(bz,limo.ÓJ- Fz-:(b,b)) = lim,-o+ F'(bz,aç) = bz 1. De modo análogo mostra-se (5.12). Por
tanto a situação (b) permanece por todo o intervalo Tr,! e termina nas extremidades desse intervalo
com as situações (a) e (c), configurando assim a Figura 5.3.

Sendo assim ficam bem definidos os parâmetros b{,i, b{,t C Tr,l tais que

0L,(b!,i) = 0 e Or+.(b{,l) = 0

Para os parâmetros no intervalo (b/ ,l, bi,,i) temos 0 C (Or+Z, 0+ 1), de onde resulta em particular que
a transformação de retorno tem uma órbita periódica atratora de período 2.
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Assim, a imagem de [ot(b) , 01 (b)] por Rb é o conjunto (Ot (b), o;+1(b)]U[O;+!' O;-) , seu gap é o intervalo 

(0~ 1(b), 0;+1(b)) e vale a seguinte ordem 

Além disso 

(5.11) 

e 

(5.12) 

De fato, como Ot(b) = pr- 1 (b,b - 1) e 01(b) = F1- 1 (b,b) são funções contínuas e crescentes no 

parâmetro b, limb--+b;t- 01(b) = limb--+bi F 1- 1(b , b) = O e o;+1(b) = pr-1(b,F(b,F1- 1(b,b))) temos 

lim pr-l(b, F(b , F 1- 1 (b , b))) 
b--+bi 

pr- l (bt, F(bt, lim pl-l (b, b))) 
b--+bi 

pr- 1(b1,b1 - 1) = lim ot(b) 
b--+bi 

onde F(bt, limb__,bi F1- 1(b, b)) = b1 - 1 pois quando b --+ bi temos 01(b) "" O e assim 

F(bz, limb--+ b;t- F1- 1(b, b)) = limx__, 0+ F(bt, x) = b1 - 1. De modo análogo mostra-se (5 .12) . Por

tanto a situação (b) permanece por todo o intervalo Tr,l e termina nas extremidades desse intervalo 

com as situações (a) e (c), configurando assim a Figura 5.3. 

Sendo assim ficam bem definidos os parâmetros b~.1 , b~,1 E Tr,l tais que 

e 

Para os parâmetros no intervalo (b~, 1 , b~,1) temos O E (o;+l' 0;+1), de onde resulta em particular que 

a transformação de retorno tem uma órbita periódica atratora de período 2. 
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5.3.3 Estrutura interna de um intervalo de parâmeti'os renormalizáveis

O que acabamos de provam' na SeÇão anterior é o passo inicial do argumento indutivo que faremos

agora dentro do intervalo (bl, b/ ,i), e que servirá para o intervalo (b/ .i, b,) por analogia. Inicialmente
observemos que para b = bz, todos os iterados 0;,ptz(bz) estão definidos e são negativos.

O objetivo, após a indução, é ter justificado a informação contida nas Figuras 5.4 e 5.5. Sugerimos
acompanhar o raciocínio a seguir pela Figura 5.4. Seja k 2 1 e suponhamos que

(i) a função Or+kZ(b) está definida (pelo menos) pai'a todo b no intervalo jbz, ó?.À;

b?,k 1, com Oã*.(Z'!,k-i) - 0 e Or+*.(b) < 0 se b C IZ,z, b?,i; :).
tl, para um certo

Mostremos agora, que (á) vale para k + 1. Como On.kz(b) < 0 se b c lbz, be,t i), temos que 0;.(k+i)z
está definida em lbz, b?.k.il, e, em particular, 0t.(k+i)z(bz) < 0. Por outro lado, como para b ,''' b!,k.i
tem-se 0h.kz /' 0 então 0;}.(x;+t)i ''a Ot Daí segue que existe parâmetro óe,k C (bz,ba.J; i) para o
qual

Or+@+U.(bf?,k) - 0

Or+(k+DZ(b) < 0, V b C lbz,Z,e,k)

Isso garante a indução. Analogamente, mostra-se que

(5.13)

(ii) a função 0+ A;l(b) está definida para todo b no intervalo lbZ,b!.kl, para um certo b{.k, com
0LÉZ(ó!,t) - 0 e tal que 0+ À;.(b) < 0 para todo b c lbz, b!,i;).

Para que a afirmação (á) faça sentido com k = 1, denotamos be.o = b{.i
0;+AZ(b) e 0:+kZ(b) são crescentes e Or+ < 0ã.t < 0LI < 0Í segue que

Além disso, como as funções

OÜA;z(b) < oL-kz,v b c lz,z, b{.x; :),

e consequentemente

b!,t < b!,A; < Z,e,x; :.

Logo, fica justificado as informções contidas nas Figuras 5.4 e 5.5.

Essa indução assegura uma estrutura semelhante à apresentada na Figura 5.1
intervalos 7-Ü, deânimos

Em analogia aos
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5.3.3 Estrutura interna de um intervalo de parâmetros renormalizáveis 

O que acabamos de provar na Seção anterior é o passo inicial do argumento indutivo que faremos 
agora dentro do intervalo (bi, b!_,1), e que servirá para o intervalo (bt1 , br) por analogia. Inicialmente 
observemos que para b = bi, todos os iterados o;+kl(b1) estão definidos e são negativos. 

O objetivo, após a indução, é ter justificado a informação contida nas Figuras 5.4 e 5.5. Sugerimos 
acompanhar o raciocínio a seguir pela Figura 5.4. Seja k 2: 1 e suponhamos que 

(i) a função o;+kl(b) está definida (pelo menos) para todo b no intervalo [bt, b~,k-il, para um certo 
b~,k - l> com o;+kl(b~,k-l) = O e o;+k1(b) < O se b E [bt, b~,k- 1). 

Mostremos agora, que (i) vale para k + l. Como o;+k/b) < O se b E [b1,b~,k-i), temos que o;+(k+l)l 

está definida em [b1, b~,k-l], e, em particular, o;+(k+l)l(bt) < O. Por outro lado, como para b / b~,k-l 
tem-se o;+kl / O então o;+(k+l)l / 01. Daí segue que existe parâmetro b~,k E (b1, b~,k-l) para o 
qual 

0;+(k+l)l(b~,k) = 0 

o;+(k+l)i(b) < O, V b E [bt, b~,k) 
(5.13) 

Isso garante a indução. Analogamente, mostra-se que 

(ii) a função O;+kl(b) está definida para todo b no intervalo [b1, b!_,k], para um certo b!_,k, com 
O;+kl(b!_,k) = O e tal que O;+kl(b) < 0 para todo b E [bt, b!_,k). 

Para que a afirmação (i) faça sentido com k = l, denotamos b~,o = bt1 . Além disso, como as funções 
o;+kl(b) e o:+kl(b) são crescentes e o:- < o;+l < o:+1 < ol segue que 

e consequentemente 

Logo, fica justificado as informções contidas nas Figuras 5.4 e 5.5. 

Essa indução assegura uma estrutura semelhante à apresentada na Figura 5.1. Em analogia aos 
intervalos Tf, definimos 
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7k,Q-,o ,b{,t)

:rk,(,,0 - (b{,k, bÍ,t)-

Apesar dos bordos de Zi(,,z) e de 7h,(,,1) também dependerem do par (r,Z) não iremos explicitar
essa dependência para não deixar a notação mais carregada. Além disso, esses intervalos têm a

propriedade de que se b C 7E(,,z) então

e

oLk!(z') < o < o;,p@+DZ(b)

de onde segue que o par (k + 1, k + 2) é gb-intei'no para gb(E) = r l Rb(ITr,Zlz). E se b C :ri(,,Z) então

O&+u,+z(b) < 0 < 0Ü+z(Z')

de onde segue que o par (k + 2, k + 1) é gb-interno para gb(z) ÍÍhnb(ITr,Z lz)

5.3.4 Estimativas de tamanho para os intervalos de parâmetl'os

Renormalizáveis

Podemos estimar os intervalos lrk.(r,Z) e lr-+(r,Z) da seguinte maneira

lo&-.o,-.- hJ, OÊ,....@E,JI . â.É,.. .«a

onde b C /k+l(,,Z) é dado pelo Teorema do Valor Médio,

(5.14)

KoJ.*.«'e* ,Or+( +n.@f,*))l - a o:....«o

onde b C /;l(,,z) é dado pelo Teorema do Valor Médio. De (5.2) obtemos

(5.15)
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Tk-( l) = (b~ k> b-:_ k) . , r, , , 

e 

T:(r,l) = (b~ ,k, b2_k) . 

Apesar dos bordos de r:(r,l) e de rk~(r,l) também dependerem do par (r, l) não iremos explicitar 

essa dependência para não deixar a notação mais carregada. Além disso, esses intervalos têm a 

propriedade de que se b E rk,(r,l) então 

de onde segue que o par (k + 1, k + 2) é 9b-interno para 9b(x) = i/i1Rb(lrr,zlx). E se b E r:(r,l) então 

de onde segue que o par (k + 2, k + 1) é 9b-interno para 9b(x) = ii.t1Rb(IT,-,zlx). 

5.3.4 Estimativas de tamanho para os intervalos de parâmetros 

Renormalizáveis 

Podemos estimar os intervalos rk,(r,l) e r:(r,l) da seguinte maneira 

l(Ot+l)r+l(bfk), okr+/bfk))I - _§__ - (b) 

I
r+ 1 - é)b Okr+l 

k,(r,l) 
(5.14) 

onde b E 1:,(r,l) é dado pelo Teorema do Valor Médio, 

l(0;+k1(b~,k),o;+(k+1)1(b~\))I _ _§__ + () 
ir- 1 - é)b ºr+kl b 

k,(r,l) 
(5.15) 

onde b E Tk,(r,l) é dado pelo Teorema do Valor Médio. De (5.2) obtemos 
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(i ") ' (olFk+D,+l(bz,k),OÚ+l(bf,k))l ; lz (,,ol $ 1(o&+u,+i(ól?,k),OÚ+z(ójl,k)) (5.16)

e

(1 -') ' l(oL-k!(Ó!,k), 0;0;+D.(b!.k))l 5; l:zE(,,ol $ 1(Or+kZ(Z'e,k), Oã-@+o.(be,k))l (5.17)

Não renormalizáveis

Além dos intervalos 7++(,,Z) e :rk,(r.l) existem também outros intervalos dentro de Tr,!, isto é, os
intervalos .BO,(,,Z) :" lbl ,i,bl,il, Bk,(,,1) :' ló/ ,k+i, be,kl e Bi(r,Z) := lbZ,k,b{,k+il. Veja Figura 5.1.
falas o que acontece com os parâmteros b que pertencem a esses últimos intervalos? Para responder
a essa pergunta basta tomarmos um parâmetro b em cada um deles e observarmos que se

(a) b C Bk,(,,1) 'ntão temos On.(t+i)l(b) $ 0 $ 0+ (k+i)z(b), e assim o par (r + (k + l)Z,r + (k + l)Z)
não é /Õ-interno fazendo com que gÕ não sqa renormalizável.

(b) b C Bo,(,,1) 'ntão temos 0;+z(Z)) $ 0 $ 0J+Z(ó), e assim o par (r+!,r+Z) não é /Õ-interno fazendo

com que gÓ não sela renormalizável.

(c) b C B+(,,Z) 'ntão temos 0(k+i),+Z(b) $ 0 $ 0++:),+!(b)e assim o pai ((k + l)r + !, (k + l)r + Z)
não é /Õ-interno fazendo com que gÓ não seja renormalizável.

Assim como fizemos pai'a o intervalo Tr.l também podemos estimar o tamanho desses intervalos

Bk.(,,Z)' Bk.(,,1) e BO,(r,Z), ou sda

©«©ll;:;'-.''í'w - ;'L-.'',
onde b € Bo é dado pelo Teorema do Valor Médio, ou

(5.18)

a
l,Bol - ãil0h-z(b)

(5.19)
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(5.16) 

e 

(5 .17) 

Não renormalizáveis 

Além dos intervalos T:(r,l) e Tk~(r,l) existem também outros intervalos dentro de Tr,l, isto é, os 
intervalos Bo,(r,l) := [b~ ,1 , bt1], Bk,(r,l) := [b~ ,k+l> b~\] e Bt,(r,l) := [b fk, btk+l] . Veja Figura 5.1. 
Mas o que acontece com os parâmteros b que pertencem a esses últimos intervalos? Para responder 
a essa pergunta basta tomarmos um parâmetro b em cada um deles e observarmos que se 

(a) b E Bk,(r,L) então temos o;+(k+l)l(b) :S O :S o;+(k+l)/b), e assim o par (r + (k + l)l, r + (k + l)l) 
não é Íb-interno fazendo com que 9b não seja renormalizável. 

(b) b E Bo,(r,I) então temos o;+/b) :S O :S o;+/b), e assim o par (r+l,r+l) não é Íb-interno fazendo 
com que 9b não seja renorma lizável. 

(c) b E Bt,(r,l) então temos O(k+l)r+l(b) :S O :S ot+I)r+z(b)e assim o par ((k + l)r + l , (k + l)r + l) 
não é Íb-interno fazendo com que 9b não seja renormalizável. 

Assim como fizemos para o intervalo Tr,l também podemos estimar o tamanho desses intervalos 

Bk,(r,l), Bt,(r,l) e Bo,(r ,l), ou seja 

1[0;+1(b~,1) , o:+1 (b~ ,1)ll = ~o+ (b) 
!Boi âb r+l 

(5.18) 

onde b E Bo é dado pelo Teorema do Valor Médio, ou 

(5 .19) 
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e b C Bo é dado

onde b ç B+ é dadk

onde b C -B; a

\.//] l J L \./ l/\./ L/. X

pelo Teorema do Valor Médio; também

[[oã*u,--! õf,J. o&--o« óeJ] ] - âoõ;.. o, ..©

o pelo Teorema do Valor Médio, ou

lloÜ-..o,+.@i-J «L O&-.Ur+ 0'h'0U - a 0&--0,+.m

onde b C Z?A+ é dado pelo Teorema do Valor Médio (veja Figura 5.4).

lloi.a, oi(z'e.k), ol@+n.(õe,k)ll . .g.... .+ol(ó)

o pelo Teorema do Valor Médio, ou

[ [oÍ.a+u (z,!,*..J,:da+o' (ó!,....:)]] - a o;..*+o.(ó)

onde b € B;l(,.Z) é dado pelo Teorema do Valor Médio (veja Figura 5.5)

De (5.2) obtemos

(5.20)

(5.21)

B'
k,(r,l)

(5.22)

(5.23)

(1 '') ' ll0r+@+0.(be,k), oL-«;+o.(z'?,k)ll $ 1B;l(,,01 $ 110r+@+DZ(bfl,k), oL@+nZ(Ó?,k)ll, (5.24)

(i ") ' lloÜ+ ,+l(óil,k),o&+n,+z(z'f.k)ll $ 1Bi(,,ol $ 11o&+o,+z(óil,k),o&+ ,+z(óil,k)ll (5 2s)

(1 :') ' ll0r+.(b{,i),0Xz(b{,i)ll $ 1Bol $ 110r+.(b{,t),Olt(b{,t)ll.(5.26)
Do fato de 0 < /' $ u < 1 obtemos

e
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onde b E B 0 é dado pelo Teorema do Valor Médio; também 

l[O(k+l )r+l(bfk),ot+l)r+/b!,k)] I = ~o- (b) 
IB+ 1 8b (k+l)r+l 

k,(r,l) 
(5 .20) 

onde b E Bt é dado pelo Teorema do Valor Médio, ou 

l[O(k+l)r+/b~,k+l),ot+l)r+l(b~,k+l)]I = ~o+ (b) 
jB+ j 8b (k+I)r+l 

k,(r,l) 
(5.21) 

onde b E Bt é dado pelo Teorema do Valor Médio (veja Figura 5.4). 

I1o;+(k+1)1(b~,k),o;+(k+1)1(b~\)ll = ~o+ (b) 
IB- 1 8b r+(k+I)l 

k,(r,l) 
(5 .22) 

onde b E Bi; é dado pelo Teorema do Valor Médio, ou 

I1o;+(k+l)1(b~,k+1),o;+(k+1)1(b~,k+1)ll = ~o- (b) 
IB- 1 8b r+(k+l)l 

k,(r,l) 
(5 .23) 

onde b E Bk,(r,l) é dado pelo Teorema do Valor Médio (veja Figura 5.5) . 

De (5.2) obtemos 

e 

(5 .26) 

Do fato de O < J' :S v < 1 obtemos 
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oã+o,+z(ó)
\

oÊ (bj(k+l),+z
\

0i.+Z

Bo
b,

9

o:...-
+

t

V

OJ

Figura 5.4: Intervalo de parâmetros Bk+l(,.,Z)

la;l(,,ol $ (:')'+@+oz ' . l(o;,o3')1 (5.27)

e

IBi(,,ol $ (-')a+u'+'-' . l(o;, o2+)l. (5.28)

Além dessas estimativas podemos aplicar o Corolário 3.4.2 e estimar os quocientes
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e 

o- -<- - - - - - - - - -
r+ l 

o+ r 

' ' V 

T+ 
1 

v 
' r,+ 
1 2 
V 

Bt 

Figura 5.4: Intervalo de parâmetros B((r,l ) . 

IB - 1 < (v)r+(k+l)l -2 · l(O- o+)I k,(r,l) - 2 > 2 

13 + 1 < (v)(k+l)r+l -2 · l(O- 0+)1 -k,(r,l) - 2 > 2 

Além dessas estimativas podemos aplicar o Corolário 3.4.2 e estimar os quocientes 

87 

(5.27) 

(5.28) 



88 CAPOT(n0 5. IUÀ4]LIAS A t/:M IURAA4E:lRO

lll11{.J < ..L . l(O&+ ,+i(bfl,k):OÚ+z(õfl.!»l
laZI(,,ul ': i-" l(oã+;»+l(Ófl.k),o&+u,+.(Ó51,k»

= 1--p

para alguma constante positiva L+, e

/,+
(5.29)

l7k.0..01 . l l(OLkl(be,k),O;+a+.)l(b!.k»l
IBk.(,.ol ': l " l(o;+a+ni(z'E,k),oLK+ .(b!.ü»l

para alguma constante positiva L . A partir dessas desigualdades, é fácil ver que

L< l U

(5.30)

l7A,(,,!)l ' 0 quando k }oo

IZk.(,,z)I''} 0 quando k --+ oo-

Um panorama mais completo dessa estrutura dentro do intervalo Tk.(,,Z) pode ser vista na Figura 5.6

e

5.4 Dinâmica Simbólica do operador de renormalização

De um modo geral podemos dizer que sobre cada fibra {(/L,/R)} x (0, 1) temos os intervalos
correspondendo aos parâmetros b para os quais /ó é uma vez renormalizável. Por isso chamaremos
esses intervalos de intervalos de nível l ou da primeira geração. Dentro de cada intervalo de nível l
temos uma subcoleção de intervalos correspondendo aos parâmetros b para os quais /b é duas vezes
renormalizável e por isso esses subinteivalos serão chamados de intervalos de nível 2 ou da segunda
geração, e assim por diante.

O que acabamos de apresentar revela a dinâmica simbólica do operador de renormalização e
servirá para naelhor explicar a estrutura que o conjunto dos parâmetros renormalizáveis apresenta
dentro do espaço 1), a saber. Se.ja (/L, /a) fixada. Sobre a fibra {(/z,, /a)} x (0, 1) temos os intervalos

de parâmetros renormalizáveis de nível 1, ou seja, se Z;l:' C {(/L, //z)} x (0, 1) é um desses intervalos,
então para todo b € irl=

1. o símbolo aO = 1 nos diz de que lado do 0 o gap (.;o
Go c (0+,0Í) e ao = - se Go c (01, 0 )

(0;,0;) está, isto é, aO + se
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< 

< 

para alguma constante positiva L +, e 

< 

< 

1 l(o;:+k,(b::,k),o;+<k+1i,(b::,k)) I 

l-v . l(o;+(k+l)l(b::,k),o;:+(k+l)l(b:'.,k)) I 

1-v 

para alguma constante positiva L - . A partir dessas desigualdades, é fácil ver que 

quando k - oo 

e 

quando k - oo. 

(5.29) 

(5 .30) 

Um panorama mais completo dessa estrutura dentro do intervalo Tk,(r,l) pode ser vista na Figura 5.6. 

5.4 Dinâmica Simbólica do operador de renormalização 

De um modo geral podemos dizer que sobre cada fibra { (h, f R)} x (O, 1) temos os intervalos 

correspondendo aos parâmetros b para os quais Íb é uma vez renormalizável. Por isso chamaremos 

esses intervalos de intervalos de nível 1 ou da primeira geração. Dentro de cada intervalo de nível 1 

temos uma subcoleção de intervalos correspondendo aos parâmetros b para os quais Íb é duas vezes 

renormalizável e por isso esses subintervalos serão chamados de intervalos de nível 2 ou da segunda 

geração, e assim por diante. 

O que acabamos de apresentar revela a dinâmica simbólica do operador de renormalização e 

servirá para melhor explicar a estrutura que o conjunto dos parâmetros renormalizáveis apresenta 

dentro do espaço D, a saber. Seja (h, f R) fixada. Sobre a fibra {(h, fR)} x (O, 1) temos os intervalos 

de parâmetros renormalizáveis de nível 1, ou seja, se T':oº C {(JL, fR)} x (O , 1) é um desses intervalos, 

então para todo b E Tf
0
º 

1. o símbolo ao = ± nos diz de que lado do O o gap Go 

Go e (o+,01) e ao= - se Go e (OT,0-) 

( 02, ot) está, isto é, a0 + se 
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2. o inteiro positivo ko nos diz que Go e seus ko -- l primeiros iterados por /?o = /ó estão do mesmo

lado de 0 (à sua direita ou à sua esquerda) e o ko--ésimo iterado de Go por A) troca de lado,

isto é, Rã(Go) C (0+,0') para todo 0 $ á < ko e /d'(Go) c (0+, OJ') ou .l4(Go) C (0+,0Í)
paratodo 0$ á < ko e nâ'(Go) c(0Í',0).

Cada intervalo iria corresponde a Tr..l. , onde (rl, Zi) é o primeiro par interno propriamente maior
do que (rO,ZO) - (1,1). Pelo que vimos na seção anterior, Tr.,Z. tem uma estrutura interna onde

aparecem os intervalos :rÜ+(r:,h)' Então usaremos a notação lrioki' , pois assim fica explicitada a
combinatória que o gerou.

Portanto

l

2

o símbolo al = :L representa o lado em que o gap Gi = (Ori+l:,Ort+Z.) está com relação à
origem, isto é, ai :: + se Gi está à direita da origem e ai = se Gt está à esquerda da origem.

o inteiro positivo kt nos diz que Gi e seus ki l prinaeiros iterados por Ri estão do mesmo
lado de 0 (à sua direita ou à sua esquerda) e o ki ésimo iterado de Gi por Ri troca de lado.

E dessa maneira obtemos os intervalos de parâmetros renormalizáveis de todos os níveis. Em

suma, se b € 7Élllal::l' ;l:lv-' temos que /Ó é /V vezes renormalizável e b C irlElll:lll=li';=: para todo
0 < í < ]V -- 1, onde ZÉll;l ' jl':.iiri C lr=a(IEa]lla2..k :.]i para todo 0 $ á < Ar l.

Aproveitando essa notação, se tomarmos lmla aplicação / = /Õ C Z) infinitamente renormalizável
com combinatória

I' = {(ao, ko),(ai, ki),(a2k2), (aN, klv ), . . .} .

teremos que

b e 'q:l::l::l:.E,T

para todo 7V > 0, e como l7moaka '' aw 1 .+ 0, quando AÍ -+ (x), tentos

{b} #-oZEX'é' i='

5.5 Dimensão de Hausdorff Zero em Fibras Verticais

Na Seção 3.2 definimos a dimensão de Hausdorff de um conjunto .K qualquer. Também vimos
que se quisermos mostrar que um conjunto .K temi dimensão de Hausdorff zero devemos mostrar que

5.5. DIMENSÃO DE HAUSDORFF ZERO EM FIBRAS VERTICAIS 89 

2. o inteiro positivo ko nos diz que Go e seus ko -1 primeiros iterados por Ro = Íb estão do mesmo 
lado de O (à sua direita ou à sua esquerda) e o ko-ésimo iterado de Go por Ro troca de lado, 
isto é, Rb(Go) e (Ot, o-) para todo O :; i < ko e R~º(Go) e (o+, 01) ou Rb(Go) e (o+, 01) 
para todo O:; i < ko e R~º(G0 ) e (ot, o-). 

Cada intervalo r;
0
° corresponde a T,. 1 ,1i, onde (r1, l1) é o primeiro par interno propriamente maior 

do que (ro, lo) = (1, 1). Pelo que vimos na seção anterior, Tr 1 ,li tem uma estrutura interna onde 
aparecem os intervalos Tt"( 1 ) • Então usaremos a notação Tf

0
o;

1

1 
, pois assim fica explicitada a , r1 1 1 

combinatória que o gerou. 

Portanto 

1. o símbolo a1 = ± representa o lado em que o gap G1 = (0;
1 
+li, O~ +li) está com relação à 

origem, isto é, cr1 = + se G1 está à direita da origem e a1 = - se G1 está à esquerda da origem. 

2. o inteiro positivo k1 nos diz que G1 e seus k1 - 1 primeiros iterados por R1 estão do mesmo 
lado de O (à sua direita ou à sua esquerda) e o k1 -ésimo iterado de G1 por R1 troca de lado. 

E dessa maneira obtemos os intervalos de parâmetros renormalizáveis de todos os níveis. Em 
b T aou1<J2---<TN - 1 t J, , N 1· , 1 b Tuou1u2 u · d suma, se E kokik2 ... kN- i emas que b e vezes renorma izave e E kokik2.::k/ para to o 

O < i < N - 1 onde Tuouw2··-<Ti-Wi e Tuouiu2··-<Ti - i ara todo O < i < N - 1. - - ' kok1k2 ... ki - 1ki kok1k2.- .ki-1 p - -

Aproveitando essa notação, se tomarmos uma aplicação f = Íb E 1J infinitamente renormalizável 
com combinatória 

teremos que 

para todo N 2 O, e como jTk~ok~iku2·•k·':N 1 ----) O, quando N ----) oo, ternos O 1 2 · ·· N 

5.5 Dimensão de Hausdorff Zero em Fibras Verticais 

Na Seção 3.2 definimos a dimensão de Hausdorff de um conjunto J{ qualquer. Também vimos 
que se quisermos mostrar que um conjunto ]( tem dimensão de Hausdorff zero devemos mostrar que 
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mP(K') = 0 para todo p > 0, e para isso é suficiente que exista uma seqüência Z/(") de coberturas
abertas enumeráveis de K tal que

lím H,(Z/(")) = 0

paracada p > 0

Sendo assim vamos mostrar que a intersecção do colÜunlo

D. = {/õ C D; /ó é ánánát«m.nte «n.«n.Zã.á«Z } co«. c«d« ./ib« {(/Z, /X)} x (0, 1) tem dá«.en.ã.
de .llausdor:F zero. Esse resultado foi mostrado por Colin Boyd em IBoy851. Mas vamos refazê-lo
aqui e para isso sela

Ã' = {/õ C D; /õ é infi«itame«te re«ormahzá«l } n {{(/l, /a)} x (0, 1)}

Como é intuitivo vamos considerar Z./(") como sendo a coleção dos intervalos de nível n sobre a fibra
{(/L, .fR)} x (0, 1). Claramente temos que a(") cobre K para todo n ? 0. Mas o que nos assegura
que Ã' tem dimensão de Hausdorff zero é o Lema que segue abaixo.

Lema 5.5.1 Ehste um inteiro positivo no = no(L',p) [aZ que HP(U("+')) $ 4Hp(U(")) para toda

Prova. Primeiramente notamos o seguinte

,,à*., -,=, ,,.,à..*., (Hy
Para cada { ? l temos que se T (bz,r, b,-,7') € Z/(:) então, por (5.10),

(1 «)l(0:(bz,r), 0Ú(bz,r))l < 17'l < 1(0:(bt,7'), Oj:(bz,7'))

Assim se 7'' (bZ.T,, b,,r,) € U("+1) e 7'' C T com T C Z/(") obtemos juntamente com o Lema 3.1.2

IT'1 . l 11?4:::(z'.:!'):oã-.-;l?i:!illÍ . l ..,:"~'.*:
í ""í-ó iõLliil,;llõliliil,;ll : i-ó~" '
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mµ(K) = O para todo p > O, e para isso é suficiente que exista uma seqüência u(n) de coberturas 

abertas enumeráveis de K tal que 

lim H (u(n)) = O 
n--+ex> p 

para cada p > O. 

Sendo assim vamos mostrar que a intersecção do conjunto 

D00 = {fb E V; Íb é infinitamente renormalizável} com cada fibra {(h, fR)} x (O, 1) tem dimensão 

de Hausdorff zero. Esse resultado foi mostrado por Colin Boyd em [Boy85]. Mas vamos refazê-lo 

aqui e para isso seja 

K = {fb E D; Íb é infinitamente renormalizável } n { {(h, f R)} x (O, 1)}. 

Como é intuitivo vamos considerar u(n) como sendo a coleção dos intervalos de nivel n sobre a fibra 

{(h, JR)} x (O, 1). Claramente temos que u(n) cobre K para todo n 2 O. Mas o que nos assegura 

que K tem dimensão de Hausdorff zero é o Lema que segue abaixo. 

Lema 5.5.1 Existe um inteiro positivo n 0 = n 0 (v, p) tal que Hµ(U(n+l)) < ½Hp(u(n)) para todo 

n 2 no. 

Prova. Primeiramente notamos o seguinte 

L IT'IP = L ITIP L 
T'EU(n+l) TEU(n) T'CT,T'EU(n+l) 

(G::l)p 
ITI 

Para cada i 2 1 temos que se T = (b1 ,T, br,T) E u(i) então, por (5.10), 

Assim se T' = (bl ,T' , br,T') E u(n+l) e T' e T com TE u(n) obtemos juntamente com o Lema 3.1.2 
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Logo

Hy ' (Úy («'")'*"*:'' ,

e

(w)' : &y(«'")''"*:'':,(úy.«,,:" :(

onde o segundo somatório é tomado sobre todas as possibilidades de k.. Como (up)2'
n --' oo, pois i' C (0, 1), existe no = no(p, p) ? l tal que

quando

,(Á)'J:h . !
para todo n ? no. Portanto se n ? no obtemos

HP(ü("''o) $ { >1: 1rl' ix,(a(")),
7'CZ,/ (n )

o que conclui o resultado
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Logo 

e 

onde o segundo somatório é tomado sobre todas as possibilidades de kn . Como (vP)2" ---► O quando 
n---► oo, pois v E (O, 1), existe no= no(v, p) :::O: 1 tal que 

para todo n :::O: no. Portanto se n :::O: no obtemos 

Hp(u(n+l)) :S t L ITIP = iHp(u(n)), 
TEU(n) 

o que conclui o resultado. 
■ 
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ot

0,-r @+DZ(b)
A
l

oL-a-- :b.(õ)
h

bz

Figui'a 5.5: Intervalo de pai'âmeti'os Bi(r.z)
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Ti: 

r. -
2 

·············► 

Figura 5.5: Intervalo de parâmetros Bk,(r,l). 

bI 
- ,1 
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ot...

Intervalo de

Parâmetros
Renormalizáveis

de nível 2

0;.

0 b

Intervalo de

Parâmetros

Renormalizáveis

de nível 2

Figura 5.6: Estiutuia geral
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o 

Intervalo de 

Parâmetros .'··· 
,,,t...··· I .,. 

Renormalizáveis ....._ .. -
' 

de nível 2 

o+ r 

Figura 5.6 : Estrutura geral. 

Intervalo de 

Parâmetros 

Renormalizáveis 

de nível 2 

b 
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Capítulo 6

Laminação e Holonomia

6. 1 Laminacão

A laminação que estamos procurando é o conjunto constituído pelos parâmetros infinitamente
renormalizáveis. Vamos iniciar essa busca fixando uma combinatória, ou seja, uma seqüência de
símbolos

r = {(ao, ko)(ai, kl), (a2, k2), , (a«,k«), . .},

onde a.. = ü e k« 2 1, para m - 0,1,2,3,...

Estamos em busca do conjunto de pontos /ó C Z) para os quais b possui a combinatória I' acima.
Seja r = r(1') esse conjunto. Claramente r é um gráfico, pois se /õ c D é tal que b possui a

combinatória I' acima então b C Z:llEié'll a", para todo m = 0, 1, 2, . . ., e além disso sabemos da
Seção 5.4 que 7woaka2-'' C 7Ejjl:la2''.am para todo 7n :: 0, 1, 2, . . .e

ZEX""::;"l -, o quando m --} oo,

ou seja,

{'} - n 'H'é:::e«
m::0
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Capítulo 6 

Laminação e Holonomia 

6.1 Laminação 

A laminação que estamos procurando é o conjunto constituído pelos parâmetros infinitamente 
renormalizáveis. Vamos iniciar essa busca fixando uma combinatória, ou seja, uma seqüência de 
símbolos 

onde O"m =±e km 2 1, param= O, 1,2,3, . . .. 

Estamos em busca do conjunto de pontos Íb E D para os quais b possui a combinatória r acima. 
Seja L = L(I') esse conjunto. Claramente L é um gTáfico, pois se Íb E D é tal que b possui a 
combinatória r acima então b E Tk~ok~ 1kª2··k·ªm, para todo m = O, 1, 2, ... , e além disso sabemos da O 1 2··· m 
S - 5 4 Tªºª 1ª 2 ···ªmªm+l TªºªW2•··ªm · t d - Ü 1 2 eçao . que kok1k2 ... kmkm+1 C kok1k2 ... km ' para O O m - ' ' '· · · e 

ou seja, 

quando m -> oo, 

00 

{b} = n Tªºªlª2· · ·ªm . 
kok1k2 .. . km 

m=O 

95 
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Assim r é gráfico de alguma função L ;: Lr : 'Z)L x l)R -} 10, 11. Na verdade temos um pouco mais que
isso, ou sda, vamos mostrar que essa função L é contínua. Considere, inicialmente, (j'L, /a) c 2)t x Z)X

fixada, vamos mostrar que se (gl,gn) C DL x Da está próxima de (/L, .fX) (na topologia Co) então
bS = Li'(gt,gR) está próximo de b.f = Lr(/z,,/n). Em símbolos: V € > 0, ]õ > 0 tal (lue se

(gl,ga) C Dt x DX satisfaz ll(.ft,.fa) - (gl,pa)ll := ll/Z gLllCO + ll.fR -- gRllCO < õ então

ILr(/L,/a) LF(gl,gR)I = Ib/ bgI < €

Para provarmos isso precisaremos da continuidade dos bordos dos intervalos de parâmetros renor-
malizáveis, ou seja, vamos provar que os bordos desses intervalos de parâmetros renormalizáveis são
gráficos de funções contínuas. Inicialmente vamos verificar isso apenas para um intervalo :Z},z men-
cionado acima (e exibido na Figura 5.2) pois o mesmo argumento se estenderá para todos os outros
intervalos e subintervalos de parâmetros renormalizáveis. Para essa finalidade, se Tr,t = (bE, b/), OS
bordos bZ e b/ de / são dados (implicitamente) pelas soluções das equax;ões

oí - .d :(ó) - o e oJ i)

respectivamente

riam qiH nrp n Fii nrãn

/l : Dz, x l)a x 10, 11 --, R
i= (ft,.fn,b) --, H(il,.fn,b'l= .rl. l(b)

que também pode ser vista como H(/) = F'z'i(b, b).

Sem grandes esforços podemos ver que /:í é uma função contínua pois toda função /ó c 'Z) (tal
que .8(ó) / 0, V 0 $ ã < Z -- 1) possui os ramos pelo menos contínuos e composição (hnita) de funções
contínuas ainda é uma função contínua.

Agora observe que o bordo bE pertence à pré-imagem do 0 por H, ou seja, bE C -f/'i(0), unia vez
que bZ é a solução de 0Í = .d l(b) = 0. Logo, para obtermos a continuidade dos bordos, precisamos
mostrar que H'i(0) é gráfico de alguma função contínua
€ : Dz, x 7)n --, 10, 11. Para garantirmos que H 1(0) é gráfico basta ver que como %}(/,b)
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Assim L é gráfico de alguma função L = Lr : VL x 'DR-+ [O, l] . Na verdade temos um pouco mais que 

isso, ou seja, vamos mostrar que essa função L é contínua. Considere, inicialmente, (h, fR) E 'DL xVR 

fixada, vamos mostrar que se (gL,9R) E 'DL x 'DR está próxima de (h,JR) (na topologia Cº) então 

b9 = Lr(gL,9R) está próximo de bf = Lr(h,fR)- Em símbolos: \:/ E> O, 38 > O tal que se 

(gL,9R) E 'DL X 'DR satisfaz ll(h,fR) - (gL,9R)II := llf1 - 9L llco + ll fR- 9Rllco < 8 então 

Para provarmos isso precisaremos da continuidade dos bordos dos intervalos de parâmetros renor

malizáveis , ou seja, vamos provar que os bordos desses intervalos de parâmetros renormalizáveis são 

gráficos de funções contínuas. Inicialmente vamos verificar isso apenas para um intervalo Tr,l men

cionado acima ( e exibido na Figura 5.2) pois o mesmo argumento se estenderá para todos os outros 

intervalos e subintervalos de parâmetros renormalizáveis. Para essa finalidade , se Tr,l = (bE, b1), os 

bordos bE e b1 de I são dados (implicitamente) pelas soluções das equações 

e 

respectivamente. 

Considere a função 

lR H: VL x 'DR x [O, 1] -+ 

f = (ÍL,ÍR,b) f-4 H(h, ÍR, b) = Jt 1 (b) 

que também pode ser vista como H(f) = pl- l (b, b) . 

Sem grandes esforços podemos ver que H é uma função contínua pois toda função Íb E V (tal 

que fi(b) i=- O, V O:=:; i < l -1) possui os ramos pelo menos contínuos e composição (finita) de funções 

contínuas ainda é uma função contínua. 

Agora observe que o bordo bE pertence à pré-imagem do O por H, ou seja, bE E H - 1 (O) , uma vez 

que bE é a solução de 01 = Jt 1 (b) = O. Logo, para obtermos a continuidade dos bordos, precisamos 

mostrar que H - 1 (0) é gráfico de alguma função contínua 

~ : VL x 'DR -+ [O, 1]. Para garantirmos que H - 1 (0) é gráfico basta ver que como ~1 (f, b) = 
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ÍgÍ(ó, 0') ? 1 para qualquer b C lO, ll (por 5.2), e sendo H contínua temos que H é crescente na
variável b, implicando assim que pai'a cada (/z,/x) c 'Dt x Z)X existe um único b € 1O, ll tal que
H(/L,/n,b) - 0. Portanto H :(0) é gráfico de alguma função ( : Dt x Da -+ 10, 11. Vejamos que

essa função { é de fato contínua. Mas isso é conseqüência direta do seguinte lema

Lema 6.1.1 Sejam X um espaço méthco, .l( um c07%junto cornpacÉo e seca -H : X x .l( -.+ IR uma

função contínua. Se H l ($\à é gráfico de alguma. função t, l X -+ K (isto é, se para cada = e x
e"êste um ún co = C(z) c K' com n(z,{(z)) = 0) então € é continua.

Prova. Dado zo C X, sda yo c .K tal que e(aço) = yo. Tomamos uma seqüência aç. € X, com

lim #« - #O, e queremos mostrar que ,il!!nm e(3n) - yO. Como a seqüência (((zn)) está num compacto

basta provar que toda subseqüência (e(z',)) convergente em -K, tem limite yo. Ora, se for .lim C(zÍ.) =
y devemos ter y C X' pois B. é fechado. iN'las como -Z?(zh,((zl)) = 0, para todo n ?'0, temos
H(zo,y) - lim H(z' ,((z' )) - 0. Pela unicidade de yo temos obrigatoriamente y = yo, o que

conclui a demonstração.

Pelo que acabamos de provar, e lembrando que estamos com a combinatória
I' = {(ao, É;o),(al, ki),...,(a«, k«),. . .} fixada, consideremos, para cada m 2 0,

e,:-/ : Dt x Dx + 10, il

a "função bordo" do intervalo 7aoaaoa:llk,", onde / indica o bordo de 7l:lE'lil=r mais próximo de b = {
e E indica o outro bordo.

Assim vamos representar por lrEIEal' ''l!'" os intervalos de parâmetros renormalizáveis de nível m+l
que pertencem à fibra {(gl,ga)} x 10, 11. Dado c > 0 tome m ? l tal que

lztXI :='1 < i
Por continuidade das funções {a'l , escolha õ > 0 tal que em .Bó(/t) x Bõ(/a) valha

j:H'.:='i «:: ;,
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ªÍb1 
(b, o-) 2 1 para qualquer b E [O, 1] (por 5.2), e sendo H contínua temos que H é crescente na 

variável b, implicando assim que para cada (h, f R) E VL x 'DR existe um único b E [O, 1] tal que 
H(h, f R, b) = O. Portanto H- 1(0) é gráfico de alguma função ç : 'DL x VR --) [O, 1]. Vejamos que 
essa função ç é de fato contínua. Mas isso é conseqüência direta do seguinte lema 

Lema 6. 1. 1 Sejam X um espaço métrico, K um conjunto compacto e seja H : X x K --) ~ uma 
função contínua. Se H- 1 (O) é gráfico de alguma função f, : X --) K (isto é, se para cada x E X 
existe um único y = f,(x) E K com H(x,f,(x)) = O) então f, é contínua. 

Prova. Dado xo E X, seja Yo E K tal que f,(xo) = YO· Tomamos uma seqüência Xn E X, com 
lim Xn = xo, e queremos mostrar que lim f,(xn) = Yo- Como a seqüência (f,(xn)) está num compacto n--+oo n--+oo 

basta provar que toda subseqüência (f,(x~)) convergente em K, tem limite Yo- Ora, se for lim f,(x~) = 
n->oo 

y devemos ter y E K pois K é fechado. Mas como H(x~, f,(x~)) = O, para todo n 2 O, temos 
H(xo, y) = lim H(x~, ç(x~)) = O. Pela unicidade de Yo temos obrigatoriamente y = yo, o que n->oo 
conclui a demonstração. 

■ 

Pelo que acabamos de provar, e lembrando que estamos com a combinatória 
r = { (o-o, ko), (a1, k1), ... , (am, km), .. . } fixada, consideremos, para cada m 2 O, 

a "função bordo" do intervalo Tkªºk~ 1 ·· k•~m, onde I indica o bordo de Tk~ok~ 1 ··k•~m mais próximo de b = -2
1 

O l· ·· m O l· · · m 

e E indica o outro bordo. 

Assim vamos representar por ff
0
º/;/.::::,• os intervalos de parâmetros renormalizáveis de nível m+ 1 

que pertencem à fibra {(gL,gn)} x [O, 1]. Dado E> O tomem 2 1 tal que 

Por continuidade das funções ç;;/ , escolha 8 > O tal que em Bó(h) x Bó(f R) valha 
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e

le=,'(/L, /a) -- (:''(gl,, ga)l < ;
Com isso temos

b/ Ó,l $ ÍI + + l7EX'::iamml + IIEX'.::='1 $ :i < ..

Portanto l, Z,r é contínua e estabelecemos o resultado

Lema 6.1.2 /Bog/857 0 c07%junto l).. = {/ó C .D;/b é 7zánátamerzte rerz07'maiázáuei} /arma uma

Zamánação C'o demito de 1), com a topologãa dada reza n07'ma.' ll/llP = ll.fz,lIGo + ll/allco + lól, onde
f = Çfl, fK,bÜ c 'D

Esse resultado também foi provado por Colin Boyd em IBoy851

6.2 Holonomias

Da Seção 6.1 sabemos que o conjunto D.. = {/ó C l); /b é infinitamente renormalizável} é for-
mado por uma coleção de gráficos E(1') de funções L = L(1') onde cada I' é uma combinatória
que define a seqüência (eíicaixante) de intervalos de renormalização cuja intersecção é o parâmetro
b. Sejam (/L,//z), (gt,gR) € Dr, x Da e considere as seções verticais E.f = {(/L,.fn)} x (0,1) e
ES ' {(gl,ga)} x (0, 1). Sabemos que tanto E.f quanto Eg intersectam cada folha de 'D- em um
único ponto, e com isso podemos definir a aplicação AoZonomàa entre E.f í'1 7)., e Es n .Z).n como sendo
a função que leva b/ em bS com a seguinte regra: tome a combinatória I' tal que b.f = Lr(/t, /E) e
sela bS o único ponto de intersecção entre Eg e o grá$co de l,I'

Estamos evitando falar em seções tranversais pois não provámos que as funções L são dife-
renciáveis.

6.2.1 H,õlder continuidade das holonomias

Para mostrarmos que a holonomia entre duas aplicações, / e g C 1,), infinitamente renormalizáveis
e com a mesma combinatória precisaremos das hipóteses adicionais de que as aplicações / e g sejan-t
de classe ('l+' e que suas derivadas estejan] afastadas do zoro (isto é, infl)/ > 0 e infZ)g >
0). A íinl de analisarmos a holonomia entre duas fibras verticais iniciaremos por considerar uni
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e 

Com isso temos 

Portanto L = Lr é contínua e estabelecemos o resultado 

Lema 6.1.2 (Boy85j O conjunto V 00 = {Jb E V; Íb é infinitamente renormalizável} forma uma 

laminação c0 dentro de V , com a topologia dada pela norma: llfllv = llhllco + ll!Rllco + jbj, onde 

f = (h,JR,b) E D. 

Esse resultado também foi provado por Colin Boyd em [Boy85]. 

6.2 Holonomias 

Da Seção 6.1 sabemos que o conjunto V 00 = {fb E D; Íb é infinitamente renormalizável} é for

mado por uma coleção de gráficos .L:(r) de funções L = L(r) onde cada r é uma combinatória 

que define a seqüência (encaixante) de intervalos de renormalização cuja intersecção é o parâmetro 

b. Sejam (h, fR), (gL, gR) E 'DL x 'DR e considere as seções verticais "Et = {(h, JR)} x (O, 1) e 

"E9 = {(gL,gR)} x (O, 1) . Sabemos que tanto "Et quanto "E9 intersectam cada folha de 'D00 em um 

único ponto, e com isso podemos definir a aplicação holonomia entre "E1n'D00 e "E9 n'D00 como sendo 

a função que leva bt em b9 com a seguinte regra: tome a combinatória r tal que bt = Lr(h, f R) e 

seja b9 o {mico ponto de intersecção entre "E9 e o gráfico de L1 . 

Estamos evitando falar em seções tranversais pois não provamos que as funções L são dife

renciáveis. 

6.2.1 Holder continuidade das holonomias 

Para mostrarmos que a holonomia entre duas aplicações, f e g E V, infinitamente renormalizáveis 

e com a mesma combinatória precisaremos das hipóteses adicionais de que as aplicações f e g sejam 

de classe Cl+€ e que suas derivadas estejam afastadas do zero (isto é, inf D f > O e inf Dg > 
O). A fim de analisarmos a holonomia entre duas fibras verticais iniciaremos por considerar um 
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natural rz 2 1 tal que as combinatórias de b/ e 8.r, I' = {(ao,#O), (ai, kl),... ,(a«,X;.),
{(ãO, ko), (ãl, kl), . . . , (ãn, kn), . . .}, respectivamente, coincidem até a posição n, isto é

.} e F

a{ =õi e ki= Êí

pa'a 0 $ á $ n e (anal, Ê«+l) # (ãn+l, ÀI«+i). De acordo com as Figuras (5.6), (5.4) e (5.5) podemos
relembrar que

Bo: é o gap entre ZEIE'.' l=;' e 7l;lE''..an+

Z?J: é o gap entre 7ll;lE: 'ilZ:l e 7l;lE''.J:«(z+t)

.ai: é o gap entre Z=1;'.. ilZ;i e ZIEllE:k«({+

Assim temos as seguintes possibilidades

a) b.f e b/ estão do mesmo lado com relação a -Bo: ou estão à direita de Bo, ou se.ja, b/ c
7l;oki.lli.k.+. e b/ C Tuna' ll ou estão à esquerda de .Bo, ou seja, b/ c :rnoail.l-k.+. e
b f C T.amai--an
J ' ' kokl...knk,}+t}

b) b/ está à esquerda de -BO e b.f está à direita de Z?O, ou seja, bJ c 7l;lEillk.k.+. e b.f c iZ'llllE .'.an+
l.ou vice-versa).

Feitas essas observações o Lema a seguir nos diz que a holonomia entre duas fibras verticais dadas
é Hõlder contínua, se as funções de base tiverem derivada afastada do zero.

Lema 6.2.1 Soam (/L, /a), (gl,gx) C Dt x Z)a aplicações de classe (J'+', e soam p/, pg c (0, 1)
país que

0 < P/ $ /L(Z), /L(Z) < l

0 < Pp $ gl(z), gh(z) < 1.

E'i.''m ""'t-te' M > 0 e a € (0, 1), dep'ndendo arena. de (.fl,/X) . (gt,ga) «tàs/a«nd'; "

? e F são duas combávtatóTias quaisquer e se bj = Lr(.fl, .fR), bo :: Lr(.gi,,gn), bJ := Lf(.fl,.fR'l e
bç = -LÍ:(gz, ga) erztão

e
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natural n 2: 1 tal que as combinatórias de bJ e bJ, r = {(ao,ko),(a1,k1), ... ,(an,kn), . .. } e r = 
{(ão, ko), (õ-1, ki), ... , (õ-n, kn), .. . }, respectivamente, coincidem até a posição n, isto é 

para O :Si :S n e (an+l, kn+1)-::/ (ãn+l, kn+1)- De acordo com as Figuras (5.6), (5.4) e (5.5) podemos 
relembrar que 

Assim temos as seguintes possibilidades: 

a) b J e b J estão do mesmo lado com relação a Bo: ou estão à direita de Bo, ou seja, b J E 
Tkªºkª 1 ·· k·ªnk+ e bJ E Tªºª 1 ···ªn_+ , ou estão à esquerda de Bo, ou seja, bJ E Tkªºkª 1 ··k·~nk~ e "Ol· ··"n "n+I kok 1 ... knkn+I Ol ···nn+I b E Taoai .. . an_- · 
J kok1 ... knkri+1' 

b) b J está à esquerda de Bo e b J está à direita de Bo, ou seja, b J E Tk~ok~ 1 ··k·'!11k- e b f E Tªºkª 1 ···ªn_+ 
o !· · · n n+I ko "l·· •knkn+l (ou vice-versa). 

Feitas essas observações o Lema a seguir nos diz que a holonomia entre duas fibras verticais dadas 
é Holder contínua, se as funções de base tiverem derivada afastada do zero. 

Lema 6.2.1 Sejam (h, !R), (9L,9R) E 'DL x 'DR aplicações de classe Cl+\ e sejam PJ, p9 E (O, 1) 
tais que 

O< PJ :S J~(x), fn(x) < l. 

e 

O< p9 :S g~(x), g~(x) < 1. 

Existem constantes M > O e a, E (O, 1), dependendo apenas de (h, fn) e (gL,9R) satisfazendo: se 
f e I' são duas combinatórias quaisquer e se bJ = Lr(ÍL,ÍR), bg = Lr(9L,9R), bJ = Lt(h,fn) e 
bg = Lr(9L, 9R) então 
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jbs -- Z)sl $ .a4ló/ Ó/I'

Prova. Seja n ? 0 tal que F = {(ao,ko),(ai,ki),...,(a«,k.),...} e
I' = {(ão, ko),(õ-t,ki),.. . ,(ã«, k.), . . .} coincidem até a posição n.

Para provarmos o caso a) vamos supor, sem perda de generalidade, que b.f e b.f estão à direita de

BO e que k.+i < À;«+l, o': seja, b.f c 7lEl:kal-.--lan+ e il/ C =raoa--. an+ ' De (5.29) e de (5.28) obtemos

ló/ il.rl <

<

}: (lzilX'::ã;l+ l-a;''l)
{=k«+i

>l: (i + i+=)(")o''u',.''« ' l(o;,o!)l
{=k«+i

LLJ1--
(o;,oJ) (U)(k«+l+l)rn+Zn 2

l u '

e por outro lado, de (5.25) e da hipótese obtemos

lóJ il.r1 2 1B=...1 ? (i '') 'pF''''+n,«+'« '.l(o;,oJ)l
Assim, escolhendo cv C (0, 1) tal que p9 $ p7 teremos

(6.1)

lbs Z,sl

b/ ó/I'
i:+

' o + í:!G) Ha Igl""'*""'"
l(0;,01)01
l(o;,o!).rl'

.2

onde (0; , 01)/ e (0;, 02+)g são os gaps principais de / e g respectivamente, e ug c (0, 1) é a nlajoração
da derivada de g, isto é, 0 < g' $ ug < 1. Isso conclui o caso a).
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Prova. Seja n > O tal que r {(ao,ko),(a1,k1), .. . ,(an,kn), . . . } e 

f' = {(õ-o, ko), (õ-1, k1), . .. , (õ-n, kn), . . . } coincidem até a posição n. 

Para provarmos o caso a) vamos supor, sem perda de generalidade, que b1 e b1 estão à direita de 

Bo e que kn+l < kn+l, ou seja, b1 E T;0;:i··t•/ e b1 E Tkªºkª 1 ··k•ªnk:+ . De (5.29) e de (5.28) obtemos 
O l·• · n n+l o l ·· · "n n+l 

00 

oo L+ 
< L (1 + 1 - )(v)(i+l)rn+ln-2 · 1(02' ot)I 

i=kn+ I 

e por outro lado, de (5.25) e da hipótese obtemos 

Assim, escolhendo a E (O, 1) tal que v9 ::; p<J teremos 

lb9 - b9 1 

lb1-b1Iª 

(6.1) 

onde (02, 0i)J e (02, 0i) 9 são os gaps principais de f e g respectivamente, e v9 E (O, 1) é a majoração 

da derivada de g, isto é, O < g' ::; 1/9 < 1. Isso conclui o caso a). 
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mos agora para a demonstração do caso b). Assim, se b/ c IZ'ki -lllElll.+. e b/ C Tkal'.''.an++.
temos que ló/ -- ó/l $ 1Z --iannl. De (5.16), (5.17) podemos majorar a distância entre b.f e i;.r por

ló.r il/l $ (py"+'" '"+'" '

e minorando temos

IZ,/ - il/1 2 1.Bol ? (1 - '') ' Pl"+'"'' . l(0;,0;)l

Assim, escolhendo a c (0, 1) tal que ug $ p? teremos

bg bgl
$

b/ ó/I'

<
a

«)'l(o; , o; ).r I"

4
«)'l(o;,o;).rl'

r.+Z. .2

(1

(1

Provando o caso b) e concluindo o resultado

6.2.2 Não mais que Hõlder continuidade das holonomias

Os resultados da Subseção anterior podem ser provados como sendo os melhores possíveis pala
esta laminação. Provaremos que existem funções (/L, /a), (gt,ga) c Z)L x 7)n de classe (7l+', e
números reais p/, pS C (0, 1) satisfazendo

0 < P.f $ /L(#), .fl(z) < l

0 < P, $ gl(#),gh(z) < l

mas a holonomia h : E/ } EP ou sua inversa não é a-Hõlder contínua para alguma constante
a € (0, 1). Para isso basta usarmos as desigualdades anteriores no sentido oposto de maneira a
obtermos

e
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Passemos agora para a demonstração do caso b). Assim, se bJ E Tt··-:;nk- e bJ E Tkª 1 ••·kªnk_+ 
l··· n n-+l .. l ··· n 'n+ l 

temos que lbJ - bJI:::; 1rr::;1.:::,.n1. De (5.16), (5.17) podemos majorar a distância entre bJ e bJ por 

e minorando temos 

Assim, escolhendo o: E (O, 1) tal que v9 :::; PJ teremos 

lb9 - b9 I 

lbJ - bJIº 
< 

< 

Provando o caso b) e concluindo o resultado. 

6.2.2 Não_ mais que Holder continuidade das holonomias 

■ 

Os resultados da Subseção anterior podem ser provados como sendo os melhores possíveis para 
esta laminação. Provaremos que existem funções (h, f R), (gL, 9R) E VL x VR de classe Cl+\ e 
números reais PJ, p9 E (O, 1) satisfazendo 

O< PJ:::; J'i,(x), J~(x) < 1 

e 

O< p9 :::; g~(x), gR(x) < 1 

mas a holonomia h : r',J ~ r',9 ou sua inversa não é o:-Holder contínua para alguma constante 
a E (O, 1). Para isso basta usarmos as desigualdades anteriores no sentido oposto de maneira a 
obtermos 
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ü+ * ':-"' "';,';,, l.:bl'(&)""'*:'"*'" '
no caso a) e

Êõh : ': '';,.;,, (&y"*'"'
no caso Z,).

Assim, se escolhermos funções (/L, /a), (gl,gX) C Z)t x DR e constantes p.f, pS como acima e
escolhermos a C (0, 1) de modo que pS > (p)' não conseguiremos nenhuma constante .A/ > 0 que

majore o quociente Íjbs'Óol uma vez que kn,rn,J« --' oo quando n -+ oo e ÍÍl$í > 1. Observemos o
seguinte: colocando as estimativas nos dois sentidos, tanto pala h quanto para sua inversa, temos

c-'(ÍIÍIF)'«+'« ' $ illgf:il; $ c'(B.)'«'' '« ' @.D

para h, e

c :(i:h)'«''''«'' $ 11t:;llÜ $ c(ê)'"''''«'' .

para A'i (no caso b)). Assim, observamos que podemos até ter a holonomia Lipschitz (se ug < p/
em (6.2) por exemplo) mas nesse caso sua inversa não será a-Hõlder contínua para todo a próximo
de l (pois para a próximo de l ainda valerá a desigualdade (Pg)' < p/, fazendo com que o quociente
(6.3) seja ilimitado. Vale a mesma observação para a potência (É.+i + l)r« + Z« -- 2 do caso a).
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lbg - bgl 
lbJ-bJIª 

no caso a) e 

no caso b). 

lbg - bgl 
lbJ-bJIª 
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Assim, se escolhermos funções (f L, f n), (gL, gn) E 7J L x 1J R e constantes p J, p9 como acima e 

escolhermos a E (O, 1) de modo que p9 > (v)ª não conseguiremos nenhuma constante M > O que 

majore o quociente 
1
~:

9~~Í~ uma vez que kn, rn, ln - oo quando n - oo e (~)"' > l. Observemos o 

seguinte: colocando as estimativas nos dois sentidos, tanto para h quanto para sua inversa, temos 

(6.2) 

para h, e 

c - 1(_.!!_L_rn+ln- 2 < lbJ -_bJ I < C(~rn+ln-2 
(v9 )ª - lb9 - b9 Iª - P~ 

(6.3) 

para h- 1 (no caso b)) . Assim, observamos que podemos até ter a holonomia Lipschitz (se v9 < PJ 

em (6.2) por exemplo) mas nesse caso sua inversa não será a -Hõlder contínua para todo a próximo 

de 1 (pois para a próximo de 1 ainda valerá a desigua,ldade (v9r < PJ, fazendo com que o quociente 

(6 .3) seja ilimitado. Vale a mesma observação para a potência (kn+l + I)rn + ln - 2 do caso a) . 



Capítulo 7

Analiticidade de lâminas

Este capítulo será dedicado a provarmos alguns resultados no caso em que as funções ./' c Z)
possuem seus ramos analíticos.

7.1 Resultados de Análise Complexa

Nesta seção vamos demonstrar alguns resultados de Análise Complexa que precisaremos mais adiante.

Pala isso vamos definir alguns objetos que utilizaremos. Considere um ângulo 0 < a < g e defina o
setorP

So := {rei@ c C; --a < d' < 0}. (7.1)

Observe que se multiplicarmos todos os pontos de Sp por um número complexo de módulo 1, isto é,
eia' obteremos o conjunto

eão'So = {reíÓ c (C; --a + ao < @ < 0 + Oo}

que nada mais é do que o setor Sp rotacionado pelo ângulo ao. Denotaremos uma bola de centro z e
raio r > 0 por B,(z), ou sda.

B,(,)

Nosso primeiro resultado envolvendo esses conjuntos é o seguinte
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Analiticidade de lâminas 

Este capítulo será dedicado a provarmos alguns resultados no caso em que as funções f E 'D 
possuem seus ramos analíticos. 

7.1 Resultados de Análise Complexa 

Nesta seção vamos demonstrar alguns resultados de Análise Complexa que precisaremos mais adiante. 
Para isso vamos definir alguns objetos que utilizaremos. Considere um ângulo O < 0 < ~ e defina o 
setor 

S0 := {r eic/J E <C; -0 < </J < 0} . (7 .1) 

Observe que se multiplicarmos todos os pontos de S0 por um número complexo de módulo 1, isto é, 
eiBo obteremos o conjunto 

que nada mais é do que o setor S0 rotacionado pelo ângulo 00 . Denotaremos uma bola de centro z e 
raio r > O por Br(z ), ou seja, 

Br(z ) = {w E <C; lw - z l < r}. 

Nosso primeiro resultado envolvendo esses conjuntos é o seguinte 
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Lema 7.1.1 Seja A : U -, C uma apZ cação Aoiom07:/a de$nida numa subc07Üunto conuezo t/ de C,

e suponha que eãsíem to > 0, 0 C (0, $) e ao C 10, 2«-) tais que

A'(b) c B.(o)' n e:a'Sa,

para todo b C U. Então
IA(ó) A(b)l ? to cos0lb Z'

para todos os b, b (i U e, enl paNicular, A. é injetiua.

Conjunto {A'(Z'ji'qC U}

.0o

to

Figura 7.1: Ilustração do Lema 7.1.1

Proucb

Sejam b e b dois pontos distintos em U. Sendo t/ convexo temos que o segmento ligando b a b
está contido inteiramente em U e parametrizemos este segmento por

z(t) t)b + Éb

para [ C 10, 11. Assim temos que z'(t) b b. Como A'(b) C e:o'So n .B,.(0)' ten)os que

A'(z(t)) = e:o'r(t)(cos @(t), seno(t)) (7.2)

com r(t) ? rO e @(t) C 1--0, al. Como a imagem do segmento z(t) por A é uma curva podemos estimar
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Lema 7.1.1 Seja A : U --► <C uma aplicação holomorfa definida num subconjunto convexo U de <C, 

e suponha que existem ro > O, 0 E (O,;) e 0o E [O, 2rr) tais que 

para todo b E U. Então 

IA(b) - A(b)I 2 ro cos 0lb - bl 

para todos os b, b E U e, em particular, A é injetiva. 

"" 

Prova. 

• .. 
-- - - - - - - --....... 

---. ~ \ 

0o \ 
- - - - - - - ,- - - - - - - - -

ro 
' ' 

Figura 7.1: Ilustração do Lema 7.1.1. 

Sejam b e b dois pontos distintos em U. Sendo U convexo temos que o segmento ligando b a b 

está contido inteiramente em U e parametrizemos este segmento por 

z(t) = (1-t)b+tb 

para t E [O , 1]. Assim temos que z'(t) = b - b. Como A'(b) E ei00 S0 n BrO(0f temos que 

A' (z ( t)) = ei00 r( t) ( cos </>( t ), sernp( t)) (7.2) 

com r(t) 2 roe </>(t) E [-0, 0]. Como a imagem do segmento z (t) por A é uma curva podemos estimar 
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seu comprimento da seguinte maneira

A(b) A(b) A'(,)d, - Z,) / A'(.(t))dt
'(t-t)ó+tólo

e:''(8 b)/(,(f) cos @(t),,(t)se«é(t))dt

l

l

0

Dessa última igualdade podemos minorar a integral por

1. ('(t) cosa(t),,(t)se«é(t))dÉI ,(t) cosa(t)dt, / ,(t)seno(t)dt)o 1 1 './o ' ' ' ' ' ./o

? 1 / r(t) cos é(t)dÍI ? ro coso,

l

0

e o resultado segue

Um outro resultado que precisaremos é o que segue

Lema 7.1.2 Dado um número real p C (0, 1), ehstem uma uãzinAança compZeza .4, do segmento

lO,pl, 0C(0,7), e 0< to < rl tais que para quaisquer m? l e zl,z2,...,z.-l C .4,, tem-se

,i € se n B.(oy n ,B,. (o)

Prova

Uma vez (lue z' C (0, 1), temos que ' := !(;! C (p, 1) e poden]os tomar un] número natural no tal
que

;=-- <"r e i-- < :. (7.3)
óno l--'Y 2 ' '

(é claro que se p -, l então no -+ oo). Em seguida consideremos a bola de centro na origem e raio

3à, -B = Bã.L (0), o setor S = Sã;i ' e definimos a região .4, como sendo o conjunto

l

7.1 . RESULTADOS DE ANÁLISE COMPLEXA 105 

seu comprimento da seguinte maneira 

A(b) - A(b) j -A'(z)dz = (b - b) /
1 

A'(z (t))dt 
(1-t)b+tb lo 

= eiBo (b - b) 1
1 

( r( t) cos cp(t), r(t)sen</J( t) )dt. 

Dessa última igualdade podemos minorar a integral por 

11\r(t) cos cp(t), r(t)sencp(t))dt l 1 (1
1 

r(t) coscp(t)dt, 11 

r(t)sen</)(t)dt) I 

> 11
1 

r(t)coscp(t)dtl 2: rocos0, 

e o resultado segue. ■ 

Um outro resultado que precisaremos é o que segue 

Lema 7.1.2 Dado um número real v E (O, 1), existem uma vizinhança complexa Av do segmento 
[O, v], 0 E (O, ; ) , e O < ro < r1 tais que para quaisquer m 2: 1 e z1, z2, ... , Zm- 1 E A,,, tem-se 

m-1 

1 + L Zm-1 . Zm-2 ... Zi E S0 n Bro(O)c n Br1 (O). 
i=l 

Prova. 

Uma vez que v E (O, 1), temos que 'Y := vf E (v, 1) e podemos tomar um número natural no tal 
que 

1 
-<, 
3no 

e 1 no+l 1 
--<-. 
1-, 2 

(7.3) 

( é claro que se v - 1 então no - oo) . Em seguida consideremos a bola de centro na origem e raio 
.;-, B = B_1_ (0), o setor S = S__!!_, e definimos a região Av como sendo o conjunto no 3no 3no 
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.4, : B u (sn B,(o)), (7.4)

(veja Figura 7.2)

S n B,y(0

Figura 7.2: Região .4,

Vejamos agora que essa região .4. assim definida satisfaz a conclusão do Lema. Inicialmente
definamos o inteiro não negativo áo com a seguinte regra

(a) se ;«-i C B e«tão áo

(b) se z{ € Sn B,Y(0) n BC, VÍ = 1,2, , m 1, então {o :: m l;

(c) se não ocorre (a) e nem (b) tomamos iO C {1,2,... ,m 2} tal que z«: i., Zm ío+l,
S n B,y(0) \ B e z«, {. l C B

, Zm--l C

Feito isso, consideremos .jo :: mínimo, áo} e façamos a seguinte decomposição

Zn2--l -Zm.--2 . . . .Z{

z = 'r7t --.7 0

m --.jo -- l

+ >, Zm l 'Zm-2. 'Zm jo l '''Zi
Z == 772. -- ?t0
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Av := B u (S n B,-(0)), (7.4) 

(veja Figura 7.2) . 

S n B,-(0) 

1 

1/ 

Figura 7.2: Região Av-

Vejamos agora que essa região Av assim definida satisfaz a conclusão do Lema. Inicialmente 

definamos o inteiro não negativo io com a seguinte regra 

(a) se Zm - 1 E B então io = O; 

(b) se Zi E S n Rr(O) n Bc, Vi= 1, 2, . . . , m - 1, então io = m - 1; 

(c) se não ocorre (a) e nem (b) tomamos io E {1 , 2, . . . , m - 2} tal que Zm - io, Zm-io+l, . .. , Zm- 1 E 

5 n B,,(O) \ B e Zm-io-1 E B . 

Feito isso, consideremos jo = min{ no, io} e façamos a seguinte decomposição 

m - 1 m - 1 

1 + L Zm-l · Zm-2 . • . Zi 1 + L Zm-l · Zm-2 ... Zi 

i=l i=m - jo 

m-jo-l 

+ L Zm - l · Zm - 2 • • • Zm - jo - l • •. Zi 

i=ni- no 
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In no l

+ >./ Zm--l 'Zm--2
á-l

Vamos analisar cada uma das 3 somas que aparecem do lado direito da igualdade acima

(1) Na soma >1:11:;;;:.jo Zm l ' Zm 2 ' ' ' z{ cada um dos favores z.-i ' Zm-2 . . - zÍ tem no máximo .jo

termos zi e cada um destes termos zí pertence a S. Logo temos (lue 0 $ Re(zi) e jarg(zÍ)l < 3:i,

para todo á = m -- .jO,. . . ,m -- 1. Concluímos que jarg(z.-i ' Zm 2 . . . Z{)l $ .jo3;ii $ f < {,
para todo á :: m -- Jo, . . . , m -- l, logo tem parte real maior ou igual a zero. Assim, podemos

concluir facilmente que o número complexo l + }:m-] .j Z l ' Zm-2 . . . zi tem parte real maior

ou igual a l. Observe que se .jo = 0 (que ocorre somente se ào = 0) então esta soma não existe;

(2) Nasoma>j:;==!..Zm I'Zm 2. .Zm-jo-l...zicadaumdosfatoresz. l Zm-2.. Zm .fo-l .-.Zi
possui o termo z,.-j.-i que pertence a B. Colocando esse termo em evidência e estimando o
módulo desta soma obtemos

l >,:=;::no Zm--l ' Zm--2 . . . Zm jo--l - - . Zil
$ 1Z« .í. il.>ll:;==!..IZ. l 'Z« 2 .Zm jo 'Zm jo 2

$ ii:i l:; l!;: lz.-i 'Zm-2...Zm Jo 'Zm jo-2...Z
,íl

Como cada fator zm.l ' Zm 2 . . - Zm-jo ' Zm jo-2 ' . . zi tem no máximo nO .jO termos zi, e cada

z{ é um número complexo de módulo menor do que l concluímos que

m--Jo--i . .

:'E «'-:''« ,.-.'«-.. ..:i$m'"'-s
Assim, o número complexo >';==!,1. Zm-l Zm-2 . . . Zm jo-l . . . zí está dentro de uma bola de

raio à. Além disso observe que se .jo = no então esta soma não existe (isso ocorre se ão > no);

(3) Na soma >:;1:i"o iz. l ' z -2 . . .z{ cada favor z,..i ' Zm 2 . . .z tem mais do que no termos

zi. Sendo assim seu módulo pode ser estimado por

zn -- no ' l

..: ' "e: ,«-: ';"-,...,: ' $,«'*: - = . ;.
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m-no-1 

+ L Zm-1 · Zm-2 • • • Zi 

i=l 

Vamos analisar cada uma das 3 somas que aparecem do lado direito da igualdade acima. 
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(1) Na soma I::i:~;-jo Zm-1 · Zm-2 ... Zi cada um dos fatores Zm-1 · Zm-2 ... Zi tem no máximo Jo 
termos zi e cada um destes termos Zi pertence a S. Logo temos que O::::; Re(zi) e larg(zi) I < 3: 0

, 

para todo i = m - Jo, ... , m - 1. Concluímos que larg(zm-1 · Zm-2 ... zi) I ::::; jo 3:
0 

::::; ~ < ~, 
para todo i = m - jo, ... , m - 1, logo tem parte real maior ou igual a zero. Assim, podemos 
concluir facilmente que o número complexo 1 + I::i:~-jo Zm-1 · Zm-2 .. . Zi tem parte real maior 
ou igual a 1. Observe que se j0 = O (que ocorre somente se i0 = O) então esta soma não existe; 

(2) N '\'m-jo - l d d f · a soma L,i=m-no Zm-1 ·Zm-2 . . . Zm-jo-1 ... Zi ca a um os atores Zm-1 ·Zm-2 .. . Zm-jo- 1 ... Zi 

possui o termo Zm-jo-1 que pertence a B. Colocando esse termo em evidência e estimando o 
módulo desta soma obtemos 

l '\'m-~- 1 I L,i=m-no Zm-1 · Zm-2 · · · Zm-jo-1 · · · Zi 

1 1 
'\'m-jo-1 1 1 ::::; Zm- jo-1 · L,i=m-no Zm-1 · Zm-2 • • • Zm-j0 · Zm-jo-2 • • • Zi 

1 '\'m-jo-1 1 1 ::::; 3no L,i=m-no Zm-1 · Zm-2 · · · Zm-jo · Zm-jo - 2 · · · Zi 

Como cada fator Zm- 1 · Zm- 2 . .. Zm -jo · Zm-jo-2 .. . Zi tem no máximo no - Jo termos Zi, e cada 
Zi é um número complexo de módulo menor do que 1 concluímos que 

m- jo-1 
1 1 L Zm-1 · Zm-2 • • • Zm-jo - 1 • • • zi l ::::; - · no=- . . 3no 3 i=m-no 

A · , l "m-jo-l , d d b l d ss1m, o numero comp exo L,i=m-no Zm-1 · Zm-2 ... Zm-jo-1 . . . Zi esta entro e uma o a e 
raio ½- Além disso observe que se j0 = no então esta soma não existe (isso ocorre seio> no); 

(3) N '\'m- no -1 d f · d a soma L.,i= l Zm- 1 · Zm-2 ... Zi ca a ator Zm-1 · Zm-2 ... Zi tem mais o que no termos 
Zi . Sendo assim seu módulo pode ser estimado por 
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Assim, o número complexo >'m-no--l Zm-l ' Zm 2 zí está dentro de uma bola de raio ;

Portanto, de (1), (2) e (3) concluímos (lue a soma l + >1:i.ii Z« l ' Zm 2 . . zi é um número complexo
com parte real maior ou igual a 1 -- 1 -- à - à. Além disso

. m--l m--l

,. : Ê ' i: --'E ;« : ''«-,... :i . : -- E,: ' '-- íh :':
E o valor de 0 C (0, {) do enunciado é obtido fazendo

So {zeC;Re(z) 2 Õln-B,.(o)

Para o que segue, sejam IE, F espaços de Banach complexos

Definição 7.1.1 Unha aplicação P : E --, F é uírz poZínómão Aomogêneo de grau m se ehstir ma
aplicação m-Zànear Á : Em ..} F {aZ que .f'(z) :: .4zm, para iodo z C E, orzde E"' é produto cartesàarzo

de m .ópá« d. E e «" d.no*' « m-«pZa(z,z,... ,=).

Definição 7.1.2 Uma apíàcação P : E --} F é data ser um polinómio de grau no mázãmo m se eie
pode ser escuto como uma soma

P - ü + a + . . . + J=

onde cadct P] é ulll l)otiTtâmio homogéneo de grctu ii

Definição 7.1.3 Sela U um subconjunto aberto de llC. Uma ap/icaçâo / : t/ --, IE é Aolomor:fa se
para cada a C U existe uma bola B.(.a] C U e uma seqÍiência de polinõmios homogêvteos Pm (OTLde

Pm tem grau rlt) tais que

/(«) - }: Pm(Z ")
n2.=0

-i/o«nem.nte p«« z € B,(a)

Com essas definições mostra-se, por exemplo, que qualquer polinâmio P : IE --+ B' é lula aplicação
holomorfa (veja exemplo 5.3 de IMuj861).
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A . , 1 "-'m-no- 1 , d d b 1 d . l ssun, o numero comp exo L..,i=l Zm-1 · Zm-2 ... Zi esta entro e uma o a e raio 2. 

Portanto, de (1) , (2) e (3) concluímos que a soma 1 + I::::11 
Zm-1 · Zm-2 ... Zi é um número complexo 

com parte real maior ou igual a 1 - ½ - ½ = ¼. Além disso 

m-1 m-1 

ro = i '.S ll + L Zm-1 · Zm-2 ... Zi l :S 1 + L 'Yi :S 1 + 
1 
2 = r1. 

i=l i= l 'Y 

E o valor de 0 E (O,~) do enunciado é obtido fazendo 

■ 

Para o que segue, sejam !E, IF espaços de Banach complexos. 

Definição 7.1.1 Uma aplicação P : !E ----) IF é um polinômio homogêneo de grau m se existir uma 

aplicação m-linear A : !Em----) IF tal que P(x) = Axm, para todo x E !E, onde !Em é produto cartesiano 

de m cópias de !E e xm denota a m-upla (x, x, ... , x). 

Definição 7.1.2 Uma aplicação P : !E ----) IF é dita ser um polinômio de grau no máximo m se ele 

pode ser escrito como uma soma 

onde cada P1 é um polinômio homogêneo de grau j . 

Definição 7.1.3 Seja U um subconjunto aberto de !E. Uma aplicação f : U ----) !E é holomorfa se 

para cada a E U existe uma bola Br(a) e U e uma seqüência de polinômios homogêneos Pm {onde 

Pm tem grau m) tais que 
00 

f(x) = L Pm(x - a) 
nt=O 

uniformemente para x E Br(a). 

Com essas definições mostra-se, por exemplo, que qualquer polinômio P : IE ----) IF é uma aplicação 

holomorfa (veja exemplo 5.3 de [1Vluj86]). 
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Proposição 7.1.3 /À/uy867 Scljam ]Ei,]E2, . . . ,E.,F espaços de .Banana e sega U um subc07Üunto

ater'to de IEI x E2 X . . . X En. Zgntão un7za ap/ãcação / : [/ --} F é hoZom077b se, e somente se, /IE. é
holom07:fa, para todo á = 1, 2, . . . , n.

Proposição 7.1.4 /À4uU867 Sejam ]Ei,]E2, . . . ,IE,.,F espaços de Banana e seja Z./ um subc07Üunto

aberto de F. Então 'uma aplicação / : [/ --l ]Ei x ]E2 X . . . X En é hoZom07/a se, e somente se, as /nações
coar'Z'""d" /. sã' AoZ.mor/as, pa« [od' ã = 1, 2, . . . , n, .nde /(') = (/1('), /2(.), . . . , /n(,))-

Teorema 7.1.5 /]14zÜ867 SeJ'am U C E um aberto de IE, e /n : U --+ F uma seqtlêncàa de /nações Ao-

lomorjas. Se Çin).2ü co'r\lierge unifomnemeTLte para umcl função f : U --} 'F, sobre qualquer compacto

K c U, então Q função limite f é hotomorfü.

Para a demonstração desse teorema e teoria relacionada veja IMuj861

Lema 7.1.6 Se gZ,(z) = ll: :ai,g,z: e gR(z)
(ai,g,)i?i, (ai,g.)i?i C Zi(C), então as apZácações

}Jz-.l.CLi.gRzx são funções holomorjas tais que

Zi (C) x li(C) x (C x Bi (0)

(gJ., , ga , b, z)

(g/., , ga , b, z)

(gl,gR,b,z)
(gt,gx,b,z)

n
B
.Ha

B

ii(C) x Zi(C) x (C x C

(gJ.,,ga,b,b)
(g/.,,ga,b,b l)

(gl, gx, b, b + gz,(z))
(gt,ga,b,b 1 + gn(z))

são holomorjas

Prova

De acordo com as Proposições 7.1.3 e 7.1.4 basta provarmos que cada função coordenada de .iã,
á = 1,2,3,4, é holomoifa. Como as três primeiras funções coordenadas de /lí, ã = 1,2,3,4, são
projeções temos claramente que elas são holomorfas. Assim, resta-nos mostrar que a quarta função
coordenada é holomorfa. A quarta função coordenada de .17i e de .272 também é claramente holonlorfa.

Assim, vamos apenas mostrei que as funções coordenadas de H3, ó+gl(z), e de H4, b -- l +gX(z), são

holomorfas. Para isso basta ver que podemos aproxima-las por polinõmios sobre conjuntos compactos,
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Proposição 7.1.3 (Muj86} Sejam lE1, IE2, ... , 1En, IF espaços de Banach e seja U um subconjunto 
aberto de lE1 x IE2 x ... x IEn . Então uma aplicação f : U ---) IF é holomorfa se, e somente se, f JJE; é 
holomorfa, para todo i = 1, 2, ... , n. 

Proposição 7.1.4 (Muj86} Sejam lE1, IE2, ... , lEn, IF espaços de Banach e seja U um subconjunto 
aberto de IF. Então uma aplicação f : U ---) lE1 x lE2 x ... x IEn é holomorf a se, e somente se, as funções 
coordenadas Íi são holomorfas, para todo i = 1, 2, ... , n, onde f(z) = U1(z), h(z) , . . . , fn( z )). 

Teorema 7 .1.5 (Muj86} Sejam U C IE um aberto de IE, e fn : U---) IF uma seqüência de funções ho
lomorfas. Se Un)n?.O converge uniformemente para uma função f : U - IF, sobre qualquer compacto 
K e U, então a função limite f é holomorf a. 

Para a demonstração desse teorema e teoria relacionada veja [Muj86]. 

Lema 7.1.6 Se 9L(z) = L~i ai ,gLzi e 9R(z ) = L~i ai,gnzi são funções holomorfas tais que 
(ai ,gL)i?. 1, (ai,gn)i?.l E l1(<C), então as aplicações 

li (<C) X li (<C) X <C X B1 (0) __, l1 (C) X li (<C) X (C X (C 

(9L, 9R, b, z ) 
H1 

(9L, 9R, b, b) 1----7 

(9L, 9R, b, z ) 
H2 

(9L, 9R, b, b - l) 1----7 

(9L, 9R, b, z ) 
H3 

(9L, 9R, b, b + gL(z )) 1----7 

(9L, 9R, b, z ) 
H4 

(gL, 9R, b, b - 1 + 9R(z)) 1----7 

são holomorfas. 

Prova. 

De acordo com as Proposições 7.1.3 e 7.1.4 basta provarmos que cada função coordenada de Hi, 
i = 1, 2, 3, 4, é holomorfa. Como as três primeiras funções coordenadas de Hi, i = 1, 2, 3, 4, são 
projeções temos claramente que elas são holomorfas. Assim, resta-nos mostrar que a quarta função 
coordenada é holomorfa. A quarta função coordenada de H 1 e de H2 também é claramente holomorfa. 
Assim, vamos apenas mostrar que as funções coordenadas de H3, b+ 9L(z), e de H4, b- l + 9R(z) , são 
holomorfas. Para isso basta ver que podemos aproximá-las por polinômios sobre conjuntos compactos, 
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isto é, sejam ri,r2,r3 > 0, 0 < r4 < 1, e consideremos(gl, gX, b, z) C B,.(0) xB.(0) xJ3.(0) x-B,,(0)
Temos

1 >: ai,gl z'
{-1

}. 'i,g. ': l
{-1

<

<

<

>: 1«i,s,l . l,l:
á=m+l

oo oo

( E I':,,.i)( E I'l:)
{=m+l {::m+l

':'i-=
Como, dado um compacto Ã. C Zi((C) x Zi(C) x C x Bi(0), existem ri,r2,r3 > 0 e 0 < r4 < 1 tais
que K C .B,.(0) x B.(0) x B.(0) x B.(0), temos que a quarta função coordenada de HS é o limite
uniforme de polinâmios sobre os compactos de Zi((C) x Ji(C) x C x -Bi(0). Logo, pelo Teorema 7.1.5
concluímos que ela é holomorfa. Analogamente, mostra-se que a quarta função coordenada de /l4 é
holomorfa.n

Como composição de funções holomorfas é uma função holomorfa, obtemos, como conseqüência
des.se Lema, que as composições entre as .f7í são funções holomorfas.

Teorema 7.1.7 (Teorema da Função Implícita em espaços de Banach) Sejam U um sub-
conlurzto aberto do espaço de Barraca E e V um subcongunÉo aberto de (C. Sega A : U x y --, (C uma

ap/icaçãa hoZom07#. Suponha que ezísta (aO, bo) C Ux\' taZ que g(ao, bo) / 0 e A(ao, bo) = 0. Então
e«i.te um« «{.ánA-ç« Uo de «o . um. ání« pZíc.çâo .Z.m.r/a g : Uo --, }' t.Z que A(z,g(:«)) = 0,

Vaç C Uo

Para a demosntração desse Teorema da Função Implícita ver IKra821 e ICha851

7.2 A escolha certa

No Capítulo 6 foi mostrado que o conjunto de parâmetros infinitamente renormalizáveis (.fl, /X, b) €
Z)L x 2)X x (0, 1) constitui uma laminação Oo do espaço de parâmetros, onde cada folha é o gráfico de
alguma função de (.fl, .fR). Já em IAC06j, no caso linear, foi mostrado um pouco mais, ou seja, que as
folhas da laminação são de classe C"". Em ambos os casos cada folha r dessa laminação foi obtida por
aproximação da seguinte maneira. Fixada uma combinatória I' = {(aO, ko), (ai, kl), . . . (a«h.), . . .}.

temos a folha r = Z:(1') da laminação associada a I', e fixadas /L e /x vimos que r(1') intersecta
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isto é, sejam r1, r2, r3 > O, O < r4 < 1, e consideremos (gL, 9R, b, z) E Br1 (O) x Br2 (0) x Br3 (O) x Br4 (O). 

Temos 

00 m 00 

1 L ai,gL zi - L ai,gL zi l < I: lai,gL 1 · lz li 
i=l i=l i=m+l 

00 00 

< ( I: lai ,gLI)( I: lz li) 
i=m+ l i=m+l 

rm+I 
< r1. _4_ 

1- r4 

Como, dado um compacto K e l1 (C) x l1(C) x C x B1 (0), existem r 1 ,r2,r3 > O e O < r4 < 1 tais 

que K C Br1 (0) x Br2 (0) x Br3 (0) x Br4 (0), temos que a quarta função coordenada de H3 é o limite 

uniforme de polinômios sobre os compactos de li (C) x l1 (<C) x C x B1 (O) . Logo, pelo Teorema 7.1.5 

concluímos que ela é holomorfa. Analogamente, mostra-se que a quarta função coordenada de H4 é 

holomorfa. ■ 

Como composição de funções holomorfas é uma função holomorfa, obtemos, como conseqüência 

des_se Lema, que as composições entre as Hi são funções holomorfas. 

Teorema 7.1.7 (Teorema da Função Implícita em espaços de Banach) Sejam U um sub

conjunto aberto do espaço de Banach E e V um subconjunto aberto de C. Seja J\. : U x V--> (C uma 

aplicação holomorfa. Suponha que exista (ao, bo) E U x V tal que~~ (ao, bo) i- O e A(ao , bo) = O. Então 

existe uma vizinhança Uo de ao e uma única aplicação holomorfa g : Uo --> V tal que A ( x, g( x)) = O, 

\:/x E Uo . 

Para a demosntração desse Teorema da Função Implícita ver [Kra.82] e [Cha85]. 

7.2 A escolha certa 

No Capítulo 6 foi mostrado que o conjunto de parâmetros infinitamente renormalizáveis (h, f R, b) E 

DL x VR x (O, 1) constitui uma laminação Cº do espaço de parâmetros, onde cada folha é o gráfico de 

alguma função de (h, f R)- Já em [AC06], no caso linear, foi mostrado um pouco mais, ou seja, que as 

folhas da laminação são de classe C 00
• Em ambos os casos cada folha[, dessa laminação foi obtida por 

aproximação da seguinte maneira. Fixada uma combinatória r = {(ao, ko), (a1, k1), . . . (ankn), ... }, 

temos a folha[, = L(f) da laminação associada a r, e fixadas h e f R vimos que L(f) intersecta 
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a fibra {(/L,/n)} x (0, 1) em um único ponto Z)* = b*(1'), onde esse parâmetro b* foi obtido pela
intersecção de intervalos encaixados, isto é,

{b*} z,(r)}

Assim como vimos na Seção 5.3 os extremos dos intervalos 7ooai ij'n-i são dados pela intersecção
da fibra {(/L, /a)} x (0, 1) com as folhas associadas aos parâmetros b que são soluções de equações
do tipo

.e«':(b - l)

.d« '(z')

onde os inteiros r« e in são determinados pela seqüência (finita) ((aO, ko), (al, ki) . . . (a« 1, X;. l)).

Com isso temos que o parâmetro b* = b*(1') é o limite de uma seqüência (b;)«?i, onde cada b; é
um dos bordos do intervalo Tn.l = :rÊIEI ''ian"'' , e assim observamos que existem duas possibilidades
para cada b;. Para o que virá adiante, essa dicotomia será eliminada pela combinatória I'. Mais
precisamente, suponhamos, sem perda de generalidade, que a dicotomia dos b;l.'s foi eliminada até o
índice n 1. Assim, como procedemos para determinar qual bordo de Tn l deve ser o b;? A resposta
é simples mas será melhor compreendida mais axiiante quando ficar explícito o uso dessa escolha dos
b;'s. Até aqui sabemos que os bordos de Tn são as soluções de Or+n = 0 e 01. = 0. E assim a escolha
de b; segue a seguinte regra:

e

(a) se a« - então Z,;l é a solução de 0Ü =0

(b) se an = + então b; é a solução de 0X. = 0,

(veja Figura 7.3).

Como usaremos muito essa seqüência (b.)«?i assim determinada, para não precisarnaos repetir
toda essa escolha dos b. 's, daremos a ela o nome de escoZAa certa.

Cabe aqui observarmos uma relação importante entre a escolha certa e as seqüências de inteiros

7.2. A ESCOLHA CERTA 

a fibra { (h, J n)} x (O, 1) em um único ponto b* 
intersecção de intervalos encaixados, isto é, 

111 

b* (r), onde esse parâmetro b* foi obtido pela 

00 

{b*} = {b(r)} = n TªO<Tl- ••ªn kok1 ... kn . 
n=O 

Assim como vimos na Seção 5.3 os extremos dos intervalos r;
0
°~1

_::;,,"_-/ são dados pela intersecção 
da fibra {(h, fn)} x (O, 1) com as folhas associadas aos parâmetros b que são soluções de equações 
do tipo 

e 

onde os inteiros rn e ln são determinados pela seqüência (finita) ((cro, ko), (cri, k1) ... (crn-1, kn-d) . 

Com isso temos que o parâmetro b* = b*(r) é o limite de uma seqüência (b~)n>l, onde cada b~ é 
um dos bordos do intervalo Tn-l = r;

0
°~1.::;,,n_~1

, e assim observamos que existem duas possibilidades 
para cada b~. Para o que virá adiante, essa dicotomia será eliminada pela combinatória I'. Mais 
precisamente, suponhamos, sem perda de generalidade, que a dicotomia dos b~'s foi eliminada até o 
índice n - 1. Assim, como procedemos para determinar qual bordo de Tn- l deve ser o b~? A resposta 
é simples mas será melhor compreendida mais adiante quando ficar explícito o uso dessa escolha dos 
b~'s. Até aqui sabemos que os bordos de Tn são as soluções de O;!;, = O e Oi;; = O. E assim a escolha 
de b~ segue a seguinte regra: 

(a) se crn = - então b~ é a solução de 01- = O 
n 

(b) se CTn = + então b~ é a solução de ot = O, 

(veja Figura 7.3) . 

Como usaremos muito essa seqüência (b~)n~l assim determinada, para não precisarmos repetir 
toda essa escolha dos bn 's, daremos a ela o nome de escolha certa. 

Cabe aqui observarmos uma relação importante entre a escolha certa e as seqüências ele inteiros 
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solução de 01. = 0

an == --

an--l
.k.-i

b = n/v20:r=lllET'

(a, /3)

Figura 7.3: Intersecção dos intervalos 7E: lw 's.

.à.

solução de 0Z,.

(rn)n?0 e (Zn)n?O, ou seja, se a, = além de termos b; como a solução de 0ã = 0 vale também que

Í r«+i = r« + k,.!«
1. !n+l = rn + (kn + l)Zn

e se a« = +, além de termos b; como a solução de Orn = 0 também vale

Í r«+l = (k« + l)r« + Zn
l l«+i = Xh.,r« + Z,

(7.5)

(7.6)

7.3 Notação das composições

Consideremos uma conlbillatória

l ).\ /. l.\ rn. Z.\ \
'z ./ ]})
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b solução de Otn = O 
--

----------~----· -----

--------- - ------------ --- ---~---- --- -

ç 

solução de Oi°: ~ O 

( a, /3) 

Figura 7 .3: Intersecção dos intervalos Tf
0
°_·_:f: 's. 

(rn)n:::::o e (ln)n ::::: o, ou seja, se O"n = - além de termos b~ como a solução de Oi": = O vale também que 

e se O"n = +, além de termos b; como a solução de o:n = O também vale 

{ 
rn+l = (kn + l)rn + ln 

ln+l = /;irn + ln 

7.3 Notação das composições 

Consideremos uma combinatória 

(7.5) 

(7.6) 
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e a aplicação infinitamente renormalizável correspondente / dada por

/(,) b + /z,(a)

b - l + /a(z)
- a(,)
- H(.) z C (0,bl

De acordo com a lei das aplicações de retorno, vemos que cada -lÜ é a composição de .Zq, com
.i;h (ou vice-versa) um certo número de vezes e em uma certa ordem que são determinados pela
combinatória I' e pelo ponto z onde a aplicação -& está sendo aplicada. Com isso a cada trajetória
{#, /(aç), /'(z), . . . , /i(z), . . .} associamos uma seqüência w = w(z) = {wilÍ?o, onde para cada á 2 0
temos que w{ = .Z., se /'(3ç) < 0 ou w{ = R se /i(z) > 0, de maneira que /m significará m composições
de Ft com .i;h nã ordem determinada pela combinatória I' e pela trajetória do ponto aç. Ou seja

/"(n) = 10;5:Fw.l(z) = Fw. . . Fw.., . . . . ' Fw: . Fw.(3).

Nos casos em que z é um dos limites 0 ou 0+ então wo :: .L ou wo = R, respectivamente

(7.7)

7.4 Analiticidade numa família a 3 parâmetros com ramos afins

Nesta seção vamos mostrar a analiticidade das folhas da laminação dos infinitamente renormalizáveis
em uma família a 3 parâmetros. Isto servirá como introdução ao caso mais geral da próxima seção.
Seja {/a.P,bla,p,b com (a,/3, b) € (0, 1)3 a família de funções do intervalo ló 1, ól dada por

b + '-z se # C ló 1,0)
b 1 + P:' se z c (0, ól

Para essa família provaremos o seguinte

f.,p.b(= (7.8)

Teorema 7.4.1 0 coÜunfo dos parâmetros án$nãÉamenée Tenor,rtaZízáueàs (a,P, b) C (0, 1); é uma

laminação onde cada folha é o gráfico de alguma junção analÍticcl de Ça.Í3)

Inicialmente, fixada uma combinatória I', temos a aplicação infinitamente renormalizável / cor.
respondente dada por

''«,-l i:!r=i,. : zi:i : , c ló* - i,o)
3 C (0,b*j
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e a aplicação infinitamente renormalizável correspondente f dada por 

f(x) = { b + _h(x) = FL(x) , x E [b - 1, O) 
b - 1 + f R(x) = FR(x) , x E (0, b] 

De acordo com a lei das aplicações de retorno, vemos que cada ~ é a composição de FL com 
FR (ou vice-versa) um certo número de vezes e em uma certa ordem que são determinados pela 
combinatória r e pelo ponto x onde a aplicação ~ está sendo aplicada. Com isso a cada trajetória 
{x, J(x),J2 (x), ... , f(x), . . . } associamos uma seqüência w = w(x) = {wi}i2'.0, onde para cada i 2 O 
temos que Wi = L se f(x) < O ou Wi = R se Ji(x) > O, de maneira que fm significará m composições 
de FL com FR na ordem determinada pela combinatória r e pela trajetória do ponto x. Ou seja 

(7.7) 

Nos casos em que x é um dos limites o- ou o+ então w0 = L ou w0 = R, respectivamente. 

7.4 Analiticidade numa família a 3 parâmetros com ramos afins 

Nesta seção vamos mostrar a analíticidade das folhas da laminação dos infinitamente renormalizáveis 
em uma família a 3 parâmetros. Isto servirá como introdução ao caso mais geral da próxima seção. 
Seja Ua ,,B,b}a,,B ,b com (a,/3 , b) E (O, 1)3 a família de funções do intervalo [b-1,b] dada por 

{ 
b + ax 

f a,,B,b(x) = b - 1 + {Jx 

Para essa família provaremos o seguinte 

se x E [b - 1, O) 

se x E (O , b] 
(7.8) 

Teorema 7.4.1 O conjunto dos parâmetros infinitamente renormalizáveis (o:,/3,b) E (O, 1)3 é uma 
laminação onde cada folha é o gráfico de alguma função analítica de ( a, /3). 

Inicialmente, fixada uma combinatória r, temos a aplicação infinitamente renormalizável f cor
respondente dada por 

{ 
b* + O'.X 

f(x) = 
b* - 1 + {Jx 

x E [b* - 1, O) 

x E (0, b*] 
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e como vimos anteriormente também temos uma seqüência (b;l)«?i, determinada pela escolha ceda,
convergindo para b* = b*(1') e, tanto para b* = b* (1') quanto para cada b;, temos uma folha correspon-
dente. Mais precisamente, para cada n 2 0, seja L« : (0, 1)2 -+ (0, 1) a função cujo gráfico é a folha
correspondente a b;, e seja Z; : (0, 1)' --- (0, 1) a função cujo gráfico corresponde a b*. Para cada par

c!.., /3.. C (0, 1) mostraremos que essas folhas são analíticas na região (0, a«-l x (0,#««l. Mas
como cv«- C (0, 1) e /3«. C (0, 1) são arbitrários teremos (lue as folhas serão analíticas em (0, 1)2

Sendo assim, sejam a«ax, /3ma,. C (0, 1) e p = maxla«,,.,#..,.}. Para esse p tome a vizinhança
.4, como definida em (7.4) e vamos estender o domínio dessas funções -L. e -Z., para a região complexa
.4. x .,4.. Para isso o primeiro passo é complexificar a função / acima trocando a variável real # pela
variável complexa z, isto é, passaremos a trabalhar com a extensão complexa dos ramos de /:

b+ a,
b l+Pz

onde cl,/7 C .4 e z,b C C. Ao fazermos isso perdemos não só a dinâmica do problema (pois agora
não temos mais a invariância de algum conjunto como no caso real em que o intervalo ló* l,ó*l
era invariante) como a própria função de iteração, já que não existe extensão para / e sim para seus
ramos.

Vimos íl& Subseção 7.3 que a combinatória I' e o ponto z determinam a ordem das composições
de FL com .i;h (ou vice-versa). Então podemos complexificar uma composição fixada tomando z no
lugar de z. Assim /"(z) = 1 0;=1Õi Fw:l(aç) se complexiíica para

1 0;h: Fm:l(;) Fw... oFm,,. , . ... o Fu. oFm.(z)

0;=i' (Z, + .'-(.«á) + /w.(,))

onde .'-(L) = 0, ,-(R) = 1, ./L(z) = az e /n(z) = Pz. Definindo CL = Q e {n

/w:(z) = e«.z e assim a Mrmula acima pode ser escrita da seguinte maneira:

P temos que
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e como vimos anteriormente também temos uma seqüência ( b~ )n?. 1, determinada pela escolha certa, 

convergindo para b* = b*(I') e, tanto para b* = b* (I') quanto para cada b~, temos uma folha correspon

dente. Mais precisamente, para cada n 2 O, seja Ln : (O, 1)2 ---; (O, 1) a função cujo gráfico é a folha 

correspondente a b~, e seja L : (O, 1)2 ---; (O, 1) a função cujo gráfico corresponde a b*. Para cada par 

Omax, f3max E (0,1) mostraremos que essas folhas são analíticas na região (0,0max] x (0,f3max]- Mas 

como Omax E (O, 1) e f3max E (O, 1) são arbitrários teremos que as folhas serão analíticas em (O, 1)2. 

Sendo assim, sejam O'.max, f3max E (O, 1) e v = max{omax,f3max}- Para esse v tome a vizinhança 

Av como definida em (7.4) e vamos estender o domínio dessas funções Ln e L para a região complexa 

Av x Av- Para isso o primeiro passo é complexificar a função f acima trocando a variável real x pela 

variável complexa z, isto é, passaremos a trabalhar com a extensão complexa dos ramos de f: 

b+ az 

b - 1 + (3z 

onde a, (3 E A e z, b E C. Ao fazermos isso perdemos não só a dinâmica do problema (pois agora 

não temos mais a invariância de algum conjunto como no caso real em que o intervalo [b* - 1, b*] 

era invariante) como a própria função de iteração, já que não existe extensão para f e sim para seus 

ramos. 

Vimos na Subseção 7.3 que a combinatória r e o ponto x determinam a ordem das composições 

de FL com FR (ou vice-versa) . Então podemos complexificar uma composição fixada tomando z no 

lugar de x. Assim fm(x) = [ 0~01 FwJ(x) se complexifica para 

[ Om-1 F .](z) 
t=Ü w, 

onde T(L) = O, T(R) = - 1, h(z) = az e f R(z) = (3z. Definindo /;L = a e t,,R 

fwi(z ) = t,,w,z ·e assim a fórmula acima pode ser escrita da seguinte maneira: 

(3 temos que 
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1 0;=i: Fw:l(z) 0;=i:(Ó + '-(««i) + /w. (,))
Olllii: (b + ,'-(wi) + C«.z)
b + r(««m-l) + E;=i: e..,..: ' (w,,: , e«:(b+ T(.«{-i)) +( n;=i: («.).

(7.9)
Assim como no caso real, precisamos garantir a existência de solução de equações do tipo

1 0;=i: Fw:l(0) = 0 (7.10)

na variável b para cada par de números complexos a, # C .4. fixados. As soluções dessas equações
serão as extensões das folhas de aproximação b;. Mais explicitamente, temos

7n, l

b + T(Wm 1) + >: Cw... ' {lwm-, ' ' '(«:(Z, + .'-(W{ l)) = 0,

equação esta que pode ser explicitamente resolvida:

lZ

(7.11)

,'-(Wm :) + }: Cw. . . Cw,,.-:

1 + }: («... ' e'"m ,

E essa expressão para b nos mostra que b é uma função analítica de a e P desde que a soma l +
E--m-le . CWm 2 ' Cw. não se anule para a e /7 dentro da região complexa ..4i,. Mas isso é

exatamente o que assegura o Lema 7.1.2

Além disso, ainda pelo Lema 7.1.2, que garante uma minoração uniforme para o módulo do
denominador, e pelo fato de que o numerador pode ser majorado, em rliódulo, por Í:;, segue que
existe uma constante O > 0 tal que lól $ (J pala qualquer b que sda solução de uma equação como
(7.10)

l

lZ

l

]Z

e«:.'-(.«{ 1)
b- (7.12)

€".

Assim fica garantido que dentro da região .4, x .4. a função b, solução de (7.10) e explicitada en)
(7.12), é uma função analítica complexa e limitada. Esse argumento nos assegura que as extensões
das folhas correspondentes aos b;'s são analíticas complexas. Falta então garantirmos que a extensão
complexa da folha correspondente ao b* = b*(1') também é analítica complexa, e para isso bastaria
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Ü~c/(b + T(wi) + Íw;(z)) 
o:~o1(b + T(wi) + Çw,z) 

b+T(Wm-1) + L:11
Çwm- l · Çwm- 2 .. - Çw1(b+ T(Wi-1)) + (IT:-;/ ÇwJz 

(7.9) 
Assim como no caso real, precisamos garantir a existência de solução de equações do tipo 

(7.10) 

na variável b para cad~ par de números complexos a, {3 E Av fixados. As soluções dessas equações 
serão as extensões das folhas de aproximação b~. Mais explicitamente, temos 

m-1 

b + T(Wm- 1) + L Çwm-l · Çwm- 2 • • • Çw, (b + T(Wi- 1)) = O, (7.11) 
i=l 

equação esta que pode ser explicitamente resolvida: 

m-1 

T(Wm-1) + L Çwm-1 · Çwm-2 · · · Çw;T(Wi-1) 
b = - i=l 

m-1 (7.12) 

1 + L Çwm-1 · Çwm-2 · · · Çw; 
i=l 

E essa expressão para b nos mostra que b é uma função analítica de a e {3 desde que a soma 1 + 
I::,--;:1 

Çwm- i · Çwm_ 2 . . . Çw; não se anule para a e {3 dentro da região complexa Av, Mas isso é 
exatamente o que assegura o Lema 7.1.2. 

Além disso, ainda pelo Lema 7.1.2, que garante uma minoração uniforme para o módulo do 
denominador, e pelo fato de que o numerador pode ser majorado, em módulo, por l~-y, segue que 
existe uma constante C > O tal que lbl :S C para qualquer b que seja solução de uma equação como 
(7.10) . 

Assim fica garantido que dentro da região Av x Av a função b, solução de (7 .10) e explicitada em 
(7.12), é uma função analítica complexa e limitada. Esse argumento nos assegura que as extensões 
das folhas correspondentes aos b~'s são analíticas complexas. Falta então garantirmos que a extensão 
complexa da folha correspondente ao b* = b*(r) também é analítica complexa, e para isso bastaria 
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que essa última fosse o limite uniforme das anteriores. Nesse momento faremos uso do Teorema 7.1.5.

Uma vez que temos, pela escolha ceda, a seqüência (b;)«?l convergindo para b* = b*(1'), olhamos
para a seqüência complexa correspondente, ou seja, olhamos para a seqüência (b«)«Zi que está sobre
a fibra {a} x {P} x C e vamos verificar que essa seqüência é de fato uniformemente Cauchy. Sem perda
de generalidade vamos assumir que b. é solução de /I"(0 ) = 0 (ou soja, pela escolha certa estamos
imediatamente supondo que a. = -- e que vale (7.5)). Daí segue que a extensão complexa dessa

solução é a solução de IO!=lÕIFw:l(0) = 0, onde wO = -L, wl = R e os demais wi são determinados
pela órbita lateral esquerda até {n -- 1. Essa equação se escreve explicitamente como

b. + ,-(wz«-l) + }: e«,.. , '("":. , . . .e«.(b« +'''(wí i)) - 0-

Já bn+l será a complexificação da solução de 0Z,.+: - 0, isto é,

z. l

l2

(7.13)

10;=l@«+o'«': .r%:l(o) 0 (7.14)

se a«+2 :; (usando 7.5 para Z,.+l), onde os {ãi} são determinados pela órbita lateral esquerda até
[7.+l ], ou a conlp]exificação da so]ução de 0+ +. :: 0, isto é,

i0:=1*«'« : .rb:l(o)

se a«+2 = + (usando 7.5 para rn+l)). Agora observamos que 0i., . é .fz«(/k"z"+'«(0 )), sendo /Z" o

ramo esquerdo da aplicação de retorno em l0+ , Ot,.l, o mesmo que leva 0' em 01,.' Portanto podemos
reescrever (7.14) como

l OIS: Fw:l(z«(Z,«+t)) (7.16)

onde z«(b) é a complexiíicação de /k"Z"+'«(0 ). Se a«+i = + vale a rnesnla observação, desta vez

com 0,..... , onde teremos z«(b) a complexificação de /(k« i)!«+'«(0+).

Então usamos (7.9) em (7.16) e subtraímos de (7.13) para obter

z,}-- l

(b« bn+l)(l -F }: (w..-.
{-1

Z,t--l

(«:) TI («:),«(b«+l) =o
á-o
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que essa última fosse o limite uniforme das anteriores. Nesse momento faremos uso do Teorema 7.1.5. 

Uma vez que temos, pela escolha certa, a seqüência (b~)n~l convergindo para b* = b*(r), olhamos 

para a seqüência complexa correspondente, ou seja, olhamos para a seqüência (bn)n~I que está sobre 

a fibra {a} x {,6} x (C e vamos verificar que essa seqüência é de fato uniformemente Cauchy. Sem perda 

de generalidade vamos assumir que bn é solução de Jin(o-) = O (ou seja, pela escolha certa estamos 

imediatamente supondo que an = - e que vale (7.5)). · Daí segue que a extensão complexa dessa 

solução é a solução de [0~::,:01 Fw,](O) = O, onde wo = L, w1 = R e os demais Wi são determinados 

pela órbita lateral esquerda até ln - l. Essa equação se escreve explicitamente como 

ln-1 

bn + T(Wtn-d + L Çwln-l · Çwwln-Z • • • Çw; (bn + T(Wi - 1)) = Ü. 

i=l 

Já bn+l será a complexificação da solução de 01- = O, isto é, 
n+l 

(7.13) 

(7.14) 

se ªn+2 = - (usando 7.5 para ln+1), onde os {ii\} são determinados pela órbita lateral esquerda até 

ln+l - 1, ou a complexificação da solução de o:-n+l = o, isto é, 

[ Orn+knln - 1 F'.- .](O) = Ü 
i=O w, (7.15) 

se lTn+2 = + (usando 7.5 para rn+1)) . Agora observamos que ol- é jln(Jknln+rn(o- )), sendo jln o 
n+l 

ramo esquerdo da aplicação de retorno em [Ot , 01- ], o mesmo que leva o- em 01- . Portanto podemos 
n n. n 

reescrever (7.14) como 

(7 .16) 

onde zn(b) é a complexificação de Jknln+rn(O - ). Se ªn+i =+vale a mesma observação, desta vez 

com ot,.+1, onde teremos zn (b) a complexificação de j(kn-l)ln+r"(O+) . 

Então usamos (7.9) em (7.16) e subtraímos de (7.13) para obter 

ln-1 ln-1 

(bn - bn+1)(l + L Çwln- l · Çw1n _ 2 • • • ÇwJ = ( II ÇwJzn(bn+1) = Ü 

i=l i=O 
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Como vimos acima, lbn+il é limitado por uma constante O (independente de n) para a,P c .4,
Usando (7.9), segue que também lzn(b.+i)l é limitado, independente de n, por uma constante Õ > 0
Portanto

l TI'Zn--l ,. l

ló« - ó«--:l c
I' l Z.../{:=1 \'WÍ+l ' ' 'S10ln--ll

Então como o denominador é uniformemente afastado de 0, pelo Lema 7.1.2, e o numerador é ma-
jorado por (7'i', segue que ló. bn+il converge (super) exponencialmente para zero e que b. é
uniformemente Cauchy em .4, x .4..

Portanto pelo Teorema 7.1.5 concluímos que a folha limite Zlc(1') (a folha correspondente ao
limite b da seqüência (bn)n?o) é holomorfa. Como essa folha rC(1') é a extensão complexa da folha

real r(1') segue que r(1') é uma folha analítica real de6nida no retângulo (0, a..-l X (0,P«a,.l. Sendo
cl.., P«- € (0, 1) arbitrários podemos concluir que r(1') é analítica real no retângulo (0, 1)2

7.5 Analiticidade da laminação num espaço de funções analíticas

7.5.1 Espaço e topologia

Nesta seção vamos provar resultados análogos aos da seção anterior mas em um contexto mais geral
A partir de agora trabalharemos com funções (/L, /n, b) € D tais que

/l,(z) >l.q,.r,z{, vz C (--i,o), com (ai,.f,){?i c Zi
lZ

/n(:z;) - },ai,.f.z:, V # C (0, 1), com (ai,.f.)i2i c li.

Continuaremos denotando unia aplicação / desse tipo por (FL, .lh), ou (/L, /a, b) ou simplesmente

por /ó quando conveniente. Além disso vale ressaltar que para o conjunto formado por funções desse
tipo também são válidos todos os resultados provados nos Capítulos anteriores, como, por exemplo,
a existência de uma laminação formada pelos parâmetros infinitamente renormalizáveis. E como já
temos a existência dessa laminação assegurada no Capítulo 6 vamos, aqui nessa seção, provar que
essas folhas são, na verdade, analíticas assim como fizemos na seção anterior no cmo linear.

lZ
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Como vimos acima, lbn+il é limitado por uma constante C (independente de n) para a,(3 E Av. 
Usando (7.9), segue que também lzn(bn+1)I é limitado, independente de n , por uma constante C > O. 
Portanto 

Então como o denominador é uniformemente afastado de O, pelo Lema 7.1.2, e o numerador é ma
jorado por C,1", segue que lbn - bn+l I converge (super) exponencialmente para zero e que bn é 
uniformemente Cauchy em Av x Av· 

Portanto pelo Teorema 7.1.5 concluímos que a folha limite .Cc(r) (a folha correspondente ao 
limite b da seqüência (bn)n2'.0) é holomorfa. Como essa folha .Cc(f) é a extensão complexa da folha 
real .C(r) segue que .C(r) é uma folha analítica real definida no retângulo (O, CXmax] x (O, f3max] . Sendo 
amax, f3max E (O, 1) arbitrários podemos concluir que ..C(r) é analítica real no retângulo (O, 1)2. 

7.5 Analiticidade da laminação num espaço de funções analíticas 

7.5.1 Espaço e topologia 

Nesta seção vamos provar resultados análogos aos da seção anterior mas em um contexto mais geral. 
A partir de agora trabalharemos com funções (h, fR, b) E D tais que 

CX) 

h(x) = LªiJ1,XÍ, V x E (-1,0), com (ai,fL)i2'.l E l1 
i=l 

CX) 

f R(x) = L ai,fnxÍ, V x E (O, 1), com (ai,Jn)i2'. l E l1 . 
i= l 

Continuaremos denotando uma aplicação f desse tipo por (FL, FR), ou (h, J R, b) ou simplesmente 
por fb quando conveniente. Além disso vale ressaltar que para o conjunto formado por funções desse 
tipo também são válidos todos os resultados provados nos Capítulos anteriores, como, por exemplo, 
a existência de uma laminação formada pelos parâmetros infinitamente renormalizáveis. E como já 
temos a existência dessa laminação assegurada no Capítulo 6 vamos, aqui nessa seção, provar que 
essas folhas são, na verdade, analíticas assim como fizemos na seção anterior no caso linear. 
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Se denotarmos por / o conjunto das aplicações descritas acima vemos que /' pode ser identificado
com um subconjunto do espaço de Banach Zi x !i x IR, pois se /L e /x são como acima então suas

séries de potência .fl(z) = 11: 1 a ./L3ç{ e /a(n) = >ll::=i ai,/nz{ possuem a propriedade de que as

sequências (a{,.f,)i?o e (a{,/.)i20 pertencem ao espaço de Banach Zi := {(aÍ)i20 C ]R; )l:=o laÍI < oo}.
Deste modo temos uma correspondência biunívoca entre os elementos do nosso espaço /' e elementos
de um subconjunto CL x ea x (0, 1) do espaço de Banach {i x Zi x R da seguinte maneira:

. : .F --, €1 x Cn x (0, 1)

/ -,((a{,.f.)i?o,(ai,.f.)í?o,b)

(note que os conjuntos €1, 8R C Zi não são abertos em JI). A identificação faz com que seja natural
colocarmos em .F a seguinte norma: se / = (./z,, /n, b) c .F definimos

oo oo

E
n:= 1 n, :: l

ll/li;- : lz. + ll/alll: + IZ,l = EI',.,/,l+ 1««,.í,:l + lz,l

Dentro desse espaço ./' as funções possuem a propriedade de que as derivadas de seus ramos variam
continuamente na norma Zi.

Lema 7.5.1 Seja/(z) = >: :aiz: comi >1:=ilail <oo. Então dadocc(0,1) ec>0, eàsteõ >0
[aZ que >:=. lai óil < õ {mzpZáca lp'(:ç) -- /'(z)l < c para todo z € 1--c,cl, onde g(z) = )ll:=i bãz:

Prova.

Temos

1./''(z) - g'(z)l lz'':l $ (}:€1',1: :){-1

Como z C l--c, cl vale

oo oo

)i:Íi«i:-: $ }:í.'-: < ':"
{-l {-l
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Se denotarmos por F o conjunto das aplicações descritas acima vemos que F pode ser identificado 

com um subconjunto do espaço de Banach li x li x JR, pois se h e f R são como acima então suas 

séries de potência h(x ) = I:~1 ai,fLXi e ÍR(x) = I:~1 ai,fRXi possuem a propriedade de que as 

sequências (ai,hk::.o e (aiJnk::O pertencem ao espaço de Banach l1 := {(ai)i~O C JR; L~o lail < oo}. 

Deste modo temos uma correspondência biunívoca entre os elementos do nosso espaço F e elementos 

de um subconjunto EL x ER x (O, 1) do espaço de Banach l1 x l1 x lR da seguinte maneira: 

i: F - EL x ER x (O, 1) 

f 1---) ((aiJJi~O, (ai,Jnk?. O, b) 

(note que os conjuntos EL, ER e li não são abertos em l1) . A identificação faz com que seja natural 

colocarmos em F a seguinte norma: se f = (h, ÍR, b) E F definimos 

00 

IIJll.r := llhllt1 + IIJRllti + lbl = L lctnJL I + L lanJnl + lbl . 
n=l n=l 

Dentro desse espaço F as funções possuem a propriedade de que as derivadas de seus ramos variam 

continuamente na norma l1. 

Lema 7.5.1 Seja J(x) = I:~1 aixi com I:~1 lai l < oo. Então dado c E (O, 1) e E> O, existe 8 > O 

tal que I:~ 1 lai - bil < ô implica lg'(x)- J'(x)I < E para todo x E [- c,c], onde g(x) = I:~1 bixi. 

Prova. 

Temos 

00 00 00 

IJ'( x ) - g'(x)I < L ilai - bi l · lxi- ll :S ( L ilxli-l) · ( L lai - bil) 
i=l i=l i=l 

Como x E [-e, e] vale 

00 00 

L i lxli-1 :S L ici- 1 < oo. 
i=l i=l 
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Assim, dado c € (0, 1) e c > 0 tome õ = Edil;n que teremos

Ig'(Z) /'(Z)l < .

se E=: la{ -- z,{l < ó.

Esse resultado também vale em Ji (C) com um fechado contido na bola unitária no lugar de l--c, cl
Além disso usaremos a seguinte definição de função analítica

Definição 7.5.1 i./ma apZãcação L

em Zi(C) x Zi(C) e uma aplicação Ê
Ct x ea --, (0, 1) é azzaiúíca se eüstem uàzãn/zarzça y de CL x ea

V' --, C, AoZom07/a e ta{ que Z, = Êl8Lx,t

Estabelecidos esses conceitos e hipóteses utilizaremos o restante deste capítulo para provarmos o
seguinte resultado

Teorema 7.5.2 0 conjunto dos parámeíros inánifamenZe ren07maZàzáueÍs (/l, /x, b) c .F constáfui

ulr\ü laliunaçcto de :F, OTtde cctda folk,a e o grá$co de üLguTna junção anctlíticü de (.fLI fn].

7.5.2 Roteiro da prova do Teorema 7.5.2

Para provarmos o Teorema 7.5.2 seguiremos os seguintes passos. Pata facilitar a notação, identifi-
camos J:' cona fl x ea x (0, 1) e tomamos um ponto ./ - (/z,/x,b*) C ft x Ca x (0, 1) sobre uma
lâmina r da lanlinação de parâmetros infinitamente renormalizáveis. Sabemos que essa lâmina r é
o gráfico de uma aplicação

Z, : CL X eR H (0, 1)

e que possui uma combinatória associada, ou sQa,

F{(ao , ko) , (al , kl ) , (a., k.), . . .},

e assim L = -Lr e r = r(1'). Essa combinatória nos fornece uma seqüência de intervalos encaixados
7XIE'll;ann cuja intersecção é o parâmetro b*, isto é

{z,*} n 7'XZ'::=
n=0
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Assim, dado e E (O, 1) e E > O tome ó= r:,~
1
\ci-i que teremos 

Jg'(x) - J'(x)I < E 

■ 

Esse resultado também vale em l1 (C) com um fechado contido na bola unitária no lugar de [-e, e]. 
Além disso usaremos a seguinte definição de função analítica 

Definição 7.5.1 Uma aplicação L : [L x [R - (O, 1) é analítica se existem vizinhança V de [L x [R 
em l1(C) x li(C) e uma aplicação L : V - <C, holomorfa e tal que L = Llt:L xw 

Estabelecidos esses conceitos e hipóteses utilizaremos o restante deste capítulo para provarmos o 
seguinte resultado 

Teorema 7.5.2 O conjunto dos parâmetros infinitamente renormalizáveis (h, f R, b) E F constitui 
uma laminação de F, onde cada folha é o gráfico de alguma função analítica de (h, fR) . 

7.5.2 Roteiro da prova do Teorema 7.5.2 

Para provarmos o Teorema 7.5.2 seguiremos os seguintes passos. Para faci litar a notação, identifi
camos F com [L x [R x (O, 1) e tomamos um ponto f = (!1, f R, b* ) E [L x [R x (O, 1) sobre uma 
lâmina L da laminação de parâmetros infinitamente renormalizáveis. Sabemos que essa lâmina L é 
o gráfico de uma aplicação 

e que possui uma combinatória associada, ou seja, 

e assim L = Lr e L = L(f) . Essa combinatória nos fornece uma seqüência de intervalos encaixados 
Tf

0
º~1.::-:,,n cuja intersecção é o parâmetro b* , isto é 
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onde ZÉIE: l;"+' C 7:lllE:"Él" para todo n 2 0. Além disso a aplicação L é aproximada por uma
seqüência de funções -L. : é:t x ea --, (0,1), onde, para cada n 2 0, a função &, é a função

correspondente ao b;, o bordo de iZtllE'."l;n- l determinado pela escolha certa. Observemos que até
esse momento tudo isso já foi provado anteriormente.

Em seguida tomamos uma vizinhança a de (/L, /R) em Zi((C) x Zi((C) e uma bola -Bq(b*) satisfa-
zendo as seguintes condições: existe natural ni tal que, para todo n 2 ni, a função L« se estende
de uma vizinhança de (/L, /n) em ez, x fa para a como uma função holomorfa L« com imagem em
1?,7(b*). Em seguida provámos que (h)n?O é uma seqüência uniformemente Cauchy na topologia CO
cujo limite é a função L que é a extensão de L. Neste ponto usamos novamente o Teorema 7.1.5
para garantirmos que Z é holomorfa e concluirmos assim que L é analítica real por ser a restrição da
função holomorfa L.

7.5.3 Primeiro passo: vizinhanças e constantes

Podemos identificar 8L x Ca x (0, 1) com um subconjunto de Zi(C) x Zi (C) x C através de

oo oo oo oo

( >1: '{,.f,z:, >1. '{,/.#: , b) n ( }: '{,.f..: , }, ai,.f..:, b)
{-l {-l ã-l {-l

Então podemos falar, para cada elemento (.fl,/x,b) C CL x ea x (0,1), de sua vizinhança em
[i(C) x Zi(C) x C.

Fixe uma combinatória I', tome r(1') C €1 x é:a x (0, 1) (já identificado com um subconjunto de
Zi(C) x {i((C) x C) a lâmina que é o conjunto das aplicações infinitamente renormalizáveis com essa
combinatória e seja (.fl, /R, b*) C r(1').

Por hipótese sobre as funções de CL e ea, existe u C (0, 1) tal que 0 < D/L(z) $ p, V z = z + íy
com y = 0 e :« C(--1,0), e 0 < O.fn(,) $ «,V' = z+ iy com Z/ =0 e z C(0,1).

Sejam .4., 0 C (0, {) e 0 < rO < rl dados pelo Lema 7.1.2. Seja também ' = sup {lzl; z C .4P} < 1.
Pelo Lema 7.5.1, podemos garantir que existem pi > 0 e vizinhanças complexas convexas VL de
ló* 1,01 e yn de lO,ó*l, com Vt C Bi(0) e ya C Bi(0), tais que

Ogl(Z) C .4,, V Z C VL, V gZ, C B,: (/L)
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onde Tªºª1···ªn+i e Tªºª1 ···ªn para todo n > O. Além disso a aplicação L é aproximada por uma 
kok1 ... kn+l kok1 ... kn -

seqüência de funções Ln EL x ER ---+ (O, 1), onde, para cada n 2: O, a função Ln é a função 

correspondente ao b~, o bordo de Tf
0
º~1_::;,.n_-/, determinado pela escolha certa. Observemos que até 

esse momento tudo isso já foi provado anteriormente. 

Em seguida tomamos uma vizinhança U de (h, JR) em l1(C) x li(C) e uma bola Bry(b*) satisfa

zendo as seguintes condições: existe natural n1 tal que, para todo n 2: n1, a função Ln se estende 

de uma vizinhança de UL, fR) em EL x ER para U como uma função holomorfa Ln com imagem em 

Bry(b*). Em seguida provamos que (Ln)nc::O é uma seqüência uniformemente Cauchy na topologia c0 

cujo limite é a função i que é a extensão de L . Neste ponto usamos novamente o Teorema 7.1.5 

para garantirmos que i é holomorfa e concluirmos assim que L é analítica real por ser a restrição da 

função holomorfa i. 

7 .5.3 Primeiro passo: vizinhanças e constantes 

Podemos identificar EL x ER x (O, 1) com um subconjunto de li (C) x l1 (C) x C através de 

00 00 00 00 

( ~ ªí,fLXÍ, L ªí,fRXÍ, b) 1---+ ( L ªi,JLZi' L ªi,JR ZÍ, b) 
i=l i=l i= l i=l 

Então podemos falar, para cada elemento (h, f R, b) E EL x ER x (O, 1), de sua vizinhança em 

li(«:::) x L1 (C) x e. 

Fixe uma combinatória r, tome .C(r) e EL x ER x (O, 1) (já identificado com um subconjunto de 

li (C) x li (C) x q a lâmina que é o conjunto das aplicações infinitamente renormalizáveis com essa 

combinatória e seja (h, J R, b* ) E .C(f) . 

Por hipótese sobre as funções de EL e ER, existe v E (O, 1) tal que O < D h(z ) ::; v, V z = x + iy 

com y = O ex E (-1,0), e O < DfR(z )::; v , V z = x + iy com y = O ex E (O, 1) . 

Sejam Av, 0 E (O,~) e O < ro < r1 dados pelo Lema 7.1.2 . Seja também 1 = sup { lzl; z E Av} < 1. 

Pelo Lema 7.5.1, podemos garantir que existem p1 > O e vizinhanças complexas convexas VL de 

[b* -1,0] e VR de [0, b*], com VL e B 1 (0) e VR e B 1 (0), tais que 
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n

?d- jocosa
2

b 1 0 b

Figura 7.4: Ilustração das vizinhanças complexas Vt e Vn

DgR(Z) C .4., V Z € yR, VgR C B,:(/R).

Em seguida, tomemos õ > 0 tal que

Bõ(') C yt, V , C [Z,* i,01
Bõ(,) C Va, V , C lO,Ó*l

e tomemos 77 > 0 tal que

.+eL!] .Õ.
l 7

Das constantes relacionadas com .4, e v7 tiramos ainda a constante

e vamos definir p € (0,pi) tal que
P . d

---:--- < --
l 7 ' 2

Em particular, a troca de pi por p não afeta a exigência em 77:

« *H « « *T#.
Então a será -B,(.fl) x -B,(.fR).

e

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)
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~ --~ ~ 

CT33 v v v 
b- 1 O b 

Figura 7.4: Ilustração das vizinhanças complexas VL e VR. 

e 

Em seguida, tomemos o > O tal que 

e tomemos 'f/ > O tal que 

Bó(z) C VL, V z E [b* - 1,0] 

Bó(z) e VR, V z E [O, b*] 

Das constantes relacionadas com Av e 77 tiramos ainda a constante 

e vamos definir p E (O, Pl) tal que 

1] 
d= 2rocos 0 

p d --<-. 
1-, 2 

Em particular , a troca de P1 por p não afeta a exigência em 77: 

+ P + 17 < + Pl + 'f/ 1] -- 17 --. 
1-, 1-, 

Então U será Bp(ÍL) x Bp(fR). 

(7.17) 

(7.18) 

(7.19) 

(7.20) 
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7.5.4 Lâminas bem definidas numa vizinhança apropriada

Precisamos agoi'a garantir que as folhas correspondentes aos bn's, que são extensões das soluções das
equações

.d" (o ' ) .e' (o+ )

estão definidas em BP(/L) x -BP(/X). Com esse objetivo temos que garantir, primeiramente, que para
cada aplicação g = (gz,, gn, b) C -B,(/t) x -B,(/a) x B,(b*), as iterada' g!"(0) (e g'"(0)) permanecem
dentro da região complexa Vt U VR. Para sermos mais precisos, isto quer dizer que, se /:"(0') =
IO:l:Gi Fw:l(0 ), então todos os iterados IO:=tl: a«:l(0 ), com l $ m 5; !«, permaí ecem em yLU Va
e estão bem definidos, onde G«: = b + I'-(w{) + g«:. Mais especificamente, para todo m = 1, 2, . . . , in,

l Oi.0i C«:l(0') está definido e pertence a Uw.

Se z,w C yt então

GL(,) FL(W)I $ 1GL(Z) GL(««)I+IG(«,)-FL(,«)I
$ 7'lz wl+llpl /Lllz.(c)+jb Z)*l
$ ''1, wl+P+q,

(7.21)

e, analogamente, se z, w C Va então

IGR(Z) FR(«,)I $ 1GR(Z) GR(W)I+IGR(W)--FR(W)
$ 7'lz wl+llgx /xllz.(c)+lb ó*l
$ ' ' 1z wl + P + 77.

Utilizando essas desigualdades recursivantente obtemos

(7.22)

0;=Õ' c«. (o) Oll:lÕ:Fw:(o)l $ 'Y ' 1 0Z;i;' G«:(o) Ol:i'Fu:(o)l + p+ ,7

$ 72 . 1 0;153 G,. (0) 0:1:1Õ3Fw.(0)l +l(P+77) +P+77

$ ,y"'-i.lb b*l+(P+?7)(1"''2+7'"' 3+...+7+1)
$ « -- H ': ',

(7.23)
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7.5.4 Lâminas bem definidas numa vizinhança apropriada 

Precisamos agora garantir que as folhas correspondentes aos bn 's, que são extensões das soluções das 

equações 

( ou 

estão definidas em Bµ(h) x Bp(JR)- Com esse objetivo temos que garantir, primeiramente, que para 

cada aplicação g = (gL,9R,b) E Bµ(h) x Bp(JR) x B71 (b*), as iteradas in(Q) (e grn(O)) permanecem 

dentro da região complexa VL U VR. Para sermos mais precisos, isto quer dizer que, se Jtn(o- ) = 

[Oi:01 FwJ(o-), então todos os iterados [O~o1 Gw;](o-), com 1 ~ m ~ ln, permanecem em VLUVR 

e estão bem definidos, onde Gw; = b + T( wi) + 9w;. Mais especificamente, para todo m = 1, 2, . . . , ln, 

[ Q~01 GwJ(o- ) está definido e pertence a Vwm· 

Se z, w E VL então 

JGL(z) - FL(w)j < JGL(z) - GL(w)j + JGL(w) - FL(w)j 

< 'Y · Jz - wj + JJgL - hllti(C) + Jb - b*j 

< 'Y · jz - wj + p + TJ, 

e, analogamente, se z , w E VR então 

JGR(z) - FR(w)j < JGR(z) - GR(w)j + JGR(w) - FR(w)j 

< 'Y · Jz - wj + ll9R - ÍR!lti(C) + Jb - b*j 

< 'Y · jz - wj + p + TJ. 

Utilizando essas desigualdades recursivamente obtemos 

1 or=01 Gw;(O) - 07~o 1Fw; (O)I < 'Y · I 07:C;2 Gw;(O) - O?:c;2 Fw;(O) I + p + TJ 

(7.21) 

(7.22) 

< -y2 
· I 07:03 Gw;(O) - 0~03 Fw;(O)j +-y(p + 17) + p + 17 

< 'Ym- 1. jb - b*j + (p + 17)('Ym-2 + 'Ym- 3 + .. . + 'Y + 1) 

< TJ+m < o 1--y , 

(7.23) 



7.5. ANALITICIDADE DA LAMINA ÇÃO NUM ESPA ÇO DE FUNÇÕES ANALÍTICAS 123

por (7.18). Como l Oi-0i Fw.l(0) pertence ao segmento ló* -- 1, ó*l, para todo m ? 1, então l O;l:lÕi
G«.](0) C Uw«, para todo m 2 1, por causa da imposição (7.17) sobre a constante õ.

Para explicitar as dependências correias das expressões, introduziremos a seguinte notação:

A+..(gl, ga, b) = 1 0111iÕ: g.. + b + 7-(w;')l(0), (7.24)

onde {w:} é determinada pela órbita lateral direita, e analogamente A.,.(gz,, gR, b) e {wi}, onde
{wi} é determinada pela órbita lateral esquerda. O que acabamos de mostrar é que A+,. e A...
estão bem definidas para todo m 2 1, e para (gl,,gR,b) € .BP(/L) x .BP(/R) x B, (b'). Observe que
podemos ver A:L,m como a quarta função coordenada da aplicação

Zi(C) x Zt(C) x C x -Bi (0)
(gt,ga,b,z)

Zi(C) x li((C) x (C x Bi(0)

(gz, , gn , b, A. (gl , ga , b) )
(7.25)

onde H é a composição das aplicações holomorfas .FÉ, ã = 1, 2, 3,4 do Lema 7.1.6.

Agora o que queremos mostrar é que pala todo (gl, ga) c .BP(/L) x -BP(./'a) e n suâcientemente
grande, existe um único b. = b.(gt, ga) que é solução da equação

A ,z. (gl, ga, b) = 0 ( ou A+,,,. (gz,, ga, b) = 0) (7.26)

Sem perda de genes'alidade vamo supor que b7. é dado por A .Z. = 0.

Para mostrar a existência e unicidade da solução de (7.26) (para n grande), investigaremos a
injetividade da função b -' A ,l.(gl.,,gx,b), definida em B, (Z)'), e se sua imagem cobre a origem,
para quaisquer gJ., C .BP(/z,), ga C .BP(/n).

Injetividade

Para que a função b -} A.,{.(gz.,,ga, b), definida em B, (1)'), seja injetiva basta que ela satisfaça as
hipóteses do Lenta 7.1.1. Da mesma forma como fizemos no começo do Capítulo 5, temos

a
ãb A-" (g/, , ga , b)

m,--l {

E
{=i.j=i

1+ H OL., (A ,m-j(gl,gR, b))
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por (7.18). Como [ 0::01 FwJ(O) pertence ao segmento [b* - 1, b*], para todo m 2 1, então [ 0::01 

Gw;] (O) E Vwm, para todo m 2 1, por causa da imposição (7.17) sobre a constante o. 
Para explicitar as dependências corretas das expressões, introduziremos a seguinte notação: 

(7.24) 

onde {wt} é determinada pela órbita lateral direita, e analogamente A-,m(9L,9R,b) e {w; }, onde 
{ w;} é determinada pela órbita lateral esquerda. O que acabamos de mostrar é que A+,m e A-,m 
estão bem definidas para todo m 2 1, e para (gL, 9R, b) E Bp(h) x Bp(JR) x B11 (b*). Observe que 
podemos ver A±,m como a quarta função coordenada da aplicação 

li(C) X li(C) X (C X B1(Ü) 

(gL, 9R, b, z) 
-H 

1------7 

l1 (C) X li (C) X (C X B1 (0) 

(gL, 9R, b, Am(9L, 9R, b)) 

onde H é a composição das aplicações holomorfas Hi, i = 1, 2, 3, 4 do Lema 7.1.6 . 

(7.25) 

Agora o que queremos mostrar é que para todo (gL, 9R) E Bp(h) x Bp(f R) e n suficientemente 
grande, existe um único bn = bn(9L ,9R) que é solução da equação 

A-,ln (gL, 9R, b) = 0 (7.26) 

Sem perda de generalidade vamo supor que bn é dado por A-,ln = O. 

Para mostrar a existência e unicidade da solução de (7.26) (para n grande), investigaremos a 
injetividade da função b 1-t A-,ln (gL, 9R, b), definida em B11 (b*), e se sua imagem cobre a origem, 
para quaisquer 9L E Bp(h), 9R E Bp(f R). 

Injetividade 

Para que a função b 1-t A-, ln (gL, 9R, b), definida em B11 (b*), seja injetiva basta que ela satisfaça as 
hipóteses do Lema 7.1.1. Da mesma forma como fizemos no começo do Capítulo 5, temos 

m-1 i 

1 + L II 9'wm-j (A - ,m-j(9L , 9R, b)) . 
i= l j=l 
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E como gl.,: (z) € .4, (pela escolha de p, yl, VR), para todo z C Vw:, sabemos do Lema 7.1.2 que os

possíveis valores para soma l + }l:i.it llj-i gl.,.,., (A ,m-j(gl, ga, b)) ficam na intersecção do setor
So, com o complementar de B«(0) e contido na bola -B.:(0), onde 0 C (0, $) e ri > to > 0. Além
disso

11 $ 1âA ,I.(gl,gR,b)I IIg:.,...,(AI.-j(gl,gR,b))I $ Íl--;{=i.j=i

Isso garante que estamos nas hipóteses do Lema 7.1.1. Observe que para provar a injetividade não
foi preciso tomar n grande.

Imagem

Sabemos, da escolha certa, que a seqüência real (b;)«?o converge tmifoimemente para b*. Assim
tomemos um inteiro positivo ni tal que

Daí temos que se n > rzl então

clist(b;,a-B,Z(b*)) 2 IÍ

Supondo ainda que b; C B (b*) é a solução real de

.d"(o )

vamos usar o Lema 7.1.1 aplicado à função b -, A ,z,:(.fz,,/a,b). Para todo ó C aBq(b*), temos
b ó;l ? 'l, logo aplicando o Lema 7.1.1 teremos

d :t@--,..U.'/ló/Dól ' ',.f-,ZÜ ? ,...:o,
logo,

dist(0,A ,l«(/L, /a,b)) 2 ro; coso (7.27)

(veja Figura 7.5)

Por outro lado, podenaos tomar b C Bq(b*) fixo e, de forma análoga à estimativa (7.23), só que
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E como g'w;(z) E Av (pela escolha de p, VL, VR), para todo z E Vwi, sabemos do Lema 7.1.2 que os 

possíveis valores para soma 1 + I::11 rr;=l g'wm-j (A-,m- j(9L, 9R, b)) ficam na intersecção do setor 

S0, com o complementar de Br0 (0) e contido na bola Br1 (O), onde 0 E (O,; ) e r1 > ro > O. Além 

disso 

Isso garante que estamos nas hipóteses do Lema 7.1.1. Observe que para provar a injetividade não 

foi preciso tomar n grande. 

Imagem 

Sabemos, da escolha certa, que a seqüência real (b~)n:::,: o converge uniformemente para b* . Assim 

tomemos um inteiro positivo n1 tal que 

lb* -b*I < '!!. _ 
n1 2 

Daí temos que se n > n 1 então 

dist(b~, 8B17 (b* )) 2 ~ -

Supondo ainda que b~ E B11 (b*) é a solução real de 

vamos usar o Lema 7.1.1 aplicado à função b 1---7 A- ,1
11 
(h, ÍR, b) . Para todo b E 8B17 (b*), temos 

lb - b~I 2 ~, logo aplicando o Lema 7.1.1 teremos 

logo, 

(veja Figura 7.5) . 

dist(A- ,1,, (h, ÍR, b~), A-,t,. (h, ÍR, b)) ---~-----~----- 2 r0 cos0, 
lb; - bl 

(7.27) 

Por outro lado, podemos tomar b E B11 (b* ) fixo e, de forma análoga à estimativa (7.23), só que 
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imagem de aBU(b*)

b t--+ h. .t.Çfl, fn,bb

0

B, (Z,* )

Figura 7.5: Ilustração da função complexa b -, A ,z.(/z,, /n, b)

agora com ?7 :;; 0, obtermos

IA- ,z. (gJ., , ga, b) h. ,t.Ç~fl,fn*bÕ (7.28)

pata todo (gl, gX) C .B,(/t) x B,(/a), pela escolha de p

Com essas considerações a existência de solução de (7.26) seguirá de provarnaos que se (gl, ga) c
B,(/t) x -Bp(.fa) então as imagens do bordo aBo(b*) pelas aplicações

.B.(Z,*) -, C \ {0}
b -, A!. (gz,gR,b)
b n A.l.(.tFL. fn,bÜ

são curvas homotópicas. Para isso parametrizamos o bordo aB,Z(b*) por

c(t) + qe'""
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imagem de 8B1/(b*) 

b* b* E·-JR n ·. o 

Figura 7.5: Ilustração da função complexa b >---> A- ,!n (h, J R, b). 

agora com 17 = O, obtermos 

P d IA - ,ln(9L,9R,b)-A-,ln(ÍL,ÍR,b) I :S 1-, < 2' (7.28) 

para todo (gL , 9R) E Bp(h) x Bp(JR), pela escolha de p. 

Com essas considerações a existência de solução de (7.26) seguirá de provarmos que se (gL, 9R) E 
Bp(ÍL) x Bp(JR) então as imagens do bordo 8B1/(b*) pelas aplicações 

B1J(b*) -t C \ {O} 
b f--► Atn(9L,9R,b) 
b f--► Atn(ÍL , ÍR,b) 

são curvas homotópicas. Para isso parametrizamos o bordo 8B1/(b*) por 

e( t) = b* + 17e21ri t 
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com 0 $ t $ 1. Em seguida consideremos as curvas

a(t) (/t,/n,c(t))

e

b(t) = A.t. (gl, gK, c(t)),

as quais são as curvas que queremos mostrar serem homotópicas. E para isso basta ver que a aplicação

H : / x .r --, (C\ {0}

(.,t) n H(;,t) s) . '(t) + ' ' b(t)

é uma homotopia entre elm, onde / = 10, 11. Claramente isso é verdade pois como as curvas a(t) e
b(t) são contínuas segue (lue a aplicação H é contínua e satisfaz

#(0, t) = a(t), para todo t C /

H(l, t) = b(t), para todo t € /

H(s,0) = H(s, 1), para todo s C /

Pala vermos que H não passa pela origem basta observamos que, pelas desigualdades (7.27) e (7.28),

IH(s,t)l-l(l s)a(t)+sb(t)l -la(t)+s(b(t) a(t))1 2 1a(t)l slb(t) a(t)l Zd--5=;>0

Daí segue que a imagem de B,7(b*) pela função injetiva b -' At.(gt,ga, b) cobre o zero. Isto mostra
que para todo n > ni, existe unia e sÓ lm:La solução b« para AZ.(gt,gR, b«) = 0. Pelo Teorema 7.1.7
obtemos que as soluções b. são funções holoniorfas de (gl.,, gR)

7.5.5 Convergência uniforme das lâminas

Vamos ver agoi-a que essas folhas complexas, correspondentes aos b,.'s, são uniformemente Cauchy.
Sem perda de generalidade vamos asstmiir que o-. = e a.+i = + (para a«+i = é análogo), de
maneira que bn e b«+i serão as soluções das equações

A ,z.(gz.,,gx,b«) = 0 (7.29)
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com O S t S 1. Em seguida consideremos as curvas: 

e 

as quais são as curvas que queremos mostrar serem homotópicas. E para isso basta ver que a aplicação 

H : I x I - C \ {O} 
(s, t) ~ H(s, t) = (1 - s) · a(t) + s · b(t) 

é uma homotopia entre elas, onde I = [O, 1]. Claramente isso é verdade pois como as curvas a(t) e 

b(t) são contínuas segue que a aplicação H é contínua e satisfaz 

H(O, t) = a(t) , para todo t E I 

H(l, t) = b(t), para todo t E I 

H(s, O) = H( s, 1) , para todo s E I . 

Para vermos que H não passa pela origem basta observamos que, pelas desigualdades (7.27) e (7.28), 

d d 
IH(s, t)I = 1(1 - s)a(t) + sb(t)I = la(t) + s(b(t) - a(t)) I 2: la(t)I - slb(t) - a(t) I 2: d -

2 
= 

2 
> O. 

Daí segue que a imagem de B 11 (b*) pela função injetiva b ~ A1
1
,(gL,9R,b) cobre o zero. Isto mostra 

que para todo n > n1 , existe uma e só uma solução bn para A1n(9L,9R,bn) = O. Pelo Teorema 7.1.7 

obtemos que as soluções bn são funções holomorfas de (gL, gn)-

7.5.5 Convergência uniforme das lâminas 

Vamos ver agora que essas folhas complexas, correspondentes aos bn's, são uniformemente Cauchy. 

Sem perda de generalidade vamos assumir que CTn = - e Cín+1 = + (para CTn+l = - é análogo) , de 

maneira que bn e bn+ 1 serão as soluções das equações 

(7.29) 
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e

A+,,«+.(gz, gR, b.+l) = 0(7.30)

resp'cti"mente (veja 7.5). M-' A ,l.(gl, gR, b.) = IOl=lÕ:g..+,-(w{)+b«l(0) e A+.,... (gl, ga, b.+i) =

iOl=i: g.. + ,-(w{) + b«+il('«(Z'«+i)), onde ;«(b) = IOÍlno'U''+'« : g.ã. + ,-(ã{) + ól(0), analogan:ente
a (7.14), (7.15) e (7.16). Pai'a estimar a distancia enter b« e bn+l primeiro fazemos a diferença entre
(7.29) e (7.30)

1 01=: g.: + ,-(1«{) + Z,«l(0) - l Ol:i: g.: + ,-(.«{) + b«+il(z«(b«+i))

(b. b.+:)
b« b.+i

+l C)l:i: g.: + ,-(wí) + bn+tl(0) -- l OllÕ: g.. + r(w{) + Z,«+il(z«(b.+i))

Aqui estamos supondo bn # b.+l (se b« = b«+t então b. -- n.+l = 0 é melhor do que a estimativa
que vamos obter abaixo). O segundo termo da soma, em módulo, é majorado por

,yz«lz.(Z,«+i)l < y",

pOiS Zn(bn+l) C yt U yx C Bi(0). Por outro lado, aplicando o Lema 7.1.1 novamente, obtemos

Z to cos 0.

Logo

IZ,« Z,«+il $ 'jocosa

e com isso fica demonstrado que a seqüência (b«).?i é tmifoimemente Cauchy. Logo, a folha limite
dessa seqüencia (bn)n?o é holomorfa uma vez que ela é o limite uniforme de folhas holomorfas (vda
Teorema 7.1.5). Consequentemente sua restrição real é analítica. Assim a folha rc(1'), limite da
seqiiência (bn)n?o, é holomorfa e sua restrição real C(1') é analítica como queríamos.
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e 

(7.30) 

respectivamente (veja 7.5). Mas A-,d9L, 9R, bn) = [Oi:c;19wi+T(wi)+bn](O) e A+,rn+I (gL, 9R, bn+l) = 
[ o~:01 9w; +T(wi) + bn+1](zn (bn+1)), onde Zn (b) = [ o~:o-l)ln+rn-l 9wi + T(wi) + b](O), analogamente 
a (7.14), (7.15) e (7 .16) . Para estimar a distãncia enter bn e bn+I primeiro fazemos a diferença entre 
(7.29) e (7.30) 

Ü [ oi:01 
9wi + T(wi) + bn](0) - [ Oi:01 

9w; + T(wi) + bn+1Hzn (bn+1)) 
(bn _ bn+I) A-,ln (gL, 9R, bn) - A -,ln (9L, 9R, bn+I) 

bn - bn+l 

+[ o!;:,01 
9w; + T(wi) + bn+1l(O) - [ Oi:01 

9w; + T(wi) + bn+1Hzn (bn+1)) 

Aqui estamos supondo bn -/= bn+l (se bn = bn+l então bn - nn+l = O é melhor do que a estimativa 
que vamos obter abaixo). O segundo termo da soma, em módulo, é majorado por 

pois Zn (bn+1) E VL U VR C B1 (O) . Por outro lado, aplicando o Lema 7.1.1 novamente, obtemos 

Logo 
,-y1n 

lbn - bn+il :S 
0 ro cos 

e com isso fica demonstrado que a seqüência (bn)n 2'. l é uniformemente Cauchy. Logo, a folha limite 
dessa seqüencia (bn )n2'.0 é holomorfa uma vez que ela é o limite uniforme de folhas holomorfas (veja 
Teorema 7.1.5). Conseqüentemente sua restrição real é analítica. Assim a fo lha Lc(r), limite da 
seqüência (bn)n2'.0, é holomorfa e sua restrição real L(r) é analítica como queríamos. 
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