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Resumo

Este trabalho objetivo considerar os problemas da formalização teórica
dos modelos de apreçamento de ativos e derivativos em economias em de-
senvolvimento ou emergentes, onde os mercados para os ativos financeiros
básicos encontram-se ainda em fase de gestação. Pretende-se construir um
arcabouço teórico para o apreçamento de instrumentos financeiros derivativos
de renda fixa em economias onde se verificam a inexistência de ativos básicos
de renda fixa ou mesmo de sua liquidez. São também desenvolvidos mode-
los de apreçamento de opções de renda fixa que respeitem as especificidades
e idiossincrasias do desenvolvimento histórico destes contratos nestes merca-
dos de origem ambliópica. Finalmente questões relativas à gestão de risco e
construção de suas medidas em carteiras que contenham certos tipos de con-
tratos futuros de renda fixa, originados e desenvolvidos nestes mercados. são
igualmente analisadas.

Palavras-chave: apreçamento de derivativos de renda fixa, opções de renda
fixa, economias ambliópicas, apreçamento por não arbitragem em economias
ambliópicas, valor em risco, contratos futuros de DI.
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Abstract

The objective of this work is to discuss the theoretical problema in deri-
vatives pricing in developing or emerging economies, whose primitive or basic
asset markets are in the process of creation. It is algo aimed in this work the
constiuction of a theoretical pricing structure of fixed income assets and deri-
vative financial instruments in economies where the basic fixed income assets
do not trade liquidly or even do not exist as a generally priced asset class.
Fixed income option pricing models, which take indo account the termo and
conditions of the historical development of these contracto in these markets of
amblyopic origin, are also developed. Finally questiona related to risk measu-
rement and management of fixed income portfolios containing certain futures
contracts, originated and developed in these markets, are analyzed as well.

Keywords: fixed income derivatives pricing, fixed income options, amblyopic
economies, arbitrage pricing in amblyopic economies, value-at-risk, DI future
contracts.
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Notação Utilizada

'4t,r

B(t, T)

Processo de ajuste financeiro diário do contrato fu.
furo de DI em t com vencimento em T.

Preço de uma obrigação de cupom zero de renda fixa
em t com vencimento em T

IBt

Numerário em t resultante da acumulação discreta
geométrica das taxas diárias de juros de overnight.

Numerário em t resultante da acumulação contínua
das taxas instantâneas de juros.

C(7', T + Õ, gh) Valor da opção de compra de taxas a termo implícitas
nos contratos futuros de DI entre os períodos T e
T+Õ

F'(t, TA ,Z ) Preço a teimo de referência de um contrato fuuro de
DI em t para o período entre TA e 7}.

Ej (t) Taxa de juros a teimo de um dia em t para os períodos
liZ}, 7:+il, implícita nos preços de referência dos con-
tratos futuros de DI.

G(0) Processo estocástico de ganho da estratégia de inves.
cimento 0.

z.:(t) Taxa de juros a termo de um dia para o período
l7;, 7l+il em f, implícita nos preços de referência dos
contratos futuros de DI.

M(s, 7') Processo de ajuste de margem instantâneo para um
contrato futuro de DI em tempo contínuo.

MI,Mt Valor de referência de mercado em t de uma posição
em um contrato futuro de DI.
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À/ltM: Valor de deferência de mercado em t do favor de
correção de uma posição em um contrato futuro de
DI

N' Valor nominal ou principal

0. Taxa de overnight de um dia no tempo t

P (T, T -+ Õ. gK3 Valor da opção de venda de taxa a termo implícitas
nos contratos futuros de DI entre os períodos T e
T+Õ

s(t, 7') Contrato de swap PRE x DI avaliado em t e vencendo

}''(t, 7') Valor de referência em t do contrato futuro de DI
vencendo em 7'

}''*(t, r) Valor de referência em t, ajustado pelo favor de
correção decorrente do processo de ajuste financeiro
diário, de um contrato futuro de DI vencendo em 7'

g/(t, T) Taxa de retorno em t para um investimento em um
título de renda fixa livre de risco, com vencimento emT

(JBlack .T.T- \-õ Volatilidade implícita do modelo de Black para as
opções C'(T, T + õ, gÊ) e P(T, T + õ, @k).

E

E*

Matriz de covariâncias dos favores de risco

Matriz de covariâncias corrigidas dos fatores de risco
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(capítulo l

Introdução

1.1 Considerações Preliminares
Este trabalho objetivo considerar os problemas da formalização teórica dos

modelos de apreçamento de ativos e derivativos em economias em desenvol.
vimento ou emergentes, onde os mercados para os ativos financeiros básicos
de renda fixa não dispõe de títulos ou obrigações a partir das quais se possa
construir um perfil de horizontes de investimento completo. Em outras pa-
lavras, pretende-se construir um arcabouço teórico para o apreçamento de
instrumentos financeiros de renda fixa onde se verifica a inexistência de um
perfil temporal de investimentos de curto, médio e longo prazo.

Nas modelagens clássicas da literatura financeira do apreçamento de ativos
e derivativos de renda âxa de economias maduras ou desenvolvidas. assunle-
se a existência consensual de mercados líquidos de ativos básicos de renda
fixa, ou seja, de um conjunto de títulos de renda fixa sem risco de crédito.
em que cada elemento do conjunto se refere a um vencimento de uma data
específica, ou dia, de um intervalo temporal, cuja extensão máxima é definida
por uma variável 7'* < +oo. A premissa de existência de um mercado líquido
e transparente deste conjunto de ativos básicos na modelagem e apreçamento
de derivativos de renda fixa, além de natural , justifica-se pelo próprio desen-
volvimento histórico dos mercados financeiros das economias maduras onde os
ativos básicos são constituídos numa fase anterior, atingindo altos volumes de
negociação e liquidez, para a subseqüente constituição de contratos e produtos
derivativos. Neste contexto, a existência destes mercados líquidos de ativos
básicos de renda fixa com os mais diversos prazos de vencimento, justifica his-
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toricamente a utilização desta premissa no processo de teórico de modelagem
dos ativos e detivativos de renda fixa.

Por outro lado encontramos economias onde este paradigma de desenvolvi-
mento histórico não se verifica. Nestas, certos contratos ou produtos derivati-
vos podem ser "importados"ou "criados"sem que os respectivos mercados dos
ativos básicos tenham sido desenvolvidos ou mesmo constituídos. Nas econo-.

mias em desenvolvimento, ou que padecem de certos desequilíbrios ou situações
que impedem o desenvolvimento pleno dos mercados financeiros, mais especi-
ficamente dos mercados líquidos de títulos de renda fixa básicos ou primários,
a utilização da premissa de existência de uma mercado organizado e líquido
destes títulos para a modelagem teórica de seus derivativos torna-se um ar-
gumento circular, irreal, não condizente com a evolução histórica do próprio
mercado destes derivativos, cujos preços propõem-se modelar.

Mais especificamente em certas economias encontram-se mercados de con-
tratos derivativos de renda fixa líquidos e bem organizados, em que as cotações,
termos e condições destes instrumentos são líquidas, transparentes e inequívocas,
em pleno contraste com os seus mercados de títulos básicos ou primários de
renda fixa, nestes casos ilíquidos ou mesmo inexistentes. Nas economias em
desenvolvimento, ou que sofrem de certos desequilíbrios ou patologias que im-
pedem o desenvolvimento dos seus mercados de títulos de renda fixa básicos
ou primários este quadro pode se verificar, impondo desta forma uma análise
mais criteriosa, e que respeite a evolução destes mercados, dos mecanismos de
apreçamento teórico dos ativos e derivativos de renda fixa destas economias.

Em economias historicamente inflacionárias o desenvolvimento e a orga-
nização de mercados líquidos de títulos de renda fixa podem ser fatalmente
comprometidos. A existência de um ambiente economico altamente infia-
cionário, conjugado com longos e substanciais desequilíbrios macroeconómicos
e com um ambiente legal e institucional instável potencializa as incertezas.
dificultando a tomada das decisões de consumo e investimento dos agentes
economicos para horizontes temporais de médio e longo prazo, bem como o
desenvolvimento de instrumentos pelos quais tais decisões são viabilizadas e
praticadas: . Este processo, desta feita, retarda ou inviabiliza o desenvolvi-

'Na literatura económica e conhecido o impacto negativo das altas taxas de inflação pala
o desenvolvimento de mercados financeiros sólidos e estáveis e para o processo de formação
de investimentos e poupança, como em Cagan j19561, Klein j19551 , Stapleton e Subrahmayan
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mento de um amplo e líquido mercado de títulos de renda fixa como definimos
acima.

1.2 Objetivos

Este paradigma em muito se aproxima da realidade histórica dos nossos
mercados locais. Os longos períodos inílacionários que assolaram nossa econo-
mia por algumas décadasu - período no qual nas economias mais desenvolvidas

assistimos a um forte movimento de consolidação, expansão, sofisticação e glo-
balização dos mercados de renda fixam - aliados à rupturas institucionais e do
"jogo economico" , frutos das várias tentativas e dos diversos planos de estabi-
lização economica experimentados durante este períodos contribuíram em larga
medida no estabelecimento e consolidação de uma preferência pelo curtíssimo
prazo pelos agentes de mercado ao longo deste período. Esta preferência pelo
curtíssimo prazo, por sua vez, inviabilizou a formação de um mercado de ne-
gociação líquida de títulos básicos de renda fixa de médio e longo prazo, en-
curtando desta forma o seu horizonte economico ou a sua capacidade definir
taxas marginais de substituição para horizontes mais longoss, concentrando
primariamente a ação dos agentes economicos no curtíssimo prazo.

A prevalência desta característica define economias em que predominam
ativos ou instrumentos de renda fixa de um dia apenas, onde a liquidez do
investimento é reconstituída diariamente através do mecanismo da aplicação
financeira diária ou investimento de "overnight". Estas economias, que agora
chamamos de ambliópicas, dado o curtíssimo horizonte de seus mercados de
renda fixa, carecem portanto de uma mercado líquido de renda fixa, formado
por uma coleção de títulos de renda fixa sem risco de crédito, em que cada
elemento da coleção se refere a um vencimento de uma data específica, ou dia,
de um longo perfil temporal. Estas economias ou mercados, em conjunto com

zIJina descrição interessante deste pei'iodo pode ser encontrada em Senna j1989).
'Os processos de globalização e sofisticação dos mercados financeiros são bem desenvol.

vidos em Smith e Walters 120031 e Giddy j19941.
"Vários foram os planos de estabilização económica lançados neste período e bem conhe-

dos são os seus efeitos nefastos nos mercados financeiros, ver Senna j1989].'
'Para a importância da formação de taxas marginais de substituição para os diversos

horizontes temporais ver Hirshleifêr j19701 .
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os seus ativos e instrumentos de renda fixa, serão formal e matematicamente
definidas, de forma a permitir a utilização do ferramentas teórico financeiro
tradicional de apreçamento por não-arbitragem.

Neste contexto algumas questões se impõem. Como certos contratos ou
produtos derivativos de renda fixa (ou sintéticos de renda fixa) são teorica-
mente apreçados, dada a inexistência de mercados líquidos ou organizados
dos ativos básicos? Como se aplicam os paradigmas clássicos da Teoria de
Apreçamento de ativos nestas condições? Por quais mecanismos as economias
ambliópicas equacionam as questões de completamento dos mercados de renda
fixa? Estas questões e outras questões serão alvo da análise deste trabalho nos
capítulos que serão desenvolvidos a seguir, e que não são usualmente tratadas
pela literatura financeira clássica.

1.3 Organização do 'lFabalho e Principais Re.
multados

Inicialmente será construída a conceituação e formalização dos ativos ou
instrumentos de investimento constituintes de uma economia ampliópica. Esta
por sua vez será definida e suas limitações teórico-formais serão verificadas. Ao
mesmo tempo mecanismos de apreçamento serão desenvolvidos a partir da con-
ceituação e formalização de certos contratos financeiros ou produtos derivativos
adicionais que respeitem a evolução histórica das economias ambliópicas, e que
permitirão o desenvolvimento dos elementos teórico formais para a construção
dos teoremas fundamentais de apreçamento das economias ambliópicas.

Neste sentido será demonstrada a possibilidade de criação de uma coleção
de ativos básicos de renda fixa {ll. }, ou de obrigações de renda fixa, livres de
risco de crédito, para um espectro temporal integral, que reílitam as expecta-
tivas de acumulação de taxas de juros diários até uma data terminal 7'. Estes
ativos de renda fixa li7' serão rigorosamente construídos através de estratégias
de investimento Ot - envolvendo investimentos no único ativo da economia am-
bliópica e posições em contratos futuros de DI - cujo processo de ganho Gt
replique os de uma obrigação básica de renda fixa.
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O resultado. principal deste trabalho reside na comprovação da existência
nos mercados Ütq'(©), completados por contratos futuros de DI. de uma me-
dida de probabilidade (Q risco-neutra tal que os preços de referência dos contra-
tos futuros Pt,r reflitam as expectativas de acumulação das taxas overnight. O
mesmo será desenvolvido para os mercados !$t$(©) completados por contratos
de swaps.

Numa segunda parte, modelos de apreçamento de opções de renda fixa so-
bre estes contratos futuros serão construídos, normalizados e propostos tendo
em vista as especificidades e idiossincrasias de sua origem ambliópica. Isto
será atingido em paradigmas de modelagem integralmente adaptados à reali-
dade de mercado destes instrumentos e ao formalismo teórico desenvolvido nos
capítulos anteriores.

Para tanto as definições e formalizações desenvolvidas nos três primeiros
capítulos serão reconstruídas a partir de um paradigma de formalização ma-
temática de tempo contínuo, com o propósito de acomodar o arcabouço teórico
de apieçamento de opções de contratos futuros de DI, que será desenvolvido
no capítulo quanto deste trabalho. A estratégia de modelagem adotada neste
capítulo consiste em modelar as taxas no seu nível mais primitivo de incerteza.
ou seja, modelar as taxas a termo diárias, uma vez que o caráter ambliópico
das economias, assim definidas, induz a formação de expectativas a partir da
acumulação das taxas overnight ambliópicas.

Resulta deste esforço a derivação das condições de não-.arbitragem para os
parâmetros de viés e volatilidade que modelam o processo difusivo da taxa
forward de um dia -Li(t) e que posteriormente alimentam a derivação do pro-
cesso de preços de referência a termo dos contratos futuros.

Finalmente na terceira e final parte deste trabalho, problemas e questões
relacionados com a mensuração e gestão de risco de carteiras de renda âxa
que contenha.m estes contratos futuros, previamente definidos, serão formata-
dos e analisados a partir de uma metodologia clássica de mensuração de risco,
levando-se sempre em consideração às condições contratuais específicas destes
contratos, de natureza ambliópica, que exigem o desenvolvimento de procedi-
mentos de ajuste metodológico para aplicações das abordagens de mensuração
de risco de mercado baseadas no conceito Value-at-Risk (VaR).
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Capítulo 2

Economias .z\mbliópicas,
Mercados de Renda Fixa e
Completamento por Futuros

2.1 Economias Ambliópicas

No primeiro capítulo acima, foi apresentado de forma heurística e a partir
de um contexto histórico-económico o desenvolvimento das economias aqui
chamadas de ambliópicas. As mesmas serão agora definidas nesta seção. Para
tanto algumas linhas serão dedicadas à apresentação da convenção de tempoa ser adorada.

Na convenção de tempo que iremos utilizei neste capítulo a variável t C R+
representa uma data de avaliação de um instrumento ou seu derivativo no
tempo. A escala natural desta economia é um dia útil de negociação de mer-
cado. Vamos adorar a convenção que os instantes de fechamento dos mercados
nestes dias úteis são datas inteiras 0 < TI < T2 < ' ' ' < Zn < . . . < 7:* datas
de referência do mercado, sendo que a data mais distante, a data 7'* < +oo
é a data de referência mais longa da economia . As datas de observação
e avaliação são representadas por t C lO,r+l.Vamos denotar portanto por
S = {0,Ti,T2, ' ' ',Z'} o conjunto de datas terminais t onde uma avaliação
financeira é conduzida. Assim, neste trabalho as expectativas condicionais
formadas no tempo t refietem expectativas de íim de dia de negociação. No
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capítulo quanto, quando serão tratadas as opções de renda fixa, considerar-se-á
uma extensão deste conjunto para o tempo contínuo.

Os mercados ambliópicos são definidos como mercados nos quais somente
um ativo, ou investimento, de renda fixa livre de risco, com um dia de ven-
cimento é oferecido num dado tempo t, ao final do dia, aos seus agentes
económicos. Estes mercados não possuem outros ativos de renda fixa com
vencimentos além do oferecido pelo ativo (D, que será chamado de overnight.
O ativo (D é o único ativo de renda fixa da economia ambliópica. Tal carac-
terística pode ser encontrada nos mercados cuja particular evolução histórica
impossibilitou o desenvolvimento de mercados de renda fixa com títulos líquidos
de renda fixa livres de risco que formatassem inequivocamente uma estrutura
a termo de taxa de juros. Mercados embrionários em fase de gestação de
seus instrumentos, de formação e amadurecimentos de seus agentes e da sua
organização podem apresentar este viés temporal pelo curtíssimo prazo.

Além disto, nas economias vitimadas por longos períodos inflacionários.
nos quais altas e voláteis taxas de inflação agem no sentido de desestabilizar
a sua estrutura de preços relativos e dificultar a formação de expectativas de
médio e longo prazo poi parte dos seus agentes, pode-se localizar o caráter
ambiópico de seus mercados de renda fixa. Nestes mercados, predominam
ativos de curtíssimo prazo, de alta liquidez, concebidos inicialmente com o
propósito de proteger os agentes económicos dos efeitos corrosivos das altas
e incertas taxas de inflação. Em certos casos, podem se desenvolver alguns
instrumentos de prazo mais longo, indexados à taxas de inflação, de liquidez
restrita e com significativo prêmio de risco e liquidez atrelado. Não faltam
exemplos em nossa história económico-financeira recente que possam servir de
ilustração para as condições acima descritas.

Deânição 2.1: Um mercado ambZã(5pãco de renda Jüa 9Jt é um mercado
diári,o de$nido 'pel.a, eristênci,ü de nm único atino de renda $xa, denoTnina,do de
)uev"night © = X.Oi\T' , que representa umü seqiiência de investimentos feitos
ao ./ím dos dias t c S = {0,TI,T2, ' ' , T+} remunerado cz uma lata de .juros

geo'rrtétüca, Ot com co'rt'benção de coTttagem de tempo de dias úteis por ano 252,
azpressü e'm, percentual CLO a'no, q'üe produzirá um ual,or de resgcLte 'água\ a, N
no próüm,o pe'r'iodo. Isto é, e'm, t o preço do investimento é igual, a:

P(t, t + l)
N'

(l + o.)& ( 1 )
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As uaüáueàs Oi são uaüáueis ateatóha,s de$n'tdcLS em um, espaço $1tra,do de
pr'ó"Z'á/idade (Q, 3' = {g..s}, 1") qu. made/a «-«temas "«..nte « {ncede« n«
;a=a do depósito diáüo.

Vamos assumir que o processo overnight é limitado, isto é, existe uma
constante co tal que 0 $ O.(u) $ co. Isto, por sua vez, condiz com a realidade
economica.

O investimento overnight ©, cujo preço é denotado por P(t,t + 1) é o
que na literatura chamamos de uma obrigação em título de renda fixa com
vencimento de um dia. O preço P(t, t + 1) reflete a incerteza da economia para
um horizonte de um dia.

Tradicionalmente, modela-se naturalmente economias de renda fixa que
conseguem traduzir a incerteza para períodos arbitrários T de tempo. A im-
portância da existência de mercados financeiros capazes de formar taxas mar-
ginais de transformação para horizontes 7', para qualquer T > 1, dados os
conjuntos de oportunidades, ou investimentos, disponíveis nos vários horizon-
tes 7' não pode ser minimizada. O desenvolvimento e consolidação de mercados
com estruturas temporais líquidas, permite que a transferência de fundos en-
tre os domadores e doadores de recursos financeiros ocorra de forma eficiente
para os diversos horizontes 7' da estrutura temporal de investimentos destas
economias'

Assume-se tradicionalmente que a economia é formada por um contínuo
de investimentos ]B = {B(', 7')}P>o que permitem a aplicação de recursos por
um horizonte T > 0 qualquer. Neste caso, investindo-se no tempo t < T um
montante igual à B(t, T) resgata-se um valor .V no tempo 7'. Expressando
este investimento através de uma taxa composta geométrica com convenção
de contagem de tempo de dias úteis por ano, 252, pode-se escrever esta relação0

( 2 )

A coleção das taxas {g/(t, T)}t<r é chamada de Estrutura a Termo da Taxa
de Juros (ETTJ) que é objeto clássico de modelagem matemática-financeira

'Este processo encontra-se bem ilustrado em Copeland e Weston j1983j.
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desde as publicações de Vasicek j19771, Dothan j19781, Cox, Ingersoll e Ross
j19851, Ho e Lee j19861, Jamshidian j19891, Black,' Derman e Toy j19901, Black
e Karasinsky j19911, Hull e White j19901,j19931,j1994al e j1994bl, que mode-
laram taxas infinitesimais através de dinâmicas difusivas sem restrições e das
abordagens mais recentes as quais impoem às dinâmicas difusivas das taxas
a teimo restrições de não-arbitragem de Heath, Jarrow e Morton j19921, Mil-
tersen, Sandman e Sondennann j19971, Jamshidian j1997j e Brace, Gatarek e
Musiela j19971 que modelam as taxas a termo reais de mercado também sob o
paradigma de não-arbitragem.

Nas economias ambliópicas não existem, no entanto, preços de mercado
B(t,7') de títulos de renda fixa com vencimento para qualquer 7' > t + l.
pois a economia ambliópica esta limitada a um único ativo de renda fixa.
©), denominado de overnight, não permitindo que investimentos que embutam
expectativas construídas a partir de horizontes de vencimento superiores sejam
oferecidos aos agentes económicos.

Este fato peculiar não é tradicionalmente considerado na literatura de renda
fixa e constitui o objeto principal de estudo deste trabalho, tanto nos aspectos
financeiros quanto ein sua formalização matemática rigorosa.

O prolongamento desta deficiência teria conseqüências nefastas para estas
economias, prejudicando o planejamento e o processo de tomada de decisões
de produção e investimento dos seus agentes. Nestes casos a separação dos
processos de decisão ótima de investimento e produção das decisões de coiJsumo
do Teorema de Separação de Fisher não pode ser plenamente aplicado, pois
a inexistência de mercados de renda lixa com estruturas temporais definidas
impede que os agentes escolham projetos de produção e investimento ótimos
para um dado horizonte 7', até o ponto em que a taxa marginal de retorno dos
projetos iguale a taxa de retorno dada pela estrutura temporal dos mercados
de renda fixam

Como vimos acima, condicionantes histórico-económicos podem prejudicar
o desenvolvimento pleno de mercados líquidos de títulos de renda fixa. O
mercado brasileiro com seu longo histórico repleto de períodos inflacionários,

'Esta questão recebe um tratamento clássico em Hirshleifer j19701 e Copeland e Weston
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pacotes económicos e monetários, desenvolveu, no entanto, um contrato finan-
ceiro - que sem a necessidade de investimento inicial algum e sem, portanto,
proporcionar um fluxo de caixa de resgate - simulasse em seu valor de deferência
o preço de uin título básico de renda fixa livre de risco.

Este tipo de contrato é um contrato futuro que refiete expectativas de
acumulação de ganhos de overnight para o seu período contratual. Assim. com
a introdução de contratos derivativos deste tipo conseguiu-se integrar os efeitos
e conseqüências da ambliopia de forma única e original. Matematicamente esta
questão não foi tratada na literatura como no caso de Harrison e Pliska j19811,
Cochrane j20011, entre outros, pois completamentos por meio de derivativos
são usualmente feitos com derivativos que envolvem um custo de entrada ou
um fluxo de caixa de resgate, o que não é o caso em questão.

Matematicamente precisamos de uln arcabouço teórico que permite o com-
plemento de uma economia ambliópica !)Jt por meio de uma coleção @ de
contratos futuros, p c 'F, que resolva a incerteza para períodos arbitrários de
tempo'

Definição 2.2: .Em uma economia amb/á( áca !m = ím(©)) sobre o espaço
(Q,3 - {3'..s},P'), de$ne-s' um cona«t. /ufur. p(t.,7') 'de taz« de .juros
'.ZeZ'"# 'm to > 0 «m «ncã".ent. .m ]" > to c.«o «n'í' "« P« P(fo, I') =
({y(', r)}..to,r*], {..'{,,,},.to,r*]) campo.t. po"; ' '

(i) preços de referênci,a, VÇs, T) formados pel,o mercado de forma, que o pro-
cesso y(' , 7') : S x {2 --, R+ sda 3t-mensuráueZ. Estes preços emóutem
e:zpectafàuas de acámuZo de rendimentos e g anta/icem nuestámentos ne-
=ess(trios para a, obtenção de um ual.or de resgate N 'n,o uen,cimento do
contrato.

SContratos futuros deste tipo tiveram sua negociação iniciada na segunda metade da
década de oitenta pela Bolsa de Mercadorias e Futuros (BÀ'IF) em São Paulo e apresentaram
uma crescente e significativa aceitação junto às instituições financeiras locais. Tendo evoluído
a partir de formatações iniciais, os contratos futuros de depósitos de um dia, ou contratos
DI, como são conhecidos no mercado local, são diariamente e liquidamente negociados pelos
agentes económicos na BMF. A cada valor de referência do contrato corresponde uma taxa
de juros .implícita negociada, sendo que o cálculo do valor de referência correspondente à taxa

negociada é feito pela a mo=oa de (ácida pel: item 4, acima, onde r' é usualmente igualado a
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(ii) ..4.j«te; d. m«ry.n; .'ç {.4,,r}.cs,,sr ácido por.

'4.,r }''(s, 7') }''(s - 1, r)(l + o,--)'b ( 3 )

!ue co'nstituem o Buxo (ie caiba do contrato e q'ue reF,atem a,o $m do dia
is Hutuüções do merca,do das taxa,s de depósito ©.

As taxas implícitas contratuais dos preços de referência dos contratos fu-
turos são obtidas pela seguinte relação:

}''(t, T)
N'

(i + g/(t, r)){# ( 4 )

Utilizando o conceito de mercados ambliópicos desenvolvido nos itens an-
teriores e os contratos futuros acima definidos, inicia-se a construção do seu
processo de correção.

Definição 2.3: S'©a Ím(©) um mercado amb/à(@dco de renda ./iza. C/ma
pré-cor'ração de ambtiopia por me'to de contratos fstnros tpÇt,T) com valor de
esgctte N é um mercado SHo fo'rvrTlado IE)el,o inuestivn,e'nto oue'rbight (D e por
"«.«, 'o/eçã' Q' - {p(t, T)} de «nf«tos /utu«.. P(f, 7') «. q-á. « «g«{nt«
:ondições se ueü$cam:

(i) Pam qualquer t > 0 , ezásfe uma /amzaáa @ = { (t, T)}r:,.t de contratos
/uturos p(t, T) ceZeZ'fados em t C S e vencendo em T para todo T < T+,

(ü) O preço de referência }'(t, 7') par'z o /ufuro é ta/ que 0 < V'(t, T) < N

A primeira condição garante a existência de vencimentos 7', para todos os
t < T < T+, em cada data de negociação t, cobrindo o espectro temporal até o
tempo terminal T+ , enquanto a segunda condição assegura a existência de taxas
implícitas positivas em todos os preços de referência de contratos negociados.

Como verificado anteriormente, para cada contrato p(t, 7'), existe uma taxa
de juros negociada, ou de referência do contrato, Z/(t, 7'), implícita no seu valor

11



de referência correspondente ao seu prazo de vencimento. Com a garantia
de existência de uma seqüência de vencimentos negociados {p(f, T)}r>t, dada
pela primeira condição acima, podemos obter uma seqüência de taxas de juros
implícitas, {Z/(t, 7')}r>t , para todos os vencimentos 7', tal que t < T < T+.

Esta sequência de taxas de juros implícitas, {Z/(t, T)}r>t permite que uma
curva de rendimentos sintética (implícita nos preços de referência dos con-
tratos) a termo, ou /orward, composta por taxas de juros implícitas a termo
{/(t, Z, 7j)}T>t,j>{. O processo de determinação da taxa a termo,
/(t, Z, 7j)p>t,j>i, é apresentado na definição que segue abaixo.

Definição 2.4: Para uma colação de /ufuros {p(t, 7')}r>t
Lazüs de j'raros Q te'r"mo, fÇt,Ti,Ti)T-;t.jn, como

de$ne-se as

/«,'t,u»«,.-ltÍ;i;tj:: 1'%
( 5 )

Observa-se que para o cálculo das taxas de juro a termo /(t, Z, %)]«>t,j>í
as mesmas convenções de tipo de taxa, geométrica, e de contagem de dias,
úteis, são adoradas.

Com esta definição, decorre que, o preço de referência, y(t, T), pode ser
expresso por meio da relação:

h.r
N'

T l

ll (i + ./'(t, '))á'
s::Íl+l

( 6 )
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2.2 Estratégias de Investimento e Correção de
Ambliopia

Com as definições, ora em mãos, dos ativos de overnight (D e dos contratos
futuros de DI, @', os quais, como mencionado anteriormente, são liquidamente
negociados em mercados organizados de bolsas , e das hipóteses relativas às
condições de pré-correção da Definição 2.3, pode--se agora proceder ao desen-
volvimento dos mecanismos de correção ambliópica do mercado !m(©)$

Serão formalizadas as seguintes definições necessárias para a construção
das estratégias de investimento de correção de ambliopia.

Definição 2.6 [/ma estrat(g a de investimento em uma economia am-

biã(5pâca 9]t(O)$ pré-comÍgida por futuros é um processo estocástico 0 c L2 (S x
Q,R'':) q«..'

0 : 5 x (2 --.> 1Rr+ represente

l.Ü 0} é o dinheiro investido em t no atino ouemight ©

t\Ü (4 é a. posição de contratos futuros com vencimento na, data T

Denotamos o conjunto das estratégias de investimento em !m'> como sendo
o(m').

Exemplo 2.7

Conta remunerada Q3: E uma conta obtida pela re-aplicação do inves-
timento inicial 01 = 1 de R$ 1 somente no ativo overnight, isto é: 0/ -
0}.:(1 + ot-i)!b. O valor remanescente na data t > 0 da conta B é denotado
por

'Termos e condições contratuais de negociação dos contratos futuros de DI podem ser
encontrados no endereço eletrõnico: www.bmf.com.br
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t

ll(i + o:)ü
á-l

Exemplo 2.8

Estratégia de re-investimento com consumo. Neste caso, o dinheiro resga-
tado é re-aplicado parcialmente. Definimos o processo de ganho de recursos
como sendo G:(0) : lO,r+l x (2 --, ]R dado por: G}(0) = 01.:(l + ot-i)á -- 01.
G}(0) representa as sobras de caixa na data [ > 0 que não são re-investidas
para o período seguinte.

Uma estratégia de investimento será considerada como um processo es-
tocástico T+-dimensional, {0t, t ? 0}, cujos componentes Ot, Of, ..., Of' são li-
mitados e representam posições de investimento em f nos ativos da economia
!)R'} composta pelos T+ instrumentos financeiros disponíveis. Esta estratégia
de investimento será construída através da utilização de posições tomadas no
ativo básico inicial, Ot, e em contratos futuros ©(t, 7') de ím@ que permitirão a
construção sintética, num tempo inicial t, de um instrumento de renda fixa que
reproduz os fluxos de caixa de um título de renda fixa livre de risco para qual-
quer vencimento T, e para todos os t < T < T+. Isto será possível investindo-se
uma quantidade inicial de dinheiro em Ot e tomando-se uma posição equiva-
lente comprada em contratos ©(f, T). O re-investimento dos ajustes positivos
decorrentes da posição nos contratos futuros no ativo overnight e financiamento
dos ajustes negativos pelo montante inicialmente investido em Ot, reproduzem,
para o tempo de vencimento T, os fluxos de caixa de um título de renda fixa
livre de risco, de acordo com a dinâmica de íina] de dia representada pela
Tabela 2.1s. Nesta tabela desenvolve-se um exemplo para um período de três
dias no qual a estratégia de investimento acima é reproduzida.

sNa tabela 2.1 abaixo V(t{, tj) é denotado por }/t:,t, , sem perda de generalidade.
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Tabela 2.1

?luxo de caixa, resultante de inuestim,entoa em oue'r"night e posições toma.
las em contratos futuros

Para que essas idéias possam ser rigorosamente formalizadas precisamos de
algumas definições matemáticas:

Definição 2.9 Z)e$námos o processo de ganas
0(9Rq'(©)) como sendo o processo esfocástãco

de uma. estratégia, 0 C

G(0) : 10, Z+l x Q --, R

dado por: Gt(0) G}(0) + >1: C'f(0), o«de Gr(0) de«of«.
TCS,T>l

(i) p«« r \ o ganho no atino oue'm'tght.

G'} (0) o;..:(l + o.-:)ü - o} ( 7 )

k\Ü Para T > \ o ganho de 'm,ardem do contrato juXuro QT com uen,cimento
em T
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Gr(0) o7..: 11''(t, z') - }''(t i, ]")(i + o.-:)ÜI ( 8 )

Nota-se que Gr(0) não contém o termo 07', pois os futurosÍ®rlrcs exigem
um desembolso nulo para entrada.

A resolução total da ambliopia será feita mediante investimentos e posições
que envolvam desembolsou iniciais e resgates terminais. Isto requer que ma-
tematicamente possamos negociar livremente a carteira 11(0) baseada em es-
tratégias de investimento f? c 0(9Rd'((D)) cujos ajustes de margem decorrem
do próprio overnight conforme visto anteriormente na Tabela 2.1. Define-se
assim:

Definição 2.10 Z./ma estratégia de ãnuestimento 0 c O(mt'((D)) é data
Chuto-$n,anciauel, se para qual,quer t C S:

oã+ :a,(o)
s::0

t

( 9 )

Isto significa que os fluxos de caixa gerados pelos ajustes contratuais ..'lt
são financiados ou absorvidos pelos investimentos em overnight (D.

A coleção de estratégias auto-financiáveis será denotado por O*(9Rq'((D)).
Será considerada como hipótese a existência de um mercado líquido de nego-
ciação dos certiâcados, llt,r(0), que fornecem os fluxos de caixa das estratégias
de investimento 0 c O*(Dtq'(©)). '

Em outras palavras exige-se que instrumentos líquidos e negociáveis, re-
presentados pelos certificados 11(0) que garantem o lepasse incondicional dos
fluxos de caixa gerados pelas estratégias auto-íinanciáveis 0 c O*(!m@(©)),
existam para qualquer tempo de avaliação t e horizonte de investimento 7'.
ambos pertencentes ao conjunto de datas S. Estes instrumentos negociados
liquidamente tem seus preços formados pelos agentes da economia 11R4'(©), que
amuam neste mercado sob os pressupostos usuais de negociação6

'As premissas usuais de negociação implicam na existência de mercados eficientes, fra-
cionarios, sem custos ou impostos, no qual investidores podem cotnprar e vender ativos
livremente, sempre preferindo um llível de riqueza maior a outro menor.
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Hipótese 2.11 Urna com'eção de amblãopía para uma pré-correrão ÍDt'> é
L existência, de um mercado organizado 'Dito caractere,fado Teta n,egoci,ação da,
coZeção de dos atados de renda .Hza {11(0)}o.o*(Ót') resultante das esfrufÜ as
de {nuest mento em O*

Observa-se igualmente que a coleção de ativos de renda fixa {llt,rJt,a"cs,t<7',
é constituída por certificados llt,r que exigem um desembolso inicial, ou inves-
timento, para o período it, Z'l C 't. Este desembolso inicial representa o custo
de entrada ou preço de aquisição, sempre positivos, dos ativos llt.a., formados
pelo mercado Üt@(©) na ausência de arbitragem. Isto implica economicamente
na inexistência de uma carteira de arbitragem cujo custo de entrada seja ne-
gativo e seu ganho seja sempre positivo 7

A ausência de oportunidades de arbitragem implicaria ainda na existência
de um funcional linear de apreçamento, da sua propriedade martingal e de sua
extenção no caso de mercados completos à unicidade da medida martingal de
apreçamento '

Neste sentido, o processo de preços assim constituído nos permite utilizar o
arcabouço teórico de apreçamento por não-arbitragem e os conceitos de conple-
tude de mercado em termo discreto, formalizados por Harrison e Kreps j19791
e potencialmente por Ross e Dybvig j19871, para o apreçamento dos ativos da
economia Dt'(©)) 9

'Uma oportunidade de arbitragem poderia ser representada por uma estratégia
(t = ((i,.(2, . - . ,(r.). de investimento no vetor de preços llt dos certi6cados llt,r(0), tal
que o custo de entrada da estratégia soja negativo e o seu ganho sempre positivo para qual-
quer tempo de resgate T > t, ou sda, (tll. $ 0 e G.((t) > 0, dado que os ganhos das
estratégias autc-financiadas Gf(0)oco.(Ú'(o)) são positivos ' '

'Todos os requisitos formais para a construção rigorosa dos Teoremas Fundamentais das
F danças em tempo discreto fazem parte da literatura clássica consagrada: Harrison e Kreps
j1979], Rosé e Dybvig j19871, DufRe j20011, Musiela e Rutkowski ]2002], Bjõrk [2004j entre

OAs primeiras contribuições à Teoria de Apreçamento de Ativos utilizando-se dos concei-
tos relativos a "lei do pl'eço único"e completamento dos mercados remontam aos trabalhos
semanais de Debreu j19591, Arroz j19641 e Hirshleifer j19661. Esta temática foi posterior-
mente retomada por Rosé j19731 através da derivação do operador de apreçamento linear
em espaço finito e das contribuições adicionais de Ross j19781 e de Harríson e Kreps j19791
que extendem os teoremas fundamentais de apreçamento à espaços arbitrários e equalizam o

adpreçainento risco neutro à esperança martingal, seguidas pelas contribuições generalizantes
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Tal fato permite que seja provado um resultado central que estabelece o
vínculo entre a correção de ambliopia e o conceito de obrigação de renda fixa
para horizontes T > 1. Será ainda provado que a hipótese de não-arbitragem
garante a existência de uma estrutura temporal de taxas de juros formada a
partir de ativos de renda fixa com caixa. Chamaremos tais ativos de ativos
primitivos de renda fixa.

Teorema 2.12 Se Dt4' nâo admite opodun dados de aró tragam, então
para qualquer 7' C S, ezáste um atíuo llr c {11(0)}oco*(!W') com as seguintes
propüedades:

(i) llr é um atado ctzyo uaZor de mercado de não-aró Imagem, denominado
P(t,T), é 'Positi'uo, PÇt,T) > Q, e ig'ual ao 'preço de referênci,a de 'üm

:o'retrato futuro vencendo em, T > t, ou, seja, PÇt, T) -- VÇt,T).'J ''/ ' \'7 ' / ' \'} -' ,/'

lllÜ O valor em t -- T do atino KT é igual a, N, onde N é o ucttor nomin,at de
@r

Assim os ativos primitivos {llrlrcs são as obrigações de renda fixa que
permitem a aplicação de moeda por uma taxa fixa, implícita no preço de
referência do futuro. Tais ativos primitivos {llpJrcs, "obrigações sintéticas
de renda fixa", são ativos gerados por meio de uma estratégia que reinveste
no ativo overnight as sobras (ou déficits) de caixa gerados pelos ajustes dos
contratos futuros.

Teorema 2.13 Soó a Aãpótese de não-aró tratem para Útq'((D), os atados
PÜm tãz,os {llrl7'.ç constituem uma Z,ase para {11(0)}o.o., isto é, '11(0) pode
}er replicado por umü combina,ção linear dos atiuos p'r'i'rnitàuos de renda, $za.

A prova deste resultado será completada adiante por meio de um lema
técnico.

]l)rova do Teorema 2.12

Vamos âxar To > 1 e construir um ativo lIRa que irá requerer um investi-
mento inicial z = y(t, T) no ativo overnight (D e um rebalanceamento ?7. Zo,
77t,zo - (77t,zo)7'eS em futuros {Prlr.S e overnight ©. '"'''
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Se T # To, tomamos ?7:h = 0. Caso T = Zo, tomamos ?Zh, = A

Sem perda de generalidade assumimos que .N = 1.

Isto significa que a posição Ilha será gerada pela aplicação em f - 0 de z
no ativo overnight ©) e pela posição comprada em um único contrato futuro
vencendo em Zo > 1. Veremos em seguida como escolher ?7izn para f > 0 de
forma à replicar uma obrigação sintética de renda fixa. para isto, calculamos
o processo de ganho Gt(77) da estratégia ?7 para todo t c S:

a.(o) - a}(o) + af'(,z)

Utilizando as relações expressas pelas equações ( 7 ) e ( 8 ), temos:
q; l,zo(l+ Ot-l)Ü - q&n, + l(}'(t,Zo) - }''(t - l,Zo)(l +Ot l)à)

G.(,7)

Observa-se que apenas no caso em que se escolhe 771.Zn

V(t - 1, To) zeram-se os ganhos matemáticos: '
}'(t, To) e q;-:,To

G.('7) Zo)(1 + 0.-:) g' - }''(t, Zo) + }''(t, To)
-\''(t l,Zo)(1 + 0.-:)Ü

para t 5; 7'. Quando t To tem-se que Gzo(?7) l o que prova o teorema

Observa-se que o custo inicial do investimento é igual à 771,no = P(0, Zo)
e o valor }''(0,Zo) do ativo llzo em t = 0 é idêntico à 77i,zo = P(0,Zo), pois
em caso contrário, sendo o mercado formado pela coleção de ativos primitivos
{11(0)coco. não-arbitrável implicaria que y(0, Zo)--P(0, Zo) # 0 seria um saldo
de caixa (em posição comprada ou vendida) que criaria um ganho sem risco.

A prova do Teorema 2.13 decorre da observação que

Lema 2.14 0 processo de gan/zo G.(0) é /!cear para gua/quer data de aua
li,ação t < T, T c 5, i,sto é:

G'.(a0+ P?) a6'.(0) + P6'.(q) ( lO )
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Prova:

A prova é uma simples manipulação algébrica de definição na qual são
utilizadas as equações( 8) e( 9) '

6'.('-0+#'7) - G}(a0+Pq) + >: C'r('«0+P?)
TCS,T>l

(a0;-: + P0;.:)(i + 0.-:)Ü - la0; + #,ZJI

+ >:(a07--:+P,7/..:)(}''(t,7') - L''(t - 1,1")(1+ 0,
TCT,7'>1

Desenvolvendo-se a expressao

:)Ü)

tem-se que:

G.(a0+#q) a0;.:(1 + 0.-:)Ü + Õ,7;-:(1 + 0. :)g' a0; - P,7}

+ }l:. . «o;..: l\'(f, r) - }'(t - i, ao + o,.:)üj
TCS,T>1 ' J

+po;..: l]''(t, p) - }''(t - i, ]")(i + o'-:)àj
a0;.:(1 + 0.-:)d' - a01 + P?J..:(i + 0.-:)d' - PO/

+ >:. . «o;. : l]'(t, r) - v(t - i, ]")(i + o*.:)é'lTCS,7'>1 ' J

+ : p,77. : l]'(t,r) - }'(t - ],]'')(i + o.-:)üjTeS,T>1 ' '

Logo,
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G'.(a0+#q) ol+ l,7;..:(t+o. :)ü'a loJ-:(i + 0. :)É' «}1

E
TcS,T>l

TC'!,T>l

ol. l\''(t, I") - }'''(t - i, r)(i + o'--)ül

,7;..: ll'(t, I") - }'(t - i, r)(l + o'-:)üj

"lbTlo--''-oü -'Jl+,X.:';--: l««,,") "@ no+o.-oüll
G. (0)

--p l h.: o -- o..Jü - «JI -- , E.: «z--: 1««, ') no -- o.-Jül l
Gt(q)

.«G.(0) + #6'.(,7)

Prova-se agora o resultado central do capítulo e de todo o trabalho. Este
resultado, a existência de uma medida de Arrow-Debreu, formaliza em ter-
mos matemáticos o fato que os agentes de mercado, que negociam os ativos
{lT(0)}oco* , o fazem por meio de preços que reíletem o desconto de uma acu-
mulação da taxa de overnight para o período. Mais precisamente prova-se o
seguinte teorema:

Teorema 2.15 Se o mercado de atados Ís nfét cos) {11(0)coco,(ot''(o» não
xdmàtir o'po'r'twr\ida,des de ctrbitragem, e'ntão existe uma medida de probabili-
dade Q equãuaZenfe â medida P no espaço ./iZtrado (Q,3' = {3'tlt.s,P) de faJ
.»m'z gue os preços de referência {\'(f, 7')}t dos contratos /uturos é..l. c©
rleHetem as ezpectat uas de acumulação das taças ouemãght {OÍl=., isto é,
para q'üal,quer t <. T < T*,t C S te'm,os:

"«, n - »p lil õ-.íL;s='l ( ll )
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Para provar o teorema fundamental, precisamos de uma construção geométrica
que traduza a hipótese de não arbitragem por meio de funcionais lineares em
].,'. E exatamente a representação de Riesz deste funcional que entregará a
medida (Q de Arrow-Debieu.

Corolário 2.16 0 cozÜunto de opoztwnãdades de ganhos tez-mínaãs, isto é,
o es.paço:

{GZ+ (0), 0 C 0*(Ot'P(©))} ( 12 )

é uvll subespa,ço linear de La (Stà

O corolário segue diretamente do Lema 2.14

Definimos o funcional de precificação como sendo o funcional @ : .ü4z. --> R
dado pelo custo de entrada na estratégia 0 C O*, que gera o ganho, G(0), isto
e

tP (GT8 (0) ) ( 13 )

Proposição 2.17 .4dmítãndo que os atados {11(0)}oco*(Ui'''(o» /or'mam um

mercado sem opo'reunido.des de arbitragevrít, e'ratão a, relação GT.Q8) }-ll--:. 0\ é
unúoca, de$níndo um /unc tenaz Zãízear q' : À/r+ ç .L2(Q) --, R.

Prova: A linearidade já foi verificada. Precisamos mostrar que o funcional
está bem definido. Suponha que existam 0, v7 C O* com Gz+(0) = Gz.(?7).
Precisamos mostrar que:

oé - otl

Vamos assumir, sem perda de generalidade, que 0à > v7ã. O caso contínuo
é simétrico. Neste caso, seja À = ?7 -- é? C O* uma estratégia de investimento.
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Temos que

G'«.(À) G'r© (?) - G're (0)

Além disto, o custo inicial Go(À) é igual à

Go(.X) cà(,7) - c'à(o) oà oã<o

Assim, À é uma arbitragem em T+ > 0, o que contradiz o fato que a
economia é não-arbitrável io. Logo 0 = ?7 e o funcional Q está bem definido.

Um argumento semelhante permite mostrar que © é monotânico em Mr+

Prova do Teorema 2.15: (Existência)

Como A/ Ç L2 é fechadoil , o funcional @ pode ser estendido à um funcional
[inear contínuo ü : .L2(Q) --+ ]R que poderá ser representado por meio de um
elemento r C L'(Q), isto é,

q'(:«) Ejnzl, para qualquer z € Z,2(Q)

Vamos aplicar esta relação à vários elementos z = 6'z#(0), com é? C Z,'
representando uma série de investimentos em overnight e futuros. Na verdade,
vamos mostrar que existe uma medida (Q que transforma os ativos sintéticos

llr defiacionados pela conta remunerada Bt = ll(l+O{)ãÉã el-n (Q-Martingais.

t l

0Z

De fato, se esta afirmação for comprovada, então segue a relação ( ll )
reapresentado abaixo:

lona verdade, uma condição matematicamente mais forte se faz necessária. 'lYata-se da
nãc-existência de oportunidade de arbitragens assintóticas, como proposto por Delbaen. F.
eSchachermayer,W.120081. ' ' ' '

''Isto segue do fato que o processo {Oi} é limitado e do fato que o processo Gt é bilinear
em 0 e ©. Este desenvolvimento pode ser verificado em Dure j20011.
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"'', ',, - »p ltÍ õ-Jml

Assim para qualquer T > t,t c s, a re]ação: I' É r) = ]n, ll' :r 7)j
implica que:

"e, q - ".», lr%rl
Utilizando o fato que V(T, T) = 1, temos que

"«, ') - "."* lil
e ainda que,

t l

ll(i+ o:)
{-0

«.«p lil - «p lal
l

252

r ]

lt+ o:)É'
i-o

ll(i + o:) ã
á-o

t l T l

ll(i+o:)ü ll(i+o:)à{-oi-t

«,[1 1 + 0:) ã
( 14 )
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Pala comprovar a propriedade Martingal vamos inicialmente tomar é? c C)*
com 0(l e investir apenas no ativo overnight com 0; = 0;.i(l + ot.i)!à com
investimento inicial igual a 1. Neste Caso:

q' (GT+ (0) ) l EIGr#(0)«'l

z l
Kill (i + 0:)Ü«-j

{-0
( 15 )

Seja € c Z,:(Q) o el'mento € 1l (l + o.)é'
á-o

l

n-çBz.

Seja (et)leio,Z+l, o processo de filtração de Doob de e, isto é

(t Etll ( 16 )

Como l Klll(i+ o:)é'«'l El€1, então € > 0 define uma medida

Q H P através da derivada

(n)

Neste caso, pode-se comprovar que

Q(Gz+ (0) ) 0é EIGz+(0)«'l

Utilizando as relações ( 15 ) e ( 16 ) acima

Q(G«. (0))
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G'«. (0)- KI

Logo , temos

q'(a«. (o)) - ]n0l11i:ll©l ( 18 )

Vamos fixar T < T+. Seja agora um tempo de parada r c 10, r+l arbitrário

Considere uma estratégia 0(') que investe apenas na obrigação sintética
com vencimento em T conforme o seguinte procedimento:

(i) Comprar obrigação sintética llr na data t = 0

(ii) Vender t = r.

(iii) Aplicar os recursos obtidos da venda no overnight até t n

Em outras palavras, se t $ r, então

0, se 7'' # T e T' > l
. otl - v'(o, I').

Se t = r, vende-se a obrigação, isto é, Oz' = 1, e reaplicando os proventos
de venda de ll,,f até o íim, temos que para s ? r:

o! - (i + o, :)g'oJ :

Da equação ( 18 ) acima, segue que:z l
}'(', r) ll (i + o,)ü

.7='r
n l
11(1+ oj)g'
.j=o

oé - }''(o, r)
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Logo,

}''(O, T) = EO }''(,'-, 7')

ll(t + oj)ü
j

Definindo-se um processo estocástico {Xs(r)}s$T. em L2 x S tal que

x!'' L''(., ]'')
s -- l )

ll(i+ oj)d'
.j=o

( 19 )

percebe-se que o mesmo satisfaz a relação EOJXrl :; Xor), para qual.
quer a'- 5; T+ sendo portanto um Q-Martingali2. Como conseqüência,
EQJX:lr)l, o que significa que:

xf''

}''(t,]")
t l

ll(t+ oj)é'
.j=o

EO }''(T, r) ]-Ea
li+ oj)Ü'll(i+ ojl

J=o

Desta relação segue o resultado desejado e completando assim a prova do
teorema principal.

trem virtude do Teorema de Amostragem, que pode ser visto em Billingsley j199õl, Kle-
baner j19991, entre outros. ' ' '
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Capítulo 3

Economias -A-mbliópicas,
Mercados de Renda Fixa e
Completamento por Swaps

3.1 Correção de Ambliopia por Swaps de Ta.
xas de Juros

No capítulo anterior os mecanismos de correção e mitigação do caráter a.m-
bliópico dos mercados de renda fixa através da utilização de determinados con-
tratos futuros, futuros de DI, falam formalmente construídos. Neste capítulo
será desenvolvido, de forma análoga, o processo de correção de ambliopia por
meio de outros derivativos financeiros, que são os contratos de swaps. Estes
contratos determinam os termos e condições específicas para uma troca de
rentabilidades acumuladas de taxas, para um período futuro pré-determinado.

Os swaps desenvolvidos localmente são instrumentos financeiros negociados
principalmente no mercado interba.ncárioi e herdam características e elementos
específicos do seu ambiente ambliópico de origem como veremos a seguir.

Os contratos de troca de rentabilidade desenvolvidos no mercado brasileiro

:Os mercados de swap são mercados tipicamente balcão ou OTC (Over-The-Countei
Markets), cujos instrumentos são internacionamente formatados pela INDA (Internacional
Swaps & Derivatives Association). No Brasil os negócios são feitos também predominante-
mente no mercado balcão ou interbancário em contratos formatados pela própria indústria
através de suas organizações representativas.
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tem normalmente uma única data futura especííicada para a troca da renta-
bilidade acumulada entre os tipos de taxas, contratualmente definidos para
um certo montante ou valor de referência contratual especificado, sem ajustes
intermediários. O contrato de swap relevante para os objetivos deste capítulo
será o contrato cujo o fluxo de caixa será determinado pela diferença de renta-
bilidade resultante entre o processo de capitalização das taxas © diárias e uma
taxa pré-fixada para um montante de referência contratualmente fixado. Isto
significa que os agentes económicos e participantes deste swap, de um lado,
devem receber (ou pagar) os juros resultantes de certa taxa fixa, conhecida
a phoü, e de outro pagar (ou receber) os juros resultantes de uma capita-
lização de taxas (D diárias futuras, que se realizarão durante o período 7' -- to
de vigência do contrato. Este contrato é comumente chamado de Swap PRE
x DI

Este tipo de contrato é um contrato de troca de rentabilidade contra uma
taxa pré-fixada que refiete expectativas de acumulaçãode ganhos do overnight
para o seu período contratual. Assim, com a introdução de contratos derivati-
vos deste tipo conseguiu-se mitigar os efeitos e conseqüências da ambliopia de
uma outra forma, também, original.

Matematicamente será também preciso, neste caso, de um arcabouço teórico
que permita o complemento de uma economia ainbliópica í)Jt por meio de uma
coleção $ de contratos de swap, s C $, que resolve a incerteza para períodos
arbitrários de tempo.

Definição 3.1 t/m suar s(tO, T) com phncãpa/ N > 0 é um contrato ded
Dali'uo caracteüzado T)elas seguintes hipóteses:

(i) O ãnuesfámento inãcãaZ é n'uZo

l\Ü É fomLad,a uma taxa de troca de rentabilidade ©t..T ao a'no.

.lllÜ Em t -- T o contrato é \iquida,do $nan,ceiramente pel,a, diferença, dos $u=os
pré e pós-$=ados:

- ll(t + 0j)g' +(l +g..,,)%#' lx .V
.j=to J
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Vamos adorar doravante .N l sem perda de generalidade

As taxas formadas pelo mercado de swaps são taxas pré-fixadas de re-
ferência. Esta taxa de swap, ©to,I", determinada pelo mercado, remunera o
fluxo de caixa referenciado na rentabilidade acumulada das taxas diárias (D.
ou fluxo de rentabilidade pós-fixado DI.

Semelhantemente ao capítulo anterior, iniciamos a construção teórica do
seu processo de corleção.

Definição 3.2 Sda !m(©) wm mercado ambZáópãco de renda ./iza. Uma
pré-coweção de ambli,opta por 'me'to de contratos de slocLP sQ,,T) com ual,or de
resgate N é um mercado çlRs fo'rmüdo pe\o {nuesüTítebto Quer"r\ight ql) e por
«m" "Zeçâo S - {s(f,r)} d' «nf«f« 'í' .««P s(t,T) -; q-i. « «g«{"'"
condições se ueü$cüm:

li) Para qualquer t > 0, ezáste uma /amz2áa $ = {s(t, T)}r;:,t de contratos de
suam sÇt,T) cel,ebrados evn t C 'E e vence'rido em T para, todo T < T*,

lii) a taça de s ap Ot.,I' para o contrato é fa/ que Ot,r > 0

A primeira condição garante a existência de vencimentos 7', para todos
os t < 7' < Z., em cada data de negociação t, cobrindo o espectro temporal
até o tempo terminal T+, enquanto a segunda assegura a existência de taxas
positivas.

3.2 Estratégias de Investimento e Correção de
Ambliopía

Com as definições, ora em mãos, dos ativos de overnight (D e dos contra-
tos de swap, $, os quais, como mencionado anteriormente, são liquidamente
negociados em mercados de balcão ou interbancários, e das hipóteses relati-
vas às condições de pré-correção da Definição 3.2, pode-se agora proceder ao
desenvolvimento dos mecanismos de correção ambliópica do mercado !m$((D).
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Serão formalizadas as seguintes definições necessárias para a construção
das estratégias de investimento de correção de ambliopia.

Definição 3.3 Z./ma estratiíg a de ãnuestimento em uma economia am-
bZ (izMca í)R$(©) pré-c07wgãda por swaps é wm processo esfocástáco 0 c .L2(S x
Q,]R':) q«e;

é? : S x (2 --} ]Rz+ represente

(D 01 é o alinhe'iro investido em t no atado ouemight ©

[.tX] (4 é a posição de co'ntratos de stoüp com vencimento 'n,a, data, T

Denotamos o conjunto das estratégias de investimento em 1IJt$ como sendo
0(ms (©)) .

Heuristicamente a estratégia de investimento auto-.financiada é uma car-
teira formada por um investimento no ativo (D e uma posição em um swap de
taxa de juros, em que se paga a rentabilidade da acumulação de taxas pós-
fixadas Ot e se recebe a rentabilidade de uma taxa pré-fixada gt, e que pode
ser reproduzida pela tabela abaixo:

Tabela 3.1
Fluxo de caiba, resultante de investimentos em oue'r'night e suaps
PRENDI
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Posição ""---.-\ to   t2   T-t.

© N /V( l + Ot. ) 2b N(l+ o..)2b(l+o..)2b   rb -- ]

/v ll (i + o., ) lü

S 0 0 a  
,: ]

/V ll (l + g., ) 2à
j=o

n -- ]

N ll(1+0t,):Ü

Investimento/
Reinvestimento

-N +JV(l + o..) 2b

N(l+o..):b
+JV(l + o.o) ãb (l + o..) 2b

N(1 + 0.. ) ãb (1 + 0, . ) Sb  
-: ]

N Tll (i + g., )2b
j=o

Fluxo de Caixa N 0 a   }t l

N ll (i + g., ) 2b



Analogamente à construção desenvolvida no segundo capítulo deste tra-
balho, algumas definições matemáticas serão necessárias para que estas es-
tratégias de investimento possam ser rigorosamente formalizadas:

Definição 3.4 Z)e$nãmos o processo de ganas de uma estratégia 0
O(Dts(©)) como serzdo o processo estocásÉãco

C

G(0) : 10, r+l x Q --, R

dado por: GtÇO) G}(0) + >1: G'r(0), .«de CT(0) d'«ot«
7'cS,T>t

(i) p«« r \ o ganho 'n,o ütiuo o'ue'r'nàght

6'} (0) oL:(i + o.-:)'b - OJ

[.\\] Para, T > \ o ganho resultante de posições em co'ntratos de s\oap colll
uencámento em 7'.

r / I''-i
c'f(o) - l>1:o: l- ll(i+oj)ü +(i +g,,,)u

Ls$7' \ .j=s
llt-r} ( 20

onde ]l{.} representa a /unção ãndãcadora

A resolução total da ambliopia será feita mediante a livre negociação de
estratégias de investimento, as quais geram os fluxos de caixa de um título de
renda fixa ou obrigações, com vencimentos em T conforme visto na Tabela 3. 1.
Isto requer que matematicamente se possa negociar livremente carteiras 11(0)
baseadas em estratégias de investimento 0 C 0(9Jts(©)) cujos fluxos de caixa
lastreiam as carteiras 11(0). Formalmente, tem-se ainda analogamente:

l)efinição 3.5 Uma estratégia de nuestámenfo 0 C O(Dt$((D)) é data auto
./ínancãáueZ se para qaa/quer t C S.
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t

oé+ 1: c',(o)
s::0

( 21 )

Isto significa que os fluxos de caixa gerados pelos ajustes terminais dos
contratos de swap são financiados ou absorvidos pelos saldos finais dos inves-
timentos em overnight (D.

A coleção de estratégias auto-financiáveis será denotado por O*(Dt$(©)))
Será considerada, como observado acima, a existência de um mercado de ne
gociação líquido e não aibitrável para os certificados, 11(0) .

O raciocínio desenvolvido nos parágrafos anteriores pode ser formalizado
na seguinte hipótese:

Hipótese 3.6 Z./ma correrão de ambZíopãa para wma pré-com'eçâo !)Jts é a
esãstência de ulrl mercado organizado DR$ caracteüzado pela negociação dos
ateuos de renda ./ira {11(0) }o.o.(ÓF) resta/tarte das estratégias de investimento
em

A hipótese acima resulta do desenvolvimento de um mercado de negociação
líquido e sem impedimentos da coleção de portfólios {11(0)loco.(ÓP) no qual
preços de mercado são formados pelos agentes da economia Dts

Estes certificados 11(0) constituidos pelas estratégias de investimento 0 C
O*(Út$) fornecem os mesmos fluxos de caixa de obrigações de renda fixa livres
de risco e seus preços de mercado permitem a sua transformação em ativos de
Arrow-Debreu no sentido clássico.

Tal premissa condiciona e facilita o uso do mesmo arcabouço teórico-formal
de apreçamento por não-arbritagem utilizado no capítulo anterior. Semelhan-
temente à construção teórica desenvolvida anteriormente tem-se:

Teorema 3.7 Se Dt$ nâo admite opodunídades de arbátmgem, então para
qualquer T C S, ezáste um atado llr c {11(0)}o.o.(W) com as seguintes pro-
phedades:

(i) nr é «m «fá« .uyo «/o« 'í' me«« . mâo-«Z,ã*"gem, P(t,7'), é po.á
lado, P(t, 7') > 0, e com uaZor ínácãaJ P(to, 7') = N
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(ü) O «Zo, .m '
do suam.

T do ateus llr é igual a (l + gt,r)2a valor de rle/erência

Prova do Teorema 3.7

Vamos fixar To > 1 e construir um ativo Ilha que irá requerem' um in-
vestimento inicial z = /V no ativo overnight (D e um rebalanceament0 77t.Zn,

z7t,E, - (77r )TCS em posições de swaps {sl'Ires e overnight ©.

Se T # To, tomamos ?7;l;, = 0. Caso T
perda de generalidade assumimos que .IV = 1.

To, tomamos oh, N. Sem

Isto significa que a posição lira será gerada pela aplicação em t = 0 de
z = 1 no ativo overnight © e pela posição em um contrato swap de taxa de
juros vencendo em Zo > 1. Veremos em seguida como escolher ?7lzn para t > 0
de forma à replicar uma obrigação sintética de renda 6xa. para isto, calculamos
o processo de ganho Gt(77) da estratégia ?7 para todo t c S:

6'.(,7) C'}(q) + C;r'(q)

qJ-i,zo (l + ot-i)ãb n},., -.ç .P'

T l

ll(i + 0j)g' + (l + @o,,')é l l{.-To}
.j=o

Tomando 77f' 1, vemos que quando t To, tem-se que

T l

Gzo('7)- l ' ll(Í + 0j)Ü + l
.j=o

T l

ll(i + 0j)Ü + (l + go,zo)&
.j=o

l

O que prova o teorema

Similarmente ao Teorema 2.15 enunciado no capítulo anterior, o teorema,
a seguir, formaliza em termos matemáticos a existência de uma medida de
Arrow-Debreu para a esperança de acumulação das taxas pós-fixadas do swap.
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Mais precisamente prova-se o seguinte teorema

Teorema 3.8 Se o mercado de atados Ísãnfétàcos) {11(0)}oco*(W(o» não ad-
m f r opoMwnàdades de arZ)átragem, então ezáste uma medida de probab /idade
(Q 'quáuaZente â me ád« P no e'p«ço ./ÍZt«do (Q,3' }..s,P) de f«/ /o«m«
q'üe Q acumulctção das taxas do suam s C S re$etevrrt as expectativas de a,cu-
me/anão das taças Quer'rtígÀt {Oi].=t, isto é, para g aZq er t < 7' < T.,t C T
temos:

M''-t l

(í+3/.,,..)U -Ky ll(i+o:)ül
L {=í; J

( 22 )

A prova do Teorema 3.8 pode ser feita de forma análoga à prova do Teorema
2.15 desenvolvida no capítulo anterior.

De forma análoga poder-se-ia construir uma economia !m'P'S((D), composta
simultaneamente por contratos futuros e contratos de swaps. Desta forma re-
sultados semelhantes podem ser obtidos com as aplicações das mesmas técnicas2

2A economia Dt'P's(©) representaria teoricamente o encaminhamento histórico trilhado
pelo mercado de renda fixa brasileiro.
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Capítulo 4

Apreçamento de Opções de
Renda Fixa

4.1 Economias Ambliópicas em Tempo Contínuo
Nos capítulos anteriores, as questões relativas à natureza, conceitos e com-

pletamento dos mercados ambliópicos foram definidas e finalizadas. Neste
capítulo serão desenvolvidos os paradigmas de apreçamento para as opções de
renda fixa criadas para estes mercados, levando-se em consideração as suas
especificidades e características particulares de formatação contratual.

Para tanto algumas definições teórico-.formais adicionais serão necessárias ,
as quais auxiliatão o desenvolvimento do arcabouço de apreçamento em tempo
contínuo.

Definição 4.1: [/ma economia ambZãópdca m?(©) em tempo conta o l C
lO,Z+l é uma economia /or'nada por um atduo = {Os}.cl0,T+l que remunera
instantanecLme'nte um, age'nte no tempo s 'por ullla, taxa, cota.posta, conÊinu,a,-
n7iente Os, orzde O : lO,Z+l x ç2 --+ R+ é um processo esfocástãco no espaço de
p«Z,«óãZãd«de ./ilt«do (Q, 3 } , P) .

A taxa O, é uma abstração financeira que no limite infinitesimal onde
zXs = ãb é um dia útil, o fator de remuneração eO,As pode ser escrito como:

.''''a(1+ 0,As) (i + 0,ãb) 3 (i + o,)à
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Semelhantemente ao caso discutido em tempo discreto, podemos definir
um contrato futuro pt,r que ajusta margens de forma contínua confoiine seus
preços de referência sofram alterações instantâneas de mercado. Este contrato
futuro com ajuste instantâneo é definido a seguir:

Definição 4.2: -Em uma economia amZ)ZÍópáca ím((D) de$ne-se um contrato
futuro

9t,7' ({V(s, 7')},sr, {M(s, T)},sr) como sendo um par .»777zado por.

li) Um processo estocástáco }'' : lo, rl x Q --, R+ qwe representa sew preço de
referêncã,ü. Assume-se que o processo V tem uma dinâmica, dijhsiua, da
forma,:

g:1111;l = n(t, T)dt + a(t, T)dwt
( 23 )

onde /z, a : 10, Z*l x Q --, IR são contínuasi

(ü) Z./m p«ce«o est«ástáco M : (0,T+) x Q --» R de «fuste e «.ardem
{M(s, 7')} com dinâmica uáncuZada ao ajuste instantâneo de preços de
«ege«êncã«, á.fo é, dM(.,7') - dl'(., T) - O,}'(., 7')d..

Semelhantemente ao caso de tempo discreto, pode-se criar portfólios de
investimento auto-financiáveis compostos pelo ativo ambliópico © e pelos fu-
turos '} = {pt, 7'} nos quais o financiamento ou absorção do fluxo de ajuste de
margem é feito pelo saldo investido em ©, formalmente apresentado abaixo:

Definição 4.3 Z./ma estrat(gda auto-ánancãáueZ 0 no atado ambZ{(ípáco ©
e em um /utttro gt,r é um processo é? c L'(lO,T+l x ç2,R:+:),Ot = (OP,0r)
scLtàsfaze'ndo T)ara. qualquer t $ T a, condição:

ol' 08+ / 1010,ds+0rdM(., 7')j
t

0
( 24 )

apara o modelo difusivo l-dimensional com incerteza dwt, assume-se tacitamente que p
e a definem um mesmo prêmio por exposição à este único fator de risco Àt = 41(!--;--=;---

independentemente do vencimento T > 0.
a'
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O conjunto de tais estratégias podem ser denotadas de forma semelhante
ao caso discreto por O*(JL/(©)). Analogamente ao caso de tempo discreto
l-mostra-se que:

Proposição 4.4: Em uma economia amZ)Jãópáca DR((D) pode-se const ãr
urrza /amzaãa de pari/ÓZãos {llrlrc(o,ze) que replicam uma obhgação de renda
$za com vencimento em T, isto é, eMgindo um {nuestãmento amacia! V(0,T) <
N e retol'naTtdo 'n,o resgate em T um valor fixo igual, à N

Considerar-se-a que .N l a partir deste ponto

Prova da Proposição 4.4

O portfólio ll será construído a partir de uma estratégia 0 c O* descrita
abaixo:

Considera-se uma posição com investimento inicial no ativo ©) igual à z = 0o
e um investimento em apenas um contrato futuro pt,r, isto é, com 0:z' = 1, para
qualquer s $ T. Neste caso temos que:

o9. o8+ 010.d. + 0:d.M(., T)

0

0

T
0g0,a.+ l(dys 0.ysd.)

K)0,ds+

(o! - K)o.d. + }'(I', r) }'(o, r)
T

0
l

Tomando-se z = V'(0, T) e reinvestindo continuamente os fluxos de caixa
instantâneos resultantes das estratégias no ativo ©) de forma (lue 01 - V(s, T)
temos que no tempo 7', 0} = 1, o que prova a proposição acima.

De forma semelhante ao caso em tempo discreto assume-se que as carteiras
llr(Dtq'(©)) possam ser negociadas em um mercado sem arbitragem e comple-
tem a economia ambliópica de forma que !Üa'(O) traduz a incerteza das taxas
de juros para qualquer horizonte 7' 5; T+:
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Hipótese 4.5: Existe um mercado Útq'((O) para os ceMà@cados {llr} sem
opoüunàda,des de arbitragem.

A hipótese acima resulta do desenvolvimento de um mercado de negociação

líquido e sem impedimentos da coleção de portfólios {11(0)}oco*(Ót'') no qual
preços de mercado são formados pelos agentes da economia Dtq'

Tal premissa condiciona e facilita o uso do mesmo arcabouço teórico-formal
de apreçamento por não-arbritagem em tempo contínuo desenvolvido por Har-
rison e Pliska2 j19811 e j1983j. Semelhantemente à construção teórica desen-
volvida anteriormente e com as condições acima, o teorema principal deste
capítulo, que segue abaixo, pode ser enunciado:

Teorema 4.6: Se Út4'((D) nâo admite opoNunãdades de arb tragam, então
existe Mina medida de probabilidade «) equivalente à W de forma q'üe qualquer
L$T $ T*

b''(t, r) tnP je' #' ''''l ( 25 )

Prova do Teorema 4.6

A prova deste teorema é uma aplicação do resultado de Girsanov e segue o
mesmo princípio do arcabouço teórico de não-arbitragem de Harrison e Pliska
j19811. Para isto, define-se o processo {Btlt>o como sendo o resultado da
acumulação continua do ativo ambliópico (D:

]lB. - eJlo;'í,. ( 26 )

O resultado desejado é equivalente ao fato que o processo { }:lâlr) },<1. é
um Q-martingal. '

'A abordagem martingal do apreçamento por não-arbitragem em tempo contínuo foi for-
malizada por Harrison e Pliska j19811 e j19831 e generalizada por Dure e Huang j19861, Del-
baen j19921, Schacheimayer j19941 e Delbaen e Schachermayer j19941. Uma boa introdução
a este tema pode também ser encontrada em Duflie 120021
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Seja o processo normalizado zr definido pela razão

}''(t,I")T2
]Bt

( 27 )

O seu diferencial, dzr, pode ser calculado através do lema de ltâ
se uso do fato que dlBt = OtjBtdt temos que:

Fazendo

'.,-'(PP)-©P &«'*,''".

,,(i g T)
( 28 )

Como 'ZI' (t T) . p(t, T)dt + a(t, T)dt"t, definind'>se üt - tot + À.dÉ com

Àt = Z!({l:ill?ii-e!. Com esta transformação obtem-se que o processo dos

retornos de Zf segue

i1lÍl- - .(t,T)dú.,
'>t

( 29 )

Isto transforma o processo norma]izado V'(t, T) pe]o numerário ]Bt em um
Martingal sobre a medida (Q, o que completa a prova do Teorema 4.6.

O Teorema 4.6 responde teoricamente o quanto os preços de referência dos
contratos futuros {Ót,r} traduzem as expectativas de acumulação de ganho em
um ambiente de tempo contínuo e ainda com ajustes instantâneos de margem.
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4.2 Apreçamento de Opções de Contratos ]i'u.
furos

Nesta seção serão desenvolvidas as bases para a construção de modelos de
apreçamento de opções de renda fixa em economias originalmente ambliópicas.

Como visto no segundo capítulo os ajustes contratuais de margem dos
contratos futuros são feitos em datas discretas de final do dia. Além disto as
taxas Ot da aplicação de overnight, dos certificados ll(t, 7'), assim como as
taxas de negociação dos contratos futuros de DI - a partir das quais os preços
de referência e liquidação dos contratos são calculados - são taxas reais para
períodos temporais, discretos e definidos.

Sem embargo, a vocação natural do ferramental matemático difusivo em
tempo contínuo nas aplicações 6nanceiras, aliada a sua significativa flexibili-
dade analítica, nos leva, nesta seção, a adorar o arcabouço teórico de cálculo
e modelagem em tempo contínuos

Para fins de aplicação ao mercado de derivativos será neste instante adorada
a seguinte convenção temporal 0 < TI < T2 < ' ' ' < Tn < T+ na qual 7j = :5É:5

sendo .j o número de dias úteis, com o tempo de avaliação t c 10, r+l.

Como os instrumentos são usualmente cotados, avaliados e negociados para
períodos discretos inteiros será aqui introduzida a função constante por partes,
ou "escada" , P(t) = 7lÍ cuja função consiste em aplicar a seguinte relação para
qualquer tempo t:

P(t) % se n-i < t .$ n ( 30 )

'Além dos trabalhos mencionados no primeiro parágrafo da página 9 acima, contamos
também como paradigma de aplicações em tempo contínuo , os trabalhos especificamente
desenvolvidos para a modelagem das opções de IDI da BMF, tais como em Gluckstern j20011
e Almeida 120031.
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Neste caso a seguinte definição das taxas a termo .Li(t) será útil

Definição 4.7 .4s taças a termo, ou /07'maré, de um dãa são dadas pe/a
seguánÍe relação:

(i + L:(í))g' I''(t, Z)
I'' (t, Z-..: ) ( 31 )

onde VÇt.T) são os preços de referência dos contratos futuros b

Para as taxas a termo, ou forward de um dia Li(t), definidas acima, será
aditada uma particular dinâmica difusiva que segue como hipótese abaixo:

Hipótese 4.8: .Assume-se que a economia Út'P(©) ezÍbe o seguinte modelo
di/u''" p«« « dánámác« d« t« de fe«no dááM« {Z.:(t)}, t«J q«e;

illillR- dt-Fa.(t)d«-t ( 32 )

onde p, a : Sx 't x Q --, R são processos contíguos e Z mãtados. Os processos
Brotonianos to% são corretacionados, apresentando uma matiz de cometação
p - Çpij) estática.

Uma vez definida a dinâmica do processo difusivo da seqüência de taxas
diárias a termo, a condição de não-arbitragem para o viés da dinâmica pode
ser derivada.

Teorema 4.9 Se a economia Út'P(©) não admite opodunãdades de aróÍfra-
g'm, ente' ' m'd'Z' dã/u.ã« ({p.}, {a:}) p«« « «Zeçâ. de f« {J,:(t)}:.S
sob a medida equiual,ente ç} deve sati,afazer a, seguinte co'adição para, todo k c S:

«*u - .-.u E '*.«:ui-fgb -- i.zwífílb ( 33 )

A condição ( 33 ) acima é usualmente chamada de "condição de nãc}
arbitragem" na medida equivalente ©.
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Prova do Teorema 4.9

Usando a equação ( 31 ) da Definição 4.7 das taxas a termo diárias podemos
escrever os valores de referência como:

"'',,-l.li,-h«l«''«.,, '",
Vamos definir também um numerário dado pelo processo {Btltclo,z+l por

-.-l'ri:--.'«,*l«««,, '"'
Bt remunera até o tempo t > 0 um investimento inicial de uma unidade

monetária em f = 0. Conforme visto acima. no Teorema 4.6. na medida

é um (Q-Martingal. Esta observação permite a
}''(t,I")

B.Q, o processo zf ;;
determinação da condição necessária entre p e o.

Utilizando-se das equações ( 34 ) e ( 35 ) e substituindo na equação do
processo normalizado zlE , temos que:

T l

ll (i + z, (t))'É'
l

P(t) l
ll (i + -L.(t))ü'
z-o

}'' (t, 7')
T l

ll(t + &(t))''b
i-o

Tomando-.se os logaritmos, temos

. T l

ibE*«o+ w ( 36 )
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Aplicando-se o lema de ltâ, para o cálculo da dinâmica in zr tem-se ainda
que

djln,rl
T l

-ib >1: d i«(i + z''(t))
z-o

1+ Lz
l

(1+ 1,.)'
( 37 )

Usando a dinâmica das taxas de juros de um dia a termo dada pela equação
( 32 ) da Hipótese 4.8 acima, obtem-se:

''*-,, - -ú ÍI lü.«-« * ..'','«, (üy ««',«l

E ainda coletando-se os termos em dt e dml, tem-se que

ali« ;trl y.;ll -é,\.. } '«í
mt,T

T l

«,.,,at + >1: ..(/)a«,í
z-o

s.(Z)

ali«;fl ( 38 )

Por outro lado, sabe-se que dlnz dz l /'dz\2
: z -- ã k z J e para que zt sela
Para que isto se verifique dlnz deveMartingal, impoem-se que --

satisfazer:
Z

d in z = atam -- io$at. ( 39 )
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Logo, o draft mt,r deve satisfazer a relação

i.} «m «}dt - (dl«,y ( 40 )

Calculando (d in zy obtemos

(dl«.í)'
T l

>: ..(k)s.(Z)P~ t
&,z-o

( 41 )

Logo,

'; - ÚE«*.«*'''«.'', (ü) (&)
Impondo a restrição que mt,r = --Xa}(t) e substituindo nesta igualdade

as expressões de mt,r e o} derivadas em ( 40 ) e ( 42 ), tem-se:

ãewl«~:«*u :u

i (ü) ' .;.',
Ü) (Ü) ( 43 )

Reescrevendo esta igualdade, temos que

{Ú«;'*,)Ú
T ll

252
[-0 E !«..«.u".wí\
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Agindo sob indução em T = Ti, T2, , T+ obtemos a relação desejada

Para definirmos os contratos derivativos de compra e venda de taxas de
juros precisamos de algumas definições adicionais, a saber:

Definição 4.10 S a {L (t)}tclo,r+l,ics a coZeção de taras a ter'mo ddáNas
e'm 'ulTla, eco'nÕ'mi,a. W© (lü''i, q'ue scLtisfaz as dinâmi,cas preso'útas pel,a. Hipótese
4.8 acãvrLa.

Pala % < iC, define-se a taxa a termo aj(t) para o período IZ, 7)j vista
em d1 > 0 como sendo:

'ü,w.l:g181 : ( 45 )

As taxas {Ej(t)}i<j expressas em percentual ao ano, em convenção geométrica
de 252 dias anuais por dias úteis, representam taxas a termo ou forward para
o período lt{, 7ljl vigentes na data de observação t c 10, Z+l.

Observa-se que para quaisquer 7} < 7) vale

(i + 8j(t))n 'l ll(i + L*(t)),
É-{

J

( 46 )

o que resulta diretamente da equação da equação ( 45 ) acima

Os contratos derivativos que serão definidos a seguir teimo como objeto
subjacente as taxas a termo aj vigentes na data de exercício da opção. Para
isto será crucial a modelagem das volatilidades destas taxas.

No entanto algumas considerações em relação a natureza contratual dos
instrumentos financeiros que constituem as opções de compra e venda sobre as
taxas a termo serão necessárias.

Os contratos de opções desenvolvidos nos mercados 9Jtq'(©) são na realidade
opções definidas sobre valores de referência de contratos futuros de DI Pr,r+õ
para uma data T futura contratual com um vencimento posterior 7' + õ.
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De forma análoga a relação estabelecida entre preços de deferência de con-
tratos futuros ©' e as ta.xas implícitas negociadas neste mercado de opções,
negociam-se opções de compra e venda sobre as taxas a termo, ou forward,
que prevaleceião entre as datas 7' e 7' + õ, mas cujo pay-ofj: contratual é li-
quidado através de seus valores de referência, ou seja pela diferença entre o
preço de referência de exercício e o preço de referência de mercado na data
de exercício. Esta particularidade negocial e contratual impõem uma relação
inversa entre as posições tomadas em taxa e valores de referência, ou seja, as
opções de compra de taxas a termo são tratadas como opções de venda de
valores de referência a termo de contratos futuros e opções de venda de taxas
a termo são tratadas como opções de compra de valores de referência a termo
de contratos futuros4

Nota-se que o mercado de opções assim constituído decorre de uma evolução
natural dos mercados de derivativos das economias de origem ambliópica, na
qual, como demonstrado no capítulo segundo, os contratos futuros represen-
tariam um papel fundamental na resolução da questão ambliópica. São estes
instrumentos que concentram liquidez, segurança negocial e principalmente
as expectativas temporais em relação às taxas de juros da economia Útq'(©),
sendo portanto objetos e veículos naturais no desenvolvimento dos contratos
de opções de renda fixa neste mercado.

Para que sejam definidas as opções de compra e venda, valores de referência
V(t, T) dos futuros p.,r € @ serão expressos sob a forma de taxas pré-fixadas:

}''(t, r)
(l + g/.,r)g#

Vamos assumir doravante que N l

Definição 4.11 Z)e$ne-se opções de compra C(7', T+.5, ©*) e venda P(T, T+
õ,©k) com vencimento em T e vaza de exercício ãK com contratos dehuatiuos
sobre os futuros #T.T-tõ e pctU-o$ dado por:

4A utilização dos capZets tradicionais implicaria na adoção de uma relação direta nas
posições de compra e venda de opções de taxas a termo
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tjàà No caso das opções de compra, C

CF, ' + õ,gJ(') - IÕ-i'iSg' ( 47 )

(b) JVo caso das opções de uezzda P'

'a, ' -- ',,Ja) - lõ-;-:;ib= - ã';'i@j
+

( 48 )

Note que o pag/-o# é definido a partir de preços de referência, ou preços de
exercício K =

(l+ #*)ü'

Para que se consiga o apreçamento destas opções serão necessários alguns
resultados auxiliares. Cromo o pay-o# das opções de futuros p C a' dependem
dos preços de referência, será preciso modelar estas variáveis a partir das taxas.

Definição 4.12 Sda Út'P((O) wma economia amZ)Záópíc.z cor'rzgãdas por/utu-
-os. Para quatqter datas TK <. Tt e t > Q, de$ne-se o preço a. te'rmo FQ,TK. T\)
co'mo selado:

z l .

r'«, Tk, m - ll tÍill?Õia' ( 49 )

Uma vez definidos os preços a termo F'(t, Tk, Z) vigentes em t para o inter-
valo de tempo ITk, ZI, será necessária a derivação da volatilidade instantânea
c't,T,T+õ(t, Z,) do seu processo:

Teorema 4.13 Para quadsqwer T > 0, (i > 0, o processo de preços a
[e7mo {F'(t, 7', 7' + õ)}t$r é um processo dlifusãuo com uoZatd/ dada nstant'anca
at.x.v,+õQ. LÕ dada, pel,a, expressão:
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"',,,«.@, H - Ú.l 'E"-E ür-áÍIÍlâlg\n':w.',u,:. ( ")
l+o-l .

SeF'(t,r,7'+õ)- ll " ,e«tão

. T+Õ l

In F'(t,T,r + õ) - --5D >: in(l + Li(t)) e portanto{-T

. T+Õ l

ai«r'(t,I',z'+õ) - iiiã >1: a.i«(i +l:(t)) ( 5i ){-T

Similarmente à derivação da equação ( 37 ) tem-se:

~:«'«,','-'-' m'E {í-íln":w - i. õ-:í.LW(":w'}

ü (t) -; ' (b)' ' (#)'} . ', ,
Usando a dinâmica das taxastemuros de um dia a termo dada pela equação

'"«''',',' * », - -«.« * ..'*'~«-(&y'«',«l.«,
E ainda coletando-.se os termos em dt e dw{, tem-se que:

Prova
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d i« F'(f, r, i" + õ) In '«',ll''

*l ül$:ü.:'*,'«:l ( 54 )

p'' -'" :,d., a* i« r'(*, r, r ''- õ) - T - i(aPy . p.-t"'', ; «i."-
lidade instantânea de F', denotado por aP(t), é obtida' calculando-se:

«:« - l-út: :'',««:l l-ülã:ü«'*,'«;l

«Ê''í'- õs l E: à; o+-'..wo+L,w':uqu«:.l a*
( 55 ) r'

!

r'?'.J
{'')

de onde se deriva a expressão desejada.

Usualmente os parâmetros de viés e volatilidade de não-arbitragem são
derivados para que os mesmos possam alimentar modelos de apreçamento de
derivativos, a saber, opções européias de compra e venda de investimentos de
renda fixa.

Neste sentido, nota-se a prevalência do modelo de Blacks enquanto ferra-
menta de avaliação de derivativos de renda fixa nos mercados internacionais.
Tal fato pode ser verificado em Rebonato 120021 e j19981, Hul1 120061, Bjõrk
120041, Brigo e Mercurio j20011, entre outros. Nos mercados locais, os con-
tratos de opção européia de compra e venda sobre futuros de DI, descritos
acima, utiliza-se também o modelo de Black como instrumento primordial de
apreçamento. Com este procedimento segue a premissa assumida implicita-
mente pelo mercado, de que os valores de referência a termo dos contratos
futuros de DI, Pt,r,r+õ, são determinados por uma distribuição log-normal.

bO modelo originalmente apresentado em Black j19761 para o apreçamento de opções
européias de compra e venda de termos, commodities e futuros
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Esta suposição é tacitamente aceita pelos participantes que calibram o
modelo nos preços de mercado dos contratos negociados de compra e venda,
extraindo dos mesmos a volatilidade shot implícita, denotado por:

aBlack.T.T-FÕ

A inversão da fórmula de Black para a obtenção das volatilidades implícitas
negociadas para os diferentes prazos a termo, dos contratos futuros, permite a
construção da estrutura temporal das volatilidades, a termo ou forward cuja
análise será desenvolvida na próxima seção.

4.3 Estruturas de Volatilidade Ambliópicas

As volatilidades implícitas nos preços das opções de compra e venda dos
contratos futuros de DI permite a construção de uma estrutura de volatilidades
das taxas a termo.

Por outro lado o modelo deve ser calibrado a partir das séries de opções
de compra e venda existentes e negociadas pelo mercado, consistindo basica-
mente de três tipos de séries de opções definidas pelo período de vencimento do
contrato futuro subjacente, contado a partir da data de vencimento da opção.

Os três tipos de opções negociados são os que se referem respectivamente
aos contratos futuros de três, seis e doze meses, contados a partir da data de
vencimento da opção'

Para a calibração do modelo em tempo contínuo para as taxas overnight
{OiJ{ serão necessárias algumas hipóteses sobre a estrutura de volatilidade.
Vamos considerei o caso mais simples, modelando uma estrutura de volatili-
dade constante em trimestres de dias úteis.

Definição 4.14 Sda Út ((D) ©ma econornla amblãópíca em tempo continuo
ctdas taxas ouervtãgãf tem ezpectatíua {.L{(t)}t$r» obedecendo a um processo

'As especificações contratuais destas opções encontram-se disponíveis no endereço
eletrõnico: www.bmf.com.br
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dàfusiuo do tiPO t!:g = Hi(t) -t ai(t)du\ com (F,a) obedecendo à condição de

não-arbitragem ( 50 ). Dizemos que o modal,o üif' sido para mq'(IQ~l é um
modelo de Cabeça. de l\ümestre quando:

Z

li) C) horizoTLte T* é obti,do 'pelo, :i'ustaposi,ção de thm,estres de di,as úte'ts com
cabeça {%}, E+l Z = di, número de dias títeãs

(ii) -Em um fMmesfre qualquer l7}, 7l+il as uo/atãlãdades ãntantáneas das taças
o'ueT"nàght são constantes:

«j(t) ãlltsj}, j c IZ,Z+il, ã c R+

Vamos imaginar que se 7' é a cabeça de um trimestre qualquer, então
T + di,TI + d2,T2 + d3 e T3 + d4 representam as cabeças dos quatro tri-

mestres consecutivos que formam um ano l7',r + 2521. Assumindo que a
economia Ütq'(©) determina preços para as opções {C(T, T + õ{)}i-i,2,3,4 com

õi = di, õ2 = di +d2, í53 = di +d2 + d3 e õ4 = >1:ai, então será possível

calibrar o modelo de cabeça de trimestre diretamente a partir das volatilidades
implícitas no modelo de Black destas opções, que é a convenção usual de mer-
cado. Pala este fim, vamos lembrar que relativo à medida onde r'lt, 7', T + õl
é log-normal, os preços de C e P serão dados pela fórmula de Black.

4

Sejam {aBZ..k,T,r+õi }i ,3,4 as volatilidades de Black implícitas nas opções
C(T, 7' + õi) e P(7', 7' + õi). Neste caso, podemos considerar a seguinte apro-
ximação:

«Ê:..«,',".'Õ@' }l} "J0'jW .,;.Õ«:, (")

A aproximação dada pela equação ( 56 ) acima permite aproximar as taxas
L{(t) pelas taxas forward observadasem t = 0, ou seja, para o seu uso prático
na fórmula de Black as taxas forward de l dia são congeladas em t=07

resta aproximação, conhecida por aproximação de Rebonato é proposta inicialmente em
Rebonatoj19981, e analisada posteriormente em Brigo e Mercurio j20011 e Rebonato 120021
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Assumindo que os choques dos processos {Z,i} sejam todos independentes
entre si a expressão se simplifica para:

Para 1 < m < 4:

(JBZack,T,T+ó.
l

(252)'

« '

JT=: )'ãp' ( 57 )
p-l q-l

Logo,

:JT=: )')aBI,ack .T.T- +õ.
l

252 ( 58 )

Aproximando as taxas a termo
obtemos na fórmula simplificada:

z.j (o) no trimestre por um valor comum,

aBZach,T,T+(5.
l

252
Z'r--.,--.(0) V

l + -L«.,+.(o) 7
( 59 )

Neste caso, podemos calibrar recursivamente o
para cada um dos períodos lr, T + (i.l:

modelo a partir das opções

;": "'-*,',«.: - À..} (í3::h) ( 60 )

'":'"'-*,',"':", - é\l'::'' (ííE;i=@y -- ®'', (í;i;i;My
9ril :aBZacÉ,7',T+di +d2+d3 =

( 61 )

à«''':(J=g )'*= )' .',,
12ln:oBlack,:l',T+di+d2+d3+d4

À\i''':(Ju%)* * '«,(#Zghy * '«,(#=$y *«-(#U%l:
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O esquema de calibração recursiva da equação ( 59 ) através de um conjunto
de opções sobre contratos futuros de DI com vencimentos trimestrais até o
período máximo de um ano, permite a extração das volatilidades forwaid das
taxas para os diferentes períodos trimestrais.

Não obstante, o paradigma de modelagem aditado modela as taxas no seu
nível mais básico, ou seja, as taxas overnight forward, permitindo portanto o
apreçamento dos mais variados derivativos de taxa de .juros dos mercados de
origem ambliópica ütq'(©), principalmente os derivativos sobre ativos sujeitos
a indexação diária por meio de um percentual de taxa de overnight.
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Capítulo 5

Metodologias para Cálculo de
VaR Delta ]Normal de Carteiras
com Contratos DI e Títulos de
Renda Fixa

Os mecanismos de correção dos efeitos ambliópicos apresentados pelos mer-
cados cujo desenvolvimento histórico foi descrito no primeiro capítulo deste
trabalho - foram caracterizados, definidos e normalizados nos capítulos sub-
sequentes.

A natureza específica destes instrumentos derivativos, totalmente vincula-
dos à sua realidade regional e às práticas locais de ordem contratual e operacio-
nal, podem criar ajustes e riscos adicionais, quando abordagens e metodologias
consagradas internacionalmente são diretamente aplicadas.

Tal situação se verifica quando leva-se em consideração as especificidades
contratuais que regem o mecanismo de juste dos contratos futuro de DI, tendo
em vista os preços de referência e de ajuste destes derivativos de renda fixa.

Nos parágrafos que seguem serão analisados os efeitos e conseqüências tra-
zidos por estes contratos - que tiveram a sua origem e desenvolvimento em
mercados ambliópicos 11R e transitaram para os mercados corrigidos !)IR'P- para
as metodologias e abordagens de mensuração de risco de mercado paramétricas
globalmente adoradas, mais especificamente, a abordagem de avaliação de risco
Value-at-Risk(Valor em Risco), Delta-Normal.
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5.1 Paradigmas de Cálculo &: Algoritmos
Nesta seção será apresentado um refinamento de cálculo do Valor em Risco

(VaR) Delta-Normal, adorando-se como referencial a metodologia de cálculo
desenvolvida pela RiskMetricsTb'i 1 , para que os efeitos dos ajustes diários con-
tratuais dos contratos futuros de DI negociados na BM&F, cuja formalização
teórica foi desenvolvida nos capítulos anteriores, sejam levados em consideração

A metodologia proposta constitui uma extenção da metodologia padrão
VaR Delta-Normal, na qual se captura na medida de VaR calculada para car-
teiras de instrumentos de renda fixa e contratos futuros de DI, os efeitos gerados
pelos ajustes diários destes contratos.

Uma conseqüência natural da metodologia proposta é de corrigir distorções
provocadas nas medidas de VaR de carteiras e fundos de renda fixa que con-
tenham posições significativas de contratos futuros DI, em função dos seus
ajustes diários, contemplados na metodologia aqui desenvolvida.

5.2 Cálculo de VaR com Ajustes de Contrato
deDI

A metodologia de cálculo de medidas de VaR, ora proposta, pressupõe
o cálculo dos log-retornos dos preços ou valores dos favores de risco, e as
hipóteses estatísticas da modelagem são as hipóteses usuais da abordagem
Riskh/letricsTM

(i) Os log-retornos diários são estatisticamente independentes e distribuídos
de acordo com uma distribuição gaussiana ou normal.

(ii) As volatilidades são constantes

iA metodologia de cálculo de VaR desenvolvida pela RiskMetricsTh'íé integralmente apre-
sentada pelo RiskMetricsTU.I'echnical Document de 1996. O trabalho posterior de Mina e
Xiao j20011 traz alguns aperfeiçoamentos à metodologia. Uma boa extensão e generalização
acadêmica da metodologia, pode ser encontrada em Duche e Pan j1997j.
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Neste capítulo, vamos adaptar as definições do capítulo segundo relativas às
convenções de contagem de dias dos contratos e investimentos financeiros con-
forme a metodologia RiskMetrics, de forma que os ajustes feitos neste capítulo
refiitam uma mudança dos favores de risco RiskMetrics para um vértice tem-
poral ou período 7'fixo.

Os ajustes contratuais de uma posição de contratos de futuros de DI em
aberto, feitos em t e que em t -- l teria 7' dias para o vencimento é igual a:

'4t,r }''(t, 7' - 1) - }''(t i, r)(i + o.-:) d' ( 64 )

Por outro lado verificamos que o ajuste, da forma contra,tualmente definida,
não incorpora a exala variação de preço que o preço de referência do contrato
p(t -- 1, 7') teria dada uma nova taxa implícita de negociação do contrato em
t. O ajuste da forma em que o mesmo se realiza incorpora apenas um dia de
taxa de curtíssimo prazo, de um dia, Ot.i ao valor de referência do contrato
P(l - 1, r), - forma }'(t - 1, 7')(1 + O.-:)g'

Para que a variação exala do valor de referência da posição em aberto fosse
integralmente incorporada, um ajuste feito através da utilização da nova taxa
implícita para o período 7' -- 1, extraída de }''(t, T -- 1), deveria ser praticado.
De fato, se o mercado não se alterasse, isto é, se não existisse risco de mercado
de ta.xa de juros, teríamos que o preço de referência do contrato futuro seria
expresso pela taxa forward, contendo um dia a menos para o vencimento. Isto
quer dizer que o preço vigente em t -- l seria igual a:

l
}''(t - 1, T) -

l +g/. :,a..)zbilP

"« ", n - õ-;-ik,a=' ' o '«..: ,).n ( 65 )

Desta forma podemos definir a seguir um novo ajuste teórico, de curva de
contratos que por sua vez traria para a posição em aberto de contratos futuros
de DI, a incorporação excita dos efeitos da variação da taxa de negociação dos
contratos negociados, definido como sendo:
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Á8. }''(t, r - i) - L''(t l,T l) ( 66 )

As distorções causadas nas medidas de VaR Delta-Normal, que mensuram o
risco de mercado, são explicadas pela discrepância entre os ajustes operacionais
contratualmente definidos e o ajuste teórico de curva proposto.

A discrepância entre os processos de ajuste gera uma anomalia de preços
que alimenta o modelo de VaR paralnétrico RiskÀ/letricsTM. É exatamente o
valor desta anomalia, um diferencial de preços derivado de um diferencial de
taxas, que é a correção a ser incorporada aos preços de marcação. Vamos
denotar por õt esta anomalia e redefinir os preços de marcação de forma a
incorporar a anomalia. São estes valores de referência corrigidos, denotados
V* que serão a base do re-cálculo do VaR RiskMetricsTMDelta-Normal.

l)efinição 5.1: P«a p(to, 7') = ({y(s, 7')};.[o,r.], {.A,,r},.[o,r-]) C q' um
contrato .futuro de uma eco'comia ambtáópãca 9Jt® (©'l de.hne-se a anomalia dos
uaZores de ajuste como sendo o processo (5.,a. : 10, Z+l x Q --> R+ de$nãdo como
a, difere'alça:

Õ.,, - .4(t, T) ..4'(t, T)

Prova-se a seguinte proposição

Proposição 5.2 Se ç'(to, T) = ({\'(s, 7')},clo,r*l, {.4,,r},clo,r.l) C © é um
contrato futuro em uma economia ambliópica Dtq'(©), então o processo de
anomalia õ.,r pode ser re-escrito como:

Õt,7' H-i,rl(l +Z/. :,,)ã (i + o.--)&l ( 68 )

onde Z/t,r é a taxa pré-fixada implícita no valor de referência V(t,7') do
contrato p C @

Prova da Proposição 5.2

Com a definição acima e calculando a anomalia produzida em t em termos
das taxas de mercado, temos que:
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õ. - .'l(t, 7') - .4'(t, T)

- lt'(t,z'-t)-\'(t-t,r)(t+o.-:)ül-ll'(t,a"-i) }'(t- i,r- l)l
- i) - }''(f - i, r)(i + o.-:)É'

Escrevendo na expressão acima dos valores de referência, PUs, em termos
de taxas implícitas, temos que:

t5. b''(t - 1,7' 1) - }''(t i,r)(i +o. :)ü ( 68 )

Ú+ yt.: ,..j:49-a' iÍI g/t.l,,)::Ül0+0..Dg'

JT;:3-gS' -*o,.o&

ii + Z/t.i,,):i#' l(i + Z/.-:,,«)à - (1 + 0.-:)ÜI
U :,rl(l +z/. :,,.)Ü (l + o.-:)é'l

Utilizando-se a derivação algébrica acima de (5t, pode-se notar que o valor
da anomalia dos preços de ajuste deriva de uma diferença entre a taxa de
rendimento implícita no valor da negociação do contrato para o período (taxa
de curva) de um dia e a taxa de juros de curtíssimo prazo ou overnight, o que
segue formalizado pela definição abaixo:

Definição 5.3: P'zra p(to, T) = ({t'(s,T)},.lo,r.l, {.A,,r},.to,r,l) C '© um
contrctto futuro , de$ne-se bUt l.v como sendo o uül.or representado IREI,a di-
fere'raça, das taxas de um di,a, T)ara o T)er'iodo T e Q taxa, de ulll diü do atàuo
ouemLi,ght:

A". :,, l(l +z/.-:,,..)ü (i + o.-:) g'l ( 70 )

A diferença das taxas de rendimento de um dia definida acima, que constitui
a anomalia de ajuste, pode ser igualada a:
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Õ.,r - b''(t - ], ]")AZ/* :,, ( 71 )

Observa-se que a corieção de preços de referência feita em t depende apenas
das taxas vigentes no fechamento da data t -- 1. Para o cálculo das medidas
de VaR em t deve-se também considerar a incerteza da anomalia dos ajustes
produzidas em t + l.

Assim o valor de referência V* para uso na gestão de risco deverá ser
modificado da segunite forma:

Definição 5.4 S©a g(to,T) = ({\'(s,T)}..lo,r*l, {.4.,r}..to,r.l) C '> um
contrato futuro em uma economia ambliópãca $Rõ Q©). De$nt-se um processo
üe 'preços de referência ajustado ao fisco co'm,o sendo o processo estocásti,co
L'* : lO,Z:*l x (2 --, ]R+ de$nádo por;

}''*(t, T - l) - }''(t, 7' - 1) + Õ.,,
- t''(t,T l)+\''(t 1,7')a.Z/. :,, ( 72 )

Para o cálculo das medidas de VaR RiskMetricsTM, o novo preço de re-
ferência corrigido, V*(t, T 1), será derivado sob a forma multiplicativa de um
preço de marcação de curva por um preço de correção ou preço de anomalia,
h',''')

}''* (t, T-l) }''(t, r - i) + ó.,,

i''(t, T - i) . }'''«(t, r - i) ( 73 )

Assim criando vértices adicionais de risco correspondentes aos valores de re-
ferência de anomalia V'( - , T) , consegue-se escrever um VaR RiskMetricsVK'íque
consistirá de uma matriz de covariância dos retornos dos preços de marcação
e de anomalia.

Para o cálculo do VaR em t, isto é, para se medir o risco que a carteira
incorre da data t para a data t + 1, deve-se calcular um quantil estatístico do
preço em t + 1: b'*(t+ l,T) = }'(t+ 1,7') +Õi+l,r
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Neste caso, na data t, o fator õt+i,r = V(t, T)z\g/t.r depende do preço ein t,
conhecido, e de um fator diferencial de taxas de juros que ainda não é conhe-
cido. Assim, para o cálculo das medidas de VaR, deve-se, para cada vértice de
renda fixa, considerar um fator de risco de curva, já contemplado na metodolo-
gia tradicional e um farol de risco de anomalia. Assim, segundo a metodologia
de cálculo VaR Delta-Normal o seguinte diferencial foi desenvolvidos :

'íKb-: d(U,r-: x b:r :)

dh,r-i x b:r.: + b,r-i x dh:r l

-",,'-: * :E * '';:..: -- ",,..-: .. %- x aK:,. l

Logo, a variação infinitesimal do preço de referência corrigido é dada pelo
diferencial acima.

Definição 5.5: .4 uahação í7zán fesámaJ do preço de r(i/erênc a /aturo Z)/,
bÇt.T -- L] que l,eua. em co'nsideração os efeitos de üÓzste é represa'atado por:

dH,r-: . dq.p :

H,,-: ' q% :
( 74 )

Considere-se agora uma carteira que contenha unicamente ni contratos fu-
turos de DI com vencimento ein h , n2 contratos futuros de DI com vencimento
em T2, ...,n{ contratos futuros com vencimento em Z,... e nk contratos futuros
de DI com vencimento em Tk. Para o cálculo do VaR RiskMetricsTh'iDelta-
Normal da maneira padrão, os contratos futuros de DI são tratados como
obrigações de renda fixa e calcula-se a volatilidade da variação de preços (MtM)
da carteira:

2A notação do valor de referência dos contratos futuros foi simplificada, denotando..se
y(t, T 1) por H,r--i sem perda de generalidade
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MtNlt
&

>l: n:t'' (t, Z) ( 75 )
{-1

O VaR RiskMetricsTh'irepresenta um número de desvios-padrões da va-
riação de l dia, isto é, da volatilidade gerada pelas volatilidades dos vértices
dos contratos e suas correlações.

Calculando o retorno infinitesimal da carteira, temos que

dMtMt
MtA/it Ê«:

al''(t, Z)
( 76 )

Utilizando-se o vetor M € Rk,

Mt.Mi
Mima

MtMK

de preços de I'eferência dos contratos e da matriz de covariâncias do re-
torno E = (aij), calculando a volatilidade da mudança dos vértices Z,í =
1, 2, ..., k,temos a seguinte expressão para o VaR:

}''«R. - /a.#iãF';'E X M ( 77 )

Onde /ç denota o fator de confiança associado ao nível de confiança ç, quer
dizer, o favor /ç = ]V i(ç), o ç-quantia de uma distribuição normal.

aiJ denota a covariância entre os log-retornou dos preços de referência V
associados aos vértices 7} e 7).

Para calcular-se um VaR ajustado que refeita os ajustes dos contratos de
DI, vamos definir o valor da carteira que contempla os ajustes dos contratos
futuros de Dl:
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MtM: llt
h

>l: n:\'*(t,Z) ( 78 )
{-1

Calculando a volatilidade de forma semelhante ao VaR RiskMetrics sem
ajuste, temos que:

dllt
llÉ

a\'(t,n) . d\'''(t,Z)
}'(t,T) ' }'''(t, Z)

( 79 )

Neste caso, além das covariâncias entre os log-retornou dos valores de re-
ferência dos contratos ou preços dos vértices de renda fixa, o cálculo do VaR
implica em considerar adicionalmente dois novos elementos:

li) Covariâncias entre os log-retornos dos valores de referência dos vértices de
renda fixa e os log-retornos dos valores de anomalia dos mesmos vértices

(ii) Covariâncias entre vértices dos log-retornos dos valores de referência de
anomalias dos vértices de renda fixa.

Assim, a matriz de covariância para n vértices é agora uma matriz de
covariância de tamanho 2n x 2n e o vetor de exposições em risco é também um
vetor de dimensão 2n contendo para cada um dos n vértices duas componentes:
uma correspondente ao preço do vértice e outra correspondente ao ajuste feito
no vértice. Instrumentos de renda fixa contendo ajustes de DI terão ambas
componentes nãa-nulas, enquanto que instrumentos de lenda fixa sem ajuste de
DI conterão apenas a primeira componente não-nula e a segunda componente,
igual a zero.

Proposição 5.6: .9e ll é uma cadeira /armada por contratos /ut ros p c
q'üe o ual,or VaR ajustado, denota,do üqKi, por Va,R' é dado por:

}''aR: ( 80 )
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Onde M.* C R2" é o uefor de ezposáções

NltMt
MtM:
MtM.z

M*

MtMK
MtN/l:

E:" é a. mata,z de couühânci,a, '2n, x 2n, dos favores de fosco

al ,a;l ,p

a2 ,P; l ,P

a2 ,a;l ,P

al,P;l,a
«?,.

a2,P;l,a
(J'2 ,a;l ,a

al,P;2,a al,P;2,a
a'l ,a;2,P al ,a;2,a

2
a2 ,P a2,P;2,a

a2,a;2,P a$,a

al,p;k,p al,p;k,a
al,a;k,p al ,a;k,a

a"2,p;k,p (J'2,p;k,a

a2,a;k,p (J2,a;k,aE* (81)

ak,p;l,p aX;,p;l,a (J'k,p;2,a ak,p;2,a
ak,a;l,p ak,a;l,a ak,a;2,p aA,a;2,a ak,a;k,p

Ok,p;k,a
.2,.

e o«de /a

Esta matriz de tamanho 2n x 2n é formada por blocos 2 x 2 dispostos ao
longo da diagonal contendo as variâncias e covariâncias entra-vértices. isto é.
variâncias dos preços da curva e de anomalia ( e suas covariâncias mútuas
por blocos 2 x 2 dispostos fora da diagonal contendo covariâncias inter-vértic.
Assim, o elemento:

a{,P;.j,a
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Denota a covariância entre o log-retorno do preço da curva pré correspon-
dente ao vértice ie o log-retorno do preço de referência de anomalia (diferencial
de ajuste) do vértice j da mesma curva pré. As demais entradas da matriz E*
são análogas. Na verdade, trata-se de uma duplicação dos fatores de risco de
taxas de juros pré-fixadas causada pela inclusão dos ajustes dos vértices da
curva

5.3 Exemplos Numéricos

Nesta seção será desenvolvida uma aplicação numérica da metodologia de
cálculo das medidas de VaR propostas na secção anterior, a qual incorpora as
volatilidades e covariâncias dos efeitos das diferenças das taxas de um dia, ou
anomalias de ajuste como definido anteriormente.

Para que os efeitos numéricos capturados pela metodologia proposta pos-
sam ser analisados, uma carteira composta por posições compradas em títulos
de renda fixa livres de risco de crédito cujo risco de mercado é mitigado - ou
em outras palavras, cujo Aedge é realizado - por posições vendidas de contratos
futuros de DI de vencimento, será construída. Os títulos de renda fixa e os
contratos futuros de DI terão 126 dias de vencimento e são apresentados na
tabela abaixo:

Tabela 5.1 Caü,eito, com Instr.umentos de Renda Fixa,

As alocuções das exposições aos vértices da curva de juros é apresentada
pela tabela 5.2, a seguir:
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Posição h4tM (em R$ mn) Vencimento (DU)
LTN 100.000,00 126

Fut DI -100.000,00 126
LTN 200.000,00 126

Fut DI 200.000,00 126



Tabela 5.2: .4/oração das Exposições aos yédíces

Com as posições compradas e vendidas da carteira de renda fixa, uma me-
dida de VaR Delta-Normal será calculada utilizando-se a metodologia proposta
que será contrastasda com o resultado tradicionalmente adorado que corres-
ponde a um valor de VaR nulo.

Para os cálculos estatísticos necessários para o cálculo das volatilidades
e das correlações dos preços de referência dos contratos negociados para os
diferentes prazos e das diferenças de ajuste (anomalias), preços reais de fecha-
mento de setembro de 1999 a setembro de 2000 dos contratos de DI e da taxa
de CDI foram utilizados, estando as séries históricas apresentadas na tabelaA.l

A matriz de correlação dos fatores de risco, ampliados pelos valores de
referência das diferenças de ajuste das anomalias, é calculada e seus elementos
são apresentados na tabela A.2.

A medida de VaR((1) ajustada é calculada para € - 0.99 onde /e = 2.32635
utilizando-se as posições das carteiras especialmente construídas para a captura
dos efeitos nas medidas de risco dos ajustes contratuais diários dos contratos
futuros de DI. A Tabela 5.3 apresentada abaixo sintetiza os resultados da
aplicação da metodologia proposta:
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Posição 21 42 63 84 105 L26
LTN 0 0 0 0 0 100.000,00

FutDI 0 0 0 0 0 -100.000,00
IIN 0 0 0 0 0 200.000,00

FutDI 0 0 0 0 0 200.000,00



Tabela Val,or em Risco de Cad,eira co'm, Instr.cimentos de Re'n,da, F'lza.

Nota-se que a utilização correra da metodologia VaR Delta-Normal que
leva em consideração os efeitos dos ajustes estocásticos diários dos contratos
futuros de DI, revela a existência de um risco tradicionalmente negligenciado,
cuja mensuração integral foi evidenciada pela tabela acima.
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Nível ('nD6nnpn 99,00%
Fator Confiança 2,326348

Volatilidade (em R$) 2.436,78
VaR l dia c/ ajuste DI 5.668,80
VaR l dia 'lFadicional 0



Capítulo 6

Conclusões

Este trabalho considerou os problemas da formalização teórica dos modelos
de apreçamento de derivativos em economias em desenvolvimento ou emergen-
tes, onde os mercados para os ativos financeiros básicos encontram-se ainda em
fase de gestação. Em outras palavras, pretendeu-se construir um arcabouço
teórico para o apreçamento de instrumentos financeiros de renda fixa em eco-
nomias onde se verifica a inexistência original, ou de partida, de ativos básicos
ou primitivos de renda fixa livre de risco.

Inicialmente foram formalizados os conceitos e definições que constituem
uma economia ambliópica. Esta por sua vez foi definida e suas limitações
teórico-formais verificadas historicamente. Ao mesmo tempo mecanismos de
completamento e apreçamento foram desenvolvidos a partir da conceituação
e formalização de certos contratos financeiros ou produtos derivativos adi-
cionais que ao mesmo tempo respeitam a evolução histórica das economias
ambliópicas.

Numa segunda parte, modelos de apreçamento de opções de renda fixa
sobre estes mesmos contratos financeiros foram construídos, normalizados e
propostos tendo em vista as especificidades e idiossincrasias de sua origem e
evolução de caráter ambliópico.

Finalmente na terceira e final parte deste trabalho, problemas e questões
relacionados com a mensuração e gestão de risco de carteiras de renda fixa que
contenham estes mesmos contratos financeiros, previamente definidos, foram
formatados e analisados. A partir de uma metodologia clássica, delta normal
de mensuração de risco, ajustes e correções foram desenvolvidos e propostas no
sentido de adequar esta metodologia às especificidades e peculiariedades con-
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tratuais destes instrumentos financeiros, levand(»se sempre em consideração o
embasamento ambliópico sobre o qual estes instrumentos foram desenvolvidos.
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CDI 2] 42 63 84 105 126
Taxa Taxa Taxa Taxa Taxa Taxa Taxa

19,16   19,69% 20,06% 20.75% 21.60% 22.50% 23.24%
19,19% 19.64% 20.16   20.89% 21.69   22.53% 23.24%
19.21     19.90% 20.$1% 21.24   22.08% 22.78%
19,23   19,27% 19.53% 19.95% 20.59% 21.33% 22.04 6
19,27% 19,38% 19.85   20.48% 21.13   21.9]   22.59%
18,92% 19,42   19.96% 20.55% 21.32% 22,09% 22.79%
18,90% 19,63% 20.25   20.96% 21.78   22.58  23.24%
18,90   19.47   20.00% 20.56% 21.24% 21.96% 22.62%
18,90% 19,41% 19.88   20.56% 21.21% 21.95 = 22.57%
18,89   19.35   19.90% 20.61% 21.33% 22.10  22.77%
L8,88   19,29   19,84% 20.46% 21.18% 21.98 6 22.67%
18,86   19.63   20.61% 21.28% 21.65   22.67  22.97%
L8,90%o 19,48   20,17% 20.85% 21. 70% 22.41% 23.16%
18.87   19,33% 19.86   20.39% 21.10% 21.88  22.61%
18,86% 19,38% 20.04% 20.72% 21.52% 22.36 % 23.11%
18,71   19,30% 19.92% 20.56% 21.49% 22.37  23.06%
18,83   19,12   19.66% 20.27% 21.00% 2] .74% 22.48%
18,82   19,06   L9.46% 20.01   20.74% 21.49 = 22.23%
18,77   19,04   19.34% 19.83% 20.53% 21.28% 21,97%
18,78   19.22   19.54   20.09   20.88% 21.70 % 22.42%
18,78   19,24% 19.62   20.22% 21.09   21.93% 22.64%
18,77% 19,22   19,63% 20.21% 21.04% 21.89% 22.67%
18,77% 19.25 6 19.73   20.36% 21.2]   22.10  22.92%
18,78% 19,27   19.75% 20.41% 21.19% 22.03   
18,77% 19,20   19,58% 20.15% 20.90% 21.73% 22.44%
18,75% 19,12   19.49   20.08% 20.85   21.55% 22.19%
18,73% 19,08% 19.43% 19.95% 20.64% 21.32% 21.90t â
18,69%Q 19,17   19.49   20.00% 20.64% 21.33% 21.99  
18,70   L9.10   19.49% L9.98   20.66% 21.37% 22.01%
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19,571
19,57%
19,74%
19;73%
19,69%
19,85%
19,58%o
19,60%
19,70%
20,00%
19,85E
19,77E
19,53%
19,39'
19,56%
19,52%
19,30%
19,17:
19,161
19,09%
19,13'
19,25%
19,30%
19,32%
19,29%
19,36'
19,55E
19,37:
19,32%
19,31'
19,22%

20,69E
20,55'
20,28'
19,97'
19,79%
19,75%
19,68%
19,29%
19,82%
19,85%
20,37%
20lvo%
20,92%
21,43%
21,02%
21,36(
21,691
21,171
21,50%
21;43%
21,03%
21,16%o
21,33E
21,10%
a018õ%
20,55'
21,01'
21,20%
21,11'
21,32%
20,68%
20,64'
20,81%
20,61'
20,32'
19,96c
19,85%
19,87:
20,10E
20,08%o
20,051
20,24'
19,82E
19,84%
20,04%o
20,31%
20,17%
20;Í3%o
19,83%
19,62%
19,84%
19,82%
i9,5Í%
19,33%
19,301
19,28%
19,33E
19,43%
19,48E
19,54'
19,50'
Íg;57%'
19,77:
19,61'
19,58%
19,56%
19,45%

21,47%
21,32%
20,99%
20,591
20,42%
20,26%
20,11%
19,53%
20,26(
20,31%
20,821
21,18:
21,41%
21,97%
21,52%
2i;951
22,31%
2i,671
22,031
21,841
21,51%
21,63E
21,84E
21,63%
2t,33E
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21,62'
21,83%
21,08%
21,õ3%
21,22%
20,97%
20,62%
20,27%
20,18%
20,2il
20;47%
20,48:
20,401
20,69%
20,13E
20,12%.
20,35%
20,62%
20,46'
20,48:
20,ii%
19,88'
20,i41
20,12%
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18,14%
18,06%
17,94%
17,88%
17,85%
17,98%
17,83%
17,90'
17,73%
17,74%
17,70%
17,58%
17,80%
17,84%
18,16
17,92
17,64%
17,79%
17,86%
17,55'
17,36%
17,24'
17,31
17,18%
17,19'
17,24'
17,23%
17,24%
17,13%
16,87%
16,80'
16,80%
16,76'
16,71
16,61%
16,50'
16,35%
16,45%
16,68%
16,54%
16,76%
16,72%
16,44
16,54%
16,54'
16,66'
16,82%
16,70'
16,74'
16,76%
16,76'
16,77'
16,72%
16,63%
16,60%
16,64%

i
ii
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Sêde hstóhca d,e Taxas de Juros (continua,ção)

74

16,49   16,52   16,56% 16,60% 16,64% 16.70  16,76 
16.50   16,52  16,52   16.53   16,57   16,64% 16,70 
16,51   16,55 6 16.56% 16.59   16.65% 16.74  16.81 
18,42   18,87  18,99   19,27   19.68   20,15  20,62 4
18.42% 18,80  18,92% 19,22% 19,65% 20,13  20.61 
18,43% 18,71   18,82% 19.10   19.45% 19.89% 20.35%
18,42% 18,68% 18,83   19,11   19,46% 19,89% 20.34%
18.40% 18,64  18,74   19,01% 19.35% 19.73  20.10%
18,39   18,53   18.73   18,96   19.29   19.65% 19.95%
18,38   18,61% 18,69% 18,88   19.17   19,39% 19,61%
18,37   18,50  18,61% 18.70   18,86   19.03  19.22 
18,35% 18,47% 18,59% 18,68% 18.85   19,02% 19.21%
18,32   18,41   18,52% 18,64   18,84% 19,05% 19.26%
18.28% 18,37% 18,43% 18.52% 18,70   18.90% 19.12 
18,26   18,33% 18,41   18,54   18.76   18,98% 19.20%
18.26% 18,35   18,42% 18,54% 18,73   18.95  19.13 
18,25   18,39% 18,48% 18,61   18,80   19,02% 19,24%
18,24% 18,32% 18,40   18,50   18.67   18.86  19.06 
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