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Resumo

E estudada a estabilidades espectral e de Liapunov de um anel de vértices de mesma
intensidade, dispostos nos vértices de um poligono regular, no plano e na esfera. No plano,
é mostrado que o anel de N vértices é espectralmente estdvel para N < 7 e espectralmente
instavel para N > 7, sendo o caso N = 7 degenerado. Pode-se mostrar que o mesmo vale
quanto a estabilidade de Liapunov, se N # 7. No caso N = 7, é possivel mostrar a estabilidade
segundo Liapunov, usando termos mais altos da hamiltoniana. Quando é inserido um vértice
de intensidade x # 0 no centro deste anel, existe, para cada valor de N, um intervalo de
valores de k para o qual o sistema é espectralmente estével. Neste mesmo intervalo, o sistema
é estdvel segundo Liapunov.

No caso de um anel de vértices na latitude |z| < 1 de uma esfera de raio um, a configuragao é
estdvel segundo Liapunov para N < 7 e instdvel para N > 7. Quando é adicionado um vértice
de intensidade & # 0 no pélo norte, obteremos, para cada valor de N > 2, regides no plano zx
nas quais a configuragao é estdvel segundo Liapunov.

Este trabalho foi baseado nos artigos de H.E.Cabral e D.S.Schmidt [7] e de H.E.Cabral,
K.R. Meyer e D.S.Schmidt [6].

Palavras-chave: Vértices, Equilibrio Relativo, Estabilidade Espectral, Estabilidade de Lia-
punov, Sistema Dinamico, Sistema Hamiltoniano.
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Abstract

We study spectral stability and Liapunov stability of a vortice’s ring, where all vortices
have the same strengh and are at the verteces of a regular polygon, on the plane or on a fixed
latitude of the sphere. It is shown that on the plane, the N vortice’s ring is spectrally stable
for N < 7 and spectrally unstable for N > 7, while the case N = 7 is degenarate. It can be
shown that, for N # 7, the same is true for Liapunov stability. For N = 7, the analysis of
higher order terms in the Hamiltonian expantion shows that this case is also Liapunov stable.
When a vortex of strenght x # 0 is inserted in the center of this ring, there exists, for each
value of N, an interval of values for x for which the system is spectrally stable. In this same
interval, the system is Liapunov stable.

For the vortice’s ring at a latitude z on the unitary sphere, where |z| < 1, the configuration
is Liapunov stable for N < 7 and Liapunov unstable for N > 7. When an aditional vortex of
strenght x 7 0 is inserted in the north pole, for each N > 2, we get a region in the zk-plane,
where the configuration is Liapunov stable.

This dissertation was based mainly on the papers [7] by H.E.Cabral and D.S.Schmidt,
and [6] by H.E.Cabral, K.R. Meyer and D.S.Schmidt.

Keywords: Vortices, Relative Equilibrium, Spectral Stability, Liapunov Stability, Dynamical
System, Hamiltonian System.
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Introducao

A teoria da vorticidade na mecénica dos fluidos é uma teoria de campo e, portanto, descrita
por equagdes diferenciais parciais. A vorticidade é uma propriedade de um escoamento em
rotacao, onde as linhas de correntes (linhas continuas tangentes ao campo de velocidade em um
dado instante) apresentam um padrdo circular ou espiral. Ela é encontrada nos mais diversos
fendmenos da natureza, como furacgdes, tornados, efeitos de ponta de asa ou movimento de
fluidos geofisicos. Helmoltz [10] mostrou que quando é considerado o escoamento de um fluido
ideal, incompressivel, bidimensional, no qual a velocidade estd concentrada em N pontos
isolados, o problema de determinar o movimento do fluido se reduz & determinar a solugao
de um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem. Um nitimero pequeno de vértices
pontuais modela regides de alta concentragao de vorticidade, enquanto um grande niimero de
vértices pode ser usado para aproximar regides de menor concentragao.

Kirchoff [12] estudou o problema dos vértices no plano e mostrou que estas equagoes
correspondem as de um sistema hamiltoniano. Como o campo de velocidades é singular nos
vortices, ele fez uma hipdtese regularizadora para obter as equacdes: supds que cada vortice
nao se movimenta pela agéo de seu campo, mas sim pela acdo do campo gerado pelos outros
vortices. Em 1883, JJ.Thomson colocou N vértices de igual intensidade nos vértices de um
poligono regular. Trabalhando com um sistema de coordenadas em rotacao uniforme, ele
concluiu que a configuragéo poderia ser estdvel para N < 6, mas era inst4vel para N > 8. Em
1999, Cabral e Schmidt 7], aplicando técnicas de normalizagao até termos de quarta ordem &
fungao hamiltoniana mostraram que, exceto por simetria rotacional, o caso N = 7 é localmente
estdvel segundo Liapunov.

Recentemente, tem havido um grande aumento de interesse na teoria dos vértices, néo sé
por suas aplicagdes fisicas mas também por sua semelhanca com o problema dos N COrpos
na mecanica celeste (olhe por exemplo [5] e [13]). Um grande niimero de artigos tratam dos
vortices no plano, tanto em casos integraveis, quanto nao integraveis. Entretanto, do ponto de
vista geofisico, nas aplicagdes em grande escala como movimentos atmosféricos e dos oceanos,
é importante estudar o movimento destes vértices também na esfera. O primeiro a deduzir o
sistema de equagdes para N vértices na esfera foi Bogomolov [3], [4], que tratou o problema no
caso de uma esfera em repouso ou em rotagdo. Como no caso dos vértices no plano, quando
a esfera estd em repouso, este sistema ainda tem uma formulagdo hamiltoniana se os vértices
estiverem afastados dos polos. Esta propriedade permite que estes vértices sejam estudados
de diversos pontos de vista. No caso de trés vértices o problema é completamente integrével
tanto no plano quanto na esfera. Um livro interessante sobre a teoria dos vértices é o de
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P.Newton [15], o qual tem uma grande lista de referéncias e artigos relevantes.

Neste trabalho, estudaremos as estabilidades espectral e segundo Liapunov de um sistema
constituido por um anel de N vértices pontuais no plano e na esfera, todos com a mesma
intensidade, localizados nos vértices de um poligono regular, com um vértice adicional no
centro do poligono (caso plano) ou no pélo norte (caso na esfera).

Esta dissertacdo tem a seguinte organizagdo. No capitulo 1, apresentamos alguns concei-
tos e teoremas basicos que serdo utilizados nos capitulos seguintes. Na secao 1.2 falaremos
sobre estabilidade segundo Liapunov e definiremos um sistema hamiltoniano. Na secao 1.3
estudaremos a estabilidade de sistemas hamiltonianos e demonstraremos que o polindmio ca-
racteristico do sistema linearizado é par. Na se¢do 1.4 apresentaremos o problema de Kirchhoff
e mostraremos que H é uma integral primeira deste sistema . Na secdo 1.5 apresentaremos
alguns teoremas cldssicos do cdlculo e demonstraremos uma proposigao que serd utilizada ao

longo deste trabalho.

No capitulo 2, apresentaremos as equacoes de movimento de IV + 1 vértices localizados em
¢; = (z;(t), y;(t)) com intensidade x;, para j = 0,---, N, dadas por

{K’J’j;j = g_yUJ(xvy)

b

KjY; = —%(w,y)

com fungao hamiltoniana U(q) = — Z Kkikj log((z:(t) — z;(t)) + (wi(t) — yj(t))2)%, onde g =
i<j

(zo,Z1,""* ,ZN,Y0,Y1," - ,ZN), CcOm as quais trabalharemos ao longo dos quatro primeiros
capitulos. Na secio 2.2 definiremos um ponto de equilibrio relativo e obteremos, explicita-
mente, a velocidade angular dos vértices necessédria para que se possa ter um equilibrio relativo.
Na secao 2.3 mostraremos que para esta velocidade angular, o sistema de N vértices de igual
intensidade nos vértices de um poligono regular com um voértice central é, de fato, um ponto
de equilibrio relativo do sistema.

No capitulo 3, mostraremos que um anel de vortices posicionados nos vértices de um
poligono regular de N lados com N > 2, inscrito na circunferéncia de raio 1, com intensidade
kj = 1l,com j = 0,...,N — 1 girando com velocidade v = -%, para N < 6, é um ponto
de equilibrio espectralmente estdvel da equagao nao linear M Z=17 VV(Z), com Z = @ - Q,
onde @ € R?N representa a posigdo do anel de vértices no referéncial em rotagdo. Para isso,
mostraremos que todos as raizes do polinémio det(A\J — vI + D?U(Q)) = 0, autovalores da
equacao linearizada, sdo imagindrios puros, com excecdo de duas raizes nulas que aparecem
devido & invaridncia de U por rotagoes e translagdes. A func¢do hamiltoniana considerada neste
capitulo é V

(@ == Y log((x:(t) = 2;(0)* + @wilt) — ;1))

0<i<j<N

e com a configuracdo de equilibrio Q = (zo, 1, " * ,TN-1,Y0, Y1, " - ,YN—1), definida por

z; = Re(w’), para j =0,...,N —1
gj:Im(wj), para j=0,...,N —1,
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onde w =en .

No capitulo 4, secdo 4.2, mostraremos que um anel de vértices posicionados nos vértice
de um poligono regular de N lados com N > 2, inscrito na circunferéncia de raio 1, com
intensidade x; = 1,com j = 0,..., N — 1, com um vértice inserido no centro do anel, com
intensidade x # 0, girando com velocidade v = —c, — k , é um ponto de equilibrio espec-
tralmente estdvel, para a intensidade deste vértice central num certo intervalo. Neste caso, a
fungao hamiltoniana é dada por

U@ =— D log((zi(t) — z;(t))" * (yi(t) — v;(£))2) 2 —

0<i<j<N

N-1
kD log((z5(t) — an(t)” + (w(t) — yw(1)?)?

com a configuragio de equilibrio @ = (%o, 21, -+ ,TN-1,Y0,Y1," - ,Yn—1) definida por
- Re(w?),paraj=0,... N—1
T =
0, paraj =N

~  JIm(w’), paraj=0,...,N—1
¥= 0, para j=N.

Na segao 4.3, mostraremos a estabilidade segundo Liapunov para este equilibrio quando o
valor da intensidade do vértice central estd no intervalo onde ocorre estabilidade espectral.

No capitulo 5, analisaremos a estabilidade espectral de um anel de vértices em uma. esfera
de raio um. Na segdo 5.2, mostraremos que as equacdes que descrevem o movimento de N
vortices pontuais quando os vértices estdo em uma latitude fixa z, |z| <1, da esfera de raio 1,
dispostos nos vértices de um poligono regular, com intensidade kj=1,paraj=0,1,--- ,N—1,
correspondem as de um sistema hamiltoniano, com funcdo hamiltoniana

1
Hip,2)=5 > Inll = 52— /1- 2 /1- Zcos(p; — )],

0<i<j<N

quando a posicao de cada vértice é representada por coordenadas cilindricas g; = (pj, 2;), isto
é, pela distancia do vértice ao plano equatorial, z;, e pela sua longitude, ¢;, com configuragio
de equilibrio relativo @ = (o, ¢1,- .., ¥N-1,20, 21, - - - , zy_1) definida por

2 =2z
{J_27rj para 3 =0,1,2..., N — 1.
Vi =N

Na secao 5.3, estudaremos a estabilidade segundo Liapunov deste configuragao de vortices.
Para isto, introduziremos um sistema de coordenadas que gira com um velocidade angular
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(N—-1)z : : . .
constante w = —m em torno do seu eixo polar. Neste referencial, o sistema ainda
-z
N-1
serd hamiltoniano, com uma nova hamiltoniana H(¢;(t),z) = Hi1(p,(t),z) —w Z z;i(t), com o
i=0

equilibrio relativo descrito acima correspondendo a um ponto de equilibrio deste novo sistema.
Mostraremos que a hessiana de H calculada no ponto de equilibrio possui todos os autovalores
negativos para N < 7, ou seja, a hessiana para N < 7 é definida negativa (exceto pelo
autovalor nulo correspondente & invaridnga por rotagdo). Portanto, temos estabilidade no
sentido de Liapunov somente quando N < 7, enquanto para N > 7 o equilibrio nao é estével
no sentido de Liapunov.

No capitulo 6, estudaremos novamente o anel de vortices do capitulo 5, mas agora com
um voértice inserido no pélo norte da esfera, com intensidade k. Como o pélo norte é uma
singularidade do sistema de coordenadas cilindricas usado para os demais vortices, usaremos
coordenadas cartesianas para descrevé-lo. Na se¢do 6.2, apresentaremos as equagoes de mo-
vimento para este caso. Agora, elas nao correspondem mais a um sistema hamiltoniano, mas
ainda exite uma fungdo H que é uma integral primeira do movimento e em relagao a qual
se pode escrever estas equagoes. Mostraremos que, quando girando com velocidade angular
(N—-1)z K
20-22) 2(1—2)
equilibrio relativo do sistema. Na segao 6.3, estudaremos a estabilidade segundo Liapunov
deste equilibrio, e encontraremos regioes que dependem da latitude z e da intensidade s nas
quais a configuragao é estdvel, para cada valor de N > 3. Na secao 6.4, estudaremos o caso
particular em que N = 2, no qual novamente encontraremos uma regiao de estabilidade no
sentido de Liapunov.

constante w = —

em torno do eixo polar, esta é uma configuracao de

Finalmente, em Conclusoes, apresentamos algumas extensoés para as quais acreditamos
que as técnicas aqui usadas possam produzir resultados novos.

Para facilitar a leitura e compreensdo de alguns calculos e demonstragoes, colocamos no
apéndice A alguns resultados de dlgebra linear e varidvel complexa utilizados (como referéncia
para este ultimo assunto citamos [8]).




Capitulo 1

Conceitos Basicos

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos bésicos envolvendo estabilidade. Apre-
sentaremos também alguns teoremas sobre estabilidade segundo Liapunov (como referéncia
para este assunto citamos [16] e [9]), definiremos um sistema Hamiltoniano e estudaremos
sua estabilidade (como referéncia para este assunto citamos [1]), e descreveremos o problema
de Kirchhoff. Apresentaremos, a titulo de ilustracio, a demonstracio de alguns resultados. A
demonstragdo dos outros podem ser encontrados nas referéncias jé citadas.

Estes conceitos serdo tteis para a compreensdo dos capitulos seguintes.

1.2 Estabilidade de Liapunov

Apresentamos, inicialmente, a definigio de ponto de equilibrio de uma equagao diferencial.

Definicao 1.2.1. Sejam Q C RY aberto e f : © — R de classe CH1 com k > 0. Um

ponto o € chamado de ponto de equilibrio da equagio diferencial z = f (z),se p: R — RV,
definida por ¢(t) = o, para todo t € R, é solugio dessa equacdo. E claro isto ocorre se e s6

se f(zo) = 0.
Definicao 1.2.2. Sejam Q C R" aberto e f : Q — R de classe C**!, com k > 0. Um

ponto de equilibrio zo da equagdo ¢ = f(z) diz-se estdvel segundo Liapunov, se, para todo
€ >0, existe 6 > 0 ( § = §(¢)) tal que Bs(zo) C Q e, para todo Z € Bj(z), a solugdo % do
problema

=f(=), =(0) =%, (1.1)

fica definida em [0, co[ e 9(t) € Bc(zo),Vt > 0. Caso contrério, o ponto de equilibrio é dito
instavel segundo Liapunov.

Definigao 1.2.3. Sejam 2 C RY aberto e f : Q — RY de classe C*¥*! com k > 0. Um

bl

ponto de equilibrio zo € Q da equagio & = f(z) é dito atrator, se existe ¢ > 0 tal que, para

b)
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todo T € B.(zg), a solugao ¢ de
&= f(z), z(0)=1,

fica definida em [0, 00 e tlim o(t) = zo.

A solugao de (1.1) passando por z € Q em ¢t = 0 serd sempre indicada por ¢,(t), com
ps(0) ==
Definicao 1.2.4. Sejam Q C RN abertoe f : Q —— R de classe C*¥*!, com k > 0. Um ponto

de equilibrio zg € Q da equagdo & = f(z) é dito assintoticamente estavel segundo Liapunov,
se ele for estavel e atrator.

Os métodos mais usados no estudo de estabilidade de pontos de equilibrio sao a linearizagao
da equagao diferencial e os que usam fungoes auxiliares. Os dois teoremas a seguir usam
linearizagao.

Teorema 1.2.5. Sejam Q C RN aberto e f : Q —— RN de classe C**'. Se zo € Q € um
ponto de equilibrio de © = f(z) e todos os autovalores de D f(zo) tem parte real estritamente
negativa, entdo xo € assintoticamente estavel segundo Liapunov.

Teorema 1.2.6. Sejam Q C RV aberto e f : @ —— RN de classe C**1. Se zy € Q é um ponto
de equilibrio de & = f(z) e D f(zo) possui um autovalor com parte real estritamente positiva,
entdo xg € instdvel seqgundo Liapunov.

As fungoes de Liapunov, definidas a seguir, sdo fungoes auxiliares importantes no estudo
de estabilidade.

Definicao 1.2.7. Sejam © C RN aberto e f : @ — RY de classe C**!. Seja zo um ponto
de equilibrio de £ = f(z). Uma funcdo de Liapunov para zp, é uma funcao diferenciavel
V : U — R, definida em um aberto U C (, tal que zo € U, satisfazendo as seguintes
condigoes

(a)V(zo) =0e V(z) > 0,V # zp;
(b)V(z) = DV(z)f(z) < 0,Vz € U.
A funcido de Liapunov V diz-se estrita quando

()V(z) <0, Vo € U — {x}.

Observacao 1.2.8. Sejam Q C RY aberto, f :  +— RY de classe C**!, e V : Q +— R de
classe C'. Se ¢ : I — RN é uma solugo de & = f(z), entdo $(Vop)(t) = DV (p(t))p(t) =
DV ((t)) f(¢(t)). Isto motiva a definicdo de V : U — R por V(z) = DV (z) f(z).

Teorema 1.2.9. Seja =y um ponto singular de (1.1). Se ezistir uma fun¢do de Liapunov
para xy, entdo zo € estdvel. Se ela for uma fungao de Liapunov estrita, o € assintoticamente
estdvel.
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Demonstragao. Seja V. : U — R uma funcio de Liapunov para z,. Dado B = {z €
RNtal que |  — 2 |< 6} C U, o nimero m = min{V(z);| £ — zo |= §} é positivo, j4 que
V(z) > 0 para € U — {zp}. Em virtude da continuidade de V, existe um aberto com
zo € U, contido em B, tal que V(z) < m, para todo z € U;. Como V decresce ao longo
das drbitas de (1.1), temos que @, (t) permanece no interior de B, para todo t > 0 e x € Uj.
Portanto, zy é estdvel.

Agora, vamos supor que V é uma fungdo de Liapunov estrita para zo. Pelo que demons-
tramos na primeira parte do Teorema, temos que 20 € U; € B C U e vz (t) € U para
quaisquer z € U; e t > 0; em particular, ¢, (t) € U para quaisquer z € Uy et > 0 e portanto
somente resta mostrar que tli'rg ¢z(t) = zo vale para qualquer z € U;. Por hipétese, temos

que V(p(t)) < 0,Vz € U —{z}. Dado = € U; existe uma. sequéncia t, crescente de niimeros
reais positivos com a sequéncia dada por ¢,(t,) C B, e como B é compacto, pelo teorema
de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia ¢z (tn,) convergente, cujo limite y estd em
B. Temos que V(ps(tr)) — V(y) e, V(p4(t)) > V(y),Vt > 0. Suponhamos y # z,. Entdo
V(ipy(t)) < V(y) e para todo z suficientemente préximo de y, V (¢,(1)) < V(y). Mas entéo, se
k for suficientemente grande, z = ¢, (¢;) est4 suficiente préximo de y e V(pz(te +1)) < V(y),
o que é um absurdo. Portanto, y = x4 e tl—l—vrglo o(t) = zo O

Exemplo 1.2.1. Consideremos a equagdo diferencial

i‘l = 2:1,‘2 (1133 - 1)
Ty = —x; (23 — 1)

T3 = —x3,

definida pelo campo de vetores nao-linear f(zy,xs,23) = (22923 — 239, 71 — 7123, —T3) , com
parte linear

0 -2 0
Df(ﬁvo) = 1 0 0 5
0 0 -1

em 2o = (0,0,0) € R®. Os autovalores de D f(x) sdo +iv/2 e —1. Portanto, nao vale que
todos os autovalores tém parte real negativa, donde ndo podemos utilizar o resultado do teo-
rema (1.2.6) para estabelecer a estabilidade do sistema na origem. Vamos tentar obter uma
fungdo de Liapunov para o sistema, na origem, na forma V(z1, %2, 23) = az? + bxk + ca?,
com a,b,c > 0. Claramente, temos V(0,0,0) = 0 e V(z) > 0 para cada = # 2o = (0,0,0).
Também,

DV(z)f(z) = (VV(z1,z,, z3), f(21, T2, 23))
= <(20,1L’1, 2b.’E2, 201}3), (2:112.’123 = 2172, Ty — T123, —Ig))
= (2b—4a) z122 + (4a — 2b) z1 2973 — 2c25

e assim, se tomarmos a=1, b=2, c=1, obtemos a simplifica¢io

(VV (21,22, 23), f(21, T2, 73)) = =223 <0,
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para V (zy, T3, T3) = 22 + 222 + 2. Logo, pela teorema (1.2.9), podemos concluir que zo € um
ponto de equilibrio estdvel do sistema.

Vamos agora introduzir uma classe importante de equagoes diferenciais, os sistemas hamil-
toniano.

Definicao 1.2.10. Um sistema hamiltoniano é um sistema com 2N equagbes diferenciais
ordindrias da forma )
. H
{Qj = 51—,;(t,q,p)

. a
p; = _ng(t) q)p))

onde H é uma funcio a valores reais, de classe C?, definida para (¢,q,p) € €, onde Q C
R x RN x RN & aberto, chamada funcio hamiltoniana. Os vetores ¢ = (q1, - ,qn) € p =
(p1,- -+ ,pn) sdo chamados de vetor posi¢do e vetor momento, respectivamente.

~ Definicao 1.2.11. Chamamos de sistema hamiltoniano autéonomo ao sistema cuja funcgao
hamiltoniana, H, é indepedente de t. Nesse caso, consideramos H definida em (p,q) € 2 com
Q c RN x RV aberto.

Definicao 1.2.12. Considere um sistema hamiltoniano auténomo. Um ponto critico de H é
um ponto onde o gradiente de H ¢é nulo.

Observacao 1.2.13. Um ponto critico de H é um ponto de equilibrio do sistema hamiltoniano
correspondente.

Teorema 1.2.14. Considere um sistema Hamiltoniano auténomo

{Qj = S—Z(q,p)

. (12)
p; = —5u(a,p)-

(a) H € constante ao longo das drbitas do sistema.
(b) Se (qo,po0) € um ponto de minimo estrito de H, entdo (qo,po) € um ponto de equilibrio
estdvel sequndo Liapunov, para o sistema hamiltoniano considerado.

Demonstracao. (a) Seja ¢(t) uma solugdo do sistema (1.6). Precisamos apenas mostrar que

H(p(t)) = 0.

9 (Hpw)) = DH(p) %

= <VH(p(0), % >=< VH(p(t)), IVH(p(t) >=0,

onde usamos o fato de que a matriz J é anti-simétrica. (b) Como H(z) = 0, H é uma funcdo
de Liapunov para (1.2). g

Definicao 1.2.15. Seja X um campo vetorial de classe C' em um aberto @ ¢ RY. Uma
fungao continua / : 2 — R chama-se integral primeira de X em {2 se :

(a) I é constante ao longo de toda érbita de X

(b) I néo é constante em nenhum aberto de €.
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Na préxima secgao usaremos o seguinte resultado do calculo:

Proposicao 1.2.16. Seja A é uma matriz simétrica real, 2N x 2N. Se uma aplicacao dife-
rencidvel H : RN — RN ¢ dada por H(z) = 2T Az, entdo VH(z) =2Ax

1.3 Estabilidade de sistemas hamiltonianos

Nesta segao, mostraremos um resultado 1til para introduzir os demais conceitos relaciona-
dos com a estabilidade de um sistema Hamiltoniano.

Considere o sistema Hamiltoniano (1.2). Seja zo = (po, go) um ponto de equilibrio deste
sistema. Usando uma translagao, o que nao altera o sistema (1.2), podemos supor que z5 = 0
e, portanto, temos que VH(0) = 0. Entao,

H(z) = H(0) + VH(0)z + %mTD2 HO)z + -

onde z = (p,q), as reticéncias representam os termos de ordem superior ¢ D2H (0) denota
matriz hessiana de H na origem. Assim, o sistema (1.2) pode ser reescrito na forma

1
= §J:ETD2H(O):C 4o

onde J é a matriz simplética, definida por

0 - 0 0 0 -~ 01 0 I

T=11 .. 0 00 - 00 —(—1 o)’ (13)
0 -+ =1 0 0 --- 00
0 - 0 =10 -~ 00

onde I € a matriz identidade de ordem N. Fazendo D?H(0) = G, e usando a proposigao
(1.2.16) obtemos
T=JGx +---

Assim, o sistema linearizado é dado por & = JGz

Proposicao 1.3.1. O polinémio caracteristico de JG ¢é par.

Demonstracao. Agora, denotaremos por I,y a matriz identidade 2N x 2N. Observemos,
inicialmente, que a matriz simplética J é tal J* = —Ly, Jt = —J e que a Hessiana é
simétrica, ou seja, G* = G. Assim, (Maoy —JG)' = Moy + GJ = J(=Aoy — JG)J e,
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por conseguinte, o polindmio caracteristico de JG satisfaz a condigdo p(A\) = det (A — JG) =
det (J (=AIoy — JG)J) = (detd)?det (—AIoy — JG) = det (—AIoy — JG) = p(—A), usando a
propriedade que o determinante de uma matriz é igual ao determinante de sua transporta.
Assim, se A é autovalor de JG, entdo —\ tambem o é. O

Observagao 1.3.2. Pela proposigao (1.3.1), se existir um autovalor A de JG, com Re(}) # 0,
exitird um com parte real positiva. Assim, se existir um autovalor A com Re(\) # 0, pelo
teorema (1.2.6) de Liapunov, zo = 0 nao seréd estavel.

1.4 Problema de Kirchhoff

Agora, introduziremos, a nogao heuristica de vértices. Um vértice é um escoamento em
rotagdo onde as linhas de correntes (linha continua que é sempre tangente ao campo de ve-
locidade em um dado instante) apresentam um padrao circular ou espiral. Sao movimentos
espirais ao redor de um centro de rotagao. Ele surge devido a diferengas de pressao entre duas
regioes vizinhas. Quando isso ocorre, o fluido tende a equilibrar o sistema e escoa para esta
regiao de menor pressao mudando, eventualmente, a diregao original do escoamento e, com isso,
gera vorticidade. Eles sdo encontrados nos mais diversos locais da natureza, como correntes
circulares de 4gua provenientes de marés conflitantes, furagoes, tornados ou efeitos de ponta de
asa. Este ultimo é muito estudados pela industria aerondutica, pois uma geracao de voértices
aumenta o arrasto da aeronave. Esse efeito recebe o nome de arrasto induzido e é minimizado
pela presenca de Winglets (um componente aerodindmico, posicionado na extremidade livre da
asa de uma aeronave, que tem por func¢do diminuir o arrasto induzido, relacionado aos vortices
de ponta de asa). A redugdo do arrasto melhora a eficiéncia da aeronave, significando aumento
da velocidade e economia de combustivel. Tecnicamente, um vortice pode ser qualquer esco-
amento circular ou rotacional que possui vorticidade. Vorticidade é um conceito mateméatico
utilizado na dindmica dos fluidos. Ela pode entendida como a quantidade de circulagao ou
rotagao de um fluido por unidade de drea no campo de escoamento. Nos estudos atmosféricos,
vorticidade é uma propriedade que caracteriza a rotacionalidade em grande escala das massas
de ar. Para mais informagoes sobre o assunto citamos como referéncia [14] e [15].

Os vértices se caracterizam pela propriedade de que a vorticidade se concentra em uma
regiao pequena. Do ponto de vista matemadtico, consideremos a situagdo aproximada na qual
a vorticidade estd concentrada em um unico ponto. Isto simplifica enormemente as equacoes
que descrevem os vortices e a interacdo entre eles, pois reduz o problema de fluido para um
sistema de equacoes diferenciais ordindrias, de dimensao finita.

Kirchhoff foi o primeiro a obter em 1897, as equagbes do movimento para esse vortices no
plano como sendo

kjéj :J@_(E): para =0,...,N—1, (14)
9;

em que & = (zj,y;) € o vetor posicdo do j-ésimo vértice, cuja intensidade é k; # 0, para
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0 1
=(5 o)

U)=— > rjlogll&—¢&1|.

0<i<j<N-1

e a fungdo hamiltoniana é

O sistema (1.4) ndo é um sistema Hamiltoniano, mas, introduzindo novas varidveis, pode-
mos transformé-lo em um sistema Hamiltoniano:

o= 9
{qj =V I kj Ixj T vV 'KJI (15)
Dj

—

—+/| &5 | sgn(x;) yj, Y =— Ik | sgn(x;),

De fato, usando (1.5) obtemos a funcdo hamiltoniana
H(q,p) = U(z(p, 9), y(p, 7))-

Calculando as derivadas parciais de primeira ordem de H e substituindo em (1.4) temos
oH oU 9z; U Oy;
dp, 8:1:3 dp; ay] ﬁpJ

= —njyj.O + fijj?j

|
- ofoto) (4

K .
= —; sgn(k;)
| Kj

= l IqJ Sgn(K‘J) -

3?“

0H U Oz; 49 oU dy;
dg; dz; dq; ~ Oy; Og;

Jz;
Ky y] a

1

Pj 1

I’iylsgnnj) | £ |
e )=
"\ VI : | 55 "

= —K;j
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Logo, obtemos o sistema hamiltoniano auténomo em RZV:

{qj = 3,,} - (a,p) (1.6)

pj - Qj (qu)

Com isso podemos trabalhar com o sistema (1.4), usando as propriedades correspondentes
de um sistema Hamiltoniano.

As equagoes de movimento de vortices pontuais no espagos sao dadas por:

‘i, X'(/)](t) p
k; =0,1,...,N—1 7
; T - w7 = b e

Observe que o sistema (1.4) pode ser escrito na forma

ME = IVU(9),
onde & = (zo,...,ZN-1,Y0,---,Yn—1) € M é a matriz 2N x 2N abaixo
Kg --- 0 0o 0 --- 0 0
0 KN-1 0 0 0 0
1o 0 Ky O 0 0
M = 0 0 0 ko 0 0 (1.8)
0 --- 0 0 0 --- ky-1 O
0 --- 0 0 0 --- 0 &y

comk; #0, j=0,---,N -1

Observagao 1.4.1. A funcdo U é chamada funcao Hamiltoniana para o sistema

Mé = JVU(€)
Proposicao 1.4.2. Seja Q C RN x RN aberto. Consideremos um sistema
MéE = JVU(§),

com U independente de t, de classe C?, e M dada por (1.8). Se € é um ponto de minimo local
estrito de U(§), entao f é um ponto de equilibrio estdvel seqgundo Liapunov, para o sistema
considerado.

Demonstragao. Seja V(&) a fun(;éo auxiliar definida por V(§) = U(§). Como E é ponto de
minimo local estrito de U, entao { ¢ ponto de minimo local estrito de V. Pela proposicao
(1.2.14), U = 0, e entdo V = U = 0. Assim, V é funciio de Liapunov para esse sistema, e,

pelo teorema (1.2.9), temos que § é estavel segundo Liapunov. O
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Observagao 1.4.3. O mesmo vale se E for um ponto de maximo local estrito de U(£), pois
neste caso basta tomar U(§) = —U(&) para obter a tese.

1.5 Resultados tteis

Nesta secdo recorderemos alguns nogdes de Analise no RV e Algebra Linear, definiremos
o conceitos de menores principais para matrizes e recordaremos o critério de Sylvester. Adi-
cionalmente, serdo descritas algumas notagoes utilizadas ao longo deste trabalho.

Nao é objetivo desta segdo um tratamento completo dos assuntos aqui abordados. Maiores
detalhes podem ser encontrados em [11] e [2]

Definicao 1.5.1. Seja A uma N x N matriz. Os menores principais de A sio os N escalares
definidos por
An -0 A
det AF = det : . |,k=1,---,N.
A - A

Teorema 1.5.2. Seja A uma matriz N x N sébre o corpo dos mimeros complezos e suponhamos
que A seja auto-adjunta (hermitiana). Entdo A € positiva definida se, e somente se, os menores
principais de A forem todos estritamente positivos.

Teorema 1.5.3. Seja A uma matriz N x N sébre o corpo dos nmimeros complezos e suponhamos
que A seja auto-adjunta (hermitiana). Entdo A € negativa definida se, e somente se, os
menores principais de A alternam de sinal, com det A; < 0.

Proposigao 1.5.4. Considere L € N* e Pr(z) = x¥—1, cujas raizes sdow® = 1, w',w?,. .. wh!

2mi .
onde w =e€eL . Entao

L1

I.Z w! =0,
j=0
L-1

22 w = —1,
j=1

L1

3.Zw"j =Lsen € N,n = 0mod L,
3=0
L-1

4.Zw“j =0sen € N,n # 0mod L,
j=0
L=1

S.Zw("_z)J =0sen € N,n # 2mod L,
=0
L-1

6.Zw(”_2)j =Lsen€ N,n = 2mod L,
3=0

b
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L—1
7.Z'w"j =—1sen € N,n # 0mod L,
j=1

E-1
S.Zw"j =L—1sen€ N,n =0modL.
j=1
L-1
Demonstragao. Como Pp(z) = Zajxj, ar = 1l,a; =0,paraj =1,...,L —1,eqy = -1,
=0
entao Zf:_ol w! = —ap_; = 0, ou seja, (1) estd demonstrado. Temos que (2) decorre imedia-

tamente de (1). (3) decorre do fato de que w"™ = 1, quando n = Omod L.

Também (4) decorre de (1), observando-se que, se n # Omod L, entdo w"™ é uma das
raizes L-ésimas da unidade , donde, w" € {w,w?,...,wl1}. Assim, o subgrupo gerado por
w™ tem k elementos, onde k é a ordem de w™ , km = L, {1,w™, w?, ..., w* "} sio as raizes
k-ésimas da unidade e, devido a (1), aplicada quando k = [,

£-1 k-1
Zw’” =m Zw"’ =0
=0 7=0
Finalmente, (5) segue de (4), (6) segue de (3), (7) segue de (4) e (8) segue de (3). a

Vejamos, agora, um teorema cldssico de andlise, que nos diz, a partir da hessiana, quando
temos um ponto de minimo ou méaximo local.

Teorema 1.5.5. Sejam Q C RN um aberto, f : Q@ — R dotada de derivadas parciais de
sequnda ordem continuas em ), e ¢ € ) com ponto critico de f.

a) se zT D*f(c)xz > 0, para todo = € RN, z # 0, entdo f tem minimo relativo estrito em c.

b) se a7 D?f(c)z < 0, para todo x € RN, z # 0, entdo f tem mdzimo relativo estrito em c.




Capitulo 2

Equilibrio relativo

2.1 Introducgao

O problema a ser considerado é o movimento de N + 1 vértices localizados nos g =
(z;(t),y;(t)), com intensidade x;, para j = 0,..., N. As equacdes de movimento para estes
vortices, no contexto da mecénica hamiltoniana, sdo:

Z kik;(yi(t) — ;(2))

— (25() — (1)) + (y;(t) — wi(1))’
#i

Kz (t) = — (2.1)

o,

= Kt (2:(t) — 2;(t))

= (@5(t) = 2:())? + (y;(t) — wi(t))*’
i

K'iyil(t) =

com funcdo hamiltoniana
1
Uq) = — Zﬁilﬂlj log((zi(t) — z;(t)) + (%:(t) — y;(t)))?, onde q = (20, ..., Tw, Yo, ---, UN)-
i<j

Nesta secéo, definiremos um ponto de equilibrio relativo, e obteremos, explicitamente, a
velocidade angular com que devem girar uniformente para conseguirmos um ponto de equilibrio
relativo. Mostraremos que existem equilibrios relativos com N vértices localizados nos vértices
de um poligono regular, inscrito em uma circunferéncia de raio 1, com intensidade Kj = Ko para
J=0,1,..., N — 1 e um vértice central na origem, com intensidade xy quando a velocidade
angular for adequadamente escolhida.

2.2 Obtencao da velocidade angular

Definicao 2.2.1. Um ponto de equilibrio relativo é uma configuracio dos vértices que se
torna estaciondria em um sistema de coordenadas em rotacdo uniforme.

15
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Considere a mudanga de coordenadas dada por z;(t) = cos(vt)z;(t) — y;(t)sen(vt) e v:(t) =
sen(vt)z;(t) + cos(vt)y;(t), para um referencial que gira uniformente, ao redor da origem, com
velocidade angular v.

Comecemos introduzindo a mudanga de coordenadas na equagao (2.1).

Ki (':Ei(t))' = —vk;sen(vt)z;(t) + kicos(vt — vkicos(vt)y; — kisen(vt)y,(t)

= —UVK; senu i C V - (yz() y](t))) a
= —vrsen(vt)a; + cos( t( 2 D - P+ 0 - %(t))z)

QN

vi;cos(vt)y;(t) — sen(vt)

N
rirs; (zi(t) — 5(t)))
Z 5 (25 (t) — 2:(2))” + (y5(¢) — yz(t))z)

= —vk;sen(vt)z;(t) — vk os(z/ )y1

XN: Kirsj(cos(vt) (yi(t) + y;(t)) + sen(vt) (z:(t) + 2;(t)))
o (z5(t) — z:(1))* + (y;(¢) — wi(£))?

i#i
= —vk; (sen(vt)z;(t) + cos(vt)y;(t)) —

— (z5(8) — z:(8))* + (y;(t) — wi(?))?
J#i
= —vk; (sen(vt)z;(t) + cos(vt)y:(t)) —

(f: kikj (cos(vt)y;(t) — cos(vt)y;(t) + sen(vt)z;(t) — sen(vt)z; (t)))

i kikj(cos(vt)y;(t) + sen(vt)z; — (cos(vt)y;(t) + sen(vt)z;(t))
=0 (z(t) — :(t))? + (v5(t) — wi(t))?
T

Portanto,

N ~ s
50 = o G0) — | 3 e B~ T(0)
(B0 = —vs ((0) — ( = @O - 50F + G0 .@;(t))?) P

Agora, na equagao (2.2), temos que
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i (g7,-(t))' = vkicos(vt)z;(t) + nisen(ut)a:i(t)'(t) — visen(vt)y;(t) + micos(ut)yi(t)'(t)

N
: <><>( |

J=
J

—z(t))* + (y;(t) — wi(t))?

J#i

t) t))
vk;sen(vt)y;(t) + cos(vt) (Z ( K:zl‘ij :121( — z;(t)))
z;(t

= vK;cos( ut :1:z — VK; sen vt)

p (25(8) — 2:(2))* + (y;(t) — wa(1))?
J#i
= vk; (cos(vt)z;(t) — sen(vt)y;(t)) +

(ZN: risj (sen(vt) (y; (¢) + yi(t)) + cos(vt) (wi(t) — mJ(t))))

e (5 () — @:(1))* + (y;(t) — wa(t))?
J#
= vk (cos(vt)z;(t) — sen(vt)y;(t)) +

(EN: kit (—sen(vt)y;(t) + sen(vt)y;(t) + cos(vt)z;(t) — cos(vt)z, (t)))

XN: Kikj(cos(vt)z;(t) — sen(vt)y; — (cos(vt)z;(t) — sen(vt)y;(t))
= (z5() — zi(8))* + (y;(t) — vi(t))? '

i
Logo,

NV,

~ Y _ ~ ki (Ti(t) — T4(t))
ki (Yi(t)) = vk; (T:(t)) — (JZO &0 —Z0) + Gy () ﬂz(t))Q) . (2.4)

J#

Assim, as equagdes do movimento, nas novas coordenadas (z;(t), 7i(t)), ficam:
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. _
o = . ’{zK'] yz( — yj(t))
s @O) =~ GO) = | D R + G0) - 0T
i
) (2.5)

o _ N ki (Ti(t) — Z;(¢
SO =GO+ | Y R G

J:
\ J

Observacgao 2.2.2. A mudanca de coordenadas acima pode ser descrita de forma mais com-

pacta por (;(t),y;(t)) = e”’*(z;(t), ;(t))

Pela definicao (1.2.1), @ = (Zo,---,ZN,Yo,---,Yn) Serd um ponto equilibrio de (2.5) e,
portanto, descrevera um movimento estaciondrio se, e somente se, satisfazer

N N _

o) Kikj (Yi(t) — y;(t)) =

() z—% (T;(t) — 7)) + (U5 (t) — %:(t))? "
J#l
< (2.6)
s Kikj (Ti(t) — T5(1)) =

vi (T:(t)) Z < (35(t) — T())? + G(t) — Bi(t))? .

L J#t

para i= 0, 1, ..., N, para algum valor de v.

Multiplicando-se ambos os lados da primeira equacao de (2.6) por (v:(t)), e da segunda
equagao por (z;(t)), obtemos

N

e (B riks () - HOTO) | _
GO D Ew w0 G0 - 50F | = @1)
- i#i :
P R 1 GO 1O 10) I
vei (Z:(t)” + ]5;‘6 ORI o0 (2.8)
Jj#i

ou seja,
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z;()%:(t))
) = %(8))?

ki (Ti(t) —
(371 (t) — za(t))? + (y;(t

Mz

ﬁO

7=
\ J

Tomando-se a somatéria em %, para i =0, ...
obtemos as equagoes:

19
(S~ @O -FORE)
2 @0 -2 0P T G0 - gy )
J#i

(2.9)

= —vk; (T;(t))%.

, IV, dos dois lados das duas equagdes (2.9),

kirs; (B2() — G (OT(R) .
ZZ( — ()2 + <y]<t)—yz t))? Z e
J#i
X (2.10)
S @) ~BOREW) S
22 G0 m O TG0 — iR~ @)
\ J#i
Como temos
¢ kirss (Bi(t) — 3;(2))° N ik () — T 0T0)
V2 - EOF + G0 —TOF 2, B0 - B0 GO - TP
J# J#i
e também a equagao andloga para Z; e ¥;, entdo, por (2.10), obtemos as equagdes:
kirs; (i(t) — 5(8)) ~
U 2;;,@,@) “E )+ @0 — 50 ”Z”’ @Y
J#i
N N ~
karsy (F(t) — T;(0))
Y QZZ GO - 207 + G0 - TO7 "Z"“ @)
\ J#i
que correspondem a
katss (Fi(t) — 55(1)) R |
;(wj =B+ G0 P 2O -
kirs; (i(t) — 5(0))° B
Z(aa (t) — Z(0)2 + (5(2) — 5:(0))? ”Z"’% (2.12)

i<j
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Somando-se a equagao (2.11) com a (2.12), obtemos:

N iy (Fa(t) — T5(8)2 + (@(t) — y](t) e
) P D AT oA A o) e DL CLORSON

i<j

Entao,
N N
D mik = —v > R (T + T(2))
i<j i=0

Logo, a velocidade angular deste sistema em rotagao é dada por:

N
E KiKj

Z Kq (@?(t) + icjf(t))

Observacao 2.2.3. Observe inicialmente que o denominador da igualdade acima € constante,
pois para encontrar v fizemos z;(t) = 0 e y;(t) = 0. Além disso, se todos os k possuirem
os mesmos sinais ¥ # 0, e com isto, concluimos que o sistema neste caso nao tem ponto de
equilibrio.

Demonstremos assim o seguinte teorema:

Teorema 2.2.4. Considere um sistema com N + 1 vértices localizados em (z;,y;), 7 =
0,---,N, com intensidade, respectivamente, kg,---,ky. Para que esta configuragdo seja
equilibrio relativo € necessdrio que a velocidade de rotacdo seja dada por:

N
E RiKj

Z ki (U2(2) + Z2(t))

Observagao 2.2.5. Sejam Q = (To,...,ZN,Y0,---,YN), @i = (T;,Y;) = (cos(vt)z;(t) —
sen(vt)y;(t), sen(vt)z;(t)+cos(vt)y:(t)) e ¢; = 7' Q; = (cos(vt)T;(t)+sen(vt)ys(t), cos(vt)yi(t)—
sen(vt)z;(t)). Como || Q: — Q; ||=Il @ — g; ||, para i, =0,..., N, segue que U(q) = U(Q).

O sistema (2.5) pode ser escrito na forma vetorial

MQ = J(—vMQ + VU(Q)). (2.13)

Para deixa a notagdo menos carregada usa-se (xg, z1, - -.,ZN, Yo, Y1, - - - , YN ) COMO coorde-
nadas do ponto Q.
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Para determinar a estabilidade de um equilibrio relativo @ de (2.13), nés olhamos para
solugbes que comegam préximas do equilibrio e analisamos o que ocorre com elas. Fagamos a
transformacao @ = @Q + Z. Substituindo, no sistema (2.13), acima, obtemos

MZ =3IVV(Q), Z=(Z0,Z1,...,ZN,2%0,---,2n), (2.14)
onde

V(Z) = —g(é +2)TM(Q + 2)) + U@ + 2)), (2.15)

eo problema passa a ser estudar as solucdes de (2.13) que comegam proximas de Z =0
Como @ ¢ ponto de equilibrio de (2.13), VV(0) = —vMQ + VU(Q) = 0. Como D*V(Q) =
—vM + D*U(Q), entdo a forma linearizada de (2.14) é

MZ = J(—vM + D*U(Q))Z. (2.16)

A € um autovalor do sistema linearizado se e somente se existem solucdes nao triviais da
forma Z = eM¢ se, e somente se, a matriz

(M-‘J(—UM + D2U(é§))) —Md) = I\ — v+ M'DU(Q)) (2.17)

é singular, isto é, se, e somente se,
det(\J — vI+ M~1D?*U(Q)) = 0. (2.18)

Definicao 2.2.6. Um ponto de equilibrio @ de (2.13) é espectralmente estavel, se todas as
raizes de (2.18) sdo imagindrias puros, isto é, A\ = +bi, com b € R*.

Um fato que levou a definigdo de estabilidade espectral é que a forma linearizada do sistema
hamiltoniano (2.14) possui, pela preposi¢ao (1.3.1), um polinémio caracteristico par e com isto
Q ser espectralmente estdvel é condigdo necessdria para ser estivel segundo Liapunov.

Na préxima segao, apresentaremos uma configuragao de equilibrio relativo e mostraremos
que esta configuracao é, de fato, um ponto de equilibrio relativo para (2.13).

2.3 Equilibrio do anel de vdrtices com um vdrtice na
origem

Estudaremos o caso de IV vértices, posicionados nos vertices de um poligono regular de N
lados, e um vértice na origem, sendo kg, a intensidade do j-ésimo vértice, para j = 0,--- , N—1.
A intensidade do vértice na origem serd denotada por ky. Nao h4 perda em generalidade em
supor que o anel estd inscrito em um circulo de raio 1.
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Proposicao 2.3.1. Seja Q = (Zoy---»ZN,Y0,---,UN), COM configura¢io definida por

~ {Re(wj),paraj:0,...,N—1

0, paraj =N
e
~  JIm(w?), para j=0,...,N—1
0, para 7 = N.
Usando a indentificacdo candnica entre R* e C, pode-se escrever (T;,7;) =w?, j=0,...,N—1
e (0,0)=0. Sekj=ro, 7=0,1,...,N —1, e se @ for um ponto de equlibrio relativo entdo
N -1
a velocidade de Totagao é v = _gz—)ﬁo —K

Demonstragao. Se () for uma configuragao de equilibrio relativo, entéo, sabemos que
N
E KRiKj
<j

V=""7
Dk

=0

e temos que

N-1
_5_ Ry = NKO)

i=0
e
N N-1
chmj = Z Kikj + Z KiKN
i<j 0<i<j<N =0
2(N-1)N
L LB Y
2
Assim,
N — 1)k
L N

Agora, a matriz M, de ordem (N + 1) x (N + 1), tem a forma
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Ko 0 0 0 0 0

0 ko 0 0 0 0

o - 0 ky 0 -~ 0 0
M=o 0 0 ko .. 0 0o |- (2.19)

0 - 0 0 0 -+ kg O

0O -~ 0 0 0 --- 0 &y

Teorema 2.3.2. Sejam Q e v, como definidos na proposigao (2.3.1), e

U@ = —& 3 Ton((wi(t) — a5(0) + ((6) — () -
w3 log((25(t) — en (8))? + (45(8) — yw()D)E.

Jj=0

W=

Seja M dado por (2.19). Entdo

oU ,~ oU

VU@ = (5@ 5o @1 (@), 5 (@)

Dl @
3k
Qz

onde

B—U(é) ) —Re(w') (85242 + Kokn) , parai=0,...,N —1
Oz; 0, parai = N,

Oy

aU(@) _J—Im(w*) (%5242 + kokn) , parai=0,...,N —1
0, parai = N

eQ é ponto de equilibrio de (2.13).

Demonstragdo. Sabemos que (z;(t), y;(t)) = w’, onde w = e’W | para algum j =0,...,N—1.
Temos, no caso i < N,
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i W @ () - F(1)
5z, @ = % I E) — 5 0) + @) — 550)°
_ ey (F:() — (1) _
° 2 @ -0V F ) — 5O
J#L
. (E:(t) — (1))

(z:(8) — 2n(8))? + (%:(8) — yn(2))?

(w* — w) w
= —I{ORB Z m — K,QK,NRC W .

0<j<N
J#i
Dali,
o ; _(—w 1-
5@ = oRe| D Wi | - esne(w)
OSi<N
JF

Fazendo a mudanga k = j — 1, isto é, i = j — k (excluindo o caso onde k = 0, pois i = j)
obtemos

o = 2 iN—l (1-w") i
9 " ) = —K}OR,C <’U) ; |—1——’w—k|2 — KJQI"\ZNRG('LU ) (220)
N
Para calcular Z ( ) , vamos considerar separadamente o caso em que N é par
| 1—w* |2

e o caso em que N é e 1mpar

Se N é par, obtemos

ST RS G
ZNT=wf .~ 1w S \[T-wF P 1=t p
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I~
N
.

—
l
o

|

i

2
b

y

N | =
4+
x>
=0
N

Nl

2 (1 — Re(w"))
(1~ Re(wk))” + (Im(w*))2

N —

+
2
ol
N

w‘

2 (1 — Re(w"))

-

DO | =

1 — 2Re(w*) + (Rew*)? + (Imwk)?

>
1l
N

1

-

2 (1 — Re(w"))
2 — 2Re(w*)

DN | —
E
Il
e

Portanto,

N-1 1_ k)

k=1|1‘“’k|2 -3 2 2

(1-w)) N-1
1—wi|2 2

Se N é impar, obtemos, analogamente, Z |
em (2.20), temos que

am . o N —1

2
-1
2

—Refu’) (&

Agora, em relagdo a y, para i < N

N-1

2

k=1

oU  ~
)

—roknIm(w') — x2Im (w’

—rpRe(w') —— — koryRe(w

2
Kq + K,QKN) .

=

. Substituindo estes valores

)
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= kornIm(w’) — fiolm(wi)¥
= Im(w") (N; 1&3 - EQHN> )
Para i = N, temos
U~ . Zn(t) — %(8))
5y @) v Z < GE(t) :mt)) () — 550
e —z;(¢))
o Z ~ ﬂry(t) +(0—3;(1))°
- 'UJ (t))
” Z (0~ Ig(t + (0~ 5(1))’
e S (0 — 7;(1))
= (0-%;(t)" + (0-5(1)
N-1 ~
z;(t)
KoknN ]z:% (Ej(t)2 +7 (t)?)
N-1
KoknN Z z;(t)
3=0
K,()K,NRG(Z 'U}j)
e
U~ e (yn(t) — ¥;(2))
Bars ) e Z GEne) — () + (D) — B0

—_— z (0— y]( )

23 (0-3,(0) + (0 - 7))’

I
IO 70D
N-1
- ﬂoﬂNzgj(t)
=0

N-1
= K,()K,NIm(Z w’)
=0
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N-1
Como Z w? = 0, temos que
i=0
oU N-1
= koknRe = 0
8y1v (Q) 0N (Jgo )

ou seja,

K,OKN), parai=0,..., N—1

(Q) { ( KOI{N),pal‘ai=0,...,N—l

3 ~) e %(@), para i = 0,--- , N, no segundo membro

da equagdo diferencial MQ = J(—vMQ + VU (Q)), verificamos que Q &, de fato, ponto de
equilibrio. Observe que para o caso em que o vértice central nao esta presente, temos também
ponto de equilibrio. O

Observagao 2.3.3. A matriz hessiana de U possui dois autovalores iguais a zero, devido a
invariancia por rotagdo e translagdes. Seja h = (hy, ha, -+, b1, ha) € R*™N*+2. Entao, U(q +
th) = U(q) para todo ¢ € R**2. Derivando esta identidade em relagdo a g, obtemos a
identidade VU(q) = VU(q + th) e, agora, derivando esta em relacio t e fazendo t = 0,
obtemos D?U(g) .h = 0, o que mostra que zero é um autovalor de D2U(gq), com autovetor h.
Analogamente, derivando a identidade U(e''Q) = U(Q) em relagdo a g, obtemos VU(q) =
VU(e'tq) e, agora, derivando esta em relagio a ¢, obtemos D2U (¢).Jg = 0; portanto, zero é
autovalor de D?U(q), com autovetor Jgq.

Observacao 2.3.4. A estabilidade espectral de Q quando as vorticidades s@o k; = kg # 0,

paraj =0,...,N —1, e ky para o vortices central é equivalente a estabilidade espectral de (2
quando as vorticidades sio K; = kg =1,7=0,...,N — 1, e By = X para o voértice central.
Assim, pode-se, sem perda de generahdade con51derar Kj =Ko =1, ] =0,...,N—1, e deixar

apenas Ky = K como parametro.

A fungao potencial a ser considerada fica, portanto,

(SR

u@=- ) .log((l‘i(t) - xj(t))2+(yi(t) —y;())*) 2= Y log((wi(t) — ;(£))+(w(t) — v;(1))*)

0<i<j<N j=0

e a velocidade angular fica



28

¥
a Ko _
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Figura 2.1: Posi¢do do Equilibrio Relativo do Anel de Vértices, com um Vértice Central na
Origem, para N=8.




Capitulo 3

Estabilidade espectral de um anel de
vortices

3.1 Introducao

Neste capitulo, mostraremos que um anel de vértices posicionados nos vértices de um
poligono regular de N lados, com N > 2, inscrito na circunferéncia de raio 1, com intensidade

kj =1,com j =0,...,N — 1 girando com velocidade v = —% para certos valores de N é
um ponto de equilibrio espectralmente estivel da equagdo néo linear MZ = J VV(Z), com
Z = —Q + Q onde Q@ € R?M representa a posicdo do anel de vértices no referencial em

rotagao. Para isso, mostraremos que todos as raizes do polinémio det(A\J — vI + D2U (@)) =
0, os autovalores da equagdo linearizada, sio puramente imaginarias, com excesao de duas
raizes nulas que aparece devido & invariancia de U por rotagao e translagao. Neste processo,
utilizaremos fortemente propriedades de determinantes.

No caso em que o vértices central esta presente e posicionado em Qy = (0,0), tratado
no préximo capitulo, o problema é considerado em R2V+2, Neste capitulo, consideraremos
0 caso em que o vortices central ndo esta presente, donde podemos ignorar as coordena-
das correspondentes a @y no ponto de equilibrio e considerar o problema em R?N. No
caso em que o vortices central esta presente, a funcdo hamiltoniana é dada por U(Q) =

N-1
1 1
= ) log((xi(t) — (8)*+(wi(t) — ()2 —x D log(((t) — 2n (1) +(y; (1) — un ()2,
0<i<j<N =0 ,
Quando o vértice central ndo estd presente, podemos considerar x = 0 e trabalhar apenas com
a fungdo Hamiltoniana.

U(@Q) =~ D log((z:(t) — ;1)) + (wi(t) — w;(1))")?3,

0<i<j<N

29
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e com a configuragao de equilibrio @ = (2o, Z1, " ,TN-1,Y0, Y1, " * ,YN—1), Onde
z; = Re(w’), paraj=0,...,N—1
7; = Im(w?), para j=0,...,N — 1.

N-1
I =

2

3.2 Obtencao da matriz hessiana

Para facilitar a obtengdo dos autovalores, utilizaremos uma transformacao que deixa a
hessiana de U; em uma forma conveniente. Em notagéao real, a transformagdo é 7 =Q — Q =

By, com
1 W+W (W W)
B = —i(w?—W) wiw J
VN \ =5 ;
onde
1 1 1 e 1
1w w? P T
2 4 2(N-1
w=|1 w w ce. qR(N=1) . (3.1)
] WMl 2N L (V-2

No apéndice, mostramos que B é ortogonal. Assim, utilizando a transformagao @ = Cj + By
na equagao diferencial (2.13) e o fato que B*JB = J e M é a matriz identidade, tem-se que

By = J(—vI + D?Uy(Q))By

y = B'J(—vI+ D*Uy(Q)) By
= (—vB'JB + B'JD*U,(Q)B)y
= (=vJ + BID*U,(Q)B)y
= (—vJ + BY{(BJB)D*U,(Q)B)y
- (—1/.] + JB‘D2U1(@)B) y

Portanto, a equacéo diferencial (2.13) se torna
§ = (—VJ + JB‘DQUI(@)B) y.
Observacao 3.2.1. Note que B‘DzUl(Q)B = Dzﬁl(O), onde U (y) = Ul(@ + By).

Agora, vamos obter as segundas derivadas parciais de U, para escrever a sua Hessiana.
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3.2.1 Obtencao das derivadas parciais de segunda ordem de U; em

Q

As derivadas de primeira ordem de U, sdo

vy, . N () — y;(8)
oy @ = ;<xl<t>—xj<t)>2+<yz<t>—w(t»?
J#l
Ui,y zi(t) — (1)
5 (@) = Z (@(?) — 2;(0)% + (wt) — v;(1))?
J#L

Para cédlcular as derivadas de segunda ordem precisamos considerar diversos casos. Pri-
meira caso, k # [

PUQ) _ =@ (wi(t) — y;(t))

YOy, ; Ok ((l‘z(t) — (1)) + (w(t) Z/J(t)2>
J#l

N-1 9

Z o W= ¥5) (@1 — ;)% + (v — v5)?)

i ((371 — ;)2 + (i — )’
J#l

(W — 93) 5y (@1 — 25)° + (3 — 13)?)

(@ — 23)2 + (3 — v5))°

N (50) (= 25) + (31— 95)) — 2w — 95)*(—6ky)
N % (21— 2;)* + (yz - ;)?)°
il :

C(mi = m)? (- ) — 2w — yk)2
((Il — )2 + (y — w)?)”
(z1 — z)® — (Y1 — y)?
((m— =) + (y — we)?)?
82U, (Q) (@ —7)® = (0 — )?
By (@~ %) + @ — 3)?)’
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Segundo caso, k # I:

PU(Q) = 9 (a(t) — z5(t))
oykdz, ;ayk(m (8) — 25(6)> + (w(®) — yj(t>2>

J#

N-1 0

_ Z gy (@ — 25) (20— 25)° + (0 — 15)?)

m—%)+m—wm2

J#
(21 — 23) 52 (21 — 23)% + (1 — v5)%)
(21— ;)2 + (1 — 9;)?)°

N-1

Z —2(z; — =5)( yJ)( djk)

((z1 = z;) +(yz vi)?)’

N-1

2(z — ;) (Y — y5) (95x)
jz=0: (@ — )2 + (w1 — 5)%)’
il
—2(z — @) (Y — k)
(2 — z)® + (w1 — we)?)’
82UL(Q) 2@ —2)(U — Uk)
YOz (@ — T)® + @ — )2’

Terceiro caso, k # I

PUQ _ 9 (1) — ;(t)

Oxpdzi Z:; Oz, ((x,(t) —z;(8)* + (w(t) - ?/j(t)z)
J#l

_ Z —015) (w1 = 25)* + (3 — 95)*) — 2(z1 — 25)*(=0xy)

=0 (1 — 2;)2 + (w0 — 95)2)°
VE
N-1
_ (Ok3) (=1 — 5)* + (v — ¥5)?) — 2(z1 — 25)*(Ok;)
B jz:; (@ — 7;)2 + (w — ¥)%)°
J#L

(1 — zk)* + (v — yk)® — 2(z — xx)?
(@ — 23)2 + (i — ;)?)"
(v — y)* = (z1 — z)?
(g —z)2+ (w — yk)2)2
PU@Q) _  G-5) @)
0201, (@ — T2 + @ — T)2)’
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Quarto caso,

PU(Q) _ (wi(t) — y;(1))
dyr X_: i ((wt(t) —z;(t))% + (w(t) — yj(t)2>
il
N 2y —yy) (o= 25)? + (v — 5)?)
B By j j j
B Jzzcz, ((z1 — 23)% + (w1 — v;)?)°
il
= ¥3) 5 (21— 25)* + (w — 95)?)
((fﬂl — ;)2 + (3 — y;)2)°
_ (20— 23)° + (9 — 7)) — 20w — ;)
B Z ((m — )% + (v — y3)2)°
J#l
_ N _@m—m) - w-w)’
- ,Zzoz ((z1 — 23)% + (w — v;)?)*
J#l
UL (Q) _ = (@ - 7;)° — (0 — 7;)°
dyp ;0 (@ - 7)? + (0 —;)?)°
i#l
Quinto caso,
PU(Q) 9 (zi(t) — 2;(2))
oydz, ]z:; oy ((zz(t) —z;(t))* + (n(t) - yj(t)2>
Al
N-1 2 2
B o (@ — 25) (= — 75)% + (w — v3)?)
- T e
A
(z1 — fcj)é% (1 — ) + (% — 95)%)
((:m — ;)% + (y — v3)?)
_ —2(x1 — z5) (v — y5)
Z 5 ((m1— %)%+ (w — y3)%)°
J#l
v 20m—) )
- ];, (@ — 25)% + (v — )?)’?
il
82U (Q) _ Ni:l 2@ —z;) (Y — ¥5)
oy, —~ (@ — 7))+ (1 — 5;)2)°

J#
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Sexto caso,

UL (Q) Nz—:l (@ = g5) (= )" + (= y)°)
Oz} = (@ — 23)2 + (i — v;)?)"
]

(w1 — 25) 5y (1 — 73)° + (0 — 1))

(21— 23)2 + (3 — 95)?)°
N-1

N @ m) + () — 2(m — )
JZ:; (0 — 23)% + (v — 9;))’
J#L
N-1

-y (@ —25)* = (i —95)°

j=0 ((:Ul - xj)2 + (yl - yj)2)2

J#l
FOQ) _ N E-EF -5
07 (@ -5+ @ - 5)2)
J#l
Seja
=@ - (5 7). (3.2)

onde A, C, D e E sao matrizes N x N. Como a hessiana é simétrica, ou seja, Hf = H;, entéo
A=A E=E4eC=D'onde A= (a;;),com0<i<N-1,0<j<N-1ecom

U &UL(Q
aij:ﬁ%eC:(Cij),comOSiSN—l,OSjSN—lecomcij:ﬁa(ij). Por
inspecdo nas derivada de segunda ordem, vemos que F = —A e C* = C. Logo, a hessiana fica:

A C
A

Tomando G = B*H, B, temos que

1 [ wawt —iwt-w) A C WAW (W)
= 2 2 2 2
G= N\ iwt-w") Wt (C’ —A ) —i(W-W)  W4W
2 2 2 2
1 < W (W) ) (AW+AW—iCW+iCW iAW —iAW+CW+CW) )

— 2 s _2 —
CWHCWHAW—iAW  iICW—iCW-AW—-AW
2 2

—— 2 2
N | iw-Ww")  waw
2 2
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Analisamos inicialmente o primeiro bloco da diagonal principal.

G = ((W‘ + WY (AW + AW — iCW + iCW))

4}\/ (( —iW' + W) (CW + CW + iAW — iAW))

4N(W AW + WEAW — iWCW + iW'CW + W' AW

+ W' AW — iW'CW + W' CW — iW'CW — W' CW

+ WEAW — WEAW +iW CW +iW CW — W AW + W' AW)
= v L (WAW + WAW — iWCW + iWCW + WAW

+WAW — iWCW +iWCW — iWCW — iWCW

+ WAW — WAW +iWCW + iWCW — W AW + W AW)

= ¥ — (2W AW + 2W AW — 2%iWCW + 2W CW)

=3 ¥ L (WAW + WAW —iwew + iWCW)
= N L (waw + WAW — iwew — WCW))

—N(ZRe(WAW) + 2Im(WCW))
= (Re(WAW) + Im(WCW)).

Analisamos, agora, o primeiro bloco da diagonal secundéria.

Gia = 4N(W + W)(GAW — iAW + CW + CW)
4N( — Wt +iW )(zC’W —iCW — AW — AW)
zlj\/ ((WAW — iWAW + WCW + WCW + iW AW

—WAW + WCW + WCW + WCW — WCW
+iWAW +iWAW — WCW + WCW — iW AW — iW AW)
=i —(iWAW — iW AW +iW AW — iW AW + iW AW
+iWAW — iW AW — iWAW + WCW + WCW
+WCW + WCW + WCW — WCW — WCW + WCW)

= %(%WAW — %W AW + 2WCW + 2WCW)
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= %(iWAW _WAW + WCW + WCW)
1

T 2N
1
= m(%zlm(WAW) + 2Re(WCW))

(i((WAW — WAW) + (WCW + WCW))

1
= S (~20m(WAW) + 2Re(W CW))
= (R(WCW) ~ Im(W AW)).

Como H; é simétrica temos que G também é simétrica. Portanto Ga; = G15. Finalmente,
o segundo bloco da diagonal principal é:

Ga = %(z’W — iW) (iAW — iAW + CW + CW)

1 — _ —
o (W + W)(ECW — iCW — AW — AW)
= %(—WAW + WAW + iWCW + iWCW + W AW

~-WAW —iWCW —iWCW + iWCW — iWCW

~WAW — WAW +iWCW — iWCW — WAW — W AW)
= %(—WAW + WAW + WAW — WAW — W AW

~WAW — WAW — WAW +iWCW +iWCW

—iWCW — iWCW +iWCW —iWCW +iWCW —iWCW)
= %(—2WAW — QW AW — 25WCW + 2iWCW)
= %(—WAW —~WAW — iWCW +iWCW)

1

= ﬁ(—zRe(WAW) + i(2Im(WCW)))

= %(—Re(WAW) — Im(WCW))

Observe que Goy = —Gh;.

Agora, obteremos os elementos da multiplicagao das matrizes W AW.

=

(WAW)TS = w‘rl(AW)lS

2 <.
ol
s o
P

= W Al Wis
0

Il
o©
o~
I
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N-1 N-1

= E wrAyws + E Wy AWis
1=0 k,1=0
Ik
N-1 N-1

(27[ - f‘y\’k)2 =5 (:’E[ = Ek)z

Substituindo w = NX—:I (T — EJ')Z -~ - ?71)2 o aZUl(é) _ W=y “
(@1 —z0)2+ (0 —

= R R A D
J#l
obtemos

N—-1

WAW),y = 3wy B8 = (G- B)”

~ . = o ls —
oo (@32 + (@ +7,)?)’

k£l

N—1 - o~ - -
Z 0 (@ —%k)® — (U — Un)?
L,k=0 ((El - Ek)z + (gl + gk)Z)
k;él

5 Wks

_ Z (@ — T)* — (0 — Ux)*
Wry ~ 3 Wis
1,k=0 (@1 —7%)2 + (7 + 7k)?)
o
N-1 s 1 e -
Z v, (T — T)? — (1 — ok)?
Ti o o, A ~
1,k=0 ((m) — ze)2 + (e + yk)2)2
kAl
N-1 = =\2 (o~ 2
Xy — T — — 4
= Y w (@ —2k)* — (% — ) w

o (@ —7k)* + (U + 3)?)

Wks

% — B — (5 5
Z Wi (@ —Zk)* — (U — k) e,

1,k=0 (e — )2 + (U + gk):z)?

o Wis —

Kkl
N-1 ,~ 5
_ (@ —2)* — (0 — w)? W) _ W)
o (@ =) + (U + 3)?)?
k#l A
N-1 ,~ -~ A
_ (i — l‘k)2 —(m— yk)2 ~ e
= l; ((51 _ Ek)2 n (?71 +»§,k)2)2($l(r+s) =+ zyt(r+s))
k£l
N-1 = ~1y2 (~ ~\9
Ty —Tk) — Y1 — Yk ~ o~
- (~ < ) (~ ,EI,J )2 2 (:Elr—f-ks + zylr+ks)

1,k=0 ((7"1 - ‘Tls:)2 + (yl + yk) )
kAl

)?)”
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N-1 ~ ~
—= (IB[ — mk) (yl yk) ( Firis) — EI ik ) +
G0 (@ —Zk)? + (U + Uk)? )?
k£l
N-1 ~ ~ ~
(@ — Tx)? — (U — W)?

o (@ = Te)? + G+ T)?)

{

5 (Yi(r+s) — Ytr+ks)-

kL
Portanto,
- @ —7)* — (U —)®
Re((WAW)rs) = (xl(r-i-s) = -T'rl+ks) — —
t,kz_o (@ — Z)® + (@ + Te)?)’
kL
© N-1 3
~ (@ — 2)” — (5 — )
Im((WAI/V)TS) = (yl('r+s) y'rH—ks) = — .
1,;;220 (= 2k)2 + (n + 7)2)?
kL
Agora, obteremos os elementos da multiplicagao das matrizes WCW.
N-1
(WCW)rs = > wy(CW)y
3=0
N-1N-1
= Z Z Wy Clrwys
=0 k=0
—1 N-1N-1
= wrtCu'wzs + 3> wuCuws
1= 1=0 k=0
I#k
N—1 = N-1
*U(Q) 02U (Q)
S TS )
—o 5 8 L] l,kZO B 8x1
I£k
s . ~ L
Substituindo UM% _ Zl 2@ -2) @ —5)  PU(Q) _ 2@ —T)(G — Un)
dydm (@ —5)+ @~ 5)D)" Owdm (@ — ) + (0 — )’

i#

(WCW),s = 2 Z_ S it (F — %)@ — )

= = (@ =z +[@m+;)%)

s Wis —

w (@ — Zk) (U1 — k)
? 1%:0 (@ - F)? + @+ )7

ks
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N-1 - s ~
G0 (@ —Zk)*+ (i + 7))
k;él

— — (El - Ek)(?j[ = @'k) _ _

= 92 — ((:’i',[ . Ek)z + (,’g’l + gk)z)g (zl(r+s) + Zyl(r+s))
kel

9 NZ_I (@ —Z)* — (1 — I)?

1,k=0 (@ —Ze)2+ (U +7:)?)

2 (EE[T‘I“ICS -+ iglr-kks)

k£l
N-1 o
(@ — ) (W — Un) _ B
- T T Iyt ma (.’13[ T — Tk ) +
1,k=0 ((fEl — :Ek)2 A (yl 4 yk)2)2 (r+s) r+ks
kL

(@1 — Zk) (0 — Un)
(@ —Z6)2 + (0 + U

)2)2 (?ll('r+s) - 'glr+ks)-

Portanto,
S (3 — &) (i — i)
Re((WCW)rs) =2 (:El 45 Tyl ks) l B ,l\, i
1;) e ((z1 —Zk)2 + (W +yk)2)2
kil
e
- (& — F) (G — )
Im((WCW),s) = 2 (Yi(r+s) — Uritks) s .
Z N (AR T ([+yk>>2
okl

Como G1; = —Gye, basta calcular os elementos da matriz P = G;; = ﬁ(Re(WAW) +
Im(WCW)). Sabemos que

_ 1 = = @ =) — (0 —W)*
lkz()( l(r+s) — 'rl+ks) ((:171 — $k)2 n (yl n yk) )
k;él

= _ (@ — 7)Y — Yi)
l%:o (yl('r+s) yrH—ks) ((37[ — $k)2 n (y[ n yk) )
)

Podemos considerar (Zj(4s) — Triqrs) = Re(w!(T) —qriths) ¢
(’gl(r+s) - grl+ks) = Im(wl(”s) — 'U)Tl+ks). Dai,

(1 — 7)* — (W ) _ 1 ( 1 " 1 )
(@ -7+ @ +5)2)° 2\ (W —wF)?  (w—wk)?
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2@ —z)y—y) ( 1 _ 1 )
(@ -2+ @+ 2 \@ —wf)? (-]

Entao,

1 N-1 (,wl(H—s) _ wrl+ks) + (wl(r+s) _ wrl+ks)

Prs:_z 9

1,k=0
k#l

1 1 1
2@ o i)

1 N-1 ~ (wl(r+s) _ ,w'rl+ks) _ (wl(”‘s) _ w’"’+k3)
7Y -

1,k=0 2
kAl
—1 1 1
92 (w[ — wk)z (’U}l _ ,wk)‘Z
1 N-1
= ( r+s) . rltks I(r+s) _ rl+ks)
w w +w w
AN l,k=0
k#l
1 1
Tz T K2 |
(o — ") (w! — wk)
1 N-1
4_1\_[_ Z (,wl(r+s) _ ks _ o l0r+s) + 'w"l+ks)
1,k=0
k#L

(=7 ~ =)

1 N-1 ,wl('r+s) _ ,wTH-ks 4 wlr+s) _ qyrit+ks

—1_ —k\2

4N et (W —w")
k#l
:wl('r—l-s) _ wrl—!—ks 4 wl(r+s) — qrltks "
(wl _ w")z
N-1 _qllrts) o qritks | g l(r+s) _ qyrl+ks
—l _ —k\2

(=0 (' =)
k#l

,wl(r+3) — ks _ ql(r+s) 4 qrltks

('U}l = wk)2
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N-1 2wl(r+s) — QqTitks Qulr+s) _ 9qritks
l k\2 b k)2

k£l

N-—1

wl('r‘+s) — ks whr+s) _ qyrl+ks

(wl _ wk)Z + (wl _ wk)?

1,k=0
k£l

N-1 I(r+s) rl+ks
1 w —w
= NZRG< (w! — wh)? >
1,k=0
k#£l

= Re

= Re

= Re

w
N L _ 2 k)2
N . (w! — wk)
k£l
-1 N-1 wlrtks _ qpl(r+s)
N Y
N &= (w! — wk)
k£l
-1 N-1 wrl(wks _ ,wls)
N (0l _ 2k)2
N G W (w! — wk)
k£l
-1 N-1 wrl—ZI(wks _ wls)
N _ ak—1)2
N 1,k=0 (1 —w)
k#l

1 N-1 wrl—2l+ls(,wks—ls _ 1)\

v _ ank—1)2

N 1,k=0 (1 w )
k+#l

1 N-1 wl(r—2+s)(1 - ,ws(k:—l))

N — k=12

N e’ (1 —wk-1)
kL

Fazendo n = k — [, obtemos

P

—-1N-1-1

1 N l(r—2+s) 1— wh
= Re NZ Z v ( d )

— ayn)2
= l (1 ’LU)

n=—
n#0
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Como w" = w™N*" para todo 0 < n < N , temos que

—1N-1 l(r— 2+s)( _ ns)
w w
P-rs = Re( E (1—w")2

=0 1

2|~
MZ

n=
- (1—w™)
— Rel — I(r+s—2)
Ear ==
n=1
N—1 N, parar +s=2mod N
Usando a proposi¢ao (1.5.4.3e4), temos que Z w!+s=2) =

=0 0, caso contrario.

e, portanto, temos que

N-1 (1 — w)
Re , paraT+s=2mod N
B, = Z (1 wn)?

0, caso contrarlo.

Lema 3.2.2. Suponha que w™ = 1, para algum L natural. Entdo

2o ((0) - S (S,

quando r + s =2 mod L.

Demonstragdo. Vamos calcular
L1

1—w™ (1 —w™)(1—w™) B

He (; ((1 — wn)? 2(1 — wn)? B

L-1 1 s (l _ w'n,s + ,wn(r+s))
=Rel 2 gy 1™ 2 -
n=1
L-1
1 w™ w™" ,wn(r+s)
— R 1 _ ns — —
¢ n:1(1—wn)2< R R 2 ))




43

-1

n=1

- 1 ap_ 1
:Re(Zm(l—w )

L

1 -1 w2n(l _ wn(r—Z)))

l(l_wn)2_§ — (1 —wn)?

. 1 = 1 —w™ 1 Lz_:l w2nw—2n(1 _ wn(Lq—S)) B
22 (1—w)? 22 (w= — 12 -

N-1
1_ ns 1_ nr
Re <Z( W)l —w )> , paraT +s= 2mod N

0, caso contrario
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Por outro lado,

4
0,ser=0, ous=0
N-1

(1—-w)(1—-w")
Zl— — nr):“z:;(l—wn) (1—wn)

(1- 'w") N-1
n=1 (1+w"+---+w”(r_1))(1+w"+-~+w”(5_1)), se
n=1
Oes#0 (%)
N—-1r7r-1 s—-1 r—1 s—1 N—-1
Observe que a soma em () pode ser escrita como Z Z w™(H9) = w™+9),
n=1 i=0 j=0 =0 j=0 n=1
Mas, sabemos da proposigao (1.5.4) que
N-1 N —1, sem =0mod N
3w
n=1

—1, caso contrario.

Denotando por K(r, s) o numero de pares (z,7) tais que i +j = 0mod N, com 0 <7 < r
e 0 < j < s, vemos que a soma (*) é igual a

K(r,s)(N —=1)+ (rs — K(r,s8))(-1) = K(r,s)(N—1)— (rs — K(r,s))
= NK(r,s)—7s

Assim,

b _ JRe(G(NK(r,s) —rs)),parar +s =2 mod N,rs # 0
e 0, caso contrario
_ {%(NK(ﬂS)—TS), para T +s=2mod N,rs #0

0, caso contrario.

Agora, vamos calcular o valor de K(r,s). Para isto, sabemos que
O<r<N-1,

0<s<N-—-1,

ouseja, 0 <r+s< 2N — 2. Como r+ s =2 mod N, temos que existem apenas dois casos a
serem considerados. O primeiro caso é 7 =s = 1lesegundoér+s= N+2 comr #0es #0.

No caso r = s = 1, tem-se imediatamente que K(r,s) = 1.
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No caso r +s = N + 2, tem-se K(r,s) = 2, pois
=Fal S0<itj<rts—2=N={' "7 E=d _
0<j<s—-1 1+j=N=>i=r—lej=s5-1
Portanto,
Al parar=s=1
Prs= (=" parar+s= N+2 comr#0es#£0 (3.3)

0, nos outros casos.

Observe que P,; = P,,. Com isso, cdlculamos os dois blocos diagonais de G, Gi; € Gog =
—G11 ‘

Demonstraremos que G2 = G9; = 0. Seja P = G2 =Gy = % (Re(WCW) — Im(W AW))

78"
Entao

z
&

(@ —zk) (U — k) & CE) -
(@ —2k)% + (3 — U)?)? Ur+s) — Tri-ks

N
I

2w
.
I

2 =3
N

2|~
TrM

(@ —K)* — (yt Uk)?
((:cl — )2+ (W )2)2(yl(r+s) Yri—ks)

ol
*

Podemos considerar (Zy(is) — Tripks) = Re(whr+s) — qrttks) ¢
(gl(H—s) - grl+ks) = Im(wl(r+s) = ,w‘rl+ks). Dai,

@ =) — (G —T)> _ 1 1 . 1 )
(@ =72+ @ +5)2)" 2 \(w—wk)?  (w'—wh)?

2@ —z)m—y) i 1 B 1
(@ —zp)2+ (m + ﬂk)Q)2 2\ (w! —wk)? (w! —wk)? |
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!

~
»

Assim,

l

1 N-1 (w[(ﬁLS) _ wrl+ks) + (,wl(r+s) _ wrl—l—ks) — ( 1 1 )
N 4= 2 2\ —whp (' —wf)?)
k#l
N-1 .
1 k;il_l I(r+5) rl+ks 1 1
s Lk:o(_w ta — wllr+s) 4 qriths) ((m)2 — (wl = wk)2> +
7 :,fll l(r+s) I+k L -
aN ,,kz:o(w r) gt _ i) 4 i) ((mv Tl - W)
o

o~
=SB
™

(—w'0+s) 4 ks — qllrts) 4 qriths)  (aHTH) — qriRs — gllrts) 4 yrtthe)
(w! — wk)? (wf —wt)?

1,k=0
k#l
N ; (wl(r+3) B er—ks _ wlr+9) + ’LUTH—ks) (,wl(r-i-s) _ wrl+ks — qlr+s) + wrl+ks)
4N (Wt — wh)? (w! — wk)?
§ N-1 Ql(r+s) _ oq rltks Qqurltsk _ Qqpl(r+s)
4N 1,k=0 (w! —wh)? (@' —w*)?
k£l
3 NZ—l ( (,wl(r+s) _ wrl+k3) (wl(r+8) — w"‘”’“))
Py I _ o k)2 - —1 _ k)2
2N = (wh — w¥) (W —w")
k#l
N whT+s) _ qrltks
54 Z Im( (w! — wk)? )
1,k=0
k#l
B 1 N-1 wl(-,-+3) _ wlr+ks
Im | —
U k)2
L,k=0 (w w )
k£l
1 N-1 wlr+ks _ ,wl(r+s)
Im N ('U)l _ w’“)2
1,k=0
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, 1 M ,wrl(,wks _ wls)
= lm | — TV TR Sy
N i ,w‘Zl(l _ ’U.)L l)2
k£l
N— - Zl(wks _ wls)
- Z_ 0wy
ey
i 1 N-1 wrl—21+ls(wks—ls _ 1)
= m _
— apk—=1)2
N e (1 —whkh)
)
N- l('r‘ 2+s)(1_ s(k— l))
= lm Z (1 — wh )2
gy
Fazendo n = k — [, obtemos
. -1 N-1N-1- l,wl('r 2+s)(1 )
P’rs = Im W (1_wn)2
=0 n=-I
n#0
I (_1 N—-1N-— lwl('r 2+s)( _ wns))
= Im| —
_ 2
Nigza=  Q-w)
N-1 N-1
—1 (1 — w"s) 1 -
= - (r+s—2)
m ( N (1 _ wn)2 Z'LU
n=1 =0
N-1 N, parar +s=2mod N

Novamente, usando (1.5.4.3e4), temos que Z wlr+s=2) —
1=0

Com isto, obtemos

Zlm((l )‘, ser +s=2mod N

0, caso contrario.

Proposicao 3.2.3. Suponha que wt =1, para algum L natural. Entdo

ZI ((1—wn> ZI (2 (1—)53") wm))’

0, caso contrario.
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quando r + s =2 mod L.

Demonstra¢do. Vamos calcular
L-1
w™ —1 1(1 —w™)(1—w™)
I -
- (; ((1 o T2 1wy

—Im (g - —lw")2 (wns N G wm)2(1 - w“)))

L—-1 L-1
1 ,w2n(__1 + ,wn(r—-2)) 1 1 — ™
— I — —_ - _ i

— )2
n=1 n=1 ! w )
-1 L-1
1 ,wZn(_l _I_,wnLq—ns) 1 1 — wn
:I - —_ = - =
" (2 e N PP

1 ,w2n,w—2n(__1 + w—ns) 1 L-1 1 —wns
=m (iz (w= —1)2 B 5; (1—wny? |
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Voltando ao cdlculo dos elementos de 13, temos que

N-1 ns T
~ —EZIm((l_w )(l)w )>,ser+s:2modN

(1 —wn)?

0, caso contrario

Temos que

.
0, ser=0, ous=0

(1 —w™) (1 —w") _
Nl(l_ ns)(l__ ) Z(l_wn) (l_wn)_

={ I=0

1=0 (1= wr)y? §(1+wn+...+wn(r—l))(1 Fw” 4w se
\::72 0e s #0(xx)
Recordando novamente que, da preposicio (1.5.4), temos
N—1 N -1, sem=0modN
> -
=l —1, caso contrério,

e usando a definicao de K (r, s), temos que (*x) é igual a

K(r,s)(N —=1)+ (rs — K(r,8))(-1) = K(r, s)(N —1) — (rs — K(r,s))
NK(r,s) —rs.
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—2Im(nK(r,s) —rs), parar +s = 2mod N

Logo, P,s = o
0, caso contrario.

Como K(r,s)N — rs é real, temos que JSTS = 0 para todo 0 < r,s < N — 1 e assim

G12 = G21 = O

Voltando ao cédlculo de G, obsevamos que ela tem a forma

g (RO
G_BHlB_<0 _R),

Observe que os elementos nao nulos de R ocorrem nas posigoes (1,1) e (r,N + 2 — 1),

r=3,---,N—1(poiss =N+2—7 < N). Vamos denotar ¢; = P11, ¢ = P ni2-r,

r=3,---,N—1. Como P é simétrica, ¢, = cy42_,. Por (3.3), ¢, = N — g(N +2-1)=
1

—i(N —7r)(r—2),r=3,---,N — 1. Observe ainda que a equagdo acima vale também para

r=1(c1=221) e parar =2 (c; = 0).

Assim, a matriz R é dada por uma das duas formas:

0 00 0 O 0 0 0

0 cg OO0 O 0 0 0

0000 O 0 0 0

0 00 0 O 0 0 c3

000 0 O 0 cg 0

R= . . . )

0 000 O Gy 0 0

0 00 0 ¢ - 0 --- 0 O

0 0 0cg O --- 0 --- 0 O

se IV é par e, nestecaso,’)':%nLle
00 0 0 O 0 0 0 0
0 cg OO0 O 0 0 0 0
00 00 O 0 0 0 O
0000 O 0 O 0 c3
00 00 O 0 0 ca 0
R= : : ,

0 0 0 0 ¢ 0 O
0 0 O 0 &y 0 0 0
0 00 0 ¢4 - 0 O 0 0
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N+1

se N é impar e, neste caso, v = 5

Na tabela abaixo, estdo os valores de c,, quando o niimero de vértices varia entre 3 e 12.
Apenas metade dos valores estao listados, devido & simetria em c;.

N C1 Co C3 Cyq Cs Cg Cr
3 11.0(0.0

4 11.5]0.0(-0.5

5120(0.0]-10

6 [2.5]00|-1.5]-2.0
7130]0.0(-2.01(-3.0

8 135(00(-25(-40]| -45

9 140]00|-3.0[-5.0] -6.0
10(45(00|-35|-60| -7.5 | -8.0
1150|100 (-4.0|-70]| -9.0 |-10.0
1215.5]00|-4.5|-80 |-10.5|-12.0 | -12.5

Vamos agora encontrar os autovalores da equagao linearizada, y = (—vJ +JG)y = J (—vI+ G )Y,
ou seja, queremos analisar os zeros do determinante de —AI+J (—vI+G) =J (\J —vI + G).
Isto é equivalente a estudar os zeros do determinante de

—vI+ R AL
5= ( Y | —R> ' (3.4)

Devido a natureza de R, o determinante de (3.4) pode ser decomposto no produto de
determinantes de submatrizes 2 x 2 e 4 x 4. Para isso, usaremos que trocas de linhas e
colunas podem alterar apenas o sinal do determinante. Inicialmente moveremos as colunas
1,2.---,3,-++,N da matriz (3.4) para as colunas 1,3,---,2j —1,--- ,2N -1 (j < N) e as
colunas N +1,---,34,---,2N para as colunas 2,---,2(j — N),--- ,2N (5 > N + 1); ou seja,
intercalamos as primeiras N colunas e as dltimas N colunas da matriz. Posteriormente, fa-
zeremos o mesmo com as linhas da matriz, ou seja intercalamos as primeiras NN linhas e as
ultimas IV linhas. Se a matriz (3.4) é igual a (aki)1<ki<on

(1) os elementos nao nulos correspondentes ao bloco —vI+ R sio os ax, paral=1,..., N
eosay,coml=N+4—k parak=4,... N;

)

(2) os elementos néo nulos correspondentes ao bloco I sio os ay, com | = k + N, para
k=1,...,N;

(3) os elementos n&o nulos correspondentes ao bloco —AI séo os ay, com [ = k — N, para
k=N+1,...,2N;
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(4) os elementos nao nulos correspondentes ao bloco —vI — R sd0 0s ay, para k = N +
1,N+2,...,2N eos ay,coml=3N+4—k, parak=N+4,...,2N.

Se B = b;; for a matriz obtida depois das trocas de colunas e linhas.

(1) os elementos nao nulos correspondente ao bloco —vI + R s80 bak_19k—1 = apx para
1 S k S N e b2k~1,2N+7—2k = O ,N+4—k Para k= 4, . oo ,N. Observe que agp = —V se k 7é 2e
Qg2 = —V +C1 € que Qg N44—k = Ck—1

(2) os elementos nao nulos correspondentes ao bloco AI s@o bap—12r = ak kyn, para k =
1,...,N. Observe que ajjyny = A

(3) os elementos nao nulos correspondentes ao bloco —AI s 9k 2k-1 = QryNk, para k =
1,...,N. Observe que aryn i = —A

(4) os elementos nao nulos correspondentes ao bloco —vI — R sa0 bogok = QkpNi+N»
k= 1, T ,N e b2k,‘2N—‘2k+8 = Qk4+N,2N+4—k) k= 4, ey N. Observe que€ Qg4+ N,k+N — —V S€ k 7'é 2
€ Qk42k4+2 = —V — C1 € Qg4+ N2N+4—k = Ck—1-

Para N impar, apds estas trocas de linhas e colunas, o determinante da matriz (3.4) fica

det <_VI + R Al ) = det FidetFy, onde

I —vI—R
—v A 0 0 0 0
-\ —v 0 0 0 0
jo 0 0 —v+g A 0 0
1o o0 A —v—-c 0 0
0 0 0 0 —v A
0 0 0 0 - —v
—v A 00 0 0 cip 0
A —v 00 00 0 —cin
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
e também F; = ,
Fin
0 0 0 0
0 0 0 0
C; o 00 --- 00 —v A
0 —¢41 00 --- 00 =X —v

para i = 2,---,~—. Mas, trocando a posicao das ultimas duas colunas e as ultimas duas
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linhas de F; obtemos

—v A Cis1 0 00 0 O
—A 4 0 —Ci+1 00 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
detF; = det : : : : Fip1
0 0 0 0
0 0 0 0
Cit1 0 —v A 00 0 O
0 —Cit1 -A —v 00 0 0
—V /\ Ci+1 0 00 0 0
- —v 0 —cy1 00 0 0
—=Ciy1 0 —v A 0 0 0 0
0 —Ciy1 A —V 00 0 0
= dab 0 0 0 0
0 0 0 0
: : Fin
0 0 0 0
0 0 0 0
—v A Cit1 0
_ A v 0 —cin
= det Cit1 0 —a A detE+].
0 —cy1 —A —v
Denotando por
—-v A Cy 0
A = 0 —c
Er ¢ 0 —v A ’
0 —¢ —-A —v
a5
temos que detf, = H det S, e portanto
=3
i
detS = detF; [ detS,.
r=3

Entao,

~ —v A v+ A v A =
detFy = det (—)\ —v ) ded ( -\ —v—0 ) et (—/\ —v ) =0
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e obtemos os autovalores A = +iv e A = 0, com (multiplicidade 2), ou
v A ¢ 0
A —v 0 -—c

detS, = det 0 —u» = (M + 1?2 — ¢?)? = 0 e obtemos os autovalores
0 —¢ —A —v
A=+y/cZ—v? parar =3, ME
Finalmente, quando N é par,
—UV — CN+2 A
detS = detF; detF, det 2 ,
—-A —V —Cny
—-v A 00 0 0 ciya 0
- -V 00 00 0 —Cit+1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
onde F; = . )
: : Fiy : :
0 0 0 0
0 0 0 0
ci 0 00 00 —v A
0 —¢41 00 --- 00 =X -—v
parat=2,-- ,% e
—v—c A
Se det =N =X+ 1?2 — c¢4,, = 0, obtemos os autovalores A =
—-A —V —Cnyg2 =

v 2

Como queremos analisar a estabilidade espectral para o anel de vortices pela definicao
de ponto espectralmente estdvel, precisamos verificar se as raizes do polinémio | AJ — vI +

BtD?U;(Q)B |= 0 sao imagindrias puros. Para isso, analisaremos se A = +,/c2 — 12 sdo
b T

imagindrias puros. Sabemos que v = —Nz;l =—c; e c, = —3(N —7)(r — 2). Entéo
2 _ 2 _ 2 .2
G-V = ¢ —q

= (& — Cl)(Cr_ — )
[(r=2)(N =)+ (N = D][(r =2)(NV —7) = (N —1)]
4

Denotando f(r, N) = (r=2)N =r)+ NV - 1)]4[(T —YW=r) = (V=1 ifl(r, N) fa(r, N),
onde fi(r,N) = (r—2)(N —r)+ (N —1) e fo(r, N) = (r —2)(N —r) — (N — 1), estudaremos o
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sinal de f. Primeiro, analisaremos a, funcdo fi(r, N). Para cada N fixo, seu grafico estd mos-
trado na figura 3.1. Observe que para os valores de r que nos interessam (r = 3,... N — 1)
seus valores sdo sempre positivos e portanto, para estudar o sinal de f basta estudar o si-

Figura 3.1: gréfico de f,(r, N)

nal de fo(r, N). Observe inicialmente que o grafico corresponde a uma translacdo vertical
para baixo de 2(N — 1) do gréfico de fy(r, N), com vértice em (N +1,N? — 8N + 8). Mas
N? —8N +8 = (N — 4)% — 8 é negativo para NV < 6. Logo, neste caso, fo(r, N) < 0 e todos
os autovalores sdo imaginérios puros.

Para N > 7, como a abscissa do vértices é positiva, existem valores de r tais que f, (r,N) >
0. Mas, para N = 7 os zeros de f2(r,7) sdo 4 e 5, e entre eles ndo ha nenhum valor de r que nos
interesse. Desta forma, para 7 = 7 temos mais quatros autovalores nulos, mas nao aparecerd
nenhum autovalor real.

s ~ = 2 2= .
Para N > 7, as raizes de f,(r, N) sdo r; = N4+2=vVN?-8N+8 VICSNAS o ) — N+24+VN?-8N+8 VIC-8N48  Precisa-

mos saber quantas entre r = 3,..., N — 1 estio entre T1 € T2, Ou, equivalentemente, quantas
N+2—-+y/N2—8N+8 N+2 4(3N — 1
estdo fora de [ry,r5]. Mas r; = x 5 8N -+ = ;_ (1—. 1—((NT2)2)>,6
4(3N —1) , 1 ,
chamando §(N) = 2——2~ temos que ¢ é decrescente para N > —, portanto é decrescente
(N + 2)2 3
4.2 A
para N > 8 e {(N) < Wg) = 0.92, para N > 8. Seja F(z) = /1 —z para 0 < z < 0.92.
Como F' é derivdvel até a 3% ordem no intervalo [0;0.92], entdo, por Taylor existe pelo menos
F// 0 FIII —
um T em ]0;0.92[ tal que F(z) = F(0) + F'(0)z + #xz + E(z), onde E(z) = #:ﬁ é
F"(0
O €ITo que se comete na aproximagao de F'(z) por p(z) = F(0) + F'(0)z + #mQ em torno
;S A | z3 % - g
dez=0. Logov1—z=1-2_2__ — ——,ist0é, =+ —+ = <1-V1-z=
ez Ogo T 2 8 16m)1806,2+8+16— T



96 CAPITULO 3. ESTABILIDADE ESPECTRAL DE UM ANEL DE VORTICES

2 23 3
1 T 1 1
z — 4+ — 4+ ———— Assim

T
=+
R ,/(1—3; =278 "% (1—0.08)°

N + 2 [(4(3N —1) 16(3N —1)% 64(3N —1)*\ _
(2 N + 2)2 8(N + 2)4 16(N + 2)¢ ) N

3N -1 (3N-1)?2 28N -1)3

N+2  (N+2)p3 (N +2)8

SBN+6—-7 (BN+6-7)2 2(3N-T7+6)3

Il
_|_

N+2 (N +2)3 (N +2)5
3 3N+6—7+(3(N+2)—7)2 2(3(N +6) — 7)3
N+2 (N +2)3 (N +2)5
_ 3N+6 7 (3(N+2)—T7)% 23(N+6)-17)>
- N+2 N+2 (N +2)3 (N +2)5
_ T N +22+23)(-7)(N+2)+49 2(3(N +2)—17)3
B N +2 (N +2)3 (N +2)5
7 9 42 49
= 8- + - +

Nt2 Nt2 Nt2? @Wrop
(33(N+2)3+332(N+2)( 7) + 32(N+2)(—7)2+(—7)3>

(N +2)°
_ 3. 7 + 9 4 N 49 i 2.33 N 2.3.3%(—7)  2.3*(-7)?
N+2 N+2 (N+2)2? (N+2)3 (N+2)? (N+2)3 (N +2)4
2.(=7)3
(N +2)5
7 9 42 49 54 378 882
=3 NI TN Wi N2 T (Nt2e (Nr2P (WNr2f
686
(N +2)5
2 12 329 882 686
= 3+ 4

N2 T Nr2f (Nr2p (N+2f @ WroF

Mas a soma do 2° e 4° termo é positivo para N > 11 e a soma do 5° e 6° é positivo para IV > 1.

5
Logo, 71 > 3 e portanto, temos autovalores reais. Por outro lado, se N = 12, £(12) = 5 e para
N >12 " |

N+2| 43N —1) 163N —1)? 64(3N — 1)3

S T2 |a(VroE s 2 :
16(N + 2)° (g)
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N+2 (28N -1) 23BN -17 43N -1y
2 (N+2)?2 © (N+2)* /5
(N2
3N—-1 (3N -1)2 _V75(3N —1)3
N+2  (N+23 ' /s (N+2)s

_ 3N+6-7 , 3(N+2)-7)? \/7_5<2(3(N+2)—7)3>

N +2 (N +2)3 V55 (N +2)5
_ 4T 4 L4 4
N N+2 (N+2)?2 (N+2)3

7\? 54 378 882 686
5) \IN+2? (N+23 ' (N+27 (N+2p
2 1 7\ 2 1 7\ 2
- a2 (L), = (a9 (L),
3+N+2+N+2< +(5) 54f)+(N+2)3 (49 (5) 378)+

() s

_ 332 83.28  827.96 L 882 686
B N+2 (N+2)? (N+2)2 (N+2)* (N+2)°
2 83.28 882

< 3
S TN T i T o)

Fazendo N = 12, obtemos

rn < 3+40,15+4,43+0,03
= 3,61 < 4.

Portanto, para N > 12 temos que 3 < r; < 4. Agora verificaremos se para N = 8,9,10,11 r;
também esta entre 3 e 4. Para N = 8,9, 10,11 temos que r; = 3,58, r; = 3,435, r; = 3,355
e 71 = 3,295 respectivamente, ou seja, para N = 8,9,10, 11 também temos que 3 < r; < 4.
Comori+ra=N+2, N-2<ry=N+2—-7r, < N —1. Logo, para N > 8 existem 2 valores
der (3 e N — 1) para os quais f5(r, N) < 0. Para todo os outros (4,..., N —2), fo(r, N) >0
o que corresponde a N — 5 autovalores reais positivos e N — 5 autovalores reais negativos.

Depois destas consideragdes, construiremos a tabela abaixo, que leva em consideracao o
numero de raizes com a parte real positiva, o niimero de rafzes com a parte real negativa, o
numero de raizes nulas e o niimero de raizes imaginarias puras.
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Figura 3.2: grafico de fo(r, N) para N =7.

N | Positivas | Negativas | Nulas | Imaginaria
3 0 0 2 4
4 0 0 2 6
5 0 0 2 8
6 0 0 2 10
7 0 0 6 8
> 8 N-5 N-5 2 8

Observamos na tabela acima que para N > 8 o polinémio | AJ — vI + BtDzUl(@)B |=0
apresenta raizes com parte real diferente de zero e para N < 7 todas as raizes tém parte real
nula. Assim, para N > 8 o problema é espectralmente instdvel. Para N < 7, o problema
é espectralmente estdvel, quando considera o problema no espaco quociente por rotagoes e
translagoes. O caso N = 7 é um caso degenerado, mas que ainda assim é possivel monstrar
que é estavel segundo Liapunov [7].




Capitulo 4

Estabilidade espectral e de Liapunov
de um anel de vértices com um vértice
central

4.1 Introducao

Vamos ver agora o que ocorre, quanto A estabilidade espectral, quando se insere um vértice
no centro do anel, ou seja, quando se considera a intensidade do vértice central x # 0. Neste
caso, a fungdo hamiltoniana é dada por.

U@ =—- > log((zi(t) — z;(t)” + (wi(t) — w;(8))*)? —

0<i<j<N
N-1
1
k) log((w;(t) — 2n(t)” + (u5(t) — yw(t)?)3
=0
com varidvel Q = (2o, - ,ZN,Y0, - ,yn) em REN+D  Agora a matriz identidade I é N +
1x N +1 e asimplética J é (2N +2) x (2N +2), a velocidade angular do ponto de equilibrio
relativo é dada por v = —¢; — k e a matriz das intensidade, M, ndo é a matriz identidade €,
sim

(1 000 0 0
0 100 00
0 k 0 0 0
M=o 00 0 0
0~ 000 --- 10
0 -~ 000 - k)
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Neste caso, tomaremos W como

1 1 1 1 0
1w w? wN1 0
1 w? w? wiN-1) 0
W = ,
1 wN-1 ,wz(N—l) w(N—l)Z 0
0 0 0 0 VN
W4W  i(W-W)
Novamente usando a transformagdo Z = By, onde B = ﬁ —i(Vl?—W) W?rW ;

na equacdo diferencial (2.16) e o fato que B é ortogonal e JM = MJ? M=1J 2 JM,
B'M~' = M~'B' e B'JB = J (a demonstragio que B é ortogonal e as comutatividades estao
no apéndice), podemos mostrar que
MBy = J(—vM + D*Uy(Q))By
By = M 'J(-vM + D*U(Q))By
y = B'M™'J(—vM + D*U(Q))By
(—vB'M ' IMB + B:M~'JD*U(Q)B)y

= (—vB'M'MJIB+ M~ 'B'JD*U(Q)B)y
= (—vBYJB + M'BY{BJB")D*U(Q)B)y
= (—vJ + M 'IB'D*U(Q)B)y
= (—vJ+IM'B'D*U(Q)B)y
= J(—vI+ M~'BD*U(Q)B)y,

com Qv dada por

i =

~ Re(w?),para j =0,...,N —1
0, paraj =N

;=

_  JIm(w?), paraj=0,...,N -1
0, para 5 = N.

Substituindo o valor de U = U; + k Us na equagao acima e usando o fato que a hessiana é
linear, obtemos

y=3 (~vI+ M~'B'D*U\(Q)B + kM~ B'D*U(Q)B) y

Observagao 4.1.1. Note que B‘D?U;(Q)B + B! DU,(Q)B = D*U(0), onde U(y) = U(Q +
By)
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Na ultima segdo do capitulo, estudaremos a estabilidade segundo Liapunov, dos casos nos
quais o equilibrio é espectralmente estavel.

4.2 Obtencao da matriz hessiana

Repetindo o raciocinio do capitulo anterior, vamos obter as segundas derivadas de U em
Z = 0. Para isto, temos que obter as segundas derivadas de U; e U, em Q, mas como ja
temos as segundas derivadas de U; (observe que U; nao depende de zy e yn) basta obter as
segundas derivada de Us, que é dada por

(NI

U(Q) = Z log((x;(t) — = ()" + (y;(t) — yn (t))?)

Primeiras derivadas:

b4

oU. -1 0 1
3@ = 5 2 g (loa((@i(®) — () + (wi(®) - ;()")?)
; 3
_ DI 2w —aw) (B _dr)
2 =0 (iEj = .221\/)2 + (yj — yN) &v, 8:1:,
_ 5 (z; — =n) 5yt
= @i —an)®+ (y; —yn)?
N-1 (fL'J _ QZN) JNI
= (z; —zn)2+ (y; — yn)?
(zn — 7»‘1)
(@ —on)® + (i — o)’ para [ < N
— N-1 iL‘ o )
j — 4N
= N.
JZ s — o P
De maneira anslogo obtém-se
(yn — 1)
, <N
Wy, ngtl— on)? + (g —yw)2 PO

(Q) = (= v
% (yi —yn) L
! Z(xj_xN)2+(yj—yN)2’ paral = N.
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Segunda derivada, primeiro caso:

0%U,
5%,

@) =

U,
oz

@ =

Segundo caso, | < N:

U,

dz?

0 (& (5”] —an)
T ; i — xN 24+ (yJ N)2)
N— l_ﬁ_( A__TN) ((;1: —:I,N) +(y )2)
o J J _
]Z: :L‘_., — iL‘N) ('yj - yN)2)

(zj — xN)m ((z; —zn)® + (y; —yn)?)

((z; — =n)* + (y; — yn)?)’
= (%NL B gi_ﬁ) ((z; — 2n)* + (5 — yn)?)
; (25 — 2n)? + (5 — yw)?)’ -

oz 9
2z — 2n) (5o — o)

(25 — on)? + (35 — w)?)’
= (6in — 1) ((zj — zn)® + (y; — yn)?) B
JZ:; ((z; — zn)? + (y; — yn)?)’
2(z; —zn)? (Ojn — 1)
(x5 — zN)2 + (y; — '!JN)Z)‘2
(68 — 1) ((y; —yn)* + (x5 — zn)?))
JZ::; ((z; — zn)2 + (5 — yn)?)°

Z oin (g5 —un)? — (25 — 2n)?))

J._o (5 — IN) + (5 —yn)?)’?

_|_

Z (25 — on)? — (y; — yN)2)Z,

((z; — 2n)? + (y5 — yn)?)

O

2&1

(z; —zn)* — (v — 9)°
((z5 — )% + (35 — yw)?)”

(]

<,
o

zZ

(@; —2n)? — (75 — 9)° _
= (@ — 2N+ @ — )’

0 (zn — )
@ = Oz, ((l'l —zn)2+ (i — yN)Z)
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9*Us
oz}

=) =

oo (o = 20) (@1 = on) + (0 —ww)?)

(21— an)? + ( — yn)?)*
(2 — 517N)“3% ((ze — 2n)” + (3 — yn)?)

(= zn)2+ (y — yN)2)2
(3 22) -2 + 19

((z5 —an)?+ (v — yn)?)”
2(1‘[ - ilfN) (6:1:[ %fz];,)

((z; —an)+ (v — yn)?)?
(One = 1) ((m1 — 2n)* + (w1 — yn)?)

(5 — 2n5)? + (y — yw)?)”
2(:17[ — IN)z((SNl = 1)

((z; — zn)? + (yiyn)2)?
(On = 1) ((z — 2n)® = (1 — yn)?)

(@5 —2n)2 + (w0 —yn)?)”
(= 2n)* = (u — yn)®

((z; —2n)? + (m — yn)?)*
@ —zn)*— (3 — Un)?

>~
(@ —2n) + (@ —Un)?)*

Terceiro caso, [,k < N el # k:

82U,
8.’1,’;;(9(121

U, |~
szﬁxl

Quarto caso, k < N:
6‘2U2

8a:k8xN

(@)

(@)

ad (z1 — zN)
Oz, ((331 —zn)?+ (y — yN)2>

ooy (on — @) (2 — 2n)? + (v — yn)?) _

(@ —zn)2+ (0 — yn)?)?
(@ — on) g% (=1 — 2n)” + (31 — yw)?)
(1 —zn)? + (3 — yn)?2)?
(Onk — 0u) (1 — zn) + (1 — yw))
(2 —2n)? + (w1 — yn)?)’
2(z; — on)* (O — Ove) ~0
(@ —zn)? + (v — yn)?)?

0.

+

(zj —zN)
<Z (zj —zn)? + (5 — un)? )

+
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N-1 _9d

_ amK z; — zn) (5 — 2n)? + (y; — yn)?) _
- Z (55 — z)? + (15 — y)?)’
(25 — zv) 52 (25 — 2n)* + (35 — un)?)
((z; —zn)? + (y; —yn)?)?
e T 5m ((zj —an)® + (y; —yn)?)
Z (zj —zn)?+ (w — yN)2)2
—2(:1,’ = IN) (5_7k — 6Nk)
((z; — zn)* + (w — yn)?)°
N—-1
_ (k — i) (yi — yn)® — (=5 — zy)?
Z (( Tj— Tn)? + (yJ yN)z)2
(yk—yN) ~ (& k—xN)

(zx — zn)? + (vk — yn)?)’
Vs 5y = W= — (@ —Fn)’
32,0z (@ —Zn)? + @ — Tn)?)°

Quinto caso:

Pv, 9 [ (y; — yw)
dy%, (@ = Oyn ;0 (xj—xN)2+(yj_yN)2>
= ao (w5 — uwn) (25 — 2n) + (y; — un)?) 3

j=0 ((:EJ - :L'N)z =+ (yj - yN)2)2
(v — yn) o (25 — 2zv)* + (y; — un)?)
(z5 —zn)® + (y; — Z/N)2)2

_ O =) (35— an)?+ (5 —yw)D)
e (& — 2n)? + (y; — yn)?)?
2( yN) ( iN — 1)
(x5 —zn)*+ (y5 — yN)Z)
e Oy = 1) (5 — an) + (5 — yw)?)
=0 ((zj — &n)? + (y; — yn)?)’
N-1

oin ((y5 —yn)* — (25 — zn)?))
(z; —2zn)2+ (v — yn)?)?

Il
TEM

((z; — fCN)2 — (y; — yN)2))
= (@5 —zn)?+ (35 — yn)?)’
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=

-1
(le - yN)2 - (517j - -’BN)2

— (=5 —2n)2 + (5 — yn)?)?

BPUs  ~
%(Q) =

(¥ —yn)? = (T, — Zn)? _
(@ —2n)2+ (7 — Iv)2)°

{aghiing

Il
o

J

Sexto caso, I < N:
%Us, 0 (ynv —w)
3_?/?(@) oy ((fﬂt —zn)?+ (y — yN)2>
- (un — u) ((m1 — 2n)? = (y — yw)?) B
(21— zn)? + (w — yn)?)?
(w — yN)a% (1 —zn)? + (v — yN)2)
((m —zn)? + (y — yw)?)°
_ Om—=1) (@ —2n)®+ (v —yn)®)
((z; — 2n)% + (w — yn)2)?
2(z; — zn)*(6p — 1)
(@1 —2zn)? + (i — yn)?)?
(On — 1) ((m — 2n)* = (1 — yn)?)
((z5 —2n)? + (v — yw)?)’
(v —yn)* = (z1 — zn)?
((z; — 2n)? + (1 — yn)?)’
U, , ~ (% — yn)* — (T — Zn)?
YA A % Fa R0

Sétimo caso, I,k < N el # k:
&(Q) _ i( (Y1 — yn) )
AyOy} Ay \(z1 —zn)2 + (y — yn)?
% (ynv —w) ((ze — 2n)* + (1 — yn)?)
(@ = zn)2 + (i — yn)?)”
20y — yn)? 5= (v — )
(@ —2n)? + (3 — yw)?)’?

_ (e = bu) (=1 — 2n) + (v — yw)) N
(e —2n)2 + (i — yn)2)°?
2(z1 — on) (O — Owi)

(1 — zn)2 + (w1 —yn)?)?
3@ = 0.

=0
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Oitavo caso, k < N:

U, Q) = KA = (y; —yn)
ykdyn Oy \ =5 (=5 — 2zn)? + (y; —yn)?
= oo Wi —ww) (35 —2n)? + (15 —yn)*)
_ Yk ] J
g@ (25— an)? + (y; —yn)?)’

(y; — yN)% ((z; — 2n)* + (5 — yn)?)
(25 — zn)? + (95 —yn)?)’
_ > gk — Owe) (=5 — =) + (05 —wn)?)
N Z (25 — =n)? + (v — yn)?)’
2(% yn)*(8k — One)

((z5 — ﬂ’N)z + (y — yn)?)?
N-1

(85 — Oni)(z; — 2n)* — (5 —yn)®
]Z:; ((z; — zn)? + (35 — yn)?)’
(zx — an)® = (ye — yn)®
((zr — zn)>+ (v — yn)?)’
Uy @) = @k —Zn)? — (U — UN)? .
dydyn (@ — 2n)% + @ — 9n)?)’

Nono caso, k < N:

8%Us 9 (= (y; — un)
aﬂikayN(Q) Oz (; (zj —zn)®+ (y; — yN)2>
N2 (y; —yw) (=5 — zn)? + (5 — yn)?)
_ Oz \9J
z:; ((z; — zn)? + (5 — yn)?)’
(5 — yn) g (25 — an)® + (35 — yn)?)
((z; — zn)? + (y; — yn)2)?
e —2(y; — uw)(w5 — =) (66 — Owi)
; (25 —2n)? + (1~ yn)?)’
—2(yx — y~)(Tk — TN)
(@ — zn)* + (vk — yn)?)’
U, & —2(% — Yn)(Tk — TN)
Oz 0yn (T — Tn)2 + (T — In)2)*

<,
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Décimo caso, | < N:

U,
oz Nay[

8*U,
Oz Ny,

Décimo-primeiro caso, [, k

2% 13 =
Oz, 0y, B
8*U, ~)
Oz dy,

Décimo-segundo caso:

8%U,
Oz NOyn

@ =

Q) =

Q) =

0 (ynv — u)
- 9$N ((ﬂ?z —on)?+ (v — yN)2>
azN (yv — ) (0 — an)* + (v —
((z1 — 2n)? + (3 — yn)?)?
(yn — yl)% (1 —zn)* + (v —
((z — 2n)2 + (u — yn)?)’
~2(yw — )z — o) (22— 1)
((z7 — 2n)? + (31 — yn)?)?
—2(yn — u)%(zn — 1)
((z— zn)? + (u — yn)?)’
—2(yn — )@y — 7))
(@ —Zn)2 + (U — Un)?)°
(yn — w1)

a
Iy, ((fﬂt —zn)’+ (y — yN)2>
5ex (v — 1) (1 —2n)’ + ( —yn)?)
(i — zn)2 + (w0 — yn)?)”
(@n — @) 50 (20— 2n) + (u — yn)?)
(e = 2zn)? + (u — yw)?)?

yn)?) B

yn)?)

<Nel+#k:

=0

(yg Yn) >
—an)? + (y; — yn)?
yN) ((z; —2n)* + (y;
; ((iﬂ; —an)? + (y; — yn)?)’
(i — yN)ayLN ((z; — n)® + (y; — yn)?)
((z5 — 2n) + (5 — yn)?)’
—2(y; —yn)(zj — 2n)(8 N —1)
(=5 — =v)? + (35 — yn)?)”

—yn)?)




CAPITULO 4. ESTABILIDADE ESPECTRAL E DE LIAPUNOV DE UM ANEL DE
VORTICES COM UM VORTICE CENTRAL

68

02U,

GenBun @ = >,

Décimo-terceiro caso, | < N:

0*U, (
81121 Byl

U~
)

Agora, vamos escrever as hessianas de U, e de Us, lembrando que estamos trabalhando em
R?N*+2_ Novamente usando as propriedade de simetria da hessiana e olhando para derivadas
prop

segundas de Us, temos que

0@ = ( o

Denotando G; = BtD2U2(Q)B (

. III]—:L‘N)

- 2.2 z; — TN) +(y]-—yN)2)2
20 -I@E —Fn)
= (@ — En)* + (@ — )2

9 (yn — u)
e ((ﬂ?t —zn)?+ (u — yN)2)
a%, (yv — ) ((m — zn)? + (0 —

((z— an)? + (1 — yn)?)?

20y — yn) (@1 — 2n) g (B — T

(1 — an)2 + (y — yn)2)’?
2(y — yn)(z — zn)

)Y

N)

((z; — zn)2 + (g — yn)?)°
2(y1 — yn)(T1 — Tw)

(W)

((F; —Zn)2+ ([ —9n)2)°

Al

g Al
El) - (Cl

Cl
%)
Gh Gi

t e
G%l ng), emos qu

Gy

Cl
—Al

(W —-W)
2

1 W'
= 2
- N\ iwe-wh
2
Multiplicando obtemos
Gil =
Giz =
G%l =

1
G22—

2
Wi W'
2

Al W4W
(C’l ) —i(Vl?—W)
2

% (Re(W AYW) + Im(WC'W))

% (Re(WC'W) — Im(WA'W))

% (Re(WC'W) + Im(W A'W))

% (Re(WA'W) — Im(WC'W)) .
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Observe que Gy, = —G}, e G3; = G},. Portanto para calcular Gy, basta calcular os blocos

1 1
Gy € Gy

Agora, obteremos os elementos da multiplicagio das matrizes (W A'W)

1
(WAW),, = - > wn(AW),
j=0
NN
= ]_V— Z Z wrlAlkwks
=0 k=0
X 1 N-1
== 7\/— Z w’rlA[l[wls + NwrNA:[lVNsz + Z wrlA[lkwks +
1=0 lll;ko
. T,
— wTNA}kaks + 'wrlAllN'sz
N k=0 N 1=0
N—-1 N-1
1 Uy  ~ 1 Uy , ~ 9 ~
= N 2 v (@Qui+ g g 2@ + Y wag - (Quns +
1=0 l,ll;=ko
N-1 N-1
1 Uy~ 1 U,  ~
N k=0 W BIL‘NB'B]C (Q)wls + N =0 ot 3.’1313:1:1\, (Q)sz
Substituindo os valores das segundas derivadas, temos
N-1 s S
1 _ 2 _ _ 2
(WA]W)TS = % Wy (xl fN)z (E'/l ElN)z Zwls+
N =0 (@ —2ZNn)2+ (U — Un)?)
N-1 & ~ o~
1 (z; —an)° - (Y — yN)2
—W,N = wns +
N Z @ o+ @ -
N-1
1 (Ux —Un)* = (T — Zn)?
— W, Wis +
N N; @k — Zn)? + (U — Un)? *
—1
1 _ _ _ 2
il Z (G — 30)? -~ (Tn wz)2 _—
N" -0 @N —71)*+ (Ynv — W)

B 1”1<z—mN> — (G — Tw)?
NZ([ L —

WrWys + Wenyw —
ml—‘fl;N) +(yl )2( [ Wis rN Ns)

1 (@ —Zn)* — (% — Un)?
N =0 ((:II[ - 'L'N)2 ( yN)z)

5 (WrNWis + Wrwis)
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Como os elementos de W sao:

w9, para0 <1, < N —1
wij =<0, para0<i<N—-lej=N,ou0<j<N-—-lei=N (4.1)
VN, parai=j=N

1 “ (Z,—2Zn)* — (u )2
(WA W = : N~ (G —Un FWisWNN,paral < s < N — 1.
— (@ —zn)? + (U — 9n)?)

Devido a simetria de W e Al temos (WA'W)_\, = (WA'W) ..
Para0<r,s <N — 1.

$1 - $N)2 @l - ?7N)2
(i —Zn)2+ (0 — yn)?)

N—
(WAW),, =< Z

=0

Finalmente,

(@ —Zn)* — (0 — Un)? (wwn)?
(@ —2n)?+ @ —an)?)

MZ

(WAW),,

1=0

Com isto, temos que os elementos de (W A'W) ficam:

( N-1 e 2

Z E:El —fL'Ng?_E yN;2)w(r+s)l parao <rs<N-1
= (m—zn Y — , T

N-1

= N2 (N2
(WAIW) = < —TN (fl fN)z ('ZI y,N)2 w® para0<s< N —ler=N
e — (@ —zn)*+ (0 — Un)?)

& @ -n)2— (5 - 'ZjN)2

(@ —zn)?+ (U —yn)?)

2|~

=0

,parar =s =N

M

\ [=0

Temos que a parte real de (WA'W) é

2

-1 ~ A =
T —2n)?— (U —yn)?

(@
2 (@ —zn)*+ (W —Un)?)
N-1

Eif(r+s)l) paraO < s < N -1

2!-*

l

Il

- Zlé

- B ~ )2
(T —n)* — (G = Yn) Ts, para0<s< N —ler=N

Re (WA W)rs = { 3 ((:tl — $UN) + (yl gN)z)

2

— )" — (U — Yn)*

(@ o
((1121 — ;z;N)Z + ('!Jl yN)2)’ parar = N

o

\ [=
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e a parte imaginaria de (W A'W) é

N-1
331—181\/ —( yN)2

L@
N2 (& — )+ * )

Im (WA'W) =< N Z_l @ —2n)?— (0 — yN)

y(r+s)[, para0<r7r,s<N -1

VL (@ - En) @ )

\0, parar =s =N

Usi, para0 < s < N —ler=N

De modo andlogo, obteremos os elementos da multiplicacdo das matrizes (Wew)

N
1
(WC'W),, = Nzwr,(clvv),s

N N
1 1
= E § wrlC[kwks
N
=0 k=0
1 N-1 N-1
= N wrlCuwls + NwrrCNNsz + § wrlcuwks
=0 1,k=0

£k
N-1

N-1

1 1

N E TNC}kaks_l‘N § wrlollN'sz
k=0

N-1
1 Uy  ~ 1 82U2
= N a wrla_ylz(Q)wls + NwrN 8y2 sz + lkZ:O wrl
1£k
N-1 N-1
1 PUy =~ 1 Uy  ~
N 2 wer(Q)TUls + 1% tZ 8:618 = (Q)wys
Substituindo os valores das segundas derivadas
2(z — zn) (Y — )
(WCIW)TS = wys +
N Z (@ - TN+ G- )
N—
1 \ 255 — ) (@ — En)’
A YrN sz+
N = (& —Zn)* + (U — Un)?
N-1 - e~
L . —2(yx — yn) (T — Tnv) Wi 4
N = (T — TN+ (G —Un)2
L N 20 W@ =8
N @y @ )
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_ iN . 2(z1 — zn) (Y — Yn)
N lz ((zi —$N)2 (v ?7N) )

S

5 Wis +

1 2(y — yN)(:L’t - IBN)2
NwTN Z (l’l —_ ICN + (yl )2 Yies =

1 2(4 — Un)(@1 — Tn) ™
N (@ - Tn)+ G —Yn)?

1 2(yn — ) (@n — T1)
N 2y 2 WNs
N "= (Iy —T)* + (Uv — W)

N-— =
*2(F — Tn) (G — Un)

1
- N,Z @ —Zn)?+ (- y)

(wrlwls + WeNWNs — WrNWs — w’rles)

Como os elementos de W sdo dados por (4.1),

wew), - i%f 2@ — &n) (G — )
Ns TN —~ (@ —zn)*+ (0 — Un)?)

wiswyy, paral < s < N — 1.

Devido a simetria de W e C! temos (WC'W),_, = (WC'W) 5,
Para0<r,s<N —1,

1 zZ— Zn) (Y ﬂN)
WC'W) = —  Ws -
( N?%«m—zN2+@l 77

Parar=s=N,

= T —T v, 5 I

Com isto temos que os elementos de (WC'W) ficam:

( N-1

%Z (2(58:—581\1)(?!1 Un)

(r+s)l
w ,para0 <r,s < N —1
=3 z —zn)* + (U — Un)?)

N wt—xN)( U — Yn)
N L (@ - Zn)*+ @ — Gn)?)
- 2(z; — zn) (Y1 — Yn)

Z (@ —zNn)*+ (0 — Un)?)

sl para0 < s < N —ler=N

(wew), | =

,parar=s=N
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Temos que a parte real de (WC'W) é

=1

=

2@ —aN)U—Un)  ~
= S Trys), para0 <r,s < N — 1
(@ —E)+ @ —gw)?)
= 2@ —ZN)(Y — Yn)
Re (WC'W) =< — — - Ty, para0<s< N—ler=N
W), 2 Gl + G ) P
N-1 B B e e
D _
(IE[ TN (yl yN) , parar = s = N

2 Gl G5

2|~

l

Il

=2

e a parte imaginaria de (WC'W) é

1 2@ —2n) —Yn) -~
+ Y L, para0<rs<N-1
N (@ —an)2+ @ —gn)E) O

m (WEW),, = (@ — Tn) (W )
rs \/N l N yl yN _ -
—N_Z(;L-I_Q;N )2+ (9 — ))yst,para0<s<N_1eT N

Denotando por L = + (Re(WAW) + Im(W C'W)), temos que, para 0 < s < N

_ (z1 — zn)? — (yz yn)? —VN = 2(z1 — 2n) (Y1 — yN)
s g ((m — zn)? + (y — yn)?)? TN — (@ —2n)*+ (u —y))”"

Podemos considerar z(,15) = Re(w*+)) e Yersy = Im(w+9) | Dai

(@ — 2n)* = (u — yn)? 1 1 1
(@ — zn)2 + (v — yn)?)? 2 (m T (w! — wN)) (4.2)
e
(@ —an)’(p—y~)® _ —i 1 1
oo+ =g~ 2 (m o= wm) -
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Assim,

= N(%:l w4+ w4+ w”+w w"+m+w”—w”)
= —— +
AN \ < (wl — wN) (wt — wh)?
N (”‘1 2wl 2t )
= +
AN \ = Tl = wN)2 (w! — wh)

Tl

7 V-1 w 7 N1
= Y N\N"R _ Vi (r=2)l _
B {—\/N, para 7 = 2mod N

0, para r # 2mod N

Agora, vamos obter L para 0 <7,s < N — 1:

N-—

Z 2(z — =n) (Y1 — yn)

y'r s)l-
(@ —2n)2+ @ —yn)?) 0+

Z (21— zn)? — (u — yn)?

((z—ow) + (o — g O
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Podemos considerar 25y = Re(w(”s)’) € Y(rts)l = Im(w(”s)l). Dai,
—an)2 = (4, — yn)? 1 1 1
(z —2n)* — (y — yn) =1 o (4.4)
(@ —2zn)®+ W —yn)?)” 2\ (w—wV) (w—wV)
e
(21— zn)* (Y — yn)? _ __Z 1 _ ! (4.5)
(@—an)?+ @ —yn)?)’ 2 \@-wV) (@ -wh) '

Portanto,

L

1 Nz“:‘ w4 gyl | 1 1
l

2 2 i — o) (wl—wN)2)

N—-1

1~ (wr s )y g 1 1
W2 2 (3 <m2 T W —wN)2>)

0
. — 1 1
(r+s)t (r+s)l
w -+ +
( w ) (——(wl == ’LUN)2 (,w[ _ ’LUN)2>

+
Lol

2 -

1

(]

=

2 o

-1

1 ———— 1 1
. (r+s)l _ o (r+s)l _
w w
& ) (w —why = wN)z)
1 ( N wr sl L qyrs)l gy (r+s)l + w(r+s)
S — +
AN\ ol —wh) (w! — wh)2
wlr+s)l _ ,w(r+s)l w('r+s)l _ w(r+s)[>

W — )’ (w! — w2

N
Il
o

|
—

—+

1 N-1 w T+l + wrHs)l - qy(r+s)l 4 gyt
AN ( Z 2 +

1=0 (w! —w)
w(T+sl + wr+s)l wrts)t _ (r+s)l
(W' — wh)? )
1<§fgmﬁm 2t
4N = (Wi — wN) —wh)?

1 N-1 el w(r+s)l
= v\ X et ey
N-1 N-1
1 w(r+s)l
_ = — = (r+s—2)l | __
= ¥ 2R (s ) Re [ Y uwlrte-a ) =

1=0
)1, parar + s =2mod N
0, caso contrario
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Resta calcular Lyy:

2
ps

Lyny =

NN
o
—~~
—
32
|
8
2
~
|
—~
=
<
=2
~

I
M
L
DN | =
N
gl\-
I =
g
P
vt\?
+
0
l —
g
3
[V
N————

~
Il
(=]

Il
I™MT
= —
N | =
N
SN’ _
vl\)

_|_
gN —
%
~__

P

[\Elﬂi—*

( w? + w2 )
5\ (wh)2(w!)?

i .
w2! + ,w‘ZI

<l |2

l

Z N
T ,zu

|
]
g
N
N |+
2

[
|

e, portanto, os elementos de L sao.

1, pararT+s= 2 mod N
Lys =< —vVN,parar=2es=N,our=Nes=2
0, para os outros casos

Agora, demonstraremos, que os blocos G2,, G2, sao nulos. Seja

L = < (Re(WA”W) + In(WCW)

como (WA*W)ys = (WA*W)n e (WC?W)ns = (WC?W),y devido a simetria de W, A% e
C?, temos Ly; = Lsn. Entdo, Lys = Lsn. Entdo, para0 < s < N — 1

7l

= _\/N — (z1 —zn)* — (u yN) _ 2(z — zn)(% — yn)
e = Ty ; (@ —2n)?+—yn)®) " N Z (21— 2n)? + (0 — yw)?)’
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Usando as igualdades (4.4), (4.5) e Z(4s) = Re(w™ ), y( 40 = Im(w+)M), temos que

-~ —VN = (w4 wl) — 1 1
LNS = B 2 ('I.U[ — 'lUN)2

N Py 2 2 (W' — wh)
AR T A S S S
N =\ 2 2 2 (w — ,wN)2 (wh — wh)?

=0
N Y 1<wﬂ+m w4 o
(

W — wN)2 C(wh— wh)?

. N-1 o
ivN wrt — Wt w™ — )

ity | (W =y

4N
=0

4N - (w’ — ’LUN)2 (wl _ ’U)N)2
/N (”‘1 2wt 2w >
AN \ = [l = wN)2 (wt — wh)?

L =4 N (N_l wr w )
2N \ i ol = wN)2 (wh — wh)?

- i v te)

=0 —wh)
B VN3 ;z( wrt w >
N = 2 \(w —wh)? (w! — ,wN)2

De w' ser a l-ésima raiz N-ésima da unidade e da Proposicao (1.5.4)

NZ_I W=D _ N, para r = 2modN
- 0, para 7 # 2mod N



CAPITULO 4. ESTABILIDADE ESPECT RAL E DE LIAPUNOV DE UM ANEL DE
78 VORTICES COM UM VORTICE CENTRAL

Logo, como N e zero sao reais, temos que Ly, = Lsy =0

Para 0 < 7,5 < N — 1 temos

~ 1 N-1
L'rs = Z

1=0 ((:L‘[ - fEN)z + (yl -

Nz—l -—i WL gy (r+s)l 1
2 2 (w! — wN)2 - wN

=0
N—

2(zi —zn) (v — yn) $l — l’N)Z (yz )2

2|

2|

—

N

\/v

(w(r+8)l w(r+s)l) L L
(w! — wN) —w

o 1
- (r+s)! (r+s)l _
AN (’w +w ) (———(wl — ’wN)2 (w’ — w]v)z)

- 1 1
— ,w(1'+s)l _ w(r+s)l +
1 ( ) ('w‘——w—N)z (w — whN)?
i N1/ ) + wlr+s) (,w(1‘+s)l + wr+s))
—(w’ = wN)2 B (wz _ wN)2

'L. w(7'+s)l — w(T+S)l w("""s)l o w(T+S)l

4N W — ) AT —Y

i /N sl _ el 4 g(rs)l—wl T
< (wh — wh)
— T+ _ ) rHs)l g (r+s)l _ g(rts)l
i N-1 T+l Quw(r+s)l
:ZN(X%W—wmfﬁmt;mQ

(N‘l wrHe)l W)l )

(w' —wN)? i — iy’

1 -1 1 w(r+s)l w(T+S)l .
- NZ §<(wl —whN)z ——2)

(W = ")

1N—1 . wT sl
= w2 ()

1 N-1
_ = (r+s—2)!
= NIm (Z w )

=0
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Novamente, usando a proposigao (1.5.4), temos Z wlr+s—2)

= _ _{1,parar+s:2modN
1=0

0, caso contrario
Portanto, Z,.s =0,para0<s,7r <N — 1.

Resta calcular ZNN:

=

7 2(m; — zn) (Y — YN)
2 ((m—2n)? + (v — yn)?)

) 1 1
— wN) (W — wh)?
(1 )
(w!)?

(( wz))z wz )

l

&
i

I
(]
wl~

iy
]O
o

I
L\DI@
Mz

=0

. Z'N_lw —2[
- 9 1 [)2
22 el
N-1
SO
2
1=0
N-1
= Im (w?)

1=0
N-1
= Im w? | =
1=0

Portanto, L= 0, ou seja, G2, e G2, sdo nulos. Logo, G; ¢é da forma

G1 = B'D*U, (Q)Bz(% _9{2)

onde a matriz Ry é dada por
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00 1 00 0 00 O
01 0 00 0 00 O
10 0 00 0 00 —V/N
00 0 00 0 01 0
00 0 00 0 10 0

Ry=1 : : : Co :
00 0O 00 --1--00 0
00 0 01 --0:-00 0
00 O 10 --0:-00 0
00 —vV/N OO --0--00 0

Agora escreveremos a hessiana de U; em Z = 0. Novamente usando as propriedade de sime-

_ 2 2
tria da hessiana e olhando para segundas derivadas de U;, temos que D20, (Q) = (g g ) =
o Iv2
Az 2
(02 _ A2> .

— G2 GZ
Escrevendo Gy = B!D?Uy(Q)B = | ~4' 42, temos que
Gun G

1 [ waw it A2 (2 WAW W W)
G = — 2—: 2_ . 2 2_ .
TN W wew? ((72 —A? ) —i(W-W) WiW
2 2 2 2

Multiplicando obtemos

G? = % (Re(W AW) + Im(W C?W))

G, = % (Re(WC?*W) — Im(W A*W))
G2, — % (Re(WC?W) + Im(W A*W))
e, = —% (Re(WA’W) + Im(WC*W))

Agora obteremos os elementos da multiplicacio das.matrizes (W A?*W).

(WA?W)TS = wrl(Azw)ls

2|~

2
Wy Ajj Wies

M= 10
™=

2|~
T
©
E
Il

0




4.2. OBTENGAO DA MATRIZ HESSIANA 81

N-1 N—-1N-1
1 , 1
= 37 E wrlAuwls + = wrlAlkwks +
N N
=0 =0 k=0
l#k
N—-1N-1 N-1N-1
1 , 1
— E wrlA[Nsz = wTNANkwks
N N
=0 k=0 =0 k=0
l#k l#k
N-1 N—1N-1
1 2 1 2
= N E wrlAuwls <+ N E _S_ wrlAlkwks
=0 =0 k=0
Ik

N-1  N-1
_ 1 oy Z (T — ;) — (v — y;)*
- s
N = = (@ —25)% + (i +y;)?)
J#l

5 Wis +

N—-1

LS (@) — (=)

o L Wy,
G (@—z 2+ )
£k
N-1 N-1

1 z — xk)? — (y — yr)?

= =Y w ( kl@ %wm
1—0 k:l(c) ((ml - xj) + (yl + yj) )
l
N-1

1 (21— z1)® = (Y1 — yi)?

== rl - 3 Wks
L k= ((ml - xk) + (v + yk) )

£k
N-—-1

1 z— k)% — (g — yi)?
- N Z = ) (o= w) (Wrwis — Wrywys)

im0 (@ — k) + (u + yi)?)?
Ik

Como os elementos de W sdo dados por (4.1) temos que para 0 <r < N —1e s= N ou
0<s<N—ler=N, (WAW)_ =0
1 Nz_l (1 — =)® = (3 — we)?
(warw) =" o (@ =) + (i —w))
Ik
0, parar=s=N

(w(r+8)l _ w”“’s) ,para0 < r,s < N —1

Calcularemos os elementos da multiplicio das matrizes (W C2W):

(WCW),, = 5 > wa(CW),
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1 N-1
= = Z wrlC[},wks
N 1,k=0
1 N-1 1 N-1 1 N-1 1 N-1
= ﬁ w'rlcl%wks + ']V Z wrlekwks + I_V' Z 'wrng[sz +- N Z wrNC12kaks
1 N-1 N-1
E T Z w‘rlcuwks + Z w'rlC[kas
N 1=0 N =0
Ik
N-1 N-1
1 2(z — z5) (v — v5)
- NT wl w[s +
N ; ’ ,z:; (@ — ;)2 + (w +3)?)°
i

l 2(z — ) (Y — yx)
2 1Lk=0 ’ (1 —z)® + (w + yk)2)2

ks

Ik
N-1  N-1
1 2(x; — =) (Y1 — Y
= Nzwls (=1 : )y yk)22w3+
1=0 prll (€ —z5)% + (yi +y;)?)
Ik
N-1

Wis

1 Z w, 2(z; — x) (Y — Yr)

1
N 1k=0 (1 — k)% + (i + ye)?)’

N-1
1 2(z; — Ty —=
- ﬁ ( l 2 )(yl yk)2 2(wrlwls - wrlwks)
G0 (@ —2k)® + (v + yk)?)
Ik

Novamente, usando a definicio de W temos que para 0 < 7 < N —1e s = N ou
0<s<N-ler=N, (WCW)_ =

Z 2z — mk (e = ) = (wl(”s) — w”““s) para0 <r,s < N -1
(weaw), =4 o (@ = @)% + (0= ve)?)

0, caso contrario

Desta forma, obtemos o mesmo resultado que para o anel de vértices, ou seja,

6= 0700 = B @ = (G, )




4.2. OBTENCAO DA MATRIZ HESSIANA

83

onde a matriz Ry é dada por uma das duas formas

0 000 O

0

0 0 0

1

0

0 00 0 O

0 00 0 O

0

0 000 O

C’Y e

e OO

OO

-..00

0 00 0 O

Il

Ry

N
7+

se N é par,e neste caso -y

000 0 O

[=NeNNolE e N o oo
co o oo O oo
coo J§ oo o oo
o oo
cooco S o
cooco o § oo o
oo oo o o Jo o
oo oo o o o Jo
cooco o o o oo
o oo FOo O S == R
oo oo NN =N )
I
Loul
=

N+1
5 -

Se N é impar, e neste caso 7y

CY
KJ
.WOR
O) |
T Lo
S
Il Il
S
S
A
|
=

onde R3, é dada por uma das duas formas:
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0 0 K 0 0 0 0 0 0
0 g +k. 0 0 0 0 0 0 0
k 0 0 0 0 0 0 0 —-xVN
0 0 0 0 0 0 0 cs+ kK 0
0 0 0 0 0 0 cat+r 0 0
R3 =
0 0 0 0 0 Cyt+ K 0 0 0
0 0 0 0 a4tk - 0 e 0 0 0
0 0 0 c+k 0 - ST 0 0 0
0 0 —N 0 g - g - 0 0 0

se IV é par, e neste caso vy = %+1, ou

0 0 K 0 0 0 0 0 0 0
0 g+ 0 0 0 0 0 0 0 0
k 0 0 0 0 0 0 0 0 —kVN
0 0 0 0 0 0 0 0 c3+ kK 0
0 0 0 0 0 0 0 a+r 0 0

Ba=119 o 0 0 0 ¢tk 0 0 0
0 0 0 0 0 eyt K 0 0 0 0
0 0 0 0 ca+K --- 0 G aa 0 0 0
0 0 0 c3+x 0 - 0 0 .- 0 0 0
0 0 —N 0 (i ST 0 B ses 0 0 0

N+1

se N é impar, e neste caso v = ——
Vamos agora encontrar os autovalores da equagio linearizada,

g=(~vI +IM7 G+ kIMT'G)y =T (—vI+ M 'Go + &M 'Gh)y, -

ou seja, queremos analisar os zeros do determinante de
A+ T (—vI+ M7 (G +£Gy)) =T (A —vI+ M7 (Gy+ kGh)) -

Isto é equivalente a estudar os zeros do determinante de




4.2. OBTENGAO DA MATRIZ HESSIANA 85

(14 Ry AL
S1= ( AL - Rg) (4.6)

Devido a natureza de R, o determinante de (4.6) pode ser decomposto no produto de
determinantes de submatrizes 2 x 2 e 4 x 4. Para isso usaremos que trocas de linhas e co-
lunas podem alterar apenas o sinal do determinante. Inicialmente, moveremos as colunas
1,2.---,j,--+,N+1damatriz (3.4) para as colunas 1,3,--- ,2j —1,--- , 2N +1 (1 < N+1)
eascolunas N+1,---,5,--- ,2N+2 para as colunas 2, --- ,2(j —N),--- , 2N +2 (j > N+1);
ou seja, intercalamos as primeiras N + 1 colunas e as tltimas N + 1 colunas da matriz. Posto-
rimente, fazeremos o mesmo com as linhas da matriz, ou seja intercalamos as primeiras N + 1
linhas e as tultimas N + 1 linhas. Se a matriz (4.6) ¢é igual a (aw)i<ki<ani2

(1) os elementos nao nulos correspondentes ao bloco —vI+ R sio os agk, parak =1,..., N+
leosag,coml=N+4—k,parak=3,... N+1;

(2) os elementos ndo nulos correspondentes ao bloco AI séo os ag,com ! =k+ N+1, para
k=1,...,N+1;

(3) os elementos nao nulos correspondentes ao bloco —AI séo os ag,com !l =k— N —1,
parak=N+2,...,2N +2;

(4) os elementos ndo nulos correspondentes ao bloco —vI — R séo os aik, para k = N +
2,...,2N+2eosay,coml=3N+6—k,parak=N+4,... 2N +2.

Se B = b;; for a matriz obtida depois das trocas de colunas e linhas.

(1) os elementos nao nulos correspondente ao bloco —vI + R sdo bok—12t—1 = Gk para
1 <k<N+1eboyp_12v47-2¢ = Gp Ny4—k Para k = 3,...,N+ 1. Observe que ay. = —v se
k#2ean=-v+c +keque Qg N+4—k = Ck—1 + K, aang1 = =KV N e ayj13 = —VN

(2) os elementos ndo nulos correspondentes ao bloco A sdo bak—12t = Qrrin41, DPAra

=1,...,N+1. Observe que agryni1 = A

(3) os elementos ndo nulos correspondentes ao bloco —\I sio 2%,2k—1 = OkyN+1k, PAra
k=1,...,N. Observe que Ay N41,k = —A

(4) os elementos ndo nulos correspondentes ao bloco —vI — R sdo bok2k = QktN41k+N+1
k=1,...,N+1lebyon_orig = Qk+N+1,2N+5—k, K = 3,..., N+1. Observe que @y N1 k+N+1 =
—vsek #2e AN+3,N+3 = —V — C1 — K, Gkt N4+12N+5-k = —Ck—1 — K, QaN42,N—4 = VN e
AN+42N+2 = H\/N s

Para N fmpar, apés estas trocas de linhas e colunas, o determinante da matriz S fica
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- A 0 0 K 0 0 0 \
A —v 0 0 0 —K 0 0
0 0 —2v A 0 0 0 0
0 0 =X 0 0 0 0 0
detS; = det P 0 0 —u A kN 0 detF5, onde
0 -k 0 0 -\ —v 0 —xVN
0 O 0 0 —/N 0 —v A
0 0 0 0 0 VN -) =2
—V A 00 -- 00 Ciy1 tH K 0
-A —v 00 --- 00 0 —Ciy1 + K
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
F; = )
: : Fia : :
0 0 0 0
0 0 0 0
Cit1 T K 0 00 00 —v A
0 —cy1+k 00 --- 00 - —v
para i = 2,--- ,l;“—l. Trocando a posicdo das 2 tltimas colunas e as duas tultimas linhas
obtemos
-V )\ Cit1 + K 0 0 0 0 O
—-A —v 0 —c1+k 00 0 O
0 0 0 0
0 0 0 0
detF; = det : : Fip
0 0 0 0
0 0 0 0
Ciy1 — kK 0 —v A 00 0 O
\ 0 —Ciy1 — K - —v 00 0 O
—v A Ciy1+ K 0 00 0 0 \
—A —v 0 —ciy1+x 00 0 0
=iy = & 0 —u A 00 0 0
0 —Ciy1 — K A —v 00 0 0
— det 0 0 0 0
0 0 0 0
: Fip1
0 0 0 0
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-V A Cit1 + K 0
B - —v 0 —Cit+1 — K
= e Cirv1+ K 0 —v A detFiy,
0 —Ciy1 — K - —v
Denotando por
—v A ¢+ K 0
_ —A —v 0 —Cr— K
" e 4k 0 —=y A ’
0 —Ccr— Kk =\ —v
Nt

2
temos que o det [y = H det S, e portanto, para determinar os autovalores, temos

=3
-V A 0 0 K 0 0 0
X —v 0 0 0 —x 0 0
0 0 —2v A 0 0 0 0 Nix
B
detS; = det 2 8 OA 8 _OV g —m?/N 8 [] dets, =0
0 =k 0 0 -\ — 0 -—x/N |
0 0 0 0 —/N 0 —v A
0 0 0 0 0 VN =)\ =

Calcularemos os determinantes, comecando por:

—v A 0 O K 0 0 0
A —v 0 0 0 —K 0 0
0 0 —2v A 0 0 0 0
0 0 =X 0 0 0 0 0
detf o 0 0 0 —» A —wJN 0
0 -k 0 0 =\ —vu 0 —kVN
0 0 0 0 —/N 0 —v A
0 0 0 0 0 VN =\ —v
—v A & 0 0 0 0
A —v-0 —K 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 —2v A
0 0 0 0 0 0 -\ 0
=det ] o 0 A kN 0 -k 0
0 —x =\ —v 0 —kVN 0 0
0 0 VN 0 —v A 0 0
0 0 0 VN -\ —v 0 0
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—v A K 0 0 0 O
. — 0 —K 0 0 0 O
K 0 —v A —rkVN 0 0 0
et | O s A v 0 kN 0 0
0 0 —VN 0 —v 0 A0
0 0 0 VN -\ —v 0 0
0 0 0 0 0 0 -2 A
0 0 0 0 0 0 —X 0
—v A K 0 0 0
- —v 0 —K 0 0
k 0 —v A —&/N 0 —2u A
= det 0 —k =X —v 0 VN det(—)\ 0 )
0 0 —V/N 0 - A
0 0 0 VN =) —v

-2 0
cularemos o determinante 6 x 6 restante.

det (RQV A ) =0 = A2 = 0, ou seja, zero é autovalor de multiplicidade 2. Agora cal-

—v A K 0 0 0
-\ —v 0 —K 0 0
k 0 —v A —kVN 0 _ s —_—— 5 5 2
det 0 -k -\ —u 0 KN =N+ N+ —r"—kN) =0
0 0 —VN 0 —v A
00 0 VN X —v
O primeiro fator gera as solugdes A = +iv e o segundo fator, as raizes,
N —1)?
N )
Portanto, para \ ser imaginério puros em (4.7), é necessario e suficiente que
N —1\?
" (__) (4.8)
2
Agora, como detFy = H det S,, basta igualar o determinante de S, a zero para cada 7.
r=3 :
—v A ¢+ K 0
detS, — det | 2 g 0 —a-r 1 _y (4.9)
T ¢+ K 0 —y A o ’
0 - — K = —v

obtemos as raizes

A=%+/(c, —c1))(26+ ¢ +c1) (4.10)
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Portanto, A é imaginério puros em (4.10) se e s6 se

k> ta (4.11)
2
Finalmente, quando N é par,
-v A 0 0 K 0 0 0
-A —v 0 0 0 —K 0 0
0 0 —-2v A\ 0 0 0 0
0 0 =X 0 0 0 0 0
detS; = det P 0 0 —u A —wVN 0 detFy,
0 -k 0 0 -\ —v 0 —«kVN
0 0 0 0 —vN 0 —v A
0 0 0 0 0 VN -\ —v
7
onde detF; = H det S,.det ( = CNJ/\ZE T A >
e — —V—Cngz — K
Primeiramente, calcularemos det v Crgz H K A ) =
—-A —V—Cngz — K

(—u+c~_2tg +I€) (—u—c¥ —n) + A2,
Para o determinante acima obtem-se os mesmos valores de A que em (4.9), exceto que agora
sao autovalores simples.

A mudanga na estabilidade ocorre para os valores de x dados em (4.8) e (4.11). Esses
valores de x néo dependem apenas de r, mas também de N. Com N fixado, denotando-se os
valores de x por

) =Ea = (N =r)(r—2) — (N -1)], para2 < r < %52
K,(T,N) = {(NT—:ZI)Z’ parar = 2

e colocando esse valores de k em ordem crescente obtem-se

N +2

—0.5=£(3,N) < s(4,N) < <”([T] ,N) <m~(2,1v)=M

. (4.12)

Fixando N, para ter estabilidade espectral é necessério que todas as raizes A de S1; sejam
imagindrias puros. Logo, observando a sequéncia os valores de x em (4.12) conclui-se que para
a configuracdo de N + 1 vortices, a estabilidade espectral ocorre apenas para os valores da
intensidade do vértice central no intervalo

K ([?} ,N) < Kk < K(2,N) (4.13)

Resumindo, demonstramos o seguinte teorema:
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Teorema 4.2.1. O equilibrio Q definido na proposig¢ao (2.3.1) no problema de N + 1 vértices
com o vortices central de intensidade k € espectralmente estdvel se

(N2—8N+s)
(1\/2 —186N+7)
16

2
k< (N+1), para N par

2
K< (NZI) , para N impar.

(4.14)

4.3 Estabilidade de Liapunov para o anel de voértices
com um vortice na origem

Nesta secdo, vamos estudar a estabilidade segundo Liapunov apenas para os valores de
k em (4.13), pois para os valores de k onde ndo temos estabilidade espectral também néo
teremos estabilidade segundo Liapunov.

Teorema 4.3.1. O equilibrio Q definido na proposicio (2.3.1) no problema de N + 1 vortices
com o vortices central de intensidade k € estdvel sequndo Liapunov se

N2_8N+8 N_1)2
%——16—; <K< (—4—), para N par
N2_8N+7 (N—-1)2
— 15 <K<~

(4.15)
, para N impar.

Demonstragao. Seja M¢ = JVU(q) a equagao diferencial que representa o movimento dos
vortices. Fazendo a mudancga de varidveis ¢; = (cosvt T; — senvt y;, senvt ; + cosvty;) (refe-
rencial em rotagao) parai =0,1,---, N, encontramos o sistema MQ = J (—vMQ + VU (Q)).
Aplicando a transformagio Q = Q + Z, obtemos o sistema MZ = J VV(Z), onde V(Z) =
—%(@ + Z)tM (Cj +2)+U (Q + Z) e o problema passa a ser estudar as solugbes que comegam
perto de Z = 0. Aplicando a transformacio Z = By e o fato de BM = MB e B:M = M B,
obtem-se o sistema My = JB!*VV(By). Se definimos H(y)=V(By), temos que DH(y) =
DV (By)B ou, tomando o transporto, VH(y) = B*VV(By). Substituindo esta expressdo no
sistema acima, ficamos com My = JVH(y), onde y € R?N*2 que possui ponto de equilibrio
em y = 0. Agora vamos mostrar que para os valores de x pertencentes ao intervalo (4.15), H
é uma funcao de Liapunov para o sistema, ou seja, satisfaz as seguintes condigoes:

1. y = 0 é ponto de minimo local estrito de H(y).

2. H<0. .

Pela Teorema (1.2.14), a segunda condigao é satisfeita. Resta mostrar que y é ponto de minimo

local estrito de H. Para mostrar que y é ponto de minimo local estrito é suficiente mostrar

pelo Teorema (1.5.5) que a matriz hessiana D?H (0) é definida positiva o que é equivalente a
~ —vI -

mostrar que os autovalores de D*H(0) = —vM + B*D?*U(Q)B = ( v O+ k —-I/IO— R) sa0

estritamente positivos.
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Para NV impar, temos

det(D2H(0) — AL) = det(—v1 + R — AT)det(—vI — R — AI) =

ca+k—A 0 K 0 0 0
0 2(c1+ k) — A 0 0 0 0
— det K 0 c1t+K—A 0 0 —kvVN
0 0 0 c1+Kk—A c3+ k 0
0 0 0 c3+ K c1+K—A\ 0
0 0 —kVN 0 0 K(ci 4+ K) — A
ca+rw—XA 0 —K 0 0 0
0 - 0 0 0 0
det A . +?{_ \ _CBO_K "“éﬁ det Fdet 3,
0 0 0 —Cc3—k C1t+KrK—A 0
0 0 KV N 0 0 Ks(er + k) — A
onde
ci+K—A 0 00 --- 00 0 ¢+ K
0 aat+tk=A 00 -+ 00 cgyi+k 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
FIZ .
Fipy ;
0 0 0 0
0 0 0 0
0 civ1+x 0 0 0 0 c;+6—2A 0
¢G+k 0 00 0 0 0 ca+r—A
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paraizS,---,%
cg+K—A 0 0 ¢+ K 00 --- 0O O
0 cat+K—A cy1t kK 0 o0 --- 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
detF; = det : : : : Fip
0 0 0 0
0 0 0 0
0 Ciy1 + K CI+KZ—/\ 0 00 0 0
G+K 0 0 a+k—X 0 0 - 0 O
cgt+kK—A 0 0 ¢+ K 00 0 0
0 cat+k—A Cy1t+k 0 00 0 O
0 Ciy1itk ca+K—A 0 00 0 O
ci+ K 0 0 Cl+:‘€—/\ 00 0 0
0 0 0 0
: : : : Fin
0 0 0 0
0 0 0 0
cit+k—A 0 0 ¢+ kK
B 0 ci+K—A Cy1+K 0 ;
= det 0 Ciy1t+Kk ct+krk—A 0 detFu
cG+k 0 0 a+K—A

Denotando por

ci+Kr—A 0 0 ca+kK
S = 0 at+k—A caqutk 0
0 cy1t+k cat+r—A 0 ’
cq+kK 0 0 c1+Kk—A
e
ag+k—A 0 0 —C— K
T_ 0 Cl+l§—/\ —C+1 — K 0
e 0 —Ci4+1 — K Cl+l€—)\ 0 ’
—Cc— K 0 0 a+e—A
N+1

2
temos que o det F; = det S;. Usando os mesmos argumentos para calcular F; que usare-
g

=3
N+1
2

mos para calcular F; obtemos detF; = H det T} e, portanto,
1=3
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det(D?H (0) — AI) = det(—»I + R)det(—vI — R) =

Cl+l’\3—/\ 0 K 0 0 0
0 201+ k) — A 0 0 0
— det K 0 a+K—A 0 0 —kVN
0 0 0 c1+Kk—A c3+ kK
0 0 0 c3+ K 1+ K—A 0
0 0 —kVN 0 0 k(c1 +K) — A
a+r—Xx 0 —K 0 0 0
0 -A 0 0 0 I gt N
—K 0 cg+r—A 0 0 kV N
det 0 5 0 bR A —ca—r lﬂda&lldan
0 0 0 —Cc3— K Cc+K—N\ 0 B -
0 0 VN 0 0 k(c1 + k) —

Como det (:S; — AI) = det(T; — L), isto é, possuem o mesmo conjunto de autovalores, que sao
Ai=ci—c, A=c—cy, 3=2k+c+c; e Ny = 2K+ ci41 + ¢1, temos:

det(D?H (0) — AI) = det(—vI + R)det(—vI — R) =

cit+k—A 0 K 0 0 0
0 2(c1+ k) — A 0 0 0
_ et K 0 c+K—A 0 0 —kVN
0 0 0 01+K—/\ c3+ K
0 0 0 c3+K C1+K,—/\ 0
0 0 —kVN 0 0 k(cr + k) — A
ca+k—X 0 —K 0 0 0
0 - 0 0 0 0 N1 2
—K 0 cit+kr—A 0 0 kv N :
s 0 0 0 ca+K—A —c3—k 0 H det S
0 0 0 —C3 — K C1+K,—/\ 0
0 0 VN 0 0 k(c1 4+ &) — A

Agora mostraremos que os autovalores de S;, | > 3, ou seja, A1, A2, A3 € A\q sdo positivos,
com k pertencente ao intervalo (4.15):

M=c—q= %_( UE 2)) - ((N HIE 2))

Xo= 0y = Gal > M_( (N I 1)(1 3)) ((N —1-1)(I— 3)) >0

2
)\3—01+Cl+2l<,>01+01+2( °1+°")
)\4—CI+C[+1+2KZ>C1+C[+1+2( STA+L )_0

Agora obteremos os autovalores das matrizes 6 x 6, e em seguida mostraremos que sio
positivos:
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c+kKk—A 0 K 0 0 0
0 2(c1+K)— A 0 0 0 0
det K 0 a+r—A 0 0 —kVN _
0 0 0 ci+k—A c3+ K 0
0 0 0 cs+ kK ci+kKk—A 0
0 0 —kVN 0 0 k(ep +K) — A
cg+K—A 0 K 0 0 0
0 2(c1+ k) — A 0 0 0 0
et 0 cat+rk—A 0 0 —kVN
0 0 0 cat+k—A cs+ kK 0
0 0 —kVN 0 0 k(e + k) — A
0 0 0 c3+ K c+k—A 0
ci+k—A 0 K 0 0 0
0 2(c1+kK)—A 0 0 0 0
— det K 0 at+k—A 0 0 —kVN _
0 0 —kVN 0 0 k(e +K) — A
0 0 0 c1+K—A c3+ K 0
0 0 0 c3st+ kK Cl’i—/i—/\ 0
c1+K—A 0 K 0 0 0 \
0 2(ci +K) — A 0 0 0 0
K 0 cit+K—A 0 —m,/]v 0
= —det =
0 0 —kVN 0 k(cp +K)— A 0
0 0 0 c1+Kk—A 0 3+ kK
\ 0 0 0 3+ kK 0 cit+Kr—A
cat+r—A 0 K 0 0 0 }
0 2(c1+ k) — A 0 0 0 0
K 0 cit+k—A —kVN 0 0
= —det =
0 0 —kVN  k(cp +K)— A 0 0
0 0 0 0 Cl‘l—li—)\ 3+ kK
\ © 0 0 0 stk a+r—A
ct+kr—A 0 K 0
0 2(c1+K)—A 0 aa+k—A ctk
= et 5 0 cpt+Kr—A\ —kVN d6t< c3+ K cgo+K—A
0 0 —kVN  K(er+K) — A

Calcularemos os determinantes separadamente:

a+Kk—A etk : 3
det( 1c3+/<c clwin 1\ > = (A—c —c3 — 2k)(€ — c1 + c3), cujo os autovalores sao

A=c+c3+ 2k e £ = c; —c3. Vamos verificar se sdo positivos com k no intervalo (4.15):
N-1 3-N

A=c1+ce3+ 2k = 5 e 5 +2s=k+1>0

E=cp—c3=N—-2>0, pois N >3
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i +Kr—A 0 K 0
Por outro lado, det 2 2er +0K) =4 o +(i Y —n?/ﬁ
0 0 —kVN  Kk(er+£K) — A
ci+K—A 0 K 0
— _det K 0 ct+k—A —kVN
0 2(c1 + k) — A 0 0
0 0 ~6VN  K(ep + k) — A
c1+K— A 0 K 0
— det K 0 c1+K—A —kVN _
0 0 —kVN  K(e1 +K) — A
0 2(c1+ k) — A 0 0
at+k—A K 0 0
— det K c1+kKk— A 0 —kVN _
0 —kVN 0 k(c1+ k) — A
0 0 2(ci +K)— A 0
ci+Kk—A K 0 0
— det K c1+kK— A —kVN 0 _
0 —kVN  klep+£) — A 0
0 0 0 2(ci+K)— A
aat+rk—A K 0
= det K cit+r—A —kVN ) det (2(c1 + k) — A)
0 ~kVN k(e +5) — A

c+k K 0
Para mostrar que os autovalores da matriz K a+k —kVN sao positivos,

0 —sVN &(ci+k)
basta usar o critério de Sylvester (teorema 1.5.2):
det(c1+fs)=cl+/§>c1:%>0

cp+K K
det( K ¢+ kK ):(Cl+ﬁ)2—l€2=c§+2c1n+/<;2~/g2:cl(cl+2n)>0

c1+k—A K 0
det K c1+Kk—A —kVN =
0 —6VN k(e + &) — A

) (c;+n)det"( s e ) ~ kdet ('f —m”v)

—kVN k(e + k) 0 x(c1+ k)
(c1+ &) (5(c1 + &)* = K’N) — & (K*(cy + K))
k(c1 + K)> — K2N(ey + k) — £3(c1 + k)
= (a+&)k((c1 +£)?— &N — K?)
(c1 + )k (¢ + 201k — kN)
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= (a+k)k (S +K(2c — N))
= (c1+ﬁ)x(c§+n(2(N2—l)—N>)

= (a+k)k(cE—K) >0

jé.quecl+n>0ecf—n:w

autovalores sao positivos

— k& > 0, pois k esta no intervalo (4.15). Portanto, os

Finalmente, vamos calcular os autovalores da matriz 6 x 6:

cat+e—-X 0 —K 0 0 0
0 = 0 0 0 0
det —K 0 a+r—A 0 0 kVN B
0 0 0 ca+k—A —c3—k 0 -
0 0 0 —C3 — K Cl+li—)\ 0
0 0 kV N 0 0 k(1 + k) — A
a+r—X 0 —K 0
B 0 —A 0 caat+tk—A —c3—kK
= det —K 0 cp+r—A kvVN det(—c;;—li c1+n—/\>

0 0 kVN  k(a+K)— A
Novamente, calcularemos os determinantes separadamente:
det atr-X —G-k = (A—c1 —c3 — 2K)(A — ¢ + ¢3) , que sa0 0s mesmo au-
—c3—Kk C+K—A N 1= 158 5 4
tovalores obtidos acima.

Por outro lado,

L+ K— A0 —K 0

0 = 0 B
det —K 0 cg+Kr—2A m/f\f— o

0 0 VN k(e +K) =

ci+kKk—A —K 0
= det —K cit+K—X VN det(—\)
0 VN  K(ep +K) — A
encontramos A = 0 e, para mostra que os autovalores da matriz
a+k -k 0
-k a+x &JVN sdo positivos, novamente usaremos o critério de Sylvester.

0 VN k(e +K)

ca+K  —K N
det(—l{} Cl—}-ﬁj >:(Cl+/§)2_l€2:0%_2cl’{>C1+2C1:%—|—(N—|—1)>0
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c1+Kk—A —K 0
det —K c1+rK—A kVN =
0 sVN  K(ep+£K) — A

- a+x  kVN -k kVN
= (¢ + k)det (n\/ﬁ ey 53 ) + kdet ( 0« —I—Ii))
= (a+n) (s(er +r)’ = K’N) = K*(c1 + k)
(e1 + K)& ((c1 + K)? — KN — K2)
= (a1 + )k (S +2c1% — N)
(a1 + k)& (¢} + K(2c1 — N))
(

a+r)k(E —k) >0

Finalmente quando N é par, além dos j4 descritos, os seguintes autovalores devem serem con-
siderados:

,u:c1+c%+2/se77:cl — CN+2.
2

E facil ver que estes autovalores também sdo positivos:

B = Cnga +cl+2n>c%+cl—c1+cw =0
2
—c - S . _M) — N (v-2)?

77 - Cl C%}:‘Z 9 ( 4 - 2 + 4 > O

Como todos os autovalores de D*H (0) sdo positivos, com excegdo do autovalor nulo cor-

respondente & invaridncia por rotagdes, a fungdo H(y) tem um ponto de minimo estrito em
y = 0 quando considerada no espaco quociente. O
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Capitulo 5

Estabilidade segundo Liapunov de um

anel de vortices em uma latitude
fixada

5.1 Introdugao

Neste capitulo apresentaremos alguns dos resultados do artigo [6]. Como j& vimos no
capitulo 1, a equagdo que descreve o movimento de N vértices pontuais é dada por

N
) =S g PO xPit) 3
P;(t) = ?ﬁ k’llw,-(t)—wi(t) TR 0,1,...,N—1 (5.1)

Mostraremos na segéo 5.2 que, quando os vértices estdo na esfera de raio 1 afastados dos
polos, estas equagdes sdo equivalentes as equacdes de um sistema hamiltoniano, com funcao
hamiltoniana

H(e®20) =5 3 bl - 5050 /1- 20,/1 = 2@)eos(eil®) - 0;0)] (62)

0<i<j<N

onde a posigao de cada vértice é representada por coordenadas cilindricas g = () %),
isto é, pela distancia do vértice ao plano equatorial, zj, e pela sua longitude ¢; e onde
e(t) = (po(t), pi1(t), ..., on-1(t), 2(t) = (20(t), 21(t),....2n-1(t)). Na secio 5.3 estudare-
mos em particular o caso de N vértices em uma latitude fixa, com intensidadé ki = 1,
7=0,1,...,N —1, N > 2, dispostos nos vértices de um poligono regular. Mostraremos que
para uma certa velocidade angular, esta configuragao em rotacio é um ponto de equililibrio do
sistema. quando descrito em um referencial em rotagdo, com esta mesma velocidade angular,
ou seja, € uma configuracio de equilibrio relativo. Além disso, mostraremos que o sistema de
equacoes diferenciais obtido neste novo sistema de referéncia ainda corresponde a um sistema
hamiltoniano. A seguir, estudaremos a estabilidade segundo Liapunov desde anel de vértices

89
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em rotacdo. Para isto, mostraremos que a hessiana de H neste anel em rotagao possui todos
os autovalores negativos para N < 7, ou seja, a hessiana para N < 7 é definida negativa, o
que implica que o oposto da fungdo hamiltoniana é uma funcao de Liapunov para o sistema.

Portanto, temos estabilidade no sentido de Liapunov somente quando N < 7, enquanto
para N > 7 o anel de vértices numa latitude fixada nao é estdvel no sentido de Liapunov.

5.2 Verificagao da formulagao hamiltoniana da equacao
de movimento

A proposicio seguinte mostra que as equagoes do movimento para um sistema de N vortices
podem ser descritas por um sistema hamiltoniano.

Proposicao 5.2.1. Seja H, : RN x RY — R definida por (5.2). Entdo as equagées (5.1) que
descrevem o mowimento de N vdrtices afastados dos polos na esfera, para i =0,1,...,N — 1
sao equivalentes a

OH, paraj=0,...,N — 1.

Demonstragdo. Para demonstrar esta afirmagio tomamos 1;(t) = (z;(t), y;(t), 2;(t)). Entao

z;(t) = /1 — 23(t)cosp;(t)
yi(t) = /1 - z?(t)sengoj(t)
zj(t) = z;(t)

e

: —2z;(t)Z;(t)cosp;(t) _ —2z;(t)Z;(t)seny;(t)

() = | RN 1 — 2(t)sen(p; () @5 (t), — =2 2L
1 —23(2) 1/1—232-(15)

V1= 22 (Esen(e; (0)¢5(8), (1)) -

Além disso,

| i j k
ilt) x P;(t) = \/1 —'zf.(t)coscpj(t) V1= zZ2(t)sengi(t) zi(t) |—
/1 — Z(t)cosp;(t) /1 — 23 (t)seny;(t) z;(t)
o [V H O 2@ | (VI Gesal) w0 |
/1 = 22(t)seng;(t)  z(t) /1 — 7 (t)cosp;(t)  z(t)
ot (\/ 1 — zX(t)cospi(t) /1 — z?(t)sengoi(t)) "

\/1— 2 (t)cosp;(t) /1 — 22(t)seny;(t)
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= <zj(t)\/1 — 22 (t)senyp;(t) — z(t)1/1 — zf(t)sempi(t)> i
~ (2(OVI = 2@ cosipi(t) — z(t) /1 - 2(t)cosp;(t))
+ (zi(t)\/l — 22(t)cosp;(t)seny; (t) — z(t)y/1 — z?(t)coscp,—(t)sen(pj(t)) k

Assim,

Wilt) xi(t) (zj(t) V1= 22 ([)seng;(t) — z(t) /1 — 22()seny; (1)
95 (2) — u(t) |12 I 5(t) — ¥u(2) || ’

~2j(t)\/1 = 22(t)cosips(t) + zi(t) /1 — 22(t)cosi, (t)

|1 45(8) — hi(e) || ’
V1= 2OVT= ZE)cospi(t)seni(1)
I 95(t) — u(t) |2
/1= 22(t)y/1 — 22(t)cosp; (t)sengp;(t)
- I 45(¢) — u(t) |2 )

[gualando as primeiras duas componentes das equagoes acima obtemos

'"Z"(t)fj(t)fz;”"“) T 2 Bsen (05(t) -

N1 2i(0)V/1 — 2 (t)senyi(t) — zi(t) /1 — 22(t)seny;(t)

; 95 (£) — i(?) |2 ’

Y 203 (0)seney (1) 2 o (53)
. \/ 1 — 7 (t)cosip;(t);(t) =

N-1zi(t)\/1 — 22(t)cosp;(t) — 2z(t) /1 — 22 (t)cosp; (t)

I?ézo Il ;) — u(t) |12

Multiplicando a primeira das equagdes acima por (—seny;(t)) e a outra por (cosp;(t))
temos,
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((—z;j(t)z;(t)cosyp;(t)seny;(t) 2 2 .
+ /1 = 25 (t)senp;(t)p;(t) =
1—4/22(t)
1§ zj(t)\/1 — Z2(t)sengp;(t)seng;(t) — zi(t), /1 — 22(t)sen’p;(t)
I ;(8) —a(2) 117 ’

|
—z;(t)z;(t)seng; (t)cosp;(t) N

1—/22(t)

N-1 z;(t)1/1 — 22(t)cosy; (t)cosp;(t) — zi(t) /1 — 22(t)cos’p;(t)
2 I 9;(2) — s(?) |[?

1— z?(t)cosz‘f?j(t)‘:bj(t) =

i=0
1£]

e somando temos,

| N-125(6) /T — 22 (D)cos(pi(t) — p5(t)) + z(t) /1 — 22(2)
J1- 20650 = -

- |1 5 (€) —a(2) ||
i£i

isto é,
50 222D o 0(0) — 5(8)) + 540
. N-1 1— z?(t)
a0 =2 T D P
i#j
Mas,

(W@5(0)(6) — (D) (®) = (/1= 2(E)eos(ps(t)) — v/I— ZE)cos(i(t)),
/1 — 22 (t)sen(ip;(t)) — /1 — 22(t)sen(pi(t)), 2;(t) — Zz‘(t))

ou seja,

[ 958) = wil®) 1P = (/1 = 22(B)cos(ips(8)) — /1 — 22(t)cos(pi()))? +
(/1= 2(B)sen(p;(1))? — /1 = 22(B)sen(pu(®)) + ((t) — 2 (1))’
= (1 - (t)cos?(p; (1)) — 24/1 — 22(8)/1 — 22(t)cos(ip;(£))cos(pi(t)) +

+(1 = 2 (8))cos®(ilt)) + (1 — 2 (t))sen* (p;(t))

~24/1— 2(t)\/1 — 2(t)sen(ip;(t))sen(pu(t))
+(1— z?(t))zsen2((pi(t)) + z;(t) — 2z(t)z(t) + 22 (t)
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= cos®(i9;(1)) — Z2(t) (t)cos? (5 (1))

~24/1 = 22(t)1/1 — 22(t)cos s (£) eos(pi(t)) + cos?(i; (1))
—22(t)cos* (pi(t)) + sen®(p; () — 22(t)sen?(p; (£))

—21/1 = 2()\/1 — 22(e)sen(i0;(1))sen(pi(t)) +
+sen?(p;(t)) — 22 (t)sen’(i(1)) -+ 2(t) — 225()%(2) + 22(2)
2 - 22()% () — 24/1 - 22(1) /1 — 22(t)cos(p;(2) — i(1))

Il

Portanto,

—5(t) Vs cos(pi(t) — 3(t)) + 7 (1)

1 — 2t zzt)—,/l—zz(t \/1—22(tCOS(PJ —@i(t))

2

N | =

Agora, multiplicando a primeira equagio de (5.3) por (cos(ip;(t)) e asegunda por (sen(yp;(t)),
obtemos as equagoes,

“zf‘“)j’%@j“” — 1= Esentis()eostos)p;0) =

B N-12;(t)/1 — 22 (t)seng;(t)cosp;(t) — z(t) /1 — 23(t)cos(yp;(t))seny;(t)

‘§ (2GRN ’
2 et et o) -

22 5 ()T = B Beos(it) senli () + 2(6) /1 22 (Ocospy(0)seni (1)
"2 [FZGEEoN:

\ A

Somando as duas equacdes acima, obtemos:

- —2()%(t) i 7(t)V/1 — 2} (t)cos(pi(t) — p;(t))
1 - 22(t) o | s — 45(2) ||2 ’

1#j

de onde,

N-1 zi(t)+/1 — 22(¢) \/1—7)3811 (0i(t) = ;(2))

A0 = z; 2 — 2z](t)zz — V1= 2(t)y/1 - Z(t)cos ‘P'(t) #5(t))

'l.:
i#j
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e

5(t) = NZ_I =1 m\/l—%sen(goi(t) — (1)) |
T P o a0a0) - 1= SOV Hesteld) - pi(t)

i#]

1 (¢(t),z(t)) e compararemos

oy
9p;

H
Agora, calcularemos as derivadas parciais %((p(t), z(t)) e
%

os resultados.

%Izil (p(t),2(t)) = % > Bizk In[1 — z;(t)z(t) — \/1 = zf(t)\/l — 22(t)cos(pi(t) — @;(t))]

_ l Z — zkzj(t) ]kz'l, \%aﬂc\/ 1= Z COS (pz(t) (pJ(t))
205i<j<N 1 — z;(t)zi(t) — /1 — Z2(t)1/1 — 23 (t)cos(pi(t) — p;(t))
\/%5]“/1 EAC )COS(%( ) =it ))

+
1— z;(t)zi(t) — /1 — 22(t)4 /1 — 22(t)cos(pi(t) — w;(t))
— 1 Z —0irz;(t)
20<1<J<N1—z] (t)zi(t) — /1 — 22(t)4/1 — 22(t)cos(ps(t) — (pj(t))
—0jkzi(t)

1 — z(t)z(t) — /1 — 22(t)4/1 — 22 (t)cos(pi( t)—(p](t))
. At [1- Z(t)eos((0) — s(1)
1 — 2z (t)zi(t) — /1 — 22(t) /1 — 22(t)cos(wi(t) — ng(t))

sy 1 = ZB)cos(pilt) — s(1)
1 — zj(t)zi(t) — /1 — 22(t),/1 — 22(t)cos(i(t) — ;(t))

— 1 Z mzj(t) _
2 ocicren 1= z(t)z(t) — /T = 22(2)y/1 — 22(t)cos(pi(t) — ¢5(1))
1 = szl t)

- +

2 OSZJ;N 1 — z;(t)zi(t) — /1 — 22(t){ /1 — 25 (t)cos(pu(t

o > \/l(t—)z(t 6""\/1—_7(’5)003(%() 0;(t))
acfor = 500 V=01 FOAA 0~ )
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1 ;‘%%/1 = 2 (B)eos(pi(t) — ()
24 icj<n 1 — z;(t) — /1 =2 t)4/1 — 22(t)cos(y;(t)

_ 1 « —z(t)
2550 1= 5 ()z(t) — /1= 22(0)1/1 - 2(t)cos(wi(t) — p;(8))
1 ZO: —z(t) N
25501 zj()zi(t) — /1 = 22(t)/1 — 22 (t)cos(p;(t) — w;(t))
N-1 zi(t — z;(t)cos ;
+1 ﬁ 1 2(t)cos(wi(t) — ;1)) N

5]‘;4-1 1— 2t \/m\/l——z‘cos — ;1)
\/W 11—z ( )eos(ipi(t) — ©;(1))

j=k—11 — z;(t) — V1= 2(t)\ /1 — 22(t)cos(p;(t) — p;(t))

N-1 —z(1) z‘(ti — 27 (t)cos(px(t) — v;(t))
=1 T m * +

2j:k+11—zk wl—zk(t,/l—z COS(pk

0 ~z;(t) + \/% 1 — 23(t)cos(ip;(t) — pi(t))

1
+_
2 j:kz;l L= 2j(8)ze(t) — /1 = 23(t) /1 — 2} (t)cos(p;(t) — wi(t))
. lNZI —z;(t) + \/% 1 — 23 (t)cos(pi(t) — ;(t))
2 0 1-n (£)2i(t) — /T = 22(£) /1 — 22(t)cos(pe(t) — @;(t))

A outra derivada parc1al é dada por

BHI (), 2(t) = Z 5oy L= 5 (0(0) = VI = 20/ 1— % (Ocos(ou(®) - p,0)

Pi(t) 2 o<icien ©
1 —\/1’% 1 — 22(t)(—sen(pi(t) — ©; (1)) (6ix — 6;1)
T2, L T 50a) — 1 a1 = 50oseil) — vr(0)
| —VT=220),/1 - Z(t)sen(wilt) — ;(t))b
T2 ‘; 1— 2(t)z(t) — /1 -2t \/1—21 Jeos(ii(t) — p;(8))

V1= 22(t)/1 = 22(t)sen(w;(t) — p;(t))d1
pi(t) —

v 1= 2®)zt) — /1 — 2z(t)/1 - zJ(t cos(

N | =

210)

o
R
/\
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1 —V/1 = Z(t)1/1 =z (t)sen(pe(t) — ¢;(2))
2,51 2(t)z(8) — /1 - 2(0)/1 - 2()cos(er(t) - ¢5(2)
1 Z V1= 22(t) /1= Z(B)sen(pi(t) — wi(t))
2 501 a®)z(t) — V1 - 2 ()1 - Z(t)cos(pi(t) — pi(t)

= —VI=Z0)/1 - Z(B)sen(pi(t) - ps(1)
2 22— a()5(t) — V1= 2 04/1 = Z2(Ocos(pi(t) - ¢5(0))
o V1= 2O VI= @ @)sen(p;(1) — pu(0)

1 - V1= 20V T= 2 Beos(s(t) - or()
= —VT=20),/1 - 2 (B)sen(ps (1) — oult))

2T - a)5(0) - 1- 2 \/1—z2<t cos(oult) — p1(8))
V1= 2OVT = Bsen(i;() — i(t))

"1 1=z () zk(t) — /1 — 23(t)\/1 — 2Z(t)cos(p; — pi(t))

DN | =
i\
x> o

J

1= —V/1 = 24(t)4/1 — 23 (t)sen(i;(t) — r(t))
215 1= a0)5(0) — /1 = B0 VT ABeos(es(t) - pu(t))

Comparando os resultados, verificamos que a proposicao (5.2.1) é de fato vélida. O

5.3 Estabilidade segundo Liapunov do equilibrio

Introduzimos um sistema de coordenadas que gira com velocidade angular w no sentido
anti-hordrio em torno do eixo polar. Neste novo referencial, as coordenadas sao dadas por

@;(t) = p;(t) +wt e z;(t) = z;(t). Como @(t) = ;(t) +w e sabemos que ¢;(t) = BH‘ (cp, z),
=~ O0H, ,
ou seja, @;(t) = —a—zl(tp —w,2) +wonde w = (w,w,...,w) € RN, e como z(t) = Z(t)
J

temos
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N-1
Com isto, se formarmos a hamiltoniana H (@, Z) = Hy(¢ — w, 2) — w Z Z;(t) teremos

i=0
) =52 5.9
. oH (5.4)
zj(t) = a—@_(% zZ)
Por simplicidade, usaremos a notagao antiga, ;(t) e zj(t), no lugar da nova, @;(t) e Z;(t).
Coloquemos N vértices de intensidade unitdria numa latitude fixada z,com —1 < z<1,

nos vértices de um poligono regular com configuracéo

Q = (‘PO;SOI, ey PN—1,20,21, -,y ZN—I)
definida por

{Z]:_Z%rj para j =0,1,2...,N —1
i =N

(5.5)

Figura 5.1: Posigéo de equilibrio do anel de vértices em uma latitude fixada, para N = 6.

€ necessario que

Isto corresponde a termos os vértices nos vértices de um poligono regular em um plano
paralelo ao plano zy. Entéo, para esta configuracio ser estacionaria neste sistema em rotagao

(N —1)z

2(1 - 22)
Para demonstramos esta afirmacdo, usaremos que
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NZ—I ~2; + —;‘—2 — 23cos(ipx — ;)
dH %k
gk(tp,z): —2wparak=0,1,2,...,N — 1
1 1 — zkzj — /1 — zf /1 — Z2cos(ir — ;)

Fazendo (tp, z) = 0, obtemos

k 2
(Nt :—Zi 1 — zZcos(ipx — ;)
w = =

2 i=0 1 — zpzj — /1 — 284 /1 — Z2cos(pr — ;)

i#k

Substituindo z; = z

1 —z + zcos(pr — ;)
2 1 — 22— (1 — 2)%cos(pr — @;)

1 —2z(1 — cos(pr — ¢;))
S 2 ; 1 — 22)(1 — cos(px — ;)
J£k

N-1
B —z
= 2(1 - 22)
ik
(N 1)z
2(1 —22)’

que é o que queriamos demonstrar.

Agora, demonstraremos que a configuragao (5.5) de fato é um ponto de equilibrio para
Oz, (Q) =0
2H(Q)=0

Opy

o sistema (5.4) para esta velocidade angular. Temos que mostrar { . Fazendo

z; = z, temos que

OH ~ 1 N-1 —z—}-ZCOS((Pk _(Pj)
O +—(Q) = 5 jgo 1— 22 — (1 — 2)%cos(ox — @) N
ik
_ 11"2‘:1 —z(1 —cos(pr —@j)) W
2 i (1 — 22)(1 — cos(wx — ¥j))
ok
N-1
-3 _—
o 2(1—22)
Ik
_W-Dz
2(1 — 22)

= 0
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= — 2
para nossa escolha de w. Agora, fazendo z = z; e ¢; = &2

OH ) _ 1”2“l —(1 — 2®)sen(Z — 2nk)
4z 5 (1= 22)(1 — cos(ZL — k)
J#k
N-1 2mj _ 2omk
D P ik ¢
25— cos(2"3 k)
Tk
132 —2sen(% — ) cos( & — zk)
- N NN
2 T oo )+ son’ (- )

g wk Jj _ wk

1 Z —2sen(N N Jcos(F — =F)

2 = 2sen?(X — Ly
Tk
N-1 i nk
_ 1 —eos(F — 57)
| _ nk
2 sen(Zr. = =%

OH , ~ 1 V! In
B_gok(Q) = 3 Z —cotg (N)

Fazendo a mudanca de indices i = [ + N, obtemos

OH ~ 1 2 i 1N
a—(pk(Q) = 3 cotg(ﬁ)—i ; cotg( )

i=N—-k
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N-1 N—k—1
1 ml 1 lm
= —= Z cotg(=) — = cotg (—)
2 Nk G N
= —1 ~ cot ll
T 2 E\N
=1
=0

Queremos mostrar que o ponto de equilibrio @ é estdvel segundo Liapunov. Pelo teorema
(1.2.14) a fungio H é uma integral primeira do sistema (5.4) e, portanto, G = H — H(0), é
uma integral primeira deste sistema. Como VH(Q) = 0, o desenvolvimento de Taylor de G é

G(O +h) = %h,TDzH(@)h b

onde as reticéncias significam os termos de ordem superior. Para estudar a estabilidade deste
equilibrio, vamos estudar a matriz simétrica D?2H (Q). Se ela for definida negativa G terd um
maximo estrito em um vizinhanca de @ Logo, —G terd um minimo estrito e, servird como
funcdo de Liapunov para o equilibrio @ de (5.4) e, pelo teorema (1.2.6), temos estabilidade

segundo Liapunov para o equilibrio estudado.

5.3.1 Obtencao da matriz hessiana

Agora, obteremos as segundas derivadas de H no equilibrio C~2 . Para isto utilizaremos as
formulas

1 21
‘o sen’3
e
gl sen?4x
— =k(N — k), parak=0,1,...,N (5.7)
P sen? %

que estao demonstradas no apéndice A.

Vamos entao calcular as derivadas de segunda ordem de H. Para | # k,

PH N-1 —\/l—zi,/l—zjz-sen((pj—(pk)

1« 0
(QO)Z) = 3 a
OpiOpi 2 jg() 9\ 1 - zkz; — \[1 — 234 /1 = 2}cos(p; — k)
J#k
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N-1
_ 5:1 —V/1—25\/1 = Zlcos(p; — wi)
j
1—zpz; — /1 —22,/1— zjcos ©; — k)
51
10 (1 — zpzj — /1 — 284 /1 — 22cos(p; — (pk))
Tk
(VI=/1- 2sente; — 1)
(1 — zkzj — /1 — 2} /1 — zZcos(yp; — wk))
(—v 1= 2¢\/1 = Zicos(p, — 901:))
1 —zpz — /1 — 224/1 — 2Pcos(p; —
(\/1 — 2py/1 — zlsen(yp — 1) (1/1 — 224/1 — 27)sen(p; — (pk))

1
§ 2
(1 — zkz — /1 — 22\/1 — z2cos(yp) — (pk))

_|..

+

N | =

Fazendo 2, = 2z = 2z, o, = 2 e ), = L
EE;V:1Fﬂw%w%—%mrw—uﬁkm%—%»
a(Pla(Pk 2 (1 2 (1 _ 22)008(217\;1 217\1',k))2

(1 - )sen(ZE — 29) (1 - senZe - 220
2 (1 — 22 _ (1 _ Z2)COS(2]1\;I 217\rlk))

(1= 2%)%cos(3zt — 2mky 4 (1 — z%)%cos? (2t — 2mk) 4 (1 — z%)%sen?(%t — 2k)

N
2(1 — 22)2 (1 — cos(Zml — 2mk))?

N TN

1 —cos(%t — 2mk)

9 (1 — cos(Zt — %))2

1
21—~ cos(%r — =)
1
EacE)
1

Ainda para [ # k,

P H 1% g ¢*rzv ~ #cosly

x4 == a_ =l
8210zk((p) 2;321 1 — 2125 — V1 — 2\ /1 — zjcos(ipr — ;)
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( Jl+ cos(p ‘Pj))
N-1 V1-2 \/l—z

1
B 2; 1 — zkzj — /1 — 2k /1 — zjcos(p — @;)
itk -
—/1 z cos
N-1 ( m (‘Pk ‘PJ)

(l—zkz] V1= 224 /1 — zZcos(px — @; )

1-— z,%
812k — 0j1~——=cos(px — 1)
1— 22

J

(1 — 2,z — \/1 — 284 /1 — ZZcos(px — (pj))
1y cos(ipr — @)
\/l—zz \/l—zl2
1 — 21z — /1 — 22y/1 — zcos(pr — 1)

/1 — z2
—z1+ \/__\/ 1 — zZcos(ypx — ¢1) —2 — cos(cpk — )
1—g?
(1 — zkzp — /1 — 224/ 1 — zcos(px —(pl))

|
N =
WLHM

i

B

Fazendo 2y = 2z, = 2, ¢ = 2"1 e Pk k
O*H 1 (=14 tZ5cos(ZmE — 2)) ((1—2%) — (1 — 2%)cos( %k — ) B
02,0z 2 (1 —2—(1— 22)003(2"'” 27rl))2
1 (—z+ zcos(zLNk 2"‘ ) (—z — cos( 2”’“ 27rl))
2 (1-22—-(1- z2)cos(21"7k — 2W’”))
L e
2(1— 22— (1 — 22)cos(ZE — 21))2
-1 ( 1—003(%@5—27"’) )
2 (1 22)%(1 — cos(ZE — 22
-1
T 21— 22)2(1 — cos(ZE — )
-1

2(1—22)%(1— cos2(%" — 7rN‘))
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—1
2(1 — 22)(2sen?(3F — M)
B ~1
41— z%)sen?(ZE — 1)

Para [ = k,

2

1t g —Vl——%msen(wj )

%zf(cp,z) = 3 - Op (1 — zkzj — MMCOS(% - ‘Pk))

5 (—Jl——zzﬁwos(soj )0~ 1))

0 1= F \/: cos(i0; — )

(—\/q\/:( —sen(pr — ¢r))(— 1)( \/1—;%\/:8% (0= 1))
(1 — 2z — Hmcos (0, — @k))

Fazendo z; = 2, = 2, ;(t) = 2L e gy (t) = 2k

)
ol e)

I\DI)-—*

b

az_H(Q’) _ lN_l ((1 — ZZ)COS(2W] _ 2—]7:/\)) .
890% 2 —0 1-— Z2 (1 — Zz)cos(%l _ %)

+
N = s
-MZ £

=kl
~—~ >0

~ (L P)senC — ) (-1 = 2psen(F = )

N
(1—22— (1 - 2%)cos(% — 21’;—’“))

2
| G

Il
DO | =

1 — 2%)%cos(ip; — k)

(1—22— (1= 2%)cos(%2 — %))

R -3

— (1 — 2%)%cos >

j=0
J#k
1 N-1 (1 — ) Sen2(21r] 27rk)
32 (1 2= (1= Pow(SF )
Tk
1 Nz—l cos(% — 2xk) cos?(2l = 2mk) sen?(2%l — Znky
2 = (1—22)2 ( cos(QI’f,] - %))
J#k
B 1Nz_f cos(% — 2tk) _
2 (1 — cos(2 — %))2

[N
iyl
Eoplle)
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o N-1
- 9 nk
2 1= cos(ZL — k)
#k
1 N-1
24 2sen?(H — )

Fazendo a mudanca de indices i = j — k e excluindo o caso em que 7 = 0, pois corresponde
a j = k, temos

8°H, =
G @ = —32

(5

12

2|=’

)

1
4
N

Parak=0,1,...,N —1,

H 1 N-1 g —z; + —‘1’\/—*_‘7%, /1 — 2Zcos(pr — w5)
_32—%(% = = 2 120 9z 1 — zz; — /1 — 224 /1 — z2cos(px — ;) oY
j
" Nz: <m, /1 — zZcos(px — <p,)>
2 ;;2 — zkzj — /1 — 224 /1 — 22cos(pi — ;)
2
(—zj + \/:‘:_Zf 1 — ZZcos(ypx — <pj)>
B (1 — 232 — 1= 221~ zZcos(ypx — <pj)>2
Fazendo z; = z; = 2,01 = 2"—" e p; = %{,—”,
32_]{(@,) _ lN_l # (1— 2% — (1 — 2%)cos(Zx — Hr)) — (—z + zcos(%r — 21))
0% 2 (1—22)% (1 — cos(%x — 2JT"))2

s,
byl
ol
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1 Z cos(%T’r — 21{,") cos (2]';“ - %JV—") — (—2(1 - COS(”‘% - 2]7”)))2
2

=0

J#k

N-1

(1— 22)2 (1 — cos(2%x — 2my)?

_ 1 cos(% — 2JT)(I -- cos(ZI’:;’ — 2’T"))
2 = (1 —22)%(1 - cos(‘ler —1{,—))2
J#k
1 NZ—I Z2(1 — cos(2kx — 2ir))2
25 0—-FP- cos(ZEr — Hmy)2
ik
I S 3 Z
24 (1-22)2(1 - cos(#z — Hr)) 2 = (1- z2
J;H»
1 — 2sen®(%k — ) 1(N —1)2?

(1—22)2 (2sen?(’;jc =) 2 (1—22)2

I
N =
MIFIME 1

_ 1 1 1 — QSeHQ(%k—"ﬁj) E(N—l)zz
4 (1= 22 (sen?( — M) 2 2 2sen?(3E - H) 2 (1- 2P
i#k J#k
N-1 )
O 4(1 - 22)2 5 sen?(§(k — 7)) 2 2(1 — 22)2
J#k
Fazendo | = k — j, obtemos
82H(~) B "’Zl N-1 (N-1)Z
0z -4 - 22 2 sen 2 2(1 — 22)2

=1

_ N2—1 —-1) (N -1)2
(o)) 20 4

12(1-22)2 2 2(1 — 22)2
_ N?2—1-6(N—-1)—6(N —1)2?
B 12(1 — 22)2
. (N=1)(N+1-6—62?)
B 12(1 — 22)2

(N —1)(N — 5 — 622)
12(1 — 22)?
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Temos ainda,

P4

T

O*H

0
(SD,Z -
02,09, — 2 _ /1 — / _ _
-0 1= 22— 1 zcos — k)

-1 l—zk —zsen

SN
|
Do

S
Eolle]

z 2
1 N-1 \/1’:_2:, /1 — zisen(p; — pr)
2 31— zkz; — 41— 224/1 — ZZcos(p; — @)
ik

L N1 (—, /1—2%,/1— z]?sen(tpj — <Pk)>

2 3=0 (l—zkzj—,/l—z \/1 = zicos(p; — (pk))
#k

(st

(l—zkzj ,/l—z,/l—zcos )

Fazendo z; = z; = z, p; = 277{,1, e = %7

N— 273 2wk
PH ~ _ lzl \/12_7\/1 2%sen( =L — =F)

92, 0¢ 2 e B 2% — (1 — 2%)cos(&L — Zzk)
J#k
1% —(1—2%)sen(% — 2k
243 (1 — 22 — (1 — 2%)cos(2EL — 2xk))

J#k

(—z + A= Vi- zzcos(%',i - %))

(1 —22—-(1- z2)2cos(21’\',J 27r’“))

N
B 1 N-1 ZSQH(ZJ\? 27rk)
2 2 (1= 2)(1 — con(Z2 — BF))
G4k
1 N (-2 )sen(Q}I,J — %)) (—z + 2cos(5F — 22E))
245 — 22)2(1 — cos(% — k)2
Jj#k
1 N-1 Z(]. i zZ)SGH(% . % _ Z(l _ Zz)Sen(ZIT? _ 217:,,”)008(2;] _ ZIL\TIA)
245 (1 — 22)(1 — cos(3L — Zxky)
Jj#k
—2(1—2 )sen(2’” - M) +2(1— zz)sen(gl’f,J = 2,7{,k)COS( N %)

(1 — 22)2(1 — cos( 2L — 2xk))2
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Para [ # k,
9H ( ) 1 N-1 o —\/1——;;,%,/1 — Zfsen(tpj - <Pk)
e = o) o .2
02,00, 2 5;2 Oz \ 1 _ zkz; — /1= 2, /1 - zZcos(p; —
2j0;
o N—1 ﬁ’ /1 — zisen(p; — ¢y)
2 ;;2 1 —zpzj — /1 — 221/1 —Z?COS((P]' - Sok)

1 N-1 (—\/1 — 274 /1 — z2sen(; — oy )
2 (l—zsz \/1—z“/1—z cos(p; — (pk>

( 2,051 + \7—, /1 — zicos(p; — cpk)>
.7
(l — 2kzj — /1 — 274 /1 — Z2cos(p; — <pk))
i \/12‘__212\/1 — ztsen(p; — or)
21 — 2z — /1 — 22/1 — Z2cos(p; —
1 (—\/ 1—2¢+/1— zfsen(p; — tpk))
2 (1 — 2tz — /1 — 22y /1 — 22cos(p, — cpk))
= — 2k — 2 =
( 2z, + M\/l zfcos(ip (pk))

(1 — zkz — /1 — 224/1 — z}cos(ip — cpk))

Fazendo 2y =z, z =z e oy = 2 ) = ik

92H 5) 132 o= V1— 2%en(%L — 2nk)
3213%( 2 oo 1= 22— (1— 2%)cos(HL — k)
ik
1 Nl —(1 — 2%)sen(% — 2xk)
244 (1-22—(1- 2%)cos( L — k)
J#k

( z+\/—\/1—z2008(

(1 —22—(1— 22)2003(27\,1 - %))

z[w
ZIE
N’
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B iy zsen(zﬂ - 2}{,—")
B — (1 —22)( cos("z}fﬂ — 2mk))
;ek
1 NZ:I sen(%’{,’ — M)) (—z+ zcos(2"’ - %))
5 27y wk
2 = — 22)2(1 — cos( 2L — 2nk))2
J#k
1 ¥zl — 2 )sen(ZEL — 2mk) _ (1 — 2%)sen(3d — 2k )cos( 2L — 22k)
2 o (1-22)(1 cos(27rJ - %))
Ik
—2(1 — 2%)sen(ZL — 2Tk  5(1 — 2%)sen(%L — Zxk)cos(2nL — 2xk)
(1= 27(1 — cos(%F - ZH)?

=0

Portanto, a Hessiana ¢ da forma D?H (@) = (A 0) , onde

0 B
O’H , ~ N2 — .
pr N\ |5 @= T e
a <‘9“”1“9*"j(@)> T 285 para i £ j
Op;0p; 4sen2( 1) )
e

0?H ~ (N -1)(N-5—62% o
O*H a2 D= pu_ap Pt
B;; = (8 (Q)) 821H - -1 ) .
para i % j

aziazj( )= 4(1 — z2)sen2(gl%i—)7r)

Das expressoes acima, é facil concluir que

Qg a a ... GanN-1
aN-1 @ @1 ... QaN-2
A=
ay ay az --- Qo
bo b1 by ... by
byv-1 bo b1 ... by_2
B= : . :
by by by --- bo

Matrizes desta forma sdo conhecidas como matrizes circulantes. Observe ainda que a; = ay—;
eb;=by_;parat=0,1,..., N — 1.




5.3. ESTABILIDADE SEGUNDO LIAPUNOV DO EQUILIBRIO 119

5.3.2 Obtencao dos autovalores das matrizes circulantes
Seja w = e e ponhamos
1

Y1 =ao+way +--- +ay_ w7l

Temos que y; satisfaz o sistema

U1 = a0+a1w+~~+aN_1wN*1
wy, = an-_1+aqw+ -+ ay_swN1
w1y, = ar + asw + - - - + apw™ !

Entédo, (1,w,w?, - w ~1) é um autovetor de A associado ao autovalor Y. Assim, se-

guindo este processo, encontramos a matriz cujas colunas sdo autovetores de A, ja utilizada
no capitulo 2:

1 1 1 _ 1

1 w w? R Y i
w1 w2 w? ce. N1

1 wN-1 2N-1) w(N—l)z

onde o j-ésimo autovalor é dado por:

N-1
v =Y auw”, j=0,1,...,N 1. (5.8)
k=0

Como a hessiana é uma matriz real e simétrica, seus autovalores sio reais, pelo Teorema Es-
pectral da algebra linear.

Observagao 5.3.1. No nosso contexto, esta informacao sai também do fato que ar = ay_p
parak=1,...,N —1ew" 7 =w’(pois w" = 1 e w™! = w). Entdo, para N par,

Y1 = ao + ar(w + W) + ax(w® + W) + - - - + a%_l(w%_1 +wr ) 4 a%w%.

N N -N
7 N=g Nw=

=N
=w 2 =w ..w 2

Como w =w , Y1 é real. Para N impar

N-1 N-1

Y1 = ag + a1 (w +m)+a2(w2+m2)+---+a%(w7 +wz) € R

Um raciocinio anélago ¢é vélido para os demais autovalores.

Agora, calcularemos explicitamente os autovalores das matrizes circulantes, a partir da
férmula (5.8). Pelo fato dos autovalores serem reais e pela simetria da hessiana, precisamos
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apenas da parte real do fator w’*, donde, usando as formulas (5.6) e (5.7),

N-1 N-1
A=Y buwt = bp+ > buw
=0 =t

_ (V- -5-62) Y —cosZt

= 12(1 — z2)2 < 4(1 _ 22)2861'127er

_ - 1)(N —5-62%) - cos?TE - sen2%k

12(1 — 2%)? = Al - 22)2sen2 ik

_ NIV -5-62%) — 1 —sen?Tk _ sen%’%k
12(1 - 2%)? o 40— 22)%sen2 ™k

(N =1)(N-5— 6z2) Nl 1= QSenQEA',Lk

- 12(1 — 2%)? - - 22)2sen2 ™k

_ W= )(N—5—6z2)+”1 =1 .\
12(1 — 22)2 = 4(1 — 22)238112%5

2mjk

N-1
Sen
+2 N
2 4(1 — 2%)%sen?TE

j=1

(N-—1)(N-5-62%) Z
B 12(1 — 22)2 2(1— z2 % Senwk

—1 qen2™ik
2(1—2:2 Z N

sen2

(N—1)(N—5—6z2) 1 N?2-1
12(1 — 22)2 S 2(1—22)? 3
k(N — k)
2(1 — 22)2
(N —=1)(N —5—62%) 4 1— N? "
12(1 — 22)2 12(1 — 22)?
k(N — k)
a =2y
(N —1)(N.=5—62%) — N2+ 1+ 6k(N — k)
12(1 — 22)?
—6N — 6N2z? 4 622 + 6 + 6k(N — k)
12(1 — 22)2
—~N —N22+ 22+ 1+ k(N —k)
2(1— 22)?
1—N+2%(1 —N)+ k(N —k)
2(1 — 22)2

_ (A=N)Q+22)+ k(N —k) B B
= 51— 22 parak=0,1,...,N—1
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Agora, obteremos os autovalores correspodente ao outro bloco. Pela mesma razio de Ak,
os autovalores o}, sdo reais, portanto encontraremos sua expressao da mesma forma.

N—1
oL = E aj'wk]
i=0

N-1
- E kI
= a+ a;w
j=1

_ _N2—1 +’§ cosz"TjAk
12 3 4dsen®(%7)
_ N1 (R cos’ () — sen®(E)
12 = dsen?(%7)
_ N . ke y sen’(F) — sen?(k)
12 = 4sen?(L7)
_ _N2_1+N_11—25en2 ”Tk)
12 o dsen’(%)
_ _N2—1+1N_1 1' _lN_lsenz(%_k)
12 4 F= sen?(%7) 2 = sen?(%7)
_ N1 N2—1_k(N—k)
12 12 2
= —k(N2—k para k=0,1,...,N —1

Vemos destas expressoes que todos estes autovalores sio repetidos, pois Ay = Ay_x e

- _ N
O = ON—k Para k = 1,...,[7

]. Os tnicos autovalores simples ocorrem quando £ = 0 no

caso em que NN é impar e quando k =0e \g < 0, e k = % no caso em que N é par. Como

0s op < Oparak =1,...,N

— 1, 0o = 0 a estabilidade depende de \; ser negativo para

k=1,..., [—’2‘1] Como estes autovalores estdo em ordem crescente, o maior valor alcancado é

quando k = [N/2].

Para N pare k = % temos

N3

—(N =1)(1+2%) + (v - &)

2(1 — 22)2
(V=114 2%+ (-
- 2(1 — 22)2

—(N —1)(1+22) + 22
2(1 = 22)2
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Vamos impor que Anx < 0, pois queremos mostrar que a hamiltoniana é definida negativa.:
2

—(N = 1)(1 + 22) -
2(1 — 22)? < 2(1 — 22)?

Como 2(1 — 2%)? > 0, devemos ter
2

(N =D+ ) <

ou seja,

(N—l)z2>N72—(N—1)

N2
2
— 1
AN -
2 AN 1)
4(N —1)
o, N?2—4N+4
g2s & —ANVFS
AN _1)

Portanto, obtemos a condicao abaixo

2> z(l(N_N—_% (5.9)

Para N impar e kK = Y=L temos
2

—(N-1)(1+22) + X2 (N - (5))

)\N2_1 = 20— )
_ W=+ A+ (FFEF
B 2(1 — 22)?
AN -1+ 2)+(N+1)(N-1)
B T 8(1 — 22)2

Impondo que A N < 0, temos

(—4N +4) + (4N + 4)2? - —(N+1)(N —-1)
8(1 — 22)2 8(1 — 22)?
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Como 8(1 — 22)? > 0, esta expressio é equivalente a

(—4N +4) + (—4N +4)2> < —(N + 1)(N — 1),

ou seja,

o N?2—4N+3
e
4N —4

Portanto, obtemos a condigéo abaixo

2t > (N4_(11/)(—N1)— 3) _ N; S (5.10)

Como —1 < z < 1, para que as formulas (5.9) e (5.10) possam ser satisfeitas devemos ter
os lados direitos de (5.9) e (5.10) menores do que 1. Para N par, (N —2)? < 4(N — 1) &

8+ /64 — 32
equivalente a N? —8N +8 < 0, ou seja, N < % —4+2V/2~6,8¢ para N impar,

N —3 < 4, ouseja N < 7. Portanto, s6 podemos ter estabilidade no sentido de Liapunov,
quando N < 7 e z suficientemente préximo de 1. Demonstramos assim o seguinte teorema

Teorema 5.3.2. Um anel de N vértices na latitude z com intensidade kj = 1, para j =
0,1,...,N — 1, nos vértices de um poligono regular, descrito em um referencial em rotagao €
estdvel sequndo Liapunov para N < 7 e instdvel para N > 7.

Outra maneira de olhar a estabilidade de um anel de vértices a uma distancia z do equador
¢ analisar quando cada Ay muda de positivo para negativo, conforme o valor de 22 aumenta.
Este valores estdo dado na tabela abaixo até N = 12.

N/k|1 2 3 4 5 6 7
3 [0 0

4 o 1/3 0

5 [0 1/2 12 0

6 |0 3/5 4/5 3/5 0

7 |0 2/3 1 1 2/3 0
8 |0 5/71 8/7 9/7 8T 5/7 0
9 |0 3/4 5/4

10 |0 7/9 4/3

11 |0 4/5 75

12 |0 9/11 16/11

Observacao 5.3.3. Novamente apareceu o autovalor nulo, aqui com multiplicidade 1. Ele
corresponde a invariancia do sistema por rotacoes.
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Observacao 5.3.4. Como os autovetores da matriz hessiana nas colunas de 2 a N da ma-
triz W sao complexos, se u+iv é um destes autovetores de A associado ao autovalor y, entao
da equagdo Au + iAv = yu + iyv vemos que a parte imagindria e a parte real sao também
autovetores associados a y, quando o autovalor é duplo, podemos escolher u e v linearmente in-

dependentes. Tomando uma base de autovetores reais ordenados na forma ug, uy, ug, - - - , V2, v1
segue que os autovetores sao dados pelas colunas da seguinte matriz real 7' = (7(;1 CZQ’ , onde
1
a matriz 77 é dada por
[ L 1 1 0 0 )
VN /N/2 +/N/2
1 cos(2x/N) COS(4n/N) o sen(dr/N) sen(2x/N)
VN N/2 N/2 \/N/2 \/N/2
1 CoS(4w/N) COS(8n/N) o sen(sx/N) sen(4n/N)
= | N N/2 VN/2 V/N/2 VN/2 (5.11)
; COS(2(N—1)x/N)  COS(4(N—1)x/N) o Sen(4(N—1)x/N) Sen(2(N—1)=/N)
| VN /N/2 /N/2 N/2 \/NJ2

Para que a matriz T} seja ortogonal normalizamos os vetores coluna dividindo por v IV
(primeira coluna) e \/N/2 (demais colunas).

Outra maneira de obter o teorema (5.3.2) é substituindo a transformacao @ = Q + T¢ na
equagao (5.4). Obtemos assim o sistema

£=JVH(£), onde J = (2 _OI> (5.12)

onde H (&) =H (@ +T€). O problema passa a ser estudar as solugoes de (5.12) que comegam

perto de £ = 0, pois Vﬁ(O) TtVH(é) = T*t.0 = 0. Para mostrar que £ = 0 é um ponto
de equlh'brlo estdvel segundo Liapunov para este sistema, observe que pela teorema (1.2.14) a
funcao H é uma 1ntegral primeira e, portanto, G=H-H (0) é uma integral primeira deste

sistema. Mas VH(0) = 0 e D?H(0) = TtD*Q)T e o termo quadratico da hamiltoniana G é
transformado na forma normal

L (N N-1
=3 (Z Aeéip + Z 0k§z+N> +
k=0 k=0

onde & sdo as componentes de £ na base formada pelos autovalores nas colunas de T'. A
andlise da estabilidade é feita como anteriormente '




Capitulo 6

Estabilidade segundo Liapunov de um
anel de vortices em uma latitude
fixada com um vértice no pdlo norte

6.1 Introducao

A partir do estudo feito no capitulo 5 do anel de vértices em uma latitude fixa da esfera,
vamos ver o que ocorre, quanto a estabilidade segundo Liapunov, quando se insere um vértice
no pélo norte, com intensidade x # 0. Quando um vértice aproxima-se do pélo norte da
esfera, nao podemos descrevé-lo com as mesmas coordenadas cilindricas usadas para os outros
vortices, pois o p6lo é uma singularidade deste sistema de coordenadas. Assim, usaremos
coordenadas cartesianas para este vértice. Usaremos (zn,Yn, zy) para denotar a posi¢io
deste (IV + 1)-ésimo vortice, préximo do pélo norte.

Na segéo (3.2) serdo apresentadas as equagdes do movimento para estes N + 1 vértices.
Neste caso, a presenca do vértice no pélo norte faz com que o sistema nao seja mais hamilto-
niano. Entretanto, mostraremos, que a fungio H = H, + H,, onde H, é a hamiltoniana do
anel de vértices, dada pela equagéao (5.2) e H, é da forma

N-1
Hy = g Z In[1 — z;() 2w (t) — /1 — 2 (£) (2 (£)cose; () + yn (t)seny; (1)) (6.1)

ainda é uma integral primeira do sistema e que as equagoes de movimento podem ser escritas
em termos das derivadas parciais de primeira ordem desta fun¢do. Mostraremos que o anel de
vortices em uma latitude fixa com um vértice no pélo, girando com uma velocidade angular
adequada, é um equilibrio relativo deste sistema. Na secao 3.3 mostraremos a estabilidade
segundo Liapunov deste equilibrio, para N > 3, para certas regides de valores da latitude z do
anel de vortices e da intensidade x do vértice no pélo. Na secao 3.4 obteremos um resultado
andlogo para N = 2.

125
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6.2 Deducao das equagoes de movimento

A proposicao seguinte mostra que as equagoes do movimento para o sistema de N + 1
vértices na esfera, com um vértice préximo ao pélo norte podem ser escritas em termos das
derivadas parciais de primeira ordem da funcao H = H; + Hj.

Proposigao 6.2.1. O sistema de equagoes diferenciais que rege este sistema de vdrtices é

. OH . 0H
4i(t) = —5 - 4(t) = B0
) ) o (6.2)

i) = —an(t)y (0 = ()5

Além disso, H é uma integral primeira do movimento.

Demonstragao

onde

Assim,

x;(t) x xp(t)

. Para o N + 1-ésimo vértice,

N-1

% _ Xi(t) X XN(t)
O =2 ® —xw @ T

x;(t) = ( 1 — 22(t)cosp;(t), /1 — z2(t)seng;(t), z,-(t))

) = (a0, m(0), /1= (0 = 330

i 3 K
T cosplt) /T— ZDsengi(t) ()
zn(t) yn(t) zn (1)
ot (V1 z()sengi(t)  zi(t) \ § _ gop (V1™ 22(t)cospi(t)  z(t) ) .
aer (VI orne @ 2 i -an (VIO ) 5
o (VI HOselt) VT~ enit)
zn(t) yn(t)

(VI == (t)sengi(t) — un(®)= () i -

(WZN(t)coscpi(t) — Zi(t):EN(t)) i+
(\/Tiz(t)(t‘)ylv(t)cos%(t) B \/mxzv(t)sen%(t)> k




6.2. DEDUCAO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO 127

I| xi(t) — xn(t) ||*=
= (/1= 2(t)eosipilt) — aw()* + (/1 — 22(t)senpi(t) — yw(®)® + (5(t) — 2n(1))?
= (1= F@)eso’eu(t) = 2/1 - 2()aw(t)eospi(t) + <3(0) +
(1= 2 (O)senpi(t) — 24/1 — 22(t)yw(senoi(t) + 43 (8) + 2(0) — 222w (8) + 2 (0)
= (1= 22(t))(cospi(t) + sen?pi(t)) — 24/1 — 22(t)an (E)eosipu(t) + % (8) + 42, (1) —
20/1 — 22(yn (E)senpi(t) + 2(8) — 224(8)zn (6) + 22, (1
= (1= 2(0) - 2¢/1 - 22(Dan(t)cospi(t) + 1 - Z(t) -
24/ 1 — 22(t)yn (t)seny;(t) + 22(t) — 2z;(t)zn (t) + 22 (t)
= 221 2(0encosi) - 2/1 — F@uw(Bsenpi(t) — 25 () (1)
= 2 2z(t)an(t) — 24/1 — 22(8) (ww (t)cospi(t) — yw(t)senps(t)).
Portanto,
() X xwlt) ( mm(t)sen%(t) yn (8)zi(t)
i) — xn(2) |12 2 = 2zi(t) 2w (t) — 2¢/1 — 22(t) (wn (t)cospi(t) — yn (t)senyi(t))’
—mm(t)cowz( £) + e ()z()
2~ 25(8)2n(t) — 2/1 — 2(0) (en (t)cospi(t) — yn(O)sengi(1))’
L — 22 ()yn (t)cospi(t) — /T = 2(B)an (t)senei(t) )
2~ 22(8)2n(t) — 2/T— 22(0) (en(D)cospi(t) — yn (£)sene(t))
:

xn(t) = (fi?N(t)w yn(t), mN\(/tixj’(;) (—t)yl_vgzy(?)(t)>

o que fornece

— V1= 22(t) 2w (t)seng;(t) — yn () z(t)

1= zi(t)an(t) — /1 = 22(2) (zn(t)cosp(t) — yn(t)seni;(t))
—\/1 — 22 (t)2n (t)cosp;(t) + T (t)zi(t)

im0 2 2zi(t)zn(t) — 24/1 — 22(t) (zn (t)cospi(t) — yn(t)senyp;(t))

H

Agora, calcularemos as derivadas parciais —— e —— 0
8.’1?1\/ B YN
OH  0H, i OH, 0H,

8:1:N a.'IIN B:IIN N aa:N’

BN =

?n
—O

.
2
Il

N[

e comparemos os resultados.
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pois H; é indepedente de z). Mas,

g% = = Z . (ln[I — zi(t)zn(t) — /1 — 22(t)(zn (t)cosp;(t) + yN(t)sempi(t))]>

=0

a(t)on(t) — 4/ 1 — 22(t)cosp;(t
« \/T— oy (t) - yN(t) el

K
21— zl(t zn(t) — /1 — 22(t) (zn (t)cospi(t) + yn(t)seny;(t))

B Z —+/1 — 22(t)zn (t)cosp;(t) + zi(t)zn(t)
Ton ) 2 1= Do (0) — /L= 700 (o Qcolt) + sw(sonend)

Além disso,

dyn  Oyn Oyn  Oyn’

5’H . 8H1 + BHQ 6H2

pois H; é indepedente de yy. Mas,

Oy = g 2_: % (111[1 — zi(t)zn(t) — 1/ 1 — 22(t)(zn(t)cosp;(t) + yN(t)Sempi(t))]>

zi(t)yn(t) — /1 — 2(t)senw;(¢
v T g VA

2 = 1 — zi(t)zn(t) — /1 — 22(t) (zn(t)cosp;(t) + yn(t)seny;(t))
: NZ —/T= 2 2n (H)senei(t) + z(B)yn(?)

22n(t) = 1 — zi(t)an () — /1 — 22(t) (@ (t)cosps(t) + yn(t)senyi(t))
Portanto,
KIN = —zN(t) OH
N

. 5‘
KN = ZN(t)EL,‘;

Agora, mostraremos as outras duas equagoes.

Para 7 < N,

x;(t) % x;(t) . xn(t) x x,(t)
Z [l xi(£) —x;(2) |17 T () — (0 1P
z#J
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Mas,
i i k
xn(t) x x;(t) = zn(t) yn (1) zn(t)
1= 22(t)cosp;(t) (/1 — 22(t)seny;(t) 2

B yn(t) Zn(t) . dot
= deti iz 2()senp;(t) (1) ) (/1 - 22(E)cosp;(t)  z(t)
zn(t) yn(t)
det \/1— 2 (t)cosp;(t) (/1 — 22(t)seng;(t) -
= (0 - (/1= V= slten; ) i -

( () zn(t) 1 — 22 (t)zN(t)cosgoJ(t)) j+

(1/ 2(t)zn (t)seng; (t 1 — 23 (t)yn(t )cos<pj(t)> k

1% (8) = x5(2) [1P= 2 = 22 ()2 (£) — 24/1 — 22(t) (v (t)cosp; () + yw (E)seng; (t)
Assim,

xn(t) x x;(8) ( yn(t)z;(t) — /1 — 222y (t)seny;(t)
2 =2z

| xn(t) —x;(8) |12 3(t)an(t) —24/1 — 22 (zn(t)cosp;(t) — yN(t)sengoj(t)),

—xn ()2 (t) + /1 — 222N (t)cosp;(t)

2 = 22;(t) 2w () — 2,/1 — 22 (e (t)cosips (t) — yn (t)seng; (2))

V1 - Zan(t)seng;(t) — /1 — 22y(t)cosp;(t) )

2= 2z;(t)an(t) — 24/1 — 22 (zn(t)cosp;(t) — yn(t)seny,(t))

de modo que

() = (—zj(t)fj(t)(;o(j;j( ) /1 — 22(t)sen(i2y0)b5(0) —zj(t) z;(t)senyp;(¢) £

2 1—2(t)

\/I——Zf@sen(%(t))%(t): Zj (t))

Usando o resultado ja demonstrado anteriormente que
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x(t) x50 (701 - Z0PODsengi(t) — z(t) /I~ 20O Bseng; ()
T30 —xi(0) P 136 — % P ’

—2;(t)A/1 — z(£)?(t) (t)cospi(t) + 2i(t) (/1 — 27 (t)cosw; (t)
’ Il x;(8) — xi(2)(2) |I? ’
ST AT AP Beospilt)sen(t)
’ I %5 (£) — =) () |?
/1= Oy T AP O @ooses enld
- I x;(¢) — =a(8)(2) |I? ) ’

obtemos,

‘T*“’(t(;) — ST 2 (B)sene; (Hp5(t) =
N-1 () /T — 2R @)senpi(t) — z(t)y/1 — 22 (t)seng; (1)
2 2 2 +
=7 2 22,()%(t) — 2/1 = 20) /T = (PO Ecos(s(t) — wi(1))
( un(8)z(t) — zn(t) /1 — 22(t)cosyp; )
2 — 2z(t)zn (1) — 2/1 — 22 (aw (t)cosip;(t) — yn(D)senp;(t)) )

—2;(t)255enp;(t) + MCOS%(Q%U) =

1 — z2(t) ,
Nz—:l zj(t)\/1 — zi()2(t) (t)cospi(t) — zi(t)/1 — 23 (t)cosw;(t)
0 2 — 2z;(t)zi(t) — 24 /1 — 22(t)/1 — 2:(t)2(t) (t)cos(ip;(t) — wi(?))
—an ()23 (t) + 2 (8) /1 — 23(t)cosp;(t) )
2 — 2z;(t)zn(t) — 24/1 — 22 (zn(t)cosp;(t) — yn(t)seny;(t))

(6.3)

+
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Multiplicando a primeira equagéo acima por (—seny;(t)) e a outra por (cosyp;(t)), obtemos,

( 2(t)Z;(t)sene; (t)cosyp; (1) £ msen%(t)%(t) =

1- zj?(t)

N1 —2;(1)/1 — 2:(t)2(t) (t)seny;(t)senyp; (t) — z(t), /1 — 23 (t)sen®y;(t) B
52— 25,05(0) - 2,/1— 20) VI = 2OPOeostierl) — i)

yn(t)z;(t)seny;(t) — 2y () (/1 — 23 (t)sen’p;(t) )
2 = 225(t) 2w () — 24/1 — 22 (en(t)cosp; — yn (t)sengs;) |

—2;(t)2;cosp; (t)senyp;(t _\/1__%0052%(,5)%@):

1-— zf(t)

NZ-I zj(t)/1 — 2;(t)2(t)(t) cosp;(t)cosp; () — z(t),/1 — z;‘-’(t)cosz(,oj(t)+
:;2 2 —2z;(t)zi(t) — 24/1 — z?(t)«/l — zi(t)%(t)(t)cos(i;(t) — wi(t))
( —zn(t)z;(t)cosip;(t) + zn (1)1 /1 — z3(t)cos?p; )

2 —2zj(t)zn(t) — 24/1 — 22 (zn(t)cosp; — yn(t)seny;)

Somando as duas equagdes acima, obtemos

T 1 N=1 —2;(t)\/1 — z:(t)2(t)cos(pi(t) — @i(t)) + z(t) /1 — 22(t) |
— 2)pit) = »
2 0 1= 2(8)2i(t) — /1 = 22()v/T = (P [)cos(;(¢) — pilt))
—on(£)2;(t)cosiw; (£) — yn (£)z; (¢)sene; (t) + 2w ()1 /1 — 2(¢)

21— 2j(t)z:(t) — /1 = 25 () /1 — z(t)2(t)cos(ip;(t) — ¢i(t))

ou, seja

- Si-20 )

1
0i(t) = 3
’ 2] 0 1= 2(t)z(t) = /1= 2 (@) /1 - z(t)*(t)cos(p;(t) — pi(t))
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Agora, multiplicando a primeira equagao de (6.3) por (cosy;(t)) e a segunda por (seny;(t)),
obtemos as equagoes

(2;(t)25c08%p;(t)

1 — 23 (t)seny; (t)cosy; (£)@;(t) =
1= z?-(t)

N-12:(t)y/1 — (2:(t))?seng;(t)cosp; (t) — zi(t)1/1 — 22(t)seny; (t)cosp;(t )+
=0 2 — 22;(t)z(t) — 24/1 — 22 1 — 2;(t)%(t)(t)cos(p;(t) — @i(t))
<yN(t>z,-(t)cossoj( ) — 2w (t) /1 — 22(t)seni; (£)cosp; () )

2 —2z;(t)zn(t) — 24/1 — 27 (zn(t)cosp; — yn(t)cosp;)

j —z;(t)z;(t)sen’p;(t) n \/Wcoswj(t)senwj(t)¢j(t) =

JSi-20

N-1 2;(t)\/1 — 2i(t)2cosep;(t)seng;(t) + zi(t) (/1 — 22(t)cosp;(t)seny; ()
=0 2 — 22;(1) — 2,/1 = 25 (t)\/1 — 2(t)%(t) (t)cos(ip;(t) — (1))
—an(t)z(t)senp; (1) + 2n(8)y/1 - 2 (t)Sen%(t)COS%( )
K i
| \2—22(t)an(t) - 24/1 - 23 (zn(t)cosp;(t) — yn(t)seny;(t))
Somando as duas equagoes acima, obtemos

—5®)5(E) _ 1% zj()V/1 — z:(t)*(t) (t)sen(i(t) — ;(t))
et A Cier ANPA 5 Z

-+

+
/1 —22(1) =0 1 — z;(t)zn(t) — /1 — 22 (zn(t)cosp;(t) — yn(t)seny;)

yn (8)2;(t)cosp; (t) — zn (t)zseny;(t)

1— zizn(t) — /1 — 22 (an(t)cosp; () — yn(t)seng;(£))

N[ x

de modo que

= —y/1—z(t t)4/1 — 27 (t)sen(pi(t) — ;(t))

z(t) = —5
2 =0 1= 5(0)a(0) - 1/1 — 22(t)y/T — z()2(t) (E)cos(i() (p](t))
i#j
K :L‘N(t), /1— zjsengoj(t) — yn(t)1/1 — 23cosp;(t)
21— zjzn(t) — /1 — 27 (zn(t)cosp;(t) — yn(t)senp;(t))

oH
Agora, calcularemos as derivadas parciais — e o e comparemos os resultados.

]

OH 8H1 0H,
=— +
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Como j4 temos as derivada parciais de H; basta calcular a derivada de Hy em relacao a
;. Mas

%o = 1L e (lnu (B2 () ~ /1= A ant)eosoi) + i)
_ sy = z2(t) (—ow(tsenp(t)ds + yn(t)cosi(t)diy)
251~ — V1= 2O (@n(t)eosplt) + un Dsenpi(0)
K a:N(t) 1 — #Zseny; — yN(t)Hcoswj
T 21— a(t)w(®) - V1= 2O (Ocoser(t) + gn(Dsenpi(t))’
ou seja,

o _ o o,
a(,Dj aﬁoj a(pj
) 1NZ—1 /1= 22(),/1 — 22(t)sen(y; (t) — pi(t)) .

120 1= 24(0)23(t) = /1= 22(0) /1 - ) (E)eos(ips (1) — pi(t))

zn(t)y/1 — 23seng;(t) — yn(t)(/1 — z?cosgoj(t)

21— 2(t)zn (t) — /1= 22(8) (v ()cospi(t) + yn(E)sengn(t))

Alem disso,

0H OH, O0H,

0z, 0z 0z

Novamente, como ja calculamos as derivadas primeiras de H; basta calcular a derivada de
H, em relagdo a z;. Obtemos

83_];; = — Z " (ln[l {()zn(t) — /1 — ZE(t)(.’IIN(t)(fOS(pi(t) i yN(t)sencpi(At))])

()05
n-1  —2n(t)ds; + O

K 1—22(t)
_521

im0 L= z(t)zn(t) — /1= 22 (t)(zn (t)cospi(t) + yn(t)senyi(t))

—zn(t) + 1Zj = (2w (t)cosp; () + yn (t)seng;)

(zn(t)cosp;(t) + yn(t)seny;)

N | xR

1= 2zzn(t) — (/1 — 22(zn(t)cosp; (t) + yn(t)senyp;(t))
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ou seja,
z;(t)

— D7 \/1— z(t)eos(p;(t) — wi(t))

— zjzi(t) — \ﬁ— zj\/1 — zi(t)cos(p;(t) — wi(t)) *

—Zi(t) +

OH _ 0H, 0H, 1 NZ
2 0 1

#J

0z; 0 | Bz

z;(t)

————=(an(t)cosp; (t) + yn(t)senp;(t))
/1= 22(t)

1— 2(t)zn(t) — /1 — 22(8)(@n(t)cosip; (2) + yn(t)seng; (t)

—ZN(t) +

N &

Portanto,

. oH
i =—2=(p,zn(1), 2, t
{(P] az"( n(t),2,un(t) paraj=0,...,N — 1.

% = 85 (p, zn (1), 2,yn (1))

Para mostrar que H é uma integral primeira do movimento, observe que o sistema (6.9)
pode ser reescrito na forma

MQ(t) = KVH(Q(t)) (6.4)

onde Q(t) = (wo(t), P1(t), - - -, en-1(t), zn(t), 20(t), 21(2), - - -, 2n-1 (), yn (E)) = (0, T, 2, YN),
M e K sao matrizes (2N + 2) x (2N +2)

1 -~ 000 --- 00
0 100 - 00
0 -+ 0k O 00
M= 001 0 0
0 000 10
\o 000 0 &
e
0 0o 0 -1 0 0
0 0 0 0 -1 0
K |0 0 0 0 0 —zn(t)
|1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
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e
VH—(aH 0H OH 3_H8_H OH c")_H)
atpo’.”,aWN_17a$N,820’821’”‘1821\/_1,ay1\/ )
Assim,
Q) = MTKVH(Q(t))
B (_B_H _B_H 3 oH _zN(t) OH OH OH zy(t) OH
B BZ()’ 821,”-7 8zN_1’ k 8yN’c")<p0"”’8<pN_1' k 8:vN ’
Logo,
H(Q(t) =< VH(Q(1), Q(t) >=< VH(Q(t)), M'KVH(Q(t)) >=0
Portanto, H é uma integral primeira para o sistema (6.4). O

Introduzimos um sistema de coordenadas que gira com velocidade angular w no sentido
anti-hordrio em torno do eixo polar. Neste novo referencial, as coordenadas sdo dadas por
@i(t) = p;(t) + wt e Z(t) = zj(t). Como ©;(t) = ¢;(t) + w e sabemos que ;(t) =

OH

—a—zj(‘P,fN,Z,ﬂN) , ou seja, @,(t) = —8—23.(9’5 — W,TN,Z,Yn) +w onde w = (w,w,...,w)

€ R", e como z;(t) = 7;(t) temos

70 =- (5@ -w)
5() = 5-(.2).

Além disso, as coordenadas de N + 1-ésimo vértice serdo dadas por Zy = (Zn, YN, zn) onde
Ty (t) = cos(wt)zn(t) — yn(t)sen(wt) e Yn(t) = sen(wt)zy(t) + cos(wt)yn(t) e Zn(t) = zn(t).
Por outro lado,
o N
Hy, = 5 Z In[l — 2;(t)2n (t) — /1 — Z;(t)cosp; (t) (cos(wt)Tp (t) + Tn(t)sen(wt)) +
o =0
senp;(t) (—sen(wt)Ty(t) + cos(wt)yn(t))]
N-1
= g Z In[1 —Z;(t)Zn (t) — /1 — Z;(t) (cosip;(t)cos(wt) Ty (t) + cosy;(t)sen(wt) T (t)—
=0

senyp;(t)sen(wt)Ty(t) + seny;(t)cos(wt)yn(t))]
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_N-1
= % Z In[1 — Z;(t)zn(t) — /1 — Z;(t) (T (t) (cosp;(t)cos(wt) — seny;(t)sen(wt)) +
yn(cosp;(t)sen(wt)) + senyp;(t)cos(wt)))]
N-1
= g z In[1 = Z;(t)2n (t) — /1 — Z(t) (Tn(t)cos(ip;(t) +wt) + Ynsen(p;(t) + wt))]
N-1
= =l ~ 507w — /1 - 5(0) En(E)eos((2)) + Tnsen(@(6)

<,
o

ou seja H,, nas novas variaveis é dada por

Ho,En, %) = & Z InfL - Z(0)Z (1) — /1 — % (t) @ (t)cos((2)) + Gwsen(; (1))

Assim,

KZn(t) = —wrksen(wt)zy(t) + kcos(wt)iy(t) — wrcos(wt)yy — Ksen(wt)yn ()
= —wk (sen(wt)zy(t) + cos(wt)yn(t)) + cos(wt)(kin) — sen(wt)(KYn)

= —wkin(t) + cos(wt) (—zN(t)aay—Ii) — sen(wt) (ZN(t)aa:E_Ijv)

= —wkin(t) — zn(t) (cos(wt) gi + sen(wt)gc—HN)

Kyn(t) = wrcos(wt)zy(t) + wsen(wt)in(t) — wrsen(wt)yn(t) + kcos(wt)yn(t)
= wk (cos(wt)zy — sen(wt)yn(t)) + sen(wt) (kzn) + cos(wt) (Kyn)

2 0H 0H
= wkZy(t) + sen(wt) —zNay—N + cos(wt) zN%

= wkTy(t) + zn(t) (—sen(wt)% + Cod%)i—i) .

Com isso, obtemos as seguinte equagoes

KZn(t) = —wkTn(t) — zn(t) (cos(wt)%% + sen(wt)i—i) (6.5)
K,:l./’vN(t) = wkZn(t) + zn(t) (—sen(wt)gy—ltjfV + cos(wt);—_HN) . (6.6)

Denotando

5((5, TN, 2,Un) = H(P + wt, cos(wt)Tn(t) + yn(t)sen(wt), Z, cos(wt)yn (t) — T (t)sen(wt))
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temos que _
0G  OH Ozy  OH Oyn B OH OH
Din ~ Dun O + Dum Tin cos(wt) Den sen(wt) o (6.7)

oH
Oy~

OG _ OH dzy OH dyn Sen(wt)a—H + cos(wt)

—— = = — = 6.8
dyn Ozn OYyn  Oyn OYn Ory (6:8)

Subtituindo (6.7) em (6.6) e (6.8) em (6.5), temos que:

Pe

AN

B _ 0H,  H,
= —wkyn(t) — 2n(t) (ayTN + ayTN>

— (“”“‘?7”“) 4 O "’ﬁZ)

KEN(E) = —wrlin(t) — zn(t)

zn(t) Oyn  Oyn

Kyn(t) = wrEn(t) + 2y (t) ——
= wkZn(t) + zn(t) (% % %)

B wiin(t) | OH, OH,
= 2zn(t) ( () + T i B

Assim, as equagdes do movimento, nas novas coordenadas (@(t), T, 2(t), Un(t)), ficam:

- oH . 0H .
<,oj(t):—a—~ zj(t)=a—~ paraj=0,1,...,N —1
Z 2] _ (6.9)
2 . OH — . OH
KTy(t) = —zNayTN Kkyn(t) = zN%.

onde a funcao H ¢ dada por

; _
H(p,%n,Z,Un) = Hy( — wt, Z) + Hy(@ — wt, Ty, Z,Jn) — w (Z Z(t) + ,{z,\,(t)> (6.10)
i=0
com w = (w,w,...,w) € RN,
Por simplicidade, usaremos a notagio antiga, v;(t), zi(t) e H, no lugar da nova, @;(t),
zj(t) e H. O sistema (6.9) pode ser reescrito na forma vetorial

MQ(t) = KVH(Q(t)) onde Q = (90,1, . .. yPN-1, TN, 20, 21, - - -, ZN-1, YN) (6.11)
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N-—1

Lema 6.2.2. Seja H = Hi+Hy,—w (Z z(t) + kzn(t) |, com Hy e Hy dadas por (5.2) e (6.1),
1i=0

respectivamente. Para que um anel de N vortices de intensidade unitdria numa latitude fizada
z com —1 < z < 1, nos vértices de um poligono reqular e wm vdrtice de intensidade k no polo
norte (isto é, zn(t) = 0 eyn(t) = 0) com configuragio Q1 = (@o, - - -, PN-1, TN, 20, - - -, ZN-1, YUN),
definida por

. 2mj
Yi =N

Zj:Z

(L'N(t) =
yn(t) =

para 7=0,1,2,...,N—1 (6.12)

seja um ponto de equilibrio de (6.9) € necessdrio que

(N =1)2 K
YTToa— 2 2(1-2) (5.13)

Demonstracao. Como

N1 —zi(t \/——\/ — zi(t)cos(p; — pi(t))
235 1= zzi(t) — /1 — 2jy/1 — zi(t)cos(p; — (pl(t))
i#j

—a(8) + g (@n(Bcosy; + yn(t)seng;)
J

Z_Z(‘Pvl'N(t)’ z,yn(t)) =

K
21— zjzn(t) — 1/1 — 22 (zn(t)cosp; + yn(t)senp;)

(Z[‘) zj—l-f-f,zN(t))) parat,j =0,1,2,..., N — 1.

=0

0H
Impondo — (¢, zn(t),z, yn(t)) = 0, obtemos

aZj
T \/1 — zi(t)cos(p; — wi(t))
w = = +
2 = 1- zizi(t \/1 — zjy/1 — z(t)cos(p; — i(t))
i

P —zn(t) + \/—fjfjjg(fﬂN(t)COS‘Pj + yn(t)seny;)
21— zizn(t) — /1 — 22 (zn(t)cosp; + yn(t)seny;)
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Fazendo z; = z(t) = z, n(t) = yn(t) = 0 e zy(t) = 1, obtemos
= NZ—I —2z+ zcos(p; — @i(t))
‘= 1—22— (1 - 2%)cos(p; — ¢i(t))
i#]
(N —-1)z K
2(1-22) 2(1-2)

O

A préxima proposigdo garante que Q; é de fato um ponto de equilibrio de (6.9). Em
seguida analisaremos sua estabilidade segundo Liapunov.

Proposicao 6.2.3. Seja H definida por (6.10), e seja w dada por (6.13). Entdo Q; definido
em (6.12) € um ponto de equilibrio de (6.9).

Demonstragao. Temos que mostrar que VH(Q;) = 0. Para isto, observe que

5 (t) + —— /T~ z(B)cos(p; — wilt))
OH 1% V1-7

a—zj(w,:rzv(t), Zyn(t)) = 3 17:&20 = 5nll) ~ ST s T Doonter — @) +
—zn(t) + %(x;v(t)coscpj + yn(t)seny;)

— Ww.

K
21— zjzn(t) — /1 — 23 (zn(t)cosp; + yn(t)seny;)

Fazendo z; = 2z, = 2, p; = %, @i =2 an(t) = yn(t) = 0 e zy(t) = 1 temos

OH . (N-1)z K
B ) = 2(1-2%) 21—z
(N -1)2 K
S OmOY = Tl ) 21— 2)
J0H
B_Zj(Ql) =
Além disso,

SH L N-1 —V/1 =2} /1 = zZsen(p; — ;)
T(‘P} xN(t)’Z»yN(t)) = 5 9 9 T
©; =0 1= zizj — /1 = 22, /1 — 2Zcos(ip; — i)
e (t)y/1 — 27senip; —yn(t) /1 — 22cosp;

K
21— z(t)en(t) — v/1— 220)(an (t)cospr(t) + yw(t)sene(t))
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Fazendo z; = zi = z, p; = 21’\',’, Y; = N L zn(t) = yn(t) =0 e 2y = 1 temos
OH @) 133 —(1— 2%)sen(%E — 2mi)
o, \W1) = 5 ™ i
0p; 2 — (1—22) (1 — cos(2NJ — 2—N~))
i
=0

Para o N + 1-ésimo voértice temos

ZjIEN(t) 2

— 4/ 1 — 2zZcosp;

o V-1 \V 3
V1—ah(t) —yx(t) ’

OH —yx(t
O o) mun(®) = 52 l +
TN i=0 1 — zkzj — /1 — Z2(zn(t)cosp; + yn(t)senyp;)
wm:N(t)
V1-ag(t Z/N(t)
Fazendo z; = z;, = 2, p; = 21"7j, zn(t) = yn(t) = 0 e zy = 1 temos
aH kY1 I z2cos2ﬂ
i) = 5y TR
2 £ 1—2

j=0

kY122 = 2mj

= 5 iss LN

=0
=0
. 0H
Finalmente, mostraremos que —(Q;) =0
Oyn
zjyn(t) 2
— /1 — ziseny;
L M-l \/ j
V1—a%(t) —yy(t) ’ N

O0H
gy P EN ()2 ®) =
o o ; 1 — zkz; — 1/ 1 — 22 (zn(t)cosp; + yn(t)seny;)

wkyn (t)

V1= a5 (6) — v (6)

Fazendo z; = z, = 2z, p; = ZN , N (t) = yN(t) =0e zy =1 temos

8H ay V1 — 22 zzsen2—’r=7—

8yN N 2  1-z

kvV1—22 N_lsen27rj
2 1—2 o N

Vi— 22 N—lsenwj T
1—=2 N N

§=0

= —K

=0




6.3. ESTABILIDADE SEGUNDO LIAPUNOV DO EQUILIBRIO 141

6.3 Estabilidade segundo Liapunov do equilibrio

Agora, mostraremos que o ponto de equilibrio Q; é estivel segundo Liapunov. Para simpli-
ficar os calculos, faremos uma nova mudanga de variaveis linear. Para este propdsito, usaremos
uma matriz T ortogonal (2V +2) x (2N +-2) definida a partir da matriz T} ortogonal 2N x 2N
definida em (5.11) da seguinte forma:

77 0 0 O
0 1 .0 0
0 07y 0
0 0 0 1

E fécil verificar que TM = MT, e que KT* = T*K. Substituindo a transformacio @ =
Q1 + T¢ na equagao (6.11), obtemos

T¢ = KVH(Q, + T¢)
ou seja, se tomarmos I—~I(§) = H(Qy + T¢), como Vﬁ(f) =T'H(Q:1 + T€), obtemos

ME = KVH (&) (6.14)

Assim, estudar a estabilidade segundo Liapunov do equilibrio @), é equivalente & estudar
a estabilidade segundo Liapunov do equlibrio £ = 0 de (6.14). A demonstracéo de que H é
uma integral primeira de (6.4) mostra também que H é uma integral primeira de (6.14) e,
portanto, Gy(¢) = H — H (0) é uma integral primeira deste sistema . Como VH (0)=0e
D?H(0) = T'D2H(Q,)T, a série de Taylor de G'; em torno de £ = 0 ¢é dada por

1
Gi(€) = 36 (T'D*H@Q)T) € + ...
onde as reticéncias significam os termos de ordem superior. Assim, para mostrar que £ =0 é

um ponto de maximo estrito de G; calcularemos as derivadas parciais de segunda ordem de
Hy em Q. Para isto utilizaremos as formulas

N-1 .
| 0, para N = 2
3" sen?(22) :{ ; PR (6.15)

= N & paralN > 2
N-1 .
2 2 N=2
> cos?(S) = {0 PR (6.16)
P N 5, paralN > 2

que estao demonstradas no apéndice A.



CAPITULO 6. ESTABILIDADE SEGUNDO LIAPUNOV DE UM ANEL DE VORTICES
142 EM UMA LATITUDE FIXADA COM UM VORTICE NO POLO NORTE

Para | # 7,

zj(t)

PH,  x a( —en(®) + s (e (Ocosy (1) + yn(Bsens(0) )

820z 20z | | _ zi(t)zn(t) — /1 — 22(t) (@ n(t)cosp;(t) + yn (t)seny; (t))

=0

Por outro lado,

02 205 1 (t)an(t) — /1 — 2(0)(@n(E)cosp;(t) + yn (H)senp; (£)

8% H, 3 ( —zn(t) + \/%(mw(t)coswj (£) + yn (£)seny; (1)) )

z (t)cospx + yn(t)seny;(t)
(1 = z(2))3?

1 —zj(t)zn(t) — /1 — 23(t)(zn (t)cosp;(t) + yn(t)seny;(t)) -

—zn(t) + :i(ii(t) (zn(t)cosp;(t) + yn(t)seny;(t))
1 — z(t)zn(t) — /1 — 22(t) (zn(t)cosp;(t) + yn(t)senyp; (1))
—an(t) + 2 (o (t)cosps () + un (t)sen; (1))

(1 — Z(8)an () — /1 — 22(8)(@n (t)cosp; (t) + yN(t)sempj(t)))T

Fazendo zy(t) = 1, zn(t) = yn(t) = 0 e z;(t) = z, obtemos

0’H K
22 (@) = T =2y

Para0< j5,I< N —1,

9% H, 3 ( zn(t)y/1 — 22(t)seng;(t) — yn(t),/1 — 23(t)cosp;(t) )

Fpi9p; Opr \ 1= zi(t)zn(t) — /1 — 27(t)(zn(t)cospi(t) + yn (t)senyi(t))

5 —aNy 1= 22(t)cosi; ()3 + yN(t)\/l—fz()sencpJ(t)éﬂ
21— z(t)2n(t) — v/1— 22(8) (zw(t)cospi(t) + yw(tsenei(t))
1 — 23(t)(—zn (t)seny; ()00 + yn(t)senep;(¢)d;:)

1 — z(t)zn (t) — /1 — 22(t) (@n(t)cosps(t) + yn(t)seny;(t))
1 — 23(t)(zn(t)senyp;(t) — yn(t)senp;(t))
1~ a(®)zn(t) — /1= 20 @n(t)cospi(®) + yn(B)sengi(D))
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—an(t)1/1 — 22(t)cosp;(t) + yn(t)/1 — 22(t)seng;(t)

L= 2t (t) — /1= 220 (@n (O)cosprld) + unOsonpi(®)
(xN(t) 1 — 22(t)sengp;(£) — yw ()(/1 — 22(¢ )sen%(t))
1= zi(t)an(t) — /1 — 22(t) (zn (t)cosp;(t) + yn (t)seng;(t))

K
2

Fazendo zy(t) = 1, zn(t) = yn(t) = 0 e z;(t) = 2, temos

&’ H,
=0
&Plawj (Ql)

Para0 <[ < N -1,

B 2 (un () -
PH, N 1i gy e 1 — 22(t)seny;(t)
1—z;

dp10yn 2 i(£)z2n(t) — /1 — 22(t)(zn (t)cosp; (t) + yn(t)seny;(t))

& N-1 —1/1 = 22(t)(t)cosp;(t)d;

255 1 52n() — \/1— 2(0)(@n()eoses(1) + yn(E)senpy (©)

zj(t)zn (t)
<\/l—z%vu)—y%v(t)—\/l—z;?(t)sensoj(t)>
1 —zi(t)zn(t) — /1 — zjz(t)(a:N (t)cosp;(t) + yn(t)senyp;(t))
(—, [1— 22(t)(—xn (t)senp;()d; + yn (t)cosp;(t) Jl))

1—zi(t)zn(t) — /1 — 22(t)(zn (t)cosp;(t) + yn(t)seny;(t))

" /T O 0eos(t)
21— z(t)zn(t) — /1 — 22(t)(zn(t)cospi(t) + yN(t)sen(p,(t))

z(t)zn (t)

(\/I—z?v(t)—y%v(t)—\/l—zf(t)senw(w)
1= z(t)2n(t) — /1= 22(8)(zn (t)cospi(t) + yn(t)seney(t))
(—v/T= @ (—an(sene;(2) + yn(t)cosp))
1 — z(t)zn(t) — /1 — 22(t) (zn (t)cospy(t) -I—yN(t)sent,a[(t))

Fazendo 2n(t) = 1, oy (t) = yn(t) = 0, z1(t) = z e @t) = 2,

A T
&playN( ) = 2 (1-—2)2
rrcos 2zt

= N
T 2(1—2)
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Para0 <l < N —1,

0*H, Kk 0 zn(t)\/1 — z2(t)senpi(t) — yn(t)\/1 — 27 (t)cosp(t)
dzNOpy 20zn \ 1 — z(t)zn(t) — /1 — 22(t) (zn(t)cospi(t) + yn (t)seny(t))

V1 — 22(t)seng(t)

K

21— z(t)zn(t) — /1 — 22 (t) (zn(t)cosp(t) + yn(t)seng;(t))
e ® /T2 () cosy(t)
V1=2% () —v% (2)

1= z(t)zn(t) — /1 — 2 (t)(@n (t)cospu(t) + yn (t)sengi(t))

Fazendo z(t) =0, zy(t) = 1, zn(t) = 0 =yn(t) e pi(t) = 2"’ , temos

0% Hy Q) = kV1—2z2 sen(2"l)
Oz 0w ) = 2 1—2
fzrsen(%"’)

2 1—2

Para0<I <N -1,

2i(t)

PH, . ( —zn(t) + \/—2((’51\1( Jeospy(t) + yn(t)senypi(t)) )

Dandz  20un \ 1- a(l)zn(t) — v/1— ZO(@n(Ecospilt) + yn(B)senei(t))
zn(t) COSyp(t)z(t)

V1-2%(0)—v% ®) \/1-7 (t)
1— z(8) 2w () — /1 — 22(8) (an (t)cosu(t) + yn(senpi(t))
. zn (8)COSy (t)+yn (2)SEN i (t)
ZN (t) * \/l—zlz(t)
1 — z(t)zn(t) — /1 — 22(t)(zn(t)cospi(t) + yn(t)seny(t))
zn(t)z1(t) _ — 2
T o, V1 — 2z} (t)cosy(t)

= 2w (t) — /1= 2O @n(coseult) + yn(Dsener(2)

52 H, 7 =L
dzNO2 prer ()
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_ zcosZ (1 —2)—(1—2 ?)cosZrt
B V1 =221 — 2)?
B ncoszﬁ’(l — z)
2 r(1-2)?
K cos%’&l
g (1 — z2)

Para0 <[ < N -1,

O’H, Kk 0 —2n(t) + \/%(JUNU)COSSO[(@ + yn(t)seny(t))
Oyn0z  20yny | 1— zi(t)zn (t) — /1 — 22(t)(zn (t)cospy(t) + yn(t)seng(t))

—yn(t) S€Ny,(t)z (t)
V1-2% () -2 (1) V1-23(t)

1= z(t)zn(t) — /1= 22 (1) (zn(t)cospi(t) + yn(t)senpy(t))
—zn(t) + z (t)COSy; (t)+yn (t)SEN i (1)

\/l—zf(t)
L - 2(t)2n(t) — /1= 22 (&) (zw(t)cospu(t) + yw(t)senpi(t))
Tt — VI A@cosp)

1= 2(t)zn () — V1 = 27 (t)(zn(t)cospi(t) + yn (t)senp (t))

Fazendo zy(t) =1, an(t) = yn(t) =0, z(t) = 2z e py(t) = 2

N
82 H, 2R (-2 - VI= 2
—3yN3zl (Ql) = (1 — z)2
zsen2t(1— 2) — (1 — z%)sen 2zt
B VI—22(1 - 2)?
_ ksenZl(1-2)
2 r(l-2)?
k sentt
2 (1l —2)

Alem disso,

zj(t)zn(t) = = 2 (hcose.
) I Ve OO A
Ox%; 2 =0 v zi(t)zn(t) — /1 — 23(t)(zn (t)cosp;(t) + yn(t)senp;(t))
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ziv(t)z;(t)

\/1 — 22 (t)cosy;(t)

12} (t) — 3 ()
i=0 1 — z;(t)an(t) — /1 — 22(t)(zn(t)cosp;(t) + yn(t)senp;(t))

#(B)zn () — /1 — 22(t)cosp;(t
S a0 g Vet
(1= z(®an(t) = /1= 2() (@n(B)cosps(8) + yn(t)senp; (1))

z(t)/1 — 2% (t) — vk (1) +

—

| X

Fazendo zy(t) = 1, z;(t) = z, zn(t) = yn(t) = 0 e p;(t) = 22

N b
8%H, @) = K N-1 z(1—2) — (—\/1——7003%)(—\/1 — z%os%’{,l)
o 2 e (1—2)?
B nIVZ_:l 2(1 —z) — (1 — 2%)cos?2L
! (1—2)?
j=0
N-1 N-1 2277 N-1 22mj

4(1 —2)

_ —kN(1 — z)

41 -2)

_ —kN

4
Temos antes que,

zj(t)yn(t) B T,

- IR N Sioa0-ne VTt
oy 2 = Oyn 1—zi(t)zn(t) — m(xp/(t)cos%(t) + yn(t)senyp;(t))
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5(0VI= 70 — vl + s

v/ 1 — 27 (t)seng;(t)

1 -z} (t) — v (t)

=0 1= 2j(t)an(t) — /1 — 22(t)(zn (t)seny;(t) + yn (t)seny, (1))
SOWl) o
NI OET O A A
(1= %(@zn(®) — /1= @) @ (E)cosps () + yw(seng; (1))

—

| &

PHy gy = 53 #1=2) = (VI=Fsenfh)(-VT -~ Poen’
= a 1 b—3 —_—
Yy 2 o (1— 2)2
N-1 2\ s 2 27]
— l“n‘.z:Z(l—z)—(]_—z)SenT
-2 — )2
2 ]:0 (]‘ Z)
_ .5 = z k Y= sen? 2ok NZ_I zsen?2l
241 —2 244 1-z 244 1,
J::O ]=0 ]:0

2kN — kN — kNz
4(1 - 2)
—kN(1 —2)
4(1 — 2)
—kN
4

Paral#k 0< k<N —1

PH, k9 on(t)/1 — 22 (8)sengi(t) — yw (£) /1 — 22(E)cosi(t) )
0201 20z \ 1~ a(t)zn(t) — /1= 22()(zn(t)cospi(t) + yn (t)seny(t))
0
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Além disso, para 0 <[ < N —1

PH, kD ( en(t)/1 = 22(B)senpy(t) — yn(£)1/1 — 22(£)cosi(t) )

g} 20p1 \ 1 = z(t)zn(t) — /1 — 27 (t)(zn(t)cospi(t) + yn(t)senyi(t))

& an(t)y/1 = 7 (t)cospi(t) +yn(t)y/1 — 2}(t)sengpy(t)

21— z(t)en(t) — /1 — 22 (t)(zn(t)cospi(t) + yn (t)senyi(t))
(mN(t)\ /T~ Z{@)sengy(t) — yn(t)/1 - 27 (t)cosapl(t))

(1 - 2®zw(8) - /I= @ @n(Deospu(®) + yn(Bsenpn(®)))

Fazendo zy(t) = 1, z;(t) = z, zn(t) = yn(t) =0 e ;(t) = 2%1

0H,

5@7(@1) =0

Finalmente, para 0 < I < N —1

PH, kO ( o (t) /1= 2 (B)senpi(t) — yn () /1= 2 (E)cospu(?) )
920¢ 202\ 1 - z(t)zn(t) — /1 — 2 (t)(@n(t)cospi(t) + yn(t)seny(t))
—zn(t)z(t)senpi(t) | yn(t)z(t)senyi(t)
21— z(t)zn(t) — /1 = 22(t)(zn(t)cospu(t) + yn (t)senyi(t))
k5 an(t)y/1—Z(B)senpi(t) — yn(t)y/1 — 7 (¢)cospu(t)
21— z(t)zn(t) — /1 — 22 (t)(zn (t)cosi(t) + yn (t)senii(t))
—an(t) + 2 (an (t)cosi () + yw(tsenin ()

1— z(t)zn(t) — /1 — 27 (t)(zn(t)cospy(t) + yn(t)senyp(t))

Fazendo zy(t) = 1, zi(t) = z, an(t) = yn(t) = 0 e p;(t) = 217(,—’

0*H,
Bz,Bgo, !

=0

Para calcular D?Hy(0), vamos ignorar os termos da diagonal da hessiana D*Hj(Q:) por
um momento. Sem eles, a hessiana D?H,(Q,) fica, em forma de blocos,

0 Upe 0 Uy

t t
o — | Y= 0 u;, O
0 Uzze 0 Uy
ut 0 ut 0

Yy 2y
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(92H2 82H2 82H2

onde Ugg, Upy, Uze € Uy 20 08 vetores colunas formados por , : e
dp;zn’ Opjyn O0z;zy

9*H, ) .
comj=0,1,..., N — 1, respectivamente. Como
9z;yn
TF 0 0 0
¢ |0 1 08 0
= 0 0 7Tf 0O
0t 0 0 1

temos entao que
0  Tiups 0 Tiugy
TtCT _ ’lLf’PmTl 0 uile 0
0 Tl""u,zz 0 Tltuzy
u;yTl 0 uinl 0
Vemos que temos que encontrar os produtos do tipo TiUye. Usando as expressdes das
derivadas parciais de segunda ordem da fungio H,, temos que

2(N-1)
kvV1 — zzsen(%) n\/l——ﬂsen(%) kV1— z%sen (%)

Uz = | 0, 20—2) ' 2(1-2 7 2(1 - 2)

Observamos que este vetor é um multiplo da tltima coluna da matriz Ty, e portanto
perpendicular & todas as outras. Assim serd perpendicular s linhas de Tt, a menos da tltima
linha e isto dd a tinica componente ndo nula obtida pela multiplicacdo na posicao N — 1, e
chamaremos este valor de .. E facil ver que

o KT Nz_:lsen2(217r/N) _ kry/N/2
21— 2) & N/2 2(1-2)°

s 2(N-1)
kV1—22  KkV1— z%cos(&) V1 — 22cos ( N W) 0
2(1-2)" 20l—2) 7 2(1-2) '
valor —a ocorre na posicao 1 em Ty € é a Gnica componente nao nula deste produto. Os
vetores U.q € U,y por sua vez sdo dados por

Por outro lado, .y, =

2(N-1)
K Kcos(37) "‘COS( N W)

2V1-2(1-2) 2/1-2(1—2) " 2/1-2(1-2)

Uze = -

2AN=1)m
Ksen(2r) fsen ((_N)—>

O 2(1-2)""""" o0/1-22(1-2)

uzy ==
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A tnica componente ndo nula de Ttu,, é a primeira e a unica de Tju,, é a componente
N — 1, ambas iguais a 3, onde (3 é dada por:

N-1 o .
P KT Zcos(2l7r/N)_ VvV IN/2

2(1 - 2) i N/2 C2r(1—2)
N-1
Observe que o termo de rotagao de H, w (Z zi(t) + nzN(t)), contribuird para as deri-
i=0

vadas de segunda ordem uma vez que zy(t) = /1 — z%,(t) — y%/(t) e portanto

827,N . 8221\/ -1
oz3, Oy

quando zn(t) = yn(t) = 0.

Combinando a hessiana de H; com a matriz diagonal D = T*DT (esta igualdade ocorre,
pois a;g"’(Ql) = —g5 Para j = 0,1,.. ., N — 1) cujos elementos diagonais sao iguais aos
J
elementos da diagonal da matriz D?H,(Q1), com Hs e com o termo de rotagao, a hessiana de
H calculada na solugéo estacionéria é

o 0 0 --- 0 0 0 0 O 0 0
0 oo 0O --- 0 0 0 0 O 0 —«a
0 0 o9 ... 0 0 0 0 O 0 0
0 0 O on-1 a 0 0 0 0 0
G = 0O 0 O a oy 0 [ 0 0 0
0 0 O 0 0 X 0 O 0 0
0 0 O 0 g 0 XA O 0 0
0 0 O 0 0 0 0 X 0 0
0 0 O 0 0 0 0 0 -+ Ay B
\ 0 —a 0 0 00 0 -~ B v
Observe que os elementos g, 01, - - ., oy—1 na diagonal do primeiro bloco (N —1) x (N-1)
sdo os mesmos das posicoes correspondentes da matriz hessiana de Hy, pois as derivadas de
segunda ordem de H, em relacio a cada um dos g;, j = 0,1,..., N —1 é nula. Por outro lado,
os elementos Mg, A1, . . ., Ay_1 na diagonal do segundo bloco (N —1) x (N —1) tem a contribuigao

dos elementos correspondentes das matrizes hessianas de H; e de Hy. Os termos oy € Ay vém
do termo de rotacdo e os demais termos vém dos resultados obtidos pela transformacao 7.

Os termos ao longo da diagonal tém os seguintes valores:

k(N —k
ok:——(—z—) parak=0....,N -1
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N —(N —=1)(1+ 2%) + k(N — k) K
o 2(1 — 22)2 2(1 — 2)?
—(N —1)(1 4 2%) + k(N — k) — x(1 + 2)?
= ak=0,1,...,N —
201 = 272 parak =0,1,..., 1
kN
ON = Ay = —7 + Kw.
Das expressoes acima, é imediato que oy = oy_j € A\p = An_k, parak=0,1,... N —1.

Observe que parte da matriz G ja esta na forma diagonal de modo que alguns autovalores
podem ser vistos facilmente. Estes sao

00:0

(N =1)(1+ 2%) + &(1 + 2)?

Ao =—
0 2(1 — 22)?
(N — k
ak:—¥parak:2,3,...,N—2
— 2y _ _ 2
)\k:_(N D@ +2%) — k(N — k) + &(1 +2) parak=2,...,N —2
2(1 — 22)?

Resta encontrar seis autovalores, que veém das duas matrizes abaixo

o1 0 —a o1 a 0
0 /\N_1 ,B (04 ON :3
—a B Ay 0 B M\

Como 0) =on_1 € \y = Ay_; € Ay = oy, temos que:

oL — K 0 —a ON_1 — |4 «a 0
det 0 AN—1— I B = det a oN — I Jé]
—a B AN — 1 0 B A—

Assim, obtemos que elas tém o mesmo conjunto de autovalores reais. Portanto, a analise
da estabilidade pode ser reduzida & anslise dos autovalores de uma dessas matrizes. Como
or <0 parak=2,...,N — 2 nos s6 precisamos verificar em que condicoes \; < 0 para os
mesmos indices. Como temos que A\ = Ay_j € 0 maior autovalor ocorre para k = [ ], basta
impor que /\[ < 0. Para a matriz

(N-1) 0 k\/N/2vV1-22
T2 T 2(1-2)
M — 0 —(N=1)22—x(1+2)? _ Ky/N/2
3= 2(1-22)2 2(1-z)V/1-22 !

2(1-z) T 2(1-2)V1-22 4

_ r/Nj2V1=27 x+/N/2 KN (K,(N—l)+n2(l+z))
N 4
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ao invés de calcular seus autovalores diretamente, é mas facil decidir se todos os autovalores
sao negativos olhando para os determinantes dos menores principais da diagonal principal
(critério de Sylvester). O primeiro elemento da diagonal de m3 ja € negativo e o préximo
menor sera positivo se

Fi(z,k)=(N =12+ k(1 +2)? >0 (6.17)

e finalmente nds precisamos | m3 |< 0. Acontece que a expressao para o determinante de ms,
calculado pelo Maple, se fatora em

| ms |= k(N —1)z+ k(1 +2))((N —1)2(22 — N —2Nz+ N22) + k(2 — N + Nz)(1 + z)?)

16(1 — 22)3
como o denominador é sempre positivo, basta exigir que
kFy(z,k)F3(z,k) <0 (6.18)
onde
Fy(z,k) = (N —1)z+ k(1 + 2) (6.19)

Fi(z,6) = (N —1)z(2z2 = N —2Nz+ Nz*) + 5(2 — N + Nz)(1 + z)* (6.20)

J& que as funcoes de Fy, Fy e F3 sdo todas lineares em k, nés podemos tragar os graficos
de suas curvas de nivel zero no plano zk e assim encontrar as regioés onde os trés autovalores
serdo negativos. Estas curvas de nivel sdo dadas pelas seguintes expressdes para x como fungao
de z

B (N —1)22
() = - (1+2)2°
B (N —-1)z
9(2) = ="

(N —1)2(2z — N — 2Nz + N2z?)
- (2= N+ N2z)(1+2)2

93(2) =

Para N = 3, basta analisar a matriz m3. As trés curvas

_ B _(N —1)22
K'l(z) — gl(z) - (1 + 2)2 )

B _ _(N —1)z
1{2(2,') - 92(2) - (1 + Z) )

(N —1)2(22 — N —2Nz + Nz?)

(2— N+ Nz)(1+2)? ’
definem as fronteiras onde os autovalores sao negativos para mg. Nos graficos abaixo, as
regioes onde os autovalores sdo negativos estao sombreadas .

k3(z) = g3(2) = —
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I T ] T 1
4 _——ﬁh——w

—g

gl
- a2
- g3

(a) gréficos das curvas de nivel zero no plano zk de Fy, F; e Fj para N = 3

- g3

(b) regido onde os autovalores sio negativo para N = 3
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Para N > 3 temos que considerar A\, parak =2,..., [%] Como estes autovalores estao em
ordem crescente (A, — k% + kN + cte, crescente em [2,% ) o maior valor alcangado é quando
k= [%], ou seja, basta olhar para este autovalor.

Para N par, k = % e

. (N = 1)1+ 22) — (N = D) 4 (1 + 2)?

T 2(1 — 22)2
(N -1+ 2+ 2 — k(1 +2)?
B 2(1 — 22)2
B —(N—l)—(N—l)zz—I—NTz—n(1+z)2
N 2(1 — 22)2
=N +1-(N-1)2+% —s(1+2)?
N 2(1 — 22)?
N N+1—(N-1)2%—&(l+ 2)?
2(1 — 22)?2
2
(22) - (N = 1)22 = k(1 + 2)°
- 2(1 — 22)2
Para N impar, k = % e
\ (N =1)(1+22) - (NEE) AL — k(1 4+ 2)?
2 = 2(1 = 22)2
_ W= - -1)22 - () — k(1 +2)°
2(1 — 22)?
_ N +1— (N —1)22 4 QD) _ 57 4 52
2(1 — 22)?2
_ SN 41— (N —1)22+ 80 (14 2)?
2(1 — 22)?

+ D N 41— (N —-1)2 — k(1 +2)-

2(1 — 22)?
_ +——(N—1)4(N—3) — (N — )22 — k(1 + 2
2(1 — 22)?

Para todo N > 4, as curvas de nivel zero de g1, go, g3 € k4(2) = g4 no plano zx definem
as regioes onde os autovalores sdo negativos. Os casos N = 4,5,6,7 e 8 estdo mostrados nas
Figuras 6.1, 6.3, 6.5, 6.7 e 6.9 respectivamente.
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Podemos observar que a equacéo /\[%] = 0 € linear em x para N par ou impar, de modo

que dela nos podemos facilmente tracar o grafico de sua solugdo, £ como uma funcio de z. A
nova fungdo que temos de considerar é:

(("’—;2—)>2 — (N = 1)22

(1T 27 para N par,
4= (N-1)(N -3
( )( ) _ (N _ 1)22
4 (1T 2)? para N impar.
z
61 -‘\
| \
\
2_ ~
r T T
-1.0

— qf — g4

Figura 6.1: graficos das fungdes g;, g, g3 € g4 para N = 4 (a)
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)
r |
|
10 w7 06 00 0.5 1.0
0™
— =6
- gl g
— g
—— 3

Figura 6.2: regido onde os autovalores sao negativos para N = 4 (b)




g4

_ ;
g2
q3

Fi
gura
6.3:
: grafi
cos d
as
fu
ngées g
1
)y 92
» g3 €
9a
para
N
=5 {
a)



CAPITULO 6. ESTABILIDADE SEGUNDO LIAPUNOV DE UM ANEL DE VORTICES
158 EM UMA LATITUDE FIXADA COM UM VORTICE NO POLO NORTE

]
o™
E l T |
40 05 00 05
-
| X3
i
=%
gl I
g2
- g

10

Figura 6.4: regifo onde os autovalores sdo negativos para N =5 (b)
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—qi
__92
— g3

g4

Figura 6.5: gréficos das fungdes g1, go, g3 € g4 para N =6 (a)
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=1 1 T T T T
= -05 00 0.5 1.0
— 30
9; gt
g
g3

Figura 6.6: regido onde os autovalores sdo negativos para N = 6 (b)




Y
,,\_\\-
I T T T T T T — =
-1.00 ? 033 1.00
— gt — @

Figura 6.7: graficos das fungdes gy, ga, g3 € g4 para N =7 (a)
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Figura 6.8: regido onde os autovalores sdo negativos para N =7 (b)
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25_ 1‘
&
\
|
|
\ |
5 |
\
' \
I T o T 1
-1 1
— g; — gé
-/ 4

— @

Figura 6.9: graficos das fungdes g1, g3, g3 € g4 para N = 8 (a)
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2%
-
167 I
E'i‘o;
"
r T T 0 T T i
-1.00 033 0.33 1.00
gl - g4
—
g3

Figura 6.10: regido onde os autovalores sdo negativos para N = 8 (b)

Observacao 6.3.1. Para 4 < N < 7 as fungdes g4 tem duas raizes em —1 < z < 1l e
também um valor maximo neste intervalo. Alem disso, ela tende para —oo quando z — —1.
Isto permite a existéncia de uma regidao onde os autovalores sdo negativos para k negativo,
préximo a z = —1. Quando N > 7, g4(2) tende a +co quando z — —1 e portanto esta
regiao desaparece. Para N =4, 5 e 6, as curvas g4(z) e g2(2) se interceptam e, & esquerda do
ponto de insterseccdo, go(z) é limite inferior para a regido onde os autovalores sdo negativos.
Para N > 7 a funcdo g4(z) é o limite inferior para todo —1 < z < 1. O caso N = 7 é caso
de transicao, e aqui a funcio g4(z) se simplifica para g4(z) = 6((11;:)) . De z = —1 & sua raiz em
z = 1, esta funcdo é o limite inferior para x em todo o intervalo —1 < z < 1. Para todos os

valores de N > 2, a funcéo gs(z) impde um limite superior sobre x, desde seu ponto singular
(N-2)
N

em z = até z = 1.

Observacao 6.3.2. No seguinte teorema, juntamos os nossos resultados. Os intervalos em x
onde uma configuracao é estdvel muda em certos valores de z. Estes valores sao indexado por
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N e eles sdo ay as raizes positivas de g4(2) = 0, By a instersecdo de 94(2) e g2(2), e yn, que
€ o ponto singular de g3(z). Os valores de interesse em —1 < z < 1 sao.

Vi VB 2/

M="3 BT % 5
1 1 4

Ba = 3 , Bs —3 ﬂs——g
N —

pi
para todoN > 3

Teorema 6.3.3. Um anel de N vértices de intensidade 1 na latitude z nos vértices de um

poligono regular e wm vdrtice no pélo norte da esfera de vorticidade k ¢ estdvel sequndo Lia-
puUnov nas sequintes Tegioes:

Caso N = 3:
para —1< z< (2_;/@ quando g3(z) <k <0 ou go(2) < K,
para 52_3—‘/1—3) <z< -3 quando 0<k <gs(z) ou go(2) <k,
para —% <z2<0 quando 0 < Kk < go(2) ou g3(2) < &,
para 0<z<i quando 0 <k,
para $<z<1 quando 0 < k < g3(2),

Caso N = 4,5 ou 6:

para —1<z< —ay quando  g4(z) <k <0 ou go(2) <k,
para —oay <z < fy quando 92(2) < kK,

para [y < z<qy quando 94(2) <k,

para Yy <z < ay quando g4(z) < K < g3(2),

para  ay <z<1 quando 0<&k < gsz(2),

Caso N > 17:

para —1< z <7y quando 94(2) < kK,
para  yn <z<1 quando g4(z) <k < g3(2).

6.4 Dois vértices em uma latitude fixada e um vértice
no polo norte

Vamos, nesta se¢ao, estudar o caso em que N = 2, pois algumas segundas derivadas de H,
no equilibrio tem expressées diferentes do caso N > 2. Nés usaremos os mesmos métodos que
para N > 2. A func¢do hamiltoniana a ser considerada é

H=H;+ Hy —w(z+ 21 + k2) (6.21)
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onde H; e H, sio dada por (5.2) e (6.1) respectivamente (com N = 2) e o sistema correspon-
dente é

MQ =KVH(Q) (6.22)
onde Q = (o, @1, T2, 20, 21.Yy2) M e K as matrizes 6 x 6

100000
010000
00x000

M=lo00100]|
000010
00000 x
000 -1 0 0
000 0 -1 0

looo0o 0 0 -z

K=1100 0 0 o
010 0 1 0
002z 0 0 0

Agora, mostraremos que o ponto de equilibrio @ = (0,0, z, 2,0) é estavel segundo Lia-
punov. Para isso, consideremos as matrizes

T, 0 0 0 o
r=| o omo| (% )
1 V2 V2
0t 0 0 1

e a transformacdo linear Q = @ + T¢. Como ji vimos, TM = MT, KT* = T'K, e se
definirmos H(£) = H(Q + T¢), a subtituicdo desta transformacao na equagao (6.22) fornece

M = KVH(£) (6.23)

Queremos assim estudar a estabilidade do ponto de equilibrio £ = 0 de (6.23).

Como jé vimos, a fungdo H é uma integral primeira deste sistema e, portanto, G =
H — H(0) também é uma integral primeira. Como VH(0) =0e D2H(0) = TTDZ(Q)T entao
a serie de Taylor de G em torno de £ = 0 é dada por

1 ~
G(e) = 5¢7 (TTD?H(Q)T) E+...
Os célculos da hessiana de H; permanecem os mesmos e seus autovalores sao

1 1422 =z

0o , 01 2 y» N0 2(1 _22)2, 1 2(1_22)2
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Como j& dizemos no inicio desta secio algumas das derivadas de segunda ordem de H, tem
expressoes diferentes do caso N > 2. As componentes da hessiana de H,, sdo dadas por:

9?H, .,
m =0 para 1 7£ I

32H2 —K

922 2(1— 22)2’

0%*H.
= =0,
o5

P, _ &H,
8<pj8:z:2 n 8zj(t)3y2 S

PH,  —rr(—1)
8goj8y2 2(1 = Z) ’

82H2 . —K,(—l)j
82j8$2 - 2’)"(1 o Z),

82H2 . —K
ox3 T 1=z
0%H, =Kz
gy 11—z
0%*H, B
0z20y,
9%*H,

W:O paraz#y,
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O?Hy
dpi(t)0z

com 1, 7 tomando os valores zero ou um.

Agora, calcularemos a multiplicacao TtDsz(é)T. Para isto ignoraremos os termos da
diagonal da hessiana D?H,(Q) por um momento e denotaremos esta matriz por C. Usando a
mesma motivagdo que no caso N > 2, temos

Tlt 0 0 O [2 Uz 9 Uy
¢ . 0 1 0t 0 U, 0 u,, 0
TCT = g 010 0w, 0 ut
i t t t
00 00 1) \ut, 0 uf O
7, 0 0 O
0t 1 0° 0
0 0Ty O
0 0 0" 1
0 Tiu,, 0 Tiu,,
N 0 Tiul, 0 Tiul,
ul Tf 0wl Ty 0

11 OH,
T = \{i \/? 8(5(}?;:2

NoG) 310y
1 1

_ | v2 2 (0)
1 1 0
V2 V2

- (s)
0 b
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1oL om,
e = | ¥ V1 || %0
V2 V2 02107,
1 1 ( __—k
2 2 2r(1 — 2z
(g 2) (==
\ V2 V2 2r(1 - 2)
0
_ —k ,
Vor(l - z)
1 1
OH, OH, ) E %
t . =
Hoy 1 (390031/2 910y, L1
V2 V2
1 1
_ —kr kr E ﬁ
o\ 2(1-2) 201-2) L
ViV

- (o s )

Ttg, = (upyTh)' =

( 0
— —kr
V2(1 - 2)

)

:(Oﬁk-z))
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11 9H,
Tlt'“'zy = \{i \/% aéz)l.)f:afgz

NG 810y,
1 1

_ | v2 V2 (0)
1 1 0
V2 V2

- (o)
0 )

ut, Ty = (Tiusy) = (0,0).

2y

Combinando os resultados da multiplicdo T*DT onde D é a matriz diagonal com elementos
na diagonal iguais aos elementos da diagonal da hessiana D2H2(Q com os elementos da
multiplicagao T C' T obtemos a matriz

T'*D*Hy(Q)T =

0 0 0 0 0 \
0 0 0 =
V2(1 - 2)
K =K
0 0 — 0 —_— 0
11—z V2r(l — z)
—K
0 0 0 S 0 0
2(1 — 2)?
—K —i5
0 0 - 0 S 0
V2r(l — 2) 2(1 — 2)2
G 0 0 0 e
K \/5(1 - z) 1—2

Finalmente, obtemos usando (6.21), que a hessiana no ponto de equilibrio é

D*H(0) =

0 0 0 0 0 0
g =4 0 0 0 T

0 0 —rEgEERE 0 e 0

0 0 0 R 0 0 :
0 0 o 0 e 0

0 w0 0 o gl
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lembrando que esta matriz foi construida a partir da soma das matrizes hessianas de H 1 e de
H, e do termo de rotagdo. Nao é dificil ver, por permutacao de linhas e colunas, que esta
maftriz tem os mesmos autovalores que

0 0 0 0 0 0
1 —K
0 2 ( \/2_(122) ) 0 0 0
_ k(24222 —k(1+42)
) Vi e (2 30 (142)) ¥ ;
K(24-3z+k(14-2 —K
oY R G R I
—K z°4+rk(142
. 1 0 VB e 0
0 0 0 0 0 — s
Portanto, dois de seus autovalores sio:
00=20 (6.24)
€ 2 ( )2
1+2°+k(1l+2
Ao = — 6.25
0 2(1 + 22)2 6.25)
e os outros autovalores vém das seguintes matrizes
1 TR k(2+3z+k(142)) —r
_ 2 V2(1—2z) i - ‘2(151—22) - V2r(l—z)
mp = —xr n(z+222—n(1+z)) € My = —x _ 22+k(1+2)? :
Va(i-2) Va(1—2) Va(1-2)r 2(1-2)2
Usando o Maple achamos que os autovalores de ms sio:
22+ k(1 + 2)?
Ny = — R Sl et 6.26
243 1
7 =22 E 824 B 1)) (6.27)

2(1 —22)

Os autovalores \; e oy da matriz de m; sio dadas por expressoes complicadas, dificeis de
analisar. Entao, usaremos o critério de Sylvester para matrizes definidas negativas. Para que
ele seja satisfeito, basta que |m;| seja positivo . Mas

—k(1 +22) (z+ k(1 + 2))

frmaf = = 4(1 — 22)

Como o denominador desta expressio é sempre positivo, podemos garantir que o determi-
nante é positivo quando

F(z,k) = k(1 +22)(z + k(1 +2)) <0

A menos do autovalor og = 0, para que todos os outros autovalores sejam negativos nés
devemos exigir A\g < 0, 05 < 0, \; <0e F(z,&) < 0. De (6.26) e (6.27) ¢é 6bvio que \g < Ay, de
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modo que a condigdo para \g pode ser ignorada. As fronteiras para estas condicoes podem ser
encontradas ao tragarmos as curvas solugao de F'(z,k) =0, o3 = 0 e A\; = 0. Estas equacoes
dao origem a cincos curvas:

1 —z —22 B 243z
1+2?2 "7 14z

Estas curvas e retas estdo desenhadas nas figuras abaixo, e as regioes onde os autovalores
de m; e my sdo negativos estao sombreadas.

Figura 6.11: N=2 vortices
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Figura 6.12: N= 2 vértices

Como sempre, o autovalor nulo corresponde ao fato de H ser invariante por rotagao e
consideramos o problema no espaco quociente..

J& que os autovalores de m; e m, sdo negativos, temos que £ = 0 é um ponto de méximo
estrito de G, e consequentemente, a funcdo —G serve como fungao de Liapunov para o equilibrio
§=0de M{ = KVH(£), e pela proposicao (1.4.2), temos estabilidade segundo Liapunov para
o equilibrio estudado.
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Conclusoes

Nosso objetivo neste trabalho foi estudar boa parte do artigos (7] e [6] sobre as estabilidades
espectral e segundo Liapunov de um sistema constituido por um anel de NV vértices pontuais no
plano e na esfera e também do sistema com um vértice adicional no centro, no caso plano, e no
polo norte, na esfera. Mas os célculos foram na grande maioria feitos de modo independente,
seguindo caminhos um pouco diferentes do original.

Este trabalho me proporcionou a oportunidade de me aprofundar nas técnicas utilizadas
para atacar problemas hamiltonianos. Acreditamos que com base no presente trabalho possa-
mos abordar questées um pouco mais gerais. Entre estas mencionamos:

e O estudo de dois anéis de vértices concéntricos no plano, com os vértices de um anel nas
mediatrizes dos vértices do outro anel.

e O estudo de trés ou mais anéis concéntricos no plano.

e O estudo de dois anéis de vértices, em latitudes diferentes, na esfera.

Além disso, esta dissertacio fornece uma base sélida para o estudo dos diversos problemas
de interesse associados aos vértices. Esperamos no futuro voltar a trabalhar nesta, ampla gama
de problemas.
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Apéndice A

1 1 1 “e 1
1w w? o Nl
2 4 2(N-1
Proposicao A.0.1. Sejam W ¢ B definidas por W = | 1w w s wiD
i w/\}—l wz(&—l) ... w(ﬁ—1)2
WA+wW  (W-W)
e B= \/Lﬁ —i(Vl?—W) W respectivamente. Entao B é ortonormal e B'JB = J.
2 2

Demonstragdo. Basta cdlcular

1 (W+W)  i(W-W) WTiw?  —iwT-w")
(BBY) = — | 2 _ 2_ 2 P
N —i(W-W) (W+W) (WT-W") WwT+w?T
2 2 2 2
_ 1 /ww o
N\ 0O wWwW )
Os elementos de W séo w;; = w01 para 1 <, < N:
N
N Z Wy Wy; parat = j
(ww),; = Z’wilmlj = ¢ &
=1 Z Wy Wy; parat # j
1=1

Para i=j, temos:

N N
Z Wy = Z w D=1 5= (-1)
=1 =1

N N
_ Z | w1 = Zl - N
=1 I=1
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Para i # j, temos:

N
E Wy Wy
=1

N
3 w0
=1

N

— Zw(i—l)(l—l)w(j—l)(t—n
=1
N

— zw(i—l)(l—l)w—(l—l)(j—l)
=1

N
—_ § wzl—z—l+1w341—l]+l
=1

N
§ : ,wzl—z—H-H-] —1-lj+l

=1

N

Zw(i_j)(l_l). Fazendo ,k=1—1, como | =1,..., N, obtemos, pela
1=1

proposi¢ao(1.5.4)

N-1
(ww)i; = Z w9k = 0.
k=0
W4W  i(W-W)
Mostraremos agora que B é ortogonal, onde B = \/LN —i(I'I?—W) (W—?—W) e
2 2
1 1 1 1 0
1 w w wh—1 0
1 'UJ2 w w2(N_1) O
W = . ) . . De fato, basta calcular
1 wl\./—l w2(1'v-1) w(N.“l)Z 0
0 0 0 0 VN
1 W4+W (W-W) W1T+WT _i(WT-W")
(BBY) = — 2 __ 2 2 2
N\ SW-W)  waw (WTHW')  wTawr
2 2 2 2
_ L (WW 0
- N\ O WW

Os elementos de W sao w;; =

w¥, para0 <14,j < N —1

V/N,parai=j=N.

Queremos calcular WW:

0,para0<i<N—-1lej=Noul0<j<N-lei=N
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N-1

N—1 Z’U)i[mli se 1= ] < N
1/ — . 1=0

(WW)ij - Z WaWii = § v

=0 wilmli Sei%j: OSZ)JSN

1=0
Para i = 7 < N, temos:

N N N—1
ZVVilWli = Zwilwli = Z wlw" 4wt = N para0 <7 < V.
1=0 1=0 1=0

Para 7 # j, temos:

N N-1
E Wwwy, = E wip' + wNghI
=0 =0

N-1
— § :wzl,L—U—lJ +w1NwN]

=0

N
— Z w9 =
=0

pois © — 7 # Omod N quando 0 < 4,57 < N —1 e i # j. De modo andlogo demonstra que

BB =1.
Agora mostraremos que JM = MJ, M~'J = JM~! e Bt M~! = Para isto
0
N I. 0 0
usaremos multiplicdo por blocos. Denotando M = 0 1) onde I, = )
K
10 0
01 - 0
eusando que I_' = | . | . | € asua inversa, ambas de ordem (N + 1) x (N + 1),
00 - 1

obtemos:
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It o 0 I
_1 o K
MJ_(O 1;1)(40)

_ (0o I
- \-1;' o )
P A | ' o0
M = (—I 0 0o It
_ (0o I
-\t o )
e, portanto, JM = MJ, M~'J = JM~'. Resta mostraremos que B‘M~!' = M~'B!
_ 1 W+W  —i(W-W) |
T 1 W i ®
M- = 2 N('( W-W) W+W )(0 =
1 (W 4+ W)LY —i(W —W)I!
~ oJN (W -WHI' (W +W)L!
1 WIZL 4+ WL W+ W)
9N UWI' —iWI'  WI'4+ WI!
MA1ET = 1 (b o W+W (W -W)
o/N\0 —I! i(W-W) W+W
_ 1 (IW+ W) - Y(W W)
- iAW -W) LYW+ W)

2VN
1 ( L'WA+IJ'W —I]'W i)' W )
o/N \GI'W —dI'W  IJ'W+I'W '
0,parar=Ne0<s<N-lour=Ne0<s<N-1
Como I_'W = WI' = g, parar =s =N e
w™, para0 <r,s <N —1
0, parar —Ne0<s<N—10ur—Ne0<s<N—1
ID'W = WI' = ‘/K—, parar =s =N , temos que
we, para0 <r,s <N -1
BtM~' = M~'Bt.

Proposigéo A.0.2. As sequintes identidades sao validas:

)2 2, se N=2
a)ZCOS nJ 5

N
5, se N >2
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c 2]"7’r—l<:(N—l<:), k=0,1,...,N
sen
g=1 N
@ = 1  AN2-1
=, sen2i™ 2

Demonstragao. Se N = 2, o lado esquerdo do item (a) se reduz a cos?0 + cos?t = 2. Para

N > 2, usando o fato de que
2m] 1, . .
N-1

segue que, usando Z w”’ = 0, para p # 0modN,

=0
N-1 . N-1
2ry 1 . ; 1 N
2 _ = 2 2%\ _ ton —
JE:Ocos N —4jE:0(w’+2+w7)—42N—2.

O item (b) segue do item (a) em virtude da identidade cos26 + sen?d = 1.
Para o item (c), observemos que

sen3r  (wz — w;zki) w__zki(wkj -1) wg(wkj —1)
Sen% (w% — ’LU:21) 'w:21('w.7 — ]_) w%l(uﬂ — ]_)
Assim,
—1 2m N—l .7 k] 2 N—l
= N _ wi—wr) (1 - w") = (1-k)j J 2j 4 ... (k—1)7)2
S_. Senzﬂ_zwkj(l_wj)z“zw I+w +w¥ - w ).
j=1 N j=1 j=1
Portanto,
N-1 k-1
S = w(l+2s— k)1+22 Z w(Hr+s—k)j
j=1 s=0 j=1 0<r<s<k-1

. Entao, para 1 +

N-1
—1, t # mod N
Pela proposicao (1.5.4) sabemos que E wht = ’
proposigao ( ) ey {N—l,t:OmodN

i=1
k—1
2s—k=0modN, como —N < 2s+1—k < N, temos que 2s+1—k =0, istoé,s:T.
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N-1k-1
Portanto, se k for par, 2s+1 — k # OmodN e Z Zw“”s’k” = —k. Porém quando k
j=1 s=0
N—1k-1
é impar Z Zw(1+2s_k)] = —(k — 1)+ (N —1). Agora, calcularemos a outra parte de .S e
j=1 s=0

somaremos o resultado. Para 1 + 7 + s — k = O0mod NV, novamente, temos usando o fato de

que —N < 147r+s—k < N, temos r+s = k— 1. Portanto, quando k é par o total de termos
k—1

k
para os quais 1 +r7+s=0com r < s é 2 quando k for impar o total de termos é

Como o total de termos em E wltrts=k)i ¢
0<r<s<k—1

s - —k+2(§(1\/—1)+(ktk—g)(—n)
— KN —F)

, temos para a soma S, no caso de

k par,

e, no caso em que k € impar, temos

s = —(k—1)+(N—1)+2<%(N—1)+(kzgk—k—;l>(—1)>
— k(N —k)

Isto demonstra o item (c). Agora demonstraremos o item (d). Observando que

; g . g
w/? — w9/ = 2isen™—,

N
segue que
N-1 N-1 ;
Loy (A.28)
G=1 sen2JI—\7;- j=1 (1 —w?)?
Como
2NN = IN,$N+1wN+1 _ IL‘N+11U, N2y N+2 — $N+2w2, eﬁé,

temos que, para |z| < 1,

1

T—ed = 14 2w’ + 2?w¥ 4 23w¥ - -
— ZU

= (142w +2%¥ +- -+ 2V ) (142N 422+
1

= 1_N (1 + zw? + 22w + - - +:vN_1w(N_1)j) .
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N-1
Levando em conta que, para qualquer inteiro p # 0 mod/N tem-se Z w”’ = —1, obtemos
=1
N-1
1
f(z) = L w——
Jj=1
1 2 N-1
= l—xN(N l—z—-2"—---—2 )
N
— 1 2 N-1
=" (1= N)( ‘otz o fa )
N 1—zN

observemos que

e, portanto, disto e de (A.28), temos

N-1 : N-1

L
:}:I—»H}f Z 1—-w] :_Z

j=1 j=1

. A.29
sznZL ( )

<.

Calculando a derivadas usando a expressio de f(z) em (A.29), obtemos

N?(1 - z)2zN-1 — (1 — z)?

fla) = (1= 2)2(1 — 2Nz
_ N%gN=1 (1 -g)? 1
S (l-2)(1-2N)2  (1-—g)?
N2gN-1 1 1

(1-az®)(1+a+a22+---+2N1)2  (1—g)?
NZgN-1 — (1 4z +2? + zN-1)2
(1 —2)?(1+z+ 22+ zV-1)2
K(z)
G(z)

Como K(1) = N? — N? = 0, e o denominador também se anula em z = 1, usaremos a regra
de L'Hopital para calcular o limite de f’(z) quando z tende para 1.
O denominador

G(z) = (1 —2)°B(z), onde B(z) = (1+z+ z°+ 2" 1)?

tem o fator (1 — z)? de modo que, ao calcular este limite pela regra de L’Hopital, devemos
derivar o numerador e o denominador duas vezes a fim de obtermos um denominador sem o
fator 1 — z.
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Para o denominador, temos

G"(z) = 2B(z) — 4(1 - 2)f'(z) + (1 - 2)*B"(x),

enquanto que para o numerador K (z) = N2zV~! — B(z), temos, para N > 3,

K"(z) = N2(N — 1)(N — 2)zV=3 — g"(a). (A.30)
Agora,
B'(z) = 2(1+2z432%+---+ (N —1)zV?)?
+2(1+z+2%+---+2V 1) (1.2 + 2.3z + 3427 +
o (V= 2)(N = 1)z,
donde,

N-1
p'(1) = (Zk> +2N2k(k+1)
- 2<ﬂ21—> +2N<ZA2+Zk)

e usando a formula para a soma dos quadrados dos primeiros N — 2 nimeros inteiros positivos,
obtemos

N —1)2N? 1 1
g"(1) = % +2N (E(N —2)(N —1)(2N -3) + §(N —2)(N — 1))
=1 202
= u + ENZ(N —1)(N = 2).
2 3
Assim, por (A.30), temos
_12N2
K"(1) = %N"’(N )N -2)— w _ _%N2(N2 _ ).
Como G"(1) = 26(1) = 2N?, segue que
- K"(z) _K"(1) 1 e
1 = I =—— -1).
i o) = i G = Gy~ )
Segue disto e de (A.29) que, para N > 3,
NZ_:I 1 N*-1
e sen?1 3
N-1 24 ~1
Para N = 2, formula também é valida pois =]= O

2]7" n
=1 sen sen2
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