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Resumo

E estudada a estabilidades espectral e de Liapunov de um anel de vórtices de mesma

intensidade, dispostos nos vértices de um polígono regular, no plano e na esfera. No plano,
é mostrado que o anel de Ar vórtices é espectralmente estável para Ar < 7 e espectralmente
instável para .V > 7, sendo o caso N = 7 degenerado. Pode-se mostrar que o mesmo vale
quanto à estabilidade de Liapunov, se N :/ 7. No caso /V = 7, é possível mostrar a estabilidade
segundo Liapunov, usando termos mais altos da hamiltoniana. Quando é inserido um vórtice
de intensidade H / 0 no centro deste anel, existe, para cada valor de /V, um intervalo de
valores de K para o qual o sistema é espectralmente estável. Neste mesmo intervalo, o sistema
éestávelsegundo Liapunov

No caso de um anel de vórtices na latitude lzl < 1 de uma esfera de raio um, a configuração é
estável segundo Liapunov para N < 7 e instável para /V 2 7. Quando é adicionado um vórtice
de intensidade K # 0 no pólo norte, obteremos, para cada valor de .ÍV ? 2, regiões no plano zn
nas quais a configuração é estável segundo Liapunov

Este trabalho foi baseado nos artigos de H.E.Cabral e D.S.Schmidt l71 e de H.E.Cabras,
K.R. Meyer e D.S.Schmidt l61.

Palavras-chave: Vórtices, Equilíbrio Relativo, Estabilidade Espectral, Estabilidade de Lia.
punov, Sistema Dinâmico, Sistema Hamiltoniano.
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Abstract

We study spectral stability and Liapunov stability of a vortice's ring, where all vortices
have the some strengh and are at the verteces of a regular polygon, on the plane or on a fixed
latitude of the sphere. It is shown that on the plane, the N vórtice's rins is spectrally stable
for .rV < 7 and spectrally unstable for N > 7, while the case /V = 7 is degenarate. It can be
shown that, for Ar # 7, the some is trufa for Liapunov stability. For Ar = 7, the analysis of
higher order terms in the Hamiltonian expantion shows that this case is algo Liapunov stable.
When a vortex of strenght K / 0 is inserted in the center of this rins, there exists, foi each
va[ue of ]V, an interva] of va]ues for K for which the system is spectrally stable. In this some
interval, the system is Liapunov stable.

For the vórtice's rins at a latitude z on the unitary sphere, where lzl < 1, the configuration
is Liapunov stable for N < 7 and Liapunov unstable for Ar 2 7. When an aditional vortex of
strenght K # 0 is inserted in the north pole, for each N 2 2, we get a region in the ZK-plane,
where the configuration is Liapunov stable

This dissertation was based mainly on the papers l71 by H.E.Cabral and D.S.Schmidt,
and l61 by H.E.Cabral, K.R. Meyer and D.S.Schmidt

Keywords: Vortices, Relative Equilibrium, Spectral Stability, Liapunov Stability, Dynamical
System, Hamiltonian System.
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Introdução

A teoria da vorticidade na mecânica dos fluidos é uma teoria de campo e, portanto, descrita
por equações diferenciais parciais. A vorticidade é uma propriedade de um escoamento em
rotação, onde as linhas de correntes (linhas contínuas tangentes ao campo de velocidade em um
dado instante) apresentam um padrão circular ou espiral. Ela é encontrada nos mais diversos
fenómenos da natureza, como furações, tornados, efeitos de ponta de asa ou movimento de
fluidos geofísicos. Helmoltz j101 mostrou que quando é considerado o escoamento de um fluido
ideal, incompressível, bidimensional, no qual a velocidade está concentrada em 7V pontos
isolados, o problema de determinar o movimento do fluido se reduz à determinar a solução
de um sistema de equações diferenciais de primeira ordem. Um número pequeno de vórtices
pontuais modela regiões de alta concentração de vorticidade, enquanto um grande número de
vórtices pode ser usado para aproximar regiões de menor concentração.

KirchoR j121 estudou o problema dos vórtices no plano e mostrou que estas equações
correspondem às de um sistema hamiltoniano. Como o campo de velocidades é singular nos
vórtices, ele fez uma hipótese regularizadora para obter as equações: supôs que cada vórtice
não se movimenta pela ação de seu campo, mas sim pela ação do campo gerado pelos outros
vórtices. Em 1883, JJ.Thomson colocou .V vórtices de igual intensidade nos vértices de um
polígono regular. Trabalhando com um sistema de coordenadas em rotação uniforme, ele
concluiu que a configuração poderia ser estável para .7V $ 6, mas era instável para Ar 2 8. Em
1999, Cabral e Schmidt l71, aplicando técnicas de normalização até termos de quarta ordem à
função hamiltoniana mostraram que, exceto por simetria rotacional, o caso .7V = 7 é localmente
estável segundo Liapunov.

Recentemente, tem havido um grande aumento de interesse na teoria dos vórtices. não só
por suas aplicações físicas mas também por sua semelhança com o problema dos .M corpos
na mecânica celeste (olhe por exemplo ISI e j131). Um grande número de artigos tratam dos
vórtices no plano, tanto em casos integráveis, quanto não integráveis. Entretanto, do ponto de
vista geofísico, nas aplicações em grande escala como movimentos atmosféricos e dos oceanos.
é importante estudar o movimento destes vórtices também na esfera. O primeiro a deduzir o
sistema de equações para N vórtices na esfera foi Bogomolov l31, 141, que tratou o problema no
caso de uma esfera em repouso ou em rotação. Como no caso dos vórtices no plano, quando
a esfera está em repouso, este sistema ainda tem uma formulação hamiltoniana se os vórtices
estiverem afastados dos polos. Esta propriedade permite que estes vórtices sejam estudados
de diversos pontos de vista. No caso de três vórtices o problema é completamente integrável
tanto no plano quanto na:esfera. Umlivro interessante sobre a teoria dos vórtices é o de

l
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P.Newton j151, o qual tem uma grande lista de referências e artigos relevantes.

Neste trabalho, estudaremos as estabilidades espectral e segundo Liapunov de um sistema
constituído por um anel de /V vórtices pontuais no plano e na esfera, todos com a mesma
intensidade, localizados nos vértices de um polígono regular, com un] vórtice adicional no
centro do polígono (caso plano) ou no pólo norte (caso na esfera).

Esta dissertação tem a seguinte organização. No capítulo 1, apresentamos alguns concei-
tos e teoremas básicos que serão utilizados nos capítulos seguintes. Na seção 1.2 falaremos
sobre estabilidade segundo Liapunov e definiremos um sistema hamiltoniano. Na seção 1.3
estudaremos a estabilidade de sistemas hamiltonianos e demonstraremos que o polinõmio ca-
racterístico do sistema linearizado é par. Na seção 1.4 apresentaremos o problema de KirchhoE
e mostraremos que H é uma integral primeira deste sistema Na seção 1.5 apresentaremos
alguns teoremas clássicos do cálculo e demonstraremos uma proposição que será utilizada ao
longo deste trabalho.

No capítu]o 2, apresentaremos as equações de movimento de ]V + l vórtices localizados em
qj = (=j(t), yj(t)) com intensidade Kj, para J ' 0, ' ' . , N, dadas por

'jáj - Z(", z/)

'jü - -g:(",y)
com função hamiltoniana U(q) - )l: K:Kj log((z:(t) aj(t))' + (3/:(t) -- Z/j(t)y){, onde q=

(zo,zi, ' ' ' ,zW,yo,yt, ' ' ,zw), com as quais trabalhaiemos ao longo dos quatro primeiros
capítulos. Na seção 2.2 definiremos um ponto de equilíbrio relativo e obteremos, explicita-
mente, a velocidade angular dos vórtices necessária para que se possa ter um equilíbrio relativo.
Na seção 2.3 mostraremos que para esta velocidade angular, o sistema de /V vórtices de igual
intensidade nos vértices de um polígono regular com um vórtice central é, de fato, um ponto
de equilíbrio relativo do sistema.

No capítulo 3, mostraremos que um anel de vórtices posicionados nos vértices de um
polígono regular de Ar lados com Ar > 2, inscrito na circunferência de raio 1, com intensidade
Kj :: l,com .7 = 0, . . . , .7V -- l girando com velocidade p :: --BCi!, para N 5; 6, é um ponto
de equilíbrio espectralmente estável da equação não linear MZ = JVV(Z), com Z = C? Q,
onde (l? C R2X representa a posição do anel de vórtices no referência! em rotação. Para isso,
mostraremos que todos as raízes do polinõmio det(ÀJ -- ul + l)2U(Q)) = 0, autovalores da
equação linearizada, são imaginários puros, com exceção de duas raízes nulas que aparecem
devido à invariância de P por rotações e translações. A função hamiltoniana considerada neste
capítulo é

u: (Q) >: log((":(t) "j(t))' +(3/:(t) - 3/j(t))'){;
o$i<.j<N'

e com a configuração de equilíbrio Q = (zo, zi, , zw-i , yo, 3/i , ,y/V.l), definida por

% = Re(wj), para .j ' 0,
Ü = Im(toj), para .j ' 0,

,N l

,N l,
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. 2n'{

onde w = e:F

No capítulo 4, seção 4.2, mostraremos que um anel de vórtices posicionados nos vértice
de um po]ígono regu]ar de ]V lados com Ar > 2, inscrito na circunferência de raio 1. com
intensidade Kj = 1,com .j = 0, . . . ,Ar 1, com um vórtice inserido no centro do anel. com

intensidade K # 0, girando com velocidade p :: --ci n , é um ponto de equilíbrio espec-
tralmente estável, para a intensidade deste vórtice central num certo intervalo. Neste caso. a
função hamiltoniana é dada por

u(Q) >: log((«:(t)
o$Í<.j<.W

#.í(t)y * (y:(t) - vj(t)):)4

N l

« >: log((«j (t)
.j=o

««,(t))' + (yj(t) z/.« (t))') â

com a configuração de equilíbrio Q (zo, Jçl , , zw i, g/o, Z/t, , 3//v.:) definida por

J'.ne(u'j), para j = 0,
1.0, paraj = N

,N l

e

/m(wj)
0, para j = N

para j = 0, . . . , N --l

Na seção 4.3, mostraremos a estabilidade segundo Liapunov para este equilíbrio quando o
valor da intensidade do vórtice central está no intervalo onde ocorre estabilidade espectral.

No capítulo 5, analisaremos a estabilidade espectral de um anel de vórtices em uma esfera
de raio um. Na seção 5.2, mostraremos que as equações que descrevem o movimento de Ar
vórtices pontuais quando os vórtices estão em uma latitude fixa z, lzl $ 1, da esfera de raio l,
dispostos nos vértices de um polígono regular, com intensidade /çj = 1, para .j - 0, 1, - . , Ar-- l,
correspondem às de um sistema hamiltoniano, com função hamiltoniana

H-@,4-:l E i«[i : @:-pD],
0Éi<j<N

quando a posição de cada vórtice é representada por coordenadas cilíndricas % = (gj, zj), isto
é, pela distancia do vórtice ao plano equatorial, zj, e pela sua longitude, gj, com configuração
de equilíbrio relativo Q = (po, gl, . . . , gJv-i, zo, zi, . . . , zJV i) definida por

para .7 ::; 0, 1, 2 . . . , Ar -- l

Na seção 5.3restudaremos a estabilidade segundo Liapunov deste configuração de vórtices.
Para isto, introduziremos um sistema de coordenadas que giba com um velocidade angular
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constante w = --ÉllL:-!)- em torno do seu eixo polar. Neste referencial, o sistema ainda
2(1 - z2)

«, > 1 2í(t), com o

equilíbrio relativo descrito acima correspondendo a um ponto de equilíbrio deste novo sistema.
Mostraremos que a hessiana de -17 calculada no ponto de equilíbrio possui todos os autovalores
negativos para Ar < 7, ou seja, a hessiana para N' < 7 é definida negativa (exceto pelo
autovalor nulo correspondente à invariânça por rotação). Portanto, temos estabilidade no
sentido de Liapunov somente quando N < 7, enquanto para ]V 2 7 o equilíbrio não é estável
no sentido de Liapunov.

l

:0Z

será hamiltoniano, com uma nova hamiltoniana H(©Í(t), 2) = Hi (OI(f), 2)

No capítulo 6, estudaremos novamente o anel de vórtices do capítulo 5, mas agora com
um vórtice inserido no pólo norte da esfera, com intensidade K. Como o pólo norte é uma
singularidade do sistema de coordenadas cilíndricas usado para os demais vórtices, usaremos
coordenadas cartesiana para descrevê-lo. Na seção 6.2, apresentaremos as equações de mo-
vimento para este caso. Agora, elas não correspondem mais a um sistema hamiltoniano, mas
ainda exibe uma função .ll/ que é uma integral primeira do movimento e em relação à qual
se pode escrever estas equações. Mostraremos que, quando girando com velocidade angular

constante w = àll--:.:li-J -- ini-.-;j em torno do eixo polar, esta é uma configuração de
equilíbrio relativo do sistema. Na seção 6.3, estudaremos a estabilidade segundo Liapunov
deste equilíbrio, e encontraremos regiões que dependem da latitude z e da intensidade K nas
quais a configuração é estável, para cada valor de /V ? 3. Na seção 6.4, estudaremos o caso
particular em que Ar :: 2, no qual novamente encontraremos uma região de estabilidade no
sentido de Liapunov.

Finalmente, em Conclusões, apresentamos algumas extensoês para as quais acreditamos
que as técnicas aqui usadas possam produzir resultados novos.

Para facilitar a leitura e compreensão de alguns cálculos e demonstrações, colocamos no
apêndice A alguns resultados de álgebra linear e variável complexa utilizados (como referência
para este ultimo assunto citamos l81).



Capítulo l

Conceitos Básicos

1.1 Introducão

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos básicos envolvendo estabilidade. Apre-
sentaremos também alguns teoremas sobre estabilidade segundo Liapunov (como referência
para este assunto citamos j161 e l91), definiremos um sistema Hamiltoniano e estudaremos
sua estabilidade (como referência para este assunto citamos jll), e descreveremos o problema
de Kirchhoff. Apresentaremos, a título de ilustração, a demonstração de alguns resultados. A
demonstração dos outros podem ser encontrados nas referências já citadas.

Estes conceitos serão úteis para a compreensão dos capítulos seguintes.

1.2 Estabilidade de Liapunov

Apresentamos, inicialmente, a definição de ponto de equilíbrio de uma equação diferencial.

Definição 1.2.1. Sejam Q C RJV aberto e / : Q --., RW de classe C'k+l, com k > 0. Um

ponto zo é chamado de ponto de equilíbrio da equação diferencial i= ./(z), se p : -R ---, R ,
definida por p(t) = zo, para todo t C R, é solução dessa equação. E claro isto ocorre se e só
se /(zo) = 0.

Definição 1.2.2. Sejam Q C .Rx aberto e / : Q r-.--, Rw de classe (7e+i, com k > 0. Um
ponto de equilíbrio zo da equação i= /(z) diz-se estável segundo Liapunov, se, para todo
c > 0, eüste '5 > 0 ( õ = õ(c)) tal que BÕ(aço) C Q e, para todo f c -Bõ(zo), a solução @ do
problema

i (z), n(0)

fica definida em 10, ool e @(t) c -B.(zo),Vt ? 0. Caso contrário, o ponto de equilíbrio é dito
instávelsegundo Liapunov.

Definição 1.2.3. Sejam Q C .Rx aberto lt+ >{2 }----., RW de classe C'k+lrcom k» 0. Um
ponto de equilíbrio zo C Q da equação á = .f(z) é dito atrator, se existe c > 0 tal que, para

5



6 CAPITULOI. CONCEITOSBASICOS

todo 8 C .B.(aço), a solução p de

Z /(z), z(0)

fica definida em 10, ool e .lim p(t) = zot---+ oo

A solução de (1.1) passando por z C Q em t = 0 será sempre indicada por p,(t), com

Definição 1.2.4. Sejam (2 C Rw aberto e / : Q }-- RW de classe (Jk+l , com k > 0. Um ponto
de equilíbrio zo C Q da equação ã = /(z) é dito assintoticamente estável segundo Liapunov,
se ele for estável e atrator.

P, (o)T

Os métodos mais usados no estudo de estabilidade de pontos de equilíbrio são a linearização
da equação diferencial e os que usam funções auxiliares. Os dois teoremas a seguir usam
l ; .nn r; vn Pã n

'awyuv-

Teorema 1.2.5. Sejam Q C RX aberto e ./' : Q F---} R de classe C't+i. $e nO C O é um
ponto de equitíbdo de à :: j(.ac) e todos os autoualores de Df(.aco) tem parte real esldtamente
negativa, então =o é assintoticamevtte estável seg'uTtdo Liapunou.

Teorema 1.2.6. Sejam Q C RW azedo e / : Q F-.--.* RX de classe C't+t. Se zo C Q é um ponto
de equilürio de ã; - jQn) e DIÇzaÕ possui um, autoual,or com pu:de real estritamente posãtiuct,

evttão zo é instável segundo Liapuvtou.

As funções de Liapunov, definidas a seguir, são funções auxiliares importantes no estudo
de estabilidade.

Definição 1.2.7. Sejam Q C -RX aberto e / : Q --, RX de classe Ct+i. Seja zo um ponto

de equilíbrio de i= ./:(z). Uma função de Liapunov para zo é uma função diferencíavel
V : U ----} R, definida em um aberto U C Q, tal que zo € U, satisfazendo as seguintes
nr.nHipÃnq'YVvv

(«) I'' (zo ) 0 e }'(«) > 0,V:« # «.;

(b)y(z) /(z) $ 0,Vz C U

A função de Liapunov V diz-se estrita quando

(c)}''(z) < 0, Vz c U {=o}.

Observação 1.2.8. Se.jam í) C Rx aberto, / : Q F----} R/v de classe (;k+i, e V' : í2 p---., R de
clmse C':. Se p : / ---» R''' é ««-a solução de ã = /(z), então á(}''op)(t) = DV(ç'(t))Ç'(t) =
DV(p(t))/(p(t)). Isto motiva a definição de V : U ---, R por I''(:«) = Z)}'(z)/(z).

Teorema 1.2.9. Sda zo um ponto sángtilar de (1.1). $e e:zütãr uma /unção de Záapunoz'
para =o, então zo é estável. Se ela jor Hirta junção de Liam'finou esthta, xo é assãntoticamente
est(íuet.
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Z)emorzstração. Sda V : t/ --.* R uma função de Liapunov para zo. Dado Z? = {z c
RJvtal que l z -- zo l$ õ} C U, o número m = minly(z); l z -- ao 1= õ} é positivo, já que
V(#) > 0 para T C C/ -- {zo}. Em virtude da continuidade de V, existe um aberto com
=o C Ui, contido em B, tal que V(z) < m, para todo c Ui. Como V decresce ao longo
das órbitas de (1.1), temos que p,(t) permanece no interior de B, para todo t 2 0 e x C U:.
Portanto, zo é estável.

Agora, vamos supor que }'' é uma função de Liapunov estrita para zo. Pelo que demons-
tramos na primeira parte do Teorema, temos que zo C Ui C B C t/ e p,(t) C U para
quaisquer z C Ui e t > 0; em particular, p,(t) C U para quaisquer z C Ui e t > 0 e portanto
somente resta mostrar que ;lim p.(t) = zo vale para qualquer C Ui. Por hipótese, temos

que y(p(t)) < 0, Vz C H -- {z.}. Dado # C C/i existe uma sequência t. crescente de números
leais positivos com a sequência dada por p,(t«) C B, e como B é compacto, pelo teorema
de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequência p,(t«.) convergente, cujo limite y está em
B. Temos que b''(g,(tÊ)) ---, }'(Z/) e, b'(p,(t)) > }'(y),Vt 2 0. Suponhamos 3/ # z.. Então
}''(ç:'v(t)) < 1''(Z/) e para todo z suficientemente próximo de 3/, y(p,(1)) < }'(3/). Mas então, se

k for suficientemente grande, z = p,(tk) está suficiente próximo de Z/ e y(p,(th + l)) < }'(y),
o que é um absurdo. Portanto, 3/ = zo e .lim g(t) = zo []

Exemplo 1.2.1. Corzsãderemos a equação dll/erencãaZ

---} oo

:t: (z; - l)
', (z; - l)
:r3 ==

degrada pe/o campo de uetores não-Zánea7' /(zl, z2, z3) = (2z2z3
pane /inear

0 2 0
0.f (zo )

o o l

2a;2 , zi zlz3, --#3) , com

em :«o = (0,0,0) c R'. Os -tou«Zo«s de O/(zo) sâo :t{.«ã e --l. Pod«nto, nâo vale q«
Lodos os üutoualores têm parte real negativo,, donde não podemos utilizar o resultado do teo-
rema (1.2.6) pctra estabelecer a estabilidade do sistema na ohgem. Vamos tentar obter uma
/unção de Z'ã'p-o" p«« o .i'*'m', n« oàgem, n« /o«.« }'(=:,z,,«,) = -? + Z,zg + c«IÍ,

com a,b,c > 0. Claramente, lemos V(0,0,0) = 0 e V(z) > 0 para cada z # zo = (0,0,0).
Também,

D }'' (z)/(z ) <V}''(z-, z,, z,) , ./(=: , z,, z;)>

<(2azt, 2bz2, 2c33), (2#2:3 -- 2=2, zi -- ziz3)
(2b -- 4a) ziiç2 + (4a -- 2b) ziz2z3 -- 2cz:

-«:)>

e assim, se tomar'mos a=1, b=2, c=1, obtemos a simpli$cação

<V}''(zi, z2,z3), /(ri, z2, z3)> = --2z: $ 0,



8 CAPITULOI. CONCEITOSBASICOS

para V(zl, z2, =a) = z? + 2zg + zlÍ. Z,ogo, pela teorema (1.2.9), podemos concluir que :«. é um
ponto de equina)ho estável do sistema.

Vamos agora introduzir uma classe importante de equações diferenciais, os sistemas hamil
toniano.

Definição 1.2.10. Um sistema hamiltoniano é um sistema com 2Ar equações diferenciais
ordinárias da forma

.Í© - g(t, q,p)

l.b - g(t, q,p),

onde .Z? é uma função a valores reais, de classe C2, definida para (t,q,p) C Q, onde Q C
R x Rw x Rw é aberto, chamada função hamiltoniana. Os vetores q = (ql, . - . , qW) e p =

(pl, - - - , PX) são chamados de vedor posição e vedor momento, respectivamente.

Definição 1.2.11. Chamamos de sistema hamiltoniano autónomo ao sistema cuja função
hami[toniana, -H, é indepedente de t. Nesse caso, consideramos -]] definida em (p, q) C Q com
Q C RW x RW aberto.

Definição 1.2.12. Considere um sistema hami]toniano autónomo. Um ponto crítico de .]] é
um ponto onde o gradiente de -lií é nulo.

Observação 1.2.13. Um ponto crítico de .fl é um ponto de equilíbrio do sistema hamiltoniano
correspondente.

Teorema 1.2.14 Considere um sãsfema .#amáZton ano a tónomo

.Íü - e(q,P)
1.»j - -gf(ç,p).

(a) H é coTtstaTtte ao toltgo das órbitas do sistema..
rZ,) Se (qo,H) é «m ponto d. mú«{mo e.tinto de #, ntã. (qo,po) é «« ponto d. eguãZtüho

estável segundo Lzapunoai, para o sistema hamittoniano cona.siderado.

(1.2)

Demonstração. (a) Seja p(t) uma solução do sistema (1.6). Precisamos apenas mostrar (lue
n' (P(t) )

d
(H(9(t))) 0H(P(t)). 'ã

< VX(ç'(t)), l:ÍI >-< VX(ç'(t)), JVX(ç'(t)) >- O,

onde usamos o fato de que a matriz J é anta-simétrica. (b) Como #(z) = 0, H é uma função
de Liapunov para (1.2). []

Definição 1.2.15. Seja X um campo vetorial de classe CI em um aberto Q C RX. Uma
função contínua / : Q -, R chama-se integral primeira de X em Q se
(a) / é constante ao longo de toda órbita de X
(b) / não é constante em nenhum aberto de Q.
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Na próxima secção usaremos o seguinte resultado do cálculo

Proposição 1.2.16. Seja .4 é uma mafhz s méthca regi, 2/V x 2N. Se urna aplicação d{/e
rencáá«eZ H : R" -. R" é dada p- H(z) = z7'.4z, então VH(z) = 2.4:«

1.3 Estabilidade de sistemas hamiltonianos

Nesta seção, mostraremos um resultado útil para introduzir os demais conceitos relaciona-
dos com a estabilidade de um sistema Hamiltoniano.

Considere o sistema Hamiltoniano (1.2). Seja zo = (pO, qo) um ponto de equilíbrio deste
sistema. Usando uma translação, o que não altera o sistema (1.2), podemos supor que zo = 0
e, portanto, temos que V-H(0) = 0. Então,

H(z) - .H(0) + VH(0)z + :z'0'H(0)« +

onde z = (p, q), as reticências representam os termos de ordem superior e Z)2-H(0) denota
matriz hessiana de H na origem. Assim, o sistema (1.2) pode ser reescrito na forma

i - :J"'0'.H(0)« +

onde J é a matriz simplética, definida por

o ... o o l ... o o

0

' -l -p:
o o o
o o o
o o o

1 0
0 1
0 0 -! á), (1.3)

0

0
-l o o
o l o

0 0
0 0

onde / é a matriz identidade de ordem N. Fazendo Z)2#(0)
(1.2.16) obtemos

i=JGr+

G, e usando a proposição

Assim, o sistema linearizado é dado por ã = JGz

Proposição 1.3.1. O poZánómio caructerx'stáco de JG é par.

Z)emonstração. Agora, denotaremos por /2w a matriz identidade 2N x 2.7V. Observemos.
ínicialmenteíque a matriz simplética J é tal-J2 =--/2Jv] Jt ::--J e que a Hessiana é
simétrica, ou seja, G' = G. Assim, (À/2w JCy = À/2w + GJ = J(--À/2w --JG)J e,
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por conseguinte, o polinâmio característico de JG satisfaz a condição p(À) = det (À/ -- JG) =
det(J(--À/2W JG)J) = (detJydet(--À/2w = det(--À/2JV -- JG) = p(--À), usando a
propriedade que o determinante de uma matriz é igual ao determinante de sua transporta.
Assim, se À é autova]or de JG, então --À Lambem o é. []

Observação 1.3.2. Pela proposição (1.3.1), se existir um autovalor À de JG, com Re(À) # 0,
exibirá um com parte real positiva. Assim, se existir um autovalor À com Re(À) # 0, pelo
teorema (1.2.6) de Liapunov, zo = 0 não será estável.

1.4 Problema de KirchhoH

Agora, introduziremos, a noção heurística de vórtices. Um vórtice é um escoamento em
rotação onde as linhas de correntes (linha contínua que é sempre tangente ao campo de ve-
locidade em um dado instante) apresentam um padrão circular ou espiral. São movimentos
espirais ao redor de um centro de rotação. Ele surge devido a diferenças de pressão entre duas
regiões vizinhas. Quando isso ocorre, o fluido tende a equilibrar o sistema e escoa para esta
região de menor pressão mudando, eventualmente, a direção original do escoamento e, com isso,
gera vorticidade. Eles são encontrados nos mais diversos locais da natureza, como correntes
circulares de água provenientes de marés confiitantes, furações, tornados ou efeitos de ponta de
asa. Este ultimo é muito estudados pela indústria aeronáutica, pois uma geração de vórtices
aumenta o arrasto da aeronave. Esse efeito recebe o nome de arrasto induzido e é minimizado

pela presença de Winglets (um componente aerodinâmico, posicionado na extremidade livre da
asa de uma aeronave, que tem por função diminuir o arrasto induzido, relacionado aos vórtices
de ponta de asa). A redução do arrasto melhora a eficiência da aeronave, significando aumento
da velocidade e economia de combustível. Tecnicamente, um vórtice pode ser qualquer esco-
amento circular ou rotacional que possui vorticidade. Vorticidade é um conceito matemático
utilizado na dinâmica dos fluidos. Ela pode entendida como a quantidade de circulação ou
rotação de um fluido por unidade de área no campo de escoamento. Nos estudos atmosféricos,
vorticidade é uma propriedade que caracteriza a rotacionalidade em grande escala das massas
de ar. Para mais informações sobre o assunto citamos como referência j141 e j151.

Os vórtices se caracterizam pela propriedade de que a vorticidade se concentra em uma
região pequena. Do ponto de vista matemático, consideremos a situação aproximada na qual
a vorticidade está concentrada em um único ponto. Isto simplifica enormemente as equações
que descrevem os vórtices e a interação entre eles, pois reduz o problema de fluido para um
sistema de equações diferenciais ordinárias, de dimensão finita.

KirchhoR foi o primeiro a obter em 1897, as equações do movimento para esse vórtices no
plano como sendo

para j = 0, . . . , N -- l, (1.4)

em (lue G (aj,yj) é o vetor posição do .j-ésimo vórtice, cuja intensidade é kJ # 0, para
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,N l,

'- (!: ã),
e a função hamiltoniana é

U(e) - )11: n:«jlog ll e: -6 1
o$i<.j$.N-i

O sistema (1.4) não é um sistema Hamiltoniano, mas, introduzindo novas variáveis, pode-
mos transforma-lo em um sistema Hamiltoniano:

k, lzj
l Kj l sgn(Kj) yj,

'"'-;h
.g - ;g«(«j),

(1.5)

De fato, usando (1.5) obtemos a função hamiltoniana

n'(q,P) (P, q),3/(P, q))

Calculando as derivadas parciais de primeira ordem de H e substituindo em (1.4) temos

g %+gg b

--lçjyJ '0 + Kjáj

(H)'l Hj

fÊ::PÜ ;g«(«D

[:lÜ' ;g"h0 - q

K'3

K'j

õ;''@E
«k

l
'l Kj l

fh ;;«(.o

G

Ü

Êf',:(.)
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Logo, obtemos o sistema hamiltoniano autónomo em R2w

ü - e(q,P)
»j - -e(q,P).

(1.6)

Com isso podemos trabalhar com o sistema (1.4), usando as propriedades correspondentes
de um sistema Hamiltoniano.

As equações de movimento de vórtices pontuais no espaços são dadas por

úw-;l'*iiZ#l ü8il', j-',«,...,'''- «

(1.7)

Observe que o sistema (1.4) pode ser escrito na forma

Me JVU(e),

onde (l = (zo, . . . , açJv--i, Z/o, . . . , Z//v.:) e M é a matriz 2N x 2N abaixo

Ko '.. 0 0 0 0 0

0

«-1:
Kw l 0 0

0 KJV 0
0 0 Ko

0 0
0 0
0 0 (1.8)

o ... o o
o ... o o

com Kj :# 0, .j = 0, . . . , .N l.

Observação 1.4.1. A função U é chamada função Hamiltoniana para o sistema

M( VU(e)

Proposição 1.4.2. Sega Q C RW x R/v aberto. Oorzsideremos um sistema

0

0

0

0
nw.i 0

0 Kx

M(

com U independente de t, de classe C', e À/ dada por (1.8). Se € é umz ponto de mz'mimo ZocaZ

estrito de U(.e),eTttão € é um pon,to de equilíbrio estáue! segundo Liapttvtou, para o sistema
corzsáderndo.

Z)emonstração. Seja }''(e) a função auxiliar definida por V((1) = t/(e). Como {l é ponto de
mínimo local estrito de U, então € é ponto de mínimo local estrito de y. Pela proposição
(1.2.14), U = 0, e então V = U = 0. Assim, V é função de Liapunov para esse sistema, e,

pelo teorema (1.2.9), temos (lue € é estáve] segundo Liapunov []
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Observação 1.4.3. O mesmo vale se € for um ponto de máximo local estrito de U(e), pois
neste caso basta tomar U(e) para obter a tese.

1.5 Resultados úteis

Nesta seção recorderemos alguns noções de Analise no RW e Algebra Linear, definiremos
o conceitos de menores principais para matrizes e recordaremos o critério de Sylvester. Adi-
cionalmente, serão descritas algumas notações utilizadas ao longo deste trabalho.

Não é objetivo desta seção um tratamento completo dos assuntos aqui abordados. Maiores
detalhes podem ser encontrados em jlll e l21

Definição 1.5.1
definidos por

Seja .4 uma Ar x .7V matriz. Os menores principais de .A são os .N escaleres

'4ii
det .4k = det ,k - l,. - . ,N

Teorema 1.5.2. Seja .4 uma matiz /Vx .ÍV sôbre o c07po dos números compZezos e suponhamos
]ue A seja auto-ad:junta, (het'rnitiana). Então A é positiva. de$ni(la se, e somente se, os menores
phncipaás de A .forem todos estütamente positivos.

Teorema 1.5.3. Seja .4 uma ma]óz Arx ]V sôbre o c07po dos números c07np/egos e suponhamos
lue A seja auto-cLdjuTLta (heT"mitiana). Então A é negativa, de$nida se, e somente se, os
menores phncãpaás de Á aZíervtam de sÍnaZ, com det,4i < 0.

Proposição 1.5.4. Considere Z) C N* e PL(z)
onde w = e2P . .Então

L l

'.E«' - o,
.j=o
L l

e.>1:«p - -",
L l

3.>'m"j = Z,sen C .M,n = Omodl,
.j=o
L l

g.>' w'-j = 0 se n C ]V, n # 0 mod Z;,
.j=o
L l

5.}' m('-2).Í - 0 se n C .M, n # 2 moda,
.j=o
z l

6.>'W(n aj
.j=o

lJ

Clzy(ZS TazZeS S(ZO ZÍ;o :: 1, tZ/l, tU2 ,W'L- ,

= Lsen, C N,'n, -- '2 medi,
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L l

E
L l

8.>''wnj = 1, -- 1 se n C N, n = 0 moda

m"J = --1 sen C N, n :/ Omod L,7

O.mon.t«ção. Como PL(z) l,aj 0, para.j :: l, . . . , .L 1, e ao 1 ,

então }'i-i wj . = 0, ou seja, (1) está demonstrado. Temos (lue (2) decorre imedia-

tamente de (1). (3) decorre do fato de que w" = 1, quando n = Omodl.

Também (4) decorre de (1), observando-se que, se n # Omodl, então w" é uma das
raízes .Z-ésimas da unidade , donde, m" C {w,w2 . . . mz' i}. Assim, o subgrupo gerado por
w" tem k elementos, onde k é a ordem de w" , Anil :: L, {l, w", w2n, . . . , m(k-l)"} são as raízes

k-ésimas da unidade e, devido a (1), aplicada quando k = Z,

Finalmente,(5) segue de(4),(6) segue de(3),(7) segue de(4) e(8) segue de(3). n

Vejamos, agora, um teorema clássico de análise, que nos diz, a partir da hessiana, quando
temos um ponto de mínimo ou máximo local.

Teorema 1.5.5. Soam Q Ç RW um aberto, / : Q + R dotada de deóuadas parciais de
segu7tda ordem contínuas em çl, e c c çl com ponto critico de j.
«) se zXDn fÇcà« > q, p«« tod. = C RW , « + q, e«.tã. j tem mínim. «l.ti- «tinto e««, c.

b) se xXD'fÇcà= <. Q, 'para todo = C Rn , = :f Q, então j tem máximo retalho estüto e'm, c.



Capítulo 2

Equilíbrio relativo

2.1 T nt rnd 1 1 ,. ã ,.
xxx vx \-.r \.A q.,L :g «.Av

O problema a ser considerado é o movimento de N + l vórtices localizados nos qf =
(zj(t),g/j(t)), com intensidade Kj, para .j - 0, . . . , ]V. As equações de movimento para estes
vórtices, no contexto da mecânica hamiltoniana, são:

«:«:'(t)
N'

«:Kj(Z/:(t) - Z/j(t))
=:(t))' + (z (t) - z/:(t))'' (2.1)

/v

«:,:'w -:G;M-
«:«j(z:(t) - «.f(t))

z:(t))' + (%(t) 3/:(t))''
(2.2)

com funcão hamiltoniana

U(q) = -- 1:K jlog((z:(t) -- zj(t)) + (z/,(t) gj(t))){, o«de q = (zo, ...,'';,.,,"',...,y«.).

Nesta seção, definiremos um ponto de equilíbrio relativo, e obteremos, explicitamente, a
velocidade angular com que devem girar uniformente para conseguirmos um ponto de equilíbrio
relativo. Mostraremos que existem equilíbrios re]ativos com ]V vórtices localizados nos vértices
de um polígono regular, inscrito em uma circunferência de raio 1, com intensidade Kf = Ko para
j = 0, 1, . . . , Ar -- l e um vórtice central na origem, com intensidade K/v quando a velocidade
angular for adequadamente escolhida.

2.2 Obtenção da velocidade angular

Definição 2.2.1. Um ponto de equilíbrio relativo é uma configuração dos vórtices que se
torna estacionária em um sistema de coordenadas em rotação uniforme.

15
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Considere a mudança de coordenadas dada por lii(t) = cos(Pt)zí(t) yi(t)sen(Pt) e Ü(t) =
sen(Pt)zi(t) + cos(pt)y{(t), para um referencial que gira uniformente, ao redor da origem, com
velocidade angular u.

Comecemos introduzindo a mudança de coordenadas na equação (2.1)

n: (a:(t)y --"n:se«(«t):«:(t) + K:cos(«'t)zl(t) -:cos(Pt)y: -- K.se«(«t)z/l(t)

(«o«:--«;(«a l -E (,, :l..llo 't.,(S)» ,

-:«;(«o :

---:se«(«t):«:(t) -:cos(Pt)3/:(t) --

PK:(se«(«f)z:(t) + cos(ut)g:(t))
lg: .-,("''E17i'?Jiail:'lT;=:lTU lli '' "«m

«:«.Í (z:(t) - =j(t)))
«:(t))' + (%(t) y:(t))'

E «:«, («;("o":9 =.:ryllVil?.-L: y:llTllll;Y«»««» lâ («.u «:m' -'- b,u w: l
--:(se«(«t)z:(t)+ cos(Pt)3/:(t)) -

Í G «:«Ü(cos(«t)Z/:(t) + se«(«'t)«. - (cos(«'t)Z/j(Ç) +!f!(y11?i(@
l jâ ('j(t) ":(t))' + (z/j(t) - v:(t))'

Portanto,

«.'*'*» l$*«,':;":;***.,,,1K: (Z:(t)y (2.3)

Agora, na equação (2.2), temos que
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n: (Ü(t)y ,;(

;(

't)z:(t) +

't)«: + se;

.:se«(«t)z:(ty(t) -:se-(pt)3/:(t) + K:cos(Pt)3/

'«:se«(«t)g/:(t) +

(z/j(t) + y:(t)) + cos(«t) («:(t) «j(t))) l

(t) - z:(t))' + (y (t) - z/:(t)y l

se«(«t)y:(t)) +

't)y:(t) + se«(«t)3/j(t) + cos(«t)z:(t) cos(«f)z

(«j(t) - z:(t))' + (yj(t) Z/:(t)y

sen(pt)3/:(t)) +

«:(f) - sen(Pt)3/: - (cos(«t)zj(t) - sen(Pt)3/j(t))
(zj(t) - z:(t))' + (yj(t) - 3/:(t))'

(«t) {: «:«J (y:(t) - 3/j(t)))
Êá ("j(t) - z:(t))' + (z/j(t) z/:(t))'

;o;(«t) <:'- JP! («.(t) - «j(t)))
ÊiÍ ("j(t) - :":(f))' + (yj(t) - z/:(t)y

(ty(t)

( 't)3/:(t) +

yKicos(

L'Ki(COE

/v

I'Hi (COE

$'

$'

,t)z:(t) -

;.j (se«(Pt)

(«:

(«t):«:(t) -

«j (--se«(.

«)
(«t):«:(t) -

;«j (cos(«t)

n: (Ü(t)y (8:(t» .:L K:.j (Z:(t) - %(t))

Êá(%(t) - a:(t))' +(ü(t) ü(t)):
(2.4)

as e(luações do movimento, nas novas coordenada (lií(t), Ü(t)), ficam
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.. .'» - « " ''« l$ .,«, .:*':-:-*..»,1
(2.5)

. .'«» -. '.'*« * l$ .,«, ,;::;.-.,«*1
Observação 2.2.2. A mudança de coordenadas acima pode sei descrita de forma mais com
pacto por(zj(t),U(t))(%(t), Ü(t))

Pela definição (1.2.1), Q = (lio, . . . ,ZX,go, . - . ,DX) será um ponto e(luilíbrio de (2.5) e,
portanto, descrevera um movimento estacionário se, e somente se, satisfazer

-. ',«» l$ .:«, .'*;* ':** «»,1 -.
(2.6)

-'«» l$.«» ;*'""«,,a-
para i:: 0, 1, ..., N, para algum valor de p

Multiplicando-se ambos os lados da primeira equação de (2.6) por (Ü(t)), e da segunda
equação por (8í(t)), obtemos

-: (ü(t))' e:- K:«j (D?(t) - Ü(t)Ü(t))

Êã($(t) - ã:(t))' +(ü(t) - ü(t))'
- 0, (2.7)

« '.«' * l$ .;«,'';:*: *;:;'';«»,1 -.
(2.8)

ou seja,
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e: «:«j (#(t) Ü(t)Ü(t))

fá(%(t) 8:(t))' +(ü(t) - DI(t))i
PK: (Ü(t))'

{k x:H, (a.(t) ãí(t)8:(t))
Êã(©(t) - ::(t))' +(ü(t) ü(t))'

(2.9)

-: (8:(t))'

Tomando-se a somatório em i, para í ' 0, . . . , N, dos dois lados das duas equações (2.9),
obtemos as equações:

É;' Êã (%(t) 8:(t))' + (ü(t) - ü(t))'

/v

« }: «: (ü(t)y
{-0

(2.10)

É;'tá(©(t) 8:(t))' +(ü(t) - ü(t))'

/v

« }l: «: (z:(t))'
{-0

Como temos

:/:ll;p.,w-z:w'+ üw''l;s,
«:«j (D?(t) - ü(t)ü(t))

e também a equação análoga para 8{ e U, então, por (2.10), obtemos as equações

/v

-« >ll: «: (ü(t))'
{-0

«',ÜÊ .
JV

« }: «: (ã(t))' ,{-0

que correspondem a

;l;' @,U - z:W: + (ÜW - o;w, ' -" êli '.8M, (2.11)

1 ( w-z:w'+(üw-o;w,'-"êi":ww. (2.12)
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Somando-se a equação (2.11) com a (2.12), obtemos

.JL «:«j ((z:(t) - %(t)y + (ü(t) ü(t))')

â;(©(t) -z:(f)):+(ü(t) ü(t))'

7V

-« )1: .: (8(t) + ã?(t))
{-0

Então,
N N

}l: ":«j - -« >1: «: (c(t) + z?(t))
{<.j {=o

Logo, a velocidade angular deste sistema em rotação é dada por

N

E":"'
U

/v

>1: «: (8(t) + e(í))
{-0

Observação 2.2.3. Observe inicialmente que o denominador da igualdade acima é constante,
pois para encontrar u fizemos 8i(t) = 0 e Ü(t) = 0. Além disso, se todos os K possuírem
os mesmos sinais p # 0, e com isto, concluímos que o sistema neste caso não tem ponto de
equilíbrio.

Demonstremos assim o seguinte teorema

Teorema 2.2.4. Considere um s stema com ]V + l códices localizados em (zj,yj), .j

0,. . . ,N, com intensidade, respectivamente, ko,- - . ,kN. Para que esta con$guração seja

equilüho relativo é Ttecessáho que a velocidade de rotação seja dada porá

/v

>l: ":'j
]v

>: «: (Ü(t) + ã?(t))
{-0

P

Observação 2.2.5. Sejam Q = (lio,...,Z/",go,..-,gl«), Qj = (4,Ü) = (cos(«t):«{(t)
se«(Pt)y:(t), se«(«t)z:(t)ecos(Pt)y:(t)) e % = e"''Qj - (cos(«t)8:(t)+se«(pt)Ü(t), cos(Pt)Ü(t)
sen(ut)ãí(t)). Como ll C?í -- C?j 11=11 q{ q3 11, para {,.j = 0, . . . , 1V, segue que U(q) = U(Q).

O sistema (2.5) pode ser escrito na forma vetorial

wÕ -«WQ+ vc/(Q)). (2.i3)

Para deixa a notação menos carregada usa-se (no, içi, . . . , açlv, Z/o, yt, . . . , yX) como coorde-
nadas do ponto Q.
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Para determinar a estabilidade de um equilíbrio relativo Q de (2.13), nós olhamos para
soluções que começagi próximas do equilíbrio e analisamos o que ocorre com elas. Façamos a
transformação Q = Q + Z. Substituindo, no sistema (2.13), acima, obtemos

MZ - JVV'(Q), Z ::: (Zo, Z:, ,ZN,ZO, z«.), (2.14)

onde

y(z) 1;(ã + z)'M'(ã + z)) + u(õ + z)), (2.15)

e o problema passa a ser estudar as solucões de (2.13) que começam próximas de Z = 0
Como Q é ponto de equilíbrio de (2.13), V}''(0) = --pMQ + Vt/(Q) = 0. Como ZPV(Q) =
--PÀ4 + -O'U(Q), então a forma linearizada de (2.14) é

M'Ê (-«M+ 0'P(Õ))Z. (2.16)

À é um autovalor do sistema linearizado se e somente se existem soluções não triviais da
forma Z = eÀtC se, e somente se, a matriz

(«'-:J( «@)) -J(" "'"0h
é singular, isto é, se, e somente se,

(2.17)

(2.18)det(ÀJ «l+M :0'C/(Õ)) - 0.

Definição 2.2.6. Um ponto de equilíbrio Q de (2.13) é espectralmente estável, se todas as
raízes de (2.18) são imaginárias puros, isto é, À = üb, com b C R*

Um fato que levou à definição de estabilidade espectral é que a forma linearizada do sistema
hamiltoniano (2.14) possui, pela preposição (1.3.1), um polinâmio característico par e com isto
(? ser espectralmente estável é condição necessária para ser estável segundo Liapunov.

Na próxima seção, apresentaremos uma configuração de equilíbrio relativo e mostraremos
que esta configuração é, de fato, um ponto de equilíbrio relativo para (2.13).

2.3 Equilíbrio do anel de vórtices com um vórtice na
origem

Estudaremos o caso de N vórtices, posicionados nos vertices de um polígono regular de N
lados, e um vórtice na origem, sendo /Q, a intensidade do .j-ésimo vórtice, para .j " 0, . . . , Ar l.
A intensidade do vórtice na origem será denotado por Kx. Não há perda em generalidade em
supor que o anel está inscrito em um círculo de raio l.
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Proposição 2.3.1. Sega Q (ã , , z/v , 3/o, ,'yN), cora\ co'nÊguração deBnida. por

Re(wj ) , para .j

1), parei = N
Z

0, ,N l

e

,-lr=t;-.'-', ,'''-:
Usando a ndenf@cação canónica entre R' e C, pode-se escrever (%, Ü) .j

e (0, 0) = 0. Se Kj = Ho, .j = 0, 1, . . . , .M -- 1, e se Q /or um ponto de equZzZho reZaÉáuo então
(N -- l)KoHera/n/;JnJPHPrn+'T"' / \' -/''uao e i' - --

Demonstração. Se C? for uma configuração de equilíbrio relativo, então, sabemos que

N l

e temos que

NKo,

e

JV

}: ":"j
N l

>: «:.j+E: ":"w
o$Í<.j<.w {=o

!âçali::P:! + «.«,..w.

Assim,
(N - l)«.

'----T-- -- Kx'

Agora, a matriz .A4, de ordem (.M + ]) x (]V + 1), tem a forma



2.3. EQUÍLIBRIO DO ANEL DE VÓRTICES COM UM VÓRTICE NA ORIGEM 23

Ko

0

0

0

o o o 0 0

Ko 0 0
0 Kw 0
0 0 Ko

0 0
0 0
0 0 (2.19)

0

0
o o o
o o o 0 Kw

Teorema 2.3.2. Soam Q e u, como degradas na proposição (2.3.1), e

U(Q) -.g >l: log((z:(t) - zj(t))' + (Z/:(t)
O$i<j<N
N l

>ll: log((«j(t) - z«,(t))' + (Z/j(t) - g/«.(t))')!

z/j(t))') à

«o««. >ll: log((«j(t)
.j=o

Seja M dado por (2.19). Então

vg0)) - (gl:(Õ), g:-a)), . . g:.(Õ), g:l(Õ), ;la5»,

onde

=@ - lii==i l:il"g ''' ".'~, , -,-,: - ', . . . , '''

;@ - lii: ) n'«ã-'-««'», , -,«'-.,...,"

e (2 (í ponto de equÍZzZho de (2.13)

Z)emonsfrnção. Sabemos que (Fj(t), Ü(t)) = mj, onde m = eV, para algum .j
Temos, no caso ã < /V
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-:l":''ü:«j.:$111lww üw'
.7 Z:z

.

(8:(t) - %(t))
'j(t))' + (y:(t) - yj(t))'

''"~Í;;©
(8:(t) Z«,(t))

- z«.(t))' + (g/:(t) 3/x (t)) '

.=# «,j)
«.«~«. (Ú)

Da1.

;'', - *«l.$«'-'1-~«'«''
Fazendo a mudança k = .j

obtemos
á, isto é, { = .j k (excluindo o caso onde k 0, pois { - .j)

=©- «i'. l«' }l #=a;l - «««.'«:,
(2.20)

-«, «:«-" lx #:
e o caso em que N é ímpar

«') À

-Óí:pJ ' vamos considerar separadan-tente o caso em que N é par

Se N é par, obtemos

«')
«'1'

l

l
l l

Ar
't0 2

«{ I'
2

k-l

E Ü:'úq'+l
g/ (" «*) . " «~-' \

1 1 -- ww-h l27

+

k l

/v

'tlJ 2

«{ I'

l ««*+(1 «*)



2.3 EQUÍLIBRIO DO ANEL DE VÓRTICES COM UM VÓiiVICE NA ORIGEM 25

1--ml'

«{) (: a*Êll'
«,* + (i - à©
l m*l'G

1 -- mt k-l

l «,* + (i - Ú5

1 -- w* I'

N-2

-ü*$1'K$P
N 2

;*ilVps'P
N 2

N 2

N 2

2

Portanto,

l N-2 N-l
ã+

Se N é ímpar, obtemos, analogamente, >ll: ÍSli" w) . Ar -- 1 . Substituindo estes valores
em (2.20), temos que

-KgRe(w')
/v -

-R.(":) (N '

- HoK.«Re(w:)

:«: -- «..«)

Agora, em relação a 3/, para ã < /V

-««~:«(«o - «g:« 1«,: E éL-iw
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«o«Nlm(««:) - «olm(«,:) ê!;-!

-«.«:, (g-i'«ã * ..«~)

Para á = /V, temos

'"'"E'...*,.HIPiU&
-'.",«E «-8jU) ,

«'''rm ,

-"'«'''ii@.}áó'f'lZ» ,

««~$1.#h«

N l

= KoKJvRe(>: loj)
j=o

e

-''«" }lüúü..:iPi rll,
-..«~il 'l.á» ,

«.«~$1-#h«
N l

- «.«,« >1:ü(t)
j=o
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N l

Como }, mj = 0, temos que
.j=o

N l

KoK/vRe(}: «,j) = 0,
.j=o

ou seja,

g'', --Re(«,:) (abl~g + noK«,) , p*r«i
0, parei ::: N,

J -lm(«.':) (aF«ã + «o«~) , p.--i
1 0, param :: ]V.

0,

0,

,N l

,N lg;'',

Substituindo estes valores de g:(O) e aU(Q), para { ' 0, . . . , N, no segundo membro

da equação diferencial .A/Q = J(--p.A/Q + VU(Q)), verificamos que Q é, de fato, ponto de
equilíbrio. Observe que para o caso em que o vórtice central não esta presente, temos também
ponto de equilíbrio. []

Observação 2.3.3. A matriz hessiana de C/ possui dois autovalores iguais a zero, devido a
invaiiâncía por rotação e translações. Seja h = (hi,A2, - . . ,Ai,h2) C R'Jv+'. Então, Z./(q +
th) = U(q) para todo q C R2W+2. Derivando esta identidade em relação a q, obtemos a
identidade VU(q) = Vt/(q + th) e, agora, derivando esta em relação t e fazendo t = 0,
obtemos Z)2U(q) . h = 0, o que mostra (lue zero é um autovalor de D2U(q), com autovetor h.
Analogamente, derivando a identidade C/(eJ'(2) = U(Q) em relação a q, obtemos VC/(q) =
VU(eJ'q) e, agora, derivando esta em relação a t, obtemos Z)'U(q).Jq = 0; portanto, zero é
autovalor de -D2Z./(q), com autovetor Jq.

Observação 2.3.4. A estabilidade espectral de Q quando as vorticidades são Kj = /co # 0,
para .7 " 0, . . . , Ar 1, e Kw para o vórtices central é equivalente a estabilidade espectral de Q,

quando as vorticidades são Rj = Ko :: l, .j = 0, . . . , N -- 1, e RJV = 5a para o vórtice central.

Assim, pode-se, sem perda de genera]idade, considerar ]Ü = Ko = 1, .j':: 0, . . . , ]V 1, e deixar
apenas RW :: K como parâmetro.

A função potencial a ser considerada fica, portanto,

N l

U(Q) - - >ll: I'g((":(t) - «j(t))'+(y:(t) - %(t))')}-K }l: log((«:(t)
o$i<.j<W " ' ' .j=o

e a velocidade angularfica

zj(t))'+(3/:(t) U(t))'){

z/
N l

2 ''
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Figura 2.1: Posição do Equilíbrio Relativo do Anel de Vórtices, com um Vórtice Central na
Origem, para N=8.



Capítulo 3

Estabilidade espectral de um anel de
vórtices

3.1 Introdução

Neste capítulo, mostraremos que um anel de vórtices posicionados nos vértices de um
po[ígono regu]ar de ]V dados, com ]V > 2, inscrito na circunferência de raio 1, com intensidade
Kj = 1, com .j :: 0, . . . , /V -- ] girando com velocidade p = ali?] para certos valores de ]V é

um ponta de equilíbrio espectralmente estável da equação não linear .A4Z = JVV(Z), com
Z = --C? + (2 onde Q C R2W representa a posição do anel de vórtices no referencial em

rotação. Para isso, mostraremos que todos as raízes do polinómio det(ÀJ -- PI + .D2P(Q)) =
0, os autovalores da equação linearizada, são puramente imaginárias, com excesão de duas
raízes nulas que aparece devido à invariância de t/ por rotação e translação. Neste processo,
utilizaremos fortemente propriedades de determinantes.

No caso em que o vórtices central esta presente e posicionado em QJV = (0, 0), tratado
no próximo capítulo, o problema é considerado em R2W+2. Neste capitulo, consideraremos
o caso em que o vórtices central não esta presente, donde podemos ignorar as coordena-
das correspondentes a Qw no ponto de equilíbrio e considerar o problema em R2X. No
caso em que o vórtices central esta presente, a função hamiltoniana é dada por C/(Q) =

}: log((":(t) - "j(t))'+(3/:(t) - 3/j(t))')}--', >ll: log((«j(t) :«.«(f))'+(yÍ(t) Z/.«(t))')â
o$í<.j<7v . .í-o

Quando o vórtice central não está presente, podemos considerar K = 0 e trabalhar apenas com
a função Hamiltoniana.

/v l

t/: (Q) log((:«: (t) =j (t))' + (3/:(t) yj (t))'){ ,

29
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e com a configuração de equilíbrio Q = (zo, zi,

J © = Re(wj), param

l.Ü = Im(wj), para .j
e

,zw i,3/o,yi, , 3/W-i), onde

0,...,N l
0,...,N l

3.2 Obtenção da matriz hessiana

Para facilitar a obtenção dos autovalores, utilizaremos uma transformação que deixa a
hessiana de t/i em uma forma conveniente. Em notação real, a transformação é Z :: Q -- Q
BZ/, com

2
-á(H''-H')

í(w w)
2

onde
l

t02

tU2

t04

l

W2(N-l)

l

}v- (3.1)

l m/v-i w2(]v i) m(N l)'

No apêndice, mostramos que B é ortogonal. Assim, utilizando a transformação C? = Q+-eZ/
na equação diferencial (2.13) e o fato que B'JB = J e M é a matriz identidade, tem-se que

ú J(-«l+ O'U:(Õ))By

e

ú (-«1+ 0'U:(Õ))BZ/
B'J.B + .B'JD'U: (Õ).B)3/

+ .B'JD'U: (Õ)B)3/

- (-«J + B'(-BIB')O'U:(Õ)B)3/

- ( --,«'"'":©,)«

Portanto, a equação diferencial (2.13) se torna

Ú-( +,,'"'":©,)«
Observação 3.2.1. Note que .B'Z)'Ui(Q)B = -D't/i(0), onde C/i(3/) u:(Q + ay)

Agora, vamos obter as segundas derivadas parciais de Ui, para escrever a sua Hessiana
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3.2.1 Obtenção das derivadas parciais de segunda ordem de Ui em
Q

As derivadas de primeira ordem de Ui são

:'',
N l

(3/.(t) - %(t))
rj(t))' + (y.(t) - U(t))'

:'',
N l

«.(t) - «j(t)

«j(t))' + (yz(t) - 3/j(t))'

Para calcular as derivadas de segunda ordem precisamos considerar diversos casos. Pri.
meira caso, k # /

a'Ui (Q)

.F
Z../ //. .. xo . / \\2Êã ((zz --zj)'+(yt--Z/j))'

(«.(t) -

(3/z(t) - 3/j(t)) \

«j(t))' + (3/.(t) - yj(t)' /

(yz -- g/j)ãh ((=z zjy + (z/! - %)')
l(#. - «Jy + (z/. - z/J))'

T] (--Õhj) ((zl -- 3ç.i)' + (yl -- Wy) -- 2(3/z -- %)'(z.ÊiÍ ((zz - «j)'+ (g/z Uyy

(zz --zky+(yz Z/k)' 2(3/1 -- g/k)'

((zl zk)' + (z/z -- 3/A;)'y

(nz zk)' (yl -- VÉy

((z. - «*)' + (3/. Z/*)')'

(ZI - Zk)' - (ÜI - Üy
((z. z*)' + (DI - Ü)')'

a'c/: (Q)
aUi.:a'yl
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Segundo caso, k # Z

a'Ui (Q )
@kÕ''4

E á("',=.'DgT: :II'''".(« ,DOÊi; (("I -"j)'+(gz %)')'

(z. - «j)ãt ((". zj)' + (z/. - %)')
((zz -- Zj)' + (Z/. - gj)'):

E ;1'"-:3 '"' ,.: "'f ::l!'f:i ((«. «j)'+(z/, z/j)')'

' ?3ü' ,.. ")f?;l
ÉiÍ ((". "jy+(z/. z/í)')'

2(zz zk)(Z/{ -- Z/k)
((zz zk)'+ (yl yk)')'

-2(ZZ - Z*)(DI - Ü:)
((8t - Zx;)' + (Ü Üy)'

(#.(t) zj(t)) \

(z.(t) «;j(t))' + (3/.(t) - 3/j(t)',/

õ'u: (Q )

Terceiro caso, k # Z

a:u: (Q)

tJ (--Õkj) ((zl - #jy + (Z/z - Z/jy) - 2(zz z.j)'(

Êã ((". "j)'+ (z/. -yjy)'

tJ(õÊÍ)((zz --zjy+(3/z yj)') 2(zl ,çj)'(õkj)

Éá ((';! - ';j)' + (3/z - %)')'

(zz -- zk)' + (yl -- yk)' -- 2(=1 -- zky
((zz :«j)'+ (g/i 3/j)')'

(3/Z g/*)' (a. - z.y
((=. z*)'+ (3/. y*y)'

(Ü Ü;y (81 Zky

((8. - 8.)' + (ü - ü):)'

(z.(t) - «j(t)) \

(zZ(t) -- zj(t))' + (yz(t) Z/j(ty,/

a'u: (Q)
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Q-:to caso,

a'u: (Q)
-$1;(m

(yt(t) - Z/i(t)) m)«j(t))' + (3/.(t)

N l

E
.j=o

á(z/. gJ)((«. «jy +(z/. vj)')
((zz -- zJ): + (yz W)')'

(3/. u)â((z. zJ):+(y. - W)')
((zz -- zj)' + (3/1 -- 3/j)')'

Zj)' + (yl - W)') 2(yl
((zt -- zj)' + (3/z -- %)')'

u)'

«jy - (z/. - yjy
«j)' + (z/. - yj)')'

a'c/: (Õ) 8 )' (ü ü)'
%)' + (DI Ü)')'

Quinto caso,

a'u: (Q) (ni(t) -- zj(t))
zj(t))' + (Z/!(t) m)

N l

E
.j=o

:t(«. zj) ((z. + (3/. - 3/j)')
((zz u'.jJ %)')

(«. u'.jJ (v. - yjy)
((zl í)' + (3/z -- y3)')

N l
--2(zz zj )(3/- y )

.j=o ((=! -- Zj)' + (3/Z u)')2

N l

E
.j=o

«j )(3/. -w)
((z. -- ,j) y,)')'

a:u: ('))
.j=o
E z )(ü Ü)

((81 u'.j/ (Ü Ü)')'
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Sexto caso,

a'u- (Q)

Õ«?

N l

Êi; ((Zl--aj)'+(yZ--gly)'

(zl zj)ãÊ ((';z "j)'+(3/z %)')

((zz zj)' + (yl -- yJ)')'

: (,. ''".l«l;.vJ' (l:.;«J'Éi ((«. -«j)'+(z/. -z/j)')'
N l

Ü(z. "j) ((z. «j)'+ (y. Z/j)')

(#. Zj)' (3/. - Z/j)'
Êi; ((". - "j)' + (z/. z/j)')'

wX:: (Z. -©)'- (Ü -Üy
Êá ((z. - %)' + (Ü - Ü)')'

8' t/i (Q)

Õ«?

Sda

".- "'":'',- (: Ç;)
(3.2)

onde Á, C, D e .E são matrizes -N x N. Como a hessiana é simétrica, ou sda, -HÍ :: .171, então
..'1' = .4, E=E'eC=Zy,onde.4=(aíj),com05;i$.M--1,05;.j $N lecom

aÍj = 1ll liig e (7 = (cij), com 0 $ í $ N -- i, 0 $ .Í $ n -- l e com cij = É:=llg}. Por
inspeção nas derivada de segunda ordem, vemos que E = --.4 e Ct :: (7. Logo, a hessiana fica:

«:- (2 &)

Tomando G Bt}7i,B, temos que

G
Wt+'iV'

i(w' --iP' )
2

-{(w' -- IV' l
2

w'+iP'
2

i(w' --lV' )
2

Wt+'iV'
2

(2
C (B 2

2

i(H' W)
2

á.'iw iAn'+cw+cw)
2

Á

AIV+ÁIV {CtV+áCtV

CtV+CVr+ÍÁ}V {A)V
2

2
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Analisamos inicialmente o primeiro bloco da diagonal principal

:i: ((w'' + W')(.4w' + ..4j;r - {c'm'' + {cw))

+ ãN ((-áw' + {:P')(cw + c'w + í..4n' {..4iT))

ãk(w'.4w' + w''..4w - íwc'w + {w'c'w + w'..4u''
+ :i)?;'..4ii>:+ í:W:'c':i;?; {w'ow'

+ W'..4W' - Wt.,4W' + iW'CW' + ÍW'C;W ,4W + jV'..4W)

ãN (w.aw' + w..4W - {wcn' + {woW + W..'lw
+ }VÁ}V ilvalv+íiVc17 ãlVaTV itvcjT
+ w..'lw' m''..'lw' + {Í70w' + íWCW W..aw' + :@.,4W)

ãN (2m'''.4w + 2W'..4Í;Í - 2íw'c'w + 2{Í;rcW)

iN (w-'lw' + w..4w - {w'cu.'' + {WcW)

ik (w'.4w' + :w'..4:w - i(waw' wow))

Sk (2Re(W'4W) + 21m(WCW'))

-t(Re(W.AW') + Im(W'aW)).

Analisamos, agora, o primeiro bloco da diagonal secundária

ãN(w'' + w'')(í.4u'' - {..4W + c'w'' + c:W)

+ ak(-Ím''' + í:w')({c'w' - {c'i;r - .4w .,4:w)

ãN(íw.4w - {w..4W + wow + n'cW + {:W.,'lm'

}VÁ}V+lVCIV+TValV+lyC}V IV0}V

+ iw'..'!m''+ ÍU.''.4W Waw' + Wat;Í - íW..4w' - {W..4W)

ãN(íw'.4w - iw..4W + íW..4w' - {ír..4:W + íw..'lm'
+ ilvÁlv ílvÁlv iiVÁiV+ }vclv+ }vcÍÍ
+ :íp:c'w+ :i;i7:cTr + n'aw' - wc:ip wcw'+ wc'Tr)

iik(2{w'.AW' - 2íw.4w + 2wc;w + 2w'cw)
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W' ÍW..4W+WC'lF+wcw)

- 5N({(w'.AW' - w.4w) + (w'au'' + m''c'm''))

= ãlk(2{'lm(H'''4W') + 2Re(}+'CW))

= ãk(--21m(WÁW) + 2Re(WCH''))

= -b(Re(WC'H''') -- Im(m'.4W)).

Como .27i é simétrica temos que G também é simétrica. Portanto G21 = G12. Finalmente
o segundo bloco da diagonal principal é:

c« - ãN(íw' - íw')({.AW - í.,'lw' + c'w + c'm')

+ãN(w' + w)({cw - icw ..'lw' ,'!w)

: ã&(-w'.4w + w'.,4w + íw'cw + {w'c'w + u''..'lw

}yÁW IVÁW + {wow {wcw WÁW WÁW)

: ãN(-w'.4w+ w.,'lw'+ w..'!w' w.,'lw' w'..4w'
}yÁTV }VÁ}V }VÁty+áTVC}V+álValV

-áw'cw - {w'c'w' + {w'cLV' - {m''cw + íman'' ãwcw')

- ãh(-2w'AW 2w'..'lw - 2{w''c'w' + 2{w'cw')

: ãk(-w'-'iw - w'..'!w' wcw + iw'aw)

: ãk(--2Re(WÁW) + {(2{lm(VI''C;W)))

: -i(--Re(W-AW) -- Im(H''OW))

Observe que (;22 := (1;ii.

Agora, obteremos os elementos da multiplicação das matrizes W.4W

(W'.AH''), «,,.(A }t' ): .

N IIV l

>: }: «,..'!'".«.:
z-o k-o



N l N-l

}l: .«,..4lzw.. + }: ««,í.4'*'"*.
1-0k,l-o

1«,.UP«., *E «,.ee"*.

Substituindo !!?gl=ÊO) :; /v.l j)' + (V! -- g/j)' . e !;;llilc?) .
(Ü - Ü)' - (81

w'''""n,. - E«,' ®'J:

E«,.

E«,.

E«,.

E«,.
k#z

E«,.
k#z

E tl?:::;i#Ç-i$(«'''-'''' - .''''n

E #i:?:l'iâTi;p..,.i,, .... :'.,--,o

.,--., -* 'Ü,*-*J

3.2 OBTENÇÃO DA MATRIZHESSIANA

obtemos

37

Ü)')'
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gliii-rá'+ :l$1, (z'ü--4
z.,--*,) +

!il:i:ãi+:ÜI, (,* gl,+k,)

Portanto, N l

Re((W'.AW)«) = }: (aZ(,+.)
z.k-o

Zk)' - (Ü - Üy
=k)' + (Ü + Ü)')'

Im((WÁW),,) -

N l

}: (&lü+4
z,k-o
k#

".**,)#
Zky - (Ü - Ü)'

Zk)' + (Ü + Ü)')'

Agora, obteremos os elementos da multiplicação das matrizes WC'W

(wcw),;
N l

}: ««,. (CH'')..
.j=o

N l /V-l

}.: l>: ««,.o.*'"*.
z-o k-o
N l N lJV l

>ll: «,,.Cz.:«.. + }l: }: ««,.Cz..«*.z-o z-o k-o

E «,.n«., * E «,.="..

S«b.'j'«i«d. !i;;g@ - }li tÜ':'i5i;'tã
Ü) . a'U:(Q)

'ãW''ãaí
-2(8i 8k)(Ü - Ü)

((:t - Zk)' + (Ü - Ü)')'

(W'CH'') ,Hg«,.«!P=,',,«..

'E «,.«.T':i, %Z%)n'"*'
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' E aã9i:1?1%h%lse("''''

,Eüplyti%h ,*,, ''":',*,
(g(:;lÊ'@.,--., -- :ü,--*J

' E ülxlyLvn';'',*,, - ;.,**,, .
(8.

Z

((zt -
Zk)(Ü - Ü) ,.

Z*P + (Ü + Ü)if(Vz',--4
gl,+h,).

Portanto,

Re((WCW),,)
N l

2 >ll: (zz(,+
z,k-o

e

N l

Im((Wam')«) = 2 }. (DIÜ+
z.k-o Ü'.'''''' «ã -0' + M + ãkh'

Como Gti = --G22, basta calcular os elementos da matriz P = Gti = {(Re(I'r.AW) +
Im(Wam')). Sabemos (lue '

B, : >: (Z'(,--4
'w

,) Ar--l

i )ll: (ü(,+4
'w

8k)' - (Ü - Ü)' .

8k)'+ (DI +Ü)')' '

Gz+k,)
(ãl - 8t)(Ü - Ü)

((Zt -- ak): + (Ü + Üy)'

Podemos considerar (8i(,+,) ãrl+k,) = Re(wZ('+')
(y!(,+.) = Im(wl(r+') +ks). Dai,

w'z+k') e

(z. - z.y - (Ü Ü)'
((Zi - Zk)' + (Ü + Ü)'y ;l®b*,'«
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2(8. ã*)(ü-ü) -ár l l

((z'-z.)'+(ü+ü)')' 2 k(ÚÍ':';iX)' («"' "*y
Então,

B, ilr Z.... 9N z-J 2l.k-o

i l,:« * «ül *
(t«'('+4 .''+'') (««'('+4 Wz+k') \

í k(.«'-««*)' h"'-'"')'
. N l

à E («'''-'-'' .''*'' --i";' ã'm)!.É-o

(@l@*@l@)
. N l

À E(«'''''''..,'"'
'w

(@l@ @l@)
l Ç:-l wl('+s) wrl+ks + tlZ r+s) -- tl'+ks

m.à
ll;l(t+s) -- lurZ+ks + tl;Z(r+s) -- tuT'l+ks

(«' «*)' '

.á=, (w -- ®'): '

tl/l(t+s) tl;7'l+ks llJZ(r+s) + tOTZ+ks

(«' «*)'
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*';H'l
l

4N E?"TI'.='p.íá ("' «*)'

;l.!i';u'qvl
; }l «. (":=-=r)

»l;.: '=vl
«. lu }l «f=

A' ,iS, 0«'

« l; .bm::sl
« l;.; «'J';,;''l

« l;.$ «' :';'wl
« 1; $ '' ;":;:"''1

Fazendo n = k -- Z, obtemos

&, Re ; }lT' "'''l=h/'''
n#0
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Comam" wlv+" para todo 0 $ n < /V , temos que

«. l; }l }l "'''lT,:ó;""'lR.

-. 1:: E 8-e-B E .«".-''

r 7V, parar + s = 2 mod /V

Usando a proposição (1.5.4.3 e4), temos que >1: mz('+'-2) . .l
1-0 t 0, caso contrário.

e, portanto, temos que

«.lEIa«"')
«")'

, para r + s 2 mod ]V

0, caso contrário

Lema 3.2.2. Suponha gue wl :: 1, para algum L natural. Então

8«.(g B) - E «' (p'Ç='lü4;""') ,
guazzdo r + s 'Z medi

Z)emonlsfração. Vamos calcular

Re
«")'

(1 - «,"')(1 ««"")

2(1 - ««"):

- «. IE .:l« G - «- - "-'l:
-- (E-h(: ': ' "'' - T * .«''*''' )

«. (E «n («

l m"' m"'
-+ +2 2 2

Wn('+')
2

«. (E .ü (:

l llJ"; w"
-+ +
2 2 2

IOn(I'q+2

2
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« IE .:{« G - «'

»IE.:ÜO

«. IE .:{« G ni
:: -. liH tn

- «. liEFS -i2 "ç!: :Ç'"
«")' :11 1

l
2

l
2{lm=Re

2

«")'

:«.l$1ü«")'

-. l*« sets
D

Voltando ao cálculo dos elementos de P, temos que

'E Q:;lnll,:;''n'if:Í (i - ««")'
parar + s :; 2 mod ]V

caso contrário
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Por outro lado,

0, se r = 0, ous = 0

á:í (i - '-") (i - '"")
N l

}: (l + ««" +

n=l

, # 0 e s / 0 (*)

l ««"')(1 .«"')

(1 - ««")'
"(' D)(l +«," + n(' U), se

N--l r--l s--l r--l s--l N--l

Observe que a soma em (+) pode ser escrita como }, l>. }' wn(i+j) - }' >1' }' wn({+j)
n::1 {=0 .j::0 {::0 .j=0 n::l

Mas, sabemos da proposição (1.5.4) que

N -- 1, se m = 0 mod 7V

-l, caso contrário.

Denotando por K(r, s) o número de pares (á,.j) tais que { + .j
e 0 $ .j < s, vemos clue a soma (+) é igual a

0 mod N, com 0 5; { < r

Ã'(,, s)(/V' 1) + (« - K'(,, s))(-1) Ã'(,, .)(]V - 1) (« Ã'(,, s))

]v-K(,, .) «

Assim,

R, Re(à(.NK'(r, s) -- rs)), parar + s = 2 mod -M, rs # 0
0, caso contrário

J{(NÃ (r,s) rs), parar+s= 2 mod N,rs#0
1 0, caso contrário.

Agora, vamos calcular o valor de K(r, s). Para isto, sabemos que

0 <r $ Ar l,

0 < s $ Ar -- l,

ou seja, 0 < r + s $ 2.ÍV -- 2. Como r + s = 2 mod ]V, temos que existem apenas dois casos a

serem considerados- O primeiro caso é r = s ;: l e segundo é r+ s :: /V+2, com r :# 0 e s # O.

No caso r = s = 1, tem-se imediatamente que .K(r, s) = l
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No caso r + s N + 2, tem-se X(r, s) = 2, pois

0 < { < r -- l

0$.j Ss l :> o $ { + .1 5; r + s - 2=w:+l
á + .j = o ::> { = .j =o

á + .j = Ar ::> { = r -- l e.j = s--l

Portanto,

Í ari!, para r :; s = l
Pr.:: -l 2A-rs, para r+ s::; ]V+ 2, comi 7é Oes # 0

1.0, nos outros c«sos.

(3.3)

Observe que Pr, ::: Ps,. Com isso, calculamos os dois blocos diagonais de (;, (l?ii e G22 ::
Gii

Demonstraremos que G12 = G21 ' 0. Seja .F = Gt2 ' G2i ' '= (Re(W(yW') Im(}'r.AH'')),,
Então

a, .Z N\:l (Z.-Z1llPI
N ,Í=, ((ZI ak)' + (Ü

.! wx:? (z. g1l? :(11
x' ..Í3, ((z. - z.)' + (Di

:iêljq(a'ü--4 z,Z k,)

:l:liy(Üh--4 Ü.-*.)

Podemos considerar (ZZ(,+.) arl+k,) = Re(mt('+')
(Ü(,+.) Üz+k.) = Im(w!('+') w'l+k'). Dai,

w'i+k') e

(zt

((8.

Zky - (DI - Ü:)' l

:k)'+ (DI +Ü)')' 2

l l
««k)'(««'

e

2(ã! - 8k)(Ü - Ü) -á

((li' -- Zk)' + (Ü + Ü:)')' 2

l
(««' -- «,')'

l
(.«' -- ««')'
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Assim,

&. l {-:{ (.«'(''d .''-'-*')+ t.;liga'-'il;:im) -í r l l

..Í=, 2 2 \.(ãí::'ãi)' («'' - '"')'

N l

E( «'''''''+«'''*' ÇGr:;$

..'',*.' **', ;l.6JW («' «*)'

Âãi'«""'' "~"' '-*«;, l,:«*«'«l
.tFr
4w .Í3, \.(ãí:'ãÊ)' '('"' - "')'

. á /(w'('+4 l.,'l-lk' Úi(,+d +;;;;:Í:i:Ê;) . (w'('+d -- u,'z+k' -- u,z0'+d +Ú'ii:k')
' 4.v \ (;ãí:iP)' ' ('"' w*)'

â 3i I'"'=:'J:'"' * @==F
k#!

ÚEI(":==r) - IÇLS'
ü' }i :« ("':=:=;')

Im

-l;$';€1Ar z--'l,k-o
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\

/

Im
z,k-o

/v l
«''(«*' «'')

2Z/'l'to

Im .l y «"''"l::.;~T'a
N ..Í=, (1 - w*'')'

Im
z,k-o

/v l
W'Z -2Z+!'(Wk' ' D

(l -- wk 1)2

Im :] F w=!.?o:.JeuAr Z.../ r l ...k--l\2
N ,.Í=, (1 «'*'')'

Fazendo n k - Z, obtemos

R. Im ; }l v' ""'lr=;ç"'-
n#0

Im
/ l

\

-lN l

.'(, -'+4 ( l «')

(1 ?/,n\2

Im
r l N l l zo"')

/v l

E
n=l «")'/

ZI/l(r+s -- 2 )

z-o

/v l

Novamente, usando (1.5.4.3 e4), temos que }: mt('+'-2)
z-o

N, parar + s = 2 mod N

0, caso contrário

Com isto, obtemos

'. - l:lêlHLW , «, * , - , "« "

Proposição 3.2.3. Suponha que w 1-, para algum L matar 1. Então

1:«(aB) $«(;': flhn),
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quando r + s = 2 mod L

Z)emorzstração. Vamos calcular

« (E (rü *i' «,")(1 - ««")
(1 - «,")'

:«(Eab(«- :*""T"'')
«(E. h (««;

1+- w"' + W'('+4)
2

:«(E. h (««' 2

IOn'- W"(r+s)
+2 2

« (E -u (- :*: ç-';*"nl
L l l=lm

(1 - ««"):n=l i*"; T*««)l

:« 1:; E .:h ': * «" * ""

:« l-;E ts *iE ""'ú=;:""'l
Im ' 1l "'"(='Z.=""-'n

2 if= (i - «'")' «")'

- :« liE ""'ú:J- ":«''' -:lts
:« l;E"%=P ;Et

:« liE """= ;r "' -iErn
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Im 1)

1)'

::«IEÇ

- {:« l,«. IE n
=lm 1)

1)'))
D

Voltando ao cálculo dos elementos de P, temos que

.. - l ;il:«('X3h"),*-,-:--«
lo, caBO cantrúiio

Temos que

se r := 0. s=0
N l

E
ou

Êã (í - .«")'

l .«"') (l «")

N l
Z 0 (1 «") (1 ")

E
n,::l

(1 + «('-o)( l + w"('-O), se

« :# 0 e . # 0 (**)

Recordando novamente que, da preposição (1.5.4), temos

Ar -- 1, se m = 0 mod N

1, caso contrário,

e usando a definição de K(r, s), temos que (++) é igual a

Ã'(«, .)(N - l) + (« K'(,, .))( -1) Ã'(,, .)(N - l)

NÃ'(,, s) - «.

(« - K'(,, .))
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Logo, .R,, = 1 o, casa contrário. parar + s = 2modN

Como K(,, .)N
(;i2 :: (;2i :: 0.

7-s é real, temos que Prs 0 para todo 0 $ r,s $ N l e assim

Voltando ao cálculo de G, obsevamos que ela tem a forma

'-"'«:«- (f &),
Observe que os elementos não nulos de R ocorrem nas posições (1, 1) e (r,/V + 2 -- r),

= 3,.'' ,N -- l (pois s = N' + 2 r < N). Vamos denotar cl = Pti, c.,. = Pr,N+2 ,,

1. Como P é simétrica, c, = cw+.2.,. Por (3.3), c, - N ;(.V + 2 -- r) =r = 3, ,N

-l;(W - ,)(, - 2), r

r = 1 (ci = BÇ!) e para r - 2 (c2 = 0).

,N 1. Observe ainda que a equação acima vale também para

Assim, a matriz R é dada por uma das duas formas

0 0
0 c]
0 0
0 0
0 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

0
0

0

0
0

0
0

0

0 0
0 0
0 0
0 cs

c4 0
R-

o o o o o

0 0 0 0 c4

0 0 0 cs 0
se N é par e, neste caso, ' = { + 1 e

0 0
0 ci
0 0
0 0
0 0

()

0
0

0

0

0

0
0

0

0

0

0
0

0

0
C3

có 0

R-
o o o o o
o o o o o q

0

o o o o
o o o 0

C4

C3
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se Ar é ímpar e, neste caso, ' :: alA!

Na tabela abaixo, estão os valores de c,, quando o número de vórtices varia entre 3 e 12
Apenas metade dos valores estão listados, devido à simetria em c,.

Vamos agora encontrar os autovalores da equação linearizada, Ú = (--pJ + JG) 3/ = J (--PI + G) y,
ou seja, queremos analisar os zeros do determinante de --Àl+J (--PI + G) = J (ÀJ -- PI + G).
Isto é equivalente a estudar os zeros do determinante de

'- ( " (3.4)

Devido à natureza de -R, o determinante de (3.4) pode ser decomposto no produto de
determinantes de submatrizes 2 x 2 e 4 x 4. Para isso, usaremos que trocas de linhas e
colunas podem alterar apenas o sinal do determinante. Inicialmente moveremos as colunas

1,2. ' ,.j,--- ,N da matriz(3.4) para asco]unas 1,3,--. ,2.j-- 1,.. ,2]V-- l(.j $ N) e as

colunas .M+ l, .. ,.j,.-. ,2N para as colunas 2, '.,2(.j N),-.. ,2.M(.j 2 N+l); ou seja,
intercalámos as primeiras N colunas e as últimas N colunas da matriz. Posteriormente, fa-
zeremos o mesmo com as linhas da matriz, ou seja intercalámos as primeiras Ar linhas e m
últimas N linhas. Se a matriz (3.4) é igual a (aei)iSk,z$2w

(1) os elementos não nulos correspondentes ao bloco z,l + R são os akk, para Z = 1, . . . , .V
e os akz, com Z = N +4 -- k, para k = 4,..., Aí;

(2) os elementos não nulos correspondentes ao bloco ÀI são os akz, com / = k + N, para
k N1, }

(3) os elementos não nulos correspondentes ao bloco --ÀI são os akz, com Z = k -- N, para
k = JV + 1, . . . , 2.V;

N cl C2 C3 C4 C5   C7

3 1.0 0.0          
4 1.5 0.0 0.5        
5 2.0 0.0 1.0        
6 2.5 0.0 -1.5 -2.0      
7 3.0 0.0 -2.0 3.0      
8 3.5 0.0 -2.5 -4.0 4.5    
9 4.0 0.0 3.0 5.0 6.0    

10 4.5 0.0 3.5 6.0 7.5 -8.0  
11 5.0 0.0 -4.0 7.0 -9.0 10.0  
12 5.5 0.0 -4.5 8.0 -10.5 12.0 12.5
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(4) os elementos não nulos correspondentes ao bloco --PI -- R são os akk, para k
[, N + 2, . . . , 2]V e os ae!, com Z = 3.ÍV + 4 -- k, para k = ,N + 4, . . . , 2N.

N+

Se J? = bij for a matriz obtida depois das trocas de colunas e linhas

(1) os elementos não nulos correspondente ao bloco PI + R são b2k i,2k-i - akk para
1 < k $ N e b2ü i,2Jv+7 2k :: aÉ,]v+4 k para k ;:= 4, . . . ,.7V. Observe que aÁ;A; :: --p se k ?é 2 e
a22 := --p+ ci e (lue ak.õr+4 É :: ck l

(2) os elementos não nulos correspondentes ao bloco ÀI são b2t-i,2k ' ak,k+w, para k =
[, . . . , ]V. Observe que ax;,k+/v = À

(3) os elementos não nulos correspondentes ao bloco ÀI sã 2x;,2# l

[, . . . , ]V. Observe que ax;+w,k = --À
ak+w,k, para k -:

(4) os elementos não nulos correspondentes ao bloco PI R são b2k,2k = ak+w,k+w,

k :: 1, . . . , .7V e b2k,2N 2k+8 :; ak+lv,2w+ó k) k := 4, . . . ,]V. Observe que ak+w,k+JV :: 1/ se k :# 2
e (izk+2,k+2 == e czk+N',2N+4--k == ck--i.

Para N ímpar, após estas trocas de linhas e colunas, o determinante da matriz (3.4) fica

.pl+ R
ÀI ,}!«)

0
0

detFidetPa, onde

P

-À
0

0

0

0

À

z/

0

0
0

0

0
0

À

0

0

0

0

P
-À

0
0

0

0
À

a
0

0

cl
'u cl

0

0

0 0
0 0

P

-À
0

0

0

À

P

0
0

0

U

0 0
0 0

ci+l
0

0

0

0

0

'cí+l
0

0

0
e também /Ü =

0

0

Q
0

0

0
0

0

0

U

-À

0

0

À

P

0 0
o 0

0 o
0 0

para á = 2, , alj:i. Mas, trocando a posição das ultimas duas colunas e as ultimas duas
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linhas de .Z% obtemos

P

0

0

0

0

cÍ+l
0

p 0
0 0
0 0

0

'Q+l
0
0

0 0
0 0

det.ZÜ det

0

0

0

'ci+l

0

0

P

-À

0

À

#

U

ci+l
0
0

0

À

U

0

'ci-+l
0
0

cÍ+l
0

P

À

0

0

0

'ce+1

À

P

0

0

0 0
0 0

det

0

0

U

0

0

0

À

U

0

'ci+l

0

0

ce+1

0

P

0

0

0

À
z/

det det.R+i

Denotando por

(f -p 0

0 --p { )s,

temos que detF2 deter e portanto

deus = detFI

Então.

detFI -.'(-= -\ )-« -,t-.: )-«(:: .\
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e obtemos os autovalores À =:L{P e À

l v \ c. q

deter = detj'.À 0 0 À
\. 0 c, À --p

À = 1./c? para r :: 3, - . . , 8-Í-

0, com (multiplicidade 2), ou

(.x' + «' c?)' e obtemos os autovalores

Finalmente, quando N é par,

--P CW+2 À

detS=detFI detF2 det l À í 1, cxw
2

P À
U

0 0
0 0

0 0 q+]
o o o

0

0

0

0

onde F{ =

0
0

Q
0

0

0

o o o
--ci+i 0 0

0

0

À
P

0 0
0 0

z/

para { " 2, ,{ .
l --'p -- cw.u

Se det l .''i' l=Àz+ pz c4,.:, = 0. obtemos os autovalores À

:L.IdN" - "

Como queremos analisar a estabilidade espectral para o anel de vórtices pela definição
de ponto espectralmente estável, precisamos verificar se as raízes do polinõmio l ÀJ -- PI +
BtD2t/:(Q)B 1= 0 são imaginárias puros. Para isso, analisaremos se À :: J:vc2 p2 são
imaginárias puros. Sabemos que # = --ey = --ci e q = --{(N -- r)(r 2). Então

2

2

À

À

2

2 .2
c; -- cí

(.,. - c:)(., - c-)
1(«-2)(w-,)+(w i)ll(, 2)(w-,)-(w l)j

4

Denotando /(r, N) = K' )l l ' -- r) -- (-M -- 1)1 . ;./:.(,, N)./b(r, N),

onde/i(r,.V) =(r--2)(N --r)+(N ]) e/2(,,]V) =(r--2)(N--,)(.V -- 1), estudaremos o
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sinal de r Primeiro, analisaremos a função /i(r, /V). Para cada Ar fixo, seu gráfico está mos-
trado na figura 3.1. Observe que para os valores de r que nos interessam (r = 3, . . . , N ''l)
seus valores são sempre positivos e portanto, para estudar o sinal de / basta estudar o si-

Figura 3.1: gráfico de /l(r, N)

nal de /2(r, N). , .Observe inicialmente que o gráfico corresponde a uma translação vertical
para baixo de 2(N -- 1) do gráâco de /i(r, N), com vértice em (N + l, .M' -- 8N + 8). Mas

-- 8N + 8 = (N -- 4)2 -- 8 é negativo para N $ 6. Logo, neste caso, /2(r, .V) < 0 e todos
os autovalores são imaginários puros

Para ]V ? 7, como a abscissa do vértices é positiva, existem valor es de r tais que /2(r, N) >
0. Mas, para N - 7 os zeros de /2(r, 7) são 4 e 5, e entre eles não há nenhum valor de r que nos
interesse. Desta forma, para r - 7 temos mais quatros autovalores nulos, mas não aparecerá
nenhum autovalor real

Para N > 7, as raízes de /a(r,.M) são ri = , e r, = el:EZ:E)q?;i&iÜ. Precisa-
mos saber quantas entre r = 3, . . . , N -- l estão entre ri e r2, ou, equivalentemente, quantas

estão fora de lrí, r21. Mas ri = #l--EZ-- = :!-iEZ rl' ' 1 1 /1 ':\Ulv JL/

(N + 2)'

Z

] 1 - , e

chamando e(JV) = 4(3]\ -- 1) temos que € é decrescente pata /V > ;, portanto é decrescente

para N ? 8 e e(N) $ -100 - 0 92, para .M ? 8. Seja F(3) = /í:i para 0 $ z $ 0.92.

Como F é derivável até a 3' ordem no intervalo IQ; 0.921, então, por Taylor existe pelo menos

um z em lo; 0.921 tal que F(z) - r'(o) + F'(0)z + !-illPaç' + -F(=), onde Z(z) = !-=(31):r; é
Í'311frx\

o erro que se comete na apro"imação de F'(z) por p(]ç) = /'(0) + F''(0)z + l:-lWz' em tor«o

rz l 33 . .3 a;2 Z3

} :sto é, ã+-ã-+-iã $ 1-

2

de # = 0. Logo 'Í-'i - l 8 16
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r z2 l z3 z z3 l l .

ã+:Í+ii7( .q $ }+ R+lli.«(1-0.08);' Assim

rl > N+2/'4(3N 1) . 16(3N 1)' . 64(3JV l);À
2 \.2(]V+2)' ' 8(JV+2y ' 16(N+2y/

3.V 1 . (3]V 1)' . 2(3N - l)'
N'+2 ' (N'+2): ' (N+2)'
3N+6 7 .(3N'+6-7)' . 2(3N-7+6):

w+2 ' (w+2); ' (N'+2y
3w+6 7 .(3(w+2)-7y . 2(3(.v+6)-7):

N+2 ' (N+2); ' (N+2)'
3.V+6 7 . (3(N'+2)-7)' . 2(3(N+6)-
w+2 w+2 ' (]v+2)' ' (-N+2y

9(N+2)'+2(3)(-7)(N'+2)+49 . 2(3(N+2) 7)'
(]V + 2)3 ' (]V + 2)5

7

7\3

.l t

N+2
7 9 42 49

" .V+2 ' W+2 (W+2)' ' (JV+2y '

, ( )

42

N"i'ã + RI.j
2.(-7);
(N' + 2)'

42

686

(N + 2);
2 12

: + Ã:Ü + ÍXT'ãP

42 49 54

+(.v +2y +(.w +2),
378 882

®:i:5ji +(N + 2)'

329

(N + 2);

882 686

(w + 2y ' (x' + 2)'

Mas a soma do 2' e 4' termo é positivo para .V 2 ll e a soma do 5' e 6' é positivo para N 2 1.

Logo, ri > 3 e portanto, temos autovalores reais. Por outro lado, se .M = 12, ((12) = $ e para
hr \ l rl

';lm*w*=+l
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N+2 2(3a' i) . 2(3a' iy .
(w+2)' ' (N+2y '

q#r*"Hê/*:("q yF)

(;) ; (®b - #h * 882

;*Ú*Ú( ',* (;);
9 Q'z OQ 827.96 882

3 + ---=-- + -;-
N + 2 ' (N' + 2)' (.M + 2); ' (N + 2)«

882

(N'+2y

dh)
«l * «h l« - a; «*l*

686

(N + 2);
<

Fazendo N = 12, obtemos

rl $ 3 + 0, 15+, 43 + 0, 03
3, 61 < 4.

Portanto, para Ar 2 12 temos que 3 < ri < 4. Agora verificaremos se para N = 8, 9, 10, ll ri
também esta entre 3 e 4. Para .V :: 8, 9, 10, ll temos que ri = 3, 58, ri :: 3,435, rí = 3, 355
e ri = 3, 295 respectivamente, ou seja, para /V :: 8, 9, 10, ll também temos que 3 < ri < 4.
Como ri+r2 ::; N +2, .7V 2 < r2 = Ar+2--ri < ]V 1. Logo, para Ar ? 8 existem 2 valores
de r (3 e .M -- 1) para os quais /a(r,-N) < 0. Para todo os outros (4, . . . , N -- 2), /2(r, .V) > 0
o que corresponde a ]V -- 5 autovalores reais positivos e N 5 autovalores reais negativos.

Depois destas considerações, construiremos a tabela abaixo, que leva em consideração o
número de raízes com a parte real positiva, o número de raízes com a parte real negativa, o
número de raízes nulas e o número de raízes imaginárias puras.
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/a(r,7)

Figura 3.2: gráfico de /2(r, Ar) para N 7

Observamos na tabe]a acima que para ]V 2 8 o polinâmio l ÀJ pl + BtZ)2Ui(Q).B l= 0
apresenta raízes com parte real diferente de zero e para N $ 7 todas as raízes têm parte real
nula. Assim, para N 2 8 o problema é espectralmente instável. Para N < 7, o problema
é espectralmente estável, quando considera o problema no espaço quociente por rotações e
trans[ações. O caso ]V :: 7 é um caso degenerado, mas que ainda assim é possíve] monstrar
que é estável segundo Liapunov l7j.

]v Posüiucts Negüt'tuas Nulas imaginaria
3 0 () 2 4

l 0 0 2 6

5 0 0 2 8

6 0 0 2 10

7 0 0 6 8

> 8 N5 N-5 2 8



Capítulo 4

Estabilidade espectral e de Liapunov
de um anel de vórtices com um vórtice
central

4.1 Introducão

Vamos ver agora o que ocorre, quanto à estabilidade espectral, quando se insere um vórtice
no centro do anel, ou seja, quando se considera a intensidade do vórtice central H # 0. Neste
caso, a função hamiltoniana é dada por.

t/(C?) }l: log((z:(t) «j(t)y +(3/:(t) 3/j(t))'){
o$Í<.j<.W

« l> 1 log((«j(t)

com variável Q = (aço, . - . ,zx,3/', ' ' ,yx) em R2(W+i) . Agora a matriz identidade l é /V+
[ x ]V + ] e a simp]ética J é (2N + 2) x (2N + 2), a velocidade angular do ponto de equilíbrio
relativo é dada por I' = -- K e a matriz das intensidade, .A4, não é a matriz identidade e,

N l

« >1: log((«j(t) - :«.«(t))' +(yj(t) - V.«(t))')4
:0J

sim

l o o o 0 0

0

«-ls
l o o
0 n 0
o o l

0 0
0 0
0 0

l
0

()

0

o o o
o o o

59
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Neste caso, tomaremos W como

1 1

t02 t04

1 0
w/v-i 0

w2(x-i) 0
}v -

l ww-i m2(x i)
o o o

w(x l)' 0
q Wn

w+j@ í(w w)
Novamente usando a transformação Z = 1?g, onde -B = :11Í

na equação diferencial (2.16) e o fato que .B é ortogonal e JJt4 = À/J, M'tJ = JM't,
Z?tÀ4-i - .4/ i.Bt e l?'J-B = J (a demonstração que .B é ortogonal e as comutatividades estão
no apêndice), podemos mostrar que

MBÜ J(-«M + -0't/: (Õ))BZ/

M'':J(-«M + O'U(Õ)).BZ/

B'M :J(-«M+ O'H(Õ))BZ/

(--yB'M 'JMB -F B'M': 3D'U(Q)B'ju
(-uB'M \MlJB -t M IB'JD'U(Q)B)y
(-«B'JB + M :-B'(-BIB')O'U(Õ)-B)y

(-«J +M' 'JB'O'U(õ)B)Z/
(-«J + JM-:B'O'C/(Õ)-B)y
J(-«i+w :B'o'u(ã).a)z/,

com Q dada poi

* - {:'=3=T
0, ,N l

e

«-lrSl=:-',...,~ :
Substituindo o valor de U :: Ut + K U2 na equação acima e usando o fato que a hessiana é

linear, obtemos

, - , (-«: * «'-:"'"'":oã" -'- «"'':"'"'«,@«) «

Observação 4.1.1. Note que B'l)'Ui(Q)B + K.B'Z)'U2(Q).B = D'U(0), onde Ü(y)
y

u(Q+
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Na última seção do capitulo, estudaremos a estabilidade segundo Liapunov, dos casos nos
quais o equilíbrio é espectralmente estável.

4.2 Obtenção da matriz hessiana

Repetindo o raciocínio do capítulo anterior, vamos obter as segundas derivadas de U em
Z = 0. Para isto, temos que obter as segundas derivadas de Ui e Ua em Q, mm como já
temos as segundas derivadas de C/i (observe que C/i não depende de zw e yX) basta obter as
segundas derivada de U2, que é dada por

Ü(Q) -

N l

>: log((«j(t) - «;«,(t))' + (3/j(t)
.j=o

z/.« (t))') {

Primeiras derivadas

:'', b â o. ««:'*' - «'*"' -'- '«:'*,

-;$1.-4haç«(:
N l , ~

-:

il;;:.';l;)Í'i'ilil;. Ó;.l}, para J < /V
.N--l , ...

}li; taça -- =ArJ' t (yJ -- g/X) ' param =

«,wbâ)

h)

/v

De maneira análogo obtém-se

*'.,- l!:gPi=i.l==~
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Segunda derivada, primeiro caso

.!ru
a««. \.Êã ('j - ''«)' + (yJ - y«,)'7

:J õâ-(«j ««,)((«j -««,y +(yí z/~)')

Éá (("j -"«.)'+(U 3/«,)')'

(«j - "«.)ãã ((«j - «wy + (U ywy)

((:«j z«,)' + (% - y«.)'):

u (n n) ««. '-- ü,
Éá ((".j -".«y+(Z/j yw)')'

2(«j ««,)'(g= g=)
((=j - «:,«)' + (% 3/w)')'

qJ(bw i)((«j ««,)'+(3/j -z/«.)')

ÊiÍ (("j "«,)'+(z/j z/«')')'
2(zj - :'Ny (4w l)

3/~)')'((zj z«.)' + (U

Ç-:(4«, 1)((% Z/«.)'+(«j -«Wy))
Êã (("j - "«,)' + (yJ - y,«)')'

ÊiÍ ((Zj -z.«)'+(%-y«,y)' '

:J ((«j - ««.)' - (vj - v.«)'))

Êá (("j "«,y + (z/j - z/.«)')'

1;-1 («j - «;«,y - (v - z/)'
Êá (("j ",«)' + (z/j - v«,)')'

q:] (© -z«.)'- (Ü -0'
Êá ((© Z«,)' + (Ü - Íw)')''

Segundo caso, Z < N

é(.,. :1;..~,,)
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Ê(««, -«.)((z. ««,)'+(3/. yXy)
((«. - z«,)' + (y. Z/.«)')'

(". ««.)É((z. «,«)' +(Z/. - yN)')
((«. - zw)' + (3/. 3/.«)')'

(% ««. '-- h. «~)o
((aj -- zJV)' + (Z/t -- 3/W)')'

2(". «,«)'(& - 1lW)

((«j - ««,)' + (3/. - Z/,«):)'

(Õwi -- l) ((zl -- :«x)' + (3/z - g/fv)')

((«j ««.)' + (g/. yW)')'

2(z. - «.«)'(Õ«,. - l)

((«j - ««.)' + (3/.3/«,)'y

(Õ,«. l) ((«. - :««.)' - (3/. - g/,«)')

((«J - «w)' + (Z/. - Z/«,y)'

(a. - :««.)' - (3/. - 3/«,)'

((Zj - ««.): + (Z/. - g«.)'y
(zt z.«y (Ü i7,«)'

((8t - Z«,) + (Ü - Êh«)'yg'',
Terceiro caso, Z, k < Ar e Z # k:

a /' (z. - a«,) \

at (z«, zz) ((zl -- zx)' + (yl -- P«,)')
((zt -- «;/«)' + (y1 -- 3/w)')'

(". - ««,)ãt ((«. - ««,)' + (z/. z/«,)')

((zi -- zw)' + (Z/! -- 3/x)')'
(Õwk -- Ózh) ((z] -- :«]v) + (3/z -- Z//«)) .

((z! -- zx)' + (yz -- yx)')' '

2(z{ -- zx)'(Ózk Õlvk) .

Quarto caso, k < N

(«j -- ««,)
««.)' + (u z/«,y
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Ç] aâ-("i "«.)((«.i "«-)'+(yi v«,y)

Éã (("j "«.):+(yj -3/«.)')'j=o

(«j - ««.)õâ- ((«j «w)' + (vi'iw) \ \y3 y«.)')

((Zj zfv)' + (yj -- yW)')'

.j=o

Õ«.*) ((gj :««,)' + (yj y«.)')

((:«j - z«,)' + (y. - yw)')'
2(zj z«,y(4k -- Õ«,k)

((zj - z,«)' + (3/. y.«)')'

q:J(õí. õ«.k)(z/j --z/wy (zj z«.y

Éá (("j "«,)'+(% v«,)')'
(yk -- 3/«.)' -- (z* -- z«.)'

((z. ««.)' + (Z/. 3/.«)')'

(Ü - ii«.y - (8k - Z«.y
((ãk 8«,)'+ (Ü &«,y)'::;;'',

Quinto caso

.LTF
az/.« \.Éá ("j - "«'y + (% - v«,)',

T] õâ- (z/j - z/.«) (("j - ««,)' + (yj - v«,)')

ÉÍ (("j -"«,)'+(3/j -y,«)')'

(% - z/«,)aà- ((«i - ««.): + (y - z/,«)')

((nj - #«,y + (% - 3/«,y)'

Çq (õ,,.. - i) ((«j #«,y + (% - 3/«.)')

Êi (("í -"«,)'+(z/j -z/«.)'):
2(3/j Z/.«)' (%w - l)

((«j - :««,)' + (yj - y«,)')'

ÇJ(e«, 1)((zj z«,)'+(yj y«,)'))

Êi; (('j -"«.)'+(% -z/«.)')'

Êá ((Zj-"N)'+(yJ -Z/N)')' '

ÇI ((«j - ««.)' - (v - v«,y))

Êã (("j "«,)'+(gj z/«.)')'
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g/«,)' - (zj

:««,)' + (u
«~)'

g/,«):y

h)' (a
z«,)' + (ü

8.«)'

h)')'
Sexto caso, Z < N:

3'', ;(
á(z/.« z/.)((z. z«,)' (z/, 3/.«)2)

((«. - ««.): + (y. - z/.«)')'

(z/. - z/«.)á ((z. - «,«y + (z/, - y«,)')

((«. :«.«)' + (y. - 3/«.)')'

(ÕJv! l) ((zz -- zw)' + (yl -- Z/JV)')

((«j - z«,)' + (g/. 3/«,)')'

2(zt -- zw)'(Õwz -- l)

((zz -- zx)' + (Z/z Z/x)')'

(Õ«.l l) ((zz -- z«,y (g/Z - Z/«.y)

((«j - ««.)' + (z/. - y«,)')'
(y. - Z/«.y (z. ««,)'

((«j - ««.)' + (z/. - 3/«.)'y
(DI -- D)«)' - (z{ - :.«)'

((% - a«,)' + (ü - í7.«)')' 'g'',
Sétimo caso, Z, k < ]V e Z # k

Ü'', a r (y.-3/«.) \

az/* \(«. - «.«y + (v. - y.«)'7

ah (yN -- 3/i) (("z -- :«]v)' + (z/t z/]«)')

((zz -- z/v)' + (3/z -- g/JV)')' '

2(3/. -z/«.)'ãh(p. z/«.)

((«. - ««,)' + (y, 3/«,)'):

(Õw* - Ó.*) ((:«. ««.) + (3/. - 3/«,)) .

((«. - zw)' + (y. 3/«,)')'

2(=1 -- :«1«)'(Óik -- Õxk) .

((z. -:««.)'+ (3/. 3/«.y)' '

Ü'',
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Oitavo caso, k < .V

'q::u u,
av* \.Éá ("j "«,)'+(W v«')'/
{J aâ-(ví y«.)((zj "«')'+(U -y«')')

ÉÍ ((«j -"«.)'+(yj -y«,)')'

(z/j - y«,)õâ- (("j - "«.)' + (vi v«,)')

a

((zj - z«-)' + (yJ - y«,)')'

:] (4k â«,k) ((zj - zw)' + (U - y«,)')

Êá (("j ".«)'+(y' v«')')'
2(gj - Z/«,y(ÕÍt - Õ«..)

((=j z«.)'+ (yz yx)')'
Ç] (4k Õ«.k)(zj z«.)' - (y -V«,y
Êã (("j "«.)'+(v y«,)')'

(z. - z«,y - (y* - y«,)'
((nk -- zx)' + (3/k -- Z/x)')'
(Zk - Z«,)' (Ü - ãN)'

((8k - Z«,)' + (Ü ã7«.,)')'gâ'',
Nono caso, k < /V

gâ'', a 'Ç:l (y -z/«,)

.Êi; ("j "«')' + (% - 3/«,)'

(.J aâ- (yi - v.«) ((«j - «x)' + (z/í - z/.«)')

((«j - z«.)' + (yj - 3/.«):)'.j=o

(% v«.)ãl((«j J«.)'+(z/í z/.«)')

E
(v - v«.)õâ- (("j "«.)

((Zj -- z«.)' + (y y.«)'):

q:] 2(yJ -y«.)(zj :«N)(õlk õ«,k)

Éá ((=j "/«):+(3/z--yw)')'
-2(y. - 3/«.)(z* - ««.)

((z* - :««.)' + (y. - 3/«.)')'

2(ü Í7,«)(z* z,«)

((Z* - Z«,)' + (Ü Íwy)'gh'',
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Décimo caso, Z < N

z(
ãâ-(z/«, - z/.)((z. ««.)' +(z/. z/«,y)

((«. - :««,y + (z/. - 3/.«y)'

(yN - 3/.)õâ- ((«. ««.y + (z/. - z/«,)')

((«. - :«w)' + (Z/. - Z/w)')'

-2(z/«. - z/.)(". - «.«)(g:- - i)
((«j - ««.)' + (3/. Z/«.)')'

2(3/.« - g/.)'(«.« - «.)

((z. - ««.)' + (3/: 3/«,)')'
2(3/«, - DI)'(Z«, - :i)

((zt - z.«)' + (Ü - Dhy)'=h'',
Décimo-primeiro caso, Z, k < N e Z # k

a:«k X.(z! -- zw)' + (Z/t -- g/,«)'7

õl (v«, - z/.) ((«. - «w)' + (z/. - z/w)')

((«. z«,)' + (y. Z/Wyy

(z]« 'a)ãt((zz :«w)+(3/1 yN)') .

((«. - z.«)'+ (g/. 3/«,)')' '

='',
Décimo-segundo caso

a ./v-- l , .

\:: JgJ -g/«,)

a3/,« \.Êi("j - «.«)' + (z/J y«,)'

E
Êá ((zj z.«)'+ (U -3/«.)'y

(% z/«.)aã- ((zi - zw)' + (u - 3/x)')

((Zj - zX)' + (yJ 3/«,)'y

Êá (("j - «.«)' + (% - z/«,)')'
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: ,,J@'- ?'1(2 - ;'"\
Êá ((% - ZN)' + (Ü i7«')')''

Décimo-terceiro caso, Z < Ar

='', â («.3q. .~,,)
ÉÊ- (yJ« -- Z/{) ((zz -- z]«)' + (Z/Z VI«y)

((zt -- z«,)' + (yl -- y«.)')'
2(v. -y«,)(z. «w)á(«. ««.)

((zz -- z,«)' + (yt 3/]«)')'

2(yz y«.)(:«z z«,)
((zí -- z«,)' + (z/z g//«)'y

2(01 Ê7,«)(a! z«.)

((ãj Z«,)' + (ÜI Ê7.«):)'='',
Agora, vamos escrever as hessianas de Ui e de Ue, lembrando que estamos trabalhando em

R2/v+2. Novamente usando as propriedade de simetria da hessiana e olhando para derivadas
segundas de Ue, temos que

"'«'õ,- (;1: ::) - (2: -=)

O-.t-d. G: - B'O'U2('$)'B - (G:' G:') , t.m« q-

Wt+M7'

i(w' --W:' )
2

-i(w' --W;' )
2

Wt+'iV'
2 (â:

2

2

Multiplicando obtemos

Ci: - ; (R'(W'!:W) + Im(W'C:W'))

at, = i(K'(U''c'w) Im(H'Á:W'))

C:: = i(K'(wa'w) + Im(WÁ'W))
e

Ci: = t (R'(W'â'W) -- Im(n'c:w))
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Observe que (;iz
Gi,e G{.

G:: e C4: ::= (;i2 Portanto para calcular Gt, basta calcular os blocos

Agora, obteremos os elementos da multiplicação das matrizes (WÁtW)

(n'A:w')«
fvl- -i >1: ««,.(-'l: w).,

j=o
. N N

iEE «,.";*".,
z-o k-o

l N . N-'\.

; E «,.";"., -'- ;«,.«.';«,'"«., E «,."L;"*, --

. N-l . N-l

: E «,.«"h*«*. + i: E «,."ü",.,.
k-o '' z-o

.& E «,.Çl?©«.. + ;«,,«g#©«.«. '- E «,.gL©«., --

N E «,«'::k@«', -- .l E «,,gLaã«~,

Substituindo os valores das segundas derivadas, temos

(W' .A :W'' ) ,. ;l«,.
(81 z.«y -- (Ü

z«,)' + (DI :$".,*
;«,~ }lEH; ]:] ]$-, *

D«,y - (Zk

z.«)' + (ü; g"*.*
iiy (z,«
zt)' + (0«, @"~'

N }i;' \zt - rw)' t U/i -- y,.,).('",n"', + '',,«..««,,)

z.«y -- (Ü
z«.y + (DI j$p(«,,.«««., + «",.«.«J
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Como os elementos de W são

w'J, para0 É {,.j $ Ar l
0, para0 5; ã $ Ar l e.j :

-/'N, puxa.i = :1 = N
N, c,u Q 'Ê j $: N l eí = /V (4.1)

(H'''-A'W')«,, - .«'.'"'"'", p'''0 $ ' $ N l

Devido a simetria de W e .4: temos (W.A:W),JV = (W.A:W)X.

Para 0 $ r, s $ N -- l.

a''"'")« - ; }l ê : ::li i 1:1 : ãli,«,.«.,

Finalmente,

p''.":")- - ; }l é: ::li i Ígl : :l;(«-p
Com isto, temos que os elementos de (W.A:W) ficam

: x'i (ã -- ;jv)' + (yl ;w)')w('+')z, para0 5; r, s 5; .M --l

' N êli((ã 'zXy +(Ü --;X)')w'',p'ra0$ s $ .V -- ler

.x'i ((a! )') , parar ' s = N

(w'.'!:w'),,-

Temos que a parte real de (W.4'W) é

' ]v.l(ã--zw)'+(yZ),) Z(,-+')t' pa'a0 Sr,s $ N
-- ,,N AU (ãl -- zNy + (Ü -- ;x)') 8;z, para 0 $ s 5; .N -

l (l: ;H = 1: : :1:, , -«.« - ; - "

- 1

ler
Re (W.A:W)., N
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e a parte imaginaria de (W.4ilF') é

N l

z-o

(ãl (Ü h)'
N

- :.«)2

((z. 8«.)' (Ü h)') y(,+s)Z , para N l

Im (W.'l:W),,
z-o

\
(ZI - :«.)2

(Ü h)'
((8í--8xy (Ü Ü)') para S l er ::-N

0, parar = s :: Ar

De modo análogo, obteremos os elementos da multiplicação das matrizes (W'C'iW)

(w'c':w),,
JVl

- iEl:««,.K:w').,j=o
. N N

iXX«,.a"..z-o k-o
. N-l . N l

: E «,.a«., -- i«,,'*~"«,, -- E «,.'l."*; -'

. N-l . N l

; :i ","'".«', -- iX «,.''.".«.

N E «,.gPoã«., -'- x",,«;2ü«,«, -- E «,.=ãoã«., +

N E «,,.,g%©«., -- : E «,.:lák@««,.

Substituindo os valores das segundas derivadas

(w'c:w),. ;E«,.
2(at - 8x)(&l

Uv".,*

;«,~$1éES\ 35"~.*
;«,~ }1 .=%:Ê% 3"*,*
1«~%1=%;?ã

ã)
@"'
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N z--'z-o

2(Zz - Z«.)(01 - ãw)

((ã--z«,)'+(Ü--&«.)')' ''

«,~ }l .ji'?an:;.?s,-,
"", êlii l"' -- zxJ' t u- -- z/«,)'"''

«~ }l .=?;,?if "..,,-;

l
N

l
N

l
N

; }l .li?' ,, («,.«., -'" ",""«'.
'tDTN'tDls W,lmN.)

Como os elementos de l,V são dados por (4.1),

(w'c:w')«,, - (z'z,.,)' +(a «,',"'''",, p'"'o $ ' $ .v -- l.
Devido a simetria de W e (;' temos (WC''W),W = (WO':W)W.

Para 0 $ r, s $ /V -- l,

(w':"'0« - ; }l ..Jl?';.,P .. u'lW)n"''"';.

Para r = s = Ar,

p''':"'o,,,., - i: }l di?' - w h':U)n («-)'

Com isto temos que os elementos de (Wa'W) ficam

N }iÍ ((ãz(Z'ZwZx)(lpz . yw)')to('+')l, para0 $ r, s $ N

m t1 2(:. - z«,)(01

''' Éá ((z. - z«,)' + (Ü '

2(Zi -- ax)(Íyz . yxy) ' parar ' s = .N

- 1

(w'c:w'),, - Íw) w'zjpara0$s5;N --ler ]v

N l
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Temos que a parte real de (H''a:W) é
i

N :li tzl -- zXI' t (yl -- Z/WJÓ) z(r+s)Z, para0 $ r, s $ N'

lv }i' ttzz -- zxJ' + (y1 -- 3/õr)') Z'z' pala 0 $ s $ ]V -

}, ililê;::ãl;)i'ii:'i$':$1;)ãlÍ ' parar :: s :: N

- 1

lerR'(H'a:W'),,- ]v

e a parte imaginaria de (W(7iW) é

N lilií ttzz -- zWI' t (3/z -- yX)'J g(''+,)Z, para 0 $ r, s $ a -- l

p'r l:á {\zZ -- zX)' t {yZ -- Z/JvJ'J gsl, para 0 $ s $ /V -- l er

0, parar :: s ;: N

Im (WC:W').. -\ / TS

Denotando por -L = # (Re(W.4W) + ]m(WO':W)), temos que, para 0 $ s $ ]V

4

z'JV,
z.«)' (y.

zx)' + (yl =$",.*V!.wxl] 2(«. -««.)(v.
N Êã ((". - «.«)' + (3/.

y«.)

Podemos considerei' =(r+;)! Re(w('+')t) e Z/(,+,)z ' Im(m('+')t). Dai,

(a;z -- aw)' (Z/z 3/w)'

((zz -- :«/«)' + (3/1 -- y.«):y
l
2

l l
««''')(wl

(4.2)

e

(zz -- zw):(3/z

((z! -- zx)' + (yl
3/«.)'

- 3/«,y)'

Z

2

l

(«' «~)

l
(«,' -- ««")

(4.3)
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Assim,

./N tJ w' + ;P l
Ar z--' 2 2

l

z-o

-ç$1
*-L«lZ'w,

l

(«'- «~)'

z-o

l
-L«*ll

l

(«' «~)'

:f- Eo«'' +m)

*g l*.«~

T ( }l'«« * ;', IMÉ©

(««t --««")' ' ('"' --'"")'\'

l
(««' -- «,''')'

(«' «~)'
N l

}:(««'' ã;i)
z-o

l

--u«l)(««' -- ««''')

( ll:$*J4N
N l

E
[-0

w'z m'z

(««'-w''')' ('"'-""''')'
tl./rZ

w( }l "j3:;'- "'' '
Ã(}l#qw*.;e«)

w'i+;ã:i+ w'z úaX
(«' «~)' /

(l h,*,<«)

v E «. («:h) :
Í v/V, para r - 2 mod N

1 0, para r # 2 mod Ar

N l

>:.(, D'.
[-0

Agora, vamos obter L pala 0 < r, s $ Ar l

L', ««,y - (y-

z.«y + (Z/- ús?"'«." ''' :: }l ..;9';B'a.
y«,)

'ill;Hv(,-''o'
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Podemos considerar z(,'+s)l ' Re(w('+')Z) e y(,+,)Z ' Im(w('+')t). Dai,

(«, -«.«): (z/. z/«.y l /' l l

(("z - z«,)' + (y. - y.«)')' ' ã Ç(«' -«"') («' - «-w),
(4.4)

(4.5)

e

(«. - ««.y(y. - z/.«y -{ /' l l

(("i --"«.)' + (Z/z - 3/«.)')' 2 \.(«' -«"') (" '-mx)
Portanto,

L', ; }l "safe:'MÉW * ,:L«,,
' l :"";""';lMÉp

. N l

À X..'"'" * ":'' l@É© * ,a«
'"'« «-, IMz© «x«l

ú(}l ":;r*W('+')Z + U («Fs)l

l
(«' «~)'

\

/

l/' ÇJ lo('+ z+ ;;i;:i:N + ;l;i;-i;P + w''

mkà
W('+s)Z + W(,+')i + ('+s)[

(«' «~)' /

l /' {J 2Zi;:i:M . 2wk+ z \

m k à @E:ãV ': ®':'ia'J
l /'wC.-l ãi;l:;V wk+4t \

m k à $F=8' ''' ÕÜ' -'i"PJ

; l «. («::h) - ;«. l$1«'«'
1 1, parar + s = 2 mod ]V

1 0, casocontrário

2)!
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Resta calcular LJVJV

LNU ««,y (z/. - z/«.y

««,)' + (3/. Z/«,)')

1 1
6r + oõ,

w21+an

((«,z))'(««' y

Elo21 + {ij2z

2

N l

>: R.('«'')
[-0

-. (E «'') - .
e, portanto, os elementos de /, são

Í [, para r + s :: 2 mod ]V

Z'« " -l --v.M, para r ::: 2 e s :: Ar, ou r = N e s :: 2

1.0, para os outros casos

Agora, demonstraremos, que os blocos G?2, Ggl são nulos. Seja

il = ; (R'(W'Á'W) + Im(W(7'H')) ,

como (t'r-A'W)JV. = (WÁ'W),X e (WC'W)X. = (T'rC'l+').W devido a simetria de W, .A' e
C'2, temos Z,/vs :: .L.W. Então, Z,Ns :: L,/V. Então, para 0 $ s 5; Ar l

I'w,
zxy -- (z/l -- yN)' mE',.'(*l.

N tiÍ ((«, - #«.)' + (Z/t

y«,)

;Ó?",'
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Usando as igualdades (4.4), (4.5) e z(,+,)z ' Re(m('+')t), y(,+,)z Im(w('+')z), temos que

Z'x,
f-='T N.

E
(«' «~)- (

l
(««' «~)'

./

z-o

N- l
z-o

-z (w' ' -- w'' )

2
(«,i- ÚN)' («' «~)'

{v'N ç::
4N z-o

(m'' ?/lrZ \

(«' «~)
2

(«' -- WN)'

.WE.«'
z-o

.L .,,rZ\
l

(««' «~)' («,' -- «,")'

iv'N Ç:l
z-o \

/
w''+ m'z o,,rZ \

4N
-«~)

2
(«' -- WN)'

W''z m'!
:ã$''''@' ã)

r(}l"T2Sr"'*''iÉ$;'®)
g(E®4v «=h)
v(E®4v-,e«)
Tela(M4e-«ew)
f%1;(,4w #b)
fE:« («ü

:E«''-''')

De wz ser a J-ésima raiz N-ésima da unidade e da Proposição (1.5.4)

E.',-''' - {:' ==* :==r
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Logo, como .V e zero são reais, temos que LW. = Z,slv ;; 0

Para 0 $ r, s .$ Ar l temos

L'.
,« : ü;y=;'?&;=n'"'''''''-

i$1 il"'?''l l©h
. N-l

E ;(w('-'''''-;Xa:a)1l
z-o

'"'« * «;', l©úp
*á I'«'"'«

E r*~' * -
4x' Éã \. (,«' - ,«''')'

*i }l '':;g;:' *
tO(t+s)Z - tl (, +s)l

(«' «~)'

-ú( }l'''' '=L=1'":"''

Z

(zz -- z.«y -- (y.
N É;' ((zl "J«)' + (Z/z

l Ç::! yN)'
'i1;:15z/('+4z

«L«l
Bh*«L«l

(««' ««")'

(.«' -- «,''')'

4A' \ÊÍ

+
(r+s)Z )l + W(r+s)[

@:-l!)(««' -- .«")'
2w('+')tÁ(}lf%

â(j n
;$1i(w:h

z-o

$3)
J))U;(t+s)!

J3)'
:«(d:h)

E «''*'-''')
--llm

N
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Novamente, usando a proposição (1.5.4), temos >1, w('+'-2)z

l

Z :0

1 , parar + s = 2 mod N

0,casocontrário

Portanto, L,. :: 0, para 0 $ s, r $ ]V -- l

Resta calcular /,]vw:

LNN q:l ?@! «.«)(z/.

Ê;;' ((". - ««.)' + (g/.

3/,«)

- z/«.)')
N l

E
(««' -- ««''')

l
2 u«lz-o («'

N l

E
z-o

r l
22 («')'

((««1))'(««1) '

2Z ;2Z
Z

N l

2 z-o ))

E
z-o

l 2Z .2Z

2 (1«' 1)'
N l

E
z-o

:«'l + ®'')
N-l

Im(.«'')
[-0

Im

Portanto, Z, 0, ou seja, G?2 e Ggi são nulos. Logo, GI é da forma

': - "'"'"'',« - (::
0 '

--B2.

onde a matriz R2 é dada por
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0 0
0 1
1 0
0 0
0 0

0 0

l
0

0

0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0

0

0

0

0

l

0 0
0 0
0 0
0 1
1 0

0

0

.«N
0

0

R2'
o o o o o o

o o o o l
o o o l o
o o ./N o o

0

0

0

o o o
o o o
o o o

Agora escreveremos a hessiana de Ut em Z = 0. Novamente usando as propriedade de sime-

'-:, -. ".*'«. . .-"--' -''' *;--« -«'--« -. ":, ''"« .« "'":.õ, - (íll Çll)
.42

Es"""d' G, - B'O'U2('3)B - (q: «') , t.m« q«

Wt-FIV' -i(w' -- l;P' )
2

Wt+'iV'
2

n'+jV {(w-w)
2 2

.{(w jV) w+W'
2 2

Multiplicando obtemos

G?: = (R'(WÁ'W') + Im(W'C'W'))

G?,= ;(R'(WC''W) Im(WÁ'W))

G"

G"

t (R'(W'C''W') + i"(W'Á'W))

-t (R'(WÁ:W') + Im(wc'n'))

Agora obteremos os elementos da multiplicação das matrizes (I'V.42lV)

(H'' ..4'W),,

Nl
n').,t }: .«,.(.'i'

j=o
. N N

#E :l",."ü"*'
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. N-l . N IN l

; : «,.";"., -'- 1 : L ",."ã:".. --
. .N--l N'--l . N--l ./\r--l

; E E «,..,'ü«,». + :: E E «,«,"i*"*.
1-0 k-o ' ' 1-0 k-o

, N 1 . N IN l

; : «,.";".' -'- l : :l ",."â«*,

;%l«}le

{E«,.
(zz «.)' (z/. y y

zk)'+(3/Z+yky)' *'

;il«}l# rk)' -- (yz -- Z/k)' .

«j)' + (y. + U)'): "'' +

:E«,.
(«. zk)' (y1 -- 3/X;y

zk)'+(3/z+Z/h)2)2 *'

zk)' -- (Z/Z -- Z/Éy ,

;#ríã:-í-ã)p(«,.«., w,lwk.)

Como os elementos de W são dados por (4.1) temos que para 0 $ r $ .V
0 $ ' $ N -- l e , = N, (W.4'H'),, = 0

[ e s = ]V ou

l
/v

N-l

E (z. - «*)' -- (y!
(W..4'W')/rs z,k-o

!#k
((«. «.)' g*)') (wk'' 4'

.rZ+As\ para 0 $ T.S <

parar s := /v

Calcularemos os elementos da multiplição das matrizes (W(72W)

(w'c''w),. ;E ««,.«;'w).,
.j=o

. N IN l

#EE «,.'Ji:"..z-o k-o
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;E«,.'i"..
z,k-o

; }l «,.«« * ; }l «,.a« * i }l «,.«-. * ; }l «,~a*"*.
. N 1 . N l

t E ««,.cB««*. + iE .«,.a'"*.z-oz-o

; }l « }l ..,i!:s;?z. l;i,,,". --
l qJ 2(«. - «*)(z/. - v*)

;= ",'ü==;;1'=. -1=,,,"*'

; E ".. }l t.llb;:llv;.l;l,,,«.; --
l g::{
N z--'

z,k-o ((zz--Jçk)'+(yt+3/k)')' ';

2(zz -- :«k)(3/z -- Z/t)

;= õ:iriúR':.l.$,,, («,.«..

Novamente, usando a definição de W temos que para 0

0 $ . 5; .V -- l e , = N, (Wa'W),, - 0

ou

'\À: 'z :::..::=
lj:E ü=';;'{(z,.]i,,, («''''''''

N l

(w'c'' m'') ,,
'to.,'+*') para0 $ ", s $ N - l

Desta forma, obtemos o mesmo resultado que para o anel de vórtices, ou seja,

., - "',-''' - ''"'"..õ,« - (q: .on:)
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onde a matriz Rt é dada por uma das duas formas

o o o
0 ci 0
o o o
o o o
o o o

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

q

0
0

0

0

0
0

0

C4

0 0
0 0
0 0
c3 0
0 0

Ri'
o o o o o o o o

o o o
o o o
o o o

0 0 0 0 c4

0 0 0 c3 0
o o o o o

se ]V é par,e neste caso ' =

o o o
0 ci 0
o o o
o o o
o o o

0
0

0

0

0

0

0
0

0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
o o o
o o o
0 0

0 0
C3

C4

Ri' o o o o o
o o o o o o q

q o
o o o
o o o

o o o
0 0

0 0 0 0 c4

0 0 0 c3 0
o o o o o

0

0
0

0

0 0
o o o o

Se ]V é ímpar, e neste caso ' :: !)l=H:

M - : .0'ü(0 ) M': (G, + «G:)

(:'
onde R3, é dada por uma das duas formas
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0

0

K

0

0

0

0

0

0

/€

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0
0

0

0
0

0

0
0

0

0
0

0

0

0
0

C4 + n

0

0

0

()

0

0

«Wm
0

0

0 0 0

0

0

0

0 0 0

0 0
0 0
0 0

0 0 c4+n
0 ca+n 0

.,/N o o

0

0

0

0

0

0

0

0

0

se ]V é par, e neste caso ' { + :, -

0
0

K

0
0

0

0

0
0

0

0
0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0
0

«Wm
0

0

0 0
0 0

0

0

0 cv+K 0

0

0

0

()

0

0 0
0 0
0 0

0 0 c4+K
0 c3+K 0
«N o o

0
0

0

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

se Ar é ímpar, e neste caso 7 -: alj:i

Vamos agora encontrar os autovalores da equação linearizada

Ü (--pJ + J.A4''iG2+ KJÀ'f'iGI) y J (-«l+M :G, +«M':G-)y

ou seja, queremos analisar os zeros do determinante de

ÀI + J (-«l + M': (G: + 'G:)) J (.XJ - «l + M': (G, + «G:))

Isto é equivalente a estudar os zeros do determinante de
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' - ( "!L"; -,.": ,,) (4.6)

Devido à natureza de R, o determinante de (4.6) pode ser decomposto no produto de
determinantes de submatrizes 2 x 2 e 4 x 4. Para isso usaremos que trocas de linhas e c(>
lunas podem alterar apenas o sinal do determinante. Inicialmente, moveremos as colunas
1,2.' ,.j,... ,N+l damatriz(3.4) paraascolunas 1,3,''',2.j--1,'. ,27V+l(.j $ N +l)
e ascolunas N+l, . ,.j,... ,2.V+2 paraascolunas 2,''',2(.j--w),-..,2ar+2(.j 2 w+lyi
ou seja, intercalámos as primeiras N + ] colunas e as ú]timas ]V + l colunas da matriz. Posto-

rimente, fazeremos o mesmo com as linhas da matriz, ou seja intercalámos as primeiras N + l
linhas e as últimas N + l linhas. Se a matriz (4.6) é igual a (ak!)i$k,z$2/v+2

(1) os elementos não nulos correspondentes ao bloco P]+R são os akk, para k = 1, . . . , ]V+
l e os akz, com Z = N + 4 -- k, para k = 3, . . . , ]V + l;

(2) os elementos não nulos correspondentes ao bloco ÀI são os aj;z, com Z = k + N + 1, para
k - 1, . . . , N + l;

(3) os elementos não nulos correspondentes ao bloco --ÀI são os aA;z, com Z = k -- N -- l,
para k :: N + 2, . . . , 2N + 2;

(4) os elementos não nulos correspondentes ao b]oco --P] -- R são os aki;, para k = ]V +
2, . ..,2N + 2 e os akz, com Z:;; 3N + 6 -- k, para k:; JV + 4, . . . , 2-M+ 2.

Se B = bij for a matriz obtida depois das trocas de colunas e linhas.

(1) os elementos não nulos correspondente ao bloco --PI + R são b2k-1.2e-i - akk para
l $ k $ /V + l e b2k.i,2Jv+7-2k :: ak,/v+4-k para k :: 3, . . . , /V + l. Observe que akk ;; --u se

k 7é 2 e a22 := --p + ci + K e que ah,lv+4-k :: ch--i + H) a3,lv+i :: --n'v/Ar e a/v+i.a ::

(2) os elementos não nulos correspondentes ao bloco ÀI são b2k-i,aÊ ' ak.k+x+i, para
k = 1, . . . , /V + l. Observe que ak,A;+/v+i = À

(3) os elementos não nulos correspondentes ao bloco ÀI são 2k,2k i - ak+w+l.k, pala
k :: ], . . . , ]V. Observe que ak+lv+i,x; :: --À

(4) os elementos não nulos correspondentes ao bloco --ul -- R são b2k.2x; = ak+X+l.k+N+i,
k := 1, . . . , N+l e b2k,2fv 2k+8 :: ak+w+1,2w+5-k, k :: 3, . . . , Ar+l. Observe que ak+x+i.k+w+i ::

--p se X; ?é 2 e alv+3/v+3 :: --l/ -- ci -- H) ah+/v+i,2/v+s-k :: ck-i /ç) a2]v+2./v-4 :: «./V e
ln-çü3u-ç'z :: K\ll'{.

Para ]V ímpar, após estas trocas de linhas e colunas, o determinante da matriz St fica
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U

-À
0

0

K

0

0

0

À

P
0
0

0

tç

0

0

0

0

2z/

-À
0

0

0

()

0

0

À

0

0

0

0

0

K
0

0

0

z/

.#N
0

()

K

0

0

À

U

0

0

0
0

0

«Mu
0

U

À

0

0

0

0

0

«Wu
À

z/

detSi det detF2, onde

U

-À
0

0

0

À

U

0
0

0

0 0
0 0

0

0

0

0 0
0

0
0

0

-q+i + K
0

0
0

F.+l
0

0

ci+l+ n
0

0

0

0

'q+i+K

0
0

z/

-À

0

0

À

U

0 0
0 0

0 0
0 0

para z :
obtemos

2, . - - , aF Trocando a posição das 2 últimas colunas e as duas últimas linhas

U

À

0

0

À

U

0

0

ci+i+H 0 0 0
0 ci+l+n 0 0
0 0
0 0

0 0
0 0

deLE. det

0

0

Q+i -- K
0

0

0

0

'q+i -- K

À

0

0

P

-À

0

0

À o o
z/ 0 0

0 0
0 0

U

À

0

0
0

cá+l + K
0

z/

À

0

()

0

'Ci+l + H
À

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

P

0

'ci+l -- K

0

0

z/

0

0
det

E+l
0

0

0

0

0

()

0

0
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I' À Q+i+K 0 \

-.'l.:=-à. I' !, ':q l-...*.
0 ci+i--K --À --p ./

Denotando por

U

C,+H
0

À

U

0

'Cr -- K

c,+K
0

z/

À

0

'Cr -- K

À

P

$

temos que o detFa det S, e portanto, para determinar os autovalores, temos

U

-À
0

0

/Ç

0

0

0

À
P

0

0

0

K

0

0

0

0

2p
-À
0

0

0

0

0
0

À

0

0

0

0

0

K

0

0

0

U

.«N
0

0

K

0
0

À

U

0

'N

0

0

0

0

«®N
0

U

0

0
0

0

0

«Ww
À

U

N+l
2

H
r-:3

det SrdetSi det

Calcularemos os determinantes, começando por

U

À

0

0

/€

0

À

P

0

0

0

-K

0

0
.2p

-À
0

0

()

0

0

0

À

0

0

0

0

0

0

0

0

P

WN
0

()

K
0

0

À

#

0

0

K
0

0

À

#

0

0
0

0

.Mm
0

P

À

0

0

0

0

«®N
0

z/

0
0

0

0

0

«®N
À

U

0

0

()

0

0

«®N
À

z/

0 0
0 0

--2u .X
À o

--K 0

0 0
0 0
0 0

det

0 0
0 0

U

-À
0

[)

K

0

0

0

À

U

0

0

0

K

0

0

K

0

0
0

det
U

0
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P

À

K

0

0

0

0

0

À

U

0

K

0

0

0
0

K

0

P

À

.«N
0

0

0

0

H

À

1/

0

0

0

0

0

«Ww
0

0

0

0

0

À

0
-2p

À

0

0

0

0

0
À

0

0

«Wn
0

.u

0

0

det

U

0

0

P K 0 0
0

0
0P t€

= det
K «®N 0

«Wn
À

P

0 0 «N 0
o o o ..,/N

-« ( .l à ) - . : *' - ., - "'', « ' -"-'« -. ««"'-".: , . ,
cularemos o determinante 6 x 6 restante.

0

U

Agora cal

P
-À

K

0

0

()

À

P

0

K

0

0

K
0

P

À

.~®
0

0

À

U

0

0
0

«Wu
0

P

0
0

0

k®N
À

U

det (.x' + «') (.x' + «' - ,'' K.«)' 0

O primeiro fator gera as soluções ,X = kál' e o segundo fatos, as raízes,

(4.7)

Portanto, para À ser imaginário puros em (4.7), é necessário e suficiente que

«« (T)' (4.8)

Agora, como detPa = ll det Sr, basta igualar o determinante de Sr a zero para cada r

N+l
2

3r

À

U

0

Cr K

c,+K
()

1/

À

0

c, K
À

U

detS, = det 0 (4.9)

obtemos as raízes

,X - c-)(2K+ G. + c:) (4.10)
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Portanto, À é imaginário puros em (4.10) se e só se

. c,+cl
2 (4.11)

Finalmente, quando Ar é
p À 0

--À --p 0

0 0 --2p

detsi=detl 0 0 '.À
0 --K 0

o o o
o o o
;

onde detF'i = 111 det Srdet
r::3

par,
0

0

À

0

0

0

0

0

K

0

0

0

P

.«N
0

0

K

0

0

À

U

0

0

0

0

0

«Wm
0

U

À

0

0

0

0

0

«Wu
À

#

K

detFi ,

K

0

0

z/+ CX:B + K
2

À

P cala
2

Primeiramente, calcularemos det r + can +K
À

-" + cx.: + K) ( -p - cx*:: - K'l + À'
Para o determinante acima obtem-se os mesmos valores de À que em (4.9), exceto que agora
são autovalores simples.

2

2

A mudança na estabilidade ocorre para os valores de H dados em (4.8) e (4.11). Esses
valores de K não dependem apenas de r, mas também de N. Com /V fixado, denotando-se os
valores de K por

n(r, X) - I''ç::u = } (W r)(r -- 2) -- (a -- i)l, param < r $ 1Aw+21

e colocando esse valores de K em ordem crescente obtém-se

-'.;-«';,~, «.'',~, «.. ««([T] ,~) ««.,,~,-uJ (4.12)

Fixando N, para ter estabilidade espectral é necessário que todas as raízes À de Stl sejam
imaginárias puros. Logo, observando a sequência os valores de K em (4.12) conclui-se que para
a configuração de ]V + l vórtices, a estabilidade espectral ocorre apenas para os valores da
intensidade do vórtice central no intervalo

«([T] ,~) « . « «.,,~,
(4.13)

Resumindo, demonstramos o seguinte teorema
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Teorema 4.2.1. O eqaá/züho Q degrada na proposição (2.3.1) no problema de N + l códices
com o códices centra! de intensidade K é espectralmevtte estável se

"lw « « « "y, ««~~ '"'
(!ie::!Ld < " < alia, p««N :mp".

(4.14)

4.3 Estabilidade de Liapunov para o anel de vórtices
com um vórtice na origem

Nesta seção, vamos estudar a estabilidade segundo Liapunov apenas para os valores de
n em (4.13), pois para os valores de K onde não temos estabilidade espectral também não
teremos estabilidade segundo Liapunov.

Teorema 4.3.1. O equáZzüho Q de$nádo rza proposição (2.3.1) no problema de -V + l códices
com o vórtices central de intevtsidade K é estável segundo Liapunou se

111ie=:!i:!D < K < alia, p««w p"

111i!:=i:;i:!D < K < (a!:ilE , para N impar.
(4.15)

Z)emonstração. Seja W4 = JVt/(q) a equação diferencial que representa o movimento dos
vórtices. Fazendo a mudança de variáveis q{ = (cosa ã senPtÜ, senptã + cosdÜ) (refe-
rencial em rotação) para { = 0, 1, . . . , .V, encontramos o sistema JWQ = J (--pMQ + VC/(Q)).
Ap[icando a transformação Q = Q + Z, obtemos o sistema ]14Z = JVV(Z), onde V(Z) =

IÍ(Q + ZrÀ/(Q + Z) + U(Q + Z) e o problema passa a ser estudar as soluções que começam
perto de Z = 0. Aplicando a transformação Z ::: B3/ e o fato de BÀ4 = À4.B e BtÀ/ = J14B ,
ot)tem-se o sistema MÚ = J-B'V}''(B3/). Se de6nimos H(Z/)aV(By), temos que D-H(3/) =
Z)V(By)-B ou, tomando o transporta, VH(3/) = -B'VV(B3/). Substituindo esta expressão no
sistema acima, ficamos com .A4Ú :: JV.ll(y), onde 3/ C R21v+2, que possui ponto de equilíbrio
em y = 0. Agora vamos mostrar que para os valores de H pertencentes ao intervalo (4.15), H
é uma função de Liapunov para o sistema, ou seja, satisfaz às seguintes condições:

i. D' 0 é ponto de mínimo local estrito de H(y)

Pela Teorema (1.2.14), a segunda condição é satisfeita. Resta mostrar que D é ponto de mínimo
local estrito de }7. Para mostrei que ã é ponto de mínimo local estrito é suficiente mostrar
pelo Teorema (1.5.5) que a matriz hessiana -D2-H(0) é definida positiva o que é equivalente a

estritamente positivos.

2 H<Q
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Para N ímpar, temos

det(O'H(0) ,XI) + R -- ÀI)det(--pl R -- ÀI)

0

K

0

0

0

À 0

2(c: + «)
0

0

0

À

K
0

0

0

0

0

0

0

«®N
0
0

.(C- + 6)

det cl + K -- À
0

0

«Mw

0

cl + K -- À

0

0

Cl+H À
00

0

K
0

0

0

À 0

-À
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0
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0

-K
0

0
0

0

C3 -

0

0

0
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0

0
0

~Wm
0
0

«(.- + K)

det CI + H -- À

0
0

«Wn

-À
K

K

-À

detFidetF2
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0

0

0

0

À o

0

0

0

0 0
À o o

0 0
0 0

0

Q+l+n
0

0

0

0
0

0
0a

0

0
0

0
0

0

0

0

0 0 ci+K
o o o

0

0

À o
Cl+6

0 0
0 0 À
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para i :: 3,
N+l

) 2

'ci+n À 0 0
0 ci+K À ci+i+K
o o o
o o o

ci+n 0 0
o o o
0
0

0 0
0 0

detFí det F,+l

0
0

0

0
0

o o o
o o o

ci+i+K ci+K--À 0 0 0
0 0 ci+H--À 0 0

0

0

0

cl + K -- À

cá+l + K
0

0
0

0 c,É + K
0
0

cl + K -- À
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

cl + K -- À
0

0
0

0
0

det

F.+l
0
0

0
0

0

0

0

0

cl + K -- À
0

0

0

c +l + K
0

0

ci+l + n
cl + K -- À

0

0

0

cl + K -- À

det det.13+i

Denotando por

'- (":Í:*
0 0

cl+K À cz+l+K
cz+l+K cl +K À

0 0

cz + n
0

0

cl + K -- À

e
0

cz+l
0

0

À cl+l

0

n 0
À o

cl + K -- À

temos que o det FI :: lll
Z-3

2

det Si. Usando os mesmos argumentos para calcular Ee que usare

N+l

mos para calcular FI obtemos detF2 ::: ll dettZI e, portanto,
Z 3
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det(D'#(0) -- ÀI) det(--pl + R)(iet(--pl R) =

cl+K
0

À 0

2(c- + «)
0
0
0

À

K

0
0
0

0

0

0
0

«Mn
()

0

«(.- + H) -

det
K

0
0

0

0

0

«®N

0

C3 + n

0

0

00 À

'cl + K -- À
0

0

0

0

0

0 2 2

0
0

0

0

0

«Wn
0

0

cl + K -- À
0

o o o
0 0 «v'N 0 0 «(c:+K)-À

Como det (S! -- ÀI) = det( Z -- ÀI), isto é, possuem o mesmo conjunto de autovalores, que são
Xi=ci cl, À2=ci --cz+l, À3 =2K+cz+ci eÀ4 =2K+cz+t+ci, temos:

N+l

11 d.tS ll d.tTk
Z-3k-3

N+l

0

0

0
C3 K

0 0

det(-O'H(0) -- ÀI) det(--pl + R)det(--ul - R) =

0

À 0

2(c- + «)
0

0

0

0

À

K

0

0
0

0

0

0
0

«®N
0

0

«(c- + K) -

det
K

0

0

0

cl + K -- À
0

0

«Wn

0

0

0

C3 + K

cl + K -- À
0 À

CI + H -- À

0
0

0
0

0

0

0

0

0

0

0

«®N
0

0

2

n
Z-3

detSi

2

det
t€

0
0

0

0
0

0

cl + n -- À
0

0

.®N

CI + H -- À 'C3 K

+ H -- À
0 0

cl
0 «(c: + K) - À

Agora mostraremos que os autovalores de Sz, Z > 3, ou seja, Ài, À2, À3 e À4 são positivos,
com K pertencente ao intervalo (4.15):

*: - ': ( 'y *- (":4":') :» .

*,-'- * :» 'F-( - 'F--(":';":"):».
*; - ': + '. + 2« > .: + .:. + 2 (-':;") - 0
,X. - '- + '... : + 2« » ':: + ..--: + 2 (-'-;'-) - 0

Agora obteremos os autovalores das matrizes 6 x 6, e em seguida mostraremos que são
positivos:
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0

0

2(c: + «)
0
0

0

À

K

0

0

0

0

0

0

0

0

0

«Wm
0

0

det
K

0

0

0

0

0
cl+K À

«Wm
C3 + n CI + H -- À

0 0 «(C: + H) - À

0
0

«Ww
0

0
À 0

2(c- + «)
0

0

0
0

0

0

0

0

K

0

= det
K

0

0

0

Cl+H À
0 CI + H -- À C3 + K

0

0

«®N 0 «(C- + H) - À

00 cl+K À

'Cl+H À

0

0

2(c: + «)
0

K

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

«®N
n(c: + K) - .X

0

0

/\

det
0

0

0

«®N
0

0

0

0

0 CI + H -- À

cl + K --

0

À 0

2(c: + K)
0

0
0

0

À
K
0

0

0

0

0

«Wm

0

0

0

0

C3 + n

cl + K -- À

= det
/€

0

0

0

cl + K -- À

«Wn
0
0

0 «(c: + K) À
0

0

0

À 0

2(c: + «)
0

K

0
0
0

0

0

0

0

0

0

C3 + K

CI + H -- À

À

det
/€

0

0
0

Cl+ H--À
«Wu

«Ww
0

0

0

.(c, + K) - À
0
0

cl + K -- À

C3 + K

ci+K À 0
2(c: + n)

0 -« (': 1:= '
À

K
0 /\

cl + K -- À

«Wn
separadamente:

«Wm
0 0

Calcularemos os determinantes
K(c: + K) - .X

-«(''li:i:* .....l:l:* ) - o , «;. « «"«-« ;;'
À = cl + c3 + 2K e € = ci c3. Vamos verificar se são positivos com K no intervalo (4.15):

.x = ci + c3 + 2K = ali--! + !-F-- + 2K = K + l > o
( = ci c3 = /V -- 2 > 0, pois AÍ 2 3
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I'~-v « - }.
Por outro lado, det l 0

0 0

02(c- + «)
0

-À
K
0

K

0

cl+ n À

«Wm
«®N

0
«(C: + H) - À

- .«('''Í

À 0 n 0

«®N
0

«(c: + ~) - À

2(c: + K) - À
0

0

«Wm
0

0

0

K 0

«Wudet CI + H -- À

0
n(.: + 6) - À

0

CI + H -- À

2(c: + x) - À
0

0

0
= det

K

0

0

cl + K -- À «®N

0
K(.: + H) - À

0

0

0

0

2(c- + K) - À
0

«®N
«(C: + H) - À

0

0

«®N

-.«(''*i
ci + n -- .X

«Wn
2(c: + K) À

'CI + H -- À
= det

0
cl + K -- À

«Ww
(iet (2(ci + H) -- À)

«(c: + «)

Para mostrar que os autovalores da matriz
K

0 «Wu
«Wm

~(.: + H)
são positivos

benta usar o critério de Sylvester (teorema 1.5.2):
det(ci + K) = ci + K > ci = a;! > 0

det(c:+" , " ., 'l =(ci+K)'--K
2K

'cl + K -- À
/

K + K' - H' + 2n) > 0

0

det K

0

cl + K -- À

«®N

K

-®N
«(c: + «) - À

k:--«)-.'(=1.R :=.) ) -«-«(:

('- + «) (n('- + «)' - ''.V) « («'(c: + «))
«(c: + K); - H'N'(c: + .) - K3(.- + «)

(c: +«)« ((c: +«)'- «N «:)

(c: + «)« ('? + 2.:. - «.V)

.=e,)
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(c- + «)« (c? + «(2c: - N))

'.: -' «,« (.? * « (,'x-i',
(.: + K)n(.? K) > 0

~))

já que ci + K > 0 e c? -- K = (--j:---
autovaloressão positivos

K > 0, pois K esta no intervalo (4.15) Portanto, os

Finalmente, vamos calcular os autovalores da matriz 6 x 6

cl+K
0

À 0
-À
0
0

0

0

K
0

cl + K -- À
0

0

«Wm

0

0

0

0
0

0

0

0

«Mm
0

0

«(c: + «)

det H

0

()

0

cl+n
C3 '

0

- À C3 -

0

K

-À
À

'cl+K À

0
K

0

-.' ('U;:= det
À

0
-À
K .=/*)K cl + K -- À

«~m
«Wm

«(C: + H) -

Novamente, calcularemos os determinantes separadamente

rCl+H--À C3-
\ C3 K Cl+H

tovalores obtidos acima

K

-À (À - c: - c, 2K) (.X c: + c3) , que são os mesmo au

Por outro lado,

.«(''l'
0

n 0 ci +K--À K«N:
0 0 «;«N n(c:+K) À

'cl+n--À K 0 \
K c:+K ,X K./N l det(--À)

0 «~/N «(c: + K) - À ,/

encontramos À = 0 e, para mostra que os autovalores da matriz
ci+K K 0

--K ci +K KI/'N l são positivos, novamente usaremos o
0 «~''N «(c: + n)

= (ci + K)2 -- n' = c? -- 2ctK > ci + 2ct = (gdet cl + K --K

0

À

/Ç

0

= det

tt

critério de Sylvester

ãU + (x' + i) > o
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cite À --x 0

detl --H ci+K À KS/Ar

0 .~/N «(c- + K) - À

k: -'- .)-« (:lX .ê..) ) -- «-.' (-/
(c:+n)(«(.-+«)' «'N) «:(c: +«)

(c- + «)K ((c: + «y - «]V K')

(': + «)« (.? + 2.:-« - «N')
(c: + «)K ('? + «(2c: - /V'))

1.- + H)H(c? K) > 0

..:Ê,)

Fina[mente quando ]V é par, a]ém dos já descritos, os seguintes autovalores devem serem con
liderados:

P - ci + car:g + 2K e ?7 = ci cal;P.

E fácil ver que estes autovalores também são positivos:
P = cx:u + ci + 2K > cx:u + ci -- cí + ca:u ::; 0

('7

Como todos os autova]ores de Z)2-1](0) são positivos, com exceção do autovalor nulo cor-
respondente à invariância por rotações, a função -ZI(g/) tem um ponto de mínimo estrito em
Z/ = 0 quando considerada no espaço quociente. []
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Capítulo 5

Estabilidade segundo Liapunov de um
anel de vórtices em uma latitude
fixada

5.1 IHtrodurão'y-'

Neste capitulo apresentaremos alguns dos resultados do artigo l61. Como já vimos no
capitulo 1, a equação que descreve o movimento de ]V vórtices pontuais é dada por

@u-E*. @,w:w , :,J-.,:,...,«,-: (5.1)

Mostraremos na seção 5.2 que, quando os vórtices estão na esfera de raio l afastados dos

polos, estas equações são equivalentes às equações de um sistema hamiltoniano, com função
hamiltoniana

x:(p(t),'(t))-; 1>1: i«li
o$Í<.j<.W

;j (t) .: (t ) l ;? (t)« l 4(t)cos(p:(t) pj(t))l (5.2)

onde a posição de cada v(5rtice é representada por coordenadas cilíndricas % = (pj,q),
isto é, pela distância do vórtice ao plano equatorial, zj, e pela sua longitude pj e onde
9(t) - (ç'o(t),P:(t), . . . ,P«.-:(t)), z(t) = (;o(t), ,:(t), . . . .,«.--(t)). Na seção 5.3 estudare-
mos em particular o caso de Ar vórtices em uma latitude fixa, com intensidade K, = 1.
.i = 0, 1, . . . , ]V -- 1, N > 2, dispostos nos vértices de um polígono regular. Mostraremos que

para uma certa velocidade angular, esta configuração em rotação é um ponto de equilílibrio do
sistema quando descrito em um referencial em rotação, com esta mesma velocidade angular,
ou seja, é uma configuração de equilíbrio relativo. Além disso, mostraremos que o sistema de
equações diferenciais obtido neste novo sistema de referência ainda corresponde a um sistema
hamiltoniano. A seguir, estudaremos a estabilidade segundo Liapunov desde anel de vórtices

99





5.2. VERIFICAÇÃO DA FORMULAÇÃO HAMllxoNIANA DA nQUAÇÃo DE
MOVIMENTO 101

zj (t)

(.M

'1

'1

'1

,?(t)seno.(t) - ,:(t)

,?(t)coso:(t) - .:(t)

;? (t)coso: (t)se«p: (t )

: ,?w«-«:©):
Í:'em«;«.w) j
- ':WV« W«;«:W«««.W)K

Assim,

@:(t) x @/(t)
11 Új(t) - @:(t) ll'

'j(t)«i':;?©se«g:(t) - ':(t)vÍ:;?©se«pj(t)
11 %(t) - @:(t) ll' '

-q(t) v/Í -'l;?ilÕcosP.(t) + ':(t) «l - #(t)cospe(t)
11 @j(t) - @:(t) ll'

i- 4(t) vÍ:;?ili)cosa:(t)se«p:(t)
11 @l(t) - Ú:(t) ll'

l - ,? (t) vÍ -:;?Mcospj (t)se«g:(t)

11 @j(t) - @:(t) ll'

Igualando as primeiras duas componentes das equações acima obtemos

%(t)4(t)cospe (t)
'l - 4(t)se«vj(t)@j(t)

-%(t)4(t)se«pj (t )

I':'?®««P:(t) - ;:(t)vi:'#Üs«Pj(t)
l Ü(t) - @:(t) ll'

'i - 4(t)cospe(t)@j(t)
(5.3)

;?M«sp:(t) ;:(t) vi:#ãc.spj(t)
11 ÚI(t) - Ú{(t) ll'

Multiplicando a primeira das equações acima por (--senpj(f)) e a outra por (cospe(t))
temos.
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(t)2j(t)cospe(t)se«pj(t) ./;
:(t)se«'pj (t) @j (t )

F "w''?m-'.l*l Tr :.;::'=J ll Új(t) -- @{(t) ll'Z=IJ

(t)4(t)senpj(t)cospe(t) .

'4(t)l

;yj(t)

'l - ;?(t)cos'V'j(t)Ü'j(t)

.j(t) V « - ,it'JcosP:(t)cospe(t) - ,:(t)vl ,?(t)co:

11 @i(t) - @:(t) ll'

:yj(t)

e somando

l (t) @j (t)

.(t)V'Í Incas(P:(t) Pj(t)) +;:(t)vl
11 Új(t) - @:(t) ll'

;(t)

:(t) ){l!::gl2cos(p:(t) pj(t)) + ,:(t)
1 - 4(t)

l @i(t) Ú:(t) ll'
+j(t)

N l

E
i-o

Mas,

(@j(t)(t) - @:(t)(t)) l

'1

:(t)cos(Pj(t)) - V'Í -';l?ilDcos(P:(t))

M««@:W , ,,Ml 4(t)se«(p.j(t))
ou sela,

11 @j(t) @:(t) ll: 'l - 4(t)"s(Ç'j(t)) - '«l - '?(t)"s(V':(t))y +

+(«i - 4(t)s"(v'j(t)))' - '«i -: '?(t)s"(p.(t)) + ('j(t) z:(t)y

;(P:(t)) +(l q(t))"s'(Pj(t)) 2#l 4(t) l ;?(f)"s(V'j(t))
+(l - ,?(t))cos'(p:(t)) + (l ;?(t))se«'(pj(t))

2 1 ,?(t)vl - .?(t)sen(yj(t))se«(p:(t))

+(l ;?(t))'se«'(p:(t)) + q(t) - 2q(t)':(t) + ,?(t)
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cos'(Pj(t)) - 4(t)(t)cos'(Pj(f))

-2«i - 4(f)Vi - ;?(t)c«(pj(t))cos(9:(t)) + cos'(pj(t))

-,?(t)"s'(p:(t)) + se«'(yj(t) - <(t)se«2(pj(t))

-2V'i - z?(t)«l 4(t)s'n(pj(t))se«(p:(t)) +

+se«'(y'j(t)) ,?(f)sen'(g:(t)) + ,5(t) 2q(t);:(t) + ,?(t)

2 2%(t)':(t) 2vl - #(t)vl '?(t)"s(Ç'j(t) - Ç':(t))

Portanto,

l -'í(f) il:i:locos(ç';(t) - ç'j(t)) + '.(t)

' l- ,q(t)':(t) «l ;?(t)vÍ':T;?ecos(Ç'j(t) Ç':(f))

@j (t)

Agora, multiplicando a primeira equação de (5.3) por (cos(pj(t)) e a segunda por (sen(gj(t)),
obtemos as equações,

(v'j (t))";(ç'j(t))'êJ (t)

q.l q(t) V'Í -';l?jjÕse«gj(t)"sq':(t) - ,:(t) v - ,j(Ocos(pj(t))se«pj(t)
ÊiÍ ll Ü(t) - @:(f) ll'

+ v - ,?(Ose«(ç'j(t))"s(ç'j(t)jç'j(t)

Ç:: -q(t) vÍ:;?ilDcos(ç':(t))se«(ç'Í(t) + ,:(t)) v - .j(Ocos(pj(t))se«(pj(t))
2;' ll @j(t) - @:(t) ll'

Somando as duas equações acima, obtemos:

{J .j(f) «Í':';l?ili)cos(P:(t) - Pj(t))
ÉiÍ ll @: -Ü(t) ll' '

-a(t)4(t)

de onde.

o(f)4(t)
fl - 4(t)sen(p:(t) - pj(t))

'l - ,?(t)cos(9:(t) - Pj(f))2 - 2%(t),:(t)
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e

á(t) \'=1 '/l )sen(ç'{(t) --ç'j(t))

"'''' 'âi 2 i- q(t)':(t) - « c.s(p:(t) - v'j(t))

V

«

Agora, calcularemos as derivadas parciais !:(p(t), z(t)) e ÕHI (p(t), z(t)) e comparar'"tos
os resultados.

g: (p(t), '(t)) : )ll: }:i«[i -;,W :U - «i::l;a./Í- ;?M«;@:W m)]' O$Í<j<X ''H

: .. -õ..,g(t) - 'b*':(t) + -7Í:l:hõ:*.«i - <(t)"s('p:(t) - v'j(t)) .õ z, '
2 o$i<j<w : - 'j(t);:(t) ví':;?©li - 4(t)"s(ç'.(t) - v'j(t))

7E:lí8Õ,*./Í':;?cucos(ç':(t) - 'pj(t) )

l o(t)':(t) - l/í':;liilÕ«i - 4(t)"s('p:(t) ç'j(t))

1 .:--- -ó:«q(t)

2 o.áÉw 1 - q(t);:(t) - '/Í:;?m«i 4(t)"s(Ç':(t) - Pj(t))

Õ* ': (É) .

l z7(t)'.(t) - v''Í':;?mv'i - '?(t)"s(Ç':(t) - Ç'j(t))

-;€11$aõ:..«i - ,#(tl m(p:(0 - pj(0)

1- q(t)':(t) - V'Í':'?Íi)«i 4(t)"s('P:(t) 'Pj(t))

ZÍl11í8ó,.«i 4(t)"'(v':(t)

1- q(t)':(t) '/Í':;?Íi)#t <(t)"s(Ç':(t) - 'Pj(t))

1 v- -Õ«q(t)

2 o$i<j<" : - q(t),:(t) vÍ':;?®«i - ;?(t)"s(Ç':(t) 'Pj(f))

1 --- -4~;:(t)

2 .$i<j<x ' - q(t)':(t) vÍ-;?©#l 4(t)"s(V':(t) - Ç'j(t))

. 1 .. ;.o Õ.*.«i - ,?(t)cos('P:(t) - V'j(t))
t; .Z, T

2 ..â;:x 1 -- zj(t)zí(t) vÍ:;?(i)./i ,?(t)cos(pi(t) -- pj(t))

+

+

+

+
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1 - 4(t)cos(p:(t) - pj(t))

'l - .?(i 1 - 4(t)"s(Ç:':(t) - V'j(t)).« 1 - zj(t);:(t)

9j(t))

-.:(t)

q(t)':(t) - '/i - l;?(Õv'i - 4(t)"s(v':(t) - ç'j(t))

{$3BV'i - 4(t)";(ç':(t) - ç'j(t))

: 1 - q(t)':(f) - '/i -';?(Õ#l .j(t)cos(P:(t) - Pj(t))

+- '5' (f) v'j(t))

2 ,:=: 1 q(t)''(f) - '/Í:;?ilÕ'vi --j(t)"s(Ç':(t) - V'j(f))

l Ç:: -;j(t)i7ÍEÉlh'/i - 4(t)";(ç'*(t) - ç'j(f))

,5 -.,. ''"

+- V o;(Ç'j(t) -Ç'*(t))
' 9 Z.J r

' 2 ,:=: 1 - q(t)''(t) - vl - ,?(0vi':;?ecos(Ç'j(t) - P*(t))

l qi:1 -%W + -V31h./i -'#ã«;@.w vW

' ]] l -- ;*(f)'j(t) - ví':;?©v (v''(t) - ç'i(t))

A outra derivada parcial é dada por:

41h(pU,,W - :o')l ,.,ãçkU i«[t-''W,:W

1 .. -«Í-';?ÍÕ#l #(t)(-se«(g:(t) -pj(t)))(õ:* &*)

2 o$':.j<,, " ':(t) ví':;;©../í-;;®c«(p:(t) p;lill
1 .. ../Í-';?ilÕ#l - <(t)se«(p:(t) - pj(t))ó:.

2 o:á;:,, 1 - q(t)':(t) vÍ --;;©vÍ'-;;ecos(P:(t) - Pj(t))

l - ,Í(t) #l - 'j(t)se«(p:(t) - pj(t))e*

- q(t)';(t) «l - ;l(il vÍ-%ecos(P:(t) - pj(t))

+

'l - ;:(t)«l - q(t)"s(q:'.(t) pj (t)) l
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{,:l:;

;:+::

'1 #(t)s"(V'*(t) - V'j(t))

,k (t) ;j (t) l #(t) .« l #(t)cos(Ç'-(t) - Ç'j(t))

T:;?(Õvi':;?Mse«(p:(t) p*(t))
,:(t),*(t) - l/i - ;l?(i)«i - ,E(t)cos(P:(t) P*(t))

:,E.í
-«Í:;?(i)#i <(t)s"(Ç'*(t) - Ç'j(t))

;*(t)'j(t) - «l - '}(t)«l - 'j(t)"s(Ç'*(t) - 'Pj(t))

1 - #(t) ví .É(f)(t)se«(pj(t) p*(t))

q(t)''(t) «l - 'j(t)'/Í:;Z{Õcos(Ç:'Í(t) 'P*(t))

./í:;Z©#i - ;?(t)"«(ç'j(t) p*(t))

- l - .*(t)q(t) '1 4(t) l ;?(t)cos(P.(t) - Pj(t))

1 .g. #l - 4(t)«í-'l;?©se«(ç'j(t) y'*(t))

2 ,ÍZ: 1- q(t)'*(t) vl - 4(t)'/Í:;ãt)"s('pj 'P'(t))

l tJ - ví':;?(Õ#i - 4(t)s'«(ç'j(t) -- ç'*(t))

' Êá 1 - '.(t)q(t) - ví-ljl;l«í-;?©«;(pj(t) - ç'.(t))

Comparando os resultados, verificamos que a proposição (5.2.1) é de fato válida. D

5.3 Estabilidade segundo Liapunov do equilíbrio

Introduzimos um sistema de coordenadas que gira com velocidade angular u no sentido
anel-horário em torno do eixo polar. Neste novo referencial, as coordenadas são dadas por
©(t) - pÍ(t) +«'t e %(t) - 'j(t). C'm' %(t) - 'êj(t) +" ' s'b'm's q" @j(t) - --gl-(ç', z),

ou sqa, 6(t) - ;;=(P ",z4 +«, onde " - (",",...,«,) € RP'', ' como q(t) - %(t)

temos

*;,.*,- (='',,
âW - ::@, z8.

«)
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Com isto, se formarmos a hamiltoniana -#(g, z4 = -Z7i(P w, zq

N l

«, >1: %(t) teremos
{-0

Õ;,W - -g;@, z4

ãW-g:@,zq
(5.4)

Por simplicidade, usaremos a notação antiga, gj(t) e %(t), no lugar da nova, @j(t) e %(t).

Coloquemos /V vórtices de intensidade unitária numa latitude fixada z, com --l < z < 1,
nos vértices de um polígono regular com configuração

Q ) ç)lv--l) zo, zl) . . . , z/v l)

definida por

pala .7 :: 0, 1, 2 . . . , N' l (5.5)

Figura 5.1: Posição de equilíbrio do anel de vórtices em uma latitude fixada, para N - 6

Isto corresponde a termos os vórtices nos vértices de um polígono regular em um plano
paralelo ao plano zg/. Então, para esta configuração ser estacionária neste sistema em rotação
e necessário que

(N' - l);
f./ == --

' 2(1 - ,')

Para demonstramos esta afirmação, usaremos que
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H(p, ')
N l 'q + ,?cos(P. - V'j)

2u para k :: 0, 1, 2, ,N l
zKzj 'l - zjcos(P* - Ç'j)

Fazendo glÍ('p, z) 0, obtemos

" -'- ahv 1 - ecos(P. Ç'j)

zKz3 '1 q: ]\ - 4«:Çv*

Substituindo q = z,

; + «OS(9» - 9j)
.' (1 - ,)'co;(P. Vj)

,(l COS(P* - Pj))
.')(l COS(9~ - Pj))

N l

;')

(N - l),
2(1 - .') '

que é o que queríamos demonstrar

Agora demonstraremos que configuração de fato é um ponto de equilíbrio

aPk

para

sistema (5.4)
0

para esta velocidade angular. Temos que mostrar -0 Fazendo

temos que

='', -' + *0S(9* Pj)

;' - (1 ,)'cos(P* - PÍ)

,(l cos(P* - Pj))
z')(l COS(Pk Pj))

N l
Z

- ,')

(N'
2(1

0

1).
.')
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para nossa escolha de o. Agora, fazendo z
/v

aH - (1 ;')se«(V
,')(i - cos(W -T)

««(% -

-2sen(#
..:'(#

g)'.;(# #)
#) + *«'(# - #)

2sen(# -- V)cos(V

2sen2(W -- xA )

..;(# #)
;.«(# #)

«'.(o

Fazendo a mudança de índices / .j - k, obtemos

âH .

"'g("

-{ .e'.': (1) -!»:'.'. (3)
'{ .e..'. (9 * V) ;X:««(i)
': .e..': (;'' * ~')éy:««(;)

Fazendo a mudança de índices á = / + ]V, obtemos

aH -

-i:E*..':':, {X:..';(9)
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-; .}l~«*.l,

i$1««($)

;Y' «« (;)

Queremos mostrar que o ponto de equilíbrio Q é estável segundo Liapunov. Pelo teorema
(1.2.14) a função H é uma integral primeira do sistema (5.4) e, portanto, G = H -- H(0), é
uma integral primeira deste sistema. Como VH(Q) = 0, o desenvolvimento de Taylor de G é

c(õ + ü) - :h'o'x('3)A +

onde as reticências significam os termos de ordem superior. Para estudar a estabilidade deste
equilíbrio, vamos estudar a matriz simétrica Z)2.17(C?). Se ela for definida negativa G terá um
máximo estrito em um vizinhança de C?. Logo, --G terá um mínimo estrito e, servirá como
função de Liapunov para o equilíbrio Q de (5.4) e, pelo teorema (1.2.6), temos estabilidade
segundo Liapunov para o equilíbrio estudado.

5.3.1 Obtenção da matriz hessiana

Agora, obteremos as segundas derivadas de .17 no equilíbrio Q . Para isto utilizaremos as
fórmulas

N l Ar2 -- ll
21U 3sen /v

(5.6)

e

k(N k), para k = 0, 1, /v (5.7)

que estão demonstradas no apêndice A.

Vamos então calcular as derivadas de segunda ordem de ,ll/. Para { # k,

(P, z)
*-(Ç'j - Ç'.)

~ - '-,i - J't - 4 \l'L - 4«:tv,
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:$1~'í
-«1

zKz:j --

z.
'1

'1

2
,ecos(yj - P*) .

'i - ecos(pj p*)

( '1 ?. l zf)sen(ç'j

l ziçzj .zj'cos( (p.f - p*)l
,ecos(P. P*)

2 1 -- zi;zl -- .zf cos( @/ Pt)

{ '1 -- zÍsen('pi -- 'pk)( '1
'1 z?)se«(p.

'1 ,?cos(P. «oy

Fazendo zz zk - z. 'pt - 'W e -pK = ?+,

(-0 .')..;(v w))(1 - (1 ')'.;(TZ v))
')..;(wZ

+= ,');.-(% T)) (0 .');.«(w
(1 (1 .')'.;(w 2n'kx\ 2

/v

,')'..;( 2n'Z
:) +(1 ,')'..;'(T 2n'kx

:P) + (i ;')';.«'(#

2(1 - ;')' (l - c«(V v))'
l

2 (1 T))'

2 (1 - «;(#
l

#))

4sen' (Tk xZ

l
4sen' (!#) «-

Ainda para Z # k,

zliá: (p, d

'Í:'ecos(P* - Pj)

«)
l zt,q T ,iV'': - zJ«S(P. - Pj)
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T:%cos(p* pj)

1 - ecos(p* pj)

'e./=q«;@. - «a)

l '?cos(Pk

;ecos(P*

Pz)

«,) ( ,.-
l i]..;'«' Pi)

F T:'ecos(P* «oy

Fazendo zz z, -p\ - :B- e -pK - ::V .

:=:'Õ,
1 (
2

1 (
2

1 + i:5«;(2F T)) ((i - ,') - (i - ,')'.;(T
- T))'
v))

#))
/ l

; + *.;(v 2n'Z\\
JV

/'2n'k
/v

(1 - z' - (1 ,')COS(ZF
2n'Z\\ 2
/v

l
2 (1

l
2

-i + «;(T
(1 ;')'.;(T T»'
l

(1 :)'(l COS(!FZ 2z'Z\\2
/v

l
2(i - ,'y(l

l
2(1 - ,')'(1
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l
2(1 z')(2sen'(g -- fl))

l
4(1 .');.«'($ #)

Para Z = k,

P,z)
'1 z.

'1

'l- ;?se«(pj p*)

l '<v'i - 4«s('pj

ZtcZj --

'1

l
#(cos(9j PÊ))(0 -0)

Pk)4\l'L 4«:Ç-p.

{ '1 4(-se«(p. P*))( o) (- T:'{«t - ;?««(p.

- - z-'3 i:?«;'«.

Fazendo zj = zk z, Pj(t) W . p*(t)
2n'k
N' )

u'', (0
Z2

.')'.;(z T)) .
(l - Z')COS(W - ZF)

*i%l"',')*«(W - ZF)) (-(i - ,')se«(W

(i-;' (i -,')c.s(W- W)y
w))

z')'cos(yj - 2P) - (l - ''ecos'(2P

(i - ,' (i - ;')co;(W - 2P))'

(l ,'yse«'(V 2P)
,' - (i -- ;')";(T - V))

T) '.;'(W : V)
(1 ;')' (1 COS(W

««:(w
T))

2 Êã (i - c«(V - T))'
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l

@

Fazendo a mudança de índices { = .j -- k e excluindo o caso em que { :: 0, pois corresponde
a .j = k, temos

u'', -;$1ú;ú

Para k = 0, 1, ,N l,

l

k
zKzj

ri - ecos(V'* - v'j)

'í:q«i 4«;(p* Pj)ztzi

l

'Í?«;'«. - «D)

'í:'q.«t «;@* Pí)

(-**
s-q.

4«;(v'* - Pj)

1 -- zkq ecos(p.
-vl

Fazendo zj = zk = z,pe 'F e 'pj N')

Pn'- ;E"pp'':
' j=o

,' - (i ,')cos(2P Ç)) (-4 + «.:(T #))
(i-,')' (i -c«(2P W:))'
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W:) - «;'(% - %) - (-,(i - «;(%

(i -;'): (i - cos(T %)y
T)))'

9Z../ /l .9\9/l .../2k7r 2{7rxxo
2 Êã (l - z:)'(l - cos(V - %))'

,'(l - cos(2P - #)y
- ,'y(l - Cos(2P - $t)y

«;(%

.')'(l COS(2g - #))
Z2

- Z2)'

1 -- 2sen'($ -- W)

- z')'(2sen'(# -- %))
l(N l),'
2 (1 - ,')'

l
,')'(;'«'(g 2 $2:iÍ 2sen2(Tk ?)

1 (N' - l);'
2 (1 .')'#))

l N' l (N- l)z'
2 2(1 - ,')'se«'(#(k J))

Fazendo Z = k -- .j, obtemos

#H'- l N\:l l N'
4(1- ;')' ÉÍ s«(#Z) 2 2(1

1),'
.')'

(:
]V2 l

)

(N- D (N - l),'
2(1 ,')'

/V2 l W - 1) (N 2

2 2(1
N'z - 6(N 6(N l)Z2

i2(i ,'y
(N 1)(.N + 1 6 - 6;')

12(1 - ,')'
(N' 1)(.M - 5 - 6;')

i2(i -,'y
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Temos ainda,

:l:lã;Gp, 4
'1 q

'1

'l - #se«(ç'j - ç:'.)

4J't 4«:tP PK]

f-.â\l'L 4:«-ÇP, -pk]

\ 4«:Çp. Pk)

;$
-~/1

zKzj -- l

1 - 4«'«,
T:?«;@. «o)

€ «"
rl
' ~j

'#«;'«,

T:?«;@. «a){

Fazendo z{ z,'Pj
Z

'l z:

Z2

'1 - ;'«-(%
(1 - ,')cos(Zg W)

-(1 - ,')se«(W 2P)

;' - (1 - ,')COS(W W))

' + -piL;
(l - ;: (l

'i - ,'«;(V w)
T)),')''.;(w

,;.«(V T)
.')(l - COS(W - 2F))

j=o

(1 ,')w«(V - !P)) (-, + *os(T
(1 ,')'(1 COS(W 2P)):

{E" ;')*«(W - 2F) '(í -;')se«(V V)«;(T
(1 ;')(1 -COS(9 W))

,(1 .')s'«(W 2F) +'(i - ,')se«(W W)"s(V
(i ,')'(i - cos(%i 2g)y

0



+0 117

Para / # k,

ãilijh «', ,)

'1

'1

'l - 4s«(PJ - P*)

1 -- zkzj R;\l'L ç-p,

ã%v'' ,Zse«(yj - p*)

'i - 'Evi - 4«s(v', - ç'*)

-#l

zKzj '1

'1 q*«@,

T-?«;&. «0)

(:

,*'b.+ 3%.«='#«;'«.
'í:qv/: - '?«;'«.

l {t.7vi - <se«(p. - ç'*)

2 1 -- zÀ;zz '1 - ;z.

'1

T:'ecos(9z -- Pk)
l

' («
-~/1 -«0)

'1 ,?cos(P. P*)
}

(-* --H «-
(« ..

z?cos(9z -- 9i;)

'?«.'«.

Fazendo zZ z).zk ; . -p- - 'T. -p« - T

j#k

Z
'l z:

Z2

'i - ;'««(V - W)
(1 - '')cos(V - 2F)

-(1 - ,:)se«(W - 2F)

,' (i ,')c«(W !F))

-'+7É7 T-'p«:(W w)
w))(l - ,' -(l ,')'..;(w
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;;.«(z T)
.')(l - cos(ZP !P))

' j=o

(1 ,')*«(Ç !F)) (-.+«.;(W
(1 - '')'(1 - COS(W - 2P))'

;'):.«(w
/v

z(l T)'.;(V
2

.j=o
E

(1 ,')(l

,(1 r 2r.j
z')sen /v

21@ \ ...r !!a/v /v

(1 z')'(l

Porá-t', a Hessi-a é d. form' O'n(Õ) - (0

ÕnR

«:, - (gh'',)
(Q)

õznQ
12

para z

a-Pia-Pj
(Q)

4*«'(% i) z-)
para { # ?

e

aziazà
=.',) #n'

(Q)
(N 1)(N

,')'
para 't

(Q)
4(1 ,');.«'(ÜP«)

para Z :# ?

Das expressões acima, é fácil concluir que

aO al a2
aN-l aO al

Á-

aN l
ÜN 2

al a2 a3

1.1'. ; ; bx.t
bN.z

bt b bs

Matrizes desta forma são conhecidas como matrizes circulantes. Observe ainda que aí :; a/v {
e bi = bw.i para { :: 0, 1, . . . , Ar -- l.
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5.3.2 Obtenção dos autovalores das matrizes circulantes
n . 2a'{ ,

Seja m :: eW: e ponhamos

g/i :: ao + mai + +aN :WN-:

Temos que Z/i satisfaz o sistema

g/i ao+alw+
aN-l+aOW+

+aN.:mN l

+ aN 2tON'l

al + a22D + . . . + astON-l

Então, (l, w,w2, . . . ,ww-i) é um autovetor de -4 associado ao autovalor g/t. Assim, se-
guindo este processo, encontramos a matriz cujas colunas são autovetores de ,4, já utilizada
no capitulo 2:

l

t02

l
tU2

tU4

l

W2(N-l)}y-

l ww-i w2(w i) . .. w(]v i)'

onde o .j-ésimo autovalor é dado por

J - o,l,...,w l (5.8)

Como a hessiana é uma matriz real e simétrica, seus autovaloies são reais, pelo Teorema Es.
pectral da álgebra linear.

Observação 5.3.1
para k :: 1, . . . , N

No nosso contexto, esta informação sai também do fato que ak = aw.ü
l e wx-j = iDj(pois wJV = 1 e m-i = ®). Então, para ]V par,

/i % +ai(w+O) +a2(«''+a:)+ ' +a#..('«g':+a4'') +a#««#

- mx-{ - WN.W:g = m:g = (w':)Ç = ®{ , 3/. é real. Para .N ímparCon.ow{

g/: =ao+at('"+a)+a2('«'+®')+ '' +aBP(t«BP +aaF) c R.

Um raciocínio análago é válido para os demais autovalores.

Agora, calcularemos explicitamente os autovalores das matrizes circulantes, a partir da
fórmula (5.8). Pelo fato dos autovalores serem reais e pela simetria da hessiana, precisamos
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apenas da parte real do fator tP*, donde, usando as fórmulas (5.6) e (5.7),
N l

b.+ :b,««*'

(]V - ])(]V 5 - 6,') T'
/v l cos 2a'.jk

12(1 .')' 2\2 ... 2 7ÜkZ /v

(N' l)(N 5 - 6,') F..;'# ;.«'#
.j-l

sen' ;lf

12(1 ;')' 4(1 - ,')'se«'V

(N' 1)(N - 5 6;')
N l

./

l ..2zjk
/v

2 z'.jksen ]v

12(1 ;')' 4(1 - ,')'se«':P

1)(N 5 - 6,')
./

1 -- 2sen211:#

12(1 - .')' 4(1 ,')'se«'V
1)(N 5 - 6;')

/v l

.j=o

l
,2)2 4(1 ,')'se«'W

+

É'í 4(1 )'""'#
+n \

sen2a'jk

- l)(N' -- 5 6z')
2\22 0/1 2\22 sen2]#

./\r--l ...2 a'.jkl

lJ

sen' ==Íf
orl

sen2z#

1)(N 5 -- 6z') l
12(1 - ,')' 2(1

kÇN - Kà
2(1 ,')'

(.M l)(N 5- 6z') l .Mz

12(1 ,')'
k(N'+

2

(N' 1)(N T 5 6z: 6k(N - Ê)

12(1 - ;')'
6N +6z' 6k(.M+6+ - k)

-- Z2)2
lv -- Nza -F g: 1 + k(JV - k)

2(1-,'y
l '(1Z k(]v - k)

l Ar\ /i
/ \ + ,2) + k(N k)

2rl -- z2)2
para É :; U,l,. ,N l
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Agora, obteremos os autovalores correspodente ao outro bloco. Pela mesma razão de Àk
os autovalores ak são reais, portanto encontraremos sua expressão da mesma forma.

N l
cosa!#l

N

4sen'($)12

Na-
12

l
+

j=Í 4sen'(N)

ÊÍ 4sen'('P)

j::Í 4sen2(N)

Na

12

N'z

12

l
+

l
+

12

l
+

l
+

- k)

;gl;à-ibl=g
N'' l k(.M - k)Na --

12

k(.M
2

12

para k :: 0,1,...,/V -- l

Vemos destas expressões que todos estes autovalores são repetidos, pois Àk :: À/v.Ê e
ak - aN-k para k = 1, . . ., lÇI. Os únicos autovalores simples ocorrem quando k :: 0 no
caso em que /V é ímpar e quando k := 0 e Ào < 0, e k = ; no caso em que N é par. Cromo
os ak < 0 para k = 1,. . .,.M 1, ao = 0 a estabilidade'depende de Àk ser negativo para
k = 1, . . . , ltl. Como estes autovalores estão em ordem crescente, o maior valor alcançado é
quando k ::;l/V/21

Para Ar par e k = N temos

(.v

(N'

(N'

- l)(1 + ,') + {(N'
2(1 - ;')'

1)(1 + ;') + (Ç
2(1 - ,')'

- 1)(1 + ,:) + Ç
2(1 ,')'

- {)
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Vamos impor que À# < 0, pois queremos mostrar que a hamiltoniana é definida negativa

(N - l)(1 + ,')
2(1 - *')'

Como 2(1 z')' > 0, devemos ter

-(-M - 1)(1 + '') < -:-
ou sela,

(.N -- l)z' >

e,

,2 -, ....!=
~ ' 4(N-l) '

N'' - 4(N' l)

.V2

z' >
4(N l)

N'2 -- 4Ar + 4

' ' 4(N- l)

Portanto, obtemos a condição abaixo

(.M - 2)'
(5.9)

Para N ímpar e k :: BlãJ temos

2

(N-

(N'-

4(N'

i)(i + ,') + aF (]v - (a?))
2(1 - ,')'

1)(1 + ;') + (Bl#)(Bl?)
2(1 - ,')'

1)(1 + ,') + (N' + l)(N l)

8(1 - ;:)'

Impondo que ÀBl:i! < 0, temos

(-4N'+4) + (-4N'+ 4),' ,
8(1 .')' '

(.M +l)(.N - l)
8(1 - ,'):
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Como 8(1 -- z2)2 > 0, esta expressão é e(luivalente a

(-4N+4)+(-4N+4)z' < -(N+ l)(N l),

ou sela,

Z2 '>
Na-4N +3

Portanto, obtemos a condição abaixo

z' > (/V' l)(N' - 3) N 3
4(N 1) 4 (5.10)

Como 1 < z < 1, para que as formulam (5.9) e (5.10) possam ser satisfeitas devemos ter
os lados direitos de (5.9) e (5.10) menores do que 1. Para N par, (.V 2)' < 4(/V -- 1) é

equiva[ente a .N2 8]V + 8 < 0, ou seja, Ar < $::L-i---=-- = 4 + 2«2 H 6, 8 e para Ar ímpar

N -- 3 < 4, ou seja Ar < 7. Portanto, só podemos ter estabilidade no sentido de Liapunov,
quando .M < 7 e z suficientemente próximo de 1. Demonstramos assim o seguinte teorema

Teorema 5.3.2. C/m arzeZ de ]V códices na Zaf rude z com ántens dada Kj = 1, para .j -:
0, 1, . . . , ]V -- 1, rios uédáces de wm poZz'gamo regular, deschío em um re/erencÍaZ em rotação é

3stáuet sega'rido Leal)un,ou pctra N < 'í e instável, pctra N Z 'T.

Outra maneira de olhar a estabilidade de um anel de vórtices a uma distancia z do equador
é analisar quando cada Àk muda de positivo para negativo, conforme o valor de z2 aumenta.
Este valores estão dado na tabela abaixo até N :: 12.

N/k
3

4
5

6

7
8
9

10

11

12

l
0

0

0
0

0

0
0

0

0
0

2

0

1/3
1/2
3/5
2/3
5/7
3/4
7/9
4/5

3 4 5 6 7

0

1/2
4/5
l

8/7
5/4
4/3
7/5

16/11

0

3/5 0
1 2/3 0

'àll $1l sll q

Observação 5.3.3. Novamente apareceu o autovalor nulo, aqui com multiplicidade l.
corresponde à invariância do sistema por rotações.

Ele
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Observação 5.3.4. Como os autovetores da matriz hessiana nas colunas de 2 a N da ma-
triz W são complexos, se univ é um destes autovetores de .4 associado ao autovalor y, então
da equação .Au + {Áu = 3/u + íZ/u vemos que a parte imaginária e a parte real são tambén-t
autovetores associados a y, quando o autovalor é duplo, podemos escolher u e u linearmente in-

dependentes. Tomando uma base de autovetores leais ordenados na forma uo, ui , u2, ' '.' , u2, ui

segue que os autovetores são dados pelas colunas da seguinte matriz real I' = ( ' 1 " 1 , o.de
a matriz Ti é dada por

l

l

l

l
'N/2

COg(2x/]V)

'N/2
COg(4K/]V)

'JV/2

l
'JV/2

COg(4x/JV)

'N/2
COg(8z/N)

'JV/2

0

sen(4a/N)
'N/2

sen(8K//v)
'N/2

0

sen(27r/JV)
'N/2

sen(4K/N)n (5.11)

l COS(2(]V-l)K/JV)

MU -..fiÜ
COS(4(N l)K/N)

'lV/2

sen(4(N l)K/]v) sen(2(N l)K/]v)
ul'z ../wl'z

Pala que a matriz Ti sda ortogonal normalizamos os vetores coluna dividindo por
(primeira co]una) e l/]V/2 (demais colunas) .

'N

Outra maneira de obter o teorema (5.3.2) é substituindo a transformação Q
equação (5.4). Obtemos assim o sistema

Q + 7'( na

ê-JVã(e), -'' '- (o '"l)
(5.12)

onde H(e) = -H(Q + Te). O problema passa a ser estudar as soluções de (5.12) que começam
perto de € = 0, pois VH(0) = 7'tVH(Q) = 7't.0 = 0. Para mostrar que € = 0 é um ponto
de equilíbrio estável segundo Liapunov para este sistema, observe que pela teorema (1.2.14) a
função .fi é uma integral primeira e, portanto, G = H -- .17(0) é uma integral primeira deste
sistema. Mas V-H(0) = 0 e Zy-H(o) = r'z)'(Q)r e o termo quadrático da hamiltoniana G é
transformado na forma normal

. /N \ N \

G(o - ; l >1: .x*(E + >ll: «*eE-.,.. l +
' \k-o k-o

onde Ck são as componentes de € na base formada pelos autovalores nas colunas de 7'.
análise da estabilidade é feita como anteriormente

A



Clapítulo 6

Estabilidadesegundo Liapunov de
uma latitude

um
anel de vórtices em
fixada com um vórtice no pólo norte

6.1 Introdução

A partir do estudo feito no capítulo 5 do anel de vórtices em uma latitude fixa da esfera.
vamos ver o que ocorre, quanto à estabilidade segundo Liapunov, quando se insere um vórtice
no pólo norte, com intensidade K # 0. Quando um vórtice aproxima-se do pólo norte da
esfera, não podemos descrevê-lo com as mesmas coordenadas cilíndricas usadas para os outros
vórtices, pois o pólo é uma singularidade deste sistema de coordenadas. Assim, usaremos

coordenadas cartesianos para este vórtice. Usaremos (zw, Z/X, zx) para denotar a posição
deste (-/V + l)-ésimo vórtice, próximo do pólo norte.

Na seção (3.2) serão apresentadas as equações do movimento para estes Ar + l vórtices.
Neste caso, a presença do vórtice no pólo norte faz com que o sistema não sqa mais hamilt(>
dano. Entretanto, mostraremos, que a função -H = .17i + ,172, onde J7i é a hamiltoniana do
anel de v(5rtices, dada pela equação (5.2) e H2 é da forma

N l

H2 ' }E :"ll
.j=o

q(f) ,«. (t ) l q(t)(zw(t)cospe(t) + y.«(t)se«pj(t))l (6.1)

ainda é uma integral primeira do sistema e que as equações de movimento podem ser escritas
em termos das derivadas parciais de primeira ordem desta função. Mostraremos que o anel de
vórtices em uma latitude fixa com um vórtice no polo, girando com uma velocidade angular
adequada, é um equilíbrio relativo deste sistema. Na seção 3.3 mostraremos a estabilidade
segundo Liapunov deste equilíbrio, para N ? 3, para certas regiões de valores da latitude z do
anel de vórtices e da intensidade n do vórtice no pólo. Na seção 3.4 obteremos um resultado
análogo para .V :: 2.

125
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6.2 Dedução das equações de movimento

A proposição seguinte mostra que as equações do movimento para o sistema de Ar + l
vórtices na esfera, com um vórtice próximo ao pólo norte podem ser escritas em termos das
derivadas parciais de primeira ordem da função .17 = .Z?i + .llr2.

Proposição 6.2.1. O sistema de equações d{/erencáaás que rege este sistema de t/ódáces é

u--il: 4w
' nH

-}«(t) - -'x (t)ãl; KdjM - ,"Wg:-.
(6.2)

Além disso, H é uma integral phmeãra do moümevtto

Demonstração. Para o .V + l ésimo vórtice,

*«.u - }l Rlll : ::líl il
onde

e

b(t) '' w«;«:w, v': ;?w«««:w,,:wl

x«, (t) « ~W , u~ © , ' q :-«i,u

Assim,

x:(t) x x«,(t) '1 ;?i.i)coso:(t) ./'í:;?©se«g:(t) ,:(t)
«N(t) 3/«,(t) '«.(t)

'':'*«":'*' a) : --.' (a'-
-.' ('
(d'
(Ú'

g/«. (t)

-n.;":''' Ã<3.«":'*')*
=M,,«u«««:w - «.«w,:M) : -

.? (t)cosa:(t )
««. (t)

;?(t)(t)'«'(t)coso:(t) ':(t)"/«(t) lj+
l z? (t)(t) g/«, (t)coso: (t) z?(t)(t)zW(t)seno'i(t) l k
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11 X:(t) - X,«(t) ll';::

(Vi - '?(t)"sç':(t) - ««'(t))' + («i - '?(t)s"9:(t) - z/.«(t))' + (':(t) - ,«.(t)y

(l - '?(t))"''Ç':(t) - 2vl - ;?(t)«W(t)c«y:(t) + «i(t) +

(l - '?(t))s'"'Ç':(t) - 2«1 - ,?(t)y«,(t)s-'Ç':(t) + Z/i(t) + ,?(t) - 2;:(t);«,(t) + ,i(t)

(l - '?(t))("s'Ç':(t) + s'«'Ç':(t)) - 2'/1 - '?(t)««,(t)coso:(t) + «%(t) + Z/h(t)

2v'l - ,?(t)y«,(t)s"Ç':(f) + ,?(t) - 2;:(t)'X(t) + ;i(f)

(i - '?(t)) - 2Vi - ;?(t)««,(t)coso:(t) + l - ,h(t) -

2Vi - .?(t)z/w(t)seno:(t) + ,?(t) 2,:(f);«,(t) + ,i(t)

2 2Vi - ,?(t)"'«(t)"sç':(f) - 2X/i - ;?(t)y«,(t)se«p:(t) - 2;:(t),«,(t)

2 - 2,:(t)''«(t) - 2'V'i - .?(t) (',.«(t)coso:(t) - Z/«.([)se«p:(t))

Portanto,

xi(t) x xN(t)
11 X:(t) -- x«,(f) ll'

'l - ;?(t),«,(t)se«p:(t) - 3/X(t)..(t)

.2 - 2,:(t)'«,(t) 2v''l - '?(i) (z.«(t)coso:(t) - v«,(t)se-p:(t)y

: V''l - #©,.«(t)coso:(t) + «w(t),:(f)

2 - 2.:(t)'«.(t) - 2«1 - '?(i) (zw(t)cosa:(t) - 3/«,(f)se«g:(t)) '

1.:.?g11z/.«(t)"sP:(t) - vÍ-';?®««,(t)se«p:(t)
2 - 2,:(t)'«,(t) - 2V'i - ;?(i) (=w(t)cosa:(f) - y«,(t)seno.(t))

e

iw(t)z«,(t) - Ú.«(t)y«,(t) \

'i «i,(t) - ÚRlm 7
k.«(t) - l i«,(t), ú«,(t

o que fornece

.,« -$E
.:g

' :3 2 - 2,:(t);«.(t) - 2«1 - ;?(Õ (««,(t)coso:(t) - yX(t)se«p:(t))

Agora, calcularemos as derivadas parciais -ge e É?-- e comparemos os resultados.)=N ' i)yN
aH i)H\ aHa aHa
a*~ a«~ ' a«:..
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pois Hi é indepedente de zJV. Mas,

(-«[« - ;:M,«.U 'l - .?(t)(««,(t)coso:(t) + Z/w (t)se«p:(t))l

''MW««i,U «:W
(t).«,(t) V''l - '?(t)(:««,(t)coso:(t) + Z/«,(t)se«ç:':(t))

- '« ' - 'i J,w(t)cosa.(t) + ':(t)zx(t)
l - ;:(t).«.(t) - vi - ;?(t)(z«,(t)cosa:(t) + 3/.«(t)se«p:(t))

Além disso,

aH. 0H2

@ '

pois -lli é indepedente de yw. Mas,

'«[: w;«,u ,?w(«,«w«;«:w '«~u«-«:w] l(

,J »Mw« yi,«)
;:(t),W(t) «i - ?(i)(z«.(t)cosa:(t) + y«,(t)se«p:(t))

N-l
K

2,«,(t) li-o

-vl -- 'Í(t) w(t)se«p:(t) + ':(t)y«.(t)
,:(t),«,(t) - l/i - '?(t)(z«,(t)coso:(t) + y«,(t)se«ç':(t))

Portanto,

:;:: lg
Agora, mostraremos as outras duas equações

Para .j < N,

}1 =8=#?« -- ««;S=#h'



6.2 DEDUÇÃO DAS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 129

Mas,

!g«) y.«(t) ,«.(t)

i-4(t)"sÇ'j(t) «l 4(t)s'«Pj(t) q

det

(.

yw(t) ,« (t)

l -- <(t)s'«ç'j(t) q(t) ,l ' ' d't

««.(t)

l ,j(t)cospe(t)

X«.(t) x xj(f)

\ vi - 4(t)««pj(f) .9(t)

«']ú-]8«,,.*, .'a««,..,l *
(«~'',. - «.*,ú':a«««.) :

(-,,w««.u -- ../i'-#Ü,«,U«;«,w) j --

(V'Í:'#ã«.«w«««.u w«;«.w) *

,.«(t)
q(f) j +

(t)seno

11 xN(t) xj(t) ll'- 2 - 2q(t)''«(t) - 2'/Í- 4(t)("«'(t)"sÇ'j(t) + Z/.«(t)s'«yj(t))

Assim,

e,

xN(t) x xj(t)
11 X«.(t) - xj(t) ll'

z/w(t)zy(t) #l - 4zw(t)se«pj(t)

.2 2o(t);«'(t) - 2vi - 4 ("«,(t)"sç'j(t) - g/«.(t)s"ç'J(t)) '

-««,(t)%(t) + «l - 4;W(t)cospe(t)

2 - 2q(t)''«(t) - 2«1 - 4 (".«(t)"sÇ'j(t) - 3/«.(t)"«Ç'j(t)) '

i - <««,(t)s'nç'j(t) - Ji 4y.«(t)cospe(t)

2 - 2zJ (t)'«'(t) - 2«1 - 4 ("'«(t)"'Ç'j(t) - 3/.«(t)s"Ç'j(t))

de modo que

Éj (t)
-q(t)4(t)cospe (t)

/ u)'Éj(t) , -gielÉj(t)- ç'j(0 +

í:'#ã««'«« w,4u)
Usando o resultado já demonstrado anteriormente que
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X:(t) x xj(t)
11 xj(f) - b(f) ll:

:(t) l/í :(t):(t)(t)se«p.(t) - ':(t) vÍ
11 xj(t) x:(t)(t) ll:

(i):(i)(t) senyj (t)

;j (t)

l

'1 :(ty(t)(t)coso:(t) + ':(t) vl
11 Xj(t) - x:(t)(t) ll'

:(t) ]P.i (t)

(t) vÍ':;;(i)ãili.KÕcosp:(t): -P:(t)

:«P: (t)

11 xj(t) - x:(t)(t) ll

l :(t) l/Í':;;(i)ãili.KÕcosp,(t)

11 xj(t) - x:(t)(t) ll

btem

4cosPj (t )

l 4(t)
: (t)se«pj (t) @j (f)

N l

E

K
2 -

-q(t)
l

:(t)vl - ':(t)'(t)(t)se«p:(t) ':(t)vl - 4(f)se«pj(t)

2zj(t)4(t) - 2vl
z/,« (t)%(t )

?(t)V'i -

;w (t) v l
g («,«(t)

(t):(t)(i)cos(Vj(t) -- 9{(t))

,? (t) ";v', \

;pj(t) - 3/«,(t)s'"v'j(t)) 72zj(t)zw([) 21/]

E==@ * .Ã.
- ,#(t)

(6.3)
'(t)cospe (t) @j (t)

N l

K

:(t) l/l - ,:(t)'(t)(t)coso:(t) ;:(t)vl - 4(t)cose'.Í(t)

2.j(t)z:(t) - 2vl - '?(t) V'Í - l;;(i)ã(i.iscos(Ç'j(t) V':(t))

zW(t)zj(t) + zlv(t)vl - 4(t)cospe(t)

2'j(t),«,(t) - 2vi - 4 (««,([)"spj(t) - yx(t)se«pj(t))
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plicando a primeira equação acima por (--senpj(t)) e a outra por (cospe(t)), obtemos,

$«biCO"'çUGD";vb(0 + ~/i-;liÜ««'vj(t)e.(t) -
l ,#(t)

ql-: %(t) «Í:;;i.iJãÍ.il©se«p:(t)s'nv'j(t) - ;:(f) «i ,g(t)se«'vj(t)

}3 2 - 2,j(t)':(t) - 2«i - '?(t)v/Í':;;(i)ã(iJMcos(q'j(t) - ç':(t))

yx(t)'j(t)s'«ç'j(t) - '«,(t) #l - ;j(t)sen'yj(t)

2 - 2;j(t);«.(t) - 2vl - ,# (z«,(t)cosyj - 3/W(t)««Pj)

a«}$1l11:219=!rz@ # -- ,?W«;' W@.M -
1 - 4(t)

tU ,q(t) '/Í:;;i.ijã(i)©cos9:(t)"sÇ'j(f) - ;:(t) «l - 4(t)cos'Pj(t)

}3 2 - 2q(t)':(t) - 2X/i 4(t)«Í -:'l;Ri)ãl.iJ®«;(ç'j(t) - ç':(t))

-«X(t)zJ(t)"sq:'j(t) + ;N(t) al - 'j(t)COS'Pj

2 - 2q(t);«,(t) 2vl - ;? ("«,(t)"sÇ'j - yW(t)s«Ç'j)

Multa

K

+

K

Somando as duas equações acima, obtemos

1 Ç:] -q(t) «Í -';RiJÍ©cos(V':(t) - Ç'j(t)) + ,:(t) v

2 li 1 - q(t),:(t) - «l - '}(0'«i - '.W*W«;(ç'j(t) - ç':(;))

. -«.«(t)'j(t)"sq'j(t) - y«.(t)'j(t)s«ç'j(t) + ,«,(t)Ji - 4(ij
' 1 -- q(t)':(t) Vi - 'j(t)V'Í-';;Íi)!ecos(v'j(t) - P:(t))

ou,sela

,:(f) - -'rl1112:-:ví- ;Rifa«.(p:(t) - vj([))
1 Ç:{ «l - <(t)

2 1; 1 - q(f)':(t) - v - '?(0 «í'::Ri)!Mãos(pj(t) - v'l(t))

,.«(t) - --r31Çl2- («.«(t)cospe(t) + g/.«(t)se«pj(t))
« V'l -4(t)
' 1 - q(t)'.(t) - vl - 4(t)'«'Í:;Ri)Í©cos(Ç'j(t) - P.(t))

@}(t) +
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Agora, multiplicando a primeira equação de (6.3) por (cospe(t)) e a segunda por (senpj(t)),
obtemos as equações

q(tl$:11:1:'p.(t)(t)""'pj(t)";'pj(t)'êj(t)

!:l ;,(t)7Í:Wsenp.(t)"sç'j(t) - ':(t)#l - '?(t)"«ç'j(t)"sç'j(t)

'l; 2 - 2,i(t)':(t) 2'vi #(t)ví- ã)ã(il(i)cos('pj(t) 'p:(t))

/' z/«,(t)%(t)cose'j(t) - ,«,(t) Ji - ,?(t)s'«ç'j(t)";ç'j(t)

\2 2,j(t)',«(t) - 2vi zj(«w(t)"sv'j y«,(t)"sç'j)

--;,(t)2,rt)sen'oj(t) + */l - «?(t)cospe(t)senyj(t)@j(t) =

l ,#(t)

!.l q (t) vÍ -'l;;il@cosp:(t)se«ç'j(t) + ;:(t) #l '?(t)"sç'j(t)s"ç'j(t)

'l; 2 2q(t)z:(t) - 2«1 - '?(t)'«" - ':t,;-«XZ)cos(Ç'j(t) 'P:(t))

zw(t)q(t)se«ç'j(t) + '«,(t) #l - 'j(t)s"ç:'j(t)"sç'j(t)

2 - 2,j(t);«'(t) - 2vl - ;? ("«,(t)"sÇ'j(t) y«'(t)s"y'j(t))

+

K

+

K

Somando as duas equações acima, obtemos

-q(t)4(t) l(J ,j(t)«i'-';;i.iWse«(p:(t)-v'j(t)) .

2 tá 1 - q(t)'«'(t) - «l '?("«'(t)"sÇ'j(t) y«'(t)s"Ç'j)

n Z/«,(t)q(t)cospe(t) - z«,(t)%se«pj(t)

2 l - .,,,.,(t) - vl - 4 ("«,(t)"sÇ'j(t) y«,(t)s'"Ç'j(t))

de modo que

1 ÇJ l - ,:(t)'(t)(t) #l - 4(t)s"(V':(t) Ç'j(t))

2 'êã l - .,(t);.(t) - vi - 4(t)vÍ:;;Íi)íi.iJ®«:(ç':(t) 'pj(t))

. «~©l\ *«-p,w u~u\l\-- 4«w.w
2 l - ,q,,..,(t) - «l '? (".«(t)"s'Pj(t) - 3/«'(t)s"V'j(t))

+4(t)

Agora, calcularemos m derivadas parciais g e g; e comparemos os resultados.
aH aH\ aHa

aPi a-Pj ' a'Pi
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(como já temos as derivada parciais de .17i basta calcular a derivada de .172 em relação a

(

2 Êã l - .:(t),«,(t) - vÍ:;?i.Õ(z«,(t)coso:(t) + Z/.«(t)seno:(t))

:'~wlt "»-p, u~wxl'L

z:(t)'.«(t) vl - l;?(t)(««.(t)coso:(t) + g/«,(t)se«p:(t))'

ou se.]a,

aH i)H\ . aH2
a'Pj a-Pi ' a-Pi

l 4(t)se«(yj(t) - p*(t))

l - ;.(t)'j(f) - «l - '}(t)vl - #)(t)";(ç:'j(t) ç'*(t))

«~U J\ - 4««-piW - u~W J'L - 4«;-piW
,:(t)'«,(t) - vl ,?(t)(«:«,(t)cosa:(t) + y«,(t)se«p:(t))

8 t«it ;:(t)''«(t) - V'l - '?(t)("«'(t)"'ç':(t) + g/w(t)s"ç':(t))l 'l

+

Alem disso,

aH aH\ aHa

Õzj azj ' azj

Novamente, como já calculamos as derivadas primeiras
.172 em relação a zj. Obtemos

E - ;%li I'«'* «.., - «': - .«*"«'*,«;«:'*' *«~'*,«««:''».)

-,.«(t)õ:j + ;Jl!%(a,«(t)"sç'j(t) + v,«(t);'"ç'j)

l - ,:(t),.«(t) - V'l - ,?(t)(z«,(t)coso:(t) + 3/«,(t)se«p:(t))

de .17i basta calcular a derivada de

-,W(tl :(zw(t)cospe(t) + 3/.«(t)s«Pj)

l q,«,(t) l 4(z«,(t)cospe(t)+ g/«.(t)senpj(t))
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ou seja,

;:(t)
,j(t)

l - ,?(t)
.: (t)cos(Pj (t ) P: (t))

P:(t))
++ itl-.g 'l - .:(t)cos(Pj(t)

-,,«(t) +
q(t)

(z«.(t)cospe(t)+ Z/«.(t)se«pj(t))
n 'l - ,?(t)

2 l - ;,(t)z,«(t) l #(t)(z.«(t)"sV'j(t)+ y«,(t)s-y'j(t))

Portanto,

q
gg (P , z«. (t) , ', y«. (t) )

gZ (çp , "«' (t) , ', 3/«, (t) )
param :: 0, . . . , Ar l

Para mostrar que // é uma integral primeira do movimento, observe que o sistema (6.9)
pode ser reescrito na forma

MO(t) (6.4)

o«de Q(t) =(po(t),p:(t), . . . ,p«,-:(t),z«,(t),;o(t),'-(t),. . .,,«, :(t),3/«.(t)) =«,,',Z/«,),
À4 e Ã' são matrizes (2N + 2) x (2N + 2)

l ... o o o ... o o

l o o
0 K 0
o o l

0 0
0 0
0 0

0
0

o o o
o o o

1 0
0 K

0 00 o o l

0

« - l?

o o o
o o o
o o o

-1 0
o -,«.(t)
0 0

()

()

l o o
o ,«.(t) o

0 0
0 0
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e

--(=, ,:L,=,g;,=, ,gl,=)
Assim,

Q(t) M 'xvx(Q(t))
r aH i)H aH zNÇt) ÕH aH
\. azo' azi''''' ÕzJv-i' k ayw'apo

aH zN\$] aH ~'\

' atPN.'L' k a=N.l

Logo,

à'(Q(t)) VH'(Q(t)),Õ(t) > vn'(Q(t)),m :Kvx(Q(t)) >: 0

Portanto, -llí é uma integral primeira para o sistema (6.4). D

Introduzimos um sistema de coordenadas que gira com velocidade angular w no sentido
anel-horário em torno do eixo polar. Neste novo referencial, as coordenadas são dadas por
©(Q. - ç'j(t) + «'t e %(t) = q(t). Como @(t) = @j(t) + w e sabemos que +j(t) =

--g;(p,8'«,',ãw) , - s'ja, ã(t) - --ã;-(P ' ''',8«,,2,Íx) + " -d' " - (",",.. .,«,)

C R''', ' como q(t) - Zj(t) temos

'.*,- (g'',,
4©-g:@,z8.

«)

A[ém disso, as coordenadas de ]V+ l-ésimo vórtice serão dadas por ãw - (aN, Íw, 2h) onde
Zw(f) z«,(f) -3/.«(t)se«(wt) e Ê7«.(t) «,«(t)ecos(wt)g/.«(t) e Zw(t) - ;«,(t).
Por outrolado,

N \

; >ll:i«ii %(t)ã«(t)-
.j=o

senpj(t)(-«n(«,t)Z.«(t) + cos(«,t)ã7«,(t))l
N l

; }: i«li - %(t)ã«(t) -
.j=o

se«pj(t)sen(«,t)8«,(t) + se«gj(t)cos(«,t)ÍiN(t))l

l

'1 - %(t)cospe(t) (cos(«,t)í«,(t) + Dw(t)se«(«,t)) +

%(t)(cospe(t)cos(«,t)F«,(t) + cospe(t)se«(«,t)!7«,(t)
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N l

; )ll:i«ii %(t)ã«(t)
.j=o

Ê7«,(cospe(t)se«(«,t)) +
N l

; >ll:i«it %(t)ã«(t)
.j=o
N l

;>1:i«li %(t)ã«(t).j=o

l %(t)(Z«.(t)(cospe(t)cos(«,t) sengj(t)se«(«,t)) +

se«pj (t)cos («, t))) l

l %(t) (Z«,(t)co;(pj(t) + «,t) + ih«se«(pj(t) + «,t))j

l %(t)(Z«,(t)cos(©(t)) + Dose«(@(t)))l

ou seja /72, nas novas variáveis é dada por
N l

.Ü,(0,z«,, Z,Ü«) 1 %(t)ã«(t)
0J

l %(t)(:«,(t)cos(@j(t)) + i7«,se«(©(t)))l

Assim,

KZ«, (t) -«,Kse«(«,t)z«,(t) + Ecos(«.,t)i«,(t) «,Ecos(«,t)Z/.« Ksen(«,t)Ú«.(f)

«,H (se«(«,t)z.«(t) + cos(«,t)3/«.(t)) + cos(«,t)(Ká«,) - se«(«,t)(KÚ«.)

««"'', * ..;.«', ( ,~ *,=) ;.«'«', (;~'*,=)

-««"''' ,~'', (..;'«*,= * ;.«.«*,=)

e

KÍw(t) «,ecos(«,t):«W(t) + «;en(«,t)i«.(t) - «,Ksen(«,t)3/«.(t) + ecos(«,t)Ú«.(t)

«,K (cos(wt):««, - se«(wt)y,«(t)) + se«(«,t) (Ká«.) + cos(wt) (KÚ,«)

««;~'*' * ;.«'«*, ( ,~=) * '.;'«*, (,~=)

««;~'*' * ~'', (-;.«'«*,= * ..;.«*,=)

Com isso, obtemos as seguinte equações

.;~'*' - ««"'*, ,~'*, (..;'«*,= * ««.«*,=)
(6.5)

(6.6).,~'*' - -;~'*' '- ,~'*, (-««'«*,= -- «;.«',=)

Denotando

G(+, 8«,, Z, ãw) + «.,t, cos(«,t)8«,(t) + ã7«,(t)se«(«,t), 2, cos(«,t)Í,«(t) Z« (t)sen(«,t))
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temos que

=k *=a - ..;.«*,=
se«(«,t) (6.7)

(6.8)g - =Ü -- =ã - ««(«o= -- «;(«o=
Subtituindo (6.7) em (6.6) e (6.8) em (6.5), temos que:

nZ/«(t) -«,KÍ7.«(t) -- ,«.(t)

-««"'*' ;~'*,(:*a
-,~'*, (q# * ü * ã)

«Íh« (t) «,KZ.«(t) + ;N(t)

««;~''' * ;~'*, (ã *Ê

Assim, as equações do movimento, nas novas coordenadas (Õ(t), ãw, Z(t), Dh(t)), 6cam:

1=:.;;ii;''':='':« '~- ..,,
onde a função /l/ é dada por

H(0,Z«',Z,ãw) - H-(Õ - "t,zq+H,(Õ-"t,Z,«,Z,g«.) -«' 1 >:%(t)+«ã«(t) l(6.iO)
/v l

02

com «., = («.,, «,, . . . , «,) € R"

Por !implicidade, usaremos a notação antiga, pj(t), zj(t) e H, no lugar da nova, @f(t),
%(t) e H. O sistema (6.9) pode ser reescrito na forma vetorial

MQ(t) Kv-H(Q(t)) o«de Q } Ç)Ar--l) zJV) zO,ZI, . . . , ZÕr i)g/W) (6.11)
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Lema 6.2.2. Sda H = .Hi+H2 1 }- 'i(t) + ';zN(t) 1 , com Hi e .H2 dadas por(5 2) e (6.1),

respectivamente. Para que 'üm anel de N códices de intensidade unitáha pluma latitude JücLda
z coma --l < z < 1, nos t/édãces de unz po/zgono regular e um uódáce de {ntens dado K no pólo

nod. 0.t.é,zw(t) .3/.«(t) «náç««çãoQ: ::(Po,...,Ç''" :,z«,,'',...,'«. -,3/w),
de$nida por

l

02

z«.(t) - 0

yw(t) - 0

para .7 " 0, 1, 2, . . . , .7V l (6.12)

seja u7rz ponto de eq ÍZzüMo de (6.9) é zzecessáho qwe

(N 1), n
2(1 ,') 2(1 ;)

(6.13)

Z)emonstração. Como

il:@, ««,u, ., p«.w

,:(t) +
' 'j

'l -- zj

Z'J 'l - ,:(t)cos(Pj
+

'l -- ,:(t)cos(Pj - P:(t))

P:(t))

- ,j,:(t) -

K

2 1 - %,,«(t) - «i '?("«.(t)"sÇ'j + y,«(t)s"Ç'j)

« l$1É'«*-~.'»l «',. -' : ,

-,«.(t) + 7Ê!-Í(z.«(t)cospe + /x(t)se«pj)
J

,N l

Impondo ÕH ('p, zW(t), z, Z/X(t)) - 0, obtemos

.:(t) + 'l - ;:(t)cos(Pj - P:(t))

'i- q 'l - .:(t)cos(Pj - P:(t))
+

K

2 1 - q,,«(t)

-.«.(t) + ;!7('';«'(t)"sV'j+ g/«.(t)""'Pj )

- 4(««,(t)"sç'j + 3/,«(t)se«pj)
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Fazendo z{ .:(f) z, :«.«(t) (t) :: 0 e zN(t) 1, obtemos
N l
{< -, + «os(Pj - P:(t))
'Eã l - ,' (1 - '')cos(Pj - 9:(t))

(N - l); «

2(1 - ,') 2(1
1);
,') ã

D

A próxima proposição garante que (2i é de fato um ponto de equilíbrio de (6.9). Em
seguida analisaremos sua estabilidade segundo Liapunov-

Proposição 6.2.3. Sda -H de$náda por (6.10), e sda w dada por (6.13). .Então C?i de$nido
em(6.12) éamporzto de equíZzüho de(6.9). ' '' '

Demonstração. Temos que mostrar que V.H((2i) = 0. Para isto, observe que

;:(f) +
q

l
' ~j

g:10p, «,.,©, ,, y.«W

'i - ,l(i)«;(vj P:(t))

'í-R 'l - ;:(t)cos(Pj P:(t))

-..«(t) +
q

:(zw(t)cosgj + Z/«,(t)senyj)
K

' 1 - q,x(t) 'l - '?(z«.(t)cospe + g/«.(t)se«pj)

Fazendo zí zh - z. V3 - 'ilR' . -P\ = #, «N(t) (t) e ,«.(t)

(.M - 1), n

2(1 - ,')

l temos

b:(o:)
e, como o := (N - l). «;

2(1 - ,') 2(1 - ;)

Q-) 0

H
V

Além disso,

g:@, ««.w, ,, v«.w

l
#se«(pj p:)

'l - ,ecos(Pj - P:)
+

l

. ««.(t)

2 l - ,:(f).«.(t)

l -4""p, y.«(t)«i-4c«p,
l - .?(t)(««,(t)coso:(t) + y.«(t)se«p:(t))
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Fazendo zj = z - z, pj - !P, p{ = $i, zN(t) = 3/x(t) 0 e zx = 1 temos

0

(i - ;')se-(W - T)
.') (1 «;(% - W))

Para o .M + l-ésimo vórtice temos

;jz «. (t )

;il(i) - yRI(t) v ' ''
'l - 4(z«,(t)cospe + Z/«.(t)seno'j)

g:- (p, ««.w, ,, v«,w)
'1

zKz3l

«,HZ .« (t)

«2N(t) - Z/h(t)l

Fazendo zj = zk = z, g.f g, ««,(t) yx(t)
N l

;E-
' j-o

2 1

'l -- z2cosZ:!
l z

? }l «;q'
0

Finalmente, mostraremos que l;l!(c?i) - o

##bm -A *""",
'i - ;j(zW(t)"sy'j + y«.(t)s'ny'j)w(«,«.«w,,,««.u) - ;E

«,Ky«,(t)

'í -;l(ã - i;illi)

Fazendo z{ ,, pj - W, .N(t) y« (t)

N l

;E-
j=o

«vl
2 1

T -v;.«T
1 -- z

{-0
/

l

0

K.7 cos
n'.7

/v
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n

6.3 Estabilidade segundo Liapunov do equílibrio

Agora, mostraremos que o ponto de equilíbrio (2i é estável segundo Liapunov. Para simpli-
ficar os cálculos, faremos uma nova mudança de variáveis linear. Para este propósito, usaremos
uma matriz 7' ortogonal (2/V + 2) x (2Ar + 2) definida a partir da matriz Ti ortogonal 2N x 2.7V

definida em (5.11) da seguinte forma:

o o o
l o o
0 Ti 0
o o l

E fácil verificar que TM = M7', e que KTt :; 7't.l(. Substituindo a transformação (2 =
Qi + 7'e na e(luação (6.11), obtemos ' '

rc (Q: + re)

o« seja, se tomarmos -H(e) Te), como VÊ(e) r'H(Qi + Te), obtemos

ME, (6.14)

Assim, estudar a estabilidade segundo Liapunov do equilíbrio Qt é equivalente à estudar
a estabilidade segundo Liapunov do equlíbrio € :: 0 de (6.14). A demonstração de que .27 é
uma integral primeira de.(6.4) mostra também que .Zlí é uma integral primeira de (6.14) e,
portanto, Gt((1) - H -- H(0) é uma integral primeira deste sistema . Como vã(o) = 0 e
Z)2H(0) = 7'tl)2n(Qi)T, a série de Taylor de Gi em torno de € = 0 é dada por

c-(c) - ;e' (r'o'x(Q-)7') { +

onde as reticências significam os termos de ordem superior. Assim, para mostrar que € = 0 é
um ponto de máximo estrito de Gi calcularemos as derivadas parciais de segunda ordem de
J72 em (ll?i. Para isto utilizaremos as fórmulas

N

E ««:'-pj=o

O, para /V = 2

{, para/V > 2 (6.15)

/v

)-E «;:'-r
j=o

2, para /V = 2

Ç, param > 2
(6.16)

que estão demonstradas no apêndice A
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Para Z / .j,

a'H, . , r ,"(t)+7;d38("'«(t)";'pj(t)+y«-(t)""ç'j(t)) ~l

a, a 2 a;' \ 1 - q(f)'«,(t) - «i -- '#(t)("«,(t)"s'pj(t) + y«'(t)s"'pj(t))y

Por outro lado,

. a r -,«,(t) + ;Çd$©("«,(t)"sÇ'j(t) + 3/,«(t)s'"'Pj(t))

2 a'í l. l .,(t)'«,(t) - v -- ;?(0("w(t)"sÇ'j(t) + y«,(t)s"'Pj(t))

««. (t)coso« + y«.(t)senpj (t)

K (l - q(t));/'

2 1 - q(t)'«,(t) «l - '?(t)(s«,(t)"sV'j(t) + 3/«.(t)s"V'j(t))

.N(t) + \7i=;;M("«,(t)"sy'j(t) + y«'(t)s'nq:'j(t))

l ;í(t)'«.(t) l ;j(t)(';«,(t)"sv'j(t)+ 3/«'(t)s"ç'j(t))

;«'(t) + i7Íigl=("~(t)"sv'j(t) + z/«,(t)s'"ç'j(t))

(« *W,«.H («.«M«;«,W -' ««,W«««.m)
2

Fazendo zfV(t) - 1, :«N(t) (t) q(f) obtemos

?'~:, - 2(1 - ,)'

Para 0 $ .j, Z $ 1,

a

K

2 l

a'PIÕ'P3

««.(t)vi':?ãs«pj(t) v«,(t)Ji - 4(t)";ç'j(t)
l ,:(t),«,(t) - vl ,?(t)(z«,(t)coso:(t) + y«.(t)se«y:(t))

-"Nvl - z, (t)cospe(t)õjz + y/«(t) #l -- '?(t)seno'j(t)õji

;:(t).«,(t) - V'i - ;?(i)(z«.(f)coso:(t) + 3/«.(t)se«p:(t))

'l - '?(t)( :««.(t)se«y'j(t)ójz + 3/«.(t)s'npj(t)4z)

,:(t),«,(t) vi - li?(t)(z.«(t)coso:(t) + 3/.«(t)se«p:(t))

1- <(t)(z«,(t)se«ç'j(t) y«,(t)s«pj(t))

;:(t),«,(t) - vÍ - ;?(Õ(z«,(t)coso:(t) + Z/.«(t)se«p:(t))

l

l
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. -««.(t)«i - 41;lco;p,(t) + z/.«(t)l./í: 4(t)««pj(t)
2 l .:(t);«,(t) vÍ-';?M(««,(f)coso:(t) + z/,«(t)se«pllilj "

.G«KO../í-4ã«««.w - ««,n«='#ã«««,wy
l - .:(t),.«(t) - «l '?(t)(««,(t)coso:(t) + g/x(t)se«p:(t))

Fa"ndo 'x(f) = 1, z/«(t) = 3//«(t) = 0 e q(t) = z, temos

Para 0 $ Z $ N l.

aün,
a'pta'yN

n:$189m .«Í'?ã«««.w \

1 - q(t)'«'(t) - 'vl - ;j(t)("W(t)"sÇ'j(t) + Z/,«(f)s'"Ç'j(t)) .l

-ai - 4(t)(t)cospe(t)4.

;j(t)'«,(f) - vl - '?(t)("'«(t)"sV'j(t) + y«,(t)s"Ç'j(t))
r ;j(t)=w(t) \

\. .y'l-=2N(t)-yl(t) v -'?(t)senpj(t) ,/

1 - q(t);x(t) «l - '?(t)(«,«(t)cospe(f) + y«.(t)se«pj(t))

C«!T!$i "'«m"««.w',. -- ««.w«;«.u$o)

l - ,g(f)'«'(t) - V'i - <(t)("«,(t)"sÇ'j(t) + Z/w(t)s"Ç'j(t))

'; -- .V'i -- z?(t)(t)cospe(t)

2 l - ;z(t)z/«(t) -- V't (t)cospe(t) + g/W(t)senti(t))

r zl(t)rN(t)
\. vl =aW(t)-yir(t) vi-;?(ijsenpi(t)

1 -- zl(t),/«(t) -- vl -- z?(Z)(z/«(t)cospe(t) + Z//«(t)senti(t))

(/':m(-««,w«««.w -' ««,w'?;«o )
l - .!(t);«.(t) - vl - ,?(t)(a«.(t)coso.(t) + Z/.«(t)««P.(t))

Fa""do z/«(t) - l, "]«(t) = 3//«(t) = 0, zl(t) (t) = %{,

=hwo - « (-'/Í -'7cos9.(t))(1 - ,)

riCOS
/v

2(1 - ,)
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Para 0 $ 1 $ /V -- l,

#H2
a=Naq)t

zjv(t) y 1 -- ZÍ(tlsenpl(t) -- yJV(t)Vrl - z?(t)cospe(t)

;.(t);«,(t) V'í - 2?(t)(««.(t)coso.(t) + y«,(t)se«p.(t))

«P.(t)

2 l ;z(t),.«(t) vl -- #Gt)(=W(t)cospe(t) + 3//«(t)se«pi(t))

Ç:lÍ?il;l:ia V'Í:;?©«:p.W
l ..(t),X(t) V'i l;?lZ)(a.«(t)coso.(t)+ Z/.«(t)se«p.(t))

Fazendo zl(t) = 0, zN(t) = 1, z/V(t) Z/W(t) e p.(t) - W, t'mos

' v " -- ,-se«(W)
2 1 z
« «;.«(w )

Para 0 $ Z $ /V -- l,

aün,
aacNazt

. . r ;«'(t) + -7fil$8(",«(t)";'p'(t) + z/«'(t)s"v''(t))

2 a"«, \ l ;.(t)'« (t) '«Í:;?(i)(z.«(t)"sV'.(t) + 3/«,(t)s"Ç'.(t))
rX (t) . COSPE(t)zt(t)

'l-='w(t)-vh(t) ' «i ;?(t)

'i - l;?(Z)(z«.(t)cosa.(t) + y«.(t)se«p.(t))

--zN(t) + '"(')cos\$1)+vw(t)seno"(t)

l ;. (t);«. (t)

l z. (t);«,(t) - 'i -- ,?(f)(z«.(t)cospe(t) + 3/.«(t)se«pz(t))

l ;z(t);«,(t) 'i -- ,?(t)(z«,(t)cospe(t) + y«,(t)se«PZ(t))

Fazendo zN(t) 1, #N(t) = 3/W(t) = 0, zl(t) = z e PZ(t) %{, 'emos

1 -- z) --Z

(i- ,y
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«W(i z) -- (l

l - ,'(l-
. cosa(t - z)
2 ,(1 - .)'

2 ,(1 ;)

z):

Para 0 $ Z $ /V -- l,

t)'yNazt '2a'yN

-;«.(t) + {g$8("«,(t)"s'P'(f) + g/«,(t)""V''(t))
ll -- .i(t).«,(t) .?(t)(z«,(f)coso.(t)+ 3/«,(t)se«p.(f))

:yx(t) . seno!(t)zl (t

l -2W(t)-Vh(t) ' «i-;F(il
,?(t)(««.(t)coso.(t) + y«.(t)se«p.(t))ll - ,.(f),.«(t) -

l - ;z(t);«,(t) l

l

yX(t)zl (t)

1- z2N (t)+y12X

;?(t)(z«,(t)coso.(f) + y.«(t)se«g.(t))

,f(t)(z.«(t)coso,(t) + g/«.(t)se«p.(t))

'i - ;l?ili)coso.(t)

l - ..(f),«,(f)

Fazendo zJV(t) 1, zN(t) 0, ,l(t) e gz(t)

(1 - .)'
*e«V(t - ') - (1

l - ,'(l-
« se«T(1 - .)

2 «(i - ,y

« ;.«v
2 ,(1 ;)

- ,o««w
.)'

Alem disso,

q «,m

1- 'j(t)(z«.(t)cospe(t)+ 3/«,(t)se«pj(t))
õ«i,

/v nBm.m
1 - q(t)''«(t) - V

j=o
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zj (t) «Í

l

'i?lm+ zh(t)q(t)

J
«i,(t) z/h(t)

l q(t) ,«, (t) '1 4(t)(««,(t)"spj(t) + 3/«,(t)se«pj(t))

;j (t)z«. (t)

1 - z3,(t) Z/i,(t)

(: M,«.m a':2ã(««,u«;«.w -'- ««.w«««,w)
2

Fazendo z/v(t) 1, %(t) - ;, z.«(t) - y«,(t) 0 e pj(t)

gf'~o i; S] 'i" - ')2 z.J
.j=o

S zO ;0«;'W
2 Êã (i ')'

;Elú-;$1e

'Í:'2cosZP)(
(1 ,)'

« x', k g- k ;{
2 1 -- z 2 1 -- z 21--z
'àKN -- KN -- KNz

4(1 - ,)
-nN(1 - ;)

4(1 - ,)
-- KN

4

I'amos antes que,

q(t) y«. (t)

'i - ;?l(i) - vi(t) .)
,g(t)("«,(t)"s'pj(t)+ yx(t)s'"v'j(t)) ,l

aan,
A

aK

ã/J"2
j=o

rl 4(t)s'«Ç'j(t)

q(t) .«. (t ) l
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q(t) '1 z3,(t) - VR,(t) +
z/à (t)q(t)

'l #(t)se«gj(t)
l «i,(t) - z/R,(t)

'l #(t)(zw(t)senpj(t)+ g/w(t)se«pj(t))l ;j(t),«.(t) -

q(t)3/«. (t)

l - «?l(iy-l?lm 4(t)se«pÍ (t )

F 'j (t) ,.« (t) '' M(«~M«;«.W -'-««.M*««,W)
2

Fazendo '/«(t) = 1, q(t) = ;, «;/«(t) g/«,(t) :- 0 e pj(t)
2xj

/v

.(1 - ,) - ( 'l -- z'senZP)(-
(1 - ,)'

.) - (1 - ,')sen'9
(1 ,)'

-- z 2 1 -- z

KNz

Zj=o
K, Nz k

2 1 -- z 2 1
2KN -- KN --

4(1 - ,)
-KN(1 - .)

4(1 - .)
--KN

4

Para Z / k, 0 5; Z, k 5; .ÍV -- l

#'n,

0

?JV(t)V -L -- ZÍ(t)senpz(t) 3/w(t)vl - zlz(f)cospe(t)

l -- ,l(t),.«(t) v'l - ;?(i)(z«.(t)cospe(t) + yw(t)se«pt(t))
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Além disso, para 0 5; Z $ N -- l

8n, « a /' «X(t)«Í:;?(Õsenp.(t) - yw(t) «i::?®cosp.(t)
2 apz \. l -- .z(t)zJ«(t) vl cospe(t) + Z/X(t)senpz(t))

K z/v(t)vl osg!(t) + Z/W(t)vl - ;?(t)senpZ(t)

2 l - ;.(t),.«(t) V''i - ;?(Z)(z«,(t)coso.(t) + 3/«,(t)se«p.(t))

(«,«W.,'Í':'?®*««.U ««,WV: - ,Í«,«;« M)
2

li ,:(t);«,(t) a':;M(««,w«;«.H ,- ««.u««« u))
2

Fazendo '«,(t) = 1, ,b(t) = ;, z/«(t) = y/«(t) = 0 e pj(t) = 2P

õn,
)ÜÍ(Qi)

Finalmente, para 0 $ Z $ Ar -- l

õzn, « a /' «,,(t)#í-';?Mse-p.(t) y«.(t)y« - ,Í{'Jcosp.(t) \

2 a; \ l - ,.(t),«,(t) - ví:;?©(«w(t)cosa'.(t) + g/«.(t)se«p.(t))/
:««,(t);!(t)sengz(t) . 3/«,(t),z(t)senil(t)

« «í:;?© ' «í-;?m
2 l ;Z(t);w(t) - V'i - ,?(t)(z«,(t)cospe(t) + 3/.«(t)se«pi(t))

« ««, (t) ví -';?©se«p. (t) - y,«(t) ví- ,i? (i)coso.(t)
2 l ;l(t).w(t) - V'í - ;Ri)(z«,(t)cospe(t) + yw(f)se«gZ(t))

-;N(t) + i7fi138('«'(t)"sv''(t) + 3/'«(t)s'"'p'(t))

l ;z(t),.«(t) #i -- '?(t)(z/«(t)cospe(t) + yW(t)senpz(t))

Fa"ndo ;N(t) = 1, 'j(t) = z, #N(t) = Z//«(t) = 0 e pj(t) = %i

Para calcular .D2/72(0), vamos ignorar os termos da diagonal da hessiana D2.272(Qi) por
um momento. Sem eles, a hessiana Z)2-H2((2i) fica, em forma de blocos,

0
t 0c-
0

0

up, 0

u,, 0
0 l.b'z3/
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onde uq,,, uPy, uzz e u,y são os vetores colunas formados por --,

ãzjy/v com j = 0, 1, . . . , ]V 1, respectivamente. Como

õnn,
a'PJ'y '

PH,
azjzp.r '

'q o o o
0 1 0t 0

o o q o
Ot 0 0t l

T'

temos então que
0

ul,TIT'CT=
0

n'Ü

Vemos que temos que encontrar os produtos do tipo IZiuP..
derivada parciais de segunda ordem da função /l2, temos que

Usando as expressões das

.. /. .«'ÍV««@) «~'TN««@) """
k'' '-- ., ''

Observamos que este vetor é um múltiplo da última coluna da matriz Ti, e portanto
perpendicular à todas as outras. Assim será perpendicular às linhas de ZT, a menos da última
linha e isto dá a única componente não nula obtida pe]a mu]tip]icação na posição ]V -- 1, e
chamaremos este valor de a. E fácil ver que

«-d:billWí"-#y
««'::'; «~''-';«;w ««-';«;("P) '
2(1-z) ' 2(1 -,) ''''' ã(i-â'

valor --a ocorre na posição l em lriuç,v e é a única componente não nula deste produto
vetores uzz e u;y por sua vez são dados por

Por outro lado, uq:,v = 0

Os

« (:"w)
2«1 - ,'(1 - .)

't'&za
/Í

2V'l .'(l
«..;(#)

2v'l -- Z'(l -- zy.)'

«~- l., «("P)'

a"-. 0 a"',
0 u!.Tt 0

H";. 0 a";,
0   0
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A única componente não nula de 17Tu;,. é a primeira e a única de 7Tu;v é a componente
/V -- 1, ambas iguais a P, onde /3 é dada por:

Obs'r" que o termo d' rotação de H, " l }l: .:(t) + ';;«.(f) l , ""trib"irá p':a as feri

vadas de segunda ordem uma vez que zN(t) = V'Í-- ;Rali) -- Z/h(t) e portanto

/v l

0Z

#' zm d' zn
a:.2N @R,

l

quando :']«(t) = 3//«(t) ::: 0

Combinando a hessiana de .lira com a matriz diagonal Z) = 7'tZ)7' (esta igualdade ocorre,

pois -j;r(Qi) - --ã(Í::;F para .j ' 0, 1, . . . , .M 1) cujos elementos diagonais são iguais aos

elementos da diagonal da matriz -D2.172(C?i), com .272 e com o termo de rotação, a hessiana de
.f7 calculada na solução estacionária é

o'o 0 0
0 al 0

0 0 a2

0

0

0

o o o o
o o o o
o o o o

0 0
0 a
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0

0
0

0

0

0
0

0

0

P
0

0

0

Ào
0

0

0

P
0

0

0

0
0

0

0

0
0

0

0

0

0
0

0

0

G-

o o o
0 --a 0

0

0

o o o o
o o o o

XN.t li

Observe que os elementos o-o, oi, . . . , ow.i na diagonal do primeiro bloco (N -- 1) x (N -- l)
são os mesmos das posições correspondentes da matriz hessiana de -Hi, pois as derivadas de
segunda ordem de .f72 em relação a cada um dos pj, .j = 0, 1, . . . , N l é nula. Por outro lado,

os e]ementos Ào, Ài, . . . , Àlv.i na diagona] do segundo b]oco (N ]) x (]V 1) tem a contribuição
dos elementos correspondentes das matrizes hessianas de ,17i e de -H2- Os termos aw e Àlv vêm
do termo de rotação e os demais termos vêm dos resultados obtidos pela transformação 7'.

Os termos ao longo da diagonal têm os seguintes valores

!!(:lY;;:-!il! para k:: 0. . . . , Ar -- l
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(N

(.v

1)(1 + ,') + k(N'
2(1 - ,')'

1)(1 + ,') + k(.v -
2(1 - ,')'

©

©

K

2(1 - ;)'

K(l -F ;=)2 pa.a k - 0, 1, ,N l

Das expressões acima, é imediato que ak = alv-A; e Àk = Àw.i;, para k :: 0, 1, . . . , ]V -- l.

Observe que parte da matriz G já esta na forma diagonal de modo que alguns autovalores
podem ser vistos facilmente. Estes são

/'\o == -- (N - l)(1 + ;') + K(l + .y
2(1 ,')'

k(.M
ak :: ''' -1l} para k ::: 2, 3, .

2
,N 2

(.M 1)(1 + '') - k(N' - k) + K(1 + ;)' ,
param =2(1-,'y 2, ,w 2

Resta encontrar seis autovalores, que veêm das duas matrizes abaixo

ai 0 --a'
0 Àw.i P

-cl l3. XN

JN-\

0

a 0

Como ai aJV.l e Ài = À/.r.i e ÀN c,x, temos que

ai--p 0 --a
0 Àw-i--/z P

-u Í3 \w--}«

det = det
cr/v i--P a 0

CE aN H B
0 /3 Ài--P

Assim, obtemos que elas têm o mesmo conjunto de autovalores reais. Portanto, a análise
da estabilidade pode ser reduzida à análise dos autovalores de uma dessas matrizes. Como
ak < 0 para k = 2, . . . , N -- 2 nos só precisamos verificar em que condições Ài; < 0 para os

mesmos índices. Como temos que Àk = Àlv.l; e o maior autovalor ocorre para k = l#l, basta
impor que Àl#l < 0. Para a matriz

(N-l)
2 0

l/V l)z:--K(l+z)'
2(1--z')2

KIWI'Z
2(1--z)V'l z:

K JNI'Z.-ft:an
2(1-.)

2(1 ;)V'í:=
K(N --l)+K' (l+z

4

7n3 0

ul'z.J:i:P
2(1-.)

K KN'
4
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ao invés de calcular seus autovalores diretamente, é mas fácil decidir se todos os autovalores
são negativos olhando para os determinantes dos menores principais da diagonal principal
(critério de Sylvester). O primeiro elemento da diagonal de ms já é negativo e o próximo
menor será positivo se

FI(;, k) + K(l + z)' > 0

e finalmente nós precisamos l mlz3 1< 0. Acontece que a expressão para o determinante de m3,
calculado pelo Maple, se fatora em

(6.17)

l «; l- !«g- 1),+«(1+,))((N-1).(2, N 2.M,+N,')+K(2 W+a',)(i+;y)
16(1 - ;')3

como o denominador é sempre positivo, basta exigir que

KF2(z, K)F3(z, k) < 0 (6.18)

onde

e

F2(,, n) - (N 1), + K(1 + ,) (6.19)

(6.20)&(,, «) (]v' l)z(2z N 2]Vz + Nz2) + n(2 N'+ N',)(l+,y

Já que as funções de FI, F2 e Fs são todas lineares em K, nós podemos traçar os gráficos
de suas curvas de nível zero no plano zn e assim encontrar as regioês onde os três autovalores
serão negativos. Estas curvas de nível são dadas pelas seguintes expressões para K como função
de z

,:u - -%i#,

,, --çi#,
,(,)-

Para N = 3, basta analisar a matriz m3. As três curvas

(N - l),'
(1+,)' '

.,M - g,u - -Çl-ilk,

n:(;)

(N' 1),(2; N' - 2]V; + N',')
(2 - N'+ N;)(l + z)' '

definem as fronteiras onde os autovalores são negativos para ms. Nos gráficos
regiões onde os autovalores são negativos estão sombreadas

e

«;(.)

abaixo,
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gl
P
P

(a) gráficos das curvas de nível zero no p]ano ZH de Fi, F2 e Fa para ]V = 3

W

,-:

(b) região onde os autova]ores são negativo para ]V = 3
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Para .V > 3 temos que considerar Àk para k :: 2, . . . , lgl. Como estes autovalores estão em
ordem crescente (Àk -- k2 + kN + cte, crescente em l2,{l) o maior valor alcançado é quando
k = lÇI, ou seja, basta olhar para este autovalor.

Para ,ÍV par, k :: g- e
(N - l)( 1+,')-(.v ;){ +«(l+,y

2(1 - ,'):
i+ ,')+ T «(i +'y

2(i - ,'y
- (]v - i),' + Ç - «(i + ;y

2(1 .')'
(]v i);'+ T «(i +,)'

2(1 '')'
l (w - i);' «(i + ,y

2(1 ,'):

- (]v i).' - «;(i + ,y
2(1 z')'

(.M - l)(

(.N - l)

N+l

'f

<

Para N ímpar, k :: N=! e

À«. :
2

(N - ])(1+ ,') -(]V:%H)a;:l - «(1+ ,):

2(1 ,')'
i);' (ay)(aF)

2(1 - ,')'
-N+i (N'- i),'+ gnlgu - «(i+;)'

2(1 - .')'
-w+i (w i),'+ aqiD «(i +,)'

2(1 ;')'

(N' 1) - (N .(1+,)'

- N+ ] (]V l),' - K(1 + ;)'
2(1-''y

(lv i),' - '(i + ,y
2(1 - ;')'

+ /V -])(]V -3)
4

Para todo Ar ? 4, as curvas de nível zero de gt, g2, g3 e K4(z) ::: g4 no plano zx definem
as regiões onde os autovalores são negativos. Os casos Ar = 4, 5, 6, 7 e 8 estão mostrados nas
Figuras 6.1, 6.3, 6.5, 6.7 e 6.9 respectivamente.
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Podemos observar que a equação Àl#l = 0 é linear em K para Ar par ou ímpar, de modo
que dela nos podemos facilmente traçar o gráfico de sua solução, K como uma função de z. A
nova função que temos de considerar é:

("py - o,
(1+.)'

(]V - l)(N - 3)
4

l)z'
para /V par,

g4

- (N' - l).'
-ilÍl:--;l)Í-- para ]V ímpar

Figura 6.1: gráficos das funções gi, g2, g3 e g4 para ]V 4 (a)



CAPITULO 6. ESTABILIDADE SEGUNDO LIAPUNOV DE UM ANEL DE VOliTICES
156 EM UMA LATITUDE FIXADA COMI UM VORTICE NO POLO NORTE

a

B
l

:T''

Figura 6.2: região onde os autovalores são negativos para Ar 4 (b)
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Figura gráficos das funções gt, g2, g3 e g4 para N-S (,)
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R H

X

;+=

B

i-

Figura 6.4: região onde os autovalores são negativos para (b)
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Figura gráficos das funções gi, g2, g3 e g4 para AÍ - 6 (a)
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B
:.='

Ê 8

Figura 6.6: região onde os autovalores são negativos para /V (b)
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Figura 6.7: gráficos das funções gi, g2, g3 e g4 para AÍ - 7 (a)
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H

Figura região onde os autovalores são negativos para (b)
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Figura gráficos das funções gi, g2, g3 e g4 para (,)
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.l.oo

gl
g2
g3

4.33 o.u
g4

i.oo

Figura 6.10: região onde os autovalores são negativos para N ' 8 (b)

Observação 6.3.1. Para 4 $ ]V < 7 as funções g4 tem duas raízes em 1 < z < le
também um valor máximo neste intervalo. Alem disso, ela tende para --oo quando z ---} --l.
Isto permite a existência de uma região onde os autovalores são negativos para H negativo,
próximo a z = --1. Quando Ar > 7, g4(z) tende a +oo quando z ---, l e portanto esta
região desaparece. Para N = 4, 5 e 6, as curvas g4(z) e g2(z) se interceptam e, à esquerda do
ponto de instersecção, g2(z) é limite inferior para a região onde os autovalores são negativos.
Para N > 7 a função g4(z) é o limite inferior para todo --l < z < 1. O caso N = 7 é caso

de transição, e aqui a função g4(z) se simplifica para g4(z) - 6 i'). De z = --1 a sua raiz em
z = 1, esta função é o limite inferior para K em todo o intervalo . 1 < z < 1. Para todos os
valores de /V > 2, a função g3(z) impõe um limite superior sobre K, desde seu ponto singular
em , ; l.

Observação 6.3.2. No seguinte teorema, juntamos os nossos resultados. Os intervalos em K
onde un-la configuração é estável muda em certos valores de z. Estes valores são indexado por
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N e eles são a/.r as raízes positivas de g4(z) = 0, /3X a insterseção de g4(z) e g2(z), e 'JV, (lue
é o ponto singular de ga(z). Os valores de interesse em --l < z < 1 são.

(l}6 ==
5

,.- -{ ,«;- i ,.- -;
N 2

"tu -- para todo Ar 2 3

Teorema 6.3.3. t/ n anel de N códices de intensidade 7 na latitude z nos uédáces de um

polígono regular e um códice no pólo no'rte da esferct de uodicidade K é estáue\ seguTtdo Lict-
p'üno'u nas seguintes regiões:

Ca,se N -- 3

para,
para

o« g,(,) < «,

«. g:(,) < K,

ou g.(.) < K,

C'aso .N = 4, 5 oa 6

g4(z) < H < 0

g,(.) < «,
g.(,) < K,

g4(z) < K < g3(z),
0 < n < g:(.),

ou g,(z) < H,

Ca,se N '> 7:

p«a --l <;$'y/« quando g4(z) <n,
p"" "yw<; 1 qu-d. g.(,)<K<g;(,)

6.4 Dois vórtices em uma latitude fixada e um vórtice
no pólo norte

Vamos, nesta seção, estudar o caso em que Ar :: 2, pois algumas segundas derivadas de 172
no equilíbrio tem expressões diferentes do caso Ar > 2. Nós usaremos os mesmos métodos que
para /V > 2. A função hamiltoniana a ser considerada é

H': + H, - «, (,o + ,: + -,) (6.21)

  quando

quando
quando

g3(z) < K < 0

0 < K < g,(.)
0 < H < g,(,)

  quando
quando

0 < K,

0 < K < g;(.),

  --l < z 5; --aw quando
para aN < Z'É13N quando
para 3n < z $ 1N quando
para 'fN < z $: cxN quando
parca aw <z$1 quando
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onde Hi e H2 são dada por (5.2) e (6.1) respectivamente (com N = 2) e o sistema correspon
dente é

MQ

onde Q = (po, pi, z2, zo, zi.3/2) ]W e K as matrizes 6 x 6

(6.22)

1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0

0

0

K

t)

0

0

0

0

0

l
0

0

0 0
0 0
0 0
0 0
1 o
0 K

0

0
0

l
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 z2

-1
0
0

0
0

0

0

-1
0

0
l
0

0

0

-Z2
0
0

0

K-

Agora, mostraremos que o ponto de equilíbrio Q
punov. Para isso, consideremos as matrizes

(0, n-, 0, z, z, 0) é estável segundo Lia-

Z
0

0

0'

o o o
l Ot 0
o q o
o o' l

T e Tl=
1 1
1 1

e a transformação linear Q = Q + Te. Como já vimos, 7'J14 = MT, K7't = 7'tÃ.', e se
definirmos H(O = H(Q + Te), a subtituição desta transformação na equação (6.22) fornece

M( (6.23)

Queremos assim estudar a estabilidade do ponto de equilíbrio íl = 0 de (6.23)

Como já vimos, a função -H é uma integral primeira deste sistema e, portanto, G -:
ã -- .Ü(0) também é uma integral primeira. Cimo V#(0) = 0 e Z)'.Ü(0) = 7'rZ)'(Q)7', então
a serie de Taylor de G em torno de {l = 0 é dada por

'm - ;e' (,'«'"@,) ( --
Os cálculos da hessiana de .27i permanecem os mesmos e seus autovalores são

, *. - -iJ-;:p' *: -
-Z2
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Como já dizemos no início desta seção algumas das derivadas de segunda ordem de .ll2 tem
expressões diferentes do caso ]V > 2. As componentes da hessiana de -H2, são dadas po

Õ;:ã-= =0 param:/.j

Õn Ha --K,

a'? 2(i ,'y'

#-',
anho anho

Pja 2 azj(}laya ''''

aün,

Õ'H2 ';(-1)j
8%az, 2,(1 - ,y

Õn Ha --K,
az? 1 -- z'

acha -- KZ

6Á-',

Õ-fi=Í=-- := 0 para { #.7,

r

Z 'J

-K,(-l
2(1 ;)



CAPÍTULO 6. ESTABILIDADE SEGUNDO LiAPUNOV DE UM ANEL DE V01{TICES
168 EM UMA LATITUDE FIXADA COM UM VORTICE NO POLO NO1iTE

ããb-',
com {,.j tomando os valores zero ou um

Agora, calcularemos a multiplicação TtZ)2.17,(Q)T. Para isto ignoraremos os termos da
diagonal da hessiana D2-H2(Q) por um momento e denotaremos esta matriz por C. Usando a
mesma motivação que no caso /V > 2, temos

0 0
0' 0
q o
Ot l

'tZ' (pac
0

,üt

0

0

0

ZV

0

' z3/
0

T'(JT

0 0
0' 0
T] 0
0' 1
q"".

0

q«!,
0

«b,TI
0

«;:,q

0

u!.TI
0

«!,q

Vemos que temos que encontrar os seguintes produtos

l

f
l

f

l

q
l

q

aPoazz

( s )

(qu..y - (0, 0),
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1 1

1 1

1 1

1 1

0

«ã,(1 - .)

k

2«(1 Z

2,(1 - ,)

aHa ÕHz

i)-Pçlaya a-PI.Õ'yz

l
kr kr

2(1 2(1 - ,)Z

(u,,Tiy

'2(1 - ,)

«!,T] - (q«,.)'-
k()

«ã,(t - ,)
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l l

q
l

q

l

l

l ( : )
( : ) ,

(qu;,) - (0, 0)

Combinando os resultados da multiplição 7'tD7' onde Z) é a matriz diagonal com elementos
na diagonal iguais aos elementos da diagonal da hessiana Z)2.172(Q), com os elementos da
multiplicação Tt (.; T obtemos a matriz

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

~/ã(i - ,)
0

/€

l z
0

0
K

v'ã,(1 ,)
0T'DanaQQ)T 0 0

K

2(1 - ;)'
0

0

0

1 -- z

0 0
tq

~/ã,(i - ,)
0

K

00

Finalmente, obtemos usando (6.21), que a hessiana no ponto de equilíbrio é

0
0

0

0

0

0
l
2

0

0

0

0
0

0
0

0

0

0

«ã(i ;)

0K(2+3z+K(l+z
2(1 z2)

0

0

l+z'+K(l+z)'
2(1+z2);

0

K

x/ãr(l z)
0

z'+K(l+z)'
2(1--z)2

o'.ã(o) 0

K

x/ãr(l--z)

0

0

K(z+2z' K(l+z)
2(1 Z)2o vãl?b 0 0
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lembrando que esta matriz foi construída a partir da soma das matrizes hessianas de .27] e de
,172 e do termo de rotação. Não é difícil ver, por permutação de linhas e colunas, que esta
matriz tem os mesmos autovalores que

0

0

0

0

0

0

0
l
2

0

-/ã( i-,)
'(; -'-';' - .0 '- 4 )

2(1 -- z) :

0

0

0

0

0

~/2(l-z)
0

0

d2+3,+K(1+.))
2(1-z2)

K

«2,(i-;)
0

0 0

0
«ã,(i-; )
z'+K(l+z)'

2(1 --z) 2

0

0

0

0

0

0

l+z:+K(l+z)'
2(1 z2)2

Portanto, dois de seus autovalores são

ao = 0 (6.24)

(6.25)Ào = --
1+,'+K(1+,)'

e os outros autovalores vêm das seguintes matrizes

e

l
2

~/ã(i-;)

~/ã(1-; )

'('+';'-«0+4)
v'ã(1-;)

k(2+3z+n(l+z»
2(1--z2)

K

*a(i-;),
e 7'n2 ==

f€

v'2,(l-z)
z'+n(l+z)'
2(1 z')2

Usando o Maple achamos que os autovalores de m2 são

ÀI = --
,'+ n(1+,)'

(6.26)

.

' 2(1 - ,') (6.27)

Os autovalores À2 e ai da matriz de mi são dadas por expressões complicadas, difíceis de
analisar. Então, usaremos o critério de Sylvester para matrizes definidas negativas. Para que
ele seja satisfeito, basta que lmil seja positivo . Mas

l«:l- - -H(1 + 2z) (' + H(1 + ,))
4(1 - ,:)

Como o denominador desta expressão é sempre positivo, podemos garantir que o determi.
nante é positivo quando

F'(,,n) H(1 + 2,)(z + n(1 + ,)) < 0

A menos do autovalor ao = 0, para que todos os outros autovalores sejam negativos nós
devemos exigir Ào < 0, o2 < 0, Ài < 0 e -F(z, x) < 0. De (6.26) e (6.27) é óbvio que Ào < Ài, de
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modo que a condição para Ào pode ser ignorada. As fronteiras para estas condições podem ser
encontradas ao traçarmos as curvas solução de F(z, K) = 0, o-2 = 0 e Ài = 0. Estas equações
dão origem a cincos curvas:

1 2+3z
«-o, "- "' {Í;'#' "' Tl:=

Estas curvas e regas estão desenhadas nas figuras abaixo, e as regiões onde os autovalores
de mi e m2 são negativos estão sombreadas.

2 00

0.67

0

Z

gl
g2
g3

Figura 6.11: N=2 vórtices
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2.0

0.67

J.67

.2.0

0.5 1.0

gl
g2
g3

Figura 6.12: N:; 2 vórtices

Como sempre, o autovalor nulo corresponde ao fato de .H ser invariante por rotação e
consideramos o problema no espaço quociente..

Já que os autovalores de mi e m2 são negativos, temos que { = 0 é um ponto de máximo
estrito de G,. e conde(fluentemente, a função --G serve como função de Liapunov para o equilíbrio
€ = 0 de .A4€ = KV]7(e), e pela proposição (1.4.2), temos estabilidade segundo Liapunov para
o equilíbrio estudado.
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Conclusões

Nosso objetivo neste trabalho foi estudar boa parte do artigos l71 e l61 sobre as estabilidades
espectral e segundo Liapunov de um sistema constituído por um anel de .M vórtices pontuais no
plano e na esfera e também do sistema com um vórtice adicional no centro, no caso plano, e no
pólo norte, na esfera. Mas os cálculos foram na grande maioria feitos de modo independente.
seguindo caminhos um pouco diferentes do original.

Este trabalho me proporcionou a oportunidade de me aprofundar nas técnicas utilizadas
para atacar problemas hamiltonianos. Acreditamos que com base no presente trabalho possa-
mos abordar questões um pouco mais gerais. Entre estro mencionamos:

e
O estudo de dois anéis de vórtices concêntricos no plano, com os vórtices de um anel nas
mediatrizes dos vórtices do outro anel.

© O estudo de três ou mais anéis concêntricos no plano

e O estudo de dois anéis de vórtices, em latitudes diferentes, na esfera.

Além disso, esta dissertação fornece uma base sólida para o estudo dos diversos problemas
de interesse associados aos vórtices. Esperamos no futuro voltar a trabalhar nesta ampla gama
de problemas.
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Apêndice A

l
l
l

l

tU2

l
tU2

tU4

l

m2(JV l)Proposição A.O.l. Sejam W' e Z? de$nádas por W =

l ww-l w2(x i) U;(N - l)'

2
{(w IV)

2

i(n' lv)
2

2

respecíát;a rn ente Então B é odor,ormal e Bt JB - J.

Z)emonstração. Basta calcular

(.BB')
l (n'+17)

2
-{( }r - }v'

2

á(n' w)
2

2

-i(Wr-l;i7a")
2

Wr.}iyl"
2

;("7
Os elementos de sao mij :: m(i l)(j i) para J Y

>l./ wÍziii!{ param :; .j
z-l
/v ](wa),j

z-l V
>, wiziillj param #
z-l

j

Pala i=j, temos

/v

E« (i-i)(z i)?iJ(i-i)(i-i)

/v

>l' l w(i-i)(z-i) l2:
z-l

z-l

z-l
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Para í # j, temos:
/v

}'w({ i)(! i)®(j i)(z i)
z-l
/v

}'w6- (i-i)ã(j-ijii-ij
JV

1-1

>'to(i :)(z i)w-(1 1)0 1)
z-l

}'.«-:-'+:.:.,j --lj+Z
z-l

7V

}'wiz i-l+l+.Í-l-Zj+l
z-l

Fazendo , k = 1 1, como Z = 1,

proposição(1.5.4)

(««®):j

APENDICE

, Ar, obtemos, pela

n

Mostraremos agora que B é ortogonal, onde B :: .;iliçl

l l l ... l o
zo tu2 ... lox-l 0

l w2 w4 ... w2(x-i) 0
W=1. . . . . 1.Defato,basta

l w[v-i m2(]v-i) . . . m(x-i)' 0
.o o o ... o «N

Í wij, para0 $ {,.j $ /V -- l
Os elementos de W são toíj = < 0, para 0 $ á $ /V -- l e .j = /V ou

l l/.N, param " .j = /V.
Queremos calcular WW:

i(w w)
(.BB') - -ii l .:lw2. ,;:,

2

wf +RZr .

i(Wa"+W:r)
2

;

2

{(w tt')

2 ) .
calcular

Í(Wr iPr)
2

Wr+M7'a''
2

0 5; .j $ ]V l e { = .V
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N l

}' wÍi®zi + wÍwiiJJv{ :: /V para 0 $ á 5; N
z-o

N l

}' wiz®z: + wiw{0/vj
z-o

N l

}, wizaü se { = .j < N
z-oN l

}. wiziOzi se { :/ .j, 0 $ {,.j $ JV
z-o

(H''W) :,

Para á = .j < Ar, temos:
N N

E w..w« - E «"a"
z-oz-o
Para { # .j, temos:

N l
t.uit:iij tj .F ,UJiw:iÕwj

[-0

pois ã -- .j # OmodN quando 0 $ i,.j $ /V -- l e í :# J. De modo análogo demonstra que
.B'JB = J. '

Agora mostraremos que J]V = MJ, ]l/ IJ = JM'i e Bt.A4't - M-tBt. Para isto

/ l o ... o

\0 0 ... H
l o ... o\
o l ... o

l é a sua inversa, ambas de ordem (N + 1) x (.N + l),
o o ... l /K/

JWJ

usaremos multiplição por b]ocos. Denotando ]u = 1 k o l ... o

e usando que

obtemos:

J]W !: à ) (t; : )
(-l. t; )
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:ã: ::: ) (-T: : )
(.:; :ã: )

J.A4 l -T: : ) (:ã:
(-:;: :i: ),

0

e, portanto,JA4 ]WJ, M tJ :: JÀ4 i. Resta mostraremos que BtM l M \Bt

BxM' l /' w+w
2../N X.{(w - w)

r (w + W)il;:
i?.R k{(w - w)l;:

Ü (.:ti: ].H:

l

-á(w - w') ) (:ã'
0

-{(w - W)il;: \
(w +w)ll;: 7

ín'il;' + {Wil;'
m'i;-: + Wll;:

M"Bv

l

0

l-t (:lllç, -í(w' w')

1;-:(w + W)
li?.& kii;'(w' - w)

l /' il;:w' + il;:W
á.?& X.ü=:w' - {i;:W

íil;:(w - W)

ili:(w' + W)

-Íil;:w'+ il;::Ç?:
il;:w' + il;::W:

Í'0, parar:: AÍ eO $ s $ Ar -- l our:: Are0 $ s 5;

t4'1j;: = .1 28, pagar ' s = N
1. m", para0 $ r, s 5; N -- l

Como l iW e

arar = ]Ve0 5; s $ N -- l our = Ne0 $ s 5;

parar :: s ;: /Vl-ijÃ7= temos que

para 0 $ r, s $ /V -- l
BtM \ := M'\ BL

Proposição A.0.2. .4s seguintes identidades são uaZádas

'., Ê..;'T - {}, :::l:
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..,Ê;.«'T
J=o ''

0, se Ar = 2

{, se n > 2

'', ! u - *'« k), k o, l, N

]Ve -- l

: 2 '

D emoTt.stracã.o . Se
/v

2,

usando fato de que
0 lado esquerdo do item reduz cos'0 Para

0
se a + cos 2T

cos

N l

segue que, usando >ll: w» :: o, para p # 0 modal,
.j=o

E «.'?7- :: 1: }:0«'' + 2 + ';'0 - ;2w
N
2

O item (ó) segue do item (a) em virtude da identidade cos20 + sen20
Para o item (c), observemos que

l

(«y
(.«$

w#) ««#(.«*j
«,7) «,?(t«j

1) w{(w*j
i) ««y(««j

1)

1)

Assim,

H ;.«'f {l "la .w . E .':'''' o -- " -- «" -'-

+ ««a-Dj)'

Portanto,

S
N l A 1 7V l

>l' >1'.o+2'-uj + 2 )I' >' ..,o+,+,-uj
.j::l s=O .j=1 0$r<s$k--l

Pela proposição (1 5.4) sabemos que >ll: ww' = IJV 1, t = OmodN
Então, para l +

2s k = 0 mod ]V, como /V < 2s + l k < .V, temos que 2s + l k
b l

0, isto é, s = ==-Í-:
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T ''\ T'''''\
Portanto, se k for par, 2s + 1 -- k :# Omod.ÍV e > . > ,wL-''--"/J = --k. Porém quando &

.j::l s=0
N-lk l

é ímpar >1,>1.w(1+2' k)j - (k l) + (.V 1). Agora, calcularemos a outra parte de Se
.j=1 s=0

somaremos o resultado. Para 1 + r + s -- k = 0 mod /V, novamente, temos usando o fato de
que --N < 1+r+s k < Ar, temos r+s = k 1. Portanto, quando k é par o total de termos

para os quais 1 + r + s := 0 com r < s é ;, quando k for ímpar o total de termos é --.a--

Como o total de termos em )l, 20(l+'+'-k)j é temos para a soma S, no caso de
0<r<s<k -- l

k par,

2

**,(:'~ «,*(y ;) '-:,)
kçN - k]

e, no cmo em que X; é ímpar, temos

'* :'*'~-:,*,(T'~-:,*(V y)'-:,)
kÇN - tb

Isto demonstra o item (c). Agora demonstraremos o item (d). Observando que

Jn'
loJ/' 10 J/' :: 2ásen:jG,

segue que

!ú--'E.h (A.28)

z/vwlv = =JV, r/v+iwJv+i - zw+im, zx+2wlv+2 - zw+2w2, etc

temos que, para lzl < 1,

:= 1 + zttP + z2w2j + z3W3j1 -- zmJ

-(l+«P+«''"''+...+«" :«,p'' oj)(i+«'''+«"''+...)

i'.';X(l+ zwj + z2w2j + . . . +zx-iw(x l)j)

Como

l
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Levando em conta que, para qualquer inteiro p # 0 mod.ÍV tem-se >1. mPj

/v l

lJ

1, obtemos

/(«)

:b p'-

(1 - «''')'
N

l - «" (l

l z z2 ... zw :)

Ü :\Mo -- « * «' -'

l zw
z)(1 - «''')

+ aÇN-:)

observemos que

/'(«)

N l

- ZWj)' '

e, portanto, disto e de (.4.28), temos

!q /'(") (A.29)

Calculando a derivadas usando a expressão de /(z) em (.4.29), obtemos

/'(«) A''(l z)'«"'' - (1 - :«''')'
(1 - «)'(1 - =''')'

N'«'''': (l zy l
(l - z') (1 - «''')' (1 - «)'
/V2z/v-i l

(l - z') (1 + « + «' + . . . + «'''-')'
]V2zw-i -- (l + z + =2 + z/v-i)2
(1 «)'(1 + :« + z' + «''' ')'

x'(«)
G(a)

l
(1 - :«)'

Como K(1) = N2 -- N2 = 0, e o denominador também se anula em z - 1, usaremos a regra
de L'Hâpital para calcular o limite de ./'(a) quando z tende para l.
O denominador

G(z) (1 :«)'0(z), o«de /7(z) (l +«+ z' + «" '):

tem o fatos (l -- z)2 de modo que, ao calcular este limite pela regra de L'Hõpital, devemos
derivar o numerador e o denominador duas vezes a fim de obtermos um denominador sem o
favor l -- =.
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Para o denominador, temos

G"(z) - 4(1 - z)P'(z)+(l z)'P"(z),

enquanto que para o numerador -K(3) = .V'zW'' /3(#), temos, para N 2 3,

K'"(z) l)(N - 2)z~-; P"(z). (A.30)

Agora

P"(«) 2(1 + 2« + 3z' + . . . + (.M - l)z''''')'
+2(1 +z+ aç2 + ... +zw i)(1.2+2.3z+3.4z2 +

+ . . . + (N 2)(N - l)z'''';),

donde,

2 N-2

+ 2JV }l: k(Ê + i)
k-l

P"(1)

e usando a formula para a soma dos quadrados dos primeiros Ar -- 2 números inteiros
obtemos

llY : llY
2

2 /N \ N \

.- :" l E k' -- E k
k-l k-l

2

positivos,

w;=*,~(à'~-,,'~ :'''~ ;'*;'~ ','~ :
eC:Jre + :.v'(x - DM'' - n.

Assim, por (.4.30), temos

K'"W - {a''(x' - 0(N (eC=Jre - -âa''0''
Como G"(1) = 2/3(1) = 2]V', segue que

!"] .r'(") - !"} â4=1 - ;;g -
Segue disto e de (.4.29) que, para N ? 3,

H ;'«'f

Param =2, formulatambémévalidapois/v.i 1 :: 1 .l.24

P"(1) ,)

/V2 l

3

D



Referências 13ibliográficas

111 BARCOS, 1. 0. Q. & GARCIA, M. V. P
blücherltda ed.

G. (1995). .A/aGÓnica .4naZúáca Clássica. Edgard

l21 BAltxLn, R. G. (1964). The ,BZements o/ Rea/ .4na/3/sás. John Wiley & Sons, Inc.

l31 BoCOMOI,OV, V
863-870.

(1977). Dynamics of vorticity at a sphere. FZ«ád .Oyn.mic. 12(6),

l41 BocoMOLov, V. (1979). Model of fiuctuations of the centers of action of an atmosphere.
/zu., ,4cad. Sc{., ZI/SSR, ,4tmos. Oceanic PA3/s 15, 15--243.

l51 BoKisov, A. &; MAMAEV, 1. (1999). Poisson structures and Lie algebras in Hamiltonian
mechanics. lzàeusk. -R(JZ) rubi , 464.

l61 CABRAS, li. E., METER, K. R. 8c SCnMioT, D. S. (2003). Stability and bifurcations
for the n+ l vortex problem on the sphere. -Regular and Ohaotíc Z)g/namics 8(3), 259-282.

l71 CABRAS., H. E. & SCnMioT, D. S. (1999). Stability of relative equilibria in the propõem
of n + l vortices. S/H.A/ J. À4atA. .4naZ. 31(2), 231-250.

l81 CONWAV, J. (1978). Funcfíons o/ one compZez uahabZe /.
Heidelberg GmbH & Co. K.

Springer-Verlag Berlin and

l9i DoERING, C. 1. & O.Lopns, A. (2005). .Eqtzações Z)ll/erencíaís OrdÍnáhas. Instituto
de Matemática Pura e Aplicada.

j101 HELMnoln'z, H. (1858). Uber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche den
Wirbelbewegungen entsprechen. J. reine angew. À/atA 55(25), 25-55.

jlll HoFFMAN, K. & KuNzn, R. (1961). .4Zgebra .Linear. Editora da Universidade de São
Paulo and Editora Polígono.

1121 KIRCHnOFF, G. (1883).Uorlesungen über matAematÍscAe PAysÍk. BG Teubner.

j13j MEVKK, K. gc SCnMiOT, D: (1988). Bifurcations of Re]ative Equi]ibria in the ]V-Body
and Kirchhoff Problems. S/ÁM tour-7}aZ on .A/afhemat caZ .4naZys s 19, 1295-1313.

1141 MUNSON, B. R., YOUNG, D. F
]l/ecàanács. John wiley & sons ed.

& OKiisni, T. n. (2002). Fzndamehtals of Fluía

185




	Página em branco
	Página em branco
	Página em branco



