
d

Sobre o problema de Sitnikov

Danilo Tom,ni Ferreiro,

DISSERTAÇÃO AI:''RESENTADAnl l
INSTITUTO DE MATEIIÁTICA E ESTATÍSTICA

UNIVERSmADE DE SÃO PAULO
.PARA ,

OBTEN(IA O Dn 'T'l'Pllr nx-- - - b./ J A x v IJVDE
M:ESTRE EM CIÊNCIAS

Área de Concentração: Matemática Aplicada
Orientador: Prof. Dr. Manuel Valentim de Pera Garcia

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxílio
financeiro do CNPq

São Paulo, junho de 2009



Sobre o problema de Sitnikov

Este excmplai coircsponde à vedação
final da dissertação devidamente corrigida

e defendida por Danilo Tonini Feireira
e aprovada pela Comissão Julgadora.

Banca Examinadora

e Prof. Dr. Manuel Valentim de Pera Garcia (orientador) IMnUSP

e Prof. Dr. Pedro Aladas' Tonelli IMnUSP

e Prof. Dr. Diego Colón UNESP



4os mezls pa s



11



Agradecimentos 

Agradeço ao 111cu orientador, professor Manuel Valentim de Pera Garcia. 
Obrigado pela oportunidade. A ele e à professora Sônia Regina Leite Garcia 
agradeço pela amizade e pelos ensinamentos que vêm desde a época da minha 
grad uação. 

Agradeço aos membros da banca examinadora pelas sugestões. 

Pela participação nos seminários e pela ajuda, agradeço ao professor 
Angelo Barone Netto e aos colegas Marcelo, Ricardo e Oda. 

Gostaria a.inda. de agradecer aos diversos professores com os quais tive 
aula, no IME-USP e no IF-USP. 

Agradeço especialmente a.os meus pais, I a.ulo e Jary, e ao meu tio José 
Reis. Obrigado pela criação, pelas lições preciosas, pelos mimos, pelas rcpri- 
111e1Hlas, por tudo. A eles e ao meu irmão, agradeço pelo amor incondicional 
e pelo lar. Ter crescido nessa família foi U.111 privilégio e u111 presente que 
levarei sempre comigo. 

Agradeço í.ambén: a todos meus amigos. Suas amizades, de u111a forma 
011 de 0111.ra, sempre 111c ajudaram. /\ alg1111s agradecerei aqui explicita- 
111c111.c. /\ o 1r1e11 pri moi ro e sei 11 pro grande am igo, 111c11 prezado irmâo Pa11 lo. 
1 ela aniizado ruais que valorosa, desde 110::;::;o primeiro a110 ele faculdade, 
agradeço ao íl.afacllo, e à sua Daui pela ami,mdc recente e já tão cstiinada. 
À cara Carolina, o!Jrigado pela ai11ii',adc t.ií.o ospccial c pela lasanha de hcriu­ 
jola. /\grndci,:o a todos os Vcrga111ot.as e ,diliados, <)111 especial ao Thomas. 
/\gradc<;o ainda aos 111c11s a111igos de lo11ga dal.a Kad u, Washiugtou, Ui11!to, 
l(ogcrio, 1'.:ric. 

i_.;, pela ajuda financeira, a.grn.dcço ao CNPq. 

iii 



lv



l:resumo

Nessa dissertação tratamos do problema de Sitnikov, que é lira caso especial
do problema restrito de 3 corpos, principalmente aspectos ligados ao com-
portamento caótico da dinâmica resultande deste problema. Num plano,
dois corpos pontuais de massas idênticas, ditos primários, descrevem tia-
jetóiias elípticas. Um terceiro corpo, de massa desprezível, descreve uma
trajetória perpendicular ao tal plano, passando pelo centro de massa dos
corpos piimáiios. Nós estudamos o movimento desse corpo. Pala isso, estu-
damos uma equação diferencial mais geral, da qual a equação de movimento
daquele corpo é um caso particular, reduzindo o problema a uma aplicação
no plano. Mostramos que essa aplicação é conjugada ao s/i4/t de Betnoulli.
Mostramos também que a região desse plano onde estão definidas as soluções
parabólicas é uma curva analítica. Seguimos as idéias apresentadas por V.
M. Alekseev, J. Moset e R. McGehee.

Palavras-chave: Problema de Sitnikov, problema restrito dos 3 corpos,
dinâmica simbólica, sala.
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Abstract

In this dissertation we deal with Sitnikov's pioblein, which is a special
case of the restricted three-body problem, mainly the aspecto of the cllaotic
behavior resulting from the dynamics of this problem. On a plane, two point-
like bodies of equal messes, called priiiiaries, describe elliptic trajectories. A
third body, of ilegligible mass, describes a trajectory that is perpendicular to
that plane crossing the center of mass of the primaiies bodies. We studied
the inoven[ent of this third body. In ordem to do se, we studied a ]nore
general diKerential equation, in which the moveinent equation of the third
body is a special case, lestricting the problem to a plane application. We
showed that this application is conjugated to the Bernoulli shift. We also
showed that the iegion on this plane in which the parabolic solutions aie
defined is an analyt.ical curve. We followed the ideal presented by V. M.
Alekseev, J. Morsei and R. McGehee.

Keywords: Sitnikov problein, restricted three body problem, symbolic dy
namics, shift.
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Introdução

O problema de Sitnikov é um dos casos mais simples do problema elíptico do
sistema restrito de três corpos. Neste sistema, em um plano (z, y) dois cor-
pos de massas iguais, chamados de corpos primários, descrevem trajetórias
elípticas, de excentricidade c, em torno de seu gentio de massa. Passando
por esse centro de massa, e perpendicularmente ao plano (z,3/), um terceiro
corpo, de massa desprezível quando comparada às dos corpos primários,
descreve uma trajetóiia sujeita à força de atração gravitacional destes. Se
a massa desse terceiro corpo é nula, os corpos primários descrevem órbitas
de Kepler.

Aqui admitimos dois sistemas de coordenadas, um com a origem fixa no
ceiitio de massa dos três corpos e outro com a origem no centro de massa
dos corpos primários. Pode-se considerei' que a massa do terceiro corpo é
tão pequena compai'a à massa dos corpos primários que este terceiro corpo
não exerce influência sobre os primários, nesse caso os corpos primários
descrevem órbitas de Kepler. Este caso limite é comumente referido na lit-
eratura como o caso e r gele a massa do terceiro corpo é lzu/a, e é exatamente
essa situação limite, onde os dois sistemas de coordenadas acima coincidem,
que serviu de modelo e motivação pala nosso estudo.

Em 1959 Sitnikov provou a existência de oscilações nesse problema,
que fora proposto por Chazy em 1922. Alekseev descobriu que dinâmica
simbólica poderia ser aplicada ao problema, e realizou lun estudo sistemático
nesse campo Porém, no que toca à dinâmica simbólica, seguimos a abor-
dagem dada por Moser.

Pode-se investigar aspectos do problema através do estudo da equação
de movimento ã = Q(z,t), onde C?(z, t) possui celtas propriedades que
f'azem com que o problema de Sitnikov sQa um caso paiticulai seu.

Esse caso mais geral é devido a Alekseev, que em seu trabalho deduz o
problema a uma aplicação S no plano, que ele estuda em grande detalhe.

Moser, em seu livro SfabZe aria rarzdom rrzotiorl.s ãn dg/7zamÍcaZ sysÍems,
estabelece condições sobre uma função @ : 10, 11 x 10, 11 --} R2, de forma que

l



2 CONTEÚDO

há um conjunto invariante / em ]O, 1] x 10, 11 sobre o qual a dinâmica @ é
conjligada ao sAdf de Bernoulli.

No primeiro capítulo desta dissertação tratamos disso, determinando as
condições paiit @ para que exista a referida conjugação, bem como estudando
a estiutuia hipctbólica do conjunto invariante.

No segundo capítulo apresentamos a configuração do problema de Sit-
nikov e tratamos da abordagem lhas geral de Alekseev. Também rela-
cionamos seu trabalho com o de Moser, mostrando que o saia de Bernoulli
é um subsistema da dinâmica $.

Finalmente, admitindo alguns resultados devidos a McGehee, mostramos
il analiticidade das ruivas lli e 11+, que limitam os conjuntos abertos Ro U
{0} e R. U {0}, respectivamente, onde os conjtmtos Ro U {0} e Ro U {0}
são os domínios de definição das funções S l e S, respectivamente.

Procuraliios nesta dissertação apresentar este assunto, que nos parece
interessante e rico, de uma maneira concisa e didática, concatenando dize
tentes abordagens presentes na literatura, principalmente ligando o trabalho
de Alekseev ao de Mover.



Capítulo l

Dinâmica Simbólica

Nesta dissertação a{/abeto será um conjunto enumerável e não vazio.
Sda então À unl alfabeto e chamemos de E o espaço das sequências

duplamente infinitas de elementos de .4, isto é, sequências da forma:

. , S 2,; -, ''; ;", ':,..- ),

onde si C .4, Vá C Z.
Para munir esse espaço de uma topologia, sela dado urn sistema funda-

mental de vizinhanças em cada ponto de E.
Considereentão s* =(-.. ,s+.2,slt,s8;sT,s;,. .) C Ee.j € N. Introdu-

zimos a base de vizinhanças em s* dada por

z ('*) {s C E : sk s;apara lkl < j} param = 1,2,

A tipologia considerada em E sela aquela gerada por esse sistema
O sAdÉ é a aplicação a : E --} E dada por:

«(.) - ( S 3)S 2lS--l; SO)SI, ' ' ' )

B claro que esta aplicação é um holneomorfismo de E sobre si mesmo.
Soam al,...,a, em .4 e kt,.. .,k, inteiros dois a dois distintos. O con

junto
EÉ--.k.(al,-.. ,a,) = {sC E: sk. = ai, ', sk. = a,}

será denominado aberto /undamenlaZ de E.
Note que a topologia gerada pelos abertos fundamentais é a mesma

topologia definida antes em E.
Agora vamos provei E de uma medida.

3



4 CAPITULO 1. DINÂMICA SIMBOLIZA

Pala cada a C A associamos um número leal p. ? 0 de modo que
2.,aC.4 Pa = 1.

Definimos agora a medida do aberto fundamental Ek....k,(al, . . . ,a,)
como sendo

m(Ek.-.k,(al,. . . , a,)) = p.. - p., '-. 'p',

e a estendemos à sigma álgebta de Borel Zg da maneira habitual. Com isso,
tem-se o espaço de medida (E, Zi, m).

E claro que 77&(E) = 1 e que o shi@ a definido antes preserva essa medida.
A aplicação a costuma ser chamada sAeff de J?errtouZ/{.

1.1 O shl4/t como uma aplicação topológica
Seja # : Q = ]O, ]] x ]O,]] q ]R2 uma aplicação contínua cuja imagens
intercepta Q em duas componentes, decotadas poi Z/i,ü2, com as corres-
pondências de fronteiras decotadas na figura 1.1, onde 12. = @(24), í = 1, 2.

'\
'\ )//'

Figura l.l; Imagem de #

As iterações #k de # não estão definidas em Q todo. Construímos um
conjunto in«diante:
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A questão de vetificai que / # 0 sela discutida adiante, por enquanto
admitamos que isto é verdade nas seguintes considerações.

Associamos ap C / umasequênciade símbolos s =(- . . ,s 2,s-i,se;si,s2,
em A = {1,2} pela regra:

\

/

@ k(P) C ys. (k 0,ÜI,Ü2,
ou

+00

PC ÍI @*(ys.)
k = -- oo

Isso nos dá uma aplicação de / em E, o espaço das sequências com alfa-
beto .A = {1, 2}. Sob condições específicas mostraiemos que essa aplicação
tem tina inversa r : E --} /, e que I'' será um homeomorfismo.

1.2 0 sala como subsistema
Den«ição 1.2.1. Oado p C (0,1) calma«.os a u"'a curva = u(z) de
««,. hoÓ««t./ .. «(«) C ]O, 1] P«« z C ]O, l] «

u(zi) u(z2) l$ P l «;i r2 l

Definição 1.2.2. 1)ado p C (0,1) chamamos 'z t'ma cz'rua z = u(3/) de
''"« «,ü«l « «(y) c lo, il p«« 3/ c [o, i]

«(y-) «(g/2) l$ P l g/: 3/2 l

Definição 1.2.3. 1)abas duas curdas Aorízontaás ui e u2, uma /aáza porá
zoTttat é o conjunto:

U {(z,g/): 0 $ z $ 1;ui(z) $ g/ $ u2(z)}

Definição 1.2.4. Dadas duas curvas uert cais ui e o2, uma /aiza uerlÍca/ é
o conlzinto;

r {(z, y) 0 $ Z/ $ 1; ui (y) $ y $ «2(y)}

Dada uma faixa horizontal t/, limitada pelas curvas horizontais t&l e u21
definimos seu diâmetro por:

d(u) max l u2(z) u-(z) lo<=<1 ' '



6 CAPITULO 1. DINÂMICA SIMBOLIZA

Analogamente, dada uma faixa vertical }'' limitada por cuidas verticais
ui e u2, seu diâmetro sela dado por:

drv} := max l u2íl/) u] íl/} l
' ' o$y$1 ' ''"' '-u' '

Dado p C (0, 1), Z/ = U(/1) é a coleção de todas as faixas horizontais e
y = P(p) é a coleção de todas as faixas verticais

Lema 1.2.1. Se U(1) .) C/(2) .) U(3) .) ... é ur/za sequência de /aízas
horázonfa s encaizanfes com t/(t) C U(p), k = 1, 2, 3, . . - , e se d(U(t)) --> 0
quando k --> oo, ent(ío nE' : U(É) d($ne urr&a czll-ua /}ohz07}éaZ.

demonstração: Tome-nos E C ]O, 1]. Então ({B} x R) Í'l (nE:. Um) é
um ponto, pela propriedade dos intervalos encaixantes.

Pala cada t/(t) sejam ulk) sua fronteira superior e ug) sua fronteira
inferior. Então, colho U(k+l) C U(k) para qualquer- k C N*, temos que:

Decorre diretamente do fato de {uÍk)}kcN. e ouSE)}kcn. serem curvas
horizontais para o mesmo p que essas famílias de curvas são equicontínuas
e equilimitadas. Assim, pelo teorema de Arzelá-Ascoli e poi (1.1), existem
funçõesut eu2 taisqueuÍk) Ê H ul eur) iH ..2 tmiformemente. Como
d(U(k)) --} 0, temos que ui = u2. Poi simplificação, definimos u ui u2-
Sejam zi , z2 C [0, l] quais(quer, e notemos que:

:l: ilÍ:l :::,':l ''«' [',:],"*:»'*. o.o

U(Z:) «(:«2) lu(z-) - uÍQ(:«i) + uÍU(:«i) ul0(z2) +uÍ©(z2) u(z2)l

u(zi) - uÍ©(:«:)l+ luÍ©(z:) uÍ©(z2)l + lula(:«2)«(z2)l
u(zi) ulu(zi)l+plzi z2l+luÍ©(z,) u(z2)l

Suponhamos que lu(zi) -- u(z2)l > plzi z21. Então existe c > 0 tal
que:

u(z:) u(z,)l plz- «21 + . (1.2)

Mas, como ult) --> u uniformemente quando k --> oo, então existe k c IN
tal que lu(zl) uÍk)(z)l < c/4, pala qualquer z € 1O, il e para qualquer
& ? k. Então, para k ? k:
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u(:«-) U(Z2)l $ ;+Plzl z21,

o que contradiz(1.2). Concluímos então que y = u(z), com z C 10, 11, é uma
curva horizontal, com:

u(zi) u(z2)l $ plzi z,l ,

pala quaisquer zl,z2 C lO,ll.

Lema 1.2.2. Se V(1) .) y(2) .) V(3) :) .. . é 'ul/za sequência de /aízízs
z/eriácaàs encazazztes y(k) C y, k = 1,2,3,. .. e se d(y(k)) H 0 quando
k -+ oo, então n=;: y(k) de$ne urrza curda uerfÍca/.

demonstração: Análoga à do lema 1.2.1

Lema 1.2.3. Uma curva Aorázon a/ = u(z) e 'uma curva uerfácaZ z = 'u(y)
se interceptam elrt precisamente um ponto.

demonstração No ponto de intersecção vale

(z, u(:«)) = («(y), y)

isto é

.f « - «(v)
1. y

isto é

r « - «(«(«))
1. y

u(3/2)l 5;plyi y21, temos que, pata0 Szl <z2 $1Co«-o l«(y:)

«, «(u(z,)) «l+«(u(z:)) =z, z: --(«(u(«,)) «(u(«:)))

Mas:
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lu(u(z2)) «(u(:«i))l$plu(z2) u(zi)l$p'lz2 z.l, e p'<l
Assim:

«(u(z,)) «(u(z-))l < lz, z-

Então z2 u(u(:«2)) -- (zi t,(u(açi))) > 0 para n2 > zi, isto é, /(z) =
z «(u(z)) é estritamente crescente.

Como/(0)= «(u(0)) $0e/(1)= 1 o(u(1)) 20, te-nosque:« «(z)
tem um zero, e só uin.

Com isso temos uma aplicação de Z/(p) x y(p) em Q. Essa aplicação é
dada por:

(u, «) ---> Z
onde (B,@) é o ponto de intersecção das curva (z,u(z)) e (u(3/),y)

Essa aplicação é Lipschitz-contínua nas normas:

lull+ ll"ll - O$z<:1"(")1+C$®.I"(y)l em U(p) x y(p)
e

,l + lyl e:n Q

De fato, chamemos de F essa aplicação.

F'(ui,«{) zá - (z{,yi) , ã = 1,2,

U2(y2) t,i(3/i)l = lu2(y2) ui(y2)+ut(y2) ui(yi)l
U2(y2) ui(y2)l+lul(y2) u1(3/1)l

lu2 ui ll + Pl3/2 yt

y, g/:l = lu,(«:) u:(z:)l=lu,(z,) u-(z,)+u:(z2) u:(z:)
$ 1u2(z2) ul(z2)l+lul(z2) u-(z-)

$ 11u2 ul ll + plz2 z-l
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Então

1« ,il Z2

U2

U2

(1 -
Z2

z:l + l3/, y-l
«-ll + llu: u:ll + P(IV,
uill+llu2 utll+ Plz2

P)l,2 ,il $ 11«:

zil $ (1 P)''

yil + lz2
zl

«-1)

ui ll t llu2 uill
.llu2 ui ll + llu2 uill

o que demonstra a asserção de que F é lipschitiziana nas normas dadas.
Agora assumimos algumas hipóteses sobre a aplicação @:
(i) .4 -- {1,2, -. ,JV}, com JV < oo, ou .4 é o conjunto dos inteiros

positivos. E assumido que, para a C a, U. são faixas horizontais em Q
diquntas e 'Pa são faixas verticais em Q, disjuntas. A aplicação @ leva Ua
homeomorlicamente em Ua. E também assumido que as fronteiras verticais
de Ua são levadas nas fi'inteiras verticais de Ua e as fronteiras horizontais
de Va são levadas nas fronteiras horizontais de Ua.

(ii) Se V' é uma faixa vertical contida em U.C,4 ya então, para qualquer
a C.,4

Ü.

é uma faixa vertical (ein paiticulal, não vazia) e, para algum p fixo em (0, 1),
íequeremos:

d(ya) $ Pd(V')

Se t/ é uma faixa horizontal contida U.c,{ Ua, então

ü.. - .'w) n "«
é suposto ser uma faixa horizontal não com:

.Z(Ua) $ Pd(U)

Teorema 1.2.1. $e @ é urli Aomeorrzor$srrzo que salas/az rí,) e rii,) então @
possui o shãjt a : E -.:} E como 'úTIl subsistema. Isto é, existe um homeomor
P;«.. ,- de E «n ,-(E) C Q f.Z q«;

'bv = va
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demontração: Definimos

l sos i-'s n ys.R@ '(y.-..-,..)
Mostremos, por indução que ys.s ....s ,. é uma faixa vei'tical:
Pat'a 71 = 1, temos (lue vale a asserção, pois ys.,.. = vs. n @-l(ys .) é

uma faixa vertical por (ii).

Suponhamos agora que Vs.s :...s ,, é uma faixa vei'tical para n :: k e
provemos que isso implica que também o é para n ;:: É + l.

Vs.s ...'s (k+i) K. Í)@ '(v. ..-. .....,)

Seja t C E tal que t.t = s (k+l). Então a igualdade acima se escreve

K" :'''-..., 0é :( %..-- ),
faixa vertical

onde o termo destacado é faixa vertical pela hipótese de indução.
ys.s ...'3-@+D é uma faixa vertical, pela hipótese (ii).

Usamos agora outra paire da hipótese (ii):

Logo,

d(y.) $ pd(}''),

que, no presente caso, nos dá

d(K... .) $pd(ys .-, .) $ ... $ u"d(ys .) Sp"
Então:

d(ys. . , .) n..: 0

Pela definição de ys....s temos que

{p c C? : @k(p) c Us ., k = 0, 1,.. - ,n}
{pcC?:@ k(p)cys., k=0,--1,-.., n},

isto é

Usos :...s . C Us.s ..-s «+i

Utilizando o lema 1.2.2 , concluímos que o conjunto



1.2. O SHIFT COMO SUBSISTEMA 11

"M - n ys« ,. .,
n, -:0

{P C Q : é k(P) C ys., # 0,-1,-2,
}

define uma cuida vertical que depende da sequência s = (-
mais precisamente de sO e dos termos à sua esquerda.

Analogamente, definimos, para n 2 2:

) S--2) S--l) S0; SI ) S2) ) ,

U'-".-,. Us,-.,.)
e, de forma similar, mostramos que:

(1.3)

d(u,.. ,.) $ «d(u.- ,.) $

Como @(ys.) = U,., te«ios que:

< P"'' ...:o

[/sl'''sn {pc C? ; .# k+l(p) c Us.,k= 1,2,. .n}

{p c C2 : @ k(p) c ys*,k= 1,2,. n}

Utilizando o lema 1.2.1, temos que

u(.) nl-'.
rl :: l

IS2'''S {p c Q : @ *+l(p) € t/., k 2 l}

{p c C2 : é k(p) € ys*, k ? l}

é umacurvahorizontal que dependedasequências =(. - ,s 2,s-i, se;si,su,
mais precisamente de sl e dos termos à sua direita.

Pelolema1.2.3, y(s)nu(s) = {P cQ: @ k(P) c vs., k= o,:H,:L2,..- }
define precisamente um ponto em C?.

Definimos agora a aplicação r:

) ,

T

. --} I''(s) n u(.)
Pela construção, é claro qu' se '''(s) = p, então ,(a(s)) = @(p), isto é,

Ta
Mostremos agora que I'' é contínua.
Sd;m s =(--. ,s 2,s-i,se;si,s2, ') e t =(... ,t e,t.-,to;t:,':,

duas sequências de E tais que tt = sk pala lhl $ n. Então:
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,(t), ,-(.) C }''.o ' . ' '« ,

,(t), r(s) C Uso . ' s« ,

de onde

d(Us......) $ u" ,

d(U,.-.,.) $ p" "

Portanto

lr(s) .-(1)l $ (i p) :l«" - «" 'l -ü:T# o

Dadas duas sequência s e t tais que s # t, tem-se que ]k tal que sÊ #
tk. Então, para esse k, ys. n }/t. :: @, pois as diversas faixas verticais são
disjuntas. Disso temos que r é injetora.

O teorema 1.2.1 tios diz que a dinâmica de @ no conjunto / é a mesma,
do ponto de vista de conjugação, que a dinâmica do $Al@ sobre E.

Estudemos apoia a estrutura hiperbólica do conjunto invariante -r.

1.3 Condições alternativas para a aplicação @

Sendo { e z/ coordenadas do plano cartesiano { x 77, trocaienlos (ii) pela
condição:

(iii) Pala algum p C (0, 1) o cone S+ determinado poi lr71 $ pllll, definido
soba'e U.c.4 ya, é levado em si mesmo poi' d#, isto é, d@(S+) C S+

E mais, se ({o,r70) c S+ e (€1,r7t) é sua imagem por d+, então leal ?

Similar'mente, o cone definido sobre U.c.4 Ua, S , definido poi' 1(1 $ pl?71,
é levado em si mesmo poi d@'l, isto é, d#'i(S') C S', assim como, se
({l,77i) € S', e (eo,770) é sua pré-imagem por d#, então 17701 2 /z tl7nl

:l(olP

Teorema 1.3.1. Se é é lama ap/ilação contánuamenfe dgerencááueZ e safás-
faz as condições (i) e (iii), com t) $ H $ 1/2, então satisfaz a condição (ii)

com I' = p(l p) i, e a lesa do feorerrta /.2./ é uerdadeára.
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demonstração: Sda ' uma cuida vertical na faixa UÓ, com b C .4.
A curva ' intercepta todas as cuidas horizontais e, em particular, as

ft'onteiras horizontais de U., para um dado a C .4. Então ? = ,y n ua liga
as fronteiras hoiízontais de U., e @'i(?) liga as fronteiras horizontais de
@ '(U.) é, y = 0 e g = 1.

Mostremos que @ :(?) n Va é uma curva «rtical.
A ruiva 7 é uma curva vertical, diga-se z = u(y), e então tem-se que

1«(g/2) -- «(yl)l $ ply2 -- yll,Vyi,3/2 C lO,il. Sejam(z3,y3),(z4,y4) pontos

quaisq«er de @ '(?), e soam (ã3,#3) = #(z3,y3) e (ã4,ú4) = @(z4,3/4).
Como (ã3, 03), (â4, Ü4) C ?, que é uma curva vertical, temos que:

ãs ã41 $ PIÜ3 Ú41 ,

istoé, (ã4 ia,3/4 Ü3) C $ . Selaagoiaacuivaa(Z) dadapor

a: 10, il a IR2

t ---} (l t)(ã3,gs) + t(ã4,g4)

Temos que, pena qualquer t, a'(t) = (ã4 ã3,g4 üa). Seja /3(t) =
@ :(a(t)). Então P'(t) = d+ '(a(t))CE'(t). Pela hipótese (iii), /3'(t) C S',
pala qualquer t C 10, 11. Como P(t) é uma curva que liga (aç3, g/a) a (z4, y4),
concluímos que (z4 z3,y4 ya) C S', isto é:

lz3 z41 $ plys v41.

Como (z3, y3), (z4, 3/4) € @ i(?) roíam escolhidos aibitraiiamente, con
cluímos que @ i(?) é uma curva vertical. Aplicando essa demonstração
às fronteiras de uma faixa vertical y c VÜ tem-se que a pré-imagem de
r - }' n u- dada p':' @:'P) - @ '(v'') n Ua ' "m* f,i- «-tic,l.

Mostremos agora d(Ua) $ ud(u), pai'a algum p C (0, 1)
Sejam pi,p2 dois pontos sobre as fronteiras verticais de é l(V) tal que

d(@ l(r)) = lp2 pil, e tais que suas coordenadas no eixo y sejam iguais.
Então a cuida:

P(t) Z)Pi + tP2

é paralela ao eixo x, daí p' C S+ e assim:

z(t)
tem derivada

,'(t) d@(P(t))P'(t) C $+, poi' (iÜ)
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Assim, z(O) e z(1) estão sobre uma curva horizontal. E estão também,
como já sabíamos, cada um sobre uma linha vertical, que distam entre si iio
máximo d(V). Disso temos que:

,(o) -,(1)) $ (i p) :a(Í7),

po:sl,, ,llS(i p) :(llu2 u1ll+ll«2 «-ll),e«samosq--ez(0)e,(1)
estão sobre a mesma curva horizontal.

Escrevendo z(t) = (z({),y(t)), te:nos por (iii) que:

l#'l ? P-'lP'l 'lP2 P-l > 0
o que nos dá que z' não troca de sinal e

P, P-l / IP'lata / PI,'ldt$Plz(1) :«(0)l0 JO
$ pl,(i) ,(o)lsp(i p)':a(P)sa(P'),

l l

isto é,

a(#' '(P)) $ T-L-a(P)

De coima análoga provam-se ai,s asserções tocantes às faixas horizontais

1.4 Estrutura hiperbólica do conjunto invariante

Associemos a cada p c / = T(S) duas linhas Z,P+,Z,P em TP/ tais que LJ,L;
variam continuamente com p C /) e tais que L:: são invariantes sob d@, isto
e,

e que, com alguma coitstante À > 1 e a norma l(l
( = (e,r7), te«-os:

-nax(l€1,10I), pa-a

d@(0 2 ÀI(l
l.z@ :(01 2 ÀI(l

para ( C Z'P+,
para ( C Z';
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Escrevemos a matriz jacobiana de d@ num ponto p como

\. g,(P) g,(P) ,/ '

e o determinante jacobiano nesse ponto é A = /,(p)g,(p) -- /,(p)g.(p)

Teorema 1.4.1. Se, para lodo ponto p C /, a.,A.-i < lp-2, erztão / é unrl
conjunto hiperbólico.

demonstração: Pala cadap c /, consideremos uma linha em $+ = Sn+,

dada por L+ ' LP+ na forma 770 = ap(o, onde ap é uma função contínua de
p C .r com la.l $ p.

Nota 1. Aqui comete-se um abuso de n.oração; Z,+ é a /á IAa gerada 7)or
(e, ,7)

Poi simplicidade, denotemos

'«.-(= 3)
Considerando que d@p(eo, ç70) = ((1, 771), obtemos

'7. ' a;Me-

temos que d@p($+) C S+, e portanto:

::i-1l: lai $ ple-1

Então

cada.
a + bap

Tínhamos, em (iii), que se (ei,77i) é a imagem de (eo,770) C S+ por d@,
então lei1 2 p-ileol. Então, notando que (i = (a + baP)(o, ficamos com:

l(a+ba,)eol ? p :leol:> la+Z,a,1 2p''.(1.4)
Sqa Õp tal que ((, PPO define uma linha em S+ = SP+. Sua imagem por

dÓp é definida por /3é(p)' Então:
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c+ dap c + dPp
a + baP a + bOp

(c+ da.)(a+ Z,P,)(c + dOp)(a+ ba,)

(a + ba,)(a + bDp)
(cZ, .Za)Pp + (.Z« cb)a,

1. + ba,) (. + ÓPP)

('d Z,c)(a. - Op)
(. + ba,)(. + bDp)

la.
I'+ba,ll'+bÕ, a, -- PP l

< p'lAlla. PPl$ ;1a, PPI.

S4a / a função dada poi

/ [-p,p] -, ]-p,p]
'lP '''> a+(P)

Então

1/(a,) /(OP)l $ ;1a, PPI (1.5)

e

/"(a,) - /"(OP)l $Üla, - DPI,

de onde

li«. l/"(a.) /"(OP)l

Então lim«H« ./'"(a,) = lim«-,m /"(Õp) C l--p,pl . Se.dali = lim«am ./'"(ap)
Logo:

/(P) =/( hm/"(a.)) = lim/"+:(a.) =P.n-+oo ' ' ' ' n-+oo

Suponhamos que existam dois pontos fixos de /, pi e p2. Nesse caso

.f(P2) -/(Pi)l = IP2 Pll > 1;1P2 Pll,
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contrariando (1.5). Então esse ponto fixo é único, e existe, posto que z C
[--p,p]::>/(z) C]--p,p] e[ p,p] é completo.

Chamemos esse ponto fixo de IP. Então ';(P) = 'P-
Sqa LP C $/ a linha gerada poi (e,'yP{). Mostramos que:

d+.L+p

De forma análoga encontiainos uma linha L;l(p)' invariante por dÓp l

ü+;l* L.btp) - Lp :+ d'bpLp - L btp)

Provámos então que existem as linhas invariantes L+ e l,P
Agora, por (1.4):

{tl = 1'+Z,a,lleol ? p :l(ol.

Tomando ( = ((,r7) c $+, temos l(l > 1771, de onde

(l = «-axÍI(l, l77l} = 1{

Dessa forma, como d@(S+) C S+, temos:

.z@(0 2 ÀI(l, co«- À =P '

Analogamente, se L C S é gerada por (

aÓ '(01 2 ÀI(1 , com À=p :

u -U u(.l
S

Pode-se provar uin resultado mais geral:

Teorema 1.4.2. Se fazem as Aípófeses ri,) e rali,), corri 0 < p $ ; mintjAj2 l,

AI j}, então üs cuIDas Urs) e yrs) sâo c'umas corztirtüamerzle ddereízcióueãs
cujas tangentes em pontos de l coincidem com us linhas da estrutura hiperbólica

demonstração: Demonstraremos o teorema apenas para curvas hora
zontais. Demonstra-se pala as cuidas verticais de coima semelhante.

Denotando a união de todas as curvas horizontais por:

(1.6)
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mostremos primeiro que Ó'i(a) c U.
Seja U(s) C Z/. Por (1.3), Lemos que

U(s) "..R,'w(. » (].7)
De fato

u(.) n [u.. í] ó(u«- .«)]
v'l :: l

«,. - [Õ''«,...,«,]

«. « [* (Ó'«,...,«,) ]
u,: n @(U(a('))),

o que mostra (1-7). Apoia

@ '(U(s)) @ :(Us: Oé(U(a('))) -' 'w«)R"(.u) ' "(.u) '",
o que mostra que @':(U) C Z/.

Sda agorap C t/(s). Diga-se que p =(z*,u(z*)), considerando que U(s)
é dada poi y ' u(z). Definimos TP como sendo o conjunto dos vetores da
forma (e, a,C), com a, C -4., onde:

«, - {«, - J« *2-=f''} ,
com z,, zl, ã=:iip z* e com i;, # zÍ,, qualquer que seja u € N.

Temos, pelo fato de u(z) sei p-lipschitziana, que p $ ap $ p. Então
exibem sup .AP e inf..'lp'

Há duas possibilidades: Áp é finito ou Áp é infinito. Se .4P é finito, então
4P é fechado. Mostremos que, caso .4P seja infinito, sela também fechado.

Seja {apnlnCN uma sequência convem'gente de elementos de .AP, e ãp o seu
limite.

Dado r/i > 0, existe rlm tal que, se n > n..t:

1«;'
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Como:

.;"

<

-m"'T=ÇW,
axrl' '. T r +n. l '-lln.

"'W : =glp
Então é possível construir duas sequências {r..}«CN e {zl.}«Cm, zn # z' ,

com z« a=ia} z* e z{, ü=+m} z* tais que:

!!É!!') - ll (:Z;;i) ....} aP, quando 7z --} oo
Zn--Zh '

Logo .4P é fechado, de forma que podemos definir;

?o(-AP) = max ap min ap $ 2/z.
Sda y = ã(z) uma parametrização da curva @(z, u(z)). Escrevendo:

Ó(z,u(z)) =(/(z,u(z)), g(z,u(z))) ,

temos que:

g(z,u(z)) (z,u(z))) .

Pela defit)ição de diferencial, obtemos:

ü(/(«l:, u(.1.))) ü(/(z«, u(««)))

u(zl.)) g(z«,u(z«))

g(p) + g.b)(z],) + g,(p)(u(z{,)) + R,h - ]pb) + g,(p)(z«) + g,(p)(u(z«)) + R..]

g,(P)(zl, z«)+ g,(P)(u(zl.) u(z«))+ &.

ÜU(,:,«(,:m «(,«m - g,@ -- g,M!!11-.!=(=n) + 'h
Então
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ÜU(«L,«(«:M ãU("«,u("«M .;:;# g,@) + g,(P)a,
'"71, 'u 7t

De forma análoga:

/(«:,«(«m .,«("«» :;:;a .f,M + .&M«,

Então, se ti«-mos /=(p) + /,(p)a, # 0, te:emos:

::. !g@l::!@l:D.
,;:K /(zl,u(zl.))

ã(/(z« , u(z«)))
/(«,. , «(««) )

g, (P) + g, (P)a,
/z (P) + /,(P)a,

Mostremos então que, de lato, /=(p) + .fP(p)a. / 0
Temos que:

a, C (-P, P) + (l, a,) C S+

Então, pela condição (iii), dÓp(l, ap) C $+. Mas

«,':,«,,-(:l;l el;l )(.: í:í;l 1 :1;1:= ) ' ;*
Então, poi' (1.4)

/,b) + /p(p)1 2 p ',

isto é, /=(P) + /,(P)a, / 0.
Calculando @ em 3/ = u(z) chegamos que se ({, r7) é um vedor de TÓ(P),

então sua inclinição será dada por:

./,(P) + .f,(P)a,
"óu ' :l;ÍiiÍ;'ã;(;jÇ

Agora, se (e,77) é um vetou de TP, sua inclinação sei'á dada pot

'«,«, - âgLHIÜ,
isto é

Tó(p) ' d@pTp (1.8)
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Como vale (1.6), temos que se p C t/, onde U é uma curva horizontal,
então @ '(p) C @''(U), onde @ :(U) é unia curva horizontal. Então é lícito
trocar p poi '#''(p) em (1.8):

Tp = d@é i(p)Tó l(p)

Chamando

q)Tp = d@# -(p)Tó l(p),

ficamos com

q'% (1.9)

Mostremos agora que lo(.AP) = 0, isto é, que existe apenas uma linha
gerada pelos vetoies de TP, que vai coincidir, portanto, com a linha LP+ da
estiuLuia hiperbólica.

Temos que:

aÓ(p) /3é(p)
/,(P) + .&(P)a,
g.(P) + g,(P)a,

/z(p) + /pb)Op
g,(P) + g,(P)Õp

a + bap a + bPp

c + dap c + dPp

(.d Z,c)(Pp a,)

(c + da,) (c + dÕp)

.n3 .::1« a,l,

de onde

«,(Áp) - '«(®.Ap) $ 1;w(Àp) :+ «'(-4p) - 0,

onde @-AP denota o conjunto das possíveis inclinações dos vetoies de d'TP.
O fato de U(s) ser diferenciável em todo ponto decorre do fato de Áp ser

uin conjunto unitário. Como a função:

.f : C?\Ai --} ]--p, p],

dada pot
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/(z, v) = "('1 : y(y)

se estende continuamente aos pontos de AI, que é a diagonal y = z de C?,
essa função é continuamente difeienciável.



Clapítulo 2

O Problema de Sitnikov

O problema conhecido como de Sitnikov é o problema de três corpos iepre
sentado na figura abaixo;

8 (/)

Figura 2.1: Configuração do problema de Sitnikov

Os corpos que descrevem trajetórias elípticas têm massa mi = 7rz2 - {,
e são chamados de corpos primários. Nosso interesse é estudei o movimento
do terceiro corpo que tem massa rr 3 « 1/11 :: r/l2, de forma a não interferir
sensivelmente no movimento dos corpos primários. Esse corpo se movimenta
sobre uma linha ortogonal ao plano de movimento dos corpos primários, que
passa pelo Gentio de massa dos mesmos.

As distâncias ll'?i(t)ll e ll'?2(t)ll dos corpos primários ao seu centro de
massa O são iguais. Noimalizamos o período da órbita dos corpos primários

23
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como 2n- e consideramos a constante gravitacional unitária. Velhos que

ll'P(t)ll ll'?:(t)ll '?,(t)ll '"s([))+0('')
Nomeando o eixo de movimento do corpo de massa m3, que chamaremos

de corpo secundário, de z, a posição deste corpo sela dada poi z(t). Então
sita distância aos corpos primários será dada por:

Assim, a força de atração gravitacional agindo no corpo sectmdário sei'á

'?M «.:m, #(t) 'PI(t)
d(t) 117(t) '7i(t)l
1 «.3 ?(t) '?t(t)
2 a(t) ll7(t) 'i7i(t)
m,#(t) m3'P(t)
'Z;(t) (z2(t) +«'(t)){

«.3z(t) ..*
------'-- -T e i,

(z'(t) + ,:(É)) ã

«.,«.; #(t)
P(t) ll'7(t)
1 m; #(t)
2 a'([) ll'7(t)

'?2(t)
'2(t)ll
'?2(t)

- '72(t)ll

onde usamos que PI(t) = --'?2(t).
Aplicando a segunda lei de Newton

m,'W-

ou sela

ã(t) .. ."\' .. .. , . (2.1)
' ' (z'(t) +,'(t))5 ' '

Notemos que uma solução qualquer de (2.1) tem pelo Hienas uin zero.
De fato, se z(t) # 0 para todo t, poi (2.1) vemos que, se z(í) > 0 para
todo t, z(t) é côncava pala baixo, o que não pode oconei juntamente com
z(t) > 0 para todo t. E, se z(t) < 0 para todo t, z(t) é côncava para cima,
o (lue não pode ocoriel juntamente com z(t) < 0 pala todo t.

Suponhamos que z(t) seja uma solução de (2.1) com condições iniciais:

r(tO) = 0, á([o) = uO > 0
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E«tão ã(t) z(t) é solução do (2.1) com condições iniciais

ã(to) = 0,ã([o) = uo ,

bastando, portanto, coilsideraimos uO 2 0.
'»citaremos do problema de forma mais geral, estudando doravante il

equação:

ã = (2(z, t), (2.2)

onde C?(z,t) é uma função de z e í provida de celtas propriedades que
veremos a seguir.

2.1 A Equação ã = Q(z,t)
Consideremos a equação (2.2) de filma que Q(z, t) satisfaça as seguintes
propriedades:

I' - Q(z,t) é de classe a' em R'
2' - (2(z, t) é ímpar em g e 2x-periódica em t.
3' - Q(sç, t) > 0 para todo z > 0 e pala todo [ C ]R.
4' - Existe cima função @(z) integrável em [0, +oo) tal que:

eçilB-0 $ @(z) , para todo z C ]R e todo t C in.

Definição 2.1.1. Uma solução z(t) de (2.2) é data
. hiperbólica pura t d oç> quando:

,y:á(t) - "m # 0, .U:, «(t) - :L'";
e parabólica para t -} oo qunTtdo:

li:n á(t) = 0, .lim z(t) = :L.D;1--->oo ' ' ' t--too

osc /afóráü para t -+ oo quando ezáste uma sequência de tempos {tnlnCN
faZ q«. lim.-« t« = +'" co«l z(t«) = 0, e z(t) :# 0 p«.« «Zgum t.

De forma análoga de$vtem-se soluções hiperbólicas, parabólicas e os
ciZatóhas para Z -+ oo.

Proposição 2.1.1. Cada solução de (2.2) é param)ó/ãca, Aíperóó/áca ou os
cãlatória para t --} oo, e é parabólica, hiperbólica ou oscilalória pa?a t --} oo,
ou é áderzf camenfe nu/a.
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demonstração: Demonstraremos para [ d oo. A prova para t --> oo
é análoga.

Como, por 2' , Q(3ç, t) é ímpar em z, temos que a função identicanlente
nula é solução de (2.2).

Seja z(t) uma solução com infinitos zeros no eixo positivo. Sda to um
desses zelos. Se á(to) = 0, então z([) = 0, pela unicidade de so]uções.
Suponhamos então que ã(to) # 0. Então os zelos não podem estar contidos
num conjunto limitado, pois nesse caso eles se acumulaiiam em algum t
e, pela continuidade de solução, teríamos i(!) = 0, e z(t) seria a solução
identicamente nula, e aí teríamos ã(to) = 0. Então existe {{«}«CN tal que
lim.-- 7.« = +oo com z(t.) = 0, e a solução é oscilatória.

Consideremos apoia o caso em que z(t) tem uni número finito de zeros
no gemi-eixo positivo. Sda to o máximo destes zelos. Temos:

-(to) = 0,á(to) # 0.
Suponhamos agora, sem peida de generalidade, que ã(to) > 0. Assim,

z(t) > 0 pala t > to. Então, por 3' , (2(z(t),í) > 0 para t > to e, portanto,
ã(t) é deck'escente pala t > to, poi' (2.2). Isto é, ã(t2) < :E(tl) < ã(to) < .x,

se to < tt < t2. E temos também que i(t) 2 0 para todo t > to, ou z(t) se
anularia novamente, o que contraria a definição de Zo. Disso concluímos que
limo-+..á(t) = u. com 0 $ u. < oo. É claro que esse limite existe, pois,
pala t > to, á(t) é uma função decrescente e limitada.

Se 'u« > 0, então limo-.,« z(Z) = oo, e a solução é hiperbólica.
Resta mostrarmos que, com u- = 0, limtq~ z(t) = oo. Suponhamos

que limo-- z(t) $ b < oo. Integrando (2.2), obtemos:

o("('),')'Í' - .11H,y.o("('),')d' - .11H,(i(t.) ã(t))
Assim, a integral acima converge. Pelo critério de Cauchy:

t

ã(to)

lim
n-+oo

.2(n+l)K
Q(:«(.) , ;)a.

2nn'

E então

lim
n-+oo

lim
n-+oo

.2(n+l)x 2n'

C2(z(. + 2« n), s + 2Kn)d.
'2nr

2r

C?(z(. + 2«-n), .)d.
2

C?(z(s),s)ds = Ihnn -+ oo

0
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Então Í:2" Q(Z), s))ds = 0, o que contradiz
e a solução é parabólica.

3' Logo limo-,« z(t) = oo,

Sda z(t, u, r) a solução com condições iniciais

«(,-, «, ,-) «, ,-)

Como (2(g, t) é ímpar em z e 2x-periódica eni t, temos que

«(t,«,,) = «(t + 2«-,«, ,- + 2«-), (2.3)

z(t, «, ,-) = «(t,«,,-) (2.4)

Pelas equações acima vemos que basta considerar, nas culdições iniciais,
apenas velocidades positivas e instantes iniciais I'mod(2r).

Seja 'u > 0 e (I'-,r') o intervalo maximal onde z(t,u,T) permanece posi-
tiva, podendo r' ser infinito. Definimos então:

x'' («, ,) s«P "(t,«,T)
1- <Íl< 1-/

Se r' é finito

X+(«, ,-) z(t,«,,-).
7'<t<1'/

Ao instante de tempo t em que a solução atinge o valor X+ (u, r) chamamos
T+(u,r). Esse tempo é determinado univocamente, pois C?(=,t) > 0 para
z > 0. Se X+(u, 1-) = 00, então a solução z(t, u, 1-) é parabólica ou hiperbólica.
Nesse caso, definimos 7'+(u,l-) = oo. Se X+(u,l-) é finito, então I'' < oo,
z(t, u, ,-) é côncava e á é decrescente, e assim z(t, u, r) atinge uma única vez
seu máximo Xt(u, l-).

Definimos X+(0, a'-) = 0.
Vede figura2.2. As funções X(u,T) e7'(u,T) são análogas a X+(u,l-) e

T+(u, r), respectivamente, e senão posteriormente definidas com mais rigor.



28 CAPITUL02. O PROBLEMA DE SITNIKOV

T'tv,T)

X'(v,r)

+

T (v,l) t

Fig--, 2.2: X:':(«,,) e T':(«,,-)

Proposição 2.1.2. -r - .A /unção X+ é coral hua para lodo 1- e u ? 0 e a
/unção T+ é confáhl&a pü7-c& todo r e u > 0
2- Se {',«}«.m é «m« «q«êncí. Zá«.át.d« ãn/e,áo,«..«f., Q(=, t) é /{«.áf.d" '"-
perzorn7zezzZe e {un} ,.CFN e uma sequencza de ue/octdades posílátias fa/ que Un --}
oo e X+(u«, T«) a oo, então ri -} oo e, corzsequentemene, 7'+(U«, Tn) --} 00.

demonstração: Primeiramente, demonstremos a parte 1. Considere-
mos uo > 0, rÓ < oo e sejam tl, t2 tais que rO < Zi < T+(uo,n) < t2 < 1-Ó

Temos:

ã(t,«o,zo) > 0 para f C lro,ttl e ã(t2,uo,ro) < 0

z(ro,t,o,ro) = 0, i(To,uo,To) uo # 0

Pelo teoieina da função implícita, existem uma vizinhança Z/ de (uO, ro),
umavizinhança y de rO e umaúnica função Z : Z/ -+ P calque z(t(u,r),u,l-)
0 pata qttalquei (u, 1-) C Z/. Isso nos permite, localmente, trocam as condições
iniciais(uo,z(«, uo, ,o)) pol (oO, TO).
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Pelo teoieina de dependência contínua em relação às condições iniciais,
o ponto (uo,ro) tem uma vizinhança Uo tal que, para (u,l-) C Uo:

ã(t,u,,-) > 0, para r $ t $ ',i, l2.s)

á(ta,u,.'-) < 0 e lz(t,u,'-) :«(t,uo,to)l < f pala t c lti, í21

Por (2.5) e (2.6) temos que:

ti < r+(u,r) < t2.

Como tt e t2 foram escolhidos arbitrariamente próximos de T+(uo, to),
concluímos que:

Hm . r+(u,,-) = 7'+(uo,to),
(« ,r)-, (« ,to )

isto é, 7'+ (u, r) é uma função contínua pala u > 0.
Usando a desigualdade triangular:

(2.7)

X+(u,,-) X+(uo,TO)
= IX+(U,r) X+(UO,TO) =(tI,U,T)+Z(tI,U,r) -;(tI,UO,TO)+Z(tI,OO,TO)
$ 1X+(u,.'-) z({i,u,,-)l+ IZ(tl,u,,-) :«(tl,uo,ro)l+ lz(ti,uo,H) X+(uo,to)l

Por (2.7), existe uma vizinhança yo de (uo,to) tal que, se (u,r) C Po,
então:

X+(«,,-) g(tl,«, r)l < c
e

X+(uo,TO) z(tl,uo,to)l < c,

se ti é suficientemente próximo de 1- e de zO.
E assim concluímos que X+(u, r) é contínua se u > 0.
'lYatamos até agora do caso a'-' < oo. Se l-' = oo, temos

X't («0 , zo )

Pelo teorema de dependência contínua ein relação às condições iniciais,
temos que pala qualquer' c > 0 e intervalo compacto ll'-, tol C lr, ool, se (u, r)
está suficientemente próximo de (uo, TO), então;
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lz(t, uo,to) :«(t,u,r)l < c,

pala qualquer t C [r, io], o que nos dá que X+(u,l-) e 7'+(u,r) são funções
contínuas quando r' = oo.

Nos resta mostrar, da primeira parte da proposição, que X+(o, r) é uma
função contínua em u = 0.

Piovaremos poi contradição. Suponhamos que exista limo sequência
{(u«,Tn)}«eBN convergindo a (0,TO) tal que X+(u.,Tn) -+ a > 0. Aqui a
pode ser finito ou infinito.

Temos que:

X'F(«,,') Z(t, «, ,-)

te(,-,,-')
suP "(t, «, .-)

EC(,-,l"+(u,'-))

Podemos escolhem' uma sequência de tempos {ln}.CN tal que

.«(t.,U«,Tn) Ti:Í# a' < '-,

onde podemos supor que a' é um número real positivo.
No intervalo lr«, t.l, à(&, u«, Tn) é não crescente, pois ã $ 0, e então

0 $ ã(t,««,Tn) $ U. (2.8)

Com isso, segue que

«(t.,«.,,,.) ã(t, u«,h.).ZZ $ «.(t. .,.),

de onde

t,. rn2 !É!=!!Zl3} ã::iõõ* oo,
Un

pois un -ã::iM} 0 e z(t.,u«,Tn) ã:iM} a', que é finito.
Então podemos escolher t« tal que t,, -- 2n- > Tn. Daí, usando (2.8)
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ã(t,««,Tn)d{(t«,««,.«) à(Tn,««,,-«)

:> i(t.,««,,-«)/ ã(t,««,Tn)dÍ +i(,,,,«.,L.)

:>ã(t.,««,Tn),««,Tn)/ Q(z(t,««,rn),t)'Zt

:> à(t.,««,.«) = ««/ (2(z(t,u«,h.),t)dZ C lO,««l.

t

t

t.

t

Agora:

{. 2T>Tn:>/ Q(z(t,«.,,«),t).Zt É/ C2(z(t,««,,«),t).Zt.
t,: -- 2n' ./ I'n

Portanto:

0$ / Q(z(t,u«,.«),t)dt$ / C?(z(t,u«,h.),t).Zt$u. ã:+# 0,
tn--2n ./TI

de onde temos que:

[ l

li-. / Q(z(t, «.,rn),t).Zt
n''>oo J tn --2r

Consideremos t,iC ]Z. 2z, t,,], com t < Z. Pelo teorema do valor médio,
existe t' € it,i] tal que:

Z(i, u«,n.) :«(t,u«,h.)
t-t ' ' ''' ''' = É(t',u«,h.)-

l2.8) e como i t $ 2r, temos:

1=(t,t;«,rn) z(i,u«,r.)l $ 2KU..

amos agora s C 10, 2n-l. Então, pela desigualdade acim

=(t.,u.,T.} z(t. 2n-+s,u..rn)1 < 2a-u:

[

Mas, por

Cnnsider a
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h:n lz(t.,««,,,.) «(t. 2z + s,urz,T,l)l $ 1im 2ru,,n-+oo
0,

pois un ã::ÍÕÕ» 0 e portanto, como z({«,u«,Tn) ã:iÕÕ} a', temos que

li«- z(t«n-+oo 2X + S, Tn) = a'. (2.9)

A integral

Q(:« (t, U« , Tn ) , {)d{,
t ,. -- 2n'

sob a mudança de variável u = t t. + 2a-, será escrita como

l

2z'

Q(z(u+ t« - 2x, u«, .,.),u+ t« - 2r)du

Como C?(aç, {) é 2x-periódica em t, ficamos com:

0

2z'

Q(z(u + í« - 2«-, ««, .«),u + [« - 2r)du
2n'

Q(z(u + t. 2x, ««, ,«), u + t«(«od2z)).Zu
0

A sequência {t«(mod2r)}«cri tem uma subsequência convergente em
10, 2n-l. Suporemos então (lue a própria sequência {t«(7nod2wr)}«cr! converge
para [o c 10, 2KI.

Assim, por (2.9):

lim
''-+«: Jo

2n'

2n'

Q(z(u + t« :", «« , .,.), u + [«(n,.d2K))du

lim Q(z(u + t.
0 n''loo

2n-

'", ««, .«), u + t«(m.o.22z))du

Q(a', u + to)du.

Mas, como c/ > 0, então Q(cl', u + to) > 0, qualquer to C l0,27rl, o que
contradiz esta última igualdade. Assim, X+(u,7-) é uma função contínua
em 'u = 0.

Demonstremos agora a segunda parte da proposição, por contradição:
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Suponhamos, atendendo as hipóteses de 2, que exista uma sequência
{(u«,h.)}«CPq tal que:

X+(u.,.,.) -ü:Í# .o,

r+(««,b.) in# Z, < '",

e

Tn ? a 2 oo

Consideramos, sem perda de generalidade, 7-(mod2K). Passando a uma
subsequêllcia, se necessário, consideramos Tn -+ to C [0, 2r]. Temos que:

-l"+(«« ,,-« )

Q(z(., «« , .« ) , .)d.
.r+(.,« ,r« )

ã(s,««,.«).Zs

ã(,., u«, ,,.) á(7'+(u., r.), u., b.)

Un n--loo' (X).

Por outro lado, estamos supondo que Q(sç,t) é limitado por uma cona
tente O pala qualquer (z, t) C R2, e daí:

r+(«,. ,.« )

c?(z(s, «« , .«), s)ds $ c(r.«),s)ds $ C(T+(u«,Tn) -- Tn) ã:;# C(Z, ',o) < .o,

e temos unia contradição.

Consideramos apoia a média de C?(z,t), dada por

o.(«) - é: .Á
2n'

Q(z, t)dt.

Veremos que podemos obter boas informações sobre o comportamento
no infinito das soluções de (2.2) através das soluções de:

ã (2.10)
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Lema 2.1.1 Se 4' é satisfeita, e7ttão

IC2o(z) - Q(z,t)l $ 2r@(z)

demonstração: Temos que

C2o(z) - C?(z, t)
l

'z'« J.

ã--Q(z , tz)2n-

IQ(z, t,) - Q(Z, t)l ,

2r
C?(z, t)dt C?(z, t)

C?(z, t)

para algum tr c 10, 2zl.
também 4'

Então, utilizando o teorema do valor médio e

c2o(z) -- Q(g, f)l - IQ(", t,) -- Q(z, t)l - !iÇ?gllila it, -- tl $ 2«-@(z)

Introduzimos agora a seguinte notação

$' +XomC?o(z)dz, se X+(u,,)
h+ (u, ,) =

(x)j

./.x'(",') Q.(z)dz, se X+(u,T) < oo

(2.11)

DeÊnimos

nu = 1 Qo(n)dz.

Quando (2.2) é uma equação autónoma, isto é, quando Q(3ç, t)
a Hrmula (2.11) coincide com a integral de ellergia:

0

Qo(z),

h(«) ="' = :+ J Q.h)au.
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Proposição 2.1.3. A /unção h+(u,7') é conlz'nua para todo 1- e para todo
u > ans.faz a desigualdade:

oo ..2 /'oo

Ü(z)dz $h'ç(u,v) $-T+'2.' l @(= d=.0 ó JO (2.12)

,'!Zé«. d{«., « .«está«m /unçõ« «aÍs Q(=) e q(:«) f.í. q«.

0 $ q(Z) $ Q(z, t) $ Q(z), (2.13)

e7ttão

.X+(u,l-) /-X'+(tJ,l-) ..2

Q(z)dz $ h+(u, .'-) / Qo(z)dr $ ;
X+(«,r)

g(z)d«
'0

(2.14)

demonstração: No intervalo lr, 7'+(u, r)) a solução de (2.2) é monótona
crescente em t, pois i(É,u,r) > 0. Então a e(luação:

z(t,u, ,-) = B, B C (0,X+(u, r))
admite uma única solução iC (0,T+(u, r)). Tomemos agora

/(t, y,«,,-) (t,«, .-) y
Talhos então que:

õ .- -ã«,«,,-)l..i#o.
Então, se g C lO,X+(u,r)), pelo teorema da função implícita, existem

abertos Z/ C RS e y C R, com (g, u, 7-) € U e com iC y, tais que existe uma
única função t : Z./ -} y parda qual vale t(g,u,r) = ie/(t(y,o,r),y,u,,-) =

0, para qualquer (3/,t;,7-) c a, e t : a a y é diferenciável em U.
Então t é difeienciável em suas entradas, se g c lO,X+(u,l-)), e é

conta-a se # c 10, X' («, ,')l.
Calculemos a derivada de t(g/, u, 1-) com relação a g/ quando Z/ percorre o

enter-lo 10, X+ (u, r)):

«(t(y,", '),", ') - y - 0:' a"('(y,uÕ' '),", ') 111(i:!!.a - :,



36 CAPITUL02. O PROBLEMA DE SITNIKOV

o que nos dá

at(Z/, u, r.

ç'(y,«,,)

az(t(g,«, r),«,,-)X': l
at ,/ i(t(y,«, ,-),«,,-) (2.15)

Temos que á(t(y, u, r), u, ,-) é contínua em 0 $ g/ $ X+(u, r) , decrescendo
de u a 0 nesse intervalo. Sda;

i; (t(y, «, ,) , u, r) , se 3/ C lO,X+(u, r)),
(2.16)

0, se g/ c IX+(o, ,-),«,)

Mostre«-os que b'(y,u, r) é contínua em 3/ = X+(u, ,-).
Sqa Z/o = X+(uO,TO) < «, e f > 0. Con-o á(t(g/,uo,.o),uo,,o) decresce

estritamente até 0 quando y cresce até yo, podemos escolher yi < 3/0 tal que:

0 < à(t(yi, uo, ro), uo, ro) < c

Poi continuidade das soluções, existem uma vizinhança üo de (uo,ro) tal
que, se (u, ,-) C Z#o, então:

0 < i(t(yi,u,r),«,r) < c

O conjunto {(y, u, .'-) : g/ > 3/i , (u, ,-) € üo} é uma vizinha«ça dc (yO, uo, rO)
e }'(y,t;,r) < c nessa vizinhança. Dessa maneira, V(y,u,r) é contínua em
g/ = X+(u, r) e, sendo assim, em todo o seu domínio.

Para 0 $ g/ < X+(u, r), V é dihienciável em seus argumentos:

;;l - ;]à«b,«,,),«, ,-)] - ãOb, «, ,-),«, ,)

aÍ(g/, u, ,-)

Po:' (2.15):

Definimos agora:
-Q(3/, t(v, ", ')) j;(t(., «, ,'), «, ,-) ' (2.17)

]«g91E + Xop Qo({)d(,
h+(3/, «, .'-)

se y c lO,X+(u, ,)),

./.x+(«,') Q.(Ode,
(2.18)

se y C [X+(u, .-), «,)
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Essa função é contínua, já que ambas funções que a defi nem são contínuas
e coincidem em y = X+(u,r). E mais, h+(3/,u,l-) é difeienciável em cada
uma das legiões de deânição. Derivemos, pois, h+(y, u, 1-). Como:

(á)
ai'' (3/, «, ,')' aã (t(y, u, r) , u , ,-)'

2á(t(v, «, ,-), « , ,-)ü(t(1/, «, ,-): «, .') g

2ã(t(y,«,,-),«,r)(y, [(y, «,,)),

w-à/ e. d Q0(3/)

e

x+(«,.-)
Qo(e) de

0@,
6camos com

ah+(y,u,,) Í C2'(g/) Q(Z/,t(V,",')), s' y C lO,X+(",')),
a" t ', « 3/CJX+(«,,),m).

(2.19)

Portanto, pelo lema 2.1.1, ficamos com

el11%lla $ 2"'pM,
de onde

C' "'Q'" '0'« $ .Z' y(!/d '« $ '« .Á'@M'« «: m,

pois @(y) é integrável. Então existe o limite:

ah'''(y,«,,)
$

li«: h'''(y,«,,)
ynoo "* o, ", ') *- JU. .C@u=9'«

"~,«...*f:Bn=a .



38 CAPITUL02. O PROBLEMA DE SITNIKOV

Se em (2.18) fazemos y --} oo, obtemos (2.11), ou seja

h''' («, ,-) lim.-- h+ (3/, u, .'-)

- # + Xox''("'')]Q.(y) - Q(y, t(y, u, r))]dy
(2.20)

Então, utilizando ílovainente o lema 2.1.1

X+(u,r)
IQo (#) - C2(y, t(y, «, ,))lay

0

X+(«,r)
Q0(3/) Q(3/,{(Z/, «, ,))laV<

<
0

Q0(3/) Q(y,t(y,u,l-))ldz/ $ 2z
00

@(y)dy,
0

o que demonstra (2.12).
Agora, poi (2.20), se vale (2.13), focamos com

.= /x'(«,,-) (y)-C?(3/)ld3/ 5; h+(u,,') $ e+ / ''' [C?o(y)-q(y)]dg/,z' JO á JO

o que demonstra (2.14).

Para simplihcação de alguns argumentos, lançaremos mão da simetria do
problema. Primeiramente, h+(u, r) e X+(u,7-) têm período 2n- em 1-, e para
z(t, u, 7-) nós levamos em consideração (2.3) . Então é natural considerarmos
I'' pertencente a 10, 2zl. A equação (2.4) nos permite considerei u 2 0, e,
como :«(t,0,r) = X+(0,,-) = h+(0,.-) = 0, nós podemos identificam todos
os pares (0, r) com a origem. Assim, é razoável considerarmos u e 1- como
coordenadas polares em um plano que agora denotamos poi 4)

Um papel importante é desempenhado pela constante

C?o(z)dz3-

pois o comportamento das soluções depende do lato dessa constante ser ou
não infinita. Dividimos então o plano ® ]:Los seguintes subconjuntos:
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{0} {(«, ,) : « 0} («, ',) : A+ («, ,) 0},

Xit .'-) : 0 < A+(u, ,-) < 3},

nl {(«,r) : h'F(u, ,-) = 3}
e

H/ = {(«, r) : h+(«, ,') > çj}.

Teorema 2.1.1. O coÚunío R& é aZ,Crio e não uazío, e se (1,,,-) C n&
« «luçã. «.{ad« .,(t,«,r) «fo«« « pZ-. z = 0 p.Z. m.«. u«.« ",
pí&7a t > r. Se 3 = oo, erzlão todas as soluções não [r uáaãs de (2.2) são os
cã/«tó,á«. Se 3 < m, anta. n é não «,io e /ech.d. e « «/«çã. z(t,«, ,-) é
p«.Z,ÓZI« p«« («,.'-) C n: . HJ é «ão «,á. . .óe,fo . « «l«çã. «(t,«,,-) é

hiperbólica para l.u,v) c: nl

demonstração: Como h+(t;,r) é contínua, Lentos que RJ e Ho+' são
abertos, enquanto ll& é fechado, já que a pré-imagem de abertos (respec
fechados) por funções contínuas são abertos (respec. fechados). Por (2.12),
temos que À+(u, I') pode atingir valores aibitiaiiamente grandes, de onde,
se g < oo, XJ-, .rira' e llo são não vazios.

De (2.11), é claro que h+(u,,-) > 3 se, e somente se, X+(o,,-) = oo.
Nesse caso, h+(u,r) -- 3 = :#, de onde temos (u, 1-) c rl8' :> u. = o, isto
é, tais pontos são parabólicos, e para os pontos de .17Í teRIas uoo > 0, ou
seja, estes são pontos hipelbólicos.

A solução a;(t,o,I'-) é não trivial e retorna a z = 0 se, e somente se,
0 < X+(u, ,-) < .«, isto é:

o < h+(«, ,-) =
.X+(u,r)

Qo (z)dz < .

Pala a solução trivial tem-se 'u = 0, e h+(u, I'-) = 0. Seja agora g = oo.
Neste caso, q' :: {0} U R+, e então toda solução que cruza z = 0 indo pala
r > 0 retorna a z = 0, e pela simetria imposta poi (2.4), toda a solução que
cruza z = 0 indo para z < 0 também retorna a z = 0, isto é, a solução é
oscilâtóriâ
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Corolário 2.1.1. O conjunto {0} U Ro está c07ztÍdo em urra disco de raio
(23+4r /0m @(z)dz){ , e n«', dí«. de ,'«{. (2 lom Q(z)dz)} « . Z«d. dá«i*.
cle (2.13) /or salas/eÍZo. O co@u7zZo contém uz« disco de raio (2 .G"' q(z)dz){
se o lado esquerdo de (2.13) jor satisfeito.

demonstração: Por (2.12), temos que

<2r

Como {0} U XI {(u, r) : 0 $ h+(u,r) < 3}, ficamos com

@(z)dr + u $ 1 29 + 4z
/" "'«,««) ;

Se o lado direito de (2.13) foi' satisfeito tecemos, poi (2.14)

x+(« ,,- )
Q(z)dz $ h+(u, ,)

.X+(u,r)

x+(-)
Q(z) .Z:«

0

x+(.,,.-)
C2o(z)dz $

Qo(z) .Zz

0 0

~(«)'« :» « : (,
Q(u)d=

/' ~.«,««) ;

Se o lado esquerdo de (2.13) íbr satisfeito relemos, poi (2.14)

h*(«,.'-) x'''@..) s)'i.. ua fx'''("'') ql.z)dz
z' ./ 0

x'b,.-) z)dE fx''("'d q(z)dz $-T:> h+(«,,-)
0

C?o(z)dz +
0

X+(u)r) lr2
q(z)dz $ -Í+ A'F(«, ,-) - (2o(z)dr +

0

Em {0} U XI' temos que h+(u, I') -- .[om Qo(z)dz < 0
'b\l0} U H;, te-e:nos h+(u, ,-) -- J;"' C?o(z)dz 2 0, e daí:

Então, se (t;, r) C
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; ? h'''@, .'-)

x+(«,,-)

U2
:+ >2 '

0

X+(u,r)
q(«)dz ?

C2o(z)dz + q(z)dz

q(z)dz

:«* (,
00

«(«).«);,'0

o que t.ermina a demonstração deste corolário

Os resultados precedentes tratam do coinpoitamento da solução z({, u, I')
para Z > r. Definimos X (u',l-') como sendo o supremo do valor absoluto
de z(t,u',T') !io intervalo maximal 1- $ t $ 1-' onde temos lz(t,u',I'') # 0
(podemos ter T = oo), e T (u', r') como o instante em que a solução atinge
esse valor. Repetindo os argumentos, conseguimos resultados análogos também
para o passado, isto é, para t < r. Vale notei, no entanto, que os conceitos
de "mais"e "menos"não são indênticos. Eni particular, h+(u,I') não é ne
cessaiiamente igual a /l (u,r). Aqui:

#- +J;"' Qo(a)dz, se X («,,) = w,

./: (",')Q.(«)dz, s. X («,,) < m.
/, («, ,-) (2.21)

Os conjlmtos RI, llÍ e J7+ também têm seus análogos negativos Xi,
lli e Hr;

Definição 2.1.2. .4 ap/ácação S : XI' ---.} @, coam.rija de ap/ãcação prázrzeíro

«*o-., Z«« («,r) C XI' '«. («',,') € 'P de I'Z .»,m" q«;

«(,'',«,,) i(,-', «, ,-) + «' (2.22)

e z > 0 paz-a 1- < t < r'

Observamos que, poi (2.3), (u', r') é unicamente determinado e, poi un]
teorema de tmicidade de soluções de equações diferenciais, a aplicação S é
injetora.
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Proposição 2.1.4

X o$=X+, h oS h+, T'oS - T+. (2.23)

demonstração: Poi (2.4) e por (2.22), teillos que

«(t, «',.'-') = -:«(t, «',,') z(t,«,,),

de onde X+(u,l-)
r («',,') e q«e:

X (u',a'-'), o que nos dá também que T+(u,T)

X (u',r') / X+(u,r)
h(u',r')=/ Qo(z)dz=/ Qo(z)dz=h+(u,,-),0 JO

o que demonstra esta proposição.

Corolário 2.1.2. s(aJ)
demonstração: Segue da equação h o $ = h+ e da versão "menos"do

teoieina 2.1.1.

Proposição 2.1.5. Á apZácação S : R& --+ ,r?i é 'uz/z ddeorn07$smo qt&e

p'"''"« . .Ze«,.«f. d. á«« «d«d,- .«. 'b. $ e$n{,«.« S(0) = 0, .«fã.
cl aplicação S : Rt Ul0} -+ ni Ul0} é um Aomeorn07Jismo qüe prever'uü
ududv.

demonstração: Definimos a seguinte aplicação

F
(«,,,«',,')

R2

(z(,-', «, .'-), ã(,-', «, ,-) + «')

Para essa aplicação teta-se que
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aF'(«, ,, «' , ,')
a(«' , ,-')

a3(7'',u,'r. Õz (,-' ,u ,,- )

aÍá(7'' ,u ,,- )+u'
U

0 i(7-',u,r
«,,-)

l ã} (,-' , u, ,-

Consideremos apoia (©,F,#,T') tal que S(»,F) = (#,F'). Pelo jaco-
biano acima e pelo teorema da função implícita, existem al)ertos U e y com
(©,T) C Z/ e com (#,f') € y e existe unia única função g : Z/ -+ y, com a

mesma classe de diferenciabilidade de F', tal que g(©,T) = (d,7') e tal que
F'(«, ,,g(«, ,-)) T,#,7')

Como g é única, temos que g = S. Como S é bijetora, S é um difeomor-
fismo de Rr em Ri.

Pela proposição 2.1.2 a função X+(u,r) é contínua pala qttalquet I'- e
para qualquer u 2 0. Analogamente, prova-se que X (u, 1-) também o é.

Consideremos então uma sequência {u«, T«}«CN tal que u,, aaõõ} 0 e
Tn ã:;# ro. Sabemos que X:L(u,r) = 0 se, e somente se, u = 0. Seja
(«1.,4) h.). UsamosqueX+ .S. Então:

(X .S)(U«,Tn) = X+(u«,L,) ..., X+(0,rO) = 0,
de onde:

X ($(u«,7«)) :Ü:;m, 0,

o que significa que S(u«,Tn) inõõ' 0, isto é, S(u,r) é unia função contínua
na origem. Portanto, $ : XI Ul0} --> $ : Xá Ul0} é um homeomorfismo.

Agora nos falta somente provar que $ preserva a área.
A equação (2.2) é equivalente ao sistema canónico:

(2.24)

com a Hamiltoniana

Q(z/, t)ay.
T .nnrn«lnq «.an 'ln apaiiintp tPnrP'-ll,.

n

(2.25)
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Teorema 2.1.2. ÍPoÍncarê-(7arlan,). Seja o s sfema Xamã/Zonia7zo

Suponha que 'y\ e 'yz são duas curdas envolvendo o mesmo tubo de tra-
jetórãas do hamittoniano acima. Então a integral dü .forma udz - Hdt é a
rrtesrna cio Zorlgo cle 'i e '2;

udx-- Hdt = + ud= Hdt
7t U72

Poi esse teorema, a forma udz 27dt é preservada pelo fluxo. Este fluxo,
quando restrito ao plano z = 0, é a aplicação S. E eni r = 0 temos que
essa forma se deduz a Hdt. Agora, por (2.25), temos que, iestiita ao plano
z = 0 tal forma reduz-se a:

'au, o'«l '' -
cuja derivada é o elemento de área udt; /\ dt.

Seja então G C Ro+ a região limitada pela curva fechada ' = {(u(cl), I'-(cl))
a C 10, 1)}, seja SG a região limitada por S' : {(u'(a), I'-'(a)) : a C lO, l)}
e sda p a área. O condor-o I'' = {(aç,u,t) = (0,u'(a),,-'(a))} é obtido a
partir de I' = {(z,u,t) = (0,u(c!),l-(a))} por um deslocamento sobre as
tiajetórias do sistema (2.24) (deslocamentos de diferentes magnitudes para
tempos diferentes). Usando o teorema 2.1.2, temos que:

0

P(G)

Então $ preserva a área

Consideramos agora a possibilidade de diversas iterações da aplicação

Se S(u,7-) = (u',a'-') € XI', podemos falai de S'(u,r). A solução asso-
ciada z(t,u,l-) então retorna a z = 0 ao menos 2 vezes para f > 1". Se, pol
exemplo, («, .'-) c s ' (xo+ n Ri), então (u', r') C Ho+, e portanto a solução

s(«, ,-)
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a;(t,u,T) retorna a z = 0 uma vez pala t > a- e então diverge hiperbolica
mente.

Para ri 2 1, definimos recursivamente:

Hn+
ll;t
RI'

s '(#;.: nxi),
s '(nJ . R-ni),
$ '(RJ : nRi),

H'''
n+
a+ - n=;.Ri

(2.26)

e

s(Hn : n nJ'),
$(n;. :n RJ ),
s(R; : ÍI aJ),

n
R

U=:.x;'
U=:.n;
n=;.n;

(2.27)

Nota-se que, se (u, r) C XJ, a solução associada z(t, u, ,') ietor«a n vezes
ao plano z = 0 e então diverge hiperbolicamente. Se (u, r) C ll;t, a solução
g;(t, u,l-) retorna n vezes ao plano z = 0 e então diverge parabolicamente.
Se (u,r) C RI', :«(t,u,.'-) retoma pelo menos n + l vezes ao plano g = 0.
O conjimto H+ é o conjimto de (o,l-) tal que z(t,u,r) é hiperbólica pra
para t --} oo, 11+ é o conjLmto de (u,l-) tal que z(t,t;,7-) é parabólica pala
t --} oo e R+ é o conjunto de (t;, r) tal que z(t, u, 7-) é oscilatória para t q oo.
Analogamente pala (2.27).

Proposição 2.1.6. Pctra iodo n ? l lemos

R« - aiUniUxn+,
Rl; U ni U z:ç . (2.28)

.'l «ZuÇã. z(t,«, ,) é háP«bÓZÍ«, p«.ÓÓ/ác« - «cáZ«fÓ,á« P«« t --> '"
(7«p«. p«« t --> .«) ", ' «m."Ze «, («,,-) C H'' ,H't- R'' Ú"p".
(t,,r) C H ,]l ou R J, respecÉáuamenle. .4Zé«. disso;

$\lo} "'Un'U'z' " u" u':
Os comiam os XJ-, H+, H;-, .H-, al! e R são .abertos, ili' U...Urlj'

e ríãU...Uni. são/ec/lados, 11+ e ll são do tipo Fa e R+ e R são do
tipo Gõ.

demonstração: Apliquemos S na primeira equação de (2.28)
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s(aJ'. : ) $(-©U n:U -ü,[)

s(x;l)U s(nJ- )U s(HJ )

w;.o"nu(":.R"auu',r.n"J
mJ. .U-J «U"LDR"i

Então a primeira equação de (2.28) é equivalente a

'wi D - ("i . u-i . u".roR"i. p.")
Vamos apoia provei a primeira equação dc (2.28) poi indução finita,

utilizando sua equivalência com (2.29).
Pa:a n 1, (2.29) é:

s(xl)
que procede.

Suponhamos que a primeira equação de (2.28) vale para rl
Mostremos que (2.29) (que Ihe é equivalente) vale para ll - j:

' :w.-:n"n - ' :«";u";u'';)R"a
'("D-w;U";U"DR"i

e isso prova (2.29) e, portanto, a primeira equação de (2.28).
A segunda equação de (2.28) demonstra-se de maneira análoga
Temos que:

@\io} - -nJU nJU x.{
Como Xi = Xt U nt U Hir, pol (2.28), ficamos então com

o\lo} - RI'U nTU x;'U nJU x.f
Procedendo dessa fol-ma sucessivamente, obt.emos:

Q\l0} R: U(U nt)U(U x;)k-ok-o
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Como R+ l C R+, temos que

";t - n "i'
k-o

Assim

'\l'} - (n "D u(u -D u(u "Dk-ok-ok-o
Como

T& 7} 00 00

(U nt) U(U Ht+) c (U nl)U(U wr),
k-0k-0A-0A-0

Hcamos com

Q\l0}
r& oo oo

(Í) xl) U(U nt)U(U xJ)
k-0k-0A-0

E mais, se (u, r) :-ão está nem em UF:. nZ' e nem em UZ:. H/, então
(u, I') C R+. Então podemos fazer:

'b\io}
oo oo oo

(n xt)U(U n;)U(U Ht+) - a' Un+ U -H+
k-0A-0k-0

e, analogamente

©\lo} ': Un U"
Os conjLmtos Ho+, Ho , Ro+ e Ri são abertos e S : R+ Ul0}

é um homeomorfismo. Logo, por (2.26) e pot (2.27), os conjuntos -KJ, H+,
H,;, al e R; são abertos e os conjuntos R+ e -R são do tipo Gõ. O conjunto
rli' é fechado em @, e então 11; n ni é relativamente fechado em Rã Ul0},
de onde ilt = S ' (TIJ n ni) é relativamente fechado em S l(Ri Ul0}) =
R: Ul0}. Mas então llo Ullf é fechado em @, já que a fronteira de
Ro+ Uto} é rld'. Por indução llt UlljF U . . . UTTI' é fechado, e então ll+
é do t.ipo Fõ. De forma semelhante, mostramos que TIÚ Ulli U . . . U 11,1 é
fechado e que ll é do tipo Pó.
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Da proposição acima, todos os conjLmtos ein (2.26) e em (2.27) são meil-
stu-áveis segundo Lebesgue. A medida p = ududr é absolutamente contínua
com respeito à medida de Lebesgue, de onde os conjuntos em questão são
mensuráveis com despeito a p.

Consideramos apoia a decomposição do plano q) gerada pelas partições:

®
oo oo

{o[U x' U[U nJ]UnJ U[U xJ]U XJ (2.30)
71 :: l n:=l

e

(x) oo

'b- {olUR UiU n;lUni UiU x«IUxi (2.31)
rl :: l /&::l

Nos conjuntos 11+ e H. a aplicação $ não está definida, e em llo e Ho
a aplicação S-i não está definida. Intersecções de pares de elementos das
decomposições (2.30) e (2.31) são feitas de acordo com o seguinte esquema;

Proposição 2.1.7. Para lodo rz ? l e rll 2 0

s(a+0a )
'("'íi"J-''n",;..,
'u'J n -;;D - "L. n "É-.:,
s(n: Í] x') - u: : Í"lx ,
'ml í) "J - -: . n "... ..

'("' n "«) - "' n -;:.. .,
'u'iR"') - "t-n" ,
'u'J n ",a - "L: n ",;;,-:,
'wJ fl";o - "J .n";...,

demonstração: Se uma dada solução z(t,u,7-) retornaria k vezes ao
plano z = 0 pala t > T, a solução z(t,u',.-'), onde (u',r') = S(u,,-), ie-
tornará k l vezes ao plano z = 0 pala t )' r', o que faz com que S diminua
os índices dos conjLmtos #+ e rl+ das água)dadas acima em 1. Analoga-
mente, se a solução z(t,u, r) ietoinaiia k vezes ao plano z = 0 pala t < 1-,
a solução s(t,u',T') retornaiá É + l vezes para t < r', o que faz com que
a aplicação de S nos conjuntos Xã e llã aumente seus índices em l. Os
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símbolos R, H e ll não mudam, pois o fato de irmos de um zero da solução
para outro não altera seu comportamento.

Teorema 2.1.3. Quase fadas a$ soZuçõe.s qüe sãa oscálatóHas para t > (x)
tambéTn o são pata t H oo. Quase todas as soluções (lue são hiperl)ólicas
ou parabólicas pata t --} oo também são parabólicas ou hiperbólicas para
t --> oo

demonstração: Se 3 :: oo, então ©\Í0} = R+ = R-, e telllos a tese
demonstrada, pelo teorema 2.1.1.

Consideremos então g < oo. Pelo corolário 2.1.1, RI e Ro estão contidos
em discos de raios finitos. O mesmo vale para R+ e R , já que estes estão
contidos em Rt e /?d, respectivamente. Seja:

"« -"' nt"ãu";;.t, m ?'
Pela proposição 2.1.7:

S(.B«) -("' Rt"ã U ";io - '("'' ) n '("« U -;;J
"' n«',;;. . U -;.. D - '.*:.

Como S preserva a área, temos que B«. e B«+i tem a mesma área, de
onde p(B«) = p(B.), pala quaisquer m, n ? 0.

Notemos agoi'a que:

Bo = R+ nlxiU nil c XÍUni c õ\xi
e, para m ? l:

n« c H,iU u;. + n« c ai,
o que nos dá

BO Í] l?m :; a, para m 2 1
Portanto, para k > m, temos:

"*n"« - '("*-:n"« :' S"(.Bk «: n Bo) = 0. (2.32)
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Mas

"' nt u u'ú u ";;J]
R+ R]@\({o]Ua )]:

Então, utilizando (2.32):

a'''0(x u")
R't\R

P(.R+\R ) = P( U B«) = >1, P(-Bm).
m::0 m::0

Conforme já observamos, R+ e R estão contidos em discos de raios
finitos, ou seja, p(R+\R ) < oo. Então >:1=.op(B«) < oo. Disso, como
p(B«) = p(Bk), para quaisquer m,k 2 0, devemos tei p(B«) = 0, pala
qualquer m 2 0, isto é, p(R+\R') = 0. Aitalogamente, mostramos que
H(R \R+) = 0.

2.2 Propriedades diferenciais das funções
Nesta seção será feito um estudo detalhado das propriedades diferenciais
das funções /l(u, 1-) e $. Assumiremos que Q(z, t) satisfaz condições mais
restritivas que as anteriores. Nós mantemos I' e 2' , mas trocamos 3'

3" - Q(z,t) 2 q(z) > 0 para todo a; > 0 e todo t.
A condição 4' peiinanece a inesina se 3 < oo, mas caso contrário é

substituída por:
4" - A derivada elgÊ;::O é contínua, e pala todo f e z > 0 nós temos:

poi

e:%ga :(«) e ./ ,@«(,)d«<w.
E impomos, também, as seguintes condições:
5' - Existe z* > 0 tal que a função:

,u,AI ::=ll'l=:=1:.= ::.e(«)
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6' Tem-se --DÍ-- 5; 0 para z ? z*

Lema 2.2.1. $e 4" é salas/Cita, ezlZão 4' 1amZ)ém o é;

eÉ2:!D- $@(") -2«'P:("),

«de .F z@(z)dn < '« ' .r @(3/)dg/ = o (}) c.n/o«me z -} .«

demonstração: Como Q(z, t) é 27r-periódica em t:

: f'" qÇIVd-út. ..
Zx Jo at

.Então:

aQ(z, t) aQ(z, t)

de onde:

aQ(z, t)

Existe i C 10, 2a-l tal que:

aC?(z,t) l
at 2n-

aQ(z, t)

aQ(z, i)2K ,c"@z.t

e daí:

aQ(z, t) l laC?(z, t) aQ(z, i)

Assim, pelo teorema do valor médio, existe t c ]O, 2r] tal que

a'Q(«, tÕ
-ãb''li' *i

$ 2" e:Sga s2«@:(«).

Fazendo @(z) = 2«@i(z), obtemos 4'

Por 4", J;"' zl%lPdz = J:m z@i(z)dz < oo. Então Jo z@(z)dz < oo, e
assim:

aC2 (n, t)
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/:««~»', - \« J:«««.'« <- \c' ,«'«,'« - . (!)
C)s resultados anteriores tocantes à continuidade de X:L(u, r) e T:L(u.r)

ainda continuam válidos. Soma-se a esses:

Proposição 2.2.1. .4s /uniões X+(u,7-) e 7'+(u,7-) pertencem a C''(Xit)
Se T é lixnil,udo inferiorTiLeTite, então:

b-n 7'+ («,,-) = m,Xtooo
lim r' = oo

X+ --> oo (2.33)

demonstração: X+(u, ,-) e r+(u, ,-) satisfaze-n

r z(r+(u, r), u, ,-) x+(u,.-)
1. á(r+(u,r),u, r) = 0.

Defi«imos -F(X+, 7'+, u, ,-) =(z(T+(u, ,), u, ,-)
Seujacobiano será:

0,

X't («, r), ã(r+ («, ,-),«,,-))

aF'(X+ , 7'+ , u, r)

a(X+ , 7'+ )

a(z(r+ (.,,.-),u,r) X+(u,,-»ax' a(z(r+(u,,-) ,u,,-) -- x+(.,,,-»

ai(I''+(u,r),u,r)
ax+

l á(7'+(u,r),u,.'-)
0 ã(7'+(u,,-),u,r)

ai(l.'+(u,r),u,r)
aT+

ã(7'+ («, ,') , « , ,-)

Q(x +(«, ,-) , 1'+ («, ,) )

Então, por 3", a/'(x't,'r't u.T) :# 0. Assim, podemos aplicar o teorema da

função imp[ícita. Fixemos (©,T) e sejam X' = X+(©,F) e ]:" = 7'+(»,F).
Pelo tcoiema da função implícita, existem abertos Z/ e y, com (©,T) C Z/
e(X',7'') € ye tm.«únicafunçãog:Z/ -+ y com g(©,f) =(X',T"),
tal que F(g(u,r),u,r) = 0 pala qualquer (u,r) C U. Pela unicidade de g,
(X+(t,,r),T+(o,r)) = g(u,r). Como F' é continuamente diferenciável em
RJ, então X+ e T+ também o são. Se denotaimos a diferenciação com
respeito a u ou r por õ, tecemos, de z(7'+(u,I'),u, r) X+(u,T) = 0:
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(2.34)ÕX+(«,,-) (7't («, ,-),«, ,-)

De i(7'+(«, ,-), «, ,-) = 0, temos:

g;. õp+ + õá - o ::» õr-'- - -óáli,
isto é

','''' (", ') - ~#=y'i,?<i=1-,, .
Por 6' , temos que:

(2.35)

aQ(z, t) <0

pala z ? sç*, isto é, para cada t fixado, C?(z, t) é limitada, já que (2(z,t)
é ímpar. Colho Q(z,Z) é 27r-periódica, podemos considerei que t c l0.2rl,
e concluín)os que C?(z, t) é limitada superiormente. AÍ, a proposição 2.1.2
mostra a validade de (2.33).

Lembremos que em (]) nós identificamos valores de r que diferem por 2K.
Como 7'+(u, T + 2n-) = 7'+(u, 1-) + 2z, podemos considerar também 7'+ como
pertencente ao intervalo 10, 2KI. Consideremos o anel:

{(At, rJ:) : o < h:t < 3,r:t r:': («..d2K) } (2.36)

Proposição 2.2.2. .A ap/ãcação P+ : Ro --} K+ de./irada poz

P+(u, r) =(A+(u, r),7'+(u, ,-)(«.od2z))

é uln. dijeom.orfismo.

demonstração: Em Ho+

h'' («, ,-)

.X+(u,,-)
Qo(z) dz ,

0

onde, por 3"
2r l r2r

Q(=,t)at> q(z'ldt=q(z)>Q,
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e disso concluímos que os valores assumidos poi h+(u, r) em (0, 3) apresen-
tam uma correspondência biúnivoca com os valores assumidos por X+(u, I')
em (0, oo).

Agora, como:

T(7'''',U,,-) X'' = 0

i(T+, u, r) = 0

temos que o pat (X+, T+) determina unia solução z(t) do problema. E esta
solução determina um I' pela condição:

«(r)
i(t) > 0 para ,- < t < 7'+

E, finalmente, determinamos u = ã(r). Assim, P+ : R& -+ JC+ é uma
bijeção.

Pala iilostraimos que P+ : Rn --} X:+ é um difeomorfisíno nos lesta
provei apenas que é um difeomol-fismo local. Calculemos, pala tanto, o seu
jacobiano:

a( /z+ , r+ )
a(«, ,-)

ah+(u,r) ah+(u,.-)

m'+(u,r)
U

De h+(u, r) J. '' (",') Q.(z)dz, temos que

õh+(«,,") Qo(X+ (u, r))ÓX+(u, ,)

Por (2.34)

Õh+(o, ,-) = C?o(X+(u, ,-))Õz(7'+(u, ,-),u, ,-).

E, lembrando (2.35):

(2.37)

õr+(«, ,-)
á(l"+(u,r),u,r)

Q(X+ (u, r) , 7'+ (.,, r) )

Assim, o jacobiano acima fica
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a(h'',7'''')
a(«,,)

C?o (X+ (« , ,) ) e:a:;91a Qo(X'' («, ,))ea:l;(u

Q{X :p (Ól+)IT:P (ãl} »
l ai(r+(u,r),,,,.-)

Q(X
ax+(«,.-)

l aá(r+(t/,.-),u,l-)
(u,,-),7'+ (u,r» Ol-

aX +(u ,,-)
â7-

C?o(X+(u, r) )
O(X+(u, r), T+(u,,-)) l ai(r+f..,).«..'

az(l"+(,,,r),u,r)

ai(l"+(u,r),u,r)

az(r+(t,,r),u,.-)
Qo(X+(,,, ,-) )

Q(X+ (u, a'-), 7'+ (t', r)) l aã(r+(.,.-),«,,)
U

ai(I''+ (u ,.-) ,u ,,-)
â7-

Na última passagem acima utilizamos (2.34)
Então:

a(h+,7'+)
a(«, ,-)

C?o(X+(u, r))
Q(X+ (u, ,-) , 7'+ (u, r) )

az(1''+(.,,.-),u,r) 0z (l"+ (u,,-) ,., ,,- )
Õ7-

aÉ(l"+(u,r),u,r)
U

a(z,á)
a(u, a'-) It-p+(«,.)

C?o(X+(u, ,-))

Q(X+(u, ,-) , 7'+ (u, r) )

Mostremos agora que gl:i:} é constante em relação a t
mos primeiramente que, poi (2.2):

Para isso, note

aQ(z, t) a:«

e

Ol-
a(2(z, t) a:«

Então
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.Z a(z,ã)
at a(«: ,-)

d ÍÕ à õu õà;\
dt \. õu E)a- a u )

õu Õv ' Õu âa- Õv Õu Õl-ãu

ÕU ÕT Oa- ÕU
8z aQ(z, t) 0z . 0z aQ(z, t) 0z
õu a= õ'r õv í)= õu

0

Temos então que

a(,,á)l a(z,á)
a(u, r) It-r+(,,.-) a(«', ''-) It-..

Calculemos pois o valor desse determinante. Para isso, observamos que

«(,-, «, ,-) = o (2.38)

e

i(r,«,r) U (2.39)

Por (2.38) Lemos que

eü;P * « - ',
e de (2.39) temos:

aá (,-, « , ,-) aá(r,0,7-- 1
Õl-

Então ficamos com

a(z,ã)
a(«

0 'u
1 0 u > 0,

isto é

a(h+ , T+ )
a(«, ,-)

Qo(X+(u, ,-)) a(z, á)
Q(X+(o, r),T+(o,,-)) a(u, .'-) l.:

Q(X+(u,r),r+(u,r))" ' "'

T
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Logo, P+ : Pit --> X:+ é um difeomorfismo local e, como é uma bijeção,
é um dihomorfismo.

Corolário 2.2.1. .4 /unção A+(u, ,-) pertence a O' (RJ), seu gradiente VA+
"'' « -«Z., . « «« d. ní«e/ h+(u, ,-) = C, 0 < a < 3, .ão di/eomorfa.
czo cú'calo. Se seguirmos uma c'arda de nz'uel por urna uoZfa rza datação
pos tava, 7'+(u, r) aunzentará de 2r, sendo estrifamenle crescente.

demonstração: Como P+(u,r) € O'(XJ), então h+(u,,-) C O'(Xit).
Se tivéssemos Vh+(u,r) = 0, teríamos também ell;lJ;f) = 0, e vê-se que
isso é falso na demonstração da proposição 2.2.2.

Consideremos a curva de nível ' = {(u,,-)
P+('y) = {(O,T+(u, r)(m.d2r)) : h+(u,r) = C}.

Sejam (ui,ri),(u2,.2) C '. Co--o P+(u,r) é injetora e h+(ul,,-l) =
h+(u2, r2) te«ios que 7'+(ul, rt)(mod2r) # 7'+(u2,r2)(mod2r), isto é,
7'+(u, 1-) é injetoia sobre as cuidas de nível, o que mostra que o crescimento
ou decrescimento deve ser estrito. O fato de 7'+(u, r) crescer no sentido posi-
tivo sobre a clava de nível e aumentar de 2r em uma volta vem diretamente
de T+(u, r + 2z) = 7'+(u, 1-) 1- 2«

Suponhamos que leão exista (u, r) tal que h+ (u, 1-) = C e 7'+ (u, r)(mod2z)
a C l0,2z). Isso significa cine não existe (u, 1-) tal que P+(u,r) = (C,a), o
que é falso, posto que P+(u,l-) é unia função sobrejetoia. Então P+(,y) =
{(c,r+(u,r)(mod2r)) : h+(u,I') = C} é tal que 7'+(u,,-)(mod2n) assume
todos os valores do intervalo 10, 2r), isto é, P+(,y) é um conjunto difeomorfo
ao circulo. Como P+(u, r) é um difeomorfismo, ' é um conjunto difeomorfo
ao circulo

h+(u,r) = a}. Então

Pa-a as funções X (u, ',), 7' (u, .'-) e /} (.,, r) «le:n «rsões co:n "menos"
das proposições 2.2.1 e 2.2.2 e do corolário 2.2.1. Nota-se que em algumas
fórmulas há mudança de sinais:

ÕX («, r) õ«(7'' («,,),«,,), (2.40)

õr («, ,)
õá(r («,,-),«, ,)

c?(x («, ,-),r («, ,-))
(2.41)
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õh («,,) Qo(X («,,))ÕX («,.') (2.42)

Corolário 2.2.2. S (P )': . P+

demonstração: Pela proposição 2.23

p''' («, ,) (h+(u, r) , r+(u, r) («.od2,-) )

(h(u', ,-'),7'(«', ,')(mod2r))
P («',,-') («,,-).

Sc 3 = /0m Qo(z)dz < oo, então nJ' e ni «ão ocupam totalmente
©\t0}, e então a informação fornecida pelo corolário 2.2.1 não é suficiente.
Se 3 = oo e XI' = ai = ©\Í0}, nós precisamos de informações sobre
o comportamento assintótico de A+(u,r) conforme u --} m. A expressão
"uniformemente em 1-" vai sempre significar que I'- valia sobre um período
fixo) pot' exemplo, 1- C 10, 2KI.

Nota 2. Corno todos os aryzt7rzentos valerão tanto para o passado c07rzo paga
o futuro, os índices t serão frequentenLeTLte OTnitidos.

Como antes, V(y, t;, 1-) denotará a magnitude da velocidade à da solução
z(t,u,l-) no instante de tempo t(y,'u,l-) no qual a solução vale y. Essas
funções são diferenciáveis em 0 $ y < X(u,7'), e suas derivadas covil res-
peito a y são dadas por (2.15) e (2.17). Sendo V(y,u,t) 2 0, uma melhor
expressão para esta grandeza, independente dos índices ü, é:

Í lü(t(y,«,,-),«,,')l, se y c lO,X(«,.'-)l,
}' (z/ , « , ,- )

1. ', se y C (X(«,.'-),«,)
(2.43)
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Lema 2.2.2. /) Se 0 $ y $ X(u, r), ezztão;

ç''(v,",') z l2.4;'''«,., )'.l
e9 S.z* $ $ :«2 $ X(«,,r), onde n* é o ná«-e« .m 5' , .ntâo;

Z2

@(.) ci «$;«i '. . ,.!::, .'., l, .Ái"'«,., )'.l
(2.44)

3) Conforme 'u -+ ':» 110 intervalo 0 $: y $ o(.uz) nós temos a jórnL'uta
assãvLtótica:

#o

}''(3/, «, ,-)

com um «s*o q« é l.nijorme e«L ',

4) Se '3 = w, então, conforme u -+ w:

P(«, ,-)

x(«,,-)

«'«, [/' p]h] -« - . (i)0

un.dormemenÍe em T

demonstração: Por (2.17):

;(Ç) -«;-«( $) - .'«,''«,«,,',,
e ent ão:

aCy!:.;!})! [ Q(., a.
(}' (3/, «, ,-))'

+
2 ! c* ; (ç) ''

g:@uh!)E .:.. ::. (r@:!::E . ([@J!:.!W2 a--lX 2 2

ggslcW » ..aaX 2 '

Logo
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tV(l,','-W Q(a,t)da2Q:+glyl1l:l:.IE. fx da.
y y

Utilizando 3"

lllkb;íOE- z IÍ q(.)ú.,

isto é,

"'«,«,,-)z I'.Z ",. «(.)'.l ,
o que demonstra a primeit'a parte do lema.

Piovemos apoia a segunda parte. Assumimos z* $ zl $ a $ s. Poi 5'
temos:

{(«)
@(«)

,.U, ioúú
Então

Ú(s) $ ((s)q(s)q(y), pala qualquer g/ c lz*,zl

Como nenhuma dessa funções assumen] valores negativos, temos que

@(.) $ / ((.)q(.)q(y)dy
S

Logo
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«''' lz: t;F=wl «

(«,',''' lí: ããwl «
C'«d, li;ii:l:;;P

l

zO

<

l

z2

$ / ((.)q(s) . d.
" l2.r«wa.l;

',.%,{U/.' 'N '.

s,.'.,,«d.Z ') çM ..

-,.snsz,cul'.Z'*«(.)'.l '.,

o que demonstra a segunda parte do lema.

Piovemos agora a terceira parte. Seja 10, 3/*(u, T)l o maior intervalo em
que }'*(g/, u, r) 2 2' Na demonstração da proposição 2.2.1 mostramos que
Q(g, t) é limitada supeiioimente, digamos por C?

Seja p(u) uma função arbitrária que vai a zero quando u --> oo. Pala Z/
que satisfaz:

0 $ Z/ $ u2P(u), 0 $ $ * (2.45)

temos que
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}' (y, «, ,-) y ay(a, ", ') .Í.

"?..-« T«2 u--
U 2

2 «- ;lê«'p(") 2 (2p(«)) .

Se 'u é suficientemente grande para que tenhamos ç'(u) < 1 , então;

"'«,«,,,:«(:-,êÜ)-«(: ;)-{
Temos que y(y*, u, a'-) = 3 < #, e por isso a primeira condição em (2.45)

é violada antes da segunda, isto é, u2p(o) < ly* e:

« ? }''(y,«,,-) > « 2ÕP(«)
o que prova a terceira parte.

Resta-nos somente mostiai a quarta paite.
Sendo e(3/) a função em 5' , coloquemos:

e(z) = suP{(g/), «(«) = '
Quando z --} oo tem-se que u(z) --} oo. Se p = u

co«fo-.me u --} .». Po: 5' , se 3 = .», então C(z)
quando z > oo, e:

: , e«tão :« = p(«) -+ .x
- . (}) . f(«) - . (})

::. gÉ©
u }oo Uz ?«H9

lim ---=
x-+m f..l

e(')
J::; ./#

Z

[)

e

.JIHm "'e(ç'(") ) lim (u(z))'é(z) = lim

lim
z-+oo
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Agora, temos

o(«, ,-)
x(«,.-)

"u l.Z'p-ç:nl '«

úu l.z" " epal:;;pl '+
úw l.z" " üpt/:';pl 'v --

v'(") da
«g-] «*/:l

r.*(«,,) .u l.C, ífo::';D,l '«

/*'«,., l.Z«'«,i l --.Á.,«,,, l.C«,RG'"r»3l'«

'@w l.z" ' @G3;a,j -« + .Á.,"'' úu l.C, p-üs;wl '«.
Analisemos, pois, essas duas integrais que limitam 0(u, 1-). Como p(u) =

o(t;2), pois já mostramos que lim.H«, SÉ:P = 0, segue do que já mostramos
que }'(a) = u -- o(u) e:

0

X(.,,r)

0

x(«,.-)

<

0

(""'«,-«/"''' ph - . (W) - . (;)
Quanto à segunda integral, usemos (2.44):

{=1«,,' «.«, [x., «h] '« ,.«:*;..,l,z=,«., 1;
,a!,''., ,','l;

<

<

<

e@(«»la.Á q(
Utilizando (2.14)

/.(«, ,-)

X
Q(z)dz $

'0 q(a)da
Z

q(a).Za + /,(«, ',

.2
X

Q(z)dz $ 2

Mas no presente caso temos 3
desigualdade acima fica:

m, então h(«, .-) iox C?.(z)dz, e a
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.x

2 l q(o)da $ u'
0

Então

{ @(«)IZ ííêD;-ló«se@(«n«
pois já provámos que e(p(u)) = o($).

. (:)

Lema 2.2.3. Se ((z), z7(z), a(z) e ó(z) são não negatáuas e«z lzo,X), onde
C(z) . q(z) .ã. .ó«lula«.ente conihu« c «(z) e Z,(z) .ã. nt g,á«{. .m

cada néeruaZo [zo,z] C ]no, X), (o = e(0), ,70 = q(zo), e se

C'(z) $ «(z)q(z), q'(g) $ Z,(z)e(z),
então /)ara zO $ z < X nós terrzos

««)$1('+"'.Z u l«pl.Z.'u. (2.46)

e

q(") $ '70 + l(o + qo
b(;).z.«(.)d. exp «(.)

zo c '(.)-.'.l.
(2.47)

demonstração: Seja

g(z)
zoS#S=

Então

77(3ç) $qo+ / ü(s)e(s)ds $r70+g(z) / ó(s)ds,
zO az0

(2.48)

de onde
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e'(.) < «(«)q(z) $ «(«) 1,70 + g(Z) / b(.)d.l
L azo J

«(z)qo +«(z)g(z) / Z,(s)ds
zo

Com isso

É/(z) .=,$, aü - ,n?Ê, l(. +
,H,$, 1{. -'- o. / .Ma. + .

y

zO

«(.)g(s) b(s) aZ

b(a)dad.«(.)

<

< Co + v70 «(s)d. + «(.)g(s) b(s) Za
zozo #o

Por um lema de Bellman Gronxvall

g(z) $ 1(o + r70 / a(s)dsl exp
L Jzo J

Isso prova (2.46), e substituindo-a em (2.48) obtemos (2.47)

Z

Lema 2.2.4. .4s der Dadas parcáa s e&(%illza e e!!(gÍ:!!) de

i!:(!!g:!)X + áov C?o(Ode, 0 $ 3/ $ X(ü, .'-),

/.(y, «, ,-)

./:("'') Q.(0'z(,
(2.49)

X(u, ,-) $ 3/ < «,

.ã. conta«"" "m «sp.ãt. « (y,«,,-) n« «grão {« > 0,Z/ # X(«,.')}, . -
s«p.,f2'cá. Z/ ,-) ./« Zêm «/o«. p« .mó« o. Z.'í", p«« « > 0, q«e
são contínuos e, em geral, distã7ttos.

demonstração: Lembrando que

#-+áopQo(Ode, O$y $ X(u,,-)
/}(u. r

J'xh'') Q.(Od{, X(u, ,-) $ y < «,
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se y > X(u, r) tem-se que /}(3/, u, r) h(«,,-) e

õ/.(y,«,,-) («, ',) Qo(X (u, r))ÕX(u, .-) ,

onde, como antes, õ denota a derivação com despeito a u ou I".
Essas derivadas são contínuas pelo corolário 2.2.1, e tem valor limite pai'a

y --} X(u, 1-) dado por:

õh+ (3/)ÕX(«, ',), y

Agora, consideremos as identidades:

(2.50)

r «(t(g/,«,,-),«,,-) = y
1. ã(t(v,«,,),«,,-) = }''(v,«,,-)

Diferenciando a primeira:

Á. Â.
j;Õt + Õaç = 0 ::> Õt = =. = :;=,

concluímos, diferenciando a segunda, que, pala 0 $ y < X(ti, 7-)

Z

üõt + õã - Qõt + õi

y - "''

De onde

õh(y,«,',) v'(g/, «, ,-)õv'' (y, « , ,-) C2(3/, t(y, «, .'-))Õz+ }''(y, «, ,-)Õá

Assim, essas derivadas são também contínuas para 0 $ y < X(u, 1-), e
temos seu limite pala y --} X(u, I'-):

C?(3/,7'(«, r))ÕX(«, ,), g/ x(«, ,-) , (2.51)

já que para g/ - X(u,T) a fu--ção {(y,u,r) vale T(u,r), y(y,u,,-) = 0 e
(5z = ÕX por (2.34). Deve-se fazei aqui uma observação. O cálculo de õy
acima fbi feito como se tivéssemos o índice +, pois caso contrário teríamos
t5}' = ãõt -- õã = !ÇZ -- (5á, por (2.43). No entanto, pela diferença de
sinais entre (2.34) e (2.40) o limite õh é o mesmo nos dois casos.

Comparando (2.50) com (2.51) vemos que, ao atravessar a supercície
3/ = X(u, r), .5h(y, u, 1-) sofre um salto de magnitude dado por:
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IÕ/&+ - ÕA l = llC?(y, 7'(o, ,-))

[g%b#w] '«-

C2o(y)IÕX l

Usando apoia o lema 2.1.1

». 3:$ '«.
Tomando q(3/) dada por 3":

Sendo e(y) a função dada por 5'

{M - ,.;=:,iGMm

:> ((r) 2 Íl€111i :+ @(") $ e(z)(q(z))'
E então temos uma estimativa para A

A $ 2z{(3/)q(3/)IÕh 1, y X(«,,-) (2.52)

Teorema 2.2.1. .4 /unção /}(u, r) pertence (7' (©\l0}). Seu gradiente é nâo
''g.«e.«d.. E«Zâ' " '« «úeZ /.(«,,-) = a > 0 ;ã. c«. d. Jo,d""
s'uaues.

demonstração:
Como na demonstração da proposição 2.1.3 é natural considerarmos o

limite limyn- h(y, u, 1-) = h(u, 1-). No entanto, há aqui uma complicação: o
salto que õ/t(y, u, r) soh'e na superfície y = X(u, ,-).

Se 0 $ Z/ < X(«, .-), e«tã.:

ee!%lÍd-v0/,«,.Oe!!ãl;bd+ .
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Mas

y(g/, u, ,-) = lã(t(V, «, .'-),«, ,-)

nos dá que

al''lP? ?? !il -:LÜ(t(v, «, .'-), «, ,-)e!(g!!!dag '

onde o sinal J= vem da diferença ente'e os casos h+ e h'. Mas gii é dada poi'
(2.15):

at(3/,«,,) l l
a3/ á(t(y,«,.'-),«,.'-):L}''(y,«,,')'

com a mesma justificativa para :L. Então:

a/.(y, «, ,-)

}'(y,",')(:Lã(t(Z/,",'),",r))( 1) +Q0(3/)

i(t(y,«,,-),«,r) + Qo(y)(3/) - Q(3/,t(y,«,.'-)).

I'elos resultados acima, temos que, para 0 $ y < X(u,r), h(3/,u,7-) e
t(g/, u, 1-) satisfazem um sistema de equações diferenciais ordinárias:

d/} Qo(y) C2(y, t),
l

o«de }'(y,«,.'-) = 12(/'(v,«, r) -- /op Qo(Ode)1 {
Se aplicarmos a o operador derivativo (í (derivada com relação a 'u ou a")

na primeira equação:

.gâh
dy"''

Se aplicarmos ó na segunda equação:

á'' V'2

V's
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Então, denotando a derivada com relação a y por ', chegamos ao seguinte
sistema de equações valiacionais:

HH'- 00'-
Aplicaremos apoia o lema 2.2.3, com { :: lõ/bl, 77 = lõtl, a = @ e b lb.

Para 0 $ g/o $ 3/ < X(u, 1-) teremos, portanto:

õ/.(y)l $
óh(3/0)l + lõZ(yo)l .Z 'P(s)'Zsj exp ,

'#

@(.)
Z/o

l2.õ4)

lõt(z/)l $ 1õt(yo)l+/. Íi7ll;jjã llõh(z/.)l + lõt(yo)l . @(s)d' l exp ':««..J:. dh«'
(2.55)

Na legião A) = {(u,l-) : 0 < /}(u,l-) < 3} o presente teoieina já está

demonstrado pelo corolário 2.2.1. Então, se g = oo, Ro = {'\t0}, eo
teorema está provado. Sendo assim, assutniremos 3 < oo.

Por 6' , Q(z,Z) é não cicscentc cm z para z 2 z'. Então a;* $ zi <
z2 :> Q(g2, t) $ Q(zl, t),Vt + /o2" C?(z2, t)dt $ áoe" Q(áçl, t)dt ::> QO(z2) $
Qo(zi), isto é, (?o(z) é não crescente, pala z 2 z*

Como (20(r) é integrável (g < oo), lim,--Qo(z) = 0. E, poi' 3"
temos:

Qo(z) l fü i' )dt> 1 q(z'jdt
:> 0 < q(z) < Qo (z).

q(z)

Portanto

Pala 3/0 escolhemos z* de 5' e 6' . Como a função ((z) de 5' é
limitada para r Z z*, existe a tal que {(z) $ C. Por (2.44) e (2.56):

0
g(z)dr < .n, lim q(z)d:« = 0.z-+oo (2.56)

.o úu ./=. õ#ha. :; a l2 /=! «(.)''1 1 p.SD
$ a l2 #'' q(a)d.l ã < m,
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pala a;* $ 3/ < X. Seja R 2 0 arbitrário, e definimos o conjunto

K'a { («, .'-) : z* + l $ X(«,,),« $ -R}

li'oia da ruiva z* = X(u,I'-), pelo lema 2.2.4, as funções õ/l(r*,u,l-) e
õt(z*,u, r) são contínuas em (u, ',). Consequentemente, essas funções são
contínuas em todo o conjtmto Ka, que é compacto. Então:

Mi «P IÕI(z*,«,r)l < .«,
K'a (2.58)

-wr{ «',*,«,,' «,,, .Á'«'.,'.} «- I' l,.Z"«'.,..)l;
(2.59)

Seja .A4 ? maxi.A41,2z(yJW2}. Em (2.54) colocamos yo = z* e usamos
l2.57):

Õ/,(y)l $ 1 1Õh(z*)l + IÕt(:'*)l @(s)dsl exp
'#

@(.) C: ph'. ' ~:.
(2.60)

Também em (2.55) colocamos yo = z* e usamos (2.57):

Õt(y)l $ 1õt(:1*)l + /zg. n#?P lIdA('*)l t IÕt('*)1 /3. 'P(')d'l "P Jzy. 'P(') .C. Ffl$):í's
$ Mi + M2 /zy.

ds
(I''(s»3 '

Em(2.60) e(2.61) temos a* $ y < X(u,T) e(u, ,'-) c XX.
De 4", do lema 2.2.1 e de (2.53), temos:

l2.6i)

l(õhyl eçllyÍ4-õt s@(v)lõtl

«'«, [«: * « z: @h] ,<

de onde

1(" yl-; $ .Z. 'PW l"'- ' M2 .Z. Pa»'l ".. (2.62)
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Assim , co 1110 va le (2.57) e corno 1/;(:y) ', integrável, se X(v, T) = então 
l(Mi(y)) 'I é integní.vel. 

Cons id remos ag ra d11& sequência: {YdkEl\l e {Ym} mEN com y,.. k 

e com Ym m- , > • Temos que: 

6h(y,n) - 6h(yk) = f"
11

"' (óh)'( ·)eis 
./ 1Jk 

\6h(yk) - óh(ym)I S ;·1Jm \(óh)'( s)\ds 
1Jk· 

lim lóh(yk) - 6h(ym)I = O. 
k ,rn.- > 

Logo, :e X (v , T) = , existe o limite : 

6h(oo) = lim 11_ , óh(y). (2 .G3) 

Vej a mos o que acont ce quando X(v, T) < Quando y tende a X 
por va lores menores que X, então óh(y) tem um limite dado por (2 .51) . 
Por (2.GO), l6h_ l :; M2. Quando cruia y = X(v T), óh(y) tem um salto 
est imado por (2 .52). Para y > X(v , T): 

isto é, para X(v T) < , temos que o limite (2 .G3) existe, e seu valor é 
Qo(X(v , T))6X(v, T). 

Do que mostramos, podemos concluir : 

{ 

S J/(v ,T ) l(bh) ' (Ol<lç + 6 , se OS y S X(v ,T) , 
16( ) - 6(y)\ 

= O, se y > X ( v, T). 

Então, usando (2.G2): 
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áA(.«, «, ,-) õ/.(z/, « , ,) l <

<

<

<

+

<

+

<

.X(u,r)

#

l(Õhy(s)la. + A
X(u,r)

@(.)d. + M2
z'

X(«,r)
@(.)

X(u,,)
@(.)

da

'.. (}''(a))'
J

S

J

@(.)d. + M2

@(.)d. + M2

ds+ a.
S

(ÜGP'' -'' A
X(u,,-)

@(.)

a'

2z((y)q(y)IÕ/.- l

Mt l $(s)ds +Mz
.X'(u,,-)

@(.)

2M2«-{(3/)q(y)

«[/' @(.)d. + q(3/) + M2
X(.,T)

@(.)

Aplicando (2.44) à segunda integral ficamos com

«[/

#X(u,,-)
q(a).Za

2K.A42C@(')ds + q(y) l + w«

@(s)d. + q(y

--l.z*'«,,, )'«l

Õ/,(m, u, ,-) ÕA(z/, « , ,-) l <

ú(')a' + q(3/)j + M2C I'

* ,««,' l.c
*'.,, ,( )~.l
;'''«,,, ).l

«lz
«{ y

<

<

@(.)d. + q(y)

00

@(s)d. + q(y) +
r /'oo

LJ, «'.,'.]:l
Como @ e q são funções integráveis, poi (2.56), e notando que o lado

direito da desigualdade acima não depende de (u, 1-), Lemos que:

lõ/.(m, «, ,-) õ/.(y,«, ,)l ]:;# o
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tmiformemente em (u, 1-), isto é,

Õh(3/, «, .'-) V::iM' Õ/,('«, «, ,)

e:n KX, unifor-Demente em (u, r). Mas õ/}(y, u, r) é co«tínua e:n XX, exceto
em y = X(u,r). Nessa superfície õh(3/,u,r) soü'e um salto de magnitude
estimado pot l2.52):

A $ 2r((y)q(3/)lõh l $ 2CM2zq(g/) -Í::BM} 0

E, como o lado direito desta desigualdade não depende de (u,l-), essa
convergência é uniforme em (u, .'-). Então ó/l(.n, u, r) é contínua em XX.

A função /&(g, u, I'-) é contínua em KX, e suas derivadas parciais õh(y, tl, r)
convergem uniformemente em (u, ,-) para uma função õ/}(.o, u, r) conforme
g/ --} oo, sendo, portanto, limitadas e contínuas, exceto em y = X(u,l-).
Então a função /b(u, l-) = limyn- h(y,u, I'-) é direi'enciável em KX, e:

õ/,(«,r) h«- õ/.(g/,u,,-) «,,-)g-->oo

Como ó/.(.«,u,,-) é contínua em Ka, então /}(u,r) C a:(KX). Mas,
como R foi escolhido arbitrariamente, então h(u,r) C (;t(Q'\l0}). Isso
demonstra a primeira asserção do teorema.

Continuamos considerando 3 < oo, conforme já foi discutido. Se X(u, l-) <
oo, então (u, a') C Ro Ul0} e, pelo corolário 2.2.1, o gradiente é não degelle-
iado em /?o. Consideraremos então X(u, r) = oo.

Escolhemos yo tal que:

".:,*, 'l:.z «(«)'«l «--;.
(2.64)

As derivadas g9, g, ÕZ e ÕÍ são soluções de (2.53) e, portanto gl:ig é
não nulo para 0 5; y < X = oo. Consequentemente existem a e P tais que
o vetar

z) «(z) *,(z )

se torna l i l para Z/ ' yo. O par l õt l é uma solução de (2.53), e então
(2.54) e (2.55) procedem e, como õ/i(Z/o) = 1 e õt(yo) = 0, para y ? yo:
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y
lõh(y)l $ exp / @(;)

go

y

@(.)
Z/o

da
ds

V (a)) 3

Conforme já «:ost-an:os

(óh(y)y -2Çf:Í!#õt ::> 1(óh(v)yl $ 'P(y) lõz(z/)
E aí

(óh(y)yl $ @(y) exp
'g

@(.)
#o

Então

Õ(m) Õ(yo) lõh(y)y l $
#o

y

@(.) c: @h'.] '«yo

<

4: [«'«, ,

{/: «'«,

'.] '«

'= $h«4.*» J:««'. /:. $h-'
c: @h'. - : } .*, /:< @(.) @(.)

; da

C,.FFIF'',
onde usamos que =; $ e" 1, se z 2 0, no termo entre chaves.

Como 3/0 2 n*, pala estimarmos a integral acima utilizamos (2.44) e
(2.64). Po:' (2.44):

«-' ««« ' l«- I' i:.c:'""'«'.,' l ;l:l «. I' l:.c;'"' «'.,' l ;l
e, poi (2.64)
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''-,-'',., :(: :):-}
1. Então:Mas õh(g/o)

lõA(''") - Õ/'(3/0)l < Í ::> õ/.(m) > ii,
isto é

ou seja, el1li:O e eeá;!a não se anulam simultaneamente.
Resta-nos somente demonstrei que as cuidas de nível /l(u, r)

são curvas de Jordan suaves.
Sejam (yi e O2 tais que:

> 0

0 < (yl < çl < C'2 < oo

Por (2.12), temos que, pala u suficientemente grande, /l(u, I'-) > (J2, isto

é, existe R tal que, se u 2 R, então /l(u, r) > C2. Como /}(0,r) = 0, existe
r tal que, se 0 $ u $ r, então /l(u,l-) < Ci. Então as curvas de nível
/.(«,,-) - Ci e A(«, r) tão e:n , $ u $ R.

Tomemos um c > 0. Aproximamos as funções contínuas:

«-w, ,-$
ern l $ u $ R por funções ,4 e B, de classe Ci, que se anulam fora de
r' c<'u < R+c

Consideremos o sistemas de equações diferenciais ordinárias:

du ; d7- ;

ds ' ds

Sendo (ui(a),,-i(a)), para a C /, uma parametrização de /l(u, ,-) = Ci,
poderias tomar soluções desse sistema de equações diferenciais ordinárias
com condições iniciais nessa curva, ou seja, para cada a fixo, (u(s, a), l-(s, a))
será «ma solução do sistema com («(0, a), .'-(0, a)) = («1 (a), ,-i (a)).

Já sabemos, pelo corolário 2.2.1, que a ruiva /}(u, a'-) = (-7t é difeomorfa
ao círculo. Isso e a diferenciabilidade das soluções nos leva a concluir que
(u(s, a), ,(s, a)) é uma função dize-enciável em (s, a).

Explicitemos .4 e B por:
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Á /(«,,-), + g(t, ,-)

Então, se .4 e .B estão suficientemente próximas de .A e Z?, respectiva-
mente, então, pata r $ 'u $ R:

ds

: (# *''«,.,)*:(w*.'«,,,)
Ç$ -'- /(«, ,): -' .b, ,) :
i' /(«, ,-): -'- g(«, ,-): z l:

Então, como h(u(0, cl), r(0, cl)) = at, pala cada a existe uin único s(a)
tal q-e /,(«(.(a),a),,(.(a),a)) = a2. 'T'mbém temos, pelo teo:e-na da
função implícita, que s é uni difeomorflsmo local. Como é injetora, pela
unicidade das soluções, s é um difeomorfismo, que leva /l(u,r) = (-;i em
/.(u, .'-)

Proposição 2.2.3. Se 3 :: oo, então, pata u a oo, lemos as /órmuZas
üssintóticas;

IQo(z) C?(z,,-)ldz
0

l
U (' «@P'« * .(:) ,

l2.6s)

e!:ga - « -- .m, (2.66)

ah+(«,.'-)
Õ7- ,C'@P'« ;.C".z'áP'«*.(!), ',«,

com restos que são aLniformes em T
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demonstração: Pelo lema 2.2.1, J;'@(3/)dy = o (}). Como no lema
2.2.2, construímos y(o) tal que p(u) = o(u'). Então:

C:,"'«,'« - .(h) - .(é)

2.2

Temos:

h'F(«,,) }:n"* «',«,.» * [' ©uH'Ê.~
X+(«,r)

h+(0,«, .'-)+/ IQo(y) - Q(3/, t)laV

x+(«,,-)
[Qo (3/) - C?(3/, t)]dg/

x+(«,,-)
[Qo(z) Q(a, t)]dz

X+(u,,-) / X+(u,T)
IQo(z) Q(z,,)ldz+/ IQ(#,,-) Q(Z,t)ldz0 JO

g(u) / X+(u,r)
1(2o(z) Q(z,,)ldz+/ IQo(z) Q(z,,-)ldz

0 JP(.,)
X+(u,r)

Q(z,r) Q(:«,t)ldz+/ IQ(z,,') Q(z,t)ldz
P(u)

oo roo
IQo(z) C?(z,,-)l.Z:« + / IQ(z,,-) - Qo(z)ldz

0 JP(.,)
X+(u,,-)fP(u)

+/ IQo(z)-Q(z,r)ldz+/ IQ(z,r)-Q(z,t)ld:«
ç,(«) J o
x+(«,.-)

+ / IQ(z, ,-) - Q(z,t)ldz
P(u)

..2 /'(x) /'(x)

=-+/ IQo(z) Q(z,,)ld«+/ IQ(z,r)-Qo(z)ldr
' JO JP(u)

X+(tJ,l-)fP(u)
+ / IQo(z) Q(z,t)l.Zz+/ IQ(z,,-) Q(S,t)l.Zr

P(u) JO

lema 2.1.1. 10.(z) Oíz.t)1 < 2Kü(z). e aí

0

0

Pelo
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fX+(u,,-) l f.o /'l \

L(«) o(")-Q(«,0]d« $ 2«.L @(.)d« -.l.$,1 ,
fm l fm /'l\

C,mtC?(', ') - Qo(')ldz $ 2" .L @(")'Z' - ' 1.3',1
Agora:

aC?(z,t(3/)) aC?(z,t(y)) aÉ l aC?(z,t(3/))
Oa at a V(y) at

Daí:

IQ(',') - Q(",t('))I'í" - .Z ", l .Z eÉ]!!;](yD-'zpl -,

c"'"' [z'à~( P'«]',
l /"(") /'' l aQ(z, t(g/))
u ./o ./o V'(y) a

lo.w n\-" .;e(«» [.v aQç",'h»«duú«+. ç]à
Pala mostrarmos a primeira asserção da proposição basta inosbrainlos

que:

f -:L:l?g1l!:!(!Ü.d«id, .;:::;+ f ÕQ(';,''')ú= ('z.68\
. J. 'vU a """ '-a J.

uniformemente em l-.
Seja:

A(z, «,,-) -

/o= T;heg($É(a«ay, se 0 5; z $ p("),

0, se z > p(«)

0

udyd=[

Então
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Conforme a parte 3) do lema 2.2.2

V' (3/, «, .-)

quando 'u H oo, pica 0 5; Z/ 5; o(u2). Então:

f ' ;-];M ' i.]®' - :'

isto é, # = O(1). Então, conforme u --} oo:

IA(z, «, ,-) l <

<

C'ÚwqP«'"
'@ç P'«0
Z

@(«)dyl

para algum a > 0. Pelo lema 2.2.1, ./lr'a@(z)dz < oo. Então A(z,u,I') é
majorada por uma função integrável.

Coníot'me u -} oo:

'-,,«,.-»-'*t '' -*.-,
pois y(y) = u -- o(t}) pala u --} oo.

E:

" aQ(z,t(y)) « .

r. at 'ÜÍÕ'v '-' C' WP'« - ,@P,
uniformemente em r

Então:

P(«) aQ(z, t(y)) '«alP~",00 0

uniíoimemente em r, o que prova (2.65).
Vamos mostrar ágata (2.66).
As derivadas ÕA+ podem ser enconti'idas a partir de (2.53). Para õ

temos as condições iniciais:
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õh+ (o) (o) (2.69)

Isso porque

h+P,«,,-)-Ç, {@,«,,-)-,-

Po: (2.54) e (2.69):

»«'. J: dh-' ' «'' ,

onde 0 = o ( i), de acordo com a paire 4) do lema 2.2.2.
Usaremos que õh+(u,,-) = lim.-,- h+(y,o,.'-). Se y --} oo, fere«los y ?

Xt(u,7-), pois y < X+(u,r) + X+(u,l-) = oo, o que não ocorre para
Ç3 - oo, que é uma das hipóteses da proposição. Então:

y

0
õh+(y)l 5; 'u exp

ÕA+(o, .'-) = Qo(X+(u, r))ÕX+(u, r).

Notamos agora que essa derivada é constante pala y ? X+(u,7-), e é
igual a ÕA+(X+(u, r),o, I'-). De onde:

ah+
U Õh+(X+(u,,-),«, ,-) ul

àA+(X+(u, ,-), u, .'-) -- Õh+(0, u, r) l

x'''(«'') aÕ!+ (y? ]]? ]ll.ÍV
0

-''''(',') aQb, tU, ", 'D õtb, ., ,-)av
0

x*(",') aQ(g/, t(g/, «, ,)) 'v ÕA+(a,«,,)
( I'' (a)) *

0

e
0

o at ./o

:*{«... )/ {J:W'i';-u

«',, J: #h'. . .." -

dada

<

-X+(u,,-)
.(1),

o que prova (2.66). Provemos agora (2.67). Ou se.ja, doravante õ = a
Neste caso, as condições iniciais serão dadas por:



2.2. PROPRIEDADES DIFERENCIA TS DAS FUNÇOES 81

õh' (o) (o)
Então, por (2.54):

lõ/&+ (y)l $

(2.70)

C w-; .['õt$: '.' {' $w-., p.'u

!: - '"'*w''w,.'),«,'''. - J**'"..'aõh+(y,u,'

:+t",') aQ(y, t(y,u,'r)'l õt(y,u,l-)dy

Zl*'''ü,') ac?b, .b «, .'-), ", ') lõ*m + .Z" e11«Seda.l 'v

/l*'''(",') aQb, ««, «, '» 1: !11:41i$?a.l '«
1:* .') aQ(v,t(u,«,.-».i

.r' (".') aQ(v,t(u, «,'» Cli!;l:l:llp-d.'u.
Aqui, utilizando (2.71) e a parte 4) do lema 2.2.2:

Cx*(",') aQb, tb, ", '» .Z" !1l:f:Hl:P-'Í«'P

'*@,.. )líst$€111l--a.'u

-.'JI J**'«,.' @u.l"@m-,

' ." r««;.-. - . n
Então:

@:"} . '",'' "'"' 37'", '»'« -- . (;)
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x'''(",') aQ(y,t(Z/: «, ,-)) ,

'"(") aQÜ, ««,", 'D a. + .x*(",') aQ(V,t(V,«, ,-)) ,

x'''(",') aQ(y, t(3/,«,r)) , .

P(«)

'@P-«
P(«)

p(") [aC?(y,t(g/,«, r))
L ~P] '«

' egga~" *
0

x+('
-') ac2(3/,tly, ",')).íz/ +

.9(«)

P(u)
x+(' ') a(2(v,t(v,«,,-)) . .

y aQ(y, .) '00
aQ(g/, r)

P(«)
P(.,) 'v a'Q(g/, t(a))

'P(u)

â+2 body.

Aqui

4i**'"''' "b''« . .c:i'"''' «'«,'« ' e, "'«,-« - . (i)
C:, "P'« ' e, *'«,'« - . (3)

Então

@:"} . - l.Á' @P'« -- ,C"'"' /' z'wg"»..'«l « (!)
Agora, provámos que

['(") .(a'Q(y,t(a,«,.-» .L"'iy :;;;:? J U€1111i]]ilD--U < w,
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uniformemente em r, de forma análoga àquela com a qual mostramos (2.68)

Para a função h (u,r) também há as fórmulas assintóticas análogas
àquelas em (2.65), (2.66) e (2.67). Se denotaimos poi y (y,u,'r) o módulo
da velocidade lil que a solução z(t,u,7-) tem tem no tempo t'(y, z;,l-) no
q«l z(t ,«, ,-)

*Q'ü,«,,-),«, ..-)e!--qla . : ::' ® - ;
Então o sistema de equações variacionais fica:

-ezlãfa~, oo'-õ;F' (2.72)

E as fórmulas assintóticas pala À (u, r) sei'ão

2U
+h («, ,-) 2

ah (u,,')
Ol-

00

IQo(z)
0 o(«, ,-)]a, + l;c" ,@P'« * .(:) ,

(2.73)

(2.74)

,C"@P'«-- :/'.e'áP'.*.(!) ., «,

Compai'ando as fórmulas (2.65) e (2.73), vemos que se XOm zaQ a.r) # 0,
então h+(u, 1-) não coincídein.

Usaremos a notação:

Áo(,-)

Então

r' 10(«,.-)- Q.(«)\ú,. A.(«) - .l, «aQ(''')-.. (2.76)

'.:'«,,,-{ "..,,*v*.(:), (2.77)
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8à:t («, ,-)

zlá-' - « + .(i),

unifbi-memente em l-.

Proposição 2.2.4. Suponhamos que .Aq(r) > 0 erra lrl,r21. Para a/gu?n O
ea;isfe um ddeomor$s«.o a : ((,q) -> (u, r) ZaZ que;

€ = h(u,r), q = h+(t,,,-),(2.80)

E,-A..t''aà\l'!$n$t-A.h-xl\l'!,, e'ZQ (2.81')

. /«-'' " '"« q { - 'l:('Ó)v'f, tO C l.'-:,r2l' '" "" .''" .-« fe«d.
T = tO como ass faia. Pa« .Ai(r) < 0 fraca«.os de lugar ri e r2 '"& (2.81).

demonstração: Suponhamos .AI > 0. Então, para algum c > 0 e algum

Í .41(''-1 c) < ÁI(''-) $ .41(T2) < .AI(T2 + c),
1. ..41(.'-) ?m>0, se ,-c[,-: -.,r2+']

Calculemos o jacobiano:

aÀ (t,,r

a(e,,7) l aü

a(U,I'-) l aA+(,,r) ah+(u,r)

Usamos então (2.78) e (2.79):

a "+.(1) -ÁI,(')+alilü+.(}) . :..,1'(,-)+.(i). (2.83)

a(",') .+.(i) -.AI,(.'-) - a;;l0+ .li)
Assim {l$Ê:g é não nulo em

!c:lla- (,.)..:"m --.
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l
U

de$nido 110 conjunto

U T

(2.78)

(2.79)

(2.82)



2.2. PROPRIEDADES DIFERENCIAIS DAS FUNÇÕES 85

{(u,,-):u ? uo,,-i c $ ', $ r2+c}.(2.84)
pata uO suficientemente grande, diga-se para uo ? ui. Então (2.80) é um
difeomorfismo local.

De acordo com (2.74), para u suficientemente grande, temos %b- > 0, e
então as curvas de nível que estão contidas completamente fora do círculo
u = uu são dadas pol uma equação da coima u = u (1'-). Por (2.78) e (2.79),
temos:

[T T]b*]T Ç]
. :,{ *w * . (!)
. :,hT *W * .(!)
.':,g4t *V * .(!)
.':, [ ";:]tHw] *V*.(:)
:w *v * . (:)
: *.(:)

Consequentemente, no setor (2.84), pala oo suficientemente grande, diga
se para 'u0 )' 'u3, temos que:

alh A'''l

áih'("'('),') - A'''("'(''-), ')i > o.

Por (2.77), para T - r0:

(2.85)

'. '«,«,-"*'«,«, - u#*.(!)
Então, pot (2.82):

/, («,.'-: c) - A+(«,rl - c) $ ?!!!Í;l)J < 241(;!):@

$ /} (o, r2 + c) h+(u,T2 + c),
(2.86)
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para algum õ > 0 e u 2 ua. Por (2.73), pala u grande, /l (u,a'-) = -T
Então existe O tal (lue nas curvas de nível /l (u,r) = ( ? O nós temos
u 2 maxtt;i, u2, u3, u4} e:

/,'b,.'-) = Ç, /.'b,.-) -e:, { =e:.«= v'e:; ;
e assim:

7
€'

2.AI (,-i) Õ

U
< .A-(,: ) «; $ .'!-üüV -: < 2.Ai (.2) + Õ

U

Soja({, 77) satisfazendo(2.81). Na porção da curva de nível/t(u, l-) =e
que está no seto1' 7-l c $ 1- $ r2 + c nós sabemos, por (2.85) e (2.86), que
h -- h''" cresce monotonicalnente de:

€ - h+(«, .'-- - ') $ il41(T}.:! < ?41il=) < «;-.4:(':) $ { - '1

até:

{ - h+(«,T2 +.) ? ?41l?i?l t f > 2'4(re) > -.AI(T2) 2 ( r7

De onde concluímos que existe um único T tal que € h+(u, 1-) = € ?7, isto
é, tal que h+(u, a'-) = 77. Então existe uma bijeção de (2.81) em l-i -- c $ T $
r2 +c Como essa bijeção é uni difeomorfismo local, ela é um diFeomorfismo.

Consideremos o conjunto dado por:

{ ,7 (zo)l/ ;l

Ele sela levado pelo difeoimorfisíllo encontrado em um subconjLmto de
'> tal que para (u, r) neste subconjunto:

h+(«,,'-) h'(«,') -Á-(,o)vÍ
Este arco é suave.
Soja então {(u(C), r(C))} uma iepiesentação desse bico.

(2.77), te,nos:
Assim, poi'
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" '«,,' "*'«,,,-u#*.(!),
de onde

«:.«,#: "''«';,,,'',, "*'«';',,';,, - "w *.(à) ,
e então:

.4 l(T(0 ) «:.«,#T ' .(à)W
,4: (n) :l; + .m,

e e«tão ÁI(.'(C)) = Ái(.-o) +.(1) p;r« «({) = vZ --} .«. Como Á:(,-) é «:na
função monótona em ]r1,l-2], tem-se que r(C) H tO, e então o laia 1- = rO é
«ma msí«Lota do a«o {(«(O, ,-(<1))}.

Investiguemos as propriedades diferenciais da função primeiro retorno
S. Como $ é definida em termos das soluções z(Z,u,T) , investiguemos
primeiramente algumas propriedades das derivadas dessas soluções com des-
peito a u e a r.

Se t; e r dependem de um parâmetro s, então õz = !!i(! n é uma
solução da equação vatiacional:

«, «, ') ,o õ«, (2.87)

(2.88)

com condições iniciais

Õ,(,-)
â7-

"&
e

(2.89)

A condição inicial (2.88) vem de
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«(,(.), «(.) , ,(.)) 0 + á(.'-(s), «(.), ,-(.))õ,(s) + õz(,-(.),«(.),.'(.))
:> Õ«(,(.),«(.), .'(s))

i(,- (.) , «(.) , ,- (.))Õ,- (.)

0

e (2.89) vem de

Ú(,(.) , «(.) , ,(.)) «(.) :> õá(,-(.),«(.), ,(.)) Õ«(.)

A solução õz depende continuamente das condições iniciais acima e do
ponto (u,r) C 'P.

A aplicação $ é definida em aJ, mas temos que estudar o comporta-
mento das soluções de (2.87) quando (u, a') --} anl, isto é, quando X+(u, 1-) d

Se 3 < oo, a fronteira de RÍ é 11+, região onde (2.87) faz sentido e a
dependência contínua com relação a (u,r) é preservada. Se 3 = oo, por
uniformidade de notação, definimos ÍTI' como o conjunto dos pontos da
forma (oo, r).

Sda

Í aQ(=l$.u,r),t), se 0 $ u < oo,
p(t,«, .'-) = -l

1. 0, se t;=oo.
(2.90)

Lema 2.2.5 U,«« «J«Çã. ««(t, «, ',) d« .q-Çã.

Ü «, ,)«« (2.91)

(2.92)

deperzde corzíiízuamente de (u, 1-) e das c07}dÍções

«,0 = ««(T, «, T),

üo = ú(,-, «, .'-).

demonstração: A asserção é não trivial apenas para pontos da forma
l.oo,'rJ.

Suponhamos que, confonne 7& --> m, (u«,Tn) --> (oo,T') e (wO,.,úO«) --}
(a,b).

Sda w,:({) a solução de (2.91) determinada pelas condições iniciais too,, =
w(rn,u.,rn) e ?f;i),, = Ú(Tn,U.,r«). Temos que inostrai que para to ar-
bitrário:
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w.(tO) --} a + Z)(to -- r'), ú«(to) --> b. (2.93)

A sequência {w«(t)}«eN se divide em duas subsequências, uma com T. ?
tO e outra com Tn $ tO. Pi'ovaremos (2.93) pat'a Tn $ tO, e o outro caso
demonstra-se de coima análoga.

Pela segunda parte da proposição 2.1.2, como Tn ? tO, concluímos que
para n suficientemente grande temos 7'+(u«, r«) > to, isto é, to C 1%., 7'+(U«, Tn)l
Então, para t C [Tn, to], temos que z(t, 'u,., T«) é ci'esci'ente e i(t, u., T«) é de-
crescente. Daí:

«(n., ««, ,,.) $ :«(t, ««, Tn)

á(n.,««,h.)(Z-n.)5;««(t l«)(«i), Tn$t$t0

Pela paire 3) do lema 2.2.2, pala 1} suficientemente grande

ã(t, "«, '«) - I''("(t, "«, '.), ««, 'h) ? ;'
Então

0. laQ("(t, "«, '«), t) l .í*
r,. Õz

'P.,,-,'«)laC?(z,t(z,«.,.,.)) l l.

b; "' "'' }'(«(t,««,«.),««,«.) l 'z'

«««' '-) aCa(',tL"«,'«)) d, . .Z .Z'("n aC?(",t(","«,rn)) .Í,.

0

2
<

Tomando n* de 6' , temos que, no intervalo 0 $ # $ z*, aOI é uma
função limitada, diga-se poi uma constante O. Se z ? z*, então aQ $ 0 e:

aQ(z, t(z, u. , r. ) ) - ::]Q(«, t(«, ««, ,,J] -.- e%l:a;,
e daí

a. eg d,+.Z /'("n bela,
ro l Õz I' «« J,. laz

-'"* a.Z''':' l@::& '" ("'*@,««,"»l .,.

Z
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Usamos apoia (2.15) e 4' (pelo lema 2.2.1)

a.
[.

0 H r00

ã 10 * + Q("*,t("*)) - Q('("il),t('(":)))l + ã Jo 'P(')a"

$ .!c.*+ .!o,* ?Ç?l?l1li>:11ç?llililll+ 4 /'ú(,)a«
?Jn '0n 'Un 'Uá, JO

4 /''o
$ -:(yz* + / @(z)dz

Un ./0

/ l \01-:
\.Un./

Seja .A4. = max,.StSt. lw.(t)l. Se integrarmos (2.91), pala t c IT«, tol:

9 9
< -=Cz* + -=

'Un Un,
) 2 .P(z)dr - IQ(o(«:), t(.(«:))) - Q(z*,{(z*))l

Ü«(.)d. (.,u«,,«)«««(.)d.

$ /1' 'Q("Ç\=y+ll@wU d.
$ M.0",

isto é

Ú«(t) ÚO« = Ü«(t) Ú.(Tn) =

:> Ú«(t) Úo« $ M«0. -> Ú«(t) $ Üo. + A4.a«,

e daí

«,« (t) w«(t) .««(%.) = / Ú«(.)d.

úo.ds + l MnOnds

ÚO«(t Tn) + Mna.(t - L.)

tO.(t) $ t00« + ÚO«(t -- Tn) + M«0«(Z

&

T

<

<
:+ .,,)
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Como -n«',.$'$'. 1«««(t)l = Mn e -«"',.$t$t.(t '«) = (tO L,),

A4n $ 1too«l+lÜo«l(to Tn)+JUn0«(tO Tn),

91

Hcamos

«.« $ i"'tli + i"«l«. :l'«) - ow
' -ÕV- 'D.

1«.([0) -- ja + b(ío T')j
to

= / ú«(t)dt+wo«+(úo« úo«)(to .'-') ]a+b(to--,-')]
to

$l««o» «l+lúo« bl(to ,')+l/ ü«(í)dt úo«(to r')
torto

to0,, al+lüo. Z,l(to r')+l/ Ú«(t)dt-/ Úo«dt
Tn J'r'

'to

zoo« al+lúo« Z,l(to--r')+l/ ü.(t)dí+/ ü.(t)dt

to

$lwo« al+lúo,, Z,l(to r')+l/ ü,,(t)atl+l/ (ú.(t)-

$ 1too« al+lúo.--Z,l(to-r')+l/ ú.(t)at

$ 1too« al + lúo« -- bl(Éo - r') + 1 / ü.(t)dtl +.ALHO.(tO - r'

E temos também:

'rn

T

J=".«''«' * .
ú,,(t)dfl +

lü. (t)+

'to

úo.dt

Úo.)dt

) ...: o

Ú« (Zo) b
[0

ü(t)dt + ü«(.«) b
n

ü« (t)dt$ 1ú(h.) z,l+

$ 1Üo. -- ÓI + M«0. z::Ía} 0
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O aspecto mais importante das soluções de (2.87) e de (2.91) é a magni-
tude da velocidade õz(t) ou ú(t) pala t grande. Por 6' a função p(t,u,r) é
não negativa pala t grande, se (u, I'-) € rl8' u XJ. Então o seguinte resultado
é bastante útil:

Lema 2.2.6. Se 7za equação

Ü (2.94)

p(t) é vtão vtegatiuo para todo t > tO, então as seguivttes asserções são liálidas:

] Par« c«d« solução o ZÍ«.ále limo-,« ú(t) = ú(.«) Í»nát. o« inánÍto2
ezzste

2 - Existe ulíla solução lol(.t}, (iue é úTtica a melros de um Jator coTtsta7tte
pos tido, ÉaZ qüe eZa é não frãu aZ, é rzão rzegaf ua para [ grau.de e úi(oo) = 0;
aqui ««l(t) > 0 e úi (t) $ 0 paz'a lodo t ? to

3 - Para 'u7/1ct solução arZ)átráráa lo2(t);

.:-''",'-»-.;-;( =: =: )
demonstração: Sda {w3(t), w4 (t)} um sistema fundamental de soluções

de (2.94) com condições iniciais em Zo dadas por:

:í::l lí:l)-(i ?)
Para t ? to uma solução de (2.94) tem no máximo um zero De hto,

podemos supor, sem peida de generalidade, que w(i) > 0, com i> to e
w(t) > 0 pala t C (to,í). Se tivéssemos um zero para f > i, em algum

"lo-mento deveríamos tei ú(t) < 0 e l«(Z) > 0, com t > to. Mas pala isso
deveríamos ter ü(t) < 0, o que não ocorre pala t 2 Zo, pois nesse caso
P(t) ? o.

Então cada uma solução de (2.94) tem no máximo um zero para t 2 to.
Ou sda, depois de um dado ponto seu sinal é constante. Sem perda de
generalidade, supomos que to(t) > 0. Então ü = pw ? 0, isto é, ú é não
decrescente, de onde o limite ú(oo) existe.

O único zelo de to4 para t 2 to é em t = to. Como üa({o) = 1, para t > to
tem-se, para f > ta, to4(t) > 0 e ú4(t) 2 1, de onde lilnta- w4(t) = oo.

Agora, temos:
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tD3 t04

t03 \ tP3 tu3 t04 tu3tu4 tu3tu4

aJ ' a 'ii;Í '"ã

«Í «3
$?o,
toã

=T! 1l l . -L ,o.

Então existe o limite:

a = lim :!Z! = lim !!g,
&--too 't04 t-'tao 't04

onde:

204 ID4
Consideremos então a solução toi :: to3 -- crwl:

.«i(t)-'"a(t)(t)>w3(t)(t)-0, parar?0,

Úi(Z) - d'a(t) - '-'Ó4(t) $ d'3(t) 'i3(0ú4(t) - 0, para t 2 0.

á
203 \ ?D3 ?D3?D4 ID3?lJ4 ?D3t04

aJ' a sf'

á Ú.17

93

(2.95)

(2.96)
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Por (2.95) é claro que úi(oo) não pode ser negativa. De (2.96) conclui-se
que úi (oo) não pode ser positiva. Então úi(oo) = 0.

Então já demonstramos as partes l e 2 do lema. Demonstremos agora a
parte 3.

Pata uma solução arbitrária w2(t) temos:

w2 (t) «,, (to)«,; (t) + Ú, (Zo).«-(t)
lo2(to)m3({) -- atou(to)w4(t)+ aw2([o)zo4({)+ Ú2(to)w4(Z)
.«2(to)l«,3(t) -- a««4(t)l+ lama(Ío)+ Ü2(to)lw4(t)

.l. =ilíil «'m

«,«o««:w+ ='lÍ:)
«,2 (tO )
Ú: (to)

to2(to)toi (t) +

wa (t) .

E então

:',G«) -«:0d-':(w) -. ilÍil ilÍ:l '',(m).
Como úi(.o) = 0 e ú4(.o) ? 1, te:nos q«e:

t«l ([o)

.á-z(''1'(-)) - ;:-' ( «,i (tO )
Úi (tO)

w2 (tO

Ú2 (to

Se ú2(oo) = 0, então o wronskiano acima é ntllo e w2({) é proporcional
a tol. Se w2 é não negativo para t grande, o latos de proporcionalidade é
positivo.

Comparando (2.92) com (2.88) e (2.89), percebemos que cada par de

condições iniciais {wo, üo} corresponde ao vedor tangente (ót;, õl') = (üo, to0/u)
no ponto (u, 1-), 0 que determina a derivada de uma função / na direção de
(ÕU,ÕT)

', - g'« * :', - «.g «,oa/

O campo de condições iniciais (í = {wo(u,r),úo(u,a-)}, definido em al
gume legião, determina um operador diferencial:
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õ - ".(«, ,)i - wdÍla:. p.")
que denotamos pela mesma letra que o campo. Reciprocamente, o operador
diferencial acima determina um campo de condições iniciais para (2.87) ou
(2.91)

Lema 2.2.7. SuporzAa que ern umcl uáz nAaziça do ponto (uo,ro) c rlJ estão
de$nàdos dois campos de condições iniciais contínuos:

Õi = {.oo{(u,',),úoi(u,,-)}, i= 1,2

a solução de (2.91) corri condições iniciais dadas por (5ii, U, 7-)

/) õi/l+ = 0, ói7'+ < 0 em R+

m\ l 'tl;01 'W02

' l pool to02

então ez saem ?lma tiãzinharzça Z/ de (uO,70), t* e a > 0 trás qlée

> 0,

Ú2 (Z,u, ,-) 2 a > 0

P«« tad. (u,.'-) c unxJ' e f c lt*,r+(u,r)l.
O r/zesrrzo é verdade se trocarmos + /]or

demonstração: Provemos pala o caso +

Como (uO,ro) c rld', ou #(t,uO,TO) é parabólica ou uO = oo (definimos
nJ' - {(oo,I'-)} pala o caso em que 3 = oo). Pela parte 3 do lema 2.2.2,
quando u --} m, no intervalo 0 $ y $ o(u'), vale y(y,u,,-) = 'u o(t,),
com o(u) uniforme em r. Então, para 0 $ z $ o(u'), i > u/2, pala u
suficientemente grande.

Em ambos os casos, existe uma vizinhança P de (uO,l-0) e um número
to 2 max(«,,-)Cy 'r tal que pala (u, r) C P ÍI Ro+ nós temos z(to, u, a'-) ? z*, e
no intervalo ll-, (ol á(t,0,7-) > 0 (e então 7'+(u,r) > tO). A(lui r* é aquele

em 6' e, p'rtanto, para (u,.'-) C PO (ailUrll) e to 5; t $ 7'+(u,.'-), a
função p(t,u,a'-) é não negativa.

Em R; (2.87) e (2.91) são idênticas, e a derivada (5iz(t,u,7-), que é
solução de (2.87), coincide com wi(t,u,r). Então (2.34), (2.35) e (2.37),
juntamente com as hipóteses em 1), nos dão que:

«,- (r+(u, .-), u, ') - õt"(7't(«, ,), ", ') - iiã:lll'-gliil-l:S ' o (2'98)
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úi (7'+(u, r) , u, ,-) (u,,),u,,)
= Q(X+(t,, r),7'+(u, ,-))õiT+(u, ,-) < 0 (2.99)

Em lto,T+(u,l-)l temos p(t,u,r) > 0 e, então, como no lema 2.2.6, a
solução tem, no máximo, um zero para t ? to.

Então (2.98) e (2.99) nos dizem que wi ? 0 para to $ t $ 7'+(u,7-).
Temos também que, em to $ t $ 7'+(u,7'), üi = pwt 2 0. Logo üi é não
decrescente em lto,7'+(u, r)l. E, para to $ t < 7'+(u, .'-):

wi({,u,,-) > 0, Út(t,«,,-) < 0.(2.100)
Como (uo,,o) C nit, então X+(u,.'-) --> .o qua«do (u,r) --} (uo,'o).

Então, pela proposição 2.2.1, 7'+(u, I') --} oo. Assim, passando o limite em
(2.100), achamos que para to $ t < oo:

wl(t,oo,TO) ? 0, Úi (t, uo,7-0) $ 0. (2.101)

No ponto (uo,ro) (2.91) satisfaz as hipóteses do lema 2.2.6, e então o li-
mite úi (oo, u, 1-) existe. Como úi (t, uO, 7-0) $ 0, esse limite não pode ser posi-
tivo. Como wl(t,uO, to) 2 0, esse limite não pode ser negativo, ou teríamos
wl(t,uO,TO) < 0 para t suficientemente grande. Então üi(oo,u,'r) = 0.
Logo, wi é a solução referida no item 2) do lema 2.2.6 e, pelo mesmo item,
essa solução é não trivial. Temos, poi hipóstese, que:

".- "« l.o
?D01 1002

Mas o wronskiano de soluções de equações diferenciais ordinárias lineares
de segunda ordem é constante em t, de onde, aplicando 3) do lema 2.2.6:

ú2(oo, uo,zo) - ,li« Ü'2(t,uo,ro) > 0

Seja t* Z lo tal que

zo2(t*,uO,TO) > 0, Ü2(t*,uo,ro) > 0.

Escolhemos então uma vizinhança Z/ c y de (uo, zo) tal que em u n xl

zo2(t*,u,T) > 0, Ü2(t*,o,a'-) > a = ;Ü2(t*,uo,to)
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(pelo lema 2.2.5 a dependência de lo2 em relação a (u, r) é contínua).
Seja (t* , t**) o subintervalo máximo eln lt* , 7'+(u, r)) «o qual ú2 (t, u, r) >

0. Nesse subintervalo:

«,:({,«,.') > ««,(t*,«,.'-) > 0 e ü2

Então ú2 é não decrescente até t** e, portanto, permanece maior ou igual
a C. Como esse subintervalo é máximo, t" = 7'+(u, r).

A diferencial da aplicação S pode ser convenientemente escrita nas co-
ordenadas:

( = /1 (u,.'), r7 = A+(u,,-), (2.80)

que são iegulates na vizinhança de uin ponto arbitrário (uo, rO) onde o jaco-
bi,«o a(e, ,7)/a(«, ,) «ão se a«la.

Isso será suficiente quando 9 < oo, mas se 3 = oo teremos que lidei com
vizinhanças de pontos da coima (oo, r).

Usando as fórmulas assintótícas (2.83) podemos estendem o jacobiano
pala pontos dessa forJna poi continuidade, e teremos;

Se em algum ponto (oo,ro) o jacobiano é não nulo, então -AI(to) =
--;J(oo, rO) # 0. Podemos aí aplicam a proposição 2.2.4 num intervalo A =
[ro -- c,rO + c] suficientemente pequeno e construir uma vizinhança a de
(oo, ro) em cujos pontos de coordenadas finitas as coordenadas (2.80) são
regulares ( pala Z/ podemos tomar a união de oo x A com a imagem do
conjunto (2.81) sob a aplicação da proposição 2.2.4).

J(«,',) iiH.:;:=,'., :: .. p.:")

Proposição 2.2.5. Se J # 0 crn (uo,rO) C lli', então par'a algum (7 > 0,
c.n/o,m. («,r) q («,,o) ',n XI

a€ -l+.(«), qí+%!z;õEa-.-.w. (2.103)
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demonstração: De acordo com (2.34) e (2.35)

/'m'+ m'+ \(ie(7'+), á,,(7'+))
\. a1l ' ao ,/ Q(x+,7'+) '

onde o subscrito indica derivada parcial.
O wionskiano para um pai de soluções zC, z,l da, equação (2.87) é cons-

tante. Se nós o calcularmos pala os tempos a'' e 7'+ pode)rios eiicoiltrai áe
De fato, por (2.34) e (2.11):

õ«(r-')-õx-' -iõh -ãia;:5'
e então

,e(]"''') - o, "-(1"''') - ii?iliÍlin
Us«do (2.88) e (2.89):

0

áe(1"+ )

l

i,(1"+) Ze Z7? ll.l..+
--UTq

€ n,7 ll.,

..l TC '«
u€

-'UT#

o€

a(«,,) a(«,.'-) «
"ÕkM ' "ÕãM ' )Õ;D

Então

ã( (7'+) = -
uQo(X+)

(2.104)

e

Q(X+ , 7"F )

uC?o(X+ )

c?(x+ , r+)i(u , ,-) (2.105)

Mas

, ..;b. Q(x+,r+)
'r ---> zo

(2.106)

Demonstremos a veracidade do limite acima
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Como («o,'o) c nJ, x+ --} ..
5' , para X+ ? z*

Pelo lema 2.1.1 e pelas condições 3" e

Qo(-X + )
Q(x+ , r+ )

l C2o(-X+) Q(-X+,7'+)l
Q(x+ , a''+ )

!t?éi:ll.} $ 2"e(x'r)q(x'' ).
<

Se 3 < oo, então, por 5' , ( é limitada, e q converge a zero, por (2.56).
Se 9 = w, então € = o(l/X+). Mas q(z) $ Q(z,t), e Q(z,t) é limitada
superiormente. Então vale(2.106).

Então, poi (2.106) e poi (2.105) , chegamos a primeira equação em (2.103)
Pata estimartnos zo, usamos o lema 2.2.7. Os dois campos descritos em

tal lema são dados pelos operadores diferenciais:

e

Í uá, se 3 < .o,

l erâ +%Í&, « 3-w.
Temos õ2 definido por duas expressões porque, para uin ponto (ti0, rO)

com uo - oo, nós sabemos poi (2.77),(2.78) e(2.79) que, quando u --} m, as
curvas de nível h = ( e h+ :: ?7 são quase ortogonais ao caio a'- = constante,
mas isso não é necessariamente verdade pala (uo, to) com uO finito e, ainda
mais, o operador ug; não pode ser continuamente esterldido até uma linha
infinitamente distante.

Sendo /(e, 77) uma função diferenciável qualquer:

a/

e

a/
â7- ae õr +ã-n

Então

a

ãi + 'R' ãi (2.107)
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e

a
â7-

ah a ê)h+ a
õ'r i)E. ' í)l all

(2.108)

De (2.107)

u at Õu t)u t)n

Substituindo em (2.108)

a
::> =
' aT

õtr í) Õtt ah+ í) h h+ a
Í)T t)U i)T ÕU t)VI ' ÕU ÕT a

h+ h ah+l a ah a ah a
a a az;J ar7 8u âr Õl- Õu

l Fah a ah a l
}(«,,) l a« a, a, a«J

c).
(.f')

i..LIF
....JDe (2.107)

Usando essa igualdade em (2.108)

i)u Õl- i)u

a
' a{

ÕT at ' ÕT t)u t)T Õu at,
ah+ ah l a aA+ a aà+ a
Õa'- ÕtJ J é)e Õo âr Õ7- Õu
[ah+ a 8/&+ a ]l

J(«, ,-) l a,-

Agora

':-á;-3[Tâ TÍ]
Pala 3 < oo, temos;

;, - «á }(«, .'-) l a« a.'- bi]
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e, para g :; oo, temos

i)D i)n ' E)u aE,

a

õu ÕI' õu ' Õu 8u

ah A+l

ah ah+ l

De acordo com (2.97) esses campos correspondem aoscampos de condições
iniciais:

'«.:, «.:, -llç,sç}
e

{o,l},
O wronskiano desses campos é dado por:

{««,"«}- Í

' { o2 é)/}- u ah- 'l
7'n'J' se 3 < oo,

se }J :: oo

1 .0/t+ u'z ah-
J õu
D Õ}'L-- -$1 -- %- %l -:, « ü«'",

to01 t002

?lJ01 to01 l õ/t+
l a/l+

()

l
l h+ -t:lu - i+.(li) , * o-.« . "--,". - .«

A continuidade desses campos numa vizinhança de (uo, rO) C íll é clara
se 9 < oo, já que, por definição, J(uO, ro) # 0, e u não pode ser 0 ou oo em
nJ. E, se 3 = oo, por (2.78) e (2.79), temos:

{«,o: , úo - } : * .(:) ,v *
{« * .(:) ,v *
{: * .(;) , .(i) } ,

.AI(r)
U3

.A{ (,)
U3

i.(!)}
.(i)}
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onde usamos que .41)(r) e -A{(7-) são funções limitadas, pois estão definidas
num compacto [0, 2r] e são funções contínuas, e a continuidade de õi é então
garantida se estendermos esse campo para o infinito colocando {lool , üoi } '

Além disso:
{o, l}

,:«* -áç
e

,-,*-áÇ-á( 8)
em virtude de (2.105).

Então as hipóteses do lema 2.2.7 são satisfeitas. Assim, existe uma
vizinhança y e números t* e C > 0 tais que em y n R& temos ú2(t,t;,l-) 2
2a > 0 para t* $ í $ 7'+(u, l-).

Se E} < oo, então õ2 = u a e, portanto, em y Í'l /?+:

à,,(1"+) uá.(T+)
Q(x+,7'+) uQ(x+,r+)

Ú2(7'+) . 2C

uQ(X+,7'+) ' uQ(X+,7'+)

uQ(X+ , 7'+)

Então, por (2.105)

a7'+ aT+
@' + -a- >

20 «C?o(X+)
uQ(x+,7'+) Q(x+,r+)

«ah [,' üyu]
«h [:' -eqn] ,

numa vizinhança suficientemente pequena de (uo, ro), por (2.106)
.L)ai :

aT+ a7'+ 2C u a
ãÍ + '@' 2 iÕl;ilÍ:D 7 2 .Q. x*)'

pois, nesse caso t;0 é finito e Qo(X+) --> 0.
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Provemos agora essa desigualdade no caso 3 oo. Nesse caso

ú2 - õ2i - -ãFi« + -arie
Aplicando(2.78),(2.104) e(2.106):

a7'+ aT+
ãí + -@ ú+-«4-1-ü''l

«a- 1 * '« * *'- **' * * ''1

r %',.* %- '. . @
Q(x+,r'') \ %f- %-

r%-*.*%-.. . (% W) r
Q(x''',7'''') 1. %f- ' %f-

Ú2(7'+) . .(1)uQo(X+)
(u + o(1))Q(.x+,r+) ' Q(x+,7'+)i(u+ o(1))

l

l
z ( "nl

(« + .(i))Q(.x+,r+) Q(x

* .ull;a.:n "' 'm>

Uma asserção similar é válida pala derivadas de 7'
(u, l-) --> (uo, l-o) c rli, nós temos que em Ri

Nesse caso, quando

ã;- + -@- $
Notamos que:

(2.109)

ã,(r )
uQo(X )

J(«, ,-)
(2.110)

e

uQo(X )
Q(x ,I' )J(«,,-) (2.111)
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Proposição 2.2.6. Sejam Z#i e U2 uizirzAa.nuas dos palitos (ui,a'-i) c nJ' e
(u2,v-2) c rli, respecláuamenZe. $e J(ui,%) # 0, á = 1,2, erztão poli/orrne

Ui --} («i,%) m« á«te""ç'' ai ns : lu2 nRil;

'' -( :::
()

0(1)
l \

-J(«','D +o(i) ,I' "("'') ?a>o
l2.ii2)

demonstração: Conforme foi observado iio parágrafo imediatamente
anterior à proposição 2.2.5, as coordenadas (2.80) podem ser assumidas re-
gulares em üi (ou em Ui Í)af, se 3 = oo). E, conforme illostrareinos ila
seção 2.3, a imagem de üz n ni;' por S't espirala tendendo à curva 11+, de
onde Z/t n s'i jüa n ai] # 0.

Na intersecção at n s-i(u2 n RÚ) nós podemos usar essas coordenadas
pala os próprios pontos ou para suas imagens poi $.

Lembrando que:

P+:(u,T) --+(h+(u,,-),7'+(o,r))

e

P (.,, r) -} (h (o, .'-),7' («,,))

e que o corolário 2.2.2 nos dava que

$

tentos

({, q) -CL (q, 7'+ (e , r]) ) lh (C',o'),I' ((',o'))

((',7' (e',q')) Çe:} H((',q')

Como $ = (P )'" . P
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.zl(p )':

#(
#({

o PI = d((P')':)dP = (dP ) :dP

ai7 ae'

% '
; (e',o')

l

4
4

4)
4)

onde escrevemos

ae' ae 1(C.,q')w(«',,') ar7 ar7 l((',q')(u',.')
Pelaproposição 2.1.4 temos X+(u,l-) = X(u',7-') e 7'+(u,7-) = 7'(u',r')

Então, por(2.105) e(2.111), tentos emüins '(u2nRi) conforme % --}
(u{ , %) :

m+ ."? (it

E ' .,,'' - :iill;B -'m'a'l' Q(x',l"')J Ir.,.,n
Se 3 < oo e (ui, %) são firlitos, então (2.113) é clara, por continuidade.
Se uá = oo, então J permanece finito mesmo em pontos do tipo (oo, l-),

mas u'/u a l conforme Z4 --} (ui, ri), já que podemos aplicam' a proposição
2.1.4 e (2.77): de acordo com (2.77), pala u e u' grandes:

(2.113)

« - «iXíÍ;R, «' - «ãrl;(H
e, pela proposição 2.1.4, /}+(u,r) = h (u', r'), e então o -. u'

l)e acordo com(2.103) e(2.109), na intersecção Z/t RS '(Z#2 Rni) con
forme % -} («i, q):

a' ''' ® : aãR;lÜH ' .w,

-ãÍ' + -ã?- $ .'(2o(X («',,')) + '(1) - ;ilã;(Çli?G:;-» + .(1)
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onde a constante Ci pode ser considerada 1, sem perda de generalidade
Então:

: )*(Ç b) > aan -' a=6n -' 'm
g:8W -' .w,

isto é

(Ç l )*(T ! ) aãlil:n -- .m,
com ai 2 C(«' + «)/«'

Pela segunda equação de (2.109)

aT+ at-
am ae'

aT-
o(1)

jülí-a + .("')
(%: %)

l7 $!a + .("')l "Qo(x+)

al + aT-

l7ü$ta + .("')l "Qo(x'')
+al o(1)

:7(:Í-H + .("')
T+

al

li;:7d;a + eWI «'Qo(X '-) '
«J(o',,-')ai . o(1)

[«' + J("', '')'("')] ":Qo(X+) ' =Í(i]]!H + .("')

.(1) «/J(«,,) + o(«) . .
jGI(a + .("') "'/}("','') + '("') ''

;w;ll'SI -- :
Quando u, u' -+ oo

o(1)

}(«' ,,'')+.(«'
o(1)

e

«/J(«, ,) + o(«)
«'/J(«', ',') + o(«')

Então:
=;lslglsl - .':,
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:q;::t - J133;B * 'm,
o«de, para algum U na intersecção al n s : (z,/2 n %)

«' * ''«', ,''...,, - ;=h ; ': (u) «h * - » .'

pois, como já vimos, u/u' tem limite positivo
Então:

0

aT'

l
aT+ aT-
'af '3ir

o l \

OH lÍli$$+om J'
o que demonstra (2.112)

Estudemos rll e HÃ' em mais detalhes. Se 3 < oo essas linhas são cuidas
de Jordan suaves de acordo com o teorema 2.2.1.

nã: .'-) : h:':(«,r) Qo(z)d«}

Elas limitam as regiões Rt Ul0} e ná Ul0} = S (Rt Ul0}) , respectiva-
mente, que têm a origem em comum e que têm a mesma área pela proposição
2.1.5. Então a curva de Jordan íll não pode estai totalmente dentro ou to-
talmente fora do conj unto limitado pela curva de Jordan llã . Logo, 11+ n ni
é não vazio. As tangentes a 11+ e lii num ponto (uo, rO) de sua intersecção
coincidem se, e somente se:

0

., ~ a(C,,z) l a(h ,h+)
/("o,'o) - ãl;l-$ («,«) a " ')

Se 3 = oo então, por definição, 111 e llo coincidem com o conjunto dos
pontos da arma (oo, r). Recordando (2.77):

(«,«)
- 0.

'.*'«,,,-Ç "..,,;T'.(:)
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vemos que h+ e h dihrem menos perto dos raios a'- = 'ro com .41(TO) = 0, e
então os pontos (oo, ro) são, em algum sentido, pontos "reais"de 111 Í'l lli
Esses pontos existem, já que .At ('r) tem média zero:

A:ÇÜ - .r«aQb'n .- - à J -IQ(",')- Q.(-)\d«.
A condição J(uO,TO) # 0 é agora equivalente, em virtude de (2.102), a

ÁI(ro) # 0, isto é, 7-0 é uma raiz simples de Ái (r) = 0.

Definição 2.2.1. Um ponto (uo, to) € nd n ni, comi uo < oo, é dItO 7eguZar
se J(uO,TO) # 0. Se t;o = oo, esse porzto é d [o rega/ar se J(uO,TO) / 0 e
Á. (,-)

Pi'oposição 2.2.7. Sdaín (ui,r{), á = 1, 2,
Eni,ão ezàstem arcos sua'ues

, p pomos rega/ares de IT: Í'l llji

l u = uí(C), ,- = q(0, 0 $ € < 3
tais que

/.(«i(0,,i(e)) = h+(u(e),,(e)) (,

. .«{'''".p-í«4o c :ns :'b, l$i,i$P, "?N, f.'' q«e

J ) limpa.« l:l9) = lim«-m Sl:'(") = (ui, q).

2 ) /.:':(F$' U) < h:t(rá")) < h:L(4ln+D).
3 ) SPÍ:)
{ ) r+(/$o) I' (s.r:8o) - 2"'}.
5 ) $e p«. «/g«m a C (0, 2)

,liR,Qli(")7o Q'(3/)'ív-o,

Z

(2.114)

erztão O pode ser escol/lido de faZ /aTIna gue '7i n s

palitos Plj'' e
tlj bons sZe somente de

«*u9'''':b (4'U1 - . ([«-'-(4'bJl-:) (2.115)
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demonstração: Se 3 < oo, então J(uã, 'ri) / O implica que em alguma
vizinhança de (ui, ri) (2.80) é um ditêomorfismo.

Então pala algum O < 3 corresponde ao conjunto {({,77) : O $ ( = 77 $

3} um arco suave 'i contido completamente em /?J' n Ro , exceto por un]
extremo (ui, q). Nesse arco h+ = A

Se g = m, então % é um zcro simples da função .Ai(1-), -AI(1-) # 0
em algum intervalo ]',i c,q +c], e 0 C [.4i(% c),.4i(% +c)]. Pela
proposição 2.2.4, nós sabemos que existe urn arco suave dado pela equação
/} (u,r) = { = 77 = h+(u,r) que tem r = como assíntota (pode«los
tomai c tão pequeno (quanto queiramos), isto é, (ui,ri) = (oo,q) é seu
exLiemo infinitamente distante. Escolhendo O suficientemente próximo de
3, podemos assumir que os arcos 'í são inutttalllelite disjuntor.

Sda (u{(C), %(e)) uma representação paiamétrica de li, onde escolhemos
como paiâmetio ( = h+ = A . A coordenada I'-, que é o ângulo nas coor-
denadas polares do plano Q, é definida mod2z7t. Escolhemos um lama ao
longo de 'i. Conforme nos movemos sobre a cuida h+(u, r) = € no sentido
positivo (lembramos que as curvas de nível são cuidas simples fechadas), a
partir do ponto (ui (e), ri ({)) encontramos pontos de todos os arcos 7i, ã > 1,
e estendemos para esses bicos nossa escolha de ramo da coordenada 1- poi
continuidade. Como os arcos 'i são iiiutuaineJite disjuntos, essa construção
não depende de (, e agora as funções rí(e) são bem definidas.

Como («i({), q({)) -+ («i, q) c nl n nÚ co«forme € --> 3, isso aca-neta
que X:t(ui(O,n(O) --> oo e, pela proposição 2.2.1 e pelo seu análogo com
"menos", temos:

1llH:7''''("í({), 'l(e)) - ""
e

!in! r («í(O,%({))

onde ambas funções são contínuas. Então:

Ç':j)(e) = T(uj(e),q(0) 7'+(ui({1), a(e)) t 2zn

é contínua em 10, 3) e vai a oo quando ( --> 3.
Peicoirendo uma volta da cuida h (tl, r) = € na direção positiva a função

T (u, r) cresce de 2a- de coima estrita, pela versão com "menos"do corolário
2.2.1. Se começarmos o circuito em (ui(O, ri(O), então nós e«contramos
todos os pontos (uj(e),q(O), J # 1, e :eto:«a«:os a (ui(C),ri(C)). Então:
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pl; o({) < v'lT)({) < plr)(e) < ç'lr' u(e). (2.116)

De fato, consideremos

Ç,l;-0(C) - 7''(Uj(e),']({)) 1"+(Ui(0,n(0)+ 2T(n l),

pl?)(O - r(ui(O,ri(O) -- 7'+(ui(e),%({)) + 2xn,

pír)(0 (0,.-!(e)) T+(ui(e), %(0) + 2zn,

plT-'- o(c) 7' («- (e), ,1 (0) r+(ui(O, %(e)) + 2T(n + l)

Como T (uj(e),q(e)) -- T (ui({),,-i({)) < 2z, pelas primeira duas
eqiiações acima vemos que vale a primeira desigualdade de (2.116). Como
T'(ul({),ri({)) > 7'(ui({),,-i({)), pelas segunda e terceira igualdades acima,
vemos que vale a segunda desigualdade de (2.1 16) e, como T (u!({), TI(O)
T (ui(O,r(e)) < 2z, pelas duas últimas igualdades acima, vale a terceira
desigualdade de (2.116).

De forma semelhante mostramos que:

p0+o(0 > plT)({) > p(lo({) > piT ')(e).
De(2.116) e(2.117) chegamos a:

(2.117)

ç,l;-o(C) < plr)(0 < ç'E' o(0. (2.118)

Se m 2 /V > àm«i,jlT+(o{(O),%(O)) 7' («j(O),%(O))}, então

W:j )(e) tem pelo menos uni zero em (3, O). De fato:

2Kn 2 2z > WTl{ +(ui(0),''-i(0)) 7' (t'j(0),%(0))}

:> Pl;)(0)+7''(uj(0),q(0)) T+(u{(0),%(0)) >0

M-' ç'l;)({) i-õ' "-
Se definirmos eg') como o sendo o zero de pl;)(O, então teremos, por

(2.1 18) :

cg'-o < €1zn) < {E'+n. l2.ito)
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Consideremos agot'a os pontos /ZJ )

mente, llestes pontos:
t«:({go), 'i(€1;))). T"'m", clara-

ü:':(eg' o) < h:t(pil")) < h':(4r' :)),
o que demonstra a asserção 2) desta proposição.

É claro que, quando n --> oo, e(") ..} 3, e aí .f)(n) ..} (Ui,ri). Simi-

larmente, S-F.(n) ..} (uj,q), se nós mostrarmos que SP(") C 73, já que

/l (S.l)(n)) = /1+(-P(n)), e ((n) será o parâmetro pai'a s,rlg') em b.
O ponto (ui({), q(e)) pe,vence a 'i n $ 'b se, e somente se, S(ui({), h({))

(uj({'), n(e')) para algum e'. Então, pela proposição 2.2.2, e seu análogo
com "menos"} e pelo corolário 2.2.2:

(e, 7'+(Ui(e) , TI({))(mO.22T)) (h+(ui(<1) , n(O), 7'+(ui(O , Tz({))(mod2T))
P+(ui(0,b({)) = P ]S(ui(0,q(e))]
P («j({'),rJ({'))
(à(«j(e'), q((')), 7'(«j(e'), rJ({'))(m.d2«-))
((', I"(«j(('), b(e'))(moda«)),

de onde ( = {' e 7'+ (ui(C)

de algum p:J ) (e).

Em particular, S,fj5Jn)

então .r)i(in) C ,y. Í-l S-i13.
2) e 3) estão provadas.

Como r:': («, ,-+2r)
T:L(u, 1-) + 2r -- a- -- 2n- =
em 1-. Temos:

q(0) r («j({), b(e))(m.d2«), isto é, € é zero

: s(«:((1;)),n(cl;))) ({go),n(cgo)) c b, '
Também, S-fÍ') = /)(n). Assim, as asserções l),

T:L(u, r)+2K, temos que l":L(u, 7-+2n-) (7-+2r) =
T:L(t;,r) -- 1-, isto é, T:t(u,7-) 1- é 2r-periódica

r-'-(-rÇO) - r-w-r'F)) I'''' («i(€1;)) , n(c9) ) )

'«-m pl;)(el;))

o que demonstra 4).

cada ponto de 7i n $'ily coincide com algum {zÇjn). Nas coordenadas (2.80)
os arcos 'i têm a equação ( = 77. Portanto, por (2.103) e (2.109):
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€
a7'+ a7'+

a
<

«:(e)C2.(X-(«i(0, nle))) + '(1),uj (e)Qo(X («j (0 , o(0) )
conforme ( -+ g. Mas

{ = h («j(0,n(e)) =
.X (uj (e),TJ(C»

Qo(y) dy ,'0

e então, por (2.114)

«j(0Qo(x (uj(0,q({1)))

- '?;??flil:;Íi$1h' ("j(o, u(o)l { :lh («j(e), a({))c21i(x(«j(e), TJ(e)))1 Ê

õ;##êj:;í= 1'pa(x' bjm, q u» .

l

C?o (y) d: . (e{ :) ,
já que uj(O e h (uj(e), q({)) têm limites positivos finitos pa-a g < m. Se
9 = oo usamos (2.73). Essas estimativas também valem para t'i(OQo(X+(ui({), n(O)),
e então:

€{ !#...«
Portanto, pala valores suficientemente grandes de O a derivada dpÍ;)/de <

0, e p:j) é monótona em 10, 9). Também:

2r ç,l;'n({) ç'l;)({)
v,l;+o (c9+n) - pl;'' o({l;+o)
pl;)({g)) pl;''n({g'+u)

g lilWKgo - d;-'-n,
o que nos dá
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@=!-jn .
i(9'i#-! : «{

2r

I'g
--> o,

o que demonstra (2.115)

Corolário 2.2.3. Para cada porzfo regra/ar P c rl3' n lii ezáste unha sequência
{(u("),r("))}.CN c07rz (u("),r(")) ã:Íip P e 'ur/l ntímero ]V ta/ que para lz ?

N a se/ração z(t,u("),7-(n)) fem perúdo 4zn e anta-período 2a-n, e seus s'u
cessáuos zeros ocorrerlz ci ánlerualos de 2n-ri.

demonstração: Consideremos um ponto regular (ui,ri) e o conjunto
{(u("),r("))} = {Pi(. )}. Pela proposição (2.2.7) PI(:) é ponto fixo de S, e
então a solução z(t, u(") , 1-(")) é periódica.

Con.o 7'+(pfT)) T ($p.T)) = 2«-n, temos que 7'+(PI(.)) = T (PI(:)) -
2a-rz, o que prova este corolário.

2.3 O shift como subsistema da dinâmica S

Lema 2.3.1. Sendo p : q) + (b dada por

P(«,,-) («, .'-),

lemos que -r?i é dado por p(Ro+), e vice-versa. 4Zém disso, temos gele

S \ :; Prt o So P

demonstração: Consideremos uma solução z(t, u, I'-) de (2.1) com (u, r) C
Ro+. Em (2.1), temos que:

«(t) '"s t)+0('')
Pela simetria do problema temos que:



114 CAPITUL02. O PROBLEMA DE SITNIKOV

«(t,«,,) «, ,)

Agora, por (2.4), ten)os:

:«( {, «, ,-) t,«, ,-)

Então

z(t,«,r) «, r).
Con-o («, .'-) C BJ, :«(t, «, ,-) # 0 pa-a t C (,-, ,-'), isto é, :«(--t, «, --,-) # 0

para t C ( r', 1-) e, além disso, «;(--.-',o, ,-) = z(r',u,,-) = 0, de onde
concluímos que (u, .'-) € /?Õ=, e também (lue $(u', l-') = (u, r).

De forma semelhante, mostramos que se (u,a'-) € ai, então p(u,l-)
(u, r) c nl. Assim, temos que Xá = p(Ro+) e RI' = p(l?i).

Con)o p = p ' , temos:

Ip : .s. p)(«',,') (P. s .P)(«',.'-') s)(«', ,')

P(«, ,-)

iStO é, S-i = P l o $oP

Observemos que, como p é um difeomorfismo, temos também que p(rld')
ni e p(HÍ) ::; nd
Lema 2.3.2. Á ap/ácação S : XI a .r?i leoa a curda de rzúeZ h+(o, r) = a,
0 < a < 3, n" c« d. «í«eJ /, (u, r) = C

demonstração: Pela proposição 2.1.4, temos que h = h+ o S. Se.la
(u,r) C XI', com A+(u,r) = C, 0 < C < oo, e seja (u',r') = .S(u,l-). Temos
então que:

h(u',,') = A oS(u,,-) = h+(u,,-) = (7.

Como S é um dihomorfismo de R& em /?o concluímos que S leva a
curva de nível h+(u,r) = C na cuida de nível /} (u,r) = (;, qualquer que
seja a C (0, .«).
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Lema 2.3.3. Se a ezcenírácádade e > 0 é su$cienfemente peque7za erztão

RI / Ri e llo {nZercepZa rTJ na /unha de sãmefria rzão farzgencãalmerzfe
nUTTL pOTLtO P.

demonstração: Pelo teorema 2.2.1 podemos escrever rli como

U

Agora, pelo lema 2.3.1, (u, 1-) C ni é (u, I'-) C lll,e podemos escrever
lli colho:

« = À( r,c).

Ambas as curvas se interceptam, portanto, em r = 0. Para que as
titngentes nesse ponto difiram, devemos tei:

(2.120)

Conforme mostraiemos na seção 2.4, 11l e lln são curvas reais analíticas
Portanto, a função À é analítica. Então podemos expanda-!a em série Taylor

©,--o a

Mostiaremos que:

.glàe© .: .' ârâc "'"' (2.121)

E claro que (2.121) implica (2.120) pala c suficientemente pequeno
Consideremos o potencial:

U(3ç, t) = (z' + r:(t)) {

Então (2.1) é escrita como:

(2.122)

(2.123)

Multiplicando ambos os lados dessa equação poi ã e integrando de t a
oo obtemos:



ããds =

::» líã'o,«,,,o

endo-nos ao caso parabólico, quando

;,'-
Fazendo c = 0 em (2.124):

\*- l:u«-;-:'.
Expandindo U(z, t) = Z/(z, í, c) em série de Tayloi em torno de c

u(", t, ') - u(", t, o) + 'ei-i'(3:1:0 + o(.'),
onde:

ao (z, t, 0)
(z' + 1/4){

aal «({) a-(í)
õc l.-o (z2+«'(t))$ õe l...

,(t) cosa l cosa

2(z' + ,'(t)){ 1... 4(z' + 1/4)$'

Então escrevemos:

a +.a:+ o(.').
Tendo que:

Un:: . U.= --

t

At á(.«, «, ,, .) fic,mos com) vl J } \-'/

e

' + 1/4){(z' + 1/4) à

:- J:%*'..

(2.124)

(2.125)

L ó . l '> u /

ín l n'7\
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A equação (2.125) é independente de t e pode ser integrada explicita-
mente. Mas isso é desnecessário no presente caso. Apenas consideremos sua
solução ú«ica ((t) co:n:

((0)
De (2.125) c (2.127) obtemos:

((o) > o

' ' ' (('(t) + 1/4)ã
Então ((t) é uma função positiva e estritamente crescente para t > 0, e

((0) = 2. Assim, a solução geral da equação autónoma (2.125) é dada poi

((t r). Podemos, portanto, escrever:

t

«(t, «, ,-, .) ((Z ,-) + czi + 0(E')
e

À(,-, .) ã(,-, « , ,-, .) (i(o) + .ú: (.'-, «, ,, .) + o(.')

2 + cãi (.'-, «, ,, c) + 0(.:)
(2.128)

Então, em primeii'a aproximação, H+ é um círculo de raio 2.
Pala calcularmos zi nós usaremos (2.124) , comparando os coeficientes

de c e impondo a condição de fronteira zl = 0 quando t = r.
Primeiramente, temos que:

lii' - { + .éá. + o('')
Agora

/:{ *'. - ,
".--:J Q:-01--:'-*ok'»

Igualando os coeficientes de c dessas duas equações eilcoiitranios

.['9''., (2.129)
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que, em t = 1-, fica

((o)ã: (.'-) 1'9e'. .'-)d..

Na integral fazemos a mudança de variável u = s -- T e utilizamos (2.127) ,
com c = 0. Lembrando que ((0) = 2, ficamos com:

ái (,-)
l

2 ./." '«, * ;)'; ,«'«' «;'« '- ,,''«''"

3

8 Jo '(.'.«,*;) ;

C :0

((u)<(«) cos(u + .'-)du.

T)n-..n ..mn ti'.+n' ='- mnqo c.;nbn]nn ;n PA/]ziain.Ar. n f..--nqa
i c+i cb iiixiai iiviicu\fcLV iii(bii) oiiii}/iGoj iiiui\l\.ILiüiiii\.ri) cb iuii\f(AU

«'',-('''* .,*;):
ficando com

à: (,-)
3

8

3

8

C" ''"'$t;T';u-«
r' «Ü« «m«.m.'- «""').Z..

Então, por (2.128)

À(,-, .) 2 t ;'(-.A se- ,' + B «; .'-) + O(.'), l2.i30)

onde

Á Z"Jlg ;.« «-"
(2.131)

e

"-.Á JX" Üu) «;«-«. P.:")
A fórmula (2.130) nos mostra que ilJ' é, em primeira aproximação, tmla

elipse, e que a condição (2.121) será satisfeita se Á > 0. De fato:



2.3. O SHIFT COMO SUBSISTEMA DA DINÂMICA S 119

À
0T

a( .A se« ,- + -B cos .)
07-

Pois n)ostrenlos que .A > 0.
Acreditando que não haverá confusão, omitiremos os argumentos de di-

versas funções. Notemos que ((u) > 0 e ((u) > 0 para u > 0. Isto,
juntamente com o fato de que sen'u > 0 para 0 < u $ 7r/2, nos dá que:

7-=0

« - /'$
sanada ?

2
i:à «- «~"

C" á lál «-'«,á'';« +

onde aplicamos integração por partes.
Quando ?& --} oo, cosa fica limitado, w:'(u + ,-) --> oo, ((u) --} oo e

é(u) q 0. Mas, con.o «,:'(u + r) -, ('(u), ten:os que:

=®"s« ...: 0,
e temos também que cosa/2 = 0 e u(t) > 0, qualquer que sda t. Ficamos
então com:

« : Z" á lál «-'«
(2.133)

Temos que:

du \ c.;io ; :h *e;i (á) -á *eá IÂ) e
(2.134)

á -- e'é (á)
De (2.125) Len)os

IÍ(i'= Ua(O - ((' + 1/4){
e de (2.123) temos que:

--L :+ (l2 - 2co 2
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©-. -'(''*}) ;- .« '.

Então (2.134) fica

(2c./-i6 + 2w , d((o :)

onde

d((«, '') :'+(

:' * .á ('' * :)
10 K/-2. . 14

V'3 W

5
2

F'icamos então cona

-(2w iõ + 2u'2(w lO 5('«,-")

(2u 16 + 2u i2 lO(2w iõ

(2w i6 + 2u icu4 -- lO(2u-to

(2u-16 + 2o-iõ r(2 + -í'l -- lo(2u
\. 'l/

16

«-:'( ,.'*;) -,..,.

Será importante mostrar que /(((u)) < 0 para u Z r/2. Isso decorre
diretamente do seguinte fato:

P(«) ;P (;) » :, (2.135)

Pois inostretilos (2.135). Para isso, basta mostiaimos que ((n-/2) > 1,
pois já sabemos que ((u) > 0 pala u > 0. A fim de chegarmos em uma
contradição, suponhamos ((z/2) $ 1. Como ((u) > 0 pala u > 0, temos
que ((u) $ 1 pala u C (0,n-/2]. Então:
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(i'(t')- 2 2 2 - 4 4, para0$u$;

AÍ, como ((0) = 0:

'' (;) »] (;)' » :.

Mas, coIRo ((u) > 0 para ll > 0, então a desigualdade adn)a implica
que ((7r/2) > 1, e chegamos a uma contradição. Então fica demonstrado o
resultado (2.135).

Notemos agora que:

©(o
:'« "$( ,.:*}) *«-"' :*',
*'« "( ,''';) -:''«-""'

;.«-"( ,.'*;) :,.« "(.'*:)
«-"' (;''' {)

Como, por (2.135), ((u) > 1 pala u > K/2, temos que

gP » ' -;-, « : ;,
e, colho ((u) > 0 para 'u > 0, temos que ./'(((u)) é uma função estritamente
crescente de u pala u ? K/2.

Como /(((u)) < 0 pala u 2 «/2 e /(((u)) é estritamente crescente para
u, 'Z '« I'Z'.

li«. /(((u)) = 0.
u-+oo

Com esses resultados podemos agora mostrei que .A > 0, usando (2.133)
Escrevemos:

.f(((u)) cos udu E
(2n+l) z'

P. .,. /((("))"s«"í"
2

E h,
?l:: l zt:: l
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onde

(2n+l) «'

1.= 1.. n. J«(u'l)cos udu.

Consideremos rl = 2k l e n :: 2k, # 2 1. Notamos que

9

2

«;« ':: ' p''' " : (eeb;n)', '''" o' o«) ,

«;« ;' ' p"' " : (eeg:b, ee%u') ,
isto é,

«;« ': ' p"; " ' (a%a', «Ei0:) ,

«:" ::' ' p":' " ' (aSo:, etP)
Então, colho /(((u)) < 0 para u 2 7r/2, concluímos que

.f(((")) ";" > 0 pa:* " ' («liW, eÉi.O!)7''', 2 J'

/(((")) "; " < o p:'-'; " : (eêjU, a&;U)
Agora, como /(((u)) é negativa e estritamente crescente para u ? z/2,

temos que l/(((u))l é estritamente decrescente pata u 2 7r/2. Assim:

4k- 1)-' . (4k+l)-'

u. ,,./((1(«')) cosudu +/.,...,./(((")) "s"'Zu > 0.

Logo, -r2t-t + /2k > 0, para todo inteiro k ? 1, ou sela, >ll:l;:i /n > 0
Com isso nlostiamos que Á > 0, o que demonstra o lema.

2 2

2 2

Lema 2.3.4. Sda ' : u = u(À),l- = r(À), cor/i À C 10, 11, um arco O', Za/
que ' encontra UI no gonzo p com'espondenfe a À = 1 1ransuersaZmente,
enq-nto 7\lp} C Xit. E" ão a curda S(7(À)) = (u'(À),r'(À)) ap«zíma-se
de rlã espáralando-se comi r'(À) q oo quando À --} l.
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demonstração: Da continuidade de h+ e ' temos que

}im h+(u(À), ,-(À)) = 3À-+l

Pela proposição 2.1.4, temos que:

!im h(S(«(À)),S(r(À))) = }im h(u'(À),r'(À))
À-->1 ' ' ' '' ' ' ''' À-->l

9,

isto é, (u'(À),r'(À)) está se aproximando de nã
contínua em ad\l0} temos que:

Como T+ é uma função

!iH r+('y(x)) - '"' 4" ,lin ''(À) - "' ,
pois ,-'(À) > 7'+(u(À), r(À)) pa-a 0 $ À < 1.

Lema 2.3.5. S©a 7 : u' = t;'(À),r' = r'(X), cor/& À c 10, il, 'ür/ az-co ai,
íaZ q'ue 7 encorztra lli 110 ponto p corresp07zdenZe a À = 1 fTansuersa/mente,
enqu«fo 7\lp} C RÍ. E'nfão a curda S '('y(À)) = (u(À),,-(À)) aprozÍm.a-se
de n& «pá«band.-« co«. ,-(À) -+ .« q-ndo À --> 1.

demonstração: Análoga à do lema 2.3.4

Sda E o espaço de sequências definido no capítulo 1. Sabemos que, para
]V :: oo, tal espaço não é compacto E interessante, portanto, que agora
apresentemos uma compatificação E de E.

Para chegarmos a esta compatiflcação nós admitimos elementos do seguinte
tipo: para H e À satisfazendo H $ 0 e À 2 1 seja:

(oo,s«+i,''',SX-i,oo) , sk C .4,

onde K = 0, À = 1 correspondem ao elemento (oo,oo), e se n = oo,
À :: oo, a sequência acima pertence a E. Admitimos também sequências
semi-infinitas com n = oo, À < oo ou H > oo, À = oo.

Consideremos o elemento com H = oo, À < oo:

,.: .,.«)
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Introduzimos suas vizinhanças

w«, (. * ) {s C E : sk = sk pala -/V $ k < À e sX 2 ]V} ,N 1,2,3,

E claro que )'VM C )'VIV para M 2 .Ar.
Para os elementos com n > (x), À :: ao as vizinhanças são análogas
Consideremos as sequências do tipo;

S* =(00,S«+l,''',S0;''' ,5À l,00)
Definimos suas vizinhanças como:

WAr(s*) = {. C E : sü s;l para K $ k < À e s«, SX ? Ar} , .ÍV 1,2,3,

Estendemos a ao novo shift a que é definido coar)o anteriormente no
domínio:

0(a) = {s C E : se # .»}

C) contra-domínio é:

R(a) = {s C E : si # .»}

E o teorema 1.2.1 fica, neste caso:

Teorema 2.3.1. .4 .função $ dePnida em ait possuí o saia a cm z)(a) como
zlrrz subsÍsterrza.

demonstração: Seja Pt = (u] ,l-i) o ponto de intersecção de íll e llã,
com a''i = 0.

Pelo Teorema 2.2.1, h:t € O'(@\l0}) e VA:L(u,r) # 0 para (u,,-) C
®\Í0}. Então VA+(Pi) e V/} (PI) são não nulos e ortogonais. Nós piova-
mos no lema 2.3.3 que, em Pi, 11+ e TTo interceptam-se transversalmente,
isto é, nesse ponto suas tangentes são tiansveisais. Como o ângulo entre
Vh+(Pi) e V/t (PI) é o mesmo que entre tais tangentes, concluímos que
J(«1 , ,-1) # 0.

Consideremos:

R' = {(u, ,-) : g e $ A:L(u,T) $ 3}.

Seja R a componente conexo de R' tal que Pi C R. Dos lemas 2.3.1 e
2.3.2 telhas que R é simétrico em relação a lirlha T = 0.
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Podemos folhear R com as curvas de nível de ni. A imagem poi S de
cada uma dessas cliivas em R, pelo lema 2.3.4, é uma curva que espirala
tendendo a llã, e a imagem de R por $ sela como na figura:

Figura 2.3: S(R)

As componentes conexas de S(R) n R, salvo talvez um número finito
delas, conectaião os lados opostos de R dados por h+(u,r) = g ce
/}+(u, 1-) = 3, já que S(R) espirala tendendo a rli. A essas componentes
der)otaremos Z/i, Z#2}.-.IZ4n,..., com o índice ã aumentando conforme üi se
aproxima de llã

Definimos agora:

Vk = P(Ut),

onde p é a reflexão dada no lema 2.3.1. Utilizando tal lema e a simetria de
R, que nos dá que p(R) = R:

s :(R) nR s :(p(R)) np(R) (s(R)) np :(R)
P-:(S(R) n R)

isto é, Uk vk :(R) n R.
Queremos provar que $(Uk) Uk. Notemos que

(«,.'-) c vk +(«,r) c s :(R)nR:> s(«,,) c s(R)nR,
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isto é, S(u, 1-) c aJ, para algum j.
Suponhamos que (u.,ra) e (zib, rb) pertencem a VÊ. Sda ' : 10, il --} Vk

"":" cu-'« contínua con: 'r(0) = (U«, Ta) e '(1) = (ub, .b) e tal quc '(lO, il) c
Vk. Pelo que inostiainos acima, para cada iC 10, 11, S('y(i)) C aJ, pala
algutll J. Como $ : Xit U {0} --} Ro U {0} é um homeomorfismo, a imagem
de 'y poi S será uma curva conexa. Então conclui-se que S('y(]O, 1])) c Z4,
para ulll certo .j. Fixando (U«, Ta) e variando (ub, rb) ai'bitrai'lamente em Vk
concluímos que S(Vk) C aJ, pata um cento j.

De forma análoga mostramos que S-i(Z4) C H, para um certo Z. Assim,
se te«:os S(VA) C UJ e S '(UJ) C U, co«cluímos que Ã; = Z, e $(Mk) - üJ'

Mostraremos apoia que S(Vk) = at. Pala isso, mostremos antes que:

S(yk) $(H) e Z > k ::> .j > à.

Pois bem, se Z > k, então H é uma faixa mais próxima de rll que Uk.
Tomamos uma curva ' como a do lema 2.3.4 que intercepte H e uk, com
'y(0) C Vt. Como $('y(0)) C Ui e a curva S.l espirala te«denso a lli, te«los
que a faixa Z#J está mais próxima de rlã que ül, isto é, .j > ã.

Podemos apoia provar que S(U#) = Z#t. Suponhamos que S(Vk) = Z/J'
Usando o lema 2.3.1:

$(Uk) =(P.$''.P :)(Vk)+Üj=(P.S :)(Uk)
::> P '(ÜJ)=S '(Üe)::>b=S :(Uk)

+ S(yj)

isto é, S(UA) = UJ ::> S(yJ) = Uk. Mas isso é impossível se J # k, pois
iliostrainos acima que se S(Vk) = Ui e S(H) = Uk, então Z > k + j > {.

Logo, S(Uk) = ük.
Recordemos as coordenadas:

€ ,-), r7 h+(u,r) (2.80)

Nas coordenadas ({, 77) as ruivas de nível de ili são tetas verticais e as
curvas de nível de n8' são tetas horizontais, e R será o conjunto:

R x ]O .,Çl].

Vamos agora utilizar a proposição 2.2.6, considerando UU = Z/i e (u2, r2) =
(ui , ri ) (podemos fazei isso, pois no presente caso (ui , ri) c ílJ nHã). Pode-
mos, de fato, utilizar essa proposição, pois já mostramos que J(ul, 7-i ) / 0.
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Temos que X+(u,,-) --> oo quando (z,,.'-) --} (ui,.'-i) e, como estamos
tratando do caso g < oo, Q.(X+(u,r)) a O quando (u,,-) --} (ui,,-i),
conforme foi mostrado na demonstração do teorema 2.2.1.

Folheamos R, no piano Q de coordenadas polares, pelas ruivas de nível
de nã. Como já foi dito, nas coordenadas (C,l/), essa curvas são netas
verticais, ou sda, os vetotes unitários tangentes a essas curvas são sempre

Se patametrizarmos uma dessas ruivas por '(t), [ C 10, 11, com ''(t) =

(0, 1) para qualquer t € 1O, il, 7(1) C ílJ e "r(lO, tl) C R, e utilizamos a
proposição 2.2.6, tecemos:

lo, i)

ds( "r (t)) "r' (t) .l:, .üwJ.*..:, l(?)
( *8ú * ..«, )

Como já dissemos, Qo(Xt(u,r)) --} 0 quando (t,,r) -+ (ui,ri). Então,
dado /V C N, para c > 0 suficientemente pequeno:

?ei9;1:1a + OH » ",
de onde concluímos que, para c > 0 suficielltemente pequeno, Ui,a2,-..,Z/n,...
são faixas verticais. Pela construção, é claro que VI , I'L,..')Un,... são faixas
horizontais.

Nosso intuito é inostrai que essas faixas satisfazem as hipóteses (i) da
seção 1.2 e (iii) da seção 1.3, e então usar os teoremas 1.2.1 e 1.3.1.

Mostremos que (ii) é satisfeita. Já mostramos que UA é levada homeo-
morficamente por S em [/k. A correspondência entre as fronteiras é uma
consequência direta da construção e do fato de S : R# U {0} --} /ii U {0} ser
um homeomorfismo.

Mostremos que vale (üi).

Nota 3. as coordenada.s ({,77), Vk é /alga Aoózonta/, qua/quer k 2 1, e
t4K é Jaizü uertàcal, para qualquer k 2. 1, a.o contrário do que tínhamos no
caPÍtuLo l

Para utilizarmos o teorema 1.2.1 e a hipótese (iii), devemos utilizei o
beoreina 1.3.1, e aí devemos ter, em (iii), 0 < p < 1/2. Considerando isso e
a nota 3, nossa hipótese (iii) fica:
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(iii) Para p C (0, 1/2), o cone S+ : 1(1 $ pl?ÍI definido em U#>. Uk é
levado em si mesmo por dS, isto é, dS(S+) C S+. E mais, se (eo,l70) C S+
e ((i, 77i) é sua imagem poi dS, então l?71 1 ? p l 17701. Similaimente, o cone
S : lv71 2 pl€1 definido em Ux:>iUk é levado em si mesmo poi dS'i, isto é,
dS :(S ) C S', assim como, se ((i,,7i) C S e ((o,qo) é sua pré-imagem
poi dS, então l(ol ? p- lei l.

Apliquemos d$ num vetou ({o, 770):

(2.136)
onde a = a(",''-) - ;,-g:!(!!-!!L + O(1), isto é, a --> oo qual(lo (",''-) --}

l.'ut,'riJ.
Temos que mostrar que l€1l $ pl?711 e também que l?711 ? p il770l. Mas

essas duas desigualdades são a mesma. De fato:

{o \ / 0 1
qo / \ 0(1) «

eo \ r qo \ r (.
?o ,/ \. 0(1)(o + «?o ,/

leal $Plqi 0 l,70l $ Pl0(1)(o+«qol
e

qil ?P ' 0 lO(i)eo+a7701 2P 'lr70l0 lv70l $Pl0(i)eo+a7/ol

Assim, mostremos que 17701 $ pjO(1){o + a770l, dado quc leal $ plv70

Temos que:

O(1)eo + a,70l ? llar70l 0(1){o l

Como a -+ oo para (tl,r) --} (ui,,-l), para c suficientemente pequeno,
diga-se c < ci, temos:

la,70l -- IO(1)(ol > 0
AÍ, como l(ol $ /zl770l:

O(1)(o + ar70l ? lja,70l -- IO(i)/.r70ll = llal -- IO(1)lpllqol.

Se c é suficientemente pequeno, diga-se c < c\ < ci, então lal -- O(1)pl,
lembi'ando que p C (0, 1/2). Então:

O(1){o + ar70l ? plr70
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Para nlostrat o restante da condição (iii), temos que mosLiar que, se
7il $ pleil, então 17701 $ pleol, e que leal ? /z-il(tl. Consideremos nova-

mente (2.136), e resolvamos para Co e ?70 em termos de (i e 77i:

{ oo)eo+aâ -,.::» O(1)eo+.e: -q:::»eo - ''Õ(iÍ
Assim:

lqol $ Pleol o le:1 $ P !!!il''a
e

lllo1 2 P :l(ll o l€1l $ Pleol e' leal $ P !aii;:.g$-

Então basta provarmos:

l,7:l $ Ple-1 :> 1€: 1 $ P !niiil' a(l
I'amos que

0(1) 0(1)

Secésuficientementepequeno, diga-sec < c2, i:)H l(ll-- l lv7il > 0,
e ai:

"B* Ú ;- -Ü«': - Ü «Ú '--
Se c é suficientemente pequeno, diga-se e < cb < c2, então;

Õ(1) ' para p C (0,1/2),
e ai

õm-S8- ?«-:ia
Assim, se c < minlcl,cl}, vale (iii).



130 CAPITUL02. O PROBLEMA DE SITNIKOV

Nota 4. Pela demorzsfração da proposição 2.2.ó nota-se que para c suD
cá.nf.m.«t. peg«.no O(1) # 0.

Então vale o teorema 1.2.1, como p C (0, 1/2).
Podemos, de forma padrão, estender o homeomorfismo T do teorema

1.2.1 a un] homeomorfismo T de E em R tal que:

7T - Silo(a)

2.4 As curvas llo e llo
Utilizamos anteriormente o fato de que 11+ e llo são curvas analíticas. Nesta
seção exporemos esse fato.

Para um difeomorfismo / : R2 --} R2 definimos o conjunto assintótico
local de f como:

,4+(/, U) = {(aç,3/) C U : /k(z,y) C H Vk > 0, /k(r,y) --} 0 conforme k --> oo}

Considerando o seguinte selar centrado no eixo g positivo

B(P, õ) {(z, Z/) C ]R' : 0 $ z $ Õ , IVI $ /jz}
O conjunto assintótico restrito a tal setoi é

.4+(/,B) = {(z,3/) C B : /k(z,y) C B Vk > 0, /k(z,3/) -+ 0 conforme É; --} .o}

Usaremos, sem a demonstração, um teorema de l21 e uma proposição que
faz parte da demonstração de tal teorema. O teorema é:

Teorema 2.4.1. Sqa / : ]R2 -+ R2 uma J ração real e arzaZííica da /Olrna

/ = id + p + r,

onde id é a identidade, p -- tpt,PZ'l é um polinõvnio homogê7ieo de grau
n ? 2, e r corzsisfe de lernzos de ordem, pejo menos, n+ 1. SuporzAa também
q'ue, para z > 0,
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P: (z, 0) < 0,

P,(z,0)
ap,('?91 > o.

ntâ. «ísfem c«.t-'« p«áf{«. P e õ f.{. q«e .4+(/,-e(P,õ)) é .
gr({/ico de ama /unção @ : 10, õl --> ]R2. E mais/ /l(o,ó] é regi e anaZífáca.

Antes de enunciaimos a referida proposição necessitamos de algumas
definições. Sejam a, P e õ números reais positivos. Definimos os seguintes
subconjuntos de R2:

y

B {(z,3/) C ]R' : 0 $ 3 $ Ó , IVI $ Pz},

b+ g/) c B : y

b 3/) C B : g/ = Pz},

B+ {(z,y) C ]R' : 0 $ z $ Õ , y ? P,'},

B {(z,y) c R2 : 0 $ z $ õ , g/ $ /3z},

S(a) (a,y) C ]R' : IZ/l ? alzl}.

Seja 7r2 : R2 --} R a projeção no eixo y, isto é, T2(z, y) = y.

Proposição 2.4.1. Seja / = (/i, /2) uma /mzzção que salas/az as àipófeses
do teorema 2.4.l. Então existem constantes positivas cl e P\ tais que, para
qu«/quer P C (0,Pjl ezáste um õ taZ que

0 </1(z,y) < z, V(z,3/) C .n(P,â), z # 0, (2.137)

/(b:t) c B:t, (2.138)

Dj (z , y) S(a) --} S(cv), V(z,3/) C B(P, Õ), (2.139)

z2D/ '(z,y)€1 $ 1r2(l, V(z,y) C /(B(P,õ)) , € C S(a) l2.t40)
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Podemos agora denlonstrai uma proposição que nos permitirá concluir
que as cuidas 11+ e rlo são analíticas.

Proposição 2.4.2. S(#a / : R2 -+ JR2 uma /mzzção da /orrna

/

z --} z

y -') 'y
K;«*(y + ,l (z, y))
K'z'(z + ,'2(z:y)) '

(2.141)

ovtde K é uma constavtte positiva e r\ e rz são Junções reais e avtalíticas
e covttém termos de pelo viieRos seguTida ordem. Então existe um aberto
U C ]R' corztendo a origem taZ qtze .4+(/, u) n {z > 0} é u r circo azialíÉico

demonstração: Escreveremos / em coordenadas polares.
vamos desprezar os terntos ri(z, g/) e l2(z, y), e chamaremos:

Para isso

/l(z,y)
/2(z,y)

Ã'z;y,

Escrevendo H e g/ em coordenadas polares

Í/i(rcos0,rsen0) = rcos0 X'r'cos;0sen0,
'l /2(, coso,,se«a) - ,se«0 R',' cos'0.

Então escrevemos / em coordenadas polares da seguinte forma

/

r -+

P -->

l(rcosa Kr4 cos' asen0)' +(rsen0
/' sen é? .l(r3 cos4 0 \

arctg lcoso cos3osenaJ

K,- cos' 0)'l {

Notemos que

l.r?(, coso, « se« 0) + .f?(,cos 0, ,se« 0)l { 4K,; cos' Ose«0 + -K:,' cos' 0) {

Considerando 0 constante e derivando sucessivas vezes, em relação a r,
n fiinrân

h,(,)(1 - 4K.:cos' Ose«0+ K','cos'0){
obtemos /,l.(0) = 0, /}11(0) = 0 e Âlr'(0) = 12K cos'' 0sen0.

Então a expansão em série de Taylor de /l,(1') fica:
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/&, (r) - h,(0) + --3r--r; + O(r') - 1 -- 2Kr; cos' 0 sen 0 + O(r'),
de onde:

l/f(, cos 0,, se« 0) + .f?(, cos a,, se- 0)l { r(1 2Kr3 cosa 0sen0+ O(r4))

r -- .Kr4 cosa 0(2 cos 0 sen a + O(7))

Derivemos sucessivas vezes, em relação a I', a função

".'«' - ««.(..:;V',;,f=Tl=.,)
onde consideramos 0 co--soante. Obtemos üâ(O) = 0, ÜZ(0) = 0 e

Üg'W- hen20 ;'O,
cos20

de onde

/« (,) /,o(o) + !iilP''; + o('')
Ot Ã'r;(se« '0 cos'0t O(r))

Então podemos escievei / em coordenadas polares

/: ;: ;i :::=::Zl:l =:gT:;:;J''m) ' p-"")
Candidatos à variedade estável ou instável só podem ocorrer quando a

é aproximadamente constante, isto é, quando cos3 0( sen 20 cosa 0) = 0, ou
sela, quando 0 = :L{ ou 0 :; üf. Consideremos o caso a = ã.

Fazem)os a transformação:

J «-
1. v-

'ü -- u)

Deonde

/ u+ u --> u+ u
X'(u
K'(u

u);(u + u + rl (u, u))
«);(u u +«(u, u))
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Agora

1. v- «+« :: " ' ''f', "' ''j
Então, se esc-e«r:nos /(u, «) = (.f. (u, «), .f2(u, «)), fere«.os

/-(«,«)
u--u K(u u);(u+u)+u+u K(u u):(u t,)

2

2u K(u u);(2u)
2

+ = u -- -K(u «); +

e

/2(U,«)
u+« K(u «)'(u lu u K'(u -- «)'(u

2u + K(u «)'(2«)

2

= u+ K'(u u);u +

Então / nas coordenadas (u,u) fica

/

u --> ll K(u
u --} 'u + K(u

Z,)3U +

«);« +

isto é

, " -} u +Pi(u,«) + .
' ' " --> « +P2(u,«) +

-K(u u);u e p2(u, u) = K(ucom p: («, «) =

para u )'0:
o)3u. Disso temos que,

Pi (u, 0) = Ku' < 0,

P2 («, 0)

e1:3ál119 = 1-3K(" - ")'" + K'(" "):l«-o - K'"; > o.

Então /, nas coordenadas (u,u), satisfaz as hipóteses do teorema 2.4.1.
Antes de utilizarmos este fato, consideremos constantes positivas õ e P e o
seguinte conj tmto:
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B+ {(u,u) C ]R' : 0 $ u $ Õ, lul $ ?}
Lembrando que u :: !1;2 e u :: !!t=, podemos expressam u e u nas coar

denadas polares utilizadas em (2.142) como:

« - li(";o + «« o)

e

«- li(s"0 «;0).

Se 0 $ u $ õ, devemos ter cos 0 + sen a ? 0, isto é

- ' [., ;] - [T, ,«]

B, como cos 0 + sen a $ 2:

Devemos tei também lul $ /iu, ou seja, devemos tei

;jsena-- cos01 $ !=(c's0+ se«0) + jsen0 coral $ P(c«0 + s'-a)

Pala a = r/4, seno? -- cosa? = 0 e seno + coso = 2. Considerando que

0 C 10, 3z/4lul7r/4, 2zl, trocaiemos a condição "]/i tal (lue l scn 0 casal $
P(coso + sell0)" por "]/3i tal que 10 x/41 $ Pi". Apoia usaremos o
teorema 2.4.1, e também a proposição 2.4.1, pala mostrar que o conjunto:

a'''- {k,0
7r

«$õ, la
4

tem as seguintes propriedades

..4+ {(,,0) C ZJ+ : /*(,,0) C B+Vk > 0l\t0} é «m arco a«alítico,
(2.143)

Se (r,0) € A+ , então /*(r,0) --> 0 quando k --> 0, (2.144)
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Se ll(r,0)ll <õ, ll/(r,0)ll <õ e(r,a) #ZJ+, então/(r,0) (B+.(2.145)

A piopridades 2.143 e 2.144 decorrem diretamente do teorema 2.4.1, e a
propriedade 2.145 decorre de 2.137 e 2.138 da proposição 2.4.1.

Mostiaremos que .A+ :: .4+ n {z > 0}. Para isso, mostraremos que pon-
tos que não pertencem a Zi+ e que tendem a origem pot' iterações positivas
de .f não existem.

Com esse objetivo, dividiremos t/ em setoies e vamos elimina-los um
por um. Notamos que u = 0 ::> g/ :: z e u = 0 ::> g/ = z. Rotacionamos
as coordenadas de forma que a teta y = --z se.ja levada no eixo u. Agora
podemos aplicam o teorema 2.4.1 a /'i, e temos que exibem õ e /Xz tais que
o conjunto;

B - { (,,0)

tem as seguintes propriedades:

Á {(r, 0) C B /-k C Z] Vk > 0J\t0} é um dica analítico, (2.146)

Se (r,0) C ,4 , então /-*(r,0) --} 0 quando k --> 0, (2.147)

Se ll(,,0)ll<õ, ll/ :(,,0)ll <õ e(,,0)#B ,então /-:(,,0)#B
(2.148)

'lYocarldo(r, 0) por/(r, 0) em(2.148):

1/(-,o)ll <õ, ll(r,o)ll e +(r,0) gB,

isto é

(r, 0) C B +ll/(«,0)l ? Õ ou ll(«,a)ll ?Õ ou/(,,a) C B,

ou sela

Se ll(r, 0)ll < õ, 11/(«, o) < õ e (,, 0) c B + /(«, 0) C B (2.149)
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Sqa

C+ - {(,,a) : ' $ Õ, Pa $ ' $ }}

Se escolhermos /3S > z/4 e õ suficientemente pequeno, C+ terá as seguintes
propriedades:

Se(,,0) C C+ e 11/(,,0)11 $ õ, então/(,',0) € C+, (2.150)

Se r # 0 e /k(r,0) C C+ para todo k 2 0 , então /k(r,0) # 0 quando k --} m
(2.151)

A piopiiedade (2.150) decorre do fato de / ser crescente em 0 no primeiro
quadrante, e o crescimento de 0 dependem de r3

Demonstremos a validade da propriedade (2.151). Se 0 C (r/4,vr/2),
então coLE a < 1. Podemos então escolher õ suficientemente pequeno pala
que tenhamos;

ri(z,y)l+ lr2(z,3/)l $(1 cotgP3)y.

Pala a C (vr/4, K/2), cota a é estritamente crescente. Então, como

{;: g :;-«'.",
temos que, para (z,g/) C C+, z $ ycotg/3a. Aí:

l,'i (z, 3/)l + l~(z, v) <

:+
:+

:+

It cota P3)y
Z/ coLE /33 + lr2(z, 3/)l $ y -- lri(z, g/)l

Z/coLE/33+ r2(z,3/) $ y + ri(z,3/)

z + «,(z, 3/) $ y + ,i(z, y),

isto é

z+r2(z,y) $ +ri(z,3/) para(z,g/) CC+.
Escrevendo (2.141) como /(z,y) = (/i(z, y),/2(z,g/)) te«los

(2.152)

J /- (z,3/)
1. .f,(z,y)

Z

y
Kz;(y + rl (z, ly))

K'#;(z + 7'2(z, y)) :{ /i (z, 3/)
.& (z, y)

Z
y

.Xz; (ly + ri (z, y))
-Kz;(z + r2 (z, y))
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de onde, poi (2.152)

/i(z,y) z $ ./2(z,3/) Z/

Sqa Z)(z0,3/0) = {(z,y) : g/ yo ? z zo}. Nós piovamos que se

/*(z0,3/0) c C+ pa-a k 2 0, então /~(zo,yo) C D(z0,3/0). Co:no 0 #
Z)(zo, yo) para(zO, yo) c C+, fica provada a propriedade(2.151).

Definimos agora, de forma análoga:

C -{(,,0:,$Õ, ;$0$#4}
com propriedades análogas às (2.150) e (2.151) para /
a«áloga à (2.150) é:

l A propriedade

Se(,,0)CC e ll/ :(,,a)llSÕ, e«tão/ 'cC
+Se/(«,0)CC e 11(,,0)1 $õ, e«tão(,,0)eC
:> Se («,0) # C', e«tão ./'(«,0) g C o« 11(,,0)11 > õ,

isto é

Se(,,0)gC e 11(,,0)11 $õ, então/(,,a)gC
Sqa:

(2.153)

U 0) : r < õ}

Mostiaremos que

.4+ (/, u) n {z > o}.
Soja (z,y) C .4+(/, u) n {z > o}, isto é, ll/*(z,y)ll < ã para qualquer

k > 0 e /k(z, 3/) -+ 0 quando k --} oo.
Em B , coso > 0 e seno < 0, de onde temos que r é crescente poi /

em B . Então (2.149) implica que /e(z, y) não pertence a B para todo Ê.
Se /e(z,y) C C+ pala algum k = kt, então .fk(z,y) C C+ pala todo k ? kt,
por (2.150). Mas (2.151) implica que /A'(z,y) # 0. Então /A(z,y) g C+
pala todo k. Enl c n {z > o} 0 é crescente por /. Então (2.153) implica
que existe k2 tal que /e(z, y) # C pala todo k ? k2. Suponhamos, a fim de
chegam'mos à uma contradição, que existe um ka 2 k2 tal que /ks (aç, y) g Zi+
Então, poi' (2.145), /k(z,y) g 23+ pala todo k ? k3. Dessa forma:
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/k(z,y) gZi+U6 UC+UC::Z5 pai'apodo k?k3.
Mas 0 é estritamente monótona (quando cosa 0( sen20 cosa 0) # 0, isto

é, quando 0 # :L{, P / :Lt (estamos nos restringindo a z > 0), isto é, 0 é
estritamente monótona no complementam de B. Contradição.

Então /k(z, 3/) C 23+ para todo k ? k2, e aí a propriedade (2.145) implica
que /k(aç, Z/) C B+ para todo k ? 0. Então g C ..4+, por (2.143).

Suponhamos agora que (aç,y) C .4+\l0}. A propriedade (2.144) implica
que

(z, 3/) c Á+(.f, u) n {z > o},
eentão

.4+(/, u) n {z > o}
e é um arco analítico poi (2.143).

Vamos agora aplicar esse resultado ao problema de Sitnikov. Mas, aqui,
collsideiaremos o referencial com a origem no centro de massa.

A partícula k tem posição (wk,zk) C (C x R e massa mk. Assumimos
que

{iâ:.
As equações do movimento são:

l2.ts4)

zl (;F:!:Õi('- - ',)' + lw,I'l{
e

27n2to2 lnlto2
"'' Tii@ R;::;;Fi$;@

A primeira delas é semelhante à equação (2.1)- Mostremos a segunda:
A equação do movimento da partícula 2 em relação a partícula 3 sei'á

dada por:
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m27n3 2to2 2m.g ... 27n2to2
QhDãÚ ' P© :"'' »ia

A equação do movimento da partícula 2 em relação a partícula l será

m2(21 -- 22 ü2)
mlm2 (ZI Z2

lzi z2 w2l2 lzt z2
7nl 7n2 ,

!,.J,; «,l;('« ''
TTZ, l 7'r&2 .

((,- - ,:)' + lw2l'){ (''

W2)
«,1

«,)

'ü + ti--
Tn17n2

z2)' + l.«2l:){

Portanto

Tn l 202
't02 :=' ((,i ,2)'+ l.«2l2){

Fica assim demonstrada a segunda equação do movimento.
Queremos atola a expressão da energia total. Deduzimos primeiro }L

fórmula da energia cinética:

Ec ;«.-á? + ;(Éj + lü',l:)+ ;(2{ + lü';l')

;«..2? + m2(2g + lü'2l').

Agora a energia potencial

Tn l Tn2

z2): + ]«,2]2] {

27n17n2

.2)' + ]w2 ]2] {

7nlm3

«)' + l«,3l2l{

7r&2rr&3

[(,-

[(,:

[(,-
«g

Então a energia totalseiá

l:m:;? -- m,P: -'- 1«''10 - [>: -'- 1«,1'1; ' 2w21

onde a fizemos negativa arbitrariamente.

h < O,
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Definimos apoia m = (2m2)à e À4 = (ml + 2m2)à e fazemos a mudança
de variáveis:

]W2rn 3zl,

27n ltp2.

Vejamos como ficam as equações do movimento nessas novas cooide
nadas. Considerando que o centro de massa está fixo em (0, 0) € (C x IR:

7n] ZI + 7n2Z2 + 7n3z3

m2ti;2 + 77z3tz;3 :: 0.
0,

Usando (2.154)

miai +2m2zt ::0 ;:> z2 :: --!111zt ->. z2 1 :: --i--zi --zi

., - (: *i=) ,:.::> zl

Temos também que

-éP) ; - (: *;=) ;
E portanto

:: À4ar7z--3zi

Então, fazendo a mudança de coordenadas, a primeira equação do movi
mento fica:
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À4' 27n32 7n3À/37n
2

$

zl M'm ',? +qKi:
::> z ',: *Ç . ']

«'«-;,: [«:«'« ',:*T.'] ;
',: lw',' -'-Y\a'l'

«'«-:,: [~',' (: * "?w . ')] ';

«'« ',: , -; [: * ('P ')'J';
,l,I'a li + «'l'i ,

U

c01n 'ü =:

Utilizaíldo os cálculos feitos acima pala o teimo entre colchetes, en-
contramos a expressão para a segunda equação do movimento nas novas
coordenadas:

2
iM 'ml(lz

t02 27n2to2]2w2]'3 rrztÀ4 3]z]-3toe]i+ u2] l

mala(m-al(l-3 -- m..a/-3lzl-a;m(li+ u21

;m l-Kt ;( l,l-;li+«:l-$d

3
2

Então

2m iü2= 1(1 3( 7ntM 3]z] 3jl+u2] !(
:>(= 1(1-'( ««M' 'll+a2l-$1,1 '(

As equações do movimento são, portanto

ii - li +'u21 1lzl-sz,

( -;( -m:M 'li+«'l {l,l-*(
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Queremos estudar as órbitas parabólicas, aquelas em que zi --} oo e
2t -+ 0 quanto Z --> oo, isto é, z > oo e z --} 0 quando t --} oo.

Como a energia total é negativa, lwe l fica limitado, e então u --> 0 quando
[ > oo. Notando que:

;áli+u2l-g = 3li+u'l {u:> ::1.ll+u2l-g

Concluímos que a expansão de jl + u2l-{ ein toldo da origem) será da
forma:

li +u2J-8 + 0(u')
Então

Í 2 - ,l,l-;(t +g: (u)),

1. Õ = --(1(1 '(l +g2(u)),
com gl(u) = O(u2) e g2(u) = O(uS). A primeira equação decorre da simples
substituição da expansão de (l + u2) 8 . Lembrando que u = ]11:!" ]( ''

aa-'(: * ,«-«'-;l.l-;l: -- «'l-$KI')
(l(l ' (l + ,n-M 'o(u;)[l + o(u')]](1')
(l(l '(l + g2(u)),

e temos a segunda equação.
Vejamos agora como fica a expressão da energia nessas novas cooide

nadas:

:mtá? + m2(2g + I'ó2l') -
2m.im,2

1(,1 «)' + l.«2l2là
2?nt7n2

/.l(,i z2)'+ l.«2l2l+

4-.
2lo2

:» l:T,i? + T-p! + iü,in
«g

hl2w2 l
l

Como já íbi visto, z2 !$i$#-. Então:

-;=$,- «-" '',Z2
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"'=:===:::: '' "'
zl -- z2 :: A'f37n-3zi = À/31n 3.A/ 2?n3z :: J\4z.

Então a expressão da energia fica:

"-: l"'','-' l;«:Ki'l' ''« "KI "

im."'-'m'" -;' -- ;m?M 'm'"-:;' -- ;m'" 'lél'

«:«'« : [«','(:*;«'«':, ''')]'; ;«;" '' '

lim.W-4,,,3à-:á'("'';+ m-)+ ;m;h':l(il:

m.m*A':M :l,l-:(t +":)'{ - ;"''Sh 'l(l-:
!«z:M-4m'h':(m' + 7ill)2: mim;h':M :lzl-:(t+ u')'4

-'-:«'«-: l; -
«:.;m-:h-: l;w-;(m;+m:)2'-(i+":) {l'l :l

a-:l

Expandindo (l + u2) { em série de Taylor obtemos:

(l+u')'{ +0(u').

Então, voltando à expressão da energia:

l
óá2 +mih iÀ4 47r1622 + !zn3A l «'lél'l

2 2 4

lél'+
24
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1 = 7ni7n3A l

mSh
4

l
+- -- m' h

4

;M ;(m;+m:)2'

1;
-(l + 0

:h ' llim ;(m;+m:)2'
Z

l

: 1

']
l:i'ii'-ia 'l + o(«DI,l

(mi + 2m:)'' (2m, + ,n-) :M:« M';(m* + m,:) Portanto

«:«;« '« ' [;;'- , '] * ;«;«-: (l :l +o("')I'l':

2.' l;É' -'.aó'llil'il' :l+«(«)i.i-:
onde 2az = rnirn3J\4 ih i, 2b2 = llmõh l c u(u) = O(u2).

Queremos agora blazer z = oo pala u - 0. Pala isso fazemos a seguinte
transformação:

z ' 'y)

a 1 - b' iZ,.Re(((1)1
(2.155)

Notemos que:

(l = b2(l + Re (a)).
Vejamos como fica a expressão da energia com essa transformação

2.' l;á' --l,l

* ,.' [;«'

-:l * «' l;

;,'l -- «' l;

(I'' l + l.l-:«(u) - - l

-1
i':i':l + ;.'«(«)

a-:l + lí,'«(«) - -i+ a'(y' z') + 2ó' l;l(il' -
+Z,'l(il' 2Ó'l(l-:+ ::«'u(") = l:+ a:(y' z')

+ a'l(l:(y' z')+ z,'lél'l(I' 2Z,'l(l+ :l(I'z'«(u) (1'
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Agora notemos que

lél'l(l: =(?é)((é) gIRe((é) +íl«:(((i)jure((é)+ál-:((é)l
= IRe({é)+ l (((1)jjKe((é) {l:n(té)l
= 1 Re (tOI' + li-« (tOI'
= [Re ((OI' + «,'

onde u = lln (((1) é o momento angular, cima integral pala este problema
Então, voltando à expressão da energia:

a21(12(Z/2 sç2) +b2u2+b2jRe(«)l2 -- 2b21(1+ 51(12z2u(u) - l(l2

::> a21(12(3/2 z2) + b2co2 + Z)'IRe(«)I' -- 2b4 -- 2b2Re(a) + 51(12z2u(u) - l(l2

+ a'l(I'(g/' z') + Z'''i' + Z,'jRe((OI' -- b' + 1(1: 2Z,' Re (a) + ;l(I'z'u(u) - b'

Apoia usaremos que

a = b :ll(l -- b' áb.Re(((i)l :> [Re ((é)I' = Z,']a]' -- ó-'(](] -- Z,:)'

Então:

a'l(I'(y' z')+ó'lal' --(l(ll --b'):+{«'' z,' +l(I' 2b:Re(a)+ 1l(I'z'o(u) =ó'

+. a21(12(Z/2 z2)+ó4lal2+21(ló2 2b4+Z)u2 2b2Re(a)+ 'l(l2z2u(u) - b4

Agora, usando que 1(1 = b2(l + Re (a)):

a21(12(y2 z2) +b4lal2 +2Z)4(l + Re(a)) 2b4 +Zxo2 -- 2b2Re(a) + ÕI(l2z2u(u)

:> a'l(I'(y' z2) + Z'4jaj2 + 2b4 Re(a) + b'i' 2b'Re(a) + ' l(I'z:u(u) - b4

:> a'l(I'(Z/' z') + Z''lal'+ Z«' + 2(b' -- b') Re(a)+ ;l(I'z'u(") - b'

Então a expressão da energia fica:

b4
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«' l(I'( z/' z') + b'lal' + b«' + ui (z, a) b4 ,

onde ui(r,a) 2(b' b') Re (a) + ;l(I':«'u(u). Co:- u(u) = O(u'), e

.. 4CIP Ç e:il M''ml(l«'
" i ã '

temos que ui(z, a) é de sexta lidem em z.
Tomemos a terceira equação de (2.155). Temos que Re(«)

ã 1«- («). Então:

ü-']](] -ó' àó(ê(i ji«-(?(1))]
ó-']](] - Z,' - áz,(é -- Im ((e)].

Apoia usaremos que o momento angular u
primeira do problema:

Como Z,2a=(«) Z,2 ãó(<1 c./, então:

[m («) é unia integral

b2à 1«+«

Re («)
(1

Re («)
(1

iÓ(« + «)

;']''*:( Ó':*,,'«,,)]

:ó bei' - úu -'- ,,(«»l ,
isto é

,--g:EP bei'-ào--.,(«»l
Faremos a transformação no tempo dt :: ül(lar, isto é, a diferenciação

agora sela em relação a 'r. Então temos:

.,.' - Jylça IKiiei: - 1 - g,(«)j ,
de onde
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/ . Re («
b liam'ii' - 1 - g,(«)l

.Bláça lél'-i-o,(«)l

1-1(11el' + 1 + g,(u) - bi + il
l2 - iai'ii' -y + g,(«)j

íó-'ll(l b: ÍZ, Re (?OI

Re («)
b

Logo

á l a+2 l(lléa' ' y*,,'«,)
Da primeira equação de (2.155)

;i :: 4z 3i 33
:::> z Z z ::> z := Z y

44

-iól(l.'yz'

Da segtmda equação de (2.155)

Ú=2 = zlzl-;(t +gi(u)) = --:lz''lzl'(l+gi(u))

:> y'= ;bl(lz'(l+gi(u)).
-;z'(l + g:(u))

Lembrando que

M :ml(lz'
M 'mZ,'(l +'Ü

44 Re (a))z'

e que gl(u) O(u'), podemos esci'evei

y'= llbl(lz'(l+g3(z,a)),
onde g3 é de pelo menos ordem 4 em z.

Temos então as seguintes equações:
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«'

y' }Z,l(lz'(t + g3(g, a)),

.'-:(.--, iaiéi' g-'-.:oa)
Quando (g,y) = (0,0), temos que a' = y' = 0. Vejamos o que acontece

com a' quando(z,y) =(0,0). Con.oz=0:> lzl ' =0ey=0:» ,â=0, a
expressão da energia, para (z, y) = (0, 0), fica:

l
2b2 Fél'

2

:> lél' = 21(1

l + lít(il' -i, -'- Ki '

Então ficamos com

/a'
'l (,l.l : - i)

H)
#)

pa-a (z, 3/) = (0,0), onde usamos que g2(u) = 0 para (z,3/) = (0,0).
Então, pala (z, 3/) = (0, 0), as solução da equação diferencial para a são

órbitas periódicas, e a transformação de Poincaré teia a forma (2.141), com
K' - ;rb3. E, pela proposição 2.4.2, o conjunto das órbitas parabólicas é
uma subvariedade analítica real do superfície de energia.
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