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Resumo

Nessa, dissertacao tratamos do problema de Sitnikov, que é um caso especial
do problema restrito de 3 corpos, principalmente aspectos ligados ao com-
portamento caético da dindmica resultande deste problema. Num plano,
dois corpos pontuais de massas idénticas, ditos primarios, descrevem tra-
jetérias elipticas. Um terceiro corpo, de massa desprezivel, descreve uma
trajetoria perpendicular ao tal plano, passando pelo centro de massa dos
corpos primdrios. Nés estudamos o movimento desse corpo. Para isso, estu-
damos uma equacao diferencial mais geral, da qual a equagao de movimento
daquele corpo é um caso particular, reduzindo o problema a uma aplicagao
no plano. Mostramos que essa aplicagdo é conjugada ao shift de Bernoulli.
Mostramos também que a regido desse plano onde estao definidas as solucoes
parabdlicas é uma curva analitica. Seguimos as idéias apresentadas por V.
M. Alekseev, J. Moser e R. McGehee.

Palavras-chave: Problema de Sitnikov, problema restrito dos 3 corpos,
dindmica simbélica, shift.
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Abstract

In this dissertation we deal with Sitnikov’s problem, which is a special
case of the restricted three-body problem, mainly the aspects of the chaotic
behavior resulting from the dynamics of this problem. On a plane, two point-
like bodies of equal masses, called primaries, describe elliptic trajectories. A
third body, of negligible mass, describes a trajectory that is perpendicular to
that plane crossing the center of mass of the primaries bodies. We studied
the movement of this third body. In order to do so, we studied a more
general differential equation, in which the movement equation of the third
body is a special case, restricting the problem to a plane application. We
showed that this application is conjugated to the Bernoulli shift. We also
showed that the region on this plane in which the parabolic solutions are
defined is an analytical curve. We followed the ideas presented by V. M.
Alekseev, J. Morser and R. McGehee.

Keywords: Sitnikov problem, restricted three-body problem, symbolic dy-
namics, shift.
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Introducao

O problema de Sitnikov é um dos casos mais simples do problema eliptico do
sistema, restrito de trés corpos. Neste sistema, em um plano (z,y) dois cor-
pos de massas iguais, chamados de corpos primarios, descrevem trajetorias
elipticas, de excentricidade €, em torno de seu centro de massa. Passando
por esse centro de massa, e perpendicularmente ao plano (z,y), um terceiro
corpo, de massa desprezivel quando comparada as dos corpos primdrios,
descreve uma trajetéria sujeita a forca de atragio gravitacional destes. Se
a massa, desse terceiro corpo é nula, 0s corpos primarios descrevem Orbitas
de Kepler.

Aqui admitimos dois sistemas de coordenadas, um com a origem fixa no
centro de massa dos trés corpos e outro com a origem no centro de massa
dos corpos priméarios. Pode-se considerar que a massa do terceiro corpo é
tao pequena compara a massa dos corpos primadrios que este terceiro corpo
nao exerce influéncia sobre os primdrios, nesse caso 0s corpos primarios
descrevem 6rbitas de Kepler. Este caso limite é comumente referido na lit-
eratura como o caso em que a massa do terceiro corpo € nula, e é exatamente
essa situagao limite, onde os dois sistemas de coordenadas acima coincidem,
que serviu de modelo e motivacao para nosso estudo.

Em 1959 Sitnikov provou a existéncia de oscilagbes nesse problema,
que fora proposto por Chazy em 1922. Alekseev descobriu que dindmica
simbdlica poderia ser aplicada ao problema, e realizou um estudo sisteméatico
nesse campo. Porém, no que toca a dinamica simbdlica, seguimos a abor-
dagem dada por Moser.

Pode-se investigar aspectos do problema através do estudo da equagdo
de movimento & = —Q(z,t), onde Q(z,t) possui certas propriedades que
fazem com que o problema de Sitnikov seja um caso particular seu.

Esse caso mais geral é devido a Alekseev, que em seu trabalho reduz o
problema a uma aplicagdo S no plano, que ele estuda em grande detalhe.

Moser, em seu livro Stable and random motions in dynamical systems,
estabelece condigdes sobre uma fungio ¢ : [0,1] x [0,1] — R?, de forma que
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h4 um conjunto invariante I em [0, 1] x [0, 1] sobre o qual a dindmica ¢ é
conjugada ao shift de Bernoulli.

No primeiro capitulo desta dissertagao tratamos disso, determinando as
condigoes para ¢ para que exista a referida conjugacdo, bem como estudando
a estrutura hiperbdlica do conjunto invariante.

No segundo capitulo apresentamos a configuracao do problema de Sit-
nikov e tratamos da abordagem mais geral de Alekseev. Também rela-
cionamos seu trabalho com o de Moser, mostrando que o shift de Bernoulli
é um subsistema da dindmica S.

Finalmente, admitindo alguns resultados devidos a McGehee, mostramos
a analiticidade das curvas Iy e II{, que limitam os conjuntos abertos Ry U
{0} e R§ U {0}, respectivamente, onde os conjuntos Ry U {0} e Rj U {0}
sido os dominios de definicio das funcoes S~! e S, respectivamente.

Procuramos nesla dissertacao apresentar esle assunto, que nos parece
interessante ¢ rico, de uma maneira concisa e didatica, concatenando dife-
rentes abordagens presentes na literatura, principalmente ligando o trabalho
de Alekseev ao de Moser.



Capitulo 1
Dinamica Simbdlica

Nesta dissertagao alfabeto serd um conjunto enumerdvel e ndo vazio.
Seja entdo A um alfabeto e chamemos de ¥ o espago das sequéncias
duplamente infinitas de elementos de A, isto é, sequéncias da forma:

8= ( )8—2)3—1130;317327”')7

onde s; € A, Vi € Z.

Para munir esse espago de uma topologia, serd dado um sistema funda-
mental de vizinhangas em cada ponto de ¥.

Considere entao s* = (--- ,8% 9,5 |,50;57,55,---) € X e 7 € N. Introdu-
zimos a base de vizinhancas em s* dada por

Uj(s*) ={s € B :sp =spparalk] < j} paraj=1,2, -

A topologia considerada em ¥ serd aquela gerada por esse sistema.
O shift é a aplicagdo ¢ : ¥ — ¥ dada por:

o(s) = (- ,5-3,8-2,5-1; 50,51, ")

E claro que esta aplicagdo é um homeomorfismo de ¥ sobre si mesmo.
Sejam ay,...,a;, em A e ky,...,k, inteiros dois a dois distintos. O con-
junto
Egyk, (@1, ,a;) ={s €T 8K, =ay, -, Sk = ar}

serd denominado aberto fundamental de X.

Note que a topologia gerada pelos abertos fundamentais é a mesma
topologia definida antes em X.

Agora vamos prover ¥ de uma medida.

3



4 CAPITULO 1. DINAMICA SIMBOLICA

Para cada a € A associamos um ntmero real p, > 0 de modo que
zaEA Po = 1.

Definimos agora a medida do aberto fundamental Ey,..r (a1,---,a;,)
como sendo

m(Ekl---kr (@1, ,ar)) = Pay *Pay “- Pa,

e a estendemos & sigma algebra de Borel B da maneira habitual. Com isso,
tem-se o espago de medida (X, B, m).

E claro que m(X) = 1 e que o shift o definido antes preserva essa medida.

A aplicagdo o costuma ser chamada shift de Bernoulli.

1.1 O shift como uma aplicacao topolégica

Seja ¢ : Q = [0,1] x [0,1] — R2? uma aplicagio continua cuja imagem
intercepta ) em duas componentes, denotadas por U;,Us, com as corres-
pondéncias de fronteiras denotadas na figura 1.1, onde V; = ¢(U4;),1 = 1, 2.
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Figura 1.1: Imagem de ¢

As iteragoes ¢* de ¢ nao estdo definidas em @Q todo. Construimos um
conjunto invariante:

+oo
I= () ¢7*@Q

k=—o00
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A questdo de verificar que I # () serd discutida adiante, por enquanto
admitamos que isto é verdade nas seguintes consideragoes.

Associamos a p € I uma sequéncia de simbolos s = (- -+, $-2,5-1,50; $1,52,* ")
em A = {1,2} pela regra:

¢ F(p) € Vi, (k=0,£1,42,--)

ou

+oo
pe [ ¢ (Vs)-

k=—00

Isso nos da uma aplicagao de I em ¥, o espago das sequéncias com alfa-
beto A = {1,2}. Sob condicbes especificas mostraremos que essa aplicagao
tem uma inversa 7 : X — I, e que 7 serd um homeomorfismo.

1.2 O shift como subsistema

Definigdo 1.2.1. Dado p € (0,1) chamamos a uma curva y = u(z) de
curva horizontal se u(z) € [0,1] para z € [0,1] e:

| u(er) - u(en) |< 1| @1 — o2 |

Definigdo 1.2.2. Dado p € (0,1) chamamos a uma curva ¢ = v(y) de
curva vertical se v(y) € [0,1] para y € [0,1] e:

[v(y1) —v(y2) IS p |y —y2 |

Definigdo 1.2.3. Dadas duas curvas horizontais uy e ug, uma faiza hori-
zontal € o conjunto:

U={(z,y):0<z < Lui(z) <y <us(z)}

Definigao 1.2.4. Dadas duas curvas verticais v; e vg, uma faiza vertical é
0 conjunto:

V={(z,9):0<y < Lu(y) <y < valy)}

Dada uma faixa horizontal U, limitada pelas curvas horizontais u; e us,
definimos seu didmetro por:

dU) = i) | uz(z) — ui(z) |
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Analogamente, dada uma faixa vertical V limitada por curvas verticais
V] € v, seu didmetro serd dado por:

d(V) = max | va(y) —n(y) |
Dado p € (0,1), U = U(p) é a colegido de todas as faixas horizontais e
V = V(i) é a colegio de todas as faixas verticais .

Lema 1.2.1. Se UM > U@ 5 UG 5 ... ¢ uma sequéncia de faizas
horizontais encaizantes com U®) € U(u), k=1,2,3,---, e se d(UK)) = 0
quando k — oo, entao ey U (K) define uma curva horizontal.

demonstragdo: Tomemos 7 € [0,1]. Entdo ({z} x R) (N2, UM) é
um ponto, pela propriedade dos intervalos encaixantes.

Para cada U®*) sejam u(lk) sua fronteira superior e ugk) sua fronteira,
inferior. Entdo, como U*+1) ¢ UK) para qualquer k € N¥, temos que:

(k1) () < o, (F)

{ “(IHI)(‘L) =5 “gk)(m) Vz € [0,1],Vk € N* . (1.1)
uy (z) Zuy (2)

Decorre diretamente do fato de {ugk)}keNt e {ugk)}keN: serem curvas
horizontais para o mesmo p que essas familias de curvas sao equicontinuas
e equilimitadas. Assim, pelo teorema de Arzeld-Ascoli e por (1.1), existem
(k) (k)

. ) . , e .
fungoes uy e ug tais que u; 5o WeUy 5o U2 uniformemente. Como

d(U®)Y) = 0, temos que u; = ug. Por simplificacao, definimos u = u; = us.
Sejam z, z9 € [0, 1] quaisquer, e notemos que:

lu(z1) — u(@e)] = |u(@1) — ol (1) + ol (@1) — ul (@2) + ulF) (z2) — u(zs)|
fu(@1) — ul? (@1)] + [ (@1) — 0P (22)] + [0l (22) — (@)

< Ju(r) — u @0)] + sz — 22| + [0l (22) — w(z2))|

IA

Suponhamos que |u(z1) — u(z2)| > plzy — 22|. Entdo existe € > 0 tal
que:

|u(z1) — w(z2)| = plzr — 22| + € (1.2)

Mas, como u(lk) — u uniformemente quando k& — oo, entdo existe k € N

tal que |u(z1) — ugk) (z)| < /4, para qualquer z € [0,1] e para qualquer
k > k. Entao, para k > k:
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€
lu(z1) = u(@2)] < 5 + plar — 22,
o que contradiz (1.2). Concluimos entao que y = u(z), com z € [0,1], é uma

curva horizontal, com:

[u(z1) — u(z2)| < pler — 22,

para quaisquer z,z3 € [0, 1].

Lema 1.2.2. Se V() 5 v@ 5 v 5 ... ¢ uma sequéncia de faivas
verticais encaizantes VF) € v, k = 1,2,3,--- e se d(V®)) = 0 quando
k — o0, entio (7o, V*) define uma curva vertical.

demonstragao: Andloga a do lema 1.2.1.

Lema 1.2.3. Uma curva horizontal y = u(z) e wma curva vertical x = v(y)
se interceptam em precisamente um ponto.

demonstragao: No ponto de interseccao vale:

(z,u(z)) = (v(y),y)

isto é:

isto é:
z = v(u(z))
y = u(z)
Como |v(y1) — v(y2)| < plyr — y2|, temos que, para 0 <z < z2 < 1:

zg — v(u(z2)) — 21 +v(u(z1)) = 2 — 21 — (v(u(ze)) — v(u(z1))) .

Mas:
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o(u(e2)) — v(u(e)] < plu(es) — ule)] < wles — a1, e w2 < 1.

Assim:

[v(u(z2)) — v(u(z1))| < |z2 — 2]

Entao z2 — v(u(z2)) — (z1 — v(u(zy))) > 0 para z5 > zy, isto é, f(z) =
2 —v(u(z)) é estritamente crescente.

Como f(0) = —v(u(0)) <0e f(1) =1—v(u(l)) >0, temos que z—v(z)
tem um zero, e s6 um.

Com isso temos uma aplicagao de U(pn) x V() em Q. Essa aplicagio é
dada por:

(u,0) — Z = (2,7),

onde (Z,7) é o ponto de interseccdo das curvas (z,u(z)) e (v(y),y)-
Essa aplicagao é Lipschitz-continua nas normas:

leell vl = jmax, fs(e)] + max Jolg)| em 2(u) x Vig)

2| = 2| +y| em Q

De fato, chamemos de F essa aplicagao.

F('U,i,’l)i) =2 = (l'i:yi)» 1= 1a2>

2 —z1| = |va(y2) —vi(y1)| = |v2(y2) — v1(y2) + v1(y2) — vi(y1)]
< Jvalye) — vi(ye)| + |vi(y2) — vi(y)]
< oz — ol + plyz — il
ly2 —y1] = |ua(z2) —ui(z1)] = [ua(z2) — wi(z2) + wi(z2) — ua(z1)|
< Juz(z2) — ui(z2)] + |ui(z2) — ui(z1)]
< luz —wll + plze — 2.
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Entao:

|22 — 21| + |y2 — w1

< oz = o]l + [luz — will + p(lyz — 1| + |22 — 21])
llv2 — w1l + fluz — |l + plzz — 21|

= (I—p)lze — 21| < |lvz — w1l + [luz — |

= |z — 21 < (1 —p)  (llva — o1l + [luz — w)

|22 — 21|

o que demonstra a assercao de que F é lipschitiziana nas normas dadas.

Agora assumimos algumas hipéteses sobre a aplicagio ¢:

(i) A ={1,2,---,N}, com N < o0, ou A é o conjunto dos inteiros
positivos. E assumido que, para a € A, U, sao faixas horizontais em Q
disjuntas e V, sao faixas verticais em Q, disjuntas. A aplicacdo ¢ leva V,
homeomorficamente em U,. E também assumido que as fronteiras verticais
de V, sao levadas nas fronteiras verticais de U, e as fronteiras horizontais
de V, sao levadas nas fronteiras horizontais de U,,.

(ii) Se V' é uma, faixa vertical contida em [ J aca Va entdo, para qualquer

a € A:

‘711 = (/5;1 (V) m Va

é uma faixa vertical (em particular, ndo vazia) e, para algum v fixo em (0, 1),
requeremos:

d(Va) < vd(V)

Se U é uma faixa horizontal contida |J,c 4 Ua, entao:

Us = $(U) (| Ua
é suposto ser uma faixa horizontal ndo com:
d(T,) < vd(U).

Teorema 1.2.1. Se ¢ é um homeomorfismo que satisfaz (i) e (i1) entao ¢
possut o shift 0 : & — L como um subsistema. Isto €, existe um homeomor-
fismo T de ¥ em 7(X) C Q tal que:

T =170.
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demontragao: Definimos:

‘/503—1“‘5——71 = VSO ﬂ ¢_1 (Vs—l---s—n)'

Mostremos, por indu¢ao que Vygs_,...s_, € uma faixa vertical:

Para n = 1, temos que vale a asser¢ao, pois Vsys_, = Vs N1 (Vs_,) é
uma faixa vertical por (ii).

Suponhamos agora que Vs,s_,...s_, € uma faixa vertical para n = k e
provemos que isso implica que também o é paran =k + 1.

—1
VSOLI"'S_(A-H) = VSO m ¢ (‘/s*l"'s—(k+l))'

Seja t € X tal que t_ = s_(41)- Entdo a igualdade acima se escreve:

VSOS—I"'S—(k+1) =Vso ﬂ (/)ﬁl( Viort s )

faixa vertical

onde o termo destacado é faixa vertical pela hipdtese de indugao. Logo,

Vsos_1-s_geqny € uma faixa vertical, pela hipétese (ii).

Usamos agora outra parte da hipdtese (ii):

d(Va) <wvd(V),

que, no presente caso, nos da:

A(Vsgs_) S VA(Vi_ys_,) < - < VMd(Vi ) S V7

Entao:

d(Vsgs_,) nsse 0.

n—00

Pela definicdo de Vj,...s_, temos que:

{PeQ:¢"w) €V, ,, k=0,1,--- ,n}
{pe Q : (lb_k(p) S Vsk7 k= 01_17"' 7_n}>

isto é:

‘/505—1"'5—71. C ‘/505—1"'5—n+1

Utilizando o lema 1.2.2 , concluimos que o conjunto:
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Vis) =

8

VSos_l-—'S_n = {]) = Q : (p—k(p) S V9k7 k= 07_1) _2,'”}
0

n

define uma curva vertical que depende da sequéncia s = (- -+ ,5_92,5-1,50; S1,52, " ),
mais precisamente de so e dos termos a sua esquerda.
Analogamente, definimos, para n > 2:

Uslszmsn = Usl ﬂ(b(US?"'sn) (13)

e, de forma similar, mostramos que:

d(Us,sy5,) S vd(Usys,) <000 < i 75 U-
Como ¢(Vs, ) = Us,,, temos que:
Usl-'-sn = {p € Q : (/)ﬁk—*_l(p) € Usk)k = 1727 o "ll}

= {pEQ:(b‘k(p)eVsk,k:1,2,-~-n}.

Utilizando o lema 1.2.1, temos que:

U(s) = ﬂ Usisgsn = {PEQ: ¢Hk+l(P) €U, k>1}

n=1

= {peQ:¢*p) eV, k> 1}

é uma curva horizontal que depende da sequéncia s = (- - ,s_2,5_1, S0; $1, 82, " * ),
mais precisamente de s; e dos termos a sua direita.

Pelo lema 1.2.3, V(s) U(s) = {p € Q : ¢ *(p) € V5, k=0,£1,£2,---}
define precisamente um ponto em Q.

Definimos agora a aplicagdo 7:

T @ N — Q
s — V(s)NU

(s)

Pela construgdo, é claro que se 7(s) = p, entdo 7(c(s)) = ¢(p), isto é,
TO = ¢T.

Mostremos agora que 7 é continua.

Sejam s = (--- ,8-9,5_1,80;81,82, ) €t = (- ,t_o,t_1,t0;L1,82, ")
duas sequéncias de ¥ tais que ¢ = s para |k| <n. Entao:
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T(t),’r(s) € Vsyr5p,
T(t), 7(s) € Usp: " 8n,

de onde:

7L
v H

n—1

A(Vsge-sn)
d(Us, -..s,,)

IAIA

14

Portanto:

7(s) = 7()] < (1= ) V" = "7 Gz 0.

n—o0

Dadas duas sequéncia s e t tais que s # t, tem-se que 3k tal que si #
tx. Entao, para esse k, V5, 1V, = 0, pois as diversas faixas verticais sao
disjuntas. Disso temos que 7 é injetora.

O teorema 1.2.1 nos diz que a dindmica de ¢ no conjunto I é a mesma,
do ponto de vista de conjugagao, que a dindmica do shift sobre X.
Estudemos agora a estrutura hiperbdlica do conjunto invariante I.

1.3 Condigoes alternativas para a aplicacao ¢

Sendo £ e 7 coordenadas do plano cartesiano £ X 7, trocaremos (ii) pela
condigdo:

(iii) Para algum p € (0,1) o cone ST determinado por || < p|¢|, definido
sobre | J,c 4 Va, € levado em si mesmo por d¢, isto é, dp(ST) C S+.

E mais, se (,70) € ST e (£1,71) é sua imagem por d¢, entao |&;| >
1~ éol-

Similarmente, o cone definido sobre | J,¢ 4 Ua, S™, definido por [£] < pn],
¢ levado em si mesmo por d¢~!, isto é, dp~!(S™) C S, assim como, se
(é1,m) € S7, e (&,70) é sua pré-imagem por dé, entdo |mo| > p~tm| .

Teorema 1.3.1. Se ¢ é uma aplicagao continuamente diferencidvel e satis-
faz as condigdes (i) e (iii), com 0 < p < 1/2, entdo satisfaz a condigao (ii)
com v =pu(l —p)~L, e a tese do teorema 1.2.1 é verdadeira.
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demonstragao: Seja vy uma curva vertical na faixa V, com b € A.

A curva v intercepta todas as curvas horizontais e, em particular, as
fronteiras horizontais de U,, para um dado a € A. Entdo 7 = vy U, liga
as fronteiras horizontais de U,, e ¢~ !(¥) liga as fronteiras horizontais de
¢~ Uy) = Vg, istoé,y=0ey=1.

Mostremos que ¢~ () = ¢! (y) () Va é uma curva vertical.

A curva v é uma curva vertical, diga-se x = wv(y), e entdo tem-se que
[v(y2) — v(y1)| < ply2 — vil, Yy, y2 € [0,1]. Sejam (z3,y3), (z4,y4) pontos
quaisquer de ¢~ (), e sejam (3,93) = ¢(z3,y3) € (T4,92) = P(wa,ya).
Como (Z3,93), (Z4,74) € ¥, que é uma curva vertical, temos que:

|3 — Z4| < p|U3 — Yal,

isto é, (Z4 — 3,74 — U3) € S~. Seja agora a curva «(t) dada por:

a: [0,1] — R2
t o (1—1)(23,93) + U(Ta,9a)

Temos que, para qualquer ¢, o'(t) = (Z4 — 3,94 — U3)- Seja B(t) =
¢~ (a(t)). Entao B'(t) = dp~'(a(t))c/(t). Pela hipdtese (iii), f'(t) € S,
para qualquer ¢ € [0,1]. Como f(t) é uma curva que liga (z3,y3) a (24, y4),
concluimos que (z4 — 23,y4 — y3) € S, isto é:

|2z — 4] < plys — yal-

Como (z3,y3), (z4,y4) € ¢~ () foram escolhidos arbitrariamente, con-
cluimos que ¢~ !(¥) é uma curva vertical. Aplicando essa demonstracio
as fronteiras de uma faixa vertical V' C V, tem-se que a pré-imagem de
V = VU, dada por ¢~ (V) = ¢~ (V) Va é uma faixa vertical.

Mostremos agora d(V,) < vd(v), para algum v € (0,1) . R

Sejam py, p2 dois pontos sobre as fronteiras verticais de ¢~ (V) tal que
d(¢~'(V)) = |p2 — p1|, e tais que suas coordenadas no eixo y sejam iguais.
Entao a curva:

p(t) = (L —t)p1 + tp2

é paralela ao eixo x, daf p’ € St e assim:

z(t) = ¢(p(t))-

tem derivada:

2 (t) = dg(p(t)p(t) € S, por (iii)
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Assim, z(0) e z(1) estdo sobre uma curva horizontal. E estdo também,
como ja sabiamos, cada um sobre uma linha vertical, que distam entre si no

~

méaximo d(V'). Disso temos que:

12(0) — 2(1)] < (L —p)~'a(V),
pois |z2 — 21| < (1 — p) " (|lug — ui|| + ||va — v1]]), e usamos que z(0) e z(1)
estao sobre a mesma curva horizontal.
Escrevendo z(t) = (z(t),y(t)), temos por (iii) que:
|2'| > ') = 5 pz — pr| > 0

o que nos d4 que z’ nao troca de sinal e

Il

1 1
[ wlde < [ ulede < pla(t) - 2(0)
0 0 N N
< pla(1) = 20)] < ul1 — ) d(P) < d(D),

1712 - P1|

isto é,
-1/7; H T
d(¢= (V) £ ——d(V)
L—p
De forma andloga provam-se as assergoes tocantes as faixas horizontais.

1.4 Estrutura hiperbdlica do conjunto invariante

Associemos a cada p € I = 7(S) duas linhas L;},L; em TpI tais que L ,L,;
variam continuamente com p € I, e tais que Lff sao invariantes sob d¢, isto
€,
+ +
dpL, = Ly,

e que, com alguma constante A > 1 e a norma || = max(|¢],|n]), para
¢ = (&), temos:

{ dp()] > M| para ¢ € L,
g~ ()] 2 AlC| para (€ L.
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Escrevemos a matriz jacobiana de d¢ num ponto p como:

( fx(p)  fy(p) ) 7

9(p) 9y(p)
e o determinante jacobiano nesse ponto é A = f.(p)gy(p) — fy(p)9z(p)-

Teorema 1.4.1. Se, para todo ponto p € I, A, A~ < 3472, entio I € um
conjunto hiperbdlico.

demonstragao: Para cada p € I, consideremos uma linha em S* = S},
dada por L* = L} na forma 7o = apép, onde , é uma fungdo continua de
p €I com |ap| < p.

Nota 1. Aqui comete-se um abuso de notag¢ao: LY é a linha gerada por

(&,m)-

Por simplicidade, denotemos:

a b
= (2 8).
Considerando que d¢,(&o,70) = (£1,71), obtemos

c+da

— y4 %
w=3 + bcrp€1 = ()i -

Temos que d¢,(ST) C ST, e portanto:

c+daoy
a + bay,

61| < pléal.
Entao:

c+day,
a + bay

Tinhamos, em (iii), que se (¢1,71) é a imagem de (&,70) € ST por d¢,
entdo |&;| > p7!|¢|. Entdo, notando que &1 = (a + bay)&o, ficamos com:

(@ + bay)éol > i 6ol = la + boy| > " (1.4)

Seja. B3, tal que (£, B,€) define uma linha em S* = S*. Sua imagem por
d¢,, € definida por ﬁ;(p). Entao:
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: ¢+ da c+d

%) —Bam| = |3 T ba:, T o+ bgz

(c+dap)(a+bBp) — (c+ dBp)(a + bay)
(a + bayp)(a + bfy)

(cb — da)Bp + (da — cb)ay,
(a + bap)(a +bBy)
(ad — be)(ap — Bp)
(a 4+ bayp)(a + bfy)

|A|

- |a+bo:,,||a.+bﬂ,,[lap_'ap|

1
#2|A“O‘p - ﬂpl < ilap - ﬁpl .

VAN

Seja f a fungao dada por:

[ [=mp — [*M,u]'

p — a;)(P)
Entao:
1F(ep) = F (B < 2lcty — Bl (15)
e
1
|fn(ap) - fn(ﬂp)l < %lap - .Bpl )
de onde:

Tim [["(ap) = f(B,)| =0

Entéo limy,—ye0 f™(ap) = limps00 f™(Bp) € [—p, 1) - Sejafi = limy 00 [ (tp).
Logo:

f(A) = f(lim_["(ap)) = lim f"*(ay) =T

Suponhamos que existam dois pontos fixos de f, 1 e pua. Nesse caso:

7 2) — 1)l = bz = ] > iz — pul,



1.4. ESTRUTURA HIPERBOLICA DO CONJUNTO INVARIANTE 17

contrariando (1.5). Entao esse ponto fixo é tnico, e existe, posto que T €
[~n, 1] = f(z) € [, 1] € [~p, 1] é completo.
Chamemos esse ponto fixo de y,. Entao 'y;(p) = Yp.

Seja L, C S;f a linha gerada por (,7,€). Mostramos que:
¢i</>pL;,r = L;f.
De forma anéloga encontramos uma, linha L;(p), invariante por de, LE

dgy 'Ly v =L, = dppLy =L

(;(p) d(p)

Provamos entao que existem as linhas invariantes LIJ; eL,.
Agora, por (1.4):

[€1] = la + bay|lol = 1" |éol -
Tomando ¢ = (¢,7) € ST, temos [¢] > |n|, de onde:

<1 = max{[¢], Inl} = |¢].

Dessa forma, como d¢(S*) C ST, temos:

1dp(O)] = Alcl, com A=pT.
Analogamente, se L~ € S~ é gerada por (:

d™ (I = Al¢l,  com A=p7

Pode-se provar um resultado mais geral:

Teorema 1.4.2. Se valem as hipdteses (i) e (iii), com 0 < p < %min{|A|%|,

_1 . . . . L
|A|™2}, entdo as curvas U(s) e V(s) sao curvas continuamente diferencidveis
cujas tangentes em pontos de I coincidem com as linhas da estrutura hiperbdlica.

demonstragao: Demonstraremos o teorema apenas para curvas hori-
zontais. Demonstra-se para as curvas verticais de forma semelhante.
Denotando a uniao de todas as curvas horizontais por:

u=\Jus), (1.6)
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mostremos primeiro que ¢~ (U) C U.
Seja U(s) C U. Por (1.3), temos que:

5) = Uy, [ $(U(o(s))). (1.7)
De fato:

U@s) = (Usi[)Uszsa)]

n=1

= Uslﬂ[ﬁd) - }

n—

o)

= U, [)¢U(o(s)

o que mostra (1.7). Agora:

¢~ (U(s)) = ¢~ (Us, [|6(U(0(s))) = 67" (Us,) [ \Ulo(s)) CU(o(s)) €U,

o que mostra que ¢~ (U) C U.

Seja agora p € U(s). Diga-se que p = (z*,u(z*)), considerando que U(s)
é dada por y = u(z). Definamos 7}, como sendo o conjunto dos vetores da
forma (¢, ap€), com ap € A,, onde:

A,,:{ ap = lim M}’

v—00 Ty — T,

com z,, T, 7550 T e com z, # x,, qualquer que seja v € N.

Temos, pelo fato de u(z) ser p-lipschitziana, que —p < a, < p. Entao
exitem sup A, e inf A4,

Hé& duas possibilidades: Ap é finito ou A, é infinito. Se A, ¢é finito, entao
A, é fechado. Mostremos que, caso A, seja infinito, serd também fechado.

Seja {a} }nen uma sequéncia convergente de elementos de Ay, ¢ @, o seu
limite.

Dado m > 0, existe n,, tal que, se 1 > n,:

_|<1
—-@ o
P> m

o
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Como:

R e
a - I/_l_)n;o .,Ele _ mln-m ?

v
existe vy, tal que:

Nm _ Mm
U((Bunm ) u(x”nm Nm 1
m  __ - Mm — @y < —.
x'/nm ml/nm m

Entao é possivel construir duas sequéncias {z, }nen € {27, }nen, ©n # o),

o * pl *® 3 .
COM Ty, 7750 T € &y 75ee T tals que:

u(n) — u(zy,)
Ty — Ty,

Logo A, é fechado, de forma que podemos definir:

— @p, quando 1 — c0.

w(Ap) = maxap —minay, < 2u.

Seja y = @(z) uma parametrizagido da curva ¢(z,u(z)). Escrevendo:

Pz, u(z)) = (f (2, u(z)), g(z, u(z))),

temos que:

9(z, u(z)) = u(f(z,u(z))) .

Pela defini¢ao de diferencial, obtemos:

U(f (2, u(zy,))) — (f (20, u(zn)))
= g(n, u(zy,)) — g(zn, uw(z,))
= g(p) + 92(p) (z3,) + 9y (P) (u(z},)) + Rar. — [9(p) + 92(p) (zn) + 9y(p) (u(zn)) + Ra,]

= g:(p)(z), — zn) + gy(P)(“'(-'E;l) —u(zn)) + Ry

u(f (@, w(zy,))) — U/ (@0, u(zn))) ulen) —u(zn)  Bn

= = 4
p—— 9=(p) + gy(p)

r ! :
.’En Iy fB” Tn

Entao:
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/
Ty — Tn

s 9(P) +ay(p)ay .

De forma andloga:

f(a;'lmu('v,n)) - f(zmu(zn))

!
Ty, — Tn

n—)oo’ fI(p) + fy(p)ap ¢

Entao, se tivermos f.(p) + fy(p)ap # 0, teremos:

L ue) T e u)  gel) + gy
nooo  f(zh,u(zy,)) — f(2n, u(zn)) T fa(p) + Ty(P)oy .
Mostremos entdo que, de fato, fz(p) + fy(p)a, # 0:
Temos que:

ap € (—p, i) = (1,qp) € ST.
Entao, pela condicao (iii), dg,(1, ap) € ST. Mas:

anan=( 10 20 ) (o )= (50t ) 5"

Entao, por (1.4):

|f2(0) + fy()| = 7",

isto &, fz(p) =+ fy(p)ap # 0.
Calculando ¢ em y = u(z) chegamos que se (£,7) ¢ um vetor de Ty,
entdo sua inclinicao serd dada por:

_ f=(p) + fy(p)ap
9z (p) + gy(p)ep
Agora, se (§,7) é um vetor de T}, sua inclinagdo serd dada por:

Xp(p)

fe(p) + fy(P)ap

d, T, = ,
Ty 9z(p) + 9y(p)yp

isto é:

Ty(py = dpTy (1.8)
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Como vale (1.6), temos que se p € U, onde U é uma curva horizontal,
entdo ¢~ 1(p) € ¢~1(U), onde ¢~ (U) é uma curva horizontal. Entdo é licito
trocar p por ¢~ !(p) em (1.8):

T, = d‘f’rﬁ“(P)Trﬁ“(p)'

Chamando:

T = dbg1()Ty=1(p)>

ficamos com:

OT, = T (1.9)

Mostremos agora que w(Ap,) = 0, isto é, que existe apenas uma linha
gerada. pelos vetores de T}, que vai coincidir, portanto, com a linha Ll‘,F da
estrutura hiperbdlica.

Temos que:

f=(p) + fy(p)ap . J=(p) + fy(P)Bp
9z(p) + gy(p)ap 9z (p) + gy(p)ﬁp

atboy a+bb
ct+da, cH+dp,

(ad — be)(By — ap)
(c+ day)(c+ df3p)

|AllBp — ol < 1
lc + dapllc + dBy| — 2

Il

lotg(p) — By

1By — apl,
de onde:

w(Ay) = w(@A,) < %w(A,,) = w{ Ay =0,

onde ® A, denota o conjunto das possiveis inclinagées dos vetores de ®T,.
O fato de U(s) ser diferencidvel em todo ponto decorre do fato de A, ser
um conjunto unitario. Como a fungao:

f : Q\Al =¥ [_/'l’v/'l’]a
dada por:
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u(z) —u(y)
fl,y) = ——
T-Yy
se estende continuamente aos pontos de A, que é a diagonal y = z de Q,
essa fungao é continuamente diferencidvel.



Capitulo 2

O Problema de Sitnikov

O problema conhecido como de Sitnikov é o problema de trés corpos repre-
sentado na figura abaixo:

ml

Figura 2.1: Configuragao do problema de Sitnikov

Os corpos que descrevem trajetérias elipticas tém massas m; = mg = %,
e sao chamados de corpos primarios. Nosso interesse € estudar o movimento
do terceiro corpo, que tem massa mg < my = g, de forma a nao interferir
sensivelmente no movimento dos corpos priméarios. Esse corpo se movimenta
sobre uma linha ortogonal ao plano de movimento dos corpos primarios, que
passa pelo centro de massa dos mesmos.

As distancias || 7 1(2)|] e || 7 2(t)|| dos corpos primérios ao seu centro de
massa O sdo iguais. Normalizamos o periodo da érbita dos corpos priméarios

23
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como 27 e consideramos a constante gravitacional unitaria. Temos que:

17Ol = 1710l = 172l = 51 - e coste)) + O(e?)

Nomeando o eixo de movimento do corpo de massa ms, que chamaremos
de corpo secunddrio, de z, a posigao deste corpo serd dada por z(t). Entao
sua distancia aos corpos primdrios serd dada por:

d(t) = /r2(t) + 22(¢).

Assim, a forga de atragdo gravitacional agindo no corpo secundério sera:

Py = _mm T(t) = T(t)  mamg () — ?z(t)
2(t) [Z) - 7101 @) 17 () — 7o)l
 1my ZE)-Tat) 1 my Z(t)— Tat)
T 22 IE@) - Ta@l 2820) [Z () — 7@l
B _m.;;?(t) _ ma ()
B (22(t) +r2(1))3
_ maz(t) 2,

(22(t) +72(1))?

onde usamos que 771 (t) = — 7 5(t).
Aplicando a segunda lei de Newton:

s __ mg(ll(t)
T
ou scja:
i) = —— =W 2.1)

(a2(t) + ()2
Notemos que uma solugio qualquer de (2.1) tem pelo menos um zero.
De fato, se z(t) # 0 para todo ¢, por (2.1) vemos que, se z(t) > 0 para
todo ¢, z(t) é cdoncava para baixo, o que ndo pode ocorrer juntamente com
z(t) > 0 para todo t. E, se z(t) < 0 para todo ¢, z(t) é concava para cima,
o que nao pode ocorrer juntamente com z(t) < 0 para todo ¢.
Suponhamos que z(t) seja uma solugio de (2.1) com condigdes iniciais:

z(to) = 0, (tp) =vo > 0.
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Entdo z(t) = —z(t) é solucido do (2.1) com condigoes iniciais:

(to) = 0,4 (to) = —vp,

bastando, portanto, considerarmos vy > 0.
Trataremos do problema de forma mais geral, estudando doravante a
equagio:

&= —Q(x,1), (2.2)

onde Q(z,t) é uma fungdo de z e ¢ provida de certas propriedades que
veremos a seguir.

2.1 A Equagao & = —Q(z,1)

Consideremos a equacdo (2.2) de forma que Q(z,t) satisfaga as seguintes
propriedades:
1° - Q(z,t) é de classe C' em R2.
2° - Q(z,t) é impar em « e 2w-peridédica em ¢.
3° - Q(z,t) > 0 para todo z > 0 e para todo ¢t € R,
4° - Existe uma funcio (z) integrdvel em [0, +c0) tal que:
0Q(z,t
'% < 1(z), para todo z € R e todo t € R.
Definigao 2.1.1. Uma solucao z(t) de (2.2) é dita
e hiperbdlica para t — oo quando:

lim z(t) = i t) = do0;
B35, 20 = oo 70, Jig, 5(8) = oo
e parabdlica para t — oo quando:

lim 2(8) = 0. lim 2(£) — +oo:
Al #8) =0, fig, (1) = koo,
e oscilatoria para t = oo quando eziste uma sequéncia de tempos {tn }nen
tal que limp,_yo0 t, = +00 com z(t,) =0, e z:(t) # 0 para algum t.
De forma andloga definem-se solugées hiperbélicas, parabdlicas e os-
cilatorias para t — —oo.

Proposigao 2.1.1. Cada solugio de (2.2) é parabdlica, hiperbdlica ou os-
cilatoria parat — oo, e € parabdlica, hiperbdlica ou oscilatoria para t — —oo,
ou ¢é identicamente nula.
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demonstracgao: Demonstraremos para t — oo. A prova para t — —oo
é analoga.

Como, por 2°, Q(z,t) é impar em z, temos que a fungao identicamente
nula é solucdo de (2.2).

Seja z(t) uma solugdo com infinitos zeros no eixo positivo. Scja tp um
desses zeros. Se #(tp) = 0, entdo z(t) = 0, pela unicidade de solugdes.
Suponhamos entao que i(tp) # 0. Entao os zeros nao podem estar contidos
num conjunto limitado, pois nesse caso eles se acumulariam em algum £
e, pela continuidade de solugdo, terfamos #(t) = 0, e x(t) seria a solugio
identicamente nula, e af teriamos #(ty) = 0. Entao existe {tn}nen tal que
limy, 00 tn, = +00 com z(t,) = 0, e a solugdo é oscilatéria.

Consideremos agora o caso em que z(¢) tem um niimero finito de zeros
no semi-eixo positivo. Seja tp 0 maximo destes zeros. Temos:

a(to) = 0,(to) # 0.

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, que z(tp) > 0. Assim,
z(t) > 0 para t > t9. Entdo, por 3° , Q(z(t),t) > 0 para t > g e, portanto,
Z(t) é decrescente para t > tg, por (2.2). Isto 6, &(t2) < Z(t1) < &(tp) < o0,

se tp < 11 < tp. E temos também que (¢) > 0 para todo ¢ > tg, ou z(t) se
anularia novamente, o que contraria a defini¢do de tg. Disso concluimos que
limy_ye0 2(t) = Voo com 0 < w4 < 00. E claro que esse limite existe, pois,
para t > tg, ©(¢) é uma fungio decrescente e limitada.

Se v > 0, entdo limy_;0o 2(t) = 00, € a solugdo é hiperbdlica.

Resta mostrarmos que, com vy = 0, limy_0 2(t) = 0c0. Suponhamos

que lim;_, o, z(t) < b < c0. Integrando (2.2), obtemos:

” Q(z(s), s)ds = lim / Qz ds = hm (z(to) — z(t)) = z(to)-

to t—roo

Assim, a integral acima converge. Pelo critério de Cauchy:

2(n+1)mw
lim Q(z(s), s)ds = 0.
n—o0 onm
E entao:
2(n+1)m 21
0 = nli_{n Q(z(s),s)ds = lim Q(z(s + 2wn), s + 2wn)ds
o0

2nmw n=00 Jo

2w 27
= lim Q(z(s + 2mn), s)ds = Q(b, s)ds
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Entao f(;zw Q(b,8))ds = 0, o que contradiz 3° . Logo lim;_,e z(t) = o0,
e a solugao é parabdlica.

Seja z(t,v, ) a solugdo com condigdes iniciais:

z(r,v,7) =0, z(r,v,7)=".

Como Q(z,t) é impar em z e 2w-periédica em ¢, temos que:

z(t,v,7) = z(t + 2m,v, 7 + 27), (2.3)

z(t, —v,7) = —z(t,v, 7). (2.4)
Pelas equagoes acima vemos que basta considerar, nas condigoes iniciais,
apenas velocidades positivas e instantes iniciais Tmod(2m).

Seja v > 0 e (7,7") o intervalo maximal onde z(t,v,7) permanece posi-
tiva, podendo 7' ser infinito. Definimos entdo:

Xt (v,7) = sup z(t,v,7).
Tt<7!

Se 7/ é finito:

+ —
X" (v,7) = Tgltzl)g,:v(t,v,T).

Ao instante de tempo ¢ em que a solugao atinge o valor X* (v, 7) chamamos
T%(v,7). Esse tempo é determinado univocamente, pois Q(z,t) > 0 para
z > 0. Se Xt (v,7) = 00, entao a solugao z(t, v, 7) é parabdlica ou hiperbdlica.
Nesse caso, definimos T (v,7) = co. Se X*(v,7) é finito, entdao 7' < oo,
z(t,v, ) é concava e £ é decrescente, e assim z(¢,v,7) atinge uma tinica vez
seu maximo X+ (v, 7).

Definimos X (0,7) = 0.

Vide figura 2.2. As fungoes X ~(v,7) e T~ (v, 7) sdo andlogas a X T (v, 7) e
T* (v, ), respectivamente, e serdo posteriormente definidas com mais rigor.
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r

T-{v,) XHv,1)
|
] AN
T T+(v,r) \ t
X~ (v,T)

Figura 2.2: X*(v,7) e T*(v,7)

Proposicao 2.1.2. 1 - A fungdo X+ € continua para todo T ev > 0 e a
fungao T+ € continua para todo T e v > 0.

2- Se {Th}nen € uma sequéncia limitada inferiormente, Q(z,t) € limitada su-
periormente e {vp }nen € uma sequéncia de velocidades positivas tal que v, —
00 e Xt (vp, 1) = 00, entio 1), — oo e, consequentemene, T (v,, 7) — 00.

demonstragao: Primeiramente, demonstremos a parte 1. Considere-
mos vg > 0, 7) < oo e sejam ¢y, Lo tais que 19 < t; < T (vg,70) < t2 < 7).
Temos:

:i)(t,’l)o,’l’o) >0 para t € [T(),tl] e j}(tQ,UO,To) <0

z(70,v0,70) =0, 2(70,v0,70) = vo # 0.

Pelo teorema da fungio implicita, existem uma vizinhanga U de (vo, 70),
uma vizinhanga V de 7g e uma tnica func¢do t : Y — V tal que z(t(v, 7),v,7) =
0 para qualquer (v, 7) € U. Isso nos permite, localmente, trocar as condigoes
iniciais (vo, z(70,v0,70)) por (vo, 7o)-
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Pelo teorema de dependéncia continua em relagao as condicoes iniciais,
o ponto (vg, 79) tem uma vizinhanca Uy tal que, para (v,7) € Up:

z(t,v,7) >0, para 7 <t < 7, (2.5)

@(to,v,7) <0 e |z(t,v,7) — z(t,v0,70)| < € para t € [t1,12]. (2.6)

Por (2.5) e (2.6) temos que:

1 < T+(’U,T) < to.

Como t; e to foram escolhidos arbitrariamente préximos de T (vg, 70),
concluimos que:

lim 7% (v,7) =T (vo, 7o), (2.7)
(v,7)=(v0,70)

isto é, T (v, 7) é uma fungao continua para v > 0.
Usando a desigualdade triangular:

| Xt (v, 7) — X (vg,70)]|
= | Xt (v,7) — X (vo,70) — z(t1,v,7) + z(t1,v,7) — z(t1,v0,70) + z(t1,v0, 70)|
< |X+(v,'r) —z(t1,v,7)| + |z(t1,v,7) — 2(t1,v0,70)| + |2(t1,v0,70) — X+(’U[),TQ)|.

Por (2.7), existe uma vizinhanca Vy de (vg, 7o) tal que, se (v,7) € Vy,
entao:

Xt (v,7) — z(t1,v,7)| < €

|X* (v, 70) — 2(t1,v0,70)| <,

se t; € suficientemente préximo de 7 e de 7p.
E assim concluimos que X (v, 7) é continua se v > 0.
Tratamos até agora do caso 7/ < co. Se 7/ = oo, temos:

X+(1)0,T0) =00 = T+(’U0,’I‘0).

Pelo teorema de dependéncia continua em relagao as condigoes iniciais,
temos que para qualquer € > 0 e intervalo compacto [7, t] C [7, 0], se (v, 7)
estd suficientemente préximo de (v, 79), entao:
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|z(t,vo,70) — z(t,v,7)| <,

para qualquer ¢ € [7,%g], 0 que nos da que X*(v,7) e T+ (v,7) sao fungoes
continuas quando 7 = co.

Nos resta mostrar, da primeira parte da proposi¢ao, que X *(v,7) é uma
funcao continua em v = 0.

Provaremos por contradi¢gdo. Suponhamos que exista uma sequéncia
{(vn, Tn) }nen convergindo a (0,79) tal que Xt (v,, ) — a > 0. Aqui «
pode ser finito ou infinito.

Temos que:

Xt(w,7)= sup =z(t,v,7)= sup  z(t,v,T1).
Le(r,r') te(r,TH(v,7))

Podemos escolher uma sequéncia de tempos {t, }nen tal que:

. !
Z(tn, Vn, Tn) 755 @ < @,

onde podemos supor que o/ é um nimero real positivo.
No intervalo [7,,, ¢,], (¢, vn, ™) é ndo crescente, pois z < 0, e entao:

O S E(t, Un,Tn) S Un- (28)

Com isso, segue que:
t".
2ty Vs Tn) = / (4, 0ny )b < Vn(tn — Ta),
Tn

de onde:

$(tnavna7n)
Un

bp —Tnh 2

=00 9

Pois Vp, 7555 0 € Z(tn, Vn, Tn) 750 @, que é finito.
Entao podemos escolher ¢, tal que ¢, — 27 > 7,. Dai, usando (2.8):
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in
/ Z(t, Vn, Tn)dt = Z(tn, Vn, Tn) — ©(Tn, Vn, Tn)
o Tn
‘in
= &(tn, Vn, Tn) = / Z(t, n, Tn)dt + & (T, U, Th)

Tn
tn
= (s Uns ) = 5Ty Tn) = Q(z(t,vp, ™), t)dt
Tn
t"
= Z(tn, Vn, Tn) = Up — Q(z(t,vn, ), t)dt € [0, vy].
Tn
Agora:
t” t"
tn —2m > T = Q(z(t, vn, ), t)dt < (z(t, vn, ), t)dt.
Jtn—2m JTn
Portanto:

tn tn
0< / Q(z(t, vn, ™), t)dt < (z(t,vn, ), t)dt <vp == 0,
¢

n—0o0
n—2m J T
de onde temos que:

t".
lim Q(z(t,vn, ), t)dt = 0.

n—ooo [ _on

Consideremos t,t € [t, —2m,t,], com ¢ < Z. Pelo teorema do valor médio,
existe t’ € [t,1] tal que:

$(Z7 vn,Tﬂ% - ::(t,vn’,rn) = i(t,,vn,Tn)'

Mas, por (2.8) e como ¢ — t < 27, temos:

|z(t, v, Tn) — (&, vn, Ta)| < 2700y,

Consideremos agora s € [0, 27]. Entdo, pela desigualdade acima:

|Z(tn, Vi, Tn) — Z(tn — 27 + 8, Un, Tn)| < 270y,

Logo:
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lim |z(tn, vn, Tn) — (th — 27 + 8,0, )| < lim 27w, = 0,
n—00 n—00

Pois U, 55 0 e portanto, como z(tn, Vn, Tn) 5555 @5 temos que:

lim z(t, — 27 + 8,7,) = . (2.9)

n—oo

A integral:

/t" Q(xz(t, v, ), t)dt,

tn—2m

sob a mudanga de varidvel u =t — t,, + 2, serd escrita como:

27
(@(u+ty — 2m, 00, ™), u + tn — 2m)du.
0

Como Q(z,t) é 2m-periddica em ¢, ficamos com:

2w
Q(z(u + tn — 27, Vn, Tn), u + tn, — 27)du
0
2m

= (z(u+t, — 2T, 00, ), u + tn(mod2m))du.
0
A sequéncia {t,(mod2m)},en tem uma subsequéncia convergente em
[0, 27]. Suporemos entao que a prépria sequéncia {¢,(mod2m)},en converge
para ty € [0, 2x].
Assim, por (2.9):

2
0 = lim (z(u+ tn — 2m,0p, Tn), u + tn(mod2m))du

n—oo 0

2w
= / lim Q(z(u+ tn, — 2m,vp, ), u + tp(mod2m))du
0

n—eo
2m
= Q! u + tg)du.
0
Mas, como o > 0, entdo Q(&/,u + to) > 0, qualquer ¢y € [0,27], 0 que
contradiz esta tltima igualdade. Assim, X*(v,7) é uma fungio continua
em v = 0.
Demonstremos agora a segunda parte da proposigao, por contradicao:
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Suponhamos, atendendo as hipdteses de 2, que exista uma sequéncia
{(vn)'rn)}nEN tal que:

X+(Un> Tn) 75es O

T+('Un,Tn) 50 b < 00,

Tp 2> G 2> —00.

Consideramos, sem perda de generalidade, 7(mod2r). Passando a uma
subsequéncia, se necessario, consideramos 7, — 79 € [0, 27]. Temos que:

T (vn,Tn) T (vn,n)
/ Q(z(s,vp,Ta),s)ds = —/ (8, Un, Tn)ds

Tn
= j;(TnaUn;Tn) - fi:(T+(vn,Tn)aUn; Tn)

Un n=o0 OO-

Por outro lado, estamos supondo que Q(z,t) é limitado por uma cons-
tante C' para qualquer (z,t) € R?, e dai:

“TF(Vn,Tn)
/ Q(z(8,vn, Tn), 8)ds < C(T T (vny Tn) — Tn) 555 C(b— 1) < 00,

Tn

e temos uma contradicado.

Consideramos agora a média de Q(z,t), dada por:
1 27
) = — t)dt.
Q()(l) 21 Jo Q(IE, ) t

Veremos que podemos obter boas informagoes sobre o comportamento
no infinito das solugdes de (2.2) através das solugdes de:

& = —Qo(z). (2.10)
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Lema 2.1.1. Se 4° ¢ satisfeita, entdo:

|Qo(z) — Q(z,1)| < 2myh(z).

demonstragao: Temos que:

1 2w

1 cz(m,t)dt—ce(m,t)'

271'0

|Q0('7') —Q('T’ t)l =

Il

50 2 - QL)
= |Q(:La t:lt) - Q(:E,t)l ’

para algum t; € [0,2n]. Entao, utilizando o teorema do valor médio e
também 4° :

@0(e) ~ Qe 0] = 11z, 1) - Qa0 = | X5 1, — 4 < 2o,

Introduzimos agora a seguinte notacao:

% + J3° Qo(z)dz, se X*t(v,7) = o0,
ht(v,7) = (2.11)
f0’\+(v’T) Qo(z)dz, se Xt (v,7) < oco.

Definimos:

S = /0 ~ Qo(z)ds.

Quando (2.2) é uma equacao auténoma, isto é, quando Q(z,t) = Qo(z),
a féormula (2.11) coincide com a integral de energia:

2 .

h(v) = %

+ /0 Qoly)dy.

N R
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Proposigao 2.1.3. A fungio ht(v,7) € continua para todo T e para todo
v > 0 e satisfaz a desigualdade:

2 0 2 (o]
“7 - 27r/0 P(z)dz < ht(v,7) < % + 27r/0 »(z)dz. (2.12)

Além disso, se existirem fungées reais Q(z) e g(z) tais que:

0 < g(z) < Q(z,t) < Q(z), (2.13)
entao:
2 X+ (v,T) X+(v,7) 02 X *(v,T)
——/ Q(z)dz < h+(v,'r)—/ Qo(z)dz < ——/ q(z)dz.
2 Jo 0 2 Jo
(2.14)

demonstragdo: No intervalo [7, 7" (v,7)) asolugao de (2.2) é monétona,
crescente em t, pois &(t,v,7) > 0. Entdo a equagao:

z(t,v,7) =%, T € (0,X (v,7))

admite uma tnica solugao ¢ € (0,7 (v, 7)). Tomemos agora:

f,y,v,7) =z(t,v,7) —y

Temos entao que:

aj(t’ y7 'U) T)
ot .

Entao, se ¥ € [0, X" (v,7)), pelo teorema da fungao implicita, existem
abertos Y C R3 e V C R, com (7,v,7) €U e com I € V, tais que existe uma
unica fungdo ¢ : Y — V para a qual vale t(y, v, 7) = te f(t(y,v,7),y,v,7) =
0, para qualquer (y,v,7) €U, et: U — V é diferencidvel em U.

Entao ¢ é diferencidvel em suas entradas, se § € [0, XT(v,7)), ¢ é
continua se g € [0, X T (v, 7)].

Calculemos a derivada de ¢(y,v,7) com relagdo a y quando y percorre o
intervalo [0, X* (v, 7)):

= @(t,,7)|,_; # 0.

B o 9 q q t
I(t(y,’U,T),’U,T) —Yy= 0= a‘L(L('%g,tT), U,T) i (yé;’T) =1,
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0 que nos da:

5 = S S— (2.15)

At(y,v,T) _ (8z(t(y,v,7),v,7)>_1 1
&(t(y,v,7),v,7)

Temos que z(t(y, v, 7),v,7) é continuaem 0 <y < X+ (v, 7), decrescendo
de v a 0 nesse intervalo. Seja:

Zi)(t(y,‘U,T),'U, T)? se y € [Oa X+(’U,T)),
V(y,v,7) = (2.16)
0, se y € [XT(v,7),00).

Mostremos que V (y,v,7) é continua em y = X (v, 7).
Seja yo = X+ (vg,79) < 00 e € > 0. Como ((y,vo, 7o), v0, 7o) decresce
estritamente até 0 quando y cresce até yo, podemos escolher y; < yg tal que:

0< :i,‘(t(yl,'l)g,T()),’l)o,To) < €.

Por continuidade das solucoes, existem uma vizinhanga Uy de (vg, 7p) tal
que, se (v, 7) € Uy, entdo:

0 < z(t(y1,v,7),v,7) <E€.
O conjunto {(y,v, 7) : y > y1, (v, 7) € Up} é uma vizinhanga de (yo, vo, 7o)
e V(y,v,7) < € nessa vizinhanca. Dessa maneira, V (y,v,7) é continua em
y = X*(v,7) e, sendo assim, em todo o seu dominio.
Para 0 <y < Xt(v,7), V é diferencidvel em seus argumentos:

v 9. o It(y, v, 7)
By = ay[l(t(y,v,’r),v,'r)] = Z(t(y,v,7),v,7) dy :

Por (2.15):
av 1

a_y - _Q(yat(y;’U:T)) .

z(t(y,v,7),v,7)" (2.17)

Definimos agora:

Vs | [V Qo ()de, se y € [0,X*(v,7)),
W go0,1) = (2.18)

f()X+(U’T) QO(ﬁ)d§7 se y = [X+(1),7'),OO).
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Essa fungao é continua, ja que ambas fungoes que a definem sao continuas
e coincidem em y = Xt (v,7). E mais, h*(y,v,7) é diferencidvel em cada
uma das regioes de defini¢ao. Derivemos, pois, h™ (y,v,7). Como:

(@) v (y,v,7)° Bi(t(y,v,7),v,7)°
Oy B oy

Bty w, P, Y 2T >;’—j

21’(t(y7 v, T)) v, T) = _QQ(ya t(‘!j, v, T))a

I

(z’z‘)a% /O ’ QolE)de = Qoly)

9 X*(v,7)
(i) 5 /0 Qol£)dé =0,

ficamos com:

(2.19)

ot (y,v,1) { Qo(y) — Qly, ty,v, 7)), se y€[0,X*(v,7)),
dy -

0, se y € [X*(v,7),00).
Portanto, pelo lema 2.1.1, ficamos com:

oh* (y,v,T)

Dy < 2mep(y),

de onde:

e} + o] +
[ Bt dy‘ </ ‘Bh (v,v,7)
0 oy 0 dy

o0
dy < 27r/ P(y)dy < oo,
0

pois 9 (y) é integravel. Entdo existe o limite:

Y Oht (z,v,T)
. + _ —+ . 1Y
ylggoh (y,v,7) = h7(0,v,7) +yhﬂngO A

 Oh*(z,v,T)
= At — 7 2l
L (O,U,T)+/0 E T

dz
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Se em (2.18) fazemos y — 0o, obtemos (2.11), ou seja:

ht(v,7) =limy_eht(y,v,7)
R (2.20)
= £+ [57C7Qoy) - Q. ty,v,7))ldy

Entao, utilizando novamente o lema, 2.1.1:

2
Wt (v,7) - %

X+(v,7)
/0 [Qo(y) — Qy, t(y,v,7))]dy

Xt (v,7)
< A 1Qo(y) — Q, £y, v, 7)) \dy

°° — d T * d
SAI%M mwmwmyszlwm%

o que demonstra (2.12).
Agora, por (2.20), se vale (2.13), ficamos com:

2

Xt (v,7) 2 "X+t (v,7)
% + /0 [Qo(¥) —Q(y)ldy < h™ (v, 7) < % + /0 [Qo(y) —a(y)]dy,

o que demonstra (2.14).

Para simplificagdo de alguns argumentos, lan¢aremos mao da simetria do
problema. Primeiramente, h*(v,7) e X+ (v,7) tém periodo 27 em 7, e para
z(¢,v,7) nés levamos em consideragio (2.3). Entao é natural considerarmos
7 pertencente a [0,27]. A equagdo (2.4) nos permite considerar v > 0, e,
como z(t,0,7) = X*(0,7) = h*(0,7) = 0, nés podemos identificar todos
os pares (0,7) com a origem. Assim, é razodvel considerarmos v e 7 como
coordenadas polares em um plano que agora denotamos por .

Um papel importante é desempenhado pela constante

%zAmQawm,

pois o comportamento das solucoes depende do fato dessa constante ser ou
nao infinita. Dividimos entdo o plano ® nos seguintes subconjuntos:
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{0} = {(v,7) : v =0} ={(v,7) : K" (v,7) =0},
RE ={(v,7): 0 < h™(v,7) < S},

Iy = {(v,7) : AT (v,7) = S}

Hf = {(v,7) : KT (v,7) > S}.

Teorema 2.1.1. O conjunto R{ € aberto e ndo vazio, e se (v,7) € R¢
a solugdo associada z(t,v,7) retorna ao plano z = 0 pelo menos uma vez
para t > 7. Se S = oo, entdo todas as solugdes nao triviais de (2.2) sdo os-
cilatérias. Se S < oo, entdo IIf é ndo vazio e fechado e a solugdo z(t,v,7) é
parabdlica para (v,7) € IIf. Hy ¢ ndo vazio e aberto e a solugio z(t,v,7) é
hiperbélica para (v,7) € H .

demonstragao: Como h*(v,7) é continua, temos que R e Hy sdo
abertos, enquanto H(')'r é fechado, ja que a pré-imagem de abertos (respec.
fechados) por funges continuas sao abertos (respec. fechados). Por (2.12),
temos que At (v,7) pode atingir valores arbitrariamente grandes, de onde,
se § < oo, R, H e II§ sio nio vazios.

De (2.11), é claro que h*(v,7) > $ se, e somente se, X (v,7) = oo.
Nesse caso, ht(v,7) — & = %, de onde temos (v,7) € II§ = vy = 0, isto
é, tais pontos sdo parabélicos, e para os pontos de Hy temos vy > 0, ou
seja, estes sao pontos hiperbdlicos.

A solucao z(t,v,7) é ndo trivial e retorna a z = 0 se, e somente se,
0 < X*(v,7) < o0, isto é:

X+(v,1)
0 < h* (v, 7) = / Qo(z)dz < .
0

Para a solugao trivial tem-se v = 0, ¢ h™(v,7) = 0. Seja agora § = oo.
Neste caso, ® = {0} | Ry, e entdo toda solugdo que cruza z = 0 indo para
z > 0 retorna a z = 0, e pela simetria imposta por (2.4), toda a solugao que
cruza ¢ = 0 indo para z < 0 também retorna a z = 0, isto é, a solugao é
oscilatoria.
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Coroldrio 2.1.1. O conjunto {0} |J Ry estd contido em um disco de raio
(2S+4r [ z)dz)?, e num disco de raio (2 I Q(z)dz)? se o lado direito
de (2.13) for satzsfezto. O conjunto contém um disco de raio (2 fooo q(z)dm)%
se o lado esquerdo de (2.13) for satisfeito.

demonstragao: Por (2.12), temos que:

2 0
<2 2)d.
< vr/o $(a)de

Como {0} URy = {(v,7) : 0 < At (v,7) < S}, ficamos com:

ht (v, 7)

2

P [o9) o] %
& — 5 < 27r/ P(z)des = v < (2% + 47r/ 7/)(:v)dm) .
0 0

Se o lado direito de (2.13) for satisfeito teremos, por (2.14):

2

% _/(;X+(U’T)Q(x)dz < ht(v,7) —/XWL(U T)Q (z)dz
N 9 /.X'*‘(UT)Q(‘E)dI B /,\'+(u,7) 2)de </ Qs
. / Qz d:L:>'U<( / Qz )

Ny
2
Se o lado esquerdo de (2.13) for satisfeito teremos, por (2.14):

. | S
IA

IA

Xt (v,7) v2 Xt (v,7)
ht (v, 7) — / Qo(z)dz < 5 - / q(z)dz
0 0

X+(v,7) X+(v,7) 02
= ht(v,7) —/ Qo(z)dz -I—/ q(z)dx < 5
0 0

X*(v,7) 2
= ht(v,7) / Qo(z d:1:+/ (:z:)d:t:gg.

Em {0} U R{ temos que h+ (v,7) — fo Qo(z)dz < 0. Entao, se (v,7) €
®\{0} U Ry, teremos A fo Qo(z)dz > 0 e daf:
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0 que termina a demonstragao deste corolario.

Os resultados precedentes tratam do comportamento da solugdo z(t, v, )
para t > 7. Definimos X~ (v',7") como sendo o supremo do valor absoluto
de z(t,v’,7") no intervalo maximal 7 < ¢ < 7’ onde temos |z(¢,v',7")| # 0
(podemos ter 7 = —00), e T~ (v, 7') como o instante em que a solugao atinge
esse valor. Repetindo os argumentos, conseguimos resultados andlogos também
para o passado, isto é, para t < 7. Vale notar, no entanto, que os conceitos
de “mais”e “menos”nao sio indénticos. Em particular, h* (v, 7) nao é ne-
cessariamente igual a A~ (v, 7). Aqui:

o) _m+f0 Qo(z)dz, se X (v,7) = o0, -t
v (v, T) = '
fA (UT)Q(:E(Z:[: se X (v,7) < c0.

Os conjuntos R7, IIT e HY também tém seus andlogos negativos Ry,
] 0> o 0 g 0
1 e Hy .

Definigao 2.1.2. A aplicagao S : R(J{ — ®, chamada de aplicagao primeiro
retorno, leva (v,7) € Ry em (v',7') € @ de tal forma que:

z(r',u,7) =0, &(r,u,7)+v" =0 (2.22)
ex>0paraT <t<T.

Observamos que, por (2.3), (v',7') é unicamente determinado e, por um
teorema de unicidade de solugoes de equacoes diferenciais, a aplicacao S é
injetora.
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Proposigao 2.1.4.

X oS=Xt, hmoS=nt, T70S5=T". (2.23)

demonstragao: Por (2.4) e por (2.22), temos que:

z(t,v',7") = —z(t, —v', 7") = —=z(t,v,7),

de onde X (v,7) = X~ (v/,7'), o que nos d4 também que TF(v,7) =
T (v',7") e que:

I X~ (') N X+ (v,7) o g
h™(',7) = Qo(z)dz = Qo(z)dz = h™ (v,7),
0 0

o que demonstra esta proposi¢ao.

Corolério 2.1.2. S(Rf) = Ry

demonstragao: Segue da equagdo h™ oS = h™ e da versio “menos”do
teorema, 2.1.1.

Proposicao 2.1.5. A aplicagio S : R0+ — Ry € um difeomorfismo que
preserva o elemento de drea vdvdt em ®. Se definirmos S(0) = 0, entdo
a aplicagio S : R{ |J{0} — Ry U{0} € um homeomorfismo que preserva
vdvudT.

demonstracao: Definimos a seguinte aplicagao:

F: RfxR; —» R?
(v, 0", 7)) — (a(r,,7), (1" 0, 7) + )

Para essa aplicagdo tem-se que:
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Az (' v,7) az(r' v,7)
OF (v, 1,0, 7") o' o'

o', ") -

Alz(r' v, 7))+ 8la(r w,m)+']
' or’

0 z(r',v,7)
= = —g(r',v,7) =0 #0.

1 i(r',v,7)

Consideremos agora (v,7,7',7) tal que S(v,7) = (v/,7). Pelo jaco-
biano acima e pelo teorema da funcio implicita, existem abertos I e V com
(9,7) €U e com (7', 7') € V e existe uma tnica fungao g : i/ — V, com a
mesma classe de diferenciabilidade de F, tal que ¢(v,7) = (',7') e tal que
F(v,7,9(v,7)) = F(v,7,v,7) = (0,0).

Como g é tnica, temos que g = S. Como S ¢é bijetora, S é um difeomor-
fismo de R em R;.

Pela proposigao 2.1.2 a fungdo X (v,7) é continua para qualquer 7 e
para qualquer v > 0. Analogamente, prova-se que X~ (v,7) também o é.

Consideremos entao uma sequéncia {v,, Tn}nen tal que v, 5550 0 €
Tn 75sc To- Sabemos que X*(v,7) = 0 se, e somente se, v = 0. Seja
(vh, ) = S(vn, 7). Usamos que X = X~ o S. Entao:

(X~ 08)(vn, ) = X (v, ) w55 X T(0,70) =0,

de onde:

X7 (S(vny ™)) 7580 0,

n—0Q
o que significa que S(vn, ™) 75 0, isto é, S(v,7) é uma funcio continua
na origem. Portanto, S : R |J{0} — S: Ry J{0} é um homeomorfismo.
Agora nos falta somente provar que S preserva a drea.
A equagao (2.2) é equivalente ao sistema canénico:

- _ OH
T= %y
, (2.24)
- 9H
V="
com a Hamiltoniana:
‘112 T
o) =%+ [ Qo (2.25)
0

Langamos mao do seguinte teorema:
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Teorema 2.1.2. (Poincaré-Cartan). Seja o sistema Hamiltoniano:

»— OH
T =%y

a 3
— _9H
v= oz

Suponha que y; e y2 sdo duas curvas envolvendo o mesmo tubo de tra-
jetorias do hamiltoniano acima. FEntao a integral da forma vdz - Hdt € a
mesma ao longo de vy, e ya:

fvdx—Hdt:}l{ vdr — Hdt
T Y2

Por esse teorema, a forma vdz — Hdt é preservada pelo fluxo. Este fluxo,
quando restrito ao plano z = 0, é a aplicagdo S. E em z = 0 temos que
essa forma se reduz a —Hdt. Agora, por (2.25), temos que, restrita ao plano
z = 0 tal forma reduz-se a:

o2 0 02
—Hdt = — [— +/ Q(y,t)dy] dt = ——dt,
2" ) 2

cuja derivada é o elemento de drea —wvdv A dt.

Seja entdo G C Ry aregido limitada pela curva fechada y = {(v(a), 7()) :
a € [0,1)}, seja SG a regido limitada por Sy : {(v'(2),7'(a)) : @ € [0,1)}
e seja p a drea. O contorno IV = {(z,v,t) = (0,v'(a),7'(a))} é obtido a
partir de ' = {(z,v,t) = (0,v(), 7(a))} por um deslocamento sobre as
trajetorias do sistema (2.24) (deslocamentos de diferentes magnitudes para
tempos diferentes). Usando o teorema 2.1.2, temos que:

12

1(G) = ji ?m = f} [vdz—Hdt] = — }€ [odo—Hat] = ?{ %df’ = u(SG).

Sy

Entao S preserva a érea.
|

Consideramos agora a possibilidade de diversas iteragoes da aplicagdo
S(v,7).

Se S(v,7) = (v/,7') € R, podemos falar de S%(v,7). A solugio asso-
ciada z(¢,v,T) entdo retorna a z = 0 ao menos 2 vezes para t > 7. Se, por
exemplo, (v,7) € S™H(Hy N Ry), entdo (v/,7') € Hy, e portanto a solugdo
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x(t,v,7) retorna a = 0 uma vez para t > 7 e entao diverge hiperbolica-
mente.
Para n > 1, definimos recursivamente:

Hf=5"'H} NRy), HY = 2o Hy
I} =S7'(ILY_, N Ry), o+ = Upl, It (2.26)
Ry =S Ry N Ry), RY =L Ry
e
H, = S(H,_ N Ry), H™ =U;Lo Hy
I, =S, _,NRY), - =, 10, (2.27)
R, =S(R, N Ry), R™ =l Ry

Nota-se que, se (v,7) € H,}, a solugio associada z(t,v,7) retorna n vezes
ao plano z = 0 e entdo diverge hiperbolicamente. Se (v, 7) € IL!, a solugao
z(¢t,v,7) retorna n vezes ao plano z = 0 e entdo diverge parabolicamente.
Se (v,7) € R}, x(t,v,7) retorna pelo menos n + 1 vezes ao plano « = 0.
O conjunto H* é o conjunto de (v,7) tal que z(t,v,7) é hiperbélica pra
para t — oo, II* é o conjunto de (v,7) tal que z(t,v,7) é parabdlica para
t — coe RT é o conjunto de (v, 7) tal que z(¢,v, ) é oscilatéria para t — oo.
Analogamente para (2.27).

Proposicao 2.1.6. Para todo n > 1 temos:

R, _,=R,UIL,UH,. ’

n—1 —

A solugao x(t,v,7) é hiperbdlica, parabdlica ou oscilatéria para t — oo
(respec. para t — —oo0) se, e somente se, (v,7) € H I ou R (respec.
(v,7) € H~,II" ou R~ ), respectivamente. Além disso:

o\{0} =+ Jut | JRY =H- | JO | R

Os conjuntos Hf, HY, Hy, H-, R} e R, sao abertos, IIf |J---UIL}
eIy U--- UL, sao fechados, IIT e I~ sao do tipo F, e RY e R~ sao do
tipo Gjy.

demonstragao: Apliquemos S na primeira equagao de (2.28):
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SR = S®HJmJH

= S(rRHJsah) s

= (R:Ll ﬂRa) U(H?{_1 ﬂﬂa) U(H:—l ﬂHO-)
(R Ut UHE )R-

Entao a primeira equagio de (2.28) é equivalente a:

SRy = (R U U D By - (2.29)
Vamos agora provar a primeira equagdo de (2.28) por indugdo finita,
utilizando sua equivaléncia com (2.29).
Paran =1, (2.29) é:
S(R§) = Ry,

que procede.
Suponhamos que a primeira equacdo de (2.28) vale para n = j — 1.
Mostremos que (2.29) (que lhe é equivalente) vale para n = j:

Rf = STY R \Ry) =5 (® U UHEH(E)
+y + -
= SR} =R U JHEH( R
e isso prova (2.29) e, portanto, a primeira equacio de (2.28).

A segunda equagdo de (2.28) demonstra-se de maneira andloga.
Temos que:

o\{0} = ry |1 | H
Como R = R UTI U H;", por (2.28), ficamos entdo com:
0 1 1 1
o\{o} = R |Jmf |J B g | Hy

Procedendo dessa forma sucessivamente, obtemos:

a\{o} = kU mh U #77).
k=0 k=0
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Como R}, | C R}, temos que:

n
+ _ +
R =[] B}
k=0

Assim:

o\{0} = (( &H U mH U #5D.
k=0 k=0

k=0

Como:

(UmhUlJ #H cJmH Ul #h,
k=0 k=0 k=0 k=0

ficamos com:

e\{o} = ([ H UJ mh U #H.
k=0 k=0 k=0

E mais, se (v, 7) nao est4 nem em |J;o, I} e nem em |52, H;, entdo
(v,7) € R". Entdo podemos fazer:

e\{o} = (N eHUJJmh U #H = rJut | Jat
k=0 k=0 k=0

e, analogamente:

e\{oy =r | Jm | JH .

Os conjuntos Hy, Hy , Rf e Ry sdo abertos e S : R (J{0} — Ry {0}
é um homeomorfismo. Logo, por (2.26) e por (2.27), os conjuntos H,", HY,
Hy, R} e R;; sao abertos e os conjuntos R e R~ sdo do tipo G5. O conjunto
II§ é fechado em @, e entdo II{ (| Ry ¢ relativamente fechado em Ry |J{0},
de onde IT{ = S~1(II§ N Ry ) é relativamente fechado em S~1(Ry U{0}) =
R UJ{0}. Mas entdo IIJ I} é fechado em ®, ji que a fronteira de
R U{0} ¢ IIf. Por indugdo IF YIIf J---UTI; é fechado, e entdo I+
é do tipo Fs. De forma semelhante, mostramos que Iy JII; |J---UTI,; é
fechado e que II~ é do tipo Fj.
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Da proposicao acima, todos os conjuntos em (2.26) e em (2.27) sdo men-
surdveis segundo Lebesgue. A medida p = vdvdr é absolutamente continua,
com respeito & medida de Lebesgue, de onde os conjuntos em questiao sao
mensuraveis com respeito a p.

Consideramos agora a decomposicio do plano ® gerada pelas particoes:

= {0} JR* U[U (g U[U = JHS (230)

n=l n=1

o= {0} Jr Ut U UIU H. U H, - (2.31)

n=1 n=1

Nos conjuntos II{ e ng a aplicagao S nao estd definida, e em Il e H
a aplicagdo S~! nao estd definida. Intersecgdes de pares de elementos das
decomposigoes (2.30) e (2.31) sdo feitas de acordo com o seguinte esquema:

Proposicao 2.1.7. Para todon>1 em > 0:

S(RT(R") R*ﬂR‘ S(RY(1L,) = R" (I,
S(RY*(\H,)=R*(\Hpy, SHI(BR)=H (R,
S( nﬂnm)— s SUHT () Hy) = H () Hyp s
s@y(\r) =0t (&, S (1L,) = Iy (T,
S Hy) =T () Hogr-

demonstragao: Se uma dada solugdo z(t,v,7) retornaria k vezes ao
plano z = 0 para t > 7, a solugdo z(¢,v',7'), onde (v',7') = S(v,7), re-
tornard k — 1 vezes ao plano z = 0 para ¢t > 7', o que faz com que S diminua
os indices dos conjuntos H, e I} das igualdades acima em 1. Analoga-
mente, se a solucdo z(¢,v,7) retornaria k vezes ao plano z = 0 para t < T,
a solucdo s(t,v’,7') retornard k + 1 vezes para t < 7/, o que faz com que
a aplicagao de S nos conjuntos H,, e Il aumente seus indices em 1. Os
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simbolos R, H e Il nao mudam, pois o fato de irmos de um zero da solugao
para outro nao altera seu comportamento.

Teorema 2.1.3. Quase todas as solug¢ées que sao oscilatdrias para t — —oo
também o sao para t — co. Quase todas as solugdes que sao hiperbdlicas
ou parabdlicas para t — —oo também sdo parabdlicas ou hiperbdlicas para
t — oo.

demonstragao: Se & = oo, entdo ®\{0} = Rt = R, e temos a tese
demonstrada, pelo teorema 2.1.1.

Consideremos entao & < co. Pelo coroldrio 2.1.1, R(J{ e Ry estao contidos
em discos de raios finitos. O mesmo vale para R™ e R™, ji que estes estao
contidos em R(‘,F e R, respectivamente. Seja:

By, = RY(\[H, | J1I,], m >o.
Pela proposicao 2.1.7:

S(Bn) = S(R*Y(H,|J,) = s®") () S(H, | JIL,)
= RY ﬂ(H7:z+l UH;L+1) = Bm+1-

Como S preserva a area, temos que By, € By, 11 tem a mesma area, de
onde p(Bm) = p(Bn), para quaisquer m,n > 0.
Notemos agora que:

Bo =R Hy |y c Hy | T c ®\Ry

e, param > 1:

By, C H, |1, = By, C Ry,

o que nos da:

BomBm =@, para m > 1.

Portanto, para k > m, temos:

Bi()Bm = 8(Bk-1[ | Bim-1) = S™(Bi-m [ | Bo) = 0. (2.32)
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Mas:

[e]

B, = R*(J#H, UL =R (H-|J1)
0

m=0
= R*(@\({o}|JR )] =R"\R".
Entao, utilizando (2.32):

m=

w(R\R™) = pu(|J Bm) =D u(Bm).
m=0 m=0

Conforme ji observamos, R* e R~ estdo contidos em discos de raios
finitos, ou seja, (RT\R™) < co. Entao Y oo pu(Bm) < 0o. Disso, como
p1(Bm) = p(By), para quaisquer m,k > 0, devemos ter u(B,,) = 0, para
qualquer m > 0, isto é, u(RT\R™) = 0. Analogamente, mostramos que
W(R™\R*) =0.

2.2 Propriedades diferenciais das fungoes

Nesta secdo serd feito um estudo detalhado das propriedades diferenciais
das fungoes h(v,7) e S. Assumiremos que Q(z,t) satisfaz condigoes mais
restritivas que as anteriores. Nés mantemos 1° e 2° , mas trocamos 3°
por:

3°° - Q(z,t) > gq(z) > 0 para todo = > 0 e todo t.

A condicdo 4° permanece a mesma se § < 0o, mas caso contrario é
substituida por:

. 2 ’ e z
4°° - A derivada a—gt(f—t) é continua, e para todo t e z > 0 nds temos:

%{ <yl e /Omxzbl(z)dx <.

E impomos, também, as seguintes condigoes:
5° - Existe z* > 0 tal que a fungio:

i) ¢é limitada para = > z*, se & < oo,

)= 2R )
a* <y<z Q\Z)9\Y =0(3) conforme z — co, se § = co.
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6° - Tem-se % <0 para z > z*.
Lema 2.2.1. Se 4°° ¢ satisfeita, entao 4° também o é:

l%‘ < P(z) = 2miy (2),

onde fooo z(z)dr < oo e f;o P(y)dy = o (%) conforme T — 0.

demonstragao: Como Q(z,t) é 2m-periddica em t:

T 9Q(, )
27r ot —a =0
Entao:
Q(z,t) _ 9Q(z,t) 1 /2” 0Q(z, 1) &
a ot 21 Jo ot ’
de onde:

9Qz,0)| _|0Q(,t) 1 [*"9Q(,1)
a | | ot 2 /o o |

Existe ¢ € [0, 27| tal que:

9Q(z,7) _ [*" 0Q(z,1)
25 —/0 ot X
e dai:
aQ(z,t)|  |0Q(z,t) 09Q(z,t)
’ ot || o ot |

Assim, pelo teorema do valor médio, existe ¢ € [0, 27] tal que:

0Q(z,t) (z,1)
‘ ot } B at2 =1
20)
< 27 % < 27y (z).

Fazendo 1 (z) = 2w (z), obtemos 4° .

Por 4%, [Pz 7/'(:’ dz = [;° zp1(z)de < 0. Entdo [;° z1p(z)dz < oo, e
assim:
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[ vwas= 2o [“vtan <5 [T =o(3).

Os resultados anteriores tocantes & continuidade de X*(v,7) e T*(v.7)
ainda continuam vélidos. Soma-se a esses:

Proposicao 2.2.1. As fungées X+ (v,7) e TH(v,7) pertencem a C'(R{).
Se 7 € limitado inferiormente, entdo:

lim T%(v,7) = oo, lim 7' = oco. (2.33)
X+t—o00 X+to00

demonstragdo: X*(v,7) e T (v, 7) satisfazem:
z2(T*(v,7),0,7) = X*(v,7) =0,
z(T*(v,7),v,7) =0.

Definimos F(X*,T% v, 7) = (2(T (v, 7),v,7)—X (v, 7), (T (v,7),v,7)).
Seu jacobiano sera:

6(:1;(T+ (ﬂ,T),U,T)—X+(v,T)) a(x(T’*_(’U,T),‘U,T)*X'*(‘U,T))
OF(X*,T*,v,7) X+ T T

a(xX+,T+)

9&(T+ (v,7),0,7) Az (T (v,7),v,7)
oX+ oT+
-1 z(T*(v,7),0,7) | _

0 (T (v,7),v,7) = —#(T"(v,7),0,7)

= Q(X+(v,T),T+(v,T)).

OF(X+ T+ v,7)

Entao, por 3°°, XTI # 0. Assim, podemos aplicar o teorema da

fungdo implicita. Fixemos (7,7) e sejam X+ = X+(0,7) e T = T+(1,7).
Pelo teorema da fungio implicita, existem abertos U e V, com (0,7) € U
e (T,T_F) € V e uma tnica funcdo g : Y — V com ¢(7,7) = (7+,T+),
tal que F(g(v,7),v,7) = 0 para qualquer (v,7) € U. Pela unicidade de g,
(Xt (v,7), T*(v,7)) = g(v,7). Como F é continuamente diferencidvel em
R}, entdo X+ e Tt também o sdo. Se denotarmos a diferenciagio com
respeito a v ou 7 por d, teremos, de z(T*(v,7),v,7) — X (v,7) = 0:



2.2. PROPRIEDADES DIFERENCIAIS DAS FUNCOES

§Xt(v,7) = 62(T (v, 7),v,7)
De @(T*(v,7),v,7) = 0, temos:
oz .. . 3+ 1
isto é:

0z (Tt (v, 7),v,7)

(v, 1) = )
o g QX+t (v,7), Tt (v,7))

Por 6° , temos que:

0Q(z,t)
Jz =0

(2.34)

(2.35)

para z > z*, isto é, para cada t fixado, Q(z,t) é limitada, j4 que Q(z,t)
¢ fmpar. Como Q(z,t) é 2m-periédica, podemos considerar que ¢ € [0.27],
e concluimos que Q(z,t) é limitada superiormente. Ai, a proposigdo 2.1.2

mostra a validade de (2.33).

Lembremos que em ® néds identificamos valores de 7 que diferem por 27.
Como T (v, 7+ 27) = T+ (v, 7) + 27, podemos considerar também T como

pertencente ao intervalo [0, 2x]. Consideremos o anel:

KE = {(h%, TF) : 0 < bt < S, TF = T (mod2r)}

Proposigao 2.2.2. A aplicagio Pt : Rf — K definida por:

Pt(w,7) = (Wt (v,7),T" (v, 7)(mod2r))
€ um difeomorfismo.

demonstragao: Em Ry :

X+(v,7)
ht (v, 7) :/ Qo(z)dz,
0

onde, por 3°°:

1 21 1 2n

Qo(z) =o— | Qla,t)dt > o— | q(z)di = qg(z) >0,

271'0 27['0

(2.36)
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e disso concluimos que os valores assumidos por At (v,7) em (0, J) apresen-
tam uma correspondéncia bitnivoca com os valores assumidos por X (v, 7)
em (0, 00).

Agora, como:

z(TH,v,7)— Xt =0
#(T+,v,7) =0 ’

temos que o par (X1, TT) determina uma solugio z(t) do problema. E esta
solugao determina um 7 pela condigao:

{ z(r) =0,

z(t) >0 para 7 <t <TT.

E, finalmente, determinamos v = @(7). Assim, P* : Rf — Kt é uma
bijecao.

Para mostrarmos que P : RaL — KT é um difeomorfismo nos resta
provar apenas que € um difeomorfismo local. Calculemos, para tanto, o seu
jacobiano:

oht(v,7)  9ht(v,7)
a(h+ , T+) v ar

A, 7) | ortur) oTtwa)
ov or

De ht(v,7) = jg\’Jr(”’T) Qo(z)dz, temos que:

Sht(v,7) = Qo(X (v, 7))d Xt (v, 7).
Por (2.34):
Sht (v, 7) = Qo(X Tt (v, 7))z (T (v, 7),v, 7). (2.37)
E, lembrando (2.35):

(T (v,7),0,7)

t(v,7) = s
T T) = B o, 1), T (0, 7))

Assim, o jacobiano acima fica:
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/’+
Qo(X (v, 7)) 22 er)

55

Qo(X* (v, 7)) 22 wr)

A(ht,TT) B
a(’l), T) 1 (T (v,7),0,7) 1 i (T (v,7),0,7)
Q(X*(v,7),T+(v,7)) ov QX+ (v,m),TF(v,1)) ot
Xt (v,7) Xt (v,7)
dv oT

QO(X+(U» T))

QX*(v,7), T*(v,7

Qo(X* (v, 7))

)) (T (v,m),w,7)  0(TH (v,7),0,7)
v or

6.’12(T+('U,T),‘U,T) aI(T+(11,T),‘U,'r)
dv or

QX *(v,7), T+ (v,7))

0L(T+ (v,r)w,7)  0Z(TH (v,7),0,7)

v T

Na ultima passagem acima utilizamos (2.34).

oz(T* (v,7),v,7)

9z (T (v,7),v,7)
v or

Entao:
a(ht, TT) Qo(X*(v,7))
(v, 7) Q(X*(v,7),T*(v,7))

Qu(X*(v,7))

(T (v,7),v,7)

9zx(T* (v,7),v,7)

v ar

Oz, z)

QX (v,7), T+ (v, 7)) (v, T) | ,—pr ()

A(z,z)
A(v,T)
mos primeiramente que, por (2.2):

Mostremos agora que

% _
v

9Q(a,t) da
Jdr Ov

9 _ 9Q(z,t)

o

Entao:

Oz Ot

¢é constante em relagao a t. Para isso, note-
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d O(z, 1) d (0x 0z Oz 0%
dt O(v, ) dt (%8—7 B a—’r%>
0005 | 0503 030 0s0s
dvodr Ovdr Ordv Ot v
Jr 0% Oz 0%
or Ot dv

0z 0Q(z,t) Oz 0z 0Q(z,t) 0z
v 8z oOr or 0z w

Temos entao que:

9(z, &) _ Oz, @)
a(va T) 1=T*(v,7) 6(1}, T) t=r '

Calculemos pois o valor desse determinante. Para isso, observamos que:

z(,v,7) =0 (2.38)
e
z(7,v,7) = . (2.39)
Por (2.38) temos que:
Oz (7,v,T) B oz(1,v,7)
—ar  tv=0 —ar—=0,
e de (2.39) temos:
oi(t,v,7) 1 oz(t,v,7) 0
v o or e
Entao ficamos com:
6(m,:v) B 0 —w _
(v, T) t_r_‘ 1 0 ‘—'u>0,
isto é:
o(pt,T*) Qo(X*(v,7)) d(z, )
v, 7) QX *(v,7),T+(v,7)) 9(v,7) |,

(
Qu(X*(v,7))
Q(X"'(’U,T),T"‘(’U,T))
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Logo, Pt : Rgf — Kt ¢ um difeomorfismo local e, como é uma bije¢io,
é um difeomorfismo.

Coroldrio 2.2.1. A funcio h* (v, 7) pertence a C'(Ry), seu gradiente Vh*
nao se anula, e as curvas de nivel h*(v,7) = C, 0 < C < S, sdo difeomorfas
ao circulo. Se segquirmos uma curva de nivel por uma volta na diregdo
positiva, T* (v, 7) aumentard de 2w, sendo estritamente crescente.

demonstragdo: Como P*(v,7) € C'(Ry), entdo h'(v,7) € C(RY).

Se tivéssemos VAT (v,7) = 0, terfamos também % = 0, e vé-se que
isso é falso na demonstracao da proposi¢ao 2.2.2.
Consideremos a curva de nivel v = {(v,7) : ht(v,7) = C}. Entdo

P*(y) = {(C, T" (v, 7)(mod2n)) : h*(v,7) = C}.

Sejam (vi,71), (v2,72) € 7. Como PT(v,7) é injetora e ht(vy, ) =
ht(ve, ) = C, temos que T (vy, ) (mod27m) # T (v2, ) (mod2), isto é,
T+ (v, ) é injetora sobre as curvas de nivel, o que mostra que o crescimento
ou decrescimento deve ser estrito. O fato de T (v, 7) crescer no sentido posi-
tivo sobre a curva de nivel e aumentar de 27 em uma volta vem diretamente
de T*(v,7 4+ 27) =T (v,7) + 27

Suponhamos que nao exista (v, 7) tal que h* (v, 7) = C e T (v, 7)(mod2m)
a € [0,27). Isso significa que nao existe (v,7) tal que P*(v,7) = (C,a), o
que é falso, posto que P*(v,7) é uma fungio sobrejetora. Entdo Pt (y) =
{(C, T (v, 7)(mod2r)) : ht(v,7) = C} é tal que T (v,7)(mod2m) assume
todos os valores do intervalo [0, 2), isto é, P () é um conjunto difeomorfo
ao circulo. Como P*(v,7) é um difeomorfismo, v é um conjunto difeomorfo
ao circulo.

Para as fungoes X ~ (v, 7), T (v,7) e h™ (v, 7) valem versdes com “menos”
das proposigoes 2.2.1 e 2.2.2 e do corolario 2.2.1. Nota-se que em algumas
férmulas hd mudanca de sinais:

0X™ (v,7) = =6z(T (v, 7),0,7), (2.40)

_ . 0z (T~ (v, 7),v,7)
0T (v, 7) = 0. T (0.1)) (2.41)
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0h™ (v, 7) = —Qo (X~ (v,7))dX ™ (v, 7). (2.42)
Coroldrio 2.2.2. S=(P7) lo P+,

demonstragao: Pela proposicao 2.23:

Pt(v,7) = (h"(v,7),T"(v,7)(mod2r))
= (b (',1"), T (v',7")(mod27))
= P (v,7) = (P 08)(v,7).

Se & = f(fo Qu(z)dz < oo, entdo Ry e Ry ndo ocupam totalmente
P\ {0}, e entdo a informagao fornecida pelo coroldrio 2.2.1 ndo é suficiente.
Se & = 0o e Rf = Ry = ®\{0}, nés precisamos de informagdes sobre
o comportamento assintético de h™ (v, 7) conforme v — oco. A expressao
“uniformemente em 7” vai sempre significar que 7 varia sobre um periodo
fixo, por exemplo, 7 € [0, 27].

Nota 2. Como todos os argumentos valerao tanto para o passado como para
o futuro, os indices + serdo frequentemente omitidos.

Como antes, V (y,v, 7) denotard a magnitude da velocidade & da solugéo
z(t,v,7) no instante de tempo t(y,v,7) no qual a solugdo vale y. Essas
fungoes sao diferencidveis em 0 < y < X(v,7), e suas derivadas com res-
peito a y sdo dadas por (2.15) e (2.17). Sendo V(y,v,7) > 0, uma melhor
expressao para esta grandeza, independente dos indices =+, é:

lZ(t(y,v,7),v,7)], se y € [0, X(v,7)],
V(yvvaT) = (243)
0, se y € (X (v,7),00).
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Lema 2.2.2. 1) Se 0 <y < X(v,7), entdo:

X(v,7) %
V(y,v,7) > 2/ q(o)do| .
Yy

1

To

- } < zy < X(v,7), onde z* é o nimero em 5° , entdo:
1

Q)Sea:*g{

/z;z P(s) [/: (V(afl+))3] ds < m:g?gh{(s) [2 /m;\’(u,r) q(a)da] 3 |
(2.44)

8) Conforme v — oo no intervalo 0 <y < o(v?) nds temos a férmula

assintotica:

V(y,v,7) =v—o(v),

com wm resto que € uniforme em T.
4) Se & = oo, entdo, conforme v — 00:

oo = [0 [ [ rtem] o= (3)

uniformemente em T.

demonstragéo: Por (2.17):

o (V? ov Q\
a—y (7) = V‘% =V ("V) — #Q(y7t(yav7’r))7

e entao:

V(y,v,7)* [  (V(yu)E (X9 (V2
f _/y Q(Oa t)da - f‘ +/y a—y (7) do
(V(y,v,7))? (V(o,v,7))?  (V(y,v,7))?

= W) _
5 ton T 3 2
2
~ fim V@01
ag—= X 2

Logo:
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(V(y,v,7))? X (V(y,v,7))? X
= —/y Q(o,t)do > 0= ——a > /y Q(o,t)do.

Utilizando 3°°:

T 2 X
(”ﬁ“”zlqmm

isto é,

X(uv,7) 2
mmnz2/ glo)do|
Yy

o que demonstra a primeira parte do lema.

Provemos agora a segunda parte. Assumamos z* < z; < o < s. Por 5°
temos:

Entao:

P(s) < &(s)a(s)a(y), para qualquer y € [27, z].
Como nenhuma dessa fungoes assumem valores negativos, temos que:

S

¢ws/amwmm.

T

Logo:
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T2 s do
P(s) —|d
/xl (2f;Yq(n)dn)§ S

< /ﬁcjgg(s)qw / (—d"i ds

2 [ a(m)dn)

o2 1 1
= [ ttaate) § ———— - ————— 1as
3 A 7 2
0 2 f q(n) dn] [Zf q(n n]
f —_— ——ds
o [ ] 2
Iélai( / ] ——— ds
ToST<T2 zo X 2
2 f q(n)dn
X (v,7) )
max / — s
mofzgmz zo 3

Il

2 S al )dn]

X 2
max £(s) [2 / q(a)da] ds,

Zo

o que demonstra a segunda parte do lema.

Provemos

agora a terceira parte. Seja [0,y*(v,7)] o maior intervalo em

que V*(y,v,7) > §. Na demonstragdo da proposigao 2.2.1 mostramos que
Q(z,t) é limitada superiormente, digamos por Q.

Seja ¢(v) uma fungdo arbitraria que vai a zero quando v — co. Para y

que satisfaz:

temos que:

0<y<v?(v), 0<y<y* (2.45)
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y
Vy,v,7) = v—/o %fﬁ)da
Y Qo)
= v-— —
v o Vio,v,7) ?
Y O 20
> v—/ %da:v——Qy
0 2 v

> v— —Qup(v) =v(1 - 2Q¢(v)).
Se v é suficientemente grande para que tenhamos ¢(v) < G—IQr, entao:
~ 1 1 2v
V(y,’(},’T) 2 v (1 = 2Q6Q) =% (1 — §> = ?.
Temos que V (y*,v,7) = § < %”, e por isso a primeira condigio em (2.45)
é violada antes da segunda, isto é, v2p(v) < y* e:

v 2> V(y) v, T) > 0= 2@90(7)) =V = O(U),
0 que prova a terceira parte.
Resta-nos somente mostrar a quarta parte.
Sendo £(y) a fungdo em 5° , coloquemos:

é(x) =sup(y), ve) =", /5~
y2z £(z)
Quando z — co tem-se que v(z) — 00. Se p = v~!, entdo z = p(v) = o
conforme v — co. Por 5°, se & = oo, entdo &(z) =0 (1) e £(z) =o (1)
quando z — c0, €:

) _ . pl) . w
AR T IR NEPE T A )P
- a:llrngo T - :r:lggo é—(f_) =0
@ T
e:
lim v2€(p(v)) = lim (v(z))%(2) = lim [ ——&(z)
v—00 T—00 T—00 5(1)
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Agora, temos:

o) = [ 7 ) I (V(U‘—“TW,] dy

X(v,7) w(v) do X(v,7) y do
= —_— ——|d
[ (V(O,U,T))“}dy+/() s Upm (V(a,w))?’] i

X(v,7) p(v) der X(v,7) y do
= —— | d +/ 1 / | dy
v /0 (V(a,v,T))g’} ¥ Lot ”’(‘”L(U) V0,17 |

o o) gy X(v,7) v do
Jy v [/0 W} Wy 0 [/w(u) m} w

Analisemos, pois, essas duas integrais que limitam 0(v, 7). Como ¢(v) =
o(v?), pois j4 mostramos que lim,_, %2”— = 0, segue do que ji mostramos
que V(o) =v—o(v) e:

° ¢ dg »(v) 1
Ji v | -0 (59) = ()
Quanto a segunda integral, usemos (2.44):
[ | [ | €0) |2 atora %
1 7 B——t max s q(o)do
o(v) v w(v) (V(o,v,7))3 v p(v)<s<X ()

X 3
| sup £(s)] |:2/ q(a)da]
7]

p(v)<s (v)

IA

VAN

IN

IA
=

évn |2 | i (o)

Utilizando (2.14):

X W2 z
h(v,T)—/O Q(z)dz < 7—/0 q(o)do
7 X
= /OA q(o)do + h(v, ) —/0 Q(z)dz < %

Mas no presente caso temos § = oo, entdo h(v,7) = fOX Qo(z)dz, e a
desigualdade acima fica:
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Entao:

L

pois ja provamos que

Lema 2.2.3. Se &(z), n(z), a(z) e b(z) sdo nao negativas em [zo, X), onde
&(z) e n(z) sao absolutamente continuas e a(z) e b(z) sao integrdveis em
cada intervalo [zo,z] C [z, X), &0 = £(0), no = n(zo), € se

¢'(z) < a(z)n(z), n'(z) <b(z)é(2),

entao para xg < x < X nds temos:

£(z) < [50+n0 / :a(s)ds] exp [ / :a(s) /I 0 b(o)dads] (2.46)

e
n(z) <no+ [50 + 1o /:r: a(s)ds] /qE b(s)ds - exp [/T a(s) /s b(o)dads].
0 x° oo (2:47)
demonstragao: Seja:
g(z) = max {(y)-
Entao:
wo) <+ [ UGN <mtoa) [ Bo)ds, (249

de onde:
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€() < al@hn(e) < a(z) [no +ote) [ b(s)ds]
- ()ﬂo+al)gz)/ )ds.
Com isso:
g(z) = T;g%)érf(y) BE [£o+/z:£’(8)d8]
< max [§0+Tlo / a(s)ds + / " a(s)g(s) / b(s)dods]
<

T
§0+710/ a(S)d8+/ a( /b Ydods.
T

Por um lema de Bellman-Gronwall:

g(z) < [Eg + 10 /; a(s)ds] exp /I: a(s) /;; b(o)dods.

Isso prova (2.46), e substituindo-a em (2.48) obtemos (2.47).

|
Lema 2.2.4. As derivadas parciais ah(g;v’ﬂ e ah(gf’T) de
Y, u,T 2
(V(J,Q, ) foy Qo(&)dé, 0<y < X(v,7),
hiy,v,7) = 24
S50 Qole)de, X(v,7) <y <oo.

s@o continuas com respeito a (y,v,T) na regiago {v > 0,y # X(v,7)}, e na
superficie y = X (v,7) elas tém valores por ambos os lados, para v > 0, que
sao continuos e, em geral, distintos.

demonstragao: Lembrando que:

% + [§ Qo(&)d¢, 0<y < X(v,7)
h(v,7) =

XD Qo(e)de,  X(v,m) <y < oo
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se y > X (v, 7) tem-se que h(y,v,7) = h(v,7) e

6”'(1./7 v, T) = 6”’(”7 T) = QO(X(U: T))(SX(’U, T)1
onde, como antes, d denota a derivagdo com respeito a v ou 7.
Essas derivadas sao continuas pelo corolario 2.2.1, e tem valor limite para
y — X (v, 7) dado por:
6hy = Qo(y)6X(U, 7)1 Y= X(‘U, T)' (250)

Agora, consideremos as identidades:

b

z(t(y,v,7),v,7) =y
z(t(y,v,7),v,7) = V(y,v,7)

Diferenciando a primeira:

:L-ét+5a::O:>5t:—6i:—6—$,
T 1%

concluimos, diferenciando a segunda, que, para 0 <y < X (v, 7):

oV

56t + 0% = —Qbt + 6

De onde:

Sh(y,v,7) = V(y,v,7)0V (y,v,7) = Qy, t(y,v, 7))dz + V (y,v, 7).

Assim, essas derivadas sio também continuas para 0 < y < X(v,7), e
temos seu limite para y — X (v, 7):

oh- =Q(y, T(v,7))0X (v,7), y=X(v,7), (2.51)

j& que para y = X(v,7) a fungdo t(y,v,7) vale T'(v,7), V(y,v,7) = 0 e
dz = 6X por (2.34). Deve-se fazer aqui uma observagdo. O célculo de §V
acima foi feito como se tivéssemos o indice +, pois caso contrario teriamos
8V = —idt — 863 = —90% — §i, por (2.43). No entanto, pela diferenca de
sinais entre (2.34) e (2.40) o limite dh_ é o mesmo nos dois casos.

Comparando (2.50) com (2.51) vemos que, ao atravessar a supercicie
y = X(v,7), 0h(y,v, ) sofre um salto de magnitude dado por:
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A = |bhy —oh_| =[Qy,T(v, 7)) — Qo(y)]s X]

[deg

Usando agora o lema 2.1.1:

< |2m()

oh_|.
Qu,T) "

Tomando ¢(y) dada por 3°°:

2mp(y)
q(y)
Sendo &(y) a fungdo dada por 5° :

A<

oh_]|.

o @)
‘<z<1,Q(z)Q(w)

P(z) 2
= €@) 2 r o = 9(@) < Ea)(a(a)”

Ely) =

E entdo temos uma estimativa para A:

A <2r8(y)a(y)loh-|, y = X (v, 7).

67

(2.52)

Teorema 2.2.1. A funcio h(v,7) pertence C*(®\{0}). Seu gradiente é nio
degenerado. Entao as curvas de nivel h(v,7) = C > 0 sdo curvas de Jordan

SUQUESs.

demonstragao:

Como na demonstragdo da proposi¢ao 2.1.3 é natural considerarmos o
limite limy_, h(y, v, 7) = h(v,7). No entanto, hd aqui uma complicagao: o

salto que §h(y, v, ) sofre na superficie y = X (v, 7).
Se 0 <y < X(v,7), entao:

Oh(y,v,T)

_ oV (y,v,7)
ay _'V(y7v1T)

3y + Qo(¥)-
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Mas:

V(yv v, T) = I-'i:(t(yv v, T)) v, T)l

nos dé que:

aV (y,v,7)
dy

— £i(t(y,0,7),0,1) LT,

onde o sinal & vem da diferenca entre os casos h* e h~. Mas g—; ¢ dada por
(2.15):

ot(y,v,7) 1 B 1
ay B "L..(t(y7v7’r)7’u77') B iV(Z/”‘)’ 7-),

com a mesma justificativa para 4. Entdo:

Vi, )00, 1,07 ( sy ) + Gl

= i(t(’y,’l),T),’U,T) + Qﬂ(y) = Qo(y) - Q(‘y,t(y,'U,T)).

Oh(y,v,T)
dy

Il

Pelos resultados acima, temos que, para 0 < y < X(v,7), h(y,v,7) e
t(y,v, ) satisfazem um sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

% = QO(y) - Q(yvt)7

dt _ 1

dy — V»

N -

onde V(y,v, T) = [2 (h(y,'u, T) - fé/ QU(E)d€)] .
Se aplicarmos a o operador derivativo § (derivada com relagdo a v ou 7)
na primeira equagao:

d . 0Q(yt)
dyéh = T

Se aplicarmos d na segunda equagao:

ot.

45 - _OV_ ViV
dy vz V3
5_h

~75°
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Entao, denotando a derivada com relagao a y por ’, chegamos ao seguinte
sistema de equagoes variacionais:

9Q(y,t) oh
0h) = ———2§t,  (0t) = ——.
oy = -2 5y sty = 20
Aplicaremos agora o lema 2.2.3, com & = |0h|, n = |6t|, a = e b— ‘—15
Para 0 <yo <y < X(v,7) teremos, portanto:

(2.53)

15h(y)] < [wh(yo)l + 15t(yo) yj«p(s)ds] 45 / :z/ws) /J (V(l%))sd
(2.54)

ot < et | sy [maoll + bl [ i exo [ o) [ s
Yo Yo Y 1

0 Yo

(2.55)

Na regidao Ry = {(v,7) : 0 < h(v,7) < &} o presente teorema ja estd
demonstrado pelo corolario 2.2.1. Entdo, se & = oo, Ry = ®\{0}, e o
teorema estéd provado. Sendo assim, assumiremos & < co.

Por 6°, Q(z,t) é ndo crescente em z para z > z*. Entdo z* < z; <
22 = Q(z2,1) < Q(z1,8),Vt = [I7 Qaa,t)dt < [ Q(z1,t)dt = Qola2) <
Qo(z1), isto é, Qo(z) é ndo crescente, para z > z*.

Como Qo(z) é integravel (§ < o00), limg—e0 Qo(z) = 0. E, por 3°°,
temos:

2m 2n
Q@) = 5 [ Q@oaz - [ e = o)
= 0<g¢(z) < Qo(z).

Portanto:

/ g(z)dz < co, lim g(z)dz = 0. (2.56)
0 T—00

Para yo escolhemos z* de 5° e 6°. Como a fungio &(z) de 5° é
limitada para z > z*, existe C tal que £(z) < C. Por (2.44) e (2.56):

1
JEb(s) [ iGmds < C |2 [ q(0)do|”
(V(9))

1 (2.57)
<C[2[,7 qlo)do]? < oo,
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ara z* <y < X. Seja R > 0 arbitrario, e definamos o conjunto:
p )

Krp={(v,7):2"+1< X(v,7),v < R}.

Fora da curva z* = X(v,7), pelo lema 2.2.4, as fungdes dh(z*,v,7) e
dt(z*,v,7) sdo continuas em (v, 7). Consequentemente, essas funcoes sio
continuas em todo o conjunto K g, que é compacto. Entdo:

M, = sup |6t(z*, v, 7)| < oo, (2.58)
Kg

M, :sup{|(5h($*,v,7')l +|5t(m*,y,7)|/oo1/’(s)ds}eXp [C’ (2/00(](0)(10)]5 < 00.
Kr 0 °

(2.59)
Seja M > max{M;,2nrCM}. Em (2.54) colocamos yo = z* ¢ usamos
(2.57):

16h(y)] < [léh(z*n +loue)) [ w(s)ds] exp [ 0(s) [ s < Mo

(2.60)
Também em (2.55) colocamos yo = z* e usamos (2.57):
9t(0)| < [08(w)] + [2 e 90a)]-+161(0°)| 2 p)ds] exp [2. ) [ pads
< .Z\/Il -+ A/.fQ z* W
(2.61)

Em (2.60) e (2.61) temos z* < y < X(v,7) e (v,7) € Kg.
De 4°°, do lema 2.2.1 e de (2.53), temos:

6hy| = 'aQ(y’ )at]<¢< ot

IA

de onde:

/ [(6h(s))'|ds </ P(s) [1v11+M2/e (V‘(lﬁ] ds. (2.62)
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Assim, como vale (2.57) e como 1(y) ¢ integrivel, se X (v, 7)

= 00, entao
[(6h(y))'| ¢ integrivel.

Consideremos agora duas sequéncias {yx }ren € {ym bmen com yy, prgmdied
e Com Y e 0. Temos que:

“Ym
6h(ym) — Sh{y) = / (6h)'(s)ds
J Yk
*UYm
> 16— Shlm)| < [ 100 (51
Yk
= i lim |0h(yk) — 0h(ym)| = 0.

Logo, se X (v, 7) = 00, existe o limite :

dh(oo) = limy 000h(y). (2.63)

Vejamos o que acontece quando X (v,7) < 00. Quando y tende a X
por valores menores que X, entdao 0h(y) tem um limite dado por (2.51).
Por (2.60), |0h_| < M. Quando cruza y = X(v,7), 6h(y) tem um salto
cstmmdo por (2.52). Para y > X(v,7):

X (v,7)
h(y,v,7) =46 (/ Qg(a:)d:n> = Qo(X(v,7))0X (v,7),
Jo

isto ¢, para X(v,7) < oo, temos que o limite (2.63) existe, e seu valor é

Qo(X (v, 7))0X (v, 7).

Do que mostramos, podemos concluir:

< [XOD |(8h) (©)lde + A, se 0 <y < X(v,7),
|6(c0) = d(y)| |

=i}, se y > X(v,7).

Entao, usando (2.62):
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X(v,7)
|0h(c0,v,7) — dh(y,v,7)| < / [(6R) (s)|ds + A
Y

X(v,7)
M1/ 1,b(s)ds+ MQ/
z

* z*

IN

X(v,7) s do
P(s) /m —(V(O))3d8+ A

0 X (v,7) s 1
M, / ¢(s)ds+M2/* 7/)(3)/' ﬁds+A

(o] X(v,7) s 14
M, /’ P(s)ds + Mo / P(s) / ﬁ/%ds
2m€(y)a(y)|oh-|

%) X (v,7) s
M, /* P(s)ds + My / P(s) / (‘/((l%))sds
2M>mé(y)a(y)

. X(v,7) a
(s)ds + q(y)] + My / . P) / (V(IZW‘IS

IA

IN 4+ A

+

S

IA

1\4[
y

Aplicando (2.44) a segunda integral ficamos com:

r oo 1 X(v,7) 2
[6h(c0,0,7) = Shly, 0,1 < M | [ 9s)ds +a(w)| + MaC [2 / q(o)da]
L/ y | T

o

B r roo 1 27TM20 X(v,7) 2
- | /, Wls)ds +aly) | + 2 [/ q(a)do]

X (v,7) _12.
/ q(o)do
‘ 1
X(v,7) 2
/ q(a)da] }

)
M { ymw(s)ds o)+ | [ q(o)da} } .

Como 1 e ¢ s@o fungodes integraveis, por (2.56), e notando que o lado
direito da desigualdade acima nao depende de (v, 7), temos que:

m| [ P(s)ds + q(y)
L/ y i

IN

+ 2w My C

INA

M { oow(S)ds +q(y) +

IA

I(S’L(OO,'U,T) - 5’1’(3/5'037)[ W 0
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uniformemente em (v, 7), isto é,

6h(y,v,7) y=e Oh(c0,v,7)

em Kp, uniformemente em (v, 7). Mas 0h(y, v, T) é continua em Kg, exceto
em y = X(v,7). Nessa superficie h(y,v,7) sofre um salto de magnitude
estimado por (2.52):

A < 2né(y)q(y)|oh—| < 2CMamq(y) 5550 0

Y—00

E, como o lado direito desta desigualdade nao depende de (v, 7), essa
convergéncia é uniforme em (v, 7). Entao dh(co,v,7) é continua em Kp.

A funcao h(y, v, ) é continua em K, e suas derivadas parciais dh(y, v, 7)
convergem uniformemente em (v, 7) para uma funcio dh(co, v, 7) conforme
y — oo, sendo, portanto, limitadas ¢ continuas, exceto em y = X (v, 7).
Entao a fungdo h(v,7) = limy_, o h(y, v, 7) é diferencidvel em Kg, e:

Oh(v, 1) = yli)nc}o Sh(y,v, ) = dh(co,v,T).

Como §h(co,v,T) é continua em Kpg, entdo h(v,7) € CY(Kg). Mas,
como R foi escolhido arbitrariamente, entdo h(v,7) € C'(®\{0}). Isso
demonstra a primeira asser¢do do teorema.

Continuamos considerando & < oo, conforme j4 foi discutido. Se X (v, 7) <
o0, entdo (v,7) € Ry |J{0} e, pelo coroldrio 2.2.1, o gradiente é ndo degene-
rado em RRy. Consideraremos entdo X (v,7) = co.

Escolhemos g tal que:

yo > z*, C [2/ q(a:)d:z:] <In % (2.64)
Y

0

As derivadas g%, %, 27675 e % sao solugoes de (2.53) e, portanto g((IT%:))' é

nao nulo para 0 < y < X = co. Consequentemente existem o e  tais que
0 vetor

h Oh

oh dv ar
= +p

( ot ) ot ot

v or

6; ] é uma solugéo de (2.53), e entdo

(2.54) e (2.55) procedem e, como dh(yp) =1 e §t(yo) = 0, para y > yo:

1
se torna [ 0 ] para y = yo. O par [
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do

o)l < oxp [ " 9(s) / S T
Yo Yo

Y

Conforme ja mostramos:

ds y 5 do
VP ‘”“’/m v(s) /J Vo)™

6t = |(6h(y))'| < p(y)|ot(y)|.

h(y))'ldy

(6h(y)) = —%
E ai:
1 Y ds " s L
[(6h(y))'] < (y) /yo (V(s))3 exp /1;0 2/)(;9) /yo (V(o))3d$
Entao:
O(c0) =0 = - (6h(y))'d &0
| (0) (y0)| /y0 (y)) dy / |

e, por (2.64):

<

J. o
Jo b

Yo

U, v /yo

)]

y

0

], ¥ /yo

}

$(s)
= |, W /yo

P(s) /yo st — 1} exp /y:«,[)(s) /y: (V((l#ds,

onde usamos que z < e® — 1, se z > 0, no termo entre chaves.

Como yp > z*, para estimarmos a integral acima utilizamos (2.44) e
(2.64). Por (2.44):

[6(c0)—d(yo)| < {eXP [C’ (2

X (v,7)
/ q(o)do

Yo

)

2

-
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3
1

B e

|6(c0) — 3(yo)| < (g - 1)

Mas dh(yo) = 1. Entao:

3 1
|6h(c0) — dh(yo)| < > dh(o0) > 7
isto é:
Oh(v,7) Oh(v,7) _ 1
= =y
o " Toer 1
ou seja, ?h—g;’i) e % nao se anulam simultaneamente.

Resta-nos somente demonstrar que as curvas de nivel h(v,7) = C > 0
sao curvas de Jordan suaves.
Sejam C e Cs tais que:

0<C <SS <0y <o0.

Por (2.12), temos que, para v suficientemente grande, h(v,7) > Cs, isto
é, existe R tal que, se v > R, entdo h(v,7) > Cy. Como h(0,7) = 0, existe
7 tal que, se 0 < v < 7, entdo h(v,7) < Cy. Entdo as curvas de nivel
h(v,7) =C1 e h(v,7) = Cy estioem r < v < R.

Tomemos um € > 0. Aproximamos as fungoes continuas:

_ Oh/Ov _ Ohjor
| VA2? INE

em 7 < v < R por fungdes A e B, de classe C!, que se anulam fora de
r—e<v<R+e.
Consideremos o sistemas de equagoes diferenciais ordindrias:

dv - dr -~
% — A, ’(E — B.

Sendo (v1(a), 71 (), para a € I, uma parametrizagio de h(v, 1) = Ci,
podemos tomar solugdes desse sistema de equagoes diferenciais ordindrias
com condigdes iniciais nessa curva, ou seja, para cada a fixo, (v(s, @), 7(s, @))
serd uma solugdo do sistema com (v(0, @), 7(0, @) = (v1(a), 71 ().

Jé& sabemos, pelo coroldrio 2.2.1, que a curva h(v,7) = C; é difeomorfa
ao circulo. Isso e a diferenciabilidade das solugoes nos leva a concluir que
(v(s,@),7(s,a)) é uma funcao diferencidvel em (s, ).

Explicitemos AeB por:
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A=A+ f(v,7), B=B+g(tn).

Entao, se A e B estao suficientemente préximas de A e B, respectiva-
mente, entao, parar < v < R:

@ oh - L oh -
ds o or

_ Oh (Oh/Ov Oh (Oh/OT
_e%(ww*”“”0+970wm*”“”)

_|Vh]? dh dh

|Vh|?
dh dh _ 1
= 0 — — > -
)G+ >
Entao, como h(v(0,a),7(0,a)) = C4, para cada « existe um tnico s(a)
tal que h(v(s(a),a),7(s(a),a)) = Cs. Também temos, pelo teorema da
funcao implicita, que s é um difeomorfismo local. Como é injetora, pela

unicidade das solugdes, s é um difeomorfismo, que leva h(v,7) = C; em
h(v,7) = Cs.

Proposicao 2.2.3. Se & = o0, entdo, para v — 00, temos as formulas
assintotlicas:

2 (o] 0o
ht(v,7) = % +/0 [Qo(z) — Q(z, 7)]dz — %/0 dew +o <l> ,

ot v
(2.65)
@%%£2:v+qu, (2.66)

oh* (v, T) _ _/°° 0Q(z,7) , 1/°°$82Q(:1:,'r)
0 0

1
aT Tdcll ’U at2 dz + 0 (1—)') N (267)

com restos que sao uniformes em T.
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demonstragdo: Pelo lema 2.2.1, [ (y)dy = o(%). Como no lema
2.2.2, construimos p(v) tal que ¢p(v) = o(v?). Entao:

Temos:

ht(v,7) =

_|,_

T

[ (s) -+ (3)

® oht(y,v, T)
lim h*(0 RABRN LR KN
Jim B ,v,T)+/O 9y Y

X+ (v,7)
10,0, 7) + / [Qo(y) — Qy, t)]dy
0

2 X+ (v,7)
T [ Qo) - e lay
02 X+ (v,7)
T+ (@) - Q@0
2 X+(v,7) X+(v,7)
”7 + /0 [Qo(z) — Q(z, 7)]dz + /0 [Q(z,7) — Q(, )]dz
L / " Qo) - Qa, 7 + /"X+(”’T)[Q (2) - Qz, ))d
— z) — Q(z,7)|dz z) — Q(z,7)|dx
2 5 0 ) il 0
o(v) X*(v,7)
/ Q(z,7) — Q(z, )]dz + / (Q(z,7) — Q(x, 1)|dz
0 w(v)
U'z o0 0
5 +/0 [Qo(z) — Q(z,7)]dz + /(p(v)[Q(m,T) — Qo(z)]dz

X+ (v,7) w(v)
/ [Qo(z) — Q(z,7)]dz + / (Q(z,7) — Q(z, t)]dz
»(v) 0

X+(v,7)
/ Q(z,7) — Q(z, 1)]dz

»(v)
,02 (o] (o}
3+ 10w Qe et [ Q) Qs

X*(v,7) o(v)
/ (Qo(z) — Qa, D)de + /0 Qe,7) - Q(z, )]da

v(v)

Pelo lema 2.1.1, |Qo(z) — Q(z,t)| < 2mip(z), e ai:
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X+(,7) |
[ k) - ot jas
o(v)

K 1
<27 /p(v)¢($)dx =0 (U_Q) ,

0 1
< 2r /(p(v) PY(z)dz = o (v_2> :

[ @t - Qotwlis

@(v)
Agora:
0Q(, () _ 9Qwt(y)) O _ 1 9Q(w,t(y))
0o ot oy V(y) ot ’
Dai:
(v) (v) L
/Ow Q(z,7) — Q(z,t(z))]dz = /090 [—/0 @d’;(—y))dy] dx
_ ee e 1 9Q(x, ty))
- -l W o iy d
= —_/(p(v)/ T t ))vdydx
Entao:

(9, 7) = —-l—/ [Qo(z)—-Q(z, T dz——/ / (=, U y))vdyd:c—l-o <vl—2> ‘

Para mostrarmos a primeira asser¢ao da proposi¢do basta mostrarmos
que:

/zp(v)/ sz aQ z,t(y)) N S /oo BQ (2.68)

uniformemente em 7.
Seja:

f: ‘,Ey) aQ(g’:(y))vdy, se 0 <z <),

A(z,v,7) =
0, se T > p(v).
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Conforme a parte 3) do lema 2.2.2:

V(y,v,7) = v — o(v),
quando v — oo, para 0 <y < o(v?). Entdo:

¥ v _ 1 1
V "wv—ofv) 1_°@ ’

v

isto é, { = O(1). Entao, conforme v — co:

T 1 0Q(z,t(y))
[A(z,v,7)] < 7 ) T
< c /0 6Q(:gtt(y)) dy

Il

z)dy

= Cip(z),

79

para algum C > 0. Pelo lema 2.2.1, [(¥ ai(z)dz < co. Entdo A(z,v,7) é

majorada por uma fungao integravel.
Conforme v — co:

t(z,v, T =T+/ —— =T,
( ) o V(y)

pois V(y) = v — o(v) para v — co.
E:

T 0Q(z,t(y)) v [T OQ(z,T) ,  0Q(z,T)
/(; dy V=00 / ot dy-—lL‘

at V(y) "’

uniformemente em 7.
Entao:

w17 9Q(z, t(y)) 3Q z, T)
/0 /0 ot (J Wi oo /

uniformemente em 7, o que prova (2.65).
Vamos mostrar agora (2.66).

As derivadas dh* podem ser encontradas a partir de (2.53). Para § = %,

temos as condigoes iniciais:
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Sht(0) =wv, 6t(0) =0, (2.69)
Isso porque:

o2
h(0,v,7) = EL t(0,v,7) = 7.

Por (2.54) e (2.69):

161+ (4)] "pis) [ o2 ds < vef
v (y S'uexp/ s/—s_ve,
0 o (V(0))?
onde § =o (%), de acordo com a parte 4) do lema 2.2.2.
Usaremos que 6h* (v, 7) = limy_, A (y,v,7). Se y — oo, teremos y >
X*t(v,7), pois y < XT(v,7) = X (v,7) = 00, 0 que ndo ocorre para
$ = 00, que é uma das hipdteses da proposicdao. Entao:

Sht(v,7) = Qo(X ™ (v,7))6X * (v, 7).

Notamos agora que essa derivada é constante para y > X*(v,7), e é
igual a bt (Xt (v,7),v,7). De onde:

= |5h+(X+('u,7'),'u,T)—v|
|5h+(X+(v,'r),'u, T) — 5h+(0,v,7)|

/"'”’”) ot (y,v.7)
B 0 3?/ 4

_ | et
s ot

St(y,v,7)dy

dody

_ /‘X'"(vﬂ') 6Q(y7 t(y7 v, T)) /y Sht (Ua v, T)
- 0 ot 0 (V(U))s

X+ (v,71) Y el
<l ), wep
Xt (v,7) Y do
_ 0 0 _
= ve-/0 1,b(y)/0 (V(O_))degvee =o(1),

o que prova (2.66). Provemos agora (2.67). Ou seja, doravante § = a%—.
Neste caso, as condigoes iniciais serao dadas por:
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ShT(0) =0, 6t(0) =1. (2.70)
Entao, por (2.54):

do

Y y s )
okt ()] < /0 Bly)dsexp /0 b(s)ds /0 T /0 P(s)ds, (2.71)

Oht

X+ (v,7) +
e = (5/2.+(X+(’U,T),’U,T):/ Mdy

0 dy
_ /"’”W) aQ(y, t(y, v, 7))
0 ot
_ _/,\r+('u,T) aQ(y, t(y,v,7),v,7) [5t(0)+/y aét(lo,'u,'r)da] dy

0 ot 0 do
_ /X*W) 9Q(y, t(y,v,7)) [1_ /y oh* (0, v, 7)
0 ot o (V(9))?
_ /’X”"”) 9Q(y, t(y,v,7))
0 at
Xt 9Q(y, tly, v, 7)) [Y Sh* (0,0, T
/0 ot /o (V(0))?

6t(y, v, T)dy

da] dy

dy

o ) dody.

Aqui, utilizando (2.71) e a parte 4) do lema 2.2.2:

/X+(U’T) 9Q(y, t(y, v, 7)) /y W00, T) gy
0 0o (V@) W

ot o))

X+ (v,7) y el f‘x’ 1,b(s)ds
<7 ) [ s oy

—ef /0 " ls)ds /0 e P(y) / ’ (Vc(lﬁdy

< 0¢’ /000 P(s)ds = o (11—)) .

ont(v,7) _ /X+(”’T) QM Uy, v, 7)) ) (1) :
o v

Entao:

or ot
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Mas:

/ XD 0Qw, Uy v.1)
0

ot
_ / ) 0Qw ty,v,1) ) / e 0Qw,Uy,0 ) )
0 ot »(v) ot
KON 9Q(y, y, v, 7)) #) 9Q(y, )
g s,
+/‘P(") [6Q(Z/,t(y,vﬁ)) _9Q@,N] ,
: ot ot Y
_ /x+(u,7> Q. w0, 7)) ) /"’(”) Qy,7 / e / v oQ QW H9)) 4,
= ot
»(v) 0
_ /’X+(‘U:T) wdy ¢ ©o BQ(y,T) dy—'/ aQ(yaT)
o) ot Jo ot o O
e() 1y 52()
/ / aﬂ TRW:H)) 4
Aqui:

/"'”””) Q1) ,
ot

X+ (v,1) o 1
y| < / P(y)dy < / P(y)dy = o (7) ’
) o(v) v

© 9Q(y,T) / *© 1
dy| < P(y)dy=o0|—= |-
/(p(v) ot (v) v?

»(v)

Entao:

+ e(v) ry g2
8h (v,7) _ 3@ / / Qy, ¢ CTU’T))dcrdy +o L .
ot? v

Agora, provamos que:

e v 92Q(y, t(o, v, 7)) ® 9*Q(y,7)
/ / 2 dody oo / a1 o <o
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uniformemente em 7, de forma andloga aquela com a qual mostramos (2.68).

Para a fungdo h™(v,7) também hé as férmulas assintéticas andlogas
aquelas em (2.65), (2.66) e (2.67). Se denotarmos por V= (y,v,7) o médulo
da velocidade |#| que a solugdo z(¢,v,7) tem tem no tempo ¢~ (y,v,7) no
qual z(¢~,v,7) =y < 0, entdo:

o ot~ (y,v,7) o~ 1 I}
> t —_—— = —_—— = = =,
Entao o sistema de equagoes variacionais fica:
9Q(y,t7) Sh
oh) = ———2" "5t ot) = . 2.72
(6h) N (272)

E as férmulas assintéticas para h~ (v, 7) serdo:

’02 * ~ =
B (v,7) = i +/0 [Qo(z) — Q(z, 7)|dz + %/0 IaQét,t)dg; +o (11—)) ;
(2.73)

oh™ (v, )

% =v+o(l), (2.74)

oh™ (v, ) ©0Q(z,T) 1 [ 82Q(z,T) 1
o Ll Y | i L VR i 2 TR ). (@275
or /0 ot rc+v/0 o Tel s (2.75)
Comparando as férmulas (2.65) e (2.73), vemos que se [;° z% # 0,
entdo At (v, 7) nao coincidem.
Usaremos a notagao:

aon) = [ - @utallaa, i) = [*22% D @7

Entao:

v? T
ht(v,7) = 5~ Ao(7) F Al’lf ) +o0 <%> , (2.77)
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%ia(;)_,'r) =v+o(l), (2.78)
t(y 1 "(r
Oh a(;l—i, ) = —AY(1) F A_qu_)_ +o (%) . (2.79)

uniformemente em 7.

Proposigédo 2.2.4. Suponhamos que A|(7) > 0 em [11,72]. Para algum ©
existe um difeomorfismo a : (&,71) — (v,7) tal que:

E=h"(v,7), n=ht(v,7), (2.80)

definido no conjunto:

f—Al(TZ)\/gﬁnﬁﬁ—Al(ﬁ)\/g, £E>0 (2.81)

e levando a curvan =€ — Al('ro).\/%, 70 € [11,72], em um arco suave tendo

T = Tg como assintota. Para A|(T) < 0 trocamos de lugar 71 e 72 em (2.81).

demonstragao: Suponhamos A} > 0. Entao, para algum € > 0 e algum
m > 0:

{ A1(7'1 —E) < Al(T) < Al(TQ) < Al(TQ +E),
(2.82)

Al(r) >m >0, se T €[ —e,m2+e]

Calculemos o jacobiano:

Oh~ (v,7) Oh(v,7)
or

om _| o
a(v’ T) Oh*(v,r)  Oht(v,7)
Ov T

Usamos entdo (2.78) e (2.79):

vo(l) —Ay(r) + A +o(l)
A\S/V— = —2A41(7) +o(1). (2.83)
vtoll) —dyr) — A2 +o(d)

' 6(6)7]) A a
Assim aw.r) ¢ nao nulo em
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{(v, ) :v>v0,mm —e<v <1 +e} (2.84)

para vg suficientemente grande, diga-se para vy > v;. Entdo (2.80) é um
difeomorfismo local.

De acordo com (2.74), para v suficientemente grande, temos ag_v— >0, e
entao as curvas de nivel que estao contidas completamente fora do circulo
v = vg sao dadas por uma equacdo da forma v = v~ (7). Por (2.78) e (2.79),
temos:

olh— —h*] [f)h_ B 8h+] v~ N [ah_ Blﬁ]

or d v | or or  or
= o(l)ag—; + 2':& +o (%)
= 0(1)32: a;; + 2';1'1 +o (%)
- el ()
_ MD[_AGZf%E;“ﬁ0]+2f3+o<%)
/

54 (1)
= +ol|—).
v v

Consequentemente, no setor (2.84), para vy suficientemente grande, diga-
se para vy > v3, temos que:

%[h_('v— (1),7) = ht (v (1),7)] > 0. (2.85)
Por (2.77), para 7 = 7:
h™(v,70) — ht(v,70) = 2A1’U(TO) +o (%) .

Entao, por (2.82):

< 2A1(11)—4d

= v

h_(’I), T1 — 6) - h+(’U,‘Tl — E) < 2Al(;2)+6
(2.86)

<h (v,72 +¢€)—hT(v,7 +€),
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para algum 6 > 0 e v > vy. Por (2.73), para v grande, h™(v,7) ~ %
Entao existe © tal que nas curvas de nivel h~(v,7) = £ > © nds temos

v > max{vy, va,v3,v4} €

v

_ 7 2 2 2
h (’U,T):’?, h (U,T):€:>7’1£:>’U’.‘_‘\/2£:>;2 &

e assim:
—QAI(:)I) =9 < Al(ﬂ)\/g SA1(72)\/§ < _2/11(:)2) +5-

Seja (¢, n) satisfazendo (2.81). Na porcdo da curva de nivel h™ (v, 7) = £
que estd no setor 7 —e < 7 < 75 + € nds sabemos, por (2.85) e (2.86), que
h~ — h* cresce monotonicamente de:

£—h+(v,T1—€)§2Al(ﬂ)—5<2A1(T1)<\/§A1(71)S€_7]

v v

até:

E—h (v, +e) > 24 (TUZ) +9 > 2AIU(TQ) > \/?Al("?) >&—.

De onde concluimos que existe um tnico 7 tal que E—h™ (v, 7) = £—n), isto
é, tal que ht(v,7) = 7. Entdo existe uma bijecio de (2.81) em 11 —e < 7 <
T9+¢e. Como essa bije¢do é um difeomorfismo local, ela é um difeomorfismo.
Consideremos o conjunto dado por:

E—n= AI(TO)\/?

Ele serd levado pelo difeormorfismo encontrado em um subconjunto de
® tal que para (v, 7) neste subconjunto:

ht (v, 1) — h™ (v, 1) = Ay (70) \/g

Este arco é suave.

Seja entdao {(v(€),7(£))} uma representagao desse arco. Assim, por
(2.77), temos:
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h™(v,7) —ht(v,7) = %(T) +o (%) )

Al(’r(g)) = Al("'O)\/%@—i—o(ﬁ)v;_g)

Al(’l‘o)ﬂ +o(1),

23
e entdo A (7(€)) = A1(r0) +0(1) para v(€) ~ /2 — co. Como A;(7) é uma
funcdo monétona em (7, 73], tem-se que 7(§) — 79, € entdo o raio T = 79 é
uma assintota do arco {(v(§), 7(£))}-

Investiguemos as propriedades diferenciais da funcdo primeiro retorno
S. Como S é definida em termos das solugoes z(t,v,7) , investiguemos
primeiramente algumas propriedades das derivadas dessas solugbes com res-
peitoavear.

Se v e 7 dependem de um pardmetro s, entdo éz =
solugdo da equacao variacional:

alta(s)r(s) ¢ gy

0Q(z(t,v,7),1)

= ————"" 2
0z p oz, (2.87)
com condigoes iniciais:
0z () = —v% = —vdT (2.88)
e
0z(r) = % = dv. (2.89)

A condigao inicial (2.88) vem de:
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z(7(s),v(s),7(s)) =0 = z(7(s),v(s), 7(s))d7(s) + dz(7(s),v(s),7(s)) =0
= dz(r(s),v(s), 7(s))

= —i(7(s),v(s),7(s))d7(s) = —vd7(s).

e (2.89) vem de:

z(7(s),v(s),7(s)) = v(s) = d&(7(s),v(s), 7(s)) = dv(s).

A solugdo dz depende continuamente das condiges iniciais acima e do
ponto (v,7) € P.

A aplicagdo S é definida em Rsr , mas temos que estudar o comporta-
mento das solugdes de (2.87) quando (v, 7) — IR, isto ¢, quando X+ (v, 7) —
00

Se & < oo, a fronteira de Rf é I, regido onde (2.87) faz sentido e a
dependéncia continua com relagdo a (v,7) é preservada. Se & = oo, por
uniformidade de notagdo, definimos H{{ como o conjunto dos pontos da
forma (oo, 7).

Seja:

_w se 0 < v < oo,

73 ? -

p(to,7) = (2.90)
0, se v = 0OQ.

Lema 2.2.5. Uma solugio w(t,v, ) da equagao

W = p(t,v,T)w (2.91)

depende continuamente de (v,7T) e das condigies:

Wo = ’Ll)(T, v, T))
{ wy = w(T,v,7). (292)

demonstragao: A assercao é nao trivial apenas para pontos da forma
(00, 7).

Suponhamos que, conforme n — 00, (vp, ) — (00,7') € (Won, Won) —
(a,D).

Seja wy (t) a solugao de (2.91) determinada pelas condigoes iniciais wg,, =
W(Tn, Vny Tn) € Wop = W(Tn,Vn,Tn). Temos que mostrar que para tg ar-
bitrério:
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wy(to) = a+ b(to — '), Wy (to) — b. (2.93)

A sequéncia {wp (¢) }nen se divide em duas subsequéncias, uma com 7, >
to e outra com 7, < tg. Provaremos (2.93) para 7, < tg, € 0 outro caso
demonstra-se de forma andloga.

Pela segunda parte da proposi¢ao 2.1.2, como 7, > ty, concluimos que
para n suficientemente grande temos T (v,,, 7,) > to, ist0 é, tg € [T, T (vn, T)]-
Entao, para t € [, to], temos que z(t,v,, T,) é crescrente e (¢, vy, T,) € de-
crescente. Dai:

0 = z(Tn,'UnaTn) S ﬂ,(t, 'UnyTn)

E(Tn, Un, Tn) (L — ) < vp(l — L) = o(v,,%), Tn < t < 1.

VAN

Pela parte 3) do lema 2.2.2, para n suficientemente grande:

v

j;(t,vn.yTn) = V(ﬂ)(t, 'Una'rn)avn;'rn) 2 771
Entao:
0, — /to BQ(m(t,c;);,Tn),t) i
/-’D(to,‘vn,Tn) aQ(:E’t(mavnaTn)) 1
= dz
0 oz V(z(t,vn, Tn), Un, Tn)
S 3 ‘Un,(l»o—Tn) aQ(m,t(fE,’Uan)) dlvzl/ﬁ(v;z,) BQ(ﬂl,t(ZE,Un,Tn)) d.’l:-
v Jo Oz v Jo Oz
Tomando z* de 6° , temos que, no intervalo 0 < z < z*, ‘?)—g’ é uma

fungdo limitada, diga-se por uma constante C. Se z > z*, entdo 22 < 0 e:

ot S
0Q(z,t(z,vp, 1)) | B d ) 0Q(x,t) Ot
‘ am - dm[Q(z,t(nyvn)Tn))] + at a$7
e dai:
z* o(v2)
0, < 3 B—Q d:z:+3 @ dx
vy Jo | Oz Up S 0z

IA

o(v2) .
Lo s 2 [V [RE2 _Wessmm],,

Un Up, ot Ox dx

-
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Usamos agora (2.15) e 4° (pelo lema 2.2.1):

o(v2) .
0, < 2cot +3[/ Lp(x)dx—[ (o(vi),t(O(vf,)))—Q(w*,t(w*))]]

< [0+ Q" e") — Qo) Uotwd))] + o [ bla)de
< Zog 4 0 *_2Q(O(“3Z)at(0(v%)))+i2 * il

Un W v2 J,
<

o [
= o(5):

Seja M, = max,, <t<t, |wn(t)|- Se integrarmos (2.91), para t € [r,, to]:

t ¢
[ in(s)ds = [ plovnmpun(s)ds
T JTp
< ['[20eternmn i,
) 52
S A4719717
isto é:
t
Wy () — Wop = Wn(t) —wp(m) = / Wy (s)ds
Tn
= Wp(t) — Wop < Mpbp = Wy (L) < g + Mypbp,
e dai:

t
wp(t) —wen, = wp(t) — wp () =/ wp(8)ds

t t
/ Wonds + My,0,ds

Tn

Won (t — ) + Mpbp(t — 1)
wn(t) < wop + ’Li)gn(t — Tn) + Mngn(t — Tn).

4 A N
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Como max,, <i<ty [wn(t)| = My € max,, <i<ty(t —7n) = (to — 7n), ficamos
com:
M, < I'U)Onl + |w0n|(t0 - Tn) + Mngn(to - Tn);
entao:

|'w071l =3 |w0n|(t0 = Tn)

Mn S
1- Gn(to == ’7'",)

= 0(1)

Agora:

|wn(to) — [a + b(to — 7')]|

to
/ Wy (t)dt + wop + (Won — won)(to — TI) — [a+b(to — TI)]

n

to
< |lwon — a| + |'Li)0n — bl(to — T') + / Wy (t)dt — ’Li)on(to — Tl)

to
t)dt — / Wondt

to to
wn rlf-{-/ 'n(t)dt—/ Won dt

< |won — a| + |won — b|(to — ') + / Wy (£)dt| +

= |’lU0n = a| -+ |'Li)0n — I)I(t() — ’l") +

= |'w0n —= CL| + |'(b0n — bl(to — T’) +

1

to
/ ("bn (t) - wOn)dtI

to
< |won — a] W lwﬂn - b|(t0 - T,) G iy (t)dt| + / |(wn(t) - "bOn)ldt
TI

< won — a + [tbon — bl(to — ') + / o (£)dt| + My(to — ') msag 0.
Tn

E temos também:

Il

|wn(tO) - bl

lo
/ W (4)dt + i (1) — b}

to
/ wn(t)dt‘

< |won — b+ My

IN

| (7n) — bl +

nTl—)OOO
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O aspecto mais importante das solugoes de (2.87) e de (2.91) é a magni-
tude da velocidade §z(t) ou w(t) para t grande. Por 6° a fungao p(t,v,7) é
ndo negativa para t grande, se (v, 7) € IIJ UH; . Entao o seguinte resultado
é bastante util:

Lema 2.2.6. Se na equagdo:

w = p(t)w (2.94)

p(t) é nao negativo para todo t > ty, entdo as sequintes assergoes sao vdlidas:

1 - Para cada solugdo o limite limy_s00 w(t) = w(o0) (finito ou infinito)
existe.

2 - Existe uma solugao w (L), que € inica a menos de um fator constante
positivo, tal que ela é nao trivial, é ndo negativa para t grande e w;(co) = 0;
aqui wi(t) > 0 e (t) <0 para todo t > tg.

3 - Para uma solugdo arbitrdria wy(t):

sinal(wz(0)) = sinal (‘ s e
wy  wy

).

demonstragao: Seja {ws3(t), w4 (t)} um sistema fundamental de solugoes
de (2.94) com condigdes iniciais em ¢y dadas por:

( ws(to) wa(to) ) _ ( 10 )
w3(to) wa(to) “\0 1)

Para t > tp uma solucdo de (2.94) tem no méximo um zero. De fato,
podemos supor, sem perda de generalidade, que w(t) > 0, com ¢ > tp e
w(t) > 0 para t € (to,f). Se tivéssemos um zero para ¢ > f, em algum
momento deveriamos ter w(t) < 0 e w(t) > 0, com ¢ > tg. Mas para isso
deveriamos ter w(t) < 0, o que ndo ocorre para t > tg, pois nesse caso
p(t) > 0.

Entado cada uma solugdo de (2.94) tem no maximo um zero para t > tg.
Ou seja, depois de um dado ponto seu sinal é constante. Sem perda de
generalidade, supomos que w(t) > 0. Entdao w = pw > 0, isto é, w é ndo
decrescente, de onde o limite w(c0) existe.

O tnico zero de wy parat > to é em ¢t = t5. Como w4 (tp) = 1, para t > ty
tem-se, para t > g, wy(t) > 0 e wy(t) > 1, de onde limy_, o wy(t) = oo.

Agora, temos:
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d [ ws w3 w3Wy | W3wyq — W3y
dt \ wy wy w? w?
w3 W4
w3 Wy 1
= ———5— =<0
wy wy
d 1j)3 ’II)3 11')3’11:’4 71')311')4 — 11')311)4
dt \ iy wy Wi w3
ws Wy wy Wy
w3 Wy pw3 puwy
= - 2 = 2
wy wy
wy
w3 11)3 '11)3’1f)4 — 11)3‘11)4
Wy Wy WyWy
w3 W4
w3 Wy 1
= - = - — 0
W4 Wy WyWq
Entao existe o limite:
. .3
a= lim — = lim —,
t—00 Wy l—00 Wy
onde:
W3 g Us
Wy Wy

Consideremos entao a solugdo w; = ws — cwy:

ws(t)
wy(t)

wi(t) = w3(t) — awy(t) > ws(t) —

w3(t)
1y (1)

wy(t) = wa(t) — awy(t) < ws(t) —

wy(t) =0, para t >0,

wy(t) =0, para t > 0.

93

(2.95)

(2.96)
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Por (2.95) é claro que 1 (c0) nao pode ser negativa. De (2.96) conclui-se
que w1 (00) ndo pode ser positiva. Entao wwj(co) = 0.

Entao j& demonstramos as partes 1 e 2 do lema. Demonstremos agora a
parte 3.

Para uma solucao arbitraria ws(t) temos:

t) + wa(to)wa(t)
t) — Ol'lug(t())'w4 (t) + awz(to)m; (t) + wo (t())’w4 (t)

wo (t) = wsy
w2

(
(

1 'wg(to)
— u')2(t0)
wi(to) wa(to)
Wy (to) wa(to)

Wy (t)

= ’U)Q(to)‘wl(i) + ‘ wq (t).

E entao:

s (o) = wi iy fo) + ‘ telosd.

Como w; (co0) =0 e w4(c0) > 1, temos que:

wi(to) wa(to) D

w (to) w2(to)

Se 1y(00) = 0, entdo o wronskiano acima é nulo e ws(t) é proporcional
a w;. Se wy é nao negativo para ¢ grande, o fator de proporcionalidade é
positivo.

sinal(w(c0)) = sinal (

Comparando (2.92) com (2.88) e (2.89), percebemos que cada par de
condigbes iniciais {wp, wp} corresponde ao vetor tangente (dv, d7) = (wo, —wp/v)
no ponto (v, 7), o que determina a derivada de uma fungéo f na diregio de

(6w, d7)

_of of
(Sf = %5’04‘5_‘(57' —WO% — T(‘)—T
O campo de condigoes iniciais ¢ = {wg(v, ), wo(v,7)}, definido em al-
guma regiao, determina um operador diferencial:
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. B ,7)
6 = (v, 7) 5 - Wa—f (2.97)

que denotamos pela mesma letra que o campo. Reciprocamente, o operador

diferencial acima determina um campo de condigbes iniciais para (2.87) ou
(2.91).

Lema 2.2.7. Suponha que em uma vizinhanga do ponto (vy, 7o) € II{ estdo
definidos dois campos de condi¢ées iniciais continuos:

62': {wOi(U,T),‘IbOi(T),T)}, i=1,2
e seja wi(t,v,7) a solugio de (2.91) com condigoes iniciais dadas por ;.
Se:
1) tht =0, 5T+ <0 em Rf

wor W
g) | Wor oz

wo1  Wo2
entdo existem uma vizinhanca U de (vg,1p), t* e C > 0 tais que:

)

’Li)g(t,'u,’r) >C>0

para todo (v,7) EUNRL et e [t*, T (v, 7).
O mesmo é verdade se trocarmos + por — .

demonstragao: Provemos para o caso +:

Como (vp,70) € IIf, ou z(t,vp, 7o) é parabdlica ou vy = oo (definimos
I} = {(co0,7)} para o caso em que § = c0). Pela parte 3 do lema 2.2.2,
quando v — oo, no intervalo 0 < y < o(v?), vale V(y,v,7) = v — o(v),
com o(v) uniforme em 7. Entdo, para 0 < z < o(v?), & > v/2, para v
suficientemente grande.

Em ambos os casos, existe uma vizinhanga V' de (vp,79) € um nimero
to > max(, r)ey 7 tal que para (v,7) € V(| R¢ nés temos z(to,v,7) > z*, e
no intervalo [7,to] ¢(¢t,v,7) > 0 (e entdo TF(v,7) > to). Aqui z* é aquele
em 6° e, portanto, para (v,7) € V(N (Rf UIl) e tg <t < TH(v,7), a
fungao p(t, v, 7) é nio negativa.

Em R} (2.87) e (2.91) sdo idénticas, ¢ a derivada &;z(t,v,7), que é
solugdo de (2.87), coincide com w;(t,v,7). Entao (2.34), (2.35) e (2.37),
juntamente com as hipéteses em 1), nos dao que:

Sht (v, 1)

wq (T+(’U,T),’U,T) = (51:1,'(T+(’U,T),’U,T) = W

=0 (298)
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wl(T+(U)T)>vaT) :613':(T+(v,7'),v,'r)
+ i i - (2.99)
= QX (v,7), T (v, 7)1 T " (v,7) <0
Em [tg, 7" (v,7)] temos p(t,v,7) > 0 e, entdo, como no lema 2.2.6, a
solucao tem, no maximo, um zero para t > ty.
Entdo (2.98) e (2.99) nos dizem que w; > 0 para to < t < TF(v,7).
Temos também que, em tg < t < TF(v,7), W, = pw; > 0. Logo w; é nao
decrescente em [to, " (v, 7)]. E, para tg <t < T (v,7):

wy(t,v,7) >0, wi(t,v,7)<O0. (2.100)

Como (vo,70) € IIf, entdo X (v,7) — oo quando (v,7) — (vo, o).
Entao, pela proposi¢io 2.2.1, T (v,7) — 0o. Assim, passando o limite em
(2.100), achamos que para ty < t < oo:

w1 (t,’vo,’ro) >0, wl(t,vo,To) <0. (2.101)

No ponto (vg,79) (2.91) satisfaz as hipdteses do lema 2.2.6, e entao o li-
mite 1 (00, v, T) existe. Como w (¢, vg, 79) < 0, esse limite ndo pode ser posi-
tivo. Como wy (¢,vg,79) > 0, esse limite ndo pode ser negativo, ou teriamos
wy (t,v0,70) < O para t suficientemente grande. Entdo w;(co,v,7) = 0.
Logo, wy é a solugdo referida no item 2) do lema 2.2.6 e, pelo mesmo item,
essa solucao € nao trivial. Temos, por hipdstese, que:

‘ wor woz | o
we1  Wo2

Mas o wronskiano de solugoes de equagoes diferenciais ordindrias lineares
de segunda ordem é constante em %, de onde, aplicando 3) do lema 2.2.6:

11)2(00, '1)0,7'0) = Ll—iglc’lbz(t,vo,‘m) > 0.

Seja t* > tp tal que:

wa(t*,vo,70) >0,  We(t*,vo,70) > 0.

Escolhemos entdo uma vizinhanga & C V de (vo, 7o) tal que em U (| Ry :

1
wa(t*,v,7) >0, we(t*,v,7)>C= Ewg(t*,vo,m)
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(pelo lema 2.2.5 a dependéncia de wy em relagao a (v, 7) é continua).
Scja (t*, t**) o subintervalo méximo em [t*, T (v, 7)) no qual wo(¢,v,7) >
0. Nesse subintervalo:

wa(t,v,7) > wa(t*,v,7) >0 e Wy = pws > 0.

Entao ws é nao decrescente até t** e, portanto, permanece maior ou igual
a C. Como esse subintervalo é méximo, ¢** = Tt (v, 7).

A diferencial da aplicacdo S pode ser convenientemente escrita nas co-
ordenadas:

E=h"(v,7), n=ht(v,71), (2.80)

que sao regulares na vizinhanga de um ponto arbitrdrio (vg, ) onde o jaco-
biano 9(¢,7n)/0(v, T) nao se anula.

Isso sera suficiente quando & < oo, mas se § = co teremos que lidar com
vizinhancas de pontos da forma (oo, 7).

Usando as férmulas assintéticas (2.83) podemos estender o jacobiano
para pontos dessa forma por continuidade, e teremos:

oEn) .-
J(v,7) = Do) Para v < oo, (2.102)
—2A! (1) para v = oo.

Se em algum ponto (0o, 7p) 0 jacobiano é nao nulo, entdo Aj(7) =
—1J(00,7) # 0. Podemos af aplicar a proposigdo 2.2.4 num intervalo A =
[10 — €, 70 + €] suficientemente pequeno e construir uma vizinhanca U de
(0o, 79) em cujos pontos de coordenadas finitas as coordenadas (2.80) sdo
regulares ( para U podemos tomar a unido de oo X A com a imagem do
conjunto (2.81) sob a aplicagdo da proposicio 2.2.4).

Proposigdo 2.2.5. Se J # 0 em (vg, 7o) € I, entdo para algum C > 0,

conforme (v,7) — (vo, 7o) em Ry :

oT+ v aT+ & Tt " C
B an 06 T wQo(XT)

+o(1). (2.103)
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demonstragao: De acordo com (2.34) e (2.35):

OT* T\  (&e(TT),dn(T))
( € ) QU TF)
onde o subscrito indica derivada parcial.
O wronskiano para um par de solugdes ¢, =, da equagao (2.87) é cons-
tante. Se nés o calcularmos para os tempos 7 e T+ podemos encontrar @¢.
De fato, por (2.34) e (2.11):

Sht on
) Qo(X7) ~ Qo(XT)
e entao:
ze(TY) =0, z,(T") = :
Qo(XT)
Usando (2.88) e (2.89):
1
0w | '“.”f o || e @
B (TF) &,(01F) T Ty | g Te Ep |,
_ | e cem | | e
o vg vy | ve Uy

(v, ) (v, ) v

Yo ") T I, )

Entao:
oy YY)
() = =507 (2.104)
e
¢ QXHTY) QX TH)J(w,T) (2.105)
Mas
. Qo(X)
: oxr T = b 2.106
'l)il)n’l)o Q(X+7T+) ( )
T —T0

Demonstremos a veracidade do limite acima:
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Como (vg,70) € II7, X — oo. Pelo lema 2.1.1 e pelas condigdes 3°° e
5° , para Xt > a*:

‘ o(X™) 1‘ |Qo(X) — Q(X™T,T)|
QX+, TT) QX+, T)
2mp(X )

+ +

< o < 2mg(XT)q(XT).

Se § < oo, entdo, por 5°, ¢ é limitada, e g converge a zero, por (2.56).
Se & = oo, entdo £ = o(1/X1). Mas q(z) < Q(z,t), e Q(z,t) é limitada
superiormente. Entdo vale (2.106).

Entao, por (2.106) e por (2.105), chegamos a primeira equagdo em (2.103).

Para estimarmos w, usamos o lema 2.2.7. Os dois campos descritos em
tal lema sao dados pelos operadores diferenciais:

J(v,'r)z

o = v?2  O¢

a o
Vo> se 3§ < 00,
dp =

ot & , Oh— 8 G
v On v 0&’ B¢ 33 =100:

Temos 62 definido por duas expressdes porque, para um ponto (vg,7p)
com vy = 00, nés sabemos por (2.77), (2.78) e (2.79) que, quando v — 0o, as
curvas de nivel h~ = £ e bt = 1) sdo quase ortogonais ao raio T = constante,
mas isso ndo é necessariamente verdade para (vg, 79) com v finito e, ainda
mais, o operador Ua% nao pode ser continuamente estendido até uma linha
infinitamente distante.

Sendo f(£,7n) uma fungio diferencidvel qualquer:

o _ofon  of ot
dv 0t v On Ov

af ofoh~  Of Oht

or o or o or
Entao:
1s) oh— 0 oht 0

% = B_va_§ + _a’l) 0_77 (2.107)
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9 _ oh” o Oht o

o7 —8—78-§+8—T(9—71 (2.108)
De (2.107):

oo 9 oo
dv 06 v Ov Oy’
Substituindo em (2.108)

Oh= 0 0k~ 0 Oh” 3h+£+ Oh~ 0h* 9
dv Ot or v Ot dv dn  Ov Ot On
Oh— oht Oh~OhT| @ Oh~ @ Oh” 0
[81} or  or 31}]57—]—8—1)5—3—10—1)
3] 1 [Oh_ d Oh™ 8}

“on T Jwn) | 0w or a7 &

oo _o oo
dv dn v v 0
Usando essa igualdade em (2.108):

Oht 0 _ Oht Oh” O N oht 9 OhtOh” O
ov Ot ov Or 96 Ot v Ot Ov O
OhtOh~ OhTOh~] @ OhT &  OhT O
[E)v or  or av]a—g‘aTE__a?%
g 1 oht 9  Ont 0

o~ J(v,7) [aT v v o_f]

=
Agora:

5 J 0 1 [8h+ a ohnt 8]
1 .

T2 | or v v or

Para & < o0, temos:

o v [0 oo
—v(')n_J(v,T) v dr 9t Ov]’
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e, para & = 00, temos:

ont o o o

ov dn  Ov O

B 1 [8h+ Oh~ 0 OhtOh~ @  Oh Oh  OhT O  Oh  Oht O ]

dy =

J(w,7) | v v or v Or 8_U+ g v Or v v v Or
B 1 Oh~ Oh* Ok~ Oh*] O
 J(v,T) | v o7 or Ov | Ov

2

v’
De acordo com (2.97) esses campos correspondem aos campos de condigoes
iniciais:

o (128 ot
WOLWOLS =A% 0 2 w2 or

e
{-9%7 5%}, se 9 <00,
{wo2, wo2} =
{0,1}, se & = oo.
O wronskiano desses campos é dado por:
%%’% _1172351)— _ 1 dh— dht | 9h~ Oht| _ o
_1§ah+ _woh~ | T T [_WW_F_[%—_BT_] =1, se § <oo,
we1  Wo2 vZ OT J ar
’ ’lj)gl 1i)()1 a 100t 0
¥ o, 1 Z%a!}; 2%0(1):14—0(%), se =00 e v— vy = 0.
vZ o

A continuidade desses campos numa vizinhanga de (vg,7) € II é clara
se § < o0, j& que, por defini¢do, J(vg, 70) # 0, € v ndo pode ser 0 ou co em
. E, se & = oo, por (2.78) e (2.79), temos:

{wor,w01} = {1+0(%>’A§)(2T) +Ali)gT)—vi20< >}

Il Il
—
— p—
+ o+
Q Q
/NN



102 CAPITULO 2. O PROBLEMA DE SITNIKOV

onde usamos que Ajy(7) e A} (7) sdo fungdes limitadas, pois estdo definidas
num compacto [0, 27 e sdo fungdes continuas, e a continuidade de d; é entao
garantida se estendermos esse campo para o infinito colocando {wo1, w1} =
{0,1}.

Além disso:

o 8T+ J ’UQ() QO
Wt=S—=S -3 )=-—"5x<0
: v? 9¢  0? ( ’
em virtude de (2.105).

Entao as hipdteses do lema 2.2.7 sdo satisfeitas. Assim, existe uma
vizinhanga V e ntimeros t* e C' > 0 tais que em V(| Ry temos 1 (t,v,7) >
2C > 0 para t* <t < T (v, 7).

Se & < o0, entdo dy = va% e, portanto, em VﬂRg:

Tt iy (TY) wiy(TY) b
on — QXHTH) — 0Q(XH, TV vQ(X+,T¥)
?i)Q(T+) 2C

vQ(X+,T+) — vQ(XT,TH)

Entao, por (2.105):

ort Tt 20 vQo(XH)

an % T wQXH T QIXT,T)
B 1 v2Qo(X )
= QT [ZC_ 7 ]
~ 1 ’UzQO(X_'_)
~ S0e (X [20— 7 ]

numa vizinhanga suficientemente pequena de (vp, 79), por (2.106).
Dai:

v & __

aor+ art - 2C
vQo(X+)’

v
an 9 T eQo(XT) T

pois, nesse caso vp € finito e Qo(X ) — 0.
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Provemos agora essa desigualdade no caso & = oco. Nesse caso:

oht . oh~ .
dy " /
Aplicando (2.78), (2.104) e (2.106):

Wy = 0o =

ot ot i 1 (e Sa
2 " on Q(X+ T+ ~ QX+, T+) o1
B 8[7, 'i‘,, + 05111 g — Bahu .’L‘ + agv ’i‘f
- X+ T+) Oh—
v
oh~ oh+t
_ 811 'i:,, + B?f)zv .lé (B_"u T Tov ) .
= X+ JT+) o1 + o= ¢
du

(6h* _ 9nt
T¢

du -131] + ag,u ) v ) 'UQ()(X+)
- T T (’ J )

dv v
B Wy (T) 2 o(1)vQo(X™)
(v +0(1)QMXH,TH) T QXH,T+)J(v+o(1))
2C
2 +o(1).

(v+0o(1))QXH,T¥)

Uma asser¢ao similar é vdlida para derivadas de T~. Nesse caso, quando
(v,7) = (vo,70) € Iy, nds temos que em Ry :

ar- 9T c ar- v
o T e S Tagerxey T gy mgtel) (R109)
Notamos que:
_ vQo(X )
i (T7) el (2.110)
e
o _ __ vQoX7) (2.111)
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Proposicao 2.2.6. Sejam Uy e Uz vizinhancas dos pontos (v1,71) € Hg e
(ve,m2) € Iy, respectivamente. Se J(v;i,7;) # 0, @ = 1,2, entdo conforme
U; — (vi,7i) na intersecgdo Uy () S~! [Z/{2 NEg:

de¢’ 0 1
dS = ’ = aJ(va,T: ) ,7) > C > 0.
( dn ) ( O) gty +OW) > o)
(2.112)

demonstragao: Conforme foi observado no pardgrafo imediatamente
anterior & proposigdo 2.2.5, as coordenadas (2.80) podem ser assumidas re-
gulares em U; (ou em U; ﬂRS:, se & = 00). E, conforme mostraremos na
secdo 2.3, a imagem de Us N R por S~ espirala tendendo & curva I, de
onde U; N S_I[Z/I‘Z N Ra] # 0.

Na intersecgao U (.S~ (Ua | Ry) nés podemos usar essas coordenadas
para os proprios pontos ou para suas imagens por S.

Lembrando que:

Pt (v,7) — (WM (v,7), T" (v,7))

[

P~ (v,7) — (h (v,7), T (v,7)).

e que o coroldrio 2.2.2 nos dava que:

temos:

&) TS m, T e m) = (h= (), T (€ ))
(€, T (€))L (¢ ) = S(E,m).

Il

Como S = (P~)"loP:
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dS = d[(P7) 'oP)=d((P") 1)dP = (dP™)"'dP
-1

1 0 0 1
- or—  ar— art  orTt
€ an (&%) € an

1 & O 0 1
= 7= oT— 1 ar+ art
o T og € an

T~
_ 1 0 o7
- 9T- ar+ art ar— )

P an og'

onde escrevemos:

or—  oT" oT-  oT"

o X lgmmway MO gy
Pela proposic¢ao 2.1.4 temos X (v, 7) = X~ (v, 7") e T (v, 7) =T~ (v', 7).
Entdo, por (2.105) e (2.111), temos em U; () S™! (U2 () Ry) conforme U; —
(vi, 73):

vQo(X )
agzr - W’)_J‘(U,T) B vJ (v, 7) =0(1) 2.113)
T~ vQo(X-)_ S W) ¢
an QIXT\T™) [ (4 1)

Se & < 0o e (v;,7;) sdo finitos, entdo (2.113) é clara, por continuidade.

Se v; = 00, entdo J permanece finito mesmo em pontos do tipo (oo, 7),
mas v'/v — 1 conforme U; — (v;, 7;), j4 que podemos aplicar a proposicao
2.1.4 e (2.77): de acordo com (2.77), para v e v’ grandes:

v~ 2ht(v,7), v ~/2h(v,T')
e, pela proposigao 2.1.4, h*(v,7) = h~(v',7'), e entdo v ~ v'.
De acordo com (2.103) e (2.109), na intersecgao Uy (1S~ (U2 () Ry ) con-
forme U; — (v;, 73):
ort ort C
> 1
o€ " on 7 vt (w ) H

orT~ + oT~ - o) to(l) = Cry
o&' on' — QX (v, 1)) o
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onde a constante Cj pode ser considerada 1, sem perda de generalidade.
Entao:

(@ — aT__) + (E — aT__> B> ! + 'u/v’ + 0(1)
on o 9 o' ) T vQo(XT)  vQo(XT)

v +v) /v
_ _—(UQO(X)Q’; +o(1),

3T+_(')T“ % (")T+_8T_ _ ay +o(1)
an o¢’ o€ I ) wQo(XT) ’

com aj > C(v' +v)/v'.
Pela segunda equacao de (2.109):

isto é:

ort _ or- .
o g _ a P _(aé f”n’)
oT— - [ ’ ; oTr—
o [y + o) 0Qo(X ) T o) o7
o o) %
= i ol + v’ N oT— +1
[ty + o] vQu(XY) T o) By
) o(1) —v/J(v,T) + o(v)
- T o)] . 2 4 i +ov) V/IW,T)+ o) T
T ] v Qo(X*) T ’
_ vJ (v, ")y N o(1) _ —v/J(v,7) + o(v) 11

[V + J(@, m)o(v")] v2Qo(XT) ﬂ%i +o(v) v'/JI(',T")+ o(v')

Quando v,v" — oco:

0(,1)

J@',m")+o(v")

=o(1)

—v/J(v,7) + o(v) _ vt J(',m)o(v)
o[ I, )+ o(v) v+ J(,7")o(v')

— 0(1).

Entao:
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T+ T~

oy =~ 9t J(U’aTl)a

T T QX

+ O(1),

onde, para algum U na intersec¢io Uy (S~ (U N Ry ):

vy v v+ v
« v+ JW,m)o(v) v +o(v') ! ( v/ ) v +o(v') — >
pois, como j4 vimos, v/v’ tem limite positivo.
Entao:
0 1
dS = a—al—t Qg—+—a£,7;_ = 0 J(v' 'r')or1
e 0(1) wgs +0(1)
—3?- an’
0 que demonstra (2.112).
|

Estudemos H()'r e I, em mais detalhes. Se & < oo essas linhas sao curvas
de Jordan suaves de acordo com o teorema 2.2.1.

0y = {(v,f) chE(v,7) = /000 Qg(m)drn} .

Elas limitam as regices Ry [J{0} e Ry U{0} = S (R§ U{0}), respectiva-
mente, que tém a origem em comum e que tém a mesma area pela proposicao
2.1.5. Entao a curva de Jordan Hg’ nao pode estar totalmente dentro ou to-
talmente fora do conjunto limitado pela curva de Jordan Il . Logo, H3’ NIy
é ndo vazio. As tangentes a Ho+ e IT; num ponto (vg, 7o) de sua intersecgio
coincidem se, e somente se:

=k
I (0, 70) = 3553 ool a((';('u,};))

D

(vo,70)

Se & = co entdo, por definigio, II§ e II; coincidem com o conjunto dos
pontos da forma (oo, 7). Recordando (2.77):

v? T
hi(v,'r) =3~ Ao(r) F —Ali ) +o0 <%> .
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vemos que h* e h~ diferem menos perto dos raios 7 = 19 com Ay(m) =0, e
entdo os pontos (0o, 7o) sdo, em algum sentido, pontos “reais”de II§ (NI, .
Esses pontos existem, ja que A;(7) tem média zero:

© 0Q(z,7) , 0 [
A]('T):/O dem—E ) z[Q(z,7) — Qo(z)]|dz.

A condigao J(vg, 1) # 0 é agora equivalente, em virtude de (2.102), a
Al (1) # 0, isto é, 79 é uma raiz simples de A;(7) = 0.

Definigao 2.2.1. Um ponto (vo, 7o) € II§ NIy, com vy < oo, é dito regular
se J(vo,70) # 0. Se vg = o0, esse ponto é dito regqular se J(vg,70) # 0 e
Ai(r) =

Proposigao 2.2.7. Sejam (vi,7;), % = 1,2, ,p pontos regulares de II§ (11 .
Entao existem arcos suaves

i = { —u(g) 7 =(@),0<6<3= [ Qo<m>dm}

tais que

h™ (vi(€), 7i(€)) = W (v(8), 7(€)) =¢,

(n) €viNS™ v, 1<14,j<p,n>N, tais que:

1) limy_y0 P(n) = limp 500 SP( n) = = (V5 73)-
2 ) h=(Pi~ 1’) <hE(PM) < h:b(P},"+1 ).
3) SP(") P,

/) T+(P,;(J71)) —T~(SP{Y) = 2mn.

5 ) Se para algum « € (0,2)

e existem pontos P

Tim Q§(x) /0 Qoly)dy =0, (2.114)

ent@o © pode ser escolhido de tal forma que ;) S_l'yj consiste somente de

pontos P( ) e

BEPS) = 1t (P =

([h P(j"))]%*%) : (2.115)
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demonstragao: Se & < oo, entdo J(v;, 73) # 0 implica que em alguma
vizinhanga de (v;, 7;) (2.80) é um difeomorfismo.

Entdo para algum © < & corresponde ao conjunto {(§,7) : © <&=n<
S} um arco suave «y; contido completamente em Rg' (| Ry, exceto por um
extremo (v, ;). Nesse arco ht = h™.

Se & = oo, entdo 7; € um zero simples da funcao A;(7), Aj(7) # 0
em algum intervalo [r; —e,7; + €], e 0 € [A(1; —¢€),A1(7i + €)]. Pela
proposicao 2.2.4, nds sabemos que existe um arco suave dado pela equagao
h=(v,7) = & = n = h™(v,7) que tem 7 = 7; como assintota (podemos
tomar ¢ tdo pequeno quanto queiramos), isto é, (v;,7;) = (00,7;) é seu
extremo infinitamente distante. Escolhendo © suficientemente préximo de
¥, podemos assumir que os arcos ; sao mutuamente disjuntos.

Seja (v;(€), 7:(€)) uma representacao paramétrica de -y;, onde escolhemos
como pardmetro £ = ht = h™. A coordenada 7, que é o 4ngulo nas coor-
denadas polares do plano ®, é definida mod27n. Escolhemos um ramo ao
longo de ;. Conforme nos movemos sobre a curva ht(v,7) = £ no sentido
positivo (lembramos que as curvas de nivel sdo curvas simples fechadas), a
partir do ponto (v1(€), 71(£)) encontramos pontos de todos os arcos 7;, i > 1,
e estendemos para esses arcos nossa escolha de ramo da coordenada 7 por
continuidade. Como os arcos -; sdo mutuamente disjuntos, essa construgao
nao depende de &, e agora as fungoes 7;(£) sao bem definidas.

Como (v;(€),7i(€)) = (vi, i) € IIf NIy conforme £ — S, isso acarreta
que X*(v;(€),7:(€)) — oo e, pela proposicio 2.2.1 e pelo seu andlogo com
“menos”, temos:

HI{I\(TJF(Ui(f),Ti(f)) =00

£—

lim 7' (v;(€), 7:(¢)) = —o0,

£—S

onde ambas fungées sao continuas. Entéo:

o0 (€) = T~ (v5(€), 73(6)) — T (v3(€), Tal€)) + 2

é continua em [0, ) e vai a —co quando £ — $.

Percorrendo uma volta da curva h™ (v, 7) = £ na diregéo positiva a fungao
T~ (v,7) cresce de 27 de forma estrita, pela versao com “menos”do coroldrio
2.2.1. Se comegarmos o circuito em (v;(¢),71(€)), entdo nés encontramos
todos os pontos (v;(£),7;(£)), j # 1, e retornamos a (v1(€),71(€)). Entao:
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20 <o) < BP6) < T ©). (2.116)

De fato, consideremos:

((n—1)

o0 (E) = T~ (v5(6), 73(8)) — T+ (il€), 7:(€)) + 2m(n — 1),
G (€) = T~ (v1(6), 7€) — T+(i(&), 7:(£)) + 2n,

e (€) = T~ (wi(€), m(€)) — T (vi(£), m(€)) + 2n,

| o0 = T (01(6),11(6) — THw(€), () + 2m(n+1).

Como T (v(£),7;(§)) — T~ (vi(€),1(€)) < 2, pelas primeiras duas
equagoes acima vemos que vale a primeira desigualdade de (2.116). Como
T~ (v(€), (&) > T~ (v1(€),71(€)), pelas segunda e terceira igualdades acima,
vemos que vale a segunda desigualdade de (2.116) e, como T~ (v;(¢), 1(£)) —
T~ (v1(€),7(€)) < 2w, pelas duas dltimas igualdades acima, vale a terceira
desigualdade de (2.116).

De forma semelhante mostramos que:
ol @) > ¢ > 06 > i (0). (2.117)
De (2.116) e (2.117) chegamos a:

0570 <) < Wi ). (2.118)

Sen > N > 3 max;;{T(vi(©), 7(0)) — T~ (v;(0),7:(0))}, entdo

(pg?')(f) tem pelo menos um zero em (¥, ©). De fato:

2mn > 2N > max{{T" (v;(©), 7:(©)) — T~ (v;(©),7:(0))}
i,
= ¢(0) = 210 + T~ (v;(©), 73(0)) — T (v:(©), 7:(©)) > 0.
Mas ;5" (€) 55> — o0
Se definirmos Eg-") como o sendo o zero de cp(-'-l)(é), entdo teremos, por

ij
(2.118):

e Ve <. (2.119)
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Consideremos agora os pontos Pi(jn) (vi(¢ (n)) (§ ))) Teremos, clara-
mente, nestes pontos:

wEPIY) < = (PY) < hE(BGT),

o que demonstra a assercao 2) desta proposigao.

E claro que, quando n — oo, E(T’) - S, e al Pi(]) — (v3,73). Simi-
larmente, SPi(jn) — (vj,75), se nés mostrarmos que SP( € vj, j4 que
/L‘(.S’Pi(jn)) = h+(Pi(j")), e fgj serd o pardmetro para SP,(J em ;.

O ponto (v;(£), 7:(£)) pertence a ;[ .S, se, e somente se, S(v;(£), 73 (£)) =
(v(€"),7j(¢')) para algum &'. Entao, pela proposi¢ao 2.2.2, e seu andlogo
com “menos”, e pelo corolario 2.2.2:

(& T (vi(€), 7:(€)) (mod2m)) = (h*(vi(€), 7 (€)), T (vi(€), 7 (£)) (Mmod2r))
P*(vi(€),:(€)) = P7[S(vi(€),7:(€))]

P~ (v;(&"),75(£)

(h™ (v(&), 5(€)), T~ (v5(&"),7(&")) (mod2m))
(€, T™ (v;(&"), 75(¢)) (mod2)),

Il

I

de onde £ = &' e T (v;(£), 7:(£)) = T (vj(€), 75(€)) (mod27), isto &, £ é zero
de algum w(”)(f).
Em particular, SPS" = S(ui(e"), mi(€)) = (v3(657), 7€) € vy

entao Pi(j) €S~ 17] Também, SP(") P( ). Assim, as asserces 1),
2) e 3) estao provadas.

Como T* (v, 7+27) = T (v, 7)+27, temos que T+ (v, 7427) — (7+27) =
Tt(v,7) + 21 — 7 — 2 = TH(v,7) — 7, isto é, T*(v,7) — T é 2mw-periddica
em 7. Temos:

THPY) - T~ (SPY) = THwi(e), (el
= 2mn — P (€M) = 2mn,
o que demonstra 4).

Se <pl])(§) é mondtona em [©, ), entdo { ¢ seu unico zero, € assim

cada ponto de ; (15~ 1v; coincide com algum f,gj ). Nas coordenadas (2.80)
os arcos v; tém a equagdo £ = 7). Portanto, por (2.103) e (2.109):
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dol) o1 0T ot o1+
¢ 0 an ¢ on

C

C

+o(1),

: 9O Qo(X~(v5(6),75(8)))  wi(&)Qo(XH(i(&),7i(€)))

conforme £ — . Mas:

X~ (vj(€),7;(8))
£ = h™ (v;(€), 73(6)) = /0 Qoly)dy,

e entdo, por (2.114):

;i (€)Qo(X ™ (v;(8), 75(£)))
= v;(€) h™ (v, T; p
h—(vj(f),fj(g))[ (v;(€),75(8))]

e

“a [ (03(8), T () Q8 (X (v;(€), 7€) =

1

= 1)](5)5]5“5 (X~ (v (&), 7; t 1 E—o Ia
= O ) [Qo(X (o5(€ () | QO(J)dy] =o (&%),

j& que v;(€) e h™(v;(€), 7j(£)) tém limites positivos finitos para § < co. Se
& = oo usamos (2.73). Essas estimativas também valem para v;(£) Qo (X (v;(€), 7:(€))),
e entao:

g
¢

Portanto, para valores suficientemente grandes de © a derivada d(pgl) Jdé <

0, e cpgl)

o=
Q=

3

— —O00.

é monétona em [©, ). Também:

2r = O -0
— (pgt+1)(£gt+l)) _ (sz+l)(€§;,+l))
= w6 o™
Ao (0) ) m
- 1611—6(61(1 ¥ éj =,

0 que nos da:
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1
€7t — ) o .
|§(n)|%—§ 1_1 |dpl™ Bl
1] 2 a —d'g—

o que demonstra (2.115)

Coroldrio 2.2.3. Para cada ponto reqular P € Hg NIIy eziste uma sequéncia
{(@™ 7MY} e com (v, 7)) 5 P e um nimero N tal que para n >
N a solugao a:(t,v(”),'r(n)) tem periodo 4mwn e anti-periodo 27n, e seus su-
cessivos zeros ocorrem a intervalos de 2mn.

demonstragao: Consideremos um ponto regular (v1,71) e o conjunto
{(™ 7))} = {Pl(?)} Pela proposicao (2.2.7) Pl(?) ¢ ponto fixo de S, e
entdo a solugao z(t,v™ 7(™)) é periédica.

Como T'* (Pl(?)) —T‘(SPI(?)) = 27n, temos que T+(P1(?)) =T (Pl(?)) =
2mn, o que prova este corolario.

2.3 O shift como subsistema da dinamica S

Lema 2.3.1. Sendo p: ® — ® dada por:

p(o,7) = (v, =7),

temos que Ry ¢ dado por p(R(J{), e vice-versa. Além disso, temos que:
St=ploSop.

demonstragao: Consideremos uma solugdo z(¢,v,7) de (2.1) com (v, 7) €
R}. Em (2.1), temos que:

r(t) = %(1 — ecost) + O(?).

Pela simetria do problema temos que:
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z(t,v,7) = —z(—t,—v, —7).

Agora, por (2.4), temos:

—z(—t,—v, —7) = z(—t,v,—7).

Entao:

z(t,v,7) = z(—t,v,—7).

Como (v,7) € R, z(t,v,7) # 0 para t € (1,7'), isto é, z(—t,v, —7) # 0
para t € (—7',—7) e, além disso, z(—7',v,—7) = z(7',v,7) = 0, de onde
concluimos que (v, —7) € Ry, e também que S(v', —7') = (v, —7).

De forma semelhante, mostramos que se (v,7) € Ry, entdo p(v,7) =
(v,—7) € Ry . Assim, temos que Ry = p(Rf) e R = p(Ry)-

Como p = p~!, temos:

Il

(e e Sep),T) = (poSop)t,r) = (po )W,
= P, =) = (v,7),

isto 6, STt =ploSop.
|

Observemos que, como p é um difeomorfismo, temos também que p(Ha’) =
My e p(Ily) = 1.
Lema 2.3.2. A aplicagdo S : Rf — Ry leva a curva de nivel ht(v,7) = C,
0<C <S, na curva de nivel h™ (v, 1) = C.

demonstragao: Pela proposigio 2.1.4, temos que h~ = h*t o S. Seja

(v,7) € R§, com h*(v,7) = C, 0 < C < o0, e seja (v',7') = S(v, 7). Temos
entdo que:

h=(W',7") =h~ o S(v,7) = h*(v,7) = C.

Como S é um difeomorfismo de Ry em R concluimos que S leva a
curva de nivel A (v,7) = C na curva de nivel h~(v,7) = C, qualquer que
seja C € (0, 00).
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Lema 2.3.3. Se a excentricidade € > 0 é suficientemente pequena entdo
R(J{ # Ry eIl intercepta II} na linha de simetria nao tangencialmente
num ponto P.

demonstragao: Pelo teorema 2.2.1 podemos escrever H(J{ como

v = A(T,€).

Agora, pelo lema 2.3.1, (v, —7) € Ilj < (v, 7) € II{ e podemos escrever
IT, como:

v = A(—T1,¢).

Ambas as curvas se interceptam, portanto, em 7 = 0. Para que as
tangentes nesse ponto difiram, devemos ter:

oA

ar| . £ 0. (2.120)

Conforme mostraremos na segao 2.4, HS’ e IT; sao curvas reais analiticas.
Portanto, a funcdo X é analitica. Entao podemos expandi-la em série Taylor:

oA _9X(0,0) 9%X(0,0) 9
5?720_ or te O10¢ O
Mostraremos que:
9%2X(0,0)

E claro que (2.121) implica (2.120) para e suficientemente pequeno.
Consideremos o potencial:
2 2(1\\—+
U(z,t) = (z°+ (L)) 2. (2.122)
Entao (2.1) é escrita como:

. ou
- Oz’
Multiplicando ambos os lados dessa equacao por & e integrando de ¢ a

0o obtemos:

(2.123)
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0 [} 1 0 3.2 [oe]
/ gids= [ Magems L[ E g [TH 4,
t t

oz 2/, ds 5= . Oz
1_2 e ooau,
- = —xds.
= 5 (s,v,T,e)t /L By 205

Atendo-nos ao caso parabélico, quando z(co,v, T,€) = 0, ficamos com:

1., o

=" =~ —xds. 2.124

2:1; /L g ds ( )
Fazendo € = 0 em (2.124):

1 ooF: 7
5.7';2 ==/ a—;:i:ds = Uy. (2.125)

Expandindo U(z,t) = U(z,t,€) em série de Taylor em torno de &:

U(z,t,e) =U(z,t,0) + EW + 0(?),
onde:
1
U =U(z,t,0) = ———
(z2+1/4)z
e
au o 7(t) or(t)
9¢ |.—o (@2 +7r2(1))7 D¢ | _,
7(t) cost cost

1
o Aa?r1/a):

2(z? + 72(t))2

Entao escrevemos:

U = Uy + elhy + O(e?). (2.126)
Tendo que:

1
u(): . 1 Ulz
(2 +1/4)=

cost

R (2.127)

|

|
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A equagdo (2.125) é independente de ¢ e pode ser integrada explicita-
mente. Mas isso é desnecessario no presente caso. Apenas consideremos sua
solugio tnica ((t) com:

¢0)=0,  {(0)>0.
De (2.125) ¢ (2.127) obtemos:

V2
(¢2(t) +1/4)1
 Entdo ((t) é uma fungao positiva e estritamente crescente para t > 0, e
¢(0) = 2. Assim, a solugdo geral da equagdo auténoma (2.125) é dada por
¢(t — 7). Podemos, portanto, escrever:

¢(t) =

z(t,v,7,e) =C(t —7) + ez + 0(62)

Xr,e) =a(r,v,7,¢) =C(0) + iy (7,0, 7, €) + O(e?)
(2.128)
=2+ e (1, v, 7,€) + O(€?).

Entao, em primeira aproximagao, HO+ é um circulo de raio 2.

Para calcularmos z; nés usaremos (2.124), comparando os coeficientes
de € e impondo a condigao de fronteira z; = 0 quando ¢t = 7.

Primeiramente, temos que:

2

1. ‘s
5:1:2 = % +eay + O(e?).
Agora:
U . oy . ol . 2
Zads = 0nq AL
t 5 L45 t 9 S+€/t 8$$d3+0(6)

= —U0+e/ %(é+e¢1+0(52)).
i aﬂ:

Igualando os coeficientes de € dessas duas equagoes encontramos:

Y a2y
(i = —/t 2z ¢, (2.129)
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que, em t = T, fica:

0)in(r) = — %C(s — #)ds.

T

Na integral fazemos a mudanga de varidvel u = s—1 e utilizamos (2.127),
com ¢ = 0. Lembrando que ¢(0) = 2, ficamos com:

_s5
z1(1) = —1/ _Ls 2% (u) + B 22 (u) cos(u + 7)¢ (u)du
2Jo 42 4 .
. =
3 [/, 1\72,, .
= = ¢ (u) + = ¢ (u)¢(u) cos(u + 7)du.
8 Jo 4
Para uma notagao mais simples, introduzimos a funcao:
1\
o) = (e-n+7)",
ficando com:
. 3 [ ¢(w)¢(u) cos(u + 7)
zi1(1) = 3 /0 o0(u 1 7) du
3 /°° ¢ (u)¢(u)(cosucosT — senwusent)
= g 10 au.
0 wlO(u 4+ 7)
Entao, por (2.128):
Ar,e) =2+ gE(—ASGHT+BCOST) + 0(?), (2.130)
onde:
o]
A= / Clgu ((w) senudu (2.131)
w
e
B= AL E— (2.132)

o wo(utr)

A férmula (2.130) nos mostra que II§ é, em primeira aproximagio, uma
elipse, e que a condigdo (2.121) serd satisfeita se A > 0. De fato:
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92\ ~ O(—AsenT+ BcosT)
0edT |, _, N or
Pois mostremos que A > 0.
Acreditando que nao haverd confusido, omitiremos os argumentos de di-
versas fungoes. Notemos que ((u) > 0 e ((u) > 0 para uw > 0. Isto,
juntamente com o fato de que senwu > 0 para 0 < u < 7/2, nos d4 que:

=—A

o
A = / i sen udu > CC —15 sen udu
0

w!o x

o0 & 5
d [ (¢
' +/% T (m) cos udu,

it
2

- ﬁ Cosu
wl0

onde aplicamos integracao por partes.
~ Quando u — oo, cosu fica limitado, WwOu +7) = 00, ((u) = o0 e
¢(u) — 0. Mas, como w'®(u + 7) ~ ¢5(u), temos que:

¢

10 08U w5ee 0,

e temos também que cos 7/ 2 =0 e w(t) > 0, qualquer que seja t. Ficamos

entao com:
(¢
> ¥
A> /g T ( ) cos udu. (2.133)

Temos que:
¢ ¢¢ € L ad (¢
du (w“’) :m+cdu (JC_):FJFCd_g <m)<

¢¢ d (¢
~g+ ¢ (am):

De (2.125) temos:

(2.134)

1o 1 1 2 —2
— = U, — = =2
5¢ 0(¢) G W = (" =2w

e de (2.123) temos que:
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: 31,{0 B
= Ba|._

Entao (2.134) fica:

d (¢ o 16,4 —2d(w™)
-6171:( )——Cw1+2w —_——

onde:

d(cw—IO) —-10 d("_lo
—10 d 2 ]. _%

= w10 52y

Ficamos entao com:

— (£> = —Cw % 4 202 (w-10 - 5¢%w 1)
— _C‘wals + 2LU_12 _ ].OCZQJ_IG
= (21 420 16,0 _10¢2w 10

- _CZw*]G 4 2w~16 (42 + _i_) _ IOCZW—IG

= (e =0

Serd importante mostrar que f({(u)) < 0 para u > w/2. Isso decorre
diretamente do seguinte fato:

(u) 2 ¢* (g) > 1, parau> g (2.135)

Pois mostremos (2.135). Para isso, basta mostrarmos que ((m/2) > 1,
pois j4 sabemos que ((u) > 0 para v > 0. A fim de chegarmos em uma
contradigio, suponhamos ¢(7/2) < 1. Como ¢(u) > 0 para u > 0, temos
que ((u) <1 parau € (0,7/2]. Entdo:
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2y 2 2 4
e T ar gt A

Ai, como ((0) = 0:

W

T
, para <u < 3

¢(p)>3(3) >

Mas, como ((u) > 0 para v > 0, entdo a desigualdade acima implica
que ((m/2) > 1, e chegamos a uma contradi¢io. Entao fica demonstrado o
resultado (2.135).

Notemos agora que:

~002+ 3 ) + w9180

YO _ gt (
2

ac d¢
= —8(w 20 (—942 + %) — 18¢w™ 20!
—20 2, 1 o0 (2,1
= —8(w —9¢° + 5) 19¢w ¢+ 1
= w o (54{2 — H) .
2
Como, por (2.135), ((u) > 1 para u > w/2, temos que:

df (C(u))
d¢
e, como C(u) > 0 para u > 0, temos que f (¢(w)) é uma fungao estritamente
crescente de u para u > w/2.

Como f({(u)) <0 paraw > m/2e f({(u)) é estritamente crescente para
u > wf2:

>0 parau > g,

lim f(¢(u)) =0.

uU—oQ

Com esses resultados podemos agora mostrar que A > 0, usando (2.133).
Escrevemos:

(2nt+1)w

/;of(C(U))COSUdu:Z/ : f(C(u))cosudu:ZIn,

(2n—1)w
n=1 2 n=1
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onde:

(2n41)w

I, = /() 1 (¢ (u)) cosudu.

Consideremos n. = 2k — 1 e n = 2k, k > 1. Notamos que:

cosu < 0 para u € <(2(2k_21)_])”, (Z(Qk_zl)“Ll)“)

)

cosu > 0 para u € ((2(2k%—1)7r

7 ]

(2(2k)+1)7
2
isto é,

cosu < 0 para u € ((‘““%)”’M)

i (dk—1)7 (4k+1)w
cosu >0 para u € (T7—2_) ;
Entao, como f(¢(u)) < 0 para u > /2, concluimos que:

f(¢(u))cosu >0 para u € (_(4k;3)7r, —(%;1)”) ;

f(C(w))cosu < 0 para u € (@,w)

Agora, como f({(u)) é negativa e estritamente crescente para u > /2,
temos que |f(((u))| é estritamente decrescente para u > m/2. Assim:

(dk—=1)m (k41w
2

[%;m (¢ (u)) cos udu + ﬁqkj)ﬂ f(¢(w)) cosudu > 0.

Logo, Ipk—1 + I > 0, para todo inteiro k > 1, ou seja, » oo I, >0
Com isso mostramos que A > 0, o que demonstra o lema.

Lema 2.3.4. Seja vy : v = v(\),7 = 7()), com X € [0,1], um arco C?, tal
que 7y enconlira H[)F no ponto p correspondente a A = 1 transversalmente,
enquanto Y\{p} € R{. Entio a curva S(y(\)) = (v'(\),7'()\)) aprozima-se
de Iy espiralando-se com 7'(\) — oo quando A — 1.
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demonstragao: Da continuidade de h™ e 7 temos que:

l{li])ll hT(w(N), () = S.

Pela proposi¢ao 2.1.4, temos que:

lim A7 (S(v(A)), S(7(N)) = lim A~ (v'(\), 7' () = S,
A=1 A=l

isto é, (v'(\),7' (X)) estd se aproximando de IIy. Como T+ é uma fungio
continua em R \{0} temos que:

lim 7% (y(\)) = 0o = lim 7/(\) = o0,
A=l A—1

pois 7/(A) > T (v(A), (X)) para 0 < A < 1.

Lema 2.3.5. Seja v : v' = v'(\),7" = 7/()\), com X\ € [0,1], wm arco C?!,
tal que v encontra Il no ponto p correspondente a A\ = 1 transversalmente,
enquanto Y\{p} € Ry . Entdo a curva S~ (y(A\)) = (v(\),7())) aprozima-se
de II§ espiralando-se com 7(\) — —co quando A — 1.

demonstragao: Analoga a do lema 2.3.4

Seja ¥ o espago de sequéncias definido no capitulo 1. Sabemos que, para
N = oo, tal espago nao é compacto. E interessante, portanto, que agora
apresentemos uma compatificagio ¥ de 2.

Para chegarmos a esta compatificagdo nés admitimos elementos do seguinte
tipo: para k e A satisfazendo k < 0e A > 1 seja:

(OO, Sk+1," " >3A—lioo) y Sk € A)
onde kK = 0, A = 1 correspondem ao elemento (co0,cc), € se Kk = —o0,
A = 00, a sequéncia acima pertence a ¥. Admitimos também sequéncias
semi-infinitas com kK = —00, A < 00 ou K > —00, A = 0.
Consideremos o elemento com xk = —o0, A < oo:

* * * *
S —("',3_1,50,"',3/\_1,&)-
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Introduzimos suas vizinhangas:

Wy(s*) ={s€T:sp=s} para —N<k<Aesy>N}, N=1,2,3,---.

E claro que Wy C Wy para M > N.
Para os elementos com kK > —o00, A = 0o as vizinhangas sao andlogas.
Consideremos as sequéncias do tipo:

* .
s = (OO,sh‘-l-la"' yS05 " " ,S)‘_I,OO).

Definimos suas vizinhangas como:

Wh(s* ) ={s€T:s,=s; para k <k <Xe sg,s\ >N}, N=1,2,3,--- .

Estendemos ¢ ao novo shift @ que é definido como anteriormente no
dominio:

D() = {s € X : 89 # 0}.

O contra-dominio é:

R(@) ={s €X: s # c0}.
E o teorema 1.2.1 fica, neste caso:

Teorema 2.3.1. A funcio S definida em Ry possui o shift & em D() como
um subsistema.

demonstragao: Seja P, = (v1,71) o ponto de intersecgao de H0+ e ll,
com 1 = 0.

Pelo Teorema 2.2.1, h* € CY(®\{0}) e Vh*(v,7) # 0 para (v,7) €
®\{0}. Entao Vht(P;) e VA~ (P;) sao nao nulos e ortogonais. Nés prova-
mos no lema 2.3.3 que, em P, 1‘[6F e II; interceptam-se transversalmente,
isto é, nesse ponto suas tangentes sdo transversais. Como o adngulo entre
Vht(P1) e Vh™(P)) é o mesmo que entre tais tangentes, concluimos que
J(’U] N Tl) 75 0.

Consideremos:

R ={(v,7): S —¢e < ht(v,7) < S}

Seja. R a componente conexa de R’ tal que P, € R. Dos lemas 2.3.1 e
2.3.2 temos que R ¢é simétrico em relagao a linha 7 = 0.
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Podemos folhear R com as curvas de nivel de II;. A imagem por S de
cada uma dessas curvas em R, pelo lema 2.3.4, é uma curva que espirala
tendendo a Il , e a imagem de R por S serd como na figura:

Figura 2.3: S(R)

As componentes conexas de S(R) N R, salvo talvez um nimero finito
delas, conectardo os lados opostos de R dados por ht(v,7) = G —¢€ e
ht(v,7) = S, j4 que S(R) espirala tendendo a II;. A essas componentes
denotaremos Uy, Us,...,Un,..., com o indice 7 aumentando conforme U; se
aproxima de ITj .

Definimos agora:

Vie = p(Ur),

onde p é a reflexdao dada no lema 2.3.1. Utilizando tal lema e a simetria de
R, que nos dé que p(R) = R:

STHR)NR = S7Hp(R)) Np(R) = p ' (S(R)) Np~!(R)
= p '(S(R)NR) =p(S(R)NR),

isto é, U, Ve = STH(R) N R.
Queremos provar que S(V}) = U,. Notemos que:

(v,7) € Vi = (v,7) € STYR)NR = S(v,7) € S(R)NR,
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isto é, S(v,7) € Uj, para algum j.

Suponhamos que (vq,7,) € (vb, 75) pertencem a V. Seja v : [0,1] — V
uma curva continua com y(0) = (va, 7,) € ¥(1) = (v, 1) € tal que y([0,1]) C
Vi Pelo que mostramos acima, para cada t € [0,1], S(y(f)) € Uj, para
algum J. Como S : Rf U {0} — Ry U {0} é um homeomorfismo, a imagem
de v por S serd uma curva conexa. Entao conclui-se que S(([0,1])) C U;,
para um certo j. Fixando (v,,7,) e variando (vp, ) arbitrariamente em Vj,
concluimos que S(Vi) C U, para um certo j.

De forma andloga mostramos que S~} (U;) C V;, para um certo [. Assim,
se temos S(Vi) C U; e S~ (U;) C V,, concluimos que k =1, e S(Vi) = U;.

Mostraremos agora que S(Vy) = Uj. Para isso, mostremos antes que:

S(Vi)=Us, SV) =Uj e l>k=j>i.

Pois bem, se [ > k, entdao V; é uma faixa mais préxima de Hg que V.
Tomamos uma curva y como a do lema 2.3.4 que intercepte V; e Vi, com
7(0) € Vi. Como S(y(0)) € U; e a curva So+ espirala tendendo a I, temos
que a faixa U; estd mais préxima de II; que U, isto é, 7 > 1.

Podemos agora provar que S(Vj) = Uy. Suponhamos que S(Vi) = U;.
Usando o lema 2.3.1:

S(Vi) = (poS~lop™)(Vi) = Uj=(poS™1)(Uy)
= p'(Us) = ST U) = Vi = ST (Uy)
= S(VJ) :ukn

isto é, S(Vx) = U; = S(V;) = Uy. Mas isso é impossivel se j # k, pois
mostramos acima que se S(Vi) = U; e S(V) = Uy, entdo I > k = j > 1.
Logo, S(Vi) = Uy.

Recordemos as coordenadas:

E=h"(v,7), n=ht(v,71). (2.80)
Nas coordenadas (£,7) as curvas de nivel de II; sdo retas verticais e as
curvas de nivel de II§ sdo retas horizontais, e R serd o conjunto:
R=[S—-¢9] x[S—¢9].

Vamos agora utilizar a proposicao 2.2.6, considerando Uy = U e (v2, T2) =
(v1,71) (podemos fazer isso, pois no presente caso (v1,71) € IIF NII5). Pode-
mos, de fato, utilizar essa proposi¢ao, pois j4 mostramos que J(vy,71) # 0.
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Temos que X+ (v,7) — oo quando (v,7) — (v1,71) e, como estamos
tratando do caso § < oo, Qo(X*(v,7)) — 0 quando (v,7) — (v1,71),
conforme foi mostrado na demonstracao do teorema 2.2.1.

Folheamos R, no plano ® de coordenadas polares, pelas curvas de nivel
de II;. Como ja foi dito, nas coordenadas (&,7), essas curvas sao retas
verticais, ou seja, os vetores unitarios tangentes a essas curvas sio sempre
(0,1).

Se parametrizarmos uma dessas curvas por (), ¢t € [0,1], com ~/(¢) =
(0,1) para qualquer ¢ € [0,1], v(1) € I e ¥([0,1]) C R, e utilizamos a
proposigao 2.2.6, teremos:

' , 0 1 0
SOOI = | o POy + O(1) (1)

1
J( )T) *
< 7aerrooy T OW) )

I

Como ja dissemos, Qo(X ™ (v,7)) — 0 quando (v,7) — (vi,71). Entao,
dado N € N, para € > 0 suficientemente pequeno:

(IJ(’U1 5 ’Tl)
v2Qo(X+ (v, 7))

de onde concluimos que, para € > 0 suficientemente pequeno, U ,Us,...,.Un,...
sao faixas verticais. Pela construgio, é claro que Vi, Vi,...,V,,... sdo faixas
horizontais.

Nosso intuito é mostrar que essas faixas satisfazem as hipéteses (i) da
secdo 1.2 e (iii) da se¢do 1.3, e entdo usar os teoremas 1.2.1 e 1.3.1.

Mostremos que (ii) é satisfeita. J& mostramos que V}, é levada homeo-
morficamente por S em U;. A correspondéncia entre as fronteiras é uma
consequéncia direta da construgdo e do fato de S : R U {0} — Ry U{0} ser
um horneomorﬁsmo.

Mostremos que vale (iii).

+0(1) > N,

Nota 3. Nas coordenadas (&,m), Vi € faiza horizontal, qualquer k > 1, e
Uy, € faiza vertical, para qualquer k > 1, ao contrdrio do que tinhamos no
capitulo 1

Para utilizarmos o teorema 1.2.1 e a hipétese (iii), devemos utilizar o
teorema 1.3.1, e ai devemos ter, em (iii), 0 < p < 1/2. Considerando isso e
a nota 3, nossa hipédtese (iii) fica:



128 CAPITULO 2. O PROBLEMA DE SITNIKOV

(iii) Para p € (0,1/2), o cone St : [¢] < pln| definido em |J~, Vi é
levado em si mesmo por dS, isto é, dS(ST) C S*. E mais, se (£, n0) € ST
e (é1,7) € sua imagem por dS, entao |n;| > ! |no|. Similarmente, o cone
S~ :|n| > p|¢] definido em |J,, Ui € levado em si mesmo por dS™1, isto é,
dS~1(S™) C S~, assim como, se (&1,71) € S~ e (€0,70) é sua pré-imagem
por dS, entdo |&| > p~t& .

Apliquemos dS num vetor (&g, 70):

0 O(1) a )\ no O(1)éo + amo m )’
(2.136)
onde a = a(v,7) = % + O(1), isto é, @ — oo quando (v,7) —

(v1,71)-
Temos que mostrar que |&;] < p|ni| e também que |n1| > p~no|. Mas
essas duas desigualdades sdo a mesma. De fato:

[€1] < plm| & |mo| < plO(1)éo + ang|

Im| > pt & |0(1)é + anol > ol & |nol < u|O(1)& + anol.

Assim, mostremos que |no] < p|O(1)é + ano|, dado que |[&| < plnol.
Temos que:

|O(1)éo + amo| > |lano| — [O(1)&o]-

Como a — oo para (v,7) — (v1,71), para € suficientemente pequeno,
diga-se € < €1, temos:

lano| — [O(1)&o] > 0.
Ai, como |&o] < pl|nol:

|O(1)éo + ano| = ||ano| — |O(1) ppol| = [la] — O (1)]1]|no]-

Se € é suficientemente pequeno, diga-se € < €] < €1, entdo ||a| — O(1)pl,
lembrando que g € (0,1/2). Entéo:

|O(1)éo + amo| > pfmo-
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Para mostrar o restante da condigio (iii), temos que mostrar que, se
Im| < pléi|, entdo |mo| < pléol, e que |&] > t€1|. Consideremos nova-
mente (2.136), e resolvamos para &g e 79 em termos de &; e n;:

m — aé

{ o(1) =L = O0(1)&o + a1 =m = & = o

éo +ano =m

Assim:

m — afy

Imo| < pléo| & 1&1] < p om

N — aby
o(1)

6ol 2 n7H&1] & 1€1] < pléol & 161 <

Entao basta provarmos:

m — a&y

il < sl = 16l < ) s

H )

Se ¢ é suficientemente pequeno, diga-se € < &3, |#})| |£1|—’— |m| >0,
1 1

o(1)
> || 5t 16~ | ] = || | - o

Se ¢ ¢é suficientemente pequeno, diga-se € < €/, < €2, entdo:

Temos que:

ay
o(1)

m — a&y
o(1)

_‘771
0(1)

a 1
o(l |§1|—’W‘|7I1[ :
e al:

a

o(1)

m — a&y
o

1

— =] = p? : 1/2
”‘O(l)H—“ , para p € (0,1/2),

a

o)

e al:

oM~ om > p .

Assim, se ¢ < min{e}, )}, vale (iii).

'"_lﬁ
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Nota 4. Pela demonstra¢io da proposicao 2.2.6 nota-se que para € sufi-
cientemente pequeno O(1) # 0.

Entao vale o teorema 1.2.1, como p € (0,1/2).
Podemos, de forma padrao, estender o homeomorfismo 7 do teorema
1.2.1 a um homeomorfismo 7 de ¥ em R tal que:

70 = ST|p@)

2.4 As curvas [I e Il

Utilizamos anteriormente o fato de que H(}L e Il sdo curvas analiticas. Nesta
se¢do exporemos esse fato.

Para um difeomorfismo f : R? — R? definimos o conjunto assintético
local de f como:

A (f,U) ={(z,y) €U : f¥(z,y) €U Yk >0, [¥(z,y) = 0 conforme k — oo}.
Considerando o seguinte setor centrado no eixo x positivo:

B(B,6) ={(z,y) eR*: 0< 2z <4, |y| < Bz}.

O conjunto assintético restrito a tal setor é:

AT(f,B) = {(z,y) € B: f¥(z,y) € B Vk >0, f*(z,y) = 0 conforme k& — oco}.

Usaremos, sem a demonstracdo, um teorema de [2] e uma proposicao que
faz parte da demonstragdo de tal teorema. O teorema é:

Teorema 2.4.1. Seja f : R? — R? uma fungdo real e analitica da forma

f=id+p+m

onde id ¢é a identidade, p = (p1,p2) € um polinémio homogéneo de grau
n > 2, er consiste de termos de ordem, pelo menos, n+1. Suponha também
que, para © > 0,
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p(z,0) <0,
p2(z,0) =0,

Opa(z,0)
By > 0.

Entao ezistem constantes positivas B e & tais que AY(f,B(B,0)) € o
grifico de uma fungdo ¢ : [0,8] — R2. E mais, fl,5) € real e analitica.

Antes de enunciarmos a referida proposigdo necessitamos de algumas
definigbes. Sejam «, # e § nlimeros reais positivos. Definimos os seguintes
subconjuntos de R?:

B=B(f,8) = {(z,y) eR*:0< z <6, |y| <Pz},
b* ={(z,y) € B:y = pz},
b~ ={(=z,y) € B:y = —pua},
Bt ={(z,y) eR*:0<z <6, y > fa},
B ={(z,y) eR*:0<z <6, y < —Pa},

S(@) = {(z,y) € R*: |y| > afal}.
Seja 3 : R — R a projegao no eixo y, isto é, ma(z,y) = v.

Proposicao 2.4.1. Seja f = (f1, f2) uma fun¢ao que satisfaz as hipdteses
do teorema 2.4.1. Entao existem constantes positivas « e [ tais que, para
qualquer B € (0, 1] existe um ¢ tal que:

0< filz,y) <z, Y(z,y) € B(3,d), #0, (2.137)
J(b*) c BY, (2.138)
Df(z,y) : S(a) = S(e), V(z,y) € B(B,0), (2.139)

[maDf~ (2, y)¢] < |magl, V(z,y) € f(B(B,3)), &€ S(a). (2.140)
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Podemos agora demonstrar uma proposi¢ao que nos permitird concluir
que as curvas II§ e II; sdo analiticas.

Proposicido 2.4.2. Seja f: R? — R? uma funcio da forma:

v = z— Ka(y+ri(z,y))

I y— y— Kz3(z +ra(z,y)) ’ (2141)

onde K €é uma constante positiva e vy e ro sao fungdes reais e analiticas
e contém termos de pelo menos sequnda ordem. Entdo eziste um aberto
U C R? contendo a origem tal que AY(f,U) N {z >0} ¢ um arco analitico
real.

demonstragdo: HEscreveremos f em coordenadas polares. Para isso
vamos desprezar os termos 7 (z,y) e r2(z,y), e chamaremos:

Nilzy) =z — Kay,
falz,y) =y — Ka'.
Escrevendo z e y em coordenadas polares:
fi(rcos@,rsenf) = rcosf — K1 cos® O senb),
fa(r cosf,rsenf) = rsenf — Kr' cos* 6.

Entao escrevemos f em coordenadas polares da seguinte formas:

1
r— [(rcosf — Krcos® @ sen6)? + (rsend — Kri cos? 0)?] 2
send — K73 cos? 9
cos @ — K13 cos3 0sen 0

[

0 — arctg (

Notemos que:

1 1
[f?(r cosB,rsen @) + f2(r cos 0, rsen 0)]z=r(1- 4K73 cos? @senf + K?r® cos® 0)°.

Considerando 0 constante e derivando sucessivas vezes, em relagao a r,
a funcao:
1
hy(r) = (1 — 4K7% cos® @ sen @ + K*r%cos® 0) 7 |

obtemos A.(0) = 0, h’(0) =0 e h!"(0) = —12K cos" 6 sen .
Entdo a expansao em série de Taylor de h,(r) fica:
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R'(0)

hy(7) = hy (0) + —3'—7’3 +0(r*) =1 —2Kr3 cos? 0sen @ + O(r?),
de onde:
. 1
[ff(rcos®,rsend) + f3(rcosf,rsen 0)]> = r(l—2Kr*cos® 0send + O(r"))

= r— Kr'cos®0(2cosfsenf + O(r)).

Derivemos sucessivas vezes, em relacao a 7, a fungao:

cos — K73 cos3 Osenf

ho(r) = arctg (

onde consideramos @ constante. Obtemos /(0) = 0, hy(0) =0 e:

senf — Kr3cost 6 )

1 6K cos?(sen 20 — cos? 0)
l n —
' (0) - sen 20 cosf ’
cos? 0
de onde:
] n
ho(r) = he(0) + —L"’E}('—O)r?’ + 0(r)

= 0+ Kr¥(sen?0 — cos? 0 + O(r)).
Entao podemos escrever f em coordenadas polares:
fe r— r—Krlcos?0(2cosfsend + O(r))
" 60— 04 Kr3cos®0(sen?0 — cos? 0+ O(r))

Candidatos & variedade estdvel ou instdvel sé podem ocorrer quando 6
é aproximadamente constante, isto é, quando cos? §(sen 20 — cos? §) = 0, ou
seja, quando 0 = £7 ou 6 = +£%. Consideremos o caso § = F.

Fazemos a transformagao:

r= u-—u,
y= u-+two.

(2.142)

De onde:

f u—v—= u—v—K(u—v)>w+v+r(uv))
Tutv—o utv— K(u—v)>3(u—v+re(u,v)
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Agora:

T= u-—"v = _y—az,u_:v—l-y
y= utv 2 2

Entéo, se escrevermos f(u,v) = (f1(u,v), f2(u,v)), teremos:

fi(u,v) = u—v—K(u—v)3(u+v);“+U—K(u_“)3(u_v)+~-'
zu—K(u2—U)3(2“) +...:u—K(u—U)3+"'

Folu,v) = u—l—’u—K(u—v)?’(u—v)—z[u—v—f((u_v)z(u_v)] .
20+ K(u—v)3(20) B
- 9 +"'—U+I((U—1})31)+..._

Entao f nas coordenadas (u,v) fica:

f uw— u— Ku—v)us4---
o= v+ Ku-—v)Bbvt-

isto é:
f uv—= u+pi(u,v)+---
Tv—= vtpe(u,v) e
com p1(u,v) = —K (u —v)3u e pa(u,v) = K(u —v)3v. Disso temos que,
para u > 0:

p1(u,0) = —Ku' <0,
p?('u“) 0) = 0)

ap? (’ll,, 0) p g
% = [-3K(u— v)%v + K(u — v)d]vzo = Ku® > 0.
Entao f, nas coordenadas (u,v), satisfaz as hipéteses do teorema 2.4.1.

Antes de utilizarmos este fato, consideremos constantes positivas § e e o
seguinte conjunto:
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B* = {(u,v) €R?: 0 <u < §|v| < B}.

Lembrando que u = L”QL’Z ev = 3%3, podemos expressar u € v nas coor-
denadas polares utilizadas em (2.142) como:

U= g(cos 0 + sen 0)

v= g(senH—cosﬁ).

Se 0 < wu < 4, devemos ter cosf + senf > 0, isto é:

3m T

E, como cos @ + sen 0 < 2:

N S

<-=r<hl.

7
2
Devemos ter também |v| < Bu, ou seja, devemos ter:

g|sen9— cosf| < %(COS@ + senf) = |sen @ — cos 6| < B(cos O + sen0).

Para 0 = 7/4, sen@ — cosf = 0 e senf + cos @ = 2. Considerando que
0 € [0, 37/4]U[77/4,27], trocaremos a condigio “3F tal que |senf—cosf| <
B(cos @ + send)” por “IB; tal que |@ — 7/4| < B”. Agora usaremos o
teorema 2.4.1, e também a proposi¢do 2.4.1, para mostrar que o conjunto:

B+:{(r,9):7‘§5, }0—%' sﬁl}

tem as seguintes propriedades:

AY = {(r,0) € BY : f¥(r,0) € BTVk > 0}\{0} é um arco analitico,
(2.143)

Se (r,0) € A", entdo f*(r,0) = 0 quando k — 0, (2.144)
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Se [|(r,0)|| < 8, |If(r,0)]| <3 e (r,0) ¢ BY, entdo f(r,8) ¢ BF. (2.145)

A propridades 2.143 e 2.144 decorrem diretamente do teorema 2.4.1, ¢ a
propriedade 2.145 decorre de 2.137 e 2.138 da proposi¢ao 2.4.1.

Mostraremos que At = AT N {z > 0}. Para isso, mostraremos que pon-
tos que nao pertencem a B1 e que tendem a origem por iteragoes positivas
de f nao existem.

Com esse objetivo, dividiremos U em setores e vamos elimini-los um
por um. Notamos que v =0=y =z eu =0 = y = —z. Rotacionamos
as coordenadas de forma que a reta y = —z seja levada no eixo u. Agora
podemos aplicar o teorema 2.4.1 a, f~!, e temos que exitem & e B tais que
o conjunto:

B = {(r,@) 4 o §5,|9+%‘ Sﬂz}

tem as seguintes propriedades:

A= ={(r,0) € B~ : f* € B"Vk > 0}\{0} é um arco analitico, (2.146)
Se (r,0) € A~ , entio f~*(r,0) = 0 quando k — 0, (2.147)

Se [|(r,0)ll <4, [Ilf7'(r,0)l| <& e (r,0) ¢ B, entdo f~'(r,0) ¢ B~
(2.148)
Trocando (r,8) por f(r,0) em (2.148):

F (0l <d, |[(r,0)]] e = (r,0) ¢ B,

isto é:

(r,0) € B~ = ||f(r,0)]| > & ou ||(,0)]| > 6 ou f(r,8) € B,

ou seja:

Se [|(r,0)]| <0, ||f(r,0)]|<d e (r,0) e B~ = f(r,0) € B~. (2.149)
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Seja:
+ . T
C —{(T,G).r<5,ﬂ3<0<2},

Se escolhermos 33 > /4 e § suficientemente pequeno, C* tera as seguintes
propriedades:

Se (r,0) eCt e ||f(r,0)|| <&, entao f(r,0) € CY, (2.150)

Se r#0 e f*(r,0) € C* para todo k>0, entdao f(r,0) A 0 quando k — oco.
(2.151)
A propriedade (2.150) decorre do fato de f ser crescente em 6 no primeiro
quadrante, e o crescimento de @ depender de 73.
Demonstremos a validade da propriedade (2.151). Se 6 € (n/4,7/2),
entao cotgf < 1. Podemos entdo escolher ¢ suficientemente pequeno para
que tenhamos:

r1(z, y)| + [ra(z, y)| < (1 — cotg Bs)y.
Para 6 € (n/4,7/2), cotgf é estritamente crescente. Entao, como:

xz =rcosé T
= — = cotg¥,
y =rsenf Yy

temos que, para (z,y) € CT, x < ycotg f3. Af:

|71(z,y)| + [r2(z,9)] < (1 — cotgB3)y
= yCOtgﬁ3 + |7"2($1y)| S y—- |T1($ay)l
= yecotgfs + ra(z,y) <y +ri(z,y)
= z+mr(z,y) <y+ri(z,y),
isto é:
T +ro(z,y) <y +ri(z,y) para (z,y) €CT. (2.152)

Escrevendo (2.141) como f(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) temos:

{ N(zy) = z— Kby +ni(z,y)

) s { hlen) 2= K nie)
fo(z,y) = y— Kaz?(z + ro(z,y))

f2($, y) Y= -K:Es(ﬂi + 7‘?('7">y)) ’
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de onde, por (2.152):

Nz, y) —x < folz,y) — v

Seja D(zo,y0) = {(z,y) : ¥y — yo > @ — z0}. Nbs provamos que se
f¥(zo,y0) € C* para k > 0, entdo fF(zo,y0) € D(zo,%). Como 0 ¢
D(z0,y0) para (zo,yo) € Ct, fica provada a propriedade (2.151).

Definimos agora, de forma andloga:

C‘:{(T,O):TS(S, J—WSOS,&l}

2
com propriedades andlogas as (2.150) e (2.151) para f~!. A propriedade
andloga & (2.150) é:

Se (r,0)eC™ e ||f7'(r,0)]| <5, entdo fleC™
= Se f(r,0) eC™ e ||(r,0)|]| < d, entdo (r,0) € C™
= Se (r,0) ¢ C™, entao f(r,0) ¢ C~ ou ||(r,0)|| > 6,

isto é:

Se (r,0) ¢ C™ e ||(r,0)]| < I, entdo f(r,0) ¢C. (2.153)
Seja:

U={(r0):r<d}.

Mostraremos que:

At = A (f,U)N {z > 0}.

Seja (z,y) € AT(f,U) N {z > 0}, isto &, ||f*(z,y)|| < § para qualquer
k>0e f¥z,y) = 0 quando k — oo.

Em B~, cosf > 0 e senf < 0, de onde temos que 7 é crescente por f
em B~. Entdo (2.149) implica que f*(z,y) nao pertence a B~ para todo k.
Se f*(z,y) € C* para algum k = ki, entdo f*(z,y) € C* para todo k > ki,
por (2.150). Mas (2.151) implica que f*(z,y) 4 0. Entio f¥(z,y) ¢ C*
para todo k. Em C~ N {z > 0} 0 é crescente por f. Entdo (2.153) implica
que existe ko tal que f¥(z,y) ¢ C~ para todo k > ky. Suponhamos, a fim de
chegarmos & uma contradigdo, que existe um k3 > ks tal que f*3(z,y) ¢ B*.
Entdo, por (2.145), f¥(z,y) ¢ B* para todo k > k3. Dessa forma:
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fF(z,y) ¢ BFUB UCTUC™ =B para todo k> ks.

Mas @ é estritamente monétona quando cos® §( sen 20 — cos? ) # 0, isto
é, quando 0 # +7, 0 # +75 (estamos nos restringindo a z > 0), isto ¢, 0 ¢é
estritamente monétona no complementar de 5. Contradigao.

Entdo f*(z,y) € BY para todo k > k, e af a propriedade (2.145) implica
que f*(z,y) € B* para todo k£ > 0. Entdo z € A, por (2.143).

Suponhamos agora que (z,y) € AT\{0}. A propriedade (2.144) implica
que:

(z,9) € AY(f,U) N {z >0},
e entao:

AT (f,U)n{z >0} = AT,

e é um arco analitico por (2.143).

Vamos agora aplicar esse resultado ao problema de Sitnikov. Mas, aqui,
consideraremos o referencial com a origem no centro de massa.

A particula k tem posi¢do (wg,zr) € C X R e massa my. Assumimos
que:

wy = 0,

k2 = &8y (2.154)
w2 = —ws,

mg = ms3.

As equagbes do movimento sio:

.. 2my 9 93
= —_— —Z + 2
N 22)[(21 72)” + |wal]
e
. 2mows mywse
wo =

Pl (o - )2 )

A primeira delas é semelhante & equacao (2.1). Mostremos a segunda:
A equagao do movimento da particula 2 em relacao a particula 3 serd
dada por:



140 CAPITULO 2. O PROBLEMA DE SITNIKOV

- momy 2wy 2m3 L 2mawy
Wy = — =— )y = ———=.
T T Qlwal)2 2kw0a] 2w T wP

A equagdo do movimento da particula 2 em relagdo a particula 1 sera:

. . . mimso Z] — 29 — W2
mao(Z) — Zp — ) = (2 )

a1 — 20 — wal? |21 — 22 — wy
mymo
_lzl —Zg—’LUz'a(zl '—224“’2)
myms ( )+
= - zZ] — Z9
(21 — 22)2 + [wa|?)?

1o

3
((z1 = 22)% + |wa[?)2

wy.

Portanto:

miwsz
5
((z1 — 22) + wo|?) 2
Fica assim demonstrada a segunda equac¢ido do movimento.

Queremos agora a expressao da energia total. Deduzamos primeiro a
férmula da energia cinética:

Wy = —

1 5 1. N ,
E, = 5mlszr5(23+Iwz|2)+i(zé‘)”rl'w?f)

1 . .. .
= §mlzf o mg(zf = Iwglz).

Agora a energia potencial:

U = SRR mpms moIn3
(21— 22)2 + [wal?]z  [(21 — 23)2 + |waf2]z 2w
2m 1Mo m%

(21— 2)% + w25 [2wa]

[SIE

Entao a energia total sera:

2myima m%

] .2 .9 .2
—m1 27 + ma(25 + |wa]®) — - =-h<0
2 (o1 = 222+ wgP]3 (202l ’

onde a fizemos negativa arbitrariamente.
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. i 1
Definimos agora m = (2mg)3 e M = (my + 2m2)3 e fazemos a mudanca
de variaveis:

2= M?*m 32,
¢ = 2m ™ lwy.

Vejamos como ficam as equagdes do movimento nessas novas coorde-
nadas. Considerando que o centro de massa estd fixo em (0,0) € C x R:

miz1 + meozo + mgzg =0,
mowsy + mawsz = 0.

Usando (2.154):

miz)
miz1 +2mez; =0 = 29 =— =S 2y — 21 =——2] — 2]
2m2
1m1
= z1—2=[(14+=-—)2.
2m2

Temos também que:

1 1
M 2 3 1 3
M _(mat2m\s_ () 1m
m 2mo 2 mo
E portanto:

2] — 29 = M3m_3zl.

Entao, fazendo a mudancga de coordenadas, a primeira equagdo do movi-
mento fica:
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2.3 3 6 m’ 2_%
M72m3: = —m3MPm™3z [M T|c|]

3

2

=% = —Mm™3 [Mﬁ =4 2+—|c|2}
3
2

m2
= —M’m73zy []\42M4m_6zf + = |C|2]

2

m2
= —M°m™3zy [M222+ |C|2]

3

) 22,2 5
= M°m73z [MQz2 (1 + M——KP)]

_3
. ; : M1 1 %
Mt [H (¢m) ]

_3
= —zlz|™® [1 +u?] 2,
M~ 'm|¢|z?
com u = 5
Utilizando os calculos feitos acima para o termo entre colchetes, en-

contramos a expressiao para a segunda equagdo do movimento nas novas
coordenadas:

N

Wy = —2m2w2|2w2|“3 — mlM_3|z|*3'w2[1 + uz]_%
1 1
= —mimem (|~ - maM 2|27 Sm (L + u?]"2
1 = _ _: _3
= 5m [0~ ma ML )R

Entao:

2m Yy = —[¢| 3¢ — ma M2 L+ ]3¢
= C = —|§|_3§ — 777,1]\/1_3[1 + uz]_%|z|_3c.

As equagoes do movimento sao, portanto:
5 B
7= —[1+u?| 2|23,

¢ = —|¢173¢ — mu M 31+ u?) 7|2 3¢



2.4. AS CURVAS 11§ EIIy 143

Queremos estudar as érbitas parabdlicas, aquelas em que 23 — oo e
z1 — 0 quanto ¢t — o0, isto é, z — co e 2 — 0 quando t — oo.

Como a energia total é negativa, |ws| fica limitado, e entao v — 0 quando
t — o0. Notando que:

d d
L = -3 s 14?2 =0
du du u=0
Concluimos que a expansao de [1 + u2]'% em torno da origem serd da
forma:
[1+u2"2 =1+ 0(?).

Entao:
Z=—zlz| (1 + g1(u)),

¢ =—C¢ICI73 (1 + g2 (u)),

com g;(u) = O(u?) e go(u) = O(u?). A primeira equagio decorre da simples
; -1 -1
substitui¢do da expansao de (1 + u2)_%. Lembrando que u = %:

¢ = =l (1 m M+ )R )
= K| (1 + M P03+ O@)]|C)?)
= —CICI7? (1 + ga(w)),

e temos a segunda equagao.

Vejamos agora como fica a expressao da energia nessas novas coorde-
nadas:

le mo mg

1 .9 .9 )
—my 2] +ma(z; + |wal?) — — = =
2 (21 — 22)2 + [wnf?)2 202

1my .o mo 2

. . . 2mim m
= ——#2 4 (22 4 hin|?) — i —
2 h h h[(z1 — 22)2 + |wp|2]2 D|2w2]
Como j4 foi visto, zp = —"ZLEL. Entdo:
1mym3
29 = M= —mi M2z,

2 mo m2
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onde usamos a defini¢do de m.

Temos também que:

21 —2p = M3m 3z = M3m 3 M ?m3z = Mz.

Entao a expressao da energia fica:

1
—1 = §m1h_1M_4mz +2m3h [ M2 4 m2|Q|2}

1
1 21
—2m1§ ApL [MQz2 + Zm2|C|2] - Zmﬁlflm_1|(;|_1

1 1
= 5mlzvr‘*mﬁh #2 +2m1M YmPh1z +8m5h LEP

1
2

1
—mym3h~! [M2z2 (1 + ZmQJ\/I_2z_2|C|2>] - im ¢!

1 1 :

= 5mlM“lmSh_lz'z(m3 +my) + gm‘r’h“lm2
1

—mymPh I M 2|7 ) 2——m5h_1|§|_l

1
= §m1M"4m3h Ym?® 4+ my)22 —mm®h MYz V(1w )7%

1 (1, ;
sp=1 21612 — 1
+ym’h _2|<I 1q _
1

= mm3M 7R | M3 (md 4+ my)2 - (1 + u2)_%|zl_1

1 5p,—1 1 12 —1—
gmht gl =l

Expandindo (1 4 u?) 2 em série de Taylor obtemos:

(L+ uz)fé =1+ O(u?).

Entao, voltando a expressao da energia:
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1
—1 = mm3h! [§M_3(m3 +my)z? — (1 + O(u2))|z|—1]
1 5p—1 1 L2 -1
+gmn 5162 - i
1
= mm3M~p7! [51\/1_3(m3 + my)3% - |z|*1]

agmtnt [5IP - 1617 + 0w,

Mas M ~3(m? + my) = (my + 2ms) ' (2m2 + my) = 1. Portanto:
1 1 1.
-1 = mm*M 'h! [5z2 — |z|_1] + Zm‘r’hf1 [§|C|2 - |§|_1] + O(u?)|2| ™1

= 202 [ = | 2 16 - i otalel

onde 2a = mym3M~1h71, 20? = tmPh71 ¢ v(u) = O(u?).
Queremos agora trazer z = oo para x = (0. Para isso fazemos a seguinte
transformagao:
2z =222,
z=vy, (2.155)
o =b7%[¢] = 0 — ibRe(C)).
Notemos que:

|¢] = b*(1 + Re(0)).

Vejamos como fica a expressao da energia com essa transformagio:

22 B _ |z|~1] # 20 [P =167+ o) = -1

a? [; 5 ]+2b‘l [%|q’|2—|g|—1} +5oto(u) = -1
2P~ %)+ 2 |~ 167+ Jatuta) = -1

. 1
= a2(y2 - :l:2) -+ 1)2|C|2 — 2b2|C|*1 -+ §z%(u) =1

= a?|C|2(v® — 2%) + V|2 (¢ — 26%|¢) + = |<| 2(u) = —|¢]*
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Agora notemos que:

IEPICI? = (€0)(¢Q) [Re (¢) +iTm (C()][Re )+L1m(CC_)]
= [Re (ZC)—!—ZImZ ][ ( —11m (£()]
= [Re () + [Im (CO))?
= [Re (COP +u?,

onde w = Im (Z{ ) é o momento angular, uma integral para este problema.
Entao, voltando & expressao da energia:

@ICP? ~ o) + B + B Re COP ~21C + 5lCPato(u) = —[cf
= a’|(P(y* — 2%) + bw” + [ Re (CQ)I* - 26" — 26" Re (0) + %lcﬁzzv(u) = =J¢l?

= a?|¢2(y? — 2°) + bPw? + b?[Re (CO))? — b + || — 20 Re (o) + %Kl?z%(u) =t
Agora usaremos que:

~2[1¢] - b% — ibRe(CE)] = [Re (C6)) = b?|o|* — b2(|¢| — 0%)*.

Entao:

a®[¢|*(y? — 2%) + bYo]* — (€] — b%)? + bw® — b + [¢|* — 2b° Re (o) + —ICI2 v(u) = b
= a?|¢|?(y? — z2) + b'|o|? + 2|¢|b? — 20" + bw? — 2b° Re (0) + 5|c|2z2u(u) = b,

Agora, usando que |¢| = b%(1 + Re (0)):

¢ (y? — 2%) + b*|o)? + 2b* (1 + Re(0)) — 20" + bw? — 2b* Re (o) + %|C|2m2v(u) =pt
. . 1
= a?|¢|?(y? — 2?) + b*|o|? + 20* Re (0) + bw? — 20> Re (o) + §|C|2$2v(u) = b?
1
= a®[¢]*(y” — &%) + b*|o]* + bw® + 20 — b*) Re (0) + §|C|2$QU(U) ="

Entao a expressdo da energia fica:
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[Py = 2%) + b'lo[* + b? + 01 (z,0) =",
onde vy (z,0) = 2(b* — b?) Re (0) + 3|¢|2z%v(u). Como v(u) = O(u?), e:

M= Im|¢|z7Y M~ 'm|¢|z?
v 2 -1

temos que v;(z,0) é de sexta ordem em z.

Tomemos a terceira equagio de (2.155). Temos que Re((¢) = ¢¢ —
i1m (¢¢). Entdo:

o = b= ¥ — (T —ilm (G0))]
b™2[|¢| — b — ibCC — Im (CC)).

Agora usaremos que o momento angular w = Im (ZC) é uma integral
primeira do problema:

Como b20 = (C()z — b2 — ibC¢ — w, entio:

2y _ 1O+ s

o = . q b(Z¢ +T6)
_ %_ib[|é|2+f(—l—§|§(l+92(“))>]
- Re(fc')_i '2_i U
_ Ryl G0+ )],

isto é:

. _Re(@) ifp 1
o= g 3 4 - g o).

Faremos a transformacao no tempo dt = b|¢|dr, isto é, a diferenciagio
agora serd em relacdo a 7. Entao temos:

o = 2O i Tiene -1 - gatw]

de onde:
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o=z = RO e - 1 - gufw] - 67201l -7 — ibRe (@)
= RO o -1 ga)] - il 4 - Be D
= [P 14 o) - I 1]
= 2 tae - i+ ).
Logo:
o' =i (2=l - 1 + ()
Da primeira equagio de (2.155):
t=—437%% = &= —le:v"z = 4= —%m%
= o= —iblqm?’y.
Da segunda equacio de (2.155):
j=% = a0+ () = 3ol + g1 () = — 7ot + g (w)

1
>y = bl (14 g1 ().

Lembrando que:

M1 z 1
= % = ZM_lme(l + Re(0))z?

e que g1(u) = O(u?), podemos escrever:

U

y = - blCla’ (1 + gs(a,0))

onde g3 é de pelo menos ordem 4 em .
Temos entao as seguintes equacoes:
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g = —4le|93By’
y' = —1o|¢|z (1 + g3(z, 0)),

o' =i (o+2- Gl - I + ga(w).

Quando (z,y) = (0,0), temos que 2’ =y’ = 0. Vejamos o que acontece
com ¢’ quando (z,y) = (0,0). Comoz=0=|z|] ' =0ey=0=2=0,a
expressao da energia, para (z,y) = (0,0), fica:

1. 1. 1
2 (Lis2 -1 LAz b -1
2 (G161 ) = =15 2 = 55z + K
. o
=[G =2 - .

Entao ficamos com:

o = i(orz-icl (e - ) - 1)

= i<a+2—2+|lf—2|—|lf—2|>

= 1o,

para (z,y) = (0,0), onde usamos que g2(u) = 0 para (z,y) = (0,0).

Entao, para (z,y) = (0,0), as solu¢ao da equagao diferencial para o sio
érbitas periddicas, e a transformacao de Poincaré terd a forma (2.141), com
K = %wb:’. E, pela proposicao 2.4.2, o conjunto das drbitas parabdlicas é
uma subvariedade analitica real do superficie de energia.
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