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Resumo

Apresentamos as defini¢des e propriedades bdsicas das correntes introduzidas por de Rham [4]. Séo in-
troduzidos dois operadores muito usados na teoria: o bordo, e seu dual, o diferencial. Um papel importante
€ assumido pelas formulas de homotopia, as quais servem para provar que o operador de regularizagdo co-
muta com o diferencial. O Teorema central do trabalho trata da existéncia de regularizadores (operadores de
regularizacdo) em variedades arbitrarias. Para obter este resultado é provada, primeiro, uma versio global
em R", para logo provar outra versdo que tem as propriedades desejadas na bola euclideana unitaria, e é a
identidade fora do fecho da bola. Como resultado deste processo, dada uma corrente, obtemos outra que é
C* e que converge a corrente original na topologia fraca do espago das correntes. Finalmente seguindo o ar-
tigo [6], aplicamos este Teorema para provar propriedades dos regularizadores nos espagos das formas L’;(V)
e Wf,_q(V), ja no contexto de uma variedade Riemanniana V.

Palavras-chave: Corrente, regularizagio, existéncia de regularizadores, propriedades dos regularizadores.
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Abstract

We present definitions and basic properties of currents that were introduced by de Rham [4]. Two opera-
tors: the boundary and its dual the differential, are very important in the theory. A key role is assumed by the
homotopy formulas, which are useful to prove that the regularization operator commutes with the differential.
The central Theorem of this work is about the existence of regulators (operators of regularization) in arbitrary
manifolds. To obtain this result a first version of this theorem in R” is proved, which is then used to prove
a second version in the euclidean unit ball. The regulator in the ball can be extended to R” as the identity
outside the ball. As a result of this process, given a current, we obtain other that is C* and that converges to
the original current in the weak topology of the current space. Finally, following [6], we apply this Theorem
to prove properties of regulators in the space of forms £j,(V) and ‘W% (V), in a Riemannian manifold V.

Keywords: Current, regularization, existence of regulators, properties of regulators.
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Capitulo 1

Introducao.

Parafraseando de Rham, a nogao de corrente foi introduzida por ele no ano 1936 em uma forma pouco
geral e pouco precisa (no artigo [2]). Depois, apareceu uma definicdo formal das distribui¢des, feita por
Laurent Schwartz nos anos 1945-1950 (ver [8]). Isto motivou a defini¢do mais geral e precisa das correntes
em 1950, [5] e [3], que finalmente foi publicada na primeira edi¢do do livro [4] (em francés), no ano 1955. A
idéia de corrente permitiu generalizar as idéias de distribui¢Ges para as variedades, sendo casos particulares, as
formas localmante integréveis, as cadeias e os campos vetoriais entre outras. Até as mesmas variedades podem
ser consideradas como correntes. Estas correntes permitem trabalhar com dois operadores muito importantes
na teoria de formas e cadeias: o bordo e o diferencial.

Nesta dissertagdo apresentaremos as defini¢des bdsicas da teoria, assim como o Teorema de existéncia de
operadores de regulariza¢do de correntes. Estes operadores, além de regularizar correntes, tem propriedades
muito boas, como o fato de comutar com o bordo e com o diferencial. Também tem a propriedade de manter
o suporte da corrente regularizada dentro de uma vizinhanga prefixada do suporte da corrente original. Para
provar este Teorema € necessdrio usar as férmulas de homotopia, as quais sdo demonstradas no contexto geral
das correntes. A idéia da prova do teorema de existéncia do operador de regularizagdo em variedades é a
seguinte. Primeiramente mostra-se uma versao do teorema em R”. Entdo usando um certo difeomorfismo de
R" para a bola unitaria de R" prova-se uma versdo local do teorema, ou seja, constréi-se um operador que
regulariza as correntes em uma vizinhanca da bola e é a identidade fora dela. Finalmente usa-se este resultado
mais parti¢des da unidade para provar o teorema em variedades.

Na tltima parte desta dissertacdo, aproveitando as idéias da prova da existéncia de operadores de regularizagio
em uma variedade V, analisamos as propriedades de convergéncia destes regularizadores nos espagos de
correntes L’;,(V) e W’;,’q(V) em uma variedade Riemanniana, onde .C’;,(V) € uma generalizag@o dos espacos
L,(R") para formas de grau k, e W} (V) € o espago de formas de grau k tais que ¢ € L’,‘,(V) edg e LiY(V).
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Tais resultados sdo originalmente devidos a [6]. Vemos assim que os operadores se comportam bem em estes

espacos, com o que obtemos um resultado de densidade, que € o coroldrio final do presente trabalho.



Capitulo 2

Nocoes basicas

Neste capitulo apresentaremos a definigdo de corrente e alguns exemplos importantes. Logo introduzimos
o conceito de bordo, e depois o de operador diferencial. Finalmente provamos as férmulas de homotopia, que

serdo muito tteis para provar que nosso operador de regularizagdo comuta com o bordo e com o diferencial.
2.1 Nocao de corrente

Ao longo do presente trabalho, V serd uma variedade orientdvel n-dimensional. Usaremos a notagio
(x,Q) para as cartas de V, ousejaque x : Q c V — x(Q) c R" é um homeomorfismo C* entre conjuntos
abertos. Se T*V denota o fibrado cotangente usamos AX T*V para o k-ésimo produto exterior, assim como
/\T*V para a dlgebra exterior. Para comegar introduzimos a nogéo de formas:

Defini¢ao 2.1.1 (Formas C™ e de suporte compacto). As formas C* em V sdo denotadas por Ey = {¢/¢ é
se¢do C*do fibrado A T*V}. O espago das formas C* com suporte compacto em V é Dy = {¢ € Ey/supp ¢
€ compacto}.

Notagdo. Um vetor da forma a = (ay, ..., @,), onde cada componente ¢; é um inteiro ndo negativo, é chamado

multi-indice de ordem |a| = @ + ... + @,. Com isso introduzimos a notagio

dllg
aa¢ B 0% xy...0%x,
onde (x,£2) é uma carta de V e ¢ € Cl9(Q).

Defini¢do 2.1.2 (Convergéncia de formas). Dizemos que a seqiiéncia de formas {@y}sen converge a zero em
&y se para quaisquer u € V e || > 0, existe Ky vizinhanga compacta de u contida no dominio de uma carta
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(x, Q) e tal que
sup |9°¢ni...;, VI —> O 2.1)

veKp
onde ¢, = Zil<__‘<,-p i, ___,'pdx"' A...ANdx" éa representacdo de ¢, em (x, Q). Escrevemos ¢, — 0 em Ey

&
quando & — oo, ou simplesmente ¢y, — 0. Se alem disso, existe K compacto tal que supp ¢, C K para

h—co

i Dy
todo & € N, dizemos que {@y}nen converge a zero em Dy, € escrevemos @y, h—> 0.
—00

Defini¢ao 2.1.3 (Correntes). Uma corrente € um funcional linear 7 : Dy — R, que € continuo no seguinte

. Dy - . . - .
sentido: se ¢y —,——> 0, entdo 7 [¢n] I—) 0. Como as correntes sdo os funcionais lineares continuos em Dy,
1—00 1—00

p . 3 . &y . .
escrevemos 7 € D). De forma andloga dizemos que 7 : &y — R € continua se ¢ P 0 implica que
1— 00

VA Py 0, e escrevemos &, para os funcionais lineares continuos em Sy.
—00 <

Definicao 2.1.4 (Formas limitadas). Um conjunto de formas 8 C Ey é localmente limitado em uma vizinhanga
de u € V, se dado @ um multi-indice com |e| > 0, existe uma constante M > 0 e K vizinhanc¢a compacta de u

contida no dominio de uma carta (x, Q) tal que

sup [0°¢;, i, WMI<M , p€B (2:2)
veKp
onde ¢ = Zq&il...ipdxi‘ A --- A dx'?. Se além disso, supp¢ C K compacto, para todo ¢ € B, dizemos que
B c Dy é localmente limitado em uma vizinhanga de u € V. Como a mudanga de cartas € C*, se a férmula
(2.2) vale para uma carta, vale para qualquer outra. Assim, a constante M depende da carta escolhida. Se as
propriedades acima se verificam para todo u € V, dizemos respectivamente, que B € limitado em Ey, e que B

€ limitado em Dy.

A seguinte proposi¢do serd muito usada ao longo do trabalho, pois fornece uma forma alternativa para

provar continuidade.

Proposi¢do 2.1 (Continuidade e limitagdo). Seja H = Ey ou Dy. O funcional linear T é continuo em H se

e somente se {|T [p|} permanece limitado, quando ¢ varia em um conjunto limitado em H.

Demonstracdo. Seja B um conjunto limitado em H, e suponha que o conjunto {|7 [¢]| : ¢ € B} ndo é limitado.
Assim, para cada h € N, existe um ¢, € B tal que |7 [¢,]| > k. Por outra parte, dado u € V e o multi-indice «,
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pela defini¢do 2.1.4, existe Ko vizinhanga compacta de u contida em um dominio de uma carta (x, Q) tal que

sup laa¢hu Ip(v)l <M , YheN

veKp

Ev
Ml < M/|h|, para todo i € N. Pela definicdo de convergéncia temos ¢p/h — 0.

Portanto sup,x, |
Mas |7 [¢n]/h] > 1, para todo h € N, entdo 7 ndo pode ser continua em Ey. Se H = Dy, temos que ex1ste
K compacto tal que supp ¢, € K, Yh € N. O mesmo raciocinio leva a ¢p/h hl_)'—:o) 0 e que 7 ndo pode ser
continua.

Reciprocamente, seja {¢}, C H tal que ¢y, Ti%) 0. Sejau € Ve |e| > 0, existe Ko vizinhanga compacta de u

contida em dominio de uma carta (x, 2) tal que

sup |aa¢hn 1,,(V)| —) 0

veKp

Entdo, existem M > 0 e uma seqiiencia {my}; tal que mj, — oo quando h — oo, € tais que

sup |mpd® iy i, (V) < M

veKp
Segue que {mp$p}y € um conjunto limitado, e pela hipétese, {|7 [mudnll}s € limitado. Mas |7 [muds]l =
[mpl7 [¢r]] com my — oo quando h — oo; com isto, necessariamente deve ser |7 [¢]| h—) 0. Logo 7
¢ continua em Ey. Se {¢p}; C Dy entdo existe K compacto tal que supp @, C K, para todo h € N. O

raciocinio anterior leva a que 7 é continua em Dy. O

Vejamos agora alguns exemplos bdsicos, que nos dizem que as correntes generalizam diversos objetos

comuns da matemadtica moderna.

Exemplo 2.1.1 (Formas localmente integrdveis). Seja V uma variedade orientdvel e & uma forma localmente
integrdvel, i.e., em cada carta @ = } @, i dx“ A ... A dxr, com @j,...i, localmente integrveis, entdo ela

define uma corrente:

af[¢]=fa/\¢ , €Dy , graup=n—p
1%

pois @ A ¢ ainda € integrdvel. Escrevemos Ll loc(V) para as formas localmente integraveis de grau p. Assim,
as formas @ € Sy sdo correntes, pois seus coeficentes sao C*, logo, localmente integrdveis. Em particular,
uma func¢io C*(V) define uma corrente.

Exemplo 2.1.2 (Campos vetoriais). Seja X um campo vetorial em uma variedade Riemanniana V. Definimos
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a 0-forma ix(¢) = ¢(X), para toda forma ¢ de grau 1. Por exemplo, se (x,Q) é uma cartae X = Y; X' 2

axi?
¢ = X ¢idx temos ix(¢) = 3; X'¢;. Definimos a corrente X por

X[¢] = fv ix(@)du . b€ Dy

onde du € o elemento de volume de V. A integral fica bem definida porque ¢ € Dy, ou seja, ix(¢) tem suporte

compacto.

Exemplo 2.1.3 (Distribuicdes). Uma distribuicdo 7" em qualquer aberto V C R" define uma corrente, pensando
V com a estrutura de variedade induzida. Note a semelhanga entre as defini¢es de corrente e de distribuicio;
de fato a ideia de corrente generaliza a de distribuigcdo para o contexto das variedades.

Exemplo 2.1.4 (Variedades). Uma variedade orientdvel V, induz uma corrente V da seguinte maneira

(V[¢]=f¢ , p€ Dy , pdegraun
%

Note que a integral sempre € convergente porque as formas ¢ tem suporte compacto.

Defini¢éo 2.1.5. Dizemos que a corrente 7 é homogénea de dimensdo p, se 7 [¢] = O para toda forma

homogénea ¢ que ndo seja de grau p. O nimero n — p € chamado grau de 7.

Usando esta definicdo vemos que cada corrente pode ser decomposta em soma de n + 1 correntes ho-
mogéneas, que serdo chamadas componentes homogéneas. Assim para toda corrente 7, podemos escrever
T = Xi_o T, onde as 7; sdo correntes homogéneas de grau i. Note que a defini¢ao de grau e homogeneidade
para correntes coincide com a definicdo para formas. Em particular, uma fung@o f € C*(V) é uma corrente
de grau zero. Também, se tomamos um aberto V C R" com a estrutura induzida, as distribui¢ées em V sdo

correntes de grau #n, pois agem nas fungdes C* de suporte compacto (0-formas).

Definicao 2.1.6. Dizemos que 7~ € igual a zero no aberto Q, se 7 [¢] = 0, V¢ € Dy tal que suppp c Q. E
dizemos que a corrente 7~ € de classe C" no aberto Q, se T = @ em Q, onde @ é uma forma de classe C”, i.e.,
T —a=0emQ.

Com esta definigdo se pode provar o seguinte resultado basico.

Proposi¢do 2.2. Se 7 = 0 em uma vizinhanca de p, Vp € Q, entGo T =0 em Q.

Defini¢ao 2.1.7. Pela Proposi¢do 2.2, existe um aberto maximal A onde 7 = 0, entdo podemos definir o
suporte de uma corrente como supp 7 = V\A, ou equivalentemente supp 7 = ({F fechado/3 Q aberto, Q c
Fe7 #0em Q).
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Definicdo 2.1.8. Seja ¢ € Ey, dizemos que 7 [¢] é convergente se a série
7191 = ) TWig)
i
€ convergente para toda parti¢do da unidade {i;}; da variedade V.

Se supp 7 é compacto, a série sempre é convergente, pois sé temos finitos somandos diferentes de zero.
Neste caso podemos definir 7 [¢], para toda forma ¢ € Ey (ndo precisa ter suporte compacto).

Notagdo. Usaremos a notagdo 7 [1] = fv 7 se 7[1] é convergente. Lembrar que isto sempre acontece se 0
suporte de 7~ € compacto.

Proposi¢io 2.3. As correntes de suporte compacto sdo os funcionais lineares continuos em Ey, ou seja,
r ’ s
&y =T €D}, /suppT é compacto).

Demonstragdo. Seja7 : Ey — R linear continuo. Vejamos que a restrigio 7~ : Dy — R” € linear, continua
e de suporte compacto. Obviamente esta restrigdo ainda € linear, e é continua porque as formas limitadas em
Dy sdo limitadas em Ey. Falta ver que o suporte de 7~ € compacto. Suponha que supp 7 ndo é compacto.
Seja {pn}n € Dy uma seqiiéncia com a seguinte propriedade: para todo compacto K, existe n € N tal que
h > n implica que supp ¢, N K = @. Como supp 7~ ndo é compacto, segue que Yn € N, existe h > n tal que
supp ¢n N suppT # @, ou seja, 7 [¢;] # 0. Redefinimos {¢y}; multiplicando cada termo por uma constante
adequada para que |7 [¢4]l > h, Yh € N. Mas pela defini¢do de {¢;}; sabemos que ¢y, :—Vm> 0, e como 7~
€ continua temos que 7 [¢y] h_)—gg) 0. Isto € um absurdo porque |7 [¢n]/h| > 1, Yh € N. Logo suppT é
compacto.

Reciprocamente, seja 7 : Dy — R linear continuo com suporte compacto. Como supp7 € compacto,
7 [#] € convergente, V¢ € Ey. Entdo podemos estender a um funcional linear 7~ : &y — R. Provemos a
continuidade. Seja {i/;}; uma parti¢do da unidade. Como o suporte de 7~ é compacto, dada ¢ € Sy a soma
T[] = 22; T [ j¢] s6 tem finitos termos. Seja B um conjunto limitado em Ey, entdo para todo j, (¥ ¢ ¢ € B)
€ um conjunto limitado em Dy. Isto se deve a que, fixado j, supp ;¢ estd contido no compacto supp y;,
para todo ¢ € B. Pela Proposigdo 2.1 o conjunto {|7 [/ j¢]l}¢es permanece limitado, para todo j. Segue que
{I7 [¢]l}4e8 permanece limitado. Portanto 7~ é continua em Ey. m]

Exemplo 2.1.5. Se V € uma variedade compacta orientdvel, ‘V define uma corrente de suporte compacto, pois
Vgl = fv ¢ faz sentido para toda ¢ € Ey de grau n.
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Defini¢iio 2.1.9. Se 7 € Dy, e a € &y, entdo o produto exterior de uma corrente por uma forma €
T Aapl=Tland]l , €Dy (2.3)

Se 7~ e @ sdo homogéneas de grau p e ¢ respectivamente definimos e A7 = (=1)?47” Aa. Assim, por causa da
decomposigdo em correntes homogéneas, podemos estender para o caso ndo homogéneo: @ A7 = }; ; @A T,
ondea =3 ajeT = 3;7:

Note que a defini¢do faz sentido para qualquer forma @ € &y, pois o produto a A ¢ tem suporte compacto,
qualquer que seja ¢ € Dy. Para o caso 7 € &), a férmula (2.3) ainda € convergente para qualquer forma
¢ € Ey. Se T =B € Ey, entdo uma conta mostra que 7 Aa = S A, i.e., as defini¢cdes dos produtos exteriores
coincidem. Se f é uma fungio C™ entdo escrevemos 7 A f = 7 f ou f7, ou seja: 7 f[¢] = fT [¢] = T[],
para ¢ € Dy.

Notagdo. Como 7 AP[1]1 =T [pA1]1=T[¢- 1] = T [¢], escrevemos
Tlel=T Agll] = j;‘r/\qb

Observe que esta notacdo serve para generalizarocaso 7 = a € L’l‘ 10c(V), onde a[¢] = fv a A g¢.

Se Tiy..i, (1 <...<i p) 880 (Z) correntes de grau zero definidas em , onde (x, Q) € carta de V, temos que

T= > Tii Adx" A... Adx? 2.4)
i1 <...<ip
¢ uma corrente de grau p em Q. De fato 7 [¢] = 2. 75, i, AdXA. . AXP [Pl =3 Tir.ip [dxX'A...Adx? Al =0
para toda ¢ € D, de grau diferente de n — p, pois 77,_;, tem grau 0. Note a semelhanga com a expressdo de
uma forma em coordenadas, sé trocamos os coeficentes C*™ por correntes de grau 0.
De maneira reciproca, cada corrente de grau p em £, pode ser representada por uma expressao do tipo (2.4),

onde 77, _;, sdo correntes de grau zero. Dada 7~ de grau p, sejam 75, ; definidas por

1-1p

Th.iladx' A...AdX"] = 6}:" Tladx A...Adx/r)

itowip jiojnep

onde a € C*(Q2) € de suporte compacto, e cSl.‘I--",:-"jl i é o simbolo de Kronecker, que € definido da seguinte
wip JissInsp

maneira:
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(i) Seij<...<ipeji<...<j,temos
P P

j|.~~jP: | Seik:jk7k:1""’p
if..dp 0 se dktal que iy # ji

(i) 6;' "7 & antisimétrico em iy € jy.
A

Com esta defini¢do vemos que Tiy..i, sdo correntes de grau 0, e uma conta mostra que vale a igualdade (2.4).
Portanto, se escrevemos a corrente 7~ de grau n na carta (x, ), obtemos 7~ = Todx! A ... A dx", onde Ty é
uma corrente de grau zero. Entdo, em (x, 2) podemos identificar 7 com 7, i.e. uma forma de grau n com
uma forma de grau 0. Assim, toda distribui¢do (corrente de grau n em V c R") também é uma corrente de
grau 0 (em R").

Notagdo. Escrevemos
T = Z Tiripdx A ... Adx'

i1<..<ip

para a equagcdo (2.4), para pensar as correntes (localmente) como formas onde os coeficentes sdo distribuigdes.

Agora vamos introduzir as nogdes de limitacdo e continuidade até ordem p. Para isso, lembremos que
&} = (#/¢ € segio CP do fibrado A\ T*V} e DY, sdo as formas de &, de suporte compacto. Note que 8"’,“ &
&) e DU ¢ D). Também Ey = NocpewE’) € Dy = NogpecD?.

Defini¢ao 2.1.10 (Conjuntos limitados em 8{’, e Z)‘f,.). Um conjunto B C 8"’, € localmente limitado até ordem
p em uma vizinhanga de u € V se vale a estimativa (2.2) da Defini¢do 2.1.4, mas somente para |a| < p. Se
além disso todos os suportes estdo contidos em um compacto K, dizemos que B C Df, € localmente limitado
em uma vizinhanga de u € V. Se estas propriedades valem Yu € V dizemos respectivamente que 8B € limitado
em &, e que B ¢ limitado em DY,.

Com esta defini¢do podemos pensar em uma nogéo de continuidade nos espacos 8"’, e Z)f,

Defini¢ao 2.1.11 (Continuidade até ordem p.). Uma corrente 7~ € D, € continua até ordem p, se o conjunto
{I7[#]l : ¢ € B} € limitado para cada B c Dy que seja limitado em DC

Na verdade se pode provar que se 7~ € D, € continua até ordem p, entdo é possivel estender 7~ para um tnico
operador linear continuo em Z)f, (veja [4]).
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2.2 Bordo e diferencial de uma corrente.

Definicdo 2.2.1. O bordo de uma corrente 7 € a corrente 37 : Dy — R definida por

0T 9] = T[d¢], V¢ € Dy (2.5)

Para ver que 97 é efetivamente uma corrente basta notar que o operador diferencial d : Dy — Dy €
continuo, pois leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Ou seja, se as derivadas de uma forma @
sdo limitadas, entdo as derivadas de da também o sdo (lembrar a definicdo de limitagdo). Seja {a;}; tal que
quando A — oo, temos @, — 0. Por continuidade da;, — 0, e como 7~ € corrente, 87 [as] = 7 [day] — 0.
Isto mostra que 97 € corrente.

Se 7~ tem suporte compacto, a defini¢do 2.2.1 se aplica sem problemas para formas ¢ € Ey (pois dp € Ey).
Em particular, fica bem definido 87 [1] = 7[d 1] = 0. Note que o operador d diminui a dimensdo em um
grau: se 7~ é p-dimensional temos 7 [¢] = 7 [d$] = 0, para toda ¢ € Dy de grau diferente de p — 1. Logo
07 é de dimensdo p — 1.

Exemplo 2.2.1 (Teorema de Stokes). Notemos a similitude da férmula (2.5) com o Teorema de Stokes. Seja
"V uma variedade orientdvel com bordo e consideremos a corrente V, definida no exemplo (2.1.4). Usando a

defini¢do (2.2.1), e identificando a corrente 3V com a variedade JV segue que

f¢=afV[¢]=fV[d¢]=fd¢  $eDy
av v

que ndo € outra coisa que o Teorema de Stokes.

Antes de apresentar o diferencial de uma corrente precisamos de um novo operador.

Defini¢iio 2.2.2. Definimos o operador w como w7 = (—1)P7 para correntes homogéneas de grau p, €
estendemos por linearidade usando a decomposi¢do em correntes homogéneas. Por dualidade, obtemos o
operador linear w*: w*7 [¢] = 7 [w¢], onde definimos para formas: wa = (—1)¥"**a. Também definimos
w=w"l
Seja V uma variedade orientdvel. Se 7~ € igual a uma forma a com coeficentes em CY(V) e ¢ tem suporte
compacto, temos que fvd(a A ¢) = 0. De fato, como ¢ tem suporte compacto, @ A ¢ também, segue do
Teorema de Stokes que fv dlaA@) = fav a A ¢ =0. Assim, como d(e A ¢) = da A ¢ + wa A d¢, segue que
fvda/\q& = —fvwa/\gb, ou ainda
da[¢] = —waldé] (2.6)
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Sabemos que —wd = dw, entdo wda[¢] = —dwa[p] = (—1)*w?a[dp] = a[dp], onde usamos (2.6) com wa
em lugar de @. Entéo a[d¢] = wda[¢], e pela defini¢do 97 [¢] = de[¢] = a[d¢], portanto 47 [¢] = wda[p] =
wd7 [¢], V¢ € Dy, ou ainda 87" = wdT . Este caso particular, e o fato que w? = 1 induz a seguinte:

Definicao 2.2.3. Chamamds diferencial de 7" a corrente d7 definida por

dT = woT

Os operadores d e d, tem a seguintes propriedades importantes:
PT =d*T =0, TeD,

As quais surgem da propriedade andloga do operador d para formas: 9°7[¢] = 87 [d¢] = T [d*¢] = O.
E como d27" = d(wdT) = wd(wdT), temos d>T [¢] = wd(wIT)[¢] = —w(wdT)[dp] = —w T [dp] =
—T[d?*¢] = 0. Para formas, como conseqiiéncia de d(a@ A B) = da A B + wa A B temos que d(a A B) =
da A wWB + a A 9B. Analogamente para correntes (7 A B) = 87 A wB +T A dpB. Portanto, por dualidade

AT AB)=dT AB+wWT AdB , T €D, Be&y

Defini¢éio 2.2.4. Seja @ uma p-forma C', representada na carta (x,Q) por @ = ¥ < <, @i..i,dX" A ...dx"

lan/

entdo definimos a derivada parcia na carta (x, ) por

da Oaiy i, . ; .
Ja _ il Y
axk 2 ok

i1 <...<ip

Logo, se ¢ tem suporte compacto temos fv %(a A ¢) = 0. Usando a defini¢do podemos mostrar a regra de
derivagdo do produto de formas

a9
x" —(@A@)= /\ p+aN— P
portanto 0 = fv AP+ fv @A gz x,‘ ,ou amda = - [ ] para ¢ € Dy. Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Defini¢io 2.2.5. Seja 7 € Dy, definimos a derivada parcial % na carta (x,£2) como

6x"¢] [ ],¢€Dv
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dd

97 & uma corrente: se ¢ — 0 temos que 7% — 0. Como 7" € continua,

aF

—(‘;%[di;,] — 0. Também, note que a definicdo (2.2.5) permite pensar em gfg para uma fungdo a € L}g (),

E facil ver que o operador

Q aberto de R", e que este conceito coincide com o de derivada fraca. Ainda vale que

d aT d¢
— T AP ==—Ap+T A— , 9Dy, T €D
ok T N =g e ok v 2DV v
E fazendo algumas contas sai que d7 = };_, dxk A % para 7~ € D,,. Portanto, o operador diferencial d €
representado em (x, ) por

n a
d= ;dxk Aok (2.7)

2.3 Imagem de uma corrente por uma aplicacao.

Sejam agora V e W duas variedades, ndo necessariamente da mesma dimens@o. Consideremos a variedade

produto V x W, e escrevamos n = dimV e m = dimW.

Definicao 2.3.1. Seja u : V — W uma aplicagdo C* entre variedades. Se 7~ é uma corrente com suporte

compacto em V, chamamos de imagem de 7 por p a corrente 7 definida em W por

KT (9l =T p'¢]l , ¢€Dw
onde u*¢ € o pull-back da forma ¢.

Como 7 tem suporte compacto compacto e u*¢ € Ey, T [u*¢] sempre converge. Alids u7 satisfaz a
condig@o de continuidade imposta nas correntes: se {¢;}; € um conjunto limitado, entdo {x*¢;}; € um conjunto
limitado, e como 7 € corrente, {|7 [u*¢;]/}; € um conjunto limitado. Pela Proposi¢@o 2.1, 47~ é uma corrente
bem definida. Se 7 ndo tem suporte compacto, pode acontecer que 7 [u*¢] ndo seja convergente, pois o
suporte de p*¢ ndo é necessariamente compacto mesmo que ¢ tenha suporte compacto. Mas, se ¢ € homeo-
morfismo C*, u*¢ tem suporte compacto e 7 fica bem definida V7~ € D),. Se u € homeomorfismo C*, vale
que

p T =T (2.8)

pois puu~'T[¢] = T ") u*¢] = T[¢]. Notemos que a operagio imagem, é linear nas correntes, i.e.,
u(T +8) =7 +puS. Temos também que a operagdo assim definida, comuta com o operador bordo

OuT = pd7 2.9
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pois duT [¢p] = uT [d¢] = T [ dp]l = T [du*¢] = T [u*¢] = udT [¢], para toda ¢ € Dy. Apesar disso,
em geral, 1 ndo comuta com o operador diferencial d, simplesmente porque d7° = wd7 , se 7 é homogénea
de grau p. Na verdade du7 = wuwd7 = (=1)""ud7; se dimV = dimW entdo du7 = pd7 . Agora, se
@V — W éum homeomorfismo C*, temos:

pp=wh'e , peDy (2.10)
wo=p'¢ , pecDy 2.11)

De fato, pela identidade [, (u™')*y = [,y temos Jywena= [ ) pApal = fv¢ A [*a, ou seja,
wH*¢la) = plu*a] = uglal, que é a férmula (2.10). A equagio (2.11) sai da anterior usando u = u~!.

Definiciio 2.3.2. Se y é um homeomorfismo C*, a imagem inversa (pull-back) da corrente 7 é a corrente
(' definida como
W =p T

Segue que *d7 = du*T pois u*dT [¢) = 0T [(u™")*¢] = T [d(u™") @] = T (') dp] = du*T (4], para toda
¢ € Dy. Também
KT [p) = T [ud) (2.12)

ja que T [¢] = T [(u™1)* @] = T [ua), pela equagdo (2.10).

2.4 Correntes duplas.

Definigdo 2.4.1 (Formas duplas). Sejam @ € A*T*V e B € A'T*W duas formas, definimos o produto
tensorial @ ® 8 como a aplicacdo multilinear que em (p,q) € V x W vale

(aO,B)(p,q) (V11 . "vks W], .. ~’Wl) = ap(VI,. . .,Vk) -ﬂq(Wl, L -1Wl)

onde v; € T,V e wj € T,W. Note que a defini¢do € comutativa, i.e.,  © f =  © a. Fica definido o produto
/‘\" T;VO /\1 T;W, que € um espago vetorial com base {dxf; AL A de‘ @dyé‘ A A dy;S’ <. <1 <
... < ji). Portanto temos um fibrado A¥ T*V® A/ T*W na variedade produto V x W, e tomando a soma direta
para todos os graus temos A 7*V © A T*W. Definimos o conjunto das formas duplas em Vx W

E(V x W) = {y[y é segio C* de /\ T*Vo /‘\ T*W)
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E as formas duplas em V X W de suporte compacto

DV X W) ={ye&V xW)/suppy é compacto }
Nas cartas (x, ) de Ve (y,QQ") de W, temos

YEN= D YiiphigBNAF A AdER @AY A A dy = )y ody!  (2.13)
iy <-<ig 7
N<=<Ji

onde Yiy,__ip.ji,...is(X:¥) € C*(Q2 x Q). Como © é comutativo, podemos pensar as formas duplas em V X W,
como formas em V com coeficentes em W, e/ou como formas em W com coeficentes em V. Por exemplo,
y(x,y) = X ar(x,y) ©dx!, onde a;(x,y) = X, ¥1s(x,y)dy’ é uma forma em W, para cada x € Q. Note a
diferenga com o produto tensorial ® definido por (dx®dy), (v, w) = dxp(v) .dyp(w), onde v,w € TV, ou seja
pertencem ao mesmo espago vetorial. Lembrar que este produto é usado para definir o produto A e que este ®
ndo é comutativo. Por outra parte, note que temos uma diferenca importante entre os espacos Syxw (formas
simples do produto) e &V x W) (formas duplas). No caso das formas duplas, a estrutura do espago permite
“integrar”’sé em uma varidvel como veremos no préximo Teorema. Como as formas duplas dependem de duas
varidveis, podemos definir o operador dy : AXT*Vo A'T*W - AMIT*Vo A'T*W como

5 - .
dayty)= . > 7“ Dhihoadi (g dxi Adx A ... AdXF©dY A A dy

<..<ixp 1

Nn<<ji
onde y tem a representagdo da equagdo (2.13). Analogamente se define dy. As defini¢bes de limitagdo e
convergéncia de formas duplas sdo andlogas as de formas simples. Também definimos o produto exterior de
formas duplas como a forma dupla obtida fazendo o produto exterior das formas correspondentes (ou seja,
multiplicamos exteriormente as componentes de V com as de V e as de W com as de W).

Definicao 2.4.2 (Corrente dupla). Um operador £ : D(V X W) — R linear continuo é chamado de corrente
dupla. Notamos as correntes duplas com D’'(V x W).

Definicéio 2.4.3. A corrente dupla .L é homogénea, de grau p em x e de grau q em y, se L[y] = 0, para toda y
forma dupla, homogénea que nio seja de grau n — p em x, € que nfo seja de grau m — g em y.
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Se (x,Q) e (y, Q) sdo cartas em V X W, entdo cada corrente dupla pode ser representada em Q x Q' por

L= Z Liy,ipjiri@X A - AdX* O dy A -+ A dylt
i) <-<ij
J1<<ji
onde os coeficentes L;,, j; i ji 8@0 correntes duplas de grau zero em x e em y.
Notagdo. Se L € D'(V x W) escrevemos £L(x, y), onde x € V, y € W denotam as varidveis das variedades.

Como antes, podemos definir suporte de uma corrente dupla, e provar que as correntes de suporte compacto
sdo, na verdade, o espago E'(V x W).

Defini¢ao 2.4.4. O suporte de uma corrente dupla L é definido por supp.L = V\A, onde A é o maior aberto
tal que £ = 0, ou equivalentemente supp £ = N{F/3AQ aberto, Q c Fe 7 # 0 em Q}.

Definicéio 2.4.5. Definimos as correntes duplas de suporte compacto:
E(VxW)=(LeDVxW)/ suppL é compacto)

Defini¢éio 2.4.6. Se L € D'(V x W) e a € &V x W) definimos o produto exterior de uma corrente dupla por
uma forma dupla
LAalyl=LleAry] , ye DV xW)

Defini¢o 2.4.7. Seja £ uma corrente dupla homogénea de grau p em x, definimos as operagdes w,, W} e W,
como wyL = (-1)PL, wiL = (-1)"P L e WyL = (~1)P™*D £, lembrando que n = dimV. Os operadores
para y sdo andlogos. Dada uma corrente dupla .£, definimos os operadores dy e dy como d,L[y] = L[dyy] e
dyL = wy0xL, onde y € D(V x W). Os operadores d, e dy, sdo analogos.

Agora, vejamos como “integrar”uma forma dupla s6 em uma varidvel. Seja y(x,y) € D(VX W) uma forma
dupla, e suponha que y(x, y) é representada em (x, Q), (y,€2’) pela expressio:

YY) = ) asxy)ody’
J

onde os coeficentes a,(x,y) = Y,;y1s(x,y) dx! sdo formas em V, para cada y € Q'. Pela defini¢io de forma
dupla, as fungdes y;y sio C. Se 7, = 7(x) é uma corrente simples em V, entdo existe uma forma simples
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bem definida em W, que € representada em (y, Q') por

> Talese )] dy’ (2.14)
7 .

Isto é uma forma em W porque a fun¢ao 7y[a(x,-)] : Q" — R é C*™. De fato, para cada x € Q as funcdes
aj(x,-) : Q' c W — Dy sdo C™ na varidvel y, e vale que 5%‘7}[0 71 = 7}[%0: 7(x,y)]. Denotamos a
forma da equag@o (2.14) por

Txly(x, ] = f Tx ANy(x,y) € Dy

Assim, se induz uma transformac@o linear 7, : D(V x W) — Dy dada por

Telyl = T2l ) | asdy’) = 3 Tulasldy! =B, € Dy, y€ DV X W) @.15)
J J

Teorema 2.1. Se 7, € Dy, T induz uma aplicacdo linear continua T : D(V X W) — Dy, definida pela
equagdo (2.15). Também temos
dyTxlyl = d,By = Txldyy] (2.16)

Finalmente, se 'y permanece em um conjunto limitado de D(V X W), entéo By permanece em um conjunto
limitado de Dyy.

Demonstracdo. Para provar a continuidade, seja {yx} tal que yj IH—D: 0 em D(V x W). Pela equagdo (2.15)
os coeficentes de 7[yx] s@o da forma T [ap j(x, )] = 251 Txlyn1s(x, y)dx’ ]Jecomo 7 : Dy — R € continua,
Tlan i (x, y)] h_)—(ﬁ) 0em Dw. Logo Ty : D(VXW) — Dy é continua. Note que Tx[%(x, »l = %T, Jy(x, ]
pois, pela definicao 7,[y] = T[>y a; © dy’] = 3 Txlasldy’. Assim, o operador 7 : D(V x W) — Dy
comuta com cada derivada parcial em y*, e usamos a equagio (2.7) para obter a equacio (2.16). Falta a dltima
afirmacdo. Seja y em um conjunto limitado de D(V x W) entdo suppy C K X K’, para K e K’ compactos.
Logo suppBy C K'. Se y € limitada, dyy € limitada. Como 7 € uma corrente em V, por (2.16) temos que
d\By permanece limitada, e assim S, também. m]

Coroldrio 2.1. Se 7 = 7 (x) e Sy = S(y) sdo correntes em V e em W, respetivamente, segue que L definida
por
Lyl =Sy [Tx[y(x, »1]1 , v €DV W) 2.17)

€ uma corrente duplaem VX W.
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Defini¢iio 2.4.8. Se 7, e S, sdo correntes em V e W respetivamente, entdo a corrente dupla £ definida por

(2.17) é chamada produto tensorial de T e S,. Notaremos

LIV =507yl ., veDVxW)

A prova do seguinte Teorema n@o € dificil, pode ser achada no livro do de Rham [4].
Teorema 2.2. O produto tensorial de duas correntes é comutativo.

Notagdo. Por causa do Teorema 2.2 podemos escrever

T3 0 Sy y(r, )] = f f 7208, Ay(x,3) 2.18)
xJy

e comutar as integrais como no Teorema de Fubini.
2.5 Foérmulas de homotopia.

Para obter as formulas de homotopia, precisamos definir antes alguns operadores. Seja v uma forma

simples em V x W. Se (x, Q) e (y, Q') sdo cartas em V e W respetivamente, entdo

V=D Vi gy @K A Adx? Ady? A Adyln =Y vigddd A dy! (2.19)
i <<ip ]
J1<<Jq

Associamos a ¥ uma forma dupla v definida por

VE D Vi iy @X A AdEP @ dy A Ady = Y viydd 0 dy! (2.20)
i <<ip 1J
i<

Definicdo 2.5.1. Isto define uma aplicagdo &* : Dyxw — D(V x W) que leva formas simples em formas
duplas, dada por
A V]=v , V€ Dyxw

onde v e v sdo como nas equagdes (2.19) e (2.20).

A ideia deste operador € levar as formas simples do produto VX W em formas duplas. Assim, por exemplo,
podemos “integrar’na dire¢do x, agindo com uma corrente 7, e logo “integrar’em y, agindo com S,. Isto é
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possivel pelo Teorema 2.1. Observe que a ordem dos fatores V X W na defini¢do de 27* é fundamental. Se
trocamos a ordem, a componente de &/*¥, de grau p em x e grau g em y, deve ser multiplicada por (—1)79.
Vamos introduzir um operador &7 : D'(V x W) — Dy - Seja L € D'(V x W), definimos a corrente simples

L e D]

vxw por dualidade:

A LV] = LIFV] , V€ Dyxw

Se n = dimV, temos para ¥
A A7 = (-1)1Py (221

quando ¥ tem grau p em x e ¢ em y. Assim &/ tem inversa a esquerda </ =1 DV X W) > Dyyw dada por
] = (D Pv] |, ve DV xW) (2.22)

onde v é homogénea e pensamos a forma dupla v como corrente dupla para calcular &/[v]. Para formas
ndo homogéneas estendemos por linearidade. E por dualidade, o operador & tem inversa a direita o7~ :
Dy = D'(V x W) dada por &' L[v] = L[#/*"'v], onde L € D, .,y é uma corrente simples do produto.
Da equacgdo (2.21) segue para ¥ homogénea

7 = (-1 P g1y (2.23)
Pela defini¢do de &/* e pela regra da derivag@o do produto deduzimos 27*d = (dy + wxd,) &* € por dualidade

0% = & (0x + W) 0y) (2.24)

Agora, se P : VX W — W € a projegdo P(x,y) = y e se B, = B(y) é uma forma em W, temos que a forma
dupla &*P*By € D(V x W) é um produto tensorial de duas formas simples

A PBy =1, 0By (2.25)
onde 1, € a funcdo 1, corrente de grau 0 em V. Se B, tem grau k, P*B, tem grau k. Logo P*B,(vy, .. <+ Vps
Wi, ..., wg) # 0 se e somente se p = 0 e g = k, ouseja P*By(wy,..., wg) = Ly-By(wi,...,w,), ouainda P*B), =

Le A By, logo &*P*By = &/*(1x ABy) que € (2.25). Seja T~ € D), ,,, uma corrente simples do produto, tal que
suppT N P~(K) é compacto, para todo K compacto tal que K c W. Entdo a imagem por P da corrente 7~ é
uma corrente em W dada por

PT Byl = &' T(1:0B,] , BycDw
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pois PT(By] = T[P*By] = & 'T[P*By] = &/~ 'T [ *P*By] = &/~ T[1, ® By, onde usamos a equagio
(2.25).

Notagdo. Escrevemos para 7" € D,

PT = f ST (x,y) = 1 [& 7T (x,y)] € D}y (2.26)

Para a forma 8, € Dy temos, da equacgio (2.25)

PPy = {1, 0B 2.27)

Vamos introduzir os operadores f e f*. Para isso, sejam f; : Z — Ve f, : Z — W fungdes C*, temos
afungdo f : Z — V x W dada por f = (fi, f2). Queremos definir uma operacgio f* : D(V x W) — D . Se
v € D(V x W) definimos

f‘*v = f*,d*_lV

A forma f*v é chamada de imagem inversa de v por f. Lembremos que na defini¢do de &7* a ordem dos
fatores em V X W é importante, portanto também e importante para definir /*. Queremos também, uma
operagio f : D, — D'(V x W). Seja 7 uma corrente em Z tal que supp7 N f~'K é compacto, para todo
compacto K C Z. Definimos o operador f : D, — D'(V x W) como

FT =71

Em particular se supp 7~ é compacto ou se f é prépria, f7~ fica bem definida.
Estamos em condigdes de deduzir as férmulas de homotopia. Consideremos a variedade V e o produto
R X V. Para tg € R definimos a aplicagdo Cy, : V — R X V como

Cp(x) =(to,x) eRXV

Denotando por Qf° = Q"(r) a corrente de dimensdo zero em R que é igual a § de Dirac no ponto ¢ = f. Se
a € D(R x V) € de grau zero em ¢:
Cra = Qa(t, x)]

pois Cra = Cp #* o = C; (T @iy, (t, )dx" A ... Adx'e) = T a;, i, (to, x)dx A ... Adxr = QCa(t, ¥)].
Se @ € D(R x V) é de grau 1 em ¢, temos Cya = 0 pois Crdt = 0. De fato, Cra = C; (dt © ag) =
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Cfoﬂ*“(dt O @) = Cy (dt A ap) = Cpdt A Cy g = 0. Portanto se 7 € D), temos a seguinte corrente dupla
emR X V:
CoTr=Q 0T (2.28)

pois C, Txla] = T,[C*a] = 7, x[Q;" [@]]l =70 Q“ [a] = (Q:" © T [a], lembrando que o produto tensorial é co-
mutativo. Seja J, = 7(¢) a fungdo caracteristica de [0, 1]. A corrente 7, é simplesmente a cadeia de dimensdo
1 formada pelo intervalo orientado [0, 1]. Com isso temos 7, [a(t, x)] = fol a(t, x)dt, logo 0,1 [a(t, x)] =
I ldra(t, x)] = fo‘ dia(t, x) = (1, x) — (0, x) = Q! [e] - Q[a], ou seja

I =Q -@° (2.29)

Consideremos o produto tensorial 7; ® 7, obtemos que (9; + Wy 3:x)(Z;© T3)[a] = (I, 0 T )] + w;8:(Z,®
Tlal =1, 0 Tildia] — (I; 0 T)ldse] = Tl ildie]] — I,[Txldrall = Ti[0:1[e]] - 1,[0:T«[e]] = (6,1, ©
Ty —1:00,T;)[a], e usando 2.29 obtemos

@+ w0 (1,0T)=Q 0T, —Q 0T, - I;00,T;
Assim pela equacdo (2.28)
CiTx—CoTx = (8 +W;0:) (I, 0T5) + I, ©0:T (2.30)

Usando (2.30) temos 7, X[C"{cx]— T, x[C‘Ba/] = T L (di+ wdy)al+ T[1,dca], paratoda 7, € D'V, e com isso
chegamos a

Cia - Cya = I,[(d; + widy)e] + I,[dr] (2.31)

Seja u : R XV — W uma fungdo C*, escrevemos yu(t, x) = y. Entdo gy = o G, : V. — We u(t, x) = p(x). Se
T+ € &}, 0 suporte de 7, € compacto e fica bem definida a corrente simples &/ C;, T € Dj,,,- Para ¢ € Dyxw
temos que &/ C,T:[9) = C T2 *¢] = TLC;, *¢] = T:[C;, ' o/*¢] = T:[C;,#] = Cy, Tx[¢), ou ainda
.4 C‘,OT x = Cyy T, que é uma corrente simples em R X V. Logo usando (2.30) e aplicando u<:

T x — poT x = p (0, + W; ) (T 0T%) +/1~M(Itea(rx)
e pelas férmulas (2.24) e (2.9) obtemos

1Ty — poT x = Oud (L 0T y) + ud (1,007 %)
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Definindo um operador M : D}, — D}, como

MT=pd(1,07,) (2.32)
temos que
T x = poT x = OMT y + MIT (2.33)
Também, definimos M* : Dy — Dy
M@ = I, [ u* @] (2.34)

Entdo M" € o operador dual de M, ou seja
MT+[¢] = T M ¢]

pois Tx[M*¢] = T[1 [ 11 ¢]] = T © ;[ 1] = ue? (T © I,)[$] = MT[¢], pela equagdo (2.32). Com
isto, e a equagdo (2.33), segue que
1 —pop = M*dg + dM’¢ (2.35)

Pela equagio (2.34), se ¢(x) = ¢ € C" segue que M*¢, é C". Vejamos: os coeficentes de u*¢, sdo C" em
(2, x), logo a forma dupla &7* "¢, tem coeficentes C" e € integrada em ¢ pela corrente ;. Entdo para derivar
os coeficentes de M* ¢, sé temos que derivar sob o sinal de integragdo em ¢. Ou seja derivamos os coeficentes
de &7 1* ¢y, que sdo C”, e logo integramos em .

Defini¢do 2.5.2. A fungdo y, : V — W, r € I C R, é chamada de homotopia se p, continua em . Dizemos
que a homotopia é C* se p : I X V — W dada por u(t, x) = u,(x) é C*=.

Defini¢do 2.5.3. Os operadores M e M* definidos em (2.32) e (2.34) sdo chamados os operadores associados
com a homotopia y,. E as férmulas (2.33) e (2.35) sdo chamadas férmulas de homotopia.

O operador M aumenta a dimensao em um, enquanto que M* diminui o grau em um. De fato, se ¢ tem
grau p a forma M*¢ = I,[o/*u*¢] tem grau p — 1, pois p*¢ tem grau p e I, integra os termos de grau 1 em
t e elimina os de grau 0 em . Por outra parte, se 7, tem dimensdo p e ¢ € de grau diferente de p + 1, entdo
grau ¢ # p + 1 e grau I;[«7* i*¢] # p, ou seja MT x[¢] = p (I, © T)[p] = T[L,[/*1*¢]] = 0. Logo
MT x tem dimenséo p + 1. Agora queremos provar que M7 é C’, se 7 é C', para isso precisamos do seguinte
resultado.
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Proposicao 2.4. Se para cada t € [0, 1], a aplicagdo p; é um homeomorfismo, vale que
M= M*w (2.36)

onde M e M* sdo os operadores associados com a homotopia inversa u;', 0 < t < 1, e pensamos M como

operador sobre formas.

Demonstragdo. Definimos uma fungdo A : R XV — R X W como A(t, x) = (¢, 1,(x)). Se p1; € homeomorfismo
para todo ¢, entdo A tambén € homeomorfismo. Escrevemos P para as duas projecdes RxV — Ve RxXW — W,
i.e., P(t,x) = xe P(t,y) = y. Com isso 4 = P o A e para a homotopia inversa ji = P o A~!. Pela definicdo,
MT = PA«/ (I, ®T,) ouusando (2.26): MT = ftd"ﬂd (Z; ©T%). E usando (2.27) na equagdo M*¢, =
I u*¢,] = I, [&/*2* P*p,] temos que M* ¢, = I,[/*A*2/*"\[T,0¢,]] ou seja M*¢, = fl;z{*/l*.xz{*‘l 7,0
#.], pois I, comuta com 27*A*2/*~!. Fazendo as mesmas contas com i = P o A~! e levando em conta que
A1 = 2 segue que M*¢, = [ #*ae/*7[1, © ¢,]. De (2.23) temos &*v = (-1)1'" Pt~y se & 17 € de
grau p emt e g em x. Como a integral das formas de grau 0 em ¢ € nula, s6 ficam os termos com p = 1 ou seja,
podemos trocar .27 * por &/ ~'. Mas 7,0¢, é de grau 0 em ¢, entdo pela equagio (2.22) também podemos trocar
2*~! por e/'wy (pois € &7*71[v] = (-1)1-P A [v] = (1)1 [V]). Assim M*¢, = [ 7~ At w, [T, © psl e
usando w,¢, em lugar de ¢, temos M*¢p, = fl A NH[T,0¢,] = M, O

Coroldrio 2.2. Se y, é homeomorfismo para todo t € [0, 1], entdo MT éC" se T ¢ C".

Demonstracdo. Pela Proposigio 2.4 sabemos que M7~ = M*w7 . Mas sabemos que o fato de 7~ ser C7,
implica que M*w7 é C". o

Se A : RxV — Rx W dada por A(¢, x) = (¢, u,x) € difeomorfismo, definimos (lembrarque 4 : RxV — W)

Xit,y) = ,1*—"9’;—3 2.37)

Entio, para o campo X(t,y) = (X!(t,y), - - - X"(t, ¥)) definimos também o produto interior de X por ¢ como

ix¢t,N= . ) X6 i iy OV A Ady

i|<...<ip_| i

onde ¢(y) = X i, i , () dy" A ... Ady? € Dy. Portanto, quando y; € homeomorfismo para todo ¢ € [0, 1],
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temos para ¢ € Dyy:

I
Mg = fo u; (ix @) dt € Dy (2.38)

Provemos esta férmula. Usando a equagdo (2.34) para ¢ = 3, ¢,-l_,,-pdy"' A...AdyP € Dy temos

KO0 = ) i, @t 0)dO" o) A AdG o) =

i1<..<ip

¥ ¢,.,_,,,.p(,1(t,x»[ 90" 01, ik 4 201, x>]Ad@fz i, Rl g
i <.<ip o Ox ot

o™ i .
S D bt DL 0 0 Ny 0 ) A wd o )+ it ) =

. L & d
N<..<Jp-1 1

dt A [ Z [Z Xt x)p; Jtedpet (ur(x))) Ao/ o) A  Ad(yrt o #I)] + w(t, x) =

N<e<jpr N

dt A i (ix ) + w(t, x)

onde w(t, x) € uma forma em R X V de grau 0 em ¢, e usamos que x; (ix¢)(x) = (% Y Xi(t,y)q)i;,___;p_l(y)
Ay A Ay = 3 5 X ()i (e () 1 (dyT A AdyP1) e também XU(t, 11, (x)) = XI(A(t, x)) =
A*Xi(t, x). Ou seja u*¢(t, x) = dt A My (ix9) + w(t, x), logo &7 (1, x) = dt © p; (ixp) + @(t, x), onde @(t, x) é
uma forma dupla de grau 0 em ¢. Entdo M*¢ = I,[dt © i} (ix¢)] que é a férmula (2.38).

Observagdo 2.5.1. Como A*x' = u*x' temos pela defini¢do de X':

aA*yi

5 =Xyl Y = X Y LYY

ou mais simplesmente _

D X5, L i=1,2

= [, ,I=1L,4,...,n
dt
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Capitulo 3
Regularizacao.

Vamos provar a existéncia de operadores de regularizagdo para as correntes, ou seja, operadores R, tais
que R.7 € C* e tais que R.7 converge a 7 na topologia fraca de D},. Comegamos trabalhando em R" para
depois generalizar.

3.1 Regularizaciao em R".

Seja y € R" e seja sy a traslagdo sy(x) = x +y. Consideremos os operadores S, e S; associados com
a homotopia sy, (0 < ¢ < 1). Usando a defini¢do 2.5.3 obtemos S, 7 = (I, ©07) e S;gb = I[&*u* p)
onde u(t, x) = sy(x). Seja fo(y) uma fungao C*® tal que fo > 0, supp fo € B(0,1) e L,, fo&)dy = 1, onde
dy = dy' A...Ady'. Dado & > 0, definimos =0 = 1/€" foy/e), entdo f. > 0, supp fo C B(0,¢) e
Jen fe@)dy = 1.

Definicéio 3.1.1. Com isto definimos
Rep(x) = f 55(x) © fe()dy , ¢ € Dgn
y

e também
o) = [ Sp00 £:0)y , 9 € Dre
Yy

Note que R; : Drn — Dpn € Ay : Dpn — Dge sdo lineares. Vejamos a forma explicita dos operadores.
Se ¢(x) = X, #i,..i,(x) dx"" A ... A dx'?, temos que

S = D iy, (x+Y)dxt AL A dade @.1)

i1 <..<ip

25
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e usando o Teorema 2.1 obtemos

Reg(x) = Z ( f Piy..ip (x +)’)fs()')d)’) dx" A... Adx' (3.2)
i) <..<ip WY .
Como s4y(x) = ty + x = u(t, x), pela férmula (2.37) temos que X' = y', onde y = (y,...,y"). Logo o produto
interior € ix ¢(x) = Y, <_<i,, 2 Y iiy..ip () dX" A ... Adxir-1. Pela equagdo (2.38) com j,(x) = 5,,(x) temos
S;(x) = [ st (ix$)(x) dt, ou seja

|
S =, {Z fo yf¢fi....f,,-.(x+zy)dt} di'' A A dxir (33)

i1<...<ip-] i

Por tanto, temos

1
g = [ ( [ s:y(im)(x)dr)ojz(y)dy
y

1
Ap) =y (Z f ﬁ Y Bitrcipr (X + 1) fs(y)dtdy]dxi'A...AdxiP“‘ (3.4)
; )

i1 <...<ip-] i
Vejamos agora, algumas observagdes tteis para provar a existéncia de reguladores en R".
Observagao 3.1.1. Das equagdes (3.2) e (3.4) vemos que se ¢ € de grau p, temos que s)¢ € de grau p e Sip €
de grau p — 1.
Observagdo 3.1.2. As expresoes (3.1) e (3.3) e o Teorema do Valor Médio mostram que se ¢ permanece em
um conjunto limitado até ordem g, entdo sj¢ e S;¢ também permanecem limitadas até ordem g, sempre que |y|

seja limitado. Logo R;¢ e AL¢ ficam em um conjunto limitado até ordem g, independentemente do pardmetro

& > 0, sempre que este seja limitado.

Observagdo 3.1.3. Os suportes de Ri¢ e Azp estdo contidos em e-vizinhangas do suporte de ¢. Seja U, =
{xeR"/3y € supp¢ : |x—y| < &}, i.e., U, € uma e-vizinhanga de supp ¢. E seja W aberto tal que WNU, = @.
Logo supp ¢ N W = @, onde W, € uma e-vizinhanca de W. Pela equagdo (3.2), Ri¢(x) = 0 se x € W, pois
quando y € supp f C B(0,¢), x + y € We,i.e., x+y ¢ supp ¢.

Definicao 3.1.2. Se 7 € corrente, definimos os operadores R e A, como

ReT [¢) = TIReP] , AT [$] = T [A$] (3-5)
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Provemos que R.7" e AT sdo correntes. Se ¢ permanece em um conjunto limitado até ordem g, pela
Observagdo 3.1.2, Ri¢ permanece limitado até ordem q. Se isto acontece para todo ¢, como 7~ € corrente,
{IT[R:4]1} € limitado, portanto R,7 € corrente. Analogamente A7 € corrente. Note que este raciocinio
também prova que se 7~ € continuo até ordem ¢, R.7 e AT sdo continuas até ordem ¢. Agora estamos em

condicdes de provar a seguinte

Proposicdo 3.1. Para uma f, simétrica com respeito a origem (i.e. fe(y) = fo(-y) para todo y € R"), os

operadores Re e A, definidos nas formulas (3.5), possuem as seguintes propriedades

(i) Se T é uma corrente homogénea p-dimensional em R", R.T e AT sdo correntes homogéneas p e p+ 1

dimensionais respectivamente, as quais satisfazem

ReT =T =0AT + AT (3.6)

(ii) Os suportes de ReT e AT estdo contidos em uma e-vizinhanga do suporte de T .
(iit) RT éC™.
(iv) Se T éC’, entdo AT éC". Alids Re = R; e Ap = ALw.

(v) Se ¢ permanece em um conjunto limitado até ordem q e se € > 0 permanece limitado, entdo R.¢p e Ay

permanecem em um conjunto limitado até ordem q.

(vi) Se e = 0, ReT [¢] — T¢] e AT [¢] — O uniformemente, ¥ € B, onde B c Dy é um conjunto
limitado de formas. Se T é continua até ordem q, a convergéncia é uniforme em cada conjunto B C Dy

de formas limitadas até ordem q + 1.

Demonstragdo. Provemos (i). Da Observagdo 3.1.1 segue que se 7~ é homogénea de dimensdo p, R.T e AT
sdo homogéneas de dimensdes p e p + 1 respetivamente. Para a homotopia s, (0 < ¢ < 1) a férmula de homo-
topia (2.35) fica s;¢ —-¢ = de;,gb + S;dx(b (onde interpretamos s;gb e S;¢ como formas duplas). Agora apli-
camos a corrente f(y)dy na equagdo anterior, pelo Teorema 2.1 obtemos f(y)dy[s;¢ — ¢] = f:(y)dyld xSyl +
f0)dy[S}dxp] ouseja [ 55¢(0)0 fe(dy = [ ¢(0)0 fe0)dy = [ dxS;$(x)© fr0)dy + [ Syd:p(x)@ fry)dy =
dy j; S;¢(x) 0O f:(y)dy + fy S5dxp(x) © fo(y)dy, ie., Rep(x) — ¢p(x) = dyAzp(x) + Azdyp(x), ou ainda

Red — ¢ = dAp + Adg
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Por dualidade segue que (R.7 — 7)[¢] = T [Rep — ¢] = T [dAP] + T [Aidp] = AT [p] + OAT [¢], ou
seja, a féormula (3.6).

Provemos (ii). Seja W, uma e-vizinhanga de supp 7. Pela defini¢do de suporte temos que R"\supp7 = U{A
aberto/R.7 = 0 em A}. Seja A aberto tal que A N W, = @, vejamos que R,7 = 0 em A. Seja ¢ € Dan
tal que supp ¢ C A, entdo pela Observacado 3.1.3, supp R;¢ C A, onde A, € uma e-vizinhanga de A. Como
ANW; = @ temos A; N supp T = @, logo suppR:p N supp T = @. Portanto, T [R:¢] = 0, i.e., ReT [4] = 0.
Segue que supp R.T c W,. Analogamente supp AT C W,.

Provemos (iii). Primeiro vejamos que R,7 € C™ se 7 € corrente de grau 0. Neste caso como Rj¢ tem 0
mesmo grau que ¢, R,7 € de grau 0, i.e., age nas formas de grau n. Seja ¢(x)dx uma n-forma em R”, ou seja,
$(x) € C®(R"). Temos R:(p(x)dx) = dx[Rip(x)], pois RE(P(x)dx) = f) s (@(x)dx) O fo(y)dy = fy (x +y)dx©

feMdy = fe(y)dyldx[¢p(x+y)]] = dx [ f) o(x +y) fs(y)dy] = dx[R;¢(x)] onde usamos a comutatividade do pro-
duto tensorial de correntes, ou seja, das integrais. Denotando 7~ = 7 por claridade segue que R.7 ([#(x)dx] =
TARGCIA0) = TR = Tadx | [0+ 00y | = Tadx| [ 60110 - 0y| = Tedx(s0)dy oy~
0]l = (T3dx © ¢O)AY)[fe(r — 0] = (p()dy © TxdX)[fe(y — x)] = ¢(y)dylg(y)] onde g(y) = Tdx[fe(y — )].
Entdo R.T[¢(x)dx] = ¢(0)dy[g()] = gM#()dy] = g(x)[$(x)dx], logo

ReTx = 8(x) = 7-ydy[f£(x -]

que € uma corrente C* pelo Teorema 2.1. No caso em que 7 tem grau positivo, usamos que s;(dxi A@P) =
dx' A sy, € assim
Re(T Adx') = ReT A dx' (3.7)

Agora escrevemos 7 e R.7 usando a descripgio da equagio (2.4). Entdo 7~ = 3,75, i, dx" A ... A dxlr
e RT = ZSi,__,,-pdx"l A ... A dx', onde Ti,..i, € Siy..i, sdo correntes de grau 0. Logo, usando sucessivas
vezes (3.7), obtemos R.T™ = ¥, Re(T5,..i,dx" A ... Adx'r) = ZRE(‘EI_Jde"l A AdXP)YAdXr = ... =
Y ReTiy..i,dX" A ... Adx?, ou seja ReT5, i, = Sj, i, Segue, pelo caso de grau 0, que S;, _;, sdo correntes
C*™. Logo R.7 € C* pois seus coeficentes 0 sdo.

Provemos (iv). Vejamos que, quando 7~ € uma forma @, R.a e A-a podem ser representadas por expressoes
andlogas as de R;¢ e AL¢, mais explicitamente:

Rea(x) = f 5,0(0) © f()dy (338)
i

Aa(x) = f S,a() 0 £,()dy (3.9)
y
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Para R, temos a seguinte conta: Rea(x)[¢p(x)] = a(x)[Rip(x)] = a(x)[ FeMdylsyp(0]] = (a(x) © fe(y)dy)
[556(0)] = £:0)dyle(0)[s;6(1] = f0)dyls,a()[PW]] = (f:()dy © s,a()$)] = [, [ f:(0)dy @ sye(x) A

¢(x) onde usamos a notagdo da equagdo (2.18), ou seja
Rea()[¢(0)] = f f Je()dy © sya(x) A ¢(x)
xJy

Mas R.a(x)[¢(x)] = fx Rea(x) Ap(x), logo Rea(x) = fy fe(»)dy®sya(x), aqual € (3.8) pois o produto tensorial
€ comutativo. Analogamente se prova (3.9). Provemos que podemos definir R, e A, tais que R, = R} e
Ae = Agw. Como escolhemos a f, na defini¢do 3.1.1 tal que f(y) = fo(-y), e como "sya = (sy g = s* La
(pela equagdo (2.10)), segue que Rip(x) = [ 556(0) © fe()dy = [ s°,$() © fol-2)dy = [ 5,¢(x) © fey)dy =
Rep(x). Analogamente como Sya = Si),wa (pelo Teorema 2.4), segue que Arwe(x) = Ap(x). Com isso
provamos que as propriedades vélidas para A; e R; também valem para A, e R,. Com isto obtemos que se
Ty =aéC entdo AT, = Ac.a = A;wa éC'.

Provemos (v). Pela observagdo 3.1.2, Ri¢ e AL¢p permanecem em um conjunto limitado até ordem g, se ¢
permanece em um conjunto limitado até ordem g, o que prova (v) pois Ry = R} e A, = Azw

Provemos (vi). Usando o Teorema do Valor Médio temos que se ¢ permanece em um conjunto limitado até
6 ¢ Sy
)

ordem g + 1 entdo 5 € I

também permanecem em um conjunto limitado até ordem g. De fato, se |¢| = ¢

sy — ¢)| _ 105 iy, (X +¥) — 054, i, (X _ M

< <M
Iyl ¥l Iyl

|85 (coeficente de

pois as derivadas de 93¢, , so de ordem g + 1. Analogamente

St¢ n 1 n 1 n 1
I)y’l < Z |3‘;£ Piiy...i, (X + ty)di| < Zfo 0% iiy...i, (x + ty)ldt < Zfo Mdt = nM
i=1 i=1 i=1

Rep—¢
€

Logo as formas —=— e —=- 54’ ficam limitadas até ordem ¢ se ¢ permanece em um conjunto limitado até ordem

qg+1, mdependentemente do valor de &, sempre que este seja positivo e limitado. Assim, se 7~ é continua

| ReT19) T[‘ﬂ[ e Iﬂ‘(rml também permanecem limitados independente-

até ordem g, os valores correspondentes
mente do valor de €. Ou seja R.7 [¢] —0> T [¢] e AT (4] —Oa 0 uniformemente em cada conjunto 8 C Dy
de formas limitadas até ordem ¢ + 1. Quando 7~ € uma corrente, fazemos 0 mesmo raciocinio Yg € N e
obtemos que R.7 [¢] :5) T [¢] e AT [¢] Q 0 uniformemente em cada B C Dy de formas limitadas. O
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Corolario 3.1. Valem as seguintes expressoes

Re0T = ORT (3.10)
RedT = dRT (3.11)

Demonstragdo. De (i) da Proposigdo 3.1 segue que R.87 —07 = A 00T +dA0T = AT, onde usamos o
fato que 97" = 0. Por outra parte R, T —37 = d(A0T +0AT) = OAT +00A, = 0AI0T , onde usamos
a equacdo (3.6). Segue (3.10). Agora, como R.7 tem a mesma dimensio que 7, obtemos R.d7 = R.wdT =
WR0T = WoOR,T =dR.T, que é (3.11). O

Coroldrio 3.2. Se 7 é C" (r > 1) e tem suporte compacto entdo R.T converge para T no espaco das formas

r—1

C ' deR" ie, T = ¢ € DL, implica que RT Lﬂg) T. Em particular, se T = ¢ € Dgn, temos que
E

RT 2 T

-0

Demonstracdo. Na prova de (v) da Proposicin 3.1, escolhemos R, tal que R, = R%. Assim
RT =T =Rep—¢ = f 5y9(x) — () © fe(y)dy
y
Pelo Teorema do Valor Médio, dado xp € R” e uma vizinhanga compacta Ky de xq, temos para |o| = r — 1

6% ( coeficente de Ryp(x) — ¢(x)) | < f 0% 8i,..i, (x + ) = 03 i,..i, () O | fs(W)ldy <
;

Myl fe()dy < M efe(y)ydy<Me
B(0,¢) B(0,e)

ara todo x € Ky, pois 7 = ¢ € C" no compacto. Como M s depende de Ky e xq é arbitrario segue que
p p P P gue q

r—1

RN g Exn
ReT — 7. Se fazemos este andlise para todo r € N obtemos que R.7~ — 7 quando 7 =¢p € Dgn. 0O
£ £

Antes de generalizar para uma variedade qualquer, precisamos de outra proposi¢do. Para isso introduzimos
um homeomorfismo & : R" — B". Seja f(r) uma fungio C* de r, f : (0,1) — R definida por f(r) = r se
r € (0,1/3), f(r) = exp (rTll;f ser € (2/3,1) etal que f'(r) > 0, Yr € (0, 1). Se r varia de 0 até 1, f(r) vai de
0 até co. Como f” > 0, existe r(p) a fungdo inversa de p = f(r). Entdo definimos h(£) = r(p) % onde p = [£].
Assim h : R" — B" é um homeomorfismo C*. Se s, € a translagdo s,(x) = x + y, definimos s, : R" — R”"
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como

o o k! n
sy(x)z{h syoh™(x) sexeB (3.12)

sex ¢ B"
Provemos que sy € um homeomorfismo C*. Nos pontos interiores a B” e R"\B" é claro. Vejamos que acontece
em dB". Como s, € subgrupo a um parimetro, s;, € subgrupo a um pardmetro: se x ¢ B" é obvio; se x € B",
- - _ 10, — -1 1) — - -
S(t+u)y(x) = hos(!+¢¢)y°h l(x) = hOS;yOS,,yoh x) = h°sly°h OhOSuyOh l(x) = Sty(hosuyoh l(x)) = styosuy(x),

entao S(+u)y = Sty © Suy. L0go sy, € gerado pelo campo X = %‘I,:Q, ie., X(x) = ai(a";’—x)l,=o. Calculemos
0s(ty,x)| | 2lohosyoh™'(x) sexeB”
ot =0 0 se x ¢ B”

Pela regra da cadeia, &=k 0 51y 0h™ (x) = Zli=oh(s(ty, K~ (x))) = Dhlyig p-1¢9y Z(1, ™' )= = Dhlj1xy -y,
ou seja

(3.13)

X(x) _ Dhlh‘l(x) Yy SexE€E B"
0 se x ¢ B"

Mas (DHh];- .(x)),, = gg, (h~'(x)), onde h(¢) = (h'(£),...,h"(&)). Como Ri(¢) = %gf e usando p = |¢], af, = ;
ar 1

€% = 7O af, 2. obtemos que

OH | B r Xl Xy
e D=t A T e

= fij(x) (3.14)

onde definimos f;;j(x) para simpliﬁcar a notacdo. Para provar que X(x) € C* em R", basta provar que f;;
€ C*™ na fronteira de B". Mays em (x) s6 aparecem termos do tipo f(r) f,](r) ;;((:; e (;,'(g;z 0s quais vao
para zero quando » — 1 (isto é consequencxa de que a exponencial domina aos polindmios). Um raciocinio
similar mostra que as derivadas de qualquer ordem tem o mesmo comportamento. Portanto X é C* em
R", e assim s;, : R" — R" é C*, pelo Teorema de diferenciabilidade das solugdes de equagdes diferenciais
ordinarias respeito as condiges iniciais'. Escrevemos Sy e S} para os operadores associados com a homotopia
Sy (0 <t < 1), ou seja S} YP(x) = fo ,),(l,\'¢)dt onde X é o campo da equagdo (3.13), isto é consegiiéncia da

equagdo (2.38) com 4 (x) = s;,(x). Definimos os seguintes operadores

Rip(x) = f SO LMdy e Ap() = f S;6(0) © f:()dy (3.15)
4 y

"Ver [1], por exemplo.
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e por dualidade
RTI#]=TIR¢l e AT[¢l=T[AL] (3.16)

Note que se ¢ permanece em um conjunto limitado até ordem ¢, Sy¢ e S¢ permanecem limitadas até ordem
q. A forma sj¢ € limitada p01s sy¢ permanece limitada até ordem ¢ e /2 € um difeomorfismo. A forma Si¢
€ limitada porque Sj¢(x) = fo spix¢)dt. Logo, as equagdes (3.15) dizem que R}¢ e AZ¢ permanecem em
um conjunto limitado até ordem g. Portanto se 7~ é corrente, as equagdes (3.16) dizem que R,7 e A.7 sdo

correntes. E se 7" e continua até ordem g, R,7" e A.7 também sdo continuas até ordem gq.

Proposicao 3.2. Os operadores R, e A, definidos nas equagées (3.16) tem as propriedades (i), (iv), (v) e (vi)

da Proposigdo 3.1 e também as seguintes

(ii’) O suporte de R.T estd contido no conjunto E(T, ) que € o conjunto varrido quando o suporte de T~
estd sofrendo a agdo das transformagoes sy com |y| < e. O suporte de AT estd contido no conjunto
E(T,&) N B~

(iii’) RT éC® emB", RT = T no complemento de B". Se T é C" (0 < r < 00), em uma vizinhanga de um

ponto de fronteira de B", R,;T também é C" em uma vizinhanga deste ponto.

Demonstragdo. Antes de comegar a prova, note que se ¢ permanece em um conjunto limitado até ordem g
as equacdes (3.15) dizem que R;¢ e A4 permanece em um conjunto limitado até ordem ¢. Portanto, se 7~ é
corrente, R,7 e A7 sdo correntes. E se 7 é continua até ordem ¢, R,7 e A,7 também sdo continuas até
ordem q.

Provemos (i). A prova € andloga a Proposigdo 3.1, notando que se ¢ é de grau p, Sy¢ e Sj¢ sdo de graus p e
p + 1 respetivamente. A férmula (3.6) € deduzida da homotopia da mesma forma que antes.

A prova de (vi) também € andloga a da Proposi¢do 3.1. Vemos que se ¢ permanece em um conjunto limitado

s;¢-¢ S_;¢ ;
o M permanecem em um conjunto

¢¢

até ordem g + 1 e se [y| > O permanece limitado entdo as formas 2—
limitado até ordem q. Logo, isto também € certo para as formas —==, sempre que ¢ seja limitado, o
que prova (vi).

Provemos (v). Novamente, € possivel provar que R ¢(x) = f Sy$(x) © fz(n)dy e A p(x) = f Sy0(x) © fe(y)dy.
Escolhendo f, tal que f(y) = fe(—y) temos de novo R, = R} e A, = Aw. Assim, o que vale para Ri¢ e A} -9,
vale também para R ¢ e A.¢.

Provemos (iv). Se 7 = ¢ € C', entdo AT = Az = Alwe = fy Siwé(x) © fe(y)dy, que é uma forma C" em
R".

Provemos (ii’). Seja F = {A/A = sy(supp ¢),ly| < &} o conjunto varrido pelas transformagdes Sy agindo em
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supp ¢, quando |y| < e. Pelas defini¢des, os suportes de R}¢ e AZ¢ estdo contidos em F. Entdo R.7 [¢] =
A 7 [¢] = 0 se o suporte de 7~ ndo interseta E(7, €). Isto é conseqiiéncia de

suppT NF =0 — supppNE(T,e)=02

Logo os suportes de R,7 e A7 estdo contidos em E(7, €). Alids, se supp ¢ estd contido em R"\B", como a
homotopia s, se reduz a identidade fora de B" temos Sj¢ = 0. Segue que Az¢ = 0e AT [4] = 0, entdo AT
€ zero em R"\B". E portanto supp A7 estd contido em E(7, &) N B".

Provemos (iii’). Vejamos que R,7 é C* em B". Usando a equagdo (2.8) obtemos R.7 [¢] = T [Ri¢] =
hh™ ' TR:p] = h~'T[h*R:p]. Mais em B" vale que h*R%¢ = R:h*$, onde R, é o operador da Proposicgdo 3.1.
Esta igualdade vale, porque /*R:p(x) = h*[ fy 5;6(x)0 fo(y)dy] = fy h*s3(x)© f(y)dy = f) (Y sy h ()0
f:()dy = fy sy () © fo(0)dy = Rih*¢(x). Logo R,T [¢] = k™' T [Rih*¢] = h R h™' T [¢], ou ainda, R,T =
hRe h™'7", mas sabemos que R.h~'7" é C™, e a imagem por & de uma forma C* é uma forma C*®. Portanto
R.7 é C* em B". Como s,(x) = x quando x € B", obtemos que R}¢ = ¢ quando supp ¢ estd contido em
R"\B". LogoR.7 =7 em R™\B". Se T é C" (com0 < r < o0) em uma vizinhancga de xp € dB", entdo R.7 é
C" em uma vizinhanga U de xq. De fato, é possivel encontrar f € C* tal que f = |1 em W (vizinhanga de x
contidaem U) e supp f c U. Logo 7 = f7 +(1 - )7, onde f7 é uma corrente C" em R" (quando f # 0,7
€C"), e (1-1)7 é uma corrente que € zero em W. Logo,em W vale que R,7 =R, f7T +R. (1- )T = R, [T
€ C’, pois R, f7 € C" em W (lembrar que R, = R} implica que se S € C", RS é C"). Isto prova (iii’). O

Observagado 3.1.4. Podemos dizer, por (iii’), que R, regulariza correntes em B" e nunca as desregulariza. Isto

serd muito importante para a prova em variedades arbitrarias.

Corolario 3.3. De novo temos as equagdes
OR.T = R.OT dR.T = R.dT

Demonstragdo. Saemde R,7T — T = dA.T + A37, igual que no Corol»ério 3.1 O

=]

Corolario 3.4. Novamente, se T~ = ¢ € DL, (r > 1) entdo R,T —R"o» T". Em particular, se T = ¢ € Dgn
Lo &

entdo R, 81:)) 7.
E—

Demonstra¢do. Como R, = R} podemos fazer uma conta andloga a do Coroldrio 3.2, lembrando que & é
homeomorfismo C*. a
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3.2 Regularizacio em variedades.

Antes de provar o Teorema de existéncia de regularizadores em uma variedade, precisamos de uns opera-
dores auxiliares. Seja {(x;, W;)}; um atlas da variedade V, enumerdvel e localmente finito, tal que B" c x;(W)).
Seja U; = ,."(B") e f; € C*(V) com as propriedades: V = U;U;, f; = 1 em F;, para algum fechado F; com
U; c F; c W, e supp f; ¢ W;. Logo f;7 é uma corrente com suporte contido em W; (dominio de uma carta).
Portanto existe a imagem pelo homeomorfismo x; que € C*, i.e., x;f;7 € uma corrente em x;(W;) c R". Como
xifi7 € zero fora de supp x; ;7 C x;(W;) estendemos a corrente para R” como

xifi7~ em x;(W;) (aberto)

X,'fiT =5
0 em R"\supp x, ;7" (aberto)

Agora aplicamos o operador R, da Proposi¢ao 3.2 e temos R, x; f;7” que é uma corrente em R” que depende
de &; > 0, o qual € escolhido para que supp R, x;fi7 C g;-vizinhanca de supp x; ;7 C x;(W;). A imagem por
xi‘l é também uma corrente em W; com

supp x,.‘lel.x,-f,-T C g;-vizinhanga de supp f;i7 c W; (3.17)

Entdo podemos estender para toda a variedade, pondo zero fora do suporte de xi“Rgix; fi7. Finalmente
definimos
Re T = X "RexifiT + (1 - )T (3.18)

Note que 7 = fi7 + (1 — f;)7, ou seja, estamos agindo s6 na parte que tem suporte contido no dominio da
carta (x;, U;). Analogamente definimos

AT = X A xiiT (3.19)
onde pela Proposi¢do 3.2 temos
supp x7 ' AexifiT € x7 supp A xi T € x; WEQGfiT, &) N BY) € E(fT, &) N U; (3.20)

Os operadores assim definidos tem as mesmas propriedades da Proposi¢do 3.2, onde &; faz o papel de € e U;
faz de B". Entdo, provemos as propriedades para R, 7 e AT :

Provade (i). Se 7 é homogénea de dimensao p, f;7 também é homogénea de dimensdo p. Vejamos que x; ;7"
também € homogénea p-dimensional. Seja ¢ de grau p, entdo x; ;7 [¢] = fiT7 [x;¢] = O pois x;¢ também €
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de grau p. Pela Proposi¢do 3.2, R, xfi7 € homogénea de dimensdo p. E assim xi_lRaixi fi7 também é
p-dimensional. Logo R,,7 € de dimensdo p. Analogamente A;7 é p-dimensional. Provemos a férmula
(3.6). Em U; temos Re, 7 — T = x; 'R xifiT = fiT = x7 ' RoxifiT — X\ fiT = x \Rexi iT = xifT) =
X OAXi fiT + Ag0xifiT) = 0x7 A i fiT + X' Mg xi0fiT = 0AT + X7\ Apxi fi0T = OAT + A, 0T,
onde usamos sucessivamente a equagdo (2.8), a Proposi¢@o 3.2, a equagdo (2.9) e que f; = 1 em U; (como
x(U)cBre supp Ag,xifiT C B" N E(x; fiT , &i) temos A, xi0fiT = Ag,xifidT ). Fora de U, provaremos em
(iii’) que R, 7 = T e A, é zero, portanto provamos a equagio (3.6).

Prova de (ii’). Provemos que o suporte de R, 7 estd contido no conjunto E(7,&;). Seja U uma vizinhanga
aberta de supp7 tal que U C E(7, &) e vejamos que suppRg,7 ¢ U. Como R, T = xi‘]Rg,.xi fiT + (1 -
T temos suppRe, T C supp (x;'RexifiT) U supp (1 — )7 . Mas supp (x;'Ryxifi7) € W; N U, pois
supp x,.“le,.xi fi7 C gi-vizinhanga de supp fi7 C (gi-vizinhanga de supp f;) N supp7 < W; N U, onde
usamos (3.17). Entdo suppR,,7 < U. Analogamente, provemos que o suporte de A, 7 estd contido no
conjunto E(7,&;) N U;. Por (3.20) temos supp AT C E(fiT,&) N U; c U N U, se escolhemos & > 0
suficentemente pequeno (lembrar que supp ;7 c W;NU c U).

Prova de (iii’). Mostremos que R, 7 € C* em U; e R, 7 = 7 em V\U;. Em U, onde fi = 1, temos
R T = x,."Rs,.x,-ﬁ‘]', mas R; x;fi7 ¢ C*, logo como x,."qﬁ = x7¢ (equagdo (2.11)) temos que R, 7 € C*
em U;. Em V\U; temos que R, 7 = x,.“Re,.x;fi‘]’ + (1= /T = x,.“'(Rg,.x;ﬁT - xifiT)+ 7 = 7 onde
usamos que fora de U; vale que xi" R xifiT — xifi7) = 0 (pois fora de xi(U;) = B vale R xifiT = xifiT).
Seja 0 < r < oo, provemos que se xg € dU; e 7 é C" em W,, (vizinhanga de xp), entdo R, 7 é C" em
alguma vizinhanga de xo. Diminuindo se necessario, podemos conseguir que Wy, C F; (lembrar que f; = 1
em F;). Entdo f;7 € C" em Wy, segue que x;f;7 é C" em x;(W,,) que é vizinhanca de x;(xq) € OB". Pela
Proposig¢do 3.2, R, x;fi7 € C" em uma vizinhanga de x;(xo), contida em x;(Wy,). Logo x,."Re,.x,- fi7T é C" em
uma vizinhanga de xp contida em Wy, C F;. Como R 7 = xi"Re,.x,- fi7 em F;, temos que R, 7 € C" em uma
vizinhanga de xo.

Prova de (iv). Se 7 é C", fi7 € C". Logo x;f;7 € C" (usamos a equagdo (2.10)), e pela Proposic¢do 3.2,
A xi fi7T €C". Segue que A, T = x,.‘lAg,.x,- fi7 € C", onde usamos de novo a equagio (2.10).

Prova de (v). Como R,¢ = x,.“Rs,.x,- fio + (1 — fi)¢ obtemos que se ¢ permanece em um conjunto limitado
até ordem g, R,; permanece em um conjunto limitado até ordem g¢. Isto, pela Proposigdo 3.2 e porque x; é um
homeomorfismo C*. Da mesma forma A, ¢ = xi"Ag,.xi fi¢ permanece em um conjunto limitado até ordem gq.
Prova de (vi). Quando &; — 0, R 7 [¢] = xi‘lRe,.x; fiT 9] — (1 = )T [#] — T[#] pois R, xifiT [¢] —
xifiT [¢], ie., xi“RE,.xi [T - xi"x,- fiT[¢] = fiT[¢], e a convergéncia € uniforme em cada conjunto de
formas limitadas. Analogamente obtemos A, 7 [¢] — O uniformemente. Se 7~ é continua até ordem g, a
convergéncia é uniforme em cada conjunto de formas limitadas até ordem ¢ + 1, pois a mesma coisa vale para
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Rg e Ag,.
Podemos enunciar agora o Teorema principal deste trabalho.

Teorema 3.1. Em uma variedade V podemos construir operadores Ry e Ay, onde A = {g),&; ...} depende
dos parametros €\, &, . . ., 0S quais sdo finitos ou infinitos, de acordo com que V seja compacta ou ndo, e que

tem as seguintes propriedades

(a) Se T é uma corrente homogénea de dimensdo p, RyT e AT sdo respetivamente correntes homogéneas

de dimensdes p e p + 1 e que satisfazem

RAT =T =0AT + AT (3.21)

(b) Os suportes de RyT e AT estdo contidos em qualquer vizinhanca do suporte de T, sempre que os
parametros g; sejam suficentemente pequenos.

(c) RaT éC™.

(d) Se T éC", AT éC.

(e) Se ¢ permanece em um conjunto limitado até ordem q e se cada &; permanece limitado, entdo Rp e AP

permanece em um conjunto limitado até ordem q.

(f) Se cada pardmetro g; tende para zero, RyT [¢] — T [¢] e AT [¢] — O uniformemente, Yo € B, onde
B C Dy ¢é um conjunto limitado de formas. Se T é continua até ordem q, a convergéncia é uniforme em

cada conjunto B C Dy de formas limitadas até ordem q + 1.
Demonstragdo. Usamos os operadores das equagdes (3.18) e (3.19) para definir
h i
R = R, Rey .. Rey AP = Re, Rey ... Reyy Aey

Seja K ¢ V um compacto qualquer, como {U}} é localmente finita, UnK=0 para h suficentemente grande.
Logo R;, restrito a K é a identidade para h grande, pois R, 7 = 7 fora de U, E Apg, restrito a K € nulo para
h grande, pois A,,7 tem suporte contido em Uy. Portanto os operadores

©o
R, = lim R =) AP
h—oo A = 4
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ficam bem definidos. De fato, dado K compacto, sabemos que existe fip € N tal que se h > hy, Reylk =1d e
Ag,lk =0, logo

RaT 6] = RPT 191 (3.22)
h
AT 19 = ) AT 9] (3.23)
i=1
para qualquer & > hy, e assim Ry7 e A7 sdo correntes bem definidas.
Provemos (a). Se 7~ € corrente homogénea de dimensdo p, segue das propriedades das R,’s e das A,,’s que
RaT e AT sdo homogéneas de dimensdes p e p + 1 respectivamente. Também

pois temos as seguintes igualdades RS{')T —RE{'“”T =Re, Rey -+ - Ry, R, T —T) =Ry Re, . . . Ry, OA, T +
Ae,0T) = 0Re, ... Rey, Aey T + R, .. Reyy Ay 0T = OAPT + APST, onde usamos que Re, T = R, 0T
(equagdo (3.10)). Agora somamos as equagdes (3.24) e obtemos Rf{')T -7 = Z‘,;’:, aﬂf{)‘f + .S‘If{)a’i' =
AL, AVT) + 3h | AVAT". E tomando limite fica

i=1

Jim RO 7" =9 (Z ﬂf{*f} + Zl: ADoT

i=
que € a férmula (3.21).
Provemos (b). Seja U uma vizinhanga do suporte de 7". Como Rgh) =Re, R, - - - Rg, podemos achar gy, ..., &,
tais que supp ‘Rflh)‘]' c U. De fato, usando (ii’) para R, temos que suppR,,7 C E(T,&,). Usando esta
inclusdo e (ii’) para R, ,, temos supp Re, R, T € E(Rg, T ,en-1) C E(T,&p + &4—1). E assim obtemos
suppRe,Re, ... Re, T € E(T ,ep + ... + €]), Ou seja supprlh)‘T c U se g + ...+ g é suficentemente
pequeno. Logo supp Ry7 c U, pela equagio (3.22). Também ﬂf{') =Re, ... Re_  Ag,, OUSEjA SUPD .?{f{")‘T C
nf__‘ll supp Re,T 0 supp A, T c U N (U N Up) € UNUy. Assim Ulesupp.ﬂf{')‘T C U:'ZIU NU; c U, logo
por (3.23) temos que supp A7 c U.
Provemos (c).Vejamos que R;7 € C* em uma vizinhang¢a de um ponto arbitrario. Sejam x € V e K uma
vizinhanga compacta de x. Como {U;} é localmente finito, existe #g € N tal que Uy, N K = @ se h > hy, i.e.,
K c Uf';’l_l U;. Como j4 vimos, se supp ¢ C K, RyT [¢] = Rf{')‘i'[qb], Vh > hg. Portanto se U € aberto tal que
x € U c K temos que Ry7 = RE{"’)‘T =R, ...R%‘T em U C U?:IUi- Como Ry, regulariza em U; e ndo
desregulariza nunca, segue que R;7 € C® em U. Concluimos que R;7 é C* em V.
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Provemos (d). Seja 7 uma corrente C". A prova € similar a (d) notando que A7 [¢] = Zf’;’l_' .ﬂf{)’i"[qﬁ]
quando supp¢ Cc K. Logo A, 7 éC"em U C K C U?ZOI’IU,-.

Provemos (e). Vejamos que R, ¢ € limitado até ordem g se ¢ permanece em um conjunto limitado até ordem gq.
Seja B este conjunto. Seja p € V, pela definicdo 2.1.10, existe K compacto com p € K c U (onde U é dominio
de uma carta), tal que as derivadas até ordem g dos coeficentes de ¢ estdo uniformemente limitadas em K.
Mas, para este compacto sabemos que existe hg tal que R ¢ = (R,(ah) ¢ para h > hg. Ou seja Ry = Rg, ... Re, @
e como o0s R,’s tem a propriedade (v) temos que R,¢ permanece em um conjunto limitado até ordem g em
p € V. Como p € V é arbitrario, concluimos que vale (e).

Provemos (f). Pelas equagdes (3.22) e (3.23) temos, para qualquer ¢ € Dy:

RT 9 - TIgl = > (RY - RI"H7T[g) AT gl = ) APTIg]
h=1 h=1
Como B ¢ Dy é um conjunto limitado, existe K compacto tal que supp ¢ C K, Y¢ € B. Sabemos entdo, que
existe hg € N tal que Vi > hg e V¢ € B vale que

R T14] = T[] ALTI9] =0

Segue que (R - RU"NT(g] = R, Re, ... Ry, Re, T — T[] = 0se h > hg e ¢ € B. Logo

h h
RT 9] - T1g) = > (RY — R T [9) AT 9] = ) AT 9]
i=1 i=1
as quais valem Vi > hg e V¢ € B. Mostremos que os termos gerais destas somas tendem para zero uni-
formemente, V¢ € B, quando & — 0. Para isso: (RY — RINTg] = Ry, ... Re,ReT — TP =
Re,T — TR @], onde Ry "¢ = R

7=

R, ¢. Se ¢ permanece em um conjunto limitado até ordem
qg+1, Rg_')*gb permanece limitada até ordem g + 1. Como R; tem a propriedade (vi) temos, quando &; — 0,
RY — RENT 9] — 0 uniformemente, V¢ € B, Vi < h. Analogamente AT [g] = AT IR ¢] — 0
uniformemente, Y¢ € B, Vi < h, quando & — 0. Portanto Ry7 [¢] — 7 [¢] e AT [¢] — 0 uniformemente,
V¢ € B. Note que se 7 € continua até ordem g, s6 precisamos da limitagdo até ordem g + 1. ]

Vejamos algumas conseqii€ncias deste Teorema.

Definicao 3.2.1 (Regularizadores). Cada operador R, com as propriedades do Teorema 3.1 serd chamado de

regularizador.
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Defini¢do 3.2.2. Os operadores R, e A, do Teorema 3.1 tem traspostas definidas por

£ _1: (h)= * (h)*
Ry = ,}l{{}o Ra Ay = Zﬂx

. h=1
Corolario 3.5. Existem regularizadores tais que Ry = R e Ay = Ayw

Demonstragdo. Sejam R, e A, os operadores do Teorema 3.1. Defina

Ry = R’ o = 5 (Fo+ Ay’ + Ry w + 74, (3.25)
Usando que R, = R, obtemos que R, = R} e também Ay = A’ w. o
Corolario 3.6. R307 = 0RyT e dRyT = RdT .
Demonstracdo. Anéloga ao Corolério 3.1. a

Corolario 3.7. Se 7 = ¢ € Dy, (r 2 1), entdo RyT — T em & -l quando cada & — 0. Em particular, se
T € ¢ € Dy entdo RyT — T em Ey.

Demonstragdo. Usaremos os regularizadores do Coroldrio 3.5. Entdo, queremos provar que R’¢ jTVO» @, se
¢ € Dy. Pela defini¢iio de convergéncia de formas, sabemos que basta provar localmente, i.e., fixado xg € V,
queremos ver que existe Ko vizinhanga compacta de xg tal que valem as estimativas da equagdo (2.1). Mas,
em uma vizinhanga compacta, vale a equagdo (3.22), ou seja, s6 precisamos iterar finitas vezes para obter
RaT (que € igual a R}¢). Da defini¢do 3.2.2, vemos que também temos finitos termos na expressdo de R?,
ie, Ryp = Rf{')*(p =R, .- R, Re, #, e para cada R; ¢ podemos fazer a conta usando o Teorema do Valor
Médio (veja a prova dos Coroldrios 3.2 e 3.4). Com isso obtemos as estimativas desejadas em Kp. Isto para
todo xp € V. ]

Corolario 3.8. Vale que Ry7T — T = wd AT — wAH AT .

Demonstragdo. dFT —FdT = WOALT —AwW0T = wOAT +WAL0T = w(OAT +A07) = w(R T —
7). a
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Capitulo 4
Regularizadores nos espacos L’;,(V) e (Wf,,q(V).

Neste capitulo, V serd uma variedade Riemanniana, e diremos que ¢ é uma forma de grau k em V se

k i k
¢ € L7, (V) (ver exemplo 2.1.1 para a defini¢do de LUOC

1,loc
no fibrado A¥ 7*V das formas de grau k'. Con isso obtemos uma norma em cada fibra A¥T?V, e esta norma

(V)). A métrica Riemanniana induz uma métrica

é denotada por |v[;, onde x € Vev e /\" T*V.

Definigiio 4.0.3 (Espagos L5(V) e W (V). Seja p(x)dx o elemento de volume induzido pela métrica de V.
Definimos para 1 < p < co:

LV) = (19 € LK (V) e fv B(IEp(Ddx < ool

e para p = oo:

LEWV) = (p/¢ € L ,.(V) e ess sup[¢(x)]x < oo}

xeV

Também introduzimos os espagos
W, (V) = (9]¢ € Ly(V)edp € L5 (V)

Se consideramos estes espagos com as seguintes normas ||, = { [, [6()IZp(x)dx} P | [Bles = ess supxevI(x)ls
€ |¢lp,q = 181, + |dg|, respectivamente, eles sdo espagos de Banach.

ueremos provar que existem pardmetros &;; > 0 e regularizadores Ry e Ay (associados com gj1, &ip . . .)
p q P j g (i) 0]
satisfazendo as seguintes propriedades:

!Para uma prova de isto ver [9]

41



12 CAPITULO 4. REGULARIZADORES NOS ESPACOS L§(V) E'W§ o).

e g;j — 0 para cada j fixo.

i—o0

Roa € Ly(V) e Apaly (V) sea € Ly(V), 1< p < co.

o Riya — @em L’,‘;(V) quando i — oo, se @ € L;",(V) el <p<co.

Se ¢ € ‘W’;,,q(V), 1 <p<o,1<gq< co,entio Ryp € "Wf,’q(V) e Rpd — ¢ em "W’;,q(V) quando

[ — oo,

Se ¢ € Wy (V) entdo Awpd € Wi} (V).

4.1 Em um aberto de R".

Consideremos o caso em que V € aberto de R”, lembrando que V é variedade Riemanniana, mas V tem
uma métrica que em geral € diferente da métrica usual de R". A menos de uma homotetia, podemos supor que
B” c V. Agora, se ¢ é uma forma de grau k em V, podemos identificar os espagos cotangentes de V com R”
e pensar que ¢ é uma fungio localmente integrdvel com valores em A*(R"). Entdo, a métrica Riemanniana
< +,- >, € a métrica usual < -,- > induzem as normas | - |, e | - | em /\"(R") para cada ponto x € V. Pela
continuidade das métricas, temos uma isometria H, : ( /\k(R"), < >0 > ( /\"(R"), < -,- >) que é continua

em relacdo a x. Segue que |v|, = |Hyv|,Yv € /\"(R”), e com esta notaco fica

1/p
llgll, = { fv |H ()P p(x)dx}

Mostremos algumas propriedades adicionais do grupo de transformagdes s;, definido na equagdo (3.12). Na

verdade, vamos pensar na aplicagao s : R" x V — V definida por s(y, x) = s,(x), entdo

(1) ParacadayeR"s,: V — VEC™,eé aidentidade fora de B" (Isto jé foi provado).
y p

2) s : R" XV — Vé&C™. Vejamos: para cada vetor da base candnica, ¢; € R", temos que a fungdo
Bi : R XV — V definida por Bi(t, x) = s(te;, x) € o fluxo gerado pelo campo da equagéo (3.13). Pelo
Teorema de diferenciabilidade das solugdes respeito aos parametros, temos que S3; € C*, pois X € C*.
Como i € arbitrario, s € C*.

Usaremos os operadores R, e A, da Proposi¢@o 3.2, associados ao pardmetro £ > 0, e mostraremos que
R, e A, transformam L5(V) em L}(V) e L!(V) respectivamente. Para isto lembremos as defini¢des dos
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. . . Lo,
operadores duais: Rg(x) = [ s9(x) 07.0) e A2g(x) = [, ( 5 s,),(zx(p)(x)dt)ere(y), onde 7.(y) = £.(y)dy e
X € dado pela equacdo (3.13). Serd necessario o seguinte resultado:

Lema 4.1. Para cada forma ¢ em V, para cada t € I = [0, 1] e cada x € V valem as seguintes estimativas

Isyp(®)lx < CO) (s, ()5, (4.1
Isry(ixd)®)]x < M) ISty (X))l ) (4.2)

onde C(y) — 1 e M(y) — 0 quando y — 0, e onde X é dado pela equagéo (3.13).

Demonstrag@o. Denotemos por Iy, : /\k(]R") — /\k(R") o operador Iy ; = (ds,|,)* induzido por ds,|, : R" —
R". Segue que S;¢(x) = ly,x¢(sy(x))s pois S;¢(x)(vl yeees Vp) = ¢(Sy(x))(dsy|x Viseons dsylx Vp) = (dsy|x)*¢(sy(x))
iy vp) = Ly x(8y(X))(v1, . . ., vp). Entdo

Is;‘p(x)lx = |7'{xs;¢(x)| = |7'{xly,x¢(sy(x))| < Iq_(xly,xﬁb(sy(x)) - 7_(x‘?}(sy(x))l + |7'(x¢(sy(x)) = ?{Sy(x)‘ﬁ(sy(x))l

HHs, P8y < Il 1y, — Ll 15y, + [1H = Ho coll [ps, (] + (5 (2Dl oy <
(Il iy = TG il + N9 — Hey ol gl + 1) 1965,y < CO3) Iy (XDl o

onde

CO) = sup (L = Fall + 1 = Hyol] I ol + 1)
XE

Mas, quando x € V\B", Sy(x) = xlogo lyx = Ide Hy = Ws,,(x) entdo C(y) > 1 e basta tomar supremo em
B". Pela compacidade de B", temos que C(y) € continua. Quando y = 0, sy(x) = x, Yx € B", logo [y = Id e
Hy = Hs,(xy em B", i.e., C(0) = 1. Segue (4.1).

Para provar (4.2) definimos [,y  : /\k'l(R") — /\"'l(]R") como [y« = (dsyly)*. Entdo Spw(X) = iy xw(Sy(x)),

para qualquer forma de grau k — 1. Portanto
Isry(ix)(X)x = [Hxsty(ix )| = 1Hxlry, 1 (x ) (StyCD| < NH My 2ll. lixp Syl <

NFHell. 12y, 2l1- HXIN- A CSryee)l < NHl- e,y - XL Il‘fﬂ(s;(lx)ll- 1Bty lsi < MO P (Sty(x))lseyce

onde

MO) = sup (Il Myl 1XIL I L)

(t,x)elxV
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Se (t,x) € I x V\B" temos Sry(x) = x, ou seja Iy = Id € Hy = Hs,(x), €ntdo o supremo em [ X V\B" é ||X]|.
Mas, pela equacio (3.13), ||X]| = 0 em V\B". Portanto

MG) = sup_ {IFHGI Moy, oIl 11 IHG 1)

(t,x)elxB"

Pela compacidade de I xB" temos que M(y) é continua, ja que I;y,x € continua em ¢, x e y (isto pela propriedade
(2)),1.e.,s € C*™. Agora, para y = 0 temos ||X|| = 0, logo M(0) = 0. Segue (4.2). O

Com estas estimativas e o seguinte Lema podemos provar as propriedades desejadas de R} e A}.

Lema 4.2. Se a(x,y) é uma forma dupla em V X R" de grau 0 em y, temos

f () 01,0)| < f oG, Ml “3)
y p y

Demonstracdo. Primeiramente, note que se 8(x,y) = 3, B;(x, y)dx' é uma forma dupla de grau 0 em vy, vale

f (Z'B[(x’y)dxl]@fe()’)dy
Y\ g

Z(flﬂl(xa)’)fe(y)l dy) dx!
1 y

< f) 1BCx )| Fo0)dy

que

f B(x,y) Gfs()’)d)" =
y

\Z ( [Bianson)ad |3

1 y 1
f [Z Bi(x, )l dx’ st@)dy
Y\ i

< <

f i, y)fe(y)dy’ !
|

Usando isto segue que

p 1/p
p(x)dx}

f (3 60)
y

< {f (Hx(fa(x,y)ere(v))
P v y
p I/p p I/p
p(x)dx} < { fv ( f Ho(alx, y))lfe(y)dy) p(x)dx} <
y

1/p
f ( fv (Ho(elx, )P fe(y)”p(x)dx) dy
y

U

f Hi(a(x, ) © f()dy
Yy
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onde usamos a desigualdade de Minkowsky no tltimo paso®. Logo

/p
f a(ny) 00| < f ( fv mx(a(x,y)w’fe(y)"pu)dx) dy =
y Iy

1/p
f ( fv Ia(x,y)lip(X)dx) JeOdy = f lleCx, Y1, ey
y y
(]

Lema 4.3. Seja 1 < p < co. Dado € > 0, 0 operador R}, transforma .C’;)(V) em LI;)(V) e a norma do operador
R} : L’,‘,(V) - Lf,(V) satisfaz a seguinte estimativa

IR, < Ci(e) (4.4)
onde Ci(g) ndo depende de p e Ci(g) — 1| quando € — 0.

Demonstragdo. Suponha p < co. Para ¢ € .L;‘;(V), usando o Lema 4.2 e a equacio (4.1):

I/p
< f IS0l o) = f { f ls;¢(x>|£p<x)dx} () <
p ¥ y WV

I/p

I/p
f { fv (c<y))"|¢<sy(x>)ls_,.(np(x)dx} i) f o) { fv |¢(Z)pr(s-y(z))1y(z)dz} )
y y

IRzllp =

fs;¢(x) O 1e(y)
y

P(S-)-(Z))fy

onde Jy(z) € o jacobiano da aplicagdo s_y, no ponto z. A fungao 0 L depende continuamente de ze y e é

igual a 1 se y € V\B". Entdo a fungdo

Cylsh = 5y p(s—y(2))Jy(2) @.5)

z€V p(2)
é continua e Cy(y) > 1. Alids C(0) = 1. Usando esta fun¢do segue que

I/p
Rl < [ CoXC0) { [ |¢(z)|fp(z)dz} o) =l [ COICY0I0r.0) < el [ COIC0)70)
Yy Yy y

onde usamos C,/(y) < Ca(y) (pois C2(y) > 1). Se definimos C;(g) = J;, €6)C20):(5) obtemos Ci(e) =

2Ver [7], Teorema 2.4.
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fy C(£y)Ca(ey) fo(y)dy, lembrando que 7:(y) = fo(y)dy = % fo(2)dy e que f) fo)dy = 1. Entdo Ci(e) — 1

quando &€ — 0, e obtemos ||R3¢ll, < C1(€)ll¢ll, o que prova o caso p < .
Se p = oo, usando (4.1) temos

IRzPlleo =

f () 0T < f I8} @lleos () = f ess sup {Is;¢ (0]} T:0) <
y oo y Yy

xeV

f ess sup {COMSDs,0} 7o) = 4l f COIT0) = IBlleCi(e)
y xe y

onde Ci(g) = _f;C(y)'rg(y) = f) C(ey)fo(y)dy. Logo |IR:¢ll < Ci(e)ll¢ll € temos Ci(e) — 1 quando & — 0.
Note que em ambos casos C;(g) ndo depende de p. m|

Lema 4.4. O operador A} transforma L’;,(V) em .Cf,‘l(V), l<p<oo,eAl: L’[‘,(V) - L’I‘,_I(V) satisfaz
IAZll, < Mi(e) (4.6)
onde M) (g) ndo depende de p e M(g) — 0 quando € — 0.

Demonstracdo. Suponha p < co. Usando o Lema 4.2 e a estimativa (4.2) temos

| 1
[ ( [ sfy(i,\rgb)dt)O'rg(y) <[ ( | ||Sfy(ix¢)||pdt)7’e()')=
y 0 p y 0

1 l/p - 1 1/p
[ ( | { | IS’};(ix¢)(X)If"(A.)P(X)dX} dt)re(y) <[ ( | { i (M(y))f’|¢(sry(x»|;j‘,(x)p(x)dx} dt]Ta(y) =
y ' ’ :
1 I/p
| {M@) | { | |¢(z>|5p(s_,_,,(z>)f,y<z)dz} dr] ") <
y
i i/p 1
[ (M(v) [ e { [ l¢(z)lfp(z)dz} dt]Te(Y)Slfﬁlp [ ( I cz(ry)dt) MOYs0)
y y

onde usamos de novo a definicdo e as propriedades de C,(y) definido em (4.5). Se definimos M;(g) =

5 C20)dt) M) = [ | Catteyrdt) Miey foo)dy temos IAgll, < Mi(@liglly com Mi(e) — 0
quando € — 0 (pois M(y) — 0sey — 0).

lAzoll, =
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Para p = oo temos

IAZdlleo =

f), ( fo | s:,.(ixqs)dr) ©7:0)

1
f fo MOMPlladt 7) = lIlen f MO)7:0) = Mi(8) pllo
Yy y

1
<[ ( [ eSSSUP{IS?y(ixtﬁ)(X)Ix}dt)Ts(y)S
oo y

xeV

onde M,(g) = fy M®y)t:(y) = fy M(ey)fo(y)dy — 0 se ¢ — 0. Finalmente, note que A} diminui o grau de ¢
em 1. |

Antes de comegar com variedades, provemos que Ri¢ = R ¢ para ¢ € L’;(V). Ja sabemos que isto €
verdade quando ¢ € Dy. Agora, usando que 7.(y) = T.(—y) temos

R;gla] = fv ( f s;¢(x>org(y>)Aa<x)= fv f (S}600) A a(x) O 7409) = fv f S600) A S,a(0) O Te(y) =
y y y

f [ f 5; (¢(x)/\siya(x))]OTe(y)= f [ f ¢(x)/\s:),a(x)]or€(y): f B(x) A f s*_ya(x)org(y)]=
y Vv y \4 Vv y

fv $(x) A [ f sya(x) ®Te(—y)] = j; $(x) A Ria(x) = ¢[R;a] = Redla]
y

ou seja Ri¢ = R.¢. Analogamente podemos provar que A ¢ = AJw¢.
4.2 Em uma variedade Riemanniana.

Agora, passamos ao estudo em variedades Riemannianas. Como na constru¢do do Teorema 3.1 usamos
um atlas {(x;, W;)}; localmente finito tal que B" C xj(Wj). E para cada g; > 0, escrevemos R;; e Ag; para 0s

operadores das equagdes (3.18) e (3.19), ou seja

Re,T = x; 'R, fiT + (1= f)T AT = 57" Ao 5T

]

onde R, ;€ Ag ; estdo associados ao aberto W; de R". Seja A = (g1, &, ...} uma seqiiéncia de niimeros positivos,
definimos os seguintes operadores

R = Re, Rey - .. Re, AP =RV A,
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€ com iSso
— 1 () _ ()
Ra = lim R; R
j=1

Estes operadores tem as mesmas propriedades dos operadores do Teorema 3.1, ou seja, sdo regularizadores.

Com os Rflj ’s podemos provar o tltimo Teorema.

Teorema 4.1. Para cada variedade Riemanniana V, existem seqiiéncias de operadores Ry e Ay satisfazendo

todas as propriedades do Teorema 3.1 e mais

(1) Os operadores Ry e Ay transformam L’I‘,(V) em L’;(V) e L"‘,"'(V) respectivamente, para 1 < p < oo,

Além disso vale:

1 1
IRoll, <1+~ M, < = (4.7)
i i

(2) A forma Ry¢ é€ C™ para cada forma ¢ € L’;,(V), e a forma Au¢ éC" se p € C", para 0 < r < oo.
(3) Riyg — ¢ em Lf,(V) quando i — oo, para cada forma ¢ € L’;(V) el <p<oco.

(4) Se ¢ € W5 (V), entdo: Ring € WE (V), dRi»¢ = Ridg, e Riyp — ¢ em Wk (V) paral < p<ooe
1 <g<oo

(5) Se¢ e (Wf,’p(V) entdo Agyp € Wf,,"pl(V) e também

dAu¢ — Awndp = wlRyd — 4] (4.8)

Demonstragcdo. Provemos (1). Usando as estimativas (4.4) e (4.6) podemos encontrar g;; > 0 tais que &;; < %,

Vj € Ne tais que

1
I [Re,llp < 1+ = (4.9)
3 1
Z ”RS“ ”p ”RE,‘z”p e e ”RS,'(I'_””p ||~7{e,~,-||p S = (4'10)
j=1

l
Jj=



4.2. EM UMA VARIEDADE RIEMANNIANA. 49
para 1l < p < oo e paratodon € N. Seja A; = {&;1, & .. .}, definimos Ry = Ry, € Ay = Aj,, ou seja

Ray = lim RY = lim Ry, Ry - . Re
J—oo 1 Joo

co (o]

)
A=) AP =3 Rey ... Reyy ey
j=1 j=1

As desigualdades (4.9) e (4.10) servem para concluir que os operadores R;) € A(;) levam L’,‘,(V) em L’;,(V) e
que [Rpllp < 1+ 1 e lApll, < 1.

Para provar (2), s6 temos que notar que R, e Ay, tem estas propriedades, pois sdo regularizadores.
Provemos (3). Seja ¢ € .C’I‘,(V), sabemos pelo Coroldrio 3.7 que Ri¢ — ¢ em Ey, se ¢ € Dy. Agora, as
formas C* de suporte compacto em V sdo densas em L’;,(V), para l < p < co. A prova de este fato néo é
dificil (provamos localmente, usando o fato conhecido da densidade de C’(2)) em £,(2), para 1 < p < oo e
Q aberto de R"; logo usamos uma particao da unidade). Portanto, existe {¢p}, C Dy tal que @, ’H—m> ¢ em

L’;,(V). Podemos usar isso na seguinte limitacao:

[Riyd — dlp < 1Rwy@ — Rydulp + 1Rwbr — Pulp + I — Blp < NIR&Ipld — ulp + 1Rwydn — dulp + b4 — ¢l

Como para todo i € N vale que ||R)ll, < 2 e para todo & € N vale Rg;)¢x H—w> ¢n em L’,‘,(V), segue que
Riyd P ¢ em L';(V)-

Provemos (4). Seja ¢ € ‘Wf,’q(V), pelo Coroldrio 3.6 sabemos que dRg)¢ = Rgd¢. Como d¢ € .C’;“(V), da
parte (1) temos que Ridg € LE(V), e portanto dR(¢ € L’,‘,“I(V). Por outra parte, usando (1) novamente,
como ¢ € L(V) temos que Rp¢ € L5(V). Assim, pela definigio Rp¢ € Wi (V). Vejamos que, para
1 <p<owel g < oo vale que R¢ l—_;) ¢ em Wf,’q(V). Por (3), como p < oo e g < co temos
Ridp — dg em LEN(V) e R - ¢ em L’;,“(V). Segue que R)¢ — ¢ em W} (V).

Provemos (5). Pelo Teorema 3.1 sabemos que Ry»7 — 7 = 0AHT + A;d7 para toda 7 € Dy. Seja
¢ € ‘Wf,,p(V), usando a equagdo anterior: R¢ — ¢ = 0AGP + Ayddp = wdAuyd + Anwdd = wdAiyd —
wAund¢ = w(dAud — Aidp), pois Ay aumenta a dimensdo em um (i.e., diminui o grau em um). Logo
dAu — Awpdp = w(Ri¢ — ¢), que é a formula (4.8). Falta ver que A;) € W’,‘,_‘p' (V). Note que pela parte (1),
A € Ly (V). Pela equagio anterior dAw¢ = Awdd+w(Rpé—4), e denovo por (1) temos Agydgp € LE(V)
e Rp¢ € L (V) entdo dAwd € L5(V), ou seja dAy € LE(V). Segue que Agyp € Wk (V). o

Para finalizar este trabalho apresentamos um corolério de este Teorema.
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Corolario 4.1. Em wma variedade Riemanniana V, as formas C* de Wﬁ’q(V) sdo densas em ‘Wi‘;,q(V), ou

seja, Ey N Wf,'q(V) € denso em Wf,’q(V).

Demonstracdo. Seja ¢ € “W’[j,q(V), por (2) do Teorema, R € C™, ou seja R¢ € Ey. Por outra parte,

usando (4) do Teorema vemos que Ry¢ —— ¢ em Wj (V) e Riyd € Wi (V). Entdo {Rg¢); sao as formas
11— 00

procuradas. m]
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