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Resumo

Apresentamos as definições e propriedades básicas das correntes introduzidas por de Rham [4]. São in-

troduzidos dois operadores muito usados na teoria: o bordo, e seu dual, o diferencial. Um papel importante
é assumido pelas fórmulas de homotopia, as quais servem para provar que o operador de regularização co-

muta com o diferencial. O Teorema central do trabalho trata da existência de regularizadores (operadores de

regularização) em variedades arbitrárias. Para obter este resultado é provada, primeiro, uma versão global

em R', para logo provar outra versão que tem as propriedades desqadas na bola euclideana unitária, e é a
identidade fora do fecho da bola. Como resultado deste processo, dada uma corrente, obtemos outra que é

C" e que converge à corrente original na topologia fraca do espaço das correntes. Finalmente seguindo o ar-

tigo [6], ap]icamos este Teorema para provar propriedades dos regu]arizadores nos espaços das formas .CÉn(\O

e 'ly},ç(}0, já no contexto de uma variedade Riemanniana y.

Palavras-chave: Corrente, regularização, existência de regularizadores, propriedades dos regularizadores.
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Abstract

We present definitions and basic properties of currents that were introduced by de Rham [4]. Two opera-

tors: the boundary and its dual the diRerential, are very important in the theory. A key role is assumed by the

homotopy fórmulas, which are useful to prove that the regularization operator commutes with the diRerential.

The central Theorem of this work is about the existence of regulators (operators of regularization) in arbitrary

manifolds. To obtain this result a flrst version of this theorem in R" is proved, which is then used to prove
a second version in the euclidean unit ball. The regulador in the ball can be extended to R" as the identity

outside the ball. As a result of this process, given a current, we obtain other that is C" and that convergem to

the original current in the weak topology of the current space. Finally, following [6], we app]y this Theorem

to prove properties of regulators in the space of forma ,Cli(}0 and 'W}.ç(lO, in a Riemannian manifold y.

Keywords: Current, regularization, existence of regulators, properties of regulators.
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Capítulo l

Introdução.

Parafraseando de Rham, a noção de corrente foi introduzida por ele no ano 1936 em uma forma pouco

geral e pouco precisa (no artigo [2]). Depois, apareceu uma definição forma] das distribuições, feita por
Laurent Schwartz nos anos 1945-1950 (ver [8]). ]sto motivou a dehnição mais gera] e precisa das correntes
em 1950, [5] e [3], que fina]mente foi publicada na primeira edição do ]ivro [4] (em francês), no ano 1955. A

idéia de corrente permitiu generalizar as idéias de distribuições para as variedades, sendo casos particulares, as

formas localmante integráveis, as cadeias e os campos vetoriais entre outras. Até as mesmas variedades podem

ser consideradas como correntes. Estas correntes permitem trabalhar com dois operadores muito importantes
na teoria de formas e cadeias: o bordo e o diferencial.

Nesta dissertação apresentaremos as definições básicas da teoria, assim como o Teorema de existência de

operadores de regularização de conentes. Estes operadores, além de regularizar correntes, tem propriedades
muito boas, como o fato de comutar com o bordo e com o diferencial. Também tem a propriedade de manter

o suporte da corrente regularizada dentro de uma vizinhança prefixada do suporte da corrente original. Para

provar este Teorema é necessário usar as fórmulas de homotopia, as quais são demonstradas no contexto geral

das correntes. A idéia da prova do teorema de existência do operador de regularização em variedades é a
seguinte. Primeiramente mostra-se uma versão do teorema em R'. Então usando um certo difeomorfismo de

IR" para a bola unitária de R" prova-se uma versão local do teorema, ou seja, constrói-se um operador que
regulariza as correntes em uma vizinhança da bola e é a identidade fora dela. Finalmente usa-se este resultado

mais partições da unidade para provar o teorema em variedades.

Na última parte desta dissertação, aproveitando as idéias da prova da existência de operadores de regularização

em uma variedade y, analisamos as propriedades de convergência destes regularizadores nos espaços de

correntes .CP(V) e 'll'/t,ç(IO em uma variedade Riemanniana, onde .Cli(tO é uma generalização dos espaços
.Cp(R') para formas de grau k, e 'lyÊ,ç(\O é o espaço de formas de grau k tais que # c .C}(\O e aé c .câ+l(lo.

l



2 CÀPiTUL01.INTRODUÇÃO

Tais resu]tados são origina]mente devidos a [6]. Vemos assim que os operadores se comportam bem em estes

espaços, com o que obtemos um resultado de densidade, que é o corolário final do presente trabalho.



Capítulo 2

Noções básicas

Neste capítulo apresentaremos a definição de corrente e alguns exemplos importantes. Logo introduzimos

o conceito de bordo, e depois o de operador diferencial. Finalmente provámos as fórmulas de homotopia, que
serão muito úteis para provar que nosso operador de regularização comuta com o bordo e com o diferencial.

2.1 Noção de corrente

Ao longo do presente trabalho, y será uma variedade orfen/áve/ n-dome/zsío/ia/. Usaremos a notação

(x,n) para as cartas de y, ou seja que x : Q c y --) x(Q) c ]R" é um homeomorhsmo C" entre conjuntos
abertos. Se T'V denota o vibrado cotangente usamos A& 7*y para o k-ésimo produto exterior, assim como

/\ T'V' para a álgebra exterior. Para começar introduzimos a noção de formas:

Definição 2.1.1 (Formas C' e de suporte compacto). Aslormas C" eni y são denotadas por 8V = {#/@ é

seção C'"do vibrado /\ T'y}. O espaço dasjormai C' com iuporfe compacto em y é í)v = {@ € 8V/supp@
é compactos.

Nbfação. Um vedor da forma a = (ai , . . . , a.), onde cada componente aí é um inteiro não negativo, é chamado

/nzí/rí-z'ndfce de ordem lcrl = al + . . . + an. Com isso introduzimos a notação

al''l.P

onde (x, Q) é uma carta de y e é c CÍ'l(n)

Definição 2.1.2 (Convergência de formas). Dizemos que a seqüência de formas {#A}A.N co/!verga a zero em
8V se para quaisquer zz c \'' e lal à O, existe Ko vizinhança compacta de ü contida no domínio de uma carta

3



4 Cl\PITUL0 2. NOÇÕES BÁSICAS

(x, Q) e tal que

suP la"@#,í- ...f,(v)1 :--) 0 (2.1)
tlc.K ' - ''-'-''''i' ' ' ' /z--loo

onde @/. = Ei.<-.<i, @/:,i-...l,dx'' A . . . A dr'' é a representação de @/. em (x,Q). Escrevemos @/. -+ 0 em 8V

quando /z --) m, ou simplesmente @A --=-+ 0. Se alem disso, existe K compacto tal que stzpp @/. c K para

todo /z € N, dizemos que {# }ácN converge a zero em í)v, e escrevemos #à --==-.} 0.

Definição 2.1.3 (Correntes). Uma corre/zfe é um funcional linear 'r : Z)V --) R, que é contínuo no seguinte

sentido: se @A --=-+ 0, então 'r]@#] ----) 0. Como as conentes são os funcionais lineares contínuos em g)V,
IZ--> oo /Z --) oo

escrevemos 'r c Z)Í,. De forma análoga dizemos que 'r : 8v --+ IR é contínua se @A -;-=-.} 0 implica que

'r]Pá] i----"+ O, e escrevemos 8} para os funcionais lineares contínuos em 8V.

Definição 2.1.4 (Formas limitadas). Um conjunto de formas 6 c 8t, é /oca//rzerzfe /í/zzífado em uma vlzízz/za/zça

de u e y, se dado a um multi-índice com lcr1 2 0, existe uma constante Jt4 > O e Ko vizinhança compacta de rl

contida no domínio de uma carta (x, Q) tal que

1--+ oo

--+oo

suP IÕ"#f....i,(v)l É Ã/ , @ c g
vero

(2.2)

onde @ = E@í.-.i,d/i A . . A dyp. Se além disso, supp@ c K compacto, para todo @ c 6, dizemos que

g c í)v é /oca//lze/zfe /í/ zírado e/n u/lza vizin;za/zça de [l c y. Como a mudança de cartas é C", se a fórmula
(2.2) va]e para uma carta, va]e para qualquer outra. Assim, a constante ]l/ depende da carta escolhida. Se as

propriedades acima se verificam para todo H c V, dizemos respectivamente, que g é /ímírado em 8v, e que 8
ê !imitado em !í)v.

A seguinte proposição será muito usada ao longo do trabalho, pois fomece uma forma altemativa para

provarcontinuidade.

Proposição 2.1 (Continuidade e limitação). Sda f{ = 8v ou í)v. Oju/zclolza/ /frzear 'r é confüuo em '7{ se
e somente se \\f\+l\\ permanece limitado, quando + varia em um conjunto !imitado em 'H.

Z)emonsfração. Seja g um conjunto limitado em '7{, e suponha que o conjunto {l'rl@ll : @ € 6} não é limitado

Assim, para cada /z € N, existe um #l. € B ta] que ]'r]@/,]l > /z. Por outra parte, dado [{ c y e o multa-índice a
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pela definição 2. 1.4, existe Ko vizinhança compacta de zl contida em uin domínio de uma carta (.r, Q) tal que

suP la'@ã,ü...i,(v)l $ À/ , V/z eN

Portanto sup.cK. l------Í--l É .4//l/zl, para todo /z € N. Pela definição de convergência temos @á//z --11t-> 0.
Mas ['r]@/:]//z] > 1, para todo /z € N, então 'r não pode ser contínua em 8V. Se 'r{ = Z)y, temos que existe

K compacto tal que supp@A c K, V/z € N. O mesmo raciocínio leva a @à//z --=-.} 0 e que 'r não pode ser
contínua.

Reciprocamente, seja {@ } c 7{ tal que @á --:=-) 0. Seja z{ € y e la1 2 0, existe Ko vizinhança compacta de a

contida em domínio de uma carta (x, Q) tal que

--+m

--+ oa

suP IÕ"# ,ll...f,(v)1 :--+ 0
}l ](0 ''''l' ' ' ' &--}00

Então, existem ]14 > 0 e uma seqüencia {nz/,}ã tal que m/, --} oo quando /z --> w, e tais que

sup 1mAa':''#A,ii ...f,(v)l $ À/

Segue que {mA@á]á é um conjunto limitado, e pela hipótese, {]'f]m/.@/,]]}/, é ]imitado. Mas ]'r[/}i/,@/.]]

1mAll'rl@Óll com mÀ --> oo quando /z -+ oo; com isto, necessariamente deve ser I'rl@Al1 --------) 0. Logo 'r

é contínua em 8v. Se {@/.}/. c í)v então existe Ã. compacto tal que s pp# c K, para todo /z c N. O
raciocínio anterior leva a que 'r é contínua em g)V. []

1--+00

Vejamos agora alguns exemplos básicos, que nos dizem que as correntes generalizam diversos objetos
comuns da matemática modema.

Exemp/o 2.1. 1 (Formas localmente integráveis). Seja y uma variedade orientável e a uma forma /oca//zle/zfe

ínregráveJ, i.e., em cada carta cr = Eal....i, dli A . . . A dPp, com ai....l, localmente integráveis, então ela
define uma corrente:

pois a A @ ainda é integrável. Escrevemos .C{./.c(\O para as formas localmente integráveis de grau p. Assim,
as formas a c 8y são correntes, pois seus coeficentes são C", logo, localmente integráveis. Em particular,
uma função C'(IO define uma corrente.

Exemplo 2. 1.2 (Campos vetoriais). Seja X um campo vetorial em uma variedade Riemanniana y. Definimos

V
al#] = a b. + , +e DV , grau$= tt-- p
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a O-forma i.r(@) = #(.V), para toda forma @ de grau 1. Por exemplo, se (-r, Q) é uma carta e X = EiXíã7
# = Ei @ídx' temos l.y(@) = Ef X'#í. Definimos a corrente X por

xl@] ix($bdF ,$ E l)v
y

onde dp é o elemento de volume de y. A integral fica bem definida porque @ c í)v, ou seja, i.r(@) tem suporte

compacto.

Exemp/o 2. 1 .3 (Distribuições). t.Jma dís/rlózflção 'r em qualquer aberto y ç IR" define uma corrente, pensando

y com a estrutura de variedade induzida. Note a semelhança entre as definições de corrente e de distribuição;

de fato a ideia de corrente generaliza a de distribuição para o contexto das variedades.

Exe/?zp/o 2. 1 .4 (Variedades). Uma variedade orientável y, induz uma corrente 'V da seguinte maneira

vl@] @ , + € g)v
y

# de graurz

Note que a integral sempre é convergente porque as formas @ tem suporte compacto.

Definição 2.1.5. ])izemos que a corrente 'r é /zomogê/zea de dome/zsão p, se 'rE@]

homogênea @ que não seja de grau p. O número /z -- p é chamado gra f de '7'.

O para toda fom)a

Usando esta definição vemos que cada corrente pode ser decomposta em soma de n + l correntes ho-
mogêneas, que serão chamadas co/npo/ze/ares /zo/nogêneas. Assim para toda corrente 'r, podemos escrever

7" = Ei: o '7}, onde as '7; são correntes homogêneas de grau f. Note que a definição de grau e homogeneidade

para correntes coincide com a definição para fomlas. Em particular, uma flJnção .f € C"(\O é uma corrente

de grau zero. Também, se tomamos um aberto y C ]R" com a estrutura induzida, as dísfrfb lições em V são

correntes de grau n, pois agem nas funções C' de suporte compacto (O-fomlas).

Definição 2.1.6. Dizemos que 'r é ÍgEía/ a zero /zo abe/ro Q, se 'r]@] = O, V@ € g)v tal que szzpp@ c Q. E
dizemos que a corrente 'r é de c/pise C' zzo aberto Q, se 'r = cr em Q, onde a é uma forma de classe C', i.e.,
7" -- cr = O em Q.

Com esta definição se pode provar o seguinte resultado básico.

Proposição 2.2. Se 'r = 0 em r/lza vizín/lança de p, Vp € Q, e/!íão 7" = 0 e/?z Q.

Definição 2.1.7. Pela Proposição 2.2, existe um aberto maximal A onde 'r = O, então podemos definir o

suporte de uma corrente como supp 'r = y\À, ou equiva]entemente sllpp'7' = níp fechado/] Q aberto, Q c
F e 'r # O em Q}.
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Definição 2.1.8. Seja @ € 8t,, dizemos que 'r]@] é co/zverge/zre se a série

7'']@] = }.1 'r]plp]

é convergente para roda partição da urlidade (Poli da variedade V

Se szzpp'7' é compacto, a série sempre é convergente, pois só temos finitos comandos diferentes de zero.

Neste caso podemos definir 'r]@], para toda forma @ € 8V (não precisa ter suporte compacto).

Àro/anão. Usaremos a notação 'r]]] = XV 'r se 'r]]] é convergente. Lembrar que isto sempre acontece se o
suporte de 'f é compacto.

Proposição 23. As correntes de SLlporte compacto são os funcionais lineares contínuos em 8v, Ol{ seja.
8'v = (r c !D'vjslcppT é cotnpacto\.

Z)emorzsrrafão. Seja 'T : 8V --> R linear contínuo. Vejamos que a restrição 'r : í)y ---> Rn é linear, contínua

e de suporte compacto. Obviamente esta restrição ainda é linear, e é contínua porque as formas limitadas em

í)v são limitadas em 8V. Falta ver que o suporte de 'r é compacto. Suponha que surf'7' não é compacto.

Seja {0Àlã c í)v uma seqüência com a seguinte propriedade: para todo compacto K, existe /z c N tal que

/z Z /z implica que i PP @& r) X' = o. Como iupp'r não é compacto, segue que V/z c N, existe /z 2 n tal que
s ÍPP @/i n xllPP'r # O, ou seja, 'r]@á] # 0. Redefinimos {#/,}# multiplicando cada termo por uma constante

adequada para que I'rl#AJI > A, V/z c N. Mas pela definição de (@A}À sabemos que @A ---SiL-} 0, e como 'r

é contínua temos que 7"1@#] -=--::-) 0. Isto é um absurdo porque ]'r]#A]//zl > 1, V/z € N. Logo iupp'r é
compacto.

Reciprocamente, sda 'r : Z)v --) IR linear contínuo com suporte compacto. Como slipp'r é compacto,
'7'1@] é convergente, V@ c 8V. Então podemos estender a um funcional linear 'r : 8V --> IR. Provemos a

continuidade. Seja {@jlJ uma partição da unidade. Como o suporte de 'r é compacto, dada @ c 8v a soma

7'1@] = Ej r']W'j@] só tem finitos termos. Seja g um conjunto limitado em 8v, então para todo ./, {y'j@ : # € g}

é um conjunto limitado em !)v. Isto se deve a que, fixado ./, suppW'J@ está contido no compacto slzpp#'J,
para todo @ € g. Pela Proposição 2.1 o conjunto {1'7'[«'j@]]J#cB permanece ]imitado, para todo ./. Segue que
ll'fl@lll#cg permanece limitado. Portanto 'r é contínua em 8V. []

--+ a]

Exemplo 2. 1.5. Se y é uma variedade compacta orientável, ' define uma corrente de suporte compacto, pois

'y]#] = áv @ faz sentido para toda @ € 8V de grau n.



8 CÀPÍTUL02. NOÇÕESBÁSICAS

Definição 2.1.9. Se 'r c íyv e a c 8v, então o p/odilro exferíor de uma corrente por uma fomta é

r A a]é] = 'r]a A #] , @ € í)v (2.3)

Se 'r e cr são homogêneas de grau p e q respectivamente definimos a A'r = (-- 1)PÇ'rA cr. Assim, por causa da

decomposição em correntes homogêneas, podemos estender para o caso não homogêneo: aA'T = Ei,j a.fA'7i,

onde a = Ej aj e 7" = Ei'6.

Note que a definição faz sentido para qualquer forma cr € 8V, pois o produto a A @ tem suporte compacto,

qualquer que seja @ c !)v. Para o caso 'r c 8Í,, a fórmula (2.3) ainda é convergente para qualquer forma
gb c 8v. Se 'r = /3 € 8V, então uma conta mostra que 'r A a = P A a, i.e., as definições dos produtos exteriores

coincidem. Se ./ é uma função (;" então escrevemos 'r A .f : r/ ou /7", ou seja: 'r.f]çó] = .f'r]@] = 'r[/@],

para @ € !)v.

/Votação. Como 'r A @]]] = 'r]# A ]] = 'r]@ - ]] = 'rt@], escrevemos

rl#] = 'f A @]]] rõ.$
y

Observe que esta notação serve para genera]izar o caso 'r = cr € .Ck,l.c(\O, onde a]@] .Ê" "@

Se '7}. ...i, (íi < < í,) são 1;) co-'entes de grau zero deHnidas em Q, onde (x, Q) é carta de V, temos que

r= >' '7}t-.f, AdxÜ A...AdP' (2.4)

é uma corrente de grau p em Q. De fato 'r]@] = E 'n. ...fp Adyi A. . .Ad-Fp [@] = E '7}. ...i,[dy' A. . .Adxip A@] = 0

para toda @ c í)« de grau diferente de n -- p, pois 'n....j, tem grau 0. Note a semelhança com a expressão de
uma forma em coordenadas, só trocamos os coeficentes C" por correntes de grau 0.
De maneira recíproca, cada corrente de grau p em Q, pode ser representada por uma expressão do tipo (2.4),

onde '7i....i, são correntes de grau zero. Dada 'r de grau p, sejam '7;....Í, definidas por

<lPll<

'7;i-.i,[adP A A dx"] = õl.iiij3. .-j.., 7-1a dx'Í' A A dxJ'-']

onde a € (;"(Q) é de suporte compacto, e ó;.lllj;/..-j-- é o símbolo de Kronecker. que é definido da seguinte
maneira:
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(i) se íi < . . . < iP e ./i < . . . < jP temos ó''.i.Z' = 1 0

sefk =.h,t = 1,...,p
se ]k tal que ft # .jt

(ii) ó'r'.'.'.fJPP é antisimétrico em ft e ./k.

Com esta definição vemos que '71....i, são correntes de grau 0, e uma conta mostra que vale a igualdade (2.4).
Portanto, se escrevemos a corrente 'r de grau zz na carta (x, Q), obtemos 'r = no dxt A . . . A d;c", onde no é

uma corrente de grau zero. Então, em (x, Q) podemos identificar 'r com Zo, i.e. uma forma de grau /z com
uma forma de grau 0. Assim, toda distribuição (corrente de grau /z em V c IR") também é uma corrente de
grau O (em R').

No/anão. Escrevemos

Ti\...i.df' N A dx'p

para a equação (2.4), para pensar as correntes (localmente) como formas onde os coeficentes são distribuições

Agora vamos introduzir as noções de limitação e continuidade até ordem p. Para isso, lembremos que

8 = {#/@ é seção CP do vibrado /\ 7'y} e :Zyv são as formas de 8Pv de suporte compacto. Note que 8V ic
8\,, e !!)Ç'i c iZ)Pv' Também 8V = nosP<«8{ e í)v = nosP<'.:Íyv.

Definição 2.1.10 (Conjuntos limitados em 8{ e iZ)Pv.). Um conjunto 6 c 8Pv é /occz/mente /ímlfado afé andem

p e/?z [l/na vlzln/lança de { c y se vale a estimativa (2.2) da Definição 2.1.4, mas somente para lal g p. Se

além disso todos os suportes estão contidos em um compacto K, dizemos que B c í)Pv é /oca/me/zfe /ímífado
em umcz vízln/za/zçcz de l c y. Se estas propriedades valem Vu c y dizemos respectivamente que g é limitado

em 8{ e que B é limitado em :t/v'

Com esta definição podemos pensar em uma noção de continuidade nos espaços 8Pv e :Zyv

Definição 2.1.11 (Continuidade até ordem p.). Uma corrente 'r c íyv é con/üz/a afé arde/zz p, se o conjunto
117"1#ll : @ c g} é limitado para cada g c í)v que seja limitado em !í/v.

Na verdade se pode provar que se 'r c Z)Í, é contínua até ordem p, então é possível estender 'r para um único

operador linear contínuo em íyv (vda [4]).
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2.2 Bordo e diferencial de uma corrente

Definição 2.2.1. O bordo de uma corre/zfe 'r é a corrente a7" : !)v --> IR definida por

arl@] = 'r]d@] , V@ € 0v (2.5)

Para ver que a'r é efetivamente uma corrente basta notar que o operador diferencial d : Z)v --> í)v é

contínuo, pois leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Ou seja, se as derivadas de uma forma a
são limitadas, então as derivadas de da também o são (lembrar a definição de limitação). Seja {a/.}ó tal que

quando /z ---) m, temos aA --} 0. Por continuidade da/. --} 0, e como 'r é corrente, a7']crA] = 'r]dcró] --> O.
Isto mostra que a7" é corrente.

:Z? Se 'r tem suporte compacto, a definição 2.2.1 se aplica sem problemas para formas @ c 8V (pois d@ c 8y).

;:l; Em particu[ar, fica bem definido a7"11] = 'r]d 1] = 0. Note que o operador õ diminui a dimensão em um
g:" grau: se 'r é p-dimensionar temos a7"1#] = 'r]d#] = O, para toda @ € Z)V de grau diferente de p -- 1. Logo
e5 a9" é de dimensão p -- l.
FÕ Exe/?zp/o 2.2.1 (Teorema de Stokes). Notemos a similitude da fórmula (2.5) com o Teorema de Stokes. Seja

E;s y uma variedade orientável com bordo e consideremos a corrente '', definida no exemplo (2. 1 .4). Usando a

definição (2.2. 1), e identificando a corrente a'' com a variedade ay segue que

# : av]@] : v]d@]
'ay

d+ , + € 1)v
y

que não é outra coisa que o Teorema de Stokes

Antes de apresentar o diferencial de uma corrente precisamos de um novo operador.

Definição 2.2.2. Definimos o operador w como Wr = (--1)p'r para correntes homogêneas de gral{ p, e

estendemos por linearidade usando a decomposição em correntes homogêneas. Por dualidade, obtemos o
operador [inear w': w''r]@] = 'r]wÓ], onde definimos para formas: wa = (--]y"""cr. Também definimos

W/z+lW

Seja y uma variedade orientável

compacto, temos que áv d(a A @) :

Teorema de Stokes que Xv d(a A @)

Ív da A @ = -- jv wa A @, ou ainda

Se 7" é igual a uma forma cr com coeficentes em CI(IO e @ tem suporte

0. De fato, como '# tem suporte compacto, cr A @ também, segue do

.Év a A @ : O. Assim, como d(a A #) = da A @ + wa A d@, segue que

dal@] = --wa]d@] (2.6)
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Sabemos que --wd = dw, então wda]#] = dwcr]é] = (--1)Zw2a]d@] = cr]d@], onde usamos (2.6) com wa

em [ugar de a. Então a]d@] = wdcr]@], e pe]a definição a'7']@] = aaÍ#] = cr]d#], portanto ar]#5] = wda]@] =

wd'r]#], V# € Z)V, ou ainda a7' = wd7". Este caso particular, e o fato que w2 = 1 induz a seguinte:

Definição 2.2.3. Chamamos dele/e/zcfa/ de 'r à corrente d'r definida por

(fT = wà'r

Os operadores d e õ, tem a seguintes propriedades importantes

õaq' - dn't = b T e'llJ'v

As quais surgem da propriedade análoga do operador d para formas: a2'r]#] = aT]d@] = 'r]d2@] =
E como d2'r = d(wa7) = wa(wi?7), temos d2'r]@] = wa(wa'r)[@] = -w(wõ7')[d@] = -wZa7'1d@]

--'r]d2@] = O. Para formas, como conseqüência de d(a A /3) = dcr A /3 + wcr A P temos que t9(a A P)

âa A wP + cr A ÕP. Analogamente para correntes ó('r A P) = ar A wP + '7' A ÕP. Portanto, por dualidade

d(T b. Bh = dT N IS -+ wT h dj3 'r c Z);, /3 c 8v

Definição 2.2.4. Seja cr uma p-forma Ct, representada na cana (x, Q) por cr

então definimos a derivada pízrría/ ã na cana (x, Q) por

Eii<-.<fp aít-.fpdf A dfp

B: E !;F.,'"...«.''
ll<...<lP

Logo, se @ tem suporte compacto temos Xv áí(a A @) = O. Usando a definição podemos mostrar a regra de
derivação do produto de formas

ã7(a A @) : ã7 A # + 'r A ã}
portanto 0 = áv a" A@+Xv aA a# , ou ainda â [@] = --a liga, para @ c Z)v. Isto motiva a seguinte definição.

Definição 2.2.5. Seja 'r c g)v, definimos a deHvada parcial $- /za Garra (x, Q) como

ãl"l:-',131 ''"«
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E fácil ver que o operador g; é uma corrente: se #/, --+ 0 temos que g9 --> 0. Como 7- é contínua

gílPA] --+ o. Também, note que a dehnição (2.2.5) permite pensar em l$ para uma função a c .CLc(Q):
Q aberto de ]R', e que este conceito coincide com o de derivada.P'aca. Ainda vale que

g (rA g;A@--'rAgl$ , #'o«,'r'nv

E fazendo algumas contas sai que d'r = EZ:i aZ A g} para 'r € í);. Portanto, o operador diferencial d é
representado em (x, Q) por

d - ): a/ A ;: a.DEÍaJ:"

2.3 Imagem de uma corrente por uma aplicação

Sejam agora y e W duas variedades, não necessariamente da mesma dimensão. Consideremos a variedade

produto y x W, e escrevamos /z = dímV' e /}z = df/nW.

Definição 2.3.1. Seja p : y d W uma aplicação C" entre variedades. Se 'r é uma corrente com suporte
compacto em y, chamamos de ílnagem de 'apor/z à corrente /z'r definida em W por

P'r]@] = 'rb*@] , @ c Í)w

onde /z*@ é o pu//-bízck da forma @

Como 'r tem suporte compacto compacto e p*@ € 8V, 'r]p*@] sempre converge. Aliás /l7" satisfaz a

condição de continuidade imposta nas conentes: se {@ílí é um conjunto limitado, então h*#ili é um conjunto
limitado, e como 'r é corrente, {l'rlp*@ÍlllÍ é um conjunto limitado. Pela Proposição 2.1, p'r é uma corrente
bem definida. Se 'f não tem suporte compacto, pode acontecer que 'r]p*@] não seja convergente, pois o
suporte de p*@ não é necessariamente compacto mesmo que @ tenha suporte compacto. Mas, se /z é homeo-

morfismo (;"", p'# tem suporte compacto e #'r fica bem definida V7' c í)Í,. Se p é homeomorfismo C", vale

PP-i7" = 'r (2.8)
que

pois ;zp i'r]Ó] = 7'[(p i)'/z*@] = 'r]@]. Notemos que a operação imagem, é linear nas conentes, i.e

p('r + S) = p'r + /z.S. Temos também que a operação assim definida, comuta com o operador bordo

aFn' = Fm" (2.9)
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pois õP7'1@] = PT]d#] = 'rk*a#] = 'r]dH*@] = arLÉz*@] = pa7"1@], para toda @ c í)v. Apesar disso,

em geral, #z não comuta com o operador diferencial d, simplesmente porque dT' = wâ7", se 'r é homogênea

de grau p. Na verdade dp'r = wpwd'r = (--1)" "pd'r; se dínzy = dímW então dp'r = #d7". Agora, se
p : V' -.> W é um homeomorfismo C", temos:

»$ = (P-\)'+ , $e l),
F'@ = p-\+ , $ e l)w

(2.10)

(2.11)

De fato, pela identidade Xw(W'i)*0' = áv g' temos Xw(p'iy@ A cr = lwGz-i)*]@ A /z'cr] = áv @ A p'a, ou seja,
@-l)*#]cr] = @].p*a] = /zgb]a], que é a fórmula (2.10). A equação (2. 1 1) sai da anterior usando /z = p'i

Definição 2.3.2. Se p é um homeomorfismo C', a ímage/?! í/zversa (p l//-pack) da corre/zfe 'r é a comente
/z*'r definida como

F'T= F \T

Segue que #*a7" = õp*'7' pois p*a7'1#] = ar[(p-l)*@] = 'r]d(u'iy#]
@ c í)v. Também

p''r]#] = 'rb@]

7'1@-i)*d#] = õp''r]@], para toda

(2.12)

já que p*'r]@] 7"[(.p i)*@] rl#@], pela equação (2. 10)

2.4 Correntes duplas

Definição 2.4.1 (Formas duplas). Sejam a c /\l T'y e P € /\iT*W duas formas, definimos o produto
fenioría/ a OP como a aplicação multilinear que em (p, q) € y x W vale

(a 0/J)Q,d (vl vi,wi, . . . , w/) = ap(vi,. . ., vt) .Pç(wt, wl)

onde vi c 7;y e wj c 7; W. Note que a definição é comutativa, i.e., a OP = /i C) a. Fica definido o produto

/\t TPVO /\l T;W, que é um espaço vetorial com base {dxl A...A dxl$ ocÍ#e' A...Aapf : li < ... < it,Ji <

< .j/}. Portanto temos um vibrado Ax r* yO /v T*W na variedade produto V x W, e tomando a soma direta

para todos os graus temos A T* y O A T' W. Definimos o conjunto das/or»zas dup/as em y x W

õ(v x l;r) = Ir/7 é seção c' de /\ T'v c) A r*w''l
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E. aslormas duplas ent V x W de suporte contpacto

Í)(y x W) (7 c 8(y x W)/xlippl' é compacto }

Nas cartas (x, Q) de V' e (y, Q') de W, temos

7(X,y) = )J 7Íi-.f,.Í....Jq(X,y) d?' A
tl<'''<il
J\ <' ' '<Jt

r.. df- oay- r.. }, 7//(x, y)d/ o dy/ (2.13)

onde }'i.,...i,,Ji....,j,(x,y) c C'(Q x Q'). Como O é comutativo, podemos pensar as formas duplas em y x W,
como formas em y com coeficentes em TV, e/ou como fomlas em W com coeficentes em y. Por exemplo,
7(x,y) = E/cr/(x,y) O d/, onde a/(x,y) = E/7/J(x,y)dy é uma forma em W, para cada x € Q. Note a

diferença com o produto sensorial ® definido por (dx ® dy)p (v, w) = drp(v) . dyp(w), onde v, w € 7;y, ou seja
pertencem ao mesmo espaço vetorial. Lembrar que este produto é usado para definir o produto A e que este 6)
não é comutativa. Por outra parte, note que temos uma diferença importante entre os espaços 8yxlç, (formas

simples do produto) e 8(V x W) (formas duplas). No caso das formas duplas, a estrutura do espaço permite

'integrar"só em uma variável como veremos no próximo Teorema. Como as fomlas duplas dependem de duas

variáveis, podemos definir o operador dx : /\k 7'* V C) /\l 7'' VP' --> /\k+l T*y C) /v 7'*W como

d7(x, y) =
11<-..<11 z
.jt <-.<jl

E 1111:::1:u-Ç*JÜai b. ai' N r.. d#' o dy' n. . . . A. dy'

onde 7 tem a representação da equação (2.13). Analogamente se define dy. As definições de limitação e

convergência de formas duplas são análogas às de formas simples. Também definimos o proa fo exferíor de
/omzczs dzzp/as como a forma dupla obtida fazendo o produto exterior das formas correspondentes (ou seja,

multiplicamos exteriormente as componentes de y com as de V' e as de H'' com as de W).

Definição 2.4.2 (Corrente dupla). Um operador -C : g)(y x W) --> R linear contínuo é chamado de corre/zfe

d11p/a. Notamos as correntes duplas com í.y(t/ x W).

Definição 2.4.3. A corrente dup]a -C é /zomogê/zea, de grau p em x e de grau g em y, se /[7] = O, para toda 7

forma dupla, homogênea que não seja de grau /z -- p em x, e que não seja de grau m -- g em y.
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Se (.l, Q) e (y, Q') são cartas em 1/ x W, então cada corrente dupla pode ser representada em Q x Q' por

Z :J Zf-,-.fi,.f-,-.,j,dy'A
zl<'''<zl

}\ <' '' <Jt

N dg' Odv)' N . . r.dy'

onde os coeficentes .Cí,,...,Ü,j-,-.,j, são correntes duplas de grau zero em x e em y.

Àro/anão. Se .C € íy(V x W) escrevemos Z(ir,y), onde x c y, y c W denotam as variáveis das variedades

Como antes, podemos definir suporte de uma corrente dupla, e provar que as correntes de suporte compacto
são, na verdade, o espaço 8'(y x WO.

Definição 2.4.4. O :uporfe de lma corre/z/e dup/a .C é definido por xzzpp.C = 1/\.4, onde .4 é o maior aberto

tal que Z = 0, ou equiva]entemente iupp .C = nfr'/] Q aberto, Q c F e 'r # 0 em Q}.

Definição 2.4.5. Definimos as correlzfes dap/as de iupo e co/npacro

8'(V' x Çy) (,C c íy(\'' x }tO/ suRF.C é compactos

Definição 2.4.6. Se .C c íy(\'' x W) e a c 8(y x W) definimos o prodzzro exferíor de uma corrente dupla por
uma forma dupla

.CA a]7] = ,C]cr A7] , 7 c Z)(yx }y)

Definição 2.4.7. Seja ,C uma corrente dupla homogênea de grau p em x, definimos as operações w,, w; e v71

como w;.C = (--1)P.C, w,.C = (--1)(''P)-C e Wl;.C = (--1)P("i).C, lembrando que n = dímy. Os operadores

para y são análogos. Dada uma corrente dupla .C, definimos os operadores ax e dl como ax.C['y] = ,C]d;l'] e
d.C = w,ó,.C, onde 7 c Z)(y x W). Os operadores dp e dy são análogos.

Agora, vejamos como "integrar"uma forma dupla só em uma variável. Seja 7(.r,y) € Z)(yx W) uma forma
dupla, e suponha que 7(x,y) é representada em (x, Q), (y, Q') pela expressão:

7(x,y) )l. a/(x, y) o dy'/

onde os coeficentes a.r(x,y) = E/7/.r(x,y)d/ são formas em y, para cada y c Q'. Pela definição de forma

dupla, as funções 7/.r são C". Se ri = 'r(x) é uma corrente simples em y, então existe uma forma simples
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bem definida em W, que é representada ein (y, Q') por

}= r. [a/(", y)] dy' (2.14)

isto é uma forma em W porque a função r,[cr.r(x, .)] : Q' --) ]R é C'. De fato, para cada x c Q as funções

cr.r(x, ') : Q' c W --, í)y são C' na variáve] y, e va]e que Z$rx]cr/(-l,y)] : 'r',[:$a.r(x,y)]- Denotamos a
forma da equação (2.14) por

rX A }'(X, y) C Z)W

Assim, se induz uma transformação linear r, : í)(V x l,ÇO --+ Z)n, dada por

X
rx[7(x, y)] =

't,[7] r,tE «,ap'./ rx[a/]dy'
/

E Pp c g)w , )' c Í.)(y x Vr) (2.15)

Teorema 2.1. Se rx c Z)y, rx ípzduz Iflna aplicação /f/tear co/zfülía 'C, : í)(V x W) --} í)}V, de$/lida pe/a

equação (2. 15). Tambént tetttos

4.rx]7] = dy#y (2. 16)

Finalmente, se 'y permanece etn utn conjunto limitado de l)ÇV x W), então f3V permanece em um conjuttto
Lintitado de EÍ)w,

Z)e/?zonsrração. Para provar a continuidade, seja {7 } tal que '& -----.) 0 em !)(y x W). Pela equação (2.15)

os coeficentes de r.[7A] são da forma r.[aó,.r(x,y)] = E/ r.['yá,/.r(x, y)d/] e como r. : í)v --} ]R é contínua,

7',[crA.J(x, y)] -==) 0 em í)}v. Logo 't, : í)(yx+y) --' í)w é contínua. Note que 't,[% (x,y)] ; Ztr.[7(x, y)]
pois, pe]a definição rx]7] = r,[E.r crJ C) úry] = EJ rx]cr/]dy/. Assim, o operador r, : Z)(V x W) ---> Z)W

comuta com cada derivada parcial em yt, e usamos a equação (2.7) para obter a equação (2. 16). Falta a última

afirmação. Seja ' em um conjunto limitado de í)(y x W) então supp7 c K x K', para K e K' compactos.
Logo supp#y c K'. Se }' é limitada, dy7 é limitada. Como rx é uma corrente em y, por (2.16) temos que
arv#r pemtanece limitada, e assim Py também. []

Z '-o oo

Corolário 2.1. Se rx = 'r(x) e .Sr = S(y) xão corre/zfes em y e em W, resperívame/zre, seg e gele .C deÚnfda

.C[)'(x,y)] = Sy]rX]7(X,y)]], 7 € Z)(y X W)(2.17)

é uma corrente dupla ertt V x W.
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Definição 2.4.8. Se r, e SP são correntes em V e W respetivamente, então a corrente dupla .C definida por

(2. 17) é chamada prodzzfo /e/zsorla/ de rx e SF' Notaremos

.Z]7] = SP Orx [7] , 7 C Í)(y X W)

A prova do seguinte Teorema não é difíci], pode ser achada no ]ivro do de Rham [4]

Teorema 2.2. O produto sensorial de duas correntes é comutativa.

Àrofação. Por causa do Teorema 2.2 podemos escrever

't,0Sv]7(x,y)] = 1 1 r.0Sy A7(x,y)

e comutar as integrais como no Teorema de Fubini.

X y
(2.18)

2.5 Fórmulas de homotopia

Para obter as fórmulas de homotopia, precisamos definir antes alguns operadores. Seja y uma forma
simples em y x }y. Se (x, Q) e (y, Q') são cartas em y e W respetivamente, então

V )J yii...fpli"'jçd-PiA
ll<'''<lP
J\ <' ''<Jq

b. aí- h ay* N ».dy'' (2.19)

Associamos a i} uma forma dupla y definida por

y: ).J yh-.i,Ji....f,dy'A
ll<'''<zP

J\ <' -<Jq

b. d#p ç) dy' (2.20)

Definição 2.5.1. Isto define uma aplicação .ç#* : í)yxw --) g)(y x }r) que leva formas simples em formas

duplas,dada por
.!y'*]?] = y , V C Í)Vxlt,

onde t e y são como nas equações (2. 1 9) e (2.20)

A ideia deste operador é levar as formas simples do produto yx W em formas duplas. Assim, por exemplo,

podemos "integrar"na direção x, agindo com uma corrente r,, e logo "integrar"em y, agindo com Sr. Isto é
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possível pelo Teorema 2. 1. Observe que a ordem dos fatores }'' x W na definição de #* é fundamental. Se

trocamos a ordem, a componente de #*?, de grau p em x e grau q em y, deve ser multiplicada por (--1)PÇ
Vamos introduzir um operador # : íy(y x W) -+ í)ÇxW. Seja .C c Zy(y x W), definimos a corrente simples

#Z c í)Í,xlt, por dualidade:
.@'.C]?] = ,C]#*?] , ? c Dyxlt'

Se n = dínzV, temos para i}

.d'.!y'*? = (--1)Ç("-P)i} (2.21)

quando ? tem grau p em x e g em y. Assim .d* tem inversa a esglferda .d'*-l : í)(V x l,y) --> Z)yxW dada por

.a''*-l]v] = (--1)ç('-p)#]v] y c Z)(y x W) (2.22)

onde y é homogénea e pensamos a forma dupla v como corrente dupla para calcular .d']v]. Para formas

não homogêneas estendemos por linearidade. E por dualidade, o operador # tem ílzversa a díreífa .!g'-i

g)Í,xW --> Zy(y x Wr) dada por .!d''i.C]v] = .C[.d'*-iv], onde .C € í);xlt, é uma corrente simp]es do produto.
Da equação (2.21) segue para V homogênea

.a''*V = (--1)Ç("-P).d'-it (2.23)

Pela definição de #* e pela regra da derivação do produto deduzimos .!#'*d (dx + wxdy) .ç/* e por dualidade

a# = .d' (Õ, + w;Õ,) (2.24)

Agora, se ç'' : y x W --) W é a projeção f'(x,y) = y e se /3P = /i(y) é uma forma em W, temos que a forma
dupla .d'7)+Py c í)(y x }lO é um produto tensorial de duas formas simples

d''P* PV = \* 0 l3V (2.25)

onde ]l, é a função 1, corrente de grau 0 em y. Se /iP tem grau k, p'#y tem grau k. Logo P/iP(vi, . . . , vP'

n'i,..., n'q) # O se e somente se p = Oeg = k, ou seja f'*P,(wi,..., wq) = 1,-Py(n'l,..., wq), ou ainda PPy =

]l, A /3r, logo .d'*f'*PX = .d'*(lx APy) que é (2.25). Seja 'f € gyvxly uma corrente simples do produto, tal que
surf 'r n f'-i(X.) é compacto, para todo X' compacto tal que K c }r. Então a imagem por P' da corrente 'r é
uma corrente em W dada por

$'rWy] = .d'-i'r111. 0Py] , Py € Í)w
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pois g)7"1Py] = 'r[7:"/3r] = .íd''.!ã"-i'r[7»/3y] = .!y i'r[.d'*g)''Pr] = .d'- I'r]]]x 0/3r], onde usamos a equação

(2.25)

/Viração. Escrevemos para 'r c íyvxW:

.d' l7-'(x, y) = 1, [#'i7-(x, y)]
X

(2.26)

Para a fomla Py € í)it, temos, da equação (2.25)

f''P, 't1.0Prl (2.27)

Vamos introduzir os operadores ./' e /'. Para isso, sejam /l : Z --) y e /2 : Z -+ W funções C', temos

a função ./' : Z --} y x W dada por .f = (/1,/2). Queremos definir uma operação ./+ : í)(y x W) ---> í)z. Se

y € Z)(y x }r) definimos

j* v = f'' d*-' v

A forma /'v é chamada de image z í/zversa de y por .f. Lembremos que na definição de #* a ordem dos
favores em y x W é importante, portanto também e importante para definir /'. Queremos também, uma

operação ./' : Zyz --) íy(y x W). Seja 'r uma corrente em Z tal que sllpp'r n .f-iK é compacto, para todo

compacto K c Z. Definimos o operador .f : í); --} Zy(y x W) como

/;7''t,]

Em particular se surf 'r é compacto ou se ./' é própria, /T fica bem definida

Estamos em condições de deduzir as fórmulas de homotopia. Consideremos a variedade y e o produto

IR x V. Para ro c IR definimos a aplicação Clo : y --) IR x y como

Clo(x) = (/o, x) c ]R x y

Denotando por OI' : Q'o(r) a corrente de dimensão zero em IR que é igual a ó de Dirac no ponto r = to. Se
cr € !)(R x \O é de grau zero em r:

d;a = QI']a(r, x)]

pois (:i,a = ci,#*-la = ci,(E crí.-.í,(r,x)d/' A . . . A dPp) = Eaí...í,(ro,x)d/' A . . . .N aP- = Qlo]cr(r,x)].

Se a c í)(IR x y) é de grau l em /, temos Cia = 0 pois Cíodr = 0. De fato, Cicr = Ci)(dr O aO)
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ci,.q*-i(df c) cro) : CL(aí A ao) = cia/ A ci)ao = O. Portanto se r. € í)Í, temos a seguinte corrente dupla
emRxy:

é..rx = OI' 0 r. (2.28)

pois C/orx]a] = rx]C''a] = r,[(qo]cr]] = f, O (Z']a] = (2]' O '7';Ía], ]embrando que o produto tensoria] é co

mutativo. Seja .rl = -r(r) a função característica de [0, 1]. A corrente .r, é simp]esmente a cadeia de dimensão

l formada pelo intervalo orientado [0, 1]. Com isso temos J',[a(r, x)] = .É' a(f,x) dr, fogo a,.r,[a(r, x)]
.rrtdra(f, x)] = lo' dra(r, .r) = cr(l, x) - a(0, x) = Q; [a] -- QÍ)[a], ou sda

a..r, : o; - d' (2.29)

Consideremos o produto tensorial /r C)rx, obtemos que (af + W;õ,)(.rr O r.)[a] = af(.rr O r.)[a] + W;a,(.rf O
7",)[a] = .rr O rx]dfa] -- (J'f O rx)[da] = rx[.rf]dfaJ] -- .rf]rx]da]] = raia,.rr]a]] -- .rf]a,'F,[al] = (ar.rr O
rx .r, C) axrx)[a], e usando 2.29 obtemos

(af + w;a.) (J'r 0 r,) 01 Q'r* - (]l 0'r. 1. 0 âxr*

Assim peia equação (2.28)

cfr:-cdr: (af + W;a,) (.rr 0 r.) + .rr 0 a,rX (2.30)

Usando (2.30) temos r.[(:ia]-- 'r,[(:;a] = r.[.rr(dr+ wd)a]+ rx]J'/da], para toda r. c íyy, e com isso
chegamos a

(:ia -- (:8a = /r[(dr + wrd)a] + J'f]da] (2.31)

Seja # : ]R x V --, W uma função (;", escrevemos p(r, x) = y. Então pr = p o C, : V --> W e p(r, x) = pr(x). Se

rx c 8Í,, o suporte de r, é compacto e fica bem definida a corrente simples .d'Cloro c !)Rxy' Para @ c í)yxW
temos que .d'Cforx]#] = Cfo'7;1#*@] = r,tCL#'@t = r,[Cln.d'*'l#*@] = rx]Ci#] = Cío ra]@], ou ainda

#Cior; = Cí. rx, que é uma corrente simples em R x y. Logo usando (2.30) e aplicando p.çy:

Faça. -+ w'lõà (.l1 0 Tà -t p3z/(.ll ç) íírà

e pelas fórmulas (2.24) e (2.9) obtemos

F\T: - Pnr: aPd(it or,à + Pd(.]. o i)Tx]
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Definindo um operador .A,{ : Z)Í, --+ í);, como

J\Nn. = FdÇlt Q Txà (2.32)

temos que

n\T. »ün: = ÕJWF. + )At)T, (2.33)

(2.34)

Também, definimos JH* : í)tv --} í)v

7H*@ = J',[M'P*@]

Então ./H' é o operador dual de ./H, ou seja

Mr.[@] : r,[.M*@]

pois ra[.M*@] = rx]J'f]#*/z*@]] = rx O /r]#'#'] = #.ç/('t. C) /r)[@] = .Mrx]@], pe]a equação (2.32). Com

isto,e a equação (2.33),segue que

/zT# - /z;@ = Â *d# + d,&'t*@ (2.35)

Pela equação (2.34), se @(x) = @, é C' segue que .M*@; é C'. Vejamos: os coeficentes de p*#, são C' em
(f, x), logo a forma dupla .d'#*@, tem coeficentes C' e é integrada em r pela corrente .r.. Então para derivar
os coeficentes de 7H*@l só temos que derivar sob o sinal de integração em r. Ou sela derivamos os coeficentes

de .!y*p'@x, que são C', e logo integramos em r.

Definição 2.5.2. A função Pr : y -+ W, r c / ç; ]R, é chamada de /zo/?zo/arfa se pf contínua em f. Dizemos
que a /zo»ioropia é C" se p : / x V --} W dada por p(f, x) = Pr(x) é C'

Definição 2.5.3. Os operadores .M e M* definidos em (2.32) e (2.34) são chamados oi operadores associados

comi a /zomoropfa p,. E as fómlulas (2.33) e (2.35) são chamadas/õrmiíZas de /zozzzofopía.

O operador .A4 aumenta a dimensão em um, enquanto que .A{' diminui o grau em um. De fato, se # tem

grau p a forma .M'@ = .rr[.d"/z'@] tem grau p - ], pois p'é tem grau p e /l integra os termos de grau ] em

f e elimina os de grau 0 em r. Por outra parte, se r, tem dimensão p e @ é de grau diferente de p + 1, então

grau p'# :# p + l e grau .r,[.d''p'#] # p, ou sda .M'r;]@] = #d(.rr C) rx)[@] = rx[.rr[.d''p*é1] = 0. Logo

./Wrx tem dimensão p + 1 . Agora queremos provar que .À'l'r é C', se 'r é C', para isso precisamos do seguinte
resultado.
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Proposição 2.4. Sepíz/a c-ada r c [0, 1], a ap/ícação /zr é i/}z /zo/zzeo/?zozfs/}zo, va/e qlze

JH = .M*w (2.36)

onde M e M: são os operadores associados cota ci holnotopia inversa Ft \ , Q $ t $ '1, e pensatttos M. conto
operador sobre formas.

Demonsrraçãa. Definimos uma função 2 : ]R x y --> R x W como ,4(r, x) = (r,pr(x». Se /zr é homeomorõsmo

para todo r, então 2 tambén é homeomorfismo. Escrevemos P para as duas projeções Rx y --) y e ]RxW --} W,

i.e., P(r,x) = x e P(r,y) = y. Com isso p = P' o 2 e para a homotopia inversa /i = P o 2'i. Pela definição,

M'r = P2#(.rf Orx) ou usando (2.26): M'r = .f.d' l,4# (.rr Cyr,). E usando (2.27) na equação ,M*#, =

.r,[#*p*@,] = .r,[.d'' *P*@,] temos que 7H*@, = .r,[.d'*a'.a'*-i [.rrO@l]] ou seja .M'@, = .f .d'*,i*.#*-i [.r,O
@;], pois ,rr comuta com .d'*.i*.d'' 1. Fazendo as mesmas contas com ji = P o 2't e levando em conta que

,4*-i = ,4 segue que ,A,{*@, = .f#*,i.a''*-l[.r, C) @x]. De (2.23) temos !#*? = (--1)Ç(i-P).d'-i? se # 1? é de

grau p em r e g em x. Como a integral das formas de grau 0 em r é nula, só ficam os termos com p = 1 ou seja,

podemos trocar .#* por d 1 . Mas .rrC)@x é de grau O em f, então pela equação (2.22) também podemos trocar

.d'*-i por .d'w, (pois é #*'i]v] = (--1)Ç(i-P)#]v] = (--1)Ç#]v]). Assim Jçt'@, = .f.d'-l,i.d'w,[.rr o #,] e
usando wx#x em lugar de éx temos .A{'@ir - .f .!ã'' l,i.Í#]-rr O #,] = .Al#, [.]

Corolário 2.2. Se pr é Ãonzeo/?zolPs/?zo para /odo r c [0, 1], elzfãa ./H'r é C' se 7' é C'

Z)em07zsfração. Pela Proposição 2.4 sabemos que JH'r = ,/H*Wf. Mas sabemos que o fato de 'r ser C'
implica que 7H*Wr é C'. []

Se 2 : R x y --} IR x W dada por 2(r, x) (r, prx) é difeomorfismo, definimos (lembrar que # R x y --> W)

X;(r,y) : 2''' %F (2.37)

Então, para o campo X(r, y) (X l(r, y), X"(f, y» definimos também o pnoduro l/zferlor de .X por # como

l.r @(f, y) X'(f,y) @íí..-f,..(y)dy" A Ady IP l

ll<...<lP-l l

onde @(y) = E@í.-.l,(y)dy'i A A dy'p € í)}y. Portanto, quando pr é homeomorfismo para todo r € [0, 1],
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temos para # € í)}v:

p+i (.ix @Ü dt ç: !Dv (2.38)

Provemos esta fórmula. Usando a equação (2.34) para @ = E @l.-.i,(/yt A . . . A dy'p c g)}V temos

p*@(r,x) : :.l @í.-.l,@(r,x»d(yf' op) A . . . A d(yí' op) -
il<...<lP

)I'' #'- ...,oo, *» l)i. eç::-@o, *)a./ -. !ç!;l:@o, *)l A ao': .© A . . . A a6''' .©it<...<fp \.k ''' '' J

:. )l. #i.f--.j,.. (p(r, x»l?ÉeZ2(r, x)df A a(p ' p.) A
/l<...</P-l l

" l .. .êl... 1; ''*''', ,'"',- -..,.. "''*»1 ''''' ' «', " . . . « '"-'-\../l<...<./P-l \' í

A d(y/p'' o /zr) + o(r, x) =

o Pr) 1 + o(r, x) =

dr A p;(fx@) + o(r, x)

onde o(r, x) é uma forma em R x y de grau 0 em r, e usamos que p;(íx#)(.1) : #;(E EÍXí(f,y)#íf..-Í,..(y)
dy'' A . . . A dy''-' ) - E EiX'(/, p/(x»#íi....i,.. (Hr(x» p;(dy'' A . . . ». dyp-- ) e também Xí(r,#.(x» = X'(2(r, x» =

,i'.Y'(/, x). Ou seja p*@(f, x) = dr A p;(fx@) + o(f, x), logo .d'p*@(r, x) = dr O /z;(ix@) + ó(r, x), onde ã(f, x) é

uma forma dupla de grau 0 em r. Então JH*@ = .rr]df C) P;(l.r#)] que é a fómlula (2.38).

Obsewação 2.5. 1. Como ,i*.P p'P temos pela definição de Xi

g$-Z = 2'x'(r,y', y") = X'(r, 2*y
l

) ,,i'y")

n

ou mais simplesmente

$ : .v'«, ,', /) , Í: 1,2,
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Capítulo 3

Regularização

Vamos provar a existência de operadores de regularização para as correntes, ou seja, operadores R. tais

que Rc'r é C" e tais que Rc'r converge a 'r na topologia fraca de í);. Começamos trabalhando em R" para
depois generalizar.

3.1 Regularização em IR'

Seja y c IR" e seja xy a traslação ix(x) = x + y. Consideremos os operadores Sr e .S; associados com
a homotopia iíy (0 $ r $ 1). Usando a definição 2.5.3 obtemos Sy7" = pd(.rí O '7) e q# = .rrt.d''P*@]

onde p(r,x) : se,(x) Seja jo(y) uma função (;" tal que jo 2: O, izzppjo c B(0, 1) e .Ê. áo(y)dy = 1, onde
d)l = dyi A ... A d/. Dado € > O, definimos /E0') = 1/e"áo(y/c), então /6 2 0, iupp/c c B(0,c)

.k. /a(y) dy = l
Definição 3.1.1. Com isto deânimos

R;@(x) s;@(x) o /r(y)dy)
@ € Z)K-

e também

.n;@(x) .S;#(x) o /e(y)dy
y

, @ € í)R"

Note que 7?; : í)R" --> Z)R' e .7t; : í.)R' --} Z)K- são lineares. Vejamos a forma explícita dos operadores

Se @(x) = E Óí.-.l,(x) d?' A . . . A aP', temos que

s;#(Jr) : }.l éí.-.l.(x + p)aJ' A
ll<...<lP

,\ dx'' (3.1)

25
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e usando o Teorema 2. 1 obtemos

R;@(x) H Bll<-.'(IP
#i-...j,(x + y)/E(y)dy l aP' A . . . A aP' (3.2)

Como se.(x) = ry + x = p(r, x), pela fórmula (2.37) temos que .Xi = y', onde y = (yl, . . . ,y"). Logo o produto

interior é l.r @(x) : Ei. .:.-.:l, . Eiy'#-f- -.l,.. (x) dx'' A . . . A d-Fp-' . Pela equação (2.38) com /Zr(X) = sly(x) temos

S;@(x) - .É' s;(iX#)(x) dr, ou seja

s;@(«) : E - IZ .[ /@''.-..,.(.- -- ®a.] a,'' " . . . « a.J'--
(3.3)

Por tanto, temos

«;«'*, : l(1' ';';*",'*,',) . '.,«

.n;@(,) .:. 11= f' [' y'@ií--i,..(x+ O)/c(y)dr'íy]dP' A . . . ,\ d,?,-'
Íl<...<ÍP-l \' Í '.r ' ' /

Vejamos agora, a]gumas observações úteis para provar a existência de regu]adores en ]R'

Observação 3.1 .1. Das equações (3.2) e (3.4) vemos que se # é de grau p, temos que s;@ é de grau p e .S;# é
de grau p -- l.

Obsen'anão 3.1.2. As expresões (3.1) e (3.3) e o Teorema do Valor Médio mostram que se @ permanece em

um conjunto limitado até ordem g, então s;@ e .S;@ também permanecem limitadas até ordem q, sempre que lpl
seja limitado. Logo 7?;@ e .g;@ ficam em um conjunto limitado até ordem q, independentemente do parâmetro
8 > O, sempre que este seja limitado.

Oósewação 3.1.3. Os suportes de 7?;l@ e .q;# estão contidos em c-vizinhanças do suporte de @. Seja Uc =
{x c ]Rn/]y € iupp @ : lx--yl < 8}, i.e., Z./c é uma e-vizinhança de szzpp #. E seja W aberto tal que IVn Uc = o.
Logo stzpp@ n Wr = o, onde W. é uma c-vizinhança de W. Pela equação (3.2), R;@(x) = 0 se x c W, pois
quando y € surf.f c Z?(O, e), x + y € W., i.e., .l + y g SElpp @.

(3.4)

Definição 3.1.2. Se 'r é corrente, definimos os operadores R. e .71. como

R,r]@] : r]R;@] a.'r]@] = 'r]a;@] (3.5)
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Privemos que «.7" e a,'7' são correntes. Se @ pemlanece em um conjunto limitado até ordem q, pela

Observação 3.1.2, g?:l@ permanece limitado até ordem q. Se isto acontece para todo q, como 'r é corrente,
ll'rtg?;@tl} é limitado, portanto Rc'r é corrente. Analogamente .71c'r é corrente. Note que este raciocínio

também prova que se 'r é contínuo até ordem q, Rc'r e .Hc'r são contínuas até ordem g. Agora estamos em
condições de provara seguinte

Proposição 3.1. Para zzma /c ifméfríca com respefro à origem (l.e. /a(y) = /c(--y) para rodo y c IR"), os

operadores 'R.c e g\. definidos nas fór7nutas (3.5). possuem as seguintes propriedades

(i) Se't é uma corrente hotnogênea p-dimensionar em W' , 'RET e J\Kr são correntes hotnogêneas p e p-t \

dimensiottais respectivatttente, as quais satis$azent

RES -- T = õg\ET -t :A..ijl' (3.6)

(ii} Os suportes de 'R.;T e :AEr estão contidos em ultla c-vizinhança do suporte de 'J'.

(iii) RET é C"

(iv) Se'T' é C', então =AET é C'. Aliás'R, R;..g.

(v) Se + permanece em utn conjunto limitado até ordem q e se 8 > Q permanece limitado. então'R.@ e :A.@

permanecem em ltt?t conluttto limitado até ordem q.

Íví) Se c --} 0, R.'f]@] --+ 7"1@] e .n.'r]@] --> 0 ni Õormemenfe, V@ c g, onde g c í)v é lm conÜu/zro

limitado deformam. Se T é cotttíntla até ordem q, a convergência é uniforme em cada coÜunto B c IDv

de formas limitadas até ordem q + \.

Z)emorzsfrafão. Provemos (i). Da Observação 3. 1. 1 segue que se 'r é homogênea de dimensão p, R;'7' e .n.'r
são homogêneas de dimensões p e p + l respetivamente. Para a homotopia se, (0 $ / $ 1) a fórmula de homo-

topia (2.35) fica sy@ -- @ = dS;# + .S;dx@ (onde interpretamos s;@ e .S;# como formas duplas). Agora apli-

camos a corrente /a(y)dy na equação anterior, pelo Teorema 2. 1 obtemos /aO,)dy]s;çb - @] = /c(y)dy]d.qé] +

/e(P)ay[.s;4@] ou seja l s;#(x)o/r(y)dy -- l 'P(x) o/a(y)d} : l d;.S;@(x)o/a(y)dy + l S;d@(x)o/a(y)dy :

d, .Ê -S;#(x) O /r(y)dy + l .S;d@(x) O /E(y)dy, i.e., 9?Zl#(x) -- @(x) ; dxa:l#(x) + d#(x), ou ainda

R+E+ - + = d:n;;+ + :7q;d+
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Por dualidade segue que (R;'r '7')[@] = 'r]R=@ -- @] = 'rija;@] + 'r[.7t;]a@] = .a.a7"1@] + a.q.'7'1@], ou
seja, a fórmula (3.6).

Provemos (ii). Seja WE uma c-vizinhança de surf 'r. Pe]a definição de suporte temos que ]R'\xlípp'r = U{À

aberto/7?c'r = 0 em À}. Seja A aberto tal que A n },yE = o, vejamos que R.7" = 0 em Á. Seja @ € g)R«
tal que sllpp @ c .4, então pela Observação 3.1.3, sllppR;@ c Ác, onde Ac é uma c-vizinhança de Á. Como
Á n W. = a temos A. n supp 'r = a, logo sapp7?:]@ n supp 'r = a. Portanto, 'r]7?c@] = O, i.e., Rc'r]@] = 0.

Segue que supp R.'7' c W.. Analogamente izzpp .7t.'r c W,.

Provemos (iii). Primeiro vejamos que R.'r é (;' se 'r é corrente de grau 0. Neste caso como 9?;@ tem o
mesmo grau que #, «.'r é de grau 0, i.e., age nas formas de grau /z. Seja #(x)dx uma /z-forma em R", ou seja,

Ó(x) c C'(R"). Temos R:](@(x)dx) : dr]f?;@(x)], pois R;(@(x)dx) : l s;(#(x)dx)OÁ(y)dy : .[ @(x +y)dxo
.ÊO,)ap - /r(y)dy]dx]@(x+y)]] = dx 1 .[ #(x + y)/e(y)dy ] = dx]R:]@(x)] onde usamos a comutatividade do pro-

duto tensorial de correntes, ou seja, das integrais. Denotando 'f = r. por claridade segue que 7?.rx]#(x)dx] =

't,[R11(@(")dx)] : 'r.[dxlR;@(x)]] : 't,d-- 1 .[ P(x + y)/e(y)dy ]= 't,d-* ]] @(y)/e(y - x)dy] = rxd.:]@(y)dyMc(y
x)]] = ('r;dir O #(y)dy)ME(y -- x)] = (@(y)dy O r.dx)[/r(y -- x)] = @(y)dy]g(y)] onde g(y) = radx[.Ê(y -- X)].

Então 7?.rx]#(x)dx] = @6')(4[g0)] = g(y)[@(y)dy] = g(x)[#(x)dx], ]ogo

R.rx = g(x) = 'rydy]áE(x - y)]

que é uma corrente C' pelo Teorema 2.1. No caso em que 'r tem grau positivo, usamos que s;(dP A @)
dx' A s;Ó, e assim

7?;('r A dx') = 7?.'r .A d-f (3.7)

Agora escrevemos 'r e R;'r usando a descripção da equação (2.4). Então 'r = E7'Íi..i,d?' A . . . A dPp

e Rc'r = E Si....i,dfi A . . . A d/p, onde 'n....l, e .Sf....f, são correntes de grau 0. Logo, usando sucessivas

vezes (3.7), obtemos R;'r = ER.('n.-.f,aP' A . . . A dJ') = ER.('a.--l,aP' A . . . ,\ a-J'-') A aP' =
E Rc'7Ü.-f,dyi A . . . A dyp, ou sqa RT'7}....iP S'--'ip' Segue, pelo caso de grau 0, que SÍ. ...f, são correntes
C". Logo R.7" é C" pois seus coeficentes o são.

Provemos (iv). Vejamos que, quando 'r é uma forma a, R.a e .7t.a podem ser representadas por expressões

análogas as de K:l@ e .7t:l@, mais explicitamente:

9?,a(x) = 1 s,a(.1)o/E(y)dy

.n,a(x) = 1 .S,a(x)o/c(y)dy

y

y

(3.8)

(3.9)
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Para 7?. temos a seguinte conta: R.a(x)[@(x)] = a(x)[R;l@(x)] = a(x)[/r(y)dyls;@(x)]] = (cr(x) o /r(y)dy)
[s;#(x)] : áE(y)dy]a(x)[s;#(x)]] : ./;(y)dy]sx'z(x)[@(x)]] ; (/c(y)dy o spa(x»[@(x)] = .[ 1 /E(y)dy o sya(x) A

#(x) onde usamos a notação da equação (2.18), ou seja

7?.a(.r)[@(x)] /E(y)dy o s,a(x) A @(x)

Mas Rra(x)[@(x)] : .[ R.cr(x) A @(x), ]ogo 9?.cr(.r) : .[ /a6')dyosya(x), a qual é (3.8) pois o produto tensoria]

é comutativa. Analogamente se prova (3.9). Provámos que podemos definir g?. e .q. tais que 7?. = R; e

.q. = .g:lw. Como escolhemos a /c na definição 3.1.1 tal que /r(y) = /E(--y), e como '$ya = (s;l)'cr = s:J,cr

(pela equação (2. 10», segue que R;@(x) ; .Ç s;@(x) o /.(y)dy : l lly#(x) o/r(--y)dy : l syÓ(x) o /c(y)dy :

R.@(x). Analogamente como .SPa = S!,wa (pelo Teorema 2.4), segue que .g:lw@(x) = a.@(x). Com isso
provámos que as propriedades válidas para .gt; e R; também valem para .nc e Rc. Com isto obtemos que se

'7'x = a é C' então .gErIr = .gccr = .71;wa é C'

Provemos (v). Pela observação 3.1.2, R;@ e .q;@ permanecem em um conjunto limitado até ordem q, se @
permanece em um conjunto limitado até ordem q, o que prova (v) pois 7?c = R; e .n. = .g;w.

Provemos (vi). Usando o Teorema do Valor Médio temos que se @ permanece em um conjunto limitado até

ordem q + l então s;+'d e :iiÍ também permanecem em um conjunto limitado até ordem q. De fato, se lal = q

Idg(coeficente de :;i;l:. +)l = 1 '@i ..l,(x + y)I' af#i ..f,(x)l < Jwlpl $ M

pois as derivadas de õg#Ü.-i, são de ordem q + 1. Analogamente

laS(coeficente de :l:Í)i É }= lõ: .[ Píü...i,(.r + D')drl g }.] .] lõ:#ii. ..í,(x + rp)lar $
l

Mdt = nM

Logo as formas 8;e=g e =Zle ficam limitadas até ordem q se @ permanece em um conjunto limitado até ordem
g + 1, independentemente do valor de c, sempre que este seja positivo e limitado. Assim, se 'r é contínua

até ordem q, os valores correspondentes 1 -----=--1 e 1---;--1 também permanecem limitados independente-

mente do valor de c. Ou seja R.'rt@] -----> 'r]@] e .g.'f]@] -----} 0 uniformemente em cada conjunto B c !)v

de formas limitadas até ordem q + 1. Quando 'r é uma corrente, fazemos o mesmo raciocínio Vg € N e

obtemos que f?;'r]@] -----} 'r]@] e .g.'r]@] ----) 0 uniformemente em cada B c í)v de formas limitadas. []

e'-+ E-+

€-+ 8-9
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Corolário 3.1. Ua/e/n as iegzfí/zfes exp/?ssões

R,ar - aKJ
R:dT - (]Rzg

(3.10)

(3.11)

Z)emo/zsfração. De (i) da Proposição 3.1 segue que g?.a'r a7' = .71.aa7'+õ.g.a7" = a.a.a'7', onde usamos o

fato que d2'r = 0. Por outra parte l?R6'r--a'r = a(.g6õ7"+õ.nF'7) = õ.g.a7'+aa.qr - a.qca't, onde usamos

a equação (3.6). Segue (3.10). Agora, como R.'r tem a mesma dimensão que 'r, obtemos 7?cd'r = g?.wa7" =
wR.ar = waR.'r = dR.'r, que é (3.1 1). []

CotoAár\o 3.2. Se T é C' (r Z \) e tem suporte cotnpacto então 'RET converge para T no espaço das formas

Cr-t de W', i.e., T = $ € :11yK, implica que 'R.KT -'::i2 T. Em particular. se 'r = + € g)R , temos que

KJ ==L T.

r l

c--)

Z)e/no/l. oração. Na prova de (v) da Prnpnsiçãn 1. 1 , escolhemos g?. tal que 7?; R;.Assim

R.'r - 'r = R:l@ - @ = 1 s;@(x) - #(x) 0 /c(y)dy

Pelo Teorema do Valor Médio, dado xO c R" e uma vizinhança compacta Ko de xo, temos para lcrl = r -- l

y

1-?g ( coeficente de R:l@(x) @(x))IÉ l.##í. ...i,(x + y)y «çóf- ...í,(x)l 0 1/E(y)ldy $

M lpl./;(p)ay K M l c/r6,)dy $ Mc
B(0,8)JB(o,8)

para todo .r c Ko, pois 'r = @ é C' no compacto. Como Ã/ só depende de Ko e xO é arbitrário segue que

Rc'r -3--> 'r. Se fazemos este análise para todo r € N obtemos que g?6'r ;:li} 'r quando 'r = + € í)R-.[]

Antes de generalizar para uma variedade qualquer, precisamos de outra proposição. Para isso introduzimos

um homeomorüsmo /z : R' ---) ]B'. Seja /(r) uma função C" de r, .f : (O, l) --) IR definida por /(r) = r se

r c(O,1/3),/(r) : exp l será(2/3,1)etalque/'(r) > 0,Vrc(O,l). ServariadeOaté l,.f(r)vaide
0 até o.. Como /' > 0, existe r(p) a função inversa de p = ./(r). Então definimos /z(f) = r(p) iâ onde p = Ifl.
Assim /z : R" --) B" é um homeomorbsmo C'. Se sy é a translação sx(x) = x + y, definimos sp : R' --) R"
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como
Í /z o i. o /z-l(x) se x € ]B"

s,(x)= «1 ' ' ' (3.12)l x se x elB"

Privemos que sp é um homeomorfismo C". Nos pontos interiores a ]B" e R"\lB" é claro. Vejamos que acontece

em õ[B". Como sO, é subgrupo a um parâmetro, sO, é subgrupo a um parâmetro: se x « ]B" é obvio; se -r € ]B",

S(f+«)y(X) = /ZOJ(f+«)},o/Z-l(X) = /ZOIOoJ«,o/Z-l (X) = /ZOIQo/Z-l o/ZOJ«,o/Z-l(X) = Su(/ZOS«yo/Z-l(X» = SryoS«y(X),

então S(r+H)y : sQ ' Si,y Logo sQ é gerado pelo campo X ' gflí:o, i.e., X(x) = --Z--l/:o. Calculemos

ãl,:o/zo sO, o/z-l(x) sexo B"
0 se x elB"

Pela regra da cadeia, glr=oA o io o/z- l (x) = i$1í=o/z(s(ry, /z'i (x») = Z)/zl,(o,á-i(,» ' ãi(/y, #' l (x»Ir:o
ousela

1)/zl#-i(x) 'y,

f Z)/zl#-l(x)'y sex€1Bn
1 0 se x glB"

Mas (Z)/zlã-i(»)ÍJ : ÕÀ' (A'i(x», onde /z(f) : (#i(f), . . . , #"(Í». Como hi(é') : -7-fl e usando p

e :$} = 1f7lHlap obtemos que

(3.13)

g'"-'',', r x'x'
''J.7H ''' ?.7;M rf(r) .Ó.í(x) (3.14)

onde definimos ./;J(x) para simplificar a notação. Para provar que X(x) é C" em R", basta provar que .ÃJ

é C' na fronteira de ]B". Mas em g#(x) só aparecem termos do tipo l , l , .É'(d e -f"(r) os quais vão
para zero quando r --> 1 (isto é conseqüência de que a exponencial domina aos polin6mios). Um raciocínio

similar mostra que as derivadas de qualquer ordem tem o mesmo comportamento. Portanto X é C~ em

IR', e assim sQ : IR" -.+ R" é C", pelo Teorema de diferenciabilidade das soluções de equações diferenciais

ordinárias respeito às condições iniciaisi . Escrevemos Sy e Sr para os operadores associados com a homotopía

se. (O $ r $ 1), ou sda Sr@(x) = .É' s;(í.r#)dr onde X é o campo da equação (3.13), isto é conseqüência da
equação (2.38) com Pr(.x) = se(x). Definimos os seguintes operadores

R;@(x) s;#(.r) o /r(y)dy
y

e A;@(x) S;@(x) o /r(y)d]
y

(3.15)

tVer [1], por exemp]o
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e pordualidade

R.r]@] : rIR;@] e A.'r]#] = 'rtA:)@l (3.16)

Note que se @ permanece em um conjunto limitado até ordem q, s;Ó e S,@ pemianecem limitadas até ordem
g. A forma s;@ é limitada pois sp@ permanece limitada até ordem g e /z é um difeomorfismo. A forma S;@

é limitada porque S,@(x) = lo' se,(l,(@)dr. Logo, as equações (3.15) dizem que R;)@ e A;@ permanecem em
um conjunto limitado até ordem q. Portanto se 7' é corrente, as equações (3. 16) dizem que R.'r e A.'r são

correntes. E se 'r e contínua até ordem q, Rc'r e AT'r também são contínuas até ordem q.

Proposição 3.2. Os operadores R. e A.. de.finitos nas equações (3.16) tem as propriedades (i), (iv), (v) e (vi)

da Proposição 3. 1 e tntttbém as seguintes

(ii' ) O suporte de R.ET está contido no conjunto E(T,Eà que é o coÜunto varrido quando o suporte de 'T'

está so$'ando a ação das transformações b com \y\ < e. O suporte de À.Er está contido no coÜunto
E('T, e) n ]B"

(ífí') R;'r é C" em ]B", R;'r = 'r /zo como/emenro de ]B". Se 'r é C' (0 $ r $ '»), er l rr/na vfzírzãa/zça de [l/pz

ponto de $'ottteira de 'Bn , RIT' também é Cr em finta vizinhança deste porão.

Z)e/no/zsrração. Antes de começar a prova, note que se @ permanece em um conjunto limitado até ordem q

as equações (3. 15) dizem que R;)@ e A;@ permanece em um conjunto limitado até ordem q. Portanto, se 'r é
corrente, R.'r e A.'r são correntes. E se 'f é contínua até ordem q, R.'r e A.'r também são contínuas até
ordem q.

Provámos (i). A prova é análoga à Proposição 3.1, notando que se @ é de grau p, s;@ e Sy@ são de graus p e
p + l respetivamente. A fórmula (3.6) é deduzida da homotopia da mesma forma que antes.

A prova de (vi) também é análoga à da Proposição 3. 1. Vemos que se @ permanece em um conjunto limitado

até ordem q + l e se jyl > 0 permanece limitado então as formas $Éi! e 1lg pemlanecem em um conjunto

limitado até ordem q. Logo, isto também é certo para as formas B;Í=g e #g, sempre que 8 seja limitado, o
que prova(vi).

Provemos (v). Novamente, é possível provar que R.@(.1) = 1 syP(x) C)/E(y)dy e A.@(x) : l SJ,@(.r) o./;(y)dy.
Escolhendo /E tal que /r(y) = /a(--y) temos de novo R. = R; e A. = A;w. Assim, o que vale para R;@ e A;@,

vale também para R.# e A.#.
Provemos (iv). Se 'r = @ é C', então Ac'r = A.@ = A:jw@ = .[ S;wé(.r) C) /c(y)dy, que é uma forma C' em

Privemos (ii'). Seja r' = {A/A = sr(xzzpp@), lpl < c} o conjunto varrido pelas transformações sy agindo em

R"
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supp@, quando ]y] < e. Pelas definições, os suportes de R;@ e A;@ estão contidos em F'. Então Rc'r]@]

A.'r]@] = 0 se o suporte de 'r não interseta E('r, c). Isto é conseqüência de

supp'r n F = o en sttpp+ n EÇT,Eb 0

Logo os suportes de R.'r e A.'r estão contidos em E('r, e). Aliás, se surf @ está contido em IR"\lB", como a

homotopia sQ se reduz à identidade fora de ]B" temos S;@ = 0. Segue que A;@ = 0 e Ac'r]@] = O, então A.'r
é zero em ]R'\]B'. E portanto slípp A.7' está contido em E('r, e) n ]B"

Privemos (iii'). Vejamos que R.'r é C" em IB'. Usando a equação (2.8) obtemos R.'r]@] = 'rIR;#] =
h b'i 'rIR;@] = A'i'7'[/z*R;@]. Mais em ]B" va]e que A*R;@ = R;/z*@, onde R. é o operador da Proposição 3. 1.

Esta igualdade vale, porque /z*R;@(x) : /z*]l s;@(x)C)Â(y)dy] = 1 /z's;#(x)OÁ(y)dy = 1 /z*(A'i)*s;/z'#(x)o
/a6,)ap = .[ sp/z'é(x) o /a6')ap = R./z*#(x). Logo R.'r]@] = h-i7"1R;/z'@] = /z R. h'i'r]@], ou ainda, R.'r =
b f?. /z'if', mas sabemos que Rs/z-l7-' é C", e a imagem por A de uma forma C" é uma forma C". Portanto

R.'r é C' em IB". Como sr(x) = x quando x c IB', obtemos que R;@ = @ quando silpp# está contido em
IR"\IB". Logo R.7" = 'rem R"\lB". Se 'r é C' (com 0 É r $ m) em uma vizinhança de .XO € alB', então R.'r é
C' em uma vizinhança U de xo. De fato, é possível encontrar / c (;' tal que ./' = 1 em W (vizinhança de .ro

contida em U) e SElpp ./' c U. Logo 'r = .f7' + (1 -- /yr, onde ./:7" é uma corrente C' em ]R" (quando ./' # O, 'r

é C'), e (l --/yr é uma corrente que é zero em W. Logo, em W vale que R.'r = R. /'r+R. (1 --./)r = R. /'r

é C', pois R. /'r é C' em W (lembrar que R. = R; implica que se .S é C', R..S é C'). Isto prova (iii'). o

Ob:ewação 3.1 .4. Podemos dizer, por (iii'), que R. regulariza correntes em IB" e nunca as desregulariza. Isto
será muito importante para a prova em variedades arbitrárias.

Corolário 3.3. De novo remos as equações

aR.'r= R;ar dR.'r= R.d'r

Z)e/zzonsrração. Saem de R.'r 'r aA.'r + A.a7', igual que no Corolário 3. 1 D

@ C í)R-Corolário 3.4. Nóvame/zre, se '7'
# c ÍXR' (r 2: 1) erz/ão R6'r -:i:l; '7'. Em parrícu/a6 1e '7'

ezz/ão R.'r -111-+ 7-.
r--»0

Z)emons/ração. Como Rc = R; podemos fazer uma conta aná]oga à do Coro]ário 3.2, lembrando que /z é
homeomorfismo C". []
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3.2 Regularização em variedades

Antes de provar o Teorema de existência de regularizadores em uma variedade, precisamos de uns opera-

dor-es auxi]iares. Seja {(.xi, }yi)}l um at]as da variedade y, enumeráve] e ]oca]mente finito, ta] que ]B" c xi(}Vi).

Seja t/í = xil(B") e ./t € C"(V) com as propriedades: y = uiUí, .# = 1 em F'i, para algum fechado Fi com
UÍ c F'Í c Wi, e iupp./} c Wi. Logo ./}'r é uma corrente com suporte contido em Wi' (domínio de uma carta).
Portanto existe a imagem pelo homeomorfismo xi que é C", i.e., xí./}'r é uma corrente em xí(l,K) c IR". Como

xf./t7" é zero fora de iupp xi./}'r c xi(Wf) estendemos a corrente para IR" como

.Ê'r l;''' em xÍ(Wf) (aberto)

em ]R"\supp xí./;7" (aberto)

Agora aplicamos o operador Re; da Proposição 3.2 e temos Rc,xi./}'r que é uma corrente em Rn que depende

de cí > O, o qual é escolhido para que sllpp R.;xi./}'r c cí-vizinhança de izzpp xí./t'r c xi(Wi). A imagem por

xii é também uma corrente em Wi com

s pp xi l Rr,.xi./}'r c sÍ-vizinhança de surf./}'r c Wz (3.17)

Então podemos estender para toda a variedade, pondo zero fora do suporte de xjiR.,.ri./}'r. Finalmente
definimos

7?..'r = xii R..xi./}'r + ( l -- ./}yr (3. 1 8)

Note que 'r = ./}'r + (l -- ./;yr, ou seja, estamos agindo só na parte que tem suporte contido no domínio da
carta (-rl, Ui). Analogamente definimos

%.3' = 4~ h..:xifg' (3.19)

onde pela Proposição 3.2 temos

SUPPXi \ hciXiflr C Xi\ SUPPhCiXifíT' C Xi\ (.E(.xifÍT, CÕ n Rn ) C E(jçr, 8à n Ui (3.20)

Os operadores assim definidos tem as mesmas propriedades da Proposição 3.2, onde ci faz o papel de c e Ui

faz de ]B". Então, provemos as propriedades para Rri'r e a..'r
Prova de (i). Se 'r é homogênea de dimensão p, .Ê'r também é homogênea de dimensão p. Vejamos que xi.Ê'r

também é homogênea p-dimensional. Sda @ de grau p, então xí.Ê'rÍÓ] = ./}'r[.r;@] = 0 pois xi@ também é
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de grau p. Pela Proposição 3.2, Ra;xi./}'r é homogénea de dimensão p. E assim xÍIRc,xi./}'r também é
p-dimensional. Logo Rc,'r é de dimensão p. Analogamente .gl..'r é p-dimensional. Provámos a fórmula

(3.6Ü. Y.m Ui \erros'RcT-- T = xi\ R,.hfir fiT = Xi\Re:XifÍ}' Xi\liilF = Xi\(JR.c.Xiflr -- xifiIT"') =

4\ (aÀ.,:xif.r -t À..:axifíJ' ) = ae\ À...xifír -t q\ A..:xiajir = õa.J" + q\ À...xifiaT = aa..p' .t a.:m- ,
onde usamos sucessivamente a equação (2.8), a Proposição 3.2, a equação (2.9) e que ./} = 1 em Uf (como
xí(C/i) clB" e iupp A.,xí./t'r c IB" n E(xi./}'r, ci) temos A.,xía./}'r = A..xi./;(97'). Fora de Ui, provaremos em
(iii') que 7?.,'r = '7' e .71., é zero, portanto provámos a equação (3.6).

Prova de (ii'). Provámos que o suporte de R;.'r está contido no conjunto E('r,&í). Seja U uma vizinhança

aberta de iupp'r tal que U c E('r, 8i) e vejamos que stzppK.,7"' c C/. Como R..'r = x, IRc;xí./}'r + (l --
./}yr temos slíppR..'r c surf(xjiR..xí./}7') U izzpp(l -- ./}yr. Mas iupp(xjiR..xí./}7') c w. n u, pois
szzppxÍ iR..xÍ./}'r c ci-vizinhança de stípp./}'r c (cÍ-vizinhança de iupp./}) n szzPP'r c wi n u, onde

usamos (3.17). Então iupp7?..'r c t/. Analogamente, privemos que o suporte de .71..'r' está contido no
conjunto E('r,cí) n Uí. Por (3.20) temos supp.q;;'r c E(./}'r,cí) n t/i c C/ n t/i, se escolhemos ci > 0
suficentemente pequeno (lembrar que szzpp .Ê'r c wí n u c t/).

Prova de (iii'). Mostremos que 7?..'r é C' em Ui e 7?..T = 'r em y\Ui. Em UI, onde ./} = 1, temos

Rr,'r = h tR;.xi./}r, mas R...U./}7' é (;', logo como xii# = xf@ (equação (2.1 1» temos que R.,'r é C"

em Ui. Em y\Ui temos que R.,7" = xjiR.,xi./}'r + (l -- ./}yr = xÍi(R.,xi.#'r -- xi.Ê'r) + 'r = 'r onde

usamos que fora de Ui vale que xf l(Rc,xf./}9'' -- .xi./i'7') = O (pois fora de xi([/Í) = Bn va]e R..xi./t'r = xi./}T).

Seja O $ r $ m, privemos que se xO c ÕUi e 'r é C' em Wa (vizinhança de xO), então R.,'f é Cr em
alguma vizinhança de xo. Diminuindo se necessário, podemos conseguir que W. c Fi (lembrar que ./} = l
em Fi). Então ./}'r é C' em W.., segue que xÍ./}'r é C' em xÍ(Wxo) que é vizinhança de xl(.rO) c aIB". Pela

Proposição 3.2, R.,xi./}7" é Cr em uma vizinhança de xf(.rO), contida em xi(WA). Logo .IÍiR.,xí./}'r é C' em
uma vizinhança de xo contida em W... c F'f. Como 7?..'r = xí iR..xi./}'r em Fi, temos que g?.,'T é C' em uma
vizinhança de xO.

Prova de (iv). Se 'r é C', .Ê7' é C'. Logo .ri./}'f é C' (usamos a equação (2.10», e pela Proposição 3.2,

A;.xí./;'r é C'. Segue que .g.,'r = xí iA.,xí./}'r é C', onde usamos de novo a equação (2. 10).

Prova de (v). Como R.;@ = i, iR..xf./}@ + (1 -- ./})@ obtemos que se d permanece em um conjunto limitado

até ordem g, R.; permanece em um conjunto limitado até ordem q. Isto, pela Proposição 3.2 e porque xi é um

homeomorfismo C". Da mesma forma .7t..@ = xí tA.,xf./}çó permanece em um conjunto limitado até ordem q.

Prova de (vi). Quando cí --> O, R..7'1çó] = xjiR..xí.Õ'T]#] -- (] -- .Êyr]@] --} 'r]@] pois R..xf.Ê'r]@] --}

xi.Ê'r]@], i.e., ijIR.,xl.Ê7- --} xi lxf.#'rÍ@] = .Ó'r]çb], e a convergência é uniforme em cada conjunto de
formas limitadas. Analogamente obtemos .7tc.'7't@] --} 0 uniformemente. Se 'r é contínua até ordem q, a

convergência é uniforme em cada conjunto de formas limitadas até ordem q + 1, pois a mesma coisa vale para
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R.. e A;;
Podemos enunciar agora o Teorema principal deste trabalho

Teorema 3.1. Ern r//?a variedade y pode/nos cozzsrrlrfr operado/es R,t e .q,l, o/zde ] = {ci, c2 . . .) dele/zde

dos parâmetros el, el, . . ., os quais sãojinitos ou itl$nitos. de acordo com que V seja contpacta ou ttão, e que
tem as seguintes propriedades

(a) Se T é uma corrente homogénea de dimensão p, 'RÀr e :AÀT são respetivamente correntes holnogêneas

de dünensões p e p t \ e que satisfazem

RÀT- 'r = õ3\xT + :Ã;\aT (3.21)

(b) Os suportes de 'RÀr e :AÀ:r estão cotttidos em qualquer vizinhança do suporte de T. sempre que os
parâmetros ci sejam sttbcentemente pequenos.

(cJ R,i7"éC"

(d) Se T é Cr, =AÀr é C'

(e) Se + permanece etn llm conjunto limitado até ordetn q e se cada ei permanece litnitado, então 'R+ e =A+

permanece em Llm conjunto litnitado até ordem q.

(D Se cada parálnerlo ci fe/zde para zero, R,i'r]@] --) 'r]@] e .q2'rL@] H 0 zln áormeme/zre, Vé c g, onde

B c g)v é um conjunto limitado de fonnas. Se T é contínua até ordetn q, a con»urgência é uniforme em

cada conjunto B c lí)v de formas lintitadas até ordem q + \.

Z)emons/ração. Usamos os operadores das equações (3.1 8) e (3.19) para definir

#P-p.,.«.....K" .g(á) ; Rc. R6: 7?«.. -71"

Seja K c y um compacto qualquer, como {t/À} é localmente finita, UÀ n K = o para /z suficentemente grande.

Logo g?n restrito a K é a identidade para /z grande, pois 9?;à'r = 'r fora de U#. E .7t.. restrito a K é nulo para

/z grande, pois .7t..'r tem suporte contido em t/A. Portanto os operadores

R, : ,IU,R"'
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ficam bem definidos. De fato, dado K compacto, sabemos que existe /ZO € N tal que se /z 2 /ZO, Rc.IK = /d e
'71c.IK = 0,logo

9?a'r]çó] : Kgo7"1úl
/z

.ga'f]#] : )l: .n5)9'-t#t
f:l

(3.22)

(3.23)

para qualquer /z 2: /zO, e assim Ra'f e .ga'r são correntes bem definidas.

Provemos (a). Se 'r é corrente homogênea de dimensão p, segue das propriedades das R.,'s e das .g.,'s que
g?2'r e .aa'T são homogêneas de dimensões p e p + l respectivamente. Também

<'r- «'*»r - a3q'r-* Wm (3.24)

pois temos as seguintes igualdades Rg)7"-RA 'i)-r : 9?c 9?6: . . . Re#..(Rcõ'r--'r) = Rc. R., . . . Rcõ.. (õ.7tcb'r+
.71c.l?7') = ÕRc. . . . Reã...g..'r + Rc. . . . Rcõ...g..a7- : õ.7t(A)7- + .g(A)õ7- onde usamos que aR..'7' = R..a7'
(equação (3.10». Agora comamos as equações (3.24) e obtemos gRr)'r 7- = EI, l a.nlf)7" + .qÇ)ar
õ(E/' l .nlÍ).7-) + E/' l .nS)a7". E tomando limite fica

]im Rg)'r - 9" ,lgl«',-l.11«v'«'\l:l / í:l

que é a fórmula (3.21).

Provámos (b). Sqa U uma vizinhança do suporte de 'r. Como Ra ) = «. R.2 ' . . Rc. podemos achar cl , . . . , eA

tais que szzppRS')7- c t/. De fato, usando (ii') para R.h temos que szzppR..7" c E('r,CA). Usando esta
inclusão e (ii') para R«-., temos slfpp7?....R6.'r c E(R;.'r,CA-t) c E('r,eá + eã-l). E assim obtemos

szzppR..R.a ' . .R.'r c E('r,cã + . . . + ci), ou seja suppRy07" c t/ se 81 + .. . + cA é suficentemente

pequeno. Logo szlpp g?2'r c t/, pela equação (3.22). Também a?) = g?. . . . Reõ....g6., ou sqa surf .gr)7" c
nLJsupp R.,'r n surf.g..7' c u n (t/ n uA) c t/ n UA. Assim uL:Íxupp.q9)7- c u;' l t/ n [/í c t/, ]ogo
por (3.23) temos que surf.g,i'f c U.

Privemos (c).Vejamos que R,i'r é C" em uma vizinhança de um ponto arbitrário. Soam .[ c y e K uma
vizinhança compacta de x. Como {t/i} é localmente finito, existe /zo c N tal que t/# íl K = o se /z 2: #o, i.e.,

K c Ui:i l Ui. Como já vimos, se surf # c K, R,t'r]#] = R,i)'r]#], V/z à #o. Portanto se U é aberto tal que
x € U c K temos que RA'r = RY'o)7-' : R . . .RcAo'r em U c ulliUi. Como R.. regulariza em t/i e não

desregulariza nunca, segue que f?2'r é C~ em U. Concluímos que R2'r é C" em y.
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Privemos (d). Seja 'r uma corrente C'. A prova é similar a (d) notando que .qa'r]@] = E/'oi l .g,)'r]#]
quando iupp @ c K. Logo al'r é C' em t,r c K c u2i l Ui.

Privemos (e). Vejamos que 7?,t@ é limitado até ordem q se @ permanece em um conjunto limitado até ordem q.
Sejas este conjunto. Sejam € V, pela dehnição 2.1.10, existe K compacto com p € K c U(onde Ué domínio

de uma carta), tal que as derivadas até ordem q dos coeíicentes de @ estão uniformemente limitadas em K.

Mas, para este compacto sabemos que existe /zo tal que R,i@ = R9)@ para /z 2 /zo. Ou seja RJ@ = 9?c. . . . Rc.@

e como os R.;'s tem a propriedade (v) temos que Raé permanece em um conjunto limitado até ordem g em

p c V. Como p € }' é arbitrário, concluímos que vale (e).
Provemos (f). Pelas equações (3.22) e (3.23) temos, para qualquer # c g)v:

7?J'r]@] 'r]@]
á:l

Kg'- n)7-'1@] .q,i'f]#] .ng)'rt@t

Como 8 c Z)y é um conjunto limitado, existe K compacto tal que supp @ c K, V@ € B. Sabemos então, que

existe /zo € N tal que V/z à /zO e V@ c 8 vale que

Kgo7"1#] = 'r]é] .ny»7-t@l = o

Segue que (Kg) «, 'i))7"1@] = R;.R.2 R. . (g?«'r -- 'n]@] 0 se /z 2: /zo e @ c g. Logo

7?a'r]@] -- 'r]@]
/z

(Í)

.1 K(Í-nyrL@] .q2'r]@] 7'-1@]

/z

í:l f:l

as quais valem V/z 2 ;z0 e V# € g. Mostremos que os tempos gerais destas somas tendem para zero uni-

fomlemente, V@ c g, quando 6í --) O. Para isso: (RS) -- R,'i))7-1@] = R.. ...R;,..(Re.'r '7')[@] =
(Re.'r -- .7)[Ra'i)*@], onde Klf't)*@ : «* . . . R6.#. Se @ permanece em um conjunto ]imitado até ordem

q + 1, R,'i)*é permanece limitada até ordem q + 1. Como 9?i tem a propriedade (vi) temos, quando €1 --) O,

(g?a) -- R(i-l)yr]@] --} 0 unifomlemente, V# c 6, VÍ É A. Analogamente .n5)'rt@t = .71€.-fira-t)*@] --) O
uniformemente, V@ € B, Vi $ #, quando cí --) 0. Portanto Ra7"t@] --> 'r]@] e .ga7"1@] --> 0 uniformemente,
V# € g. Note que se 'r é contínua até ordem q, só precisamos da limitação até ordem g + 1. o

Vejamos algumas conseqüências deste Teorema

Definição 3.2.1 (Regularizadores). Cada operador 7?2 com as propriedades do Teorema 3.1 será chamado de
regtllarizador.
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Definição 3.2.2. Os operadores 7?] e .qa do Teorema 3.1 tem traspostas dehnidas por

x; : ,IU,R«'*

Corolário 3.5. Exísfe/?z regiílarlzadores país q le g? Kl; . a, : .g;w

Z)emo/zsfração. Sejam g?J e .g,i os operadores do Teorema 3.1 . Dehna

R,=9LR2 '-, : ; (á, -- a,R,.' -- R,..ã,*« -- á,*«) (3.25)

nUsando que R4" = R2 obtemos que g?J = g?; e também .711 = .q;w.

Corolário 3.6. 7?,iar = aRÂ'r e dg?,t'r = Rad'r.

Z)enzo/zsrraçãa. Análoga ao Corolário 3.1 n

Corolário 3.7. Se 'r = @ € Z)Ç (r à ÍJ, e/zfão R2'r -..) 'r e/lz 8Ç'i, qifando cada €1 --) 0. E/?z parríczl/a7; :e

T e @ e :l)v então'RÀr ---+ 'r em 8V.

Z)e/no/zsrração. Usaremos os regularizadores do Corolário 3.5. Então, queremos provar que 7?;@ -=!? é, se
@ c í)v. Pela definição de convergência de formas, sabemos que basta provar localmente, i.e., fixado xo c y:

queremos ver que existe Ko vizinhança compacta de xo tal que valem as estimativas da equação (2.1). Mas,

em uma vizinhança compacta, vale a equação (3.22), ou seja, só precisamos iterar finitas vezes para obter

R2'r (que é igual a 7?;@). Da definição 3.2.2, vemos que também temos finitos termos na expressão de 7?;,

i.e., R;@ = Ra )'# : R' . . .Rc: g?;.@, e para cada R;.@ podemos fazer a conta usando o Teorema do Valor
Médio (veja a prova dos Corolários 3.2 e 3.4). Com isso obtemos as estimativas desejadas em X.o. Isto para
todo xo € y. []

Corolário 3.8. Ua/e g {e R,i'r - 'r wdl\xF -- w:AxdT.

Demonstração. dg\l3' -- :AxdT = wa:AXT-- 3\Anil'r = ua:AxT'- «u3\xiyT = wqa:J\.xT +S\xNT') = uçRÕ" --

D
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Capítulo 4

Regularizadores nos espaços /li(v) e 'wli,ç(v).

Neste capítulo, I'' será uma variedade Riemanniana, e diremos que @ é uma/orrna de gra z k em y se

# c 'Cf,l..(IO (ver exemplo 2.1.1 para a definição de -Cf.Z..(V». A métrica Riemanniana induz uma métrica

no vibrado At r'y das formas de grau kt . Con isso obtemos uma nomla em cada fibra At 7:y, e esta norma
é denotada por lvl,, onde x c y e v € /\k T'y.

Definição 4.0.3 (Espaços /li(lO e 'Wt,ç(\O). Seja p(x)dx o elemento de volume induzido pela métrica de y
Definimos para l $ p < oo:

/}(}'') : {@/@ c .Cf.,..(1'') ' /., 1#(*)IÇP(")a" < "}
e para p = oo:

.CE,(V) = {@/@ c .Cf.l..(V) e esi sup l@(x)l, < w}
XCV'

Também introduzimos os espaços

'W},Ç(y) = {@/# € zli(V) e d@ c ,Câ' '(y»

Se consideramos estes espaços com as seguintes normas l@lP = {Xv l@(x)IÇp(.1)dx} l/p , l@l. = esi sup«Vl@(x)l,
e l@lP.ç = l#lP + Idçólç respectivamente, eles são espaços de Banach.

Queremos provar que existem parâmetros €1J > 0 e regularizadores 9qiD e .7ki) (associados com 8ÍI , ei2 . . .)
satisfazendo as seguintes propriedades:

apara uma prova de isto ver [9]

41
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cÍj ----o 0 para cada ./ fixo.1 ---} oo

' g\l)a c -cli(IO e a(OaZp'l(}r), se a € ,Zli(iO, l $ p $ oo.

e 7?(Í)a ''> a em .C}(\O quando ] --} oo, se a c -Z}(}z) e ] g p < oa

e Se @ c 'tyi,ç(\O, l $ p < 'n, l $ q < m, então 7?(i)@ € '1yp,ç(\O e R(1)@ '') @ em 'Wli,ç(\O quando
Z ---> oo

e Se @ € '1yli,p(}0 então .q(0@ € '%''P.P (\O

4.1 Em um aberto de ]R"

Consideremos o caso em que y é aberto de Rn, lembrando que y é variedade Riemanniana, mas y tem

uma métrica que em geral é diferente da métrica usual de R". A menos de uma homotetia, podemos supor que
IB/' c y. Agora, se @ é uma forma de grau k em y, podemos identificar os espaços cotangentes de y com Rlz
e pensar que @ é uma função localmente integrável com valores em /\&(R"). Então, a métrica Riemanniana
< ', ' >, e a métrica usua] < ., . > induzem as normas 1 . 1, e 1 . 1 em At(]R") para cada ponto x c y. Pela

continuidade das métricas, temos uma isometria W, : (/\t(IR"), < ., - >,) -+ (/\t(R'), < ., . >) que é contínua

em relação a .r. Segue que lvl, = IW,vl, Vv € At(R'), e com esta notação fica

ilpli, iw.p(*)i'p(«)a,l

Mostremos algumas propriedades adicionais do grupo de transfomlações se. definido na equação (3.1 2). Na

verdade, vamos pensar na aplicação s : R" x V --) y definida por s(y, x) = sr(x), então

(1) Para cada y c R', sr y --) y é C', e é a identidade fora de IB" (Isto já foi provado)

(2) s : R' x y --> }' é C'. Vejamos: para cada vetar da base canónica, ei € R", temos que a função
/31 : ]R x y -.-> y definida porPf(r,l) = s(rei,x) é o fluxo gerado pelo campo da equação (3.13). Pelo
Teorema de diferenciabilidade das soluções respeito aos parâmetros, temos que Pi é (;", pois X é C"
Como í é arbitrário, s é C'

Usaremos os operadores R. e A. da Proposição 3.2, associados ao parâmetro 8 > O, e mostraremos que

Rc e Ac transformam .Cli(tO em .Ct(IO e /p'i(IO respectivamente. Para isto lembremos as definições dos
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oper'd'res duais: R;@(x): l s;@(x) O T.(y) e A:j#(x) ; .[v l.[' si(ix@)(x)arl O r.(y)
.Y é dado pela equação (3.13). Será necessário o seguinte resultado:

onde T,(y) f.bÕd) e

Lema 4.1. Paz-a cadalonzza @ e/?i V, pa/a cada r c / [0, 1 ] e cada x c y va/e/ l as seg íínfes esfí/ tafí as

IS;@(X)l, g C(y) l@(SP(X»is,(,)

IS;(IX#)(X)ll $ À/6P) l@(Sfy(X»is.,(x)

(4.1)

(4.2)

onde CO) --} ] e M(y) --) 0 quando y --} 0, e onde X é dado pata equação (3.]3)

Z)e/?zonsfração. Denotemos por Zy,x : /\t(R") --+ /\t(R") o operador /y,, = (dsylx)' induzido por dsyl, : R" ---)

IR'. Segue que s;P(x) = ZX,.@(sP(x», pois s;@(x)(vi , . . . , vp) = @(sp(x»(dspl, vi , . . . , dspl, vp) = (dspl,)*#(sy(x»
(vl, . . . , vp) = Zv.,#(sP(x»(vl , . . . , vp). Então

ls;@(x)l. IW.s;#(x)l IW./y..@(Sr(X»l É IW.Zy,,@(sy(x» -- '7{-@(sy(x»1+ 19V,@(sy(x» -- Ws,(,)@(Sy(.l»l

+1'7{s,(xyp(sy(x»l $ 11w.ll llzP,, -- /all l@(sx(x»l + llw. -- ws,(x)ll l@(sx(x»l + l#(sy(x»is,(x) $

liiW.ii ll/,,, - /all iiW;l,,U -- llW, ll llWs'.l,,ll -- l) l@6,(*»1.,.,, $ CM l#b,(.-»l.,.,,
onde

c o : ::f l(nw,ii iiç, - /all -- llw. - %,.,,n) iiw;l,,u -- il

Mas, quando x c y\B", sy(X) = X lOgO Zp.r = /d e W, = Ws,(,) então C(y) Z l e basta tomar supremo em
BH. Peia compacidade de ]B', temos que CO,) é contínua. Quando y = 0, s,(x) = x, Vx c ]B", logo ZO,, = /d e

W, = Ws.(,) em ]B', i.e., C(0) = 1. Segue (4.1).

Para provar (4.2) definimos Jr,p,, : /\t-i(R") --) /\t'i(R") como /r,y.- : (dsol.)'. Então s;,o(x) = /r,y,xo(sfy(x»,
para qualquer forma de grau k -- 1. Portanto

ls;(fx@)(x)l. = IW.sb(lx@)(x)l IW,/r.J,,,(fxé)(sfy(x»l $ 11W.ll. ll/r.y,,ll. ll.r@(se(,))l É

llW,ll. ll//,P,ll. IIXII. l@(sOÜ))l $ 11Wxll. lllr.,,ll. IIXII. 11'7€1,)11. 1@(SO(.))lso(.) g M(y) l@(SM.))is.....,

onde

01)C/xt' llÍW.li. ll/..,,ll. IIXII. llW;lDlll
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Se (r, x) c / x y\B" temos se(x) = 1, ou seja /r,J,,, = /d e W. = Ws.(x), então o supremo em / x }'\lB" é llXll

Mas, pela equação (3.13), 11X11 = 0 em y\lB'. Portanto

l\{(y) = suP lliW.-li. ll/.,,,,.ll. ll-Vll. i17(1...)ill
(r,Jr)c/xBn

Pela compacidade de /xIB" temos que A/(y) é contínua, já que /r.y,, é contínua em r, x e y (isto pela propriedade
(2», i.e., s é C". Agora, para y = 0 temos ll.Xll = O, logo À/(0) = 0. Segue (4.2). []

Com estas estimativas e o seguinte Lema podemos provar as propriedades desejadas de R:l e A;.

ema 4.2. Se a(x,y) é [í/na/or/na dzíp/a em y x ]R" de 8ratl O e»i y, /erros

l a(.r,y) O v.(y)ll $ 1 11a(i',y)llPr.(y) (4.3)
'/y llp '/y

Z)e/}zonsrração. Primeiramente, note que se P(x,y) = E/p/(x,p)d/ é uma fomla dupla de grau 0 em y, vale

[,',"".,«:/] ,.;«-]«.,«

rl; «,.* «-«'l«,« . /«'*,"

; Bi(.x, )Üf.QÜdv a,''l $ .2. f'P.(.,,y/EMdy a,'l g )l.
/ l-p l l l/ l P/(x, y)/E(y)l dy

L

que

y

Usando isto segue que

, ' {f « (1«'*,,' ...~,) ',',,'.}'''
{l l«'«'.,,'' .'~'"'«.,.,}''' ' {í (/-«'«',,,''.'.,«)'«',',}''' '

f r \tfP
l l IW.(a(x,y»I' .Ê(yyP(x)dxl dy

yy

cr(x, y) 0 r.0')
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onde usamos a desigualdade de Minkowsky no último paso2. Logo

f r wlP
cr(.r,y)or.(y)ll É l l l IW,(cr(x,y»ip/E(y)pp(x)drl dp =

'y .llp J)' \JV /

/ p \l/P
l l la(l,y)IÇp(x)dxl /E(y)dy = 1 11a(x,y)ll,.Ê(y)dy

y \J V } J'y

Lema 4.3. Sq/a l $ p É .o. Z)ado € > 0, o ope/apor R; rranx$or/rza .C#P(V) em .CtP(}r) e a /zo//?za do operador
R; : .cli(IO --' .cli(IO saffeHaz a ieg {ínfe eifimafivíz

ljR;llp $ CI(c)

onde C\ (e) tido depende de p e C\(.E) --} \ qtlando € --) 0.

Denso/zsfração. Suponha p < m. Para # c Z}(tO, usando o Lema 4.2 e a equação (4.1):

f ,. \ l/P

jjR:j@jl, .[';@(.OO'.60 $ .rlls;#(,)n,,.M is;#(.oiço(.oa,] ..w $

onde /y(z) é o jacobiano da aplicação s-y no ponto z. A função /'('-){z )'/ym depende continuamente de z e y e é
igual a ] se y € y\lB". Então a função

p(s-y(z»Jy(z)
':oo : ::F :-:--bá

é contínua e C26,) à 1 . Aliás CZ(0) = 1. Usando esta função segue que

onde usamos Ct/P(y) $ C2(y) (pois CZ(y) à 1). Se definimos CI(8) = IC0')C2(y)v.(y) obtemos CI(c)

ZVer [7], Teorema 2.4.

\l/P r rr \l/P

(C(y»'l@(sy(x»is,(,)p(x)dl} T.(y) g l C(y) < 1 1@(z)Ifp(s-,(z»Jy(z)dz } T.(y)

llK;@ll,s ÍC(v)C!/'(p) l#(Z)l1lP(Z)dZ l c'r.(y) : ll@ll, l C(y)C!/p(y)@'.(y) $ 11@ll, l C(y)C2(y) T.(y)

45
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(4.5)

y

(4.4)

S;#(X)OT.(y) É
P
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.Ç C(cy)C2(cy)áo6')dy, lembrando que T.(y) : /c(y)dy - l jo(;)dy e que ljo6,)ay - 1. Então CI(e) --' 1

quando c --} 0, e obtemos jjR;@jlp $ Ci(c)ll@llP o que prova o caso p < oo.
Se p = '», usando (4. 1) temos

jjK:l@ll« S;@(X)OT.(P)ll $
'y lIDo

1 1

lls;@ll«T.(y) .["' :!F lls;#(.01,l ..@ $
"s sup IC0')1#(sP(x»is..,(.OI ';(y) - ll@ll- Í C(y)r.(y) : ll@ll.Ci (e)

y xcl''' ' Jy

onde CI(8) : l C6')r.6') : .6 C(cy)áo6')dy. Logo ljR;@jl $ Ci(e)11@llm e temos CI(e) --'
Note que em ambos casos CI(8) não depende de p.

l quando € --} 0.
0

Lema 4.4. O operador A; rrans$orma Zli(v) e/}z ,Cli'i(IO, l $ p $ 'o, e A; : ,Cl;(tO --' -Cli l(}r) saríaÍáaz

ljA;ljp $ MI(c) (4.6)

onde M\(.e) ttão depeítde de p e MI(e) --} O gelando € --) O

Z)ellzolzsrração. Suponha p < oo. Usando o Lema 4.2 e a estimativa (4.2) temos

'»;« -, : /(1' ;;''*«,'') .' ., , ' /(1' ;;';*", -,'')'..,
íil.r l.[ lsi.G*@(')l:,.,,p(*) ,] a'] ';

drlr;(y) $
.[(wO»'i#0o,(.:»iÉI,(,V:'(*)a,] af]

dr l l-.(y) =

['Í] l@(z)ll?p(s-a(z»Jo,(z)azl aíl .'.(p) g

.ÍllMO .f c:©y'' Ílioll?p azl arl..o)sii, r.y \Jo

'/ /"'l
C2(D')drl M(y)r.(y)

onde usamos de novo a definição e as propriedades de C2(y) definido em (4.5). Se dehnimos A/i(c)

ll.É' ': ~,''l «.,,.., : ll.[' ': '~,'.l «.«,«,', '.«" "";"", ' "-'.,""", «« "-'.' - .
quando € --) 0 (pois JI/(y) -) 0 se y --} 0).
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Para p = oo temos

/n.l \ ll n./nl \

"";««« ; .[l.[' ;;''*«,''] . ..«, . : .[l.[' «; ::g ':;;''*""*,-,} ''] ..., '
M(y)ll@ll«drv.(y) = ll#ll« l M(y)T.(y) = MI(6) ll@ll«

y au Jy

onde Ã/i(c) = 1 it/(y)I'.6,) = .Ç A/(cy)]o(y)dy --} 0 se 8 --) 0. Finalmente, note que A; diminui o grau de @

l

Antes de começar com variedades, provemos que R:)@ = R.# para @ c /b(}'). Já sabemos que isto é
verdade quando @ € í)t,. Agora, usando que T.(y) = T.(--y) temos

R:@t'-] .[l.[s;#mo''.u) AaH ; ü» õ. aMO'.M : .t .[s;wm As!,-b»o.'.M

P(x) A 1 1 s;a(x)or.(--p)l = 1 @(x) A R;"(x)y LUy ' J uv

ou seja R:j@ = R;@. Analogamente podemos provar que A.@ = A:jw#.

1. .; (@(«) " ':,«(*))0 'r.(y) = @(x) A slyCr(x) 0 1'.(y)
y .fs:,«(*) o..ul

#lR:lcr] R.#]a]

4.2 Em uma variedade Riemanniana

Agora, passamos ao estudo em variedades Riemannianas. Como na construção do Teorema 3.1 usamos

um atlas {(xJ, WJ)}.f localmente finito tal que IB" c xj(W/). E para cada c.í > O, escrevemos 7?.Í e .q., para os
operadores das equações (3.1 8) e (3.19), ou seja

K.P' = q~K.;*ifP" -F (\ - fjõr n.F' h..,*ifP'

onde R.í e AcÍ estão associados ao aberto WJ de R'. Seja 2 = {ci , cz, . . .} uma seqüência de números positivos

definimos os seguintes operadores

#j' - R.. R, . . .'R'; ÀÍ' : lq-~' a.;
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e com isso

cApÍTulO 4. i flCUCARizAOORES mos rslnços -cf(lo E lixe(1'')

Ra- limo?7)
/--lm "

Estes operadores tem as mesmas propriedades dos operadores do Teorema 3.1, ou seja, são regra/ar/dadores

Com os 7?,i )'s podemos provar o último Teorema.

Teorema 4.\. Pal'a cada variedade Rietnantliana V, existem sequências de operadores'R\i) e :A(i) satisfazendo

todas as propriedades do Teorema 3.1 e anais

r/) Os operado/es g?m e .qm rrans$o/Riam .cli(IO e/}l -cli(IO e .Ct-l(IO zespec/íva/nelzre, paríz l $ p $ .o
Além disso vate:

ll«oll, $ 1 + '} (4.7)

(2) A forma 'R.i)+ é C" para cada forma $ c Ekpçl\n, e a forma :7\(j)+ é Cr se + é C', para Q É r $ oa.

(3) g?m@ '"} # e"z -C}(V) qlíalzdo í --> m, para cadajorma # c .Cli(tO e l $ p < .o.

Í4) Se # c '14''li,ç(V), e/irão. g?m@ c 'lVli,ç(V), dRm@ = Rude, e 7q0@ '') @ e/lz 'lyli.ç(IOpara l É p < .o e

l $ g < oo.

(5) Se @ c 'Wli,,(tO e/zfão .qm# € '1ViJ(tO e /ambém

dqu@ - .7tmd@ = w[9qo@ - @] (4.8)

De/?zonsrração. Provemos ( 1). Usando as estimativas (4.4) e (4.6) podemos encontrar cij > O tais que cÍJ < l
V./ c N e tais que

";:.iiR..,u, : - -- t
)l. llX.,. ll, llR«llp ' . . llR..j..llp lla.,,ll, $ J
F=l

(4.9)

(4.10)
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para l g p $ oo e para todo /l € N. Seja 2i (eil , 8f2 .}, definimos f?(i) K2, e .7t(f) : ':7t t;, ou sela

'q', : .IU,XSI' : JU,''.
« , :E«? :E''..

J=1 J=i
9?Ci(j-i) '7tcjj

As desigualdades (4.9) e (4. 10) servem para concluir que os operadores 7?(i) e gl(i) levam .Ct(V) em .Ct (\O e

que llR(i)llP g 1 + 1 e 11.7{(i)llP É Í

Para provar (2), só temos que notar que R,i, e .g,t; tem estas propriedades, pois são regularizadores.

Provemos (3). Seja @ € -cli(V), sabemos pelo Corolário 3.7 que 7qi)# "") # em 8v, se @ € í)y. Agora, as

formas C' de suporte compacto em y são densas em Zli(TO, para l $ p < m. A prova de este fato não é
difícil (provámos localmente, usando o fato conhecido da densidade de (;F(n» em .CP(Q), para l $ p < m e

Q aberto de IR'; logo usamos uma partição da unidade). Portanto, existe {@/:lA c í)v tal que Óã -----} @ em

.Cb(}0. Podemos usar isso na seguinte limitação:
-90a

lgqo@ #lP É 17?(i)@ -- 7?(0@/rlP + l7?(í)#h @J.l, +l@/. #lp $ 119qi)llpl@ -- #Alp + lg?(f)@/' ##lp +l@/. #l,

Como para todo í € N vale que 117?(i)llP < 2 e para todo /z c N vale 9qi)@# '==' PA em .C}(\O, segue que
7?([)@ ""') @ em ,CkP(V).

Provemos (4). Seja @ c 'lyli.ç(\O, pelo Corolário 3.6 sabemos que d7qi)@ = R(í)d@. Como d@ € .Câ+i(y), da

parte (1) temos que 9qoa@ c zã+i(IO, e portanto d9qi)@ c .CP (IO. Por outra parte, usando (1) novamente,

como # c .C}(V) temos que 7?(i)# c 'CP(\O. Assim, pela definição 9qí)é € '14''P,q(}r). Vejamos que, para

l $ p < oo e l $ q < oo vale que 7?(i)@ ';==' @ em 'lyÊ,Ç(V). Por (3), como p < oo e q < oo temos

9qí)a@ ----} aé em .Câ'i(y) e R(o# ';'--) # em .Cf'l(y). Segue que R(Í)@ ';'''} @ em 'W'},Ç(\O.1--)oo ' l--loo ' l--)oo ' ' '

Privemos (5). Pelo Teorema 3.1 sabemos que g?(i)'r -- 'r ' õ.g(í)'r + .q(i)a7" para toda 'r c Z)v. Seja

# c 'l,l,/t,p(\O, usando a equação anterior: gqi)# ' @ ; a'7t(í)@ + -:71(Í)a@ : wdli1l(i)@ + 'n(i)wd@ = wd7t(f)# '

w.n(í)dé = w(d71(í)@ ' .g(i)d@), pois .a(í) aumenta a dimensão em um (i.e., diminui o grau em um). Logo

dg(i)# ' 'a(f)d@ - w(gQi)@ -- #), que é a fórmula (4.8). Falta ver que .g(i) € '1yP.P (}0. Note que pela parte (1),

.71(iD@ c -CF"i(lO. Pela equação anterior dg(Í)# = .q(i)d@+w(9qi)#--#), e denovo por (1) temos .71(i)d@ € /t(IO
e 9qí)é c ,Cli(\O então d71(í)@ c 'Cp(IO, ou seja dg(o@ c /}(y). Segue que .71(i)@ € 'Wt,p(\O. []

--+ (x)

Para finalizar este trabalho apresentamos um corolário de este Teorema
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Corolário 4.1. Enz í/?za variedade Ríe//za/z/zla/?a V, ai jo/-/zzas C''' de '14''li.ç(IO são de/asas e/n 'lyli,ç(V), ozt
sq/a, 8v n 'wli,ç(V) é de/zso e/lz 'Wli,ç(}').

Z)e/zzónsf/-anão. Seja # € 'W5,ç(\O, por (2) do Teorema, 7?(j)@ é C", ou seja R(í)@ c 8t/. Por outra parte,

usando (4) do Teorema vemos que 7?(i)@ ';:l:=> # em 'l'Pi.ç(\O e R(í)@ c 'lVt,ç(}r). Então {g\Í)#Jf são as formas
procuradas. []
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