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Resumo

Neste trabalho analisamos um modelo predador-presa caracterizado por um sistema de

ires equações diferenciais ordinárias. Nosso objetivo é estudar as propriedades qualita-

tivas dos pontos de equilíbrio desse sistema. Demollstramos que, sob certas condições

sobre o parâmetro /(, ocorre uma bifurcação de Hopf supercrítica e a existência de
uma órbita periódica estável.

Palabras chaves: Presa-predador, Bifurcação de Hopf, Orbita Periódica estável



Abstract

In this work we analyze a predador-prey modem characterized by a system of three
ordinary differential equations. Our ailn is the study of the qualitative properties of
the equilibrium points of this system. We prove that, under certain conditions on the

parameter /(, the system undergoes a supercritical Hopf bifurcation and the existence
of a stable periodic orbit.

Key words: Prey-predador, Hopf bifurcation, periodic orbit stable.
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Introdução

Nosso objetivo é analisar qualitativamente o comportamento de um sistema predador

presa consistindo de duas espécies de predadores, zi e a;2, e uma úllica espécie presa
S

O modelo é dado pelo seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias

,''*, (: -W) TgW T=?g
""" OSU

"""d SU

s(t)

ã:(t) (1.1)

i,(t)

onde

,y : taxa de crescimento intrínseca da presa.

.f( : capacidade de suporte do meio ambiente das presas
mi : taxa máxima de consumo per-capita do predador a;i, é o número máximo de

presas que podem ser consumidas por um predador em cada unidade de tempo.
ai : constante de semi sat.uração do predador {, que é a densidade de presas em

que a resposta funcional do predador é metade da máxima.

Di : taxa de mortalidade para o predador ai.

3/i : fator de produtividade para a alimentação do predador á sobre a presa.

l



2 - /ntrodução 2

,y (l -- s ) é a taxa de crescimento per-capita da presa na ausência do predador e

21i:;;t3 é a taxa per-capita com o qual o predador zi captura a presa.

A análise do comportamento das soluções deste sistema de equações diferenciais

tem como objetivo responder questões biológicas: sob quais condições, nenhuma, unia

ou ambas as espécies de predadores sobrevivem?. Os antecedentes biológicos e as
referências, que ajudam a esclarecer, podem ser encontrados em l91.

O sistema foi analisado por Hsu, Hubbell e Waltmann em l91 e alguns estudos

numéricos e interpretações analít.idas são fornecidos em j10, 81 . Os resultados de Hsu l81

colocaram uma série de pergunt.as abertas sobre a existência dc uma solução periódica

no octante positivo aberto.

O conteúdo matemático deste trabalho é baseado no trabalho do Prof. Hal L.

Smith j141 e consiste no estudo do comportamento local de soluções do sistema (1.1)
na vizinhança de um dos pontos de equilíbrio, no qual z2 :; 0, S e zi são valores

de equilíbrio diferentes de zero, e do modo como este comportamento muda quando

dois parâmetros biologicamente significativos variam. Variando um dos parâmetros Ã',

sobre um valor de equilíbrio produz-se uma bifurcação de Hopf; variando-se o outro
parâmetro 77, sobre o valor de equilíbrio produz-se uma bifurcação gerada pela órbita

periódica de Hopf (órbita periódica supercrítica), para o interior da região S > 0,
zi > 0, z2 > 0

A organização deste trabalho é da seguinte forma. No capítulo 2 apresentamos

a análise do comportamento assintótico das soluções do sistema (2.3), isto é, pontos
de equilíbrio, resultados obtidos por Hsu, Hubell e Waltman l81. A análise é baseada

no parâmetro de bifurcação K :: .Ko. O capítulo 3 contém os result.idos principais

obtidos em j141, isto é, a ocorrência da bifurcação de Hopf no valor cle bifurcação
Ã' = Xo no equilíbrio (Àt,âi,0), e: portanto: a existência de uma órbita periódica
assintoticamente estável. A seguir, identificamos o parâmetro de bifurcação ?7, para

finalmente apresentei o teorema principal, que mostra a ocorrência da bifurcação pela

perda cle estabilidade da órbita periódica de Hopf por uma variação do parâmetro de
L)ifurcação v7.

.,ideia .Luása Cano .A/amaná



Análise assintótica dos pontos de
equilíbrio

Nest.e capítulo, apresentaremos a análise assintótica dos pont.os de equilíbrio do sis-

tema (2.3) considerado por Hsu, Hubbell e Waltman em l81. Na primeira senão damos
uma breve introdução sobre conceitos básicos que usaremos. Na segunda seção es-
tudaremos os pontos de equilíbrio do sistema (2.3). Na terceira seção apiesent.amos

uma análise do sistema no plano, isto é, z2 ;:: 0, com o objetivo de usar os resultados

ol)tidos até aqui na seção 2.4 onde se analisa o comportamento das soluções do sistema

(2.3). Também na seção 2.4 apresent.amos brevemente o caso degenerado estudado por
Farkas l61.

2.1 Preliminares

O conceito de estabilidade no sentido de Lyapunov é importante para capturar a noção
intuitiva de estabilidade: uma órbita é estável se soluções que começam próximas
permanecem próximas.

Vamos dar as definições formais apenas para o caso autonâmo. Sejam t/ C ]R"
um subconjunto aberto, / : U --} R" uma função contínua e consideremos a equação

3



2 Pontos de equàtíbho 4

diferencial autónoma

ã («). (2.1)

Suponhamos que para cada zo C t/, a equação (2.1) admit.e uma única solução z
lO,oo) --> U tal que z(0) = zo. Fica ent.ão definida uma aplicação contínua '>
10, oo) x U --> U, denominada P&zo da equação (2.1), definido por

'} (t , zo) 0 $ t < oo, zo C (./.

onde 3 é a (única) solução de (2.1) que satisfaz a condição inicial z(0) = zo. Nesse

contexto, dizemos que o conjunto aberto t/ é o espaço de /ase de (2.1). Fixado zo C U,

o conjunto

'y(zo) {'b(t, zo) : t ? 0}

é chamado semã-órbita posátáua de zo. Um dos principais objetivos do estudo de

equações diferenciais autonõmas é compreender a decomposição do espaço de fase
t/ segundo as órbitas de (2.1). Nessa direção, dois conceitos são fundamentais na com-

preellsão dessa decomposição: os pontos de equ /zühos e as órbãfas peüódicas de (2.1).

Um ponto de equíZzüào de (2.1) é uin ponto zo C U tal '(zo) = {a;o}. Naturalmente,

isso ocorre se e somente se /(zo) = 0, caso em club z(t) = zo, t C ]R, é a solução de
(2.1) que começa em zo. Quando a solução de (2.1) por zo é uma função periódica,
isto é, existe T > 0 tal que @(t + 7', zo) = 'D(t,zo) pala todo t C IR, dizemos que a

órbita por zo é pehódica.

A seguir definimos os conceitos de estabilidade. Usaremos a notação z(t,iço) ou

p(t,aço) para indicar o valor no instante t da solução z(.,zo) : lO,oo) --> U de (2.1)
com condição inicial a;(0, =o) = zo.

Definição 2.1 Seja zo um ponto de equilzaho de r2..í).
a,) .Dizemos que zo é estáueZ rno serltãdo de Lg/apunouJ se para cada c > 0, ezásZe õ > 0

íaZ que se Z/o € U e l3/o zol < õ, então la(t,3/o) -- zol < f para todo t 2 0.

b) Dizemos que =o é assántoticctmente estável se zo é estável e existe uma constante
«>0 [«Zq«. ]im l«(t,yo) :«ol=0«mp«q«ejyo :«ol <«.

c) Dizemos que =o é instável se não jor estável.

O conceito de est.abilidade para órbitas periódicas é o de estabilidade orbital

Definição 2.2 t/7na órb ta pela(ídáca 'r = {q'(t,zo) : t c lo,rl} da equação r2./,)

é esláueZ se para cada subc07Üunto aberto V C U que contérri 7, existe um aberto

l&' Ç y faZ que cada solução iniciando e7n u?lz ponto eln W em t = 0, permanece em

}'' para lodo t 2 0. .4 ó7báfa pera'adaga ' é càaniada assintótícamerzte estável se e/a

..4deZa l,uãsa Cano À/aman{



2 - Pontos de equilüdo 5

é estóuel e ezãsZe um subconjunto aberto Uo Ç W &aJ que, para cada yo C Uo, ezíste
q = q(yo) € 1o,r) taJ que lz(t,yo) -- z(t + q, gço)l --> 0 quando Z -+ oo.

As definições dadas captaram a essência do conceito de estabilidade. No entanto,

elas não dão nenhuma indicação de como determinar se uma órbita dada é ou não
estável. Com o objetivo de abordar tais questões, vamos doravante admitir que / é
uma função de classe C', com r 2 1. Com essa hipótese adicional, o problema de valor

inicial para (2.1) tem solução única.

Se zo é urn ponto de equilíbrio para o sistema não linear (2.1), podemos em alguns

casos decidir a estabilidade ou instabilidade de zo usando o clássico result.ado devido
a Poincaré e Lyapunov, às vezes conhecido como estaóã/idade reza apzozárrlação /{rzea7.

Not.amos que pela mudança de vaiiávcis u = z zo, o sisa,ema (2.1) é t.iansfolmaclo

na equação equivalent.e ü = /(u + zo), onde o ponto de equilíbrio correspondent.e a zo
está na origem.

Se / é de classe C't, temos

/(zo+u) +0/(zo)u+R(u))u+-R(u),

onde D/(zo) : ]R" --> R" é a diferencial cle / em z = zo e R é uma função definida
numa vizinhança aberta y da origem tal que IR(z)l/lzl --} 0 quando u --> 0 em V. A
partir desta estimativa e o fato que a estabilidade de um equilíbrio é uma propriedade

local, é razoável esperar quc a estabilidade cla origem do sistema linear Ü = D/(zo)3/

será a mesma estabilidade do equilíbrio original

A equação diferencial linear

Ü DIQnah'u (2.2)

é chamada equação ZávleaHzada de (2.1) em tomo de zo. Lembremos que Z)/(zo) pode

ser representada pela matriz constante 7z. x 7].

[ea ... Pa]
l azi õz« l

J-0/(«o)- 1 : '.. : 1
leü ... eül
L an âanJ z-zo

também chamada matriz Jacobiana (ou, mais simplesmente, Jacobiana) de / em zo

Lema)remos ainda que a análise da estabilidade de Z/ = 0 como solução de (2.2) é
decidida pelo sinal da parte real dos autovalores de D./(zo).

O princípio de estabilidade pela aproximação linear estabelece que se o sistema
linearizado da equação diferencial num ponto de equilíbrio tem y = 0 como equilíbrio

.ideia Luãsa Cano ]Wamaná



2 - Pontos de equitüüo 6

assintoticament.e estável, então o ponto de equilíbrio original é também assintotica-
mente estável.

Teorema 2.1 Sqa zo ulr} ponto de equã/za7'ão pata o sãstezria auf07toz/}o r2..í).
a) se todos os autoualores da matiz DJ(=o) têm parte real Ttegatiua, então =o é
üssãvLtóti,cavrLente estável.

b) se Dj (soÕ tem ao menos um autouator com pane rea! positiva, então zo é instáué!.

Se algum autovalor de l)/(zo) pertence ao eixo imaginário, então a estabilidade ou
instabilidade do equilíbrio pode ser um problema muito complicado de se resolver.

Como veremos mais adiante, podemos esperar mudanças qualitativas no retrato de

fase de um sistema próximo a tal equilíbrio, quando os parâmetros do sistema variam.

Vamos analisar o caso em que a linearização de un] sistema em volta de um equilíbrio

apresenta dois autovalorcs no eixo imaginário, dando lugar ao fenómeno classicamente
conhecido como bll/urcação de Ho d

O seguinte teorema é essencialmente devido a Andronov (1930) e Hopf (1942) e
foi sugerido nos trabalhos de Poincaré (1892). Nossa referência para este teorema é

Marsden e McCracken j131.

Teorema 2.2 ('7'eorema de -Bifurcação de Zllop.f,) Ocas acre o campo uetohaZ

X, d. .J.«. C* (k ? 4) .« R' t«Z q«. X,(0) todo p. S«ponh. g«e dX,(0, 0)

tenhct dois autouatores dd'erentes comi'usados completos XÇH) e X(.p) tat que para F > ü,

Re.X(p) > 0. S«romã« t«.bém que áRe.X(p)l«-o > 0. ntã.

/. E«{.t. ««.« /unçã. p : ( .,.) --> R d. c/««e C'*': t«/ q«. (z:,0,p(z:)) e.tá

sobre uma óró ta /ecAada de reli'odo = 2a-/ IÀI e raio crescendo com «ii de X
p«« z: # 0 e [.Z qu. p(0)

2. Existe uma vizinhança U de (0,0,0) em Wl} ta! que qualquer órbita fechada em U
é umü destas acama.

3. AI,ém do mais, se q é um "atrator fraco" j131 Tara XO, então nt=t] > Q 'para todo

zi # 0 e as órbitas são atratoras.

Vamos agora retornar ao sistema original (1.1). Com o objetivo de evitar com-

plexidade matemática desnecessária e também para reduzir o número dc parâmet.ros,
vamos fazer uma mudança de variáveis ern (1.1).

Sejam ãi(f) = i=i({), g(t) = S({), 'hi - ? e .Õi = q. Substituindo em (1 1)
obtemos um sistema nas variáveis ãi e $; a seguir, re-nomeamos ai --} zi, S --> S,

.4deia Luása (cano Ã4amaná



2 - Pontos de equitüho 7

zhi -+ m{ e .Z)i -+ Z)i para manter as variáveis originais. Por meio desssa mudança, o

sistema (1.1) se transforma no sistema

m.:«:(tl.S(t) O.«:(t)
«: + s(t)

á:u - !:l!:lg©- «:u.
Sda IKi = {(S,zl,z2) : S ? 0,zt ? 0,z2 ? 0} o primeiro octante do espaço

IR3. Vamos primeiramente observei que o campo de vetores dado pelo lado direito das

equações (2.3) é de classe C'- num aceito que contém Ri, de modo que o problema

de valor inicial para (2.3) admite uma única solução. Vamos mostrar que as soluções
do sistema (2.3) estão clefinicias pala todo t 2 0 e que o primeiro octante do espaço
RS é um conjunto invariante, doravante tomado como espaço de fase para (2.3).

l,ema 2.1 Supor a qa. u. = (So,#-0,z«) C IKI.. Se u(t) = (S(t),z:(t),z2(t)) é «
«Z«ção de re.39 qu. «tÍs/a, u(0) tã. u(t) «tá de$«{d« p«« todo Z 2 .'

u(t) € Ri para lodo t 2 0. ÁJém dáso, eàste um co@unto compacto J C Ri com a
s.g«ante p«phed«de; p«« «d« ««:j-í. Zãmàt«d. -B C Ki, e«í'te to = t.(.B) ? 0 t«J
que se u(0) C -B, então u(t) € J, para todo t 2 fo. Em cozzsequêncáa, o sistema r2.3)
possui um atrator global compacto .A C J

Demonstração. Observemos inicialmente que cada um dos planos coordenados Sai,

Sz2 e ziz2 é invariante pelo sistema (2.3), de modo que se u(t) é uma solução de
(2.3) com condição inicial eln Ri, então u(t) C IKI enquanto a solução existir. Vamos
mostrar que existe um conjunto compacto J em Ri que atrai qualquer solução com

condição inicial em Ki

Sejam do = mintDi, D2} e v : Ri --> R definida por y(S, a;i, a;2) = S+ l +z2. Se

u(t) (t),zt(t), #,(t)) é uma solução de (2.3) com i«tervalo maximal 10, t:), então

para 0 < t < ti. Como

s(t) . S(t)\ m:«:(t)S(t) ,n2«,(t)S(t)
' Ã' ./ «: +s(t) «,+s(t)

Í}''(s(t), ":(t), ",(t)) - ' K s(t) - o:#: (t) - -o:«,(t),

s(t)

ã:(f) (2.3)

sO {0--aa'-a.s
para todo S C R, temos

Ê}''(u(t)) $ {(1 + doy doS(t) - 0:«:(t) - 02«:(t)
5; {(l + doy doS(t) - do«:(t) - do«,(t)

(S(t) + «:(t) + «,(t)) + {(l + doy
- -doy(t) + {(l + doy,

,4de/a Luãsa Cano .A4aman{



2 Pontos de equitüho 8

S+xi+b

/

S

Figura 2.1: O Conjunto J

e portanto
}'(u(t)) $ b'(u(0))e ''' + JJÍe'''G 4{(l + do)'d'

$ }'(«(0))e'''' + â(i + doy,

para todo t C 10, tl). Se B é uin conjunto limitado contido em RÍ e se u(0) C B, então

eúste R > 0 tal que b''(u(0)) $ R. Seja to à log }?fITar. Se u(0) C B, e"tão

\''(u(t)) $ }''(u(0))e'''à '';hã?hÚ + á(i + doy

$ Kigã(t + 'Íoy + á(i + doy
- â(i + a.)'

Isso implica que u(t) está definida para todo t ? 0 e que o conjunto compacto

J - {(S,«:,«,): S ? 0,«: 2 0, z, > 0 e S+«:+ «, 5; ;-(l+ do)'}óu0

atrai qual(luar conjunto limitado B, isto é, se u(0) C B, então u(t) C J para todo

Nos próximos parágrafos vamos tentei clcscievei o comportamento assintótico das

soluções dc (2.3) e, em paiticulai, a existência de bifurcação de Hopf a partir clc lun

equilíbrio não-trivial quando vaiiamos o paiâinutro K.

Apela l,uisü Cano MamaTi{



2 - Pontos de equàtíbho 9

2.2 Pontos de equilíbrio e estabilidade local

Os pontos de equilíbrio do sistema (2.3) são as soluções em RI, do sistema

!!!!!!e Z).a;. -0

!2ZIZe-- Z)2z2 =0.a2+S

Possíveis soluções das equações que compõem (2.4) são S = 0, S = /(, içi = 0,

z2 = 0, S := ;;fl!:gh e S :; --ezPz.. Vamos daqui em diante admitir que ln{ > J,)í, para
á = 1,2. A existência e o número de equilíbros biologicamente significativos de (2.3)

dependem de dois parâmetros Ài e À2, definidos por

À:- aiZ'){ , {= 1,2.
ini -- Di

Claramente, (S,zl,z,) = (0,0,0) e (S,z:,z2) = (A,0,0) são soluções de (2.4),
denominados equãZzüMos tóu a s de (2.3). Consideremos primeiramente o cmo Ài # À2

Podemos supor, sem perda de generalidade, que Ài < À2. Temos então as seguintes
conclusões:

Caso A - Se 0 < /( < Ài < X2, então o sistema (2.3) tem apenas dois pontos de

equilíl)rio(S,:«t, a:2) =(0, 0, 0) e(S, zi, z2) =(K, 0, 0).

rniziS rn.2z2S
ai+S a2+$:-{S

(2.4)

(2.5)

Caso B - Se 0 < Ài < .K < À2, então o sistema (2.3) tem exatamente três pontos de

eq«ilíbri.(S, z:, :«2) =(0,0, 0),(S, zi, -;,) =(K, 0, 0) e(S, z:, r,) =(Ài, à-(i -- #), 0).

Caso C - Se 0 < Ài < À2 < /(, então o sistema (2.3) tem quatro pontos de

eq«ilbrio(S,z:, «,) -(0,0, 0),(S, «:, «,) -(X, 0, 0) e(S, «:, «,) -(,à:, à-(i - Ü), 0)
e (S,«:, «,) - (À,, 0, #(l - #)).

Os pontos de equilíbrio do sistema (2.3) estão indicados na Figura 2.2.

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilíbrio obtidos acima, vamos exa-
minar a equação linearizada do sistema (2.3) em cada um desses equilíbrios. A matriz

jacobiana de /, num ponto arbitrário (S, içi, z2), é dada por

,4deZa l,&ása (Jante .A/amara



2 Pontos de equilüho 10

Figura 2.2: O < Ài < À2 < Ã

, "-?:. T',",",
(«: + s)' («, + s)'

n21Zlal
(«: + s)'
nZ2Z2a2

(«, + s)'
Para o equilíbrio (0, 0, 0), temos

K
nz,S
a2+S

-'-1

=-'
rT'i

}(s, :,: , «:) 0

/ l o o
J(o, o,o) - l o -o: o

\o o -o,
de modo que, em quaisquer dos casos A, B ou C, (0,0, 0) é instável, com variedade
instável unidirnensional coincidindo corno o eixo-S e variedade estável de dimensão dois

coincidindo com o plano ziz2, independentemente dos valores dos demais parâmetros.

Para o equilíbrio (K', 0, 0), temos

l

=F «:

rn.,,K

a2 + .F{

;(x', o, o) 0 0

..zr
a2 + ,F('

Sendo J(K, 0, 0) uma matriz triangular superior, segue imediatamente que seus
autovalores são os elementos da diagonal principal, isto é,

«:-fá ": , «,-=ã-", '.;--:.

0 0

.,ideia l,uása Cano À/amara
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Como

temos:
/liç '''''"::l:lJ ''«.":.

ln{ -- -Di K.
'' m.í -- D{ - =:# u'' - *J,

Caso A - Se 0 < Ã' < Ài < À2, a matriz lineaiizada J(X, 0, 0) tem todos os seus auto-

valores reais e negativos e; portanto, o ponto de equilíbrio (-K, 0, 0) é assintoticamente
estável.

Caso B - Se 0 < Ài < -K < À2, matriz linearizada J(X, 0, 0) tem autovalores

-!!11---= -- -Di > 0 , p2 := --TIZ-!!- - -- .Z,)2 < 0 e p3 = --1 <0
al t /\ a2 t /\

portanto o ponto de equilíbrio (.K, 0, 0) é instável, com variedade instável unidimen-

sional tangente ao vetor (l,a,0), onde a = !Íl;ff(--l /zi) e variedade estável de

dimensão dois tangente ao plano Sz2.

Agora vejamos a linearizacão no equilíbrio (Ài,âi,0), onde âi - à- (l -- K).
Nesse caso, a matriz tem a forma

Ã' («: + ,x-y
77Zlalal

(«: + À:y;(À:,â-, o) - 0 0

Com o objetivo de simplificar os cálculos e evitar diâculdades desnecessárias, va-

mos escrever J(Ài, ii, 0) na forma

0 0

;(À:,â:,o) - l d o o l

O polinâmio característico de J(Ài, âi, 0) é então dado por

p(p) /)ip(p - .) - óal lp' - «p - óal

e é ent.ão aparente que pt = .f é um autovalor real de J(Àt, ii, 0) e os demais são as
raízes do polinâmio quadrático entre colchetes na expressão acima.

Como

, 7n2Ài . zn2Ài .D2Ài -- a2-D2
Pt =/= i;:i:i- D2' ' '

:'''}
Cb2 + ÀI

À:(m, O,) - a20: m, -0,,.
' a2+ À: ' c12 -}.. ÀI I'\:

,4deZa l,uása Cano JWamaná
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e como Ài < X2, segue que pt < 0.

Agora, como --bd > 0, uma condição necessária e suficiente pala que as raízes do
polinâmio quadrático entre colchetes tenham parte real negativa é que a < 0, ist.o é,

que
l itle} <o

Ã' («: + À:)'
que é equivalente a /{ < ai + 2Ài.

Portanto, (Ài,âi,0) é localmente assintoticamente estável se Ã' < ai + 2Ài e

instável se .K > ai + 2Ài.

Caso C - Se 0 < Ài < À2 < Ã', a matriz linearizada no ponto (K, 0, 0) tem autovalores

pi=:lTlti --1)l >0 , p2:::l=!file;--z)2>o ep3=--1 <0,
sendo assim instável, com variedade instável de dimensão dois tangente ao plano gerado

pel" "tores (l,a,0) e (/7, 0, 1), o«de a = --'ll;l:#(i + p:) e P = --:;ÍÇ(l + p,) :, e

variedade estável unidimensiona] tangente ao eixo S.

A análise da estabilidade do ponto de equilíbrio (Ài, âi, 0) é a mesma que no caso

anterior: (Ài, ât, 0) é localmente assintoticamente estável se Ã < ai + 2Ài e instável
se K > ai + 2Ài.

Agora vejamos a linearizacão no equilíbrio (À2,0, â2), Olade í2
Nesse caso, a matriz tem a forma

. 2À2 7n,2z2au

A' («2 + À,)'

Ê (l - #).

nlÀ2

fà -«.J(À,, 0, â:) 0 0

n22Z2a2

(«, + À,y

Com o objetivo de simplificam os cálculos e evitar dificuldades desnecessárias, va-

mos escre«r J(.Xi, ii, 0) na forma

0 0

1 « t, c

J(.x:,â:,o) - l o d o
\ . o o

O polinõmio característico de J(À2, 0, â2) é então dado por

p(p) - a)ip(p «) ecl ap -- ecl,

,4deZa .Luása Cano .A/amaná
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donde pt = d é um aut.ovalor real de J(À2, 0, â2) e os demais são as raízes do polinâmio

quadrático entre colchetes na expressão acima
Como

«:-'-a'n [*: *]
e Ài < À2, segue que pi > 0.

Agora, como --ec > 0, uma condição necessária e suficiente para que as raízes do

polinâinio quadrático entre colchetes tenham parte real negativa é que a < 0, isto é,
que

,

' Ã' («:+À,):
que é equivalente a K < a2 + 2À2.

Portanto, se K < au+2À2, o ponto de equilíbrio (À2, 0, â2) é instável, com variedade

i«tá«l unidime«sio-l ta«gente « «tor (0, ", 1), onde " - --H (.+x2) e «riedad'
estável bimensional tangente ao plano Sz2. Se .K > a2 + 2À2, o equilíbrio (À2, 0, â2) é
totalmente instável

Hsu, Hubbell e Waltman l81 mostram que se m.i/Di 2 zn2/Z)2, então (Ài,ât,0)
é globalmente assintoticamente estável desde que .f{ < ai + 2Àt. Se .ft. > ai + 2Ài e

rr&l/Z.)t ? 7n2/Z,)2, então todas as condições iniciais positivas, exceto as da variedade

estável de (Ài, âi, 0) são atraídas para uma trajetória periódica no plano z2 = 0 perto
de (Ài,it,0)

Simulações numéricas descritas ern 101 indicam que a coexistência de todas as
três espécies é possível, no caso (;, quando n&i//)i < n 2/-D2 e determinadas outras

condições sejam sat.isfeitas

Vamos encerrar essa seção analisando o caso particular (degenerado) Ài = À2
estudado por Farkas em ISI. Nesse caso, o sistema (2.3) tem uma infillidade de pontos
de equilíbrio:(S,zi,z2) =(0,0,0),(S,zi,z2) =(Ã,0,0) e os pontos da reta L de
equação

L={(S,a;i,z2) c R;: S- À e '711zl+:l::ÍI = 1 -- R;} ,
indicada na Figura 2.3. Naturalmente, estamos interessados apenas no caso em que

À ::: Ài -: À2 satisfaz À < J( e al > a2.

Como a análise da linearização em torno dos equilíbrios (0,0,0) e (K,0,0) é a

mesma que aquela estudada anteriormente no caso C, vamos examinar a linearização
em torno de um equilíbrio pertencente à reta Z,. Seja (À,ci,c2) C L. A linearização
do sistema (2.3) em torno desse ponto é dada pela matriz

.ideia .Luása (Jante .A4amaná
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X2

P2 =(X,0,E2)
0

L XI

X

K

S

/

m2À
C

PI = (X,8i,0)

Figura 2.3: A reta L como conjunto de pontos de equilíbrio

:-Ç 7nl€1al
(«: + .x)'

7nlClal
(«: + À):

7n2C2a2

(«, + À)'

0

m2À

();(.x , .: , .,)

n}2€2a2

(«, + Ày
0 0

cujo polinâmio característico é dado por

P(P) «P (bd + C.)l,

onde

«-:-;
'miciai m2c2a2

(.: + .xy (., + ÀP' '--=Ü,
d- miciai

(.: + .x):
7n2C2a2

(«: + Ày

Assim, p = 0 é um autovalor de J(À,ci,c2). Como --(bd + ce) > 0, o sinal da
parte real dos demais autovalores depende do sinal de a. Como

7nlCI . 7n2C2

al+À ' a2+À :-}
temos

a . 2À m,icl(ai+À) 7n.2c2(a2+À) . m,leia . m,2f2a2À

" Ã (.:+Ày(a:+Ày '(«:+À):'(«,+À)'
. 2À /'. À\ . miciÀ . m2c2À

'r ' k' ' #y -": - ,, ''" G;-í'Ãy' K \ K/' (ai+À)

-*Íü:$*G:T ;]
,ideia .LHása Cano À4aman{
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Figura 2.4: Os pontos acima de Lr são instáveis e os pontos abaixo são estáveis

e portanto

« « . '. . ;.«.«'. ;. üTb * õTh « ;

m16t 7n.2c2 . l

a > 0 se e some-'te se Í.;;i'À)e + {., -}.. À) > R

Logo, a rega

detennina a estabilidade dos pontos de equilíbrio do segemento de reta L, como na

Figura 2.4.

Pa.ta determinarmos a estabilidade dos pontos do segmento de rota -L, vamos

começar comparando os pontos onde L e Ln interceptam o eixo a;i e o eixo z2, res-

pectivamente. Suponhamos que ai > a2 e soam (ci,c2) c L e (éi,ê2) c Z'z tais
que

'«:, «J : «: : ', «, ;: o . Gr® ''" G;FXF - -l

(«: + ,x)(Ã' - À) . (', + À)(Ã' - À)
L/ l

7n l/í' 77Z2 /í

. («:+Ày « (.:+.xy
;: ' ';;;R '' ' ';i;k

81 Ã' -- À

éli ai + À

temos os seguintes casos:

(i) Suponha que 2 > 1 e 8 > 1, equiva]entemente, que .Z{ > al + 2,X e ]( > a2 + 2À.
Então os pontos do segmento de reta L são todos instáveis. Lembra.ndo que ai + 2À >

a2 + 2À, pode-se concluir que pala /( > ai + 2À, todos os pontos de L são instáveis.

(ii) Suponhamos que g- < 1 e a < 1, equivalentemente, que .f<' < at+2À e .fk. < a2+2À.
Nesse caso, os pontos de L são todos estáveis. Colho ai + 2À > a2 + 2À, conclui-se que

pala /( < a2 + 2À, todos os pontos do segenaento de rega L são estáveis.

P

Como
P

C2 /(

é2 a2+À

Apela l,uisü Cacto Mama7tã
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(a) i (b) ii

Figura 2.5: (i) Ã' > ai + 2À, todos os pontos de L são inst.áveis. (ii)Ã' < a2 + À, todos os

pontos de L são estáveis.

(iii) Suponhamos que g- $ 1 e Q 2 1, ou equivalentemente, que a2+2À 5; Ã' $ ai+2À.
Fixando K , existe um ponto c(X) ct(Ã'),c2(x)) c L n Lz, tal que os pontos
da teta Z, à direita de e(Ã') são todos instáveis e os pontos de L à esquerda do ponto
c(Ã') são estáveis

Portanto, variando A no intervalo a2 + 2À $ Ã' 5; ai + 2À, o ponto B(A)

(À, ci(Ã'), c2(X)) se n)ovimenta continuamente ao longo de L de un] extremo a outro,
desde o ponto (À,0, (!Z=1:])(#l=D) até o ponto (À, {11=1::à)(!11=D, 0), de tal modo que os

pontos que ficam para trás de B(Ã') tornam-se instáveis, dando lugar ao fenómeno
conhecido como bll/urcação zlp de Faikas ISI.

Xa

q

E,LL
B(K)

regiàode estabilidade

&

X

(b) a2 + 2À < /{ < rzl + 2À(a) X = À, K < ai + 2À
T x'

(c) K' = À, K' > au + 2À

Figura 2.6: (a) Todos os pontos de L são estáveis. (b) Todos os pontos à direita de B(-K)
são instáveis e à esquerda são estáveis. (c) Todos os pontos de L tomam-se instáveis

Adeja guisa Cano Maman{
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Consideremos apoia o caso a ::: ai ::= a2 e À = ÀI = À2, no qual a neta L é dada

por

]., = {(s, a;i,z2) c R3 : s - À e z: + lll:z2 =
(« + À)(Ã' -

O sistema (2.3) pode ser escrito na forma

'(:-;) A'«.:": ,«.:«,,

e11---Pp - N«:a+ S ~

Ty---Pw - N",a+S
Dividindo a teiceiia equação em (2.6) pela segunda, obtemos

dz2 m2 /)2 z2

dzi mi -- Z)i zi

Integrando esta equação obteillos a seguinte integral primeira

V(S,a;i,.;2)-z2, onde
m.2 -- .D2

g

zl (2.6)

Z2

Consequentemente, para c > 0

é uma variedade de dimensão dois eln Ki. Agora, para qualquer c > 0, denoteinos

por ]Wc a variedade invariante

M. z:,«,) C Ki : S > 0,:«,

Então, a fainilia {JW. : c > 0} é uma follleação bidimensional do primeiro octante de
R3 e cada folha é a imagem de um mergu]]io /tc : R x R -} ]R3 dado por

h,.(S, «:) «:,c«Ç))

Figura 2.7: Os pontos dc equilíbrio L e a variedade Ã4c

/
b

Adega l,uisct Cano Mamavi{
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Para c > 0 fixo, a restrição do sitema (2.6) à variedade .A4., parametrizada poi S
e zi é dada por

j:: - !!L--B(s À)«: (2.7)

e os pont.os de equilíbrio de (2.7) são (S,zl) = (0,0), (S,zl) = (K,0) e o ponto

(S, zi) = (À,ci), onde zi = cl é a única solução posit,iva da equação

«.: .., (« + À)(x' - À)a;] + --: czeÍ := = '
m2 '" ' nziÃ

Geometricamente, o ponto de equilíbrio não trivial de (2.7) é descrito colho segue: ci

é a segunda componente do ponto (À, ci, c2) obtido como a interscção transversal das
variedades L e /Mc.

A matriz Jacobiana do sistema (2.7) nos e(luilíbrios (S,zl) = (0,0), ($,zi)
(Ã, 0) mostra que são pontos de sela se /( > À. No estudo da estabilidade do equilíbrio

($,zl) = (À,ci), a capacidade de suporte Ã' será considerado como parâmetro de
bifurcação. Quando Ã' > .X é variado, a teta L se movimenta paielelanlente cortando
a variedade A4c en] diferentes pontos (À, cl(c, Ã'), c2(c, Ã')) (vel' Figui'a 2.8).

« { - :i:L("':", - ,«,«{)
$

a

X2

b=c
Xt

/

b
b

};'': - ( c . Ka ) l
E: = ( c . K2)

% =( c , KI )

.r .:'' {;

Figura 2.8: Deslocamento do equilíbrio na variedade invariante À/c

Agora, a matriz linearizada do sistema (2.7) no equilíbrio (À, ci) é dada por

r q#J E(:-«

cujo polinâinio característico é então dado por

,'«,-«' «h=?«*1=P [:*«('"**'':-*''' «)]

J(x,.:)- l
0

:#u ,)]
.4deZa guisa Cano Manzün{
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O coeficiente do termo linear p é positivo se e somente se K < a + 2À. Assim, (À, ci)

é assintoticamente est.ável para À < /( < a + 2À e instável se /( > a + 2À.

Eni /<' = a + 2À, as raízes do polinâmio característico p(/z) são imaginários puros
E

E].t]. . A
=-Ía, -.F 2À) = > 0

dK ~- ' '''' 2(«+ 2À)(«+ À) '

Logo, pelo t.eorema de bifurcação de Hopf j13j, existe uma órbit.a periódica se .K' >
a+2À ao redor do equilíbrio (À, ei). Portanto, se A > À, a teta L se move paralelamente

cort.ando a superfície z2 = czT, onde c > 0, em diferentes pontos (ei(c, Ã), c2(c, Ã)),

dando origem a uirla órbita periódica, pala cada valor de c > 0. Consequentemente

temos o seguinte teorema devido a Farkas l51.

Teorema 2.3 Se À < Ã' < a + 2À, então o equàZzüho (À,ci(c,A))do sãsÉema re.V9

é assíntoticame7}te estáueJ com região de atratáuádade R2+; em K = a + 2À o sistema

sofre umu bifurcação de Hopj.

Colho o ponto de bifurcação /( = a + 2À não depende de c, a bifurcação ocorre no
meslllo valor do parâmetro K eln cada superfície da família de variedades invariantes.

Assim tem-se os seguintes resultados:

C;orolário 2.4 Se a ;= ai :: a2 e Ài := Àu, então os porztos do segmento L são
equ Jzühos estáveis no se7ttÍdo de L apu7tou do sistema r2.3) se À < /( < a + 2À e
ãnstáoeJ se Ã' > a + 2À.

Corolário 2.5 Se À < /{ < a+2À, então o segmezzto de Teta L é um atrator global do

sistelTtct (2.3) com relação ao nteüor do octante positivo; se K = a. -F 2X o segmento

L bifurca em um cilindro topotógico C, que é uma reunião de órbitas pehódicas, e é
um atrator do sistema.

Figura 2.9: Cilindro de órbitas periódicas

Adega l,uisü Cano Mlaviiani
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2.3 Caso 2-dimensional

Antes de explorar o comportamento assintótico das soluções de (2.3), vamos precisar

de algumas propriedades dm soluções do sistema bidimensional. Considere o sistema
2-dimensional

mzS
a+S

« (2.8)

Sslig K
mzS

Z a+S
onde /(, m e Do são constantes positivas com 7n. > Z)o.

E imediato verificar que o primeiro quadrante RÍ é invariante por (2.8) e que suas

soluções estão definidas e são limitadas ein 10, oo).

Os equilíbrios de (2.8) são as soluções das equações

Sejam À = ;#11h e â = !!jF(l -- À ). Então os equilíbrios (S,i) de (2.8) são dados por

a)se0<À$Ã,e«tão(5,ã)(5,ã)(K,0) e(S,ã)
b) se À > A, então (S,ã) 0), (5,ã)

=-. . = ".«-'.
S

Lema 2.2 ({) Se -K < À, então (Ã,0) é assántotícamente estável.

(á{) Se À < K < a+2À, então (À,â) é ass ntotãcamente estável. Se Ã' > a+2À, então

(À, i) é ínstáueZ.

Demonstração. Consideremos a matriz Jacobiana do sistema (2.8) num ponto arbi

Erário (S, #) c Ki

''',,,- ( :
Para o equilíbrio (0, 0), temos

2S maa;

Ã' («+ sy

(« + sy

;(o,o)

e portanto (0, 0) é um ponto de sela. Para o equilíbrio (X, 0), temos

l
'«..,u - l

..4dela l,pesa Cano A/amara
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c«jos auto«dores são p: e p, :iÍiP(X' - À).

Agora considerando a linearização no ponto (À, â), obtemos a seguinte matriz

\ (« + À)2

cujo polinõmio característico é dado por

2À m.aâ
i'T t)

«'«,-«' (: ; dB)«*n#T
Como 'ÜÀ {i:1:31> > 0, o sinal da parte real dos autovalores de J(À,â) depende

apenas do sinal de 1 -- $} -- Í:iifll>. Sendo a + À = ;;f::%i;, temos que

1--:: -:=.:=::-- <0 seesomentese K <a+2À
Ã' («+.xy

l -- l?À -- .=-!!!!= < 0 se e somente se .f( > a + 2À
Á (a + ÀI'

Portanto, o ponto de equilíbrio (À,â) é assintoticamente estável se .K < a + 2À com
variedade estáve] ]R2 e instáve] se À' > a + 2À. []

Lema 2.3 Se 0 < À < .1( < a + 2À, então Í2.8) rzão tem cic/o Zímzãte no pàme ro

quadrante do plano Sz.

Demonstração. Sejam

'':';,«,-'(: {) =
p r.nrlqirlf.rí. n f. . n..ãn

e .üw, «) - =:t - o.«

aS Õ

h,(S, z) Za+S S >0 n >0

onde cl, õ C IR serão selecionados mais adiante para que seja satisfeita a seguinte

propriedade: a expressão a (/ih) + Z(/2/z.) não muda de sinal em Ri; seguirá então
do Critério de Dulac cine (2.8) não tem ciclo limite em IKi

Esta expressão pode ser calculado como

}lb(/:Õ.) + á(/2b) - --'+:$'(a + 1) + ';S'(" + S)'('''DPa.p(S)

onde /3 = õ + l e

',..',-( ;)''* [,',«.-".,*': aP,] '*'''«*:, '".,.

(2.9)

.,4deZa Luãsa (Jante ]14amani
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O lema será demonstrado se escolhermos a 2 --1 e /3 de tal forma que Pa,P(S) $ 0,

para todo S > 0. Agora, como Pa,p é um polinõmio quadrático com coeficiente domi-
nante negativo, basta mostrar que existem valores de a e /3 tais que o discriminante

de Pa,p é negativo. O discriminant.e de /l.,P é dado por

O.(P) - l#(m. - -Oo) + (i - e\;-2«)I' - 4(- .i)"i('- + i) - Pool

-p'o« oa'+2p(«.-oao-elF«)+o
xn
-3BD.

P:("' - -o.y + 2PI(«. - o.)(i - !-iF') - ]:?l + (i e-lF")'
8«(a + l)

Sendo .D..(P) um polinâmio quadrático: para mostrar que D.(/3) < 0, para algum
valor de /IJ e cr, mostraremos que o discriminante Z,)(a) de -D.(/3) tem sinal positivo.

O discriminante é dado por

o(«) - 4t(m- odG - ]1l?l' («, - od'lO

- 4t(m - OD'O e:lF«)' - !:?@. g;--!«) + !Y#]
40«. - Od'(l - elF«)' - q!(m

- -gg9(m ''a+!TP(m y:llb(m-"a
g#(m o.y(«+1)

- :#la("' - Oo)('Oo - K(m - 0o)) + '"(2"Do Ã'('" - -Oo))l

- Oo):(À - -K) + m(m - Oo)(2À - Ã)l

+ K

Agora, se existe a' tal que Z)(a') > 0, então D..,(/3) = 0 têm duas raizes reais
/ii, /32. Se /g* é qualquer número real tal que /5i < /3* < /g2, então D..(/5*) < 0
e Pa',P*(S) = 0 não t.em raízes reais. Como o coeficiente de S2 é negativo, t.em-se

Pa*,P'(S) < 0 para todo S. A escolha de õ* = /3* 1 completa o argumento.

Se .K < 2À, escolhemos a* = 0

Para .K = 2À, escolhemos a* > 0.

Para 0 < 2À < /( < a + 2À, escolhemos a* tal que

-l < a* < t.;;il:lÍI'DK(m - l)o) -- aZ)o) < 0 d' modo que D(a*) > 0.

Se K = a + 2À, escolhemos a* :: --l, de modo que

.4dela Lassa (17arto .A4amaná
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o.. (P) P:('" - o.y + 2/31('" - o.)(i - ';) !:?l + (l - Í)'
(m. 'lê'-'G;gÇ8Ft(m 0-;)-el;bll-'-O
(« [#' ''" í;;:%p-zilT-ãeo ''" fiel;õõ,Ç$h)']

0«. 'tP:-GÚ h« 2 y]

'«.- «.,'(, .. .:i.*,*,)'
Logo, P' = ii;;;-.-iÕ:llil:-ãiÜ é raiz dupla da equação D...(P) - 0 e o polinâmio
Pa.P'(S) = --}(S S.): para algum S*. Assim, Pa'P'(S) < 0 para todo S 2 0.
Consequentemente, podemos concluir que, para S > À e K < a + 2À, pelo critério de

Dulac, o sistema (2.8) não admite órbitas periódicas no interior do primeiro quadrante

de R'. Assim, se Ã' < a + 2À, o equilíbrio (S, a;) = (À, â) será globalmente assilatotica-

inente estável para soluções com condições iniciais no interior do quadrante positivo.
D

Figura 2.10: O ponto de equilíbrio (À, â) é assintoticamente estável se K' < a + 2À

Lema 2.4 Sda (S(t),z(t)) um« solução de r2.8) com S(0) > 0 e z(0) > 0. Temos

(i) Se 0 < Ã < À, então . lim S(t) = K' e . lim z(t) = 0.t--t+oo ' ' t--t+oo

(ii) Se0 <À< Ã <a+2À, então .lim S(t) =À e .lim z(t) =F.t-++oo ' ' t-->+oo

(iii) Se R > a+2À, então e3;êste ao menos uma órbita pehódÍca no phmeáro quadrante
do plano S=. Se e=ãste apenas ullLa órbita pehódica, esta é estável. Se Q orbita

pehódáca não é lírica, então a ma s ezter71a é semãestáueZ ezleà07vrzente e a mais
ánfer7ta é semz estáueZ intehormente

Demonstração. De (2.8), segue que

«W - «.«,/' '" ' . -- 'G:,
.4deZa LuÍsa (7arzo .A/aman{
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e devemos mostrar que o integrando deve ser negativo. De fato,

(m SH -:l.:lilRsn
onde Co = !Çãa

Logo

=T:8('í4a - N : xSfl;an-aa . 'KÜ':í'xMn'6i:; ': ',
e portanto . lim ;«(t) = 0.t-l-+oo

Como S(t) $ K , onde Co - !(s. , segue que ..11:},.,S(t) $ Ã; sendo Ã' < À,

pelo Lema 2.2 temos que ..yll,.,S(t) - Ã. Assim , .!h,S(t) - A se 0 < A' < À.

Pelos Lemas 2.2 e 2.3 segue que .liU. S(t) - À e . li\l:,.,a;(t) - f
Qua)ldo K > a + 2À, o e(luilíbrio (S, â) é totalmente instável. Assim, dado õ > 0,

existe una vizinhança J)õ(S, i) C J, de tal fonna que todas as órbitas convergem ao

equilíbrio (S, â) quando t -+ --m, como na Figura 2.11.

x+s: K(l + d:)

K(l +dõ{ S
2do

Figura 2.11: A existência de uma órbita periódica se Ã. > a + 2À

Observe que o conjunto compacto

} "):s?o,"20es+«5; !h(i+aoy}
tem a propriedade, que para cada conjunto limitado Z? C Ri, existe to ? 0 tal que
se (SO,a;o) C .B, então (S(t),z(t)) C J, para todo t 2 to. Logo, toda solução do

sistema (2.8) entra pala o conjunto compacto J a partir de un] instante to para nunca
mais sair. Assim, existe uma região anular positivamente invariante sem pontos de

equilíbrio contido no compacto J, e pelo Teorema de Poincaré-Bendixsoii exist.e uma

órbita periódica. u

Apela Luisü Cano Maman{
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2.4 Análise assintótica dos pontos de equilíbrio do
sistema 3-dimensional

Mostremos que se 0 < À. < Ã < À2, (qualquer solução (S(t), a;i(t), z2(t)) para t ? 0 do

sistema (2.3) converge para o ponto de equilíbrio (Àt,âi,0) se Ã' < ai + 2Ài. Antes,
mostremos alguns resultados que serão utéis para alcançar nosso objetivo.

Lema 2.5 t/ma condição necessáHa para cada espécie zi, { = 1, 2, sobreviver é 0 <

Demonstração. Suponhamos que Ài > -/(. Do sistema (2.3) segue

«:-«..* /:(=a';', *:,)''.

que

''/
Como

segue que .lim zi = 0.
t--too

A seguir damos um resultado importante devido a Coppel l21.

sidere / uma fullção real de valor real duas vezes diferenciável no

la, ól. Pelo Teorema de Taylor

1+ Coe '
&ge!.l . TC

1 + Coe-',/

D

Para tal fim, con-
intervalo fechado

/(.) /(«)

(z'-«)/'(")+i;(z' "y/"(0
(" ")/'(«)+;('-"y/"('7)

onde a < ?7 < z < € < b.

Logo

/'(«) - i:l:i l.fm - /(«) - { (.f"mo -
Observe que (b -- z): + (a -- z): 5; (b -- ay para a $

Se 1/(«)1 5; a e 1/"(«)1 $ 'y, « C 1«, ól, então

.r'(")i $ il-i li.í(ó)i + i/(")l + i(i./"(OI (z'

«): OD(«-,y)j
a; < b.

«y + l/"('7)1 (' - ")') l

Portanto

l/'(«)l É 2i-:ã + ;'v0 «), (2.10)

para todo z c la,ól.

.ideia l,uása (;ano .A4arrzanã
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Lema 2.6 SupozzAa que / : la, oo) --> R satÍ:sl/az

./'(z)l É a . l.r"(:«)l 5; 7,

para todo z ? a, onde 0 < cv $ 7. Então, temos

l/'(z)l $ 2V'Õ?,

para iodo z ;Z a

Demonstração. Seja b > a arbitrário. Então,

l/'(")l $ 2i-:ã + {'y(ó - "),

para todo z C la, ól. Logo,

/'(")l $ 9P {2i-;= + i'y(z' - ")} - 2 'cl'y,

para todo z ? a. D

Le«xa. 2.'7 (Veja Cop'pel l21) Se:i.« J t.m.« h«\ção com limite $«\àto qna'«do :' -', 'n e
tal q'üe j" é limitada para a; Z xo. Então, .f'(.=) --} 0 quando 3 --} oo.

Demonstração. Como / tem limite finito, então existe L, tal club lim /(a;) = L.

Seja g(z) = /(-;) -- -L, então lim g(z) Como /" é limitada, e«tão Ig"(z)l $ "r
para a; 2 zo.

Dado 0 < c < 2'r, existe zo > 0 tal que se z 2 a;o, temos que

Z

2C
Ig(z)l $

47

Logo, pelo Lema 2.6 tem-se

Ig'(z) l 5; 2v;l;i;Tli(l;H«? $ 2ãl?.../í
c'
'' }

assim lim g'(z) = 0.z-+oo

Agora, como /'(z) = g'(:«), temos que JU./'(z) - 0. n

Lema 2.8 Soam (S(t),zi(t),:«2(t)) solução do sistema r2.3) e 0 < Ài < X < À,

Se X < ai + 2Ài. Então, lim zl(t) = ât, .lim z2(t) = 0, .lim S(t) = ÀI.
t-+oo ' ' ' '' t--+oo ' ' ' ' t-+oo

Demonstração. Dado que 0 < Ài < .K < À2, pelo Lema 2.5 conclui-se facilmente

que lim gl(t) # 0 e lim z2(t) = 0.
t-+oo ' ' ' t--'>oo
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Se lim zl(f) existe e é igual a c # O, isto é, .lim zl(t) = c :/ 0. Pelo Lema 2.1
t-+oo ''' ' ' ' t-+oo

segue que z7 é limitado, logo aplicando o Lema 2.7, temos que .lilin z{(t) = 0, assim
no sistema (2.3) obtemos que

'-JE,«íw-.lu, l«-=t'i:w *ol
portanto, lim S(t) = Ài.t-++oo

Novamente usando o Lema 2.7, como S"(t) é limitado e . lim S(t) = Ài, segue que

«;:m,,]lU,":(*)-%;? (: -*:-.

Se .lim zl(t) não existe, escolhemos uma sequência t« tal que lim t. = oo,t--t+oo ''' ' ' '' ' n--t+oo

zl(t«) é um maxi:no relativo, zl(t«) > c Ve > 0, para todo 7& e .}iW. zl(t«) = zZw para
algum zz. > c > 0.

Como lim S(t.) = Ài, então (Ài,zz.,0) C Q, onde Q é o conjunto w-limiten-#+oo
da solução (S(t),zi(Z),zu(t)) de (2.3) e permanece no plano Szi. Usando o lema
2.4 com m = mi, a = al, Do = Z)l, segue que a solução de (2.3) com S(0) = Ài,

«:(0) - "'w, «;,(0) - 0 satisf" ,11:.,«;:(t) - À:, .!U.":(t) - â: ' ,mR.,",(t) -
0. Logo, pela invariância do conjunto w-limite conclui-se que (Ài,ât,0) C Q. No
entanto, (Ài, ât, 0) é assintoticamente estável pelas observações anteriores. Portanto
a trajetória (S(t),zi(Z), z2(t)) aproxima-se ao ponto crítico (Àt,ât, 0). Em particular
lim a;l(t) = âi , o que é uma contradição a nossa afirmação.t-l+oo

Portanto podemos concluir que existe . lim zl(t) = âi.
t-->+oo

o - ilU, s'(t) - ilU, -(: - ; miSzi 7n2Sz2
aias a2+S

D

Lema 2.9 S'Jam (S(t),zt(t),z2(í)) solução de r2.3) e 0 < Ài < Ã < À2 . $e A >

«: + À: .ntão . co«junto «,-Zá,«it. d« t,«j.tó,t« d. (S(t), z:(t),z,([)) encont«-'' mo

plano zl = Q cona,ando uma t.raljetóda peüódica , e=ceto os pontos qve T)eüencem. à

««á.d«d. «tá.,eZ do p.nto d. .q«áZzüh. (,X:, â:, 0).

Demonstração. Como acima, no Lema 2.8, temos .lim z2(t) = 0 e .lim zl(t) > 0.t-++oo ' ' t-++oo

Os argumentos usados na demost.ração deste Lema dão que (Ài, zZ«,0) para algum

Decote por Q' denotando o conjunto co-limite do sistema dois-dimensionar (z2 = 0)

por(Ài,zt«). Pelo Lema 2.2, para X > at+2Ài o ponto de equilíbrio(Ài,â) é instável, e

sendo a trajetoria definida num compacto, então pelo teorema de Poincaré-Bendisxson

Q' é uma solução periódica.

zz,,, > 0

,4dela l,uása Cano .A4aman{
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Seja Q o conjunto w-limpe do sistema (2.3), logo, pela propriedade de invariância
do conjunto w-limite temos que (Q', 0) C Q, portanto o conjunto w-limite da trajetória

(S(t), zi(t), a:2(t)) permanece no plano Szi contendo uma trajetoria periódica.

Agora, como a matriz lineaiizada de (2.3) no equilíbrio (Àt,âi, 0) para .K' > ai +

2Àt, tem dois autovalores positivos e um autovalor negativo, então (Ài, :íi, 0) é instável

com variedade instável de dimensão dois tangente ao plano Szi e variedade estável

tangente ao vetor (0, 1, --r.-), onde a = 1 -- K -- Ílilt:i:# e b = :iltl. Logo, conclui-

se que o sistema (2.3) tem uma variedade estável se /{' > ai + 2Ài. Assim, todas as
condições iniciais positivas são atraídos para tal trajetória periódica no plano Szi em

volta do ponto de equilíbrio (Ài, âi, 0), exceto os pontos que pertencem à variedade

estável de (Ài,âi, 0). []

Lema 2.10 Soam (S(t),z:(t),z2(t)) soluça. de re.39, 0 < À- < À2 < K ' H- $ H

(i) S' Ã' < a: + 2,X:, ente. .1l:., S(t) - À:, .li:.,z:(t) - â: ' .!U.';,(t) - 0.
(ii) Se X > ai +2Ài, então o co@unto w-Zámáte da Irn8eíoha de (S(t), zi(t), z2(t)) per-

manece no piano Sz: ráslo é, . lim =2(f) = 0) contendo uma traletóha peóódãca,
.«'*' « po"'" q«. ped.n«m â -Med«d. «tá«/ do post. d q«{JzaHo (À: , â: , 0)

Demonstração. Análogo á demost.ração dos Lemas 2.8 e 2.9

.4deia .Luása Cano .A/amara



Bifurcação de ]lopf e a existência

de uma órbita periódica em IKI.

Neste capítulo provaremos no Lema 3.1 a ocorrência da bifurcação de Hopf supercrítica

no plano z2 = 0 no equilíbrio (Ài,ât) com valor de bifurcação K = -Ko. Mediante
uma análise cuidadosa introduzimos o parâmetro de bifurcação ?7 e finalmente apre-

sentaremos o Teorema 3.1 que prova a ocorrência da bifurcação no ponto de equilíbrio

(Ài, âi, 0), o que garantirá a existência de uma órbita periódica estável para 77 < ?7(K)
no octante positivo pela perda de estabilidade da órbita periódica de Hopf para K > -lÍo

e a2 > ai.

Em todo este capítulo admitiremos que Ài < À2 e K > Ài.

Consideremos o pont.o de equilíbrio -Ei = (Ài,ât,o) de (2.3), onde ÀI = ;#:!h
e âi = à-(l K). Ja vimos anteriormente que se Ã < ai + 2Ài, então Ei é assin-
t,ot.icamente est.ável e que se .l{ > ai + 2.Xt, então Et é instável. Most.faremos que
Ko = ai + 2Ài é ponto de bifurcação e que a linerização de (2.3) em volta de Et
apresenta, para -K - Ko, um par de aut,ovalores irnagináiios pulos

Lembremos que o po]inâmio característico da matriz ]inerizada do sistema (2.3)
em torno do equilíbrio (Ài, ât, 0) é dada por:

P(P) « P' :-g- 7niâiat
(.: + À:y P+ Ài7n?miai

29
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e que o primeiro autovalor é negativo:

«: - =Pl- "aÀ:: "'"' - -i;Ex:o: * «

Os demais autovalores são as raízes da equação

«:-(: T-df$)«*#f -.
Agora, para existir autovalor no eixo imaginário devemos ter que

:-: CH-.,

0

que é equivalente a
2Ài miai m.iâiÀi .
K' «: + ,x: («: + .x-)'

Sendo (Àt,ât, 0) equilíbrio da equação (2.3), claramente temos

lnl&- = Z)l, de modo que a equação acima torna-se

à: 14 : a- - 2À:l . o.KI «:+À: J
Portanto, vamos t.er autovalor no eixo imaginário se e somente se .l{ =

os autovalores imaginários puros são dados por

l

ai + 2Ài e

.,,; - *' ]e#h =à - *'.
Seja /3o =

Como o plano Szt é invariante por (2.3), então a bifurcação de Hopf deve ocorrer

no plano z2 = 0. Fazendo a;2 = 0 em (2.3), vamos examinar a bifurcação de Hopf para
o sistema bidimerlsional

$sli
nizlS r
a:+ S

zntztS
a.i+ S (3.1)

lzl

Lema 3.1 Sda /{o = al+2Ài. O ponto de equ{/züT'áo (Àt,âi) de r3.7) assãtóntãcarne7}te

estável pata K <. Ko, aplesebta UITlü bifurcação de HoT)Js'upeTCT'íti,ca elrl K -- Ko. A

órbita periódica da bi.ju'rcação é Única pata K > Ko, K Ko pequeno, e pode ser dada
pela e=pl'estão em séhe

s(t; .)

«:(t; .)

g(,; .) cos, + c'5(,) +

ZI(r; e) = 2i + ee- sina + e'e(r) +i-rl
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(3.2)

K

êo

K.+c2Ã'+

à*.''*
onde .K > 0

As expressões (3.2) convergem quando lcl < co, para algum eo > 0, mas toda a

informação esta contida em (3.2) para 0 .$ e < co. De fato, K(c) e w(e) são funções

par" de c e(S(t; c),z:(t; --c)) é «ma trmlaçã. de(S(t;c),z:(t;c)).
Demonstração. Para simplificar os cálculos, mula.ipliquemos o sistema (3.1) por

X(ai + S), obtendo

x'(.:+ s)s
Ã'(«: + s)á*

R'aiS + (/( al)S2 -- S3 -- Rm.iztS

(mi -- Z)i)/(Szi -- .K'at-Dias

Inicialmente, aplicamos uma translação, levando o ponto de equilíbrio na origem,

isto é, tomamos

3/: = S Ài, g/2 :: Jçi -- ât, k = .F( -- /{o

no sistema (3.1). Obtemos

''''':-''«:-'-'Jú: - ãí:Ã":"
«,* *«? - «Í.

Do mesmo modo, para a segunda equação obtemos

Ã(": + 1/: + À:)Ú, - {;;l!;bN3/: + «:ky: + (m: - o:)ky:y, + «:(m: + -o:)y:Z',

Agora, para lhl « l e lyil « l temos

Ã'(": +z/-+ À:)(«: +2À:)li + i;fni'(": +À:)li+ i3k-l
. oo . oo

G=xÜína:';Ü'"E'rX'"
gh#hÊ'-h,«Ê';h,"

Po"do P(Z/t, k) = E=o(;ÍiijX-)" E=o(iilfk-)", temos
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P(y: , k) ]

' al + 2Àt
k

+ («: + 2À:)'
k2 . ]

r)

(«: + À:)'

' («: + À:)(«: + 2À:)
l

K

ai + 2Àt

(«: + 2À:)(«: + À:y
+ {;Íf-i.ÍP + .(lkl; + ly:l;)

-1
=/«:*.=#,:«: gFH*gnH4«:

(m- - O,)(m.-+ D-)k.? +(ã;G;iÍ-b3yk'+ '(lkl' + IV.I')

«?m:(m: + O:)

Substituindo, obtemos

«:«,*:1[3«: @=P":«,
3:aüg«: * =P.=4,'*«:
e'h#'«:", ''' '
«,: - o. . .o:k /«,: - o:\'
;#;á":*aÜ Ç;:;áJ ":*'=n

-0:(.n: - 0:) ,

(m: - O-); :
''t;?.=4,'*«: -

+ (3.3)

«:«: ' "P":0.n o:)vi+ Jlpl.:.ga.." (m:--O:y ,

:ã=««:*JaàH«:
3/2

H (=J)* «:

e';:#a.:", -- .
+

aÍ'ntÍ

ou equivalentemente, na filma matricial,

Ú k.4:y+ Qo(y,y)+ k'.Á,y + kQ:(3/,y)+ Co(3/,Z/,y) +

onde
Oi (mi -- Oi)

aimi(mi+l)i) .0
'4o '

0
'4t

mi+.Dt

..',,,,- ( JJ&;H,«? "t:F«:«,\
;gh3:;«? -- "h:F«:«,7

OI(ml -- OI)'
a?mi(mi+Oi)

-# (ngty
4.-

]EH) . '-',.,.,, - -#nâ:h«f -- "$#'«:",
#8hni;õ«{

c?:(y , y)

e os demais termos são combinações de potências de expoente maior ou igual a quatro
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Observe que :L{/3o - :LãvZ =i=:Pi são as raízes características de .4o. Seja qo =

(qol, q02) tal que .4oqo = pqo, ou seja o autovetor correspondente ao autovalor p = {Po.
Então

0

mi+.Di f: ll =:
e assim

l \ / o
q.- l . l +'l p.

Fazendo uma mudança de escala do tempo, t - wr, onde w > 0 é um parâmetro

a ser determinado, obtemos o sistema

Ú+ «,k,'l:y + wC?o(3/,y) + «,k'.4,3/ + wkQ:(3/, 3/) + wG.(y,y,y) +

para o qual procuramos uma solução periódica de período 2n-

Consideremos ms soluções de (3.4) na fonna cle série

CUI + C*U2 +

.k: + .'k, + . . . (3.5)

/3o 1 + cwi + c2w2 +

Inserindo (3.5) em (3.4) e igualando os coeficientes dos termos de mesma potência de

c, podemos resolver as equações que darão como resultado os coeficientes de (3.5):

cü:+.'i',+. -.(Pi:+;w:+.''.,,+. .).Ao(cu:+''u,+ . .)+(ad:+'«,:+.'',,+. -.)

(ck: + e'k,+ . . .)Á:(.u- + c'u, + . . .) -P(/0F:+ '«,:+ ;'w,+ . . .)Qo(g/, g/) +

::= -=--.Aoutc+ -=--,4ouic2 + . . . +cui.Aocui +cwt,4oc2u2 + . . . +c2w2.4ocut +c2w2.4oc2 2
Po PO

. + (Pã:.4ou, + w:.,4ou: + #i:k:.,'!:u: + êi:C?o(u:, "-)) '' +
PO

Portanto,

.Di

(3.4)

Ü. - -;'4o":
/.JO

Resolvendo a equação acima temos

u* (0)

u:(t) = Re (qo.") = Re
l

-ÍÊ-
(cos t + { si« t)

cos t

Ê- si« '

Também temos

ü2 /3o i'4ou2 «,t.core(qoe:') + h.gire(qoe:') + àQo(Reqoe", Reqoe")

«. (h"-." -- «:"....") -- àe.n....", "....")
k.4i cos t 'iiqo/3o sin t + àQo(Reqoe:', Reqoe:')

je"(hÁ:ç. + {«,:#oq.) + {.'"(Ê'4:qo - {.«:#oq.)
+ih(''"Qo(Ço, qo) + 2Qo(qo, %) + .'"'Qo(Ü, ®))
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e, portanto, u2 é solução da equação diferencial de primeira ordem

!."(ÊIÁ:«.+ :«-p.«a -- i."(ã.'i:..+ :«:p...,

+ ãã(e'"Qo(ço, qo) + 2Qo(qo, ®) + e''"C?o(®, ®))

u,(0)

u2 -- /3ii.,4oue (3.6)

Seja zo # 0 tal que .4rzo = --i/cozo com <qo, ão>

:õ. sH À r ""
D\ iDo ) \. x«

l

0

0

donde

Agora, como o lado direito g(t) de (3.6) é uma função 2r-periódica, pela Al-
ternativa de Fredholm, a equação (3.6) tem solução 2a--periódica se e somente se
/oe"<g(t),z(t)>dt = 0, para toda solução 2n-periódica z(t) da equação adjunta da

equação homogênea correspondente a (3.6), ou seja, ó2 = --à.4ru2. Como as soluções
2a-periódicas da equação adjunta são combinações lineares de funções eit

necessário e suficiente que /o2"<g(t),e:t:'u>dt = 0. Como Xo2"e:"'e:L:'dt = 0 , para

n # ül, obtemos

2x ki
g(t) , ;(t)>dt .'l:qo + iw:#oqo l «

onde u € 11&2 é arbitrário. Logo, devemos ter

HI
:f-.Algo + {wi#oqo = 0.
/JO

Tomando produto escalar com zo, obtemos

9-<.4lqo, zo> + í«,iPo = o.
PO

<.4:qo, «o> - i lil;lll:ll::iflgi.í + {-4-l :
Subsituindo, obtemos

Agora,

ã': * : (ã', * «:,.) - ..
Portanto, ki = 0 e wi = 0. Assim, o sistema (3.6) se escreve como

ãã (e'"Qo(qo, po) + 2Qo(qo, ®) + e '"C?o(Ü, Ü))
«:(2r),

ü2 /3o i.,4ou2

«,(o)
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cuja solução é

u2(t) = Re(qoe") + :Re(q:.:") + ilç,, (3.7)

onde

[(
2(ml 01)'

aimi.Di
2(ml :421)' «ti--Oi

à;miO: a:mi(mi+Oi)

/ (mi--l)t)(mi+Oi 2)

+ Í/3o l
ai nu l) l

(mi --Dt)(mi -- 30i )

\ alma .Oil )]
mt-U \

mi-Ot /
aimi (mi+l)i) /

u bserve aue

bt = Re<.4tqo, aço> = :ã;:11111'ti ' 1)1) #O

é a condição de transversalidade da hipótese do Teorema de Bifurcação de Hopf. De

fato, mostraremos que
-;Rep(k)lk-o = Re<Áiqo, ã.>,

onde p = p(k) é o autovalor da parte linear que satisfaz p(0) = 0. Observe que

IÜRep(k)lk-o - ãKRep(K)lx-K., onde p - p(-K) é a solução da equação

P' - .(Ã')P +b(Ã')

" ..*,-l('=bp) . ''«,-$úluP
Derivando a equação quadrático com repeit.o a Ã e do fato que p(Xo) = {/io, obtemos

#t(-Ka -Ê«'(-KD +áó'(Ka.
Como b'(-Ko) é um número real, obtemos que

Re#É(Ko) - ãa'(Ã'o)

Sendo

«''«., - à (*íhP) * à
resulta que

Reli!:(Ko) - l ai + 2ÀÀi a. -P ÀI) ' 2cLlml(m --r ll)i) ' Re<'4:qo,zo>.

Logo, as hipotéses do Teorema de bifurcação de Hopf j13j estão satisfeitas. Pode-

mos concluir club existe uma função de classe (.;" k : (--õ, õ) -} R tal que (0, y2, k(y2))

é uma órbita fechada de período H 2n-//3o de Yh para g/2 # 0 e tal que k(0) = 0.
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(O . P( y: . k) . k)

( 0 ,y2. k )

Figura 3.1: Aplicação de Poincaré

Assim existe uma bifurcação de Hopf com ponto de bifurcação .K = Ko, ou seja
se Ã' < /{o temos que as órbitas apresentam um comportamento de foco e se ]{ > Ko

apresenta uma órbita periódica.

Vejamos agora a estabilidade e direção da bifurcação e para isso devemos mostrar

que o equilíl)rio (0, 0) do sistema (3.3) é um "atrator fraco". De acordo com Marsden
e McCracken j131, o equilíl)rio (0,0) é um atrator fraco de (3.3) (ou (.Xt,ât) é um
atrator fraco pala (3.1)) se V"'(0) = !13(0, 0) < 0, sendo I' a função de deslocamellto
definida co:no }'(3/2, k) = P(y2, k) -- 3/2, onde a aplicação (0, y2) -> (0, P(y2, k(y2))) é a

aplicação de Poincaré associado com a órbita fechada que paga por (y2, k(y2)) (Figura

Clonsidere o sistema (3.3) na seguinte forma

yk(3/:,3/:) y,), }'7(y:,3/,))(Ú-,Ú,),

3.1)

onde k é o parâmetro de bifurcação.

Agora, para obter y"'(0) usamos a seguinte expressão, obtida de j13l:

""'.., - ã(w'.,., * n'.,., * ='.,., * u..,.,)
*ü(-w'., .,='.,., * g.., .,='', ',

--filão,o=:i;o,o ozl;E;o,o

*g..,.,: '.,.,*g ..,.,u'.,.,)
Devemos fazer uma mudança de coordenadas tal que dyo(0, 0) tenha a forma
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onde :E/3oí são os autovalores correspondentes à matriz Dyo(0, 0). Para esse fim,
devemos encontrar vetores ê: e ê, tais que Z)Yo(0, 0)êi = --/3oê2 e -Dyo(0, 0)ê2 = /3oêi.

De fato, observe que, como Õo = «1)il:lilH , então (/3o{/ Z)Xo(0, 0))u - 0, para
u = (ui,u2) é equivalente a

l3oi, DI. 0

0

««" .".«" '":-"«" ". « - -*:" '«., :: - l: e e2

Portanto,

yo(3/:ê:+3/,ê,) - yo(y: , - êlz/,).z-/l

(«.«, * @hJP«:«, :$=X«: - JaàU,:
":ÜP«:"* )::*(-««:*'"tly"":

* "UP«:- "lân«:- "ãP«:",* ..):,
Portanto, nas novas coordenadas temos que

h'b:, «J - P.«, ... G"' D02".":«, - il:i8Ei3L«? - a:$1;1i/}11õ"Í

@%Hl%«:", --
''F'«:,«J - ..- G'"' D02":«, -- ezhi:lW«?

@y-:;:?a.:", ..-

Agora, determinamos o valor de }''"'(0), onde os valores das derivadas parciais da
fórmula são:

:gp,n - -::l::'i:à, =âo,o - e\i:tiy', %go,u -'
:go,o - gp:h:w, ;áo,u - e:i:;a, :go,n -'

:#o,n--:gl?ÉiÇIL, gho,o-'
;=o,'l-:g=biW . :go,n-'
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Substituindo as derivadas parciais obtidas acima em 1''"'(0) tem-se

""'.., -ü( á; =;-*hP)
. 3r /' 20:(m: - O:) («.: - D:)'Po 2(m: - -O:)#o (m: - -O:y
'4/3g \.aim.t(m.t+l)t) aimiDt a:mi aimi

2D:(m: - D:) 2(m: - O:)Õo
«-m-(m: + O:) «:m:

- ;;li?l=iÊ;ll:õt-3o«: .OJ :+ oo]

+ &:il IÍIÊTillgbi(«: - o:) + (m: - D:)(m: + o-) - 20:l

- g;ii?:$iiàlli:õi-2(m: + o:) + 2n:l
-3r (,n: - O-y -3«-(m: - P:y
Õo «?m.:(,«: +D:) «?m:vi);(ú; O:)(m,: + O:)

Clonclui-se daí que as órbit.as periódicas são at,rat.aras c a bifurcação é supercrítica

j131. Portant.o, exist.e uma órbita periódica supercrítica (S(r,c), Zi(r,e)) dada por

Consideremos agora a estabilidade da solução periódica dada por (3.2) e z2 = 0

como solução de (2.3), isto é, da solução p.(t) = (S(t,c),Zi(t,c),0).

< 0

Lema 3.2 .A solução pehódãca p.(t), onde i, ãi são dadas por r3.29 e z2

distem« (2.3) é .«àntotic«mente está«t ''

0, da

\ f'« ( ««3Qr)
2" Jo X.«2 + S(,)

D2 l dr < 0

e ánstáueZ se

.! /:" r«gy.
2" Jo \.«: + S(«) '/

Demonstração. Seja .ê = Z)X(p.(t))z a linearização de (2.3) em volta de p. e seja

q'(t) = (@ij(t)) sua matriz fundamental que satisfaz 'D(0) = /. Temos

l 2S m.iãiai
x' («:+ sy

7nlZlal

(«: + s)'

mtS m,S

0'P(t) q'(t) (3.8)

0
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s.«'. ó;, - (=$ @;., J - :, ', ;, ''"';

"« - . «- .Á' (=% - «:l ',
e como é3i(0) = 0 = é32(0) e @3s(0) = 1, temos que @3,j(t) = 0 para todo t, .j = 1, 2 e

*,; - .*-/' (=u - «,) -,. «;;:«, . '.« . "-:"'

0

é"'} (t)

onde a' = r éti Ói2 'l é precisamente a matriz fundamental principal da equação
\ é2i 'É22

variaciona1 2--dimensional de (3.1) ein volta da solução (S, ãl). Portanto, os multipli-

cadores característicos de p. são as raízes do polinâlnio

P(,x) det(Q(2«-«,) -- À-r)

@::(2«-«,) À

é« (2«'«, )

0

@«(2 «-«, )

@«(2«-w) À

0

.:(2«'«,)
,,(2«'«,)

«- .É- (M

c"" 1=% - «,l ',-«ü',-, «) l«-
Logo: os multiplicadores característ.ices associados com (3.8) são precisamente os

autovalores de '>(2«w) junto com

'- f «.iç::)
l --' . l-./2 l a'r := expu.
\«,+s(:1) '/ ' J.

Agora, pelo Lema 3.1, (S, ãt) é orbitalmente assintoticamente estável, o que implica
que os autovalores de ã'(2n-u) são l e l/.&:l < 1. Portanto, p. é orbitalmente assintoti-

camente estável (resp., instáve]) se À < 1 (resp., À > 1). []

À ::: exp
0

ÍJ,@ . ,,] ',
«, + s(,)
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Com a ajuda do Lema 3.2, podemos determinar a estabilidade das soluções periódicas

de Hopf consideradas como soluções do sist.ema 3--dimensiona1 (3.1).
Definimos

l
c(') : -nJ.

2n' ? !$1ri l
.a, + S(,; ')

(3.9)

Da expansão (2.3), temos

m,g(,; .) m,À: + c«.2 "s' + ''m,S(,) +

«, +g(,;.) "2 +À: +'"s,+.:S(') +

- =n * 'dTh '.;, * ''a,m,((«, + À:)S(,) -- cos'(,))
(«, + À:):

e de (3.7) temos

+ o(.;)

1 " se')-, -
m.t--Dt

Substituindo na expressão (3.9), obtemos

(=h Tà) *ã3b('«,**:,\=-:) *.''',
(=h - Tà) -- ;dTh''l''-Cll:' ' "' -- ''.',

G(.)

e portanto,

'u - ü=flx. --:,la ''" i''l:?Tpp:l;lP'«, -' 'kD (3.10)

determina a estabilidade da solução periódica p(t) = (S(t;c),zi(t;c), 0), essencial-
mente determinada pelo sinal de À2 -- Ài exceto quando IÀ2 Àil é pequeno.

Nosso interêsse é estudar uma possível bifurcação da solução periódica a partir de

(S(t; c),z:(t;c), 0). Com isto em mente, s'ja

À2 -- ÀI :; 77 (3.11)

e considere v7 como um pequeno parâmetro de bifurcação. Mais precisamente com Ài,
a2, e Z)2 fixados, consideremos m.2 variável como função de ?7, cuja expressão é

«., - m,(,7) - O,(1 + 9-) - O:(l + :Jh- ).
À2' ''~' ' z7 + Ài

Vejamos para que valores de c e v7 a solução periódica (S(t;c),zi(t;c),0) é neu-
tralmente estável.

Definimos

"k,ü : :} /'" ru4dlhld
2«' Jo \. «, + S(,; ') '

(3.12)
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Como S(r; --c) = S(r; e), temos que

n(-.,d - G.["C:f:;:::i]
l f'",«,(n)li(r\c) n(;,n)
2r Jo ~ «, + S(,; .)

e, portanto, H é uma função par de c.

Agora, a partir de (3.12) tem-se

"«,.»- àJ:" elq= ",.-«- àJ:'.3LHP-",'««-'
à /I" «.««.;«:hh-« - à Ji' =#â$-«
à I' =:áR-« - à f' ",«" * T=n«« - '
ii:;%h",«.«- l::ht-alh-«

:'',., - i/'"ihT',- mgh*.
Então, pelo Teorema da Função llnplícita, existem co > 0, v70 > 0 e uma única

função q : (--co, co) --> (--qo, qo) de classe (7- satisfazendo '7(0) = 0 tal que H(c, q) = 0

em (--.o,.o) x (--Oo,qo) se e son,e«te « q

Derivando a equação //(c, T7(c)) = 0 com respeito a c, obtemos

!g k, ,/u) + :lg- k, qn):n - o
9k,,,u)+ lgl;k,,,u)+ g;k,«w)2n1 2n+ 1l;k,,,u)$n - o

e calculando em c = 0, obtemos

o,o) -

"'.,--$=:m-' e

De (3.10), temos que

- ü;.:iígEI. *a ''" ;''á:?:3;u::P'., -- 'kn
.á:yl3e:lãn(«,
á:113;e:l:l:(«, +ou

efh \= '«, - «:,

H(.,,71

c,?7) =
C

9K,o
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e portanto

:;(0)- "': (a, :N(", "de /V>0

Seja lcl < e., com eo > 0 su6cient.ementa pequeno. Sendo S(r; --c) - S(r;c) e H
uma função par de e, temos

n( 4 GI.
rlyeK:EPeed'l .í, - xk, ,,(-4

«, + S(«; e)

e, pela unicidade do Teorema da Função Implicita, segue que 7/(e) - l/(--e), para
cl < eo. Portanto, a função 7/(e) é uma função par de e. Usando a expa''são

,,n - ,,m -' 2m.+ 1ligw.'+ àgm.' --

fPg«:0HQdl ~,
«2 + $(,; -') /

l

z'« J.

obtemos a expressão

À, À: - ,/(') - ;''N("2 - ":)+ 0(''),(3.13)

que parainetriza a curva de estabilidade neutral da solução (S(t; c), zi(f; c), 0) de (2.3)-
Portanto, se a2 > ai o diagrama de estabilidade pala a solução periódica é como
indicado na Figura 3.2.

€

/

H<O

À
eÍ$1>' 'n À,2--À,i

H>O

Figura 3.2: a2 > al

O parâmetro c não é natural ein (2.3). Assim precisamos determinar a curva de
estabilidade neutral no plano (Ã',?7). Usando as expansões (3.13) e (3.2) podemos

escrever, para K ? /(o, cona .l( .f(0 «K l,

K-Ko c'Ã' + o(lc'l), onde .K > 0
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e para c ' 0, tem-se /{ Ã'o - 0. Observe t.ambém que !.l(c2) ' K' Seja Õ a inversa
de ./. Então, c' = Õ(Ã Ko) e portanto

.' - -i(Ã' - Ã'.) + '(A' - Ã'o)

Logo,

,, - ,,.«, - i~'«, -.:, ('P) *.'«' «., ';.:',
Assim, no plano (.1{,77) temos o diagrama de estabilidade, co)]lo na Figura 3.3. De

'' l b n:'l(K)
n

K

.X2 /

/'
K=Ko

,/<é® :'©:.'.--"«..,-
S

/

Figura 3.3: Diagrama de bifurcação nas variáveis K e ?7

acordo cona a Figura 3.3, se a2 > ai, podemos desestabilizar a bifurcação de Hopf
no plano =;2 := 0 para um valor particular de /{ > /{o próximo a Ko decrescendo r7

e cortando a curva v7 = 71(A). O Lema 3.2 implica que a instabilidade aparece na
direção de a;2 quando iim mult.iplicador real abandona o interior do círculo unir.ária

(Figura 3.4). Assim esperamos que quando 77 decresce por r7 ' 77(A), uma solução

periódica bifurcatá da solução periódica estável supeicrítica de Hopf no plano z2 = 0

para o interior do primeiro octante.

n > TI ( K ) il = n ( K ) n<n(K)

+
IÀI > ll).l < l

Figura 3.4: Círculo unitário
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Teorema 3.1 Sqa K .Pzo, K > -lfo e a2 )' ai, canil -K -- Ko e a2 -- ai sti$cÍentemente

pequenos. Então, quando 1) decresce pelo valor q(.K) > 0, uma, solução pehódica b'ifHrca

dü solução periódica, de Hopf do Lem,ü 3.1 para o interior do pümeiro octante. Esta

solução é orb'itatmeTtte estável para n(.K) n > 0 su$cie'ntemente pequeno.

Demonstação. Fazendo uma mudança de variáveis S = zi, zi

sistema (2.3) se escreve na forma

. /'. ziX m.lziz2 m2(77)zty
zi = iki

7nlZIZ2 /)IZ2

y?l?)ziy
a2 + ZI

ou, equivalentemente,

z2 e z2 = 3/) o

F'(z) + -H(q, «, 3/)

G(q, z, y) , (3.15)

onde
«: (1 - %)

=S# o:«, /
j

«,2 (?)z! y

0
F'(#) H (n,«, U) -

e

y

Note que H(w7, r, 0) = 0 = G(77, a, 0). Observe também que em (3.15) est.amos ig-

norando a dependência de F'(z) em A, assim como os outros parâmetros, considerados
lixos

Seja z = p(t) a solução periódica de Hopf de (3.1)

''«,«,«,-(T? -«,

i (3.16)

Pelo Lema 3.1 esta solução é assintoticalnente estável.
Por uma mudança de coordenadas no espaço z (ver Figura 3.5), podemos supor

quem(0) sej«p:(0) ep2(0) -sistemas:'t.
Como p(t) = (pt(t),p2(t)) é solução periódica de (3.1), temos que »(t) = F'(p(t)),

e portanto

(»: (o) , », (o) ) ''*:,,,..,,-(*:':-# TU',«: ., f# «:,)

(*:':-} T#,,.)
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Figura 3.5: Mudança de coordenadas ]lo plano

assim podemos supor também que »(0) = (Pi(0), 0).

Seja @(f,(=, 3/); ,7) a solução de(3.15) satisfazendo «'(0,(a,y); q) =(z,y). Podemos
definir uma aplicação de Poincaié P : U --> V em uma vizinhança U de 0 no plano

# = {(zi,z2,y) : zi = 0} (Figura 3.6), onde V é uma vizinhança. de 0 em H. P

leva uma condição inicial próxima a 0 em /7 até a int.erseção seguinte com .f/. Mais
precisamente, existe uma função suave I'-(a;2, lyl z/), que é o primeiro instante para o qual

a solução de (3.15) coiii condição inicial (0, za, Z/) retorna a H, cona r(0, 0; 1/) = zo, onde

ro é o menor período de p(t).

Portanto, P pode ser dada por

P(«:, y; q)

P(0, 0; ,7)

@(,- («2 , y; ,/) , «, , 3/; ,/)

(o,o)

Seja F' : U x R --> H definida por

F(«, , v; o) P(«,, y; q) ,

de modo que as soluções periódicas de (3.15) próximas a p(t) correspondem aos zeros

da aplicação F
Como o plano y = 0 é invariante por (3.15), P = (PI, P2) satisfaz P2(z2, 0;q) = 0

(Figura 3.7) e PI(z2, 0, 77) é independente de 77.

.X2

xl
)

P(t)

S

Figura 3.6: H {(z:, «:,Z/) : n-

ade!a L%isa Cano Mawtan{
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y H

p(X:,o;Ti)=(pdn,o;Ti),o) l (X:.o)

Figura 3.7: Seção transversal

Portanto,

=(o,o;';) w'(o,o;'?) h
o W(o,o;'/) /

A estabilidade da órbita periódica dado pelo Lema 3.1, mostra que a derivada da

aplicação de Poincaré satisfaz 0 < g:(0, 0;77) < 1.

Escrevendo Pe(0, 3/;q)(0,y; ,7), 0,0,y;q), temos

1l;o, «;o - go-o, o;o,o,o,v;og;o,y;ü+ !:(,o,o;d,o,o,«;o.
Em vista de que @(t, p(0), q) = (p(t), 0), para todo t, 77 c ]R, temos

0,,,,P(0, 0; ,7)

é: (t, o, o, o; o) para todo t, 77 C R

e portanto,

1l: ('(o, o; '?), o, o, o; ,/) - Ç: (no, o, o, o; ,/)-

Sendo Ó3 solução de Ú = G(77, z, y), temos Ú3 ' G(77, z, @3). Assim, derivando com

respeito a 3/, obtemos

ig - -ãiG/,p:u,p,u,é,w - g;o/,p:u,p:w,ó;w.{lt,

(o, o; ,/)

donde

f":o,,,w, ;l
Lembrando que q - 77(c) satisfaz H(c, q(e)) = 0, segue então

J:" :«,««:',»'.- J:' eÉgP-»à-;-.

(zo, 0, 0, 0; 1/) = exp J
(3.17)

..4deía Z)uása Cano ]Wamaná
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se q = q(X) = 77*, nos temos a orbita p(t) no plano e zo = 2r, assim

{" (=qH «,) «. - ..
Agora usaremos o seguinte Teorema, devido a Crandall e Rabinowitz l3), l41, para

mostrar a existência de uma curva que será justamente o conjunto dos pontos fixos da

aplicação de Poincaré.

Teorema 3.2 Sejam X e y espaços de Banach, }'' uma üz nhança de 0 em X e

F : (--1, 1) x V --> y com as seguintes prophedades

(a) r'(q,0) 0, P«« t.do ? C (-1, 1);

(b) .A. deh«d«' p«má«á. Pn, F= ' En;, e«{;tem e 'ão "nfh-';

(c) dim ]V(Fz(0, 0)) codim R(F=(0, 0)) = 1;

(d) Pn,(0,0) . zo g R(F=(0,0)), onde N(F=(0,0)) [«.]

Se Z é «m «mpZ.«..nÉo d. ]V(Pz(0,0)) .m X, 'nÍão .«{st. «m« «Í;ánA«nç« t/ 'Í'
(0,0) .m R x X, «« ánt«Jo (-«,') ' /unçõe' c-fãn-«.nte d!/e«meia«í. p

(--a,a) --> R, @ : (--a,a) --} Z aZ que p(0) = 0, '/'(0) = 0, e se z(s) = szo + s@(s),

então F'(,7(;),#(;)) = 0. .4Z'm dá«o, F' :(0) p,ó«ã,no « (0,0) c.nsÍ'*e p"'i"m'"t'
'í" '"«,« « e (,7(.),«(s)), . C (-«,a).

Vamos ap]icar o Teorema (3.2) com X = y = ]R2 e F = F definida anterionnente

Temos F'(0, 0; ,/) = 0 e

:.eB

Se r7 = q* = r7(K), temos que

: - Ç'',';«*, - : - g'ro,',',';«*, - : - .*-(/" :'«*,,'.',.,'.) - .,
e portanto dim X(O,,,,F(0, 0; q*)) = codim X(Z),,,,-F(0, 0; ,7*)) = l

Agora, u C ]V(Z).,,F'(0, 0; ,7*)) se e somente se

I' x ç'll=
..4deZa Z,uása (Jante .A4amaná
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e portanto, ui = i:$11;r%£;u2, de modo que .N(Z.)«:,yF'(0, 0; 7?-)) 6 gerado pele vetter

W/(i - g:)

Agora verificaremos a condiQao de bifbrcaQao

o(,,,o,.F(o, o; ,?*)« # x(o:,,,,F(o, o; '?*))

Calculando diretamente, a imagem de Z),:,3/F apresenta a seguinte forma

"(",,,'o,.;«u -l I : I :'-'

l

48

(3.18)

Como

«,:,.''',';«*,«- li.gi::i: :iiiw'":«'w '
ten:os que D(,,,O,,,F'(0, 0; ,7*)u, # R (O:,,,,;'(0, 0; '/*)) sempre q"e

gl;o, o; ,?n # o.

gh (o, o; 'l ' )
- gn (o, o; o ' )

De (3.17), temos

gl:p, '; «*,

e

££(«, o,o,o; «n - £ I.£" :n*,«@,o a'l

/:' =~«,-";',''-...« tJ:' :,«*,«-... 4

[:' n-«,,,..,-'-'.
'.«. ''«, «, o - (=W - ",) «, '.«.; -".

TQQz)n - D:
a2 + ZI £;:lQ7*, pHIl -

,,.l: (q*)z :

IIUHU.

gl;o,';,,* /I '" £:',,*,,N,o~. - /'" "u"''> ''
' -m;hD/" a-;qh '; -«;Un«.f'"E-In .«

«,;hD« / ;;lla d, - m;07D«Rllb2«
!!1l1(2DD,2a-w < 0
m2(q*) ' '

Adeta Lu£sa Cano A4amavt{
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s :# o
Figura 3.8: Os pontos fixos da transformação dc Poincaié

p':s "'l;(,/*) < 0. Co«cl«amos e«tão q- D(,,,Ü,.;'(0, 0; ,7*) # R (O,,,,F'(0, 0; ,/*)).

Agora pelo Teorema 3.2, se Z é um complemento de .M(D:,,,,r'(0, 0;v7*)), existe
uma vizinhança U de (0, 0;v7*), um intervalo (--a, a), e funções continuamente difer-
enciáveis

O : (--a, a) -+ R e @ : (--a, a) --> Z

tais q"e '7(0) = ,7*,(z2,y)(0) =(0, 0) e

(s) + s@(s) ,7

isto é,

q(.)
.( *'':. *')*.';,
,7* + sq: + o(.) , q:

(3.19)

S.«do os "-os 'ia 'ra«;fo-:«,ção F as c«r«s («2,3/) 0) e (z2(.),3/(s); ,7(.)).
A fiiii de niostrai que (3.19) coiicsponde a uma orbita pciiódica estável é suficiente

mostrar que v?i < 0.

Por um momento vamos a assumir l/i < 0 e começaremos a analisar (3.19).

Pala s = 0 temos que z/ = 7/* = T/(K).

Agora, pala cada s # 0, existe '(v7) autovalor de DF=,,,(77, 0) e p(s) autovalor de

OFz,,,(,7(;), z(.)), o«de

DFz,,.(q(S), Z(;)) -
(z(;) , q(;))

0
%? («(;) , '7('))

l !B(«(;),'/(s))
donde

"r('7) - l - -Sf(o, o; '7) . 7'('7*)- =;(0,0,'7*);'0
Apela Lzisa Cano Mamavt{
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A fim de continuar com a análise, vamos a usei o seguinte teorema extraído
também dc l4l:

Teorema 3.3 Soam ', p /uniões degradas como acama. Se 7(i7*) # 0, Calão,
p,ó ám. « . «s /unçõe; /.(.) e -.q'(s)"y'(,7*) têm « m««« ""', ., .. p(s) # 0,

têm o mesmo sinal. Moais precisameTtte

li:.. :fl?!'(s)'Y'('/*) . l.
'-'o /zts)

Seja p, a órbita correspondente a (z2(s),ly(s);r/(s)). Se l/i < 0, então a partir
deste teorema e dos fatos já obtidos, podem-tos concluir que p(s) e --sr/'(s)' '(7/*) têm
o mesmo sinal.

Como

,7'<o:+ quando s>0:p(s)>0 ouseja 1l; <i+ p, éestável

77'<0-> quando s<0:p(s)<0 ouseja

p'isP(')- 1 - %?
Logo

éinstável

se s > 0+ q < q(Ã) +p, é «tá«]

se . < 0 + ,/ > q(R) + p, é i«:tá«l.

Assim temos que pala r7 < ?7(/o a ói})ita no plano vai peidel a cstabiliclacic,

ganhando essa estabilidade a orbita periódica p, no primeiro octante.

. T' n>n(K) il <n(K )

.,-----"' '"'"'-'----.

b:::b::::.b:;:::::-''::P) 'K 2

P(t) P(t)

(a) !;Ü > 1 (b) !;? < l

Figura 3.9: (a) Orbita periódica de Hopf p(t) estável. (b) Orbita periódica p. estável

De agora en] diante, vamos demonstrar que 7/'(0) < 0

Apela guisa Cano Mailtan{



3 - Ocos'ênciü das bifurcações
51

A solução periódica que obtemos pode ser representado pelas séries

?

s(t)
«:(t)

«,(t)

'l7' + sqt +

So(t) + 'S:(t) +

«:o(t) + s«::(t) +

s««(t) + . . ,

(3.20)

onde 77* = v7(X) e (So(t), zto(t)) são translações da solução periódica de Hopf em (3.2)
satisfazendo So(0) = Xi e iio(0) = 0

Podemos fazer uso da maquinaria já iniciada na prova da bifurcação, sempre que

identificamos a origem com o ponto (Xi, zi(0),0) e o hiperplano H com S = Ài. En-
tretanto temporalmente retomamos à notação (S, zi, z2) voltando logo às variáveis

(:«: , «, , y) .

O período da solução (3.20) é

,- = ,-(«:(0), z,(0), ,/) = ,-(;)

De (2.3) é claro que

,«:.- J:''' G#R-«à":' (3.21)

p':s / 9 og(«,(.-('))) -l'g(",(0)) -0.
Derivando (3.21), obtemos a seguinte equação

20

Á'''' (VW - «:) « - ('l#EP - ",l
*/:'''' q2UP«*J:''' :g«-'

calculando o valor desta expressão em s := 0, resulta que

. - (eghg - «,) :'., * /'"' "!%w « * /'"' #nw "

d
(.)ds

dl-
-;-(ods

Agora, como

(=qw «,) ~'-'0

segue que
o, .' (o) .

.ideia .Luása (Jante JWamanã
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Portanto

«:2H«,« - - «,) E'., ,«.Z" K-:8w7',
(3.22)

que é a equação que vamos usar para determinar o sinal de 7/i

Con,o %(z-o(0), 0,'7*) - 0, t'mos

:w - gl:(«:m,«:m;, 1l:w+gl:(«:m,«:m;o1l=-u+;(«:m,«,m;, :
:(o) - ::-(«::(o), o;'7*)"«(o)+ gl:(":.(o), o;o*)"«(o).(3.23)

As derivadas parciais de 1- podem ser determinadas derivando a equação definida para

,: @-(,-(«-, z2; '7), 0, ,:, z,; q)

(nas variáveis (zi, z2, y) esta equação é Ói

Por (3.19)

«::(o) - Í:?%Í - i:?%ã('(o),À:,"-.(o),o;'l*) ' "«(o) -i

A fim de determinarmos S(t) na expresso (3.20) escrevemos

S(Z) (Z, .,z:,«,;q)

ó:(t,À-,":.(o)+'1lr/(i á=)+''','+-

+'(a@l(t,À:,''::o(0)+''' ,'+- .;q*+'q:+

-'..',--.(:'',*:,««'',--... ,'--'-.;"*-' '":--. J g,.:- 2,
+çt(t,À:,z:o(o)+''',s+'.-;,/*+''7:+.) l) +

donde se obtém

s:w - glu1lt/o - g:) -- %
a E(0) para o que calculamos as derivadas parciais ig:- e ig; de

é:(,-(z: , z,; ,7) , 0, z: , «:; q)

1l#i:(':, "?l d, ', "tlr?;og:. T gi'(':, ",;d, o, «:, «,; o -
,ideia Z,uÍsa Cano .A4amaná

e

T

v7* + s77i +

Determinemos açore

0

)á,+ y



3 - Ocos'ência das bifurcações 53

e

alto-(«-, «,;d,o,«:, «,;o.gl: -'- il:o-(«:, «,;o, o, «:, «,; ü - o

logo
Õn- aó\ .i)$. i)T
ari é?zi' Z?t ' Õz2

Substituindo estes resultados em (3.23) temos clue

e E)$\ .a'»\
t)=,' õt

gZ-. T:12©-('(0) , À:, ":o(0), 0, '/*)

Substituindo este resultado na equação (3.22), temos

o: =i11B o,.'- (o) ( ««.,..,, -«,) Êm-«,ho«:./'''' ''w '*

«"'...,,(-# #',''',»:,«'',,',«*, - #)

:'''M:Lw(:'*,g,: 3,*Ç )'*.0
- «.,, (,7* )«,

Logo,

o:=i$o,.'-m%:( o

=q «,)(:'«,g'«,*ç '«,.:-='«',:

,«,%'«, .Z" ®úm (Z'',g -- g''''«
(e3:#HB - «,) (Ü(«)W(«) -- Z(ao - g(«»)

% Jpd-:l1l:'','' .Á GH-31;ÜW

(a2+;ÍÊ'"" (Ü(«)%(«)-'%( O
l

(to)(l

89'«,-

.3'«,,) ~'

% ('«) "p:llX: '' '' /" .3.«,,) '*.(«: + So(t)y
Portanto,

-,,-"K''o .,«\3c % (

#l (:'«,g'«, (no)(l+
:'«,,)

(3.24)

--%''«''*: -'- ": ---',, .Z:' ©ém (:'',g.«, g.«,,) -'
..4dela l,Bisa Cano À4amaná
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E (ou K) têm sido fixados; quase todos os símbolos em (3.24) são funções de c com

exceção de a2, Ài, /,)2, etc.

A expressão complicada do lado direito de (3.24) pode ser expandida somente em

potência de c. Portanto, iniciemos expandindo em potências de c os termos do lado

direito de (3.24):

«:o(t)

So(t)

7b

aim,i /8o

ü;i-lÜ(ll:.: .... «o
Ài + c sin /3ot +
2r .

ã + ''n +

!A'(«,

%!(o) - s:(o) - 'õ. + '
@o(t) + .@: (t) +

q+

#'«,

z'',
z'',
g'',

Existem alguns termos de (3.24) que se anulam em e = 0. Iniciemos considerando

estes. Note que

(3.25)

Õo(t) + .Õ:(t) +

'yo(t) + .'y: (t) +

Po(t) + .P:(t) +

1 - g:(«) - E;(«, - p («,, wi,,-..
A função z2 -- PI(z2, 0) é a função deslocamento y dada na demostração do Lema 3.1

«, - pl(«,, Q - àglá0, Q«g +

que é negativa para z2 )' 0. Então

: - @' oo - àg;o, n«g --

Substituindo z2 por e, uma vez que eles coincidem em primeira ordem, temos

: -2oú - àgllo,n.' +
Como -ãÍ(zo) = c/3o + ' . . , então os termos que multiplicam 77t no lado esquerdo de

(3.24) anulam-se numa ordem de c3; e podemos escrever o lado esquerdo como gc377i,

onde g = g(e) satisfaz sign(g(0)) = --1.

Agora analizemos o lado direito de (3.24).

,ideia l,&ása Cano À/amam
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Considere a seguinte expressão, a qual é a última parcela do lado direito de (3.24),

9'«''*:*«**«,, /'''' ©4m (2'',g'«, * Ç ': - Z'«,,) ''.#

Temos

a2 + Ài + c sin /5ot +

l
(«2 + S.l(t))' (a2 + Ài + c sin /3ot +

sin #ot
F -+-

(«, + À-)'

2

1 ==

2

(«: + À:)'

inserindo (3.25) em # temos,

(À: + q* + «,)(cÕo + /,'''ha:w )R(t)dt

onde

R(t) + .@: (t) + ) .(:)+.P:(:)+
+(1- õ.(:) .ó:(:) + . . )('y.M +.'y:0) +

- @.(t)í'.(ã)+ 'p.(z)p:(ã)' + v':([)í'.(:)' + 'p:(t)í':(ã)'' +

-õ.(:». mõ:(:) :uõ:(:).'++7o (t)( l - õ.(ã)) + ':(t)(i
@o(t)X'o(:) + '7o(t)(l õ.(ã»+l .up (:)+@:mp.(:)+

õ.(ã» -«.mõ:(ã)l .-'- l@:w,:(%l) ,: ó:(ã)l .' -'-okD.+ 7:(t)(l -

Como ?7* = O(e') e %:(to) = O(c), os termos de ordem inferior no lado direito de
(3.24) são de ordem c. Assim,

= /lc + .r2c2 + /scs + O(e4),

onde

/- - Gx: -- «ap. .Z" G;l-xJ l@.u«.(:) + ,.mo - õ.(Z»l a',

" G;:-xNl@.p:(:) + @:wp.(:) + :o/ õ.(ã» (g)lú'/5o

+(4: t «,)Po

27r

Po

{:ili!eh l@.(Op.(:) + '',.«)(+ !Q(%))lat,0

..4dela Z,uása (;ano Ã/amara
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.r: - Gx: +«J/3. /" õ;-;-:íptú:mp:(ã) -'y: õ:(:)]at+ o: +«ap.
com

./" PU 'í*

pw - -Úli;e$t«'.up:(ã) + :wp.(:) + ':uo - ó.(ã» - "r.uã:(;1)]

Considere,nos o fi«xo @(t) = (@i(t),@2(t),é3(t)) de (2.3) e portanto satisfaz o

sistema (3.3). Alem disso, do sistema (3.25), considere

c sin /eo{ +

-.ig: cos õ.t + -
e'k2 +

(3.26)

Agora, derivando (3.3) calculado em (éi(t), é2(t)) com respeito a z2, e substituindo os

valores obtidos em (3.25) e (3.26), obtemos o seguinte sistema:

@l) +c@ + - - . :; --/)iõo -- cZ)iõt (!!! /3ot +c(5osinPotl(zlín.l l)l
= --DtÓo -- cZ)iÕi

::;111111;iJ;làc@o sin /got + O(c:) +

:: 1111.i-:Lido + @lcj + {!!! c@. ao cos/3.t + e(5o sin Poli

P.t+okD +

ÕÍ, + .ÕÍ +

Igualando os termos constantes, obtemos

@.\ / 0 -D:

õ. / \ :lHÊ' o

/
@o(t) ll'.,-

cuja solução é dada por

@o(t)

Õo(t)

-Z):/3i: sin /3ot

cos /3ot

Também

= --0:Õ:(t) - 20'("'«- Z)-) ;i.(/3ot)'Po(t) - ("'' (/3.t)V'o(t)

+l??! : l)!)' si«(/3ot)Õo(t)
a17nl

- ::-lbg@:m - i::?i;ll-;iÜ ;i«G3.o@.w - e1l;i;li?aâ «; .o .
(mi )'si«(Pot)Õo(t)

a17n'l

Bt cos(#ot)V'o(t)

X- «s(Pot)'Po(t)

.4dela Luása (cano .A4amaná
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ou

'Pt

'Pt

/

(t)

(0)

} '*, -- «.', l

D:/3Ít sin ÕoZ

cos /3ot

onde

B(t)
a sin /3ot + b cos /3oZ c sin Pot

d sin /3ot -- ocos /got c sin /6ot

2Di(mi -- Dt) 2Àt

«:m:(m.: + O:) («: + .X:)(««
(m- -- O:y Õo nt-a:/3o

«:m: O: O: («- + À:y
(m: -- -õ:y --«,:a,

«:m: (.- + .X:): '
2(ml -- Z)iy 2ai

«:m.- (,«: + O:) («- + À:)(«:

0 -0t \

+ 2Ài)

+ 2Ài)
e

'4o

cuja solução é da seguinte forma

r' @-(t) À r cos/3.t --Êsi«/3.t À r b.:(t)
k õi(t) 7 \.bisinêot cosÕot ,/ \.A2(t)

onde

h-(t)
= tl;y(--a + J)lb -- c) sin' /3ot + Dt (ó -- ao c)(cos; /3ot

--gala(«;p.' o iài(«;:p.'

1)

e

":w -Ü(ÊI' $o ;,«: o.* Ao («;; p.'

1) - iÀ;("s' P.t - i)l.

1)

Como

?-f'f:}.(t :l?)/*«.St?71.
'ã

"yo (t) dt

.ideia l,uása Cano .A/amam



3 - OcorrêTtcia das bifurcações 58

segue que /i :; 0

P(t) - liiiiy$ [«'.mp:(:)
27r
=)]7o (t)Õ:
Po

Logo,

- Gx- + «aP. /" G;;-:iNl@:Mp:(:)

+o:+«ap..Z" i:liyht .up:(:)

2n-
'y: (t)õ: /3o

'y.«)õ:(:)l t

Das considerações anteriores de 1 -- g!(no), temos õi(e") = 0 . Usando este fato
e inserindo @o(t), 'o(t) na expressão acima, temos

*:* ,'.r$1@*«'*»,:q'«*.
--Q* -* «a'.r 'G;nJO

2n'
Po

G;ii3i;5í si« êot(-o:Ói: sin /3ot)pt

2a'
êo

ü;:fm, l(., -' »J,:(:) ./" '* -- :«:(ã)âi

Õ;--PiíP l(', + x:)p:(;1) /" d',(t)'ít + 2

sin'ootatl0

:wa* + 2,:(ã):
Assim, temos finalmente que

'; - o;!ü; l(«, -- *J,:(:) ./" :w'* -* i":,:(:)l . (3.27)

Agora, introduzindo a variável z2 = 3/3 no sistema (2.3) e considerando a translação

para a origem, obtemos o sistema:

3/i -- 1) ty2 - «,«; * :Uny«: - :$=3«:
":"'("' DJ2 «: -- eilP(=Lig)'*«:

(m: O:y
a17nl

zn2a2 Dtk:(rnt
(l;Õ-lÍ#y:Z'; «?m:(m: + D:) 3/: +

*@aP«:«, - Jaàh«: * dn«:", *
=i:«: * = (=-Jy « * qlr««, - Jh#l«:
*H(=J)'«: :: =H«:*Jaú%«:
-fulo!,:", ...

aimi
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Derivando o sistema obtido acima calculado em (éi(t), é2(t)) com respeito a y e

inserindo as equações de (3.25) e (3.26), e observando que ÍIÇ = 1, tem-se

'yá + ''y; + = --Dxpo -- D2 -- eD\pl. -- e1 : 4?!)' (,. Po coso.t + Po si«P.t)
a:m.i ~ '"Z)i

-- :::11111;-i=i:àcyo sin #ot + c a2m2 ('y0 + sin Pot) + O(c')

!!!!::!! (7o + c7:) c r"' ("ro-!! cos /3ot -- po sin /3ot)
ailni ~ '" Dipl, + .p{ + - }l:líbi('y. + '':) - '

--e 2(ml sin/3ot+O(e')

Assim,

;=1:1 1'-1ü -f: ll;=1:1 1*1 -f'
cuja solução é dado por:

:= 1 '.,- 1 :mt+l)l

'yo(t)

Po(t)
:# ;i« ê.'

H("shot i)
e

'yt

:«.1;: 1*«'*,1 =1*1-%' I".'*'.;'«".*-

;: l '., - l :
cuja solução é da forma

'y:(t)
P:(t)

cos/3o*

â ;i« #.'
- ã- sin /3ot

cos #ot

onde

g:(t) - Ü(-o," + z%Pz, - D:c) si"' Pot + ã(z' -R')("s; Pot - i)

ãh(o: c + -B;X;Íi;l:lÕ-) sin' Pot -- J%$bd(l -- cos /3ot + i(cos; Pot

+2c({t - ã si« /3ot cos êot)

1)

e

g,(t) = Sh(Hó êÍ?c 2d)sin'#ot-- :g( 'b-- : c)(cos;#ot l)
+Hcà si«' /3ot + ã'«là(i - "; pot)+ ü("s3 po - l)l
+(gg?'-+ 1l#11$!iÇ#)({t - Ü si« ê.t cos #ot).
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Assim, tem-se que

/"@:Uót -

P:(;-)
/3o

2n-Dt

/3g(«: + À:)
0,«[ «: . «: «20, ]

0: l ,X:(«:+À:) ' À:(«,+.X:) #o,X:(«,+À:)J
0,«' r «,- «: «2-02 l
0- l(«: +À:)(«,+,X:) Po.X:(',+ ,X:)j

Logo,

MhF'.: * *:,«:'ã,(-àFh) * ; «:,:':,]

M;h( =H*:),:':,
n;h(==)yLMJ=**:, M:f m]
ü=HR=T\:,, [©\R@ '.,-«-,]

.=HH:iT\:,, I'lã'
Portanto, /3 > 0 sempre que

a2Z.)2m l
0 < a2 ai < '.. ':.

Z../IPO

Em particular, /3 > 0 para a2 --ai suficientemente pequeno. Portanto, o coeficiente

de c3 para o lado direito de (3.24) é positivo. Assim, conclui-se que l/i < 0 para c
pequeno, o que completa a prova do teorema.

Consequentemente, uma solução periódica estável bifurca da solução periódica de

Hopf para o interior do primeiro octante para 77(/O -- v7 > 0 suhcientemente pequeno.
n
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