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Resumo

A presenga de heterogeneidades tem influéncia significativa no processo de escoamento
bifasico em meios porosos. Em particular, em reservatérios de petroleo, geralmente provocam
a redugio da taxa de recuperacio de petrdleo, pois o 6leo tende a ficar acumulado nas
interfaces formadas entre dois tipos de sedimentos com propriedades fisicas diferentes. Estas
bruscas variagoes nas propriedades do meio poroso levam ao aparecimento de forgas capilares
descontinuas, que por sua vez geram uma condi¢ao nao-linear para pressio e saturacao nas
interfaces, tornando necessaria a imposicio desta condicao na modelagem numérica deste
tipo de problema. Como consequéncia dessas descontinuidades, a pressao global e a saturacio
podem apresentar fortes gradientes ou até serem descontinuas na interface, complicando
significativamente a resolugdo dos respectivos modelos numeéricos, que geralmente envolvem
um sistema acoplado de equagoes diferenciais parciais nao-lineares para pressao e saturacao.

Neste trabalho introduzimos uma formulacio do método de Galerkin descontinuo para
resolver problemas de escoamento bifsico, imiscivel e incompressivel em meios porosos he-
terogéneos com forgas capilares descontinuas. O problema acoplado pressao-saturagao é re-
solvido sequencialmente, utilizando as técnicas de média ponderada e média harménica para
lidar adequadamente com as heterogeneidades do meio poroso e com problemas degenera-
dos. A equagao para pressao é discretizada através de uma formulagao simétrica do método
de Galerkin descontinuo. Na equacéo para a saturacao usamos o método de Euler implicito
para discretizacdo temporal, método de Galerkin descontinuo simétrico com médias pon-
deradas para a aproximacdo do termo difusivo degenerado e fluxo numérico de Godunov
para o termo advectivo ndo-linear. Recuperamos a velocidade total do sistema através da
recontrucao de fluxos no espago de elementos finitos de Raviart-Thomas-Nédélec. Impomos
fracamente as condigoes de interface niao-lineares por meio de um tratamento adequado dos
termos de penalizagio que envolvem os saltos para pressio e saturacao entre elementos.

O método proposto ¢ utilizado para modelar problemas de escoamento em meios poro-
sos homogeéneos e heterogéneos em dominios unidimensionais e bidimensionais. O esquema,
numérico é validado para problemas em meios homogéneos e para problemas com forcas
capilares descontinuas, cuja solucio exata é conhecida na literatura. Sio apresentados resul-
tados numéricos para problemas reais de escoamento em que o método fornece aproximacoes
precisas e estdveis, ilustrando seu potencial para resolucao deste tipo de problemas.
Palavras-chave: método de elementos finitos, Galerkin descontinuo, escoamento bifésico,

meios porosos heterogéneos, condigao de interface, reconstrucao de fluxos, média ponderada.
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Abstract

The presence of heterogeneities has significant influence on two-phase flow in porous
media. In particular, in secondary oil recovery problems, it generally causes a reduction in
the recovery rate, because the oil tends to accumulate at the interface formed between two
types of sediments with different physical properties. These abrupt changes in properties
of porous media lead to the appearance of discontinuous capillary forces, which in turn
generate a nonlinear condition for pressure and saturation at the interfaces that has to be
imposed in the numerical models of such problem. As a consequence of the porous media
heterogeneities, the global pressure and saturation may exhibit strong gradients or even
be discontinuous at the interface, significantly complicating the numerical solution of such
problems, which involve a coupled system of nonlinear partial differential equations for
pressure and saturation.

In this work we introduce a formulation of the discontinuous Galerkin method to deal
with immiscible, incompressible, two-phase flows in heterogeneous porous media with dis-
continuous capillary forces. The coupled pressure-saturation problem is solved sequentially,
using weighted averages and harmonic mean techniques to cope appropriately with the hete-
rogeneities in the porous media and with degenerate problems. For the pressure equation we
use a standard discontinuous Galerkin method in symmetric formulation. In the saturation
equation, a backward FEuler method is employed for time discretization, combined with a
symmetric discontinuous Galerkin method with weighted averages for the approximation
of the degenerate diffusion term, and Godunov numerical flux for the nonlinear advective
term. The total velocity of the system is recovered through the flux reconstruction in the
Raviart-Thomas-Nédélec finite element space. The nonlinear interface conditions are impo-
sed weakly, using an adequate treatment of the penalty terms that involve the interelement
jumps in pressure and saturation.

The proposed method is used in the numerical simulation of two phase flow problems
in homogeneous and heterogeneous porous media on one-dimensional and two-dimensional
domains. The numerical method is validated for particular problems in homogeneous media
and for problems with discontinuous capillary forces, with exact analytical solutions are
known. Numerical results for realistic two-phase problems in heterogeneous porous media
are presented. The method provides accurate and stable approximations, thereby illustrating
its potential in the solution of this type of problems.

Keywords: finite element methods, discontinuous Galerkin, two-phase flows, heterogeneous

porous media, interface condition, flux reconstruction, weighted averages.
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Lista de Simbolos

P, Pressao do fluido a, @ = w, n, sendo que w refere-se ao fluido da fase molhante

e n ao fluido da fase nao-molhante

P Pressao global

Se Saturagao do fluido «a, o = w, n satisfazendo Sw+S,=1
Ug Velocidade do fluido o, o = w, n

Uy Velocidade total dada por u, = u,, + Up

Termo de fonte ou sorvedouro do fluido «, a = w,n
Saturagao residual do fluido «, @ = w, n
Saturacao efetiva dada por S, = 1756%%‘51‘—1, Spr LS <1 =8,

o

Sar

Se

Pa Densidade do fluido o, & = w,n
Mo Viscosidade do fluido a, o = w, n
¢

K

Porosidade
Permeabilidade
K, Permeabilidade relativa do fluido o, a=w,n
Aa Mobilidade do fluido a, a = w, n sendo definida por A, = L{—:
Ag Mobilidade total definida por A\, = A, + )\,
M, Razdo entre as mobilidades, ou seja, M, = ’;—n
fa Fluxo fracionario definido por f, = ’/\\t
T Pressao capilar dada pela diferenca entre as pressoes 7 = P, — P,

€(S,)  Coeficiente do termo difusivo na equacao para a saturacao dado por A, f, K

0 Quantifica o tamanho dos poros no modelo de Brooks-Corey
Pe Pressao de entrada no modelo de Brooks-Corey

t Variavel temporal

T Instante de tempo final

Temp Temperatura
g Constante gravitacional

VD, Dire¢ao z da gravidade

Q Dominio limitado e aberto em RY, d > 1, com fronteira 92
d Dimensao do espaco
Ny Normal unitéria exterior a )

Qp Subdominios de §2 definidos tal que ) = va:ll O, N >2eN Q=014
| ¥ Interface formada entre dois subdominios ); e Q; tal que I';; = 9Q; N 08,1 #j
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NT
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Fie
Fiw
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Fhs
Fhs
h.p
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Conjuntos sobre os quais devem ser impostas as condicoes de fronteira de
Dirichlet para a pressao (a = p) ou saturacdo (o = s)

Conjuntos sobre os quais devem ser impostas as condigoes de fronteira de
Neumann para a pressdo (a = p) ou saturagio (o = s)

= {z € 90P; u(z) - ngq < 0} - entrada de fluxo

= {z € 90P; u(z) - ngq > 0} - saida de fluxo

Condicao de Dirichlet para a pressao e saturacao, respectivamente
Condicao de Neumann para a pressao e saturacao, respectivamente
Condicao inicial para a saturagao .S,

Operador introduzido para impor as condicoes de interface para a pressao
Operador introduzido para impor as condigoes de interface para a saturagao
Instante de tempo referente discretizacao temporal {t" }o<m<n

=tmt ™ m =0,1,... N — 1 - passo no tempo

= {T;}1<i<ns, particio do dominio 2 tal que Q= Ure, T

Diametro do elemento T' € T

maxreg, hr - didmetro da malha

Elemento mestre fixo

Aplicagio afim tal que T' = A4 (7))

Raio do circulo inscrito no elemento 7" € 7,

Raio do circulo circuncrito ao elemento 7" € T,

1 =1, 2, 3, angulos internos do elemento triangular 7" € T,

Area do elemento triangular T € Ty,

1 =1, 2,3, Fatores que medem a qualidade do elemento triangular 7" € T},
=min{q¢(T): T € Tp},1=1,2,3,

= 27 Lrem, 6(T), 1 = 1,2,3,

Conjunto de todas as (d — 1)-faces abertas F' de todos os elementos 7' € T),
Numero total de faces na malha T,

={F €%,: FCQ} - conjunto das faces interiores

={F €3, : FCT} - conjunto das faces que cobrem a interface
=T\,

={F €J,: FC0Q} - conjuntos das faces sobre a fronteira

={Fe3): Fcol}
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={Fed): Fco}

={FeJ?: Fcoal}

={FeJ?: F co;} - faces que cobrem as regides de entrada de fluxo 9Q;
={FeJ): FcCoQ} - faces que cobrem as regioes de saida de fluxo 907
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Normal unitéria da face F' = 97~ U 9T+, definida exterior ao elemento 7
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={v e L*Q): vr € H"(T), YT € 7,,} - espaco de Sobolev particionado
={v e [L*(Q)% V-ve L}Q)}

= {un € H(div, Q);VT € Ty, up|r € [P(T)]4 + zIP(T)}

Representa o coeficiente do termo difusivo

*=,_ — v, salto da fungdo v definida na face F = T~ U 9T+
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Pardmetro de penalizacio para a pressao, sendo yp = (a)p, op = k%, > 0
Pardmetro de penalizacao para a saturagao, sendo 6r = (a)p, op = k2.6 > 0
€ {—1,0,1} permite migrar entre as formulacGes nao-simétrica, Incompleta
ou simétrica do método DG
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Capitulo 1

Introducao

O escoamento de fluidos em meios porosos é assunto de interesse em varias areas de
aplicacdo como engenharia de reservatério de petroleo, engenharia quimica, hidrologia, en-
tre outras. Devido & complexidade, é praticamente impossivel encontrar solugoes analiticas
para problemas de escoamento gerais, o que torna necessirio o uso de métodos numeéricos
acurados. A utilizacdo de simulaces numéricas em meios porosos, como na engenharia de
petroleo contribui na compreensao do processo de escoamento fisico e quimico envolvido, per-
mitindo otimizar o processo de recuperacao de hidrocarbonetos. Obter aproximacoes precisas
para problemas de escoamento reais constitui uma tarefa dificil e desafiadora, pois é pra-
ticamente impossivel conhecer completamente as caracteristicas do reservatério. E mesmo
tendo conhecimento completo do reservatorio, efetuar simulacdes numéricas usando todas as
informagées demandaria um alto custo computacional. De outro lado, simulagoes numéricas
aplicadas a esse tipo de problema requerem a solucao de equagoes transientes nao-lineares
de difusdo e advecgao-difusdo degeneradas. Uma das dificuldades encontradas na. resolucao
desses problemas deve-se ao fato da solucao perder regularidade, pois os termos difusivo e
advectivo sdo nao-lineares e além disso o termo difusivo degenera em partes do meio poroso.

Na pratica, a estrutura geolégica do subsolo é altamente heterogénea e pode conter
diferentes tipos de rochas, imperfeicoes, canais e fraturas. Os efeitos capilares e bruscas mu-
dangas nas propriedades das rochas em um reservatério de petrdleo, tais como porosidade
e permeabilidade, levam a forcas capilares descontinuas, o que pode provocar reducio na
taxa de recuperagéo do petréleo, podendo até causar actimulo de leo (0il trapping) na inter-
face formada entre dois tipos de sedimentos (ver Bertsch et al. (2003); Duijn et al. (1995);
Ersland et al. (1998)). Nesta interface, a pressio capilar permanece continua se usamos mo-
delos de pressao capilar em que a pressio de entrada, é zero, como o modelo de Van Genuchten
(1980), e pode ser descontinua em modelos em que a pressao de entrada é positiva, como no
modelo de Brooks e Corey (1964). No modelo de Brooks-Corey a pressao capilar permanece
continua na interface se a fase nao-molhante (6leo) estéd presente em ambos os lados da
interface. Quando a fase ndo-molhante é ausente de um lado da interface e as pressoes de
entrada no modelo para as forcas capilares sdo diferentes, a saturagao necessita alcancar um
certo valor na interface para atingir pressao capilar igual ou superior a pressao de entrada
para cruzar a interface. Neste caso a pressao capilar pode ser descontinua na interface. Para
tais tipos de problemas, é essencial o desenvolvimento de métodos numéricos que lidem de
maneira adequada com modelos de pressao capilar que podem apresentar descontinuidades
para escoamentos multifésicos em meios porosos heterogéneos.

O sistema das equagdes que governam o escoamento bifdsico, imiscivel e incompres-
sivel em meios porosos heterogéneos niao-deformaveis pode ser reduzido a uma equacio
eliptica tipo Darcy para a pressao global e uma equagao parabolica nao-linear degenerada
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para a saturacao, sendo que o acoplamento entre estas equacoes ocorre através da velo-
cidade total. Mais detalhes sobre as equactes e os principios fisicos que modelam o esco-
amento em meios porosos podem ser encontrados em Aziz e Settari (1979); Bear (1978);
Chavent e Jaffré (1978); Chen et al. (2006); Dake (1978); Helmig (1997). Em geral a equa-
¢do nao-linear para a saturacao tem adveccao dominante, o que pode gerar problemas na
convergéncia do método numérico empregado, tornando necessaria uma atencao maior com
a discretizacao utilizada. Resolver numericamente leis de conservacao nao-lineares, proble-
mas de advecgao-difusao e problemas de escoamento requer a aplicagdo de métodos precisos,
robustos e eficientes que lidem adequadamente com o aparecimento de varias dificuldades,
como capturar precisamente e resolver problemas de camada limite, formacao de choques e
descontinuidades na solugao.

Frequentemente a resolucao destas equacoes é feita de maneira sequencial, ou seja, em
cada passo no tempo primeiramente é resolvida a equacao para a pressao, em seguida a
velocidade total é obtida a partir do gradiente de pressao e por fim a velocidade total é
usada na equagao da saturacao. Essa aproximacao sequencial reduz as nao-linearidades do
sistema acoplado pressao-saturacao, e o uso da pressao global ao invés da pressao da fase
molhante permite trabalhar com um sistema fracamente acoplado. Uma das maiores difi-
culdades encontradas na resolugao de problemas de escoamento em meios heterogéneos esta
em encontrar um tratamento adequado para a condicdo de interface nao-linear, resultante
de processos fisicos na interface formada entre dois subdominios com rochas de propriedades
diferentes. A imposicdo desta condicao de interface nao-linear deve ser feita para pressao e
saturagao, e ambas, pressao e saturacao, podem apresentar fortes gradientes ou saltos nao
nulos na interface (ver Bertsch et al. (2003); Duijn et al. (1995); Enchéry et al. (2006)).

Em Chavent e Jaffré (1978); Chen (2001, 2002); Schroll e Tveito (1997) podem ser encon-
trados resultados de existéncia, unicidade e regularidade de solugao para o problema de esco-
amento bifasico e incompressivel. Nos ultimos anos, um crescente niimero de pesquisadores
vem dedicando atencao a resolucio de problemas de escoamento bifdsico em meios heterogée-
neos. Muitas técnicas de discretizacao foram analisadas e aplicadas para resolver problemas
de escoamento em ambos 0s casos nao-degenerados e degenerados. Dentre esses métodos nu-
méricos podemos citar: o método de diferengas finitas (Aziz e Settari, 1979; Douglas, 1983;
Peaceman, 1977), que pode apresentar perda de estabilidade em malhas nao-estruturadas e
exige um tratamento adequado quando as propriedades do meio sao descontinuas; o método
de volumes finitos (Eymard et al., 2000, 2003; Michel, 2003), que é um método de baixa or-
dem; e o método de elementos finitos mistos (Afif e Amaziane, 2003; Chavent e Jaffré, 1978;
Chen e Ewing, 2001; Ohlberger, 1997), que evita dificuldades apresentadas com a utilizacao
do método de elementos finitos classicos em algumas aplicagoes. A existéncia e unicidade
de solugéo fraca para o sistema acoplado pressdo-saturacdo com condicoes de interface ge-
rais foram analisadas por Amaziane et al. (1996); Bertsch et al. (2003); Bourgeat e Hidani
(1995) usando técnicas de homogenizacdo. Em Cances (2010, 2008); Cances et al. (2009)
foi considerada uma condi¢ao de interface mais geral e introduzida wma nova defini¢ao de
solugao fraca para tais problemas de interface. Também foram demonstradas existéncia e
unicidade da solugao fraca.

Um método que vem ganhando destaque nesta area é o método de Galerkin descontinuo
(Discontinuous Galerkin - DG), e sua aplicacdo na resolu¢ao de problemas de escoamento
tem se tornado cada vez maior devido as vantagens do método, dentre as quais podemos
destacar a propriedade de conservacao local de massa, flexibilidade com o uso de malhas
nao-estruturadas, habilidade para lidar com geometrias complicadas e varios tipos de con-
dicoes de fronteira. O método é altamente paralelizavel, admite facil implementacao de alta
ordem de aproximacao polinomial; a robustez do método permite lidar com equacoes que
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possuem coeficientes e/ou solucoes descontinuas e estabilidade na resolugao de problemas
nao-lineares. Em geral, os métodos numéricos que utilizam espacos de aproximacao des-
continuos apresentam pouca ou quase nenhuma difusiao numérica. O método DG pode ser
visto como uma generalizagao natural das técnicas de volumes finitos e elementos finitos,
possuindo vantagens de ambos os métodos. Similarmente ao método de volumes finitos, o
meétodo DG usa aproximagoes descontinuas e os fluxos na fronteira sao calculados com auxi-
lio do fluxo numérico, o que permite ao método captar com precisao descontinuidades e fortes
gradientes. Similarmente ao método de elementos finitos, o método DG usa aproximacoes
polinomiais de alta ordem para as solucoes, produzindo assim uma aproximacao acurada em
regioes em que a solucao é suave.

O método de elementos finitos de Galerkin descontinuo foi introduzido originalmente
para resolver a equacao de transporte de néutrons por Reed e Hill (1973). Posteriormente
LeSaint e Raviart (1974) apresentaram a primeira estimativa de convergéncia do método
para equagGes hiperbélicas. O método DG foi aplicado para problemas elipticos incluindo
varias formulagoes: método com penalizacio interior simétrico (Arnold, 1982; Baker, 1977;
Wheeler, 1978), método com penalizacio interior nao-simétrico (Riviere et al., 2001) e mé-
todo ndo-simétrico sem penalizacio (Oden et al., 1998). Nestes artigos foram demonstrados
resultados de convergéncia, estabilidade e estimativas de erro a priori Otimas em H' e 2
(veja revisao em Arnold et al. (2000, 2002)).

Uma ampla analise do método DG para aproximar equagoes de adveccao-difusao-reacao é
efetuada em Houston et al. (2002). Ern e Guermond (2006a,b) efetuaram um estudo da apli-
cagao do método DG ao sistema de Friedrichs e desenvolveram uma, andlise valida para uma
variedade de sistemas de equagoes diferenciais parciais lineares. A resolucgao das equacoes de
Navier-Stokes com o método DG foi abordada por Bassi ¢ Rebay (1997); Baumann e Oden
(1999). Recentemente, Di Pietro et al. (2008); Ern et al. (2009d) propuseram um método
simétrico com penalizagao interior utilizando a técnica de média ponderada para problemas
de adveccao-difusdo-reagio com anisotropia e difusio degenerada. A idéia do método é usar
média ponderada para formular os termos de consisténcia e penalizar os saltos da solucao
discreta por um fator proporcional & media harménica do coeficiente difusivo.

Outra versaio do método DG, conhecida como método de Galerkin descontinuo local
(LDG) para sistemas hiperbélicos néo-lineares e sistemas de advecgao-difusdo nao-lineares
com dependéncia no tempo foi introduzida e desenvolvida por Cockburn e Shu (1998a,b,
1989, 1991); Cockburn et al. (1989, 1990). Uma revisao desses trabalhos pode ser encon-
trada em (Cockburn, 1998). O método de Galerkin descontinuo local foi aplicado para re-
solucao do sistema de Stokes por Cockburn et al. (2002) e para as equagdes de Oseen por
Cockburn et al. (2004). Sherwin et al. (2006) efetuaram um comparativo entre as formula-
coes do método LDG (Cockburn e Shu, 1998b) e do método DG classico (Bassi e Rebay,
1997) para o problema de Poisson. Em Riviere e Wheeler (1999) é apresentada uma formu-
lagdo DG para a equacdo parabdlica nao-linear e os autores obtém também estimativas de
€rro a priori.

Diferentes versdes do método DG tém sido aplicadas para resolucao de problemas de
escoamento na formulagao sequencial pressao-saturacao. Riviere e Bastian (2004) aplica-
ram o método de Galerkin descontinuo nao-simétrico com penalizacao interior para dis-
cretizagao espacial da equacdo para pressdo e também para o termo difusivo na satura-
cao, ja para o termo advectivo foi usado upwinding, com o pos-processamento proposto
por Rivicre e Bastian (2003) para a velocidade total. Métodos adaptativos foram estudados
por Klieber e Riviére (2006). Em Eslinger (2005), o autor desenvolveu um estudo numé-
rico para o problema de escoamento ar-dgua compressivel utilizando variacoes do método
DG para resolver a equacio para a pressiao e o método LDC para a equacao da saturacao.
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Aizinger et al. (2001) estudam a aplicacdo do método de Galerkin descontinuo local, pro-
posto por Cockburn e Shu (1998b), em meios porosos homogéneos. O uso das formulacoes
simétricas e nao-simétricas do método de Galerkin descontinuo com penalizacao interior para
resolucao de problemas de escoamento em meios porosos pode ser encontrado em Bastian
(2003); Riviére e Wheeler (2002a,b).

Nos métodos de Galerkin descontinuo citados acima, é comum o aparecimento de os-
cilagoes provocadas pelo fenoméno de Gibbs quando usados para aproximar solugoes com
fortes gradientes/descontinuidades. Estas oscilagoes podem tomar proporgoes significativas
em escoamentos bifasicos. Para controlar essas oscilacoes costuma-se usar limitantes como
proposto por Riviere e Bastian (2004); Riviére e Wheeler (2002a). Porém a técnica do uso
de limitantes torna-se complicada em malhas nao estruturadas e em duas e trés dimen-
soes nao existe analise na literatura. Uma outra alternativa é trabalhar com um sistema
de equagoes totalmente implicito para o sistema acoplado pressao-saturacao, proposto por
Epshteyn e Riviere (2007), mas este método demanda um alto custo computacional. Os mé-
todos DG citados acima para problemas de escoamento também nao incluem a imposicao da
condicao de interface nao-linear para modelos de escoamento heterogéneo em que temos a
presenca de forgas capilares descontinuas. Para isto, torna-se necessario reformular as estra-
tégias de penalizacao para incorporar a imposi¢do da condicao de interface, o que constitui
um dos objetivos deste trabalho.

Problemas de escoamento bifasico com forgas capilares descontinuas vém sendo inten-
samente estudados no contexto do método de volumes finitos. O problema de interface
para a equacao parabdlica nao-linear com pressao capilar descontinua foi analisado em
Enchéry et al. (2006) empregando um esquema de volumes finitos. Em Cances (2009) foi
considerada a equacao parabdlica incluindo o termo advectico nao-linear com condicoes de
interface. Também foram apresentados resultados numéricos em dominio unidimensional
obtidos com o método de volumes finitos. Ersland et al. (1998) combinam o método de ca-
racteristicas modificado com a formulacao fraca em que as fung¢oes de base sao descontinuas
somente na interface formada entre dois tipos de sedimentos. Sao apresentados resultados
numéricos para problemas unidimensionais e bidimensionais com pressao capilar desconti-
nua. Em Nayagum et al. (2004) é apresentado um modelo numérico para resolver problemas
de escoamento bifasico e incompressivel com a utilizacao do método de elementos finitos mis-
tos para a equacao da pressao. Os termos advectivo e difusivo na equacao para a saturacao
sao tratados separadamente, para o termo difusivo é usado elementos finitos hibridos mistos
e o termo advectivo é resolvido usando elementos finitos descontinuos. Os autores incluem
também um tratamento diferenciado no método para impor as condicoes de interface no
caso em que as forcas capilares sdo descontinuas. Sao apresentados resultados numéricos em
meios homogénos e heterogéneos em dominio unidimensional.

Outra dificuldade encontrada na resolugao sequencial do problema acoplado pressao-
saturacao é a necessidade de recuperar com precisao a velocidade total utilizada na equacao
para a saturagao durante o processo sequencial de resolugao. Riviere e Bastian (2003) intro-
duziram a reconstrucao da velocidade total no espago de elementos finitos Brezzi-Douglas-
Marini(BDM), em que é usado o valor médio do gradiente da solugdo DG nas faces en-
tre elementos da malha para definir os graus de liberdade. Mais recentemente Ern et al.
(2007a) propuseram a reconstrugao de fluxos no espago de elementos finitos Raviart-Thomas-
Nédélec(RT), em que o fluxo é calculado elemento por elemento e o seu divergente é igual a
projecao ortogonal L? do termo de fonte sobre o espaco discreto.

Neste trabalho é proposto um novo método de Galerkin descontinuo sequencial para
resolver o problema acoplado pressao-saturacdo em meios porosos heterogéneos com for-
cas capilares descontinuas. As condicoes de interface nao-lineares para pressao e saturacao
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sao impostas fracamente através de uma penalizacao adequada entre elementos (publicado
em Erm et al. (2010)). Esta constitui a primeira contribuicio deste trabalho. A reconstru-
¢ao de fluxos proposta por Ern et al. (2007a) para problemas elipticos é extendida para
problemas de escoamento bifdsico em meios porosos homogeéneos e heterogéneos (publicado
em Ern et al. (2009a, 2010)). Para lidar adequadamente com as heterogeneidades do meio
poroso e com problemas degenerados, e consequentemente, com solucoes que possuem des-
continuidades ou fortes gradientes foram utilizadas as técnicas de média ponderada e média
harménica, introduzidas em Di Pietro et al. (2008); Ern et al. (2009d). Para o termo advec-
tivo nao-linear é utilizada a técnica de fluxo numérico de Godunov, através da estabilizacao
introduzida em (Brezzi et al., 2004) para um caso particular da equacao hiperbdlica linear.
Para a discretizagao temporal é empregado o método de Euler implicito.

No método proposto o sistema acoplado pressao-saturacao é resolvido de maneira se-
quencial, desta forma aliviando as néo linearidades no processo de resolu¢ao do problema.
A recuperagao de fluxos acurada é essencial para garantir a precisao numérica do método
numérico, objetivo que é alcancado por meio da reconstrucao no espago de Raviart-Thomas-
Nédélec como introduzido na formulacio do método. Esta reconstrucao impoe a continuidade
da componente normal da velocidade total entre elementos da malha e consequentemente
fornece um campo de velocidades no espaco H(div), o qual é obtido com taxas 6timas de
convergéncia. O coeficiente difusivo na equacao para a saturacao é nao-linear e o mesmo de-
genera para alguns valores da saturacdo, o que pode resultar em problemas com solugoes que
possuem singularidades (como por exemplo o choque entrépico). A utilizacao das técnicas
de média ponderada e média harménica permitem ao método numérico lidar de forma, auto-
matizada com problemas em que o termo difusivo degenera, desta forma tornando o método
eficiente para resolver problemas que possuam comportamento hiperbélico ou parabdlico
em diferentes regides do meio poroso. Além disso, a introducao destas técnicas também sio
essenciais para lidar adequadamente com as heterogeneidades do meio poroso, bem como
para obter aproximagoes precisas, sem oscilacoes espurias, para problemas com coeficientes
ou solugoes que apresentam descontinuidades, evitando assim o uso de limitantes. Também
adequamos a estratégia de penalizacdo usual do método DC para incorporar as condicoes
de interface nao-lineares, assim possibilitando a resolugao de problemas heterogéneos com
forgas capilares descontinuas.

A discretizagio temporal por meio do método de Euler implicito, em conjunto com as
técnicas descritas acima, permite a obtencio de um método numérico eficiente para resolver
problemas reais de escoamento, que fornece solugdes que nao apresentam oscilagoes espiirias.
No decorrer do trabalho sdo apresentados resultados numéricos para meios porosos homogé-
neos e heterogéneos, em que o método proposto exibe solugoes estéveis e robustas, captando
com precisao o comportamento da saturacao na frente do fluido e nas interfaces.

Esta tese estd estruturada em sete capitulos organizados da seguinte forma:

O Capitulo 2 é dedicado & apresentagio de definicoes fisicas relacionadas a problemas de
escoamento em meios porosos e o modelo matematico geral. Além disso, também é introdu-
zida a formulagédo do sistema acoplado pressao-saturagao em meios porosos heterogéneos com
respectivas condigoes de fronteira e condicoes de interface consideradas neste trabalho. Na
parte final desse capitulo é efetuada uma discussao relacionada as dificuldades encontradas
na resolucao deste tipo de problemas.

No Capitulo 3 sao introduzidas defini¢des necessérias para o desenvolvimento do método
de Galerkin descontinuo, como malhas espaciais e temporais, introducao dos conceitos de
salto, média, média ponderada e média harmoénica. E apresentado também o método de
Galerkin descontinuo proposto neste trabalho, efetuando paralelamente uma discussiao de-
talhada das técnicas utilizadas. Com base na literatura sio apresentadas estimativas de erro
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a priori do método DG para alguns casos particulares.

Em seguida, no Capitulo 4 a formulacao DG proposta é utilizada para resolver proble-
mas de escoamento bifésico 4gua-6leo (fase molhante e fase ndo-molhante, respectivamente).
Almejando estudar as dificuldades encontradas nesse tipo de problemas, como uma primeira
fase do trabalho, é estudado um problema de escoamento unidimensional, de fluidos imisci-
vels e incompressiveis em meios porosos. Para este caso pode ser obtido um sistema simpli-
ficado, em que é necessario resolver somente uma equagao para a saturacao, a equagao de
Buckley-Leverett, que foi introduzida por Buckley e Leverett (1942). Quando s@o desconsi-
derados os efeitos da pressao capilar na equacao de Buckley-Leverett, esta se reduz a uma lei
de conservacao hiperbolica que possui uma solugao analitica conhecida, o que oferece a possi-
bilidade de estudar a convergéncia da solucao numérica. Na literatura existem varios estudos
feitos para obter a soluc@o analitica para este caso da equacao de Buckley-Leverett, dentre
os quais pode-se destacar Ahmed (2001); Dake (1998); Helmig (1997); Kleppe (2007). O mé-
todo numérico também é validado para a solucao quase analitica de McWhorter e Sunada
(1990) que corresponde a equacdo para saturagdo sem o termo advectivo. E por tltimo sao
apresentados resultados numéricos obtidos para o problema acoplado pressao-saturacao que
ilustram a importéancia da reconstrugao de fluxos acurada.

No Capitulo 5 0 método proposto é validado por meio da modelagem de problemas de
escoamento com pressao capilar descontinua, cuja solucao exata é conhecida na literatura
(Duijn e Neef, 1998; Fucik, 2006; Fuéik et al., 2008) ou com comportamento qualitativo da
solucao conhecido para um problema particular (Bertsch et al., 2003). O método também é
utilizado para resolver problemas unidimensionais em meios heterogéneos, com escoamento
de um meio poroso com permeabilidade alta para meio poroso com permeabilidade mais
baixa e vice-versa, e ainda escoamento em meios porosos com mais de uma interface, com o
objetivo de estudar o efeito do aciimulo de petrdleo em meios heterogéneos.

Na sequéncia, no Capitulo 6 sdo apresentadas taxas de convergéncia para o caso bidi-
mensional obtidas com o método de Galerkin descontinuo para resolucao de um problema de
adveccao-difusdo nao-linear com dependéncia no tempo e comparadas com resultados teori-
cos da literatura. O método é validado para problemas de escoamento em meios porosos ho-
mogéneos em dominio bidimensional por meio da resolucao da equacao de Buckley-Leverett
e da resolucao da formulacao acoplada pressao-saturagao para um problema de escoamento
horizontal degenerado. Também sdo apresentadas aproximagcoes obtidas para o problema de
escoamento homogéneo five-spot e os resultados numéricos sao comparados com resultados
conhecidos na literatura.

O Capitulo 7 é dedicado a resolugao de problemas de escoamento heterogéneos em do-
minio bidimensional. B abordado primeiramente o problema de escoamento horizontal he-
terogéneo com uma interface. Em seguida sdo apresentadas aproximagoes para o problema
five-spot heterogéneo em que permeabilidade e forcas capilares possuem descontinuidades.
Através destes exemplos é possivel observar que o método proposto impoe adequadamente
as condicoes de interface nao-lineares, e garante a precisao numérica tanto em regioes onde
a solugdo é suave como também na frente do fluido ou na interface, onde a solugao é des-
continua.

Por fim, no Capitulo 8, sdo apresentadas algumas conclusoes e o levantamento de possiveis
trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelos de Escoamento Bifasico
Imiscivel e Incompressivel em Meios
Porosos

O desenvolvimento de métodos numéricos para a simulacao de escoamentos em meios
porosos ¢ tema de grande interesse, devido a sua aplicacdo em diversos problemas, tais como
a exploragao em reservatérios de petroleo, extracao de dguas subterraneas e transporte de
contaminantes em meios porosos nao saturados. Embora a arte de simulacoes para problemas
de escoamento tenha evoluido nas ltimas décadas, ainda existe uma substancial atividade
de pesquisa que necessita ser desenvolvida para obter simuladores que fornecam solucoes
rapidas, robustas e precisas. Para o desenvolvimento de métodos numericos eficientes na
resolucao de problemas de escoamento é necessario conhecer bem o modelo mateméatico que
representa os fendémenos fisicos que envolvem o processo de escoamento de fluidos. Neste
capitulo sao introduzidas brevemente algumas definigdes fisicas necesséarias para o estudo
de problemas de escoamento em meios porosos. Primeiramente sdo apresentados conceitos
relacionados ao meio poroso e aos fluidos, como suas propriedades basicas e em seguida sao
apresentadas as equagoes que modelam o escoamento bifdsico, imiscivel e incompressivel,
bem como as condi¢oes de fronteira e condigoes de interface associadas. Por fim, apresen-
tamos notagoes usadas no decorrer deste trabalho para resolucdo de problemas em meios
porosos homogéneos e heterogéneos.

2.1 Definic¢oes fisicas relacionadas aos fluidos e ao meio
poOroso

A distingao da existéncia de diferentes dependéncias de escalas é particularmente impor-
tante para a abordagem de problemas de escoamento e processos de transporte. A modela-
gem de escoamentos multifasicos concentra-se principalmente no comportamento na escala
de campo (em quilémetros). Porém, o escoamento de fAuidos através de um meio permedvel
geralmente situa-se na escala dos poros (micro). Entre estas escalas temos uma grande di-
ferenca nas ordens de magnitude, originando as seguintes subdivisdes em meios porosos: a
macroescala, a microescala e a escala molecular. importante observar que o comportamento
do escoamento é influenciado pelos efeitos de todas essas diferentes escalas. Propriedades do
fluido como viscosidade, densidade, coeficientes difusivos binarios, miscibilidade com outros
fluidos e tensdes interfaciais, etc. sdo determinados na escala molecular pelas proprieda-
des individuais das moléculas. Na escala microscopica a configuracao dos poros influencia o
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comportamento do escoamento através da distribuicao dos poros, e na escala macroscopica
a larga escala das nao-homogeneidades governa o escoamento.

Para obter o modelo matematico na macroescala, as escalas moleculares e microscopicas
sao substituidas por uma quantidade continua hipotética e por valores médios sobre volu-
mes elementares, respectivamente. Mais detalhes podem ser encontrados em Bear e Bachmat
(1990); Chavent e Jaffré (1978); Helmig (1997). Como resultado, algumas das defini¢oes e
equagoes que descrevemos abaixo fazem sentido na escala de campo somente em um sentido
de média. Apresentamos defini¢coes de propriedades de essencial importancia em escoamen-
tos do meio poroso como porosidade e permeabilidade e também de propriedades especifi-
cas dos fluidos como densidade e viscosidade. Esta descrigao baseia-se em Bastian (1999);
Chavent e Jaffré (1978); Chen et al. (2006); Eslinger (2005); Fucik (2006); Helmig (1997).

Densidade:

A densidade de um fluido «, p,, é definida como a massa de uma unidade de volume do
fluido a uma pressao e temperatura especifica. A densidade pode depender da pressao PP do
fluido e da temperatura T'emp do sistema, p, = pa(Pa, Temp). Se o fluido é incompressivel,
temos densidade constante. Ja para fluidos compressiveis a densidade depende fortemente
da pressao do fluido, e nos casos em que essa dependéncia é mais fraca o fluido é chamado
de levemente compressivel, sendo que a magnitude da densidade nao varia muito com a
variacdo da pressao.

Viscosidade:

A viscosidade de um fluido a, pt,, é a medida da resisténcia interna que o fluido apresenta
para escoar, ou seja, viscosidade elevada caracteriza um fluido com alta resisténcia para
escoar. Por exemplo, a 4gua possui uma viscosidade baixa, logo tem facilidade para escoar,
ja o 6leo é mais espesso e possui uma viscosidade mais alta, tornando assim seu escoamento
mais dificil. A viscosidade pode depender da pressao e da temperatura do fluido, p, =
o Pa, Temp).

Fluidos misciveis e imisciveis:

Dois fluidos sao misciveis se eles se misturam quando entram em contato. Neste caso, as pro-
priedades do fluido como, densidade, viscosidade, entre outras irao depender da concentragao
de massa de cada fluido na mistura. Ja fluidos imisciveis sao aqueles que nao se misturam, e
nao tem transferéncia de massa entre si, sendo que cada fluido preserva suas propriedades.

Meios porosos:

Um meio poroso pode ser definido como uma fase sélida que contém muitos espagos vazios,
ou poros, que podem estar distribuidos de diversas formas em seu interior. Como exemplos de
meios porosos podemos citar: rochas porosas, solos, areia, cascalho, esponjas, papéis, tecidos,
tecidos bioldgicos (por exemplo, ossos), etc. Os espagos vazios em um meio poroso podem
estar interconectados ou nao. Meios porosos em que os espacos vazios nao estao conectados
entre si impedem que fluidos escoem através deles, desta forma gerando uma barreira ao
escoamento de fluidos. Estes meios sao descritos como impermedaveis ao escoamento de fluidos
e aqueles em que os espacos vazios estao interconectados sao conhecidos como permeaveis.
Por exemplo, caixas de isopor contém muitos poros, mas sao impermeaveis devido a estrutura
dos poros que nao possuem interconexao. Ja uma pilha de areia tem menos poros mas seus
poros sao interconectados, de modo que os fluidos podem atravessa-los facilmente. Neste
trabalho consideramos somente meios porosos permeaveis.

Podemos notar que os meios porosos compreendem uma vasta variedade de materiais
sendo que a caracterizagdo do meio poroso da-se principalmente por meio da porosidade e
da permeabilidade, cujas defini¢oes sao dadas a seguir.

Porosidade:

Supomos que o dominio fisico estd contido em uma superficie composta por rochas nao-ho-
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mogeneas. Quando uma rocha apresenta maior ntimero de poros do que outra diz-se que tem
maior porosidade. Desta forma a porosidade ¢ de uma rocha estd relacionada & quantidade
de espagos vazios que ela contém e é definida como a razio entre o volume total dos espacos
vazios V), e o volume total da rocha V;, em porcentagem,

A porosidade pode depender do instante de tempo ¢ e da posicao espacial x, ¢ = ¢(t, ), pois
em alguns tipos de solos a porosidade varia na presenca de algum fluido como dgua. Para
obter a porosidade em um ponto zy do dominio no nivel macroscopico no sentido de média a
partir do nivel microscépico consideramos a seguinte definicao mais especifica: Seja ) 0 meio
poroso com volume means(2), considere Qy(z) C €, um subconjunto de § com centro em
Tp no nivel macroscépico. Defina a fungio espago vazio no nivel microscépico como:

1, se x € espago vazio,

0, sex €N\ {espago vazio}. (2.1)

7(z) =

Entao a porosidade ¢(zp), no ponto zy em relacio ao volume médio Qo(zo) é definida como

1
means(£o(xg))

o(xo) = / ¥(z)dz. (2.2)
0(zo)

Desta forma a porosidade na macroescala é obtida apartir da média da fungao espaco vazio
na microescala. O volume de Qg(zg) é chamado de volume elementar representativo (re-
presentative elementary volume - REV) e o mesmo deve ser escolhido de tal forma que a
porosidade no sentido de média niao dependa do seu volume.

E nesses espagos vazios (ue sao encontrados fluidos como 4gua, petréleo, gas, etc. Em um
sistema monofasico os espacos vazios do meio poroso sao ocupados por um tnico fluido (por
exemplo: 4gua) ou por varios fluidos completamente misciveis uns com os outros (por exem-
plo: dgua doce e dgua salgada). Em um sistema multifésico os espagos vazios sao ocupados
por dois ou mais fluidos, imisciveis entre si (por exemplo dgua e 6leo). Na Fig. 2.1 ilustramos
esses sistemas, sendo que & esquerda temos um sistema monofisico (uma fase) e a direita um
sistema bifdsico (duas fases). Neste trabalho abordamos problemas de escoamento bifasico,
ou seja, temos a presenca de dois fluidos imisciveis no escoamento.

el S
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Figura 2.1: Sistemas em uma fase a esquerda e em duas fases a direita.

Permeabilidade absoluta
Permeabilidade absoluta K é uma propriedade fisica das rochas, ou qualquer outro material,
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e fornece uma medida da habilidade da rocha em permitir o escoamento de dgua ou outro
fluido, como petréleo, em maior ou menor vazao por unidade de area. A permeabilidade
depende do tamanho e do nimero de poros, bem como da sua distribuicdo no meio poroso
e normalmente é mensurada em Darcy ou miliDarcy, sendo que 1 Darcy ~ 0.987 - 10~ ?m?.

A porosidade e a permeabilidade estdao relacionadas entre si, pois um aumento na po-
rosidade implica num aumento da facilidade do fluido permear a estrutura porosa o que
se reflete no aumento da permeabilidade. Devido as transi¢oes entre diferentes formagoes
de rochas, a permeabilidade pode variar rapidamente varias ordens de magnitude no meio
POT0SO.

Saturacao:
Qualquer fluido encontrado no subsolo estd nos espagos vazios descritos acima. Suponha
que existam dois fluidos imisciveis no dominio, fluidos n e w. A cada fluido presente no
dominio associamos o volume total V,, e V,,, respectivamente. Logo em um meio saturado
temos V,, +V,, = V,, sendo V, o volume total dos espagos vazios. Entao, % 4 % = 1. Desta
forma a saturacao do fluido n é definida como S,, = {—,IL e para o fluido w, S, = %, obtendo
assim a seguinte equagao para a saturagao:

Sp4 Sy =1. (2.3)

A saturacao de um fluido o depende do instante de tempo e da posicao espacial, S, =
Sa(t, ). A equacdo (2.3) pode ser extendida para dominios com trés ou mais fases usando
um raciocinio analogo ao acima.

Molhabilidade e pressao capilar:

O escoamento em uma fase é governado pelas diferencas de pressao dentro do reservatério
e pela forca gravitacional exterior. JA em escoamentos multifasicos a formacao da interface
entre as fases dos fluidos gera uma forga conhecida como forca capilar. Essa forca capilar é
oriunda das forcas adesivas e aderentes. Em um escoamento multifasico as forcas adesivas
atraem as moléculas do fluido para a parede sélida e as forgas aderentes atraem uma molécula
de fluido a outra. Na interface entre os fluidos essas forgas nao estdo em equilibrio, gerando
a formacao de uma curva na interface.

A magnitude das forcas adesivas decresce rapidamente a medida que aumenta a distancia
da parede. A interacdo com as forgas aderentes leva a formacao de um angulo de contato
0 entre a superficie sélida e a interface formada entre os fluidos. Esse angulo depende das
propriedades dos fluidos. O fluido para o qual o dngulo § < 90° é chamado fase molhante
e o outro é chamado fase nao-molhante. Na Fig. (2.2) ilustramos a formacao desse dngulo
0, sendo agua a fase molhante e o ar a fase nao-molhante. O fluido da fase molhante sera
indicado com o indice w (do inglés wetting phase fluid) e o fluido da fase nao-molhante sera
identificado com o indice n (do inglés non-wetting phase fluid). Muitas vezes em escoamentos
bifasicos com as fases agua-6leo ou dgua-gas, a agua é a fase molhante, por outro lado, o
6leo é considerado molhante em escoamentos de 6leo-gés.

De acordo com comentarios efetuados acima, quando dois fluidos estao em contato e con-
tidos em um meio poroso, existe uma diferenca entre as pressoes do fluido da fase molhante
e da fase nao-molhante na interface que separa ambos os fluidos. Essa diferenca de pressao
na interface é conhecida como pressao capilar m, e definida por

m=P,— Py >0, (2.4)

em que I, é a pressao da fase nao-molhante, P, é a pressao da fase molhante e considera-
mos 7 dependendo da saturacao da fase nao-molhante S, de maneira nao-linear. Podemos
interpretar 7 como uma medida da tendéncia do meio poroso absorver um fuido molhante
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Figura 2.2: Fase molhante (dgua) e fase nao-molhante (ar).

ou repelir um fluido nao-molhante, sendo que quanto menores 0s poros, mMaior serd a pressao
capilar. Como consequéncia no caso de drenagem da fase molhante, os poros maiores serdo
drenados primeiro e o fluido permanece retido nos menores poros. A quantidade de fluido da
fase molhante que permanece retida no meio poroso € conhecida como saturacao residual da
fase molhante S,,. Da mesma forma temos a saturacao residual da fase nao-molhante S,,..

A existéncia da saturacdo residual torna evidente que a definicdo da pressdao capilar
somente faz sentido se for definida entre estes dois extremos. Para isso definimos a saturacao
efetiva S, como

Sn - Sm'

SB - I - Snr - Swr

' Snr S Sn S 1- Swr- (25)
Devido a irregularidade dos poros no meio poroso, muitas vezes desconhecida, a pressiao
capilar nao pode ser obtida analiticamente, o que torna comum o uso de aproximacoes em-

piricas. Uma aproximacao muito usada para a pressao capilar ¢ o modelo de Brooks e Corey
(1964):

1

7(S,) = P,(1—S,)°7. (2.6)

onde @ caracteriza a distribuicdo do tamanho dos poros e a conectividade dos poros no
dominio e P, a pressao de entrada, que corresponde a pressao necessaria para a fase molhante
deslocar a fase nao-molhante no meio pPOroso.

Permeabilidade relativa
Se um tinico fluido ocupa todos os poros do dominio, entao a maior ou menor dificuldade
do fluido escoar serd dada pela interacao entre o fluido e o dominio fisico, que é medida
pela permeabilidade absoluta. Quando existem dois fluidos ou mais que ocupam oS poros,
temos também a dificuldade de escoamento que um fluido exerce sobre o outro. Desta forma
teremos uma redugao na permeabilidade efetiva do meio para cada fluido. A permeabilidade
relativa K,, 0 < K, < 1, mede essa interacao entre os fluidos e é uma propriedade de
fundamental importancia no processo de escoamento.

Da mesma forma como para pressao capilar, é praticamente impossivel encontrar uma
expressao que descreva exatamente a influéncia da permeabilidade relativa, o que torna
necessario o uso de aproximacdes. Apresentamos o modelo proposto por Brooks e Corey
(1964):

2430

](w(Sn) = (1 - Se)—o— ](n(Sn) = (56)2(1 - (1 - SE)¥)- (2'7)

O parédmetro 6 é o mesmo usado no perfil para pressao capilar do modelo de Brooks-Corey



12 MODELOS DE ESCOAMENTO BIFASICO IMISCIVEL E INCOMPRESSIVEL EM MEIOS
POROSOS 2.2

dado na equagéo (2.6). Podemos observar que a medida que a saturacao da fase nao-molhante
diminui, a sua permeabilidade relativa em relagdo a fase molhante também diminui.

Heterogeneidade e anisotropia:

Um meio poroso, 2 C R?, é homogéneo em relagdo & uma quantidade macroscépica (poro-
sidade, permeabilidade, temperatura,...) se o pardmetro varia pouco de um ponto a outro
ou se assume o mesmo valor em todo dominio. Por outro lado, o meio poroso é heterogéneo
quando o pardmetro depende fortemente da posi¢do considerada no dominio, podendo até
sofrer bruscas mudancas ou ser descontinuo de uma regiao para outra. Neste trabalho esta-
remos considerando problemas em meios porosos heterogéneos em relagao a permeabilidade
K e em relagao as forgas capilares 7.

Um meio é chamado isotrépico em relacao a uma quantidade macroscépica quando esta
quantidade é igual em todas as diregbes e caso contrario é considerado meio anisotrépico.
No meio isotrépico a resisténcia ao escoamento é igual em todas as direcoes e no meio
anisotropico essa resisténcia varia. Aqui consideramos somente meios isotropicos.

2.1.1 Lei de Darcy

A Lei de Darcy surgiu a partir do trabalho de Darcy (1856), em que o autor descreve
uma série de experimentos realizados em laboratério para estudar o escoamento de agua em
uma camada de areia, ou seja, escoamento monofasico onde o tnico fluido presente é a agua.
A partir dessas experiéncias Darcy obteve um coeficiente de proporcionalidade que relaciona
o escoamento do fluido ao gradiente de pressao:

K
Ue = ——(V Py — pagVD,), (2.8)
e

onde, u, é a velocidade de Darcy do fluido «, g é a magnitude da aceleracao devido a
gravidade e VD, é a dire¢do z. O sinal negativo na equacao (2.8) deve-se ao fato do fluido
escoar de uma regiao onde a pressao é mais alta para regioes onde a pressao ¢ mais baixa.

A extensao da Lei de Darcy para escoamentos multifasicos é dada por (Aziz e Settari
(1979); Muskat (1949); Peaceman (1977); Scheidegger (1957)):

_Ko
Lo

Uy =

K(VP, — pagVDy,). (2.9)

2.1.2 Lei de conservacao de massa

A equacao de conservacio de massa para cada fase do escoamento é dada por:

a(_ﬁ')/a%;_sa) + V - (patia) = pala, @ =w,n, (2.10)
onde, ¢ é a porosidade, S, é a saturacao do fluido «, u, é a velocidade de Darcy do fluido
a e g, termo de fonte ou sorvedouro. A saturagao da fase nado-molhante assume valores no
intervalo [Sy,, 1 — Sy,], em que S, € S, sdo a saturacao residual da fase molhante e nao-
molhante, respectivamente. A equacao de conservagao de massa (2.10) na sua forma integral
afirma que a taxa de variacao da massa do fluido em um volume de controle arbitrario V' C {2
é igual ao fluxo liquido sobre a superficie 9V e a contribuicao das fontes ou sorvedouros em
V. A propriedade de conservacao de massa e a lei de Darcy aplicam-se a todos os fluidos
presentes em escoamentos multifisicos, desde que nao haja tranferéncia de massa entre as
fases.
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2.2 Modelo matematico para escoamentos bifasicos

Na Secao 2.1 apresentamos uma revisao sobre defini¢oes e propriedades de fluidos para
escoamentos em meios porosos. Deste ponto em diante passaremos a abordar exclusivamente
assuntos relacionados ao escoamento bifasico de fluidos imisciveis. Os fluidos molhante e nao-
molhante serao identificados com os indices w e n, respectivamente.

Seja © um dominio em R¢, d > 1, limitado e aberto, com fronteira 99 e normal exterior
nyo. As equagdes que regem o escoamento bifdsico em um meio poroso 2 sao descritas pela
lei de Darcy e pela conservacao de massa. A lei de Darcy e a equagao de conservacao de massa
para cada fase sdo descritas pelas equagoes (2.9) e (2.10), respectivamente, com o = w, n.
Desta forma temos um sistema de equagoes diferenciais que regem o escoamento bifésico de
fluidos imisciveis em meios porosos, dado por:

a 'lUSIU

% +V: (/)wuw) = Pww, (2.11)

0 7LS’l

% + V. (pnun) = Pnln; (2'12)
K,

Uy = ———K(V Py — pugVD,), (2.13)
Hw
<,

Up = ——K(VP, — pogVD,), (2.14)
Hn

Sw+ S, =1, (2.15)

P, — P, = W(Sn)-, (216)

onde as relacoes (2.15) e (2.16) devem ser satisfeitas para completar o sistema de equa-
coes, sendo m a pressao capilar dada pela diferenca de pressdes das duas fases conforme
descrito acima. Supomos que a pressao capilar ¢ uma funcao crescente que depende da sa-
turacao da fase nao-molhante de forma nao-linear. Mais detalhes podem ser encontrados
em Aziz ¢ Settari (1979); Chavent e Jaffré (1978); Helmig (1997). Associado ao sistema de
equacoes (2.11)-(2.16) temos também as condigoes iniciais e as condigoes de fronteira de
Dirichlet, Neumann ou mistas, que serdo definidas um pouco mais adiante. As incégnitas
desse sistema de equacoes sdo as saturagoes, as pressoes e as velocidades de ambas as fases
molhante e nao-molhante: S,,, Sy, Py, P, Uy, . A existéncia de solucgdo fraca para o sistema
de equacdes (2.11)-(2.16) com condigoes de fronteira de Dirichlet e mistas foi estudada por
Kroener e Luckhaus (1984).

O sistema de seis equagdes (2.11)-(2.16) é fortemente nao-linear devido a dependéncia
da pressao capilar e das permeabilidades relativas de forma nao-linear da saturacao. Este
sistema pode ser reduzido a um sistema acoplado de duas equacoes e duas incdgnitas. Essa
redugao pode ser feita de diferentes formas, e dependendo da escolha teremos diferentes
formulagoes para modelar o problema de escoamento bifésico:

e Formulagao Pressao-Pressao: onde as incognitas sao as pressoes de cada uma das fases,
ou seja, P, e P,;

e Formulagao Pressao-Saturagao: onde uma das incognitas é a pressao e a outra é dada
pela saturacao de uma das fases;

e Formulagao Saturacao-Saturacao: onde as incdgnitas sao as saturacoes de cada uma
das fases, ou seja, S, e S,,.

As propriedades de cada uma destas formulagoes matemaéticas depende do problema a ser
resolvido, sendo que em alguns casos a escolha da formulacao adequada pode influenciar
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nos resultados obtidos com simulagbes numéricas (Bastian, 1999; Chen et al., 2006; Helmig,
1997). Aqui optamos por trabalhar com uma formulacao pressao global-saturacao que iremos
descrever a seguir.

Os métodos de extragdo em reservatorios por intermédio da injecao de fluidos imisciveis
tém seus efeitos controlados pela mobilidade e pela razao de mobilidade. Consideramos
Ao = 2 como sendo a mobilidade do fluido o, @ = w,n, a soma )\, = Aw + A, € a
mobilidade total. Da mesma forma definimos a velocidade total como a soma das velocidades
Uy = Uy + Up. A razdo da mobilidade M, é dada pela razao entre a mobilidade do fluido
deslocante e a do fluido deslocado. Para injecao de dgua temos M, = iﬁ Em reservatorios
com Oleos pesados, com alta viscosidade e baixa permeabilidade relativa do Oleo, M, pode
alcancar valores elevados. O ideal em escoamentos é M, < 1, ou seja, 6leo com viscosidade
inferior ou igual ao do fluido deslocante.

Supondo que os fluidos sdo incompressiveis temos das equagoes (2.11) e (2.12):

aSw

10} T + V- Uy = qu, (2.17)
a‘S’n

¢ 5 +V - u, = gn. (2.18)

Somando as equacoes (2.17) e (2.18) obtemos:
V. (U’?U + uﬂ-) = Qu + qn- (219)

Desprezando os efeitos gravitacionais e usando a defini¢ao de velocidade total e as Equa-
¢oes (2.13), (2.14), (2.16) temos que,

b

u = —AyKVP,—\,KVP,
A

= —\NKVP, — \KVr = )\—tuw — MK Vr (2.20)

)‘w An/\w
S — /\_tUt 4+ N KV. (2.21)

Da mesma forma obtemos:
An AnAw

Uy, = /\_r.Ut N KV. (2.22)

As equagdes (2.21) e (2.22) sao relagbes para as velocidades u,, € u, em termos da velocidade
total sem referéncia explicita as pressoes P, e P,. Substituindo (2.22) em (2.18) temos:

aSn An )‘n)\w o
qﬁﬁ + V- (/\_LUL> -V- < N ](V’/l’) =gy, (2.23)
Note que 7 = 7(S,), logo
Vi (S,) = %(vsn). (2.24)

Denotando o fluxo fracionario por f, = ’/\\4[ podemos reescrever a equacao (2.23) e obter a
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seguinte equacdo para a saturacao da fase ndo-molhante S,,,

oS,
ot

AnAw

6V s v (2

K?T'(Sn)VSn) = s (2.25)

t

Para facilitar a notagdo escrevemos 7'(S,) ao invés de %
“n

Substituindo (2.20) em (2.19) e usando Vi = 7 (Sn) V.S, temos a seguinte equacao para
a pressao da fase molhante P,:

= V- (MK (VP + fu7'(S0)VS,)) = qu + gn. (2.26)
A ideia é introduzir a pressio global P tal que
VP =VP,+ [, Vr(S,). (2.27)
Desta forma, a equacao (2.26) ficaria similar & lei de Darcy e a velocidade total dada por,
uy = —-NKVP.

Usando a pressao global ao invés da equacao com P,, temos uma equacio para P com
acoplamento muito mais fraco com a saturagao (somente por intermédio de At). Além disso,
o uso das relagdes (2.21) e (2.22) para u, e U, dependendo da velocidade total reduz a
influéncia da pressao capilar na equacao da saturagdo. A equacao (2.27) requer escrever
JaV7(S,) como gradiente de alguma funcao escalar II,,. Seguindo Chavent e Jallré (1978),

definimos,
Sn (zet)

a(Su(z.0) = [ ful€)n'(E)de + (S,

Snr

Logo, a relagdo entre a pressio global P e a pressao da fase molhante P, é dada por

Sn(z,t)
Ple.t) = Pule, )+ [ (&7 (©)de +7(Su) (2.28)

Sn T

O uso da definigéao de pressio capilar: n(S,) = P, — P, permite obter a relagao entre pressao
global P e pressao da fase nao-molhante P,:

Sn(z.t)
P(z,t) = P,Z(IL’,t)—W(Sn(fL‘,t))+ / fn(f)ﬂ’(f)df"‘ﬂ'(snr)
S
Sn(a,t) S (z,t)
= Punt)~ [ w@de-n(Su)+ [ S(n(€)de + n(S)
St
> Ple,t) = Pet)+ [ (fa6) - Dr'(e)de. (2:29)

Sﬂ ) o

Mais detalhes relacionados com a formulagao pressao global-saturagao podem ser encontra-
dos em Chavent e Jaffré ( 1978). Desta forma o sistema acoplado pressdo global-saturacio
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com incognitas (P, S,) a ser resolvido é:

-V (/\LI(VP) = Qu + n, (230)
w = ~MNKVP, (2.31)
qb%L 4=V (utfn(Sn)) =~V + (e(Sn)ﬂl(Sn)VSn) = (n, (232)

em que, €(S,) = A\ fn I é o coeficiente difusivo na equacao para a saturagao. Usaremos este
modelo para problemas de escoamento como em reservatorios de petréleo, onde € comum
a injecao de agua no reservatério através de pogos de injecdo, conduzindo desta forma o
6leo para os pocos de producdo. Neste problema a dgua é a fase molhante e o 6leo a fase
nao-molhante.

Notamos que o acoplamento entre as equagoes para a pressdo (2.30) e a saturagao (2.32)
ocorre por meio da velocidade total (2.31), que contribui no termo advectivo da equacao para
a saturacao. Como a pressao capilar e as permeabilidades relativas dependem da saturacao S,
de maneira nao-linear, temos como resultado um sistema acoplado de equagoes diferenciais
parciais nao-lineares a resolver, sendo uma equagao eliptica para a pressao global e outra
parabdlica degenerada para a saturagdo. A saturagdo S, varia no intervalo [Sp,., 1 — Sy,
e a equacao (2.32) degenera nos extremos deste intervalo, pois quando S, — S, temos
M(Sn) — 0, j& quando a saturagao do 6leo é muito alta, ou seja, S, ~ 1 — .S, temos
Aw(Sn) — 0 (ver Fig. 2.3a). Portanto a solucéo da equagao para a saturacao (2.32) apresenta
propriedades parabdlicas e hiperbdlicas. Por outro lado a equacao para a pressao (2.30) ndo
degenera (ver Fig. 2.3b).

Existéncia de solugao para a formulagao variacional do sistema (2.30)-(2.32) foi demons-
trada por Chavent e Jaffré (1978) para o caso nao degenerado (e(S,)n’(S,) > n > 0) e para
o caso degenerado. Quanto a unicidade de solugédo, os autores obtiveram resultados somente
para o caso desacoplado das equagbes pressdo-saturagdo. A existéncia de solugao cléassica
local no tempo para o problema de escoamento bifasico, incompressivel, eliptico-hiperbdlico
(m = 0) foi demonstrada por Schroll e Tveito (1997). Mais recentemente Chen (2001, 2002)
demonstrou existéncia, unicidade e regularidade da solucao para o problema de escoamento
bifasico incompressivel completo.

2.3 Formulacao Pressao-Saturacao em meios porosos
heterogéneos

Bruscas mudancas nas propriedades das rochas em um reservatério, tais como porosidade
e permeabilidade, combinadas as forgas capilares, geralmente tém um efeito desfavoravel na
taxa de recuperacao do petréleo. Por exemplo, se existem caminhos preferenciais (regides
com permeabilidade alta) do pogo de inje¢ao até o poco de produgao, teremos muito 6leo que
ficara retido nas regioes de baixa permeabilidade e consequentemente teremos uma redugao
na taxa de recuperagao. Isto ocorre devido as dificuldades em remover 6leo em grandes
quantidades das partes heterogéneas com baixa escala do reservatério, onde o 6leo tende a
ficar acumulado (Bertsch et al., 2003; Duijn et al., 1995), sendo que o 6leo necessita atingir
uma pressao de acesso para poder entrar em uma regiao com baixa permeabilidade. Outra
dificuldade nesses tipos de problemas é o fato da saturacao apresentar fortes gradientes ou
até ser descontinua na interface formada por dois tipos de sedimentos.

Pretendemos investigar a influéncia das heterogeneidades do meio poroso introduzidas
através de bruscas variacoes da porosidade e permeabilidade em conjunto com descontinui-
dades nas forcas capilares, em escoamentos bifasicos. Para estudar este tipo de problemas
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consideramos o dominio 2 dividido em subdominios Qp tal que ) = vazll Q, N, > 2, e
2;NQ; =0, 7 +# j. Considere T ij = 0§2; N 082; a interface formada entre dois subdominios
vizinhos ; e ;. Cada subdominio Qp, B€{1,2,..., N}, representa um meio pPOroso com
porosidade ¢4 e permeabilidade (absoluta) intrinsica K - Supomos que ambas quantidades
sao constantes em cada subdominio. Seja 74 a pressio capilar no subdominio 23. De maneira
geral, o indice 3 é usado para indicar a restrigao de uma fung¢ao definida em  ao subdominio
{2. Denotamos a mobilidade da fase molhante (o = w) e da fase nao-molhante (a = n)
por A, a soma A := ), + \, como a mobilidade total e J o= %\ﬂ o fluxo fracionério. No
decorrer do trabalho consideramos que os perfis para as fungoes \,, Ay, A, f nio alteram de
um subdominio para outro, ou seja, consideramos um tnico perfil para estas funcoes sobre
o dominio 2. Em cada subdominio Qp, B€{1,2,...,N;}, a pressdo capilar e as mobilida-
des sdo dadas como funcées suaves da saturacao da fase ndo-molhante e a pressao capilar
76 ¢ [Snrs 1 — Syr) = [0, +00) é uma fungdo crescente e continuamente diferencidvel, sendo
m3(Snr) & pressdo de entrada, pressao minima necesséria para o 6leo entrar em um meio
saturado por dgua. Apresentamos modelos para as mobilidades na Fig. 2.3 e para pressao
capilar na Fig. 2.4.

—
08} » 08 ]
S
0 o
§ 06¢ Zos
S 04} 04t 1
=
02} 02}
0 1 1 1 1
0 0 02 04 06 08 1

S
(b) "
Figura 2.3: Mobilidades )\,,, \, e \, usando o modelo de Brooks-Corey (2.7) para as permeabili-
dades relativas.

Reescrevendo as equagdes (2.30), (2.31) e (2.32) que regem o escoamento bifasico, in-
compressivel e imiscivel em um meio poroso heterogéneo (2 na formulacao pressao-saturagao
temos: Dado o instante de tempo T, encontrar (P, S) que satisfazem em Q2 x [0, T] para
cada € {1,2,..., N;},

=V - (M(Sp) K3V P5) = Gup + Gup, (2.33)
ug = —/\(Sﬁ)K/jVPﬁ., (234)
Pp0iSp + V- (ugf(Sp)) — V- (ep(Sp)V(Ss)) = gug, (2.35)

em que passamos a usar S e u ao invés de S, e u, para a saturacao da fase nao-molhante e
velocidade total, respectivamente, com o objetivo de facilitar a notacao. Além disso temos
o coeficiente difusivo e = \,, f K3 e os termos de fonte correspondentes a cada fase ¢,43, o €
{w,n}. Para completar o sistema consideramos condigdes de fronteira e iniciais e condicoes
de interface conforme descricao abaixo.
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2.3.1 Condicgoes iniciais e condigcoes de fronteira

A condicao inicial prescreve a saturagao sobre os subdominios {23 em um instante inicial
Sli=o = So. As condicoes de fronteira para pressdo e saturacao podem ser de Dirichlet ou
Neumann. A condi¢do de fronteira de Dirichlet é imposta sobre os conjuntos OQZ? e 0NP
para pressao e saturacao, respectivamente, tal que

P = Pp, sobre BQ]? ,

2.36

S = Sp, sobre 90P. (2:36)
As regides 90 e 9QP podem ser distintas, e além disso, Y coincide com 99 U 9},
onde

0, = {z€d0?; u(x)- nyg < 0}, (2.37)
o0f = {z € 90P; u(z)-nyg > 0}, (2.38)

sendo 90, a regiao de entrada de fluxo e 90 a regido de saida de fluxo. J4 a condigdo
de fronteira de Neumann impoe a componente normal da velocidade total ou a componente
normal do fluxo para a saturacao, sobre os conjuntos 39;)\’ e 0OV, respectivamente, cujas
condicoes sao descritas por

—A(S)KVP -nyq = Py, sobre OQ{,",

(Uf(S) — E(S)VW(S)) ‘ngo = Sy, sobre HQQ’ (2.39)

Para mais detalhes sobre condicoes de fronteira para a formulagdo pressao-saturacao, refe-
renciamos Chavent e Jaffré (1978); Chen et al. (1994).

2.3.2 Condicoes de interface

As Equagoes (2.33)-(2.35) sao vélidas somente em Qp, 8 € {1,2,..., N;}. Nas interfaces
I';;, em que porosidade, permeabilidade e forcas capilares sao descontinuas, estas equacoes
deixam de ser validas. Logo precisamos de condicoes para serem impostas em I';; = 0€;N0€Y;,
j # 1, que sao as condigoes de interface. Como o escoamento dos fluidos é descrito por
uma equacao diferencial de segunda ordem no espaco, vamos precisar de duas condicoes de
interface.

A pressao capilar em S = S, é chamada de pressao de entrada P, da fase ndo-molhante
(em inglés threshold pressure or nonwetting phase entry value), e representa a pressao minima
necessaria para o fluido da fase ndo-molhante entrar em um meio poroso saturado por um
fluido molhante. De acordo com Leverett (1941), a pressao capilar em um meio poroso
depende da porosidade e da permeabilidade, sendo que para o modelo de Brooks-Corey

(2.6) a pressao de entrada pode ser expressa por P, = 0, (I%) ? em que o, € a constante
de proporcionalidade. Desta forma, se a permeabilidade ou porosidade forem descontinuas,
teremos como consequéncia modelos de pressao capilar com pressao de entrada diferentes.
Se consideramos modelos de pressao capilar em que a pressao de entrada for zero (ver
modelo de Van Genuchten (1980) na Fig. 2.4a), entdo para cada valor da saturacdo em um
subdominio §2; existe uma saturagao correspondente no outro subdominio 25 tal que a pres-
sao capilar é continua. Neste caso as condicoes de interface devem garantir a continuidade
da pressao capilar. Porém se a pressao de entrada é positiva e diferente nos subdominios €24
e (29, podemos ver pela Fig. 2.4b que existe wma saturacao critica S*, tal que a continuidade

da pressao capilar somente é obtida se a saturacao da fase nao-molhante S no subdominio
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1 (dominio correspondendo a curva inferior) é maior ou igual a S* (Duijn e Neef, 1994a,b;
Duijn et al., 1995). Neste trabalho consideramos modelos de pressio capilar com pressao de
entrada positiva, logo existe a saturacdo de entrada S*, dada por m1(S*) = m2(Sp,). Tlustra-
mos por meio da Fig. 2.4b a pressao capilar do modelo de Brooks-Corey dada na equagao
(2.6) em dois subdominios, um com permeabilidade baixa (m2) e outro com permeabilidade
mais alta (), em que destacamos a pressio de entrada P, que o 6leo deve atingir em Q4
para conseguir entrar em (.

40 — . . 40
: 7!1 : 7!1
— : ——
30} ’ 30 : 2
& 20}
1o}
1S :
w -S
Pe=0 "
0 1

(a) " (b) "
Figura 2.4: Pressao capilar 71, sendo m, a pressao capilar associada ao dominio com permeabilidade
alta e my referente dominio com permeabilidade mais baiza, (a) Modelo de Van Genuchten e (b)
Modelo de Brooks-Corey.

Consideremos a interface Iy = 082, N 0Q, 7 # 1. Suponha que o escoamento estd ocor-
rendo na diregdo §; para §2;, ou seja, (u - n)ln,- > 0. Em um reservatério podemos ter dois
tipos de escoamento: escoamento de um meio poroso com permeabilidade mais alta para um
meio poroso com permeabilidade mais baixa (meio com estrutura média mais fina) e vice-
versa. De acordo com comentdrios feitos acima, para o primeiro caso, o 6leo precisa atingir
a saturacao de entrada S* em (); para conseguir penetrar em 2; e temos a pressao capilar
satisfazendo m;(S) < m;(S) (ver Fig. 2.4). J4 no segundo caso o 6leo nio ters dificuldade de
escoar de um meio para outro, pois a pressao de entrada em 2; € menor do que a pressao de
entrada em Q; e temos ;(.S) > m;(S). Mais detalhes sobre as condigdes de interface sdo da-
dos em Chavent e Jaffré (1978); Duijn e Neef (1994a,b); Duijn et al. (1995); Enchéry et al.
(2006).

Caso 1: Condigbes sobre a interface I';;, quando ;(S) < m;(S)

Para a saturacao: A primeira condicio de interface para a saturacao origina-se da con-
servacao de massa através da interface e conduz & imposicio da continuidade da componente
normal do fluxo advectivo-difusivo sobre L33,

(uif (i) — &(S) V(i) - mr,, = (u; £(S;) — €;(S;) V() - nr,, (2.40)

]
onde S; = lim S(z), com x € ), S; = lilllg S(x), com z € Q;. J& a segunda condicio de
T ij T—1y;
interface depende fortemente do comportamento qualitativo da pressao capilar 7 e prescreve
o valor de S; como sendo S,,, se S; € [S,,, S*], e forca a continuidade da pressao capilar se
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S; € [S*,1 — S,,). Desta forma, temos sobre T';;,
S; = Spr, se S; € [S,:T,S ], (2.41)
Wi(Si) = Wj(Sj), se Si S [S ,1 — Swr)7
sendo S* a solugdo da equacdo m;(S) = m;(S,-). Mais detalhes sobre a obtencao destas
condicoes de interface para a saturacdo podem ser obtidos em Duijn e Neef (1994a,b).

Precisamos encontrar uma forma simples e pratica de incorporar as condicoes de interface
ao método numérico. Para isto, introduzimos a funcao Jsj : [Spr, 1 — Sur) — [0, +00) tal
que,

S — Sm‘) s€ Snr _<_ S S S*a
Js1(S) = { S —m; 1 (mi(S)), seS*<S<1—8,, (254
e assim podemos reescrever a segunda condicao de interface (2.41) em funcao do salto de S
como,

S,j*Sj =] J.S'I(Si)- (243)

Uma importante consequéncia dessas condicoes de interface é fato do problema admitir
solucoes que descrevem o actimulo da fase nao-molhante.
Para pressao global: A primeira condicao de interface para pressao impoe a continui-
dade da componente normal da velocidade total sobre I';;,
— MSi)Ki VP -nr,, = —A(S;)K;VP;-nr,

37

(2.44)

onde, P, = lim P(x), com z € §;, P; = lim P(z), com z € ;. A segunda condicao de

;5 =T
interface para p]resséo global prescreve a contljnuldade da pressao da fase molhante P, se
S; € [Spr, S*] e a continuidade da pressdo da fase ndo-molhante P, se S; € [S*,1 — Syyr).
Neste tltimo caso além da continuidade de P,, temos também a continuidade de P,, que é
consequéncia da continuidade da pressao capilar.

Logo para o caso em que S; € [S,,, S*], temos que o 6leo localizado no sudominio ; nao
consegue escoar através da interface I';; e entrar no subdominio (2;, desta forma S; = S,,,.
Além disso a pressao do fluido molhante P, é continua (P,, — P,, = 0). Entao da defini¢ao
de pressao global (2.28) segue,

P By = Pt [ ORI+ TS~ Poy~ [ SO0 (€~ ()
- /s,,,‘f() 7 (E)E + 5 Snr) = 15 (Sur).

Se S; € [S*,1—S,,], 0 6leo ja atingiu a pressao de entrada necessaria para cruzar a interface
I';; e escoar através de 5, logo P, é continua (P, — P,; = 0). Desta forma usando a definigao
(2.29) para a pressao global temos:

P—F = Put [ (@ - 0l - P, — [ (7€) - Dme)a
= [u©- - [ (e - e (2.45)

D
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Entao, a segunda condigdo de interface para pressao sobre I';; é dada por,
Pi=P = Jp1(S:5;), (2.46)

em que a fungao Jp; é definida tal que,
Si
f f(g)ﬁ:(g)dé + 71‘i(S‘m‘) - ﬂ—j(Snr)) s€e Si € [Sn1‘> S*],
I (S, 8) =4 5 5 s, (2.47)
J ) =1 m(e)de = | (f(€) — 1) mj(€)de, se S; € [S*, 1= S,,].

nr

E importante observar que as funcées Jg; e Jp; sdo continuas em S*. Veremos no Capitulo
s

3 que as defini¢oes das fungoes Js, e Jp, facilitam a introducao das condicoes de interface

para saturagao e para pressao ao método de Galerkin descontinuo.

Caso 2: Condigbes sobre a interface T';;, quando 7;(5) > 7;(.S)

Usando raciocinio andlogo ao efetuado para o Caso 1, temos as seguintes condicoes de
interface para saturacao e pressao sobre Ly
Para saturagao:

(uif(Si) — €(Si)Vmi(Sy)) - mr,, = (uy £(S;) — €;(S;)Vr;(S;)) - nr,;, (2.48)
Si — S; = Js2(S;), (2.49)
em que,
Snr - 57 se Snr S S S S*,
I52(5) = { —S a7 (m,(S), se S <S<1-6,. (2.50)
Para a pressao:
— MS;)K; VP, - nr,, = —\(S;)K;VP; - nr,, (2.51)
1:)1' —‘Pj:JPQ(Si7Sj), (252)
em que,
S5
f f(f)ﬂ';(&)df + ﬂi(Snr) - Wj(S‘IZT)a S€ Sj € [Snra S*];
Jp2(S;, S5) = s; Snr s (2.53)
Sf_ (f(&) = 1) m{(€)d¢ — Sf (f(&) = 1) mi(€)d€, se S; € [S*,1— S,

As condigdes de interface (2.40), (2.41), (2.48) e (2.49) para saturacio foram obti-
das matematicamente por meio de técnicas de regularizacao para meios heterogéneos por
Duijn et al. (1995). J& as condigoes de interface para pressao foram deduzidas em
Chavent e Jaffré (1978) a partir da continuidade da pressio da fase molhante e nao-molhante,
usando as definigdes de pressdao global (2.28) e (2.29) e a equagdo para pressio capilar
T B = R,g = Pwﬁ~

A existéncia e unicidade de solucdo fraca para o sistema acoplado pressao-saturaciao com
condigoes de interface usando técnicas de homogenizagao foram analisadas por Amaziane et al.
(1996); Bertsch et al. (2003); Bourgeat e Hidani (1995). Mais recentemente Cances (2010,
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2008); Cances et al. (2009) demonstraram existéncia e unicidade de solucao fraca usando
uma condicao de interface mais geral para o problema unidimensional de escoamento bifa-
sico em meios porosos heterogéneos.

A modelagem numérica para resolver o problema acoplado pressao-saturagao (2.33)-
(2.35), com condicoes de fronteira e condicdes de interface em meios porosos heterogéneos
constitui uma tarefa desafiadora, pois a resolugao deste problema apresenta varias dificul-
dades numéricas. Dentre essas dificuldades destacamos:

e Problemas com termo advectivo dominante: em diversas simulagoes de escoamento em
meios porosos, o fendmeno predominante é o de transporte. Nestes casos a solucao da
equagao para a saturagio (2.35) tem comportamento predominantemente hiperbélico,
o que pode provocar instabilidades numéricas;

e Resolucdo de um sistema acoplado nao-linear: o sistema de equagoes (2.33)-(2.35) é
nao-linear e o acoplamento ocorre por meio da velocidade total (2.34). A resolucao
desse sistema exige lidar de forma coerente com essas nao linearidades, aliviando ao
maximo o tratamento nao linear, mantendo precisao numérica e além disso o problema
depende da variacao no tempo, o que torna necessario a utilizacao de uma discretizagao
temporal estavel;

e Reconstrucao da velocidade total: na resolugao desse sistema é usual a utilizacao da
resolucdo sequencial, ou seja, resolve-se a equacao para pressao (2.33) dependendo da
saturacao no instante de tempo anterior e apds calcula-se a saturagdo no instante de
tempo atual. Mas esse processo exige a reconstrugao precisa da velocidade total apartir
da solugao obtida para pressao global, pois o célculo efetuado diretamente apartir da
equacao (2.34) gera oscilagoes numéricas;

e Problema degenerado: de acordo com comentarios efetuados na Segao 2.2, a equacao
para saturacao (2.35) é parabdlica degenerada, e o método numérico empregado deve
ser capaz de lidar com os termos degenerados;

e Descontinuidades das propriedades do meio poroso: heterogeneidades tem grande in-
fluéncia no processo de escoamento, porém a abordagem numérica é uma tarefa dificil.
O método numérico deve ser capaz de lidar com propriedades descontinuas como po-
rosidade, permeabilidade e pressao capilar, impondo de forma coerente as condicoes
de interface decorrentes dessas descontinuidades;

e Solucao descontinua: além das descontinuidades nas propriedades do meio poroso, a
solucao para pressao e saturagao pode ser descontinua ou apresentar fortes gradientes
na frente do fluido ou nas interfaces formadas entre dois tipos de sedimentos.

No préximo capitulo iremos descrever detalhadamente o método numérico proposto neste
trabalho para resolver problemas de escoamentos em meios porosos heterogéneos, identifi-
cando as técnicas empregadas para contornar os problemas acima expostos.



Capitulo 3

Método de Galerkin Descontinuo
Sequencial com Reconstrucio de
Fluxos

Neste capitulo introduzimos algumas definigoes relacionadas ao método de Galerkin Des-
continuo, como defini¢ao das malhas espaciais e temporais, introdugao dos conceitos de salto,
média, média ponderada e média harménica. Em seguida, na Segao 3.2, apresentamos o mé-
todo de Galerkin Descontinuo que propomos neste trabalho para resolver o problema aco-
plado pressdo-saturagao (2.33), (2.34) e (2.35) em meios porosos heterogéneos. Apresentamos
na Secao 3.3 trés maneiras para calcular a velocidade total a partir do gradiente de pressao,
identificando as caracteristicas de cada uma delas. Na secao seguinte, apresentamos alguns
resultados existentes na literatura referentes a estimativas de erro para o método DG com
a utilizagdo das técnicas de média ponderada e média harménica e também para a equacio
parabdlica nao-linear. Na Secédo 3.5, sdo discutidos alguns aspectos relacionados ao método
DG. E obtida também a forma residual da formulacao, evidenciando assim a importancia
de cada termo no método numérico.

3.1  Discretizacao espacial e temporal

Seja {t"}o<m<ny uma sequéncia de tempos com t° = 0 e tN = T e passo no tempo
Alpgy =" — ™ m =0, 1,... ;N — 1. Em geral usamos At para referenciar o passo no
tempo e desta forma facilitar a notacéo. Seja 2 um dominio aberto e limitado em R d>1,
com fronteira 9. Para discretizacio espacial consideramos uma particao 7, do dominio
composta por A elementos abertos, disjuntos,

Th = {7—;}15151\,}; tal que Q = U T (31)
TeT),

Para cada elemento 7" da malha Jh, associamos o didmetro Ay e definimos o didmetro da.
malha como sendo

h := max hp.
TeT;

Dizemos que F' é uma face interior da malha se ' tem medida de dimensao (d — 1) nao-nula
e se existem 7~ e T tal que F' = 9T~ NAT+. Uma face F é uma face da fronteira se F' tem
medida de dimensao (d — 1) nao-nula e se existe 7" € T tal que F' = 9T N 9. Denotamos

23
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por Fi como sendo o conjunto formado pelas faces interiores e F2 o conjunto das faces da

fronteira, F;, := ¢ U F? o conjunto de todas as faces e para qualquer F € F, hp representa
h h ] q q

o didmetro da face F.

Supomos que a malha T}, é consistente com a divisdo do dominio {2 em subdominios e com
as condicoes de fronteira. Portanto, assumimos que as interfaces I' sdo exatamente cobertas
por um conjunto de faces armazenadas em F}. Definimos Fi* := J} \ F} . Também supomos
que os conjuntos BQE e 0P onde a condicao de Dirichlet é satisfeita sao exatamente cobertos
por faces da fronteira. Desta forma 9-',% e FP correspondem ao conjunto das faces onde a
condicao de Dirichlet é satisfeita para pressao e saturacao, respectivamente e ?,’1\; e FN,
onde a condi¢io de Neumann deve ser imposta. Quando necessario, usaremos F,, e F;', para
identificar as faces da fronteira que cobrem as regides de entrada de fluxo 952 e saida de

fluxo 907, respectivamente.

Seja N o conjunto dos ntimeros inteiros positivos. Chamamos o = (aq, @, ..., aq) em
N? de multi-indice, e |a] = a1 + az + ... + ag é o comprimento de . Supomos que cada
elemento T' € TJ), é imagem de um elemento mestre fixo T por uma aplicacao afim A7, isto
6, T = Ap(T), em que T é o simplex dado por,

A

T={z=(%,....,5) ERY: &1 +...+5,<0, & >~-1, i=1,...,d}.
Sobre 7' definimos o espago de polinémios de grau £ > 1 como segue:

Pu(T) = span{d®: 0< |a|] <k},

em que, 2% = Z71.25%...35 e |a|] = a1 + a2 + ... + a4. Observamos que para um dado
elemento 7' € R?, a dimenséo do espaco P,(T) é 3(k+1)(k 4+ 2) e como base polinomial
para este espaco usamos uma base ortonormalizada que permite explorar a ortogonalidade
L? (’f), cuja representagao pode ser encontrada em Hesthaven e Warburton (2008). Também

apresentamos alguns detalhes no Apéndice A.

Definimos a derivada com multi-indice no sentido de distribuigoes

9% =0f"...03" emque 0; =0/0x;, paraj=1,....d.

Consideremos agora. funcdes de valores reais definidas sobre um dominio  C R¢ que sdao
Lebesgue integraveis. Para 1 < p < o0, definimos o espago de Lebesgue LP(2) como o
conjunto de todas as funcgoes u definidas em €, tal que |u|P é integravel a Lebesgue sobre Q.
O espago LP(€2) é equipado com a norma

. ' 1/p
Lr(Q) = (/Q |u(’c)|”d”c> .

Consideremos também o espaco de Sobolev W;3(2), definido abaixo, ao qual associamos
o indice de Sobolev s.

[l

Definiciao 3.1 Seja Q um conjunto aberto em RY, entdo para 1 < k < oo, o espago de
Sobolev W3 (82) € definido como sendo,

W(Q) = {v e LP(Q); % e L), |a < s},
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e equipamos esse espago com a norma de Sobolev dada por,

1/p
“U”W;(Q) = (Z ||aau||/n Q)) :

la<s

Em particular para p = 2, denotamos H*(Q2) = W3(Q) o espaco de Hilbert de ordem s.
Seu produto interno e norma, serao denotados por (-, s € || - ||s., respectivamente. Para o
espaco de Lebesgue L*(Q) = H 0(Q2), usaremos a notacio equivalente para o produto interno
e para a norma, isto é, (-, )oqn € || - |jo.q-

Desta forma, associando a cada elemento 7' € T, a funcéo afim Az, o grau de aproximagcao
polinomial local ks e o indice de Sobolev local sy e armazenando nos vetores A — {Ar :
TeT,k={kr: T€T}es={spr: T € Tr}, podemos definir o espaco de elementos
finitos descontinuo:

VEQ,A) = {v € L}Q); v o Ap € P (T), desde que AN T)=T; YT €T} (3.2)

e o espaco de Sobolev particionado
H(Q, 7)) = {v e L*(Q) : vy € HT(T), VT € T,,}, (3.3)

com norma e seminorma associada:

1/2
[vlls.7, = (Z ”’U”?{5T(T)> ) (3.4)

Pedy

1/2
vls,7, = (Z |v|il°'T(T)) ; (3.5)

TET;,

respectivamente. Por simplicidade passamos a usar V;¥ ao invés de V,*(Q, A). Particularmente
vamos estar considerando os valores escalares k£ e s como sendo o grau de aproximacdo
polinomial e o indice de Sobolev, respectivamente, definidos de maneira uniforme na malha.
Definimos também o espago H(div, 2) por

H(div, Q) = {v € [L*(Q)]%; V -v € L}(Q)}. (3.6)

Para uma funcao v suficientemente suave, definimos o salto e a média em F € i, em
que F'= 9T~ NAT™, respectivamente como:

[[’U]] = Vs T Vg {U} (UIT— + U|T+) (3'7)

Extendemos essas defini¢oes para as faces da fronteira F' € F2 como [v] = {v} := V), Para
a face '€ F},, F = 9T~ N OT* também definimos a nounal n; como sendo exterior ao
elemento 7~ e para uma face de fronteira ' € F? a normal np coincide com a normal
exterior ngq.

3.1.1 Meédia ponderada e média harmoénica

Sabemos que a solu¢do para a saturacdo S pode ser descontinua ou apresentar fortes
gradientes na interface I', onde temos descontinuidades nas propriedades do meio poroso,
ou em regioes onde o coeficiente do termo difusivo zera (equacao parabélica degenerada). E
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necessario dedicar atengdo especial para lidar com o termo difusivo nas regiGes onde esse se
anula ou se torna arbitrariamente pequeno, pois além da perda de regularidade da solucao, a
presenca do campo advectivo pode conduzir ao aparecimento de camadas limites no interior
do dominio (Croisille et al. (2005); Ern et al. (2009d)).

Em geral os métodos de Galerkin descontinuo tém a caracteristica de impor fracamente
a continuidade da solucao discreta nas interfaces da malha, desta forma precisamos de um
tratamento diferenciado para problemas com coeficientes descontinuos ou que tenham difusi-
vidade nula. Uma das técnicas para lidar com equagoes hiperbélicas-parabélicas degeneradas
em problemas de transporte é decompor o dominio espacial de acordo com as propriedades
fisicas e gedlogicas e usar diferentes esquemas numéricos em cada regiao de acordo com clas-
sificagao hiperbdlica ou parabdlica (Ern e Proft, 2006; Wheeler e Yotov, 1998). Mas o uso
destas técnicas requer o conhecimento a priori das regioes onde a equacao degenera, o que
se torna dificil em problemas nao-lineares. Para tratar de forma automatizada da deteccao
destas regioes e lidar com problemas heterogéneos Di Pietro et al. (2008); Ern et al. (2009d)
desenvolveram um método de Galerkin descontinuo para a equacao de adveccao-difusao em
que usaram as técnicas de média ponderada e média harmonica para simetrizaciao e pena-
lizagdo do termo difusivo. Este método impoe fracamente a continuidade dos fluxos entre
as diferentes regioes. Ern e Stephansen (2008) obtiveram estimativas de erro a posteriori na
norma energia para o método proposto.

Neste trabalho adequamos as técnicas de média ponderada e média harmonica propostas
por Di Pietro et al. (2008); Ern et al. (2009d) para lidar com as heterogeneidades do meio
poroso e com o termo difusivo degenerado na equacdo para a saturacdo. Para introduzir
estas defini¢oes, considere uma funcao escalar a, representando a difusividade definida sobre
uma face F' € F}, com valores ar- r € ar+ p associados a T~ e T, respectivamente. Entéo
na face F' € J} definimos a média ponderada para uma fungao v e a média harménica de a,
respectivamente por,
ar+ r ar-,r 3.8

" wT+’1: =

{v}o=wr- pv~ +wr+ pvt, sendo wp- pi= ————
‘ ar- g+ ar+

ar- g+ ar+ g

(3.9)

L QG'T—,FGT"',F
(a)pim —TEUTHE
ar- r -+ ar+ fp
em que 0s pesos wyr- g € wr+ g, sao definidos tais que wp- g + wp+ p = 1. Para faces na
fronteira, F' € F2 extendemos as definigées acima por {v}_ = v e (a)r := a. A difusividade a
pode assumir valores nao necessariamente positivos em problemas degenerados, tais como em
problemas de escoamento bifasico. Se somente um dos valores ar+ ¢ zerar ou se ambos zeram,

0s pesos sdo considerados iguais a i e a média harménica é dada por (a) Fca, = Gg, em que

2
ah = MaXycq, ag(x) é um valor referéncia. Para F' € F} consideramos wy- p = wr+ p = %
alat . . - . s
e (a)r = 7%, sendo F C 9Q; N 0SY;. Para as faces interiores F' € J} definimos também a
média ponderada conjugada por,
{vle = wr+pv” +wp- pvT, (3.10)

por meio da qual temos a seguinte identidade para funcoes v e w,

[vw] = {v}u[w] + {w}s[v]. (3.11)
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3.2 Meétodo de Galerkin descontinuo sequencial

Procuramos aproximacées no instante de tempo {™ com m € {1,... N}, para a pres-
sao Py" e para a saturacdo Sj" no espaco de elementos finitos descontinuo V¥ definido em
(3.2). Observamos que procuramos aproximagoes para pressao e saturacao de mesma ordem
polinomial. A escolha de diferentes ordens de aproximagoes polinomiais também é possi-
vel, mas esta escolha parece mais natural. Reescrevendo as equacoes (2.33), (2.34) e (2.35)
que regem o escoamento bifdsico, incompressivel e imiscivel em meios porosos heterogéneos:
Dado o instante de tempo T, encontrar (P, S) que satisfazem em Qs x [0, T] para cada
Be{1,2,..., N},

-V (/\(SB)[(ﬂVPﬁ) = qug + dngs; (312)
Up = —)\(Sﬁ)KﬁVPﬁ, (313)
b5 + V- (usf(Sp)) — V- (e5(Sp)V5(S5)) = Gng- (3.14)

Descrevemos abaixo o método de Galerkin descontinuo sequencial proposto para resolver
o sistema de equagoes (3.12)-(3.14). A resolucao desse sistema sera efetuada de forma se-
quencial, ou seja, primeiramente obtemos a aproximacao para pressao P no instante de
tempo {™ usando a saturagdo S;*~' do instante de tempo anterior {™~!. Apés obtemos a
velocidade total u}* por intermédio da equagao (3.13), a qual é utilizada na equacio (3.14)
para obter a saturacao Spt no instante de tempo t™. E ap0s recomecamos 0 processo para
obter aproximagoes P!, u e S para o préximo instante de tempo ¢+,

A formulagao de Galerkin descontinuo apresentada nesta secao para resolver o sistema
acoplado pressdo-saturacao (3.12)-(3.14) é resultado de um estudo efetuado com diferentes
formulagées. No decorrer deste estudo foram realizadas andlises numéricas em dominios uni-
dimensionais e bidimensionais, utilizando problemas com diferentes graus de complexidade,
permitindo assim obter a formulagio mais adequada para resolver problemas de escoamento
em meios porosos homogéneos e heterogéneos.

3.2.1 Pressao Global P

Dada a saturacao S;* € V¥, param =0,1,--- , N—1do passo no tempo anterior (m > 1)
ou da condigao inicial Sy (m = 0), resolvemos primeiramente a equacao para pressao (3.12)
usando o método DG com penalizacdo interior, ou seja, procuramos P"* ¢ ViF tal que
Vz, €V, hk,

> [ ASHEVR . vz,
T

TET),

_ Z /}. (nF . {/\(S;,n)](vP[:n_H}w[[z’lr]] -+ 191]F . {)‘(S;Zl)](vzjl}wﬂfjly7+l )

FeguF P
OF 1 pm
X [ At el = Y [eta)a- Y [ P -
regiugp °F TeT, T Fegpy 7F '
o
+ 3 [ (e NSV + 965 2) Py
p JF hF'
Fegp,

. OF
+ 2 [ (-vne SV + Ve e [l ) GUST)

FegT
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em que Pp e Py representam a condicdo de Dirichlet (2.36) e de Neumann (2.39), respecti-

vamente, para a pressao e ¥ € {—1,0, 1} permite migrar entre as formulagdes nao-simétrica,
incompleta ou simétrica do método DG. O pardmetro o = Gk?, sendo 7 > 0 suficientemente
grande para garantir a estabilidade do método se ¥ = 1 e v é dado pela média harmonica
de acordo com a definicao (3.9),

TP = (CL)F:

em que a representa o coeficiente difusivo tal que, ar+ p = [|AN(S7*) K |7+ || 1o (r), para F € F},
e arr = [|A(SP) K |7|| Lo (r), para F € F2. O operador G(Sy) sobre a interface I';;, é definido
como,

Ip1(Si, ShY), - se mi(S) < m;(.5), (3.16)
> T '

GSy) = { Tra(S SI). se m(S) > m)(S).

em que Si's, B € {i,7}, denota a restrigdo de S;* ao subdominio Qs, Jp, € Jp, sdo fungoes
definidas em (2.47) e (2.53), respectivamente. Note que em (3.15) estamos linearizando a
equagao para pressao ao usar a saturagao S;" do instante t™ para calcular a pressao P}T“-
Essa linearizacao facilita a solugdo do sistema de equagoes pressao-saturacao, pois permite
calcular pressao e saturacdo separadamente. Lembramos que a equacao para a pressao nao
degenera, sendo que a técnica da média ponderada é usada para lidar adequadamente com
as heterogeneidades do meio poroso.

Observamos que para calcular a solucido para pressio no primeiro passo no tempo #!
usamos a saturacao no instante inicial S? como sendo uma aproximagao construida a partir
da condicdo inicial Sy. Obtemos essa aproximacao pela projecio L?-ortogonal de Sy no espago
V}k. Outra observacdo importante a ser feita é a necessidade do conhecimento da direcdo do
fluxo (v -np < 0 ou uw-np > 0) para aplicar a condi¢ao de interface por intermédio do
operador G(S) sobre a face F € J},. Para m = 0, essa diregao do fluxo é obtida por meio
do célculo da pressdo usando a Eq. (3.15), com G(S})*) = 0. Apés obtemos a velocidade
u por intermédio de uma das técnicas de reconstrugdo que descrevemos na Secao 3.3. Ja
para m > 1, usamos u}', velocidade total do instante de tempo anterior, para fornecer uma
aproximacao da dire¢do do fluxo.

3.2.2 Velocidade total u

Apés obter a aproximagao para a pressao global P,’L"Jrl no instante ™!, calculamos a
velocidade total u}**! no instante t™*! por meio da relagao (3.13). Para garantir estabilidade
na resolucao do sistema acoplado pressao-saturagao é essencial desenvolver esquemas numeé-
ricos que permitam recuperar com precisao a velocidade total. Discutimos algumas formas

de obter a velocidade total na Secao 3.3.

3.2.3 Saturacao S

Para calcular S,’Z‘“, usamos para discretizacao temporal o método de Euler implicito

no tempo, juntamente com uma discretizacao espacial do termo difusivo pelo método DG
com penalizacao interior e fluxo de Godunov (ou equivalentemente fluxo upwind desde que a
funcao fluxo fracionario é monétona) para o termo advectivo nao-linear. Consequentemente,

procuramos S;**! € V¥ tal que para todo v, € V¥,
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Z / m+1 S7;n+1) . V'U[,_
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TeTy TET),
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em que Sp e Sy representam a condigao de Dirichlet (2.36) e a condicdo de Neumann (2.39),

respectivamente, para a saturacao e dr = (a)pr, sendo a média harménica definida por (3.9)
com a representando o coeficiente difusivo de tal forma que, ar+ g = |le(Sp) ' (SJ) |7 || oo F),
para F' € F} e arr = ||e(SP)n'(SP)|rlli=(r), para F € F2. O operador J(S}") sobre a
interface I';;. é definido como,

my __ JSI(S},1’L1) se ﬂ—i(S) S 71']‘(5),
5 = { Joa(STh),  se m(S) > m(S). (3.18)

sendo Jg, e Jg, definidos em (2.42) e (2.50), respectivamente. Observe que no método DG
para a saturacdo (3.17) linearizamos o coeficiente do termo difusivo calculando-o em [
da mesma forma como efetuamos na equacio da pressdo (3.15), mas o método continua
nao-linear devido ao fluxo fracionario que depende de S"*'. Para resolver (3.17) usamos o
método de Newton.

Estamos usando o método de Euler implicito para discretizacao no tempo, que fornece
uma aproximagao de primeira ordem estavel. Uma outra alternativa para a discr etizagao
no tempo seria usar métodos de Runge-Kutta TVD (Total Variation Diminishig), que sao

métodos de alta ordem no tempo. Um método é dito TVD quando,

TV (U™ < TV(U™), onde TV (U™) Z|U]+1 o,

sendo I_Jm a projecao ortogonal L? de U™ sobre o espaco v |T , 1<j<M,eUmeVFa

aplo\:lmagao numeérica de ordem k no instante de tempo ™. Mas para poder usar os metodos
TVD de alta ordem precisamos ter a garantia de que o método de Euler explicito associado
com uma dada discretizagao espacial é fortemente estavel (TVD) sob uma certa restricio no
passo 1o tempo. Além disso, o método de Runge-Kutta de alta ordem associado com esta
mesma discretizagao espacial também deve satisfazer a condi¢iao TVD, cuja propriedade é
fundamental para garantir estabilidade. Se o0 método de Euler explicito associado a uma dada
discretizacdo espacial nao satisfaz a condicio TVD, entdo nio podemos usar métodos TVD
de alta ordem, pois nao teremos garantia da convergéncia desse método. Em Gottliel ¢ Shu
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(1998); Gottlieb et al. (2001) pode ser encontrado um exemplo numérico onde aparecem
oscilacoes quando é usado um método numérico de alta ordem que nao possui a propriedade
TVD.

Essas oscilagoes sao provocadas pelo fenomeno de Gibbs. Uma manifestacao desse feno-
meno é o fato que a projecao L? de uma funcio descontinua ou com fortes gradientes sobre
o espago DG pode exibir oscilagoes para k > 1. Oscilagoes podem incluir dificuldades em
muitas aplicagoes, desde que elas podem provocar a perda do conjunto admissivel de valores,
muitas vezes violando principios fisicos fundamentais de leis de conservacao. Nesse contexto
usar esquemas com a propriedade de produzir solugbes nao-oscilatorias torna-se indispen-
savel. Para que possamos encontrar esquemas de Runge-Kutta de alta ordem tipo TVD é
necessario a introducao de limitantes apos cada passo no tempo para garantir a propriedade
TVD do método (Cockburn, 1999; Ern e Piperno, 2008). Porém a introdugao de limitantes
torna-se complicada em malhas nao-estruturadas e em duas e trés dimensoes nao existe uma
analise na literatura, mas em geral ocorre a reducdo na ordem de convergéncia do método.
Ja o uso do método de Euler implicito fornece solugoes estaveis sem a necessidade da in-
troducao de limitantes, conforme sera visto por meio de resultados numéricos nos proximos
capitulos.

No método de Galerkin descontinuo apresentado em (3.17) utilizamos fluxo numérico
de Godunov para o termo advectivo nao-linear, sendo que para F € F}*, F = 0T~ N 9T™"
temos,

ng - u21+1f(5}:1+1)|T-, se ng - u}f“ >0

np - up (S| e, caso contrério.

3y

[ - AT+ [0.5mp - w £ (5] = {

Desta forma, o fluxo de Godunov é usado para todas as faces exceto para as que cobrem
a interface F' € F1, onde é usado fluxo centrado médio. O fluxo de Godunov é uma das
melhores escolhas para tratar o termo advectivo em problemas nao-lineares, tendo em vista
que esta estabilizacao produz poucos efeitos de viscosidade artificial quando comparada a
outras técnicas como por exemplo o fluxo local de Lax-Friedrich, que produz mais viscosidade
artificial, mas o desempenho de ambas as técnicas é similar. Para mais detalles relacionados
ao fluxo de Godunov ver Cockburn e Shu (2001).

J4 para a discretizacao do termo difusivo usamos o método de Galerkin descontinuo com
penalizacao interior (veja Arnold (1982)), associado as técnicas de média ponderada e média
harmoénica conforme descrito em Ern et al. (2009d). A introducao dessas técnicas é essencial
para lidar de forma adequada com os coeficientes descontinuos e degenerados do sistema de
equagoes pressao-saturacao.

Um dos diferenciais do método de Galerkin descontinuo (3.15) e (3.17) proposto neste tra-
balho em relagio a outras formulagdes encontradas na literatura (por ex. Epshteyn e Riviere
(2007); Eslinger (2005); Klieber e Riviére (2006); Riviere e Bastian (2004)) é a introducao
das condicoes de interface para a pressao e para a saturagdo por meio dos operadores G(.S)
e J(S), respectivamente. A introdugdo da condigdo de interface no método DG é uma das
contribui¢oes deste trabalho e nos permite resolver problemas heterogéneos em que temos
descontinuidades na permeabilidade e também na pressao capilar, assim possibilitando ao
método captar o fendmeno de actiimulo de 6leo. Na literatura podemos encontrar alguns
trabalhos publicados nos tultimos anos em que sao propostas diferentes idéias para incor-
porar as condigoes de interface nao-lineares ao método de Volumes Finitos. Enchéry et al.
(2006) propuseram um método de Volumes Finitos para a equacao da saturacao degenerada
com pressao capilar descontinua em que foram incorporadas as condigoes de interface nao-
lineares. Em (Cances, 2008; Cances et al., 2009) os autores consideram condicoes de interface
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mais gerais e apresentam resultados de existéncia e unicidade de solugao para a formulacao
de Volumes Finitos. J& Cances (2009) analisou o método de Volumes Finitos para a equa-
cao parabolica degenerada incluindo o termo advectivo ndo-linear com uma descontinuidade
na interface. Porém, os métodos citados acima, trabalham somente com a equacio para a
saturagao, utilizando a velocidade prescrita, enquanto que no método DG aqui proposto
trabalhamos com o problema acoplado pressio-saturacao.

A utilizacao do método de Euler implicito e a reconstrucao de fluxos acurada que des-
crevemos na Secao 3.3 em conjunto com as técnicas de média ponderada e média harmonica
sao essenciais para obter um método estavel, sem empregar limitantes. Outra caracteristica
importante proporcionada pela utilizacdo das médias harménica e ponderada, é o fato do
método DG proposto captar automaticamente regives em que o termo difusivo degenera na
equagao para a saturacao e aplicar o tratamento adequado, sem necessidade de conhecer as
regioes degeneradas previamente.

3.3 Reconstrucao de fluxos

Na Secao 3.2 descrevemos o método de Galerkin descontinuo empregado para resolver a
equagao eliptica para pressao e a equacao parabdlica degenerada e nao-linear para a satu-
ragao. Porém nao detalhamos como calcular a velocidade total u*™ no instante de tempo
t"*1 a partir da pressao global P e que seré utilizada para obter a saturacio Sl
pois 0 acoplamento entre as equagoes para a pressao e para a saturacdo ocorre por meio da

velocidade total.

Para calcular a velocidade total u, temos a seguinte relacio:
u=—AKV,P,, (3.19)

em que o operador V, representa o gradiente de uma funcao calculado localmente na malha
Jh. Uma das formas para obter a velocidade total é calcular a derivada por partes da pressiao
global P, e usar em (3.19), mas desta forma o fluxo é descontinuo e consequentemente nio
pertence ao espaco H(div, Q) e além disso, para problemas heterogéneos, gera campos de
velocidades nao conservativos. Nos resultados numéricos identificaremos esta forma de obter
a velocidade total de SR (sem reconstrucgao). Uma desvantagem do método de Galerkin
descontinuo é o fato da componente normal do campo de velocidades nio ser continua na
fronteira entre elementos. O que por sua vez leva ao aparecimento de oscilacoes néo fisicas
quando um calculo do fluxo DG é acoplado a um céalculo de transporte DG de maneira
direta. A descontinuidade pontual na componente normal da velocidade DG produz um erro
numeérico adicional que pode ser significativo em aplicagoes em que o transporte é acoplado
a um fluxo nao uniforme. Além da importancia na resolucio de problemas de escoamento
em meios porosos, a reconstrucao de fluxos também pode ser utilizada na obtencio de
estimativas de erro a posteriori para o método DG, indispensdveis para implementacio de
técnicas adaptativas (Cochez-Dhondt e Nicaise, 2008; Ern et al., 2007D).

Para resolver este problema é necessdrio usar algum tipo de pés-processamento para
o fluxo. Descrevemos abaixo dois processos de reconstrucio de fluxos: um projeta o fluxo
sobre o espago de elementos finitos BDM (Brezzi-Douglas-Marini) reconstrucao introduzida
por Riviere e Bastian (2003) e o outro projeta o fluxo no espaco RT (Raviart-Thomas-
Nédélec), reconstrugéo proposta por Ern et al. (2007a) para problemas elipticos, sendo que
aqui efetuamos a extensao dessa reconstruciao para problemas de escoamento bifdsico.
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3.3.1 Projecao do fluxo no espago de Brezzi-Douglas-Marini

Para a reconstrucdo de fluxos a partir da solu¢ao obtida com o método DG para uma
formulagao do tipo (3.15), de tal forma que o fluxo reconstruido seja localimente conservativo
e que tenha a componente normal continua, Riviére e Bastian (2003) propuseram o seguinte
algoritmo:

Seja P, € Vif, k > 2, a pressao global obtida pelo método de Galerkin descontinuo (3.15) e
seja,

uP?® = KV, P, € [VF1)4, (3.20)

o respectivo fluxo. Entdo o fluxo reconstruido ugpm € a projecio de u”% no espaco BDM
introduzido por Brezzi et al. (1985), sendo que o valor médio do gradiente da solucdio DG
nas interfaces é usado para determinar os graus de liberdade. Para qualquer T € T}, o fluxo
ugpm € (PF1(T))* é definido como segue:

(ugpm - nT:U)o,aT = ({UDG} . nT’U)OOT’ Vv € P51(aT),
(uppm, Vw), , = (:uDG, Vw);” Vw € PE=2(T), (3.21)
(uBpM, S(2))or = (uP9,8(2)), ., V2 € My(T),
em que
B Oz 0z
M((T)={2€P(T)| zlor =0} e Sz)=|=" -2
81'2 8131

De acordo com Brezzi e Fortin (1991), as condicbes descritas em (3.21) definem unicamente
o fluxo ugpm no espaco BDM.

Caracteristicas do campo de velocidades apds a reconstrugio no espago BDM:

e O novo campo de velocidades reproduz identicamente o fluxo normal médio do campo
de velocidades DG. Esta propriedade é importante, porque o fluxo normal médio é
localmente conservativo no método DG;

s O novo campo de velocidades tem a componente normal continua na fronteira entre
elementos;

e A projeciio preserva a propriedade de conservacio local de massa.

Além destas propriedades, supondo que a solugdo exata P de (3.12) pertence ao espaco
H*(Ty), s > 1, Rivicre e Bastian (2003) obtiveram os seguintes resultados para a velocidade
reconstruida ugpm:

Lema 3.2 Sejam P e u as solugdes exatas das equagdes (3.12) e (3.13), respectivamente e
seja uPC definido por (8.20). Entdo, para qualquer elemento T' € T}, temos,

hmin(k-ﬁ-l,s)—"?»/Q

[({u”“} —u) - npllor < C [es—7/2

||P||H5(T;,)> VE C aT, (322)

em que C € uma constante independente de h e k.

Pela construcao de ugppm, temos como consequéncia do Lema 3.2:

hmin(k+l,s)—3/2
II(uBDM - ’LL) : nFHO.F < CW_-”P”HS(T}I)7 VF C oT. (323)
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Teorema 3.3 Eziste uma constante C' independente de h, tal que para qualquer elemento
T e Ty,

”uBDM _ uDGHO,T S Chmin(k+1’5)_l“PHHS('J'h)- (324)

Garantindo assim que a velocidade total apés a reconstrugdo tem a mesma precisio e
ordem de convergéncia que o campo de velocidades DG original.

3.3.2 Projegao do fluxo no espago de Raviart-Thomas-Nédélec

Neste caso, apds obter a pressio P*1 ) a velocidade total u™t! é obtida por meio da

recoustrucao de fluxos no espago de elementos finitos de Raviart-Thomas-Nédélec (RT) de
grau l, | € {k — 1k}, onde

RT,(T4) = {un € H(div, Q); VT € Ty, uplr € [B(T)]* + 2P(T)}, (3.25)

Esta reconstrucao de fluxos foi proposta por Ern et al. (2007a) para problemas elipticos
e a seguir efetuamos a extensio para problemas de escoamento bifisico. Em particular,
up, € RTy(T),) é tal que V - uy, € Py(T) para todo T € Ty uy - np € Py(F) para todo F € F,
e todo T' € T, e tal que seu traco normal é continuo.

A reconstrugio prescreve localmente em cada elemento da malha T € Ty os graus de
liberdade locais de u}**! como segue: Para todo F € FneVqgeP(F),

| _. U‘
ot g = [ (—oe SRR 4w DA g, 326)
e para todo T € Ty, Yw € [P,_{(T)]*
[t w= = [ NSHEVA w49 S [ wpenp- ASPIKOPPY, (307
JT 4T FeaT F

onde [-]' é definido em (3.57). Estas condigdes prescrevem todos os graus de liberdade do
campo vetorial u**! (Brezzi e Fortin, 1991). Para mais detalhes referentes a reconstrucao
de fluxos descrita acima, ver Exn et al. (2007a, 2009a, 2010).

Caracteristicas do campo de velocidades apés a reconstrugao no espago RT:

Ern et al. (2007a,b) demonstraram que o divergente do fluxo reconstruido no espaco de
Raviart-Thomas-Nédélec ¢ Gtimo, ou seja, é igual a projecio ortogonal L? do termo de fonte
sobre o espago de aproximagio discreto DG. Os autores apresentaram esse resultado através
do seguinte teorema:

Teorema 3.4 Seja P, € V¥ a solugio DG do problema eliptico (3.12) e up, € RTY(T,) o
ftuzo reconstruido obtido por meio das equagdes (3.26) e (3.27), entdo,

— V-, =15, (3.28)
onde f = q, + q, e I} f € a projecio L?-ortogonal de [ no espago Vi¥.

Esta é uma propriedade muito importante quando o fluxo reconstruido é usado posterior-
mente como velocidade em um escoamento advectivo ou como ferramenta para estimativa
de erro a posteriori.
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Definimos a norma energia discreta associada ao espaco V¥ de acordo com Ern et al.
(2007a, 2009d) por,

bl = 3 I3, onde Jolp = [ ASKV- Vot 3 w7 tPpllel.  (3:29)

TET, rcor NF

Outra propriedade importante da reconstrugao de fluxos no espaco RT é o fato do erro
referente ao fluxo difusivo na norma energia ser limitado pela norma energia discreta do
erro na variavel primal (P — F,), independentemente das heterogeneidades difusivas. Apre-
sentamos esse resultado no teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em
Ern et al. (2007a):

Teorema 3.5 Seja P a solugio exata do problema eliptico (3.12) e up € RT(T4) o fluzo
reconstruido obtido por meio das equagoes (3.26) e (3.27), entao,

TeT)y m. T

A
IAK)ZVP + (AK) 2]l < C max (#) 1P — Pulle, (3.30)

em que Ay € Ay G0 0 maior e o menor autovalor do coeficiente difusivo AK no elemento
T.

Devido a estimativa de erro a priori que apresentamos no Teorema 3.6 da Secao 3.4 para
IP — Pylla, o Teorema 3.5 garante o mesmo limitante para o fluxo reconstruido u;,. Como
P 1 _1 ios . .
consequéncia, [[(AK)2VP + (AK) ™ 2uyl|o.q fornece um valor 6timo para estimativas de erro
a posteriorti.
Além das propriedades destacadas acima para o fluxo reconstruido no espac¢o de Raviart-
Thomas-Nédeléc, temos ainda:

e O campo de velocidades é obtido com taxas 6timas de convergéncia e também é con-
servativo;

e A reconstrucao é feita elemento por elemento, logo ndo demanda significativo custo
computacional;

e Esta projecao no espago RT é mais precisa que a projecao no espago BDM. Resul-
tados numéricos que comprovam essa afirmacao podem ser encontrados nos artigos
publicados (Ern et al., 2009a, 2010) e também nos resultados numéricos que serao
apresentados nos proximos capitulos.

No Apéndice B descrevemos com detalhes a reconstrucao da velocidade total no espaco
RT((7;,) para dominios bidimensionais.

3.4 Estimativas de erro

Nesta secao apresentamos alguns resultados que podem ser encontrados na literatura
referentes a estimativas de erro a priori para o método de Galerkin descontinuo e discutimos
as semelhancas e diferencas com o método DG aqui proposto, procurando identificar quais
estimativas de erro sao as mais adequadas.

Para o problema difusivo (2.30), consideramos a norma energia discreta definida em
(3.29). Ern et al. (2009d) demonstraram, sob a hipétese de que o coeficiente difusivo seja
constante por partes e limitado inferiormente por uma constante positiva, que o método DG
aplicado a equacao de advecgao-difusao, com a utilizacao das técnicas de média ponderada e
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média harmonica como descrito acima satisfaz as propriedades de coercividade, consisténcia
e continuidade na norma energia discreta (3.29) no sentido do segundo Lema de Strang (ver
(Ern e Guermond, 2004)), garantindo assim existéncia e unicidade de solucao para o método
DG. Os autores também obtiveram as seguintes estimativas de erro a priore 6timas para a
solucao do método DG, P, € Vh" , a norma energia e na norma L2

Teorema 3.6 Seja Ay, = max(1, Ay ), em que A € o maior autovalor do coeficiente
difusivo \(S)K em Q. Entdo, se a solugio exata P da equacio (2.30) estd em H¥1(Ty)

7

1
1P = Pulle < CARR®|| Pl i sy, (3.31)

em que C' > 0 € uma constante que pode depender da reqularidade da malha, mas independe
do diametro de malha h.

Supondo que o coeficiente difusivo nio seja muito pequeno e usando o argumento de
dualidade de Aubin-Nitsche, demonstraram também que a estimativa de erro na norma L2
pode ser aprimorada como descrito pelo Teorema,

Teorema 3.7 Se a solugio exata P da equacio (2.30) estd em H* (T4), entao,

An oy
1P = Pilloe < Co==h* M| Pl ;e s, (3.32)

m,Q

em que Ap o € 0 menor autovalor do coeficiente difusivo AS)K em Q.

Ern e Stephansen (2008) também obtiveram estimativas de erro étimas para o método
de Galerkin descontinuo com penalizagdo interior usando média ponderada para o pro-
blema de advecgao-difusao linear. J4 para o problema nao-linear e transiente é muito mais
complicado efetuar anélise de convergéncia e obter estimativas de erro. De fato, em 1982,
Chavent e Salzano (1982) usaram pela primeira vez o método DG para discretizagao espacial
para uma lei de conservacao hiperbélica ndo-linear com aplicacdo a problemas de recupera-
cao de petréleo, e apos tanto tempo nio existe andlise de convergéncia para a discretizacao
espacial DG para problemas de lei de conservacio néao-linear com solucoes nao suaves, exceto
para alguns casos particulares, como o caso de aproximacao polinomial constante por partes.
A seguir passaremos a descrever alguns resultados referentes a andlise de erro que podem ser
encontrados na literatura para o método DG aplicado a problemas transientes nao-lineares.

Riviere e Wheeler (1999) introduziram uma formulagdo DG com penalizacdo interior,
localmente conservativa para resolver o problema, parabdlico nao-linear:

ou

5 " V-a(x,U)VU = q(z,U), (t,z)€ (0,T)x Q (3.33)
com condigao de fronteira de Neumann homogénea, e obtiveram estimativas de erro em I
otimas, sob a hipétese da existéncia de ¢ e ¢* tal que 0 < ¢ < a(U) <™.

Recentemente Epshteyn e Riviere (2009) obtiveram taxas de convergéncia para o método
DG aplicado a resolugdo do problema de escoamento bifdsico, incompressivel e totalmente
acoplado para o caso nao-degenerado:

-V - (MKVP) = qy+ gn,
S, AwAn
ot ¢

(3.34)

P g s (/\.,UKVP - 1(%) = .
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onde a pressao global é definida por,

1-Su(tz) \,,(€)
~Sur Ai(§)

Observamos que a equagio para saturacao S, (3.34) utilizada em (Epshteyn e Riviere, 2009)
e a formulacao de Galerkin descontinuo para esta equacao sao diferentes das utilizadas neste
trabalho (veja equacao (2.32)). Os autores obtém estimativas na malha espacial e para ordem
de aproximacao polinomial, e exibem o parametro de penalizacdo que deve ser escolhido
para garantir estabilidade e convergéncia. Também sdo apresentados resultados numéricos
que confirmam as taxas de convergéncia teoricas.

P(t, ) = Palt, z) + 7(1 — Spr) — /1 ' (€)dE. (3.35)

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de hp-estimativas de erro a prior: na norma
L? e na seminorma H' obtidas no artigo (Dolejsi, 2007) para o método DG aplicado ao
problema de advecao-difusao nao-linear transiente mais geral:

ou

o +V -FU)-V-AU,VU)=¢q, em (0,T) x Q, (3.36)
onde U: (0,T)xQ > R, F=(F,....F):R >R, A= (A,...,A): Rx R — RY,
com A; = A (C) = As(Co, Ga; - - -, Ca), s@o fungdes nao lineares. Como condicao de fronteira e

inicial sdo consideradas:

U = Up, sobredQP”,
AU, VU) -ngq = Uy, sobre 9OV, (3.37)
Uy = U°, em Q.

Se consideramos F(U) = u, f,(U), A(U,VU) = e(U)x'(U)VU e q = g, na equacao (3.36)
recuperamos a equagao para a saturacao da fase nao-molhante (2.32).

Para demonstrar as estimativas de erro, Dolejsi (2007) supoe que o problema (3.36)-(3.37)
possui uma tunica solucao U, suficientemente regular e além disso assume:

(i) a funcao F é Lipschitz-continua com constante Cr, ou seja,

[F(v) — F(w)| < Crlv — w|, (3.38)
(ii) as funcoes A, = A,((o, (1, - - ., () a0 continuas em R4 e existe uma constante ¢; > 0
tal que
d
|A5(<07 Clz R Cd)l < G (1 + Z |C1|> ’ VC € ]RCH_]: S = ]-7 Ry d; (339)
i=0
iii) existem derivadas continuas e limitadas 22<((), ou seja, existe uma constante ¢y > 0
a¢;
tal que
0A
‘ ‘\C(O <ey, VCERM s=1,....d,i=0,...,d, (3.40)
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(iv) existe uma constante c3 > 0 tal que
d d 0143 d
> ag(oz/)szﬁi > ez W7, V¢, € RTL (3.41)
=0

s=11 )

i i=1

As hip6teses (3.38) e (3.39) auxiliam na definicao do problema discreto, sendo que (3.38) é
amplamente utilizada para resolver leis de conservagao nao-lineares. Ja as afirmacoes (3.40)
e (3.41) sao utilizadas na teoria de operadores mondtonos, assegurando monotonicidade e
continuidade para as respectivas formas difusivas nao-lineares.

Para a triangulagio, assume-se que tenha as seguintes caracteristicas:

e localmente quase uniforme , ou seja, existe uma constante Co tal que

hr, < Cohr;, VT;, T; € T, que compartilham a face F € F;, (3.42)

e forma-regular, ou seja, existe uma constante C, > 0 tal que

h'T S Cs"'insca VT & "Th) (343)

e relacionado a aproximagio polinomial, supde-se que existe Cp > 1 tal que

l{:
A—T < Cp, VT, T' € T), tal que T, T" compartilham uma face. (3.44)
-

Associado a cada elemento 7" € T, definimos o parametro

/
UT) = 7+, (3.45)
kr
e para cada face F' € F,,
_ ) min(d(T7),d(T")), se F e T,
d(F) = { d(T). se F e 50U TN, (3.46)

Na definicao a seguir, apresentamos o formulacao discreta do método DG para o problema
(3.36)-(3.37) utilizada no artigo (Dolejsi, 2007) para obter a estimativa de erro a PTioT.

Definicao 3.8 Seja uf, € V¥ a projecio L*(Q) da condigio inicial U° sobre o espago V¥,
isto €, a funcdo definida por
(uf) — U° v,) =0, Vo, € %8 (3.47)
up € solugio DG do problema (3.36)-(3.37), se
(a) uy € C'([0, T]; V),
(b) Yu, € VF, Vt € (0,T),

(Oua;,t(t) 7 uh) + an(un(t), vn) + bp(un(t), vn) + JZ (un(t), vy) = ln(un)(t);  (3.48)
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onde,
ap(u,v) = > /A(u,Vu)-Vvd:c— > /‘{A(u,Vu)'np}[[v]ldS,
TeT, T Fegiugp 'F
bu(u,v) = — /IF(u)-Vvd:E—{— > /H(u|;,u|]§,np) [v]ds,
TeT, T FeF,*F
J7(u,v) = > /U[[u]]ﬂv]]dS,
regiugp ' F
h(v)() = / (tydz+ 3 / Un(tyudS + 3 /10UD(t)vdS.,
@ regh ¥ regp 'k
em que
lr = Cu FeF ugp (3.49)
g F — d(F)‘ h h .

sendo que C,, serd definido mais adiante. A funcao H (ul,?, ulf, np) € o fluxo numérico
que aprozima F(u) - np. ”

(c) up(0) =u).

Observamos que o método DG apresentado acima é semelhante ao apresentado para a
equacgao da saturagio em (3.17), exceto que na Definigao 3.8 o autor utilizou a média usual e
nao introduziu o termo de simetrizacao para evitar problemas relacionados a introducao desse
termo durante a andlise de convergéncia. Porém sem a introducao desse termo, o método
proposto no artigo (Dolejsi, 2007), néo é coercivo e nao tem as propriedades da simetria. A
auséncia destas propriedades pode provocar a perda de taxas 6timas de convergéncia em L2.

Sobre o fluxo numérico H (u|;, ulf, np), Dolejsi (2007) efetuou as seguintes hipoteses:

Hipo6tese H:

1. H (u,v,n) é definido em R x By, onde B; = {n € RY; |n| = 1}, e é Lipschitz-continua
em relacao a u,v:

|H (u,v,n) — H (u*,v*,n)| < Cy(lu —u*|+ v —v"]), u,v,u*,v* € R,n e B;(3.50)

2. H (u,v,n) é consistente:

H(u,v,n) = Fy(u)n, ueRn=(ny,....,ng) € By. (3.51)

3. H (u,v,n) é conservativo:

H (u,v,n) = —H (u,v,—n), u,ve€R ne€ B. (3.52)

3

Para obter a estimativa de erro a priori, Dolejsi (2007) assume ainda que a solucao exata
U = U(t,x) do problema (3.36)-(3.37) possui alguma regularidade:

oU . .
5 |r € L0, T, H(T)), Ulr € L®(0, T; HT(T)) VT € T, (3.53)
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Teorema 3.9 Seja U a solucio exata de (8.56)-(3.37) satisfazendo (3.53) e Ty, a parti-
¢ao do dominio computacional satisfazendo (3.42) e (8.43). Seja uy a solugio aprozimada
obtida da resolugio de (3.48), onde o pardmetro de penalizacio o satisfaz (3.49), com C,,
suficientemente grande para garantir estabilidade ao método DG. Suponha que as hipdteses
(8.38)-(3.41), (3.44) e (3.50)-(3. 52) sio vdlidas. Entdo o erro de discretizagao ey, = uj, — U
satisfaz a estimativa:

T : T
max llen®lloa + Con [ len(©)IPde < (1) 2 slUlf, (3.54)

em que pir = min(kr + 1, s7), T € Ty, C,,, constante positiva independente de h, Q(§) uma
fungao dependendo do dominio (0, T) x Q e de constantes das hipéteses, mas independe de
hr, kv, s7,T € T}, e a norma I -l para v e H3(Q, Tn) € definida por:

ol == [l g, + I (v, ). (3.55)

De acordo com Dolejsi (2007) a estimativa de erro apresentada no Teorema 3.9 nao é
vélida para o caso em que o termo difusivo A(U, VU) zera, pois para este caso o termo Q)
diverge. De acordo com comentdrios efetuados anteriormente, para esse caso em que o termo
difusivo zera na equacio parabdlica nao-linear (ou seja, quando a equacdo torna-se uma lei
de conservacao), néo existe na literatura analise de erro para o método DG até o momento.

Na Secdo 6.1 do Capitulo 6 apresentamos um exemplo em dominio bidimensional por
meio do qual avaliamos o erro e as ordens de convergéncia na norma L? e seminorma H!
obtidas com o método DG (3.17) aqui proposto e comparamos com o resultado teérico do
Teorema 3.9.

3.5 Forma residual do método de Galerkin descontinuo

Nesta segao escrevemos as equacoes (3.15) e (3.17) na forma residual, o que nos permite
identificar a importancia de cada termo no método DC proposto. Para isto, integramos o
primeiro termo na equacao (3.15) por partes e apos reorganizamos os termos utilizando a
defini¢do de média ponderada conjugada (3.10) e a identidade (3.11),

> [~ (V- ASPIKVEY) 4 4 + ) 2

TE"TIA
+ Z / Neg - H/\(S;ln)[(v}j]?l-kl]]{zh}dj I Z / (I’]F , /\(Sgl)Kv[_)liln+] + PN> 2%
N F N JF (356)
Feg; vy
2 /
-+ Z / ("*'l?l’lp . {)\( ;:’)](Vzh}w + ’YF/—F:HZIL]]) IIP;ln—H]] —0
FeFiugph r "
em que
(A, se F € Fi*,
[P = (B — G(ST), se F e FT (3.57)
]_)}:n%—l_PI): SeFeg'[gr

Desta forma, podemos observar que o primeiro termo em (3.56) impoe fracamente o residuo
volumétrico da equacao diferencial parcial, o segundo termo a continuidade do fluxo, o
terceiro termo a condigdo de fronteira de Neumann sobre Q,’,V e o ultimo termo impoe a
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continuidade da pressao no interior de Ug’lzl g, a condicao de interface sobre I' e a condicao
de Dirichlet sobre c")QT? . Notamos também que a condicao de interface é imposta fracamente
através da igualdade [P*"'] = G(S*), com ordem de aproximagao O(At™).

Usando um raciocinio similar obtemos para o método de Galerkin descontinuo (3.17)
apoés integracao por partes do segundo e do quinto termo,

by /F (A p(SH — Sim) + V- (T F(SHY) — (S (SPIVSEH) = g ) v

TE‘.T),,

F Y et S + S (STVSE Hon o
regi ¥

+ % [ (or (Cu ) + eSO (SEIVSI) + Sw) (3.59)
FeFd.

+ > /F (—191’11? Ae(S"' (S )Vurte + JF%M]}) [Sm+

FeFiugp

hs

+ % [ 108w sl =0,

Fegir
em que
[SmH, se F € I},
[y = { S J(Sp), se F €T, BB}
I se FF e I,

Entao, da equagao (3.58), notamos que o primeiro termo impoe fracamente o residuo volu-
métrico da equacao diferencial parcial, o segundo termo a continuidade do fluxo, o terceiro
termo a condicao de fronteira de Neumann QY e o quarto termo impde a continuidade da
saturacao no interior de U};”:l Q4, a condicao de interface sobre I' e a condigao de Dirichlet
sobre 90P. Notamos que é essencial que o coeficiente de penalizacao 0r seja diferente de
zero na interface, mesmo para problemas degenerados, para que a condicao de interface seja
imposta fracamente por meio da igualdade [S*"'] = J(SJ'), com ordem de aproximagio
O(At™). J4 o tltimo termo da equagao (3.58) resulta da estabilizacdo tipo upwinding para
o termo advectivo, e esse termo é dissipativo desde que f é uma fungao crescente.



Capitulo 4

Escoamento em Meios Porosos
Homogéneos: Dominio
Unidimensional

Neste capitulo sdo apresentados resultados numéricos para problemas de escoamento em
meios porosos homogéneos e dominio unidimensional. Apesar da simplicidade, o modelo uni-
dimensional tem importancia indiscutivel em uma grande variedade de problemas préticos
quando, devido & geometria do problema, é possivel captar um fendmeno predominante de
problemas multidimensionais. Um outro aspecto importante é o fato que em dominios uni-
dimensionais existem varios problemas de escoamento bifdsico em que a solugao analitica é
conhecida e portanto podem ser usados na validacao do método numérico desenvolvido. Ini-
cialmente abordamos a equacéo de Buckley-Leverett, analisamos a convergéncia do método
numeérico e comparamos a solu¢ao aproximada com a solugdo exata para o caso em que os
efeitos da pressao capilar sdo desconsiderados, ou seja, para o caso em que temos uma lei
de conservagao hiperbélica. Também validamos o método DG proposto para a solucao de
McWhorter e Sunada obtida para a equagao parabolica degenerada, comparamos a solucio
numérica com a solucdo quase analitica e apresentamos os erros na norma L? e respecti-
vas ordens de convergéncia. Em seguida na Segao 4.3 consideramos o problema acoplado
pressao-saturagao, em que analisamos os efeitos obtidos com reconstrugao de fluxos BDM
e RT e sem reconstrugao (SR). Também comparamos resultados obtidos com formulacoes
explicita, semi-implicita e implicita.

4.1 Equacgao de Buckley-Leverett

Inicialmente vamos apresentar alguns resultados para um problema mais simplificado,
a equagao de Buckley-Leverett em dominio unidimensional ) — (0, L), que consiste em
trabalhar somente com a equacdo para a saturacao (2.32) sem termos de fonte:

9 o @S\
3z (Wfa(8)) = = | e(S)'(S) = 0, (4.1)

a5
(/55 *+ E ;

41
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e condigoes de fronteira e iniciais:

S(t,0) = Sp1, S(t, L) = Spa, (4.2)
Esta equacdo foi introduzida por Buckley e Leverett (1942) para modelar um problema
simplificado de escoamento bifasico de fluidos imisciveis em meios porosos na industria do
petréleo. Aqui a utilizamos para modelar o escoamento de petréleo e dgua, em que a fase mo-
lhante é a 4gua e o petrdleo a fase nao-molhante. Simulamos o deslocamento unidimensional
horizontal de petréleo provocado pela injecdo de agua em um meio poroso homogéneo. Estu-
damos o processo de escoamento do petréleo provocado pela injecao de agua na extremidade
esquerda do reservatorio.

Para abordar o problema de escoamento de fluidos imisciveis em duas fases em 1D pode-
mos resolver somente a equacao de Buckley-Leverett (4.1), uma vez que a velocidade total
U, = Uy + U, do escoamento é uma funcdo constante em relacao a . Para verificar isto,
basta considerar a equagao (2.19) sem termos de fonte,

%(uw +u,) =0= %(Ut) = (4.3)
Devido a sua simplicidade, a equacao de Buckley-Leverett é frequentemente utilizada para
validar métodos numéricos. Além disso, para o caso em que sdo desconsiderados os efeitos
capilares, a equacao de Buckley-Leverett torna-se uma lei de conservacao hiperbdlica que
possui uma solugao analitica conhecida.

Para este problema consideramos duas formulagoes do método de Galerkin descontinuo:
uma explicita e outra implicita, com o objetivo de avaliar o comportamento da solu¢ao nu-
mérica obtida com cada método. No método explicito removemos as nao-linearidades da
equacao de Buckley-Leverett escrevendo os coeficientes do termo difusivo e do termo advec-
tivo como fungao da saturacao no instante de tempo anterior. Empregando uma aproximacao
implicita de primeira ordem para discretizagdo temporal, propomos a seguinte formulacao
do método de Galerkjn descontinuo que chamaremos de formulacao explicita.

Dado Si* € V;¥, encontrar Smtl € k| tal que para todo v, € ViF:

5 [ dsmmenses

/ Atalc,)Smth 4+
TeT) PET;

- X ({ds;><sm>'“*}nwm+ww5ﬁ+W{dsm> ?ﬁén

Of=te D
F Eff;lu?hs

Y et sl = Y RS

FeFiugP TET, (4.4)

£ 3 [uh S = X (S + 05l mALSD

TET Feg}

+ > ( —dnp - e(SP)m (S’")vvhwpz—%h) Sp
F

FeFP

‘I’Ui,fn(SDl)vh(O) - u!,fn.(SDE)Uh(L)

em que Sp; € Sps sdo as condigoes de Dirichlet em z = 0 e x = L, respectivamente.

Se consideramos na equacao de Buckley-Leverett o termo advectivo e o coeficiente do
termo difusivo dependendo de S"*' temos a seguinte formulagao implicita ndo-linear do
método de Galerkin descontinuo:
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Dado Si" € Vi, encontrar Si**" € V¥, tal que para todo v, € V}*:

> [ Artesytiu e S [ s sy s,
JT JT

TeT TeTy
= 2 (felsp (s st} ond + LS {elS e (5 yoh )
FeFiugph
or m /
S SRR Gl [T B Sl WA E e
Fegiugp TeT, /T (4.5)
+ 22 (e {LalSE)} 4 051 - np|[£ (S5 ) [ond
Feg}
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4.1.1 Resultados numéricos

Nesta secao apresentamos resultados numéricos obtidos para a equagao de Buckley-
Leverett com os métodos de Galerkin descontinuo explicito (4.4) e Galerkin descontinuo
implicito (4.5), para dois casos: desconsideramos os efeitos da pressao capilar (7 = 0) e
no segundo caso supomos que os efeitos da pressao capilar nao sao despreziveis (7w # 0).
No primeiro caso temos um problema de lei de conservagao hiperbdlica. Estes resultados
numéricos também podem ser encontrados no artigo publicado Mozolevski et al. (2008).

Exemplo 4.1 Utilizamos o modelo de Brooks e Corey (1964) para as permeabilidades re-
lativas dos fluidos e para a pressio capilar descritas respectivamente pelas equagoes (2.7) e
(2.6). A implementagdo foi efetuada utilizando os sequinte dados:

Dominio: Q= (0, 300[m]),
Propricdades dos fluidos:  p,, = 0.001[Pas], p, = 0.01[Pas],
Propriedades das rochas: ¢ = 0.2, K =10""[m?,
Velocidade total: u, = 9-107"[m/s],
Parametros do modelo de Brooks-Corey: S, = 0.2, S,.=0.15,
=2 P, =10"Pq]
Condigées de fronteira: S,(t,0) = S,,, Sn(t,300) =1 — S,
Condicao inicial: Sy =1— S,,.

Em todos os resultados numéricos apresentados nesta secao consideramos ¥ = 1 (formulacio
simétrica), pardmetro de penalizacio dp = 1073, op = k% e as aproximacoes apresentadas
sao referentes aos instantes de tempos T = 100, 200, 300 dias.

Desconsiderando os efeitos da pressio capilar

Agora vamos considerar o caso em que m = 0, ou seja, os efeitos da pressao capilar sdo
desconsiderados. Neste caso temos um problema hiperbdlico nao-linear, que possui solucio
exata conhecida (Buckley e Leverett, 1942), para mais detalhes ver Ahmed (2001); Dake
(1998); Helmig (1997); Kleppe (2007). Nas Figs. 4.1 e 4.2 apresentamos as aproximacoes
numéricas obtidas com o método DG explicito (4.4), juntamente com a solugdo exata apds
periodos de tempo T = 100, 200, 300 dias. Notamos que ¢ necessario refinamento na malha

espacial para eliminar as oscilagoes na frente do fluido e reducao do passo no tempo para que
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a frente da solucdo aproximada acompanhe a frente da solugdo exata. Percebemos através
da Fig. 4.2b que ao trabalharmos com k£ = 2, At bem pequeno, e malha espacial 256 e
512, obtemos melhores aproximacoes, mas ainda insatisfatorias pois apresentam actimulo de
erros a medida que avancamos no tempo. Isto pode ser observado pelo retardo da frente do

fluido que aumenta significativamente em relagdo a frente da solugdo exata a medida que
avangamos no tempo.

-~ 64 elementos

-~ 64 elementos
~~~~~~~~ 128 elementos e 128 elementos
— =256 elementos —-—--256 elementos [
—Solugdo Exata — Solugdo Exata

Y VTR Lo L

H

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
X X

(a) (b)
Figura 4.1: Aprozimagées obtidas com o método DG explicito (4.4) para o problema de Buckley-

Leverett 1D sem pressio capilar apés 100, 200 e 300 dias, usando k =1 e: (a) At =6 horas e (b)
At = 1,5 horas.

—--A1=3 horas, 128 elementos 41515 horas, 256 elementos
~ =~ A1=3 horas,256 elementos Ll S 41=45 minutos, 256 elementos |
08 — Solugéo Exata - = At=45 minutos, 512 elementos ||
— Solugao Exata

LA A ) g

O it

Lt A Y LY L P

1 1 1 1 0.1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

X X
(a) (b)
Figura 4.2: Aprozimacées obtidas com o método DG explicito (4.4) para o problema de Buckley-
Leverett 1D sem pressao capilar apds 100, 200 e 300 dias, usando k = 2.

Apresentamos nas Figs. 4.3 e 4.4 as aproximacoes obtidas com o método implicito (4.5)
para o caso sem pressao capilar. Podemos notar que obtemos bons resultados com o mé-
todo implicito para o problema hiperbdlico, apesar de estar usando um passo no tempo
relativamente grande (At = 12 horas), diferentemente do que foi observado ao utilizar o
método explicito, onde foi necessario usar um passo muito pequeno no tempo para obter
aproximacoes condizentes com a solucao exata. Da mesma forma como no método explicito,
as oscilagoes na frente do fluido sao eliminadas através do refinamento da malha espacial.
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Figura 4.3: (a) Aprozimacées obtidas com o método DG implicito (4.5) para o problema de
Buckley-Leverett 1D sem pressdo capilar apés 100, 200 e 300 dias, usando k = 1, At = 12 horas.

(b) Ampliagio na frente do fluido apés 300 dias referente a Fig. 4.3a.
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Figura 4.4: (a) Aprozimagées obtidas com o método DG implicito (4.5) para o problema de
Buckley-Leverett 1D sem pressio capilar apés 1 00, 200 e 300 dias, usando k = 2, At = 12 horas.
(b) Ampliagio na frente do fluido apés 300 dias referente a Fig. 4.4a.

Considerando os efeitos da pressao capilar

Nas Figs. 4.5, 4.6 e 4.7 apresentamos os resultados numéricos obtidos com o método de
Galerkin descontinuo explicito (4.4) para este caso usando ordens de aproximacao polino-
mial k£ = 1,2, 3. Nestes graficos efetuamos um comparativo das aproximacoes obtidas com
uma solucao referéncia, pois este problema nao possui solugdo exata conhecida. A solucio
referéncia foi obtida usando um passo pequeno no tempo (At = 1, 5horas), malha espacial
bem refinada (1024 elementos) e aproximacao polinomial k£ = 2. Apresentamos ampliacio da
frente do fluido apés 300 dias para aproximagoes polinomiais k& = 1,2, 3 nas Figs. 4.5b, 4.6b
e 4.7b, respectivamente. Podemos notar por intermédio destes graficos que a solugao obtida
com o método numérico (4.4) de fato converge para a solucao do problema quando refinamos
a malha espacial (h convergéncia) e(ou) aumentamos o grau de aproximacao polinomial (k
convergéncia). Notamos que o método explicito é condicionalmente estivel e portanto obte-
mos convergéncia somente para um passo pequeno no tempo. O atraso na frente da solucao
aproximada ¢ eliminado através da reducio de At, enquanto que as oscilagoes na frente do
fluido sao eliminadas com o refinamento na malha espacial ou com o aumento da ordem de
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aproximacao polinomial.

03

~128 elementos
o8t 256 elementos |

— =512 elementos
— Sol. referéncia

1 L ' 1 L 0.1 Il L ] 1 1
0'10 50 100 150 200 250 300 270 215 280 285 290 295 300
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(a) (b)
Figura 4.5: (a) Aprozimagcées obtidas com o método DG ezplicito (4.4) para o problema de
Buckley-Leverett 1D com pressdo capilar, apés 100, 200 e 300 dias, usando At = 6 horas e k = 1.
(b) Ampliagao da frente do fluido apds 300 dias referente a F'ig. 4.5a.
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Figura 4.6: (a) Aprozimagdes obtidas com o método DG explicito (4.4) para o problema de
Buckley-Leverett 1D com pressao capilar, apés 100, 200 e 300 dias, usando At = 6 horas e k = 2.
(b) Ampliacao da frente do fluido apds 300 dias referente a Fig. 4.6a.

Por fim apresentamos os resultados numeéricos com ordens de aproximacao polinomial
k = 1,2 obtidos com o método de Galerkin descontinuo implicito (4.5) para a equacdo de
Buckley-Leverett com pressao capilar nas Figs. 4.8 e 4.9. Podemos notar por meio destes
graficos que obtemos resultados muito bons com o método implicito mesmo para uma malha
relativamente grosseira no espago e sem diminuir muito o passo no tempo (o método é
incondicionalmente estdvel). Porém a convergéncia do método de Newton utilizado para
resolucao do sistema nao-linear é afetada pela escolha do passo no tempo, sendo que em
alguns casos ocorre a divergéncia do método iterativo, assim impossibilitando o uso de passos
no tempo arbitrariamente grandes. Nas Figs. 4.10 e 4.11 apresentamos um comparativo entre
os métodos DG explicito e DG implicito para o caso com pressao capilar, com k =1e k = 2.
Podemos notar que a frente do fluido no método explicito se aproxima da frente do fluido do
método implicito a medida que reduzimos o passo no tempo e refinamos a malha espacial.
Observamos ainda que as melhores aproximacoes obtidas com método explicito (k = 1,2,
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Figura 4.7: (a) Aprozimagées obtidas com o método DG explicito (4.4) para o problema de
Buckley-Leverett 1D com pressio capilar, apés 100, 200 e 300 dias, usando At = 6 horas e k= 3.
(b) Ampliacio da frente do Jlwido apés 300 dias referente a Fig. 4.7a.

At = 1,5 horas, 1024 elementos) ainda ndo siao tio boas quanto as aproximacoes obtidas
com o método implicito, para isto é necessario refinar mais a malha espacial e reduzir o
passo no tempo. O custo computacional por passo no tempo do método implicito é maior
que o custo computacional do método explicito, pois no método implicito torna-se necessdrio
a utilizagdo do método de newton na resolucao do sistema nao-linear e como consequéncia o
calculo do jacobiano e a resolucao de sistemas lineares diversas vezes até obter convergencia,
do método iterativo, enquanto no método explicito é resolvido somente um sistema linear
por passo no tempo. Mas por outro lado o método explicito exige um passo menor no
tempo do que o método implicito, o que nos leva a observar que o custo computacional do
método explicito é superior ao custo computacional do método implicito para obter solugoes
qualitativamente semelhantes. Esta comparagao reforga o fato de que o método implicito
(4.5) fornece melhores aproximacoes quando comparadas com as aproximagcoes obtidas com
o método explicito (4.4), a um custo computacional menor.
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Figura 4.8: (a) Aprozimacées obtidas com o método DG implicito (4.5) para o problema de
Buckley-Leverett 1D com pressio capilar apés 100, 200 e 300 dias, usando k = 1. (b) Amplia-
¢ao da frente do fluido apés 300 dias referente a Fig. 4.8a.
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Figura 4.9: (a) Aprozimacoes obtidas com o método DG implicito (4.5) para o problema de

Buckley-Leverett 1D com pressio capilar apés 100, 200 e 300 dias, usando k = 2. (b) Amplia-
cao da frente do fluido apos 300 dias referente a Fig. 4.9a.
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Figura 4.10: (a) Comparagio entre os métodos DG explicito (4.4) e DG implicito (4.5) para o

problema Buckley-Leverett com pressdo capilar, usando k = 1. (b) Ampliagio na frente do fluido
apos 300 dias da Fig. 4.10a.
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Figura 4.11: (a) Comparagao entre os métodos DG explicito (4.4) e DG implicito (4.5) para o

problema Buckley-Leverett, com pressao capilar, usando k = 2. (b) Ampliagio na frente do fluido
apos 300 dias da Fig. 4.11a.
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4.2 Solugao quase analitica de McWhorter e Sunada

Considere a equacdo para a saturagio (4.1) com velocidade total u, = 0 e definida no
dominio (0, c0) x R*, logo obtemos a equacao parabdlica:

oS 0 as
———|e(S)7'(S)—] = 0. 4.7
T (6( Jm( )a.q,-) (4.7)
McWhorter e Sunada (1990) obtiveram uma solucio quase analitica para a equacao (4.7)
com as seguintes condi¢oes de fronteira e iniciais:

S(t,0) = Sp1, S(t,00) = S, (4.8)
S(0,z) = S

A obtengao dessa solugao foi abordada posteriormente e discutida em Bastian (1999); Fuéik et al.

(2007). Nesta secdo iremos comparar a solugao numérica obtida com o método DG (3.17)

com a solucdo quase analitica e assim avaliar a qualidade da solugdo numérica obtida. Des-

crevemos no Exemplo 4.2 os dados utilizados para resolver a equacao (4.7).

Exemplo 4.2 Resolvemos o problema de escoamento bifasico de McWhorter e Sunada no
dominio Q) = (0,1.6[m]) para o instante de tempo T = 8000s. Utilizamos o modelo de
Brooks-Corey para as permeabilidades relativas dos Jluidos e para a pressio capilar descritas
pelas equagdes (2.7) e (2.6), respectivamente, e os sequinte dados:

Propriedades dos fluidos: p,, = 0.001[Pas], u, = 0.001[Pa s],
Propriedades das rochas: ¢ = 0.3, K = 10710[m?]
Parametros do modelo de Brooks-Corey: Sy, =0, S, = 0,
6 =2 P, =5000[Pad],
Condigoes de fronteira: S(t,0) =0, S(t, 1.6) =1,
Condicao inicial: Sy = 1.

b

(4.9)

Nos resultados numéricos apresentados nesta secao consideramos o método DG (3.17) com
J(S) =0,9 = 1 (formulacdo simétrica) e pardmetro de penalizacéo o = 10k*. E importante
observar que o coeficiente do termo difusivo na equacao (4.7) zera para S =0e S = 1, ou
seja, a equacgao parabdlica degenera nestes pontos.

Analisamos na Fig. 4.12 a convergéncia numérica das solugdes obtidas com o método DG
(3.17) a medida que refinamos a malha espacial para o Exemplo 4.2 com ordens de apro-
ximacgao polinomial £k = 1.2 e comparamos as aproximagoes com a solugio quase analitica
obtida por McWhorter e Sunada (1990). Observamos que a solucao aproximada obtida com
o método DG converge para a solucao quase analitica & medida que refinamos a malha e
reduzimos o passo no tempo. Na Tab. 4.1 apresentamos os erros na norma L? e respectivas
ordens de convergéncia (OC) para k = 1,2. A ordem de convergéncia é dada por:

le
log <uenﬁ )
O _ 2

C=—27 4.10
og(2) 0
em que |le||, = ||U —uy||, representa o erro da aproximagao wu;, em uma dada norma na malha

com didmetro h. Notamos que as OC obtidas para k = 1 e k = 2 sdo semelhantes. Isto ocorre
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Figura 4.12: Comparando solugao numérica obtida com o método DG (3.17) com solu¢io quase
analitica obtida por McWhorter e Sunada (1990) para a equagdo parabélica (4.7) no instante de
tempo T = 8000s, sendo: (a) Ordem de aprozimacao polinomial k =1, (b) Ordem de aprozimacio
polinomial k = 2.

pois a solucgao perde regularidade na frente do fluido, em que o coeficiente do termo difusivo
degenera. O Teorema 3.9 de estimativa de erro a priori nao se aplica ao Exemplo 4.2, pois o
coeficiente do termo difusivo zera para S = 0 e S = 1. As taxas de convergéncia apresentadas
na Tab. 4.1 sdo similares as obtidas por Bastian (1999) na resolugio deste mesmo problema.

4.3 Problema acoplado pressao-saturacao

Nesta secao abordaremos o problema acoplado pressao-saturagao em dominio unidimen-
sional com o objetivo de avaliar a importancia da reconstru¢ao de fluxos em problemas de
escoamento bifdsico. Para isso reescrevemos as equagoes (2.30), (2.31) e (2.32) em um domi-
nio unidimensional Q = (0, L) e o obtemos o seguinte problema acoplado pressao-saturacao:

_ai:c ()‘t(S)I((z)_er) = Gy + Gn, (4.11)
w = —M(S)K G, (4.12)
Q)%—f + % ('ll,tfn.(S)) - 0_(1 (G(S)T‘J(S)g_f) = {n, (413)

com condigoes de fronteira de Dirichlet para a pressdo e Dirichlet ( ou mistas) para a
saturacao:
Ple=o = Pp1, Plz=1 = Ppa,

] o 4.14
Slco = Spr, Slet = Spa (—e()Z(S)]ees = 0), g

e condicao inicial:
Sli=0 = So. (4.15)
E importante observar que para problemas unidimensionais sem termos de fonte a equacao

(4.11) garante que a velocidade total u, é constante em z, mas permanece a dependéncia
temporal.
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Tabela 4.1: Erros e ordens de convergéncia em L?(9Q, Ty) obtidas com o método DG (3.17) para
ordens de aprozimacdo polinomial de k = 1, 2 na resolugdo da equagdo (4.7) no instante de tempo
T = 8000s.

Pardmetros de discretizacao | Ordens em L*(Q, T,)
k M At lle]| 2 ocC

16 40 7.0431e-02 -

32 20 3.9854e-02  0.8215

1 64 10 2.1074e-02  0.9193

128 5 1.1364e-02  0.8910

256 2.5 5.9742e-03  0.9277

012 1.25 3.6898e-03  0.7348
8 40 3.5474e-02 -

16 20 2.2397e-02  0.6634

32 10 1.2701e-02  0.8184

2 64 ) 7.6881e-03  0.7242

128 2.5 4.8536e-03  0.6636

256 1.25 2.9188e-03 0.7337

4.3.1 Esquema numérico

Descrevemos a seguir o método DG utilizado para resolver o problema acoplado pressao-
saturagio (4.11)-(4.13) com condicdes de fronteira e iniciais descritas em (4.14) e (4.15)
Dado Si* € Vi e param = 0,1,--- , N — 1, obter P;"*! € V* tal que Vz, € Vi,

3 /T MSVKd P dyz — Y np{A S Kda PP ]

TeTy, Fe&',ilusf,?p

- > mpASEL2ET ]+ Y fy,.f’/—fup,;nﬂm[zh]] (4.16)

; 3 D 3 D
FeFiugh FeFuFP

= Z /F(qw + (In)zh + Z (—'L?I’IF/\(S,T‘)](dwzh + 71"%2h) PD~

TeTy F‘efTth

Em seguida obtemos a velocidade total u"™ por meio da reconstrucao de fluxos BDM ou RT
descritas na Segao 3.3 do capitulo anterior. Agora uso essa velocidade total para encontrar
Sttt e V¥ tal que Vo, € V¥,

) ./T ABSE g — 3 '/T up (S ) vy + 3 '/Te(S,’Z‘)Tr’(S}l”)de,’l”“dmv

TeT), TeT), TeTy
£ (ol LS + [0S el (S o]
Feg;uFpP
= 3, (nF{E(Slll)ﬂ'(S}Zl)(lIS}?“}[[vh]]+ﬂnF{f(Sﬁl)ﬂ'(SL")dxvh}[[5;’1"'“]]) (4.17)
FeF, ugpP.
o

Y ST ] = Y / Gon+ Y / At 1pSMy,

FeFiugP TeT, T PET YT

hs

-+ Z (—’19111:6( ';ZI)WI(S;ZT')CII’Uh +5F’(Tl—f"vh) SD,

regb

hs
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em que os pardmetros de penalizagdo vr e 0 sao definidos como,

VE = s ngielg)T{/\(SzT)lT(mi)K} e
Op = 04 Tg}iE%T{ﬁ(S;?)TF'(S}Zl)IT(fUi)}a

com as constantes 7, e d, definidas no intervalo [5, 10]. Note que o método (4.16) é semelhante
ao método descrito por (3.15), exceto que aqui ndo usamos a média ponderada. O mesmo
ocorre com o método para a saturacao (4.17) que é semelhante ao descrito em (3.17). E além
disso, como nesta se¢ao pretendemos avaliar as técnicas de reconstrugao de fluxos descritas
na Secao 3.3, apresentamos resultados numeéricos para um exemplo em que a equacao para a
saturacao é nao degenerada. Observamos ainda que a formulagao para pressao ¢ linear e para
a saturacao é nao-linear, pois apesar de ter linearizado o coeficiente do termo difusivo, ainda
continuamos tratando o termo advectivo implicitamente. Chamaremos o método descrito
acima como semi-implicito.

4.3.2 Resultados numéricos

Inicialmente no Exemplo 4.3 vamos ilustrar o impacto da reconstrucao de fluxos BDM
(3.21), RT (3.26)-(3.27) e comparar com os resultados obtidos sem reconstrucao de fluxos
(SR). No exemplo seguinte comparamos aproximacoes obtidas com o método DG semi-
implicito descrito pela formulacao (4.16)-(4.17) com aproximacoes obtidas com método im-
plicito.

Exemplo 4.3 Apresentamos resultados numéricos com os sequintes dados:

Dominio: Q= (0,300[m]),
Propriedades dos fluidos: ju, = 0.001[Pas|, p, = 0.01[Pas],
Propriedades das rochas: ¢ = 0.2, K =10""m?], (4.18)
Modelo de Brooks-Corey (2.7) e (2.6) com: S, =0.2, S, =0.15, '
§=2, P, =I10°Pad),
Condigao inicial: Sy = 0.7.

Como condigdo de fronteira para a pressao usamos P, = 3¢ + 5Pa e Py,o = 1.5e¢ + 5Pa,
sendo que a pressio global P, e Py pode ser calculada por intermédio da relagao (2.28). Para
a saturacdo consideramos condigoes de fronteira de Dirichlet em x = 0, com S,; = 0.25 e
condigao de fronteira de Neumann homogénea em x = L.

Na Fig. 4.13 comparamos resultados numéricos obtidos com as reconstrucoes de fluxos
nos espacos BDM e RT com o caso sem reconstrucao identificado por SR. Nesses resul-
tados usamos malhas uniformes com M = 32,64 elementos e aproximacao polinomial de
primeira ordem para a pressao global P e para a saturacao da fase nao-molhante S, ou seja,
kp = 1, ks = 1. Consideramos também ©J = 1, 4, = 6, = 10 e o = k%. Observamos que
a reconstrucao de fluxos nao afeta as aproximacgoes obtidas para a pressao global, ja a sa-
turacao apresenta oscilacoes nao fisicas quando usamos SR e BDM. Por outro lado, quando
¢ usada a reconstrugao de fluxos no espago RT os resultados numéricos para asaturacao
e velocidade total ndo apresentam oscilacoes, evidenciando assim a precisdo e o potencial
dessa recuperacao de fluxos. Notamos que as oscilagoes na saturagao originam-se apartir da
instabilidade obtida no cédlculo dos fluxos com as técnicas BDM e SR. Lembramos que em
dominios unidimensionais a velocidade total u; é constante em x, podendo variar somente
com o passar do tempo. Essa variacao da velocidade total u; como fungao do tempo ¢ pode



4.3 PROBLEMA ACOPLADO PRESSAO-SATURACAO 03

ser observada por meio da Fig. 4.15 para o problema de escoamento em questio. Através
destes resultados numéricos podemos concluir que a reconstrucao de fluxos tem papel fun-
damental na resolugao do problema acoplado pressao-saturagao, sendo que o método DG
(4.16)-(4.17) com reconstrucao de fAuxos no espaco de Raviart-Thomas-Nédélec apresentou
os melhores resultados, eliminando as oscilacdes nao fisicas sem necessidade do uso de limi-
tantes. Devido a isso passaremos a usar a reconstrucao de fluxos no espaco RT nos demais
resultados numéricos. Na Fig 4.14 analisamos a convergéncia do método DG (4.16)-(4.17)
com reconstrucao da velocidade total no espaco RT para ordens de aproximagao polinomial
kp =ks=1,kp=ks =2¢ekp =ks =3. Notamos que o método numérico proposto de
fato converge a medida que refinamos a malha espacial e reduzimos o passo no tempo, para
as trés ordens de aproximacao polinomial consideradas.

Exemplo 4.4 Na Segio 4.1 apresentamos resultados numéricos para a equagdao de Buckley-
Leverett usando wm método explicito e outro implicito, sendo que o iltimo apresentou melho-
res resultados. Agora vamos comparar o método semi-implicito (4.16)-(4.17) com um método
implicito. No método implicito usamos a Jormulacdo (4.16) para resolver a equacao para a
pressao e o método (4.5) para obter a saturagio S. Em ambos os métodos usamos a recons-
trugao de fluzos no espago RT. Nos resultados numéricos apresentados usamos os mesmos
dados do Exemplo 4.3, exceto as condigées de fronteira:

Pr=3e+5, P,=2e+5, Sy =5, + 0.05,

e a condicao inicial
So=1-—5,, — 0.05.

Apresentamos um comparativo entre as aproximagoes obtidas com o método DG implicito
com o método DG semi-implicito na Fig. 4.16 para ordens de aproximacao polinomial kp =
ks =1 e kp = kg = 2. Notamos que os resultados obtidos com o método implicito e com
o método semi-implicito, usando as mesmas malhas e passo no tempo, sao qualitativamente
muito semelhantes. Mas o método implicito tem mais nio linearidades para a saturacao que
o método semi-implicito, o que traz dificuldades na aplicagao do método de Newton. Devido
a isso passaremos a usar a formulacio semi-implicita descrita em (3.15) para a pressao e
(3.17) para a saturagio em meios heterogéneos.
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Figura 4.13: Ezemplo 4.3: Comparando aprozimacées para pressao global P, saturacio S, e
velocidade total u; obtidas usando projegoes nos espacos BDM, RT ou sem reconstrugio (SR), apds

360 dias sendo que na coluna da esquerda usamos: At =5 dias, M = 32 elementos e na da direita
At = 2 dias, M = 64 elementos.
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Figura 4.14: Ezemplo }.3: Andlise de convergéncia para a satura¢io S, apés 360 dias, usando
reconstrugao de fluzos RT e kp = 1, ks = 1 em (a), kp = 2, ks = 2 em (c) ekp =3, kg =3
em (e). Em (b), (d) e (f) apresentamos zoom da frente do fluido referente ds Figs. 4.14a, 4.14c e
4.14e, respectivamente.
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Figura 4.15: Variacio da velocidade total como funcdo do tempo para o Ezemplo 4.3.
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Figura 4.16: Ezemplo 4.4: Comparagdao entre aprozimagcoes obtidas para a saturacdo Sy, apos 200
dias com o método implicito e com o método semi-implicito, usando reconstrucao de fluros RT e
kp =1, ks=1em (a) e kp =2, ks =2 em (c). Em (b) e (d) apresentamos zoom da frente do

fluido referente as Figs. 4.10a e 4.106¢c, respectivamente.



Capitulo 5

Escoamento em Meios Porosos
Heterogéneos: Dominio
Unidimensional

Na engenharia de petréleo uma técnica amplamente usada para extracio de petréleo é a
injegao de agua no reservatério através de pocos de injecao, desta forma conduzindo o éleo
para os pogos de produgdo (water-drive). A presenca de heterogeneidades no reservatério
geralmente tem um efeito desfavoravel na taxa de recuperagao do petréleo, pois o éleo tende
a ficar acumulado nas regides de baixa permeabilidade. Para estudar esse tipo de problemas
inicialmente consideramos um escoamento bifisico de um fluido molhante (dgua) e outro
nao-molhante (6leo), imisciveis e incompressiveis, que sao direcionados perpendicularmente
através de interfaces nas quais temos alteracdo nas caracteristicas do reservatério (meio
poroso heterogéneo). Essa simplificacio nos conduz a resolugao de problemas de escoamento
unidimensionais.

Apresentamos neste capitulo resultados numéricos obtidos com 0 método DG sequencial
apresentado no Capitulo 3 para vérios problemas em meios heterogéneos. Faremos a vali-
dacdo do método por meio de testes cuja solugao exata é conhecida e também avaliamos
qualitativamente as solucées de acordo com a literatura. Em seguida apresentamos aproxi-
magoes para problemas de escoamento em meios heterogéneos com uma ou mais interfaces.
Todos os testes aqui apresentados foram realizados em um dominio unidimensional com o
objetivo de mostrar o potencial do método para resolucao numérica de problemas de escoa-
mento na extragao secundaria de petréleo. De acordo com observacoes feitas anteriormente,
as propriedades do meio poroso tais como porosidade e permeabilidade, tem influéncia direta
no perfil da pressao capilar. Nos exemplos abaixo consideramos permeabilidade K e forcas
capilares descontinuas nas interfaces formadas entre sedimentos com diferentes propriedades
fisicas.

9.1 Validagdo do método numérico

Inicialmente vamos apresentar aproximacoes fornecidas pelo método numérico (3.15),(3.17)
para diferentes problemas de escoamento bifisico em meios porosos heterogéneos com so-
lugdo exata conhecida, e desta forma assegurar que o método numérico proposto resolve
adequadamente os problemas de escoamento em questao. Esta validagdo para problemas
com solugao analitica conhecida permite também estimar a precisao numérica do método
em captar os diferentes fenémenos que ocorrem durante o processo de escoamento.

o7
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5.1.1 Equacao parabdlica degenerada

Primeiramente analisamos as aproximacoes obtidas com uso da média ponderada e pe-
nalizagio proposta no método DG (3.17) para o problema de escoamento bifdsico puramente
difusivo (velocidade total u = 0) em meios heterogéneos, e comparamos com a solucéo quase
analitica obtida por similaridade por Duijn e Neef (1998). Os autores obtiveram por simi-
laridade uma solugédo para o problema de escoamento heterogéneo unidimensional bifasico,
imiscivel e incompressivel para o caso particular em que condicao inicial e permeabilidade
possuem uma descontinuidade no mesmo ponto e s@o constantes no restante do dominio.
Pretendemos avaliar através deste exemplo o comportamento do método numérico na inter-
face, onde a solugao exata é descontinua, e na frente do fluido onde a solugao degenera. Neste
exemplo consideramos o dominio 2 = (—0.6, 0.6), com interface I';s = 0, onde as proprieda-
des do meio poroso sao descontinuas e a condi¢ao inicial também possui uma descontinuidade
neste ponto, sendo constante no restante do dominio:

0, sexz <0,
Sleo = { 1, sex>0. (5-1)

Desta forma temos dois subdominios ; = (—0.6,0) e Q3 = (0,0.6). Como condicoes de
fronteira consideramos Sp; = 0, Spe = 1. Utilizamos o modelo de Brooks-Corey (2.7), (2.6)
para as mobilidades e pressdao capilar. Na implementacao consideramos p,, = 1, p,, = 1,

=2, Sy = Swr = 0 e pressao de entrada da forma: P, = \/% . Apresentamos resultados
numéricos para dois tipos de descontinuidade:

Exemplo 5.1 ¢ =¢s =1, K1 =1 e Ky = 0.25.
Exemplo 5.2 ¢ =¢s =1, K1 =1 e Ky = 0.64.

Nas Figs. 5.1 e 5.2 apresentamos a andlise de convergéncia do método DG (3.17) com
ordens de aproximacao polinomial £k = 1 e k = 2 para a solugao exata obtida por similaridade
em Duijn e Neef (1998) usando os dados do Exemplo 5.1 e Exemplo 5.2, respectivamente.
Nestas figuras utilizamos a relagdo Sy, + S, = 1 para apresentar perfis para a saturacao da
fase molhante S,,. A saturagao de entrada para o Exemplo 5.1 é S} = 0.75 e como pode ser
observado pela Fig. 5.1 no instante T = 1, S,(1,0)|q, =~ 0.54 < S}, logo temos neste caso
um exemplo fortemente heterogéneo com pressao capilar descontinua. Ja no Exemplo 5.2 a
saturagdo de entrada é S* = 0.36 e S,,(1,0)|q, ~ 0.58 > S* (ver Fig. 5.2), o que nos fornece
um exemplo com heterogeneidade mais suave em que a pressao capilar é continua.

Podemos observar por meio das Figs. 5.1 e 5.2 que o método numérico de fato converge
para a solucao exata do problema para ambos os exemplos. Notamos pequenas oscilagoes na
frente do fluido, onde o coeficiente difusivo degenera, pois S = 0 e S = 1. Porém as mesmas
sao eliminadas com refinamento da malha espacial (ver regioes ampliadas nas Figs. 5.1 e
5.2). A redugdo do passo no tempo elimina o atraso da solu¢do aproximada em relacao a
exata e a ordem de aproximagao polinomial maior requer um passo menor no tempo para
garantir a estabilidade. Mas por outro lado, ao usar p = 2, nao precisamos refinar tanto a
malha espacial para eliminar as oscilacoes. Notamos ainda que todas as aproximagoes captam
com precisao a descontinuidade da solucio exata na interface I';; = 0, sem a presenca de
oscilagoes e além disso, o método DG impoe corretamente as condigdes de interface nesse
ponto de heterogeneidade do meio poroso.
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Figura 5.1: Exzemplo 5.1: Andlise de convergéncia no instante de tempo T = 1, (a) aprozimacio
polinomial k = 1, (b) aprozimacio polinomial k = 2.
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Figura 5.2: Exemplo 5.2: Andlise de convergéncia no instante de tempo T = 1, (a) aproTimacao
polinomial k = 1, (b) aprozimacio polinomial k = 2.

Na Tab. 5.1 apresentamos os erros na norma 7.2 para a solugao numérica e respectivas
ordens de convergéncia (OC) para os Exemplos 5.1 e 5.2. A definicao de OC ¢ dada em
(4.10). Notamos que a OC para k = l e k = 2 & semelhante, o que se deve ao fato da
solucao perder regularidade na interface I 12, onde as propriedades fisicas do meio poroso
sao descontinuas, e nas regices onde o coeficiente do termo difusivo degenera. Devido ao
fato do coeficiente difusivo degenerar, o Teorema 3.9 de andlise de convergéncia nao pode
ser aplicado a esses exemplos.

5.1.2  Equagao advecgao-difusio degenerada para saturacao

Nesta secao consideramos a equacao para a saturacao (3.14) em meios porosos que pos-
suem uma unica heterogeneidade nas propriedades fisicas para o caso particular em que a
velocidade total u possui a seguinte forma:

uw=—RA,t2. (5.2)
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Tabela 5.1: Erros e ordens de convergéncia em L%(Q,Ty,) obtidas com o método DG (8.17) para
ordens de aprozimagio polinomial de k = 1, 2 na resolucdo dos Ezemplos 5.1 e 5.2 no instante de
tempo T = 1.

Parametros de discretizagao | Ordens em L?(Q,T},) | Ordens em L*($,T3)
Exemplo 5.1 Exemplo 5.2
k M At llelle ocC |I6”L2 oc
32 2.0000e-01 | 2.1565e-01 - 2.4595e-01 -
64 5.0000e-02 | 1.1445e-01  0.9140 | 1.3984e-01  0.8146
1 128 1.2500e-02 | 4.1918e-02  1.4490 | 5.1080e-02  1.4530
256 3.1250e-03 | 1.4844e-02  1.4977 | 1.8564e-02  1.4602
012 7.8125e-04 | 5.3270e-03  1.4785 | 6.4189%-03 1.5321
16 2.0000e-01 | 1.8366e-01 - 2.0620e-01 -
32 5.0000e-02 | 9.1861e-02  0.9995 | 1.1616e-01  0.8280
2 64 1.2500e-02 | 3.4777e-02  1.4013 | 4.4084e-02  1.3977
128 3.1250e-03 | 1.2633e-02  1.4609 | 1.6209e-02  1.4435
256 7.8125e-04 | 4.5588e-03  1.4705 | 5.6453e-03  1.5216

Fucik (2006); Fucik et al. (2008) obtiveram solucao semi-analitica para este problema em do-
minio unidimensional efetuando uma extensao das idéias utilizadas por Duijn e Neef (1998)
para obter a solucdo do problema difusivo discutido na Secao 5.1.1. Além da condicao sobre
a velocidade total dada na Eq. (5.2), os autores consideram que a condicao inicial, perme-
abilidade e porosidade possuem uma descontinuidade no mesmo ponto e sao constantes no
restante do dominio. Porém esta solucao semi-analitica encontrada nao permite a simulacao
do efeito de actimulo (trapping) discutido por Helmig (1997), pois para obtencao da solugao
os autores assumem ue a pressao capilar é continua através da interface.

Iremos validar a formulagdo DG (3.17) para esse problema utilizando os mesmos dados
do artigo de Fucik et al. (2008):

Dominio:

Subdominios:

Propriedades dos fluidos:

Propriedades das rochas:

Modelo de Brooks-Corey (2.7) e (2.6) com:

Q= (-0.15,0.15), T';3 =0,

Q; = (—0.15,0), Qs = (0,0.15),

1w = 0.001, p, = 0.0009,

¢»=1[0.34 0.34] K ={[7e—12 53e—12],
Swr =0, S, =0,

6 =248, P,=[2218 2550].

Para estes pardmetros temos um problema onde a saturacao de entrada é S* ~ 0.2924, isto é,
quando o fluxo é na direcao positiva do eixo x, S* representa o valor que a saturacao da fase
nao-molhante precisa atingir em 2, para conseguir entrar no meio de baixa permeabilidade
Q,. Como condicao de fronteira e condigao inicial sao consideradas trés diferentes escolhas
como descrevemos a seguir:

0,
s-{ |

0.6,
0= { 0.8

Exemplo 5.3

sex <0,

. Sp1 =0, Sps =1.
caso contrario. i R

Exemplo 5.4

sex < 0,

caso contrdrio. ' Sp1 =06, Spz =08
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Exemplo 5.5

1, sex <0,

%= { 0.2, caso contrdrio. ’ Sp1 =1, Spp=02.
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Figura 5.3: Resultados referem-se ds aprozimacées obtidas com o método DC (3.17) usando k =
I, M =200, At =5 no instante de tempo T = 1000 para os Ezemplos 5.3, 5.4 e 5.5.

Apresentamos aproximacoes no instante de tempo T = 1000s obtidas com o método DG
(3.17) para os Exemplos 5.3, 5.4 ¢ 5.5 na Fig. 5.3 utilizando quatro escolhas para o parametro
R (R =05, 0, —0.5, —1). Para obtencao destes resultados consideramos ¥ = 1 (método
simétrico), op = 10k%, k = 1, M = 200, At = 5. Podemos observar que os perfis para
saturagao obtidos com o método DG para as trés condigoes iniciais sdo muito semelhantes
as respectivas solugdes semi-analiticas obtidas por Fucik et al. (2008) para este exemplo.
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Lembramos que o coeficiente difusivo na equagao para a saturacao S, degenera para .S, =0
(ou S, =1)e S, =1 (ou S, = 0), logo os Exemplos 5.3 e 5.5 s@o degenerados na frente
do fluido. Notamos que o método numeérico aproxima com precisao a solugao exata destes
exemplos sem apresentar oscilagoes tanto na interface onde a solugao é descontinua, como
também em regides onde a equacao degenera.

5.1.3 Analise do comportamento qualitativo

Bertsch et al. (2003), efetuaram um estudo qualitativo para a solucao da equagéo (3.14)
em meios heterogéneos com uma interface em I'y3 = 0 para o caso particular onde a perme-
abilidade satisfaz 0 < K3 < K; < 0o (escoamento de um meio com alta permebilidade para
um meio com baixa permeabilidade) e

F(S) =S, e(S)=8, n(S)= \/%(s +1). (5.3)

Os autores obtém resultados que fornecem condigoes sob as quais temos actimulo de éleo no
dominio €27, ou seja, o 6leo fica retido no meio poroso com permeabilidade mais alta e nao
consegue entrar em (25, meio poroso com permeabilidade mais baixa. Supondo que a condicao
inicial Sy satisfaz a Hipéstese H, Bertsch et al. (2003) demonstraram que o problema com
interface possui uma tnica solugdo fraca S € Cie(2; U Qy X RY) que converge quando
t — 400 para uma solucgao estacionaria maxima admissivel

* 1 | X X
S(z) = (S + \/Kl)Jr, paraz < 0 5.0
0, para z > 0

com massa M, em que (-)4 := max{-,0}. Além disso impondo a Hip6tese H de Bertsch et al.
(2003) sobre a condigao inicial, os autores obtiveram o seguinte resultado referente ao acu-
mulo de 6leo na interface:

Teorema 5.1 Considere Sy satisfazendo a Hipdtese H de Bertsch et al. (2003) e
(i) Seja Sy tal que

+oo +oo _
/ So(r)dr < / S(r)dr, Yz € R. (5.5)
Entao S =0 em .
(i) Se
/z So(r)dr > /w S(r)dr, para x < 0. (5.6)

Entao a solugio S da equagio (3.14) com interface I'yo satisfaz
0 0 _
/ S(r.t) > / S(r)dr, Vit > 0. (5.7)

ou seja, em ambos os casos (i) e (ii) do Teorema 5.1 temos acimulo de éleo (ol trapping) em
04, sendo que no caso (i) o 6leo nao consegue cruzar a interface I';s = 0, assim permanecendo
totalmente retido no subdominio ;. J& o item (ii) garante que existe uma certa quantidade
de 6leo que nao consegue cruzar a interface I'yy = 0 e que permanece retida em (2.
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Para comparar o comportamento da solu¢ido numérica com os resultados obtidos por
Bertsch et al. (2003) apresentamos resultados do método DG (3.17) para duas condigoes
iniciais distintas:

Exemplo 5.6 Exemplo 5.7

; Soa(z) = { é

1, para z € [-0.2,-0.1],

(1 , parazx € [-0.7,-0.1],
Sou () = { 0, caso contrario.

, caso contrdrio.

Em que a saturacao de entrada é dada por S* = \/‘]T—%- —1 e além destas condicoes iniciais
usamos f,, €, J dados em (5.3) e os seguintes pardmetros na implementacao: dominio
2 = (=1,1) no Exemplo 5.6 e @ = (—1,3) para o Exemplo 5.7, condicao de Dirichlet
Sp1 = Sp2 = 0, Y = 1 (método simétrico), op = 10k?, ¢ = ¢y = 0.4, K; = 1, Ky =ze
velocidade total constante u = 1. Defina

1 _ 1 £ - x
IM = / So(r)dr, M, = / Sou(r)dr, TMj = / Su(r)dr, IMs= / Soa(r)dr,(5.8)
T T —1 -1

Apresentamos essas integrais na Fig. 5.4, e podemos notar que IM, < IM, logo pelo item
(i) do Teorema 5.1 temos que o 6leo nao consegue cruzar a interface I';3 no Exemplo 5.6.
Na Fig. 5.5 apresentamos a aproximacio do método de Galerkin descontinuo (3.17) para
o Exemplo 5.6 em vérios instantes de tempo, e percebemos que de fato o 6leo nao atinge
a saturacao de entrada S* ~ 0.7321 necesséria para penetrar em 2y e desta forma fica
acumulado em ;. Vemos também na Fig. 5.4b que IM; > [ M, desta forma pelo item
(i) do Teorema 5.1, teremos fng > f?m S. Na Fig. 5.6 temos a aproximacao DG para
esse problema e percebemos que o éleo consegue entrar em (), apos atingir a saturacio de
entrada S* e no instante de tempo T = 0.96 temos: fBOO S =0.2784¢ fi)oo S =0.2679 o que
esta de acordo com o teorema. Ambas solucdes dos Exemplos 5.6 e 5.7 convergem para a
solugao estaciondria admissivel para T suficientemente grande.

03 08
—M 07 — M2
0.25} == M1 { ol == M3 ]
06} P
0.2 /_/
05} .
0.15} 04l s
p
| | e ——————— ¢ 0.3 /,/' 1
! 0.2} 4 ;
0.05} | g
\ L ' i
| 0.1 ‘_L//
L p- 7
0 d .
1 1 1 1 1 1
1 -05 05 1 -08 06 -04 -02
X
(a) (b)

Figura 5.4: Comparando as integrais definidas em (5.8).
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5.2 Resultados numéricos obtidos com a formulacao
pressao-saturacao

Na secao anterior trabalhamos com velocidade total u constante. Agora vamos considerar
o sistema acoplado pressdo-saturacio, em que a velocidade varia com o passar do tempo.
Para resolver este problema usamos o método DG apresentado nas Egs. (3.15) e (3.17) com

a reconstrugao de fluxos no espago de Raviart-Thomas-Nédélec descrita nas Egs. (3.26) e
(3.27).

Tabela 5.2: Propriedades do meio poroso para o Exemplo 5.8

Pardametro Meio mais grosso | Meio mais fino | Meio homogéneo
) 0.4 0.4 0.4
K (em m?) 1078 1079 5.5 x 1077
Sur 0 0 0
Spr (em m?) 0 0 0
P, (em Pascal) 540 1000 770
0, 2 2 2

Exemplo 5.8 Neste cxemplo apresentamos resultados que ilustram a influéncia da hetero-
geneidade do meio poroso na saturacio, pressio e velocidade total. Pretendemos testar 0
método para pardmetros reais, desta forma consideramos a dgua e o 6leo como a fase mo-
lhante e nao-molhante, respectivamente. Consideramos o = 1072 kg/ms, p,, = 102 kg/ms
e para as mobilidades e pressio capilar usamos o modelo de Brooks-Corey. Iremos considerar
3 estruturas: duas em meios heterogéneos, sendo com transporte do meio poroso com perme-
abilidade mais alta (PMA) para um meio com permeabilidade mais baiza (PMB) e vice-versa
e outro em meio homogéneo com as propriedades médias. Os parametros usados para 0s trés
casos sao apresentados na Tabela 5.2. Consideramos o dominio Q) = (0,100) com interface
'ty = 50 no caso heterogéneo, condigio de fronteira de Dirichlet para a pressao P, = 1600
Pa, Pyy =300 Pa nos trés casos, sendo que P; e P, podem ser calculados usando a relacdo
(2.28), condigio de fronteira mistas para a saturagao com Sp; =0 e E(S)ﬂ'(S)%h:mo =0
e como condicao inicial

S*=0.7084, para x € [5,45],

So(z) = { 0, caso contrdario, (59)

de tal forma que inicialmente a fase nao-molhante estd presente somente no dominio da
esquerda §;.

Usamos nos 3 casos malha uniforme com 200 elementos, ordem de aproximacao poli-
nomial £ = 1 e passo no tempo At = 2 horas. Nos graficos identificamos os trés casos
da seguinte forma: escoamento em meio Homogéneo=linha continua, escoamento PMA-
PMB=linha trago-ponto e escoamento PMB-PMA =linha pontilhada.

Nas Figs. 5.7-5.12 comparamos os perfis de saturacao, pressao e velocidade total em meios
homogéneos e heterogéneos nos instantes de tempo T = 16 horas em (a) e T = 45 dias em
(b). Podemos observar que a heterogeneidade do meio reduz significativamente a velocidade
total (Fig. 5.12) e como consequéncia temos um atraso na frente do 6leo (Fig. 5.7) no es-
coamento em meio heterogéneo em relagao ao perfil da saturacio referente ao escoamento
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em meio homogéneo. Em meios porosos heterogéneos notamos uma descontinuidade da sa-
turagao na interface gerada pela condicao de interface nao-linear, e os perfis para saturagao
sao tipicos de problemas degenerados sob o efeito da pressao capilar. No transporte do meio
poroso com permeabilidade mais alta (PMA) para o meio com permeabilidade mais baixa
(PMB) o 6bleo fica acumulado a esquerda da interface durante algum tempo até atingir a
saturacao de entrada S* e conseguir fluir através da interface e entrar em ()3 enquanto que
no transporte do meio PMB para o meio PMA a descontinuidade ocorre devido ao efeito de
sucgao do meio PMA.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T

08l T=16 horas | 08 T=45 dias |

0 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100

(a) (b)
Figura 5.7: Exemplo 5.8: Saturagio S,,. Identificamos escoamento em meio Homogéneo=linha
continua, escoamento PMA-PMB=linha traco-ponto e escoamento PMB-PMA=linha pontilhada.

2000 T T T T T T T T T 2000 T T T T T T T T T
T=16 horas T=45 dias
1500} | ] 1500 ]
3 3 .Nl.‘,...v-"""".w !_ ..... \,\
£ 2 :"" 1 )
1000}, i . E [ 1000} /[ Ui s .
-7
500 L i I..“".““Ih“"““‘l““““"i lllllll 500 1 1 1 - ! 1 1 :I““i ......... l’ ..........
0 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X X

Figura 5.8: Ezxzemplo 5.8: Pressdo capilar w. Identificamos escoamento em meio Homogé-
neo=linha continua, escoamento PMA-PMB=linha traco-ponto e escoamento PMB-PMA=linha
pontilhada.

Notamos por meio da Fig. 5.9 que a pressao global é descontinua na interface no es-
coamento em meios heterogénos em qualquer instante de tempo e é continua em meios
homogéneos. Ja a pressao capilar no escoamento do meio PMA para PMB é descontinua até
o Oleo cruzar a interface I';s e apds passa a ser continua pois a pressao da fase molhante
P, e a pressao da fase nao-molhante P, ambas passam a ser continuas (ver Figs. 5.11 e
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Figura 5.9: Ezemplo 5.8: Pressio global P. Identificamos escoamento em meio Homogé-
neo=linha continua, escoamento PMA-PMB=linha trago-ponto e escoamento PMB-PMA=linha
pontilhada.
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Figura 5.10: Exemplo 5.8: Pressio da fase ndo-molhante P,. Identificamos escoamento em
meio Homogéneo=linha continua, escoamento PMA-PMB=linha traco-ponto e escoamento PMB-
PMA =linha pontilhada.

5.10) e em meios homogéneos temos pressao capilar continua em I';y em qualquer instante
de tempo (ver Fig. 5.8), cujo comportamento estd de acordo com as condigoes de interface
impostas. Como pode ser observado por meio da F ig. 5.11, a pressao da fase molhante P,
¢ continua nos trés casos, antes e apds o 6leo penetrar em ()y, também de acordo com as
condicoes de interface impostas. Isto ocorre pois a fase molhante estd presente em todo o
dominio © em qualquer instante de tempo. Enquanto que a pressao da fase nao-molhante
P, é descontinua na interface nos casos de escoamento PMA-PMB e PMB-PMA antes do
6leo cruzar a interface, pois o 6leo esta presente somente {1y, e apés o 6leo entrar em ,, P,
passa a ser continua na interface.

A Fig. 5.13 apresenta um comparativo entre aproximagoes obtidas com reconstrucao da
velocidade total no espaco RT e aproximacoes obtidas sem o uso de reconstrucao de fluxos
(SR) em vérios instantes de tempo. Para obtencao destes resultados utilizamos malha uni-
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Figura 5.11: Ezemplo 5.8: Pressio da fase molhante P,. Identificamos escoamento em
meio Homogéneo=linha continua, escoamento PMA-PMB=linha traco-ponto e escoamento PMB-
PMA=linha pontilhada.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
i(dias)

Figura 5.12: Exzemplo 5.8: Variacio da wvelocidade total uy em funcao do tempo. Identifica-
mos escoamento em meio Homogéneo=linha continua, escoamento PMA-PMB=linha trago-ponto
e escoamento PMB-PMA=linha pontilhada.

forme de M = 100 elementos, ordem de aproximacao polinomial £k = 1 e passo no tempo
At = 4 horas. Notamos que os resultados sem reconstrucao apresentam oscilagoes espurias
significativas, para saturacao e velocidade total e também podem ocorrer até formagoes de
choques nao-fisicos como observado em resultados numéricos publicados no artigo Ern et al.
(2010). Comparando resultados para velocidade e saturacdo, podemos observar que as os-
cilagoes na interface para a saturacdo no caso sem reconstrugao sao originadas pelo calculo
da velocidade total que apresenta problemas nessa regiao, ja as oscila¢oes para a velocidade
ocorrem na interface e também na regiao onde se encontra a frente do fluido. Notamos que em
T = 20 dias essas oscilacoes nao estao presentes para a saturagao obtida sem reconstrucao,
mas reaparecem em seguida no instante de tempo T = 30 dias e aumentam significativa-
mente de amplitude em T = 35 dias, tornando as oscilagoes incontrolaveis a partir deste
instante de tempo. Estes resultados comprovam mais uma vez a necessidade da recuperacao
da velocidade total ser efetuada com precisdo em problemas de escoamento bifasico para
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evitar o aparecimento de oscilacoes nao-fisicas.

5.2.1 Resultados obtidos em meios heterogéneos com varias inter-
faces

Apresentamos resultados para problemas heterogéneos com varias interfaces para dois
modelos distintos:

Exemplo 5.9 Consideramos o dominio Q = (—2,3), interfaces T' = {-1,0,1,2}. Para
f(S), €(S) e n(S) usamos o modelo de Bertsch et al. (2003) dado em (5.3) e os sequintes
dados:

Condi¢io Inicial:  Sp(x) = { 09, peraz€[-1,0),

0, caso contrdrio.
Condigoes de Fronteira: { ggll : ‘553’,051;2 Of b )
Porosidade: ¢=1[04 04 0.4 0.4 04],

Permeabilidade: K =[0.5 1 0.5 1 0.5].

A saturacao de entrada para este ezemplo € S* ~ 0.4142.

Apresentamos aproximacoes para S e 1 na F ig. 5.14 referente ao Exemplo 5.9. Como
a saturacao inicial a esquerda da interface T', = 0 é maior que S* o dleo consegue cruzar
essa interface (T = 0.0048) e a velocidade v decresce enquanto o 6leo entra na regiao de
baixa permeabilidade, apés ter uma certa quantidade de 6leo nessa regiao a velocidade volta
a crescer (T = 0.08). Quando o dleo atinge a interface I3 =1 (T = 0.224), a velocidade
continua aumentando, pois a pressao de entrada é menor em 24 do que em Q3, o que leva o
6leo a cruzar a interface I's = 1 sem dificuldades. J4 quando o 6leo alcanga a interface I'y = 2
(T = 0.52), a velocidade comega a decrescer, pois o 6leo para de escoar momentaneamente
até atingir a saturacdo de entrada e penetrar em 5 (T = 0.66). Percebemos desta forma
que a velocidade estd diretamente relacionada com a regiao em que a frente do fluido se
encontra e, dependendo do problema, pode variar significativamente com o tempo. Nestes
casos a modelagem do escoamento bifdsico em meios heterogéneos tem que ser feita usando
o sistema acoplado pressao-saturacio para incluir os efeitos de velocidade total variavel no
tempo.

Exemplo 5.10 Para este exzemplo consideramos parametros reais associados a problemas de
escoamento com a presenca do fenémeno do actimulo de Gleo. Seja o dominio Q = (0, 250)m
diwvidido em 5 subdominios com interfaces T' = {50, 100, 150, 200}. Para as permeabilidades
relativas e para pressao capilar utilizamos o modelo de Brooks-Corey dado em (2.7) e (2.6)
com b =2, S, = Sy, =0, viscosidades p,, = 102K g/ms, ju, = 103K g/ms e os sequintes
parametros:

Pressao de entrada:  Pe = [1000 540 1000 540 1000]
Porosidade: ¢=104 04 0.4 0.4 04],
Permeabilidade: K=[le=9 le—8 le—9 le —8 le—9)

b
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0.1, para x € [10,45],

Condicao Inicial: So(z) =< 0.4, para z € [50,90],
0, caso contrario.
Condigées s Prundving: Pwl = 4000 = PDI = 5000, PwQ =300 = Ppy = 1300
Sp1=Sp2 =0.

A saturacao de entrada para este ezemplo € S* ~ 0.7084.

Na Fig. 5.15 apresentamos aproximagoes para o Exemplo 5.10 obtidas utilizando ordem
de aproximacdo polinomial £ = 1, malha uniforme com 400 elementos e passo no tempo
variavel com: At = 6 horas, para ¢t € [0,100]; At = 1 dia, para ¢t € [101,200]; At = 2 dias,
para t € [201,400]; At = 4 dias, para t € [401,800]; At = 8 dias, para ¢ € [801,1600];
At = 16 dias, para t € [1601,3200]; At = 32 dias, para t € [3201,6400]; At = 64 dias,
para ¢t € [6401,12800]; At = 128 dias, para ¢ € [12801,25600] e At = 256 dias, para
t € [12801, 76800]. Aqui, diferentemente do Exemplo 5.9, o éleo para de escoar ao alcancar a
interface I'y = 100, pois a saturacdo a esquerda da interface I's é menor que a saturacao de
entrada S* = 0.7084, sendo que o 6leo somente consegue cruzar essa interface apoés atingir
esse valor (T = 20 dias e T = 300 dias). Percebemos que apesar do 6leo ter atingido S* na
interface I'y, apenas uma pequena quantidade de 6leo consegue escoar através de (13, regiao
de baixa permeabilidade. O 6leo cruza a interface I's = 150 sem dificuldades (T = 2400
dias) e alcanga a interface T'y = 200 (T = 6400 dias) e para de escoar (T = 76800 dias),
pois nao ha Oleo suficiente para atingir a saturacao de entrada a esquerda de I'y e assim
permanece acumulado nos subdominios 2, e {24, que sdo as regidoes com permeabilidade
mais alta. Podemos notar que para este exemplo de acimulo de 6leo a velocidade tende a se
tornar constante a medida que avancamos no tempo e a solucao numérica converge para a
solucao estacionaria em {29 e (1.

Para mais resultados numéricos obtidos com o método DG proposto, ver exemplos que
publicamos nos artigos Ern et al. (2009b,c).
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Figura 5.13: Exzemplo 5.8: Comparando aprozimagoes para saturagao e velocidade total obtidas
para o escoamento PMA-PMB com reconstrugio de fluzos nmo espagco RT (linha continua) com

aprozimacoes obtidas sem reconstrugio (linha pontilhada ).
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Figura 5.14: Exemplo 5.9, Pressdo-Saturagdo vdrias interfaces: Saturagcdo S, nos instantes de
tempo: T = 0.0048, T = 0.08, T = 0.224, T = 0.52 e T = 0.664 obtidas usando o método DG
(8.15), (3.17) com k=1, M =500 e At = 4e — 4 e variagao da velocidade total com o avanco do
tempo.
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Figura 5.15: Ezemplo 5.10, Pressio-Saturacio vdrias interfaces: Saturacio S, nos instanges de

tempo: T = 20 dias, T = 300 dias, T = 2400 dias, T = 6400 dias ¢ T = 768000 dias obtidas
usando o método DG (3.15), (3.17) com k = 1, M = 400 e variacio da velocidade total com o
avango do tempo.
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Capitulo 6

Escoamento em Meios Porosos
Homogéneos: Dominio Bidimensional

Nos capitulos anteriores apresentamos resultados numéricos para problemas de escoa-
mento em dominio unidimensional através dos quais validamos o método numérico proposto
para resolucao de problemas de escoamento em meios porosos homogéneos e heterogéneos.
Essa experiéncia permitin também avaliar a qualidade das solugdes aproximadas fornecidas
pelo método proposto, e ilustrar sua eficiéncia e potencial para resolugao de problemas reais
de escoamento bifdsico. Apés essa etapa, passaremos a abordar neste capitulo problemas de
escoamento em meios porosos homogéneos em dominios bidimensionais.

Inicialmente na Segdo 6.1 apresentamos um exemplo numérico por meio do qual avalia-
mos as ordens de convergéncia do método DG (3.17) em dominio bidimensional na norma
L? e na seminorma H! e confrontamos os resultados obtidos numericamente com os resul-
tados tedricos apresentados na Secao 3.4. Em seguida na Secdo 6.2, também para valida-
cao em dominio bidimensional, apresentamos resultados numéricos para um problema de
escoamento horizontal em meio homogéneo, com velocidade total constante. Essa aborda-
gem permite comparar as aproximacoes bidimensionais com aproximacoes unidimensionais,
ja validadas anteriormente. Na Secdo 6.3, abordamos a resolucio do problema acoplado
pressao-saturacao, inicialmente na Subsecao 6.3.1 apresentamos resultados para um modelo
cujo escoamento também é horizontal, mas com velocidade total variando com o tempo e
além disso o exemplo é degenerado, o que permite avaliar o comportamento do método para
resolucao deste tipo de problemas. Na Subsecao 6.3.2 abordamos o problema five-spot, am-
plamente estudado na literatura, para o qual apresentamos resultados numéricos obtidos com
o método DG (3.15), (3.17) e reconstrucio de fluxos no espago de Raviart-Thomas-Nédélec
€ comparamos com resultados da literatura.

6.1 Analise da ordem de convergéncia em 2D

Nesta secao, sao verificadas as taxas de convergéncia tedricas do método DG obtidas por
Dolejsi (2007) cujo resultado foi apresentado no Teorema 3.9, na Secéo 3.4, para um caso
particular da equagao adveccao-difusio nao-linear. Seguindo este trabalho, consideramos a
equacao,

ou 2 U 2. 9 S0
o 0z; = Ox; o) = 6.1
ot +J§Uaxj Zamj (V(lVUDam) q, (6.1)

j=1 J
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em que v(w) : (0,00) = R é dada por

) — Vo

— >0,
A—wy "7

v(w) = Veo +

com g = 0.15, veo = 0.1, ¢ = 3. Se consideramos F;(U) = %2 ea;(U) = 1/(|VU|)§T(§, j=12,
recuperamos a equagao (3.36).

Para obtencao das taxas de convergéncia, aplicamos o método DG (3.17) proposto neste
trabalho para resolver a Equacdo (6.1) no dominio homogéneo 2 = (0,1)? e instante de
tempo T = 80. Definimos a funcao g e condigoes iniciais e de fronteira de tal forma que a
solucao exata da Equagao (6.1) seja dada por:

Ut z,y) = (1— )0 (x,y), (6.2)

em que,

Ulz,y) = 2% +y*)3ay(1 — 2)(1 — y), (6.3)

sendo a € R uma constante que interfere na regularidade da funcao U, de tal forma que
(Dolejsi, 2007)

U e H(Q), VB € (0,a+3). (6.4)
Nos resultados numéricos apresentamos taxas de convergéncia obtidas com o método DG
(3.17) para dois casos: @ = 2 e a = —%. Quando o = 2 temos que a funcao U é uma
funcdo suficientemente regular pertencendo a H”(Q), VB < 5, ji para o = —g, temos
Ue HP (), VB, 1< B < % Notamos também que para T = 80, a solucao U difere pouco
da solucao estacionaria U.

Tabela 6.1: Erros e ordens de convergéncia em L?(Q2,Ty,) e HY(Q,Ty) obtidas com o método DG
(3.17) com ordens de aprozimagdo polinomial de k = 1, 2, 3 na resolugdo da equacio (6.1) com
a=2.

Parametros Discretizacdo | Ordens em L?(Q,T},) | Ordens em H'(,T})
k M h llell 22 ocC le| s oC
32 3.5355e-01 | 4.8087e-03 - 9.2822e-02 -
1 128 | 1.7678e-01 | 1.5464e-03  1.6368 | 5.0397e-02  0.8811
512 | 8.8388e-02 | 4.2664e-04  1.8578 | 2.5499%e-02  0.9829
2048 | 4.4194e-02 | 1.1179e-04  1.9322 | 1.2777e-02  0.9970
32 3.5355e-01 | 6.7422e-04 - 2.2127e-02 -
2 128 | 1.7678e-01 | 8.4590e-05  2.9947 | 5.5537e-03  1.9943
512 | 8.8388e-02 | 1.0689e-05 2.9843 | 1.3775e-03  2.0114
2048 | 4.4194e-02 | 1.3549e-06  2.9799 | 3.4372e-04  2.0028
32 3.56355e-01 | 6.0133e-05 - 2.3221e-03 -
3 128 | 1.7678e-01 | 3.5435e-06  4.0849 | 2.7031e-04  3.1028
512 | 8.8388e-02 | 2.2944e-07  3.9490 | 3.2836e-05  3.0413
2048 | 4.4194e-02 | 1.6586e-08 3.7901 | 4.0617e-06  3.0151
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Tabela 6.2: Erros e ordens de convergéncia em L3(Q,T,) e HY(Q,T,) obtidas com o método DG

(8.17) com ordens de aprozimagao polinomial de k = 1, 2, 3 na resolugio da equacdo (6.1) com
3

a = —5-

Parametros Discretizacao | Ordens em L*(Q,7},) | Ordens em H 19, T)
k M h lle]| .2 oc le] oc
32 | 3.5355e-01 | 2.0849e-02 E 5.3472e-01 -
1 128 | 1.7678e-01 | 8.6013e-03  1.2774 | 3.9199e-01  0.4480
012 | 8.8388e-02 | 3.2673e-03  1.3965 | 2.8402e-01  0.4648
2048 | 4.4194e-02 | 1.1971e-03  1.4485 | 2.0435e-01  0.4749
32 | 3.5355e-01 | 6.5149e-03 - 2.3218e-01 -
2 128 | 1.7678e-01 | 2.3506e-03  1.4707 | 1.6738¢-01  0.4722
512 | 8.8388e-02 | 8.4932e-04  1.4686 | 1.2077e-01  0.4709
2048 | 4.4194e-02 | 3.0458¢-04  1.4795 | 8.6500e-02  0.4815
32 | 3.5355e-01 | 3.3184e-03 - 9.3404e-02 -
3 128 | 1.7678e-01 | 1.1733e-03  1.4999 | 6.6896e-02  0.4816
ol2 | 8.8388e-02 | 4.1537e-04  1.4981 | 4.7715e-02  0.4875
2048 | 4.4194e-02 | 1.4722e-04  1.4964 | 3.3910e-02  0.4928

Nas Tabelas 6.1 e 6.2 presentamos os erros do método DG na norma L*(Q,Tp) e semi-
norma H'(§2,T},) e respectivas ordens de convergéncia (OC) obtidas para o = 2 e o = —%.
A ordem de convergéncia foi calculada usando a seguinte féormula:

lell
log (nenﬁ )
O 1 2

C=—7 6.5
log(2) (6:5)
em que |le||, = ||U —uy]|n denota o erro da aproximagao u;, em uma dada norma calculado na

malha com didmetro h. Pode-se observar que para a = 2 (solucao exata suficientemente re-
gular) obtemos com o método DG (3.17) ordem de convergéncia 6tima O (h**1), para, ordens
de aproximagdo polinomiais k = 1,2,3 na norma L2. Esta ordem de convergéncia é superior
a garantida pelo Teorema 3.9. Para obtencao dessa estimativa, (Doleji, 2007) considerou a
formulagao incompleta do método DG. Nesta tese o método numérico utilizado para obten-
¢ao dos resultados foi uma formulacdo simétrica (¥ = 1), o que pode ter originado a ordem
de convergéncia superior observada. Na seminorma /1 observamos ordem de convergéncia
6tima O(h*), para k = 1, 2,3, 0 que esta de acordo com o resultado teérico obtido por Dolejsi
(2007).

Para o caso em que o = —2, temos que U € HB(Q), 1 < 8 < 3 e as ordens de
convergéncia obtidas foram: ()(h%) na norma L2 e ()(h%) na seminorma H', para ordens
polinomiais k£ = 1,2, 3. Estas ordens de convergéncia estao de acordo com as ordens obtidas
em (Dolejsi, 2007) para este mesmo problema. E ainda de acordo com o autor, considere o
resultado do artigo (Feistauer, 1989), para 8 € (1, %)

I = Tnvllzey < COB ol oy, © € HP(Q) (6.6)

em que [,v é a interpolacao polinomial de Lagrange para v de grau < k, y = min(k + 1, 3)

e C(f) uma constante que independe de / e v. B assim, através desse resultado, a ordem de
- 3 : . A

convergeéncia O(h?) obtida na norma L2 corresponde a ordem de convergéncia 6tima.
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6.2 Equacao de Buckley-Leverett

Da mesma forma como no dominio unidimensional abordamos agora a resolucdo da
equacao de Buckley-Leverett em meios porosos homogéneos com condigoes iniciais e de
fronteira:

12V f(5) - V(EAS)VA(S) = g em

S(z,y,t) = Sp, em QPUQ;, (6.7)
n-(e(S)Vn(S)) = Sy, em QF,
S(z,y,0) = Sy, em €,

sendo u a velocidade total, f o fluxo fracionério e €(S) o coeficiente difusivo. O método de
Galerkin descontinuo considerado para resolver esse problema é o descrito em (3.17), com
J(S) =0, pois consideramos problemas de escoamento em meios porosos homogéneos.

Exemplo 6.1 Consideramos o dominio {2 = (0,100)%, com dgua sendo injetada na fronteira
da esquerda 2; = {0} x (0, 100) e dleo saindo do reservatdrio por Qf = {100} x (0, 100) e no
restante da froteira é assumida a condi¢io de fluzo nulo (ver Fig. 6.1). Para as mobilidades
e pressao capilar usamos o modelo de Brooks-Corey (2.7) e (2.6) e os sequintes parametros:

Propriedades dos fluidos: ji, = 1072 Kg/ms, u, =102 Kg/ms,
Propriedades das rochas: ¢ =0.2, K =1le— 11,
Modelo de Brooks-Corey com: Sy, =0.2 S,, = 0.15, (6.8)
=2, P =104
Velocidade total: w = [9e — 7, 0],

e como condi¢ao inicial So = 0.7 e condicoes de fronteira dadas por

Sp = 0.25, sobre Q2
Sp=0.7, sobre QF, (6.9)
Sy =0, sobre QN

Ao usar a velocidade total u da forma acima estamos trabalhando com um problema em
que o escoamento é horizontal, o que nos permite comparar os resultados com aqueles ob-
tidos em dominio unidimensional e assim iniciar a validacdo do método numérico em 2D.
Para obtencao dos resultados numéricos consideramos malhas uniformes 7, formadas por
elementos triangulares que foram geradas utilizando o método da bisecgao de acordo com
descricao efetuada na Secdo A.2. Apresentamos exemplos de malhas uniformes com 128 e
512 elementos na Fig. 6.2.

Inicialmente resolvemos o Exemplo (6.1), onde desconsideramos os efeitos da pressdo
capilar, ou seja 7w(5) = 0. Nas Figs. 6.3 e 6.4 analisamos a convergéncia do método para
ordem de aproximacao polinomial k£ = 1 e £ = 2, respectivamente, comparando as solugoes
obtidas para saturacao no dominio bidimensional, fixando a coordenada y = 40, com solugoes
obtidas no dominio unidimensional para este problema. Observamos que as aproximagcoes
obtidas com o método (3.17) em 2D convergem a medida que refinamos a malha espacial e
aumentamos a ordem de aproximacao polinomial para a solugao obtida em 1D, com malha
de M = 256 elementos. Nas Figs. 6.5 e 6.6, apresentamos graficos em 3D no instante de
tempo T = 60 dias referente a aproximacgao obtida para saturagdo com malha de 512 e
2048 elementos e ordem de aproximacgao polinomial £ = 1, 2. Podemos notar que a solugao
numeérica é constante na direcao y, o que ja era esperado, pois o escoamento é horizontal.
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Figura 6.1: Dominio Q para o Ezemplo 6.1.
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Figura 6.2: Malhas utilizadas para resolucio numérica do Ezxemplo 6.1: (a) 128 elementos (h =
17.6777) (b) 512 elementos (h=8.8388).

Notamos também que a magnitude da oscilagdo presente na frente do fluido na malha de 512
elementos reduz com o uso da malha de 2048 elementos para ambas as ordens de aproximacao
polinomial & = 1 e k = 2. Ressaltamos que para obtencdo dos resultados numéricos para
este exemplo utilizamos passo de integracao no tempo uniforme.

Agora consideramos o problema de Buckley-Leverett, levando em consideracio os efeitos
da pressao capilar, ou seja 7(S) # 0. Apresentamos nas Figs. 6.9 € 6.10 um comparativo entre
aproximagoes para saturagao .S, obtidas em dominio bidimensional fixando a coordenada.
y = 40 e aproximacoes obtidas em dominio unidimensional, e podemos notar que as solugoes
obtidas em 2D convergem para a solucio obtida com o problema unidimensional a medida
que refinamos a malha, tanto para k = 1 como para k = 2. Neste caso onde consideramos 0s
efeitos capilares, observamos que a solucio é mais suave na frente do fluido do que no caso
onde os efeitos capilares foram desconsiderados. Nas Figs. 6.7 e 6.8 apresentamos graficos em
3D dos perfis para saturacao .S, por intermédio dos quais notamos que o método capta bem
o comportamento horizontal do escoamento & medida que avangamos no tempo. Para ambos
os casos, o método DG (3.17) forneceu solucoes precisas que nao apresentam oscilacoes na
diregao transversal e captam com eficiéncia o salto na frente do fluido.
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071 |~ 1D%k=1, M=32, At=1 dia
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Figura 6.3: Exzemplo 6.1, com © = 0: Comparando solucées obtidas com o método DG bidi-
mensional usando ordem de aproxzimagio polinomial k = 1 e fizando a coordenada y = 40, com
solugoes obtidas para o problema em 1D nos instantes de tempo: (a) T = 20 dias (b) T = 50 dias.
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Figura 6.4: Exemplo 6.1, com = = 0: Comparando solucées obtidas com o método DG bidi-
mensional usando ordem de aprozimagio polinomial k = 2 e fizando a coordenada y = 40, com
solugoes obtidas para o problema em 1D nos instantes de tempo: (a) T = 20 dias (b ) T =50 dias.

6.3 Problema acoplado pressao-saturacgao

Nesta secao apresentamos resultados numéricos obtidos com o método DG (3.15), (3.17)
para dois problemas de escoamento em meios homogénos: problema degenerado com escoa-

mento horizontal e o five-spot. Parte destes resultados numéricos foram publicados no artigo
(Mozolevski et al., 2010).

6.3.1 Escoamento horizontal

Inicialmente validamos o método numérico (3.15), (3.17) para o problema acoplado
pressao-saturagao com reconstrucao de fluxos no espago RTy mediante a resolucao de um
problema degenerado, cujo escoamento é horizontal. Para isto consideramos dados seme-
lhantes aos utilizados para a equagao de Buckley-Leverett no Exemplo 6.1.

Exemplo 6.2 Consideramos o dominio Q0 = (0,100)2, com dgua sendo injetada ao longo da
fronteira da esquerda Q= = {0} x (0,100) e dleo saindo do reservatério através da fronteira
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(b)

Figura 6.5: Exemplo 6.1, com m = 0: Comparando aprozimagées obtidas com o método DG
(3.17) no instante de tempo T = 60 dias, usando k =1 e: (a) M = 512, At = 1 dia; (b) M = 2048,
At =12 horas.

2
(a) (b)
Figura 6.6: Exemplo 6.1, com m = 0: Comparando aprozimacéoes obtidas com o método DG

(3.17) no instante de tempo T = 60 dias, usando k = 2 e: (a) M = 512, At =1 dia; (b) M = 2048,
At =12 horas.

QF = {100} x (0,100) e no restante da froteira é assumida a condicio de fluzo nulo (para
ilustragdo do dominio e condicoes de fronteira ver Fig. 6.1), para as mobilidades e pressio
capilar usamos o modelo de Brooks-Corey descrito nas equagdes (2.7) e (2.6) com os sequintes
parametros:

Propriedades dos fluidos: p, = 1072 Kg/ms, p, =10"% Kg/ms,
Propriedades das rochas: ¢ =0.2, K =1le—11, (6.10)
Modelo de Brooks-Corey com: Sy, =0.2 S,, = 0.15, '
0 =2 P.=10%
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X
(a) (b)
Figura 6.7: Exzemplo 6.1, considerando efeitos capilares: Comparando aprozimacoes obti-
das com o método DG (3.17) no instante de tempo T = 60 dias, usando k =1 e: (a) M = 512,
At =1 dia; (b) M = 2048, At = 12 horas.

Figura 6.8: Exemplo 6.1, considerando efeitos capilares: Comparando aprozimacoes obti-
das com o método DG (3.17) no instante de tempo T = 60 dias, usando k = 2 e: (a) M = 512,
At = 12 horas; (b) M = 2048, At = 6 horas.

Condigao inicial: So=1-— Sur,
P, =55+5= P =55e+5, Sp = Spr, em 27,
Condigoes de Fronteira: { Pl =le+5= Pt =4.6643¢ +5, S, =1— Su,, em QF,
Py =0, Sy =0, em QN

Nos resultados numéricos, da mesma forma como no Exemplo 6.1, consideramos passo
no tempo At e malhas T, uniformes, sendo as malhas formadas por elementos triangula-
res. Neste problema o escoamento em meios porosos homogéneos é horizontal, o que nos
permite analisar a convergéncia do método DG (3.15), (3.17) em dominio bidimensional
com reconstrugao de fluxos no espago de Raviart-Thomas-Nédélec fixando a coordenada y.
Apresentamos essa analise de convergéncia na direcdo x para a pressao e a saturacdo nas
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Figura 6.9: Exzemplo 6.1, considerando efeitos capilares: Comparando solugoes obtidas com
o método DG bidimensional usando ordem de aprozimagao polinomial k = 1 e fizando a coordenada
y =40, com solugées obtidas para o problema em 1D nos instantes de tempo: (a) T = 20 dias (b)
T = 50 dias.
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Figura 6.10: Ezemplo 6.1, considerando efeitos capilares: Comparando solugées obtidas
com o método DG bidimensional usando ordem de aprozimagao polinomial k = 2 e fizando a

coordenada y = 40, com solucbes obtidas para o problema em 1D nos instantes de tempo: (a)
T =20 dias (b) T = 50 dias.

Figs. 6.11, 6.12, 6.13 e 6.14 para ordens de aproximagcao polinomial 1 e 2, fixando a coorde-
nada y = 40. Notamos por meio das Figs. 6.11 e 6.12 que as aproximagoes para a pressao
nao variam muito de uma malha para outra ou de uma ordem de aproximacao polinomial
para outra. Obtemos boas aproximacoes para P mesmo na malha mais grosseira de 128
elementos. J& para a saturacio, a solucao obtida na malha de 128 elementos ainda apresenta,
imprecisoes, e a convergéncia para a solucao do problema é obtida a medida que refinamos
a malha espacial e aumentamos a ordem de aproximagao polinomial (ver Figs. 6.13 e 6.14).
Um complicador no problema em questio é o fato do termo difusivo na equacio para sa-
turagao degenerar para S = 1— 5, e § = Snr, € além disso o termo advectivo também
degenera para S = S,,,.. Como consequéncia a solucdo numérica desse problema apresenta
oscilagoes na frente do fluido com maior amplitude do que nos resultados numéricos apresen-
tados para a equagao de Buckley-Leverett do Exemplo 6.1. Observamos também que neste
caso a velocidade total varia com o passar do tempo.



84 ESCOAMENTO EM MEIOS POROSOS HOMOGENEOS: DOMINIO BIDIMENSIONAL 6.3

Nas Figs. 6.15 e 6.16 apresentamos graficos em 3D no intante de tempo T = 31 dias
das aproximagoes obtidas com malha de 512 e 2048 elementos para a saturacdao. Podemos
notar que a aproximacao é constante na direcdo g, conforme esperado, pois o escoamento
é horizontal. Notamos também que a magnitude da oscilagao presente na frente do fluido
na malha de 512 elementos reduz com o uso da malha 2048 para ambas ordens de aproxi-
macao polinomial £ = 1 e £ = 2. Na Figs. 6.17 e 6.18 apresentamos aproximacoes para a
pressao e velocidade total obtidas na malha de 2048 elementos com ordem de aproximacao
polinomial k£ = 1. Através deste exemplo ilustramos a eficiéncia do método DG proposto
para resolver problemas degenerados de escoamento, pois o método permite a obtengao de
solucoes precisas nas regioes onde a solugdo é suave e também na frente do fluido, onde a
solucao S apresenta uma descontinuidade e a equagao para a saturacio degenera. A recons-
trugao de fluxos no espacgo de Raviart-Thomas-Nédélec recupera o campo de velocidades,
perfeitamente horizontal, de acordo com a geometria do problema.
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Figura 6.11: Exzemplo 6.2: Andlise de convergéncia para aprozimacgédes obtidas com o método
DG (8.15), (3.17) bidimensional para a pressao global P usando ordem de aprozimagdo polinomial
k=1 e fitando a coordenada y = 40 nos instantes de tempo: (a) T = 40 dias (b) T = 80 dias.
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Figura 6.12: Exzemplo 6.2: Andlise de convergéncia para aprorimagées obtidas com o método
DG (8.15), (3.17) bidimensional para a pressao global P usando ordem de aprozimacdio polinomial
k =2 e fizando a coordenada y = 40 nos instantes de tempo: (a) T = 40 dias (b) T = 80 dias.
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Figura 6.13: Ezemplo 6.2: Andlise de convergéncia para aprozimacées obtidas com o método
DG (3.15), (3.17) bidimensional para a saturagio S, usando ordem de aprozimagdo polinomial
k =1 e fitando a coordenada y = 40 nos instantes de tempo: (a) T =40 dias (b) T = 80 dias.
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Figura 6.14: Exemplo 6.2: Andlise de convergéncia para aprozimagoes obtidas com o método
DG (3.15), (3.17) bidimensional para a saturagio Sp usando ordem de aprozimagio polinomial
k =2 e fitando a coordenada y = 40 nos instantes de tempo: (a) T =40 dias (b) T = 80 dias.

6.3.2 Five-Spot homogéneo

O problema Five-Spot é um problema em que simulamos o escoamento de 6leo provocado
pela injeca@o de dgua em um pogo de injecdo. Temos um problema original com 4 pocos de
producao localizados em cada vértice do dominio pelos quais o 6leo é ejetado do reservatoério
e um poco de injecdo de agua que estd localizado no centro do reservatério. Para melhor
analisar este exemplo e devido a simetria do problema, resolvemos esse problema em um
quarto do dominio cujo problema é conhecido como five-spot (ver Fig. 6.19).

Exemplo 6.3 Visando comparar os resultados numéricos obtidos com o método DG pro-
posto para o problema five-spot em que sio considerados os efeitos capilares com os resul-
tados numéricos apresentados por Riviére (2004), apresentamos resultados numéricos nos
quais utilizamos os mesmos dados do artigo Riviére (2004). Na resolugio numérica desse
problema consideramos o modelo de Brooks-Corey para as mobilidades e pressio capilar dado
em (2.7) e (2.6) com os sequintes pardmetros:
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Figura 6.15: Ezemplo 6.2: Comparando aprozimagées obtidas com o método DG (3.15), (3.17)
para a saturacio S, no instante de tempo T = 31 dias usando ky, = ks =1 e: (a) M =512, At =1
dia (b) M = 2048, At = 12 horas.

Figura 6.16: Ezemplo 6.2: Comparando aprozimagées obtidas com o método DG (3.15), (3.17)
para a saturagdo S, no instante de tempo T = 31 dias usando k, = ks = 2 e: (a) M = 512,
At = 12 horas (b) M = 2048, At =6 horas.

o ;

(a) (b)

Figura 6.17: Exzemplo 6.2: Aprozimagdes obtidas com o método DG (3.15), (3.17) para a
pressdo global P usando k, = ks = 1, M = 2048, At = 12 horas nos instantes de tempo (a) 31
dias (b) 77 dias.
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Figura 6.18: Exemplo 6.2: Aprozimacées obtidas com o método DG (8.15), (3.17) para a
velocidade total w usando kp = ks =1, M = 2048, At = 12 horas nos instantes de tempo (a) 31
dias (b) 77 dias.

Dominio:
Propriedades dos fluidos:
Propriedades das rochas:

de acordo com Fig. 6.19b,
P =9€ —4 Kg/ms, p,=2e—3 Kg/ms,
=02, K=1e—11m?

Modelo de Brooks-Corey: S, =0. S, =0, (6.11)
0 =3, P.=5e+ 3Pa,
Condicao inicial: Sy = 0.8.
Pyp = 3.45e +6 = P~ = 3.4504e + 6, S, = 0.6, em ),
Condigoes de Fronteira: { P}, = 2.4le+6 = P+ = 2.4119¢ + 6, n-e(S)Vn(S) =0, em QF,
PN:O7 SNZO, emQ;V

O sistema acoplado pressdo-saturacio é resolvido através do método DG (3.15), (3.17)
com ¥ = 1 (formulagdo simétrica), op = 10k2 e a resconstrucao de fluxos é efetuada no
espago RTo(7;,). Mais detalhes referente a reconstrucao de fluxos no espago RT((T},) podem
ser encontrados no Apéndice B. Para resolucio do Exemplo 6.3 utilizamos malhas obtidas
por meio do gerador de malhas GMSH. Na Fig. 6.20 apresentamos malhas com 260 e 1052
elementos. Na Segao A.2.1 discutimos parametros que podem ser utilizados para avaliar
a qualidade da malha gerada pelo GMSH. Apresentamos o valor desses parametros para
as malhas de 260, 1052 e 4086 elementos na Tab. 6.3. Podemos notar que a medida que
refinamos a malha, os valores de qualidade médios qi, © = 1,2,3 aumentam, aproximando-se
mais de 1 o que indica que estamos melhorando a qualidade da malha através do refinamento.

Tabela 6.3: Parametros de qualidade para as malhas utilizadas para resolug¢io do problema de
escoamento five-spot. Veja a definicao dos parametros gi e qi, 1=1,2,3, na Secio A.2.1.

K h 01 T G2 72 q3 73
260 | 51.9676 | 0.5829 | 0.9478 | 0.5400 | 0.8358 0.6876 | 0.9558
1052 | 29.2814 | 0.5949 | 0.9547 | 0.5119 | 0.8460 0.6958 | 0.9616
4086 | 14.1015 | 0.6331 | 0.9612 | 0.4866 | 0.8503 0.7115 | 0.9664
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Figura 6.19: (a) Dominio original para o problema five-spot com 4 pogos de produgao localizados
um em cada vértice do dominio e um poco de injecio localizado no centro do reservatério. (b) Um
quarto do dominio original para o problema five-spot cujo dominio é considerado no Ezemplo 6.3.
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Figura 6.20: Malhas para o Exzemplo 6.3: (a) 260 elementos (b) 1052 elementos .

Apresentamos na Fig. 6.21 aproximagoes para a pressao global P e o campo de velocidade
u obtidas na malha de 1052 elementos e ordem de aproximagao polinomial & = 1 para
os instantes de tempo T = 50 dias e T = 100 dias. Apresentamos aproximacoes para a
pressao e velocidade total somente nessa malha e ordem de aproximacao polinomial, pois as
aproximacoes obtidas em outras malhas sdo muito semelhantes as apresentadas na Iig. 6.21.
Para a saturacio da fase molhante apresentamos linhas de contorno nas Iigs. 6.22 e 6.23
obtidas com ordens de aproximagao polinomial k = 1 e k = 2, respectivamente, e malhas
com M = 260, 1052, 4086 elementos. Comparando os nossos resultados em T = 100 dias,
obtidos com malha de 260 elementos (Fig. 6.22b) com resultados do artigo Riviere (2004),
obtidos com malha de 264 elementos (Fig. 7 do artigo), percebemos que resultados sdo bem
semelhantes quanto a localizagio da frente do fluido.

Para avaliar a convergéncia do método numérico apresentamos na Fig. 6.24 os perfis
para a saturacao da fase molhante ao longo da diagonal x = y nos instantes de tempo
T = 48 dias e T = 100 dias. Podemos notar que S, possui um choque bem acentuado
na frente do fluido. levando ao aparecimento de oscilagoes na solugao numérica obtida com
malhas menos refinadas, porém essas oscilagoes ndo aumentam de amplitude a medida que



6.3 PROBLEMA ACOPLADO PRESSAO-SATURACAO 89

avangamos no tempo e sao eliminadas com o refinamento da malha espacial. Na Fig. 6.24
notamos também que a frente de fluido é capturada com precisdo para ambas as ordens de
aproximacao polinomial (k =1e k = 2).

Notamos que a saturagao da agua cresce monétonamente atras da frente do fluido devido
a injecao de agua através do poco de injecao, enquanto o 6leo é gradualmente deslocado para
o pogo de produgao onde é ejetado. Enquanto a frente do fluido molhante esta préxima ao
pogo de injegao, as linhas de contorno sao praticamente circulares, correspondendo a simetria
da pressdo no pogo de injegdo (por ex. em T = 50 dias). Quanto mais 4gua é injetada, a
frente da fase molhante, ou seja da dgua, desenvolve um finger que se extende até finalmente
alcancar o poco de producgao. Ilustramos a formacao do finger para o Exemplo 6.3 na Fig.
6.25.

>150 >150

100 100

0, 0

1
0 100 200 300
X

Figura 6.21: Exzemplo 6.3: Aprozimacgées para a Pressdo e a velocidade total obtidas com o
método DG (3.15),(3.17) nos instantes de tempo T = 50 dias d esquerda e T = 100 dias & direita.
Em ambos os resultados usamos k =1 e M = 1052, At =1 dia.
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(d) M = 1052, At =1 dia.

044
| 040
0.38

0.32

i 027 0.27
>150 . . ooy >1508 i e
0.19 0.19

" 200 300 200 300
X X

(e) M = 4086, At = 12 horas. (f) M = 4086, At = 12 horas.

o 100

Figura 6.22: Exemplo 6.3: Comparando aprozimacoes para o saturacio da fase molhante S,
obtidas com o método DG (3.15),(3.17) em diferentes malhas no instante de tempo T = 50 dias
na coluna da esquerda e T = 100 dias na coluna da direita, usando k = 1.



6.3 PROBLEMA ACOPLADO PRESSAO-SATURAGAO 91

X

X X

X

(e) M = 4086, At = 12 horas. (e) M = 4086, At = 12 horas.

Figura 6.23: Ezemplo 6.3: Comparando aprozimagées para a saturacio da fase molhante S,
obtidas com o método DG (3.15),(3.17) em diferentes malhas no instante de tempo T = 50 dias
na coluna da esquerda e T = 100 dias na coluna da direita, usando k = 2.
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Figura 6.24: Ezemplo 6.3: Comparando aprozimagdes para a saturacio da fase molhante Sy,
do problema five-spot ao longo da diagonal x = y no instante de tempo T = 48 dias d esquerda e
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T = 100 dias a direita usando k = 1,2 e M = 260, 1052, 4086.

Figura 6.25: Ezemplo 6.3: Aprozimagdes para a saturacio da fase molhante S, obtidas com o

T = 116 dias, (b) T = 121 dias.

método DG (3.15),(3.17) usando k = 1, M = 4086, At = 12 horas nos instantes de tempo: (a)

6.3



Capitulo 7

Escoamento em Meios Porosos
Heterogéneos: Dominio Bidimensional

Neste capitulo abordamos a resolucao numérica de problemas de escoamento heterogéneo
em dominio bidimensional, com permeabilidade e forcas capilares descontinuas. Como ja dis-
cutido anteriormente, as heterogeneidades podem ter grande impacto no comportamento dos
perfis para a pressao e saturacao, sendo que os mesmos podem apresentar fortes gradientes
ou descontinuidades na frente do fluido e nas interfaces formadas entre dois tipos de sedi-
mentos. Inicialmente, na Segdo 7.1, apresentamos resultados numéricos para um problema
de escoamento horizontal com uma interface. Em seguida, na Secdo 7.2 sera discutida em
detalhes a resolugdao do problema de escoamento five-spot heterogéneo, em que o dominio é
dividido em duas regides, sendo uma com baixa permeabilidade e outra com permeabilidade
mais alta. A esses subominios também estdo associadas pressoes de entrada diferentes, o que
pode levar a obtengio de perfis descontinuos para a pressao capilar.

7.1 Escoamento horizontal heterogéneo

De acordo com observacoes feitas anteriormente, as propriedades do meio poroso tais
como porosidade e permeabilidade, tém influéncia direta no perfil da pressao capilar. Agora
vamos abordar o problema de escoamento dgua-6leo bidimensional com uma interface, em
que a permeabilidade K e as forgas capilares sdo consideradas descontinuas na interface
formada entre sedimentos com diferentes propriedades fisicas. Os dados utilizados para re-
solucdo desse problema sdo descritos a seguir.

Exemplo 7.1 Consideramos o modelo de Brooks-Corey para mobilidades e pressio capilar
dados em (2.7) e (2.6) com os sequintes dados:

Dominio:  Q = (0,100)2, (ver Fig. 7.1),
com interface I' = {(z,y) € Q tal que = = 50},
Propriedades dos fluidos: ju, = le — 3 kg/ms, i, = le — 2 kg/ms,
Propriedades das rochas: ¢ = 0.4, K = [le — 8 le — 9] m?,
Modelo de Brooks-Corey: S,, =0, S, = 0,
0 =2, P, =[5401000]Pa = S* = 0.7084,

(7.1)

93
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P, =2140, n-u, = -5 —6, em(l,,
Condigées de Fronteira:{ S} =0.3141, n-u;,=5—6, emQ},
PN = 0: SN = 07 em QSN: (72)

0.8, para (z,y) € Q, tal que x < 50,

Comdigho inisis: Syl2.9) :{ 0.3141, Caso contrario.

onde Q7 = {0} x (0,100) € a regiGo em que a dgua (fase molhante) € injetada e QF =
{100} x (0,100) regiao pela qual temos saida de dleo (fase nao-molhante) do reservatorio.

aar |
o0 o0t |7
=l r -
YNV
OQS_ v

100 m

Figura 7.1: llustragio do dominio para o Fxemplo 7.1.

Note que neste exemplo o subdominio 2;, dominio da esquerda na Fig. 7.1, é a regiao
com permeabilidade mais alta, enquanto o subdominio s, dominio da direita na Fig. 7.1,
é uma regiao de baixa permeabilidade. Desta forma temos escoamento horizontal ocorrendo
no sentido da regiao com permeabilidade mais alta para a regiao de baixa permeabilidade.
Apresentamos abaixo resultados numéricos para o Exemplo 7.1 obtidos em diferentes ma-
lhas geradas por intermédio do GMSH, que ilustramos na Fig. 7.2. Estas malhas sao mais
refinadas préximo a interface I', onde temos descontinuidades nas propriedades fisicas do
problema, visando assimn resolver mais eficientemente o fluxo nesta area. Na Tab. 7.1 apre-
sentamos os parametros ¢;, ¢ = 1,2, 3 definidos na Se¢ao A.2.1, que nos permitem avaliar
a qualidade destas malhas. Lembramos que os parametros ¢; e ¢;, ¢ = 1,2, 3 sao os valores
minimos e médios de ¢;(T'), T € T),. Podemos observar que os valores de qualidade médios
Gi, © = 1,2, 3 aumentam & medida que refinamos a malha, indicando que ocorre uma melhora
na qualidade da malha através do refinamento.

Resolvemos o sistema acoplado pressao-saturacao com o método DG (3.15), (3.17) usando
Y = 1 (formulagio simétrica), o = 10k?, e a resconstrugao de fluxos é efetuada no espago
RT((7},) (Mais detalhes referentes a reconstrucao de fluxos podem ser encontrados no Apén-
dice B). Para obtencao dos resultados numéricos apresentados para este exemplo usamos a
técnica de escolha adaptativa do passo no tempo descrita na Secao A.3, com os seguintes
parametros: K, = 0.075, K; = 0.175, () = 0.01, 75,5, = 0.5, 100 = 2 € Tol = 0.06 na
malha de 1000 elementos e Tol = 0.08 na malha de 3956 elementos. Nas Figs. 7.3 e 7.5
apresentamos aproximagcoes para saturacao obtidas com ordens de aproximacgao polinomial
1 e 2, respectivamente, nas malhas de 1000 e 3956 elementos. Podemos notar que o método
numérico consegue impor as condigoes de interface com precisao, permitindo que o 6leo
cruze a interface I' somente se .S > S* a esquerda da interface. Devido a isso podemos notar
a formacao daquela elevagido da saturagdo da fase nao-molhante a esquerda da interface,
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garantindo assim que o 6leo mantenha pressao suficiente para conseguir cruzar a interface e
fluir através da regido de baixa permeabilidade. E importante comentar que foi fundamental
ser um pouco restritivo no pardmetro T'ol utilizado para escolha adaptativa do passo no
tempo para o método captar com precisdo as condigoes de interface. Quanto menor o para-
metro T'ol, menor € o passo no tempo utilizado pela técnica adaptativa de escolha do passo
no tempo. Na Fig. 7.4 apresentamos as linhas de contorno para S, e podemos notar que a
aproximacao para a solu¢do mantém comportamento horizontal & medida que avangamos no
tempo. Aproximacgoes para a pressao e velocidade total sdo apresentadas na Fig. 7.6.
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Figura 7.2: Malhas para o Ezemplo 7.1: (a) 1000 elementos (b) 3956 elementos .

Tabela 7.1: Parametros G; e @;, i = 1,2,3 que fornecem a qualidade das malhas utilizadas para
resolugao do Exemplo 7.1 de escoamento horizontal em meios heterogéneos com uma interface. A
definicao destes parametros pode ser encontrada na Segio A.2.1.

M h G T G2 02 3 q3
1000 [ 11.1672 | 0.6600 | 0.9449 | 0.5224 | 0.8247 | 0.7272 | 0.9528
4086 | 5.1797 | 0.6152 | 0.9566 | 0.4621 | 0.8427 | 0.7073 | 0.9625

7.2 Five-spot heterogéneo

Agora vamos abordar o problema de escoamento five-spot heterogéneo em que temos
duas regioes, uma com permeabilidade baixa e outra com permeabilidade mais alta (ver Fig.
7.7). Além da descontinuidade na permeabilidade sobre a interface I'y5, também temos forcas
capilares descontinuas agindo no escoamento. Através deste exemplo pretendemos estudar
os efeitos das forgas capilares e da permeabilidade sobre o escoamento e analisar o com-
portamento da pressdo e da saturagao quando o fluido algancar e cruzar a interface. Temos
também como objetivo avaliar o comportamento do método DG (3.15),(3.17) na resolugdo
deste tipo de problema, a precisdo numérica e acompanhar a imposi¢do da condigao de in-
terface em dominio bidimensional. Para isto consideramos o problema five-spot heterogéneo
com os dados descritos a seguir.
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Figura 7.3: Comparando aprozimagdes para a saturagéo da fase nao-molhante S, obtidas com o
método DG (3.15),(3.17) no instante de tempo T = 6.10 dias na coluna da esquerda e T = 14.2
dias na coluna da direita, sendo que: Na primeira linha usamos k = 1, M = 1000; Na sequnda
linha: k =1, M = 3956.
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Figura 7.4: Linhas de contorno para a saturac¢io da fase nao-molhante S, obtidas com o método
DG (3.15),(3.17) usando k = 1, M = 3956, no instante de tempo T = 6.10 dias na coluna da
esquerda e T = 14.2 dias na coluna da direita.
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Figura 7.5: Comparando aproximacéoes para a saturac¢io da fase nao-molhante S, obtidas com o
método DG (3.15),(3.17) no instante de tempo T = 6.10 dias na coluna da esquerda e T = 14.2
dias na coluna da direita, sendo que: Na primeira linha usamos k = 2, M = 1000; Na segunda
linha: k =2, M = 3956.

214403
188E+03
162E+03
1238E+03
1.10E+03
BA40E+02
5.80E+02
320E+02
B.00E+01
-200E+02
-4.60E+02
-720E+02
-9.80E+02
-124E+03
-1.50E+03

Figura 7.6: Aprozimacdes para a Pressao e velocidade total obtidas com o método DG (3.15),(3.17)
nos instantes de tempo T = 6.10 dias a esquerda e T = 14.2 dias a direita. Em ambos os resultados
usamos k =1 e M = 1000.
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Exemplo 7.2 Consideramos o modelo de Brooks-Corey para as mobilidades e pressao ca-
pilar dado em (2.7) e (2.6) e os sequintes dados:

Dominio: Q= (0,300)% (Fig. 7.7a), dividido em subdominios:
Q2 = (93.75, 206.25) x (93.75, 206.25), 2 = O\,
e com interface I'1g = 089,
Propriedades dos fluidos: p, = le —3 Kg/ms, p,=1le—2 Kg/ms, (7.3)
Propriedades das Tochas: ¢ =[0.2, 0.2], K =[le—12 le— 10] m?,
Modelo de Brooks-Corey com: Syr =0, Spr =0, 0 =2,
P, =[1.581le+4 le+4,]Pa= S* = 0.6,

Condigao inicial:

0.8, para (z,y) € Q3 (verFig.7.7b),

So(z.y) :{ 0, Caso contrdrio. (74)
e condigées de fronteira:
Sobre 992 : n-u=n-u, =-7e—6, n-u, =0, (7.5)
Sobre 9Q} : P, =le+5Pa = P =115811Pa, S, =0, (7.6)
Sobre OQN n-u=n-u, =0, (7.7)

onde O, € a regido em que a dgua é injetada e N} regido pela qual temos saida de fluxo do
reservatorio. As regides de fronteira OON, 9Q; e 0QF sdo identificadas na Fig. 7.7a. Note
que associamos permeabilidade K e pressao de entrada P, diferentes para os subdominios
Q e Qy, sendo que em 2y temos K1 = le — 12 e P,; = 1.5811e + 4 enquanto em §)y temos
Ky=1le—10 e Py = le + 4.

o a1 1
Q
€
oy Q2 aot| |5 Qs 8
23
’\895 QY 1! \ il
" 300 m . e 300 m »
(a) (b)

Figura 7.7: (a) Dominio Q dividido nos subdominios ) e Qg para o Ezemplo 7.2. (b) Dominio
Q com identificagio do subdominio Q3 necessdrio para definigio da condigao inicial (7.4).

E importante observar que o problema five-spot heterogéneo que estamos considerando no
Exemplo 7.2 é diferente do problema five-spot heterogéneo considerado nos artigos
(Afif e Amaziaue, 2002; Epshteyn e Riviére, 2007; Klieber e Riviére, 2006; Riviere e Bastian,
2004), pois nestes artigos é considerada heterogeneidade com descontinuidade somente na
permeabilidade K. J4 no Exemplo 7.2 consideramos a permeabilidade K e pressao de entrada
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P, no modelo de Brooks-Corey ambas descontinuas na interface I'j5. Como consequéncia,
temos pressao capilar 7 que também pode ser descontinua na interface, tornando necessa-
ria a imposicao da condicdo de interface nao-linear discutida na Segao 2.3.2. A imposicao
da condigao de interface traz uma dificuldade a mais para a resolugao do problema, pois
o método necessita lidar adequadamente com as descontinuidades da soluc¢do na interface.
Através da Fig. 7.8 pode-se observar que as descontinuidades na permeabilidade tem grande
impacto sobre o coeficiente difusivo eV7 da equacdo para a saturagio (veja diferenca nas
ordens de magnitude). A Fig. 7.9 ilustra o modelo de pressao capilar associado a 5 e 5. A
saturagao de entrada para esse exemplo é S* = 0.6, e representa a quantidade de 6leo (fase
nao-molhante) que deve estar presente no subdominio de permeabilidade alta (£2;) para o
6leo conseguir cruzar a interface e escoar através do subdominio de baixa permeabilidade

(Q1).

.7 -5
5X10 : T T T SX10 y T T
——Subdominio Q ——Subdominio 02
4t 2.5¢ i
2+ J
3t
R R
> >15 1
h] ©
2+
1t
Tt 05} 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0.2 04 0.6 038 1 0 0.2 04 06 08 1
S S

(a) (b)
Figura 7.8: Exemplo 7.2: (a) Coeficiente difusivo eVw da equagdo para a saturac¢io no subdo-
minio Q. (b) Coeficiente difusivo eV7 da equagdo para a saturacio no subdominio Q.

5
4x10

3.5F !

25¢

Figura 7.9: Exemplo 7.2: Pressao capilar 7 associada aos subdominios )y (permeabilidade baiza)
e Q9 (permeabilidade alta).

Na Fig. 7.10a é apresentada malha de M = 1296 elementos utilizada na resolucao nu-
mérica deste problema. Os parametros ¢;, « = 1,2, 3 que fornecem indicativos de qualidade

da malha sao ilustrados na Tab. 7.2. A defini¢do desses pardmetros foi introduzida na Secio
A.2.1.
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Figura 7.10: (a) Malha para o Exemplo 7.2 com 1296 elementos. (b) Malha para o Ezemplo 7.3
com 1840 elementos.

Tabela 7.2: Pardmetros §; e q;, i = 1,2,3 que fornecem a qualidade das malhas utilizadas para
resolugcdo dos Exemplos 7.2 e 7.3 de escoamento em meios heterogéneos com interface. A definigao
destes pardmetros pode ser encontrada na Segcao A.2.1.

M h ¢ 41 o 2 {3 q3
Exemplo 7.2 | 1296 | 32.3147 | 0.6595 | 0.9486 | 0.5251 | 0.8304 | 0.7396 | 0.9559
Exemplo 7.3 | 1840 | 35.8470 | 0.6180 | 0.9481 | 0.4904 | 0.8307 | 0.6990 | 0.9554

Apresentamos aproximagoes obtidas com o método (3.15), (3.17) para a pressao e sa-
turacio referente ao Exemplo 7.2 nas Figs. 7.11a,b, 7.12a,b, 7.13a,b e 7.14a,b. Podemos
notar algumas oscilacoes para as aproximacgoes obtidas para a saturacgio, sendo mais ele-
vadas nos instantes de tempo T = 70 e T = 350 dias. Essas oscilagoes sao menores ou
eliminadas nos instantes de tempo T = 725 e T = 1800 dias, quando a solugdao S ja é mais
suave. Observamos que essas oscilagoes nao afetam as aproximacoes obtidas para a pres-
sdo. Note que a estabilizacido que estamos aplicando no método DG (3.15), (3.17) por meio
dos saltos da soluciao é uma estabilizagdo somente na dire¢do da normal. Para os exemplos
numéricos em meios heterogéneos com comportamento predominantemente unidimensional
considerados anteriormente, somente esta estabilizacao bastava para evitar oscilacoes para
saturacdo e manter a estabilidade do método. Mas para este exemplo bidimensional de ge-
ometria mais complexa com heterogeneidades na permeabilidade e nas forgas capilares é
necessario introduzir uma outra estabilizacao na diregao transversal & normal para eliminar
essas instabilidades. Na literatura podem ser encontrados diversos trabalhos que propoem
a adicao de dissipagdo numérica linear (Johnson et al., 1987; Shih e Elman, 1999) ou nao-
linear (Codina, 1993; Hughes et al., 1986) em relacdo & solucao discreta. Para problemas
multidimensionais podemos introduzir: (i) difusdo isotrdpica; (ii) somente difusdo transver-
sal (crosswind diffusion); (iii) ambas difusdo streamline e transversal, mas com parametros
diferentes. Implementamos duas formas de estabilizagao que sao descritas a seguir.

7.2.1 Estabilizacao transversal de primeira ordem e de alta ordem

Passaremos a descrever duas formas de introduzir termos de estabilizagdo para o método
de Galerkin, uma difusiva de primeira ordem e outra de alta ordem. Nesta descrigao seguire-
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mos as idéias apresentadas no artigo (Burman e Ern, 2002), em que os autores introduziram
termos de estabilizagao para a equacédo de advecgao-difusao-reacao.
Considere a equacao para a saturacao:

d
b5 +V - @I (S)) - VS)IHS) = g, (79)
reescrevendo o termo advectivo
V- (uf(5) = (V-u)f(S) +uf(S)VS.

Como estamos considerando a equacéio para pressio global (3.12) sem termos de fonte temos
V. u =0, logo
V- (uf(S)) =uf'(S)VS = B(S)VS,

em que denotamos por S(S) = uf’(S) a velocidade nao-linear.

Estabilizagao difusiva isotrépica de primeira ordem

Para introduzir a difusdo isotrépica de primeira ordem, adicionamos ao método DG (3.17)
0 seguinte termo

> / nrVS™tt . Vo, (7.9)
TeT T
em que np = CT“?T%, Pr = B(S™(Tcent)) 5end0 Zeeny 0 centro do elemento T, | -] a norma

Euclidiana e 0 < ¢p < 1. Para obtencao dos resultados numéricos apresentados abaixo
consideramos cr = 0.5 .

Estabilizacao transversal difusiva de alta ordem

Na introdugao da estabilizacio difusiva de alta ordem incluimos no médoto DG (3.17) o
termo a seguir

> Anrlﬁflzsggl'v;1¢; (7.10)

TeT
em que nyp = CTﬁrl’ 0<ecr <1, B8r=PB(S"(Teent)) € Vgl = Pﬁ% Vv é a derivada transversal
(crosswind derivative), sendo Pﬁ% 0 projetor ortogonal sobre o hiperplano . Para qualquer
a,b € R? temos

b-a
P,-a=——b,
b b2
Logo,

. ,BJ‘ . vsn-H /))_L -V 1 .
Sht Vgt = (TlﬁTﬁ% wﬂ% - W(ﬂ% VS (Br - Vo).

Entéo o termo de estabilizagao (7.10) pode ser reescrito como

> /an(ﬁ%L VS (B - V). (7.11)

TeT
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Resultados numéricos

Sao apresentados resultados numéricos obtidos com o método (3.15), (3.17) e estabiliza-
coes de primeira ordem e de alta ordem para a pressdo e saturagdo referentes ao Exemplo
7.2 nas Figs. 7.11c,d,e,f, 7.12c,d,ef, 7.13c,d,e,f e 7.14c,de,f. Podemos notar que a introducao
da estabilizacdo transversal de alta ordem reduz a amplitude das oscilacoes para .S presentes
nos resultados sem estabilizacdo, porém nao elimina-as completamente. Em T = 70 dias
essa reducao é mais visivel. A estabilizacdo de primeira ordem consegue reduzir as oscila-
¢oes para S com mais eficiéncia, fornecendo resultados estaveis e precisos. Para a pressao,
as aproximagcoes obtidas sem estabilizacdo e com estabilizacao de primeira ordem e de alta
ordem sao semelhantes.

Agora analisamos com mais aten¢ao os fendmenos envolvidos neste problema five-spot
heterogéneo e avaliamos as aproximacoes obtidas para P, u; e S com o método DG através
da estabilizacdo de primeira ordem, apresentadas nas Figs. 7.11c,d, 7.12¢,d, 7.13c,d, 7.14c,d,
e 7.15. Considerando para este exemplo que dgua é a fase molhante e o 6leo a fase nao-
molhante, notamos que a agua € injetada através de 0€2, e o Oleo serd ejetado através de
o0t sendo que ambas fronteiras de entrada e saida de fluxo estao nas regioes de baixa
permeabilidade. Inicialmente o dleo afasta-se do pogo de injecao uniformemente até ser
influenciado pela variacdo da permeabilidade e da pressao de entrada. Quando alcanga I'j9,
o 6leo nao tem dificuldade de cruzar essa interface e entrar na regiao de alta permeabilidade
(T = 70 dias), pois a pressao de entrada em €23 é menor do que em ;. Veja também o campo
de velocidades nesse instante de tempo na Fig. 7.15a, onde notamos que a dire¢ao do fluxo
estd conduzindo o 6leo para (s, regidao com permeabilidade mais alta. Como consequéncia
o Oleo vai saturando o subdominio 2 e quando atinge a interface na outra extremidade,
para de escoar momentaneamente (T = 350 dias), pois S em {22 é menor que a saturacao de
entrada S* = 0.6. Para conseguir cruzar essa interface o 6leo necessita atingir a pressao de
entrada P.(1). Apos atingir esse valor o 6leo sai de ()5 e escoa através de (2;, primeiramente
nas vizinhancgas do vértice superior direito de Qs (T = 725 dias) e a medida que avancamos
no tempo essa regiao de saida do 6leo de € vai aumentando (T = 1800 dias).

Note que o escoamento passou a transcorrer lentamente a partir do momento em que
alcancou a interface superior de §25. Isto pode ser observado pelo deslocamento do fluido,
mas principalmente pelo comportamento da pressao. Veja que o gradiente de pressao ¢ muito
alto nos instantes iniciais, como por exemplo em T = 70 dias, e a medida que avangamos no
tempo esse gradiente vai reduzindo-se (T = 350, 725, 1800 dias). Pode-se observar também
a formacao do finger para o 6leo a medida que vai se aproximando do poco de ejecao. Outra
caracteristica importante a observar é o campo de velocidades para este problema que tem
bruscas variacoes, possuindo muitas regioes em que num ponto aponta para uma direcao e
no ponto vizinho ja aponta para uma direcao bem diferente. Apesar dessas bruscas variacoes
na velocidade total o método DG manteve estabilidade e captou adequadamente a influéncia
dessas velocidades no escoamento.

Através destes exemplos bidimensionais de escoamento em meios porosos heterogéneos
com permeabilidade e forgas capilares descontinuas notamos que o método capta com preci-
sao os fendmenos fisicos envolvidos no processo de escoamento heterogéneo, como os fortes
gradientes na frente do fluido e a descontinuidade de S,, na interface. Fica assim evidenciada
a sua aplicabilidade a problemas bidimensionais, mostrando o potencial do método para a
extensao a problemas ainda mais gerais. Porém, antes da utilizagdo do método em proble-
mas de maior escala, é necessario efetuar um estudo mais aprofundado para a técnica de
estabilizacao a ser usada, pois nos resultados apresentados foram consideradas somente duas
técnicas de estabilizacdo, transversal de primeira ordem e de alta ordem.
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Figura 7.11: Exemplo 7.2: Comparando aproximagides para a satura¢io da fase nao-molhante
Sn e para pressio global P obtidas com o método DG (3.15),(3.17) com e sem estabilizag¢do no
instante de tempo T = 70 dias usando k =1, M = 1296.
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(c) Sol. com estabilizacdo 1% ordem (d) Sol. com estabilizagdo 1% ordem
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Figura 7.12: Ezemplo 7.2: Comparando aprozimagdes para a saturagdo da fase nao-molhante
S, e para pressdo global P obtidas com o método DG (3.15),(3.17) com e sem estabilizacdo no
instante de tempo T = 350 dias usando k =1, M = 1296.
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Figura 7.13: Exzemplo 7.2: Comparando aproximagées para a saturacio da fase ndao-molhante
Syp e para pressdo global P obtidas com o método DG (3.15),(3.17) com e sem estabilizagdo no
instante de tempo T = 725 dias usando k =1, M = 1296.
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Figura 7.14: Ezemplo 7.2: Comparando aprozimagdes para a satura¢io da fase ndo-molhante
Sn e para pressio global P obtidas com o método DG (3.15),(3.17) com e sem estabilizacdo no
instante de tempo T = 1800 dias usando k =1, M = 1296.
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Figura 7.15: Exemplo 7.2: Aprozimacées para a velocidade total u; obtidas com o método DG
(8.15),(3.17) com estabilizagio de primeira ordem e k = 1, M = 1296 em vdrios instantes de

tempo.

Exemplo 7.3 Neste ezemplo consideramos dados semelhantes aos utilizados no Exemplo
7.2, com a sequinte alteragao:

Propriedades das rochas: K = [le — 10 1le — 11] m?, (7.12)
Modelo de Brooks-Corey com: P.=[le+ 4, 1.581le+ 4]Pa = S* = 0.6, '

ou seja, agora o subdominio Q (ver Fig. 7.7a) € a regido com permeabilidade alta e Qy tem
permeabilidade mais baiza.

A malha de M = 1840 elementos utilizada para resolucdo deste exemplo estd ilustrada
na Fig. 7.10b e os pardmetros ¢; e ¢;, i = 1, 2,3 referentes a qualidade da malha sao dados
na Tab. 7.2. Apresentamos aproximacoes para o Exemplo 7.3 obtidas com o método DG
(3.15),(3.17) e estabilizacdo transversal de primeira ordem para a pressao global P, saturaciao
S, e velocidade total u; nas Figs. 7.16, 7.17 e 7.18.

Podemos notar que em T = 60 dias o 6leo ja alcancou a interface I'i e atingiu a
saturacao de entrada S* = 0.6, e assim o 6leo consegue cruzar a interface e escoar através de
2, (regido de baixa permabilidade). Observamos por meio da Fig. 7.18a e 7.18b que ocorre
uma alteracao na diregdo do campo de velocidades do instante de tempo T = 2 dias para o
instante de tempo T = 60 dias. Em T = 2 dias o campo de velocidades estava conduzindo
o 6leo para contornar a regido de baixa permeabilidade. Porém em T = 60 dias, devido
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(e) Saturacdo em T = 2970 dias (f) Pressdo em T = 2970 dias

Figura 7.16: Ezemplo 7.3: Aproxzimacgées para a satura¢io da fase nao-molhante S, e para
pressdo global P obtidas com o método DG (3.15),(3.17) com estabilizacdo transversal de primeira
ordem e k =1, M = 1840 em wvarios instantes de tempo.

ao fato do Oleo ter atingido a pressdo de entrada necessaria para cruzar a interface I'y2, 0
campo mudou a dire¢do de forma que agora o 6leo esta sendo conduzido para a regiao 2s.
Em T = 950 dias notamos que apenas uma pequena quantidade de éleo conseguiu cruzar
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300

(a) T = 60 dias (b) T =950 dias (c) T = 2970 dias

Figura 7.17: Exemplo 7.3: Aprozimacées para a saturagio da fase nao-molhante S, obtidas com
o método DG (8.15),(3.17) com estabilizagio de primeira ordem e k = 1, M = 1840 em wvdrios
instantes de tempo.

(c) T =950 dias (d) T = 2970 dias

Figura 7.18: Exemplo 7.3: Aprozimacées para a velocidade total wy obtidas com o método DG
(3.15),(3.17) com estabilizagao de primeira ordem e k = 1, M = 1840 em wvdrios instantes de
tempo.

a interface e entrar na regido de baixa permeabilidade, sendo que nesse instante de tempo
j& nao ocorre mais entrada de dleo nesta regido, pois a saturacdo S(I'12)|q, é menor que
S*. Devido a esse fato, o dleo contorna a regido de baixa permeabilidade e dirige-se para o
pogo de ejecao. Na Fig. 7.17 fica mais evidente que somente uma pequena quantidade de
6leo consegue entrar em §)5. No instante de tempo T = 2970 dias o 6leo ji estd préximo do
poco de ejecdo e a solucdo para saturagdo ja tem comportamento bem mais suave em relacao
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aos instantes de tempo inicias. Neste exemplo, da mesma forma como no Exemplo 7.2, a
pressao possui gradiente elevado proximo ao pogo de injecao de dgua nos instantes iniciais. A
medida que avancamos no tempo, a pressao apresenta um comportamento mais suave, mas
continua com descontinuidades na interface 'y, onde as propriedades do meio poroso sao
descontinuas. Os resultados numéricos obtidos com o método DG proposto para o Exemplo
7.3 captam com eficiéncia os fenomenos fisicos envolvidos no processo de escoamento, e as
condicoes de interface nao-lineares sdo impostas com precisao, reforcando mais uma vez o
potencial do método para resolugdo de problemas em meios porosos heterogéneos com forgas
capilares descontinuas.



Capitulo 8

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Esta tese apresenta um estudo sobre a resolucao numérica de problemas de escoamento
bifésico, de fluidos imisciveis e Incompressiveis em meios porosos heterogéneos em que temos
a presenca de descontinuidades nas propriedades fisicas do meio como, permeabilidade e
forcas capilares. Sdo apresentados e discutidos detalhes relacionados a simulacao numérica
de fendmenos fisicos presentes neste tipo de problema, bem como as dificuldades encontradas
durante a resolucao numérica. A seguir sao destacadas as principais conclusdes obtidas no
decorrer do trabalho.

8.1 Conclusoes

Introduzimos um novo método de Galerkin descontinuo sequencial para resolver pro-
blemas de escoamento bifasico, de fluidos incompressiveis e imisciveis em meios pPorosos
heterogéneos. No método proposto usamos a reconstrugao de fluxos no espaco de Raviart-
Thomas-Nédélec, cuja extensdo para problemas de escoamento foi efetuada neste trabalho.
Empregamos as técnicas de média ponderada e média harménica para lidar com as heteroge-
neidades no termo difusivo e fluxo numérico de Godunoy para o termo advectivo nao-linear.
A utilizagio das técnicas de média ponderada e média harménica atribui ao método a capa-
cidade de resolver tanto problemas com comportamento hiperbélico, como problemas com
comportamento parabélico, permitindo a deteccio automéatica de regioes onde o coeficiente
difusivo degenera na equacio para a saturacao. Desta forma nao é necessirio ter um co-
nhecimento prévio das regives degeneradas. De forma inovadora, impomos as condicoes de
interface nao-lineares de maneira fraca por meio de uma penalizacao adequada entre elemen-
tos, permitindo assim a resolu¢do de problemas com heterogeneidades na permeabilidade e
nas forgas capilares. Para a discretizagao temporal usamos o método de Euler implicito, o
que em conjunto com as técnicas descritas acima permitiu a obtengao de um método estavel,
sem necessidade de empregar limitantes a cada passo no tempo.

Validamos 0 método numeérico proposto por meio da resolugiao de problemas unidimen-
sionais e bidimensionais cuja soluciio exata ou comportamento qualitativo é conhecido na
literatura. Em meios porosos homogéneos testamos a formulacao para a equacao de Buckley-
Leverett unidimensional (Buckley e Leverett, 1942), com e sem pressao capilar e comparamos
os resultados para o caso sem pressio capilar com a solucao analitica. Notamos que o uso
do método explicito é inviavel para resolugao deste tipo de problemas, pois exige a utili-
zagao de um passo no tempo muito pequeno e apresenta aproximacoes insatisfatorias. Por
outro lado, o método implicito apresentou bons resultados, mantendo convergéncia para a
solucao do problema, sem a necessidade de empregar passos no tempo tao pequenos quanto
no método explicito. Também comparamos aproximagoes com a solucgao quase analitica de
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McWhorter e Sunada (1990) para a equagao parabdlica (u; = 0) degenerada e apresenta-
mos as ordens de convergéncia obtidas com o método. Observamos taxas de convergéncia
semelhantes para as ordens de aproximacao polinomial £k = 1 e £k = 2 devido a perda de
regularidade da solucao nas regioes degeneradas.

Em meios heterogéneos validamos o método por meio da modelagem do problema di-
fusivo (velocidade total nula) e comparamos os resultados numéricos com a solucao quase
analitica obtida por similaridade em (Duijn e Neef, 1998). Também s&o apresentados erros
da aproximacdo numérica na norma L? e respectivas ordens de convergéncia, em que devido
a perda de regularidade da solugdo, obtivemos ordens de convergéncia semelhantes para
k =1 e para k > 1. Para o caso com velocidade nao nula em meios heterogéneos analisamos
o comportamento qualitativo da solu¢do numeérica e comparamos com os resultados tedricos
obtidos por Bertsch et al. (2003). Observamos que o método numeérico apresentou solucoes
estaveis e robustas, captando com precisdo as descontinuidades ou fortes gradientes para a
pressao e saturagao, presentes na frente do fluido e nas interfaces formadas por dois tipos
de sedimentos, sem a necessidade do uso de limitantes. Eliminamos oscilagbes na frente do
fluido ou nas interfaces através do refinamento na malha espacial ou com o aumento da
ordem de aproximacao polinomial.

Efetuamos comparacoes entre aproximagoes numeéricas obtidas com os métodos de Ga-
lerkin descontinuo explicito, semi-implicito e implicito, por intermédio dos quais notamos
que os métodos semi-implicito e implicito forneceram melhores resultados em malhas relati-
vamente grosseiras mesmo usando passos grandes no tempo, sendo que as solugoes obtidas
com estes dois métodos sdo qualitativamente muito similares, o que motivou o uso do método
semi-implicito na maior parte dos resultados. Ja o método de Galerkin descontinuo explicito
requer o uso de um passo muito pequeno no tempo para fornecer boas aproximacoes, pois 0
método apresenta condicoes de estabilidade bem mais restritivas.

Observamos a importancia do uso de uma reconstrucao acurada para a velocidade to-
tal através da comparacao dos resultados obtidos com reconstrugao de fluxos no espago de
Raviart-Thomas-Nédélec e no espago BDM, com os resultados obtidos sem reconstrucao de
fluxos. O perfil obtido para saturacao apresentou oscilagoes nao fisicas nos casos sem re-
construcao de fluxos e no caso em que usamos reconstrugao no espaco BDM. Notamos que
estas instabilidades originaram-se das oscilagoes presentes na velocidade total reconstruida
do potencial descontinuo. Ja a reconstru¢ao no espago de Raviart-Thomas-Nédelec forne-
ceu aproximacoes acuradas para a velocidade total, sem oscilagdes nao-fisicas, garantindo
aproximacoes robustas para a saturacao.

Em meios heterogéneos lidamos com problemas com descontinuidades na permeabilidade
e/ou porosidade do meio poroso, o que nos conduziu a resolucao de problemas com forcas
capilares descontinuas, tornando assim necesséria a imposi¢ao de condicoes de interface nao-
lineares adequadas. Notamos que as condic¢oes de interface sdo bem resolvidas no método
de Galerkin descontinuo proposto, como mostram os resultados de simulagoes numéricas. A
reconstrucao da velocidade total e o uso das técnicas de média ponderada e média harmonica
foram essenciais para obter solucoes estaveis em meios heterogéneos e em problemas degene-
rados, sem necessidade de empregar limitantes. Notamos que a presenca de heterogeneidades
no meio poroso afeta diretamente a velocidade de escoamento do fluido, e dependendo do
problema a mesma pode variar significativamente com o tempo. Nestes casos é essencial o
uso do sistema acoplado pressdo-saturacao para modelar problemas de escoamento em meios
heterogéneos e assim captar com precisio os efeitos da variacao na velocidade total.

Estudamos numericamente a convergéncia do método DG proposto e apresentamos os er-
ros na norma L% e seminorma H'! e respectivas taxas de convergéncia obtidas para resolugao
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da equacao advecciao-difusiao nao-linear com dependéncia no tempo em dominio bidimensi-
onal e comparamos com as ordens de convergéncia tedricas obtidas por Dolejsf (2007). Para
0 caso em que a solugao exata é suficientemente regular, obtemos com o método DG ordens
de convergéncia 6timas de O(h**!) na norma L2 e O(h*) na seminorma H'. Para o caso
em que a solugdo perde regularidade (pertence ao espaco de Sobolev HA ,com 1 < f < %),

as ordens de convergéncia obtidas foram O(h?) na norma L? e O(h?) na seminorma H!,
Para dominios bidimensionais, efetuamos a validacdo do método numérico para a equagao
de Buckley-Leverett em meios porosos homogéneos, para os casos onde os efeitos capilares
nao sao despreziveis e onde desconsideramos os efeitos da pressao capilar e utilizamos um
campo de velocidades de tal forma que o escoamento fosse horizontal, o que nos permitiu
comparar os resultados com aqueles obtidos em dominio unidimensional e assim efetuar uma
primeira validacdao do método numérico em 2D.

Apresentamos uma anélise de convergéncia em dominio bidimensional para o problema
acoplado pressao-saturacio degenerado em meios homogéneos com reconstrucao de fluxos
no espaco RTy para um problema de escoamento horizontal. Notamos que para a pressio
obtemos boas aproximacées mesmo na malha mais grosseira, ja para a saturacdo foi necessa-
ria uma malha mais refinada para obter bons resultados. As oscilagoes em malhas grosseiras
presentes nas aproximagoes para a saturacio na frente do fluido, onde a solucio degenera,
foram reduzidas através de refinamento na malha espacial e com o aumento da ordem de
aproximacao polinomial. Ainda em meios homoggéneos, comparamos aproximacoes numéri-
cas obtidas com o método DG proposto para o problema five-spot com resultados numéricos
apresentados em Riviere (2004), para o caso em que as forcas capilares sdo consideradas.
Percebemos que os resultados sio bem semelhantes quanto a localizacao da frente do fluido
e comportamento fisico. A solucao do problema five-spot abordado possuia um choque bem
acentuado na frente do fluido e essa frente foi bem capturada pelo método numérico.

Através do exemplo de escoamento horizontal com uma interface perpendicular & direcio
do escoamento observamos que o método DG proposto manteve para este exemplo bidi-
mensional a estabilidade e precisdao apresentadas em dominio unidimensional. Porém para a
resolucao do problema five-spot heterogéneo, quando a interface apresentou geometria mais
complexa, houve necessidade da introdugado de termos de estabilizacdo adicionais para li-
dar com oscilagdes numéricas nas diregbes transversais ao fluxo. Os resultados numeéricos
apresentados para este problema ilustram vérias caracteristicas e os diferentes fenémenos
fisicos presentes em problemas de escoamento em meios porosos heterogéneos, como cami-
nhos preferenciais para escoamento, efeitos de succao, acimulo de éleo na interface, bruscas
variagoes no campo de velocidade e solugoes descontinuas. Apesar das dificuldades que este
exemplo apresenta para resolucio numeérica, o método proposto apds estabilizacao transver-
sal de primeira ordem reproduz de forma eficiente os efeitos fisicos envolvidos. A imposicao
das condigoes de interface é essencial para permitir que o método numérico capte esses
fendomenos fisicos envolvidos no processo de escoamento heterogéneo.

O cédigo desenvolvido deve ser otimizado do ponto de vista de custo computacional para
aplicar o método desenvolvido para problemas préticos de grande escala. Para atingir este
objetivo existem varias ferramentas que podem ser empregadas, como uso de malhas adap-
tativas, paralelizacao do cédigo, implementacao em linguagem mais eficiente, entre outras.
Em particular, antes da aplicagdo do método para resolucao de problemas de escoamento
bifdsico em meios heterogéneos de grande escala, é necesséario efetuar um estudo mais apro-
fundado relacionado & técnica de estabilizacao transversal empregada, possibilitando assim
escolher a mais eficiente.

Os resultados obtidos ilustram o potencial do método proposto em captar bem vérios
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fenomenos fisicos relevantes em problemas de escoamento bifdsico em meios porosos hete-
rogéneos, tais como campos de pressao e saturagao descontinuos resultantes de descontinui-
dades nas forcas capilares em interfaces formadas entre sedimentos com propriedades fisicas
diferentes. A qualidade das aproximag¢oes numéricas obtidas para problemas em meios ho-
mogéneos e heterogéneos mostra que o método desenvolvido tem potencial para ser usado
na resolucao de problemas reais da engenharia de reservatério de petréleo.

8.2 Trabalhos futuros

Os resultados obtidos com o esquema numeérico proposto mostram que o método é promis-
sor para resolver problemas reais de escoamento em meios heterogéneos. Porém permanecem
em aberto algumas questoes para serem abordadas em trabalhos futuros, dentre as quais
podemos citar:

e Fstudar técnicas para estabilizacao transversal e escolher a mais adequada para cada
tipo de problema;

e Analisar a aplicacdo do método proposto a problemas de escoamento em meios poro-
sos heterogéneos com forgas capilares descontinuas em reservatérios com geometrias
complexas;

e Implementar a formulacao proposta em uma linguagem computacional mais eficiente
com possivel paralelizacao do codigo;

e Desenvolver estratégias de adaptatividade de malha.



Apéndice A

Um Maior Detalhamento da
Implementacao

Neste Apéndice apresentamos alguns detalhes relacionados & implementagao do método
de Galerkin descontinuo, explicando melhor quais ferramentas foram utilizadas para obten-
¢ao dos resultados numéricos apresentados nos capitulos anteriores, como geracao de malhas,
construcao das fungées de base no espaco de aproximacao, escolha da quadratura de Gauss e
do método utilizado na resolucio do sistema nao-linear. O ambiente utilizado para a imple-
mentacao foi o MATLAB, que em geral tem um fator de eficiéncia menor quando comparado
com outras linguagens como Fortran ou C*+. Porém, oferece facilidades para implementa-
cao e modificagio de programas. A escolha pelo MATLAB para implementacao deve-se ao
fato do objetivo principal do trabalho ser o desenvolvimento e validagao do método numé-
rico proposto e verificagdo do seu potencial para resolver problemas reais de escoamento em
meios porosos heterogéneos com descontinuidades na permeabilidade e na pressio capilar.
J& para a resolugdo de problemas computacionais em larga escala que exigem um codigo
rapido e robusto, é necessario efetuar a implementacao do método em outro ambiente de
programagao usando uma linguagem mais eficiente, como por exemplo C*t+. Essa tarefa
permanece em aberto para trabalhos futuros.

O livro de Hesthaven e Warburton (2008) é certamente uma boa referéncia para obter
uma introdugao ao método de Galerkin descontinuo e acessar alguns detalhes sobre a im-
plementacao. Em parte seguimos este livro para a descri¢cao efetuada neste apéndice. Um
outro livro muito interessante é o livro de Gockenbach (2006) que aborda detalhes praticos
relacionados & implementacao de elementos finitos, como estrutura de dados e estratégias es-
pecificas a serem adotadas no cédigo. Inclui também alguns programas escritos em linguagem
de MATLAB nos quais sdo implementadas as idéias apresentadas. No quesito implementa-
cao no MATLAB, o artigo (Chen, 2008a) oferece informacdes importantes relacionadas ao
armazenamento de matrizes esparsas e operagoes matriciais com matrizes esparsas através
da vetorizacao.

Inicialmente na Segao A.1 apresentamos as fungoes de base utilizadas em dominio unidi-
mensional e bidimensional. Na Secao A.2 discutimos alguns detalhes relacionados & geragao
de malhas e formas de avaliar a qualidade da malha obtida. Em seguida, na Secao A.3 aborda-
mos a técnica de escolha adaptativa do passo no tempo empregada para obtencio de alguns
dos resultados numéricos em dominios bidimensionais. E por fim, apresentamos na Secao
A.4 uma discussao geral da resolucio numérica do problema acoplado pressio-saturacao.
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A.1 Espaco de aproximacao polinomial

Procuramos aproximacoes para a pressao P e a saturacao S no espaco de elementos finitos
descontinuo V}*. Generalizando, queremos encontrar uma representacio para a solucio u no
espaco V¥ de tal forma que

N, k

w(z,y) >~ up(z,y) Z up (z,y), em que uj(z,y) =Y a5 er(7,9), (A.1)
k=1

sendo u] (z,y) a representagao local no elemento T' € Tj, e ! é a funcdo de base local a ser
definida sendo um total de N, funcoes de base por elemento.

Em dominios unidimensionais consideramos como elemento mestre o intervalo unitario
T = [-1,1] e a aplicagdo afim Ay : T — T associada ao elemento T' = (z;, z:41) € T, é dada
por:

1

+r S

Ar(r) =z; + 5 hr, r €T, (A.2)
sendo que AT(T) = T. Como base para o espaco de polinénios ]P’k(T ) de ordem k usamos os
polinémios de Legendre de ordem n = 0,1... N, — 1 que podem ser obtidos pela férmula de
recorréncia
2n+1 ) n

a\T") —
n+1 v

Prta(r) = 7en-(r), n2 1, (A.3)

com
po(r) =1, sa(r) =2

Note que em dominio unidimensional a dimensao do espaco de polinénios ]P’k(f’) é Ny = k+1.
Os polindmios de Legendre possuem a propriedade de ortogonalidade:

1 2
/_1 ©m(z)pn(z)dx = 27'1,——!—15"”“ em que (A.4)
1, sem=mn,
Omn = { 0, sem#n, (A-5)

como consequéncia [, G(z)en(z)dz = 0, para todo polinémio ¢ de grau menor que n. Para
integracao numérica usamos a quadratura de Gauss de acordo com abordagem efetuada no
livro (Hesthaven ¢ Warburton, 2008).

Para a implementacao de Galerkin descontinuo em dominio bidimensional usamos malhas
formadas por tridngulos, desta forma o elemento mestre é dado por:

A

T =A{(r,s)/(r,s) > =1; r+s <0}, (A.6)

A~

ou seja, 0 elemento mestl T é formado pelo tridngulo que possui como vértices: v! =

(—1,-1), v* = (1, -1), v* = (=1,1). A aplicacdo afim desse elemento mestre 7" em qualquer
outro tridngulo 7" da malha é fe1ta, pela aplicacao A+ dada por:

r+s 1_|_7‘+1 2+S+1v3

Ar(r,s) = — 5 5V 5

(A7)

Agora em 2D, a dimensao do espaco de polindémios Pk(f") de ordem k é dada por N, =
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%(ls + 1)(k +2). A base ortogonal considerada no elemento mestre 7" é:

ou(r,s) = V2PV () PETO ) (1 — b, m=1,2,... N, (A.8)
em que,
147
=2 ~1, b= :
“ 1=s ’ % (A 9)
m=j+(N+1)i+1—%(i—l), (4,7) >0, i+ < k, (A.10)
(A.11)

sendo P{*#) o polinémio de Jacobi de ordem n dado pela férmula de recorréncia:

xIr = bn—l

PLD(z) — Il plafd gy, (A.12)

n—

PO a) =

an ‘'n

em que os coeficientes sao dados por:

. 2 n(n+a+p)(n+a)(n+ ) (A.13)
" Zmta+B\(2ntat+rB-D)2ntat+p+1)

OtQ—f))Q
by = — (A.14)

Cn+a+pB)2n+a+p+2)

Para o = 8 = 0 temos o polinémio de Legendre. Para iniciar a féormula de recorréncia
precisamos dos valores iniciais,

(a,3) B o [(a+ B8+ 2)
R™w) = \]2 e )T 1

@y — Lpam, | a+B8+3 N
APE) = GRS (o @-p), (a9

aqui I' ¢ a cldssica funcdo Gamma. Para integraciao numérica sobre triangulos usamos qua-
dratura Gaussiana baseada nos livros Solin (2006); Solin et al. (2004).

A.2 Geracao de malhas

Apresentamos nesta secao alguns detalhes relacionados geracao de malhas em dominios
unidimensionais e bidimensionais e formas de avaliar a qualidade da malha obtida. A geracao
de malhas exerce um papel importante na qualidade dos resultados numéricos obtidos. Para
uma solugdo suave a melhor precisdo numérica é alcancada com o uso de malhas uniformes.
Porém. a malha computacional dificilmente é uniforme em simulagoes para problemas em que
a solucao é singular e¢/ou a geometria do dominio é complexa. Para estes casos é necessario
ter fatores para avaliar a qualidade da malha com que estamos trabalhando e assim ter nocio
da influéncia da malha nas aproximacées numéricas obtidas.

Nos resultados numéricos unidimensionais apresentados nos Capitulos 4 e 5 utilizamos
malhas uniformes para discretizacio espacial do dominio ) = (xa.zp), de comprimento
L = |rg—=4|. Para isto, consideramos a particao uniforme 7T, = {Ti}lsigM com M elementos
e n6s F), = {; }r<icary1, em que os elementos sdo descritos por T; = (i, ;1) e o didmetro
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da malha é h = ﬁ

As simulagbes numéricas em 2D foram efetuadas em malhas triangulares. Para geracao
de malhas em dominios bidimensionais onde foi possivel a utilizacdo de malhas uniformes
usamos uma malha grosseira como malha inicial e apds aplicamos o método da biseccao uni-
forme descrito em Chen (2008a,b) sucessivas vezes, até obter a malha desejada. Ilustramos
na Fig. A.1 o elemento T ap6s um refinamento com o método da biseccao. Estes artigos
também apresentam informagoes importantes relacionadas ao armazenamento de matrizes
esparsas no MATLAB e suas operagoes, bem como o desenvolvimento de um eficiente cédigo
para a implementacao de elementos finitos. Ja para dominios mais irregulares ou com hete-
rogeneidades, usamos malhas nao-estruturadas geradas pelo software GMSH!. Esse gerador
de malhas 2D e 3D possibilita a visualizagao grafica da malha gerada e a criagao de arquivos
contendo a conectividade entre os nés da mesma (Geuzaine e Remacle, 2009). Para avaliar
a qualidade da malha obtida usamos alguns pardmetros que definimos a seguir.

Figura A.1: Elemento triangular apés refinamento usando método da bisecgao descrito em Chen
(2008a,b).

A.2.1 Qualidade da malha

A qualidade da malha pode ter consideravel impacto na qualidade da solucao e no tempo
necessario para obté-la. Esse aspecto torna-se ainda mais importante quando trabalhamos
com problemas mal condicionados, ndo-lineares, e/ou transientes. A qualidade da malha tem
efeito na solucdo pois as estimativas de erro em geral dependem de constantes relacionadas
com a malha em que a solucado é gerada, sendo que malhas de baixa qualidade podem
fornecer resultados que dependem mais da malha que do modelo numérico. Desta forma ter
um parametro para avaliar a qualidade da malha é muito 1til e nos fornece algum indicativo
de como a malha interfere na solucao obtida.

Consideramos um elemento T' € T), de baixa qualidade, se 0 mesmo possui pelo menos
uma das seguintes caracteristicas:

e Razao entre o diAmetro da maior e da menor face do elemento 7' é maior que 10;
e O menor angulo interno do elemento 7' é menor que 20 graus;
e O maior angulo interno do elemento 7' é maior que 120 graus.

Ou seja, devem ser evitadas malhas com elementos que possuam angulos muito grandes
ou muito pequenos. De maneira geral os dngulos muito grandes estao relacionados com o
erro da aproximacao de elementos finitos e os angulos pequenos podem ter efeito negativo
no numero de condicionamento da matriz associada ao problema. Além disso, quando as

ttp://geuz.org/gmsh/
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faces de um elemento passam a ter comprimentos muito diferentes, a precisao dos resultados
diminui drasticamente (Fleischmann, 2000).

Existem diversas formas de avaliar a qualidade de cada elemento individualmente e de
como quantificar esses valores na malha. Um fator sugerido no livro de Gockenbach (2006),
que pode ser usado nesta avaliacio é:

a1 (T) = inse _ (hpy + hpy — hi ) (hpy + by, — he,)(hp + hp, — hpa)7 (A.17)
Tcire hF‘l hpz hF;;

onde 7,5, é 0 raio do circulo incrito, 7. é 0 raio do circulo circunscrito e hi, ke, hp, sdo
os didmetros das trés arestas do elemento 7. O fator 2 foi incluido para que um tridngulo
equilatero (elemento ideal) tenha medida de qualidade ¢; = 1. Um segundo parametro para
um elemento triangular 7" é a medida do seu menor angulo, dividido por 7/3:

min(ay, as, d:
oT) = PO (A18)

onde dy, dy, @3 sdo os angulos internos do triangulo 7. Uma outra estimativa que também

avalia a qualidade de cada elemento em relacao ao tridngulo equildtero é usada por Rypl
(1998):

Ar
/12F1 + h%Q + /1%3 ’

g3(T) = 4V/3 (A.19)

onde As representa a drea do tridngulo 7. O coeficiente 4v/3 normaliza a estimativa de
qualidade em relagdo ao tridngulo equilatero.

Para ilustrar a qualidade da malha T, calculamos as quantidades ¢; acima definidas para
todos os elementos da malha e analisamos o valor de qualidade minimo e médio:

¢ = min{q(T): T € T,,}, (A.20)
1

G = — a(T), (4.21)
M ;=

onde A é o nimero total de elementos da malha. O valor médio ¢; representa o melhor
indicador para avaliar a qualidade da malha, cujo valor deve ser o mais préximo possivel de
1.

A.3 Escolha adaptativa do passo no tempo

Considere o seguinte problema a resolver:

ou
o = Flw), (A.22)

onde F representa a discretizacao espacial de Galerkin descontinuo descrita na formulagao
(3.17). Para a discretizacio temporal usamos o método de Euler implicito, com variacao do
passo no tempo At:

um—i—l — ™ e AtF(Um+l), (A23)
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- O método de Euler implicito é incondicionalmente estavel, mas na pratica existe uma restri-
¢ao no tamanho do passo maximo devido a nao-convergéncia do método usado para resolver
o problema nao-linear ou simplesmente devido ao tamanho do erro temporal. A maior parte
dos resultados numéricos apresentados nos capitulos anteriores foram obtidos com a escolha
de passos uniformes no tempo de tal forma que o método de Newton ou método de Newton
modificado nao fagam muitas iteragoes e mantenham a ordem de convergéncia. Porém nos
testes bidimensionais tornou-se necessaria a utilizagao de técnicas para controlar o tamanho
do passo de maneira automatizada.

A evolucao dos métodos numéricos para classes mais complexas de problemas acoplados e
de transporte aumentou a necessidade da adogao de técnicas adaptativas de escolha do passo
no tempo eficientes que garantam estabilidade e precisao na obtencao de solugoes transien-
tes. Técnicas adaptativas para automatizar a selecao do passo no tempo provavelmente sao
importantes para aumentar a eficiéncia de um dado método de integracao. Em cédigos que
utilizam passo adaptativo, ou seja, efetuam a integracdo temporal com tamanho de passo
varidvel, basta definir a tolerdncia e o c6digo automaticamente ajusta At a variacao local
da solucao calculada para alcancar um certo critério no erro local. Essa aproximacao leva
a menores (maiores) At em regides com grandes (pequenas) variagoes e resultados precisos
a um custo computacional eficiente. Estratégias de passo adaptativo geralmente baseiam-se
na aproximacao do erro local de truncamento ou apenas em consideracoes heuristicas. O
objetivo da escolha do passo no tempo adaptativo € minimizar o esforco computacional para
construir a solucao aproximada de um dado problema dentro de uma precisao desejada.

A seguir descrevo a técnica utilizada para implementar a escolha do passo adaptativo,
baseada no artigo de Valli et al. (2005) e no livro de Kuzmin et al. (2005). Nessa técnica os
autores apresentam um controle para aproximar a escolha do passo adaptativo usando o con-
ceito de controle proporcional-integral-diferencial (proportional-integral-derivative control-
(PID) control) que controla a precisao e a taxa de convergéncia de sucessivas iteragoes do
método nao-linear. O passo no tempo é limitado pela variacdo da solucao de interesse, com
base no erro local de truncamento e na taxa de convergéncia de sucessivas aproximacoes.

Gustafsson (1994) mostrou que a selecdo do tamanho do passo no tempo pode ser vista
como um problema de controle automatico com um controle PID definido como:

NE» (Tol\ 57 2 Kp
Atm—i—l = (em 1) ’ <_0—> em——l Atm, (A24)

€m EmEm—2

e”’l.

onde Tol é a tolerancia, e,, é a medida da variacao da solugdao u no instante de tempo t™,
Aty = t"H —t™ e K, K; e Kp sao parametros PID. A estimativa da variagao da solugao
¢ comparada com a precisao especificada e o resultado é usado para calcular o novo passo
no tempo. O controle do passo tenta selecionar o tamanho do passo tal que e, torne-se tao
proximo quanto possivel da tolerdncia de entrada, Tol, ao longo de uma curva suave.

A escolha do tamanho do passo nao afeta somente o erro, mas também a taxa de conver-
géncia do processo iterativo em problemas nao-lineares. Desta forma, o critério de selecao
do passo no tempo nao pode ser desenvolvido sem levar em consideracao a convergéncia do
método iterativo. Os autores Gustafsson e Soderling (1997) introduziram um modelo para
controlar o tamanho do passo no tempo que relaciona a taxa de convergéncia do método
iterativo com o tamanho do passo. Logo o tamanho do passo deve ser escolhido como:

Atpsr = LA, (A.25)

c

onde oy, € a taxa de convergéncia referéncia e o, é a estimativa da taxa de convergéncia
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efetiva. A insercdo desse controlador tentard manter a taxa de convergéncia do método
iterativo o mais préximo possivel do valor referéncia, que em geral é considerado 0.2 < ae; <
0.4. A estimativa da taxa de convergéncia é calculada usando trés iteracoes consecutivas do
método iterativo, 1;_y, u;_1, u;, como segue:

”Uz - u,_lll

N ||u1_1 — 'LL[_QH )

(A.26)

c

Para manter eficiéncia da técnica de passo adaptativo é necessario ajustar a escolha do passo
levando em consideragdo a convergéncia do método iterativo (A.25) com a estimativa do
tamanho do passo dada em (A.24). No algoritmo para controle do passo no tempo proposto
por Valli et al. (2005) o passo no tempo é escolhido como segue:

At = min(At,, At,), (A.27)
onde,
aTC
At, = acf At prey, (A.28)
Kp s 1K1 2 Kp
Atr _ (6771—1> P (_) (e'”—_l) Atprev; (A29)
€m Em EmCm—2
sendo,
wm — um,—l
Ep = (—) /Tol. (A.30)
,U’"L

Aqui, Aty € 0 passo no tempo anterior, Tol é a tolerancia exigida que corresponde a
variagao da solucao. Os pardmetros PID sao considerados de acordo com o artigo, ou seja,
K, = 0.075, K; = 0.175 ¢ Kp = 0.01. A implementacgao dessa técnica segue o seguinte
raciocinio: O passo no tempo é estimado e a solucdo é calculada. Calcula-se entio uma
estimativa do erro e,, dessa solugao, que é usada para aceitar ou rejeitar a solugao. Se esse
erro € maior do que 1, a solugio é rejeitada e recalculamos a solugdo com um novo passo no
tempo baseado na magnitude do erro relativo, ou seja,

(max(r * Atp'r(:v: Tmin * Atprcv))z

At =
Atprmr

onder = L. Seoerroé aceitdvel, ou seja, e,, < 1, 0 novo passo no tempo é calculado usando
m

(A.27) e efetuamos a préxima integracio no tempo. Para evitar grandes crescimentos ou

decréscimos do passo no tempo, sao introduzidos fatores de crescimento maximo e minimo,

Tmaz € Tmin, T€Spectivamente.

A.4  Resolugdo numérica do problema acoplado pressio-
saturacao

Como ja mencionado anteriormente, o método DG (3.15) associado a equacao da pressao
global P ¢ linear, ji o método DG (3.17) associado a equagao para a saturacao S, é nao-
linear. Entao para resolver a equacao (3.15) é necessério efetuar a montagem da matriz Ay e
do lado direito b, associados a discretizacio e em seguida resolver o sistema linear A,P =1b,.
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Notamos que a matriz A, associada ao método € uma matriz esparsa, ou seja, € uma matriz
NxN, N = N,M, consistindo em N? entradas, sendo que apenas cN sdo entradas nao nulas,
onde ¢ é uma constante pequena.

Para armazenar essa matriz utilizamos a estrutura esparsa do MATLAB para tomar
vantagem dessa esparsidade da matriz, tornando assim a simulagdo numérica mais rapida
e eficiente. A idéia da estrutura esparsa é armazenar as entradas nao nulas da matriz em
um tnico vetor e sdo necessarios mais dois vetores para armazenar a localizacdao de cada
entrada. Porém, acessar e manipular elemento por elemento na estrutura de matriz esparsa
requer tempo para encontrar a localizacao e a entrada nao nula, podendo aumentar signi-
ficativamente o tempo computacional, interferindo na performance. Logo essa manipulagao
elemento por elemento deve ser evitada. Para manipular essas matrizes esparsas utilizamos
as técnicas introduzidas e discutidas por (Chen, 2008a).

Na resolucao da equagdo (3.17) é necessaria a aplicagdo do método de Newton para
resolver o sistema nao-linear em cada instante t™:

F(a™) = 0, (A.31)

onde @™ = {af }1<k<n,, 1<7<rr- Notamos que a matriz obtida no jacobiano (J;) do método
de Newton também é esparsa, e para armazenamento utilizamos o pacote de matriz esparsa
do MATLAB como descrito acima. Para reduzir o custo computacional com o método de
Newton em cada passo no tempo, optamos pela utilizacao do método de Newton modificado
(Kelley, 2003). No método de Newton modificado atualizamos o Jacobiano somente a cada ¢
iteracoes. Calculamos a cada atualizagdo do Jacobiano a fatoracao LU para a matriz esparsa
Js através do comando [L, U, P, Q] = lu(Js) e armazenamos as matrizes esparsas L, U, P, Q
para serem usadas posteriormente nas iteracoes em que o Jacobiano é mantido fixo. As
matrizes P e () sdo as matrizes de permutacao para linhas e colunas, respectivamente. Esse
comando no MATLAB é especifico para obter a fatoragdo LU com pivotamento para matrizes
esparsas, e as matrizes de permutacao P e () sao selecionadas de tal forma que a esparsidade
nos fatores LU seja otimizada.

Para resolucao do sistema linear, para ambas pressao e saturacao, utilizamos a resolugao
por métodos diretos do MATLAB, que resolvem o sistema com matriz esparsa de maneira
otimizada. Foram efetuados alguns testes da resolucao desse mesmo sistema linear utilizando
métodos iterativos implementados no MATLAB, como o método de gradientes conjugados
precondicionado - PCG com precondicionamento dado pela fatoragdo de Cholesky incom-
pleta, mas a resolucao direta manteve menor tempo computacional nas resolucoes testadas.
Para trabalhos em grande escala seria interessante efetuar um estudo mais aprofundado para
melhorar o tempo computacional gasto com a resolugao do sistema linear.

Conforme ja mencionado na Secao A.2, utilizamos o GMSH para gerar malhas nao-
estruturadas para dominios mais irregulares e/ou com heterogeneidades. Os gréficos apre-
sentados nas simulagoes em dominio unidimensional foram gerados no préoprio MATLAB.
Ja a visualizagao dos resultados em dominio bidimensional foi obtida através do software
TECPLOT, poderosa ferramenta para gerar graficos XY, 2D e 3D.

De maneira geral o método de Galerkin descontinuo oferece diversas vantagens tais como
permite trabalhar com geometrias complexas, malhas nao-estruturadas, alta ordem de apro-
ximacao polinomial, possui propriedades de conservagao local de massa, as matrizes as-
sociadas a discretizacao pelo método DG sao esparsas, o método é eficiente para resolver
problemas temporais e nao-lineares. Uma das dificuldades do método é o alto custo com-
putacional devido a alta dimensdao do espago V;* comparada com os métodos conformes
de elementos finitos classicos. Porém este custo computacional pode ser aceitavel em ca-
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sos de desenvolvimento de métodos para problemas com solucoes descontinuas, pois uma
implementacdo fraca de condicdes nas interfaces entre elementos permite evitar oscilacoes
nao-fisicas na vizinhanca de singularidades da solucao.
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Apéndice B

Reconstrucao de Fluxos no Espaco
RTo(7,)

O objetivo deste apéndice é explicitar mais detalhes relacionados a reconstrucao da ve-
locidade total no espaco de Raviart-Thomas-Nédélec RT((7),) em dominios bidimensionais.
Para isto reescrevemos as equacgoes dadas na Secao 3.3 que prescrevem localmente em cada
elemento da malha 7" € 7), os graus de liberdade locais de u"“. Para todo F' € J), e
Vq € Py(F),

L ne)a= [ (<ne (MSDKVA Y+ 97 (7] g (B.1)
e para todo T' € Ty, Yw € [P_1(T)]¢

[t w=— [ NSHEVR w9 3 [ wnmme- (WSHEOIET] (B2)
T Fear

Segundo Cochez-Dhondt e Nicaise (2008), na fronteira 02 a equacido B.1 pode ser reescrita
como:

/F(u;;“ p)q:/p<— ANSHEVPMH 4l - IF (prt1 _ PD)) ¢, se FeFP, (B.3)
/1;(15;?1 np)q = /r Png, se I € F}

As dimensoes dos espacos RT(T'), Pr(T') e P,.(9T), para T € T, é dada por (Brezzi e Fortin
1991):

: B I+ 1) +3), para d = 2,
dim (RT(T)) = { L1+ )+ 2)(1+4), parad=3 (B)
(1) (62 s
. ek para d = 2,
dim(P(T)) = { (L+l)(k+2)(k+3)‘ para d = 3, (B.5)
dim(P,(9T)) = { 3(k+1), para tridngulos com k > 1, (B.6)

Logo g € RT(T") pode ser escrito como ¢ = go+ xpy., com gy € [Pr(T)]¢ e px € Pi(T). Ainda
em Brezzi e Fortin (1991) sdo dadas as seguintes proposicoes:

125
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Proposicao B.1 Para qualquer elemento n—simplice T, temos para todo q € RT(T):

{ o i hson, (B:7)
Além disso, o operador divergente é sobrejetor de RT(T) sobre Py(T).
Proposi¢ao B.2 Para k > 0, e Vg € RT(T), as sequintes relagées garantem q = 0:
/ q-nppds =0, Vp, € P(0T),
or (B.8)

/Tq -pr—1dz =0, Vpe_1 € [Pr_o(T)]%

Agora passaremos a tratar especificamente da reconstrucao da velocidade total no espago
de Raviart-Thomas-Nédélec de mais baixa ordem, RT(7}), e para isso tomaremos como
base o artigo de Bahriawati e Carstensen (2005), onde RT(7T},) é definido por,

RTo(T,) = {up € LX(T): VT €Ty, 3a € R?, 3 € R,Vz € T, up(z) = a + bz

_ (B.9)
e VF € F}, [un]r - np = 0}.
A continuidade das componentes normais nas fronteiras refletem a conformidade RTy(7},) C
H(div, Q). Neste espago teremos somente as equagoes dadas em (B.1) para definir os graus
de liberdade. As fungoes de base de RT(7}) orientadas por arestas {i;};-1.n7, onde NT é
o numero total de faces, para o espago RT(7},) sdo definidas a seguir.

Definigao B.3 (Definicao local de vr) Sejam Fy, Fy, F3 faces do triagngulo T opostas aos
vértices Py, Py, P3. respectivamente (ver Fig. B.1b) e seja np, a normal unitdria da face Fj

com orientagao global fiza (ver Fig. B.1a) e v; o vetor normal unitdario exterior de T' ao
longo de F}. Defina

|55

Y (x) = b

(x — F;), para j=1,2,3, ex €T, (B.10)

onde 0; = v; - np, é +1 se np, aponta exterior ao elemento e —1 caso contrdrio; |Fj| =
comprimento de F; e |T| € a drea do elemento T':

2|T| = det(P, — Py, Py — P;) = det ( 1? 1;2 1;3 ) : (B.11)

Definicao B.4 (Notagio para elementos que compartilham uma aresta) Seja Ty = conv{FN
{P+}} para o vértice Py oposto a face F' de Ty talque a aresta F = conv{A, B}, orientada
de A para B. A normal ngi aponta exterior a T_ apontando para o interior de Ty. Se F' €
uma aresta exterior, entdo v = np € a normal exterior e F C 0T .

Definigao B.5 (Definicao global de r) Dada uma aresta F € Fy, ezistem dois elementos
T, eT_ em T, com FF= 09T, NIT_ ou exatamente um elemento T em T;, com F C 0T_.
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Ps

P B

4

T+ F2 Fl

Figura B.1: (a)Dois triangulos vizinhos T+ e T que compartilham a mesma face F = 0T YUIT
que inicia mo né A e termina nmo né B e possui normal unitdria ng. (b) Tridgngulo T =
conv{ Py, Py, P3} com wvértice Py, Py, Py (ordenados mo sentido anti-hordrio) e com faces opostas
Fy = conv{ Py, P3}, Fy = conv{P}, P3}, F5 = conv{P1, P2} de comprimento |F}|, |Fy|, | 3], respec-
tivamente, sendo que v1,vs, v3 sGo as normais exteriores de cada aresta.

Entio se Ty = conv{F U {P.}} para o vértice Py oposto de F' de Ty, seja

[F] _ .
'pr(l") — :FQITil(:L‘ P:t): para x € 7:‘:!:'1 (B.12)
0, Caso contrdrio.
—QE%JFI(:L —Py), para z€T,,
= 2:—711—'(.7: —-P.), para x€T_, (B.13)
0. Caso contrdrio.
Lema B.6 As scguintes afirmacées sio vdlidas:
(a)
_ ) 0, aolongo de (UF)\ F,
¥ nyp = { 1, ao longo de F; (B.14)
(b) ¥r € H(div, Q);
(¢) (r: F €3Fy) é uma base de RTo(T);
(d)
BLik bre T
Vb = T2 s00me L, B.15
Vi { 0, Caso contrdrio. ( )
A demonstragio desse Lema pode ser encontrada em Bahriawati ¢ Carstensen (2005).
Agora queremos representar u} ! (x,y) na base {#;},j =1,2,...,NT, onde NT repre-

senta o nimero total de faces da malha. Logo, queremos encontrar {ﬁj }J’=1: ~nr tal que

NT
up ™+ (x, y) = Z U;1);, (B.16)

J=1
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Para todo F' € ), e Vq € P)(F),

/F (@ - np)q = /F (—np-{/\(S,’,f)I{VP’+1}w+7p [[P;}“) g (B.17)

Para cada F; € F), e para todo ¢ € Po(F;) temos

e I R R

Logo
NT .
P e N R S A

) q, (B.18)

o [[P’"“]]) ., (B.19)

Temos pelo item (a) do Lema B.6 que v; - ng, = 0 sobre as faces F; # F; e para F; = F},
(i -np,) = 1, logo:

/ g = / ( ng - {A(S" )KVPT“}“M, [[P +1]]) q, (B.20)

Desta forma, temos NT equacoes e NT incognitas, sendo que a matriz associada ao sistema
formado é uma matriz diagonal o que implica em baixo custo computacional para efetuar a
reconstrucao de fluxos no espago RTo(T3,).
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