
Método de Galerkin descontínuo aplicado 

a problemas de escoamento em meios 

porosos heterogêneos com forças 

capilares descontínuas 

Luciane Inês Assmann Schuh 

TESE APRESENTADA 
AO 

I NSTITUTO DE 1\1.lATEMÁTICA E ESTATÍSTICA 
DA 

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO 
PARA 

OBTENÇÃO DO TÍTULO 
DE 

DOUTOR EM CIÊNCIAS 

Progra1na: lVIatemática Aplicada 

Orientador: Prof. Dr. Saulo Rabello J\/Iaciel de Barros 

Coorientador: Prof. Dr. lgor J\/Iozolevski 

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxílio financeiro do CNPq 

São Paulo, fevereiro de 2011 



]\Clétodo de Galerkin descontínuo aplicado
a problemas de escoamento em meios

porosos heterogéneos com forças
capilares descontínuas

Este exemplar coiiesponde à vedação fi-

nal da tese devidamente coiiigida e defen-

dida poi Luciane Inês Assmann Sclluh

e aprovada pela Clomissão Julgadora.

Comissão Julgadora

e Pi'of. Dr. Saulo Rabello À,laciel de Barros

e Pi'of. Dr. lgol' iX/lozolevski

e Pi'ofa. Dra. À/largarete Oliveii'a Domingues

e Pi'of. Dr. Abimael Ferilando Dout'ado Loula

8 Pi'of. Dr. Dali Mai'cllesin

(IME-USP)

(UFSC)

(INPE)

(LNEC)

(EMPA)



-A-gradeamentos

A minlla família e em especial a meus Pais, Roque e Gene Assmann, pelos ensinamentos

princípios transmitidos. Também pelo carinho e afeto tão importantes nesta jornada.

A meu esposo e conipanlleiio, Manto Sclluh, pelo apoio e incentivo dados para concretizar
esse sonho. Pelo amor, carinllo, allaizade e conlpieensão.

Aos orientadores, Saulo R. M. Baços e lgol Mozolevski, pelos ensinamentos, sugestões, con-
selhos e pela confiança en] mim depositada.

Aos colegas e amigos, que conta'ibuiiam com sua amizade e com os quais compartilhem bons
momentos.

Aos membros da banca exanlinadota da defesa pela participação e pelas valiosas contribui-
çoes

Nlanifesto também a minha gratidão a todos os professores que de uma forma ou outra
coiltibuiranl para minha folnaação científica.
Ao CNPq pelo suporte financeiro.



Resumo

A presença de lleterogeneida(les tem influência significativa no processo de escoamento

bifásico em meios porosos. Em particular, em ieservatóiios de petróleo, geralmente provocam

a redução da taxa de recuperação de petróleo, pois o óleo tende a ficar acumulado nas

interfaces formadas entre dois tipos de sedimentos cona propriedades físicas diferentes. Estas

bruscas variações nas propriedades do meio poroso levam-n ao aparecimento de forças capilares

descontínuas, que por sua vez gelam uma condição não-linear pa.ra pressão e saturação nas

interfaces, toinaildo necessária a imposição desta condição na modelagem numérica deste

tipo de problema. Como consequência dessas descontinuidades, a pressão global e a saturação

podem apresentar fortes gradientes ou até serem descontínuas na interface, complicando

significativamente a resolução dos respectivos modelos numéricos, que geralmente envolvem

um sistema acoplado de equações diferenciais parciais não-lineares para pressão e saturação.

Neste trabalho introduzia)los uma formulação do método de Galerkin descontínuo para

resolver problemas de escoamento bifásico, imiscível e inconlpressível em meios porosos he

teiogêneos com forças capilares descontínuas. O ploblenla acoplado ptessãa-saturação é re-

solvido sequencialmente, utilizando as técnicas de média ponderada e média harmónica pata

lidam adequadas)ente com as heterogeneidades do llleio poroso e com problemas degenel'a-

dos. A equação para pressão é disco'etizada através de unia follnulação simétrica do método

de Galerkin descontínuo. Na equação para a saturação usamos o método de Euler implícito
pala discletização temporal, método de Galetkin descontínuo simétrico com médias pon-
deradas pala a aproximação do termo difusivo degenerado e fluxo numérico de Godunov

para o termo advectivo não-linear. Recuperamos a velocidade total do sistema através da

recontrução de fluxos no espaço de elementos filtitos de Raviart-Thomas-Nédélec. Impomos

fracas)ente as colldições de interface não-lineares poi meio de um tratamelato adequado dos

teinlos de pellalização que envolvem os saltos para pressão e saturação entre elementos.

O lllétodo proposto é utilizado pala modelar problemas de escoamento en] meios poro-

sos hoillogêneos e heteiogêneos em domínios unidimeilsionais e bidimensionais. O esquellla

ntmlérico é validado pala problemas em meios holnogêneos e pala pioblenias cona forças
capilares descontínuas, cuja solução exala é conllecida na liteiatuia. São apresentados resul-

tados numéricos para problemas reais de escoamento em que o método fornece aproximações

precisas e estáveis, ilustrando seu potencial para resolução deste tipo de problemas.

Palavras-chave: método de elemelil,os finitos, Galerkiii descontínuo, escoanielito bifásico,

n-feios porosos lleterogêneos: condição de interface, leconstlução de fluxos, média ponderada.
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Abstract

The presence of heterogeneities has significant influente on two-pllase flor, in poious
media. In particular, in secondary oil recovery probleins, it genelally causes a teduction in
the recovery rate, because the oil tends to accumulate at the interface formed between two

types of secliments with difTerent physical properties. These abrupt cllallges in properties

of porous media lead to the appearance of discontinuous capillary foices, which in turn
geneiate a nonlinear condition for pressul'e and saturation at tlae interfaces that has to be

imposed in the numerical models of such pioblem. As a consequence of the porous media

heterogeneities, the global pressure and saturatioli may exhibit strong giadients or even
be discontinuous at the interface, significaiitly cotnplicating the nunierical solution of such

problems, whicll envolve a coupled systenl of nonlinear paitial differential equations for
pressure and satuiation.

In this work we introduce a formulatiola of the discontinuous Galerkin metllod to deal
with immiscible, incompiessib]e, two-phase f]ows in ]ieterogeneous porous media witll dis-

continuous capillary formes. The coupled plessule-saturation pioblem is solved sequentially,

using weigllted averages and harmonic mean techniques to cope appropriately with the hete-

roget)eities in tule porous media and with degelieiate problems. Foi the pressuie equation we

use a standard discontinuous Galerkin method in symmetric fotmulation. In the satuiation

equation, a backwaid Euler method is el)lployed for time discretization, combined with a

symmetric discontinuous Galerkin nletllod with weigllted avelages foi- tlle approximation
of tule degenerate diftusion term, and Godunov nunaerícal flux foi the nonlineai advective

term. The total velocity of the system is recovered thiough the flux reconstiuction in the

Raviart-Tholnas-Nédélec filiite elenlent space. The tlollliiiear interface coilditioils a.ie inipo-
sed weakly, using an adequate treatment of the penalty terms that envolve the inteielenlent
jun tps in piessute and satulation.

The proposed lnethod is ltsed in the numerical siniulation of two phase flow problema

in hoinogeneous and lleteiogeneous porous media ol] one-dimensional and two-dilnensional

domains. The numerical method is validated for particular problems in homogeneous media

and for ploblenls witll discontinuous capillary foices, witll exact analytical solutions aie

known. Numerical results for realistic two-phase problems in heterogetleous poious media

are presented. The method providos accuiate and stable approxilnations, theieby illustrating
its potencial in tlle solution of this type of pi'oblems.

Keywords: fliJite eles)elit nethods, discos)tiituous Galerkill, two-phase flows, heferogeneous

poious media, interface condition, flux reconstiuction, weighted aveiages.
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lllétodo DG (3.15), (3.17) bidimensional pala a pressão global P usando ordem
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Capítulo l

Introdução

O escoalllento de fluidos ein meios porosos é assunto de interesse em várias áreas cle

aplicação como engenllaria de reservatório de petróleo, engenharia química, hidrologia, en-
tre outras. Devido à complexidade, é praticamente impossível encontrar soluções analíticas
para problemas de escoamento gerais, o que torna necessário o uso de métodos l)uméricos

acurados. A utilização de simulações numéricas em meios porosos, como na engenharia de
petróleo contribui na compreensão do processo de escoamento físico e químico envolvido, per-
mitindo otimizai o processo de recuperação de hidrocarbonetos. Obter aproximações precisas
para problemas de escoamento reais constitui uma tarefa difícil e desafiadora, pois é pra-
ticamente impossível conllecer completamente as características do reservatório. E mesmo
tendo conhecimento completo do reservatório, efetuai simulações nun)éticas usando todas as
informações denlãndaria um alto custo computaciollal. De outro lado, simulações numéricas
aplicadas a esse tipo de problema requerem a solução de equações transientes não-linear-es

de difusão e advecção-difusão degeneradas. Uma das dificuldades encontradas na resolução
desses problemas deve-se ao fato da solução perder regularidade, pois os termos difusivo e
advectivo são nãc-lineares e além disso o termo difusivo degenera em partes do meio poroso.

Na prática, a estrutura geológica do subsolo é altamente heterogênea e pode contei
diferentes tipos de rocllas, imperfeições, canais e futuras. Os efeitos capilares e bruscas mu-
danças nas propriedades das rochas em un] reservatório de petróleo, tais como polosidade
e permeabilidade, levam a forças capilares descontínuas, o que pode provocar redução na
taxa de recuperação do petróleo, podendo até causal acúmulo de óleo (o{/ [rczppjng) na inter-
face formada entre dois tipos de sedimentos (ver Bel'tsch et aZ. (2003); Duijn el aJ. (1995);
Eisland ef a/. (1998)). Nesta interface, a pressão capilar pel'marlece contínua; se usamos mo-
delos de pressão capilar em que a pressão de entrada é zero, como o modelo de Vaia Genucllten
(1980), e pode ser descontínua em modelos em que a pressão de entrada é positiva, como no
modelo de Biooks e Coiey (1964). No modelo de Brooks-Corey a pressão capilar permanece
contínua na interface se a. fase não-molhante (óleo) está presente em ambos os lados da
interface. Quando a fase nãc-molhante é ausente de um lado da interface e as pressões de
entrada no modelo para as loiças capilares são direi'elites, a saturação necessita alcançam u]]]
certo valor na interface para atingir pressão capilar igual ou superior à pressão de entrada
pala cruzar a interface. Neste caso a pressão capilar pode ser descontínua na interface. Para
tais tipos de problemas, é essencial o desenvolvimento de l-métodos ntmléiicos que lidem de
maneira adequada com modelos de pressão capilar que podem apresentar descontinuidades
pala escoamentos multifásicos em meios porosos heteiogêneos.

O sistema das equações que goveinanl o escoamento bifásico, imiscível e incompl'es-
sível em meios porosos heterogêneos não-defoimáveis pode sei deduzido a uma equação
elíptica tipo Darcy pala a pressão global e uma equação parabólica nãa-linear degenerada

l



2 INTRODUÇÃO 1.0

para a saturação, sendo que o acoplamento entre estas equações ocorre através da vel(x
cidade total. R/leis detalhes sobre as equações e os princípios físicos que modelam o esc(>
anlento en] laleios porosos podem ser encontrados em Aziz e Seu.ari(1979); Bear (1978);
Chavent e JaRié (1978)l Chen et a.Z. (2006)l Dake (1978)l Helnlig (1997). Em geral a equa-
ção não-liílear pala a saturação tem advecção dominante, o que pode gerar problemas na
convergência do método numérico empregado, toinalldo necessária unia atenção maioi com
a discretização utilizada. Resolver numericamente leis de conservação não-lineares, proble-
mas de advecção-dihtsão e problemas de escoamento requer a aplicação de métodos precisos,
robustos e eficientes que lidem adequadamente com o aparecimento de várias dificuldades,
como capturar precisamente e resolvem problemas de camada limite, fornaação de choques e
descontinuidadeslia solução.

Frequentemente a resolução destas equações é feita de maneira sequencial, ou seja, ein
cada passo [io tempo primeiran[ente é resolvida a equação pala a pressão, en] seguida a
velocidade total é obtida a partir do gradiente de pressão e pol íim a velocidade total é
usada na equação da saturação. Essa aproximação sequencial reduz as não-lineaiidades do
sistema acoplado pressa(>saturação, e o uso da pressão global ao invés da pressão da fase
molhante permite trabalhar com um sistema fracamente acoplado. Uma das maiores difi-
culdades eJlcontradas na resolução de problei-nas de escoamento em meios heterogêneos está
em encontrar un] tratamento adequado para a condição de interface não-linear, resultante
de processos físicos na interface formada entre dois subdomínios cona rochas de propriedades
diferentes. A imposição desta condição de inteiface leão-linear deve ser feita pala pressão e
saturação, e ambas, pressão e saturação, podem apresentei fortes gradientes ou saltos não
nulos na interface (ver Beit.scll et a/. (2003); Duijn et aZ. (1995); Enclléry e{ aZ. (2006)).

Em Cha.vf'jlt: e Ja.fTré (1978); Chen (2001 , 2002); Sclnoll e Tveito (1997) podem ser encon-
trados resultados de existência, unicidade e regularidade de solução pala o problema de esco-
amento bifásico e inconipressível. Nos últimos anos, um crescente número de pesquisadores
vem dedicando atenção à resolução de problemas de escoaillento bifásico en] meios heterogê-
neos. Adultas técnicas de discretização foialll analisadas e aplicadas para resolvem' problemas
de escoamento em ambos os casos não-degenerados e degenerados. Dentre esses métodos nu-
méricos podemos citar: o método de diferenças finitas (Aziz e Seu.ari, 1979; Dotiglas, 1983;
Peaceman, 1 977), que pode apresentei perda de estabilidade em malhas não-estruturadas e
exige um tratamento adequado quando as propriedades do meio são descontínuasl o método
de volumes finitos (Eylnaid et aZ., 2000, 2003; Xlichel, 2003), que é um i)método de baixa or-
deml e o mét.odo de elementos finitos mistos (Afia e Amaziane, 2003; Chavent e Jaffré, 1978;

Cl[en e ExÃ'ing, 2001 l Ohlbeiger, 1997), que evita dificuldades apresentadas cona a utilização
do método de elementos finitos clássicos en] algumas aplicações. A existência e unicidade
de solução fraca pala o sistema acoplado pressão-saturação com condições de interface ge-
rais foiana analisadas por Alliaziane et a/. (1996)l Beitscli et aZ. (2003); Bout'geat e Hidani
(1995) usando técnicas de homogenização. Enl Clancàs (2010, 2008); Cancàs el a/. (2009)

foi coilsicleracla unia condição de interface mais geral e introduzi(ta tuna covil definição de
solução fraca para ta.is problemas de interface. Tambélll foram demonstl-idas existência e
unicidade da solução fraca.

Um método que vem ganha.ndo destaque nesta área é o método de Galeikin descontínuo
(Z){scont n lotas GalerkÍzz DG), e sua aplicação na resolução de pioblellaas de escoamento
tem se t,ornado cada vez maior devido às vantagens do método, dentre tls quais podemos
destacar a propriedade de conservação local de massa, flexibilidade com o uso de malhas
não-está'ut\iradas, habilidade para lidam com geometrias complicadas e vários tipos de con-
dições de fronteira. O método é altamente paralelizável, admite fácil implementação de alta
ordem de aproximação polinomiall a robustez do n)étodo permite lidar com equações que
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possuem coeficientes e/ou soluções descontínuas e estabilidade na resolução de problemas
não-lineares. Em geral, os métodos numéricos que utilizam espaços de aproximação des-
contínuos apresentam pouca ou quase nenhuma difusão numérica. O método DG pode ser
visto como uma generalização natural das técnicas de volumes finitos e elementos finitos.
possuindo vantagens de ambos os métodos. Similarmente ao método de volumes finitos. o
método DG usa aproximações descontínuas e os fluxos na fronteira são calculados com auxí.
lio do buxo numérico, o que permite ao método captar com precisão descontinuidades e fortes

gradientes. Similarmente ao método de elementos finitos, o método DG usa aproximações
polinomiais de alta ordem para as soluções, produzindo assim uma aproxin]ação amurada en]
regiões em que a solução é suave.

O método de elementos finitos de Galerkin descontínuo foi introduzido originalmente
para resolver a equação de transporte de nêutrons por Reed e Hii1 (1973). Posteriormente
LeSaint e Raviart (1974) apresentaram a primeira estimativa de convergência do método
para equações hiperbólicas. O método DG foi aplicado para problemas elípticos incluindo
várias formulações: método com penalização interior simétrico (Arnold, 19821 Baker, 1977;
Wheelei, 1978), método com penalização interior não-simétrico (Riviàre et aZ. , 2001) e mé-
todo não-siinétiico sem penalização (Oden et aZ., 1998). Nestes artigos foram demonstrados
resultados de convergência, estabilidade e estimativas de eito a pr'íoM ótimas em /7i e l,2
(vda revisão em Arllold et aZ. (2000, 2002)).

Uma ampla análise do l-nétodo DG para aproximei equações de advecção-difusão-reação é
efetuada em Hottstoil ef aZ. (2002). Ein e Guermond (2006a.,b) efetualam um estudo da apli-
cação do método DG ao sistema de Friedrichs e desenvolveram uma análise válida para uma
variedade de sistemas de equações diferenciais parciais lineares. A resolução das equações de
Navier-Stokes com o método DG foi abordada por Bassi e Rebay (1997)l Bauiliann e Odeia
(1999). Recentemente, Di Pietio et a/. (2008); Ern ef aZ. (2009d) propuseram um método
simétrico com penalização interior utiliza.ndo a técnica de média ponderada para problemas
de advecção-difusão-reação com anisotropia e difusão degenerada. A ideia do n)étodo é usar

média ponderada para formulam' os teinlos de consistência e penalizar os saltos da solução
discreta por um fatos proporcional à media llarmânica do coeficiente clifusivo.

Outra versão do método DG, conhecida como método de Galerkin descontínuo local
(LDG) para sistemas hipeibólicos não-lineares e sistemas de advecção-.difusão nãc.-lineares

cona dependência no tempo foi introduzida e desenvolvida por Cockburn e Shu (1998a,b,
1989, 1991)l Cockbuin eí a./. (1989, 1990). Unia revisão desses t.labalhos pode sei encon
irada em (Cockbuin, 1998). O método de Galerkin descontínuo local foi aplicado pala re-
solução do sistema de Stokes por Cockburn ef a/. (2002) e pala as equações de Oseen por
Cockbutn et a/. (2004). Sllelwín et a/. (2006) efetuaralll um comparativo entre as fotlnula-
ções do método LDG (Cockbuin e Sllu, 1998b) e do método DG clássico (Bassi e Rebay,
1997) pala o problema de Poisson. Em Riviàie e Wheelei (1999) é apresentada uma fol'mu-
lação DG para a equação parabólica não-linear e os autores obtêm também estimativas de
erro a przorz.

Diferentes versões do método DG têm sido aplicadas pala resolução de pioblenlas de
escoamento na formulação sequencial pressão-saturação. Riviàre e Bast.ian (2004) aplica-
ram o método de Galerkin descontínuo nã(»simétrico colei penalização inteiioi pala dis-
cretização espacial da equação para pressão e também pala o tetnlo difusivo na satura-
ção, já para o termo advectivo foi usado upwZnd ng, com o pós-processamento proposto
por Ri't'iàie e Base,ian (2003) para a velocidade total. Nlétodos adaptativos foianl estudados
por I':liebel' e Riviére (2006). Em Eslinger (2005), o autor desenvolveu um estudo nun)é-
rico pala o plobleilla de escoamento ar-água compressível utilizando variações do método
DG pala resolver a equação pala a pressão e o método LDG pala a equação da saturação.



4 INTRODUÇÃO 1.0

Aizinger et a/. (2001) estudam a aplicação do método de Galeikin descontíntlo local, pro-
posto pol' Cockl)uin e Shu (1998b), eln meios porosos homogêneos. O uso das formulações
simétricas e não-siméti'ocas do ]]]étodo de Galerkin descontínuo cona penalização interior pala
resolução de problemas de escoamento eni meios porosos pode ser encontrado elll Bast.ian
(2003)l Riviére e \vheeler (2002a,b).

Nos métodos de Galerkin descontínuo citados acima, é comum o aparecimento de os-
cilações provocadas pelo fenomêno de Gibbs quando usados pala aproximar soluções com
fortes gradientes/descontinuidades. Estas oscilações podem tomar proporções significativas
em escoamentos bifásicos. Para controlar essas oscilações costuma-se usar linlitantes como
proposto por Riviàre e Bastian (2004); Riviéie e \\ heelel (2002a). Porém a técnica do uso
de liniitantes torna-se complicada em malhas não estruturadas e em duas e três dimen-
sões não existe análise na literatura. Uma outra alternativa é trabalhar cona un) sistema
de equações totalmente implícito para o sistema acoplado pressão..saturação, proposto poi
Epshteyn e R.iviàre (2007), mas este método demanda lml alto custo computacional. Os mé-
todos DG citados acima pal'a problemas de escoamento também não incluem a imposição da
condição de interface não-linear para modelos de escoamento lleterogêneo em que temos a
presença de loiças capilares descontínuas. Pata isto, torna-se necessário reformular as estra-
tégias de penalização para. incorporar a imposição da coladição de interface, o que constitui
um dos objetivos deste trabalho.

Pi'oblelllas de escoamento bifásico com forças capilares descontínuas vêm sendo inten-
samente estudados no contexto do método de volumes finitos. O problema de interface
para a equação parabólica não-linear cona pressão capilar descontínua foi analisado eJll
Enchéry ef aZ. (2006) empregando um esquema de volumes finitos. Em Car)càs (2009) foi
considerada a equaçã.o parabólica incluindo o telnlo advectico não-linear com colldições de
interface. Também foianl apresentados resultados numéricos em domínio tmidimellsional
obtidos com o método de volumes finitos. Ei'stand eí aZ. (1998) combinam o método de ca-
racterísticas niodihcado com a formulação fraca enl (lue as funções de base são descontínuas
somente ]ia interface formada entre dois tipos de sedimentos. São apresentados resultados
numéricos pala probleillas tmidimensionais e bidimensionais com pressão capilar descontí-
nua. En] Nayaguin et aZ. (2004) é apresentado un] lllodelo numérico para resolvem probleiiias
de escoamento bifásico e incompressível com a utilização do método de elementos finitos mis-
tos para a equação da pressão. Os termos advectivo e dihtsivo na equação para a saturação
são tratados sepaladanlente: para o tenho difusivo é usado elementos finitos híbridos mistos
e o termo advectivo é resolvido usando elementos finitos descontínuos. Os autores incluem

também um tratamento diferenciado no método para impor as condições de interface no
caso em que as forças capilares são descontínuas. São apresentados resultados numéricos em
meios [lomogêlaos e ]leterogêneos em donaínio unidinaensiona].

Outra dificiüdade encontrada lla resolução sequencial do problema acoplado pressão-
satuia.ção é a necessidade de iecupel'at com precisão a velocidade total utilizada na equação
pai'a a saturação dela.nte o pl'ocesso sequencial de resolução. Riviàre e Baseiam (2003) intro-
duziram a ieconst,iução da velocidade tot.al no espaço de elementos finitos Brezzi-Douglas-
Nlaiini(BDh'l), em que é usado o valor médio do gradiente da solução DG nas faces en-
tre elementos da nlall\a pata definir os graus de liberdade. Ma.is recentemente Erll ef aZ-

(2007a) plopuseiam a reconstrução de filtxos no espaço de elementos finitos Raviart-Tllomas-
Nédélec(RT), eiii que o fluxo é calculado elelneiito poi ele)delito e o seu (tivergetlte é igual à
projeção ortogonal L' do termo de fonte sobre o espaço discreto.

Neste ti'aballlo é pl'oposto um novo método de Galerkin descontínuo sequencial para
resolver o problema acoplado ptessã(»saturação em meios porosos lleteiogêneos com for-
ças capilares descontínLtas. As coladições de interface não-lineares pala pressão e saturação
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são impostas fracamente através de uma penalização adequada entre elementos (publicado
em Ein eZ aZ. (2010)). Esta constitui a primeira contribuição deste trabalho. A reconstru-
ção de fluxos proposta por Ern et aZ. (2007a) para problemas elípticos é extendida para
problemas de escoamento bifásico em meios porosos homogêneos e heterogêneos (publicado
em Ent et a/. (2009a, 2010)). Pala lidei adequadamente com as heterogeneidades do meio
poroso e com problemas degenerados, e consequentenaente, com soluções que possuem des-
continuidades ou fortes gradientes foram utilizadas as técnicas de média ponderada e média
harmónica, introduzidas em Di Pietro eí a/. (2008); Ein et a/. (2009d). Para o termo advec-
tivo não-linear é utilizada a técnica de fluxo numérico de Godunov, através da estabilização
introduzida em (Biezzi et a/., 2004) para um caso particular da equação hiperbólica linear.
Para a discretização temporal é empregado o método de Euler implícito.

No método proposto o sistema acoplado pressão-saturação é resolvido de maneira se-
quencial, desta forma aliviando as não linearidades no processo de resolução do problema.
A recuperação de fluxos acurada é essencial para garantir a precisão numérica do método
numérico, objetivo que é alcançado por meio da reconstrução no espaço de Raviart-Thomas-
Nédélec como introduzido na formulação do método. Esta reconstrução impõe a continuidade
da componente normal da velocidade total entre elementos da malha e consequentemente
fornece um campo de velocidades no espaço H(dáu), o qual é obtido com taxas ótimas de
convergência. O coeficiente difusivo lia equação pala a saturação é não-linear e o mesmo de-

genera para alguns valores da saturação, o que pode resultar em problemas comi soluções que
possuem singularidades (como por exemplo o choque entrópico). A utilização das técnicas
de média ponderada e média haiinânica permitem ao método numérico lidar de forma auto-
matizada com problemas em que o termo difusivo degenera, desta faina tornando o método

eficiente para resolvem problellias que possuam con)poltan)evito hiperbólico ou pa.rabólico
em diferentes regiões do meio poroso. Além disso, a introdução destas técnicas também são
essellciais para lidar adequadamente caiu as heterogeneidades do meio poroso, bem como
pala obter aproximações precisas, sem oscilações espúrias, para problemas com coeficientes
ou soluções que apresentam descontinuidades, evitando assim o uso de limitantes. Também

adequamos a estratégia de penalização usual do método DG pata incorporam as condições
de interface não-lineares, assim possibilitando a resolução de piob]emas ]leterogêneos com
foi'ças capilares descontínuas .

A discietização temporal por meio do método de Eulei implícito, en] conjLmto com as
técnicas descritas acima, peiniit.e a obtenção de unl método numérico eficiente para resolver
problemas reais de escoamento, que fornece soluções que não apresentam oscilações espúrias.
No decorrer do trabalho são apresentados insultados numéricos para meios porosos honlogê-
neos e heterogêneos, ei]] que o método proposto exibe soluções estáveis e robustas, captando
colei precisão o conipoltalnelito da saturação iia frente clo fluido e lias interfaces.

Esta tese está estruturada en] sete capítulos organizados da seguinte forma:
O Capítulo 2 é dedicado à apresentação de definições físicas relacionadas a problemas de

escoalllento en] meios porosos e o modelo matemático geral. Além disso, tanlbélll é introdu-

zida a formulação do sistema acoplado pressão-saturação em meios porosos lieterogêneos com
respectivas condições de fronteira e condições de interface collsideradas neste trabalho. Na
parte final desse capítulo é efetuada uma discussão relacionada às dificuldades encontradas
na resolução deste tipo de problemas.

No Capítulo 3 são ititlocluzida.s deflilições necessárias para o desCI)volvinlento clo lriétodo
de Galerkin descontínuo, como malhas espaciais e tenlpoiais, introdução dos conceitos de
salto, média, média ponderada e média hainlânica. E apresentado talllbém o método de
Galerkin descontínuo proposto i)este trabalho, efetuando pai'a.lelamente uma discussão de-
talhada das técnicas utilizadas. Com base na literatura são apresentadas estio)cativas de ergo
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a pr oü do método DG para alguns casos particulares.
Enl seguida, no Capítulo 4 a formulação DG proposta é utilizada para resolver proble-

mas de escoamento bifásico água-óleo (fase molha.nte e fase não-niolhante, respectivamente) .
Almejando estudar as dificuldades encontradas nesse tipo de problemas, como uma primeira
fase do trabalho, é estudado um problema de escoamento unidin-tensional, de fluidos imiscí-
veis e incompiessíveis en] meios porosos. Pala este caso pode ser obtido um sistema simpli-
ficado, em que é necessário resolver somente uma equação para a saturação, a equação de
Buckley-Leverett, que foi introduzida por Buckley e Leveiett (1942). Quando são desconsi-
derados os efeitos da pressão capilar na equação de Buckley-Leverett, esta se reduz a uma lei
de conservação hiperbólica que possui uma solução analítica conhecida, o que oferece a possi-
bilidade de estudei a convergência da solução numérica. Na literatura existem vários estudos
feitos para obter a solução analítica pala este caso da equação de Buckley-Leverett, dentre
os quais pode-se destacam Ahllled (2001); Dake (1998)l Helnlig (1997)l l<leppe (2007). O mé-
todo numérico também é validado pala a solução quase analítica de Nlc\\short.ei e Suiiada
(1990) que corresponde à equação para saturação sem o termo advectivo. E por último são
apresentados resultados numéricos obtidos pala o probleJlla acoplado pressão-saturação que
ilustram a importância da reconstrução de fluxos acusada.

No Capítulo 5 o método proposto é validado poi meio da l-nodelagem de problemas de
escoamento comi pressão capilar descontínua, cuja solução excita é conhecida na literatura
(Duijn e Neef, 1998; Fuéik, 2006; Fuéik ef a/., 2008) ou col-n comportamento (qualitativo da
solução conhecido para un] problema particular (Beit.scll et a,Z., 2003). O illétodo também é
utilizado para resolvem problei)las unidimensionais em meios heterogêneos, com escoamento
de um meio poroso com permeabilidade alta para meio poroso com permeabilidade mais
baixa e vice-versa, e ainda escoamento em meios porosos com dais de uma interface, co]]] o
objetivo de estudar o efeito do acúmulo de petróleo em meios heterogêneos.

Na sequência, no Capítulo 6 são apresentadas taxas de convergência para o caso bidi-
mensional obtidas com o método de Galerkin descontínuo pal'a resolução de um problei31a de

advecção-difusão nãc-linear comi dependência no tempo e comparadas com resultados teól'i-
cos da literatura. O método é validado pala problei)las de escoamento em meios porosos ho-
mogêneos ena domínio bidimensional poi meio da resolução da equação de Buckley-Leverett
e da resolução da formulação acoplada pressão-saturação para un] problema de escoamento
llorizontal degenerado. Tanibélll são apresentadas aproximações obtidas para o problema de
escoamento homogéneo flve-spot e os resultados n\unéricos são comparados co]]] ] esultados
conhecidos na literatura.

O Capítulo 7 é dedicado à resolução de pt'oblenias de escoan]ento heterogêneos en] do-
mínio bidimensional. E abordado primeiramente o problema de escoamento horizontal he-
terogêneo coll] uma interface. Em seguida são apresentadas aproximações pala o problema
tive-spot heterogêlieo em que permeabilidade e forças capilares possuem descontinuidades.
Através destes exemplos é possível observar que o método proposto impõe adequadamente
as condições de interface não-lineares, e galante a precisão numérica tanto ein regiões onde
a solução é suave como também na frente do fluido ou na interface, onde a solução é des-
contínua.

Por íim, no Capítulo 8, são apresentadas algumas conclusões e o levantamento de possíveis
trabalhos htttlros.



Capítulo 2

Modelos de Escoamento Bifásico
Imiscível e Incompressível em Meios
Porosos

O desenvolvimento de métodos numéricos para a simulação de escoamentos em meios
porosos é teIMa de grande interesse, devido a sua aplicação em diversos problemas, tais coillo
a exploração em leservatóiios de petróleo, expiação de águas subterrâneas e transporte de
colltaminantes em meios porosos não saturados. Embora a arte de simulações para problemas
de escoamento tenha evoluído nas últimas décadas, ainda existe uma substancial atividade
de pesquisa que necessita ser desenvolvida para obter simuladores que forneçam soluções
rápidas, robustas e precisas. Pala o desenvolvimento de métodos numéricos eficientes na
resolução de problemas de escoameltto é necessário conhecer bem o modelo matemático que
representa os feilâmenos físicos que envolvem o processo de escoamento de fluidos. Neste
capítulo são introduzidas brevemente algumas defillições físicas necessárias para o estudo
de problemas de escoalllento ell] meios porosos. Primeiianlente são apresentados conceitos
relacionados ao meio poroso e aos fluidos, como suas propriedades básicas e em seguida são
apresentadas as equações que naodelan) o escoairlento bifásico, imiscível e incompressível,
belll colho as condições de fronteira e condições de interface associadas. Por fim, apresen-
tamos notações usadas no decorrer deste trabalho para resolução de problemas em meios
porosos homogêneos e hetel'ogêneos.

2.1 Definições físicas relacionadas aos fluidos e ao meio
poroso

A distinção da existência de diferentes dependências de escalas é pal'ticularmente impor-
tante para a abordageill de pioblenlas de escoamento e processos de transporte. A modela-
gem de escoamentos multifásicos concentra-se principalmente no conlpoltamento na escala
de campo (em cluilómetios). Porém, o escoamento de fluidos através de um meio permeável
geralmente situa-se na escala dos poi'os (micro). Entre estas escalas temos unia grande di-
ferença lias ordens de magnitude, originando as, seguintes subdivisões em meios porosos a
nlacioesca.la, a micioescala e a escala molecular. E importante observar que o comportamento
do escoa.lliei)to é influenciado pelos efeit.os de todas essas difereittes escalas. Propriedades do
fluido como viscosidade: densidade, coeficientes difusivos binários, miscibilidade com outros
fluidos e tensões interfaciais, etc. são determinados na escala molecular pelas proprieda-
(]es in(vivi(duais (las moléculas. Na escala microscópica a configuração dos poros inHueiicia o
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comportamento do escoamento através da distribuição dos poros, e na escala macroscópica
a larga escala das não-homogeneidades governa o escoamento.

Para obter o modelo niatenlático na nlacroescala, as escalas moleculares e microscópicas
são substituídas por uma quantidade contínua hipotética e por valores médios sobre volu-
mes elementares, respectivamente. Mais detalhes podem se]' encontrados en] Beai e Bacilnlat.
(1990)l Clllavent e JaKié (1978); Helmig (1997). Como resultado, algumas das definições e
equações que descievenlos abaixo fazem sentido na escala de campo somente em um sentido
de média. Apresentamos definições de propriedades de essencial importância en] escoamen-
tos do meio poroso como polosidade e permeabilidade e tambéna de propriedades específi-
cas dos fluidos como densidade e viscosidade. Esta descrição baseia-se em Bastian (1999)l
Chavent e Jaftré (1978); Clle11 et a/. (2006); Eslinger (2005); Fltilik (2006)l Helmig (1997).

Densidade:
A densidade de um fluido a, p., é definida como a massa de uma. unidade de volume do
fluido a uma pressão e temperatura específica. A densidade pode depender da pressão P do
fluido e da tenlperatui'a 7'enzp do sistema, p. = p.(Pn, Tez7zp). Se o fluido é incompressível,
ten-tos densidade collstante. Já para fluidos col-npressíveis a deltsidade depende fort.emente
da pressão do fluido, e nos casos em que essa dependência é mais fraca o fluido é chamado
de levemente compressível, sendo que a magnitude da densidade não varia muito com a
variação da pressão

Viscosidade:
A viscosidade de um fluido a, /l.., é a medida da resist.alicia interna que o fluido apresenta.
para escoar, ou seja, viscosidade elevada caracteriza um fluido com alta resistência para
escoar. Por exemplo, a água possui uma viscosidade baixa, logo tem facilidade pata escoar,
já o óleo é mais espesso e possui uma viscosidade mais alta, torllando assim seu escoamento
mais difícil. A viscosidade pode depender da pressão e da temperatura do fluido, p.
H. (Pa , r.mp) .

Fluidos miscíveis e imiscíveis:
Dois fluidos são miscíveis se eles se misturam quando ent.ram em contar.o. Neste caso: as plc-

priedades do fluido como, densidade, viscosidade, entre outras irão depender da concentração
de massa de cada fluido na mistura. Já fluidos imiscíveis são aqueles que não se misturam, e

não tem transferência de massa enfie si, sendo que cada fluido preserva suas propriedades.
Mleios porosos:

Um meio poroso pode ser definido como unia fase sólida que contém muitos espaços vazios,
ou poros, que podem estar distribuídos de diversas foi-mas em seu interior'. Colllo exemplos de
meios porosos podemos citar: iocllas porosas, solos, ateia, cascalho, esponjas, papéis, tecidos,

tecidos biológicos (por exen[plo, ossos), etc. Os espaços vazios en] un] meio poroso podena
estar intelconectados ou não. À'ledos porosos em que os espaços vazios não estão conectados
entre si impedem que fluidos escoeni através deles, desta forma gerando uma baiieira ao
escoamento de fluidos. Estes meios são descritos como impermeáveis ao escoamento de fluidos
e a.queles eni que os espaços vazios estão interconectados são conhecidos como peinleáveis.
Por exemplo, caixas de isopoi contêm muitos polos, lilás são impenneáveis devido à estrutura
dos poros que não possuem interconexão. Já olha pilha de a.rega tem menos poros mas seus
poros são inteiconectados, de modo que os fluídos podem atravessa-los facillllente. Neste
trabalho consideramos somente meios porosos permeáveis.

Podemos bota.t que os llleios porosos compreendem lmla vasta variedade de materiais
sendo que a catactetização do meio poi-oso dá-se principalmente poi meio da poiosidade e
da permeabilidade, cu.jas definições são dadas a seguir.

Porosidade:
Supoillos que o domínio físico está contido em uma superfície composta por rochas não-ho-
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mogêneas. Quando uma rocha apresenta maior número de poros do que outra diz-se que tem
maior poiosidade. Desta forma a porosidade @ de uma rocha está relacionada à quantidade
de espaços vazios que ela coi-tt.énl e é definida como a razão entre o volume total dos espaços
vazios Uu e o volume total da rocha U, em porcentagem, '

A porosidade pode depender do instante de tempo t e da posição espacial z, Ó = .P(t, z), pois
em alguns tipos de solos a porosidade varia na presença de algum fluido como água. 'Para
obter a poiosidade em um ponto zo do domínio no nível macioscópico no sentlido de média a
partir do llível microscópico collsideiamos a seguinte defillição mais específica: Se.]a Q o meio
po'oso com volume jeans((2), considere (2o(zo) C Q, um subconjLmto de (2 com centro ....
zo no nível microscópico. Defina a função espaço vazio no nível microscópico como:

«'«, -l a:se z C espaço vazio,

se z c f2 \ {espaço vazio}. (2.1)

Então a polosidade Ó(zo), no ponto zo em relação ao volume médio Qo(zO) é definida como

@(«.) -

l
iÚ;;;RilR;Õ .L..,., 'v(")'í"- (2.2)

Desta forma a porosidade na macioescala é obtida apaitir da média da função espaço vazio
na mictoescala. O volume de {2o(zo).e. chamado de volume elementar representativo (z'e-

presenfat ue e/emendar uo/wrne REV) e o mesmo deve ser escolhido de tal forma que a
polosidade no sentido de média não dependa do seu volume.

E nesses espaços vazios (]ue são elicoiltrados fluidos comia água, petróleo, gás, etc. Ein uni

sistema monofásico os espaços vazios do meio poroso são ocupados por um único fluido (por
.exemplo: água) ou por vários fluidos completamente miscíveis uns com os outros (por exem-
plo: água doce e água salgada). Em um sistema multifásico os espaços vazios são ocupados
poi dois ou mais fluidos, imiscíveis entre si(por exemplo água e óleo). Na Fig. 2 1 ilustram)os
esses sistemas, sendo que à esquema temos uni sistema monofásico (uma fase) e à direita um
sistema bifásico (duas fases). Neste trabalho aboidanlos problemas de escoamentobifásico.
ou seja, temos a presença de dois fluidos imiscíveis no escoamento

Í.. as i lagoa H(SIGO
Figui'a 2.1: Sistemas em wma /ase d esquerda e ern duas /ases d d re éa

Permeabilidade absoluta

Permeabilidade absoluta À. é uma propriedade física das tochas, ou qualquer outro Imaterial,
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e fornece unia medida da habilidade da rocha em permitir o escoamento de água ou outro
fluido: como petróleo, em maior ou menor vazão por unidade de área. A permeabilidade
depende do tai:ninho e do número de poros, bem como da sua distribuição no meio poroso
e normalmente é mensui'ada em Dalcy ou miliDai'cy, sendo que l Daicy = 0.987 . 10 i2m2

A porosidade e a permeabilidade estão relaciolladas entre si, pois ulli aumento na po-
rosidade implica num aumento da facilidade do fluido pentear a estrutura porosa o que
se reflete no aumento da permeabilidade. Devido às transições entre diferentes formações
de rochas, a permeabilidade pode variam rapidamente várias ordens de magnitude no meio
poroso.

q n+ 1 1 rn .- ã n .b./U U UX U:ÍUV 0

Qualquer fluido ellcontrado no subsolo está nos espaços vazios descritos acima. Suponlla
que existam dois fluidos imiscíveis lio domínio, fluidos zl e w. A cada f:cuido presente no
doillínio associamos o volume total yn e yw, respectivamente. Logo em um meio saturado

temos % + }4., = Vu, sendo % o volume total dos espaços vazios. Então, É- + .k = 1. Desta

forma a satltração do fluido n é definida como Sn - % e para o fluido w, S« - B-, obtendo
assim a seguinte equação pala a saturação:

Sn+S. (2.3)

A saturação de um fluido a depende do instante de tempo e da posição espacial, S. ::
S.(t,aç). A equação (2.3) pode ser extendida pala domínios com três ou mais fases usando
um raciocínio análogo ao acima.

Molhabilidade e pressão capilar:
O escoamento em uma fase é governado pelas diferenças de pressão dentro do reservatório
e pela força gravitacional exterior. Já en] escoamentos multifásicos a formação da interface
entre as fases dos fluídos gera unia força conhecida como força capilar. Essa força capilar é
Oriunda das forças adesivas e aderentes. Em un] escoan]ento multifásico as forças adesivas
atraem as moléculas clo fluido para a parede sólida e as forças adeleilt.es atraem unia molécula
de fluido à outra. Na interface entre os fluidos essas forças não estão em equílibrio, gera.ndo
a formação de uma curva na interface.

A magnitude das forças adesivas decresce lapídanlente à llledida que aumenta a distância
da parede. A interação com as forças aderentes leva. a formação de unl ângulo de contato
f? entre a superfície sólida e a interface formada ent.re os fluidos. Esse ângulo depende das
propriedades dos fluidos. O fluido pala o qual o ângulo f? < 90' é chamado fase lllolllante
e o outro é chamado fase não-molhante. Na Fig. (2.2) ilustra.Rios a formação desse ângulo
0, sendo água a fase iltolhailte e o ar a fase não-liiolhaiite. O fluido da fase molliaitt.e será
indicado coll] o índice w (do inglês watt ng passe ./ZuÍd) e o fluido da fase não-nlolhante será
identificado com o índice n (do inglês ?ion-weÍf ng passe .HllÍd). A'guitas vezes eni escoamentos
bifásicos com as fases água-óleo ou água gás, a água é a fase nlolhante, poi outro lado, o
óleo é considerado nlolhante elli escoamentos de ólec-gás.

De acordo com conlelltários efetuados acima, qliaiido dois fluidos estão eiii contado e con-
tidos em um meio poroso, existe ullia diferellça entre as pressões do fluido da fase nlolhante
e da fase não-molhante na interface que separa ambos os fluidos. Essa diferença de pressão
na interface é conhecida como pressão capilar n, e defiiii(la T)OI

T = a.. P..,20, (2.4)

em que /',,. é a pressão da fase não-molllante, /3. é a pressão da fase lilolliante e considera-
mos n- dependendo da saturação da fase não-molhante S. de maneira não-linear. Podeilaos
inteipretat n- como uma medida da tendência cto meio poroso absolver um fluido nlolhante
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Figura 2.2: -1üse moZAante régua) e /ase rzão-moZÀanle Íar9

ou repelir lmi fluido não-nlolhante, selado que quanto menores os poros, maior será a pressão
capilar. Como consequência no caso de drenagem da fase molhante, os poros maiores

''. '
serão

drenados primeiro e o fluido petnlanece detido nos menores polos. A quantidade de fluido da

fase molhante que permanece retida no lileio poroso é conhecida como saturação t-esidual da
fase molhante Sm,. Da mesma foi'naa temos a saturação residual da fasenão-molhante S.....

A existência da saturação residual torna ex,idente que a definição da pressão capilar
somente faz sentido se for definida entre estes dois extremos. Para isso definimos a saturação
efetiva Se COMO

Se . -. ' Sn, $ S. $ 1-Sw,. (2.5)' x-/7}7' i-/'tUT ' '

Devido a irregularidade dos polos no meio poroso, muitas vezes desconhecida, a pressão
capilar não pode ser obtida analiticanlente, o que torna comum o uso de aproximações em'
pírlcas. Uma aproximação muito usada para a pressão capilar é o tllodelo de Biooks e Coley

«-(S«) - Pe(l S.) }. (2.6)

onde 0 caracteriza a distribuição do tamanllo dos poros e a conectividade dos poros no
domínio e Pe a pressão de entrada, que coi'responde à pressão necessária para a fase molhante
deslocam a. fase não-i-nolllante no meio poroso.

Permeabilidade relativa

Se um único fluido ocupa todos os poros do domínio, então a maior ou menor dificuldade
clo flui(to escoam sela da(ta pela intelação entre o fluido e o domínio físico, (Jue é medida
pela permeabilidade absoluta. Quando existem dois fluidos ou mais clue ocupam os poros,
temos tanabém a dificulda.de de escoamento que um fluido exerce sobre o outro. Desta forma

teremos uma redução na permeabilidade efetiva do meio para cada fluido. A permeabilidade
relativa .f(., 0 < /(. < 1, mede essa intetação entre os fluidos e é unia propriedade de
fundamental importância no processo cle escoamento.

Da mesma forma como para pressão capilar, é praticamente impossível encontrar uma
expressão que descreva exatamente a influência da. peinleabilidade relativa, o que torna
necessário o uso de aproximações. Apresentamos o modelo proposto por Btooks e Coley

)

/{«(S«) -(l - S.):%;' K«(Sn)(Se)'(l -(l - S.):P).(2.7)

O patâmetio 0 é o ilaesmo usado no perfil pala pressão capilar do modelo de Brooks-Corey
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dado na equação (2.6) . Podemos observam que à medida que a saturação da fase não-n)olhante
diminui, a sua permeabilidade relativa em relação à fase molhante também diminui.

H.eterogeneidade e anisotropía:
Um ideia poroso, ç2 C IRs, é homogêneo em relação à uma quantidade macroscópica (pol'o-
sidade, permeabilidade, temperatura,...) se o parâmetro varia pouco de um ponto à outro
ou se assume o mesmo valor em todo domínio. Por outro lado, o meio poroso é heterogêneo
quando o parâmetro depende fortemente da posição considerada no domínio, podendo até
sofrem bruscas mudanças ou ser descontínuo de uma legião pala outra. Neste trabalho esta-
remos considerando problemas em meios porosos heterogêneos em relação à permeabilidade
/( e em relação às forças capilares r.

Um meio é chanaado isotrópico em relação a uma quantidade macroscópica quando esta
quantidade é igual en] todas as direções e caso contrário é considerado meio anisotrópico.
No meio isotrópico a resistência ao escoamento é igual em todas as direções e no meio
anisotrópico essa resistência va.iia. Aqui consideramos somente meios isotrópicos.

2.1.1 Lei de Darcy
A Lei de Darcy surgiu a partir do trabalho de Da:icy (1856), em que o autor descreve

uma série de expeiimentos realizados em laboratório para estudar o escoailtento de água eln
uma camada de areia, ou seja, escoan-tento monofásico onde o único fluido presente é a água.
A partir dessas experiências Daicy obteve um coeficiente de proporcionalidade que relaciona
o escoa.mento do fluido ao gradient.e de pressão:

'tZa == 4-(VPa pag'VDà, (2.8)

onde, u. é a veloci(jade de Darcy do fluido a, g é a magnitude da aceleração devido à
gravidade e VD, é a direção z. O sinal negativo na equação (2.8) deve-se ao fato do fluido
escoar de uma região onde a pressão é mais alta para regiões onde a pressão é mais baixa.

A extensão da Lei de Datcy para escoamentos multifásicos é dada poi (Aziz e Seu.aii
(1979); Nltlskat (1949); Peaceman (1977); Sclleidegget (1957)):

'L&a := .qe-K'(VPa pagVDz]. (2.9)

2.1.2 Lei de conservação de massa

A equação de conservação de massa para cada fase do escoamento é dada por

eQ%7W+v-b.«.)-,.«., '--",«, (2.10)

onde, é é a poiosidade, S.. é a saturação do fluido a, u« é a velocidade de Darcy do fluido
a e q. termo de fonte ou soivedouio. A saturação da fase nãa-molhailte assume valores no
intervalo IS,.,, l S.,.l, em que S..,. e S.,. são a saturação residual da fase mollla.nte e não-
molhante, respectivamente. A equa.ção de conservação de massa (2.10) na. sua forma integral
afiinla blue a taxa de variação da massa do fluido em um volume de controle aibitlário V C Q
é igual ao fluxo líquido sobre a superfície aV e a contribuição das fontes ou sorvedouios eni
V. A proprieda.de de conservação de lilassa e a lei de Darcy aplicam-se a todos os fluidos
pieseiltes em escoamentos nlultifásicos, desde que não haja tianfeiência de massa entre as
fases
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2.2 Modelo matemático para escoamentos bifásicos
Na Seção 2.1 apresentamos uma revisão sobre defiltições e proprieda.des de fluidos para

escoamentos eni meios porosos. Deste ponto em diante passaremos a abordar exclusivamente
assuntos relacionados ao escoamento bifásico de fluidos imiscíveis. Os fluidos naolllante e não-

molhante serão identificados com os índices w e n, respectivamente.
Seja Q um don)ínio eill IRd, d 2 l, limitado e aberto, com fronteira aç2 e normal exteiiol

nan. As equações que regem o escoamento bifá.sigo em um meio poroso Q são descritas pela
lei de Darcy e pela conservação de massa. A lei de Darcy e a equação de conservação de massa
para cada fase são descritas pelas equações (2.9) e (2.10), respectivamente, com a = m, n.
Desta forma temos um sistema de equações diferenciais que regem o escoamento bifásico de
fluidos inliscíveis em meios porosos, dado por:

ee%fW + v . h.«.) - ,.«.,

e0%FU -* v . b.«.) - ,.«.,

(2.11)

(2.12)

(2.13)!Sxl<(NP. p.gWDà.
P«

!S!-KÇWP.- p«gVDà.
P«

S,. + Sn ::: l:

Pn /:h :::: « (S.),

(2.14)

(2.15)

(2.16)

onde as relações (2.15) e (2.16) devem ser satisfeitas pala completei o sistema de equa-
ções, sendo n- a pressão capilar dada pela diferença de pressões das duas fases conforme
descrito acima. Supomos que a pressão capilar é cima função crescente que depende da sa-
turação da fase não-molhante de forma não-linear. lx/leis detallles podem ser encontrados
em Aziz e Self.ari(1979); Chavent e JaKié (1978); Helnlig (1997). Associado ao sistema. de
equações (2.11)-(2.16) telllos também as condições iniciais e as condições de fronteira de
Dirichlet, Neuniann ou mistas, que serão definidas um pouco mais adiante. As incógnitas
desse sistema de equações são as satutações, as pressões e as velocidades de ambas as fases
molhallte e nãc-molhante: S., Sn, /3.,, P,,, u.., u.. A existência de solução fraca para o sistema
de equações (2.11)-(2.16) com condições de fronteira de Dirichlet e mistas foi estudada por
l<ioenel' e Luckhaus (1984).

O sistema de seis equações (2.11)-(2.16) é fortemente não-linear devido à dependência
da pi-essão capilar e das permeabilidades relativas de forma não-linear da saturação. Este
sistema pode ser reduzido a um sistema acoplado de duas equações e duas incógnitas. Essa
redução pode sei feita de diferentes formas, e dependendo da escolha teremos diferentes
formulações para modelar o problema de escoa.mel)to bifásico:

e Formulação Pressão-Pressão: onde as incógnitas são as pressões de cada uma das fases,
ou seja, a. e Pw;

e Formulação Pressão-Saturação: onde uma das incógnitas é a pi'estão e a ouvi'a é dada
pela saturação de uma das fasesl

e Formulação Saturação-Saturação: onde as incógnitas são as satul'ações de cada uma
das fases, ou se.ja, S. e S..

As propi'iedades de cada. unia destas formulações matenaáticas depende do ptoblenia a ser
resolvido, sendo que em algluls casos a escolha da formulação adequada pode influenciar
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nos resultados obtidos com simulações numéricas (Bastiall, 1999; Cllen et aZ., 2006; Helnlig,
1997). Aqui optan]os por trabalhar cona uma foin)ulação pressão global-saturação que iremos
descrever a seguir.

Os métodos de extração em reservatórios por intermédio da injeção de fluidos imiscíveis
têm seus efeitos controlados pela mobilidade e pela razão de mobilidade. Consideramos
À. - -K''- como sendo a mobilidade do fluido a, Q = m,n, a sadia Àt :; À. + À. é a
mobilidade total. Da mesma forma definimos a velocidade total como a soma das velocidades

ut = u. + u.. A razão da mobilidade À4, é dada pela razão entre a mobilidade do fluido
deslocante e a do fluido deslocado. Para in.jeção de água temos J14, = {tfl. Em reservatórios
cona óleos pesados, com alta viscosidade e baixa permeabilidade relativa do óleo, M, pode
alcançar valores elevados. O ideal em escoamentos é À4, $ 1, ou seja, óleo cona viscosidade
inferior ou igual ao do fluido deslocante.

Supondo que os fluidos são inconlptessíveis temos das equações (2.11) e (2.12):

.él:r + V.u.-q.,

d,!ili + v . .,. - q..

(2.17)

(2.18)

Somando as equações (2.17) e (2.18) obtemos

V . (u,. + u.) - q,, + q. (2.19)

Desprezan(lo os efeitos gravitacionais e usando a definição de velocida(le total e as Equa
iões(2.13),(2.14),(2.16) temos que,

X.KVP:., X.KNP.

Àt.KVPm -- À.Ã'Vn- = -&U.
/\to

}... *+",«.
À,..KVa- (2.20)

(2.21):::> Ult,

Da mesma forma obtemos

««-+«. e**". (2.22)

As equações (2.21) e (2.22) são relações para as velocidades u. e u. enl termos da velocidade
total sem referência explícita às pressões P., e a,. Substituindo (2.22) en] (2.18) temos:

t«) -» (+«,«) -.«.
(2.23)

Note que n- = n-(S.), logo

V«(Sn) - y:!a(VSn) (2.24)

Denotando o fluxo l.racionário por /n ' àT- podemos reescrever' a equação (2.23) e obter a
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seguinte equação para a saturação da fase não-.molhante Sn,

*q *' '«.«,-,.(+««''*,»*) (2.25)

Para facilitar a notação escrevemos a-'(Sn) ao invés de !!:ga

Substituindo (molh em Pw 9) e usando Vn- = n''(Sn)VSn temos a seguinte equação para

V -(À.K'(VPw+ /n«-'(Sn)VSn)) - q.+ q.. (2.26)

A ideia é introduzir a pressão global P tal que

VP - VPw + /nV«-(Sn). (2.27)

Desta forma, a equação (2.26) ficaria similar à lei de Darcy e a velocidade total dada por,

ut = XtK''gP.

Usando a pressão global ao invés da equação com /) , temos uma equação para P cona
acoplamento muito mais fraco com a saturação (somente por intermédio de Àt). Além disso,
o uso das relações (2.21) e (2.22) para u« e u« dependendo da velocidade total' «aduz a
influência da pressão capilar na equação da saturação. A equação (2.27) requer escrever
/nVn-(8.) como gradiente de alguma função escalar 11,.. Seguindo Chavent e Jaffi'é (1978),
definimos,

S« (=,t)

/n (e)«-'(e)de + «- (Sn,).n«(sn (:«, f))

Logo, a relação entre a pressão global P e a pressão da fase molhante /)w é dada por

s.,

S«(z,t)

F'(:«, t) - Pm(r, t) + / ./;({)«-'(e)de + «-(Sn,).
S

(2.28)

O uso da definição de pressão capilar: n-(Sn) = Pn -- a., permite obter a i'ela.çã.o ent,re nrcssão
global P e pressão da fase não-molhante Pn: ' ' ' ' "''' '''""

P(:«, t) Pn(:«, t) - «-(Sn(Z, t)) +

S« (z ,t)

/n ({)«-'(e)d( + «-(S.,)

S« (z ,t)

s..
S«(z,t)

/n (e)«-'(e)de + « (S.,)Pn(:«, t) - «'(e)d( r(Sn,) +
s.,

S«(z,t)

(/n(C) - i)«'(Oae.

Snr

:} P(;«, í) Pn(Z, t) + (2.29)
s,

Mais detalhes i'elacionados com a formulação pressão global-saturação podem ser encontra-

dos em Chax,eilt e Ja.Hié (1978). Desta forma o sistema acoplado plessao global-satu] ação
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com incógnitas (P, S.) a ser resolvido é

-v (À.x'VP) - q.. + q.,
ul = --)\tK'yP,

éi#+ V .(U./n(Sn)) V '('(Sn)«-'(S«)VSn)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

em que, c(Sn) = X:,/n/( é o coeficiente difusivo na equação para a saturação. Usaremos este
modelo para problemas de escoamento como eil] reservatórios de petróleo, onde é comum
a injeção de água no reservatório através de poços de injeção, conduzindo desta forma o
óleo pata os poços de produção. Neste problema a água é a fase molhante e o óleo a fase
não-molhante.

Notamos que o acoplamento entre as equações pata a pressão (2.30) e a saturação (2.32)
ocorre por meio da velocidade total (2.31) , que contribui no termo advectivo da equação pata
a saturação. Como a pressão capilar e as permeabilidades relativas dependem da saturação S«
de maneira não-linda.r, temos como resultado um sistema acoplado de equações diferenciais
parciais não-lineares a resolver, sendo uma equação elíptica para a pressão global e outra
parabólica degenerada para a saturação. A saturação Sn varia no intervalo IS.,, l S.,l
e a equação (2.32) degenera nos extremos deste intervalo, pois quando S. --> S.,, temos
À,,(Sn) --> 0, já quando a sagui'ação do óleo é muito alta, ou seja, S,. = 1 -- S:.., temos
À.(S.) -} 0 (ver Fig. 2.3a). Portanto a solução da equação para a saturação (2.32) apresenta
propi'iedades parabólicas e hiperbólicas. Por outro lado a equação para a pressão (2.30) não
degenera (ver Fig. 2.3b).

Existência de solução pala a formulação variacional do sistema (2.30)-(2.32) foi demons-
trada por Chavent e .JaHté (1978) para o caso não degenerado (c(S.)a-'(S«) ? q > 0) e pala
o caso degenerado. Quanto à unicidade de solução, os autores obtiveianl resultados somente
pala o caso desacoplado das equações pressão-saturação. A existêllcia de solução clássica
local no tempo para o problema de escoamento bifásico, incot)lpiessível, elíptico-llipeibólico
(n- = 0) foi demonstrada por Schroll e Tveito (1997). h'leis recentemente Chefe (2001, 2002)
demonstrou existência, tmicidade e regularidade da solução para o problema de escoamento
bifásico incompressível completo.

2.3 Formulação Pressão-Saturação em meios porosos
heterogêneos

Bruscas niudaliças nas piopiiedades das tochas en] um ieservatólio, tais colho potosidade
e permeabilidade, combinadas às forças capilares, geralmente têlll um efeito desfavorável na
taxa de recuperação do petróleo. Por exemplo, se existem caminhos piefetenciais (regiões
com permeabilidade alta) do poço de injeção até o poço de produção, teremos illuito óleo que
flcai'á retido nas legiões dc baixa permeabilidade e consequentelllente retemos uma redução
na taxa cle iecupeiação. Isto ocorre devido às dificuldades em remover óleo en] grandes
quantidades das pares heterogêlleas com baixa escala do ieseivatório, onde o óleo tende a
ficam acumulado (Bettscll ef aZ., 2003; Duijn et aZ., 1995), sendo que o óleo necessita atingir
unia pressão de a.cesso para poder eí)trai' em uma legião com baixa. permeabilidade. Outra
dificuldade nesses tipos de problemas é o fato da saturação apresentar fortes gradientes ou
até ser descontínua na interface formada poi dois tipos de sedimelltos.

Preteti(lemos investigar a influência da.s heteiogelleidades do meio poroso introduzi(ta.s
através de bruscas variações da porosidade e pei-nleabilidade eni conjunto colll descontinui-
dades nas forças capilares, em escoamentos bifásicos. Para. estudar este tipo de problemas
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consideramos o domínio Q dividido em subdomínios QP tal que ü - UÍ::i Qi, Nz ? 2, e
Q n Qj = 0, ã # .j. Considere I'ij := (2i n aç2j a interface formada entre dois subdomínios
vizinhos Q{ e Q.Í. Cada subdomínio QP, # c {1: 2, . . . , NZ}, representa um meio poroso cona
poi'osidade @P e permeabilidade (absoluta) intrinsica /(P. Supomos que ambas quantidades

são constantes en] cada subdomínio. Seja nP a pressão capilar no subdomínio Q#. De maneira
geral, o índice P é usado para indicar a restrição de uma função definida em Q ao subdomínio

(2P. Denotamos a mobilidade da fase molhante (a = w) e da fme não-molhante (a = n)
por Àa, a soma À := À. + À. como a mobilidade total e / :-; À o buxo fracionárío. No
decorrer do trabalho consideramos que os perfis para as funções Àn, À., À, ./' não alteram de
um subdomínio para outro, ou seja, consideramos um único perfil para estas fuílções sobre
o domínio Q. Em cada subdomínio Q#, # c {1, 2, . , N!}, a pressão capilar e as mobilida-
des são dadas como funções suaves da saturação da fase não-nlolhante e a pressão capilar
n-p : IS.,, 1 -- Sw,) --> lO, +oo) é uma função crescente e continuamente difei'enciáve]. sendo
n-#(Sn,) a pl'essão de entrada, pressão mínima necessária pai'a o óleo entrai' elTI um meio
saturado poi' água. Apresentamos modelos para as lllobilidades na Fig. 2.3 e pala pressão
capilar na Fig. 2.4.

Figura 2.3: .A/obÍZÍdades Àn, À. e Àt usando o modelo de -Brooks-C'orey re.79 para as permeaó /ã des relativas.

S

(,)
n

Reescrevendo as equações (2.30), (2.31) e (2.32) que regem o escoamento bifásico. in-

conlpressível e imiscível elll um meio poroso heterogêneo (2 na formulação pressão-saturação
temos: Dado o instante de tempo T, encontrar (P, S) que satisfazem em' ç2P x 10, VI pala
cada /3c {1,2: ..,N!}, ' ' ' '

V . (.X(SP)KaVPa)

uB = -X(SBJKpVPB..

@Ha.S# + V . («,/J./'(SH)) - V ' ('P(SP)V«-P(SÕ))

(2.33)

(2.34)

(2.35)

em que passamos a usam S e u ao invés de S. e ut pata a saturação da fase não-molllante e
velocidade total, iespectivan)ente, com o objetivo de facilitar a notação. Além disso temos

ciente difusivo cP = À«./'-Ka e os termos de fonte conespondentes a cada fase q.#, a c
{m, n}. Pal'a completar o sistema considerados condições de fronteira e iniciais e condições
de interface conforme descrição abaixo.
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2.3.1 Condições iniciais e condições de fronteira
A condição inicial prescreve a saturação sobre os subdoinínios ç2P eln lml instante inicial

Slt.o = So. As condições de fronteira para pressão e saturação podem ser de Dirichlet ou
Neun)ann. A condição de fronteira de Dirichlet é imposta sobre os conjuntos ÕQo e OQo
para pressão e saturação, respectiva.mente, tal que

P = Po, sobre anf,
S = So, sobre aç2sD.

(2.36)

As regiões OOo e õç2o podem ser distintas, e além disso, aQ? coincide com õç2; u aOJ,
onde

- {:« c aOf'; u(n)
; «(z)

nos2 < 0}

non 2 0}
(2.37)

(2.38)

sendo é?ç2. a região de entrada de fluxo e a(21 a região de saída de fluxo. Já a condição
de fronteira de Neumann impõe a componente normal da velocidade total ou a componente
tio)'lllal clo fluxo para a saturação, sobre os conjuntos ÕO/v e aQsN, respectivamente, cujas
condições são descritas por

À(S)Ã'VP nan sobre aQPw:

(«./'($) .(S)Vr(S)) nan = S«,, sobre aç2y.
(2.39)

Pala. mais detalhes sobre condições de fronteira para a formulação pressão-saturação, Fere
renciamos Cna\ent: e Jaffié (1978)l Chen et a.Z. (1994).

2.3.2 Condições de interface

As Equações (2.33)-(2.35) são vá]idas somente em ç2#, /3 C {1, 2, . . . , ]Vl}. Nas interfaces
I'ij, en] que polosidade, permeabilidade e forças capilares são descontínuas, estas equações
deixalla de ser válidas. Logo precisamos de condições para serem impostas eln I'ij = aQinaQj ,
.j 7é í, que são as condições de interface. Como o escoamento dos fluidos é descrito poi
uma equação diferencial de segunda ordem no espaço, vamos precisar de duas condições de
interface.

A pi'essão capilar en] S = Sn,. é chamada de pi'essão de entrada Pe da fase nãc-molllante
(en] inglês lares/zold pressure or zzonmetí ng passe enlz ua/ue) , e representa a pressão mínima
necessária para o flui(lo da fase não-molliante entrai em um meio poroso saturado poi um
fluido molltante. De acordo com Leveiett (1941), a pressão capilar em um meio poroso
depende da porosidade e da permeabilidade, sendo que para o modelo de Brooks-Coiey

(2.6) a pressão de ente'ada pode sel' expressa por Pc ' a. ( Ó)à, em que a, é a constante
de proporcionalidade. Desta forma, se a permeabilidade ou porosidade forem descontínuas,
t.demos como consequência modelos de pressão capilar com pressão de enteada diferentes.

Se consideial)ios modelos de pressão capilar eni que a pressão de entrada for zelo (ver
mode[o de Va.n Get]i]chte]a (]980) na Fig. 2.4a), então para cada va]or da saturação en] uin
subdomínio f21 existe unia saturação correspondente no outro subdomínio (22 tal que a pres-
são capilar é contínua. Neste caso as condições de interface devem garantir a continuidade
da. pt'estão capilar. Porém se a pressão de entrada é positiva e diferente nos stlbdomínios (21
e Q2, podemos ver pela Fig. 2.4b que existe uilla saturação crítica S*, tal que a continuidade
da pressão capital somente é obtida se a saturação da fase não-nlolhante S no subdomínio
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QI (domínio correspondendo a clirva inferior) é maior ou igual a S* (Duijn e Neef, 1994a,b;
Duijn et a/., 1995). Neste trabalho consideramos modelos de pressão capilar com pressão de
entrada positiva, logo existe a saturação de entrada S* , dada por n-l(S*) = a'2(Sn,). llustra-
mos por meio da Fig. 2.4b a pressão capilar do naodelo de Brooks-Corey dada na equação
(2.6) em dois subdomínios, um com permeabilidade baixa (n-2) e outro com permeabilidade
mais alta (TI), en] que destacamos a pressão de ente'ada Pe que o óleo deve atingir em Qi
para conseguir entrar ein f22.

Figura 2.4: Pressão capilar r, sez&do a-i a pressão capa/ar associada üo

l\tc. e n2 referem,e do'rnínio com peTlneabitidnde mü'is baixa, (a) Modelo de Van
Modelo de Brooks-Corou.

doznáhÍo com pez'meabiZidade

Ge«-uct-te«- . (t,)

Consideremos a interface I'Íj -: aQi n aQj, .j :/ ã. Suponha que o escoailaento está ocor-
rendo na direção (2i pala ç2j, ou seja, (u n)lí:. > 0. Em um ieselvatório podemos ter dois
tipos de escoamento: escoamento de lmi meio poroso com permeabilidade mais alta para un]
iiieio poroso com penneabilidade mais baixa (meio colei estrutura média mais fina) e vice-
versa. De acordo com comentários feitos acima, para o prillleiro caso, o óleo precisa atingir
a saturação de entrada S* em Qi para conseguir penetrar en] Q.Í e temos a pressão capilar
satisfazendo n-i(S) $ Tj(S) (ver Fig. 2.4). Já no segundo caso o óleo não terá dificuldade de
escoam de lln] meio para outro, pois a pressão de enfiada em Qj é fenol do que a pressão de
entrada ell] Qi e temos a-i(S) ? n-j(S). Mais detalhes sobre as condições de interface são da-

dos enl Clhavent e Jaffré (1978)l Duijn e Neef (1994a.,b)l Duijn et ct/. (1995); Enchéry ef aZ.
t :6

Caso 1: Condições sobre a interface I'ij, quando n-{(S) $ n-j(S)

Para a saturação: A primeira condição de interface para a saturação origina-se da con-
servação de massa através da interface e conduz à imposição da continuidade da componente
llon)la] do fluxo advectivo-difusivo sobre ]'i{,

(u: ./' (S: ) .:(S:)V«-:(S:)) n-:,:::(uj./(.$) .j ( .$ )VTj (4) ) (2.40)

onde St = ,!iH; S(.z), cona z C ç2{, Sj - .lüp $(z), com z C Qj. Já a segunda condição de

interface depende fortemente do comportamento qualitativo da pressão capilar T e prescreve
o valor de Sj colllo sendo S.., se Si C l$.r, S*l, e força a continuidade da pl'essão capilar se
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s. c ls*,t S..,). Desta coima, temos sobre I'íj,

«-:(s.) «-j(.$),
se S: c ISn,, S*l,
se S: C IS*, l S.,),

(2.41)

sendo S* a solução da equação a-i(S) = zj(S-). Mais detalhes sobre a obtenção destas
condições de interface pala a saturação podem ser obtidos em Duijn e Neef (1994a,b).

Pi'ecisamos encontrar uma forma simples e prática de incorporar as condições de interface
ao método numérico. Pal'a isto, intl'oduzimos a função JSt : ISn,, l S.,) -} lO, +oo) tal
que,l

Js- (SI
D Dnl'l

s «';'(«-:(s)),
se S., $: S $: S* ,
se S* $ S $ 1 S.,, (2.42)

e assim podemos reescrever a segunda condição de interface (2.41) em função do salto de S
como,

S: SJ - Js:(S:). (2.43)

Uma importante consequência dessas condições de interface é fato do problema adJllitir
soluções que descrevem o acúmulo da fase não-.molllante.

Para pressão global: A primeira condição de interface pala pressão impõe a continui-
dade da componente noi-miai da. velocidade total sobre I'íj,

À(S:)Ã:VP, . n-:, -,X(8)K,V8 n-:, , (2.44)

onde, a = liW P(z), com z C Q{, PÍ = liW P(z), com z C (2j. A segunda condição de
interface para pressão global piescteve a continuidade da pressão da fase nlolhante /%,, se
Si C IS.., S*l e a continuada.de da pressão da fase leão.-nlolhante .rl: se Si C IS*, l S:.,).
Neste último caso além da continuidade de Pn, temos também a continuidade de P., que é
consequência da continuidade da pressão capilar.

Logo pala o caso eill que S{ € 1S.,., S*l, temos que o óleo localizado no sudomínio ç2{ não
consegue escoar at.iavés da interface I'ij e entrai' no subdonlíllio (2.j, desta forma Sj = S.,.
Além disso a pressão do fluido molhante P. é contínua (Pw: /)m - 0). Então da definição
de pressão global (2.28) segue,

z.7 z.l

Pi Pj Pu,: + /. ./'(e)«-Í(Oae + «-:(S-) - Pw,

./'(0« Í(Oae + «-:(S-) «-.í(S«,).

S

S

s.

l.' fÇQ'«li(Qdl xj(S.,)
b-/ it 7'

S

Se S{ C IS*, l S..l, o óleo já atingiu a pressão de enfiada necessária pala cruzar a interface

['ij e escoar através de Q.Í, lOgO Pn é contínua (Pn. Pn, = 0). Desta forma usando a definição
(2.29) pala a pressão global t.erros:

s{

P«: '' js.. j
Si

(/(e)
s,,,.

1)«-1(e)ac - a.,

' (/(e)&'.

f''(.f(a-'L)«li( d

l)z;(e)d(.l)xl(e) d{ (2.45)
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Então, a segunda condição de interface para pressão sobre I'Íj é dada por,

a-a ;p- (S. , .$ ) , (2.46)

em que a função JPI é definida tal que,

Jp:(S:,4) -
J' /(e)«-Í(e)de + «-:(Sn,) - «'j(S-),

L17&r

3i. S.i

./' (./'(e) - 1)«';(e)de - ../' (/({) 1) «-;(e)d(Snr o.,

se S. c IS.,,S*l,
(2.47)

se S. c IS*,i Su,l.

E importante observar que as funções Jsi e JPI são contínuas em S*. Veremos no Capítulo
3 (lue as definições das funções JS: e JPi facilitaila a introdução das condições de interface
para saturação e para pressão ao método de Galerkin descontínuo.

Caso 2: Condições sobre a interface I'::f, quando n-i(S) ? a-j($)

Usando raciocínio análogo ao efetuado para o Caso 1, temos as seguintes condições de
interface para saturação e pressão sobre I'if:

Para saturação:

lu /(S:) - ':(8)V«-:(8)) nr, ./'(&) - .j(4)V«-j(.$))
Si Si = Js'z ÇSÕ,

em que,

nl'ij (2.48)

(2.49)

Js,(S)
Dnr

-s + «-i'(«-j (s)),
se S., $: S $ S*..
se S* $ S 5; 1 -- S.,. (2.50)

Para a pressão

,X(S:)K.Vã nr:, 8)JÇV8
Pi -- Pi -- JpzÇSi, Sj),

(2.51)

(2.52)

em que,

l.Õ«r S.,

JpzÇSi.Si)
J' ./'(e)«-;(Oa{ + «-:(Sn,) - «-j(S-), se .$ c IS.,, S*l,

./' (.f(e) 1)"Í(e)de ./ (/(0 - 1)«-;(e)d(, s' 8 C IS*,1 - .%,l.

sj

As condições de interface (2.40), (2.41), (2.48) e (2.49) para saturação foram obti-
das matematicamente pol meio de técnicas de regularização para meios heteiogêneos por
Dui.lli eí aJ. (1995). Já as condições de interface pala pressão roíam deduzidas en]
Cilaxelit e Jaíllé (1978) a partir da continuidade da pressão da fase nlolhante e não-molllante.

usando as definições de pressão global (2.28) e (2.29) e a equação pala pressão capilar
XIS :: rn8 -- ywB

A existência e unicidade de solução fraca para o sistema acoplado pressão-saturação com
condições de interface usando técnicas de homogenização foram analisadas por Amaziane eí aZ.

(]996); Beitscll eZ a/. (2003); Bouigeat e Hi(taili(1995). Mais lecentenlente Cancàs (2010,
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2008); Cancàs et a/. (2009) demonstraram existência e unicidade de solução fraca usalldo
uma condição de interface mais geral para o problema unidimensional de escoamento bifá-
sico em meios porosos heteiogêneos.

A modelagem ntmaérica pata resolver o problema acoplado pressa(>satulação (2.33)-
(2.35), com condições de fronteira e condições de interface eni meios porosos hetelogêneos
constitui uma tarefa desafiadora, pois a resolução deste problema apresenta várias dificul-
dades numéricas. Dentre essas dificuldades destacamos:

e Problemas cona termo advectivo dominante: em divei'sas simulações de escoamento em
meios porosos, o fenómeno ptedonlinante é o de tlaiisporte. Nestes casos a solução da

equação para a saturação (2.35) tem comportamento predominantemente hiperbólico,
o que pode provocar instabilidades numéricasl

e Resolução de um sistema acoplado não-linear: o sistema de equaçoes (2.33)-(2.35) é
não-linear e o acoplamento ocorre por meio da velocidade total (2.34). A resolução
desse sistema exige lidei de foiJ:na coei'ente cona essas não linearidades, aliviando ao
máximo o tratamento não linear, mantendo precisão numérica e além disso o problema
depende da variação no tempo, o que torna llecessário a utilização de unia discretização
temporal estávell

e Reconstrução da velocidade total: na resolução desse sistema é usual a utilização da
resolução sequencial, ou seja, resolve-se a equação pala pressão (2.33) dependendo da
saturação no insta.nte de tempo a-nterior e após calcula-se a saturação no instante de
tempo atual. À/las esse processo exige a reconstrução precisa da velocidade total apaitir
da solução obtida pala pressão global, pois o cálculo efetuado diretanlente apaltir da
equação (2.34) gela. oscilações nulnéricasl

8 Problema degenerado: de acoi'do com coiilentál'ios efetuados na Seção 2.2, a equação
para saturação (2.35) é parabólica degenerada, e o método nunlélico elllpregado deve
ser capaz de lidam com os termos degenerados;

© Descontinuidades das propriedades do meio poroso: heterogeneidades tem grande in-
fluência no processo de escoamento, porém a abordagem numérica é uma tarefa difícil.
O método numérico deve ser capaz de lidar com propriedades descontínuas como po-
rosidade, permeabilidade e pressão capilar, impondo de forma coerente as condições
de interface decoiientes dessas descontinuidadesl

8 Solução descontínua: além dns descontinuidades nas pl'opriedades do meio poi'oso, a
solução pala pressão e saturação pode ser descontínua ou apresentar faltes gradientes
na frente do fluido ou nas interfaces formadas entre dois tipos de sedimentos.

No próximo capítulo iremos descrever detallladanlente o método numérico proposto lleste
trabalho para resolver problemas de escoamentos em meios porosos heterogêneos, idelltifi
bando as técnicas empregadas para contotnai' os problemas acima expostos.



Capítulo 3

]\método de Galerkin Descontínuo
Sequencial com Reconstrução de
Fluxos

Neste capítulo introduzimos algumas definições relacionadas ao método de Galerkin Des-
contínuo, como definição das malhas espaciais e temporais, introdução dos conceitos de salto.
média, média ponderada e média Ital'mânica. Em seguida, na Seção 3.2, apresentamos o mé
todo de Galeikin Descontínuo que propomos neste traballlo para resolvem o problema aco.-.

prado pressão-sattnação (2.33), (2.34) e (2.35) em meios porosos heterogêneos. Apresentamos
na Seção 3.3 três maneiras para calcular a velocidade total a partir do gradiente de pressão
1(1ent.iflcando as caiacteiísticas de cada uma delas. Na seção seguinte, apresentamos alguns
resultados existentes na fitei'atura referentes a estimativas de el'io pala o método DG com

parabólica não.-linear. Na Seção 3.5, são discutidos alguns aspectos relacionados ao método

DG. E obtida também a forma residual da formulação, evidenciando assim a importância
de cada teimo lJO método numérico.

3.1 Discretização espacial e temporal

Seja {t"lo$«,$./v uma sequência de tempos com to - 0 e tw - T e passo no tempo
zXt,,.+] := f"+],-- t"', m 0, 1, . . . , N -- 1. Em geral usamos .At para referenciar o passo no
tempo e desta forma facilitar a notação. Seja Q um domínio aberto e limitado em Ró, d ? l,
com fronteira aQ. Pata discretização espacial consideramos uma partição Jh do domínio Q
composta pol iv dei-bentos abertos, disjtmtos,

Jh IS;í$v/, tal que õ - U P.
7'C'rh

(3.1)

Pala cada elemento T da malha Jh, associamos o diâmetro /zr e definimos o diâmetro da
malha como sendo

b := 1 iax hr
TÉJh '

Dizemos que .F é uma face interior da mallla se F' tem medida de dimensão (d -- 1) não-nula
e se existem T' e T'P ta] que f' -: é?T n a7'+. Uma face F é uma face da fronteira se P' tem
medida de dimensão (d 1) não-nula e se existe T c Th tal que f' - 87' n aQ. Denotamos

23
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por :nh como sendo o conjunto formado pelas faces interiores e :JÍI o conjunto das faces da
fronteira, Jh ::: :nh U :tll o conjLmto de todas as faces e para qualquer .F C Jh, /zr representa
o diâmetro da face F'

Supomos que a malha Jh é consistente com a divisão do domínio Q em subdolnínios e com
as condições de fronteira. Portanto, assumimos que as interfaces I' são exatamente cobertas
por um conjunto de faces armazenadas em :J:hr. Definimos Sr := :nh \ :tT. Tantbém supomos
que os conjLmtos DQo e õ{2o onde a condição de Dirichlet é satisfeita são exatamente cobertos
por faces da fronteira. Desta coima :JÍI, e 3E: correspondem ao conjunto das faces onde a
condição de Dirichlet é satisfeita pala pressão e satul'ação, respectivamente e :JhwP e :Jll;,
onde a condição de Neumann deve ser imposta. Quando necessário, usaremos :fis e :fh+s pal'a
identificar as faces da fronteira que cobrem as regiões de entrada de fluxo aQ; e saída de
fluxo a(2:, respectivamente.

Seja N o conjunto dos números inteiros positivos. Chanlanlos a = (ai, a2, . . . , crd) em

N'f de multi-índice, e lal = ai + a2 + . . . + cld é o comprimento de a. Supomos que cada
elemento 7' C :rh é imagem de uni elenietito mestre fixo 7' poi unia aplicação a.hln ./lr, isto
é, 7' = J.a.(7'), em que 7' é o simplex dado por,

f : âa) C ]Ra : ât + + ia .g 0, ii ? 1, ã = 1, ,d}

Sobre T definimos o espaço de polinõmios de grau k 2 1 como segue

p'. (f') 0 $ 1al $ k}

en] que, â' :: il'].Ê;2 . . .âlÍÚ e lal := ai + a2 + . . . + aa. Observan]os que pai'a un] dado

elemento 7' C R', a dimensão do espaço Pk(Í') é {(k + l)(k + 2) e como base polinomial
para este espaço usamos uma base ortonorinalizada que permite explorar a ortogonalidade
Z,2(F) , cuja representação pode ser encontrada em Hest.llaven e \:\;arburton (2008). Também
apresentamos alguns detallles no Apêndice A.

Definimos a derivada com multi-índice no sentido de distribuições

a" - aF: alÍ' em que aJ :: a/azj: pala .j :: l, d

Consideremos atola funções de valores leais definidas sobre unl domínio ç2 C R'z que são
Lebesgue integráveis. Pala l $ p < oo, definimos o espaço de Lebesgue -P((2) como o
conjunto de todas as funções u defltiidas eill Q, tal que lula é integrável a Lebesgue sobre Q.
O espaço 27'(Q) é equipado cona a nolnla

« I',.., - (.Á l«(«)l-««y'"

Consideremos também o espaço de Sobolev WPs(Q)
o índice de Sobolev s.

definido abaixo, ao qual associamos

Definição 3.1 Seja ç) um cozÜunlo abe7-to em IRa, então para l $ Ã < (x), o espaço de
SoZ'.Z« WPs(Q) é de$«{d. como ;'«d.,

I'tÇ(Q) (Q); õ"u C LP(ç2), lal $ s},
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z eq'uipavnos esse espaço co'm a, 'rLol"ma, de Soboleu dada T)or,

«, - l,:, «.'«"',«,I"
Em pa.rticular para p - 2, denotamos H;(Q) = W2s(f2) o espaço de Hilbert de ordem s.
Seu produto interno e norma, serão decotados por ( , .).,n e ll . ll,,n, respectivamente. Para o

espaço de Lebesgue L2(Q) = -Ho(Q), usaremos a notação equivalente para o produto interno
e pala a norma, isto é, (., .)o,n e ll - llo.n.

Desta forma, associando a cada elemento 7' C Jh a. função afirll /Lr, o grau de aproximação
polinomial local kr e o índice de Sobolev local sl.. e armazenando nos vetores .A = {.4.r
T C Jh}, A; = {kr : T C Jh} e s :: {sp : T C trÀ}, podemos definir o espaço de elementos
finitos descontínuo:

Vhk(f2,JL) :- {l; C L'(Ç2); ulr 'A7' C p'x:,(f'), desde que.Ai:(T) VT c Jh}. (3.2)

e o espaço de Sobolev particionado

H'(Q,Jh) Z.'(Q) : ulr C H''(r), vr c Th},

cona ]lorma e seminornla associada:

(3.3)

,,,«-l,x.

« ,« - l,:,.

1/2
2

U H''"(r)

1/2
2

U H'r(r)

«1 (3.4)

(3.5)

respectivamente. Por simplicidade passamos a usar yhk ao invés de yhk (n, Ã). Particularmente
vamos estai' considerando os valores escalaies k e s como sendo o grau de apioxiinação
l)olilioiiiial e o in(!ice de Sobolev, lespectivaJnPilte, definidos de lnaiieira unifoillie na malha.
Defillimos também o espaço H(dÍu, Q) pot'

n(ai«,o) lz.'(n)I'; v . « c z.'(n)}. (3.6)

Pala uma função u suficientemente suave, definimos o salto e a média em F C :Eh, em
que F :: ÕT n aT+, respectivamente como:

[u] :' ul, ,+, {u}
l

+ Ulr+2 T (3.7)

Extendenaos essas definições para as faces da fronteira F' C :J]] como [u] = {u} ::; ul,. Pala
a face r' C :JI, F' = a7' n aT+ tatllbén} definimos a normal n}. como sendo exteiioi ao
elemento T e pala tmla face de fionteiia .F C FZ, a normal nr. coincide cona a normal
exterior nan.

3.1.1 ]\'média ponderada e média harmónica

Sabemos que a solução para a saturação S pode sei descontínua ou apiesentai fortes
gradientes na interface I', onde temos descontinuidades nas propriedades do meio poroso,
ou em regiões onde o coeficiente do teimo difusivo zero (equação parabólica degenerada). É
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necessário dedicar atenção especial para lidei com o termo difusivo nas regiões onde esse se
anula ou se torna arbitrariamente pequeno, pois além da perda de regularidade da solução, a
presença do campo advectivo pode conduzir ao aparecimento de camadas limites no interior
do domínio (Cioisille et aZ. (2005); Ern et aZ. (2009d)).

Enl geral os métodos de Galerkin descontínuo têm a característica de impor fraca.mente
a continuidade da solução discreta nas interfaces da malha, desta forma precisamos de un]
tratamento diferenciado pala problemas com coeficientes descontínuos ou que tenham difusi-
vidade nula. Uma das técnicas para lidei com equações hiperbólicas-parabólicas degeneradas
em problemas de transporte é decompor o domínio espacial de acordo com as propriedades
físicas e geólogicas e usar diferentes esquemas numéricos em cada região de acordo cona clas-

sificação hiperbólica ou parabólica (Ern e Pioft, 20061 MQleeler e l/ot.o\-, 1998). Mas o uso
destas técnicas requer o conhecimento a pdoM das regiões onde a equação degenera, o que
se torna difícil em problemas não-lineares. Pala tratar de forma autoillatizada da detecção
destas regiões e lidar com problemas heterogêneos Di Piet.io et aZ. (2008)l Ein et aZ. (2009d)
desenvolveram um método de Galerkin descontínuo para a equação de advecçãc-difusão em
que usaram as técnicas de média ponderada e média hannânica para simetiização e pe1la-
lização do termo difusivo. Este método impõe fracament.e a continuidade dos fluxos entre
as diferentes Legiões. Ern e Steplia;nsen (2008) obtiverana estimativas de ergo a postedor{ na
norma energia para o n)étodo proposto.

Neste trabalho adequados as técnicas de naédia ponderada e média harmónica propostas
por Di Pies.ro et aZ. (2008)l Ern et a.Z. (2009d) para lidar com as lleteiogeneidades do meio
poroso e com o termo difusivo degenerado na equação pata a saturação. Para intioduzir
estas definições, considere uma função escalar a: representando a. difusividade definida sobre
uma face F C :Ph, com valores ar ,r e ap+,p associados a T e T+, respectivamente. Então
na face F' C :nh definimos a média ponderada pala uma função u e a l-nédia harmónica de a,
respectivamente por,

zulu :'u7- ,Fu +wl..+,/,u+: sendo wT ,F '',,"-.,, :- "''' (3.8)
rtT :F + aT+,F

, . 2a.r .FízT+.F
ç.CZ)F:- ' ' ,

ar ,F' + ai"+,F
(3.9)

en] que os pesos cor .p e wr+,p, são definidos tais (lue ur .r + wr+.p = 1. Para faces na
fronteira, F C :fho extendemos as definições acima por {u}. := u e <a>r := a.. A difusivida.de a.
pode asstmlir valores não necessaiianlente positivos em problemas degenerados, tais como em
problemas de escoamento bifásico. Se somente um dos valores a.T:t .r zelar ou se ambos deram,

os pesos são considerados iguais a 11 e a média harmónica é dada poi <a>FcQ. - a;, em que
aB = ]nax«cn, aP(z) é u]]] valor referência. Para F C :Fhr consideialllos wl' ,p - c';r+,F = {

e <a>p = ;;;;1li:;, sendo F c Q n ç2j. Pala as faces interiores F' C :nÀ cleflnimos também a

média ponderada conjugada por,
l

{«}. =:: wr+,Fu +w,r ,F.u+ (3.10)

por meio da qual temos a seguinte identidade pala funções u e u;,

[«,] - {«}.[.«] + {.«}.,[«] (3.11)
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3.2 Método de Galerkin descontínuo sequencial

Procuramos aproximações no instante de tempo t" cona m € {1, . . . Ar}, para a pres-
são phm e para a saturação SÜ no espaço de elementos finitos descontínuo l,/k definido em
(3.2). Observados que procuramos aproximações pala pressão e saturação de mesma ordem
polinomial. A escolha de diferentes ordens de aproximações polillomiais também é possí-
vel, mas esta escollla parece mais nattual. Reescrevendo as equações (2.33), (2.34) e (2.35)
que regem o escoamento bifásico, incompressível e imiscível em meios porosos heterogéneos:
Dado o instante de tempo T, encontrar (P,S) que satisfazem em QP x lO,Tj pala cada
/l F 41 9 /V.l. ' '} J

V . (.X(Sa).KaVPa)

ÜB = XÇSB]I<BVPD,

@Pa.SO + V . (u/j/(SP)) V . (cP(S#)V«-P(SO))

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Descrevemos abaixo o método de Galerkin descontínuo sequellcial proposto pala i'esolver
o sistema de equações (3.12)-(3.14). A resolução desse sistei)aa será efetuada de forma se-

quencial, ou seja, primeii'amante obtemos a aproximação pal'a pressão /:Xm no instante de
tempo [" usando a saturação SÜ 'i do instante de tempo anterior [" l.'Após obtemos a
velocidade total uX' por intermédio da equação (3.13), a qual é utilizada na equação (3.14)
para obter a saturação Shm no Instante de tempo t". E após recolneçalllos o pi'ocesso pai'a
obter aproximações Ph"+l , uZ'+t e SÜ +l para o próximo instante de teillpo ["+l

A formulação de Galeikin descontínuo apresentada nesta senão para lesolvei o sistema
acoplado pressão-saturação (3.12)-(3.14) é resultado de um estudo efetuado cona diferentes
formulações. No decorrer deste estudo falam realizadas análises numéricas em dolllíníos uni-

dimensionais e bidimensionais, utilizando problemas com diferentes graus de complexidade,
permitindo assim obter a fora)ulação mais adequada pala resolvem pioblenaas de escoamento
en] meios porosos homogéneos e heterogéneos.

3.2.1 Pressão Global P

a sagui'ação SIL C ql;, para 27z = 0, 1, . . . , JV-- l do passo no tempo anterior (m ? l)

ou da condição inicial So (m = 0), resolvemos piimeilainente a equação pala pressão (3.12)
usando o método DG com penalização interior, ou seja, procuramos .FT+l C yhk ta] que

h )

}.. l..X(St')KVPK'': .'Vz
Te'Jh '' '

vzh

.E.. .[ («,' ' {*wm-'r' '}.ü;«] -- "«, {*wm"»,«}.['r'-'])F'CJ:'fUJ"o '''
}l''' hp

}«Ü;«] + O«, {À(Shm)Ã'y,«}.[/T+']']

C«,=F']"':]t.«] - E .[h.+«.);« E .Ápx.«
hP

(3.15)

*''m-'« -'-- ,,=.«) ''«

-- ,:, .[ ( "«, ' {*»"o-;«}« '- «,=t.«]) 'w;o
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em que ,f)o e ,f).v representam a condição de Dirichlet (2.36) e de Neumann (2.39), respecti-
vamente, para a pressão e l9 c { 1, 0, 1} permite migram entre as formulações não-simétrica,
ínconipleta ou simétrica do método DG. O parâmetro o-p = ÕÉ2 sendo õ > 0 suficientemente
grande para garantir a estabilidade do método se l9 :: 1 e 7P é dado pela média harmónica
de acordo com a definição (3.9),

7r = <a>P,

em que a representa o coeficiente difusivo tal que, al-:t,F = llÀ(Sh )-KlrJ: llz,m(r), pata F' C :nh
e ar,F = llÀ(Shm)-Klp ILm(P), pat'a F C q. O operador G(Shm) sobre a interface I'ij, é definido
como,

c'(ST)- Jp:(S8, S8),
Jpz(SKi, SKj ) ,

se «-{(S) $ rj(S),
se «-{(S) ? «-j(S).

(3.16)

em que Sl;b, P C {i,.j}, denota a vesti'ição de Sü ao subdomínio QP, JP: e JPa são funções
definidas em (2.47) e (2.53), respectivamente. Note que em (3.15) estamos linearizando a
equação para pressão ao usar a saturação Sh do insta.nte t" pala calcular a pl-essão /ü +i
Essa linearização facilita a solução do sistema de equações pressão-saturação, pois permite
calcular pressão e saturação separada.mente. Lenibralnos que a equação pata a pressão não
degenera, sendo que a técnica da média ponderada é usada para lida.i adequadamente col-n
as hetei'ogeneidades do meio poroso.

Observamos que para calcular a solução para pressão no primeiro passo no tempo t'
usamos a saturação no instante inicial SE corno sendo uma aproxitJlaÇão construída a partir
da condição inicial So. Obtemos essa aproximação pela projeção -L2-octogonal de So no espaço
Vhk. Outra observação importante a ser feita é a necessidade do conhecimento da direção do
fluxo (u . np $ 0 ou u . np 2 0) pata aplicar a condição de interface poi intermédio do
open'ador G(Shm) sobre a face F C ST. Para m = 0, essa direção do fluxo é obtida por meio
do cálculo da pressão usando a Eq. (3.15), com G(Sr) = 0. Após obtemos a velocidade
u poi intermédio de unia das técnicas de reconstrução que descrevemos na Seção 3.3. Já
pala m ? 1, usamos uX', velocidade total do instante de tempo anterior, para fornecer unia
aproximação da direção do fluxo.

3.2.2 Velocidade total u

Após obter a apioxiniação para a pressão global /:T+i no instante t"+] , calculamos a
velocidade total tlh'+i no instante t'"+i por meio da relação (3.13). Para garantir estabilidade
na resolução do sistema acoplado pressão-saturação é essencial desenvolver esquemas numé-
ricos que permitam recuperar com precisão a. velocidade total. Discutimos algumas formas
de obter a. velocidade total na Seção 3.3.

2 9 q qn+llrnpãr. q'
LrlP IPR/ b..rLLU LRX LA:Íq.Aq..r b-/

Para calcular S,"+i, usamos pal'a discretização temporal o método de Euler implícito
no tempo, juntamente comi lmla díscietização espacial do teimo difusivo pelo método DG
com penalização interior e fluxo de Godunov (ou equivaleiitemente fluxo up70ind desde que a
ftulção fluxo fiacionáiio é monótona) pa.ra o termo advectivo não-linear. Consequentemente,
proctuamos Sh +l C Vhk tal que pala todo uh C L«h,
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L.l,~-~.;v*""« L

* ,.i,. Á «, . '«*

+ >: /. .(Shm)«'(Shm)yShm+: . y.. -
7'e'Th ''

TCJh''

n, . {uX'' :.f(Shm'':)}t««] + >: /.[0.S]«r''':
.FeJ'ü''"''

Ulr' :./'(Shm'' :) . V««

--p]./'(s]'+:)] [««]

E
.FCg"À,UI'Ê ' ''

>l: /. On, . {.(Shm)«-'(Shm)y««}«ÜST''''] +
r'c:J'ius'=:

* =.J,'««« * =.J,

/. n, . {.($hm)«-'(S;')ySr+' }., [««]

{.(Shm)"'(SÜm)y"«}«[ST''':] + E .Á Õ,=FS#''''']E"«] l3.i7)

Xt *ÓST«*.- '\: l,b,.«=''*)jçsDÕ".-
F'€9';. ''

;'''«« -'- ,l: .Á (-"«, ' 'w"o«'wm»«« -- ',=««) '«

C.( { n «'wm'««}« '-»,=ü««]) 'wn
,R:z
r'es''t

em que So e Sw representam a condição de Dirichlet (2.36) e a condição de Neumann (2.39),
respectivamente, para a saturação e (5P = <a>p, sendo a média llarmânica definida por (3.9)
com a representando o coeficiente difusivo de tal forma que, arJ:,F' - llC(Shm)T'(Sr)IT:. llL-(P),
para f' c :Ph e aT,F = llC(Shm)n''(Shm)ITllLm(F), pal'a F' C :J2. O operador J(Shm) sobre a
interface I'ij: é definido como,

}(sr) - .&:(slÍI. ) ,
J;:(s#l: ) ,

se «-:(S) .$ zj(S),
se ,-i(S) ? zj($). (3.18)

sendo Js. e Js, definidos en] (2.42) e (2.50), respectivamente. Observe que no método DG
para a saturação (3.17) 1inearizamos o coeficiente do termo difusivo calculando-o em Sr.
da mesma. forma como efetuanios na equação da pressão (3.15), mas o método continua
não-linear devido ao fluxo fracionárío que depende de sàn'+l. Para resolver (3.17) usamos o
método de Nesvton.

Estamos usando o método de Euler implícito para discretização no tempo, que fornece
uma apioxilnação de primeira ordem estável. Uma ouvia alternativa para a discietização
no tempo seria usar métodos de Runge-Kutta TVD (Total UaMation DimÍnisAlg), que são
métodos de alta ordem no tempo. Um método é dito TVD quando,

Tr(Ü"+:) $ Tb'(Ü"), o«de T}'(Ú") EIÜZ. ÜTI
J

sendo UT a projeção ortogonal .L2 de U" soba'e o espaço bÍ)1%, l $ .j $ À/, e U'n c %f a
aproximação numérica de Ordem X; no instante de tempo t"'. Mas para poder usam os lllétodos
TVD de alta ordem precisamos ter a garantia de que o método de Euler explícito associado
com unia dada discietização espacial é fortemente estável (TVD) sob ullla celta restrição no
passo no tempo. Além disso, o método de Runge-Kutta de alta ordena associado cona esta

mesma discretização espacial também deve satisfazer à condição TVD, cuja propriedade é
ftmdamental para garantir estabilidade. Se o método de Euler explícito associado a uma dada
discretização espacial não satisfaz a condição TVD, então não podemos usei' métodos TVD
de alta ordem, pois não teremos garantia da convergência desse método. Em Got.tlieb e SI)u
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(1998); Gottlieb et aZ. (2001) pode ser encontrado um exemplo numérico onde aparecem
oscilações quando é usado un] método ntmaérico de alta ordem que não possui a propriedade

Essas oscilações são provocadas pelo fenõnleno de Gibbs. Uma manifestação desse fenó-
meno é o fato que a projeção L2 de unia função descontínua ou com foices gradientes sobre
o espaço DG pode exibir oscilações pata k 2 1. Oscilações podem incluir dificuldades em
llluitas aplicações, desde que elas podem provocar a perda do conjlmto admissível de valores,
muitas vezes violando princípios físicos fundamentais de leis de conservação. Nesse contexto
usar esquemas com a propriedade de produzir soluções nãc-oscilatórias torna-se indispen-
sável. Para que possamos encontrar esquemas de Runge-Kutta de alta ordem tipo TVD é
necessário a introdução de liinitantes após cada passo no tempo para garantir a propriedade

TVD do método (Cockl)urn, 19991 Ern e Piperiio, 2008). Porém a introdução de limitantes
torlaa-se complicada em llialhas não-estruturadas e em duas e três dimensões não existe uma
análise na literatura, mas em geral ocorre a redução na ordem de convergência do método.
Já o uso do método de Euler implícito fornece soluções estáveis selll a necessidade da in-
trodução de limitantes, conforme será visto por meio de resultados numéricos nos próximos
capítulos.

No método de Galerkin descontínuo apresentado em (3.17) utilizamos fluxo numérico
de Godunov para o teimo advectivo não-linear, sendo que para F' C :JX', F' :: aT n ÕT+

TVD

temos,l

{n, «.Z''' '.f(Shm+')} -+ [0.5jn, . ur''' ]./'(Süm+:)] -
.., . KX'''':/(Shm':)l,-, se n, uZ'+: 2 0,
np uZ'+'.f(Sl;'+')Ir-- , caso contrário.

Desta forma, o fluxo de Godunov é usado pala todas as faces exceto para as que cobrem
a interface F' C :JI, onde é usado fluxo centrado médio. O fluxo de Godunov é uma das
melhores escolhas para t.Fatal o teimo advect.ivo en] pioblenlas não-lineal-es: t.endo eni vista
club esta estabilização produz poucos efeitos de viscosidade artificial quando comparada a
outras técnicas como por exemplo o fluxo local de Lax-Friedrich, que produz mais viscosidade
artificial, das o cleseinpenlio de ambas as técnicas é similar. Para mais detalhes relaciona(tos
ao fluxo de Godunov vei Gockburn e SÍlii (2001).

Já para a discretização do termo difusivo usamos o método de Galeikin descontínuo cona
penalização interior (veja Ainold (1982)), associado às técnicas de média ponderada e média
harlilânica confoilbe descrito en] Ern et íí.Z. (2009d). A introdução dessas técnicas é essencial
para lidar de forliia adequada com os coeflcielltes clescoiltínuos e degenerados do sisteli-ta de
equações pressão-saturação.

Um dos diferenciais do método de Galerkin descontínuo (3.15) e (3.17) proposto neste tra-
balllo em legação a outras formulações encontradas na literatura (por ex. Epsllteyn e Riviàic
(2007); Eslitlger (2005)l Kliebet e Riviére (2006); Riviàie e Bast.ian (2004)) é a introdução
das condições de interface para a pressão e para a saturação poi meio dos operadores G(S)
e J(S), respectivamente. A introdução da condição de interface no método DG é uma das
contribuições deste trabalho e nos permite iesolvei problemas heterogêneos eni que temos
descontinuidades na permeabilidade e também na. pressão capilar, assim possibilitando ao
método captar o fenómeno de acúmulo de óleo. Na literatura podemos encontrar alguns
trabalhos publicados nos últimos anos em que são propostas diferentes idéias pai'a incor-
porar as condições de interface não-linear'es ao método de Volumes Finitos. Encllél et aZ.
(2006) propuseram uni método de Volumes Finitos pala a equação da. saturação degenerada
com pressão capilar descontímta em que foram incorporadas as condições de interface não-
lineaies. Em (Gane'às, 2008; Calicàs et a:Z., 2009) os autores considerarll condições de interface
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mais gerais e apresentam resultados de existência e unicidade de solução pala a formulação
de Volumes Finitos. Já Cancàs (2009) analisou o método de Volumes Finitos pala a equa-
ção parabólica degenerada incluindo o teimo advectivo não-linear com uma descontinuidade
na interface. Porém, os métodos citados acima, trabalham somente com a equação para a
saturação, utilizando a velocidade prescrita, enquanto que no método DG aqui proposto
trabalhamos com o problema acoplado pressão-saturação.

A utilização do método de Euler implícito e a reconstrução de fluxos acusada que des-
crevemos na Seção 3.3 em conjunto com as técnicas de média ponderada e média harmónica
são essenciais para obter um método estável, sem empregam limitantes. Outra caiacteiística
importante proporcionada pela utilização das médias harmónica e ponderada, é o fato do
naétodo DG proposto captar automaticamente regiões en] que o termo difusivo degenera na
equação para a saturação e aplicar o tratan)ento adequado, sem necessidade de conhecer as
legiões degeneradas previamente.

3.3 Reconstrução de fluxos
Na Seção 3.2 descrevemos o método de Galerkin descontínuo empregado para iesolvei a

equação elíptica para pressão e a equação parabólica degenerada e nãc-linear pala a satu-
ração. Porém não detalhall)os coillo calcular a velocidade total uü:+l no instante de tenapo
I'"+l a partir da pressão global PX"+i, e que será utilizada para obter a saturação Sh +i,
pois o acoplai-mento entre as equações para a pressão e para a saturação ocoiie poi meio da
velocidade total.

Para calctilai a velocidade total u, temos a seguinte legação

IL :: \K'Vt.Pt.... (3.19)

em que o operador XZh ieplesenta o gradiente de uma função calculado localmente na malha
Jh. Unia das fonllas pala obter a velocidade total é calculei a derivada poi partes da pressão
global Ph e usar en] (3.19), Dias desta filma o fluxo é descontínuo e conse(luentemente não
pertence ao espaço IH(dãu: Q) e além disso, para problemas heteiogêneos, gera campos de
velocidades não conservativos. Nos resultados ntunéricos identificaieinos esta foi ma de obter
a velocidade total de SR (seno reconstrução). Unia desvantagem do método de Galerkin
descontínuo é o fato da componente normal do caillpo de velocidades não ser contínua na
fronteira entre elementos. O que por sua vez leva ao apalecímento de oscilações não físicas
quando um cálculo do fluxo DG é acoplado a um cálculo de transporte DG de maneira
direta. A descontinuidade pontual na componente normal da velocidade DG produz um erro
numérico adicional que pode ser significativo em aplicações em que o transporte é acoplado
a um fluxo não unifonlte. Aléiii da importância iia resolução de problemas de escoamento
em meios porosos, a ieconstiução de fluxos também pode sei utilizada na obtenção de
estimativas de elmo a posteMoü pala o método DG, indispensáveis para implementação de
técnicas adaptativas (Cocllez-Dlloladt e Nicaise, 20081 Etn et a./., 2007b).

Para resolver este problema é necessário usam algum tipo de pós-processamento pala
o fluxo. Descrevemos abaixo dois processos de reconstrução de fluxos: um pro.let.a o fluxo
sobre o espaço de elementos finitos BDh/l (Brezzi-Douglas-À'larini) reconstrução introduzida
poi Riviàre e Bastiall (2003) e o outro projeta o fluxo no espaço lIT (Raviart-Thomas-
Nédélec), reconstrução proposta pol Ern et a./. (2007a) pala problemas elípticos, sendo que
aqui efetualnos a extensão dessa reconstrução pala problemas de escoalllento bifásico.
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3.3.1 Projegao do fiuxo no espaQO de Brezzi-Douglas-Marini
Para a reconstruQfio de fluxos a partir da solugfio obtida com o m6todo DG para uma

formulaQao do Lipo (3.15), de tal foinia que o fluxo reconstruido deja localmente conservativo
e que tenha a componente normal continua, Rivi&ie e Bastian (2003) propuseram o seguinte
algoritmo:

deja P/, c yhk, k 2 2, a pressao global obtida pelo m6todo de Galerkin descontinuo (3.15) e
Bela

u" Ph C lq :l ', l3.20)

o respectivo fluxo. Entfio o fiuxo reconstrufdo uBDM 6 a projeQao de uoc no espaQO BDM
introduzido por Biezzi et a,J. (1985), sendo que o valor m6dio do gradiente da solugfo DG
nas interfaces 6 usado para determinar os graus de liberdade. Para qualquer T C Jh, o fluxo
uBDM C (p'k :(T))a 6 definido como segue

(uBDM ' n ', ")o,a,

(UBDM , V'")O,,..

(UBDM , S(;))O:,..

{«"} ««,«).,,,

(«", '«):.,

1«", sn).,, ,

v« c p* :(ar)
v«, c p ' :(r),
''Jz € 1\4KqT).

(3.21)

em que

M*(r) {;cp*(r) ;l«r-0} e .S(;)- r:e
\.aZ2

De acordo cone Btezzie Foitin (1991), as condiQ6es desciitas em (3.21) definem unicamente
o fluxo uBnM no espaQO BDM.

Caracterfsticas do campo de velocidades ap6s a reconstrugao no espago BDMI

e O no\;o campo de velocidades repo'oduz identicamente o fluxo normal m6dio do campo
de velocidades DG. Este propriedade 6 inlportante, porque o fluxo normal m6ctio 6
localmente conservativo no m6todo DG;

© O ]lovo campo de velocidades tem a componente normal continua na fronteira untie
del-centos;

+ A projeQao preserve a propriedade de conservaQao local de massa

A16m destas propriedades, supondo que a soluQao exata P de (3.12) pertence ao espaQO

H'(Jh), s ? 1, Rivi&re e Bask.ian (2003) obtiveiam os seguintes resultados para a velocidade
reconsttuida UBnM:

Lena 3.'Z Se5am P e u as sot'ug6es e=atas da,s eq'«o,fees (3.12) e (3.13), respectiuaTn,e«\te e
de$1tido por (3.20). Entiio, pct'ra, qualqu,er el.e'rnenio T C 'It. tends,

/Zn )in(k+l,s) -- 3/2

1({UOG} U) ' nF ' O,F $ C'==-'1=:771--I PI H'(JJ, V/' C aT,
(3.22)

em que C 6 uma constants 'i'rtdeT)endente de h e k.

Pda construQfo de UnDM, temos condo conseqliancia do Lema 3.2

/amin(k+l,s) 3/2

(UBDM U) ' nF ' O:F -$ C'-----II;:773-- P I (]'.)' VF C aT. (3.23)
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Teoxexna 3.3 E=i,ste uma, co'n,sta'rue C in,deT)endente de h, tal, qu,e para qual,quer eteTTtenio
G h;

UBDNI uoCllo,r $ C'h'':"@+i,')-:llPllx.H.) l3.24)

Garantindo assim que a ve]ocidade total ap6s a reconstruQfo tem a mesma precisfo e
ordem de convergencia que o campo de velocidades DG original.

3.3.2 Projegao do fluxo no espaQO de Raviart-Thomas-N6d61ec

Neste cano, apes obter a pressao /T+i, a velocidade total uh +l 6 obtida por meir da

recoustruQfio de fluxes ]lo espaQO de elenieiitos flliitos de R.avian-Thouias-N6d61ec (RT) cle
gtau Z,/ c {k I,k}, onde ~ '

RI'](ih) - {«h c n(df«, Q); vr c ih, u«I, c lp':(r)I ' + ;«]pz(r)}, (3.25)

Este reconstruQao de fluxos foi proposta por Erli et aZ. (2007a) para problemas elipticos

e a seguir efetuamos a extensfio para problemas de escoamento biffsico. Em particular,
uh C R:l'f(J/.) 6 tal que V . u/, C p'i(T) pain dodo 7' c J/,, u/, . nr c p'!(-F) para todo F ' c Jh
e dodo T C Th, e tal que seu traQO normal 6 continuo.

A reconstruQao prescreve localmente em coda elemento da malha T C Th os kraus de
liberdade locais de uX'+l homo segue: Para dodo F C Jh e Vq C ]PI(F), ' '

{A(Shm)X'y/%"''': }« + '7, llf [.rT''':J ') q, (3.26)

e paid dodo T c Jh, vm c lp'!-i(r)I '

1. ,X(Shm)K'yq"''': . «, + " E .f «,,-,,«, . (X('Sr)K''«)[J:T'':]', l3.2Z)

onde [-]' 6 clefiTiido ella (3.57). Estes condiQ6es prescrevenl todos os graus de liberdade do
campo vetoria] ttZ'+: (Biezzie rollin, 1991). Para nlais detallles referentes a reconstiuQao
de fluxos descrita acima, ver Ein ef a./. (2007a, 2009a, 2010).

Caracteristicas do campo de velocidades apes a reconstruglio no espaQO R:l ':

Ern et a/. (2007a,b) demonstiaram que o divergence do fiuxo reconstruido no espaQO de
Raviart-Thomas-N6d61ec 6 6timo, ou deja, 6 igual a projegao ortogonal Z2 do termo de foote
sobre o espago de aproximagao discreto DG. Os autoies apiesentaranl esse resultado atrav6s
do seguinte teorema:

Teorema 3.4 Sda Ph C Vht a sofufao Z)G do prob/etna e/@t co r3.-ZPJ e uh C RTr(Jh) o
H,u:co rego'n,strum,o obtido por m,eio das aqua,Q6es (3.26) e (3.2'7), entdo,

V ' u./. = n£./' l3.28)

once f :: q.. -F q.. e H\.j 6 Q proiegiio L2-onogo'r\at de J n,o espaQO VK

Este 6 uma propriedade muito importante quando o fluxo ieconstruido 6 usado posterior-
mente como velocidade en] un] escoamento advectivo ou condo felramenta para estimativa
de errs a poster£orf.
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Definili)os a lloinla energia discreta associada ao espa.ço Vbk de acordo comi Ei-n et aJ
(2007a, 2009d) por,

[[u[[[ã = >1: 11u]]]}, onde ]]]"]]]} = .ÂÀ(S)/{Vu Vu+ >1: 7PÍlt«]Eu].
Te'Jh "/7' F'Ca7' /z'F

(3.29)

Outra. propriedade illiportant.e da reconstrução de fluxos no espaço R;l' é o fato do erro
referente ao fluxo difusivo na norma energia ser limitado pela nonlla energia discreta do
erro iia variável piimal (P Ph), independentemente das heterogeneidades difusivas. Apie-
sentaillos esse i'esultado no teorema a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em
Ein eí aZ. (2007a):

Teorema 3.5 .9©a P a se/uçâo ezata do proa/ema e/@tÍco r3.-ZPO e uü C RTz(Jh) o ./Zuzo
reconstruído obtido por meio da.s equ,tições (3.26) e (3.21), então,

'*«, ;««".,. . '«; IHI « (3.30)

em que h.l.,t.v e h..«.x são o maior e o melhor üutouator do coe$cie'n,te difusiuo XK 'n,o ele'm,CRIO
r
Devido a estimativa. de eito a püod que apresentamos no Teorema 3.6 da Seção 3.4 para
P Phlln, o Teorema 3.5 gaiante o mesmo linütante para o fluxo reconstruído u/.. Como

consequência, (À/{)iVP + (ÀK)' iuhllo,n fornece um valor ótimo para estimativas de ergo
a .poste'r'io'ú.

Além das propriedades destacadas acima pala o fluxo leconstiuído no espaço de Raviart-
Thomas-Nédeléc, telllos ainda:

e O campo de velocidades é obtido com taxas ótimas de convergência e ta.mbéni é con-
servativo;

e A t'econst.i'ução é feita elen-tento por elemento, logo não demanda significativo custo
coniputacionall

e Esta projeção no espaço R:l' é mais precisa que a pi'ojeção no espaço BDÀ'l. Resul-
tados nunléiicos que colnprovanl essa afirmação podem ser encontrados nos artigos
publicados (Eln et a.Z., 2009a., 2010) e também nos resultados numéricos que serão
apresentados nos pióxinlos capítulos.

No Apêndice B descrevemos com detalhes a recollstrução da velocidade Lota! no espaço

R:l'o(Jü) pala. domínios bidimensionais.

3.4 Estimativas de erro

Nesta seção apiesentanlos alguns insultados que podem ser encontrados na literatura
referentes a estimativas de erro a pdoM pata o lilétodo de Galerkin descontínuo e discutimos
as semelhanças e diferenças coili o método DG aqui proposto, procurando identificar quais
estima.uvas de erro são as mais adequadas.

Para o problema difusívo (2.30), consideramos a norma energia discreta definida eln
(3.29). Eito eí aJ. (20(]9cl) deinoiistraram, sob a liipótesc de que o coeficiente clifusivo seja
constante pol partes e ]inlitado infeiioimente por unia constante positiva, que o método DG
aplicado à equação de advecção-dihlsão, comi a utilização das técnicas de média ponderada e
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média harmónica como descrito aciilaa satisfaz as propriedades de coercividade, consistência
e continuidade na norma energia discreta (3.29) no sentido do segundo Lema de Strang (vel
(Ern e Guermond, 2004)), garantindo assim existência e tmicidade de solução pala o método
DG. Os autores também obtiveram as seguintes estimativas de erro a pMoM ótimas para a
solução do método DG, Ph C }lk, na norma energia e na norma .L2:

Teorema 3.6 Sda A,v := max(l, AÀ/,n), em gue Am,n é o maior autouaZor do coe$cieníe
lifusilio XÇS)K em çl. Então, se a, solução e=atct P du equação (2.30) está em HK+L ÇTh]

llp Ph llí2 $ C'AÂ/h'llPllx«+:(J«),

l

(3.31)

:'m, que C > Q é hmü co'festa'nte que pode deT)evtder da, regutaT"idade da malha,, vILas 'indo'pende
J,o diâmetro de mcLlhü h.

Supondo que o coeficiente difusivo não seja muito pequeno e usando o argumento de
dualidade de Aubin-Nitsche, demoilstralam também que a estimativa de erro na norJlla Z,2
pode ser aprimoiada como descrito pelo Teorema,

Teorema 3.7 Se a solução ezaía P da equação Í2.309 está em -/7*+i(Jh), então,

P -- Phllo,n $ c?llg-Ü*+:llpllH.+:po, (3.32)

Bm q'üe À.ltt.n é o Tn,enor autouül,or do coe$ci,ente dif'usiuo XÇS)K e'm, çà

Eln e Stephallsen (2008) também obtiveram estimativas de eito ótimas para o método
de Galerkin descontínuo cona penalização interior usando média ponderada pala o pro-
blema de advecção-difusão linear. Já para o problema não-.linear e transiente é muito mais
complicado efetuar análise de convergência e obter estimativas de erro. De fato, em 1982,
Cllavent e Salzallo (1982) llsaialn pela primeira vez o método DG para discretização espacial
pala unia lei de conservação hiperbólica nãc-linear cona aplicação à problemas de tecupeia-
ção de petróleo, e após tanto tetlipo não existe análise de convergência para a discretização
espacial DG para problemas de lei de conservação não-linear com soluções não suaves, exceto
pala alguns casos particulares, como o caso de apl-oximação polinonlial constante por partes.
A seguir passai'amos a descrever alguns resultados referentes a análise de erro que podem ser
encontrados na ]iteratuia para o método DG aplicado a problemas transientes não-lineares.

Ris,iàe e Wheeler (1999) introduziram uma fonnulação DG com penalização interior,
localmente conseivativa para resolver o problema parabólico não-linear:

%--v.«(",U)Vu-q(«,u),(t,«) c(o,r) x ç2 (3.33)

com condição de fronteira de Neumann homogênea, e obtiveram estimativas de eito ei]] .HI

ótinlas, sob a hipótese da existência de ç e ç* tal que 0 < ç $ a(t/) $ ç*
Recelltemente Epsht.eyll e Riviàre (2009) obtiveram taxas de convem'gência pala o método

DG aplicado à resolução do pioblei)la de escoamento bifásico, incompressível e totalmente
acoplado para o caso não-degellerado:

- V (À./{VP) - q. + q.,

«t*» l*«-'' +-«l-
(3.34)
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onde a pressão global é definida por,

P(t: Z) Z) + «(l Sn,-) ri:='''' llg«'«'-: (3.35)

Observamos que a equação para satui'ação Sn (3.34) utilizada em (Epshteyn e Riviàre, 2009)
e a fot'mulação de Galeikin descontínuo para esta equação são diferentes das utilizadas neste
trabalho (veja equação (2.32)). Os a.utores obtém estimativas na malha espacial e para ordem
de aproximação polinomial, e exibem o parâmetro de pellalização que deve ser escolhido
para gana.ntir estabilidade e convergência. Também são apresentados resultados numéricos
que confirmam as taxas de convergência teóricas.

Nesta seção apresentaienlos alguns resultados de hp-estimativas de erro a pMod na norilla
L' e na seminornla HI obtidas no artigo (DolejÊÍ, 2007) para o método DG aplicado ao
problema de adveção-difusão não-linear transiente mais geral:

=;-+V.F(t/) V .4(U,VU)-q, e«-(0,T) xQ, (3.36)

otldeU:(0,T)xQ-#R,F ...,IFa) :R-+lR', .4(.41,...,.4a) :lRxlR'-->R',
cona .4; = .4.(O = .4.((lo, (i; . . . , (a), são filnções não lineares. Como condição de fronteira e
inicialsão consideradas:

U

.4(U, VU) . no
Ult-o

Uo, soba-e é?ç2o,

Ux: sobre a(2w:
Uo: em Q.

(3.37)

Se consideramos F(U) = u./n(U), ,4(U, Vt/) = c(U)«-'(U)VU e q = q. na equação (3.36)

recuperamos a equação pala a saturação da fase nãc-illolhante (2.32).

Pala delllonstiar as estimativas de eito, DolejÉÍ (2007) supõe que o problellla (3.36)-(3.37)
possui ullla única solução U, suficientemente iegulai e além disso assuilJe:

(i) a função F é Lipschitz contínua. con) consta.nte (;p-, ou seja,

F(«) F(.«)l $ cFI« «,l, (3.38)

(ii) as funções 4.
tal que

.'l,((o, ( 1 ) , (a) são contínuas en] R'+' e existe uma constante ci > 0

/ d \

.4.(G,(-:.. ,(.)l $ '- 1i+EIGll , v( clR'+:, .- i,...,a,
\ {-o /

(3.39)

liii) existem dei'ivadas contínuas e limitadas gi':(O, ou seja, existe unia constante c2 > 0
tal que

$ c2, V( c R'J+l: s = l (/. { :: O. . . . . d, (3.40)
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(iv) existe uma constante c3 > 0 tal que

Ê Ê %P«,,": : .; E «;, '', " ' «'*'. (3.41)

As hipóteses (3.38) e (3.39) auxiliam na definição do problema discreto, sendo que (3.38) é
amplaJnente utilizada para resolver leis de conservação não-lineares. Já as afirmações (3.40)
e (3.41) são utilizadas na teoria de operadores monótonos, assegurando monotonicidade e
continuidade pat'a as respectivas formas difusivas não-lineares.

Pala a triangulação, assume-se que tenha as seguintes características

e localmente quase uniforme , ou seja, existe uilla constante Ce tal que

hr, $ (1;bATi , V7i, Tj C Th que compartilham a face f' c =Eh, (3.42)

e forma-regular, ou seja, existe uma constante C'. > 0 tal que

hv $: C:ri..;.. WT c 'Jt., (3.43)

e relacionado à aproximação polinomial, supõe-se que existe (]'P ? ] ta] que

ÍIZ-- 5; (4,, VT, 7'' c Jh tal que 7', T' conlpaitilham uma face. (3.44)

Associado a cada elemento T C Jh definimos o parâmetro

(3.45)

e pala cada face r' C Jh

.Z(F') - mi«(d(7' ), d(T' )),
d(r):

se F' c :Eh,

se F € Si? u JiY (3.46)

Na definição a seguir, apresentamos o formulação discreta do método DG para o problema
(3.3(5)-(3.37) utilizada no artigo (DolejÉÍ, 2007) pala obter a estimativa de erro a prZoM.

De6nição 3 8 S a uE C Uhk a prdeção Z,'(Q) da condição n cja/ U' soZ're o espaço yhk,
rasto é, u função de$nida, 'por

(«E u', ««) - o, v«« c W. (3.47)

un é solução DG do problema (3.36)- (3.3'7), se

ra) u c C''(lO, Vl; VAk),

rZ,J V«« C ybf, Vt c (0, T),

?:lliy, "«l + ««("«([), ««)+ z'«(u«(t), ««)+ 4("«(t), ««) - /«(««)(t); (3.48)
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onde,

««(«,«) E .4(u, Vu) . V«d:«
T E /. {,4(«, Vu) n,}t«]dS,,.;s.,''

H («]i, « ;, «,) [«]as,b« («, «)

4(«, «)

E /..F(«) V«a«+ E
Tcg'h ' ' F€3.JF

1. « [«] [«]as,

z«(«)(í)
1..'.o«'« ''- Z~l,-~w"" *- =:1,.-«©«",

em que

F' € q. U Jho: (3.49)

..«d. q«. C'.., ..«á de$«{d. m«{. «dÍ-{.. ,4 /u«çã. H («li, «l}, «,) é . .#-. «méN«
que a7)ro:rima H'(tt) . np.

rO u«(0) - u:

Observamos que o método DG api-esentado acima é semelha.nte ao apresentado pa.ta a
equação da saturação em (3.17), exceto que na Definição 3.8 o autor utilizou a média usual e
não introduziu o termo de simetrização pala evitar problemas relacionados à introdução desse
teimo durante a análise de convergência. Porém sem a introdução desse teimo, o método
proposto no artigo (Dolejgí, 2007), não é coercivo e não tem as piopliedades da simetria. A
ausência destas piopiiedades pode provocar a perda de taxas ótinlas de convergência em .L2

Sobre o fluxo numérico H (ulÃ, ul}, np), Dolejlâí (2007) efetuou as seguintes hipóteses:
Hipótese Hl:

[. H (u: u, n) é definido em ]RÚ x Bi, onde BI = {n C RÚ; nl = 1}, e é Lipschitz-contínua
en] relação a u,u:

.H (u, «; n) H (u*: «*, n) l $ OH(lu «*l + l« u*l): u,u,u*,u* C R:n C BI.(3.50)

2. H (u: t;, n) é consistente

H(u,«,n) ->:F,(u)n, u C R:n-(n-,
s-:l

d

n.) C B- (3.51)

3. # (Ll: u, n) é conservativo:

H (u, u, n) u, n) , u, u C IR, n C (3.52)

Pala obter a estimativa de Crio a pdoü, DolejÉÍ (2007) assume ainda que a solução excita
t/ = U(t, z) do problema (3.36)-(3.37) posstli alguma regularidade:

!Tlr C z,'(o: T; X''(1')), t/Ir c L'(o, v; x''(1')) vr c ih. (3.53)
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Ee"te«na 3.9 Seja U Q solução exala d,e (3.36)-(3.3'7) s«tisf.«ze,«do (3.53) e Tt. a pa«ti-
ã,o d,o do«í"À' ""'"Put«io«.l s«tisf«ze«,do (3.42) e (á.43). éej« uh .l solução «p«ohmad,.

)buda da resolução de (S.48), onde o parâmetro de penatizctção a satisfaz (3.,49), com C.
eficientemente grau.de para garan,tár est,ab{.lidado ao método DG. Suponha que as rt/@óteses

'3.38)-(3.4í), (3.,44) e (3.50)-(3.52) são uá!idas. Então o erro de dÍscretázação eü = uh -- U
;atislaz ü estivnutãuct:

.tW}, jje«(t)llo,. + Cm .Z lll.«({)lll'a{ $ Q(Q) .E ;;i:ãllUll},I''CTh "'r (3.54)

",, *,,z U?l Ü$ÍiÍ#.:Zl=?=GZ='=kz=.,===
11«111:- 1«1?,,.+ Jha(«, «).(3.55)

De acordo cona DolejÊlí (2007) a. estimativa de erro apresentada no Teoren.a 3.9 não é

valida para o caso em que o termo difusivo .4(t/, Vt/) zero, pois para este caso o teimo Q(Q)
diverge. De acordo com comentários efetuados anteriormente, para esse caso em

"b \' '/

que o tenho
difusivo zela na equação parabólica não-linear (ou seja, quando a equação torna.se uilla lei
de conservação), não existe na literatura análise de erro para o método DG até o momento.

Na Seção 6.1 do Capítulo 6 apresentamos um exemplo em domínio bidimensional por
meio do qual avaliamos o erro e as Ordens de convergência na norma L2 e seminoima ./7i
obtidas cona o illétodo DG (3.17) aqui pi'oposto e comparamos com o resultado teórico do
Teoienla 3.9.

3.5 ]i'orma residual do método de Galerkin descontínuo

Nesta seção escrevemos as equações (3.15) e (3.17) na forma residual, o que nos permite
identificar a importância de cada termo no método DG proposto. Para isto, integramos o
primeiro teimo na equação (3.15) por partes e após reorganizanaos os termos utilizando a
definição de média ponderada conjugada (3.10) e a identidade (3.11),

à.z V . O(SXn)Ã'yp;n'' :) + q. + q.) ;«

[À(Sr)X'Vq"'']{.«}. + E .Á («,' ' À(Sr)K'V/T''' + Pw) ;q3.56)hp

(.({*''m-;«}~ -- ,,'=t.«]) [«''*:]' -.
en] que

[q"'' :], se P' c q:,
[7:T':] G'(Shm), se F' c g, (3.57)
/T+' - Po, se r' c JZ,.

Desta foi'ma, podemos observar que o pi'inteiro teimo em (3.56) impõe fracamente o resíduo
volunlét.rico da equação diferencial parcial, o segundo teimo a continuidade do fluxo. o
tei-ceiio teimo a condição de fronteira de Neunlann sobre {2f e o último teimo impoe a

[q"*']' -
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continuidade da pressão no interior de Uwt l QP, a condição de interface sobre I' e a condição
de Dirichlet sobre armo. Notamos também que a condição de interface é imposta fracamente

através da igualdade Ü.f)hm+:] = G(Shm), cona ordem de aproximação O(a.t").
Usando um raciocínio similar obtemos para o método de Galeikin descontínuo (3.17)

após integração por pa-ires do segundo e do quinto termo,

E .L (At':é(Shm'' : - Shm) + y . («Z'''':/(Shm

.FCS''h''

-- ,:: .Á ('' ' ( "x'*:.,wr'' D -- .wn«'e;zD''r*D -- '.«) "«

'm -- » . («x'-':.fHT'' D )«'n#DV'r-':) q.) ««

n, . [-uZ'''':/(S]'''':) + .(Shm)T'(Shm)yST''''] {««}.

\.uh, )il \.uh. )'/'-)h, ) \ uIN)uh (3.58)

l9nr {.(Sr)«-'(SÜm)y««}« + Õ,,:et««]) [Sl;:' :]'

+ >1: [E0.5jn, . ur+']./(Snm''':)]E««] -'
.pcs'E:''

em que

[Shm'' :] ,
[Shm''':] J($r),
nnl+l n0h 001

se F C S:'
se P' C 3t,

se F' c S'8
Shm'' :l' (3.59)

Então, da equação (3.58), notamos que o primeiro termo impõe fiacallaente o resíduo volu-
métrico da equação diferencial parcial, o segundo teimo a continuidade do fluxo, o terceiro
teimo a condição de fronteira de Neumann ç2y e o quarto termo illlpõe a continuidade da
saturação no interior de Umi l Q/3, a condição de interface sobre I' e a condição de Dirichlet
sobre a{2?. Notados que é essencial que o coeficiente de penalização õp seja diferente de
zelo na interface, mesmo para problemas degenerados, para que a condição de interface seja
imposta fracamente por meio da igualdade [Sr+i] = J(Shm), COm OI'denl de aproximação
O(At'"). Já o último termo da equação (3.58) resulta da estabilização tipo up indíng para
o teimo advectivo, e esse termo é dissipativo desde que / é uma hinção crescente.



Capítulo 4

Escoamento em Meios Porosos
Homogéneos: Domínio
Unidimensional

Neste capítulo são apresentados resultados numéricos pala problemas de escoamento em
meios porosos homogêneos e domínio unidimelisional. Apesar da simplicidade, o modelo uni-

dimensional tem importância indiscutível em uma grande variedade de problemas práticos
quando, devido à geometria do prob]ema, é possível captar un] fenómeno pledotllinante de
problemas lnultidimensionais. Um outro aspecto importante é o fato que em domínios uni-
dimensionais existem vários problemas de escoatnento bifásico em que a solução analítica é
conhecida e portanto podem ser usados na validação do método numérico desenvo]vido. ini-

cialmente abordamos a equação de Buckley-Leverett, analisamos a convergência do método
numérico e coinpatamos a solução aproxilllada cona a solução exala pai'a. o caso em que os
efeitos da pressão capilar são desconsiderados, ou seja, pai'a o caso en] que temos uma ]ei

de conservação hiperbólica. Também validamos o método DG proposto para a solução de
McWhorter e Sunada obtida pala a equação parabólica degenerada, comparamos a solução
numérica cona a solução quase analítica e apresenta.lados os erros na norma .L2 e respecti-
vas ordens de convergência. Em seguida na Seção 4.3 consideramos o problema acoplado
pressão-saturação, en] que analisamos os efeitos obtidos com reconstrução de fluxos BDM
e RT e sem leconstiução (SR). Também coillparamos resultados obtidos com formulações
explícita, gemi-inaplícita e implícita.

4.1 Equação de Buckley-Leverett

Inicialmente vamos apresentar alguns resultados para um problema mais simplificado:
a equação de Buckley-Leverett em domínio unidilllellsional Q - (0; .L), que consiste en]
traballlai somente coi-n a equação para a saturação (2.32) sem termos de fonte:

«:*z'«.".',, é(''',«''',:) - ., (4.1)

41
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e condições de fronteira e iniciais:

S(t, 0) - So:, S(t, L) - So,,

S(0,#) - So.
(4.2)

Esta equação foi introduzida por Buckley e Leverett (1942) pala modelam uill problema
simplificado de escoamento bifásico de fluidos iniiscíveis em meios porosos lia indústria do
petróleo. Aqui a utilizados pai'a modelam o escoamento de petróleo e água, em que a fase n)o-
Ihante é a água e o petróleo a fase não-molhante. Simulamos o deslocamento unidinlensional
horizontal de petróleo provocado pela injeção de água em un] meio poroso homogêneo. Estu-
damos o processo de escoamento do petróleo provocado pela injeção de água na extremidade
esquerda do reservatório.

Para abordar o problema de escoamento de fluidos imiscíveis em duas fases em ID pode-
mos resolver somente a equação de Buckley-Leverett (4.1), uma vez que a velocidade total
ut = u.. + u. do escoamento é unia função constante em relação a z. Para verificar isto,
basta considerar a equação (2.19) sem termos de fonte,

;(«. + «.) - o ::* i(«.) - o.
(4.3)

Devido à sua simplicidade, a equação de Buckley-Leverett é frequentelllente utilizada pai'a
validar métodos numéricos. Além disso, pa.ia o caso eln que são desconsiderados os efeitos
capilares, a equação de Buckley-Leverett torna-se unia lei de conservação hiperbólica que
possui uma solução analítica conhecida.

Pala este problema consideramos duas formulações do método de Galerkill descontínuo:
uma explícita e outra implícita, com o objetivo de avaliar o comportamento da solução nu-
mérica obtida com cada método. No método explícito lenlovemos as não-linearidades da
equação de Buckley-Leverett escrevendo os coeficientes do tem-to difusivo e do teimo advec-
tivo como função da. saturação no instante de tempo anterior. Elllpiegando uma aproxin)ação
implícita de primeira ordem para discretização temporal, propor)los a seguinte formulação
do método de Galerkin descontínuo que chamaremos de formulação explícita.
Dado S#" C Vhk, encontrar Sh +i C Vhk, tal que pala todo uh C yhk:

>: [.At''@sl'''''««'. >., L.(SE')«'(SE')s:''*''«l
7'c'Th ' ' TC'Th ' '

E({.wm«'w;osr' ''} [««] -- "E;r' '] {.wm«'nm«]})E
r'cJ'ius'Ü

+ E
.pc3'ius"E

«.. /, .(sl;') «l,
T

õ,=Es;Í'''':]t««] - E .[ a.' :ésF«.

>: (u. {/«(S];')} + 0.5]u. . n,]E/«(S];')]) [«,.]
r'cs'i

-- ,l: ( "«, ' '''*o«'wm»«« -- ',=««) '«
+U./n(SO:)««(0) U./n(SD,)««(L)

(4.4)

em que Sol e S02 são as condições de Dirichlet em T :: 0 e z :: Z,, iespectivaniente.
Se consideramos na equação (]e Buckley-Leveret.t o termo advecl,ivo e o coeficiente do

termo difusivo dependendo de shn'+l temos a seguinte formulação implícita nãc-linear do
método de Galerkin descontínuo:
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Dado Shm C yhk encontrar Sü +l C yhA, tal que para todo uh c Vhk

'!: 1. at :0s:'-':«« + }., [...(s:'*'*)«'(s:''*')SX'*'''«l.
Tc0- '/ TCJh '/T

F.. ({'wr'''u«'wr'' o'r-'-:'} [««] -* "E'r-'-:] {.nr' u«'wr'' u«]})F'cg:'{ UI'o ' '' ' ' ./ /

'' E' õ,=Esr'''']t««] UX''D«i

-'- .E; («. {/nWT'''D} + 0.']«. . «,]t.hWT' 0]) [««]Z-.. \"t 'lln\'h
r'cs'l

+U. /n (SO:) «« (0)

l.6.t-:$sl'««]- }.,
' r"cs'E;

-.9n, .(Shm)T'(Sr)V«« + õ,:e.«) se

(4.5)

E
TC'Th

«. ./L ( $o,)«« (Z,)

4.1.1 Resultados numéricos

Nesta seção apresentamos resultados numéricos obtidos pala a equação de Buckley-
Leverett com os métodos de Galerkin descontínuo explícito (4.4) e Galerkin descontínuo
implícito (4.5), para dois casos: desconsideiamos os efeitos da pressão capilar (n- = 0) e
no segundo caso supomos que os efeitos da pressão capilar' não são desprezíveis (a- :/ 0).
No primeiro caso temos um problema de lei de conservação hiperbólica. Estes resultados
numéricos também podem ser encontrados no artigo publicado hlozolevslçi eí a/. (2008).

Exemp\o 4.1 Utilizavnos o modelo de BT-ooks e Clo?-e'y (1964) para as permeabilidades re-

atiuas dos $sidos e par" 'l pressão ca'pilar descritas respectiva«ente pelas equ«,ções (2.'7) e
2. 6). A implementação foi, efetuada htitiza'n,do os seguinte dados:

Domínio:

P'rol)lied,artes dos fluidos.
Prol)hera,des da,s rochas.

UeZocÍdade lota/.

Parâmetros do modal,o de Brooks- CoreU=

Q - (0, 300jml),
At.. = 0.0011-Paul, H. = 0.0] l/'asl,
@ :: 0.2, /( := 10 iilnt21
ut :: 9 10 rlm/sl,
S:.. - 0.2, S., - 0.15,
r2 = 2, Pe = 104jPal
Sn(1, 0) Sn(t, 300)
So := 1 -- S:.,,.

(4.6)

CoTtdições de fronteira.
Condição inicial,:

s'",,

Em todos os resultados numéricos apresentados nesta seção consideramos l9 = 1 (formulação
simétrica), parâmetro de penalização JP :: 10-3, al, ::; k2 e as aproximações apresentadas
são deferentes aos instantes de tempos T = 100, 200, 300 dias.

Desconsiderando os efeitos da pressão capilar

Apoia vamos considelai o caso em que T = 0, ou seja, os efeitos da pressão capilar são
desconsidelados. Neste caso temos um problema liipeibólico não-linear, que possui solução
excita conhecida (Buckley e Leverett, 1942), para mais detalhes vei Allmed (2001)l Dake
(1998)l Helnlig (1997)l l<leppe (2007). Nas Fias. 4.1 e 4.2 apresentamos as aproximações
numéricas obtidas colei o l:nétodo DG explícito (4.4), juntalllente com a solução exala após
períodos de tempo T :: 100, 200, 300 dias. Notamos que é necessái io iefinament.o na n)alba
espacial para eliiiiiiiar as oscilações na frellte clo fluido e indução do passo i)o teiiipo para (lue
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a frente da solução aproxiJllada acompanhe a frente da solução exala. Percebemos através
da Fig. 4.2b que ao trabalharmos com k = 2, a.t bem pequeno, e malha espacial 256 e
512, obtemos melhores aproximações, mas ainda insatisfatórias pois apresentam acúmulo de
erros a medida que avançamos no tempo. Isto pode ser observado pelo retaido da frente do
fluido que aumenta significativamente em relação à frente da solução exala à medida que
avançamos ]lo tempo.

M elemeMos

128 elegemos
- '256 elementos

Excita

!

(a)(b)
Figura 4.1: .4proa#mações obtidas com o método DG ezpZíbÍfo ry.#.) para o problema de BuckZeZ/-

beberete ID sem pressíío cüpiLcLr após 100, 200 e 300 dias, usando k = \ e: (a) b.t = 6 horas e (b)
At = 1, 5 horas.

A t=1.5 horas.256 elementos

a. t=45 minutos, 256 elementos

A t:45 minutos, 512 elementos

Exala

0.1
250 300 0

(a)(b)
Figura 4.2: .4prozimn.iões obl das com o método DG ezplz'cito ry.4.) para o probZenta de B?&ckleg/

Leuerett ID sem pressiio capilar após 100, 200 e 300 dias, usam,do k -- 'Z.

Apresentan[os nas Fias. 4.3 e 4.4 as aproximações obtidas cona o método implícito (4.5)
pala o caso seno pressão capilar. Podemos llotar que obtemos bons resultados comi o nié.
todo implícito pala o problema hiperbólico, apesar de estai usando um passo no tempo
relativamente grande (a.[ = 12 horas), diferentemente do que foi observado ao utilizar o
método explícito, onde foi necessário usar un] passo muito pequeno no tempo para obter
aproximações condizentes com a solução exala. Da mesma coima como no método explícito,
as oscilações na frente do fluido são eliminadas através clo refinamento da nlallla. espacial.
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64 elemento

128 elemento
256 elements

Solução exala

1 1

':h150 200 250 300
X

Figura 4.3: ra,) .4pro:ümações oblÍdas com o método 1)(; mpZz'c to Íg.S) pa7'a o proa/ema de
.BuckZeZ/--Lezierett ]l) sem pressão cap Zar após .700, 2(7(7 e 3(70 alas, usando k :: 1, AÍ :: 12 horas.
.b) Ampliação na jren,te do fluido após 300 dias referente à, Fig. 4.3o,.

(,) (b)

0.9

0.8
64 elements
128 elemento

256 elements

Solução exala
0.7

0.6

Q; 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1
0 'Jh250 300 290 300

Figura 4.4: ra) .4prozimações obt das com o método /l)G {mpZz'cito Íg.S) para o proóZema de
.BuckZey-Éetierett -71) sem pressão cap Zar após ](70, g?0(7 e 30(7 d as, usando k :: 2, At = 12 Àorus.
lb) Ampliação rla fre'n,Le do fluido após 300 dias refereTit,e à Fig. 4.4a.

(.) (b)

Considerando os efeitos da pressão capilar

Nas Fias. 4.5, 4.6 e 4.7 apresentamos os resultados llunléricos obtidos cona o método de
Galerkin descontínuo explícito (4.4) para este caso usando ordens de aproximação polino-
mial k = 1, 2, 3. Nestes gráficos efetuan]os un] comparativo das aproximações obtidas co]i]
uma solução deferência, pois este problema não possui solução exala cot)hecida. A solução
referência foi obtida usando un] passo pequeno no tempo (AZ = 1, 5Aoras), malha espacial
bem refinada (1024. element.os) e aproximação polinonlial A = 2. Apresentam os a.nlpliação da
frente do fluido após 300 dias para aproximações polinonliais k = 1, 2, 3 lias Figs. 4.5b, 4.6b
e 4.7b, respectivamente. Podemos notei por intermédio destes gráficos que a solução obtida
com o método tiumél'ico (4.4) de fato converge para a solução do problema quando refinamos

a malha espacial (/& convergência) e(ou) aumentamos o grau de aproximação polinomial (k
convergência). Notamos que o método explícito é condicionallllente estável e portanto obte-
mos convergência sonlellte para uill passo pequeno no tempo. O atraso na frente da solução
apioxinlada é eliminado através da redução de z\t, enquanto que as oscilações na frente do
fluido são eliminadas con-l o refinamento na malha espacial ou com o aumento da ordena de
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aproximação polinomial

290 295 300

L d J l IJ l

Figura 4.5: ra,) .4proãmações obtidas corri o método -Z)G ezpZz'calo rg.4,) pa7n o problema de
Buckley-LeuereLt ID com pressão caT)ilnr, após 100, 200 e 300 dias, usando B.t. - 6 horcLS e k -- \.
(b) Aml)lictção du jrent,e do fluido aT)ós 300 dias referente à Fig. .4.Sü.

64 elementos

128 elementos

256 elementos

Sol.referência

{ d J \ i-J J

Figura 4.6: ra,) .4proMmações obt das com o método DG ezpZz'cito ry.#,) para o problema de
BuckleU-Leuerett ID com pressão capilar, aT)ós 100, 200 e 300 dicas, usando b.t -. 6 horas p. k - '2.
(b) ATítpliução dü !rente do Puído aT)ós 300 dias refereTLte à Fig. .4.6cl.

Por fim a])resentaiiios os resultados numéricos com ordens de aproximação polinoniial
k = 1, 2 obtidos com o método de Galerkin descontínuo implícito (4.5) para a equação de
Buckley-Leverett com pressão capilar nas Fias. 4.8 e 4.9. Podemos notar pol meio destes
gráficos que obtemos resitltados muito bons com o método implícito mesmo pa-la uma malha
relativamente grosseira ]lo espaço e seno diminuir muito o passo no tempo (o método é

incondicionalmente estável). Pot'ém a convergência do método de Newton utilizado pala
resolução do sistema não-linear é afetada pela escollla do passo no tempo, sendo que em
alguns casos ocolle a divergência do método iterativo, assim impossibilitando o uso de passos
no tempo aibitrarialnente grandes. Nas Fias. 4.10 e 4.11 apresentamos um con)patativo entre
os métodos DG explícito e DG implícito para o caso com pressão capilar, com k :; l e k :: 2.
Poclenlos notar que a frente do fluido no método explícito se aproxima da frente do fluido clo
método implícito a medida que reduzimos o passo ]lo tempo e refinados a malha espacial-
Observanlos ainda que as melhores aproximações obtidas com illétodo explícito (k = 1, 2,
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zn..;JZÍH;l:ã$$1,Z:g18 %Z : sil l='rr!!

(,) b

At :: 1, 5 horas, 1024 elementos) ainda não são tão boas quanto as aproximações obtidas
com o método implícito, para isto é necessário refillar iliais a malha espacial e reduzir o

passo no tempo. O custo computacional por passo no tempo do método implícito é maior
que o custo computacional do método explícito, pois no método implícito toma-se necessário
a utiijzação do.método de newton na resolução do sistema não-.linear e como consequência o
cálculo do jacobiano e a ieso]ução de sistemas lineares diversas vezes até obter convergência
do illétodo iterativo, enquanto no método explícito é resolvido somente ]m] sistema l nem
por passo no telllpo. Mas por outro lado o método explícito exige um passo menor no
tempo do que o método implícito, o que nos leva a observar que o custo computacional do
método explícito é superior ao custo computacional do método implícito para obter soluções
qualitativamente semelhantes. Esta comparação reforça o fato de que o método implícito
(4.5) .fornece melhor es aproximações quando comparadas coill as apr(»amações obtidas com
o método explícito (4.4), a um custo computacional menor.
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Figura 4.8: raJ ,4proa; mações obZ das com o rnéfodo -ZI)(; {mP/z'cito Íq.ÕJ para o
BuckZeZ/-Leuerett ]D com pressão capilar após .700, 200 e 30(7 dias, usando k = 1.

}ão dü frente do fluido al)ós 300 dias referente à Fig. .4.8ü.

problemct de

(b) Ampla--
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Figura 4.9: ra,) .Áprozlmízções obtidas com o método l)G mpZz'cito ég.S para o problema de
BuckleU-Leuerett ID com pressão capilar após 100, 200 e 300 dias, usando k = '2. (b) AmT)lia
ção dü jren,Le do Puído ctT)ós 300 dias rejereT\t,e à Fig. 4.9a.
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A t=1,5 horas, 1024 elementos

Imp, At=24 horas, 128 elementos

A t=12 horas, 256 elementos
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Figura 4.10: ra,) C'omparação entre os métodos DG ezpZícito rg.q,) e l)G mf)Zz'cito Íy.S) para o
probteTTLCL BuckleU-Leuerett com pressão capilar, usando k = \. (b) Arar\{.ação 'n.cl jre'rt.t.e do Puído
após 300 dias dü Fig. 4.10o,.
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EW, At=1,5 horas, 1024 elementos

Imp, At=24 horas, 128 elementos
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(a)(b)
Figura 4.11: ra) (..'omparação entre os métodos Z)G ezpiícÍto rg.4,) e DG ímpZíêito ég.S,) para o
probleTTtu Buckley-Leuerett, coiít l)cessão cnl)ilur, usu'rido k = 'Z. (b) Ampliação nü frente do fluido
após 300 dias dct. Fig. 4.llcl.



4.2 SOLUÇÃO QUASE ANALÍTICA DE MCWHORTER E SUNADA 49

4.2 Solução quase analítica de McWhorter e Sunada
Considere a equação para a saturação (4.1) com velocidade total u. - 0 e definida. no

domínio(0, oo) x]R+, logo obtemos a equação parabólica: ' " "' '''

*:-:(''',«''',:) - .. ...',
Àlc\X/horter e Sugada (1990) obtiveram uma solução quase analítica. pa.ra. a. enuarão r4 7\
com as seguintes condições de fronteira e iniciais: '' ''---x-- \ '' '/

S([, 0) - So:, S(t, .:«) - S.,.:
s(o, :«) - s.. (4.8)

A obtenção dessa solução foi abordada posteriormente e discutida em Bastian (1999); Fuéik eí aZ.

(200'D. Nesta seção iremos comparar a solução numérica obtida com o método DG (3.17)
cona a solução quase analítica e assim avaliam a qualidade da solução numérica obtida. Des-

crevelllos no Exemplo 4.2 os dados utilizados pala resolver a equação (4.7).

Exemplo 4.2 -Raso/Demos o pzob/ema de escoamento óll/ásico de .A4c Whorter e Sanada no
doma o Q = (0,1.6jml) para o {nsíanle de Ée7npo T = 8000s. Ut Zizamos o modelo de

3rooks- Cor(4 T)Qrn as l)ermeabilidüdes relativas dos j:tuidos e para Q pressão ca'pilar deschtas
pelas equa,ções (2. 1) e (2.6), res'pectiuaTnente, e os seg'vinte dados: '

Propriedades dos $\tidos.
Prophedades düs rocha,s.

Parâmetros do modelo de Brooks- CloreU:

P. = 0.001lPa sl, p. = 0.001lPasl,
@ := 0.3, Ã' :: 10 iolm21
s«,.- o, s.,- o,
0 = 2, Pe = 50001.Pa],

S(i, 0) - 0, S(Í, 1.6) - 1,
So -:l.

(4.9)

Clo'n,lições de fronte'irü.
Condição inicial:

Nos resultados numéricos apresentados nesta seção consideramos o método DG (3.17) com
J(S) = 0, 29 = 1 (formulação simétrica) e parâmetro de penalização ap. = 10k'. É importante
observei que o coeficiente do termo difusivo na equação (4.7) zel'a para S = 0 e li'-' l ou
seja, a equação parabólica degenera nestes porltos. '

Analisamos na Fig. 4.12 a convem'gência numérica das soluções obtidas com o método DG
(3.17).a medida que refinamos a malha espacial para o Exemplo 4.2 com ordens de apro-
ximação polinomial À; = 1, 2 e comparamos as aproximações cona a solução quase analítica
obtida por McWholte! e Sutlada (1990). Observados que a solução aproximada obtida com
o método DG converge para a solução quase analítica à medida que iefinanlos a malha e
deduzimos o passo no tempo. Na Tab. 4.1 apresentamos os erros ]la norma /,2 e respectivas
ordens de convergência (OC) para k = 1, 2. A ordem de convergência é dada poi"

,«lw)
log(2) '

oc-
(4.10)

elll que ljejlh = llU-- uAllh tepiesenta o eito da aproximação uA em unia dada norma na malha
cona diâmetro /z. Notamos que as OC obtidas para k :: l e k = 2 são semelhantes. Isto ocoiie
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Sol.quase analítica
; M:32.ÁF20

+ - « tv1:64 .A t=10
M:128. A t:5

" " "M:256.A t:2 5
n:w 'M=512.At=1.25

Sol quase analiüca
M:32. A t:lO

M:M.A t:5

M:128. À E2 5'q
M:256.A t:1 .25

''"... '\.
+'nt

h'b +
\

D 020.40608 1 1.21.41,6 0 0204060.8 1 12141.6

(a)(b)
Figura 4.12: Compara?zdo solução riuméüca obtida com o método l)G r3.ÍV9 com soZação quase
ana\(rica obtida por Rlc\\rhortev e Sinta.do, (1990) pura a equo.ção parnbó\icu (4.'7) no instante de
tempo T :: 8000s, sezzdo; ra) Ordem de aproximação polÍnomiaZ k = 1, rb,) Ordem de aprodrrzação
polÍnomial k :: 2.

X X

pois a solução perde regularidade na frente do fluido, eni que o coeficiente do termo difusivo
degenera. O I'eoiellla 3.9 de estimativa de erro a pMoü não se a.plica ao Exemplo 4.2, pois o
coeficiente do termo difusivo zela para S = 0 e S -: 1. As taxas de convergência apresentadas
na Tab. 4.1 são similares às obtidas por Bastian (1999) na resolução deste mesmo problema.

4.3 Problema acoplado pressão-saturação
Nesta seção abol'daremos o ptoblellla. acoplado pressão-saturação em domínio unidimen-

sional com o objetivo de avaliar a importância da leconstiução de fluxos em problemas de
escoamento bifásico. Pai'a isso ieesclevemos as equações (2.30), (2.31) e (2.32) em um domí-
nio unidimensional (2 = (0: L) e o obtemos o seguinte problema acoplado piessã(>saturação:

Ê (À.m'''=) - «« -- .«,
«. - .x.(s)-KZ,

@9+:ã («./nM) é (.m«'m=) -.«,

(4.11)

(4.12)

(4.13)

com condições de fronteira. de Dirichlet pala a pressão e Dirichlet ( ou 11iistas) para a

Pl=.o :: Poi, PI,.L :: /02,

sl,-.-s«-, sl,-.-s«,( gml,-.-o), (4.14)

e condição inicial

Slt-o = So. (4.15)

E impoitante observar que para problenaas unidinlellsionais sem termos de fonte a equação
(4.11) galante que a velocidade total ut é constante en] z, lilás perniallece a dependência
temporal.
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Tabela 4.1: .Em'os e ordens de conueryênc a em L2(Q,Jh) oó das coza o método l)G rS.-í79 para
)rdens de aprodmação T)olinoTnial de k = \. '2 ncl resolução dct eq'nação (4.'7) n,o instante de tempo
T ;= 8000s. ' '

4.3.1 Esquema numérico

Descrevemos a seguir o método DG utilizado pala resolver o problema acoplado pressão-
satuiação ('L1.1)-(4.13) com condições de fronteira e iniciais descritas em (4.14) e (4.15)
DadoSrcVhkeparam-0,1,... ,.N--l,obterPhm+lCVhktalqueVzhcVhk, ' '

)l: n,{.X(Shm)Ã'd,q"+:]E;«]
.p'J'Ê,us"E,

>: On,{À(Shm).Kd.;,.} [-rT'''' ] +
''''-iu:''E,

T X (SI' )i<d.Pj:'+ ' d.zt.

E
'''''-ius'E,

'v, ;- [.rT+:JE;«] (4.16)

-E
7'€3"h l.'«« -- «,J;« -- ,x, ( wm'''-,;,. -- «,'T,«) ,«.' .Feg-o '-

Enl seguida obtemos a velocidade total uh'+i por meio da reconstrução de fluxos BDM ou lIT
descritas na Seção 3.3 do capítulo anterior. Agora uso essa velocidade total para encontrei
Shm+: C Uhk tal queVu,, c Vhk, ' '" '

E 1. a.t-"+s='-'««- '..
7'CJh '' '

z---J Im
TC'T '''

(n,{uX''''/«(Shm' :)}+ [0.5]uX'+'
5

-4'"/.(s:'")d.««-t }.., [..
7'CJh '' '

«P]/n(S];'+')]) [«,.]

.(sl')«-'( SÁI') a, sl;''' : a,«

+ '5'
F'CI'fUI'o

F.. («,{'n «'wm~,'r':]t««] ' "«,{.uzo«'pm',««}K'r'-:])
.pcJ'iu=''=;

" E,. ',=- ['r' :] ["«] - ,:,. .[ ««"« -- E
-- .b. (-««,'wm«'wm~,«« -- ',=-««) ;«F'e " '''

' 1 (4.17)

X.J,'\' :$sT'«.

Parâmetros de discret zação  
k     ljejjz,2 OC'

l

   
7.0431e-02
3.9854e-02 0.8215
2.1074e-02 0.9193
1.1364e-02 0.8910
5.9742e-03 0.9277
3.5898e-03 0.7348

2    
3.5474e-02 -
2.2397e-02 0.6634

1.2701e-02 0.8184
7.6881e-03 0.7242
4.8536e-03 0.6636
2.9188e-03 0.7337
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em que os parâmetros de penalização 'yP e õp são definidos colho,

'y' ' "y* ';:lilÀ,{À(SÜm)l,'(-':) K'} '

Õ,' - Õ* ,=b,{.(Shm)"'(Sr)l,'(":)},

com as constantes ,y* e (5* definidas no intervalo l5, 101. Note que o método (4.16) é semelhante
ao método descrito por (3.15), exceto que aqui não usalllos a média ponderada. O mesmo
ocorre com o método pala a saturação (4.17) que é semelhante ao descrito em (3.17). E além
disso, como nesta seção pretendemos avaliar as técnicas de reconstrução de fluxos descritas
na Seção 3.3, apresentamos resultados numéricos para uill exemplo enl que a equação para a
saturação é não degenerada. Observamos ainda que a formulação para pressão é linear e para
a saturação é não-linear, pois apesar de ter ]inearizado o coeficiente do termo difusivo, ainda
continuamos tratando o termo advectivo implicitamente. Chanlarelnos o método descrito
acima como senil-implícito.

4.3.2 Resultados numéricos

Inicialmente no Exemplo 4.3 vamos ilustram o impacto da ieconstiução de fluxos BDÀ4
(3.21), RT (3.26)-(3.27) e comparar com os resultados obtidos sem reconstrução de fluxos
(SR). No exemplo seguinte comparamos aproximações obtidas com o método DG semi-
implícito desci'ito pela formulação (4.16)-(4.17) com aproximações obtidas com método im-
l JllÇI btJ .

Exemplo 4.3 .4presemtamos res atados numzér cos com os sega ates dados

DoTltÍnio:

Propriedades dos Puídos:
Pro'priedades das rochas:

Modelo de Brooks-Corou (2.1) e (2.6) com:

Q - (o, 3001«,l),
p.. = 0.001lPasl, p,. = 0.01jPasl,
@ :: 0.2, /( :: 10 lljm21,
S... - 0.2, S., - 0.15,
f? = 2, /)e = 103jPal,

So = 0.7.

(4.18)

n n.« Hi pã n 4.n4 r4 nl
U\WV U l UUU UWVB

(;Olmo condição de /romteÍra para a pressão usamos /)lul :; 3e + 5P'a e /).2 := 1.5e + 5P(z,

sendo que a, 'pressão global, P\ e Pa pode ser catcbtadn 'por {;ntemítédio da, relação (2.28). Para,
a saturação consideramos condições de .fronteira de Dãüchlet evrl z = 0, com S.t = t).25 e
con,lição de fronteira de NeumciTL'n hovitogê'n,ea, em = ::: L.

Na Fig. 4.13 conipaiaillos resulta(los iiuuiéricos obti(los com as ieconstiuções de fluxos
nos espaços BDNI e RT comi o caso seno reconstrução ídent.i6cado por SR. Nesses resul-
tados usados malhas unifol'mes com À/ = 32, 64 elelllentos e aproximação polinonlial de
primeira ordem para a pressão global P e para a sagui'ação da fase llãc-lnolhante $, ou seja,
kp :: 1, ks = 1. Considelanlos também l9 :: 1, ' * = (5* ::: 10 e ar = k3. Observamos que
a reconstrução de f]uxos não afeta as aproximações obtida.s pala a pressão g]oba], .lá a sa-
turação apresenta oscilações não físicas quando usamos SR e BDM. Por outro lado, quando
é usada a reconst.ração de fluxos no espaço RT os resttltaclos numéricos pala asaturação
e velocidade total não apresentam oscilações, evidenciando assim a precisão e o potencial
dessa lecupeiação de fluxos. Not.amos que as oscilações na saturação originam se apalt.ir da
instabilidade obtida no cálculo dos fluxos con) as técnicas BDX.l e SR. Lembra.mos que em
don)ínios unidimensionais a velocidade total ut é constante eni z, podendo valiam somente
com o passai do tempo. Essa variação da velocidade total ut como fullção do teillpo t pode
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ser observada por meio da Fig. 4.15 pala o pi'obleirla de escoamento em questão. Através
destes resultados numéricos podemos concluir que a reconstrução de fluxos tem papel fun-
damental na resolução do problema acoplado pressão-saturação, sendo que o método DG
(4.16):.(4.17) com reconstrução de fluxos no espaço de Raviart-Tliomas-Nédélec apresentou
os melllores resultados, eliminando as oscilações não físicas sem necessidade do uso de limi-
tantes. Devido a isso passaremos a usar a reconstrução de fluxos no espaço RT nos demais
resultados numéricos. Na Fig 4.14 analisamos a convergência do método DG (4.16)-(4.17)
com reconstrução da velocidade total no espaço R:l' para ordens de aproximação polinomial
kp -: ks = 1, kp :: X;s = 2 e kp := ks = 3. Notamos que o método numérico proposto de

fato converge a medida que refinamos a malha espacial e ieduzinlos o passo no tempo, para
as três ordens de aproximação polinomial consideradas.

Exemplo 4.4 ]Va Seçãa .g. / apresentamos resta/lados numéricos para a equação de B'uckZeg/-
Jeuerett hsa'n,do uurl rntél,odo explícito e outro iurtplíc'ito, sendo q' e o 'últiuíizo apresentou Trteltio-
es resultados. Agora, Damos pompa ar o método gemi-implícito (4. 16)- (4. 1'7) com um u«étodo
.«pUcãto. No «étodo impUci*' "',s-m'; " fo!.«W,ação ]4JQ) 'P«« «l:sbl"" " 'q'""ç'' T)arca Q
pressão e o método (4.5) 'parca obter a. saturação S. Em ambos os métodos 'uscLmos a, recons-

.ração de fluxos v\o esT)aço RT. Nos resulta,dos numéricos aT)Tese\tctdos usamos os 'mesmos
lados do Exemplo '4.S, enceta CLS covtdições de fro'r\tetra:

PI = 3e + 5, P2 = 2e + 5, Snl = &. + 0.05,

e Q condição inicia.l

So = 1 -- S,. -- 0.05.

Apreseiitainos um comparativo entre as aproximações obtidas com o l-método DG implícito
com o método DG semi-implícito na Fig. 4.16 pata ordens de apioxiillação polinomial A;P :;
ks :: l e A;P = As = 2. Notamos que os resultados obtidos com o método implícito e com
o método semi-implícito, usando as mesmas malhas e passo no tempo, são qualitativamente
muito senlell)antes. lidas o método implícito tem mais não lineaiidades pala a saturação que
o lllétodo selJli-implícito, o que traz dificuldades na aplicação do método cle Newton. Devido
a isso passaremos a usar a formulação semi-implícita descrita em (3.15) para a pressão e
(3.17) pala a saturação em meios lieterogêneos.
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Figui'a 4.13: EzempZo .g.S: Comparando a7)roa#mrzções pata pies.são global P; srzíarnção S., c
velocidade total ul obtidcLS usando projeções nos esl)aços BDM, RT ou sem reconstl"tição (SR), al)ós
360 dias sendo que nü coluna da esquerda usamos; At :: 5 dias, M :: 32 etevrtevttos e lla da direita
At :: 2 alas, M = 64 elementos.
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At=5 dias. 32 elementos

A 1=2 dias, 64 elementos
Al=1 dia, 128 elementos

A t=1 2 horas. 256 elementos

150

X

(-) (b)

A1=5 dias, 32 elemerúos

--At=2 dias. 64 elementos

At=1 dla. 128 elementos

A t=12 horas. 256 elementos

(.) (d)

At=5 dias, 32 elementos

Â t=2 dias. 64 elementos

ATEI dia, 128 elementos

Ât=12 horas, 256 elementos

l e) rf\

Figura 4.14: Élhemplo #.3: .4náZíse de conuezgência para a saturação Sw após 360 d as, usando
:construção de Pulos RT e kp - \, ks - L em (a), kp = 'Z, ks = 2 em (c) e kp = 3, ks = 3
!m (e). Em (b.), (d) e (j) aprese"t'alhos zoom d" frente do j:luido referente às Fias. 4.l4ü, 4.l4c e
4.l4e, res])ectiuamente.
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Figura 4.15: Vaüação da velocidade Lota! como junção do tempo para o E=empto 4.3.

--lmp, At=2 dias, 128 elementos

Imp. At:l dia, 256 elementos
Semlmp. A 1:2 dias. 128 elementos

At=1 dia. 256 elementos

(.) (b)

Imp, At=1 dia. 128 elementos

Imp, A t:l dia, 256 elementos

Semlmp, At=1 dia, 12B elementos
:Semlmp, At=1 dia, 256 elementos

: 0.40

(.) (d)

Figura 4.16: ÉbempZo 4.4: Comparação emite aprozãnzações obtidas para a saturação S:. após 200
dias com. o Trtétodo implícito e com o método gemi-implícito, usando rec07Lstr'tição de Buxos RT e
kp ks ' \ em (n) e kp em (c). Em (b) e (d) üpreselttt«mos zoom (lü irei\te d,o
cuido referente às Fias. 4.í6a e 4.16c, respectivamente.



Capítulo 5

Escoamento em Meios Porosos
lleterogêneos: Domínio
Unidimensional

Na engenharia de petróleo uma técnica amplamente usada para extinção de petróleo é a
injeção de água no reservatório através de poços de injeção, desta follna conduzindo o óleo
pala os poços de produção (bater-drive). A presença de heteiogeneidades no reservatório
geralmente tem um efeito desfavorável na taxa de recuperação do petróleo, pois o óleo tellde
a ficar acumulado nas regiões de baixa permeabilidade. Para est,udar esse tipo de problemas
inicialmente consideramos um escoamento bifásico de um fluido molhante (águaji e outro
não-molhante (óleo), imiscíveis e incompressíveis, que são direcionados peipendiculannente
através de interfaces nas quais temos alteração nas características do reservatório (meio
poroso heteiogêneo). Essa simplificação nos collduz à resolução de pioblenlas de escoamento
unidimellsionais.

Apresentamos neste capítulo resultados nun)éricos obtidos com o método l)G sequencial
apresentado no Ca.pítulo 3 para vários problemas em meios hetelogêneos. Falemos a vali-
ilação do método por meio de testes cuja solução exa.ta é conhecida e também avaliamos
qualitativamente as soluções de acordo cona a literatura. Enl seguida apresenta.dos aproxi-
mações pala problemas de escoamento em i31eios ]letei'ogêneos com villa ou mais interfaces.
Todos os testes aqui apresentados foram realizados em um domínio unidimellsional cona o
objetivo de mostrar o potencial do método para resolução nuillérica de problemas de escoa-
mento na extração secundária de petróleo. De acordo cona observações feitas anteriormente.
as propriedades do meio poroso tais como porosidade e peinleabilidade: tem influência direta

no perfil da pressão capilar. Nos exemplos abaixo consideramos permeal)ilidade K e forças
capilares descontínuas nas interfaces formadas entre sedimentos com diferentes pi'opi iedades

5.1 Validação do método numérico

Inicialmente vamos apresentar aproximações forllecidas pelo método inlméiico (3. 15) ,(3.17)
pata diferentes problemas de escoamento bifásico em meios porosos ]letei ogêneos com so-
lução excita conhecida, e desta forllla assegniar que o método numéricoproposto resolve
adequadamente os problemas de escoamento em questão. Esta validação pala problemas
com solução analítica conllecida permite taillbém estimar a precisão nun)érica do método
em captar os difeleiltes fenânienos que ocorrem durante o processo de escoamento.
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5.1.1 Equação parabólica degenerada
Primeiramente analisamos as aproximações obtidas com uso da média ponderada e pe-

nalização proposta ilo método DG (3. 17) para o problema de escoamento bifásico puramente
difusivo (velocidade total u = 0) etTI meios heterogêneos, e comparamos com a solução quase
analítica obtida por similaridade por Duijn e Neef (1998). Os autores obtiveram por sinii-
laiidade uma solução pala o problema de escoamento heterogêneo unidimensional bifásico,
imiscível e incompressível para o caso particular em que condição inicial e permeabilidade
possuem uma descontinuidade no mesmo ponto e são constantes no restante do doillínio.
Pietendenlos avaliam através deste exemplo o comportamento do método numérico na inter-
face, onde a solução exala é descontínua, e na frente do flluido onde a solução degenera. Neste
exemplo consideramos o domínio ç2 = (-- 0.6, 0.6), com interface I'12 = 0, onde as proprieda-
des do meio poroso são descontínuas e a condição inicial também possui uma descontinuidade
neste ponto, sendo constante no restante do domínio:

se z < 0.
se z > 0. (5.1)

Desta forma temos dois subdomínios Qi = (--0.6,0) e Q2 = (0:0.6). Como condições de
fronteira consideramos SPI = 0, S02 = 1. Utilizamos o modelo de Brooks-Corey (2.7), (2.6)
para as mobilidades e pressão capilar. Na inlplenlentação considera.mos p. :: 1, p. :: l,

0 = 2, S., = S., :: 0 e pressão de entrada da forma: Pe ::; vZ. Apresentantos resultados
numéricos para dois tipos de descontinuidade:

Exemplo 5.1 ÓI ::: Ó2 := 1, /(i -: l e .K2 := 0.25

Exemplo 5.2 ÓI :: Ó2 :: l, /{i :; l e /{2 :: 0.64

Nas Fias. 5.1 e 5.2 apresentamos a análise de convergência do método DG (3.17) colei
oi deils de aproximação polinoinial A = 1 e É = 2 para a solução exala obtida por similaridade
em Duijn e Neef (1998) usando os dados do Exemplo 5.1 e Exemplo 5.2, lespectivaniente.
Nestas fíbulas utilizatlios a relação S.; + S,. :: l para a.preseiitar perfis para a saturação da
fase molhante S.. A saturação de entrada para o Exemplo 5.1 é S; = 0.75 e como pode ser
observado pela Fig. 5.1 no instante T = 1, Sn(1, 0)In: = 0.54 < Sl;, logo tel)ios lleste caso
um exemplo fortemente heterogêneo com pressão capila.i descontínua. Já no Exemplo 5.2 a
saturação de entrada é .Sj; = 0.36 e S«(1, 0)in. = 0.58 > S.'. (ver Fig. 5.2), o que nos fornece
um exemplo comi heterogeneidade mais suave em que a pressão capilar é contínua.

Podelllos observam por meio das Fias. 5.1 e 5.2 que o método nunléiico de fato converge
pala a solução exala do problema pala alllbos os exemplos. Nota.Rios pequenas oscilações na
frente clo fluido, onde o coeficiente difusivo degenera: pois S :: 0 e S :: 1. Porém as mesmas
são eliminadas com refinamento da malha espacial (ver regiões ampliadas nas Fias. 5.1 e
5.2). A dedução do passo no tel)lpo elimina o atraso da solução aproximada elll relação à
exala e a ordem de aproximação polinonlial maior requer um passo menor' no tempo para
garantir a estabilidade. Mas por outro lado, ao usar p :: 2, não precisamos refinar tanto a
mallla espacial para eliminei as oscilações. Notamos ainda que todas as aproximações captar)
com precisão a descontinuidade da solução exala na interface I'12 = 0, sem a presença de
oscilações e além disso, o método DG impõe corletamente as condições de interface nesse
ponto de heterogeneidade do meio poroso.
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Sol.Excita,x<0
Sol. Exala. x>0

0.2FI ------M=128, At=1 .25e-2
- - -M=256, A t=3.125e-3

oFl- 'M:512,4t:7.8125e+

.0.6 -0.4 -0.2
X X

Sol. Exala, x<0
Sol. Exala, x>0
M=64 ,A t=1 .25e-2
M=128, .h t=3.125e-3

'M=256. .h t=7.8125e-4

0.4 -0.20 0.2 0.4 0.6 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Figura 5.1: EzerrtpZo 5. Z; .4náZÍse de conueryência no nsfante de tempo T = 1, ra,) arroz mação
polãno'rniül k = \, (b) aproximação po\in,OTnial k - 2

0.2

0.2 0.4

0

0.60.6 0.2 0.6

0.8

\ 0.6\
\

0.4

0.2

0

0.2 0.4 0.6 -c

Sol.Exala,x<0
Sol. Exala, x>0

M=64, .h t=1.25e-2
M=128, A.t=3.125e-3

:M=256. At=7.8125e-4

.0.4 -0.2.6 0

X

0.2 0.4 0.6

(a,j rb )
Figura 5.2: -Ezerrzplo 5.2; .4náZise de convergência no nsfanfe de tempo T
potinoTniül k - \ , (b) uprohmação polinomiül k - '2.

X

1, ra) apraz mação

Na Tab. 5.1 aplesentatl)os os erros na norma Z,2 para a solução nuillérica e respectivas
ordens de convergência (OC) para os Exemplos 5.1 e 5.2. A definição de OC é dada en]
(4.10). Notamos que a OC para É - ] e k = 2 é seine]])ante, o que se deve ao fato da

solução perdem i'egularidade na. interface I'i2, onde as propi'iedades físicas do meio poroso
são descontínuas, e nas regiões onde o coeficiente do termo difusivo degenera. Devido ao
fato do coeficiente difusivo degenerar, o Teorema. 3.9 de análise de convergência não pode
ser aplica.do à esses exemplos.

5.1.2 Equação advecção-difusão degenerada para saturação

Nesta seção consideramos a equação para a saturação (3.14) em meios porosos que pos-
suem uma úitica heterogeneidade nas propriedades físicas pala o caso particular en] que a
velocidade total u possui a seguinte foinla:

u = R.4.Í'Í (5.2)



60 ESCOAMENTO Eb/l h.FEIOS POROSOS HETEROGÉNEOS: DOMÍNIO UNIDIMENSIONAL5.1

Tabela 5.1: .Erros e ordens de conoeryêncÍa em L2(Q,Jh) obt das com o método Z)G r3.í79 para
ordens de aprozãmação polãnomãat de k :: 1, 2 na resolução dos Exemplos 5.1 e 5.2 TLO instante de
tempo T :: l.

Fuõik (2006); Fuõik et a/. (2008) obtiveram solução gemi-analítica para este problema em do-
mínio unidimensiona] efetuando uma extensão das idéias utilizadas por Duijn e Neef (1998)
para obter a solução do problema difusivo discutido na Seção 5.1.1. Alétll da condição sobre
a velocidade total dada na Eq. (5.2), os autores consideram que a condição inicial, perme-
abilidade e porosidade possuem uma descontinuidade no mesmo ponto e são constantes ]lo
restante do domínio. Poiélal esta solução senti-analítica encontrada não peiniite a simulação
do efeito de acúmulo (íruppÍng) discutido por Helntig (1997), pois para obtenção da solução
os autores assumem que a pressão capilar é contínua através da interface.

Iremos validar a formulação DG (3.17) pala esse problema utilizalldo os mesmos dados
do artigo de Fuéik et aZ. (2008):

Domínio:
Subdomínios:

Piopi-iedades dos fluidos:
Propriedades das rochas:

Modelo de Brooks-Corey (2.7) e (2.6) com:

Ç2 - (-0.15, 0.15), 1'-, - 0,

Ç2: - ( 0.15, 0), Q, - (0, 0.15)
l&:. = 0.001, H.. :: 0.0009,

@ = l0.34 0.34j K = 17e 12
S... Sn,

0 - 2.48, & - [2218 2550].

5.3e

Para estes palâmetios temos un] problelila onde a saturação de entrada é $* = 0.2924, isto é,
quando o buxo é na direção positiva do eixo z, S* representa o valor que a saturação da fase
não-molllante precisa atingir em ç21 pala conseguir ente'ai no meio de baixa permeabilidade
ç22. Como condição de fronteira e condição inicial são consideradas três direi'entes escolhas
como descrevemos a seguir:

Exemplo 5.3

se z < 0,
ccLso contráÜ,o. Soi = 0,

Exemplo 5.4

*-{
se z < 0.

caso contra'úo. Soi = 0.6, S02 = 0.8

Parâmetros de discretização Ordens em L'(ç2, Jh)
Exemplo 5.1

Ordens em -L'(Q, Jh)

Exemplo 5.2
k         1.111, oc'

l  
2.0000e-0]
5.0000e-02
1.2500e-02
3.1250e-03
7.8125e-04

2.1565e-01
1.1445e-01 0.9140
4.1918e-02 1.4490
1.4844e-02 1.4977
5.3270e-03 1.4785

2.4595e-01
1.3984o.01 0.8146
5.1080e-02 1.4530
1.8564e-.02 1.4602
6.4189e-03 1.5321

2  
2.0000e-01
5.0000e-02
1.2500e-02
3.1250e-03
7.8125e-04

1.8366e..01 -
9.1861e.-02 0.9995

3.4777e-02 1.4013
1.2633e-02 1.4609
4.5588e-03 1.4705

2.0620e-01
1.1616e-01 0.8280
4.4084e-02 1.3977
1.6209e-02 1.4435
5.6453e-03 1.5216
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Exemplo 5.5

se z < 0,
ca,se contrád.o. Sol = 1, S02 = 0.2

(a) Exemplo 5.3

R:0.5

R:O

R:0.5
0.81

.,f '.'l
0.4

0.2

0

.0.2 .0.15 0.15 0.2

(b) Exemplo 5.4
0.45

0.3sl

!

0 0.3

R4.5

R:O

R:0.5

:R:l

'h:

0.25

0.2

.0.25 42 4.t5 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
.L . l

X

(c) Exemplo 5.5

0.8

0.6

0.4

R:0.5

R;O

R:0.5

ol

-0.2 0

X

Figura 5.3: Resta/fados I'e/eram-se âs aprozÍmações obtidas com o método l)G rg.J79 usando k
1, À/ = 200, A1 = 5 no {nséanÍe de tempo T = 1000 para os Ekemp/os 5.3, S.4 e 5.5.

4.15
.0.1 .0.05 0.05 0.1 0.15 D.2

Apresentamos aproximações no instante de tempo T = 1000s obtidas com o método DG
(3.17) para os Exemplos 5.3, 5.4 e 5.5 na Fig. 5.3 utilizando quatro escolhas para o parâmetro
R (R - 0.5, 0, -0 5, --1). Para obtenção destes resultados consideramos l9 = 1 (método
simétrico), ap = 10k2, A = 1, A/ = 200, z\t :: 5. Podemos observar que os perfis para
saturação obtidos com o lllétodo DG pala as três condições iniciais são muito semelhantes

às respectivas soluções senil-analíticas obtidas por Fuãik el a/. (2008) pala este exemplo.
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Lembra.mos que o coeficiente difusivo na equação para a saturação Sn degenera para S« = 0
(ou S. = 1) e Sn = 1 (OU S. = 0), logo os Exemplos 5.3 e 5.5 são degenerados na frente
do firticto. Notamos que o método numérico aproxima com precisão a solução exala destes
exemplos sem apresentei oscilações tanto na interface onde a solução é descontínua, como
também enl regiões onde a equação degenera.

5.1.3 Análise do comportamento qualitativo
Beit.scll et a/. (2003), efetuala.m um estudo qualitativo para a solução da equação (3.14)

em meios heterogêneos com uma interface em I'i2 :: 0 para o caso particular onde a perme-
abilidade satisfa.z 0 < .1(2 < Kt < oo (escoamento de uill meio com alta permebilidade para
um meio com baixa permeabilidade) e

.f(s) .(s) - s, «-(s) #''*', (5.3)

Os autores obtém resultados que foinecenl condições sob as quais temos acúmulo de óleo no
domínio ç2i, ou seja, o óleo fica retido no meio poroso cona permeabilidade mais alta e não
consegue entrar eill ç22, llleio poroso com permeabilidade mais baixa. Supondo que a condição
inicial So satisfaz a Hipóstese H, Bert.sch et aZ. (2003) demonstraram que o problema com
interface possui uilla única solução fraca S c C'l..(nl U ç22 x R+) que converge quando
Í > +(x) pala unia solução estacionária Jnáxima admissível

s(:«) ls* + -7h:«l pata z < 0

para z > 0
(5.4)

com massa A/, enl que (.)+ := maxi., 0}. Além disso impondo a Hipótese H de Beit.sch ef a/
(2003) sobre a condição inicial, os autores obtivera.m o seguinte resultado referente ao acú-
mulo de óleo na interface:

Teorema b.\- Comidere So satisfazendo a, Hipótese H de Beüsctt et a1. (2003) e

(i) Sd« So taJ q«e

+(x)

So(,)d« $

+00

s(,)d,: Vz C]R. (5.5)

Então S :: 0 enlz ç22

(n) $.

So(,)d, ?
J

'z

S(r)dr, para z < 0.
- cx)

(5.6)

Então a, solução S dtt equação (3.14) com interface X- -12 satisfaz

0

s(,, t) 2
- oo

.0

s(,)d, vt> o (5.7)

ou seja, en] ambos os casos (i) e (ii) do Teorema 5.1 temos acúmulo de óleo (oÍZ trapping) ei]]
ç2i, sendo que no caso (i) o óleo não consegue cruzei a interface I'i2 = 0, assim perniallecendo
totalmente retido tlo subdomínio (21 . Já o item (ii) garante que existe unia certa quantidade
de óleo que não consegue cruzar a interface I'i2 = 0 e que permanece detida em Qi.
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Para comparar o comportamento da solução numérica com os resultados obtidos por
Bertsch et aZ. (2003) apresentamos resultados do método DG (3.17) para duas condiçõesiniciais distintas:

Exemplo 5.6 Exemplo 5.7

se,(«)-l:l =:.=' '.:],;«(«) -l âi
para z C l--0.2,--0.11,
caso corztrádo.

Em que a saturação de entrada é dada por S* :: v#l -- l e além destas condições iniciais
usamos /n, C, J dados em (5.3) e os seguintes parâmetros na implementação: domínio
(2 = (--1, 1) no Exemplo 5.6 e Q = (--1,3) para o Exemplo 5.7, condição de Dirichlet
Sol = S02 = 0, l9 = 1 (método simétrico), o-p = 10k2, é] = Ó2 = 0.4, Ã'i = 1, /(2 = ! e
velocidade total constante u = 1. Defina '

[W{ l S.Qr)dr, iM\ So\b')dr, irvlz- l.g.QT')dr, IMa SoaQr)dr,Ç5.8Õ

Apresentamos essas integrais na Fig. 5.4, e podellaos notar que /À4i 5; /M, logo pelo item
(i) do Teorema 5.1 temos que o óleo não consegue cluzal' a interface I'12 no Exemplo 5.6.
Na Fig. 5.5 apresentamos a aproximação do método de Galerkín descontínuo (3.17) para
o Exemplo 5.6 em vários instantes de tempo, e percebemos que de fato o óleo não atinge
a saturação de entrada $* = 0.7321 necessária para penetrar em ç22 e desta fonna fica
acumulado em ç2i. Vemos também na F:ig. 5.4b que /.A4s ? /.A42, desta filma pelo item
(ii) do Teorema 5.1, teremos /i9.S ? /o. .g. Na Fig. 5.6 temos a aproximação DG pata
esse problema e percebemos que o óleo consegue entrar em Q2 após atingir a saturaçã.o de
entrada $* e no instante de tempo T :: 0.96 temos: .rfl. S = 0.2784 e /!. .g = 0.2679 o que
está de acordo com o teorema. Ambas soluções dos Exemplos 5.6 e 5.7 convergem pal'a a
solução estacionária admissível pala T suficientemente grande.

l l

0.1

1 -0.8 -0.6 -0.4

Figura 5.4: Oornparando as {rzlegraís de$nÍdas em rS.8y.

X
X

.0.2 0
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T=6e-3

T=2e-l

C
n

l -0.5 0 0.5 4

Figura 5.5: Exemplo 5.6, u constante: Sat ração S,, nos nsZantes de tempos; T :: 0,
6e 3,T:;le 2eT=2e l,usandoométodoZ)Gr3.279comk-:l,alf=200eAt=le 4

Tule-2

1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 1 -0.5 0 0,5 1 1.5 2 2.5 3

T:048 T:0.96

E

©
Ç:

©

1 -0.5 0 0.5 '1 1.5 2 2.5 3 .1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2 5 3

Figui'a 5.6: Exemplo 5.7, u c07}staníe. Saturação S. nos ínstarztes de tempos; T
le 2, T::0.48 eT=0.96, usando o mélodoDG ('3.17) com#=1, M =400 eAt-;le 4
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5.2 Resultados numéricos obtidos com a formulação
pressão-saturação

Na seção anterior trabalhamos com velocidade total u constante. Agora vaDIos considerar
o sistema acoplado pressão-saturação, em que a velocidade varia com o passai do tempo.
Para resolver este problema usa.]llos o método DG apresentado nas Eqs. (3.15) e (3.17) com
a reconstrução de fluxos no espaço de Raviart-Thomas-Nédélec descrita nas Eqs. (3.26) e

Vale\a 5.2: Prol)üedades do meio poroso para o Exemplo 5.8

Exemp\o 5.8 Neste ea;empto ctpresenlamos resultados que l saram a {n.fluência da h,etero-
3en,Cidade do meio 'poroso 'rLÜ saturação, 'pressão e velocidade total. Preto'n,demos testar o

método puro, Furam,eiras rea'is, desta, Jo'r'ma, co'n,s'tderamos o, ág'ua e o óleo como ü fase vno-

hante e 'n,ão-m,olhaste, respect'iua'm,e'r\te. Consideramos ft. ::: \Q-z kg/'ms, H.. - \-Q 2 kg/'rn.s

3 'parca as Habilidades e pressão capa,lar usam,os o modelo de Brooks- Comeu. Irem,os co'n,sideral
3 estmiuras: duas eríll m,el,os heterogéneos, sen,do com transpo'rte do vneio l)orago com, T)er'rne-

ibitãdade mais alta (PMA) para, um meio cova pe7mmbitida,de mais baixa, (PMB) e vice-versa
! outro em meio homogéneo com as 'prof'r"iedades médias. Os 'parâmetros 'usados para os três

casos são apresentados na Tape/a 5.2. bons devamos o dornáh o (2 = (0, 100) com imtezyace
I'i2 := 50 no caso Aetezuyêneo, condição de /rorzteÍT'a de Z){r'ícAZet paz'n a pressão /)wl :: 1600
)cl, P.a - 3QQ Pa nos três casos, sevLdo que P\ e Pz podem ser calculados usando Q relação
r2.28), condáçã. de JM«fe{« mi;t" p""" « «tu"çâ. com S,,: - 0 e .(S)«-'(S)EI,-:oo :: 0
3 como condição 'inicial

So(:«) -
S* - 0.7084.

0,
para z c l5,4SI,
caso contráüo. (5.9)

le tctl for'ma, que {'nic'ialmente Q fase 'nào-m,olho,vate está preso'nte se'm,e'rate 'rlo domínio dü
esquerda QI .

Usamos nos 3 casos mallla tmiforme com 200 elementos, ordem de aproximação poli-
nomial k :: l e passo ]lo tempo Af - 2 horas. Nos gráficos identificamos os três casos
da seguinte forma: escoamento em meio Homogêneo=linha contínua, escoamento PÀ'LA-
PA,IB=linha traço-ponto e escoamento PMB-PMA::linha pontilllada.

Nt\s Fias. 5.7-5.12 comparamos os perfis de saturação, pressão e velocidade total em meios

honlogêneos e heteiogêneos nos instantes de tempo T = 16 horas en] (a) e T = 45 dias elll
(b). Podemos observar que a net.erogeneidade do meio reduz significativamente a velocidade
total (Fig. 5.12) e como consequência temos um atraso na frente do óleo (Fig. 5.7) no es-
coamento em Ideia heterogêneo em relação ao perfil da saturação deferente ao escoamento

Parâmetro Nleio mais grosso  
@ 0.4 o.4 0.4

Ã' (em m')      
s., 0 0 ()

S.. (e:« m') () () 0

Pe (em Pascal) 540 1000 770
a, 2 2 2
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em meio homogêJleo. Em meios porosos heterogêneos notamos ullla descontinuidade da sa-
turação na interface gerada pela condição de interface não-linear, e os perfis para saturação
são típicos de problen)as degenerados sob o efeito da pressão capilar. No transporte do meio
poroso com permeabilidade mais alta (PMA) para o meio cona permeabilidade mais baixa
(PMB) o óleo fica acumulado à esquerda da interface durante algum tempo até atingir a
saturação de entrada S* e conseguir fluir através cla interface e entrar em f22 enquanto que
no transporte do meio PMB pala o n)eio PMA a descontinuidade ocorre devido ao efeito de
sucção do meio PMA.

T=16 horas 0.8

/ 1

/
/

C .#
co 0.4 IW'

)
/

0.2

0

500 4010 20 706030

T:45 dias

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(a)(b)
F\Bufa 5.7: Exemplo 5.8: Saturação S.. Identi$cal-nos escoameítto em Tneáo Homogêneo=linhü
coTttínuü, escoameltto PMA-PMB=\inhü traço-ponto e escoamento PMB-PMA=tinhü pontilhadct.

X

T=45 dias

(a)(b)
Figura 5.8: EzempZo 5.8; Pressão capilar r. /denliBcamos escoamento em meio Hamogê
neo=linha contínucl, escoamenl,o PMA-PMB=tinha, traço-ponto e escoamento Ph/IB-PMA=linha
pontilhada.

Notamos por meio da Fig. 5.9 que a pressão global é descontínua na interface no es-
coan[ento em [neios l[etei-ogê]]os en] qualquei instante de ten]po e é contínua e]]] meios
llomogêileos. Já a pressão capilar no escoamento do meio Ph'IA pala PMB é descontínua até
o óleo cruzar a interface I'12 e após passa a ser contínua pois a pressão da fase naolhante
/h e a pressão da fase não-molhante P,. ambas passam a ser contínuas (ver Figa. 5.11 e
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Figui'a 5.9: EzernpZo 5.8; Pressão global P. /denZiHcamos escoamento em meio Homogê-
-teo=linhu comi,ínua,, escoamento PMA-PMB=linhct traço-ponto e escoamento PMB-PMA=hnha.
pontithüdct.
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5.10) e en] meios hol-nogêneos temos pressão capilar contínua em I'12 em qualquer instante
de tempo (ver Fig. 5.8), cujo comportamento está de acordo com as condições de interface
impostas. Como pode ser observado por meio da Fig. 5.11, a pressão da fase molllante R..
é contínua nos três casos, antes e após o óleo penetrar em n2, também de acordo com as
condições de interface impostas. Isto ocoll'e pois a fase nlolhante está presente em todo o
domínio Q en] qualquer instante de tempo. Enquanto que a pressão da fase não-molhante
Pn. é descontínua na interface nos casos de escoamento PMA-PMB e PMB-PMA antes do
óleo cruzam a interface, pois o óleo está presente somente QI , e após o óleo entrar em ç22, /)n
passa a ser contínua na interface.

A Fig. 5.13 apresenta um comparativo entre aproximações obtidas com reconstrução da
velocidade total no espaço RT e aproximações obtidas sem o uso de reconstrução de fluxos
(SR) em vários instantes de tempo. Pala obtenção destes resultados utilizamos malha uni-
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X

(a)(b)
Figura 5.11: EzempZo 5.8; Pressão da /ase rrzoZ/zanÍe Pz.. /denÍl@canzos escoa7rzenÉo em
meio Holítogêneo=tinhü contínuct, escoame'nto PMA PMB=tinha. trctço-ponto e escoa'mevtto PMB-
PMA=tãnhü pontilhada.

t(dias)

45

Figura 5.12: -EaempZo 5.8; VaMaç:ão da velocidade total ut em /unção (!o tempo. /dentlHca-
ínos escoamento em meio HomogêTteo=livtha contínua, escoamento PMA-PMB=tenha traço-ponto
e escoamento PMB-PMA=linha l)ontilhüdct.

forme de A4 ::; 100 elementos, ordem de aproximação polinomial k = 1 e passo ilo tei)lpo
zXÍ = 4 horas. Notamos que os insultados sem reconstrução apresentam oscilações espúi'ias
significativas, para sat.uração e velocidade total e também podem ocorrer até formações de
cl[oques não..físicos como observado em resultados numéricos publicados ]]o artigo Ein el a.Z.

(2010). Clompara-ndo resultados pala velocidade e saturação, podemos obseivai que as os-
cilações na interface pala a saturação no caso seno reconstrução sã.o Originadas pelo cálculo
da velocidade total que apresenta problemas nessa região, já as oscilações para a velocidade
ocorrem na interface e também na região onde se encontra a ciente do fluido. Notamos que em
T = 20 dias essas oscilações leão estão presentes pala a saturação obtida. sem reconstrução,
nuas [eapai'ecem en] seguida no instante de tempo T :: 30 (lias e aumentam significativa-
mente de amplitude em '.r = 35 dias, tornando as oscilações incontroláveis a partir deste
instante de tempo. Estes resultados comprovam mais tulha vez a necessidade da recuperação
da velocidade total ser efetuada com precisão em problemas de escoamento bifásico para
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evitar o aparecimento de oscilações não-físicas.

5.2.1 Resultados obtidos em meios heterogêneos com várias enter.
faces

Apresentamos resultados para problemas heterogêneos com várias interfaces pala dois
modelos distintos:

Exemplo 5.9 C'onsidernmos o doma'nZo Q = (--2,3), {nte7ybces 1' = {--1,0, 1,2}. Para
/(S), '(S) e «-(S) "«m« . «..de/. de -Be,'t« t «Z. ÍP00© d«do em r5.3) e o; «g«{,''"d,aços:

Condição Inl,cial,:
s.(«) - l :l'' para :r C j--1, 01,

caso contrúMo.

J J3l;pl :: 8, /)n2 = 1,

'l Soi -: S02 :: 0.
Coítdições de Fronte'iTO,.

morosidade. @ = l0.4 0.4 0.4 0.4 0.41,

r'er'mean Z dado. K = l0.5 1 0.5 1 0.51.

.4 saturação de entrada para este ezemp/o é S* = 0.4142.

Apresentamos aproximações pala S e lz na Fig. 5.14 referente ao Exemplo 5.9. Como
a saturação inicial à esquema da interface I'2 = 0 é maior que $* o óleo consegue cruzei
essa interface (T. =. 0.0048) e a velocidade u decresce enquanto o óleo entra na região de
baixa permeabilidade, após ter uma certa quantidade de óleo n©ssã região a velocidade volta
a crescer (T - 0.08). Quando o óleo atinge a interface I'3 = 1 (T = 0.224), a velocidade
continua aumentando, pois a pressão de entrada é menor em Q4 do que en] {23, o que leva o
óleo a cruzar a interface I'3 :: l sem dificuldades. Já quando o óleo alcança a interface I'4 = 2
(T = 0.52), a velocidade começa a decrescer, pois o óleo pára de escoar momentaneamente
até atingir a sattuação de enfiada e penetrar em f2s (T = 0.66). Percebemos desta forma
que a velocidade está diretamente relacionada com a região em que a frente do fluido se
e31coiitra e, dependendo clo problema, pode varia.r sigtiiflcativame]ite coi]] o teiiipo. Nestes
casos a nlodelagenl do escoamento bifásico em meios heterogêneos tem que sei feita usando
o sistema acoplado pressão-sattu'ação para incluir os efeitos de velocidade total variável no
empo

Exemplo 5.10 Para este ezemp/o bons devamos parúmefros reais associados a proa/amas de

:scoamento com a presença do .fevLõmeno do acúvnuto de óleo. Sda o domínio Q = (0. 250)m
d u d do erra .5 subdomáhios com {rzÍe7ybces 1' = {50, 100, 150, 200}. Para as

\') 'VV/''"

pez'meab{/idades

Lat uas e para, pressão capilar utitizan«os o «modelo de Broolw-Corei dado em (2.1) e (2.6)
=om 0 -- '2, S.. -- O, úscosidades ft. -- \O aKgjms, P,. -- \q 3Kgjms e os seguintes
pa úzneZros.

Pressão de entrada.
Porosãdade:
P e'rrneabili, ande :

Pe = j1000 540 1000 540 10001,

ó - [0.4 0.4 0.4 0.4 0.4],
/( = jle -- 9 1e 8 1e -- 9 1e -- 8 le ol
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e

4000 :+ Pot
S02 := 0.

So(«) -

para z c j10,451,
para z c IS0,901,
caso covttráho.

Condição llticial.:

n n«. H4 pÃp q d p li'rr.n+p4rn
\.f V l UWU\-VUU WV X l V l UUVUB Wn

Sot
5000, /3.,e ::: 300 :::+ J302 1300

A saturação de entrada, 'para este exemplo é S* 0.7084

Na Fig. 5.15 apresentamos aproximações para o Exemplo 5.10 obtidas utilizando ordem
de apioxiniação polinomial À; :: 1, malha uniforme com 400 elementos e passo no tempo
variável com: At = 6 horas, pala Z c lO, 100j; .At = 1 dia, para t c jlO1, 2001; At = 2 dias,
para t c j201,4001; z\t = 4 dias, para t c j401,800jl At = 8 dias, pala [ c j801, 1600ji
At :: 16 dias, pata t c j160i,32001; At -: 32 dias, pala t C j3201,64001; At = 64 dias,
para { C j6401,12800ji At = 128 dias, pala t C j12801,256001 e At = 256 dias, para
t C [12801, 768001. Aqui, diferentemente do Exemplo 5.9, o óleo pára de escoar ao alcançar a
interface I'2 :: 100, pois a saturação à esquerda da interface I'u é menor que a saturação de
entrada S* :: 0.7084, sendo que o óleo somente consegue cluzai essa interface após atingir
esse valor (T = 20 dias e T = 300 dias). Percebemos que apesar do óleo ter atingido S* na
interface I'2, apenas unia peqlielaa quantidade de óleo consegue escoar através de S23, região
de baixa pern[eabilidade. O óleo cruza a interface I'3 = 150 seno dificuldades (T = 2400
dias) e alcança a interface I'4 = 200 (T = 6400 dias) e pára de escoar (T = 76800 dias),
pois não há óleo suficiente para atingir a saturação de entra(la à esquer(la de I'4 e assim
peii[[anece acumulado nos subdo[[[ínios Q2 e ç24, que são as regiões cona permeabilidade
mais alta. Podemos notam que para este exemplo de acúmulo de óleo a velocidade tende a se
t.ornar constante a medida que avançamos no tempo e a solução numérica collveige pala a
solução estacionária enl ç2u e ç24.

Pala mais resultados numéricos obtidos com o método DG proposto, ver exelllplos que
publicamos nos artigos Ern et aZ. (2009b,c).
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Figura 5.13: EzempZa 5.8; C'amparando aprozÍrnações para saturação e velocidade lota/ obÍÍdas

para o escoamento PMA-PMB caiu reconstrução de fluxos no espaço RT (linha contínua) com
Lpro=i"''ações obtidas sel« reconstrução (tinha pontilh'«da).
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T:0.0048
l

0.8

0.6

0.4

0.2

Ü
2

l

0.8

0.6

0.4

0.2

0
2

C
n

T:0.52

T:0.6M

C

W

0.98

0.97
03 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 6

Figura 5.14: EzempZo 5.9, P?'estão-Saturação Dadas enter/ages: Saturação Sn nOS {nsíaTzíes de
tempo: T :: 0.0048, T = 0.08, T := 0.224, T :: 0.52 e T :: 0.664 obÍÍdas usando o método DG
r3.]5,), r3.]7) com k = 1, A/ :: 500 e AZ :: 4e 4 e uaMaçâo da ueiocídade total cozrz o afianço do
tempo
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Figui'a 5.15: EzempZo 5. ía, Pressão-Saíu7açâo Damas {níez:faces: Saturação S. nos {nstã712es de
tempo; T = 20 alas, T = 300 alas, T = 2400 dias, T = 6400 alas e T - 768000 alas obtidas
«««-do o «étodo DG (3.15), (3.1'T) co« k '1 40 e u«i-ção d.« «mocidade total co"'' o
afianço do tempo.
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Capítulo 6

Escoamento em Meios Porosos
Homogéneos: Domínio Bidimensional

Nos capítulos anteriores apresentamos resultados numéricos para problemas de escoa-
mento ein domínio unidimensional através dos quais validamos o método numérico proposto
para resolução de problemas de escoamento em ilaeios porosos homogêneos e heterogêneos
Essa experiência permitiu também avaliar a qualidade das soluções aproxlllladas fornecidas
pelo método proposto, e ilustrar sua eficiência e potencial para resolução de problemas reais

de escoamento bifásico. Após essa etapa, passaremos a abordar neste capítulo problemas de
escoamento em meios porosos homogêneos em domínios bidimensionais

Inicialmente na Seção 6.1 apresentamos um exemplo numérico por meio do qual avalia-
mos as ordens de convem'gência do método DG (3.17) em domínio bidimensional na norma
L' e na seminoima JI/i e confrontamos os resultados obtidos numericamente cona os resttl.
Lados teóricos apresentados na Seção 3.4. Em seguida na Seção 6.2, também para valida-
ção em domínio bidimensional, apresentamos resultados numéricos pala uin ploblema de
escoamento horizontal en] meio homogêneo, com velocidade total constante. Essa aborda-
gem peiniite con)parar as aproximações bidimensionais com aproximações unidimensionais.
já validadas anteiiolnlente. Na Seção 6.3, abordamos a resolução do problema acop ado
pressão-saturação, inicialmeltte na Sttbseção 6.3. 1 apresentamos resultados pal'a uin n)odeio

cuJO escoamento também é horizontal, mas com velocidade total variando com o tempo e
além disso o exemplo.é degenerado, o que permite avaliar o comportamento do método pala
iesolução deste tipo de problemas. Na Subseção 6.3.2 aboidanios o problema tive-spot, am-
plamente estudado na literatura, para o qual apresentamos resultados numéricos obtidos com
o método DG (3.15), (3.17) e reconstrução de fluxos no espaço de Raviart-Thomas-Nédélec
e comparamos com insultados da literatura.

6.1 Análise da ordem de convergência em 2D

Nesta seção, são verificadas as taxas de convergência teóricas do método DG obtidas por
DolejÉÍ (2007) cujo resultado foi apresentado no Teorema 3.9, na Seção 3.4, pala um caso
particular da equação advecção-difusão nãa-linear. Seguindo este trabalho, considelan)os a
equação,

Ê â («' ,« ,:) - «,
(6.1)

75
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em que p(«u) (0, oo) a R é dada por

«('-)-"m+Ít-$=;', .>.,

com po = 0.15, u. = 0.1, & = {. Se considerallaos B'j(U) e a.j(U) = -'(lvul)gg-, .j = 1, 2,
recuperamos a equação (3.36).

Pala obtenção das taxas de convergência, aplicamos o método DG (3.17) proposto neste
trabalho para resolver a Equação (6.1) no domínio homogêneo (2 = (0, 1)2 e instante de
tempo T = 80. Definimos a função q e condições iniciais e de fronteira de tal folha que a
solução exala da Equação (6.1) seja dada por:

U(t, z, 3/) - (l . "')ú(:«, y), (6.2)

em que,

Ü(z,y) +y'){:«7y(l :«)(l y), (6.3)

sendo cl C IR uma constante que interfere na regularidade da função t/, de tal forma que
(DolejÊÍ, 2007)

Ü C P(Q), V# C (0,a+3). (6.4)

Nos resultados numéricos apresentamos taxas de convergência obtidas cona o método DG
(3.17) para dois casos: c! = 2 e a = ;. Quando a = 2 temos que a função Ü é uma
função suficientemente regular pertencendo a -HP(Q), V# < 5, já para a = g, temos
Ü C .Ha(Q), VP, l $ /3 < $. Notamos tambén] que pata T = 80, a solução U difere pouco
da solução estacionária U

Tabela 6.1: .Em'os e ordens de corzueWência em Z,'(Q,Jh) e H:(n,Jh) oót das com o método DG
(3.1'T) com ordens de apro=iTnc.ção T)olinomial de k = \-, 'Z. 3 'n,ü resolução dü equuçiío (6.1) cova
a :: 2

Parâmetros Discretização Ordens em L'(Q, Jh) Ordens em ]7:(Q, Jh)
k   h ellz,, OC' ejH: OC

l i
3.5355e-01
1.7678e-01
8.8388e-02
4.4194e-02

4.8087e 03
1.5464e-03 1.6368

4.2664e-04 1.8578
1.1179e-04 1.9322

9.2822e-02 -
5.0397e-02 0.8811

2.5499e-02 0.9829
1.2777e-02 0.9970

2 i
3.5355e.-0]
1.7678e-01
8.8388e-02
4.4194e-02

6.7422e-04
8.4590e-05 2.9947
1.0689e-05 2.9843
1.3549e-06 2.9799

2.2127e-02
5.5537e-03 1.9943
1.3775e-03 2.0114
3.4372e-04 2.0028

3

É
3.5355e-01
1.7678e-01

8.8388e-02
4.4194e-02

6.0133e-05
3.5435e-06 4.0849
2.2944e-07 3.9490
1.6586e-08 3.7901

2.3221e-03 -
2.7031e-04 3.1028
3.2836e-05 3.0413
4.0617e-06 3.0151
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Tabela 6.2: Ermos e ordens de convergência em Z,2(Q, Th) e HI(n, Jh) obtidas com o método l)G

(a.J /y com orderzs de arroz mação poZÍnom a/ de k :: 1, 2, 3 na resolução da equação r6..7,) com
2

Parâmetros

32
l 128

512
2048

32
2 128

512
2048
32

3 128
512

2048

Discretização
h

3.5355e-01
1.7678e-01

8.8388e-02
4.4194e-02
3.5355e-01
1.7678e-01
8.8388e-02

4.4194e-02
3.5355e-01
1.7678e-01
8.8388e-02
4.4194e-02

Ordens em

ejlL:
2.0849e-02
8.6013e-03

3.2673e-03
1.1971e-03
6.5149e-03
2.3506e-03
8.4932e-04
3.0458e-04

3.3184e-03
1.1733e-03
4.1537e-04
1.4722e-04

1.2774

1.3965

1.4485

Ordens em

el
.3472e-01
.9199e-01

.8402e-01

.0435e-01
3218e-01

6738e-01
.2077e-01

6500e-02
.3404e-02

.6896e-02

7715e-02
.3910e-02

0.4480

0.4648
0.4749

1.4707
1.4686

1.4795

1.4999
1.4981
1.4964

0.4722
0.4709
0.4815

0.4816
0.4875
0.4928

Nas Tabelas 6.1 e 6.2 presentamos os erros do método DG na norma Z,2(Q, Jh) e gemi
norma #i(n, Jh) e respectivas ordens de convergência (OC') obtidas para cv = 2 e a = --g
A ordem deconvergêtlcia foi calculadausandoaseguintefórmula: ' ' '' ' ' 2

log(2) '
oc-

(6.5)

em que jjejjh . llU -- uü llh denota o Crio da aproxii)loção uA em unia dada norma calculado na
malha com diâmetro h. Pode-se observar que para a - 2 (solução excita suficienteillelite re-

gular) obtemos com o método DG (3.17) ordem de convergência ótima O(Ak'n), pala ordens
de aproximação polinomiais k = 1, 2, 3 na norma Z,2. Esta ordem de convergência é superior
a garantida pelo lborema 3.9. Para obtenção dessa estimativa, (DolejÉÍ, 2007) considerou a
formulação incompleta do método DG. Nesta tese o método numérico utilizado para obten-
ção dos resultados foi uma formulação sii)métrica (19 = 1), o que pode ter originado a ordem

de convergência superior observada. Na seminorma ]7i observamos ordem de convergência
ot ma u(/z"), para k := 1, 2, 3, o que está de acordo com o resultado teórico obtido por DolejÉÍ

Para o caso em que a = --$, temos que t/ c //P(ç2), 1 $ /3 < 3, e as ordens de

convergência obtidas fol'ain: O(/&j) na norma L' e O(/&{) na seminoima H:, para ordens
polinomiais k :; 1, 2, 3. Estas ordens de convem'gência estão de acordo com as ordens obtidas
en] (Dolejgí, 2007) para este mesmo problema. E ainda de acordo com o autor, considere o
resultado do antigo (Feistattei, 1989), para D c (1, 1})

1« - .rü«ll.,m) $ C'(#)A"ll«ll«,(n), « C -HP(Ç2), (6.6)

em que /üu é a interpolação polinomial de Lagrange para v de gi'au $ k, /z = min(k + 1, #)
e C'(/7) uma constante que independe de h e u. E assim, através desse resultado, a ordem de
convergência O(A5) obtida na norma L2 coiiesponde à oidenl de collvergência ótinla.
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6.2 Equação de Buckley-Leverett
Da nlesnla forma como no domínio tmidimensional abordamos agora a resolução da

equação de Buckley-Leverett en] meios porosos homogêneos com condições iniciais e de
fronteira:

(u./'(S)) V(.(S)Vz($)) q", em (2

s(:«, y, t)

n . (.(S)V«-(S))

S(z,y,0)

- DD]

:: DN]

em nf'un;,
r.m ON

's

em Q,

(6.7)

sendo u a velocidade total, ./ o fluxo fracioliário e c(S) o coeficiente difusivo. O método de
Galerkin descontínuo considerado pata resolvem' esse problema é o descrito en] (3.17), co]n
J(S) = 0, pois consideramos problemas de escoamento em meios porosos homogêneos.

Exemplo 6.1 Cona devamos o domínio Q = (0, 100y, com água serzdo {nyetada na ./}onteira

d" "q«,d« Q; - {0} x (0, 100) e ó/eo s«indo 'í' "««[ód. po, OJ - {100} x (0, 100) e n.

restante dü froteirn é assumida u condição de Pu, o nulo (uer Fig. 6.1). Para, a,s mobitidades
e pressão caT)i\ar usamos o made\o de Brooks- Corou (2. 1) e (2. 6) e os segnãn,tes l)ctrân\eiras:

ProTrr"tedades dos Puídos.
Propüedndes das rochas.

Modem,o de Brooks Corei com.

}l. - \.ç)-s Kgjms, ». = \O 'z Kgjms
@ = 0.2, Ã. = le ll,
&., - 0.2 S.. - 0.15,
0 ::: 2: Pe ::: 104
u = 19e 7, 01,

(6.8)

Velocidade total.

e como condição 'inic'tat So ü.l e condições de h(mteira, da.das poT

So = 0.25,
So = 0.7,
Sx =0,

soZ)re (2;
sopre í21:
sobre ç2r,

(6.9)

Ao usei a velocidade total u da forma acima estamos trabalhando com um problema elll
que o escoa[nento é l[o[izontal, o que nos pei'mire compai'ar os resultados cona aqueles ob.-
tidos em domínio unidimensional e assim inicia.t a validação do método numérico em 2D.
Para obtenção dos resultados numéricos consideramos ilaalhas uniformes Th foinladas por
elelllentos tiialigulates que fot'am geradas utilizando o 131étodo da bisecção de acordo com
descrição efetuada na Seção A.2. Apresentamos exemplos de malhas uniformes com 128 e
512 elementos na Fig. 6.2.

Inicialmente resolvemos o Exemplo (6.1), onde desconsideiamos os efeitos da pressão
capilar, ou seja T(S) = 0. Nas Fias. 6.3 e 6.4 analisamos a convergência do método pa.ia
ordem de aproximação polinonlial É :: l e k :: 2, respectivamente, compal'ando as soluções
obtidas para sa.turaçã.o 110 dotliínio bidíiileilsional, flxaildo a pool'dmlada y = 40, com soluções
obtidas no domínio unidil)lensional pala este problema. Observamos que as aproximações
obtidas cona o método (3.17) eill 2D convergem à medida que refinamos a malha espacial e
aunlentanlos a ordem de aproximação polinonlial para a solução obtida em ID, com lllalha
de A/ = 256 elementos. Nas Fias. 6.5 e 6.6, apresentaJJ)os gráficos enl 3D no instante de
tempo T :: 60 dias iefeiente à aproximação obtida para saturação com malha de 512 e
2048 elementos e ordelll de aproximação polinomial k :: 1, 2. Podemos notam que a solução
numérica é constante na direção y, o que já era esperado, pois o escoamento é ]lorizontal.
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100m

Figura 6.1: Domíh o Q para o Jlbe7npZo 6./

F\gata 6.2: Malha,s üitizadas pura resolução numéüca do Exemplo 6.1: (a) 128 elementos (h
-1.6n'T)(t,) 512 'tementos(t. 8.8388). ' ' *

Notamos também que a magnitude da oscilação presente na frente do fluido na malha de 512

elementos reduz com o uso da malha de 2048 elementos para acabas as ordens de aproximação
polinomial k :: l e k :: 2. Ressaltamos que para obtenção dos resultados nutnéricos pala
este exeialplo utilizamos passo de integração no tel-npo uniforme.

Agora consideramos o problema de Buckley-Leverett, levando em consideração os efeitos
da pressão capilar, ou seja n-(S) # 0. Apresentamos nas Fias. 6.9 e 6.10 um comparativo entre
aproximações pai'a saturação S7. obtidas em domínio bi(linlensional fixando a cooi'pena(ta

y = 40 e aproximações obtidas en] domínio unidimensional, e podemos notar que as soluções
obtidas em 2D convergem pala a solução obtida com o problema tulidimensional a medida
que refiramos a malha, tanto para X; - l como para k :: 2. Neste caso onde consideramos os

efeitos capilares, observamos que a solução é mais suave na frente do fluido do que no caso
onde os efeitos capilares foral-n desconsiderados. Nas Figs. 6.7 e 6.8 apresentamos gráficos eili
3D dos peias para saturação S«, pol intermédio dos quais notamos que o método capta bem
o comportamento horizontal do escoamento à medida que avançamos no tempo. Para ambos
os casos, o método DG (3.17) forneceu soluções precisas que não apresentam oscilações na
direção transversal e captam com eficiência o salto na frente do fluido.
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tD:k=1 , M=32, A 1=1 día

ID:k=1 , fd=256, A t=3 horas
2D:k:l , fa=128. Â1=2 dias
2D:k=1 , M=512, A t=1 dia
2D:k=1. M;2048,At=12 horas

ID:k=1. M=32. A t=1 dia
]D:k=1, M=256, A t;3 horas
2D:k=1. M=128, A 1=2 dias

2D:k=1, M=512, A t=1 día
2D:k=1 , M=2048, A t=12 horas

40 50 60 70 80 90 100

(,) *
10 20 30 40 50 60 70 80 90

(b) *

Figura 6.3: Ezen7zplo 6..1, com T :: 0: (.;ompararzdo soluções obtidas com 0 7rzétodo .DG bidi-

mensional usando ordevn de aproa;imução polinomial k -- \ e $=ando Q coordenctda U - 4Q, com
soluções 'budas p"a o probte""', em ID «-os i,«stu«-tes de tempo: ('«) T = '2Q dias (b) T = 5Q dias.

ID:k;l. M=32. A t;l dia

ID:k=1 , M=256, A t=3 horas

2D=k=2, M=128, A t=1 dia

2D:k=2, M=512. At=1 día

2D:k::2, h1=2048, At=12 horas

ID:k=1, M=32, At=1 dia
ID:k=1, M=256. A t=3 horas

2D:k=2. M=128. ATEI dia

2D:k=2, M=512, At=1 dla

2D:k=2, hi=2048, A t=12 horas

50 60 70 80 9e 100

(.)'
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(b)'

Figura 6.4: EaempZo 6..í, con7z T ::; 0; (comparando soluções oótÍdas com o método l)G bÍdÍ-
meTtsional usaTtdo ordem de aproümação potinomial k :: 'Z e $1ctTtdo a coordenada y :: '\Q, coTít
soluções obtidas para o problema el« ID nos instantes de tempo: (c.) T = '2Q dias (b) T = 5Q dias.

6.3 Problema acoplado pressão-saturação
Nesta. seção apresentaillos resultados numéricos obtidos com o tnétodo DG (3.15), (3.17)

para dois problemas de escoaillento em meios hotnogênos: pioblenla degeileiado com escoa-
iilellto horizontal e o ave-spot. Parte destes insultados tiuinéricos foram publicados no artigo
(À'lozolevski ef a.J., 2010).

6.3.1 Escoamento horizontal

Inicialmente validanlos o método numérico (3.15), (3.17) paro. o problema acoplado
pressão-saturação cona ieco])stiução de fluxos ]lo espaço R:l'o mediante a resolução de um
ploblellla degenerado, cujo escoamento é llorizontal. Para isto consideramos dados geme
]llantes aos utilizados pal'a a equação de Buckley-Leveiett no Exemplo 6.1.

Exemplo 6.2 C'onsidezumos o domín o (2 = (0, 100y, com água sendo {nyetada ao Zango da
./F.nÉe{« d« «q«.rd. n x (0, 100) ' ó/eo «indo do "s.«,«tóM. «t««é. d« yhnÉe{«
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0,8

0.74

0.68
D.62

0.9
o.m
0.46

0.3
0.31

0.27

l®

0.81

0.74
0.70
0.66

0.62
0.58
o.g
0.5a
0.48
0.42
0.33
0.3S

100

(a)(b)
Figura 6.5: -EzempZo 6.í, com n = 0; Comparando aproximações obtidas com o método DG
Í3.ÍV9 no estante de tempo T = 60 dias, usando À; = 1 e; ra,) À4 = 512, AÍ :; l dia; rb,) M = 2048,
Ât = 12 horas.

D.8

0.77

0.7.

0.7D

D.m

0.62

053
o.g
0.50

0.42
o.a
0.35

0.31

0.27

too

0.81

0.74

D.70
0.66

0.62
0.58

0.46
0.42

0.3S

0.31
0.27

100

Figura 6.6: -EzempZo 6.í, com r = 0: Comparando aproa;ilações obtidas com o método Z)G
(3. 279 no instante de tempo T = 60 alas, usando k :: 2 e: ra) À/ = 512, 6.t :: l día; ró,) &/ = 2048,
Ãt = 12 àorus.

(,) (b)

Q'' 100} x (0, 100) . «o «.t-te d« .#.te{« é «.«mÍd« « co«alça. d. ./Z-. -Z. ép««
ilustração do domínio e co'rtdições de Porteira, uer F'tg. 6.1), para as mobãli,düdes e pressão
cap'atar usamos o modelo de Brooks- Corei deschto nas equações (2.'7) e (2. 6) com os següntes
parâmetros;

Propüedades dos Puídos: H«, -. \0-a ]<gjTns, H. - -\.Q-'z ]<gjms,
Propüedades das rochas; é = 0.2, Ã' = le -- ll,

]WodeZo de .Brooks-Oore3/ com; Sw, = 0.2 Sn,. = 0.15,
0 :: 2, Pe = 104

(6.10)



82 ESCOAMENTO EM MEIOS POROSOS HOMOGÉNEOS: DOMÍNIO BIDIA/IENSIONAL 6.3

0.8i
0.77
0.7

0.70
0.M
0.H

0.H

0.46

D.42
D.a
0.H
D.31

0.27

100

D.81

o.n

0.7Ü

D.M
0.62
0.58
o.g
D.g
0.46
0.42
D.a
0.D
Ü.31
0,27

100

lüJ luJ

Figura 6.7: .EaempZo 6. .Z, consÍde7'ando e/citas capilares; (7omparundo aprozÍmações obti-

das com o método DG ÍS..279 no instante de tempo T = 60 dias, usando k = 1 e; Ía,) ]W = 512,
.àt = 1 dÍa; ró,) A/ = 2048, z\t = 12 Aorns.

0 81

0.74
0.70
0.M
o.ü
on
0H

0.4E

0,42

o.b
0 31

0 27

100

Figura 6.8: EaempZo 6.-Z, consíde7undo e/e tos capÍZaresi Comparando aproa;Ímações obti-
das com o método DG 63.179 no nslante de tempo T = 60 dias, usando k = 2 e: ra,) h/ :: 512,
Ât = 12 Abras; ró,) JW = 2048, AÉ = 6 Abras.

Cona ção n cÍaZ; So = 1 -- S.,,

Í /:lo = 5.5e+5::> P' =5.5e+5, Sb =S«,, emf2',
ond iões de Fronteira.' -l Pw+D = le +5 ::> P+ = 4.6643e +5, S;l = 1 -- S.,, em ç2+,

L PN = O, SN = O, em QN

Nos resultados numéricos, da mesma forma como no Exemplo 6.1, consideramos passo
no tempo At e malhas Jh uniformes, sendo as malhas formadas por elementos triangula-
res. Neste problema o escoamento em meios porosos homogêneos é horizontal, o que nos
permite analisar a convergência do método DG (3.15), (3.17) ein domínio bidimensional
com reconstrução de fluxos no espaço de Raviait-Tllomas-Nédélec fixando a coordenada Z/.
Apresentamos essa análise de convergência na direção z para a pressão e a saturação nas
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ID:k=1,M=32, A t=2 dias
ID:k:l,M=256, At=12 horas
2D:k=1 ,M=128. A t=2 dias

2D:k:l,M=512, Al=1 dia
2D:k=1 ,M=2048, A t=12 horas

40 6050 70 90 100

ID:k;l.M=32, A t=2 dias
ID:k=1,M=256, A t=12 horas
2D:k=1.M=128. At=2 dias
2D:k=1,M=512, At;l dia

2D:k=1.M=2048. At=t2 horas

40 50 60 90 100

(,) ' (b) '

Figura 6.9: .Exemplo 6..Z, considerando e/Citas capíZares: C'omparnndo soluções obZ das corri
) Tnétodo DG bidimensional usando ordem de aprouivnação potinorrí\ial k - 1. e $=ando a. coordevtctdü

g/ = 40, com se/rações obt das para o problema ern -7/) nos nsZanfes de tempo: ra) T :; 20 dias rb,)T = 50 alas.

0.7

0.6

0.5
n'

0.4

0.3

'"..-..l t=1 dla

ID:k=2,M=256A t=6 horas

28,A t=1 dla

2D:k::2,M=512.A t=12 horas

8,At=6 horas

ID:k=2,M=32,.&t=1 dia

ID:k=2,M=256,A t=6 horas

2D:k=2,M=128,At=1 dia

- - - 2D:k=2,M=512,A t=12 horas
'2D:k=2,M=2048,A t=6 horas

40 50 60 70 80 90 100

(by

l0.2
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(.)'

0.21
0 10 20 30

Figui'a 6.10: .EzempZo 6'. Z, considerando e/Citas capilares; Comparando soluções obí das
:om o método DG bidiTnensioTtal usctndo ordem de aprolimcLção T)otan,Olnial k -- 'Z e $=aTtdo Q

:oo= 2n dÜ.s (b) T = 5t) di.as ções obtidas para o problema em ID nos instantes de tempo: (a)

Fias. 6.11, 6.12, 6.13 e 6.14 pa.ra ordens de aproximação polinoillial l e 2, flxatido a coorde-

nada y :: 40. Notamos poi naeio das Fias. 6.11 e 6.12 que as aproximações para a pressão
não variam muito de uma mallaa pala outra ou de uma Oldenl de aproximação polinomial
pala outra. Obtemos boas aproximações pata P mesmo na mallla mais grosseria de 128
elementos. Já para a saturação, a solução obtida na malha de 128 elementos ainda apresenta
llliplectsoes: e a coilveigêlicia pala a solução do problema é obtida a medida que reflnanlos
a inallia espacial e aui)lentanlos a ordem de aploxiniação polinolllial (ver Figs. 6.13 e 6.14).
Um complicados no problema em questão é o fato do termo difusivo na equação para sa-
tut'ação degenei'al' pai'a S = 1 SI., e S = S.,, e além disso o termo advectivo também
degenera pai'a S = Sn,. Como consequência. a solução numérica desse problema apresenta
oscilações na frente do fluido com maior amplitude do que nos resultados numéricos apresen-
tados pala a equação de Buckley-Leveiett do Exemplo 6.1. Observamos também que neste
caso a velocidade total valia cona o passai do tempo.
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Nas Fias. 6.15 e 6.16 apresentamos gráficos em 3D ]lo itltaiite cle tempo '1' = 31 dias
das aproximações obtidas com malha de 512 e 2048 elementos para a saturação. Podemos
notei que a aproximação é constante na direção y, conforme esperado, pois o escoamento
é Itorizontal. Notamos também que a magnitude da oscilação presente na frente do fluido
na malha de 512 elementos reduz com o uso da mallla 2048 para ambas ordens de aproxi-
mação polinomial k :: l e É = 2. Na Fias. 6.17 e 6.18 apresentamos aproximações para a
pressão e ve]ocidade total obtidas na malha de 2048 elementos cona ordem de aproximação
polinomial É = 1. Através deste exemplo ilustramos a eficiência do método DG proposto
para resolver problemas degenerados de escoamento, pois o método permite a obtenção de
soluções precisas nas regiões onde a solução é suave e também na frente do fluido, onde a
solução S apresenta uma descontinuidade e a equação pata a saturação degenera. A recons-
trução de fluxos no espaço de Raviart-Tllonlas-Nédélec recupera o campo de velocidades,
perfeitamente horizontal, de acordo cona a geometria do problema.

(-) ' (b) *

Figui'a 6.11: EzempZo 6.2; ..4náiÍse de conueryêrzcia pazu aproximações obtidas com o método
DG (3. 15), (3. 1'T) bidimensional para ü pressão gl,obat P abanão ordem de aprodnta,ção potinomiat
k :: l e ./izaztdo a coordenada Z/ = 40 nos instantes de terrzpo; ra,) T = 40 dÍízs ró,) T = 80 dias.

k:2,M=128,At=1 dia
k:2,M=512,Â 1=12 horas
k=2,M=2048,ATES horas

(-)*

40 60

(b)'

80 100

Figui'a 6.12: EaempZo 6.2: ,4nálÍsc de conueryêrzcía para aprozám.r).Cães obtidas com o método
DG (3.15), (3. 1'7) b'idimeTtsional l)üra Q pressão g\oral P usando ordem de aproüTítctção 'polinolttiül
É :: 2 e ./izündo a coordenada y = 40 nos nstarztes de tempo: ra,) T = 40 dias rb,) T :: 80 dias.
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(,) ' (b)'

Figura 6.13: -EacempZo 6.2: .4náZÍse de convergência para aproximações obt das com o método
DG (3.15), (3.11) bidimensional para, ü saturação S. usando ordem de aproximação polinoTnic-l
k = 1 e ./içando a coordenada g/ = 40 nos Estantes de tempo; Ía,) T = 40 dias ró,) T = 80 alas.

0.9

0.8

0.7

0.6

do.sl
0.41

/

0.3M;'

0.2

,,...,,.''''''

0.IL
0 n 40

(,)'
60 80 100

lb)'

Figura 6.14: -EzempZo 6.2: .4náZise de convergência para aproa#mações obtidas com o método
DG (3.15), (3.1'7) bidimensioTtal para ü saturação S. usando ordem de aproümação polinomiat
k = 2 e #zando a co07denada g/ = 40 nos instantes de tempo: ra; T = 40 alas ró,) T = 80 alas.

6.3.2 Five-Spot homogêneo

O problema Five-Spot é um problema em que simulamos o escoamento de óleo provocado
pela injeção de água em um poço de injeção. Temos um problema original com 4 poços de
produção localizados em cada vértice do domínio pelos quais o óleo é ejetado do reservatório
e um poço de injeção de água que está localizado no centro do reservatório. Para melhor
analisar este exemplo e devido à simetria do problema, resolvemos esse problema em um
quarto do domínio cujo problema é conhecido como ave-spot (ver Fig. 6.19).

Exemplo 6.3 Visando comparar os resultados muméMcos oóf dos com o método l)G pro-
posto para o problema $ue-shot em que são considerados os efeitos capilares com os resttl-
bados ,«u««,é«'ices üprese'ttüd,os 'por RiMêre (2004), aprece'«ta««os res'«\Lados «-umé«ices «os
quais nt lidamos os 'mesmos dados do amigo Rãuiêre (2004). Na, resolução numéüca, desse
problema. considerctmos o modal,o de Broolçs- Corou T)ara, as mobiliza,des e pressão caTritar dctdo
em (2.'1) e (2.6) co« os seg'«i«Xe; p«âmet«os:



86 ESCOAMENTO EM MEIOS POROSOS HOMOGÉNEOS: DOh/líNIO BIDlh/IENSIONAL 6.3

0.40
0.35
on
o.a
100

l0.4'

(a)(b)
Figura 6.15: Eacemplo 6.2: Comparando aproámações obtidas com o Tnétodo DG (3.15), (3.17)
para a saturação S. no estante de tempo T = 31 dias usando kp = ks = 1 e: ra,) M = 512, Af = l
dia rb,) À/ = 2048, At = 12 horas.

085
o.n

0.70
0.6:
0.M

0.55
0.H
0

0.40
0

030
0

o.n
100

0.5a
045
0.40
0.35
0H

25

100

'"w«ãl
'""''..

l0.2
100

80

(a)(b)
Figura 6.16: -Ezemp]o 6.2; Oomzparnndo aproximações obÉÍdas comi o método Z)G r3.]5,), Í3.í79

para a saturação Sn nO instante de tempo T = 31 rijas usando ÊP ;: ks = 2 e; ra,) &/ = 512,

Ãt = 12 horas rb,) À4' = 2048, At = 6 horas.

(a)(b)
Figura 6.17: -EaempZo 6.2: Aprozímações obí das com o método DG Í3./S), Í3.J79 para a
pressão g/obaZ P usando AP = k, = 1, À/ = 2048, At = 12 Abras nos nsfantes de tempo ra,) g.í
di«s (b) m di«s.
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=E==..':;ll:,T:=:Z '.' "'"'''P.'':.'l:""' "Z ' m'*.'. "' r'.'0, ÍS.'y9 ,«« .

alas ÍÓ,) 77 dias. '"" '';p ' n; ' i, /H] - zuaõ, = iz àorns nos nslanles de tempo ÍaJ g.Z

(b)

Domina,o:

Propriedctdes dos $1.tidos:

Pro.püedüdes das rochcts.

Modelo de Brooks-Clorey:

de a,cotão com Fig. 6.19b,
H. = 5e zl Kg/ms, H. -- 2e
é = 0.2, /f := le ll m2.

S.. Sn,
0 = 3, Pe = 5e + 3Pa,
$ - 0.8.

3 1<glms .

(6.11)

Covtdição inibi,ul,.

'.«':.", '. ««'.'" IH.s':n rE í:: : :: ??: IE: :'s:«''' - .. =li
O sistellla acoplado pressa(»saturação é I'esolvido através do método DG (3.15), (3.17)

cona l9 = 1 (formulação silnét.liga), ar = 10k', e a resconst.ração de fluxos é efetuada .:o

espaço R:l'o(Jh). Mais detalhes referente a iecollstrução de fluxos no espaço RI'o(Jh) podem
ser encontrados no Apêndice B. Pala resolução do Exemplo 6.3 utilizamos malhas obtidas
por meio do gerador' de nia]])as GMSH. Na Fig. 6.20 apresentamos i)falhas com 260 e 1052

elementos. Na Seção A.2.1 discutimos parâmetros que podem ser utilizados pala avaliar
a qualidade da. malha gelada pelo GJ\'lSH. Apresentamos o valor desses parâmetros pala
as malhas de 260, 1052 e 4086 elementos na Tab. 6.3. Podemos notar que à medida que
refinamos a malha, os valores de qualidade médios ã, ã = 1, 2, 3 aumentam, aproximando-se
mais de lo que indica que estallios iilelhoia.lítio a qualidade (ta tiiallla abra.vés do ieflJlalneiito.

Tabela 6.3: ParámeÍros de qua/idade para as maZAas uf Zizadas para resoiwção do problema de
escoamento #ue-shot. Mega a deyirzÍção dos partíznefz'os 4{ e ã,. i= 1, 2, 3, na Senão .4.2.7.

  /}     q2
0.5400
0.5119
0.4866

q2

0.8358
0.8460
0.8503

q3
0.6876
0.6958
0.7115

g3
0.9558

0.9616
0.9664

260
1052

4086

51.9676
29.2814
14.1015

0.5829
0.5949
0.633]

0.9478
0.9547

0.9612
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A
!~'

S
8n"'

5

300 m

(b)(,)

Figura 6.19: ra) l)omíhío oügÍnaZ para o problema ./iue-shot com 4 poços de produz:âo iocaZizados
um em cada liéüice do domínio e um poço de ãnjeção localizado no centro do reseruütódo. (b) Um,
quedo do do?iiínio original para o problema $ue-shot cujo domínio é coTtsiderado no EzemT)lo 6.3.

(,) (b)

Figura 6.20: Malhas pcLra o Eaceml)lo 6.3: (a) 260 elementos (b) 1052 elementos

Apresentamos na Fig. 6.21 aproximações para a pi'estão global P e o campo de velocidade
u obtidas na malha de 1052 elementos e ordeill de aproximação polinonlial A = 1 pala
os instantes de tempo T = 50 dias e T :: 100 dias. Aplesentanlos aproximações para a
pressão e ve]ocidade tota] somente nessa n)a]ha e ordem de aploxilnação po]inol-nia], pois as
aproxilnaçoes obtidas em outras malhas são muito semelhantes às apresentadas na Fig. 6.21.
Para. a saturação da fase molhante apresentamos lillhas de contorno nas Figs. 6.22 e 6.23
obtidas cona ordens de aproxin)ação polinomial k = 1 e A :: 2, respectivamente, e malhas
coll] ]M = 260: 1052, 4086 elementos. Coillpaiando os nossos resultados em T = 100 dias,
obtidos com malha de 260 elementos (Fig. 6.22b) com resultados do artigo Riviàre (2004),
obtidos comi malha de 264 elementos (Fig. 7 do artigo), peiceben)os que resultados são bem
selllelhalltes qua.lho a localização da freill;e do fluido.

Para avaliam a convergência do método numérico apresentamos na Fig. 6.24 os perfis
pala a saturação da fase molhante ao longo da diagonal z = y nos instantes de tempo
T :: 48 dias e T :: 100 dias. Podemos natal que S... possui u]]] clloqtie bem acentuado
na frente do fluido: levando ao aparecimento de oscilações na solução nun-térica obtida com
malllas nICHos refinadas, porém essas oscilações não aumentam de amplitude à medida que
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avançamos no tempo e são eliminadas com o refinamento da malha espacial. Na Fig. 6.24
notamos também que a frente de fluido é capturada com precisão para ambas as ordens de
aproximação polinomial (k = 1 e k = 2).

Notamos (lue a saturação da água cresce monótonamente atrás da frente do fluido devido
a injeção de água através do poço de injeção, enquanto o óleo é gradualmente deslocado para
o poço de produção onde é ejetado. Enquanto a frente do fluido molhante está próxima ao
poço de injeção, as linhas de contorno são praticamente circulares, correspondendo a simetria
da pressão no poço de injeção (por ex. em T = 50 dias). Quanto mais água é injetada, a
frente da fase molhante, ou seja da água, desenvolve um .Pnger que se extende até finaliriente
alcançar o poço de produção. llustrainos a formação do fingem para o Exemplo 6.3 na Fig.
6.25

3.39E+06
3.32E+08

3.19E+08
3.13E+06

2.87E+08
2.80E+06
2.74E+08

2.61E+08

2.48E+08

300

3.39E+Oe
3.32E+08

3.19E+08
3.13E+08

3.00E+08

2.81E+08

2.48E+06

300

Figura 6.21: -Exemplo 6.3; prozÍmaç;ões para a Pressão e a ueZocÍdade total obtidas com o
método l)G ÍS.ÍS),Í3.ÍV9 nos instantes de tempo T ::; 50 dias â esquerda e T = 100 dias â dIreIta.
Em ambos os resta/lados usamos k = 1 e M :: 1052, .ât = 1 día.



9() ESCOAMENTO EM MEIOS POROSOS HOÀ/IOGÊNEOS: DOA/líNIO BIDIMENSIONAL 6.3

0.44
0.40
0.36
0.32
027
0.23
0.19

(a) M = 260, At = 2 dias. (b) iM = 260, At = 2 dias

(c) .A/ = 1052, At = 1 dia. (d) iM = 1052, At = 1 dia

(e) M = 4086, At = 12 horas. (f) ]W = 4086, a.t = 12 horas

Figura 6.22: .EzempZo 6.3; C07nparando ap70zimações para a saturnç:ão da /ase mo/Acinte S.

obtidas com o método OG (3.15),(3.11) e«l diferentes mail\üs no instante de tempo 't = 50 üa.s
na coluna da esquerda e T = 100 alas na coZ na da direita, usando A = 1.
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(a) JV = 260, z\t = 1 dia. (b) A/ = 260, At = 1 dia

(c) M = 1052, At = 12 horas. (c) A/ = 1052, At = 12 horas

(e) A4 = 4086, Af = 12 horas. (e) À/ = 4086, A1 = 12 horas

Figura 6.23: -EaempZo 6.3: (7omparnndo aprozÍmações para a saltita(:ão da /ase moZAante S..

obtidas com o método DG (3.15),(3.11) em diferentes ma\has no instante de tempo T = E'Q üas
na coluna da esquerda e T = 100 dias na coluna da d mija, usando A = 2.
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150 200100

(,) (b)

Figura 6.24: -EaempZo 6.3: Comparando aprozÍmações para a saturação da /ase mo/Acinte S«

do problema .Rue-shot ao longo da diagonal :c = U no instante de tempo T = 48 dias à esquerda e
T = 100 alas â d re ta usando k = 1, 2 e .A/ = 260, 1052, 4086.

(,) (b)

Figura 6.25: -EzempZo 6.3: 4prozimações para a saturam:ão da fase moZAante S. obt das com o
método Z)G Í3.ÍS),Í3.ÍV9 usando A :: 1, À/ = 4086, At = 12 /zorns nos {rzstanfes de tempo; Ía,)
T = 116 dias, rÓJ T = 121 alas.



Capítulo 7

Escoamento em Meios Porosos
rlleterogêneos: Domínio Bidimensional

te capítulo abordamos a resolução nulllérica de problemas de escoamento heterogêneo
ern domínio bidimensional, coi]] permeabilidade e forças capilares descontínuas. Como já dis-
cutido anteriormente, as heterogeneidades podem ter grande impacto no comportamento dos
perfis para. a pressão e saturação, sendo que os illesiiios podem apreseiitat fortes gradientes
ou descontinuidades na frente do fluído e nas interfaces formadas entre dois tipos de sedi-
mentos. Inicialmente, na Seção 7.1, apresentamos i'esultados numéricos pala ulll problema
de escoamento horizontal cona uma interface. Em seguida, na Seção 7.2 será discutida em
detalhes a resolução do problema de escoamento hve-spot heterogêneo, em que o domínio é
dividido eill duas regiões, sendo uma com baixa permeabilidade e outra com pelmeabilidade
mais alta. A esses subomínios também estão associadas pressões de entrada diferentes, o que
pode ]eval' à obtenção de peias descontínuos pala a pressão capilar.

7.1 Escoamento horizontal heterogéneo

De acordo com observações feitas anteriormente, as propriedades do meio poroso tais
como porosidade e permeabilidade, têm influência direta no perfil da pressão capilar. Agora
vamos abordei o ploblel-na de escoamento água-óleo bidimensional com uma interface en]
que a peinleabilidade K e as forças capilares são consideradas descontínuas na interface
formada entre sedimentos com diferentes piopiiedades físicas. Os dados utilizados para re-
solução desse problema são descritos a seguir.

Exemp'Lo 7.1 Consideramos o modelo de Brooks-Corei para mobiledades e pressa.o CQ.nilQT
dados em (2.7) e (2.6) cova os seguintes dados: ' ' ' '-' '-'"''

Dota {n i, o . Q - (o, tooy, («, p'íg. z.i),
co"', {nt.r/ace I' g/) c O É«J q«. z

p,. = \.e -- '3 kgjms: p,. = Le -- 2 kgj'nls,
é :: 0.4, /{ = jle 8 le 91 m2,
s., - o, s.,.- o,
0 = 2, /)p = 1540 1000jPa :> S* = 0.7084

Propriedades dos fttLidos.
Proprieda,des das rochas.

Modelo de Brooks-Corou.

(7.1)

93
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Í /)B = 2140, n.u« = 5e 6, em Q;
Oozzdições de Fronteira: l SF; = 0.3141, n ut = 5e -- 6: em Q:

IPw SX em Qr,

c'.«ú{.ã. í«{.{«z; se(«, ü - l
0.8, pa« (z,y) C Q, taZ que :« $ 50,

0.3141, Caso contrário.

onde Q: - {0} x (0, 100) é « «grão 'm qw. « ág- ÍJa« mo/A-te) é {«jet«d« ' OJ

{100} x (0, 100) região pe/a qual temos saída de Óleo (base não-moZhanfe,) do reseruatódo.

(7.2)

S

100m

Figura 7.1: /Zus]raçâo do domáháo para o arempZo 7.]

Note que neste exemplo o subdomínio Qi, domínio da esquerda na Fig. 7.1, é a região
cona permeabilidade dais alta, enquanto o subdonlínio ç22, dolllínio da direita na Fig. 7.1,
é tulha região de baixa permeabilidade. Desta forma temos escoa.mento horizontal ocorrendo
no sentido da região com permeabilidade mais alta para a região de baixa permeabilidade.
Ap[esentai[[os abaixo resultados numéricos pai'a o Exemplo 7.1 obtidos en] diferentes ]]]a-
Ihas geladas por intermédio do Gh/ISH, que ilustl-an-tos na Fig. 7.2. Estas malhas são mais
refinadas próximo à interface I', onde temos descontinuidades nas piopliedades físicas do
proble[na, visando assiii] resolvem dais eficíente]]]n]te o fluxo i]esta. á.rea. Na Tab. 7.1 apre'-
sentamos os parâmetros qí, á :: 1, 2, 3 definidos na Seção A.2.1, que nos permitem avaliam
a qualidade destas malhas. Lembrados que os pa.iâmetros êi e Ü, á = 1, 2, 3 são os valor-es
mínimos e médios de qi(T), T C Th. Podemos observar que os valores de qualidade médios
Õi, í :: 1, 2: 3 aumentam à medida que reflitamos a malha, indicando que ocoiie unia melhora
na qualidade da malha através do refinamento.

Resolvemos o sistema acoplado pressão-saturação com o método DG (3.15), (3.17) usando
?9 = 1 (formulação simétrica), ap = 10k', e a desconstrução de fluxos é efetuada no espaço
[:i:]'o(Jh) (]\dais detalhes referentes à iecolisti'ução de fluxos podem ser eiicolltrados no Apên-
dice B). Pala obtenção dos resultados numéricos apresentados para este exemplo usamos a
técnica de escolha adaptativa do passo no tempo descrita na Seção A.3, coill os seguintes
parâmetros: /{p - 0.075, .K/ = 0.175, /{o = 0.01, l,,.í,. = 0.5, r,,.., = 2 e ToZ = 0.06 na
malha de 1000 elementos e 7'oZ = 0.08 ]la illallla de 3956 elementos- Nas Fias. 7.3 e 7.5
apresentamos aproximações para saturação obtidas com ordens de aproximação polinonlial
l e 2, respectivamente, nas malhas de 1000 e 3956 elementos. Podemos notar que o método
numérico consegue impor as condições de interface com precisão, permitindo que o óleo
cruze a interface I' sollaente se S > S* à esquerda da. interface. Devido a isso podemos notei
a formação daquela elevação da saturação da fase não-molhante à esquerda da interface,
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garantindo assim que o óleo ntantenha pressão suficiente pala conseguir cruzar a interface e
aluir através da legião de baixa permeabilidade. E importante comentar que foi fundamental
ser um pouco restritivo no parâmetro To/ utilizado para escolha adaptativa do passo no
tempo para o método captam com precisão as condições de interface. Quanto menor o parâ-
metro ToJ, menor é o passo no tempo utilizado pela técnica adaptativa de escolha do passo
no tempo. Na Fig. 7.4 apresentamos as linhas de contorno para S, e podemos notar que a
aproximação para a solução mantém comportamento horizontal à medida que avançamos no
tempo. Aproximações para a pressão e velocidade total são apresentadas na Fig. 7.6.

00

70

>. 50

40

0

(,) (b)

FI.gula 'T.'Z= Malhas para o Exemplo l.l: (a) 1000 elementos (b) 3956 elementos

Tabela 7.1: Pa7úme(ros êi e ã, { = 1, 2,3 que /omzecem a qualidade das maZAas ({Zizadas pam
resolução do Exemplo 7.1 de escoamento hodzontat em meios heterogéneos com uma interface. A
de$Ttição dest.es TmTtiTn.etros l)ode ser eTtcont.Fada lla Seção A.2.1.

À

11.1672 1 0.6600
5.1797 1 0.6152

7.2 Five-spot heterogêneo
Agora vamos abordar o problema de escoamento ave-spot heteiogêneo em que temos

duas regiões, uma com permeabilidade baixa e outra com permeabilidade mais alta (ver Fig.
7.7) . Além da descontinuidade na permeabilidade sobre a interface I't2, também temos forças
capilares descontínuas agindo no escoamento. Através deste exemplo pretendemos estudar
os efeitos das forças capilares e da permeabilidade sobre o escoamento e analisar o com-
portamento da pressão e da sattuação quando o fluido alçancar e cruzar a interface. Temos
também como objetivo avaliar o comportamento do método DG (3.15),(3.17) na resolução
deste tipo de problema, a precisão numérica e acompanhar a imposição da condição de in-
terface em domínio bidimensional. Para isto consideramos o problema tive-spot heteiogêneo
com os dados descritos a seguir.
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o.©
o.@
o.@
0.76
0,72
o,m
0.M
0.M
o.s
0.52
0.47
0.43
0.39
D.3
o.ap

0.88
o.u
o.m
0.76
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o.®
0.M
o.m
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0.43
0.39
0

03PMa 7540
5060

2580
100ü

o.©
o.u
D.®
0.76
0.72
D.M
0.M

0.52
0.47
0.43
0.39
o.s
03P

D.88
o.u
o,©
D.76

0

o.®
0.H
D.m
0.9
D

0.47

D,43

0.39
0.35
D.3P

Figura 7.3: (707nparundo apronÍmações para a saÉurnção da /ase não-moZ/zanfe S« obtidas com o
método DG Í3.1S),r3..í79 no nslanfe de tempo T = 6.10 dias na coluna da esquerda e T :: 14.2
dias na coluna da direita, sendo que; ]Va pMmeira ZinAa tisanas k = 1, À/ = 1000; ]Va segunda
Z nAa: k = 1, À/ = 3956.

0.83
0,84
08D
D.76

Figura 7.4: Z){nAas de conf07'no para a saturnç:ão da /ase nâo-moZhante Sn Oót das com o método
Z)G Í3..ÍS),Í3.7V9 usando k = 1, iW = 3956, no instante de tempo T = 6.10 dias na coluna da
esquerda e T = 14.2 dias na coluna da dIreIta.
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Figura 7.5: Comparando aproiç mações para a salurnç:ão da /ase não-moZAante Sn obtidas com o
mzétodo Z)G Í3./S),Í3..rV9 no estante de tempo T :: 6.10 d as na coluna da esquerda e T = 14.2
dáüs na coluna da direita, sendo que: Na pümeera linha usamos k = 2, M = IQOQ; Na segunda
i nAa: É = 2, i4/ = 3956.

200E+02
-4.6QE+02
-7.20E+02
9.80E+02
.24E+03
t.50E+03

Figura 7.6: Áproaçámações para a Pressão e ue/ocídade total obt das com o método Z)G r3. .15), ('S. .í 79
nos {nsÍarztes de tempo T = 6.10 d as â esq farda e T = 14.2 d as â d relia. -Em ambos os resultados
usamos X; :: l e À/ :: 1000.
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Exemplo 7.2 Consideramos o made/o de -Brooks-Oore3/ para as mob Z dados e pressão ca
pilar dado em (2.1) e (2.6) e os seg«-i«-tes d.,dos:

Domálúo. Q 300y (F%. 7.7«), d{«{dÍ'í. .m '«bd.mú«{«
Ç2, - (93.75, 206.25) x (93.75, 206.25), Q: - n\Q,,
e com {nte7:face I'i2 = a{221
H. -- 3 Kgjms, }t..:: \.e--'2 1<glms,
é:= l0.2, 0.21, K := jle -- 12 le -- 101 n112,

S.,- 0, S..-0, 0 - 2,
Pe=j1.5811e+4 1e+4,IPa S*=0.6,

Prof'r'iedüdes dos Puídos.
Pro'pr'tedades düs rochas.

Modal,o de Brooks- Corei com.

(7.3)

Condição inicial

So(z,y) IT' p«« (z, Z/) C Q; (ue,.Fág.7.7b):
Clamo cobtT'âMo. (7.4)

e condições de h'onteira

SobreaQ;: n.ut=n.u.=--7e--6, n.u«=0,
Sopre (2:: Pw = le+5Pa::>P=115811Pa, Sn=0,
Sobre aç2sw : n . tll. = n . ?l« = 0,

(7.5)

(7.6)

(7.7)

onde í)çl; é a T'egião em que a água é ãnjetada e í)QT região pela qual temos saída de $u=o do
Tese'r'uatódo. As regiões de bonteira, açtT, aç\: e açQ são identi$cüdns llü Fig. 1.1a. Note
que associamos peTmeabihdade K e pressão de entrada P. diferentes pctrct os subdomíni,os
Qi e Q2, sendo que em ç2t temos K'i = le -- 12 e Pel = 1.5811e + 4 enguartto em Q2 temos
/T2 = le -- 10 e .P.2 = le + 4.

S

LÜILul

Figura 7.7: ra) Z)omÍhÍo Q dãu d do nas subdomúlios ni e í22 para o lilremp/o 7.2. rb) Z)omúljo
Q com identi$cação do subdomínio Qa necessáT'io para de$niçãa da coTtdição inicial (V.4).

E importante observar que o problema ave-spot heterogêneo que estamos considerando no
Exemplo 7.2 é diferente do problema ave-spot heterogêneo considerado nos artigos
(Afif e Alnaziatte, 2002; Epshteyn e Riviàre, 20071 l<licber e Riviére, 2006; Riviàre e Bastian,
2004), pois nestes artigos é considerada heterogeneidade com descontinuidade somente na
permeabilidade .f(. Já no Exemplo 7.2 consideramos a permeabilidade K e pressão de entrada
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Pe no modelo de Brooks-Corey ambas descontínuas na interface I'la. Como consequência,
temos pressão capilar n- que também pode ser descontínua na interface, tomando necessá-
ria a imposição da condição de interface não-linear discutida na Seção 2.3.2. A imposição
da condição de interface traz unia dificuldade a mais pala a resolução do problema, pois
o método necessita lidam adequadamente com as descontinuidades da solução na interface.
Através da Fig. 7.8 pode-se observei que as descontinuidades na permeabilidade tem grande
impacto sobre o coeficiente difusivo cVn- da equação para a saturação (veja difel'ença nas
ordens de magnitude). A Fig. 7.9 ilustra o modelo de pressão capilar associado a Qi e ç22. A
saturação de entrada para esse exemplo é S* = 0.6, e representa a quantidade de óleo (fase
não-molhante) que deve estar presente no subdonlínio de perllleabilidade alta. (Q2) pala o
óleo conseguir cruzei a interface e escoar através do subdonlínio de baixa permeabilidade
(Q:)

0
0.6 0.80.4 0 0.4 0.6 0.80.2

S S

la) (b)

Figura 7.8: EzempZo 7.2; ra,) (7oe$cÍente dl»lsÍuo (V da equízção para a sat'oração no suado
mínão çtt . (b) Coe$ciente dijusiuo e'Vx da equa.ção para Q saturação no subdomínio QZ.

/

.P. p'H

0.4 S' :0.6 0.8

S

Figura 7.9: -EzempZo 7.2: Pressão capilar n- associada aos subdomáh os {2i Ípe7vrzeaó Z dado baÍza)
e çtZ (1)ermeabãlidade alta).

Na Fig. 7.10a é a.presentada lllalha de Jv :: 1296 elementos utilizada na i'esolução num-

érica deste problema. Os palâmetios qi, á = 1, 2, 3 que foinecenl indicativos de qualidade
da malha são ilustrados na Tab. 7.2. A definição desses ])aiânletros foi introduzida na Seção
A.2.1



100 ESCOAMENTO EMMEIOS POROSOS HETEROGÊNEOS: DOMÍNIO BIDIMENSIONAL 7.2

300

250 +

 7

A
S
R

o> DX
AS
Z

R
O
S

>150 E]

xêEI

A
A
A

PA
STEE100 KZ A   

É)e] o Tr RI
A

Ri
g

7
A
,ASACAIVAVAVAT)

ENARARO
AS

LSJoAA
CA

o7a
Vi
ra

P
S
A
,

es
ps
oc
o  RI

SE

300

 

x

(a)
Figura 7.10: (a) Malha para o Exemplo 7.2 com 1296 elementos. (b) Malha para o Exemplo 7.3

com 1840 elementos.

Tabela 7.2: Parâmetros q; e qi, à = 1,2,3 que fornecem a qualidade das malhas utilizadas para

resolução dos Exemplos 7.2 e 7.3 de escoamento em meios heterogêneos com interface. A definição

destes parâmetros pode ser encontrada na Seção A.2.1.

 

 

 

         

M h à Mm à & às qG
Exemplo 7.2 1296 32.3147 0.6595 0.9486 0.5251 0.8304 0.7396 0.9559

Exemplo 7.3 1840 35.8470 0.6180 0.9481 0.4904 0.8307 0.6990 0.9554
 

 

Apresentamos aproximações obtidas com o método (3.15), (3.17) para a pressão e sa-
turação referente ao Exemplo 7.2 nas Figs. 7.1la,b, 7.12a,b, 7.13a,b e 7.14a,b. Podemos

notar algumas oscilações para as aproximações obtidas para a saturação, sendo mais ele-

vadas nos instantes de tempo T = 70 e T = 350 dias. Essas oscilações são menores ou

eliminadas nos instantes de tempo T = 725 e T = 1800 dias, quando a solução S já é mais

suave. Observamos que essas oscilações não afetam as aproximações obtidas para a pres-

são. Note que a estabilização que estamos aplicando no método DG (3.15), (3.17) por meio

dos saltos da solução é uma estabilização somente na direção da normal. Para os exemplos

numéricos em meios heterogêneos com comportamento predominantemente unidimensional

considerados anteriormente, somente esta estabilização bastava para evitar oscilações para

saturação e manter a estabilidade do método. Mas para este exemplo bidimensional de ge-

ometria mais complexa com heterogeneidades na permeabilidade e nas forças capilares é

necessário introduzir uma outra estabilização na direção transversal à normal para eliminar

essas instabilidades. Na literatura podem ser encontrados diversos trabalhos que propõem

a adição de dissipação numérica linear (Johnson et al., 1987; Shih e Elman, 1999) ou não-

linear (Codina, 1993; Hughes et al., 1986) em relação à solução discreta. Para problemas

multidimensionais podemos introduzir: (i) difusão isotrópica; (ii) somente difusão transver-
sal (crosswind diffusion); (iii) ambas difusão streamline e transversal, mas com parâmetros
diferentes. Implementamos duas formas de estabilização que são descritas a seguir.

7.21 Estabilização transversal de primeira ordem e de alta ordem

Passaremosa descrever duas formas de introduzir termos de estabilização para o método

de Galerkin, uma difusiva de primeira ordem e outra de alta ordem. Nesta descrição seguire-
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mos as idéias apresentadas no artigo (Burman e Ein, 2002), em que os autores introduziram
termos de estabilização para a equação de advecção-difusão-reação.

Considere a equação para a saturação:

(u/(S)) V(.(S)V«(S))

reescievendo o termo advectivo

qn, (7.8)

V . (u/(S)) (V . u)./'(S) + u/'(S)VS.

Como estamos consideialido a equação para pressão global (3.12) sem termos de fonte temos
V . u = 0, logo

V . ÇufÇS» ÇSYVS - BÇS)'vs,

em que denotamos por #(S) = u/'(.S') a velocidade nãc-linear.

Estabilização difusiva isotrópica de primeira ordem

Pala introduzir a difusão isotrópica de primeira ordem, adicionamos ao método DG (3. 17)
o seguinte termo

)l., l..n,vs"*''.v«,
'T-í:: q' .' ] (7.9)

em que ?77' :; cl"JP7 lhr , Õ
Euclidiana e 0 $ cl. $ 1
consideramos cp = 0.5

/3($"(;«««.)) sendo :«««. o centro do elemento T, 1 . a -ima
Para obtenção dos resultados numéricos apresentados abaixo

Estabilização transversal difusiva de alta ordem

Na introdução da estabilização difusiva de alta ordem incluímos no médoto DG (3.17) o
teimo a seguir

= .[ «,1'',''1'';''««* , (7.10)

em que 77r , 0 $ cr $ 1, Pr = /3(S"(z««l)) e uPrx = PD-i Vu é a derivada transvei'sal

(cross nd deduatiue), sendo Pari o projetor ortogonal soba'e o hipetplano /3+. Pai'a qualquer
a, b c IR~ temos

Logo,

s%i'".;}-(qr") (4#.') - Ú..' . ';"*:,''' . »«,.

Então o termo de estabilização (7.10) pode ser ieesctito como

'!.., 1. n.,( . vs"': )(o+ . v«).TC'T'' (7.11)
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Resultados rluméricos

São apresentados resultados nunléticos obtidos comi o método (3.15), (3.17) e estabiliza-
ções de primeira ordem e de alta ordem pala a pi'essão e saturação referentes ao Exemplo
7.2 nas Fias. 7.11c,d,e,f, 7.12c,d,e,f, 7.13c,d,e,f e 7.14c,d,e,f. Podemos notar que a introdução
da estabilização transversal de alta ordem reduz a amplitude das oscilações para S presentes
nos resultados sem estabilização, porém não elimina-as completamente. Em T = 70 dias
essa redução é mais visível. A estabilização de primeira ordem consegue reduzir as oscila-
ções para S com ntais eficiência, forltecendo iesultaclos estáveis e precisos. Para a pressão,
as aproximações obtidas sem estabilização e com estabilização de primeira ordem e de alta
ordem são semelhantes.

Apoia analisa.mos com mais atenção os fenâmei)os envolvidos neste problema tive-spot
heterogêneo e avaliamos as aproxiiliações obtidas para P, ut e S com o método DG através
da estabilização de primeira ordem, apresentadas nas Fias. 7.11c,d, 7.12c,d, 7.13c,d, 7.14c,d,
e 7.15. Considerando para este exemplo que água é a fase nlolhante e o óleo a fase não-
molhante, notamos que a água é injetada através de aQ;, e o óleo será ejetado através de
aQ!, sendo que ambas fronteiras de entra.da e saída de fluxo estão nas regiões de baixa
permeabilidade. Inicialmenl,e o óleo afasta-se do poço de injeção uniformemente até ser
influenciado pela variação da permeabilidade e da pressão de entrada. Quando alcallça I'i2,
o óleo não tem dificuldade de cruzar essa interface e entrar na região de alta permeabilidade
(T = 70 dias), pois a pressão de entrada em (22 é menor do que em Qi. Veja também o campo
de velocidades nesse instante de tempo na Fig. 7.15a, onde botamos que a direção do fluxo
está conduzindo o óleo pala Q2, região com pei'meabilidade mais alta. Como consequência
o óleo vai saturando o subdolnínio Q2 e quando atinge a interface na outra extremidade,
pára de escoam nlonlentaneamente (T = 350 dias), pois S elll ç22 é menor que a saturação de
entrada S* :; 0.6. Para conseguir cruzar essa interface o óleo necessita atingir a pressão de
ent.Fada Pe(1). Após atingir esse valor' o óleo sai de ç22 e escoa através de ç2i, primeirament.e
nas vizinllanças do vértice superior direito de ç22 (T = 725 dias) e a medida que avançamos
no tempo essa legião de saída do óleo de (22 vai aumentando (T = 1800 dias).

Note que o escoamento passou a tra.escorrer lentamente a partir do momento em que
alcançou a interface superior de Q2. Isto pode ser observado pelo deslocamento do fluido,
mas principalmente pelo comportamento da pressão. Veja que o gradiente de pressão é liluito
alto nos instantes iniciais, como poi exemplo em T :: 70 dias, e a medida que avançamos no
tempo esse gradiente vai reduzindo-se (T = 350, 725, 1800 dias). Pode-se observar também
a foi-mação do ./inger pala o óleo à medida que vai se aproximando do poço de deção. Outra
característica importante a observar é o cal-npo de velocidades para este problema que temi
bruscas variações, possuindo muitas regiões em que num ponto aponta pala uma. diieção e
no ponto vizinllo já aponta para uma dileção bem diferente. Apesar dessas bruscas variações
na velocidade total o naétodo DG nlanl,eve estabilidade e captou adequadamente a influência
dessas velocidades no escoamento.

Através destes exemplos bidimensionais de escoamento eni meios porosos heterogêneos
coJ[i peinteabilidade e forças capilares descontínuas notan[os que o método capta. cona preci-
são os fei-tâl-menos físicos ellvolvidos no processo de escoamento heterogêileo, como os faltes
gradientes na frente do fluido e a descontinuidade de S. na interface. Fica assim evidenciada
a sua aplicabilidade a probleillas bidimensionais, mostrando o potellcial do método para a
extensão a problemas ainda illais gerais. Porém, antes da utilização do método em pi-oble-
mas de n[aio[' escala, é ]aecessáiio efetnai ]]n] estudo mais aprofundado pai'a a técnica de
estabilização a sei usada, pois nos resultados apresentados foram consideradas somente duas
técnicas de estabilização, transversal de primeira ordem e de alta ordem.
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(e) Sol. com estabilização alta ordem (f) Sol. com estabilização alta ordem

Figura 7.11: -EzempZo 7.2: Comparando aproiç mações para a satumç:ão da /ase nâo-molAanfe
S. e para pressão global P obtidcts com o método OG (3.15),(3.1'7) com e sem estabilização no
instante de tempo T = 70 d as usando A = 1, À/ :; 1296.
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Figura 7.12: -EaempZo 7.2: Comparando apto:Mmações para a saturação da /ase não-moZhante
S. e parti pressão global P obtidas com o método DG (3.15),(3.1'1) com e sem estabilização no
instante de tempo T = 350 dias usando A = 1, Jv = 1296.
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(e) Sol. com estabilização alta ordem (f) Sol. com estabilização alta ordem

Figura 7.13: -EzempZo 7.2; C'07nparando arroz mações para a safurnção da fase não-moZhante
S. e parca pressão global P obtidcts com o método DG (3.15),(3.11) com e sem estabitizcLção no
nstanÉe de tempo T = 725 dias usando k = 1, ]W :; 1296.
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(e) Sol. com estabilização alta ordem (f) Sol. com estabilização alta ordem

Figura 7.14: -EaempZo 7.2; Comparando aprozdmações para a satarnção da /ase não-mo/Acinte
S. e T)üra, pressão global P obtidas com o método DG (3.15),(3.11) com e sem estabilização no
ZnstanÉe de tempo T = 1800 dias usando k = 1, /W = 1296.
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(a) T = 70 dias (b) T = 350 dias

(c) T = 725 dias (d) T = 1800 dias

Figura 7.15: .EzempZo 7.2: .Aprazimações para a velocidade [olaZ ut obtidas com o mé(odo DG
r3..ZS),Í3..279 com estai Z cação de pdrneira ordem e k = 1, M = 1296 em vamos instantes de
tempo.

Exemplo 7.3 ]Veste ezemp/o bons devamos dados semeJAantes aos uf / fados no Ea;empZo

7.2, com Q seguinte ü\geração:

Propüedades da,s rochas: K

Madel.o de Brooks-Corei com: P.
jle- lO
jle+4,

le -- 111 m',
1.5811e + 4lPc& :» S* 0.6, (7.12)

OI se3ü, agora, o subdomínio çlt (uer FI,g. l.'Tü) é Q região com permeabilidade alta e Qa tem
per'meabetidade mais baila.

A malha de À/ = 1840 elementos utilizada para resolução deste exemplo está ilustrada
na Fig. 7.10b e os parâmetros Õi e ã, { = 1, 2, 3 referentes a qualidade da malha são dados
na Tab. 7.2. Apresentamos aproximações pala o Exemplo 7.3 obtidas com o método DG
(3.15),(3.17) e estabilização transversal de primeira ordem para a pressão global P, saturação
Sn e velocidade total ut nas Fias. 7.16, 7.17 e 7.18.

Podemos notar que em T :: 60 dias o óleo já alcançou a interface I't2 e atingiu a
saturação de entrada S* = 0.6, e assim o óleo consegue cruzar a interface e escoar através de
Q2 (região de baixa permabilidade). Observamos por meio da Fig. 7.18a e 7.18b que ocorre
uma alteração na direção do campo de velocidades do instante de tempo T = 2 dias para o
instante de tempo T = 60 dias. Em T = 2 dias o campo de velocidades estava conduzindo
o óleo para contornar a região de baixa permeabilidade. Porém ein T = 60 dias, devido
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(c) Saturação em T = 950 dias (d) Pressão em T = 950 dias
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(e) Saturação em T = 2970 dias (f) Pressão em T = 2970 dias

Figura 7.16: .EzempZo 7.3; .4prozÍmações para a saturação da /ase nâo-moZAanfe S« e para
pressão global P obtidas com o método DG (3. 15), (3. 11) com estabilização transversal de pümeü'a
ordem e X; = 1, À/ = 1840 em Dados ínstanÉes de tempo.

ao fato do óleo ter atingido a pressão de entrada necessária para cruzar a interface I'i2, o
campo mudou a direção de forma que agora o óleo está sendo conduzido para a região f22.
Em T = 950 dias notamos que apenas uma pequena quantidade de óleo conseguiu cruzar
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(a) T = 60 dias (b) T = 950 dias (c) T = 2970 dias

Figura 7.17: .Eze?71pZo 7.3: .4prozimações pam a saturação da /ase não-moiAante Sn obtidas com

o método Z)G ('3.ÍS),Í3.ÍV9 com estai Z zaç:ão de palmeira ordem e À; = 1, ]V = 1840 em t;amos
instantes de tempo.

(a) T = 2 dias (b) T = 60 dias

(c) T = 950 dias (d) T = 2970 dias

Figura 7.18: .EaempZo 7.3: .Apto:ümações pam a velocidade to(aZ ut obí das com o método Z)G
ÍS.7S),Í3.í79 com esfab Zãzaç:âo de pdrrzeára ordem e X; = 1, ]W = 1840 em vamos estantes de
tempo.

a interface e entrar na região de baixa penneabilidade, sendo que nesse instante de tempo
já não ocorre mais entrada de óleo nesta região, pois a saturação S(I'i2)in. é menor que
S*. Devido a esse fato, o óleo contorna a região de baixa permeabilidade e dirige-se para o
poço de ejeção. Na Fig. 7.17 fica mais evidente que somente unia pequena quantidade de
óleo consegue entrar em ç22. No instante de tempo T = 2970 dias o óleo já está próximo do
poço de ejeção e a solução para saturação já tem comportamento bem mais suave em relação
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aos instantes de tempo inicias. Neste exemplo, da mesma forma como no Exemplo 7.2, a
pressão possui gradiente elevado próximo ao poço de injeção de água nos instantes iniciais. A
medida que avançamos no tempo, a pressão apresenta um comportamento mais suave, mas
continua com descontinuidades na interface I'i2, onde as propriedades do meio poroso são
descontínuas. Os resultados numéricos obtidos com o método DG proposto para o Exemplo
7.3 captam com eficiência os fenómenos físicos envolvidos no processo de escoamento, e as
condições de interface não-lineares são impostas com precisão, reforçando mais uma vez o
potencial do método para resolução de problemas em meios porosos heterogêneos com forças
capilares descontínuas.



Capítulo 8

Conclusões e ll'rabalhos Futuros

Esta tese apresenta un] estudo sobre a resolução numérica de problemas de escoamento
bifásico, de fluídos imiscíveis e incompressíveis em meios porosos ]leterogêneos em que temos
a presença, de descontilluidades nas propriedades físicas do meio como, permeabilidade e
forças capilares. São apresentados e discutidos detalhes relacionados à simulação numérica
de fenómenos físicos presentes neste tipo de problema, bem como as dificuldades encontradas
durante a resolução numérica. A seguir são destacadas as principais conclusões obtidas no
decorrer do trabalho.

8.1 Conclusões

Introduzimos um novo método de Galerkin descontínuo sequencial para resolver pro-
blemas de escoalnellto bifásico, de f:puídos incoi)lpressíveis e imiscíveis em meios porosos
heterogêneos. No método proposto usamos a recollstrução de fluxos no espaço de Raviart-
Tllonlas-Nédélec, cuja extensão para problemas de escoanlei)to foi efetuada neste trabalho.

Empregamos as técnicas de média ponderada e média harmónica para lidar com as heteroge-
neidades no termo difusivo e fluxo numérico de Godunov para o termo advectivo não..linear.

A utilização das técnicas de média ponderada e média harmónica atribui ao método a capa-
cidade de resolver tanto problemas com conlportanlento hiperbólico, como problemas com
comportamento parabólico, permit-indo a detecção aut.omática de legiões onde o coeficiente
difusivo degenera na equação para a saturação. Desta fol'ma não é necessário ter un] co-
nllecimento prévio das regiões degeneradas. De forma inovadora, impomos as condições de
interface não-lineares de lnaneil'a fraca por meio de uma penalização adequada entre elemen'
tos, permitindo assim a resolução de problemas com lletelogeneidades na penueabilidade e
nas forças capilares. Para a discretização temporal usamos o método de Euler implícito o
que em conjimto com as técnicas descritas acima pennitiu a obtenção de un] método estável.
sem necessidade de emplegai limitantes a cada passo no tempo.

Validamos o método numérico proposto por meio da resolução de problemas unidimen-
sionais e bidiniensionais cuja solução exala ou comportamento qualitativo é conhecido na
literatura. Em illeios porosos homogêneos testamos a formulação pata a equação de Buckley-
Leverett unidimensional (Buckley e Leverett, 1942), com e se]]] pi'estão capilar e compai alllos

esultados para o caso selll pressão capilar cona a solução analítica. Notamosque o uso
do método explícito é inviável pala resolução deste tipo de problemas, pois exige a utili.
zação de um passo no tempo muito pequeno e apresenta aproximações 'insatisfatórias. Por
outro lado, o método implícito apresentou bons insultados, mantendo convergência pala a
solução do problema, sem a necessidade de enlpiegar passos no tempo tão pequenos quanto
no método explícito. Também compalalnos aproximações com a solução quase analítica de
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i\lcWhort.er e Sttnacla (1990) para a equação parabólica (ut = 0) degellerada e apresenta-
mos as ordens de convergência obtidas com o método. Observamos taxas de convergência
semelhantes para as ordens de aproximação polinomial k :: l e k = 2 devido à perda de
regularidade da solução nas regiões degeneradas.

Em meios heterogêneos validados o illétodo por meio da modelagelll do problema di-
fusivo (velocidade total nula) e comparamos os resultados numéricos com a solução quase
analítica obtida por similaridade eln (Duijn e Neef, 1998). Também são apresentados elmos
da aproximação numérica na norma L2 e respectivas ordens de convergência, em que devido
à perda de regularidade da solução, obtivemos ordens de convergência semelhantes para
k = 1 e para k > 1. Para o caso com velocidade não nula eni meios heterogêneos analisamos
o comportamento qualitativo da solução numérica e comparamos com os resultados teóricos
obtidos por Bertsclt et a.J. (2003). Observamos que o método numérico apresentou soluções
estáveis e robustas, captaJldo com precisão as descontinuidades ou fortes gradientes para a
pressão e saturação, presentes na frente do fluído e nas interfaces formadas por dois tipos
de sedin[entos, seno a necessidade do uso de limitantes. Eliminamos oscilações na frente do
fluído ou nas interfaces at.revés do refinamento na malha espacial ou com o aumento da
ordem de apioxiniação polinomial.

Efetuanlos comparações entre aproximações numéricas obtidas com os métodos de Ga-
lerkin descontínuo explícito, senil-implícito e implícito, por intermédio dos quais notamos
que os métodos semi-implícito e implícito forneceram melhores resultados eni malllas relati-
vamente grosseiras mesmo usando passos grandes no tempo, sendo que as soluções obtidas
cona estes dois métodos são qualitativamente muito similares, o que motivou o uso do método
semi-implícito na maior parte dos resultados. Já o método de Galeikin descontínuo explícito
requer o uso de um passo muito pequeno no tempo pala fornecer boas aproximações, pois o
método apresenta condições de estabilidade bem mais restritivas.

Observamos a inlpoitância do uso de uma reconstrução acusada para a velocidade tc-
tal atl-avés da conlpaiação dos resultados obtidos com reconstrução de fluxos no espaço de
Raviait-Thomas-Nédélec e no espaço BDM, com os resultados obtidos sem reconstrução de
fluxos. O perfil obtido pa.ia sat,uração aprese]]tou oscilações ]]ão física.s elos casos selli re-
construção de fluxos e no caso em que usamos reconstrução no espaço BDM. Notamos que
estas instabilidades originaram-se das oscilações presentes na velocidade total reconstruída
do potellcial descontínuo. Já a reconstrução no espaço de Raviait-Thomas-Nédelec forne-
ceu aproximações acusadas para a velocidade total, seno oscilações não-físicas, gare.ntindo
aproximações robustas pala a saturação.

Ein l)feios lleteiogêneos lidamos com problemas cona descontinuidades na permeabilidade
e/ou poiosidade do macio poroso, o que nos conduziu à resolução de problemas com forças
capilares descontínuas, tornando assim necessái'ia a imposição de colldições de interface não-
lineares adequadas. Notamos que as condições de interface são bem resolvidas no método
de Galerkin descontínuo pi'oposto, como nlostrain os resultados de simulações numéricas. A
iecolistiução da velocidade total e o uso das técnicas de média pollderada e média harmónica
foram essenciais para optei soluções estáveis em meios hetetogêneos e em problemas degene-
rados, sem necessidade de empregar limitantes. Notamos que a presença de heteiogeneidades
no meio poroso afeta diietamente a velocidade de escoamento do fluído, e dependendo do
problema a inesnia pode variar significativamente com o tempo. Nestes casos é essencial o
uso do sistema acoplado pressão-saturação para lllodelar problemas de escoamento em meios
l)eterogêneos e assim captam cojll precisão os efeitos da variação na velocidade total.

Estuda.mos numericaillente a convergência do método DG proposto e apresentamos os br-
ios na norma L2 e seminorma .f/l e respectivas taxas de convergência obtidas pala resolução
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da equação advecção-difusão não-linear col-n dependência no tempo em domínio bidimensi-

onal e comparamos com as ordens de convergência teóricas obtidas por Dolejgí (2007). Para
o caso em que a solução excita é suficientemente regular, obtemos com o método DG ordens
de convergência ótimas de O(h*+:) na norma Z,' e O(/&') na seminorma' Hi' Para o caso

em que a solução perde regularidade (pertence ao espaço de Sobolev JlíP, com l $ D < {),
as ordens de convergência obtidas foram O(h{) na norma L' e O(A{) na seminorma Hi
Pam domínios bidimensionais, efetuamos a validação do método nulllérico para a equação
de Buckley-Leverett em meios porosos hoinogêneos, para os casos onde os efeitos capa ares
não são desprezíveis e onde desconsideramos os efeitos da pressão capilar e utilizamos um

campo de velocidades de tal coima que o escoamento fosse horizontal, o que nos permitiu
comparar os resultados com aqueles obtidos em domínio unidimensional e assim efetuar uma
primeira validação do método numérico em 2D.

Apresentamos uma análise de convergência em domínio bidimensional para o problema
acoplado pressão-saturação degenerado em meios homogêneos com reconstrução de fluxos
no espaço R:l'o para um problema de escoamento horizontal. Notamos que para

'' ''---.'
a pressão

obter)os boas aproximações mesmo na malha mais grosseira, já para a saturação foi necessá.
ria uma malha mais refinada para obter bons resultados. As oscilações em malhas grosseiras

presentes nas aproximações para a saturação ]ia frente do fluído, onde a solução degenera.
roíam deduzidas através de refinamento na malha espacial e com o aumento da

uvt5\'llbJL c&.

ordem de
aproximação polillomial. Ainda en] meios homogêi)eos, comparamos aproximações numéri-
cas obtidas com o método DG proposto para o problema hve-spot com resultados numéricos
apresentados em Riviàie (2004), para o caso em que as forças capilares são consideradas.
Percebemos que os resultados são bem semellialites quanto à localização da frente do fluido
e comportamento físico. A solução do problema tive-spot abordado possuía um choque bens
acentuado na frente do fluido e essa frente foi bem capturada pelo método numérico.

At ravés do exei:nplo de escoamento horizontal com uma interface perpendicular à direção
do escoamento observamos que o método DG pi'oposto manteve para este exemplo bidi-
mensional a estabilidade e precisão apresentadas em domínio unidimensional. Porém para a
resolução do problema ave-spot heterogéneo, quando a interface apresentou geometria mais
complexa, houve necessidade da introdução de termos de estabilização adicionais para li-
dar com oscilações numéricas nas diTeções transversais ao fluxo. Os resu t;idos numér.icos
apresentados para este pioblenla ilustram várias calactelísticas e os diferentes fenómenos
físicos presentes em problemas de escoamento em meios porosos heterogêneos, como cami-
nllos preferenciais para escoamento, efeitos de sucção, acúmulo de óleo na interface, bruscas
vanaçoes no campo de veloci(laje e soluções descontínuas. Apesar das dificuldades que este
.exemplo apresenta para i'esolução numérica, o método proposto após estabilização transver-
sal de primeira ordem reproduz de forma eficiente os efeitos físicos envolvidos A imposição
das condições de interface é essencial para permitir que o método numérico capte esses
fenómenos físicos envolvidos no processo de escoamento heterogêneo '' '-''-- '-i'

1 0 código desenvolvido deve ser otimizado do ponto de vista de custo computacional para
aphcal o tJlétodo desenvolvido para problemas práticos de grande escala''Para atingir este
objet;ivo obstem várias felranlentas que podem ser empregadas, como uso de malhas ada4).-.

, paralelização do código, implementação em linguagem mais eficiente, entre outras.
Em particular, antes da aplicação do método para resolução de problemas de escoamellto
bifásico em meios heterogêneos de grande escala, é necessário efetuar um estudo mais apto-.
fundado relacionado à técnica de estabilização transversal empregada, possibilitando assim
escolhem a mais eficiente

Os resultados obtidos ilustram o potencial do método proposto en] captar bem vários
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fenómenos físicos relevantes em problemas de escoamento bifásico em meios porosos hete-
rogêneos, tais como campos de pressão e saturação descontínuos resultantes de descontinui-
dades nas forças capilaies enl interfaces formadas entre sedimentos com propriedades físicas
diferentes. A qualidade das aproximações numéricas obtidas pata problemas em meios ho-
mogêlaeos e lleterogêneos n)ostra que o método desenvolvido tem potencial para ser usado
na resolução de problemas leais da engenharia de reservatório de petróleo.

8.2 'l»abalhos futuros

Os i-esultados obtidos com o esquellla numérico pi'oposto mostram que o método é promis-
sor para resolver pioblenlas reais de escoamento ein meios heterogêneos. Porém permanecem
em abei-to algumas questões para- serem abordadas em trabalhos futuros, dentre as quais
podemos citar:

B Estudar técnicas pala estabilização tl'ansversal e escolher a mais adequada pai'a cada
tipo de problen)al

e Analisar a aplicação do método proposto a problelllas de escoamento em meios poro-
sos heteiogêneos colll forças capilares descontínuas eni reservatórios cona geometrias
complexasl

e Implementar a formulação proposta en] uma linguagem computacional mais eficiente
cona possível paralelização do códigos

e Desellvolvei' está'atégias de adaptatividade de malha



,A.pêndice .A.

Um Maior Detalhamento da
Implementação

Neste Apêndice apiesentanlos alguns dela.lhes relacionados à implementação do método
de Galerkin descontínuo, explicando melhor quais ferramentas foram utilizadas para obten-
ção dos resultados numéricos apresentados nos capítulos anteriores, como geração de malhas,
construção das funções de base no espaço de aproximação, escolha da quadratura de Gauss e

do método utilizado na resolução do sistema não-linear. O ambiente utilizado para a imple-
mentação foi o MATLAB, que em geral tem um favor de eficiência menor quando comparado
com outras linguagens como Fortran ou C'++. Porém, oferece facilidades para implementa-
ção e.modificação de progianlas. A escolha pelo MATLAB para implementação deve-se ao
fato do objetivo principal do tlaballao sei o desenvolvimento e validação do método numé-
rico proposto e verificação do seu potencial para resolvem problemas reais de escoalllento en]
meios porosos heteiogêneos com descontinuidades na permeabilidade e na pressão capilar.
Já para a resolução de problemas computacionais em laica escala que exigem um código
rápido e robusto, é necessário efetuar a implementação do método em outro ambiente de
programação usando uma linguagem mais eficiente, como por exemplo C'++. Essa tarefa
pernlailece em aberto pala trabalhos futuros.

O livro de Hestilaven e Wail)urton (2008) é certamente uma boa referência para obter
unia introdução ao método de Galeikin descontínuo e acessar algtms detalhes sobre a im-
plementação. Enl parte seguimos este livro para a descrição efetuada neste apêndice. Unl
outro livro muito interessante é o livro de Gockenbaclt (2006) que aborda detalhes práticos
relacionados à implementação de elementos finitos, como estrutura de dados e estratégias es-

almazeilamento de matrizes esparsas e operações matriciais com matrizes espai'sas através
da vetoiização.

Inicialmente na Seção A.l apresentamos as funções de base utilizadas em domínio unidi-
nlensional e bidimensional. Na Seção A.2 discutimos alguns detalhes relacionados à geração
de malhas e formas de avaliar a qualidade da malha obtida. Enl seguida, na Seção A.3 aborda.
mos a técnica de escolha adaptativa do passo no tempo empregada para obtenção de alguns
dos resultados ntunéricos em domínios bidimensionaís. E por fim, apresentamos na Seção
A.4 uma discussão geral da resolução nun)ética do problema acoplado pressão-saturação.
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A.l Espaço de aproximação polinomial
Procuramos apioximações para a pressão P e a saturação S iio espaço de elementos fiíiitos

descontínuo Vhk. Genes-alizando, queremos encontrar unia i-epresentação para a solução u no
espaço Vhk de tal forma que

u(z, y) = u«(:«, 3/) - >: «r(:«, y):
T-l

N'k

'm q«e «r(«, y) - E ârp{(«, y),
É-l

(A.l)

sendo ur(n, Z/) a representação local no elemento T C Jh e pr é a hmção de base local a ser
definida sendo uln total cle Ark funções de base por elemento.

Em donaínios unidinlensionais considelamos colmo elemento mestre o intervalo tlnitário
Í:' = j--l, ll e a aplicação afim ar : f' --> T associada ao elenaento 7' = (fi, zi+i) c Jh é dada
por

,k) - «: + L-lrh,, , . f', (A.2)

sendo que Ar(f') = T. Como base para o espaço de polinânios Pk(f') de ordem k usamos os
polinâniios de Legendre de ordelll n = 0, 1 . . . Ark l que podem sei obtidos pela fórmula de
recoi'i'enfia

p.-.-W - ::;fp.n - ;-:lh-p. -m, « ;: i, (A.3)

c01n

Po(«) - 1, Ç:(,) - ,-.

Note que en] domínio unidiniensional a dimensão do espaço de polinânios Pt(7') é Nk = k+l
Os polinâmios de Legenda'e possuem a propriedade de ortogonalidade:

l

P,«(:« )P. (:«) d:«

9

ã;:nõ«",

;«« -l a:
l

ell] que (A.4)

(A.5)
se n'z, := ?'t,

se 77z / 7z,

como consequência .ri Õ(z)p«(z)dz = 0, pala todo polinâmio # de grau menor que n. Para
integração numérica usam)os a quadratura de Gauss de acordo colll abordagem efetuada no
livro (Hest.]laven e \val'bula.on, 2008).

Pala a implementação de Galerkin descontínuo en] domínio bidimensional usamos malllas
formadas por triângulos, desta forilla. o elemento mestre é dado por:

r .)/(,, .) ? 1; r+s $ 0} (A.6)

ou seja, o elemento i)mestre T é formado pelo triângulo que possui coillo vértices: ul :::
(--1, 1), u: = (1, --1), u; = (--1, 1). A aplicação afim desse elemento mestre f' em qualquer
oDEIo triângulo 7' da mallla é feita pela aplicação .4.r dada. por:

",o-,4- LF«'+ (A.7)

Agora em 2D, a dimensão do espaço de poliilâlllios PA;(T) de Ordem k é dada por Ark
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{(É; +- l)(k + 2). A base ortogonal considerada no eles,ento mestre f é

P.(r, s) = '/ã4P'0(a)pl':+:'Q(b)(l -- b):, 1« = 1, 2, (A.8)

em que,

« - 2{.:E.= - i, b - .,

«. i)í+ i- ;(i - l),(i,.j) ? o, ã+.j $ k,

(A.9)

(A.IO)

(A.ll)

sendo .rl"'#) o polinâmio de Jacobi de ordem n dado pela fórmula de recorrência

d',m(«;) f)(:«) - !!:J-.di!'f)(:«),
(ZnC&n

em que os coeficientes são dados por:

(A.12)

a'n .! n(n+a +D)(n +a)(n +#)
2" + '- +# N(2n + a + # - 1)(2n + a +#+ l)

a' a'
(2n + cv + Õ)(2n + a + # + ãy

(A.13)

b. (A.14)

Para a = /3 :: 0 temos o polinõmio de Legendre. Para iniciar a fórmula de reconêllcia
piecisanlos dos valoles iniciais,

4''a(«)
I'(a +l)I'(# +iy

:4''''(«)V/tf;;l:;;-0«« + /7 + 4« + («
(A.15)

(A.16)4'''a (« ) P)),

aqui I' é a clássica função Gamma. Para integração numérica sobre triâi)golos usamos qua-
diatuia Gaussiana baseada nos livros golín (2006); golín et a/. (2004).

A.2 Geração de malhas

Apresentamos nesta seção alguns detalhes relacionados à geração de nlalllas em domínios
unidimensionais e bidimensionais e formas de avaliar a qualidade da malha obtida. A geração
de malhas exerce um papel importante na qualidade dos resultados numéricos obtidos. Pala
uma solução suave a melhor precisão nuillérica é alcançada com o uso de malhas uniformes.

Porém: a malha computacional dificilmellte é uniforme em simulações pala problemas em que
a solução é singular e/ou a geoliieti-ia do dol)línio é complexa. Para estes casos é necessário

ter fatores pala avaliar a qualidade da malha com que estamos trabalhando e assim ter noção
da influência da malha nas aproximações numéricas obtidas.

Nos resultados numéricos uilidimensionais apresentados nos Capítulos 4 e 5 utilizamos
malhas uniformes para discretização espa.cial do domínio {2 - (z.,l: zz3), de comprimento
Z' :: lzB z.4 1. Pala isto, consideiailios a partição uniforme Jh ;: {7ill<i<A/ cona A/ elementos
e nós Jb. = {ziJi$ ;À/+l , em que os elementos são descritos pot Z - (n,zí+l) e o diâmetro
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da niallla é h = -#.

As simulações numéricas em 2D foram efetuadas em malhas triangulares. Para geração
de malhas em domínios bidimensionais onde foi possível a utilização de Hall)as unifoinies
usamos uma malha grosseira como malha inicial e após aplicados o método da bisecção uni-
forme descrito eln Chen (2008a,b) sucessivas vezes, até obter a malha desejada. llustranios
na Fig. A.l o elemento 7' após um reíinanlento com o naétodo da bisecção. Estes artigos
também apresentam informações importantes relacionadas ao alnlazenamento de matrizes
esparsas no MATLAB e suas operações, bem como o desenvolvimento de um eficiente código
para a inlplen-tentação de elementos finitos. Já para cloniínios minis irregulares ou coiii hete-
rogeneidades, usamos malhas não-estruturadas geradas pelo software GMSHí. Esse gerador
de malhas 2D e 3D possibilita a visualização gráfica da malha gerada e a criação de arquivos
contendo a conectividade entre os nós da mesma (Geuzaine e Renlacle, 2009). Pala avaliam
a qualidade da malha obtida usamos alguns parâmetros que definimos a seguir.

Figura A.l: EiemenÉo tdanguiar apó.s re#naznent0 2zsarzdo método da ó secção descrÍlo em C/le?z

(2008»,b).

A.2.1 Qualidade da malha
A qualidade da malha pode ter considerável impacto na. qualidade da solução e no tempo

necessário para obtê-la. Esse aspecto toma-se ainda mais ílnpoltante quando traballlanios
colll problemas mal condicionados, não-lineares, e/ou transientes. A qualidade da malha tem
efeito na solução pois as estimativas de erro em geral dependem de constantes relacionadas
com a malha em que a solução é gera.da, sendo que malhas de baixa qualidade podella
fornecer resultados que dependem mais da malha que do modelo numérico. Desta forma ter
un] palâmetto para avaliar a qualidade da toalha é muito útil e nos fol'nece algum indicativo
de como a malha inteifeie na solução obtida.

Consideramos unl elemento T C Jh de baixa qualidade, se o mesmo possui pelo menos
unia das seguintes características:

e Razão entre o diâmetro da nlaioi' e da menor face do elemento T é maior' que 101

e O menor ângulo interno do elemento 7' é menor que 20 graus

B O inaioi' ângulo intei'no do elemento T é maior' que 120 graus

Ou seja, devem ser evitadas mall]as cona elementos que possuam ângulos nllüto grandes
ou muito pequenos. De maneira geral os ângulos muito grandes estão relacionados com o
eito da aptoxitnação de elementos finitos e os âl)nulos pequellos podem) ter efeito negativo
no número de condicionamento da nlatliz associada ao problema. Além disso, qualldo as

iht.tp://getiz.org/gnish/



ESCOLHA ADAPTATIVA DO PASSO NO TEMPO 119

faces de um elemento passam a ter comprimentos muito diferentes, a precisão dos resultados
diminui drasticamente(Fleischmalm, 2000).

Existem diversas formas de avaliar a qualidade de cada elemento individualmente e de

como quantificam esses valores na malha. Um falar sugerido no livro de Gockenbach (2006),
que pode sei usado nesta avaliação é: ~ ' ''''

q: (r) -
2r{...
TcÍrc

(hF2 + /zFs /!!:.)(/}/-; -t / n - AA2)(hF. + A& - hF3)

hr.hp.hp. (A.17)

UÜUS31iX$iHB FU ÜHI
um elemento triangular T é a medida do seu menor ângulo, dividido por n-/3:

q,(r) - !exll;P:w, @.iü

!ãl' :á= = u==n::':.:a=:"= 1.==J==,:::=T:==3='=H:

q;(T) - 4V'lji?:; Hr (A.19)

onde ,4r i'eplesenta a área do triângulo 7'. O coeficiente 4v/3 normaliza a estimativa de
qualidade en] relação ao triângulo equilátel'o.

Para ilustrar a qualidade da malha Jh, calculamos as quantidades q{ acima definidas pala
todos os elemelltos da mallla e analisamos o valor de qualidade mínimo e médio: ''

qi

minlq:(7') : T c Jh},

M- E ':('),
(A.20)

(A.21)

onde i4/ é o núnleio total de elementos da malha. O valor médio ã representa o melhor
indicador pala avaliam a qualidade da malha, cujo valor deve ser o mais próximo possível de

A.3 Escolha adaptativa do passo no tempo
Considere o seguinte pioblenla a iesolvei:

# - F(«'): (A.22)

onde F representa a discretização espacial de Galerkin descontínuo descrita na formulação
(3.17). Pala a discretização temporal usamos o método de Euler implícito, com variação do
passo no telllpo zS.f: '

«"+' - «'" + AtF(u'''':), (A.23)
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O método de Euler implícito é incondicionalmente estável, mas na pl'ática existe uma restri-
ção no tamanho do passo máximo devido à não-convergência do método usado para resolver
o problema nã(>linear ou simplesmente devido ao tamanho do erro temporal. A maior parte
dos resultados numéricos apresentados nos capítulos anteriores foram obtidos com a escolha
de passos tmiformes no tempo de tal forma que o método de Newton ou método de Newton
modificado não façam muitas iterações e mantenham a ordem de convergência. Porém nos
testes bidimensionais tornou-se necessária a utilização de técnicas para controlei o tamanho
do passo de maneira automatizada.

A evolução dos métodos numéricos para classes mais complexas de probleJílas acoplados e
de transporte aumentou a necessidade da adoção de técnicas adaptativas de escolha do passo
no tempo eficientes que garantam estabilidade e precisão na obtenção de soluções transien-
tes. Técnicas adaptativas para automatizar a seleção do passo no tei:npo provavelmente são
importantes para aumentar a eficiência de um dado método de integração. Em códigos que
utilizan[ passo adaptativo, ou sqa, efetuat]] a integração temporal cona tamanho de passo
variável, basta definir a tolerância e o código automaticamente ajusta At à variação local
da solução calculada para alcançar um certo critério no erj'o local. Essa aproximação leva
a menores (maiores) a.t em regiões com grandes (pequenas) variações e resulta.dos precisos
a um custo computacional eficiente. Estratégias de passo adaptativo geralmente baseiam-se
na aproximação do erro local de tluncamento ou apenas em considerações heurísticas. O
objetivo da escolha do passo no tempo adaptativo é minimizar o esforço computacional para
construir a solução aproximada de uJ:n dado problema dentro de uma precisão desejada.

A seguia descrevo a técnica utilizada para implelnental a escolha do passo adaptativo,
baseada no artigo de Valli eí a.Z. (2005) e no livro de l<uzmin et a.Z. (2005). Nessa técnica os
autores apresentam um conta-ole pala aproxirnal a escolha do passo adaptativo usando o con
cento de controle proporcional-integral-diferencial (propodZona/- nÉegraZ-deMuat ue controZ-

rP/Z),) controJ) que controla a precisão e a taxa de convergêt)cia de sucessivas iterações do
método não-linear. O passo no teillpo é limitado pela variação da solução de interesse, com
base no en'o local de truncanlento e ila taxa de convergência de sucessivas aproximações.

Gust.afsson (1994) mostrou que a seleção do tamanho do passo no tempo pode ser vista
conho un[ problema de controle autotriático coi-n un] controle PID defiiií(to como:

».« - (Tr' ITl"' láLl" »'«:
(A.24)

onde To/ é a tolerância, e,. é a medida da variação da solução u no instante de tempo ["',
z\t«.+l = t"+i -- t" e KP, K/ e /(o são paiânieti'os PID. A estimativa da variação da solução
é conipaiada com a precisão especificada e o resultado é usado para calcular o novo passo
no tempo. O controle do passo tenta selecionar o tamanho do passo tal que e,,. torne-se tão
próximo quanto possível da tolerância de entrada, 7'oZ, ao longo de uma curva suave.

A escolha do tamanho do passo não afeta somente o erro, mas também a taxa de conver-
gência do processo iterativo em problemas não-lineares. Desta forma, o clitéiio de seleção
do passo no tellipo não pode ser desenvolvido sem levar ein consideração a collvergêllcia do
n[étodo iterativo. Os autores Gustafsson c Sõderling (1997) intioduzii'am un] n]odelo para
controla.l o ta.macho do passo no tempo que relaciona a taxa de convergência do lllétodo
iterativo com o ta.malalao do passo. Logo o tamanho do passo deve ser escolhido como:

a.tm+l g©A'., (A.25)

onde a,..f é a taxa de convergência iefeiência e a. é a estimativa da taxa de convergência
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efetiva. A inserção desse controlador tentará manter a taxa de convergência do método

iterativo o mais próximo possível do valor referência, que em geral é considerado 0.2 < a,./ <
0.4. A estimativa da taxa de convergência é calculada usando três iterações consecutivas do
Jiaétodo iterativo, ?lz 2, ui 1, uz, como segue:

«. - dTVH. (A.26)

Para manter eficiência da técnica de passo adaptativo é necessário ajustar a escolha do passo
levando em collsideração a convergência do método iterativo (A.25) com a estimativa do
tamanho do passo dada em (A.24). No algoritmo pala controle do passo no tempo proposto
por Valli et aZ. (2005) o passo no tempo é escolhido como segue:

At - ::-i«(z\t.: At,), (A.27)

onde,

Ât.

At,

(A.28)

(A.29)T)"' (i)"' (3L)'' Z\fP' -

sendo,

em '==).,.'. (A.30)

Aqlti, AtP,.« é o passo no tempo anterior, To/ é a tolerância exigida que corresponde a
variação da solução. Os parâmetros PID são collsideiados de acordo com o alugo, ou seja,
/{p :: 0.075, /{/ = 0.175 e .Ko = 0.01. A implementação dessa técnica segue o seguinte
raciocínio: O passo no tempo é estimado e a solução é calculada. Calcula-se então uma
estimativa do eito e,. dessa solução, que é usada pala aceitar ou rejeitam a solução. Se esse
erro é maior do que 1, a solução é rejeitada e recalculanios a solução cona um novo passo no
tempo baseado na naagnitude do eito relativo, ou seja,

Z\tP-«

onde r = â-. Se o eito é aceitável, ou seja, e. $ 1 , o ]]ovo passo ]lo tempo é calculado usando
(A.27) e efetuamos a próxima integração no tempo. Para evitar grandes crescimentos ou
decréscimos do passo no tempo, são introduzidos fatoles de crescimento máximo e mínimo,
r«... e I'..{., respectivamente.

A.4 Resolução numérica do problema acoplado pressão.
saturação

Como já nleiicionado anterioinlente, o método DG (3.15) associado à equação da pressão
global P é linear, já o l)método DG (3.17) associado à equação pal'a a saturação Sn é não-
linea.r. Então pa-ia resolver a equação (3.15) é necessário efetual a lnontagenl da ma.triz .,4. e

do lado direito Z). associados à discietização e en] seguida resolver o sistema linear ,4PP = bp.
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Notamos que a matriz .4P associada ao método é unia matriz espai'sa, ou seja, é uma matriz
N' x N', N' :: Arp.A4, consistindo en] IN2 entradas, sendo que apenas cN' são entradas não nulas,
onde c é unia constante pequena.

Pala aimazenai essa matriz utilizamos a estrutura esparsa do MATLAB pala tomar
vantagem dessa espaisidade da matriz, tornando assim a simulação numérica mais rápida
e eficiente. A idéia da estrutura esparsa é armazenar as entradas não nulas da matriz em
um único vetor e são necessários mais dois vetores para armazeJlar a loca.lização de cada
entrada. Porém, acessar e manipular elemento por elemento na estrutura de matriz esparsa
requer tempo pala encontrar a localização e a entrada não nula, podendo aui-nentai signi-
ficativamente o tempo computacional, interferindo na performance. Logo essa manipulação
elemento por elemento deve ser evitada. Para manipulam essas matrizes esparsas utilizamos
as técnicas introduzidas e discutidas por (Chefe, 2008a).

Na resolução da equação (3.17) é necessária a aplicação do método de Newton para
resolver o sistema não-linear em cada instante t"'':

I'(â") - o, (A.31)

onde â": = {ârl15;ksx,, l$rÉÀ/' Notamos que a matriz obtida no jacobiano (Js) do método
de Newton também é esparsa, e para armazenamento utilizamos o pacote de matriz esparsa
do À'IATLAB como descrito acima. Para reduzir o custo computacional com o método de
Nexo,tola em cada passo no tempo: optamos pela utilização do método de Neu,ton modificado
(l<elley, 2003). No método de NeÃvton modificado atualizamos o Jacobiallo somente a cada q
iterações. Calculamos a cada atualização do Jacobialao a fatoração LU para a matriz esparsa
J, através do con)ando IL, U, P, C?l = /u(.A) e armazenados as matrizes espai'sas L, U, P, Q
para serem usadas post.eriormente nas íterações em que o Jacobiano é mantido fixo. As
matrizes P e Q são as matrizes de permutação pala linhas e colunas, respectivamente. Esse
comando no NIATLAB é específico pala obter a fatoiação LU com pivotamento para matrizes
espa-asas, e as matrizes de permutação P e Q são selecionadas de tal forma que a espaisidade
nos favores Z,U seja otimizada.

Para resolução do sistema linear, para ambas pressão e saturação, utilizamos a resolução
por métodos diremos do A'IATLAB, que resolvem o sistema com matriz esparsa de maneira
otimizada. abram efetuados a]guns testes da ieso]ução desse mesmo sistel-na. linear utilizalldo
métodos iterativos implementados no NIATLAB, como o método de gradientes conjugados
precondicionado PCG com precondicionamento dado pela fatoração de Cholesky incom
plena, mas a resolução direta manteve menor tempo computacional nas resoluções testadas.
Para trabalhos em grande escala seria interessante efetuai um estudo dais aprofundado pata
lnelhoiar o tel-npo computacional gasto com a resolução do sistema linear.

Confoinle jú mencionado na Seção A.2, utilizamos o Gh4SH para gerar malhas não-
estruturadas para doillíilios íiiais inegulares e/ou com heterogelieidades. Os giá.figos apl'e-
sentados nas simulações em domínio lmidiinensional foram gerados no próprio h'IATLAB.
Já a visualização dos resultados en] domínio bidimensional foi obtida através do soPloare
TECPLOT, po(lerosa ferramenta para geiai grá6lcos Xy, 2/) e 3/).

De maneira geral o método de Galelkin descontínuo oferece diversas vantagens tais como
permite trabalhar com geometrias complexas, malhas não-está'utuiadas, alta ordem de apro-
ximação polinoniial, possui propriedades de conservação local de massa, as n)atrizes as-
sociadas à discretização pelo método DG são esparsas, o método é eficiente para resolver
problemas temporais e não-lineares. Uma das dificttldad('s do nlétocln é o alto custo coiii-
putacional devido à alta dimellsão do espaço Võf conlpaiada com os métodos conformes
de elementos finitos clássicos. Porém este custo computacional pode ser aceitável em ca-
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sos de desenvolvimento de métodos para problemas cona soluções descontínuas, pois uma
implementação fraca de condições nas interfaces entre elementos petinite evitar oscilações
não-físicas na vizinhança de singularidades da solução.
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Apêndice B

13,econstrução de Fluxos no Espaço
R]'o(%)

O objetivo deste apêndice é explicitam mais detalhes relacionados a reconstrução da ve-
locidade total no espaço de Raviait-Thomas-Nédélec R:l'o(Jh) em domínios bidinlensionais.
Para isto reescrevemos as equações dadas na Seção 3.3 que piescrevein localmente eni cada
elemento da malha 7' C Jh os graus de liberdade locais de uZ+i: Para todo F' C Jh e
Vq C PI(F')

C.(«"*: . «,)« - .[ ( {*nn""'**:}« -- «,=E«*:]) ,, (B.l)

e para todo T c Jh, Vtt, c jlP'z i(T)I'

r. À(S#)KVPün+: . «, + 0 }]: Aw«,,-., . (À(S]:)-K.«)[Phn' :].
' FeaT'''' (B.2)

Segundo Cochez Dllolldt e Nicaise (2008), na fronteira aç2 a equação B.l pode ser reescrita
colllo:

«d«-.Ã( WD-'**'--,,=Ü**: «, *,'''',, P.

nF)q- l PNq, se F c sTI

As dimensões dos espaços RTi(T), Pk(7') e p'#(í)T), para T C Jh é dada por (Blezzi e Fot'till,
1991)

dim(RTz (7') ) (Z + l)(Z + 3),
!(/ + 1)(Z + 2)(/ + 4),

pal'a d

para d
2.

3,
(B.4)

-:«w.('» -l .:,.$«b,
pala d = 2,

para d -:3, (B.5)

dim(Pi; (a7') ) 3(k + 1): pala triângulos com A ? l, (B.6)

Logo q C RTx;(T) pode ser escrito coillo q = qo+zpÀ;, com q. C IPi:(T)I'z e pk C IPx;(T). Ainda
em Brezzi e Foitiil (1991) são dadas as seguintes proposições:
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Proposição B.] Para qualquer eZemerzto n-- sÍmp/{ce 7', temos para lodo q C R]'k(7')

V . q c P~(7'):
q njar C pk(ar) (B.7)

d/ém d{«., . ope«d« d{«ry.nt. é «breu.t« de RT*(T) soZ,« P'.(T)

Proposição B.2 Para k ? 0, e Vq C R:l'x;(T), as seguintes relações garunterrz q = 0

.Lç ' npKds :: o,

.Lq pK 'd=' 0:

vPk c pk(ar),

VPe-: C IPk-:(7')I'.
(B.8)

Agora passaremos a tratar especificailleiite da reconstrução da velocidade total no espaço
de Raviai't-Thomas-Nédélec de mais baixa ordem, R:l'o(Jh), e para isso toi-naremos como
base o artigo de Bahriawati e Calstensen (2005), onde R:l'o(Jh) é deílnido por,

R]'o(ih) -luh c L:(r): vrcih ]aCR',]bCR,VzCT:wh('';) -a+Z'"(B.9)
e VF'c Ji,[uhlr nr

A continuidade das componentes iiornia.is nas fronteiras refletelll a conformidade RTo(Jh.) C
H(dãu, Q). Neste espaço teretllos somente as equações dadas em (B.l) para definir os graus
de liberdade. As funções de base de R:l'o(Jh) orientadas poi arestas {@jlj-l:/vr, onde .N7' é
o número total de faces, para o espaço R:l'o(Jh) são definidas a seguir.

Definição B.3 ÍDe$rzição Joga/ de Úp) Sejam FI, F2, Fa /ages do tdárzgulo T opostas aos
uédices P\. Pa: Pa, respectiva'Frente (uer Fig- B.lb) e se:ja np, a. Ttormal. unitáha da face Fi
com arie'ntação global $1a (uer Fig. B.la) e vj o vetar Ttomnal bnitáüo entehor de T ao
LOILgO de Fj. DefIT\Q

@FJ(z)-aj 'rq'l(z--PJ), parnj = 1,2,3, ezC7', (B.IO)

orzde a = pf nr. é +l se np. aponta ezteMor ao elemento e
comprimento de /$ e l7'l é a área do e/ementa 7'

l caso corztrádo; l/$1

2lrl-d.t(P2 Pa -'''l:' « l l
(B.ll)

Definição B.4 rAroÉação pata elementos que compadiZ/zam uma aresta,) Sega T:t :: c07zutFn
{P+l} pata o uédÍce P+ oposto a /ace F' de Tü tanque a aresta F' = cozzul-4, B}, cimentada
de A T)ara. B. A TtoTmal nr aT)anta eaâerior Q T npo'nta'n,do parti o iate'r'ior de T.+. Se F é
uma aresta extehor, então y = nP é a vt07wtat e=teüor e F C í)T

Definição B.5 rZ)e/in ção g/obaZ de @F) Dada urrza aresta F' C :Th existem dois e/emerztos
T.+ e T- em Tt. com F :: i)Tl- n aT ou, e=cttamenie um elemento T- elrl 'Jt, colll F C tyT
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(,) (b)

Figura B.l: ra,).Z)oÍs fÜ(ÍnguZos u zinAos 7'+ e 7' que compara ZÀarn a mesma /ace F' :: 07'+u07'
que inicia no nó ,4 e terra na no nó B e possuí n07'maZ unÍfáMa nF. ró,) 7hângu/o 7' ;:
conutPI , P2, Pa} co"'} vértice PI , P2, Pa r'r'senados no sentido anta-Ao«áMo) e 'co«. /ams' opostas

FI conulP2, Ps}, F2 ' ""ulPI, Pa}, Fs ' """lPI, P2} 'Ze co«primento IFll, IFel, IF31, mspec-
,iuümente, sendo que vl..u2,v3 são üs normais eztel«iates de cada aresta.

ErzÉão se T& = conulF' U {P+l} para o uéNice Pü oposto de F' de Tü, sda

@,(«) :- ,Ih'«
0,

JH'«
0.

H),

-&),
n),

pa.rn z Gira,
Ca,se contráho. (B.12)

(B.13)

para z c 'a-
para, = ç: T.,

CASO COTLtráÜO

Lema B.6 .4s seg mias aárrnações são uá/idas

(,)

« Z.ng. de (US) \ F,

üo to'n,go de F, (B.14)

(b) @p c H(dã«, n);

(c) (d'F : F C Jh) é u«.a Z,«e de RTo(:J'),

(d)

0,
sobre 7;,

Clctso coTttráüo. (B.15)

A demonstração desse Lema pode ser encontrada em Bahriawati e Caist.ensen (2005).
Agora queremos representar u.+:(z, Z/) na base {@j},.j = 1, 2: . . . , .N7', onde .N7'/repre-

senta o número total de faces da malha. Logo, queremos encontrar {âjlj-l:/vr tal que '
NT

.,I''' ' ('«, y) - )i: âjduj, (B.16)
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Para todo r' C Jh e Vq C p'l(F'),

«,)« - .Â( «,. {*WD-'**:}« -- «,=Eq*:]) «: (B.17)

Pata cada a C Jh e para todo q C l"o(Fj) temos

(uX'+' . nF.)q . {À(sr)KV/:E"''': }.., + 7rt :B- [;T'' 'jl q, (B.IS)
Logo

nH)q
NT

E'.
{À(Shm)Xy.rT+:}. + 7nZ:-t/T'' 'jl q, (B 19)

Temos pelo item (a) do Lema B.6 que @j - nr.
(Úi n8) = 1, logo:

0 sobre as faces /Ü :/ Fj e para F{ :: .l$,

-nF. . {.x(sr)ÃV/T+' }. + in ;$-E.FT'':jl q,
(B.20)

Desta fotnla, temos N7' equações e NT incógnitas, sendo que a matriz associada ao sistema
formado é uma matriz diagonal o que implica em baixo custo computacional para efetuar a
ieconstlução cte buxos --o e;paço lIXo(Jh).
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