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Resumo

O trabalho apresenta inicialmente as equacoes de movimento de uma esfera dinamica-
mente simétrica rolando sobre uma superficie de revolucao convexa, obtidas a partir das
equagoes de Euler-Lagrange. O fato da esfera ser dinamicamente simétrica induz uma sime-
tria pela acdo de SO(3) x S'. a qual reduz o niimero de coordenadas da variedade vinculada.
Mostra-se que uma solugao no sistema SO(3) x S'-reduzido é ou um ponto de equilibrio ou
periddica. Além disso, demonstra-sc que no caso dec um campo vetorial em um G-fibrado
principal, em que G' ¢ compacto ¢ conexo, que scja invariante pela agao de G ¢ que sc projete
em um campo vetorial no espago base cujas orbitas sejam periddicas, as érbitas do campo
original sao quase-periddicas sobre toros de dimensdo r + 1 (r é o posto de G). A partir
destes resultados. mostra-se que as érbitas da esfera rolando sobre uma superficie sao quase-
periddicas em toros de dimensao 3. Por fim, verifica-se que existem 6rbitas particulares que

sao quase-periodicas sobre toros de dimensao 2.






Abstract

This work starts by presenting the equations of motion of a dynamically symmetric
sphere rolling on a convex surface of revolution, obtained from the Euler-Lagrange equations.
The fact that the sphere is dynamically symmetric induces a symmetry by the action of
SO(3) x S which reduces the number of coordinates of the constraint manifold. Tt is shown
that a solution to the SO(3) x S'-reduced system is either an equilibrium point or periodic.
Furthermore, it is shown that in the case of a vector ficld on a G-principal bundle, where G
1s connccted and compact, which is invariant under the action of G and which projects into
a vector field in the base space whose orbits are periodic, the orbits of the original field are
quasi-periodic on (r+ 1)-dimensional tori (r is the rank of G). From these results, it is shown
that the orbits of the sphere rolling on a surface are quasi-periodic on 3-dimensional tori.
Finally. we found that there are particular orbits that are quasi-periodic on 2-dimensional

tori.
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Introducao

O estudo do rolamento de esferas sobre superficies tem uma longa histéria e aplicacoes
importantes em teoria do controle. Em 1893, foi dada a solucao do dificil problema do movi-
mento de uma esfera oca, contendo um giroscépio em seu interior. que rola sem escorregar
sobre um plano horizontal. Em sua solugao, Bobylev expressou todos os parametros, de-
terminando a posicao da esfera ¢ do giroscépio em termos de funcoes clipticas do tempo,
¢ observou as trajetérias dos ponto de contato da esfera com o plano. Na construcio de
Bobylev, o giroscépio ocupou uma posicao central dentro de uma casca esférica homogénea
que a principio parecia ser o tipo de casca que daria o movimento mais simples. Porém,
Zukovskii demonstrou que o problema fica muito mais simples se for adicionado um anel do
plano equatorial do giroscépio a casca esférica e em 1897 Zukovskii publicou ”On Bobylev’s
gyroscopic sphere”.

Em 1897. Caplygin publicou um artigo dizendo que a solucao do problema do rolamento
de um corpo de revolugao sobre um plano horizontal dada por Lindelof estava errada. Caply-
gin fez sua propria investigacao sobre o problema e adicionou a condicao de que um giroscépio
cujo eixo coincidia com o eixo de simetria do corpo era considerado. Caplvgin encontrou
novas condigocs em que integrais de movimento existiam. Ele apresentou aplicagocs em cs-
tudos onde esferas rigidas rolavam uma na outra. Em 1903, Caplygin resolveu o problema
de uma csfera simétrica rolando sobre um plano horizontal.

Este tipo de estudo leva a outros tipos de problemas, como por exemplo o chamado
problema de Kendall, analisado por Hammersley num artigo de 1983. Em tal problema
considera-se uma bola de raio r movendo-se sobre um plano horizontal. Cada “estado”da
bola ¢ definido pelo ponto de contato e a posicio de um referencial preso a ela em relacao
a um referencial fixo. Um movimento da bola é um rolamento sobre uma reta, onde néo hé
escorregamento. O problema em questao é determinar o numero k de movimentos necessérios

para levar a bola de um estado para outro sem que haja pivotamento. Esse tipo de problema
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¢ importante também em teoria do controle (Jurdjevic).

Neste trabalho. analisaremos o rolamento de uma esfera dinamicamente simétrica (isto
¢. a densidade de massa depende apenas da distancia a origem) sobre uma superficie de
revolugao convexa. Assumiremos que a esfera rola sem escorregar sobre a superficie. o que
criard um vinculo nao holonomo para o sistema.

A partir das restricoes da esfera rolar sobre uma superficic ¢ nao escorregar. observamos
quc o movimento no espaco de fasc ocorre sobre uma variedade de dimensao 3. chamada
variedade vinculada. O fato da esfera ser dinamicamente simétrica e a superficie onde a esfera
rola de revolugao, induz wma simetria pela acao de SO(3) x S' que reduzird o nimero de
coordenadas da variedade vinculada. Esse novo espago serda chamado SO(3) x S'-reduzido.
Em um caso mais geral. “reducao por simetrias” significa obter um sistema com menos

coordenadas e que preserve a estrutura do espaco.

Comegaremos mostrando que uma solucao do sistema SO(3) x S'-reduzido ¢ um ponto
de equilibrio ou uma orbita periédica. Demonstra-se que no caso de um campo vetorial em
um G-fibrado principal, em que G ¢ compacto ¢ conexo, que scja invariante pela agao de
G ¢ que se projete em um campo vetorial no espaco basc cujas érbitas scjam periddicas, as
orbitas do campo original sao quasc-periddicas sobre toros de dimensao r + 1 (17 ¢ o posto
de 7). A partir destes resultados. mostra-se que as 6rbitas da esfera rolando sobre uma
superficie sao quase-periddicas em toros de dimensao 3

Este trabalho foi dividido em trés capitulos e um apéndice.

O primeiro capitulo apresenta as preliminares para um bom entendimento do trabalho.
Na primeira secao deste capitulo. introduzimos defini¢oes e alguns resultados sobre grupos e
algebras de Lie. Ja na segunda secao, deduzimos a formulacao lagrangiana para um sistema
de n particulas. Na terceira secao. abordamos a formulagao lagrangiana em um caso geral.
Aos leitores que estiverem familiarizados com tais teorias, recomendamos que omitam esse
capitulo. Por fim, na quarta secao, apresentamos alguns resultados sobre grupos de Lic que
scrao usados.

No segundo capitulo, deduzimos as equagoes de movimento. Na primeira sccdo descreve-
mos o espaco de fase e as equacoes de movimento de uma csfera rolando sobre uma superficic
arbitraria. Na segunda secio, usamos o fato da esfera ser dinamicamente simétrica para re-
duzir as simetrias induzidas por SO(3) e em seguida encontramos um campo vetorial sobre

C . ) . ~ . ) . -
5006 Assumimos na terceira se¢ao que a superficie em que a esfera rola é de revolucao para
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reduzir as simetrias induzidas por S' e entao calculamos o campo vetorial sobre o espaco
reduzido e mostramos algumas de suas propriedades.

O capitulo mais importante deste trabalho é o terceiro. para o qual referéncias significa-
tivas sao [11] ¢ [6]. Aqui apresentamos o resultado principal, que descreve como as érbitas se
comportam no espago de fase. Essc resultado ¢ demonstrado nas primeira ¢ segunda sccocs,
onde comecamos mostrando que uma curva integral de y no espaco SO(3) x S'-reduzido é
um ponto de equilibrio ou uma érbita periddica. Em seguida, mostramos um resultado geral
sobre movimentos quasi-periddicos em wm fibrado principal, a partir da hipétese de que as
solugoes no espago base sao periddicas. A partir dos resultados destas duas secoes, con-
cluimos que a variedade vinculada é folheada por toros de dimensao no maximo 3, nos quais
0 movimento ¢ quasi-periddico. Finalmente, mostramos que existe movimento particulares

que sao quasc-periodicos sobre toros de dimensao 2.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grupos e Algebras de Lie

Nesta secao recordaremos alguns resultados basicos sobre grupos e algebras de Lie.
Comecaremos com a definicao de campos ¢-relacionados . que sera necessaria para formular
o teorema principal dessa secao. Introduziremos o conceito de distribucao C*° ¢ de variedade
integral de uma distribuicao. Scguiremos entao com as definigoes de algebra ¢ grupo de Lic
e terminaremos com o resultado que garante que a dlgebra de Lie de um grupo de Lie pode

ser identificada com o espaco tangente na identidade.

Definicao 1.1. Sejam M e N wvariedades diferenciaveis e ® : M — N wma aplicagio
diferenciavel. Um campo vetorial diferencidvel X € X(M) diz-se ¢-relacionado com o campo

Y € X(N) se, para todo p € M, for verdade que

Yoy = dop(Xp)

Definigao 1.2. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensaom e d, com1 < d < m, um
interro. Uma distribuicao d-dimensional D em M é uma aplicacao que a cada p € M associa
um subespago D, C T, de dimensao d. Dizemos que a distribuicao D € diferencidvel se,
para cada p € M, ezxiste uma vizinhangca U de p e campos vetorias X, ..., Xq € X(M), tais
que

Dy = (X1(q), . Xalq)}, Vg € U



. Se D € uma distribuicao em N e X € X(M) € um campo velorial, dizemos que X € um

campo vetorial em D ou que X € tangente a ID se

X, €D, Vpe M

Definicao 1.3. Seja D uma distribuicao na variedade M. Uma subvariedade conexa (N. ®)

de N diz-se uma variedade integral de D se

(]])(I)(,Tpi\r) - D‘I)(p)s Vp e N.

Definicao 1.4. Uma dlgebra de Lie € um espago velorial g com uma operagao | . | : gxg — g.

denominada colchete de Lie, que satisfaz:
1. Anti-simetria: [X,Y] = —[X.Y]
2. Bilinearidade: [aX + bY, Z] = a[X, Z] + bY. Z], Va.b € R
3. Identidade de Jacobi: [X,[V.Z]] + [V.[Z. X]| + [Z,[X. Y]] = 0

Exemplo 1.1. R? com o colchete de Lie identicamente nulo, [ , ] = 0, é uma algebra de Lie,

dita a dlgebra de Lie abeliana de dimensao d.

Exemplo 1.2. Se g e § sao dlgebras de Lie, o seu produto cartesiano g x h ¢ uma algebra

de Lie, com o colchete de Lie definido pela férmula:

(X1, X2), (Y1, Y2)] = ([X1, Xag. [Y1, Yals)-

Seguiremos com a defini¢ao de grupo de Lie.

Definicao 1.5. Um grupo de Lie é um grupo G' com wma estrutura diferencidvel, tal que a
operagao
n:GxG—=G

(g,h) — gh™,
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€ diferencidvel.
Exemplo 1.3. RY é um grupo de Lie com a adicao de vetores.
Exemplo 1.4. O circulo S' é um grupo de Lie.

Exemplo 1.5. Sc GG ¢ 1 sao grupos de Lic, entao o produto cartesiano G x H ¢ um grupo
de Lie com a operacao (g1, h)(g2, ha) = (g1g2- hiha). Assim. o toro T" = S' x ... x S é um

grupo de Lie.

Definicao 1.6. Um campo vetorial N diz-se invariante a esquerda se:
(Lg): X = X. Vg e,

onde L, : G — G ¢ a translagao a esquerda Ly(h) = gh. De forma andloga, definimos

campos vetoriais invariantes a direita.

Aqui. (Ly).X = X significa que X estd L,relacionado com si mesmo, ou seja, X Ly(p) =
dLy(p)X,. Assim, X ¢é invariante a esquerda se X é L -invariante a esquerda para todo

ged.

Observacao 1.1. Se X e Y sdo campos vetoriais em G, seu colchete de Lie usual. [X.Y] =

XY —Y X. define uma operacao de g x g — g, que satisfaz as propriedades da Definicao 1.4.

Proposicao 1.1. Seja X;,,,(G) o conjunlo dos campos veloriais invariantes a esquerda sobre

o grupo de Lie G, enlao:
1. X4 (G) € uma dlgebra de Lie, com o colchete de Lie usual,
2. Xin(G) pode ser identificado com o espaco tangente a G na identidade.

Demonstracao: E imediato que X;,,(¢) ¢ um subespacgo vetorial de X(G). Para demon-

strar 1 basta mostrarmos que se X ¢ Y sdo campos vetoriais invariantes a esquerda, entao
(Ly). | X, Y] =[X,Y]. Vge G

De fato, dada f € C*(G).

(Lg)o[X-YI([) = [X,Y](f o Ly) = X(Y([ 0 Lg)) = Y(X(] 0 L)) =

3



X((Lg).Y ) = V(L) X J) = XY (f) = YX(J) = [X.V]()).

pois Y e X sao L,-invariantes.
Logo |, | : Xine(G) X Xipy(G) — X450 (G) estd bem definida e satisfaz as propriedades
que tornam X;,,(G) uma algebra de Lie.

Para demonstrar 2, considere a aplicagao :
3€,~,”.(G) — T‘EC’v
X — X
Esta aplicacao é um isomorfismo linear. De fato, para vermos que é sobrejetora, dado
v € T.G, basta tomarmos umm campo vetorial X em G da seguinte forma:
Xg=dLg(e).v
Este campo vetorial é invariante a esquerda. pois:

dLy(p)X, = dLy(p).dLy(c)v = d(Lgo L,)(e).v = Xi, )

¢ X, = v, pois como L., = Id. entdo dL.(g)v = Idv = v. Além disso, sc X, = 0, cntao
X

y = dLyX. = 0, ou seja, X, = 0 e portanto a aplicagao é injetora. Claramente esta

aplicacao é linear. assim X;,,,(G) pode ser identificado com 7,G e
dim X;,.(G) = dim T,.G = dim G
|

Definicao 1.7. A aplicacao exponencial de um grupo de Lie G, exp : g — G, € dada por
exp(X) = Ax(1), onde g € a dlgebra de Lie de G e Ax : R — G' € o unico subgrupo a um

parametro de G cujo vetor tangente a A\x na identidade € igual a X, ou seja, Ny (0) = X.

Observacao 1.2. Um subgrupo a um paramectro ¢ um homomorfismo continuo de R para
um grupo G.

Para o proximo exemplo precisaremos dos seguintes resultados:
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Lema 1.1. O conjunlo GL(n) = {4 € AM,,(R)/det A # 0} munido da estrulura difer-
encidvel descrito abaizo e da multiplicagao de matrizes é um grupo de Lie.
Demonstracao: Identificando o conjunto das matrizes 1 x n, M,y,(R), com R™. consid-
cremos a funcao determinante det : R — R. Temos que det ™ (R — {0}) = GL(n). Como
R — {0} ¢ um conjunto aberto de R ¢ a funcao det ¢ continua. GL(n) ¢ um conjunto aberto
de R™. Assim. podemos considerar em GL(n) a estrutura diferencidvel de R". Agora,
sejam A, B,C" € GL(n). det(AB) = det Adet B # 0, pois det A # 0 e det B # 0 e assim
ADB € GL(n). Também det A~! = (det A)~! # 0 e portanto A™' € GL(n)e IdA = Ald = A,
Além disso, (AB)C = A(BC). Logo G'IL(n), munido da multiplicagao de matrizes, é um
grupo. A operacao (4. B) — AB~! é diferencidvel pois suas componentes, que podem ser
vistas como funcoces coordenadas. sao formadas por somas ¢ multiplicacoes das coordenadas
de A e B

Portanto G'L(n) ¢ um grupo de Lic. |

Observacao 1.3. A dlgebra de Lie de G'L(n) é o conjunto gl(n) das matrizes n x n, com
(X,Y]= XY - YX.

Observacgao 1.4. No grupo de Lic GL(n) das matrizes inversiveis com algebra de Lic gl(n).
a aplicacao exponencial eap : gl(n) — G L(n) coincide com a exponencial usual de matrizes,

dada por:

onde A € gl(n).

Definigao 1.8. Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é um subgrupo tal que H ¢é
uma subvariedade 1mersa de G e pn: H x H — H, dada por p(a.b) = ab™" € dferencidvel.

A prova do préximo teorema pode ser encontrada em [2].

Teorema 1.1. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado de G. Entao H é
um subgrupo de Lie de G.

Exemplo 1.6. SO(3), o conjunto das matrizes ortogonais de determinante 1 é um grupo de
Lie e sua algebra de Lie é so(3), o conjunto das matrizes anti-simétricas. Para vermos isso,
considere GL(n), que pelo Lema 1.1 é um grupo de Lie. Pelo Lema 1.1, para concluir que
SO(3) é grupo de Lie basta vermos que ele é subgrupo fechado de GL(n). Comecaremos

mostrando que é um subgrupo.



Temos que SO(3) = {A € GL(3); ATA = I, det(A) = 1}. Sejam A, B € SO(3), entao:

L. ITT =T cdet(I) = 1.logo I € SO(3);

8]

. (AB)T(AB) = BTATAB = BTB = T e det(AB) = det(A)det(B) = 1, logo AB €
SO(3):

w

(ANTATL = (AT) 1A = (AAT) ™ = I = T e det(A™") = det(A)~" = 1. logo
A1 € 50(3).

Assim SO(3) é um subgrupo de G'L(3). Para mostrar que ¢ fechado. considere uma

sequéncia (A,) € SO(3) que converge para /A € GL(n), entao
ATA = (lim A,,)T. lim 4,, = lim 41 lim A, = lim ,4,7:./—1,, =lim/ =1.

logo A € SO(3) ¢ portanto SO(3) ¢ fechado. Portanto SO(3) ¢ grupo de Lic.
Mostraremos agora que a algebra de Lic de SO(3) é so(3) = {X € gl(n)/X + X7 = 0}.

A derivada da curva a : R — GL(n), dada por «(t) = X é:

d x tX
—et = X'
dt

Com isso, dado X € T,SO(3) e assim e'* € SO(3), temos:

- { c oy d d ,x . - d
X L,\T:,:>FC_|:L)\. z,\T] Yoo Lax| (poxTox G =
") ale V| T a il | e gty
= XX+ (X" )T =0= X+ XT=0= X € 50(3).
|

Exemplo 1.7. A édlgebra de Lie do produto cartesiano G' x H dec dois grupos de Lic ¢ o

produto cartesiano g x h das suas dlgcbras de Lic.



1.2 Deducao Heuristica da Formulacao Lagrangiana para

Sistemas de Particulas

Apresentaremos nesta secao um modo alternativo de descrever o movimento mecanico de
n particulas sem usar explicitamente a Segunda Lei de Newton, e para isso introduziremos o
conceito de Lagrangiana e Equacoes de Lagrange. A vantagem de usar tais equacgoes é que sao
boas para [azermos transformacoes arbitrarias de coordenadas no sistema, ou seja, depois
de uma transformacao de coordenadas. as equacgoes de Euler-Lagrange sao transformadas
nas cquacoces de Euler-Lagrange de uma Lagrangiana transformada. Comegaremos a scgao
mostrando como encontrar a Lagrangiana relacionada ao sistema de n particulas ¢ entao

cncontraremos a Equacgao de Euler-Lagrange por meio de célculo variacional.

Considere um sistema mecanico de 1 particulas, cujas trajetorias serao denotadas por
siR—R? i =1....n. A cada particula ¢ associado um nmimero real positivo m;, chamado
sua massa ¢ r; ¢ o vetor que determina a posicao da i-¢ésima particula. A cquacao de Newton
para cada particula serd dada por

mr; = F,T.

I’.? - (1 P 2
% Além disso, suporemos

que a forca que age sobre cada particula depende apenas da posicao da particula.

onde FT ¢é a forca total que age sobre a particula r; e 7; =

1

Suporemos de agora cm diante que o movimento do sistema csta restrito, como por
exemplo permanecer inalterada a distancia entre as particulas ou serem obrigadas a mover-se
sobre uma superficie. Consideraremos que as restricoes podem ser expressas como equacoes

que relacionam as posicoes das particulas. da seguinte forma:

flry, ..rp.t) = 0. (1.1)

No caso do sistema com n particulas em R? podemos observar que cada particula depende
de 3 coordenadas independentes e assim o sistema todo é determinado por 3n coordenadas.
Se existem restricoes expressas por k equacoes da forma (1.1), poderemos utilizé-las para
eliminar £ das 3n coordenadas, e assim teremos 3n — k coordenadas independentes. Pode-

mos agora introduzir 3n — k coordenadas independentes ¢, ..., g3, em funcao das antigas

-
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coordenadas ri.....7,. ou seja, temos as equacoes:

ri=1ri(q1. ... gm, 1), (1.2)

parai=1,...nem=3n—k.

Considere uma perturbacao do sistema ()7, onde em ¢ = 0 temos o sistema original.

Assim,
19, dr; 0
—I',‘ 1.3
oe Z dq; acl it (13)
: : _ 7] )
Para simplificar a notacao denotaremos P por 0
¢ e=0
Além disso. temos:
. ar; . s Jr; (1.4)
= I = A ;
9q; " ot

onde v; = Vi(Gr- o Qs Q1+ - G- 1)-

Escreveremos a forca total exercida no sistema como a soma de uma forca externa F;
com a forca de vinculo f;, ou seja, F¥ = F; + f;

Consideraremos agora apenas sistemas nos quais f;.0r; = 0, como € o caso de particulas
que sao obrigadas em mover-se sobre superficies, pois neste caso a forca de vinculo é perpen-
dicular & superficic ¢ o deslocamento ¢ tangente a cla ¢ assim o produto interno f;.0r; = 0.

Além disso. pela lei de Newton, concluimos:
T .
F' —mi; =0 (1.5)
e assim, como [;.0r; =0,

Z(F,- — i’ J0ry = 0. (1.6)

i

Temos. por um lado que
X 87',— &
D Fudri= ) Fig tdg; =) Qi (1.7)
i ij I j

onde 3
i dy;

8



Por outro lado.
o 5 .. al'i . .
E mii.or; = E ¥ — 0;. (1.8)
: — dqj
1 i.j b
Usaremos a seguinte relacao:

L Orp d . O o d (O B
Z”l,ﬂ,‘.d—qj = Z{(][ (IN Il.a—qj> II'I,I,.E <C)(IJ)} =

1

Z mir Ll — m;r g (dr — Z 4 Mt ori\ _ e 9vi
R (“ g "og \dt ) | A= Lde T o, "ag f

Usando a expressao de v;, concluimos que
|

Jv; B or;
dj;  Jg;

¢ assim temos

or; d dv; dv;
Z m;j I, ()(IJ Z {m <’I7Ijl.7i..d_q_‘> = 777.1-171-.;} .

] J 1j

Deste modo. a equacao (1.8) se transforma em
- d | 0 I 7] 1, .
Z'IH.,‘I ,'.()'I,- = Z {m [d(] (Z 5111 U; )] - a—q} (Z 5'[”,,‘1)14) } ()(/j'
Mas ), ém,—v? é a energia cinética T do sistema. e assim, usando a equagao (1.7). temos:
. d (0T oT
0= F; — m7;)or; = == = 0
i =30~ 5 (ag) ) 1o

Agora, como essa equacao é satisfeita para qualquer perturbacao do sistema, teremos que

d (9T T
N 9
di <af1}') dq; < (19)

Veremos como fica a equacao quando temos um sistema conservativo, ou seja, sistemas

ter:

onde nao ha dissipacao de energia. e portanto a energia total permanece constante no tempo.
Neste caso. teremos
}?i = _vi‘/7



oV

onde V =V (r,.ry.....1,) é a energia potencial do sistema e V;V = o
I

Ar;
QJ—Z dq]:—ZVV

e calculando a derivada parcial de =V (ry, 1, ..., r,) com respeito a ¢;, ficamos com

Logo

)% ar;
. = = V,“‘/'. = .
dq; z,: dq; “

Além do mais, como a forca sobre cada particula depende apenas da posicao da particula,
V' é uma funcao apenas de posicao e assim

oV

= ().
Jg;

Com cssas informacgoes, vemos que a equagao (1.9) fica da forma

d (a(Tf \/)) _ar-v) _,

dt Jdq; dy;

e entao definimos a funcao Lagrangiana por . = T — V e a equacao acima se torna

d (OL —O—L*O
dt \ 9q; o

que ¢ denominada cquacao de Lagrange.

1.3 Formulacao Lagrangiana Geral

O que fizemos até agora foi calcular as equacoes de Lagrange considerando o sistema de n.
corpos. Agora, calcularemos a equacao de Lagrange para um movimento acontecendo sobre
uma variedade diferenciavel. Para isso comegaremos definindo a variacao de uma curva e

entao mostraremos o teorema que apresenta a equacgao de Euler-Lagrange.

Seja @ uma variedade diferencidavel. Fixados ¢, ¢ g, em @ ¢ um intervalo [a, b]. defina o

espaco das trajetéria de ¢, para g, com cxtremos fixos por

W(Ga, g, [a,8]) = {q : [a.b] = Q/q é C? e qla) = qa, q(b) = @}
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Suponha que seja dada a funcao diferenciavel
L:R x TQ — R

e defina:

Sr:iw—R

por.
b

Sula) = [ L(talt). i)

. dq

onde ¢(t) = —

=7 (t). A aplicacao I. e chamada Lagrangiana e S; o funcional acao correspon-
d
dente.

Definicao 1.9. Uma variagao de uma curva ¢ € w € uma familia (qs)ses, com qs € w para
todo s € J, onde J € um inlervalo aberto com 0 € J. qy = ¢ e a aplicagao V' : J x [a. b] — Q,
tal que V(s.1) = ¢s(t), € de classe (%
. . . dqs
Definimos o campo variacional de wma variacao (q¢s)se; por v(t) = (1) . Como os

aS s=0

extremos sao fixos, v(a) = v(b) = 0.

Definicao 1.10. Dizemos que q € w € um ponto critico de Sy, se para toda variagao de q,

(]SL

—((IS) =0
ds =0

Considere agora uma outra variedade diferencidvel Q e ¢ : Q@ — Q um difeomorfismo. A
partir da Lagrangiana em (), defina uma Lagrangiana L, : R x TQ >R por
Lgo(Idxdp) = L, onde d¢, : T,Q) — T@(,))Q. Observemos que se ¢ : [a, b] — @Q é diferenciavel
eG=¢oq:|abl — Q, entao L(t,q(t). 4(t)) = Le(t,¢(t),q(t)) para todo t € [a,b]. Assim,
Selq) = SL,ﬁ((})'

Além disso, como ¢ ¢ um difcomorfismo. a igualdade s = ¢ o ¢; define uma bijecao
entre as variagbes com pontos fixos, ou seja, definindo w(qa. @, [a.0]) = {q : [a,b] —
Q/q éC? e qla) = qu,q(b) = @} € &(Ga, . [a.8]) = {G: [a,0] — Q/G é C? e §(a) = G, G(b) =
Gv}, onde G, = ¢(qa) € G = P(qp). existe uma bijecao entre w(qa, go. [a,b]) € O (Ga- Gs, [a- b]).
Logo Si(gs) = St,(Gs) para todo s € J. Segue que g é ponto critico de Sy, se, e somente se,

¢ € ponto critico de Sg,.

11



Considere uma carta local ¢ : U — U. onde U é um aberto de Q e U é um aberto
de R". Pelo procedimento anterior. podemos obter uma lagrangiana a partir de 0. L, :
R x U x R" — R. Considere ¢ : [4,b] — U. Analogamente, ¢ é um ponto critico de Sy se. e
somente se, ¢ = ¢ o ¢ ¢ ponto critico de .5z, . Neste caso conseguimos uma bijegao entre as
variacoes de curvas ¢ que ficam dentro de U e variacoes de ¢ que ficam dentro de U. Porém,
como ¢([a,b]) C U, para qualquer variacao (qs)ses existe um intervalo J C J contendo zero,
tal que ¢s € U para todo s € J.

Assim. para encontrarmos a equacao de Euler-Lagrange para curvas em uma variedade,
basta considerarmos sua representacao por ¢ em R".

Desse modo. podemos calcular

IS (Gs "[OLy, DL, o Fpavh 3
L0 / [ (L), 4(1))-0(8) + 2 (8 q(0). (1) (1) dt.
ds o Ja L9 dq
Observacao 1.5. Quando escrevemos ‘())—z queremos apenas representar o vetor (% %)

com uma notacao mais simples. Além disso. o simbolo ¢; é uma mera notacao e nao a
velocidade de ¢;.

Integrando por partes a segunda parcela temos

b
bd (0L, .
— —  —= | Wt
a a ([f ()(j
Como 0 é nulo nos extremos, entao a primeira parcela a direita também é zero e assim

/" <ar,@ d ar,¢> .
= _— — R 0 dt.
) a Jq dt 9g

Com isso, podemos enunciar o seguinte resultado:

b ()L@ z ‘Zq"s
o Ogq Osot

0L, .

—= D
5=0 0(1

teremos . )
a5t ((15)

o

Js

Teorema 1.2. Uma curva q € ponto critico de Sy se, e somente se, q satisfaz as equagoes

de FEuler-Lagrange.

A demonstracao deste teorema sai diretamente do Lema Fundamental do Célculo de

Variacoes:

Lema 1.2. Seja p : |a,b] — R" uma aplicagao continua e suponha que

b
/ p(t).v(t) dt = 0,

12



para loda aplicagao v de classe C?, tal que v(a) = v(b) = 0. Entao p = 0.

Demonstracao: (Teorema) E imediato que se ¢ satisfaz as equacoes de Euler-Lagrange

entao ele é um ponto critico de S;. Basta assim provar a reciproca. Temos que como L ¢é

de classe (2, entao a esquacao 3—5 — %% ¢é continua. Para cairmos nas hipoteses do Lema

basta notarmos que dado uma aplicacao v de classe C?, podemos tomar ¢s(t) = ¢(t) + sv(t
| ¢ I il 7

B
que satisfaz ¢5(a) = g, (D) = @b, go(t) = q(t) ¢ ,d‘fs (1)
S

= v, ou scja, para todo v,

s=0
/” oL doL\ . _
). \ag “waq) "~
assim pelo lema acima,
dL(, (l dLG,
dq dt 9q ' ( )

para todo t € [a, b].
|
Dizemos entao que a curva ¢ satisfaz a equacao de Euler-Lagrange com respeito a carta
¢. Bm um caso mais geral, consideremos curvas ¢ : [a,b] — Q e uma carta ¢ : U — U cujo
dominio nao contém necessariamente a curva ¢g. Diremos que a curva ¢ satisfaz a equacao de
Euler-Lagrange com respeito a carta ¢ se a equagao (1.10) é satisfeita para todo t € ¢~ (U).
onde ¢ = ¢ o ¢|-1(v)-

Com isso, um teorema mais geral, cuja demonstracao pode ser encontrada em [14] é:

Teorema 1.3. Seja L : R x TQ — R wma Lagrangiana e q : [a,b] — @Q uma curva

diferenciavel. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. q € um ponto critico de Sy ;

2. para toda carta local ¢ sobre Q), q satisfaz a equagao de Euler-Lagrange com respeito a

¢].

3. emiste uma familia de cartas locais sobre QQ, onde os dominios cobrem a imagem de q,
tal que q satisfaz a equagao de Euler-Lagrange com respeito a qualquer carta pertencente

aquela familia.

13



1.4 Acoes de Grupos e Alguns Resultados

Definicao 1.11. Seja G um grupo de Lie e N uma variedade diferenciavel. Uma aplicagao

diferenciavel ji : G x N[ — M é dita uma agao a esquerda de G sobre M se:
1. p(e,x) = x, para todo x € M
2. (g j1(g2, 1)) = p(g192- v), para todo g1,92 € G e v € M.
Analogamente definimos ac¢ao a direila.

Definicao 1.12. Seja u : G x M — M wma acao a esquerda e v € M. O subgrupo
G, = {y € G : puly,x) = v} é chamado grupo de isotropia e G(x) = {u(g.w) : g € G} €
chamado orbita de x.

No caso em que G, = {e}. para todo = € A, diremos que a acao € livre.

Teorema 1.4. Seja X : U C R" — R"™ um campo vetorial diferencidvel. Entao. para todo
xr €U, vale:
[X.Y](x) = dYe (X (2)) — dX(Y(2)).
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Capitulo 2

Uma Esfera Simétrica Rolando Sobre

Uma Superficie

2.1 Os Espacos de Configuracao e de Fase

Seja B um corpo rigido em R*. Dado um ponto O € B, considere um sistema de referéncia
R para B com origem em O. Fixado um sistema de referéncia ® em R?  a posicao de um
ponto I” de B em relacao a R sera dada por r = o+ 7, onde r é o velor que representa I’ em
relacio a R. 7 é o vetor que representa I’ em relacdo a R e o é o vetor que representa O em
relagao a R. Deste modo. um movimento rigido de 3 transforma » em um vetor | = a+ Ar.
onde a ¢ o vetor no sistema de referéncia R dado apds fazermos uma translacao de O ¢ A ¢
uma matriz de rotagdo com Ar sendo uma rotacao de .

Seja £(3) o conjunto de todos os movimentos cuclidianos rigidos em R* ¢ TE(3), scu
fibrado tangente. Identificaremos £(3) com R* x SO(3) ¢ definirecmos a scguinte operacao
em R* x SO(3):

dados a,b € R* e A, B € SO(3). (a. A).(b, B) = (Ab+ a, AB).

Essa operacao é natural, considerando que os movimentos rigido sao vistos como a com-
posicio de uma rotacdo e uma translacio, ou seja, dado » € R*, um movimento rigido leva
em Bx+b, com B € SO(3) e b € R®. Além disso. se quisermos realizar um novo movimento
a partir desse ponto, teremos A(Bx + b) + a, com A € SO(3) e a € R?, isto é, 0o novo ponto
serd ABx + Ab+ a.

Com a estrutura diferenciavel induzida por esta identificagao e com esta operagao, £(3)



¢ um grupo de Lie de dimensao 6. com elemento identidade I = (0, 7).

A dlgebra de Lic de £(3). e(3), serd identificada com R* x so(3).

Proposicao 2.1. Sejam & = (v. X) en = (y.Y) € R* x so(3). entdao o colchete de Lie serd:

(€] = (Xy— Ve, XY =V X)

Demonstracao: Sejam X, e X, os campos invariantes a esquerda tal que Xe(l) =¢€e

,\',,(f) = 1. Entao. pelo Teorema 1.4.

(€l = [Xe. X, (1) = Xe(D)Xo(T) = X, (DXe(T) =

onde 7 = (0.1).

Seja A = (a. A) € R? x s0(3). Como estamos trabalhando com R? x SO(3) e R? x s0(3),
podemos calcular:

/ (7 +tn) = La(T
X,(A) = DLx(I)n = lim La(l+ty) = La(l) _

i
 (a. M)ty T+ 1Y) — (a. A)(0. 1) (tAy + a, A+ tAY) — (a, A)
= lin = lim —
1—0 { t—0 t
= (Ay, AY).

Logo, dado B = (b. B), teremos:

- Xo(T+1B) — X,(T
DX,(I)B = lim afd +88) "():

t—0 t
— lim (I +1B)y, (I +tB)Y) — (y,Y) _
t—0 t
: tB e 7Y . )/
_ }ing (y+ Y, Y +ftB) ) (94 ) _ (B'.U: BY).

Analogamente,
DX¢(I)B = (Bx, BX).
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Assim,
D,X’,](f) Xg(f) =(Xy. XY)e D.Yé(f) .\’,,(7) = (Y, Y X).

Portanto,
[l =Xy, XY) = (Va,YX) = (Xy—Yu, XY = YX).

Proposicao 2.2. Considere o isomorfismo i : so(3) — R?* definido por:

0 —-v3 s 1
V= V3 0 - =2 vV
—1n 1N 0 V3

Tal 1somorfismo tem as sequintes propriedades:
1. va =1i(v) Ax, para lodo x € R?;
2. i(AvA™Y) = Ai(v), para todo A € SO(3).
Demonstracao: 1. Seja v = (1, 19, 13) € R®. Por um lado,
— 3Ty + Vo3
T = V31 — 11703
—lay + V1T

Por outro,

17k —13T9 + Vo3
iW)ANz=|1y 1y vy |= V3% — VT3 ,
Tl T9 Ty —1T + 1Ty

ou scja,

ve =1i(v) A

2. Existem angulos «, b, ¢ tal que A = R3(c)R1(b)Rs(a), onde R;(c) é a rotagao de um

angulo ¢ em torno do eixo ¢ (ver [3], Se¢ao 2.3). Assim,

AvA™! = Ry(c) Ry (b) R3(a)v Ra(a) ' Ry(b) ' Ra(c) ™"
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Como R;(.) é uma matriz ortogonal para i = 1.2, 3, entao:

AvA™ = R3(c) Ry (D) R3(a)v Rs(a) Ry (b)' Rs(c)".

Para facilitar o calculo, comecaremos por:

Rs(a)vRs(a)' =
cos(a) sin(a) 0 0 -3 1 cos(a) —sin(a) 0
= | —sin(a) cos(a) 0 vy 0 —1 sin(a) cos(a) 0 | =
0 0 1 - Y 0 0 0 1
vysin(a) —wscos(a)  wvocos(a) — vy sin(a) cos(a) —sin(a) 0
= | w3cos(a) wvysin(a) —wasin(a)— vy cos(a) sin(a) cos(a) 0 | =
—15 1 0 0 0 1
0 —1 vy cos(a) — vy sin(a)
= V3 0 —wysin(a) — vy cos(a)
—wycos(a) + vy sin(a) v sin(a) + v cos(a) 0

Poremos X = vycos(a) — vy sin(a) e Y = vy sin(a) + v cos(a). Com isso,

O _Vg )\,
Rs(a)vRs(a)" = V3 0 -Y
X Y 0
Agora,
R](b)R,‘j(a)VR:j((l)[Rl(b)L =
1 0 0 0 -3 X 1 0 0
=1 0 «cos(b) sin(b) vy 0 =Y 0 cos(b) —sin(b) | =
0 —sin(b) cos(b) -X Y 0 0 sin(b) cos(b)
0 —UV3 X 1 0 0
= v3cos(b) — X sin(b)  Ysin(b) —Y cos(b) 0 cos(b) —sin(b) | =
—vysin(b) — X cos(b) Y cos(b) Y sin(b) 0 sin(a) cos(a)
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0 —wycos(h) + Xsin(b) wysin(b) + X cos(b)
vy cos(b) — X sin(b) 0 -Y
0

—vysin(b) — X cos(b) Y

Pondo 7 = w3 cos(b) — X sin(b e 1V = w3sin(b) + X cos(b), teremos:

0 -7z 1
Ry(b)Ry(a)vRy(a) Ry(h)' = Z 0 =Y
W vy 0
Assim.
cos(r) sin(c) 0 0 —Z2 W cos(c) —sin(c) 0
AvA~' = | —sin(e) cos(e) 0 Z 0 =Y sin(¢)  cos(c) 0
0 0 1 " ¥ 0 0 0 1
0 —Z W cos(¢) — Y sin(c)
= VA 0 —Wsin(e) — Y cos(c)
—1W cos(c¢) + Vsin(e) T sin(e) + Y cos(c) 0
Logo.
Wsin(c) + Y cos(c)
i(AvA~")y = | W ecos(c) = Vsin(c)
VA
Agora,
Ai(v) = Ry(c)Ri1(b)Rs(a)i(v) =
cos(a) sin(a) 0 V)
= Ry(c)Ri(b) | —sin(a) cos(a) 0 v | =
0 0 1 V3
vy cos(a) + vsin(a)
= R3(c)Ri(b) | —wsin(a) + veos(a) | =

1281
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1 0 0 Y Y
= R3(c) | 0 cos(h) sin(b) X | = Rsle) X cos(b) + w3 sin(b) =
0 —sin(b) cos(b) V3 — X sin(b) + v3 cos(b)
cos(a) sin(a) 0 Y Y cos(c) + W sin(c)
= | —sin(a) cos(a) O W [ =1 —Vsin(c)+ 1V cos(c)
0 0 1 7 A

ou seja.

i(AvA™Y) = Ai(v).

2.2 Equacao de Lagrange

Deduziremos agora a forma da equacao de Euler-Lagrange quando o movimento ocorre
em um grupo de Lie de matrizes. Os calculos poderiam ser feitos para grupos de Lie em
geral, porém para o nosso estudo, serda o suficiente trabalharmos com matrizes. Para a

demonstragao mais geral, consultar [3].
Considere a Lagrangiana 1. : TG — R. Como vimos na secao 1.3, a equacao de Lagrange
em coordenadas locais ¢; ¢ dada por:
7] d oL dL
‘)5 = o
dtdq; 9y

Seja g a algebra de Lie de G e U(g,g9) = (g9, DRy-1(9)g) a trivializagao a direita que
identifica TG e ¢ x g. Seja l = [,oW™! a Lagrangiana em G x g. Vamos deduzir a variagao
da acao correspondente a Lagrangiana ecm G X g, ou scja, consideraremos uma variagao da

trajetéria ¢ : [a,b] — G com extremos fixos, isto é, defina as variagbes g(.,¢€) : [a,b] — G
dg(a,e) 9g(b. €)
( de

I3

e=0

para € € [, com

= 0 para todo € € I e g(t,0) = g(t). para

e=0

,onde S = fabl(g, X)dt. Para simplificar, denotaremos

todo t € [a,b] e calcularemos B
C le=0 ;
por § a derivada parcial em relacdo a ¢ no ponto (¢,0), ou seja. ¢ = 0. Além disso, com a
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identificacdo acima. X' = DR,1g = gg~' e entao:
) 1, d d*g d
0oX = — —q ¢! = g '+ g—qg !
e ((ar-’)-’ > atoe| 7 T 997 '
c=0 c=0 e=0
onde g = g(t.¢) e X = N(t,¢).
Temos que. ¢ty = I, assim:
A %)
=1 ~lg g 1y AP | =ipg § =
— g+g 0g=0= — g= —q¢ 00 = —( = — )¢
509 g+g dy 5¢Y g gy =59 g (9g9)y
=0 =0 =0
Logo.
. g | .
X = : g ' — a9 (0g)g7".
¢ EYE (./ 99~ (09)g
e=0

Defina 1 da seguinte forma :

n=(dg)g~".

Como dg(a.c) = dg(b, c) = 0 para todo ¢, n(a) = n(b) = 0. Definido 1. calculemos:

a=2(8 1 Y. P
Ta\od| )T dioe

g = (89)g g9 "

=0
Assim,
0X — 1 =—g9""(69)g " + (09)9 g9~ " =
=nX - Xn=—[X,n].
Portanto,

X =n—[X,n]
A scguir utilizaremos:

Ry(I + tn) = Ry(I)

DRy(I)n = Pntll = lim

g+ing—g
B E— (2.1)

Agora podemos calcular o que pretendiamos:

I brol ol b ol bar .
O/a l(g,/\)dt—/a [%6g+8/\'0)\] dt/a %I)g(lt—{‘/a ﬁ(u—[A,u])dt—
2

21




b9 b ol
= —"/J dt + / —ndt — /H a/\_[,\’. 1) dt =

> al ol d
(”/ 9 Dy Ryndt — /—[\' n) dt + - (,

a

b d al
drox"

Ja

IJ ( - B
d o ol o
==/ \zax ~a,™ X ) i,
/(; <(ll‘0X ag R a\/(ld >//(H

Portanto. a variagao da acao é nula se, e somente se,

d Ol al ol ‘
TN 9 —D R, +d\n(/\—0 (2

(BN}
(R}
~—

que sao as cquagoes de Lagrange para o movimento definido pela Lagrangiana L em T'G sem
vinculo.

Observacao 2.1. No caso particular em que G = £(3). teremos a identificacao
® : TE(3) — £(3)xe(3), dado por ®(a, A.a. A) = (a. A, b,v). onde (b.v) = DRy 1y-1(a. A)(a. A).

Porém,
DRig.)-1 (a, A)(a. A) ~%[R(a(l)_,.‘(m1((,(5)..4(5))] = (—;l;[(a(s) \(s))(a(t) \(r))*‘] =
@ als), ANAW a0 A0 ]| = (=)AW@ a0 +a(s), A ]| =
= (—AWA®)alt) + a(t). A()A@)™).
Assim.
(bv)=(a—AATa. AAT). (2.3)

2.3 Movimento Vinculado

Nesta secao deduziremos as equacgoes de movimento de uma esfera rolando sem escorregar
sobre uma superficie diferenciavel. ou seja, uma variedade de dimensao 2. Suporemos que
a esfera é dinamicamente simétrica, ou seja, sua densiadade de massa depende apenas da
distancia a origem. Neste caso, o centro de gravidade se encontra no cento da esfera e todos

o momentos de inércia sa0 0s MesMmos.

[}
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Em um caso particular. considere B como sendo uma esfera de raio r. Fixe um sistema
de coordenadas em R? e uma esfera O de raio r cujo centro esteja na origem desse sistema.
Disso segue que dado um vetor s sobre O, um movimento rigido transforma s em As + a.
onde A € SO(3) c a € R,

Precisamos descrever o vinculo holonomo. que garantira que a esfera role sobre a superficie
e o vinculo nao-holonomo, que assegura que a bola nao escorregue. Para finalizar, daremos

as cquacoes de movimento restritas a tais vinculos.

Considere a superficie H, formada por todos os pontos a uma distancia r da superficie
S na qual a bola esta rolando. Aqui, a superficie ‘H restringe o movimento no sentido que
o centro da esfera deve estar em H. Em geral, H nao sera uma variedade diferenciavel.
Podemos dizer que esté se estudando uma bola “pequena’rolando sobre uma superficiec S
diferencidvel; onde seria interessante qualificar “pequena”cm termos de uma desigualdade
entre o raio da bola e as curvaturas da superficie §. Uma condicao necessaria para que
'H seja diferenciavel é que a curvatura da bola seja maior do que a da superficie S. Entao
suporemos tal condi¢ao. Tomemos N(a) como um vetor unitdrio normal a H no ponto a € H

e apontando para o lado em que esta S.

Um ponto da esfera no instante ¢, dado a partir de um movimento rigido de um ponto
s € O é descrito por
c(t.s) = A(t)s + a(t),

em relacao ao sistema de coordenadas fixado.

Por outro lado, dado ¢, podemos encontrar um ponto s = s(t) em O tal que A(t)s + a(t)
¢ o ponto de contato da bola com S. O vetor /A(t)s deve ter a mesma direcao do vetor N(a).
1
Assim —A(t)s deve ser igual ao vetor N(a) pois || A(t)s||=r, ou scja,
T
1

;/—l(t)s = N(a) = A(t)s =7N(a) = s =rA"'N(a).
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Acao de &(3)sobre a esfera de referéncia O

Como A(t)s + a(t) é o ponto de contato da bola com S. a(t) deve ser um vetor que se
move sobre H. Deste modo, assumindo que H seja o grafico de uma funcao diferenciavel

I : R? — R. o vinculo holonomo de que a bola rola sobre S sera dado por:

as = h(ay.as). onde a(t) = (ay(1). az(t). az(t)). (2.4)

Agora descreveremos o vinculo nao-holonomo. A bola ird rolar sem escorregar se. e

somente se, a velocidade do ponto de contato for nula. ou seja,

¢t s) = A(t)s + a(t) = 0. (2.

o
ot
~

Por (2.3) obtemos:

As+a=0=>vAs+b+tva=0=vrN(a)+b+va=0=

= b= —v(rN(a) + a). (2.6)

Pelo Principio de D’Alembert, precisamos ter
dL(a,A.b.v).(b,7) =0 (2.7)

para todo (b. 7) € R? x SO(3) e satisfazendo (2.6).



Proposicao 2.3. O campo velorial V' que delermina o movimento é dado por:

a = b+wva
A = v

b = ;[ v(rN(a) + a)]

onde » satisfaz

1 l
%ﬂ/i(l/) +m I:(T[(—I'I/N((l)) + ges| x rN(a)=0 (2.8)
dt ¢

Aqui. 1 € a massa, A/ o momento de inércia e 1 o raio da esfera. ges denota a gravidade.

Demonstragao: Obscrva-sc que as trés primeiras componentes do campo vetorial V' sao
dadas pelo vinculo nao-holénomo ¢ pela identificagao de TE(3) com £(3) x ¢(3). Para deduzir
a ultima equacao precisamos encontrar a Lagrangiana. Para isso. seja p = p(r) a densidade
de massa da esfera. Sabemos que dado s € O, ¢(f,s) = A(f)s+a(f) e assim a energia cinética

é dada por:

T = '/B /)(j?)<q(t s),q(t,s)) IV—/ (< At >+2</\ )s, a( >+<n (t))) dV.

onde estamos integrando na esfera.
Para simplificar a notacao omitiremos o parametro ¢.

Agora, calcularemos a integral de cada produto interno separadamente.

L”(QR)<51,,a>(1\-'_ %(a. a) /Bp(R) dv = %(a,a};

&

/)(R) i _ t 2
/B 5 (As,a) dV—/ (5 AlaydV = / / / < Ala)yR?sin 0 dpd0dR.

Como s pertence a esfera, entao s = (Rsinfcosp, Rsinfsinp, Rcosl). Faca Ala =

(b1, by, bs), assim:

/ < As, aydv = / / / R“ (b1 sin® 0 cos p+by sin® 0 sin p+bs cos Osin 0) dipdfdR.

Agora observemos que a integral tanto de cos p quanto de siny de 0 a 27 em ¢ € nula.

(3]
D



Além disso, a integral de cos@sinf) de 0 a 7 em @ é nula. Assim,

/ @</\.5.(1,> dV = 0:
J B 2

Considere que A = (/'l,-j): comi,j=1223cs=(sy. 5. 53). Disso,

‘—‘S = (}11181 + 441252 + 14.11;5.5'3._ 1421-5'1 + 142'_)5-2 + 4"‘2353. ;43]81 + 143-'_).5'2 - A;;;_:,S;j).

Logo.
</‘\b *‘b> = \” 51 + 2/4111412.51.52 + 2/‘\11:"\13-51-53 + /‘-‘%253 + 2/412/\13-5253 -+ 14%3534’

+4)1§1+)A)1 4))‘-1<)+’) 171A7351'~.3+A %—l— 1)2 /12$§2\)+ 4)5 ;—I—

+AZ ST+ 245 Agpsisy + 245 Aggsiss + \p 2+ 2455 Agasysg + ALs2.

onde temos s? = R*sin® 0 cos? p; s2 = R%sin? (sin? p; 53 = R*cos® 0);

5152 = R?sin® () cos psin @: 5153 = R2sin () cos () cos p; sy53 = R?sin () coslsin p.

E simples observar que a integral de s;s2, 5153 € S253 de 0 a 2m em p é nula. Portanto

integraremos apenas os termos que contém s?, s3 e s3. Integrando separadamente temos:

/ / / 2R2 sin f dpdfdR = / / / R'sin® 0 cos® p dpdfdR =
/ / R'sin® 0 d0dR = / R dR:

2w
s2R?sin () dpd0dR = / / / f sin® 0'sin® p dpd0dR =
/ / sin® 0 dOdR = / PUR) pi g
3 2
/ / / ngz sin 0 dpdfdR = / / / R* cos? O sin 0 dpdfdR =

/ / 4 cos® Osin 0 dOdR = L%ﬂ (5) R*dR.

0 4

I
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Portanto.

"p(R), s ’ dm /?) A
./B (s, Asydv =3 \,,5 U R'dR.

- ig=1
Assim. a cnergia cinética ¢

3

m A :,
T = —((1 (l> -+ T Z Afj.

=1

8t [
onde N = % / p(R)R*dR ¢ o momento de inércia da csfera.
3 /o

Sendo a(t) = (ai(l),as(t),as(t)). a energia potencial é dada por V' = mgas e entao a

Lagrangiana é

=T — V:m<u u>+fz \ ; — myas.
1.g=1
Agora, considere a Lagrangiano | = Lo ® ! : £(3) x ¢(3) — R, onde ® : TE(3) —
£(3) x e(3) é a trivializacio a direita. que neste caso ¢ dada por ®(a. A.a. A) = (a, A.b,v).
comb=a—AA"a e RPerv = A4™! ¢ s0(3). Além disso, podemos observar que

D a, A, b,v) = (a, A.b+ va,vA).

Assim.

Mo o,
0 Z/lij#mgag,

i,j=1

l(a, A, b,v) = L(® (a, A.b,v)) = L(a, A, btva. vA) = ';’

onde (A;;) = vA, comi,j=1,2,3.

Calculemos v A, pois assim encontraremos os A'fi:

0 —v3 1 A Mg Agg
vA = V3 0 —1/ Aoy Ngg Ao =
vy 1 0 Az Asy Asg

—v3 o + 1/2/‘31 —1/3/122 + 1y /a9 —1/3/\23 + Vg/lgg
== I/3A11 — 1 143] 1/3/1]2 — /132 1/3/113 — I/]/‘gg

1 An +1nAn —nAn+ 1Ay —As+ 1Ay

o
=1



3
Usando o fato que 4 € SO(3), temos que A4' = T e assim Z 42

J=1
3
E AqjAs g A5;3; = 0. para ¢ = 1.2.3. Disto scguc que:
3
12 o2 ~ 2 VIR
AY =208 + 205 + 205 = 2|[i(v)]|.
ij=1

Portanto.

—1eZ4,J

A ;
l{a. A bv)= 1—’)’<b +va. b+ va) + %||1(1/)||2 — mgas.

Agora utilizarcmos a cquacao

4ol ol ol
~ 2 DR, X.
AIX g T ax v

o(g. X) =

para deduzirmos a equacao (2.8). Nesse caso, g = (a. A) e X = (b.v).

Observando que

va = (—1/;3(12 + Vaus. v3uy — raz, —adp + ulag),

temos, considerando b = (by, bs. b2). que

b+va= (l)l — V3Uy + 1has, I)g + v3ay — 14z, l)3 — Vol + 1/1(L2),

e assim

<b + va, b+ 1/(1.) = (by — v3ag + v9a3)? + (by + 1301 — 11a3)* + (bs — 1pay + viag)?.

X ~ \ @by’ by’ by’ Ay vy’ vy

oL (ol ol ol ol ol al
abl ’ abz-’ ab3) 81/1 : (r“)l/gJ 31/3
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onde

ol

% = m(by — 13as + 1naz3)

al

o = m(by + v3a, — 1naz)

dl

— = m(by — wa, + va:

8()3 ( 3 2(1) 1 lz)

ol

3 = ml—as(ba + v3ay — v1az) + as(by — veay + vyaz)] + My,
121

ol

— = mfuz(by — vzas + aaz) — ay(by — veay + viaz)] + Min

87/2

ol

T = ml—az(by — vaas + vouz) + ay(by + v3a; — v1as)] + My
V3 ;

Disso, segue que

d 9l ((l al d ol d ol d ol d Il d al>

dtoX — \dtob, dtoby’ dtdbs dt dvy dt dvy’ di vy
onde

—— = m(by — gay — v3as + a3 + Ve
11 Ob, 1 302 3012 2013 203
—— = by + ya; + V301 — Va3 — VG
di Ob, 2 3011 3011 13 103
d ol (b ) i 4+ Bufia & D)
—— = m(bs — ra; — i Uay + via
dt Obs 3 201 2011 102 1a2
d Jl . - . . . .
—— = m|—ag(ba + v3ay — rya3) — az(by + v3ay + v3ay — haz — vyas) +
dt Oy

+  ao(by — veay + vias) + as(by — ey — vaay + thas + vias)] + My
d 0Ol ) . . . . )
—— = mlaz(by — v3a2 + vaa3) + az(by — v3as — v3as + Uyas + Veasz) —
dt vs

—  @1{bs — g + mag) —ay(bs — nay — vatiy + Pran + v1Ga)] + My
d 9l . : . ) . .
—— = m|—aa(by — vzag + 1aaz) — az(by — 33 — v3ay + haz + veaz) +
dt 81/3

+ dl(bz + v3ay — V]Ll,_g) + Ll,l(bz + 1)361,1 + 1/3&] - 1'/1a3 - Vlitg)] + /\/[1/3

Também,

o _(a ol a ..
Bg_ aCLl,a(Lg’aag’ T '
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onde

ol

5 = mlvs(by + vza; — viaz) — va(bs — eay + 11as)|

(1

ol

B = m|—vs(by — vzas + as) + vy (by — 1aay + 11az)]
(13

ol

o = m{va(by — vsas + vaas) — vy (ba + vzay — vias) — g|
a3

Sabemos que, para um sistema com vinculos nao holonomos.
ol(a. A.b,v)(b,) = 0.

para todo (b.7) € B? x so(3) satisfazendo o vinculo (2.6).
Para fazer esse cdlculo precisamos encontrar o comutador [(b. ), (b.7)] e DR,(T)(b. 7).
Foi visto anteriormente que [(b, v), (b, 7)] = (vb — Pb. vD — Dv). Assim.

vb = (—13hy + vaby, 13by — 113, —mby + 11by).

com b — (by, by, b3). ou scja:

I/B — 17b = (—1/31_72 4 1/21_)3 + 1731)2 - 172[)37 1/361 — I/ll_)g - I_/g,bl + D]b} _VQT)I -+ 1/16-2 -+ 1721)1 —= 1711)2).

com () = (v, 1y, I3).

Temos também que

i(l/l7 - 171/) = (1/2173 - 1721/3, V3l — 531/11 1/117-2 - 1711/2).

Além disso.

DyRy(b.v) = D1R i(GXp(ﬁ)).(ﬂXp(ﬁ/))

. = R (exp(1h), exp(i7))]|_ =

t=0 d , t=0

L (exp(tp)a+ exp(th), exp(t7) A)

== = (b+ va,vA).

t=0
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Portanto.

d Jdl - - = . . . :
Iﬁ(b V) =m [b] b+ bi(—p3a2 — v3as + mas + vaas) +
+boby  + by(D3ay + sy — vyas — vias) +
+6:;j):3 + 133(*”2(/1 — Vaay + ryas + viag) —
—ias(by +vzay — viaz) — as(by + s + vaiy — Praz — vias)
+1aa(bs — oy + 11a2)  + Draa(bs — ivay — vain + ag + viin) +
+a3(by — 309 + ’/2”:5) + (b — U3y — Vs + Dhay + 1/2(‘13)
—aiy (bs — vy + 1ay) = aar(by — Doy — vy + g + 1itn) —
—3in(by — v3as + vaaz) — zas(by — saz — vaaa + inag + vads) +
30, (by + vsay — v1az)  + Daar(by + vay + vaiy — hag — Vl(”)} +
+ My + ey + 113173).

Também.

al -

BX (b.v), (b, 7)] = m[(b] — V305
+(by + v3a,
+(l);3 — Vady

—az(by + v3a; — vya3) (a3 — Uass)
+az(by — vzaz + vaas3) (V30 — V31
—(1-2(()1 — V3Qy + 1/2(1.3)(1/1172 — I/-z)
‘|‘]\[ [111(1/2173 — 1721/3)
Além disso,
al

3 (b+ pa,vA)

71L[1/3(b2 + vzay — vyas)(by — P3ag + hus)
—V3(b1 — V309 + Ug(lg)(l_)z -+ 17361,1 = 171 (1,3)

+V2(b1 — V39 + Vg(lg)(B:} = 1720,1 4 17] (1-2)

31

Va3 )(— v3by + abs + i3by — i bs) +
viaz)(vshy — v1bs — 3by + 1b3) +
v1a2)(— by + 1by + Dyby — 1by) —
ag(bs — 1aay + viag) (s — rs) +
ay(by — vay + 1hay) (v — vy ) —
ay(by + vsay — vias)(v1vy — 1/11/2)] +
= 1711/2)] :

Vo3 — 31y) + v3(n i

va(bs — vaay + via)(by — 3ag + Dyas) —

(
I/l(bg — Voll] + V103 (b2 =+ I/?,ul - I/lug) =+
(

)
)
vi(by + vsay — vias)(bs — Baay + Drag) —
.(1(7’3 — hay + 171(’»2)]



Por um calculo simples. podemos observar cue

al -
*d—g.(b + va.vA) + T

[(b,v). (b, 7)] =

M [1/1(1/2173 — 3) + (s — yy) + vs( 7 — 1711/2)] — mg(bs — Dray + Dyas).

Porém,
J\[[V](I/QD;; — hi3) + a(vsiy — v3y) + vy( Dy — 1711/2)] =0,
assim,
al -~ ol oo _—_— _
——(b+pa.vA) + —.[(b.v). (b.7)] = mg(bs — 1ray + 11a3).
Ay dX
_ ] d Jdl - _
Para terminar, precisamos calcular ———.(b, 7).
dt X
Utilizando o fato que @ = b + va e substituindo em (2.9), podemos observar que a

expressao

—yas(by + v3ay — viaz) + pras(bs — veay + vias)+
-|-17~2(.13(l)1 — V3ug + 1/2(13) = 5-2(.1.1(1)3 — Vo + 1/1(1.2)—
*53('12(1)1 — V309 + VQ(L;}) + 173(.11(()-2 + 1301 — 4 (lg) = 0.

Além disso. considerando que (b, 7) satisfaz o vinculo (2.6). temos:

b= —rvN(a) —va =

(/'(173112 — Uynz) + 3ag — aag, r(—isny + vyng) — vzay + vyas, r(Uang — ving) + aay — 171(1,2).
onde N(a) = (ny, na.ns).

Agora, substituindo b cm (2.9), temos, apds os cancelamentos possiveis:

d al - _
%OX'(I)’ ) =

= IIL‘I'[(173112 — Dyng)by + (F3ng — Vyns)(—sag — Vi + has + vaas)+
(—Dg'n.] + 171173)62 =+ (—‘17377.1 + 17177,3)(1./3(1‘1 + 1/3(..11 - I./l(l3 =¥ I/1f13)+
(Fany — Dyng)bs + (Pang — Bing)(—inay — ey + 1ag + 1/1('1,2)] .
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Portanto.

. d o - dJl

_ al _
o(a. A b,v)(b,v) = mﬁ.(b. v)— c"Tq'(b +va,vA) + ﬁ[(b v), (b, )] =

= M (v + s + 3i3) + mg(bs — auy + Pyag)+
—|"Hll'[(l7317»2 — Usn3)by + (3ng — onz)(—rv3as — v3ao + thas + vaas)+
(=3ny + tyng)by + (—3ny + ving)(3ay + 301 — haz — az)+

(17-2171 — 1 IIQ)[);), = (]_/'2”] = 1711}-2)(—1./2(1.] = I/Qfl] -+ ’./1((‘2 + 1/1(-1-2)}.

Porém,

my(bs — pay + vyag) = my(l‘(ﬁzlzl — 1) + aay — Dray — Doay + 171(L2> =

= mg (1"(17-211] — ‘n.«z)) = mgr(—na, ny.0)(in, 1s. 13) = mges x rN(a) (). 7y 13).
Além disso,

d

d—f( = ‘I'l/,/V(U.)> x rN(a) = (;—lf(b +wva) x rN(a) = b x rN(a) + %(I/(l) x rN(a).

Temos que.
i) X I“/V((L)(Dl, 17-2, 173) = ]1(()2713 — ()3112. j)g?l} = l.)l'llg. l.)l'llg = bg‘lll)(ﬁl, Vs. 173) =

=% [171(1')2713 -- 1}3')1.2) + 172([)377.1 - 61-113) + Dg(bﬂlg - I}z‘rzl)] =

7'[(17377.2 - 172713)1.)1 + (—17377'1 + 171773)1.)2 + (17271.1 - 17177,2)1.73]

%(1/(1-) x rN(a)(vy, Uy, 3) =

=T <713(1}3G~1 + V3flq — l)l(lg — Vld.;g) — 7’1,2(*‘1-/2(1.1 — I/g(l] + l./1(1-2 + Vldg),
77.1(—1)2(1.1 = I/2d1 + 1)1(1,2 + 1 (.12) = 77.3('—1)3(12 = 1/3(12 -+ 1)2(1-3 - Vg(l.;g),
771(1)3(1.] + 1/3(.1,1 - 1)1(13 - Vlf.l,;;) — 77.2(—1)3(1,2 — I/3d2 =+ 1)2(1.3 + 1/2('1.3)>(171. 172, 173) =
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= [(173/12 — Uang)(—13ag — v3as + aas + vaaz) + (—zng + yng)(Vzay + v3ay — thas — vyas)+
+(any — ine)(—reay — ey + thas + 1/1('1.2)].
Disso segue que

- {
m% ( - ru/\’(u)) X 1 N(a)(0y. 5. 13) = (nz,b x 1N (a) + m%(uu) X r:V(u.)) (), 9. 13) =
( dt

= )711‘[(173112 — anz)by + (D3ny — ang)(—wsa2 — vsaz + maz + vaa3)+
(—o3ny + inz)be + (—vsny + vyng)(U3ay + v3ay — vyas — vias)+
(Dyny — Dyng)bs + (ang — ing)(—imay — vady + vyas + 1 ('12)]

Portanto.

_ Lol - 2/ B} B
dl(a. A, b,v)(b,v) = d ol (b,v) — ﬂ(l) + va, ) + %[(b v). (b,7)] =

At oX” dg

(l

= (%J\Ii(l/) +m, [%(—I‘I//V((l)) 4 ge-{l X r]\’(n)) (y, Do, 73)
dt

Mas. para o movimento com vinculo nao holonomo, teremos que ter ol(a. A, b, v)(b,v) = 0,

ou scja.

(%/\[l(l/) +m [%(—1~V/\7(u)) + 963} % 7']\7((1.)> (71, D2, 73) = 0,
dt ’

para todo 7 € so(3). Assim teremos

d d
i | S (—ruN 5| x rN(a) = 0.
dtj\[z(u)er[dt( rvl (a))+ge,{| xrN(a) =0

Observe que V' é um campo tangente a variedade C', de dimensao 8 dada por:
C ={(a,A,b,v);a3 = h(ay,as), b= —v(rN(a) + a)}

Considere a acgao a direita de SO(3) em £(3), 0 : £(3) x SO(3) — £(3), onde &(3) foi
identificado com R? x SO(3), dada por
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Olg(ll. 4) - ((l». \B*l)
De fato, esta aplicacao é uma agao a direita pois:
L. dados (a, A) € R* x SO(3) ¢ By. By € SO(3) temos

o((a. A). B\By) = (a, A(B1By)™") = (a. AB;'B; ") e

o(o((a, A). By).By) = o((a, AB;'). By) = (a. AB;'B; ).

logo

OB,B; = OB, ©0B,;

2. Além disso.
o((a.-A).T) = (a. AT7") = (a. A).

Levantando a acao o para uma acao de SO(3) sobre TE(3), que esta identificado com
R? x s0(3), temos a acdo ¢ : TE(3) x SO(3) — TE(3) dada por

ola. A, b,v, B) = (a. AB™" b, v). (2.10)

Para garantir que esse ¢ realmente um levantamento, precisamos ver que o scguinte
& P | 2
diagrama comuta:
)
TE(3) x SO(3) —=TE(3)

(ﬂ',l)l T

E£(3) x SO(3) — £(3)

Mas.
o((m. I)(a,A,b,v. B)) = o((a. A),B) = (a. AB™ ") e

m(p((a. A, b,v),B) = w(a, AB™",b,v) = (a. AB™").

Logo.

Podemos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 2.1. As sequinles propriedades sao validas:
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1. 'V € muvariante sob a agao de SO(3)

2. C € invariante sob a agao de SO(3)

Demonstracao: Para demonstrar 1, precisamos ver que V o ¢pp = dogo V.

Por um lado,
V(op(a. A b.v))=V((a. AB™  b.v)) = <b+ va,v(AB™Y), ([lf[—ur.\'(u) + al. 1'/).
¢
Por outro.

l
dop(a, A.b.v)V(a. A, b.v) = dog(a. A, b.v) <b +va,v(AB™Y), %[—1/7';\'((1) + al. 1'/) =
(

op((a, A b.v)+t(b+vav(AB™ ). L[—vrN(a)+a).v)) — dpla. A b, v
dt

= lim =
{—0 i

= <b +va.v(AB™"). %[—1/1:/\’((1) + al, 1)) :
(

Para 2 basta observarmos que as condicoes que definem C' nao dependem da segunda

coordenada. o

2.4 Sistema SO(3)-Reduzido

O fato da esfera ser dinamicamente simétrica nos permite obter um sistema com menos
coordenadas e que preserve o maximo da estrutura possivel. Para reduzir as coordenadas.
usaremos a acao a direita de SO(3) sobre TE(3) definida em (2.10).

Comecaremos com a seguinte definicao:

Definicao 2.1. Seja k : C — R® x SO(3) a aplicagao dada por:
k(ay,az, A, v) = (a.ag. V7. 9. w, A1),

em que 9 = —rvN(a) e w = r(N(a),i(v)).
Podemos observar que sendo Ny = (1,0, [,) e Ny = (0,1, Hy),

- Ny x ]V] _ 1
[N x Nl 1+ H? + H?
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e assim.,

I

) = *\m(—l/gflg—l/gy
U = — \/lJr['/;iz—+N§(V3”1 +11);
)y = — \m(—l/gl-ll + v Hs):
w o = m(m Hy 4+ 1 Hy — v3),
onde H,; = g(/:’
Observacao 2.2. Pela Proposicao 2.3 e pelo vinculo (2.6), @ = b+ va = —rvN(a) = 0.

Disso segue que

!
g = fg = ((]—f/)((n.ng) = Hyiy + Haty = Hy)y + Hads.

Proposicao 2.4. k é um difeomorfismo entre C' e U x R* x SO(3), em que U C R* € o
aberto onde h esta definido.
Demonstracao: Para mostrar que & é um difeomorfismos precisamos exibir sua inversa.

Pelas expressocs acima. que fornecem 15, 5 ¢ w, temos:

V1t H$+H.‘§ﬂ
7
V1+ H + H; g
1
-
V1+ H + H?
U

T

1 = 1/3]7’2-|-I/2 (211)

92 = l/;j]Jl—l-I/l (212)

v = Hl -+ I/QHQ — V3. (213)

Vamos resolver este sistema linear nas incognitas vy, v e vs.

Multiplicando (2.11) por —H; e somando a (2.13), teremos:

1+ T2+ 112 .
+ . + 1% (—Hyd; + w) = —vsHy + v Hy — v3. (2.14)

7
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Agora, multiplicando (2.12) por —H; e somando a (2.14). ficaremos com:

1+ H2 + 2 , .
il }Jr 2(— Iy 4+ w+ Iy = = I1? — w312 — vy

!

V3 = ! (H-zl)l —Ww — ]’[11)2)

r/1+ H2 + H3

Substituindo v3 em (2.12) obteremos:

V1+ H2+ H2 1 , ,
Ty, - (I —w— IL0,)IL + 1 &
r rv/1+ H} + H3

&5 *(]'IQL)I—LU*Hll)Q)Hl—‘(l‘I“le‘FHZZ)l)Q
V7 =
] 1+ 2+ HZ

= I — LTI,y — vs — I129,).
14-»]—]'124»-]-].‘22( ' PeE T 21>)

Por fim. substituindo v em (2.11):

\/ﬁ
1+ Hl +Hy ! (Ha0, — w — Hydy) Hy + 1y &

! : r/ 14 I+ 112
P —(Hg‘lgl —w — H]'OQ)H‘Z - (1 + ]’]12 + H;)l?l _
ry/1+ H + H3
1
= (F’QLU"‘ "[1[’[2’02+’l?1+ 7'712[)1)

/14 II7 + 2

Disso segue:

1 i Hyw — I Hydy — 99 — 20,
Ww)=1 1 | = IHow + H, 1,95 + 9, + 1129 . 2.15
(v) 2 /1t I 1 I 2 1112V 1 11 ( )
V3 H2'191 ='W — H]'l92

E claro que a inversa s : R® x SO(3) — C de k deve ter a forma:

s(ar, ag, 01,99, w, A) = (al,aQ,A‘l,u),
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onde v é dado por (2.15). Disso segue que k ¢é bijetora.

Como k e s sao diferencidveis, k é um difeomorfismo.

Analisemos o seguinte diagrama:

C—EsU x R? x SO(3)

lll_l

U x R?

m

~
¢ L
Podemos observar que p, o k é invariante pela acao de SO(3), assim a aplicacdo L esta

bem definida.

Agora, como k é um difeomorfismo. [ é um difeomorfismo.

c
SO(3)

estd definida. Com isso, conseguimos uma identificacao entre C' e U x R*. Assim. a partir

Logo o espaco das érbitas C' =

¢ difeomorfa a U x R*. onde U ¢é o aberto em que h

de agora, consideraremos (ay, as, v, V2. w) como coordenadas de C'. porém vale ressaltar que
esse ¢ um abuso de linguagem. Pelo Lema 2.1. sabemos que o campo vetorial V' é invariante
pela acao de SO(3), assim, V' induz um campo vetorial V' sobre (' que torna comutativo o

seguinte diagrama:

Vv
¢ —=TC

1

C’?TC_7

Mostremos que V' dada por V(7(p)) = dr(p)V (p) esta bem definida: sejam 7(p;) =
7(py) € C. Disso, existe B € SO(3) tal que ¢p(ps) = pi. Além disso, como V é invariante
pela agao de SO(3), V(pp(p)) = dos(p)V(p), assim:

V(m(p1)) = dr(p)V(p1) = dn(os(p2))V (ds(p2)) = dr(ds(p2))dés(p2)V (p2) =

= d(m o ¢p)(p2)V(p2) = dm(p2)V(p2) = V(7(p2)).

As componentes desse campo sao dadas no teorema a seguir:

Teorema 2.1. O campo vetorial V sobre C induz wm campo velorial V sobre C, cujas
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componentes sao:

a = v (2.16)
w = (DN(a)) x V.N(a)) (2.17)
; - VAT ;

1 b i N(a) x DN(a)1) € ortogonal a T,H (2.18)

—€3 + !
M+mr2 > M+ 2

Demonstracao:

Para que V seja realmente o campo vetorial induzido de V basta observarmos que 7oV =
Vo

Ja vimos que a = v.

Comegaremos mostrando (2.17).

Visto que :
(;—T]V((l) = DN(a)v,

temos,

IN(a)]] =1 = (N(a).N(a))=1= %(\'(u), N(a)) = 0= (DN(a)9. N(a)) = 0. (2.19)

Também.

d(N(a) x 1)

7 = DN(a)9 x 9+ N(a) x v. (2.20)
(

Além disso.

( — N(a) x 4+ wN(a), DN(a)) = —(N(a) x 1), DN (a)V) + w(N(a), DN(a))) =

C19 i N(a) x 9, DN(a)d) = { VDX N Z L ey x 9, N(a) ) =
< > dt dt

_ <@’%ix_“) N((,_)> C2) (DN(a)d x 0. N(a)) + (N(a) x §, N(a)) =

= (DN(a)d x v, N(a)).
Assim. basta que
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< — N(a) xJ+wN(a). D.’\/'((l)'l)> = w.

Mas w = r(N(a),i(v)). logo w = r{DN(a)V.i(v)) + r(N(a). 4i(v)). Por (2.8), temos

que

d m | d
E/(l/) =7 {(“(—HAV(U)) + geg} x N(a).

Logo.

w=r{DN(a)d.i(v)).

Com isso, reduzimos o problema a mostrar que

—N(a) x ) +wN(a) =ri(v). (2.21)
Mas.
| i 7 k
—Nl(a) x 1) = - —| =1, =1, 1
(@) VI1+ HE+ H2 b
"}l '192 7);5
Assim.

—N(a) x J+ wN(a) =

1 ;
= ((—]’]1]’]27\)1 = ]’[3192 = I)Q, H]HQ'I?Q + Hf?)] -+ ])1, —Hlljz + ]‘[2?)])4‘

V1-+ Hf + H3

+(wlly, wil,. ~w)) =ri(v).

Portanto.
w = (DN(a)) x 9, N(a)).

Para calcular v usaremos a expressao (2.8)

d

%J\[i(zf) +m [E(—’I‘I//V((l)) + ge;;} x rN(a) = 0.
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Fazendo o produto vetorial da expressao por N(a) e multiplicando por 1 teremos

A/(N(_(_l) X ;—lfll( )) + 2N (a) x {(0 -+ gc’:;) X .’\7((1)] =0

< N(u) x (-1/1'/'2-1) X N((.L)) = —N(a) x (/nr?g(.:g ¥ N(a.)> - M <..\7(u) b4 ([It'l'[(z/))
dt
= —N(a) x <'mr2ge3 X N(a)> — J\/;—][ (/\7((:) X )“i(U)) + J\[(DN((:)L? X 1'i(1/)>.
di

Usando (2.21). vemos que

%(i\’(n) X I‘i(l/)> = %[.7\7((1,) X (— N(a) x 1)+ ;n/\f(("')>} (;l [N(") S (‘ N(a) x ”)}

Mas.

I

(Vo) (U P, 1) 0, 2, 0) =

). ) =

)= V1+ H?+ H:
1

= (][11)1 +]]zl))—]]1?)1—llzl)_)_):0

V1+ H? + H3

Logo N(a) é perpendicular a . Disso e usando a relacao:
ax (bxc)=<a.c>b—<ab>c,

para todo vetor a,b. ¢ € R?, temos,
(;It |:N(u) X (— N(a) x 0)] jt [ (N(a).9)N(a) — {N(a). N(u)>'t9} =

Deste modo,

N(a) x (7117'20 X N(a)) = —N(a) x (7717‘2963 X N(a)) — MO+ M (DN(a)ﬂ X r'i.(y)).
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Novamente fazemos o produto vetorial da expressao com N(a) para obtermos

[/\T(U) X (In./"")‘l) X N(‘”)} x N(a) =

= {— N(a) x (Illl'zg(f;g X N(u))} x N(a) = M0 x N(a) + ﬂ[(DN(_u)t) X 1'/(1/)) x N(a).

Como | m2d x N(a) | e mr?ges x N(a) | sdao parpendiculares a N(a), entao
y pery

’N(a) X (7/7,1'21') X N(a))} x N(a) = mr*) x N(a)

C
[— N(a) x (1711'2_(]63 X N(a)>:| x N(a) = —mr?ges x N(a).
Entao.
mr20 x N(a) = —mir?ges x N(a) — M x N(a) + M (D‘\'((l)'l) X 'I'[(I/)) x N(a) &
& <m'r'2 + 1\/) 9 x N(a) = —mr?ges x N(a) + M <D/\7(u)1) X 1"1'(1/)> x N(a).
Também,

M (D/\f(a)ﬁ % 7"1'(1/)) = M|DN(a)0 x (— N(a) x v+ wN(a))W =

=M

DN (a)d x <— N(a) x l))] + /\/w(DN(u)U X N(u)) = /\/w(DN(u)U X /V((L)).

Portanto,
(1717‘2 + ]\[) D x N(a) = —mr?ges x N(a) + Muw (D/\/(a)ﬁ X N(a)) x N(a) <
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S mr?g Muw . o
S ) x f\’((l_) = —‘m(’;; X .NT(U,) - m ;\r((l) X D/\"((l.)'l) X .‘\T((l)?
ou seja.
. mi?y Mw : ,
U+ L2 e3+ T N(a) x DN(a)V ¢ ortogonal a T,/ H.

Observa-se aqui, que « denota a posicao e 1 a velocidade do centro de massa da esfera.

e w denota a velocidade de rotacao em torno do eixo perpendicular a H.

Para calculos futuros, exibiremos a expressao de 1), e ). Para isso, usaremos que a

expressao (2.18) é perpendicular tanto a (1.0. H;) quanto a (0,1, H5).

1

V1+ HE + H

Sabendo que N(a) =

(H,.Hy.—1). temos que:

d 1 ) .
D[\‘T (l)'l_) = 7‘,\[ a) = — i ]_] ]’] T H H2 [{ .H:_.; e} 4
( dt ( ) (1 + H? n [_]-22):5( 11 2 )( 1 2 )

1

VI+ 2+ 112

(). H,.0).

Dal.
1 1 . .
N(a)x DN (a)) = Hy, Hy. —1)x— ~(HyH\+HyHy)(Hy, Hy, —1)+
(X DN(@)) = ~ s (i, Ha = )X~ g (P it Hala) (. i 1)
1 1

(]"]1 Hs _l) X

+ 2,
VI+ 2+ 112 VI1+ 12+ 112

(F[I, }]2,0) —

1 1 .
— 5 (Hlt [{2) _1) X e (H17}]270) =
V1+ H{ + H3 V1+ HE + H?

1

= (I, =H, Hy ;= I:11;).
]+H12+H22( 2, 1, 111442 2 1)

Como visto anteriormente, 3 = H, | Haly, assim,
'193 - Hﬂ?l + Hl'ﬁ] + Hzﬂg + HQT_[)Q» -
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Disso segue:

<('t)1.*1)-2,'1);3). (1,0, H])> = 0y FVHO - B2+ Hy Hats + HyHads (2.22)

1 . . .
N(a) x DN(a)0. (1,0, 7)Y = ——— (Hy+ H*Hy — H H,H, (2.23
1

Além disso,

1+ Hf + Hy
((0.00).0,0.1m)) = 1 (2.24)

1 .

<N(u) x DN (a)9. (0,1, I]-z)> = —— _(=JI) + TLILIL, = 121}  (2.26)

Entao.

1+ H2 + H2
<(07071).((),J,H2)> = H, (2.27)

; mrig Muw
) 2 N DN(a)d, (1.0. H)) ) =0 &
o M2 i M+ mar? (a) > (a)d, 1)
; : 29 : : mrig
th + H H\ O, + H{vy + HiHyYs + H Hydy + ——— H, +
M+ mr?
Muw 1 . S - .

. —(Hy+ H?Hy, — HH,H,)| =0 2.28

M+mxr2[1+1~/12+175( Sl M 1)] (2.28)

mi?g Muw

9 3+
+ M + mr? % N+ mr?

N(a) x DN(a)?, (0.1, H2)> =0&

mrg

Dy + L Hydy + Hy Hoydy + HyHydy + H20y + ——
9+ 1 2!91 -+ 1 2()1 + Ho Zl)Z + 2192 + A,[_l_ mr?

Muw 1 . _ _
; - ~ H3H)| =0. 2.29
M + mr? ll T le + sz( Hy, + HyHyH, 2 1)} ( )

Para encontrar ; multiplicaremos (2.28) por (1+ H2) e subtrairemos (2.29) multiplicado
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por HyHs. Apods o calculo teremos:

E> F . > & '2 \Illl o
Ve 2, — | = o, — g, — —29 g ! i1, | =g
(14 M+ 1), ( e 11120 M+mr2 ' My 2

ou seja.

X 1 . : 7771‘2(] MM . )
N = ———— | — I 1110, — 1111575 — = _JT; — I ). 230
"l 1+ H? + H? < 15 ShE M+mrz ' M+ mr? 2) ( )

Agora, para encontrar 1, multiplicarcmos (2.29) por (1 + H?) ¢ subtrairemos (2.28)

multiplicado por H; H>. Fazendo os cdlculos teremos:

. : > . 2 2 '\[ ) -
(1+ H2 + H2)), — (— oty — HaHy0y — —— 9y ¢ —— 2 H]> 0,

M+mr2 = M+ mr?
ou scja.
. 1 . . mrlq Mw
V9 = —————| — HiHy0y, — HyHy05 — Hs + I, . 2.31
Ty H? + H22< e PR M e P M A m? l) ( )
_ , ( 3]
Observacao 2.3. Como H; = —h(ay,us) e Hy = —h(ay, ay), teremos:
day day
. 02 2
H, = —h o, 1, o )V 2.32
! da? (a1, a2} + 5050 Jaydas ian, az) 0z ( )
) 22 A2
H, = 9000 h(ay.as)d; + %h(al, ay)0s. (2.33)

2.5 Sistema SO(3) x S'-reduzido

De agora em diante consideraremos que a superficie na qual a esfera rola é uma superficie

de revolucao. ou seja, que existe uma aplicacao diferencidvel ¢ : I C R — R tal que
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Para garantirmos a diferenciabilidade na origem. suporemos que p é uma aplicacao par
e consequentemente '(0) = 0. Além disso, suporemos que a superficie é convexa, ou seja.
o >0e " > 0.

Nesta secao usaremos o fato da superficie ser de revolucao para encontrar uma variedade
reduzida P, gerada pela simetria que a superficie tera pela acao de S sobre a variedade C.
W S' x C — C. dada por:

Uy(a, 4.0,v) = (Vga. Uy A, bob, bgrriby ).
onde

cos sinf 0
Yy = | —sin0 cos0 0
0 0 1

Em seguida, encontraremos o campo vetorial y sobre P, induzido pelo campo vetorial 1

e deduziremos algumas de suas propriedades.

Teorema 2.2. A agdo U de S' sobre C' induz wma acio W : S' x C — C que faz com que
o sequinte diagrama comute:

' W(’ '
¢——C

1

. v

S0(3) ", S0(3)
Demonstracao: Defina W do seguinte modo:
Wo(m(a, A.b,v)) = m(Vg(a. A,b,v)).

Para mostrarmos que U estd bem definida. sejam (a;. 4,0y, 11). (az. Ay. by, 115) € C tal
que m(ay, Ay, by, v1) = w(ag. Ay, by, 1n) € C. Como (ay, Ay, by.v1) e (ag, Ag, by, 1) estdo na
mesma classe de equivaléncia, existe B € SO(3) tal que ¢p(ug, Ag, by, 115) = (ay, Ay. b1, 11).
onde ¢ ¢ a agdo de SO(3) sobre C' definida anteriormente. Além disso, podemos observar
que Wy o ¢pp = ¢p o Uy. De fato,

-\fg(gbB(a-, A7 b: V)) = Wg(a, AB‘l. b l/) — ('L_ll'oa.. —lrbo(f‘B%l) Eob %;01/%;1) =
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— (Yo, (T VB gh. gty ) = b5(Ugla, A, b, 1))
[’) 2] '} 7] 0

Disso segue que

\I/(,)(Tl_((ll7 .-"1, [)1T I/l)) = '/T(Eg((lq, Al. l)l. 1/1)) - ’/T(E()(G’)B((l-z7 .427 b?r I/-z)))
= 7(op(Vy(as. Ay, br, 1)) = T(Wg(ag. Az by. 1)) = Wy(m(az, As, by, 12)).
Logo. Wy estd bem definida. Para analisarmos sua expressao usaremos:

Uo(ay. az, 1. 0. w) = Yy(r(a. A.b.v)) = 7(Vg(a. A, b, v)).

Porém.
S == — — = ==l
T(Wo(a, A b.v)) = w(ga. Vg A 0gh. i)y ).

Tomemos 7(Vrya. YA, Vb, Vg, ) = (1. G2, th . 1), W).

Como
cos()  sin0) 0 1 aycosl) + assin()
;,!T’g(' = | —sinfl cosf 0 (s = | —aysinfl 4+ ascosf |,
0 0 1 h(ay,as) h(ay, as)
entao.

= ay cosf + uysin b;
Uy = —a; sin 0 + ay cos 0.
Calculemos agora v, e v/,. Para isso devemos observar que N(a) = 1yN(a). De fato,
@ | @2 = (a1 cosl + aysin0)* 4 (—ay sin 0 + ag cos 0)* =

. . ) y ., 3 . %
= aj cos® ) + 2a,ay cos Osin 0 + aj sin® 0 + aj sin® 6 — 2a;a5 cos Osin 0 + a3 cos® f =

B B 5 . 5 -‘) . 5 N
= a3 cos’ 0 + a;sin® 0 + a sin® 0 + a3 cos” 0 = aj + as.
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Assim.

N(a) 1 A -
Nia) = > = = =y, = —Uy, — -
V1t p'@+a)2\ Ja+a: a; + as

! 2’ . ' .
= ———(ay cos 0 + aysin ), ——=—=(—a;sinf + aycosf), —1 | =
V1+ /(a2 + a3)? (%1;4—(@ Vai+ a3 )
= Y,N(a).

Sabendo isso,

V= —roN(a) = —I'T/’OI/E;IEON((I) = —1hyvN(a) = hyv
Logo.
V= (V;cos0 + Vysin 0. —); sin 0 + VUacos0,13).

Portanto.
W)y = 1)y cosl) + )5 sin ()
o = =)y sin ) + )5 cos ().
S6 nos falta calcular w. Por (2.2), sabemos que i(AvA~') = Ai(v) para todo A € SO(3),

assim, observando que 1, € SO(3):

w = I'</\7(ﬁ),i(ﬁ)> = l'<EoN((L)VE0i(I/)> = 1'<N(a): i.(]/)> = w.

Logo.
7(Ug(a, A, b.v)) =
= (a; cos 0+ aysin @, —a, sin 0 + ay cos 0, Y, cos 0 + 9, sin 0, —v, sin 0 + J, cos 0, w)

e portanto,

\Ilg(a,l. ay. '191. 192. lU) =

(a1 cos @ + ay sin 0. —a; sin 0 + a3 cos 6, vy cos 0 + Uy sin 6, —19; sin 0 + Y5 cos 0, w).

Observacao 2.4. Nao é um calculo dificil demonstrar que V é invariante pela acao .
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Observacao 2.5. A acao ¥ nao é livie. De fato, basta tomarmos (ay.as. . 0s. w) =
(0.0,0.,0.w) e observamos que todo ¢ fixa este ponto.

Assim. como a acao nao ¢ livre. nao podemos garantir que a variedade g scja uma
variedade diferencidvel. Entao, a forma de reduzir a simetria dada por S* é determinar uin

conjunto completo de polinémios invariantes pela acao V. definido como segue:

Definicao 2.2. Dada uma relagio de equivaléncia ~ em C', dizemos que {f; - C — R} €

um conjunto completo de polinomios invariantes quando
(a1, az, . Uy, w) ~ (ay, Gz, Vy, o, @)
se. e somente se,
filay, ag, vy, vy, w) = fi(@r, as, v, g, 100),

para todo i.
Aqui. (ay, az, V1, Vs, w) ~ (ay, @z, vy, V2, W) se. e somente se, existe 0, tal que

W, (a1, as, V1, Ve, w) = (ay.az.Y,. 9. w). Observe que isto define uma relagao de equivalencia.

Definamos a aplicacao k : ¢’ — R® por:

k(ay. as. ¥y, 3. w) =

1 : 1 . "
5((1% + a%). a vy + agtly, a1y — asty, w, 5(1“)? + 19%) = (p1, P2, P3, Pas Ps)-

4

O préximo resultado nos mostra que se (ay, ag, 01,92, w) ~ (ay, az, V1, V2, @). entao

pi = Pi, para todo 1.

Lema 2.2. k € invariante pela acao de Wy

Demonstracao: Temos que mostrar que
k(Wy(ay, ag. 91,99, w)) = k(ay, az. 91,92, w)
Vamos usar a notacao:

(a1, @z, 91,92, w) = (Py.Dy- Ps, Pa, Ps)-
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Entao.

1 . ; 1 ; .
B = 5(51) +as) = 5(((11 cos () + azsin 0)? + (—ay sin0) + ay cos0)?) =

= a(af cos® 0 + 2ayay cos Osin 0 + a3sin® 0 + af sin® 0 — 2a,a; cos Osin 0 + aj cos® ) =

1, . 5 . . . . . . 1 . .
= 5((:? cos® ) + a3sin® () + a?sin® 0 + a3 cos’ () = i(af +a3) = p1:
Py = WV + GgV)y =
= (ay cos 0 + agsin0)(); cos 0 + o sin0)) + (—ay sin 0 + as cos0)(—vy sin ) + 1y cos 0) =
= aq cos 0 cos 0 + ay cos 0y sin ) + as sin 09 cos 0 + as sin ()s sin 0+
+ay sin 0t sin 0 — a4 sin 00, cos 0 — as cos 00y sin 0 + as cos )y cos () =

-2 0 P -2 2
= @V sin® 0 + a0, cos® 0 + axt)y sin® 0 + axt)y cos> 0 = ay)y + axt)y = po:

Py = Wy — @ty =
= (aycos 0+ azsin 0)(—J, sin @ + vy cos ) — (—ay sin O + ay cos ) (v, cos O + U810 0) =
= —ay cos 0y sin 0 + ay cos 05 cos 0 — ug sin OV, sin 0 + a» sin 00, cos 0+
~+ay sin 01, cos 0 + ay sin Ov)o sin 0 — ay cos 01 cos € — o cos )y sin =

= a1y 5in* 0 + 1195 cos? 0 — azdy sin? 0 — ayy cos> 0 = ayvy — axty = ps;

o 1
Ps = (19;) + 192) = 5((1‘)1 cos 6 + o sin 0)® + (—1)y sin @ + 5 cos 0)?) =

|

1 -
= 5(19? cos® 0 + 209195 cos O sin 0 + 95 sin” O 4+ 97 sin® 0 — 20,1 cos Osin 0 + V3 cos® §) =
1 - ; . 1, . ;
= 5(19% cos® 0 + Y3 sin” 0 + V7 sin? 0 + U5 cos’ 0) = 5(19f +73) = ps.
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Portanto.

E(valar, az, 1,0, w)) = k(@ @, V1, Vs, w) = (By, Py, P, Pas P5) =
= (p1. pa. p3. pa-ps) = k(ay. az, vy, Uy, w).

Para mostrar que se p; = p;, entao (a;. as. v)y. ta. w) ~ (ay.az. ;. ;. w), basta observamos

que como aj + a3 = ai + a3, existe 0 tal que

) costly sinty ay a, cos Oy + as sin Oy

U9 —sinfy cosby (s —ay sin Oy + a9 cos by
Agora, derivando a; e @». teremos:
0y = a3 = a; cos Oy + azsin Oy = 1 cos Oy + 05 sin Op;
Uy = Gy = —a; sinfy + @ cos Uy = —; sin Oy + Vs cos 0.

Logo.

ljl 1)_3 II)).

W, (ay, az. V1. 2, w) = (a;. a:

W

Disso segue que pp.pa. Ps. Pa. Ps € um conjunto completo de polinomios invariantes para
O A

o espaco das 6rbitas da acao S'. com a seguinte relagao:
P3+ s —4pips =0, pr >0 ps > 0. (2.34)

De fato,
e L a2 g ) \2 N2
Py + p3 = (a1t + asde)” + (aydy — agth)” =
= (1%1‘)% + 2a; 9 a919 + (13193 - nif'ﬂg — 2a,11a015 + (131‘)? =

= (nf + (Ig)('l‘)lf + 1‘)3) = 2p12ps = 4p1ps.

Portanto o cspaco das érbitas reduzido P ¢ um subconjunto de R®, dado por:

P = {(p1,p2, p3,p1.ps) € R®/p(p) = 0, p1 > 0 e ps > 0},

(@1
o



onde ¢ : R> — R é o polinomio dado por o(p) = p3 + p2 — dp1ps. A préxima relacao nos
I I P> 3 1

mostrard que /7 ¢ 1" x R, onde 1V é um cone em R*:
P+ P53 =dpips = (1 + ps)® — (p — ps)*. (2.35)

Assim. p2 4+ p2+ (p1 — ps)® = (p1 + ps)?, que é um cone com vértice em p = (0,0, 0. py. 0).
P21 P3 ! ! s 1 » 4 ! Uy Ul g,
Observemos o diagrama:

_ T _

&—=TC

gl |

5 [~
RS —> R

dk

Obtemos que Y (k(c)) = dk(¢)V(c). Para mostrarmos que y estd bem definido, usaremos
o fato de V" ser invariante pela acao W. Assim, supondo que k(c;) = k(c2), temos. pelo fato
de p; ser um conjunto completo de polinomios invariantes. que existe f tal que ¢, = Wy(c2)

¢ entao:

(k(cr)) = dk(e))V(er) = dk(g(ea))V (Vg(ca)) = dh(ea)V (ea) = x(K(c2)

~—

Disso scguce o scguinte:

Teorema 2.3. O campo vetorial V sobre C' induz um campo vetorial x sobre P através da

aplicagao k : C'— P. Tal campo ¢é dado por:

no= p
_ 1 M @’ mg 5 ' @'
= ————— — —p3pi—— — —¢ /21 + 2ps — P —

P2 1t (@,)2{ n{rQPJH oy a D1 Ps — P2 o ¥ T

_ Wy "

). = —17) -

D3 av‘z] 27711 T (p))?

by = _ P2ps p” _ p’

' 20 \1+(¢')*  V2pm

2
: P2 1 (M »'p3 w P mg o’ o’
Ps = T e\ on | maPsPe T 5~ || ¥ ————=—2ps
L+ ()2 | 2p1 \ V2p1 V2D, o \/2p; V2p1

onde a = Mmr®.
Demonstracao:



Antes de calcularmos o campo vetorial y precisamos encontrar algumas expressoes que

nos serao uteis. Observe que como estamos trabalhando com uma superficie de revolucao.

ol o ; ; 21/ a? 2)2a; "2 ;
H; = )((1] az) = - [‘p(ﬂuf + (l»%)} =2 ( (11A+ (12_) % £ ( = P1)a . (2.36)
da; da : 2v/0% + o3 2p1

De agora em diante usaremos a notagao

p<\/(ﬁ+a§> = v, ,9'<\/(1?+a§) =’ xf?,’(\/(l%+(1§> =g,
Disso segue:
. a? 99, PI a 9;7'
[_]l = s 99,’— = '1‘)|+{—7\)1+; Q”——
2 2, 20 2m 2

2 ! / /
- a: (&) ‘ ) . 2 " 14 . :
Hy = —2|0"— Iy + Pt ——| g” = apvy. (2.38
P o) (*7 21)1> 2 2 o\ T e )M )

Também.
1 1 pla; @'as
N(a) = ([T}, ITy. —1) = , =, —1].
) V1+ H? + H2 b VI+ (@2 \ V21 V2
e
DN (a)d =
_ [ _ (v")*¢"paa n PPy p' @ aips
T+ (@)1 +(@)2)2m 1+ ( 29]’1 V14 ( W 2p1v/ 1+ (/)22
(v')2¢" P20y P2z 2"y ©'asps

N D N TS Y W (=1 s e ) AV s Y ey (P cYmrd

P P P2
VI + <p'>2)¢2;—)1)‘

Observemos que:

plagth  plastds  p'py
U3 = Hy Hydy = + = )
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Assim. usando a expressao de 1/3 temos:

DN (a) x o =

[ (¢')*¢"pras ©"p'p3as (p) P22
L+ ()2 (1 + (p 91)1 V1t ()2 V2 91)1 V14 (p')2p
(p ’)QazP% 27" pav)y
2p1y/1+ (97)22p) L+ (2 2(1+ (22201
_ (¢')* " Py B N _ (¢)Ppah
L+ (o )2(1+ (222 V14 (022020 1+ (¢')%2m
() aps " pav
2p1/1+ ()22 L+ (0)2(1+ (0))V2p
N (¢')2¢"paps i T 2 Pap3
L+ (p)2(1L+ (27)?)2m L+ ()220 2pi/ 1+ (27)°V20

Agora podemos calcular o campo y:

]jl = ([1'[)1 -+ (1-21)2 = P2.

Para calcular p, usaremos o campo V:

py = 97 + 93 + i) + asdy = a0 + asds + 2ps.

Porém, usando as expressoes (2.30) e (2.31) de v, e vy respectivamente, temos:

1

(1.]‘()1 + (Lz’&g = m

(— ([‘[101 + /.'.,2‘1)2)((1,1F’1 + UQHQ)—

mir?g Muw

M + mr? H H N7 9 ; - . L s
M +’mlz(al 1+ aaff) - M+ 17772(H2al Hla?))

Mas.

/ !
@ ay @ a2
ayFy + ag Hy = ay

+a '
TRECTES

95
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9 / 7 7
as @ 2 a: " 0

Hoay — Hyas = e — )y )y + — -
20 1z = 3 (Q 1V + m |V + %1 4 T

P (s — asty) = ——ps

V2D 2py

—_—J

)(1.2'01—
a? o' ! a2 n!

—L 'Q” — 7‘9 (I-'_,)l)l — 7-.9—(,21)1 — ‘—2 70” - 5—9— (lq?")-z =
97)1 2Dy 2p 21 2m

. . a? o' . o' ayae 0!
Hidy + Hodg = =L | 0" — — | PP+ —2 +—| p" - = s+
b & 2py d 2 ! 2m 2p ¥ 2 ’

2 / A7 !
5 " i 2 ¥ 2 araz " ' :
+—= " — W5 + 5 + p" — s =
2p (,9 QPL) B 2o ° 0 2p (Y 2P[>

_ ((,lﬂl + (121)2)2 pll . ‘J"’;/ + TDI .)1)_ — i )9” — .\pl + \’9
2p1 2 2 2 2p1 2

Disso segue,

])2 = L)-]Z + ()5 + Ul")l + (1.21)2 —

_ l . ])§ '5‘9“ o “r':, 7‘9[ o (99/)22])5_
1+ (p’)? - V21 | 2m '

+ 2ps.
’\/-I—nu w8

mrlg Sy — AN “.
ETER A A A+ \/2})11131)4

Portanto.

i 1 v %) mg .
772—{_0 2 P3P4 *—‘QVOPHFQP:, '%p <»9”—

1+ (p')? 2p
Seguindo,
p3 = D10y + a102 — 010, — ag¥, = a s — asv;.
Logo,
1 . . mrlg Mw
)y = ——————— | — I1 50107 — I3 ]a10y — ———a —_
Ps=17 H + Hf( e I M +mnu
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1 : : mrg Muw :
- | — HHyasd, — H Hyast)y — ———F—asH| — ———axH>5 | =
1+ Hf + H.ZZ ( R 12t M+ ‘”“,2(12 LT + 2 ‘e “>

1

= m ( - (/‘[1')] + ]‘[.2'1‘\)2)(”]1]2 = ([2111)_

IIl.’I'2(j ) A/U) ] _
N+ 7711‘2(('l 2~ aath) + M+ mr?( 101+ Haas)
Mas.
e af = P & B
ayHy — asHy = T}h (17 (1 _21)1 901 0

2 ’ / - 2 /
. ; a 7 ( a ¢
Hyay + Hyay = )_J (\,3“ _ Y_) a1y + ’ID—U]‘I'}I 4 W (Q” — 1 )(121)2+
P

<P

/ / /
" L P ( . " ¥ ¥ "
Y 7 (717)1 + (1'_7_'1)2 + ‘—((I-J l)] + (1-2',}2) =|l¢ — > P2 -+ —P2 =@ P2
( \/2/)1)( ) 2m 2m V21 LS

Logo.
1 Muw . . 1 M
fy = S MMay + Iyas) | = "
Ps=17 I3 + I3 <M + m'rQ( v 202)) 1+ (p’)2 M+ mr2? P2
Portanto.
, M p”
e M P
P3 n,rgﬁﬂh 1+ (p)?
Agora,
ps=1w=(DN(a)d x V.N(a)) =
_ (¢")'¢"piazas L ePrnea  (PVpads
L+ ()2 @+ (0)?)2pv2pr - (L+(¢')*)2m2p1 (14 (¢7)?)2p1v2p
B (")’ a1a2p} B (p")*@"paart:
2pi(1+ (9")2)2mv200 (14 (")) + (0')*)2m
N (") p"p3asar ©" (@) piaza (¢')*paagd,

1+ (@)1 + (0)22mv2p (14 (9222 (1+ (9)2)2p1v2p1

o7



" (»)arazps N (9')*¢" pauaihy N
2p1(1 4+ (£1)2)2mv2p - (14 ()21 4 (2)%)2m

(»")* 9" Paps ' paps ?'Paps

e

TP+ @2 T+ (022 2 (02

(') paps B (") 2" paps "
(T+(2)2)2pv2p (1 + ())(1 + (¢")?)2m
v ()¢ pv])s ___ s P23 _
+(@))A+ (2)2)2p (14 (2)2)2pm  2p(1 + (¢')%)V2p
B R
1+ (29%)2p1 21+ (21320
Portanto.

Para calcular ps usarcmos a expressao:

172 + 1)3 4pyps.

Derivando.

2papa + 2p3ps = A(pips + p1ps) = pap2 + paps = 2p1ps + 2pips =

Pap2 + P3p3 — 2paps

= Ps = 22)1 =
Pa M mg 5 @' "
—— pap ——p'\V2p +2p ): —
1+ (w'mzpl{ 2P 4\/—21) o VI e\ e
Mps " _p2ps _

+ ar? P2 (14+(%)2p1  2m

1+ ( 2p1 ar V2p1 2p1 2; 2y

Pa 1 M o' mg o’ 2ps  2ps ,
= T () { 21)311(90"— T + 22— 2221+ ("))

! /
2 ¥ Vi 14
2 V212 (’0 2])1> }
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D2 L[ A 2 @' w @ mg 2 2ps 2ps 2ps, o
=T o Yo | a3 P = | | ¥ T & - = === _—Z(p")" ;.
L+ ()2 | 2p1 \ ar? V2m V2m a V2pr 2p 2p; 2

Portanto.

2
, P2 L[ M ¢'Ph w_ P mg @' 2’
Ps =7 a2y 5| T aP3pi— O = =25 : :
T+ ()2 ] 2p \ ay V201 V21 a /2p V2p1

Observe que I’ tem dimensao 4. Além disso. o campo vetorial \ pode ser extendido para

R> cuja extensao gera um campo regular, sendo que

5/(2,
Jim, ? 5t =10
e o »
im0/ - 25 = 25
Apresentaremos agora algumas propriedades do campo vetorial .
Lema 2.3. 1. A energia no espaco reduzido ¢ dada por:
2
= %pi + aps + n(-f;:) P34+ mgyp

e ¢ constante, ou seja, € uma integral de movimento.

2. Ezistem duas integrais de movimento Jy(p1, p3.p1),Jo(p1-ps, pa), diferenciaveis e glob-

almente definidas, tal que a aplicagao
(P1-p3.p4) = (Ji(p1-p3. ps)- Ja(p1-ps. pa))

¢ uma fibragao do (p1,p3,pa)-espago, com fibras igual a solugao do sequinte sistema
obtido da expressao de x:
dps M o"

= SR — Y 2.39
dp ar?l + (¢;)21)1 ( )

dp4 -1 90” (,Ol
== = —_— — — -
dp 2p \ 1+ (p')? 2py P




Demonstracao:
Pelos calculos ja feitos da energia potencial e energia cinética. temos:

. A ;
E=4 V= B<b+ va.b+ I/(l> + 7||1(1/)||2 + myas.

Pclo vinculo (2.6). temos que b+ va = —irvN(a) = 0 = (v, U2, 73) ¢ assim.

g<b + va, b+ I/(1> = %<(ﬂl. )o.1)3), (V). 19, 1)3)> = %(x)f - 1)§ + rlg).

/

P

m mn (»)° 5
— -t - = — 9 = 1)-
5 <b Fra.bH 1/(1> 5 (-p,) | P, pz>.

Porém, ja foi visto que vy = . logo:

Além disso. usando a identificacao dada por k e que I1; = a;. para i = 1,2, temos:

i
V2

vy = 1 _ 7’ aw — (p')?“ asty; — Uy — (’Dl)za'zl)- =
1 P+ G2 (V2 opy LT gy
1 [ Al (! 2
=3 1 aw — (y ) asps — Vs |:
ry/ 1+ (p’)? _\/2P1 21
1 [ o’ ') () »
= 2w + ayaxty + Uy + 1| =
V9 1t (99,)2 \/{Eazll 2])] 11a2vU2 1 2])1 a3V
1 [ (o)
= asw + aips + h|:
I+ (@) | V2 op T
1 [ pl ) ‘19, ) 1 79,
vy = ‘ agt) — w=——=ath| = ———ee= | = w = —/——ps|.
1+ (¢’)? _\/2]71 : N ry/ 1+ (p’)? N
Entao. \
M . Ao, . . .
S WP = = (v + 05 +v5) =
M 1 (0')? 5 2, (@) 25 2 (¢")? o’ :
=5 7 w* + ons 4+ 15 — 22— —qaaowps — 2———aVow+
5 {7‘2(1 ) [ o ayw p aspy 5 _Ql)lzplal(lgwpg 21)1(71 HW
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(,I.‘} I

a1y + 22—
V2p12p1 \/?p

\2 A 1N\2 /
+7(’9 ) a i ps + w? (Y ) I’?; + 2 i '“1’3]} =

2 2 'r"l
) (") 2,2 (Y ) 2 4 2)2 por )

() W+

s
<
=
D
~
=
1
=
—I

2])1 2])1 ’ ~\/21,)1

A% ’
(f ) P3 -+ 2ps —
= 2P

(¢/)w® +

2p3w+

nL')(;'DI)Q'/):2 + w® + (391)27):2 + 2 i wps
2y P oy P Vpr

Agora, usando a relagao p3 + p3 = 4pyps. a cquacao acima torna-sc:

A , M 1 , (o),
Tll I/ H E{W{(l +(p ) )LU + 2 [) +‘)[)5+

\/ 1 . NCL .
= 7{7.2(] +(p")?2) (1+(v") )U’Z +(1+ (2% ;])1 7)5 +{1 + (#9,)2)27)5 =
MR () s 20
T2 |2 2122
Assim.
m (P')? o [ M|pd  (¥) 5 2ps
= §|:27):'+ 2 2 * 2 |2 2])172]2 r2 |
M o M (p)? ofm M
= ﬁm + ps <m + ;7> + o P D) + 52| =
M, (o)
() 21)4 + aps + « 7 Pa-
Por fim.
V = mgas = mgh = mgyp.
Portanto.

M ()
E= % 27)4 +aps + a I P5 + mgp.
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Derivando a energia ' em relacao ao tempo temos:

(,7/
dt

A 2ap W[)Apl —ale’)4py\ a(p')?, P
F )= — ) ). + "-5 -+ L i 2 -4 2 -+
(1) 2 Papy T ap ( 161)1 P ap; 20202 + 1y mpz

A paps o o' P2 1 N o' " o'
= ——p. A —67 — | —=p3ps — o’ — -
2P \ 11 (072 Ve (2 | 20 \ a2 g 7 2p1

mg o' 20" (@)Pp2) o, al@)? pa Mo
_ —2ps — 3 Pt RCE NG &) & W=
a 2p; V2p12p1 4p 2p 1+ (92| ar? V2

mg @’ '
©’'/2p1 + 2ps — pa R + Mg——=ny =
1 ! ]? 9[) 21)] gm12

/\/ P4 paps @' : M pops @'
= 5 : 1+ (p')?) + LY 2 -
2 (1+(9)?) 2m V2, r27 2py /2p
P2 'Y "o 00" p3
& _ 2 (14 (p")2) + apy2l2
+(©')?) V2p12p1 2 V) P oo,
P2 (¢')ps 2 (v")?p5
+a —(1+(¢)) — apa T
(1+(p"?) 4} ” "

P2
+a
L+ (P’)Q{
2
P2 mg ¢’
L 'V/2p1+ 2ps 3 +mg ol =

Al

mg ., 4
— —p'\/2p1 +2ps p +myg P2 =
o 1 5} o,

2
P2 mg o' ' i
= q——q — — — 2
1+ ((P,)Q Qv 2])1 Ps \/2])1

pp mg ¢’ mg p’
= -« — 1+ ( + ap =
(1+(9)?) « \/2p1( #'F) P Vo



) 2ps =

2
T)e ! - { /2 5
S S (B N al@)" p
1+ (p')? 2P 2p1 14 (')

2
e / "2 .
_ 1)—297)_< P ) N alyp’) P2 _9ps = 0.

Q 5 4Ps5 -
T \van) T 1)

Portanto [J(t) é constante, o que completa a demonstracao de 1.

Para demonstrarmos 2, comecaremos transformando a equacao diferencial (2.39) em uma

equacao diferencial de ordem 2:

d*ps M | d v 4 o dpy
e — | ——= |+ —L——| =
dpt ar?|dp, \ 1+ ()2 Py (p')? dp,

d | " dps N o 2" P! 1
=—In|l——||-—-— —~ — — 3.
dp T+ (@) ) [dpr  ar?14 ()2 \ 1+ ()2 V2p 2])11 ’

Como a cquacao diferencial ¢ lincar, temos que existem duas solugoes lincarmente inde-

pendentes s;(p1) e s2(p1). Assim. basta definirmos:

M 1+ (p)* ds;
Ji(p1,p3,pa) = msi(l)l)/“ N T‘[/)l

(p1)ps (i=1,2),

pois entao,

d P M [ ds; + s d {1+ (¢")?) ds; 14 (p")? [ d?s; . ds; .
—Ji=— | —pps+sips | ——| ——— | —p3— paps + —p3 |-
dt ar? (lp1] 2P P dt " dp]] ' o dp? FarR (1]71] ’

Observemos que,

d ¥ P (p)?) = 2020
21+ (p))

d (1+()) _ 2¢") %0 'p2 — 9" (1 + (2))p2
V2p1(9")? '
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Assim.

P O Y B G P e e (E CO R e )
[ \1+ 7| \TH 7] S+ (77 7)

Logo.

L+ (p)? d lm< & )]dm L+ (0)?) = 20" ds
1+ (')

dp, kg3 2p1(p")? (11)11 23

d [ 1+ (p")?) ds
= ——| ——=% 3.
dt s dp, ps

)

R _ a-s; )
Com isso, usando a expressao de el derivada de J; se transforma em
dpy

d ] A ds; ; .
— 5 = - — 2Py t+ 5 —
dt ar? (/])11 2P P
1 (QI)Z AN \;// Q” .’;' 1 R ([-"'i ‘
- " - 2 "2 ne 7 o P32 + - P3| =
%, ar?14+ ()2 \14+(p")?  V2p1 ) 2;m dp,
M [ ds; P2p3 " o
= = Py — S; = — = =
ar? (lpl] 2 2p \ 14+ (p')? 2p1

_M = ﬂ L 7 — 2 LIJ?[)o -+ (—]S—iﬂfll):zlu‘L =0
" ar?l + /)'2 14+ 72 2py 2 3= (,l[)l ar? 1+ (p’ 2 .
P P

Portanto .J; = constante, ou seja. .J; e .J, sao integrais de movimento.

Desse resultado, segue que encontramos 3 integrais de movimento do sistema. Assim,
conluimos que as solucoes em C' sao restritas a uma subvariedade de dim C' menos o nimero
de integrais de movimento, ou seja, restrito a uma subvariedade de dimensao 5. Portanto,
a afirmacao na introdugao de que C' é coberto por toros de dimensao 3 sobre os quais 0
movimento é quase-periddico é um tanto quanto forte.

Assim. analisaremos o sistema SO(3) x S'-reduzido usando a reversibilidade, que é

definido como segue:

Definicao 2.3. Um campo velorial y em I é R-reversivel se emiste uma aplicagao difer-
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encidvel R : P — P lal que R* = I, ou seja. uma involucao, salisfazendo

R.y = —x.

Observacao 2.6. R,y = —y significa que DR(p)y(p) = —x(R(p)), para todo p € I.
Isto quer dizer que a aplicacao R leva uma orbita de y nela mesma, mas invertendo a

paramctrizacao no tempo.

Exemplo 2.1. Considere a aplicagcao que reverte a velocidade, S : TE(3) — TE(3), dada
por:
S(a,A,a,A) = (a, A. —a,—A).
E interessante ressaltar que esta aplicagao é um reversor para qualquer sistema mecanico
nao dissipativo, mesmo quando tem vinculos nao-holonomo.

Olhemos agora para o sequinte diagrama:

TEB) 2> —EsR® x SO(3) 2> RS 5=

AT

TE(3) 2= —E=R5 x SO(3) = :

3

-~
%0

5~ o

<

Podemos observar que a aplicagio induzida S : P — P por S : TE(3) — TE(3) ¢ dado

por:

5(7)1,732-773- 774»7)5) = (7)1, —P2. —P3, —734,735),

PO1S,

S(k(n(k(®(a, A, a. A))))) = k(7 (k(®(S(a, A, a, A))))),

S(k(n(k(®(a. A. @, A))))) = S(k(r(k(a. A,b,v)))) = S(k(n(ay. az. 91.92. w, A7) =

k(m(k(®(S(a, A.a, A))))) = k(x(k(®(a, A, —a. —A)))) = k(x(k(a, A, —b,—v))) =
= k(n(a1, az, =91, —U3. —w, A_l).) = k(ay,az, —91. —2. —w) = (p1, —Pa2, —P3, —Pa, Ps)-
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Vamos mostrar que y é um campo S-reversivel. E claro que S é uma involugao. Pelo

Teorema 2.3, \ e dada por

X(P1.p2.P3.pa-Ds) = (Pr.D2. P3. Pa, Ps)-

Porém, calculando x em (py. —pa, —p3, —ps-ps), leremos:

X(P1- —p2, —p3, =Pa.Ps) = (—=P1. P2, P3, Pa- —Ps)-

Assim.

S.x = DS(p)x(p) = mb(p) = (P1. —Pa. —pP3. —Pa-Ds) = —(—P1,P2.P3-Da. —Ps) =

= —X(p1. —p2. —p3. —pa.ps) = —X'(E(P))-

Portanto y é S-reversivel.

Além disso, podemos calcular os ponto fivos de S como seque:
'§(PI~])2~,—P3-[)—1»1)5) = (p1-p2- P3P, ps) & (Pr, —P2, —P3, —Pa-Ps) = (D1, P2s P31 Ps) &

S pp=p3=ps=0.

Com 1sso, o conjunto dos pontos fizos de S tem codimensao 3.

O tcorema a scguir ¢ devido a Birkhoft:

Teorema 2.4. Seja x um campo vetorial R-reversivel e seja ¥ o conjunto dos pontos fixos
de R, ou seja, ¥ = {x : R(x) = x}. Se uma orbila de x que passa por um ponto de ¥
intercepta ¥ em um outro ponto, entao essa orbita € periodica.
Demonstracao:

Seja (1) uma curva integral do campo vetorial y. Considere Lo, 1; € R com { < 15, tais
que x(tp), x(ty) € ¥ e tais que x(t) ¢ X para todo t € R com ¢y <t < 1.

Como y é um campo R-reversivel, entao R,y = —y. Disso, podemos concluir que
y(t) = R(x(2t, — 1))
é uma solucao do sistema § = y(y).
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De fato,
y(t) = —DR(x(2t; —t)).a(2t; —t) = —DR(x(2t; — t)).x(x(2t; — 1)) =

= X(R(x(2ty = 1))) = x(y(1)).

Podemos ver também que como () € X,

Por unicidade, como y(t;) = (i), concluimos que y({) = x(¢). Em particular, como

.,L'(t()) € Z

a(ty +2(t —ty)) = ylto +2(1 — o)) = R(x(2t) — 1y — 2(t, — 1)) = R(x(ty)) = a(ty).

Portanto 2:(f) é uma orbita periddica de y com periodo 2(; —ty). Para vermos realmente
que o periodo nao é menor do que 2(f; — fy), suponha que o periodo seja 7 < 2(t; — ty) e

; — 7 .
considere { = £, — = Assim,

e

Agora, calculando em £. teremos:

a(l) = R<:z-<2t1 — 1+ g - T>> = R(.r:(!,l - %)) = R(x(1)).

logo, x(f) € X. Mas é facil ver que to < t < t;, o que é um absurdo a partir da hipétese que

x(t) ¢ ¥ para todo t € R com ty < t < t;.
Mostramos além de tudo que «(t) tem uma reflexao «(t) = R(w(2t; —t)).

Como a superficie H ¢ de revolugao, cla induz uma reflexao I que preserva a variedade

vinculada C| ou seja, sc (a, A, b,v) € C entéao F(a, A,b,v) € C. Tal reflexdo ¢ dada por:

Fla, A, b.v) = (Kpa. K3AK; . Kb, Kav 3.
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onde,

. 1-3%2 23 0
Ky=—— 92 32—
GEipgE| ¥ 4SO

0 0 1+ 32

Para observarmos que F' deixa C' invariante, considere @ = Kga, assim:

B P 213

a = g ,}2(” + T 32(12
_ 23 3 -1
S R A W T
a3 = aj

Primeiramente precisamos mostrar que a3 = o'(V a2 + @z?). Porém,

) 2 2
B 1— 2.4 23 g2 -1
-+ ay” = l+,32al+]+.32(’2 -+ IJ,—.jQ(I]—{_ I—I—J?a? —

|:(1 — 32)2a3 + 41 — ) Baras + 43202 + 4.3a? + 4% - 1) Parag + (% — 1)2(/§j|

B (1+32)2

(1—3%)2a} + 43203 + 43%a; + (3 — 1)%a3 (2 + o (1— P2 +43%|
2)2 = [ (a7 + a3) o2 =
(14 3?) (14 32)

o o1 —23%+ 31 + 432 5 142524 3
= (a7 + a3) 11 5 = |(ay =

1 +(li)7(1+‘32)2
. o (1 4+ 3%)? ,
- [(”f +)ﬁ} = i+

Logo, a3 = a3 = ¢'(\/a? + a3) = ¢’ (Va? + @?).

Agora, considerando que b = —v(rN(a) + a), temos:
b= —vrN(a) —va) = Kgb=—KsvrN(a) — Kgra = ](,3UI\’51K37’/\T((1.) — l(gul{gl](ﬁa.
Mas nao ¢ dificil observar que N(Kga) = KgN(a), assim,

Ksb= KgvK3'rN(Kga) — KK Ksa.
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Portanto. F(a, A.b.v) € C'.
Para o proximo lema, consideraremos S : ' — (', a aplicacao induzida por

S TE(3) — TE(3), dada da seguinte forma:

S(®(a. A.a, A)) = D(S(a, A.a. A)),

o que implica que
5'((,1, Ab.v)=(a. A =b.—v).

Lema 2.4. A aplicacio F oS : C' — C' induz uma aplicagcao R : P — P dada por

R(p1,p2.p3. pa-ps) = (p1, —p2, p3-pa-Ps)-

Demonstracao:
L.b,v)) = F(a, A, —b, —v) = (Ngza. K3/ l\'!;], — I 30. *]‘\',31/]\’31).

F(S(a, A.b,
Temos que.
_ - o :
B i el + 1+3’ a2
g 2 4+ 2Ly
KgAK ! W : 1*‘3“ 2
- AR B
komwolk Kb - l+132 ’)l l+/32 1)2
B 2B Py — 37—1‘)
Kk 8271 1452 Y2
£ 8 . - T —1
I r{N(Kga), —i(KgvK;")) |

Assim.
_ 1 el
P = 5((1,12 + (LQQ)E(UJ? + a%) = .

Portanto.
P = P1;

_ 1—/?2 - 273 1—,1{219 2/3 9. | 4
R=\1ype" " 1+ ;2™ 1+ 1+p2°
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2 203 +_J2—1 23 )—’/32#11) B
I+ 2 1+ B T+ 2 12

(1 - 4}2)2(“0] — (1 — ‘»'}-2)2/}(1]'1)‘_) — (1 — ']2)23(1201 = 4;}2(121)Q+

(14 32)2
+—4/_}2(111)1 - (;32 - 1)2:}(111)2 - (:}2 — 1)2’}(121)1 - (}2 - 1)2(12‘02
(14 3?2)2 B
=1 B52)2a,0; — 43%ax05 — 432a0, — (P — 1)%az0);
B (1+ 3%)? N
1— 3%)? + 402 .
—(uqg vy + (1-2‘1)2)( (1' +) BE = — (a0 + axts) = —po.
Assim.
Pa = —P2;
_ (1= L 20 23 0_32—1,} B
S SR I i+ T 1x R
_ .2,1;} + ,132 - ]. B 1 = 432 [) - QJ [) -

T+ 291y 2® 1+32 " 1+327°)
_—{= 32)28a,9, + (1 — 8%)2a112 — 4F2azt)y — (3% — 1)25a21); B
- (1+p2)?

_—(1 = _32)2,13((1()1 e 4!32(11’!92 = (1 = /32)2(1-2’01 — (/32 - 1)2;’3(12192
(14 p2)? B
o (1 - /32)2(1-1192 = 4/]2(12’01 == 4,82(111)2 Ly (1 — /}2)20-2191 .
B (1+ 3%)? N
1 — 32)? + 432
= (a1vy — ag?y) (( (1 —I—)UQ)'Z k ) = (19 — azx¥y) = ps.
Entao,

D3 = P3;

Py = r{N(Kga). —i(KavK3"')) = r(KsN(a), Kgi(v)) = 7(N(a).i(v)) = pa,
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ou seja,

Py = pua

Temso ainda que

-, N (2w, Pe1, )]
N A W Th T+ 2 T E ) | T

{(1 — 32)202 4 4(1 — 32)B01 03 + 43203 + 43202 + 452 — 1) 3010 + (2 — 1)'2,,):;} .

=
(3]

I
Lo =

1+ 7)

b | =

(14 32)? B (1+.2)2

Do | =

(1= G222 + 4292 + 4202 + (2 = )22 | 1|, , o, (1= 322+ 44?
S|} + 03)

p—

. 5 1 — 28% 4 BY - diP? L] . Sl +2324 3
_ 2 492 0 2 2 _
=3 [(')1 + 13) 1+ 27 ] 5 [(1)] + 15) TENEE :I

1], 0 o (14 3%)? | A
=5 [(U% + Ui)m = 5(1)1 +13) = ps
e
Ps = Ps
|
A partir disso, podemos demonstrar o seguinte lema:
Lema 2.5. 1. O campo vetorial x € R-reversivel.

2. O conjunto dos pontos fizos ¥ de R em P tem codimensao 1.

Demonstracao:

E claro que R é uma involucdo.
R(p1, D2, p3:pa,05) = (P1,P2, 3. Pa. Ps) & (D1, —Pa2,P3,Pay Ps) = (D1 D2:P3, P4, Ds)

<:>(0)2p2a0a070) :O@PQZO

Portanto, ¥ tem codimensao 1 ¢ o item 2 esta demonstrado.

Para demonstrar o item 1, observemos que pela definicao de v, quando o calculamos em

il



(p1.—p2.p3.P1-Ps),
X(P1-—p2.p3, P10, p5) = (=Pr, P2, —P3, —Pa- —Ps)-

Com isso,

d d

= (TIL(R(])].])?.17;;.174.])5)) = —(p1. —p2.P3.Pa.Ds) =

R.x = DR(p)x(p) T at

= (P1-—P2. P3. P1:Ps)) = —X(p1- —p2.p3-p1.ps) = —x(R(p)).

Portanto y é R-reversivel e I estda demonstrado.

=1
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Capitulo 3
Resultados Principais

Neste capitulo demonstraremos o seguinte resultado. que de fato ¢ o principal do trabalho

e que descreve como as 6rbitas se distribuem no espaco de fase.

Teorema 3.1. A variedade vinculada C' € coberta por toros de dimensao no mdazimo trés,
no qual o movimento € quase-periodico. O campo vetorial sobre esses toros depende apenas

de trés coordenadas.

Para demonstrar este teorema precisaremos de alguns resultados preliminares que serao
apresentados nas duas proximas segoes. Primeiro, demonstrarcmos que no sistema reduzido
(P.x). uma curva integral de y ou ¢é periédica ou é um ponto de equilibrio. Em seguida, ap-
resentaremos um resultado mais geral sobre movimento quase-periédico em um fibrado prin-
cipal com fibras compactas, sob a hipdtese de que as solucoes no espaco base sao periddicas.

Entao, para terminar, usaremos esses dois resultados para demonstrar o resultado principal.

3.1 Solucoes do Sistema Reduzido
O resultado que demonstraremos nessa sccao ¢ a proposicao a seguir:

Proposicao 3.1. Uma curva integral do campo vetorial x sobre PP € periodica ou € um ponto

de equilibrio.

Demonstragao:
Dividiremos a demonstracao dessa proposicao em trés partes. Primeiramente analisare-

mos o comportamento das curvas integrais em uma vizinhanga de um ponto de equilibrio
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que nao pertenca a 7' = {(0.0,0, py.0)}. que é o conjunto dos pontos singulares de I’. ou
seja. o vértice do cone 11". Em seguida. analisaremos o comportamento dessas curvas que
passam em uma vizinhanga de um ponto de T e. para terminar. analisaremos orbitas que
passam por pontos regulares.

Precisamos dos scguintes resultados:

Lema 3.1. O conjunto R dos pontos de equilibrio de \ esta contido no conjunto X de pontos
fizos do reversor RR.
Demonstracao:

Comecarcmos descrevendo como ¢ o conjunto R. De acordo com o Teorema 2.3, pre-

cisamos quc 0 = py = pa. Além disso,

s 1 ’\[ \’9’ my \'9/ 70/
O:p?_:———l) = 7[):3])4 4_59 '/7P1+91)r ’\,9”_ _

14 (p')? A V201 \/2])1 V201

1 M o' my M o' my
= e ¢ = e 2m+2ps p & — )
1+ ()2 m:z“’” Bp. a 1 o —5P 314\/2]—

Porém, sendo p, = 0, ja obteremos p; = p; = ps = 0 e portanto R ¢ uma subvariedade

5 = 0.

()]7

diferenciavel de dimensao dois de P, dada pelas equacoes:

0 =

M ! mg
= . I ot S + %
av‘zp” 4 o7 o 2 P1 Ps

Mas pelo Lema 2.5, 3 é o conjunto de pontos de P tais que p, = 0. Assim, concluimos

que R C 2.
|

Lema 3.2. A linearizacao de x em torno do ponto (p;.0.p;.p;.pi) € R tem dois autovalores
nulos e dois complexos conjugados.
Demonstracao:

Omitiremos * dos pontos para nao carregar a notacao.

Supondo que p; # 0, podemos determinar ps da seguinte forma:

_ Pt
2p
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Dai obtemos:

A 1 0 0
Jiv =X Jo J
J=Dy(p*) =\ = : o
Jy =\ 0
Js 0 =\
onde
7 1 M " @’ mg [ w 2’ P
Jo = ———— | ——ppi| ——————— | - — | ¢ - ==
: 14 (p')? arzls 201 2012, a \7 V211 2p?
5 —Mpyp'’ + 1 Ps
} 1+ (g)?ar2y/2pr  [L+ ()] p1
. — —Mpsp’
? 1+ (¢")?ar?y/2p
;- Mpyp"”
" e
] _ _]7_5 \':I/ B k'?/
e 2p1 \ 1 + (p')? 2 )

O determinante da matriz .J é:

det(J) = =A[=X\* + J3Js)\] — JIA2 = =23 (=A? + J3J5 + J)).
Logo. dois dos autovalores sao nulos e os outros dois sao dados por:

N = Jyds + Jy.

Assim.

\2 Mpsp o'
[1+ (¢/)]ar?y/2pi2p sO’ V21

1 M " o’ g, 3
T | T e o~ 5 i “ 57|
1+ (p’) ar 2p1 2pi2m a V2p 2p3

Usando a propriedade (2.35), o sistema que define R e o fato de que a superficie onde a

7
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esfera rola ser convexa (e assim tanto »’ > 0 quanto 2” > 0). concluimos que

O N [ P (RR U o e
Q= 1 7\2]2 ¢ 3 + 472 + e
1+ (PP a@2p)? " oY

A

S0 |+

myp’ [ 4Amgp?
Q

. S+ 2(L+ (")) )| <.
/2P aps

Portanto temos dois autovalores 0 e dois complexos conjugados. Isso nos diz que o
sistema lincarizado tem Orbitas periddicas que estao contidas em um plano de dimensao dois
transversal ao conjunto R ¢, além disso, R ¢ tangente ao auto cspaco correspondente aos

autovalores nulos.
a

Para demonstrarmos o préximo resultado usaremos a técnica de ~blow-up”. Uma breve

introducao a este tépico pode ser encontrada no Apéndice A.

Lema 3.3. Para cada ponto de equilibrio que nao pertence « T, existe uma vizinhang¢a U
desse ponto tal que para todo p € U, existem tempos to > 0 e t; < 0 tal que a curva integral

que passa por p pertence a X em ty e ty.

Demonstracao: Vamos escolher novas coordenadas z = (z;, z2. 23, z3) para I’ da seguinte
maneira: tomemos z3 e z; como uma base para o auto espaco determinado pelos autovalores

nulos. Agora. escolha z; e z; de tal modo que as oOrbitas estejam no plano z;22, X seja

representada por z3 = 0, R seja representado por z; = zp = 0 ¢ o sistema fique da forma:
21 0 —w 0 0 4
z w 0 0 0 Z _ .
2 : +O<\/2f+z§>,
Z3 0 0 00 Z3
Z4 0 0 0 0 24

onde w = w(z3, 24).

Para analisarmos o comportamento das solugdes usaremos a técnica de “blow-up”. Para

isso. considere coordenadas (y;. 2, y3, ya) tal que (21, 22, 23. z4) = (€Y1, Y2, Y3.Ya), cOM
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|¢] << 1. Dal, o sistema correspondente a \ nessas coordenadas é:

U1 0 —w 0 0 %
U: w0 0 0 1)
./-z _ 2 n O(()
Y3 0 0 00 U3

Considere um ponto y fora do conjunto de pontos de equilibrio R. satisfazendo
Uit o=

Para ¢ = 0. temos uma rotacao no plano y;1». Assim, existem instantes 1o < 0et; >0
tal que g(ty) € X e y(ty) € X, ou seja, ga(ty) = y2(t1) = 0, onde y(1) é a solucao do sistema
linear. Considere agora a aplicacao ¢, : R x R x I — R tal que ¢s(t.y.c) é a segunda
componente da solucao do sistema. Temos que ¢s(ly, y.0) = 0. Denotando por A o campo

linear, teremos:

19) _ o _ d _ o —
('(7_2‘.(',’)1(['0’ y,0). ad)z([ns y.0). ad)z(lr(r y.0). 8_t(‘b4([()' v, 0))
= A1 (to. 7, 0). @a(to, ¥, 0), p3(to, y.0), pu(to. 5. 0))

= A1 (t0,7,0). 0. 93(t0, ¥,0), da(to, 5. 0)) = (0, 1 (t0. 9. 0),0,0).

Porém, ¢y(tg,y.0) # 0, caso contrario ¢(tg,y,0) scria wm ponto de cquilibrio. Assim,
50[(,’)2(7‘0,;17. 0) # 0. Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem abertos V C R* x R.W C R
com (77,0) € V e uma aplicagao t : V. — W tais que #(y,0) = ty e para todo (y,¢) € V e
Lt e tem-se ((y.c) =1 < ¢s(t,y.¢) =0, ou seja, ¢(l,y,¢) € .

Analogamente. existem abertos V/ C R* x R, 17/ € R com (y,0) € V/ e uma aplicacao
t: V' — 11" tais que £(7.0) = t, ¢ para todo (y,c) € V' et € W’ tem-sc t(y,c) =t <=
Oo(t,y. €)= 0, ou scja, ¢(t,y,¢) € X.

Como as drbitas sao transversais a R, para ¢ suficientemente pequeno as dérbitas cor-
respondentes a este ¢ também serao transversais a R. Como o resultado vale para todo ¢ > 0
e y tal que |g| = 1, o lema esta demonstrado.

Corolario 3.1. Para cada ponto de equilibrio que nao pertenca a T, existe uma vizinhancga

na qual todas as orbitas nao triviais sao periddicas.



Demonstracao:
Segue diretamente do Lema 3.3 e Teorema 2.4.

Lema 3.4. Uma orbila em uma vizinhanga de um ponto de T' é periddica ou um ponlo de
equilibrio.

Demonstracao: Podemos observar que os pontos de T satisfazem as equacoes que definem
R c assim T'C R. Analisaremos primeiramente os pontos da vizinhanga de 7" que nao cstao
proximos de R ¢, em scguida, analisarcmos os pontos da vizinhanca que estao proximos de
R.

Como os vértices sao pontos singulares de P, serd conveniente ir e voltar de P para C'
durante a andlise.

Observemos que os pontos de T na variedade reduzida C' = W((si sao representados por
e=(0,0.0.0.w), pois um ponto em 7" tem p; = 0 e p; = 0. que pela definicao implica a; =
as =1V, =1 =0ew = py € R. Além disso. considere o conjunto Y= {(ay, as.0y.05. w) :
as = 1y = 0}. Podemos observar que um ponto de S ¢ representado em P por py; = 0,
ou scja. um ponto de ¥. Portanto wma 6rbita em R® que intercepta S em dois pontos ¢
projctada em P sobre um ponto de equilibrio ou sobre wna érbita que intercepta ¥ em dois
pontos.

Para concluir a demonstracao do Lema 3.4, usaremos o seguinte resultado:

Lema 3.5. Seja x € R® um ponto afastado de wm ponto de equilibrio relativo, ou seja, a
projecdo de x em P estd afastado de wm ponto de R. Entao, existem instantes fo <0e
f; > 0 tais que l_,/lo({‘u)(Fin(;Tf)) el e l/c'g(il)(Fil () € &
Demonstragao:

Comecaremos linearizando o campo vetorial V, dado no Teorema 2.1. em torno do ponto
de equilibrio e e encontraremos o fluxo linear relacionado. Para isso. precisaremos encontrar
a matriz jacobiana de V no ponto ¢ = (0.0.0,0, w).

Tomemos V (ay, ag, V1, Vo, w) = (Vi, Va, V3. V4, V5). Calculemos:

J - 0 — Jd — J - d -

— Vi=—Vi="—"V=—WV=0—V=1

day : das ) Vs YT i © o0 !
Também. e p 3 5 g

—Vy=—Vo=—Vo=—V,=0, —V,=1.

da; ° day 90, ° ow * T 89, °



Observemos que. usando as equacoes (2.32) e (2.33), temos:

a - ‘()3 a:&
da; ] d”rid(’/fll((ll'az)l)l + da;0a,0a9 Hay. oy (3.1)
a . a:} 63

h(ay, ag)vy + h(ay.az)0s. (3.2)

T 7
du; ? da;da;das da;0u’

Além disso, considerando como anteriormente que h(ay.as) = p(y/a? + a3). ficaremos
/

com H; = ,9 (; C assim,
a?+ a3
i’) d | 5‘9, ] 1 " \r;/ 2 ?9/
—H, = | ——=a | = 2 A > = |ay + = =1
du, day | Jai+a3 | it Va4 a3 Vai + a;
? ol o ] | . o , o'
——Hy = =2 = — s\ P — e |t
duy dasy I Vai+ai | ay + a; Vai+as Vai+as
d ) 1 p’
— = —1], = — | " - ———= | a5.
da, > day a? + a3 <*9 a? (,§> SO
Logo.
9 d " f
day (1o
0 0
()(Ll (5]

Assim, para V3 = ;. teremos:

d - 7] 1 . : mily Mw
—Vi=—|—s5—— || —HHW —HHYy— ———H ————H |+
da; ° Oda; |1+ H? + H? ( L YRR M e Mo 2) !

1 0 . 0 : mrlg 0 Mw 0 .

———— | —(—H1H,)Y, — HiH)9 — ———H — ————H, |.

i 1+ H + H3 (c')a,i( rHy ) ('90',4( 1H2)0, M + mr? da; YUMo da; 2)

Usando que H;(0,0) = H»(0,0) = 0, (3.1). (3.2), (3.4) e (3.3). obteremos:

d - mr? i d
Y »"(0): a—V_g(e,) =fl.
(05

Ve = "I
da, s(e) M + mr?

79



Agora,

@ = 1 J : : d : M ad -
Vi = . | —(=IL 1), — ILIT, — — (1L 1)Uy — —————1I.
v, ° 1+ HI+ H2 <al)1( W)y = Ihih am( 1112)0: M+ mr? 90, 2)
e
Jd - 1 d . d : . Muw a
— V3= , - —H H)), — —(H{H3)Vy — HHHy — —————H> | .
oy 1+HE+H§<01)2( L), avz)z( VH)ve = I = s o, 2)
ad - d a a d d
Pelo fatode —1II; = —1II; e — I, = —1II, = — 11, = —1II,. usando (3.4) e (3.3).
dlofatode glly = G-Il 8 ga-Th = 5o th = g -ty = My, msando (34) =(3.)
concluimos: . p y
@ — — 1 w
—Vs(e) = 0: —V53(e) = ————"(0).
o 3(¢) A 3(e) .\/+111/'zp (0)
Por fim. i
J _ ] .
Vy=—— I
ow * M4 mr?
, - .
Porém, como H;(e) = 0. teremos 0—1/3(9) = 0.
w
Analogamente para V; = Js. teremos:
d - d - miry
Vile) = 0: Vi(e) = —————"(0),
day i(e) das i(e) ;\/+77n‘2\'9 (0),
g = Mw d -
—Vi(e) = ————p"(0): =—Vi(¢) =0
o, 1(e) J\/err'fp ) Ay ()
o _
—V =0
¢ dw ()

Nos resta fazer os célculos para V5 = w.

da; a;

g Vs = <ad DN (a)v x 9, N(u)> + <DN(U,)‘(9 x 1. 58—/\7(u,)>.
Qi

Pode-se facilmente observar que:

0 - d -
duy () duy (€)



Agora,

8 - J d : 7]
V= N (a)9x 1), N(a) ) = N(a)dxd. N N(a) N .
O‘l)i") <f)l)i(D‘\ (@)Ix1), N ((l)> <(’)l),~D (a)Ux ). N (a)>+<D\ ((l)l)xf,)'l‘)il) \ ((,)>

Lembrando que,

(H,, H,.0).

1 . : .
DN (a)i) = — (T, HoIT)(Hy, Hy. —1) +
(1+ H2 + H2)3

1
NN

obteremos. pelo fato de H, e H, nao dependerem de v; e H;(e) = 0, que:

d
— DN (a)V = DN(a)d = 0,
(a'l},'

quando calculados em e.

Assim.

Jd -
—V; = 0.
f)‘ﬂ,‘ °

_ J —
Além disso. como V5 nao depende de w, a—Vs(e) =1
w

2
. . - mreg Muw
Para simplificar a notacao. tomaremos A = —JZ g 8= ——.
M+ mr M + mr

Scgue que a matriz jacobiana de V' em e ¢ dada por:

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
DV(e)=| —Ap"(0) 0 0 —Bwyp”(0) 0
0 —Ap"(0) Bwe"(0) 0 0
0 0 0 0 0

Encontraremos agora os autovalores dessa matriz. Para isso, calculemos o polinomio

caracteristico:

p(\) = det(DV (e) = 1) = =A[ X'+ (B2u?[p"(0)]* + 240" (0)) N2 + A%[p"(0)]*]
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Portanto um dos autovalores é nulo e os outros devem satisfazer:

M+ (BPw?[p"(0)) + 240" (0)) A + A%[p"(0)] = 0.

Considere z = A% Assim, a expressao torna-se:

2+ (B2w?[p"(0)]* + 24¢"(0)) 2 + A*[p"(0)]* = 0.

Logo.

=B (0) - 2457(0) + \/(B'zw'z[,o"(on‘z +2457(0))” — 442[ 7 (0))?
# = y

>4

—B2u?[p"(0)]> — 240" (0) + /B[ "(0))* + 4AB2w2["(0)]?
5 :

Como visto, ”(0) > 0, A > 0e B > 0, e assim, Blw!["(0)]' + 44B%w?[px"(0)]* > 0.

Além disso.

—B2u?[p"(0)]* = 24"(0) + /Biui|p”(0)]* + 4AB2w?[p"(0)]® < 0 <

& /Blutlp"(0)* + 4AB2w?[p”(0)]P < B*w?[p"(0)]* + 249" (0) <
& Bl [p"(0)]' + AR o " (O) < Bru'lp (O] + 4ABR[p" () + 447" (O) &

&0 < 4Ap"(0)]

Portanto z; < 0. Tomando

= B OF = 240"0) + T O ¥ AT TR

com w; > 0, teremos z; = —w?.

Também.

- —B%w*p"(0)]? — 240" (0) — /B*w'[p"(0)]* + 4AB2w?[p"(0)]?

Z9 = 5 < 0.
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Assim, tomando

,  —B2w?p"(0)]? = 24p"(0) — /Bruw'p"(0)] + 1AB2w2[»"(0)]?
—Uly = .
2 2

com wy > 0, teremos zy = —wg.

Portanto. os autovalores sao:
)\1 = 0, /\2 = ‘ll?li. /\;5 = —ll’li, /\_| = II'Qi. /\5 = —ll’Qi.

com wy £ —uws.

Calculemos o autovetor associado ao autovalor —w;i. Para isso, precisamos resolver o

sistema:
wyt 0 1 0 0 R
0 Wyl 0 1 0 9
- Ap”(0) 0 Wi —Bwp”(0) 0 vy | = 0.
0 —Ap”(0) Bwp”(0) wyi 0 Ty
0 0 0 0 wyi a5
Segue:
Lviwit + 3 =0 = w3 = —wqwyi: (3.5)
Towil + x4 = 0 = x4 = —x2wii: (3.6)
—11A9"(0) + 3wyt — a3 Bwp”(0) = 0; (3.7)
—29A0"(0) + 23 Bwp”(0) + xywyi = 0 (3.8)
Tsuni = 0= a5 = 0. (3.9)
Substituindo (3.5) e (3.6) em (3.7) e (3.8) obteremos:
— 21 40"(0) 4+ zyw? — Tun Bwp"(0)i =0 (3.10)
—29 A" (0) + z3w Bwe”(0)i + 29w? = 0 (3.11)

Agora, multiplicando (3.10) por w7 e somando com a multiplicagao de (3.11) por Bwg ”(0).
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teremos, apods isolarmos a79:

—un Ap”(0) + wi — wy B2w?(£"(0))? | .
Ty =& A I
e BAw(z"(0))2

Logo. tomando
_ —wAp"(0) + wi — w;Bru?(0"(0))?
BAw(p"(0))?

com j=1.2, obtemos o autovetor V_,, ; associado ao autovalor —w;i. dado por:

‘/41“,' = (1;\711 *ll’li, ,\’IUI,U) = (10 0. /‘/\’11('].0) + (0,1\’1. =Un, 0: O)l

Analogamente concluimos que o autovetor V_.,;. associado ao autovalor —w;i, é:

Vew,i

(1 0.0. 1\’2”'2. O) -+ (U \’3 — 9. 0. O)I

Assim. em um sistema de coordenadas formado pelas partes reais ¢ imaginarias dos

autovetores correspondentes aos autovalores complexos, o fluxo lincar ¢ dado por:

Ru'|l 0 0
T 0 Ry O ]
0 0 0
Além disso. a ac@o ¢y ¢ da forma:
Reg 0 O
T 0 R_g 0 1
0o 0 1

onde Ry denota a rotacao de angulo 6.

Notemos que nessas coordenadas o conjunto ¥ ¢ dado por ¥ = {x € R® / xg = x4 = 0}.
Agora, dado um ponto = € R®, projetemos este ponto no plano a2 ¢ no plano x3x,. Essas
projecoes fazem um angulo a; e as com os eixos x; e a3y respectivamente, ou seja, w2 = 0 e

2y = 0.

Observemos que @ = (R;cosaj, —R;sinay, Ry cosag, —Rysin ag, 15). pois a base for-
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mada pelas partes reais e imaginarias dos autovetores ¢ ortogonal em x5 e vz, e assim

Rl COS(LI’1 + LUlio)

HlCOS(,ll cos (Ult() — Rysina; sinw,t
1 1 160
—/i] sin(a] + 'lU]f(J)

— Ry cosay sin wity — Ry sina; cos w; iy

LI " . ) A .
() = Ry cos s cos waly — Ry sin as sin waty = Ry cos(ag + watp)
— [R5 cos aip sIn waty — o sin as cos waty — Ry sin(as + walp)
0 0

Logo o angulo que a projecao de wx(ty) sobre o plano wys faz com wy = 0 é igual a

ay(tg) = a1 + wity e 0 angulo que a projecao sobre o plano 3wy faz com @y = 0 € ay(ty) =

)+ Qs
-+ w9

Ay + waty. Assim, tomando ty = — temos que:

(107 + W)l = —(q 4 a2) = v 4+ unly = —(ag + waty)

¢ portanto
ai1(fo) = a1 +wite = —(az + waty) = —oa(fo)-

Com isso temos,

R, cos(a; + witg) Ry cos(av (o))
— Ry sin(ay + w 1) — Ry sin(a (o))
l/’o(i_n)(Hi"(-lf)) = Vo(iy) Ry cos(ag + waty) = Vo(in) Ry cos(ay(ty)) =
— Ry sin(ay + waty) — Ry sin(as(fy))
0 0
Ry cos(w (to)) Ri[cos(0(to)) cos(ay(to)) — sin(O(to)) sin(av (to))]
— Ry sin(an (to)) —Ru[sin(0(to ))608(01( b)) + cos(0(to)) sin(ai (fo))]
= Vy(in) Ry cos(—ay (o)) = Ra|cos(— 0(to)) cos(—an (ty)) — sin(—0(t)) sin(

— Ry sin(—ay (tg)) — Rylsin(—0(ty)) cos(— 0)) + cos(—0(ty)) sin(—a,

0

ai({o))]
¢

0))]



in(a( iU) | R 005(0(50) n al(fO)

R [cos(0(to)) cos(an (fo)) — b111( )(1o)) s ) )
—Ry[sin(0(#g)) cos(ay(fo)) + cos(0(te)) sin(aq ()] — Ry sin(0(to) + a1 (to))
= Rs[cos(6( ))cos( (1)) — sin(A(ty)) sin(ay(ty))) = | Rycos(f(to) + ai(fo))
Ry [sin(0(10)) cos(ai(fo)) + cos(6(tn)) sin(a (fo))] Ry sin(0(to) + a1 (to))
0 0
Entao. se tomarmos ( fo) = —oy( fo) teremos
Ry
0
Do (IT°(2) = | Ry
0
0
ou scja. uo(,»n)(f]"'“(;z-)) el
Para o instante positivo basta tomarmos 7, = ~M pois

wy + wy

(wy + w)l; = —(a1 + a2) + 47 = a1 + wily = — (a2 + waly) + 47 = ay(ly) = —ay (i) + 4.

Pérém, cos(—a,(t;) + 47) = cos(—ay(f,)) e sin(—ay(t) + 47) = sin(—a4(f;)). Dai, a
conclusao fica analoga a0 caso de lo.

Além disso, como cstamos observando uma vizinhanca do ponto de equilibrio e. podemos
ver o fluxo de V' como uma perturbacio do fluxo linear. Note que para todo ponto fora dos
planos xy22(1y = @y = 0) e azay(1; = a5 = 0), os angulos de projecao estao bem definidos.
Assim, dado 2 € P fora desses planos, pelo teorema da funcao implicita, existe um instante
positivo {y para o qual o fluxo ¢ a acdo de S! levam x para 3.

Analogamente, existe um instante negativo.

|

Observemos que para demonstrar o Lema 3.5, usamos o fato de que o ponto por onde
a 6rbita passa esta fora de {x; = 22 = 0} U {23 = x4 = 0}, ou seja, estd fora do conjunto
de equilibrios relativos. Para terminar a demonstracao do Lema 3.4, analisaremos uma
orbita por um ponto na vizinhanga de um ponto de 7' e préximo de um ponto de equilibrio
de y. Para isso usaremos a técnica de “blow-up”no ponto (0.0,0,ps,0). Primeiramente

desloquemos p4 para zero. Agora, como na demonstracao do Lema 3.3, faremos um “blow-
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up dado por p = ry, com |r| << 1. Entao, o sistema fica da seguinte forma:
y = Ly +rQy) + O(ll°|]),

onde Ly é a projecao em I da linearizacdo do campo V em torno de ¢ € R®. Para

1 = 0 temos oOrbitas periddicas. Como na demonstracao do Lema 3.3, usando o teorema da
funcao implicita, podemos concluir que temos movimentos periodicos em torno de pontos de
cquilibrio para r suficientemente pequeno. Scgue desse fato ¢ do Lema 3.5 a demonstracao
do Lema 3.4.

Lema 3.6. Uma orbila de x que passa por um ponto reqular de P € periodica.

Demonstracao: Considere a energia:

M alp’)?

FE= 21),, +aps + ——-p5 + myp.
Ay

Ja que a superficie em que a esfera rola é de revolucio e convexa, temos que o' > 0 e
consequentemente p > 0. Além disso, como p; > 0, entao todos os termos de 7 sao positivos

e o conjunto onde F é constante é compacto. De fato, considere a aplicacao

M, alp’)?
F(prs P2, p3, 01, s5) = 5 ——Pi+ aps + I ——pj + mgp

Os pontos p € P onde F(p) = constante = ¢ ¢ dado por I'(¢). Como {('} ¢ fechado,

= »"(0), 0

F~1(c) é fechado. Agora. como todos os termos de I sdo positivos e lim
P1—0 \/_
conjunto tem que ser limitado e portanto compacto.

Suponha que estamos comecando em um ponto regular p € I’ tal que p; > 0. Pelo
Teorema 2.4, se para um tempo finito positivo e para um tempo finito negativo termos
p2 = 0. entao a orbita que passa por p ¢ periddica ¢ o resultado esta demonstrado. Suponha
entdo que po(t) > 0 para todo ¢t € R. Faremos a demonstracdo em duas ctapas, primeiro
para t positivo e depois para t negativo. Note que como ps(t) > 0, entao p; (1) > 0 para todo
t positivo e assim p; ¢ estritamente crescente. Porém, F'~!(c) é compacto e assim p; néo
pode tender para o infinito quando ¢ tende para o infinito. Portanto existe uma sequéncia
{t,} com ¢, — o quando n — oo tal que p,(t,) — 0 quando n — oc. ou seja. pa(t,) — 0.

Isso quer dizer que a érbita que passa por p tende para ¥, porém nao intersepta ¥. ou seja,
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ela nao ¢é transeversal a . Entretanto. o campo é nao transversal a ¥ apenas nos pontos de
equilibrio e em 7' e portanto a 6rbita tem que se acumular em um desses pontos. Mas pelos
dois lemas anteriores os pontos de T e de equilibrio sao rodeados por érbitas periddicas. Isso
¢ uma contradigao pois como a érbita de p tende a ¥ mas nao o cruza cla nao pode ser uma

érbita periddica. Logo para um ¢ finito. po(f) = 0, ou scja, a dérbita cruza .

Para t ncgativo repitiremos o argumento introduzindo 7 = —t¢. Disso.
d )
EPI(—T) = pi(=7)(=1) = —pa(-7).

Suponha que p» nao se anule em nenhum 7 finito. Como p»(#) > 0. temos que
0> —po(—7) = %1)1(—7), ou seja, p; decresce monotonicamente. Nas sabemos que. por
definigao, pi(t) > 0. logo existe uma scquéncia 7, tal que py(—7,) — 0 para n — oo, ou scja,
p2(—7) — 0. Usando o mesmo argumento que no caso em quce t ¢ positivo. chegamos a uma
contradicdo. Analogamento podemos tratar os casos nos quais comecamos em um ponto p
em que p» = 0 e p» < 0 e assim analisamos todas as possibﬂidades.

|

Dos Lemas 3.3, 34 ¢ 3.6 scgue que uma curva integral do campo vetorial y em P ¢

periddica ou um ponto de equilibrio. Assim. a Proposicao 3.1 estd provada.

3.2 Movimento Quase-Peridodico em um Fibrado Prin-
cipal

Seja G um grupo de Lic compacto ¢ conexo que age livremente ¢ propriamente sobre C.

Consideraremos que um toro é um subgrupo compacto, conexo e abeliano de G.

Definicao 3.1. Um toro T C G € mazimal se dado qualquer toro T" tal que T C T, entao
T="T.
Podemos observar que todo toro maximal contido em G tem a mesma dimensao. Assim,

definimos como posto de G a dimensao dos toros maximais.

Definicao 3.2. Um fibrado (C.w, P, F.G) é um G-fibrado principal se F' = G, onde F' € a
fibra. '
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Nesta secao consideraremos um G-fibrado principal com espaco total €', espaco base I’
e projecao 7 : (! — I’. Suporemos que G é um grupo de Lie compacto e conexo tal que
seu posto seja 1. Além disso, suporemos que (& age livremente sobre €. Seja V. um campo
vetorial G-invariante sobre C' com fluxo ¢'. Neste caso. V' induz um campo vetorial \ sobre

P. Suporemos que o fluxo de y scja periddico.

Definicao 3.3. Seja X um campo vetorial em /\. Dada uma curva integral v desse campo,
diremos que v € quase-periodico se dado x em vy, para todo aberto U, com 1: € U, o conjunto
D(v.U)={t € R:~(t) € U} € relativamente denso em R, ou seja, existe um nimero real
I > 0 tal que todo intervalo de tamanho | contém um elemento de D(x,U).

Estamos interessados em demonstrar o scguinte resultado:

Proposicao 3.2. Sob certas condicoes de regularidade, o movimento é quase-periodico e
ocorre sobre loros de dimensao r + 1 que cobrem C'. O numero de coordenadas dos quais o
campo vetorial sobre esses toros depende € igual a dimensao de P menos 1.

Demonstracao:

Scjam yy € C' ¢ g = w(yo) € P. Considere a fibracdo de P pclas 6rbitas periddicas
de y. isto é, o conjunto das drbitas periddicas é uma folheacao para P. Seja S uma secao
transversal local a esta fibracao em a, ou seja, S é uma variedade(sem fronteira) transversal
as orbitas de y e dimS € igual a codimensao dessas drbitas.

Dcnotaremos por S’ a uniao das érbitas da fibracao que cruzam S ¢ seja €' = 7 1(9").
Podemos notar que S’ é um conjunto aberto de P e invariante sob o fluxo de y e assim, como
7 ¢ uma aplicacao continua. 7 '(5") é aberto, ou seja. C” é aberto em C. Além disso, como
S’ é invariante pelo [luxo de y, C" é invariante pelo fluxo ¢' de V' e também é invariante pela
acao de . Considere também a aplicagao diferenciavel 7, onde 7(x) é o periodo da érbita
periddica de y que passa por @ € S’.

Tome agora p' como o fluxo do campo y. Como as drhitas de y sao periédicas, p°(z) =
™) =z para todo # € P, onde # = 7w(y), com y € C. Assim, como 7(¢'(y)) = ©'(x),
7(0°(y)) = ©°(x) = x, com ¢°(y) = y. Além disso, m(¢"®)(y)) = p"@(x) = x. Portanto
¢ @) (y) € 77! (x). a fibra sobre x. Agora, a fibra sobre x é dada pela dérbita que passa por
x ¢ assim, pelo fato de ¢™®(y) € 77 1(=), existe u(y) € G tal que ¢™(y) = u(y).y.

Isto da origem a uma aplicacao diferenciavel p: C' — G.
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Definicao 3.4. Dado um subconjunto H de um grupo G, o cenlralizador de H €

G(H)={g € G/gh=hg.Vh € H}.

Denotaremos o centralizador do elemento /i € G por Gy,
Podemos observar que o centralizador de /v na algebra de lieg de G é g), = Ner(Ad(h)—T).
Dec fato, se X € g, entao Ad(h)X = X. Tomando a acdo conjugacdo ¢. ou scja,

dn(g) = hgh™!, temos:

cap(X) = eap(Ad(h)X) = opleap( X)) = heap(X)h™' & eap(X).h = heap(X),

ou seja.
exp(X) € Gy

Portanto. ea:p(gp) C G,.

Definicao 3.5. Um elemento h € G € regular se, e somenle se, dimGy, = dimT, onde T é
um toro mazximal contido em G.
Para demonstrarmos o proximo lema precisamos do seguinte resultado, que pode ser

encontrado em (6]

Proposicao 3.3. Seja G um grupo de Lie. Dado h € G, existe wm toro mazimal T' C G tal
que h € T.

Lema 3.7. Se G € a componente coneza do centralizador G, que comtém a identidade,
enlao G é um toro mdzimal de G.
Demonstracao: Dado h € G, existe um toro maximal 7" tal que h € T. Mas como T é
abeliano, gh = hg para todo g € T, logo T' C (. Usando o fato que T' é conexo concluimos
que T C Y, pois a identidade de G pertence a 7. Suponha agora que h ¢ regular. Se
T € GY entdao dimT < dimGY, pois G} é conexo ¢ T é compacto ¢ conexo. Mas isso ¢ um
absurdo pois como h é regular, dimG), = dimT. Portanto T' = G}, = exp(g), ou seja, G é
um toro maximal em G.
||
G denotara o conjunto dos elementos de GG que sao regulares e C"%9 sera dado por todo

y € C’ tal que pu(y) é regular.
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Como " ¢ um subconjunto aberto de G, C"Y também é aberto, pois j € diferenciavel.

Além disso, ("9 é G-invariante e invariante pelo fluxo p'.

Definicao 3.6. O normalizador de um subgrupo Il de um grupo G é dado por
N(H) = {g €G/gHg = H}.

Definicao 3.7. Seja T um toro mazimal em G e N = N(T) o normalizador de T em G,

]
entao o grupo W = T ¢ chamado o grupo de Weyl de G.

Considere a acao do normalizador N sobre 7', p: N x T'— T, dada por:

p(n.t) =mnin""'
Como T é um subgrupo abeliano, obtemos uma acao v : 1V x T'— T, induzida da acao

p, dada por:
p(nT.t) = ntn™".

‘,"( 10
Trabalharemos agora com o grupo de Wevl W = —Ly). com y € C"9. Para ve-
O B (1() j
T
n(y)

rificarmos o préximo lema precisaremos do seguinte resultado cuja demonstracao pode ser

encontrada em [6].

Teorema 3.2. Seja G wm grupo de Lie compacto e conexo e T um loro mazimal de G.
Entao G(T) =T.

Com esse resultado podemos demonstrar:

Lema 3.8. Se v,/)('an'ﬁ(y),g) = 'l/)(77,2G2(y).g), para todo g € Gﬁ(y), entao ”16’2(11) = ngG?l(y).

Demonstracao: Sejam m G}, 712G2(y) € W. Entao. para todo g € G,
‘1/1(711G2(y), g) =1 (7126'2(y), g) = nlgnl_1 = 712gn;1 = nglnlg = gn.z_'n.l.

Logo n, 'n; € G(Gg(y)). Mas como G é um grupo de Lie compacto e conexo e G é
o . . 1 0 — (10 S =1, 10
um toro maximal, temos pelo Teorema 3.2 que G (G“(y)) = G“(y) € assim n, n; € G,,(y)-
0

Sk 0 _
Portanto an’“(y) = ngG#(y).
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E claro que p(y) € G (y)- Mas como consequencia do resultado anterior, mostraremos

que ji(y) estd em G .

Lema 3.9. Dado y € C™9, u(y) € G}, .

Demonstracao: Como y € C™ entao pu(y) ¢ regular ¢ assim G(,i(y) ¢ um toro maximal.
Além disso, /I(I/)Co(y) C?I ) //(1/) ou scja, ji(y) € N (C’“ n):

De fato. dado ji(y)go € l/)GH(y). como gy € G“(y). entao ji(y)go = gopi(y) € G“ h(Y)-
Logo ju(y )G“ w C Cr“ Yy y). Analogamente ji(y )GU W 2 Gﬁu)ll(' y) e portanto yi(y) €
N(G?,)- Com isso, dado g € G !

Se g€ G°

(y)- fica bem definida l‘(/l(l/)GMu) 9) = p(y)gu(y)”

(y): €ntao gu(y) = p(y)g e assim

V()G 9) = nw)an(y) ™ = gn(w)p(y)™ = g = (G, 9)-

Pelo lema anterior, concluimos que p(y )("2(:;

=G, ouseja. u(y) € Gy
|
Podemos obscrvar que o toro maximal G;’, () Varia quando y varia. O objetivo agora ¢é
descreve uma forma de fixar toros maximais.
Para isso. usaremos o seguinte (ver [6]):
Teorema 3.3. Quaisquer dois toros mazimais T e T" em um grupo de Lie compacto e conexo
G sdo conjugados, isto €, existe g € G lal que T = gT'g™".

Deste teorema segue o resultado:

Lema 3.10. Fizado um toro maximal T C G com dlgebra de Lie &, existe uma segao
transversal local ¥ para a fibragao de C' pelas G-orbitas tal que para todo y € X, gupy) = €

Demonstracao: Pclo teorema anterior, 7 ¢ G | sao conjugados. ou scja, existe g(y) € G

nty)
tal que Gﬂ(y) g(y)Tg(y)~'. Assim. g,(,) = Ad(g(y))E. De fato.

exp(Ad(g(y))E) = by (exp(§)) = g(W)exp(&)g(y) " = 9(W)Tely) ™" = Gy,

Dai, por unicidade, Ad(g(y))¢ = gu()

Além disso, como N(T')t = tN(T) para todo t € T, podemos dizer que Ad(g,)¢ = gu(y)-
onde g, = g(y)N(T).

A aplicacao R : C"%9 —

N(TT) tal que R(y) = g, ¢ diferencidvel. Considerando o caso em

que g(y) = e, teremos & = g,(,). Assim a fibra sobre N(T) é dada por & = R™'(N(T)) =
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{y e C™ /gy = &} e dim¥ = dimC — (dim G — dimN(T)). Como G age livremente.

dim(G-orbitas) = dim G e assim,
dim(G-érbitas) +dim ¥ = dim G + dim C — dim G + dim N(T) = dim C + dim N(T) > dim C.

Portanto dim ¥ # codim(G-6rbitas) e assim nao pode ser uma segao transversal local.
Por isso. tomaremos como ¥ uma secao transversal local para a fibracdo de ¥ pelas N(T)-

orbitas. Podemos notar realmente que ¥ é complementar a GG-6rbitas pois
dim ¥ + dim(G-6rbitas) = dim & — dim(N(T)-érbitas) + dim G =

=dimC — dim G + dim N(T) — dim N(T) + dimG = dim C.

B

Seja k a inversa do difeomorfismo 7 restrito a ¥ para um conjunto aberto de S’. Considere
ji = jio k. Podemos observar que ji : .S — T é diferenciavel.

Mostraremos que a imagem de ;i estd contida em 7. Para isso, observe que dado s € S.
k(s) € ¥ C C" e assim pelo Lema 3.9, u(k(s)) € C”?l(k(s))’ Além disso. pelo Lema 3.10.
9,(k(s)) = € 0 que implica por unicidade de algebra de Lie que Gz(k(s)) = T e portanto
i(s) = u(k(s)) e T.

Considere o isomorfismo 7 : (%)k — T ¢ a aplicagdo I' : T x R x S — ” dada por
F(h.t,s) = ¢'(h.k(s)). Da aplicacao I, podemos identificar pontos de 7' x R x .S do seguinte
modo: dados (hy.11,51), (ha,t2,50) € T x R x S, (hy,t1.51) ~ (ha, 1. 52) se. e somente se,
(" (hik(s1))) = m(d2(hak(s2))). Isso quer dizer que temos uma Z-acao I sobre T'x R x S
dada por:

IH(n,(h.t,s)) = (hu(s) " t +n7(s).s)

Essa acao de fato define a relagdo de equivaléncia citada. Demonstraremos este fato por

indugdo. Para n = 1, usando o fato quec a G-6rbita comuta com o fluxo, temos
(@O (hfi(s) 7 k(s))) = w(d' (7 (hfi(s) ™" k(s)))) = m(¢' (h.pi(s) " ™ (k(s)))) =

— (b i) ulk())(S)) = (@ (i) T)KS)) = (9 b(s))
Portanto (h.ji(s)™'.t + 7(s),s) ~ (h,t,s).
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Suponha que para k = n. 7(o*"" ) (h.ji(s)"".k(s))) = m(&' (h.k(s))), entdo para
k=n+1,

,/T((/l)l+117(s)+7(.s)(h'ﬁ(s)fnfl ],(q))) _ ﬁ((,)T(s)(d)l+,-pT(.s)

(h.ji(s)™"""k(s)))) =

= w07 (Fils) "GO (Ii(s) " h(5)))) = w67 (ils) T B (hk(5)))

A (0 (0 i(s) " K(s))) = w(# (1 k(s))).
Logo (hji(s) "1t + (n+ 1)7(s),s) ~ (h.t.s). como queriamos.
Além disso. a acao H ¢ livre pois

H(n.(h.t.s)) = (h.t,s) < (hg(s)™", t +n7(s),s) = (h.t.s) S t+nr(s) =t & n=0

e propria por Z ser um conjunto discreto.

. TxRxS | . . i
Assim. por [2]. 7 ¢ uma variedade diferenciavel.

Definigao 3.8. Tomando N = ()" x £ x S, seja = : X225 — N a aplicagao dada por:

=([(h, 1. 5)])

("7“(/7) + u‘(ﬁ(s))% mod Z", ,,(tg.) mod Z, s)

TxRxS ;
onde [(h.t, s)| denota um elemento de LrExe

en ' (ji(s)) mod Z" é um elemento da
Z 7(s)
forma (alL

—mymod Z. ... a, ;mod Z), com 1 (ji(s)) = (aimod Z, ..., a,mod Z).

Mostraremos agora que = é um difeomorfismo. Para isso calculemos sua inversa.
Defina © : N — IXExS hop:

O©(a mod Z". b mod Z. s) = [(n(a mod Z" — n~'(ji(s))b mod Z"), br(s), s)].
Por um célculo simples podemos notar que © é a inversa de =. Também, © e = sao
diferenciaveis pois 7 ¢ um isomorfismo. Portanto = ¢ um difeomorfismo.
Agora, demonstraremos o seguinte resultado:
Lema 3.11. A aplicagao = conjuga a R-ag¢ao Ay sobre % dada por
Av([(h.t.s)]) = [(h,t + 1, 5)].
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com a R-agao N\ sobre N dada por

/

Ay (k. t mod Z.s) = (/c + 07 (1(s)) E ) mod Z". (l + E )> mod Z.s). (3.12)
7(s 7(s

Demonstragao: Temos.

7(s 7(s)

S(Au([(h 1)) = Z(((h, 14 5)]) = (ul(/m i (i) ! §') mod 77, U : ") 1nod z)

C

ApE((h 1. 9)])) = Aw <77_'(h) n ])—1(,27(5))%&) mod Z", ,—(tg) mod Z, s) =

- (17”1(11) + 7]1(;7(5))%:5) mod Z" + 1]_1(;7(.9))TZ;) mod Z". (T(Z) + TE;)) mod Z. .s‘) -

—

— <I}ﬁl(h) + Ifl(ﬁ('q)) T(S“) T(F;)

-+t ot
+1) mod Z’.( + )mod 7. s>

Portanto Zo Ay = Ay o =,

Olhando para o seguinte diagrama:

TxRxSE—scr

=g N
podemos encontrar a aplicacao 3 : T—X%X—S— — (”. dada por
B([(h,t, s)]) = F(h,t,s).
A partir desse resultado, podemos definir uma aplicacao ¥ : N — C" dada por:
U(k,t,s) = B(O(h, t,5)) = B([(n(k — n~ " (fi(s))t mod Z7),t7(s).5)]) =
= F(n(k —n""(i(s))t mod Z"),t7(s),s) = ¢ (n(k — n~" (i(s))t mod Z").k(s)).
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Lema 3.12. A aplicacao ¥ tem as sequinles propriedades:

1. U é um mergulho.

2. W conjuga a R-agao Ny sobre N com o fluzo ¢" sobre (.
Demonstracao:

Como © é um difeomorfismo, concluimo que ¥ é um mergulho e 1. estda demonstrado.

Agora, usando o Lema 3.11. temos:

U(Ap(k.t,5) = BONp (k. 1,5))) = HAp(O(k.1.5))) =

= 3(Ap([(n(k —n~ " (a(s))t mod Z"). t7(s).s)]))

Bk — 57 (7i(s))t mod Z7). t7(s) 1 1',5)])
= Pk — 0™ (fils))t mod Z7). t7(s) + '.5) =

O (k= 7 (Gi(s))t mod Z7) k() ) =
= 6" (0" (n(k = 7 (i(s))t mod 27 ) (s) ) ) = 6" (W(k.L..5)).

Portanto ¥ o Ay = ¢ o W e 2. estd demonstrado.
||

Pelo Lema 3.12, N estd mergulhado em C” e como o comportamento do fluxo ¢' é o mesmo

que a R-acao sobre um toro de dimensao 1 + 1 para cada s fixado, entao 0 movimento em

C" ocorre sobre um toro de dimensao r + 1. Nos resta saber como V(') comporta-se em C’

Considere a acao A : T x (G x N) — (G x N) dada por:
An(g. k,t mod Z,s) = (gh™'.n"'(h) + k.t mod Z.s).
Esta acdo comuta com a acao B : G x (G x N) — (G x N') dada por:
Bg(g, k.t mod Z.s) = (gg, k.t mod Z, s).
De fato,

An(Bg(g, k,t mod Z,s)) = Ax(gg, k,t mod Z,s) = ((gg)h~ ', n*(h) + k,t mod Z, s)
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Bs(An(g. k.t mod Z.s)) = Bg(gh™ . ' (h)+k.t mod Z.s) = (g(gh™"),n " (h)+k,t mod Z, s).

Como (gg)h™" = glgh™"), entdo Ay 0 B3 = By o A,

Além disso, A comuta com a agao D : R x (G x N) — (G x N) dada por:

/

Di(g. k.t mod Z.s) = | g. k+ 27" (fi(s)) : mod Z". |t + : mod Z, s
7(s) 7(s)

Dec fato,

TS T\S

1’ . 3
Mp(Dyp(g, bt mod Z, s)) = Ay <g, k+n~ ' (ji(s)) mod Z". (f + ; )> mod Z. s) =

/

i ' t
= mod Z', (7‘ + T(S)> mod Z, s)

Di(Ay(g. k.t mod Z.5s)) = Dp(gh™ . 97" (k) + k.t mod Z, s) =

= (gh™ ™ (h) + k+ ' (i(s))

/

= <_q/r_l_.1/_1(h) +h+ zfl(ﬁ(s))%s) mod Z", (t + %) mod Z, s>

Portanto 4;, 0 Dy = Dypo Ay,

: (GxN)
Como 4, comuta tanto com B; quanto com Dy, o quociente M/ = ———= herda uma
(G-agao e uma R-acao que comutam. E natural que essas acoes sejam B : ¢ x M — A dada
por:

B;([(g. k.t mod Z,s)]) = [(gg, k,t mod Z, s)]
¢ D:Rx M — M dada por:

/

Dy ([(g,k,t mod Z, s)]) = ’(g,k + ‘1]41(/7(5))7_2(;) mod Z', <t 4 %) mod Z, .5)

Para observarmos que essas agoes estdo bem definidas, considere (g1, k1. tymod Z. s,)] e

[(g2, k2. tamod Z. s5)| pertencentes a M. tal que [(g;, kl tymod Z, s1)] = [(ga, k2, tamod Z, s5)],
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ou seja. que existe h € T, tal que Ap(gy, k. tymod Z, s;) = (g2, ky. tymod Z, s5). Assim:
By ([(g2- k2. ts mod Z, s3)]) = [(Gg2, k2. 2 mod Z. s5)] = [By(g2, k2. 12 mod Z, s5)] =

= lB{](Ah(gl: kl:"l mod Z. Sl))] = [A[,(B@(gh kl,tl mod Z, 51))] =
= [By(g1, k1. ty mod Z. 51)] = Bg([(¢1. k1. 1 mod Z, 5,)]).
Analogamente podemos mostrar que /) estd bem definida.
E simples mostrar que By o Dy = Dy o By.

Lema 3.13. A aplica¢ao ® : M — C’, dada por
O([(g. k.t mod Z,s)]) = ¢.V(k.t mod Z. 5)

¢ um difeomorfismo sobre uma vizinhanga aberta G-invariante e fluro invariante de yy. Além
disso, ® conjuga a G-a¢do B sobre N com a G-agao ji sobre C' e conjuga a R-agao D sobre
M com o fluro ¢ de V sobre C.

Demonstracao: Como ¥(N) C C’. e C' é um conjunto G-invariante, entao. pelo modo
como foi definido ®. concluimos que ®(A/) C C'. Além disso. ®(N/) é G-invariante e
fluxo-invariante. assim, tome um aberto U C ®(A/), G-invariante e fluxo-invariante tal que
U : M — U scja um difeomorfismo.

Para mostrar que ® o By = ji50 ®, scja [(g, k, tmod Z. s)], assim:

O(B;([(g, k, t mod Z.s)])) = ®([(gy, k,t mod Z.s)]) = gg.¥(k.t mod Z. s)

115(@([(g, k.t mod Z,s)])) = 115(9.¥(k,t mod Z,s)) = gg.V(k,t mod Z, s).

Logo ® o Bg = jigo .

T~ 7
Agora, para mostrar que ® o Dy = ¢* o @, calculemos:

(.(J- k+77_1(ﬁ(3))l:%;—) mod Z'. <t+%> mod Z, e)jl) =

7

g.¥ <k + 77_1(27(5));%3_) mod Z', (t + %) mod Z, 5) =
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= ¢!t (1/<A' + //‘l(ﬁ(s))%ﬁ) mod Z" — 17 (ji(s)) (f + T;.S)> mod Z”) .A:(.s)) =

= ¢.0" T ((k — 7 (fi(s))t mod Z7).k(s))

¢ como o fluxo ¢ comuta com a G-acao,
0" (([(g. k.t mod Z,s)])) = ¢ (9. ¥ (k. t mod Z.s)) = go" (U(k,t mod Z,s)) =

= " (6" (n(k — 7 (i)t mod Z7).k(s))) = ¢.0" T (n(k — Y (ji(s))t mod Z7).k(s)).

Portanto ® o Dy = ¢! o .

'>/\'+J

N

Da R-acao sobre N dada em (3.12). concluimos que o campo vetorial sobre o toro (

m mod Z". ! - mod Z
7(s) 7(s)

Porém, para termos movimento quase-periddico genericamente. precisamos que a aplicacao
N\ At
V:§— <§> . dada por:

é dado por:

mod Z> (3.13)

k41
seja uma submersao. Observe que V (s) corresponde ao campo vetorial em (E) .

Mas para termos submersao é necessario que a dimensao do dominio seja maior que a do
contra-dominio. ou scja, dim S > r + 1.
Como S ¢ uma segao no espago P, podemos dizer que dim S = dim P — 1 ¢ portanto o

campo vetorial depende de dim P — 1 coordenadas.

3.3 Movimento Quase-Periddico Sobre Toros

Na Secao 3.1 vimos que uma curva integral de y no espago reduzido P é periddica ou

um ponto de equilibrio. Na Secao 3.2 provamos que orbitas periddicas no espago reduzido
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I’ dao origem a movimentos quase-periodicos sobre toros de dimensao 3 em C'. Nesta secao
veremos que podem existir movimentos quase-periédicos sobre toros de dimensao menor do
que tres.

Descreveremos as orbitas em C' que correspondem a um ponto de equilibrio de y em P.
Dado um ponto de equilibrio em P, o movimento sobre a variedade C' estéd sobre a fibra

SO(3) x S'. Segue que a esfera rola sobre uma mesma altura da superficie de revolucao.

A acao do grupo SO(3) x S! sobre a variedade ' é dada por:
omo(a, Ab.v) = (rga,rpA B~ b 1'01//'1;] ). (3.14)

onde ry € SO(3) representa uma rotacao do centro de massa da esfera de um angulo
0 em torno do eixo vertical. Considere o subgrupo a um parametro dado pela aplicacao

exponencial exp : s0(3) x R — SO(3) x S dada por:
ap(t(€a, 1)) = (1€ 1), (315)

onde & = (&.f) € so(3) x R e [ representa a [requeéncia de rotacao em torno do eixo
vertical.

Lembramos que os pontos de equilibrio relativo sao aquceles que sao projetados em pontos
de equilibrio em P. Usando o fato que o movimento por um cquilibrio relativo ¢ € C' é dado

por um subgrupo a um parametro de,pe)(c), podemos demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 3.4. Um ponto de equilibrio p*(f, R) € P corresponde a uma rotagao do centro
de massa da esfera com frequéncia f em wma altura constante da superficie de revolugao.

Consideraremos a altura tal que a2 + a3 = R?. A rolagao A(l) da esfera é dada por:
A(t) = rpe'® Ao, (3.16)

onde 1y € a Totagao em torno do eiwo verlical com um angulo elt, ou seja,

cos(eft) —sin(ef!) 0
= | sin(e/’) cos(ef?) 0
0 0 1
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R o . 5 5 .
em que Ag. ap2 € aga sao condigoes niciais tais que ag, + a5y = R? e

mr @o'(R) 2
o _ 3.17
 Mry1+ p'(R) / 2/ (R) — mgr?p’( )+(11“/ R+ Mp'(R?[*R
) Miry14 ' (R)?2fo'(

Demonstracao: De acordo com a agao (3.14), um equilibrio relativo corresponde a umn

movimento do centro de massa da esfera numa altura constante na superficie de revolucao.
Além disso. encontramos uma hijecao entre um ponto de equilibrio p* e a [requéncia e raio

R do movimento através do equilibrio relativo. Essa bijecao ¢ dada por:

R? ” f2Rar? — mgi? p'(R)
= —. pa=fR7. py =" - - 3.18
" 2 P3 / . / J\IQ,(R) ( )
De fato, 7
., altas  R?
P = 5 = 7
Podemos considerar a3 = Rcos0 ¢ as = Rsin). Com isso. ¥y = a3 = —Rsin 0.0 ¢

)5 = ay = R cos 0.0. logo

Py = gy — as)y = ReosO.R cos 0.0 + RsinORsin 0.0 = R*0 = R%*f.

B+ RAUP RS

Podemos calcular também p; = 5 =5 —

Portanto. usando o Lema 2.2 e pelo fato de pj ser constante,

: 1 A o’ mg 5 @' ” e’
0 =pF= — * 7 —_ — 2 -+ - 2 - -
P2 14 (p,)g { ar 2] 3P4 \/T_)']T ?9 V pl p’, 7)2 2]); ® \/—?E
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«w

1 M o, ! mg — .
= ——{ —5V ll—ﬁ—49 V2 +2//5}-
Logo.

M @’ mg M @’ mg
0=— — - = \/’))—l—’7)<:>4))—f o'\ 2pt + 2pt &
(121 311\/37—1 Q I ! 21 i] /—]1 pl !

- J\/ijpj,a' _ —mgp'R LR .'\/f,.a‘)’pj B —mgp' LR e
ar?R al ar? Q

f?Rar? — mgr?o'(R)
fMp'(R)

&Py =

Além disso. dado uma condicao inicial ¢ = (ag. Ag. b,. 1), temos por (3.14) e (3.15) que

A(t) = ma(Deres ery(€)) = 1 Aoe™"
onde &; estd fixada por ¢. Assim,

1(1‘) = 7"1-,."'\0("’5‘ — rpAee™

e portanto,

A(U) = "'fOAO = A()(i_t& £

De v = AA"! temos
vy = ,4(0)461 = 7.’f0 = .4061,451.

Usando que ¢ ¢ um isomorfismo ¢ a relacao (2.2) temos:

I(I/()) = i(l.‘f() == Ané]Aal) = 'I.('I.‘f()) = i(.‘l()é]Aa]) = 'I.(’I;f()) — 1407.(61).

Observemos que

—sin(e/Y)eft f  cos(e/t)eftf 0
rro=| —cos(e/t)et.f —sin(e/H)elt.f 0
0 0 0



e assim,

0 S 0
Fro=| —f 0 0
0 0 0

Portanto.
i(l/ﬂ) = 1.(1.‘./'0) - x‘lnf(fl) = f@g — ’\n[(é]) = \nl(fl) e '/.(:‘3 — i(l/n) =
= i(&) = Ay (fes —i(w)).

Precisamos agora calcular i(1g). Para isso usaremos a expressao (2.15). Lembremos que
’

I1; = ?(:,; Assim,

RE
i(l/(])] = ! (}]1 u — H] /]2’1')(” — 'l)()-z — [’[-21)()2) =
ry/1+ HY + H3 ’ : o
= ! \PI(R)((O 1Py — Muo,lflo.‘zl}m — Do — LI,?)?(I.EQ'()OQ =
rIT o RE\ RO I e R 02t

1 Al R / R 2
= - Ry (p ]({ )610,177!1 - %00,2((1‘0.1‘00.1 + apaos2) — %,2) =

(R)Go1])*——%0I(R)20102])*—1902 = 1 pI(R)CLo 1i1—vYo2 | =
14 RQ 2172 ) 7 1—'»99’(]?)2 R NS s

1 p'(R) 1 o'(R) .
- Go,1Py — J @t - 0y — | | aoa-
/1 i L,Q'(R)Q < R 0,11 4 f 0.1 ., 1 n ,p’(R)Q R Py f 101

|
—
+ —
-b\
o)
e
N
AS)
=

() 1 p'(R) , f

(o) = nh— ap1-
0)1 ., 1+¢'(R)2 R Py—. 0,1
Também.

1

i(1g)2 = 1+ o' (R)?

(Hyw + HyHalos + Doy + Hido,) =
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1 o' (R . @' (R)? ; '(R)* .
= <*9 R )Uo.-zl),i -+ \’9(—2)(!0.1(10;2 Joo2 + U1 + 79(2),,(-)))11)0,1) -

ry/ 1+ '(R)? R R
1 JI(R . (R 2
- r 1 4 ,.9'(]?)2 (l R )"UIZ])»I + Y](?—.z)(lu‘l((l()g'l)uz + ('U.J'I)U,J) + A')U,l> =
1 2'(R) a 2])*+9’(R)2(1() o | = 1
SR A O

(R

"(R .
<Tj ](? )(’0.‘2[);]4»[)0:1) =
)

Il
+
—
G
3
VRS
A

Assim.

i(vo)2 = ! ,9’(/?)1): — [ lags.
rv/1 4+ \;I(R)2 R : =

. 1
k=

Por fim.
(]‘]—2?)“‘] — 1 — [[1 1)0_2) —

(R) . / _ 1 i
R Ap2pPy — J o2 —_,. ]Jr,a’(l?)? R

Pj - /) ap.2-

_ 1 AL P U B I
/1+ ¢'(R)? R a2tUl 1 p (it

1 S(R |
Tt (R (p 1(% )(Uo.z'l)o,] — ap1p2) — /G)

1 QI(R) . . 1 )*
= — = | = ——= — p] —
It p(RE\ R PP T iR

Logo
1
()3 = ——xr—| —pi — @' (R)fR
(v0)3 - 1+p’(R)2< pr— @' )f>
Portanto,
2405~ [ )aoa

. 1 . .
(o) = ry/1+p'(R)? v Jaw
—pi— 9 (R)[R

Observemos que pela expressao encontrada para pj,
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PR
R pi— =

2'(R) [ [*Rar® —mgr®p'(R) RIMp'(R)[
R Mo/ (R)  RfMp'(R)

2 (R)f?R(ar? — M) — @' (R)*mgr? _ 1 P(ar — M) — @' (R)mgr? _
RfMp'(R) Mf| ' R

1 !/2 ( A+ zm‘z> 22— 2 (R)mgr?
. lz . i

Y7 r R TS R

mﬂk*dwﬂ

C assini.

1 \,’)’(R) )y f _ 1 HI.'I'2 ]"2 B QI(R){] .
I N VA D | R 8

Temos também,

—pi— SRR~ #f?l?,ur'2 —mygr?p'(R) B P (R)[RfANY'(R) B

fMp'(R) fMe'(R)
 —ar?fPR— Mp'(R)?f*R+ mgr’o'(R)
a Mo (R) '
cntao.
1
. (= (R)fR) = —c2+ [
o P IR =~
Logo.
1 - 1(?R)7)Z — [ )aoa —C109,)
(o) = /—\/14'»(9'(/?)2 Wi(zR)Pfi = flaoa | = | —Ciaoz
—pi — @'(R)fR —e2+ f
Portanto.
0 —C1lp,1 C1do,1
i(&) = A" (fes —i(w)) =Ag" | 0 | — At —Ciage | = Agt | eraoz
I e+ f C2
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Porém. usando (2.2),

109 1001
. A—1—1 —1: ] -1
| Ay C10p2 Ao | = Agti | i 1092
2 (6]
(f](lg}]
Y | y — 5L
= A, crags | = 1(&)-
C2

Agora, como I ¢ um isomorfismo ¢ portanto injctor, temos

C10gp
—1:—1
§=Ag0 C10p2 Ay.

Co

Para concluir, usaremos que para toda transformacao linear A4,

AefA~! = M4
e
(’].(lu:l
z 1 A—1
51 =1 ("1.(!072 = AU{].“‘() .
(6]
Assim.
— - <] 71 e, c
At) = rf,Ane*tEl = rfi_ﬁloe*tél/lo 14, = e Aot&r Ay Ag =rpe & A,.
Portanto.

At) = 7‘fte*"§' Ap.

i}
E possivel mostrar que o movimento correspondente a um ponto de equilibrio de P da

origem a um movimento quase-peridédico em um toro de dimensao 2 da variedade vinculada
C
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Conclusao

Vimos que a partir de movimento periédico no espaco base. podemos concluir que os
movimentos sobre toros no espaco total de um fibrado principal sao quase-periodicos. No caso
particular em que o grupo é dado por G = SO(3) x S!, observamos que o movimento é quase-
periddico sobre toros de dimensao 3. pois os toros maximais de SO(3) e S' tem dimensao 1.
Além disso. movimentos quase-periédicos podem acontecer sobre toros de dimensao 2.

Um dos problemas que fica em aberto é como esses toros cobrem a variedade vinculada

C'. Outro problema ¢ calcular explicitamente a aplicagdo dada cm (3.13), S — (%) :
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Apéndice A

Técnica de “Blow-up”

Neste apendice apresentaremos brevemente sobre a técnica de “blow-up”. teoria usada
para estudar singularidades nao hiperbolicas. Para isso usaremos mudanca de variaveis.
Sem perda de generalidade, estudaremos o ponto singular 0 de um campo X € C'*°.

Considere a mudanca de varidvel ¢ : S' x R — R? dada por:
&0, 1) = (rcos0,rsin()

Defina X @ S' x R — R2 como o campo dado pelo “pull-back’de X por o, ou scja, dado
veS xR, DO(v)(N(v) = X(d(v)).

Notemos que ¢ é um difeomorfismo C* sobre S* x (0, oc) mas nao sobre {1 = 0}.

Como ¢(0,0) = (0,0), entao ¢(S' x {0}) = (0,0) e portanto a imagem inversa de (0, 0)
por ¢ leva csse ponto para a csfera ST x {0}.

Faremos agora os calculos em X. Para facilitar, usaremos diferentes cartas. Seja 0 €

(~ z. ) U (g 3—2“) e tome a carta K : S' x R — R2. dada por:

e

[\».17(0j 7.) = (7" cos 9) tg 0) = (517)

A aplicacao ¢* : R? — R?, expressao de ¢ nessas coordenadas é dada por:

Dec fato,

o(0,r) = " (K" (0,r)) = ¢"(rcos b, tgl) = (rcos H,rchGtg 0) = (rcosf.rsin0).
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Chamaremos " de “blow-up’na direcao x. O “pull-back”de X por 0" serd denotado por
X

Para 0 € (0, 7) U (7, 27) usarcmos a carta AV : ST x R — R? dada por:
KY(0.r) = (cotg,rsinf) = (r,7)

A aplicacao ¥ : R? — R?, expressao de ¢ nessas coordenadas é dada por:

S
=
—
I
|
e
Il
—_
=~
i~
=~
—

De fato,
o0.1) = GY(KY(0.7)) = ¢?(cotg 0, rsinf)) = (cotg Orsinf.rsinf) = (rcosf,rsind).

Chamaremos 0¥ de “blow-up’na direcao y. O “pull-back”de X por ¢? sera denotado por

Tomarcmos o caso menos degencrado possivel. ou scja, tomarcmos X = ,ik‘{ onde
estamos considerando que j(X)(0) = 0 e jr1(X)(0) # 0, onde j, ¢ a expansao em série
até o termo k. Disso segue que ji(X)(z) = 0. com jur(X)(v) # 0 onde v € S* x 0. Além
disso, j(X*)(z) = 0 e j(XY)(z) = 0 para z € {T = 0} e z € {7 = 0}, respectivamente, com
]'k+1(/{r'r)(5) #0e ]A+1(XU)(—) # 0.

De fato. suponha que existe i < k tal que j;(X)(v) = 0. Dado ¥ numa vizinhanca de v,
temos que para p em uma vizinhanca do 0 ¢ ¢(v) = p, Do(v)(X(0)) = X(6(0)) = X(o(p)).
Mas assim, como j;(X)(r) = 0, entdo j;(X)(v) = 0, contrariando a hipétese. Do mesmo
modo concluimos que jriq1(X)(v) # 0.

Assim X é C™ sobre S1 x R. Dividir X por r* nao altera o comportamento das drbitas

ou suas diregoes. Apenas muda a parametrizagao por t.
Exemplo 3.1. Considere o campo vetorial X : R? — R? dado por:

i o= 12— 27y + O1(||17?, ?/||3)

y = y?—zy+ Oy||x, yl)?)
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Notemos cue

F=0s 2% =2y

J=0sy’ = 1y

Supondo que . # 0 e y # 0, temos .t = y, 0 que implica y? = 2y? e assim y = 0, absurdo.
Portanto y = 0. Mas disso scguc que 12 = 0, ou scja, x = 0. Entao o unico ponto singular ¢
(0.0).

Agora, fazendo a mudanca de coordenadas (0. 7) = (r cos (). 7 sin ()) temos que X (o(0, r))

é dado por:

reosl —Orsin® = 12cos® 0 — 21 cosOsin 0 + O, (1)

Fsin®+ 0rcos® = r?sin®60 —rcosfsind + O,(1?)

A partir disso, multiplicando o primeiro termo por —sin() e o segundo por cos () entao
somando. encontramos a expressao de # e multiplicando o primeiro termo por cosf e o

segundo por sin f entao somando, encontramos 7. Assim, a expressao de \" fica:

0 = r(—2cos?0sin0 + 3sin® 0 cos 0) + O (r?)

i = 12(cos® 0 + sin® @ — 2 cos® Osin ) — cosOsin? 0) + O, (1?)
Portanto. X = %/\A’ ¢é dado por:

0 = —2cos’Osinf + 3sin*Ocosf + O, (r)
7 = 71(cos® 0 + sin® 0 — 2 cos® @sin 0 — cos O sin 0) + O,(1?)

Aqui. as singularidades que ocorrem para r = 0 séo (0,0), (5, 0), (7, 0). (35, 0) e em (fy, 0).

b

onde esse 0 satisfaz tgfy = 2.
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