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Resumo

O trabalho apresenta inicialmente as equações de movimento de uma esfera dinamica-

ment.e sitnét.rica rolando sobre uma superfície de revolução convexa., obtida a partir das
equações dc Euler-Lagrange. O fato da esfera sei dinanlicanlente simétrica induz unam sinae-

ttia pela ação de S0(3) x Si . a qual reduz o número de coordenadas da variedade vinculada.

l\lontra-se que uma solução no sistema S0(3) x Sl-reduzido é ou um ponto de equilíbrio ou
periódica. Alélil disso, demonstra-sc quc no caso dc um campo vctoiial cm unl G-vibrado

principal, cm (luc G é coillpacto c conexo, quc seja invaiiantc pela ação dc G c quc sc projctc
em un] campo vetorial no espaço base cuja órbitas sejam periódicas, as órbitas do campo

original são quase-periódicas sol)re tolos de dimensão 7 + 1 (?- é o posto de G). A partir
destes result.idos: most.ra-se que as órbitas da esfera rolando sobre uma superfície são quase-

periódicas em t.orou de dimensão 3. Por íim, verifica-se que exist.em órbitas particulares que
são quase periódicas sobre toros de dimensão 2.





Abstract

Tais u,ork starts by prescnting the equations of motion of a dynamicall}, s},nlmetric

sphere rolling on a coiivex surface of revolut.ion, obt.ained from t.he Euler-Lagrange equat.ions
The face that the sphere is dynamically synlmetric induces a sl'mmetry by the action of
S0(3) x S' which reduces the nutnber of cootdinates of the constraint inanifold. It is shows

that a solutioil to the S0(3) x Si-reduced system is either an equilibrium point or petiodic

Futtliciinoic, it is show,n that in thc case of a vcctot ficld on a G-principal bundlc, whcrc G
is connectcd and coinpact, which is invaiiant undci thc action of G aild which projccts indo
a \;factor field in the base space whose orbita are periodic, the orbits of the original field are

quase-periodic on (r + l)-dimensional toro(7 is the i-anl{ of G'). From these resulta, it is showli
t.hat the orbita of the sphere rolling on a suiface are quasi-periodic on 3-dimensional toro

Finally: we found t.hat there are particular orbits that are quasi-periodic on 2-dimensionar
toro
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Introducão

O est.udo do iolamento de esferas sobre superfícies tem \tina longa hist.óiia e aplicações

inlport-ant.es em t.Corja do controle. Etll 1893, foi dada a solução do difícil problema do movi-

mento de uma esfera oca, contendo uln giroscópio em seu interior. que rola sem escottegat

sobre un] plano horizontal. Ein sua solução, Bobyle'ç expressou todos os parametios, cle
tciminai do a posição da esfera c do giioscópio cni tciiiios dc fuilçõcs elípticas do tciiipo:

c obscivou M tia.jctóiia8 dos ponto dc coittato da esfola comi o plano. Na construção dc

Bobylev, o giroscópio ocupou uma posição ceilti-al dentro de uma ca.sca esférica homogênea

que a princípio parecia ser o tipo de casca que daria o movimento mais simples. Porém
Zul<ovskii demonst.rou que o problema hca inuit.o mais simples se for t\dicionado um anel do

plano equatorial do giroscópio à casca esférica e em 1897 Zulçovslçii pul)licou 'On Bobylev:s
gyroscopic sphere"

Em 1897: Caplygin publicou um art.igo dizendo que a solução do problema do rolatrlento

de lun corpo de revolução sobre lun plano horizont.al dada por Lindelof estava errada. Caply-
gin fez sua própria investigação sobre o problema e adicionou a condição de que um giroscópio

Guio eixo coincidia com o eixo de simetria do corpo era considerado. Caplygin encontrou
novas condições cm que integrais dc movimento existiam- Elc apresentou aplicações cm cs

mudos onde csfcias rígidas rolavam uma na outra. Em 1903, Caplygin tcsolvcu o pioblcnla.
dc uma esfera simétrica rolando sobre um plano horizontal.

Este tipo dc estudo leva a outros tipos de problemas, como por exemplo o chanaado

pioblcma de l<cndall, analisado por Hammcrslcy num artigo dc 1983. Enl tal pioblcma
considera-se uma bala de raio I' movendc-se sobre um plano horizontal. Cada 'estado"da
bola é definido pelo ponto de contado e a posição de um referencial preso a ela en] relação

a uln referencial fixo. Um movimento da bola é uin rolamento sobre uma rega, onde não há

escorregamento. O problema em questão é determinar o numero k de movilnent.os necessários

para levar a bola de um estado para outro sem que haja pivotanaento. Esse tipo de pioblenaa
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é important.e também ella teoria do controle (.Juicl.jex-ic)

Neste trabalho. analisaremos o rolanlenLO cle unia esfet-a clinamicanleiltc simétrica (isto
é. a densidade de massa depende apenas cla clist.anciã à origem) sol)tc utlld superfície clc

revolução cona,exa. Assumitemos (lue a esfera i'ola sem escotiegar sobre a superfície. o cine
criará un] vínculo não holõliomo pata o sistciiia

A paitil dal!; icstiiçõcs cla esfola iolai sobre unia supcificic c não cscoticgar. ol)sclvanlos
club o mox imcnto no espaço dc fase ocoiic sobtc uma vaiiedacle dc diinciisão 8: chailiada

variedade vinculada. O fato da esfera sei dinamicanlente simétrica e a superfície onde a. esfria

rola de revolução, induz uma simetria pela ação de S0(3) x S' que recluziiá o número dc
coordenadas da variedade vinculada. Esse novo espaço sela chamado S'0(3) x S'i-reduzido
Em um caso mais geral: "redução pot simet.lias" significa obt.et lim sisa.eiiia (oin menos

coordenadas e que preserve a estrutura do espaço

Conleçalenlos inost.rondo que uma solução clo sist.ema S0(3) x S' reduzido é unl ponto

de equilíbrio ou uma órbita periódica. Demonstra se cine no caso de uill campo \etoi'ial em

un] (.'-fibiado principal, cm quc G é compacto c conexo, quc sela lnvatiatltc pela ação dc
G c quc sc piojctc cm um caillpo vctoiial no espaço base cujas órbitas sc.jatit pciiódicas, as

órbitas do campo original são quase-periódicas sobtc toros dc dimensão l + l (l (i o posto
de G). A partir destes resultados: mostra se que as órbitas da esfei-a colando sobre uma
superfície são quase-periódicas ein toros de dimensão 3

Este trabalho foi dividido elr] três capítulos e um apêndice

O primeiro capítulo apresenta as preliminares para um bom entendimento do trabalho
Na primeira senão deste capít.ulo: int.roduzimos definições e alguns result.idos sobre grupos e

álgebras de Lie. Já na segunda seção, deduzimos a formulação lagrangiana para uin sisa.ema

de 7t partículas. Na terceira seção. abordamos a formulação lagra]]giana ei]] um caso geral
Aos leitores que estiverem familiarizados cona tais teorias, recomendamos que omitam esse

capítulo. Por fim; na quanta seção, aprcscntanlos alguns lcsultados sobic grupos dc Lic quc
serão usados

No segundo capítulo, deduzimos as equações dc movimento. Na primeira seção descreve-

mos o espaço de fase e as equações de mo\;imenso dc unia esfera rolando sobre uma superfície

arbitrária. Na segunda seção: usamos o fato da esfera ser dinamicamente simétrica para re-
duzir as simetrias induzidas por S0(3) e em seguida encont.ramos um campo vetorial sobre

:gi$iãi . Asstunimos na terceira seção que a superfície em que a esfera rola é de revolução para
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reduzir as sinaetiias induzidas por S't e então calculamos o campo vetorial sobre o espaço
deduzido e mostramos algumas cle suas proptieclacles

O capítulo mais importante deste ttal)alho é o t.erceiio: para o dual iefeiências significa-
tivas são jlll c 101. Aflui apicscntainos o icsultaclo principal: (luc dcscicvc como as ói-bicas sc

comportam no espaço dc fase. Esse resultado ó demonstrado nas prinlcira e segunda scçõcs,

onde começamos mostrando que uma curva integral de X no espaço S0(3) x Si-reduzido é
um ponto de equilíbrio ou unia órbita. periódica. Em seguida, mostramos lun resultado gercal

sobre movitnentos (luasi-periódi('os em uin vibrado principal, a partir da hipót.ese de que as

soluções no espaço base são periódicas. A partir dos resultados destas duas seçoes, con

cluímos que a variedade vinculada é folheada por tolos de dimensão no máximo 3, nos quais
o movimento é quase-periódico. Finalmciltc, mostramos cine existe movimento particulares
quc são (Juasc-pctióclicos sol)lc tolos dc clinacnsã.o 2
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Capítulo l

Preliminares

1.1 GI'upos e Algebt'as
/

de Lie

Nesta. seção tecoldatemos alguns resultados básicos sobre grupos e álgebias de Lie
Começaremos coill a definição cle catllpos @"ielaciollados : que seta laecessária pala fotmulai

o tcolcma. principal dessa acção. Inttoduziicmos o conccit.o dc distiibução C'' c dc vaiiedadc

intcgial dc unia distribuição. Scguitcnlos então com as definições dc álgcbra c giu])o dc Lic
e terininarenlos cona o resultado que garante que a álgebta de Lie de um grupo de Lie pode

ser idem)tificada com o espaço tangente na. identidade

Definição 1.1. Sejam iü4 e iV uaüedades dli/ererzcàáueãs e (1) : /4/ --, /V ?éma aplicação

dzferencàáuel. Um campo uetohal dilerenciáuel X C xl.A/r'l diz-se Ü-retaciovtado com o campo
Y ç: X.t.N) se, parca todo T) ç: lvl, for 'verdade qae

yÓM - d@,(X,)

Definição 1.2. Seja. lü/ tina uahedade dli/ere7zciáue/ de dimensão in e d, corri l $ d $ 7n, um
inteiro. Uma. distTíbuição d-dimensionar D em l\'r é uma aplicação q'üe a cada ]) C À/l associa

um subespaço Dp (- TpAlr de dimensão d. Dàzerrtos que a distribuição D é dãferenciáuel se,
p«« «d« p C À4, e«í.t. «.« «ã;ãnà«nç« U d' p ' "mpo. «lo«á« X:, . ., X. C l(J\4), í«!.

o. - <x:(q), ..., x.(q)> , vq c u

qae
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Se D é uma distrábttição em l\í e X C iXI.A'l'l é tlnt cavlt7)o uetorictl, dizemos que X é \lm

cctmpo uetorial enb }) ou (ftte X é tangeTtt,e a r) se

Xp e Dp. 'q'p c i\i

Defi«ição 1.3. Seja D lama dásirãóuãção rza uahedade .il/. Uma suóuahedade co?reza (A': '})

de l\f di: se u.n-La variedade tntegrctl. de D se

d,'}(Tp/N') = 1).bb), y/) C Ar

Definição 1.4. Urrza áZgeóra de Z,àe é ?lm espaço uelohaZ g cona unha operação 1 . 1 : gx g ---} g

de7tominada. colchete de Lze: qlte satisja=.

/. ,4nzá-símeÍha. IX, y lx:Y''l

2. BiZáneaüdade. jaX + by, ZI «lx, zl + ól\'', zl, v«, b c R

.?. /denZãdade de JacoZ)ã. IX, IV: Zll + ll'. IZ: Xll + l.Z, IX, Vll = 0

Exemplo 1.1. R'z com o colchete de Lie ident.icamellt.e nulo, 1 , 1 = 0, é unia álgebia. de Lie

dita a álRebra de Lie abeliana de dimensão d

Exemplo 1.2. Se g e b são álgebias de Lie, o seu produto cartesiano g x b é uma á.lgebra
cle Lie, com o colchete de Lie definido pela fórmula

l(x: , x,), (v , b)l llx- , x21,: 1Yl; y2lb)

Seguiremos com a definição de grupo de Lie

Definição 1.5. t/m grupo de Líe é am grlzpo C' com uma está aura dã/erenc áueZ, [a/ que a

operação

H.Gx G-,G

(g,t.) n gh :

2



é dilerenciáuel«

Exen[plo 1.3. R'/ é um grupo de Lie cona a adição de \.et.Odes

Exemplo 1.4. O cít-cujo SI é um grua)o de Lie

Exemplo 1.5. Sc G' e // são grupos dc Lic, então o produto caitcsiano G x H é uln grupo

de Lie com a operação (gl,bl)(g2, b2) = (glg2- blb2) Assim: o toro 7'" = S' x x SI é un]
grupo de Lie.

T)p fi ]l;f' ã í) l G Um campo uetorzal X dz=-se iTtuaria7tte (l es(iuerda se

(L.)*X

onde Lu . CI --, C é a transe,anão à esquerda LgÇhb = gh. De Jormtt análoga, definira,os

campos ueZorãaís ãnuaràa?zíes â dzreãía

Aqui: (Ls)*X = .Y sigltifica (lue X está Ls-ielacioltado com si mesmo, ou seja, .Yt,(P) '

(/Lg(p)XP Assim, X é invaiiant.e à escluerda se X é Ls-invariante à esquetcla pala todo

Obsel'vação 1.1. Se .V e y são campos vetoiiais em (l;, seu colchete de Lie usual: IX. VI =
Xy yX: defille uma operação de g x g -, g, que satisfaz as propriedades da Definição 1.4

Proposição 1.1. Seja li..(G) o conllénio dos campos ueZoráaãs ãnuarãanZes â esquerda sobre
o grltT)o de Lie G, então:

1. Ti,..(.G) é lama álgebra de Lie, com o colchete de Lie atsttal;

2. 1i,..l.G) 7)ode ser idevtti$cndo com o espaço ta'regente a G na identidade

Demonstração: E imediato quc Ti,..(C;) é um subcspaço vctorial dc l(G). Pata dcmon
stiai / basta mostrarmos que sc .X' c y são campos vetoriais invaiiantcs à esqucida: então

It,)*lx, }'"l - lx, vl: vg c c'

De fato, dada ./ C C''(G)

( t,)*lx: }''l(./') lx, rl(./' . 1,) X(}''(./' . Z,,)) y(X(./' . L,))

3



x(( z,,)*\''/) }''(( z.,)* À'./') x\''(./') }'''x(/) - lx, }'l(J)

pois y e X são Z,. illvaiiant.es

Logo l , l : ll.:.(G') x TI«,(C') + if««(G) está. hein definida e satisfaz as ptoptiedades
que t.ornaln li,.,(G') ulrla álgebla. de Lie

Pala deilaonstrar 2, considere a aplicação

1;,...(G) -- TeG

x - x.

Esta aplicação é um isomoifisnlo linear. De fato, pala '.'elmos que é sobrejetoia, dado
[/ C 7L(:, basta to]]aain]os un] (an]po vetotial X en] (; da. seguinte coima:

À', - .//.,(').«

Est.e campo vet.oi'ial é in\ral'iâHt.e à. es(!uerda: pois

íll 1l l.'p )Xp dl.(P) -dZ,,(.) « d( L, . L,)('). « Xz,,(p)

c À'. pois colmo Z,. /d; ciltão cZZ,.(g)u énl disso, sc X. então

.Vs ' (/LsÀ'. = 0, ou seja, Xs = 0 e portanto a aplicação é injetoia. Clalanlente esta

aplicação é linear. assim li«((-7) pode ser identiHcado com ZC' e

dim Xi....(G)= dimTeG = dimG

Definição 1.7. .4 apZãcação ezponencàaZ de llmz grtlpo de Lãe (l?, ezp : g --, G, é dada por

e:t/i(À') = Àx(1), onde g é a áZgebra de Lãe de G e Àx : ]R --, G é o único subgrupo a um

parâmetro de G cujo vetar tangem,e a >.x na densidade é igual Q X, otl seja, X'xl,0) = X

Observação 1.2. Um subgrupo a um para.metro é un] homolilolfismo contínuo de ]R pata

uni grupo (-?

Pata o próxinao exemplo piecisaremos dos seguintes resultados:

4



Lema 1.1. 0 conlu7}Zo G'L(r?) = {,4 c 'v.,.,,(R)/det.,4 # 0} mlnàdo da esirl&íara d4/er

eTtciáuet descrito abaixo e da lnttltiplicaçào (le matrizes é llm grupo de Lze
Den[onst[ ação: Identificando o conjunto das matrizes /& x /&, À/,.*,.(R), cona R"': cor]sid-

eicmos a função clctcinlinantc clct : R"' $ 1R. Temos quc clct '(R {0}) r!). Cotllo

R {0} é um conjunto aberto dc IR c a função det é contínua: G'L(n) é um conjunto abctto

de IR'''. Assim: podenaos considerei em GL(?7.) a estlutui'a difet'enciável de IR":. Agora,
sejam ,4, B,C' € G'Z,(?1.). dct.(.4B) = det,4detZ? / 0, pois det .4 # 0 e det /3 # 0 e assim

4B C GL(22) Tanabéill clet ,'l ' t. H) : / 0 e post.ant.o H'" C G/.,(iz) e /(/,4

Além disso, (,4/3)(J = H(BC'). Logo (.;'r,(]z), munido da multiplicação de ]]]atiizes, é un]

grupo. A operação (-4: B) -, ,'1/3 l é difeteilciáÃ,el pois suas componentes, que podem sei
vistas como funções cooidcnadas: são formadas por somas c tnultiplicaçõcs das cooidcnadas
dc .'l e B l

Portanto G'L(77) é un] grupo (lc Lic

Observação 1.3. A álgebia. de Lie de GZ,(n.) é o conjunto gt(n) das matrizes rt x n, cona
[x,y]- xy yx
Observação 1.4. No grupo dc Lic GZ,(?1.) das matrizes invetsívcis cona álgcbia dc Lic gt(zz):
a ap]icação exponencial '':7:p : gt(71,) o aZ,(?7.) coincide cona a exponencial usual de matrizes,

dada poi:

onde .4 C çll(rz)

l)eRniçãa 1.8. Um subgmtpo de Lie H de tlm grupo de Lie G é um sltbgrltpo tal que H é
uma sttbuariedade imersa de G e H : H x H $ H, dada por p(a: b) = a.b \ é dlereTlciáuel.

A prova do próximo teorema pode scr encontrada em l21

Teorema 1.1. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado de G. Então H é
um subgrupo de Lie de G

Exemplo 1.6. S0(3), o conjunto das matrizes ortogonais de determinante l é um grupo de

Lie e sua álgebra de Lie é se(3), o conjunto das matrizes anta-simétricas. Para vermos isso,
considere GL(7i,), que pelo Lema 1.1 é uln grupo de Lie. Pelo Lema 1.1, para concluir que
S0(3) é grupo de Lie basta vermos que ele é subgrupo fechado de GL(7}). Clomeçaremos

mostrando que é um subgrupo.

5



Temos que S0(3) {,4 C G'Z,(3); ,4'rH = /, (/et(,4) 1}. Sejan] d, B C S0(3), então

1.. 1rl ::: r c dc+.l.l) 1: logo ,r C S0(3)

2 (,4 /j)'(,'lB) - B',4",4B
S0(3);

r / t(,4B) - d.t( 4)d.t(B) 1, logo ,4B C

3 (.'! ')','1 ' - (Á') 'd ' - (,'lÀ'')''
,'\ : C S0(3)

/ e ./.t(,4 :) 1. logo

Assilll S0(3) é lun subgrupo dc GL(3). Pala naostlai club é fecllado: considcic unia
sccluência (/1.) c S0(3) quc convcigc pala /l C GZ,(7z), ent.ão

,4r.4 (linl ,4,.)l"- lim .4. lim ,aT. lim d« liila ,4:'..4« = lim / /

logo ./l € b'0(3) c portanto b'0(3) é fechado. Portanto S0(3) é grupo de Lic

À,lostiarcnlos apoia. quc a á.lgebia dc Lic dc .S'0(3) é .se(3) çlt(rl)/À' + .X'r

A derivada da curva a : IR + (IIL(/&), dada por a(t) = e'x é:

d tx XctxC

Com isso, dado X C TESO(3) e assim e'X C S0(3), temos

.'*-k"U'- /::: ál."'.Ü"U'l - ã/- o+ Í.'* -o o*)'+.''* 2Ü"'')' o

::> Xe'x+(Xe'.x)a" = 0:> X+ Xr = 0 +. X C se(3).

Exemplo 1.7. A álgebia de Lie do produto cartesiano G x H dc dois grupos dc Lie é o
produto cartesiano g x b das suas álgcbras dc Lic.

6



1.2 Dedução Heurística da Formulação Lagrangiana para
Sistemas de Partículas

Apiesentalenlos nesta seçã.o uln tllodo alternativo de clescievel o niovillleiito mecânico de

71. partículas sem usam explicitamente a. Segunda Lei de Nelvton, e para. isso inttoduzirelnos o
conceito de Lagtangiana e E(lotações de Lagiange. A vantagem de usam t.ais equações é blue são

boas pata fazermos ttansfotmações arbitláiias de coordenadas ilo sistema, ou se.la, depois
de unia transformação cle coordenadas. as ecluações cle Eulei-Lagtange são t.iansfotmadas

nas ccluaçõcs dc Eulct-Lagiallgc dc uma. Lagtangiana ttailsfotmacla. Comcçaictllos a scção
nlostiando como cncontlal a Lagiangiana tclacionada. ao sistema dc /i partículas c então

encontraremos a Equação dc Eulci Laglangc poi meio dc cálculo vaiiacional

Considere un] sistellla nlecãnico cle /l. pa.itículas, cujas tiajet(Sitas saião decotadas poi

si : IR } R.3: í :: 1; ...: 7z.. A cada partícula é associado um itúmcio leal positivo /}l,, chamado

sua illassa c ri é o vetou club dctcltnina a posição da f-ésima partícula. A ccluação dc Ncn,ton
para cada partícula seta dada pol

illi'i:i= F.:

onde .riy' é a força total que age sobre a partícula rf e fi = !!::1110. Além disso, suporemos
quc a força quc age sobre cada paio.ícula depende apenas da posição da paio.ícula

Suporemos de agora. em diante club o lnovilncnto do sistema está lcstrito, como por
exemplo permanecer inalterada a distância entre as partículas ou serem obrigadas a mover-se

sobre uma superfície. Consideraicmos que as restrições poderá ser expressas colmo equações

que relacionam as posições das pau.ículas: da seguinte forma

.f(,'- , .. «,,: f) - o (1 1)

No caso do sistema com ??. partículas em R*, podemos observar que cada partícula depende

de 3 coordenadas independentes e assim o sistema todo é determinado por 3n. coordenadas.

Se existem restrições expressas pot X' equações da forma (1.1), poderemos utiliza-las para

eliminar k das 3n coordenadas, e assim teremos 3n k coordenadas independentes. Pode-
mos agora introduzir 3n k coordenadas independentes q], ..., q3. k en] função das a.ntigas

Í



cooldeil idas I'l 7«: ou se.ja, tetllos as equaçoes

'; - ,'.(q-, . . q.., t) (] .2)

pala f - l, ..., /z e llt = 3lz L

Considere uma peitu[bação do sistema (s:).c/, onde en]
Assim

0 temos o sistema original

a
R'':.:. :;ãi« ...-

d

Pata simplificar a notação denotatemos ã o poi (i
Além disso. tcnlos

''; - ,'': -;Ü." *:, (1 4)

o«d' ''; - «;(./-. -...ç,,,,d-- -:.},.,f)
Esciex/eienlos a força t.oral exercida no sistellla como a soma de ullia força externa .r3

coill a folga (te vínculo /,, ou seja, /T = P. + /.

Considet-alelnos agora apenas sistemas nos duais ./i.õri = 0, como é o caso dc partículas
club são obtigaclas CTn nlo't'ci-sc sobtc supcifícies, pois neste caso a força. dc vínculo é pcipcn-

diculal à supeifícic c o dcslocanlcnto é tangcJltc a ela c assim o piodut.o intctno ./i.õrf = 0

Acém disso: pe]a ]ei de New't.on, conc]uílTlos:

/ ; vlz;:. = 0 (1.5)

e assim, como ./i.õ?; = 0

(c ',,,}::)õ,:E 0 (1.6)

Temos: por um lado quc

>: 8 '',': - >ll: n.;=.õç, - }: Q,'ç,,
l z,J -J j

(1.7)

onde

o. -E n'
8



Por outro lado

E
,«.*: .= .'«' .

(1.8)

Usaienios a seguinte relação

a''i
{l (,,, ,::.=)E :)

(«, ,::.Ü) ,,,:,:;.{ (9)
Usando a expressão de tlf, concluímos blue

: («,.:,:;.t)

i)ui a'í'.
a(l. aqi

c assilll tcnlos

>l, «,, í;:. dqj

Deste modo: a equação (1.8) se t.ransforma em

d-E :) «,.:'.,.:}

l lü l:!«:«;ll
IK/las >1': irlt,u? é a energia cinética 7' do sistema, e assim, usando a equação (1.7); temos

o- >:(a «'j;.)Õ«. Í (&) :l}»«

ter
Agora, como essa equação é satisfeita pala qualquer perturbação do sistema, teremos que

d faT\ aT
Ü \.a.ii) aqj "''

Veremos como fica a equação quando temos um sistema conservativo, ou seja, sistemas

onde não há dissipação de energia; e portanto a energia total permanece constante no tempo
Neste caso, teremos

(1.9)

9



onde V' = y(rl: 72

l.o.o
T,.) é a energia potencia] do sistema e ViV = T

u'l'i

/

~.-;'-=- ;,.«.t
e calculando a derivada ])alcial de V(?] , i'', ..., I'.) cona lespeit.o a qj, ficamos com

qj .x,;«g
l

Além do ina.is, como a força sobre cada partícula. depende apenas da posição da partícula

V é uma fuilçã.o apenas de posição e assim

- 0

Com essas ilifoinlaçõcs, vemos (luc a equação (1.9) fica da forma

í («r) "r-.
e então definimos a fullção Laglangiana pot / 7' V e a equação acima se Loira

Í(: )
que é denominada equação de Lagrangc

1.3 Formulação Lagrangiana Geral

O que fizemos até agora foi calcular as equações de Lagrange considerando o sist.ema de ??.

corpos. Agora, calculaiemos a equação de Lagrange para uin movimento acontecendo sobre
uma x,ariedade diferenciável. Para isso conleçarelllos definindo a variação de uma curva e

então mostraremos o teorema que aptesetlta a equação de Euler-Lagrange

Seja Q uma variedade difeienciável. Fixados q. c qÓ en] Q c um intcivalo la: ól: defina o
espaço das tlajctória dc q. pala qó com extremos fixos poi

«,(ç.,ç.,l«,z,l) {q : 1«, Z,l H Q/ç é C'' e q(a) q., q(b) - q.}

10



Suponha que se.la clacla a função diferenciável

z, : R x rQ H ]R

e defina

S/.:u a IR

pol

SLÇq) = 1 LI.{, ql.t). ãl.t»dt,

f4V(í). A aplicação r, e chamada Lagtangiana. e St o funcional açao coitespon

b

onde 4(t)
delito .

D.n«ição 1.9. t/m" .'«á«çào 'Z' "m" '"""« q C w é ««. /amÍZÍ« (q.)..,, ««' q, C «, p««

lodo s c J, o?zde J é unz ánzerua/o aberto co??t 0 c J, qo = q e a ap/ãcação L'' : J x la.. ól -$ Q

[.Z q«. L''(.. t) - q.(t), é d. c/««. C''

Definimos o campo vatiacional de uma \afiação (q.),c/ pol t'([) = fila(f) Como os

ext,e«.os são fixos, «(«) - .,(b) - 0

Definição 1.10. Dá~-erros que q C w é um ponto crúíco de St se para toda variação de q,

0S

flBüJ o-o

Considere agora uma outra variedade clifetellciável (2 e @ : Q + Q um difeomotfismo. A

partir da Lagrangiana elll Q, defina ullla Lagrangiana L@ : IR x rQ o R por

Lóo(/dx a(ê) = L, onde d@, : 'rpQ a To(p)Q- Observemos que se q : la, Z)l + Q é diferenciável

e d : la,Z,l H Q, e«tão /,(t,ç(t),d(t)) /.Ó(t,Õ(t),4(t)) pa« todo t € 1«,Z,l. Asse-n,

St(q) - SL.(Õ).
Além disso, colho @ é uill difcoinoi'filmo: a igualdade t}, = @ o q. define uma bijeção

entre as variações com pontos fixos, ou seja: definindo u(q.:qó,la:/'l) = {q : ja,ól --,

Q/ç é C'' e q(a.) - q., q(b) - q.} e â(Õ., ê», 1«- ól) - {Õ : 1-., ól --, ê/Õ é C'' e ê(«) - Õ., Õ(b) -

Õó}, onde Õ. = é(q.) e Õó = @(qõ): existe uma bijeção entre u(q., qó, la, ól) e â(Õ.: Õõ, la, bl).
Logo Sz,(q,) = Sz,.(Õ.) para todo s C J. Segue que q é ponto crítico de SL se, e somente se,
0 é ponto crítico de SL Ó

11



Considere unha canta local é : U + U. onde U é um aberto de Q e U é un] aberto
de IR". Pelo ploceclinaento anterior. podemos obter unia lagiangiana a paitii' cle @, /,ó
R x U x R" + R. Co]]sicte]e (/ : la,bl + U. Analogamente, (/ é un] ])oito crítico cle St se: e

sonicntc sc, Ú := @ o q é ponto crítico clc Stó Neste caso conscguiiiios unia l)i.loção cntic as
vatiaçõcs dc curvas q quc ficam dcntio de U c variações dc 4 quc ficam dentro dc U. Porém,

como q(la., /)l) C U, para qualquer variação (q.).:..r existe um intervalo .J C ./ contendo zelo
tal que q. € U pata todo .s C ./

Assim. pa.la encont.latinos a equação de Euler-Lagiange pata Goivas em uma. variedade,
basta consicleiaimos sua iepl'esentação t)OI' Ó ein R"

Desse modo.])odemos calcular

Observação 1.5. Quando escrevemos % , queieznos ape:'as :ep:esentar o vet.oi (ãr
colha uma notação mais simples. Além disso. o símbolo di é ullla Dieta not.ação e
velocidade de qj

Intcgiando por pau.cs a segunda parcela tctilos

os.., (4 ; )
S 0S ,{ l1lk«,õn:õw üu + il?o,õu .l(t)).à({)l '/t

nao a

{'t.n,;.''aZ,. .lb
aO l. í (t)

Colho í) é nulo nos ext.relllos, ent.ão a pliilieira pa.rcela à direita t.ainbém é zero e assim
teremos

/:ck s=â.'-*-
Coill isso, podemos enunciar o seguinte insultado:

aSt. IÕ; l

Teoretna 1.2. t/mza curva. q é ponto críiãco de St se, e somente se, q saías/az as eq7éações

de E\tLer LagrctTtge

A denlonstiação deste t.eorema sai diret.amena.e do Lema Fundamental do Cálculo de
Variações:

Lema 1.2. Seja 7) : la, ól --, IR" Ilha apZícaçâo conta zua e suponha que

b

P(1)..,(t) ./í - o

12



para foda afo/ácação u de c/asse C'2, ia/ que u(a) = u(b) = 0. EnZào /) = 0

Denionstiação: (Teolelna) E ilnecliat.o que se q sat.isfaz as equações cle Eulet-Lagrange

então ele é un] pollto crítico cle Sz,. Basta assim provar a tecípioca. Temos cine como L é

de classe (,'2, então a. escluação SIÍ á%: é contínua. Pata cairmos nas llipóteses clo Lema
basta notarmos que claclo unia aplicação [, de classe C'', podemos toma.t q.(t) = q(Z) + su(i)

qucsatisfazq.(a) (Z,)::qó,q.(t) :-lrlt)l u,ouscja,paratodou
0S

:'(: á:) .« .'* - ':
assim pelo lcnaa acima,

dl.# .deb - .
dz d; '' (l lO)

pala todo t c la,ól

Dizemos então que a cul-va q satisfaz a equação de Euler-Lagrangc com tcspeito à carta

@. Em uln caso mais gei'al, considet'emos culpas q : la, ól + Q e unia cal'ta ó : U o U cujo

domínio não contém necessaiiailaente a cuida q. Diremos (lue a chuva q satisfaz a ecluação de

Euler-Lagiange com respeito a calt.a @ se a equação (l.lO) é satisfeita para todo t C q''(U)
onde 4 = @ o qlç i(L/)

Cona isso, um teorema mais geral, cuja demonstração pode ser encontrada en] j141 é

Teorema 1.3. Sey'a L : R x rQ o R Tina Lagrangáana e q : ja.,bl ---, Q urna cuTtpü

dãferenc{(íuel. Então as seguintes a$rmações são equivalentes:

1. q e um ponto critico de SL;

2. 'pürcl toda. carta local # sobre Q, q satisfaz Q eq\to,ção de Enter-Lagran,ge cowl resT)eito n

@,

3. existe tlmu Jamíl Q de cartas Locais sobre Q, onde os domínios cobrem a imagem de (l,

Lal, que q sütisjaz a equação de Enter-Lagrange com resT)eito ü qu,alq'uer carta. T)erteTtceTtte

àquela, famtüia.
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1.4 Ações de Grupos e Alguns Resultados

Definição 1.11. Sela G 1177z grlépo de Lãe e /i/ tina uaràedade dli/erenczáueZ. U7rza ap/zca.çào

ctiferenciáuel fi. : G x i\l o l\l é alta llTTLQ ação à esquerda. de G sol)re i\'r se:

1 H(e, z) para iodo z C À/

2 / (g-. /..(g:,:«)) IItq\g2::Ü, T)QFQ tOdO g\ , (j2 C C e I'. C I\f

Anal.ogalnente de.ânimos açào à direita

Definição 1.12. Seja H : (; x À/ --} .ü/ (nza açâo â esq?z.farda. e .t: C .'v. O s2éógrlepo

C;. C G' : p(g,;t;) : } é c/za7rza'Zo grzlpo de ãsotropía e G(«:) {H(g,«;) : g C C;} é
clzctntado órbita de =.

No caso eln que G.. = {í'l; pata- todo ;i: C /\./, diremos que a ação é livre

Teor'enla 1.4. Seja X : U C R" } IR" 7&m campo 2JcZoüü/ dí/ere?zcãáue/. galão, /)ara. iodo

t C U ; vale

IX: yl(z) - .ZX.(X(z)) ./X.(}'''(:-))
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Capítulo 2

Uma Esfera Simétrica Rolando Sobre

Uma Superfície

2.1 Os Espaços de Configuração e de Fase

Seja B un] corpo rígido eni iR3. Dado un] ponto O € Z?, considere um sistei]]a. de referência

R para Zi com oxigena en] O. Fixado um sisa.ema de lefeiência /? em lle:3. a posição de um

ponto /) de B em relação a /? seta dada pot i :: o + f, onde / é o vetou clue representa r' em
relação a /?: F é o vedor que repleseilta r' em relação a. R e o é o vetou' blue iepiesenta O em

relação a R. Deste modo: um movimento rígido de B ttansforllaa i elll uln vetou /'l = a.+ ,4í

onde a é o vetou no sistclna dc lcfcl'ência R dado após fazctnlos ullia translação dc O c ,4 (i
uma matriz dc lotação cona dí sendo lulla lotação dc f

Seja 8(3) o conjunto dc todos os movimctltos cuclidiatios rígidos cm R' c 7'8(3); scu
vibrado tangente. Tdcntificarcmos f(3) com IR:' x S0(3) c dcfinircmos a seguinte operação

.:n ]Rs x S0(3)
dados a.,b C R' e .4, Zi C S0(3):(a. H)(b, B) =(.4r, + a, .4Z3)

Essa operação é natural, considerando que os movimentos rígido são vistos como a com-

posição de uma rotação e uma translação, ou se.ja, dado r C R3, una movimento rígido leva r

eln Bz + ó, com B C S0(3) e b € 1Rs. Além disso: se quisermos realizar um novo movimento

a partir desse ponto, tere]nos ,4(Bz + b) + a, cona ,4 C S0(3) e a C IR', isto é, o novo ponto
será ,4 Bz + Hb + a

Colll a estrutura diferenciável induzida pol esta identificação e com esta operação, f(3)

15



é um grupo cle Lie cle climei[são 6. cona eleinei]to i(tenticlacle / = (0, /)

\ álgcbta clc l.ic clc f(3). c(3); sela iclclltificacla com R* x .se(3)

Pi'oposição 2.1. Sela77z € (;«, X) . ,7 liy: }') C R; x .-o(3), então o co/cante de Lze será

lét,',/l -(À'y }'':-, xv }''À')

Den[onsti'ação: Se.jai]] ,V( e À',, os can]pos invai'jantes à escluetda ta.l que X((/) = ZI e
X.(/) tão: pelo Teorema 1-4

IZI, ,/l x.l(í) À'e(/)X.(/) - X.(/).Y(( r)

/)xe(/) oxe(/)x,,(/),

o-«lc / - (0, /)

Se.ja ,Ã = (a, ,4) C R:; x .-( (3). Como estamos trabalhando com R; x S0(3) e R' x .se(3)

podemos calcular

X,,(,;i) = Z)tj(7),Z - li:n Z'Ã(/ + f'/) L.Ã(/)

=lim
[ ;0

(n./l)(f.y; / + fl''') -(í'. d)rO r) . l .. lr4y t a,, Á+ t/n''') -(a,/l)

Logo, dado l? = (b. B), tecemos:

nx.(í)Ê - li"ã x«(r+ tn) - x«(/) .
. h..((/ + ÍB)Z/,(/ + tZ?)}'') -(y, y) .t-,o t

IH b+tBy,y+ ZB}')(w,v) .(Bv,B}'')
Analogamente

ox((/)B - (B=1 BX)
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Assim

D X,, ( /) X( (/ ) IXy. Xy) e OX((/)X,,(/) (}'''.-, y À')

Portanto

lzl, ,/l - (xy, xv') (}''.«, }''x) l .v ç/ }'.-, xv }''x)

Pi'oposição 2.2 Considere o isomorhsmo i -o(3) --- R' de$nído po"

«- (

0 p3 u2
p3 0 pl

p2 pl 0 )-
Tal zsomorlismo tem as segtti7ttes propriedades

f(p) A ít:, para iodo .t; C R:

2 Í(.Ap/l ') Áf(p), P«« Í.do ,'l C S0(3)

Delitoltstt'ação: 1. Se.ia .r (.z;i, x2,z3) C IR;. Poi um lado

P3Z2 + P233

P3ZI UIZ3
P2TI + P] T2

Por outro

PI ló P3
TI T2 ];3 ;:J::)í(«)A «

ou se.la,

- - Í(p) A z

2 Existem ângulos a,Z,,c tal que .4 R3(c)Ri(b)R3(a), on(le a(c) é a lotação de um
ângulo c en] torno do eixo { (vei l31, acção 2.3). Assim,

,4p,4 ' R:(c)R-(Z,)R,(«)pR:(«) 'R-(b) :R3(c) :
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Como Ri(.) é unia matriz ortogonal para 1,2.3, então

'lp,4 ' R.(c) R-(Ó) R*(.)pR:(«yR-(Z,y/?;(cy

Pata facilitar o cálculo, conlcçalclnos pot

n: («) «n* (« y

cos(a

sin(a
[ )

;i«(a) 0

cos(«) 0
0 1

0 p=3 p2

l/3 0 i/i

//2 z/l 0

cos(a) sin(a.) (]

sin(«) cos(«.) 0
o o l

«:si«(a) «,cos(«) «:cos(«) «-si«(«) \
«,cos(«) «:si«(a) «,si«(«) «.cos(«) l

..;(«)

sin(al
0

sin(a.

cos(a
0

z/30
',, co;(a) + u- sin(a) «: sin(«) + u« cos(a) .=::,:=.::=1':, l

Poremos pecos(a) pl sin(n.) e y = p2 sin(a) + p- cos(a)- Com isso

0 z/s X'
R:;(«)«R;(ay - l «, 0 }'

x }'' o

Agora,
R:(b)R; («)«R* (ay R: (by

l o o

0 cos(b) sin(b)

0 si«(Z,) cos(Z,)

0 p3 X

x y o

l o o
0 cos(b) si«(Z,)

0 si«(Z,) cos(b)

o -«; x \
z,ecos(b) Xsin(b) ysin(b) ecos(Z,) l
«*si«lb) - Xc"(Z,) }'c"(b) ysin(ó) ./

l o o
0 cos(b) sin(Z,)

0 sin(-.) cos(a)
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0 ,,, «s( /,) + .Y si«(/,) ,,* si«(/,) + .X' cos( b)

«, .os(b) .V si«(/,) 0 }'

«* si«(b) .V co;(b) }'' 0

Po«do Z - «: cos(b) .V si«(Z, e lt'' (Z,) + X cos(b). fere«.os

-:'o-,'d«-,'«,'--'o'-li : .:
Assim

cos(.) si«(.) 0
si«(.) cos(.:) 0
o o l

0

Z
cos(.) si«(.) 0
si«(.,) «s(.') 0,4i/,4 l

0 Z I'l' cos(.) }' si«(.)
Z 0 1,1' si«l.) }'' cos(.)

I'''cos(c)+ ysi«(c) ll'si«(.)+ ecos(c) 0

Logo

/(,'i«.'l ')

A a..r;.

,'lÍ(« R:,(.) R-(b)R*(«)i(«) -

cos(«) si«(a) 0
si«(«) cos(a) 0
o o ]

ul

U3

R: (c) R- (b)

«- cos(ü) + « si«(a)

- R*(c)R-(ê') 1 «. si«(.) + «cos(«)
P3
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l o o

0 cos(/,) si«(/,)

0 ;i«(b) cos(b)

y

X

.}

}'

/?:.(') l X «s(b) + ,,: si«(b)
X si«(Z,) + «:. co;(Z,)

y cos(.) + T,I' si«(.)

}' sin(c) + ll' cos(c)
Z

R,(.)

cos(«l
sn] [ a

( )

si«(«) 0
cos(«) 0

0 1

ou se.]a

f( '\«,4 ') - H;(p)

Equação de Lagrange

Deduziienlos agora a coima da equação de Eulet-Lagrange cluando o movimento ocoile

em um grupo cle Lie cle matrizes. Os cálculos poderiam ser feitos pala grupos de Lie em
geral, po]'ém pa]'a o nosso estudo, seta. o suficie]]te trabalharmos cona mau'izes. Pala a
dcn)onstiação mais gclal, colisultai ISI

Considere a Lagtangiana / : 7'G --, ]R- Como vimos na seção ] .3, a equação de Lagtange

elll coordenadas locais (/l é dada por:

(]: a]., al
dt, i)ü$ aqj

Seja g a álgebra de Lie de G' e q'(g,ã) = (g, DRs-' (g)á) a trivialização à direita que
identifica 7'G' e G' x g. Seja Z = / o © l a Lagrangiana em G x g. Vamos deduzir a vai'cação
da ação coltcspondcntc à Laglangiana. cm G x g, ou seja, consideraremos uma variação da

tiajctóiia g : ja,Z)l --, G com extremos fixos, isto é, defina as variações g(.,c) : ja,Z)l --, G

para c C /, com ggÍl1-0 = !g(!!d = 0 para todo c C / e g(í,0) = g(t): para

todo t € 1a, ól e calcularelnos =-- ., onde S = /ab Z(g, X) dt. Para simplificar, denotaremos
por ti a dei'ivada pai'cial em relação a c no ponto ([, 0), ou se.ja, c = 0. A]éln disso, com a

( u€. 00C C

f
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y ' J uu - --*---'

'e g - g(Z. .) e X - X(/, .).

Tcnlos que: .ç/ ty = /, assim:

-()

; i.« .g't 3 «'''.';« '
c ::0 1 c

liclent.ificação acimal l l, l l l ( : } f

'(Õ../
l

lõ../l../

'(õg l
lõq)q

calctilelll os

Assim

c=0

c :: 0 1 é -: 0

Logo
a'g l .

õx- i;ià g ' óg
c::0

Defina. // da seguinte forma

,7 - (õq)q''

Como õl7(a; c) = õg(b, c) = 0 pata todo c, /7(a) = ?7(b) = 0 Definido

õx Õ - õg :(õg)g * + (õg)g 'ág "

X'r/

Portanto.

õx - 'Õ lx, ,71.

A scguii utilizatcnaos:

OR,U')'7 - lq *'P * t',0

Agora podemos calculei o que pietendíanlos:

'J:'«,',*.-'- J: U'«* &'Ü -'- J::«,''* J:&'. ~*,'-~~-.
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[: :-,« .'* *
b

':' /':."-",,,.,, /'â-*.«. .*. 4'« '
' r d al al- J:G.Ü :«.",*-.

Portant.o. a variação da ação é nula se, e somente

// dt

dt ax iào- n, ' R«ax - ',
(luc são as equações de Lagiange pala o moviillcnto definido pela Lagtaligiana Z, cill 7'G soir
vínculo

Observação 2.1. No caso pa-iticulal em cine G = e(3): tecemos a identificação

'} : 7'f(3) d e(3)xe(3), dadopol''l'(a,.4.à,,4) =(a.,.4,b,p): onde(ó.p) = DRh..a) '(a. .4)(à

Polénl.
,'l )

opü,4 -(-,'t)(à-'i) - ÉI ( m,"m) ("(;):'1('))j ,., - ÉI('('),''i('))(''(t),'t(/)) 'l ..,
É l(«('), J('))(-d(t) :"(t); '4(t)'')l ;.. - Í l(-'a(;)/t(t)'"«(t)+"(;), '1(')/1(t)'")j

( ,'i(t),'l(z)''«(t)+ ó(í), J(z).4(z)':)
Assim

(Z,, p) - (à À,4 '«: À,'l ')

2.3 Movimento Vinculado

Nesta seção deduziremos as equações de movimento de uma esfera rolando sem escottegal
sobre uma superfície difelenciável, ou seja, uma x'ariedade de dimensão 2. Supoiemos que
a esfera é dinâlnicamentc simétrica, ou se.ja, sua densiadade de massa. depende apenas da

distância. à origem. Neste caso, o centro de gravidade se encontra no ceiit.o da esfola e todos
o momentos de inépcia são os lnesnlos.
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Em um caso particular: considere B como sendo ullaa esfera cle raio 1. Fixe uin sistetlla

de cootclelladas em IR3 e uma esfera. (O de talo / cu.]o centro este.]a na oilgem desse sistema

Disso segue que dado um vetou .s sobre O, um movimento rígido tiansfoima .s en] .4.s + a.

onclc ,'l C S0(31 c a C R'

Precisamos descrever o vínculo ]lolõilonlo. club gatallt.irá que a esfera role sobre a super6lcie

e o vínculo não-holõnomo, cine assegura blue a bola leão escoltegue. Para finalizar, dalelnos

as equações dc nlovinlcilto tcstlitas a tais vínculos

Clonsidere a superfície 7{, formada por t-ocos os post.os a unia clist.anciã v cla superfície

S na qual a bola está lolanclo. Aqui, a superfície 7-í testtinge o movia)lento no sentido que

o cetltto cla esfera deve estai eiln 7{. Em geral, H não sela uma variedade diferenciável

Podemos dizei club está sc estudando uma bola "peclucila:;lolanclo sobic uma supcifícic .S

difctcnciável, onde seria intcicssantc qualificam '])cquciia"clll tomos dc uilaa desigualdade

entre o leio cla bola e as curvaturas da superfície S. Uma condição necessária pa-ra. que
7{ seja difeienciável é que a culvatuta da. bola se.ja maior clo que a da supeiíície S. Então

supotemos tal condição. Tomemos Ar(a.) como um vet.oi unit.átio notitlal a H lio ponto a. C H
e apontando pata o lado cm que est.á S

Un[ ponto cla esfola no instante t, dado a pa]tii dc un] mox i]ncnto líbido dc um ponto
.s € O é descrito poi

.(í. :) - ,'l(f) : + ~lt),

em relação ao sistema de coordenadas fixado

Poi outro lado, dado t, podemos cnconttai ulll ponto .s = s(t) cm O tal quc ,4(t)s + a(t)
é o ponto de contado da bola cona S. O vctol ,4(t)s deve tci a mcsnla diicção do vctol /V(a)

Assim :l:.4(f)s deve ser igual ao vctor JV(a) pois ll.4(t)sll=r: ou seja,

!.,l(t)s - Ar(a) ::> /1(f)s ,Àr(a) + s = r,4':N(a.)

23
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Ação def(3) soba'e a esfera de i'eferência O

Como .4(Z)s + a(f) é o ponto de collt.at.o da bola com .S: a(t) deve sel um vetou que se
move sobre 7-í. Deste modo, assunlinclo que 7{ seja o gráfico de uma função difet'enciável

/l : IR2 --+ R: o vínculo holõllottlo dc cine a bola tola sobtc S sela dado por

«:. - /,(«.. «,). o«d. «(f) 1-. (í). -:(í): «,(f))

Agora descrevelenlos o vínculo não-holõilollao. A bola irá folar selll esconegai se: e
somente se, a velocidade do ponto cle contar.o foi nula; ou se.ja,

é(í, .) - .'l(/). + à(t) - o

Pol (2.3) obtcn)os

0 :+ p.4s + b + pa 0 ::> «,A'(a) + Z, + «« 0 :+

+ Z, - p(,N(.) + «)

Pelo Princípio de D'Aletnbert, precisamos tei

ÕL(a., .4: b; p) .(õ, ü)

para todo (Zl: ü) C IR: x S0(3) e satisfazendo (2.6)
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Pi'oposição 2.3 O cctmpo uelorial \ qlte clelermiTta o ntouãrltenlo e (lado por

b

b + ua

1;1 «(,'A'h)+«)l

onde ú sat.isfaz
d . . , . l d . . . ..l
-n /,(«) +«.l -;(-,'«]V(«)) +g.*l x «A'l«) - 0
a.t l at ' l

Aclui; /n é a massa, .v o illomento de illéicia e r o talo da esfera. gc3 denota a gtavidacle

Denlonsti'ação: Obsctva-sc cine as tios piiniciias componentes do campo vctoiial v são
dadas pelo vínculo t[ão-holõi]oii]o c pela identificação de 7'é:(3) co]]] é:(3) x c(3). Pala. dcduzii

a. última equação precisamos encontiai a Laglangiana. Pata. isso: seja p = /)(1) a densidade

de massa da esfera. Sabelllos que dado .s C O, r(f, .s) = ,4(/).s+a(f) e assim a energia cinética
é dada pot

(2 8)

T- l.l?l:l;}(à(t:s),ü(t,s))dvB z' egD(<'i(t)': j(t)'> +2<'4({)', àlt)>+ <à,(t): á(t)>) '/vB

onde estamos integlanclo na esfera

Pata simplificam a notação onlitiremos o patâmetlo t.

Agora, calcularcmos a integral dc cada produto interno scpatadamcntc

çb,ü«, - }:,o:o l.-.«--« - :o,"B L =' .)B z'

$?-(À.,Qúv- l.e9(.,.À-Qúv- 1" 1 1" eçP-(.,À'ÜR2:i«OdpdadRB =' ./B z' ./0 JO ./0 z'

Como s pertence à esfera, então s = (RsinOcosp,RsinOsinp,Rcos0). Faça ,4'à
(ói, Z)2, Z)3), assim

1?1:!D.{Às,à)dv 1 1 f' l?yD-n'l.t,:sina Ocos-p+-t,,sin' Osinp-tt,scasOsin0)d:pdOdR
B z' ./0 JO ./0 z'

Agora observemos que a integral tanto de cos p quanto de sin p de 0 a 2r em p é nula

25



Aléi[[ disso, a integral de cos (7sin 0 cle 0 a T en] 0 é nula. Assim

eP<,4;, ã> a'' - ':B

Considcic cine J =(.4fj), cona i,J = 1, 2,3 c s=(s].s2:s3). Disso:

À5 -(À--.- + ,4.,., + .'{.:,s*, ,4,...+ ,'i:,;: + .4:,.,, j*.s.+ ,4*:s:+ À*;,.:,)

Logo

< ,4.. 1.> 4fisf+ 2Hii 4i2sis2+ 2 4ii,4i3sis3+ Hf2s: + 2,4]2j13s2s's + '4i3'slÍ+

+.4:i.s{ + 2H21 H22si.'ç2 + 2,421,Àa3.çl.s3 + H:2.s: + 2.422,42:3.s2.s3 + .4:3.s:+

+.'4lÍ.sf + 2,43i ,432.sl.s2 + 2,431 d33.st.ç3 + .422.s: + 2,432.4a3.s2.s3 + d:s.slÍ

onc[c temos .s2:- /?2sin2 r) cosa pl s2:=/?2 sln2 í] sina pl s::=/?1 cosa í71

.$1s2:=/?2 sln2 r)cospsin tpl .sls3::/?2 slll r) cosa) cos ç)l .s2.s3:=/?2 sln r) cosa/sli) p.

E simples obseival que a int.egral de sisa, sisa e s2ss de 0 a 2n- em p é nula. Post.auto

int.eglalelnos apenas os termos que cona.éin s2, s! e slÍ. Integrando separadamente t.erros:

« I'" p(R)aras\«0d.pdOdR

!

R4 sins 0 cosa (p d.p(!0d.R
0 JO JO

Í:«T";:'.-.-« -\J:T~-.«:
!!!!Üs%RnsinOd'pdOdl{ l f I' flÇlüRü si#0si#:p(l.pd0(1R

2. ' ' .lo Jn Jo '2

Í" .eÇH.R' :# OdOdR . 9. f' 4H.# dR:
. ./. 2 3 ./o 2

8ÇR) :qR2 sinos'p.10dR [ r 1: eÇ; R4 «? Osi«-QdpdOdR
Q ./ll ./ll ./ll A

./'./"/

/'/"/

0

2,n!:l:!Z) # cosa Osiw 0 d.OdR = !!. f' p(R) R4 .IR.
2 3 ./,. 2
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Portanto

0
!1ltlD- R' .l.R.

2

Assim: a cncigia. cinética. é

' - T<' '> *TX .4í,i,.j=l

.:.-. "' - :
Se«do a(/,)

Lagiangiana é

p( R) R' (//? é o nlomcilt.o dc in(itcia da esfola

(al(Z), a2(í), a3(/)), a etleigia pot.encial é dada poi
0

17zgri3 e ent.ão a

' -' "-T<','.>+-T
3

E
/,J'

Agoi'a, considci'c a Lago'angiano / = L o '} ' : e(3) x c(3) 9 R, onde 'b : Té'(3) o

f(3) x f(3) é a trivialização à dilecta: (lue neste caso é dada poi d)(a., ,4. à., H) = (a., ,4. b, p)

cona /) - ã .4,4 in. C R3 e u = i-a l c .se(3). Aléns disso, podemos obselvai que

'> :(«,..4,b,p) -(«,.'],b+ «,«,'])

Assim

z(«, À, b, «) tl'} :(«, .Á: ó, «)) Z,(a, d, b] -- u,'l) T«''«, ''->- -Y E ,;iS
í,.j=l

n'tgct 3

onde (dij) = pÁ, com {,.j = 1, 2, 3

Calculemos z/.4, pois assim encontraremos os .4f/

0

U3

P2 PI

4JI Hi2 .4i3

/l2t .4a2 .423

'431 .43u '433

p.,'l

PsH2i + P2.431 P3J22 + z/24a2 z/3.423+ u2.,'l33

p3.4ii pl,431 z/3.4i2 z/i,432 p3,'l13 L'i'433

P2.4ll + Pi,421 P2.412 +- Pt.4zu u2,4lz +PI,4a3
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Usando o fat.o cine .4 C S'0(31, t.elmos que

'tl.j.'ln.j = >: ./12j.'l3j = 0: ])ala f = 1. 2, 3. Disto segue quc:

>: Àà - 2,,f + 2«! + 2«{ - 2lli('')ll
í,.j=i

/h..a.ó,«) - T<ó+ '«:z,+ «.,>+ Tii/(«)ii' "'g«,.

Agora utilizalcnlos a c(Junção

''ü:''')-li :"-','m"'x.
a deduzilnlos a equação(2.8). Nesse caso, g =(a. .4) e X =(b.p)

Observa.ndo que

--( «:-,+«:",:";"" """3, ':+«.«,),

nos, considerando b = (b] , b2. b2). que

b+« -(z,- «:,«:+ ":«::,z,,+"*": «-«*,z', ",«.. +«-«,),

e assim

<Z,+,«.,Z,+ ,,«> -(Z,- «,«:+ ",«3)' +(Z,,+«;«- «.«:y+(b; «,'-+«.«,)'

T.ogo: al ral al al al a\ al
aX \.8bi ' ab2 ' ab3 ' 81/l ' 8p2 ' ap3

42 1,I' ' IJ

3

2

Pnl't n tlt nI'T}

palr

tel



onde

a/

ba

a/

«:(Z,- ,,;.': + ,,:a*)

,,,(/,2 + «."- ''-«*)

«,(b:. «,«: + u-~,)

«.l-«*(Z,,+ «*«- «-«:)+«e(b* «,..- +«-«,)l+ À/«-

,,.l«:,(Z,. ,,:,",+",«;) «-(b3 «:«:+ ":«,)l + .4/«:

,,.l-«:(ó- «,«,+«,«;)+«-(z,:+«;«. «-«*)l+ À/«;

Disso, segue que

tl al (l E)l, d t)l cl E)l d i)l \.
dt abz' dt ab..,' d.t aut ' d.t auz' d.t. au3 ,l

onde

}7-1iji;- := r/r\t/l p3(í2 p3(l2 [ /''2ri3 t p2(]-31

ããi; - ,«,(i',+ú,",-+«,à. ,-* «-à*)
d a/ ,: . . ' ' .
a-ãil- :: 7?zlD3 -- z/2a.i -- z/2a.i t z/ia2 + pia21

'l:- - ,,.[ á.,«,,+«.«: +ú;«-+«;à« ':«.; "-.'.J+
à2(b3 p2ai+l'ia2) +a2(b3 zl2al z/2ài +zia2+pià2)l + /ü.fúi

IZ: - mlà.;@- +«,«.J+«.;Ü:-»,«, «,à,+ú,«,+«,àJ
à.i(b3 u2ai +pir].2) n.](b3 ú2a] p2ài +úla.2+z,'là.2)l+ JlJ'ú2

' az - .«.[ à,@- «,+«,«J Ü »,«,-«,à,+:',«;+«,à.J+

ài(b2+p3al z/ia3)+ailb2+l'3ai+z/3àl úia3 pide)l+ À4z)S

Também

aai' aa.2 :,.,.,.)



onde

a/

da2
a/

«.l«:(ó:+ «:«- «««:;) «:(ó; ,,,«- + «:«,)l

«,l-«,(ó- «:«., + ,,,~;) + ««(ó; «,«- + «-«:)l

«,l«,(ó: «;«,+",.,*) «-(õ:+«*«: «-«;) gl

Sabemos (lue, para uln sist.ema colha vínculos não holõnomos

õ/(a: ,'l: b, p)(b, ü)

pata todo (ã. ü) C R:; x se(3) satisfazendo o vínculo (2.6).

Para fazei' esse cálculo piecisanlos etlcontlai o comutador l(ó- p); (/). ü)l e D/?s(/)(1). ü)

F'oi visto anteiiolmente que l(b,p),(Z,,P)l = (z,Z, ÜZ,:Pü üp)- Assim

ub = (--z/3/)2 + z/2bs, p /)i ul /)s, --p:i). + pib2)

com i, = (Z,l , Z,2, Z,3); ou seja

l,b üb l i,3b2 + z,2b3 + p3b2 i)2b3, p3bi plb3 Ü3bJ + Ü] ba p2bi + p] b2 + ü2z)J Ü.b2)

'o«. i(Ü) - («-,D:, Ü.)

Temos também que

i(«ü ['«) («:Ü; Ü,",,",'« üaui, z,iP2 üiz'2)

Alélal disso

0- R, (Ó: Ü) o:x,á('"p(ü'), '':p(ã')) ,.. - iiR,('':p(tz;), '"p(ti'))l ,..

IZ('xp(tü)" + 'xp(t7;), 'xp(tü)A) *.. - (Õ + ü-, ü..4)
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Post.cinto

jiiR' -(ó, i') «lii:z,.

+b3b'3

I'la3)

+ uia2)

+ P2a3)

+ 1,1 a2)

+ Z'2a3)

z'] a3)

+

+

+

+

+

+

+

bi (--z)aa2 p3à2 + ''2cí3 + z/2à.3)

b2(z)3a.l + ü=3àJ úia3 z.'ia.3) +

b3( z)2a] p2(l.l + llia2+ i/Jà21

üla3(b2 +z)3ai+u3('íi úia3 pià3) +

üia.2(b3 z)2ai z/2ài+ úta.2+plá2) -F

D2r]3(bi ü3rrz p3ãz+ »2as+ //2às)

üZrrJ(1)3 z)2al z/2àl+ lllíi.z+ uiri2)

ü3a2(bi ú3a2 z/3àz+ ])2a3+ i/2à3) +

ü3a.i(b2+zl3ai+z/3fri úia3 Plàa) l

A/(ü.ü + ú,ü, + »:,P*)

+p- à:(Z,*

+ü, ã*(b -

Ps à2(b -

+ p;à -ló,

+ P3al

P2al

U3a2

U2a,]

P3a,2

P3al

(2 9)

+

Tambéna

«), (í;: ")i - «' l(/,-
+(b,
+(z,:

",": «:«;)(«,Ü;

z/3a-2 + p2a3)(p3üi

"*a: + «:«*)(p- i',

+" 1«- '",':

P3a.2

+ p:3a.]

U2a,l

P2J'3)

ü31'l)

ül Z'2)

ü2Z'3)

+

+

+

+

+

['2r]3)( z/1/)2 + p21)3 + ü3/)2

pta3)(PaZ,i Pib3 Ü3Z,i f

I'la.2)( p2bi + z/ib2 + üaói

ü,(b3 «:«. + "««,)(,,,Ü;

a- (b. «:a- + «-a:)(«,ü-

«- (z,, + «*«- «-«,)(«- ü,

«,(«;Ü- Ü;«-) + «,(«« Ü:

ü,b;) +

ü-b;) +

Ü:«,) +

ü3Z'l )

'-«:,l +

a;(Z,, +

+ a:(b-

a.2(bl

Além disso,

«« «;)(z,:

+ «,«,)(b, +

+ «,a,)(b,

IÓ + üa, Üd)

ü3a2 + D2a3)

ü3al üla3)
ü2al + üla2)

". l«;@, + «;«.

«;(Z,: «3«,
+«,(z,« «*«,

«,(Z,3 «,«- + "-«,)(Z,: Ü;«, + Ü,«;)

««(b* «,««+ «-a:)(Z,,+ ü3«- ü:":)

«:(b,+«;«: «-a,)(b* D,«« +ü-«2)

Ç(7;, ü:« +ü -,)l.

+
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Por ulll cálculo simples. poclenlos obseivai blue

:.(i;+ ü«, ü''i) + ig--í(z',")(i;, ü)l

A/l«-(",p* i',"*) + '':(",ü. ü*,,,) + ";("-ü: i:''«,)j - "'g(7;' ü,"- + ü-«.:)

Poi'énl

À/ «-(«2ü* ü,":,)+«,(«;ü- ü;«-)+«;(«-ü, ü:«:)l

:.(i;] i''',ü'q) + ?Ê.l(z', "),(i;, i')j - "'g(i;: i',''-+ i'-«,)-

Pala terminal, precisamos calcular d ai .(b, ü).

Ut.ilizando o fat.o que rr = /) + pa e substituindo en] (2.9), poclenaos obselval (lue a

explessao

assim

üia,3(Z)2 + zv3ai ui(r3.l + úiael./)3 u2a.i + pta2,l+

+p2à3(bi u3a2+ p2a3) ü2à.i(b3 z/2a] + z.'ia2)--

i)3rí.a(bl plr/2 + u2ü3) + ü3àJ(b2 + p3a.l pipa) = 0.

Além disso. collsidetando club (b, ü) satisfaz o vínculo (2.6). temos

r, - ,-ÜA'(«.) Ü

(,P*,., ',,.,,' '*«: ,,«*,.'' ,:,.-*'.,,;, '*«-*,-«*,,',:«- '-,.,,*',«.« ,«,)

o«de N(a) , «1:,,3)

Agora, substituindo ü eln (2.9), temos, após os cancclainentos possíveis:

d at ,:
(}t. t)x ' ~"

- «« (ü;«, »,,;)i,: +(p;,,, ü,,.,)(-»,«: «;à, +ú,«;+«,à;)+

( Ü*«,. + Ü-«*)b2 + (-Ü;«.: + Ü-«.;)(Ú*«: + «*à: Ú:«, p:à;)+

IÜ,«- Ü:«,,)À;+(Ü,«,« Ü:«:)(-Ü-- «,ã:+»:«,+p-á,) .

a

Ü)



ort.ant.o

õ/(": /l, ó, «)(Õ, p) - :;$(i;, í') - ;.(Z; + í'',ü'{)+ }$.1(Ó, «),(i;, ü)l

v(Ú-ü-+ Ú2ü,+ »3D3)+ ,,.g(Ü:3 D2«: + ü-«.,)+

+«' (Ü,«: - Ü,«,)i,: +(Ü,,«: Ü,,.,)( Ú.«, «;à,+»,-,+«,à3)+

l Ü,«- + Ü:«;)/,,+(-Da«- +'-",)(Ú,«.- +«,à.- Ú:-., ,,:ã:)+

lü,«- ü.«,)À.+(ü,«. ü-«:)( »:«- «,r,:+ü".,+,,-ã,)l.

Porém

,,.«Ü, ',«--'' '-«,,',,«(', :, '-',.:,--',«. '.«, ,,«.--,-«,)

«,,(,-@:«. '-«J) - «,,,'' «-.QP-,',-';, - "«.; * ,"'M@-;',.'J
\létll disso.

;;( ,,"'(«)) * ,"(«) - ;á'''«) *',"'«) -'*',"'.ü*;í'«) * ,"'ü
Temos (lue

ó x 7 /V(a)(ü-,ü2,ü3) n3 Z,3n2.b,m: bln3;Z'ln2 b2,zi)(üi;D2,D3)

,'lü:(Ó,«; à;«,)+ ü,(é'3«- É':'';)+ ü;(é':n, É',«:)l

, (ü,«., p,«,)b- +(-p;«: + ü:«,,)b,+(ü,«: ü:«,)À,

e

x «N(a,)(ü- , D,. P,)

,'(«,w,«: ' «,'. «:'J «:'. ' ,:«, ' «-',,,

r[,i(--ú2al z/2ã.t + ['ia2 + uiã2) m.3(--z)3í].2 p3à2 + z)2r].a + p2à3),

'«-@;«- '«;'.: ,--., «-'J ( ',.., «,'.,',,«,'«,'J)P-,,,,'J
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- ,'l(ü:,,,: ',',.3)(-ú;«, ":;à2 t ú,":; + «,i..;) + (-ü*'''. + ü-,.:)(ú:«- + "3i'' ú-';

+(ü21z] Pl?z2)(--»2a.i p2ài + z)ia2+ z/ià.2)

Disso segue que

«,;í( ,««''«o * ,«''«",:;'::,:, -(« '* ,«,'«,* «,í'«' * ,«,'«,)', ,,,

- ,,,,'l(ü:": ü,«.;)i'- + (ü;", »:«:,)( »*-, - "*à: + ,',«, + «,ó*)+

( D,,,-+ Ü-,.:3)Z,2+( Ü3',.-+Ü-',,:)(Ú:«-+«;à. ,}-":3 ,,-à:3)+

(ü,,.- ü.,.,)à,+(ü,',.- ü-,,,)( »:«- «,à- +ü-«,+«.f.:)

Portanto

õz(" 'i, z', «)(i;, i') - i?:.(i;, i') - : (Í; + ü", i'.'l) + ;:.l(z,, «), Ü;, ü)l

lulas: pata o n]ovin]cnto cona vínculo não holõnomo, tcictllos (luc tci õ/(a. ,'l, b, p) (i)

ou se.]a:

o ü C :se(3). Assim teremos

i' ,"'«»~«l r«,'«,I',«,«,*'

x ,A'(a) - 0

:. À/f(«) ' «,.

Ú À/i(") + "'
d
Ji(-''"Jv(«)) + g'*

;Ã/'(«) ' «.
( ','«]v(«»+g.;

x ', A'(a) (ü: , ü,, ü,) - o,

pala tod

«- ã:; ) +

Ü*)

Ü)

Observe que \'' é um campo tallgente à variedade C, de ditnensão 8 dada por

C; - {(«,.4, b, «); «; - A(-.., «,), b - -«(,]V(«)+ «)}

Considere a ação à direita de S0(3) eln f(3), a : 8(3) x S0(3) + f(3), onde e(3) foi

identificado cona IR3 x S0(3): dada por
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ae(«, ,'1) - (a: ,4/? ')

De fato, esta aplicação é ullla ação à cliieita pois

l dados (a, /l) C R* x S0(3) c Bi- B2 C S0(3) tclilos

al(«, ,4). B. B,) 1«. .'l(B- /3:) ') 1«, ,'l B;' Z?. : ) e

a(a((a, /l): B2). B. l a(('., d B;'). B- ) ja: /1/3; ' 1?. ')

logo

(Jf3\ B.z :: ar3. 0 0B

2. Além disso

a((. . .4), /) (a, .'1/ ') ::: («, ,4)

Lcvaiita.ndo a ação a pala ui]]a açao dc S0(31 sobic Tfl3), (luc está iclcntificado cona
R* x se(3), toldos a ação Ü : Tf(3) x b'0(3) + 7'C(3) dada poi

Ó(a. ,4, b, u, B) 1«.,'in ',z,,pl le.io)

Para garantir blue esse é t'calmcntc um levantamento, precisamos \rcl

diagrama comuta:

quc o seguinte

Ó
rfl3) x s0(3) ==- 7'e(3)

1'
f(3) x S0(3) --F--- f(3)

(T,/)

lv{ as .

a((r,/)(«,,'!,b,«. Zi)) - a((«. ,'1), Zi) - l-,,'iB ') e

«-(@((.:.'!,b,«),23) - «-(.,.,.'!B ',/,,«) - («..'lB ")

Logo:

a . (« , -r) - T . Ü

Podemos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 2.1. .4s seguir es prophedades sào uá/idas:
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/ 1/ é árzuaharz e sob a açào de S'0(3)

2. C' é ànuaràanÍe soZ) a açâo de S0(3)

Delllonstiação: Pata clemonstl'ai .7, precisamos vel que 1/ o ÓB

Por unllado,

v'(«'-(«. -a,z',«)) - L''((a, d/3 '.z,.«)) -(z,+ P«,p(.4B '), gi "'JN'(«)+ «l.ú)

Poi' out! o

dp,(', H,Z':p)V(a: .4,Z':p) - 'ló,(", .4,Z',p)(Z,+ p«,p(.4B :),ii "''/V(a.)+ "I,ú)

«.(h,",".«) *'(,,*,«..«M' D.:Ét ,,,'"W*-],,)) @-h..',',«,= ]i]]]

(' * ««, «'.'-" '', ;' «','"''«., * «., ,)
Pala i? basta obsetvaimos blue as condições club clefinenl C' não depen(temi da seg\inda

cooldcnada.H

/0f

2.4 Sistema S0(3)-Reduzido
O fato da esfera se[ dinamicame[[te simét.rica nos pein]it.e obt.er u]]] sisa.eira co]n ]nenos

coordenadas e CJue preserve o máximo cla est.futura possível. Para reduzia as coordenadas;

usalenlos a ação à (tileita de S0(3) sobre 7'e(3) definida enl (2.10).
Começaremos com a seguinte defirlição

Definição 2.1. Sela Á: : C' o Rs x S0(3) a. aplicação dada por.

k(«.,«,,,4,«) 1«-:a:,.9-;.9,,.«, .4 :)

e«. q« .9 - ,'PIV(«.) e «, - r<Ar(a),{(P)>
Podenaos observar que sendo /Vt = (1, 0, //1) e /V2 = (0, 1: H2),

/v(«)
Nax NI

llw2 x jv- ll Õ-ÍiÍÍ:Bu/: , m,,
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e assina

a/.

.«d' m; - ã
Observação 2.2. Pela Proposição 2.3 e pelo vínculo (2.6), ft = b + pa

Disso segue (lue

,'«]v(«) - J

i93 = ãa = =1)1.ax.a2) = Flirt. Hzã.z = H\l9\ + Hzl9.

Proposição 2.4. k é um dii/eomzor$smo entre C' e U x R3 x S0(3), e7rz que U C Rz é o
coberto on(le h está de$nido

Demonstração: Para mostlal que k é um difeomorfisnlos precisamos exibir sua inversa

Pelas cxptcssões acima: quc fornecem 1111: 792 c u;, temos

P3 //2 + P2 l2.1t)

z/a .f/i + pi (2.12)

(2.13)

Vamos resolver este sistema linear nas incógnitas z/l , u2 e pl

l\'lultiplicando (2.11) poi --Ha e somando a (2.13), teremos

'l+ /J?+ /7?(-H,0-+w) - -«,mj + ««H: ";.
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Agol'a, mult.iplicmtdo(2.12) poi HI e somando a (2.14): ficalenlos com

r*" *"'j( ",.'-*«,+'.'.-'D «,nl -,rí{ ",

«: - an::la:T:e(":"- .- Hl0,)

Substituindo u3 em (2.12) obteienlos

7'

-( H,'0: H«'0,) m. (l + m? + H1)0,
,-V'l+ mf+ mg

tT:lata("-" o. //jo:)

Pot fim; substituüldo ua cm (2.1])

«V'i + //? + //:
( H,'0« H- 0,) H, + ,,: o

7'

(m:.9:« H:.9,)H,+(i+Hf+ H?).9«

,x/i + w? + Hj

ã:Tiíra W:« ' ": ",o: + o: . "f'o:)

Disso segue

«ú- l =::ilÇi! liig:' lã(«) l2.i5)

É claro que a inversa s : ]Rs x S0(3) --, C de k deve tei a forma

s(a, , «,,O- , '9,, «,, ,4 ) («-,«,,A :,«),
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oncte p é dado pot (2.15). Disso segue (lue ]{ é bi.jetoia

Confio À: e s são diferenciáveis, /.: é uln ctifeolnolflslllo

Analisemos o seguinte dianaiama

C L- U x IR:; x S0(3)

C' L ' U x R'

Podemos obsetvai que pi o k é invariante pela. anão de S0(3), assim a aplicação L está
bem definida

Atola, como Á: é lun difeomorfismo. L é um difeomolfistllo

Logo o espaço das órbitas C' = :gi$tg é difeomoifa a U x IR:]. onde U é o al)eito em que /l
está definida. Com isso, conseguimos uma identificação enfie t' e t/ x Rs. Assina: a paltil
de agora, consideialeilaos (ai , a2, l9i , l92, w) coillo (ooldenadas de C', porém xale lessaltal cine

esse é un] abuso de ]ingltageila. Peão Lema 2.1. sabeltlos que o catllpo vetoiia] y é invariante

pela ação de S0(3), assim, V induz um campo vetoiial V sobre C' que tolda colnutativo o

seguinte diagrama
VC ';TC

f] -----+.. 'TI rl
' \, I'

lvlostremos que I' dada por L'(n-(p)) = dz(p)L'(p) está bem definida: sejam T(pl)
T(p2) C C. Disso, existe B C S0(3) tal que Ón(p2) = pi. Além disso, como V é invariante
pela ação dc S0(3), t'(@n(p)) = d@n(p)v(p), asse«.

}'' ( «' (P-) ) d«- (P- ) I'' (P- ) dr(@B (p2 ))l/ (@B(p:) ) ./«- (@-(P: )) dó .(P:)y (P: )

d(«- o @a)(P,)V'(P,) d« (P,)v'(P,) - \'(«-(P,))

As componentes desse campo são dadas ilo teorema a seguir

Teorelala 2.1 O campo uetohal V sobre C ãndltz um campo ueLorial V sobre C, Guias
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componentes são

ã - o

ü, - <OA'(a)O x 0: iV(«)>

Ó + j/TIÍh.* + iÍJll=pA'W * oiv . é -z.g.-z « znw

l2.i6)

(2.17)

l2.18)

Dentonsti'ação:
Pal'a que y seja i'ealmellte o caillpo vetorial induzido de y basta obsei'vai'mos cine ío V

V'o n'

.]á vimos que á = 0

CoTneçalemos mostranc]o (2 ] 7)

Visto club
d

:liiNíl~a) = DN(a)O
tcl)los

l N'(«)ll ::> <A'(«), A'(«)> ::> ;<.N(«),JN'(«)> - 0::> <0/V(«)'0,/V(«)> - 0.(2 19)

Tanlbéna

d(N(«) x -9) . 0JV(.)0 x 0 + /V(«) x Ó.
(/t

l2.20)

Alélal disso

JV(«,) x -j + «,/V(«), OJV(~).9> <A'(«) x .'/, ON(«),7> + «,<Ar(«), 0Ar(«).9>

PJ:n <N(a) x 0, OA'(«)0> «ula, ~'«,: Í<"(«) * o, '"(«)

«i:aK;l.1-0, A'(«)'l ''=Q <ow(«)'9 * '9: ]v(")> + <w(") * '9, -v(«)>

<0JV(«)-9 x 0, /V(«)>

Assim: basta que
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'V(«) x 'J + .«.;V(a): Pa'(«)'Ul> ::: ú

iKlas .« - ,-<JNla),{('')>: logo .i, ,<DAr(«).9,í(P)> F ,</V(a): á/(ul

que

Ú - , <0A'(«)0, f(«)>

Cloro isso, tecluzimos o ptoblellla a. naosttat que

A'(«) x ./ + «,7V(«) - ,'j(«)

i;(") - -H-
r/

i( '"/v(«1) +í/'' x , A'(«)

Po: (2 8), tc«.o;

Logo

(2 21)

l9i I'J2 l9:
1+ m?+ H!

Assim

N(«.) x ,j + «,JV(-.)

J. í-l\Hz+ll H2219z -- I')z, HtHzl9, + H'lljl + l)l

+(w/]'-, w/7,, --«)l - ,'i(«)

)
v'i + H? + Hj H-,9, + H,.9:)+

Ú - <0N(«)0 x 0, ]V(«)>

ar l9 usaremos a expressão (2.8)

i":(«)+«,lí( («»+,.;1*,"(«)
4]



o produto vetotial da expressão por /V(a) e n)ultiplicailclo poi / Leio

«l~'«, * í,,'«,l '«,'~.«, * ll,*«;l * ~'«,l -. -

l«'«;*~'«,l l~'«,*i,««,l

«; l~'«, * , ;'«,l * «l-'«» * , ''«,l

Fazendo idos

o N(«) x

,\r(«) x

Usando (2.21): \

: Nr(«) x ,«Í(p)

ii\..2 Ü x Ntu ]V(«) x

«:,-'g.* * A'W l + /v l OAr(a)t9 x

* "' «,",'-,ll -il~'«, * JV(-) x .9

h,las

<JV(«). .9> - 7ÍTtib;:©<(m-, H,, i), o9- , ,9,, .9*)> :

Logo /\r(a) é perpendicular a l9. Disso e usando a relação

a x (b x c) =< a.: c > b < a, /) > c

a todo \rCtOF a, b: c C R3, temos,

Deste modo

á - á l- <w(«):.9>w(«) w(«): w(«)>'-9
A'(«) x jV(«) x 0

N(«) x l «':Ó x A'(«l «,«'g., * A'(«.) l A/ó + A'
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1«:, * «'.«,11 * ~.«,

~'«, * l«.,'«,*~'«,ll * «'.«, "',* ~'«,*«'l«

;«. l~«'' * «''«,l . l«:«* * ~'«,l *. «-««-:"""

l~'«, * l«'« * ~.«,ll * «'.«, - «.,'" *

l ~«,* l,-'«,*~'«,ll *«,'«,- ,-'«

:J x Àr(a.) = //lr:gea x /N(a) .ü/'Ó x /V(a) +

Novamente fazemos o produto vet.oiial da expressão com A'(«)vaiiie] azei] I'o( l ll rll \ l (

C

Então

pala obtelnlos

~'«," * ,««,l * «'«,

« a ,\r(«), c«tão

/v («)

C

: x /V(«)

'«,) * «,'...' -
'«,) * ~'«,-

7'/

/'''/

lama bém

''«, * «)]

Portanto,

/ \

Ç"«-' + a4,l ó * A'M - «-',., * '"(«)
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-,*~.«,- =th.;*"'.«, J l~'«,*-'«,-l *«,'«,,

ou se.]a

)ilÇl;lÍl?e3 + )ÍÍI/" ]V(a) x OIV(a)0 é o:togol.al a TaH-
0+

Observa-se aqui, que a denot.a a posição e 't9 a velocidade do centro de ]llassa da esfera
e lu denota a velocidade cle lotação eill torno clo eixo peipelldiculat a. 7í

Pala cálculos futuros, exibilenlos a expressão de 29t e t92. Pata isso, usaremos cine a

expressão(2.18) é perpendicu]ar tanto a(], 0, H]) cluanto a(0, 1, m2)

Sabendo que JV(n.)
ZÍ:íTiÍT iB ( m. , m:. -l): te"'os q"e

ojvuo - áx(«) - ».+H, J( .w:, -7i.:;:ii;:lew., ú::o)

Daí

N(«) x 0 JV («).9 zi:S-ih:i::Zi( m. , m:- - u * tÍi}4Tlãl- (x: ». + m, »D ( H- , m,,

T::i::lbTaW-, H,, n * 7ÍT;Íi:a@:, ú:,Q

- TI' Tl:Í+--Ê(tl,. - f'i... , ii.íl, - ti,fí-l.

Como visto antciiolmciite, l93 //il9i [ f72192, assnn

l93 = H.l91 + Hil9i + H2192 + H2192
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Disso segue

<0. : Ó:: Ó;). 0 , o, mJ>

DA'("-)'O- (] , O, m-l>

<0, o, U: 0, o, H0>

Ó:+ »-1/:0:+ m?J: + F7.#20' + H-H,Ó,(2-22)

Íl"BTl-l#(Ü: + HÍú: H. m,».) (u 23)

q.lém disso

<(ó : 'ó:: J,): (o, 1, m,)>

< 1 * OA'(«)'9- (o,l, /-r,)>

<0, o, U: 0, ] , mJ>

õ. + ü«n.ü« + n. n,-õ~ ]. ü.u,ü, + n\-i)- p'zsb

ÍI'TÚ+Ü(-fí: + í!:ii:il, lí fi ) (a'z6)

Elltão

ó + -Ã/T:h.* + -Ã7:+=;.;/vn * n"(«)'o, o: o, "o> - ' +

-. J. + #-H.O: + //fJ. + H:#:O, + H:H,'9, + Á;=1-::PH- +

* iJ+lh l-n--#l;-aw, * "f", -ol -' (2 28)

e

'' "''' .*'- T ww*o"(.)-9,o,::"J>-'+

o Ó, + ü:m,o- + W.H,ó: + , ,«P, + mj'j, + -Ã;:l:l:?m,+

. i/3;'lírãFa( /7:)1 (2.29)

Para encolltrai l9i tnultiplicarelnos (2.28) por (l + M!) e subtrairemos (2.29) multiplicado
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pot //i //2- Após o cálculo tetenlos:

''*":.",«- l «-«-«- «.",«, .=e.«
ou seja

l
i+ Hf+ w? ":",-,. «.",,: l ':",

Agora, pala etlcotlttal ti2, multiplicaicnlos (2.29) poi' (l + Hiz) c subtiaiicmos (2.28)
multiplicado poi Hi //2. Fazendo os cálculos tecemos

(i + Hi; + H?)ó: -".",,. ":~:«: #ü«,*,h".)-.,
ou sc.]a:

»,--ü-«l «-«,«: ":«,«,
(2.31)

Observação 2.3. Como /7: = ãl:-/i(a.i, a2) e H2 - ÕQ/l(ai, a2), terelllos

. Õ2 02

- Õ8/.("-, ",)'9- + Õã.;Õ /.(a-, ",)'9,

H' - Õiiããb(a-; a,)'9. + ã8h(«:, ":)-9:.

(2 32)

lu.3s)

2.5 Sistema ,S'0(3) x Si-reduzido
De agora em diante consideraremos que a superfície na qual a. esfera tola é uma superfície

de revolução; ou seja, que existe uma aplicação diferenciável p : / c R --, R tal que

a3 = h(a.l, a2)



Para garantirmos a difeienciabilidacle na origeill; supoiemos que p é villa aplicação par

e consequentemente p'(0) = 0. Além disso. supoiemos cine a superfície é convexa, ou seja
p'2 0e p" ? 0

Nesta acção usaicnlos o fato cla supciíícic sci dc icvolução pata cncontiai unia 't;aiicdadc

tcduzida. P, gelada pela sinictria club a superfície teia pela ação dc b'l sobre a vaiicdadc C
\l/ : Si x C' -+ C': dada poi

q'«(«, ,4 : Z,, ,,) Ç bou ÜoA . Qab:'Üov Q.' )

onde

l o o ]

o campo vetolial y sobre P, induzido pelo c

ptoptiedades

l soZ)re C' ãndzz-- ?l?na. açào ü : Si x tlli .ü

@.=

cosÉ9 sin 0 0
sin 0 cosí7 0

Enl seguida, encontiatemos
e deduzirenios algumas de suas

Teo)eira 2.2. ,4 açào $ de S

o seguinte diagrama comuta

ampo x'et.orial l/'

que .faz corri que

c c
B@iÍ:iJ l;'' B@jCi}

a n

\l'.

Demonstração Defina Q do seguint.e ilaodo

@o(«-(«: ,'t : b, «) ) n- ( q'0(a: /l, Z,, p) )

Para mostrarmos que @ está bem definida: se.jam (ai: .4i. bt, pi), (ae. .4a. b2, z,2) € C', ta]

que n-(ai,,41,bi,ui) = a-(a2: ,42,Z,2,z,2) C C'. Como(ai,,4i,Z,i:Pi) e(a2, .42,Z,2,z.,2) estão ]la

mesma c]asse de equivalência, existe B C S0(3) ta] clue ÓB(a2, .42, b2, z'2) = (a] , ,4i: b], p])

onde @ é a ação de S0(3) sobre C' definida antciioimclltc. Além disso, podcnlos obscivai
que @o o @B = @B o üO. De fato:

a'o(Ó-(a, ,'l, b, p)) ©«(., .'!B ': b. «) l®,«. @.(.4 B':): @0b: ii,«ii. ' )

47



(j;p-, (7o.'])Z? ' h';ol' ü''oPI/'. ' ) Ó.(-P.(. , ,'l, b, u))

Disso segue que

Qo(«-(«-:,4-,Z,.,u-))(a-,,'l,;Z,i.u-))(@B(«2,,42,Z,2,u2)))

«-(é«(q'«(..2, .4,, 1',, «:))) - «(-P«(«,, ,'\:. b:: «:)) - q'.(,-(-:, Á,, Z,:, «:))

Logo: @o está bem definida. Pata analisailllos sua expressão usatelnos:

q'o(«-, «,, 0-, 0,, «,) - q'«(#(«; 4- Ü, «l) - «(q'o(«. ,'l, Z,, «))

Porém

«-(õ.(«, .a- /,. «)) - ,-(Ü.«, i;.,4, i;,ó. V;,«V;J')

Ç',,/,. «'oi't-',, ' ) a2. I'ji , l9,, M).Tolalelllos

Cloino

l\l)en , \l)oA

cosa) sim)
sin éJ cos é9

0 o

rí.. cos r) + n., sin í) l

n.l snl 0 + n2 cos 0

/,(«:,«,) l

então

ãi :: ai cos 0 + a:2 sin 0i

ã2 = ai silo 0 + a.2 cos f?

Calculellaos agora Oi e l9i- Parca. isso devemos observar que N(ã) = @aN(a). De fato,

ã? F ã: =(ai cos0+ a:siní])'+(--al sin0+ a2cosOy

a2cos2(? + 2a.ia2cosOsin a + a3sin20+ a2sin2 a 2aia2cosOsin 0 + a:cos20::

a? cose 0 + a2 sina é? + af sina a + (z2 cosa é? :: alÍ

{8



\ssim

©.NÇa)

Sabcndoisso

-t'DN(]ãl] = 1'$.vão' $oNÇab

t) =(OI cosí1+ l92sin0, l9i siní1+ .02cos0,l93)

9t = 191 cos í7 + ll/2 sin r)

í';2 - 7JI sin í) + l;2 cos r7

SÓ nos falta calculei n. Pot (2.2), sabemos que í(,4z,.4 ') = ,4i(p) para todo .4 C S0(3)
assim, observando que d)a C S0(3)

n - , <N(ã), 'i(D)> - ', <@oN(«); @oi(pl> - '''<À'(«), é(«)>

Logo:

,'l, b; «)) -

=(a] cos0+ a.asin0, a] sin0+ a2cos0,l91 cos0+l92si

e pote.auto,

q'.(«, , «,, o: , o:: ««)

lai cos0+ a2sin0. a] sin0+ a2cos0,0i cos0+ O2sin0, l9isin0+l9acos0,w).

ão 2.4. Não é um calculo difícil demonstrar que y é invariante pela ação ©

v'i t p'(aÍ ta5J' Ç.,/( + d(a,icos0+a2sin0), v"' (--aisin0+a2cos0),--1

l,og'oC

Pnl.t n ll t nf

«)nO l91 sin 0 + l9z cos 0

Obsetvac
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Observação 2.5. A ação \D não é livre. De fato, basta tonaarnaos (al.cf2.l91.l92.to)

(0. 0, 0, 0, m) e ol)selvailaos que t.odo É9 fixa este ponto

AssiiTl: como a ação ttão é ]ivic: não podcillos gaiantii que a variedade g- seja. ullla
va.iicdade difcienciável. Então, a foinla. dc tcduzii a simetria dada poi .S'' é detcililinai lun

con.junto completo de pojinõmios invariantes pela ação \P: definido como segue:

Definição 2.2. Z)alia 26ma relação (/e equipa/anciã -- e?7z C', dã;e77zos qlée {./'i : C' a R} é

\lm conjunto completo de potinõmios vtuahantes qtt.avtdo

1«-, «,: i-, o,, «,) -(a- , a,, o-, o,, ü)

se: e somente se,
/:(«- , «,, .9- , ,9,, «,) /:(ã : , ã: , IJ- , ,;, , .i-)

parca todo i

Aqui: (ai , a.2, Ot , O2, w) -- (ã.l , ã2, lii , 02, ti,) se: e sotllente se, existe 0o t.al que

-l'a. (ai , a2, 0i , 02, lo) = (ãl : ã.2: l91 : l92: ü). Observe que isto define uma relação de equivalêl)cia

Defillamos a. aplicação k : C' + R' pol

Á;(«« : «:; .9. , .9:; «,)

li'«:*«, ««.'.", .«, .«« !'":*«,l -'« ««« «,

O próximo resultado nos mostra que se (al , a2, t9i, l92, m) -' (ãl, ã2, l9i, t92, ü). então

= Pi, pala todo i

Lema 2.2. ;11 é ànuaràarzte pe/a anão de @a

Denionsti'ação: Telllos que mostrar quc

ZI(©.(«: , «, , .9« , .9, , «,) ) k(« : , «, , 0- , '9, , '«,)

Vamos usei a notação

ÀI(ãi , ã2 , 01 , l92 , m) (P: , P, ; ij3 , P. , Ps )
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Então

P: - l;(af + a:)

;j(a2cos2 0 ] 2a.la2cosOsiii0+ a:sina f9+ a2sin20 2aia2cosOsilif?+ a:cosa f?)

5(a.'cos'í)+ a:sin:r7 1 nÍsin'(]+ a' cos'r)) - l(a.: [ a2) -/)i

cos0+ r7:sino)' +( alsin0+ a2cosOy)

P2:: ãl0i + ã202

laicos0+a,sino)(l9icos0 + 02sin0) +( alsill0+ a2cos0)( Jisin0+ 02cosí7)

= ai cos 0l9i cos 0 + a.i cos 002 sin 0 + a.2 sin í1l9i cos 0 + a2 silo r)J2 sin 0+

+a.] sin0l9i sino a.] sim)02cos0 a,2cos00i siiií] + a2cosrJt)2cosí] =

= alO. sin2él+ a.il9. cos20 l a2192sin'0 l a2J2cos'0 = alOi l a2O2 = /)u

P=3 :: iii'02 tiu'l9i "

lc..t cos0+ ausin0)(--.9isin0+ 02cos0)( ai sin0+ a2cos0)(.91 cos0+ .9:sin 0)

:= ai cos0l9i sin 0 + ai cosOt92 coséJ ü2slli00t silo 0 + a2slll at92 cos0+

+a.i sin 0l9i coso + ü] sin r?02sin f? a.2 cos 0l9i coso a2 cosat92 sin 0=

ail92sin20+ ail92cos20 a.219isin20 a.2't9lcos20 = aitJ2 a20i

Pa :: 'w :: 'w :: 7u4

p. - !(of+ a:) - i(('9- ";a+ .9,.i« a)'+(-'j: ;i«o+ .9: «;o)')

i(l92 cosa 0 + 2l9il92 cos 0 sin 0 + 't9: sina 0 + {92 sina 0 201192 cos 0 sin 0 + O: cosa 0)

= ;1(l92cos20 + l9:sin20+ l9fsin20+ l9: cosa 0) - l(192 + 02)= ps

5]



Post cinto

L(Ü«ja - , ",, .9, , O,, «,)) ÃI(al , ã2 , 0i , 02 , 'tp) IP:,P,,P3,P.,Ps)

l p- , p, . p:: . p- . p. ) [(a- . a,, O- , .9,, .«)

Pai'a lnosttat' que se7)j = /ii, então(ai. a2- ?i]. I';2. il,) --(ãl: ã2. l91. ly2. lã), basta observamos

que como af + a! = õf + ã.$, exist.e 0o t.al blue

a,i cosOn

sin 0o

a. cos On + a2 sin 0o \

a.i sin 0o + a2 cos 0o ,/

\gola; derivando ã.l e ã2. teienlos

.9. ai fll cos 0t) l á2 sita 0o O] cos 0. + O2 sin 0o

02 = á.2 = à] sin 0o + ã2 cos 0o Ot sln On + 02 cos éJo

T.nan

q'..(«: , «,, o, . o,, «,) lã: . a,. o. . o:. ü)

Disso segue que /)i-7)2.7)3,/)a, ?)5 é um conjunto completo de polinõl)nos in\r&l'jantes pai'a
o espaço das órbit.as da açã.o St : cona a seguint.e relação:

P: + P: 47JiPs 0: /;] ? 0 c Ps 2. 0. (2.34)

De fato.

P: +P: -(«--9- + «2'',)'+(«.-,92 «''''-)' -

í/fl9f + 2í}.ll9i ri21;l2 + a3ly: + a.?l9: 2rl tl9ia.al92 + a.:?9f

- («? + «:)(.9f + .93) 27)i 27)s = 4PtPs

Portanto o espaço das órbitas reduzido P ó un] subconjunto dc R'; dado pot

P {(p-, 7o:, p*, p-, p;) c R;/@(p) 0: pi 2 0 e ps ê 0},
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onde d) : RS --, R é o polinõmio dado poi «'(p) = p: + plÍ 4?)i7)s. A próxima relação nos

nlosttatá. blue P é 14, x IR, onde 11/ é um cone em R]

4PtPs l7,: + /,.): (p- p,)' l2.ss)

Asse"l: /,8+/,1Í+lp: p;)' y, q«e é «.«. co«eco«. vé-tece e«. p (0,0,0.p4:0)
(') llqí I'ví mn n rl i n crl n m n

tC ;TC

R; Í:'W'

A /x

Obt.emos (lue .y(k(c)) = dk(c)v(c) Para nlostlatxnos que X est.á bem definido, usaremos

o fato cle \'' ser invariante pela ação \P. Assim, supondo club klci) X(c2), temos: pelo fato

cle /;. sel uill con.lullt.o completo cle polinõmios invariantes, que existe 0 tal blue cl = ©O(c2)
c clltão

x(k(.«)) dÃ (c )v(c- ) ./k(@«( .: ))v' ( q' .( .,) ) dtl., )V( c: ) X(k(c, ) )

T)iuqn unaii í' n unail in tn

Teorema 2.3. O campo ueíoüaZ V sobre C' ándtiz llm campo ueZoríaZ X sobre P através da.

l)ligação k '. C o P. Tal cam'po é ando T)or.

/'2

7's

.-b, 1 - $«:«-Á

ãPp'7''Íill;P

zl«?h-ál
.'h làl:« -WI l«

Y ./2Pi + 2Ps «:á(«" ) }

Tá-,«l l:l
.«d. .« - AL!;'-!
Demonstracão
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à.files cle calcular-talos o campo vetoiial y precisamos encolat.rar algumas expressões que
nos saião úteis. Observe (lue colmo estamos tta.ba.]hando com unia superfície de levoluçâo

~: - :.«:, «:, -: l«(ó=)l 2«. p'(y'2ii)a.
2 vaf + aã

lu.s6)

De agora en] diante usaremos a notação

P -P

Disso segue

H
2Pi

2Pi

(«

(«

//

//

1., *À.,: *&l««

ÁI«, * â«, *z l««

Á)«,,.,,

á) «-«:.

l2.3z)

Tanlbénl

/v(-) a:T::JF:Bu'« , ",; .Ülü,ü,
DN(a)ad =

r (p'yp"p,«: . v'"p,": . p''-9.

k
(p')'p"p,«, . y'"p,a- . p'O,

'i +(P'y(i+ IP')')2P- «i+(p')'2p« V'i +(p')'v'2ã'

C

patPe
2z,- v'i + (p ')' v'2R

p a2/)2

2PiV/l +

~P 'P 'l)'z

l + (p'y(i + (p')')~/eã'

Observemos que

", - "-": * ",", - 1) P * lg: - 3Ê
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Assim: usando a ex])iessao de l93 t.enaos

DJ\r(«)0 x 0 -

lp')'p"p!«, . 'p"'p'p:aa . (P')'P:.9,
'l +(P')2(l+(P')2)27)l vl +(P')2x/27)l27)i vl+(P')22/ol

Ip ') : «,p: p '.,"p:o:
27,-V'l +(p')'27,- x/l +(p'y(i+(p')')v'2M

r , . «"','',,:«. r«n'«,-'.
\.V''l +(P')2(l+(P')2)2Pi «l+(P')'v/2H2/)i \,/l +(P')'2Pt

(p ')' «-p3 p 'p"p, '9 «
2p.«i +(ç,')'2p- «i +(ç,')'(i+(p'):)«2»i

(P')'P"/,:7', . 'p"/'a,'*
] +(P'):(]+(P'):)2P- v]+(P')'2/,.

Apoia podctllos calculam o campo .y

Pi :: ai'01 + rJ.202 " /U2

Para calculam 7}2 usaremos o campo v:

7), = i9f + 'i9: + a..t9i + a.,Ó, - a: Ói + a.:-Ó2 + 2ps

Porém, usando as expressões (2.30) e (2.31) de Ji e 'i92 respectivamente, temos

'ÃilT:liÍ?(«- m: + «,HJ -ÃÍ4;=PW,-. «J

lv{ as.

«:".*«,",-..«3 *«,3 -"'.
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ail9i + a2192 :: ili'',rj f + H22
( #- 0- + H,0:)(«- H- + «,H,)
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íl«« àl«« «:«: úl,« «,:-

e

-:".*«,,,-íl-« ál«:*à :' 1,« ál,:«:'
*ÉI«« ál.,:'á.,;* l«« á) ., .,: -

"\r"l,« l*á,«.-ÍI,«
j')lqqn c=pallp

p, - of + o: + «..}- + «,ó,

-ul 1«« ál
/1 /

'f

(P ')2 2Ps

,,/=:;:«'A "':;,,: ú«l*,«
Portant.o

,:--bl ,*,~à :,; 1«« xll
Seguindo

l9il92 + a.il9u 191192 a219i " all92 a219i

Logo

,* - .+N ( - ,'- ,',«:".
[[.z]],za,.-üz "'% «:«,--M-Y=,«.".
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-,«.,-.,, T=...,«. «H«,-,)
(ll-Ü- ]. ll,IH.)(«-jl, «,ll-)

,,/s:;:'«. «, «., * .IT:;,'«:«. * -«:,l
Rias

n.l Ha a.2Ht ?5:=a2al = 0
e

2P
n.1191 +rltl'JI +

2p À) «.:.,:*

*íl««
2
2

a.2'tl)2 +a2t)2 + 2P
a.. 0

//

P
Á) '«.«.,- * «,.',, *

+ n.2?92) =

Logo

,, - .#n l«-:='".«: * "«,,1 - .h.,=""«
Portanto

I'' ' ;P"'p'Íl:lÜV
Agora

», - Ú ::: < 0A'(«)0 x '0: N(')>

(P ')'P"P: «, " -
(l + (P ')')(l + (P')')2PJ v21

p"(p'ypg«,«- . (p'):p,«:o,
jl+((P')2)27)]2PI '(l +(P')2)2PI

lp')'« ,pg
2Pi (l + (P ')')2Pt x/2iã'

(p')2p"7)2a.1192 .

(l + (P'y)(i + (P')')2Pi '

(p ')*p"pg «, ".

(l+(P')')(l -+-(P'y)2Pi .,/2M'

p"(p'ypg«,«. (p'yp,«,o:
jl+(9')')2pi2pi(l+(p')2)2plvã
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. (P'):« «,/,!

' 27JI(l + (P')2)2PJ
. (p'yp"/,,«:o-

'2P ' (] + (P')')(] + (P')')2/)i

(p'y.p"p,p* ','"/':p* . #''z':"*
(l+(P')')(l+(P')')2P- (l +(Ç'):)279: ' 27,:(l +(P'):)

IP'):7,,/,:; (P'yP"P,P3 .
ll +(P')')2/)l«2PI(l +(P')')jl+(P'):)2Pi '

. (P'):P"P,Pa
(l + (P '):)(l + (P'):)2PL

Ç l)'zPa . '.P PzT)s
(l + (P'):)2p. ' 2P-(l + (P')')

ünq;Ç;&':«,'"'(Tolo..mu' oa

Post ant. o

Peia calcula.i Ps lisalclllos a cxl)lcssã.o

P: + P: = 4PiPs

Derivando

2?)27}2 + 2/)3/}3 4(7}lPs + Pl7js) + P27}2 + P3»3 27}i7)s + 2?ui7js ::lp

. . 7ua»2 -F P37}3 -- 27)2Ps:* 7'; ' '"

-J«*l :«á T«'''*'« }*
. b.'f'Ps 9''

+ ;;j:Í7)27'4 (l + (P')')2Pi

- a« lis««- l«« :no + @oa

G(«"
P' ) }
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l l «*« «;áll-« ÁI *: : a',','l
Portanto.

«.-u«l;ls««. Üll-« ál Tá «IÀI'l
Observe que /) tclll dimensão 4. Aléill disso. o calllT)o vetotial \. pode sei' ext.ellclido para

Rs cuja extensão gela um caln])o regular, sendo quc

,ll«u pl#l} - ,"m

Jt«bil«"h'n) EJ;lPl-/lw
Aplesent.cremos agora algumas propriedades do campo vetotial \

e

Lema 2.3 1. A eTtergia no espaço redttzzdo é dada por.

,-#;":-'-'"".''' ©,,;*"''«

e é constante, ou seja, é uma integral de movimento

2. Existem altas i'rttegrats de movimento .J\ (p\ , p3.l){),.J2(1)l- pa: p4 ), dzleren,càá'fieis e glob

aumente de.unidas, tal que a aplicação

(P:,P*,P-) --,(J:(P:.P,. P,). J,(P, P*:P-))

é uma $bração do (pt,ps,p4)-espaço, covil .Raras igual à solução do seguàvtte sistema
obtido da expressão de X:

dp3

'@l

dp4

dpi

h'l 9"
i? l + (p'yp'

ÁI«
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Demonstracão:

Pelos cá.óculos já feitos cla energia potencial e energia. cinética. temos

E - r* v' - -í<' -'-«,' -' -> -'- Ttl;(«)ii' -'-. ,,..':;-

clo vúaculo(2-6): temos quc Z,+ z'a::: rl,/V(a)::: 0(t91,O2,O3) c assim

}<ó' «., ', ' '"> - T<o,-, .',. .J:J, o'-. .',, ,'a> - Tovf+ ,'i+ .,:

orénl: .já foi visto cine l93 = -;lL=p2. logo:
2Pi

ç<' ' -, ' ' -> -ç 1:,. 'V«;l
o: usando a identificação dada poi À: e cine //l :: -l=:=rli: pata / :: 1, 2, temos

2Pt

«- - a#n á«.«, Ç...«:« «, T«;«,]

aÚmrá«.-« T«:«: «,]

a[m [Á«:'-« * T«.«.:", * «, . T..:«:]

aüa [À«:« 'T«..: * '«-]
] [ .,, .,, ]

arhn[à":'- " À"'':]
Então.

ll,(«)ll: -{(«f + «! + «í)

- {l?o-:ç30 g/«?«' . q;«;.; . «: ":««, - ,.$i«:","*
6()

P

/

P

/

Além diss

P2

'« Á,,]



+2Í111Frr2iJ2/)2 + l:(::rrr.:uJ2 + w=] ')1 ri.Í7): + 7:Jf + 2 ClilÊl3ã'rí.la2'up/)2 + 2-:%R:a.2191 lí/+

*,T«..,:": ' ..,: * Ç«: * :á ,«*] }

T l ;qíl\-;,n l@')'«' + (11:p! + 2}t $ii'7'j t 'z'' ; a:";'"'

.,T«: * «: *V«: ' ,X««*] }.
Xgoia, usando a iclação p2 + p2 :: 4pi7is: a equação acima toma-sc

Tiif(«)ii' - Tl;qíll\ lo+ ula«' + (:ap: + 2p.+

,T,; T-«.«, T":1} -
-çl«ú« I'«+(P'y)w'+(l +(P'y)(V' '):P2+(l+(P')')2P51

-v ly -z,: ' I'l
Assim

, - T 1,« * V,;l * I' lg * =~: * $1 -
- *«; ' « 1« ' :1 * T«: IÇ * :

- $": ' ««. * «T";.
Por fim

V = lltga.s = tltgh. = n-tglp

Portanto

, - B"; -'- "". ''' "''iR"; -- "'"
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Deiivaiido a energia E em relação ao t.empo teillos

,/ 2«P':É+ «»5+ '=F'w"l«; * V«,', * «g;"

-«=«LEIS«
n\g P'
- v'27'- ,«lál:l«l= ''';i'l«:'V.'hl Ã? /':'p' '75ã:

rn.g ,
Y

CL ; «;À(«"
P'

7)2 ::

:(í p' 7'27o3 P' (it(p'):)tgz''ZlilT '/

«õ:/h-;n-3:ão -- uon + .~«: ;g"''g +
'''"ü'l--G;n " mo * @oa ..«,G;P'

'«-nl ,«; IÁI'l'
*"!r--ul '«,*:,;l*,«.á«,

n V'2Pi

/

9

m.g p
a' v2Pi «.IÀI'l*

;',«;}
P 'n

+7ng

P'z ll'tg
"(l + (P')') = @oa -- "«,T .$=



«.'u:« lál *r.'n,«;
- «u«:«lál r.n:«-'

Porá.ant.o nl/) é constante, o que complet.a a dcnloilst.ração cle /

Pala demonsttaimos 2, começaremos transfotlnando a equação difelcllcial (2-39) eln uma

equação diferencial de ordem 2

)«- *üh:]
::lál«IJçhlllçh« Jçhiluçh (l«l:

-ll«l ll snç;llih
Como a equação difctcncial é linear, temos quc existem duas soluções linearmente illdc

pendentes .-l(7)1) e .-2(7)t). Assina: basta defillirmos

;:b:,«*,«d - i:;.:bo«. o,, o-",n

pois então

í':- slã«* *,.l -ilulpl:«, ulrlü«~*
dsí

/'3

Observemos que,

P/'d

P \l + (P'):
p"'(l +(p'y) 2(p"y.,'

eã'(l -F (p')'y

e

d rt+(p'y\ 2lp"yp'p, p"'lt+(p'y)í,,
at \ p" / ..,/2ã'(ç'")'
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Assim

á l«« l-'ül 1 - á l-'ül "\p'' - '"'H=€2'''
1.0a0

''lp''í l-« lüüll g« - '"'' * x?;,:'«"':"' "«:':

íl''ls'''l ü«
Com isso, usando a expressão cle d , a derivada cle .Ji se t.ransfotma ein

1', -3 l:« * ,,-l
ÁI l«:« * :,*l

-+ ç.p'v' l i''l .p" l .p"

P" \ «,' ] + (ç'')' \ ] + (.P')'

-i la;: ,a,;l p" p' \.\

' nl.;Ü'':''' :;lãl.i+ (,,0: '?Sa:J,J'

Portanto Ji = constante, ou seja. Ji e J2 são integrais de movimento.

Desse resultado, segue que encontramos 3 integrais de movimento do sistenta. Assim,
conluilnos que as soluções em C são lestlitas a unia subvatiedade de dim C' lUCRos o número

de integrais de naovimento, ou se.ja, restrito a uma subvariedade de dimensão 5- Portanto,

a afirmação na introdução de que C' é coberto poi toros de dimensão 3 sobre os quais o
movimento é quase-periódico é um tanto quanto forte

Assim; analisaietnos o sistema S0(3) x Si-reduzido usando a reversibilidade, que é
definido como segue

1+(p'y
PI'

hl P''

-«,' l + (P'):
P" P' \ 1 , . (7sf À/ P"

Í;7.;y V$i,l ]ãp'p: ''' aÚ'n''"'Í;7;7'ZP. a,,'"'' l + (.P')' /

Definição 2.3 UTrt campo ueloüal. X em P é R-reversível se existe uma apt cação dizer
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eltciáuel R l P --, l lal (lue RZ 1, ou seja, uma nuolttção, sat sjazendo

lt*x - \

Observação 2.6. R*X = X significa c]ue D/?(7))X(p) = X(/?(p)), ])ara todo lo € P
]sto cluer clizet que a aplicação /? leva uma órbita de y nela mesma, mas in't'entendo a
palamctrização no tempo

Exeiltplo 2.1. Corzsãdere a aplicação ql&e zeuerÍe a ue/oczdade, S : 7'é'(3) --, Te(3), dadíz
por

s(-, ,'l, ã, .4) -., .'!- à, ,'l)

E interessante ressaltar que esta ctpl. caçfto é UTlt reuersor parca qttalqtter sustenta rltecânico

não disszpatztio; ntesTno qua-Tido tem uÍvtculos leão hotõTtomo

OI.hemos agora pa.ra o segltinte diagrama:

7'é:(31 -J--- c' (3) --!---» R' --E--, p

J:,J.., *L..:, .J; . [
Pode'n-tos observar que a. aplicação indKzidct S . P $ P por S . Teçah $ TCÇàb é dado

por;

S(P-,P,:7',.P*,P;) -(P., P, P*, P-,P.),

pois,

S(k(«-(k('D(«, ,4, à; ,'l))))) - k(«-(k(©(S(«, ,4, à, ,'l))))),

.glÃ(«-(k(d'(a: ..'l. à, À))))) - .g(Ã(«-(k(a, .4, b, p)))) - 5(ÃI(«-(a-, a,, .9«. .92, "", ''l))) -

S(k(««, a,, O-, 0,, .«)) - S(p-,p,;Z';.p.,ps)

k(«-(k('}(S(«,,4:à,d))))) - k(«-(k(q'(«,,'l, à: ,'l)))) - k(r(k(«,,4, b, «))) -

-Ê(«-(a-,a,, O-, ,9,, «,.4 :))-ÃI(a-,a,, ,9.. O,; w)-(p., p,,-7':, p.,p.)

e
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vamos mostrar (late \ é um campo S rettersíuel. E cl.aro qlte S é umcl invol.uçâo. Pel.o

Teorelrta 2. 3, X e dada por

X(P- , ],, , 7', , 7,- , P;) 1»- . », , »* , 7}4 , 7}s )

Porém, calcltl.ando X em l.p\ -P,, 7'', P,. P,), Z«.«,o.

X(7,-. P,, /',, 7'-, /,,) l /}:,7},,7}:,/}-. zj;)

,4 :ssám

s*x - os(p)x'(p) - ÚS(p) - (»-: P,, -7í;, »-:».) ( /j:,»,,P3 P4: »s)

X(/,-. P,: 7's- ,'-, P.) x(s(P))

Portanto X é S reversível.

Aléns disso, 'podemos calca,lar os paRI,o fixos de S colrlo segue

s(p.:p:,p;,p,,p;l (P,:P::P',P-,P;) + (P-, P: Pa, P4:Ps) 1/,- ,P,, /u:;, P-: P.) +

't+ /}2 :: P3 :: P4 :: 0

Com isso, o conjunto dos pontos .Rios de S tem codimeTtsão 3

O tcolema. a seguir é devido a BirkhoH:

Teorema\a 2.4. Sel)a X llni cama)o uetorial R reversível e seja E o conjunto dos pontos Jüos

d. R, o« sd", E - {= : R(z) - z}. S. «m« ó,báí« d' X q«. p« p" "m ponZ. d. E
intercepta E em um outro ponto, então essa órbitct é periódica
Demonstracão:

Seja r([) uma curva int.egra] do campo veLolia] X. Considere [o, Zi € R com ío < {1, tais
que z(Zo), z(tl) C E e tais que z(t) çl E para todo l C R com Zn < t < Zi

Como X é un] campo R-reversível, então R*X = X. Disso, podemos concluir que

y(t) - R(z(2t. t))

é ullla solução do sist.ema Ú x(z/)
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De fato

Ú(Í) 0R(r(2/- t)).â:(2t: f) 0R(;-(2t. t)).X(;«(2f Í))

Y(R(z(2Í: t))) - X(y(/))

Podcnlos vci também (luc como z(fl) C !

y([-) - R(,:;(Í- )) - z(Í.)

Pot utlicictade, como y([]) = z(ti), concluímos (lue y(Z) = z(1). Elll pari-icu]ai, coillo
.(Ío) C E

,(Í. + 2(t. t.)) ./(f. + 2(Í- /.)) /?(.-(2/ - /u 2(f- Í«))) /?(:,'(f«)) . (/«)

Portanto 2;(f) é uma órbita. periódica de X cona período 2(íl fo). Pala velhos teali]aente

que o período não é menor do que 2(fi fo), suponl)a. que o período seja T < 2(tl fo) e

considere í= ti ;. Assim,

«(t) r(t + ,) - R(:«(2f, f ',))

Agora, calculalldo cm t: teicnlos

«'«-«(«1«- '-*; ,)) «(«(' -«'-'.':

logo, z(i) C E. Mas é fácil ver que to < í < fi, o que é um absurdo a partia' da hipótese que

r(í) « E para todo t C R com to < f < ti

N'mostramos além de tudo que i;(t) tem ullla reRexão íc(t) R(:u(2íi t))

Clonlo a superfície 7-í é de icvolução, ela induz uma icflcxão r' quc piesctva a valicdadc

vinculada G, ou seja, sc (a, .4, b, z,) c C' então F(a, .A, b, p) C C'. Tal reflexão é dada por:

F'(., Á,Z,,«) l.i<pü: KpA Kl;' : í<'ob, KBuKJX )
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onde,

P[-iJ]]ei]'a ]]r

2

.J2 2/J 0 l
J2 1 0

0 1 +.J2

Pala obse[vaimos que F' deixa C' invariante; considere ã = /IÜí]., assim:

l .:i2 2/j

'i: ' Íi#": + Íl: P«'
2.3 .j2 l

r72 :: l L {2rll + l X {2r/2

a.3 :: (l3

lente precisamos mostlat blue úl = p'( V'(ila + (i/). Poiénl

Logo: @ - «: - p'(«ãri'8) - p'(v'ãi2''l:lP)
Ágata, considerando club b = z,(7'/V(a) + a): tcnios

b = --yrNT(a.) ua):+ Kob = --1':BPI N(a'l l{0}/a. = 1'(Bpl'íBiKBI NI.a) Kpul'fj;lapa

lulas não é difícil observam quc Ar(Ã'Pa) = KpjV(a), assim,

K8b = KDuKb'rNÇKOa] K3vTÍJ' Kpa.

68

[(l P2):«f+4(1 0:)P«.«,+4d:a:+4.J'..Í+4(P' l)P-.a,+(p'- l):«g

Ü'+®'-

[(i a')'«f +4.J:«:+4/3:«f+(.J' i)'«:
(l + .:j:)'

(«f . «ü l:l#ÉJ '.''
l«f + «g)(l + ..j')'

= rlÍ + íl;

l.? + «:) (l J32)2 + 4P2

(«f + «:)
1 + 2/32 + P4

] ij2 2.j

r;'p«' + n:F": :. 2.J /j2 l

Íi 7"' + Íl:'P«:

[,,,: . ,.:~!..za] .EgLt.lg] . ],,.: .. ,,:.u?pu/] .
' l u +.ja' l ' ['":':"''



Poitant.o. F'(a, ,'\. Z,: p) C C'

Pai'a o pi'óximo lema, considei'cremos S : C o C', a aplicação induzida poi'

s : r (3) + rc(3), cla(ta (la seguint.e fornaa

s('>(« : ,'\. à., /l )) 'b(S(ri , /l, ã. /l) )

o cine implica blue

S(«, ,4,Z,. «) - (a, H b «)

Lcnli\ 2.4 A aT)li.cação F Q S C a G ind.ltz u.nta aT)l. ca ção R P a P dada T)OT

/?(P- , P, , P, , P- . P. ) (P-, P,,P,-P,.P,)

Denlonstracão

r'(s(«, .'l- b, «) ) r'(a., /l, b, z,) l.J(on : KJ/\ í(il' . l{,3b, T{0«Kõ' )

Temos cine

KP ,4 /(À '

Knb

Kpvl<b*

&«...u":
}i$.9-
:$o- eh'o,

«<jV(K'P«), f(Ã'P:'/$')>

k,o T o k.

Assilll

i'. - li@.' + 'üD;(«f + «g) - ««

Portanto

P] :: Pi ;

,,-l=.' «ll u«:
69



(l .d2)2alii. (l /J2)2PalT92 (l Ja)2Na2191 4P2a2O

(] + .J'): '

4P'««O. (P' 1)2.d«-0, (P' 1)2P«,O- (,J: lya2.9,
1] + 0')'

(i p'y«-o- 4P:«,o, 4P:«:o- (/;' iy«,o,
li l .o'):

(«-'o- + «,'od(!-illT:;JJe - h-o- + «,'od - p:.

&,.=-«,
2/d .J2 ]

íl p"' + í+ ?"'+

+

\ssilll

})2 - '})'Z\

1=«-*&«ll &«:
l&«*=«ll =««

(l P2)2Pí).ll9l+(l /i2)2rlJl92 4/i2a.219i (.íi2 1)2/:1í},21lJ2

(i + P')'

(l .d2)2Pa.]l9i 4P2ail9a+(l P2)2azt9i (Áa2 1)2Paz292

(] + P')'

li P'):a-.9, 4P'«,O.+4P'. O, (i P')'«,.9-
11 + p'y

-.«:«, « ,l"i=#'l -'«-«, «,"-'-«

Então

P3 :: Ps;

P4 = 1<N(/{Pa.), í(/{a:'X'i:)> Ã'PIV(a),Ã'P{(u)> :{(")> -p4,
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ou se.la

lelalso ainda. blue

,,-ill =«: «,1 1 ü«- n«,l:l
1 [(] d'):'o?+4(1 P')0'o.'P:+4,J:'o:+4P'of+4(./j: l).J'o.o,+(/j' i)''o3]

' 'l=#"'l - i I'.,: . .,,'leal
-ilwf . "9o ' 'n l - !wf ' "â - «.

l (i - /j'y.Jf + 4.'j'o! + 4P'.9? + (;j' - l)''Jg
li + P:)' - l I'«: ' «,"i$#'l

- i lo'f +.':,

e

PK

A partir disso, podemos demonstrei o seguinte lema:

Lema 2.5. /. O campo uetorãal X é /?-reuersíbeZ

2. O c07Lju7ito dos poTttos $=os E de R enl P tetra codimeTtsão ]

Denl o)lstlação :

E claro que n é uma involução

R(P-,P,,P;,P-:P.) -(P-,P,,Ps;P-:P') +(P., P,,P,,P-,P;) -(P-:P,:7',,P-,P.) +

4::> (U, 2Pe, U, U, U) :: U 4::> 7)2 :: U

Portanto, E tem codimensão l c o item 2 está dcmonstlado.

Para demonstrar o item ! , observemos que pela definição de X, qualldo o calculamos em

71



lp-, p:, 7'::, p-,p;)

.Y(P:. P:,7'3,P-,''s) -»-,»2: »:1, »-. P;)

Colha isso,

/?*x - on(7')x(/') - :(x(1'-./':.7'*,7'.,/,.)) - i(z', - -l':.p:;,7'.,/,;)

:: (»- : »,,»*, »,:».)) P,: P:::P.,7,;)

Portanto \. é /? ievetsíx,el e / est.á demollstlado.
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Capítulo 3

Resultados Principais

Neste capítulo dcllloitstlaicnlos o seguinte tcsitltado: quc dc fato é o principal do trabalho

e blue descreve como as órbitas se distiibuein no espaço de fase.

Teorema 3.1. 4 uarãecZade uã?zc?tZadíz C' é coZ)Cria. por toros de dz7nensão n0 77zázá7no três,

no (lttül o ntouzntevtto é (lltase periódico. O cantão uetorial sobre esses toros depeTtde apenas
de \rês coorden,ctctcts

Pala demonsttal este teorema precisaiemos de alguns tesultcados pteliminaies (lue serão
apicscntados nas duas ptóxinlas scçõcs. Ptitllciio, dcmonstiaicnlos quc no sistcnla induzido

(P. X): uilla cui\ a intcgial dc X ou é pciiódica ou é um ponto dc equilíbrio- Ein seguida, ap-
[esenta['emos um resultado n]ais geral sobre n]ovimento quase-pei'módico em u]-r] vibrado piin-

cipa[ coill fibras compactas, sob a ]iipót.ese de que as so]uções no espaço base são periódicas

Ent.ão, pala t.erminar, usaremos esses dois iesult.idos para demonstrar o resultado principal

3.1 Soluções do Sistema Reduzido

O i-csultado quc dcmonstiaiemos nessa acção é a proposição a seguia

Proposição 3.1. Uma c rua ínZegraZ do ca.mpo ueíorãa/ X soZ)re P é periódica ow é um gonzo

de egltàZzüho

T) p ni n i i qt ]. n r ã n.

Dividiremos a demonstração dessa proposição el:n t.tês partes. Primeiramente analisare-

mos o comportamento das curvas integrais eln tulha vizinhança de um post.o de equilíbrio
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que não pertença a T = {(0,0,0,pa, 0)}: que é o con.junto dos pontos singulares de /', ou
se.ja. o vélt.ice do cone 11/. Etll seguida. analisaremos o compoit-cimento dessas cuidas cine

passam em uma vizillhança de um ponto de 7' e: ])ala terminar: atlalisatemos órbitas que
passa-nl poi pontos tcgulatcs.

Piccisailaos dos seguintes resultados

Lema 3.1. O covtJuvtto R dos paTEtas de eqttilíbrão de \ esl,á coíttido m,o conju tto E cle pontos

fixos do reuersor R
T) n ]ii r) t ] ç= + i. n r' n n -

Colncçaicmos descievclldo como é o conjunto 7?. Dc acordo colll o Tcotcnla. 2-3, pic-

cisanios quc 0 :: pt :: p2. Além disso,

.-,:-.ül s«á

- .ul s'«,«á 'T«'a*'«;l : $'*,«á
Poiénl, sendo 7)2 = 0, já obteielllos p3 = p4 = 7}s = 0 e portanto 7? é uma subvat'iedade

difereilciá.vel de diinensã.o dois de P, dada pelas e(luações

/ 'ãzll +2Ps

\.l P' 'iltlJ l

iP';"';ãã: 'P
a'

l\'las pelo Lema. 2.5, E é o conjunto de pontos de P tais que 7o2

que 7Z c E

0. Assim, cotlcluílnos

Leda 3.2. .4 Zãneaãzação de X em como do porzZo (pT. 0: pl;: pii, p;) € 7? Zem dois a?ttouaZores

nlLtos e dois completos conjaLgados

Demonstração:
Oinitiremos + dos pontos para não carregar a notação.

Supondo que pi :/ 0, podemos determinar 7)s da seguinte fornaa:

2Ps =
7': + P:
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Daí obtemos

À

()

0

l
-À
./4

.Js

()

-À
0

J = n\l,p*~l XI

onde

,: -ul :«:,-le
., . .;eg=, «'© 'n

. h'l])3tP'

li + (P'l:la,'./2»i
./4 li + (p')'la,'

'. - ;ldçs
jante da matriz J é:O rlet et'mina

lp')'j p-

71'?..q

d.Í(})- Àl-À:+J,JsÀI -J.À' - À:(-.X'+ J:.J,+J-)

Logo: dois dos autovalores são nulos e os outros dois são dados por:

À2 := J3Js + Ji

Assim

*' ' .. * ..w;,«: IJih

Usando a propriedade (2.35), o sistema que define 7Z e o fato de que a superfície onde a
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esfera tola sei convexa (e assim tanto p' > 0 cluant.o ç" > 0). concluímos cine

*' - i3s * ''tp"' 1« * s',''')*
+ !u##p"+2o+u'):)~l «::o

Pottant.o temos dois autovalotes 0 e dois complexos cola.sugados. Tsso nos diz que o
sistctna lincatizado tcm órbitas pctiódicas club cst.ão cont.idas cm un] plano dc dimcnsã.o dois

transvctsal ao cola.junto 7Z e, além disso, 7? é tailgctlt.c ao auto espaço coilcspondcntc aos
auto\râlol'cs nulos

Pala clenlonstralmos o pióxinlo resultado usaremos a técllica cle -blow-up': . Unia breve

intioclução a este tópico pode ser elicontiada no .\pêndice A.

Lellla 3.3. Pa.ra ca.da ponto de e(lltilíbrio (late não pertence ct T, existe uma. u zznhança U

desse ponto ta! que para todo p c U, elzstem tempos to > O e t.! < Q tal que a curda integral

qlte passa por p pertence a E em to e t!

Demonstração: Vamos escolhem novas cool-denaclas z = (zl, z2, za, za) para /' da seguinte

maneira: tomemos z3 e z4 como uma base pala o auto espaço detelnlinado pelos autovaloies

nulos. Agora: escolha zi e z2 de tal modo que as óibítas este.jam no plano zlz2, E seja
tcpicsciltada pol z2 = 0, 7{ seja. icptesciltado pot zi - z2 = 0 c o sistcnla fique da foinla:

zl

Z2

Z3

Z4

u; 0 0

o o o
o o o

o«d. .« - w(;:, ;.).

Para analisarmos o comport.alnent.o das soluções usaremos a t.écnica de "blow-up" . Para

isso, considere coordenadas(Z/i. g2, g3, y,i) tal cine(zl , z2, z3: z4) =(Cyl, cy2, y3: Z/a), com
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<< 1 Daí, o sistema cottesponclente a \ nessas cooiclenaclas é

0 tz,- 0 0

UJ 0 0 0

o o o o
o o o o

+ o(.)

Collsidele um ponto Ú faia clo conjunto de pontos cle equilíbrio 7Z: satisfazendo

üf + ü; - ]
Pa.ta f :: 0. temos unia lotação no plano ry11/2- Assim, existem instantes /o < 0 e ti > 0

tal que Ü(/«) C E e j)(/i) c E, ou seja, Ü2(Zu) = j72(fl) = 0, onde j)(/) é a solução do sistetlaa

linear. Considere agora a. aplicação Ó2 : R x IR4 x / + IR tal que Ó,it.y,c) é a segunda

coinponent.e da solução do sisa.ema. Temos que (É2(í.o, Ü, 0) = 0. Denotando por ,4 o calalpo
linear, t.erenlos:

(i" '*.,,, o: :;":''.,,, n. ;;',,''.,,, : :;«-''.,,,n)
::: -a(ó-(/., i7, o). @,(í«, í7, o), @,(f.,, í. o), @-(/ ,: i7. o))

(/u,i7, 0)-0.@;(io,i7,0),Ó.(f., }7 0))(0, é:(r«,i7. 0),0,0)

Potén[, p] (to, !7: 0) / 0, caso co]]ttátio Ü(fo, Ü, 0) sc]ia un] ponto dc cquilíbiio. Assim

âÓ2(to, y. 0) 7z 0. Pe]o Teorema da Função ]mp]ícita, existem abertos V C ]R' x R: W' C R
com (Ü,0) C V e uma aplicação ?l : L' --, 11/ tais quc ?l(Ü,0) = ío e pala todo (y,0 C V e

í C ll' te-n-s. í(y:.) - í <:::::> @2(t,y- .) - 0, o« seja, Ó(Z,y,.) C E

Análoga.mente: existem abertos V' C R' x IR, TT/' C R com (Ú, 0) C V' e uma aplicação

Íl: V' . ll'' tais cine Í(Ü:0) c paratodo(y,c) c V' c t C }T'' tcm-scÍ(y:c)
é2(í,g/:0 ou seja, @(f,y,e) C E.

Confio as ói'batas são tratas\rersüis a 7{, pai'a c suficientement.e pequeno as ói'batas cor-

respondentes a este ( também serão l,ransversais a 7Z. Como o resultado vale para todo c > 0

e y tal que 11)1 = 1, o lema está demonstrado

Corolái'io 3.1. Para cada pomo de equáZzüho qlte rzão pertença a T, ezãsíe uma uãzã7zAança

na qual todas as órbitas não triviais são pehódicas.
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Demonsti'ação:
Segue diietamellte do Lema =3.3 e Teorema 2.4

Le111a 3.4. Uma órbita. em lama tiizãnhança de llm ponto de T é periódica oal 'lLlrl porto de

eqttilíbrzo

Deinonstiação: Podemos observa.t cine os pontos de 7' satisfa.zem as equações cine definem

7?. c assim 7' C 7?. Analisatcmos plinlciiamcntc os pontos da vizinhança dc T quc não estão

pióxinlos dc 7Z c, cln seguida, allalisatclllos os ])oitos da. vizinhança (luc estão próximos dc

Como os vértices são pontos singulares de F', sela conveniente ir e voltei cle P pala C'
durante a análise.

Observemos blue os polltos de T na 'i,aliedade deduzida Ü = i?i$tq são iepresent.actos poi
e :: (0, 0- 0- 0. ]u), pois ui]] ponto en] 7' t.elll /)l = 0 e /)5 = 0: que pela definição implica ai =

a.2 = t9t = J2 ' 0 e w = p4 C IR. Além disso. coilsidei'e o conjunto E = {(ai,a2: 't9l: 't92: w)

a2 :: 0i ::: 0}. Podermos obsetvai que um ponto de E é lepieseTltado elll P pot p2 - 0,
ou sc.]a: un] ponto dc E. Portanto unha ótl)ita cn] RS quc intciccpta. E c]t] dois pontos é
piojctada cm P sol)i-c um ponto dc ecluilin)lio ou sobic unia. órbita quc intclccpta E cin dois
pontos

Pala concluir a delalonstração do Lema 3.4, usaremos o seguinte resultado:

7Z

Lenta 3.5. Seja. z C Rs um gonzo a/estado de lnrz porzto de equiZzZho relativo, ou sqa, a

projeção de 1. em P está afastado de um ponto de 'R. Então, e=isteut iTtstcintes 10 <. Q e

í. > 0 íaãs que üoÜ.)(F'''(z)) c E e d;oÜ.)(F''' (];)) € E

1) o }n nn q+ }. n r ã n

Começaremos lineatizando o campo vetorial y, dado no Teorema 2.1, eln torno do ponto

cle equilíbrio e e encont.ralenlos o fluxo linear relacionado. Para isso, precisaiemos encontrar

a matriz jacobialla de \'' no ponto e (0: 0: 0, 0, w).
Tome«.os V(«-, «,, .9«, .9:,w) -(h, V2, b: Va, Vs). C-lc«le«.os

ãã-VI - ã8n - Õ©V - ããVI - 0, ã&h - l

Talnbéna a a . õ . a
ãÚ-t'b - ã=V2 ' ã&'V2 ' MV2 ' ''
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wq bv\x v \v v\l YVvv \'''/'/ v \a'v<//\ Lvxxxvu

ãa#- - ãiDR/.(«-;«:)o- + .... .," /,(«-.',)o,

: -, - hall:M/.(«- , «J''9- + ã;@/,.h - : «J'-9,-

A.lém disso, considerando colho anterioinlente cine /l(ai , a2) = p(

cona mf - {l7l;Í:lÍ:l;iai c assim,

il :l-ül,« J l«:*ú
i~, -z lu;Ü«l -ú l,«

z,«: -l«- -ú l«« ««:

ã:- /J-P, Q - Z://:0,Q - p"W

-a--#2(0, 0) (0, 0)

Assim: pala V3 - l9i : tcicnlos

:«-:l-+-ll :«-«. «,«,

'.''ial:' ,«: '":",,«,

Usando que Hi(0, 0) = H2(0, 0) = 0,(3.1);(3.2), 13.4) e(3 3): obteremos:

z:Ru- w; ii. u-'.
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Agora

a .
-H-alÚ' ,'-".,". ",'',«hi,,,)

e

a .dali' "-,«- ":,,, ".«, «Li"')
Pelo fat.o cle ãa //i

concluímos
:h:ll: ' l©ll- - -ã©l' - :L //, - i/'-. --««d. o.ü . 0-4

aã-K(') - o: ããK(') ã'r?il=p« "w

Porfinl
d .h,':

Poré«., co«.o Ú.(.) te:et«os =-Ü,(.')

ATlalogamente para \á := 02: relemos:

ã;-ya(') - 0: ããV\(')
9

.Áll1l!:hp"m

ã %u--Ãí?il=p,'"m. ã: n
()

a
e ã=Va(') - 0

Nos resta fazer os cálculos para- Vs = ú

h:DNÇu]ü x 0.Ntu]'l \nN]«]'0 x'Ü

Pode-se facilmente observar que:

ã Vs(')- ãi;Vs(')-0
8()



Agora,

úG -liw"w"*o, "'w i""'M"* ". "@> *<" ~w"*i', "M
Lembrando que,

O.\:(a)'9-(]+ H? ] m?)g(H'»' + H,Ü:)(H-,H,.-l)+

obteielllos, pelo fato de mt e m2 não dependerem de t9i e H;le)

a
ÕÁ 0/V(«)0 - DA'(«)'j - 0,

quando calculados em f

\ssilll

Fr\ , Hz : Q
+ rrF+ m!

0, que

Alélll disso. como Us não depende de w, ã;Us(e) - 0

Pata simplificar a notação, tomalenlos d = :iÍjl?l;ilÍÍ;: e B = -Ãi-.

Segue quc a niatiiz jacobiana dc V cm e é dada poi:

o o l o o
o o o ] o

OP(e) - l ..4p"(0) 0 0 B«p"(0) 0

0 ,'1P"(0) BwP"(0) 0 0
o o o o o

Encontraremos agora os autovalores dessa naatriz. Para isso, calculemos o polinõmio
característico

p(À) - det(ot'(') -- À/) - --À IÀ'+(B'«''lp"(o)I'+ 2H'p"(o))À' + Á'lp"(o)I'l -
RI



Portant.o um tios aut.ox,alteres é nulo e os outros devem satisfazer:

À4+(B:w:lP"(0)l:+ 2/1P"(0))À' + H'lP"(0)I'

Considcic À2. Assim, a cxpicssão toii)a sc

.: +(B:w'lP"(0)I'+ 2dÇ"(0));+ ,a:lP"(0)l: - 0

l.o.'o

23'«,'lP"(0)I' 2dÇ,"(0)+ v(23'w:lP"(0)I' + 2HP"(0))' a,'i'lP"(0)I'

n'«,'lP"(o)I' 2dp "(o) + x/.ilíli;iÍÕ;i(QI' + 4.az?'«,'lP"(o)I'

Como visto, p"(0) > 0, .4 > 0 e B > 0, e assina, B'w'lp"(0)I' + 4,4B'w'lp"(0)l; > 0
Além disso,

n:«,'lp"(o)l: 2,'1p"(o) + vBlii:ílÜ;(Üi' + 4.'!B'«,'lp"(o)l; < o+

.» < B:w'lP"(0)I' + 2dP"(0) +

0 B'w'lP"(0)I'+ 4,'1B'w'lP"(0)l; < B''«,'lP"(0)I' + 4H/3'w'lP"(0)l* + 4.'1:lP"(0)l: +

.» o < a,'l'lP "(o)I'

9

)

:] < 0. Tomando

n'«,'lP "(o)l: 2.ap "(o)+ x/23'«,'lP"(o)I'+ 4.,'1z3'«,'lP "(o)l*
0

com u;i > 0, teremos z] = wil

Talllbém

Pol.tn it.ol l

:gWqel«Ul:?V . «::o
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Assina, tonlanclo

«5 'lp"(o)I'-2/tp"(o) 'Ba Ú] lp"(o)I' + ;ill Bj i;;iiiB ólÓllü
9

colll u/2 > 0, tei'ellaos z2 :: u/2

Portanto. os a.utovalores são

Ài :: 0, À2 := 111] '?: À] If)l7, À4 := IfJ21- À5 :: r112/

colha tu1 74 tu2

Calculcnlos o autovetoi associado ao autova.lol iui;. Pala isso, ptccisaiilos lcsolvcl o
sistcllla

W17

0

/IP "(o)
0

()

0

tul/

0

HP"(0)
0

]

0

'wl'z

B «,P "(0)
0

t)

l

B .«P "(0)

0

()

0

0

( )

l,f }l '/

/3

2':5

Segue

i;l'u;l'i + z3 :: 0 :+ it'3 :: :l:ltuil

r2wt? + za := 0 ::+ za :: z2mi &

«-.4P"(0)+ «;'w-f z./3«,P"(0) - 0;

-;,,'lP"(0)+ .'sB«,y' "(0)+ «- .«-f - ':
];5u;] + :: 0 :+ l:5 :: 0.

l3 5)

(3 6)

(3-7)

(3 8)

(3 9)

Substituiu(io (3.5) e (3.6) en] (3.7) e (3.8) obteremos

«-.'lP"(0) + «:«,f - z,«,:B«,P"(0)f - 0

«2Á'P"(0) + «-«-B«P"(0)Í+ «,w? - 0

l3 io)

l3.it)

Agora, multiplicando(3.10) por wl{ e somando com a multiplicação de(3.11) pot Bwp "(0)
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teienlos, apos isolaimos ít:e

-,-..l ,-«"w,L:;«pn' ""w)'l,.
. «,j..'ip"(o)+ «,j «'jB:«,:(.,"(o))'

B 'l .-(P "(0))'

com j=1,2, obt.etnos o autovet.or \'Lw.f osso(iodo ao autovalot w] i. dado poi

T.nan [nl)annr]n

I' «'- ; 1]. x-í. «,.l, À' -«-, o) (l; o, o, .x'- .«- : o) + (o, À'- «,-, o, o)i

Allalogamente concluímos que o autovetot l associado ao autovalol L(,p2z , e

I' - «-:' (] . o. o. x,..,:. ol + (o. .v, «-,. o- o)/

Assim; cnl um sistcnla dc cooiclcnaclas folhado pelas paitcs leais c imagillálias dos
autovctoics coticspolldclltcs aos aut.ovaloics conlplcxos, o fluxo lincat é dado poi:

/?..... o o
,:n 1 0 R.,:, 0

[) ( ) ( )

Além disso; a ação Üa é da forma

[)

()

0

T }--}

onde Ra denota a lotação de âitgulo 0.

Notemos quc llessas coordenadas o conjunto E é dado poi E ' {z c Rs/z2 = #4 = 0}
Agora, dado un] ponto z C RS, projctcn]os este ponto no plano ];lz2 e no plano z3z4. Essas

projeções fazen[ um ângulo ai e a:z com os eixos ni e ]:s respectivamente, ou seja, ];2 = 0 e

Observemos que

0r4

IR[ cosas, R] sinal,R2cosna, Rasina2,zs): pois a base for-
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macia pelas partes leais e inlagináiias dos autor/et.odes é octogonal em li 2 e a:a:t;] e assim

R] cos a] cos wl Zo

R] cos a] sin ui fo
R2 cos a2 cos tuuto

/?2 CC)S (l2 Slll tLp2/(J

0

Ri sin cll sin u/i fo

Ri sita cl[ cos 'lu] io

R2 sita a2 siil tu2to

/?2 sin n2 cos u.'2/0

R« cos(«- + .«:Ío)

R- si«(.-'- + .«:fo)

R2 co:(a-, + .«,iol

R, ;i«(a, + w,fo)
0

r/ '' l:. )

Logo o ângulo que a. plojeção de :u(tO) sobre o plano -:l.u2 faz col-n ;u2 = 0 é igual a

ot(ilo) = ni + tullo e o ângulo que a. pl'ojeção sobre o plallo .t::3:z;l faz com :ua = 0 é c12(io)
al -t a2

nl f tc'2fo. Assim, tolnaildo to = ::: - := tcnlos cine
1/11 + Zf}2

( «,- + . ,:)fo (n,l + n:2) ::> n,l + «,.IÍo 1«:, + ,.,,fo)

e portanto

.-,(jlo) w.i. (.«: + «,,fo)

Com isso t.emos

R: cos(a- + «,-/o)

Rt sin(al + wl fo)

R, cos(-:, + «,:io)

R, si«(a: + «,:io)
0

R. cos(a- (io))

R: si«(a-(Ío))
R, cos(.«, (Ío) )

R, si«(.'«,(Í«) )

0

ÜO(Ín)(/7''(:Z;)) = d'0(i«) @O( {n )

R- cos(a:({o))

R. sin(a-(io))
R, cos( -a. (fo) )

R, sin( --n.-(fo ) )
0

R«lco;(0(io)) cos(a:({o)) si«(0(io)) sin(.«-(fo))l
R:jsin(0({o)) cos(a:(ilo))+ cos(0({o)) si«(.«-(ío))l

R,idos(--0(Ío)) cos(--a:({o)) si«(--0(Ío)) si«(--a:(fo))l
- R,lsi«(--0(Ío)) cos(--.«:(fo)) + cos(--0(IÍ.)) si«(--.:«-(l;o))l

0

@a(Ín)
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R: lco;(0(Ío)) cos(a'-(Ío)) si«(0(fo)) si«(a-(/o))l
/?- lsi:.(0(io)) cos(.-(fo)) + cos(0(j.)) si«(«-(Í.))

R2l"s(0(jl.)) cosa« .(/.)) si«(0(Ío)) si«(n-(iu))l
R,lsi«(0(Ío)) cos(n-(fo))+ cos(0(j-o)) si«(a-(fo))l

()

R: cos(0(1Í.) + a- (fo))

R. si«(0(fo) + « :(j-o))
R, cos(a(fo) + .«- (jo))
R, si«(0(fo) + .«: (fo))

0

Então: se tomai'mos 0(Ío) a.(Ío) te:e«.os

/?.

0

/?2

( )

()

'd'aüd ( // '"( .t) )

ou seja: üoüd(H''(-)) c E
Pa.ia o instante positivo basta tonlaimos /

rll + n'2 4n-

U/l + W2
pois

(«,: + w,)f (a'l + a2) + 4z ::> ai + w. íli (., + «,,Íl- ) + 4«- ::> a:(Íl- ) o-. (Í- ) + 4«

Pó:é:n, cos(--.«-(í:) + 4«-) --n-(il-)) e si«( n.(f-) + 4«-) (f-)). l)aí, a

collcjusão fica análoga ao caso de [n

Além disso, como estamos obscivando ulnâ vizinhança do ponto dc cquilíbiio e; podclnos

vei o Huno de r como Rima peitulbação do fluxo linear. Note que para todo ponto fora dos

planos :ri 2(za = rJ = 0) e r3zl(z1 = =2 = 0), os ângulos de projeção estão bem definidos.
Assim, dado ]- C P fora desses planos, pelo teorema da função implícita; existe uin instante

posit.ivo {o pala o qual o fluxo e a ação de Si levam it pa-ia E

Analogamente, existe un] instante ncgativo-

Obsclvcnlos quc para dcnlollstrai o Lema 3.5: usamos o fato dc quc o ponto poi onde
a órbita passa está fora de {zi :: z2 = 0} U {za = z4 = 0}, ou seja; está fora do conjunto
de equilíbrios relativos. Para teiminai a demonstração do Lema 3.4, analisaremos uma

órbita por um ponto na vizinhança de um ponto de 7' e próximo de um ponto de equilíbrio

de X.. Para isso usaremos a técnica de "blow-up"no post.o (0, 0,0,p4,0). Primeiramente

desloquemos p4 para zero. Agora, conho na demo]]stração do Le]na 3.3, fare]nos un] "blow-
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up' dado poi p r'y, cona l71 << 1. Ent.ão, o sistema 6lca cla seguinte fotnla

?) rQ(y) + O(llr'll),

ot[cle /,.l/ é a pio.jeção em /' da li]]eatização do campo y en] tonto de e C Rs. Pala
1 = 0 temos órbitas periódicas. Como na demonstração do Lema 3.3, usando o teorema cla
fut[ção implícita, podemos concluir club temos movimentos pciiódicos cn] torno dc pontos clc

ccluilíbtio pa.ta r- suficientemente pcclucno. Segue desse fato c do Lctna 3.5 a dcnaonsttação
clo Lcn-ta 3.4

Lellla 3.6. Uma órbita de X qlte passa por ttm ponto regi lar de P é periódica

Denlonsti'ação: Clonsidete a energia:

- - $": * "". . 'G''0 "; . "'"
Já (lue a super'fície em que a esfera. rola é de i'evolução e cota\mexa, temos que p' 2 0 e

consequelitenlente p 2. 0. Além disso, colho 7)s 2 0, então todos os t.ennos de /ç são positixfos

e o con.luilt.o onde E é constant.e é cot-npact.o. De fat.o, consicleie a aplicação

''"", ",,";,«,,«J - $~i -- ««; + e%T«g * "'"
Os pontos p C P onde F'(p) = cortstartte = c é dado pot /?''(c). Como {c} é fechado

F' i(c) é fechado. Agora: como todos os tenlaos de /? são positivos e lim. :;= = .p"(0), o

conjunto t.eln que ser limitado e post-a-nt.o compacto.

Suponha que estamos começando en] uin ponto regular p C r) tal que p2 > 0. Pelo
Teorema 2.4, se pata um tetnpo finito positivo e para um tempo finito negativo ternos
p2 = 0: então a órbita que passa por p é periódica c o insultado está dcnlonstlado. Suponha

então que p2(t) > 0 para todo t c ]R. Faien]os a dcmonst]ação cn] duas etapas: piinlciio

para t positiÀ'o e depois para f negativo. Note que como p2(f) > 0, então /}i (f) > 0 pala todo
t positivo e assim p] é estritamente crescente. Porém, /?-:(c) é compacto e assim 7)l não
pode tender para o infinito quando t tende para o infinito. Portanto existe uma sequência

{Z.} com t. --, oo quando n --, oo tal que »i(t«) -o 0 quando 7t -+ oc: ou seja: 7)2(t«) +0

Isso quer dizer que a órbita que passa por p tellde para E, porém não intetsepta E: ou se.ja,

/
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ela não é tianseversal a E. Entretanto: o campo é não t.railsversal a E apellas lhos portos de

ecJuilíblio e em T e portanto a. órbita tem que se acumulam em um desses pontos. i\las pelos

dois lemas ant.eiiotes os pontos de 7' e de ecluilíbiio são rodeados poi órbitas petióclicas- isso
é uma contradição pois como a órbita dc p tclldc a E Dias não o cruza ela não poclc sci uma

órbita pciiódica. Logo para un] 7 finito: p2(i) = 0, ou seja, a órbita cruza E
Pala í negativo lcpititcmos o aigunlento introduzindo T = -t. Disso:

::P-( -»-( ')(-1) p:l ',)

Suponha que /u2 não se anule enl nenllut)l finito. Cloro /i2(f) > 0- temos blue

0 > p2(--1'-) = Épl( r), ou seja, ]il decresce monotonicamente. Rias sabemos que: pol

definição, ?oi (Z) 2 0: logo existe ulila. sequência r,, tal quc »i( T«) -+ 0 pata /i --, oo, ou seja

p,( r) --, 0. Usando o n]csi]]o aigumcnto (luc ]lo caso cm quc f é posit.ivo: chegamos a. uma
contradição. Analogamento podetllos ti'atam' os casos nos quais começamos ella uill ponto /)

enl que /)2 ::: 0 e /)2 < 0 e assim analisamos rodas as possil)iliclaclcs

Dos Lcnlas 3.3: 3.4 c 3.6 segue quc uma cuil:a intcgial do cal)lpo vetolial X cm P é
pcliódica ou un] ponto dc cquilíbtio. Assilll: a. Proposição 3.1 está provada

3.2 Movia-mento Quase-Pel'módico em um Fibrado Prin

cipal

Seja G un] grupo dc Lie compacto e conexo quc agc liÀ'icnlcnte c pioprianlentc sobtc O

Consideraremos que um toro é ulll subgrupo conlpa-cto, conexo e abeliano de G

Definição 3.1. Um loto 7' C (I' é mazámaZ se dado qua]qtier loto 7'' taZ que 7' C 7", então

Podemos observar que todo toro maximal contido elll G tem a mesma dimensão. Assim,

definimos como posto de G a dimensão dos tolos naaximais.

T'T

Definição 3.2. Zlrm ./iZ)fado (C: 1, P, P'. G) é um C; ./iZ)fado prãncãpa/ se F' = G, onde F' é a
/abra.
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Nest.a seção cotlsideiaiemos uill G-fibiaclo principal com espaço total C', espaço base r'
e plo.jeção T : C,' -o /). Supor'erros blue (l; é um gl'upo de Lie compacto e conexo tal que

seu posto se.ja / . Além)l disso, supotemos club (l; age livremente sobre C'. Seja. 1/ ulla campo

vctotial G-itivaiiantc sobtc C' com fluxo pí. Neste caso: V induz un] ca-mpo vctoiial X sobtc
P. Supotcmos quc o fluxo dc À' seja periódico

Definição 3.3. Seyíz .V z&m campo ueZoráaZ eml /\. Dada 117rza c? rua árzlegraZ 7 desse camzpo,

diremos quc l é (quase-periódico se dado r em 'y, para todo aberto U: com 1: c U, o conjlLnto

D(l:. U) = {/ C R : I'(i) C U} é re/aZ uameníe denso emz IR, ozl seja, eráste lim ntímero real
1 > 0 t,al qu.e t.od.o {nt.ertJa,lo de tamanho l colttém. llvrl elellte tto de D(z,U)

Estamos intclcssados cm dcmonsttai o seguinte insultado

Proposição 3.2. Soó ce7'Zas corzdÍções de 7eg?é/arzdrzde, o rrzouá7rze?zío e alia.se-períó(/ico e

ocorre sobre toros de dznteltsão 1 + 1 que cobreTrt C. O vlúntero de coordenadas dos qltais o

ca.mpo ttetoria]. sobre esses toros depeTtde é igu.a! à d ntensão de P mcvlos ]
T) pln n n qt. t' n r :i n '

Sejam .r/o C C' c .i;o - T(yo) C P. Considere a ablação dc P pelas ól'pitas pcliódicas
de .\.: isto é, o conjunto das órbitas periódicas é uma folheação para P. Seja S uma seção
transversal local a est.a flbtação em ]'o, ou seja, S é unha variedade(sem front.eira) transversal
às óibit.as cle X e dimS é igual à codinlensão dessas órbit.as

Dcnotarclnos poi S' a união das órbitas da fibiação quc cruzam S c seja C" T :(S')
Podemos notar que S' é um conjunto aberto de P e invariante sol) o fluxo de X e assim, colmo

n- é uma aplicação contínua: a- :(S') é aberto, ou seja, (.." é aberto em C;. Além disso, colmo
S' é invariante pelo fluxo de X, C" é invatiant.e pelo fluxo 0í de y e t.ainbém é invariante pela

ação de G. Considere também a aplicação diferenciável r, onde r(z) é o período da órbita

periódica de À. que passa por i; C S'

Tome agora #' colho o fluxo do campo X. Como as órbitas de X são periódicas, po(z) =

p'(") = =, para todo z C P, onde z = z(y), cona y € (J. Assim, coillo n-(@'(Z/)) = p'(z),
«(@'(y)) ]l] @'(y) Aléns disso, «(@'(d(y)) (:u) Portanto

.P'(")(y) C n- '(:c); a fibra sobre z. Agora, a fibra sobre :t: é dada pela órbita. que passa por

:t c assim, pelo fato de @'(d(Z/) C n- :(z), existe p(#) C G' tal quc @'(d(y)

Isto da origem a uma aplicação diferenciável H. : (J' --, G.
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Definição 3.4 Dct(lo um subconjunto H de tlm grupo G, o celttratizador de H é

G(H) \g C Clq]\ ::: ]\g.Ntl Ç: F] \

Denotam'erros o centtalizadoi clo elemento /z € G' poi (l;/.

Podclllos obsctvat club o ccnttaliza.dot dc /l na. algcbta de lie g de G é g/, l(/l(/(/i.) /)

Dc fato: se À' c gh, ctitão /l(/(À,)X = À'. Tomando a ação conjugação @, ou seja
@,,(g) - /,g/, ' ; te«-os:

..-P( ,v ) .:'« /y( ,4./(/,) À')::: é,.(..-],( À')) /l,e:tp(À')/l. ' + e-p(X)-/z /,. ..«:/, (x )

ou seja

«-/,(.X) C G'h

Portanto. ''l;p(gÓ) C Gb

Definição 3.5. U??z e/emenZo /7 C G' é reg?&/ar se, e sonze7zZe se, d1/77G'/, = (/f7?zT, onde 7' é
tlrlz loto nzí/.zãma/ conZádo em G

Pala demoitst.taimos o próximo lelTla plecisâmos do seguiTite resultado, que pode ser
encontrado cnij61

Proposição 3.3. Seja G 2 rrz grzzpo (Je Líe. Z)ado /z C (;, ezàsíe um boro mazãmaZ T C G ía/
qle h. ç: T

Lellla 3.7. Se (i;E é a componente coneza do centra/ázador Gh que comíém a ídenfãdade,

então G?. é ILm toro m(tzimal de G

Demonstração: Dado /z c G, existe lula toro maximal 7' tal que b. C 7'. 1X/las colmo 7' é
abeliano, g/l, = /&g pala todo g c 7', logo 7' C (;/.. Usando o fato que 7' é conexo concluímos

quc T C C'E, pois a identidade dc G pcitcnce a T. Suponha agora quc /& é regular. Se
T Ç CE então di7n7' < di77zGH, pois CE é conexo c 7' é compacto c conexo. h/{as isso é um
absurdo pois colmo À, é regular, dintG/, . Portanto 7' = CE = ezp(g/.), ou seja, CE é
uln toro lnaximal em C

G''v dcnotará o conjunto dos elementos de G que são regulares e C"'s será dado por todo

y C C" tal clue H.(y) é regular.
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Confio G''g é un] subcon.junto aberto de G, C"'g tanabénl é abeit.o, pois /l. é difeienciável

Alélll disso. (:/''g é G-invariante e invariante pelo fluxo p'

Definição 3.6 O Tiorrrlal.iza(lor de llm sttbgru.l)o ll (le llm grttl)o G é dado por

N(H) - {g c G'/gHg - - m}

Definição 3.7. Seja T llnz foro mazãmaZ em G e ]V = Ar(T) o normaZázador de 7' enz C

então o gru.po I'l/ = ;i; é chamado o grupo de I'l''ey/ de G

Cotlsidele a anão clo lloimalizaclor /Nr sobre 7', /o /\r x 7' --, 7'; dada poi

p(«,. t~l - «t«

Como 7' é um subgrupo abeliano, ol)temos ltllla ação Ü : l.I'' x 7' --} 7', induzida da ação

p, dada ])or:

ü(«.r. f) - «/« '

\ r/ /' vO \

Trabalhatemos agora com o grupo de \Veyl l& = -iliÍl:iiílP. com y C C"'g. Pata

rificarmos o próximo lema precisarenlos do seguinte result.ado cuja demotlst.ração pode sei

encontrada en] l61

ve

Teorema 3.2. Seja G' ?lm grupo de Z,íe compacto e conexo e 7' llm loto matina/ de C

níã. G(7') - r

Cona esse resultado podenaos denlonstiar:

Le"'a 3.8. Se Vu(n.-G:b),g) = @(n,C2 ),g), para iodo g C G: ), então «-G:M - ":C':M
Demonstração: Sejam rzlGo(g), n2GP(y) c T'T Ent.ão, pata todo g c G2(y)

@(«. G:M , g) Ú(«,c':u, g) -> «.g«i' zz2g712 l :+ lz2 ztlg := gv12 ilzi

Logo n.;in,, c G(Go(P)). I'K4as como G' é uin grupo de Lie compacto e conexo e G2(P) é

um toro maximd, temos pelo Teorema 3.2 que G(G'(,)) = G'(,) e assim ?t;:nl c C2(,)
Portanto ni(3:(v) ' n2GP(v)
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E clamo que H.(y) C G,,(,)- h'las colllo cotlse(luência do iesult.acto anterior, lllostialelllos

que p(.y) está crn (J:(P)

Lema 3.9. Dado y € C'"', H(y) € G'(,)
Delllonstl'ação: Como y C C'"P, cntã.o H(g) é icgulai c assim G'M é ulll tolo maxiilaal

Alé:n disso, /.(y)G:M - C;:M/'(?/), '.- "ja, /'(]/) C N(G:M)
De fato: dado //(:r/).go C //(]/)G'M. como go C G:(O: então //(iy).gu = .qo//.(:r/) C G'M/'(y)

Logo /l.(#)C''b) C G'h)/'(y). Analogatnent.e /l(y)G'M G: )//(y) e port.ant.o //(y) C

JV(G'b))- Com isso, dado g c Cl: : fica bcm definida d'(H(y)G'b).g) = //(y)gl/(.y) '

Se g C (.,;:h): então .gH(y) = /i(y)g e assim

Ç/, (/'(./)G:M , g) /.(]/)g/.(./) " q/,(!/)/.(//) " q - d,(c:u: g)

Pelo leRIa anterior, concluímos que ÉI(.y)G'o(,) Go(,). ou se.ja. /í.(.y) C G'o(,)

Podcnlos obsctx,at (luc o tolo nlaximal (7o(,) valia (luando y valia.. O ol)jctivo agora é
dcscicvc uma folnla dc tirai tolos inaxinlais

Para isso: usaieinos o seguint.e (ver l61)

Teorema 3.3. QtLazsquer dois toros ma ãntazs T e T' ent it.m grltpo de Lie compacto e covLe:co

G são cona\LgcLdos, isto é, exi,ste g C G ta.l q\te T = gT'g \

Deste teoieilla segue o resultado:

Lema 3.10. F'azado um boro ma amai 7' C C; com áZgebra de Z,ze {, ezzsZe Hma senão

travtsuersal local E para a $braçào de C' T)elas G-órbitas tal. que para todo y e E: g.(,) = (

Demonstração: Pelo teorema anterior, T c G:U) são conjugados: ou seja, existe g(g) C G
tal que G:(,) ' g(y)7'g(y) ". Assim: g,, ) = H(/(.ç(O))ZI. Dc fato:

.zp(dd(g(z/))él) («7,(ZI)) g(y)ezp(él)g(y) ' g(.y)Tg(y) ' :

Daí, por unicidade, 4d(g(y)){ = g.(,)

Além disso, como Ar(T)t = f/V(7') para todo f C 7', podemos dizer que ,4d(.a,){ = gP(,),

onde g, JV(7')

A aplicação R : C''s , . tal quc R(g) - g# (i difeicnciável. Considerando o caso em

que g(y) = e, terenaos ( ' g,(v) Assim a fibra sobre N(7') é dada por E = R '(fV(7')) =

Y
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{.l/ c C"''/g,,( = e} e dimE = dinlCI (dinaG dimN(T)). Confio G age bvl'emente

dim(G-ót'bit.as) = dita G e assitn,

dim(G-órbitas) + dim E dinl G + della C di«. G + .li«. N(T) dinl CI + diill N(T) > diln C

Portanto diln E / cotim(G-órbitas) e assilll leão pode sei uma seção transversal local

Poi isso. toi-naiemos como E ullaa sega.o tralasvetsal local pala a- hbtação de E pelas Ar(7')

órl)it.as. Podemos not.at iealment.e blue E é complementam a C-órbitas pois

diitl E + ditll(G-ótl)iras) dize cliln(N(T)-órbitas)+(linl G

climC dimG +dimN(T) dinl N(T) + diln G dinlC

Seja k a inversa clo clifeomoríisilao T iestlito a E pata um conjunt.o abert.o de S'. Cloltsidere

ií = lz o k- Podemos obsei'vai' cine p : S 9 7' é difei'enciável

l\'losttaremos (lue a imagem de P está contida em T. Para isso, ol)solve que dado .s C S

A-(s) C E C C''o e assim pelo Lema 3.9, AZ(k(s)) C G'(t(;)) Além disso: pelo Lema 3.10
g/.(k(s)) ' € o (lue implica por unicidade de álgebi'a de Lie que G:(k(,)) ' 7' e portanto
ii(.) - /..(x:(.)) c T

Coitsidctc o isotnotfisnlo r/ : 15 1 -+ 7' e a ap]icação /? : T x R x S --, C'' c]a(]a poi
/?l/z: f, s) .X-(s)). Da aplicação /?, podcnlos idcntificai pontos de T x R x S do seguinte

modo: dados(/71,/1, -1),(/72,/2, -2) C 7' x R x S:(/?i,fl:.sl) -,(/i2,f2:''2) se; e somente se,
,-(ü'' (/l-X'(.i))) «(d''l/72X-(s2))) Isso quer dizei que temos uma Z-ação /-r sobre T x R xS

dada pol

A

//(n,(b. Z,.)) -(/, P(.)'",t + «,-(.)..)

Essa anão dc fato define a iclação dc equivalêJlcia citada. Dcitlonstiaiemos este fato pot

indução. Para zp = 1, usando o fato quc a G-órbita comuta com o fluxo, temos

«-(Ó":'U(h ii(s) '.k(.))) «-(Ó'(Ó'w( /..P(;)' : .k(.)))) «- (@' (à . ji(.) ' ' Ó'w(k(.))) )

- «-(d9'(/,. »(.)':u(k(.))k(.))) - «-(@'(Ã,.»(s)':P(.)k(.))) - «-(d9'(A..k(.)))

Porta«to(/zP(s) :;Z+.-(s),s) --(h,[,s)
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Supollha que pala k /z; «-(Q'' "'b)(/2 ;i(s) ".X;(s))) (/7 k(s))), então pa:a

L = /i.+ l,

«(é''"m+'m(/, P(.:) " '.k(-))) «(Ó'u(ó'' "'w(/,.F(.:) " '.x'(:))))

«(ó'm(ií(.) '@''"'w(/.,-ii(;)'"-k(-)))) é'w(P(.) 'Ó'(/,-x;(.))))

+'U(/..iÍ(.) ' A;(s)))(/,.X;(.)))

Logo(/,.ií(.) " ":í+(«+ ]),(.), .) -(/,,/, ,): co-..' q«.:ia«.o.
Além disso: a ação .f/ é livtc pois

H(,... (l- : t : ; » (/,.[,s) +(/t.iÍ(s) ",t+ ,i.'-(5), ,) (/i., t: s) e Í + /lr(.s) = t « /l = 0

e plóplia pol Z sel uill conjLmto discreto.

Assilll: poi l21 : nla vaiicdade clifcicnciávcl.

Definição 3.8. Tomando JN' = ($y x : x S, seja : : 1-2sgU --, Ar a ap/ãcação dada por

:«'',, *, ;«, - l« :'«, * ,,''',''"ú «"- ""
onde l(h:t,s)l 'Ze"oía um elemento de l!- :(ii(s)) t "lod Z' 'í "«. e/e«.ente da

/o,«'««(«-Ú«..d Z: ....«,Ú«-.d Z), ««. ,7 'MU) -(«:--d Z, ...,.,«..d Z)

i\lostraremos agora que : é um difeonlorfisino. Pala isso calculemos sua inversa

Defina O : Ar --, Z-2s$1E por:

O(« mod Z': Z, «.od Z; s) 1(?7(a Jnod Z' q :(»(.))Z, :nod Z'): Z,,(s), .)l

Por um cálculo simples podemos notar que O é a inversa de :. Talllbém, (1) e : são

dife[cnciávcis pois ]/ é u]n isomorfismo. Portanto = é un] difeomorfis]]]o
Agora, demonstraremos o seguinte resultado

Lema 3.11. .4 apZãcaçâo : conjuga a R-anão Z\t' sobre Z-Zsgxg dada por

A.,(l(h: t; ;)l) - l(h, t + t', .)l
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com a. R-ctçeto N.i' sobre N dada, por

".« '« « ., - l*'«-'','.«;n --- «' I' * ;l :-- « .l l3.12)

Demonsti'ação: Temos

:'»."«,,', -"» - :«'',,***' -«, - l«-:',,,"''','.»u ««- ««,u ,-- «, -l

e

".':"'":*,."» - «., 1« ''«, ' « :',';«;h ««- ""
1« ''«, * - '',''«;h ««- "' * - :','.«;L ««- «', lü * úl ««.- «,;l

1« :«, *«':','-»v --- «' u -«' « :l

Pote.ant.o : o Z\,, = A,, o :

raiiia:

'r v ID v q{ 3../l/

8 ,/' 'F
n' l .,.'"" l

r:F-. &

dada por

P(l(A, t, .)l) - r'(à, t, ;)

A partir desse resultado, podemos definir uma aplicação @ : Ar --, C" dada por

ü(k,{,s) - P(0(h,{,.)) - P(l(,/(t ,7'"(ii(s))t «.od Z'),(,(.):.)1) -

F'(q(k ,7 :(P(;))t mod Z'),t,-(s),.) N(,7(k q '(P(.))t «.od Z').l(.))
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l,Chia 3.12 A aplicação Q tellt as seguintes propõe(lados

1. Q é tlm ITtergttl.ho

2. \P conlt&ga. a IR açào ]\l' sopre /\r cariz o ./7uzo ÓI' sopre C''

Demonstração:
Como O é um difeonlorfistllo, concluiino blue Q é uln mergulho e 1- está demonstiaclo

Agora, usallclo o Lema 3.11: tcnlos:

q' (]\.,(k, t, 5) ) d(0( /\.,(k, / , s))) 3(A,,(0(k, l , .)))

.3(z\ ., (l( ,z( k ,7 :(;i(.))í «.od Z').t,(;)..)1))

0(l( ,z( k ,/ '(P(s))[ «,od Z'):f',(:) + f', ;ll)

- r'(,/( : ,/ '(P(s))f «.od Z'):t,(:) + f':.) -

.','''*''(,,(* ,, 'UH)* «...- «') *H) -

- «'' («''''' (,,(" ,,-'G'H)' «..- «').*N)) - "''WÜ
Poltant.o Q o .A.t' = ÓI' o @ e 2. est.á delnollst.lado

[. .))

Pelo Lema 3.12, Ar está mergulhado em C'' e como o comportamento do fluxo Ót é o mesmo
que a IR-ação sobre um tolo de dimensão / + l para cada .s fixado, então o movimento em

C" ocoii-c sobic um tolo de dünc tsão ] + 1. Nos testa sabei conho \P(À') con]poita-sc cn] C"

Considci'e a ação .4 : T x (G x /V) a (G x JV) dada poi'

..'l«(g, h, t -nod Z, .) (g/, ' , ,7 '(/.) + k. { :nod Z. s)

EstaaçãocomutacomaaçãoB :Gx(Gx ]N) o(Gx JV) dadapoi

BÕ(g, k: t mod Z, s) (gg, k, & ,-«od Z, .)

Dc fato,

,4ÓIB9(g, k, [ mod Z, s)) = ,4h(gg, k, t mod Z, s) l(gg)õ ',o :(/,.)+ k,t «.od Z,s)
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e

B,(,'l,,(g, k; / :nod Z. .l) Bõ(.g/. '.,/ :(/,)+k,í -.od Z,.) (Ü(g/, '),,7 "(/,)+k,f «.od Z,.)

Co:«o (Üq)/z ' - Ülç/} '), então ,'1/. . /3õ - Bõ ' n/.

àléll] disso, .4 collaut.a com a ação D : R x (C x N) --, (G x ]V) dada poi

"«'" ~ *""« ,,- l« «'«-'',';«ú ««-« l**úl ««-«.l
Dc fato.

"«'"."': *«"-" :"- *«l«*'« :',';«ú:--« I''ál ««-«;l

- '«', « '",,*';*« "','-»;n ,--"", l**ál «"",.,
e

0,(.4,,(g,k:t -no.l Z..)) - 0,,(g/- ' ,7 '(/,)+ k,Z «.od Z,s) -

~.''. :,« :'',, ' '; ' «'"','.:,,ã :«.- «'', (* * á) «.- «,.;).

Portanto ,4/, o /),, = D,, o H/,

Colllo ,4/, coilluta tanto com /3õ cluanto com /)[,, o quociente /ü.f = {q;--!) herda uma

G-ação e uma R-ação que conlutaill. E llatutal que essas ações sejam B : C; x i4/ --, /\d' dada

por

Bõ(l(g: k: t «.od Z, .)l) - l(©g,t,t :nod Z,;)l
c D : R x /l/ a ]v dada poi':

".«'« " *««'" .«,- ll« ««-:','.»á ««-« I'*ál
Para observarmos que essas ações estão bem definidas: considere l(gl , kl. timod Z: sl)j e

l(g2, k2. Z2naod Z. s2)l pertencentes a À/: tal que l(gl, ki: timod Z, sl)l = 1(g2: k2, [2inod Z, s2)l,
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ou seja. cine exist.e /? C 7': tal que Àh(gl , ki: ttnaocl Z, si) Ig2, k2. t2n od Z, s2). Assim

Bõ(l(q,. À::, *: «.od Z, .:)l) (Üg,, k,. Z: :«od Z, .,)l IBÕ(g2, A2- t2 mod Z, s2)j

IBõ(,4h(gi, ki,tl ] aod Z.si))l = 1 4h(BÕ(gi; ki,tl nlod Z, sl))l

Í Ó(Í/-,ki,tt nlod Z,s-)l l(yi,k].t. mod Z,si)l)

Analogamente podemos mostiat que D est.á bem definida
E simples lnostial' que BÕ o Dt, = /)1' o BÕ

Lema 3.13. 4 apZzcaçâo (l} : A/ --} C", dada. por

õ(l(g, k, t -«od Z, .)l) í/-Q(À.:: t «.od Z. -)

é um dt.jeontor$snlo sobre urjta. vizinhança a.benta G- ltuarzante e JitLzo invariante de IJo. Alérrt

disso, «) conjtLga. a. G-açào B sobre i\r com a G-ação li. sobre C: e conjuga ü R. anão D sobre
l\í com o .fl.li.=o Q de V sobre C'

Demonsti'ação: Como Q(A') c C". e C'' é u]]] conjunto G-invariallte, então: pelo Díodo
como foi definido '>: collcluímos que 'l)(A/) C C''. Além disso. '}(À/) é G-invariante e
fluxo-illvaiiante: assim, tome um aberto U c a (i4/), G-invariante e fluxo-inx'aliatlte tal que
\P : .;l/ + U seja um difcomoi-cismo

Pat'a nlostiai club +' o ]? = Hã o (]), seja 1(0, k, fnlod Z: s)l, assim

O(/3Õ(l(Í/, À, t mod Z: s)l)) = '>(1(ga, k, t moca Z: s)l) õ(/.@rk. t mod IZ. s)

e

/.ó(a'(l(g, À;, t -«od Z, .)l)) /..ú(g.q'(h, t «.od Z, .)) Ü.g.q'(k, t :nod Z, :)

Logo q) o l?õ = //.õ o ®
Agora, para inost.rar que ® o Dt' = Ót' o õ, calculemos

.'"«"'' * * "" " ."« -.lll, ««-:'"',»á -- «' l*'ál :-- « ;lll
, « 1* ' «-:','.»;a :-- «', I' * ál mod Z, s
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«*""'''l~l«*« '',',«;L «««" « :',',»l**ál
- g .p''*''W(,/(k ,/ :(ii(.))t «,od Z' ) k(:))

mod Z'

c como o fluxo (é conduta cona a G ação,

p''(a'(l(a, k, t «.od Z, .)l)) Ó''(g W(k, t -nod Z: ,)) í/Ó''(q'(A:, f «.od Z, .))

çO''(dy'U(,7(A ,7 :(P(.-))/ :nod Z')-k(-))) gç''+''M(,/(k ,/ "(F(:))f «-od Z').X:(,))

Portanto © o Õ,, - Ót' o q)

/, . \ A:+l

Da R-ação sobre A' dada em(3.12): concluímos que o campo vetorial sobre o tolo(")
é dado pot

ry-.!gqd «..d Z'
\ .-(.;)

Porém , pata termos tnovimento quase-periódico gerei'icamente: precisa.mos que a aplicação

« : . - (É)**': -«-' -.-

«'., - (qP -«.' "'.
l3 i3)

se.ja mina submersão. Observe que y(s) corresponde ao campo vet.orial em (R'l
l\'las pata termos submersão é necessário que a dimensão do domínio seja nlaiot que a do

contra-domínio: ou se.la, dirá S 2 / + 1

C[onlo S é uma seção no espaço P: podcnlos dizer quc dim S = dim P ] c poitatlto o

campo vetorial depende de dim P -- l coordenadas

k+l

3.3 Movimento Quase-Periódico Sobre Toros

Na Seção 3.1 vimos que unia curva int.egral de X no espaço reduzido P é periódica ou

um pol)to de equilíbrio. Na Seção 3.2 provámos que órbitas periódicas no espaço reduzido
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P dão otigen[ a [[[ovin[entos cluase-pe]ióclicos sobre t.ocos cle dimensão 3 en] C'. Nesta seção

veremos que podei[[ existia i[[ovinaentos cluase-pet'módicos sol)te tolos cle dimei]são ]]]enoi do

que três

Dcsclcvcicnlos as órbitas cn] C' quc coticspondcn] a un] ponto dc cquilíbiio dc À' cm P

Dado um ponto de cquilln)lio cn] r', o movimcllto sobtc a vaiicdadc C' está sobic a. líbia
S0(3) x S'. Segue que a esfola tola sobre uma mesma altura cla superfície de re\'olução

A ação do grupo S0(3) x Si sobre a variedade C' é dada poi

'2W,Q(«, H, Z,; p) l,a«,',,.4B '; ,'oi': 'o,,,;') l3.14)

onde la C S0(3) lepiesenta Rima lotação do centro cle massa cla esfera. de um ângulo
0 em t.olho do eixo vei-t.ical. Considere o subgru])o a um paiâmet.to dado pela aplicação

expollencial e=7u : se(3) x R + S0(3) x S' dada pot:

«:7,(Í(e:, /')) (.'a,.'f'): l3.is)

onde € = (e]. ./) c .se(3) x IR e ./ tepresent.a a fiecluência de rot.ação cm torno clo eixo

vertical.

Lcmbiamos quc os pontos clc cquilíbtio relativo são aqueles (luc são pto.lctados cm pontos

de equilíbrio c[[[ P. Usando o fato quc o ]]]ovimcnto poi un] c(luilíbiio iclativo c C (: é dado

poi unl subgrupo a ulli paiâmctio Ó..P(rO(c), poda)los dcnlonstiai o seguinte insultado

Proposição 3.4. Urra porzío de equà/zZrzo 7)*(./, R) C P c07resporzde a. u.ma. rotação do centro

de massa da esfera com .freqltência .l em uma altura. constante da. sltperjície de reuo1ltção.

C'orzsáderaremos a a./aura ía/ qlte af + ag = /?'. ,4 ralação .4(1) díz e:safa é dada por:

d(f) c'a ''lo: (3.16)

onde rÍ{ é a rotctção em t07no do eixo vertical com ltm ângltlo eJt. , otl seja,

cos(./') si«(./') 0
sin(e/') cos(eJ') 0

o o l
rlt
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e

;(e:

em que Ào. a0.2 e rl0.2 são corzdíções ánícíaãs ta.ís qtíe rlil,J + rali,2 /?2 e

«,..'L..I'p,
íilrl\ [ ~p tRV'J'~p'tR) ntgi''~p'ÇR) + c-]'J'R, + Ni.p'ÇR,yJ'K

rl

Dentonsti'ação: De acordo co]]] a ação (3.14), uln equilíbrio )clativo corresponde a um
nlovinieitt.o do Gentio de massa da esfera numa altura const.ant.e na superfície de revolução

Além disso. pncoilt.talhos uma bijeção ent.ie um ponto cle equilíbrio p* e a frequência e laia
R clo i)lox.ilnellto através do e(luilíbiio relativo. Essa bi.jeção é dada poi:

,,: - :, -: - '-:: .,: . '-'"''l iii:7:f'«" l3-1 8)

De fato
* -,f + ".:

p-'T 2

Podcnlos considciar a l

T92 :: al2 :: /? cos r).r); logo
R coso c a2 /? sin 0. Comi isso: l9i = dt R sin 0.0 c

/)'l " ai't)2 a20i Ecos 0.R cos é?.0 + R sin 0Rsin 0.0

Podemos calcular t.alnbéln p; = ! ? + 191 /:?2192 /?2.r

Portanto: usalldo o Lema 2.2 e pelo fato de /)i ser constante,

.-«;--ul À ''«; '«,'41««1+(P')*') ar2P:P'v2i{ ã:P v'zPI 't ZPs IPeJ ./2iql.P
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'' + + ''t'' ''t'y .}

il.F/'*7''75ã ;''
/

] + (P
«5Ü + 2p;

Logo

-- a";«:-JI 'm*:,,;.: $,';«:Jh - ='«'m':,';+

- UUy - "P * «.'' - UP - -y * "'' -
f'z lia.r' nl.gl'' p' 1. R)

fK i-p' ÇR]

Além disso. dado unia condição inicial c =(ao; ,4o, Z,.- po), teillos pot (3.14) e(3.15) que

,4(t) (.,:. .. )(')) .4.. '''

onde éli est.á fixada por c. Assim,

,i(t) ,'l.e 'a I'.f..'l.c 'a éli

e ])ort.al)to

,'i(0) = fro,4o doe 'a -éli

De p = ,4 ,4 ' temos
l

Usa

.4(0),'1;' .fo .4oél--4l;

ndo quc f é uln isomolfisnlo c a relação (2.2) temos:

i(u.) .fo Hoe:..'Ç:) (,:.fo) {(,'loe:.4l;:) - Í(f.fo) ..'l.{((- )

Observemos que
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si«(./')./'./ cos(.-f').J'../' 0

cos(.J'').J''./ si«(.J'')./'../' 0
o o o



e assim
0

./

[)

;r.;...\ zl.;rC.\ f'. l,;rÍ'.\-. zl.;rr.\ /'..

}'.fo

Portanto

.(,,«) (,:/.l l.i(él: ) 'l.i(éli) + .4.f((i) r.: f(«.) ::>

::> f(él-) - /ti:(./'., /(,,o))

Piecisalllos agora ca]cu]ai i(Po). Pala isso usaremos a expressão (2.] 5). Letlabtetllos que

//Í = \-a:. Assim,
/

í(«.)- - ;.7íi::j8::i:8(m."' - m-m:.'.,- , j-J.;,)

R
'Eí (i'o,lp47' v«.,-...,,".,. «.:, v«::,".,,)

-#:« I'p«.:«; 'p .,'«-".- * ",".,,
,UI'p«:«: «; ".,l-ü-l'p«««:7'

P
an,iPI

/' -')ao.l

Logo

I'p«: - ,l « -

Também

'i ( «o ) , Hi H2't90.2 + 't9o,i + Hfl9o,i)
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.;« I'p«; ' 'r«. "",,., * ,. . * 'p«:.«. :l
R'

"«,:/ : +R v-..,«'«.. ,.,.,, * «....'.,-' ' .,., )
T"-.,,«:*U".,«,;*''.,-) T".:,.;*,.,:);(

P'(R)
iÍ'a. ,p- .«,1 - -4m I'P«;

Assim

;(«a, - aÍÍl;m .')a0,2

Poi flUI

íO, , - ;7Íib:li8(p:.J.:. .« .J«,a

-;«I'p«,,. «: «.,,.,l

ú;«I'p'«,«.. «.:.'"..,, «:)r

P'(R) *

«:)

Logo:

''«,;--ü-l «;

Portanto
/ ao,l

a'0,2Í(«.) ./

~;Jp' ÇK)fK

Observemos que pela expressão encont.Fada para 7); ,
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'p,,: '-'pl-';«;,:;«''''~'l
üm./' "('ll, '«.,«' - -Ãh l/:(«,''

úl.'l"#l,'''« l.'
c assiil]

-;:«I'p«; 'l a#mul.: 'pl-
Telllos tallabélli

-'lnlfn J2Ru'r 'it g'r'z.p'ÇR] p'ÇR)JKJtt'tp'çn]
t' v-)j ' Jm-p ÇR] J N. -P ÇR]

nr2.jaR N]tp'ÇR]2j'zR na.grzp'ÇR]
fN lp' ÇR]

então

;'7Í;lil;TÍãF(-7'; - ç:' '(/?) / p) - ', +/
Logo:

; [ i]

f(«o)

Portallto

Cla0,2

C2 + ./

f({1-) - ,ai' (./'.* Í(«o)) - .4ã'
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Poiéna, usando (2.2),

) -.l - '.« 1, '11:;:)),4ãl/ '

Fino,l

'-«o,: 1 - f(e-)
C2

,4 '

Agora: conho ; ó un] isonlol-fisco c portanto iiijctoi, tcnlos

.--«'- 'll::;:ll .
Pala concluir: usaremos que pata toda tiansfotmação linda.i ,4

[lf( .4 1 :: f'4(.a ;

e

cl.a,o,l
l

CI.a'0,2

C2

,'!o(..'li'

Assim

Á(t) i'/,,4ne [(' i/.,4oe [e' .4ã].4o 7'/le '4ot(] 4l;i.4t) i.f.e'le: .An

Portanto

.'!(f) . 'e' ''âu

E possível lnostlar que o mox'imenso correspondente a uln ponto de equilíbrio de P dá

origens a um movimento quase-periódico em um tolo de dimensão 2 da variedade vinculada
C
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Conclusão

\'ilalos blue a paitit de movimento periódico no espaço base. poclenlos concluir que os
inoviilletltos sobre toros no espaço total de um fil)Fado ptiilcipal são quase-peiióclicos. No caso

paiticulat em que o grupo é dado pot G' - S0(3) x S] , observamos (iue o lrlo\;imenso é quase

periódico sobre tolos cle dimeitsão 3: pois os fotos naaximais cle S0(3) e S' teima dimensão l
Alétll disso. tlaovimentos quase-periódicos podem acontecer sobre toros de dimensão 2

Um dos pioblcillas club fica cm abcito é como esses tolos col)rcm a vaiiecladc vinculada

c'. outro problema é calcular cxplicitan]cntc a aplicação cla(la cn] (3 13), .s' --' lg)
{
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Apêndice ]\

Técnica de ''Blow-up''

Nest.e apêndice apiesent.atelllos bievenlente sobre a t.écnica de "blow-up" : teoria usada

pata estudei singulaiiclacles nã.o hiperbólicas. Pa.ía isso usaielllos mudança de variáveis

Scm pcicla dc gcnctalicladc, cstudaicnlos o ponto singular 0 dc um campo X C C'-

Collsidel'e a mudança de \r&FiáVCI @ : Si x R a IR2 dada poi'

Ü(0, ,') - (,' cos 0, , ;i« 0)

Defina. À' : SI x IR o IR2 como o campo dado ])clo "pula-bacl<"dc X pol' @, ou se.ja, dado

« C S' x R, 0Ü(.,)(À'(«1) ::: À'(@(.,))-

Notemos que Ó é um difeomotfismo C''': sobre S" x (0, oc) mas não sobre {l' = 0}

Como @(0,0) = (0,0), então @(S' x {0}) 0) e portanto a imagem inversa de (0, 0)

por @ leva esse ponto pala a esfera SI x {0}
Faremos agora os cálculos em X. Para facilitar, usaienlos diferentes cartas. Se.ja 0 €

l { {)-({,#).'.: .-«:*-"':':*"-":,-.---':':

/\''(0,r) cos 0, tg 0)

A aplicação @' IR2 + IR2, expressão de Ó nessas coordenadas é dada por

é'(ã,©)

Dc fato,

@(o,,) @'(Ã'': (0, r) ) Ó'(r cos 0, tg 0) 0,ecos Otg 0) (« cos 0: « si-: 0)
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Cllamaienlos o' de "blou, up"na ctiieção z. O ::poli-back"de X poi o: sela denotado por

Pai'a í7 c 10, 7r) U (T, 2a-) usam'olhos a cai'ta /\'y : Si x R a R' dada. poi':

x'.

/P (o, ,-) l cot.g 0, I' sin 0)

A aplicação óu : R2 R2: expressão de @ nessas coordenadas é dada poi

ó''(i,ü)

De fato

©(o, ,) - ó"(K'"(o. ,')) Ó'( coLE 0, I' sin 0) ( cota í9l' sin 0. r sin 0) (« cos 0,«si« 0)

Cl[an[a[e[nos ou cle "I)loÀ\;-up" ]ia di]eção y. O "pull-bacl<"de X po] (óy seta denotado por

x,
Tonlaicmos o caso menos dcgcnciaclo possível: ou seja, tomaiclnos X = AX: onde

estamos considerando que jÀ:(X)(0) = 0 e jk+i(X)(0) / 0, o«de jk é a expansão e]]] série

[té o t.ei]no k l)isso segue cine jkli)(z) = 0: co]«. .j.. .(,t)(«) :/ 0 onde ], C S: x 0. Além

disso, .j*(.t')(z) = 0 e .jk(Á')(z) = 0 para z C {ã = 0} e z C {g = 0}, iespectivanlente, colll

.j.. -(X')(;):/ 0 e j*. -(X")(;):/ 0.

Dc fato: suponlla. quc existe f < k tal quc .ji(X)(u) = 0- Dado ü numa vizinhança. de u,

'c:nos quc pa-a p c"l u".a *,izin]««ça do 0 e @(ü) D@(ü)(X(ü)) é(õ)) X(@lp))
lulas assim, como ji(X)(1,) 0, então Ji(X)(i/) = 0, conta'at'bando a hipótese. Do mesmo

«.odo co«cluí:nos q\-e .jk. : (X)(.,) # 0

Assim X é C'' sobre Si x IR. Dividir X poi lk não alt.era o coinpoitament.o das órbitas

ou sucos direções. Apenas muda a parametrização poi t

Exenip[o 3.1. (;onsãdere o campo velaram/ X : ]R2 --} ]R2 dado por.

«' 2:«Z/ + 0:(llz,yll')
y' «y + o,(ll«,vll:)
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Notemos cine

i: := 0 e.

e

y = 0 «, y' = .t'y

Supolldo clue .l / 0 e y # 0, temos .L - y, o que implica y2 = 2y2 e assim y :: 0, absurdo.

Portanto y = 0. Mas disso segue quc z2 = 0, ou seja, ;i = 0. Ente.o o único ponto singular é

(o: o)
Agora, fazcttdo a mudança dc coordenadas Ó(0. 7')(ecos 0. 7-sin 0) t.amos quc X(@(a, i'))

é dado pol

ecos 0 0./ sin 0

r: siil 0 + 0?- cos 0

.r.2 cosa 0 2/2 cosOsirl 0 t Oi (/:')

?,2sinz 0 }'2cosOsin r? + O2(13)

A paitii disso, multiplicando o primeiro termo poi sin r) e o segundo por cosa) então
somando: cncont.ramos a expressão de éJ e multiplicando o piilneiro termo por cosÉJ e o

segundo por sin r? ent.ão somando, encont.ramos v:. Assim, a expressão de X fica

7'(--2cos' Osin 0 + 3sin'(7cos0) 1 0I(7-')

.r2lcos30 + sin30 2cos2 Osin é? cosOsin20) + O2(r:)

Portanto iX é dado por

2 cosa 0 sin 0+ 3 sina Ocos f? + OI(r)

r(cosa0+sin30 2cos20sin0 cosOsii)2a) + O2(r2)

Aqui, as singularidades que ocorrem para 7 ' 0 são(0, 0);({, 0),(n, 0).(#, 0) e em(au, 0)
onde esse 0o satisfaz tg 0o = 2.
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