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Resumo

Indroduzimos a nogao de uma familia Anosov, uma generalizagdo de uma aplicagdo Anosov de uma
variedade. Isto é uma sequéncia de difeomorfismos ao longo de variedades Riemannianas compactas
tal que o fibrado tangente se decompde em subespagos expansores e contratores. Desenvolvemos
a teoria geral estudando sequéncia de aplicagdoes a menos de isomorfismos e com respeito a uma
relagdo de equivaléncia gerada por duas operagbes naturais: agrupamento e dispersao. Entao nos
concentramos em familias lineares de Anosov no 2-toro. Estudamos com detalhes uma classe bésica
de exemplos, as familias multiplicativas, e uma dispersao canoénica, as familias aditivas. Um processo
de renormalizagao constréi uma sequéncia de partigoes de Markov que consiste de dois retangulos
para uma determinada familia aditiva. Isto codifica a familia pelo subshift ndo estacionario do tipo
finito determinado pela mesma sequéncia de matrizes. Qualquer familia linear positiva de Anosov
no toro tem uma dispersdo que é uma familia aditiva. A codificacdo aditiva possibilita um modelo
combinatorial para a familia linear, por telescopar o diagrama aditivo de Bratteli. O resultante espago
combinatorial é entdo determinado pela mesma sequéncia de matrizes nao negativas, como um “edge-
shift” néo estaciondrio. Em tal espago combinatorial definimos a transformagao ddica. Provamos que
para um subshift ndo estaciondrio do tipo finito, mixing topoldgico implica minimalidade de qualquer
transformagao adica definida no espago edge, e mostramos que se uma familia de aplicagoes tem a
condigao autovetor de Perron-Frobenius entdo temos unicidade ergédica para a transformacdo ddica
relacionada. Mostramos a equivaléncia entre a medida central de Parry, que é uma medida invariante
para as adicas, e a medida de Lebesgue. Para os modelos ddicos de rotagdo irracional no circulo,
mostramos a relagdo com a renormalizagdo dos retangulos para a familia multiplicativa.
Palavras-chave: Familias Anosov; subshift nao estacionario do tipo finito; modelos édicos de rotagao

irracional; medida central de Parry.

viil



Abstract

We introduce the notion of an Anosov family, a generalization of an Anosov map of a manifold.
This is a sequence of diffeomorphisms along compact Riemannian manifolds such that the tangent
bundles split into expanding and contracting subspaces. We develop the general theory, studying
sequences of maps up to a notion of isomorphism and with respect to an equivalence relation generated
by two natural operations, gathering and dispersal. Then we concentrate on linear Anosov families on
the 2-torus. We study in detail a basic class of examples, the multiplicative families, and a canonical
dispersal of these, the additive families. A renormalization procedure constructs a sequence of Markov
partitions consisting of two rectangles for a given additive family. This codes the family by the non-
stationary subshift of finite type determined by exactly the same sequence of matrices. Any linear
positive Anosov family on the torus has a dispersal which is an additive family. The additive coding
yields a combinatorial model for the linear family, by telescoping the additive Bratteli diagram. The
resulting combinatorial space is then determined by the same sequence of non-negative matrices, as a
non-stationary edge shift. On such combinatorial space we define the adic transformation. We prove
that for a nonstationary, subshift of finite type, topological mixing implies the minimality of any adic
transformation defined on the edge space, and show that if a mapping families has the eigenvector
Perron-Frobenius condition, then the adic transformation is uniquely ergodic. We show the equivalence
between central Parry measure (invariant for the adics) and Lebesgue measure. For the example of
Adics models of irrational circle rotations, we show the relationship with the renormalization of the

rectangles for the multiplicative families.

Keywords: Anosov families; nonstationary subshift of finite type; adic models of irrational rotation;

central Parry measure.
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Introducao

Este trabalho foi baseado principalmente nos artigos [1] e [4]. Neles A. M. Fisher
e P. Arnoux desenvolvem a teoria geral para sequéncia de aplicagbes Anosov e trans-
formagoes ddicas. Poré fizemos algumas adaptagoes, principalmente nas matrizes que
fazem a conjugacao da familia multiplicativa com sua versdo em autocoordenadas feito
em [1]. Isto nos possibilitou acrescentar o teorema 3.4, que faz relagdo da sequéncia
de particoes de Markov para a familia multiplicativa com a tnica medida invariante de
probabilidade para a transformagao adica relacionada.

Quando estudamos dinamica, usualmente consideramos as iteradas de uma tnica
aplicagdo em um espago fixo. Aqui, estamos interessados na dinadmica construida por
uma sequéncia de aplicagoes, ao longo de uma sequéncia de espagos. Primeiro intro-

duzimos a nogéo de familia Anosov:

Defini¢do 0.1. Uma familia de Anosov é uma sequéncia (f;)icz de difeomorfis-
mos ao longo de uma sequéncia M; de variedades Riemannianas compactas, com uma
sequéncia invariante de decomposi¢ies do fibrado tangente em subespagos expansores e
contratores, e com um limite uniforme superior para contragao e limite uniforme infe-
rior para erpansdo. Similarmente, uma familia eventualmente Anosov tem uma
decomposi¢ao invariante, mas agora a contragdo e a expansao acontece somente depois

de certo nimero (ndo fizo) de iteradas.

No capitulo 1, apresentamos alguns resultados gerais de aplicagoes e familias Anosov,
a fim de fornecer uma linguagem e contexto apropriado. Em seguida, introduzimos a
dindmica simbdlica para familias dando uma sequéncia de parti¢des. Para o caso de

familias Anosov, temos uma sequéncia de particoes Markov e seus correspondentes

2
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espacos simbdlicos dados por uma sequéncia nao estacionéria de matrizes com coefi-
cientes 0 — 1 e representados geométricamente por diagramas bi-laterais de Bratteli.
Para apresentarmos um pouco mais:
No capitulo 3 introduzimos dois importantes exemplos: a familia multiplicativa e a
familia aditiva; e os relacionamos usando a teoria desenvolvida no capitulo 1 e 2.
Estas duas sequéncias de aplicagoes sdo parte de um largo contexto abstrato, que
fornece uma perspectiva mais clara sobre familias Anosov e eventualmente Anosov.
Para descrevermos um conceito geral, introduzimos a nogdo de morfismo que agrupa

sequéncias de aplicagoes em categorias com respeito a certos tipos de homomorfismos.

Definicao 0.2. Uma familia de aplicacoes é uma sequéncia de aplicagées continuas
ao longo de uma sequéncia de espagos métricos compactos chamados componentes.
Uma conjugacao uniforme entre duas familias de aplicagées é dado por uma sequéncia

equicontinua de aplicacdes conjugadas.

Para uma categoria de familias de aplicagoes diferencidveis, definimos os morfismos
sendo conjugacoes limitadas (que tem limites uniformes nas derivadas).

Entao conjugacoes limitadas preservam expansédo (a menos de constante).

Definicao 0.3. Tomamos por agrupamento de uma familia de aplicacées uma
familia que € constituida por composi¢ées parciais ao longo de uma subsequencia; uma

dispersao é o contrdrio, € uma fatoragdo.

Um exemplo bésico de dispersao é dado por introdugao de copias extras da aplicacio
identidade. Para um segundo exemplo, temos que uma familia aditiva apds agru-
pamento é uma familia multiplicativa e, reciprocamente, a familia aditiva é uma

dispersao da familia multiplicativa.

Observacao 0.1. Estas duas operagées sao naturais para familias de aplicagoes em
geral, mas € preciso ter cuidado: as operagoes de agrupamento e dispersao nao preser-
vam a estrutura dinamica de conjuntos estdveis e instdveis, veja proposi¢cio 1.5. No
entanto, como apresentamos no Coroldrio 1.2 (ver também Observagdo 1.8), nds temos

o seguinte:
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Teorema 0.1. Dentro de uma categoria de familias eventualmente Anosov, con-

junto estdveis e instdveis sao preservados pelas operagoes de agrupamento e dispersao.

Uma das principais ferramentas para o estudo das familias aditivas e multiplica-
tivas é a extensdo da nocdo de particoes de Markov para sequéncia de aplicagdes. A
representacdo simbdlica associada serd uma familia de aplicacoes combinatériamente
definida chamada de subshift néo estacionario de tempo finito (sntf). Este espago re-
sultante é uma versao bi-lateral do que Vershik e Livshits [24] chamaram de Markov
compactum.

Comecamos fixando uma familia de aplicagoes. Esta tem (assim como para uma
Unica aplicagdo) uma nogdo de codificacdo da dindmica pelo itinerdrio de um ponto,
mas em vez de estar sendo descrito pela orbita localizada com respeito a uma tunica
particdo, esse “nome” do ponto sera agora dado por uma sequéncia de particoes ao
longo da sequéncia de espagos.

Nés generalizamos partigoes de Markov de forma natural, o novo fenémeno é que,
nesta configuragdo, o espago simbdlico estd agora definido por uma sequéncia de ma-
trizes de transi¢do com entradas 0 e 1, substituindo a matriz quadrada que define um
subshift de tempo finito (sft). Introduzimos a dindmica shift tomando unido de todos
compactos definidos pelos shifts da sequéncia de matrizes de transicdo. Este espaco é
agora uma familia de aplicagdes cujas componentes sao simplesmente todos os shifts do
Markov compactum original. Este espacgo (o compactum juntamente com seus shifts),
é um shift ndo estacionério de tempo finito (sntf).

Isto d4 uma segunda familia, a familia de aplicagdes combinatorial que, assim como
para o caso de uma tunica aplicagdo, fatora-se sobre a familia original munido de uma
partigdo geradora (ver proposicao 1.14).

Para nosso principal exemplo, as familias aditiva e multiplicativa, construimos ex-
plicitamente as parti¢coes de Markov. Para fazer isto, primeiro definimos uma sequéncia
de pares de paralelogramos (caixas) dados por um procedimento algoritmico rela-

cionado com as fragoes continuas. Para a familia aditiva, as coisas sdo mais simples:
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Teorema 0.2. Dada uma familia aditiva ndo trivial, os pares de caizas ddo uma

sequéncia geradora de parti¢oes de Markov.

Para as familias multiplicativas, a particdo duas-caizas é Markov porém nao gera,

mas:

Teorema 0.3. Dada uma familia multiplicativa, a sequéncia de particées definida
pelas compontentes conexas da juncdo de cada particio duas-caizas com o pullback

da partigdo seguinte da uma sequéncia de particoes de Markov que gera.
Ver proposigao 3.4 e lema 3.4.

Teorema 0.4. As partigoes componente coneza (geradora) de uma familia multiplica-
tiva sdo, alternativamente, dadas pelo gathering da sequéncia de particoes duas-cairas

da familia aditiva correspondente.

A seguir descreveremos o snitf definido pela sequéncia de particoes de Markov.

Primeiro, para uma familia aditiva néo trivial (teorema 3.2) temos o seguinte:

Teorema 0.5. A familia de aplicagdes € simbdlicamente representada pelo snitf dado

pela mesma sequéncia de matrizes 0—1, agora interpretadas como matrizes de transigao.

Ver lema 3.4.

A versdo simbdlica do gathering corresponde ao que é conhecido na teoria de dia-
gramas de Bratteli como telescdpio do diagrama. A teoria geral desenvolvida na secao
1.5 nos permite estender o resultado anterior para familias multiplicativas, e também
para familia de aplicagdes definida por uma sequéncia de matrizes (2 x 2) em SL(2,N),
o semigrupo de matrizes com determinante 1 e com entradas inteiras ndo negativas.

A concluséo (teoremas 3.1 e 3.3) é a seguinte:

Teorema 0.6. Dada uma familia de aplicagdes definida por uma sequéncia ndo trivial
de matrizes em SL(2,N) agindo no 2-toro, entdo:

(2) esta familia € Anosov; e

(4) ela tem uma sequéncia geradora de particoes de Markov que codifica a familia

como um snif definido como um edge-shift pela mesma sequéncia de matrizes.
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No capitulo 2 definimos uma transformacao que aplica o espago combinatorial resul-
tante, restrito ao caso unilateral, nele préprio. Esta transformacao é uma generalizagao
do odometro (ou méquina aditiva) de Von Neumann e Kakutani (exemplos expostos
no capitulo 4). A flexibilidade e naturalidade da construgéo de Vershik é ilustrada pela
grande variedade de sistemas dindmicos que podem ser usados como modelo, entre
eles a construgdo “cutting and stacking” em teoria ergddica, sistemas dindmicos das
substituigoes e transformagoes de trocas de intervalos.

Para o caso estaciondrio, o espago para a transformagao ddica 7' é um shift do tipo
finito ZZ para alguma matriz L (I x[) de entradas 0— 1. A transformagio ddica, neste
caso, d4 uma dindmica transversal para a aplicagao shift o.

No entanto, o caso geral transformagoes adicas é nao estacionario. Substituimos
a matriz L por uma sequéncia de matrizes (L;);>o; néo existe nenhum problema em
definir o espago E?’L")’, mas para termos uma aplicagdo shift, precisamos das outras
componentes ZF’LJ)F, k>0.

Neste contexto, vamos no sentido de descrever resultados gerais para as trans-
formagoes adicas. Atribuimos alfabetos A; para ¢ > 0, com #A4; = l; e (F})i>o uma
sequéncia de matrizes ([; X ;1) com entradas inteiras ndo negativas (> 0), isto deter-
mina o diagrama de Bratteli com o nimero de arestas de um vértice em .A; no nivel 7
para um vértice em A;;; no nivel (i + 1) dado pela correspondente entrada da matriz.
Assumimos que as matrizes sdo reduzidas, isto é, nenhuma linha nem coluna identi-
camente nulas, e escrevemos Z(()}:S para o conjunto de todos os caminhos unilaterais
infinitos deste diagrama.

Para definir uma, transformacéao adica, precisamos acrescentar mais uma coisa a esta
estrutura, uma ordem estdvel O no diagrama de Bratteli no nivel 0 para a sequéncia
de matrizes (e consequentemente em niveis maiores também); se as arestas estdo ori-
entadas para a direita no diagrama (a dire¢do futuro do snitf), esta ordem lineariza o
conjunto de arestas que entram em cada vértice dado. A ordem O entéo se estende-se
naturalmente para uma ordem linear, dada pela ordem lexicografica, em cada conjunto

estavel W*(z), que é o conjunto de todos strings de arestas que concordam com z apés
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alguma coordenada do snif ( Z&), o). Visto que qualquer y em W*(z) necessariamente
estd na mesma componente que z, a aplicagao definida por levar um string ao seu suces-
sor agird em cada componente Z?LJ; de Z&) separadamente. A transformacio ddica
determinada por O na k-ésima componente, Tp : E?L'; WS — Zf;)r \WNP, é a re-
strigdo desta aplicagao sucessor, onde N'S é a colegao de pontos que nio tem sucessor
e NP sao os pontos sem antecessor.

Estudamos sequéncias de medidas invariantes nas familias de aplicagbes. Apresen-
tamos que mixing topolégico implica minimalidade das transformacoes ddicas, e se a
sequéncia primitiva de matrizes tem a condi¢do autovetor de Perron-Frobenius entao
a transformagao ddica correspondente serd unicamente ergddica.

Em particular, como a familia multiplicativa tem uma tnica sequéncia de autove-
tores ao longo das suas componentes, garantido pela proposi¢do 1.7. Assim temos
unicidade ergddica para a transformagio adica definida pela mesma sequéncia de ma-
trizes e ordem lexicogréfica.

A construgao desta medida invariante é iniciada na sec¢do 2.3.4, a medida central
de Parry. Lembremos que, para o caso estacionério, a medida de entropia méxima de
um subshift do tipo finito tem uma férmula simples descoberta por Shannon no con-
texto de teoria da informacgao, envolvendo autovetores de Perron-Frobenius a direita
e a esquerda da matriz. Seguimos o uso padrao para chamé-la de medida de Parry.
Para estender para o caso nao estaciondrio, comegamos com esta férmula ao invés
de nos preocuparmos de como definir entropia para sequéncia de aplicagoes; simples-
mente substituimos autovetores por sequéncia de autovetores e definimos uma cadeia
de Markov néao estacionéria que nos d4 um anélogo da medida de Parry. Isto também
nos d4 uma sequéncia de medidas nas componentes, invariantes no sentido de que uma
estd sendo levada para a préxima pela aplicacdo shift.

No final do capitulo 3 (teorema 3.4) apresentamos que a medida central de Parry
aplicada aos cilindros do espago shift gerado pela mesma sequéncia de matrizes que
define a familia multiplicativa (e aditiva por dispersdo), coincide com a medida de

Lebesgue dos intervalos correspondentes as bases das caixas na particio duas caixas
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durante o processo de renormalizacio descrito na proposicao 3.3. Isto foi feito passo a
passo, porém este teorema nao estd incluido explicitamente nos artigos [1] e [4]. Além
disso, incluimos alguns detalhes de como apresentar que o exemplo das transformagoes
adicas definidas pela substituicio Dual e uma sequéncia néo trivial de matrizes (no
sentido de que a paridade muda infinitas vezes) fatora-se como rotagoes irracionais no
circulo, isto tem uma relagdo direta com a dindmica da familia multiplicativa.
Também modificamos em [1] as matrizes que conjugam a familia multiplicativa com
a sua versao em autocoordenadas, alterarando as aplicacoes da familia para aplicarem
em vetores linha, onde em [1] a familia aplica em vetores coluna na direc¢éo futuro (para
a direita). Fizemos isto para melhor adaptacdo & teoria das transformacoes 4dicas
descrita em [4]; pois neste, a teoria geral é desenvolvida considerando aplicaces em
vetores linha para a direita (ao longo da familia) e em vetores colunas para a esquerda
de forma que a composi¢do das aplicacoes seja dado pelo produto das matrizes, sem

inverter ordem (ver diagrama na pégina 50).

Fazendo isto, conseguimos a relagdo D;B;A; = B;y1, com (A;) sdo as matrizes
que induzem as aplicagoes da familia multiplicativa, (D;) s@o matrizes diagonais e
b; —a; : s 5 .
B;=| " "™ |, onde as linhas de B; d4 a sequéncia de autovetores para a familia
d ¢

multiplicativa (ver proposicéo 3.1).

No entanto, também tivemos que considerar a familia aplicando em vetores coluna,
isto porque gostarfamos de aplicar a medida central de Parry para a transformacao
ddica relacionada (teorema 3.4) e esta medida é definida a partir da sequéncia de au-
tovetores coluna de entradas positivas da familia (ver equacdo (2.6) na pégina 60).
Escrevendo esta mesma conjugacao da familia multiplicativa com a versao em autoco-
ordenadas, agora aplicando em vetores coluna, temos B;A; ;}1 = D" 1 Perceba que
agora a segunda coluna das matrizes (Bijrll) que faz a conjugacgido d4 uma sequéncia de
autovetores com entradas positivas para a familia. Ao percebemos isto, o teorema 3.4
fica iminente.

Agradeco a A. M. Fisher e a P. Arnoux pelas figuras 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 2.1,
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2.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 4.1 e 4.2 cedidas, também pelas demonstragées da maioria das
afirmacoes escritas neste trabalho. Agradego também as idéias de A. M. Fisher para

concluir o trabalho, tentei expo-las da melhor forma possivel.



Capitulo 1

Familia Anosov

Neste capitulo iremos definir familia Anosov e alguns resultados gerais, serd discu-

tido também como podemos obter a dindmica combinatdria.

1.1 Aplicagao de Anosov no toro quadrado

As aplicagées Anosov também conhecidas como automorfismos hiperbdlicos no toro
R2?/Z?, embora sejam induzidas por aplicacdes lineares no espaco Euclidiano, o que
resulta numa dindmica extremamente simples, quando aplicadas ao toro geram uma
estrutura dindmica extremamente rica.

Denotando por {(e,3)} o conjunto de pontos no plano que s@o equivalentes a
[a, B] € R%/Z2, isto é, se (z,y) € {(, B)} entdo (z,y) ~ (o, B) no sentido que z —a e
y — [ sdo inteiros e (o, B) € R?/Z2.

Consideremos também 7 sendo a projecdo natural de R? em R?/Z?, isto é,
n(z,y) = [z,y] = n(z + M,y + N), onde (M, N) € Z>.

Certamente sistemas dindmicos no toro podem ser mais eficientemente descritos no

plano e depois projetados no toro.

5w M
Definicdo 1.1. Suponha F : R? — R? tal que F' Pt € 72, para qual-
Y y+ N
fgos . z+ M
quer (z,y) no plano e M, N inteiros fizos. Disto seque que moF’ =moF ]
Y y+ N

10
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de modo que F' induz uma aplicacao F definida pelo diagrama:

F

R? R?
R2 /Z2 _ﬁ_>_ R2 /ZZ

Por exemplo, se F' for uma aplicacdo linear cuja matriz que a representa é inteira
(isto €, com entradas em Z), entdo F estd bem definida em R?/Z?. F é um homomor-
fismo do toro. Se F~' também tem matriz com entradas inteiras, entdo chamamos F

de automorfismo no toro.

Definicao 1.2. Seja F(z) = Az, onde A é uma matriz (2 x 2) satisfazendo:
(i) Todas entradas de A sao inteiras;

(ii) det A = *1; |

(111) A € hiperbdlico, isto é, |\| # 1, V X autovetor de A.

A aplicagio Fy, induzida por A em R?/Z2, é denominada aplicacGo Anosov.

Fj é claramente diferencidvel, pois sua matriz Jacobiana é simplesmente a matriz
A. Mais ainda, como detA = *1, a inversa de A é também uma matriz inteira. Entdo
A~! também induz uma aplicagdo Anosov que é a aplicagio inversa de Fy. Disto segue
que F4 é um difeomorfismo em R?/Z?2.

A proposigéo a seguir mostra que F4 é dinamicamente interessante no toro.
Proposicao 1.1. O conjunto dos pontos periddicos Per(F,) de F é denso em R?/Z2.

Demonstragao. A idéia feita em (6] é a seguinte: Seja p € R?/Z? com coordenadas
racionais. Apds encontrar um denominador comum, podemos assumir que p é da forma
[%, %] , onde a, (3 e k sao inteiros. Pontos desta forma séo claramente densos em R?/Z2,
visto que podemos tomar k arbitrariamente grande. Afirmamos que p é periédico com
periodo menor ou igual a k2.

Para ver isto, notemos que existem exatamente k* pontos em R?/Z* da forma [£, g

com 0 < o, B < k. Como as imagens de tais pontos por F4 também podem ser escritos
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desta forma, j4 que as entradas de A sdo inteiras, isto significa que F4 permuta estes
pontos, logo existem inteiros i e j tais que F%(p) = F' i(p) com |i — j| < k% Aplicando

F;i a equagdo, temos que p é periédico de perfodo menor ou igual a k2. O

Como A é hiperbdlica com detA = *1, os autovalores sdo, ambos, nimeros reais
e, enquanto um deles satisfaz |A;| < 1, temos o outro |A\,| > 1 (note que esta tltima
afirmacdo ndo seria verdadeira se os autovetores fossem complexos, ja que teriamos um

autovalor conjugado do outro, portanto teriam o mesmo valor em médulo).

No presente trabalho, estaremos mais interessados em uma sequéncia de aplicagoes
Anosov no toro, onde nao temos pontos periédicos, mas também podemos encontrar

hiperbolicidade. A seguir daremos a definicdo de uma familia de aplicagoes.

1.2 Familia Anosov como Familia de Aplicagoes

Definicao 1.3. Seja (M;)icz uma sequéncia de espagos métricos com métricas p;.
Atribuimos ao espago total a métrica p(z,w) = p;i(z,w) se z,w € M;, € igual a 1
se z,w estdo em espacos diferentes. Assumimos que f; : M; — M;y, sdo fungoes
continuas. Definimos a aplicagio f : M — M tal que f(z) = fi(z) sex € M;. A
n-ésima composicio f* aplica M; a M;y, € é igual a fiyn0---0 f; em M; para cada
i. Chamamos o par resultante (M, f) uma familia de aplicagées, onde f = (fi)icz-

Dizemos que (M, f) é inversivel se todas as aplicagdes forem homeomorfismos.

Por simplicidade, assumimos que o didmetro de cada espago é menor ou igual a 2,
isto assegura a igualdade triangular.

Para descrever um conceito geral, nés consideraremos sequéncias de aplicagoes como
uma categoria com respeito a certos tipo de homomorfismos, esta serd nossa nogao de

morfismo que agrupa todas as familias de aplicagdes de uma categoria. Por exemplo:

Definicdo 1.4. Para a categoria de familia de aplicacdes diferencidveis (familias
de aplicagées - C* ao longo de uma sequéncia de variedades compactas com métricas

Riemannianas) definimos as conjugagées limitadas como sendo os morfismos (tendo
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limites uniformes nas derivadas).

Vamos discutir um pouco sobre sequéncias de aplicagbes em algumas categorias,
considerando conjugagoes diferencidveis limitadas, topoldgicas e uniformes como fornece-
dores dos morfismos e introduzindo duas operagoes: agrupamento e dispersdo.

A principal concluséo é que para familias, os espagos terdo uma estrutura uniforme,
com os morfismos preservando esta uniformidade. Para simplificar nés trabalhamos nas
categorias de espagos métricos com aplicagoes uniformemente continuas. Na verdade
agrupamento e dispersao nao sao operacoes bem definidas no geral, mas faz sentido na
presenca de hiperbolicidade.

Dada uma sequéncia de conjuntos (M;),., para i € Z, a unido disjunta escrita
como M = J[M; é o coproduto na categoria de conjuntos, veja por exemplo [15].
Recordamos que isto é simplesmente a unido indexada, isto é, um ponto em M é um
ponto p; em algum M;. Por conveniéncia, ocultaremos este indice e escreveremos p
para este ponto; entdo, qualquer p € M pertence a exatamente um M;. Referimo-nos

aos M; como componentes de M.

Observacao 1.1. Se as componentes forem espagos topoldgicos, atribuimos a M uma
topologia unindo esses espagos discretamente. Com isso queremos dizer que a topologia
€ gerada pela uniGo de todas as topologias, de modo particular cada M; é aberto e
fechado em M (uma componente M; pode ter mais que wma componente topoldgica,

um exemplo é dado pelo espago shift ndo-estaciondrio, visto mais adiante).

Um exemplo simples de familia de aplicagoes é quando todas as aplicagdes e espagos
sdo idénticos.
Defini¢ao 1.5. Dado um homeomorfismo f, de um espagco métrico M,, definimos a
Sfamilia constante (M, f) associada a f, como sendo a sequinte familia de aplicagdes:
M = [[ M; onde cada M; € igual a M, (com a mesma métrica); F; : M; — My é

tgual a f, mddulo esta identificacdo.

Dizemos que a familia de aplicacées (M, f) é um levantamento do sistema dinadmico

(Ma, fa). Este é um exemplo simples de uma familia de aplicacdes; um caso particu-
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larmente trivial é a familia identidade (M, id), isto é, a familia de aplicagoes constante
que é um levantamento da aplicacdo identidade em M. A seguir examinaremos qual
deve ser o morfismo para esta cole¢do de objetos, a fim de inclui-lo em uma categoria.

Comegamos analisando a seguinte situacao:

Definicao 1.6. Dadas duas familias de aplicacées (M, f) e (N, g), com métricas d e
p, uma conjugacao topolégica é um homeomorfismo h de M para N que conjuga f
e g, isto €, tal que ho f = go h; se h € uma aplicacdo continua e sobrejetora mas nao

um homeomorfismo, dizemos que isto € uma semi-conjugacdo topoldgica.

O problema com essa definigdo é que a categoria torna-se trivial, a menos de iso-

morfismos.

Proposicao 1.2. Qualquer familia de aplicacoes inversivel (M, f) é topologicamente

conjugada a familia identidade na componente M.

Demonstragao. Seja (M, g) a familia identidade. Definimos h : M — N por hy = Id
a identidade; para n > 0, h, = (fp—10--- ofo)_l; eparan <0, h, = f_10---0 fy;

verificamos que h conjuga (M, f) e (N, g). O

Assim, até mesmo o levantamento de uma tnica aplicacdo é trivial a menos de
conjugacdo topoldgica. Nossa escolha de morfismos serd a seguinte, que funcionard

melhor.

Definicdo 1.7. Uma (semi)conjugagio uniforme € uma (semsi)conjugacdo que também
¢ uniformemente continua (no espago todo) e sobrejetora; equivalentemente, a sequen-
cia h = (h;)icz de aplicagdes que faz esta conjugagdo € uniformemente equicontinua

em M;.

Definiciao 1.8. Seja M um espago métrico e f : M — M um homeomorfismo. O
conjunto estdvel W*(zx) para x € M € o conjunto {y € M : dist(f"z, f*y) — 0 quando

n — oo}. O conjunto instdvel W¥(z) € o conjunto estdvel de f~'.

Dada uma familia (M, f), aplicamos a definico acima para a aplicacao f e temos:
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Proposigao 1.3. Conjuntos estdveis e instdveis sdo preservados por semiconjugagao
uniforme; se h é uma conjugacio de (M, f) para (N,g), entdo para todo z € M,
h(W?*(z)) C W*(h(z)) e h(W*(z)) C W¥(h(z)). Além disto, se h é uma conjugacio
uniforme entdo h(W?*(z)) = W*(h(z)) e h(W"(z)) = W¥(h(z)).

Demonstracao. Imediata da equicontinuidade. O

Corolério 1.1. Conjuntos estdveis e instdveis sido nogoes bem definidas na categoria

de familia de aplicacées.

Observacao 1.2. Da defini¢io anterior, o conjunto instdvel na k-ésima componente
depende somente do passado da sequéncia de aplicagdes, isto é, depende de f; para
i < k, enquanto o conjunto estdvel depende somente do futuro i > k; ver proposicio

1.9.

Definicao 1.9. Dada uma familia de aplicagées (M, f), uma sequnda familia (]Vf )
¢ um agrupamento (agrupamento) de (M, f) se existir uma subsequéncia (n;);cz de

inteiros estritamente crescente tal que M; = My, e fi = fn,,,—10---0 fn 1.

Se a familia (]T/f , f) é um gathering de (M, f), dizemos que (M, f) é uma dispersio

de (X/f , f) Ou seja, dispersao é o processo contrario do gathering.

Defini¢ao 1.10. Seja uma familia de aplicagées (M, f). A familia “shifted” (N, g)
€ tal que g; = fiy1 e N; = M4, Vi € Z.
Proposicao 1.4. A familia “shifted” (N, g) € um gathering de (M, f); ela é conjugada

uniformemente a (M, f) via a conjugacdo h = f se e somente se a familia (f;);cy €

equicontinua.

Demonstracao. Para ambas afirmagdes a prova é imediata da definicdo. Uma segunda

prova pode ser entendida pelo seguinte diagrama comutativo:

M, fo M, fi M, f2 M,

| f |n f |» , |-

My —> My —> M3 ——> M,
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Observacgao 1.3. Agora vamos discutir um problema que pode comecar a usar essa
idéia. Um primeiro problema é que a nocgao de conjuntos estdveis, o que parece ser
fundamental para o estudo de familia de aplica¢des, ndo € preservada através do gath-
ering, o conjunto estdvel de um ponto na familia “gathered” (apds gathering) contém

o da familia original, mas pode ter aumentado estritamente.

Um problema relacionado é mostrado fortemente na proposi¢do seguinte. Aqui
vemos que, em uma categoria de familias de aplicagdes, a relacdo de equivaléncia ger-
ada pelas operacoes de agrupamento e dispersdo ¢ trivial onde ha apenas uma classe
de equivaléncia. A situagdo pode, portanto, parecer impossivel, mas, como veremos
adiante, essa dificuldade serd resolvida quando nés introduzimos hiperbolicidade. Na
verdade, dentro das familias Anosov o gathering é bem comportado na medida em que

preserva conjuntos estéveis, veja Corolario 1.2.

Proposicao 1.5. Toda familia de aplicagées inversivel (M, f) tem uma dis-

persdo, que tem um gathering, que € igual & familia identidade (My,id).

Demonstracao. Este é um coroldrio da proposicao 1.2; de fato, seja {h;} a familia de
aplicacdes que conjuga f com a familia identidade; entdo, para g; = Id (a identidade),
mas g; = h,-+lof,~ohi_1. A dispersao é a sequéncia de aplicagdes..., hy*, fo, b1, k7Y, f1, ha, hyt,..

associando isto com (h; o fo o hy') d4 o gathering igual a g;. O

Vimos acima o exemplo mais simples, a familia constante, onde a métrica ndo muda.
Mas, em geral, a dindmica de uma familia de aplicagdes é determinada pela interacao de
uma sequéncia de aplicacoes, e de métricas, ambas podem ser “varidveis”. Uma familia
pode ser simplesmente de um ou de outro tipo, assim, no caso em que 0s espagos Sa0o
todos isométricos, toda a dinamica é realizada pelas aplicagoes, e a situagdo oposta,

onde cada aplicagio é a identidade, toda a mudanca é feita pelas métricas.
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1.3 Hiperbolicidade

Agora vamos mudar para a categoria diferencidvel, onde nosso primeiro interesse é

uma generalizagdo natural de difeomorfismos de Anosov.

Definigao 1.11. Uma familia Anosov € uma familia de aplicagées (M, f) tal que:

(i) (M;)icz é uma sequéncia de variedades Riemanniana (isto é, variedades com-
pactas - C* com métrica Riemanniana) e as aplicagoes f; : M; — M;,; sdo

difeomorfismos de classe C!;

(ii) o fibrado tangente 7'M tem uma decomposi¢do continua E° @ E* que é f-in-

variante; e

(iii) existem constantes A > 1 e ¢ > 0 tal que para cada n > 1, para cada %, para todo
p € M; tem-se:
I DM @) IS A ol

para todo vetor v € Ej, e
| DU @) IS A Lol

para todo v € E3.
(Aqui E, = E; ® E; é 0 espago tangente em p.)

Se pudermos tomar ¢ = 1 dizemos que a familia é estritamente Anosov .

Observacao 1.4. Uma diferenca interessante entre uma familia de aplicacées e uma
unica aplicacio € que para um familia hd sempre muitas decomposicdes invariantes
continuas, enquanto que por exemplo, para uma aplicacdo Anosov hd essencialmente
uma, isto por causa da densidade dos pontos periddicos como mostrado na proposicao
1.1. No entanto, para familias de aplicagées, existe uma tinica decomposigio hiperbdlica:

ver proposi¢ao 1.7 e observacao 1.7.
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Lema 1.1. Seja A uma aplicagao linear inversivel entre espagos com produto interno.
Sejam cy,cy 0s Taios minimo e mdzimo do elipsdide que € a imagem da bola unitdria,

de modo que ¢; =inf { ”lﬁ:I)I"} ecy= sup{”lﬁfl’l" } Entiocy=|| Al ec;t =] A1

Definicdo 1.12. A familia inversa de uma familia de aplicagées inversivel (M, f)

¢ uma familia de aplicacées (N, g) com N; = M_; e g; = (f-i—1)7".

Observacao 1.5. Esta ndo é uma composi¢do inversa jd que nao hd nogao de com-
posicdo das familias, mas sim o inverso da familia que € a familia composta por
aplicagdes inversas. Hd, no entanto, uma dualidade, jd que a familia inversa da familia

inversa € a familia original.

Definigao 1.13. Dada uma familia (M;, f;) de difeomorfismos em variedades Rieman-
nianas (ndo necessariamente compactas), suponha que ezista um conjunto invariante
A = (A;)iez para a aplicagdo total f em M = [[ M;, tal que TM) tem uma decom-
posicdo invariante, e tal que eristam, como citado anteriormente, constantes A > 1 e

¢ > 0 para todo p € M. Entao chamamos (M, f,A) de familia hiperbdlica .

Observacgao 1.6. Por definicao, toda familia Anosov é uma familia hiperbélica, com

A= M e cada M; é compacto.

Exemplo 1. Um simples exemplo é a familia constante (M, f) definida como o levan-
tamento de uma aplicacdo Anosov f, de uma variedade Riemanniana M, onde todas

as variedades M; e as aplicagbes f; sdo idénticas, copias de M, e f,.

Exemplo 2. Exemplos de familia Anosov ndo estaciondria sdo construidas da seguinte
maneira; seja (n;)iez Uma sequéncia de naturais > 1, e seja, para cada i, M; = R%/Z?
com a métrica Riemanniana induzida do plano. Defina f; : M; — M;;; tal que
fi:lz yl— [z y]A;, onde:

10 .
A; = para i par,
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I n 5
A; = para i impar.
0 1

Entdo (M, f) é uma familia Anosov (ver capitulo 3). Chamamos esta particu-
lar familia de aplicacoes de familia Multiplicativa determinada pela sequéncia n;. No
capitulo 3 encontramos explicitamente os autoespagos Ef e E¥, e a sequéncia de auto-

valores.

Definicao 1.14. Uma familia de aplicagoes é eventualmente Anosov se ezistir

uma decomposi¢ao f-invariante, como antes, mas agora com sequéncias AL, A para

todo © € Z definidas por

A¢ =i f{ID(F) @)/ lv]l tal que v € B},
A} = sup{l|D(f))II/[|v]| tal que v € E*},

ou, equivalentemente, pelo lema 1.1:

N =D, A= 1D,

onde D(f;)*, D(f;)® denota as aplicagdes lineares restritas a estes subespagos, com estas

sequéncias satisfazendo, para algum (consequentemente, para todo) k € Z,

k+4+n k
[[3—+00 e JIOH™ =0 quando n— +oo, (11)
k k-n
€
k+n k

H A0 e 1_[(,\?)_l — +0o quando n — +oo.
k k—n

Esta condicao diz que cada vetor em E™ serd eventualmente expandido em +oo
e eventualmente contraido em —oo. Notemos que a familia inversa de uma familia

eventualmente Anosov é eventualmente Anosov.

Proposicao 1.6. Uma familia Anosov é eventualmente Anosov. Uma familia

eventualmente Anosov tem um gathering que € estritamente Anosov.
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Exemplo 3. Dada uma sequéncia (n;);cz de inteiros positivos. Fixamos M) (para
cada k) sendo o toro R?/Z? com a métrica induzida de R?. Definimos fi : My — Mgy

para ser a aplicacdo dada pela matriz A; agindo em vetores linha, com:

10
11

A =

para k satisfazendo n; < k < n;y1 — 1 se ¢ é par,

A =

para k como anteriormente para ¢ é impar.

Chamamos este exemplo de familia Aditiva determinada pela sequéncia (n;)icz por
sua conexdo com a nocao de fracdo continua aditiva: expressando nj como soma de
1’s como feito aqui.

Assim (M, f) é uma familia eventualmente Anosov, j& que uma subsequéncia de
seus produtos parciais é exatamente como a familia do Ezemplo 2. Entao a familia

Multiplicativa é uma gathering da familia Aditiva.

Proposicao 1.7. Dada uma familia eventualmente Anosov (M, f), a decomposigdo

E* ® E* do fibrado tangente TM ¢€ unica.

Demonstracdo. Escolha uma componente, digamos M. Como a decomposicdo é
invariante, entdo ela é determinada pela decomposi¢do em My. Suponha que haja uma
segunda decomposi¢do hiperbolica E*® E“; seja que U5 um vetor em E‘s, com base
em algum ponto p, que ndo estd em E® de p. Agora isso pode ser expresso como uma
soma na primeira decomposi¢do, 0§ = avy + bv§ com a # 0. Aplicando as fungoes f;,
esse vetor se expande até +oco, uma vez que tem componente instdvel nao nula. No
entanto, da parte (iii) da definicdo 1.11, o espago estdvel é necessirio para contrair
quando o tempo vai a + 0o, dando uma contradi¢ao. Portanto, devemos ter EscC E*;.

Por argumento simétrico, £* C E°. A mesma prova aplicada a familia inversa mostra
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que B" = E", e, portanto, a decomposigao ¢ tinica. O

Observacao 1.7. Para uma familia Anosov (em contraste com o caso de uma vinica
aplicagdo) existem muitas decomposigées invariantes: basta escolher uma decomposicdo
no tempo 0 e transportd-la para frente e para trds nas outras componentes. A proposi¢éo

mostra que para qualquer outra decomposi¢do invariante ndo pode ser hiperbdlica.

Corolario 1.2. Um agrupamento de wma familia eventualmente Anosov é novamente
eventualmente Anosov. Na classe de familias eventualmente Anosov, gathering preserva

a decomposigao do fibrado tangente, e também preserva os conjuntos estdveis e instdveis.

Demonstragao. Suponhamos que sdo dadas uma familia eventualmente Anosov
(M, f) e uma familia (N,, g) que é um agrupamento ao longo das componentes N,, =
M;,, por alguma subsequéncia estritamente crescente de inteiros i,: n € Z. Esta
afirmagao significa que, em cada uma dessas componentes, as decomposicdes sdo as
mesmas. Agora fica claro que a decomposigio resultante se encaixa na defini¢cao de
uma decomposicdo eventualmente Anosov. Assim, (N,,g) é uma familia eventual-
mente Anosov. Pela proposi¢io 1.7, esta decomposi¢ao é tinica, logo as decomposicoes

sao preservadas pelo agrupamento. O

Observacao 1.8. Disto resulta que, dada uma familia eventualmente Anosov (M, f),
se uma segunda familia (N,g) € uma dispersao e é eventualmente Anosov, entdo o
conjunto estdvel e instdvel sao preservados. O que deu errado na proposi¢io 1.5 € que
tivemos uma dispersao que nos tirou da categoria eventualmente Anosov. Equivalente-
mente, o inverso a proposi¢cdo 1.6 € falso, ou seja, existem familias de aplicagdes para
as quais ha um agrupamento que é Anosov mas que elas mesmas ndo sdo eventualmente

Anosov.

Definicao 1.15. Duas métricas Riemannianas em uma variedade sdo limitadamente
equivalentes se a razdo entre as normas, induzidas no espago tangente, em cada ponto

estd limitada por constantes entre 0 e co. Duas familias de aplicacées diferencidveis
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sao limitadamente conjugadas se ezistir uma conjugacao diferencidvel que induz uma
equivaléncia limitada das métricas. Pelo lema 1.1, uma conjugacio h € limitada se e

somente se eziste ¢ > 0 tal que ||Dhy|| < ¢ e ||D(h;)7}|| < ¢, para todo i € Z. Tome,
| Dho]]

—— € [C1,C]-
o < lened

por ezemplo, ¢ = 1 + sup{c;™}; ¢z}, onde

Note que ter uma conjugacao limitada é equivalente a ter uma conjugagao diferen-

cidvel e uniformemente Lipschitz.

Proposicao 1.8. Seja (M, f) uma familia eventualmente Anosov. Seja (N,g) outra
familia de difeomeofismos em wvariedades Riemannianas (também com uma métrica
Riemanniana definida), e seja h : M — N um difeomorfismo que conjuga f e g.
Assuma que h é uma conjugagdo limitada. Entdo, (N, g) é uma familia eventualmente

Anosov. Se (M, f) é uma familia Anosov, entdo (N, g) também o é.

Demonstracdo. Suponha que existe uma constante ¢ > 0 tal que ||Dh;||, || Dhi|| < ¢
para cada i € Z. A partir das decomposi¢oes E* @ E* de TM, temos uma decom-
posicao E*® Esde TN ; que também é invariante. Sejam as sequéncias A}, Aj > 0 e
X;‘, Xf > 0 definidas pelas familias (M, f) e (IV, g) como na definigdo 1.14. Precisamos
verificar a condigdo (1.1) para X;. Temos, pela regra da cadeia, que X = ||Dg°|| <
| DA for-1()- I D fElIh-10)-IDR 7|, < A§. Consequentemente, para cada i, X< AN
e, similarmente, c2\¥ < X}‘. Mas se, em vez disto, considerarmos composicoes parci-
ais das aplicagdes, esta constante ¢? permanece a mesma. Portanto a condigdo (1.1)
vale, logo (N, g) também é eventualmente Anosov. O caso para uma familia Anosov é
similar.

Assim conjugacoes limitadas preservam limites de expanstes a menos de uma con-

stante. Consequentemente, nés temos o seguinte:

Corolério 1.3. Familias Anosov e eventualmente Anosov sao categorias com

respeito a conjugagdo limitada.

Proposicao 1.9. Seja (M, f) uma familia eventualmente Anosov. Seja E§® Ej a de-

composicao hiperbdlica de TMy. Entdo Ef depende somente do passado, e Ej depende
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somente do futuro. Desta forma, se (M, f ) € outra familia eventualmente Anosov tal
que f; = ﬁ para i < —1, entao Ef = E(',‘, e similarmente para o espago estdvel para

12> 0.

Demonstragao. E semelhante a prova de unicidade da decomposigao, feita na proposi¢iao

1.7 : para obter a contradigdo, usamos apenas o passado da sequéncia. O

Observacao 1.9. Para entender melhor esta afirmagdo é itil pensar de duas formas
complementares para definir o espago instdvel de um ponto p € My. Para a primeira
forma, E§ é o conjunto de todos os vetores v tal que || Dfp(v)|| — 0 quando n — —co.
Isto € similar a definicdo de conjunto estdvel, mas para a aplicagdo inversa. A sequnda
forma de definir espaco instdvel é construtiva, mas sé € fdcil de afirmar para alguns
exemplos especificos, por ezemplo, para matrizes (2 X 2) ndo negativas; ai o espaco
instdvel € a interseccdo de todas imagens do cone positivo aplicado do tempo n < 0 até

o tempo 0 pela aplicagdo derivada.

A razdo desta segunda defini¢io ser mais dificil de se afirmar no geral é que nem
sempre temos uma analogia do cone positivd, que para o caso das matrizes nao negativas
sao disjuntos de todos subespagos estdveis. Agora ambas defini¢des concordam em dizer
que o espaco instdvel depende apenas do passado. Assim, pode parecer que a defini¢io
de eventualmente Anosov poderia ser simplificado para exiger somente que os vetores
no espaco instavel se contraiam para —oo, sem exigir que eles também se expandam

para +o0o. Mas abaixo estd um exemplo que mostra que para familias eventualmente

-1
1
para
1 }

Anosov esta ndo é uma boa idéia.

Exemplo 4. Tomemos A, = A =

1

] parakg —1, Ak:B=
1
k>0.
Se tentarmos localizar o autoespaco instavel por qualquer um dos dois métodos acima
(cones ou diregéo estdvel para a aplicagdo inversa) teremos o espago E¥ para a matriz

A :[ f i ] , uma vez que esta dé a sequéncia passado. Da mesma forma, utilizando-

se a sequéncia futuro B = A~! para determinar o espaco estdvel, novamente temos
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convergéncia, mas para o mesmo espaco Ej. Assim, para esta familia, Ej expande
em diregdo a +00 e a —oo, enquanto F§ contrai em ambas direcbes para a matriz A.
Assim, ndo hé decomposicao hiperbdlica. Entdo, na verdade, esta familia de aplicagoes

nao é eventualmente Anosov.

1.4 Dinamica Simbdlica das Familias de Aplicagoes

1.4.1 Sequéncia de Particoes

Nas préximas secoes nés desenvolvemos o maquinéario da dinadmica simbdlica para
as familias de aplicagoes. Para simplificar, vamos assumir a partir de agora que as
aplicacoes sdo inversiveis, j4 que o que faremos pode ser generalizada para as familias
nao-inversiveis. Para o caso das familias Anosov, o resultado serd uma sequéncia de
particoes de Markov, que codifica a familia como uma versao nao-estaciondria de um
subshift do tipo finito, veja a proposicdo 1.14. Comegamos com a defini¢do mais geral

onde as parti¢des ndo sdo necessariamente Markov.

Definigao 1.16. Uma particao Q de um espago métrico compacto X € uma cole¢do

Q ={0Q;:i €I} de subconjuntos fechados de X tal que:

e cada Q; é o fecho de seu interior, e nenhuma parte de seus bordos é denso em X;
oV 'L,] € I,Z 75 ] — mt(Q,) ﬂ'mt(Q,) = @,
e UQi=X

Uma parti¢do ordenada é uma partigdo com um conjunto I de indices totalmente or-
denado; a menos de renomeacoes, sempre podemos tomar, neste caso, @ = {Qp--- 9, }.

Definimos uma partigido P de uma familia de aplicagoes (M, f) sendo uma sequéncia
de particoes P; , no sentido dito acima, das componentes M.

Dizemos que a parti¢do gera para a familia de aplicagoes se separa pontos fora
do conjunto magro constituido do pullback de todas as fronteiras das partigoes futuras

e passadas, ou seja, se para cada x, y no subconjunto G5 que é o complemento do



1.4 Dinamica Simbdlica das Familias de Aplicagoes 25

conjunto magro, existe n € Z tal que f*(z) e f™(y) estdo em elementos diferentes da

particdo P, de M,.

Definicao 1.17. A jungdo de duas particoes R e Q de um espago X, denotado por
RV Q, € a particdo cujos elementos consistem das interseccoes de cada elemento néo
trivial (interior nao vazio) destas particoes. Se R e Q tem conjuntos de indices I e
J, entdo indezamos RV Q pelo subdonjunto de I x J correspondendo ds intersecgoes
nao triviats. Estendemos esta definicao de maneira natural para um nimero finito de
particoes.

Definicao 1.18. Seja (M, f) uma familia de aplicagdes com particdo P, e seja (]T/f 1)
uma segunda familia que € um agrupamento de (M, f) ao longo da subsequéncia (n;).

Para a familia agrupada definimos uma parti¢ao P por
ﬁ'i = Pn.- \ fy;_il(Pni+l) VsV (fn.-+1—2 0--+0 f’ﬂi)_l(Pni+1—1)'

Chamamos P de particao agrupada. Note que para isto tomamos as juncées do
tempo n; até o tempo njyq — 1.
Definimos uma segunda particao P por incluir mais um inico tempo, tomando a

jungdo de n; até o tempo n;y1. Chamamos de particdo agrupada aumentada.

Observacao 1.10. Fazendo um agrupamento trivial da familia com particdo P, isto
€, agrupamento ao longo da subsequéncia n; = i, a parti¢cio agrupada ndo apre-
senta mudangas, entdo P = P, enquanto que para a particio agrupade aumentada

73i =PV fi_l(PiH)-

Proposicao 1.10. Se a particido P gera (M, f), entdo as parti¢ées agrupada e agrupada
aumentada P e P geram para a familia agrupada (1\7 , f) Reciprocamente, se a parti¢do
agrupada ou agrupada aumentada geram para a familia agrupada, entdo a particdo

original P gera a primeira familia (M, f).

Demonstragao. Imediata da definigao.
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Observacao 1.11. Note que a particio agrupada aumentada é um pouco menos efi-
ciente, pois hd redunddncia: as particées até o tempo n; estao incluidas duas vezes

cada.

Dada uma familia de aplicagdes com uma sequéncia de parti¢oes geradora, es-
tendemos esta sequéncia para uma dispersio da familia, tomando a particdo trivial
P; = {M;} nas novas componentes. Claramente, esta sequéncia gera a familia dis-

persa.
1.4.2 Particoes de Markov

Dada uma familia de aplicagdes (inversiveis), considerando o caso de uma tunica
transformacio de que trata Bowen ( [14]), escrevemos WZ(p), W*(p) para e-discos
nas folhas estdvel e instdvel de um ponto p; dizemos que a familia tem coordenadas
canénicas se dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, se = e y estdo § perto um do outro entao
W2 (z) N W2(y) é constituido de um tnico ponto, neste caso nds escrevemos [x,y] para
este ponto.

A existéncia de coordenadas candnicas para as aplicagoes é provado em [14], a idéia
é que existe € suficientemente pequeno tal que W2(z) N W(z) é um tnico ponto e que
esta propriedade é preservada sob pequenas perturbacoes. E isso passa para familias.

A condigdo de W2(z) N W(z) ser unitario pode falhar para ¢ grande por duas
razoes: primeiro, uma das folhas pode curvar e interseptar a outra em um segundo
tempo, para isso, precisa de espago suficiente para virar. Em segundo lugar, mesmo
se ndo seja curva, ela pode retornar fazendo a volta em torno da variedade. Ambas as
possibilidades sdo eliminadas com ¢ suficiente pequeno.

A existéncia de coordenadas canonicas definidas localmente é usado por Bowen
para produzir pequenos retdngulos. Para os principais exemplos estudados no presente
trabalho queremos permitir retdngulos grandes, damos uma defini¢do diferente que
funciona para o nosso caso especifico, onde a geometria é muito simples, sem muito
esforco para fazer generalizagoes, os retangulos serdo construidos de forma explicita.

Assim, supondo agora que as componentes de nossa familia Anosov sdo o 2-toro
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Figura 1.1: Particdo de Markov geradora para a
familia aditiva, <n> = (...111...), para paridade
(4), ver capitulo 3. Este exemplo e figura foram
extraidos de [1].

plano e que as variedades estavel e instdvel W*, W* sao folheagoes lineares, um
retangulo serd um paralelogramo (“preenchido”) com os lados em W* e W,

Nés definimos W*(p, R) para ser a componente conexa de W?(p)N R que contém
p, e similarmente para W*(p, R). Se W*(z, R) N W*(y, R) consiste de um tinico ponto,
denotamos este ponto por [x,y]. Coordenadas canénicas, nesse sentido, claramente
existe para z, y no interior do retangulo.

A razdo pela qual os pontos de fronteira foram excluidos pode ser observado na
figura 1.1 , o maior dos dois paralelogramos d4 a volta o toro e assim, tomando y em
sua fronteira instdvel e z em seu interior, o segmento instdvel contendo y encontra o
estavel contendo z em dois pontos.

Agora voltemos & situacdo de Bowen, que incluimos aqui para indicar o que os
dois casos tém em comum e mostrar como conjuntos hiperbdlicos gerais, para familias
de aplicagdes, podem ser tratados. Assim, dada uma familia de aplicacoes com co-
ordenadas canénicas no sentido de Bowen, definimos R C M; para ser um retangulo

(pequeno) se:
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(i) para todo z,y € R, [x,y] estd definido; e
(ii) para z,y € R, [z,y] € R.

Para p € R definimos W*(p, R) sendo WZ(p) N R onde ¢ é pequeno e o didmetro de
R é menor que ¢, similarmente para W*(p, R)

Note que para tal R, dados dois pontos z,y € R, entdo W*(z, R)NW*(y, R) consiste
de um unico ponto [x,y]. Note que para retdngulos menores nio ha a necessidade de
excluir os pontos da fronteira.

o]
Dizemos que um retangulo R é prdprio se ele é o fecho de seu interior R

Definicao 1.19. Para uma familia de aplicagoes (M, f;), uma particdo de Markov é
uma sequéncia de particoes finitas R; de M;, isto €, recobrimentos de M; por conjuntos
fechados de interiores disjuntos, tal que cada elementos da particio é um retangulo
prdprio e tal que a condicdo de Markov ¢ satisfeita: para R; € R; e Ri™ € Ry,

tal que z € R: e f;(z) € RiY', entio

Fi(W"(z, B})) 2 W*(fi(x), R;")

fi(Ws(:E, R;)) c Ws(fz(m)i R;;c+1)'

Note que, da definicdo de retdngulo préprio, as fronteiras da particdo sdo con-
juntos fechados e em nenhuma parte densos, portanto, para uma parti¢io geradora,
o complemento da unido de todos os pullbacks das fronteiras da particdo para uma
tinica componente é um denso G;. E por estes pontos que a dinamica simbdlica sera
definida. Dizemos que um retangulo R passa completamente através de um segundo
retangulo S na direcdo estével (respectivamente instdvel) se para um ponto z € R,
W#(z, R) 2 W*(z, S), respectivamente, W¥(z, R) 2 W*(z, S). Entao, a condigio de

Markov implica o seguinte fato geométrico sobre intersecgoes de particio.
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Lema 1.2. Uma sequéncia de parti¢ées de Markov R; para uma familia de aplicacées
inversiveis (M, f) satisfaz a propriedade geométrica de Markov: a pré-imagem na com-
ponente M; de cada elemento R;“ de uma parti¢ao R;y;1 pela aplicagdo f; ou erra um
determinado elemento de R; ou passa completamente por ele na direcdo estdvel. Da
mesma forma, os elementos de R;_; empurrados para a frente, para M;, atravessa

completamente na direg¢ao instdvel.

Demonstracao. Para o caso do toro quadrado com paralelogramos, segue imediata-
mente da condi¢do de Markov. Para o caso geral, pode-se seguir a prova de ( [14],
Lemma 3.17).

A consequéncia combinatérial disto (ver proposi¢do 1.14) é que uma particdo de
Markov d4 uma boa dindmica simbdlica para a familia Anosov: uma familia de
aplicagoes ao longo de uma sequéncia de espagos métricos compactos definidos combi-

natorialmente, feito na segéo seguinte.
1.4.3 Subshift nao estacionario

Definicao 1.20. Seja (A;)icz uma sequéncia de conjuntos finitos ndo vazios, chama-
dos alfabetos, cujos elementos serdo chamados de stmbolos. Definimos #A; = ;
tomando A; = {0,1,...,l; — 1}. Uma matriz de transicdo é uma matriz retangular
0—1, isto é, com entradas 0 ou 1. Dada uma sequéncia (L;);cz de matrizes de transi¢go
(i) X (liy1), um “string” permitido é uma sequéncia (z;) finita ou infinita, onde
cada T; € A; e tal que a (z;zi41) entrada de L; é 1. Um “string”(permitido) finito
¢ chamado de “palavra”. Denotemos por (L) a sequéncia (L;)®, de matrizes de
transi¢cao. Denotamos por ZO =[IZA: e definimos o subconjunto Z‘()L) como sendo
a colegao de “strings” bi-laterais infinitos permitidos z = {...z_1.z0z;1...} € Z?L).
Dizemos que uma matriz L; é reduzida se e somente se L; ndo tem nenhuma linha
e nenhuma coluna identicamente nula. Dizemos que a sequéncia de matrizes é

reduzida se e somente se cada matriz L; é reduzida.

Observacao 1.12. Ao definir este espago optamos pela convengdo vetor linha. Ver-

emos mais adiante porque esta escolha foi feita, ao invés da convengio vetor coluna
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onde teriamos matrizes (Li+1) % (1;).
Agora introduziremos a dindmica do “shift”.

Definicao 1.21. Dado L = (L;)icz uma sequéncia de matrizes, denotemos por oL para
a sequéncia de matrizes deslocada para a esquerda, isto €, (0L); = Liy1. De-
fina ZfL) = E(()ak 1y parak € Z. Fizamos 3 ;) = [1 E'(CL) a unido disjunta. Chamamos
Z?L) a k-ésima componente ) ;) que € chamado de espago total . Defina o em Z( Ly
o “shift” , para ser a aplicagdo dada por deslocar um “string” para a esquerda, ou
seja, o(x) = (...20.7172...) onde © = (...Z_1.ZoZ1...). Chamamos o par (3, o)
de “subshift” ndo estaciondrio do tipo finito (sntf) definido por (Ai)icz e
(Li)iez.-

Enfatizamos que, ao contrério do caso estdciondrio , onde todos os A; sdo iguais
(respectivamente M;), e temos uma tnica matriz de transicdo 0 — 1. Para o tempo
0, o nao é uma aplicagdo do espago E?L) nele mesmo, ji que as matrizes e o nimero
de simbolos podem mudar com o tempo. Na verdade, a imagem de um ponto z €
Z?L) estd em um espaco combinatorial diferente que é dado pela sequéncia de ma-
trizes (¢L) = (..., L1, Le,...), isto é o que define os espago ZzL). A aplicacdo shift
o Z(L) — Z( 1) DO espago total é equivalente & sequéncia de aplicagoes ao longo

destas componentes,

"'Z‘()L) L’Z%L) L)E%L)""
Entdo o aplica a i-ésima para (i + k)-ésima componente de Z(L); assim, para
T € Z?L) com z = (...z_1.2021...) € [[Z,Ai 0 ponto o*z é o string bi-infinito
definido por (0*z); = T;yr em Z?L). No entanto, (L) deve ser uma sequéncia reduzida,
isto garante que todo “string” finito permitido tenha continuagéo para direita (pois as
linhas sdo ndo nulas) e para esquerda (colunas néo nulas).
A seguir definimos a topologia e a métrica em Z(L):
Um cilindro é um conjunto da forma [z ...z, = {w € ZfL) cw; =z, k <1 <m}

para alguma sequéncia finita zj ... Zn,, com k,m € Z.
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No espago ZfL) colocamos a topologia produto das topologias discretas sobre
A = A% como os A; sdo finitos, entdo pelo teorema de Tychonof, ZFL) é compacto.
Os cilindros s@o conjuntos fechados e abertos (clopen) que geram a topologia e, con-
sequentemente, a o-dlgebra de Borel B de Z(()L).

Para k < m, definimos B}* como a dlgebra gerada pelos conjuntos dos cilindros

finos C7, e denotemos por Bf® a o-4lgebra gerada por U CheB=B% = U Bye.
m>k k<0

Para facilitar a manipulacdo dos indices da préxima definigdo, vamos considerar que
1l o . , ]
a coordenada presente do ponto z em Z(L) seja xg, isto é, xy denota da 0-ésima
, ! < 0 ~
coordenada deste ponto que estd em Z( 1) € ndo em Z( 1)> Suas coodenadas futuras sdo

z; tal que 2 > 1, e as passadas para 1 < —1.

Proposicao 1.11. A componente Zé L) € metrizavel; uma méltrica conveniente é a
métrica “word” : denotemos por wi(—j,k) o nimero de “strings” permitidos em Zé L
de —7 até k; isto € também o nimero de cilindros finos em Zé 1y da forma[z_;--- o my].
Note que, por esta defini¢io, w;(0,0) = [; (o mimero de simbolos no alfabeto de posicdo
0 em ZI(L)). Dados x,y na mesma componente Eé 1) definimos dy(z,y) = 1 se To # yo;
caso contrdrio, assumindo entdo T = yo, tomamos j,m 0s maiores inteiros nio nega-

tivos tais que z; = y; para —j < i < m, e fizamos

di(z,y) = maz{(w(-7,0)) 7", (wi(0,m))~"}.

Observagao 1.13. Para o caso unilateral onde temos alfabetos A; para i > 0 e,
consequentemente, uma sequéncia (L) = (L;)i>0, definindo a componente 2?5 C H?j)
que € o conjunto tal que se x € Z?}j;, entdo x = (.xez1...). Definimos a métrica
“word” como d(z,y) = {(w(0,m))™'}, onde w(j, k) é o nimero de “strings”permitidos
de j até k para 0 < j < k. Esta discussao se estende a k-ésima componente via
identificacdo, tomando um shift na sequéncia de matrizes. Em particular, estendemos
para o espago total Z&) definindo em cada Z?;)' do mesmo modo, e declarando a

distancia entre dois pontos z,y sendo 1 sempre que estes estiverem em componentes
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diferentes. Com a topologia resultante no espago total Z&), cada componente Z?LJ)F é
um conjunto clopen (fechado e aberto), e a aplicgao shift é continua, ndo inversivel e o
nimero de pré-imagens por o de um string (.z1z2 . ..), onde z; =T, € igual ao nimero
de 1's na r-ésima coluna da matriz Ly. Neste contexto, acrescentamos uma observacao
na aplicagio “shift” o. Se sao dados um “string” permitido x € Z?}j ek,m>0 com

k < m, escrevemos
[k .. Zm]) = {w € E‘()E; DW= Thy -y Win = T},

chamando-o de cilindro fino de Z(()E)—- Entdo, nesta notagao, para [.xy . .. Tm| C Z’(“LJ;

temos:
o[z Tm]) = [Th oo T S [k k. kT T) C E((’f)’,

onde * indica: “nenhuma restri¢io no simbolo”. Denotamos por CI' a colegcdo de
cilindros finos em Z(&Jg com coordenadas fizas da posi¢cgo k até m. Definimos B
como a dlgebra gerada pelos conjuntos dos cilindros finos C}*, e denotemos por B® a

o-dlgebra gerada por U Cy e B=Bg.

m>k

Um cilindro genérico € a colecao de cilindros finos. Entdo, por ezemplo, para
alfabetos A; com > 3 simbolos, [.101] € C%. Engquanto [.312%0] e [.*2%3%] sdo cilindros

genéricos que sdo membros de C§.

Lema 1.3. Dada uma sequéncia de alfabetos (A;) e uma sequéncia de matrizes (L;)

com matrizes 0 —1 (l; X l;41). Se Z(()L) é nao vazia, entdo eciste uma Unica sequéncia

de alfabetos (A;) com A; C A; e uma sequéncia reduzida (L;) de matrizes 0—1 (I;xl;11)
0 0

tal que -7y = > (1)-

Demonstracao. As operagoes de reducgdo no estagio k, dadas por remover as linhas
e as colunas identicamente nulas de Ly e as letras correspondentes em (Ax) e (Ag+1)
podem ser vistas como operadores, agindo em um espago compacto, que sdo nao-
crescentes para uma ordem parcial natural vinda da incluséo, com a sequéncia reduzida

sendo o limite. Listamos todos os elementos dos alfabetos e todos os elementos da
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matriz, dando um conjunto X, e formando o espago produto {0, 1}¥X; remover ou
manter um simbolo ou um elemento da matriz sera codificado por esses novos simbolos
(0,1, respectivamente). Definimos um operador Ry neste espago correspondendo a
remover todas as linhas identicamente nulas de Ly, as letras correspondentes de (Ay) e
as colunas correspondentes de Lj_;. Similarmente, escrevemos Cj, para o operador dado
pela remocio de todas as colunas nulas de Ly, as letras correspondentes de (A1) €
as linhas correspondentes de Ly;;. Dada uma lista finita L_m, L_my1,- -5 Lim; m € N,
aplicamos sucessivamente estes operadores Ry, Rin-1,- - -, R—m, em seguida aplicamos
C_Com, - -+ ,Cm. Isto produz uma nova sequéncia bi-infinita ((.Z), (Z))m que estd
reduzida nos tempos —m,—m +1,...,m e que tem os mesmos strings bi-infinitos
permitidos. Continuando, este processo converge por compacidade. Ou, por outro
ponto de vista, as possibilidades em qualquer segmento de tempo finito sdo finitas,
enquanto as operagoes forem consistentes, isto é, enquanto forem nao-crescentes na
ordem parcial quando m — co. E por suposi¢ao, Z(()L) é ndo vazio, (2\;) é um alfabeto

nao vazio no limite, entdo as matrizes L; existem (sdo pelo menos (1 x 1)). O

Lema 1.4. Para a sequéncia reduzida (L;), para cada k, a aplicagdo o : EfL) — Z’(“g)l

€ sobrejetora.

Demonstragao. Isto é consequéncia do Lema anterior. O

Proposigao 1.12. O sntf (E(L), o) é uma familia de aplicagdes.

Demonstragdo. Imediato da definicdo 1.3: a métrica e a topologia sdo compativeis;
cada componente ZfL) é um espaco métrico compacto; na verdade, cilindros sdo
“clopen” (abertos e fechados), e se uma infinidade de alfabetos tem pelo menos dois
simbolos, entéo (Z(L), o) é topologicamente um conjunto de Cantor, e a aplicagao o
é uma sequéncia de homeomorfismos de uma componente para a préxima. Ver lema

2.2.



1.4 Dindmica Simbélica das Familias de Aplicacdes 34

Proposigao 1.13. Se duas sequéncias de matrizes L, I/ que definem as familias de
aplicagoes Z(L) e Z( 1) $@0 reduzidas, entdo estas familias de aplicacées sao as mesmas

se e somente se as sequéncias L, I/ sdo 1guais.

Demonstracio. Direto do lema, 1.3 ou; conhecer a sequéncia da matrizes é equiva-
lente a conhecer os strings permitidos. O fato de ser reduzida implica (na verdade é
equivalente a) que a sequéncia de digitos de qualquer string finito permitido pode ser
seguida infinitamente em ambas as diregées. Por compacidade, existe um ponto em
Z?L), que tem o nome deste string. Assim, conhecer o espago, ou seja, conhecer os

strings infinitos permitidos, é equivalente a conhecer as sequéncias de matrizes. O

Observacao 1.14. Ezemplos simples mostram que a reducdo € necessdria, as sequéncias
constantes L; = [ : 3 J , L = [ ; 2 J , L = [ (‘) ; ] definem o mesmo sntf com um
inico ponto em X = Xy = > (tmy» © string (...000. . .); pode-se ver que uma,
sequéncia de matrizes nio reduzida pode ser simplificada eliminando-se, em cada alfa-
beto, os simbolos que néao pertencem a nenhum string bi-infinito permitido, produzindo

assim uma sequéncia reduzida canénica de matrizes com o mesmo snitf.

A principal diferenca entre um sntf e uma familia de aplicagdes em geral é que
para um snif, cada componente carrega toda a informacéo da dindmica, simplesmente

aplicando o “shift”, todas as outras componentes sdo reconstruidas.
1.4.4 Dinamica Simbdlica para as familias Anosov

Aqui veremos que o sntf d4 a representaco simbélica de uma, familia Anosov, esta

representagao é fornecida por uma sequeéncia de particées de Markov.

Lema 1.5. Dada uma familia inversivel de aplicacdes (M, f), assuma a ezisténcia
de uma sequéncia de particoes de Markov Ry. Se uma sequéncia finita de elementos
destas partigées Rj,Rj+1,...,Rj+m com R; € R; tem, dois a dois, intersec¢io nao
vazia pelo pullback, isto ¢, se R;N fj—leH #0, entdo a intersec¢do simultinea dos

pullbacks para wma vinica componente € nao vazia:
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RiN [ Ria N0 [ 1 Rjym # 0

Demonstracgao. E imediato da propriedade geométrica de Markov (lema 1.2). O

Dada uma familia inversivel de aplicagbes e a particdo de Markov geradora, seja
Iy, denotando o nimero de elementos de R;. Ordenamos cada particdo, e definimos a
tj-ésima entrada de uma matriz Ly (I X lp41) sendo 1 exatamente quando f, 1(R;?'H)

encontra RF, onde R! denota o m-ésimo elemento de R;. Temos o seguinte.

Proposicao 1.14. A aplicagdo m : Z?L) — My definida por x —— (\;ep fRL. €
injetora exceto no conjunto dos pullbacks das fronteiras. Isto é uma semiconjugacdo

topoldgica da familia de aplicagdes (Z(L), o) para (M, f).

Demonstracao. A observagido fundamental é que se um string finito é permitido em
nosso sntf, os sucessivos retdngulos correspondentes tem, dois-a-dois, interseccio ndo
vazia pelo pullback, portanto, pelo lema 1.5, existe um ponto no espago que tem esse
nome finito. Por compacidade dos retdngulos e das componentes M;, isso se estende
para os strings infinitos permitidos. Entdo cada ZfL) se corresponde naturalmente a
M, via aplicagdo projecdo 7. A unido disjunta Z( 1) brojeta-se a M via , definida
por ser igual a 7, em cada componente E?L). A aplicagéo shift o aplica Z?L) a Zg’)l,
logo isto projeta-se para fi : My — My, e a aplicacdo total o em Z(L) projeta-se
para a aplicacdo total f em M, e o diagrama da Figura 1.2 comuta. 7 é sobrejetora.

a

Observagao 1.15. Como vimos na se¢éo 1.3, € desejdvel para as familias de aplicagées
terem uma semi-conjugacao que ndo € apenas topoldgica, mas uniforme; para a aplicacdo
-1 0 1
Yoy X T X

l,, f l,r f l,r

M_y —— My —"—~ M,

Figura 1.2: Dinamica Simbélica para
uma familia de aplicagoes.
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de codificacio 7, exzemplos uniformes e ndo uniformes ocorrem. Destacamos que, as
vezes, € itil considerar a aplicagdo total como uma tnica aplicagio e nao como uma
sequéncia, a partir desse ponto de vista, por ezemplo, a particao de Markov para a
familia Anosov é uma particao de Markov no sentido usual para a aplicagdo total, mas

com elementos enumerduveis.

1.5 Vertex-shift e Edge-shift ndo estacionario e o Diagrama
de Bratteli

Até agora, nés definimos sntf quando é dada uma sequéncia de matrizes 0-1. Agora
podemos generalizar estas sequéncias para matrizes com entradas inteiras nao nega-
tivas, definindo o (“edge-shift”) onde consideramos o niimero de arestas que faz a
transicdo de um vértice para o outro sendo > 0. Para o caso familiar estaciondrio
consulte ( [18], pag. 43). O caso estacionario serd de grande ajuda para represen-
tar as transicoes ilustrativamente, através de um gréfico, a diferenca sendo que aqui

precisaremos de um gréfico infinito.

Definigdo 1.22. Um diagrama de Bratteli é um grdfico direcionado definido por
uma sequéncia de conjuntos finitos de vértices V; e conjuntos de arestas &; indezados
por i € Z. Cada aresta e € &; tem uma origem s(e) € V; e uma imagem r(e) € Viy1 €

¢ representado como uma seta com a cauda na origem e cabega na magem.

Definicao 1.23. Dizemos que o diagrama é ndo degenerado se cada vértice tem pelo

menos uma “seta” saindo dele e uma entrando.

Definicdo 1.24. Identificamos o conjunto de vértices V; com um alfabeto ordenado
A; = {0,...,1; — 1}; o diagrama de Bratteli resultante € o digrama de rotulacao
arestas . Associamos ao diagrama uma sequéncia de matrizes (Fy)iez (I X liy1) com
entradas inteiras ndo negativas fizando a ml-ésima entrada de F; sendo igual a k se e
somente se existem k arestas conectando o vértice m de V; ao vértice l de Vi1 (e sendo
0 se ndo eristem nenhuma aresta). Dizemos que o diagrama € de arestas simples

( “single-edge”) se e somente se eziste, no mdzimo, uma aresta para cada “origem” e
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...\0/0\0/0\0/9...
R 1 1 1 1 1 1---
Figura 1.3: O diagrama de Bratteli de arestas simples.
00 00 00 00 _ 00 00
N NN
o MNZu o uX su o oud S

Figura 1.4: O mesmo diagrama com rotulagao aditiva

para cada “imagem”, ou equivalentemente, se e somente se as matrizes F; tem entradas
0 el. Também identificamos o conjunto de arestas & com um alfabeto ordenado A;.
Isto dd um diagrama de rotulacao vértices . Definimos uma sequéncia de matrizes
(L;) tomando a ml-ésima entrada de L; sendo 1 se e somente se a aresta m em &; seque

a aresta l em &1, caso contrdrio sendo 0.

Proposicao 1.15. Em cada caso acima, o diagrama determina e é determinado pela
sequéncia de matrizes (F;), que tem entradas inteiras ndo negativas para a rotulacdo

“edge” e que sempre tem entradas 0 — 1 para a rotulagdo “vertez”.

Definicao 1.25. Dado um diagrama de Bratteli com rétulos vértice, isto é, onde as
arestas sao os alfabetos, chamamos o snif definido pela sequéncia (L;) 0 — 1 de espago
“vertex-shift” do diagrama. Se é um diagrama de rotulagdo de arestas (ou arestas
simples), com os conjunto de vértices sendo os alfabetos, chamamos o snitf resultante

de espaco “edge-shift” do diagrama.

Proposicao 1.16. Dois diagramas de Bratteli nao degenerados determinam o mesmo
& 55 o .
edge-shift” se e somente se eles sdo iguais; o mesmo vale para diagramas de arestas

stmples e para o vertez-shift.

Demonstracao. A prova é semelhante a da proposigao 1.13. a
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o1 1 1 1 1 1 1---

Figura 1.5: Diagrama telecopado correspondendo ao gathering ao longo dos tempos
pares da figura 1.3, com nimero de edges indicado quando é maior que 1.

SRR -] O LY o o] (o} o O---
010 010, (010 010~ 010 010
LSy /it i} i} SR Sty

Figura 1.6: O mesmo diagrama com rotulagéo aditiva

Observacgao 1.16. Dado um diagrama de arestas simples, eziste uma escolha natural
para nomear estas arestas: se uma aresta (€) conecta os simbolos s(e) =i er(e) = j,
entdo esta aresta é nomeada ij; podemos ordenar este diagrama (ver se¢do 2.2 para
“vertex-shift” e 2.3.5 para “edge-shift” ). Isto estd ilustrado nas Figuras 1.3 e 1.4, onde

estamos exemplificando um diagrama de arestas simples correspondendo a sequéncia

10 . 11 .
para i par, para i impar,
1 01
e os vértices sao listados em ordem crescente de cima para baizo. Este tipo de rotulagcao
de arestas é chamada de rotulacdo aditiva (veja pdgina 73) e o diagrama de Bratteli

relacionado é chamado de diagrama aditivo.

Definigcao 1.26. Dada uma sequéncia crescente ...n_ingn; ... de Z, o diagrama de
Bratteli telescopado € o diagrama definido pela sequéncia de matrizes dada pelas com-
posicdes parciais da sequéncia original; reciprocamente, o diagrama microscopado é

dado pela fatoragdo da sequéncia.

Proposigao 1.17. Dada uma parti¢ao de Markov geradora P da familia de aplicacoes
(M, f), as operagées de agrupamento e dispersio via inser¢do de aplicagdes identidade
corresponde, respectivamente, a telecopar e microscopar o diagrama aditivo de Bratteli.

Isto é, o snif para o gathering trivial aumentado da particio P, que € a particdo P
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definida por Pi="PiV Pit1, € igual ao snitf para a rotulagdo aditiva do diagrama de
Bratteli associado a P; e telescopando este diagrama ao longo de uma subsequéncia
crescente n; resulta em um diagrama de rotulagdo aditiva cujo sntf é idéntico ao da

paticao agrupada aumentada tomada ao longo desta subsequéncia.

Demonstracao. A prova é imediata da defini¢do; ver Observagdo 1.10. O

Entao, o diagrama de arestas simples telescopado dd4 um diagrama de arestas
maltiplas, assim o nimero de arestas que ligam dois vértices corresponde ao niimero
de caminhos possiveis (entre estes dois vértices) para o diagrama inicial (antes de te-
lescopar). No capitulo 3 iremos relacionar isto com a familia multiplicativa, que é o
agrupamento da familia Aditiva.

No préximo capitulo iremos retornar a estes diagramas considerando arestas mul-
tiplas , nossa intenso é de aplicar estes conceitos as transformacées Adicas (definidas
no préximo capitulo), isto serd ttil para mostrar que a condicdo autovetor de Perron-
Frobenius implica unicidade ergddica para as transformagoes ddicas definidas no espago
de arestas Z?I’;S onde (F;);>o é uma sequéncia de matrizes inteiras ndo negativas

(proposicéo 2.4 e corolério 2.2).



Capitulo 2

Transformacoes Adicas

Para definir as transformacdes Adicas iremos tomar o espago unilateral citado na
Observacao 1.13, para posteriormente (capitulo 4) relacionar sua aplicagao fator com
rotagoes no circulo. Isto seréd feito no Ezemplo 3 do capitulo 4. No teorema 3.4 do
capitulo 3 estenderemos para o caso bi-lateral de uma maneira especial, e analisaremos

uma segunda aplicagio fator que também d4 uma rotacao.

2.1 O grupo de mudancga finita de coordenadas

Seja (L;)i>o uma sequéncia de matrizes com entradas 0 — 1 (; X l;4;). Considere
dois “strings” finitos permitidos em Z?g, (.ozy...5) e (.You1-.-5), que tenham o
mesmo comprimento ¢ e terminem com a mesma letra s; definimos uma aplicagéo 7y :
Z((’{)r — Z(()}:; que faz um intercAmbio entre os cilindros [.zg . .. z¢—25] € [.Yo - - - Yt—28]-

Entdo, paraw = (.zg . . . T4_2SWyWe41 - - .), definimos y(w) = (.30 - - .yt_zswtwtﬂ-. ).
Esta aplicacio est4d bem definida ji que y(w) é um string permitido. Similarmente,
para w = (Y. .. Yi—25WiWe41 - . .) definimos y(w) = (2o . . . T—25WWe41 - . .), €Nquanto
no resto do espago Z(()‘LJ; (isto é, V z € Z(()’L")' tal que z # w) tomamos <y sendo a
identidade. Perceba que v é uma involugdo (y oy = id). Chamamos o grupo gerado
pela cole¢do de todas aplicagoes deste tipo de grupo de mudanca finita de coordenadas
de Z(()f;, denotando por FC (E(()LJ)”) Note que cada elemento de FC age em z(()’LJ; como

um homeomorfismo.

40
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2.2 Diagrama ordenado de Bratteli

O diagrama para Zé;; ¢ 0 mesmo sem a primeira coluna da esquerda (isto é, sem o
nivel 0 do diagrama). Dado um diagrama degenerado, e portanto uma sequéncia nao
reduzida de matrizes, podemos produzir um diagrama reduzido (ndo degenerado) de
um modo candnico com os mesmos caminhos infinitos de setas, para fazer isto mudamos
para uma sequéncia reduzida de matrizes (ver Lema 1.3).

Logo iremos definir as aplicagoes Adicas, que tem as mesmas érbitas do grupo
JFC; consequentemente medidas invariantes ndo atémicas (isto é, se p é uma medida
invariante, entdo x nao tem atomos, ou seja, para cada A mensurével tal que p(A) > 0,
existe um subconjunto B C A tal que u(A) > p(B) > 0, A é um dtomo se é mensurdvel
com p(A) > 0 e VB C A tal que u(A) > pu(B) tem-se u(B) = 0) de um passari a
ser do outro (ver Proposi¢do 2.1). Observamos que, no espago unilateral, o diagrama
de Bratteli em Z?’LJ; é construido a partir do tempo 0 para a direita (quando estamos
na convencgéo vetor linha), isto é, as setas orientadas da esquerda para a direita. As
transformagoes Adicas definidas na proxima segdo sao determinadas a partir da escolha
de uma ordem nas arestas do diagrama de Bratteli. Primeiro, definimos uma relacio

de equivaléncia em Z&) por:
r~y<=IAN:VE>N, o=y

Observe que a classe de equivaléncia <z> de = € E?’LJ; é o conjunto estdvel W?*(z)
de z para a aplicac@o shift no espaco total do sntf; este é o conjunto de todos y
tal que d(o™(z),0™(y)) — 0 quando m — oo (na verdade, j4 que este é um
espaco unilateral, a distdncia eventualmente igudla-se a zero). Em particular, tais
y também pertencem & mesma componente Z?{; do espago total. A seguir, colo-
camos uma ordem neste conjunto enumeravel. Isto é feito principalmente ordenando
o conjunto de arestas (“edges”), que (quando orientado na dire¢do futuro) entra em
cada simbolo; precisamente, para cada k > 0 fixo, e cada 7 € Ay, definimos A}; £
Ay por AL = {i € Ax: (Lx)i; = 1}, e damos uma bijecao Ol : AL — {1,2,...,#Al},

chamamos O de ordem estdvel no snif. Isto d4 uma ordem no diagrama de Bratteli.
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A partir disto definimos indutivamente a O-ordem lezicogrdfica em W*(z) : para
T,y no mesmo conjunto estdvel, seja n o maior ¢ tal que z; # y;. Escrevendo j =
Tnt1 = Yns1, dizemos que z < y se e somente se O)(z,) < O (y,). Note que W*(z) é

linearmente ordenado ja que o conjunto de edges que entram em cada simbolo o é.

2.3 Transformacgoes Adicas

Descrevemos a seguir a transformagio de Vershik; esta serda a aplicacdo na zero-
ésima componente E(()’L“; definida pela ordem estdvel O (uma defini¢ao similar serve em
cada componente Z?LJ)F)

Primeiro definimos o sucessor de z € Z?’LJ;, suc(z) , como sendo o menor ponto
em W*(z) que é maior que z (se existir); e o antecessor, ant(z) , é o maior ponto que
é menor que z.

Escrevemos N'S para o conjunto de pontos em Z?g que nao tem sucessor, e NP

para o conjunto de pontos que nio tem antecessor. Definimos entao
0,4 0,+
To : 321y WS — 21y WP por To(z) = suc(z)

Chamamos esta aplicagdo de aplicacdo adica definida por (L;);>o € O. Também

definimos
To': 0 WP — S0 WS por Ty (2) = ant(x);

e TE(z), k € Z sendo as iteradas de Tp e T, ! sempre que isto fizer sentido.

Definimos a ordem inversa O invertendo a ordem em cada conjunto de arestas,
entdo (5{5(2) = # AL — Ol(i) + 1. Logo, para a ordem correspondente em W*(z), temos
<y y<z. Assim Ty =T, ! que recebe o nome de aplica¢do ddica inversa .

Um modo 1til de entender a dindmica de Tp é imaginar o conjunto estivel W*(z),
onde z = (.zoz; ...), como uma arvore infinita na direcdo da raiz, e que vai crescendo
para cima. O nivel 0 representa as folhas desta “drvore estavel” de z; os galhos sao
ordenados da esquerda para direita pela ordem estdvel (as arestas do diagrama de

Bratteli passam a apontar para cima). A dindmica da aplicagdo manda um string
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A, >3
AN T ARTSS ?/

Figura 2.1: Visao geométrica de uma transformacao adica: a 4rvore estével para o string
(-oy ...); a ordem estével é indicada pelas letras. A transformacao é aplicada da esquerda
para a direita. Na segunda figura, a drvore é girada para parecer com o diagrama de Bratteli.
Figura exposta em [4].

infinito para o préximo, movendo-o ao longo destas folhas da esquerda para direita).
Veja a figura 2.1 e também [7].

No uso padrdo em dindmica, uma transformacdo é uma fungdo com imagem igual
ao dominio. J4 que este ndo é bem o caso para a aplicagido 4dica, nés fixamos N =
(U To™(NS)) U (U TB(N'P)); note que a restrigio de To em Z?}j \W é uma
bije¢do, chamamos Tp : Z(()E; W — Z?{; \N de transformacdo Adica definida
por (L;)i>0 € O.

Mesmo para a aplicacdo adica (j4 que ela ndo é uma transformagio) nds fazemos
uma defini¢do especial, que a 6rbita de um conjunto z € Z?}j é a classe de equivaléncia
estdvel W*(z). Isto é, na verdade, a colecdo de todos Tg(z),k € Z, o qual faz sentido
como declarado anteriormente; precisamente, primeiro fixamos Tg(z) = z,V z € E?LJ;,
e To(z) = To(z) paraz ¢ N'S; como antes, escrevemos Ty, ' (z) = ant(x) paraz ¢ NP,
e definimos 73 (z) para z ¢ ant(N'S), e assim por diante. Entao Z?’LJ)’ \W é o conjunto
dos pontos com drbitas completas, isto é, tal que Ti5(x) estd definido Vk € Z. Note
que, por defini¢do, a aplicagdo ddica e o grupo FC tem as mesmas 6rbitas. Também
percebemos que, ja que W?*(z) é linearmente ordenado, a aplicagao ddica ndo pode ter
érbitas periédicas (no entanto podem haver érbitas finitas).

Restringir a aplicacdo ddica & transformacdo ddica é uma mudanca relativamente

insignificante, j& que o conjunto N, que foi jogado fora, é no maximo enumeravel.
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Lema 2.1. O nimero de pontos em N'S € no mdzimo liminf (i) onde I(7) = #A;; se
1—00
este for 0o, entdo o nimero de tais pontos € no mdzimo infinito enumerdvel. O mesmo

vale para NP. Consequentemente N é enumerdvel.

Demonstragio. Ver [9]. d

A seguir consideremos propriedades adicionais gerais do espago Z?}j, dado por algu-
mas suposigdes naturais. Para 0 < k < n inteiros, escrevemos L*™ = LyLy1q ... Ly_1.

Assim L*#+) = [, e L™ tem dimensdes (I x 1,).

Definicao 2.1. Dizemos que uma sequéncia (L;);>o de matrizes (I; X li41) 0 —1 € nao
trivial & direita se para todo k > 0, eziste n > 0 (que depende de k) tal que para
cada 1 < i <, a soma dos inteiros na i-ésima linha de L*™ ¢é > 2. Em particular,
teremos l; > 2 infinitas vezes. Também dizemos que a sequéncia é ndo trivial a

esquerda se a soma da j-ésima coluna de L&n) €2>22,V1<j<l,.

Lema 2.2. Se (L;)i>o € ndo trivial a esquerda, entio todo conjunto estdvel W*(z)
é infinito. Se (L;)i>0 € nédo trivial d direita, entdo todo cilindro é homeomdrfico ao
conjunto de Cantor; o mesmo wvale para E(()i-;’ assim, em particular, estes conjuntos

nao sao enumerduveis.

Demonstragao. Assuma que (L;);>o é ndo trivial a esquerda. Dado um string z =
(.zoz1 - ..), desenhamos a classe de equivaléncia W?*(z) como uma arvore estével, agora
rodamos (ver figura 2.1), assim a raiz vai de z para a direita, de acordo com o diagrama
de Bratteli. O tronco central é uma sequéncia infinita (z;);>0, as ramifica¢ées acima e
abaixo deste tronco seguem das arestas que entram em cada simbolo. A propriedade
que queremos é que exista infinitas ramificagbes para a esquerda ao longo do string.
Mas isto é uma consequéncia da néo trivialidade & esquerda: conseguimos concluir se
pudermos mostrar que existe uma subsequéncia crescente infinita m; tal que a j-ésima
coluna de Lmimi+1) ¢ > 2.V 4, para cada 1 < j < I, .- E a ndo trivialidade &
esquerda implica isto, assim construimos esta subsequéncia indutivamente a partir do

tempo mg = 0, em seguida tomando m; = 0+ n (o mesmo n da definicdo 2.1), e assim
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por diante. Finalmente esta ramificagdo infinita para a esquerda implica que W*(z)
nao pode ter um elemento méaximo e/ou ndo pode ter um elemento minimo.

Para a préoxima afirmacdo, desenhamos uma 4rvore também com um tronco central
e uma sequéncia (z;);>0, mas agora ramificando na dire¢do oposta, escrevemos para
cima ou para baixo escolhido arbitrariamente (aqui a ordem estdvel é irrelevante).
A nao trivialidade a direita implica que ramos se separam do tronco uma infinidade
de vezes em +o00. Dado um cilindro [.zg...z,], seus pontos sdo os strings possiveis
apés z,; para cada separagdo do tronco apds este digito nés aplicamos parte do ramo
seguinte a uma parte do conjunto de Cantor ternério usual (e manipulamos as multiplas
separacoes similarmente). Visto que este processo continua em todos os niveis, segue
que o espaco de infinitos caminhos que comegam com zy é homeoméfico ao conjunto de
Cantor. Em particular os 0-cilindros [.zo = a, para a € Ay, sdo conjuntos de Cantor,
consequéntemente isto também é verdade para Z(()';)_ que é a unido finita de cilindros
onde variamos o digito inicial. O
Definigao 2.2. Dizemos que uma sequéncia (L;)i>o de matrizes (I; X l;y1) 0 — 1 €
primitiva se para todo k > 0, eziste n > k tal que L*®™ = LyLpyy... Loy tem
todas entmdqs nao nulas. Dizemos que a sequéncia de alfabetos (A;)i>o0 € ndo trivial

se limsupl; > 2.
i—+o00

Pelo Lema 2.2, primitividade tem as seguintes consequencias no espaco combinato-

rial:

Lema 2.3. Se (L;)i>o € primitiva com sequéncia nao trivial de alfabetos, entdo (L;)i>o
€ nao trivial a esquerda e a direita. Consequentemente todo cilindro é homeomdrfico ao
congunto de Cantor, e Tp : Z?’L'; WS — E?{; \WP e FC em Z(()Z)r nao tem drbitas
finitas.

Demonstragao. A prova é dada diretamente pelas defini¢oes anteriores, se (L;)i>o é
primitiva, entdo, V £ > 0, 3 n > k tal que L*™ tem entradas > 1. Também como

(Ai)i>0 € néo trivial temos limsup;_,, . l; > 2. Logo, para todo k > 0, existe n > k tal
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que a soma de cada linha e cada coluna de L™ é > 2, portanto (L;);>o é nao trivial

a esquerda e a direita. Af as consequencias vem do lema 2.2 O

Definicao 2.3. Dizemos que o diagrama ordenado de Bratteli € trivial se Z(()}j)' = A

Note que, pelo Lema 2.1 junto com o Lema 2.2, temos que se (L;)i>o € nao trivial
A direita, entdo o diagrama é ndo trivial, pois a ndo trivialidade & direita de (L;)i>o
implica (pelo lema 2.2) que Z?’LJ; é homeomorfico ao conjunto de Cantor, portanto nao
enumeravel. Mas, pelo lema 2.1, N’ é enumerével. Logo z(()}j; \N # 0 e o diagrama é
nao trivial.

Diferente da transformacéo ddica, o grupo FC age em todo o espago Z(()’L”;. Exami-
nemos agora uma outra maneira de obter dinamica neste espaco, estendendo a trans-
formacao ddica Tp para uma aplicagdo em todo o espaco Z?}JJ)’. Para isto, escolhemos
alguma funcdo f : NS — NP, definimos Tp 5y = To em E(()‘L")' WS eTo;=fem
NS. Chamamos Tp s de transformacdo ddica estendida.

Do Lema 2.2, temos:

Lema 2.4. Se (L;)i>o € nao trivial a esquerda, entdo toda transformacdo ddica esten-

dida (Z?S,T o.f) nao tem orbitas periddicas.

Demonstracgao. Imediato do lema 2.2 e da defini¢do de Tp ¢ O

Observacao 2.1. Definicio de uma extensdo de aplicacio € mais natural em dois
€asos:

- quando pode-se estender por continuidade (isto €, quando eziste wma unica ex-
tensdo continua);

- quando N'S e N'P sao ambas conjuntos unitdrios, assim existe uma unica escolha
para f.
Neste iltimo caso, o diagrama ordenado é conhecido na literatura como “propriamente

ordenado” .
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Em certos casos a transformagao ddica deveria ser definida somente em uma parte
do espago. Em alguns bons casos onde podemos estendé-la continuamente para todo
O espaco Z(()f; sao interessantes, mas raras excegoes.

Casos onde nenhuma extensao continua seja possivel vem das rotagoes irracionais
no circulo (ver ezemplo 3 no capitulo 4); isto também depende muito da escolha do
processo de indugao, isto é, da renormalizagao.

O que mostraremos no capitulo 4 é que, para a ordenagdo do diagrama de Bratteli
dada pela indugdo Rauzy, o diagrama é propriamente ordenado, com uma tnica ex-
tensao possivel que d4 um homeomorfismo, entretanto, para a ordem dual do mesmo
diagrama temos a existéncia de dois elementos méximais (mas ainda um tinico elemento
minimal), e nenhuma extenséo continua é possivel.

No estudo 4 teoria geral de medidas, enfatizamos especialmente o grupo FC e a

transformagao T em Z?Z; \N'S, considerando extensoes, sobretudo nos exemplos.
2.3.1 Minimalidade e unicidade ergédica

Definimos a agdo de um grupo G, ou semigrupo S, no espago topolédgico sendo
minimal se toda 6rbita é densa, e unicamente ergédica (assumindo agora a agdo Borel
mensuravel) se existe uma tinica medida de probabilidade invariante. Ver, por exemplo,
[13] e [21].

Note que nesta definigdo ndo assumimos a continuidade da aplicagdo, nem com-
pacidade do espago, assim pode-se aplicar ndo s6 as agoes do grupo FC (Z?L“;) (no
espago compacto Z(()LJ)", por homeomorfismos) mas também ao homeomorfismo Tp do
espago, em geral, ndo compacto Z?}j)r \W e & transformagio ddica estendida Tp s em
Z?}j; como veremos na Proposigao 4.1, as aplicagoes estendidas T ; podem néo ser
continuas nem bijetoras.

Temos a seguinte relagao:

Proposicao 2.1. () Uma medida invariante para a transformagdo ddica To em Z?{; \W
€ invariante para FC e para To ; em 2?}3. Uma medida de probabilidade invariante

nao atémica para FC ou para To s é também uma medida de probabilidade invariante
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para Tp.
(22) Se (L;)i>o0 € nao trivial a esquerda, entdo unicidade ergddica € verdadeira (ou falsa),
simultaneamente para as trés agoes.

(7i) Se a acdo de FC € minimal, entdo assim € também para To e para To .

Demonstragado. (i) Suponha que uma medida de probabilidade p em Z?}j \WN seja
invariante para Tp. Estendemos para todo Z?S dando a A medida zero. Para mostrar
que p é invariante para o grupo FC é suficiente checar nos geradores. Suponha que
v € FC faca intercimbio entre os cilindros A = [.zp...Z;—25] € B = [.Y0-..Yi—25],
assim, pela ordenacdo total que define a transformacdo adica, uma destas palavras é
menor, logo existe k > 0 tal que T5(A) = B. Consequentemente T,,*(B\N) = A\ N
e assim 7y preserva u. Similarmente, T ¢ preserva i, uma vez que é suficiente verificar
em cilindros.

Reciprocamente, se uma medida de probabilidade p em Z(()’;)" é nao atémica, entao,
visto que N é enumerével (pelo lema 2.1), ele tem medida zero, logo p restringe-se
a uma medida de probabilidade em Z?’E; \WN. Supondo que ela seja FC-invariante,
queremos mostrar que u(Tp*(B\ N)) = (A \ N) = u(B \ N) para os cilindros A,
B como antes, entdo definindo vy como acima, concluimos a afirmagdo. Além disso,
To,s-invariante implica Tp-invariante j4 que estas coincidem em E(()’;)" \W e N tem
medida zero.

(i) Pelo lema 2.2, ndo trivialidade & esquerda implica que ndo existe nenhuma
Orbita finita para qualquer uma das trés agoes. Portanto qualquer medida de proba-
bilidade invariante é ndo atomica (pois se existisse um dtomo A p-invariante teriamos
1(Orb(A)) = oo, onde Orb(A) é a érbita de A para frente por qualquer uma das
trés acoes, o que contradiz o fato de u ser medida de probabilidade). Mas neste caso
unicidade egédica segue de (7).

(ii) Se a acdo de FC é minimal, entdo assim também é para Ty, visto que as
érbitas de To, s sdo unides de érbitas da aplicagdo 4ddica e FC tem as mesmas 6rbitas
que a aplicagdo adica por defini¢io (cada &rvore estdvel é uma 6rbita). Tp é minimal

por restricao. ' O
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2.3.2 Mixing topoldgico implica minimalidade

Vamos mostrar que mixing topoldgico implica primitividade e primitividade, por

sua vez, implica a minimalidade das 4dicas.

Definicao 2.4. Uma familia de aplicacoes (M, f) é topolégicamente mizing se
para todo € > 0, e para todo k, existe N > 0 tal que para todo m > N, para quaisquer

bolas A, B em M, e My, de raio > €, entdo

AN fitofiio ..o fil._1(B) #0

Lema 2.5. Um snif (Z?S,a) € topoldgicamente mizing se e somente se a sequéncia

de malrizes € primitiva.

Demonstracao. Imediato da definigao. O

O efeito que esta propriedade tem sobre as dinimicas transversais é dado pelo:

Teorema 2.1. (Primitividade implica minimalidade para as ddicas e para FC)

Seja (L;)i>0 uma sequéncia de matrizes (I; X l;411) 0—1, e seja O uma ordem estdvel.
Se a sequéncia (L;)i>o € primitiva com sequéncia ndo trivial de alfabetos, entdo todo
ponto em E‘();j)' tem uma Jrbita densa pela aplicagio Tp : Z?LJ; WS — E(()f)' \WP.
O mesmo wvale para a transformacao ddica Tp : Z(()L-; \W — E(()f)' \N, para o grupo
FC de mudanga finita de coordenadas e para qualgquer transformagdo ddica estendida

To,f-

Demonstragao. Provaremos que FC é mimimal mostrando isto para a aplicacio
ddica Tp : Z(()}j WS — Z?}j \WP, jd que esta tem as mesmas érbitas. Dado um
ponto z = (.zoz;...) € 2?’;)' e um cilindro fino B = [.bob; . ..bi] € C§ para algum £k,
queremos mostrar que existe n € Z com T5(z) € B.

Uma vez que (L;);>0 é primitiva, existe m tal que todas as entradas de L. .. L,
sdo > 0. Assim existe um string permitido (.bob; ...brwky1 - .. wy,) tal que wy, = Tp,.

Portanto o string infinito w = (.bgb; . . . bgWi+41 - - . Win—1TmTim1 - - .) €std permitido. Os
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pontos = e w sdo comparaveis com respeito a ordem, logo z < w ou w < z. No primeiro
caso, existe n > 0 com 7%(z) = w, no segundo caso n é < 0.
A minimalidade para a aplicagdo ddica estendida Tp s e para a transformacao ddica

To segue de (i17) da proposigdo 2.1. O

Um caso onde primitividade falha mas minimalidade ainda vale para a trans-

formacdo 4dica é dado em [7], transformacio adica de Chacon.
2.3.3 Cadeia de Markov

Nesta secao desenvolvemos o material basico para cadeias de Markov nao esta-
cionérias tal como apresentado em (3] e [21].

Existem vérios tipos de nao estacionaridade, podemos ter: o tamanho do alfabeto
e as matrizes de transicdo mudando com o tempo, e mesmo quando o alfabeto e as
matrizes sdo fixas, as propria medida pode ser nao estaciondaria, se ela tem um processo
de Markov que nao é um processo estacionario.

Dado uma sequéncia (A4;);>o de alfabetos com #A; = [;, o espago shift ndo esta-

cionério todo tem como componentes H?f) = [I[2, A:i e entdo o sntf é HEFA) =

112 TG

Uma sequéncia (F;);>o de matrizes (I; X l;41) reais ndo negativas agem para a es-
querda ao longo dos espagos de vetor coluna C; e para a direita ao longo dos espacos
de vetor linha R;, como mostrado no diagrama a seguir, onde as direcoes das setas
foram escolhidas de forma que a composic¢ao das aplicagoes seja dado pelo produto das

matrizes, sem inverter ordem:
P 5 F F.
Ry —> Ry — Ry —% Ry---
o oo
Assim, por exemplo, viFoF1 Fy € R3 e FoFyFyus € Cy.

Definigao 2.5. Para uma sequéncia (F;)i>o de matrizes (I; X liy1) reais ndo negati-
vas, se temos uma sequéncia v; de vetores coluna ndo nulos e nuimeros A\; nao nulos

satisfazendo
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Fivip = A
ou vetores linha satisfazendo
ET — Nt
vy = Aiy,

para cada i > 0, chamamos isto de sequéncia de autovetores coluna (respectiva-
mente linha) com autovalores ;.

Escrevemos C;t C C; e Rf C R; para os cones positivos, isto é, os cones de
vetores nao negativos; como a matriz é positiva, estes sdo preservados no diagrama

anterior.

Lembremos que um vetor v € R* é um vetor de probabilidade se cada componente
. le—1 . .
v; € > 0ese ) * v; =1 Usamos a norma ||v|| = Y |uk/, assim o subconjunto de
cones positivos C} com norma 1 é o simplezo unitdrio fechado A}, (os vetores coluna de

probabilidade). Denotemos o simplezo positivo de linhas por Al C R}, e as projegoes:

Proj : (C} — {0}) — A, onde v — v/||v]|

Proj : (R} — {0}) — A! onde vt — vt/||v!].

Escrevemos 1; para todo vetor coluna (I; X 1) cujas entradas sdo 1. Isto d4 um modo
conveniente de dizer que uma matriz P; (I; X l;4+1) é uma matriz de probabilidade ou
estocdstica, isto é, que cada linha é um vetor de probabilidade: de modo que isto vale

se e s6 se P;1;11 = 1;. Além disso temos:

Lema 2.6. Uma sequéncia (P;);>0 de matrizes (I; X l;11) € estocdstica se e somente se
(1;)i>0 € uma sequéncia de autovetores coluna com autovalores constantes iguais a 1,
se e somente se em sua agdo em vetores linha, cada matriz P; da sequéncia aplica Al

t
em Az,,.

Demonstragao. (P;)i>o € estocédstica < P;1;,; = 1;, Vi. Assim a primeira afirmacéo

é imediata.
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Agora, para 7t € AL, (mtP;)1;41 = 1 se e somente se w.P; € Al ,; e wi(Pliq) =1
para cada 7! € Af se e somente se P;1;11 = 1;, visto que Al cai sobre o hiperplano afim

ortogonal a 1;. Assim Pl = 1; © 7i(Piliy) = 1= (niP) i e ntP e AlL,,. O

Assim, dado uma sequéncia estocéstica (F;);>o podemos gerar uma sequéncia de
autovetores linha normalizados com autovalores constantes iguais a 1: comegando com
algum m € Ay, e fixando 7§, = w{ R P; ... Pr—1 € AL.

Agora suponha comegarmos com uma sequéncia de matrizes reais ndo negativas
(F})i>o0 que ndo é necessdriamente estocéstica. Escolhemos um vetor de probabilidade
mo € Ay, usamos (F') para definir uma fungéo o na colecdo C7* de todos os cilindros
finos de l—[(()j; para m > 0 como a seguir.

Para 7§ = (7)1, (7)2, - - -, (7§)1,), fixamos

po([-zo]) = (7h)z, pPara m = 0; (2.1)

.UO(["TO e xm]) = (Wé)zo(FO)wnm e (Fm—l)mm—lzm para m 21

Isto pode ndo definir uma medida; a condi¢do necessario e suficiente para se obter uma

medida é que estas matrizes sejam estocésticas:
Proposigao 2.2. Seja (P;)i>o uma sequéncia de matrizes estocdsticas (l; X liy1):

(i) po definido em (2.1) para F; = P; estende-se de forma bem definida para cilindros
finos gerais de H?j; onde é finitamente aditiva, e a partir dai estende-se (de forma

tnica) para uma medida enumerdvelmente aditiva na o-dlgebra de Borel de H?j;.
(1) Reciprocamente, se (2.1) define uma medida, entdo cada F; € estocdstica.

(ii) Para algum k fizo, denotamos py para a medida definida a partir da sequéncia
of(P) = (P, Pey1, . - .), com alguma sequéncia inicial de vetores de probabilidade
mh, = ngPoPy ... Pr_1, entdo (pk)r>o em H’(“j; é uma sequéncia de medidas in-

variante para a aplicacdo shift no espaco shift nao estaciondrio todo H&), isto
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1

é, satisfaz ppy1 = pr 0 0~ se e somente se i, € uma sequéncia de autovetores

com autovalores 1, isto é, mt = wEPoPy ... Pi_y.

Demonstracgao. Para simplificar a prova assumimos, sem perda de generalidade, que
todos os alfabetos sao idénticos, iguais a A = {0,1}. Primeiro estendemos pq para
um cilindro geral terminado com um determinado simbolo, por exemplo, [. * % 0]
ou [.11 % 0], somando a contribui¢do de cada cilindro fino que o compde. Isto estd
bem definido pois a decomposicdo é tnica. Depois verificamos que pg é aditiva;
mostramos, por exemplo, que fio([.11]) = po([.11%]) = po([.111] U [.110]) = po([-111]) +
o([-110]); aqui usa-se o fato que cada P; é estocdstico. Pois uo([.11]) = (7f)1(Po)11 e
po([-111]) + po([-110]) = ()1 (Fo)11(Pr)11 + (m6)1(Po)11(Pr)1o = (m6)1(Po)ur-[(P)u +
(P1)10], mas (Py)11+4(P1)10 = 1, pois P; é estocéstica, portanto po([.111]) + po([.110]) =
(m6)1(Po)11 = po([-11]), assim (i) < (4).

Para provar invaridncia da sequéncia de medidas p em relagdo ao shift, é sufi-
ciente verificar nos cilindros finos; precisamos mostrar, por exemplo, que p([.11]) é
igual a po(o1([.11])) = mo([-111] U [.011]) que é igual a po([.111]) + po([.011]), mas
isto segue da hipétese 7l P; = nt,;, pois po([-111]) + po([.011]) = (7)1(Po)11(P1)11 +
(16)o(Po)or(P1)11 = (m})1(P1)u = pa([11]).

Reciprocamente, se a sequéncia de medidas é invariante, de (2.1) temos que as
componentes (7 ); do vetor my sdo px([.4]), assim (7}, ;); = pr1([.4]) = oo™ ([2]) =

([.04]) + e ([-14]) = (7})o(Pr)oi + (7})1(Pr)1: para cada ¢, logo wf,, = @k Py. O

Observacao 2.2. Para o caso bi-lateral, qualquer medida o definida em H(()j; a par-
tir de uma sequéncia estocdstica P; e algum vetor inicial de probabilidade 7} satisfaz a
propriedade de Markov, que os eventos passado e futuro sao independentes relativo
ao estado presente: tome

AeBZL,BeB)eC e B, temos que ug(ANC) = pupA.upC, onde pB(E):u—(%ﬂ—),

V E € BYZ. Basta verificar para cilindros finos: Seja A = [z_;...x_4], B = [zo] e

O =@y 52
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_ w(AnBNC) _ plr—jear] _ Te_jPe_ja_jua Loz
#B(A N C) = uB — P et — —

0 Q

Wz_jPz_jz_j+1...Pg:_la:o'/l'zOPxoxl-..Pmk_l:z:k _ u(AﬂB)“(BﬂC)
g Tz wB.uB

= ppA.upC.

Definicao 2.6. Chamamos a medida p, em HI(“I) uma medida de Markov (ndo esta-
ciondria) ou cadeia de Markov ndao estaciondria . Chamamos uma sequéncia
de medidas invariantes de Markov (p;)i>0 em H{A) de shift de Markov ndo esta-

ciondrio .

Observacao 2.3. No nosso uso, um shift de Markov nao estaciondario € uma familia
de aplicagoes com a aplicagdo shift ao longo de uma sequéncia de componentes invari-
antes Hfj) com uma sequéncia invariante de medidas de Markov (1;)i>0; Teciproca-
mente, note que uma medida de Markov py em H?}’S sempre determina uma sequéncia
wnvariante de medidas de Markov. Ver também Observagao 2.4. Uma vez que, neste
caso, cada medida na sequéncia determina todas as outras posteriores, também se pode

trabalhar apenas com a medida de Markov po na zero-ésima componente H((JJZS-

Assim como no caso de uma cadeia de Markov estaciondria, o significado da multi-

plicacdo de matrizes é dada pela probabilidade de transicgao:

Proposicao 2.3. Dado uma sequéncia de matrizes estocdsticas (P;)i>0, vetor linha
inicial de probabilidade e a correspondente cadeia de Markov ndo estaciondria Ha),
a ij-ésima entrada da matriz P®n) = P.Pei1...Py_y dd a probabilidade de transicdo
do estado i para o estado j apds um intervalo de tempo (n — k), comegando em k.
Consequentemente, wt, = wf,P(O’") dd a distribuicdo dos estados no tempo n, para a

distribuicdo inicial §.

Demonstracdo. A probabilidade de estar no estado j no tempo (k + 1) dado que

estamos no estado i no tempo k é, por defini¢do, po([. * *...*3j])/po([. % *... %)) =

w([39]) /e (- #4]) = pa([-35]) /a1 ([2]) €, da definigho de po, esta é a ij-ésima entrada
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da matriz P;. Para n > 1, a matriz produto automaticamente soma as probabilidades

de todos os caminhos no espago shift, completando a prova. O

Observagao 2.4. Enfatizamos que, se temos uma malriz estocdstica Pgxay e um
vetor inicial nao invariante de probabilidade mh, a medida de Markov resultante em
[1{0,...,d — 1} serd nao estaciondria, isto é, ndo ird definir um processo esta-
ciondrio, no entanto, vista como uma compontente de um espago shift ndo estaciondrio
com A; = {0,...,d—1} para todo i, podemos ter uma sequéncia invariante de medidas
Wi nas diferentes componentes H?E; do espaco total Ha). As componentes podem ser
todas canonicamente identificadas, mas agora pensamos nelas como espagos diferentes,
e as medidas sao invariantes mas nao tdénticas com respeito a esta identificagao. Pode-
se ter uma sequéncia de medidas que nao sao invariantes, e de fato nos deparamos com

isto mais adiante, com a medida central de Parry.

No cendrio nao estacionério, com alfabetos (.A;)i>0, seja (P;)i>0 uma sequéncia es-
tocética, com 7§ sendo um elemento de A, e seja 1o em H?XS a medida de Markov com
a distribuigdo inicial como definido em (2.1). Assim como anteriormente, a sequéncia
= 7w P(®™ é uma sequéncia de autovetores

de vetores linha 7§, nt = wtP,..., 7k,

normalizados com autovalores 1.
2.3.4 Medida central de Parry

Voltemos a situagio geral das medidas de Markov néo estaciondria para subshifts
nao estaciondrios do tipo finito (sntf); do ponto de vista da teoria de medidas, ela é
apenas uma restricao ao suporte da medida de Markov em cada componente. Do ponto
de vista de teoria ergédica, ela se torna bastante interessante, visto que estd estudando
todas as medidas de Markov com este suporte. Entdo, para uma matriz primitiva L
fixa, Parry ( [20], p.61) apresenta uma tnica medida invariante p que satisfaz uma
propriedade de equidistribuigao forte, garantindo que ela é a tinica medida de entropia
méxima para o stf (seguimos a pratica de teoria ergddica padrdo para chaméi-la de

medida de Parry, embora a férmula tenha sido primeiro encontrada por Shannon em
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teoria de c6digos).

Parte da importancia de i é que existe uma segunda medida v, equivalente a y mas
que nao é, em geral, shift-invariante, porém € invariante para as mudancgas de coorde-
nadas finitas (FC) e ndo atémicas, e consequentemente dd (quando normalizado) uma
medida de probabilidade invariante para as transformacoes adicas e transformagoes
estendidas (por (i) da Proposigéo 2.1).

Para estender estas idéias para o caso nao estacionério, faremos duas suposicoes:
que a sequéncia (L;);>o de matrizes (I; X l;+1) 0 — 1 deve ser reduzida e primitiva;
estas propriedades garantirdo que as sequéncias de autovetores linha e coluna sejam
estritamente positivas (necessario para a construgéo), como explicaremos.

Antes daremos uma outra perspectiva sobre o que significa a matriz ser reduzida.

Definicao 2.7. Denotemos os vetores linha e coluna estritamente positivos de R™ por
o o
Rt e C*. Para dimensdo > 2 estes sdo o interior dos cones positivos Rt e C*; para

dimensdo 1 temos Ct= (0,+0o0) C [0,4+00) = C*+.
Temos entao:

Lema 2.7. Uma matriz real M (mXxn) nao tem nenhuma linha identicamente nula se, e
] o
somente se, ela aplica Ct (R™) em C* (R™); e nao tem nenhuma coluna identicamente

nula se, e somente se, ela aplica R* (R™) em Rt (R").

Encontraremos uma sequéncia estocéstica (P;);>o especial, que é compativel com
(L;)i0, isto é, tem as mesmas dimensoes e (P;; = 0) < (L;; = 0). Como no caso
estaciondrio, isto garantird que qualquer medida de Markov com matrizes de transigcao
(P;) esteja suportada em todo o snif ZZ“L)

Denotemos por €2, para a cole¢do de todas as sequéncias (@) de autovetores coluna

estritamente positivos com autovalores 1, e ﬁtL para os autovetores linha, entao:
—~ o
QL = {('117) = (?ﬁo’l/ﬁl e ) com ’lﬁi = Li'lﬁi+1) tal que Vi 2 0, {ﬁi EC:‘}

[o]
e Ot ={(H) = @5, ...) com B! L; = By, e Ot €RF}.
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Lema 2.8. Seja (L;)i>o uma sequéncia primitiva e reduzida de matrizes 0—1 (I; X lj41).
Entao os conjuntos Qy, e Q) sdo nao vazios. Uma sequéncia em 2 €, a menos de
multiplicacdo por constantes positivas, determinada pela escolha do primeiro elemento

estritamente positivo U,'.

o
Demonstragao. Para vetores linha, nés simplesmente comegamos com algum v,* € R
e aplicamos as matrizes L; (reduzidas e primitivas); pelo lema 2.7, as imagens sao todas
estritamente positivas também.
Para vetores coluna, hd duas razoes pela qual ndo podemos aplicar o argumento
anterior: as matrizes L; ! podem n#o ser positivas, e podem néo ser inversiveis. Ent#o

procedemos da seguinte maneira: Para k,n > 0, denotamos
Clhmy = LiLisr - .. Ln 1 Cf = LENCE,
Estes sao encaixantes:
Of 2 Chpiny 2
Temos o grafico:
Clmy &= - 2 CF.

A interseccdo C+ dos cones fechados encaixantes é nao vazia, por compacidade; e
(0,400) ?

pela primitividade, todos seus elementos ndo nulos sio estritamente positivos. Note
que para cada k, LkC(J;c+1,+oo) = C’(*,'c’ﬂo).
Comegamos com algum iy nio nulo (consequentemente estritamente positivo) em

+

C(}L,’ +o0)> Procedendo indutivamente, dado @y € Cj; | ) escolhemos Wiy € C’(‘Z +14o0)

(novamente estritamente positivo) tal que LyWky1 = Wi. Isto produz toda a colegdo

Q. O

Agora, projetamos cada elemento da sequéncia () para o simplexo unitério, com
w; = W;/||Wi|| = Prog(w;) € A, e escrevemos €y, para a colegdo de todas sequéncias
normalizadas (w). Normalizamos entéo a sequéncia de vetores linha de um jeito dife-

rente, que depende da escolha de (@): definimos (v*) = (vf); por vf = 1,%/(9;!.w;) para
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i € N. Como w; é estritamente positivo, viw; # 0. Nossa normalizagio foi escolhida
de modo que o produto interno de v! com w; seja 1.
Definimos niimeros reais \; por A; = \;(0) = ||@;||/||Wis1]| > 1, e assim temos para

cada z > 0,
Liwiyy = Aw;.

Lema 2.9. Seja (W;)i>0 € QL € (9;%)iz0 € O, sequéncias de autovetores coluna e
linha, e seja (w;)i>0, (V!)i>0 as correspondentes sequéncias normalizadas como definido

acima. Entdo (v!)i>o tem os mesmos autovalores que (w;)i>o-

Demonstragao. Definindo \; por viL; = sz,f +1, temos Xi= N, pois:

Xi= Xi(ﬁiilwi+l) = (VEL;)wiy1 = Vi (Liwit) = vi(Awi) = Ai. g

A partir de uma escolha w;, U;* definimos uma medida néo estacionaria de Parry.
Primeiro definimos vetores (7f) = (nf)i>0 por (m)x = (vi)r(w;)r onde k é o indice
de uma letra no i-ésimo alfabeto. Da normalizagio temos viw; = 1, assim 7} é um
elemento de A%. Este é estritamente positivo ja que v} e w; o sdo.

Agora definimos uma sequéncia de matrizes (F;);>o por

1
P = /\_Wi_lLiWi+1, (2.2)
onde W; é a matriz diagonal (/; X [;) com entradas do vetor w; na diagonal. Esta é uma

interpretacdo matricial da férmula de Parry. Para as entradas da matriz, geralmente

escrevemos (para o caso estacionario):

como em [2] e [20]. Denotamos por 1; para o vetor coluna com /; entradas todas iguais

a 1, temos, andlogo ao caso estaciondrio (aqui a notagdo da matriz em (2.2) é bastante
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conveniente):
Pl =1,
pois:
1 1. 1 A
Pl = ,\_zI/Vz LiWialip = )\_ZVVz "Liwipg = A_sz \w; = N 1, =1,
Logo P; é estocastica (pelo lema 2.6). Também temos que:
ﬂ.’ltR = 7T£+1,
pois:
t Ly L 1 t ¢ ¢
i xWi LiWiy, = ~ v LiWi, = o AvE Wi = vl Wi =, 1.
7 i i

Esta é a sequéncia de autovetores (& direita e & esquerda) com autovalores constantes
iguais a 1.
Para k, m > 0 com k < m, fixamos )\E:;)m ) = 17" Mi(w). Definimos entéo uma

medida de probabilidade p; em ZfL")L a medida do cilindro é:

(k- - - Tm]) = ('”Itc)zk (Pk)mkzk+1 o (Pmm1)zm1zm =

(wk+1)a: 5 (wm)z 1
= (v}), (Wi La S m = V) e (Wm)ap- (2.3
(k) (k) Me(Wr)ze " Amct(Win1)zm_, ’\Eﬁ];n)( ke (Wm)zn  (2-3)

Complementamos observando que:

1 . |lDkiall N|Wkaall  NOm—all N@mll , .
~S\Y w. = = — R b It v i
/\Eﬁ’)m)( k)zk( m)mm ”'wk” “wk+1” ”wm_2” ”wm—IH( k):l:k( m)zm
[[@m |
5 (vltc)zk (wm)a:m

[kl
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o) (W) | @l
as (Vg)zy Ukt-wk’ (Wm)zm [l , entao ]l (V%) (Wi )z
1 (ﬁkt)zk -~
= — W)z, -
el owe e
E como wy = wy/||Wk|| concluimos que:
1 ()zllwell , ~ (V) (-~
Lk ...T = — ~ w. = . 2.4
#k([ k m]) ”wk” ’Ukt-wk ( m)zm 'Ukt-’wk m)Tm ( )

Pela Proposi¢do 2.2, isto d4 uma medida que é positiva nos conjuntos abertos de
E?{;, j4 que P; é compativel com L; e € estocéstica. Em outras palavras, ela tem
suporte completo. Chamamos esta tal medida de medida de Parry. Note que (2.3)
d4 uma forma forte de equidistribuicéo, j& que todos os cilindros em C¥, tem quase as
mesmas medidas; isto é semelhante ao caso estacionério citado em [2].

A medida central de Parry v, = vx(w) em Zf;)r é entdo dada por:

Vk([.mk S %@ CEm]) = /“5([:(1;’;—)1::':7":]) = (wk)zk (Pk):z:k:z;kH s (Pm—l)zm_l:cm = @(wm)mm

(2.5)

Em termos de sequéncias de autovetores normalizados (w) e ndo normalizados (@)
0,m)

de (L;), teremos entdo para \®™ = )\gw) e ||wo|| = 1:
1 @] lo2ll N Wmll (Wm)am
Vo([.ZEo PPN ]) = ('wm)q;m = T= T~ —— = (wm)zm-
" AQm) [@oll ll@xll " l[@mall [[@ml
(2.6)

Indicamos a dependéncia destas medidas em (@) e (0 ¢) (ou equivalentemente em
(w) e (v')) escrevendo: (7t)yyut, (P)w € ¥ = vy. Enfatizamos que a sequéncia (9;%)i>0
é determinada pelo seu primeiro elemento 7,, € que os autovetores ndo estdo necessa-

riamente normalizados.
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Observacao 2.5. Para as equagoes (2.3) e (2.5), ambas definem sequéncias de medidas
de Markov, embora, em geral, de (ii1) da Proposi¢io 2.2 a sequéncia de medidas centrais

nao seja shift-invariante e assim nao é um shift de Markov ndo estaciondrio.

Definicao 2.8. Dado uma sequéncia (L;);>0 de matrizes 0—1, dizemos que uma medida
m em Z?}j tem a propriedade de Bowen-Marcus se mi(s) = m([.zo ... zi—1]) para
i1 = s € A;_1 estd bem definido; isto €, a medida do cilindro fino depende somente

do seu comprimento e do iltimo digito.

Por (2.6) qualquer medida central de Parry v, para w € Qf, (conjunto de sequéncias

de autovetores normalizados) tem esta propriedade.
2.3.5 Transformacgoes ddicas em edge-shift

Como prometido no Capitulo 1, retornaremos a discutir edge-shift e o diagrama de
Bratteli afim de generalizar as ddicas para estes casos. Duas razoes para olharmos para
diagramas de arestas multiplas é que a notagdo arestas é geralmente mais compacta,
visto que matrizes com dimensdes menores podem ser usadas, e que os edge-shifts
surgem naturalmente do vertex-shifts pela operagio de telescopar do diagrama.

Comecamos como antes, com uma sequéncia de alfabetos Ay com #A; = [ mas
agora as matrizes (Fi)r>o0 (lk X lk+1) que definem o diagrama podem ter entradas
inteiras nao negativas; assim desenhamos o diagrama com vértices A no nivel k, com
a ij-ésima entrada de Fj, especificando o niimero de arestas que vai do simbolo 7 no
nivel k para o simbolo j no nivel k£ + 1.

Denotamos por & este conjunto de arestas de A para A1, orientadas na dire¢do
futuro. Para e € & denotamos por e, € Aj a “cauda” da seta (aresta) e e: € Aps1
a “cabega”. Escrevendo Ec = #&, formamos uma sequéncia (Lj)r>0 de matrizes
(i; X Ec+1) 0—1 com (Lg);; = 1 se e somente se a aresta exy; de rétulo j em &£, pode
vir em seguida da aresta e de rétulo ¢ em &, isto é, se e somente se e;: = €41

Como de costume, E?};)F denota todos os caminhos de vértices permitidos no dia-
grama de Bratteli de (Ly)r>0, mas agora denotamos por Z?}:; a colegdo de todos os

caminhos de arestas permitidos no diagrama de (Fy)r>o. Note que Z?}j e Z(();; se
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correspondem bijetivamente. Estamos prontos para discutir ordem. No diagrama de
arestas miultiplas de (Fi)k>0, @ ordem estavel O é definida exatamente como antes, e a
partir dai obtemos uma ordem lexicografica em W*(e) parae € Z?}:S, isto é, uma ordem
para uma cole¢dao de caminhos de arestas que eventualmente coincidem. A razdo disto
é que dados dois caminhos de arestas ege; . ..exerr1 € €péi . ..Ekery1 que coincidem a
partir de ej41, entdo as arestas que entram no simbolo e;_,; € A1 s@o ordenadas pela
ordem O do diagrama. Isto significa que a ordem estével no diagrama de (F},)r>o induz
uma ordem estdvel para o diagrama de (Lx)r>0. De fato, isto pode ser pensado como
uma ordem nos vértices, da seguinte maneira: escrevendo & = {ex € & : ¢f = j},
esta particdo define subconjuntos de & (que é todo o & se o diagrama é reduzido).
Cada um destes subconjuntos S,{ é ordenado pela ordem de arestas O; estendemos isto
para uma ordem linear em todo &£ de um modo arbitrario que respeite as ordens nestes
subconjuntos (disjuntos). Isto d4 uma ordem nos vértices como desejado.

Note que as ordens no diagrama de (Lg)xr>o ndo sao necessariamente deste tipo. As-

sim, escrevendo Ordg, Ordy, para as colegoes de todas as ordens estdveis no diagramas

de (Fi)r>0 € (Lk)k>0, temos:

Lema 2.10. Ordp estd embutido canonicamente em Ordy, mas Ordy, em geral, nao
estd embutido em Ordp. A cole¢do de todas transformagoes ddicas em Z?};; coTTeSpPON-
de, em geral, a um subconjunto préprio de transformagoes adicas em Z?E; dado pela
ordem dos vértices (isto €, mdquinas aditivas de Markov, veja exemplo 2 no capitulo
4). Similarmente, o grupo de mudancas finitas de coordenadas FCp naturalmente estd

embutido como um subgrupo de FCy, que é, em geral, proprio.

Demonstragao. Mostramos a afirmagio para Ordr e Ordp, e que para as trans-
formagoes adicas segue disto. Para FC o argumento é similar: podemos ter v € FCy,
que leva um determinado cilindro de arestas [.ep€; . . . exer+1] para [.€o€; . . . €xep41], com
er_; fixo, mas que ndo muda todos os cilindros [.égé: ... éExér41) tal que € ; = e,

assim 7 ndo estd em FCp. (ver figura 2.2) O

No entanto temos:
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L o< F,
Fl F2 /"_—T"<\\ /.}(‘—-‘-\\
- o a - o LN
—_— ey —
o= o o o§°>0/o>o
\ / o\ 40/’
o © © o =0T __.o

M, Ny M, N,

Figura 2.2: Separagdo de sfmbolos: MyNy = F}, e NyMjyy, = Ly. Figura exposta em [4
g

Lema 2.11. Uma medida v em Z?’;; = E(()E')' ¢ invariante para FCr se, e somente

se, € invariante para FCr,.

Demonstracao. Daremos uma prova direta que FC-invariante implica FC g-invariante
para v. Se temos dois cilindros [.ege; . .. exeria] € [oé1 . . . éxéxya] tal que ef,; =& 4,
entao, visto que as matrizes sdo reduzidas, existe alguma aresta e o com €rpn =
ed., = éf,; os cilindros [.epe ] e [-€oéy...ExE ]t

k+1 — Cg41d .€0€1...€CkCL11€L12]| € |.€0€1 . .. ELCLL1€EL42| LEIN & INESIma me-
dida por causa da invariancia FCp, e em seguida somamos as medidas de todas pos-

sibilidades para eri2: v([.€0...ekt1]) = v([-€0. .. ert1%]) = ZV([.&O e Cki1€kya]) =
i
Z I/([.ég soe ék+1ei+2]) = I/([.éo [P ék+1*]) = V([.éo .. ék+1]).
i
Reciprocamente, assumindo que v é FC g-invariante, suponha que seja dado vy €
FCp com 7 : [.€p€y...exext1] — [-€0€1 .. . Exeri1]; queremos mostrar que estes tem a
mesma medida. De fato, pela FCp-invaridncia, v([.€g...exs1]) = v([.€0€1 .. . Ex€ryi1])

se e, = &, logo certamente vale a igualdade se ex11 = €x41. O

Discutimos apenas uma maneira de passar do diagrama de arestas miiltiplas para
o diagrama de arestas simples; isto é semelhante a passagem de um edge-shift para
sua representagdo em vértices (vertex-shift) no caso estaciondrio (isto é, para um stf,
ver [16] ou [18]).

Uma segunda maneira envolve fatoragdo das matrizes F}, encontrando uma sequéncia

de matrizes 0 — 1 (Mp, Ny, My, Ny, ...) tais que
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M Ny, = Fy.

Pode haver muitas maneiras de se fazer isto. Uma fatoracdo canonica é dada pelo
processo de “separagdo de simbolos”: coloque o conjunto de arestas £ como um novo
alfabeto entre A e Axy1 de modo a ter alfabetos (Ao, £, A1, &1, -.) € conecte a € A
a e € & com uma aresta se, e sé se, a aresta e estiver saindo de a no diagrama
original, indicando por uma matriz My 0 — 1, e depois criando uma aresta de e para
b € Ay se, e s6 se, essa aresta termina no simbolo b, indicando por uma matriz Nj
0 — 1. Assim, por definicdo, My Ny = F} como declaramos.

De fato, existe uma relacao entre os dois métodos, pois:
NiMyy1 = L.

Assim, as sequéncias de matrizes (F;)i>o € (L;)i>0 sdo agrupamentos da sequéncia
(M;, N;)i>0, uma ao longo dos tempos pares e a outra ao longo dos tempos impares,
cada uma d4 um telescépio do diagrama todo, como dissemos no capitulo 1. Ver figura

2.2.

Lema 2.12. Seja uma sequéncia (F;)i>o de matrizes inteiras nao negativas (I; X liy1),
com (P;)i>0 um agrupamento de (F});>o, entdo:
(i) (F})i>o0 € primitiva se, e so se, (P;)i>o 0 €.

(i1) Se (F})i>o € reduzida, entdo (P;);>o também é, mas ndo vale a reciproca.

Demonstragdo. (i) Dado uma sequéncia (n;) com 0 = ng < ny < ... que acompanha
a realizacdo do agrupamento; isto é, P; = Fy, Fy 41 ... Fy, 1. Os produtos parciais de
P; é uma subsequéncia de produtos parciais de F;, entdo primitividade de (F;) implica
a de (P;). Reciprocamente, se (F;) é primitiva, entdo a partir de k = n;, o produto de
F; é certamente eventualmente positivo; mas o mesmo se aplica a partir de qualquer
n,_1 < k <n;.

(ii) Se (ﬁi)izo é uma sequéncia reduzida determinada por (F;);>o, entdo seu agrupa-
mento ao longo da subsequéncia dé a sequéncia reduzida (ﬁi)izo para (P;);>o. Assim,

ser reduzida passa para o agrupamento. Que a reciproca é falsa é mostrado por um
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simples exemplo de duas matrizes (3 x 3), com todas entradas positivas exceto para a
ultima linha da primeira matriz e a tltima coluna da segunda que sao identicamente

nulas; o produto é estritamente positivo. tl

Lema 2.13. Dado uma sequéncia inteira ndo negativa (F;)i>o que € nao trivial a
esquerda ou a direita, o mesmo € verdade para a sequéncia (L;)i>o0 0 — 1 associada com

conjuntos de arestas sendo os alfabetos.

Demonstragao. Se para cada 1 < i < [;, a soma das entradas na i-ésima linha de
F&m) = [ Fyyp... Fpoy é > 2, entdo dado uma aresta que vai de a € A,_; para b
€ Ay, existe pelo menos dois caminhos de arestas indo de b para A,,, consequentemente
a soma da a-ésima linha de L(*~1™) ¢ > 2. Isto implica néo trivialidade & direita para
(Li)izo-

O argumento para ndo trivialidade & esquerda é similar. (]

Observacao 2.6. Relembremos de (2.6) a férmula para a tinica medida invariante v
para o caso de matrizes 0—1. A mesma férmula vale para matrizes inteiras nao negati-
vas (F;)i>o. Sendo W; uma sequéncia de autovetores coluna estritamente positivos (com
autovalores iguais a 1) e normalizados de modo que ||Wo|| = 1, temos que um cilindro
de arestas dado por |.e...en_1] em Z?E:S = E?}j tem medida vg([.€o...em—1]) =
(Wn)a onde a = e}, € An. Isto segue da aplicagdo (2.6) para a fatoragdo Fy =
M;N;. Na verdade, para dois cilindros finos de arestas [.€y...€,] € [.€o...e,] temos
v([€...6]) =v(|.e...en]) sempre que €} = s = e}. E para o espago de vértices Z?E;
temos que, para dois cilindros [Zo...T,] € [.Zo ...z, V([ Zo-.. %)) = v([-@0-- . zn])
sempre que T, = § = Tp. Isto €, a medida de um cilindro fino depende somente
de seu comprimento e do ultimo digito, esta € a propriedade de Bowen-Marcus como

anteriormente citado.
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2.3.6 Condicao autovetor de Perron-Frobenius implica unicidade ergédica

Denotemos por (4 = {(@) € O : Wy € Ao} a sequéncia de autovetores coluna com
autovalores 1 onde ||wp|| =1 e Qp = {(w) = (Wowy . ..) : W; € C; com W; = FyWiy1}-
Entdo, (@) +— (w)/||Wo| define uma projecdo de Qr para ﬁ%, normalizando a

sequéncia de forma que seu primeiro elemento esteja em Ay.

Definicao 2.9. Uma sequéncia (F;)i>o0 de matrizes inteiras nao negativas tem a condic@o
autovetor de Perron-Frobenius se ezistir uma inica sequéncia normalizada de au-

tovetores coluna estritamente positivos.

Lema 2.14. (i) Y03 \{0} # 0 © Cloro0) = MEBFoF: ... FoCrps # 0 & Qp # 0.

(i1) Todas as sequéncias em ﬁ% pode ser construida indutivamente da sequinte forma:
(1) Escolha Wy em Ag N Co4o0)-
(2) Escolha wiyy € C(iy1,400) Para ser a pré-imagem de w;.

(iii) Se (F;)iso € reduzida e primitiva, entio Q% € ndo vazio.

Demonstracgao. (z) O nimero de strings que comecam com o simbolo 7 no tempo
0 e terminam com j no tempo n é igual a elFp... Fr,e; onde e; é um vetor da base
candnica e e} a sua transposta, assim a colegio de strings permitidos de comprimento n
é nio vazio se, e somente se, FoFj ... F, tem alguma entrada nao nula, se e somente se,
FyF; ... F,C,y1 contem algum vetor ndo nulo. Agora, a primeira declaragdo vale se,
e somente se, (usando a compacidade) existe uma sequéncia infinita de cilindros finos
encaixantes. A segunda declaragdo vale se, e somente se, C(o,n) \ {0} # 0; novamente
usamos compacidade, da intersecgdo do cone C(g,) com a esfera unitaria fechada.
A prova de (1) é clara.

A prova de (#1) é similar ao que foi feito no lema 2.8. O

Note que, no caso particular onde as matrizes sdo invertiveis, a sequéncia no item
(#) do lema é determinada pela escolha de seu primeiro elemento wp.
Denotemos por CMp a cole¢do de todas medidas centrais para (F;);>o, € similar-

mente para (L;)i>o-
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Proposicao 2.4. (i) Para a representacdo vértice E(()’LJ; de matrizes (L;)i>0o 0 — 1, a
aplicagio ® de CMy, para Q2 definida por ®(v) = (B) com (Bn)s = v([.To. . . z,]) onde
T, = S, € bijetora.

(ii) Para o espago de arestas Z?p; de matrizes inteiras nao negativas (Fj)i>o0, a
aplicagio ® de CMy para Q8 definida por ®(v) = (@) com (@n)s = v([.co. . .en_1])

onde €}_; = s, € bijetora.

Demonstracao. Como v é uma medida central, a férmula em (i) d4 uma sequéncia
bem definida de vetores ndo negativos; ja que v([.s]) = (Wo)s € Y e q, ¥([-5]) =
V(Z?}j;) = 1, sabemos que Wy estd no simplexo unitdrio. Afirmamos que W, = L, Wpy1.

Como
[Zo...Zn18] = U{[z0...2p_1%]] : (Ln)ij = 1}

e aplicando a medida nesta igualdade temos, pela aditividade, (W,); = Y {(Wn+1); :
(Lyp)ij = 1} = (LpWpt1)i- Entdo @ aplica CMj, em ﬁf; agora mostremos que @ é
injetora e sobrejetora.

Para demonstrar isto, suponha que é dado uma sequéncia (@) = w, de vetores em

ﬁf. Definindo v em cilindros finos por

v([-mo.. T = 8]) = (Wn)s,

afirmamos que hé uma tnica extensdo para uma medida de probabilidade de Borel em
Z?LJ;. Como antes, denotemos B para a o-algebra de Borel e B, para a élgebra gerada
pelos cilindros finos; um elemento de By é uma unido finita de cilindros finos. Para
A € By definimos a sua medida como sendo a soma das medidas de seus conjuntos. No
entanto existem muitas maneiras de decompor A, entdo precisamos mostrar que todas
dao o mesmo numero.

Primeiro considere A sendo um cilindro fino [.zy...z,|. Em seguida reescrevemos
A como uniao de cilindros finos de comprimento k para algum k > n. Se k =n + 1,
temos entdo [.zp ... ZTn_1%| = U{[.Z0...Zn_1%7] : (Ln)ij = 1} e v([.20 . .. Zn-13]) = (Wn)s,

enquanto
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Y{v([@o- - 2a1ig]) : (Ln)ij = 1} = 3{(@n41); : (Ln)ij = 1} = (Lant1)i = (Wn)s-
Indutivamente, isto é verdade para qualquer k£ > n, assim concluimos o caso onde A é
um cilindro fino cuja sua decomposigdo sao cilindros de comprimentos iguais.

Agora suponha A sendo escrito de duas formas diferentes, como uma unido de
colecoes S; e Sy de cilindros finos, assim A = (US;) = (US;). Afirmamos que
Y. Bes, VB = Y. pes,vB- Para isto tomamos k sendo o comprimento médximo dos
elementos de S; U Sy; entdo decompomos cada B € S; como uma unido de cilindros
finos de comprimento k. Pelo passo anterior, a soma de suas medidas coincidi com
Y Be s, VB, e como esta decomposicao é Unica, as somas para i = 1,2 sdo iguais. Con-
sequentemente v(A) ndo depende do modo que A é decomposto, isto é, v estd bem
definido em By.

Segue-se que v é aditivo em By: tomando A e B disjuntos em By, entdo AU B
é uma unido de cilindros finos que compdem A e B, entdo o que fizemos demonstra
justamente que v(AU B) = v(A) + v(B).

0
(

Finalmente, como o espago L) é compacto, existe uma tunica extensao da algebra

By para uma medida o-aditiva em todo B (ver [22], p.138), completando a prova de
Agora provemos (ii). Tomando a fatoragdo (M;N;)i>o de (F3)izo, temos que MN =
(MN) = (M;N;)i>o = (Mo, No, My, Ny, ...) sdo matrizes 0 — 1, entdo denotando por
RE,C¢, respectivamente, os cones de vetores linha e coluna ndo negativos no espaco
Euclidiano l~,~—dimensiona.l, temos do diagrama:
Ry 2R, S R, 2Ry
oo .-
o diagrama estendido:
Ro Mo, g5 Mo, p, M, pe M, g
CodeE &6 L e ..
Uma sequéncia de autovetores coluna (@;);>o com autovalores iguais a 1 para a

familia de aplicacoes originalmente dada por (F;);>o estende-se unicamente para uma
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sequéncia (@, W§, W, ¢, ...) da familia dispersa (M N), onde @¢ = Ny, e W; =
M;@¢. Para as matrizes L; = N;M;,; de entradas 0 — 1, temos que (@f);>o é uma
sequéncia de autovetores com autovalores 1 para (L;);>o.

Existe uma correspondéncia bijetiva natural entre os strings finitos permitidos:
(€o...€n-1) € (zoe0Z1...Tn_16n_12,) €M Z?}:S e Z?WJ;, onde g = ¢; e, para i > 0
z; = e; = e; ;. Isto induz uma bijecdo do cilindro [.eg...€e,_1] no espaco de arestas
Z(()z:; para o cilindro [.zoeoZ1 . . . Tp_1€n—_1Zy] NO espago de vértices Egﬂv

Dado vr em Z?};S definimos vy em 2(1)\;1'\, via esta correspondéncia entre cilindros,
fixando vy ([.Zo€oT1 - - . Tn—1€n—1Zn = 8]) = vp([-€0...€n1 : €_; = 5]). Isto d4 uma
bijecdo de CMp para CMyy. Da parte (i) temos uma bije¢do ®py : CMpyny —
(A& . Entdo vpy determina uma sequéncia de autovetores (@;%€)is0 € 4y, que
por sua vez especifica (;);>0, uma sequéncia de autovetores com autovalores 1 para
(F})i0, esta correspondéncia também é uma bijegéo.

Afirmamos que @§ € A§. Assim definimos uma bije¢io ®p : CMp — ﬁ%

Mas sabemos de (i) que, como (@;@)is0 € &y, @Wo € Ao. A matriz My é
estocdstica por colunas, ja que cada coluna tem um tinico 1 como entrada e o resto é 0
(a aresta ey comega em um simbolo bem definido e5). Entdo 1= ||@y|| = || Mo@§|| =

WE|| e assim w¢ € A§. Isto completa a prova de (ii). a
0 0 0

Note que 4 ¢ um subconjunto convexo e compacto de [TisoRY (com a topologia
produto). CMp, como usualmente, estd dado pela topologia fraca* como um subcon-
junto de C* (2?1:3), e é convexo e compacto pelo teorema de Banach-Alaoglu. E, pelo
teorema de Krein-Milman, estes conjuntos s@o gerados pelos seus pontos extremos (p.

66-70, [23]). Temos:

Coroldrio 2.1. A aplicagio ®p : CMp — Qf € um homeomorfismo afim, e os
pontos extremos destes conjuntos convexos e compactos correspondem as medidas de

probabilidade invariantes para o grupo de mudanga finita de coordenadas FC.

Demonstracdo. E imediato da definicdo que CMf e Q4 sdo convexos e compactos, e

que @ é uma aplicagao afim. Como a convergéncia fraca* de medidas é equivalente a
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convergéncia das medidas em cada cilindro fino, esta aplicagdo é um homeomorfismo.
Pelo teorema 6.11 de [21] ou proposicdo 3.4 de [13], os pontos extremos de CMp
sao medidas ergddicas invariantes para a agdo de FC, visto que este é um grupo de

homeomorfismos agindo em um espago compacto. a

Corolédrio 2.2. Se a sequéncia de matrizes tem a condi¢do autovetor de Perron-
Frobenius, entdo existe uma tinica medida de probabilidade invariante para FC ou para

qualquer transformacao ddica definida em Z(();;

Demonstragao. Neste caso, por defini¢do, existe um tnico elemento em Q2. O



Capitulo 3

Familia Multiplicativa

Vamos restringir a atencdo aos diagramas de Bratteli com dois vértices, isto é, que
sao dados por uma sequéncia de matrizes (2 x 2) ndo negativas. Este é o caso que

vamos analisar neste capitulo.

3.1 Sequéncias aditivas e rotulagoes canénicas

Lembramos que SL(2,7) é o grupo de matrizes (2 x 2) com entradas inteiras e com

determinante 1. Escrevemos SL(2,N) para o subgrupo cujas entradas sido todas > 0.

Lema 3.1. SL(2,N) € o semigrupo livre gerado pelos geradores aditivos

11
P = e Q=
01 11
Demonstracao. A agio do grupo sido poténcias destes geradores com expoentes em
N, queremos mostrar que para qualquer A € SL(2,N) se escreve como poténcias de P
e . Perceba que P e @ néo sdo inversiveis em SL(2,N), o que justifica a indicagio de

semigrupo.

. . 10 7 s 5 .

Notemos que a identidade I = [ ] est4 incluida aqui, pois I = P° = Q°.
01

a b
c d
coluna é > que a segunda, no sentido que a > b e ¢ > d, ou o contrario.

Seja A € SL(2,N), com A = [ } . Afirmamos que se A # I, entdo ou a primeira

71
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Se ambas condigoes falham, entdo ou a > b e ¢ < d ou o contrario. Mas o contrério
(b > a e d < ¢) ndo pode ocorrer pois isto implicard que bc > ad e ai ad — bc < 0,
absurdo, pois por hipétese o determinante é 1.

Entao analisemos o caso a > be c < d, temos: a > b+ 1ed > c+ 1, pois estamos
falando de niimeros naturais. Entdo o determinante é : ad —bc > (b+1)(c+1) —bc =
bc+b+c+1—bc=b+c+1. Como detA =1, temos b =c =0, e neste caso A =1,
logo vale a afirmacgao de que a > b e ¢ > d (ou o contrario).

Agora, mostremos que A € SL(2,N) pode ser fatorado como produto de poténcias
nao negativas de P e Q. Escrevendo A = Ay, se Ag # I entdo subtraimos a menor

coluna da maior construindo assim A;. Isto é equivalente a escrever
_ | _ -1
Al = A()P ou Al = AoQ 3

pois, para a > b e ¢ > d, temos:

Al:AOQ_lzab.10:a—bb:ab~b0
c d -1 1 c—d d c d d 0
Note que a nova matriz A; € SL(2,N), ji que a primeira coluna é > que a segunda e
detA; = 1.

Se A; tem uma coluna maior que a outra, nés continuamos o processo produzindo
uma sequéncia Ag, Aj,...,A,. Este processo termina com uma matriz A, de deter-
minante 1 cuja nenhuma coluna é maior que a outra. Entfo, como mostrado ante-
riormente, A, = I. Af, revertendo o processo, temos A fatorado como produto de

poténcias ndo negativas de P e (). Por exemplo, se o processo terminar em A; = I,

entao

I:AZZAIP_I :AOQ_IP_I = AQ_lp_l $A=PQ

Provamos um pouco mais: o argumento precedente mostra que um elemento de SL(2, N)

que nao é a identidade pode ser fatorado ou como A = A; P ou como A = A;(@), mas
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nao ambos. Logo, a decomposigdo de A em termos de P e @ é tnica, e isto implica
que ndo pode haver relagbes néo triviais no semigrupo SL(2, N); consequentemente ele

é livre. O

Observacao 3.1. O que a prova mostrou é que existe uma unica forma de chegar a
uma determinado matriz positiva com determinante 1 comegando com I, adicionando
uma coluna a outra, e repetindo esta operacao.

Claro que gostariamos de um teorema semelhante para o caso (3 X 3), mas nao
hd nenhuma esperanca de termos uma estrutura tio simples, pois SL*(3,Z) ndo €

finitamente gerado e nao é livre ( [19]).

Uma sequéncia (A;);cz tal que cada matriz é igual a qualquer um dos geradores
aditivos P,Q é chamada de sequéncia aditiva. Chamamos o diagrama de Bratteli
definido por tal sequéncia de diagrama aditivo.

Dada uma sequéncia (F;) em SL(2,N), considere o diagrama de Bratteli de ro-
tulac@o arestas determinado por (F;); entdo existem dois simbolos (0 e 1), e uma ma-
triz com as entradas especificando o nimero de arestas. Em geral, para um diagrama
de arestas muiltiplas, ndo hd uma maneira natural de rotular tais arestas. Entretanto,

neste caso, indicamos uma maneira dada a seguir.

Corolério 3.1. (i) Uma sequéncia (F;) com F; € SL(2,N) determina unicamente
uma sequéncia aditiva (A;) tal que Fo = Ay ... A1Ay, Fi = Anik ... Any1 € assim por
diante, para todo F; com i € Z.

(i) Fizando a localizagiao do tempo 0, existe um inico diagrama aditivo, o mi-
croscopio aditivo, cujo telescopio dd o diagrama de Bratteli de (F;). A rotula¢do apds
agrupamento para as arestas deste diagrama especifica os caminhos do microscopio

aditivo.

Chamamos a rotulag@o canonica das arestas resultantes no diagrama de rotulacao

aditiva. (Ver figuras 1.5 e 1.6).
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Entéo, dada uma sequéncia (F;) de matrizes (2 x 2) com entradas inteiras nio
negativas, em vista do coroldrio 3.1, podemos associar um sntf de uma forma canénica,

COmo a seguir:

Definigdo 3.1. Dada uma sequéncia (F;) com F; € SL(2,N), definimos 2 () como
sendo o snif determinado pelo agrupamento do snif determinado pela fatoracdo aditiva,
com a sua particao no tempo zero e com os elementos da particio apds agrupamento

devidamente rotulados, e escolhendo alguma ordenagao.

3.2 Familia multiplicativa

A partir de agora focaremos em uma determinada familia Anosov no 2-toro, dada
‘por uma sequéncia de matrizes (2 x 2). Como veremos, a codificagdo correspondente

também vird de matrizes (2 x 2). O principal exemplo vem a seguir.

Definicao 3.2. Dada uma sequéncia <n>= (...n_inony...) € Hfz N* onde N* =
{1,2,...} e paridade p € {+,—}, a versdo no toro quadrado da familia multiplicativa
determinada por <n> e p € a familia de aplicacées (M, f) = (M, f;) ao longo da
sequéncia 2-toro, como se seque:

Consideremos primeiro o caso com paridade (+). Fizamos

A; = para it par, e A; = para i impar.
Parai € Z, seja M; = R?/Z? com a métrica Euclidiana padrdo e pensando que A; estd
aplicando em vetores linha.
Definimos f; : M; — My, como sendo a Jungdo dada pela multiplicacio & direita

por A;, isto é, para (z,y) em M; = R?/72,

fitle yl— [z y]A

Para paridade (—) trocamos A; pela sua transposta.
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Mostraremos que (M, f) é uma familia Anosov, descrevendo os autoespagos expan-
sores e contratores e os autovalores explicitamente. Mudando para autocoordenadas,
daremos uma segunda versdo da familia multiplicativa, que é conjugada (limitada-
mente) & versdo toro quadrado.

Usaremos a seguinte termologia: uma matriz individual A;, como antes, tem pari-
dade (4), (—) se ela é triangular inferior (respectivamente superior), entdo uma sequéncia
(A;)icz tem paridade (+) exatamente quando cada uma das suas matrizes tem, ao
mesmo tempo, paridade (+).

A partir da sequéncia (A;) definiremos uma sequéncia de matrizes (B;) cujas li-

nhas vao ser os nossos autovetores. Estas matrizes estardo em um conjunto By =

Bio+} UBp,—y € SL(2,R) com B = Z _ca ] satisfazendo as condicoes:
(i) a, b,¢,d >0;
(ii) detB =1;
(iii) para B € Byo4}, 0<a<1l, b=1 e d<c

para B€ By, 0<b<1l, a=1 e c<d

Dizemos que B € B, tem paridade (+) ou (—) quando ela estd em By ou B_
respectivamente.

Dado uma sequéncia de inteiros mg, mi,... com m; > 1, usaremos a seguinte
notagdo para a fra¢do continua:

[m] = [momy...| = i

mo+ ———
g

A correspondéncia (m;)ien — [m] define uma bijegdo de 3“ “N* no conjunto dos

irracionais em (0, 1) (Ver [12], p.65).

Proposigdo 3.1. Dado <n> € [[T°N* e paridade (+) ou (—), entdo para a familia

de aplicagoes (M, f), como definimos anteriormente, os autoespagos E? e EY de M; =
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R?/Z? sio gerados pelos vetores vi = [b; —a;], v¥ = [d; ¢;], com autovalores (\]') < 1
e (Ai) > 1, respectivamente, onde estes sao definidos pela condigdo a;d; + c;b; = 1 junto

com:

para A; com paridade (+): a; = [ninigr...], bi=1, ZZ = [ni—1ni—2. . .]

1
e Az ——
a;
para A; com paridade (—): b; = [niniy1...], a;=1, d& = [ni—1mi—3.. ]
1 3
A= —.
e 5

Demonstracao. Comecamos com a sequéncia <n> e paridade (+) ou (=), e a
sequéncia de matrizes (A;) associada. A partir dos nimeros reais positivos a;, b;, c;, d;

determinados da maneira como afirmamos no enunciado da proposi¢ao, definimos:

Ja que a;d; 4+ c;b; = 1 por definicdo, temos detB = 1. Entéo, a partir da sequéncia (A;)
ou, equivalentemente, de <n> € Hf;’ N* junto com a escolha da paridade p, definimos
uma sequéencia de matrizes B; € By com paridade de B; sendo a mesma de A;.

Agora definimos a matriz diagonal

A 0

.Dz' -
0 A1

Afirmamos que as sequéncias A;, B;, D; estao relacionadas como a seguir:
DiBiAi = Bi+1 (31)

Isto ird finalizar a prova, j& que os vetores v7, v} sdo as linhas de B;, e temos desta
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equagao que:
v;A;=[1 0]BiA; = [1 O]Di_lBi-H =[N 0B = /\z’_l”isﬂ-

Falta verificar a afirmagdo (3.1); chequemos para ¢ = 0 e paridade (4). Queremos

verificar BoAg = Dy 1B,. Temos:

bop —ap |-] 1 O bo —noag —a
BoAy = 0 0 _ 0 0Q0 0 . (3.2)

do ¢ ng 1 do+mnoco  co

Para ¢ = 1 a paridade muda, isto é, a paridade fica (—). Logo:

1 1—nga bo — nga 1
b = [nln2.__] =— —ng= U o 20 070 =—(b0—’n,0a0) :A()(bo—n()ag);
Qo ap Qg Qo
1
a1 =1=— a0 = oao
0

Perceba também que o quociente dos elementos da segunda linha da matriz ByAg é

[non—1...], pois:

+n d,
u=—0+no:[n_ln—2...]+ng = L:[non_l...].
Co Co do + noco
ANt oo b — h, zm bo — —
Ecomo DB, = 0 Rl Ad 9 = 0= Ao
5 = = =
0 )\0 d1 c1 /\0d1 /\061 /\Odl /\001
Aoci (&1 y -1
onde S A [ron—1 . ..], concluimos que ByAg = Dy By = DoByAy = B; a
0a1 1

Observagao 3.2. Perceba que se tomarmos aplicagées em wvetores coluna, teremos

que as colunas de Bi_+11 sao autovetores para a familia multiplicativa (M, f). Isto é

verificado observando que BiAiB{_i_ll =7l

.~ € uma diagonalizagdo para a familia.

_ Citl  Qit1 , . Git1
Como B} = , concluimos a afirmagdo tomando w},; =

—diy1 bip bit1
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verificando que:

1|0 11| 0 | 0
Aiwiyy = AiBiiy =B D; = B; = dow;'.

1 1 Ai
Note que a igualdade BiAiB;rll = D;! ¢ dada pela equacdo (3.1), logo estamos falando
da mesma conjugacgdo (verificado mais adiante), porém a aplica¢io € feita ao longo
de vetores coluna. Assim acabamos de dar uma sequéncia de autovetores coluna para
a familia multiplicativa, a sequéncia (w}') € dada por vetores com entradas positivas,
logo apresentamos ezplicitamente a sequéncia de autovetores que trata, a menos de

normalizagdo, o lema 2.8 e, consequentemente, a aplicacao da medida central de Parry.

Voltemos aos autovetores linha. Usaremos a diagonalizacio feita na proposicao 3.1
para definir uma segunda familia de aplicagdes, que expressa a familia multiplicativa
em autocoordenadas.

Escrevemos N; = R?/A; onde A; é a latice gerada pelas linhas de B;! com a métrica

Euclidiana de R?, e definimos g; : N; — N;;; por:
gitlz yl— [z yID7".

Chamamos (N, g) a versdo em autocoordenadas da familia multiplicativa (M, f).

Lema 3.2. Para uma matriz em By, os vetores coluna tem comprimento no intervalo

(1/2,V/2) e o dngulo entre eles satisfaz sen(f) > 1/2.

Demonstragdo. Consideremos paridade (+). Das condigdes (3), (i) e (i) que de-
finem By, temos: b=1; ad+cb=1 = ad+c=1 = a,c,d < 1. Consequentemente
os vetores coluna (b,d) e (—a,c) tem comprimento < /2.

Denotando v = (—a,c) e w = (b, d), sabemos que o paralelogramo gerado por v, w

tem 4rea 1 (pois ad + cb = 1). Entdo 1 = ||v||||w||send, onde 8 é o dngulo entre eles.
1 1

1
Tolliwll = Vava 2

Logo, a partir do comprimento estimado acima, senf =
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Observagao: Note que estas estimativas sdo bem grosseiras, mas precisamos apenas

das limitagGes para mostrar a seguinte proposigao.

Proposicao 3.2. As familias de Anosov (M, f) e (N, g) sio limitadamente conjugadas
pela aplicagdo Ei : M; — N; definida por

hi:lz y]— [z B

Para (N,g), a sequéncia de autovetores uf = [L 0] e u¥ = [0 1] tem os mesmos

autovalores (\;') e (\;), respectivamente.

Demonstracao. Segundo a férmula By — DgByAg = Bj, temos o diagrama comu-

tativo

Ao Ay

My M,

TB TB‘ TBQ TB
D! Dyt Dyt

No—— N, Ny —> N3

para agdo em vetores linha, e D; ! é a diagonalizagio de A; com respeito as autobases.
A conjugagio das familias é simplesmente a multiplicagdo & direita da matriz B; ' por

vetores linha. Isto apresenta a conjugacio em R2. Perceba que:

B = b —ai]I: c; :i}Z[bici—kaidi aibi—ab | =[1 0] =us
—Uq )

Também v¥¢B;! = .
Além disso definimos A; = reticulado gerado por [l 0]B;' =[¢; a;] e [0 1]B]! =
[—d; b] (ver figura 3.1).
Continuemos para checar que N; é levado em N;y;. E suficiente mostrar que
D; Y(A;) = Ai41. Tomando a inversa da férmula D; B; A; = By, temos: A; lBi_ gt =
B;rll que é equivalente a

B D' = A:Bg. (3.3)

Mas A; : R?/Z? — R?/Z? preserva a latice gerada por {[1 0], [0 1]} j& que 4; €
SL(2,Z). Logo, da igualdade (3.3), temos que a ldtice gerada por {[1 0]B; ", [0 1]B; '}
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é levada & latice gerada por {[1 0]BZY, [0 1)B7}} por D;.

A afirmagdo sobre autovetores segue imediatamente da diagonalizagdo. Agora
mostremos que a conjugacao ¢é limitada. Pelo lema 3.2, para as elipses que sdo as
imagens da bola unitaria pelas matrizes B; agindo em vetores coluna, hé raios que as
limitam por dentro e por fora. Consequentemente, o mesmo é verdade para as matrizes
B; ! agindo em vetores linha, j& que as linhas de B;! é uma rotagéo de 7/2 das colunas

de B;. Logo, pelo lema 1.1, a conjugagéao é limitada (ver definigdo 1.15). O

Corolério 3.2. A familia multiplicativa (M, f) é uma familia Anosov.

Observacao 3.3. A conjugacgdo anterior, embora limitada, nao é uma isometria. De
fato, para a familia (M, f) a métrica em cada toro M; € a mesma, enquanto os toros
N;, em geral, nao sao sequer isométricos. Para M;, a métrica foi escolhida de modo
que os vetores da base fossem ortogonais e de comprimento 1, enquanto os autovetores
ndo sdo, em geral, nem ortogonais nem de comprimento 1; para (N, g), os autovetores

sao escolhidos para serem ortonormasis.

Na versao toro quadrado, todas as componentes sao isométricas e toda a dindmica
é realizada pelas aplicagdes. A versdo em autocoordenadas (N, g) é um caso inter-
medidrio, as métricas também estao mudando ji que os espagos-componente nao sao,

em geral, isométricos uns aos outros.

&1 -1 -7 -
voBl wasl L.

Figura 3.1: A; = reticulado gerado por [ 0]B;* e [0 1]B; .
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Observacao 3.4. Se tomarmos a familia (M, f) com aplicagoes em wvetores coluna,

como mencionado na observacio 3.2:

Ap

M, M;

"‘TBO_I TBI_I TB;I TBa—l.“
Dyt D! Dyt

N() L N1 - N2 N3

temos também uma conjugagdo limitada. Basta perceber que o lema 3.2 vale aqui

também.

3.3 Renormalizagcao de caixas e construgao da particdo de
Markov

Apesar da prova da proposi¢do 3.1 parecer meramente formal e algébrica, existe
uma interpretacao geométrica simples por tras das férmulas, que serd exibida nesta
secao.

As matrizes A; e B; que aparecem na férmula principal e ddo a diagonalizacdo
D;B;A; = B;;; tem duas interpretacoes bem diferentes. As matrizes A; fornecem
a renormalizac¢do, assim, num conjunto de coordenadas, elas sdo meramente combi-
natérias (uma mudanca de base da litice) enquanto que, em outras coodenadas, elas
sao aplicagoes hiperbdlicas.

Primeiro construiremos a particdo de Markov na versdo toro quadrado (R?/Z2).
Como ja dissemos, as linhas das matrizes B; dao uma sequéncia de autovetores vy, v}.
As aplicagoes A; estdo em SL(2,7Z), consequentemente sdo uma familia de aplicacoes
ao longo de uma sequéncia de toros quadrados M; = R?/Z2. Agora usaremos a matriz
B; para construir dois paralelogramos que serao a particdo de Markov para a i-ésima
componente M;. Sao eles: o paralelogramo com lados gerados pelos vetores d;v$, a; v} e
o paralelogramo gerado por ¢;v¢, —b;v¥. Note que a unido destes paralelogramos dao um

segundo dominio fundamental para a l4tice Z? agindo em R?; assim, eles particionam
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o toro. De fato, para o paralelogramo com lados d;v{, a;v}* temos:

dvi = (d;b;, —d;a;)

a;v; = (aidia aiCi),

com &rea a;d;(a;d; + ¢;b;) = a;d;.det(B;) = a;d;. Para do outro paralelogramo, calculos
andlogos mostram que sua area é b;c;. Logo a soma das areas dos dois paralelogramos
é a;d; +b;c; = det(B;) = 1, Vi, e como A; preserva a area (detA; = 1) e v] e v} sdo seus
autovetores, segue o resultado.

Exemplo: Mostremos um simples exemplo com n; = 1, Vi; isto é, <n>=[...111.. |;
neste caso as autodiregdes sdo ortogonais (por acaso), pois a; = [111...] = d;/¢; (isto
tomando paridade (+)) e b; = 1. Logo v; = (b;, —a;) = (1,—a;) e v} = (d;,¢;) =
(aici, ¢;), assim viv} = (1, —a;).(aici, ¢;) = 0. Além disso, as caixas sdo quadrados, veja
para o paralelogramo gerado por d;vf,a;v}: Queremos mostrar que [|a;v¥|| = ||d;v{||,

isto &, a;||v}|| = di||v¢]|-

Tomemos a paridade (+), entdo: A; = , Vi,
1 1 _
a;=[111...] = = = (1+a)a=1= aizﬁ,poisai>0.
+.—
1+4--
Assim —f: 1;\/5 eb=1
bi —a; 1 1-2—\/5
Logo B; = = 7 E como detB; = 1 temos que
;G LS g
Ci=—5— Entao vi—(l, 5 )evi—(l—o, o )
~1++5

«
o

2 ¢ (—1;\/5)202 _ —1+\/56i 14+ (—1+\/5)2:

Finalmente, a;|[v¥| = i 2

dilv; |-
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As caixas geradas por este exemplo estdo ilustradas na figura 1.1 do capitulo 1.
Agora, sendo uf = [1 0] e u = [0 1] os autovetores de (N,g), temos que o
paralelogramo gerado por d;v], a;v}', em autocoordenadas, é o paralelogramo gerado

por d;u;i, a;uy, pois:

viB7'=[1 0] =v = (dv})B;! = dus

(B

wWB1=[0 1 =u = (a;v¥)B;! = aul.

Da mesma forma, o outro paralelogramo, em autocoordenadas, é gerado por c;uf, —b;u¥.

Os paralelogramos tornam-se retangulos, visto que os autovetores uf e u} sdo or-
togonais. Chamamos estes retingulos de caixas e escrevemos R; = {R?, R}} para a
partigdo resultante de N; = R?/Ap..

Note que, em autocoordenadas, a latice que define o toro torna-se uma latice para-
lelogramo. Os vetores (c, a) e (—d,b) geram esta létice; estes sdo exatamente os vetores
[1 0]B;'e[0 1]B;, isto &, as linhas de B;™.

E conveniente fazer uma rotacao de 90° nas autocoordenadas no sentido anti-horario
para efeito de ilustracdo (ver figura 3.3). Assim o vetor u¥ fica igual a (—1,0) apds
rotagdo, enquanto uf fica sendo (0,1), entdo o retingulo R} é a caixa da esquerda;
fazendo uma mudanga na orientagdo do eixo horizontal para adequar as coordenadas

padrao, esta caixa tem como base o intervalo [—b;, 0] no eixo horizontal e como altura

(-d,b

c,a)

Figura 3.2: Particao do dominio fundamental, em autocoordenadas, gerado pelos vetores
linha de B;. Segunda figura com partes identificadas, e a terceira figura com uma rotulagao
conveniente para os elementos desta partigao.
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— | -

Figura 3.3: Dois dominios fundamentais para a litice, em autocoordenadas: o paralelo-
gramo e a particdo duas-caizas Ro. A figura foi rotacionada 90° no sentido anti-horario por
conveniéncia. Entdo, nesta figura, o eixo horizontal d4 a direcao expansora. Figura exposta
em [1] com alteragGes convenientes.

Figura 3.4: O par de caixas em autocoodenadas; para i com paridade (+): os vetores
linha de B; sdo as coordenadas dos vetores que geram a latice (paralelogramo). A figura foi
rotacionada 90° no sentido anti-hordrio. Para paridade (—), esta figura fica refletida pelo
eixo vertical. Em ambos casos, a caixa da esquerda é R} e a da direita é RY. Figura exposta
em [1] com alteracoes convenientes.

o intervalo [0, ¢;] no eixo vertical; a caixa R? tem base [0, a;] e altura [0, d;].
Assim a fronteira da particdo R; é, nas coordenadas apds rotagao, o seguimento
[—b;, a;] no eixo z unido com o segmento [0, maz{c;,d;}] no eixo y (ver figura 3.4).

Na proposi¢do 3.1 encontramos a férmula DyByAy = Bi; esta férmula tem a
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seguinte interpretacao geométrica. Considere a operagao:
BO — B()A() = DJIBI

Usamos a nova matriz BgAg para definir um novo par de caixas no mesmo toro
Ny = Rz/ABO, da mesma forma como descrito anteriormente para By. Chamamos
este procedimento de passar de um par de caixas para outro de renormalizagao de
caixas . Este procedimento tem uma descrigdo algoritmica simples, como veremos a

seguir.

Proposicao 3.3. Considere a familia multiplicativa dada pela escolha de <n> e da
paridade. Na representacio em autocoordenadas (N, g), o pullback da particao R; em
N; para o toro Ny = R%/Ap, dd a sequéncia de particées definida como anteriormente
para as matrizes By, BoAo = Dy 1B:, BoAgA; = Dy 1DI‘IB2, .... Equivalentemente, a
sequéncia dos pares de caizas € dada pela renormalizacao de caizas: Primeiro remova
tantas copias quanto possivel do menor intervalo da base, por ezemplo, para a paridade
(4), a caiza menor tem comprimento ag (em relagio a base) e fica a direita, este é o
menor intervalo da base; a outra caira é maior, tem comprimento by = 1. Depois corte
a caiza maior em pedagos correspondentes ao comprimento ag e empilhe estes pedagos
sobre a caira menor, produzindo um sequndo par de caizas (ver figura 3.5 e 3.6). Para
o terceiro par, comece com a caiza da esquerda, ja que a paridade foi trocada e agora
esta € a caiza menor. Este procedimento também é chamado de “cutting and stacking”.
A sequéncia de particdes R; € uma sequéncia de parti¢coes de Markov para a familia de

aplicagdes (N, g).

Demonstragao. Note que o nimero de cépias do intervalo de comprimento ag re-

. 2 . L . b . . b .
movido é o inteiro ng, onde ng = [—0 = { parte inteira de = §, pois ap = [nony ...] =
ag Qg

1
,eb(]:l.
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b() 1 1 b b
Logo, — = ——— =g+ — = [—°]+{ arte fraciondria de —O}.
& ag 1 : 9 n +--- Qo P f Qg
n0+711+"'
Assim O<Z—0 —ng <1, entdo, 0 < by — ngag < ag < 1.
0

Entdo ng é o numero de cépias inteiras de ag em by. Perceba que agora a caixa da
direita é a maior com comprimento da base igual a ag e altura dyp+ngcy, enquanto a caixa
menor (da esquerda) tem comprimento da base by — ngag e altura ¢g. E comparando
estes resultados na equagido (3.2) vemos que a renormalizagido da caixas produz um

novo par de caixas cujos lados tém comprimentos dados pela matriz ByAy. O

e e, A

Figura 3.5: Renormalizagdo das caixas, em autocoordenadas, apresentando dois pontos
equivalentes sob a ac¢do da latice, apds rotacao de 90° das coordenadas no sentido anti-
horério. Figura exposta em [1].

3.3.1 Produzindo uma particao geradora: o método de Adler-Weiss

O procedimento realizado na proposigao 3.3 descreve uma sequéncia de particoes
com a propriedade geométrica de Markov. No entanto, Ry nao é geradora, isto é, nao
separa pontos. Para produzir um gerador para R nds usaremos o método de Adler
e Weiss [2]. Por enquanto nos focamos no sft. Definimos P, como sendo a particdo
que consiste dos fechos das componentes conexas de ’;?,k Vg, 1(7°?,k+1). Como antes,
PV Q denota a junc¢do de duas partigoes (por 703, entendemos a unido dos interiores

dos elementos da particdo R.) Precisamos tomar interiores pois queremos que a nova
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Figura 3.6: Da esquerda para a direita: a particdo duas-caizas Ro com by = 1, cortada
para gerar a partigdo Py com ng+ 2 elementos, lendo da esquerda para a direita, 1000, 1100,
1110, 1111 e 0000 (veja na préxima se¢@o), redimensionando pela matriz diagonal teremos
a; = 1; emplilhando para obter b, c;,d; e uma nova particao duas-caizas R,. As duas
tltimas figuras se sobrepdem, isto é, sdo iguais a menos da agéo da l4tice, e as componentes
conexas de R; junto com Rg redimensionada da Py redimensionada. Figura exposta em [1].

fronteira seja a mesma que a antiga, e ndo tenha duas partes acidentalmente grudadas.

Chamaremos Py, a particao componente conexa para a familia multiplicativa.

Proposigao 3.4. A particio componente conera P = (Px)rez € uma sequéncia de
partigoes de Markov geradora para a familia multiplicativa (N, g). Esta sequéncia passa
por conjugagdo ao longo de uma sequéncia de particoes de Markov geradora para a
familia multiplicativa (M, f) no toro quadrado. Para uma escolha de paridade (—)
ou (+), a parti¢io de qualquer componente dada varia continuamente com respeito a

métrica Hausdorff e a <n> € Hfg N*.

Demonstragao. A fronteira de Py agora consiste de dois segmentos [—bp, ag] €

[0, do + ngco) = [0, Aod1]. Assim é satisfeita a propriedade geométrica de Markov, como
ja visto. Agora os elementos da particdo (g_,)"PpV...VPV...V(g,) "P, sdotambém
conjuntos conexos. Consequentemente, seu didmetro vai a zero quando n — oo, entdo
existe no maximo um ponto em uma determinada intersec¢do infinita de interiores.
A continuidade nas fronteiras da partigdo é imediata da férmula das coordenadas das

duas caixas, e isto passa ao longo das componentes conexas. a

Na préxima secdo descreveremos outra maneira de construir este gerador, que au-
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tomaticamente nos leva a rétulos naturais para os elementos da particao.

3.4 Uma extensao dos teoremas de Adler e Manning para
familias de aplicacoes.

Lembremos que SL(2,R), SL(2,Z) sio os grupos de matrizes (2 x 2) com entradas
reais (respectivamente inteiras) e com determinante 1. Um elemento A € SL(2,Z)
induz um automorfismo que preserva orientagdo no 2-toro, ja que determinante é > 0
(pensando nele como grupo fator R?/Z? pela multiplicacio a direita por vetores linha).
Tal automorfismo é hiperbélico quando ele tem dois autovalores A\, A~! com X > 1.

Em [10], Adler prova um teorema que inclui o seguinte: para qualquer automorfismo
hiperbélico A (2x2) no toro com entradas ndo negativas e que preserva orientagao existe
uma particdo de Markov que é codificada como um vertexr shift usando exatamente a
mesma matriz.

Assim, quando

existe uma parti¢ao geradora do toro com p+¢+7+s elementos, que é codificada como
um “vertex-shift”, tal que exista (na convengéo vetor linha) p arestas indo de 0 para
ele mesmo, ¢ arestas indo de 0 para 1 e assim por diante; isto é, o automorfismo no
toro é codificado como um sft usando as arestas como simbolos, onde um simbolo pode
suceder so outro exatamente quando a aresta correspondente pode seguir da outra no
grafico. Como descrito na se¢ao 2.3.5.

Manning provou, independentemente, um resultado similar. Ver [17] e observagéo
3.6.

O teorema é notdvel na medida em que d4 uma ligagdo direta entre dois usos da
mesma matriz que sdo, aparentemente, completamente diferentes: para definir um
espago espagos vertex shift e para definir uma aplicagdo no toro. A existéncia de
alguma codificacdo semelhante a um snf é conhecida hd muito tempo (desde [2]), mas

parece que essa codificagdo especial ndo foi observada antes, exceto em alguns casos
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especiais.

Se primeiramente considerarmos, por exemplo, a matriz

entao o sft definido pelo vertex shift é dado pela matriz 0 — 1 (5 x 5). Para es-
crevé-la, precisamos escolher uma ordem para as arestas. Fazemos a rotulacdo aditiva
como na figura 1.6 ordenando como (110, 111,000,010,011); isto corresponde a or-
dem geométrica da esquerda para direita nos elementos da parti¢do, quando a direcao
instével é horizontal, ver também ( [11], p.84). A matriz de transi¢io (com convencio

linha) é entdo:

—00 11 1-
11000
A=100111
00111
11 000_

Isto € semelhante ao que fizemos na secéo 2.3.5 (figura 2.2), aqui estamos sugerindo
uma rotulagdo para estas arestas, esta rotulagdo é feita observando a sequéncia de
vértices permitidos (veja figura 1.6). Isto d4 uma rotulacio natural nas arestas apés
agrupamento.

A utilidade de apresentar vertex shift determinado pela matriz A (2 x 2) é que
esta forma é muito mais concisa. A descoberta de Adler e Manning foi que quando a
particdo de Markov é escolhida com cuidado, esta forma revela tudo sobre a dinamica,
visto que a aplicagdo tem exatamente a mesma matriz.

Na prova de Adler, a parti¢do geradora é produzida da seguinte maneira: ele comeca
com uma particdo R ndo geradora consistindo de dois paralelogramos; estes definem
um gréfico de arestas simples (isto é, no maximo uma aresta sai de cada vértice) onde

hé dois vértices correspondendo a um sft de dois simbolos rotulados de 0 e 1; a particao
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geradora consiste das componentes conexas da jungdo de R com f~!(R); com isto, o
grafico de arestas é dado pela substitui¢do de cada aresta pelo nimero de componentes.

Assim, para a matriz

existem q componentes conexas em f~1(R;) N (Ro) e assim por diante.
Agora iremos mostrar como a codificagdo Adler-Manning estende-se para sequéncias
de matrizes. No processo, descobrimos uma nova forma de compreender o resultado de

Adler. Vamos concluir o seguinte:

Teorema 3.1. Para toda sequéncia nao trivial (A;)icz com A; € SL(2,N), a familia de
aplicagées determinada por esta sequéncia € uma familia Anosov. Eziste uma sequéncia
geradora de particoes de Markov que codifica a familia conforme o diagrama de arestas
de Bratteli com transicoes dada pela mesma sequéncia (A;), e tal que, além disso, as
particoes geradoras consistem de componentes conezas de sucesswas jungoes a partir
de uma sequéncia de particoes duas caizas, com o nimero de arestas mailtiplas (entre

dois vértices sucessivos) correspondendo ao nimero de componentes.

Aqui “ndo trivial” significa ndo eventualmente triangular superior (ou inferior)
até +0o ou —oco. A idéia é a seguinte: definimos a codificagdo primeiramente para
sequéncias aditivas, onde a explicagdo geométrica vem diretamente da renormalizacao
das caixas e ali temos uma situagio bastante transparente; em seguida mostramos que
estas codificagoes sdo bem comportadas com respeito & operagdo agrupamento, desta
forma cada componente conexa corresponde a um nome diferente ao longo da fatoragao
aditiva. O tltimo passo é lembrar do lema 3.1, que toda sequéncia de matrizes nao
negativa tem uma fatoragdo canodnica em termos de geradores aditivos, permitindo-nos

aplicar o resultado anterior.
3.4.1 Familias aditivas e lineares

Chamamos uma sequéncia F; € SL(2,N), com i € Z, de sequéncia linear, com os

espacos sendo o toro quadrado R?/Z2, isto é, com a métrica Euclidiana padrédo vinda
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do plano. Chamamos a familia determinada por (F});cz de familia linear.
Agora examinaremos o Ezemplo 3 da se¢do 1.3 em detalhes. Quando a sequéncia

linear é tal que cada matriz F; é igual a algum dos geradores aditivos

a chamamos de familia aditiva; dizemos que estes geradores tem paridades (+) e (—),
respectivamente. Dizemos que a familia aditiva é nao trivial se as matrizes mudam a
paridade infinitas vezes na dire¢ido +o00 e —oo.

Toda familia aditiva nao trivial transforma-se, apés agrupamento, numa familia
multiplicativa, isto é, juntando matrizes triangulares superior e inferior vizinhas de
maneira 6bvia, convenientemente ap6s um shift para que a mudancga de paridade ocorra
entre os tempos —1 e 0. O inverso também ¢ vilido, j4 que, naturalmente, a familia
multiplicativa fatora-se como poténcias dos geradores, dando uma familia aditiva (ndo
trivial).

Mais geral, pelo lema 3.1, qualquer sequéncia linear nio negativa fatora-se unica-
mente como uma familia aditiva, como na parte (i) do corolario 3.1.

Como uma fragdo continua infinita corresponde a um ntmero irracional (ver [12])
e, pela proposigdo 3.1, as autodiregdes sdo gerados por vetores cujo quociente das coor-
denadas é uma fracdo continua infinita, temos que, excluir as familias aditivas triviais,
isto é, as sequéncias eventualmente constantes, corresponde exatamente a remover as

direcdes racionais para as folheagoes instaveis e estaveis, que é um conjunto enumerével.
3.4.2 Particao de Markov e dindmica simbdlica para a familia aditiva.

A seguir descreveremos uma sequéncia de partigdes de Markov para uma familia
aditiva néo trivial. Aqui, teremos uma sequéncia geradora desde o inicio, sem a ne-
cessidade de tomarmos componentes conexas de jungoes. Esta construcdo ird dar uma
nova forma de obter geradores para as familias multiplicativas.

Comecamos com uma sequéncia <n>= (...ngn;...) € ]—[J_rzz N* e assumimos, por

simplicidade, que a sequéncia aditiva (A;) muda de paridade entre os tempos —1 e 0,
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como anteriormente. A familia aditiva entao transforma-se em familia multiplicativa
apds agrupamento que agora escreveremos como (A4;).

Correspondendo a aplicagao

que descreve algebricamente a operagdo de renormalizagdo multiplicativa das caixas,
agora temos a equacao

By +—— DBy Ay = By,

que corresponde & renormalizagdo sendo feita aditivamente, passo a passo, isto é, em
cada estdgio k removemos e empilhamos uma caixa, repetindo n; vezes. A matriz
diagonal Dy, esta definida de forma a renormalizar as caixas, mantendo a maior largura
sempre igual a 1, tomando a entrada A de Dj como o inverso da largura da caixa
menor.

As particoes de Markov geradoras agora estdo faceis de descrever: elas sdo, para
cada componente My, exatamente o par de caixas. Vamos denotar esta sequéncia
de parti¢des por Py e comparar com a partigdo multiplicativa ja definida, que agora

denotaremos por ’,Ek. Temos o seguinte:
Lema 3.3. A sequéncia Py gera para a familia aditiva.

Demonstragao. Daremos duas provas. A primeira é direta: note que as interseccoes
dos interiores dos elementos da particdo apds pullback por aplicagoes apropriadas sao
sempre conexas, enquanto claramente as larguras (e as alturas para tempo negativo)
vai para 0. Dai ela separa pontos, isto €, gera.

A segunda prova é mais abstrata: comegamos com a particdo geradora para a
familia multiplicativa dada pela proposigdo 3.4. Logo, pelo lema 3.4 a seguir, a parti¢ao
componente conexa é igual a particao agrupada aumentada; finalmente, pela implicagao
(volta) da proposigdo 1.10, temos que a sequéncia de partigdes P gera para a familia

aditiva. O
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Mostra-se que uma boa dindmica simbdlica resulta da rotulagio das duas caixas de

Py da seguinte maneira:

Teorema 3.2. Considere a familia aditiva (M, f) dada pela sequéncia aditiva A =
(A;)iez agindo em vetores linha, entdo se atribuirmos a caiza da esquerda o simbolo 1
e para a caiza da direita o simbolo 0, o shift ndo estaciondrio correspondente definido
por esta codificacio tem suas matrizes de transi¢dao definindo a mesma sequéncia de

matrizes. Isto é o snif € ) .

Demonstracao. Vamos supor que a paridade da familia aditiva dada por A; é (+);
entdo temos A; = [ i ‘1’ ] . Pela figura 3.5 a caixa mais larga estd & esquerda, e tem
rétulo 1, o pullback da particdo no tempo 7 + 1 satisfaz isto exatamente nas caixas
renormalizadas definidas pela matriz B;y; (com os pontos devidamente identificados),
assim os pontos da caixa 1 no tempo ¢ pode ou estar na caixa 0 ou na caixa 1 no tempo
¢+ 1, enquanto os pontos da caixa 0 estara necessariamente na caixa 0. Logo, a matriz

de transicio é | ' ° | , exatamente a mesma matriz. O
1 o1 |?

3.4.3 Gathering, componentes conexas e dinidmica simbdlica.

A ligacdo com a sequéncia de parti¢des geradoras Py de JT/I;, da familia multiplica-

tiva, é dada pelo seguinte:

Lema 3.4. Para a familia multiplicativa (H , f), a particao componente conezxa ’ﬁi €a
particao agrupada aumentada da partigao P, tomada ao longo da sequéncia de tempos
(n;). Entdo, P; é igual a jungdo dos pullbacks a componente 1\7[; = M,, das (n; + 1)

particoes P em duas caizas, para n; < k < n;yq.

Demonstracao. Isto é claro da definigdo; ver figura 3.6. Entdo, por exemplo, para
Ng = 1,

Po =Po V (90) " (Py),

que tem trés elementos. a
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Na verdade, algo semelhante acontece em casos mais gerais.

Lema 3.5. Seja (Ax) uma familia aditiva, e seja P sua particio geradora (duas
caizas). Seja (m;) uma sequéncia crescente com m; € Z e defina A como sendo a
familia agrupada ao longo desta subsequéncia. Defina (’ﬁ,) como sendo a parti¢ao com-
ponente coneza da jungGo de P, com o pullback de Pp,,, pela aplicagio composigdo.
Entao, ('ﬁ,) € igual a particao agrupada aumentada tomada ao longo da subsequéncia

(m;) da particao aditiva P.

Demonstracao. Observamos que na versao autocoordenadas da familia multiplica-
tiva, as bordas das duas caixas no tempo m; sdo formadas por uma unido de dois
segmentos nos eixos z e y, cada um deles contendo o ponto (0,0) e formando um
“T” na forma geométrica. Ap6s pullback, os dois intervalos correspondentes vindo
do tempo futuro m;;; ddo um subintervalo do intervalo instdvel e um segmento que
contem o intervalo estdvel. Temos que mostrar que as componentes conexas do comple-
mento destes quatro intervalos fechados no toro sdo iguais a parti¢do dada pela juncao
de todos os pares de caixas de todos os tempos até m;,; (inclusive m;y1), o que dé
a particio agrupada aumentada. Mas os dois segmentos (apds pullback), respectiva-
mente, estdo contidos e contém todos estes segmentos “pulled-back” até m;yq, visto
que eles estdo nas folheagOes expansoras e contratoras. Logo, nenhuma borda nova é
somada no agrupamento aumentado (ele d4 exatamente a mesma linha vertical das

duas caixas originais), concluindo a afirmacao. O

Observacao 3.5. Note que, para a familia aditiva, a sequéncia de particées duas caizas
jd gera, sem a necessidade de tomar componentes conezas.

Observamos que a sequéncia de parti¢ées aditiva € mais eficiente que a multiplica-
tiva. Isto se vé a partir da expressao no lema 3.4; note que na definicdo de ('ﬁz) eziste
uma parte redundante, jé que cada parti¢ao Py (para k = ... ,ng,no+n1,...) € incluida
duas vezes, esta é exatamente a diferenca entre as particoes agrupadas e as partigcoes

agrupadas aumentada de P ao longo da sequéncia (n;).
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O lema 3.5 mostra a relagdo entre o método das componentes conexas e do agru-
pamento aumentado ao longo da familia aditiva e, consequentemente, a conexao com

o diagrama de Bratteli telescopado. A proposigdo 1.17 leva-nos ao seguinte:

Teorema 3.3. Dado (F;) € SL(2,N), a familia linear correspondente tem uma partigao
de Markov que a codifica como um diagrama de Bratteli com rdétulos aditivos determi-
nados pela mesma sequéncia (F).

Isto €, a tnica sequéncia aditiva (A;) determinada pela sequéncia (F;) do lema
3.1 serve a dois propdsitos: ela dd a unica dispersdo aditiva da familia (F;) e, para
esta dispersao, a sequéncia de parti¢oes duas caizas gera e € codificada pela sequéncia
(A;); telescopando este diagrama de arestas simples temos um diagrama de arestas
maultiplas ligados a dois simbolos com rétulos aditivos, e com o nimero de arestas dado
pela sequéncia (F;). Tomando as componentes conezas dos pullbacks das parti¢oes
duas caizas de (F;) temos uma particio de Markov geradora, que é o agrupamento

aumentado da particio aditiva tomado ao longo da subsequéncia. O

Lembremos da definigdo 3.1 que uma sequéncia (F;) de matrizes inteiras ndo nega-
tivas (2 x 2) determina um sntf chamado )’ . Escrevemos (M, f) para a familia de

aplicagoes no toro definido por (F;) e agindo nas linhas.

Coroléario 3.3. A codificagdo pelo sntf Z(F) da familia linear (F;) define uma con-
jugagdo topoldgica w da familia de aplicagdes (Z(F), o) para a familia (M, f).

Exemplo: Devido a uma familia linear positiva (F;) ter uma tnica sequéncia aditiva,
os elementos da particdo geradora de Markov descrita anteriormente ganha rotulagéo
natural. Descrevemos os rétulos para o caso da familia multiplicativa (veja figura 3.6).
Para k par, tomando por exemplo £ = 0 e ng = 3, como na figura, temos que os
elementos da particdo Py, lendo da direita para esquerda, sdo rotulados da seguinte
forma: a caixa menor (& direita) é rotulada 0000, e a caixa maior é cortada em pedagos
rotulados 1111, 1110, 1100 e 1000, respectivamente; tomando por exemplo n; = 3, para

a particao P;, com paridade trocada, temos que a caixa menor, agora a esquerda, €
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rotulada 1111, e 0,1, 2,3 so rotulados (da esquerda para direita) 0000, 0001, 0011 e
0111.

Observacao 3.6. Na definicdo de espaco shift, pode-se deizar as matrizes de transicao
agir em vetores colunas ou linhas (sendo esta tltima mais usual na teoria de cadeias
de Markov); para diagramas de Bratteli, a convengao coluna € frequentemente usada.
Da mesma forma, matrizes podem ser escolhidas para agir no toro pela multiplicacao
por vetores linha ou coluna (sendo esta iltima mais comum na teoria de sistemas
dindmicos). Assim € usual, em dindmica, termos uma mistura de convengoes. Nor-
malmente isto faz pouca diferenca, mas quando se toma uma sequéncia de matrizes,
como fizemos aqui, fazer uma escolha coerente é muito importante pois, caso contrdrio,
a ordem da multiplicacdo das matrizes fica invertida (como foi discutido no inicio da
se¢do 2.3.3). E mesmo para uma unica aplicacGo Anosov, a coeréncia € fundamen-
tal quando se quer obter uma boa codificacdo do tipo Adler-Manning. Sabendo disto,
temos um coroldrio imediato: que se a convengado vetor coluna fosse usada tanto para as
aplicagées como para as transi¢ées, novamente teriamos a mesma matriz para ambos;
enquanto que, se uma conveng¢do mista fosse adotada, a matriz da codificacdo seria a

transposta daquela que € dada pela aplicacao.

Teorema 3.4. Considere a sequéncia de matrizes (A;)i>o (2 X 2) definida pela familia
multiplicativa dada pela escolha de <n> € Hfz N*. A medida central de Parry vy
definida em H;‘ *{A, B}, onde {A, B} é o conjunto de simbolos, coincide, a menos de
multiplicagdo por uma constante k, com a medida de Lebesgue dos intervalos correspon-
dentes as bases das caizas A e B durante o processo “cutting and stacking” relacionado

a renormalizagao (descrita na proposigdo 3.3).

Demonstragao. Queremos mostrar que, por exemplo, para paridade (+) e ¢ par, a
medida central de Parry de um cilindro de tamanho j + 1 cujo primeiro digito é zg
e ultimo digito é z; = B, onde t; < j < t;31 com tp = 0 e &; = Ef;é ng, Vi > 1,
corresponde ao comprimento do intervalo da base da caixa B; (a caixa B no tempo 3,

que é a caixa maior ja que ¢ é par) diminuido de @; tantas vezes quanto forem os cortes
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jé realizados (no méximo n; vezes); e para um cilindro cujo tltimo digito é z; = A a
medida central-de Parry é a;, a menos de multiplicagao por uma constante x. Depois

também consideraremos ¢ impar (apés mudanca de paridade).

1 : 1
Continuemos com a paridade (+). Agora Ay = [ 0 } , A= [ i } ,
Mo 1 0 1

Seja a sequéncia (L;);>o de matrizes (2 x 2) de entradas 0 — 1, sendo a fatoracio da
sequéncia (A;);>o0. Isto d4 a dispersdo da familia multiplicativa, isto é, a familia aditiva.
Assim, A; =Ly, ... Ly,,~1,Vi>0,0onde Ly, = Ly gy = ... = Ly, 1.

Consideremos duas sequéncias de autovetores, uma para cada familia:
e para a familia aditiva (L;);>0, seja (@;);>0 a sequéncia de autovetores coluna com

autovalores 1, onde ||Wp|| = 1, que existe pelo lema 2.8;
e para a familia multiplicativa (A;)i>0, seja (w;)i>o a sequéncia de autovetores dada

a; ’ ~ , .
por w; = , onde a; é a fracdo continua [n;n;41...] e by =1 para i pare, a; =1
b;
e b = [nnyy1 .. .| para i impar. Sabemos que (w;);>o é uma sequéncia de autovetores
para a familia multiplicativa desde a observagio 3.2.
Como estamos aplicando em vetores colunas, temos que fazer aplicacoes da direita

para esquerda (veja secdo 2.3.3):

Ag Ay Az

. MO M 1 M2 M. C T
onde M; sdo copias do toro quadrado R?/Z2. Fazemos o mesmo para a sequéncia
(Lj)sz0-

Como A;w;y1 = A\iw;, onde \; = 1/a; para i par e \; = 1/b; para ¢ impar ( lembrando

que estamos tomando paridade (+) ), temos:

Wi4-1
Ai s = W;. (34)
Ai
~ Wiy1 , e ; ;
Entdo — é uma sequéncia de autovetores com autovalores 1 para a familia multi-

i
plicativa.
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Também, como A; = Ly, ... Ly, 1, V i > 0, temos:

Aiﬁ)\ti-}-l = 'l.l/)\ti, (35)

ou seja, Wy, Wi, Wt,,... ¢ também uma sequéncia de autovetores com autovalores
1 para a familia multiplicativa. J& que, pela proposicao 1.7, a sequéncia de decom-
posicoes da familia multiplicativa nas diregGes expansoras e contratoras é unica, as

equagoes (3.4) e (3.5) nos dé as seguintes relagdes para estes autovetores:

- = Wo

Wy, = Wo = m ’

Aoy = o = T &2 S = oD, = B = o

A2@t3 = ﬁtz - Xo)\,llunz—wo“ (3__'42 1;\]—;)’ - /\0)\1”100”'@3 - {Ets B xo}%lw()” ’
w;

Wy, = il

: |
[T Aol

=0

Entdo, da equagdo (2.6) da secdo 2.3.4, temos que a medida vy de um cilindro de

tamanho ¢; + 1, isto é, a medida do cilindro [zg...z,], Vi >0, é:

a; ou b;
=0 Mt-llwol im0 Aullwol
para z;, = A e x;, = B, respectivamente.

Entdo, para concluir, basta mostrar que as entradas de w;, Vj > 0, é igual ao
comprimento dos intervalos correspondente as bases das caixas durante o processo
“cutting and stacking” relacionado a renormalizagdo, a menos de multiplicagdo pela
constante k = 1/||wp||. Tomemos ¢y < j < ¢;, ouseja, 0 < j < ny. Em outras palavras,

comegemos com os primeiros cortes a partir do tempo 0 e antes da troca da paridade
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(primeira renormalizagéo).

Para j = 0, como wy = (ap, by) € Wo = “Z—O”, o resultado é imediato.
0

Vejamos para j = ny: na demonstracéo da proposicéo 3.1, vimos que b; = Ag(bg — noao)

ay

< = 1
e que a; = Aoap. E, ja que Wy, = ——— com w; = temos:
Ao||wol| b
1
" 1 o . . .
Wy = 7= , cujas entradas sdo exatamente os comprimentos das bases

das caixas apés todo o processo “cutting and stacking”, antes da troca de paridade (a

menos da constante k£ = 1/||lwo]|).

Agora para 1 < j < ng, ou seja, as entradas de Wy, Wy, ..., Wn,—1: COMO estamos
. 10 =
considerando paridade (+) temos: Lo =L; =...=Lp,_1 = [ ‘, entdo:
1 1
R . wq . 1 10 a1
Lpy_1Wny = Wpy—1 —> Lpy_1——— = Wny_1 —_— =
romi e o " Nollwoll Xollwoll | 1 1 || &,
_ 1 a _ 1 % 1 Qo _

1 Qo

— = Wp,—1. Dando exatamente os comprimentos das caixas
ol | by — (0 — 1)ao

antes do dltimo corte na caixa B.

Continuando a aplicar Lp,—3, Lp,—3, - .., L1 (lembrando que estamos decrescendo
os indices pois estamos aplicando em vetores colunas, ou seja, aplicando na sequéncia

de componentes da direita para esquerda), temos:

1 ap R 1 Qg

@no—zz_ yeeey W] =T

Tomando k = 1/||wg|| temos o resultado. Perceba que esta constante funciona como
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uma normalizagdo onde o intervalo correspondente a base das duas caixas juntas (uma
ao lado da outra), no tempo 0, fica com comprimento 1.

Depois da mudanca da paridade, os cortes comegam a ser feitos na caixa A (a
caixa da direita). Os cdlculos sdo andlogos. Vamos expor apenas o ltimo passo deste

segundo processo, ou seja, quando j = £3, a fim de mostrar que o produto H;;é A é

necessario:
i Wo . asp 1 Ai(a; — niby)
w. p—r — _ = ==
“ 7 doMllwoll — AoMllwoll | , Ao [[wol| by
1 AoAr[ao —ma(bo —moa)] | 1 | ao— na(bo — noao)
Ao [[wol| AoA1.(bo — noao) [[woll bo — ngao

Perceba que as entradas ag — ni(bp — noao) e bp — mpap correspondem exatamente
aos comprimentos das bases das caixas A e B apos o segundo processo “cutting and

stacking” cuja paridade é (—). O

Observagao 3.7. A familia descrita na definicdo 3.2 cuja conjugacio na versdo au-
tocoordenadas é feita pelas matrizes B; descrita na proposicao 3.1, onde as aplicagoes
estao sendo feitas em vetores linha (isto €, para a direita), também tem uma relagdo
interessante com a medida central de Parry. Neste caso, a sequéncia de autovetores
com entradas positivas é dada por: v} = [d; ¢, onde % = [ni—1Mi—2...] para i par; e
% = [ni—1ni—2 .. .] para i impar.

O que ocorre € que, para termos uma sequéncia de autovetores coluna com o objetivo

de adaptarmos a definigio da medida central de Parry, basta tomarmos as transpostas

das matrizes. A7 temos a sequéncia de autovetores coluna com entradas positivas:

d:

o =Y = . , onde, agora, a familia multiplicativa é dada pelas transpostas
Ci

AL AL AL, ... Mas isto € apenas uma mudanga na paridade, entdo estamos

mantendo toda a dindmica feita anteriormente.

Agora perceba que, pelo mesmo raciocinio feito na demonstracio da proposi¢io an-
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terior e cdlculos andlogos temos que a medida central de Parry em [[_L {A, B} coincide
com a medida de Lebesgue (a menos de multiplicagio por uma constante k) dos interva-
los correspondentes as alturas das caizas A e B durante o processo de renormalizagdo,
ja que estas tem alturas iniciais dy e co. FEntao isto da uma extensdo da proposi¢ao

anterior para i < 0.

Observacao 3.8. A familia multiplicativa satisfaz a propriedade de Perron-Frobenius,
isto €, tomando o cone positivo no tempo futuro sentido +oo e aplicando as matrizes
A; da familia (da direita para a esquerda), estes cones (encaizantes) tendem a uma
sequéncia de autovetores para a familia, esta sequéncia € exatamente a sequéncia de

autovetores com entradas positivas wj.



Capitulo 4

Exemplos de Transformacoes Adicas

Vamos citar trés exemplos importantes, com énfase no exemplo da se¢do 4.3 que
tem ligacdo direta com o capitulo anterior. Também discutiremos a existéncia ou néao

de extensoes continuas para estes exemplos de transformagoes adicas.

4.1 Odometro estacionario e nao estacionario.

Este é o exemplo mais bésico de transformacgoes ddicas. Dados alfabetos A; com

#A; = l;, seja L;j; = 1, V i,5. Para este caso, escrevemos H?};)’ = Zf;)“ = [I2: A

[e.e]
com H&) = H HE’S designando o espaco shift ndo estacionério unilateral todo da
k=0

sequéncia de alfabetos (A;)i>o-

Considerando a zero-ésima componente Z(()E; = [Teeof{l,...,l}, definimos uma or-
dem no diagrama de Bratteli, ordenando o conjunto A’ = A, por rétulos nos simbolos,
0<1<2<...<(lg—1). Entéo arestas que entram em cada simbolo sdo ordenadas
de acordo com o simbolo de onde elas vém. Chamamos este tipo especial de ordem
estdvel de: “ordem vertex” (ordem dos vértices).

O diagrama de Bratteli é entao adequado, ja que existe um tinico ponto que nao
tem sucessor, o ponto (.lplilz...). Se definirmos a imagem deste ponto como sendo
(.000...), que é o tnico ponto sem antecessor, temos uma extensao da transformacio
para todo o espago Z?}j; que é uma extensdo continua. No caso cldssico onde [; = d

é constante, S = Z(()‘L")' € o espago shift unilateral todo (shift para esquerda), com d

102
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simbolos, e a transformacao estendida 7' é chamada de Mdquina aditiva de Kakutani-

Von Neumann ou odometro d-adic.

4.2 Adicas induzidas: Maquina aditiva de Markov; &dicas
estacionarias.

Quando os alfabetos, as matrizes e a ordem sado todos constantes A; = A, L; =
L, O; = O (entdo L é (d x d)), todas as componentes do snif podem ser natu-
ralmente identificadas, dando um stf unilateral ZE“L), e a aplicagdo é denominada
transformacao adica estacionaria deste espago.

Um exemplo simples disto é quando a ordem é uma ordem vertex, entdo a trans-
formacdo ddica é a transformacdo induzida (primeiro retorno) no subconjunto do
odometro d-adic consistindo dos strings permitidos, esta transformacao adica é chamada
de maquina aditiva de Markov (estaciondria).

Como um conjunto estavel de um string no stf é um subconjunto do conjunto
estavel (deste mesmo string) no shift unilateral todo, entdo este conjunto retrata
geométricamente a maquina aditiva de Markov como saltos de um “galho” para o
préximo nesta sub-arvore permitida da arvore estavel deste string.

Na verdade, qualquer transformagao ddica pode ser recodificada como uma méquina
aditiva de Markov nao estacionaria, tomando como um novo alfabeto os conjuntos de
arestas. Cada um destes conjuntos é particionado em subconjuntos ordenados pela
ordem edge (ordem das arestas) e nés simplesmente a estendemos de algum modo
consistente para uma ordem linear no conjunto de arestas todo.

Notemos que, mesmo que o odémetro tenha ele préprio uma tinica extensao continua,
isto pode nao ser verdade para a maquina aditiva de Markov; em todo caso, a extensao
pode ser diferente daquela vinda da aplicagédo induzida. A codificagdo das arestas da

rotagao dadica dual irracional discutida a seguir exibe esta construcao.
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4.3 Modelos adicos de rotagoes no circulo: angulo irracional.

Associado a uma rotagdo irracional Ry : £ —— z + 6 (mod 1) do circulo R/Z,
descreveremos duas diferentes codificagGes para as transformagoes adicas. Elas tém a
mesma sequéncia (F;);>o de matrizes e portanto o mesmo diagrama de Bratteli, porém
tem ordens diferentes que leva a uma importante diferenga entre elas: enquanto a
primeira transformacdo tem uma tnica extensdo para um homeomorfismo no espago
Z‘()}:S todo, a segunda nao tem. O que ocorre é que, para a primeira, NS e NP
sdo unitdrios, enquanto para a segunda, NP tem dois elementos e portanto nenhuma
extensao deste tipo é possivel.

Tomemos como alfabeto A; = { A, B} para todo i > 0; escrevendo A* para a cole¢do
de palavras finitas com letras de A, dizemos que uma substituicdo é uma aplicacdo de

A para A*. Definimos dois pares de substituigbes pg, p1 € po, p1 & seguir:

o par de substituicoes Rauzy,

po(A) = A, pi(A)=AB
po(B)=AB, py(B)=B

o par de substituicoes dual,

po(A)=A, pi(A)=AB _
po(B) = BA, pi(B)=B

Uma substituicdo estende-se por concatenagdo para uma aplicagdo de A* nele
mesmo que € um homomorfismo do semigrupo livre ligado a dois geradores A, B; a
abelianizacao da substituicdo despreza a ordem das letras, logo é um homomorfismo
do semigrupo abeliano livre, e portanto convenientemente especificada por uma matriz
inteira ndo negativa (2 x 2). Tomamos por convencido vetores coluna, entdo a entrada

. . o - 5 P 5
(,7) da matriz F' correspondente a substituicdo p serd o nimero de i’s que ocorrem

em p(j), para i, € {A, B} escrito nesta ordem. Entdo a matriz de pp e pp é P, e a
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matriz de p; e p; é @, onde:

P = e Q=

Agora escolhemos uma sequéncia infinita de matrizes (F;);>o tal que cada matriz
é P ou @, e para isto associamos duas sequéncias infinitas de substituicdes (p;)i>o €
(pi)i>o0 com suas abelianizagoes.

Formando o diagrama de Bratteli para a sequéncia de matrizes, pensamos nas
substitui¢cées como agoes da direita para a esquerda no diagrama de Bratteli, isto porque
tomamos a convengao vetores coluna para as matrizes. Com as arestas orientadas na
direcdo do passado para concordar com a diregdo das aplicagbes substituicio. As
substituigdes determinam uma ordem estdvel para o diagrama; as arestas que saem
do simbolo j sdo ordenadas pela ordem das letras na palavra p(j), ver figura 4.1. Na

figura da arvore estavel, as substituigoes vao para baixo, ver figura 4.3.

Ao Ao A A A Ao
< SN NS
B<~—B<~—B<~+B<+—B<~—B

B...

Figura 4.1: Rotagdes adicas com a substituicio de Rauzy: o
twist @°°, com ponto fixo, e uma rotagao adica irracional, com
matrizes @, Q, P, P,Q, Q, ... Orientamos as arestas para o passado
do sntf para concordar com as aplicagoes substituicao.

Para especificar a sequéncia de matrizes, escolhemos uma sequéncia de inteiros
estritamente positivos (n;);>o € uma paridade (—) ou (+). Para paridade (—), definimos
F,=Ppara0<i<ny—1, F; =Q parang < ¢ < ng+n; — 1 e assim por diante; para

paridade (+) comegamos com Q); entdo a sequéncia de matrizes para as paridades (—)
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A<a— A<a— A A A<o—A<—aA. ..

VAV AN Y4
B B B<a— B~<ao— B B B...

Figura 4.2: Rotagoes 4dicas com a substituigdo de
dual: rotagado &adica irracional, com a sequéncia de matrizes
Q,Q,P,P,Q,Q,... correspondendo a sequéncia de substituicoes

P1,P1,P0,P£0,P1;P1 - - --

e (+) sdo, respectivamente, PQ™P"™ ... e QUP™MQ™ ...

Assim temos uma sequéncia (F;);>o cuja paridade da cada F; muda infinitas vezes,
e duas correspondentes sequéncias de substitui¢oes definindo dois diagramas ordena-
dos de Bratteli. Denotaremos por 7" e T as correspondentes transformacgdes adicas, e

mostremos:

Proposicio 4.1. Para a ordem Rauzy, NS = {(.B)} e NP = {(.A)}, onde (.A) =
(LAAA..)). A estensio Ty definida por f(.B) = (.A) é um homeomorfismo. Se ol-
harmos A, B como 0,1 (uma troca na codificacio), Ty fica induzida pelo odometro
2-adic como wma mdquina aditiva de Markov. Para a ordem dual, NS tem um tnico
elemento, que é ((A™B™A™ . ..) se a paridade for (=) ou (.B™A™B™ ...) para pari-
dade (+). Porém NP = {(.A),(.B)}, e nenhuma estensio continua de T em Z((]FJ.S
€ possivel. Pela troca dos codigos A, B para 0,1, e concordando com a paridade, a
rotagdo ddica dual é realizada como uma aplicagdo induzida pelo odémetro para o qual

nao eziste ertensdo continua.

Demonstragao. Consideremos primeiro a ordem de Rauzy, verificamos que, de fato,
existe um tnico elemento maximal e um tUnico minimal. Seja z = (z;)i>0 € E?F?; e
suponha que z_1zr = AB. Existem duas setas que entram no simbolo B no tempo
k (ver figura 4.1), e BB > AB. Assim z ndo é maximal em W?(z). Logo, se um
string z é um elemento maximal de W*(z), ele ndo pode conter uma palavra zj_;z; =
AB, qualquer que seja k. A tnica possibilidade (diferente de (.B), que claramente é

maximal) é z = (.BBBB... BA), onde o primeiro A ocorre, digamos, no tempo k.

J4 que, por suposicido, P e @ ocorrem (cada um deles) infinitas vezes, para algum
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m > k existe um string w em W*(z) com wy,_jw, = BA (e w, = A, Yt > m). Mas
BA > z,, 1z, = AA, entdo = ndo é maximal. Portanto o tinico elemento possivel em
NS é (.B). Por argumento similar, o tinico string em N'P é (.A).

Agora mostremos que a aplicacio estendida com f(.B) = (.A) é continua. Suponha

z® — (.B); definamos m = m; como sendo o lugar onde o peniltimo simbolo B
ocorre (numa sequéncia de B’s) antes de mudar para A, entéo:
z = 20 = (2o21%3 . . . TmTms1Tme2Tme3z’) = (BBB... BBACz"), onde 43 =
C = A ou B. Dizemos que um simbolo “separa para trds” se ha duas arestas en-
trando nele. Entdo z,,,2 = A separa para trds, j4 que L1 = @ (isto porque
Tmyo = A e para termos uma mudanca de z,,.1 = B para z,42 = A devemos ter
a matriz de transi¢do @, j4 que P nédo faz esta mudanga). Agora defina n = n; <
m = m; como sendo o maior inteiro tal que L, = P. Afirmamos que o sucessor
dez é ((AA...AyBny1Bnya ... BChy3z™), onde indexamos alguns simbolos por suas
posicoes. A razao disto é que, primeiro, AC,3 < BCp43; mas Ly = Lo = ... =
L1 = Q e assim o simbolo B,,;; néo separa para tras. Consequentemente B deve
ser mantido quando o indice decresce até n + 1, onde L, = P permite uma transicdo
para fazer z, = A. A partir dai A nao sé é permitido como é sempre a menor opgao.
E isto prova a afirmacgao de sucessor.

Finalmente, como z(® — (.B) quando m; — oo, e como a paridade muda infinitas
vezes, n; — oo também. Isto prova que f(z®) — (.A) = f(.B), e a aplicaciio
estendida é de fato continua.

Por fim afirmamos que T} é induzida pelo odémetro 2-adic onde A, B séo identifi-
cados com 0, 1. Mas isto é claro para Z?;; \W, porque a ordem nas arestas AC' < BC
é a ordem nos vértices. E ji que o odémetro também aplica (.B) em (.A), esta trans-
formacdo adica estendida é uma aplicagdo induzida pela maquina aditiva de todo Z+
restrita ao subconjunto de strings permitidos Z?Pf; - Z+, como declarado.

Agora mudemos para a ordem dual. A verificagdo para cada um dos elementos mi-
nimais é similar ao que foi feito para o elemento minimal na ordem Rauzy (observe que

AA > AB para a substituigio p, ver figura 4.2), concluimos que NP = {(.4), (.B)}.



4.3 Modelos adicos de rotagées no circulo: angulo irracional. 108

y  sucfy) X

Figura 4.3: Arvore estével para a substituigdo dual e
sequéncia de matrizes P, P,Q,Q, P, P,.... Ilustragao para
demonstracao da proposi¢cdo 4.1. Tomando k£ = 1, assim
tr=mo+n1—1=2+4+2—-1=3. Logoy; = z;, 0 <
1 < 3 = j. Como k é impar, tomemos y4 = y3 = B, assim
y = ((AABBByj4s...) enquanto ¢ = ((AABBAz;;5...).
Entdo suc(y) = (AAAAAy;1o...).

O elemento maximal (.zoz; ...) é definido unicamente pela seguinte regra: dado Ty,
tomemos zj # 41 sempre que for possivel, isto vai coincidir com o caminho para max-
imizar o elemento. E, j4 que a paridade muda infinitas vezes, existe um tinico string que
satisfaz isto, dado por: (.A™B™A™ ...) (para paridade (—)) ou (.B™A™ B"2 . _.) (para
paridade (4)). Assim NS tem um tinico elemento, logo nenhuma extensdo para um
homeomorfismo é possivel. De fato, ndo existe extensio continua pela seguinte razio:
denotemos z o elemento méximo, digamos com paridade (—), entdo z = (.zgz;...) =

(k) _

((AmB™mA™ ). Paraty =ng+mni1+...+n,—1, tomemos y um string com y; ~ = z;

para 0 < 7 < t; = 7; para k impar tomemos yj(.i)l = y; = B, nao necessariamente

Yj+2 = B, enquanto para k par tomemos yﬁ)l = y; = A. Entdo o sucessor de y*)
para k impar é (\AA... AAyy_?2 ...) enquanto que, para k par, o sucessor de y*) é
(.BB...BBy{,...). Veja figura 4.3.

Consequentemente, T(y)) —s (LAA...) enquanto T(y*+)) — (.BB...) onde
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Figura 4.4: Para a substituicdo dual, paridade (+) e
sequéncia de matrizes Q,Q, P, P,..., tomando cilindros
de tamanho 3 na &arvore estavel e identificando-os com a
particdo duas-caixas relacionando a dindmica “cutting and
stacking”. O comprimento « € a fragdo continua [non; .. .].

y¥) — z quando 7 — o0, e assim ndo existe extensdo continua.

Para produzir, a partir deste exemplo, uma méquina aditiva de Markov que ndo
tenha extensdo continua, podemos proceder de duas maneiras: primeiro, recodificando
com alfabetos arestas (que teriam trés simbolos) dando uma ordem vertex e assim
representando a aplicagdo adica homeomorficamente como uma méquina aditiva de

Markov que nao tem extensdo continua. O

Dinamicamente, ambas aplicagoes sdo relacionadas a rotagdo no circulo Ry.

Proposicao 4.2. A transformagdo ddica (Z(F),TO ) fatora-se naturalmente sobre a

rotagGo Ry : z +—— z + 6 (mod 1) onde 6 estd definido como a seguir: denotando

a=ng...ng...] = ———,
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entdo, para paridade (+) temos 0 = —j—l € (0,1/2); enquanto para paridade (—)
a

1

temos 0 = o € (1/2,1). Através desta semiconjugacdo, a medida central de Parry
o!

v definida no espago combinatorial TIF°{A, B} coincide com a medida de Lebesque

no intervalo [0, 1].

Demonstragao. Notando que uma rotagao no circulo é uma troca entre dois interva-
los, a prova segue como outros casos de troca de intervalos (como mostrado em [8]); e
para a afirmacdo da coincidéncia das medidas, a rotagdo € isomoérfica ao “cutting and
stacking” dai usamos o teorema 3.4.

Para mostrar o que acontece, tomemos a substitui¢do dual com paridade (+).

Percebamos que, neste caso, a érbita de um determinado cilindro pela transformagao
adica descreve exatamente o que acontece com os intervalos que sdo as projecoes das
caixas no processo da renormalizacdo da partigdo duas-caixas descrita na segdo 3.3,
feita passo a passo (isto é, considerando a familia aditiva). Para a paridade (+) temos
a caixa maior & esquerda, como na figura 3.4. Vamos identificar cada cilindro na
arvore estavel com a particio duas-caixas e recodificar estas caixas de 0,1 para A, B,
respectivamente, onde a caixa maior € a caixa B e a menor é A (no tempo 0). Tomemos
cilindros de tamanho trés para, por exemplo, a sequéncia de matrizes @,Q, P, P, .. ..
Perceba que, para a familia multiplicativa, temos a sequéncia Q?%, P?, ..., isto é, ng =
2, ny = 2,..., ou seja, descreveremos 2 cortes para renormalizar as caixas como feito
na proposicdo 3.3. Como estamos considerando cilindros de tamanho trés, temos trés
cilindros possiveis na arvore: [.BAA|, [.BBA] e [.AAA], ver figura 4.4. Entéo, a
dindmica “cutting and stacking” consiste em cortarmos a caixa maior rotulada B (ver
proposicao 3.3). Temos que no primeiro corte na caixa B geramos um pedaco de
comprimento da base igual a ag = a. Af empilhamos este pedaco sobre a caixa menor
de rotulagdo A, depois cortamos outro pedago da caixa B de mesmo comprimento
e, novamente, empilhamos sobre a caixa A e este é o maximo de vezes que podemos
retirar o comprimento « da caixa B. Ora, a indentificagdo ocorre de forma natural, o

primeiro pedaco cortado identificamos com o cilindro [.BAA], o segundo pedago com
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[.BBA], e a caixa menor fica identificada por [.AAA] j& que ela permanece no mesmo
lugar.

Agora, To([.AAA]) = [.BAA] e To([.BAA]) = [.BBA]. Como estas trés caixas
(pedagos) tem comprimento da base iguais a «, normalizando o intervalo ag + by que
corresponde ao comprimento das caixas B e A, uma ao lado da outra, para ser 1,' e
sabendo que o comprimento da caixa B é by = 1 e da caixa A é ag = a, temos que a
aplicacdo fator da transformacéio ddica é identificada com a rotagdo Ry : z +—— x + 6

(mod 1), onde § = %, pelo menos para as duas primeiras iteradas de To([.AAA]).
a

Para T, ([.AAA]), na mesma situagio, néo fica claro o que acontece, j& que, a partir
do terceiro passo na dinanica “cutting and stacking”, a primeira renormalizagao j4 esta
concluida, ou seja, agora a caixa maior estd a direita e comegamos a cortar da direita
para a esquerda. Na verdade, se seguirmos a trajetéria do intervalo, digamos [, de
comprimento ag que corresponde, inicialmente, a base da caixa A, temos que R (1)
(mod a + 1) intercepta o intervalo correspondente a base da caixa B (no tempo 0) e
também intercepta o intervalo correspondente a base da caixa A (ele mesmo no tempo
0). Entdo, para irmos mais além, vamos considerar cilindros mais finos.

Tomemos, no mesmo exemplo, cilindros de comprimento 4. Agora temos sete cilin-
dros possiveis para a arvore, vamos nomear estes cilindros obedecendo a trajetéria
de [.BBBB] pela transformacao adica e usar a mesma nomeagao para os interva-
los correspondentes as bases de cada caixa identificada com cada um destes cilindros
(ver figura 4.5). Entdo: [BBBB] = a, [.AAAB] = b, [BAAB| = ¢, [BBAB] =
d, [AAAA] = e, [BAAA] = f, [[BBAA] = g¢g. Seja m a medida de Lebesgue
destes intervalos, note que m(f) + m(c) = m(g) + m(d) = m(e) + m(b) = a e,
seguindo a dindmica “cutting and stacking”, no terceiro passo (isto é, cortando a caixa
da direita), cortamos a caixa A retirando o comprimento da base correspondente a
m(b) = m(a) = by — 2a9 = 1 — 2. Isto nos dé: m(a) = m(b) = m(c) =m(d) =1 —-2a
em(f)=m(g) =m(e) =a—(1-2a)=3a -1

Para o intervalo f sobrepor o intervalo g, ele deve se deslocar para a direita o

comprimento m(f) + m(c) = a. Naturalmente, para o intervalo ¢ sobrepor d também
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B

Figura 4.5: O mesmo exemplo tomando cilindros mais fi-
nos (de comprimento 4), agora considerando cortes também
na caixa menor, ji que a paridade é mudada a partir do
tempo 3 (nivel 4 na 4rvore estivel). Dai, através de Ry,
a—b—ci—dee— fg.

deve-se deslocar o comprimento a.

Temos e+a = f (mod a+1) e b+a = ¢ (mod a+1). Para concluirmos observemos
que a+a = b, pois m(a) + m(e) = (1 —2a)+ Ba—1) =, assimd+a Ce, ¢ g+a
tem pontos em a e em e, a partir dai continuamos tomando cilindros mais finos. Por
indugdo temos que a transformagéo ddica fatora-se sobre a rotagdo Ry : 7 — = +

(moda+1)ouR9:zl—>:c+9(modl),ondeﬁzi O

a+1

Observagao 4.1. Tomamos o ezemplo baseado na substituicdo dual pois esta considera

os casos: A — AB e B — BA. FEsta inversdo na sequéncia das letras na imagem é
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que nos ajuda a utilizar a dindmica descrita na proposi¢ao 3.3 que corresponde a nossa
troca de paridade, isto €, realizamos a dindmica “cutting and stacking” da esquerda
para a direita e depois, do mesmo modo e apds troca de paridade, da direita para
esquerda . Apesar da proposicdo acima ser verdade também para a substituicao Rauzy,
a mesma demonstracao nao € vdlida. Para provarmos meste caso, a dinamica fica um
pouco diferente, fazendo cortes em um inico sentido gerando um processo diferente do

que foi considerado aqui.
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