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Resumo

Indroduzimos a noção de uma família Anosov, uma generalização de uma aplicação Anosov de uma

variedade. isto é uma sequência de difeolnorfismos ao longo de variedades Riemanníanas compactas

tal que o vibrado tangente se decompõe em subespaços expansores e contratores. Desenvolvemos

a teoria geral estudando sequência de aplicações a menos de isomorfismos e com respeito a uma

relação de equivalência gerada por duas operações naturais: agrupamento e dispersão. Então nos

concentramos em famílias lineares de Anosov no 2-toro. Estudamos com detalhes uma classe básica

de exemplos, as famílias multiplicativas, e uma dispersão canónica, as famílias aditivos. Um processo

de renormalização constrói uma sequência de partições de Markov que consiste de dois retângulos

para uma determinada família aditivo. Isto codifica a família pelo subshift não estacionário do tipo

finito determinado pela mesma sequência de matrizes. Qualquer família linear positiva de Anosov

no toro tem uma dispersão que é uma família aditivo. A codificação aditivo possibilita um modelo

combinatorial para a família linear, por telescopar o diagrama aditivo de Brattelí. O resultante espaço

combinatorial é então determinado pela mesma sequência de matrizes não negativas, colho um "edge-

shift" não estacionário. Em tal espaço combinatorial definimos a transformação ádica. Provámos que

para um subshift não estacionário do tipo finito, mixing tipológico implica minimalidade de qualquer

transformação ádica definida no espaço edge, e mostramos que se uma família de aplicações tem a

condição autovetor de Perron-H'obenius então temos unicidade ergódica para a transformação ádica

relacionada. Nlostramos a equivalência entre a medida central de Parry, que é uma medida invariante

para as ádicas, e a medida de Lebesgue. Para os modelos ádicos de rotação irracional no círculo,

mostramos a relação com a renormalização dos retângulos para a família multiplicativa.

Palavras-chave: Famílias Anosov; subshift não estacionário do tipo finitos modelos ádicos de rotação

irracional; medida central de Parry.

vlll



Abstract

We introduce the notion of an Aitosov family, a generalization of an Anosov map of a manifold.

This is a sequence of difTeomorphisms along compact Riemannian manifolds such that the tangent

bundles split unto expanding and contracting subspaces We develop the general theory, studying

sequences of mapa up to a notíon of isomorphism and with respect to an equivalence relation generated

by two natural operations, gathering and dispersam. Then we concentrate on linear Anosov families on

the 2-torus. We study in detail a basic class of examples, the multiplicativa families, and a canonical

dispersam of these, the additive families. A renormalization procedure constructs a sequence of A/larkov

partitions consisting of two rectangles for a given additíve family. This codex the family by the non-

stationary subshift of rinite type determined by exactly the same sequente of matrices. Any linear

positive Anosov family on the torus has a dispersam which is an additive family. The additive coding

yields a combínatorial model for the linear family, by telescoping the additive Bratteli diagram. The

resultíng combinatorial space is then determined by the same sequence of non-negative matrices, as a

non-stationary edge shift. On such combinatorial space we define the adic tiansformation. We prove

that for a nonstationaWq subshift of rinite type, topological mixing implies the mínimality of any adic

transformation defined on the edge space, and show that if a mapping families has the eigenvector

Perron-F+obenius condition, then the adic transformation is uniquely ergodic. We show the equivalence

between central Parry measure (ínvariant for the adics) and Lebesgue measure. For the example of

Adics models of irrational circle rotations, we show the relationship with the renormalization of the

iectangles for the multiplicative families.

Keywords: Anosov families; nonstationary subshift of rinite tape; adic modems of irracional rotation;

central Parry measure.
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Introdução

Este trabalho foi baseado principalmente nos artigos jll e l41. Neles A. M. Fisher

e P. Arnoux desenvolvem a teoria geral para sequência de aplicações Anosov e trans-

formações ádicas. Poré fizemos algumas adaptações, principalmente nas matrizes que

fazem a conjugação da /amzaia muZtzpZácatiua com sua versão em autocoordenadas feito

em jll. Isto nos possibilitou acrescentar o teorema 3.4, que faz relação da sequência

de partições de Markov para a família multiplicativa com a única medida invariante de

probabilidade para a transformação ádica relacionada.

Quando estudamos dinâmica, usualmente consideramos as iteradas de uma única

aplicação em um espaço fixo. Aqui, estamos interessados na dinâmica construída por

uma sequência de aplicações, ao longo de uma sequência de espaços. Primeiro intro-

duzimos a noção de /amz2ía ..4nosou:

Definição O.l. Uma /amzaáa de -Anotou é uma seqaêncÍa (/.)i« de di$eomor$s-

mos ao longo de uma sequência Mi de uaüedades Riemannianas compactas, com uma

sequência {nuadante de decomposições do vibrado tangente em subespaços e=pansores e

contratorn, e com um !imite unifor'me superior para contrição e Limite unãfoT"me infe-

Hor para expansão. SimilaTmente, uma famzüia eventualmente Anotou tem Hma

decomposição inuaüante, mas agora a contraçãa e a expansão acontece somevLte depois

d. c.do nome«. (nã. ./üo) de ífe«d«.

No capúuZo 1, apresentamos alguns resultados gerais de aplicações e famílias Anosov,

a fim de fornecer uma linguagem e contexto apropriado. Em seguida, introduzimos a

dinâmica simbólica para famílias dando uma sequência de partições. Para o caso de

famílias Anosov, temos uma sequência de partições Markov e seus correspondentes

2
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espaços simbólicos dados por uma sequência não estacionária de matrizes com coefi-

cientes 0 1 e representados geométricamente por diagramas bi-laterais de Bratteli

Para apresentarmos um pouco mais:

No capúu/o 3 introduzimos dois importantes exemplos: a família multiplicativa e a

família aditivo; e os relacionamos usando a teoria desenvolvida no capítulo l e 2.

Estas duas sequências de aplicações são parte de um largo contexto abstrato, que

fornece uma perspectiva mais clara sobre famílias Anosov e eventualmente Anosov.

Para descrevermos um conceito geral, introduzimos a noção de morfismo que agrupa

sequências de aplicações em categorias com respeito a certos tipos de homomor6smos

Definição 0.2. C/ma J'amzaáa de aplicações é uma sequência de aplicações conlíhuas

ao longo de uma sequência de espaços métricos compactos chamados componentes.

Uma conjugação 'uniforme entre duas famtüias de aplicações é dado por uma sequência

equicontínua de aplimções co'nãugadas.

Para uma categoria de famílias de aplicações diferenciáveis, definimos os moríismos

sendo conjugações ]imitadas (que tem limites uniformes nas derivadas)

Então conjugações limitadas preservam expansão (a menos de constante) .

Definição 0.3. Zomzamos por agmlpamento de uma /amz2{a de aplicações uma

famtüia q'üe é constituída por composi,ções parciais üo longo de uma subsequencia; uma.

di,spersão é o contrário, é uma fatoração.

Um exemplo básico de dispersão é dado por introdução de cópias extras da aplicação

identidade. Para um segundo exemplo, temos que uma família aditiva após agru-

pamento é uma família multiplicativa e, reciprocamente, a família aditivo é uma

dispersão da família multiplicativa

Observação O.l. .Estas duas operações sâo naturais para jamz2ías de apZãcações em

geral, mas é preciso ter cui,dado: as operações de agr'upamento e disT)ersão não preser-

vam a está"atura d námíca de c07Üuntos estáue s e {nstát/eás, pega proposição 1.5. .No

entanto, como apresentamos no (17oroZáóo 1.2 (uer também Observação 1.8), nós temos

o seguinte:
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Teorema O.l. Dentro de uma categoMa de /amzaáas euentuaZmente .Anotou, con-

junto estáveis e instáveis são prever"Dados 'pelas operações de agr'!iT)cimento e dispersão

l.Jma das principais ferramentas para o estudo das famílias aditivas e multiplica-

tivos é a extensão da noção de partições de Markov para sequência de aplicações. A

representação simbólica associada será uma família de aplicações combinatóriamente

deânida chamada de subshift não estacionário de tempo finito (snt/). Este espaço re"

sultante é uma versão bi-lateral do que Vershik e Livshits 1241 chamaram de .A/aTEou

compacfunl}.

Começamos fixando uma famiüia de aplicações. Esta tem (assim como para uma

única aplicação) uma noção de codi6cação da dinâmica pelo itinerário de um ponto,

mas em vez de estar sendo descrito pela órbita localizada com respeito a uma única

partição, esse "nome" do ponto será agora dado por uma sequência de partições ao

longo dasequência de espaços

Nós generalizamos partições de Markov de forma natural, o novo fenómeno é que,

nesta configuração, o espaço simbólico está agora definido por uma sequência de ma-

trizes de transição com entradas 0 e 1, substituindo a matriz quadrada que define um

subshift de tempo finito (s@). Introduzimos a dinâmica shift tomando união de todos

compactos definidos pelos shifts da sequência de matrizes de transição. Este espaço é

agora uma família de aplicações cujas componentes são simplesmente todos os shifts do

Markov compactum original. Este espaço (o compactum juntamente com seus shifts),

é um shift não estacionário de tempo finito (snf/).

Isto dá uma segunda família, a família de aplicações combinatorial que, assim como

para o caso de uma única aplicação, falara-se sobre a família original munido de uma

partição geradora (ver proposição 1.14).

Para nosso principal exemplo, as famílias aditivo e multiplicativa, construímos ex-

plicitamente as partições de Markov. Para fazer isto, primeiro definimos uma sequência

de pares de paralelogramos(caixas) dados por um procedimento algorítmico rela-

cionado com as frações contínuas. Para a família aditivo, as coisas são mais simples:
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Teorema 0.2. Z)ada uma /anzz2ãa adãtíua não thu aZ, os pares de caças dão ama

sequência geradora de partições de Marcou.

Para as famílias multiplicativas, a partição duas-caídas é Markov porém não gera,

mas:

Teorem.a 0.3. Dada uma lfamtaia multiplicativa, a sequência de padições de$nida

pelas compontentes conexas da junção de cada partição duas-ca sas com o pullback

do, T)arte,ção seguinte dá uma sequênci,a de partições de Marcou que gera.

Ver proposição 3.4 e lema 3.4.

Teorema 0.4. .4s padíções componente coneza (geradora) de uma /amz2ia m /t@Zica-

tiua são, altemtatiuamente, dadas pelo gathehng da sequência de padições duas-caças

da famtnia aditiua correspondente.

A seguir descreveremos o snl/ definido pela sequência de partições de Markov

Primeiro, para uma família aditivo não trivial (teorema 3.2) temos o seguinte:

Teorema 0.5. ,4 /amz2ía de aplicações é sÍmbóZícamente representada pelo snf/ dado

pela mesma sequência de matizes Q 1 , agora interpretadas como matizes de transição.

Ver lema 3.4.

A versão simbólica do gathering corresponde ao que é conhecido na teoria de dia-

gramas de Bratteli como telescópio do diagrama. A teoria geral desenvolvida na seção

1.5 nos permite estender o resultado anterior para famílias multiplicativos, e também

para família de aplicações definida por uma sequência de matrizes (2 x 2) em $1(2, N),

o semigrupo de matrizes com determinante l e com entradas inteiras não negativas.

A conclusão (teoremas 3.1 e 3.3) é a seguinte:

'Feorem.a 0.6. Dada uma famtaia de aplicações de$nida por zma sequência não thlÁat

de matizes em SL(2, N) agázzdo no 2-toro, então:

(í) esta /amz2ía é ,4nosot;; e

Oià ela tem um,a, sequência geradora, de paüições de Marcou que codi$ca, Q famtüio,

como um sntf de$nido como um erige-shi# pela mesma sequência de matrizes.
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No capítulo 2 definimos uma transformação que aplica o espaço combinatorial resul-

tante, restrito ao caso unilateral, nele próprio. Esta transformação é uma generalização

do odometro (ou máquina aditivo) de Von Neumann e Kakutani(exemplos expostos

no capítulo 4). A íiexibilidade e naturalidade da construção de Vershik é ilustrada pela

grande variedade de sistemas dinâmicos que podem ser usados como modelo, entre

eles a construção "cutting and stacking" em teoria ergódica, sistemas dinâmicos das

substituições e transformações de trocas de intervalos.

Para o caso estacionário, o espaço para a transformação ádica T é um shiü do tipo

finito )ll:;l para alguma matriz L (Z x Z) de entradas 0 -- 1. A transformação ádica, neste

caso, dá uma dinâmica transversal para a aplicação shift a.

No entanto, o caso geral transformações ádicas é não estacionário. Substituímos

a matriz L por uma sequência de matrizes (-L{)iZo; não existe nenhum problema em

definir o espaço >1,?t) , mas para termos uma aplicação shift, precisamos das outras

componentes )ii:fÚ, k 2 0.
Neste contexto, vamos no sentido de descrever resultados gerais para as trans-

formações ádicas. Atribuímos alfabetos .,L para { 2 0, com #.,& = Zi e(/Ü)iZO uma

sequência de matrizes (Zi x Zi+i) com entradas inteiras não negativas (2 0), isto deter-

mina o diagrama de Bratteli com o número de arestas de um vértice em .4i no nível í

para um vértice em .,4i+i no nível (á + 1) dado pela correspondente entrada da matriz.

Assumimos que as matrizes são reduzidas, isto é, nenhuma linha nem coluna identi-

camente nulas, e escrevemos }i:?A para o conjunto de todos os caminhos unilaterais

infinitos deste diagrama.

Para definir uma transformação ádica, precisamos acrescentar mais uma coisa a esta

estrutura, uma ordem esfáueZ O no diagrama de Bratteli no nível 0 para a sequência

de matrizes(e consequentemente em níveis maiores também); se as arestas estão ori-

entadas para a direita no diagrama (a direção .»t%ro do snt/), esta ordem lineariza o

conjunto de arestas que entram em cada vértice dado. A ordem O então se estende-se

naturalmente para uma ordem linear, dada pela ordem lexicográfica, em cada conjunto

estável W'(aç), que é o conjunto de todos strings de arestas que concordam com z após
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alguma coordenada do snf/ (>'+ ), a). Visto que qualquer Z/ em W'(z) necessariamente

está na mesma componente que iç, a aplicação definida por levar um string ao seu suces-

sor agirá em cada componente )l,(L) de >'(z) separadamente. A transformação ádica

determinada por O na k-ésima componente, 7o : >,f;il \VS --} )ii:f;iT \./VP, é a re-

strição desta aplicação sucessor, onde ./V-S é a coleção de pontos que não tem sucessor

e X7) são os pontos sem antecessor.

Estudamos sequências de medidas invariantes nas famílias de aplicações. Apresen-

tamos que mixing topológico implica minimalidade dm transformações ádicas, e se a

sequência primitiva de matrizes tem a condição autovetor de Perron-Frobenius então

a transformação ádica correspondente será unicamente ergódica.

Em particular, como a família multiplicativa tem uma única sequência de autove-

tores ao longo das suas componentes, garantido pela proposição 1.7. Assim temos

unicidade ergódica para a transformação ádica definida pela mesma sequência de ma-

trizes e ordem lexicográfica.

A construção desta medida invariante é iniciada na seção 2.3.4, a medida central

de Parry. Lembremos que, para o caso estacionário, a medida de entropia máxima de

um subshift do tipo finito tem uma fórmula simples descoberta por Shannon no con-

texto de teoria da informação, envolvendo autovetores de Perron-Frobenius a direita

e a esquerda da matriz. Seguimos o uso padrão para chama-la de medida de Parry.

Para estender para o caso não estacionário, começamos com esta fórmula ao invés

de nos preocuparmos de como definir entropia para sequência de aplicações; simples-

mente substituímos autovetores por sequência de autovetores e definimos uma cadeia

de Markov não estacionária que nos dá um análogo da medida de Parry. Isto também

nos dá uma sequência de medidas nas componentes, invariantes no sentido de que uma

está sendo levada para a próxima pela aplicação shift.

No final do capítulo 3 (teorema 3.4) apresentamos que a medida central de Parry

aplicada aos cilindros do espaço shift gerado pela mesma sequência de matrizes que

define a família multiplicativa (e aditivo por dispersão), coincide com a medida de

Lebesgue dos intervalos correspondentes as bases das caixas na partição duas caixas
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durante o processo de renormalização descrito na proposição 3.3. Isto foi feito passo a

passo, porém este teorema não está incluído explicitamente nos artigos jll e l41. Além

disso, incluímos alguns detalhes de como apresentar que o exemplo das transformações

ádicas definidas pela substituição Dual e uma sequência não trivial de matrizes(no

sentido de que a paridade muda infinitas vezes) fatora-se como rotações irracionais no

círculo, isto tem uma relação direta com a dinâmica da família multiplicativa.

Também modi6camos em jll as matrizes que conjugam a família multiplicativa com

a sua versão em autocoordenadas, alterarando as aplicações da família para aplicarem

em vetores linha, onde em jll a família aplica em vetores coluna na direção futuro (para

a direita). Fizemos isto para melhor adaptação à teoria das transformações ádicas

descrita em l4l; pois neste, a teoria geral é desenvolvida considerando aplicações em

vetores linha para a direita(ao longo da família) e em vetores colunas para a esquerda

de forma que a composição das aplicações seja dado pelo produto dm matrizes, sem

inverter ordem (ver diagrama na página 50).

Fazendo isto, conseguimos a relação Z)iBi-Ai = 13i+i, com (.Ai) são as matrizes

que induzem as aplicações da família multiplicativa, (Z)i) são matrizes diagonais e

Bi l ó: a: 1, onde as linhas de 23i dá a sequência de autovetores para a família

multiplicativa(ver proposição 3.1).

No entanto, também tivemos que considerar a família aplicando em vetores coluna,

isto porque gostaríamos de aplicar a medida central de Parry para a transformação

ádica relacionada (teorema 3.4) e esta medida é definida a partir da sequência de au-

tovetores coluna de entradas positivas da família (ver equação (2.6) na página 60).

Escrevendo esta mesma conjugação da família multiplicativa com a versão em autoco-

ordenadas, agora aplicando em vetores coluna, temos .Bi.Ai-B;:il :: Z)ii. Perceba que

agora a segunda coluna das matrizes (.B-l ) que faz a conjugação dá uma sequência de

autovetores com entradas positivas para a família. Ao percebemos isto, o teorema 3.4

âca iminente.

Agradeço a A. M. Fisher e a P. Arnoux pelas figuras 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 2.1,

dí q
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2.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 4.1 e 4.2 cedidas, também pelas demonstrações da maioria das

afirmações escritas neste trabalho. Agradeço também as idéias de A. M. Fisher para

concluir o trabalho, tentei expõ-las da melhor forma possível.



Capítulo l

Família Anosov

Neste capítulo iremos de6nir jamz2ía .4nosou e alguns resultados gerais, será discu

tido também como podemos obter a dinâmica combinatória.

1.1 Aplicação de Anosov no toro quadrado

As aplicações .4nosou também conhecidas como automorfismos hiperbólicas no toro

R2/Z2, embora sejam induzidas por aplicações lineares no espaço Euclidiano, o que

resulta numa dinâmica extremamente simples, quando aplicadas ao toro geram uma

estrutura dinâmica extremamente rica.

Denotando por {(a,/3)} o conjunto de pontos no plano que são equivalentes a

la,PI c R'/Z', isto é, se (aç,Z/) C {(ct,P)} então (z,Z/) -, (a,/3) no sentido que # ae
g/ -- P são inteiros e (a, P) C ]R'/Z'

Consideremos também n sendo a projeção natural de IR2 em R2/Z2, isto é,

«'(z, Z/) lz, Z/l + .V), onde (M, .N) € Z'

Certamente sistema dinâmicos no toro podem ser mais eficientemente descritos no

plano e depois projetados no toro.

Definição [.]. SuZ)tenha .z? : ]R2 ---} ]R2 taZ que PI l --PI z+M l € 2;2, pata quaZ-

««., '«, «' «. ,'.«. . ", ~ :«*.:«."... ":'*' '«"' .«. «.' [ : ] - «., [ :1= ]
10
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de modo que F induz nma, apliccLção F de$nida pelo diagrama

«J J'
Wlw-j=wlw

Por e=empl,o, se F for qm,o, aplicação linear chia matiz que Q representa. é inteira

l.isto é, com entradas em %Õ, então F está bem de$nada em Wz IZa . Ê' é um homomor-

$smo do toro. Se F'\ também tem matiz com entradas inteiras, então chamamos F

de automor$smo no toro.

Definição 1.2. Sda F'(z) = .Aaç, onde .4 é uma matiz (2 x 2) safáél/agenda;

0,) Todas entradas de .A são nteí7m,

00 det.Á

0i0 -A é AiperbóZíco, isto é, IÀI # 1, V À auíouefor de .4.

.4 ap]ácação .]Ü, induzida por .4 em ]R2/Z2, é denominada aplicação .Anotou

.f?Á é claramente diferenciável, pois sua matriz Jacobiana é simplesmente a matriz

.4. Mais ainda, como det.A = ÉI, a inversa de .4 é também uma matriz inteira. Então

.4-i também induz uma aplicação Anosov que é a aplicação inversa de .IÜ. Disto segue

que -Zih é um difeomor6smo em ]R2/Z2

A proposição a seguir mostra que .fÜ é dinamicamente interessante no toro

Proposição [.]. O co@unto dos pontos peóódícos Per(FA) de FA é denso em ]R'/Z'

Demonstração. A idéia feita em l61 é a seguinte: Seja p C ]R2/Z2 com coordenadas

racionais. Após encontrar um denominador comum, podemos assumir que p é da forma

If, €1 , onde cv, P e k são inteiros. Pontos desta forma são claramente densos em ]R2/Z2,

visto que podemos tomar k arbitrariamente grande. Afirmamos que p é periódico com

período menor ou igual a k2

Para ver isto, notemos que existem exatamente k2 pontos em ]R2/Z2 da forma [i, P]

com 0 $ a, P $ k. Clamo as imagens de tais pontos por -lÜ também podem ser escritos
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desta forma, já que as entradas de .A são inteiras, isto significa que .fÜ permuta estes

pontos, logo existem inteiros ie .j tais que PÁ(p) = /q(p) com l{ .jl $ k2. Aplicando

.li''' a equação, temos que p é periódico de período menor ou igual a k2. []

Como ,4 é hiperbólica com det.4 = ÊI, os autovalores são, ambos, números reais

e, enquanto um deles satisfaz IÀ,l < 1, temos o outro IÀ«l > 1 (note que esta última

afirmação não seria verdadeira se os autovetores fossem complexos, já que teríamos um

autovalor conjugado do outro, portanto teriam o mesmo valor em módulo).

No presente trabalho, estaremos mais interessados em uma sequência de aplicações

Anosov no toro, onde não temos pontos periódicos, mas também podemos encontrar

hiperbolicidade. A seguir daremos a definição de uma /amz2ía de aplicações.

1.2 ]i'amília Anosov como Família de Aplicações

Definição 1.3. Sda (]14.)icz uma sequênc a de espaços méthcos com méthcas pi.

..4tHZ'«:mo. « «p«ço tot«{ « méth« p(z,««) = p:(z,«) « z,.« C M:, é ig-Z . /

se z,m estão em espaços dljferentes. .4ss m mos que /t : ÀÍt --} .A4í+l são /uniões

conthw«. De$ná7«0s a apZ c ção .f : M ---, M taZ que /(z) = .A(z) se :« C .A4,. .A

n-é8ima composição jn aplica Mi a Mi+. e é água! a j'i.m o ' ' ' o .fi em Mi para cada

i. Chamamos o par resultante (.M, j) uma famzaia de aplicações, onde f -- (.J.)icz.

Dizemos que ÇM, f) é inuersÍuel, se toda as ap\tenções forem homeomorF,smas.

Por simplicidade, assumimos que o diâmetro de cada espaço é menor ou igual a 2,

isto assegura a igualdade triangular.

Para descrever um conceito geral, nós consideraremos sequências de aplicações como

uma categoria com respeito a certos tipo de homomorfismos, esta será nossa noção de

morfismo que agrupa todas as famílias de aplicações de uma categoria. Por exemplo:

Definição 1.4. Para a categoha de /amzaáa de aplicações d4ferenciáueás (/amz2{as

de aplicações - Ct ao !ongo de uma sequência de uaüedades compactas com méthcas

Riemannianasà de$nimos as conjugações hmitüdas como sendo os morPsmos atendo
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limites uniÍoT"mes nas dehuadasÜ .

Vamos discutir um pouco sobre sequências de aplicações em algumas categorias,

considerando conjugações diferenciáveis limitadas, topológicas e uniformes como fornece

dores dos morfismos e introduzindo duas operações: ag pimento e dispersão.

A principal conclusão é que para famílias, os espaços terão uma estrutura uniforme,

com os morfismos preservando esta uniformidade. Para simplificar nós trabalhamos nas

categorias de espaços métricos com aplicações uniformemente contínuas. Na verdade

agrupamento e dispersão não são operações bem definidas no geral, mas faz sentido na

presença de hiperbolicidade.

Dada uma sequência de conjuntos (.Aã)icz para { C Z, a união disjunta escrita

como M = ll.Aã é o coproduto na categoria de conjuntos, veja por exemplo j151.

Recordamos que isto é simplesmente a união indexada, isto é, um ponto em .A4 é um

ponto p{ em algum M.. Por conveniência, ocultaremos este índice e escreveremos p

para este ponto; então, qualquer p C .A4 pertence a exatamente um Mi. Referimo-nos

aos .A4. como componentes de À/.

Observação 1.1. Se as componentes /atem espaços topológícos, atóbuÍmos a A4 uma

topotogia unindo esses espaços discretamente. Com isso queremos dizer que Q tipologia

é gerada pela união de todas as topotogias, de modo paüicular cada Mi é aberto e

fechado em M (l ma campo'mente Mi pode ter mais que uma componente topotógica,,

um exemplo é do.do pelo espaço sair não-estacionado, isto mais adiante).

Um exemplo simples de família de aplicações é quando todas as aplicações e espaços

sao idênticos

Definição 1.5. Z)ado um Aomeomor$smo /a de um espaço métóco À4a, de$nimos a

fauí\tüi,ü co'nstcLnte (M, f) associ,ada. a, j. como sen,do a seguinte famtüia de aplicações:

M = ll .A/. onde cada .AA é água/ a Ma (Com a mesa« métüca); a : .AA --, .Aã+i é

igKat a f. módulo esta ide\ti$cação.

Dizemos que a /amz2ía de aplicações (À/, /) é um Zeuantamento do sistema dinâmico

(À/a, /a). Este é um exemplo simples de uma família de aplicações; um caso particu-
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larmente trivial é a /amz2ãa identidade (M, íd) , isto é, a jamzaãa de apZácações constante

que é um levantamento da aplicação identidade em À/. A seguir examinaremos qual

deve ser o morfismo para esta coleção de objetos, a 6m de inclui-lo em uma categoria.

Começamos analisando a seguinte situação:

Definição 1.6. .Dadas duas /amzlias de aplicações (.A/, .f) e (.V,g), com métricas d e

p, uma comi' go.ção topotógica é bm homeomorfismo h de M T)ara N que conjuga, j

e g, isto é, tat que h, o j ::; go h; se h é bma. apta,cação contínua e sobreljetora mas 'n,ão

um homeomorfismo, dizemos qze isto é uma gemi-conjugação topotógica.

O problema com essa definição é que a categoria torna-se trivial, a menos de iso-

morfismos.

Proposição 1.2. Qua/quer /amzaía de aplicações {nuersúeZ (.A4, /) é topoZógácamzente

conjugada à famtnia identidade 'n,a comíponente Mo.

Demonstração. Seja (À4o, g) a família identidade. Definimos h : M --, .V por /}o - /d

a dentdade; param > 0, h« =(/n-lO...OJo)':; e param < 0, h. = /-lo..o/n;

verificamos (iue h conjuga (]1/, /) e (.N, g). D

Assim, até mesmo o levantamento de uma única aplicação é trivial a menos de

conjugação tipológica. Nossa escolha de morfismos será a seguinte, que funcionará

melhor.

Definição 1.7. [/ma (semí)co@ugação unã/oz,r&e é uma (sem{)co@ugaçâo que também

é uniformemente contilnua (.no espaço todos e sobrejetora; equiuatentemente, a sequevL-

cia h -- (jh4àicz de apticcLções que faz esta, comi' cação é unifor'm,ementa equicontinua

em.AA.

Definição 1.8. Sega M um espaço métóco e / : M ---} M um homeomor$smo. O

c.«j-to e.tá«Z W'(z) p«« « C M é . ««j-t. {y C M : dást(/"a, ./"g/) --, 0 q«nd.

n --, .«}. O co«junto {n.tá«Z W"(z) é o c.nyunfo «íá«J de /'"

Dada uma família (M, /), aplicamos a de6nição acima para a aplicação / e temos:
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Proposição 1.3. 07Üuntos estáveis e nstáueís sâo presemados por semácozÜugação

união'nne; se h é uma conjugação de ÇM,j) para tN,gh, então T)ara, todo = C M,

h(W'(«)) Ç m''(A(z)) e A(W"(z)) Ç H'"(A(z)). .4/ém d{.to, « À é "m« cona«g«ç''

-igo«,e 'ntã.h(W'(z))(A(')) . h(W"(z))(h(z)).

Demonstração. ]mediata da equicontinuidade. []

Corolário 1.1. C07%juntos estáueís e instáveis são noções bem de$n das na categoha

de famtüia de aplicações.

Observação 1.2. Z)a de$nÍção antepor, o conjunto nsfáue/ na k-ésíma componente

depende somente do passado da sequência, de aplicações, isto é, depende de ji para

i< k, enquanto o conjunto estável depeT de sovnente do futuro i Z lç; uer proposição

1.9

Definição 1.9. -Z)ada uma /amz2áa de apZic zções (M, /), uma segunda /amzaía (À4, .f)

é "m 'g'"p«m'nt. («g«p«m.«t.) d' (M,/) « e«üti, «m« .«Z,..q«êncí« (n.).« d.

inteiros estritamente crescente tal que Mi -- M.. e f{ := j.:.t*-t o ' ' ' o fRiA.\-

Se a família (.A/, .f) é um gathering de (M, /), dizemos que (À/, ./) é uma dispersão

de (À4, /). Ou seja, dispersão é o processo contrário do gathering.

Definição 1.10. $d' «m' /a«.z#á« de «pZI«çõe' (M,/). .4 Jamaía "sh.l/ted" (.V, g)

á [aJ que gi = .A+i e AG = Àá+i, Vá C Z.

Proposição 1.4. d /amz2{a "sAí#ed" (N', g) é um gatAehng de (À/, /); e/a é co@ugada

uniformemente Q (.M, f) uia Q co'njKgação h -- J se e somente se a, fümtüicl tfàicz. é

equzcontznua.

Demonstração. Para ambas afirmações a prova é imediata da definição

prova pode ser entendida pelo seguinte diagrama comutativo:

Mo -:&- M: --8- M2

'k-ú'-k-k"'

Uma segunda
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n

Observação 1.3. Agora Damos discutir um problema qwe pode começar a usar essa

idéia. Um pHmeiro problema é que a noção de conjuntos estáveis, o que parece ser

fun,damental T)ara o estudo de jamlai,a de aplicações, não é presem)adQ através do gath-

eüng, o conjunto estável de um ponto na jamtaia "gathered" (.após gathehngÜ contém

o da /amz2{a aóg naZ, mas pode ter lamentado estótamente.

Um problema relacionado é mostrado fortemente na proposição seguinte. Aqui

vemos que, em uma categoria de famílias de aplicações, a relação de equivalência ger-

ada pelas operações de agrupamento e dispersão é trivial onde há apenas uma classe

de equivalÉància. A situação pode, portanto, parecer impossível, mas, como veremos

adiante, essa dificuldade será resolvida quando nós introduzimos hiperbolicidade. Na

verdade, dentro das famílias Anosov o gathering é bem comportado na medida em que

preserva conjuntos estáveis, veja Corolário 1.2.

Proposição 1.5. Toda /amada de aplicações ínuers/ueZ (À/,/) tem ama dás

pensão, que tem um gatheüng, que é igual à famtaãa identidade (.Mo, i(Ü.

Demonstração. Este é um corolário da proposição 1.2; de fato, seja {Ai} a família de

aplicações que conjuga / com a família identidade; então, para g{ ' /d (a identidade) ,

mas g{ = hi+io/iohii. A dispersão é a sequência de aplicações..., Ào i, jo, Ai , hi i, /i, h2, h;i ,...;

associando isto com (hl o /o o hãi) dá o gathering igual a gi. []

Vimos acima o exemplo mais simples, a família constante, onde a métrica não muda.

Mas, em geral, a dinâmica de uma família de aplicações é determinada pela interação de

uma sequência de aplicações, e de métricas, ambas podem ser "variáveis" . Uma família

pode ser simplesmente de um ou de outro tipo, assim, no caso em que os espaços são

todos isométricos, toda a dinâmica é realizada pelas aplicações, e a situação oposta,

onde cada aplicação é a identidade, toda a mudança é feita pelas métricas.
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1.3 Hiperbolicidade

Agora vamos mudar para a categoria diferenciável, onde nosso primeiro interesse é

uma generalização natural de difeomorfismos de Anosov.

Definição l.ll Uma famtüi,a Anosou é bmo, famtüia de aplicações tM, f) tal que

(i) (À4.)icz é uma sequência de variedades Riemanniana (isto é, variedades com-

pactas - C' com métrica Riemanniana) e as aplicações /, : .aã --} À4.+l são

difeomorfismos de classe Ci;

(ii) o vibrado tangente TM tem uma decomposição contínua E' © E" que é /-in-

variante; e

(iii) existem constantes À > 1 e c > 0 tal que para cada n 2 1, para cada ã, para todo

p C À/, tem-se:

o(.F")(«) ll$ c :.x " ll « ll

para todo vetor u c .Zq, e

l o(./T)(«) ll5; c :.x " ll « ll

para todo u C .E;

(Aqui EP = .q O -Z$ é o espaço tangente em p.)

Se pudermos tomar c = 1 dizemos que a família é estritamente Anosov

Observação 1.4. ZI/ma dllferença {nleressante emite uma /amz# a de aplicações e uma

ú;Rico, aplicação é que 'para 'um famtnia há serrrtpre m\ iras decomposições inuüvictntes

contínuas, enquanto que por exemplo, para 'uma aplicação Anotou há essencialmente

umo,, i.sto por cansa da densidade dos T)autos T)eüódicos como mostrado nü proposição

1. 1. No entanto, 'para famtüias de ap\icações, existe uma 'única decomposição hiperbó\ica.

uer prol)osição 1. 1 e obsemação 1.'7.
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Lema 1.1. Sda -A uma aplicação linear {nuersíueZ entre espaços com produto {ntervzo.

Sejam cl,cz os raios mínimo e máaãmo do elãpsóide que é a imagem da bola unitária,

de mod. q«ec: ec, {JIÍIW}. .E«tã.c, .A ll e.Í:

Definição 1.12. .4 /amz2{a inversa de uma jamzlía de apZ cações ánuersúeZ (À/, ./)

é uma famzüia de aplicações QN.gÜ com Ni:;: M.i e gi -- Çf- l]

Observação 1.5. Esta não é uma composição nuersa .jú que não /zá noção de com-

posição düs famtüias, müs sim o inverso da famtüi,a que é Q famzniü comi)opta por

aplicações inversas. Há, no entanto, umü dualidade, iiú que a famtüiü inversa, da jamtüi,a

inversa é a .famtaia odginat.

Definição 1.13. Z)ada uma /amz#áa (.R/,, .fÉ) de d4/mmor$smos em uaHedades Ráeman-

nianas (não necessadanzente c07npacfas), szzpon#a que exista um c07Üunto ínuahante

A ):« p«« « .pZ{«ção t.t«Z / .m M t.J qae rÀh te«. «m« d«im-

posição nuahante, e faJ que ezístam, como citado anteriormente, constantes À > 1 e

c > Q para todo p C M. Então ch(nnamos ÇM, j,K] de famaüãa, h;iperbóti,ca,

Observação 1.6. Por de$nição, toda /anzzlía .4nosou é uma /amz2ía Aíperbólica, com

A = .A/ e cada Mi é compacto.

Exemplo 1. Um simples exemplo é a família constante (À4, /) definida como o levan-

tamento de uma aplicação Anosov /a de uma variedade Riemanniana À4a onde todas

as variedades ÀA e as aplicações /l são idênticas, copias de À4a e /a.

Exemplo 2. Exemplos de família Anosov não estacionária são construídas da seguinte

maneira; seja (m)icz uma sequência de naturais 2 1, e seja, para cada á, À4i = R2/Z2

com a métrica Riemanniana induzida do plano. Defina .A : JWi --} .A4i+i tal que

/. : laç yl h---' lz yl.4i, onde:

«-1:
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parazz7npar

Então (À/,/) é uma família Anosov (ver capítulo 3). Chamamos esta particu-

lar família de aplicações de /amz2ía .A4uZtip/ cativa determinada pela sequência ni. No

capítulo 3 encontramos explicitamente os autoespaços Z# e Z.I', e a sequência de auto-

valores.

Definição 1.14. C/ma /amz#ia de ap/ácações é etJentuaZmente .Anotou se eãstár

uma decomposição f-tnuaüante, como antes, mas agora com sequên,clãs >q.>q para

l,odo i, C 7. de$nidas por

Àr = in/{ljO(/.)(u)ll/ll«ll f«Z que « € E"},

À: = -plllo(./;)(«)ll/ll«ll t«z q«. « c .E'},

ou, equ valentemente, pelo lema l.l

i/.x: (o(/.)")':ll, À? o(./;)'ll,

onde DÇfà" , D Çf\Õ' denota üs aplicações lineares restütas Q estes subespctços, com estas

squêncáas satisfazendo, para algum (c-sequentemente, pa« todo) k C Z,

k+n

11 À: ---» --«, .
k

ll(Àr)-: --' o q-«a. « --., +'",
k n,

k

(1.1)

k+n k

H
k k--n

Esta condição diz que cada vedor em E" será eventualmente expandido em +oo

e eventualmente contraído em --oo. Notemos que a família inversa de uma família

eventualmente Anosov é eventualmente Anosov.

À;--,0 e ll(À;)-: --' +«, q-«do n--» +m.

e

Proposição 1.6. Z./ma /amzaáa .4nosou é euentuaZmente .Anotou. ZI/ma /amz2 a

eventualmente .Anotou tem um gatAeh7zg que tí está'átamente ..4nosou.
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Exemplo 3. Dada uma sequência (ni)icz de inteiros positivos. Fixamos JWÜ (para

cada k) sendo o toro ]R2/Z2 com a métrica induzida de R2. Definimos /h : .A4h --, ,A/k+l

para ser a aplicação dada pela matriz .Ak agindo em vetores linha, com:

«.- l: :l
para k satisfazendo ni 5; k $ ni+i l se ã é par,

'.- l: :l
para k como anteriormente para á é impar.

Chamamos este exemplo de /amz#ãa .4dátÍua determinada pela sequência (ni)icz por

sua conexão com a noção de Jtação contínua adít ua: expressando nk como soma de

I's como feito aqui

Assim (M, ./:) é uma família eventualmente Anosov, já que uma subsequência de

seus produtos parciais é exatamente como a família do aremplo 2. Então a família

Multiplicativa é uma gatàeóng da família Aditivo

Proposição 1.7. Z)ada ma /amz2áa eventualmente 4nosou (M, .f), a decomposição

E' © E" do obrado tangente TM é única.

Demonstração. Esco]ha uma componente, digamos ]Mo. Como a decomposição é

invariante, então e]a é determinada pe]a decomposição em ]14o. Suponha que haja uma

segunda decomposição hiperbólica .F' © E"; seja que ü8 um vetar em .D', com base

em algum ponto p, que não está em -E' de p. Agora isso pode ser expresso como uma

soma na primeira decomposição, ü8 :: az;g + Z)u8 com a # 0. Aplicando as funções ./;,

esse vedor se expande até +(n, uma vez que tem componente instável não nula. No

entanto, da parte (iii) da de$níção 1.11, o espaço estável é necessário para contrair

quando o tempo vai a + oo, dando uma contradição. Portanto, devemos ter -E' C E';.

Por argumento simétrico, -ES C Es. A mesma prova aplicada à família inversa mostra
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Dque E" :; E", e, portanto, a decomposição é única.

Observação 1.7. Para uma /amz2ãa .4nosou (em contraste com o caso de uma única

apZ cação) eãstem muitas decompor iões inuadantes; basta escoZAer uma decomposição

no tempo q e transpo'üá-la para. Dente e para trás nas outras componentes. A proposição

mostra qu,e para q'ualquer outra decomposição inuaüante não pode ser hiperbólica.

Corolário 1.2. t/m agr"tzpamento de uma /amz2áa et/entuaZmente .4nosou é nouamerzte

eventualmente Anotou. Nü classe de famtnias eventualmente Anotou, gather'ing presema

a decomposição do vibrado tangente, e também presema os conjuntos estáveis e instáveis.

Demonstração. Suponhamos que são dadas uma família eventualmente Anosov

(M, .f) e uma família (Nn, g) que é um agrupamento ao longo das componentes Nn =

JMz., por alguma subsequência estritamente crescente de inteiros á.: n C Z. Esta

afirmação significa que, em cada uma dessas componentes, as decomposições são as

mesmas. Agora fica claro que a decomposição resultante se encaixa na definição de

uma decomposição eventualmente Anosov. Assim, (Arn, g) é uma família eventual-

mente Anosov. Pela propor ção 1.7, esta decomposição é única, logo as decomposições

são preservadas pe[o agrupamento. []

Observação ]-.8. .Z)ásfo resulta que, dada uma /amz2{a eventualmente .4nosou (M, ./),

se umü segunda famtüia ÇN.g) é nma dispersão e é euentualmebte Anotou, então o

conjunto estável e ínstáueZ são presemados. O que dew errado na proposição 1.5 é que

tivemos uma dispersão que nos tirou da categoüa eventualmente Anotou. Equãuatente-

me'nte, o lnmerso à preposição \.6 é falso, ou seljü, existem famtnias de aplicações para,

as quais há um agv"upamento que é Anotou mas que elas mesmas nâo são euentuaímente

.4nosou.

Definição 1.15. .Dtzas méfdcas .Ráemann amas em uma uahedade são Z m tadamenfe

eqli;iuatentes se Q razão entre as nol"mas, induzidas no espaço tangente, em cada ponto

está limitada por coTtstantes entre b e (x). Duas famxüias de ap\icações diferenciáveis
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são timitüdamente conjugadas se e=istàr uma comi'ugüção dilerenciáuet que induz uprlü

equivalência limitada das métr"ices. Pelo tema \.l, uma conjugação h é limitada se e

soz«ente se ení.ste c > 0 ta/ gue llZ)hll < c e ll.Z)(Ai)':ll < c, para todo í C Z. Tome,

por ezev7zpZo, c = 1 + stzp]ci-i, c2]., ozzde IZ)/11111 c lci, c21.

Note que ter uma conjugação limitada é equivalente a ter uma conjugação diferen-

ciável e uniformemente Lipschitz.

Proposição 1.8. Sd« (M,/) am« jamz2í« « ntu«Zm'nt' .4n«. Sd« (.V,g) out«

famtmia de difeomeoJismos em 'uaüedades Riemannianas (também com uma méthca

Riemanniana de$nidnÜ, e seja h : M ---+ N um dileomorfb'm,o que cona'ugü f e g.

Assuma que h é uma conjugação \imitada. Então, tN, gh é umo, famíhcl eventualmente

.'lno««. $e (M, .f) é ««.« jamzlã« .4n«, então (N, g) t«mZ,ém o é.

Demonstração. Suponha que existe uma constante c > 0 tal que ll.i,)ài l ll, ll/.)Aill < c

para cada á C Z. A partir das decomposições E" a) ES de TÀ/, temos uma decom-

posição .E" (D -ZI' de TN; que também é invariante. Sejam as sequências À:, À{ > 0 e

À:, .\; > 0 definidas pe]as famí]ias (]1/, /) e (.V, g) como na deânição 1.14. Precisamos

veri6car a condição (1.1) para Ài. Temos, pela regra da cadeia, que À: = llZ)g'll $

ll-Z.)hll/.h i(P)-llZ)./''llÜ i(p)-llZ)h'illp $ c2Ài. Consequentemente, para cada í, À? $ c2À;

e, similarmente, c-2.X: $ À:. Mas se, em vez disto, considerarmos composições parci-

ais das aplicações, esta constante c2 permanece a mesma. Portanto a condição (1.1)

vale, logo(/V, g) também é eventualmente Anosov. O caso para uma família Anosov é

similar.

Assim conjugações limitadas preservam limites de expansões a menos de uma con-

stante. Consequentemente, nós temos o seguinte:

Corolário 1.3. Famz2{as .Anotou e eventualmente .Anotou sâo categohas com

respeito a conjugação limitada.

Proposição 1.9. Sda (]14, ./') uma /amz2{a euentuaZmente .4nosoti. Sega Z8 © Zq a de-

composição htperbótã,ca de TMo. Então EuQ (i,epe'rede somente do passado, e Esn depende
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som,ente do futuro. Destct foT'ma,, se ÇM, f) é outra famtüia eventualmente Anotou tal

que Ji = .fi para i$ --1, então E8 ::; E8, e similar'mente l)ara o espaço estável para

á> o

Demonstração. E semelhante a prova de unicidade da decomposição, feita na proposição

1.7 : para obter a contradição, usamos apenas o passado da sequência. []

Observação 1.9. Para entender melhor esta aármação é tít Z pensar de duas /oí'mas

complementares 'paro, definir o esT)üço instável. de um ponto p C Mo. Para a pr'inCiTa

/o««, -E# é o co«j-to de t.dos « «.*«e. « f«/ q«e llD/n(«)ll --, 0 q-«do n --, --m.

Isto é similar CL de$nição de conjunto estável, mas para Q aplicação inversa. A segunda

fo'rvriLa de de$nir espaço instável é construtiva., mas só é fácil de a$1"mar para. alguns

exemplos específicos, por exemplo) para matrizes Ç2 x 2h não negativa,s; aí o espaço

instáue! é Q intersecção de todas imagens do cone positivo aplicado do tempo n < Q até

o tempo 0 pela aplicação deduada.

A razão desta segunda definição ser mais difícil de se afirmar no geral é que nem

sempre temos uma analogia do cone positivo, que para o caso das matrizes não negativas

são disjuntos de todos subespaços estáveis. Agora ambas definições concordam em dizer

que o espaço instável depende apenas do passado. Assim, pode parecer que a definição

de eventualmente Anosov poderia ser simplificado para exiger somente que os vetores

no espaço instável se contraiam para --(x), sem exigir que eles também se expandam

para +oo. Mas abaixo está um exemplo que mostra que para famílias eventualmente

Anosov esta não é uma boa idéia.

l 2 1 1 . . . 1 2 1 l
Exemplo4. Tomemos.Ak::.4=1 ' ' 1 parakÉ --l,.Ai;;;.a-l ' ' l para

l l l l l l l

l

k>o

Se tentarmos localizar o autoespaço instável por qualquer um dos dois métodos acima

(cones ou direção estável para a aplicação inversa) teremos o espaço .Zq para a matriz

.A ::l ' : 1 , uma vez que esta dá a sequência passado. Da mesma forma, utilizando-

se a sequência futuro B :: .A'i para determinar o espaço estável, novamente temos



1.4 Dinâmica Simbólica das Famílias de Aplicações 24

convergência, mas para o mesmo espaço E#. Assim, para esta família, .ZW expande

em direção a+oo e a --oo, enquanto .E8 contrai em ambas direções para a matriz .4.

Assim, não há decomposição hiperbólica. Então, na verdade, esta família de aplicações

não é eventualmente Anosov.

1.4 Dinâmica Simbólica das Famílias de Aplicações

1.4.1 Sequência de Partições

Nas próximas seções nós desenvolvemos o maquinaria da dinâmica simbólica para

as famílias de aplicações. Para simplificar, vamos assumir a partir de agora que m

aplicações são inversíveis, já que o que faremos pode ser generalizada para as família

não-inversíveis. Para o caso das famílias Anosov, o resultado será uma sequência de

partições de Markov, que codifica a família como uma versão não-estacionária de um

subshift do tipo finito, veja a proposição 1.14. Começamos com a definição mais geral

onde as partições não são necessariamente Markov.

Definição 1.16. [/}na partãçâo !2 de um espaço métrico compacto X é wma coZeçâo

Q = {Qi : C /} de subconjuntos /ecãados de X taZ qae;

e cada Qi é o fecho de seu interior, e nenhuma parte de seus bordos é denso em X;

. v i,.j c .r,{ # j -+ ãnt(Q.) n ãnt(Qj)

. UQi

Uma partição ordenada é uma partição com um conjunto / de índices totalmente or-

denado; a menos de renomeações, sempre podemos tomar, neste caso, Ç2 = {Qo ' . Qz}.

Definimos uma partição P de uma família de aplicações (]W, .f) sendo uma sequência

de partições 7\ , no sentido dito acima, das componentes .A4i.

Dizemos que a partição gera para a família de aplicações se separa pontos fora

do conjunto magro constituído do pullback de todas as fronteiras das partições futuras

e passadas, ou seja, se para cada x, y no subconjunto Gõ que é o complemento do
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conjunto magro, existe n C Z tal que /"(aç) e /"(y) estão em elementos diferentes da

partição Pn de À4n.

Definição 1.17. 4 junção de duas padições 7?. e Q de am espaço X, denotado por

R V Q., é a partição cujos elementos consistem das intersecções de cada elemento não

tdlÁal Çinteüor não uaziob destas paüições. Se 'R, e Q tem conjuntos de índices l e

J, então inde=amos 'R,'V Q pelo subconjunto de l x J conespondendo às intersecções

n,ão tüúctis. Estendemos esta de$nição de maneira natural para um 'número anito de

partições.

Definição 1.18. Sda (M, /) uma.@«azaáa de apZícações com pa íção P, e sda (À/, /)

umü segunda famtüia que é 'um agr'upamento de ÇM, f) ao lov go da shbseqtência. Qnà.

Para Q jamtüiü agr"\iT)ada dejlnimos uma partição 'P por

Ê /ã:(7'«:+:)v V (/n...:-2 ' . A.)':(P«*.-:)

Chaprílfamos 'P de pcLrtãção o.g'r'upadü. Note que para isto tomamos as junções do

tempo ni até o tempo ni+i -- l.

De$nimos uma seg'finda püüição 'P por incluir ma um único tempo, tomando a

.junção de ni até o tempo ni+i . C'hamamos de partição ag7'rapada aumentada

Observação 1.10. Fazendo um ag pimento tãuíaZ da /amz2ãa com paNíção P', isto

é, agmpamento ao ton,go da subsequência ni -- i, a, paüição agr'upadct não apre-

sento. 'mudanças, então 'P -- 'P, enquanto que para a partição agr'upüda. ctume'atada

Ê = a V /i':(P.+:).

Proposição 1.10. Se apadíção P gera (M, .f), então asma ãções ag Fada e ag Fada

arame'rttada'P e'P geram para Q famtüiü ügrupctda ÇM, j). Reco;procamente, se a T)adição

ag'rapada, Ob agr'upüda aumentada geram para a, famtüia agr"rapada, então Q paüição

or'tginnl'P gera a, plqmeira. fcLmtüia ÇM, f).

Demonstração. Imediata da definição
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Observação l.ll. .Vote qae a paMáção agmpada aumentada é um pouco medos e$-

ciente, pois há redundância: as paüições até o tempo ni estão incluídas duas vezes

cada.

Dada uma família de aplicações com uma sequência de partições geradora, es-

tendemos esta sequência para uma dispersão da família, tomando a partição trivial

7). = .[Mi} nas novas componentes. Claramente, esta sequência gera a família dis-

persa.

1.4.2 Partições de Markov

Dada uma família de aplicações (inversíveis), considerando o caso de uma única

transformação de que trata Bowen ( j141), escrevemos Wcs(p), Wcu(p) para c-discos

nas folhas estável e instável de um ponto p; dizemos que a família tem coordenadas

canónicas se dado c > 0, existe (i > 0 tal que, se z e 3/ estão õ perto um do outro então

wcs(z) n wcu(y) é constituído de um único ponto, neste caso nós escrevemos lx,yl para

este ponto.

A existência de coordenadas canónicas para as aplicações é provado em j141, a idéia

é que existe c su6cientemente pequeno tal que W.s(z) n Wcu(aç) é um único ponto e que

esta propriedade é preservaíia sob pequenas perturbações. E isso passa para famílias.

A condição de Wcs(z) n wcu(aç) ser unitário pode falhar para c grande por duas

razões: primeiro, uma das folha pode curvar e interseptar a outra em um segundo

tempo, para isso, precisa de espaço su6ciente para virar. Em segundo lugar, mesmo

se não seja curva, ela pode retornar fazendo a volta em torno da variedade. Ambas as

possibilidades são eliminadas com c suficiente pequeno.

A existência de coordenadas canónicas definidas localmente é usado por Bowen

para produzir pequenos refánguZos. Para os principais exemplos estudados no presente

trabalho queremos permitir refánguZos grandes, damos uma definição diferente que

funciona para o nosso caso específico, onde a geometria é muito simples, sem muito

esforço para fazer generalizações, os retângulos serão construídos de forma explícita.

Assim, supondo agora que as componentes de nossa família Anosov são o 2-toro
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Figura 1.1: Partição de Markov geradora para a
família aditiva, <n> = (. . . 111 . . .), para paridade
(+), ver capítulo 3. Este exemplo e figura foram
extraídos de jll.

plano e que as variedades estável e instável WS, ['r" são fo]heações ]ineares, um

retângulo será um paralelogramo ("preenchido") com os lados em W' e W"

Nós definimos W'(p, R) para ser a componente conexo de W'(p)n R que contém

p, e similarmente para W"(p, R). Se W'(z, R) n w"(y, R) consiste de um único ponto,

denotamos este ponto por lx,yl. Coordenadas canónicas, nesse sentido, claramente

existe para z, y no interior do retângulo

A razão pela qual os pontos de fronteira foram excluídos pode ser observado na

.Êgura 1.1 , o maior dos dois paralelogramos dá a volta o toro e assim, tomando 3/ em

sua fronteira instável e z em seu interior, o segmento instável contendo y encontra o

estável contendo z em dois pontos.

Agora voltemos à situação de Bowen, que incluímos aqui para indicar o que os

dois amos têm em comum e mostrar como conjuntos hiperbólicos gerais, para famílias

de aplicações, podem ser tratados. Assim, dada uma família de aplicações com co-

ordenadas canónicas no sentido de Bowen, definimos R Ç À4i para ser um retângulo

(pequeno) se:
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(i) para todo z, Z/ C R, lx,yl está definido; e

(ii) para z, 3/ c R, lz, pl € R

Para p C R de6nimos W''(p, .R) sendo HC'(P) n R onde c é pequeno e o diâmetro de

R é menor que c, similarmente para W"(p, R)

Note (lue para tal R, dados dois pontos aç, Z/ C R, então WT'(gç, R)nw"(y, R) consiste

de um único ponto lx,yl. Note que para retângulos menores não há a necessidade de

excluir os pontos dafronteira.

Dizemos que um retângulo R é pr(ípho se ele é o fecho de seu interior R
n

DeHnição 1.19. Para uma /amz2{a de aplicações (M{, .ÍÉ), uma partição de Marcou é

uma, sequência de paüições $nitcts'R.i de Mi, isto é, recobrimentos de Mi por cona\mitos

fechcLdos de inteTlores dã.s3untos, tal que cada, el.ementas da paüição é um retân,guio

pr(»do e faZ qwe a cardação de Marcou é satllls/e ta; para .l$ C 7& e RFI C 7?e+i,

t«Z q«e « C 4 e .Ê(z) C RF:, e«tã.

./;(w"(z, -q)) a n'"(./;(z), Ri':)

e

./:(W'(z, 4)) Ç H'''(./;(z), RÍ''')

Note que, da definição de retângulo próprio, as fronteiras da partição são con-

juntos fechados e em nenhuma parte densos, portanto, para uma partição geradora,

o complemento da união de todos os pullbacks das fronteiras da partição para uma

única componente é um denso Gõ. E por estes pontos que a dinâmica simbólica será

definida. Dizemos que um retângulo R passa completamente através de um segundo

retângulo S na direção estável(respectivamente instável) se para um ponto z C R,

H''(z, R) 2 H''(z, S), respectivamente, W"(z, R) a w"(z, S). Então, a condição de

Markov implica o seguinte fato geométrico sobre intersecções de partição.
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Lema 1.2. (/}na sequência de punições de .A/aTEou 7?.i para uma /amz2{a de ap/{cações

inuersíueis ÇM. j) satisfaz a, 'prof'piedade geométücü de Marcou: Q pré-intctgem na com-

ponente Mi de cada elemento lü3+t de uma, partição'R+-+\ pela aplicação fi o» ema um

determinado eleme'rito de 'R,i o' passa completamente T)or ete 'na direção estável. Da

mesma forma, os elementos de 'R.i-t empanados para Q dente, para Mi, atravessa

completamente na d reçâo ãnstáueZ.

Demonstração. Para o caso do toro quadrado com paralelogramos, segue imediata-

mente da condição de Markov. Para o caso geral, pode-se seguir a prova de ( j141,

Lemma 3.17).

A consequência combinatórial disto (ver proposição 1.14) é que uma partição de

Markov dá uma boa dinâmica simbólica para a /amzaáa .Anotou: uma família de

aplicações ao longo de uma sequência de espaços métricos compactos definidos combi-

natorialmente, feito na seção seguinte.

1.4.3 Subshift não estacionário

Definição 1.20. Sda (.4){cz uma sequência de co@unfos .PnÍtos nâo pagãos, chama-

dos alfabetos, cujos elege'fetos serão chamados de sívT\bol,os. De$nimos #.Ai -- l,i

comando .h = {0, 1, . . . , Z{ -- ]}. Z]/ma mata'íz de trens ção é ama malha refángu/ar

0-- 1, í.f. é, ««. ent,«d« 0 o« 1. D«d« ««.« «q«ênci. (L:):« d. m«tã«. d. t«n.içã.

(Z.) x (Z.+:), ««. "st''i"g" pe«.afia. é "m. «q«ên.{« (z:) ./inít« - {n#nít., on'í'

c.d. z. C 4 e t«/ q«e « (z:z:--:) entmd« d. .Ü é 1. Um "sfà«g"épe«nítád.) ./iní'.

é cA«m«d. de "pala«a". D.,'o''m« po, (L) « «g«énc{. (L:)l:L m t*

transição. .Denotamos por }l:o = ll- .,4i e de$nÍmos o subc07Üunto )l-.(L) como sendo

a coZeção de "stdngs" bi-batera s 7zán fos pe7mÍtádos # = {. . .z i.içoiçi . . .] c >,ol).
Dizemos que uma matiz Li é reduzi,da se e somente se Li não tem, n,enhunta, tinha

e nelzÀuma co/urze ideal comente 7zula. Z)dzemos que a sequência de mau'ízes é

reduzida se e somente se cada matiz Li é reduzida.

Observação 1.12. .4o de$nár este espaço optamos reza convenção vetar ZánAa. Met-

emos mais adiante porqu,e esta asco\ha foi feita, ao invés dü conlienção 'uetor colun,a



1.4 Dinâmica Simbólica das Famílias de Aplicações 30

onde tema«.« m.th«; (Z.+:) x (Z.).

Agora introduziremos a dinâmica do "shift"

Definição 1.21. Z)ado L = (.Lí)icz uma sequência de matizes, denotemos por o-L para

« «qHêncãa de mato«. desfocada p"- a "que«da, {.t. é, (aZ.). = L:+:. Oe-

.Pna }-.(1) ' )l-'(a'L) para k C Z. .li'izamos >-.(1) ' ll )I'(E) a untam dídunta. (;hamamos

>l,h ) a k-ésÍma coznponente )ll:(L) que é chamado de espaço total . De$na a em )ll:(t)'
o «sh\ft" , para ser ü aplicação dada 'por desl,orar um «string" para o, esquerda, OI

sd', a(z) ,o.z:z,...) onde z (...z-:."oz:...). Oh'm'm« o p- (E., a)

de "subshãft" não estagiou,ávqo do tipo $nãto (sntf) de$nido por (AI)icz e

L .biJecz .

Enfatizamos que, ao contrário do caso estácÍonáho , onde todos os .,4i são iguais

(respectivamente JW{), e temos uma única matriz de transição 0 -- 1. Para o tempo

0, a não é uma aplicação do espaço }-(L) nele mesmo, já que as matrizes e o número

de símbolos podem mudar com o tempo. Na verdade, a imagem de um ponto z C

>-.(z,) está em um espaço combinatorial diferente que é dado pela sequência de ma-

trizes (al) = (. . . , -Z.,t, L2, . . .), isto é o que de6ne os espaço )l-.(L)' A aplicação shift

a : )l-.(L) ''} >.'(1) no espaço total é equivalente à sequência de aplicações ao longo

destas componentes,

r-xO a ç--\l a ç---2

Eba --b Ein -'b Ea)

Então ah aplica a {-ésima para (ã + k)-ésima componente de )ll:(t); assim, pala

z € >1,(L) com # ' (...# i.zoJçi . ..) C ll' .'4i, o ponto ahz é o string bi-infinito

definido por (ahs)i = zi+ü em >1:&,). No entanto, (-L) deve ser uma sequência reduzida,

isto garante que todo "string" finito permitido tenha continuação para direita (pois as

linhas são não nulas) e para esquerda(colunas não nulas) .

A seguir definimos a topologia e a métrica em )ll:(t):

Um cÍZÍhdro é um conjunto da forma lak . . . z.l = [w C )]-k ) : w{ ' zi, k $ á $ m}

para alguma sequência finita zk . . . z., com k, m C Z.
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No espaço )i.,b,) colocamos a topologia produto das topologias discretas sobre

.4 = .4?, como os .4i são anitos, então pelo teorema de Tychonof, )ii:8,) é compacto.

Os cilindros são conjuntos fechados e abertos (clopen) que geram a topologia e, con-

sequentemente, a a-álgebra de Borel B de )ll:?z,)

Para k $ m, definimos 23r como a álgebra gerada pelos conjuntos dos cilindros

finos Cr, e denotemos por BAm a a-álgebra gerada por U Ck e B = 23.mm = U Bk .
m2:k . k$O

Para facilitar a manipulação dos índices da próxima definição, vamos considerar que

a coordenada presente do ponto z em )l,Íz) seja zo, isto é, zo denota da O-ésima

coordenada deste ponto que está em )l,(L) e não em >1'oz,); suas condenadas /usuras são

zi tal que ã 2 1, e as passadas para á $ --1.

Proposição 1.11. .4 componente >1:ÍL) é methzáue/; uma métMca convem ente é a

métàca "Mora" ; de"citemos por wl(--j, k) o "«íme« de "st''í"gs" pe«nátÍdos em XI.)
de --.j afé k; isto é também o nlímero de cilindras ./mos em >1:Íz,) da/ozma laç-j ' ' .zo ' zkl

Note que, por esta de$nãção, wt(Q,Q) :: ll (.o llúmero de símbolos no alfabeto de posição

0 'm EÍn) D'd« «, y - m"m" "mp- nt' EÍn, d'$"á«.« d.(«, y) - l '' «. # y.;

caso contráüo, assumindo então zo -- 'yo, tomamos li,uriJ os maiores inteiros não nega-

tivos tais que =i= i para --:i $ i'É m, e $=amos

dz(z,y) {(wi( .j, 0))'',(«,z(0,m))':}

Observação 1.13. Para o caso un lateral onde temos a{6abelos .,A para á 2 0 e,

""'q«e«tem'nfe, «m« «q«ên.i« (z') - (-L).zo, deÉn n . « "mp-ente XU Ç llU
q«e é o congunt. f«J q«. « « c X8, .ntão z = (.«oz- . . .). De$n{«.o. « «.étdc«

''«."'!" como d(g, 3/) (««(0, m)) :}, o«de ««(.j, k) é . nú«.e« d. 'gt'{«g."p.«nítÍd"

de j até k para 0 <- j $ k. Esta discussão se estende a k-ésima componente üa

ádentiWcação, tomando um sala na sequência de mafhzes. Em radicular, estendemos

pam o espaço total }'(1) de$nindo em cada >i:f8 do mesmo modo, e dec/arando a
distância entre dois pontos n, y sendo 1. sempre que estes estiverem em componentes
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dljferentes. (hm a topoZogáa resultante no espaço total >1,(L) ' cada componente )ii:f;i} é

um cona'«Xo clave«- (fech.d. e «be«to), e « «plicção sMB é contínu«, não in«í«l ' '

ntímero de pré-imagens por a de um sthng (.ziiç2 . . .), onde açi = r, é igual ao ntímero

de I's na r-ésimü coluna da matiz Lo. Neste contexto, acrescentamos uma obsemação

na aplicação "sAIu" a. $e são dados Hm "stdng" pezmít do z C ll:?Ú e k,m 2 0 com
k 5: 77'}, eSCTet/ellZOS

lzh...z.l Xl?Ü :'"k .,««.

chamando-o de cilindro Pno de }l:?Ü. .Então, nesta notação, para l.zk . . . z.l Ç >i:FB

temos:

a-'(l.zk ««l) «k . . . z.l = 1. * * * "* . . . ««i ç XH,

onde ndíca; "nenhuma restrição no síinboZo". Z)anotamos por Cr a coZeção de

cilindros anos em EO(Ü com coordenadas lhas da posição k até m. De$nimos BF

como a álgebra gerada Fetos conjuntos dos cilindros anos ç:T, e denotemos por BT a

a-áZgebrn gerada por U Cr e 23 = Bom

Um cilindro genérico é a coleção de cilindras anos. Então, por e=emT)lo, para

alfabetos .Ái com ? 3 símbolos, 1.1011 € Cg. .Enquanto l.312+01 e l.+2#3+l são cilindros

genéhcos qwe são membros de Cg.

m>k

Lema 1.3. Z)ada uma sequência de aêfaZ,elos (.4) e ma s uêncía de mat zes (L{)

com matizes 0 -- 1 (Z{ x Zi+l). Se }i:b,) é não t'azia, então eüste uma tíním sequência

d. «ZHab.t« (Â) «m À Ç A e um« «quêncí« « u,íd« (Z.) d. m«fó«' 0-1 (i; xZ:+:)

taZ qae E&) = E&a'

Demonstração. As operações de redução no estágio k, dadas por remover as linhas

e as colunas identicamente nulas de Lk e as letras correspondentes em (.4k) e (Ák+i)

podem ser vistas como operadores, agindo em um espaço compacto, que são não-

crescentes para uma ordem parcial natural vinda da inclusão, com a sequência reduzida

sendo o limite. Listamos todos os elementos dos alfabetos e todos os elementos da
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matriz, dando um conjunto X, e formando o espaço produto {0, 11x; remover ou

manter um símbolo ou um elemento da matriz será codificado por esses novos símbolos

(0, 1, respectivamente). Definimos um operador 7?.k neste espaço correspondendo a

remover todas as linhas identicamente nulas de .Lh, as letras correspondentes de (Ák) e

as colunas correspondentes de Lt-i. Similarmente, escrevemos Ck para o operador dado

pela remoção de todas as colunas nulas de Lk, as letras correspondentes de (-4k+l) e

as linhas correspondentes de Lk+i. Dada uma lista finita L-«, L-m+l, - ' ' , h; m € N,

aplicamos sucessivamente estes operadores 7Z«, 7Z..i, . . . , R. m, em seguida aplicamos

C..,C..+l, . . . , C.. Isto produz uma nova sequência bi-infinita ((Á), (L))m (lue está

reduzida nos tempos m, --m + 1, . . . , m e que tem os mesmos strings bi-infinitos

permitidos. Continuando, este processo converge por compacidade. Ou, por outro

ponto de vista, as possibilidades em qualquer segmento de tempo finito são 6nitas,

enquanto as operações forem consistentes, isto é, enquanto forem não-crescentes na

ordem parcial quando m --} oo. E por suposição, )I'o ) é não vazio, (.4i) é um alfabeto

não vazio no limite, então as matrizes Íli existem (são pe]o menos (] x ])). []

Lema 1.4. Para a seqaêncía induz da (Li), para cada k, a aplicação a : )ll:* ) '' )l-'(L)

é sobrejetora.

Demonstração. Isto é consequência do Lema anterior. D

Proposição 1.12. O sn4/' (>-(1), a) é uma /amz2ia de aplicações.

Demonstração. Imediato da de$níção 1.3: a métrica e a tipologia são compatíveisl

cada componente )l,(L) é um espaço métrico compacto; na verdade, cilindros são

"clopen"(abertos e fechados), e se uma infinidade de alfabetos tem pelo menos dois

símbolos, então (>1'(L), a) é topologicamente um conjunto de Cantor, e a aplicação a

é uma sequência de homeomorfismos de uma componente para a próxima. Ver lema

2.2
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Proposição 1.13. Se duas seguêncim de matizes .L, Z,' que de$nem as /amz2ãas de

lpticações'j' (L} e'5..(.L-\ são reduzidas, então estas famtaiüs de aplicações são as mesa,as

se e somente se as sequências L, L' são iguais.

Demonstração. Direto do lema 1.3 ou; conhecer a sequência da matrizes é equiva-

lente a conhecer os strings permitidos. O fato de ser reduzida implica(na verdade é

equivalente a) que a sequência de dígitos de qualquer string finito permitido pode ser

seguida infinitamente em ambas as direções. Por compacidade, existe um ponto em

)l-.(t)' que tem o nome deste string. Assim, conhecer o espaço, ou seja, conhecer os

strings infinitos permitidos, é equivalente a conhecer as sequências de matrizes.[]

Observação 1.14. Eze?npZos sÍ7np/es mostram que a redução é necessáüa, as sequências

TT''«'.:"'- [ =1, ?- 1: =1, ":'- 1: :1 'e$«'«.m«..«t/««m

Ü"'" po"t' 'm Ea) - Ea0 - E@«), ' 't'{«g (...000...); p.de-« «e, g«e «m«

equência de matizes não reduzida pode ser simpli$cada eliminando-se, em cada alfa-

eto, os símbolos que não pertencem, Q nenhum stdng bi-in$nito permitido, produziu,do

xsstm uma sequência reduzida carbónica de matvlzes com o mesmo sntf.

A principal diferença entre um sntf e uma família de aplicações em geral é que

para um snf/ cada componente carrega toda a informação da dinâmica, simplesmente

aplicando o "shift", todas as outras componentes são reconstruídas

1.4.4 Dinâmica Simbólica para as famílias Anosov

Aqui veremos que o snZ/ dá a representação simbólica de uma família Anosov, esta

representação é fornecida por uma sequência de partições de Markov.

Lema 1.5. Z)ada uma /amua a inuersú,e/ de ap/ácações (M,/), assuma a ezísténci'z

le uma sequência de paüições de Markou RK. Se uma sequêv cia finita de elementos

lesta.s paüições Ri,Ri.n,. . . ,Ri.}. com Rã e 'R.i tem, dois Q do{.s, intersecção não

Jazia pelo pultback, isto é, se Ri f\ fi\ Rj-ti # $, então Q intersecção simultânea dos

pullbaclçs para 'üma. única componente é não vazia:
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RJ n .fj':Rj+i n . . n ./;ii=. :.1?j+. #Ü

Demonstração. É imediato da propriedade geométrica de Markov (lema 1.2). D

Dada uma família inversível de aplicações e a partição de Markov geradora, seja

Zh denotando o número de elementos de 7?.À;. Ordenámos cada partição, e definimos a

áj-ésima entrada de uma matriz -Lk (Zk x Zk+l) sendo l exatamente quando /A'i(/?f+:)

encontra Bk, onde RÍ,, denota o m-ésimo elemento de 7Zz. Temos o seguinte.

Proposição 1.14. .4 aplicação r : )ll:?z,) "') 'A4o de$nída por z F---} Í'licz/'iR'. é

iniciara ezceto n,o cona'unto dos putlbacjçs das Porteira.s. Isto é umcl se'miconjugação

Lopológica da famtüia de aplicações (:..ÇLà' a) para ÇM, f).

Demonstração. A observação fundamental é que se um string finito é permitido em

nosso sntf, os sucessivos retângulos correspondentes tem, dois-a-dois, intersecção não

vazia pelo pullback, portanto, pelo lema 1.5, existe um ponto no espaço que tem esse

nome finito. Por compacidade dos retângulos e das componentes .ü/t, isso se estende

para os strings in6nitos permitidos. Então cada )ii:8,) se corresponde naturalmente a

.A4k via aplicação projeção ak. A união disjunta )ll:(Z) projeta-se a .A4 via a, definida

por ser igual a nk em cada componente )I'(L)' A aplicação shift a aplica )i'8,) a >i-.}8 ,

logo isto projeta-se para /A : Ã4A --} .A4h+l, e a aplicação total a em >1:(t) projeta-se
para a aplicação total / em M, e o diagrama da Figura 1.2 comuta. a- é sobrdetora.

D

Observação 1.15. Como amos na senão 1.3, é dese#áueZ para as /amz2ías de ap/ cações

terem uma gemi-conãKgação que não é open,as topotógicü, mas união'r'me; para, Q apticctção

Xã --s-- El?u --s-'- E@)

J-l-t"'
Figura 1.2: Dinâmica Simbólica para
uma famíHa de aplicações.
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de codi$cação x, exemplos 'uniformes e 'não unifor'mes ocowem. Destacamos que, às

vezes, é títiZ considerar a apZícação total como uma única apZÍcação e nâo como uma

sequência, Q parta desse IE)auto de esta, por e=eml)to, a paMição de Marcou para CL

famtüiü Anotou é uma, paüição de Marcou m,o sentido usual para Q aplicação total, mcLS

com eZeme7ztos enumeráueÍs.

1.5 Vertex-shift e Edge-shift não estacionário e o Diagrama

de Bratteli

Até agora, nós deânimos sntf quando é dada uma sequência de matrizes 0-1. Agora

podemos generalizar estas sequências para matrizes com entradas inteiras não nega-

tivas, definindo o ("edge-shift") onde consideramos o número de arestas que faz a

transição de um vértice para o outro sendo ? 0. Para o caso familiar estacionáho

consulte ( j181, pag. 43). O caso estacionário será de grande ajuda para represen'

tar as transições ilustrativamente, através de um gráfico, a diferença sendo que aqui

precisaremos de um gráfico infinito.

Definição 1.22. C/}n diagrama de -BT'atteZ{ é um gr({/ico dárecÍonado de$nÍdo por

uma sequência de conjuntos anitos de uéüices Pi e comi'tantos de arestas ei indexados

p« i c Z. a«d« «e.t c & te«. «m« ohgem .(e) c y, ' "m« im«gem '(') c R--: '
é representado como uma seta com a cauda na oügem e cabeça na imagem.

Definição 1.23. Dizemos que o diagrama é não degenerado se cada uédÍce tem pe/o

menos uma "seta" saindo dele e zma entrando

Definição 1.24. /dentlHcamos o c07Üunto de uédÍces yt com um alfabeto ordenado

.,4 = {0, . . . ,Zi -- 11; o diagrama de BrutteZÍ resultante é o díg7'ama de rotuZação

arestas . .4ssocÍamos ao diagrama uma sequênc a de mafhzes (F.)icz (zá x Zi+i) com

entradas inteiras não negativas Jüando a ml-ésãma entrada de 1?, sendo igual a k se e

some.t. .. e«{.t.m k «e.t« «n«t-do o «édá« m de y. « «édice Z de y.--: (e «nd.

0 .. «ão .«atem n n wm« «e.t.). Oá«m« q«. o d{«g«m« é de a«'ta' .ámpZ"

( "si«gZe-.dge") se e ««.'nte « e«üte, no mimo, um' «e't« p«« c.d« ".''ig.m" e
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o-o-o-o-o-o-o

l --:l -l - l -l -l:- l

Figura 1.3: O diagrama de Bratteli de arestas simples

oo oo oo oo oo oo
0 -------> 0 ------õ- 0 -------> o -------)- 0 --------> 0 ---------> 0 .. .

01 10 ,/" \. 01 10 ,,I' \. 01 10

11 '+. /11 11'\ /ll ll'\ / ll
0 -------> 0 ------> 0 --------9- 0 -------> 0 ------». 0 -------> 0. .

Figura 1.4: O mesmo diagrama com rotulação aditivo

para cada "imagem", ou equiuatentemente, se e somente se as matizes Fi tem entradas

O e 1. Também {denti$camos o conjunto de arestas ei com um alfabeto ordenado .A.

Isto dá um diagrama de rotulação vértices . De$nimos uma sequência de matizes

(Zi) tomando a mZ-ésáma entrada de L{ sendo l se e somente se a aresta m em & segtze

a aresta Z em C,+i, caso contráho sendo 0.

Proposição 1.15. .Dnz cada caso acima, o diagrama determina e é determinado reza

.q«ên.í. de m«[«í«s (-8), q«. tem .nt«d«. inteím nã. ,'q«fi"; p«« « «tuZ«ç''

"ed#e" e que sempre fem entradas 0 -- 1 para a rotuZação "uedez"

Definição 1.25. Z)ado um d agrada de -BratleZÍ com rótwZos uédíce, isto é, onde as

arestas são os alfabetos, chamamos o sntfde$nido peia sequência (L.) 0 1. de espaço

;'verteu-shift" do di,agramü. Se é um diagrama de rotulação de arestas Çon arestas

simT)Lesa, com os conjunto de uéüaces sendo os alfabetos, chamamos o sntf resultante

de espaço "erige-shift" do diagrama.

Proposição 1.16. 1)ois díagramm de BratíeZÍ não degenerados deterv7}inam o nzeswo

:'erige-chip" se e somente se eles são iguais; o mesmo 'Date para diagramas de arestas

simples e T)ara o ueüe=-shiB.

Demonstração. A prova é semelhante a da proposição 1.13. n
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0 --L-- 0 --2- 0 --2-- 0 --2.- 0 --Z-- 0 ----Z,- 0

l -l-l:-l

Figura 1.5: Diagrama telecopado correspondendo ao gathering ao longo dos tempos
pares da figura 1.3, com número de edges indicado quando é maior que l.

!W. . .!W, . .9L . .WL . .9L . --W- . . .

.8.8.B.B.B.8..
Figura 1.6: O mesmo diagrama com rotulação aditiva

Observação 1.16. Z)ado um diagrama de arestas simp/es, ezáste uma escaZAa natural

p"" ,''me« e.t«. «e.t«; .e «m. «e.l. (e) c.ne.f« « sz'mb.Z.; .(e) - á e ,(e) = .j,

então esta aresta é nommda i.j; podemos ordenar este diagrama (uer senão 2.2 para

"uedez-sÀ{/t" e 2.3.5 para "erige-shl@" ). /sto está Ilustrado nas /'ígurus 1.3 e 1.4, onde

estamos elempli$cando um diagrama de arestas simples co'respondendo Q sequência

1 1 0 l l l l l
1 1 para z par, 1 1 para z ímpar,
1 1 1 1 1 0 1 l

e os uédices são listados em ordem crescente de cima para baba. Este tipo de rotulação

de arestas é chamada de rotutação aditada (.veja l)agirá 73) e o diagrctma de Bratteli

relacionado é chamado de diagrama aditivo

Definição 1.26. .Dada uma sequência crescente . . .n inoni . . . de Z, o diagrama de

Brattel{ telescopado é o diagrama de$nido pela sequência de matrizes dada pelas com-

posições parciais da sequência oüginat; reciprocamente, o diagrama microscopado é

dctdo pel.ü fatoração da sequência.

Proposição 1.17. Dada uma partição de À/arcou geradora ? da /amz2{a de aplicações

ÇM. f), as opera,ções de agT'upamento e dispersão 'úa inserção de apli,cações identidade

corresponde, respectivamente, a telecopar e microscopar o diagrama aditado de Bratteli.

Isto é, o sntfparü o gathev'ing thaÁal aumentado da l)aflição 'P, que é a, partição 'P
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de$ni,da por'Pi -- 'Pi'V'Pi.F\, é igual ao s'ntf para a rotulação aditiua do diagrama de

Bratteti associado a. 'P; e te\escapando este di,agrada ao longo de uma, subsequência,

crescente 'n,i resulta em um diagrama de rotulação aditiua chão sntf é idêntico ao da,

petição agr"\ipadü aumentada tomo,da ao lon,go desta subsequência.

Demonstração. A prova é imediata da definiçãol ver Obsemação l.lO. D

Então, o diagrama de arestas sí7npZes telescopado dá um diagrama de arestas

mtíZtípZas, assim o número de arestas que ligam dois vértices corresponde ao número

de caminhos possíveis (entre estes dois vértices) para o diagrama inicial (antes de te-

lescopar). No capítulo 3 iremos relacionar isto com a /amz2ia multiplicativa, que é o

agrupamento da /amz2 a .,'ldíÍÍua.

No próximo capítulo iremos retornar a estes diagramas considerando arestas mul-

tiplas , nossa intensão é de aplicar estes conceitos às trens/armações .Ádícas (definidas

no próximo capítulo), isto será útil para mostrar que a corzd ção autouetor de Perron-

Probeníus implica unicidade ergódica para as transformações ádicas definidas no espaço

de arestas >'(p) onde (.lq)i?o é uma sequência de matrizes inteiras não negativas

(proposição 2.4 e corolário 2.2).



Capítulo 2

Transformações Adicas
P

Para definir as transformações Adicas iremos tomar o espaço unilateral citado na

Observação 1.13, para posteriormente (capítulo 4) relacionar sua aplicação favor com

rotações no circulo. Isto será feito no az;empZo 3 do capítulo 4. No teorema 3.4 do

capítulo 3 estenderemos para o caso bi-lateral de uma maneira especial, e analisaremos

uma segunda aplicação favor que também dá uma rotação.

2.1 0 grupo de mudança finita de coordenadas

Seja (Li)iZO uma sequência de matrizes com entradas 0 -- 1 (Zi x Zi+l). Considere

dois "strings" finitos permitidos em >1:?Ü, (.aozi . . . s) e (.3/o3/i . . . s), que tenham o

mesmo comprimento t e terminem com a mesma letra s; definimos uma aplicação 7

)l,?Ü ---} >1:?;; que faz um intercâmbio entre os cilindros l.zo . . . açt-2sl e l.yo . . . Z/t-2sl.

Então, para u' - (.zo . . . içt 2swtw +i . . .), definimos 7(w) = (.yO . . . 3/t-2swtu't+l . . .).

Esta aplicação está bem definida já que '(w) é um string permitido. Similarmente,

para w - (.go . . . 3/.-2su'tlot+i . . .) deânimos 7(w) = (.zo . . . zt 2swtw.+i . . .), enquanto

no resto do espaço )l-.?'+(isto é, V z C )ll:?Ü tal que z # w) tomamos 7 sendo a
identidade. Perceba que ' é uma {nuoZução ('y o ' = íd). Chamamos o grupo gerado

pela coleção de todas aplicações deste tipo de gzwpo de mudança .Pníta de coordenadas

de >ll:?Ü, denotando por .fCOI.,o'+). Note que cada elemento de /C age em }i:EÜ como
um homeomorfismo.

40
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2.2 Diagrama ordenado de Bratteli

O diagrama para >-.(d é o mesmo sem a primeira coluna da esquerda (isto é, sem o

nível 0 do diagrama). Dado um diagrama degenerado, e portanto uma sequência não

reduzida de matrizes, podemos produzir um diagrama reduzido (não degenerado) de

um modo canónico com os mesmos caminhos infinitos de setas, para fazer isto mudamos

para uma sequência reduzida de matrizes (ver Z)ema 1.3).

Logo iremos definir as aplicações Adicas, que tem as mesmas órbitas do grupo

.fCI consequentemente medidas invariantes não atómicas (bto é, se /z é uma medida

invariante, então p não tem átomos, ou seja, para cada .A mensurável tal que p(.Á) > 0,

eüste um sut)conjunto B C .4 tal que p(-A) > p(B) > 0, -A é um átomo se é mensurável

com p(.A) > 0 e VB C .4 tal que p(.A) > p(.B) tem-se p(-B) de um pa;fará a

ser do outro (ver Proposição 2.1). Observamos que, no espaço unilateral, o diagrama

de Bratteli em >ii:fÜ é construído a partir do tempo 0 para a direita (quando estamos

na convenção vedor linha), isto é, as setas orientadas da esquerda para a direita. As

transformações Adicas definidas na próxima seção são determinadas a partir da escolha

de uma ordem nas arestas do diagrama de Bratteli. Primeiro, definimos uma relação

de equivalência em )ll:&) por:

:c -, u .e::::i.. '3 N : N k'2. N, =k -- 'yK

Observe que a classe de equivalência <z> de z C )ll:?Ü é o conjunto estável W'(z)

de z para a aplicação shift no espaço total do sntf; este é o conjunto de todos g/

tal que d(a"(z),a"(y)) --, 0 quando m --, oo (na verdade, já que este é um

espaço unilateral, a distância eventualmente iguala-se a zero). Em particular, tais

y também pertencem à mesma componente >ll:?Ú do espaço total. A seguir, colo..

cimos uma ordem neste conjunto enumerável. Isto é feito principalmente ordenando

o conjunto de arestas ("edges"), que ((quando orientado na direção futuro) entra em

cada símbolo; precisamente, para cada k ? 0 fixo, e cada .j c ..4k+i, definimos HJk Ç

.4h por ÁIA - {ã C .4k : (-Lk){j = 1}, e damos uma bijeção (XA : Á{ 2, . . . , #ÁJk},

chamamos O de ordem estáue/ no snt/ Isto dá uma ordem no diagrama de Bratteli.
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A partir disto definimos indutivamente a O-ordem /eàcoyr(ÍHca em W'(z) : para

z, y no mesmo conjunto estável, seja n o maior ã tal que zi # Z/í. Escrevendo .j ::

]çn+l - y.+i, dizemos que z < Z/ se e somente se OÍ(aç«) < (Xk(3/«). Note que W'(z) é

linearmente ordenado já que o conjunto de edges que entram em cada símbolo o é.

2.3 '1»ansformações Ádicas

Descrevemos a seguir a transformação de Vershik; esta será a aplicação na zero-

ésima componente )l,(L) definida pela ordem estável O(uma definição similar serve em

cada componente )l:(t) ).

Primeiro definimos o sucessor de z C )ll:?Ü, suc(z) , como sendo o menor ponto

em W'(z) que é maior (lue z (se existir); e o antecessor, ant(g) , é o maior ponto que

e menor que #.

Escrevemos .A/S para o conjunto de pontos em )ll:?Ü que não tem sucessor, e ./V?

para o conjunto de pontos que não tem antecessor. De6nimos então

To : E?Ü\À/S \./UP por Zo(z) - suc(z)

Chamamos esta aplicação de aplicação ádica definida por (Li)i20 e O. Também

deânimos

7b: : E?Ü \.A/P' --, X?8 \./v8 por 7b:(z) - a"t(z);

e 7l$(z), k C Z sendo as iteradas de To e 7bi, sempre que isto fizer sentido.

Definimos a ordem inversa O invertendo a ordem em cada conjunto de arestas,

então (iNh(í) = #.4Í -- (Nk({) + 1. Logo, para a ordem correspondente em W'(aç), temos

r<g/ .+:> 3/ < z. Assim 7b = IZbi, que recebe o nome de aplicação ádíca inversa

Um modo útil de entender a dinâmica de To é imaginar o conjunto estável W'(z),

onde z = (.zoaçi . . .), como uma árvore infinita na direção da raiz, e que vai crescendo

para cima. O nível 0 representa as folhas desta "árvore estável" de z; os galhos são

ordenados da esquerda para direita pela ordem estável (as arestas do diagrama de

Bratteli passam a apontar para cima). A dinâmica da aplicação manda um string
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Figura 2.1: Visão geométrica de uma transformação ádica: a árvore estável para o string
(.aoaçi . . .); a ordem estável é indicada pelas letra. A transformação é aplicada da esquerda
para a direita. Na segunda figura, a árvore é gerada para parecer com o diagrama de Bratteli.
Figura exposta em ]4].

infinito para o próximo, movendo-o ao longo destas folhas da esquerda para direita).

Veja a .Pgurn 2.1 e também l71.

No uso padrão em dinâmica, uma transformação é uma função com imagem igual

ao domínio. Já que este não é bem o caso para a aplicação ádica, nós fixamos ./V ::

(U;:= 7b"(./«S)) U (Ul:= :%(.A/7')); note que a restrição de To em E?Ú \.V é uma

bijeção, chamamos To : >1:?Ü \./U transformação Adica definida

por (.Li){ZO e O.

Mesmo para a aplicação ádica (já que ela não é uma transformação) nós fazemos

uma definição especial, que a órbita de um conjunto z C >,(L) é a classe de equipa/anciã

estável W'(z). Isto é, na verdade, a coleção de todos lr15(z), k C Z, o qual faz sentido

como declarado anteriormente; precisamente, primeiro fixamos no(aç) - z, V z € i:Ed,

e TB(z) = To(z) para a; # A/'.S; como antes, escrevemos 7;:(=) = ant(z) para z # .A/P,

e definimos no(z) para z # ant(./VS), e assim por diante. Então >1:o'+ \.V é o conjunto

dos pontos com órbitas completas, isto é, tal que lrl$(z) está definido Vk C Z. Note

que, por definição, a aplicação ádica e o grupo FC tem as mesmas órbitas. Também

percebemos que, já que W'(z) é linearmente ordenado, a aplicação ádica não pode ter

órbitas periódicas (no entanto podem haver órbitas finitas) .

Restringir a aplicação ádica á transformação ádica é uma mudança relativamente

insignificante, já que o conjunto ./V, que foi jogado fora, é no máximo enumerável.
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Lema 2.1. O número de pontos em .V.S é no máãmo liminfZ(á) onde Z(í) = #.4i; se

este for on, então o número de tais pontos é no magana {n$nãto enumeráuet. O mesmo

vale T)ara .V'P. Consqueniemente N é enumeráuel.

z --'} (x)

Demonstração. Ver l91 n

A seguir consideremos propriedades adicionais gerais do espaço )i-.?L), dado por algu.

mas suposições naturais. Para 0 $ k $ n inteiros, escrevemos L(k,") ;: .Li;l'k+i . . . -Ln-l

Assim Z(k,k+t) - Z,k, e L(k,") tem dimensões (Zk x Z.).

Definição 2.1. Z)ízemos que uma sequência (Li)iZO de matizes (Zi x Zi+i) 0 -- 1 é não

t qu aZ à dÍmáta se para todo k 2 0, ezüte n > 0 rque depende de k,) taZ que para

cada l $ í $ Zi, a soma dos ante ros na {-ásíma linha de -L(h,") é 2 2. Em radica/ar,

teremos Z{ 2 2 i z$nitas vezes. Também dizemos que a sequência é nâo t7quíaZ a

esquerda se a soma da .j-ésima coZwna de L(k,") é 2 2, V l $ .j $ Z«.

Lema 2.2. Se (-L{)í20 é nâo tóüaZ à esquema, então todo conjunto estável W'(aç)

é {nFnito. Se (.Li)iZO é não thüa! á direita, então todo cilindro é homeomór$co ao

conjunto de Cantor; o mesmo vale para )ll:?Ü, assim, em pad Guiar, estes conjuntos
nao sao enumerauezs.

Demonstração. Assuma que (Li)i20 é não trivial à esquerda. Dado um string z =

(.zogçi . . .), desenhamos a classe de equivalência W'(aç) como uma árvore estável, agora

rodamos (ver figura 2.1), assim a raiz vai de zo para a direita, de acordo com o diagrama

de Bratteli. O tronco central é uma sequência inânita (z{)iZO, as ramificações acima e

abaixo deste tronco seguem das arestas que entram em cada símbolo. A propriedade

que queremos é que exista infinitas ramificações para a esquerda ao longo do string

Mas isto é uma consequência da não trivialidade à esquerda: conseguimos concluir se

pudermos mostrar que existe uma subsequência crescente infinita mi tal que a .j-ésima

coluna de L("',"í+i) é 2 2, V á, para cada l $ .j $ Z..+:. E a não trivialidade à

esquerda implica isto, assim construímos esta subsequência indutivamente a partir do

tempo mo - 0, em seguida tomando ml = 0 + n (o mesmo n da definição 2.1), e assim
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por diante. Finalmente esta ramificação infinita para a esquerda implica que }'r'(aç)

não pode ter um elemento máximo e/ou não pode ter um elemento mínimo.

Para a próxima afirmação, desenhamos uma árvore também com um tronco central

e uma sequência (zi)iZO, mas agora ramificando na direção oposta, escrevemos para

cima ou para baixo escolhido arbitrariamente (aqui a ordem estável é irrelevante).

A não trivialidade à direita implica que ramos se separam do tronco uma infinidade

de vezes em +oo. Dado um cilindro l.zo . . . aç,.l, seus pontos são os strings possíveis

após z«; para cada separação do tronco após este dígito nós aplicamos parte do ramo

seguinte a uma parte do conjunto de Cantor ternário usual (e manipulamos as múltiplas

separações similarmente). Visto que este processo continua em todos os níveis, segue

que o espaço de infinitos caminhos que começam com zo é homeomóâco ao conjunto de

Cantor. Em particular os 0-cilindros l.zo " al, para a C .,4o, são conjuntos de Cantor,

consequêntemente isto também é verdade para >,?Ü que é a união finita de cilindros

onde variamos o dígito inicia]. []

Definição 2.2. 1)ízemos gue uma sequência (Zi)iZO de matizes (Z{ x Zi+t) 0 -- 1 é

p7#+nátiua se para todo k 2 0, Gaste n > k taJ gue L(h,") = Z,*l.,*+t.. .-h.i tem

t.d« e,'t""d« não n«J... D:"m" q«e « «q«êncí« de «@óet« (A).zo é «ã. th«ü«Z

se lim sup Zi ? 2.
{--F+oo

Pelo Z)ema 2.2, primitividade tem as seguintes consequencias no espaço combinato-

rial:

Lema 2.3. Se (Z,i)iZO é pdmÍtit'a com sequênc a não tht,iaZ de alfabetos, então (Li)iào

é não füüaJ â esquerda e â direita. (.;onsequentemente todo cilindro é Aomeomór$co ao

con#wnfo de Cantor, e To : )l-(L) \./VS --., >1:?Ü \./V'P e /C em >1:?Ü não tem órbitas

$nitas.

Demonstração. A prova é dada diretamente pelas definições anteriores, se (Li)iZO é

primitiva, então, V k 2 0, ] n > k tal que Z,(k,n) tem entradas 2 1. Também como

(.,4i)iZO é não trivial temos limsupi.+- Zi 2 2. Logo, para todo k ? 0, existe n > k tal
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que a soma de cada linha e cada coluna de L(k,") é 2 2, portanto (Li)iZO é não trivial

à esquerda e à direita. AÍ as consequencias vem do ]ema 2.2 []

Definição 2.3. Dizemos que o diagrama ordenado de .BrntteZ{ é t quãaZ se >ll:?Ü = ./V

Note que, pelo -Lenda 2.1 junto com o -Lema 2.2, temos que se (-Li)iZO é não trivial

à direita, então o diagrama é não trivial, pois a não trivialidade à direita de (L{)i20

implica(pelo lema 2.2) que )ll:?Ü é homeomórÊco ao conjunto de Cantor, portanto não

enumerável. Mas, pelo lema 2.1, ./V é enumerável. Logo >1:%; \./V # 0 e o diagrama é

não trivial.

Diferente da transformação ádica, o grupo FC age em todo o espaço >.,?L) ' Exami-

nemos agora uma outra maneira de obter dinâmica neste espaço, estendendo a trans-

formação ádica lro para uma aplicação em todo o espaço )l-?t) ' Para isto, escolhemos

alguma função / : ./VS ----, ./VP', definimos 7b,.r = 7b em >1:?Ü \./V.S e lro,/ :: / em

./V'.S. Chamamos To,.f de trunltfozmação ádíca estendida.

Do Lema 2.2, temos:

Lema 2.4. Se (Li)iZO é 7zão tüuíaZ â esquerda, então toda tra7zé@r'mação ád ca esten-

dia. (XU, Zo,.f) "ã' t'm ó,Z,{f« pe«íódí«..

Demonstração. Imediato do lema 2.2 e da de6nição de 7b,/ D

Observação 2.1. Z)e$nÍção de ama extensão de aplicação é mais natwrnZ em do s

casos:

- quando pode-se estender por continuidade (isto é, quando ezi.ste uma única e:c-

te«,são co,«tinha);

qual,do NS e NP são ambas cona'untos unirá;úos, assim e=i.ste uma única escolha

para J

N'este tíZtdmo caso, o diagrama ordenado é conAecído na Z lerutura como 'bropdamente

ordenado"
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Em certos casos a transformação ádica deveria ser definida somente em uma parte

do espaço. Em alguns bons casos onde podemos estendo-la continuamente para todo

o espaço }.fÜ são interessantes, mas raras exceções.

Casos onde nenhuma extensão contínua seja possível vem das rotações irracionais

no círculo (ver ezempZo 3 no capúuZo 4); isto também depende muito da escolha do

processo de indução, isto é, da renormalização.

O que mostraremos no cap#uZo 4 é que, pala a ordenação do diagrama de Bratteli

dada pela indução Rauzg/, o diagrama é propriamente ordenado, com uma única ex-

tensão possível que dá um homeomorfismo, entretanto, para a ordem dual do mesmo

diagrama temos a existência de dois elementos máximais (mas ainda um único elemento

minimal), e nenhuma extensão contínua é possível.

No estudo á teoria geral de medidas, enfatizamos especialmente o grupo .FC e a

transformação 7b em )ll:?Ü \#S, considerando extensões, sobretudo nos exemplos.

2.3.1 Minimalidade e unicidade ergódica

DeÊnimos a ação de um grupo G, ou semigrupo $, no espaço topológico sendo

minimal se toda órbita é densa, e unicamente ergódica (assumindo agora a ação Borel

mensurável) se existe uma única medida de probabilidade invariante. Ver, por exemplo,

j131 e j211.

Note que nesta definição não assumimos a continuidade da aplicação, nem com-

pacidade do espaço, assim pode-se aplicar não só às ações do grupo .FC(>-(t)) (no

espaço compacto )ll:ot), por homeomor6smos) mas também ao homeomorfismo lro do

espaço, em geral, não compacto >1:?Ü \./V e à transformação ádica estendida 7b,/ em

>,?Ü; como veremos na Proposição 4.1, as aplicações estendida 7b,/ podem não ser

contínuas nem bijetoras.

Temos a seguinte relação:

Proposição 2.1. ({) t/ma medida nuahante parca a fins/or'mação adaga Zo em },o.+ \.V

é dnuahante para FC e para 7b,/ em )l-(L) ' C/ma medida de prababíZ dado inuaóante

n,ão atómica para FC ou para To,f é também uma. medida de l)robabihdade ãnuariünte
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0Ü Se QLà».o é 'n,ão tüüal à esquerda, então unicidade ergódicü é uerdadeüa. (ou falsa),

simultaneamente para as três ações.

(áái) Se a anão de FC é m nimaZ, então ass m é também para 7b e para lro,/.

Demonstração. r%J Suponha que uma medida de probabilidade/z em }l:?Ü \./V' seja

invariante para lro. Estendemos para todo )ll:?Ü dando a .A/' medida zero. Para mostrar

que p é invariante para o grupo FC é suficiente checar nos geradores. Suponha que

'y c FC faça intercâmbio entre os cilindros .4 :: l.zo . . .zt.2sl e 23 :: l.yo...yt-2sl,

assim, pela ordenação total que define a transformação ádica, uma destas palavras é

menor, logo existe k ? 0 tal que 7l$(.A) = B. Consequentemente 7bk(.B \lv) = ,4 \À/'

e assim ' preserva p. Similarmente, lro,/ preserva p, uma vez que é suficiente verificar

em cilindros.

Reciprocamente, se uma medida de probabilidade p em :ii:?Ú é não atómica, então,

visto que ./r é enumerável (pelo lema 2.1), ele tem medida zero, logo p restringe-se

a uma medida de probabilidade em >1:?Ü \./V'. Supondo que ela seja .fC-invariante,

queremos mostrar que p(7='(B \ .V)) = p(.A \ .V) = p(B \ .V) para os cilindros .A,

B como antes, então definindo 7 como acima, concluímos a afirmação. Além disso,

IEo,.f-invariante implica 7b-invariante já que estas coincidem em )il:?Ü \A/' e .V tem

medida zero.

êO Pelo lema 2.2, não trivialidade à esquerda implica que não existe nenhuma

órbita finita para qualquer uma das três ações. Portanto qualquer medida de proba-

bilidade invariante é não atómica(pois se existisse um átomo .4 p-invariante teríamos

p(Orb(.A)) = oo, onde Orb(.A) é a órbita de .A para frente por qualquer uma das

três ações, o que contradiz o fato de p ser medida de probabilidade). Mas neste caso

unicidade egódica segue de ({)

010 Se a ação de /C é minimal, então assim também é para 7b,.r, visto que as

órbitas de Zb,/ são uniões de órbitas da aplicação ádica e .FC tem as mesmas órbitas

que a aplicação ádica por definição(cada árvore estável é uma órbita). 7b é minimal

por restrição. []

para Toa
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2.3.2 Mixing topológico implica minimalidade

Vamos mostrar que mixing topológico implica primitividade e primitividade, por

sua vez, implica a minimalidade das ádicas

Definição 2.4. [/ma /amz2ía de ap]ácações (]14,/) é topoZógácamente máaáng se

para todo E > Q, e para. todo k, enbte N > Q tat que 'para todo m > N, para quaisquer

bolas .Á, Z? em Mh e .A4k+« de ralo > c, então

.4 n /i': Q .fk +l: o . . . o .Íd..:(B) # o

Lema 2.5. t/m snt/ Oll:o.+, a) é fopológicamenfe miãng se e somente se a sequência

de matizes é phmitiua.

Demonstração. Imediato da definição. D

O efeito que esta propriedade tem sobre as dinâmicas transversais é dado pelo

Teorema 2.1. (Phmitiüdade mpZ ca minÍmaZÍdade para m ád cas e para /C)

Sda (Li)i20 unia sequência de matizes (Zí x Zi+i) 0 -- 1, e sda O uma ordem esfáueZ.

Se a sequência (.L{)».o é pümetiua com sequência não thüal de alfabetos, então todo

ponto em }l:?Ü tem uma órbita densa pe/a aplicação To : >1:?Ü \./VS --, >i:?8 \./vP

O mesmo urze para a trunls/ozmação ádÍca To : )ll:?Ü \./V --.» )ll:?Ü \.A/, para o gmpo

FC de mudança $nüa de coordenadas e 'para qualquer traí,sformação ádica estendido.

Zo,/

Demonstração. Provaremos que FC é mimimal mostrando isto para a aplicação

ádica Zo : >ii:?J \./VS já que esta tem as mesmas(órbitas. Dado um

ponto z - (.zozi . . .) C )I'(L) e um cilindro fino B = 1.óobi . . .bkl C C8 para algum k,

queremos mostrar que existe n C Z com 7B(z) C B.

Uma vez que (Li)iZO é primitiva, existe m tal que todas as entradas de Lk . . . L.

são > 0. Assim existe um string permitido (.bobo . . . bi;toh+i . . . w.) tal que w. = z..

Portanto o string infinito w = (.bOói . . . bhwk+i . - . Wm IZmZm+l . . ) está permitido. Os
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pontos z e w são comparáveis com respeito a ordem, logo z $ w ou w $ z. No primeiro

caso, eüste n 2 0 com mo(z) = «, no segundo cmo n é $ 0.

A minimalidade para a aplicação ádica estendida lro,.f e para a transformação ádica

To segue de ({ãí) da proposição 2.1. []

Um caso onde primitividade falha mas minimalidade ainda vale para a trans-
ia....Xn X..]:n. ,á J.,.]n .. [P71 +..n-f'....n=A X,4;,,, ,],3 rlh,bnan
ttiiili(agat/ auivap ç \.la\ u çlll l iJ ) ulallolvllllcb\faA/ aviva ub \./LIED\.fvnl.

2.3.3 Cadeia de Mlarkov

Nesta seção desenvolvemos o material básico para cadeias de Markov não esta-

cionárias tal como apresentado em l31 e j211.

Existem vários tipos de não estacionaridade, podemos ter: o tamanho do alfabeto

e as matrizes de transição mudando com o tempo, e mesmo quando o alfabeto e as

matrizes são fixas, as própria medida pode ser não estacionária, se ela tem um processo

de Markov que não é um processo estacionário.

Dado uma sequência (.4)izo de alfabetos com #.4 = Zi, o espaço shift não esta-

cionário todo tem como componentes ll(Á) = lli-k.,4i e então o sntf é ll(A) =
T Too rTk,+
uk=o l l(Á) '

Uma sequência (Fi)iào de matrizes (Z{ x Zi+i) real não negativas agem para a es-

querda ao longo dos espaços de vetor coluna (% e para a direita ao longo dos espaços

de vetor linha .l?i, como mostrado no diagrama a seguir, onde as direções das setas

foram escolhidas de forma que a composição das aplicações seja dado pelo produto das

matrizes, sem inverter ordem:

/?., -&, Ê: -B, R: -e-, R;
ao .3.- C: .8.- Oa '-- C3

Assim, por exemplo, ut.fbFI.f2 c /?3 e .lbFIF2ua C (l,o

Definição 2.5. Para wma sequência (&)izo de matizes (Zi x Zi+i) rea s não negatí-

um, se temos uma sequência ui de uetores coZ%na não nulos e ntímeros Ài não nulos

safísâazendo
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Eui+i = Àit;{

ou uetores Unha, satisfcLzendo

«!a

para cada í 2 0, chamamos isto de seqHêncÍa de autouetores coluna (respectiva-

mente linha) com autora/ares Ài

.Escreuemzos (;: Ç (% e R/ Ç /Ü para os cones posátáuos, isto é, os cones de

uetores não negativos; co'mo Q ma;l.:rãz é posãtiua, estes são preser"Dados no di,agrada,

anterior.

Lembremos que um vetou u C RZh é um vetar de probabilidade se cada componente

oi é ? 0 e se )I'.:llii u: :: 1. Usamos a norma llull = )ll: lukl, assim o subconjunto de

cones positivos (JI' com norma l é o sámp/ezo unãtáão /ec/lado a.k (os vetores coluna de

probabilidade). Denotemos o simpZezo posãtíuo de linhas por A! Ç nf, e as projeções:

Pro:l . QC: {o}) --, A{ onde u -, u/llull

e;

Prol : (iH {o}) onde t,' -, u'/llt;'ll

Escrevemos li para todo vetor coluna (Ze x 1) cujas entradas são l. Isto dá um modo

conveniente de dizer que uma matriz P{ (Zi x Zi+i) é uma matriz de proZiabáZídade ou

estocástica, isto é, que cada linha é um vetor de probabilidade: de modo que isto vale

se e só se /%li+i = li. Além disso temos:

Lema 2.6. [/ma squência (â)izo de mafózes (Z{ x Zi+i) é estocástáca se e somente se

(1{)iào é uma sequência de autouetores coluna com aatouaZores constantes iguais a l,

se e somente se em sua anão em velares ZinAa, cada matiz /3 da sequência apZíca AI

em a.f...

Demonstração. (Pi)i20 é estocástica + /)ilin = li, Vá. Assim a primeira afirmação

é imediata.
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Agora, para n! c A!, (n:8)1i+i = 1 se e somente se 7rlB € AÊ+:; e rj(âli+i) = l

para cada ! C A.! se e somente se .fili+i = li, visto que A.Í cai sobre o hiperplano afim

ortogonal a]i. Assim ]i+i = ]i+a!(B]i+i) = 1 = (n-!8)1Í+l r! Ca.!+i []

Assim, dado uma sequência estocástica (/%)iZO podemos gerar uma sequência de

autovetores linha normalizados com autovalores constantes iguais a 1: começando com

algum vro € Ao, e fixando zjl = 7ránoPI . . . PA.i C AÉ;-

Agora suponha começarmos com uma sequência de matrizes reais não negativas

(F.){ZO que não é necessariamente estocástica. Escolhemos um vedor de probabilidade

to C Ao, usamos (-F) para de6nir uma função /zo na coleção Cr de todos os cilindros

finos de ll(Á) para m ? 0 como a seguir.

Para rá =((«â)i,(râ)2, .. . ,(xá)z.), Ramos

W(l.zol) «â),. p«« m
W(l.zo...=.1) ).(En),.,:...(Em-:),. :,. P«« m 21

(2.1)

Isto pode não definir uma medida; a condição necessário e suficiente para se obter uma

medida é que estas matrizes sejam estocásticas:

Proposição 2.2. Seja (.f%)i?o uma sequência de matizes estou(ístícas (Z{ x Zi+l)

(i) }io de$nido em (2.1) para Fi -- P, estende-se de joT"ma bem de$nida para cilindros

anos gemas de ll(Á) onde é#nÍtamente aditada, e a paM r daí estende-se rde/ozma

tíníca) para uma medida enumeráueZmente adítíua na a-áZge?ra de BomJ de ll(Á) .

0í) Reciprocamente, se (2.1) de$ne uma medida, então cada a é estocút ca

(üi) Para algum k fbo, denotamos p,K para 'l medido, de$ni a Q parir da squên,cia

a*(P) Ph+:, . . .), «m .Zg«m« «q«ênc{« ínác{«Z de «f«« de p«.b'Z,ÍZ .

«E noPI . . .Pi.t, então (ph)hZO em lli.+ é um« sequência de ""dirias {"-

uaóante para a apZícaçâo s#ll/t no espaço sàiW não estacionado todo TI(a), isto
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é, satllls/az p +i - ph o a-i se e somente se nÍ é uma sequênc a de autouetores

com autouaZores 1, isto é rl = a-âEoPI . . . Pi.i.

Demonstração. Para simplíâcar a prova assumimos, sem perda de generalidade, que

todos os alfabetos são idênticos, iguais a .4 = {0, 1}. Primeiro estendemos po para

um cilindro geral terminado com um determinado símbolo, por exemplo, 1. # # # 01

ou E.11 + 01, somando a contribuição de cada cilindro fino que o compõe. Isto está

bem definido pois a decomposição é única. Depois verificamos que po é aditivo;

mostramos, por exemplo, que po(1.111) = po(l.ll#l) = po(l.1111 u l.it01) = po(1.1111) +

po(1.1101); aqui usa-se o fato que cada a é estocástico. Pois po(1.111) = (zá)i(no)ii e

W(l.útil) + po(1.1101)(no)::(P)::+(rá):(no)-:(P)« -(«-â):(â)::.l(p):: +

(PI)iol, mm (Pi)ii +(PI)io = 1, pois PI é estocástica, portanto po(1.1111)+po(1.1101) =

(ri)i(no):: l.iil), msim({) +(iá).
Para provar invariância da sequência de medidas pk em relação ao shift, é sufi-

ciente verificar nos cilindros finos; precisamos mostrar, por exemplo, que pi(1.111) é

igual a po(a':(1.111)) = po(l.1111 U l.Oiil) que é igual a po(1.1111) + po(l.0111), mas

isto segue da hipótese zlâ = n!+i, pois /'o(1.1111) + Po(l.0111) = (n-á)i(no)n(Pi)ii +

(zá)o(&)o:(PI):: (P )::

Reciprocamente, se a sequência de medidas é invariante, de (2.1) temos que as

componentes («k)i do vetor rk são pk(l.il), assim («{+.)i = pk+i(1.{1) = pk o a':(1.{1)

pk(l.Oál) + pk(l.]ãl) = («{)o(Ph)u + («-Ê):(Ph)« para c'da í, logo TÍ...:

Observação 2.2. Para o caso bí-lateral, qua/quer medida /zo de$nida em ll(Á) a par'

tir de uma sequência estocástica Pi e algum vetar inicial de l)robabãlàdade vtn saías.faz a

pv'opv"iedade de Marcou, que os eventos passado e J;aturo são independentes relativo

nn pqtndn nrpqpntp' tnvnp

..4 c a:à.,, B € B8 e c c af-, t'"''" q«e p,(.Ánc') - P,'4.paa, onde PB(E)-ÉK:gO,

ue7i8car para cilindros .anos; Sda .4 = lz-j . . . iç-il, 13 = laços eyE C Ba,sta,

= lzl . . . zkl
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....~ p(4nBnc) -j...zhl -j5:Í::jÜ!:::58:!!b
pav''''J '

".-jPz-j'-,...:''' rzo:''r,.&o,:...Pa.-:'* PO.P. .A.PI,C.

Definição 2.6. Chamamos a medida pk em ll(Á) uma medida de À/arcou (não está-

gio«áha) o« cadeia de .Ma,ko« não e.tacáoná«áa . Oh«m"m« «m« «q«ênci«

de medidas {nu'zãantes de Marcou (H){20 em 11+ ) de sh4P de Marcou não esta-

giou,á7'ào

Observação 2.3. .Aro nosso wso, um sA{/t de .A4ar#ou não estacion(ído é ama /amz2{a

de aplicações com a aplicação shift ao longo de uma sequência de componentes ãnuari-

-te. rlU «m «m« «q«êncí. {n«h«nte de maia« de M'rko« (M).Zo; "':Z'"'«-

nzente, note qae uma medida de À/arkot; /to em ll(Á) sempre deter'mina uma sequência

ánuaóante de medidas de À/arcou. Mer também Obsemação 2.4. t/ na uez que, neste

caso, cada medida na sequência detemnina todas as outras posteriores, também se pode

tmóaZAar apenas com a med da de .A4az#ou po na zero-ésima c07nponente ll(A).

Assim como no caso de uma cadeia de Markov estacionária, o significado da multi-

plicação de matrizes é dada pela probabilidade de transição:

Proposição 2.3. Z)ado ama sequência de matizes esfocástÍms (.R)iZO, vetar Z nÀa

inicial de p70babáZãdade e a com'espondente cadela de ]14arkou nâo estacionáha ll+ ),

a i.j-ésãma entrada da mzatóZ p(k,n) pkpk+i . . . Pn.l dá a probabáZ dado de transição

do estado á para o estado j após wm enter"t/aZo de tevnpo (n -- k), começando em k.

Consequentemente, zi:: râP(o,n) dá a disthbaÍção dos estados no tempo n, para a

d sthbuÍção inicia/ a'á.

Demonstração. A probabilidade de estar no estado .j no tempo (k + 1) dado que

estamos no estado á no tempo k é, por definição, #o(l. + + . . . + i.jl)/po(l. + # . . . + il) =

pk(l.i.jl)/Hk(l. # íl) = pk(l.d.jl)/pk+i(1.{1) e, da definição de po, esta é a i.j-ésima entrada
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da matriz PA. Para n > 1, a matriz produto automaticamente soma as probabilidades

de todos os caminhos no espaço shift, comp]etando a prova. []

Observação 2.4. .Erz/atiramos qae, se temos uma matriz estocást ca P(dxd) e Hm

vetar inicia! não inuaüante de probabilidade vb, a medida de Marcou resultante em

H;'l0,. . . ,d -- 1} será não estai onáãa, isto é, não rá de$nír um processo esta-

cionado, no entanto, vista como uma compontente de um espaço chip não estacionado

com .,4i = {0, . . . , d -- 1} para todo {, podemos ter wma sequência inuadante de medidas

pk nas diferentes componentes ll(Á) do espaço total ll(Á). .4s componentes podem ser

todas canonicamente {dentl8cadas, mas agora pensamos nelas como espaços diferentes,

e as medidas são inuaüantes mcLS n,ão idênticas com resT)eüo Q esta identi$cação. Pode-

se ter zma sequência de medidas que não são inuadantes, e de fato nos deparamos com

isto mais adiante, com a medida centra! de Par'r'y.

No cenário não estacionário, com alfabetos (.4)i?o, seja (P.){ZO uma sequência es-

tocática, com rá sendo um elemento de Aâ, e seja /ío em ll(Á) a medida de Markov com

a distribuição inicial como definido em (2.1). Assim como anteriormente, a sequência

de vetores linha a'â, r{ :: a'âno, . . . , n'â. :: n-áp(o,m) é uma sequência de autovetores

normalizados com autovalores l.

2.3.4 M.edida central de Parry

Voltemos a situação geral das medidas de Markov não estacionária para subshifts

não estacionários do tipo finito (snt/); do ponto de vista da teoria de medidas, ela é

apenas uma restrição ao suporte da medida de Markov em cada componente. Do ponto

de vista de teoria ergódica, ela se torna bastante interessante, visto que está estudando

todas as medidas de Markov com este suporte. Então, para uma matriz primitiva L

fixa, Parry ( 1201, p.61) apresenta uma única medida invariante p que satisfaz uma

propriedade de equidistribuição forte, garantindo que ela é a única medida de entropia

máxima para o st/ (seguimos a prática de teoria ergódica padrão para chama-la de

medida de Parry, embora a fórmula tenha sido primeiro encontrada por Shannon em
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teoria de códigos).

Parte da importância de p é que existe uma segunda medida p, equivalente a p mas

que não é, em geral, shift-invariante, porém é invariante para as mudanças de coorde-

nadas finitas (.fC) e não atómicas, e consequentemente dá (quando normalizado) uma

medida de probabilidade invariante para as transformações ádicas e transformações

estendidas (por (» da Proposição 2.1)

Para estender estas idéias para o caso não estacionário, faremos duas suposições:

que a sequência (.Li)iZO de matrizes (Z{ x Zi+i) 0 -- 1 deve ser reduzida e primitiva;

estas propriedades garantirão que as sequências de autovetores linha e coluna sejam

estritamente positivas (necessário para a construção), como explicaremos.

Antes daremos uma outra perspectiva sobre o que significa a matriz ser reduzida.

Definição 2.7. Z)enotemos os velares ZínAa e coluna estritamente pos lidos de R" por

R+ e C+. Para dimensão 2 2 estes são o inteMor dos cones positÍlios Rt e Ct; para

dãm.n.ã. l temos C+= (0, +m) Ç 10, +.«) = C'''

0 0

0

Temos então

Lema 2.7. [/ma matiz real M(mxn) nâo tem nenhuma ZínAa ddentícamente nwZa se, e

se«.ente se, eZa aplica C+ (R") .m (;+ (R"); e não tem nenhuma coluna identícamente

nuca se, e somente se, eZa aplaca R+ (R") em R+ (R").

0 0

0 0

Encontraremos uma sequência estocástica (.f).)i20 especial, que é compatível com

(Li)ízo, isto é, tem as mesmas dimensões e (E/ = 0) + (Lij = 0). Como no caso

estacionário, isto garantirá que qualquer medida de Markov com matrizes de transição

(a) esteja suportada em todo o snt/ )I'+ )'
Denotemos por QL para a coleção de todas as sequências (ú) de autovetores coluna

estritamente positivos com autovalores 1, e ÕL para os autovetores linha, então:

ÕI...) com üi iúi+i, tal queVã 2 0, © cq'}

e õt ') q.'8.'...) com %'Ü

0

0
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Lema 2.8. Sda (L{)iZO uma sequênc a pó«zífáua e reduzida de matizes 0 -- 1 (Zi x Zi+l).

Então os conjuntos OL e ÓL são não Dúzias. Z,/ma sequência em Õt é, a menos de

muZtípZícação por constantes posítiuas, dete7mánada pe/a escoZAa do phmeíro elemento

estãfamzente positíuo iioí

Demonstração. Para vetores linha, nós simplesmente começamos com algum Oot CRo+

e aplicamos as matrizes Li(reduzidas e primitivas)l pelo lema 2.7, as imagens são todas

estritamente positivas também.

Para vetores coluna, há duas razões pela qual não podemos aplicar o argumento

anterior: as matrizes Lii podem não ser positivas, e podem não ser inversíveis. Então

procedemos da seguinte maneira: Para k, n 2 0, denotamos

(7+,.) ' 'LhJ''k+i . . . .h 1(1+ = J,(k,")(lyn+

0

Estes são encaixantes:

oi+ 2 c@,**o a

'lemos o gráfico:

('(l:,n) :

A intersecção (a+,+«,) dos cones fechados encaixantes é não vazia, por compacidade; e

pela primitividade, todos seus elementos não nulos são estritamente positivos. Note

que para cada k, -LÀ;(;&+l,+m) " (a'F,+..,)'

Começamos com algum ão não nulo (conde(luentemente estritamente positivo) em

(:J&,+.); procedendo indutivamente, dado IDk € (a+,+..) escolhemos ãk+i C (7&+l,+m)

(novamente estritamente positivo) tal que Lkúk+i = úk. Isto produz toda a coleção

L

Agora, projetamos cada elemento da sequência (ü) para o simplexo unitário, com

w = úi/lll&ll = Prol(lã) C A{, e escrevemos QL para a coleção de todas sequências

normalizadas (w). Normalizamos então a sequência de vetores linha de um jeito dife-

rente, que depende da escolha de (ü): de6nimos (z;') = (u!){ por u! - q'/(q'.wi) para
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á C N. Como wi é estritamente positivo, ulwi # 0. Nossa normalização foi escolhida

de modo que o produto interno de u{ com wi seja l

Definimos números reais Ài por Ài - Ài(áJ) = llsDill/llúi+i11 2 1, e assim temos para

cada á 2 0,

Z'iwi+i = Ài i

Lema 2.9. $da (üi)i?o € Õz, e (q')izo C âl sequências de autouetores coluna e

ZÍnÀa, e sda (wi)ÍZO, (u!)iZO as correspondentes squêncÍm n07maZizadas como de$nÍdo

«im.. Então (u:){20 tem « m«mo. -t««J"e. que (««i)iào.

Demonstração. Definindo Ài por tifL{ = Àiui+i, temos Xi = Ài, pois

.Í: = .Xi(q.[:««.+:) = («ÍL{).«:+: = u!(Li«,i+:) = «!(À.«,.) = .Xi.
D

A partir de uma escolha llã, qt definimos uma medida não estacionária de Parry.

Primeiro definimos vetores (a') = (r!)iZO por (ai)k = (ui)h(wi)h onde k é o índice

de uma letra no á-ésimo alfabeto. Da normalização temos t;!wi = 1, assim n-! é um

elemento de a.{. Este é estritamente positivo já que u! e wi o são.

Agora definimos uma sequência de matrizes (E)izo por

l
;- n'Í :z,iw:+i,a (2.2)

onde Wi é a matriz diagonal (Zi x Zi) com entradas do vetor wi na diagonal. Esta é uma

interpretação matricial da fórmula de Parry. Para as entradas da matriz, geralmente

escrevemos(para o caso estacionário) :

como em l21 e 1201. Denotamos por li para o vedor coluna com Zi entradas todas iguais

a 1, temos, análogo ao caso estacionário (aqui a notação da matriz em (2.2) é bastante
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conveniente):

59

í'd ii+l =: li)

pois:

'%:.--: - ;"'f:';"'';-'-:::..: - .{«=:"'":--: - :"'Í:*.«: - ~ :: - :..
Logo a é estocástica (pelo lema 2.6). Também temos que:

«!-R - «'í...:,

pois:

«! :%':ÜM--: - : «!üw,...- - : .x.«!...:W-.- - «!...:%--: - «!...:.

Esta é a se(luência de autovetores (à direita e à esquerda) com autovalores constantes

iguais a l.

Para k, m 2 0 com k < m, fixamos Àl:il") = lli.:k: Ài(w). Definimos então

medida de probabilidade pk em )ii:f8: a medida do cilindro é

p*(l.zk . . .z«l) =(rÊ)«(Ph)«,... . . .(Pm--),,. .,

- @D.(«,0.Q" ")"'" ... (««),.

Complementamos observando que:

N&Q("{)''("«)'- llüill llãk+:ll

l:#("i),' ("«),«

uma

l

1 ,
iÍi:M-("Ê),.('"m),«. (2 3)
"(w)

ü.-:ll
íli:h("í),' ("«)'-Elú.-,l
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Mas (uÊ)« - 8k')zÜ , («,«),m - (Ú«.)Zm ,

-ún'",,
E como mk ;:: l6j;/llúkll concluímos que:

e«tão ig;l("Í)«('"m),« -

«*a.,. . . . ,.n - íilai. e%iitlEaw«J,. - l)lk-@.J,.. (2.4)

Pela Proposição 2.2, isto dá uma medida que é positiva nos conjuntos abetos de

)ll:lr8, já que .f)i é compatível com Z,i e é estocástica. Em outras palavras, ela tem

suporte completo. Chamamos esta tal medida de medida de Parry. Note que (2.3)

dá uma forma forte de equidistribuição, já que todos os cilindros em C5, tetn quase as

mesmas medidas; isto é semelhante ao caso estacionário citado em l21.

A medida central de Parry z,k = Pk(w) em )l,(L) é então dada por:

uk(l.«* . . . z.l) elas:51- -!!d - («,.),.(.&)«.. . . . (Pm-:),. :,. - .iÕl©0«.),.
(2.5)

Em termos de sequências de autovetores normalizados (w) e não normalizados (úi)

de (Li), teremos então para À(o,") - Àl:il") e lllDoll = 1:

uo(l.zo . . . z.l) A'««,,« -mmilE:híqlbh: - @«J,..
(2.6)

Indicamos a dependência destas medidas em (a) e (8 ') (ou equivalentemente em

(w) e (u')) escrevendo: (r')«,.., (P)« e z, = u«. Enfatizamos que a sequência (q')izo

é determinada pelo seu primeiro elemento 8bt, e que os autovetores não estão necessa-

riamente normalizados.
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Observação 2.5. Para as equações (2.3) e (2.5), ambas de$nem sequências de medidas

de Marcou, embora, e« geral, de (iii) da Proposição 2.2 Q sequência de medidas centrais

nãa seja sair-inuaüante e assim não é um shiB de Markou não esta,cio'n,áüo.

Definição 2.8. Dado unia sequência (Li)iào de matizes 0-- 1, dizemos que uma medida

m em E?Ú tem « p«pMedad' d' -Bo'"'n-.Ma"". .e m.(') = m(l.zo . . . z.-:l) p««

zt-l = s (i At-t está bem de$nido; bto é, a medida do cilindro fino depende somente

do sez compHmento e do último dígito.

Por (2.6) qualquer medida central de Parry uu, para C Q (conjunto de sequências

de autovetores normalizados) tem esta propriedade.

2.3.5 Transformações ádicas em edge-shift

Como prometido no Capítulo 1, retomaremos a discutir edge-shift e o diagrama de

Bratteli afim de generalizar as ádicas para estes casos. Duas razões para olharmos para

diagramas de arestas múltiplas é que a notação arestas é geralmente mais compacta,

visto que matrizes com dimensões menores podem ser usadas, e que os edgepshifts

surgem naturalmente do vertex-shifts pela operação de telescopar do diagrama.

Começamos como antes, com uma sequência de alfabetos .4À; com #.4h = Zh mas

agora as matrizes (Fk)hZO (Zk x Zk+t) que deânem o diagrama podem ter entradas

inteiras não negativas; assim desenhamos o diagrama com vértices .4k no nível k, com

a í.j-ésima entrada de Fh especificando o número de arestas que vai do símbolo i no

nível k para o símbolo .j no nível X; + l.

Denotamos por 8h este conjunto de arestas de .,4k para .4k+t, orientadas na direção

futuro. Para ek C ek denotamos por ei C -4k a "cauda" da seta (aresta) e eZ C .4À;+i

a "cabeça". Escrevendo Zk = #fA, formamos uma sequência (Lk)iZO de matrizes

(Zk x Zk+i) 0 -- 1 com (Lk)ij = 1 se e somente se a aresta ek+i de rótulo .j em Ck+i pode

vir em seguida da aresta ek de rótulo ã em ek, isto é, se e somente se el' = ej+i'

Como de costume, )l,?Ü denota todos os caminhos de vértices permitidos no dia-

grama de Bratteli de (Lk)h?o, mas agora denotamos por >-?g a coleção de todos os

caminhos de arestas permitidos no diagrama de (Fh)hzo. Note que }l:?Ú e }i:?A se
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correspondem bijetivamente. Estamos prontos para discutir ordem. No diagrama de

arestas múltiplas de (FA)k20, a ordem estável O é definida exatamente como antes, e a

partir daí obtemos uma ordem lexicográfica em W'(e) para e C )ii:?g, isto é, uma ordem

para uma coleção de caminhos de arestas que eventualmente coincidem. A razão disto

é que dados dois caminhos de arestas voei . . . ekek+i e êoêi . . . êhek+l que coincidem a

partir de eh+i, então as arestas que entram no símbolo ej+i C .4h+t são ordenadas pela

ordem O do diagrama. Isto significa que a ordem estável no diagrama de (Ei)kZO induz

uma ordem estável para o diagrama de (-Lh)hZO. De fato, isto pode ser pensado como

uma ordem nos vértices, da seguinte maneira: escrevendo EZ = {eh c Ck : et = .j},

esta partição de6ne subconjuntos de ek (que é todo o Ch se o diagrama é reduzido).

Cada um destes subconjuntos ZZ é ordenado pela ordem de arestas O; estendemos isto

para uma ordem linear em todo ek de um modo arbitrário que respeite as ordens nestes

subconjuntos (dBjuntos). Isto dá uma ordem nos vértices como desejado.

Note que as ordens no diagrama de (Lk)kZO não são necessariamente deste tipo. As-

sim, escrevendo Orar, Oral para as coleções de todas as ordens estáveis no diagramas

de (-FÉ)k20 e (Li)hZO, temos:

Lema 2.10. Orar está embutido canoa comente em Ordz;, mas Oral, em geral, não

está embutido em Ordp. .A coZeção de todas franltfcllr'mações ádicas em >1:?É con'escon-

de, em geral, a um subconjunto própüo de translfomnações ádicas em En(Ü dado pela

ordem dos uédices disto é, máquinas adittmüs de Marcou, 'veja eBemp\o '2 no caT)ítblo

çà. Si;mijar'me'nte, o grupo de 'mudanças $mitas de coorden,adüs J:CP na;turalmente está

embutido como um subgrupo de J:CL, que é, em geral, própr'io.

Demonstração. Mostramos a afirmação para Orar e Oral, e que para as trans-

formações ádicas segue disto. Para FC o argumento é similar: podemos ter ' C FCt

que leva um determinado cilindro de arestas l.voei . . . eÃ;ek+il para l êoêi . . . êkek+il , com

eil:i fixo, mas que não muda todos os cilindros l.êoêl . . . êkêk+il tal que êj+: ;:: eil+i,

assim 'r não está em /CP. (ver figura 2.2) []

No entanto temos
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Figura 2.2: Separação de símbolos: .A4kArk = Fk e ArkJWk+i = 1,b. Figura exposta em l41

Lema 2.11. C/}na medida p em >ll:?É :: )ll:?Ü é {nüahante para /CP se, e sonzente

se, é {nuahante para JCL

Demonstração. Daremos uma prova direta que FCt-invariante implica /Cp-invariante

para u Se temos dois cilindros l.voei . . . ekek+tl e l.êoêi . . . êhêx;+il tal que e+ : :: ê+ :,

então, visto que as matrizes são reduzidas, existe alguma aresta ek+2 com ej+2 =

eLi ;= ê+ i; os cilindros l.voei . . . ekek+leh+21 e l.êoêi . . . êkêk+iek+21 tem a mesma me-

dida por causa da invariância /Ct, e em seguida comamos as medidas de todas pos-

sibilidades para ek+2: I'(l.eo . . . eh+il) = z'(l.eo . . . eh+l#l) = >. z'(l.eo . . . ek+ieL+,l)

}:«(l.êo...ê*--:ej;...,l) ...ê.-.:*l) l.õ....ê.--:l).

Reciprocamente, assumindo que p é /Cr-invariante, suponha que seja dado ' C

.F'CZ com ' : l.voei . . . eÀ;ek+ll F---) l.êoêi . . . êAek+ijt queremos mostrar que estes tem a

mesma medida. De fato, pela /Cp-invariância, z,(l.eo . . . ek+il) = p(l.êoêi . . . êi;êi;+il)

se eLi = ê+ :, ]ogo certamente vale a igua]dade se ek+i = êk+i. []

Z

Z

Discutimos apenas uma maneira de passar do diagrama de arestas múltiplas para

o diagrama de arestas simples; isto é semelhante a passagem de um edge-shift para

sua representação em vértices (vertex-shift) no caso estacionário (isto é, para um sd

«r li61 o« li81).

Uma segunda maneira envolvo fatoração das matrizes Fh , encontrando uma sequência

de matrizes 0 -- 1 (Mo, No, À/i, N'i, . . .) tais que
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MtNK :: Fh

Pode haver muitas maneiras de se fazer isto. Uma fatoração canónica é dada pelo

processo de "separação de símbolos": coloque o conjunto de arestas ek como um novo

alfabeto entre .4k e .4k+i de modo a ter alfabetos (.,4o, &), Ái, Ci, . . .) e conecte a c .4k

a e C ek com uma aresta se, e só se, a aresta e estiver saindo de a no diagrama

original, indicando por uma matriz Mk 0 -- 1, e depois criando uma aresta de e para

b C .4k+i se, e só se, essa aresta termina no símbolo b, indicando por uma matriz Arh

0 -- 1. Assim, por definição, À/pari = Fh como declaramos.

De fato, existe uma relação entre os dois métodos, pois:

NkMh-n -- LK

Assim, as sequências de matrizes (-R)izo e (.Li)iZO são agrupamentos da sequência

(M{, AÇ)iZO, uma ao longo dos tempos pares e a outra ao longo dos tempos ímpares,

cada uma dá um telescópio do diagrama todo, como dissemos no capítulo 1. Ver figura

2.2

Lema 2.12. Sda uma sequência (&)iZO de matizes inteiras não negativas (Zi x Zi+l),

c.m (P.).ZO ««. .g""p«m.nt. de (E):Z:o, então;

(O (P.)i20 é p m tit,a se, e só se, (P.)iZO o é.

0i) Se (F.).20 é «d«ád., enfã. (E).zo t«mbém é, m« nã. «/e « «c@«.

Demonstração. (D Dado uma sequência (ni) com 0 = no < nl < . . . que acompanha

a realização do agrupamento; isto é, Pz = Fn:En:+i . . En.+.-l. Os produtos parciais de

/t é uma subsequência de produtos parciais de /Ü, então primitividade de (Ei) implica

a de (a). Reciprocamente, se (-R) é primitiva, então a partir de k = ni, o produto de

.1% é certamente eventualmente positivo; mas o mesmo se aplica a partir de qualquer

n{.i < k < ni

éO Se (F.)eo é uma sequência reduzida determinada por (E)iZO, então seu agrupa-

mento ao longo da subsequência dá a sequência reduzida (&)i20 para (/%)i20. Assim,

ser reduzida passa para o agrupamento. Que a recíproca é falsa é mostrado por um



2.3 Transformações Adicas 65

simples exemplo de duas matrizes (3 x 3), com todas entradas positivas exceto para a

última linha da primeira matriz e a última coluna da segunda que são identicamente

nu[as; o produto é estritamente positivo. []

Lema 2.13. 1)ado wma sequência inteira nâo Regalada (Fi)i?o que é não fdüaZ â

e;gaerd« o« â d{«i*", ' m««.o é «,d«de p«« . «q«ên.í. (Ü):20 0 1 «cí«d' "m

conjuntos de arestas sendo os alfabetos.

Demonstração. Se para cada l $ á $ Z{, a soma das entradas na í-ésima linha de

F'(k,m) FkXh+i . . . .fi;,..i é 2 2, então dado uma aresta que vai de a C .4k.i para b

C .4k, existe pelo menos dois caminhos de arestas indo de b para .,4., consequentemente

a soma da a-ésima linha de L(k i,") é ? 2. Isto implica não trivialidade à direita para

t .b{ ,J {2:0 .

O argumento para não trivialidade à esquerda é similar. D

Observação 2.6. ãeZemóremos de (2.6) a /37muZa para a tín ca med da nuadanle p

parca o caso de matrizes 0 -- 1. .4 mesma /õr'muda vale para matizes nteims não negati-

vas (Fi)iZO. Sendo úi uma sequência de autouefores coluna esthtamente positivos (com

aatouaZores iguais a 1) e normalizados de modo gue llwoll = 1, temos que um cíZándro

de ««t« d'd. po, l.q. ..e« :l m X?A = XU tem media« «ü(l.eo.. .e«--l)
(ú«). onde a = el.: C .4.. Isto segue da aplicação (2.6) para z /atornção a

À4i.AG. .Va verdade, para dois ciZ Raros .anos de arestas l.â) . . . õ.l e l.eo . . . e.l temos

«(l.êb . . anl) - "(l.'o . . .e«l) "mf'« q«. q- .Ep«« ' "p«ço de «édáce' XU
''m« que, p«« d.{. cáZind«; 1.%. . .Z.l e l.«o ...z«1, «(1.%...a,.l) = p(l.zo. . .z«l)

sempre que 3. = s = z.. Isto é, a medida de um cilindro $no depende somente

de seu comphmento e do último dígito, esta é a prophedade de Bowen-Marcas como

arzteóozv7zente citado.
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2.3.6 Condição autovetor de Perron-F\'obenius implica unicidade ergódica

Denotemos por QÊ - {(ü) C QP : ão C Ao} a sequência de autovetores coluna com

autovalores l onde llâoll = 1 e QP = {(ú) . . .) : úi c Ci com Ü = A@+i}.

Então, (ü) -» (ú)/llsaoll deâne uma projeção de Õp para QÊ, normalizando a

sequência de forma que seu primeiro elemento esteja em A.o.

Definição 2.9. [/ma sequência (E){ZO de matizes {nteíms não negar tias fem a condição

clutouetor de Peru'on-.Z#obenáus se eaástÍr uma única sequência normalizada de au-

touetores coluna estritamente positivos.

Lema 2.14. rO >1:?Ú \t0} # g +:> c(o,+-,) ' nn-oHoFI . . . En(Z.+t # 0 «. QP # 0.

(ü) Tod,as as sequências em ãbp pode ser mnstmída indutiuümente da squinte fo««a

(1) .EscoZAa ão em Ao n cO,+m)-

(2) .EscoZAa w +l C C(e+1,+m) para ser a pré-Imagem de wi.

0i0 Se (E).ZO é md«zÍd« . pdmÍt{«, Cata. ÕÊ é «ão «.d..

Demonstração. (i) O número de strings que começam com o símbolo { no tempo

0 e terminam com .j no tempo m é igual a eÍEo. . . Fnej onde ei é um vetor da base

canónica e e! a sua transposta, assim a coleção de strings permitidos de comprimento n

é não vazio se, e somente se, EoFI . . . En tem alguma entrada não nula, se e somente se,

EOFI . . . Fn(Anal contem algum vedor não nulo. Agora, a primeira declaração vale se,

e somente se,(usando a compacidade) existe uma sequência in6nita de cilindros anos

encaixantes. A segunda declaração vale se, e somente se, (7(o,n) \Í0} # g; novamente

usamos compacidade, da intersecção do cone C(O,n) com a esfera unitária fechada.

A prova de ({i) é clara.

A prova de (iii) é similar ao que foi feito no ]ema 2.8. []

Note que, no caso particular onde as matrizes são invertíveis, a sequência no item

(ii) do lema é determinada pela escolha de seu primeiro elemento leio.

Denotemos por C.A4P a coleção de todas medidas centrais para (E)iZO, e similar-

mente para (.Li)iào.
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Proposição 2.4. Õ) Para a representação uéMíce )l:?Ü de matrizes (-Li)iZO 0 -- 1, a
pZ «çã. 'D deC.M. p««ÕÊ e$n po,@(«) = (ü) «m (ü.), = «(1.zo.. .«.l) onde

=. = s, é bijetora.

0i) P"" ' "p«ç. d' "e;t« XH de m«td« nteá«s nã. ney«tá«s (E);zo, «

«pZíc«çã. 'D de CM,. p«« ÕÊ de$nád« po, 'D(«) = (Ü) «m (ãn), = «(1..o. . .e. :l)

onde ejl..i = s, é bÜetora.

Demonstração. Como p é uma medida central, a fórmula em Õ2 dá uma sequência

bem definida de vetores não negativos; já que z,(l.sl) = (âo), e }1:,..% z,(l.sl) =

z'01'(L) ) = 1, sabemos que úo está no simplexo unitário. Afirmamos que ü. = L«ún+l-

Como

l.zo...z. iál z«-ii.jl : (L«)ij = 1}

e aplicando a medida nesta igualdade temos, pela aditividade, (ú«)i = >1:{(ü«+i)j

(.L«)ij = 1} = (L«ã«+i)i. Então ® aplica C.ML em ÕÊ; agora mostremos que 'D é

injetora e sobrejetora.

Para demonstrar isto, suponha que é dado uma sequência (ü) = ii). de vetores em

QÊ. Definindo p em cilindros finos por

«([.«. . . . «« - .]) - (Ü),,

afirmamos que há uma única extensão para uma medida de probabilidade de Borel em

)ll:?Ú. Cromo antes, denotemos B para a a-álgebra de Borel e 23o para a álgebra gerada

pelos cilindros finos; um elemento de 23o é uma união finita de cilindros finos. Para

.4 C 23o definimos a sua medida como sendo a soma das medidas de seus conjuntos. No

entanto existem muitas maneiras de decompor .Á, então precisamos mostrar que todas

dão o mesmo número.

Primeiro considere .A sendo um cilindro üno l.iço . . . sç.l. Em seguida reescrevemos

4 como união de cilindros finos de comprimento k para algum k > n. Se k = n + l,

temosentãol.zo...z. :il ...z«-:i.jl:(Z.«).J l.«o...z. :il)

enquanto
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E{«(l.ZO...Z.-:i.jl):(-L«):Í {(Ú«+-)j:(Z.«).j(L«Ún+:).

Indutivamente, isto é verdade para qualquer k > n, assim concluímos o caso onde .A é

um cilindro fino cuja sua decomposição são cilindros de comprimentos iguais.

Agora suponha .4 sendo escrito de duas formas diferentes, como uma união de

coleções .$ e S2 de cilindros finos, assim Á = (U.$) = (U8a). Afirmamos que

)l-BCS. z/]3 " )l,BC.b P.B. Para isto tomamos k sendo o comprimento máximo dos

elementos de .$ U $; então decompomos cada B c Si como uma união de cilindros

finos de comprimento k. Pelo passo anterior, a soma de suas medidas coincidi com

>l-Bcs. pB, e como esta decomposição é única, as somas para { " 1, 2 são iguais. Con-

sequentemente P(.A) não depende do modo que .4 é decomposto, isto é, p está bem

definido em 13o.

Segue-se que I' é aditivo em 23o: tomando -A e -B disjuntos em 23o, então .A U Z?

é uma união de cilindros finos que compõem .4 e B, então o que fizemos demonstra

justamente que u(.A U B) (.A) + P(B).

Finalmente, como o espaço )l,?t) é compacto, existe uma única extensão da álgebra

Bo para uma medida a-aditivo em todo 23 (ver 1221, p.138), completando a prova de

Agora privemos ÚO. Tomando a fatoração (MíAG)izo de (E)izo, temos que .R4.V =

(M.V) = (Miai)CO = (Mo, No, .A/i, Ni, . . .) são matrizes 0 -- 1, então denotando por

Rf, (l, respectivamente, os cones de vetores linha e coluna não negativos no espaço

Euclidiano Zi-dimensional, temos do diagrama:

R. -&, R: -e, n, -e., R;
ao .B- C. .n- C2 '''-- 03 ' ' '

©

o diagrama estendido:

R., -e$ .re -b, R: -©, R{ :!b R,

ao .%- aoC .®- C: .U- Of .8- Oa '

Uma sequência de autovetores coluna(IÜ)iZO com autovalores iguais a l para a

família de aplicam;ões originalmente dada por (.fq){zo estende-se unicamente para uma
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sequência (lüo,líi8, üi,wÍ, . . .) da família dispersa (.A/N), onde üf = ACúi+i e l& =

Àãlíif. Para as matrizes Li = Ah.4/,+l de entradas 0 -- 1, temos que (líf)iZO é uma

se(luência de autovetores com autovalores l para (Li)iZO.

Existe uma correspondência bijetiva natural entre os strings finitos permitidos:

(eo...e« i) e (zoeozi.. .iç--le«-iz«) em >ii:?A e E:ã onde zo - eã e, para á > 0
zi:: ei = el.i' Isto induz uma bijeção do cilindro l.eo . . . e«-il no espaço de arestas

>l,(P) para o cilindro l.zoeozi . . . aç,.-le.-iiç.l no espaço de vértices >ll::ll' .

Dado pr em >i:?4 definimos z/ww em }l::;lv via esta correspondência entre cilindros,

íkando pMJ«(l.:«0eOzl . . .z« ie. iz. = sl) = up(l.eo . . .e.-i : e;L: = sj). Isto dá uma

bijeção de C.A4P para C.A4W/v. Da parte (O temos uma bijeção Oww : C.A4mw ----+

f2à.v. Então pMW determina uma sequência de autovetores (lããÍ)izo C Qâ.w, que

por sua vez especifica (úi)ião, uma sequência de autovetores com autovalores l para

(Fí)i20, esta correspondência também é uma bijeção.

Afirmamos que li8 C Aã. Assim definimos uma bijeção 'PP : C.A4P --, Q/;..

Mas sabemos de (O que, como (üiiíf)izo C Qâx, líilo C Ao. A matriz .A4o é

estocástica por colunas, já que cada coluna tem um único l como entrada e o resto é 0

(a aresta eo começa em um símbolo bem deânido eã). Então 1 = lll6oll = llMoi6âll =

ll8âll e assim úã c Aã. ]sto comp]eta a prova de ÕO. []

Note que Oâ é um subconjunto convexo e compacto de lli>o Ri' (com a topologia

produto). C.A,'tP, como usualmente, está dado pela topologia fracas como um subcon-

junto de C'01-o'+), e é convexo e compacto pelo teorema de Banach-Alaoglu. E, pelo

teorema de Krein-Milman, estes conjuntos são gerados pelos seus pontos extremos (p.

66-70, 1231). Temos:

Corolário 2.1. .4 ap/ícação ®p : C.A,4l;. ---.-.} QÊ é um Aomeom07:/isco a$m, e os

pontos estremas destes conjuntos convexos e compactos conespondem às medidas de

probabilidade nuadantes para o gv"upo de mudança $nita de coordenadas FC.

Demonstração. E imediato da definição que C.A'fP e QÊ são convexos e compactos, e

que õp é uma aplicação afim. Como a convergência fracas de medidas é equivalente a
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convergência das medidas em cada cilindro fino, esta aplicação é um homeomorfismo.

Pelo teorema 6.11 de j211 ou proposição 3.4 de j131, os pontos extremos de C.A4P

são medidas ergódicas invariantes para a anão de FC, visto que este é um grupo de

homeomorfismos agindo em um espaço compacto.[]

Corolário 2.2. Se a sequência de matizes fem a condição autouetor de Pe7von-

Frobenius, então e:i:isto uma única medida de probabilidade nuaüante para FC ou para

qualquer trant.s.formação ádica de$nida em Eo(IÀ.

Demonstração. Neste caso, por definição, existe um único elemento em QÊ. n



Capítulo 3

Família Multiplicativa

Vamos restringir a atenção aos diagramas de Bratteli com dois vértices, isto é, que

são dados por uma sequência de matrizes (2 x 2) não negativas. Este é o caso que

vamos analisar neste capítulo.

3.1 Sequências aditivas e rotulações canónicas

Lembramos que S1,(2, Z) é o grupo de matrizes (2 x 2) com entradas inteiras e com

determinante 1. Escrevemos SL(2, N) para o subgrupo cujas entradas são todas 2 0.

Lema 3.1. S-L(2, N) é o semãg po mime gerado Feios geradores adáliuos

,- l: :l . . - l: :l
Demonstração. A ação do grupo são potências destes geradores com expoentes em

N, queremos mostrar que para qualquer .4 C SL(2, N) se escreve como potências de P

e Q. Perceba que P e Q não são inversíveis em SL(2, N), o que justifica a indicação de

semigrupo.

Notemos que a identidade / = 1 1 0 l está incluída aqui, pois / = Po = Qo.
l o l l

Seja .4 C SL(2,N), com Á = 1 a b . Afirmamos que se .4 # /, então ou a primeiral c d l
coluna é 2 que a segunda, no sentido que a 2 ó e c 2 d, ou o contrário

71
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Se ambas condições falham, então ou a > b e c < d ou o contrário. Mas o contrário

(b > a e d < c) não pode ocorrer pois isto implicará que bc > ad e aí ad -- bc < 0

absurdo, pois por hipótese o determinante é l.

Então analisemos o caso a > b e c < d, temos: a 2 b + l e d ? c + 1, pois estamos

falando de números naturais. Então o determinante é : ad -- bc ? (b + l)(c+ 1) -- bc =

bc+b+c+ 1 -- bc:: b+c+ 1. Como det,4:: 1, temos b = c = 0, e neste caso .4:: /

logo vale a afirmação de que a 2 b e c 2 d(ou o contrário)

Agora, mostremos que .4 C SL(2, N) pode ser fatorado como produto de potências

não negativas de P e Q. Escrevendo .4 = ..4o, se ..4o # / então subtraímos a menor

coluna da maior construindo assim .4i. Isto é equivalente a escrever

.A:=.,%P : m .4i = .4oQ' ,

pois, para a 2 ó e c 2 d, temos:

~. '-l: =1 1:. :1:: :l-l: :l l::ld

Note que a nova matriz .At C SZ,(2, N), já que a primeira coluna é 2 que a segunda e

det.Ai = l

Se ,4i tem uma coluna maior que a outra, nós continuamos o processo produzindo

uma sequência .4o, .4i, . . . , .A.. Este processo termina com uma matriz -A. de deter-

minante l cuja nenhuma coluna é maior que a outra. Então, como mostrado ante-

riormente, .4. = /. AÍ, revertendo o processo, temos .4 fatorado como produto de

potências não negativas de P e (?. Por exemplo, se o processo terminar em .A2 ;:: -r,

então

/ ;:;: .A2 = ,4tP'i ;:: .AoQ-iP'i :: .4Q'iP'l ::> ..4 - P(?.

Provámos um pouco mais: o argumento precedente mostra que um elemento de SL(2, N)

que não é a identidade pode ser fatorado ou como ,4 = ÁtP ou como .A = .4iQ, mas
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não ambos. Logo, a decomposição de .A em termos de P e Q é única, e isto implica

que não pode haver relações não triviais no semigrupo SL(2, N); consequentemente ele

Observação 3.1. O que a prova mostrou é que e:z;êste uma Única /07vz7}a de c/legar a

uma determinado matriz positiva com determinante l começando com 1, adicioTtando

uma cotvna a outra, e repetindo esta operação.

Claro gue gostará'amos de um teorema semelhante para o caso (3 x 3), mas nâo

há nenhuma esperança de te«nos um« est«atura tão sámpZes, poü SL+(3,Z) não é

ÉnÍt«menu. g.«do . nã. é Z{«m ( lt91).

Uma sequência (.Ái){cz tal que cada matriz é igual a qualquer um dos geradores

aditivos P, Q é chamada de seqwêncÍa addtdua. Chamamos o diagrama de Bratteli

definido por tal sequência de diagrama adítiuo.

Dada uma sequência (n) em SL(2,N), considere o diagrama de Bratteli de ro-

tulação arestas determinado por (F.); então existem dois símbolos (0 e 1), e uma ma-

triz com as entradas especificando o número de arestas. Em geral, para um diagrama

de arestas múltiplas, não há uma maneira natural de rotular tais arestas. Entretanto,

neste caso, indicamos uma maneira dada a seguir.

Corolário 3.1. rO [/ma sequência (-H) com a € S-L(2, N) dele,,ítÍna unicamente

"m« «q«êncd« «alfa« (.Aj) t./ q«. Eo = .A. . . . .Á:.Ao, Fi = .A....* . . . '4«+: ' "':m po,

diante, para todo Fi com i C Z.

00 .Zilzando a localização do tempo 0, ezÍste um lírico diagrama aditado, o rrzí-

croscópio aditivo, cujo telescópio dá o diagrama de Bratteli de ÇFà. A rotulüção após

ag7"upantento para as arestas deste diagrama especi$ca os caminhos do microscópio

aditivo.

Chamamos a rotulação canónica das arestas resultantes no diagrama de rotulação

aditiva. (Ver figuras 1.5 e 1.6).
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Então, dada uma sequência (H) de matrizes (2 x 2) com entradas inteiras não

negativa, em vista do corolário 3.1, podemos associar um snt/ de uma forma canónica,

como a seguir:

Definição 3.1. Z)ada uma sequência (a) com a C $Z(2,N), de$nÍmos >ll:(r) como

sendo o snUdetemibado pelo agv"upamento do sntf deteminado pela fatoração aditiua,

=om a suü paüição no tempo zero e com, os elementos da partição após agr\pctmento

deúdamente rotulados, e escolhendo alguma ordenação.

ú..ó ram.uia m.ultiplicativa

A partir de agora ficaremos em uma determinada família Anosov no 2-toro, dada

por uma sequência de matrizes (2 x 2). Como veremos, a codificação correspondente

também virá de matrizes (2 x 2). O principal exemplo vem a seguir.

#

Definição 3.2. Z)ada wma sequência <n>= (. . . n-inoni . . .) € 111=W* onde N*

{1, 2, . . .} e paüdade p C {+, --}, a versão no toro quadrado da /amzaía maltzpZÍcatáua

üetermin,adü por <b> e p é Q famzüia de aplicações (M,j) .fà ao longo da

seq êncÍa 2-foro, como se sc:g e;

Con.id"'mo. phmeí« . c«. "m p«dd«d' (+). F'Ü«.o'

Para í C Z, seja .A4i = ]R2/Z2 com a méthca .EucZ d ana padrão e penzsando gue .4i está

apZãcando em velares Jín#a.

De$nimos fi l Mi como sendo a, função dada pela multiplicação à direita

por ..L, isto é, para (a, y) em .A4i :: R2/Z2,

n{ l

1 0
pa7'a ã par, e .4i =

0 1
l ni

para t impar.

/. : lz VI --- IZ Z/l..4.

Para pahdade(--) trocamos .4i peia sua transposta
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Mostraremos que (.A4, /) é uma família Anosov, descrevendo os autoespaços expan-

sores e contratores e os autovalores explicitamente. R'mudando para autocoordenadas,

daremos uma segunda versão da família multiplicativa, que é conjugada (limitada-

mente) à versão toro quadrado.

Usaremos a seguinte termologia: uma matriz individual .Ae, como antes, tem pari-

dade (+), (--) se ela é triangular inferior (respectivamente superior) , então uma sequência

(.Ai)icz tem paridade (+) exatamente (quando cada uma das suas matrizes tem, ao

mesmo tempo, paridade (+)

A partir da sequência (.Ai) definiremos uma sequência de matrizes (13{) cujas li-

nhas vão ser os nossos autovetores. Estas matrizes estarão em um conjunto 23o =

23{o,+} U Bto,-} Ç SL(2,R) com B = 1 b isfazendo as condições:
C

(i) a, Z,, c, d 2: 0;

(ü) detB

(iii) para B C 23{o,+}, 0 < a < 1,

para B C 23{o,--}, 0 < b < 1,

e d<c

e c<d

Dizemos (lue B C Bo tem paridade (+) ou (--) (quando ela está em /3+ ou 23

respectivamente.

Dado uma sequência de inteiros mo, mi, . . . com mi ? 1, usaremos a seguinte

notação para aJtação confíhua:

jml

A correspondência (mi){cN }- jml define uma bijeção de ll:'W* no conjunto dos

irracionais em (0, 1) (Ver j121, p.65).

Proposição 3.1. Z)ado <n> C llli=N* e paHdade (+) ou (--), então para a /amz2ía

de ap\ica,ções (.M, f), como de$nimos ante'r'iomnente, os autoespaços E: e E{ de Mi =
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]R2/Z2 são gerados pe/os velares u = lbi --ail, u: = ldi cil, com autouaZores (Àii) < l
e (Ài) > 1, respecíít;amenfe, onde estes são de$nÍdos pe/a condição aidi +ciZ)í = 1 .juzzto

com;

pa« .A: c.m p«íd«de (+); .: - in n:+:

e .Xi = -=;
a€

di
.l, ói = i; := lni--ini 2 . .l

p«« .'4: c.m p«íd«de (--); bi::lnirk+i ..l, ai=1, ;-::lni ini-2 .l

l
e

bi

Demonstração. Começamos com a sequência <n> e paridade (+) ou (--), e a

sequência de matrizes (.Ai) associada. A partir dos números reais positivos ai, b{, ci, di

determinados da maneira como afirmamos no enunciado da proposição, definimos:

Já que aidi +cibi = 1 por definição, temos detB = 1. Então, a partir da sequência (.A)

ou, equivalentemente, de <n> C ll+' N* junto com a escolha da paridade p, definimos

uma sequência de matrizes Bi C Bo com paridade de .Bi sendo a mesma de .Ai.

Agora definimos a matriz diagonal

«.-lt ;. l

A6rmamos que M sequências -Ai, Bi, Z)i estão relacionadas como a seguir

Z)i.Bi.4{ = /3i+l (3.1)

Isto irá finalizar a prova, já que os velares u:, u:" são M linhas de Bi, e temos desta
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equação que

«;.A: - li oln..,4. li oloÍ:B:+: l.XÍ: ol-a:--:

Falta verificar a afirmação (3.1); chequemos para i- 0 e paridade (+). Queremos

verificar .Bo.Ao = Z)iiBi . Temos:

23o'4o =
bo -- 7toao

(!o + noq
(3.2)

Para á = 1 a paridade muda, isto é, a paridade fica (--). Logo

ó: - [«:«: ] - ã l:=W - bL:iW9 - ;% -«...a - .x.% -«.«d;

l = -Z- ao = Àoao.
ao

Perceba também que o quociente dos elementos da segunda linha da matriz .Bo.4o é

In.on--l . . .l, pois:

©P-:*~-'«.:«-'...'*« : ah-'"«.:

Ecomo Z)iiBi. Àoi
0

onde -?9S! = .r = 17zon-i . . .l, concluímos que -Bo.A) = Z)ii.BI +. .Z)oBo.Ao = BiÀodl di

al

cl Àodi Àoci

D

Observação 3.2. Perceba que se tomzazwzos apZ cações em t/etores coluna, seremos

que as colunas de Bj1l são autouetores para a lfamtm a multiplicativa (M,f). Isto é

ueh$cado obsemando que BiAiBj!\ -. Dj\ é sma diagonali,züção par Q famtaia.

'.- "lÜ-- - [ =. =:: ] , -'««., ' «-;'. '.«'«'. «*: - [ =: ] .
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uehlicando que

'.«L. - ";:: l ' l -h«:

Note que a igualdade Bi.A{.B;Ü = Z)i: é dada pela equ«ção (3.1), logo estamos .hland.

da mesma conÜKgação (ueü$cüdo vitais üd;tanteà, porém ü aplicação é feita üo longo

de aietores coluna. Assim acabamos de dar umcl sequência de autouetores coluna para

ü famxniü wtuttiplicatimü, a sequência IKlui:) é dada por velares com entradas positivas,

logo apresentamos elpticüamebte Q sequência de autouetores que trata, a menos de

novmaíização, o !ema 2.8 e, consequentemente, a aplicação da medida central de Par'ry.

Voltemos aos autovetores linha. Usaremos a diagonalização feita na proposição 3.1

para de6nir uma segunda família de aplicações, que expressa a família multiplicativa

em autocoordenadas.

Escrevemos AÇ = R2/Ai onde Ai é a látice gerada pelas linhas de .Bii com a métrica

Euclidiana de R2, e definimos gi : AG n AB+i por:

g. : IZ Z/l --. lz yl-0i:

Chamamos (N, g) a versão em autocoordenadas da família multiplicativa (À/, ./)

Lema 3.2. Para uma matiz em 23o, os velares coluna tem comphmento no {nterwa/o

(1/2, «ã) e o ângulo entre fazes satiõ/az sen(0) 2 1/2.

Demonstração. Consideremos paridade (+). Das condições Ó), 60 e 0i0 que de-

finem Bo, temos: b := 1; ad+cb = 1 :> ad+c :: 1 :> a,c,d $ 1. Consequentemente

os vetores coluna (Z,, d) e (--a, c) tem comprimento $ «ã.

Denotando u = (--a, c) e lo = (b, d), sabemos que o paralelogramo gerado por u, w

tem área l (pois ad + cb = 1). Então l = llullllwllsen0, onde 0 é o ângulo entre eles.

Logo, a partir do comprimento estimado acima, seno = ÍÍ;;ÍÍ lwll 2 .x/ãJ2 2
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Observação: Note que estas estimativas são bem grosseiras, mas precisamos apenas

das limitações para mostrar a seguinte proposição.

Proposição 3.2. 4s /amz2{as de .4nosou (M, /) e (.V, g) são ZimÍfadamente co@ugadas

pe\cl ap\icação hi : Mi d Ni de$nida por

i. : 1« 3/l ----» l« IBÍ:

P«« (.V,g), « «q«ênc{« d. -t«eto«;u li 01 . u: tem o. me.mo.

«t-.Zo«.(.Xi:) .(.X:), «;p«t:«m.n*'.

Demonstração. Segundo a fórmula .Bo h---} Z)oBo.4o = Bi, temos o diagrama comu-

tativo

Mo --4S- M: -.41-- M2 "'' M3

l.Bo IBi l.Ba l.B3'..

,Ü .ec- ;: Jc- «L -.ec- ã
para ação em vetores linha, e J)Íi é a diagonalização de .Ai com respeito às autobmes.

A conjugação das famílias é simplesmente a multiplicação à direita da matriz Bii por

velares [inha. ]sto apresenta a conjugação em ]R2. Perceba que:

Também ur.BÍi = uu

Além disso definimos A{ = reticulado gerado por jl Ojn: l = lci a:l e lO ljn: l -

l-á ó:l («r 6g«ra 3.1).

Continuemos para chegar que NI. é levado em AG+i. E suficiente mostrar que

Z)i:(A{) = Ai+i. Tomando a inversa da Mrmula Z):B:.Ai = Bi+t, temos: .4i:Bi'Oi =

23;ii\ que é equivalente a

«;«i:-l': ..l -l..«+«:'': ':';

ni:oi: - .,4:n=.. (3.3)

Mas .Á{ : R2/Z2 F---> IR2/Z2 preserva a látice gerada por {j1 01, 10 1j} já que .4i C

S.L(2, Z). Logo, da igualdade (3.3), temos que a látice gerada por {jl Oj-Bji, lO ljBji}
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é levada à látice gerada por {jl OJB;.i\, lO ll.e;:i\} por -Di l

A afirmação sobre autovetores segue imediatamente da diagonalização. Agora

mostremos que a conjugação é limitada. Pelo lema 3.2, para as elipses que são as

imagens da bola unitária pelas matrizes Bi agindo em vetores coluna, há gaios que as

limitam por dentro e por fora. Consequentemente, o mesmo é verdade para as matrizes

BÍi agindo em vetores linha, já que as linhas de 23ii é uma rotação de n-/2 das colunas

de Bi. Logo, pe]o ]ema ].], a conjugação é limitada (ver definição 1.15). []

Corolário 3.2. .A /amz2{a m /tãpZãcatiua (M, /) é uma /amz#áa ..4nosou

Observação 3.3. ,4 conjugação arzteàor, embora Z m fada, não é uma üometha. Z)e

fato, para a famtüia ÇM. f) Q métvqco, em cada toro Mi é o, m,es'ma, enquanto os toros

Ni, em geral, não são sequer isométücos. Para, Mi, a métücu joi escolhida de modo

que os uetores da bme fossem ortogonais e de comphmento 1, enquanto os autouetores

n,ão são, em geral, nem ovtogonaâs 'nem, de comphmento L; para tN. gÜ, os autouetores

são escolhidos para serem ortonomtais.

Na versão toro quadrado, todas as componentes são isométricas e toda a dinâmica

é realizada pelas aplicações. A versão em autocoordenadas(.V, g) é um caso inter-

mediário, as métricas também estão mudando já que os espaços-componente não são,

em geral, isométricos uns aos outros.

l
[' ,g::: :«-'.l:'Jg::«

r

Figura 3.1: Ai reticulado gerado por j1 0lZ3{ le lO ll.Bi l
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Observação 3.4. Se tomar'mos a /amz2ía (]W,/) com apZ cações em uetores coluna,

como mencionado na obsemação 3.2;

Mo -'$-- M. -.41- M2 '

t$.J:À ,l$. ,k;'
temos também umct cona' cação lirrtitada. Basta, perceber q\ e o tema 3.2 'ual,e aqui,

também.

3.3 Renormalização de caixas e construção da partição de
Markov

Apesar da prova da proposição 3.1 parecer meramente formal e algébrica, existe

uma interpretação geométrica simples por trás das fórmulas, que será exibida nesta

seçao.

As matrizes .Ai e Bi que aparecem na fórmula principal e dão a diagonalização

Z)i.Bi.Ai = Bi+i tem duas interpretações bem diferentes. As matrizes .A{ fornecem

a renormalização, assim, num conjunto de coordenadas, elas são meramente combi-

natórias (uma mudança de base da látice) enquanto que, em outras coodenadas, elas

são aplicações hiperbólicas.

Primeiro construiremos a partição de Markov na versão toro quadrado (R2/Z2).

Como já dissemos, as linhas das matrizes Bi dão uma sequência de autovetores ui , t;:

As aplicações .4i estão em SL(2, Z), consequentemente são uma família de aplicações

ao longo de uma sequência de toros quadrados .A4i = R2/Z2. Agora usaremos a matriz

Bi para construir dois paralelogramos que serão a partição de Markov para a ã-ésima

componente .R4t. São eles: o paralelogramo com lados gerados pelos vetores diu?, anui e

o paralelogramo gerado por ciu;, --Z)iu}. Note que a união destes paralelogramos dão um

segundo domínio fundamental para a látice Z2 agindo em IR2; assim, eles particionam
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o toro. De fato, para o paralelogramo com lados dit;?, aitl: temos

d:«; d;Ó:, -áa:)

aiuf = (aidi, aiq),

com área aiÜ(aidi + cibi) = aidi.det(.Bi) = aid{. Para do outro paralelogramo, cálculos

análogos mostram que sua área é bica. Logo a soma das áreas dos dois paralelogramos

é aidi + óiq = det(.Bi) = 1, Vá, e como .Ai preserva a área (det.Ai = 1) e u? e uf são seus

autovetores, segue o resultado.

Exemplo: Mostremos um simples exemplo com ni = 1, Vá; isto é, <n>= 1. . . lll . . .l;

neste caso as autodireções são ortogonais (por acaso), pois ai = jlll . . .l = di/ci(isto

tomando paridade (+)) e bi = 1. Logo u: = (bi,--ai) = (1,--ai) e t;r = (di,ci) =

(aia, ci), assim t;:u: = (1, --ai).(aia, ci) = 0. Além disso, as caixas são quadrados, veja

para o paralelogramo gerado por diu?, aiu:: Queremos mostrar que llait;i ll = llaiu;ll,

isto é, «:ll«:ll ll«;ll

Tomemos a paridade (+), então: .4i = 1 1 , V i,

--! + ai)q - 1 + ai =--1--Í--, pois a{ > 0.

l l

.. - [111...] -

i+ i';

-L;@ . '. - :.

Logo Bi= j = 1 ;l=9Õ . EcomodetBi=ltemosque
d; q l l :';i'a ':: l

.-v -"« «;-l:,'pl.«;-(e,'pl
Finalmente, aillurll = =!-T--

dillu;ll.
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As caixas geradas por este exemplo estão ilustradas na figura 1.1 do capítulo l.

Agora, sendo u; = j1 01 e u: = 10 11 os autovetores de (.M,g), temos que o

paralelogramo gerado por diu;, aiutu, em autocoordenadas, é o paralelogramo gerado

por diui,aiu:, pois:

u: i: = li 01 = u: ::> (dit;{)Bi: = diu;,

u: i: = 10 il = u: :+ (aiu:).Bi: = aiu?

Da mesma forma, o outro paralelogramo, em autocoordenadas, é gerado por ciu;, Z)iui

Os paralelogramos tornam-se retângulos, visto que os autovetores u? e u: são or-

togonais. Chamamos estes retângulos de caixas e escrevemos 7?.i = {.l#, RJ] para a

partição resultante de Ni = R2/AB.

Note que, em autocoordenadas, a látice que define o toro torna-se uma látice para-

lelogramo. Os vetores (c, a) e (--d, Z,) geram esta látice; estes são exatamente os vetores

jl OJBjl e lO ll.BÍi, isto é, as linhas de /{"i

E conveniente fazer uma rotação de 90' nas autocoordenadm no sentido anui-horário

para efeito de ilustração (ver figura 3.3). Assim o vetor u: fica igual a (--1,0) após

rotação, enquanto u: fica sendo (0, 1), então o retângulo .nJ é a caixa da esquerda;

fazendo uma mudança na orientação do eixo horizontal para adequar às coordenadas

padrão, esta caixa tem como bme o intervalo l--bi, 01 no eixo horizontal e como altura

(-d,b}

c,a)

Figura 3.2: Partição do domínio fundamental, em autocoordenadas, gerado pelos vetores
linha de B{. Segunda figura com partes identificadas, e a terceira figura com uma rotulação
conveniente para os elementos desta partição.
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Figura 3.3: Dois domínios fundamentais para a látice, em autocoordenadas: o paralelo-
gramo e a partição duas-caças 7Zo. A figura foi rotacionada 90' no sentido anta-horário por
conveniência. Então, nesta figura, o eixo horizontal dá a direção expansora. Figura exposta
em jll com alterações convenientes.

Figura 3.4: O par de caixas em autocoodenadas; para ã com paridade (+): os velares
linha de Bi são as coordenadas dos vetores que geram a látice(paralelogramo). A figura foi
rotacionada 90' no sentido anel-horário. Para paridade (--), esta neura fica reftetida pelo
eixo vertical. Em ambos casos, a caixa da esquerda é R} e a da direita é /#. Figura exposta
em jll com alterações convenientes.

o intervalo 10, cil no eixo vertical; a caixa .f# tem base 10, aíl e altura 10, dil

Assim a fronteira da partição 7% é, nas coordenadas após rotação, o seguimento

-ói, ail no eixo z unido com o segmento 10, maztci, dill no eixo Z/ (ver figura 3.4)

Na proposição 3.1 encontramos a fórmula l)oBo.Ao Bi; esta fórmula tem a
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seguinte interpretação geométrica. Clonsidere a operação

/3o F---, 23o,4o = DãlBi

Usamos a nova matriz Bo.4o para definir um novo par de caixas no mesmo toro

Aio = IR2/AB., da mesma forma como descrito anteriormente para Bo. Chamamos

este procedimento de passar de um par de caixa para outro de renormalização de

caixas Este procedimento tem uma descrição algorítmica simples, como veremos a

seguir.

Proposição 3.3. Obnzsádere a /amz2ía mwZtiplácatãua dada reza escolha de <n> e da

püMdade. Na, representação em autocoo'rüe'rLa,das ÇN. gh, o pultback da l)arl;ição 'R,i em

Ni para o toro Na -- W2 IÀ.na dá o. squência, de pavtições dejinidü como arterial"mente

para as matizes 23o, /3o.4o = DiiBi, Bo.Ao.41 = Z)ãil)Íi.B , . . . . EquíuaZerztemente, a

sequência dos pares de caixas é dada pela renormal cação de caças: PdmeÍro remova

tantas cópias quavtto possíuet do menor enter"tinto da base, por e:templo, para a paHdade

(+), a caça menor tem compümento ao (em relação a base) e .Pca (i direita, este é o

menor internato da base; a outra caiba é maior, tem comprimento bo = 1. Depois cone

a cairia maior em pedaços comespondentes ao comphmento ao e empithe estes pedaços

sobre a caça menor produz ndo am segurado par de caças (uer.Pgurn 3.5 e 3.6). Para

o terceiro T)ar, comece com a, caiba da esquerda, já qKe Q paridade foi trocada e agora

esta é a caça menor. Este procedimento também é chamado de "cutting and stacking".

A sequência de padições 'R,i é uma sequência de padições de Markou para a famtnia de

aT)hco,iões tN, g).

Demonstração. Note que o número de cópia do intervalo de comprimento ao re-

movido é o inteiro no, onde 7zo = 1:al = { pude inteira de :!}, pois ao - l?h)ni . . .l '
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:l -- { ,«~. j'«.'-'~« '. :}

Assim 0<b- no<1, então, 0<bo--7zoao <ao<l
ao

Então no é o número de cópias inteiras de ao em bo. Perceba que agora a caixa da

direita é a maior com comprimento da base igual a ao e altura (h+noco, enquanto a caixa

menor (da esquerda) tem comprimento da base &) -- 7zoao e altura q. E comparando

estes resultados na equação (3.2) vemos que a renormalização da caixas produz um

novo par de caixas cujos dados têm comprimentos dados pe]a matriz 13o.Áo. []

Figura 3.5: Renomtalização das caixas, em autocoordenadas, apresentando dois pontos
equivalentes sob a ação da látice, após rotação de 90' das coordenadas no sentido anti-
horário. Figura exposta em jl] .

3.3.1 Produzindo uma partição geradora: o método de Adler-Weíss

O procedimento realizado na proposição 3.3 descreve uma sequência de partições

com a propriedade geométrica de Markov. No entanto, 7Zk não é geradora, isto é, não

separa pontos. Para produzir um gerador para 7? nós usaremos o método de Adler

e Weiss l21. Por enquanto nos focamos no s#. Definimos Pk como sendo a partição

que consiste dos fechos das componentes conexas de 7?.k V g;i(7?.h+i). Como antes,

P' V Q denota a .junção de duas partições(por 7?. entendemos a união dos interiores

dos elementos da partição 7?«) Precisamos tomar interiores pois queremos que a nova

n
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Figura 3.6: Da esquerda para a direita: a partição duas-caças 7?o com bo = 1, cortada
para gerar a partição 7)o com no + 2 elementos, lendo da esquerda para a direita, 1000, 1100,
1110, 1111 e 0000 (veja na próxima seção), redimensíonando pela matriz diagonal tecemos
aí = 1; emplilhando para obter bt,ct,dt e uma nova partição duas-caças R.i. As duas
últimas figuras se sobrepõem, isto é, são iguais a menos da anão da látice, e as componentes
conexas de 7Zt junto com 7Zo redimensionada dá 7)o redimensíonada. Figura exposta em jll.

fronteira seja a mesma que a antiga, e não tenha duas partes acidentalmente grudadas

Chamaremos Pk a padíção componente coneza para a família multiplicativa.

Proposição 3.4. 4 padíção componente coneza P = (PÜ)kcz é uma sequência de

padições de Markou geradora parca Q família, muttiphcatiuü (N. gh. Esta sequência passa

por cona'ugação ao longo de uma sequência de parti,ções de Marcou geradora para, CL

famznia multiplicativa (.M, j) no toro quadrado. Para uma escolha de paridade (.--)

au (+), a paMíçâo de qualquer componente dada Dada continuamente com respeito a

méfhm .Hausdor# e a <n> C 111= N*

Demonstração. A fronteira de Po agora consiste de dois segmentos l--óo, aol e

lO, (h + nocol = 10, Àodil. Assim é satisfeita a propriedade geométrica de Markov, como

já visto. Agora os elementos da partição (p-.)"7'«V. . .VPoV. . .V(g.) "7'« são também

conjuntos conexos. Consequentemente, seu diâmetro vai a zero quando n --} oo, então

existe no máximo um ponto em uma determinada intersecção in6nita de interiores.

A continuidade nas fronteiras da partição é imediata da fórmula das coordenadas das

duas caixas, e isto passa ao ]ongo das componentes conexas.[]

Na próxima seção descreveremos outra maneira de construir este gerador, que au-
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tomaticamente nos leva a rótulos naturais para os elementos da partição

3.4 Uma extensão dos teoremas de Adler e Manning para

famílias de aplicações.

Lembremos que SL(2, R), SL(2, Z) são os grupos de matrizes (2 x 2) com entradas

reais (respectivamente inteiras) e com determinante 1. Um elemento .A C SL(2, Z)

induz um automorfismo que preserva orientação no 2-toro, já que determinante é > 0

(pensando nele como grupo fator R2/Z2 pela multiplicação a direita por vetores linha)

Tal automorfismo é hiperbólico quando ele tem dois autovalores À, À'l com À > 1.

Em j101, Adler prova um teorema que inclui o seguinte: para qualquer automorfismo

hiperbólico .A(2 x 2) no toro com entradas não negativas e que preserva orientação existe

uma partição de Markov que é codificada como um uedez sÀIW usando exatamente a

mesma matriz.

Assim, quando

Á-
r S

3.6

l P a l

existe uma partição geradora do toro com p+ q+r+ s elementos, que é codificada como

um "vertex-shift" , tal que exista(na convenção vetou linha) p arestas indo de 0 para

ele mesmo, q arestas indo de 0 para l e assim por diante; isto é, o automorfismo no

toro é codificado como um sÚ usando as arestas como símbolos, onde um símbolo pode

suceder se outro exatamente quando a aresta correspondente pode seguir da outra no

gráfico. Como descrito na seção 2.3.5.

Manning provou, independentemente, um resultado similar. Ver j171 e observação

O teorema é notável na medida em que dá uma ligação direta entre dois usos da

mesma matriz que são, aparentemente, completamente diferentes: para de6nir um

espaço espaços vertex shift e para de6nir uma aplicação no toro. A existência de

alguma codificação semelhante a um sn/ é conhecida há muito tempo (desde l21), mas

parece que essa codificação especial não foi observada antes, exceto em alguns casos
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especiais.

Se primeiramente considerarmos, por exemplo, a matriz

« - li :l
então o s@ definido pelo vertex shift é dado pela matriz 0 -- 1 (5 x 5). Para es-

crevo-la, precisamos escolher uma ordem para as arestas. Fazemos a rotulação aditivo

como na figura 1.6 ordenando como (llO, 111, 000,010, Oll)l isto corresponde a or-

dem geométrica da esquerda para direita nos elementos da partição, quando a direção

instável é horizontal, ver também ( jlll, p.84). A matriz de transição (com convenção

linha) é então:
o o l l l

l l o o o

Á - l o o l l l
o o l l l

l l o o o

Isto é semelhante ao que fizemos na seção 2.3.5 (âgura 2.2), aqui estamos sugerindo

uma rotulação para estas arestas, esta rotulação é feita observando a sequência de

vértices permitidos (veja figura 1.6). Isto dá uma rotulação natural nas arestas após

agrupamento.

A utilidade de apresentar vertex shift determinado pela matriz .A (2 x 2) é que

esta forma é muito mais concisa. A descoberta de Adler e Manning foi que quando a

partição de Markov é escolhida com cuidado, esta forma revela tudo sobre a dinâmica

visto que a aplicação tem exatamente a mesma matriz.

Na prova de Adler, a partição geradora é produzida da seguinte maneira: ele começa

com uma partição 7?. não geradora consistindo de dois paralelogramos; estes definem

um gráfico de arestas simples (isto é, no máximo uma aresta sai de cada vértice) onde

há dois vértices correspondendo a um s@ de dois símbolos rotulados de 0 e 1; a partição
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geradora consiste das componentes conexas da junção de 7Z com /-i(R.); com isto, o

gráfico de arestas é dado pela substituição de cada aresta pelo número de componentes.

Assim, para a matriz

p q l
Á - l ' ' l

l r s l

existem q componentes conexas em .f':(/Zi) n (/Ü) e assim por diante.

Agora iremos mostrar como a codificação Adler-Manning estende-se para sequências

de matrizes. No processo, descobrimos uma nova forma de compreender o resultado de

Adler. Vamos concluir o seguinte:

Teorema 3.1. Para toda sequência não tóüaZ (.Ai)i.z com .4i C SL(2, N), a jamz2áa de

ap! cações deter"minada por esta sequência é uma .famzüia Anotou. Eàste uma sequência

gera,dota de paMições de Marcou que codi$ca a famtnia confoT.rríLe o diagrama de arestas

de .B«tteZÍ c.m t«n.{çõe. d«d« peZ. m«m. «q«ênc{. (.A.), e f.J q«e, ./ém d{«., «

padições geradoras consistem de componentes conexas de sucessivas junções a radar

de uma sequência de paítições duas caças, com o número de arestas múltiplas (.entre

dois uéüices sucessiuosà cor'respondendo ao número de componentes.

Aqui "não trivial" significa não eventualmente triangular superior(ou inferior)

até +oo ou --oo. A idéia é a seguinte: definimos a codificação primeiramente para

sequência aditivos, onde a explicação geométrica vem diretamente da renormalização

das caixas e alí temos uma situação bastante transparente; em seguida mostramos que

estas codificações são bem comportadas com respeito à operação agrupamento, desta

forma cada componente conexo corresponde a um nome diferente ao longo da fatoração

aditivo. O último passo é lembrar do lema 3.1, que toda sequência de matrizes não

negativa tem uma fatoração canónica em termos de geradores aditivos, permitindo-nos

aplicar o resultado anterior.

3.4.1 Famílias aditivas e lineares

Chamamos uma sequência a C SL(2,N), com ã C Z, de sequência Zínear, com os

espaços sendo o toro quadrado ]R2/Z2, isto é, com a métrica Euclidiana padrão vinda
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do plano. Chamamos a família determinada por (.fÜ)icz de família linear.

Agora examinaremos o EaempZo 3 da seção 1.3 em detalhes. Quando a sequência

linear é tal que cada matriz .IÜ é igual a algum dos geradores aditivos

1 1 0 l l l l l
1 1 ou l l,
1 1 1 1 1 0 1 l

a chamamos de família aditivo; dizemos que estes geradores tem paridades (+) e (--),

respectivamente. Dizemos que a família aditivo é não trivial se as matrizes mudam a

paridade infinitas vezes na direção +oo e --oo.

Toda família aditivo não trivial transforma-se, após agrupamento, numa família

multiplicativa, isto é, juntando matrizes triangulares superior e inferior vizinhas de

maneira óbvia, convenientemente após um shift para que a mudança de paridade ocorra

entre os tempos --l e 0. O inverso também é válido, já que, naturalmente, a família

multiplicativa fatora-se como potências dos geradores, dando uma família aditivo (não

trivial) .

Mais geral, pelo lema 3.1, qualquer sequência linear não negativa fatora-se unica-

mente como uma família aditivo, como na parte ({) do corolário 3.1.

Como uma oração contínua infinita corresponde a um número irracional (ver j121)

e, pela proposição 3.1, as autodireções são gerados por vetores cujo quociente das coor-

denada é uma oração contínua infinita, temos que, excluir as famílias aditivos triviais,

isto é, as sequências eventualmente constantes, corresponde exatamente a remover as

direções racionais para as folheações instáveis e estáveis, que é um conjunto enumerável.

3.4.2 Partição de Markov e dinâmica simbólica para a família aditiva.

A seguir descreveremos uma sequência de partições de Markov para uma família

aditivo não trivial. Aqui, teremos uma sequência geradora desde o início, sem a ne-

cessidade de tomarmos componentes conexas de junções. Esta construção irá dar uma

nova forma de obter geradores para as famílias multiplicativas.

Começamos com uma sequência <n>= (. . . nona . . .) € 111= N* e assumimos, por

simplicidade, que a sequência aditivo (.4{) muda de paridade entre os tempos --l e 0
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como anteriormente. A família aditivo então transforma-se em família multiplicativa

após agrupamento que agora escreveremos como(.Ái).

Correspondendo à aplicação

13i p---} Z)iBi.4{ = Bi+i,

que descreve algebricamente a operação de renormalização multiplicativa das caixas,

agora temos a equação

Blc t---+ DlcBlçAk -- BK+l ,

que corresponde à renormalização sendo feita aditivamente, passo a passo, isto é, em

cada estágio k removemos e empilhamos uma caixa, repetindo ni vezes. A matriz

diagonal Z)k está definida de forma a renormalizar as caixas, mantendo a maior largura

sempre igual a 1, tomando a entrada Àk de Z)k como o inverso da largura da caixa

menor.

As partições de Markov geradoras agora estão fáceis de descrever: elas são, para

cada componente À/i, exatamente o par de caixas. Vamos denotar esta sequência

de partições por 7)i e comparar com a partição multiplicativa já definida, que agora

denotaremos por 7'k. I'emos o seguinte:

Lema 3.3. .4 seqaêncía 7)h gera para a jamz2áa adátíua

Demonstração. Daremos duas provas. A primeira é direta: note que as intersecçoes

dos interiores dos elementos da partição após pullback por aplicações apropriadas são

sempre conexas, enquanto claramente as larguras (e as alturas para tempo negativo)

vai para 0. Daí ela separa pontos, isto é, gera.

A segunda prova é mais abstrata: começamos com a partição geradora para a

família multiplicativa dada pela proposição 3.4. Logo, pelo lema 3.4 a seguir, a partição

componente conexo é igual a partição agrupada aumentada; finalmente, pela implicação

(volta) da proposição 1.10, temos que a sequência de partições P' gera para a família

aditivo. []
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Mostra-se que uma boa dinâmica simbólica resulta da rotulação das duas caixas de

p't da seguinte maneira:

Teorema 3.2. Considere a /amz2 a ad nua (À/,/) dada pe/a seqwêncáa adItaDa .A

(.4i)icz agindo em velares Zán/za, então se atdbuíz.mos (i caça da esquerda o súnbo/o l

e para, a, caço, da direita o símbol,o Q, o shiF, 'n,ão estacionado conesponde'nte de$nido

por esta, codificação tem suas matizes de transição de$nindo a, mesma, sequência de

matizes. Isto é, o sntfé'!-(A]

Demonstração. Vamos supor que a paridade da família aditivo dada por .4i é (+);

então temos .,4i:: l ' o 1 . Pela figura 3.5 a caixa mais larga está à esquerda, e tem

rótulo 1, o pullback da partição no tempo á + l satisfaz isto exatamente nas caixas

renormalizadas definidas pela matriz Bi+i (com os pontos devidamente identificados) ,

assim os pontos da caixa l no tempo á pode ou estar na caixa 0 ou na caixa l no tempo

á + 1, enquanto os pontos da caixa 0 estará necessariamente na caixa 0. Logo, a matriz

de transição é l ' : 1 , exatamente a mesma matriz. []

3.4.3 Gathering, componentes conexas e dinâmica simbólica.

A [igação com a sequência de partições geradoras 7'k de ]Wh, da famí]ia mu]tip]ica-

tiva, é dada pelo seguinte:

Lema 3.4. Para a /amzaáa multipZ caiava (M, /), a padáção componente coneza 7% é a

partição ag'rapada üumebtada da paüição 'P, tomada a,o lon,go da sequência de tempos

(n.). .Então, R é igu«/ « junção do. pu/Zb«k. â "mpon.nte .Aã d« (n{ + l)
punições 7)k em duas caixas, para ní $ k $ n +i.

Demonstração. Isto é claro da definição; ver figura 3.6. Então, por exemplo, para

no= 1,

Êo (g.)':(7':),

que tem três elementos. D
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Na verdade, algo semelhante acontece em casos mais gerais

Lema 3.5. Sda (.Ak) uma /amz2ía ad tava, e sda Ph sua pa ção geradora (duas

caças). Seja (mi) uma seqwêncãa crescente com mi € Z e de$na 4 como sendo a

famtaiü agr"rapada ao longo desta subsequência. De$na, (?à como sendo a. partição com-

ponente con,e=a da. li'unçõ,o de'P«. com o T)ullback de'P-.+. Teta aplicação composição.

Então, (Pà é igual a. T)adição agr'rapado, aumentada tomada ao l,ongo da, subsequência

(mi) da padáção ad t ua P

Demonstração. Observamos que na versão autocoordenadas da família multiplica-

tiva, as bordas das duas caixas no tempo mi são formadas por uma união de dois

segmentos nos eixos z e Z/, cada um deles contendo o ponto (0,0) e formando um

"T" na forma geométrica. Após pullback, os dois intervalos correspondentes vindo

do tempo futuro miai dão um subintervalo do intervalo instável e um segmento que

contem o intervalo estável. Temos que mostrar que as componentes conexas do comple-

mento destes quatro intervalos fechados no toro são iguais a partição dada pela junção

de todos os pares de caixas de todos os tempos até miai (inclusive miai), o (lue dá

a partição agrupada aumentada. Mas os dois segmentos(após pullback), respectiva-

mente, estão contidos e contêm todos estes segmentos "pulled-back" até miai, visto

que eles estão nas folheações expansoras e contratoras. Logo, nenhuma borda nova é

somada no agrupamento aumentado (ele dá exatamente a mesma linha vertical das

duas caixas originais), conc]uindo a afirmação.[]

Observação 3.5. .7Vote que, para ajamz2áa adílãua, a sequência de paMições duas caças

jú gera, sem G necessidade de to'mar compare'ates conezcLS.

Obsemamos que a sequência de paüições adãtiua é mais e$ciente que a multiplica-

tiva. Isto se uê a paddr da ezpressâo no lema 3.4; note gue na de$n ção de (P.) ezÍste

uma pane red ndante, .jú que cada pad ção PA apara k = . . . , 7zo, no+ni, . . .,) é incZuz'da

duas vezes, esta é e=atamente Q diferença entre as audições agrupadas e as paüições

agr"tiradas aumentada de ? ao longo da sequência (ni).
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O lema 3.5 mostra a relação entre o método das componentes conexas e do agru-

pamento aumentado ao longo da família aditivo e, consequentemente, a conexão com

o diagrama de Bratteli telescopado. A proposição 1.17 leva-nos ao seguinte:

Teorema 3.3. Z)ado (a) C SL(2, N), a/amz2ía Zínear correspondente tem uma padãçâo

de Markou que a codi$ca como um di,agramü de Bratteti com rótulos aditivos determi-

nados pela mesma segwência (.li').

Isto é, « án{« «q«ên i «dali« (.Aj) det.«nÍn«d« pe/. «q«ê«cí. (a) d. Jem«

3.1 ser"t/e a do s propósitos; eZa dá a tín ca dispersão aditada da /amz2ía (-R) e, para

esta dispersão, a sequência de paüições duas (minas gera e é codi$cada pela sequência

t.Aâ; telescopando este diagrama de arestas simples temos um diagrama de arestas

múltiplas ligados a dois símbolos com rótulos aditivos, e com o número de arestas dado

pe/a sequência (.R). Tomando as componentes conexas dos puZJbacks das padíções

duas camas de (.Fà temos uma paüição de Marcou geradora, que é o agr"upamento

aumentado da pUNIção ad t ua fanada ao Zango da subsequência. []

Lembremos da definição 3.1 que uma sequência (.IÜ) de matrizes inteiras não nega-

tivas (2 x 2) determina um snf/ chamado }l:(P) Escrevemos (A/, /) para a família de

aplicações no toro definido por (a) e agindo nas linhas.

Corolário 3.3. 4 codí$cação rezo snZ/ )I'(F') da /anta a Z cear (Fi) de$ne uma con-

jugação tipológica T dü famzüia de ap\icações (:5' ÇPlla) para CL famtüia ÇM, f''i.

Exemplo: Devido a uma família linear positiva (.fq) ter uma única sequência aditivo,

os elementos da partição geradora de Markov descrita anteriormente ganha rotulação

natural. Descrevemos os rótulos para o caso da família multiplicativa (veja âgura 3.6).

Para k par, tomando por exemplo k = 0 e no :: 3, como na figura, temos que os

elementos da partição Pb, lendo da direita para esquerda, são rotulados da seguinte

forma: a caixa menor (à direita) é rotulada 0000, e a caixa maior é cortada em pedaços

rotulados 1111, 1110, 1100 e 1000, respectivamente; tomando por exemplo ni = 3, para

a partição Pi, com paridade trocada, temos que a caixa menor, agora à esquerda, é
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rotulada 1111, e 0, 1,2,3 são rotulados (da esquerda para direita) 0000, 0001, 0011 e

0111.

Observação 3.6. .Na de$niçâo de espaço shll/t, pode-se deüar as matizes de transição

agir em velares cotun,as o' linhas (.se'n,do esta, última mais ' s' al na, teoüa de cadeias

de Mürkoub; para diagramas de Bratteli, a convenção coluna é $-equentemente usadct.

Da mesma forma, matizes podem ser escolhidas para agir no toro Teta 'multiplicação

p« «to«. liRA« oa coZan« (««do «t. ÚZÉim« m«ü c.m«m n. te.d« de .í.tem«

dinâmicos). .Assim é usual, em dín(2mdca, te lhos uma müturn de convenções. .Nor-

malmente isto .faz pouca diferença, mas quando se toma uma sequência de matizes,

como fizemos aqui, .fazer uma escolha coerente é muito {mp07'tente pob, casa contrário,

a ordem dü multiplicação das matizes Sca inue'rtidü Çcomo foi discutido no inicio do,

senão 2.3.3). E mesmo para uma tíníca aplicação .4nosou, a coerência é ./bndamen-

tal quando se quer obter uma boa codificação do tipo Adter-Manning. Sabendo dito,

temos um corolário imediato: que se a convenção vetar coluna fosse usada tanto para as

aplicações como para as transições, novamente tedamos a mesma matiz para ambos;

enquanto que, se nula. co'rtuenção misto, fosse aditada, Q mata'iz da codiF.cação seria Q

transposta daquela que é dada pela aplicação.

Teorema 3.4. Considere a sequência de matizes (.Ai)i20 (2 x 2) degrada pela /amzaia

muZtdpZÍcatíua dada pe/a asco/ha de <n> C ll+'W*. .4 medida central de Pam uo

de$nida em H:"{.4, -B}, onde {.A, B} é o conjunto de sáhboZos, coincide, a menos de

multiplicação por uma constante K, com a medida de Lebesgue dos {ntemalos conespon-

dentes as bases das caixas A e B durante o processo "cutting and stacking" relacionado

a renormaZízação (descàta na proposição 3.3) .

Demonstração. Queremos mostrar que, por exemplo, para paridade (+) e { par, a

medida central de Parry de um cilindro de tamanho .j + l cujo primeiro dígito é zo

e último dígito é açj = .B, onde ti $ .j < ti+i com to = 0 e ti = >'::ilnl, Vi ? l,

corresponde ao comprimento do intervalo da base da caixa Bi(a caixa 23 no tempo á,

que é a caixa maior já que á é par) diminuído de ai tantas vezes quanto forem os cortes
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já realizados (no máximo ni vezes); e para um cilindro cujo último dígito é a;j = ,'1 a

medida central.de Parry é ai, a menos de multiplicação por uma constante x. Depois

também consideraremos á impar (após mudança de paridade).

Continuemoscomaparidade (+). Agora.4o= 1 1 0 l , .À: - 1 1 ni l,
l ,'o l 1 1 o l l

Seja a sequência (Lj)j20 de matrizes (2 x 2) de entradas 0 -- 1, sendo a fatoração da

sequência (.Ai)iào. Isto dá a dispersão da família multiplicativa, isto é, a família.aditivo.

Assim, .4i = -Lt. . . . Z'ti+.-l, V á 2 0, onde Lt. = Lti+l = . . . = -Z't.+:-:'

Consideremos duas sequências de autovetores, uma para cada família:

8 para a família aditiva (LJ)jZO, seja (új)jZO a sequência de autovetores coluna com

autovalores 1, onde llwoll = 1, que existe pelo lema 2.81

8 para a família multiplicativa (Ái)iZO, seja (w{)iZO a sequência de autovetores dada

por wi ;:; 1 ": 1 , onde a{ é a oração contínua lnini+i . . .l e bi = 1 para { par e, a{ = l

e bi = lnini+i . . .l para ã impar. Sabemos que (wi){ào é uma sequência de autovetores

para a família multiplicativa desde a observação 3.2.

Como estamos aplicando em vetores colunas, temos que fazer aplicações da direita

para esquerda (veja seção 2.3.3):

Mo -.41- M: -.4L- M2 ''

onde M{ são copias do toro quadrado ]R2/Z2. Fazemos o mesmo para a sequência

( .z.'jJ.j 2:0 .

Como .4iwi+i = Àiw{, onde Ài:: l/ai para á par e À{ ;; l/ói para i impar ( lembrando

que estamos tomando paridade (+) ), temos:

2

(3.4)

Então !!;in é uma sequência de autovetores com autovalores l para a família multi-

plicativa.
Z
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Também, como .Ai = Lt: Z't.+:-i, V i 2 0, temos

.4ÍÚ'.+: (3.5)

ou seja, üt., út., w',, . . . é também uma sequência de autovetores com autovalores

l para a família multiplicativa. Já que, pela proposição 1.7, a sequência de decom-

posições da família multiplicativa nas direções expansoras e contratoras é única, as

equações (3.4) e (3.5) nos dá as seguintes relações para estes autovetores:

AÜ.
tol

ü. - Í;Ü- = : - ll.«.ilÜ: :' 'a.. - X;iÊai-

ã,. . :.!!L. !:g !Z . À.ll«,oll@, +
Àoll.«oll ' À:

ü., - XislliÊa gg = - h.x:ll««.llú., + a., -
tU3

.x. .x :À2 ll««o ll

)

..'h'ã,

.A2wt:

ZU2

hÀ:ll«,o ll

wt{ ' ;:i
11 À..ll««oll
z-o

Então, da equação (2.6) da seção 2.3.4, temos que a medida uo de um cilindro de

tamanho ti + 1, isto é, a medida do cilindro lzo . . . zt.l, V á 2 0, é:

a€

rll] ,x..limo ll rll] .x..ll«,ol

para zt. = .A e zt. :: B, respectivamente.

Então, para concluir, basta mostrar que as entradas de IDj, Vj 2 0, é igual ao

comprimento dos intervalos correspondente as bases das caixa durante o processo

"cutting and stacking" relacionado a renormalização, a menos de multiplicação pela

constante K = 1/llwoll. Tomemos to $ .j $ ti, ou seja, 0 5; .j $ rto. Em outras palavras,

começemos com os primeiros cortes a partir do tempo 0 e antes da troca da paridade
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(primeira renormalização).

Para .j = 0, como wo = (ao, h) e úo = ii!--, o resultado é imediato.
llwoll

Vejamos para .j - 7to: na demonstração da proposição 3.1, vimos que ói = Ào(bo -- nodo)

e queai =Àoao. n,jáqueú.o= wl com 10: = 1 :1 1 telhas:

das caixas após todo o processo "cutting and stacking" , antes da troca de paridade (a

menos da constante H = i/llwoll).

Agora para l $ .j < no, ou seja, as entradas de üi, ú:

considerando paridade (+) temos: Lo = .Li '

. 1 ao l
' 1 , cujas entradas são exatamente os comprimentos das bases

Z,o nodo l

) , w«-i: como estamos

[: :],.-';.:

'.:'.-,..- - '~-ü«-'~- - ú"l: :ll::
li«.ii [ .ÇP.úl..=..

l
ll«.IE

l
ll«.ll

bo («.. 1)«o

Dando exatamente os comprimentos das caixas

antes do último corte na caixa 13.

Continuando a aplicar L..-2, I'no-3, . . . , .Li (lembrando que estamos decrescendo

os índices pois estamos aplicando em vetores colunas, ou seja, aplicando na sequência

de componentes da direita para esquerda), temos:

l
'tol ==

fl«.

Tomando H = 1/llwoll temos o resultado. Perceba que esta constante funciona como
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uma normalização onde o intervalo correspondente a base das duas caixas juntas (uma

ao lado da outra), no tempo 0, fica com comprimento 1.

Depois da mudança da paridade, os cortes começam a ser feitos na caixa A (a

caixa da direita). Os cálculos são análogos. Vamos expor apenas o último passo deste

segundo processo, ou seja, quando j = tz, a fim de mostrar que o produto Hs A é

necessário:

õ = Wa o 1 a |. 1 Aa — nb) =

2 Aodilhwoll  Aodilhwoll b, Aoda |lrvol| Mb

o 1 AoAi.lao — mi(bo — noao)] | 1 ao — i(bo — Noao)

Adiho] AoAi.(bo — noao) Ilrvoll bo — noao

Perceba que as entradas ag — mi(bo — Noao) e bo — noao correspondem exatamente

aos comprimentos das bases das caixas 4 e B após o segundo processo “cutting and

stacking” cuja paridade é (—). O

Observação 3.7. A família descrita na definição 3.2 cuja conjugação na versão au-

tocoordenadas é feita pelas matrizes B; descrita na proposição 3.1, onde as aplicações

estão sendo feitas em vetores linha (isto é, para a direita), também tem uma relação

interessante com a medida central de Parry. Neste caso, a sequência de autovetores

com entradas positivas é dada por: vi = [d; ci], onde q = [nini-2...] para à par; e

ã = [n;-ni;-2...] para à impar.

O que ocorre é que, para termos uma sequência de autovetores coluna com o objetivo

de adaptarmos a definição da medida central de Parry, basta tomarmos as transpostas

das matrizes. Aí temos a sequência de autovetores coluna com entradas positivas:

d;
ty = tt = ' , onde, agora, a família multiplicativa é dada pelas transpostas

Ci

AS, Ab, At, .... Mas isto é apenas uma mudança na paridade, então estamos

mantendo toda a dinâmica feita anteriormente.

Agora perceba que, pelo mesmo raciocínio feito na demonstração da proposição an-
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leóor e cá/cubos análogos temos qae a medida centra/ de Pari em ]ll::.,{..4, .B} coincide

comi a nzedida de Z)ebesgue (a menos de muZtÍp/{cação por uma constante H) dos intema-

los correspondentes as alturas das caixas A e B durante o processo de ren07malização,

jú que estas tem alturas iniciais do e co. Então isto dá uma ea;tensão da proposição

anleãor para á < 0.

Observação 3.8. .A /amz2áa mulfíplícat ua satlls/az a propüedade de Pezvon-Probenius,

isto é, tomando o cone positivo no tempo futuro sentido -F(n e aplicando as matizes

.4€ da /amz2{a (da direita para a esquerda), estes cones (encaüantes) tendem a uma

sequência de autouetores para a famtaia, esta sequência é e=atamente Q sequência de

autouetores com entradas positivas wi.



Capítulo 4

Exemplos de Transformações Adicas
.P

Vamos citar três exemplos importantes, com ênfase no exemplo da seção 4.3 que

tem ligação direta com o capítulo anterior. Também discutiremos a existência ou não

de extensões contínuas para estes exemplos de transformações ádicas.

4.1 Odõmetro estacionário e não estacionário

Este é o exemplo mais básico de transformações ádicas. Dados alfabetos .,4i com

#.,4i = Z{, seja -Lij = 1, V i,.j. Para este caso, escrevemos ll(Á) = )1-'(L) ' lli-i''4i,

com ll&.) = ll ll(Á) designando o espaço shift não estacionário unilateral todo da

se(luência de alfabetos(.4){20.

Considerando a zero-ésima componente }'(1) " jlk-oll, . . . , Zi}, definimos uma or-

dem no diagrama de Bratteli, ordenando o conjunto ÁJk = .4k por rótulos nos símbolos,

0 < 1 < 2 < . . . < (Zk -- 1). Então arestas que entram em cada símbolo são ordenadas

de acordo com o símbolo de onde elas vêm. Chamamos este tipo especial de ordem

estável de: "ordem vertex" (ordem dos vértices).

O diagrama de Bratteli é então adequado, já que existe um único ponto que não

tem sucessor, o ponto (.ZoZiZ2 . . .). Se definirmos a imagem deste ponto como sendo

(.000 . . .), que é o único ponto sem antecessor, temos uma extensão da transformação

para todo o espaço )l-?t) que é uma extensão contínua. No caso clássico onde Zi = d

é constante, }'+ = }1:o'P é o espaço shift unilateral todo (shift para esquerda), com d

k :0

102
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símbolos, e a transformação estendida T é chamada de .A/áquína adítíua de Ã.akutani

Von, Neumann, ou odâm,eito d-adie.

4.2 Adicas induzidas: Mláquina aditiva de Markov; ádicas
estacionárias.

P

Quando os alfabetos, as matrizes e a ordem são todos constantes .,C = .4, /,i =

Z;, Oi = O (então -L é (d x d)), todas as componentes do srzt/ podem ser natu-

ralmente identi6cadas, dando um st/ unilateral }'+), e a aplicação é denominada

transformação ádica estacionária deste espaço.

Um exemplo simples disto é quando a ordem é uma ordem vertex, então a trans-

formação ádica é a transformação induzida (primeiro retorno) no subconjunto do

odómetzo d-adie consistindo dos strings permitidos, esta transformação ádica é chamada

de máquina aditiva de Markov (estacionária).

Como um conjunto estável de um string no st/ é um subconjunto do conjunto

estável (deste mesmo string) no shift unilateral todo, então este conjunto retrata

geométricamente a máquina aditivo de Markov como saltos de um "galho" para o

próximo nesta sub-árvore permitida da árvore estável deste string.

Na verdade, qualquer transformação ádica pode ser recodificada como uma máquina

aditivo de Markov não estacionária, tomando como um novo alfabeto os conjuntos de

arestas. Cada um destes conjuntos é particionado em subconjuntos ordenados pela

ordem edge (ordem das arestas) e nós simplesmente a estendemos de algum modo

consistente para uma ordem linear no conjunto de arestas todo.

Notemos que, mesmo que o odõmetro tenha ele próprio uma única extensão contínua,

isto pode não ser verdade para a maquina aditivo de Markov; em todo caso, a extensão

pode ser diferente daquela vinda da aplicação induzida. A codificação das arestas da

rotação ádáca dual {7vncíonaZ discutida a seguir exibe esta construção.
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4.3 Modelos ádicos de rotações no círculo: ângulo irracional.

Associado a uma rotação irracional /?o : z --, z + 0 (mod 1) do círculo IR/Z,

descreveremos duas diferentes codificações para as transformações ádicas. Elas têm a

mesma sequência (8)iZO de matrizes e portanto o mesmo diagrama de Bratteli, porém

tem ordens diferentes que leva a uma importante diferença entre elas: enquanto a

primeira transformação tem uma única extensão para um homeomorfismo no espaço

)ll:?Ê todo, a segunda não tem. O que ocorre é que, para a primeira, ./V.S e ./VP
são unitários, enquanto para a segunda, ./V'P tem dois elementos e portanto nenhuma

extensão deste tipo é possível.

Tomemos como alfabeto .,& = {-4, B} para todo á 2 0; escrevendo .4* para a coleção

de palavras finitas com letras de .,4, dizemos que uma suósl função é uma aplicação de

.4 para .4*. Definimos dois pares de substituições a), pi e êl), pi a seguir:

o par de substituições Rauzy,

%(.Á) P: (.A)

%(.B) P:(.B)

o par de substituições dual,

ã(.4) Ã(.A)

Ã(B) ã(B)

Uma substituição estende-se por concatenação para uma aplicação de .4* nele

mesmo que é um homomorfismo do semigrupo livre ligado a dois geradores .A, .B; a

abelianização da substituição despreza a ordem das letras, logo é um homomorfismo

do semigrupo abeliano livre, e portanto convenientemente especificada por uma matriz

inteira não negativa(2 x 2). Tomamos por convenção vetores coluna, então a entrada

(á,.j) da matriz r' correspondente a substituição p será o número de á's que ocorrem

em p(.j), para i,J C {.A, 23} escrito nesta ordem. Então a matriz de H e ã) é P, e a
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matriz de pi e êi é Q, onde

,- 1: :1 ' . - 1: :1
Agora escolhemos uma sequência infinita de matrizes (/Ü)iZO tal que cada matriz

é P ou Q, e para isto associamos duas sequências infinitas de substituições (pi)iZO e

(Ã)iZO com suas abelianizações.

Formando o diagrama de Bratteli para a sequência de matrizes, pensamos nas

substituições como ações da direita para a esquerda no diagrama de Bratteli, isto porque

tomamos a convenção vetores coluna para as matrizes. Com as arestas orientadas na

direção do passado para concordar com a direção das aplicações substituição. As

substituições determinam uma ordem estável para o diagrama; as arestas que saem

do símbolo .j são ordenadas pela ordem das letras na palavra p(.j), ver figura 4.1. Na

figura da árvore estável, as substituições vão para baixo, ver figura 4.3.

Á- A- Á- Á

B- B- B- B

,4 ---.-- .4 ---.-- ,4 -- .4 ---- .4 ---«-- ,4 ---o ,4 . ..//\v/
B----B-- B--b- B--b---B----B-- B

Figura 4.1: Rotações ádicas com a substituição de Rauzy: o
twist (2", com ponto fixo, e uma rotação ádica irracional, com
matrizes (?, í2, PI PI Q, Q, . . . Orientamos as arestas para o passado
do snf/ para concordar com as aplicações suóslÍtuÍçâo.

Para especificar a sequência de matrizes, escolhemos uma sequência de inteiros

estritamente positivos (ni)i?o e uma paridade (--) ou (+). Para paridade (--), definimos

/q =Ppara0 $ i$no--l, .rG =C?parado $ á $no+ni lemsimpordiante; para

paridade (+) começamos com Q; então a sequência de matrizes para as paridades (--)
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Á- Á- Á-Á-Á- À--Á

,,'' ,/' *'«.'*\ ,,'' ,,'"B- B- B- B- B- B- B
liBrBlrn z19. 11ó+noóac. xrlnnn nAm n oBB\o;+BBnnA rln
x l€5ux(» =n4#n iLvucl8vba a\xibao bvjii ck uvDuiutxi\f(v \4
dual: rotação ádica irracional, com a sequência de matrizes
Q' (2' .f ' P, Q, (2, . . . correspondendo a sequência de substituições

P\ } P\ ) Pot Po} PI. t PI. . . . .

e (+) são, respectivamente, p"'Q":P"' . . . e Q"'P"'Q"'

Assim temos uma sequência (/Ü)iZO cuja paridade da cada -n muda infinitas vezes,

e duas correspondentes sequências de substituições definindo dois diagramas ordena-

dos de Bratteli. Denotaremos por T e T as correspondentes transformações ádicas, e

mostremos:

Proposição 4.1. Para a amem Rauzy, J«S = {(..Õ)} e XP = {(..Ã)}, onde (..Ã) =

(..A.A.4...). Á e«['n'âo T/ e$n « po, /(.B) ..A) é u«. dome.m.rAm.. Se .Z-

h««n« ..'l, B c.mo 0, 1 (u«.« f«.« n. «d@c«çã.), n ./i« {ndw,{d« p.Z. odó«.et«.

2-adie como uma máquina adãtiua de McLrkou. Para a ordem dual, .VS tem um único

./em.nt., q«. é (..A"B":.4"' . . .) « « p«àd«d. ./b, (--) o« (.B"'.4":B"' . . .) p«« p«'í-

d.de (+). Po,ém i?» = {(..Ã), (.-õ)}, e "'nAam. e«te«.ão c-tá.,.. de f .m E?É
é possa'ueZ. reza troca dos códigos .A, B para 0, 1, e concordando com a pahdade, a

rotação ádico, dual, é realizada como 'uma, ap\icação induzida pelo odâmetro para o qual

não existe extensão contilnua.

Demonstração. Consideremos primeiro a ordem de Rauzy, verificamos que, de fato,

existe um único elemento maximal e um único minimal. Seja z = (zi){ZO c >ll:(P) e
suponha que zA; lzJ; :: .4Z3. Existem duas setas que entram no símbolo .B no tempo

k (ver figura 4.1), e BB > -AB. Assim z não é maximal em W'(aç). Logo, se um

string z é um elemento maximal de W'(z), ele não pode conter uma palavra zk izk =

ÁB, qualquer que seja k. A única possibilidade (diferente de (.B), que claramente é

maximal) é z = (.-BBBB . . . B..4), onde o primeiro .A ocorre, digamos, no tempo Ê-

Já que, por suposição, P e Q ocorrem (cada um deles) infinitas vezes, para algum
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m > k existe um string w em W'(aç) com w.-iw« = B.4 (e tot = -A, V t > m). Mas

23.A > z..iz. = .,'1..4, então z não é maximal. Portanto o único elemento possível em

./V.S é (.-Ê). Por argumento similar, o único string em ./VP é (..Ã).

Agora mostremos que a aplicação estendida com /(.-B) = (..4) é contínua. Suponha

z(i) -----, (..ã); definimos m = m{ como sendo o lugar onde o penúltimo símbolo B

ocorre (numa sequência de B's) antes de mudar para Á, então:

:r - Z(i) = (ZOZIZ2 . . .JÇmZ«.+lZm+2Z«.+3Z+) = (.Bl?B. . . BB.Aa#+), onde z«+3

C' = .4 ou .B. Dizemos que um símbolo "separa para trás" se há duas arestas en-

trando nele. Então z.+2 = .A separa para trás, já que L.+i = Q (isto porque

Zm+2 :: '4 e para termos uma mudança de Zm+l ;: 13 para Zm+2 :: .4 devemos ter

a matriz de transição Q, já que P não faz esta mudança). Agora defina n = ni $

m = m{ como sendo o maior inteiro tal que h = P. A6rmamos que o sucessor

de z é (..A.A . . . .A.B.+lBn+2 - BOm+3Z+), onde indexamos alguns símbolos por suas

posições. A razão disto é que, primeiro, .4CJ;,,+3 < .Ê30m+3; mas L,}+i :: Z'n+2 " . - - "

I'm+l - Q e assim o símbolo B.+l não separa para trás. Consequentemente B deve

ser mantido quando o índice decresce até n + 1, onde h = P permite uma transição

para fazer z. = .4. A partir daí .A não só é permitido como é sempre a menor opção.

E isto prova a afirmação de sucessor.

Finalmente, como iç(i) quando mi ---} oo, e como a paridade muda infinitas

vezes, ni também. Isto prova que/(aç(')) = /(.B), e a aplicação

estendida é defato contínua.

Por fim afirmamos que T/ é induzida pelo odõmetro 2-adie onde .4, B são identifi-

cados com 0, 1. Mm isto é claro para )l-&1l \./V', porque a ordem nas arestas .AC' < BC'

é a ordem nos vértices. E já que o odõmetro também aplica (.B) em (..A), esta trans-

formação ádica estendida é uma aplicação induzida pela máquina aditiva de todo )ll:+

restrita ao subconjunto de strings permitidos )ii:?g Ç )l,+, como declarado.

Agora mudemos para a ordem dual. A veri6cação para cada um dos elementos mi-

nimais é similar ao que foi feito para o elemento minimal na ordem Rauzy (observe que

.4.A > .AB para a substituição ão, ver figura 4.2), concluímos que XP = {(..Ã), (.B)}.
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B // A / B A. \ B\ ----> >l

////'' v íi' \~ \& ' '*
B //A ,6 B A B \B

ll// ,# 1/ \ \ /\ 'lN
BI AI/ A /B A B A A B A B\A
/il//// //\ J l\ \ l /\\ l\W
B AU/ {A/ B A A BA A A B A ABA

y sucjy) x

Figura 4.3: Árvore estável para a substituição dual e
sequência de matrizes .f', /', Q' Q, .I', .f', . . .. Ilustração para
demonstração da proposição 4.1. Tomando k = 1, assim
tk::no+nt 1::2+2 1::3. Logogi::zi,0$
á < 3 = j. Como É é impar, tomemos y4 :: y3 :: -B, assim

g/ = (. 4.4BBBZ/j+2 . .) enquanto sç = (..4.4Z?B.Asçj+2 . . .).

Então suc(y) = (..4Á4Á.4yJ+2 . . .).

O elemento maximal (.zozi . . .) é definido unicamente pela seguinte regra: dado zk+l,

tomemos zh # z +i sempre que for possível, isto vai coincidir com o caminho para max-

imizar o elemento. E, já que a paridade muda infinitas vezes, existe um único string que

satisfaz isto, dado por:(..A"B"'.4"' .. .)(para paridade(--)) ou(.B"'.A":B"'. ..)(pala

paridade (+)). Assim ./V.S tem um único elemento, logo nenhuma extensão para um

homeomorfismo é possível. De fato, não existe extensão contínua pela seguinte razão:

denotemos z o elemento máximo, digamos com paridade (--), então z = (.açoaçi . . .) =

(..4"'Z?"-.4"' . . .). Para tk = n.o +ni + . . . +nÀ; -- 1, tomemos y um string com yÍk) - z:
para 0 5; { 5; th:: .j; para k ímpar tomemos 3/l?i :; yJ = B, não necessariamente

yj+2 ;:: B) enquanto para k par tomemos sé:li :: ]Ü :; .4. Então o sucessor de 3/(k)

para k ímpar é (..A.4. . ..A'4yJÇ+2 - .) enquanto que, para k par, o sucessor de y(k) é

(.-BB . . . B-aé% . . .). Veja 6gura 4.3.

Consequentemente, P(3/('j)) (..4.4 . . .) enquanto f(3/('j+:)) ---» (.B-B . . .) onde
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A

/ \A B
/ \ \A B B

Figura 4.4: Para a substituição dual, paridade (+) e
sequência de matrizes Q, Q,-P, P, . . ., tomando cilindros
de tamanho 3 na árvore estável e identificando-os com a

partição duas-caixas relacionando a dinâmica "cutting and
stacking" . O comprimento a é a oração contínua lnoni . . .l

y(j) ----} z quando .j ---} oo, e assim não existe extensão contínua.

Para produzir, a partir deste exemplo, uma máquina aditivo de Markov que não

tenha extensão contínua, podemos proceder de duas maneiras: primeiro, recodificando

com alfabetos arestas (que teriam três símbolos) dando uma ordem vertex e assim

representando a aplicação ádica homeomorficamente como uma máquina aditivo de

Markov que não tem extensão contínua. []

Dinamicamente, ambas aplicações são relacionadas a rotação no círculo /?o

Proposição 4.2. .4 trn7zis/or'mação adaga Ol-(P), To) /atam-se naturnZmente sobre a

rotação /?0 : z F-.--.} z + 0 (mod 1) onde 0 está de$nido como a sega r; denotando

cv := lno . . . nk
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.ntâ', p«« p«ód«de (+) fem« 0 ;:;L- C (0, 1/2); 'mq-nt. p«« p«ód.de (-)

temos 0 = ::.-:L- C (1/2, 1). .Através desta semÍco@ugaçãa, a medida centra/ de Pa7W

uo de$nÍda no espaço combínatodaZ ll3''{.A, B} coincide com a medida de -Lebesgwe

no {ntemaZo lO, ll.

Demonstração. Notando que uma rotação no círculo é uma troca entre dois interva-

los, a prova segue como outros casos de troca de intervalos (como mostrado em l81); e

para a afirmação da coincidência das medidas, a rotação é isomórfica ao "cutting and

stacking" daí usamos o teorema 3.4.

Para mostrar o que acontece, tomemos a substituição dual com paridade (+).

Percebemos que, neste caso, a órbita de um determinado cilindro pela transformação

ádica descreve exatamente o que acontece com os intervalos que são as projeções dm

caixas no processo da renormalização da partição duas-caixa descrita na seção 3.3,

feita passo a passo (isto é, considerando a família aditivo). Para a paridade (+) temos

a caixa maior à esquerda, como na figura 3.4. Vamos identificar cada cilindro na

árvore estável com a partição duas-caixas e recodificar estas caixas de 0, 1 para .4, B,

respectivamente, onde a caixa maior é a caixa B e a menor é .A (no tempo 0). Tomemos

cilindros de tamanho três para, por exemplo, a sequência de matrizes Q, Q, P, P, . . ..

Perceba que, para a família multiplicativa, temos a sequência Q2, P2, . . ., isto é, 7zo ::

2, nl = 2, . . ., ou seja, descreveremos 2 cortes para renormalizar as caixas como feito

na proposição 3.3. Como estamos considerando cilindros de tamanho três, temos três

cilindros possíveis na árvore: l.a.4.,41, 1.Bn.41 e l..A.A.41, ver 6gura 4.4. Então, a

dinâmica "cutting and stacking" consiste em cortarmos a caixa maior rotulada B(ver

proposição 3.3). Temos que no primeiro corte na caixa /3 gerimos um pedaço de

comprimento da base igual a ao = a. AÍ empilhamos este pedaço sobre a caixa menor

de rotulação .A, depois cortamos outro pedaço da caixa B de mesmo comprimento

e, novamente, empilhamos sobre a caixa .A e este é o máximo de vezes que podemos

retirar o comprimento cv da caixa -B. Ora, a indentificação ocorre de forma natural, o

primeiro pedaço cortado identificamos com o cilindro l.B.A.41, o segundo pedaço com



4.3 Modelos ádicos de rotações no círculo: ângulo irracional 111

l.Bn.41, e a caixa menor fica identificada por l.AÁ.AI já que ela permanece no mesmo

lugar.

Agora, To(1..4.4.41) = 1.B.4.41 e To(l.-B.A.AI) l.BB.41. Como estas três caixas

(pedaços) tem comprimento da base iguais a a, normalizando o intervalo ao + bo que

corresponde ao comprimento das caixas .13 e .4, uma ao lado da outra, para ser 1, e

sabendo que o comprimento da caixa B é ZU = 1 e da caixa .A é ao ;:: a, temos que a

aplicação favor da transformação ádica é identificada com a rotação /Ü : z F-.-+ z + 0

(mod 1), onde 0 = ::-!!--Í, pelo menos para M duas primeiras iteradas de Zo(l..A.4.41).

Para 7b3(l..4.4.AI), na mesma situação, não fica claro o que acontece, já que, a partir

do terceiro passo na dinânica "cutting and stacking" , a primeira renormalização já está

concluída, ou seja, agora a caixa maior está à direita e começamos a cortar da direita

para a esquerda. Na verdade, se seguirmos a trajetória do intervalo, digamos Z, de

comprimento ao que corresponde, inicialmente, a base da caixa .4, temos que Ro3(Z)

(mod a + 1) intercepta o intervalo correspondente a base da caixa B (no tempo 0) e

também intercepta o intervalo correspondente a base da caixa .4 (ele mesmo no tempo

0). Então, para irmos mais além, vamos considerar cilindros mais finos.

I'tememos, no mesmo exemplo, cilindros de comprimento 4. Agora temos sete cilin-

dros possíveis para a árvore, vamos nomear estes cilindros obedecendo a trajetória

de l.BBBBI pela transformação ádica e usar a mesma nomeação para os interva-

los correspondentes as bases de cada caixa identificada com cada um destes cilindros

(ver âgura 4.5). Então: IBn.aBI = a, l..4.4.4BI = b, l.B.4.4BI = c, l.BB-A.el =

d, l..4.4.4.41 = e, l.a.A..'i.AI :: /, l.BB.4.41 = g. Seja m a medida de Lebesgue

destes intervalos, note que m(.f) + m(c) = «-(g) + m(d) = m(e) + m(b) = a e,

seguindo a dinâmica "cutting and stacking" , no terceiro passo (isto é, cortando a caixa

da direita), cortamos a caixa .A retirando o comprimento da base correspondente a

«,(Z,) = m(a) = bo -- 2ao = 1 -- 2a. Isto nos (iá: m(a) = m(Z,) = m(c) = m(d) = 1 -- 2a

e «.(/) =m(g) =m(e) = a--(1 2a) =3.«-- 1.

Para o intervalo / sobrepor o intervalo g, ele deve se deslocar para a direita o

comprimento m(./) + m(c) = a. Naturalmente, para o intervalo c sobrepor d também
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Figura 4.5: O mesmo exemplo tomando cilindros mais fi-
nos(de comprimento 4), agora considerando cortes também
na caixa menor, já que a paridade é mudada a partir do
tempo 3(nível 4 na árvore estável). Daí, através de Ro*
a }..-} b n c }--} d e e }--, / p-} g.

deve-se deslocar o comprimento a.

Temos e+cv = / (mod a+l) e b+a = c (mod a+l). Para concluirmos observemos

que a+a = b, pois m(a)+m(e) =(1--2a)+(3a-- 1) = a, assim d+ct C e, e g+a
tem pontos em a e em e, a partir daí continuamos tomando cilindros mais finos. Por

indução temos que a transformação ádica fatora-se sobre a rotação B. : z }..---} z + cv

(mod a + 1) ou /?o : z ---, z + 0 (mod ]), onde o = i:=lL-. []

Observação 4.1. Tomamos o ezemp/o baseado na swZ)st tu çâo dual pois esta considera

os casos; .4 ---, .A.B e 1? ---, B..'l. Esta nuersão na sequência das Zetrns na imagem é
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que nos buda a utilizar a dinâmica descrita na proposição 3.3 que corresponde a nossa

trocct de paridade, i,sto é, realizamos Q din,âmica "cuttiu,g and stacking" dü esquerda

para a direita e depois, do mesmo 'modo e após troca de paüdade, da. direita para,

esquerda, . Apesar dü proposição acima ser verdade também para substitlúção RauzU,

ü mesma demonstração não é válida. Para prouamnos neste caso, a dinâmica $ca um

pouco diferente, fazendo cortes em um único se'ntido gerando um processo diferente do

que foi considerado aqui.
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