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Resumo

Esta tese aborda dois tépicos. O primeiro deles compreende uma série de resultados sobre
a geometria de variedades simpléticas munidas de uma folheacao lagrangiana: a cons-
trucao da conexdo de Bott, a classificagao das conexoes sem tor¢io compativeis com as
estruturas dadas (a saber, a forma simplética e a folheacao lagrangiana) e, por ultimno,
uma versao mais geral do teorema da vizinhanga tubular de Weinstein para variedades
simpléticas munidas de uma folheacao lagrangiana (simples). Na sua versao local, este
teorema afirma que a estrutura de uma tal variedade em torno de uma subvariedade
lagrangiana complementar & folheagao ¢ a mesma de um fibrado cotangente em torno da
seqao zero. No entanto, a afirmagao pode ser generalizada para subvariedades comple-
mentares a folheagao que nao sdo lagrangianas, e o teorema também admite uma versio
global, mediante hipéteses adicionais sobre a natureza topoldgica e geométrica das folhas.
Na sua maioria, estes resultados nao sao novos, mas aqui eles sdo formulados e demons-
trados de uma maneira mais natural e transparente do que na literatura existente. Isso
abre o caminho para estender todos eles do contexto da geometria simplética para o da
geometria multissimplética e polissimplética, o que constitui o tema do segundo tépico.
Espera-se que tal extensao terd importantes aplicacoes, tendo em vista que a geometria
multissimplética e polissimplética ¢ o ambito natural para a abordagem hamiltoniana
covariante a teoria clssica de campos — da mesma forma que a geometria simplética
proporciona umna base matematica para a formulagao hamiltoniana da mecanica cléssica.

Palavras-chave: Geometria diferencial, Geometria simplética, Folheacoes lagrangianas,
Concxao de Bott, Geometria multissimplétic, Geometria polissimplética.



Abstract

This thesis deals with two topics. The first of them is a series of results on the geometry
of symplectic manifolds carrying a lagrangian foliation: the construction of the Bott con-
nection, the classification of torsion-free connections compatible with the given structures
(namely, the symplectic form and the lagrangian foliation) and, finally, a more general
version of Weinstein’s tubular neighborhood theorem for symplectic manifolds carrying a
(simple) lagrangian foliation. In its local version, this theorem states that the structure
of such a manifold in a neighborhood of a lagrangian submanifold complementary to the
foliation is the same as that of a cotangent bundle in a neighborhood of the zero section.
However, the statement can be generalized to submanifolds complementary to the foli-
ation that are not lagrangian, and the theorem also admits a global version, depending
on additional hypotheses on the topological and geometrical nature of the leaves. Most
of these results are not new, but here they are formulated and proved in a more natural
and transparent way than that found in the existing literature. This opens the way to
extend all of them from the context of symplectic geometry to that of multisymplectic
and polysymplectic geometry, which is the subject of the second topic. Such an extension
is expected to have important applications, in view of the fact that multisymplectic and
polysymplectic geometry is the natural arena for the covariant hamiltonian approach to
classical field theory — just as symplectic geometry provides a mathematical basis for the
hamiltonian formulation of classical mechanics.

Keywords: Differential geometry, Symplectic geometry, Lagrangian foliations, Bott con-
nection, Multisymplectic geometry, Polysymplectic Geometry.

iii



Conteudo

Introducgao

1 Distribuigoes Lagrangianas e Conexao de Bott
1.1 Distribuigoes e folheagoes lagrangianas . . . . . . . .. ...
1.2 Conex0Ges parciais . . . . . . . . .. . . .. ...
1.3 A conexao de Bott: caso involutivo . . . . ... ... ... ... ...

1.4 A conexao de Bott: caso nao involutivo . . . . . . . . . ... .. ... ...

2 Conexoes Simpléticas
2.1 Construgao de conexdes simpléticas . . . . . ... ... ... .. .. ...
2.2 A conexao bilagrangiana . . . . ... ... ...

2.3 Conexoes simpléticas preservando uma distribuicao lagrangiana . . . . . .

3 Conexoes Polilagrangianas e Multilagrangianas
3.1 Conexoes polilagrangianas e polissimpléticas . . . . . . .. . .. . . . . ..
3.1.1  Fibrados polilagrangianos ¢ polissimpléticos . . . . . . . . . . . . .
3.1.2 A conexao de Bott polilagrangiana: caso involutivo . . . .. . . ..
3.1.3 A conexao de Bott polilagrangiana: caso néo involutivo . . . . . . .
3.1.4 Conexoes polilagrangianas . . . . . .. .. ... ... .. ... ...

3.2 Conexées multilagrangianas e multissimpléticas . . . . . . . . . . .. . ..

v

ix

13
13
17
18



vi

CONTEUDO

3.2.1 Fibrados multilagrangianos e multissimpléticos . . .

3.2.2 A conexao de Bott multilagrangiana: caso involutivo

3.2.3 A conexao de Bott multilagrangiana: caso nao involutivo . . . . . .

3.2.4 Conexées multilagrangianas . . . . . ... ... ..

4 Teoremas de Estrutura
4.1 Folheagoes simples por variedades afins planas . . . . . . .
4.2 Variedades simpléticas com folheacao lagrangiana simples .

4.3 BEstrutwra de fibrados polilagrangianos e multilagrangianos
A Foérmulas auxiliares
B Variedades e aplicagoes afins

Bibliografia

43
45
54

57

61

63

64



Introducao

Nos 1ltimos anos tem-se desenvolvido um novo ramo da geometria diferencial chamado de
geometria multissimplética e/ou polissimplética, da qual se espera que seja tio adequada
para a formulacao hamiltoniana covariante da tcoria dos campos quanto a geometria
simplética é para a mecéanica classica. Um dos progressos mais significativos foi encon-
trar uma nova defini¢ao da nogao de uma estrutura multissimplética e/ou polissimplética
que, ao contrdrio das anteriores, abrange a situagao encontrada nas aplicaces & fisica
e ainda admite uma extensao natural chamada de estrutura multilagrangiana e/ou poli-
lagrangiana, respectivamente. Em todos estes casos, é possivel provar um teorema de
Darboux [12].

Um dos elementos essenciais na geometria diferencial é o conceito de conexdo. Na geo-
metria simplética, ao contrario da geometria riemanniana ou mesmo pseudo-riemanniana,
temos cxisténcia mas nao temos unicidade de conexdes compativeis com a cstrutura
geométrica subjacente e sem torgao. Dali surge a questdo qual delas seria “a melhor”
no sentido fisico, por exemplo, no contexto de quantizagao por deformacao.

Quantizagao no sentido tradicional é uma correspondéncia entre funcdes sobre um
espago de fase e operadores em algum espago de Hilbert, em termos de um parametro
(usualmente a constante de Planck #). Na quantizacio por deformagao, propoe-se (2]
substituir operadores em espagos de Hilbert por fungdes no espaco de fase, mais exata-
mente, por séries formais de poténcias no pardmetro i cujos coeficientes sio funcoes no
espago de fase, e transferir o produto (nao comutativo) de operadores para um produto
entre tais séries, chamado o produto estrela. O termo de grau zero deste produto se reduz
ao produto usual (comutativo) de fungdes, enquanto que o termo de grau um do comuta-
dor correspondente proporciona o colchete de Poisson de fungoes. Porém, para também
fixar todos os termos de grau superior, precisa-se de informagao adicional, e fazer isso de
tal modo que o produto estrela seja associativo corresponde a resolver o famoso problema

ix
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da “ordenacao dos fatores” no processo de quantizacio. A existéncia de uma solu¢ao - ou
seja, a existencia de produtos estrela - foi demonstrada em uma série de trabalhos, sob
hipéteses cada vez mais gerais, usando métodos (co)homoldgicos: primeiro para fibrados
cotangentes [5], variedades simpléticas exatas [6] e variedades simpléticas [7] por De Wilde
& Lecomte e posteriormente para variedades de Poisson por Kontsevich [24]. Paralela-
mente, Fedosov desenvolveu, no ambito da geometria simplética, uma construgao explicita
de win produto estrela especifico a partir de wina conexao simplética sem torgao [11]. Este
resultado fundamental mostra que, do ponto de vista de quantizacao por deformacao. a
ambiguidade no processo de quantizagao envolve a escolha de uma conexao simplética sem
torgao (i.e., um transporte paralelo no espago de fase preservando a forma simplética e sem
tor¢ao). Assim, a questao de construir conexées simpléticas sem torcao, possivelmente
com propriedades adicionais adequadas, adquire um importante significado fisico.

Na literatura, existem diferentes métodos para provar existéncia de conexdes
simpléticas sem torgao. Para reduzir o grau de falta de unicidade, algumas abordagens
exigem a preservagao de certas estruturas adicionais, tais como, por exemplo, distribuigoes
lagrangianas. Entre vérios outros, podemos destacar os seguintes trés métodos de cons-
truir conexocs simpléticas:

e Dada uma conexao linear sem torgao, esta é modificada pela adicdo de um tensor
apropriado para dar uma conexao simplética sem torcao: uma prova detalhada pode
ser encontrada, por exemplo, em [3], Se¢ao 2.1.

e Dadas duas distribuigoes lagrangianas trausversais (nao neccessariamente involuti-
vas), existe uma tnica conexao simplética que preserva as duas, chamada a conezdo
bilagrangiana e explicitamente construida em [20,21]: ela tem torcao zero se (e
somente se) as duas distribui¢oes sao involutivas.

e Aplicando o teorema de Darboux e um argumento de particao da unidade, é possivel
construir conexoes simpléticas sem tor¢ao que preservam uma distribuicao lagran-
giana involutiva dada.

Como a nogao de distribuigao lagrangiana, adequadamente generalizada, tem um pa-
pel central também na geometria polissimplética ¢ multissimplética, somos naturalmente
levados a seguinte pergunta preliminar: Qual é a relagdo entre conezdes compativeis e
distribuicoes lagrangianas na geometria simplética?

O objetivo inicial deste trabalho ¢ analizar essa relacao, que também estudaremos no
ambito da geometria de variedades pseudo-riemannianas com tensor métrico de assina-
tura zero, para fins de comparagao. Como veremos, no caso simplético, a questiao admite
uma resposta completa e de facil interpretagao geométrica (Teorema 2.2). Além disso,
nossa abordagem permite uma extensao natural ao contexto de fibrados polilagrangianos
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e multilagrangianos, o que nos permite obter, como primeiro resultado principal deste
trabalho, uma caracterizacao completa de conexdes polilagrangianas e multilagrangianas
scm torgao (Teoremas 3.1 ¢ 3.2). Em todos os casos, o conceito da conezdo de Bott cumpre
um papel decisivo, ji que implica que as folhas das distribuicoes lagrangianas involutivas
pertinentes sao variedades afins planas. Este fato, por sua vez, nos permite reproduzir
um conhecido teorema da geometria simplética [27,30] afirmando que, essencialmente,
varicdades simpléticas com folheagao lagrangiana sao fibrados cotangentes (Teorema 4.2),
porém com uma demonstragao nova que, além de ser mais transparente, permite, como
segundo resultado principal deste trabalho, sua generalizacdo imediata ao contexto de
fibrados polilagrangianos e multilagrangianos, afirmando que, essencialmente, estes fibra-
dos sao fibrados de formas (Teoremas 4.3 ¢ 4.4).



CAPITULO 1

Distribuigoes Lagrangianas e
Conexao de Bott

Neste capitulo apresentamos o conceito da conexao de Bott associada a uma distribuigao
lagrangiana, involutiva ou néo, tanto no &mbito da geometria pseudo-riemanniana (com
tensor métrico de assinatura zero) como no da geometria simplética. No primeiro caso,
obtemos um resultado sobre quando a conexdo de Bott pode ser obtida por restri¢ao
da conexao de Levi-Civita, enquanto que no segundo caso, chegamos a um resultado
couhecido sobre quando a conexao de Bott temn tor¢ao zero.

1.1 Distribuicoes e folheagbes lagrangianas

Nesta segao introduzimos rapidamente alguns conceitos bdsicos de algebra linear que
precisamos para o desenvolvimento da tese.

Definicao 1.1  Sejam V um espago vetorial real de dimensdo finita e V* seu dual. Dado
um subespago L de V', o seu aniquilador é o subespaco Lt de V* que consiste de todas
as formas lineares sobre V que se anulam sobre L, isto é,

Lt = {v' e V*| (v',v) =0 para todo v € L}.

Suponha agora que V é munido de uma forma bilinear simétrica nao-degenerada ¢ de
assinatura zero ou de uma forma bilinear antissimétrica nao-degenerada w (o que implica,
em ambos os casos, que a dimensao de V deve ser par, digamos, dim V = 2n), e considere
o “isomorfismo musical” [1, p. 166]

gV — v ou WiV — Vv (1.1)
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induzido por g ou w, com inverso
gV —=v ou wh: Vv — v (1.2)

Entao dado um subespago L de V, dizemos que:

o L éisotrépico se ¢’(L) C L+ ou w’(L) C L*;
e L ¢ coisotrépico se ¢’(L) D Lt ou w’(L) D L*;

e L élagrangiano se ¢ isotropico e coisotropico, i.e, se ¢’(L) = L+ ou w (L) = L+

Observe também que, no caso simétrico, subespagos lagrangianos existem se e somente se
g tiver assinatura zero.

A mesima terminologia ¢ usada quando substitufmos espagos vetoriais por fibrados
vetoriais ¢ aplicacoes lineares por homomorfismos cstritos de fibrados vetoriais (sobre
uma variedade base fixa).

Sejam agora M uma variedade de dimensdo 2n munida de uma métrica pseudo-
riemanniana g de assinatura zero ou de uma forma quase-simplética w (i.e., uma 2-
forma nao-degenerada mas nao necessariamente fechada)' e L uma distribuicao involutiva
sobre M que ¢ lagrangiana com respeito a g ou a w. Entao os “isomorfismos musicais”
(1.1) e (1.2) tornam-se isomorfismos estritos de fibrados vetoriais sobre M

g:TM — T*M  cominverso ¢':T*M —s TM (1.3)

ou
W :TM — T*M  cominverso o :T"M —s TM (1.4)

Observe que se L ¢é lagrangiana, dim L = n, os isomorfismos musicais anteriores induzem,
por restrigao, isomorfismos musicais

¢ L — L* com inverso gLt — L (1.5)

ou
o= —s L* com inverso WLt — L. (1.6)

Nesta situagao, adota-se a seguinte terminologia:

'De modo geral, usa-se o prefixo “quase” para indicar que a forma diferencial sob consideragdo pode
nao ser fechada.
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e Uma distribuigao L sobre M, ie., um subfibrado vetorial L de TM , € dita
isotrépica/coisotrépica/lagrangiana se para todo z € M, L, é um subespago
isotropico/coisotrépico/lagrangiano de T, M.

e Uma subvariedade N de M é isotrépica/coisotrépica/lagrangiana se para todo
¢ € N, T;N é um subespago isotrépico/coisotrépico/lagrangiano de T, M.

e Uma folheacao F de M é isotrépica/coisotrépica /lagrangiana se cada folha de
F € uma subvariedade isotrépica/coisotrépica/lagrangiana de M.

A seguir, daremos alguns exemplos de folheacoes e subvariedades lagrangianas de um
fibrado cotangente. Se X é uma variedade de dimensao finita qualquer, seu fibrado cotan-
gente 7°X vem munido de uma 1-forma 6y € Q(T*X), chamada a 1-forma canénica,
que pode ser caracterizada pela seguinte propriedade: para qualquer 1-forma a sobre X .
vale

a’(fx) = a

(o que faz sentido pois a é uma secao a : X —s T X). A 2-forma wy = —dfy é a forma
simplética natural sobre T* X .

Exemplo 1.1  As fibras da projegao T*X — X, ou seja, os espagos cotangentes T X |
¢ € X, sao as folhas de uma folheacao lagrangiana de 7+ X .

Exemplo 1.2 A imagem da 1-forma trivial (que é a secdo 0 : X — T7*X) é uma
subvariedade lagrangiana de 7" X .

Este segundo exemplo admite duas generalizacoes, em direcoes diferentes:

Exemplo 1.3 A imagem de uma 1-forma o sobre X (que é uma secao a1 X — T*X)
¢ uma subvariedade lagrangiana de 7" X se e somente se a for fechada, da = 0.

Exemplo 1.4 Seja S uma subvariedade de X. Entao o fibrado conormal N*S de S , que
¢ exatamente o aniquilador de 7'S em T*X|s, ¢ uma subvariedade lagrangiana de T*X.

O 1ltimo exemplo também tem uma intersecgdo com o primeiro, pois se a subvariedade S
for reduzida a um tnico ponto z de X, seu fibrado conormal nada mais é do quce o espago
cotangente 77X em z (a condigao de aniquilagao se torna vazia).
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1.2  Conexoes parciais

Nesta secdo apresentamos a bem conhecida definicio de conexio linear parcial e intro-
duzimos sua curvatura e sua torcao.

Definicao 1.2 Sejam M wuma variedade, V um fibrado wvetorial sobre M e L uma
distribui¢do sobre M. Uma conezdo linear parcial em V ao longo de L ¢ uma
aplicagdo R-bilinear
V: (L) xT(V) — T(V)
(X,s) —  Vys

que ¢ §(M)-linear em X e satisfaz a regra de Leibniz

Vx(fs) = fVxs + (X -f)s
para X € (L), feF(M), seT(V).

De fato, quando L = T'M obtemos a definicao usnal de conexio linear “total” onde o
espaco ['(L) de campos vetoriais sobre M ao longo de L ¢é substituido pela algebra de Lie
X(M) de todos os campos vetoriais sobre M.

Notemos que, se L é involutiva, a defini¢ao usual de curvatura e, no caso especial
quando V' = L, de tor¢ao se estende quase que literalmente a conexoes lincares parciais:

Definigao 1.3  Sejam M wuma variedade, V um fibrado vetorial sobre M, End(V) o
fibrado vetorial sobre M das transformagées lineares em, V, L uma distribuigcdo involutiva
sobre M e V wuma conezdo linear parcial em V ao longo de L. A curvatura de V é a
se¢do F do fibrado vetorial \* L* ® End(V) sobre M definida por
F(X,Y)s = VyVys — V, Vys — Vixy)$
para XY €I'(L), se (V).

Dizemos que V € plana se F = (.

Definicao 1.4  Sejam M wuma variedade, L uma distribuicdo involutiva sobre M e V
uma conezao linear parcial em L ao longo de L. A tor¢do de V é a secio T do fibrado
vetorial N> L* @ L sobre M definida por
T(X,Y) = VyY —= %, X — [X,Y]
para X,Y € I'(L) .
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o

Estas defini¢oes podem ser generalizadas ao caso nao involutivo mediante a escolha de
uma distribuigao L' sobre M complementar a L. isto é,

LeL = TM. (1.7)

Entao denotando por pr; a proje¢ao sobre L ao longo de L’ e por pr;, a projecao sobre L/
ao longo de L, definimos primeiro a curvatura de L, que mede o quanto L deixa de ser
involutiva, como a 2-forma R sobre M a valores em L' definida por

R(X.)Y) = prp[X,Y] para X.Y € I'(L) . (1.8)
Entao temos
F(X,Y)(s) = VxVys — WVys = V. 1xy)5 para X,Y € I'(L),s e T(V), (1.9)
e no caso especial quando V = L
T(X,)Y) = VyY =V, X — pr,[X,Y] para X,Y €T(L). (1.10)

E f4cil verificar que todas as expressoes anteriores sao §(M)-lineares em X e Y, enquanto
que

F(X,Y)(fs) = fF(X.Y)(s) + (R(X,Y) f)s (1.11)

para XY € I'(L), f € (M), se (V). ‘

Isto significa que, no caso nao involutivo, a curvatura de V deixa de ser um tensor,
tornando-se um operador diferencial de primeira ordem em V cujo simbolo ¢ a curvatura
de L (vezes a identidade sobre V): mais precisamente, a equacao (1.11) diz que para
quaisquer dois campos vetoriais X e Y sobre M ao longo de L, F(X,Y) é um operador
diferencial de primeira ordem em V' cujo simbolo é R(X,Y’) (vezes a identidade sobre V).

Notemos, de passagem, que as operagoes usuais sobre conexdes lineares, tais como
o dual, a soma direta, o produto tensorial e as suas diversas combinacoes (veja, por
exemplo, [15, Sect. 7.12, pp. 320-323]) se estendem naturalmente a conexdes lineares
parciais, desde que todas estejam definidas ao longo da mesma distribuicao L.

Obviamente, conexoes lineares parciais podem ser obtidas de uma conexao linear total
por restrigao, restringindo a defini¢ao da derivada covariante de uma segao ao longo de
campos vetoriais gerais sobre M a campos vetoriais sobre M ao longo de un subfibrado
vetorial L de T'M. Reciprocamente, podemos-nos perguntar se uma conexao linear parcial
dada admite uma extensao a uma total e como classificar todas as extensoes possiveis.

Um exemplo de uma conexao linear parcial que nao ¢ obviamente a restricio de uma
conexao linear total é a conexao de Bott associada a uma distribuicao involutiva L sobre
uma variedade M, que nds passamos a discutir nas préximas duas se¢oes. Outro exemplo
é o seguinte:
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Exemplo 1.5 Seja P um fibrado sobre uma variedade base M de dimensdo n, com
projecao 7w : P — M, e seja T um fibrado vetorial auxiliar de posto 7 sobre a mesma
variedade base M. Denote por Tw : TP — T'M a aplicagao tangente & projecao, por
VP =ker(Tn) o fibrado vertical e por 7*T o pull-back de T a P (via 7). Entdo a derivada
exterior para formas diferenciais em variedades a valores vetoriais, restrita a 0-formas e
aplicada as fibras P,, de P (m € M), constitui uma conexao linear parcial plana em 7*7'
ao longo de V P, chamada de conexao parcial linear trivial em 7*7". No caso em que
o proprio fibrado P ja é um fibrado vetorial sobre M, podemos escolher 7" = P e usar o
isomorfismo canénico 7P = V P para concluir que a conexao parcial linear trivial assim
obtida, além de ser plana, também tem torcao zero.

Note que para essa construgao funcionar, ¢ essencial que o fibrado vetorial sobre P em
questao (o 7°7T") possa ser obtido por pull-back de um fibrado vetorial sobre M (o T), pois
s6 assim se garante que a restricao de qualquer segao dele a qualquer fibra P, de P seja
simplesmente uma fungao sobre P,, a valores em um espaco vetorial fixo (o T,,,), para a
qual o operador d comum ¢ bem definido ¢ constitui wna derivada nas diregoes verticais.

Também é claro que, neste exemplo, podemos substituir o fibrado vertical V P por qual-
quer subfibrado vetorial involutivo L de V P.

1.3 A conexao de Bott: caso involutivo

Nesta segao apresentamos a definigao da conexao de Bott, primciro para distribui¢ocs
involutivas gerais (veja [31], por exemplo) e depois para distribuicdes involutivas lagran-
gianas na geometria pseudo-riemanniana e na geometria simplética. O caso nao involutivo
serd investigado na préxima secio.

Definicao 1.5 Sejam M wma variedade, L uma distribuicao involutiva sobre M e L*
o seu aniquilador. A conexao de Bott em Lt ¢ a concxdo linear parcial em LY ao
longo de L definida por

VEa = Lya para X € (L), « € T(L*) (1.12)
onde LLx denota a derivada de Lie (de 1-formas) ao longo de X, ou mais explicitamente,

(Va)(2) = X-a(Z) - a(1X,2) )

para X € (L), a € T(LY), Z € X(M) . )
Para provar que a conexao de Bott em L' ¢ realmente uma conexao linear parcial ao
longo de L, suponhamos que X é um campo vetorial sobre M ao longo de L e notemos
que:
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a) para qualquer secao o de L' e qualquer campo vetorial Z sobre M ao longo de L,
a expressao na equagao (1.13) é zero porque L é involutiva, o que significa que a
derivada de Lie ao longo de X mapcia segoes o de Lt e seeoes L o de Lt

b) para qualquer fungao f sobre M, qualquer secao o de Lt e qualquer campo vetorial
Z sobre M (nao necessariamente ao longo de L), temos

(Lyxa)(2) = (fX)-a(2) - a([fX. 2))
= f(X-a(2)) = Jo([X. 2) + (Z - f) a(X)
= [(Lxa)(Z) + (Z - f)a(X)

onde o 1ltimo termo ¢ zero porque a(X) = 0. o que significa que VEBa ¢ F(M)-
linear em X.

Pela definicao do colchete do Lie de campos vetoriais, a conexao de Bott é plana, isto é,
a curvatura ¢ zero. dado que [Ly,Ly| = Lixy).

No caso de uma variedade pseudo-riemaniana (com tensor métrico de assinatura zero)
ou de uma variedade quase-simplética, ¢ supondo que a distribuicdo L seja lagrangiana.
podemos usar os isomorfismos musicais (1.5)-(1.6) e transferir a conexdo de Bott de L*
para L, obtendo uma conexao linear parcial em L ao longo de L que, por abuso de
linguagem, sera simplesmente chamada a conezdo de Bott em L

Definicao 1.6  Sejam M uma varicdade munida de wna métrica pscudo-rictnanniana
g de assinatura zero ou de uma forma quase-simplética w (i.e., uma 2-forma nao-
degenerada) e L uma distribui¢do lagrangiana involutiva sobre M. A conexdo de Bott
em L € a conezdo linear parcial VZ em L ao longo de L definida por

9(VxY,2) = X -g(Y,2) — g(Y,[X,2])  para X,Y €T(L), Z € X(M) (1.14)
no caso pseudo-riemanniano, e similarmente pela férmula

w(V¥Y,2) = X w(Y,Z) — w(Y,[X,Z])  para X,Y €T(L), Z € X(M) (1.15)
no caso quase-simplético.
Esta conexao de Bott temn uma interpretagao bastante intuitiva: ¢ nada mais do que uma
familia canénica de conexoes lincares ordindrias nas folhas da folheagao gerada por L.
Além disso, como a conexao de Bott em L1 é plana, a conexao de Bott em L também é.
Mas podemos, para essa tltima, perguntar ainda qual é a sua torcao. Se ela for zero,

podemos concluir que as folhas da folheacio gerada por L sao variedades afins planas.
Referente a esta questao, temos as seguintes respostas bem simples:
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Teorema 1.1  Sejam M wuma variedade munida de uma métrica pseudo-riemanniana
g de assinatura zero e L wma distribuicdo lagrangianae involutiva sobre M. FEntdo a
conezdo de Levi-Ciita V induzida por g preserva L, no sentido de que VY € I'(L)
para X,Y € I'(L), e portanto induz uma conezado linear parcial em L ao longo de L que
coincide com a conezdo de Bott VB em L, se e somente se esta tiver tor¢do zero. Mais
geralmente, se ela tiver torgcao TB, vale

VY — VY = ITB(X.Y)  para X,Y €T(L) . (1.16)

Demonstragao: Sabemos que a conexao de Levi-Civita V induzida pela métrica g é
unicamente determinada pela seguinte formula:
29(VxY, 2) = X-g(Y,2) + Y -g(X,Z) = Z - g(X.Y)

- .(/(X: [Y Z]) - Q(Y, [X Z]) 4+ g(Z: [X Y]) ’ (117)

valida para quaisquer trés campos vetoriais X, Y, Z sobre M. Suponhamos que X e Y
sejam ao longo de L. Entao se Z também é ao longo de L, vemos que a expressao (1.17)
se anula pois L ¢é involutiva e isotropica, e portanto VY é ao longo de L, enquanto que
para Z geral, s6 o tereeiro termo do lado direito da equacao (1.17) se anula. Neste caso
dividimos (1.17) por 2, agrupamos os termos com ajuda da equagao (1.14) e usamos a
definicao do tensor de torgao para obter a equagao (1.16):

g(TP(X,Y),2) = g(VEY - VEX - [X,Y],2)
= Xg(Y)Z) - g(Y) [XZ]) -Y Q(X1Z) + g(Xv [Y’Z]) - q([X:Y]’Z) 8

O

Teorema 1.2 Sejam M uma variedade munida de uma forma quase-simplética w e L
uma distribui¢ao lagrangiana involutiva sobre M. Entdo se a forma w for simplética, ou
seja, fechada, a conezdo de Bott VB em L tem tor¢ao zero. Mais geralmente, se ela liver
tor¢ao TB, vale

dw(X,Y,Z) = w(T?(X,Y),Z) para X,Y €T(L), Z € £(M) . (1.18)
Demonstracao: Conforme a férmula de Cartan para a derivada exterior de w, temos

dw(X,Y,Z) = X w(,2) — Y -w(X,Z) + Z-w(X,Y)
- w([Xv Y]Z) + w([X,Z],Y) - w([Y7 Z]1X) ’

para quaisquer trés campos vetoriais X,Y, Z sobre M. Suponhamos que X e Y sejam ao
longo de L. Entao, como antes. o terceiro termo do lado direito dessa equagao se anula,
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pois L € isotrépica, e podemos agrupar os termos com a ajuda da equacio (1.15) e usar
a defini¢ao do tensor de torgao para obter a equagao (1.18):

w(TP(X,Y),Z) = w(VRY - VEX - [X,Y], 2Z)
= X-w(Y,Z) - wY,[X,Z]) - Y -w(X,Z) + w(X,[Y,2]) - w(X,Y],2) .

O

Este resultado é conhecido faz tempo: veja por exemplo, [30, Teorema 7.7]. A vnica dife-
renga € que n6s propomos usar o termo “conexao de Bott” de uma forma mais abrangente
e sistematica.

1.4 A conexao de Bott: caso nao involutivo

E interessante notar que a construgao da conexao de Bott para distribuigoes lagrangianas
pode ser estendida ao caso nao involutivo, mas entao ela depende da escolha de uma
distribuigao lagrangiana complementar. Como nao usaremos este fato no resto da tese,
vamos nos restringir a apresentar essa construgao no caso simplético. Como pré-requisito,
precisamos da seguinte afirmacao de existéncia.

Proposigao 1.1  Sejam M wma variedade munida de uma forma quase-simplélica w e
L uma distribuicao lagrangiana sobre M. Entdo cziste uma distribuicio lagrangiona L'
sobre M que € complementar a L.

A prova desta afirmagao segue combinando um argumento de particao da unidade com a
seguinte observagao: o conjunto de todos os subespagos lagrangianos de um espaco vetorial
simplético que sao complementares a algum subespago lagrangiano fixo é um espaco afim,
de modo que podemos formar combinagoes convexas de tais subespacos.

Proposigao 1.2 Sejam V um espago vetorial munido de uma forma simplética w e
L um subespago lagrangiano de V firo. Entao o conjunto de todos os subespacos lagran-
gianos L' de V' complementares a L estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto
de todas as aplicagoes lineares P de V' em L cuja restricio a L é a identidade e que sao
infinitesimalmente conformemente simpléticas, isto é, que satisfazem

w(Pvy,v2) + w(vy, Pvy) = w(vy, ) para vy,vs €V . (1.19)

Demonstragao: A relagao entre P e L' é simplesmente que P é o projetor sobre L ao
longo de L': é facil verificar que este projetor satisfaz a equacao (1.19), e reciprocamente,
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¢ evidente que uma aplicacao linear P de V em L cuja restricao a L é a identidade é o
projetor sobre L ao longo de algum subespago L' de V complementar a L. e também que
se P satisfaz a cquagao (1.19), eutao L' = ker P ¢ lagrangiano. o

A afirmacao da Proposigao 1.2 é idéntica & da Proposi¢ao 2.2 de [18, Chap. 4, Sect. 2],
mas a prova foi simplificada: em particular, ndao é preciso usar o teorema infinitesimal do
valor préprio simplético. Outro truque, aparentemente inofensivo, é que substituimos o
projetor usado na Proposi¢ao 2.2 de [18, Chap. 4, Sect. 2] pelo projetor complementar,
0 que permite perceber com mais facilidade que o conjunto em questao ¢ realmente num
espago afim: este fato é essencial porque caso contrario. o argumento de particao da
unidade na prova da Proposicao 1.1 falharia.? Além disso, facilita ver que este método de
prova também funciona no caso polissimplético e wmultissimplético.

Voltando ao problema de construir a conexao de Bott no caso nao involutivo, supo-
nhamos que M é uma variedade munida de uma forma quase-simplética w e L é uma
distribuigao lagrangiana sobre M. Escolhendo uma segunda distribuigao lagrangiana L’
sobre M complementar a L, temos a decomposicao direta do fibrado tangente,

Lol =TM,
e a correspondente decomposicao direta do fibrado cotangente,
‘el = T'M,

onde o aniquilador L' de L pode ser identificado com o dual L” de L' e o aniquilador L'*
de L' com o dual L* de L. Como antes, denotamos por pr; a projegao sobre L ao longo
de L' e por pr;, a projegao sobre L' ao longo de L, e similarmente por pr,, a projegao
sobre L* ao longo de L't (que é a transposta de pr;,) e por pr L1 & Projegao sobre L't
ao longo de L' (que é a transposta de pr;). Com esta notagao, a conexao de Bott V2
em L' ao longo de L é simplesmente definida aplicando a projecao pr; . a derivada de
Lie de 1-formas, i.e.,

VEa = pry, (Lya) para X € (L), @ € T(LY), (1.20)
ou mais explicitamente,

(VEa)(2) = X-a(Z) — o([X,pry(2))

para X € I'(L), a € T(L1), Z € X(M) . (1.21)

2Note que para uma transformagao linear P sobre um espago vetorial V, a condigdo de ser um projetor
é uma equagao quadritica, a saber P? = P, enquanto que a de ser um projetor sobre wm subespago
dado L é uma condigao afim, como discutido acima.
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A mesma andlise como antes, s6 com Z substituido por pr;,(Z), mostra que essa férmula
proporciona uma conexao linear parcial em L1 ao longo de L. Usando o isomorfismo
musical (1.4) (que aplica L isomorficamente sobre Lt e L' isomorficamente sobre L' pois
ambos L e L' sao lagrangianos), essa pode ser transferida para uma conexao linear parcial
em L ao longo de L que, por abuso de lingnagem, sera chamada a conezdo de Bott em L
(com respeito a L'). Explicitamente. é determinada pela férmula

w(V{?YZ) = XUJ(YZ) - w(Y, [X pl‘L'(Z)])

1.22
para X.Y € '(L). Z € X(M) , (122)

que substitui a cquagao (1.15) no caso nao involutivo. Finalmente, ¢ facil verificar que
definindo a tor¢ao de V2 como na equacio (1.10) e substituindo a equacio (1.18) pela
férmula

dw(X,Y.pri,(2)) = w(TB(X,Y), Z) para XY € ['(L), Z € X(M) . (1.23)

o Teorema 1.2 permanece valido. Em particular, se w é fechada, V2 tem torcao zero.



CApPiTULO 2

Conexoes Simpléticas

Considerando uma variedade A/ munida de uma forma simplética w e uma distribuicao
involutiva L sobre M, podemos perguntar: Quando existem conexoes sem torcao que
preservam w e L. ¢ qual ¢ o conjunto de tais conexoes? Para obter uma resposta, vamos
explicar primeiro alguns fatos conhecidos sobre conexoes simpléticas.

2.1 Construcao de conexoes simpléticas

Para fixar a terminologia, daremos primeiro uma definigao explicita do conceito de uma
conexao simplética. Depois, provarcmos o tecorema padrao sobre existéncia de conexoes
simpléticas sem tor¢ao, porém com uma generalizacao: mostraremos como construir tais
conexoes a partir de uma conexao linear qualquer, enquanto que a demonstragao encon-
trada na literatura parte de uma conexao que ja estd sem torgao.

Definicao 2.1 Seja M uma variedade munida de uma forma quase simplética w. Uma
conexao linear V sobre M ¢é chamada uma conexao simplética se preserva w, i.e,
satisfaz Vw = 0, ou mais explicitamente,

X-wlY,Z2) = w(VyY,2) + w(Y,Vy2) para X,Y,Z € X(M) . (2.1)

Em particular, nés nao aderimos a convengao adotada por alguns autores que incorporam
a condigao de torgao nula na definicao de conexao simplética.

Com respeito a questao da existéncia de conexoes simpléticas sem torgao, comegamos
pela seguinte proposi¢ao, que é elementar e bem conhecida.

13
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Proposigao 2.1  Seja M uma variedade munida de uma forma quase simplética w.
Entao, se existe uma conexao simplética V sem tor¢do sobre M, w € fechada. Mais geral-
mente, o tensor de tor¢ao T da conexdo simplética V sobre M ¢ relacionado a derivada
ezterior de w pela formula

dw(X,Y,Z) = w(T(X,Y),2)+w(T(Y,Z),X) +w(T(Z,X),Y)

(2.2)
para X,Y,Z € X(M) .

Demonstragao: Esta proposigao é um caso especial do Lema 6 no Apéndice A. )

Reciprocamente, é bem conhecido que em variedades simpléticas, existem conexdes
simpléticas sem torgao [2,29]. A prova tradicional, que pode ser encontrada em [3], por
exemplo, baseia-se na modificagao de wma conexao linear sem torcao dada, adicionando
um campo tensorial apropriado, mas o método pode ser facilmente generalizado para
comecar com uma conexao qualquer:

Proposicao 2.2 Seja M uma variedade munida de uma forma simplética w. Entdo
sempre eristem conezoes simpléticas sem tor¢dao sobre M. FExplicitamente, dada uwma

conezao linear VO sobre M qualquer com tor¢ao T°, a férmula
w(VyY,Z) = w(VRY,Z) + 5 (VRw)(Y, Z) + L (Viw)(X, 2) 23)
—3w(TX,Y). 2) + ; w(T(Z,X).Y) + tw(T2,Y),X)

ou equivalentemente

w(VxY,Z) = §w(VRY,2) + § w(VWX,2) + tw(VEX,Y) + L w(VY, X)
+ 5 w(VRZ,Y) + tw(WZ,X) + 31X 0w, 2) + 1Y w(X,Z) (24)
Fu(X.¥],2) - (i2,XY) - tu(2Y],X)

define uma conezdo simplética V sobre M sem tor¢ao.

Demonstragao: Lembrando que o tensor de torcao 7° de VO e a derivada covariente
VO de w com respeito a V° sao definidas por

T'(X,Y) = VYY - V2X - [X,Y], (2.5)

e por
(Vxw)(Y,Z) = X-w(Y,Z) — w(VYY,2) — w(Y,V%Z) , (2.6)

respectivamente, procedemos em dois passos. Primeiro, construimos umma nova conexao
linear V' sobre M da seguinte forma

ViY = VY - LTY(XY). (2.7)
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Obviamente, V' tem torcao nula:

T'(X.Y) = Vy¥ —= % X — [X,Y]
= VRY —1T%X,Y) — X + 1 7%V, X) - [X,Y]
= 0.
Segundo, passamos de V' para V usando o método padrao para construir‘ conexoes

simpléticas sem torgao partindo de uma conexao sem tor¢ao dada (como feito na Sect. 2.1
de [3]), a saber

ViY = VY + LN(X,Y) + LNV, X) (2.8)

onde N’ é o tensor definido por

w(N'(X,Y),Z2) = (Viw)(Y, Z)
= X w(Y,Z) — w(VyY,Z) — w(Y,VyZ)
= X-w,2) — w(VYY.Z) — w(Y,V%2) (2.9)
+ Lw(TX,Y),2) + §w(Y,T(X, 2))
= (Vxw)(Y,2) + 3 w(T(X,Y),Z2) + Jw(¥,T°(X, 2)) .

Combinando as féormulas (2.7), (2.8) e (2.9), obtemos a equagao (2.3), e apés um pequeno
céalculo usando as férmulas (2.5) e (2.6), obtemos a equagao (2.4). O

Obviamente, quando V° é simplética ¢ tem torcao nula, entao V = V°. Notemos também
que se VO tem torcao nula mas nao é simplética, entao a equagao (2.4) implica

w(VyY,Z) = 2w(VRY,2) - 3 w(VPX,2Z) + Lw(V8Z,Y) + w(V2Z, X)

+3X-w,Z) + 1Y w(X,2).
(2.10)
enquanto que se V° é simplética mas tem torgao nao nula, entao a equacao (2.4) implica

w(VyY,Z) = Lw(VyY, Z)+ tw(V9X,2Z) + Tw(VeX)Y) + T w(V3Y, X)
- sw(VxZ2Y) — tw(V2Z,X) (2.11)

+5w(X,Y],2) - tw(2,X]Y) - tw(z,Y],X).
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Notemos as semelhancas, mas também as diferencas, entre essas formulas para
variedades simpléticas e a equagao (1.17) que define a conexao de Levi-Civita para varie-
dades pseudo-riemannianas. Em ambos os casos, a existéncia de conexoes compativeis
com a estrutura geométrica dada e sem torcao é garantida. mas ao contrario do caso
pseudo-riemanniano, no caso simplético elas estao longe de ser tnicas. De fato, o grau de
nao-unicidade pode ser caracterizado com exatidao:

Proposicao 2.3  Seja M uma variedade munida de uma forma simplética w. Entao
as conezoes simpléticas sem torgao sobre M formam um espago afim cujo espago vetorial
de diferencgas pode ser identificado com o espaco dos campos tensoriais wg totalmente
simétricos de posto 3 sobre M. Explicitamente. dadas duas conexoces simpléticas V' e V2
sobre M sem tor¢ao, vale

we(X,Y,Z) = w(VLY —V2Y, Z)

(2.12)
para X,Y,Z € X(M) .

Demonstragao:  Veja, por exemplo [2,29] e, para um argumento completamente
explicito, [3]. O

A falta de unicidade de conexoes simpléticas sem torcao desempenha um papel importante
em fisica matematica, pois cucontra-sc no coragao do famoso problema de ordenagao de
fatores da mecanica quantica. A saber, foi provado por Fedosov que, no ambito do método
de quantizagao por deformagao, é sempre possivel encontrar uma solugao deste problema,
como série formal de poténcias na constante de Planck, e que a sua construgao envolve
o uso de uma conexao simplética sem torgao no espago de fase cldssico [11]. Este impor-
tante resultado tem levado alguns autores a se referir a variedades simpléticas munidas
de uma conexao simplética sem torgao como variedades de Fedosov [14]. Surge assim a
questao se a ambiguidade inerente no processo de quantizagao pode ser removida ou pelo
menos reduzida exigindo-se a presenca de estruturas geométricas adicionais covariante-
mente constantes. Existem varios candidatos naturais para tais estruturas geométricas
adicionais, entre as quais podemos mencionar estruturas complexas (— variedades de
Kéhler) e G-estruturas (— G-espacos hamiltonianos); uma discussao abrangente do as-
sunto encontra-se em [3]. A seguir, estudaremos um tipo especifico de tal estrutura
geométrica adicional, amplamente utilizada na quantizagao geométrica [31], a saber, uma
distribuicao lagrangiana fixa ou, ainda, duas distribuicoes lagrangianas transversais fixas.?

3Mais geralmente, o que se usa na quantizagio geométrica sio subfibrados vetoriais lagrangianos do
fibrado tangente complexificado, chamado de polarizagoes, mas neste trabalho vamos nos restringir a
polarizagoes reais, por motivo de simplicidade.
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2.2 A conexao bilagrangiana

A questao de como construir conexdes simpléticas sem torgao que preservam distribuicoes
lagrangianas dadas foi investigada por Hef [20,21]. O teorema priucipal de HeB a respeito
da questao aparece em [20] e é provado em detalhe em [21]:

Teorema 2.1  Sejam M uma variedade munida de uma forma quase simplética w e L,
e Ly distribuicées lagrangianas complementares sobre M, i.e.,

Liy®L, = TM . (2.13)

Entio cxiste uma tnica conexdo simplética V. sobre M. que ¢ chamada a conexdo
bilagrangiana associada a w, L, e L,. preservando as duas distribuicées e com
tensor de torcao T diagonal por blocos, i.e., tal que

VX, €T(L)) para X € X(M), X, € I'(L,) , (2.14)

VX, € I'(Ly) para X € X(M), X, € T(L,) , (2.15)
e

T(X,,X;) =0 para X, € I'(L,), X, € ['(L,) . (2.16)

Ela tem tor¢ao nula se e somente se w é fechada e Ly e Ly sdo involutivas.

A construgao explicita da conexao bilagrangiana ¢ muito simples. Escrevendo pr, para

a projegao de TM sobre L; com micleo Ly e pr, para a projegao de TM sobre L, com
nicleo L, temos

pry +pry, = idgy, (2.17)

¢ entao a conexao bilagrangiana ¢ definida por
VY, = Prl(wu(LXI(wj(Yl)))) » VY, = pr [XQ’YIJ
VY, = pn(Le@ (%) . Vil = p[X,, Y] (2.18)

para Xl, Y, € F(Ll) 3 .XQ: Y, € F(LQ),
e seu tensor de torgao T satisfaz a equagao (2.16) junto com
T(X,Y,) = —pry [Xh YI] , T(Xy,Y5) = —pry [Xzyyz] (2.19)
para X;,Y; € (L), Xa,Ys € [(Lo). '

A demonstragao do teorema consiste em usar a equacao (2.18) como defini¢ao e verificar
por célculos explicitos (e umn tanto longos) que cla define uma conexao linear com todas
as propriedades requeridas.
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Uma outra maneira de provar este resultado, pelo menos no caso em que L, e Ly sao
involutivas e w é fechada, é através da geometria pseudo-riemanniana, pois neste caso
a conexao bilagrangiana V tem tor¢ao nula ¢ ¢ idéntica com a conexao de Levi-Civita
associada a uma métrica pseudo-riemanniana g de assinatura zero que pode ser construida
naturalmente em termos de w junto com L; e Ly [9,10], pondo

9(X,Y) = w((pr; — pry)X,Y) .

Em termos de referenciais locais de M compativeis com a decomposicao direta (2.13), isso
simplesmente significa que se neste referencial a matriz de w é da forma

o= (4)
- (1))

Além disso, neste caso a restricao de V para cada um dos L; coincide com a conexao de
Bott de L,'.

entao a matriz de g é da forma

2.3 Conexoes simpléticas preservando
uma distribuicao lagrangiana

Para que possamos, no proximo capitulo, generalizar a construcao de conexoes simpléticas
(sem tor¢ao) para conexoes que preservam estruturas polissimpléticas e/ou multi-
simpléticas, ainda temos que tratar o caso de conexdes simpléticas (sem torgao) que
preservam uma distribuicao lagrangiana (involutiva) L sobre M, em vez de duas dis-
tribuicoes lagrangianas (involutivas) transversais. Assim, coloca-se uma pergunta que,
cmbora scja de interesse proprio no contexto da geometria simplética tradicional, tem
recebido pouca atengao na literatura, a saber: quando existem conexoes simpléticas (sem
torgao) V sobre M que preservam L, e se existem, qual é o conjunto de todas elas?

Como primeiro passo nesta diregao, notemos a seguinte extensao da Proposicao 2.1.

Proposicao 2.4  Sejam M uma variedade munida de wma forma quase simplética w
e L uma distribuicao lagrangiana sobre M. Entdo se existe uma conezdo simplética V
semn torgao sobre M que preserva L, w € fechada ¢ L é involutiva. Neste caso, a restricao
da conezdo V a L coincide com a conezdo de Bott VB em L.
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Observagao 2.1 A iltima afirmagéo é vélida sob restricoes mais amenas sobre o tensor
de torgao 7" de V: basta que T(X,Y) seja ao longo de L quando pelo menos um de seus
argumentos for ao longo de L.

Demonstragao: A primeira afirmac¢ao ja foi provada na Proposicao 2.1. A segunda
segue diretamente do Lema 5 no Apéndice A. Para provar a terceira, suponha que V é
uma conexao simplética sobre M preservando L com tensor de tor¢ao 7' tal que T'(X,Y)
¢ ao longo de L quando X ou Y ¢ ao longo de L. Devido a nao-degenerescéncia de w,
precisamos provar que, para X,Y € I'(L) e Z € X(M), vale

w(VEY.Z) = w(VyY,2).
Comparando as expressoes nas equagoes (1.15) e (2.1). vimos que isso decorre da férmula
w(Y,[X,Z]) = w(Y,Vy2) .

que segue da definicao do tensor de torcao T de V, uma vez que L ¢ isotrdpico ¢ estavel
sob V e assim as expressoes w(Y,V,X) e w(Y,T(X, Z)) se anulam. 0

O teorema central desta segao afirma que a condigao dada na proposicao anterior nao
s6 € necessaria como também é suficiente para garantir existéncia de conexoes simpléticas
sem torgao preservando uma distribuicao lagrangiana dada, e que, mais uma vez, o grau
de nao-unicidade de tais conexdes pode ser caracterizado com exatidao:

Teorema 2.2  Sejam M uma variedade munida de uma forma simplética w e L uma
distribui¢ao lagrangiana involutiva sobre M. Entao sempre existem conexdes simpléticas
sem tor¢ao sobre M que preservam L. Mais especificamente, as conexoes simplélicas
sem torgdo sobre M que preservam L formam wm espago afim cujo espaco vetorial de
diferengas pode ser identificado, da mesma maneira que antes (veja a equagio (2.12)),
com o espago dos campos tensoriais wg totalmente simétricos de posto 3 sobre M que se
anulam assim que inserimos ao menos dois campos vetoriais ao longo de L.

Demonstracao: Para mostrar a existéncia, aplicamos o teorema de Darboux para
garantir que localmente, i.e., sobre uma vizinhanga aberta suficientemente pequena de
cada ponto de M, existe uma conexao simplética plana sem tor¢ao que preserva L, pois
podemos simplesmente tomar a conexao trivial, com simbolos de Christoffel identicamentc
nulos, nessas coordenadas. (Aqui usamos uma versao do teorema de Darboux que garante,
em uma vizinhanga aberta suficientemente pequena de cada ponto de M, a existéncia de
um sistema de coordenadas canénicas (¢*,p;) tal que, além de w tomar a forma padrao
dg'adp; , L ¢é gerada pelos campos vetoriais 8/0p;; uma prova detalhada pode ser encon-
trada, por exemplo, em [28, Teorema 1.1]. Usando um recobrimento localmente finito
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(Ua)aca de M por tais vizinhangas abertas com tais coordenadas candnicas, denotando a
correspondente familia de conexoes lineares locais por (V,)aca € escolhendo uma particao
da unidade (xa)aeca subordinada ao referido recobrimento, podemos definir

VvV = ZX(,VQ.

a€A

Entao é claro que V é uma conexao linear sobre M que preserva w e L e tem torcao
nula, uma vez que cada V, ¢ uma conexao lincar sobre U, com as mesmas propriedades,
tendo em vista que as condigoes de preservar uma forma diferencial dada, de preservar um
subfibrado vetorial dado do fibrado tangente e de ter torcao nula sao todas propriedades
locais e afins (i.e., comportam-se naturalmente sob restrigio a subconjuntos abertos e
sob formagao de combinagoes convexas de conexces).! Quanto a questao da (falta de)
unicidade, fixemos alguma conexao simplética V sem tor¢ao sobre M que preserva L
e, dada uma conexao linear V' qualquer sobre M, introduzimos dois campos tensoriais
sobre M, S que ¢ de tipo (1,2) e wg que ¢ de tipo (0,3), tais que

ViY = V.Y + S(X,Y).

wg(X,Y,Z) = w(S(X,Y),2),

sendo que S e wg contém exatamente a mesma informagao, ja que w é nao-degenerada.
Entao é claro (a) que V' tem tor¢ao nula se e somente se S é simétrico, ou equivalente-
mente, wg ¢ simétrico nos seus primeiros dois argumentos, (b) que V' é simplética se e
somente se S satisfaz a identidade

w(S(X,Y), Z) + w(Y,S(X,Z)) = 0,

ou equivalentemente, wg é simétrico nos seus tltimos dois argumentos, e (¢) que V'
preserva L se e somente se S(X,Y’) é ao longo de L quando X ou Y é ao longo de L, ou
equivalentemente, wg ¢ zero quando pelo menos dois dos scus argumentos sao ao longo
de L. a

Resumindo, podemos observar que, neste capitulo, empregamos nada menos do que
trés métodos diferentes para construir conexoes simpléticas sem torgao:

“Nole que essa observagdo ndo vale para a curvatura, pois a condicao de ser plana, embora ainda
local, nao é afim. Portanto, apesar de cada uma das conexaes lineares V,, ser plana, isso nao vale para V.
O que dé para afirmar é apenas que a curvatura de V é zero quando avaliada sobre dois campos ao longo
de L, uma vez que a restrigao de V a L coincide com a conexao de Botl, que é plana.
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a) o primeiro método, utilizado na demonstracao da Proposicao 2.2, baseia-se na modi-
ficacao de uma conexao linear dada, pela adi¢ao de um campo tensorial escolhido
apropriadamente;

b) o scgundo método, utilizado na construcao da conexao bilagrangiana apresentada no
Teorema 2.1 e devida a Hef3, procede por construgao direta a partir das propriedades
desejadas, como na construcao da conexao de Levi-Civita:

¢) o terceiro método, utilizado na demonstracao do Teorema 2.2, baseia-se na cola-
gem de conexoes lineares locais com as propriedades desejadas, usando partigoes da
unidade.

Para o nosso propdsito. cque ¢ generalizar a constrncao de conexoes simpléticas (sem
tor¢ao) para conexoes que preservam estruturas polissimpléticas e/ou multissimpléticas,
os primeiros dois métodos nao sao adequados, sendo que o primeiro leva a conexoes que
podem deixar de prescervar a distribuigao lagrangiana, o que ¢ insuficiente, enquanto que o
segundo leva a conexoes que preservam duas distribuicoes lagrangianas transversais, o que
é demais. Outro problema com a segunda construcao é que essa conexao bilagrangiana
tem torgao nula apenas quando as duas distribuigoes sao involutivas. Ocorre que, em
muitas situacoces de interesse, estamos lidando com apenas uina distribuigao lagrangiana
involutiva L. E verdade que essa sempre admite uma distribuigao lagrangiana comple-
mentar L'; porém, nada garante que essa também seja involutiva, e por outro lado nada
requer que essa também seja preservada sob a conexao simplética sem torcao que pro-
curamos construir. Um exemplo tipico ¢ dado por fibrados cotangentes, que admitem
uma folheagao lagrangiana natural (dada pela estrutura de fibrado vetorial sobre a varie-
dade base), mas nao admitem nenhuma folheagao lagrangiana natural — e talvez nenhuma
folheacao lagrangiana mesimo — que seja trausversal a ela: o que admitem sao apenas sub-
variedades lagrangianas transversais a cla, tais como a se¢ao zero ou, mais geralmente,
a imagem de qualquer 1-forma fechada. E para lidar com este tipo de situagao, a qual
também prevalece na geometria polissimplética e multissimplética, que o método de co-
lagem usando partigoes da unidade parece ser o tnico que funciona a contento.



CAPITULO 3

Conexoes Polilagrangianas e
Multilagrangianas

A nossa préxima meta nesta tese sera estender a anélise do capitulo anterior do contexto
simplético ao ambito da geometria polissimplética/multissimplética e, mais geralmente,
da geometria polilagrangiana/multilagrangiana. Isso exige. antes de mais nada, uma breve
introdugao aos conceitos basicos de estruturas polilagrangianas e multilagrangianas em
fibrados, conforme definidas em trabalho recente [12].

3.1 Conexoes polilagrangianas e polissimpléticas

3.1.1 Fibrados polilagrangianos e polissimpléticos

Seja P um fibrado sobre uma variedade M de dimensao n, com projecao 7 : P — M, e seja
T um fibrado vetorial auxiliar de posto 7o sobre a mesma variedade base M. Denotaremos
por T'm : TP — TM a aplicagao tangente & projegao, por VP = ker(T'r) o fibrado
vertical e por 77 o pull-back de T a P (via 7). Um campo vetorial vertical sobre P é
uma segao de V P, enquanto que uma 7-forma vertical sobre P é uma secao da r-ésima
potcéncia exterior do fibrado dual V*P de VP e, mais geralmente, um campo tensorial
vertical (totalmente covariante) de posto r sobre P é uma secio da r-ésima poténcia
tensorial do fibrado dual V*P de V P. De modo anélogo, uma r-forma vertical sobre P a
valores em T e, mais geralmente, um campo tensorial vertical (totalmente govariante) de

posto 7 sobre P a valores em T' — ou mais precisamente, no pull-back n*(T') de TaP-
¢ uma segao do produto tensorial dessa poténcia exterior / tensorial com 7*(T'). A seguir,

23
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denotaremos por X, (P) a algebra de Lie dos campos vetoriais verticais sobre P e por
- | o *
Qp(P; 7 T) o espago das r-formas verticais sobre P a valores em 7*T'.%

Usando que V P é involutivo, podemos desenvolver um calculo de Cartan para formas
verticais sobre P que é estritamente andlogo ao cédlculo de Cartan para formas diferenciais
(a valores vetoriais). Em particular, existem as nocées de derivada exterior vertical

dy Q"}(P;Tr"'f) — QF‘TI(P;W*T)

, 3.1
« — dya (3.1)
e de derivada de Lie vertical ao longo de um campo vetorial vertical X,

Ly : QuP;7T) — Qp(P;n*T) (3.2)

(8% — ]L‘s(a' '
ambas naturalmente definidas pelas mesmas bem conhecidas férmulas explicitas,
(dva)(Xo,-- . X,) = > (1) X; - (a(Xp, ..., Xjy- o, X))
i=0 o i ) (3.3)
+ Y (DY a(X, X)) X Xe e XL X)

ogi<ysr

onde Xy, X,,....,X, e X,(P),e

(Lya)(Xy,.., X,) = X - (a(Xy,..., X,)) — Za(Xl,---,[X,Xi],...;X,), (3.4)

i=1

onde X, X,,..., X, e X,,(P). Aqui ¢ a scguir, o simbolo - representa a derivada direcional
de segoes de ﬂ*(T) ao longo de campos vetoriais verticais, o que faz sentido pois sob
restricao a cada fibra, um campo vetorial vertical se reduz a wm campo vetorial comum
sobre a fibra, enquanto que uma se¢ao de um fibrado vetorial obtido como o pull-back de
um fibrado vetorial sobre M se reduz a uma fungao sobre a fibra a valores em um espago
vetorial fixo, a saber, a fibra do fibrado vetorial original sobre M no correspondente ponto
da base.

5Notemos que os termos “forma vertical” e “campo tensorial vertical” (totalmente covariante) con-
figuram um cerlo abuso de linguagem porque na verdade se frata de classes de equivaléncia de formas
comuns e de campos tensoriais comuns (totalmente covariantes), sendo que formas ou campos comuns
sao equivalentes quando diferem por uma forma ou um campo que é horizontal, ou seja, que se anula
quando se insere, em qualquer um dos argumentos, um vetor vertical.
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Defini¢ao 3.1 Um fibrado quase polilagrangiano é um fibrado P sobre uma varie-
dade base M de dimensao n munido de uma (k + 1)-forma vertical & € Q5 (P;7*(T))
de posto constante no espago total P tomando valores em um fibrado vetorial auziliar T
de posto . sobre a mesma variedade base M (ou, mais ezatamente, no sew pull-back
w*(T) para P), chamada a forma quase polilagrangiana e dita de posto N, com a
propriedade de que existe uma distribuicao L de codimensao N no fibrado vertical V P,

chamada a distribuicao polilagrangiana, tal que o homomorfisino musical
& vP — Nvep g (1), (3.5)

dado pela contragio de & em seu primeiro argumento, quando restrito a L, induz um
tsomorfismo de fibrados veloriais sobre P,

L/kereo — AFL'® 7'(T) . (3.6)

onde Lt € o aniquilador de L em V*P.5 O adjetivo “quase” é omitido se & for vertical-
mente fechada, isto ¢ sc

dy = 0. (3.7)

Quando k =1, dizemos que P é um fibrado (quase) poli-préssimplético e & uma
forma (quase) poli-préssimplética sobre P e, quando & for ndio-degenerada, i.e.,
kerw = {0}, que P ¢ wm fibrado (quase) polissimplético e & uma forma (quase)
polissimplética sobre P. Finalmente, quando M se reduzir a um ponto, falamos de uma
variedade (quase) polilagrangiana ou variedade (quase) poli-préssimplética ou
variedade (quase) polissimplética, respectivamente.

Assim, a propriedade caracteristica de um fibrado polilagrangiano P, digamos com forma
polilagrangiana w nao-degenerada, para simplificar, é a existéncia de um subfibrado
vetorial L muito especial (e tipicamente tnico) do fibrado vertical VP que, além de
ser lagrangiano (¢ em particular, isotropico), tem a propriedade muito mais forte de que
o homomorfismo musical (3.5) mapeia L sobre A* Lt @ =*(T).

Uma afirmagao importante provada em [12, Teorema 9] é que, assim que 7 > 2,
a distribui¢ao polilagrangiana L, além de unicamente determinada, ¢ necessariamente
involutiva.

Para concluir, apresentamos o que pode ser considerado o “modelo padrao” de um
fibrado polilagrangiano:

6 0 uso do artigo definido se justifica pelo falo de que, como é provado em [12], o subfibrado L de V P, se
existir, é unicamente determinado por w, exceto quando 7 = 1 eainda k = 1, com dim L = dim ker &+ N
(ou seja, quando @ corresponde a uma familia de formas préssimpléticas nas fibras) ou & = N, com
dim L = dim kerw + 1 (ou seja, quando @ corresponde a uma [amilia de lormas de volume nas fibras).
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Exemplo 3.1 Seja F um fibrado qualquer sobre uma variedade base M de dimensao n,
com projecao wg : £ — M, e seja T um fibrado vetorial auxiliar de posto 7 sobre a
mesma variedade base M. Cousidere o fibrado

P = N'V'E @ n3(T) (3.8)

das k-formas verticais sobre E a valores no pull-back de T" para E, com projegoes 7*
P—Een=mngon*: P— M. Ctilizando a aplicacao tangente 7% : TP — TE a
primeira e a sua restricao V7" : VP — VE aos fibrados verticais referentes as respectivas
projegoes sobre A, definimos a k-forma canénica sobre P, que é uma k-forma vertical

0 sobre P a valores em 7*(T), por

k k
Oa(vie-..sv) = a(Var® vy, ., Var® - u) (3.9)
para a € P e vy,...,u. € V,P .
Entao @ = —dvf ¢ polilagrangiana, com distribuigao polilagrangiana L = ker(T7*)

(o fibrado vertical referente & projecao sobre E), contida em VP = ker(T'r) (o fibrado
vertical referente a projegao sobre M).

Quando &k = 1, temos o “modelo padrao” de um fibrado polissimplético. Em particular,
quando ainda vale n =0 e n = 1 (com o entendimento de que a variedade base M é
reduzida a um tnico ponto e o fibrado vetorial auxiliar 7' ao corpo R), recuperamos o
fibrado cotangenute de wima varicdade qualquer como “modelo padrao” de uma variedade
simplética. Por outro lado, quando T for o fibrado A"~ T* M das (n—1)-formas sobre M,
podemos identificar P com o dual torcido JOE do fibrado JE de jatos linearizados de F
(que ¢ o fibrado vetorial de diferencas do fibrado afim JE de jatos de E), pois

JE = q,(T"M)® VE |

implicando .
JE = VE@ny(TM)

para o dual comum J*E e
JOE = V'EQmy(TM) 2 mp(N"T"M)

para o dual torcido JOF = J*E ® wg(/\" T*M ) , de modo que obtemos um isomorfismo
canouico de fibrados vetoriais sobre E,

J°E = V'E@up(A"'T"M) . (3.10)

Este fibrado desempenha wm papel importante no formalismo hamiltoniano covariante
para a teoria classica dos campos [4,13,16,17].
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3.1.2 A conexao de Bott polilagrangiana: caso involutivo

Cowo outra aplicagao do isomorfismo (3.6), além das ja discutidas em [12], provamos que
ele viabiliza a construcao de uma versao polilagrangiana da conexao de Bott que é com-
pletamente analoga a do caso simplético. A ideia é a seguinte: comecando com a conexao
de Bott em L*, como definida nas equagdes (1.12) e (1.13) (com X(M) substituido por
Xy (P), (M) substituido por Q}(P) ¢ a derivada de Lic comumn substituida pela deri-
vada de Lie vertical introduzida no inicio desta segdo), formamos o produto tensorial de
sua k-ésima poténcia exterior com a conexao linear parcial trivial em 7*(T") ao longo de L,
construida no Exemplo 1.5, para obter uma conexao linear pa1c1al VBem N'Lig« (T)
ao longo de L, que chamaremos a conexao de Bott em A L+ 7 “(T): explicitamente,
ela é dada pela restricao da derivada de Lie (vertical) de k-formas (verticais):

.
(VRNZ 1 2) = X (ol 20) = 3 oz X 2] Z)

para X € T(L), v € D(A* Lt % n*(T)), Z,,...,Z, € X, (P) .

Agora, usando o isomorfismo musical (3.6) (e supondo @ nao-degenerada), podemos trans-
ferir essa conexao de Bott para L. O resultado é o seguinte:

Definicao 3.2  Seja P um fibrado quase polilagrangiano sobre uma variedade base M
com forma quase polilagrangiana @ nao-degenerada e distribui¢ao polilagrangiana involu-
tiva L. A conexao de Bott polilagrangiana é a conexdo linear parcial VB em L ao
longo de L definida por

o(VEY, Z,,...,2%,)

.
= X- (0, 2y,...,2) = > @Y, Zy,...,1X,Z),..., 2) (3.12)

i=1

para XY € '(L), Z,,...,Z, € X,(P) .
Quando P ¢é polissimplético, dizemos que VP € a conexdo de Bott polissimplética.

Como no caso simplético, a conexao de Bott polilagrangiana ¢ plana, e para sua torcao
vale o seguinte andlogo do Teorema 1.2:

Proposicao 3.1 Seja P um fibrado quase polilagrangiano sobre uma variedade base M
com forma quase polilagrangiana & ndo-degenerada e distribuigao polilagrangiana involu-
twa L. Entdo se a forma & for polilagrangiana, ou seja, verticalmente fechada, a conezdo
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de Bott polilagrangiana V' tem torcdo zero. Mais geralmente, se ela tiver tor¢ao TB, vale

dyw (XY, Zl,...,Zk) = o(TB(X,Y), 2,,...,2,) (3.13)
para X,Y € (L), Z,,...,Z, € X,.(P) . -
Em particular, esta proposi¢ao implica que num fibrado polilagrangiano, as folhas da
folheacao polilagrangiana sio variedades afins planas.
Demonstragao: Todas as afirmaces da proposigao seguem da férmula (3.13), que
pode ser verificada por um simples cdlenlo, usando o fato de que @(X,Y,...) = 0 quando
X.Y € T'(L) porque L é isotrdpico para acrescentar alguns termos que se anulam mas
servem para completar a expressao na equagao (3.3):

=Y (-1 a(X, Z).Y, 2, 2,y Z)

k
+ > (-0 (Y. Z), X, 20, 2y, Z)

3.1.3 A conexao de Bott polilagrangiana: caso nao involutivo

A construgao da conexao de Bott polilagrangiana pode ser estendida ao caso nao involu-
tivo, ainda que este fato seja de interesse restrito, uma vez que sabemos que tal situacao
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s6 pode ocorrer quando n < 2 [12, Teorema 9]. Como no caso simplético, a construcao
depende da escolha de uma distribui¢ao complementar adequada; mais exatamente, sera
uma distribuigao k-lagrangiana. O primeiro fato a ser verificado ¢ que tal distribuicao
existe.

Proposicao 3.2 Seja P um fibrado quase polilagrangiano sobre wma variedade base M
com forma quase polilagrangiana @ e distribuicdo polilagrangiana L. Entao existe uma
distribuigao k-lagrangiana L' sobre P que é complementar a L, i.e., que satisfaz

LeL = VP. (3.14)

A prova desta afirmacao segue combinando um argumento de particao da unidade com a
seguinte observacao: o conjunto de todos os subespacos k-lagrangianos de um espaco ve-
torial polilagrangiano que sao complementares ao subespaco polilagrangiano é um espagco
afim. de modo que podemos formar combinagoes convexas de tais subespacos.

Proposicao 3.3  Seja V' um espago vetorial munido de uma forma polilagrangiana &
com subespago polilagrangiano L. Entao o conjunto de todos os subespagos k-lagran-
gianos L' de V' complementares a L estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto
de todas as aplicacoes lincares P de V' em L cuja restrigao a L é a identidade ¢ que sio
infinitesimalmente conformemente polilagrangianos, isto é. que satisfazem

k

Z w(vo, ..., Pviy...,u) = @(vo, ..., ) para vy, ..., v €V . (3.15)
i=0

Demonstragao: A cxisténcia de subespagos L' de V com as propriedades enunciadas foi
provada em [12, Teorema 2], por construgao explicita, e a relagao entre P e L' é a mesma
da Proposicao 1.2: P é o projetor, em W, sobre L ao longo de L', ou seja, L' = ker P.
Assim, a equacao (3.15) é trivialmente satisfeita quando pelo menos dois argumentos
pertencem a L (neste caso, ambos os lados se anulam, porque L ¢ isotrépico) ¢ também
quando um argumento pertence a L enquanto que todos os outros pertencem a L’ (neste
caso, ela se reduz a uma identidade trivial), de modo que sua validade no caso em que
todos os argumentos pertencem a L’ é equivalente a condi¢ao de L' ser k-isotrépico. O

Voltando ao problema de construir a conexao de Bott polilagrangiana no caso nao
involutivo, suponhamos entao que P ¢ um fibrado quase polilagrangiano sobre uma
variedade base M com forma quase polilagrangiana @ e distribui¢ao polilagrangiana L.
Escolhendo uma distribuigao complementar L' como na Proposigao 3.2, temos a decom-
posicao direta do fibrado vertical V' P como na equagao (3.14),

Lol = VP,
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e a correspondente decomposi¢ao direta do fibrado dual V*P,
Lrel* = V*P.

Usando a mesma notagao para as respectivas projegdes como no caso simplético (veja
a Secao 1.4), podemos novamente comegar com a conexao de Bott em L', agora como
definida nas equagoes (1.20) e (1.21) (com X (M) substituido por X (P), Q'(M) sub-
stituido por Q(P) e a derivada de Lie comum substituida pela derivada de Lie vertical
introduzida no inicio desta segao), formando o produto tensorial de sua k-ésima poténcia
exterior com a conexdo linear parcial trivial em 7*(7) ao longo de L para obter uma
conexao linear parcial V5 em A¥ Lt ® 7*(T) ao longo de L, que chamaremos a conexao
de Bott em A" L' & #*(T) (com respeito a L'): explicitamente,

(3.16)
Finalmente, usando o isomorfismo musical (3.6) (e supondo @ nao-degenerada), trans-
ferimos essa conexao de Bott para L, obtendo uma conexao linear parcial V2 em L ao
longo de L que. por abuso de linguagem, sera simplesmente chamada a conezdo de Bott
polilagrangiana em L (com respeito a L'). Explicitamente, ela é determinada pela férmula

O(VRY. 2,,...,2Z,)
k
= X- (L:)(Y,Zl,...,Zk)) - Z‘:)(Y:Zh---:[X:prL’(Zi)]r"'>Zk) (3.17)

para XY € (L), Z,,...,Z, € X,,(P) .

que substitui a equagao (3.12) no caso nao involutivo. Finalmente, é facil verificar que
definindo a tor¢ao de V2 como na cquagio (1.10) ¢ substituindo a equacao (3.13) pela
férmula

dvao (X, Y, prp(2,),....prp(2,) = o(TB(X,Y),Z,,....2,)

para XY € ['(L), Z,,...,2Z, € X,(P) .

(3.18)

a Proposicao 3.1 permanece valida. Em particular, se @ é verticalmente fechada, V2
tem torcao zero.

3.1.4 Conexoes polilagrangianas

Por analogia com o caso simplético, a defini¢ao do conceito de conexao polilagrangiana é
mais ou menos 6bvia — a menos de um detalhc: nao podemos esperar obter mais do que
uma conexao linear parcial no (e ao longo do) fibrado vertical.
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Definigao 3.3 Seja P um fibrado quase polilagrangiano sobre uma variedade base M
com forma quase polilagrangiana @ e distribuigio polilagrangiana L. Uma conezdo
linear parcial V em VP ao longo de VP é chamada wma conezdo polilagrangiana
se preserva L e w, no sentido de que Vo =0, i.e.,

k
X (@(Xos - X)) = Y 0(Xp, ..., VX
=0
para X, X,..., X, € X,(P) .

i oo s X)

(3.19)

Quando P ¢ (quase) poli-(pré-)simplélico, dizemos que V é wma conexdo poli-
(pré-)simplética.

Observacao 3.1 Quando a distribuigao polilagrangiana L é unicamente determinada
pela forma quase polilagrangiana @ (o que ocorre exceto em alguns casos especiais’), uma
conexao linear parcial V que preserva @ também preserva L (pois o transporte paralelo
correspondente ao longo de curvas verticais leva subespacos isotrépicos em subespacos
1sotropicos, preservando a dimensao); portanto, nestes casos, a condicdo de que L seja
preservada é automatica e poderia ter sido omitida.

Como no caso simplético, a existéncia de conexdes polilagrangianas sem torcao impoce
algumas condigoes de integrabilidade.

Proposicao 3.4 Seja P um fibrado quase polilagrangiano sobre wma variedade base M
com forma quase polilagrangiana & ¢ distribui¢do polilagrangiana L. Entdo se existe
uma conezao polilagrangiana V sem tor¢do sobre P, & é verticalmente fechada e L ¢é
involutiva. Mais geralmente, o tensor de tor¢ao T' de wma conezdo polilagrangiana V
sobre P ¢é relacionado a derivada exterior vertical de @ pela formula

dyd( X, X)) = = D (1) o(T(X0 X;), Xy KiK.
0<i<j<k (3.20)
para X,..., X, € X,(P) .

Finalmente, se @ for nao-degenerada, a restri¢cao de qualquer conezdo polilagrangiana YV
sem tor¢ao a L coincide com a conezao de Bott polilagrangiana VE.

Observagao 3.2 Como no caso simplético, a tltima afirmagao ¢ valida sob hipéteses
menos restritivas sobre o tensor de torgao 7" de V : basta que T'(X,Y) seja ao longo de L
quando pelo menos um de seus argumentos for ao longo de L.

"Veja a nota de rodapé anterior.
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Demonstragao: As primeiras duas afirmac¢oes seguem diretamente do Lema 6 e do
Lema 5 no Apéndice. Para a terceira, suponha que & é nao-degenerada e que V é uma
conexao polilagrangiana sobre P com tensor de torgao T tal que T(X,Y) é ao longo de L
quando X ou Y ¢ ao longo de L. Devido a nao-degenerescéncia de @, precisamos provar
que, para X,Y € I'(L) e Z,,..., 2, € X,,(P), vale

A(VRY, Zy,.... 2y) = (VY. 2,,....Z,) .

Comparando as expressoes nas equagoes (3.12) e (3.19), vimos que isso decorre do fato
de que, para 1 <1<k, vale

que segue da definigao do tensor de tor¢ao T de V, uma vez que L ¢ isotropico ¢ estavel
sob V e assim as expressoes w(Y,Z,,...,V, X, ..., Z)ew,2,....T(X,2),...,2,)

se anulam. 0
Reciprocamente, essas condicoes de integrabilidade também sao suficientes:

Teorema 3.1  Seja P um fibrado polilagrangiano sobre uma variedade base M com
forma polilagrangiana @ e distribuicao polilagrangiana involuliva L. Entdo sempre exis-
tem conexodes polilagrangianas V sem. tor¢ao sobre P. Mais cspecificamente, as conexoces
polilagrangianas sem tor¢ao sobre P formam um espago afim cujo espago vetorial de dife-
rengas. no caso de @ ser nao-degenerada, pode ser identificado com o espago dos campos

tensoriais verticais de posto k+2 sobre P tommando valores no fibrado vetorial ©*(T') que

(a) tém simetria conforme a representagao wrredutivel do grupo de permutag¢ies Syyo
dada pelo sequinte diagrama de Young (com k quadradinhos na primeira coluna):

(b) se anulam assim que inserimos ao menos dois campos vetoriais ao longo de L.

Demonstragao: Para mostrar a existéncia, aplicamos o teorema de Darboux poli-
lagrangiano (12, Teorema 10] para garantir que localmente, i.e., sobre uma vizinhanca
aberta suficientemente pequena de cada ponto de P, existe uma conexio polilagrangiana
plana sem torgao, pois podemos simplesmente tomar a conexiao parcial trivial em VP
ao longo de VP, com simbolos de Christoffel identicamente nulos, nessas coordenadas.
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Usando um recobrimento localmente finito (U, )aca de P por tais vizinhangas abertas com
tais coordenadas de Darboux, denotando a correspondente familia de conexoes lineares
parciais locais por (Va)aea ¢ cscolliendo wma parti¢ao da unidade (xao)aea subordinada
ao referido recobrimento. podemos definir

V = qu%

a€cA

Entao ¢ claro que V ¢ uma conexao lincar parcial em V P ao longo de V P que preserva @
e L e tem tor¢ao nula, uma vez que cada V, é uma conexao linear parcial em V P|y, ao
longo de V P|y, com as mesmas propriedades. tendo em vista que as condigoes de pre-
servar uma forma diferencial dada, de preservar um subfibrado vetorial dado do fibrado
vertical e de ter tor¢ao nula sao todas propriedades locais e afins (i.e.. comportam-se na-
turalmente sob restri¢cao a subconjuntos abertos e sob formacao de combinagoes convexas
de conexoes lineares parciais).® Para analisar a (falta de) unicidade, fixemos alguma co-
nexao polilagrangiana sem torgao sobre P e, dada uma conexao linear parcial V' em V P
ao longo de V P qualquer, introduzimos dois campos tensoriais verticais (totalmente co-
variantes) sobre P, S que é de posto 2 e toma valores em VP e wg que é de posto k + 2
e toma valores em 7*(T), tais que ’

ViY = VyY + S(X.Y),

0g(X,Y, Z,,....2,) = @(S(X,Y), Zy,....2,) .

sendo que S e wg contém exatamente a mesma informagao, ja que @ ¢ nao-degenerada:
obviamente, wg é totalmente antissimétrico em seus 1iltimos & argumentos. Entao é claro
(a) que V' tem torcao nula se e somente se S é simétrico, ou equivalentemente, wg é
simétrico em seus primeiros dois argumentos, (b) que V' preserva @ se e somente se S
satisfaz a identidade

k
OS(X,Y),Zy,....Z) + Y (Y, 2y, Zi 1, S(X,2), Ziyys - Z) = 0,
i=1

ou equivalentemente, wq satisfaz a identidade ciclica

k
0s(X,Y, 2y Z) = S 05X, 20 Ty B Y Dt Zy) = O
8 1 S R i—1 +1 k

=1

e (c) que V' preserva L se e somente se S(X,Y) é ao longo de L quando X ou Y é ao
longo de L, ou equivalentemente, wq € zero quando pelo menos dois de seus argumentos sao

8Novamente, o mesmo nao vale para a curvatura.
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ao longo de L. Finalmente, é bem conhecido que, junto com simetria nos primeiros dois
argumentos e antissimetria nos ultimos k argumentos, a identidade ciclica acima identifica
o tensor wg como pertencendo a representagao irredutivel do grupo de permutagoces Skyo
dado pelo diagrama de Young especificado acima [19, p. 249]. O

3.2 Conexoes multilagrangianas e multissimpléticas

3.2.1 Fibrados multilagrangianos e multissimpléticos

Seja P nm fibrado sobre uma variedade M de dimensao n, com projecao 7 : P — M.
Como na segao anterior, denotaremos por Tm : TP — TM a aplicacao tangente a
projecao e por V' P = ker(Tw) o fibrado vertical. Como antes, dizemos que um campo
vetorial sobre P é vertical se for uma se¢ao de V P, e dizemos que uma r-forma a sobre P
¢ horizontal s sna contracao ix«a com qualquer campo vetorial vertical X se anular. Mais
geralmente, dizemos que uma r-forma a sobre P é (r — s)-horizontal. onde 0 < s < 7, se
sua contragao com mais de s campos vetoriais verticais se anular. Note que para s = 7
essa condicao ¢ vazia, cnquanto que para s = 0 obtemos as r-formas horizontais usuais.
Obviamente, as r-formas (r — s)-horizontais sao as secoes de um fibrado vetorial sobre P
chamado o fibrado das r-formas (s — r)-horizontais sobre P e denotado aqui por A% T* P,
e o espago de todas essas segoes sera denotado por 2(P).

Definigao 3.4  Um fibrado quase multilagrangiano é um fibrado P sobre uma
variedade base M de dimensao n munido de wma (k + 1)-forma (k + 1 — r)-horizontal
w E Qkf.rl(P) de posto constante no espago total P, onde 1 <r<k+1ek+1—7<n,
chamada a forma quase multilagrangiana e dita de posto N e grau de horizonta-
lidade (k+1—7), com a propriedade de que existe uma distribuicio L de codimensio N
no fibrado vertical V P, chamada a distribuicao multilagrangiana, tal que o homo-
morfismo musical

Ww: TP — A‘T'P, (3.21)

ou sua restricao ao fibrado vertical
Ww: VP — NF TP, (3.22)

ambos dados pela contragao de w em seu primeiro argumento, quando restritos a L,
induzem um isomorfismo de fibrados vetoriais sobre P,

L/kerw = A5 LY = NFLEn ALK TP (3.23)
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onde L* é o aniquilador de L em T*P.° O adjetivo “quase” é omitido se w for fechada,
1sto €, se

dw = 0. (3.24)

Quando k =n e r =2, dizemos que P é um fibrado (quase) multi-préssimplético e
w uma forma (quase) multi-préssimplética sobre P e, quando w for nao-degenerada,
i.e., kerw = {0}, que P ¢é um fibrado (quase) multissimplético e w uma forma
(quase) multissimplética sobre P. Finalmente, quando M se reduzir a wm ponto,
falamos de uma variedade (quase) multilagrangiana.

Novamente, a propriedade caracteristica de um fibrado multilagrangiano P. digamos com
forma multilagrangiana w nao-degenerada, para simplificar. é a existéencia de wm sub-
fibrado vetorial L muito especial (e tipicamente tinico) do fibrado vertical V P que, além
de ser lagrangiano (e em particular, isotrépico), tem a propriedade muito mais forte de
que o homomorfisimo musical (3.22) wapcia L sobre /\,.f1 LY = N Ltn /\,_f1 T°P.

Uma afirmagao importante provada em (12, Teorema 9] é que, assim que (, o ) > 2
a distribuicao multilagrangiana L, além de unicamente determinada, ¢ necessariamente
involutiva.

Para concluir, apresentamos o que pode ser considerado o “modelo padrao” de um
fibrado multilagrangiano:

Exemplo 3.2 Seja E um fibrado qualquer sobre uma variedade base M de dimensao n,
com projecao ng : . — M. Considere o fibrado
P =NA\F5TE (3.25)

das k-formas (k + 1 — r)-horizontais sobre F, onde 1 <r<k+1e k+1—r <n, com
projegoes m*, : P - E e m = mgom*, : P — M. Utilizando a aplicacio tangente
TrX, : TP —» TE A primcira, definimos a k-forma canénica sobre P, que ¢ uma
k-forma (k + 1 — r)-horizontal § sobre P, por

Bol0yivesti) = &(TomEy wyen., Tom k) ony)

ot (3.26)
para ac€ P ewv,...,u, €T, P.
Entdo w = —df é multilagrangiana, com distribuigao multilagrangiana L = ker(T* )

(o fibrado vertical referente a projecéo sobre F), contida em VP = ker(Tw) (o fibrado
vertical referente a projegao sobre M).

90 uso do artigo definido se justifica pelo fato de que. como é provado cin [12], o subfibrado L de VP,
se exislir, é unicamente delerminado por w, exceto quando k=r—-1 ou k=r—1+n e ainda r = 2,
com dimL = dimker@ + N (ou seja, quando @ corresponde a uma familia de formas préssimpléticas
nas fibras) ou r = N + 1, com dim L = dimker® + 1 (ou seja, quando & corresponde a uma familia de
formas de volume nas fibras), onde @ denota o simbolo de w.
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Quando k=n e r = 2, temos o “modelo padrao” de um fibrado multissimplético. Neste
caso, como € explicitamente demonstrado em varios trabalhos sobre o formalismo multi-
simplético [4,16,17], podemos identificar P com o dual torcido JE do fibrado JE de
jatos de E, ou seja, temos um isomorfismo canonico de fibrados vetoriais sobre F,

JoE = A" T*E . (3.27)

Este fibrado desempenha um papel importante no formalismo hamiltoniano covariante
para a teoria classica dos campos [4,13,16,17].

3.2.2 A conexao de Bott multilagrangiana: caso involutivo

Como outra aplicagao do isomorfismo (3.23), além das ja discutidas em [12], provamos
que ele viabiliza a construcao de uma versao multilagrangiana da conexao de Bott que é
completamente andloga as do caso simplético e do caso polilagrangiano. A ideia é a mesma
que antes: comegando com a conexio de Bott em L*, como definida nas equacoes (1.12)
e (1.13) (com M substituido por P), formamos sua k-ésima poténcia exterior para obter
~. 1 ; k o
uma conexao linear parcial VB em A" L' ao longo de L, que chamaremos a conexao de
k .. , . . .
Bott em /\" L': explicitamente, ela é dada pela restri¢ao da derivada de Lie de k-formas:
k
B _ ‘ -
(VXa)(Zy,...,2,) = X-(alZy,...,2,)) — E a(Z,,...,[X,2]).....2,)
i=1

para X € T(L), a e (A" LY), Z,,...,Z, € X(P) .

Notemos que V? preserva o grau de horizontalidade de formas (sendo que a expressao
na cquagao (3.28) sc anula se pelo menos 7 dos k campos vetoriais Y),...,Y, sdo ver-
ticais, uma vez que L C VP e VP é involutivo) e portanto, por restrigao, induz uma
conexdo de Bott em A.*, L+ = A*Ltn A, T*P. Agora, usando o isomorfismo
musical (3.23) (e supondo w nao-degenerada), podemos transferir essa conexao de Bott
para L. O resultado é o seguinte:

Definicao 3.5 Seja P um fibrado quase multilagrangiano sobre uma variedade base M
com forma quase multilagrangiana w nao-degenerada e distribuigao multilagrangiana in-
volutiva L. A conexao de Bott multilagrangiana é a conexao linear parcial V2 em L
ao longo de L definida por

w(VEY, Z,,...,2,)
= X (w(Y,2y,...,2)) - Zw(Y,Zl,...,[X,Zi],...,Zk) (3.29)

=1

para X,Y €'(L), Z,,...,Z, € X(P) .
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Quando P é multissimplético, dizemos que V2 € a conexdo de Bott multissimplética.

Como no caso simplético, a conexao de Bott multilagrangiana é plana, e para sua tor¢ao
vale o seguinte analogo do Teorema 1.2:

Proposigao 3.5 Seja P um fibrado quase multilagrangiano sobre uma variedade base M
com forma quase multilagrangiana w nao-degenerada e distribuicao multilagrangiana in-
volutiva L. Entao se a forma w for multilagrangiana, ou seja, fechada, a conexdo de Bott
multilagrangiana VB tem torgdo zero. Mais geralmente, se ela tiver torcao TB, vale

dw(X.Y,Z,,..., Zk_) = w(TB(X.Y).Z,,....2,) (3.30)
para X,Y € I'(L), Z,,....2, € X(P) . '

Demonstragao: A prova é praticamente idéntica & prova da Proposicao 3.1 e portanto

nao sera repetida. ]

3.2.3 A conexao de Bott multilagrangiana: caso nao involutivo

A constrmcao da conexao de Bott multilagrangiana pode ser estendida ao caso nao in-
volutivo, ainda que este fato seja de interesse restrito, uma vez que sabemos que tal
situagao sé pode ocorrer quando (k+’1‘—r) < 2 [12, Teorema 9]. Como no caso simplético,
a construcao depende da escolha de uma distribui¢ao complementar adequada; mais
exatamente, sera uma distribuicao k-lagrangiana. O primeiro fato a ser verificado é que

tal distribuicao existe.

Proposigao 3.6 Seja P um fibrado quase multilagrangiano sobre uma variedade base M
com forma quase multilagrangiana w ¢ distribuigao multilagrangiana L. Entao eziste uma
distribuicao k-lagrangiana L' sobre P que é complementar a L em TP e cuja intersecc¢ao
com o fibrado vertical é uma distribui¢ao (r — 1)-lagrangiana complementar a L em V P:

LeLl =TP , Le(L'nVP) = VP. (3.31)

A prova desta afirmagao segue combinando um argumento de particao da unidade com
a scguinte obscrvacao: dado um espago vetorial munido de wma forma multilagrangiana,
em relacao a um subespago vertical dado, o conjunto de todos os seus subespagos k-
lagrangianos complementares ao subespago multilagrangiano, e cuja interseccao com o
subespago vertical é um subespago (r — 1)-lagrangiano complementar ao subespago multi-
lagrangiano, ¢ um espago afim, de modo que podemos formar combinagoes convexas de
tais subespagos:
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Proposicao 3.7  Seja W um espago vetorial de dimensao finita munido de uma
forma multilagrangiana w em relagio a um subespago vertical V de W dado, com sub-
espago mudtilagrangiano L (contido em V). Enldo o conjunto de todos os subespagos
k-lagrangianos L' complementares a L em W . e cuja intersec¢ao com V é um subespago
(r — 1)-lagrangiano complementar a L em V. estd em correspondéncia biunivoca com o
conjunto de todas as aplicagoes lineares P de W em L cuja restrigao a L € a identidade
¢ que sao nfinitesimalmente conformemente multilagrangianos, sto é. que satisfuzem

k
Z w(wo, ..., Pv;,...,w) = w(we,. .., wy) para wy.. ... w, € W . (3.32)

Demonstragao: A cxistéucia de subespagos L' de W com as propriedades enunciadas
foi provada em [12, Teorema 5], por construcao explicita, ¢ arclacao entre P e L' é a mesma
da Proposicao 1.2: P é o projetor, em W, sobre L ao longo de L', ou seja, L' = ker P.
Devido ao fato de que L C V, isso ainda implica que a sua restri¢gao P|y ao subespago
vertical V' ¢ o projetor. cmn V, sobre L ao longo de L' NV, ou seja, L' NV = ker P|y.
Assim, a equagao (3.32) é trivialmente satisfeita quando pelo menos dois argumentos
pertencem a L (neste caso, ambos os lados se anulam, porque L é isotrépico) e também
quando um argumento pertence a L enquanto que todos os outros pertencem a L' (neste
caso, cla se reduz a uma identidade trivial), e finalmente sua validade no caso em que
todos os argumentos pertencem a L’ é equivalente a condigao de L’ ser k-isotrépico. Além
disso, a mesma equagao (3.32) implica

r—1
E w(UOX"'TP‘l‘]i7"'Tl'y"_liier "'T’wk) = w(Awn7"'7>wl\'-)
=0
para vp,..., v €V, w,,...,w, € W,
onde usamos que
W(vg, o Ve, Wy - -, Pwyy o ywg) = 0
para 7 <i < k,vg, ...,V EV,w,, ..., wp €W,

porque P projetaem L CV eV é r-isotrdpico, concluimos que sua validade no caso em
que os primeiros 7 argumentos pertencem a. ' NV é equivalente a condigao de L'NV
ser (r — 1)-isotropico. O

Voltando ao problema de construir a conexao de Bott multilagrangiana no caso nao
involutivo, suponhamos entao que P ¢ um fibrado quase multilagrangiano sobre uma
variedade base M com forma quase multilagrangiana w e distribuigao multilagrangiana L.
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Escolhendo uma distribuigao complementar L’ como na Proposicao 3.6, temos a decom-
posigao direta do fibrado tangente 7P como na equacao (3.31),

Lel = TP,
e a correspondente decomposicao direta do fibrado dual 7% P,
teLt = TP.

Usando a mesma notacao para as respectivas projegoes como no caso simplético (veja
a Sceao 1.4), podemos novamente comegar com a conexao de Bott em L1, agora como
definida nas equacoes (1.20) e (1.21) (com M substituido por P). formando sua k-ésima
poténcia exterior para obter uma conexao linear parcial V8 em A" L+ ao longo de L. que
chamaremos a conexao de Bott em A" Lt (com respeito a L'): explicitamente,

(VRa)(Zy. . 2) = X (a2, 2) = Y alZy... [ Xoprp(Z)].. ... Zy)

=1

para X € (L), ae (A" LY), Z,,.... 2, € X(P) .

k

(3.33)
Como antes, V# preserva o grau de horizontalidade de formas (sendo que a expressao na
equacao (3.33) se anula se pelo menos r dos k campos vetoriais Y),...,Y, sdo verticais,
uma vez que L C VP e VP é involutivo) e portanto, por restrigao, mduz uma conexao
de Bott em A,*, Lt = A*Ltn A, T*P (com respeito a L'). Finalmente, usando
o isomorfismo musical (3.23) (¢ supondo w nao-degenerada), transferimos essa conexao
de Bott para L, obtendo uma conexao linear parcial V2 em L ao longo de L que, por
abuso de linguagem, serd simplesmente chamada a conezdo de Bott multilagrangiana em L
(com respeito a L'). Explicitamente, cla ¢ determinada pela formula

w(V_EY, Zl,..A,Zk)

i
= X (Y, 2., 2)) = Y w(Y, Zr,.. . [X,prp(Z)), ..., 2Z4) (3.34)

i=1

para X,Y € I'(L), Z,,...,2, € X(P),

que substitui a cquagao (3.29) no caso nao-involutivo. Finalmente, é facil verificar que
definindo a tor¢ao de VZ como na equagio (1.10) e substituindo a equacgao (3.30) pela
formula

dw (X, Y, prp(2),....pr(2,) = w(TB(X,Y), Z,,...,2,)

3.35
para X,Y € I'(L), Z,,...,2Z, € X(P) , (3:35)

a Proposigao 3.5 permanece valida. Em particular, se w é fechada, V2 tem torcao zero.
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3.2.4 Conexoes multilagrangianas

Novamente, a defini¢ao do conceito de conexao multilagrangiana é ébvia, sendo que. neste
caso, estamos lidando com conexodes totais e nao apenas parciais.

Definicao 3.6 Seja P um fibrado quase multilagrangiano sobre uma variedade base M
com forma quase multilagrangiana w ¢ distribuicao multilagrangiana L. Uma conezdao
linear V sobre P é chamada uma conexao multilagrangiana se preserva L, VP e w,
no sentido de que Vw =0, i.e.,

(3.36)

=0
para X, Xy,..., X, € X(P) .

Quando P ¢ (quase) mulli-(pré-)simplético, dizemos que V é uma conexao multi-
(pré-)simplética.

Observagao 3.3 Vale o andlogo da Observacao 3.1.

Como no caso simplético, a existéncia de conexoes multilagrangianas sem tor¢ao impoe
algunas condigoes de integrabilidade.

Proposicao 3.8 Seja P um fibrado quase multilagrangiano sobre uma variedade basc M
com forma quase multilagrangiana w e distribui¢do multilagrangiana L. Entao se eziste
uma conezao multilagrangiana V sem tor¢ao sobre P, w € fechada e L é involutiva.
Muis geralmente, o tensor de tor¢ao T de wma conezao multilagrangiana V sobre P ¢é
relacionado a derivada exterior de w pela formula

dw(‘XO""?Xk) = - Z (—1)7+J w(T(Xilxj):X07'~'1Xi!"‘1Xj)"')Xk)

0<i<j<k (3.37)
para X,..., X, € X(P) .

Finalmente, se w for nao-degenerada, a restrigao de qualquer concxao multilagrangiana V
sem tor¢do a L coincide com a conexdo de Bott multilagrangiana V5.

Observacao 3.4 Vale o andlogo da Observagao 3.2.
Demonstragao: Andaloga a da Proposigao 3.4. o

Reciprocamente, essas condigoes de integrabilidade também sao suficientes:
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Teorema 3.2 Seja P um fibrado multilagrangiano sobre uma variedade base M com
forma multilagrangiana w e distribuicao multilagrangiana involutiva L. Entdo sempre
ezistem conezoes multilagrangianas V sem tor¢ao sobre P. Mais especificamente, as co-
neroes multilagrangianas sem tor¢ao sobre P formam um espago afim cujo espaco vetorial
de diferengas. no caso de w ser nao-degenerada. pode ser identificado com o espago dos
campos tensoriais de posto k + 2 sobre P que

(a) tém simelria conforme a representagdo irredutivel do grupo de permutagdes Skia
dada pelo sequinte diagrama de Young (com k quadradinhos na primeira coluna):

[ ]

0

(b) se anulam assim que inserimos ao menos r + 1 campos vetoriais verticais ou ao
menos dois campos vetoriais ao longo de L.

Demonstragao: Anéloga a do Teorema 3.1. O



CAPITULO 4

Teoremas de Estrutura

Como ja vimos nos exemplos do capitulo anterior, o “modelo padrao” de um fibrado
polilagrangiano ¢ de um fibrado multilagrangiano ¢ um certo fibrado de formas de algum
outro fibrado. Assim, coloca-se naturalmente a questao até que grau essas classes de
exemplos sao tipicas.

Comegamos, como antes, pelo estudo da resposta a pergunta andloga no ambito da
geometria simplética, que é a seguinte: Quais variedades simpléticas sao fibrados co-
tangentes? Como a palavra “sao” significa apenas igualdade a. menos de isomorfismo —
neste caso, a menos de um difcomorfismo simplético, também chamado de simplecto-
morfismo — temos que formular a resposta em termos de nogées que sao invariantes sob
tais transformacoes, para que ela nao fique camuflada. Ha duas condigoes obviamente
necessarias: qualquer variedade simplética deste tipo deve ser exata (w = —df) e deve
admitir uma folheacao lagrangiana. Notemos que qualquer nma destas condigoes j& exclui
a grande maioria de érbitas coadjuntas de grupos de Lie, tais como a esfera S? ou, mais
geralmente, todas as 6rbitas (co)adjuntas de grupos de Lie compactos semisimples, que
também sao variedades de Kahler.

Além de admitir uma folheagao lagrangiana, uma variedade simplética P simplecto-
morfa a um fibrado cotangente T*Q também admite subvariedades complementares &
referida follicagao, que podem ser lagrangianas ou nao: as folhas correspondein aos espagos
cotangentes e as subvariedades complementares correspondem a gréaficos de 1-formas,’

9Ressalta-se que essas subvariedades complementares sio isoladas, i.e., nao as vemos como vindo em
familias que formariam uma segunda folheagdo complementar & primeira. Enfatizamos também que,
durante todo este trabalho, utilizamos a expressio “complementar” num sentido mais restrito do que
o termo “transversal”: diremos que duas subvariedades sao complementares se em cada ponto de sua
interseccao, o espago tangente a variedade ambiente for a soma direta dos espagos tangentes as duas
subvariedades; assim, uma subvariedade complementar a um folheagao corresponde a o que na literatura

costuma ser chamado de segao transversal de uma [olheagao.

43
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sendo que o grafico de uma 1-forma é uma subvariedade lagrangiana se e somente se essa
1-forma for fechada. Reciprocamente, para qualquer variedade simplética P, com forma
simplética w, que admite uma follicacgao lagrangiana F que ¢ shmples, i.c., tal que suas
folhas sao as componentes conexas dos conjuntos de nivel de uma submersao sobrejetora
de P em alguma outra variedade, e qualquer subvariedade Q de P complementar a F.!°
o teorema da vizinhanga tubular de Weinstein [30] afirma que se @ for lagrangiana, entao
existe uma vizinhanga tubular de @ em P que ¢ simplectomorfa a uma vizinhanga convexa
da se¢ao zero do fibrado cotangente T*Q de Q. Este resultado é facilmente generalizado
ao caso em que () nao é lagrangiana: basta substituir a forma simplética padrao —df de
T*@ pela forma simplética —df + 7*wg onde 7 é a projecao candnica de 7*Q sobre @
e wg ¢ a restricao de w a @; veja [8]. Uma versao global deste resultado foi dada por
Thompson [27], sob a hipdtese de que as folhas de F sejam simplesmente conexas e
geodesicamente completas: neste caso, a variedade P é um fibrado afim sobre P/F cujo
fibrado vetorial de diferengas é o fibrado cotangeute T*(P/F) de P/F, e portanto existem
subvariedades @) de P complementares a F com @ = P/F, i.e., que encontram cada
folha em exatamente um ponto.!! Ademais, quando escolhemos uma delas, obtemos
um simplectomorfismo global entre P e T*Q que leva w em —df ou, mais geralmente,
em —df) + T"wg, como antes. O problema com a abordagem de [27] ¢ que cla nao ¢é
infrinseca, pois a identificacao de P como fibrado afim sobre P/F | e até o significado da
hipétese de completude geodésica das folhas, depende da escolha de ingredientes adicionais
(uma métrica auxiliar, no caso. ou melhor, a conexao de Levi-Civita por ela induzida),
o que confere a construgao wn certo grau de artificialidade.

A seguir, apresentaremos demonstragoes mais transparentes destes teoremas, que di-
ferem das originais pelo uso sistematico de dois ingredientes naturais cuja importancia
parece ter sido subestimada no passado. Sao estes: (a) a conexao de Bott introduzida
anteriormente, sendo que é a ela que se refere a hipdtese de completude geodésica das
folhas, e (b) o conceito de campo de Euler — um campo vetorial que pode ser definido,
de forma canodnica, no espago total de qualquer fibrado vetorial e que, em wm fibrado
cotangente, tem a notavel propriedade de que sna contracao com a forma simplética w da
a forma canonica € cuja derivada exterior é a propria w (a menos de sinais, que sdo uma
questao de convencao). O nosso interesse principal nesta sistematizagao e simplificagao
¢ que ela permite a generalizagao de todos cstes teoremas ao ambito polilagrangiano e
multilagrangiano, sem esforco adicional algum.

10Note que a condigio de que Q seja complementar a F nao impede que a intersecgao de Q com alguma
folha de F possa ser vazia, nem garante que cla se reduza a win tinico ponto quando nao vazia; implica
apenas que (al inlerseccao deve ser discrela e porlanlo, no maximo, enumeravel.

UTss0 decorre ao fato de que qualquer fibrado afim sempre admite seges globais — o que pode facilmente
ser provado usando partigoes da unidade.
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4.1 Folheagoes simples por variedades afins planas

Inicialmente, suponha que P é uma variedade qualquer. Pelo teorema de Frobenius,
sabemos que uma folhcagao F de P corresponde biunivocamente a uma distribuicao
involutiva L em P, sendo que para p € P,

L, = T,%,, (4.1)

onde F, ¢ a folha que passa por p. A seguir consideraremos apenas folheacoes simples,
que sao caracterizadas e termos de sua relagao de cquivalencia F € P x P (definida
pela regra ébvia de que (p,.p,) € F se e somente se p, e p, pertencem a mesma folha)
através do seguinte

Teorema 4.1 (Critério de Godement) [26] Sejam P wma variedade diferencidvel e
R uma relagao de cquivaléneia em P. Entao as scquintces condicoes sao equivalentes.

e R é uma subvariedade fechada e merqulhada de P x P tal que pr\|gp: R — P e
pry|r : R — P sao submersdes sobrejetoras.

e O quociente P/R possui wma tnica estrutura de variedade diferencidvel tal que a
projecao canonica m de P sobre P/R é uma submersdio sobrejetora.

Uma folheagao F de P é chamada simples se a sua relacao de equivaléncia satisfaz as
condicoes do critério de Godement [25], ou scja. se as suas folhas sdo as componentes
conexas dos conjuntos de nivel de uma submersao sobrejetora 7 : P — P, de modo que
para p € P com 7(p) = p € P, vale

F, = componente conexa de 7~ !(p) contendo p . (4.2)

Em particular, as fibras de win fibrado constituem uwma folhcagao simples. Também é
6bvio que as folhas de uma. folheacao simples sao subvariedades fechadas e mergulhadas
(e nao apenas imersas). Finalmente, o critério de Godement implica que, dada uma
submersao sobrejetora 7 : P — P qualquer, podemos sempre decompor a projecao m
na composi¢ao de duas projecoes,

P — P/F — P, (4.3)

onde a primeira é uma submersao sobrejetora com fibras conexas e a segunda é um
difeomorfismo local.

Dada uma submersao sobrejetora m: P — P qualquer, temos dois tipos de campos
vetoriais especiais sobre a variedade P: os verticais e, mais geralmente, os projetaveis:
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Definigao 4.1  Sejam P e P variedades e m : P — P uma submersdo sobrejetora.
Dizemos que um campo vetorial X sobre P é vertical (em relacio a ) se para qualquer
p € P, vale T,m- X(p) = 0. ¢ que é projetdvel (em relagio a 7) se para quaisquer
pup2 € P com m(p1) = n(pa), vale Ty - X(p,) = Tp,m - X(p,)-

Se X for um campo projetavel sobre P, entao é claro que para qualquer p € P, existe
um tinico vetor X (p) € TP tal que T,m- X(p) = X(p) paratodo p € P com 7(p) = 7,
e usando cartas locais de P e P em que a submerséo 7 é representada por uma projecao,
verifica-se que X sendo suave, X também é. Assim. podemos caracterizar um campo
projetavel como um campo vetorial X sobre P que admite um “push-forward” para um
(1inico) campo vetorial X sobre P via 7, com o qual scrd entao m-relacionado,'? e um
campo vertical como um campo projetavel cujo “push-forward™ é zero. Isso implica
imediatamente que, na algebra de Lie X(P) dos campos vetoriais sobre P, os campos
projetaveis forman uma subélgebra de Lic X p(P) e os campos verticais formam um ideal
Xy (P) dentro dessa subalgebra de Lie, isto é

Y. Z projetaveis = [Y, Z] projetdvel . (4.4)
X vertical, Y projetavel = [X,Y] vertical . (4.5)

Finalmente, temos

Lema 1 Sejam P e P variedades e ©: P —s P wma submersio sobrejetora. Entdo
todo campo vetorial X sobre P ¢ “push-forward” de algum campo projetavel X sobre P
via 7.

Demonstragao: Usando cartas locais de P e P em que a submersao 7 é representada
por wma projecao. podemos afirmar que todo ponto p de P possui alguma vizinhanca
aberta U, em que podemos construir um campo vetorial X, que projeta sobre X'n(u,,)‘
Escolhendo um refinamento (U;);c; localmente finito do recobrimento (Up)pep de P e
uma partigao de unidade (x;)ie; a ele subordinada, podemos definir um campo vetorial
X sobre P pondo
X =) xiXp
il

e verificar que ele projeta sobre X. a

2Lembramos que dada wina aplicagao suave f: M — N qualquer entre variedades M e N quaisquer,

campos vetoriais X sobre M e Y sobre N sdo chamados f-relacionados se para todo ponto m de M,
vale Ty, f - X(m) = Y (f(m)). Um teorema importante, que usaremos constantemente, afirma que se X;
sobre M e Y; sobre N sao f-relacionados e X, sobre M e Y3 sobre N tambéin sdo f-relacionados, entao
os seus colchetes de Lie, [X, X2| sobre M e [Y;,Ys] sobre N, sao f-relacionados.



4.1. FOLHEACOES SIMPLES POR VARIEDADES AFINS PLANAS 47

Assim, obtemos a seguinte seqiiéncia exata de algebras de Lie:
0 — Xy(P) — Xp(P) — X(P) — 0. (4.6)
Para uso posterior, notamos ainda o seguinte coroldrio do Lema 1:

Lema 2 Sejam P e P variedades e m: P — P wma submersdo sobrejetora. Entdo
para todo vetor u € T,P tangente a P em algum ponto p de P, existe um campo projetdvel
X sobre P tal que X(p) = u.

A seguir, estudaremos variedades P com wna folhcagao simples F cujas folhas sao
variedades afins planas. Isto significa que a distribui¢ao involutiva L tangente a F. con-
forme a equacao (4.1). vem munida de uma conexao linear parcial V com curvatura e
torgao zero. Neste caso, podemos definir outros dois tipos de campos especiais sobre P
(ambos verticais) que desempenham um papel importante: os campos covariantemente
constantes e os campos de Euler.

Definicao 4.2  Seja P uma variedade munida de wma folheagdo simples F com distri-
buigao wnvolutiva tangente L (veja a cquagao (4.1)). e scja V wma conexdo linear parcial
em L ao longo de L com tor¢ao e curvatura zero. Dizemos que um campo vetorial X tan-
gente a F ¢é covariantemente constante ao longo das folhas de F, ou simplesmente,
covariantemente constante, se para qualquer campo vetorial Z tangente a F, vale

Dizemos, ainda, que um campo vetorial ¥ tangente a F ¢ um campo de Euler se para
qualquer campo vetorial Z tangente a F, vale

V8 = 2. (4.8)

A situacao padrao onde estes tipos de campos podem ser definidos de forma natural é
sobre o espago total de win fibrado vetorial: neste caso, ha win campo de Euler preferido,
a saber, aquele que se anula em cima da secao zero.

Exemplo 4.1 Seja E o espago total de um fibrado vetorial sobre uina variedade base @,
com projecao 7 : £ — @, e seja L o scu fibrado vertical V E, que pode ser identificado
com o pull-back 7*E do préprio E, de @ para E, via 7. (De fato, para e € F e ¢ = n(e) €
Q, temos L, = V.E = E,.) Munindo L da conexao parcial linear trivial V (ao longo do
préprio L) introduzida no Exemplo 1.5, vimos que os campos vetoriais covariantemente
constantes sobre E correspondem exatamente as scgoes de L constantes ao longo das
fibras de E, e cada se¢ao de E sobre @), como subvariedade de E dada pela secao zero,
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admite uma tinica extensao a uma se¢ao de L sobre E que é constante ao longo das fibras
de E. Além disso, existe um unico campo de Euler ¥ sobre F que se anula sobre @,
como subvariedade de E dada pcla se¢ao zero. Estas afinmacoes evidenciam-se quando
introduzimos coordenadas locais adaptadas (¢*.v*) de E, induzidas por coordenadas locais
¢' de Q. uma trivializacao local de E e uma base da fibra tipica de E, que proporcionam
uma base de segoes locais e, de E; a extensdo de e, a uma segao local de L corresponde
ao campo vetorial local covariantemente constante d/dv® sobre E. Expandindo campos

vetoriais verticais sobre E nesta base, temos
Z:Z“_a X = X° J = V,X = 2"

dv® ov®

ox* 0
vt Qv

de modo que X scrd covariautemente coustante se ¢ somente se as fungoes cocficiente X
independem das variaveis v*. Note que

VY = %X = (X” My 0x ) 0 _ [X.Y]

b b ) due

(V tem torcao zero) e

VeVyZ — VVyZ = (X” Ll (Y" aZ“) _ye L (x“ az">> 0

ovb ove ove /) v
Yy 0z¢ axXb 9z¢\ 0
— b _ ¢ o
(X vt ue Y ove Bv") v
= V[lelz

(V tem curvatura zero). Além disso, a solugao da equagao (4.8) que se anula quando

v=20 é

vt

As curvas integrais deste campo vetorial sao as retas radiais.

Note que a mesma construgao funciona para fibrados afins — se bem que neste caso,
perdemos a unicidade do campo de Euler, j4 que nao hd mais a nogao de segao zero.
Dec modo geral, a Definigao 4.2 implica dirctamente que a soma de um campo cova-
riantement.e constante ¢ de um campo de Euler é um campo de Euler, e reciprocamente,
a diferenca entre dois campos de Euler é um campo covariantemente constante; assim, os
campos de Buler formam um espago afim cujo espago vetorial de diferengas é o espago
dos campos covariantemente constantes. Também é claro que ambos — campos cova-
riantemente constantes assim como campos de Euler — sao unicamente determinados por
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seus valores em um tnico ponto de cada folha, e usando sistemas de coordenadas locais
adaptadas a submersao sobrejetora P — P/F nas quais os simbolos de Christoffel da
conexao V se anulam identicamente, podemos provar que ambos sempre existem pelo
menos localmente.

Completando o “menu” dos ingredientes, suponha agora que @ ¢ uma subvariedade
de P complementar as folhas de F, i.e., para todo ponto ¢ de @, vale

T,p = T,Q®TF, = T,Q&L,. (4.9)

Note que essa condicao de complementaridade nao implica necessariamente que @ deve
intersectar todas as folhas. Porém, considerando mais uma vez a submersao sobrejetora
7w : P — P/F, ela permite concluir que cada ponto de Q possui uma vizinhanca aberta
em P cuja intersec¢ao com () constitui uma secao local de 7 e, portanto, que 7(Q) é
aberto em P/F. Além disso. ela também permite concluir que a inclusao de Q em P,
seguida da projecao 7, como aplicagao

Q — P/F (4.10)

é¢ um difeomorfismo local sobre sua imagem, que é uma subvariedade aberta de P/F.
Assim, substituindo P por sua subvariedade aberta 7~ !(m(Q)) e F por sua restrigao a
essa subvariedade, podemos supor sem perda de generalidade que (@ intersecta todas as
folhas, ou seja, que a aplicacao (4.10) ¢ sobrejetora.

Posto isso, queremos mostrar como construir, a partir do fluxo geodésico radial ema-
nando de @ associado & conexao V, um difeomorfismo local canonico, denotado por expg
e devidamente chamado de exponencial, entre o fibrado vetorial LI o€ variedade P.
Mais exatamente, se para ¢ € ) e u, € Ly, a geodésica em F, com posicao inicial ¢ e
velocidade inicial u, ¢ denotada por F'(.;u,), entao a aplicacao

expg : Dom(expy) — P (4.11)
¢ definida por
Dom(expy) = U {uq € Ly | F(1;u,) existe } (4.12)
9€Q
com
expg(ug) = F(15u,) (4.13)

e assim ja podemos eliminar o simbolo F para o fluxo geodésico (que é pouco expressivo),
pois a geodésica em JF; com posigao inicial g e velocidade inicial u, é s+ expg(su,) :

d
expo(siq) w1 % expg (su,) Ly T (4.14)

D d
Ts ds expg(suy) = 0 (4.15)
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Obviamente, o dominio Dom(expg) da exponencial é uma vizinhanga tubular de @
em L[ o © pelo teorema de dependéncia de solugoes de equagdes diferenciais das condi¢oes
iniciais e de parametros, a aplicacao expg ¢ diferenciavel (i.e., suave) e induz a identidade

sobre Q. i s

Lema 3  Nas hipdteses enunciadas anteriormente. a exponencial (4.11) é um difeo-
morfismo local sobre sua imagem, que € wma subvariedade aberta de P.

Demonstragao: Como L| o ¢ P tém a mesma dimensao, basta provar que para todo
vetor u, no dominio da exponencial, a aplicagao tangente

T,

u,,

€XPq * ,-ru,,(L|Q) — TCXPQ(“U)P

¢ injetora. Quando u, for o vetor zero, isto é Gbvio, pois para todo ¢ € @, temos
decomposicoces diretas naturais dos espacos tangentes a L| 02 P em ¢ em “parte vertical”
e “parte horizontal”,

Tr/(qu) = L,oTQ , T,P = L,oTQ
e relagao as quais a aplicagao tangente
Tyexpg : T,(Llg) — T,P

¢ simplesmente a identidade. Consideramos entao o caso geral onde w, € L, ¢ um vetor
qualquer no dominio de expy e v,, € T,,q(L|Q) é um vetor tangente ao espaco total do

fibrado vetorial L] Q sobre Q. Suponha que T,, expg -v,, = 0. Entao aplicando o funtor

tangente ao diagrama comutativo

P

|

Q—P/F

onde a flecha horizontal inferior ¢ o difeomorfisino local (4.10), concluimos que v, , deve
ser vertical e, como qu(L|Q) = L,, pode ser identificado com um vetor v, € L,; mais
explicitamente, v, € qu(L|Q) é o vetor tangente

d

Vug = E (uq + tUQ) il )
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e portanto 7, expg vy, € 0 vetor tangente

d
Tuq €XPg * Vuy = 7 expg(uq + tv,) lz:o .

Isso mostra que Ty, expg - vy, € 0 valor, em s = 1, de um campo de Jacobi ao longo da
geodésica s — expy(su,), definido como a variagéo da seguinte familia a um pardmetro, ¢,
de geodésicas, cada uma com parametro afim s:

(5,t) > expg (s(uq + tvg))
Explicitamente, o valor deste campo de Jacobi no ponto expg(su,) é

d
¥ expg (s(uq 4 tvq))

t=0

mostrando que se Ty, expg vy, = 0, ele deve se anular em s = 0 e em s = 1, ou
seja, ¢ e p = expg(u,) seriam pontos conjugados ao longo da geodésica s — expg(suy),
conforme mostra a Figura 4.1.

expg

Figura 4.1: Zeros da derivada da exponencial e campos de Jacobi

Mas a condicdo de que a conexao V tenha torcéo e curvatura zero exclui a existéncia
de pontos conjugados ao longo de qualquer geodésica, pois a equagdo diferencial para
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um campo de Jacobi, escrita em componentes relativas a um referencial autoparalelo ao
longo de tal geodésica, se reduz a uma equagao do tipo d>X'/ds* = 0, cujas solucoes tém
exatamente um zero - nem mais, nem menos. O

Em particular, segue que a exponencial (4.11) providencia um difeomorfismo
expg:Up — U (4.16)

de uma vizinhanga convexa Uy de @ no fibrado vetorial LIQ sobre uma vizinhanga tubular
U de Q em P.'3 Por construcao, este difcomorfismo é afim, pois a conexao linecar parcial
V em L ao longo de L da qual partimos coincide com a conexao linear parcial V em L ao
longo de L que construimos nos Exemplos 1.5 e 4.1, identificando L com o fibrado vertical
VE e o pull-back 7*E da sua restricao E = LlQ a Q.

Na hipétese de completude geodésica, podemos provar uma afirmacao ainda mais forte:

Lema 4  Nas hipitescs enunciadas anteriormente, ¢ sc P for geodesicamente completa
em relagao a V, a exponencial (4.11) define um recobrimento

expg LIQ — P (4.17)
que para cada ponto ¢ de Q induz wm recobrimento universal
exp,: Ly, — F, (4.18)

da folha F, pela fibra L,. Em particular, se todas as folhas F, forem simplesmente cone-
zas. a exponencial estabelece um difeomorfismo afim global entre L| P P.

Demonstragao: Pela hipdtese de completude geodésica. a exponencial expg tem por
dominio o fibrado vetorial L] 0 inteiro; além disso, a hipdtese de que a conexao V tenha
torgao ¢ curvatura zero implica que, para todo ponto ¢ de @, sua restricio exp, a fibra L,
¢ uma aplicacao afim do espaco vetorial Ly, munido da conexao linear trivial, na folha Fq
munida da conexao linear V, = VI 5 (Para uma afirmagao muito mais geral, veja, por

exemplo, (23, Chapter 6, Theorem 7.1, p. 257].) Portanto, o lema é consequéncia de um
teorema geral, enunciado em maiores detalhes e provado no Apéndice B, segundo o qual
toda aplicagao afim de nma variedade afim conexa, simplesmente conexa e geodesicamente
completa M em uma variedade afim conexa M’, se for um difeomorfismo local, ja é um
recobrimento; em particular, ele é automaticamente sobrejetor (e M’ é automaticamente
geodesicamente completa). a

1BUma vizinhanga da segao zero de win fibrado vetorial é chamada convexa se a sua intersec¢ao com
cada fibra [or uma vizinhanga convexa da origem nessa fibra.
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Uma outra ferramenta da qual precisaremos a seguir diz respeito a formas diferenciais
em variedades com folheacao:

Proposicao 4.1  Seja P uma varicdade munida de uma folheacao simples F com dis-
tribuigao involutiva tangente L (veja a equagao (4.1)), cujas folhas sdo os conjuntos de
nivel de uma submersao sobrejetora @ : P — @Q (Q = P/F), e seja a uma k-forma
sobre P. Entdao « € o pull-back de wma k-forma ag fechada sobre a variedade quoci-
ente Q pela projecio m, o = T, se e somente se, para todo campo vetorial X ao longo
de F, X € I'(L), vale iya = 0 (condigao de horizontalidade) e Lya = 0 (condigdo de
constancia ao longo das folhas).

Demonstragao: Primeiro, observamos que para a ser o pull-back de uma k-forma Qg
sobre a variedade quociente @), devemos ter

a(p) (ul, e uk) = ag(r(p)) (T, - w,..., T, - ) (4.19)

para p € P, uy,...,u; € T,P '
Entao é claro que se qualquer um dos vetores uy, . .., u; pertencer a L, essa expressao se
anula; assim, para todo X € I'(L), vale iya = 0 e portanto também

Lxa = (dix +iyd)mag = iyn"(dag) = 0.

Reciprocamente, € claro que se quisermos usar a equagao (4.19) para definir Qg em termos
de o, precisamos garantir (i) que, para p € P fixo, a expressao do lado esquerdo desta
equacao nao depende dos representantes w; € T, P dos vetores T,m - u; € Tr(,)@, 0 que
¢ garantido pela condi¢ao de horizontalidade iya = 0 para X € T[(L), e (ii) que a
expressao do lado esquerdo desta equacao também nao depende do representante p € P
do ponto 7(p) € Q: isso scguc da condigao de coustancia ao longo das folhas Lya = 0
para X € I'(L), da seguinte maneira: Sejam p e p’ dois pontos de P tais que n(p) = 7 (p')
isso significa que pertencem a mesma folha F', e portanto existe uma curva < inteiramente
contida na folha F' com ¥(0) = p e ¥(1) = p’; em particular, vale §(s) € L) para
0 < s <1, e podemos ainda supor que ¥(s) > 0 para 0 < s < 1. Usando uma particao
(Sa)a=t,.,r do intervalo [0,1] (0 = s9 < 8; < ... < 8, < 5,41 = 1) e uma familia finita
(Ua)a=o....r de dominios U, de cartas de P em que 7 é representada pela projecao sobre
algum subespaco, em conjunto com alguma fungao corte de suporte compacto sobre P que
vale 1 em uma vizinhanga aberta da imagem da curva v, torna-se evidente que podemos
encontrar um campo vetorial X sobre P ao longo de F, X € I'(L), que estende %, i.e., tal
que ¥(s) = X(v(s)) para 0 < s < 1. Mas isso significa que 7 é curva integral de X e, mais
do que isso, que perto de p = ¥(0), o fluxo Fy de X ¢ definido pelo menos até s =1, de
modo que existem uma vizinhanga aberta Uy de p = ¥(0) e uma vizinhanga aberta U, de
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p' = (1) tais que o fluxo por tempo 1 estabelece um difeomorfismo Fy(1,.): Uy — U,
que preserva as folhas de F, ja que X é tangente a F, ou seja, temos 7|'|U1 = Fy(1,.) oT('on.
Agora, Lya = 0 implica Fx(1, .)*(alul) = a|U0, de modo que usando p' = F,(1,p) e
pondo u; =T,Fy(1,.)-u; (1 <i< k), obtemos Tym-uj=T,m-u; (1<i<k)e

(. uy) = opap(TFx(1) uy, . T F (1) )
- (FX(I,.)‘((rlul))p(ul,...,uk)

e [y e ) -

4.2 Variedades simpléticas com
folheacao lagrangiana simples

Nesta se¢ao, passamos a considerar o caso em que P é uma variedade simplética, com
forma simplética w, munida de uma folheagao lagrangiana simples. Dizemos que
uma folheacao F de P, com distribui¢ao involutiva tangente L (veja a equacao (4.1)).
¢ lagrangiana se para qualquer ponto p de P, L, é subespaco lagrangiano de 7,,P, em
relacao a w,. Folheacoes lagrangianas podem existir ou nao, e elas podem ser simples ou
nao: um exemplo classico de uma variedade simplética que nao admite nenhuma folheacao
lagrangiana e a esfera S? (“no-hair teorem”), enquanto que um exemplo cldssico de uma
folheacao lagrangiana que é regular mas nao simples ¢ o fluxo irracional no toro T? (em
ambos os casos, a forma simplética ¢ a forma padrao de volume). No caso de uma
folheacao lagrangiana simples, o critério de Godement nos informa que o quociente P/F
admite uma unica estrutura de variedade tal que a projecao canoénica de P sobre P/F é
uma submersao. A seguir, denotaremos P/F por @ e a proje¢ao canoénica de P sobre @
por 7. Note que @ ¢ wina varicdade quociente de P, mas nada garante “a priori” que ela
possa ser realizada como subvariedade de P; assim, a existéncia de um mergulho de Q
em P como subvariedade fechada constitui uma condigao adicional que deve ser imposta
separadamente ou entao deduzida de outras hipéteses adicionais.!* De qualquer modo, a
hipétese de que a folheagdo F seja lagrangiana providencia uma conexao linear parcial

Em geral. pode haver obstrugoes topolégicas a existéncia de um mergulho de @ em P. Tais obstrucaes
devem ser de natureza global, uma vez que o teorema da submersao (ou da fatia local) afirma que
localmente, tal mergulho sempre existe. Como exemplo de um conjunio de condigoes adicionais que
garante sua existéncia global, mencionamos as hipéteses do terceiro item do Teorema 4.2 logo abaixo,
de que as folhas sejam geodesicamente completas em relagao a conexao de Bott e simplesmente conexas,
pois essas garantem que P é um fibrado afim sobre @, e fibrados afins sempre admitem secoes globais.
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candnica em L ao longo de L com torg¢ao e curvatura zero, a saber, a conexao de Bott V2
introduzida anteriormente: isso implica que as folhas de F sao variedades afins planas e
constitui o ingrediente crucial na demonstragao do seguinte

Teorema 4.2  Seja P uma variedade simplética, com forma simplética w, munida de
uma distribuicao lagrangiana involutiva L. Suponha que a folheagao correspondente F
seja sumples, com folhas que sao os conjuntos de nivel de wma submersio sobrejetora
m: P — @, e suponha ainda que a variedade quociente Q = P/F possa ser realizada
como subvariedade fechada e mergulhada de P. Nestas condigoes, considere o isomorfismo

. I . N ) A
musical ' : L|. — L veja a equagao (1.6)), em conjunto com o isomorfismo
Q q (V4

ng =T"Q (que decorre da decomposigao direta (4.9)), e combinado com a exponencial
expg definida como na Segao 4.1. Entao vale o sequinte:

o A composi¢ao destes tsomorfismos proporciona um difeomorfismo ¢V — U de
uma vizinhanga tubular U de Q em P com wma vizinhanca conveza V da secao
zero do fibrado cotangente T*Q de Q.

e Se as folhas de F forem geodesicamente completas em relagdo a conexdo de Bott,
a composi¢ao desles isomorfismos proporciona um recobrimento de P pelo fibrado
cotangente de Q, ¢ - T*Q — P.

e Se as folhas de F forem geodesicamente completas em relagao o conexao de Bott
e simplesmente conexas, a composicao destes isomorfismos proporciona um difeo-
morfismo de P com o fibrado cotangente de Q, ¢:T*Q — P.

Ademais, ¢ preserva fibras, mapcando T;Q sobre F, (ou V N 1,Q sobre U N F, no
primeiro caso), e definindo

temos que ¢'w + df € o pull-back de uma 2-forma fechada wg sobre @ pela projegao T
de T*Q sobre Q:
Pwtdl = Twg . (4.21)

Finalmente, a classe de cohomologia [wQ] € H*Q) de wg nao depende do mergulho
empregado e asstm constitui uma invariante da folheagao F.

Observagao 4.1 A iltima afirmagao garante que ¢ ¢ “quase” um simplectomorfismo:
¢*w difere da forma simplética padrao do fibrado cotangente apenas pelo pull-back de uma
2-forma fechada na base. Se @ for subvariedade lagrangiana de P, entao wo =0 e ¢ serd
simplectomorfismo. Neste caso especial, a primeira afirmagao do teorema acima, que (no
que diz respeito a estrutura de P ao longo das folhas da folheagao F) é de natureza local,
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€ conhecida como o teorema da vizinhanga tubular simplética de Weinstein, estabelecido
em [30]. A terceira afirmacao foi provada em [27]. Aqui, além de também estabelecer
a scgunda afirnmagao, damos uma demonstragao mais dircta de todas. evitando o uso de
ingredientes adicionais e artificiais (tais como a métrica riemanniana auxiliar empregada
em [27]), o que nos permitird uma extensio direta do teorema ao caso polilagrangiano e
multilagrangiano.

Demonstragao: Tendo em vista os Lemas 3 e 4, s6 falta provar a parte final, contida
nas equacoes (4.20) e (4.21). Para simplificar a apresentacao, consideramos os casos da
primeira e da terceira afirmagao, onde é é um difeomorfismo e portanto pode ser usado
para identificar V' ocom U e T*Q com P, respectivamente. (O caso da scgunda afiracao.
onde ¢ é apenas um difeomorfismo local. pode ser tratado de maneira analoga, levando em
conta que neste caso, o campo de Euler ¥ pode deixar de ser definido globalmente sobre P,
mas ele pode ser substituido por uma familia de campos de Euler definidos localmente
sobre P, o que leva a mina familia de formulas locais do tipo das cquagoes (4.20) e (4.21)
sobre P.) Sendo assim. suprimimos a referéncia ao pull-back por ¢. O argumento serd
baseado na Proposicao 4.1, conforme a qual basta mostrar que para todo campo vetorial
vertical X, vale iy (w+df) = 0 (condigao de horizontalidade) e Ly (w+df) = 0 (condicao
de constancia ao longo das folhas). Como w ¢ fechada. a segunda destas condicoes segue
diretamente da primeira:

Ly(w+df) = (dix +ixd)(w+df) = d(ix(w+df)) =0.

Para provar a primeira, devemos mostrar que para todo campo vetorial X ao longo de F
e todo campo vetorial Y, vale (w+df)(X,Y) = 0, sendo que devido ao Lema 2, podemos
supor, sem perda de generalidade, que Y seja projetavel. Usando as definicoes da conexao
de Bott e do campo de Euler, temos

w(X,Y) = w(VES,Y) = X-w(%,Y) - w(Z,[X,Y]) .

Como X ¢ vertical ¢ Y ¢ projetdvel, [X,Y] também ¢ vertical (veja a cquagao (4.5)) ¢
como L ¢ lagrangiano, o segundo termo se anula, de modo que obtemos

wX,Y) = X-w(XY).

Usando a definicao de 6, equagao (4.20), em conjunto com o fato de que essa implica que
0 se anula sobre campos vetoriais verticais, vem
(w+df)(X,Y) = w(X,Y)+ X-0(Y) -Y-6(X) - 0([X,Y])
= X-wXY)+X-0(Y)-Y-0(X)-0(X,Y])
-X-0Y)+X-0(Y)-Y-0(X)—6(X,Y])
= 0.
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Finalmente, temos que abordar a questao da unicidade, ou melhor, do grau de falta de
unicidade, da decomposigao (4.21), gerada pelo fato de que existem diferentes campos
de Euler, correspondendo a diferentes escolhas do mergulho da variedade quociente P/F
em P. Sejam entao ¥; e X5 dois campos de Euler, e definamos 0, = —iy,w e 0, = —iy,w.
Entao para todo campo vetorial vertical X, vale

ix(0h—0) = w(X,X-%;) =0

pois L é lagrangiano, e, para todo campo vetorial projetavel Y,

Lx(6y = 62) (Y) = X ((61 — 62)(Y)) — (6; — 62)([X, Y])
= X- W(ZQ - ZI,Y) - w(Zg - El;[/\’¢Y])
= w(VR(Z: - %)),Y)

:0’

onde usamos a definicao da conexao de Bott e o fato de que £y — ¥; é covariantemente
constante. Conforme a Proposigao 4.1. segue que existe uma 1-forma g sobre @ tal que
¢, — 0, = 7', implicando

w+db, = n*w(Ql) . wtdl, = ﬂ*wg)-,

com
o (1) (2 _
0,—0, = ™0y , wy' —wy = dby .
Em particular, a classe de cohomologia de wg independe da escolha do mergulho. ]

4.3 Estrutura de fibrados polilagrangianos
e multilagrangianos

De forma analoga ao caso simplético, podemos agora formnlar o nosso teorema principal
sobre a estrutura de fibrados polilagrangianos e multilagrangianos, na medida em que estes
admitem uma folheagao lagrangiana simples canénica. O ingrediente adicional em relagao
ao caso simplético provém do fato de que a variedade P agora é o espaco total de um
fibrado sobre uma variedade base M, cuja projecao denotaremos por 7 : P — M, como
sempre, e que a distribui¢ao em questao é vertical. Grosso modo, isso implica que a subva-
riedade de P representando o espago quociente P/F, que agora denotaremos por £, deve
ser o espago total de win fibrado sobre M, cuja projegao denotaremos por g : E — M,
como nos Exemplos 3.1 e 3.2. Assim, a condi¢ao de que E seja uma subvariedade de P
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complementar as folhas de F e, ao mesmo tempo, as fibras da projecao m, nos leva a
substituir a equagao (4.9) pela condigao de que, para todo ponto e de E, vale

T.P = T.E® L, e Vo.P = V.E®L,, (4.22)

onde V. P denota o espago vertical e relagdo a projecao 7 e Vo E denota o espago vertical
em relagao a projecao mg.

No caso polilagrangiano, temos

Teorema 4.3  Seja P um fibrado polilagrangiano sobre wma variedade base M com
proje¢ao w : P — M, forma polilagrangiana & nao-degenerada e distribui¢do poli-
lagrangiana involutiva L. Suponha que a folheagao correspondente F seja simples, com
folhas que sao os conjuntos de nivel de uma submersao sobrejetora np : P — E, de modo
que 7 mduz uma submersao sobrejetora wp: E — M tal que m = mgowp, € suponha
ainda que a variedade quociente E = PJ/F (a) possa ser realizada como subvariedade
fechada e mergulhada de P e (b) seja espago total de um fibrado sobre M em relagao a 7.

L . i ) R > .
Nestas condigoes, considere o isomorfismo musical w! : )\ LlE ® 1x(T) — L|E (veja

a equagao (3.6)), em conjunto com o isomorfismo L|; ~ V*E (que decorre da decom-
posi¢ao direta (4.22)), e combinado com a ezponencial expy definida como na Se¢do 4.1.
Entao vale o sequinte:

e A composicao destes isomorfismos proporciona um difeomorfismo ¢V — U de
uma vizinhanga tubular U de E em P com uma vizinhang¢a conveza V da secao
zero do fibrado vetorial modelo N°V*E @ n3y(T) do Ezemplo 3.1.

e Se as folhas de F forem geodesicamente completas em relacdo a conexdo de Bott,
a composi¢ao destes zsomorﬁsmos proporciona um recobrimento de P pelo fibrado
vetorial modelo, ¢ : \* V* E@ny(T) — P.

e Se as folhas de F forem geodesicamente completas em relagio a conexdo de Bott
e simplesmente conezas, a composi¢do destes isomorfismos proporciona um difeo-
morfismo de P com o fibrado vetorial modelo, ¢ : N*V*E @ niy(T) —s P.

Ademais, ¢ preserva fibras, mapeando N\* %4 E®T,.E (e) sobre F, (ou VN AF V"E@T7r
sobre U N F,, no primeiro caso), e definindo

e’

e(e)

b = —ige'w, (4.23)

temos que ¢*@ + dyf € o pull-back de uma k-forma verticalmente fechada &g sobre E
pela projecdo © de NVEgn (T) sobre E:

Po+dvb = (7%)ap . (4.24)
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Finalmente, a classe de cohomologia [&p] € H*(E) de &p nao depende do mergulho
empregado e assim constitui uma invariante da folheagao F.

Demonstracao: A prova é completamente andloga & prova do Teorema 4.2 para varie-
dades simpléticas, sendo que os cdlculos para verificar a férmula (4.23) sdo executados
com um campo vetorial X ao longo de F e k& campos vetoriais projetaveis Yi,..., Y},

todos verticais em relacao a projecao sobre M. O
Passando ao caso multilagrangiano, temos

Teorema 4.4  Seja P um fibrado multilagrangiano sobre uma variedade base M, com
projecao m : P — M, forma multilagrangiana w nao-degenerada e distribuicao multi-
lagrangiana involutiva L. Suponha que a folheagao correspondente F seja simples, com
Jolhas que sao os conjuntos de nivel de wima submersao sobrejetora mp : P — E, de modo
que 7 1nduz uma submersao sobrejetora wp : E — M tal que ™ = Tgomp, € suponha
ainda que a variedade quociente E = P/F (a) possa ser realizada como subvariedade
fechada e mergulhada de P e (b) seja espago total de um fibrado sobre M em relagao a 7.
Nestas condigées, considere o isomorfismo musical ' : N\, le — L|E (veja a

~

equagao (3.23)), em conjunto com o isomorfismo le = T°E (que decorre da decom-
posi¢cao direta (4.22)), e combinado com a crponencial expg definida como na Secao 4. 1.
Entao vale o sequinte:

e A composigao destes isomorfismos proporciona wm difeomorfismo ¢ :V — U de
uma vizinhanga tubular U de E em P com wma vizinhange conveza Vo da segao

. ks 5 ¢

zero do fibrado vetorial modelo \,”, T*E do Ezemplo 3.2.

e Se as folhas de F forem geodesicamente completas em relagao a conexdo de Bott,
a composi¢ao destes isomorfismos proporciona um recobrimento de P pelo fibrado
vetorial modelo, ¢ : /\rf1 T"E — P.

e Se as folhas de F forem geodesicamente completas em relagdo a conexdo de Bott
e simplesmente conexas, a composi¢io destes isomorfismos proporciona um difeo-
morfismo de P com o fibrado vetorial modelo, ¢ : /\rf1 T"FE— P.

Ademais, ¢ preserva fibras, mapeando /\rflT;E sobre F, (ou V N /\,flTe*E sobre
U N F,, no primeiro caso), e definindo

0 = —igo'w, (4.25)

temos que ¢*w+df € o pull-back de uma k-forma fechada wy, sobre E pela projecio m,*,

de /\rflT*E sobre E':
pw+dd = (mF)wg . (4.26)

r—
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Finalmente, a classe de cohomologia [wg] € H*(E) de wp ndo depende do mergulho
empregado e assim constitui uma invariante da folheagao F.

Demonstragao: A prova ¢ praticamente identica & do Teorema 4.3, climinando-se
apenas a condigao de verticalidade dos campos vetoriais projetdveis em relacao a projecao
sobre M. O



APENDICE A

Formulas auxiliares

Nesta tese usamos repetidamente os seguintes dois fatos elementares.

Lema 5 Sejam M uma variedade e L uma distribuicao sobre M. Entao se existe uma
conezxao linear sem tor¢ao V sobre M preservando L, L é involutiva.

Demonstragao: O resultado segue diretamente da definicao do tensor de torcao de V,
T(X,Y) = VY — V, X — [X,Y]

pois esta implica que se V é sem torgao e preserva L, entao quando dois campos vetoriais
X e Y sao ao longo de L, segue que seu colchete de Lie [X, Y] é outro campo vetorial ao
longo de L. O

Lema 6 Sejam M uma variedade e V wma conexdo linear sobre M com tensor de
tor¢ao T'. Entao para qualquer forma diferencial « de grau v e v+ 1 campos vetoriais
Xos -, X, sobre M, temos

D1 (Vo) (Xg o X, X)
= (A1)
= da(Xg, ., X,) + Y (- o(T(X;, X)), Xg, -, Xy

0<i<jsr

De modo semelhante, seja P um fibrado sobre uma variedade M, com fibrado vertical VP,
e seja V uma conezao linear parcial em VP ao longo de VP com tensor de tor¢do T.
Entao para qualquer forma diferencial vertical o de graur e 741 campos vetoriais verticais

61
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Xy,..., X, sobre P, temos

Z(_l) (VX,-(X)(/YO 1Xl’ :Xr)
i0 (A.2)
= dya(Xo,- . X,) + ) () o(T(X, X)), Xy oo Kio o, Xy X))
o<i<jgr

Demonstragao: Ambos os resultados seguem do seguinte célculo elementar:

i=0
I i—1
- (1) a(Xg - Ve, X Xpy o X,)
i=0 j=0
(1) (X Xy, Vi X X))
i=0 j=i+1
= ( l)iXi ”(X()a ':Xi.v 1X1)
=0
_I_ (_1)1"‘] ()(VX'.XJ“V‘\’].X,:,Xﬂ,---;Xi,--¢,XAj,.--,Xr)
0<i<j<r
= da(Xy,...,X,) ou dya(X,,...,X,)
+ Y (FDM (Ve X, - Vi X, — (X0 X)), Xg o K Xy X)

0<i<ji<r



APENDICE B

Variedades e aplicacoes afins

Recordamos alguns conceitos ¢ fatos sobre variedades afins ¢ aplicacoes afins entre clas,
seguindo [23].

Definicao B.1  Uma variedade afim é uma variedade diferencidvel munida de uma
conezao linear V. Uma aplicag¢ao diferenciavel f: M — M' entre variedades afins é
chamada uma aplicagcao afim se sua aplicagao tangente Tf : TM — TM' preserva o
transporte paralelo, i.e., para qualquer curva v em M com curva imagem 7' = foy em
M', o diagrama

ToM ——L Ty M
uy (z,y)l luz’(f(r),f(y»

Tyl‘/l Ty; Tf(y)l"fl
(onde = = ~(0), y = (1), digamos, e portanto f(z) =+'(0), f(y) = +'(1)) comuta.

Obviamente, uma aplica¢ao afim mapea geodésicas em geodésicas e portanto comuta com
a aplicacao exponencial, no sentido de que

f(exp,(u) = eXP f(y) (Tof - u) para © € M, u € Dom(exp,) C T, M

(veja [23, Chapter 6, Proposition 1.1, p. 225]).

Uma propriedade importante de variedades riemannianas que se estende a variedades
afins é a existéncia de bolas geodésicas convexas em torno de cada ponto. Primeiro,
dizemos que uma vizinhanga aberta U, de um ponto z em uma variedade afim M é uma
vizinhanga normal de z se existe uma vizinhanga aberta U? da origem em 7, M contida
no dominio Dom(exp,) da exponencial exp, tal que esta estabelece um difeomorfismo

63



64 APENDICE B. VARIEDADES E APLICAGOES AFINS

exp, : U? — U,. Segundo, definimos uma bola geodésica em torno de um ponto z
de M como sendo uma vizinhanga normal B, de x obtida como imagem inversa de uma
bola aberta em T,M em torno da origem, de raio p, digamos, com p suficientemnente
pequeno, em relagao a algum produto escalar em T, M. que pode ser escolhido de forma
arbitrria. Prova-se [23, Chapter 3, Theorem 8.7, p. 149] que bolas geodésicas B, de raio
p suficientemente pequeno tem duas propriedades adicionais de grande utilidade: (a) B,
¢ geodesicamente convexa (i.c., quaisquer dois pontos de B, podem ser conectados por
uma geodésica inteiramente contida em B, ) e (b) B, é umna vizinhanca normal nao apenas
de z mas de qualquer um dos seus pontos. A seguir. qualquer tal bola serd chamada de
bola geodésica convexa.

Teorema B.1  Sejam A e M' variedades afins conexas e f uma aplicacdo afim de M
em M'. Suponha que M ¢ simplesmente conera e geodesicamente completa ¢ que f é wm
difeomorfismo local. Entao f ¢ um recobrimento (em particular, é sobrejetora). realizando
M como recobrimento universal de M', e M’ é geodesicamente completa.

Observagao B.1 A “versao riemanniana” deste teorema (onde se supoe que M e M’
sao variedades riemannianas e que f é uma isometria) é bem conhecida em geometria
riemanniana e pode ser encontrada em muitos livros texto. mas as demonstracoes dadas
costumam fazer uso do teorema de Hopf-Rinow e portanto nao se cstendem a presente
situagao, na qual nao dispomos de métricas (no sentido topolégico). Uma abordagem
alternativa encontra-se em [22, Chapter 10, Theorem 18, p. 167], e a demonstracao apre-
sentada a seguir é uma adaptagao desta ao caso afim.

Demonstragao: Comegamos por mostrar que f é sobrejetora. Considerando que M’ é
conexa e f ¢ um difcomorfismo local, de modo que sua imagem f(M) é necessariamente
uma subvariedade aberta de M’, basta mostra que ela também é fechada. Seja entdo
x’ € M' um ponto no fecho de f(M) e seja B’ uma bola geodésica convexa em M’ em
torno de z’. Entao existem um ponto 3" € B'N f(M) e um vetor tangente u’ € Ty M’
tal que exp,(u') = ' (tal vetor u' existe devido & condigao de que B’ seja vizinhanca
normal de y'). Escolha y € M tal que f(y) = ¥ e, usando que f é difeomorfismo
local, u € TyM tal que T,f-u = u'. Defina z = exp,(u). Entao vale f(z) = '
O argumento mostra também que M’ é geodesicamente completa. Finahnente, para
mostrar que f é recobrimento, note que a imagem inversa f~'(z’) de um ponto z’ € M’
sob o difeomorfismo local f é um subconjunto discreto de M e que sempre podemos
escolher um produto escalar em T,.M’ e, para todo x € f~!(z’), um produto escalar em
T:M tal que To.f : T,M — T M' ¢ isométrica: cntao a imagem inversa, sob f, de
uma bola geodésica convexa em torno de z’, de raio suficientemente pequeno, serd a uniao
disjunta, parametrizada por = € f~!(z'), das bolas geodésicas convexas em torno de z,
do mesmo raio. a
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