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Resumo

Est.a tese a.l)oi-da dois tópicos. O primeiro deles compiccndc uma série de resultados sobre
a geometria de variedades simplét.ices munidas de unia folheação lagrangiana: a cons
trução da conexão de Bote, a classificação das c:onexões sem torção conapatíveis com as
estiutuias dadas (a sat)er: a. íoiiila simplética e a íollieação lagiaiigiana) e, poi último:
uma versão mais geral do t.eol-cHIa da vizinhança tubular de \Veinstein para variedades
simpléticas munidas de unia folheação lagrangiana (simples). Na sua versão local, este
teorema afirnaa que a estrutura de uma. t.al variedade em torno de uma subvariedade

laglaiigiana conipleincntai à follieação é a nicsiiia dc uni filiado cotangente en] torno da
seção zelo. No entanto, a afirmação pode sn generalizada para subvariedades comple-
mentares à folheação que leão são lagrangianas, e o teorema também admite uma versão
global, mediante hipóteses a.dicionais sobre a. natureza topológica e geométrica das folhas
Na sua maioria, estes resultados não são novos, mas aqui eles são formulados e demons-
trados de uma maneira mais natural e transparente do que na literatura existente. Isso
abre o caminho para estender todos eles do contexto da geometria simplética para o da
geometria multissimplética e polissimplética, o que constitui o tema do segundo tópico.
Espera-sc quc tal extensão terá importantes aplicações, tendo em vista que a geometria
multissimplética e po]issimp]ética é o âmbito natuia] para a abotdagenl hamiltoniana
covariante à teoria clássica de campos da mesma forma que a geometria simplética
proporciona uma bme inatcmática para a toimulação hamiltoniana da inccânica clássica.

Palavras-chave: Geometria diferencial, Geometria simplétíca: Folheações lagiangianas,
Conexão de Bote, Geometria multissimplétic, Geometria polissimplética
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Abstract

Tais thesis deals with t.wo topics. The fiist. of t.hem is a sebes of I'esult.s on the geometry
of symplectic ma.nifolds carrying a lagrangian foliation: the construction of the Bott con-
nection, the classificar,ion ol torsion-free connections compatible with the given structures
(nai[tc]y, t.hc symp]ect.ic foim a]](] the ]agrangian foliation) and, flilally: a more general
version of Weinstein's tubular neighborhood theorenl for synaplectic n)anifolds cairying a
(simple) lagrangian íoliation. In its local version, this theorem states that the structure
of such a manifold in a neighborhood of a lagrangian subn)anifold conlplementary to the
foliation is the game as that of a cotangent bundle in a neighborhood of the zero sectiol)
Hoxx,ever, the statement can be generalized to submanifolds conlplementary to the foli-
ation that are not lagrangian, and the theorem algo admits a global version, depending
on additional hypotheses on the topological and geometrical nature of the leaves. À/post

of these results are not new, but here they are fornlulated and proved in a more natural
and transparent way than that found in the existing literature. This opens the way to
extend all of them from the context of symplectic geometry to that of multisymplectic
and polysymplectic geometry, which is the subject of the second topic. Such an extension
is expected to have important applications, in view of the face that nlultisymplectic and
polysymplectic geonletry is the natural arena for the covariant hanliltonian approach to
classical field theory just as symplectic geometry provides a mathematical bases for the
hamiltonian formulation of classical mechanics.

Keywords: Differential geoinetry, Syillplectic geotnetiy; Lagrangian foliations, Bota con
nection, Multisymplectic geometry, Polysynlplectic Geonletry.
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Introdução

Nos últimos anos tem-se desenvolvido um novo ramo da geometria diferencial chamado de
geomet.ria multissim])lética e/ou polissimplética; da qual se espera que seja tão adequada
para a fornltilação hamiltoniana covariant.c da teoria dos campos quanto a geonaetria
simplét.i('a é para a mecânica clássica. Unl dos progressos mais signific:ativos foi encon-
trar unia nova deíiniçã.o da noção de uma estrutura. multissimplética e/ou polissimplética
q\te, ao contrário das anteriores, abrange a situaçã.o encontrada nas aplicações à física
e ainda admite uma extensão natural chamada de estrutura multilagrangiana e/ou poli
lagrangiana: respect.ivalrlente. Enl todos estes casos, é possível provar um teorema de
Darboux j121

Unl dos elementos essenciais na geometria diferencial é o conceito de conexão. Na naeo-
rnetiia siniplética., ao contrário da geometria iiemanniana ou mesliio pseudo-rienlanniana,
t.amos cxist.ência. mas não temos unicidade de ('onexões compatíveis com a cst.rut.ura

geométrica subjacente e sem torção. Daí surge a questão qual delas seria "a melhor"
no sentido físico, por exemplo, no contexto de quantização por deformação

Quantização no sentido tradicional é uma correspondência entre funções sobre um
espaço de face e opeiadoies eln algum espaço de Hilbeit, ern termos de um parâmetro
(usualmente a constante de Planck ã)- Na quantização por deformação, propõe-se l21
substituir operadores eln espaços de Hilbert poi funções no espaço de fase, mais exata-
mente, por séries formais de potências ilo parâmetro ã cujos coeficientes são funções no
espaço dc ft\se, c transferir o produto (não cotnutat.ivo) dc operadores para um produto
entre tais séries, chamado o produto está'ela. O termo de grau zero deste produto se reduz
ao produto usual (coinutativo) de funções, enquanto que o termo de grau um do conauta-
dor correspondente proporciona o colchete de Poisson de funções. Porém, para também
fixar todos os termos de grau superior, precisa-se de informação adicional, e fazer isso de
tal modo que o produto estrela sela associativo corresponde a resolver o famoso problema

lx



X IWTKODUÇÃO

da "ordenação dos falares" ]lo processo de quantização. A existência de uma soluç;ão - ou
seja, a existência de produtos estrela - foi demonstrada em lmla série de trabalhos. sob
llipótcscs cadtt vcz iliais gerais, usando métodos (co)liomológicos: primeiro pai-a vibrados
cotangentes ISI, variedades simpléticas exatas l61 e variedades simpléticas l71 por De \Vime
& Lecomte e posteriormente para variedades de Poisson por Kontsevich 1241. Paralela-
mente, Fedosov desenvolveu, uo â.mbito da geometria simplética: uma construção explicita
de uni produto estiola cs])ccífico tl paitii- dc umtl coiicxão siniplétici\ scm torção li il . Est.c
resultado fundamental mostra que, do ponto de vista de quantização pot deformação: a
ambiguidade no processo de quantização envolve a escollla de uma conexão simplética sem
t.orça.o (i.e.: un] transporte para.leio iio espaço de fase preservando a. forma simplética e sem
t.orção). Assim; a qucst.ão dc constituir conexões simplóticas scn] t.orção, possivclincntc
cona propriedades adicionais adequadas, adquire um importante significado físico.

Na. litciatuia, cxistciii difctcntcs iiiét.odes pí\iit provar cxistêiicia de conexões

simplóticms scm t.orção. Pata rcduzii o gralt dc falta dc unicidade, algumas abordagens

exigem a preservação de certas estrutui-as adicionais, tais como, por exemplo, distribuições
lagrangianas. Entre vários outros, podemos dest.acar os seguintes três naétodos de cons-
t.ruir coiicxõcs silnplétic:m

e

e

Dada uma conexão linear sem torça.o, esta. é modificada. pela. adição de iml tensos
apropriado para dai alma conexão sim])léu(a scn] t.opção: ulila prova detalhada pode
sei encontrada, poi exemplo, em l3j, Seção 2.1

Dada\.s duas distribuições lagialigianas tiansvcrsais (não ncccssarianlente involuti-
vas), existe uma única conexão simplética que Diesel-va as dum, chamada a conezâo
báiagrangáana e explicitamente construída em l20, 21l: ela tem torção zero se (e
somente se) as duas distribuições são involutivas

Aplicando o teorema de Darboux e um argumento de partição da unidade, é possível
construir conexões simplét.ices sem t.orção que preservam unia distribuição logra.n-
giana involutiva dada

e

Como a noção de distribuição lago'angiana, adequadamente generalizada, tens um pa-
pel central talnbéin nat gconictiia polissiiiiplética c niultissiinplética, somos naturalmente
levados à seguinte pergunta preliminar: Qua! é a relação entre corzezões compaíz'Dais e
disthbuições !agrangianas na geometr'ia simplética?

O ob.jetivo inicial deste trabalho é analizai' essa relação, que tambéi]] est.udaiemos no
âmbito da geometria de variedades pseudo..riemannianas com censor métrico de assina-
tura zero, para fins de comparação. Como veremos, no caso simplético: a questão admite
unia icsposta completa e de fácil interpretação geontétrica (Teorcnla 2.2). Além disso,
nossa abordagem permite uma extensão natural ao contexto de fibiados polilagiangianos



InTRoDUÇÃo XI

e nlultilagrangianos, o que nos permite obter, como primeiro resultado principal deste
trabalho, unia caracterização completa de conexões polilagrangianas e nlultilagrangianas
sclil torção (Teoremas 3.1 c 3.2). Em todos os ct\,sos, o coliccito da cone=rão de soft ctmlpre
lim papel decisivo, .já que implica que as folhas das distribuições lagrangianas involutivas
pertinentes são variedades afins planas. Este fato, por sua vez, nos permite reproduzir
urn conhecido teorema da geometria simplética l27: 301 afirmando que, essencialmente,
vaiicdadcs siiilplét.ices com folhcação laUangiantt são filiados cotangentes (Teorema 4.2),
porém cona unia demonstração ]lova que, além de ser illais transparente, permite, como
segundo resultado principal deste trabalho, sua generalização imediata ao contexto de
vibrados polilagrangianos e nlultilagrangianos, afirmando que, essencialmente, estes vibra-
dos são vibrados dc formas (Tcorcnlas 4.3 c 4-4)



CAPÍTULO I

Distribuições Lagrangianas e
Clonexão de Bota

Neste capítulo apresentamos o conceito da conexão de Bota. associada a uma. distribuiçã.o
lagrangiana, involutiva ou não, tanto no âmbito da geometria pseuda-rienlanniana (com
t.ensor inótrico dc assinar.uia zero) conho ]io da gcolnctria siinplética. No primeiro caso,
obtemos um resultado sobre quando a conexão de Bott pode ser obtida por restrição
da conexão de Levi-Civita, enquanto que no segundo caso, chegamos a um resultado
conhecido sol)ic qutuido t\ coilcxão dc Bote t.cm Calção zelo

1.1 Distribuições e folheações lagrangianas

Nesta seção introduzimos rapidamente alguns conceitos básicos de álgebia linear que
precisamos para o desenvolvimento da tese.

Definição 1.1 Sejam y zlrrl empa.ço ueÍortal real de dir/ierlsão ./irziéa e y* seu dual. Z)ado
?l.m s71óespaço L de y, o seu aníquiZador é o s?zóespa.ço LI de y* que c07}sásÉe de bodas

IS formas !ãneares sobre V que se anl !am sobre L, isto é,

j.,J. { u* C V* l <u*,u> = 0 para lodo u c L}

Suponha agora que r ó munido de uma forma bilineai simétrica. não-degenerada g de
assinatura zero ou de unia folha bilinear antissiinétrica não-degenerada w (o que implica,
em ambos os casos, que a dimensão de b'' deve ser par, digamos, dim y = 2n), e considere
o ''isomorfismo musical" jl, p. 1661

gb : }'' --.> y* ou ub . l,,, .....> 1,,'* (1.1)

l



2 CAPÍTULO l DíSTRIBLílÇOES LAGRANGIANAS E CONEXÃO DE BOTT

induzido por g ou co, com inverso

gl : }''* -+ }'' 0LI C01 : br* --.} l/' (1.2)

Então dado un] subespaço L de V, dizemos que

. L é isoti'ópico se g'(L) c Lx ou u'(J,) C l,i

. L é coisotiópico se g'(L) ) L-L ou «,'(L) ) L"

e 1, é lagiangiano se é isotrópico e coisotrópico, i.e., se .g'(L) L' o« «,'(L) Z,x

Observe também que, no caso simétrico, subespaços lagrangianos existem se e somente se
.g tiver assinatura zero.

A iiicsma Lciininologia é usada (lutuido substituímos cspttços vctoriais poi fil)ittdos
vct.OI'iais c apli('ações lineares pot homomoifismos estria.os dc filiados vetoriais (sobre
uma variedade base fixa)

Sejam agora .A4 uma variedade de dimensão 2rz. munida de unia mét.rica. pseudo-
riemanniana g de assinatura zero ou de uma. forma quase-simplética w (i.e., unia. 2-
fornla não-degenerada mas não necessariamente fechada)i e /, linfa distribuição involtttiva
sobre À/ que é lagrangiana com despeito a g ou a w. Então os "isonloifislnos musicais"
(1.1) e (1.2) tornam-se isomorfisinos estritos de vibrados vetoriais sobre À/

g9 '. TFvl a T* NI com inverso g$ '. T' h/l -+ TÀ.l l1.3)

«,':TA/ -+ T*A/ cominverso wl:T*&/ -+ TÀ/ (1.4)

Observe que se L é lagrangiana, dim L = n, os isomorfismos musicais anteriores indiiz.em.
por restrição, isomoifismos musicais

otl

gb -. L -+ Lx coll] inverso gl : P -----+ L (1.5)

ou

us\l -+ Lt conlinverso wH : l,a --a L (1.6)

Nesta situação, adota-se a seguinte terminologia:

tDe modo geral, usa-se o prefixo "quase" pata indicar que a coima diferencial sob consideração pode
não ser fechada.



1.1 DISTRIBUI(,:OES E TOLHE.4(,'OES LAGRANGIANAS 3

e Uma distribuição L sobre À/, i.e., un] subfibrado vetoria] L de 7'Ã4', é dita
isotrópica/coisotrópica/[agrangiana se pala todo z c ]t/, ],, é um subespaço
isotiópico/coisotrópico/lagiangiaiio dc 17:, J14 .

e Uma subvariedade Ar de Ã/ é isotrópica/coisotrópica/lagrangiana se para todo
r C Ar, fIAr é uni subespa-ço isotrópico/coisotiópico/lagrangiano de T= A4

e Uma folheação /' de Àf é isotrópica/coisotrópica/lagrangiana se cada folha de
.F é uma subvai'iedade isotrópica/coisotrópica/logra.ngiana de M-

A seguir, darentos alguns exemplos de folheações e subia.riedades lagrangianas de un]
vibrado cot.angentc. Sc X é Inda vaticdadc de dimensão finita qualqliei, scxi fibi'ado ('otan-
gente 7'*X vem munido de uma l-forma 0,r C ç2'(7"X), chamada a l-/arma canónica.
que pode ser caracterizada pela seguinte propriedade: para qualquer l-forma cl sobre X.
vale

a'(a*) - .

(o que faz sentido pois a é unia seção a-
simplética nat.oral sobre T*X.

X --> 7"X). A 2-foinla co..f da.K é a.fora)a

Exemplo 1.1 As fibras da projeção T'X --} X, ou seja, os espaços cotaligeittes T=+X
z C X, são as folhas dc unia folhcação lagiangiana dc T'X

Exemplo 1 2 A imagem da l-forma trivial (que é a seção 0 : X -+ 7'*X) é uilla
subvariedade lagrangiana de T* X

Este segulldo exemplo admite duas generalizações, em dilações diferentes

Exemplo 1.3 A imagem de uma l-forma a sobre X (que é uJlla seção a : X --} T'X)
é uma subvariedade logra.ngiana de 7"X se e somente se cr for fechada, dcl = 0

Exemplo 1.4 Sda S uma subvariedade de X. Ente.o o vibrado conormal N*S de S, que
é exatament.e o aniqttilador de TS em T*Xjs, é \nela s\tbvariedade lagiangiana de T*X.

O último exemplo também tem uma intersecção com o primeiro, pois se a subvariedade S

for i-eduzida a uni único ponto z de X, scu fil)lado conoiinal nada dais é do quc o espaço
cotangente Tz+X em z (a condição de aniquilação se torna vazia)



4 CAPÍTULO I DISTRIL3UIÇTOES LAGRANGI.\N.AS E CONEX.ãO DE BOTT

1.2 Clonexões parciais

Nesta senão apresentamos a bem conhecida definição dc conexão linear parcial e intro.
duzimos sua curvatura e sua toiç:ão

Definição 1.2 Sejam -A/ uma uahedade, r um ./obrado uetohal sobre À/ e 1, uma
dsÍhóuÍçâo sobre M. Uma conexão linear parcial em r ao longo de L é Hirta
aplzcaç(io R-b linear

V r(L) x I'(\'') -+ I'(y)
(X, s) -H V.*s

qttc é 3(À.I'j-linear em X e satis.faz a regra de Leibniz

Vx(fs) - JV*s -t (X- j)s

P«« X C I'(Z.) , / C 8(Ã4) , s C F(L'')

De fato, quando L = Tiv obt.enlos a definição ttsital dc conexão lillcar "tot,al" onde o
espaço I'(L) de campos vetoriais sobre i14 cao longo de L é substituído pela álgebra de Lie
lt(J\4) de todos os campos vetoriais sobre A/

Notemos que, se L é involutiva, a definição usual de curvatura, e, no caso especial
quando y = 1,, dc t.opção se esf.onde quase qiie liteialmentc a conexões lincates parciais

Definição 1.3 Sejam ]W uma uahedade, }' ?f.n], ./ibrrzdo ?,clon.a.Z .sopre &4, End(r) o
obrado ttetoriQI sobre À/f das trens/07"mações lineares em V, L uma dislübttição {nuotutiua
sobre ik/ e V uín.a corzezão Z cear parda! em V ao !on.go de L. .4 curvatura de V é a
;eçào F do $1)Tudo uetoT'iül fXa L' ® Enc\ÇV) sobre l\4 dejilLidü pol

F'(X,}')' - VxVT' VTVx' \7lx.''l'
para X, }'' c I'(L) , s C I'(b')

Dizemos que 'q é plctnü se F 0

Definição 1.4 gelam .ü4 uma uahedade, L uma d sthü ção nuolu iua sopre A/ eV
nnü c07telão livtear parcial em L ao longo de L. A torção de ''V é a seção T do obrado
uetor'iat NZ L' ® L sobre M de$nida por

r(x, }'') - vxy - v*x lx, }'l
p«« X, }'' c I'(L)
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Estas definições podem ser generalizadas ao caso não involutivo mediante a escolha de
uma distribuição L' sobre ik/ complementar a L: isto é,

LOy - Thl (1.7)

Então denotando por prt a projeção sobre L ao longo de L' e por prt a piojeção sobre L'
ao longo de L: definimos primeiro a curvatura de L, que mede o quanto L deixa de ser
involutiva, como a 2-forma R sobre i44 a valores em L' definida por

R(X, }'') = pr.,IX, }'l para X, y c I'(L) (1.8)

Então telllos

F(X,y)(s) - VxVrs VTVxs V...lx.}'ls

e no caso especial quando y = L

p"a X: y C I'(L) , s c I'(t') (1.9)

r(x, }''') Vxy V*,X prz,IX, rl para X, y € 1'(Z,) (l.lO)

E fá.ci] verificam (]ue todas as expressões a.nt.eiioies sã.o ]Í(.A]')-lineares en] X e y , enquanto
que

F'(X, y)(./'s) /'(X, }''')(')+(R(X, y) ./) .

pa:a X, }'' C I'(L) , / € 1Í(Ad) , . c I'(V')
Isto significa. que, no caso não involutivo; a. curvatura. de V deixa de ser uin censor,

tornando-se ]m] operador diferencial de prin]eira ordem en] y cujo símbolo é t\ curvtttuitt
de L (vezes a identidade sobre y): mais piccisamcnt,c, a equação (1.11) diz qitc pala
quaisquer dois campos vetoríais X e y sobre a4 ao longo de L, F(X: y) é um operador
diferencial de primeira ordem em r cujo símbolo é R(X, y) (vezes a identidade sobre L'')

Not.emos, de passagem, que as operações usuais sobre conexões lineares, tais como
o dual, a soma direta, o produto sensorial e as suas diversas combinações (veja, poi
exemplo, jlS, Seca. 7.12, pp. 320-323j) se estendem naturalmente a conexões lineares
parciais, desde que todas estejam definidas ao longo da mesma distribuição L.

Obviamente, conexões lineares parciais podem ser obtidas de uma conexão linear total

por restrição, restringindo a definição da derivada covariante de uma seção ao longo de
campos vetoriais gerais sobre A/ a campos vetoriais sobre A4 ao longo de unl subíibiado
vetorial Z, de TA/. Reciprocamente, podemos-nos perguntar se uma conexão linear parcial
dada admite uma extensão a uma total e como classificar todas as extensões possíveis.

Um exemplo de unia conexão linear parcial que não é obviamente a restrição de uma
conexão linear total é a conexão de Bote associada a uma distribuição involutiva L sobre
unia variedade À/: quc nós passamos a discutir nas próximas duas seções. Outro exemplo
é o seguinte

(1.1 1)
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Exemplo 1.5 Seja P um vibrado sobre unia variedade base a4 de dimensão n, com
projeção a- : P --+ i\4, e seja T um vibrado vetorial auxiliam de posto Ê sobre a mesma
variedade base .A4. Denote por Tn- : TP H 7'&/ a aplicação tangente à projcção: poi
rP = ker(7'x) o fibrado vet'tical e por r'T o pull-back de 7' a P (via n-). Então a derivada
exterior para. formas diferenciais em variedades a valores vetoriais, restrita a 0-formas e
aplicada às fibras JDh de P (m C A/), constitui uma conexão linear parcial plana em wr'T
ao longo de yP, chamada de conexão parcial linear trivial em 7r*T. No caso em que
o piópiio fibiado P já é ull] vibrado vetoiial sobre Ã4: podemos escolher 7' = P e usar o
isomorhsmo canónico z*P = yP para concluir que a conexão parcial linear trivial assim
obtida, além de ser plana, também tem t.opção zero.

Note (luc l)tua essa c:oiistiução fuiicioiiai, é cssciicit\] quc o vibrado vetoiial sobre P eni

questão (o z*T) possa sei obtido por pttll-pack de um fiel'ado vetoiial sobre i\'/ (o f'), pois
só assim se garante que a restrição de qualquer seção dele a qualquer fibra J3m cle P seja
simplesmente lulla função sobre .f',. a. valores em lun espaço vetorial fixo (o T,.), para a
qual o operador d coliium é hein dchllido c c:oiistitui unia clctivêtdtnia.s cliicçõcs vciticais

Tambéila é claro que, neste exemplo, podemos substituir o vibrado vertical yP por qual-
quer subhl)lado vct.oiittl ilivolutivo L de VP

1.3 A conexão de Bota caso involutivo

Ncsttt acção apicscnta.lhos êl definição da. conexão dc Bott, piiniciio ptua. dist.libuiçõcs
involutivas gerais (veja j311 , poi exemplo) e depois para distribuições involutivas lagran-
gianas na. geometria pseudo-rienianniana e na geometria sinaplética. O caso não involutivo
será investigado na próxima seção

Definição 1.5 Sejam A/ ?lma uahedade, L uma dásíhózt ção {nuoZuízua sobre À/ e Lt
o ser aníq7& labor. Á conezâo de Bota erra Lt é a corzca;ào Zi7 ear pa7cáa/ e rl La ao
longo de L de$nidü por

V.fn, a para XCI'(L),«cl'(Lx),
onde l.x denota a dehuctdü de Lie (de l-Jor'mas) ao longo de X, oz mais e=plicitümente,

(V#a)(Z) a(Z) .(IX, ZI)
P«« X C I'(L), a € 1'(L'), Z € 1(A/)

(1.12)

(1.13)

Para provar que a conexão de Bote em LX é realmente uma conexão linear parcial ao
longo de L, suponhamos que X é um campo vetoiial sobre À/ ao longo de L e notemos
que
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a) para qualquer seção a de Lt e qualquer campo vetorial Z sobre Àcf ao longo de L:
a. expressão na equação (1.13) é zero porque 1, é involtttiva, o que significa que a
derivada de Lie ao longo de X inépcia scçõcs a de Lt cm scçõcs Lxa de Lil

b) para qualquer fui[çã.o ./' sobre ]i/, qualquer seção a de l.,t e qualquer campo vetorial
Z sobre iü4 (não necessariamente ao longo de L), ter)los

IL.r,.a)(.Z) . a(Z) a(l/X, ZI)

/(x -«,(z))/«(lx:zl)+(z ./')«(x)
/(L*a)(Z) + (Z . /) a(X)

onde o últ.lítio tctnlo é zelo poiquc a(X) ie significa que Vna ó if(]ü./)
linear en] X

Pela definição do (olc'hete do Lie de campos vetoriais, a conexão de Bote é plana, isto é:
a. cuivat.ura é zero: dado que ILx, L},l = L].x.r]

No caso de uma variedade pseudo-riemaniana (com tensor naétrico de assinatura zero)
oil dc ulntl valicdadc quase-simplética, c supor)do quc il distribuição L sda lagrangiana:
podemos usam os isomot-sismos musicais (1.5)-(1.6) e t.i'ansfeiii a conexão de Bott de Lt
para L, obtendo uilla conexão linear parcial en] L ao longo de L que, por abuso de
linguagem, será. simplesmente cha.made a conexão de f?olt em. L:

Definição 1.6 Safo.m A/ tl. ila uarícda c / ztrz.Ida (/c r17ri.a. r/&ól7tca pscttdo-r'ícrriartn.ia.na
3 de assinatura zero otl de unia fot'ma quase-simplética u (i.e., tlm.a 2-forma não-
degenerada) e L uma disthbuição [agrangiana inuolutiua sobre iN]. A conexão de Bota
evít L é Q conexão !tnear parcial Vn em. L ao longo de L de$nida por

g(v.fl'',z) - x .p(r, z) g(}'', lx,zl) p«a X, }'' C I'(L) , Z c l(A4) li.i4)

no caso pseudo-hemanniano, e similaTmenle pela fómtlLla

«,(Vxnl'',Z) - X w(y,Z) «,(V,IX,ZI) para X,yCI'(L), Zcl(h/) (1.15)

no ca.se qltase-silxptético

Esta. coiicxão dc Bote tcm urna intcipictação b?\sttuitc intuitivtt: é iia.da mais do quc uintl
família canónica de conexões lineares ordinárias nas folhas da folhear:ão gerada poi Z,.
Além disso, como a conexão de Bott em Lx é plana, a conexão de Bott ein L também é.
Mas podemos, para essa última: perguntai ainda. qual é a. sua torção. Se ela for zero
podemos concluir que as folhas da folheação geradtt por L são N,ariedades afins planas.
Referente a esta questão, temos as seguintes respostas bem simples:
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Teorema 1.1 Sejam i44 zzma uahedade rrzunáda de u.ma méíhca pseüdo-memannzana
g de assinatura zero e L tinta distribttiçào lagrangiana inuolutiun sobre h{. Então a
con.zão d. l,e«i-ü«áí« V ánd«{d" p" g p"««,« L, "o se«lado d' q« V*y' C r(L)
para X, y C r(L), e porÉanÉo induz um.a conexão /znear parcial ern. L ao longo de 1, q?le
coincide colrz a corzezâo de Bati VB em L, se e somente se esta í l/er torção zero. A4aás

geralvnente, se ela litter torção TB , Date

vP}''' v*l'' ! r'(x: }''') P«« X: y C I'(L) (1.16)

Demonstração: Sabemos que a conexão de Levi-Cívica V induzida pela métrica .g é
unicanlet)te determinada pela seguinte formula

2 g(V* y, Z) x- g(y,z)+ }'''- g(x, z) z- g(x,}''')
g(x: lr: zl) g(}'', lx: zl) + í/(z: lx, }''l) ,

(1 17)

válida pai'a quaisquer três campos vetotiais .K, y: Z sobre Jü,,f. Suponhamos que X e y
sejam ao longo de L. Então se Z também é ao longo de L, vemos que a expressão (1.17)
se anula pois L é involut.iva e isot.rópica, e portanto Vxy é ao longo de L, enquanto que
para Z geral, só o terceiro t.cimo do indo direito da cqliação (1.]7) sc anula. Neste caso
dividimos (1.17) pol- 2, agiupaillos os tentlos com a.judo. da. equação (1.14) e usamos a
definição do tensos de torção para. ol)tei a equação (1.16):

g(I'"(x,r),z) - g(vPy v#x lx,rl,z)
x .g(}'',z) - g(}'',lx,zl) }'' -g(x,z) + g(x,lr,zl) g(lx,}'''l,z)

D

Teorema 1.2 Sejant l\4 li.m.a llnüednd.e mun.l,da de u.m.a jorra,a qu.a.se-simplét.{cü (o el
uma. distübuição lagrangiana inuolutiua sobre M. Então se a joT"m.a u for simplétàca, Oll
seja, .fechada, a conexão de Bote V'B em L tem torção zero. Mais gerallTtenLe, se ela Líder
to'r'ção'ru, bale

d«,(x, }'', z) «,(r"(x, }''), z) P«« x, y c I'(L) , z c l(jv) (1.18)

Demonstração: Conforme a fórmula. de Cartas pala a derivada exterior de w, temos

d«,(x, y, z) X w(y,Z) - }''-«,(X,.Z) + Z.«,(X,}'')

«,(lx, }''l, z) + «,(lx, zl, }'') «,(ll'', zl, x) ,

pala quaisquer três campos vetoriais X, y, Z sobre JW. Suponhamos que X e y sejam ao
longo de L. Então, como antes, o terceiro termo do lado direito dessa equação se anula,
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pois L é isotrópica, e podemos agrupar os termos com a ajuda da equação (1.15) e usam

a. definição do censor de torção para obter a. equação (1.18):

«,(r'(x,}''),z) - «,(V€1'' VTBX IX,}''l,Z)
X.«,(y,Z) - u(y,IX:ZI) }'' «,(X,Z) + u(X,ly,ZI) «,(IX,}''l,Z)

D

Este resultado é conhecido faz tetllpo: veja por exetilplo, l30; Teorema V.VI. A tónica dife-
rença é que nós propomos usar o tendo "conexo.o de Bot.t." de unia forma mais abrangente
e sist.errática..

1.4 A conexão de Bote caso não involutivo

E interessante total (lue a (obstrução da conexão de Bota pala distribuições lagiangiailas
pode ser estendida ao caso não involutivo, mas então ela depende da escolha de uma
distribuiçã.o lagiangiaiia. conipleiiientar. Colho não usaieiilos este fato no resto da tese,
vamos lias rcstiingit a aprcscilt.ar osga ('onst.t'lição no caso sinlpl(St.ico. Como pió-te(luisit.o
precisamos da seguinte afirmação de existência.

Proposição 1.1 Selara. À/ ltwíz uamedade r/iurzída de Tina /arma. qt&ase-símpZéZÍca we
L um.a. di.st.ü.hui.ção l.n.grnngin.nn. sot)re M. Evi.tào c=i.st.c um.a. d{.stn.buição l.a.gra.n.gi,a.n,a L'
sobre À.{ que é comptemeTttar Q L.

A prova dest.a afirmação segue combinando um argumento de partição da unidade com a
seguinte observação: o conjunto de todos os subespaços lagrangianos de um espaço vetoiial
simplét.ico que são complenlentaies a alg\lm subespaço laglangiano fixo é uni espaço afilll
de Díodo que podemos foinlar combinações convexas de tais subespaços.

Proposição 1.2 Sejam V tÉm espaço ziefoha! mamado de tema /OI'ma sámpléÍáca. we
L un}. su.bespnço la,gra.m.gãn7to de V $no. Ent.ão o contiunto de todos os subespaços logra)l
pianos L' de V complemevttares a L está eln. con'espondência biuníuoca com o conjunto
de todas as aplicações livteares P de V em L cuja restüção a L é ü identidade e que são
in$nitesimalmeTtte conloTmeTnente sãmpléticas, isto é, que satis.fazem

«,(P«-,«:) + «,(«:, P«,) «,(ui,u2) para ui,u2 C L' (1.19)

Demonstração: A relação entre P e L' é simplesmente que P é o piojetor sobic 1, ao
longo de L': é fácil verificar que este projetor satisfaz a equação (1.19), e reciprocamente,
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é evidente que uma aplicação linear P de V em L cuja restrição a L é a identidade é o

projetor sobre L ao longo de algumsubespaço L” de V complementar a L. e também que

se P satisfaz a equação (1.19), então L/ = ker P é lagrangiano. O

A afirmação da Proposição 1.2 é idêntica à da Proposição 2.2 de [18, Chap. 4, Sect. 2],

mas a prova foi simplificada: em particular, não é preciso usar o teorema infinitesimal do

valor próprio simplético. Outro truque, aparentemente inofensivo, é que substituímos o

projetor usado na Proposição 2.2 de [18, Chap. 4, Sect. 2] pelo projetor complementar,

o que permite perceber com mais facilidade que o conjunto em questão é realmente um

espaço afim: este fato é essencial porque caso contrário. o argumento de partição da

unidade na prova da Proposição 1.1 falharia.? Além disso, facilitaver que este método de

prova também funciona no caso polissimplético e multissimplético.

Voltando ao problema de construir a conexão de Bott no caso não involutivo, supo-

nhamos que M é uma variedade munida de uma forma quase-simplética w e L é uma

distribuição lagrangiana sobre M. Escolhendo uma segunda distribuição lagrangiana 1/

sobre M complementar a L, temos a decomposição direta do fibrado tangente,

L4L' = TM,

e a correspondente decomposição direta do fibrado cotangente,

Lert=TM,

onde o aniquilador L! de L pode ser identificado como dual L”de L/ e o aniquilador Lt

de 1! com o dual L* de L. Como antes, denotamos por pr, a projeção sobre L ao longo

de 1” e por pr,, a projeção sobre 1” ao longo de L, e similarmente por pr,a projeção

sobre L! ao longo de Lt (que é a transposta de prr,) e por pru à projeção sobre LL

ao longo de L! (que é a transposta de pr,). Comesta notação, a conexão de Bott V?

em Lt ao longo de L é simplesmente definida aplicando a projeção prça à derivada de

Lie de 1-formas, i.e.,

Via = prr(Lyo) para XET(L), ceT(L!), (1.20)

ou mais explicitamente,

(Véa)(Z) = X-a(Z) — a((X, pro(2))
1.21

para XET(L), a eT(L!), ZE X(M). Dodi

?Note que para uma transformaçãolinear P sobre um espaço vetorial V, a condição de ser um projetor

é uma equação quadrática, a saber P? = P, enquanto que a de ser um projetor sobre um subespaço

dado L é uma condição afim, como discutido acima.
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A mesma análise como antes, só com Z substit.uído poi- prZ,,(Z): mostra que essa fórillula
proporciona uma conexão linear parcial em l,x ao longo de 1,. L'sande o isonlorfismo
musical (1.4) (que aplica L isoniorfict\iiiciitc sobre Lx e L' isolnoifictuiicntc sobre l,'l pois
ambos L e L' são lagrangianos), essa. pode ser transferida para uma conexão linear parcial
en] L ao longo de 1, que: por abuso de linguagem, será chamada a conexão de soft em l,
lcoml respeito a L'). Explicitament.e: é determinada pela fónnula

«,(\Zey:Z) = X. «,(y. Z) u(}' IX,pr.,(.Z)l)
pala X: y C I'(L) : Z C l(À/)

(1.22)

quc sul)st.it.ui tl cquttção (l.IS) iio cêdo não ilivolutivo. Finalmente, é fácil vciifictti quc
definindo a t.opção de VB como na equação (1-10) e substituindo a ecluação (1.18) pela
íórnlula

./«,(X, }'': P- L, (Z) ) u(r"(x, }'); z) para X, y C F(L) , Z c l(A/) (1 23)

o Temi'ema 1.2 peimai)ece válido. Enl paio.ocular, se w é fechada, \7'o tem t.orção zero
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Clonexões Simpléticas

Considerando uma variedade A/ munida de unia. forma. simplét.ic:a w e uma distiibuiçã.o
involutiva L sobre J\4, podemos peigunt.a.t: Quantia exist.elii toliexões seiii torção (lue
preservam w e L: c (Jltal ó o con.luiit.o dc t,ais concxões7 Pa.ra obtci uma I'csposta, vamos
explicam piiineit'o alguns fatos (Olillecidos sobre conexões siinl)léticas.

2.1 Construção de conexões simpléticas

Para fixa.r a terminologia, daremos primeiro uma definição explícit.a do conceito de unia
coilcxão siliiplética. Depois, provarciiios o tcoicnitt padrão sobre existência de conexões
simplóticas scin torção, potótll com ullla gcncialização: lilostrarenlos conto coílstruir tais
conexões a partir de uma conexão linear qualquer, enquanto que a demonstração encon-
trada na literatura. pait.e de u]]]a conexão que já está sen] torça.o

Definição 2. 1 Sela iv ?l.m.a, ?,a.hedade ni.limiar). de ?lm.a. /orm.íz q?l.a.se .sznzpZéíáca o. Urna

cortesão laRGar V sobre i\4 é chamada uma conexão simpZétãca se preserva w, z.e,
satisfaz Vu " Q, ou mais explicitamente,

X w(}'', Z) (V.*l'', Z) + w(y, \z,.Z) P«« X, y, Z C l(.A./) (2.1)

Enl particular, nós hão adciimos à cotiveilção ttdotada por alguns autores que incorporam
a condição de t.orção nula iia definição de conexão simplét.ica.

Com respeito à questão da existência de conexões simpléticas scni toi-ção, começamos
pela seguinte proposição: que é elementar e bem conhecida.

13
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Proposição 2.1 Seja À/ uma IIQhcdQdc manada de ténia /arma quase sámp/éÉíca w
Então, se eüste alma condão simptética'V sem torção sobre M, u é fechada. Mais gera.t-

Trtelttc, o tclusor de to ção T da coltclão stTrtpléticü ''V sobre M é Tctücio-rtudo à dcl-içada
exterior de u pela jórmlLla

d«(x, y, z)(x, }''), z)+«,(7'(y, z), x) + «,(r(z,x), }''')
P«« X, y, Z C l(A/) (2.2)

TI p rn n n ct r n p; n.
Esta proposição é um caso especial do Lema. 6 no Apêndice A. D

Reciprocamente, é bem conhecido que em variedades simplét.ices: existem conexões
siiiiplétict\s scni t.unção l2, 201. A prova tradicional, quc pode sci encontrada en] l3l: por
exemplo, baseia-se na modificam:ão de uma conexão liJteai sem t.opção dada; adicionando
um campo sensorial apropriado, mas o t)método pode ser facilmente generalizado para.
começar com uma conexão qualquer:

Proposição 2.2 Sela A/ l].m.n. ?in,ríedrzde m.?i.n,ídíi, de ?/m.r] /orvn.rl .szm,p/éi7lcr7. u. Então
sempre elistent conexões simpléticas sem t.opção sobre À/f. Ezpli.ci.tam.ente, dada alma
conexão l{.cear'Vn sobre M qltalqlteT com torção To, n .fóniu la

«.,(Vxl'', Z) - «,(\z$y, Z) + :l (V}«,)(}''.Z) + il (V$w)(X,Z)

{ w(T'"(x,}''):z) + ã w(7''(z,x),}'') + à w(r'(z,}'),x) (2.3)

ou equ uale7zfem.ente

à «,(Wy, z) + à «,(v?x, z) + à «,(vlx, }'') + Ê «,(vgl'',x)

+ ã «,(v$z,}'') + à .«(v?z,x) + ix.«,(r, z)+ {l'''«,(x,z)(2.4)
+ { w(IX,yl,Z) - à w(IZ,XI, }'') â «,(IZ,}'''l,X)

de$ne tina cortesão sãmplética V sobre À.{ scTrt torção

«, (VX }'', ZI

Demonstração: Lembrando que o tensos de t.opção 7'o de Vo e a. derivada covariente
Vow de w com respeito a Vo são definidas por

7'"(X, }''') vlÊ}'' - v$x lx, }'''l , (2.5)

e por

(V}«,)(}'',Z) w(y,Z) - w(V$y,Z) - «,(}'',V3.Z) , (2.6)

respectivamente, procedemos en] dois passos. Primeiro, construímos uma nova conexão
linear V' sobre J\4 da seguinte forma

vll'' V&1'' - {7'''(X, }'') (2.7)
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Obviamente, V' tel-n torção nula

r'(x, }'') v;x lx,}''l

{ z'"(x, }'') vllx + ! I'"(r, x) lx,}'''l

Segundo, passamos de V' pata V usando o método padrão pala construir conexões

sinlpléticas sem t.orção pait.indo de uma conexão sem torção dada (como feito na Seca. 2.1
de l31): a saber

v*l'' - vkl'' + {w'(x,}''') + {x'(r:x) , (2.8)

onde 7V' é o censor definido por

«, (]v'(x, }'''), z) (vl«,)(r, z)

X.u(y, Z) - «,(V;l'', Z) - «,(}'', V;Z)

«,(y, z) «,(v&y, z) «,(y, vlz)
â «,(7''(x, }''), z) + 8 w(}''. r'(x, z))

(v}«,)(}'', z) + { «,(7'"(x,y), z) + { «,(}'',r'(x, z))

(2.9)

Combinando as fórmulas (2.7), (2.8) e (2.9), obtemos a equação (2.3), e após uin pequeno
cálculo usando as fórmulas (2.5) e (2.6), obtemos a equação (2.4). []

Obviamente, quando Vo é simplética c t.enl torção nula, ent.ão V = Vo. Not.amos t.ainbóm
que se V' tem toi'ção nula mas não é simplética, então a equação (2.4) implica

u(Vxy,Z) {w(V$Y',Z) {w(WX,Z) + {«(V}Z,y)+ àw(V$Z,X)
+ {X. w(y, Z) + i }''-«,(X, Z)

enquanto que se Vo é simplética mas tem torção não nula, então a equação (2.4) implica
(2.10)

«, (v*l'', z) ! «,(W}'', Z) + â «,(V$X,Z) + á «(V:X,y) + à w(Vly,X)
à w(V}Z, }'') ã «,(VPZ, X)(2.11)

+ à «,(IX,}''l,Z) à w(IZ,XI,}'') - à «,llZ,rl,X)
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Notemos as semelhanças: mas também as diferenças, entre essas fórmulas para
variedades sinlpléticas e a equação (1.17) que define a conexão de Leva-Civita para varie-
dades pseudo-riemannianas. Em ambos os casos, a existência de coiicxõcs coinpatívcis
com a est.rut.uia geométrica dada e sem torção é garantida: lilás ao cont.bário do caso
pseudc-riemanniano, no caso simplético elas estão longe de ser únicas. De fato, o grau de
não-unicidade pode ser caracterizado com exatidão

Pi'oposição 2.3 Seja /W uma variedade munida de uma /omza simpíéííca u. Então
as conexões sz-mpléticas sem torção sobre i\.{ jorvrTtam um espaço afim cuJO espaço lietohal
de dt.ferenças pode ser ideTILzjicado com o espaço dos calTtpos tensoüaás uS totalmente
sl.nl.ét.h.cos dc posto 3 sobre iÀÍ. Expl.+.ci.t.nnl,cnt.e: d.n.das d.u.ns co-nf: õcs s?.rn.pl.ét.ir.a.s Vt e \7a
sobre M sem torção: ttale

«,.(X, }'', Z) - w(V&y - Vil''' , Z)

P«« X, y: Z C l(J\4)
(2.12)

DpmnDçt.rnrãn

explícito, l3j.
Veja, poi exemplo l2: 291 e: para lml argtmaento completamente

n

A falt.a de unicidade de conexões simpléticas sem torção desempenha um papel importante
cill físictniiatcinática, pois encontra-sc no c:orttção do famoso pior)lema dc oidciittção de
fatoies da mecânica quântica. A saber, foi prova-do por Fedosov qlte, no âmbit.o do mét.odo
de quantização por deformação; é sempre possível encontrar uma solução deste piobleina
como série formal de potências na constante de Planck: e que a. sua construção envolve
o uso clc uiiizl conexão siitiplética sem torção lio espaço dc fase clássico 1111. Este impor-
tante resultado tem levado alguns autores a se referir a variedades simplét.ocas munidas
de unia conexão simplética seno torção como tiaMedades de Fedosou j141. Surge assim a
questão se a ambiguidade inerente no processo de (luantização pode ser removida ou pelo
illcnos reduzida exigindo-se a presença dc estlttt.tuas geomótiicas adicionais covaiiante-
lnente constantes. Existem vários mndidatos naturais pata tais estruturas geométricas
adicionais, entre as quais podemos mencionar estruturas complexas ( > variedades de
Kãhler) e G-estruturas (--} G-espaços hamiltonianos); uma discussão at)iangent.e do as-
sunto encont.ra-se cm l3j. A seguia', estudar'amos lim tipo específico de tal estrutura
geométrica adicional, amplamente utilizada. na quantização geométrica j311 , a saber, unia
dist.ribuição lagrangiana fixa ou, ainda, duas distribuições lagrangianas transversais lixas.3

3lç4ais geralmente, o que se usa na quantização geométrica são subfibrados vetotiais lagrangiaiios do
flbt'ado tangente complexificado, chamado de polarizações: mas neste trabalho vamos nos restringir a
polarizações reais, por motivo de simplicidade
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2.2 A conexão bilagrangiana

A quest.ão de como construir conexões simpléticas sei]] torção que preservam distribuições

lagrangiaiim dadas loi invcstigt\da poi Hcí3 l20. 2il. O tcoicma piiiicipal dc Hcí3 a iespcito
da questão aparece em 1201 e é provado em detalhe em l2il

Teorema 2.1 Sejam À/r 'uma. uaT'tedadc ril L tdu dc uliba. JoTrita qttasc suttpléticu u e Lt
e Lz disthbuições !agrangianas complementares sobre À{, i.e.

L\ ©La - TM (2.13)

En.t.ã.o cr?.st.e u.n].n. ]}.]].l,cn. com.e:l:ã.o si.nlplõti.cn. 'V sobre ÀI. qu.e é ch.nvli.n.dn. n con,ezão
bilagrangiana associada Q w, L\ e La. presen'an.do as duas disthbuições e com
tensos de torção T d{.agora! por blocos, i.e., tal que

v*x. c I'(L:)
VxX, C I'(L,)

P«« X C l(A4), X. € 1'(L.)

P«« X C l(À/), X, C F(L,)

(2.14)

(2.15)

r(x:,x2) « x. c I'(L.), x, c I'(L,)
Ela. teírt lorç(lo fLuÍa $e e soriLe Le se u é JeclLU.(tu e L\ e Lz são inuoEutilias

e

l2.i6)

A construção explícita da conexo.o bilagrangiana é muit.o simples- Escrevendo pri para
a piojcção dc Tiv sobre Li cona núcleo L2 e pr2 ptua a projcção dc TA4 sobre Z,2 com
núcleo Li, temos

pri + pr2 :: idl.À./

c cnt,ão a conexão bilagtangialla é definida poi

(2.17)

Vx.yi

Vx,y2

pr: (wl(Lx. (w'(yi))))

pr: (ol(Lx, (w'(y2 ))) )

para X-, y C I'(L-) , X,, y2 c I'(L2),

Vx2yi :; pri IX2,Vil

Vx.y2 :: pr2 IX],y2. (2.18)

e seu censor de torção T satisfaz a equação (2.16) junto com

T(Xi,yl) = --pr2lXi,Yjl , T(X2,y2) = pr.IX2,V21

para Xi, yi c I'(Li) , X2: y2 c I'(L,)
(2.19)

A demonst.ração do teorema consiste en] usar a equação (2.18) como definição e verificar
poi cálculos explícitos (e um tanto longos) quc cla define unia conexão linear com todas
as propriedades requeridas.
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Uma outra maneira de provar este resultado, pelo menos no caso en] que Li e L2 são
involutivas e w é fechada, é através da geometria pseudo-riemanniana: pois neste caso
a conexão bilagrangiana V tcin torção nula c é idêntica comi a conexão dc Lcvi-Civita
associada a. uma métrica pseudo-iiemanniana g de assinat.uia zero que pode ser construída
naturalmente em termos de w junto com Li e L2 l9, 10j: pondo

g (x, }''') «,((pr. pr2)X, y)

Em termos de referenciais locais de .A/ compatíveis colll a decomposição diteta (2.13), isso
simplesmente significa que se neste refetellcia.l a matriz de w é da forma

« - ( -P: ã)
elatão a matriz de g é da forma

. - (? &)
Além disso, neste caso a restrição de V para cada un] dos Lí coincide coill a conexão de
Bote de Li

2.3 Conexões simpléticas preservando
uma distribuição lagrangiana

Para que possamos, no próximo capítulo, generalizar a construção de conexões simpléticas
(sem torção) pala c:onexões que preservam estiutuias polissimpléticas e/ou multi-
simpl(Stic?us, ainda temos qlie ti'atar o caso dc conexões simpléticas (sem torção) quc
preservam [[ma distribuição lagrangiana (involutiva) 1, sobre À4, en] vez de duas dis-
tribuições lagrangianas (involutivas) t.ransveisais. Assim, coloca-se uma pergunta que,
ciiiboia. seja. dc interesse próprio no colitcxto da gcoinctiia. siniplética t.iadicional, tcrn
i'ecebido pouca at.enção na liteiat.uia, a sabei': quando existem conexões simpléticas (sem
torção) V sobre À/ que preservam L, e se existem, qual é o conjunto de todas elas7

Colho primeiro passo nesta direção, notemos a seguinte extensão da Proposição 2.1

Proposição 2.4 Sejam À/ uma uahedade mu.7záda de uma /or'ma quase simpléÍíca u
e L uma disthbttição lagrangiana sobre M. Ent.ão se ehste uma conexão simplética 'V
selrl torção sobre M que preserva L, Q é fechada e L é i7t.volt tinta. Neste caso, a. restrição
da conexão V Q L coincide com a conexão de Bota ''VB em L.
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Observação 2.1 A última afirmação é válida sob restrições mais amenas sobre o tensos
de torção 7' de V : basta que T(X, y) seja ao longo de J, quando pelo n]enos un] de seus
argumentos for ao longo de L.

Demonstração: A primeira afirmação .lá foi provada na Proposição 2.1. A segunda
segue diretamente do Lema 5 no Apêndice A. Para provar a terceira, suponha que V é
lmla conexão simplética sobre À/ preservando L com tensos de torção T tal que T(X, y)
é tLO longo de L quando X ou y é ilo longo dc L. Devido à não-degencicscência dc ci,
precisamos provar que, para X, y C I'(L) e Z C l(À/), vale

«,(v?y- z) «,(v.,. y: z)

Compai'ando as expi'essões utu equações (1.15) e (2.1): vimos (lue isso decora'e da fótnlula

«,(r, lx, zl) (}'': v* z)

(litc scgtlc da (lefinição do t.cilsot de t.orç:ão T de V, uma vez que L ó isotrópico c cst:aTeI

sob V e assina as expressões «,(y. V,X) e «,(y, T(X, Z)) se anu]am. []

O teorctna ccnt.ral dcst.a scç;ão afirma quc a coJldiç:ão dada na proposição ant.criar não
só é necessária. colho também é suficiente para garantir existência de conexões sinlpléticas
sem torção preservando uma distribuição lago'angiana dada, e que, mais uma vez, o grau
de não-unicidade de tais conexões pode ser caracterizado cona exatidão:

Teorema 2.2 Sejam M ll.n}.n ua.ri.eda.de m.u.ni.da. d.e u.m.n. .comi.a. si.m.poético. w e L uma

distübui.ção lagrangiana inuotutiua sot)re M. Então sempre existem conexões simpl.éticas
sem torção sobre h{ qlte T)resumam L. Mais especilicalnen.le, as conexões simpléticas
sclrl torção sobre A/l que presemam L .folntu.lit ILliu espaço aPnl c\lJO espaço 'uctoT«ial (te

di[erevLças pode ser àdenti$cctdo, da mesvíla ntaTteira que antes (veja a equação (2. ]2)),
com o espaço dos campos tensoriüis us totalmente siméthcos de posto 3 sobre A.{ que se
avu tanl. assim que {nser'amos ao melros dois campos aietomaãs ao longo de L

Demonstração: Para nlostrat a existência, aplicamos o teorema de Darboux para
garantir que localr)lellte, i.e., sobre uma vizinhança abeira suficientemente pequena de
cada ponto de ]t/, existe uma conexão simplética plana. sem torção que preserva L, pois
podcnios siiiiplcsnicntc tomar a coiicxão trivial, coiii símbolos dc Christoftcl idcnticanicntc
nulos, nessas coordenadas. (Aqui usamos uma versão do teorema de Daiboux que garante,
em uma vizinhança aberta suficientemente pequena de cada ponto de .A/, a existência de
um sistema de coordenadas canónicas (q',h) tal que, além de w tomar a forma padrão
dq'Adpi , L é gerada pelos campos vetoriais a/api; uma prova detalhada pode ser encon-
trada, por exemplo, em l28, Teorema 1.11. Usando um iecobrimento localmente finito
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(U..)....] de /L/ poi tais vizinhanças abertas cona t.ais coordenadas canónicas: denotando a
correspondent.e família de conexões lineares locais por (Vn).e,.i e escolhendo uma partição
da unidade (À..:).c..{ suboidinttdtt &io rcfciido rcco})rinicnto, podcliios dcfiiiir

Então é claro que V é unia conexão linear sol)ie i\4 que preserva u e L e teiii torção
nula, uma vez que cada V. é tina conexão linear sobre U. cona m mesmas propriedades,
tendo em vista que as condições de preservar uma forma diferencial dada, de preservar un]
subfibrado vetou'ial dado do fibritdo tangente e de t.er torção nula são todas propriedades
laca.is e ânus (i.e., cuiiipoitani-se natulallneiite sol) rest.lição a subconjuntos abertos e
sob fonllação df' cotllbinações collvexns de conexões).' Qtlant.o à (luestão da (falta de)
unicidade, hxemos alguma conexão simplética V sem torção sobre ik/ que preserva l,
e, dada. unia conexão linear V' qualquer sobre Ã4, introduzimos dois campos sensoriais
sobre i\4: S (luc é dc t.il)o (1,2) e ws (luc é dc tipo (0,3), tais que

V;l''' - Vxl''' + S(X, y)

e

«,.(x, }'', z) (x, }''), z)

sendo que S e us contêm exatamente a lllesnla infonllação, já que w é nã.o-degenerada.

Então é cla.io (a) que V' tem torção nula se e soment.e se $ é siiiiétiico, ou equivalent.e-
mente, us é sinlét.ligo tios selim pt'imeiros dois aigtitllent,os, (b) (lide V' é simplética se e
somente se S satisfaz a identidade

«,(s(x, }'''), z) + «,(}'', s(x, z)) 0 ,

ou equivalentemente, us é simétrico nos seus últimos dois argumentos, e (c) que V'
preserva L se e somente se S(X, y) é ao longo de L quando X ou y é ao longo de L, ou
equivalentemente, ws é zero (lut\lido pelo menos dois dos seus arguniciitos são ao longo
de l, D

Resumindo, podemos observar que, neste capítulo, enipreganios nada menos do que
três métodos diferentes pala construir conexões simpléticas sem torção:

4No1.e que essa observação não vale para a curvar.lira, pois a ('audição de ser plana: embora ainda
local, não é afim. Portanto, apesar de cada uma das conexões lineares V. ser plana, isso não vale para V
O que dá pai'a afirniat é apenas que a curvatut'a de V é zero (quando avaliada sobre dois campos ao loiigu
de L, \lma vez que a restrição de V a L coincide com a conexão de Bot.t. qne é pla11a
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a) o primeiro método: utilizado na deillonstração da Proposição 2.2, baseia-se na modi-
ficação de uma conexão linear dada, pela adição de un] campo sensorial escolhido
apropriadan)ente;

b) o segundo método, utilizado ntl coltstiução dtt coiicxão bilitgrangiana apresentada no
Teor'ema 2.1 e devida a REIS, procede por construção direi.a a partir das propriedades
desejadas, como na construção da conexão de Leva-Civita

c) o terceiro método, utilizado na. demonstração do Teorema 2.2, baseia-se na cola-
gem de conexões lineares locais com as propriedades desejadas: tlsando pattições da
unidade

Para o nosso piopósit.o: qttc ó gcilcralizai a construção dc conexões simplét.ices (scm
torção) pala (oilexoes que pieservanl est.futuras polissimpléticas e/ou multissimpléticas,
os primeiros dois métodos não são adequados, sendo que o primeiro leva a conexões que
])odciii dcixiu dc plcsctvt\.i a distiil )unção lagltuigituitt: o quc é insuhcicnt.c. cliquant.o quc o
segltndo leva a (oilexões (lue preservam ditas dist.ribttições lagiangianas transversais, o que
é demais. Outro problen]a cona a segunda. construção é que essa conexão bilagrangiana
t.enl torção nula apenas quando as duas dist.iibuições são inxolutivas. Ocorre que: em
muitas sit.ut\çõcs dc intcicssc, cstanios lida\lido com ttpcitt\s uiiltl dist.ribuição Itlgrtuigittlitt
involutiva L. E verdade que essa sempre admite uma distribuição lagtangiana comple-
mentar L'l porém, nada garante que essa. também seja involutiva: e por outro lado nada
requer que essa. também seja preservada sob a conexão simplética sem torção que pro-
cliranlos constiuit. Um exemplo típico é dado pot íibiados cotailgentes, que admitena
uma folheação lagrangiana ttatulal (dada pela estlutula de vibrado vetoiial sobre a varie-
dade base) , mas nã.o admit.em nenhuma folheação lagrangiana natural e talvez nenhuma
iDÍliCa.ção lagiangiana iiiesino que seja. tia.iisveisal a ela: o (lue adn]iten] são apenas sub-
varicdades lagrangianas transversais a cla, tais como a senão zero ou, mais geralmente,
a imagem de qualquer l-forma fechada. E para lidar com este tipo de situação, a qual
tanlt)ém prevalece na geometria polissinlplética e multissimplética, que o mét.odo de co-
lagem usando paitições da unidade parece sei o único que funciona a contento.
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Conexões Polilagrangianas e
Multilagrangianas

A nossa próxinta. meta nesta tese será est.ender a análise do capítulo anterior do contexto
simplético ao âmbit.o da geometria polissimplética./mula.issimplét.ica e, mais geralmente
da geonaetria polilagrangiana/n)ultilagrangiana. Isso exige: antes de n)ais nada: unia breve
intlodttç:ã.o aos conceit.os básicos de est.tut]nas polilagiangia]]as e multilagrangianas en]
flbrados, confonne definidas em trabalho recente j121.

3.1 Conexões polilagrangianas e polissimpléticas

3.1.1 Fibrados polilagrangianos e polissimpléticos

Seja. P um vibrado sobre uma variedade À/ de dimensão n, cona projeção T : P -+ h/, e seja
T uni fil)lado vetorial auxiliam de posto â sobre a mesma variedade base A/. Denotaremos
por 7'7r : TP -+.TA/ a aplicação t.aiigcnt.c à pro.loção, poi yP - ker(Tn-) o filiado
vertical e poi a-'T o pull-back de T a P (via n-). Unl campo ue(ohaZ ueüácaZ sobre P é
uma. seção de VP, enquanto que uma r-/aflita uedácal sobre P é uma. seção da. r-ésima
pot.êiicitt cxt.ciior do filiado dual I'''P de }'P e, mais geralmente, um campo [ensohal
z/Chacal (totalmente covariante) de posto r sobre P é uma seção da r-ésima potência
sensorial do vibrado dual V*P de yP. De modo análogo, uma r-/07ma uedácaZ sobre P a
maiores em T e, mais geralmente, um campo tensohal medical (totalmente covariante) de

posto r sobre P a valores em T - ou mais precisamente, no pull-back n-*(T) de 7' a P
é uma seção do produto sensorial dessa potência exterior / tensorial com n-*(Í'). A seguir,

23



24 CAPÍTULO :3 CONEXÕES POLILAGRANGIANAS E À4ULTILAGRANGIANAS

denotaremos por it,(P) a álgebra de Lie dos campos vetoriais verticais sobre P e por
ç2;(P; n-*T) o espaço das r-formas verticais sobre P a valores em n-*T.S

Usando que VP é inA'olutivo, podemos desenvolver um cálculo de Cartan pala formas
verticais sobre P que é estiitaiiiente análogo ao cálculo de Cartati pala loi Dias diferenciais
(a valores vct.odiais). Em particttlai, exist.em as noções dc deduada ezferáor vertical

dv : (P; n-*T) çl 'l:(p; «-*f'l
(3.1)

e de deht;ada de l,ãe IJcflícü! ao longo de um campo vetolial vertical X

Lx : Ç2C(P; a*T) -+ QÚ(P; n-*T)

cv r-'---> Lra- (3.2)

ambas naturallllente definidas pelas nlesnias beial coltltecidas fórmulas explíc:iras,

(d«a)(X. , x,) >l: (-1): X: ' (a(Xo, . . . , X:,
{-0

+ >: (-1):''ja(IX:, Xjl,X.,
0<Í<.j<r'

l

x,))

,x: ,xj,...,x,)
(3.3)

onde Xo, Xi, ,X,. T.(P),e

(L.*a)(X., . . . , X,) X . (a(X., . . . , X,)) lx,x:l X,) , (3.4)

onde X, Xi , . . . , X, c lv(P). A(lui c a seguir, o símbolo . representa a derivada direcional
íle seções de n-*(7') ao longo de campos vetoriais verticais, o que faz sentido pois sob
restrição a cada fibra, um campo vetorial vertical se reduz a um campo vetorial comum
sobre a fibra, enquanto que uma seção de um vibrado vetorial obtido como o poli-back de

um filiado vetorial sobre JV se induz a uma função sobic a tíbia a valoics em um espaço
vetoiial fixo, a sabei; a fibra do fiblado vetorial original sobre &/ no correspondente ponto
da.base.

SNotemos que os termos "forma vertical" e "campo teilsorial vertical" (totahllente covariante) con-
hguram uin cera.o abuso de linguagem porque na verdade $e t.ra{.a de classes de equivalência de formas
comuns e de campos sensoriais comuns (totalmente covarianLes): sendo que formas ou campos comuns
são equivalentes quando diferem por urna comia ou um campo que é horizontal, ou seja, que se anula
quando se insere, em qualquer um dos argumentos, um vetar vertical.
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Definição 3.1 Um. .Furado quase poZãiagrangíano é um .obrado P sobre uma tiame-

d«de b«' À/ de d{«.Casa. « m-ãdo d. «m« (k + l)-/o«n. «dác«{ â C ç2V'(P; «*(d:'))
de posto constante no espaço total P tomando valores eln. u.m obrado vetar'ial atl aliar T
de posto ü sobre a m.esmo uahedade base M (ou, mais elatamente, no seu pula-bück
v' (T) para P), coam.ada a fov'ma quase polilagrangiana e dãtcl de posto N, com a
prophedo.de de que existe uma disthbuição L de codimensão N ll.o .obrado ueTtica! VP,

chamada Q dista-ibuição polilagrang'tara: Lal que o tboTiLorrLorfisTTLO n.usicttl

â' L'p --, A' L'*P € T'(f') l3.s)

dado T)ela coTttTação de ü em self pT'i-m.e{.ro argumento; quaTtdo restri.to Q L, induz tlm.
isomoTJislTto de .R.l)lados t,eLohais sobre P

Ll\uexÜ L Kt'- '8 v' ÇVb

onde Lt é o uítiquilu(lor- de L em V* P.S O a(UeliL'o "quttse" é orit-it-ido se ü for tlerti,cat-
7TI.en,te fech,n.da, l.st,o é. sc

QtLando k = 1, di.zem.os que P é um obrado (quase) poli-préssãmplético e ü un].a
forma (quase) Tola-préssãmplética sobre P e, qltando ü jor vtão-degenerada, i..e.,

kerú = {0}, q?te P é ?l.In. .obrado aquase,) poZiss mpZétíco e ú ltrn,a .fomna aquase.)
polissivnplétàca sobre P. Finalmente, quando A/{ se reduzir a um. ponto, falaTn.os de urn.a
uctv'iedade (quase) polilagrangiana ou ual'iedade (quase) poli-préssimplética otl
variedade (quase) polissimplética, respectiuaTítente.

(/.,â 0 l3.7)

Assim , a pt'opriedade característica de u]n fibtado polilagiangiano P, digan]os cona forma
polilagrangiana â liãudegenerada., para. simplificar: é a existência de uln subfibrado
vetorial L muit.o especial (e tipicamente único) do vibrado vertical VP que, além de
sei lagrangiano (c en] particular, isotrópico), t,em a piopricdadc muito mais forte de que
o holnonaoifisnlo musical (3.5) mapeia L sobre /\e Lx 8) n-*(f')

Uma afinnação importante provada em j12, Teorema 91 é que, assim que à > 2,
a distribuição polilagrangia.na L, aléiii de unicaiiient.e det.erminada, é necessaiiainente
involutiva.

Para concluir, apresentamos o que pode ser considerado o "modelo padrão" de un]
vibrado polilagrangiano:

6 O uso do art.igo deElnido se .iust ifica pelo fal.o de que, ('omo é provado em j1 2l: o subGibrado 1, de VP: se
existir, é unicamente determinado por â, exceto quando â :: l e ainda k = 1, com dim 1, = dim kerâ+Ar
(ou seja, quando ú corresponde a uma família de formas pt'éssimpléticas lias fibras) ou k = N, com
diml = dim kerâ + l (ou seja, quando ú corresponde a unia família de formas de vo]ume nas 6lbras)
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Exemplo 3.1 Seja E un] vibrado qualquer sobre unia variedade base i\4 de dimensão n.,
com projeção zx : E --> ]W, e seja T um vibrado vetorial auxiliar de posto â sobre a
mesma variedade bme i\4. Considctc o vibrado

p - /\' L'*z ® «b(f') (3.8)

das k-formas verticais sobre E a valores no pull-back de T para E, com projeçõcs ak
P -} E e n' = TE o rk : P --> i\4. 1;tilizando a aplicação t.angentc 7'rt : TP } TE à
primeira e a sua restrição I''zt : rP --} yE aos vibrados verti(ais referentes às respecti'ç'as
projeções sobre Ã/, definimos a k-forma canónica sobre P. que é unia k-forma vertical
r9 sobre P a valores en] T*(T): por

Ó.(«-:...,«k) - a(Ua«-' «-:...,K.«* «.)

para a C P e ui: - . . : uk C UaP
(3.9)

Então â = d\ é l)olilttgitnlgit\litt, coiii distlil)lição polilttgitulgituit L = ker(7'zt)
(o filiado veitica] refeient.e à pio.jeção sobre E): contida em L'P = ker(7'z) (o Hbiado
vertical referente à. pl'ojeção sobre J\4).

Quando k = 1, temos o "modelo padl-ão" de um filiado polissimplético. Elll particular,
quando ainda vale n = 0 e â = 1 (cona o entendimento de que a variedade base À/ é
reduzida. a um único ponto e o vibrado vetorial auxiliar T ao corpo IR), recuperamos o
fintado cota\ngcntt} dc unia vtu icdttdc qualquer coiiio "inodclo padrão" de unia variedade
simplética. Poi out.ro lado, quando T for o fibiado /\" l T*A,/ das (n l)-formas sobre JW,
podemos identificam P com o dual torcido J©E do vibrado J-E de jatos linearizados de E
(que é o vibrado vetorial de diferenças do vibrado a.fim JE de jatos de E), pois

JE = «Ê;(7"A/) ® b'E ,

implicando
J*E v*E «;:;(r&/)

pala o dual comum ./'E e

iaz = L'*z ® «Ê;(rA1) 8 «b(A"r*it4)

para o dual torcido ieZ = J+E ® r;(A" T*&/) , de modo que obtemos um isomorfismo
ctuiõnico dc fibittclos vetoiiais sobic E,

i'E = v*z®«b(/\" 'r'A4) (3.10)

Este vibrado desempenha um papel importtuite iio foiiiialislno llamiltoniano covariante
pala a teoria clássica dos campos l4, 13, 16, 17j
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3.1.2 A conexão de Bott polilagrangiana: caso involutivo

Colho ouvia ttplicação do isoiiiorfismo (3.6), alélil clt\s já disc:unidas em j121, provámos que
ele viabiliza a construção de lmla versão polilagi'angiana da ronf'xão de Bota que é com-
pletamente análoga à do caso simplético. A ideia é a seguinte: começando cona a conexão
de Bote em LX, como definida nas equações (1.12) e (1.13) (com l(iM) substit.uído por
lr(P), í2'(À4) substituído poi ç2&(P) c a dciivt\da (lc l.ic c'oiiium substituída pcltt deri-
vada de Lie vertical int.roduzida no início desta seção), formamos o produto sensorial de
sua k-ésima potência exterior cona a conexão linear parcial trivial em n-*(T) ao longo de L,
construída. no Exemplo 1.5: para obter uma conexão linear parcial VB em Ak Li ® n-*(7')
ao longo de 1,: que chamaremos a conexão de Bote em /\k La N 7r*(T): explicitanaente:
ela é dada pela I'está-ição da derivada de Lie (vertical) de k-lornlas (verticais):

(V.F«)(Z::...,Z*) - X' (a(Z:, ..,Z*)) }l: .(Z.,...,IX,Z:l,

pala X C F(L), '«c i'(A'P *(f')), Z:,...,Z. c l.,(P)

A

l1.
Zt) (3.11)

Agora: usando o isonloifismo nlusica1 (3.6) (e supolldo â não-degenerada) , poden)os trens
ferir essa conexão de Bote para L. O resultado é o seg\tint.e:

l)eflnição 3.2 Seja P um .fl.brado qu.ase pol.tla.gra.nginn.o sobre ll.nl.n l.n.ri.edn.de bn.se M

comi for'ma quase polãlagrangiavta ü não- degenerada e disthbttiçã.o polilagrangtana intlolu.-
ti.tla L. A conexão de Bota pol lagrangiana é ü conexão linear pürcia! ''VB em L ao
longo de L de$nidct por

.0 (VxB y, Z: , . . . , Z.)

(ü(v,z-,.,z.)) }l:ú(v,z-,...,lx,z:l.

p«a X,}' C I'(L), Z:,..., Z. c l.(P)

k

lZ

z*) l3.i2)

Quando P é polissámplético; dizemos que 'Vn é a conexão de Bati potissimpléticct

Como no caso simplét.ico, a conexão de Bott polilagrangiana é plana, e pai'a sua torção
vale o seguinte análogo do Teorema 1.2 :

Proposição 3.1 Seja P um .obrado q?fase poZãZagrangáano sopre alma uaríedade base JW
com joT"mü quctse polilagrangiana ü nào- degcTterada e distribuição poltlagrangia ta iTtuoltt
tida L. Então se a jor'ma ü for polilagrangiana, ou seja, ueüãcatmente fechada, Q condão
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de Bote politagrangãana 'Vn tem torção zero. h,cais geralmente, se elü líder torção TB , vale

d.ú(x,y.z:,...,z*) - â(r'(x,}''),z:,...,z*)
P«. X, }'' C F(L), Z., . . . , .Z* C l.,(P) (3.13)

Em particular, est.a proposição implica (lue iluni vibrado polilagrangiano, as folhas da
folheação polilagrangiana são variedades afins planius

Demonstração: Todas as afirmações da proposição seguem da fórmula (3.13): que
pode sci verificada. por ilm simples cálculo, usando o fat,o de q\tc ú(X: y, . . .) = 0 quando
X, y € 1'(L) porque L é isotrópico para aciescentai alguns teimas (lue se anulam mas
seiven] pala completei a expressão na. equação (3.3)

ú(v.€1'' - vfx lx, }"l: z. z.)

lâ(y,Zi,...,Z~)) }'' .(â(X,Z.

}l:(-i): z: '(ú(x, }''', z:,. . ., z.,
k

ZJ)

z*)
i-l

ú(lx, }''l, z. , . . . , z.)

k

i-l
k

i)'ú(lx,z:l,v.z-, 2:

,z:

,z*)

,z.)i)' ú,(lr, z:l, x, z: ,
í-l

+ }l:(-i):'jú'(lz:,41,x,v,z.,
i<Í<.j<t

,Zi, ,z , ,z*)

d.,ú (x, }', z: , . . . , z.)

n

3.1.3 A conexão de IBott polilagrangiana: caso não involutivo

A construção da conexão de Bote polilaglangiana pode sei estendida ao caso não involu-
tivo, ainda que este fato seja de interesse restrito, uma vez que sabei-nos que tal situação
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só pode ocos-rei' quando à « 2 l12, Teorema 91. Colho no caso simplético, a construção
depende da escolha de uma. dist.ribuição complementar adequadas mais exat.anlente: será
uma distribuição k-lt\grt\iigiantt. O piimciro fato a sci vcriíicado é quc tal distribuição
existeS

Proposição 3.2 Seja P uin obrado qttnse pol-ilagra.ngiano sobre tema tlariedade base À:l
com .forma qltase pol !agrangiana ü c dzstri.buiç.ão poltln.gnl.Ti.gi.an.{l. L. Então existe uma
distribuição k-lagrangi.alia L' sobre P que é complementar a L, i.e., que satisfaz

L©L' - yP (3.14)

A prata dest.a afiiniaçã.o segue c:ombinanclo uni argun]ento cle pari.ição da unidade cona a
scgttint.e ol)sctvaçã.o: o con.j]int.o dc t.odor os s\il )espaços k-lagrangianos de un] espaço ve-
torial polilagialigiano (lue são c:omplement.al-es ao subespaço polilagtangiano é uill espaço
a.fim: de modo que podemos formar combinações convexas de tais sut)espaços.

Pi'oposição 3.3 Sela r ílm, e.spnço ?;eíorza./ n7.ri.n.zdo de ?/.m.a. /anil.cl. po/z/n.grn.n..gala.n.n. ú

corTE sul)empa.ço T)olzlagrangtaTto L. Então o conjlLn.to de todos os subespaços k.-lagraTt-
gi.anos L' de V com.T)lem.estares a L está em correspondêncict btttTiíuoca caIR o conjunto
d.c to(las a.s a.pi.l-ca.çõcs l.in.cnrcs P de V em. L clt;ia rr.st.lição a. L é n. 7.drn.t.?.d.n.dc c qli.r sâ.o
{nfinltesimalmente conlorrjLemente polilagraltgialtos, isto é: que satLsjazem

k

í-o
-k) («., . . . , -*) para uo 'uk C V' (3.15)

Demonstração: A cxistêiicitt dc sul)cspttços I'' de V com as propriedades enunciadas foi
provada en] l12, Teorema 21, poi const.tttção explicit.a, e a relação entre P e l,' é a iiiesma
da Proposição 1.2 : P é o projetor, em H/, sobre L ao longo de L', ou seja, L' = kerP
Assim, a equação (3.15) é trivialnlente sat.isfeit.a quando pelo menos dois argumentos
pertencem a L (neste caso, ambos os lados se anulam, porque L é isotiópico) c ttuiibéiii
quando um argumento pertence a L enquanto que todos os outros pertencem a L' (neste
caso, ela. se reduz a uma identidade trivial), de modo que sua validade no caso em que
todos os argumentos pertencen) a L' é e(luiva]ent.e à condição de L' ser k-isotlópico. []

Voltando ao problema de construir a conexão de Bote polilagrangiana no caso não
involutivo, suponhamos então que P é llm vibrado quimc polilagi'angiano sol)i'c uma
variedade base A/ com folha quase polilagrangiana â e distribuição polilagraiigiana L.
Escolhendo uma distribuição complementar L' como na Proposição 3.2, temos a decom-
posição diieta do filiado vertical I''P como iia e(luação (3.14),

L©L' - yP
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e a correspondente decomposição direta do vibrado dual V'P

r.-L c::: r /l l/'* p

Usando a mesma notação para as respectivas projeções como no caso sinlplético (veja
a Seção 1.4), podemos novalncnt.e conlcçar com a conexão dc Bott em Lt: agora como
definida nas equações (1.20) e (1.21) (com l(À-í) substituído por lv(P), Q'(i\l') sub-
stituído por Q\t(P) e a derivada de Lie comum substit.uída pe]a derix'ada de Lie vertical
iiitioduzida. iio início dest.a seção), formando o produto sensorial de sua k-ésima. pot.êiicia

exterior com a conexão linear parcial trivial em a-*(T) ao longo de L para obter unia
conexão linear parcial VB en] At Lt ® *(T) ao longo de 1,, que chamaremos a conexão
de Bote em /\' Li e, n-*(F) (co]]] respeito a L'): explicitarllelite:

(Vea)(Z-,- -,Z*) - x-(a(z.:.. ,z*)) }ll:«(z.,

pala X € 1'(L), a c r(/\*Z,' »«-*(f')): Z.,.. :Z. c l.,(P)

k

]
z*) - x - (.(z.: , IX: prt, (Z:)l z*:)

Fina.]lnent.e, usando o isomorfisino imtsical (3.6) (e supondo ú não-degenerada), trans-
íeiimos essa conexão de Bota para L, obtendo tmla. conexão linear parcial VB en} /, ao
longo de L (lue: por abuso de linguageili, será. simplesmente chatnacla a. conexão de Bota
po/ãla.grang2:ana en] L (com. respeito a L'). Explicitanlent.e, ela é determinada pela íóimula

â(vfy: z. , . . . , z~)

(3.16)

(â(}', z 1 } IX, prl,(Z:)l, . . . , Zi;) (3.17)

para X,y C I'(L), Z.,...,Z. c l.(P)
que substit.ui a equação (3.12) no caso não involutivo. Finalmente, é fá.cil verihcar que
definindo a t.orção de VB como na cqltação (l.lO) c substituindo a equação (3.13) pela
fóinlula

d.,ú(X,y,prt'(Z.),...,p't'(Zk)) = â(TB(X,y),Z:,...,Zt) ,. ..~
para X, y € 1'(L), Z:, . . . , Zi; c l.(P) , \' ''J

a Pi'oposição 3.1 permanece válida. Em paiticulai: se â é veiticalnlente fechada, VB
tem torção zero

z*)

3.1.4 Conexões polilagrangianas

Por analogia com o caso simplét.ico, a definição do c:onceito de conexão polilagtangiana é
mais ou menos óbvia a Hienas dc uni detalhe: não podemos esperai obter mais do que
uma conexão linear parcial no (e ao longo do) fibiado vertical
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Definição 3.3 Sela P um obrado quase poJ Jagrang ano sopre uma uaheda.de base Ã4
com jov"ma quase polilagrangiana ü e distr'ibzição poEilagrangiana L. Uvri.a conexão
linear parda! V em VP ao Longo de VP é cltuTrtu.da tlírba conexão polilagrangiana
se presema L e â, no senlÍdo de que Vâ = 0, {.e.,

X. (â(Xo,...,X*)) - }: Ú(Xo,.
í-o

P«« X, x., . . . , X* c l.,(P)

k

,x.)
(3.19)

Quando P é (quase) poli-(pré-)simplético:
(pré-)simplética.

d demos qzEe V é uma conexão rola

Observação 3.1 Quando a distribuição polilagrailgiana L é unican)ente determinada.
pela forma quase polilagrangiana ú (o que ocorre exceto en] alguns casos especiais7), uma
conexão linear parcial V que preserva â tt\.nil)éiil prcsctva L (pois o transporte paralelo
coi'icspondcnt.c ao longo de chuvas vcrt.icais leva sul)espaços isot.i'épicos cni subcspaços
isotrópicos: preservando a. dimensão); portanto: nestes casos, a condição de que 1, seja
preservada. é autonlá.Liga. e poderia ter sido omitida

Clonlo no caso simpjótico, a existência dc conexões polilagrangiallas scm t.orção impõe
algumas condições de integrabilidade.

Proposição 3.4 Sqa P um ./iZ)fado qltase polálagrangáazzo sobre Tina l/ahedade base A/
com .for'ma quase polilagrangiana â) c dtslrib'lição polilag UTtgla7 cl. L. Então se eli.ste
uma coTte=ão polilagrangiana 'V scvn torç(io sobre P, ü é verticalmente fechada e L é
inuolutãua. Mais geralmente, o censor de torção T de lema conexão polilagrangàana 'V
sobre P é Tetactonndo à deriliada eztehor uerltcal de ü pela fónntLla

d«â(Xo, . . , Xh) >: (-1):+j â(r(x{,xj),xo,
o<i<j:çt

P"« x., . . . , X. c l.(P)

,x.)
l3.20)

Finalmente, se ü jov não-degenerada, a restüção de qualquer condão polilagrangiana 'V
self Loiça.o Q L coincide com. a conexão de Bote polilagrangianü 'VB

Observação 3.2 Como no caso simplético, a última afirmação é valida sob hipóteses
menos restritivas sobre o tensor de torção T de V : basta que T(X, y) sda ao longo de L
quando pelo menos um de seus argumentos for ao longo de L.

rVeja a nol a de rodapé ant.prior
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Demonstração: As primeiras duas afirmações seguem diretamente do Lema 6 e do
Lema 5 no Apêndice. Para a terceira, suponha que c) é nãc-degenerada e que V é uma
conexão polilagrangiana sobre P com tcnsoi dc toi'ção T tal que T(X, y) é ao loitgo dc L
quando X ou y é ao longo de L- Devido à nã(»degeneres(ência de ú, precisamos provar
que, para X, y C I'(L) e Z., . . . , Zt C lv(P), vale

â(Vxnl'', Z. , . . . , Z*) â(VxK Z. z.)

Conaparando as expressões nas equações (3.12) e (3.19): vimos que isso decorre do fato
de que, para l :Ç { < k, vale

ú(y,z. lx, z:l: . . , z*) }'', z, SZ.K Z., . . . , Zt)

club segue da dcfiiiição do tctisoi dc t.opção T de V: lula vez que L é isotiópico c estável
sob V e assim as expressões â(y, Z.,..., V,.X, ..., Z~) e ú(KZ.,...,r(x, z:),..., zA.)
se anulam. []

R.cciprocamcnt.e, essas condições de int.egiabilidadc t.ambón] sâo sttficient.cs

Teorema 3.1 Seja P uln .obrado polilagravtgiaTto sobre um.a tiühedo.de bcLse lv4 com.
for'm.ü polilagrangiana ü e disLhbttiçã.o polilagrangiana inuolt li.ua L. Então sempre exis-
tem conexões poltlagrang nuas V scm. t,orça.o sobre P. l\4a.i.s c.speci.fi.ca.nl.cn.t.e, n.s con,e=ões

po\ilagran.glanüs sem torção sobre P folmctm li;rll espcLço ajin\ cujo espaço uetoüal de bife
lenços. ?to caso de ü ser não-degenera.da, pode ser idcntt$cado com o espaço dos cavnpos
censor'tais ueüicüis de posto k -t 2 sobre P {ontaTtdo uuloies ÍLO Jibiado uelorial l* l.T) que

(a) têm simetha conforme Q representa.ção {n-edutíuel do grupo de perTrtutações sK+z
dada pelo seguinte diagrama de Young (com. k quadradinhos lla pümeãra coluna):

n

(b) se anulam. CLssim que ãnseüntos ao menos dois campos uetohais ao longo de l,

Demonstração: Para mostrar a existência, aplicamos o teorema de Darboux poli-
lagrangiano j12, Teorema 101 para garantir que localmente, i.e., sobre unia vizinhança
aberta suficientemente pequena de cada ponto de P, existe unia conexão polilagrangiana
plana sem toi-ção, pois podemos sintplesmente toniat a conexão parcial trivial em L'P
ao longo de VP, com símbolos de Chi'istoffel identicamente nulos: nessa coordenadas.
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Usando um iecobrimento localmente finito (U.).c..{ de P por tais vizinhanças abertas com
tais coordenadas de Darboux, denotando a correspondente família de conexões lineares
parciais locais por (Va).C..l C cscolliciido ullla partição da unidade (X.).c..l subordinada
ao l efeiido tecobtiment.o: podemos deflnii'

Ent.ão ó ('laia quc V ó cima (oncxão liiica] pai'cial cn] ç''P ao longo de rP que preserva c)
e L e teima torção tntla: uma vez (lue cada V. é uma ('onexão linear parcial em VPlu. ao
longo de rPlu. cona as ineslllas propriedades: t.endo em visa.a que as condições de pre-
sciva.i unia. loiiiia diÍciciic-ial dt\cla., dc prcscivai uni subtil)i?\.do vct.oria.l dt\do do fil )ittdo

veitic:al e de tei' torção llula são t.odes pl'optiedades locais e afins (i.e.: conlportanl-se na-
turahnente sob restrição a subconjuntos abertos e sob formação de combinações convexas
de conexões lineares parciais).a Para. a.rlalisar a. (fala.a. de) unicidade, fizemos alguilla co-
iicxão ])olilttUt\ligitui? sciii t.lição subia P e, dada. unia conexão linear parcial V' em yP
ao longo de }''P qualquer: introduzimos dois campos tensoriais verticais (totalmente co
variantes) sobre P: S que é de posto 2 e toma valores en] }''P e ús que é de posto A' + 2
e toma valores em a*(T), tais que

v; y s(x, }''' )

.Os(X,y,Z:,...,Z.)(X,y),Z.,...:Z*)
sendo que S e âs contêm cxattuncntc a mesma informação, já quc c) é não-dcgenciada;
obviamente, âs é t.ot.alniente ant.issilllétl ico em selas últ.amos A aigtimentos. Ent.ão é clamo
(a) que V' tem torção nula se e somente se S é simétrico, ou equivalentemente: ús é
simétrico em seus primeiros dois argumentos, (b) que V' preserva â se e somente se S
satisfaz a identidade

e

â(s(x, }'') , z. ,
k

, z.) + >1: ú'(}'', z:,
{-1

, z:.:, s(x: z:), z:,.., . . , z*) 0 ,

ou equivalentemente: ús satisfaz a. identida.de cíclica

Üs(X, }'', Z. z.)
k

>l: ü,(x, z:, z.,
á-l

, Z:.., }'', Z:. ., . . . , Zt) ::: 0

e (c) que V' preserva L se e somente se S(X, y) é ao longo de L quando X ou y é ao
longo de 1.,, ou equivalentenlente, ús é zero quando pelo menos dois de seus argumentos são

UNovamente, o mesmo não vale para a curvatura.
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ao longo de L. Finalilaente: é bem conhecido que, junto com sinlettia. nos primeiros dois
argumentos e antissinletria nos últimos k argumentos, a identidade cíclica acima ident.ifica
o censor âs colho pcrtcncciido à icprcscntação iricdut.ívcl do giu])o dc pcimutaçõcs Si;+2
dado pe[o diagia[[[a de Young especificado acillla 1] 9, p. 2491. []

3.2 Conexões multilagrangianas e multissimpléticas

3.2.1 Fibrados multilagrangianos e multissimpléticos

Seja P um fintado sobip lu[lí[ vaiiedadc ]4,d' de dimensão r]., ('om piolcçã0 7r : P --} ]4./
Como lla seção ant.et'ioi', denotateillos poi Ta- : TP H 7'i\./ a aplicação tangente à
projeçã.o e por L''P = ker(T7r) o vibrado vertical. Como antes, dizemos que uin cailtpo
vetoiial sobre P é t;eríácal se toi unia. senão de VP, e dizeillos que unia r-tornla o sol)re P
ó h07ízonfa! se sita cn[)t.]'ação í.r(ç: cona (lua]quer can]po vetoiia] xrertical X se anular. li,leis
geialnlente, dizemos que lula r-forma a sobre P é (r s)-A.orízonfal: onde 0 :Ç s < r, se
sua cona.taça.o com mais de s campos vetoriais verticais se anular. Note que pata s :: r
csstl t:otidição é vt\zitt, cii(lut\lit.o quc ptutt s = 0 obtemos as r-formas horizontais usuais
Obviamente, as r-formas (r s)-horizontais sào as senões de um fiblado vetoiial sobre P
cllanlado o fibtado das r-formas (s r)-horizontais sol)ie P e cle110tado aqui por A = T*P
e o espaço de todas essa senões será denotado poi- Q:(P)

Definição 3.4 Um .obrado quase rrzuZtiZagrangáano é ttm ./iZ)lado P sobre uma
«h.d«de ó«e ' dãm.«.'o n «.«ádo d. «m« (k + l)-/o«- (k + l ,)-ão«ã«nt«J
uCQ*J''(P) deposÍoconsíaníenoespaço oa! P, onde l rÇk+l e k+l r<n,
ch.antas Q for'ma. quase multil,agrcLngiana e dttcl de posto N e grctu, de h,ov'izonta-
lidade l.K + \ r), com a prophedade de que existe uniu dtstht)lição L de codivnensão N
no obrado tlert cat VP, eram.ada a d atribuição Tnultilagrangictna, tal qlte o homo
irLorlisriLO rrtu.stcul

co TP --+ b.K T* P (3.21)

Ol{. su.a. -íestr'ição uo abra.do ueltica.l

VP -+ b..L*T' P (3.22)

ambos dados pela coTttração de u eln. seta pmm.erro algum.e7tto, quando resthtos Q L,
induze7n um isomorÊsmo de $brados uetoüais sobre P

l\ ' ~L' = RL' n b.X*V'P (3.23)
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onde Lt é o nTttqltila.dor de L em. T*P.0 0 adjetiuo "quase" é omitido se w for fechada,
ãsZo é. se

d«,

grávido k = 11. e r = 2, dizemos qae P é Hm obrado (quase) Trtulti-préssimplético e

w uma formct (quase) m'ulti-préssimplética sobre P e, quando {o .for não-degenerada,
í.e., keru = {0}, que P é 71.nl. vibrado aquase.) rrzuZtissimpiético e u alma .fomna
(quase) vrtultissimplética sobre P. Finalmente, qtcando ih,f sc reduzir a tlm. ponto,
falamos de um.a uavqedade (quase) wtultilagrangiana.

Novtuiiciitc, a propi icdttdc caiactciística dc uin fil)it\do ttntlt.ilagiangiano P: digamos com
forma. n)ultilagiaiigiana u não-degenerada, pat-a simplificar. é a exist.ên(-ia (le llln sttb
fibtado vetoiial L tlluito especial (e tipicatllente único) do vibrado vei'tical VP cine: além
de sei lagrangiano (e em particular, isotrópico), tem a. propriedade n)mito mais forte de
quc o hoiiioiiioifisttio tliusic'a1 (3.22) iiiapcit\ L sobre /\,.k. Li = /\k l,t n /\,.k. T*P

Unia. afinnação importallte provada em j12, Teorema. 91 é que, assim que (*+'..,.) > 2,
t\ distiilluição iiiultilt\git\iigiiuia 1,, alétil dt: unictunciltc dct.criiiiitttdtt, é iicccsst\iituiiciit.c
involutiva

Para concluir, apresentamos o que pode ser considerado o "naodelo paclião" de um
obrado multilahm'allgiallo

Exemplo 3.2 Seja E um fiblado qualquer sobre unia variedade base Â4 de dimensão rl,
com projeção n-z : E > A4. Considere o fibiado

p r*E (3.25)

elas k-formas (k + l r)-horizontais sobre E, onde 1 < r :Ç k + l e k + l r Ç n, com

projeções z,k. : P --> E e 7r = IE o r,tli : P --} A/. Utilizando a aplicação tangente
7'7r,!i : TP --> TE à priiiiciia, dcfiiiimos a k-forma canónica sobre P, quc é uiiii
k-forma (k + l r)-horizontal 0 sobre P, por

o.(«-,...,«.)(t.«,!. "-,...:T.«,,!.
para a c P e ui, . . . ,uk c T.P

Então w = da é illultilagiangiana, com distribuição lnult.ilagtangiana L = ker(T7r,!i)
(o vibrado vertical referente à piojeção sobre E), contida en] VP = ker(Tn-) (o vibrado
verá.ical deferente à projeção sobre &/).

«.)
(3 26)

00 uso do itlLigo dcfiliido sc justifica pelo fat.o dc quc, colho é provado cin j1 2l: o subfibt-ado L de yP
se exisl.ir: é unicamenl.e del.ernlinado por cu, exceto quando k = r l ou k ;: r 1 + n e ainda r :: 2,
com diml = dim kerü + Ar (ou Soja, quando cD corresponde a uma família de formas préssimpléticas
lias HI)tas) ou r = N + 1, com dim 1, = dímkerú + l (ou seja, quando ú cota'esponde a uma falTtília de
formas de vo]ume nas fibras), onde cD denot.a o símbo]o de u
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Quando # = n e r = 2, temos o "modelo padrão" de um vibrado multissimplético. Neste
caso, como é explicitamente demonstrado em vários trabalhos sobre o formalismo multi-
siinplético l4, 16, 171, podcnios idcntificai P com o dual torcido J®E do vibrado J-F de
jatos de E, ou se.la, tellaos um isoinorfisnlo canónico de fibtados vetoriais sobre E:

JeE = b.\T'K (3.27)

Este vibrado desempenha unl papel importante no formalismo Itamiltoniano covariante
pala tl tcoiia c]ássictt (]os caliipos l4, 13, 1(i, 171.

3.2.2 A conexão de Bota multilagrangiana: caso involutivo

Como outra aplicaçã.o do isonlorfismo (3.23), além das já discutidas em 1121, provanlos
que ele viabiliza a colist.ltição dc unia versão mula.ilagrangiana da cotlcxão dc Bot.t quc ó
col))pletamente análoga às do caso simplético e do caso polilagiangiano. A ideia é a mesma
que antes: conleçt\ndo com a collexão de Bote ell] Li, como definida. lias equações (1.12)
e (1.13) (comi a/ substituído poi P), formamos sua k-ésiiila potência exterior pala ol)ter
uma conexão linear parcial VB en] /\* l,J. ao longo de L, que chamaremos a conexão de
Bott em /\~ l,-L: explicitamente, ela é dada pela restrição da derivada de Lie de k-fonnas:

( \Zona)(Z: , Z*) - X . (a(Z.,. ,z.))
k

>: .K:,
{-1

lx,z:l, z.)
(3.28)

para X C I'(L), « C I'(A' LJ.), Z:: z.c l(P)
Notemos que VB preserva o grau de horizontalidade de formas (sendo que a expressão
rla cqtiação (3.28) sc anula sc pelo n anos r dos k campos vetoriais yi, . . . ,yk são ver-
ticais, unia vez que L C yP e VP é involutivo) e portanto, por restrição, induz uma
conexão de Bott em /\,k. Z,l = At/,l í) /\,k: 7'*P. Apoia, usando o isomorfismo
musical (3.23) (e supondo u não-degenerada), podemos transferir essa conexão de Bote
pala L. O resultado é o segtiint.e

Definição 3.5 Sela P üm yiórado quase mulÉãlagrangáano sopre ?lma uahedade base &/
com. fov'ma quase mula lagrangiana u não-degenerada e distübttiç(io mttltiLagrangiana in.
uolutàua L. A conexão de Bati TTtultâlagrangãana é a. coTtelão li.r ea.i püTciu! ''Vn em L
ao longo de L dali.ninfa por

«, (Vxny, Z. , . . . , 4)

(«,(y, z: , . . . , z.))
k

}: w(y, Z:, . . . , IX, Z:l, .
á-l

P«« X, }'' € ]'(L), Z:, . . . , Z. C l(P)

,z.) (3.29)
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QtLando P é multtssimptético, dizemos que VB é a conexão de Bote 7nultissimpLética

Como no caso simplético, a conexo.o de Bote mula.ilagrangiana é plana: e para sua torção
vale o scguiiitc diálogo do Teor-eilia 1.2 :

Proposição 3.5 Seja P llln Ji.brado quase multilagrangiano sobre tema variedade base M
com Jov"m.a quase m.ult lagrangiana u vtão degenerada e distTibttição mttlt.{lagTangtana tn-
uolutiua L. Então se a jor'ma u jor mttltilagrangiana, Oll seja, fechada, Q comerão de Bota
mula lagravtgiana VB t.em. t.opção zero. Ma.i.s gera.l-m.en.t.e, se el.{l. t.i,l,er t.orça.o TB : vate

(/«,(x,y,z.,...,z*) = «,(ra(x:l'):z.; .:z.)
para X, }''' C I'(L), Z. : . . . : Z. C l(P) (3.30)

Demonstração: A pt-ova é piar.icament:e idênt.ica. à piava da Pi'oposição 3-1 e porta.nto
não sela repetida. []

3.2.3 A conexão de Bott multilagrangiana: caso não involutivo

A coitst.litção da cotlcxão (]c Bot.t. mttlt.ilagi-anElaDa pode sci cst.endida ao caso não in-
volutivo, ainda que este fato seja de interesse restrito, unia vez que sabemos que tal
sit.nação só pode ocorrer qua.lido (k+: ,) < 2 j12: Teorenaa. 91. Como no caso simplético,
tl coiistiução dcpciidc dtl. escolha dc unia distribuição coinplciiicntar adequadas mais
cxat.amante, será villa dist.iibuição k-lagiangiana. O primeiro fat.o a ser verificado ó qttc
tal distiil)lição existe

Proposição 3.6 Seja P Ttm./iórado quase mt&líiiagrangÍarzo sopre ?(ma uahedade base &/
cova foral-a. quase m.lttti.tagrang alia u c dista ibttição n ulttlag7aTtgittitü L. Então existe tlm.a
distübuição k-lagrangiana L' sobre P que é compleTneTttar Q L em TP e cuja intersecção
com o Abra.do ueüical é uma dista'ibuição l.r l-)-lagrangiana complementar a L eTn VP:

LQE - TP L© (L'n yp) - }'p (3.31)

A prova desta afirmação segue combinando uill argumento de pa.Feição da unidade com
a. seguinte ol)sci-vação: dado uni espaço vctorial munido dc umt\ forma nlultilagrangiana,
em relação a um subespaço vertical dado, o con.junto dc todos os senis sttbcspaços k
lagrangianos completnentares ao subespaço nlultilagrangiano, e cuja intersecção coill o
subespaço vertical é um subespaço (r l)-lagrangiano complementar ao subespaço multi-
lagiangiaiio: é um espaço aflui, de Díodo quc podemos formar combinações convexas dc
tais subespaços:
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Proposição 3.7 Seja kr um espaço uetoha! de dàmetzsão Pníta mtznádo de uma
foto.a multitagraTtgiana u em relação Q um sul)espaço ueTltcat V de \A/ dado, com sub-
cspaço Trbt it agTaTtgia o L (contido em V). ETtLão o collju.-ri.to dc lo(los os subcspa.ços

k-!agrangianos L' complementares Q L em. \V. f. cuja iate.rsecção r.om V é li.m sl bespaço

(r l)-Jagrangáano com.p/em.Catar a L em. V; está en} con'espondêncáa óáu7 boca. com o

conlltnto de todas as aplicações li7tea.res P de I'\r em. L cuja resthção Q L é n identidade
c quc SILO LILfilLLtcs&rrl(itTILCILtC coiLjolríbcriLcrLtc situ.!ttl(igl(xttgtuTtos, isto c. qtt.c s(l.tLsJ(LzcTri.

P-,.: . . . : wk) - «,(,«o wl) P«« «,.: . .: «,. C l,T' l3.32)

Demonstração: A cxistêiic'itt dc subcspttços L' de 14/ cona as pioprieclades enunciadas
foi provada cm l12, Teorema SI, poi court.luç:ão cxpli(it.a, e a iclaçãn cntic P e l,' ó a nlesina
cla Proposição 1.2 : P é o piojetor, en] I't/, sobre L ao longo cle L': ou seja, l,' = kerP
Devido ao lato de que L C r: isso ainda. implica. que a. sua iest.lição Plv ao subespaço
vertical V é o plojctor: ciii y: sobre 1, ao longo cle l,' n r: ou seja, L' n b'' = ker Plv
Assim, a equação (3.32) é t.tivialinent.e satisfeita quando pelo menos dois argumentos
pertencem a L (neste caso, ambos os lados se anulam, porque Z, é isotrópico) e também
quando unl argullaeilto pertence a L enquanto que todos os outros perterlcem a L' (neste
caso, cla sc tcdttz a uma idcilt.idade t.iivial), c fil)alnlcntc sua validade no caso em que
todos os argumentos peitencenl a L' é equivalent.e à ('audição de l,' ser k-isottópico. Além
disso: a. mesma equação (3.32) implica

'', -,",.:...:«A.) - «('«.:...,'«*)

u, l C r, w,, . . . ,wx. C l,t''para uo

onde usamos que

«,(«.,.. ,",--,",,...,P«,:, ..,«,.) - o

para r < i < k, uo,...,u,.i C r, w,,..., 101 C Pt/

porque P piojeta em L C b'' e r é r-isotrópico, concluídos que sua validade ilo caso em
que os primeiros r a.rgtmlentos pert.encem a. r.' n y é equivalente à. condição de L' n V
ser (r l)-isotrópico. a

Voltando ao problema de construir a conexão de Bott multilagrangiana no caso não
involutivo, suponhamos então que P é um fibtaclo quase nniltilagrangiano sobre uma
variedade base Ã4 com forma quase nlultilagrangiana w e dist.ribuição multilagrangiana L.
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Escolhendo uma distribuição complementar L' como na Proposição 3.6, temos a deconl
posição direta. do vibrado tangent.e 7'P como na equação (3.31),

L©E - TP

e a coil'f'spondellt.e de(imposição direi.a do vibrado dual T'P

Li © E't = T*P

Usando a mesma notaçã.o para as respec:uvas projeções colho no caso simplético (veja
}\ Scção 1-4), podciiios iiovtuncntc conicçai coiii &\ coiicxao dc Bote en] l,t; agora como
definida nas e(lua.iões (1.20) e (1.21) (cona iv subst.it.uído pol P): formando sua k-ésiina.
potência exterior para obter lmla conexão linear parcial V/3 eni /V LI ao longo de L: que
chan[aren[os a conexão de Bote em A' Lt (cona respeito a L'): explicitan]ente,

(\z?«)(Z.; . . Z*) - X ' (a(Z.:

k

zO) }: .K.:
í-l

pala X C I'(L), a C I'(/\* 1,1), Z.,

IX: prz,, (Z;)j z*)

Como antes, Va preserva o grau de horizontalidade de formas (sendo que a expressão na
equação (3.33) se anula se pelo menos r dos k campos vetoriais yl, . . , }'k são verticais,
uma vez que L C L''P e }''P é involutivo) e portanto, por restrição, induz unia conexão
de Bote em /\,k: l,t = Atei n /\,!:T*P (com respeito a L'). Finalmente, usando
o isomol'hsillo tllusica1 (3.23) (c supondo c./ não-degenerada), transíerimos essa conexão
de Bote para L, obtendo unia conexão linear parcial VB em L ao longo de L que, por
a.buso de linguagem, será simplesmente chamada a cortezão de Boné m.zl/lálagrartgáana em L
(com. respezlo a L'). Explicitaincntc: cla é dctciniitiada. pela fóitnulü

(3.33)
Z.c l(P)

«., (VxB}'', Z: , . . . , Z*)

(«,( y, z. ZJ) IX, prl,(Z.)l: . . . , Z*) (3.34)

para X, y C I'(L), Z., , z* c l(P) ,

quc sul)stitui a equação (3.29) no caso não-involutivo. Finalmente, é fácil vci-ificíu- quc
definindo a t.oi-ção de VB como na equação (l.lO) e substituindo a equação (3.30) pela
fórmula

dm(X, y, prt'(Z:),. . . ,prz,,(Zx;)) = «,(T'(X,y),Z.,. . . ,Z.)

par' X,y C I'(L), Z:,.. ., Z. C l(P) ,

a Proposição 3.5 permanece válida. Em paiticulai', se w é fechada, VB tem torção zero.

(3.35)
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3.2.4 Conexões multilagrangianas

Novanlent.e, a definição do conceito de conexão multilagi'angiatla é óbvia: sendo qlte: neste

caso; estamos lidando com conexões totais e não apenas parciais

Definição 3.6 Sela P i17rz .obrado quase mulíílagrangãario sobre ?tma uaheda.de base &/

com Jor'ma quase ni.ltltilagrang{.ana w c distrtb-tt-Lçào n ttlt lu-gla.Ttgtait.a L. Um.a comerão
linear 'V sobre P é ch.a.m,a.dn Ifm,a. conexão multilagrangiana se preserva L, VP e LO,

no senZádo de q7&e Vw = 0, ã.e.,

X -(u(X.:...:X.))(Xo,...:V,.,X.
í-o

p«a X, X., . ,X* . l(P)

A

x.)
l3 36)

QuavLdo P é (qlLasc) rttultl (plé )siirtplélico, ([izentos (1llc. V é ttn a conexão mu]ti
(pré- ).impléLica

Í)hcnt,vnp;.-- '2 Q Vale o análogo da. Observação 3.1

Como no caso simplético, a. existência de conexões multilagrangia.nas sem torção impõe
algumas condições de integiabilidade.

Proposição 3.8 Seja P u.m. .fi.l)ra.do qu.a.sr. In.tll.f.ilagran.gi.a.n.o sobre lí.m.a. pari.efta.de bn.sc M

com JoT'ma qlLase m.ultilagrangiana u e distTibutção mttl.tilagrangiana L. Então se existe
tema condão m.ltltilagrangiana V sem torção sobre P, co é fechada e L é inuoltttiua
Mais geTülnt.eTtte, o tertsoT d.e torção T de llm.a cone:cão m.ultilügrangiana V sobre P é
rel.a.c.i.on.ado à. dera.lta.da ext.eH.or de u pela. .fóml,ula.

d«,(x., . . , x*) >: (-1):''j «,(7'(Xi, Xj), X.:
o<Í<j<t

P"« x., . . . , x* c l(P)

X:,...,XÍ ,x*)
(3.37)

FirLaEmente, se u Jor Ttã.o-dcgc tc ada. a restrição dc qualqttcr cottc=ão ll -ult lagra7tgiana 'V

sem. t.opção a. L coiTtcide com. Q conexão de Bote multilagTangiana ''VB

Observ8rãn R Vale o análogo da. Observação 3.2

Demonstração Análoga à da Proposição 3.4. D

R.eciprocamente, essas condições de integrabilidade também são suficientes
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Teorema 3.2 Seja P um obrado mula lagrartgiano sobre tina uo.hedade base M caIR.
fov"mü multa.lagrangiana u e disthbuição TnultilagrangiaTta {nuotutiua L. Então sempre
distem conexões muLtilagrangia7tas V sem torção sobíc P. Mais especi$calitevttc. as co-
n,e=ões ntltlt.l.lagrangi.ano.s sem torção sobre P jomtam um espaço a$nt cujo espaço uetoh,at

de diferença.s. no caso de u ser não-degenerada: pode ser {dentilicado com o espctço dos
campos tensoMa{.s de posto k + 2 sobre P que

(a) têm simetma conloT'rne a represen.ração in'edtLtíuel do grupo de permlttações SK+,
dada 7)e/o seg?tarte d a.grau.a de Yowzzg rcom. k q?ladradázzAos zza püm.eira col?&7zaJ.

[P]
H

róJ se an?tlam. assim. que {7zsehm.os ao m.e7ios r + l cazn.pos t/etoráaás uerlácaís otl ao
menos dol,s campos uetoh.ais ao longo de l,

Demonstração: Análoga à do Teor-enla 3.1 D



CAPÍTUI,0 4

I'eoremas de Estrutura

Como já vimos aios exemplos do capít.ulo anterior, o "modelo pa.drã.o" de um vibrado
polilaglangiano c dc iin] filiado multilagiangiano ó lin] (.ci-t.o fibrado de formas de algum
outi'o vibrado. Assina, coloca-se nat.uralmente a questão até que grau essas classes de
exemplos sã.o típicas

Comcçanlos, como antes: pelo est.lido da t-csposta à pcrgunt.a a.náloga no âmbito da
geometria sinlplética, que é a seguinte: Quais \.'ariedades sinlpléticas são vibrados co-
tangentes? Como a palavra. "são" significa apenas igualdade a. menos de isomotfismo
iicstc c:aso, tl nichos clc uin difconioifisnio siltiplét.ico, tzuiil)ém c:ha.nado de sinlplecto-
molfismo temos que formular a resposta em termos de noções que são invariantes sob
tais transformações, para. que ela não fique ca.n ufiada. Há duas condições obviamente
rlecessárias: qualquer variedade simplética deste t.ipo deve ser exala (u = --da) e deve
adnlit.ir uma folhcação lagrangiana. Not.calos quc qualquct cima dcst.as condições .iá exclui
a grande maioria de órbitas coadjuntas de gl'upos de Lie, tais como a esfera S2 ou, mais
geralmente: todas as órbit.as (co)adjuntos de grupos de Lie compactos semisinlples, que
t.alllbém são variedades de Kâ.hler

Além de adlnitii uma folheação lagrangiana, uma variedade sinlplética P simplecto-
moifa a lma fibiado cotangente r*Q t.anibém admit.e subvariedades complementares à
inferida. folhcação, que podem sci lagrangiaiias ou hão: as folhas coircspottdctn aos espaços
cotangentes e as subvariedades complementares correspondena a gráficos dc l-forn)as,9

ORessalta se que essas subvariedades complementares são isoladas: i.e., não as vemos como vindo em
famílias que forlnarialn uma segunda folheação complementar à primeira. Entatizamos também que,
durante todo este trabalho: utilizamos a expressão "complementar" num sentido mais restrito do que
o termo "transversal" : diremos que duas subvariedades são complementares se em cada ponto de sua
intersecção: o espaço tangente à variedade ambiente foi a soma dáreta dos espaços tangentes às duas
subvariedades; assim, uma subvariedade complementar a um folheação corresponde a o que na literatura
costuma ser chamado de seçãn t.ransversal de uma folheação

43
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sendo que o gráfico de uma l-forma é uma subvariedade lagrangiana se e somente se essa
l-forma for fechada. Reciprocamente, pala qualquer variedade simplética P, com forma
sinlplétictt u, quc tLdiiiitc uiiit\ follicttção lagrtuigiaiitt .F quc é siiiiplcs, i.c.: t.al cine suas
folhas são as componentes conexas dos con.juntos de nível de iinla subn)ersão sobrejetora
de P em alguma outra variedade, e qualquer subvariedade Q de P complementar a .F:io

o teorema da vizinllança tubular de \?Veinstein 1301 afirma. que se Q for lagrangiana: então
cxist.c umt viziitliaiiçé\ tubulzu dc Q en] P quc é simplcctomorftt a unia viziiilttuiçt\ convcxtl
da seção zelo do vibrado cotangente 7"Q de Q. Este resultado é facilmente generalizado
ao caso en] que Q não é lagrangiana: basta substituir a forma siniplética padrão dO de
r*(2 pela. forma simplética dO + l-*uQ onde T é a projeção ca.nõnic:a de r*(2 sobre Q
e w(2 ó a rcstiição dc w a Q; veja l8j. Unia versão global dest.e resultado toi dada por
Thompsoll l2rl, sob a hipótese de que as folhas de / sejam simplesmente conexas e
geodesicanlente completas: neste caso, a variedade P é um vibrado aflUI sobre P//' cujo
filiado vetoria] de dileieiiças é o íibiado cot.ingente T*(P//') de P//', e portanto existem
subvarieclades Q de P complementares a /' cona Q = P//, i.e., que encontram cada
folha en] exatamente un] ponto.ii Ademais: qualldo escolhemos uma delas, obtemos
uni siniplect.omorfismo global ellt.re P e r*Q que leva w eni --dé? ou, mais geralmente:
en] dO + r*coQ , coiiio tuit.cs. O pioblcm:t com íl al)oidagcni dc 1271 é club cla não é

intlínse(.a: pois a identificação de P como filiado ahm sobre P//', e at.é o signifi(ado da
hipótese de completude geodésica das folhas, depende da. escolha de ingredientes adicionais
(uma i)lét.liga. auxiliar, no caso: ou melhor, a conexão cle Leva-Civil.a por ela induzida),
o quc coiifcrc :l colistiução uni coito giitu dc aitificialidt\dc

A seguir, apresentaremos delnolistrações fetais transparentes destes teoremas, que di-
íeieiii das otigiiiais pelo uso sist.einático de dois ingiedieiites naturais cuja importância
parece ter sido subestimada no passado. São estes: (a) a conexão de Bote introduzida
antes'iol'mente: sendo que é a ela que se refere a hipótese de completude geodésica das
folhas, e (b) o conceito de campo de Euler un] campo vetorial que pode ser definido,
de íoiiila caiiõiiica, no espaç:o total de qua.lcluer fibiado vetoiial e que, em uin filiado
cot.nUBente, tem a ttot.áve] propiieda(]e de que sita ('ont.cação com a fortna simplét.ica w dá
a íornla canónica a cuja derivada exterior é a própria w (a menos de sinais, que são uma
questão de convença.o). O nosso interesse principal nesta sistematização e simplificação
é quc elt\ permite a. gciicialização dc todos cst.es teoicmas ao âmbito polilagrangiano e
mttltilagiangiailo: sem esforço adicional algum

loNote que a colicliçào de que Q seja complementar a .F irão impede que a int.ersecção de Q com algutna
folha de .F possa sei' vazia, ncm galante quc cla se i-cruza a ulri úttico poitto quando não vazia; implica
apenas que [ a] int.ersecção deve ser discret.a e pari,an],o, no máximo: enumeráve]

1 1 Teso decoite ao fato de que qual(luar fibrado a hln seirtpie adtTtite seÇÕes glol)ais o (lue pode tacilmeltte
ser provado usando pari.ições da unidade.
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4.1 Folheações simples por variedades afins planas

Inicialmente, suponha que P é uma variedade qualquer. Pelo teorema de Frobenius:
sabemos quc ullla folhcação /' de P coircspondc bimlivoranlcntc a un a distribuição
involutiva L em P, sendo que para p C P

Lp -- TplFp (4.1)

onde .7:b é a folha que passa pot p. A seguir consideraremos apenas folheações sinaples,
quc são ctut\ctciizt\dtu ciii tciilios dc sua icltlção clc c(luivtllência J:' C P x P (definida
pela i'egra óbvia cle (lue (p.:p2) C /' se e somente se p. e p2 pertencem à mesma folha)
através do seguinte

Teorema 4.1 (Critério de Godement) 1261 gelam P Tina uahedade d /ererzcááuel e
R ll.m.a rel.a.çâ.o d.c cqlf.i.lia.l.êu.ci.a. CTn. P. Ent.ã.o as sc1111i.n.t.c.s fon.d?.çõcs sà.o equl.ua.l.en.tes

+ R é uma sttbtlar'iedade fechada e ntevgulhada de P x P tal que ptt\n
pr2jn : J? -+ P são sztóm.ersões soZ)rqeloras.

R -+ P e

e O quoci.ente P/R possui tlina ún ca estrutura de t,aT'iedade difeTeTlc.iát'el tat qlte Q
projeção ccuxõ\ica B de P sobre PJK é uma sublnersào sobrejetora

Uma follleação /' de P é cha.naada simples se a sua relação de equivalência sat.isfa.z as
condições dn critério dc Godcillent l2SI, ou sc.la; se as sitas folllas são as con)ponentes
conexas dos conjuntos de nível de uma subnleisão sobrejetoia r : P --} P, de Díodo que
para p C P cona n-(p) = P € P, vale

4 componente conexa de 7r ' (P) contendo p (4.2)

Em paiticulai, M líbias dc um fil)Fado coiistituciii uma follicação simples. Tainbóm é
óbvio que as folhas de uma folheação simples são subvaiiedades fechadas e mergulhadas
je não apenas inlei-sas). Finalmente, o critério de Godement implica que, dada uma.
submersão sobrejetora T : P --> P qualquer, podemos sempre decompor a projeção r
na composição dc dtius pro.]eç:õcs,

p --+ plt ---+ p . (4.3)

onde a primeira é uma. submersão sobrejetora com fibras conexas e a segunda é um
diíeomorfismo local

Dada uma submersão sobrejetora a- : P } P qualquer, temos dois tipos de campos
vetoriais especiais sobre a variedade P: os verticais e, mais geralmente, os projetáveis
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Definição 4.1 Sejam P e P uahedades e n- : P } P uma suam.ersão sobreyetara.
Dizemos que um campo uetoha! X sobre P é vertical (em relação a F) se para qualquer
p C P, «Je TP" - X(p) = 0. . q«. é p,detá-i r.«. ,.l«çã. « «) « p"' q-àsque,
P::p2 C P "" "(p-) ), ''«{e TP.«- X(p-)

Se X for um campo projet.aTeI sobre P, então é claro que para- qualcluer p C P, existe
um único vetou X(P) C %P tal que TP«- . X(p) = X(P) para todo p C P com T(p)
e usando cartas locais de P e P enl que a submersão r é representada por unia projeçã.o:
verifica-se que X sendo suave, X também é. Assim: podemos caiactetizar um campo
projetável como un] campo vetorial X sobre P que admite un] "push-forwarcl" para un]
júri(o) f:amuo vct.niia] X sobre P vía n-, com o vital sola cnt:ão n--relacionado:i2 e un]
can[po veitica] c:on]o un] can]po projetáve] cujo -puslt-forwaid:' é zero. Isso implica
imediatamente que, na. álgebra de Lie lt(P) dos can)pos vetoriais sol)re P: os can)pos
piojctávcis fonutuii unia. subálgcbia dc Lic IP(P) e os campos verticais fornlanl lm) ideal
l\.,(P) dent.ro dessa sttbálgebta de Lie, isto é

y: Z piojetáveis ::+ IV. ZI projetável (4.4)

(4.5)X vertical, y plo.jctável ::-> lx, rl vertical

Finalmente, temos

Lema l Selara P e P uahedades e a- : P ----> P ltm.a s?&bm.ersão soóreyetora. Então
todo cam.po uetoü.al X sobre P é "pusl JoTupa'r-d" dc ctlgurtt cctrnpo pTojctáltcl X sobre P

Demonstração: Usando cartas locais de P e P en] que a submersão n- é iepiesentada
poi cima pio.loção: T)odcmos afitmai que todo ponto p de P posstü alguma vizinhança
aberta UP enl que podemos construir uni campo vetorial XP que projeta sobre X .,,,..
Escolhendo uln refinamento (Ui)íc/ localmente finito do recobiimento (UP),.P de P e
uma. partiçã.o de unidade (Xi)lc/ a. ele subordina.da., podemos deílnir um campo vetorial
X sobre P pondo

e verificar que ele projeta. sobre X D

t*l,cmblturios quc dada Mina aplicação suave / : &/ -+ Ar qualquer ent.re variedades A/ e /V quaisquer
catnpos vetoriais X sobre Â/ e y sobre Ar são chamados /-relacionados se para todo pont.o m de A/:
vale rm.f ' X(m) = y(/(m))- Um teorema importante, que usaremos constantemente, afirma que se X.
sobre À/ e yi sobre /V são .f-relacionados e X2 sobre À/ e y2 sobre N tainbéin são .f-relacionados: então
os seus colchetes de Lie, IXi, X21 sobre A/ e lyl, y21 sobre Ar, são /-relacionados.
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Assim, obtemos a seguinte seqüência excita de álgebias de Lie

0 --> 1v(P) -+ ip(P) ---} l(P) -} 0 (4.6)

Para uso posterior: notamos ainda o seguinte corolário do Lema l

Lema 2 Sejam. P e P ttahedades e T : P } P uma subTítersão sobrejetora. Então

para todo uetor u. C TpP tangente a P em algum. l)auto p de P: existe um campo projetáuet
X «ó« P [«] q«e X(p) = «

A seguir, estudaremos variedades P com ulntl tolhct\ção siniplcs /' cujas folhas sã.o
vat-iedades afins plzulas. Tst.o significa (lue a distribuição itlvolutiva. Z, tangente a .F: con
forme a equação (4.1): vens munida. de uma conexão linear par(ial V com curvatura e
t.Oiça.o zero. Nest.e caso, podemos definir outros dois tipos de calllpos especiais sobre P
(aml)os verticais) que desempenham um papel importante: os campos covariantemellte
constantes e os campos de Euler

Definição 4.2 Seja P ?lma ua?íedrzde mu.n drz de lama. /o/hea.ç(io simples /' com. dístn.-
bttiç(io trtuolltl-t'tla Laltgc'ltt,c L (ttcJa- u- c(lttaçã.o (4. 1)). c seja. V ILllt.a condão li.nenr parcial
em L ao longo de L com torção e cttTuntttra zero. Dizemos qt e t in caTnpo uetori.al X tan-
ge7tte Q F é cova qantemente constante üo longo das folk.ns de J:: ou simptesmevtte,
court'iantemeTtte constante, se para qltalqtter cam.po ttetoÜ.al Z taTtgevtte Q J, vale

VzX = 0 (4.7)

Dizem.os, aiTtda, qlte um cam.po uetohal E tangente a F é u.In. campo de Enter se para
qualquer campo uetoriaE Z tavtgente Q F, vale

(4.8)

A situação padrão onde estes tipos de campos podem ser definidos de forma natural é
sobic o espaço totitl dc um fil)iitdo vctoiial: neste caso, liá uni campo de Euler preferido,
a saber, aquele que se anula em cima da seção zelo.

Exemplo 4.1 Seja E o espaço total de unl vibrado vetorial sobre uma variedade base Q,
coiii projcção n- : E -+ Q, e seja L o scu fibrttdo vciticttl yE, quc pode sci identificado
com o pull-back T*E do pl'óprio E, de Q para E, via. z. (De fato, para e C E e q = n-(e) C
Q, temos & = VeE = Eç ) h/lunindo L da conexão parcial linear trivial V (ao longo do
próprio L) introduzida no Exemplo 1 .5, vimos que os campos vetoriais covariantemente
constantes sobre E coirespondeni exatanlcntc às scçõcs dc L constantes ao longo das
fibras de E, e cada seção de E sobre Q, como subvariedade de -E dada pela seção zero
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admite unia única extensão a. unia seção de L sobre E que é constante ao longo das fibras
de E. Além disso, existe um único campo de Euler E sobre E que se anula sobre (2:
como subvariedade de E dadit pela acção zelo. Estro afiiiiiaçõcs cvidcticiain-sc (lutuido
introduzimos coordenadas locais adaptadas (q'.u') de E, induzidas por coordenadas locais
qi de Q: uma trivialização local de E e uma base da tíbia típica de E: que proporcionam
uma. base de seções locais e. de E; a extensão de e. a uma seção local de L corresponde
ao campo vetorial local covariantenlente constante a/au' sobre E. Expandindo campos
vetoriais verticais sobre E nesta base, temos

; - ,'â: * - *'â - ,,* - ,'=â
de modo que X seta cova.iiiuitciiiciit.c const.tuitc sc c soiiicnt.c sc as luilçõcs tocfic'icnt.c: X"
independeil) das variáveis uõ. Note que

«** ,** - (*'= *' =) ; - '*:*

(V te«. to: ção ze-o) e

V.r V},Z \7rV.*Z .*' ;s ü' =) - «' ;: (.*' g)l â
(*'== *'==)â
Vlx,rlZ

(V tem cutvatuia zelo). Além disso, a solução da ecluação (4.8) que se anula quando
u=0 é

As curvas integrais deste canapo vetorial são as regas radiais

Note que a mesma construção funciona. para fibiados afins se bem que neste caso,
perdentos a. unicidade do campo de Euler, já que não há mais a noção de seção zero
Dc iiiodo geral: a. Definição 4.2 implica dircta.riicntc (luc a soint\ dc uin campo cova-
riantementc constant.e c dc iim campo dc Eulei é um campo dc Euler, e reciprocamente,
a diferença entre dois campos de Euler é um campo covariantemente constante; assim, os
campos de Euler formam um espaço afim cujo espaço vetorial de diferenças é o espaço
dos campos covaiiantenientc constantes. Também é clamo que ambos - campos cova
riantenlente constantes assim como campos de Euler são unicamente determinados poi
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seus valores en] un] único post.o de cada folha, e usando sistemas de coordenadas locais
a.daptadas à submersão sobrejet.ora P --> P//' nas quais os símbolos de Christoffel da
conexão V se anulam identicamente, podemos provar que ambos sempre existem pelo
menos localmente

Completando o "menu" dos ingredientes, suponha agora que (2 é unia subvariedadc
de P coíllplcnlent.ai às folhas de /': í.e., para todo ponto q de (2, vale

TçP - TqQ ©Tç4 ' TçQ © L, (4.9)

Note que essa condição de complement.aridade não implica. necessariamente que Q deve
intersectam todas as folhas. Porém, considerando mais unia. vez a submersão sobrejetora
T : P H P//': ela permite concluir que cada. ponto de Q possui liina x-izinhança abcrt.a
en] P cuja intersecção com (2 const.itui uma seção local de n- e: portanto, que 7r(Q) é
aberto em P//'. Além disso: ela t.ambénl permite concluir que a inclusão de (2 em P
seguida. da. projeção n-, como aplicação

Q -- PjJ: (4.10)

é lnl] difeomoifislllo local sobre sua iillagem, (late é uma stibva.piedade aberta de P/.F
Assim: substituindo P por sua subvariedade aberta T '(r(Q)) e /' por sua restrição a
essa subvariedade, poden]os supor seno perda de generalidcnde que Q intersecta todas as
folhas: Oli sc.la, que a aplicaçã.o (4.10) ó sobre.jctora.

Post.o isso, queremos mostrar como construir, a partir do fluxo geodésico radial ema-
nando de Q tlssocittdo à conexão V, uni difcoiiloifisnlo local canâiiico, denotado poi cxpQ
e devidamente chamado de exponencial: cnt.re o vibrado vct.orial Llo e a variedade P.
lx'leis exatamente, se para q C Q e ziç C Lç: a geodésica cn] .Z:l caIU posição inicial q e
velocidade inicial uq é denotado por F( . ; uq), então a aplicação

expQ : Dom(expQ) --} P (4.11)

é definida por

Dom(expQ) U { uq C Lç l f'(l; üq) existe }
çcQ

(4.12)

com

expQ(««) u«) (4.13)

e assim já podciiios eliminar o síml)olo F' pt\ia- o fluxo geodésico (quc é pouco expressivo),

pois a geodésica en] .F; com posição inicial q e velocidade inicial u. é s n expQ(suç)

expQ('u«) q
s=0 expQ('«'«) ... - u.

áá «p.o"D

(4.14)

(4.15)
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Obviamente, o domínio Dom(expQ) da exponencial é uma vizinhanç:a tubular de (2

em Zle: e pelo teorema de dependência de soluções de equações diferenciais das condições
iniciais e de paiâmet.ios: a aplicação expQ é diferenciável (i.e., suave) e induz a ident.idade

Lema 3 Nas hipóteses eltunciada.s aTttehoTmen.te, a erponencáal (4-11) é um dileo
mor$smo local sobre sllcl imagem: que é alma subuar'iedade ctbeda de P

Demonstração: Como Z,l. e P têm a nlesnla dimensão

vedor ti.v iiu doliiíiiio dt\ cxponclic:ial, tl aplicttção t.ttngcnt.c

bErsta piovai que para todo

Tu. expQ : T,.(Lle) --> TcxPQ(".)P

é injetora. Quando tl,, for o vetou zero, isto é óbvio, pois para. t.odo q C (2, temos
dc('oi]]posiçõcs dirct.as nat]uais (los cspaç:os t.aiigcnt.cs a LI. e ca F' en] q enl "parte vertical"
e "parte horizontal

Tq(LIQ) T.P ©T.Q

cni iclttção iu quais t t\l)licttção taligciitc

Tç expQ rç(LIQ) --} TçP

é siniplcsn[cnt.c a idc]]t.idade. Coiisideran)os cnt.ão o ('aso gcial onde u,, C L,, é un] vct,or

qualquer' no domínio de expQ e uu. C Tnç(LIQ) é u]]] vetou' tangente ao espaço total do
fibiado vetou'ial tle sobre Q. Suponha que T.q exp(2 ' t;uç ' 0. Então aplicando o funtor
tangente ao diagrama comutativo

onde a. flecha hoiizoiital infcrioi é o diíeomorfisiilo local (4.10), concluímos qttc u... deve

ser vertical e, como K..(Llç) 3 Lç, pode sei ident.ificado com uill vedor uq C J,ç l mais

explicitamente, u«, C Vu.(LIO) é o vet.or t.ingente

Uuç
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e portanto Tuç exp(2 ' uuç é o vetar tangente

expQ(". +1",) ,..

Isso mostra que Tuç expQ 'o«. é o valor, em s :: 1, de um campo de Jacobi ao longo da
geodésica s -> expQ(su.), defiúdo como a variação da seguinte família a um parâmetro, t,
de geodésicas, cada uma com pa-râTnetro afim s :

(', t) -' e*p.2 (.(u« + t««))

Explicitamente, o valor deste campo de Jacobi no ponto exp(2(suç) é

J. «p.('(«,+t«D) ..
mosto'ando que se TuqexpQ'uuç :: 0, ele deve se anujal- em s = 0 e em s :: 1, ou
seja, q e p = expQ(aç) seriam pontos conjugados ao longo da geodésica s -} expQ(saç),
conforme mostra a Figura 4.1.

expQ

Figura 4.1 Zelos da derivada da expoílencial e campos de Jacobi

lv[as a condição de que a coTlexão 'V tenha torção e curvatura zero exclui a existência
de pontos conjugados ao longo de qualquer geodésica, pois a equação diferencial para
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um campo de Jacobi: escrita em con)ponentes relativas a un] referencial autoparalelo ao
longo de tal geodésica, se reduz a uma equação do tipo d2.X'i/ds2 = 0, cujas soluções têm
exatamente un] zero - nem mais, nem n]enos. []

Ena particular, segue que a exponencial (4.11) providencia um difeomoifismo

exp(2 : [/n "} U l4.i6)

dc unia vizinha\ltçt\ com.cxil t/n de Q iio filiado vctoiitll l,in sol)ic uiiii viziiihaliç'a tul)ular
U de (2 en] P.i3 Poi rolistrução, rst.c difcomorfisnlo é afim, pois a coiicxão lincai parcial
V en] /, ao longo de L da qual partimos coincide com a conexão liílear parcial V enl 1, ao
longo de L que cotlstiuímos nos Exemplos 1-5 e 4.1, identificando L com o fil)lado vertical

L''E e o pull-pack z*E da. sua restrição E - Llo a Q

Na hipótese de complet.ude geodésica, podemos provar lmla. afirmaçã.o ainda. mais forte

Lema 4 Nn.s hipót.c«srs c?l.Tnl.c{.a.d.n.s ant.ed.omt.fn.t.c, c s(' P Jor geodes?.cara.ente completa
elrl Tetação a 'V: a e=poTleltcial (4. 1 1) define um recobrimento

expQ : Lle + P (4.17)

que para cada povtto (l de (2 +.ndttz xlm. recobriTn.auto uni.uersat

exp., : Lç H ./ç (4 18)

dü folha Fq T)ela fibra Lq Ern. T)artic\ lür, se todas as folhas lF:q forevn sãTitl)lesa.ente con,e

ras; a exponencial e.stabelece tlm dtfeomorjismo afim global entre L\Q e P

Demonstração; Pela hipótese de coinpletude geodésica: a exponencial expQ tem por
domínio o filiado vet.orial Llo int.erro: além disso, a. hipótese cle (!ue a conexão V tenha

t.lição c curvtttuitt zelo iliiplictt (luc, paio\ todo poiit.o q de Q, sutucst.lição cxpç il fibitt Z,ç
é Rima aplicação afim do espaço vctoiial Lç, munido da conexão linear trivial, na folha /.,
munida da conexo.o linear Vç = Vlr.' (Para uma afirmação muito mais geral, veja, poi
exenlp[o, l23: Chapa.er 6: Theoiem 7.1, p. 257j.) Portant.o, o ]enla é consequência cle um
teorema geral, enunciado en] maiores detalhes e provado no Apêndice B, segundo o qual
t,oda aplicação afia dc limo vaiicdade aflUI conexo; simplesnlent.c conexo e geodesicanlente
completa A4 eiii ullla. variedade afim conexo lü/', se for um difeomorfismo local, já é um
recobriinentol em particular, ele é automaticamente sobrejetor (e JÜ4' é automaticamente
geodesicamente completa). o

tóIJina vizinhança da seção zero de ulíi fil)lado vetou'ial é chatnada convexa se a sua intersecção coili
cada 6tbra for unia vizinhança convexa da origem nessa fibra
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Uma outra ferramenta da qual precisaremos a seguir diz respeito a formas diferenciais
em variedades com folheação

Proposição 4.1 Sega P ?í.fila ua7.zcdade 7 tltnida dc nla /ol/tcaçâo szn pies .F com dás-

thbuição {nuo[ut.{ua tangente L (veja a equação (4.])), cubas folhas são os conjuntos de
nível de uma sub«ersão sobrejetora '« . P -+ Q (Q = PJF), e seja c- «-«.a k-fo«ma
sobre P. Então a é o ptLtl-back de tina k-foívna ao fechada sobre a uahedade quoci-
ente (2 pela projeção , o - K'aQ) se e somente se, para todo car7}po uetorial X ao longo
de F, X C I'(Z,), vale ixa = 0 rc07zdíção de AohzonlaiidadeJ e L.Ko = 0 rcondzção de
constância ao longo dns folk.ns)

Demonstração: Primeiro, observamos que para o ser o pull-back de lula k-forma an
sobre a variedade quociente (2, devemos ter

«(P)(«-,...,«*) - aQ(«(P))(%«.«:,...,q«.«.)
para p C P, u.i, . . . , uk c TPP

l4.t9)

Então é claro que se qualquer un] dos vetores ui , . . . : uA- pertencer a. LP, essa expressão se
anula; assim, para todo X C I'(L), vale áxa = 0 e portanto t.ambém

Lxa l Í* +Í*d)«'aQ 0

Reciprocanlent.e, é claro que se quisermos usei a equação (4.19) pma definir aQ ünl termos
de o:, precisamos garantir (i) que, para p C P fixo, a cxpicssão do lado csqucido dcsttl
equação não depende dos i-epresent.ant.es tti € 7 P dos vetores TPn- . uf C Tx(p)(2, o que
é garantido pela colldição de horizontalidade íxa = 0 para X C I'(L), e (ii) que a
expressão do lado esquerdo dest.a equação também não depende do representante p C P
do ponto T(p) C Q: isso segue da condição dc const.alicia ao longo das folhas Lxo: = 0
para X C I'(L), da seguinte maneira: Sejan] p e p' dois pontos de P tais que T(p) = r(p') :
isso significa que pertencem à mesma folha. F', e portanto existe uma curva ' inteiramente
contida na folha F com '(0) = p e '(1) = p'; em particular, vale 't(s) € L.(,) para
0 < s Ç 1, e podemos ainda supor que 't(s) > 0 para 0 < s « 1. Usalldo liina partição
(s.).-i,...,, do intervalo 10, il (0 = se < si < . .. < s, < s,+i :: 1) e uma família finita
(t/.,).-o,...,, de domínios UQ de cartas de P em que n- é representada pela piojeção sobre
algum subcspi\ço, cm conjunto comi dgunia função coito dc suporte compacto sobre P que
vale l em uma vizinhança aberta da imagem da curva 7, torna-se evidente que podemos
encontrar um campo vetorial X sobre P ao longo de .F; X C I'(L), que estende 't, i.e., tal
que +(s) = X('y(s)) para 0 « s < 1. Rias isso significa que ' é curva integral de X e, mais
do que isso, que perto de p = '(0), o fluxo Fx de X é definido pelo menos até s = 1, de
modo que existem uma vizinhança aberta Uo de p = '(0) e uma vizinhança aberta Ui de
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p' = 7(1) tais que o fluxo poi tempo l estabelece ulll difeomorfisnio Fx(1, .) : Un -+ t/i

que preserva as folhas de /', já que X é tangente a. J', ou seja: temos 7rju: = Fx (1: .) .n-lu.
Agora, Lxa - 0 implica Fx'(1, .)'(clip.) = alu., de modo que usando p' = Fx(l,p) e
pondo ul(1,.)-ut(l «{«k),obte«los Tp',r ü:=Tp" t':(l Çi<k) e

'-.,(«i «.t) "'«0.d(%,Fx(1:.) ' «-:. . . , t,r'*(i: .) ' «*)
IFx(1, .)*("1..)),(«-: . . . : -.)
«, ('«. , . . . : «*)

D

4.2 Variedades simpléticas com
folheação lagrangíana simples

Nesta seçã.o: ])assomos a considera.r o caso enl que P é unia x:aiieda.de simplética, com
foinla sinlplét.i('a w, munida. cle unia folheação lagrangiana simples. Dizemos que
lmla folheação /' de /::', com distribuição involutiva tangente l, (veja. a e(luação (4.1))
é lagrangiana se para qualquer pont-o p de P: LP é subespaço lagiangia.no de TPP, en]
relação a. wp Folheações lagrangianas podem existir ou não, e elas podem sei simples ou
leão: um cxclitplo clássico de tina vaiicdadc simplét.ica quc não adinit.c iipllhitma folhcação
lagrangiana e a esfera S2 ( "llo-hall teolenl"), enquanto que um exemplo clássico de uma
folheação lagrangiana. que é regular Dias nã.o simples é o fluxo irracional no toro T2 (e]]]
tuiibos os ct\sos, a foinit\ siiiiplétictl é tl tolhia padrão dc volunic). No caso de uma
folheação laglangiana sitnplcs, o clip.brio de Godcmcnt nos informa que o quociente P//'
admite uma única estrutura de variedade tal que a projeção canónica de P sobre P//' é
uma submersão. A seguir, denotarenlos P//' por Q e a. projeção canónica de P sobre (2
por 1. Note que Q é uintl variedade (luociciitc dc P, lilás nada garante "a priori" que ela
possa ser realizada como sul)variedade de Pi assim, a existência de um mergulho de Q
em P como subvariedade fechada constitui uma condição adicional que deve ser imposta
separadamente ou então deduzida de outras hipóteses adicionais.i4 De qualquer modo, a
hipótese dc qttc a folhcação /' seja lagrangiana providencia uma conexão linear parcial

icem gel-al: pode haver obstruções Lopológicas à existência de um mergulho de Q em P. Tais obstruções
devem ser de nat.preza global, uma vez que o teorema da submersão (ou dtl fat.ia local) aíüina quc
localmente: tal mergulho sempre existe. Como exemplo de um conjunt.o de condições adicionais que
garante sua existência global, mencionamos as hipóteses do terceiro item do Teorema 4.2 logo abaixo,
de que as tblllas sejam geodesicarriente completas eili t'elação à conexão de Bote e simplesmente conexas:
pois essas garantem que P é nm vibrado a6lm sobre C?: e vibrados afins sempre admil.em senões globais
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canónica em L ao longo de L com torção e curvatura zero: a saber, a conexão de Bote VB
introduzida anteriormente: isso implica que as folhas de /' são variedades ahns ])largas e
constitui o ingicdiciitc crucittl iia dciiionstiação do seguinte

Teorema 4.2 Sela P uma ua.hedade sÍmpléííca, com /arma sámpléÉica (i, m.unida de
umo. dtstr'ibzição lagrangialta. {nuottttiua L. Suponha que Q fotheação conespondeTlte F
seja siri pies, curll folhas qttc sào os co'ít.ju-ritos de rtíoel de ltílba sltbTn.ersão sobrejetoTa
n . P -l Q, e sttpo'nh.ü ainda que Q TiQücdQdc quociente Q = Pjr possct ser realizada
como s\tbuaüedade fecha.dü e nterghlh.adü de P. Nestas condições: coltsidere o isomor$slno

m.usícal w : LIÇ --> tlO rliela ri eqzzação r/.ÕJ,), em cona?tn o comi o ísomor$sma

L\O 'Z T* Q (qlte decorre da decovrlposzção diTeta (4-0)), e combtltado caiu. Q elponeltcial
expQ definida como vla Seção 4.l. Ent.ão t,ale o seguinte

e A co'rítpos'ição destes -iso'rito'ít.STiLos 'p'l'o'po't'cio'rta 'tt'rll d'lIGo'rito'ilis'raLO d) : V a U de
uma uiziltllança tubti.lar U de Q em P com tlrn.{i t.{zinhança coRtl€1ü V da seção
zero do abra.do cotangeTtte T* Q de Q

e Se as folhas de F Jorelrt geodesicamente completas e.m relação à condão de Bati,
Q coTnpostção destes {soln.or$smos proporctoTiu ltTit recobT'ilnento de P pelo vibrado
cotangente de Q, õ l T' Q a P

e Se as Jolh.a.s de .F jo'ieTrt geodestcantettte contplelu-s erll telttçà.o it cottelào (te Bati

e si.nl.plesm.en.t.e con.e.=tas. a. composl.çã.o dest.es {.sol .orla.s7it.os proporciona tlm dãfeo
morPsmo de P com o obrado cotangente de Q, @ : T'Q -+ P

Ademais, @ presevl.n. .li.liras, m.n.piam,do T.IQ sobre .Fq (otl V f\ T;Q sobre U n Fq, vlo
phmeiro caso), e de$nindo

1) = iE@'u

temos que 0*to -F dO é o pttll back de tlm.a 2-Jor'ma fechada wQ sobre Q pela projeção T
de T* Q sobre Q

(4 20)

@*«, + da - .'-'«,.? (4.21)

F'ána]mente, a classe de coAomoZogãa lwel c ]lÍ2(Q) de wQ não depende do meCgulÀo
eTnpregadO e assim. coTtsltlui llmu invariante da Jolhea.ção F.

Observação 4.1 A última afirtalação gaiant.c qtic @ é "quase" lml simplectomorfismo
é*w difere da forma simplética padrão do vibrado cotangente apenas pelo pull-back de uma
2-forma fechada na base. Se (2 for subvariedade lagrcangiana. de P, então wo = 0 e @ será
siniplectomorfisnlo. Neste caso especial: a piimcirtt afim)ação do teorema acima, que (no
que diz respeito à estrutura de P ao longo das folhas da folheação /') é de natureza local:
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é conhecida como o teorema da vizinhança tubular silliplética de Weinstein: estabelecido
en] 1301. A terceira aíirntação foi provada em 1271. Aqui: além de também est.abelecer
a. scguilda t\-fiiitittção, dtuiios uint\ dcnioiist.itLção mttis diictt\ dc todas: evitando o uso de
ingi'edient.es adicionais e artificiais (tais como a métrica riemailniana auxiliar empregada
eln 1271), o que nos peinlitirá unia extensão direta do teorema ao caso polilagrangiano e
multilagrangiano-

Demonstração: Tendo em visa.a os Lemas 3 e 4, só fala.a provar a pari.e final, contida
nas equações (4.20) e (4.21)- Para simplificar a apresentação: consideramos os casos cla
prinleiia e da terceira a.armação, onde (ó é uin difeonlorfismo e portanto pode ser usado
pena idcnt.ihctu b'' com U e r'Q com P, icspcctivtuiicnt.c. (O ctlso da scguiidt\ ttfiiiilação
onde @ é apenas um difeoliloifisiuo local: pode sei tratado de maneira análoga: levando ein
conta. que iiest.e ('aso: o campo de Euler E pode deixai de sei definido globalmente sobre P
mas ele pode ser subst.it.uído por uma. família. de campos de Euler definidos localn)ente
sobre P: o quc levEI a mini\ ttuilílitt dc tóinnüt\s locttis do tipo dt\s c(luttçõcs (4.20) e (4.21)
sobre P.) Sendo assim: sttprin)inlos a referência ao pula-back por @. O atguillento sela
l)apeado na Proposição 4.1: conforme a qual basta iliostrai (lue para. todo calllpo vetorial
vertical X: vale i,K(w+da) = 0 (condição de horizontalidade) e Lx(co+d0) = 0 (c:ondição
de consta.nela ao longo das folhas). Como u ó fecllada: a scgitnda dpst.as rnildições scgtic
clireta nlei)te cla piillleira :

L,. («, + ./O) (d{.r + 'Íx(7)(w + í/0) d(i*(w + .Za)) - 0

Para provar a. primeira, devemos mostrar que l)aia todo campo vetorial X ao longo de J'
e todo campo vetorial y, vale (w + (/a)(X, y) = 0, sendo que devido ao Lema 2, podemos
supor: seno perda de generalidade, que y seja piojetável. Usando as definições da conexão
de Bote e clo campo de Euler, temos

«,(X, }'') E, }'') X. w(E: y) «,(E, IX, rl)

Como X é vcitical c }'' é piojctávcl, IX, VI ta.inbéin é volt.ic'al (veja a. cqut\ção (4.5)) c
como L ó lagiangiallo, o scgttndo teimo sc aintla: dc moda qltc obtemos

«,(x, y)

Usando a definição de a, equação (4.20), e]]] conjunto com o fato de que essa implica que
0 se anula sobre campos vetoriais verticais, vem

(«, + da)(x, }'') }'') + x . a(}''') v- a(x) - o(lx, }''l)
(x,}''') + x. p(}'') }'''. o(x) o(lx, }''l)
o(}'') + x- a(}'') }''. a(x) o(lx, }'''l)
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Finalmente, temos que abordar a questão da unicidade: ou melhor: do grau de falta de
unicidade, da decomposição (4.21): gerada pelo fato de que existem diferentes campos
de Euler, correspondendo a diferentes escolhas do mergulho da variedade quociente P//'
en] .f'. Se.jam então Ei e E2 dois campos de Euler, e definam os 0i :: ãr:w e 02 :: {E2u'
Então para todo campo vetorial vertical X, vale

á.*(a. #:) (X, E: E-) 0

pois L é lagiangiano, e: para t-odo campo vetorial piojetável y

L.*(a. O,) (}'') x . ((o- -
X.u(E,
«, (VÇ(E,
0 ,

a, )( }'' ) )
Et:y)
E-) , }')

(o- a,)(lx: rl)
«,(x, x:, lx: rl)

onde usamos a definição da. conexão de Bot.t e o fato de que E2 Ei é cova.iiant.enlent.e

coilsttuitc. Coiifoiinc &l Pior)osição 4.1: segue quc cxist.c umtl l-foillla. aQ sobre Q tal que
1 2 = n-*0Q, implicando

u +da. n-'w(i) w+da2 , (2)
vr c''à

com

a. a2 ' 7r aç ' w8) wQ) = d Q

Enl particular, a. classe de cohomologia de wQ independe da escolha do mergulho. D

4.3 Estrutura de vibrados polilagrangianos
e multilagrangianos

De forma altáloga ao caso simplético, podemos agora foimulai o nosso teorema principal
sobre a estrutura de fibiados polilagrangianos e multilagratlgianos: nca. medida em que estes
a.omitem uma folheação lagrangiana simples canónica. O ingrediente adicional em relação
ao caso siiiiplét.ico provétn do fato de que a va.piedade P apoia é o espaço total de um
vibrado sobre uma variedade base ]W, Gula pro.jeção denotaremos por n : P --> A4, como
sempre, e que a distribuição em questão é vertical. Grosso modo, isso implica que a subva-
riedade de P representando o espaço quociente P//', que agora denotaremos por E, deve
sei o espaço total de um fibiado sobre M: cuja projeção denotatenios poi lr : E H JW,
como nos Exemplos 3.1 e 3.2. Assim; a condição de que E seja uma subvariedade de P
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complen[entar as folhas de /' e, ao ]]iesmo tempo, às fibras da projeção n-, nos leva a
substituir a equação (4.9) pela. condição de que, para t.odo ponto e de E, vale

T.P - T.E©l. e t4,P = %E ©l,., (4.22)

onde l/EP denota o espaço vertical ciii relação à. piojeçã0 7r e t4Z denota o espaço vcrtic'al
em relação à pio.leçã0 7rr

No caso polilagrangiano, temos

Teorema 4.3 Seja P 11111 .obrado pol tagrangin7to sobre tina uahedade base Àf com.
T)Tojeção T : P + M, fovm.a T)oli.lagrangl.ana ü dão-degerteluda e dista-ibuição poli
tagran,gi.aula {.uuotutãtpQ L. Su.pon.h.a (]ue a- Jolh.en.çã.o conespol}.df.n.t.e F seja simples: com

folha.s que são os conjtLntos de nível de tLnla su.bmersão sobrejetora xp : P --} E, de m.odo
que T {ndltz llm.a submersão sobrejetora xE l E + iÀ.l tal que T :: xE.xp, e suponha
uindct que Q uaüedade quociente E = Pjr (CL) possct ser reüli.zadct como subuad.idade
fechada e m.ergttlh.ada de P e (b) seja espaço total de um .obrado sobre À{ em relaçã.o Q nE

N..-''..- ««diçÕ«, ««,.Í'Í«. . :.,.m.d.-«... mu..i«/ «,l : /\*L l T (f') --> LI. r"ey"

a equação r3.ó)J, em conltlnlo com o {somor$smo 1, :1 B V*E rque decora'e da decom.-
posição dzreta (4.22)), e combinado com Q elponeltcial expn de$1ttda como lla Seção 4.i
Então vale o seguinte:

e A composição destes isomor$smos proporciona lim difeoTnor$smo Ó : V -+ U de
u na -uiziTthança tubular U de E em P com tina úzivthança convexa V da senão
zelo do hbl'udo uctoT'tal 'nto(leio Nh V'E ® x'EÇT) do E enFIo 3.1

e Se as folhas de J' JoreTri geodesicameTtte completas em relação à covte=ão de Bote,
a composição destes {somorlismos proporciona um recobhmento de P pelo obrado
uetodal modelo, (b . NK V' E % K'EÇT) }P

e Se as folhas de J' forem. geodésica.meti.te complet.as em rel.n.ção à con.ezão d,e Bote
e simplesmente collelas, a composição destes isomor$smos proporciona um. dãfeo-
morF,smo de P caiu o obrado teLoriat modelo, $. Nk V' E ® K'nÇT) --} P

Ademais, @ presemn $brm, mareando Nk V:E®T«.\.\ sobre F. (ou Vn NK V. E®T..\eà
sobre U n F., lto phmeiro caso), e de$nindo

(4.23)

berTtos que Ó*ü + dv0 .é o pula-pack de tLlna k-.for'ma uevticalmente fechada üE sobre E
l)eln projc.ção xk de fXK V'E g) x' \T) sobre E:

@*ú + d«õ (4.24)
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Finalmerzte, a classe de coAomología lâEI C .17A(E) de üE zzão depende do meryu/A.o
empregado e assim constitui uma. inttahante da jolheação F

Demonstração: A prova é completamente análoga à prova. do Teorema 4.2 para varie-
dades silnpl(éticas, sendo quc os cálculos para verificar a fórmula (4.23) são executados
com unl campo vetorial X ao longo de .f e k campos vetoriais projetáveis yi, . . . , yk,
todos verticais en] relação à projeção sobre A/. []

Passando ao caso nlultilagrangiano: tenros

Teorema 4.4 Seja P u.ljl. .R.bra.do m.li.!t.l.l.a.gra.ngznuo sobre ILm.n. l,a.h.edn.dc bíisc M, cona
projeção T : P --} !\'l, JoTlria nt.ltltãlagrangiaTta u não-degenerada e distribuição mttltt
lag7angiavta inuolltti.lia L. Suponha que a fo11Leaçào correspondente J: seja simples, com.
Jollba-s (late sào os coTljltlLlos dc rttuel de uir a. stt.grite'i.sào sobtqetora ip . P + E, de vrtodo
que T induz tina suba.ersão sobrejetora xE : E --} iR,l taE que :; Edp, e suponha
üindtl que u uaü.idade qttoc{.ente E = Pjr (a) posou ser reagi.zudü con\.o slLbTiQH.cdodc

fechada e vn.ergulh.ada de P e (b) seja espaço Lotctl de ILm fibTndo sobre i\l e?n relação a lz

]Vesías condições, co zsídere o isomor$sm.o musical wH : /\,.fl.l,IE --+ LIE ruela a

eqztação rS.ZSJ), enz conlztnlo com o isomor$smo LIX = T*E rqzle decora'e da decom-
pos[,ção d].ret,n. (4.22)), e com.b].u.a.dn com. a c:t7)O]i,cn.c{.n.]. expK de.f].]t.i.da. co]i].o it.a. Seç.ão 4- ]
Então vale o segui.Ttte:

e A composição destes isontor$slTtos proporciolta til diJeom.orfismo Ó l V --} U de
Etnia u-izi'r Itultçu tlLI)u.l.aT U de E em P court \ l a u-tz-ii Ita)tçü colbuc:cu V (ta seçã.o
zero do $brüdo uetoüal modelo f\.,!.\T' E do Exemplo 3.2.

e Se as folhas de F forem geodesicamcnte completas em relação à cortesão de Bota,
a composição destes {somor$smos proporczoTta um recobhlnento de P pelo .obrado
uetoüat martelo, d) . f\. .'L . T* E --+ P

e Se as folhas de F forem geodesicalnente completa-s em relação à conexão de Bola
R sl.mpl.esm.en.t.e con.e:tn.s, a. c.omposiçã.o destes isom.or$.sn},os proporciona XLm difeo

bor$smo de P com o obrado tletoüal modelo, (b : b. k .T' E --» P

Ademais, @ presemta $.bens, mareando l\..E.*v:n sobre F. (ov V n l\.K .T;E
U n F., no phmeiro caso), e de$nindo

sobre

a é*w, (4.25)

lemos que Ó+u-Fd0 é o pula-ba,ck de uma k-for'mcl fechada uE sobre E Teta proJeção 'n,k \
de l\\ k \T' E sobre E

é'u+ da (r,!.)*w, . (4.26)
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f'àn«/menu', « 'l« d. «ho«.ologáa 1«,,1 C H*(E) d. w, nã. d pena. d. meryaZho
empregado e assim constitui uma inllariante da jolheação F

Demonstração: A prova. ó pl'aticamcnt.c idênti("a à do Teoicma 4.3, eliminando..se

apenas a condição de À'erticalidade dos campos vetoriais projetáveis em relação à projeção



APÊNDICE A

Fórmulas auxiliares

Nesta. tese usamos rel)etidamente os seguintes dois fatos elementares

Lema 5 gelam. À'í t ma tpaü.edade e L tina distribuição sobre AÍ. Então se eli.sle lIvRa
conCEdo l.{neí!? sem torção V sobre À'l presenlüTtdo L, L é int olulzt'a

Demonstração O i-csult.ado scgttc dites.amcnt.c da rlefiilição do t.ensoi dc t.lição cle V,

r(x, }'') v*x lx,}''l

pois esta inaplica que se V é sem torção e preserva L, então quando dois ccanlpos vetoriais
X e y são ao longo cle L, segue que seu colchete de Lie lx, rl é outro campo vitoria.l ao

Lema (i Se/am. ]i/ uma uahedade e V alma conezâo lz7zear sopre ib/ com. [erzsor de

f.orça.o T. Então para qttalqtter forma diferencial o de grau r e r -+ l campos uetoüais
Xn, . . . , X, sopre A/, lemos

}:(-1):(Vx.',)(Xo, . . . , X., . . . , X,)
i-o

d«(x.,...,x,)+ >1:(-iy'j '«(r(x.,4),xo,
(A.l)

Xí,...,x,)
oçi<.í<r

De modo sem.elh.ante, seja P tlm obrado sobre uma uahedade M, com obrado ueüical VP,
e sela V uma comerão !arear parcial em VP ao !onça de VP cair [erzsol dc t07ção 7'
Então para qualquer for'ma diferencial vertical a de grau r e r-FI. campos uetoúüis verticais
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Xo,. . . ,X, sobre F', temos

}:(-1):(Vx.'-)(Xo, . . . , X:, . . . , X,)
i-o

(A.2)

d««(Xo,...,X,)+ >:(-1):''j '-(T(X{,Xj),Xo,...,X:,...,XÍ,...:X,)

APÊNDICE A. FÓRh,LULAS AUXII,LARES

Demonstração: Ambos os resultados seguem do seguinte cálculo elelllentar

}:(-1);(Vx.'«)(Xo,...:.Í;,. ,X,)

a(X., . . ,X:, . . ,X,)

r

í-n
1'

}: (-1): x.
-0

r'

>l: )l: (-0: .(x.,
í=o .j=o

rr

El: >: (-U:«(x.,
i=o j=Í+

x:,...,x,)

X:, . . . , Vx:X,, . . . : X,)

>:(-1): X. «(Xo,. ,-Í:,...,X,)

(-1):+' .:(Vx,X, Vx,X. ,X., . . . ,X:, . . .,XÍ,

da(Xo,...,X,) o« dva(Xo,...,X,)

(-1):+' a(Vx.X, Vx,X: IX:,X,l,X., ..,.Í

á-o

.x,)

,xj, ,x,)



APÊNDICE B

Variedades e aplicações afins

Rccoidamos alg\ins coiiccit.os e fat.os soft-c vaiicdadcs afins e aplicações afins cnt.ic elas
seguindo 1231

Definição B.l Urn.a variedade a/im é Tina uahedade dderencíáuel m?tnzda de t 7na
condão ll.cear ''V. UTrtu apltcuçao clijele'rbciáuel J l M -} JR'l' eittie uu.t"i.edu(tes a$11s é
chamada ullt.a ctpticctção aPlll st'. sala npl-l.cn.ção t.a.n.ge.n.te. Tf . Th'l -} Th.{' presema o
Lranspovte [)arulelo, {.e., T)ara qltalquer curda "Í em. h/l com. c\Lruc] i]ílagem. ]' :: fa'y em
l\'l' , o diagrama

T.h,l --!:'J TÍÇ.)NI'

u.v(,,ül lu;'u(,)..rü»

I'uÀ'l --:i.í Tfç.u)M'

ronde z - 7(0), g/ 'y(1), díg«m.«, . PO,t-t. .f(Z) 'y'(0), .f(3/) (1)) com«Í"

C)bviamente, unia aplicação afim mapea geodésicos ein õaeodésic:as e portanto comuta com
a. aplicação exponencial, no sentido de que

/(exp,(«)) - e*p/(4 (T=/ u) para z C À/, u C Dom(exp,) C TzÀ/

(veja l23, Chapter 6, Proposition 1.1, p. 2251)

Uma propriedade importante de variedades riemannianas que se estende a variedades

afins é a existência de bolas geodésicos convexas em torno de cada ponto. Primeiro,
dizemos que uma vizinhança aberta t/. de um ponto z em uma. variedade afim A/ é uma
vizinhança normal de l se existe uma vizinhança abeira Uo da origem em T=iW contida
no domínio Dom(exp,) da exponencial exp, tal que esta estabelece um difeomoifismo
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exp, : t/zo H U=. Segundo, definimos uma bola geodésica em torno de um ponto #
de i\4 como sendo unia vizinhança normal B, de z obtida como imagem inversa de uma
bola aberta en] TIÀ/ em torno da origem, de raio p, digan]os, cona /} suficientcnicntc
pe(liteno, em i'ilação a algum produz.o escalar em TzÀ/: que pode ser escolhido de forma
arbitrária. Prova-se l23, Chapter 3, Theoretn 8.7, p. 1491 que bolas geodésicas B, de raio
p suficient.ement.e pequeno t.eíll duas propriedades adicionais de grande utilidade: (a) -B.
é gcodcsicamcntc convexa (i.c-, (luttisqucr dois pontos dc B, podem ser conectados por
uma geodésica inteirament.e colit.ida em B,) e (b) B, é uma vizinhança notnlal não apenas
de z mas de qualquer um dos seus pontos. A seguir: qualquer tal bola será chamada de
bola geodésica convexa

Teorema B.l Sejaml. Jv e ll/' uízhedadcs a/izzs cometas e .f ?zona aplaca.çào a#77t de i\J'
em A.{'. Sttpovth.a que ]AI é süri pies r eí te coíbem:u. e geodesicctritertte corttpletu- e que if é -{ n.
d.l..fconl.ora.STn.o l.oca.l.. ETI,t.ã.o j é l nl. record.nl,cn.i,o (eln, pa.rt.l.cll.l.a.r, é snbrcjct.orn.): rc.a.l.i.zango

]A.J como recobria.eito t Hi.tieFSQt de Jhl' , e M' é ge.odesicamente comptet.a

Observação B.l A "versão rienlanniana" deste teorema (onde se supõe que i\.d e À/'
são variedades riemannianas e que .f é uma isometria) é bem conhecida em geometria
riemanniana e pode ser encontrada en] muitos livros texto: mas as demonstrações dadas
costunlanl fazer uso clo teoienla cle Hopf-Rinow e portanto não se cstclidcm il picscntc
situação, iia qual não clispoinos de lllétl'ices (iio sentido tipológico). Unia abordagem
alternativa encontra-se em l22; Cllapter 10, Theorenl 18, p. 1671, e a delnonst.ração apre-
sentada. a seguir é uma adaptação dest.a ao caso afim.

Demonstração: Começa.Rios por post.rar que / é sobrejetora. Considerando que .A/' é
conexa e ./ é iin] difcomoifismo local, dc modo que sita imagem ./'(JII') é ncccssatiailtcnte
uma subvariedade aberta de Ã/', basta itlostra que ela também é fechada. Seja então
z' € a,/' um ponto no fecho de ./'(A4) e seja B' uj]]a bola geodésica convexa e]]] A4' en]
tomo de z'. Então existem unl ponto 3/' c B' n /(Ã4) e uni vetor tangente u' C TP'A/'
tal (lue expy'(zt') = z' (tal vetou u' cxist.c devido à condição dp que B' se.ia vizinhança
normal de y'). Escolha .y C À/ tal que ./'(3/) = y' e, usando que ./ é difeomoifismo
local, u C ZwiW tal (lue Ty/ u = ü'. Defina z = expv(u.). Então vale /(z) = z'
O aiguiiient.o mostra. taiiibém que A'/' é geodesicamente cotiipleta. Finahnerlt.e, pata
mostrar que / é recai)iiinent.o, note que a imagem inversa / '(z') de um ponto z' c i\./'
sob o difeoniorfisnao local ./ é um subconjunto disc'reco de A/ e que sempre podemos
escolher um produto escalar em TI'À/' e, para todo z C / i(z'), un] produto escalar em
TIÀ/ tal que TI/ : T=Ã/ --} Tz'À/' é isométiica: então a iinageni inversa: sob .f, de
unia bola geodésica cona'exa ein toi'no de z': de raio suficient.ement.e pequeno: será a união
disjLmta, parametrizada por # C .f i(n'), das bolas geodésicos convexas eln torno de z,
do mesmo raio. []
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