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PRÓLOGO

A existência de palavras infinitas formadas por um

número fi.nato de símbolos e que não contém segmentos consecu-
tivos idênticos é um fato estabelecido no i.níci.o do século.

Em 1906, A. Thue [Tl] construiu pa]avras i.nfinitas ]ivres de

quadrados sobre um alf.abeto com três letras e palavras infi-
nitas livres de cubos sobre um alfabeto com duas letras. Apa-

rentemente, este trabalho de Thue permaneceu desconhecido por

muito tempo pois, desde então foram feitas, independentemente,
muitas outras construç.ões .de. palavras infinitas com essas pro-

priedades ou propriedades semelhantes. Nesse período também

foram formulados di.versos problemas correlatos. Nem todos fo-
ram resolvidos

Apesar de algumàq dessas palavras. infinitas terem

sido apli.cadas em soluções de out.ros' tipos .de problemas como,

por exemp]o, o Pr.ob]ema de Burnside (ver [H] e [NA]),os estu-

dos que levaram ã construção da maioria delas foram motivados

pelo próprio problema em si

A principal técnica de construção de palavras infi-

nitas livres de repetições é a que utiliza iteradas aplicações,
a um mesmo símbolo, de um morfismo livre de repetições

\
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Este tribal-hó contém diversas construções de pala-
vras infinit?.s livres de repetições, sendo que apenas duasde-
las não uti.15zam morfismos. Contém ainda problemas. correlatos,

como o de constuír palavras infinitas irredutíveis de fatos t;
e palavras infinitas livres de repetiçõe: fracas. Ele écompos-

to de três capz'tulos e um apêndice, que podem ser resuma.dos

da seguinte forma

O aaZ#t;uZo ] é constituído de uma série de conceitos
e resultados básicos que são utilizados nos dois capítulos se-

guintes. São apresentadas de.finiçõ'es de alguns conceitos bem

conhecidos, tais como: monÓides, morfismos, alfabetos, pala-
vras, etc.; alguns conceitos não tão conhecidos, como ode pa-

lavras infinitas e, também, conceitos novos, como o de frag-

mentos determinados por uma fatoração. Este capa-tulo faz com

que este texto fique auto-contido, sendo possível a sua com-

preensão sem que se decorra a outras fontes

No aq2z't;uZo 2 aparecem algumas. construções de pala-
vras infinitas livres de quadrados sobre uln alfabeto com três

letras. Ele contém também uma caracterização (devida aBerstel

[Be2]) de morfismos.]ivres de quadrados e, ainda, uma carac;-
terização de morfismos li.vre de -k-ésimas potências, k 22, no
caso em que esses morfismos são k-uniformes. Não seconhece u-

ma caracterização geral de morfismos livres de k-ésimas poten-
cias.

É apresentado ainda um resumo do trabalho de Thue

[T2] sobre pa]avras k-irredutíveis e um estudo de pa]avras i.r-

\
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redutz'vens de favor t, onde aparecem as construções deuma pa-
[avra infinita irredutíve[ de fatos t; =]/3 (devida a Dejean
EDj3) sobre um alfabeto com três letras e de uma palavra i.n-

finita irredutÍve[ de fatos t; =], sobre um a]fabeto com qllan

tro .].etras

u c,apttuz,o ó se refere unicamente a palavras znr].nz

tas livres de repeti.cães fracas. Sobre esse assunto existe um

nÜmefo bem menor de estud.os do que no caso do capz+tulo ante-

rior. São apresentadas as três construções, conhecidas,de pa-

lavras infinitas livres de repetições fracas de ordem k, que
sao':

'+
- A.=2, sobre um a]fabeto com. 25 ]etras (Evdokmov [Ev]);
- k =2, sobre um a]fabeto c.om 5 ]etras (P]easants [P]) e

- k = 5, sobre um a]fabeto com 2 ]etras(JustinEJ])

Vêm a seguir, dois resultados novos que são as cons-

truções de palavras infinitas li.vres de cubos fracos sobre um

alfabeto com quatro letras e de palavras i.nfinitas livres de

repetições fracas de ordem 4 sobre um alfabeto com três letras.

O .Apâzzdí]ce se refere ao trabá]ho de Dekking [Dk],que

sÓ foi publicado em fins de 1979, época em que este trabalho

jã estava praticamente concluído. Alz' são. apresentadas as cons-
truções de palavras infinitas livres de repetições fracas de
ordem 3. sobre um alfabeto com três letras e de ordem 4 sobre

um alfabeto com duas letras

Ao final vem a BÍbZeogl'área onde encontram-se, além

das fontes dos principais resultados apresentados no texto )
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referênci.as a muitos artigos relacionados com o assunto -- pa-
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rias sobre as rlcÓücQS "
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CAPITULO l

CONCEITOS BÁSICOS

1 - MONO IDES L IVRES

.. Um xozóÍcü consiste de um conjunto M munido de uma o-

peração binãri.a associati.va e que contém um elemento identi-
dade IGb{. Este elemento l também é chamado unidade de M. U-

sando a notação multiplicati.va para a operação definida em M
temos

\

[mlm2)m3:: ml(m2m3)

e

Im: : «.,l : «,:,

para todo m, ,m;,m:eM.

Se A e B são subconjuntos de üm monóide ]ç{, defina

mos o produto AB de A por B da seguinte maneira

AB = {abeMlaeA e bebé.

Indutivamente também definimos AO = 1 e An+] = AnA.

Um subconjunto T de um monÓide M é um
nse .ICT e T'cT

szómozzáÍcb de
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Se A é um subcon.junto de um monóide M, o conjunto

n
A+ = luAuA'u uAnu

é chamado a está'eZa de A e é o menor. submonÓide de M que con-
.tém A

!)ado um conjunto não vazio E, defina)aos E*, o monÓdl-

de Z z;l'e gerado- por E, como o conjunto de todas as seqiiências
-l- l n l t n c

u : (a],aóo,

.de.. elementos de E. O inteiro n é o c0/7plqmento de u e é denota-
do por lzzl

Se o= (T],'r2''.., rm) 'também é um elemento de E*, o
produto uo de u por D é definido' por concatenação

, an-, t7 ' T 2 ' ' ' ' ' tn)

e temos luol : l«l . lul

É fácil ver que esse produto é associativo, logo E*

é um monÓide tendo como unz'dade a seqüência vazia l : ( )

Para todo aÉ;E vamos escrever a àó invés de (a) para

denotar as sequências de comprimento ] de E*. Domesmo modo as

seqüências u =(a],a2'....an) , n 27, serão escritas u:alar'..an
Devido. a esta notação os elementos de E* são chama-

dos paZaums,os elementos de E são chamados Zetz'as e E é chama-

do aZF2zbeto

O conjunto de todas as palavras não vazias de E* é
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}l' = E*\l. chamado semÍgz'upo. Zíu2'e gerado por E

Neste trabalho, E sempre indicara um alfabeto fini-

to. Nos casos em que houver necessidade de se explicitar que

a cardinalidade de }l é .um certo ni;mero n, escreveremos E. ao

Uma palavra oCE* é um segment;o de zo.eE''; se o =.fug pa-

ra /' e .geE+. Se r= 1 então u = og e dizemos que o é um segmento

n czar de zo. Se g = 1 então w = .fu e .dizemos que z; é um segmento

fízzaZ de u

P

de =inves

Se ueE+ é um.segmento de oeE+ tal que u=/'og e se

/g ) 1, dizemos que z} é um segmento pz'(;pzeo de o. Se u = z>g, g # l,

dizemos' que u é um se@7zent;o {nÍaZaZ pz'Ópzdo de zo e se zo = /o, /#l,

di.zemos que z; é um segme7zt;o /EnaZ pr(;pJ o de o. Chamamos qz..zasepo-

t;âlzóÍa .de zo a todo segmento. .de .u da formal J'g./' cam f# l

Dado um subconjunto X de }l+, definimos p2'e/Coco de X

(notação: pl'e.f(X)) como o conjunto dos segmentos iniciais das

palavras em X e su/yao de X (notação: su.f(X)) como o conjunto

dos segmentos finais dais palavras em X. Defina.mos ainda p2'ef!-

m pl\bzqo de X (notação: pre/'(X)) coMO o conjunto dos segmen-

tos iniciais próprios das palavras em X e su/Eao pl't$zdo de X

(notação: suf'CX)) como o conjunto dos .segmentos finais pró-

prios das palavras em X

Se XSE* é um conjunto tal que nenhuma palavra de X

é segmento inicial próprio de outra palavra de X, isto é,

Xnp?e.f'(X) :g, dizemos que X é um p2'efiaco. Se nenhuma palavra

dé X é segmento final i)rõprio de outra palavra de X, isto é

\
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Xnszz.f'(X) :g então X ê um suJ'iao. Se X ê um prefixo e um sufi-

xo dizemos que X é um bepz'e/eao. No caso de X ser um prefixo,

un sufixo ou im biprefixo, é fácil veria.car que X é lm cócZígo, isto é,

toda palawa de X* tem lma Única fatoração em elementos de X.

Também verifica-se facilmente que se X é um bipre-

fixo e se ueE* tem uma fatoração :z4p com ueX* e PGPre/'(X)

então u e p são {inicos. Do mesmo modo, se D =so com oesuf(X)

e oeX* então s e z; também são üni.cos. Disto segue que se XSll*

é um biprefixo e se o =aZa2'''a?k' aiÉ;X, tem uma fatoração zo =
= uu onde ?e e pGE*, então u e D são da forma
\

u : u'e, u'eX", ecrã''e.f (X)

z; = do', u'eX*, desta/''(X),

onde ede].uX e u',z;',e,d são Únicos nestas condições. Os seg-

mentos e e .d são chamados, respectivamente, fragmento esquez'(Zo e
fragmento cízlreÍto determinados pela fatoração au em o

Se XÇE+ é um biprefixo e se o =ala2'.'an' nieX, tem

uma fatoração o :zo0oZo2'''zokok+] com o;eE+, seja F a seqüen-

cia dos pares (e{,d{)Gpz'e/''(X)xsu/''(X), 0 s í sk, tais que ei
e d.i são, respectivamente, os fragmentos esquerdo e direito

determinados pela fatoração uíz;{ em o, onde u.í = o0zol'''o. e
u{ :oe+J'' 'zok+2' A seqüência F é chamada seq;Zpzcia dos J?'aumen-

tos determi.nados pela fatoraçao o0o]. ' 'ok+] em u'Eventualmen-
te podemos nos referir apenas ã sequência E dos fragnentos es-

querdos ou :i sequência D dos fragmentos di.Feitos determinados

\
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pela fatoração o0o].''ok+] em o'
Dados dois números inteiros não negativos p e q va-

mos denotar por (p,q) o seu máximo divisor comum.

PROPOS[ÇÃO [ - Seja XÇE+ com lal =t > ] para todo aceX. Se zoCX+

tem.uma fatoração zo :u0oZo2''.ok+Z'.onde oiGE+ e .lzoZI : lzo21 :

:.'': lzokl:sz] então os elementos da sequência E =teiJOg.iSk' dos

fragmentos esquerdos determinados pela fatoração o0w] .. ' zok+]

enl o; satisfazem o Seguia'Le

a) leZ l : (le2.] l +s) (mod t) ,

b) pai'a todo a É 'í,J g k,

z k;

\

I'€1 : 1'jl se ' some«te se { :J(-a Ítfq-)

DEMONSTRAÇÃO - De laca =t.para todo neX segue que X é umbibre-

fixo, ]ogo podemos considerar, para todo ] s{ sk, .u,: e oãeE*

tais que w =u.iu.i onde zz{ =zo0oZ''..zo.i e u{ =zoÍ+]'''ok+] e ainda

zz :u e{ onde zi;eX+ e e{ é o fragmento esquerdo determinado

pela fatoração u:Ztlã em zo. Nestas conde.ções temos

z'i;e{ : zo0oZ' ' 'o{ : u;-JeÍ-Zw{

donde segue que lu;l+.leal: lu.i.]l+ le{.]l+ lo.l
Como zl;.] e u.ÉeX''i, l l =t; para todo aeX e loÍI =s,

l

\

temos

lei-Z 1 + s + qt para algum qeZ,
logo

(le.i.]l + s) (mod t) ,



Disto segue facilmente que

le.jl sse leOl+Ís : (leal +Js)(«zod t)

sse {s :.Ís(«.od t)

sse i : j("''''7 iif;Í) D

2 - MORFISMOS

Dados doi.s conjuntos A e B e \ana função JP: A-->B, va-

mos denotar por af a imagem do elemento aeA por f. Se X é um

subconjunto de A vamos denotar pof X/' o subconjunto de B for-

mado pelas imagens dos elementos de X por r. Se f: A -----+ B e

g: B ----+ C são funções, a sua composi.ção /g: A -----» C é defi-
nida por a(fg) = (a.f)g para todo.aÉ;A, sendo desnecessário o u-

so de parênteses.

Se M e M! são monÓides, um moz'f'Esmo +: M -----+ M' é uma

função de M em I'Í' tal que

(i) (mZm2)4' :mZ$(m2'}) para todo m:Z,m2€M;

(ii) 14, = 1

Para sermos mais precisos, a fórmula (ii.) deveria ser escrita

i4) =1' onde l seria.a unidade de M e I' a -de b4'. No entanto

vamos representar, em geral, a unidade de qualquer monÓide por

1, a menos que isso.possa cri.ar confusão. O morfismo $serã um

monomol-mesmo, ep morflsmo ou {80mo!'fd8mlo, conforllte ele seja uma fun-

ção injetora, sobrejetora ou bijetora.

Vamos rep.resentar por IM o morfismo identi.dado de b'l
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em M. Se +: M -----b M' e +':. M' -----+ M'' são morfismos,a sua com-

posição @+' : M -----b M'' também o é

Se '+: }l* ---...F }l+ é um moTfisHlo tal que a4) # 'r4) para

todo a,'reE, a BT e se }l$ é um biprefixo, então é fácil veri-
a.car que @ é um monomorfismo.

PROPOS.[ÇA0 2 - Toda função 4): E ----» 14, onde M é um maxlÓide, ad

mi.te uma {inica extensão a um mora.smo @+: E+ --.---+ M.

DEMONSTRAÇÃO - Seja a função $+: }1'i --.---» M defi.nada da seguin
te fauna :

''\. ].$* = ].

(a] a2 ' . . an) 4'* CaZ4') (a24') Cana) , n 2 ], a.eE

É evidente que +* é uiÚ morfismo e que é uma exten-

são de q) a E+. Vamos mostrar' due ele é único.

Se o morfismo $':. E* ----+ NI também ; uma extensão de

4} a E+ temos

l+' : l : l$*

e,qua]quer que seja a pa]avra zo Haja'2'''aneE+, n-z],
\

04,' (a] 'P ' ) (a2'+ ' ) (an+ ')\ : (aZ'}) (a2$) (an4') : o'b* ,

[ogo @ '= $ ' . . ' []

Em geral a extensão +* também seta representada por

0 .

Segue desta Proposição que para defi-nirmos um mor-



fism0 4): E* ---..-b M basta especificarmos o valor de (i$ para to-
do aeE.

Ummorfismo : E ----.-b E+, onde E=ta],a2''..,an} é

um conjunto ordenado, é um morfismo sine'tzqco se comuta com a

permutação c;dica vn = (a],a2'...,an) sobre E. Neste caso,pa'
ra defina.ri,ios o morfismo + basta que especi.fiquemos qual é a

ordem em E e o valor de a+ para algum aÉ;E pois para todo 't€11

existe {€1N tal que 't = alr; logo 'r@ =alr;j4) =a+v&

Um morfismo : EI -.--.-.+ E+ é um mot'cismo pz'ã)z+o se

a4) #l para todo áGIl c é pz'oZoz2g(;z;eZ em a, aeE, se a4) = au,u€11

Em todo est.e texto, @ sempre representarãummorfis-

mo de E+ em I'+, }l e r alfabetos finitos., tal que aO # 't$ para
todo a,TeE, a #'r

\

PROPOSIÇÃO 3 -.Sejam XÇE+ um biprefixo, m um inteiro post.tivo

e 0: E+ -----> um morfismo tal que nO = 0 para todo aeX, onde

21. e o grupo aditivo dos inteiros módulo m. Se oeX* tem uma

fatoração zo:o0ol'''zok.+:Z, kz], com oÍeE+ e ZQ0=zo2o:''' :

: ok0 :beZm' então os elementos da sequência E = {e.iJOsÍKk dos

fragmentos esquerdos determinados pela fatoraçao o0o] . . ' zok.b]

em zo satisfazem o seguinte

a) e{0 : (eÍ-] 'h) ("''od "') ,

b)- para todo 0.s {,.j $ k,

] k ;

'Í' : ' .. se ' s'm'«te s' { ;JC-a {nTn-)

DEb[ONSTRAÇAO - Para todo ]s'igk, se.jam zza'. e oaeE* tais que o =

zie:oOo]'''od' uÍ:oi+:Z'''ok+] e ainda u = u e. onde



zzlGX+ e e.L.é o fragmento e.squerdo determina

É fácil ver que nestas cond:ições

";'{ ' "{ .]eÍ-Z'J{

9

do íi temos

24{0 + e{0 = (u.Í.Z0+e{.Z0+u{0) (mod m)

mo u.i,uJ-:ZeXg', ac0 =0 para todo aeX e zo{0 =%, temos e{
: (ê{.]0'+h) (mod m)

''... DaÍ segue que e{0 : (e00Fe;z)(mod m) e, para todo 0$

É {.,s É k

e.iO : eJ'0 sse e00 fih -= (e00'.Íh) ("':od "':)

sse {h : Jh(«:od «-)

sse { g .j (,«..Z

RAS INFINITAS

Sendo E um a]fabdto fmi.to e ]N o conjunto dos nú-

meros naturais, consideremos E]N como o conjunto de todas as
funções =: H ----+ }l

Um elemento gl de E]N .nada mais é do que uma seqüên-

0g, ]Z, 22,

Aplican

0e co

J

D

3 PALAV

cia

as vide elementos de indexados= W Omitindo vírgulas escoepor
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'"-+alp.
; ;:e--
-- '':R.

''b

-:..l o

veremos esta seqilência como

(0g) (:Z=) (2Z) . . . (n2)

ou, quando for mais conveniente, como

"0"Z"2 '

os elementos de E]N serão chamados paZaoz'as {nJ'lnitas.

Dado nG]N nÓs denotaremos por g]n] o elemento de E+

[n]
= : nOa] . ' 'an--] ,

Chamado segment;o zz czar de comprimento n de &. Se n = 0 então

gEo] : l..

Dada uma seqüênci.a

UO» OiZ» 202» ' ' ' J 07ZJ

de elementos de E* tal que zo.Í é segmento inici,al próprio de

o.i+] para todo { 20, existe uma única palavra infinita g€1:N

tal que g:LKJ =ZO k = IOnl, para todo nÉ;IN. Neste caso nos es-
crevemos. 2= lim u.. Em particular, z= lim gLnJ

tZ''+oo '' 7Z-'>oo

Dado um morfismo $: E* ----..> 1'+, E e I' .alfabetos fi-

nitos, podemos obter. a .função 4)tN: EIN ...-...+ rllq, chamada pz'oZon-

gal?zezzt;o de $, estabelecendo para todo geE]N,.á$1N : lim gEnl+.Em
}Z->oo

geral vamos representar o prolongamento $ H" simplesmente por +.

Seja +: }l*-----.+ }l* um morfismo próprio e prolongãvel

em.algum aeE, isto .é, a+ :au, ueE'. Para todo n 20 seja o. :

8
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Ê

= a$n, onde 4)0 = IX+. Então

un.f] = a.}H+] = a++n = (au)4'n : (a+n)Cu'bn) : zoB(u'#n),

isto é, w.. é segmento inicial próprio de zon.+] para todo n 2 C/

Com isso podemos considerar a palavra infinita

Z = lim zo.. = li.m a+n
7Z->oo '' 72-+oo

obtida por iteração de $ em a. Denotaremos z=a$ .

Com base no Lema clz inf2nÍt;u(ü de Kõnig: ''Toda arvore
ori.entala infi.ni.ta na qual todo vértice tem z'ndice finito con-

i=ep um caminho infinito a partir da raiz'', formulamos o se-
guinte:

PROPOSIÇÃO 4 - Se X ê um subconjunto infinito de E* então e

riste uma palavra infinita gleE]N tal que =EnJepref(X) ,para to
do neN.

DEMONSTRAÇÃO - Como }l é finito e X infinito, existe ande tal
que o conjunto

Xan : {aeXja:aOD, oGE+}

é infinito. Denotemos a. =n(])

Seja n z] e s.uponhamos que jã obtivemos a(]) ,ac(2),

ic(n)eE+ tais que para todo ] s isn,.la({)l : {, :cC{) :

('i-7)a{.] onde a{.]eE e o conjunto Xac({) éÍaeXla:a({)u w=.} é

infinito. Então exi.ste uma letra (ineE tal que o cmjunto Xa(n+])

é i.nfi.nato, onde a(n#]) :a(n)a.. Desta forma podemos construir
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uma seqüência infini.ta a(]) ,a(2) ,a(3) ,. .. ,a(n) ,

tos de E* onde, para todo { z], . lac({) 1 = {, gc({+]) : ac({)af e
a L " 'l ePZ'e f(X)

LJav'
raia \-uiic,.Luxinius d ueniuiist,ração oasta cons].gerar a par.

lavra infinita geE* ta] que =En] :a(n) , para todo n z]. []

Se a: E* -----..> M é um morfisnto de monÓides e se u,o€11+

são tais que ua :Dcl,. dizemos que u e D são equ aZentesmldziZo a.

De um modo geral, toda palavra infinita de E''n contém como seg-
mento um grande nÜméro de palavras de E+ equivalentes módulo

a. Dizemos que uma palavra zo de }l+ contém uma k-ásüla potâlzc a

móãtZo a, kCZ, k 22, se o contém k segmentos consecutivos não

vazios equivalentes módulo a, isto é, o :JloZzo2'''okg ondeo{ #

e zola=zo2a: ''' :oka. Neste caso ,dizemos que olo2' . 'z'lk e . uma

k-ésima potência módulo cl de o. Dizemos que zo é palavra livre

de k-ésimas potências módulo a se o. não t:ontem tais potências.

Uma palavra infinita g de EN é livre de k-ésimas

potências módulo a se =]n] é livre de k-és.imãs potências módu-

lo a para to.do n 2 0. Segue da Proposição 4 que existe uma pa-

lavra infinita em E'l~ livre de k-ésimas potências módulo a se

e somente se exi.stent palavras arbitrariamente compridas de E*
li.vres de k-ésimas potências módulo a

Um morfismo +: E+ ---.....> }1+ é livre de k-és.imãs potên-

cias módulo a se ele não as cria, isto é, se oÉ;E* é livre de

k-ésimas potências módulo a então zo+ também é

É fácil ver que se $: E+' -.---.-p E+ é

de e lemen

T

\

\

morfismo livreum



de k-ésimas potências e pro]ongãve] em algum aGE então a pa-
lavra infinita 2 = a+u obti.da por i.teração de # em a é li.vre de
k-ésimas potências módulo a. Neste trabalho vamos utilizar di-

versas vezes esse processo para construir palavras infinitas

li.Três de k-ésimas potênci.as módulo a, para certos valores de

k à 2 e alguns particulares morfismas a

n



CAPÍTULO 2

POTÊNCIAS E.M 'PALAVMS !NFINITAS

l -PALAVRAS INFINITAS LIVRES DE k-ÉSlFIAS POTÊFICIAS

.. Uma palavra u de E+ contém uma k-ásÍma pot;2nc?ia, kÉ;Z,
.k ZB, se contém k segmentos não vazios consecuti.vbs idênticos.

Isto equivale a dizer que zo contém uma k-ésima potência módu-

lo IE+, onde IE+ é o morfismo identidade de E+ em }l*. As -2as-
potências, isto é, as palavras da forma u2 :ut}, oCE+, sãocha-

madas qzzaã'actos e as 3'?-potênci.as são chamados anhos. Por exem-

plo a palavra O=-2ZpCQbCQbübQb .contém os quadrados abcabe = (abc)2,
Z,cüca= (Z,ea)2, cúeú=(cd)2 e üá= (ú)2 e contém ocupo ú&d :
: (Ú)'

f

As palavras que não contém k-ésimas potências são
ditas livres de k-ésimas potências. E nesse tipo de palavras
que estamos interessados

As Únicas palavras livres de quadrados sobre o al-

fabeto com duas ]etras E =ta,b] são a, b, ab, ba, aba e bab.

Para alfabetos com três ou mai.s letras ã situação se modifica
bastante pois para todo k à 2 exi.atem palavras infi.natas livres

-la-
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de k-esimas potências sobre esses alfabetos. ]lsto também se

verifica para alfabetos com duas letras, sÕ que com k 2 3.

A primeira descrição de palavras i.nfi.natas livres de

quadrados foi feita por A. Thue [Tl] em 1906. DaÍ para cã di.-

versos autores as tem descoberto ou redescoberto. O própri.o
Thue [T2] em 1912, Arshon [A] .em 1937, Morse eF]ed]und [MH] em

1944, Hawki.ns e Mientka [HM] em 1956, Leech [L] em 1957, Brau-
nholtz [Br] em 1963, Dean [De] em 1965, P]easants [P] em1970

Dejean rDjl em 1972 e ShyrES] e ]strai]E]] em 1977

Dizemos que um morfismo +: }l''; ---...> }1+ é livre de

k'ésimas potências se ele não produz, isto é, a imagem por #
,de toda.palavra livre de k-ési.mas potências também é livre k-
ésimas potênci.as .

Como o conceito de k-ésima potência éequivalente ao

de k-ésima potênci.a módulo IE*, se + é um morfismo li.vre de k-
esxmas potenci.as e prolongãvel em alguns aeE então a palavra :in-

finita obtida. por iteração de + em a também é livre dek-ési-

mas potências. Grande parte das construções de palavras i.nfi.-

feitas livres de. quadrados ci.todas a pouco é feita usando mor-

fismos, embora alguns autores não usem explica.tamente este no-
me

!

Vamos apresentar duas dessas construções, a primei-
ra uti.lizando um morfismo e a segunda não

EXENIPLO 1 - Seja +: E" ------p E+, E = 'ra,b,o}
do por

mora.smo defina.0)



a+ = abcab

b = acabcb

c4, = acbcacb

A palavra infi.n.i.ta g:=a u = abcaZbc?abeZ?Ézcbcacb.. . obtida

por iteração de + em a é livre de quadrados. De fato, em 1912

Thue [T2] demonstrou que o mora.smo + satisfaz certas condi-

ções que ele jã havia demonstrado serem suficientes para um

morfismo ser livre de quadrados (ver sec. 3). Posteriormente,

em 1970, P]easants [P] apresentou uma outra demonstração de

que este morfismo é livre de quadrados. Vamos apresentar ago-
ra uma terceira demonstr.ação.

Para todo a,teE, verifica-se facilmente que a+ não

é segmento inicial próprio ou segmento final própri.o de- T+,

logo }l$ é um biprefixo. OlutTos fatos de comprovação imediata
sao:

1) Para todo aeE, a$ não contém a palavra ba comosegmen-

2) Para todo áGIl,.a+ é livre de quadrados

Seja zo =aZa2'..an' alCE, n 22,. uma palavra tal que
o$ contém um quadrado e suponhamos que D é mi.niüal nestas con-

dições, i.sto é, a imagem pgr 4) de todo segmento próprio de u

é livre de quadrados. Se olo2, oZ :o2€E , e um quadrado de zo0

então z00 = /'üJZo2g onde /erre/''(al$) e gesuf'(an4'). Seja F =
{(e{,d{)}0sÍs2 a seqiiência dos fragmentos determinados pela

fatoração fo2o2g em u+. .Então .f =e0 e g =d2

to;
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Se u] é um segmento de aZ+ então o] é um segmento

fi.nal de aló pois em caso contrarie z.}Z e, consequentemente, zo]

e al+, con'Criam ba como segmento. Com isso o2 é um segmen'co

inicial de ap4) etemos w.] =zo2 :az;'b., u'eE+. É fácil ver que se

a] #a2 não existem o] =o2 nestas condições. Portanto a] =a2 e
u contêm UDi quadrado.

De modo análogo podemos demonstrar que se DP é um
segmento de a.4) então..!{ cgn.çém.um.quadrado..

Suponhamos que o] não seja segmento de ül+ e que zo2 não

seja segmento de an4}. Então existem D] ,u2€E tais que u=/nopZaZoJ.r2'

aÍêluE, ac :eÍd.Í e o] =g0.(o.z4')e{ e o2:d](u2+)e2' Í--lt'''l
Se dO # dZ então lao l .# la7 1 . St4)tenhamos que laol < laJE

Se ti.déssemos dP = 1 então aJÓ seria segmento inicial

de ü7je como dl é segmento. .ini.cial de o2 :o71 d] seria um seg-
mento inicial próprio de a](b poi.s,é fácil ver., .al$ não pode
ser segmento de d7' No entanto isto não é possa-vel porquenes-

se caso dla e, consequentemente, ba, seriam segmentos de a.rO.
Portanto dn#l, com o qüe d.7a e, portanto ba, é segmento de

d0' Contradição. De maneira análoga podemos demonstrar que não
podemos ter lciol > Id71

Portanto d. = d,

Como E$ é um bi.pr

Se a] = 1 então zo contém o quadrado olo2

Se a] # l então e] = e2 # IB d] : dO e zO # l#a2

Não podemos ter O # 7 #a2 porque como ai+ = eÍd.Í e

ej:eZe d0:d]. é fãcilver que lells2 e lazls2, o que é

efi.xo segue que u2 e e
] ' ' 2'
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i.mposszvel pois lezl+-lazl.= laZ+lz5.
Portanto aO =a7 ou nZ :a, e o contémumquadrado que

e ou BOzJJalzl2 ou uJulD2a2

Desta forma demonstramos que se zo$ contém umquadra-

do então zo também contém, donde concluímos que @ é um moras
mo livre d'3 quadrados

EXEMPLO 2 - A construção da palavra infinita livre de quadra-

dos que vamos apresentar agora não .utiliza morfismos e é de-
vida a Braunho]tz [Br]

Seja a palavra infinita

/

& : 0110100110010110

de E]N , E : {0 ]}, construz+da da seguin

''Para todo .n.€1IN, a. = 0 oul acn - n

conforme o numero de ocorrências do níimero :2 na representação
qO '+ 0 .B --+

binária do número n seja par ou impar, respectivamente''

As seguintes propriedades da palavra infinita Z são
facilmente verificáveis

formate

7

PI) a2{ :ac{.. para todo {G]N;

P2) a2{+] : (aC+Z) (mod 2) ;

P3) a2{ + a2{+] : ]

Vamos mostrar que = não contém nenhum segmento da

forma zoom, onde oÉ;E+, áGIl e a é segmento inicial de o.Confor-
me veremos na sec. 3, isto sinni.fica aue a é 0-irredutz'vel 09
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que também foi demonstrado por A. Thue [T2].

Se 2 contém ooa, lol =n z], .então existe {e.N tal que

acini+.Z *Í;«-l*Í+" 'Í+2n-lZ'Í+2n'

onde

gci'''ac{.#n-] : ic{.+n'''ze+2zz-] e n{.= ni+n : a{.+2n cz

Suponhamos que n.seja Ímpar

Se u contém um segmento aa, aÉ;E, seja heIN, { Ék <

< {+n-.], tal que nk :ak.+] :a..Segue que =k.+n :ak+.nv.] :a. De n

ser ímpar segue que k ou k+n é par logo temos uma contradi.ção
com P3). Portanto se }z é I'mpar então

o : (av)'a, a,TeE, a , v, n : 2t+

Desta forma a = a e ai+n.] : nÍ+n : a +2n-] : ;cÍ+.2n : a.Como {+.n-]
ou {.r2n-] é par, pois n é Ímpar, temos uma nova contradiçãrJ

em P3) . P.ortanto n não pode ser Ímpar
Suponhamos agora que }z seja par

Se { é par então { = 2r, z'€1N 'e como

a : a +n» ac.i+2 acÍ+n.+2» ac{.+4

de PI) nÓs temos

i' {.+2n+4' Jui+H ' u'e+2H'

: n +n/2' ux'+l : B p+n/2+l'

zz,+n/2 :ar+n' isto e, o segmento

'az''fn/2-] : al''+n--] '

aricr.fJ' ' 'ac?.+n de g
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é da forma zo'w'a' onde o'e.E+, a'eE e a' é segmento inicial de
o', lo'l : n/2.

No 'caso em que { é ímpar então { =2r+7, z'€1IN e, de

modo análogo, podemos verificar que ..;o segmento nz.rZa:z+2'''nz+n+]
de Z é da forma zo'zo'a' , O'eE+, alCE, a' segmento inicial de o'
e l:.,' l : «/z.

Portanto 2 não contém um segmento da forma zozoa com

lzol =n, n par, pois se isto ocorresse poderíamos determinar em

gum.segmento o'zo'a' com lo'l =n/2. .[sso poderia se repetir

até obtermos em2 um segmento u''o''a'' tal que lo''l fosse um nÚmc-

for»ímpar, o que jã vimos..ser impossível
Enumerámos com os nÍimeros natural.s as ocorrências da

letra O em Z, contando-as da esquerda para a direita

Consi.detemos açor.a: a pa]avra infinita ZeE: , E3 : {0,],2},
onde para todo {€1N, Z/.Í é i.gual ao número de. ocorrências da le-

tra ] em Z entre O.Í e O{.f], onde O.Í indica a ({+])-ésima ocor-
i.ência da letra O em g:, contando da esquerda para a direi.ta

Então Z:=ZZOPC?7Z]a... e como gl não contem 000 ou ZZ] como segmen-

.to, g: de fato liertence a E:~.
É fãci.l ver que se y tem um quadrado então :z contém

um segmento da forma oua, oGE+, aeE e a é se.gmento inicial de

u. Portanto y é livre de quadrados

Nas secções 3 e 4 deste capi'tulo e na secção 2 do
capz'tulo 3 aparecem outras construções de palavras infinitas

livres de quadrados, todas elas ut.ilizando mórfismos livres de
quadrados. Das diversas construções citadas a pouco vamos des-



tacar ai.nda mais duas,. que não uti.lizam morfismos.

EXEMPLO 3 (construção devida a Arshon [A]) - Seja E =ta,b,c}
e sejam 6 e t as aplica.ções de }l em E' definidas por

21

a6 = abc

b6 = bca

ay = cba

bv = acb

e6 = cab ey = bac

Estas aplicações podem ser estendi.das a -E* da seguin
te forma

''.+Ó : IY : l

(ao)6 : (a6)(oy) e (ao)y = (ay)(o6) , para todo aGE e zoC='.

Desta forma pode-se construir a palavra infi.nata

É = abc$óbcabcbac(Úacb.

].ivre de quadrados, obti.da 'por iteração de. -S em a

Em [Bel], Berste] demonstrou que esta palavra i.nfi-

nita não pode ser obtida por meio de iteração de um morfismo.

Novikov e Adjan [NA] uti]izam esta pa]avra infi.nata

g na construção de um grupo periódico i.nfinito, finitamente ge-

rado, no qual a ordem de todos os elementos.é limitada, o que
resolve o conhecido problema de Burnside

EXEMPLO 4 (construção deva.da a ]strai] [1]) - A pa]avra infi-

nita li.vre de quadrados obtida por lstrai.l é ==abcacbabcbaa..

obtida por iteração do morfismo d):' }l* ------b E*, E = {a,.b,c}, em

a. onde. 0 esta definido por

.\

l



a@ = abc

c@ = b.

O interessante desta construç;o é que o morfismo $

não é livre de quadrados pois (aba)+=abeacaba contém o quadra-
do ache.

2 MORFISF30S LIVRES DE k-ÉSIMAS POTÊNCIAS

.. Se X é um subconjunto não vaza.o de E+ e zo é uma pa
lavra de E*, dizemos que o tem uma {ntezpretagão em X se o

: saIBa'''ac}/, onde n 2 0, seõu/''(X) , pep2'er'(X) e aaeGX, palato
do {

Se u contém uma k-ési.ma potência, k 2 2, então zo

: J»]o2'.''wil:g onde /',geE+, zi2,É;E e u] =o2 : ''' :zok' Se, para to

do ] g { g k, u.i :d{.2uie{, onde e.jepref'(X) , d.lesa.f (X), elc$
: a..íCluX, u/eX.+ e

\

-o : *oul=tuá'2' ' 'ok=k

dizemos que d{.]oÍe{ é uma interpretação de w{ êm zo. Se as in-
terpretações de o],o2'''',zok. em o são todas. idênticas, isto é,

d{.] =dJ.], o{ :oJ e e.{ =eJ' para todo {,.j, dizemos que oJo2'..ok
õ uma k-ésima potência un{/olmo de w. Se pelo menos duas des-

sas interpretações são distintas, dizemos que o7u2'..wk e uma
k-ésima potência lzüsta de o.
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me se todas as k-ési.mas potências que ocorrem em elementos de
X+4) são uniformes.

Para que um morfismo própri.o 4): E ----+ E+ seja li-
.vi'e de k-ésimas potêlLcias, k 22, é necessário que E+seja um

biprefixo. De fato, se í:+ não é biprefixo então existem a e :G&

a #'r, tais que a+ é segmento i.nicial próprio de T@ ou a@éseg-

mento fi.nal próprio de v4}. No primeiro caso a imagem por @ da

palavra livre de k-ésimas potências ak-lT contém a k-és:ima po-
tência (a4')k. No segundo caso (va4'])+ contém (a$)k.

'~. Podemos. consi.deram os seguintes valores associados
a um morfismo próprio +: }l+ --.--.-p E+

Um +mor

\

maxÍjó+l, aeEJ;

m4) = minEja+ 1, aeEJ;

O numero N+ é tal que se o+ é segmento de u4), zo,ueE ,

então lul g l.lulN4iJ onde, para todo t€1R, Lt] denota o maiornu-

mero inteiro menor .ou igual a t.

Em toda es.ta.secção + denotarã um morfismo próprio
cle E* em E*

LEMA 1 - Seja oÉ;E* uma palavra li.vre de k-ésimas potências,

k z.2, tal que o+ contém uma k-ésima potência oJo2'..op' Suponha-

mos que zo seja minimal nestas condições, isto é, a imagem por 4'
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de todo segmento próprio de o seja li.vre de k-ési.mas potências

Se lol 2 (k+2)]V.} e se }i4) é um biprefixo então, para todo 7sísk,

o.i tem uma interpretação d.i.](0{4')e{ em o+,ande o=a0oZal'''okzk,
u.iGE', ".€1uE e .JdJ : aJ4'

DEMONSTRAÇÃO - Para demonstrar este lema basta mostrar que

loÍI ZM$ para todo {.

Como o é minimal existem .f e geE*, /'CPZ'e/''(E+) e

gesuf'(E4)) , tai.s que o$=fuZzo2'..okg' Deste modo,

-oZ:l * IPI : Ifl -- IPI 'kl«,l,

e

lo$1 : 1.ÍI ' lo:
'\

lo'go

l04' l s Z#4, ' k lu{ l

Por outro tadof'é fácil ver .que lo$1 2 lol'mÓ, logo

2M4, 'F klzodlz [(k'''2)2V.}J'md, =(k+2)M4.
donde concluímos que loÍI 2 ã/d)' []

Vamos agora estabelecer uma caracterização dos mor-

fismos k-uniformes que são li.vres de k:ési.mas potências

PROPÔS.IÇAO 1 - Se $ é k-uniforme, k 22, então + é livre de k-
êsimas potências se e.somente se qualquer que seja a palavra

o de E' com lzol < (k+2)NÓ se zo é livre de k-ésimas potências
então o$.também é

DEI'ÍONSTRAÇAO - É fácil ver que a condição é necessãri.a. Vamos

mostrar que é suficiente. Para isso suponhamo-na verdadeira.

Nesse caso, como N$ z] ela valle para toda palavra de compri-

\
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mento menor ou igua] a.k+] e portanto para toda palavra de ccEn-

pri.mento 2. Isto implica que E$ é um biprefixo e que + é um

monomorfismo.

Seja zoGE* uma palavra livre de k-ésimas potências can

lol.z (k+2)N4, e tal que o4) contém uma k-ésima potência wZo2'.'wk'
Suponhamos que o é minimal nestas condições. Desta forma (> e zo

sati.sfazem as condições do Lema l e temos

B 0u l= lu gc 2' . . o k= k

onde acl€1uE , oÍCE* e w{ = dd--](0{4')e{ onde e.Í(b::c''}, elePZ'ef (E(b)

e d.Íesur Cx$)

' . Como. 4) é un mononorfisnn. e é k.-uniforme , exi.atem d,e,z;eE+

taisque d.i=d, osÍgk-7, ej=e e oJ=o, ] J k
Se acGluE é tal que a+ = ed então

aOuaz;JC. ' ' Uak : ao(un)k'punk

Se a = 1 então o =áouKak contém uma k-ésima potência,
contra a hipótese. Portanto icC=. ,

Consideremos agora a palavra u =aoak-Zac :- Como lul
= k+] e zz =eOcücbd...ec&ck:eO(ed)Kedk' então u contém uma k-ési

ma potência. Isto i.mpíica que a =ac0 ou ac :ack' o que é i.mpos-
sível pois em qualquer destes dois casos zo conteria uma k-ési-

ma potência: (ap)k no primeiro caso e (t;ac)k no segundo.

Portanto, qualquer que seja a palavra oGE*, se o é

li.vre de k-ésimas potências então .04) tambéJn é, logo + é livre
de k-ésimas potênci.as . []
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É decidz'vel, algoritmicamente, se um mora.smo

4): E ---.-..b E+ é k-uniforme ou não, para um k 22, fixo. lstoPo-
de ser feito.da seguinte manei.ra

Inicialmente consideramos o conjunto B =suje (E4,)XPre/''(E@)

dos pares ordenados (s;r') sesuf'(E$) e pGpre.f'(E+) ,e o conjun-

to X de todas as k-uplas ;z : (bZ'b2'...,bk), b.ieB, tais que,para

todo ; ${ g k, b.i : (s.i,p.i) e plsJ.#Z€1uE$,] sJ sk-], e duas com-

ponentes bZ e b#, { #.j, são diferentes. Obviamente #é um con-
junto finito.

' Para todo he# construx+mos o conjunto
\

\

XÉ :Es](E'4')pZ] n [s2(E*4,)p2] n n [sk(E*$)pk]

Afirmamos que o morfismo @ é k-uniforme se e somen-

te SQ Xh = g. para todo 7ze#. ':- -

De fato x/z: #g para algum %G# se e sorüente se exi.ste
oeE+ tal que

u : 8 (u]+)P] s2(o2+)P2 sk(ok'b)Pk ,

onde (s{,p{) #(sJ'p0) para'algum {#J e, se pO e ok+JGE são

tais que posa e pksk€1uE4), então

POSA(ol$)PJs2(P2Ó)P3'.. sk(ük$)Pksk+ZeE*4' ,

o que ocorre se e somente se $ não é k-uniforme

É fácil ver que Xh é uma linguagem regular para to
do he# logo existe unl algori.tmo para decidir se xh =g (ver Ei
lenberg [Ei], sec. 11-4).



Como o algoritmo descrito acima é bastante inefi-
ciente, para cada morfismo que estudamos podemos tentar verá.-

fincar diretainente se ele é k-uniforme ou não, como no exempJ-o

a segui.r

EXEMPLO 5 - Seja o morfismo $: E -----b }l', E = {a,b,c,d}, defi.
ni.do por

a4} = acad

b = abas

eÓ = abed

d@.= acha.

Vamos mostrar que + é 2-uniforme.

Como la+l :4 para todo aÉ;E, E+ é um biprefixo.

Se pGll* é tal que $=J ]o2g ondeol=zo2' .ftpz'eJ' (E4')

gCsu/''(E4') , seja F = {(e.i,d{)}Ogi92 a seqüênci.a dós fragment

determi.nados pela fatoração .fzoZzo2g em u4). A Proposição l.l

nos garante que le.il : (le{.Z l+c)(mod 4) , í::z,2, mde c: loÍI(moa

Vamos mostrar que devemos ter c =0. Para isso vamos

estudar as possibilidades para leal e le71. Indiquemospor ca'
se(i,J') o casoemque le0'l: i e lell=J, OS #J 3.

Se leal =0 então o] começa pela letra a, logo não
podemos ter leal =] ou leZI =3. Estão excluídos, portanto, os
casos (0,]) e (0,3). Analogamente . podemos exclui.r os .casos

(l:P) e(3,0). Se lellÉâ então lo.ilzZ e ad é segmento ini-
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cia[ de zo.í, { =],2. No entanto isto não é possa-ve] pois d sÓ
ocorre em aq) como segmento final. Portanto esta excluído oca-
so (0,2) e, analogamente, o caso (2,0).

Se leal :3 então o] começa pela letra d, com o que
também estão excluídos os casos (3,7) e (3,2). Analogamente

podemos exclui.r os casos (],3) e (2,3)
Restam os casos (] ,2) e (2,Z)

Se le0l=] e leal:2 então loÍlzP, i =],2,pois pa

ra todo aeE, a-f}.não contém quadrado. Neste ca.se existe aCE tal

que ad é segmento inicial de zo2 logo d é um segmento não fi-

na[ de e0' o que é um absurdo. Portanto o caso (],2) não pode
ocorrer. De modo análogo excluímos o caso (2,7)

Portanto devemos ter cli:0 e leal =.leal : leal'- Com

ipso temos eO =eZ e como. lao l : .Idzl-: la21 temos d] =d2 epZq) =

Portanto 4) é 2-uniforme

No entanto + não é livre de quadrados po.is (abe)+ =
=. aecz(ZabacZabcd contém o quadrado adaba&ü. Como czbc é segmento de

c4), não podemos obter uma palavra infinita.li.vre de quadrados
utili. zando e s te morfismo .

É fácil ver que toda.palavra de comprimento dois de

E*, que é livre de quadrados, tem sua imagem por $ também li-

vre de quadrados. Deste modo o limite (k+2)2V,s utilizado na Pro-
posição l é o menor possl+vel pois este morfismo @ satisfaria

as condições dessa Proposição se d limite (k+2)/v.b :4 fosse di-
mi.nuido l)ara 3
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'Vejamos agora um exemplo de um morfismo li.vre de k
ésimas potências , k z 3

EXEMPLO 6 - Seja 4): E* -----.-b E*, E = {a.b},o morfismo definido
por

aO = aab

b@ = abb

e seja keZ, k z 3.

. É fácil ver que E+ é um biprefixo,
nomorfismo.

Sej a ueil* uma palavra tal que
'\'\

logo + é um mo

f"Ütu2 zokg' onde o] = o2 "keE ,

feri'e/''(E4') e geszz/''(E$). Seja ainda F:{(e{,d{)}0 k a se'
qüência dog fragmentos determinados pela fatoração JloZo2'''wkg em

z;4). A Proposição 1.1.1 nos garante que leal = (le.Í.7l+e)(mod 3),
] g{ Kk, onde 0Kc $2, e : loa'l(mod 3)

É .fácil ver que não podemos ter c # 0 pois se isso o-

corresse exi.stiriam 0 J< k tais que leZI =0 e le.ÍI =2. Com

i.sso terz'amos o{ =aZ/{.e oJ =õZ/J' V{,yJCX+ o que é i.mpossz+vel

Portanto le.Íl= le.7 1 , para todo .a sÍiJ sk, o que nos
garante, .como vimos no Exemplo 5, que + é k-uni:Forme para to-
do k 2 3

Para mostrarmos que $ é livre de k-ésimas potências
para um k 2 3, fi.xo, utilizando a Proposi.ção l bastaria mostrar
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que se ueE'b é li.vre de k-ési.mas potênci.as e lol <k+2 então z00

também é livre de k-ésimas potênci.as. O que vamos fazer,ne en-

tanto, é mostrar de forma direta que @ é li.vre de k-ésimas po
tências, para todo k 2 3

Se le;l.=a para todo {, então ló.il =0 e z.}ÍeE*$ para
todo i, com o que o contém uma k-élsima potência

Se le€1 nZ para todo {, então zol, = 7Déa, zo;eE+, logo
aü; : a para todo {,J

Como aoJíao2'''aDk e segmento de o+ e azoJ€11+$ podemos
constatar que o contém uma k-ésima potência

Se le.il.=2 para todo {, então zol, ebzo;, .o;eEi', e co-
mo no caso anterior podemos verificar que t} contém uma k-ési-
ma potência

com ôsso teca demonstrado que $ é um mora.smo livre
de k-ésimas potências para todo k 2 3

Usando este mesmo tipo de raciocínio podemos demons-

trar que para todo k 2 3 0 morfismo

\

'e

f

* q)k: E "'---b E*, }l =' {a,b} ,

definido por

«+k : .x:-'b

z'+k : .z,k- ,

é livre de k-ésimas potências. Em particular $3 =$.

É óbvio que +k não é ]ivre de (k-])-ésimas potências.



O teorema que vamos apresentar agora foi formulado

por Berstel [Be2] e dã uma caractere.zação dos morfismos livres
de quadrados

TEOREMA 1 - Um morfis=no $: E+ ----..» E+ é livre de quadrados se

e somente se é próprio e z00 é li.vre de quadrados qualquer que

seja a palas'ra li.vre de quadrados a] com lul 2 + L2x.bJ

Para demonstrar esse teorema precisamos do seguinte

resultado, que também foi formulado por Berstel

LEMA 2-- - Se +: E* --..-.-> E+ é um.mora.smo própri.o tal que (aT)(b

é.livre de quadrados para todo a,vGE, a pv, e se zoeE+ é uma

palavra minimal tal que .é livre de quadrados eo+ tem tm quadra-

'., e s' l«l »2 ' L2/v+.J '«tã' « :*.-Z-2 ''m «{eE, «0 ''] *";,
o6Z' . aco4' :eo4, a.z+ :ód, a24) = eci2, e #:Z #d.

Antes de demonstrar este lema vamos apresentar ade-
monstração do Teores.ta l.

DEMONSTRAÇÃO DO TEORES'íA 1 - 0 caso r'soMOHt;

mos demonstrar apenas o caso 'isêrr

Suponhamos qüé : E* -----+ E* seja um morfismoprõprio

tal que se ueE+ é uma palavra livre de quadrados e lul gz+.l2ip(H
então zo$ também é livre .de quadrados. Em parti.cular (aT)4) é
livre de quadrados, para todo a,'teE, a # r

Vamos supor que exi.sta uma palavra zo de E*, lol

> 2 + LZX4,J . tal que zo seja livre de .quadrados e 04) contém umqua

arado. Suponhamos ainda zo mi.nimal nestas condições.

Deste modo, pêlo Lema 2, existem an #n, #a. emE e u

e se revia a" é t 1. v
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em E'r tais que o =o0uaZtJa2' a0+ :eOd, aJ+ =ed, a2+: ed2' e#Z#
d'- C4+

A palavra zl =aOacZa2 e livre de quadrados, lul = 3 g

g 2 + L2X.}J e zz4' :eOdeded2 contém o,.quadrado dada, o que é u-
ma contradição com a nossa hipótese

Portanto para toda palavra zo de }l*, se zo é livre de

quadrados então zoq) também é. Segue que @ é livre de quadra-

DEMONSTRAÇAO 110 LEMA 2 - Seja @: }l* ------+ E* um inorfismo próprio

tal que (aT)$ seja livre de quadrados para todo a,teE, a#v. Nes-

tals.conde.ções E(b é um biprefixo.

' Suponhamos que oeE*, com lul > 2 + Lzx.hJ , seja uma pala-

vra.livre de quadrados tal que o+ contém um quadrado zo,o9 e
suponhamos que o seja minimal nestas condições

De lzol ser um numero intei.ro segue que 2 + 2N0
$

logo

2lo.il 2 (lzol-2)'m4, > 2]V$m+ : 2ã/4,, isto é, lu{.l >M.}

P.ortanto zo =nO?Zalt;2a2' nJGluE, U.eE ,

o.i : d{.](u{4')e{ e e.jdJ : al$.

Vamos mostrar inicia]mente que ul #] pop' Suponhantos

que u] =.1. Isto .implica que o] =dOe]

Como 3' lp2lz l-'l »2' LZX+J ' N.} zl te«.os lo21 ' N.}.
Segue que o2$ não é segmento de dO nem é segmento de e]. Seja

o2:azar'..alz' lz 2 2, beGE, e seja Osisn tal que d0=d:Z(ajam'..a.i)4'p
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onde pepz'e.f'(ad.F]4}). Como E+ é biprefi.xo, p não é a palavra

nazi.a. Seja aeE' tal que ps =a{.+7+. Então elas(aÍ+2'..an)d'e2
Nestas condições aO :aÍ+.Z :a] pois

Caoa{.í7)+ : - eOdOPS .= eOal](azar'. .a.Í)4'pps

contem um quadrado pp e

(ad+]n!)+ ; poeZd] = pss(a{.Í2'..an)#e2d]

contém um qual:ado ss

Como p] B 1, u contém o quadrado acOa7' contra
potese. Portanto não podemos ter u7 = 1.

. De modo análogo podemos demonstrar que up #l

Se da =d] elltão, como .E4) é um biprefixo, temos u]

',tF8'e e] ue2' .Como zo não tem quadrado, temos dO =d] #lee]

'.e8 #l. pois em caso cohtrãrio teria.anos a].= 1. e o =aOuZo2a2
Portanto, para conclui.r a demonstração basta mostrar que não
podemos

Suponhamos que dO d]. Então laol # lazl e vamos su-
por Id01 > 1óJll'

Se Id01.z Id](p24)) l então le2lz l(0]4))eJI. l)estafor-
ma temo s

2# > laol+ le2lz Id](tJ24') 1+ 1(P]4,)ell : lezazl+ l(ulu2)'bl

I'g' PM+ '' "'+ ''' I'7u2 l«''.}.

Segue que



34

2M.

". : :lÇ» ' ' i",',i
e como ] + lüloZleIN temos LZX.}J 2 ] + luZo21 o que é equivalen-
te a 2 + l.2X4)J 2 3 + loZUZI à lwl , que é uma contradição cam a nos-
.sa hipótese

Portanto temos lazl< laol< Id](u2$)1

Sejazl;:azar'..a,z' nz7, a.GE e seja Os{«n, tal

que. dO = d](azar'.'ae)4'p, pepz'e/''(ai+Z$). Como E$ é biprefiKO,
p não é a palavra vaza.a. Seja sGE+ tal que ps =aZ+7+. Então

(tl] 4') e Z s (a.Í.+2 ' . ' an) (be 2

. Nest.as condições (zOa.{.+])+. : eOdOps contém umquadra

do p#, portanto ac0 =ad+l' Isto implica que

(aOuJacZ) + (a{.fZoZa.Z ) @ 'ps(uZ+) eJd] pss(a{.f2'.-ah)@e2d]

têm um quadrado ss. Contradição com a hipótese de que D é mi-
nimal

Portanto não podemos ter lao'l > Idll
De modo análogo podemos demonstrar que não podemos

te, laol « la,l. D

3 - PALAVRAS k- l RREDUT FVE l S

Como }ln õ fi.ni.to para cada nÉ;JN, toda palavra sua.-
ci.entemente cumpri.da de E+ contém mais de uma ocorrência deum

mesmo elemento de En. Nas palavras. livres de quadrados.quais



35

quer duas ocorrências de um mesmo elemento fCli+ são separadas

entre si por um segmento. g # 1. Portanto existem palavras. ar-
bi.trará.agente compridas de 2:* tais que toda quasepotencia fgJ''
tem ip 1 > o.

Para cada nG]N, n z 2, vamos determinar o maior intei-

ro .Ln tal que existem palavras infinitas de XJ{ nas quais to-
da quasepotência /g.f tem ip.l z.D.

Uma palavra zo de E+ é dita 0-reáitZueZ se contém um

segmento da forma autua com aeE e u€11*, -e é dita k-z'achei;z'ueZ,

keZ, kzZ, se contém uma quasépotência. rg/' com lpl <k. Se u
não é k-redutível, isto é, não contém quasepotencia fgf com

lal <k então dizemos que zo é k--.irredutz+z;eZ. É fácil ver que se

zo é k-redutl'vel então o é n-redutz+vel para todo n zk e que se

zo,é k-i.rredutÍvel então D é ?z-irredutz+vel para todo 0 çn g k
Vej amos alguns e.xemplos

.zbaba é O-redutível logo é k-redutx+vel para todo k 0;

abas é 0-i.rredutz'vel e k-redutÍve] para todo k 2 ];

abcdab é k-irredutl'vel para todo .0 É k g 2 e n-redutível pa-
ra todo zz 2 3.

Se o é uma palavra de E;, ?z 22, com lzol zn +2 então
o é (n-])-redutz+vel. De fato, se existem duas ocorrências de

uma mesma letra a de EPZ em um segmento de comprimento }z de D
então o contém uma quasepotência aga com Igl <n-]. Se isto

nao ocorre e se o=aJa2'..amar.pJan+2, aÍeEn' então cada uma das pa-

.lavras azar'..alz' a2a3'..an+] e a3a4'..atz+2' de comprimento zz,é for-

f



36

made pelas zz letras de. En' Segue que aZ =an+Z e a2 :an.Í2'don-
de conduz'mos que a contém a quasepotência (alar)g(an.fJan.+2)
com Igl < n -:Z

Dizemos que uma palavra infinita Z de XIW é k-irre-
.dutível se 2[n] é k-irredutz'vel para todo neN. Do que foimos-
trado acima segue que se g é uma pa.lavra infinita k"irredutl'vel
de }il~, nz2, então kgn-2. Portanto L Kn-2.

Se +: E+ =----> E+ e um morfismo que leva palavras k-

irredutz'veia em palavras k-irredutíveis dizemos que ele é k-

i.rredtitz'vel. Se @ também é prolongãvel em aeE então a palavra
il\finita 2=a®co obtida por iteração de $ em a é k-irredutível.

Este conceito de palavras k-irredutíveis é devido a

A. Thue e aparece em um artigo [T2] de 1912 que é inteiramen-

te voltado para o estudo dessas ])alavras. Neste artigo, Thue

demonstra que exi.atem palavras infinitas (n-2)-irredutiPveis em

En' para todo nz 2, donde segue .que Ln=n-2 para todo n 22. A
demonstração é feita separadamente para os casos em que n = 2,

n = 3, n = 4 ou }z 2 5. Aqui vamos apenas reproduzir em linhas ge-
rais as idéias.bãsi.cas utilizadas por Thue na solução de cada
um desses cas os :

a.4so n = 2 = Para resolver esse caso Thue demonstra que
fisco @: E* ---...-+ E*, }l = {a,b}, defi.nado por a+ :ab e b4)

0-irredutível. DaÍ segue que a palavra infinita

g:= a$u = d)babaabbaab(üba+a.

obtida por iteração de + em a é 0:irredutz'vel

o mor-
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Como toda palavra 0-irredutz'vel também é li.vre de

cubos;pois,se uma palavra o contém um cubo //r, /' # 1, então zo

contem um segmento autua onde /'=azz, aeE e aeE', logo D é o-

redutz'vel; a palavra i.nfinita z descrita acima é li.vre de cu-

.bos. Isto foi. redescoberto posteriormente por Aishon [A] em

1937, por Morse e Hed]und [MH] em ].944 e por Braunho]tz [Br]
em 1963 (ver Exemplo 1 . 2)

C.4SO n :3 - Dizer que uma pa]avra é ]-irredutível é o mesmo

que dizer que ela é livre de quadrados. Portanto jã .conhece-
mos vários exemplos e até uma caracterização de morfismos ]-
ii'redutíveis

No s.eu trabalho, Thue demo.ns+-ra que as seguintes con-

dições são suficientes para que um morfismo 4): E* -----,- E* seja
]-irredutl+vel (ou livre de quadrados)

1) Para todo a,veE, a p't, a4) não é segmento de r+;

2) Para todo a],a2'a3€E, a] #a2 #a3' (aZa2a3)4' élivre de
quadrados

Thue mostra que o morfismo apresentado no Exemplo
1.1 satisfaz estas duas condições. Ele mostra ainda comocons-

trui.r uma palavra infinita de E uw, E = {a,b,c} , livre de quadra-
dos e que não contém nelahum segmento igual a aca ou bcb

C.4SO n =4 - Para resolver este caso Thue demonstra que se 2

e uma palavra infinita li.vre de quadrados de E1l, E3 = [a,b,e},
e que não contém nenhum segmento igual a aca ou bcb e se

$: Xâ -"--'+ E4' E4 : {a,b,e,d}, é o mora.smo defina.do por

'e



a$ = abcàc&zcbad

bq = d)cadbaebdbeabdbacbd

eÇ = abcadbacbdbcabdc(ücã)c(üdbacbd

então a palavra infinita 2: =2+ é 2-irredutível

a.4SO n 2 5 - Vejamos inicialmente o caso em qüe n é par. Seja

n =2h, b 23 e seja En: {a],a2'...,a2h}

Consideremos a palavra de comprimento n+] de E;, .40=
alada 3'''a 2h-lala2h'

Dada a permutação

T.

sejam as palavras A{.f] =.A{'K '

Verificasse que a palavra P =.40.A]...Ah-.Z e (n'2)-i.r-
r.edutz'vel

Dada. a permutação

To

sejam as palavras B.i+Z : AZv2'

Verifica-se que a palavra Q =.40B]B2'. .Bh e (n-2)-i.r-
redutÍvel

Sejam ainda as palavras C'{ obtidas de .4{ permutando-

se.as letras a] e d2'

(J.a a a Z'h- 3a 2'h-l3

a a,a a a
3 7 ]2h-Z

a a a a a\ 52 2h-3] 3 2h ]

a2 3 75
]
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A palavra i? =aOa]...ah-] e (n'2)-irredutível.
Fei.tas essas construções, pode-se mostrar que se g

é uma pa]avrâ infinita ].ivre de quadrados sobre um alfabeto

com três letras E =tp,q,z'} e se : E ----..-> E= é o morfismo de-

finido por p$ :P, q$ =é? e r@ =R, então 2$ é (n-2)-irredutível.

Retirando-se a letra a27z de 24) obtém-se uma palavra
infinita (m-2)-irredutível sobre um a]fabeto com m = 27z -] le-
tras

4 PALAVRAS IRREDUTÍVEIS DE FATOR t

Uma palavra D de E" é irredutível de favor t, tear,

t;z0, sê toda quasepotência faf de zo é tal que Igl zt; Ifl. Se

zo contém uma quasepotên.cia /gr-com Igl <tlJ'l dizemos que zo é
z,ecÜtz+oeZ cü /afaz' t. Este conceito é devido a F. Dejean EDjt que

propôs o seguinte problema extremo: ''determinar, para um dado

natural n, o maior número real Tn para o qual existe uma pa'
lavra infinita sobre E., irredutível de fatos T.''

É fácil ver que T2 : 0 e que Tn sn--2 para todo n 2 3.
Para veria.car que T2 : 0 basta lembrar que.toda palavra de ccxn-

pri)nento maior ou i.qual a quatro sobre um alfabeto comduas le-

tras tem um quadrado. Para verificar que T. s n -2 para todo
nz3, basta lembrar que na secção anterior demonstramos que

Zin zz -2, isto é.toda palavra suficientemente comprida de En
contém como segmento uma quasepotência /'g/' com Igl gn-2. Co-

mo l.ÍI z], temos Igl g(n-2) l/'l



Um morfismo : E '.....F E+ é irredutJ.vel de fatort se

leva palavras irredutíveis de favor t em palavras . irredutíveis

+ em E+ tal que para tod

\

co de E

Tlll'l :. :. ; - "«-" '. «', «"*, '" "";=:'1::Tll::
to característico de +, então u também' é um segmenta -''''':

dístico de 4). . Sejam .f e gGE+ tais que o+ : fug e sejam

:: .=':':=1 « : «,"',, ..,,.. : -..-, '::,'
0segmen0e

ci.a

A pal.avia zo=1 obtida remir
ando de o o segmento xnz'
.:..n He.comprimento q2 e

l de comprimento q]



tal que uJ+ =icZuZ/], lacZI :z'] e lyZI =r2' Vamos mostrar que zo]
PP 'PP + =. H

é uni.ca nestas condições.

Seja o2 uma palavra de E+ tal que o2+=a2zzZ/2' os la21,

lv, l « «:.

Suponhamos que c seja tm segmento característico de +

que ocorre em zz e que useja apalavra de E* tal que @ = ccg
écpz'e/''(E+) e Z/eszzJ''' (E$)

Se .f',g'.Ct+ são tai.s que u = f'ag' temos ul$ =

: aZf'cg'z/I' uZ4) :n2/ c?g'y2 e, como para todo aGE, la+l=m>o,
temos

l

1,,/''1

.Segue que lzl l = la21 pois o g la.il <m, { =],2. De modo análogo

podemos verificar que lyZI = ly2l';logo lol.l : lo21

Sejam TZ e t2GE tais que v] é segmento inicial deo]

e v2 é .segmento inicial de zo2' Então.vt$ : a a ,. { =Z,2, onde

a:l e a; são segmentos iniciais próprios de u e lac;l = lac21,lo-

g' "; : ";

\
lal ("zod «z) e la2/'' lalCmod m)

Como~.$ é simétrico, é fácil ver que dois-- elementos

dista.ntos de .E@ não podem ter um mesmo segmento inicial pró-

prio ou um mesmo segmento final próprio, logo T] ='t2 ea] =a2
Analogamente podemos verificar que y] =y2

Portanto oZ+ =aJz4Z/] :ac2zz3/2 : o2+, donde podemos con-

cluir que o] = u2' []

Se existe aGE tal que a+ não é um segmento caracte
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rústico de $ então 4) não é um morfismo livre de quadrados. De

fato, se aÓ não é um segmento característico de @ então a$ =

: doem., dO'e].eE+ e existem eO'dleE+ tais que eúdO =a0+ e eZdZ =
: aZ+, a0'alCE.

Se a #aO ou a #a] então @ não é livre de quadrados

pois (aOa)q) :eOdOdOe] e (aa])$ :dOé:7eZd:Z

Se ao=a=a então leal:le je Idol=la:zl
Se laol: leal, como a+ =eOd0=doe] temos a4,=dOdo

Se laol > leal, então d0=eOa, aceE+, logo a+ =dOd0 =

'"' Se Id0l<le01, então IdJl<jeljeeZ=yd, ye+,].o-
go a+ = e d : Z/dZd]

Portanto, para que @ seja um morfismo irredutível de
fato t >0 é necessário que a$ seja segmento característico de
$, para todo aeE. Se (> é um mora.smo nestas condições então

existe n0€JN, nO g 2m-2, m = la4) 1 , tal que para todapalavra oGll*

que é segmento de algum elemento de E*@, se lol >nn então D é
um segmento característico de +. '

PROPOSIÇÃO 2 - Seja 4): 1* ---.-.-> E* um morri.smo simétrico talque

para todo aeE, a+ é segmento característico de 4) eexiste ueE+
tal que-a$ mana. Nestas condições + é irredutível de fatos t;,

t.€1R, Ost;s], se e somente se uq) é irredutível .de fatos t,

qualquer que seja a palavra o de 2:* irredutível de fatos t

..« l«i ' F!=q .. a
DEMONSTRAÇÃO - É evidente que a condição é necessãri.a. Vamos

\

\



mostrar que ela é sua.ciente

Seja oCE+ uma palavra irredutl'vel de favor t com

l (2'#t) nO l
lol > 11-::i;-i=q + 2 e seja uuu uma quase potênci.a de o+..

Se u contém um segmento.caracterÍsti.co c de $ então,

pelo Lema 3, existe uma {inica palavra u] de. E+ tal que ul+ =

;: aug, 0 g lacl, IZ/l êm. Deste modo existe oZeE* tal que uZpZu] é
segmento de zo e (uZoZu])4) :nuuuy. Como o é irredutível de fa-

tos t, temos lpll ztlzzZI e coco D :y(uZ'Ó)a e ."Z$ : az'Z/ temos

lül z lbJlm e lul g luzem. Daz' segue que -l-ll-lz-l-;=i..}zt;, i.sto é
lu.l : tl« l

l

Se u não contém um segmento caracterz+stico então

l«l : «.
Se tivéss.erros lol < t;ltzl então terx+amos luuul=2lul+lul<

F
tal que uou será.a um segmento de o7$+o que seria uma contra-
dição com a hipótese

Portanto @ é irredutt+vel de fatos t;.

Devido ã simetria dos elementos de }l$, se a4) é seg-
mento característico de $ para algum aeE então a@ é segmento

característico de $. para todo aeE

Para verá.ficar se a4) =ala2'''am' a,aieE, é segmento

caracterÍsti.co de 4) basta fazer o seguinte

Para { =],2,3,...,iR--], consideramos u.i e t;ZeE+ tais que

a4) =zi.ip , u :azar'.''a{ e z>Z =aÍ+l-... ' Verificamos então se

< (2+t)no e existiria um segmento u] de o cam lo7lK q(2'+t)nO
+ 2.

\

n
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u{ e segmento final de.ai+ e u.i é segmento inicial de a.i.P7$.
Se isto não ocorre para nenhum valor de { então a+ é segmento
caracterz+stico de $.

EXEblPL0 7 - Seja 4): E* --).- E*, E = {a,b,c},o morfismo simétri-
co definido por cz :abcuebcabcbacbeacba. F. Dejean EDjt defi.-

niu .este morri.smo e demonstrou que ele é irredutível de falar
]/3. Vamos demonstrar este fato mostrando que $ satisfaz as
condições da Proposição 2

Ao invés de procurarmos mostrar que aO é segmento

característico lie $, para todo áGIl,. com o que teríamos nogc76:

É '2 x]9 -2, vamos determinar segmentos característicos de $

que são.. segmentos próprios de a$, com que teremos uma delimi-

tação menor para 7zn

Afirmamos que as p.alavras c] =-abcczcbc, c2 : cabcbac

e.e3 =cbcacba são segmentos característicos. de. $. De fato,es-
tas palavras são segmentos 'de a+ e não são segmentos de b(b ou

de e4}. Podemos ainda veria.car facilmente que não podemos ter

c{ : .f7.fP' l : ]'2, 3, . onde..f],.f2€E ' J'lesta.f(.a4') e .fZepz'e.f(v4') )
+

Correspondentemente aos segmentos c,, ap e e. de

a4), os segmentos cJí =bcabacêz, e; =abcacba e .cá =acczbaeb de b+

e os segmentos c;' = cabcbab, cÇ = bcabacb e c! = babcbae deck
também são segmentos característi.cos de 4).

Deste modo temos nO g ]2 e para mostrarmos que $é i.r-
redutÍvel de favor ]/3, precisamos mostrar que a i.mugem por
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Õ de cada palavra irredutível de favor ]/3 de E*, de cumpri

alento menor ou igual a 3 = ]$:i2=!=]Í;llili!;] } a, também é irredutz'
ve[ de falar ]/3.

Como toda palavra irredutJmve] de fatos ]/3 de }l*.de

comprimento menor que três é segmento de alguma palama de com-

primento três irredutx+ve] de falar ]/3, basta verificarque as
imagens por 0 destas íntimas palavras são irredutíveis de fa-
lar 7/3.

dutÍveis de fatos ]/3 são :

As palavras de comprimento

aba abe

beb bca

eae eab

aea acb

Z)ab bac

ebc . cba

Como 4) é si.métri.co, das doze palavras acima, basta
vefifi.car que as imagens por @ das quatro pri.moiras, isto é
das que começam pela letra a, são irredutíveis de favor ]/3.

Esta veria.cação pode ser feita ã mão ou com a ajuda do com

puxador

l

Desta forma a palavra infinita

aÇu = abcacbcabcbacbcacbabc(ü)ac.lbc. .

obtida por iteração de 4) em a é i.rredutl've] de fatos ]/3, lo-

go T3 > 7/3.

bl. Bodard (ver rnj3) verificou que toda palavra de

E+ de compra.mento mai.or ou igual a 39 contém uma quasepotên-
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cia .fg.f com lal s1/3lfl. ]sto imp]ica que T3s]/3.
Portanto T3 = ]/3 é o maior número real tal que exis

te uma palavra infinita de E"', E = {a.b,e}.irredutível de fa
tor ]/3.

EXEMPLO 8 - O mesmo M. Bodard também verificou que toda pala
vra de comprimento maior ou igual a 222 sobre um alfabeto com

quatro letras contém uma quasepotência .fP.f com Igl g s/zlfl

Isto implica que T.:í g 3/2.
Seja Ó: E'': -----.- E*, E = {a,b,e,d}, o morfismo simétri-

co definido por a@:abcbdccücba. Vamos mostrar que $ é irredu-
tlüe[ de falar t = ]

Como no exemplo anteri.or, as palavras cZ=d)cb, c2 :
= bdccü e c3=bcba (segmentos de a+). são segmentos característi-

cos de $ e,correspondentemente, e:l=bcá?, c;=ca(üc e c;=cdcb (seg-

mentos de b$), cl:c(üd}.c;=lbabd e eg:.:&zcb (segmentos de c$) e
e!' =cZüa, .c;' =acbca e cl' =abad (segmentos de d@) também são seg-

mentos caracterz'sti.cos de #.

Deste modo temos nO g 7 e, para verificarmos que $ é
irredut'zve] de falar t = ], precisamos mostrar que a imagempor

4) de toda palavra irredutÍve] de fatos t = ], de conprilnento me-

nor ou igual a 3 = l$.a;.3.}=:1 + 2, é irredutÍve] de fatos t = ]

Como no exemplo anterior, basta fazer esta verifi-

cação para as palavras de comprimento três que são irredutí-
vel-s dc fatos ]. e começam pela letra a, que são

aba abc czbd aca acb acd a(ü ac2)

\

\
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Des te modo a' palavra in finita

a$u = d)ebdcdbcb(ücdcaáacdcbc-il(;c(ba..

obtida por. iteração de $ em a é irredutível de fatos

tanto ] g T. É 3/2.

M, Bodard construiu ainda palavras de E* de comp! i-

mento maior que SOCO, irredutíveis de falar. t = 3/2 e palavras
com mais de 5õ00 letras sobre }l , n=5.6.7. irredutíveis de

fatos t;=n-2. Isto leva a pensar que T4 = 3/2 e Tn:n-2, n 2 5.

.Por-

sobre , 7 .J Jn

B
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CAPTTUL0 3

REPETIÇÕES FRACAS EM PALAVRAS INFINITAS

INTRODUÇÃO

Uma palavra o de E'': contém uma repet ção fraca cü ol'-
cümk, keZ, k= 2, se contém # segmentos não v'azi.os consecuti-

vos o],zo2'''''zok' tais que para todo :Z ${,J gk, as letras de o{
podem ser rearranjadas de modo a se obter u+. Neste caso o seg-

mento olo2'''?ok e uma repetição fraca de ordem k de o. Se .k é

i.gual a dois o segmento olo2: é dito um quadrado fraco e se k =
: 3 o segmento o.ZoEül3 é dito um cubo fraco de o. .Por exemplo,
a palavra bacacbbca de E*, E: = {a,b,c}, ,contém os quadrados fra-

cos bZ,, (ae)(ac), (cb)(bc), Chão)(acb) e (acb)(Z,ca) e contém o cubo

fraco (bae)(acb)(bca).

Se }ln= {a],a2 '..., an} é um conjunto ordenado e se

Q : E; ----...> ]Nn é o morfismo definido por

\

\

(lúl.,.l;l. ', ,tola ) , para todo oCE;,n

então oJu2'''uk e uma repetição fraca de ordem k de uma pala-

vra de E; se e somente se o{ e uJ. são equivalentes módulo Wn'
para todo ] g {,.f sk. Portanto uma pa]avra o de X:l é ].ivre de

48



lçpçcxçuç> xi alas ae ui'aem K se e soJnente se e .Livre cle K-esl

mas potências módulo Pn' O morfismo @n é conhecido como "J'ração
de'l '/ e gera utilizado frequen'Lemente. neste capa.tolo.

P. ErdÕs [Er] verificou que se n = 2 ou n = 3,toda pa-

lavra de E; de comprimento maior ou igui:l a 2n contém um qua-
drado fraco e conjecturou, em 196]., que existem palavras i.n-

finitas livres de quadrados fracos sobre um alfabeto com qua-
tro letras. Neste capítulo estudaremos alguns problemas rela-

cionados com essa conjectura

Na arvore a seguir aparecem todas as palavras de E'':,

E â'lcz,b}, que começam pela letra a e que são l.ivres dc cubos
fracos

\

No caso das palavras de E* que são livres de cubos
fracos e começam pela letra b, podemos construir uma arvore i-

dêntica a esta. Portanto se oeE*, E = {a..bl}, e o é livre de cu-
bos fracos então lü l g 9

t
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Dizemos que um morfismo 0: E* --.--..» }l+ é livre de re-

petições fracas de ordem k, k 2 2, se para toda palavrão de E*,

se u.é livre 'de repetições fracas de ordem k então o@ também

ê. Com isso, para construirmos uma palavra infinita livre de

repetições fracas de ordem k é suficiente que construamos um

morfismo d3 E* em E* que seja livre de repetições fracas tjc
ordem k e pro].ongãvel em algum aeE

2 PALAVRAS INFI NITAS LIVRES DE QUADKADos 'FRACOS

A primeira construção de palavras infinitas livres
de" quadrados fracos data..de 1968 e é devida a Evdo](mov [Ev]

Esta construção é feita usando ujn alfabeto com vi.nte e cinco

letras e é obtida por iteração..em a7 do morfismo simétrico

4); E .----.-> E+, }l : {à],a.2'a3t' ''.,a25}., definido por

'\

al'} "fÍ' g' 4a á'' la á' 2a á' é'' 2a 4c á' 4a la g''á'. g''2at

TEORES'íA 1 - Existe uma palavra infinita livre de quadrados

fracos sobre um alfabeto com ci.nco letras

DEMONSTRAÇÃO - Esta cons.trução data 'de 19.70 e é devida a Plea-
sants [P]

\

Seja $: E" -----.- E*, E = {a,b,e,d,e}, o morfismo simé-
trico definido por

a = bacaeaeacüeaci=ü

Vamos mostrar que + é um morfismo livre de .quadrados



fracos. Para i.sso vamos mostrar, inicialmente, que a imagem

por 4' de toda. palavra de comprimento no máximo dois, livre de

quadrados fracos , também é livre de quadrados frac.os

É fácil verificar que a palavra u=bc?ecdecü é livre
de quadrados fracos. Como a4)=bac?aeacadzeacZab é obtida acrescen-

tando uma letra a entre cada duas letras de u: a@ também é li-

vre de quadrados fracos. Como $ é um lnorfisma simétrico segue

que aO é li.vre.de quadrados .fracos, para todo aeE

Suponhamos que existam a,TCE, a #v, tais que (a1)0

contem um quadrado fraco u:Zu2' i.silo é, o:ZW5 :o2+5' onde @5 é

a '!unção de Parikh. Jã vimos que oJo2 não pode ser segmento de
a$ ou 'r+.

Se zo] é segmento final de a$ então o2 é segmento i-
nicial de vÓ e, c.omo T+ contém apenas duas ocorrências da le-

tra a, temos loZla=s 2, e portanto luJ = lo21 g5. Neste caso te-

mos lollvg:Z o que implica loll = loPI.s3. É fácil verificar
que isto não pode ocorrer, isto é, segmentos i.niciais e finais
de comprimento no máximo três de elementos distintos de E$ não

são equivalentes módulo Ú5' Portanto ol não é segnento final de a@

Suponhamos que o] seja um segmento não final de a+.Po-
demos supor ainda, sem perda de.generalidade, que a =a. Neste

caso lo2lb 2 ] pois a letra'b que é segmento final de a$ é seg-

mento de zo2' Isto implica que zo] deve ser segmento ini.cial de
a4, pois,para que tenhamos loJlb : ] é necessário que o] conte-
nha a letra b que é segmento inicial de a4). Sejam ac,geE+ tais

que =Csuf'(a+) , gGpz'e./''('t+) e ay :zo,. Como a+ contém apenas
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duas ocorrências da letra T, temos

lz/ l g 5 e lo.o. l g ZO.

Se luZwZI :20'então luZIa:5 pois zo] : bacaeacada,

laia: 2 pois ac :eadaZ) e. Igla g 2, que é impossível

Se loluZI : ]8 então lo7le:P e lacle:a. Portant
vemos ter iyl.=2, o que é impossível visto que IZ/l = 3.

Se loJoZl:10 então luZIa:a e lacld:0, o que tam-
bém é impossível

. É evidente que não podemos ter lolaZI g]5 ou lzo7o21

igual a um numero z'mpar. Portanto zo] não pode ser um segmento
não final de aO.

Se o] não é segmento de a@ então o2 é segmento não
inicial. de T$ e podemos verificar, de forma análoga à feita

acimai que is to é impossíve.l
Portanto, para todo a, teE, se a #T então (al)@ é ]-i-

vre de quadrados fracos

Sejam u,zJÉ;E* tais que z;$ =fug, J',gCX*, e, se (eO'd0)

e. (e],d]) são os fragmentos determinados pela fatoração /ug em

od', eÍdÍ=a , ac €1uE, {=O,], então u=d0(o'$)e], z;'GE':. Pa-
ra todo aeE as seguintes relações. podem ser verificadas

J

de0

2, {=] ,2, com o que

1«1.: 1aol.''' I'ZI.* 2lo'l*sl«'l..

-át«i: zlo'.l '-á'(laol*l':l),

lu' 1. g laob'all. g lo'l. ''' 2

Vamos demonstrar agora que para todo ágil, valem
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(1) l«la g 2 lal . 5la.o'aJI.

(z) l"l. :'j;l«l * slo' l. -#{

Para demonstrannos ( 1) consi

(1.1) laou'alia : lu' la

Neste caso aO #a# p], logo Idola+ leJlo94.Vamp

inicialmente que mola + leJla Ki-í(Idol+!eZI) +7i
Se leal + le71 < 7 então

lao la + l. :la g 2 « 2 (I'Z.I'l' :l)

Se 7 g lao l + le:Z l < :Z4 então

lao 1. ' 1'] 1a g }g ':â( lao I' I': 1) ' {{

Se lóol + leal > ]4 então

lao la + le] la b 4 g 7B( lao l ' lel l)

Com is se,

lula ; Idala' l.:la' Zlu' 1. Slu' ló g 2 (Idol'le,l) '

.' {Í~* ;i«' I' 'i"' i. : -ái«i'' ' i*."'«,i. 'n.

(1.2) lado'n] la :. lzl' la + ]

Vamos mostrar que ldola+ lellas-B(IdOl+lell) + B'' 5.

Se lóol + leJI g ]4 então

lclo la ' le.:la s 7 « 2 (laol' I', l)

Se laol + le l > ]4 então

detemos tres casos

S

trai
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la.l. ' I'll.
Cum isso,

la0l+ le ]l)

lula : Isola . le,la' Zlo' 1* Slo' la g 2(laol ' I':l) '

2 lo' 1 + 5 l o' l,í

(1.3) Indo'alia + lu' la + 2
Como no caso anterior, basta verificarmos que sendo

lell92s ou sendo laol+ le71 > 25, temos .Isola + della g

lula: ld.la - I'lla' Zlo' 1* Slo' la g 2 (I'Íol*l':l) '

+ : + a + Zlo'l + Slo' la

g.., l«l.:-êl«l*sl«."'«,l.''' 3B
Portanto vale ( 1)

Para demonstrar (2) vamos começar mostrando que

Ideia + l.: la : i'B( laol' I': l) - {ê

Se Idola+ le] la s.] então laol+ le7lsS e temos

la01. + 1'] 1. 2 - ';{ 2 -i%( la. i''' lb] l) -$;

)

Se Idola+ le7la >], como laol + leJls28, temos

la. 1. ' 1'] 1. »;{ 2 :á( lao I' I', l) - {â'

Com isso temos
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1«1. mola' leJ.la ' 2lP' I' Slu' la > 2 (laol+l',l) '

. pl«' l ,' sl'' l. -g : -ái«i. sl«' l. -g,
e vale (2)

Suponhamos que exista o€11* tal que o sejalivrede qua-

drados fracos e o@ =J'tolo2g onde ulo2 é um quadrado fraco. Evi-
dentemente lo l 2 3:

Seja F={(e{.d.i)ll0 2 a seqüência, dos fragmentos

determinados pela fatoração JloJo2g em o$' Como .a imagem por (1)

de todo segmento de zo de comprimento menor ou igual a dois

é livre de quadrados fracos, temos o = .f'aOo;ac.Zo2a2g' onde

J''..zo},zoÉ,g'G.E'':, a.€1uE e ai$ =e.Íd{, { =0,],2.
Consideremos p7 e p2É;E* obtidos respectivamente de

ü; e .zol? da seguinte maneira: se uma letra aCE ocorre simulta-
neamente em zo! e zo= então reter.amos esta letra tanto de zol

quanto de zo}. Repetindo esse processo para todas as letras de

E, tanto quanto seja possível, de o; obtemos o] e de ul? obte-

mos u2' Deste modo, para todo aeE, se lzJzla#o então luzia:0
e vice-versa. Seja o' =.f'and7a,opas.g' ,não necessariamente livre
de quadrados fracos

Da construção de o:Z e up a partir

que para todo g],z],g 2' z2€E '

o: segue

(Z/ ] t>] zZ)@ 5 (y2u2z2)©5 se e somente se (glzillz:Z)ü5 (g #o 1?; z) q' 5 ' (1)

Sejam u:Z do(ol+)e] e zz2 = d] (DZ+) e2
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Para todo aCE temos

i«,i. : -ái«, l ' 'l,,l.
e

1"] 1. '-4.t«, l '' sl*."l*l l.

Como dO(o:l4')e] :o],.d](zo;@)eZ ;o2eol@5:zo2+5' te-

mos.aJÜ5 :u2©5' Logo luZIa : lUZIa para todo aeE e, das desi-

gualdades acima, podemos obter laoul=lla 2 ltJzla

lbescrevendo essas desigualdades para u] e u2 ao in-

:vép de u2 e u], nesta ordem, podemos obter .la]»zazla ' lo7la'
para todo aG>l

Portanto se aeE ocorre em u. então a não ocorre em

u2 e temos lala2la ' lUZIa' Isto implica que lolla É 2 e que se

lUZIa :] então a =a] ou a ;ac2 e se lo]la=2 então aO= a :a]

Segue daÍ que loll g 2. De modo a-nãlogo, se a ocorre em o2 en'

tão a não ocorre eln o] e temos lacOaJla.' lt;2la' Isto implica
que luPlasz e se lo2la:7 então asno ou a:ac] e se luala:P

acO :a:a]. Segue daÍ que loZI K .2. --

Vamos estudar todas as possibilidades para EDIL e

lo21. Denotemos por Ckzso({,.j) o caso onde lo71 :{ e loPI :J, OS

É, {., j ç 2.

àÀso (0.0) - Neste caso zo = .f'a0o;aclo2B2g'. o;@5 : zo2$5 e

o' :/''aOnZac2g'. Como o é livre de quadrados fracos, devemos

ter a] # ] e aO pa] #a2' Por outro lado, como zilzz2 e um quadra-

do fraco, 74Ju2 não pode ser segmento de (aOa])+ ou de (acla2)+



e devemos ter acn # l pa9' Como 0 é um morfismo simétrico pode-

mos supor, sem perda de generalidade, que a:Z =a

Se aO#a2 então (acla2)+ contém apenas quatro ocor-
rencias da letra' icO' Portanto 242 e, consequentemente, uJcon-
tem no máximo quatro ocorrências da letra acn donde concluímos

que Idos g 9. Pensando no número de ocorrências da letra a2 em

zl] e u2 podemos concluir, de modo análogo, que leZI g9.

ac0 :.a2' seja E =aO = a2 e vamos mostrar que neste

caso também podemos considerar laol g9 e lePI K9. Se laol +

+ lePI >]5 então existe geE+. com I'Jl=laol+ leal-]5 tal que

~:eOd0=eOyd2:e2d2' Com isso temos u] =gd2e.:Z e u2:dJeOg
Considerando u; = d2e] e u; = dle2 vemos que u;u; também é um

quadrado fraco de o'+ e lazl+ le0lg]5.Se Id2lg:zo então leal g

É,5 e le0lacs2.De.sté modo lu;laz5 e lu2lac94' o que é um ab-

surdo. Portanto lazl É9. De modo análogo podemos demonstrar
que leal g 9.

Com isso podemos considerar que se zzJu2 éum quadra-

do fraco de (ecoa.Zac2)+ onde icO pa] #z2 são elementos de E, ul:

:doem, u 2:dle2 e ={4)=eid{,então laolsP e le2lg 9.

Se lellaZ4 então leJlc:Z e ldlle:O.logo devemos

ter leZlcz2. Como l.eZlà 9 então a2:a ou a2:c' Por hipótese

a2paJ:a, logo a2:a. De lellaZ4 temos IdJlaK3 logo le2la >

2 ], com o que temos e2=deecbceca e lePla :], Idlla:3, le7la:

: 4 e Isola =0.Desta forma temos e] = bacaeaca(d) e d] : (cDacacZab

onde a letra d entre parênteses ocorre em el ou em d7' Disto

concluímos que devemos ter laola:o, laolõ:J,. Ídolo:2e ldole=2.
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o que verifica-se facilmente ser imposszvel

Se leZla<4 então laJlaZ4 e la7la:z, logo develr-os

te.r IdOldz2. Como ló01 K9 e nORa temos aO=d. De maneira a-
náloga à anterior podemos demonstrar que isto também é impos-
s ível

?ortanto o Caço(O,O) não pode ocorrer

a4SO(],a) - Neste caso temos lullz]5 logo acl#l#a2' Seja

aeE tal que. a : u]. S.e a] = a .então o' = .f'.aOplalo2a2g' :/' zOaaac2g'

e temos plQS: (aJo2)+5' De (1) segue que zo:lQS; (ac 2)@5'o que
é impossx'vel porque nesse caso o 'conteria o quadrado fraco

o](aJw2). Portanto devemos ter a a =o] e, consequentemente,

a2 :a. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a] =a

Se ;c0=a=a] então nOu] :aa e alu2n2 aa logo, por

(1) , (aOo])Q5 : (:cJzo2a2)©5 donde concluimoÉ que u contém um qua-

drado fraco, o que:é tuna contradição com a hipótese.Portanto,

Como u]©5 : (dOe2d2e].)P5: (dOd2e:Z)©5+e2@5 e u2©5 :

: (dJe2)+5:d] 5+e2W5 temos (dOd2e])©5:dl@5' Sejam u:l e u;Q:'':,

":l : 'í.','] ' "É : ']
aZ:a e no#aJ#a2 temos IdolaS2 e Id2las2.

Por outro lado temos. lella+ IdJla:7 e lzzlla: Idola+ ld2la +
+ leZla : lalla ; lu2la'. donde podemos concluir que 4s laJlass.

Se IdJla=5 então le7la=Z» Id0la+ld2la:39 ]a hall ]]

e 4s lellss. Como a#a#aco temos Idolas2e.Id2la92. Se lóola:2
então laol>z e temos IdOi+ld2l+ lellz ]]+ldâl>1] Idll.o



que é absurdo. De modo análogo, podemos verificar que não po-

demos ter Id2la:2, o que implica que Id:Zla:4
Para que não tenhamos luZIa > 1 Zlc devemos ter lallc >

zleJlclogod] =cadaerzdab e el=bacaea. Com isso temos lóOI +

+ lazl: 3 e IdOcí2la: :Z'ldOd2la:2.oque v'edifica-se facilmente
ser imposs ivel

Conc[ux+mos então que o acaso(],a) não pode ocorrer

C'.4$O (0,]) - Este caso pode ser tratado como a anterior

a.4SO (:Z,]) - Aqui existem quatro possibilidades a serem con-
sideradas

(i) a, : l

Neste casa, como D] e u2É;E, devemos ter oZ==2 e oZ

: ic0' Com isso (aou])@5 : (o2z2)q'5 e, por (1), (adu;)q'S:(o2aZ)©S

Deste modo o contém o quadrado fraco acho:loPacZ' Contradição.

(ii) a, : o,

Neste caso u2 deve ser diferente de ac] logo p2 : aO

Com isso (aOo:Z)@5 : (aclu2)@5 e, por (1) , zo contém o quadrado pra-

zo;. Contradição

(iii) a, : u,

Este caso pode ser tratado como o anterior

(iV) 'D] # a] # O2' a.] # l

Neste caso devemos ter o1==2 e o2:nO' com o que

aO # ] # ac2' Como ci$ : eid{ temos



!!':S... a'=

tz] : do(ol+)ez do (a2+) e ] '7o' É'72':Z

e

u2 : d:Z(o2@) e2 ã1(=0'b) e2 dl'odo'z

De uJ+5 : u2 5 temos (dpó7)QS : (dZeO)Q5' Como d2e d eO

é segmento de (a2a:ZaO)$ e aO # a] #u2' temos. uma contradição com

o Caso(0,0), jã resolvido acima

Portanto o Caso(:Z,]) não pode ocorrer

a.Asas (Z,o) e (o,P) - Se lo.Íl= Z, {=] ou {:2e lo:.fino, .j=o

ou .j=Z. e {#.Í, então luZlz30 e'jujjK28, o que é impossz+'
vel

a.ASO (2,]) - De lu71 :2 temos ac].auGE e ol@5 : (aZac2)©5' Se o2:

= aeE então a pa] pois a] ocorre em D], logo u2 :a :nO' Deste

modo (aDuZ)@5 : (acJp2a2)@5 e, por (1) , o contém oquadrado fra-

co (a0o:l)(aJ'o;aZ). Contradição.

a.4SO (],2) - Este caso pode ser tratado como o anteri

CASO(2,2) - De loil:2,. i;],2, segue que n0'a],n2GE e que

(;coam)W5 :z;2+5~e (aJ=c2)©5 : o:Z»5' Mas isto não é possível por-

que senão teríamos lolla. : ]: ltJ2lac.' Portanto este caso não
pode ocorrer

Com isso .fica demonstrado que se.zoeE* é livre de qua-

drados fracos então o(> também é, o que nos garante que $ é um

morfismo livre de quadrados fracos. Desta fonna o subconjunto

X=la+nlneN de E' é infinito e todos os seus elementos são

OT
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[ivre de qua(arados fracos. Da Proposição 1.3.4 segue que -existem pa

lavras infinitas de E'" livres de quadrados fracos, o que en-

cerra a demonstração. []

Para construirmos uma palavra infinita livre de qua!+

arados fracos por meio da. iteração de um morfismo de E* em E*

em uma letra de E, basta considerarmos o morfismo simétrico

u: E* -----.> E* definido por acl : e$ = aebedebecedecea

Este morfismo u é livre de quadrados fracos e é pro

longãvel em a, para todo aeE. Deste modo a palavra infinita

aaueEH, obtida por iteração de a em a é livre de quadrados fra-

cos, para todo aÉ;ll

3- MORFISMOS LIVRES DE REPETIÇOES FRACAS

Vamos estabelecer algumas condições suficientes pa

ra que lan morfismo4): E+ -.-.--...> E+ tal .que la4)l = í; > :Z para todo aeE

seja livre de repetições fracas de ordem k. keZ, k 2.

PROPOSIÇÃO [ - Seja 4): E; -----+ E; um moTfismo ta] qw la+l =t>]
para todo aÉ;E,z; Para que + seja livre. de repetições fracas de
ordem k, k 2 Z, é suficiente que verifique

(i) o conjunto En@WnSNn é linearmente independente em

(ii) para toda palavra o de E;, se o$=/uZo2'''okg' onde

olo2'''ok e uma repetição fraca de ordem k, isto é,

oZqin:zo2@n ''' :okQn' então ou todos os fragmentos
esquerdos ou todos os fragmentos direitos determina-

l

Q;



dos pela fatoração .fzoZu2'.'zokg em 04) são equivalen
tes módulo @

DE){ONSTRAÇAO - Vamos mostrar inicialmente. que se u e D são pa

vias de El; #tais que z$ n = p++nentão u+n = oW ' Sendo }l
{a],a2'''',an}, de u+@n=o$Q temos

n

lzz la](a]4'q'n) + lu la2(aa'bq'n) ''

loja,(Ól4,+n)

' lula (a.@V'.)n

ola (a.+q'.)+
n

Sej am tais que l«'l.
{

ItJla .. EnZ\

tãÓ

.o](a]4'+n) + c2(a24'@n) + + cn(an'b@n) : 0

Como .En$@n : {a:Z$+n' . . .,an n} é. linearmente indepen-

dente em Q temos c] =e2 : ''' :en:0. Logo lula.. : loja..para to-
do {, 'isto é, zl+.. = uO' ' t] ' ]a

Desta forma, se oC;X;l é tal que o+ contém uma repe'

tição fraca de ordem k, olzo2'..uk' com oi=z $, oiCE+, então
o contém a repetição fraca de ordem k, ü:Zo2'..ok' (11)

Seja o uma palavra de }il; tal que to+=Jtolu2'.'okg onde

olo2'..ok é uma repetição fraca de o.idem k. Seja sÉ;Z, s >a,

tal que loél :s para todo E, e seja F={(e:i'd{)}0S{Sk a se'

qiiência dos fragmentos determinados pela fatoração rolos'''oJkg
em u+.

Se s<t então (t,8) =] e, da Proposição 1.1.1, te-

mos le.íl = le.íl se e somente se { :J (mod t). Segue que para



63

todo o g i <k, leÍI # le.i.+ZI e, consequentemente, mail # laí+ll
Contradição com a hipótese (ii) pois se zl+n = o+ então lul

Portanto 8 2 t él;., para' todo ] s{ sk, d{.] é segmento

inicial e e{ é segmento final de zo.i e, como eldJGluXn$ para
todo ./, existem tJ],p2''' ' ,uk€11n@ tais que o.Í =d{.]pÍe{. Então

u'V : f' e 0dOoleldlu2e2d2' . .ek--ldk-tukekqg' ande f'e0: f e dkg' = g

Se eí n. :ej@n para todo 0 K{,.j Ék, então. para todo
] g { .g k ,

\ (dÍ:] oie{) Wn d{.]q'n + ui@*. + e.i@n

d.i=zWn + p.iPn + eÍ-]0

( e{.] d.í. ] z}.í ) @h

Deite modo z04) contém uma repeti.ção fraca de ordem k

oZ, onde o; =e{.]d{.]üi€11'';+ para todo i.
De (11) temos que o contém uma repetição fraca de

l

ordem k

O caço em aue d.ü =t
r' . . +

g [.i g &, e a-

nal.ogo.

Portanto Ó e livre de repetiçoes fracas de ordem k

NÕs formulados esta Proposição com o intui.to de sim-

plifi.car as demonstrações que aparecem nas secções 4, 5 e 6 a

seguir, onde são obtidas algumas p.alavras infini.tas livres de
repeticoes fracas

D
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Vejamos agora um Lema que também seta utilizado nes-

sas demonstrações

LEMA 1 - Se M é um inoni;ide comutativo e se 0: E+ ----..» M é um

morfismo en.tão, para todo zz,péE;, se uOn :o@ então uO =o0.

DEMONSTRAÇÃO - Se ziWn = o+ então as letras de u podem ser rear-
ranjadas de modo a se obter u. Isto si.gnifica que se a=aZa2'..am

e ü.=vZ'r2'.' tm' a{,rÍeEn' existe uma permutaçãC) pdefinida so-

bre o conjunto ordenado {],2,...,m} tal que aZpa2p' ''amp :u
- Portanto

n

a]0 + a20 + ''' + a 0 aZP ',P D

4 -PALAVRAS INFINITAS LIVRES DE REPETI.ÇÕES FRACAS DE ORDEM

CINCO.SOBRE UM ALFABETO COM DUAS LETRAS

TEOREMA 2 - Existe uma palavra infinita livre de repetições
fracas de ordem cinco sobre.um alfabeto com duas letras

DEMONSTRAÇÃO - Seja o morfismo @: }l+ --.z--.b }l*, E = {a,b},defini-

do por a : aaaàb e b4) = abbbb.

A defi.nação deste mor:cismo e a demonstração de que

ele é li.vre de repetições fracas de ordem cinco é deva.da a J

Justin [Jl].

O morri.smo + satisfaz a condição (i) da Proposição

3.1 pois como
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o conjunto E+ü2={(4,]),(],4)} é linearmente independente em
Q.

Vamos mostrar agora que Ó satisfaz as condzçoes (zz)

da Proposição 3.1

Seja o uma palavra de }l* tal que o+ = roZo2u3zo4zo5g

onde oZo2'..o5 é uma repetição fraca de ordem cinco e seja

{(e{,d{)}OS{S5 a seqiiência d.os fragmentos determinados pela

fat.oração /oZo2' . .o5g em zo'+

Se s = lo.il e z'É;Z, 0 s p< 5,são tais que s : ?(mod 5)

e se leZI =e.Í, 0 s{ s5, então a Proposição 1.1.1 nos garante

cjue ci+] : (ci''-l'')(mod 5), 0 4
Vamos mostrar que I' = 0. Para isso suponhamos que r#

# 0. Neste cabo temos (5 ,r) = ] e

\

: ". se e somente se { :J(«zod 5) ,

logo {e0'c],c2,e3'o4,e5} : [0,.Z,2,3,4} e cO =c5

Consi.detemos agora o morfismo 0: E ---"- Z3' onde Z3
é o grupo aditi.vo dos i.nteiros mÓdu]o õ, defina.do por aO ; ] e

bO =2. É fãcil~ver que cz$0 =0 =b$0. Do Lema 3.1 segue que e-

xiste hÉ;Z3 ta] que o{0 =/z, para todo ] É{ s5, e pela Proposi-

ção 1.2.3 temos e{.P]0 : (e{0+7z)(mod 3) ,para todo 0 4
Para cada z'ndice {, 0 s{ É5, temos as .seguintespos-

sib ilidades para c.f : le.rl e e.rO
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Tabela l

Se tivéssemos r =] exista.riam 0 s'i,.Í g4,. tais que

0,.e{.+] :i, e.j =4 e c.j+] =0. Com isso teríamos

(e{.+]0-e{0y(mod 3) : (Z-Ó) (mod 3) = ](mod 3)
\

e

J+]0-e.jO) (üod 3) : (0-]) (mod 3)

o que obviamente não é possível
Da mesma forma , sê tivéssemos

a $ i,J s4, tais que c{ :4, e.i+Z=], ej
teríamos

2 (mod 3)

2 exista.riam { ,J

cJ-+] = 3' Com isso

(e.i.fZ0-e{0) (mod 3) : (]-1y(mod ?)

\

0 («.od 3)

e

Í (0-]) (mod 3) : 2(mod 3)

(eJ+Jo-e.jo) (mod 3) = '1 ou
l (2-]) (mod 3) : ] (mod 3) l

h =

o que tambént não é

r\ . f . ..-- . e ].' # 4

  e .0
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Portanto r =0 e como s = Ito.1>0 e 8 :r(mod 5) temos

8 = q'5 onde qeZ, q à ]

Como cÍ+] =(ei+l')(mod 5), existe c , 0 e<5, tal

que e.í = e, 0 g { g 5.

Se e=0 então e{ =1, para todo i, logo eÍ+2 : eJ+2 :
= (0,0) , para todo 0 g {,J g 5

Se a =] então e{ =a, para todo {, logo e.i+2 : e.j@2

= (],0) , para todo C2 g {,J g 5.

-- Se c=2 e se existem OS J 5 tais que e.Ípe.í então,

da.definição de. 4), temos {eZ'ejJ=Íaa,ab}, ]ogo {e.iO,eJ0] =

=10,2}. Isto implica que 7z ;'0, pois se tivéssemos h=0

terz'amos e{0 =e .0. Da Proposição 1.2.3 segue que {e{010 5:

:Z3 logoexiste 0 Z 5 tanque eZQ:2, oque contra-
di.z a Tabela 1. Portanto se e =2 então e.f =e..í e, con-

sequentemente, ei+2 : eJ+2'. para todo. O s í,.j É 5.
De modo análogo pode;nos demonstrar que se c? = 3 então

eZ : e , para todo 0 g {,.j g 5.

Se c=4 então d.E =b, para todo {, logo a.iQp = d.Í@2

(0,Z) : para todo 0 $ {,J g 5.

Com iss.o fica demonstrado que o morfismo $ satisfaz

ões da Proposição 3.1 e a palavra infini.ta de E]N

t

conde.ças

a$u aaaabaaaabaaaabaaaabczbbb

obtida por iteração de $ em a é livre de repetições fracas de
ordem cinco. - . .



5 -PALAVRAS INFINITAS LIVRES DE REPETIÇOES FRACAS DE

ORDEM QLIATRO SOBRE UM ALFABETO COM TRES LETRAS

TEOREMA 3 - Existe urna palavra infi.nata livre de repetições
fracas de ordem quatro sobre um alfabeto com três letras.

DEMONSTRAÇÃO - Consideremos o morfismo @: E+ -----» El+, E =la,b,a},

definido por

a$ = bbbaa

b+ = bbcecz

c4) = bcaaa,

e vamos*mostrar que ele .satisfaz as condições da Proposição

3.1. Esta demonstração segue a mesma linha da apresentada na

secção anterior

Ci.) Para mostrarmos que o conjunto

E4'q'z = {(2,3,0) ,(J,2,b) ,(3,],])}

é linearmente independente em Q basta veria.calmos que

'\

\

det = IZ 5 0]

2 Z

(ii) Seja o uma .palavra de E* tal que zo+ =fzoZzo2o3to4g onde

olo2u3o4 é uma repe.tição fraca de ordem quatro e seja {(e.Í,d{)}0 4

a sequência dos fragmentos determinados pela fatoração foJzo2o3zo4g
P in ?.) fh

Se s:loll e $e reZ, 0 P«5 é tal que s:?(mod 5)
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segue, da Proposição 1-.1.1, que

c.i.p] (cá#l'')(mod 5), 0 s i É3, )nde a.í e.l, 0 É J g 4a

Vamos mostrar que

Neste caso temos (5 ,r) = ] e

Para isso suponhamos I' # 0

'., :e. se e somente se { :J(«:od 5), O g i,J s4,

ioga {c0'e],a2'c3'c4} = {a,],2,3,4}
Consideremos agora o morfismo 0: E* ------"> Z3' onde Z3

e o grupo.aditivo dos inteiros módulo 3, definido por aO :0,
bO = ] e cO = 2.

É.fãci.l ver que a+0 =0, para todo aC=. Do Lema 3.1

segue que existe heZ3 ta] que toCO =/z, ] s{ g4, e, da Proposi'

ção 1.2.3 segue qUe e.i.fZ0 .:.(edOfh)(mod 3), 0 É{ g 3.
Para cada z+ndice i, O É.{ g 4, temos as seguintes pos-

sibilidades para c.í : le{ l e e.ÍO

Tabela 2

Se ]' =], vamos supor que se c; =4 então { <4. Isto im-

plica que cÍ+] existe Õ igual a zero, logo, 7z = 0 pois

  e .0
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h :(eÍ+]0-e.iO)(mod 3) : (0-0)(mod 3)

No entanto isto n=o é possível porque nesse caso, para

todo 0 s.j g4, teríamos c.f #], o que é.uma contradição.
Portanto. ser=] e sec.=4 entãoÍ=a. Com isso

temos eO =0, eZ:7, e2 =2, c3 =3 e c4 =4 e ainda

Z

h : (e 0-eo0)(mod 3)'= (]-0)(mod 3) :](mod 3)

e

f(0-0) (mod 3) : 0(mod 3)

?z : (e40-230) (mod 3) : 'l ou
1(0-7) (mod 3) : 2(«zod 3) ,

o que é- absurdo. Logo, ]' # ]

\

Se r = 2, vamos supor que se cZ =4 então { <4.Desta mo

do existe e.f.ç7 = ] e 7z = Z pois

(e{.+]0-e.iO) (mod 3) (] -0) (mod 3)

Na verdade, nesse caso devemos J:er { = 3 pois se tivés-

semos { < 3 então existiria c{.+.2 e teríamos ó{.+2:3' Com

isso e{.f20 : 2 pois

0+h) (mod 3) (] +:Z.) (mod 3) ,

oque contradiz a Tabela 2.

Portanto, se c{ =4 implicar { <4 então e3 =4, a2 :2

e a] =a. Mas nesse caso temos e20 : ] pois



ep0 : (e70+h)(mod 3) :(0+7) (mod 3) ,

o flua é uma contradi.ção com a Tabela 2. A conclusão a

que chegamos é que se ]' = 2 e se cZ = 4 então d :4.Então

temos cO =]., c] :3» c2:0» e3 :2 e c4=4
Vamos determinar o valor de h

(e .0+7z) (mod 3)
L/

(]+h) («zod 3)

e

e2O : (e]0+7z). (mod 3)

Como e.0Ó 0 pois c., : 0 temos

0 (]+h+h) (mod 3), logo /z = ]

No entanto isto implica que e]0.= 2, o.que é uma con-
tradição com a.Tabela 2. Portanto r #2

Se z' = 3 vamos supor que se c.í = 7 em { <4
existe c. . = 4 e h = 2 Dois

Des te modo

h~: (e.i+]0-e{0)(mod 3) :(0-]) (mod 3)

Na verdade, nesse caso, devemos têr { = 0 pois seu

déssemos { > O exi'sti.ria c ..] e teríamos c{.] = 3.Ccxn is.

se teríamos e.Í.70 = 2 pois

(e.,:0+;z) (mod 3) (]-2) (mod 3) ,

o que seria uma contradição. com a Tabela 2
Portanto, se.b=3 e se c.. =] implicar { <4 teremos
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cO :: ]a c] : 4 e2 : 2» c3
e .0 = .Z poj.s

Ó '

: 3.e e4 = 3. Como teremos

e .0 : (e ,0-h) (mod 3) (o- 2) (mod 3) ,

o que é uma contradição com a Tabela 2. Conclui.mos en-

tão que se z'= 3 e e.i=] então { =4, logo cO =4, eZ= =,

e2 :0, c3 : 3 e c4 = ].. É fãci.l ver que nessas condições
existirão Ogi#.jÉ4 tais que eZ0 e 0, logo, h # 0 e

{e{010sÍÉ4: {0,Z,2}. Da Tabela 2 temos que e{0 =2 se e

somente se c.i=2, 1ogoi eZ0 =2. Calculando h.nessas con-
dições temos

(e]0-eO0) (mod 3) (2-0) (mod 3) : 2 (mod 3)

e

(e 20-e] e) (úzod .3) (0-2) (mod .3) : ] (mod 3),

oque é um absurdo Portanto r ;'3

Se r =4, vamos supor que se c{ :0 então Z <4. Então e

xiste c.i+], c?i+Z = 4 e h = 0 poi.s

(e{.f]0-e{0) (mod 3) (0-0) (mod 3)

No entanto isso não é possÍve] pois {eiJ0 4: [0,],2,3,4}
e portanto existem O g i#J g 4 tais que eZ0 # e.ÍO.

Portanto, se r=4 e se e.í =o então {=4. Isto i.m-

p[i.ca que cO =4, cZ:3, e2 :2, c3 : ] e c4 :0 eque h =2

pois 7z :(e40-e30)(mod 3) :(0-])(mod 3). Assim, e]0 : 2
pois
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e]0 : (eOêf7z) (mod 3) (a+2) (mod 3) ,

o que é uma contradição com a Tabela 2. Portanto I' #4

Mostramos com isso que z' :0. Cono s = lo.ÍI >0 e s :z'
(mod 5) temos s :qS, qeZ, q 2 Z

Como eÍ+] = Ce.Z+z')(mod 5), 0 s{ s3, existe ceZ, 0 g
c < 5, tal qüe aZ = c, O $ { g 4

Se e=ó.então ei=],.para todo {, e eÍ©3:eJW3 (0'0'0),
para todo O É i,j g 4

Se c = ] então e{ =b, -para iodo {, e e{03 :e.jq'3:(0,],0),
para todo 0 É [..j g 4

Se e=2 e se existem o$ J 4 tais que e.i#e+ então

{eZ,eJ} =Íbb,bc} e {e{0,éJ0} = {0,2}. .Isto implica que

h #O e, pe]a Proposiçã.o 1.2.3, {e.io]0 4=tO,],2}. En-
tão existe Z, 0 g Z $4, ta] que eZ0 :], o que ê umacon-

tradi.ção com a Tabela 2. Portanto,se c = 2 temos e{ =e .

e, consequentemente, eÍW3 :ej+3' para todo 0 g{,J g4

Se c=3,e se existem OgÍB.Íg4 tais que d.i-#d.Í então

{óí,aj} :taa,ea} eedd0,dJOJ: {0,2}..Como eZ0 +dZ0 : 0
(mod 3) , para todo 0 g Z g4, temos {e{0,eJ0} =t0,7},lo-
go, h #O. Da Próposi.ção 1.2.3 segue que existe 0 Z 4

tal que eZ0 : 2, o que contradiz a Tabela 2.Portanto se

c = 3 temos d{ =dj e, consequentemente, dÍ+3 :a.j@3' pa'
ra todo 0 g {.;í $ 4

Se c = 4 então á{ =a, para todo i, ]ogo, dÍP3:cb+3= (],0,0),

\
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para todo 0 É {,J g 4.

Isto demonstra. que o morfismo + satisfaz as conde

ções da Proposição 3.1. Asse.m, a palavra infinita

b$u = bbbccalbbcc(ü)caa(ücaacü)bbaa .

de E]N, obti.da por iteração de + er:t b é li.vre de repetições

fracas de ordem quatro. . []

6- PALAVRAS INFINITAS LIVRES DE CUBOS FRACOS SOBRE

UM ALFABETO COM QUATKO LETRAS

:TEOREMA 4 - Existe uma palavra infinita livre de .cubos fracos

sobre uh. alfabeto com quatro letras

DEMONSTRAÇÃO - Seja 4): }l+ -----..b E+, }l = {a,b,c,d}, o morfismo de-

finido por

a@ = bolada

b4, = babea

\

c = bdbda

d$ = bdcca

Como nos dois Últimos casos, vamos demonstrar que $

satisfaz as conde.ções da Proposição 3.1.

(i) Para mostrarmos que o conjunto

$0ó = {(3,.],0,]) ,(2,2,],0) .(],2,0,2),(],],2,])}

é linearmente independente sobre Q, basta verificar-
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mos que

3 2 . ] !

detl :z 2 2 ]

(ii) Seja u uma palavra de E t:,l que z04, = /oZo2o3g, ond.e

olzo2o3 é um cubo fraco; seja {(e.i,d{)}0sis3a seqiiên-

cia dos fràgmentoÉ determinados pela fatoração JtoZzo2zo3g

em zo$ e sejam c.i = le.il e s = loÍI , para todo {, ez'eZ,
0 sr <5, tal que s :r(mod 5) . Da Proposição 1.1.1 se-

gue que c{.r] : (c?Í''z') (mod 5) , 0 É í $2

Vamos mostrar que z' : O

Consideremos o morfismo 0: E+ -----"'bZ4' onde Z4 é o
grupo aditivo dos inteiros m.ódulo 4, definido por aO :0, b.0

= ], cO = 2 e dO = 3.

É fácil verificar que a@0 =0, para todo aGE, e que

para cada z'ndice {, 0 3; temos asseguintes possibi.lidades

para c.í : leal e eZ0: '

\

\

\

Tabela 3

  e .0t

   



Do Lema.3.1 segue que existe heZ4 tal que
para toda {, e, da Proposição 1.2.3 segue que

eÍ+.zO : (e{0+h)(mod 4), 0 s'i g 2,

e que para todo O g{,.Í s3» e.ÍO =ea.0 se e somente se

{ : J (mod

Portanto {e.i010Kis3çi0,],2,3} e temos o seguinte

Se h =Z.ou 7z = 3 então {e..0}.,..,, =t0,Z,2,3}, mas daTa-

bela 3 vemos que e.ÍO #3, para todo i, logo não podemos
ter h = ] ou 7z = 3.

h = 2 então

10

Ent.ão temos {e.z,0JOSig3 : {0»2} ou {.e{010 3 : [:Z,3}

# 3,.para todo {, temos {e.Í010KÍs3 : (0'2}.Isto
implica que existem 0 ÉÍ#.Í É3.tais queÍ{,..j} =Í0,2} ou
{{,J} =Í],3} e e..0=e..0 =2..Nesse caso vemos, pela Ta-

bela 3, que c.. =c.. = 3. Da Proposição 1..1.1 temos

{ : J(mod

\

i:$ 3

e+0 se e somente se { :J'(mod 2) ,is
0 e 0e ]2 3

{e .0 }Z

\

e como0sÍ#ls3 temos(5,s):5, logo, 8 : 0(moda) e

z.=0. Assim, -temos e.Z =aj e, portanto,e 0 = ej0, para
todo 0 g {,.j g 3,. o que é uma contradição com a hipótese
de que h = 2

Portanto devemos ter 7z =0. Neste caso, e.,:0 :e.íO,pa'
ra todo 0 s{,.Í s3, e podemos verificar pela Tabela 3

F
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que o conjunto {c }0 3 tem no máximo três elementos
dista.ntos. Assim, existem 0 g #J 3 tai.s que e.f : c-.

[' t/

Como n'o caso anterior, segue da Proposi-ção 1.1.1 que

cÍ+] : (e{ fz')(mod 5), 0 g{ s2, existe cW, Osc<
<5, tal que c.í = c, 0 É { g 3.

Se c=0 então e{ =], paratodo{, e e 4 =eJV4 = (0,0,0,0),
para todo 0 É i,J g 3.

Se c =; então e.i =b, para todo {, e e 4 : e.j©4 = (O,],0,0),
para todo O g {,J g 3

Se c =2 e se existem O g #J 3 tais que ee' # e.Í então

{.,e.j} T {ba,bd}. Segue que .e{0 # e..#O, o que é um

absurdo poi.s sabemos que h =0. Portanto devemos ter eÍ=

: eJ e, consequentemente. e.i$4 =ejQ4' para todo 0K{,Js

Se a =3 e se existem 0 Ée#J K3 tais que d.Í ;' d.Í então

{d ,dJ} = {ca,da}.. Segue que d.io galo. e Gamo CeZ0+dZ0) =

: 0(mod~4) , para todo 0 g Z g 3., temos e.ÍO gelo, o que é

um absurdo pois h :0. Portanto devemos ter dZ = d.Í e,

consequentemente, d.i@4 =dl@4' para todo 0 g i,J g 3.

Se c = 4 então d{ =a. para todo {, e dÍ+4:cy04= (Z,0,0,0),
para todo 0 g {,j g 3

Com isso fica demonstrado que o morfismo 4) satisfaz
as conde.iões da Proposição 3.1, logo. a palavra infinita
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b$u = babcdbaa(]dbabcabdbdabaada.

de E]N, obt.ida por i.teração de + elü b é livre de cubos fra-

7 - PROBLEMA EU ABERTO

Após as demonstrações feitas nesse capítulo, restam

sem resposta as seguintes perguntas

Existem ou não palavras infi.natas
1-) livres de repetições fracas de ordem quatro sobre um

alfabeto com duas letras ?

2) livres de cubos ifracos se
trás?

3) livres de quadrados fracos sotlre um alfabeto com qua-
tro letras?

bre alfabeto letrêsum com

As duas primeiras' perguntas tem Slbl como resposta e

foram respondidas por Dekking [Dk] em 1979. Como sÓ tomamos

conhecimento desses resultados de Dekking após o término da

relação deste trabalho, descrevemo-os em um Apêndice.

A terceira pergunta, a qual ErdóÉ conjecturou tam

bém ter resposta afirmativa; ainda continua sem ser respondi

da. Caso essa conjectura não soja verdades.ra, seta bastante

difícil provar pois jã foram construídas palavras de compra

mento 7500 sobre um alfabeto com quatro letras e livres de qua

doados fracos (ver [J2])



APÊNDICE

Vamos descrever aqui as construções de palavras i.n-

f.inatas livres de repetições fracas de ordem quatro sobre um
alfabeto com duas letras e de palavras infinitas li.vres de cu-

bos fracos sobre um alfabeto com três letras, feitas por Dek-

king em 1979. Estas construções utilizam morfismos, tais como

as apresentadas no Capz+tulo 3. O. resultado fundamental para

demonstrar que os morfismos utilizados são livres de repeti
ções .fracas é o Lema abaixo, que 'é bastante semelhante à P

posa.Ção 3.3.1
Par

finição: Seja G um grupo abeliano finito e keZ, k 22. Um sub

conjunto A de G é Z ure (b pl'oga"essõbs de or.:üm k se ,pata todo aeA

a + {geA, ] s{ g k-],

\

ro

formulação do Lemaa a da deseguinteprecisamos

}

6

\
lg€G

implicar g = 0

LERIA - Sejam os mora.smos 4): E; ----+ E; e 0: E; ----.+ G, onde G
é um grupo abeliano fmi.to e seja keZ, k 22. O morfismo $ é
livre de repetições fracas de ordem k se

(i) o conjunto l:n Pn é linearmente independente em
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(ii.) para todo aeE-, a$0 = 0;

Ci.ii) o conjunto A = {geGjg=e0, eepz'e.f(E$)} é livre de

progressões de ordem k+] ;

(iv) para todo meW e todo e],e2''..,emepz'e.f(E+) ,tais
que e{ #], e.idd: :a.i$ onde dÍesa/'(E4') e alCE, ]sÍsm,
see]0=e20:...:e 0 então el=e2 ''':e ou
d. : d. : ... : á] '2 ''' .'m

DEMONSTRAÇÃO - Vamos mostrar inicialmente que para todo aeE.,
se a@ =ed, e,dGE:l, então e0#O. Se tivéssemos e0=0 então, como

g@0=0, terz+amos dO =0. Assim, como podemos escrever a$=e'd'on-

de 'd'=J, terl+amos e0=0=e'0, c#ol e d#d', que contradiz (iv)

Disto segue que E:n@ é um biprefixo.

Seja zo uma palavra de -E; tal que z00 = foJo2' . .ukg on'
de oZu2'..uk e..uma repeti.ção fraca de ordem k de zo+. Seja ain-

da F = {(ed:id{)}OKisk a sequência dos fragmentos determinados

pela fatoração foZo2'''úkg em zo$. Da Proposi.ção 1.2.3 e de

(iii) segue que e00 = e]0 = ... : ek0

e{ =1, para algum {, então ej0 =0 e, consequen-
temente , e+ = 1 , para todo J

e.i#l, para todo {, então (iv) i.aplica que eO =

: ek ou do : d = ... = dk'
A partir daz' pode-se mostrar fao.Imente (ver parte

final da demonstração da Proposição 3.3.1) que zo contém uma

repetição fraca de ordem k, o que encerra a demonstração. []

Vejamos agora as construções de palavras i.nfinitas

'e



81

livres de repetições fracas feitas por Dekking

TEOREMA ]. - Exi.ste uma palavra infinita livre de. repetições
fracas de ordem quatro sobre um alfabeto com duas letras

DEMONSTRAÇÃO.- Seja : 1 ------> E+, E=Ía,b}, o morfismo defi.-

nidó por

a4). = abb

b$ = aaab

Como

detl

o conjunto E+@2 = {(Z,2),(3,Z)} é linearmente independente em
Q e vale (i)

Seja 0: E+ --'"> Z5' onde Z5 é o. grupo aditivo dos in-
teiros módulo 5, o morfismo definido por aO : ] e bO =2

É fácil ver que a$0 = 0 =b$0,. logo vale (i.i)

É fácil ver também que os únicos elementos não va-

za.os e distintos ,de pz'ef(E$),que são equivalentes módulo 0 são

0 ,

czb.e aaa (ab0 : 3 : caCO)
e

abb e aaab (aZ,bO 0 : aaab0)

No primeiro caso os segmentos fi.naus corresponden

tes às duas pa]..avias são iguais a b e nó segundo caso são i
quais a 1. Logo vale (i.v).



A verificação de que o conjunto

A {geZ5 Ig=e0, eep2'e./'(E$)} {0 ,] ,2 ,3}

é livre de.progressões de ordem 5 também é i.mediata

Deste modo @ é livre de repetições fracas de ordem

quatro, o que também ocorre com a palavra infinita arco obtida

por iteração de + em a. . []

TEOREMA 2 - Existe uma palavra i.nfinita livre de cubos fracos
sobre um alfabeto com três letras

DEMONSTRAÇÃO - Seja 4): }1d' ---=-b E*, E = {a,b,e}, o morfismo de

fmi.do por

a$ = czabc

b = bbc

c4' : acc,

e seja 0: }1' ----''b Z7' onde Z7 é o grupo aditivo dos inteiros
módulo 7, o morfismo defi.nado por aO : ], bO = 2 e cO = 3. Demo-

do anglo.go ao Teorema l pode-se demonstrar que 4) é livre de

cubos fracos, logo a palavra infi.nata cz+to obtida por iteração
de @ em a é livre de cub.os fracos. []

Os lnorfi.amos $ utilizados nas demonstrações dos Teo-

remas l e 2 não satisfazem as condições da Proposição 3.3.1 e

os mora.senos 4) utilizados nas demonstrações dos Teoremas 1,2,
3 e 4 do Capítulo 3. não satisfazem as conde.ções do Lema aci-
ma.

- n -
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