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PREFACIO 

I havc o lway s felt that the 

transformation from recursion 

to iteration i s one of the 

mosL fund mental concepts of 

computer sci e nce. 

o.E .Knuth 

• 

Em tempos recentes programaçao de computadores so 

freu uma transformação mui t o g r a nde q uando se mostrou q ue pod~ 

ria haver uma técnica para o desenvolvimento de programas . Até 

a bem pouco tempo essa técnica era aplicada de maneira sistemá 

tic mas não formal . Mais r centemente apareceram trabalhos que 

mostraram ü possibilidade do processo de programação seguir um 

rot8 iro semelhante ao das deduções matemáticas (o u d a lógica) , 

utilizando-s e processos form is. Isso é conseguido através da 

aplicação de regras de transformação.Se tais regras forem pr~ 

viamente dcmonstr das como sendo corre as , pode-se desenvolver 

programas corretos desde que se parta de formulaçõ s inic i ais 
t j -ª·em corretas . Nesse sentido, temos uma nova técnica, oposta 

ª jn tradicional técnica de prova de "corretude " de programas, 

inicic:ida por Floyd /15/ e que contc:i com vários d senvolvi men 

lo? teóricos e prãticos . 



• 
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Nosso trabalho versará sobre um dos tópicos de tran~ 
da formações formais de programa , q ual seja , o de eliminação .,. 

-recursao . Ess tõpico ~ importante pois prati.amente sempre e 

mais ef icient e processar - se um p rograma iterativo do que um re 

cur~ivo. No entanto~ cm gera l muito ma i s simples desenvolve r 

um prog r ama inicial recursiv o do que um iterativo,principalme~ 

te em problemas com formulações i ndutivas . 

Devido ãs limitações deste trabal ho, deixamos d e te 

ccr comentários a respeito da eficiGnc l a das diferent es v e r s6 es 

de cada procedimento. Essa anál i se pode ser feita teoricarrente , 

mas n a prática depende de fatores por vezes de dific il acesso 

ao programador , como Eºr exemp l o, caracteristicas particulares 

dos computador es e da imp l ementação de procedime ntos r ecur s! 

vos . De q ualquer maneira a e liminação de recursão é Útil para 

a uti l ização de rotinas em l i ng uage ns q ue não permi tem a dec l~ 

raçao de procedimentos recursivos . A formulação recursiva pef 

rniLc , c m geral , w na abordagem em nivc l de abstração mais a lto 

do y ue a iterativa, possibi litando a obtenção de uma vis ão co~ 

ccitual do problema. 

O trabalho consta de quatro capitulas c ujos 

dos relatamos a segui r . No Capitulo I introduz imos os 

.,. 
conte~ 

conce! 

tos e notações básicos . No Capítulo II tr açamos um histórico 

do ucsenv o l vimento de ta área da comp utação . Es t e capitulo foi 

resultado da pesqu i sa bibliogrãfia que r eal i zamos . No Capitulo 

III , elaboramos um catã logo de regra s de el i minação obtidas a 

t ravé s de generalizações de r e gras que surgiram n a bibliografia. 

No Cap i t ulo IV apresentamo s a prov a de algumas regras do cat~ 

logo lara exemplificar m~todos d e prov as que estabelecem a V~ 

liJJde destas r egras . 

Os capítulos são denotados por nurneros romanos . AS 
-

secçoec dentro de cada capi t ulo e as def iniç 6es, l e ma s e teor~ 

mas dentro de cada s cção são nume rado s sequ enc ialmente a 

tir de 1. Ao nos referirmos a um ite m, como por exemplo 

2.5 do capitu l o I nos refcri·mos 2 ~ por . 5 no capitulo I e 

I . 2.5 nos demais capitu l as . 

paf 

ite m 

por 



CAPfVULO l

!NTRODUÇAO

1. LINGUAGEM

Usaremos a li.nguagem ALGOL-68 /20/, para descrever
os procedi.mentos que ocorrem neste trabalho. A ela juntaremos
alguns recursos adicionais como o comando de atribuição mÚlt&.
pla, o ti-po stack e funções definidas sobre o ti.po stack. Em
pontos de alguns procedi.mentos i.nserimos, em forma de comenta
ri.o, um número entre chaves para nos referirmos àqueles pontos
do procedi.mento.

1.1 Definição do comando de abri.buição mÚltipJ-a

O comando de atribuição múltipla tela a segui.nte sin
taxa

(<varl> , <var2> , (<exprl>,<expr2>, ,<exprn>)

Este comando é equivalente a

tl::<exprl>;

t2 : :<expro > ;

tn::<exprn>;
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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO 

1. LINGUAGEM 

Usaremos a linguagem ALGOL-68 /20/, para descrever 

os procedimentos que ocorrem neste trabalho . A ela juntaremos 

alguns recursos adicionais como o comando de atribuição múlti 

pla, o tipo stack e funções definidas sobre o tipo stack. Em 

pontos de alguns procedimentos inserimos, em forma de comentá 

rio, um número entre chaves para nos referirmos àqueles pontos 

do procedimento. 

1.1 Definição do comando de atribuição múltipla: 

taxe: 

O comando de atribuição múltipla terá a seguinte sin 

Este comando e equivalente a: 

t 1 :=<expr
1

> ; 

t
2 

:=<expr
2

>; 

t :=<expr > ; n n 



; tl;

<var2> :: t2;

<var >:= trl n

onde para ltSitSn, ti não ocorre enl <expr-i> e é diferente
.i> para l5j5n.

de

1.2 Defi.ni.çao do tipo stock

Em alguns esquemas de procedimento aparecerão tecla
raçoes de vara,ãveis do tipo ("Rode'') stock. Quando fizermos
uma transformação num programa. usando uma regra que envolve
um desses procedi-bentos, deveremos acrescentar às declarações
das variável.s globais do programa a criação deste novo ti.PO
juntamente com os procedimentos defi.ni.dos abaixo, que operamso
bre o ti.po stock

Para cri.alhos o tipo stock fazemos

mo(ile stock gçeuct(EgÊ g.Çg:çk nexo, t i.nfo)

O ti.po t que aparece na defina.ção de stock deve ser
em cada programa, defina.do de forma compatível com os valores
que desejamos empilhar

Estamos supondo que não haja no programa a ser trens
formado nenhum identi.fi.cador com os nomes: stack, push, poP
top, remove e empty

1. 2. 1 Procedi.mento push

Este procedi.mento empilha o valor de uma variável x
na pi-lha.

<var
1

>:= t 1 ; 

<var 2 > := t 2 ; 

<var > := t n n 

4 

-onde para l<i<n, t . nao ocorre em <expr.> e e diferente de - - l J 
<var.> para l~j~n. 

J 

1.2 Definição do tipo stack 

-Em alguns esquemas de procedimento aparecerao decla 
rações de variáveis do tipo ("mode") stack. Quando fizermos 
uma transformação num programa, usando uma regra que envolve 
um desses procedimentos , deveremos acrescentar ~s declarações 
das variáveis globais do programa a criação deste novo tipo 
juntamente com os procedimentos definidos abaixo , que operam~ 
bre o tipo stack. 

Para criarmos o tipo stack fazemos: 

mode stack = struct (ref stack next, t info) 

O tipo! que aparece na definição de stack deve ser 
em cada p r ograma , definido de forma compatível c om os valores 
que desejamos empilhar. 

-Estamos supondo que nao haja no programa a ser trans 
formado nenhum identificador com os nomes: stack, push, 
top , remove e ernpty. 

1. 2.1 - Procedimento Eush 

pop , 

Este procedimento empilha o valor de uma variãvel x 
na p ilha. 
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proc push = (ref stock s, t x) void

bSS.j:.n 11ge g.ggçb sl - b.sae a.Egsb;

indo of sl:=x; nexo of sl:=s;

s:=sl

end

Procedi.mento EgE

Este procedimento copa-a o valor do topo da pi.Iha na
variável x, desempilhando este valor

9g poP

beain

x:=lnfo of s;

s:=next of s

end

(ref stockr x) vota

Procedi.mento to

Este procedi-mento tipo função devolve o valor do to
po da pi.Iha

.roc top = (stock s) t:

indo of s

Procedimento remove

Este procedimento desempilha o valor do topo da pi
Iha

.[gg remove = (ref stock s) voi.d

s:=next of s

5 

proc push = (ref stack s, ~ x ) void: 

begin ref stack sl = he~ stack; 

info of sl:=x; next of sl:=s; 

s:=sl 

e nd 

1. 2.2 - Procedimento~ 

Este procedimento copia o valor do topo da pilha na 

variável x , desempilhando este valor. 

proc pop = (ref stack s, ref t x) void: 

begin 

x:=info of s; 

s: =n ext of s 

end 

1.2.3 - Procedimento top 

Este procedimento tipo função devolve o valor do to 

poda pilha. 

proc top= (stack s) t: 

info of s 

1.2.4 - Procedimento remove 

Este procedimento desempilha o valor do topo da pi-
lha. 

proc remove= (ref stack s) void: 

s : =next of s 
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1.2.5 - Procedimento empt

Este procedimento devolve o valor falhe se hã algum
elemento na piJ-ha e true caso contrãri.o.

llZEgç empty(.:.Eg:98: s) bpliZI

s:=;nil

2 DEFINIÇÕES BÁSICAS E lqOl~'IENCLATURA

2.1 - Uma .1114nçgg é um procedimento que devolve um valor e nao
tem efeitos colaterais.

2.2 - Um orocedinlento do ti.po fypçao é uni procedimento que de
vo].ve um valor

2.3 - Dada DIRÁ linguagem de programação L um ggquema de procedi.
mento em L é un\ procedimento em que ocorrem tipos de parâmetros
e de vara.ãveis locais, funções, operadores, predicados, ou alga
ma sequência de comandos não especificamente em L mas si.m. em
forma de meta-sÍn\bolos que indicam família de símbolos de L.Des
sa manei.ra um esquema de procedimento representa uma famÍli.a de
procedimentos em L. Um programa da família é obtido fornecendo--
-se uma interpretação (cf.2.4) para cada meta-símbolo do esque--
ma na linguagem L. I'lui.tas vezes, no texto que se segue, emprega
mos o termo esauema ou as expressões ggqyqpa de funçq(2 e ggqye'
mq de procedimento do ti.po função.

Os seguintes meta-símbolos, com ou sem índice, serão
usados para expressar itens si.ntãti.cos nos esquemas de um proce
dinlento:

t tipos ("modas'') premi.tivos ou compostos

constantes de predicados total.sP,q

a,b,c,d,e constantes de funções totais

sequênci.a de comandos("serial--clause")que
não altera o valor dos parâmetros do peace
di.mento e que tem eventualmente vara.ãveis
lociais.

R

1.2.5 - Procedimento empty 

Este procedimento devolve o valor false se há 

elemento na pilha e true caso contrário. 

EFºC empty (stack s) bool: 

s:=:nil 

2. DEFINIÇÕES BÁSICAS E NOMENCLATURA 

2.1 - Urna função e um procedimento que devolve um valor e 

tem efeitos colaterais. 

6 

algum 

-nao 

2.2 - Um proced imento do tipo função e um procedimento que de

volve um valor. 

2 . 3 - Dada uma linguagem de programação L um esquema de procedi 

mento em L é um procedimento em que ocorrem tipos de parâmetros 

e de variávei s locais, funções , operadores, predicados, ou alg~ 

ma sequência de comandos não especificamente em L mas sim, em 

forma de meta-símbolos que indicam familia de símbolos de L.De~ 

sa maneira um esquema de procedimento representa urna familia de 

procedimentos em L. Um programa da familia é obtido fornecendo

-se urna interpretação (cf.2 .4 ) para cada meta-símbolo do esque

ma na linguagem L. Muitas vezes, no texto que se segue, emprega 

mos o termo esq uema ou as expressões esquema de função e esque

ma de p rocedimento do tipo função. 

Os seguintes meta-símbolos, com ou sem Índice, serão 

usados para expressar Itens sintáticos nos esquemas de um proc~ 
dimento: 

t - tipos ("modes ") primitivos ou compostos 

p , q - constantes de predicados totais 

a,b,c,d,e- constantes de funções totais 

R - sequência de comandos ("serial-clause")que 

rtão altera o valor dos parâmetros do proc~ 

dimento e que tem eventualmente variáveis 
locais. 
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x,y parâmetros ou variáveis locais; podem ser
entendidos como uma enupla de valores.

i,j,k,m.n identi.picadores de contadores i.nteiros

Z variável local

S

L

identificador de pi-lha
rótulo

2.4 - Unia enter:E)retaçao l de um esquemca de procedimento F reprg
sentada por FT/ consiste de

a) um domínio D

b) para cada meta-símbolo de constante de predicado p
um predicado total

PI D->Ítrue,false}

c) para cada meta-símbolo de constante de função
-área h ela,b,c,d,e,...} uma função total

n.

hl : Dn ->D

d) para cada meta-símbolo de tipo t um tipo vãJ-ido na
linguagem de programação L.

e) para cada sequência de comando R uma sequência de
comandos válida na linguagem de programação L (que
nao altera o valor do parâmetro)

2.5 - Um esquema de procedi-mento que define unl procedimento f é
dito recursivo se no corpo do procedi-mento ocorre pelo menos uilu
chamada de f. Nesse trabalho todos os procedi.bentos recursilcs se
rao da forma

19g f : (.ÇI x) .g2
beqin

al
:i.Ê p(x) then a2 f(a (x) ) a3

Elas "4 Ej:.
a.5

end

(1)

x,y 

7 

- parâmetros ou variáveis locais; podem ser 
entendidos como uma enupla de valores . 

i,j,k,m,n - identificadores de contadores inteiros 

z - vuriável local 

s - identificador de pilha 

L - rótulo 

2.4 - Uma interpretação Ide um esquema de procedimento F repr~ 
sentada por F

1 , consiste de: 

a) um domínio D 

b) para cada meta-símbolo de constante de predicado p 
um predicado total 

p
1 

: D+{true,false} 

c) para cada meta-símbolo de constante de função n
- área h e {a , b , c,d,e, ... } uma função total 

d ) para cada meta-s!mbolo de tipo tum tipo v~lido na 
linguagem de programação L. 

e) para cada sequência de comando Ruma sequência de 
comandos válida na linguagem de programação L (que 
não altera o valor do parâmetro). 

2.5 - Um esquema de procedimento que define um procedimento fé 
dito recursiv9 se no corpo do procedimento ocorre pelo menos uma 
chamada de f. Nesse trabalho todos os procedimentos recursi\03 se 
rãa da forma: 

(l) 

proc f = (!1 x ) ! 2 : 

begin 

ª1 
if p (x ) then ª 2 

else ª4 

ªs 
e nd 

f (a (x ) ) ª3 
fi 
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onde a: , para l5iS5, é uma sequênci.a de símbolos do esquema e a
ocorrência de qualquer seleção em a. é da forma if. . .fi-; o mes
mo acontecendo com al. Devido a necessidade da parada da recua
são e a possibi.cidade de transformações de esquemas levando à
forma (1), esta não limita a generalidade dos esquemas de iate
nesse. O til30 ig. (eventualmente uma composi.ção de ti.pos) correm
pondera sempre a chamada por valor

Note-se que estamos exclui.ndo recursão i.ndi.Teta, isto
e. aquela em que existe uma cadeia de procedimentos f=flrf2'...,
fn-l'fn-f onde fi chama fiel' para lli<n, pois nao ocorrem nes
te trabalho. Esta restrição não é muito limitante, jã que a maio
ria dos esquemas recursivos indiretos pode ser transformada atra
vés da técnica de expansão (cf.2.12) em esquemas recurso.vos di
r'ptr)q

2.6 - Um esquema de procedi.mento será chamado i.terativo se ele
nao e recursivo e nao contêm como variável local nenhuma varia
vel do tipo stock

2.7 - Um esquema de procedi.mento é denominado iterativo com pi'
Iha se ele não é recursivo e se contém como variável local algo
ma vara.ãvel do ti.po stock

Observe-se que um esquema pode ser iterati.vo e no en
tanto ter uma particular interpretação que leva a um procedimeg
to recursivo. Por exemplo o esquer.\a iterativo

Whj.IQ p(x) do R od

com uma determinada interpretação de R contendo uma chamada de
f

2.8 - gçursão, ou simplesmente re-
glg. ê um tri.pla <AIC,PC> onde A é um esquema de procedimento re
cursivo, C é um esquema de procedimento iterati.vo ou iterativo
com pilha e PC é um conjunto de pré-condições sobre as funções
e predicados que ocorrem em A e C. Uma regra será representadana
segui.nte forma

8 

o nd e ªi ' par a l ~i~ S, é uma sequência de s imbolos do esquema e a 

ocorrência de qua l quer seleção em a 2 é da forma if ... fi; o mes 

mo acontecendo com a 3 . Devido a necessidade da parada da recur 

são e a poss ibilidade de t rans f ormaç6 es de esquemas levando a 

forma (1), es t a não l imita a ge nera lidade dos esquemas de inte 

resse . O tipo !i (eventu a lme nte uma composição de tipos) corres 

ponderá sempre a chamada por valor . 

-Note-se que estamos excluindo rec ursao indireta, isto 

e , aquela em q ue existe urna cadeia de procedimentos f=f 1 , f 2 , . .. , 

f 1 ,f =f o nde f. chama f. 1 , para l <i<n , pois não ocorrem nes 
n- n 1 1+ -

te trabalho . Esta restrição não é muito limitante , já que a maio 

ria dos esc1 uemas recursivos indiretos pode ser transformada atr~ 

ves da técnica de expans ão (cf.2. 12 ) em esquemas recursivos di 

retos. 

2.6 - Um esq uema de procedimento s e r á chamado iterativo se e l e 

não é recursivo e não contém como variável loca l nenhuma variá 

ve l do tipo stack. 

2. 7 - Um esq uema de procedimento é denomina do iterativo com p i

l ha se ele n ã o e recursivo e se contém como vari ável local alg~ 

ma variável do ti po stack. 

Observe-se que um esquema pode s e r iterativo e no en 

tanto ter uma particular interpretação que leva a um procedirne~ 

to recurs ivo . Por exemplo o esquema iterativo: 

whi l e p (x ) do R od 

com uma determinada interpretação de R contendo uma chamada de 

f. 

2.8 - Uma regra de el iminação de recursao, ou simplesmente re

gru. e um trip l a <A , C, PC> onde A e um esquema de p rocedimento re 

cursivo , C é um esquema de procedimento iterativo ou iterativo 

com p ilha e PC é um conjunto de pré-condiç6es sobre as funç6es 

e p r edicados que ocorrem em A e C. Uma regra será representada na 

segui nte forma: 



O esquema recursivo A é denominado de antecedente,en
quanto que o esquema i.terativo B é denomi.nado consequente da
regra

Nas pré-conde.ções PC omi.tivemos os quanta.fi.cadorcs pg
ra que a notação nao fi.que por demais carregada

2.9 - Um i.nstantâneo é a descrição das informações associ.idas a
cada ponto de um programa, a saber: valor corrente de cada va
Fiável ati.va. valor corrente de todos os valores empa-lhados e
do topo de cada vara.ável aviva do tipo stock, a sequência de
todos os regi.stros a serem lidos num arquivo sequencial de en
brada e a sequênci.a de todos os registros que foram "gravados''
num arquivo sequenci.al de saída e. fi.nalmente. a sequênci.a de
todos os regi.stros e do apontador de um arquivo de acesso alea
torto

2.10 - Um procedi.mento f é eauiva].ente a um procedi-mento g se
chamadas de f e g com os mesmos parâmetros, ocorrendo no mesmo

i.nstantãneo S de um programa P, retornam produza.ndo em seu re
torno um mesmo valor E e um mesmo i.nstantâneo Si de P ou ambas
nao retornam. Portanto podemos substituir em P a declaração e
as chamadas de f pela declaração e chamadas de g-

2.11 - Unia regra de elimi-nação <A,C,PC> é consi.atente se para
qualquer i.nterpretação l que satisfaça PC, AT é equi-valente a
CI' Se conseguimos provar que uma regra de eliminação é consig.
tente di.zelos que foi. provada a çgnsi.stência da regra.

2.12 - EZEarsão("unfoldi.ng'', /lO/) é a substituição da chamada
de um procedimento pelo seu corpo. trocando-se formalmente os
parâmetros formais pelos parâmetros atuais.

2.13 -- Ç9111Çlgçgg ("holding'', /lO/) é a troca de uma sequênci.a
de comandos pela chamada de um procedimento cujo corpo, substi.
ruindo-se os parâmetros formais pelos parâmetros anuais dessa
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c 

O esquema recursivo A é denominado de antecedente,e~ 
quanto que o esquema iterativo B é denominado consequente 
regra. 

da 

Nas pré-condições PC omitiremos os quantificadore:; p~ 
ra que a notação não fique por demais carregada. 

2.9 - Um instantâneo é a descrição das informações associadas a 
cada ponto de um programa, a saber: valor corrente de cada va 
riável ativa, valor corrente de todos os valores empilhados e 
do topo de cada variável ativa do tipo stack, a sequência de 
todos os registros a serem lidos num arquivo sequencial de en 
trada e a sequência d e todos os registros que foram "gravados" 
num arquivo sequencial de saída e, finalmente, a sequência de 
todos os registros e do apontador de um arquivo de acesso alea 
tório. 

2.10 - Um procedimento fé equivalente a um procedimento g se 
chamadas de f e g com os mesmos parâmetros, ocorrendo no mesmo 
instantâneo S de um p rograma P, retornam produzindo em seu re 
torno um mesmo valor E e um mesmo instantâneo S' de P ou ambas 
não retornam. Portanto podemos substituir em P a declaração e 
as chamadas de f pela declaração e chamadas de g. 

2.11 - Uma regra de eliminação <A ,C,PC> é consistente se para 
qualquer interpretação I que satisfaça PC, A1 é equivalente a 
c1 . Se conseguimos provar que uma regra de eliminação é consis 
tente dizemos que foi provada a consistência da regra. 

2.12 - Expansão("unfolding", /10/) é a substituição da chamada 
de um procedimento pelo seu corpo, trocando-se formalmente os 
parâmetros formais pelos parâmetros atuais. 

2.13 - Contração ( "folding", /10/) é a troca de uma sequência 
de comandos pela chamada de um procedimento cujo corpo, substi 
tuindo-se os parâmetros formais pelos parâmetros atuais dessa 
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cllamada resulta numa sequênci.a idêntica à sequênci.a ori.gi.nal

Podemos esquemati.comente representar a contrição e a
expansão da segui.nte maneira /5/

roc f
(.ÇI x) .E2

end

f (x )0'

expansão

contraçao

roc
(t:i x) .E2

end

Rx
X 0

onde R= derrota a sequência de comandos em que toda ocorrência
de x foi trocada formalmente

0

3 CLASSIFICAÇÃO DE ESQUEMAS RECURslyoS

3.1 - A chamada de f no esquema (1) dê 2.5 é dita iterati.va/23/
se e].a é executada imedi.atamente antes do ponto de retorno da
função, isto é, se o esquema (1) é equivalente a

10 

chamada resulta numa sequência idêntica a sequência original. 

Podemos esquematicamente representar a contração e a 
expansão da seguinte maneira /5/: 

begin 

R 

end 

-expansao 

begin 

R 

end 

••• R 
X 

X o 

contração 

X onde R 
X 

o 
derrota a sequência de comandos em que toda ocorrência 

de x foi trocada formalmen t e por X • 
o 

3. CLASSIFICAÇÃO DE ESQUEMAS RECURSIVOS 

3.1 - A chamada de f no esquema (1) de 2.5 é dita iterativa/23/ 
se ela é executada imediatamente a ntes do ponto de retorno da 
função , isto é, se o esquema (1) é equivalente a: 
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19g f : (.EI x) .Ç2

beqin

al

j;:E p(x) t:hen a2 f(a(x)); gg .Eg L a3

gJ:2g "4

L:end

3.2 - A chantada de f no esquema (1) de 2.5 é dita linear /30/se
em a2 e a3 nao existe nenhuma outra chamada de f

3.3 - A chamada de f no esquema (1) de 2.5 é denominada, encai-
xada(''nested'')/32/ se a sequência de símbolos f(a(x)) de(1),
ocorre como parâmetro de uma chamada de f em a.

3.4 - A chamada de f no esquema (1) de 2.5 é denominada em cas
cata /34/ se existe alguma chamada de f em ao ou aa que nao
seja enchi.xada.

3.5 - Um esquema recursivo de f é i.terativo, li.cear. encaixado
ou em cascata se toda chamada de f for respectivamente iterati
va, li.Real, enchi.xada ou em cascata.

11 

begin 

if p(x) then a 2 f(a(x)); _gQ to L a
3 

e ls e a 4 

L:end 

3. 2 - l\. chamada de f no esquema ( 1) de 2-5 e dita linear /30/se 
-em a 2 e ª3 nao existe nenhuma outra chamada de f. 

3 . 3 - l\. chamada de f no esquema ( 1) de 2-5 e denomi nada , encai-
xada ("nested ") /32/ se a -- sequência de símbolos f (a(x)) de ( 1 ) ' 
ocorre como par~metro de uma chamada de f em a 2 . 

3.4 - A chamada de f no esquema (1) de 2.5 é denominada em ca~ 
cata /34/ se e xiste alguma chamada de f em a

2 ou a 3 que 
seja encaixada. 

-nao 

3.5 - Um esquema recursivo de fé iterativo, linear, encaixado 
ou em cascata se toda chamada de f for respectivamente iterati 
va, linear, encaixada ou em cascata. 



+



13

CAPITULO ll

HISTÓRICO

Ent 1962, J.blcCarthy em /23/ introduzi.u o conceito de
recursao i-terativa (cf.1.3.1), afirmando que a elimi.nação da
recursão de unia função só é i.n\ediata se a recursão é i.terati.va

No ano segui.nte, McCarthy publicou um artigo /24/ no
qual foi proposto um formali.smo baseado em recursão e expres
soes condicionais do tipo

if pl t:hen el esse if p2 then e2 else X! Pn then en

para apli.cação na então emergente teoria da computação. Uma de
suas contribui.ções mais importantes ao nosso assunto foi. a in
trodução de uma nova técnica de prova conhecida como i.ndução
recurso.va ("recursive inducti-on") que pode ser usada para esta
belecer a equivalência de funções definidas recurso.valente. Es
sa tecnica pode ser assim descrita: suponha que desejemos pro
var que duas funções g(x) e h(x) , definidas recursivamente,são
equi.valentes; o método de i.ndução recursiva consiste em deter
nü.nar uma equação funcional

(1) f (x) = E (x,f)

da i:leal podemos provar
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CAPÍTULO II 

HISTÓRICO 

Em 1962, J.Mc Carthy em /23/ introduziu o conceito de 
recursão iterativa (c f.I.3.1 ), afirmando que a eliminação da 
recursão de uma f unção só é imediata se a recursão é iterativa 

No ano seguinte , McCarthy publicou um artigo /24/ no 
qual foi proposto um formalismo baseado em recursão e expre~ -soes condicionais do tipo 

if p then e else i'f then e else if p then e 1 1 P2 2 · · · n n 

para aplicação na então emergente teoria da computação. Uma de 
suas contribuições mais importantes ao nosso assunto foi a in 
tradução de uma nova técnica de prova conhecida como indução 
recursiva (" recursive induction") q ue pode ser usada para est~ 
belecer a equivalência de funções definidas recursivamente. Es 
sa técnica pode ser assim descrita: suponha que desejemos pr~ 
var que duas funções g(x) e h(x), definidas recursivamente,são 
equival e ntes; o método de induç~o recursiva co nsi ste em deter 
minar uma eq uação funcional: 

( 1) f (x ) = E (x,f ) 

da ~ual podemos provar: 
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a) que defi-ne uma função f

b) que é bati.afeita por h e g

Esse método foi usado por D.C.Cooper em 1966, /].1/na
prova da consistência (cf.1.2.11) de regras de eliminação de
recursão (cf.1.2.8). Observe-se, portanto, que Cooper foto prl
rltei.ro a introduzi.r regras de eli.mi.nação, da maneira como enten
demos neste traba]ho. Para obtê-]as, o autor genera].izou trem
funções que calculam o fatorial que foram exame.nadas por McCar
thy em /22/. Para que. no caso geral, os esquemas obtidos pel
manecessem equivalentes, foi- necessário formular algumas pré'
conde.ções (cf.1.2.8) sobre os esquemas. No estabe].eci.mento des
sas pré'condições, Cooper baseou--se en\ duas i.déias: a idéi.a da
função comutativa à esquerda e a i.déia da função inversa. ApJg:
mei.ra das regras, transcrita abaixo, é fundamentada na pri-me:L
ra ideia

]1119S f : (.ÇI x) .E2

(2 ) i.f x/k then a (x,f (b(x)))

else d fi.

.,/a (u ,k) = e (u, k)

'\.a (u,e (v,w) ) = e (v, a (u,w) )

/

(3 '

)roc (Ei y) E2

Ei " z : =d ;

(4 )
yb4:le x/k do(x,z) :=(b(x),e(x,z)) od;

Z

end

A i.déia foi extraída de uma análi.se das expressões
computadas nas chamadas de f em (2) e (4) para um dado x.. No
que se seque. vamos empregar algumas vezes a forma abrevi.cicia
'x cuja defi.nação recursiva é
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a) que define uma função f 

b) que é satisfeita por h _e g . 

Esse método foi u sado por D.C.Cooper em 1 96 6, /ll/ na 

prova da consistência (c f.I.2.11 ) de regras de e liminação de 
-recursao (cf. I . 2.8 ) . Observe-se, portanto, que Cooper foi o pr! 

meiro a introdu zir regras de eliminação, da maneira como enten 

demos neste trabalho. Para obtê-las, o autor generalizou tres 

funç6es que calculam o fatorial que foram examinadas por McCar 

thy em /22/. Para que, no caso geral , os esquemas obtidos pe~ 

manecessem equivalentes, foi necessário formular algumas pre

condiç6es (c f .I.2 .8 ) sobre os esquemas. No estabe l ecimento des 

sas pré-condiç6es , Cooper baseou-se em duas idéias: a idéia da 

função comutativa à esquerda e a idéia da função inversa. Apri 

meira das regras , transcrita abaixo , é fundamentada na prime! 

ra idéia: 

(2) if xtk then a (x , f (b (x) )) 

( 4) 

else d fi 

+ ,,,,/a (u , k ) e (u , k ) 

~ a (u, e (v,w)) = e (v,a (u,w)) 

while x;,ik do (x, z ) :=(b(x) , e (x ,z)) od; 

z 

end 

( 3 ) 

( 3 1 ) 

A idéia foi extraída de uma a nálise das expressoes 
computadas nas chamadas de f em (2 ) e ( 4 ) para um dado x . No 

o 
que se segue , vamos empregar a lgumas vezes a forma abreviada 

i g x cuja definição r ecursiva e : 
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x se i.=0

g (gt'l(x)) se i.>0

Se o esquema (2) termo.na para x. isto é, se existe
HEIN tal que b''xo-kAVi[0çi<nAbxxo#k] então o valor computado pcE
f em (2) é

(5) a(xo'a(bxo' ,a(bn'2xo'a(bn'lxo'd)) ) )

Em (4) para o mesmo

(6) e(bn'lxo'e(bn'2xo' ,e(bxo'e (xo'd)) ) )

Podemos verá.ficar por indução que as expressões (5)
e(6) computarn o mesmo valor, quando se assume(3) e(3')(pa-
ra efei.to da prova chamámos a função f defi.ninfa em (4) de f)

i) Para n=0 temos f(xo):d:Ê(xo)

ii) Para n=1 temos f(xo):a(xo'd):e(xo'd):Ê(xo)pg
la pré-condição (3)

iii) Para n>]. temos:

f(xo):a(xo'a(bxo' (bn'2 (bn'l0' ' x.,d))...»

:a(xo 'a(bxo '. . . , a(bn'2xo 'e(bn'lxo 'd))...))
por (3)

(xo'a(bxo' . .. ,a(bn'2xo 'd)...»)

por n aplicações da pré-conde.ções (3')

,e (bn'2x .o'' '' ''of

por hi.pótese de indução
:f(xo)

Da idéi.a da função i.nversa surgi.u a regra abri.xo, cu
]o antecedente (cf.1.2.8) é o mesmo da regra anterin r

=e(bn'Jx
,e(bxo'e(xo'd»...))
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i g X = 
{

x se i=O 

g (gi-l (x )) se i>O 

Se o esquema ( 2 ) termina para x isto é, se existe . o 
nclN tal que bnx =k f\ \/1.. [ O :,; i <nf\ bl.x ~k l então o valor computado par o o 
f em ( 2 ) é: 

( 5) 

( 6 ) 

n-2 n-1 a (x ,a(bx , ... ,a(b x ,a (b x ,d )) ... )) o o o o 

Em (4 ) para o mesmo X , o temos: 

n-1 n-2 e (b x ,e(b x , ... ,e (bx ,e(x ,d )) ... )) o o o o 

Podemos verificar por indução que as expressões (5 ) 
e (6) computam o mesmo valor, quando se assume (3) e ( 3' ) (pa
ra e feito da prova chamemos a função f definida em (4 ) de f ) : 

i) Para n=O temos f (x )=d=f(x) o o 
ii) Para n=l temos f (x ) =a (x ,d)=e(x ,d)=f(x ) pe o o o o -

la pré-condição (3 ) . 

iii) Para n>l temos: 

n-2 n-1 f (x ) =a (x ,a(bx , ... ,a(b x ,a(b x ,d)) ... )) o o o o o 

n-2 n-1 =a ( x , a ( bx , ... , a ( b x , e ( b x , d)) ... )) o o o o 

por ( 3) 

n-1 n-2 =e (b x ,a (x ,a (bx , ... ,a (b x ,d) ... ))) o o o o 

por n aplicações da pré-condições (3') 

n-1 n-2 =e (b x
0

,e (b x , ... ,e(bx ,e(x ,d)) ... )) o o o 

por hipótese de indução 

=f (x
0

) 

Da idéia da função inversa surgiu a regra abaixo, cu 
jo a ntecedente (cf.I.2.8) é o mesmo da regra anterior: 
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roc f = (t. x) t.-l -z

i.f x#k then a (x,f (b(x)))

else d fi

''\. u:b]. (b (u) ) :b (bl (u) ) (7 )

E9g f = (.Ei x) .E2

beqin tl y :k,.E2 z :;d;

(8) whjle x/y do (y,z) :(bl (y) .a (bl (y) , z) ) gg;

Z

end

Para o referi.do x., isto é, para x. ta]. que bnx.=ko' ' ' o ' o

é verdadeiro e bz (x.):k é fa]so para 05i.:n o va]or ca],culadono
esquema (8) é

(9 ) a(b:lx.a (b:l'iK, ,a (bÍk,a(blk.d)) ) )

uma vez que se bnxo=k então bilbnxo=xo=bnk, por (7). É fãci.l ver
que as expressões (5) e (9) computam o mesmo valor observando-
'se que blk=b'' 'x..l para OISi.Sn.

Desenvolvemos as regras 111.8 e 111.6
nessas duas regras, respecti-vamente

No capítulo IV, apli.cimos o método de McCarthy segun
do o uso feito por Cooper. para provar a consistênci.a da regra
111 . 8.

baseando-rns

O método de McCarthy foi. retomado em 1971 por J.C.
sorris /25/, que o generalizou introduzindo um novo princípio
de indução recursiva. Para poder empregar esse princípio em
füHções parciais, Morais acrescenta ao domínio da função um ob
eto i.ndefi.ni.do to, de tal forma que toda função passa a ser to

tal pobre o novo dohÍni.o. Assim, f(x)=u se e somente se x=w
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if xfk then a(x,f (b (x ))) 

else d fi 

( 8) while xfy do (y,z) :=(b 1 (y ) , a (b 1 (y) ,z)) od; 

z 

end 

Para o referido x, isto e, para x tal que bnx =k o o o 
é verdadeiro e 1/ (x ) =k é falso para O <i <n o valor calculado no o 
esquema (8) é: 

( 9) 

n - nn n A -uma vez que se b x
0 

=k entao b
1 

b x
0

=x
0 

=b1 k, por ( 7) . t facil ver 

que as expressões (5) e (9) computam o mesmo valor observando
i n-i -se que b 1k=b x

0 
para O<i<n. 

Desenvolvemos as regras III.8 e III.6 

nessas duas regras, respectivamente. 

baseando-n::>s 

No capítulo IV, aplicamos o método de McCarthy segu~ 

do o uso feito por Cooper, para provar a consistência da regra 

III . 8 . 

O método de McCarthy foi retomado em 1971 por J.C. 

Morris /25/, que o generalizou introduzindo um novo princípio 

de indução recursiva. Para poder empregar esse princípio em 

furições parciais, Morris acrescenta ao domínio da função um ob 

jeto indefinido w, de tal forma que toda função passa a ser to 

tai s obre o novo domínio. Assim , f (x )=w se e somente se x=w 
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ou o valor de f(x) é i.ndefi.ni.do. De forma análoga, todas as CÉ8:

raçoes aritméticas e lógicas, os operadores de relação e o cg
mando íf são estendi.dos. Com i.sso, pode-se estabelecer o con(ni.
to de fcg, isto é, f é estendida por g, da seguinte maneira
f (x) #u ::' f (x) =g (x)

O método consi.ste em fazer uma prova por indução usam
do uma sequência i.nfinlta de funções {fe}. Defi.nimos cada f
como a f original, trocando as ocorrências das chamadas recua
divas de f por uma chamada da função f{.l ' Para completar a sg
quenci.a, prece.somos dizer que f,., devolve o valor u para qual
quer chamada. Morais usando esse princípio prova a consistên
cia da regra

l

19g f = (.Ei x) .g2

(lO) jJ p(x) .Ç!!gD a (f (b (x) ) )

esse d fi.

P19g f - (Ei y) E2

bebi.n .EI x:-y, t2 z::d;

(11) while p(x) gg(x,z):=(b(x),a(z)) od ;

Z

end

Quando comparamos os esquemas (2) e (lO) , observamos
que Cooper, sem nenhuma restrição adia.onal, poderia ter subs
tituído o predicado x=k de (2) por \nm predicado genérico p(x)
Desse modo o esquema (].0) seria um caso particular de (2) , on
de a função a seria unári.a, e, portanto, não dependeria direta
mente de x. Com i.sso, a eli.minação da recursão torna-se muito
mais simples. Essa regra é englobada pela regra 111.4

Em 197a, FI.S.Paterson e C.E.Hewitt /28/ fi.zelam um
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ou o valor de f(x) e indefi n ido. De forma análoga, todas as~ 
rações aritméticas e lógicas, os operadores de relação e o co 
mando if são estendidos. Com isso, pode-se estabelecer o conc:Ei.. 
to de f c g, isto é, fé estendida por g, da seguinte maneira: 
f (x ) f-w ==> f (x ) =g (x) . 

O método consiste em fazer urna prova por indução usa~ 
do uma sequência infinita de funções {f.}. Definimos cada f . 

l l 
como a f original, trocando as ocorrências das chamadas recur 
sivas de f por uma chamada da função fi_ 1 . Para completar a se 
quência , precisamos dizer que f devolve o valor w para qual o 
quer chamada. Morri s usando esse princípio prova a consistên 
eia da regra: 

( 1 O) if p(x ) then a(f (b(x)) ) 

else d fi 

! 

(11 ) while p(x ) do (x,z) := (b (x) ,a (z )) od 

z 

end 

Quando comparamos os esquemas (2) e (10) , observamos 
que Cooper , sem nenhuma restrição adicional, poderia ter subs 
tituído o predicado x=k de (2) por um predicado genérico p(x). 
Desse modo o esquema (10) seria um caso particular de (2 ) , on 
de a função a seria unária, e, portanto, não dependeria direta 
m~rite de x. Com isso, a eliminação da recursão torna-se 
mais simples. Essa regra é englobada pela regra III.4. 

Em 1970, M.S.Paterson e C.E.Hewitt /28/ fizeram 

muito 

um 



18

estudo para comparar duas classes de esquemas: a classe de es
quedas iterativos (cf.1.2.6) e a classe de esquemas de função
(cf.1.2.1) , recurso.vos. O pri-ncipal resultado do trabalho é a
prova de que existe um esquema recursivo que não é equivalente
a nenhum esquema i.terati.vo. O esquema exibido é o que se sega.n:

li19g f - (.Ç]. x) !2

(]-2) if p(x) then a(f(b(x)),f(c(x)))

esse d fi

A prova é fei.ta usando-se uma certa famí].ia de enter
pregações l. (cf.1.2.4) cujo domínio é o conjunto de todas as
cadei.as compostas pelos símbolos de funções a,b,c,d, em que a,
b,c são interpretadas como concatenações (.) assim defi-nadas
a(u,v)=a.u.v, b(v)=b.v, c(v)=c.v e onde p. (x) é verdadeiro se
o conlpri.mento da cadeia x é n e é falso caso contrario. Os ag
Lotes mostraram que pelo menos n+l vara.ãveis locais sao neces-
sári-as para a computação num esquema iterativo de f(À) onde À
é a cadela vazia. Con\o n não é li.mirado não pode haver tal eg.
queda iterativo que compute f. Os antecedentes das regras lll
22 e 111.23 são qenerali.zaçÕes desse esquema. sendo que os con
sequentes (cf.1.2.8) são esquemas i.terativos com pilha (cf.l

O exemplo fornecido acima poderia sugerir que para
qualquer esquema recursivo, a introdução de uma pilha somente
com os valores dos parâmetros permitiria produza-r um esquema
iterativo com pilha equivalente. Mas Paterson e Hewi.tt mostra
ram um outro esquema que exige também que se empa-lhe uma indi-
cação do endereço de volta e não simplesmente os valores dos
parâmetros. Esse esquema e

n

7)2

roc f (tl x) b991

if p(x) then blue

else if f (b(x)) then f(c (x))

else fa].se fi
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estudo para comparar duas classes de esquemas: a classe de es 

quemas iterativos (cf.I.2.6) e a classe de esquemas de função 

(cf.I.2.1 ) , rec ursivos. O principal resultado do trabalho é a 

prova de que existe um esquema recursivo que não é equivalente 

a nenhum esquema iterativo. O esquema exibido é o que se segue: 

(12) if p(x) then a(f(b(x)),f(c{x))) 

else d fi 

A prova é feita usando-se uma certa família de inte~ 

pretações I (cf.I.2.4 ) cujo domínio é o conjunto de todas as 
n 

cadeias compostas pelos símbolos de funções a,b,c , d, em que a, 

b,c são interpretadas como concatenações ( .) assim definidas : 

a(u,v)=a.u.v, b(v)=b.v, c(v ) =c.v e onde p 1 (x ) é verdadeiro se 
- n 

o comprimento da cadeia x é n e e falso caso contrário. Os au 

tores mostraram que pelo menos n+l variáveis locais são neces

sárias para a computação num esquema iterativo de f(A) onde A 

é a cadeia vazia. Como n não e limitado não pode haver tal es 

quema iterativo que compute f. Os antecedentes das regras III. 

22 e III.23 são generalizações desse esquema, sendo que os co~ 

sequentes (cf.I.2.8) são esquemas iterativos com pilha (cf.I. 

2. 7) . 

O exemplo fornecido acima poderia sugerir que para 

qualquer esquema recursivo, a introdução de uma pilha somente 

com os valores dos parâmetros permitiria produzir um esquema 

iterativo com pilha equivalente. Mas Paterson e Hewitt mostra 

ram um outro esquema que exige também que se empilhe uma indi

cação do endereço de volta e não simplesmente os valores dos 

parâmetros. Esse esquema e: 

if p (x ) then true 

else if f(b (x)) then f (c (x)) 

else false fi 
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Os autores ainda apresentam, sem prova. uma regra de
eliminação cujo antecedente ê (2) moda-ficado. Essa modifi.cação
consi.ste eni perdi.ti.r que d dependa do parâmetro x, chegando-se
a

É9g f = (.Ei x) .Ç2

(]-3) .}j p(x) then a(x,f(b(x)))

esse d(x) fi

Apesar da pequena modificação, as regras de Cooper
nao mai.s podem ser apli.dadas poi.s elas exigem uma constante na
parte gl.ggr isto é, um valor conheci.do a priori para qualquer
xO' No caso de (13) esse valor não é conheci.do para x.r mas po
de ser calculado colho d(bnxo) onde n é um i.nteiro tal que
p(b''xo) é falso e p(buxo) é verdadeiro,05i.Sn. Isso levou ao es
quema de Paterson e Hewi.tt que efetua ini.ci.aumente esse cãlcu
lo e, portanto é i.nerentemente i.neficiente. apresentando no en
tanto, a vantagem de não requerer nenhuma pré'condição:

::9s f : (EI y) l2

bege.n tl x ;y, xl' x2, t2 z;

Wh4:le p (x) do x :b(x)od;

(z ,x) := (d (x) ,y) ;

(1 4)
L: (xl'x2) :: (b (x) ,y) ;

:iE P(x) .E!!Se: W!!+J-e p(x.) do

(xl'x2) (b (xl) ,b (x2) )

od;

(z,x) (a (z, x2 ) ,b (x) ) ;
9o to L fi ;

Z

eüd
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Os autores ainda apresentam, sem prova, uma regra de 
eliminação cujo antecedente~ (2) modificado. Essa modificação 
consiste em permitir que d dependa do parâmetro x, chegando-se 
a: 

(13 ) if p(x ) then a(x,f (b(x))) 

else d (x ) fi 

Apesar da pequena modificação , as regras de Cooper -nao mais podem ser aplicadas pois elas exigem uma constante na 
parte else, isto é, um valor conhecido a priori para q ualquer 
x. No caso de (13 ) esse valor não é conhecido para x, mas po o o -de ser calculado como d (bnx ) onde n é um inteiro tal q ue . o 
p (bnx

0
) é falso e p (bix

0
) é verdadeiro , 0~i~n. Isso levou ao es 

querna de Paterson e Hewitt que efetua inicialmente esse cãlcu 
lo e, portanto é inerentemente ineficiente , apresentando no en 
tanto, a vantagem de não requerer nenhuma pré-condição: 

while p (x ) do x:=b (x ) od ; 

· (z , x ) := (d (x ) ,y ); 

if p (x ) then while p (x
1

) do 

(z,x ) := (a (z,x
2 ) ,b (x )) ; 

z 
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A i.déia do consequente do esquema 111.7 do catalogo
é baseada na i.déia de (14)

Um trabalho feito pouco tempo antes do Último citado,
foi o trabalho de H-R.Strong Jr. /30/ que se propor a estabelg
cer os fundamentos para o estudo sistemático da transformação
cle esquemas de funções,recurso.vos em esquemas iterativos. Apg
rentenlente é nesse artigo que se i-ntroduz alguns termos de clag.
sifi.cação de tipos de recursão, como por exemplo recursão li-
near (cf.1.3.2) e outros. Strong, nesse trabalho, não esta in
teressado, precisamente. em regras de elimi.nação mas esta i.ntg
restado em fornecer algoritnlos que traduzam um esquema de fuD
ção recursivo de um deterrn]nado tipo num esquema iterativo e(]ui
valente. Apesar disso, aparece nesse artigo, a regra de elimi
nação

2:[9g f : (.ÇI x) .Ç2

(15) i.f p (x) then a (f (b (x) ) )

else d(x) fi.

19s f : (1l y) E2

EI x:'y,.Ç2 z;
(16 ) while p(x) do x :b(x) od;

(x,z) := (y,d (x) ) ;

while p(x) do(x,z) :=(b(x),a(z)) gq

Z

end

Este esquema generaliza o esquema de Morras, permi
ti.ndo que d dependa de x. Por i.sso aparece esse privei.ro whi.le
adicional em (16). A ideia do consequente dessa regra é muito
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A idéia do consequente do esquema III.7 do catálogo 

e baseada na idéia de (14). 

Um trabalho feito pouco tempo antes do Último citado, 

foi o trabalho de H.R.Strong Jr. /30/ que se propos a estabel~ 

cer os fundamentos para o estudo sistemático da transformaç~o 

de esquemas de funções,recursivos em esquemas iterativos. Ap~ 

rentemente é nesse artigo que se introduz alguns termos~ elas 

sificação de tipos de recursão , como por exemplo recursão li

near (cf.I.3.2) e outros. Strong, nesse trabalho, não está in 

teressado, precisamente, em regras de eliminação mas está inte 

ressado em fornecer algoritmos que traduzam um esquema de fun 

ção recursivo de um determinado tipo num esquema iterativo equ:.!:_ 

valente. Apesar disso, aparece nesse artigo, a regra de elimi 
-naçao: 

(15) if p (x) then a (f (b (x))) 

else d(x) fi 

+ 
proc f = <!1 y) !2: 

(16) while p (x ) do x:=b (x) od; 

(x,z) :=(y,d(x)); 

while p(x) do (x,z):=(b(x),a(z)) od 

z 

end 

Este esquema generaliza o esquema de Morris, perm_! 

tirido que d dependa de x. Por isso aparece esse primeiro while 

adicional em (16). A idéia do consequente dessa regra é muito 
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semelhante ã idéi.a do consequente de 111.4

Posters.oriente, juntamente com S.A.Walker, Strong PB
b].i.cou um outro trabalho /32/ na mesma li.nha do anterior. Con
tudo, os autores não trabalham diretamente sobre os esquemas rg
cursivos mas sobre gratos di.rígidos associados aos esquemas }«:s
se artigo, também, foi introduzi.do o conceito de recursão en
baixada (cf.1.3.3) . 1Valker e Strong, no apêndice do trabalho,
enunciam un\a série de regras de elimi.nação. Essas regras visam
exemplificar as caracterizações por eles apresentadas. lçluitas
de].as nunca tinham ocorrido antes na literatura e, dessa manei.
ra serviram de fonte para varias regras do capítulo 111. são
as seguintes as regras baseadas nas regras de Walker e Strong
111.4, 111.12. 111.17, 111.19 e 111.23. As regras 111.13 e
111.18 são generalizações de regras por eles apresentadas.Vale
a pena destacar que em nenhum dos trabalhos anteriores apare
ce o uso explícito de pi.Iha para se construir esquemas iterati
vos com pilha equivalente. Em alguns dos esquemas essa pilha
sÓ é usada para se armazenar o valor dos parâmetros, colmo é o
caso do esquema 111.19. Em outros ela também serve para se em
piJ-har uma indicação do endereço do retorno (111.13, 111.18 e

23)111

Em 1973, aparece no trabalho de E.W.Dijkstra /14/ ,
sobre a construção de uma base axiomática simples para a semân
rica de uma linguagem de programação, a segui.nte regra de eli
mlnaÇao

roc f = voi,d

(1 7) if p then R;f fi

roc f = void

(18) while p do R od

Aparentemente é a primeira vez que se faz uma regra
envolvendo um procedimento que não é do ti.po função. Partindo

- -- ------
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tudo, os autores não trabalham diretamente sobre os esquemas r~ 

cursivos mas sobre grafos dirigidos associados aos esquerras. Nes 
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as seguintes as regras baseadas nas regras de Walker e Strong: 

III.4, III.12 , III.17, III.19 e III.23. As regras III.13 e 

III.18 são generalizaç6es de regras por eles apresentadas.Vale 

a p e n a destacar que em nenhum dos trabalhos anter iores apar~ 

ce o uso explícito de pilha para se construir esquemas iterati 

vos com pilha equivalente. Em alguns dos esquemas essa pi lha 

soe usada para se armazenar o valor dos parâmetros , como é o 

caso do esquema III.19. Em outros ela também serve para se em 

pilhar uma indicação do endereço do retorno (III.13, III.18 e 

III.23 ) . 

Em 1973, aparece no trabalho de E.W.Dijkstra /14/ 

sobre a construção de uma base axiomática simples para a seman 

tica de uma linguagem de programação, a seguinte regra de eli 

minação: 

proc f = void: 

(17) if p then R;f fi --

+ 
proc f = void: --

(1 8 ) while p do R od 

Aparentemente e a primeira vez que se faz uma regra 

envolvendo um procedimento que não é do tipo função. Partindo 
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de (17) e utili.zando os axi-ocas desenvolvidos para o comando if
e para as chamadas de função, Dijkstra definiu o comando while
e enunciou os axiomas que permanecem i.nvariantes sob o mesmo.
Essa regra é englobada pela regra lll.l

Em 1973. J.Darei.ngton e R.M.Burstall publicaram a
primeira versão do trabalho /lO/ descrevendo um si.stema que re
fina programas e dando uma i-déi-a de sua implementação.

Esse sistema opera quatro tipos de transformações

i) remoção de recursao

ii) eliminação de computaçÕes redundantes por
doi.s processos: combi.nar malhas e proc\xar su
bexpressÕes comuns, para serem calculadas \lna
vez se;

/

iii-) troca de uma chamada de procedimento por seu
respectivo corpo (expansão)

iv) reaprovei.Lamento de posições de memórias não
mais necessárias.

O si.stema trabalha sob o comando do programador. É
ele quem determina qual das quatro operações descai.tas acima
deve ser fei.ta para conseguir uma versão mais efi.ci.ente do pro
grama. A vantagem do processo é que podemos partir de um pro
grama recurso-vo claramente formulado, cuja corretude é fácil
de provar; o sistema se i.ncumbe de aplicar as transformações eg.
colhi.das, de forma a garanti.r a equivalênci.a das versões obti--
das; procura--se chegar a uma soJ-ução final miai.s eficiente

A contei.buição dos autores para o nosso assunto, foi
a elaboração de uma tabela de regras que era utilizada na trens
formação (i.). Tais regras estão englobadas em varias regras do
catã].ogo. Da tabela destacamos duas regras originais. A privei.
ra delas, abaixo, tem como antecedente o esquema (2) modifi.ca
do: i.ntroduz-se uma função uniria c aplicada ao primeiro argu
mento (x) de a: Essa alteração, também poderia ter sido antro
d\:iglda has regras de Cooper e de Paterson e Hewitt com facili
dada
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de (17) e utilizando os axiomas desenvolvidos para o comando if 

e para as chamadas de função, Dijkstra definiu o comando while 

e e nunciou os axiomas que permanecem invariantes sob o mesmo. 

Essa regra é englobada pela regra III.l. 

Em 1973, J.Darlington e R.M.Burstall publicaram a 

primeira versão do trabalho /10/ descrevendo um sistema que re 

fina programas e dando uma idéia de sua implementação. 

Esse sistema opera quatro tipos de transformações: 

i) remoção de r e cursão; 

ii) eliminação de computações redundantes por 

dois processos: combinar malhas e procurar s~ 

bexpressões comuns, para serem calculadas uma 

vez so; 

iii) troca de uma chamada de procedimento por seu 

respectivo corpo (expansão) . 

iv) reaproveitamento de posiçoes de memórias não 

mais necessárias. 

O sistema trabalha sob o comando do programador. ~ 

ele quem determina qual das quatro operações descritas acima 

deve ser feita para conseguir uma versão mais eficiente do pr~ 

grama. A vantagem do processo é que podemos partir de um pro 

grama recursivo claramente formulado, cuja corretude é fácil 

de provar; o sistema se incumbe de aplicar as transformações es 

colhidas, de forma a garantir a equivalência das versões obti

das; procura-se chegar a uma solução final mais eficiente. 

A contribuição dos autores para o nosso assunto, foi 

a elaboração de uma tabela de regras que era utilizada natran~ 

formação (i). Tais regras estão englobadas em várias regras do 

catálogo. Da tabela destacamos duas regras originais. A prime~ 
ra delas, abaixo, tem como antecedente o esquema (2) modifica 
do: introduz-se uma função unária c aplicada ao primeiro argu 

me nt o (x) de a~ Essa alteração, também poderia ter sido intro 

<luzida nas regras de Coopere de Paterson e Hewitt com facili 
dadêi. 
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roc f = (t. x) t.

(19) ]l P(x) then a (c (x) , f (b (x) ) )

else d fi

<$ (u , a (v, w) ) a(a(u,v),w) (20)

:=9ç f - (Ei y) E2

.ÇI x::y,.E2 z;

4:e p (x) then (z ,x) (c (x) ,b (x) )

whlle p(x) do

(z,x) := (a (z,c (x) ) ,b (x) )(2 1)

z : =a (z ,d )

else

Z

end

Observe--se que sÓ se pode provar a consistência da
regra se a função g tiver a propriedade associativa. Tomando-

um xo tal que n é o menor inteiro para o qual p(bn(x.)) é
falso, teremos respectivamente em (19) e (21) os seguintes va
lotes computados:

a(c (xo),a(c (bxo) ,a(c(bn'2xo),a(c(bn'lxo),d)) ) )

e

a(a (
(a (a (c (xo) ,c (bxo) ) ,c(bn'lx )),d)o ' ' '

o que mostra a necessidade da condição (20) . A regra 111.5 ba
sela-se nesta regra de Burstall e Darlington.

A outra regra que ci.Lamas, tem como antecedente o es
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(19) if p (x ) then a (c( x ), f (b( x ))) 

else d fi 

+ (u,a(v, w)) = a(a(u,v) ,w) (20) 

begin !_ l X : =y , !_ 2 Z ; 

if p (x ) then (z,x):= (c( x ),b( x )) 

while p (x ) do 

( 21 ) (z,x) := (a(z,c (x )) ,b(x)) 

z: =a ( z ,d) 

e l se z:=d fi; 

z 

end 

Observe-se que so se pode provar a consistência da 
regra se a f unç ão a tiver a propriedade associativa. Tomando
-se um x tal que n é o menor inteiro para o qual p(bn(x )) é o o 
falso, teremos respectivamente em (19) e (21) os seguintes va 
lores computados: 

n-2 n-1 a(c (x ), a (c(bx ), ... ,a(c(b x ), a(c (b x ),d)) ... )) o o o o 

e 

2 n-1 a (a ( ... (a( a(c (x ), c (bx )),c(b x )), ... ,c(b x )),d) o o o o 

o que mostra a necessidade da condição (20) . A regra III.S ba 
seia-se nesta regra de Burstall e Darlington. 

A outra regra que citamos, tem como antecedente o es 
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quema (12). As conde-ções de aplicabilidade da regra são altameD
te restrita.vas, sendo que elas foram, provavelmente, obtidas a
partir de análises da função de Fi-bonacci.

ll11gg íib-(j:!!.E n) :j:.!!.Ç

if n>1 then fib(n-l)+fi.b(n-2)

e].se ]. fi.

A regra e

::9g f = (.EI x) E2

if p(x) then a(f(b(x)),f(c(x)))
(2 2)

e].se d
á(u,v) = a(v,u)

<' c (u) = b(b(u))
'\~:P(u)A p(b(u))-> p(b(b(u)) )

(2 3 )

(2 3 ' )

(2 3 ")+

p:9ç f - (Ei y) E2

beqin t. x :y, .E2 z]. ::d/ z2
:d;

(2 4) while p(x) do

(x.zl'z2) ::(b(x),a (z2'zl) .zl)

od;

zl

end

Essa não é exatamente a regra apresentada pelos auto
res, uma vez que a pré'condição (23'') foi- acrescentada em /34/
por 1'7õssner e nos parece de fato necessária, jã que. zo é ini
ci.ali-zado com d em (24) . A generalização dessa regra é 111.20.

Posteriormente os autores publicaram outros trabalhos,
/12/ e /13/. onde eles relatam o funci.onamento e algumas aplica
çÕes de um outro sistema bastante diferente do anteri.or. Esse
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-quema (12). As condiç6es de aplicabilidade da regra sao altamen 

te restritivas , sendo que elas foram, provavelmente, obtidas a 

partir de análises da função de Fibonacci: 

(22) 

(24) 

proc fib= (int n) int: 

if n>l then fib(n-l)+fib(n-2) 

else 1 fi 

A regra e: 

proc f = (t x) t : -1 -2 

if p (x ) then a(f(b(x)),f(c(x))) 

else d 

+ / (u,v) = a(v ,u) 

c(u ) = b (b(u)) 

y ~ p(u )A p (b(u)) = > p(b (b(u))) 

proc f = (t y) t : -1 -2 

while p(x) do 

od; 

end 

-

( 2 3 ) 

( 2 3' ) 

( 2 3") 

Essa nao e exatamente a regra apresentada pelos auto 

res, uma vez que a pré-condição (23") foi acrescentada em /34/ 

por Wõssner e nos parece de fato necessária, já que, z
2 

e ini 

cializado com d em (24). A generalização dessa regra é III.20. 

Posteriormente os autores publicaram outros trabalhos, 

/12/ e /13/, onde eles relatam o funcionamento e algumas aplic~ 
-çoes de um outro sistema bastante diferente do anterior. Esse 
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novo sistema operaria não mais com programas, mas com funções
recurso.vas no sentido ]natemáti.co com algumas extensões de nota
ção. As transformações feri-am feitas através de algumas regras
de inferênci.a das qual.s destacamos expansão (cf.1.2.12) e coD:
oração (cf.1.2.13)

Em 1974, aparecem publicados nos anais do Seminários
sobre I'métodos de Programação, realizados em Musique, alguns trg
balhos sobre eliminação cle recursão. Algumas novas contribu=ições
surgem nesses trabalhos. Krõger /19/, por exemplo, i.ntroduzi.u,
sela prova, uma outra regra que envolve procedimento que nao e
do tipo função e que pode ser consi.derada como transformação da
regra de Stronq, cujo par de esquen\as é (15)-(16)

6

roc f = voi.d

(25) :j:l P .ç.!!gB Rl;f;R2 else R3 fi

+

roc f = void

begin

whi.le p do R. gg:;

(2 6 ) R3

dojustasoftçD R,) od

end

Observa-se a introdução do comando dojustasofteD que
tem nessa regra o segui-nte si.gni.ficado: R9 deve ser executado
tantas vezes quantas for executado RI , i.sto é,

)roc f = voi.d

while p do i:-i+l;RI od

odwhile i.>0 do i:=i-l;R
2
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novo si stema operaria não mais com programas , mas com funções 

rec ur s ivas no s e ntido matemático com algumas extensões de nota 

ç~o . As transformaç6e s seriam feitas atrav~s de a l g umas regras 

de in fe rência das quais destacamos expan são (cf .I.2.12) e con 

tração (cf.I.2.13 ) . 

Em 1974, aparec em publicados no s anais do Seminários 

sobre Métodos de Programação , realizados em Munique, alguns tr~ 

balhos sobre e liminação de recursão. Algumas novas contribuições 

s u rgem n esses trabalhos. Krôger /19/, po r exemplo, introduziu , 

sem prova , uma outra regra que envolve procedimento que nao e 

do tipo fu nção e que pode ser considerada como tra nsformação da 

regra de Strong , c uj o par de esquemas ~ (1 5 ) - (16 ) : 

proc f = void: 

( 2 5 ) i f p then R1
; f ; R2 else R 3 fi 

l 
t 

p roc f = void: 

begin 

while p do R1 od; 

dojustasoften R2 od 

end 

Observa-se a introdução do comando dojustasoften q u e 

tem ne ssa re~ra o seguinte s i gn i ficado: R
2 

d e v e ser 

tantas v ezes quantas for executado R1 , i sto é , 

p roc f = void: 

begin int i: =0 ; 

whil e p do i :=i +l ; R1 od; . 

R3; 

while i >0 do i:=i-l;R2 od 

e nd 

executado 

' 
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(Obviamente, i. nao ocorre em RI, RI e RI')

A regra 111.3 é uma generalização dessa regra para o
caso de permi-tira\os parâmetros em f

Wóssner /33/, usando o método da indução recursiva
provou a consistênci.a de uma versão corri-lida e oti.tnizada da re
gra (22)-(24) de Burstall e Darlington. Essa otimização consi.s
te em supra-mir a pré'condição (23) trocando em (24) a abri.bui.
ção z]::a(z2'z].) por zl:'a(zl'z2)

Em 1976, R.S.Bird /6/ faz um estudo do esquema recue
si.vo amai.xo:

OFOC f = (t. x) void
(2 7) *

&Í p(x) t:hen RJ;f(a(x));f(b(x));R2 fi

Bird estava interessado crt\ encontrar um esquema ibera
uivo com pilha efici.ente que fosse equi-valente a esse esquema
Para isto, ele fez uma abordagem diferente na maneira de atacar
a questão, decompondo o problema em dua's partes: supôs que Ro
fosse vazio e depois que RI fosse vazio.

Obteve assim duas regras de eliminação para parti.cula
rizaçÓes do esquema original. Na obtenção da pri-medra regra, cu
jo antecedente se reduzi.u a

(2 8)
roc f (.Ei x) X9jJ

l.E p(x) .E1192 Rl;f(a(x)),f(b(x)) fi

Bird uti.lizou a regra 111.1 para a segunda chamada re
cursa.va e, para tratar a primeira chamada. empregou uma pilha
conto na regra 111.2, resultando regra 111.25. Para obtenção da
segunda. cujo antecedente é

(2 9)
roc f (t. x) void

:l:g p(x) then f(a(x));f(b(x)); R. fi

o ãtitor define uma outra versão do procedimento f, usando
pfõêedimento atlxi.bar g(x) . Esse procedi.lbento é

um

• 
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-(Obviamente, i nao ocorre em R1 , R2 e R3 .). 

A regra III.3 é uma generalização dessa regra para o 

caso de permitirmos parâmetros em f . 

Wõssner /33/, usando o método da indução recursiva 

provou a consistência de uma versão corrigida e otimizada dar~ 

gra (2 2 )-( 24 ) de Burstall e Darlington. Essa otimização consis 

te em suprimir a pré-condição (23 ) trocando em (24) a atribui 

ção z 1 :=a(z
2

,z
1

) por z 1 :=a(z1 ,z
2

) . 

Em 1976, R.S.Bird /6/ faz um estudo do esquema recur 

sivo abaixo: 

(27) 

if p(x) then R
1
;f (a (x));f(b (x)) ;R

2 
fi 

Bird estava interessado em encontrar um esquema iter~ 

tivo com p ilha eficiente que fosse equivalente a esse esquema. 

Para isto, ele fez uma abordagem diferente na maneira de atacar 

a questão , decompondo o problema em duas partes: supôs que R
2 

fosse vazio e depois que R1 fosse vazio. 

Obte ve assim duas regras de eliminação para particul~ 

rizações do esquema original . Na obtenção da primeira regra, cu 

jo antecedente se reduziu a: 

(28) 

if p (x) then R1 ;f(a (x)),f(b (x)) fi 

Bird utilizou a regra III.l para a segunda chamada r~ 

cursiva e, para tratar a primeira chamada, empregou uma pilha 

como na regra III .2, resultando regra III.25 . Para obtenção da 

segunda, cujo antecedente e: 

(29) 

if p(x) then f(a(x) ); f(b (x) ); R
2 

fi 

o atitor define uma outra versao do procedimento f, usando um 

pibfedim~nto auxiliar g(x). Esse procedimento é: 
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(E:i x) !9j:g

beqin

stock s;

x') void

(3 0) +.{ p(x) .E!!Sn: push(s,x);g(b(x));g(a(x)) fi;

s:anil;

g (x) ;

while -l empty(s) gg pop(s,x);R2 od

end

Usando o método da i.ndução recursiva de 14orris, Bird
provou que os procedimentos f e f' são equivalentes. Então, foi
aplicada a regra anterior ao procedimento g, obtendo-se um es
quema i.teratlvo com pi-lha. O esquema final obtido é o consequeB
te da regra 111.26

Fi.nalmente. para obter o esquema mais geral equivalen
te a (27) , Bi.rd procede de uma maneira semelhante ao Último ca
se. Este esquema é o 1.[1.24, e sua prova e dedução são apreseB
Lados no Item IV.4.

Urn grupo que executou um trabalho com objetivos serre
Ihantes ao de Burstall e Darlington foi o grupo da Uni.versidade
Técnica de Mini.que, ].iderados por F.L.Bauer /2/. Eles desenvol-
veram um sistema denominado CIP ( "gomputer-aided . :intzlit=ion-guided,
Elrogrammi.nq'') /4/, que supervi.siona o processo de desenvolvimen
to de um programa. A linguagem empregada pelo si.stema é de aplj:
cação bastante ampla envolvendo desde formulações matemáticas
com conjuntos e premi-cados com quantia.dadores até comandos ori
en.Lados para a maquina. Essa li.nguagem esta descrita em /3/.E)ds
te no sisteiüã uma tabela das mai.s vara.idas transformações que
iHêluem regras de elinii.nação. O programador pode consultar essa
tãbéla e ordenar áo sistema que aplique uma determi.nada transe)r
mação a uma versão do programa que esta sendo desenvolvido. o
gi:Rten\d nãó >bssili ilha estratégia de apli.cação de transformaç(»s.
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begin 

stack s; 

(30) if p (x ) then push (s,x ); g (b (x )) ;g(a(x)) fi; 

g ( x ) ; 

while 7 empty(s ) do pop(s,x) ;R2 od 

end 

Usando o método da indução recursiva de Morris, Bird 
provou que os procedimentos f e f' são equivalentes. Então, foi 
aplicada a regra anterior ao procedimento g, obtendo-se um es 
quema ite rativo com pilha. O esquema final obtido é o conseque~ 
te da regra III.26. 

Finalmente, para obter o esquema mais geral equivale~ 
te a (27), Bird procede de uma maneira semelhante ao Último ca 
so. Este esquema e o III.24, e sua prova e dedução são aprese~ 
tados no ítem IV.4. 

Um grupo que executou um trabalho com objetivos seme 
lh antes ao de Burstall e Darlington foi o grupo da Univers idade 
Técnica de Munique, liderados por F.L.Bauer /2/. Eles desenvol
veram um sistema denominado CIP ( "~omputer-aided , ~tuition-glrided, 
.erogrammin g ") /4/, q ue supervisiona o processo de desenvolvimen 
to de um programa. A linguagem empregada pelo sistema é de apll 
cação bastante ampla envolvendo desde formulações matemáticas 
com conjuntos e predicados com quantificadores até comandos ori 
en.tados para a máquina. Essa linguagem está descrita em /3/.~ 
te no sistemà uma tabela das mais variadas transformações q u e 
±H~ luem regras de eli~inação. O programador pode consultar essa 
t~belà e ordenar àó sistema que aplique uma determinada transfor 
ma~~o a uma versao do programa que está sendo desenvolvido. O 
s U~ terná nao possui i.lína estratégia de aplicação de transformações. 
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Ele, si.mplesmente, através de ordem do programador, se encarne
ga de fazer todas as operações puramente mecânicas, como no cg
se do sistema inicial. de Burstall e Darlington. Uma outra fun
ção do sistema é a documentação de todas as versões do programa
Dessa forma, é possível voltar a uma das versões anteriores qual
do a estratégia estabelecida pelo programador levou a uma ver
são não desejada.

Blue.tos trabalhos desse grupo foram publicados rns anos
recentes. Alguns tratam da síntese de programa recurso-vos atra
vés de CIP. como por exemplo /7/, /16/, /27/. Outros, que des
crevemos abaixo, apresentam regras apli-cãvei-s a esquemas recua
uivos ntuito mai.s elaborados dos que vinham sendo estudados até
aqui

Em 1976, H.Partsch e P.Pepper escreveram um artigo ,
/26/ com o propósito de apresentar regras de elimi.nação que foE
sem aplicáveis a procedimentos do tipo:

)roc hanoi. (i.nt i, char ta,tb.tc) void

if i>0 then hanoi(i-l,ta.tc,tb);

(3 1) ,rint(("mova disay',i.''de'',ta, ''para'' ,tb)) ;

hanoi (i.-l,tc,tb,ta) fi.

Esse procedimento soluci.ona o conhecido problema da
Torre de }Íanoi que é assim enunci.ado: existem três torres: ta,
t:b e tc, na ci.dade de Hanoi. Na torre ta estão empilhados n dis
cos de tamanhos diferentes em ordem decrescente de tamanho, i.s
to é, o mai.or esta mais embaixo. O objeti.vo do problema é mudar
os discos da torre tLa para a torre t:b, usando, se necessário, a
torre tc como auxiliar, obedecendo as seguintes regras: i) so-
mente um disco pode ser movido de cada vez; i-i) um di.sco só pg
de ser colocado no chão ou sobre um outro disco maior que ele

Inicialmente. Pcartsch e Pepper analisaram o seguinte
esqtlema recurso-vo, que é uma generalização de (31)

roc f = (int x)
(3 2)

if x>0 iE!!S= f(x-l) ;R.;f(x-l) fj.
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Ele, simplesmente, através de ordem do programador , se encarre 

ga de fazer todas as operações puramente mecânicas, como no ca 

so do s istema inicial de Burstall e Darlington. Uma outra fun 

ção do sistema é a documentação de todas as versões do programa 

Dessa fo rma, é possíve l voltar a uma das versões anteriores~ 

do a estratégia estabelecida pelo programador levou a uma ver 

são não desejada. 

Mui tos trabalhos desse grupo foram publicados ms anos 

recentes. Alguns tratam da síntese de programa recursivos atra 

vês de CIP, como por exemplo /7/, /16/, /27/. Outros, que des 

crevemos abaixo, apresentam regras aplicáveis a esquemas recur 

sivos muito mais elaborados dos que vinham sendo estudados até 

aqui. 

Em 1976, H.Partsch e P.Pepper escreveram um artigo 

/26/ com o propósito de apresentar regras de eliminação que fos 

sem aplicáveis a procedimentos do tipo: 

p roc hanoi = (int i, char ta,tb,tc ) void: 

if i>0 then hanoi (i -1,ta,tc,tb) ; 

(31 ) print ( ( "mova disro ", i , "de ", ta, "para", tb)); 

hanoi (i-1,tc,tb,ta ) fi 

Esse procedimento soluciona o conhecido problema da 

Torre de Hanoi que é assim enunciado: existem três torr es: ta, 

tb e te, na cidade de Hanoi. Na torre ta estão empilhados n dis 

cos de tamanhos diferentes em ordem decrescente de tamanho , is 

to é, o maior está mais embaixo. O objetivo do problema é mudar 

os discos da torre ta para a torre tb, usando, se necessário, a 

torre te como auxiliar, obedecendo as seguintes regras: i) so

mente um disco pode ser movido de cada vez; ii) um disco só PS2_ 

de ser colocado no chão ou sobre um outro disco maior que ele. 

Inicialmente, Parts ch e Pepper analisaram o seguinte 

esquema recursivo, que e uma generalização de (31): 

proc f = (int x): 
(32) 

if x>0 then f (x-1 ) ;R
1
;f(x- l) fi 
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Eles afirmam e provam que o número de vezes que RI é
executado é 2''-1 na chama(ila f(n) . Além di.sso eles conseguem es
tabelecer e provar a relação que exi-ste entre a ordem i da exe
cuçao de RI e o valor corrente que x deve assumir. Com i.sto
eles obtém a pri.mei.ra regra do arte.qo que é a regra 111.27

A partir daÍ eles generali.zam a regra obtida e chegam
fi.nalmente a um caso bem geral que esta transcrito na regra lll.
28. No capítulo IV, apresentamos uma prova dessa regra. que ge
nerali.za a prova de Partsch e Pepper para a regra 111.27

Aplicando tai.s regras ao procedimento (31) e fazendo
uma séri.e de pequenas transformações no procedi.mento iterativo
obtido, os autores, chegam à eficiente solução enunciada abaixo

:EQÇ hanoi=(int n,char tl,t2,t3)void

beqin cear ta ;tl,tb:=t2.tc:=t3,int c;

i.f odd n then (tb.tc) (tc,tb) fj. ;

for c to 2 }n-l

g9 ;illç l- ,p;

(4 1) (i,P) := (1,c) ;

while p !ngq 2=0 do (i ,P) (i+l,p+2) od;

i.f odd(i-l) then !Ej:!!E ( ("move disco'' ,i., "de '', tc ,''pra",ta»

esse !Ei!!iE ( C'irKwe disco'' ,i, ''de '', ta, ''pua'',t:c»

(ta,tb,tc) (tb,tc,ta) od;

:i::E 9qa n then (ta , tc) (tc,ta)

end

No Último atem do artigo Partsch e Pepper ainda apõe
sentam outras generali.zaçÕes de (32) . A. que achamos mai.s intens
cante é a regra 111.29
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~ Eles afirmam e provam que o numero de vezes q ue R
1 e 

executado e 2n-l na chamada f (n) . Além disso eles conseguem es 
tabelecer e provar a re l ação q u e existe entre a ordem ida exe 

cução de R
1 e o valor corrente que x deve assumir. Com isto 

eles obtêm a primeira regra do artigo q u e é a regra III.27. 

A partir dai eles generalizam a regra obtida e chegam 

finalmente a um caso bem geral que está transcrito na regra III. 

28. No capítulo IV, apresentamos uma prova dessa regra, que g~ 
neraliza a prova de Partsch e Pepper para a regra III.27. 

Aplicando tais regras ao procedimento (31) e fazendo 
uma série de pequenas transformações no procedimento iterativo 
obtido, os au tores, chegam à eficiente solução enunciada abaixo 

proc hanoi=(int n,char tl,t2,t3 ) void: 

begin char ta:=tl ,tb: =t2 ,tc: =t3 ,int c; 

if odd n then (tb, te ) :=(tc,tb) fi; 

for c to 2 t n-l 

do int i,p; 

( 41 ) (i,p) := (1,c) ; 

while p mod 2=0 do (i, p ) := (i+l,p+2) od; 

if odd (i -1 ) then print (("move disco",i,"de",tc,''para",ta)) 

els e print ( C'move disco" ,i, "de", ta, "para ",tc)) 

(ta , tb,tc ) :=(tb,tc,ta ) od; 

if odd n t hen (ta,tc) :=(tc,ta) fi 

end 

No Último Item do ar tigo Partsch e Pepper ainda apr~ 
sentam outras generalizações de (32). A que achamos mais interes 
sante é a regra III.29. 
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Outro artigo é o /5/ de Bauer, Partsch, Pepper e Wõsg.
ner, que retomam varias regras surgidas em outros trabalhos ,
transformando os esquemas originais em procedimentos que perna.
tem efei.tos colaterais, operando sobre vara.ávei.s locais e glg
bai.s. Unia única regra nova foi, lã introduzida, di-zendo respe3.
to, mais uma vez, a uma variação do esquema (2) que é a que eD
preparemos nas regras do capítulo 111. 0 consequente dessa rg
gra, dessa vez, uti.liza-se de uma pilha para armazenar o valor
do parâmetro x. A regra. da maneira como aparece nesse trabalho,
n a 1 1 1 q

F{.Broy em /8/, apresentou um trabalho muito intereâ
sente que consiste da síntese de um programa que computa a fu3
ção de Ackermann cuja defina.ção recursiva é dada a seguir. O
progran\a iterativo com pilha obtido Õ muito mais eficiente do
que outros que apareceram anteriormente na literatura como e o
caso do apresentado por Rice en\ /29/

)roc Acker=(i.nt m,n) i.nt

if m=0 then n+l

(4 2) else i.f n=0 then Acker (m-l , l)

else Acker(m-],Acker(m,n-]))

Para remover as duas primei.ras recursoes do esquema
foi usada a regra ]]].]., vi.sto que tais chamadas são iterativos.

Depois disso feito, restou uma única chamada recurso
va li.near. Para eliini.nã-la, Broa utilizou uma pi.Iha, enunci.an--
clo um princípio que nos inspirou na elaboração da regra 111.2

Em 1977. R.SteinbrUggen, /31/, desenvol-veu e provou
uma regra aplicável sob certas conde-çÕes a unia forma modifica--
da do esquema (12)

:19g f ; (.Ei x) .g2

(43) :iÉ p(x) .çi!!çn a(e(x),[f(b(x)),f(c(x))])

else d(x) fi
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Outro artigo é o /5/ d e Bauer, Partsch, Pepper e Wõs~ 

ner, q ue retomam várias regras surgidas em outros trabalhos 

tra nsformando os esquemas originais em procedimentos que perm1:_ 

tem efeitos cola t erais , operando sobre variáveis locais e gl~ 

bais. Uma Ünica regra nova foi, 1~ introduzida, dizendo respei 

to, ma is uma vez, a uma variação do esquema (2 ) que e a que em 

pregaremos nas regras do capítulo III. O consequente dessa re 

gra , dessa vez, utili za-se de uma pilha para armazenar o valor 

do par~metro x. A regra, da maneira como aparece ne sse trabalh~ 

e a III.9. 

M.Broy em /8/, apresentou um traba lho muito interes 

sante q ue consiste da síntese de um programa q ue computa a fun 

ção de Ackermann cuja definição recursiva é dada a seguir. O 

programa iterativo com pi lha obtido é muito mais eficiente do 

que outros q ue apareceram anteriormente na literatura como e o 

caso do apresentado por Rice e m / 2 9/. 

proc Acker= (in t m,n) int: 

i f m=0 then n+ l 

( 4 2 ) else if n=0 then Acker (rn- 1,1) 

else Acker (rn- 1, Acker(m,n-]) fi 

Para remover as duas primeiras recursões do esquema 

foi us ada a r egra III.l, visto que tais chamadas são iterativas. 

Depois disso feito, restou uma Ünica chamada recurs1:_ 

va linear. Para e liminá-la , Broy utilizou urna pilha, enuncian

do um princí pio que nos inspirou na e l a boração da regra III.2. 

Em 1977, R.Ste inbr Uggen, /31/, desenvolveu e provou 

uma regra ap licá vel sob certas condições a uma forma modifica 

da do esq uema (1 2 ) 

proc f = (t x ) t : 
-1 -2 

(4 3 ) if p (x ) then a (e (x), [f (b (x )),f(c( x ))]) 

else d (x ) fi 
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onde [, ] denota um par de valores. É o úni.co esquema que conhe
cerros contendo uma constante de função binária em que cada argu
mento e um par. Note-se que nos esquemas vistos anteriormenteos
tipos dos parâmetros e resultados podem ser considerados como
compostos mas esse fato não leva à forma de (43). Isto permi.tiu
ao autor apresentar uma regra de transformação que não elimina
a recursao mas cujo consequente sÓ possui uma chamada recurso.va,
isto é, sua recursividade é li.near. Essa transformação visou os
esquemas que satisfazem as pré'conde.ções :

P (x) A-lp (b (x) )-> f (c (x) ) dl (b(x))

p(x) Ap(b(x)F:>f(c(x)):al(el(b(x) ) ,[f(b(b(x))) ,f(c(b(x)))] )

Steinbr(lggen pode então apli.car a regra 111.5 assumin
do a associatividade da constante de função a. Isto levou a uma
regra que simp]ifi.canos resu],tardo em 111.21. Esta regra é mai.s
abrangente do que a de Bursta].]. e Darei.ngton-Wõssner que trata
va desse tipo de recursão, vista em (22)-(24). Ela aplica-se a
problemas como o seguinte exemp]o /31/ que ca]cu].a (=)

roc comb = (int n,r) int

( 4 4 ) ;}.! n>r Bng: r>0 IÇbQn comb(n-l,r)+comb(n-l,r-l)

e].se l fi

Como método de prova esse trabalho utiliza além das
técni.cas de Bursta]] e Dar].ington /lO/, a técnica de definir as
serçoes que ele prova serem i.nvariantes com as chamadas e que
sao baseadas no método de Floyd/15/ usadas na prova de progra
mas

Finalmente. citamos quatro trabalhos que nos parecem
relevantes para nosso assunto. Todos eles foram publicados em
1978

O primeiro deles é um trabalho de Z.Manna e R.Waldi.n-
ger /22/ que tem por fi-nulidade estudar o uso do método da as-
serção intermitente na prova da corretude total de programas.Es
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onde [ , ] denota um par d e valores. ~ o Único esquema que conh~ 
cemos contendo uma constante de função binária em que cada argu 
menta é um par. Note-se que nos esquemas vistos a n teriormen~ o s 
tipos dos parâmetros e resultados podem ser considerados como 
compostos mas esse fato não leva à forma de (43 ) . Isto permiti u 
ao a utor apresentar uma regra de transformação que não elimina 
a recursão mas cujo consequente só poss u i urna chamada recursi va , 
isto é, sua recursividade é linear. Essa transformação visou os 
esquemas que satisfazem as pré-condiç6es: 

p ( x ) /\ 7 p ( b ( x) ) = > f ( c ( x ) ) = d 
1 

( b ( x ) ) 

p ( x ) /\ p ( b ( x ) )"'"> f ( c ( x ) ) =a l ( e l ( b ( x ) ) , [ f ( b ( b ( x ) ) ) , f ( c ( b ( x ) ) ) ] ) 

SteinbrUgge n pode então aplicar a regra III.5 assumi n 
do a associatividade da constante de função a. Isto levou a uma 
regra que simplificamos resultando em III.21. Esta regra é mais 
abrangente do que a d e Burstal l e Darlington-Wõssner q u e trata 
va desse tipo d e recursão, vista em (22 ) - (24 ) . Ela aplica-se a 
problemas como o seguinte exemplo / 31/ q u e calcula (n ) . r 

p roc comb = (int n,r ) int: 

( 44 ) if n>r and r>O then comb (n-l , r ) +comb (n-l , r-1 ) 

else l fi 

Como método de prova esse trabalho u t iliza além das 
técnicas de Burstall e Darlington / 1 0/ , a técnica de def i nir as 
serç6es q u e e l e prova serem i n varian tes com as chamadas e q ue 
são baseadas no método de Floyd/15/ usadas na prova de progr~ 
mas. 

Finalmente, citamos quatro trabalhos que nos parecem 
relevantes para nosso assunto. Todos eles foram pub l icados em 
1978. 

O primeiro deles é um trabalho de Z . Manna e R.Waldin
ger /22/ que tem por f ina lidade estudar o uso do método da as
serção inte rmitente na prova da corretude total de programas.E~ 
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te método foi. i.ntroduzi.do por Burstall em 1974 /9/. Para fazer
mos uso desse método devemos inserir condições em forma de co
dentários em a]guns pontos do programa de ta]. forma que em al
grama vez que o controle passar por um dos referi.dos pontos as
condições a eles associ.idas serão verdadeiras. Isto é, o coD.
trote poderá passar muitas vezes pelo ponto sem que as conde
ções especificadas sejam satisfeitas. Se colocarmos um destes
comentários, ou asserção intermitente. no fi.m executãvel do
programa descrevendo as especificações de saída, estaremos prg
vendo simultaneamente que o programa termina e produz a saída
desejada

A contribuição importante de Blanna para o nosso tema
especÍfi.co é empregar essa técni.ca para provar a consistência
da regra 111.22. No capítulo IV, faremos uso desse método para
provar as regras 111.4 e 111.9

Outro trabalho referente ao assunto é o de M.A. Aus
landes e H.R. Strong /l/ que apresentam de uma maneira infor
mIaI uma técni.ca geral para se eliminar a recursão de um procg
alimento. A técnica é exemplificada por uma aplicação a um prg
grama que li.sta todos os ciclos primos de um grato dirigi.do.

Essa técni.ca consiste, basicamente dos seguintes pag.

j. )

i j.)

remover a recursão de predicados e transformar os comam

dos do ti.po . . .do R Qd que ti.verem em R uma chamada recue
diva em comandos do tipo L::!=f.. .then R; gg t:o L fi

cri.ar pi-J-has e empi]har todos os va]ores de vara.ãveis ]-o
cais e parâmetros e uma inda.cação do ponto de retorno an
tes de cada chamada e desempi.Ihã-los depois da chamada.Eg.
se passo deve ser detalhadamente estudado (podendo ser
eventualntente eliminado, como no caso de recursão iterati
va) para que sÕ sejam ompi.]-hadas as i.nformaçoes que nao
puderem ser obti.das de outra maneira como por exemplo uma
variável cujo valor pode ser deduzi.do de outra

transformar os parâmetros e variáveis local.s ao proceda
n\eito em vara.ãvei.s g].obai.s tendo cui.dado em re-denominar
os identificadores. Converter as declarações de procedi

j. j. j. )
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te método foi introduzido por Burstall em 1974 /9/. Para faze~ 

mos uso desse método devemos inserir condições em forma de co 

mentários em alguns pontos do programa de tal forma que em al 

guma vez que o controle passar por um dos referidos pontos as 

condições a eles associadas serão verdadeiras. Isto e, o con 

trole poderá passar muitas vezes pelo ponto sem que as condi 

ções especificadas sejam satisfeitas. Se colocarmos um destes 

comentários, ou asserção intermitente, no fim executável do 

programa descrevendo as especificações de salda, estaremos pr~ 

vando simultaneamente que o programa ·termina e produz a saída 

desejada. 

A contribuição importante de Manna para o nosso tema 

específico é empregar essa técnica para provar a consistência 

da regra III.22. No capitulo IV, faremos uso desse método para 

provar as regras III.4 e III.9. 

Outro trabalho referente ao ass unto é o de M.A. Aus

lander e H.R. Strong /1/ que apresentam de uma maneira infor

mal uma técnica geral para se eliminar a recursão de um proc~ 

dimento. A técnica é exemplificada por uma aplicação a um prQ 

grama que lista todos os ciclos primos de um grafo dirigido. 

Essa técnica consiste , basicamente dos seguintes pa~ 

sos: 

i) remover a recursão de predicados e transformar os coman 

dos do tipo ... do R od q ue tiverem em Ruma chamada recur 

siva em comandos do tipo L:if ... then R; -9:Q to L fi. 

ii) criar pilhas e empi lhar todos os valores de variáveis lo 

cais e parâmetros e uma indicação do ponto de retorno an 

tes de cada chamada e desempilhá-los depois da chamada.E~ 

se passo deve ser detalhadamente estudado (podendo ser 

eventualmente eliminado, como no caso de recursão iterati 

va ) para que só sejam empilhadas as informações que -nao 

puderem ser obtidas de outra maneira como por exemplo uma 

variável cujo valor pode ser deduzido de outra. 

iii) transformar os parâmetros e variáveis locais ao procedi 

mento em variáveis globais tendo cuidado em re-denominar 

os identificadores . Converter as declarações de procedl 
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bentos em rõtu].os, converter cada chamada de procedimento
enl gg .Eg, converter cada retorno em gg .Eg fazendo uma con
sulca ã indicação de retorno da pilha

Para exemplificar a técnica de Auslander e Strong,fa
remos uma aplicação da mesma ao programa abaixo, que i.mprlme
as 10 privei.ras linhas do tri.ângulo de Pascal com auxÍli.o do
procedimento (44) que calcula (=)

comb(i.nt n,r)real
n>r g:nd r>0 then comb(n-l,r)+comb(n-l,r-l)

else l fi
for i from 0 to lO
do newline;

Ég: j .11Xpn 0 .Eg l gg nrint(comb(i,lj))od od
end

Obtendo,

bebi.n
for
do

int n,r,k,leal y,z,cb,stack s:anil,t:anil;
i from 0 to lO
newline:
fQr j from 0 to i.
do COMB: if n>r and r>0

IÇ1199. push (t, 1) ; n : =n-l ;

g9 .E9 COi'íB;
LI :push (s ,y) ; push (t , 2 ) ;

(n, r) : = (n-l , r--l) ;

g9 .E9 COMB;
L2:cb:=y+z

e].se cb:=1;
j:e -a empty (t)

then pop(t,k);
if k=1 IE!!ÊD(n,y) :=(n+l,cb) ;gg .Êg LI

e].se (n,r,z):=(n+l,r+l,cb)
poP (S,y) ;99 .Ç9 L2 .€1i;

f

print(cb) od od
end

A segui.r ci.temos o trabalho de H.Wõssner /34/, que é
a pri.meiga i-ncursão didãti.ca no nosso tema
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mentas em r6tulos, converter cada chamada de procedimento 
em !:E2_ to, converter cada retorno em !:E2_ to fazendo uma con 
sulta à indicação de retorno da pilha. 

Para exempli ficar a técnica de Auslander e Strong,f~ 
remos uma aplicação da mesma ao programa abaixo, que imprime 
as 10 primeiras linhas do triângulo de Pascal com auxílio do 

n procedimento ( 44 ) que calcula (r ): 

begin 

proc comb (int n,r ) real: 

i f n >r and r>0 then comb (n-l,r ) +comb (n- l , r-1) 

else 1 fi; 

for i from o to 10 

do newline; 

for j from o to 1 do print (comb (i , j )) od od 
end 

Obtendo, 

begin int n,r,k,real y,z,cb,stack s:=nil,t:=nil; 
for i from O to 10 

end 

do newline; 

for j from O to i 

do COME : if n >r and r>0 

then push(t,l ) ;n:=n-1; 

92_ to COME ; 

Ll:push (s,y) ;push(t,2 ) ; 

(n,r ) := (n-l,r-1 ) ; 

!:E2_ to COMB; 

L2:cb:=y+z 

else cb:=l; 

if 7empty (t) 

then pop (t,k ) ; 

if k=l then(n , y) := (n+l,cb ) ;~ to Ll 

else (n , r,z ) := (n+l , r+l,cb ) ; 

pop (s,y);~ to L2 fi; 
print(cb ) od od 

A seguir citamos o trabalho de H.Wõssner / 34/, que e 
a primeira incursão didática no nosso tema. 
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Achan\os que as contribuições mais importantes que apg
tecem no atei.go referem-se ao estudo de un\ caso especial de re
cursão encaixada, à técnica de e
à técni.ca de desembaraçamento de contEol.e. Sobre recursao eg.
caixada. ÇVóssner estudou o esquema abaixo

roc f = (t. x) t.

(4 5) if p (x) tbçn f (f (b (x) ) )

e].se c(x)

Ele apresentou, inicialmente, uma regra geral que nao
impõe pre'condições aos operadores b e c. Essa regra funciona(nn
o auxÍ].io de um contador que opera da seguinte manei-ra: todavez
que ocorre o "retorno" de uma chamada, isto é, que p(x) é falso
para o valor corrente de x decrementa-se de l o contador; caso
contrário atua].i.za-se o valor de x e i.ncrementa--se l ao conta(t)n
O procedimento termina quando o contador atinge 0. Essa regra
ã a 111.14

Posteriormente. W6ssner deduziu duas outras regras ,
nas quais hã como pré'condição a comutatividade de b e c, isto
é, c(b(u)) = b(c(u)). A primeira delas apli-ca-se no caso em que
não hã chamada recursiva depor.s de que se tenha atingi.do a pal
te else pelo menos uma vez, i.sto é, supondo que n é tal que

P (bn xo) A Vi [0Si<nAap (bl xo) ]

então f(x.) ; cn+l bn x.. Isto é o mesmo que dizer que (45) é
equi.va]ente ao esquema recursivo ].ideal' (]-5) (cf.1.3.5) onde as
funções d e a são substi.traídas por c. A regra é a 111.15.

A segunda delas, regra 111.16, sõ se aplica aos procg
alimentos que têm a propriedade p(x)->p(c(b(x))),além, é cl-aro ,
da pré-condição da comutatividade de c e b. Wóssner esboçou taU
bém a prova dessas regras, empregando o método da indução recue
si.va de FlcCarthy

A técni.ca de tabulação de valores correntes sÓ se ap!}
ca ãs funções recursivas para os quais existe uma ordem total
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Achamos que as contribuições mais importantes que ap~ 

recem no artigo referem-se ao estudo de um caso especial de re 

cursão encaixada, à técnica de tabulação de valores correntes e 

à técnica de desembaraçamento de controle. Sobre recursão en 

caixada, Wôssner estudou o esquema abaixo: 

( 4 5) if p(x) then f(f(b(x ))) 

else c(x) fi 

Ele apresentou, inicialmente, uma regra geral que nao 

impõe pré-condições aos operadores b e c. Essa regra funcionaa:rn 

o auxílio de um contador que opera da seguinte maneira: toda vez 

que ocorre o "retorno" de uma chamada, isto e, que p (x) e falso 

para o valor corrente de x decrementa-se de lo contador; caso 

contrário atualiza-se o valor de x e incrementa-se 1 ao contad:JL 

O procedimento termina quando o contador atinge O. Essa regra 
-e a III.14 . 

Posteriormente, WOssner deduziu duas outras regras 

nas quais há como pré-condição a comutatividade de b e c, isto 

é , c (b(u)) = b(c (u)) . A primeira delas aplica-se no caso em que 

não há chamada recursiva depois de que se tenha atingido a PªE 
te e lse pelo menos uma vez, isto é, supondo que n é tal que 

p ( b n x ) J\ \li [O.::. i < n /\ 7P ( b i x ) J 
o o 

então f(x) = cn+l bn x. Isto e o mesmo que dizer que (45) 
o o 

.. 
e 

equivalente ao esquema recursivo linear ( 15) (cf.I.3.5 ) onde as 

funções d e a são substitu ídas por c. A regra é a III.15. 

A segunda delas, regra III.16, só se aplica aos proc~ 

dirnentos que têm a propriedade p(x) =>p (c(b (x ))) ,além, é claro , 

da pré-condição da comutatividade de c e b. Wõssner esboçou tam 

bém a prova dessas regras, empregando o método da indução recur 

siva de McCarthy. 

A técnica de tabulação de valores correntes so se a~ 

ca às funções recursivas para os quais existe uma ordem total 



35

: sobre o ti.po do parâmetro tl tal que na computação de f(x.)tg
das as chamadas recurslvas que ocorrem usam somente valores de
argumentos que precedem x. segundo :. Precisamos também conhe-
cer para que valores do argumento a função f termina. Dessa ma
nei.ra podemos tabu].ar sucesso.vamente todos os valores assumi.das
por f. a começar dos valores para os quais f terei.na, até atin
gir o valor f(x.) . No corpo da função f devemos substitui-r as
eventuais chamadas recursivas f(b(x)) por uma consulta ã tape
[a na posição onde se encontra ta]. va]or. Na verdade, uma vara
ante simplifi.cada dessa técnica foi. i.ntroduzi.da por H.G.Rico em
1965 /29/, quando este cautor apresentou um programa esquemáti-
co em FORTRAN ]V que ca].cu].ava funçoes recursivas f para as
quais cada chamada sÓ dependia do valor da chamada anterior

A técnica do desembaraçamento de contro].e tem por
objetivo rearranjar o procedimento recursivo de ta]. forma que
o menor número possível de parâmetros e variável.s locais prec.L
sem ser empilhados e ainda que se tente evitar o empilhamento de
uma i.ndi.cação do endereço de retorno. Para se conseguir isso ,
as chamadas recursivas devem ser isoladas com o auxílio da de
claração de variáveis local.s, construindo-se uma sequência de
atei.bulções de cada valor intermediário calculado para aquelas
vara.aveis. Di.z-se que um parâmetro ou variável local esta de
senlbaraçado se o seu valor não é usado antes e depois de uma
chamada recursiva. Os valores das variáveis e parâmetros derem
baraçados não prece-sam ser empa.]hados. Por exemp].o o esquema de
procedi.mento abaixo que é equi.valente a (45) tem as variáveis
locais e o parâmetro desembaraçados.

1=9s f - (Ei y) EI

bSSX= tl x:-y. zl'z2;
i.f p(x) then x :=b(x);

zl ::f (x) ;

z2 ::f (zl) ;

z2
else c(x)

end
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~ sobre o tipo do parâmetro S_ tal que na computação de f (x
0
)t~ 

das as chamadas recursivas que ocorrem usam somente valores de 
argumentos que precedem x

0 
segundo~- Precisamos também conhe

cer para que valores do argumento a função f termina. Dessa ma 
neira podemos tabular sucessivamente todos os valores assumidcs 
por f, a começar dos valores para os quais f termina, até atin 
giro valor f (x). No corpo da função f devemos substituir as o 
eventuais chamadas recursivas f (b( x) ) por uma consulta à tabe 
la na posição onde se encontra tal valor. Na verdade, urna vari 
ante simplificada dessa técnica foi introduzida por H. G. Rice em 
1965 /29/, quando este autor apresentou um programa esquemáti
co em FORTRAN IV que calculava funções recursivas f para as 
quais cada chamada só dependia do valor da chamada anterior. 

A técnica do desembaraçamento de controle tem por 
ob jetivo rearranjar o p r ocedimento recursivo de tal forma que 
o menor número possível de parâmetros e variáveis locais preci 
sem ser empilhados e ainda que se tente evitar o empilhamentDde 
uma indicação do endereço de retorno. Para se conseguir isso, 
as chamadas recursivas devem ser isolada s com o auxilio da de 
claração de variáveis locais, construindo-se uma sequência de 
atribuições de cada valor intermediário calculado para aquelas 
variáveis. Diz-se que um parâmetro ou variável local está de 
sembaraçado se o seu valo r n~o é usado antes e depois de uma 
chamada recursiva. Os valores das variáveis e parâmetros desem 
baraçados não precisam ser empilhados. Por exemplo o esquema de 
procedimento abaixo que é equivalente a ( 45 ) tem as variáveis 
locais e o parâmetro desembaraçados. 

i f p (x ) t hen x : =b(x ); 

z 1 :=f(x); 

z 2 :=f(z 1 ); 

z2 

else c (x ) fi 

end 
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Finalmente, citamos o trabalho de G.Huet e B.Lang/17/r
cujo resultado princi-pal é descrever e provar um algorítmo de
reconheci.mento de qual regra pode ser aplicada numa dada função
recursiva. Como ilustração, no apêndi-ce do artigo são incluídos
6 regras de eliminação. Duas dessas regras são ori.finais: lll.lO
e lll.ll
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Finalmente, citamos o trabalho de G.Huet e B.Lang/17~ 

cujo resultado principal~ descrever e provar um algoritmo de 

reconhecimento de qual regra pode ser aplicada numa dada função 

recursiva. Como ilustração, no apêndice do artigo são incluidos 

6 regras de eliminação. Duas dessas regras são originais: III.10 

e III.11. 
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CAPITULO lll

CÀTÁLOGQ DE REGRAS DE ELIMINAÇÃO

As regras de eli.mínação de recursão (cf. 1.2.8) que se
seguem podem ser agrupadas em quatro blocos de acordo com a
classe-fi.cação das chan\idas recursivas defina.das em 1.3 a saber

a) recursão i.terativa, regra l
b) recursão li.near, regras 2 a 13
c) recursão encaixada, regras 14 a 19

d) recursão em cascata, regras 20 a 29

Ao pé de cada regra haverá, quando for o caso,referêB
ci.as a ocorrênci.as de versões da regra na bib.Li.agrária.Todos os
meta--sÍmboJ-os de identi-flcadores de vara.ãvei.s local.s e parâmÊ
tios declarados nos consequentes das regras e que nao ocorrem
no antecedente devem ser interpretados (cf. 1.2.4) de maneira
que nao ocorram nas sequências de comandos R interpretadas.
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CAPITULO III 

CATÂLOGO DE REGRAS DE ELIMINAÇÃO 

As reg+as de eliminação de recursão (cf. I.2.8 ) que se 

seguem podem ser agrupadas em quatro blocos de acordo com a 

classificação das chamadas recursivas definidas em I.3 a saber: 

a ) recursao iterativa, regra 1 

b) - linear, 2 13 recursao regras a 

c) - encaixada, 14 19 recursao regras a 

d ) - cascata, 20 29 recursao em regras a 

Ao pé de cada regra haverá, quando for o caso,referê~ 

cias a ocorrências de versões da regra na bibliografia.Todos os 

meta-símbolos de identificadores de variáveis locais e param~ 
-tros declarados nos consequentes das regras e que nao ocorrem 

no antecedente devem ser interpretados {cf. I.2.4 ) de maneira 

que não ocorram nas sequências de comandos R interpretadas. 
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l
?:[9g f : (.ÇI x) .E2

Rl;

ift2} p(x) then R2; f(a(x)); gg to L

e].se R. fi.;

R4

L:Í3} end

mão hã desvios de R.

para fora de R2

gg f - (iÇi v) .E2

bebi.n iEi x:-y; {4}

L[: R].;

Â.Ê {l5} p(x) then R2; x:-a(x); gg .Çg LI

else R3 fi.;

r

4'

L:t6) end

R
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l. proc f = ( !: l x ) !:2: 

begin { 1} 

Rl; 

if { 2 } p(x) then R2; f(a(x)); ~ to L 

else R3 f i ; 

R4 

L: { 3} end 

-+< Não há desvios de R2 

para fora de R2 

proc f = (t y ) !:2 : -1 

begin !1 X: =y i { 4} 

Ll: Rl; 

if { 5 } p (x) then R2; x: =a (x ) ; 9:Q to Ll 

else R3 fi; 

R4 ; 

L: { 6} end 
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2
1:9g f = (.ÇI x) E2

begiia D u;

Rl;

i.f p(x) then R.; f(a(x)); R.

gJ:W R4 Éj;
end

E?19g f : (.EI.y) .E2

t]. x::yr stack s, D u;

s:anil;

L: R. ;

if p(x) then R2; push(s,x); push(s.u)

x:=a(x); gg .Eg L EX;

RH;

whi[e ] empty (s) do pop(s,u); pop(s,x);

R3 eg
end

Obs

].) D u tePregenta a sequênci.a de declarações das variáveis
lo(edis do bloco mais externo de f, i.ndicadas por u

2) RI pode alterar o valor de x

2. proc f = (!1 x ) !2: 

begin D u; 

Rl; 

if p ( x ) then R2; f (a (x )) ; R3 

else R4 fi 

end 

l 

begin !i x:=y, stack s, D u; 

end 

Obs: 

if p (x ) then R
2

; p ush (s,x); push (s,u ) ; 

x:=a (x ) ; ~ to L fi; 

while 7 empty (s ) do pop (s,u); pop (s,x ) ; 

1) D ú representa a sequência de declarações das variáveis 
locais do bloco mais externo de f, indicadas por u . 

2 ) R3 pode alterar o valor de x. 

39 
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3 1:9g f - (.Elx) .Ç2

if p(x) t:hen Rl; f(a(x) ) ; R2

sll2s R3 Ei

19g f ; (EiV) E2

tl x::yr stock s;

s : =ni]. ;

while p(x) qq R.; push(s,x); x::a(x) gg;

R3'

while 'l empty (s) dq pop(s.x); R)

end

g.et..\ /'Z/. /'5/. /\q/. /26/

3. proc f = (!:1 x) !2 : 

if p ( x ) then Rl; f (a( x )}; R2 

else R3 fi 

1 
proc f = (_!;

1
y) _!

2
: 

begin ! 1 x:=y, stack s; 

s: =nil; 

while p ( x) do R
1

; push ( s,x); x:=a (x) od; 

R3; 

while 7 empty ( s) do pop(s, x ); R
2 

od ; 

end 

Ref . : /2/, /5/, /19/, /26/ 

40 
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4 1:19g f = (.Elx) .g2

begin {l}

]=e p(x) then Rl; a(f(b(x) ) )

9l:99 R2; c (x)

d

proc (.Eiv) .E2

tl x::y, int k, .E2 z;

{ 3} k :=O;

while {4} p(x) do Rl;

(k,x) :=(k+l,b(x)) od;

R2;

z := c (x)

while {5} k>0 do(k,z) :=(k-l,a(z)); z od;

z {6}

end

Ref /'Z/. /S/. /3q/. /'3'Z/. /3q./

4. proc f = (!
1 x ) ! 2 : 

begin {l} 

if p ( x ) t hen R
1

; a ( f (b( x)) ) 

e lse R
2

; c (x ) fi; 

{ 2 } 

e nd 

I 

begin ! l x:=y, int k, ! 2 z; 

{3} k:=O ; 

end 

while {4} p ( x ) do R
1

; 

(k,x ) := (k +l,b(x)) od; 

R2; 

z:= c ( x ); 

while {5} k> O do (k,z ) := (k-1,a(z )); z od; 

z {6} 

Ref .: /2/, /5/, /30/, /32/, /34/ 
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5
!99g f : (.Elx) .E2

jJ. p(x) t:hen Rl; a(f(b(x)) . c(x))

e].se R.; d(x) fiZ

a (a (u,v) .v/) =a (u, a. (v,w) )

a,a. ,c não tem efei.tos colaterais

roc (.ç].v) .E2

.EZ x:;y, .E2 z;

p(x) then R2; z:'d(x)

esse Rl;(x.z) :-(

while p(x)

gg R];(x,z) :-(b(x) ,a](c(x).z)))

od;

R2; z::a(d(x) , z) fi;

b(x) c (x) ) ;

Z

end

Ref /5/./'Lq/./'U/./'S'L/./'àq/

5. proc f = (!1x) ! 2 : 

if p(x) then R
1

; a ( f (b( x )), c(x)) 

e lse R
2

; d(x ) fi 

--+< a ( a ( u, v) , w ) =a ( u, a 
1 

( v, w) ) 

a,a1
,c não tem efeitos colaterais 

if 7 p(x ) then R
2

; z :=d(x) 

z 

end 

else R
1

; (x,z) := (b( x ) , c(x)); 

while p (x ) 

do R
1

; (x,z ) :={b (x ) ,a
1
(c(x},z) )) 

Ref.: /5/, /10/, /17/, /31/., /3 4/ 
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7 roc

if

(.glx) .E2

p(x) .E1lSn R].; a(f(b(x)) , c(x))

esse R2; d(x) Êi

b não tem efeito colateral

proa (.Çlx) .Ê2;

t X t Z=1 -:2 int j,k;

k:=O;

while p(x) do Rl;

(k , x) := (k+l,b (x) )

R2;

z :=d (x) ;

while k>0 gg(k,j,x) :=(k-].,k,y);

While j>0 do (x,j)

Z .=n rv ,- /«\ \
/

(b (x) , j-i) od;

end

Ref.: /28/, /32/, /34/

43 

7. 

if p ( x ) then R
1

; a ( f (b (x )), c (x )) 

else R
2 ; d(x) fi 

-b nao tem efeito colatera l 

proc f = ( t x ) t; -- - 1 -2 

k:=O; 

(k, x ) := (k+l, b (x )) o d ; 

z:=d ( x ) ; 

while k>O d o (k,j, x ) := (k-1 , k,y); 

while j >O do (x,j) := (b( x ) ,j-l)od; 

Z : =a (z,c (x )) od; 

z 

e nd 

Ref.: /28/, /32/, /3 4/ 
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6
!g19g f : (.Çlx) .Ç2

if p(x) t:hen Rl; a(f(b(x)) , c(x))

esse R2; d(x) .EJ:

u:bl(b(u):b(bl(u))

bl nao tem efei.to co].ateral

(Ely) l2

tlx:;y, t2z, Int k;

k:=O;

whi[e p(x) do R.; (x,k) :=(b(x),k+].) od;

R2;

z :=d (x) ;

whi.le k>0 gp x::bl(x) ;

(z,k) := (a (z,c (x) ) ,k- ].) od f

roc

Ó

d

Ref /'Z/./S/./'Lq/./'L'L/./'n/./'S'2/./'Sq/

6 . proc f = (!
1

x ) ! 2 : 

ifp( x ) thenR
1

; a(f (b (x) ), c ( x )) 

U=b
1 

(b ( u) =b (b
1 

( u )) 

b 1 não tem efeito colateral 

k:=O; 

wh ile p(x ) do R
1

; (x ,k) : =(b(x) ,k+ l ) od; 

R2 ; 

z : =d ( x ) ; 

while k >O do x :=b
1 

(x ); 

( z , k) : = ( a ( z , e ( x ) ) , k-1 ) od; 

z 

end 

Ref.: /2/ , /5/ , /10/, /11/, /17/, /32/, /34/ 
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8
!g19Ç f ; (.Çlx) .Ç2

if p(x) then Rl; a(f(b(x)) , c(x))

esse R2; d (x) Éj:

a(a(u,v),w)=a(a(u,w),v)
a,b.c não têm efeitos colaterais

:E9g f ; (Ely) E2

tlx::y/ t2z;

while p(x) do Rl; x

R2;

(z ,x) := (d (x) ,y)

while p(x) do (x,z)

Z

end

:b(x) od;

(b (x) ,a (z ,c (x) ) od;

Ref /'b/. /'L'L/. /'L]/. /'.\R./

8 . nroc f = (t x ) t : =- -1 -2 

if p (x ) the n R
1

; a ( f (b (x )), c ( x )) 

e l se R
2

; d (x ) fi 

a (a( u,v) , w) =a ( a (u,w) ,v) 

a,b,c n ão têm efeitos colaterais 

( z , x ) := (d ( x ) ,y); 

while p (x ) do ( x,z ) := (b( x ) ,a(z,c( x )) o d; 

z 

end 

Ref.: /5/, /11/, /17/, /34/ 
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9 roc
(.Çlx) .Ç2

{ ]. }

.!::E p(x) .lii!!SB Rl; a(f(b(x)), c(x))

esse R2; d(x) :Çl:}

end

]?{9Ç f ; (EiV) 'E2

beain tlx, t2z' stock s

s:anil;

{ 3 }push (s ,x)

whi.let4lp(x) do Rl; x:'b(x); push (s.x)

R2;

z : =d (x) ;

poP (s ,x) ;

wlli].et5} -1 einpty (s) do pop (s,x)

z :=a (z , c (x)

odZ

od;

c' \v J

nd

Ref.: /5/, /34/

9 . proc f = (!1x) ! 2 : 

begin {l} 

if p(x) then R
1

; a ( f (b( x )), c ( x )) 

else R
2

; d (x ) fi 

{2} 

end 

proc f = (!
1

y ) -.!:;
2

: 

begin ! 1x, ! 2z, stack s; 

x:=y; 

{3}push (s , x ); 

while{4}p(x ) do R
1

; x:=b (x); push (s ,x ) od; 

R2; 

z : =d (x) ; 

pop (S ,x) ; 

while{S} 7 empty (s) do pop ( s , x ); 

z : =a (z , e ( x ) ) ; 

z { 6} 

end 

Ref.: /5/ , /34/ 
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10
!19Ç f - (.E].x,.E2y) .É3

]:Í p(x) .l;!!Se a(x,f(b(x),y))

9+:sÇ d (x,y) fj.

b(u,a(v,w))=a(v,a(u,w))
a (u , d (v,w) ) -d (v,al (u,w) )

\\g.al não têm efei.tos colateral.s

PE9g f - (.ÇI xl' t2 y2) .E3;

beain tlx:-x]f t2y:-y].;

whi-le p(x) do(x,y) :=(b(x), a.(x,y)) od;

d(x,y)

end

Ref.: /17/

r

47 

if p (x ) then a (x,f (b (x ), y )) 

else d (x , y ) fi 

+ / a (u,a (v,w )) =a (v , a (u,w )) 
~ a ( u, d ( ~, w ) ~ =d ( v , a l ( u , w ) ) 

Y a,a
1 

nao tem efeitos colaterai s 

whilep (x ) do (x,y ) := (b (x ), a
1

(x,y )) od ; 

d(x , y ) 

end 

Ref.: /1 7 / 
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lz iloc f (t].x,t2y) t3;

if p(x) then a(y,f(b(x),c(x)))

esse d(x,y) fi-

,,,/a(u,a(v,w)):a(al(u'v),w)
a (u,d (v,w) ) =d (v,a. (u,vl) )

pra.,d não têm efeitos colaterais

Proc f - (.ÇI yl) E3

xlr t2y::yl;

whi. ].e p (x) do (x,y) := (b (x) a. (y,c (x) ) ) gq;

d(x,y)

end

Ref.: /17/

i f p (x ) t hen a (y,f (b (x ), c (x ))) 

else d (x,y ) fi 

+ / a (u,a (v,w ) ) =a(a1 (u,v ) ,w ) 
/ . 

"'- a ( u , d ( v , w ) ) =d ( v , a 
1 

( u , w ) ) 

""a,a
1

,d não têm efeitos colaterais 

while p (x) do (x,y ) := (b(x ), a
1 

(y , c (x ) )) od; 

d (x , y) 

end 

Ref.: /17 / 
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12
1:9g f - (.Elx) .Ç2

if p(x) then R. ; a(f(b(x) ) )

9J:E9 j:g q(x) .ÊbSn R2; c(f(d(x)))

esse R.; e (x) fi

a,b,c,d não tên] efeitos co].aterais
\~..a (c (u) ) =c ( a (u) )

roc (liv) E2

.Ei x:;y, .É2 z;

=!:.Ê p(x) .yle= Rl; x:=b(x) ; gg .E9 LI

9J:E9 jÊ q(x) then R2; x::d(x) ;

W .Ç9 i'i Éj= gi;

LI

R3;

(x, z) := (y,e (x) )

.4:g P(x) :E!!gD(z,x) :=(a(z) ,b(x) ;

g9 .B L2

esse if q(x) the

L2

9B (z,x) :=(c (z) ,d(x) ) ;

g9 .Ç9 L. :Ej: gj:.;

Z

end

Ref.: /32/

if p (x ) then R
1

; a (f(b (x ))) 

else if q (x ) then R
2

; c ( f (d (x ))) 

else R
3

; e(x ) fifi 

__L_____/a,b,c ,d não têm efeitos colaterais 
~ - -l . ~ a ( e ( u ) ) =e ( a ( u) ) 

else if q (x ) then R2 ; x:=d(x ) ; 

(x,z ) := (y,e ( x )); 

L
2

: if p(x ) then (z,x ) := (a ( z ) ,b( x ) ; 

49 

else if q (x ) then (z,x ) := (c( z ) ,d( x )}; 

z 

end 

Ref.: /32/ 



50

13 !19g f ; (.Elx) .E2

if p[(x) then R].; a](f(b](x)), c](x))

elif p2(x) t:hen R2; a2(f(b2(x))
e].i.f

eli.f then R ; a (f(b (x)),n n ii

else Rn+l; d(x)

proc (.Eiv) .E2

x::y, .Ç2z,zl stock s;

s:anil

then Rl;push(s,x) ;push(s.l) ;x:-bl(x) ;

elif p2(x)then R2;push(s.x) ;push(sl2) ;x:-b2(x)
g9 .E9 LI

elif

el=i.f Pn(x) t:hen Rn;Push(s,x) ;push(srn) ;X::bn(X) ;
g9 .E9 Ll;

Rn+].;
z :=d (x) ;

whi.le 'l empty (s)

do pop (s,k); pop(s,x);

case k

(x) ) ,

z2::a2 (z.c2(x))

z :=a (z,c (x)) esacn n n od;
Z

end

13. proc f = (l1x ) l 2 = 

if p
1 

( x ) then R
1

; a
1 

( f (b
1 

(x )), c
1 

(x)) 

elif p
2

( x ) then R
2

; a
2

(f( b
2

(x )), c
2

(x )) 

elif . 

e li f p (x ) then R ; a ( f (b (x )), e (x )) 
n n n n n 

else Rn+l; d (x ) 

r y 

L1
:if p 1 (

x ) then R
1

;push (s,x) ;push(s,l) ;x:=b
1

(x); 

~ to Ll 

elif p
2

(x ) then R
2

;push (s,x ) ;push (s,2) ;x:=b
2

(x ); 

~ to Ll 

elif 

50 

e li f p (x ) then R ; push (s , x ) ;push(s,n) ;x:=b (x ); 
n n n 

end 

~ to L1 ; 

z : =d ( X) ; 

while 7 empty ( s ) 

z 

do pop (s ,k); pop (s , x ) ; 

case k 

in z:=a
1

( z , c
1

(x )), 

z 
2 

: =a 
2 

( z , e 
2 

( x ) ) , 

z :=a (z,c (x }) esac od ; 
n n n 
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14
1[9g f : (.Çlx) ]ÇI

Í.f P(x) .Ç119E Rl; f(f(b(x) ) )

else R2; c(x)

Ê9g f - (Ely) Ei

.El;':-y, .j:n!:

:ll ] P(x) .Ç:!!gD R2; c(x)
esse whi.Le k> 0

g9 j:.Ê P(x).yl93 R].; (x,k)

esse R.; (x,k)

(b(x) ,k+l)

(c(x) ,k-l)

od;

x fl

end

Ref.: /34/

14. nror f = ( t x ) t : .:...::...=...: -1 -1 

if p ( x ) then R
1

; f ( f ( b (x ))) 

end 

else R
2

; c ( x) fi 

I 

if 7 p ( x) then R
2

; c (x ) 

Ref.: /34/ 

else while k>O 

do if p(x ) then R
1

; (x,k) := (b (x ) ,k+l ) 

else R
2

; (x,k ) := ( c (x ) ,k-1 ) fi 

X fi 

51 
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15 !19g f : (IElx) .ÇI

j.f p(x) .E11Se Rl; f (f (b(x) ) )

else c(x)

b,c não têm efeitos colaterais
b (c (u) ) =c (b (u) )

P (c (u) )

p19g f : (lly) li

»çgi-n .Elx::y/ z;

whi-]e p(x) (]o Rl; (x,z)

c(x)

end

(b (x) ,c (b(z) ) )

Ref.: /34/

if p (x) then R
1

; f(f(b(x))) 

else c(x) fi 

1 
/ b,c não têm efeitos 

--r---, b(c(u))=c(b(u) ) 

' p(c(u)) = > p(u) 

proc f = (t y ) t : 
-- -1 - 1 

colaterais 

while p (x ) do R
1

; (x ,z) :=(b(x) ,c(b(z))) od; 

e ( x ) 

end 

Ref.: /34/ 
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16 !19g f : (.E].x) .Ei

if p(x) then f (f(b (x) ) )

else c(x) fi

b,c nao têm efeitos colaterais
b (c (u) ) =c (b (u) )

P(u) -> P (c (u) )

(Eiv) Ei

lt" : :v ;

whi].e p(x) do x

c(x)

end

:c (b (x) )

Ref.: /34/

if p(x ) then f ( f (b (x) )) 

else c (x ) fi 

/ b,c não têm efeitos 

---+----. b (c (u) ) =c (b (u )) 

p ( u ) => p ( e ( u ) ) 

while p (x ) do x:=c (b (x )) od; 

e ( x) 

end 

Ref.: /34 / 

53 

colaterais 
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17 !99g f = (.glx) .ÇI

if p(x) then Rl; f(a(f(b(x) ) ) )

e].se R. ; c (x) fi.

roc (Ely) ll

Ei"::V. z, .}BÊ:

Ll:while p(x) do Rl; (x,k)

R2;

lz,k) := (c (x) ,k-l) ;

if k/0 then x:=a(z);

gg .E9 Li

k=1;

(b(x),k+l)

end

Ref.: /32/

17 . proc f = (t x ) t : -1 -1 

if p ( x) then R
1

; f(a(f(b(x)))) 

els e R
2

; e ( x ) f i 

I 

( z ,k) := (c( x ) ,k-1); 

if kiü then x:=a ( z ) ; 

z 

end 

Ref.: /32/ 
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18 !19Ç f = (t.x) t.'1

IÊ p(x) t;hen Rl; f(al(f(a2(...f(an(f(b(x)))) ...)))
glge R.; c (x)

roc (Eiv) li

.El;'::y, z

=n i. l ;

while p(x) do Rl; x

for k

stock s;f

S

L =b(x);

to n do push (s,k) od

K2;

z : =c (x) ;

=il 'l empty (s)

.Ç!!gn gggg toP (s)

.In x:-al(z)

x::a2 (z),

remove(s)

go to L fj.;

Z

end

if p (x ) then R
1 ; f(a

1
( f (a

2
( ..• f (an (f (b (x )))) ... ))) 

else R
2

; e (x) fi 

l 
begin t

1x:=y, z, stack s; 

L: while p (x ) do R
1

; x:=b (x ) ; 

55 

for k to n do push (s,k ) od od; 

end 

Z : =e ( X ) ; 

if l empty ( s ) 

z 

then case top (s ) 

in x:=a
1 

( z ), 

x:=a
2

( z ), 

x:=a ( z ) esac ; n 

remove(s); 
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19
!19g f = (.E].x) .E2

:iE p(x) lçllgD Rl; f(a(f(b(x)) , c(x)))

else R.; d(x) fi.
Z.

1:9ç f : (Eiv) l2

t. z, stack s;'z

L Wb:4}Ç p(x) do R,;push(s,x); x:=b(x)

R2;

z :=d (x) ;

if -l empty (s) then pop(x,s);

x : =a (z , c (x) ) ;

ao to

end

Ref.: /32/

19. proc f = (t x ) t : - 1 -2 

i f p ( x ) then R
1

; f (a (f (b( x )), c( x ))) 

I 

begin !l x:=y, !
2 

z, stack s ; 

s:=nil; 

L : while p (x ) do R
1

;pu sh (s , x ); x:=b (x ) od; 

z:=d (x ) ; 

if - 1 e mpty (s ) then po p (x,s ) ; 

x: =a ( z , e ( x ) ) ; 

z 

e n d 

Ref.: / 32/ 
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20
!E9g f : (.glx) .Ç2

.}g P(X) .g!!SD a(f(b(x)), f(b(b(x))))

else d fi.

P(u) A l p(b(u) ) p(b(b(u) ) )
\\.. b não tem efei.to colateralT

::9Ç f : (Ely) E2

bgS.J:.e tlx::y, t2 zl:-d, z2
yly::J:e p (x) do

z2) ::(b(x) ,a(zl'z2) ,zl)
od;

zl

end

Ref /'Lq/. /'U/. /'3'3/. /'àâ./

if p(x ) then a(f (b ( x )), f (b(b( x )))) 

else d fi 

~ -p(u)A 

l "----------b não 

nror f = (t y ) t : == -1 -2 

while p(x ) do 

end 

7 p ( b (u)) = > p(b(b(u))) 

tem efeito colateral 

Ref.: /10/, /17/, /33/, /3 4/ 
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21
1;19g f : (.Çlx) .g2

jJ p(x) .EbSn a(e(x),[f(b(x)) ,f(c(x))])

e].se d(x)

'b(v) A"lp(bv) -> f(cv)=d. (bv)
p(v) A p(bv) ->f(cv):al(elbv,[f(b':v) .f(cbv)])

\~4(u,[a(v,x) ,al(w,x)]) -a([a(u,v) .al(u,w)] ,x)
e:t. -, t.

roc (Eiv) E2

.Çlx::y, t3z;

if 'lp(x) then d(x)

esse (x, z) := (b (x) ,e (x) )

while p(x)

gg z:: [a(z,e(x)) ,al(z,el(x))]

x:=b(x) od;

a(z, [d(x) . dl(x)]) g]

Ref.: /31/

(Obs. : os argumentos da constante de função a são pares de va

fores decotados por [ ,])

i f p ( X ) t h en a ( e ( X ) ' [ f ( b ( X ) ) ' f ( e ( X ) ) J ) 

else d("x ) fi 

p (v ) /\.7 p (bv ) = > f (cv ) =d
1 

(bv ) 
2 p (v) J\.p (b v) = >f ( cv ) =a

1
( e

1
b v , [ f (b v), f ( c bv)]) 

~ a (u, [ a ( v , x ) , a
1 

(w , x ) ] ) =a ( [ a (u, v) ,a
1 

(u, w)] ,x ) 
"-, 

'--, e =!:1 + !:3 

proc f = ( t y ) t : -1 -2 

if - 1 p ( x ) the n d ( x ) 

else ( x , z ) := (b ( x ) , e ( x ) ) 

while p ( x ) 

x : =b ( x ) o d ; 

end 

Ref.: / 31/ 
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(Obs . : os argumentos da constante de função a são pares de va 

lores denotados por [ , J ) . 
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22
:19g f = (.Çlx) .Ç2

:l{ p(x) then R.; a(f(b(x)) , f(c(x)))

e ].se R.; d (x)

a(u,a(v,w))=a(a(u,v),w)
a(e,u)=u
a,b,c não têm efeitos colaterais

Eles f ; (.giv) iE2

tl x:-y, t2 z stock s;

s:=níl;

push (s,x);

z:=e;

while ] empty (s )

g9 poP (s , x) ;

jJ P(x) .E!!Se Rl; push(s,c(x));

push (s ,b (x) ) ;

gJ:gg R2; z ::a(z,d(x) ) Êi

Z

end

Ref.: /22/

22. 

if p (x ) then R
1

; a(f(b(x)), f(c(x))) 

else R
2

; d(x) fi 

a(u,a(v,w))=a(a(u,v) ,w) 

a(e,u)=u 

a ,b,c não têm efeitos colaterais 

begin !i x:=y, !
2 

z, stack s; 

push (s, x ); 

z:=e; 

while 7 empty ( s) 

z 

end 

do pop ( s , x ) ; 

if p(x) then R1 ; push(s,c(x)); 

push(s,b(x)); 

else R
2

; z:=a(z,d(x)) fi od; 

Ref. : /22/ 
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23 1:19g f = (.Elx) .g2

if p(x) then R.; a(f(b(x)), f(c(x)))
esse R.; d(x) fi

roc (içiy) .E2

t2 zr stock s;
s : =ni. ]. ;

Ll: while p(x) do Rl; push (s,x)
push (s,l) ;

x:=b(x);

od;

R2;
z :=d (x) ;

L.
/

if "I empty (s)

then if top(s) then remove(s>;
poP(s,x);
push(s,z);
push(s,2)
x:=c(x);

W.Ê9i'Z
else remove ( s )

poP(s,x) ;

z :=a (x, z) ;

qo to L. fi;

Z

end

Ref. /32/

23. proc f = (_!:1 x ) ! 2 : 

if p(x) then R
1

; a(f(b(x)), f (c( x ))) 

else R
2

; d(x) fi 

-+-
s:=nil; 

L1 : while p(x) do R1
; push (s,x); 

push ( s, l) ; 

x:=b(x); 

z:=d(x); 

L l. f 7 
2 : empty (s) 

then if --- top(s) = l then remove( s}; 

pop (s , .x: ); 

push ( s, z) ; 

push ( s, 2) ; 

x:=c(x); 

~ to Ll 
else remove ( s) ; 

pop (s,x); 

Z: =a (X I Z) ; 

~ to L2 fi -

z 

end 

Ref. /32/ 
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fi; 
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24. proa f - (t. x) void

if p(x) t:hen Rl; f(a(x)); f(b(x)); R2

não têm efeitos co].aterais

!:[9S f : (Ei y) X9j4

bebi.n t] x:;y, stock s]., s2r int

sl : :!!j:-L; s 2 : :!!J:l;

L : while p(x) do Rl; push(sl'x); push(s2/b(x));

x:=a(x) od;

i.f k>0 then k:=0; pop(sl/x) ; R2 fi.;

empty(s2) t=hen pop(s2'x) ; k:=l

ao to L fj.

end
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if p (x ) then R
1

; f (a (x ) ); f (b (x )); R2 fi 

a,b n~o t~m efeitos colaterais 

proc f = ( t y ) void: -- -1 --

begin ~l x:=y , s tack s 1 , s 2 , int k:=O; 

x:=a (x ) od; 

end 

• 
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25 -roc f = (t.x) voi.d:

if p(x) then R.; f(a(x)); f(b(x)) fi

gs f - (Eiv) )(gÊg

bSSln tlx::y. stock s

s:=ni.l;

L :while p(x) do Rl; push(s,x); x:-a(x)

if 'i empty (s) then pop(s,x); x:=b(x)

clo to L fi

/

/

end

Ref.: /6/

25. proc f = (!1x) void: 

if p (x ) then R
1

; f(a(x)); f(b(x)) f i 

I 
proc f = (!1y) void: 

begin ~1x:=y, stack s; 

s: =nil; 

L :while p(x) d~ R
1

; push(s,x); x:=a (x ) od; 

if - 1 empty (s) then pop(s,x); x:=b (x ); 

51Q to L fi 

end 

Ref. : /6/ 

62 
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26
::[9Ç f : (Çlx) ]CÊj:g

:!J p(x) .ç!!gE íja(x)) ; f(b(x)); R2

á,b não têm efei.tos colaterais

roc (t.y) voj.d

stack sl/ s2;

sl:;nil; s2::iiil;

push (s2'x);

while 'l empty (s2)

g9 poP (s2x)

while p(x) do push(sl'x);Push(s2'a(x));

x:=b(x) od od;

whi.le ] einpty (sl) do P9E
end

R2 9g

Ref. /6/

26. 

if p(x ) then 

1 

v6id: 
- 1-

\ f(a (x )) ; f (b ( x )) ; R
2 

fi 

--+I--<1,b não têm efeitos colaterais 

while 7 empty ( s
2 ) 

end 

wh ile p (x ) d o push (s
1 ,x ) ; push (s

2 , a (x )); 

x:=b (x ) od od ; --

Ref. /6/ 

63 
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27 .roc f = (Int x)voi.d

if x>0 then f(x-l); k.; f(x-l) fi

oroc f = (i.nt y)voi.d

beg:l:g :!:!!.E x:=y,j ;

.[9ç g = (i.nt j) int

becíin :int k:=1, n:=j

whi].e n mod 2=0

do (k.n) :=(k+l,n+

k

end;

g9:i ij .E9 2ty-l g9 x::g(j) ; RI
end

2) od;

Ü.eE . \ /'5/. /2G/. /3A./

27. proc f = (i nt x )void: 

if Y->Ü then f(x - 1); R1 ; f(x-1) fi 

I 

begin int x:=y,j; 

proc g = (int j) int: 

begin int k:=l, n:=j; 

while n mod 2=0 

k 

for j to 2ty-l do x:=g (j); R
1 

od; 

end 

Ref.: /5/, / 26/, /34/ 

64 
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28 ,roc f = (i.nt x) void

if i>0 then R ;0'

f (x-l) ; Rl; f (x-l) ;

Rk

else Rk+l fi

; Rk-l; f (x-l)

proc f (i.nt y) void;

beain int i, j, m, x;

lgç g=(i-nt i-, ref int j, m)void
beain i.nt n:=i.

m : = ]. ;

whi.le n mod k=0

l

j:=n mod k
end;

gec x Elege y bz -l .Ee l ge

x ::0; Rk+].;
for i to k+j-i
do g(i, j, m);

for x flor l bXI l to m-l do Rk od
x : =ltl ;

case j i.n R].r R2r...rRk-l esac
ggl x E:gn m-l bX -l .Êg l gg
xo::0; Rk+].

Ê91 x g:9n l bX

end

/

od;

do R.

Ref.: /26/

28 . proc f = ( int x ) void: 

if i>O then R · o' 

f (x-1); R1 ; f ( x-1); ... ;Rk-l; f (x-1 ); 

Rk 

else Rk+l fi 

I 
begin int i, j, m, x; 

proc g=(int i, ref int j, rn ) void: 

begin int n:=i; 

m: =l; 

while n mod k =O 

?º (m,n) := (m+l,n 7k) od; 

j:=n mod k 

end; 

for x from y .e_y - 1 to 1 do R
0 

od; 

x:=O; Rk+l; 

for i to ktj-1 

do g ( i , j , m) ; 

for x from 1 e_y 1 to m-1 do Rk od 

x:=m ; 

case j in R1 , R2 , ... ,Rk- l esac; 

for x from m-1 .ey -1 to 1 do R
0 

od; 

x
0

:=0; Rk+l od; 

for x from 1 EY 1 t o y do Rk .9d; 

end 

Ref. : /26/ 

GS 
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29 -x'oc f = (t. x) voj.(í

&g. p(x) then f(a(x)); Rl; f(a(x)) :11

a não tem efeito colateral

19ç f : (IEly) 29j:g:

beain tlx::yr int irj ,n:

roc g = (int i.) int

bebi.n .j;nt k:=1, nl :;

mod 2=0

do (k,nl) ::(k+l,

=0;

1;

nlt 2) od;

k

end;

while p(x) gg n:;n+l;

for i to 24'n-l

do (j ,x) := (q (i) ,y) ;

for m to n-j do

Ri 9g

X :a(x) do;

X :a (x)

end

Ref.: /26/

29. proc f = (t x) void: 
-1 

ifp(x) then f(a(x)); R
1

; f(a(x)) fi 

a não tem efeito colateral 

begin t
1
x:=y, int i,j,n:=O; 

begin int k:=l, n
1

:=i; 

while n
1 

mod 2=0 

k 

while p(x) do n:=n+l; x:=a (x) do; 

for i to 2tn-l 

do ( j , x) : = ( g ( i) , y) ; 

for m to n-j do x:=a(x) od; 

end 

Ref.: /26/ 

66 
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CAPfVULO IV

APLIC8ÇÕB$ Pg MÉrODOS DE PROVA.

1. DEFINIÇÕES

Nas secçoes que se seguem empregaremos as segui.ntes
defi-ni.çÕes:

Seja R uma sequênci.a de comandos A expressão

xl'x2' , in

R[VlrV2' ,vm]

denota a execução de R em que as variáveis xlrx2r
mem os valores vl'V2r . ' ' rvH respectivamente

r aSSU

1.2 - Um i.nstantâneo (cf.]..2.9) S. é i.dênti.co a um instantâ-
neo S2' denotado por SI = S9, se as informações descritas em
SI são as mesmas que as informações descritas em S2

1.3 - Sejam doi.s instantâneos SI e S2' Dezemos que SI é i(ie]]
taco a S2 a menos de xl'x2' '' ' rxM' denotado por Sl:S2/{xl/x2'

,x.} se as informações descritas por SI coi.ncldem com as
i.nformaçÕes descai.tas por S2ra menos das variáveis xlrx2r ' ' 'r
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CAPÍTULO IV 

APLICAÇÕES DE M~TODOS DE PROVA 

1. DEFINIÇÕES 

-Nas secçoes que se seguem empregaremos as seguintes 

definições: 

1.1 - Seja R uma sequência de comandos. A expressão 

xl 'x2, . .. , xm 
R[ v 

1
, v 2 , .•. , v m J 

denota a execuçao de R em que as variáveis x
1

,x
2

, . .. ,xm assu

mem os valores v 1 ,v 2 , ... ,vm respectiv~mente. 

1.2 - Um instantâneo (cf.I . 2.9) s1 é idêntico a um instantâ

neo s 2 , denotado por s 1 = s 2 , se as informações descritas em 

s 1 são as mesmas que as informações descritas em s 2 . 

1.3 - Sejam dois instantâneos s 1 e s 2 . Dezemos que s
1 

e idên 

tico a s 2 a menos de x 1 ,x2 , ... ,xm, denotado por s1=s 2/{x 1 ,x 2 , . 

.. , xm} se as informações descritas por s1 coincidem com as 

informações descri tas por s2 , a menos das variá ve is x
1

, x
2

, ... , 
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x. que podem não ter valores igual.s ou não estarem defi-ni-das
em S.

1.4 - Dados dois esquemas que definem procedimentos f e fl ,di.
zemos que as chamadas f(xo'xl''..,xm) e fl(yo'yl'....yn) são
equivalentes se quando elas forem efetuadas no mesmo instante
neo, ou ambas não retornam. ou retornam computando o mesmo va
]-or e produzindo instantâneos idênticos.

1. 5 A seguinte transformação (T]) define o comando whlle

L:=i.f p .Essa: Rl; s9 :E9 L sJ:.as R2

while p do RI od; R2

1.6 - Di-zemos que um procedimento f esta i,ndefinido para um

certo valor xo se o valor xo é i.ndefinido ou se a chamada f(}c2
nao retorna. Se a chamada f(xn) retorna então dizemos que ela
ê defina.da

2 MÉTOOO DA ].NOUÇÃO RECURSIVA

Para exemplifi-car o n\étodo da indução recurso-va de
McCarthy /24/, faremos uso do mesmo para provar uma simplifÀ.
cação da regra 111.8. Esta simplificação consiste em não pel
mitir a ocorrência de sequências de comandos representadas pg
los meta-símbolos RI e Ra e não permitir efeitos colaterais
nas interpretações dos 'símbolos de constantes de predicados e
funçoes. Portanto, os esquemas de procedimento da regra serão
transformados em esquemas de função. Como neste caso não have
rã efei.to colateral, na prova da equivalência dos esquemas não
é necessãri.o considerarmos os instantâneos, mas basta consi.de
darmos o valor computado pela função.

A prova que apresentamos é baseada na prova da re
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xm que podem não t er valores iguais ou nao estarem definidas 

em s1 . 

1.4 - Dados dois esquemas que definem procedimentos f e f 1 ,di 

zemos que as chamadas f(x ,x1 , ... ,x) e f 1 (y ,y1 , .•. ,yn) o m o 
-sao 

equivalentes se quando elas forem efetuadas no mesmo instantâ 

neo, ou ambas não retornam, ou retornam computa ndo o mesmo va 

lor e produzindo instantâneos idênticos. 

1.5 - A seguinte transformação (T1 ) define o comando while: 

L:if p then R1 ; :lQ to L else R2 

+ 
while p do Rl od; R2 

1.6 - Dizemos que um procedimento f es tá indefi nido para um 

certo valor x se o valor x é indefinido ou se a chamada f(x ) o o o 
não retorna. Se a chamada f(x

0
) retorna então dizemos que ela 

é definida. 

2. M~TODO DA INDUÇÃO RECURSIVA 

Para exemplificar o método da indução recursiva de 

McCarthy /24/, faremos uso do mesmo para provar uma simplifi 

cação da regra III.8. Esta simplificação consiste em não per 

mitir a ocorrência de sequências de comandos representadas p~ 

los meta-símbolos R1 e R2 e não permitir efeitos colaterais 

nas interpretações dos 'símbolos de constantes de predicados e 

funções. Portanto, os e squemas de procedimento da regra serão 

transformados em esquemas d e função. Como neste caso não hav~ 

rá efeito colateral , na prova da equivalência dos esquemas não 

é necessário considerarmos os instantâneos, mas basta conside 

rarmos o valor computado pe l a função . 

A prova que apresentamos é baseada na prova da re 
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gra (2)-(4) do Capítulo ll que ocorreu no trabalho de
Cooper /ll/

Para apli-calmos o método de McCarthy precisamos

a) Reescrever os esquemas de função em forma de eWB
ções funcionais. A regra será reescri.ta da segui.nte maneira

(1) f (x) .iE P(x) then a (f (b (x) ) ,c (x) ) else d(x) fi

a (a (u,v) ,w) = a (a (u,w) ,v) (2)

(3) fl (x) g2 (x, gl (x) )

(4) gl (x) j:g p(x) .E!!Ê9: g].(b(x)) g:!.g9 d(x) Éi

(5) g2 (x, z) :i:{ p(x) then g2(b(x),a(z,c(x))) ÊJ::e z fi

Podemos mostrar que o conjunto de equações (3), (4)
e (5) que compõem o consequente da regra é equiva].ente ao con
sequente simp].ificado da regra 111.8 pelas segui.ntes transpor
mações:

A equação (4) pode ser reescrita como

1=9g g3.'(.EI x) .É2

.}.e P(X) .EllSn gl(b(x)) 2:!.gg d(x) E4:

que é equivalente pela regra 111.1 a

1=9ç gi:(Ei y) E2

bebi.n tl x::y;

L:if p(x) then x :b (x) ; g9 .E9 L 9J;99 d (x)

end

gra (2)- (4) 

Cooper /11/. 

do Capitulo II que ocorreu no trabalho 

Para aplicarmos o método de McCarthy precisamos : 
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de 

a ) Reescrever os esquemas de função em forma de e:Jl-1~ 

ções funcionais. A regra será reescrita da seguinte maneira: 

(1 ) f (x ) = if p (x ) then a ( f (b ( x )) ,c (x )) else d (x ) fi 

a (a (u,v ) ,w ) = a (a (u,w ) ,v ) (2 ) 

(4) g1 (x ) = if p (x ) then g 1 (b (x) ) else d (x ) fi 

(5 ) g 2 (x , z ) = if p (x) t hen g 2 (b (x ) ,a (z,c (x) )) else z fi 

Podemos mostrar que o conjunto de equaçoes (3 ), ( 4 ) 
e (5 ) q u e compõem o consequente da regra e equiv a l e n te ao c o n 
sequente simplificado da regra III.8 pelas seguintes transfor 

-maçoes: 

A equação ( 4 ) pode ser reescrita como: 

if p{x) then g 1 (b (x )) else d (x ) fi 

que e equivalente pela regra III.la: 

begin !.i x:=y ; 

L:if p (x ) then x:=b (x ); _g_Q to L else d (x ) fi 

end 
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Neste Último esquema podemos empregar a transforma

ção TI (cf.1.5), obtendo

::es gl: (EI y) E2

bebi-n .EI x:'y;

(6) while p (x) gg x::b (x)

d(x)

end

Apli-canso-se a mesma sequênci-a de transformações à
equcação (5) obtém-se

:!19g g2: (.EI y .g2 zl) .g2

beain .gl x::y, t2 z:'zl;

(7) while p(x) do(x,z) :=(b(x),a(z,c(x))) gg:;

Z

end

Reescrevendo a equação (3) em forma de esquema de
função tem-se

i:9g fl; (.gi x) .E2

(x) )

que é equi.valente a

:€9g íf (Ei y) E2

beain ÊI x::y, t2 z;

(x,z) :: (y,gl (x) ) ;
g2(x,z)

end
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Neste Último esquema podemos empregar a transforma 
-çao T1 (cf. 1 .5 ), obtendo: 

begin .!:_1 x:=y; 

( 6) while p(x) do x:=b(x) od; 

d(x) 

end 

Aplicando-se a mesma sequência de transformações 

equaçao (5) obtém-se: 

( 7) while p(x) do (x ,z):=(b(x),a(z,c(x))) od; 

z 

end 

-a 

-Reescrevendo a equaçao (3) em forma de esquema de 

função tem-se: 

q u e e equivalente a: 

(x , z ) :=(y,g1 (x)); 

g 2 ( x , z ) 

end 
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que, por expansão, usando--se (6) e (7), nas chamadas de g. e
g2 respecti.vamente é equivalente ao consequente da regra ].11.8
que transcrevemos abaixo

les ri;(Ei y) E2

begin tl x :yr t. Z;

whi.le p(x) do x :b(x) od;

(x, z) := (y,d (x) ) ;

W!!il9 p(x) do (x,z) (b (x) ,a (z ,c (x) ) )

Z

end

b) enunci.ar as segui.ates propriedades sobre expres
soem condicional.s (cf.11) /24/

bl) :}.E p(x) IÇ!!gn j:í p(x) then R. else R. fi.

Slpç if p(x) then R. else R. fi. fi

:j:Í P (x) .E!!Sn RI gJ:99 R4

b2) f(&Ê p(x) .Ç119D EI S;l:eS E2.:E})=i.Ê p(x) :Ç!!gB f(EI)

esse f(E.) fi

onde EI e E2 sao expressoes

Primei.lamente vamos provar que

(8) g2 (b (x) , a (z,c (x) ) ) a (g2 (b (x) z) , c (x) )

Para isso, vamos defi.nir duas novas funções g3 e g4
da seguinte maneira

(9) g3 (x,y, z) g2 (x.a (z ,y) )
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-que, por expansao, usando- s e (6) e (7), nas chamadas de g 1 e 
g 2 respectivamente é equivalente ao consequente da regra III.8 
que transcrevemos abaixo: 

while p (x ) do x:=b (x ) od; 

(x,z ) :=(y,d(x)); 

while p(x) do (x,z ): = (b( x ), a (z,c( x ))) od; 

z 

end 

b) enunciar as seguintes propriedades sobre expre~ 
-soes condicionais (cf .II ) / 24 /: 

bl ) if p (x ) then if p (x) then R1 else R2 fi 

else if p(x ) then R3 else R4 fifi 

b2 ) f (i f p (x ) then E1 else E2E:)=if p(x) then f(E 1 ) 

else f(E 2 ) fi 

-onde E1 e E2 sao expressoes. 

Primeiramente vamos provar que 

(8) g 2 (b(x), a (z,c (x ))) = a (g 2 (b( x ), z ), c(x)) 

Para isso, vamos definir duas novas funções g
3 

e g
4 

da seguinte maneira: 
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(10) g4(x,y,z) a (g2 (x, z) ,y)

Lema 2.1

As equações de funções (9) e (lO) são equivalentes

Prova

Para provar que g3 e g4 sao equivalentes, vamos de
fínir uma equação funci-anal recurslva g5(x,y,z)

g. (x,y,z) ]::! p(x) t:hen g5(b(x) ,y,a(z,c(x))) gJ:gS a(z,y)11j:.

e vamos provar que ela é satisfeita por g.R e ga

g3 (x .y, z) = j:á p(x) iE!!S3 g2(b(x) ,a(a(z,y) ,c(x))) gJ:gg a(z,y)

por expansão usando (5)

j:É p(x) :ÇllgD: g.(b(x) ,a(a(z,c(x) ) ,y)) else

pela pré-condição (2)

if p(x) then g3(b(x),y,a(z,c(x))) Si.eS a(z,y)glj.

por contrição usando (9)

l

g4 (x.y, z) = a (j:f p (x) then g. (b (x)

por expansão usando (5)

iÊ p(x) t:hen a(g2(b(x),a(z,c(x))),y) esse a(z,y)

pela propri.edade b2

j:Ê p(x) .Ç:!!gD: g4(b(x) ,y,a(z,c(x))) gJ;.gÊ a(z,y):Êj:.

por contrição usando (lO)

,a (z , c (x) ) ) else a,y)z ll

O que demonstra o ]ema []
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Lema 2.1 

As equações de funções (9) e (10) -sao equivalentes. 

Prova 

-Para provar que g
3 

e g
4 

sao equivalentes, vamos de 

finir uma equação funcional recursiva g 5 (x,y,z): 

g
5

(x,y,z) = if p(x) then g
5

(b(x),y,a(z,c(x))) else a(z,y)fi 

e vamos provar que ela e satisfeita por g
3 

e g
4

• 

g 3 (x, y ,z) = if p (x) then g 2 (b (x ) ,a(a(z,y) ,c(x))) else a(z,y) 
fi 

por expansão usando (5) 

= if p (x ) then g
2

(b( x ) ,a(a(z,c(x)) ,y)) else a(z,y) 
fi 

pela pré-condição (2) 

= if p (x ) then g
3

(b(x) ,y,a(z,c(x))) else a(z,y)fi 

por contração usando (9) 

g 4 (x,y, z ) = a (if p(x) then g 2 (b(x),a(z,c(x))) else zfi,y) 

por expansão usando (5) 

= if p (x ) then a (g 2 (b(x),a(z,c( x ))),y) ~ a(z,y) 

fi 
pela propriedade b2 

= if p(x ) then g
4

(b(x) ,y,a(z,c(x))) else a(z,y)fi 

por contração usando (10) 

O que demonstra o lema D 
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Teorema

As equações de funções (1) e (3) são equi.valentes

Prova

Vamos mostrar que as funções f e fl de (1) e (3),
respecti-valente, satisfazem a equação funci.oral recurso.va a-
bas.xo:

f2 (x) if p(x) then a(f.(b(x)),c(x)) else d(x) fi.

A equação da função f obvi.amente satisfaz a equação
funcional acima. Analisemos a equação da função f]

fl (x) - g2 (x. gl (x) )

por definição (3)

:i:Ê p(x) .EDSn g2(b(x),a(gl(x),c(x))) SJ.eS gl(x)

por expansão usando (5)

J:.Ê p(x) .E!!Sn a(g2(b(x) ,gl(x)),c(x)) gJ:39 gl(x) fi

pelo lema 2.1 considerando x,y,z respectivamente
b (x) , c(x) , gl (x)

cOIRo

j:Ê p(x) t:hen a(g2(b(x) , .iÍ p(x) then gl(b(x))
else d (x) fí),c (x))

else i.f p(x) then g. (b(x)) else d(x) fi fi.

por expansão usando (4)

j:g. p(x) IÇ!!gB }{ p(x) then a(g.(b(x),g.(b(x))),c(x))

else a (q. (b (x) ,c (x) ) ) fi.

9J:gg iJ p(x) .Ç.ben gl(b(x)) sJ:es d(x) Êã
por b2

------------
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'reorerna 2. 1 

As equações de funções (1) e ( 3 ) são equivalentes. 

Prova 

Vamos mostrar que as funções f e f
1 de (1) e (3), 

respectivamente, satisfazem a equação f unciona l recursiva a

baixo: 

f
2

(x ) = if p (x ) then a ( f 2 (b (x )) ,c (x )) else d(x) fi 

A equação da f u nção f obviamente satisfaz a equação 

funcional acima. Analisemos a equação da função f
1

. 

por definição (3 ) 

= if p (x) then g 2 (b( x ) , a (g 1 (x ) , c(x ))) else g
1 

(x) fi 

por expansão us ando (5) 

pelo lema 2.1 considerando x , y,z respectivamente 

b (x ), c(x), g
1

( x ) 

= if p (x ) then a (g 2 (b( x ), if p (x ) then g 1 (b(x)) 

como 

e ls e d(x) fi) ,c( x )) 

else if p(x) then g 1 (b (x )) else d(x) fif i 

por expans ão usando (4 ) 

= if p (x ) then if p (x ) then a (g 2 (b( x ) ,g1 (b( x ))) ,c( x )) 

e ls e if p(x) then g 1 (b( x )) else d(x) fifi 

por b2 
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if p(x) Çllgp: a(g.(b(x), g. (b(x))) , c(x)) Sl!:eS d(x) iE+

por bl

i.f p(x) then a(f. (b(x)) , c(x)) g}.gg d(x) :Ê&

por contração usando (3 )

O que demonstra o teorema 2.1 .[]

3 bIÉTODO DE INDUÇÃO SOBRE UM CONJUNTO BEM PUNOAPQ

Um conjunto bçm fundado /15/ é um conjunto no qual
podemos definir uma ordem, de tal modo que não existe nenhuma
sequência decrescente infinita segundo essa ordem ou, em ou
trás palavras, que toda sequência decrescente tem mínimo. Es
sa ordem é também chamada de ordem bem fundada. Podemos empre
gar conjuntos bem fundados como base para a prova de indução
matemática usando o seguinte PEiilc;Jpxg gS 4p4llção bçp fundada:

Seja B um conjunto muni.do de uma ordem bem fun
dadas. Para provar que P(b) é verdadeiro para todo e-
lemento b de B, devemos provar que P(b) é verdadeiro
se b é o n\Ínimo de uma sequência decrescente e provar
que P(b) é verdadeiro assumindo que P(b') é verdades
ro onde b' é todo e].emento de B tal que b>b'

Esse método foi. introduzido por Floyd em /15/ para
provar terminação de programas.

Exemplifi-cabemos esse pri-ncípio na prova da consis--
tênci.a da regra 111.1. Nos lemas 3.1, 3.2 e no.teorema 3.1
que se seguem usaremos a notação fl para nos referi.amos ao
procedi-mento declarado no consequente da regra.

Lema 3.1

Se para um certo x., f(x.) está definida, os i.nstan
tâneos em {l} e {3} são SI e S3 respecti.vamente e na chamada
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= if p(x) then a(g
2

(b(x), g l (b (x ) ) ) , c (x) ) else d(x) fi 

por bl 

= if p(x) then a(f1 (b(x)), c (x) ) else d(x) fi 

por contração usando ( 3 ) 

O que demonstra o teorema 2 .1 , O 

3. MÉTODO DE INDUÇÃO SOBRE UM CONJUNTO BEM FUNDADO 

Um conjunto bem fundado /15/ é um conjunto no qual 

podemos definir uma ordem, de tal modo que não existe nenhuma 

sequência decrescente infinita segundo essa ordem ou, em ou 

tras palavras, que toda sequência decrescente tem mínimo. Es 

sa ordem é também chamada de ordem bem fundada. Podemos ernpre 

gar conjuntos bem fundados corno base para a prova de indução 

matemática usando o seguinte princípio de indução bem fundada: 

Seja Bum conjunto munido de uma ordem bem fun 

dada>. Para provar que P(b ) é verdadeiro para todo e

lemento b de B, devemos provar que P(b ) é verdadeiro 

se b é o mínimo de uma sequência decrescente e provar 

que P(b) e verdadeiro assumindo que P (b') é verdadei 

ro onde b 1 é todo elemento de B tal que b>b ' . 

Esse método foi introduzido por Floyd em /15/ para 

provar terminação de programas. 

Exemplificaremos esse princípio na prova da consis-

tência da regra III.l. Nos lemas 3.1, 3.2 e no teorema 3 . 1 

que se seguem usaremos a notação f 1 para nos referirmos ao 

procedimento declarado no consequente da r egra. 

Lema 3.1 

Se para um certo x, f (x ) está definida, os instan 
o o -

tâneos em {1} e {3} são s1 e s 3 respectivamente e na chamada 



75

fl(xo), o instantâneo S4 em {4} é tal que S].:S4/{y} então
fl(xo) esta definida, computa o mesmo valor e S3:s6/{x,y} OD:
de S6 é o instantâneo em {6}. ' ' '

Prova

Vamos provar por indução em x. sobre a ordem i.ndu
lida pela computação do procedimento f. Nessa ordem se x >xí
então ocorre uma chamada f(x.;) na computação de f(x.) , onde
f(xo) esta definida. Em particular se f(x.) esta defi.nada en

xo>a(xo). Esta ordem é bem fundada uma vez que uma se(]tên
ci.a i.nfini.ta nesta ordem corresponderia a uma computação não
defina.da no procedimento f. o que não pode ocorrer pois a or
dem sõ esta estabelecida para chamadas definidas de f

Base da indução: xo é o menor elemento de uma se-
quenci.a

Podemos afirmar neste caso que não hã nenhuma cha-
n\ada recursiva de f na chamada f(x.) pois se houvesse,
xo nao seria o menor elemento da sequênci.a. DaÍ, podemos ga
rantir que se o controle atingir {2} então p(x.) será falso
(visto que não hã desvios de R2 para fora de R9). Portantopa
ra esta chamada será executada uma sequência de comandos idên
rica a unia chamada com parâmetro xo do segui.nte procedimento:

(.E]. x) .g2

(1) bege:B { 7 }

Rl; P (x) ; R3; R4;

L:{8} end

No consequente da regra a parte then, também nunca
sela atingi.da poi.s P(x.) é falso

Portanto para x:xo' f(xo), fl(xo) e f2(xo) execB
tam a mesma sequênci.a de comandos se os instantâneos S. , s.,
S7 emÍ1},{4} e{7} respectivamente são tai.s que S.:S.
S].:S4/{y} uma vez que y não ocorre no corpo de f.. Isto

q

e

ga
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f
1 

(x
0
), o instantâneo s

4 
em {4} é tal que s1 =s 4/{y} então 

f
1 

(x
0

) está definida, computa o mesmo valor e s 3 =s 6 /{x,y} on 
de s

6 é o instantâneo e m {6}. 

Prova 

Vamos provar por indução -em x
0 

sobre a ordem 
zida pela computação do procedimento f. Nessa ordem se 
então ocorre uma chamada f(x' ) na computação de f (x ), o o 

indu 

X >X 1 

o o 
onde 

f (x ) está definida. Em particular se f (x ) está definida en o o -tão x >a (x ). Esta ordem é bem fundada uma vez que uma sEql.Ên o o -eia infinita nesta ordem corresponderia a uma computação não 
definida no procedimento f, o que não pode ocorrer pois a or 
dem s6 está estabelecida para chamadas definidas de f. 

Base da indução: x e o menor elemento d e uma o 
quência. 

se-

Podemos afirmar neste caso que não há nenhuma cha-
mada recursiva de f na chamada f (x) pois se houvesse, o 
x não seria o menor elemento da sequência. Dai, podemos g~ o 
rantir que se o controle atingir {2} então p(x) sera falso o (visto que não há desvios de R2 para fora de R2 ). Portantop~ 
ra esta chamada será executada uma sequência de comandos idên 
tica a uma chamada com parâmetro x do seguinte procedimento: o 

proc f2 = (! 1 x) !2: 

begin { 7 } 
( 1) 

Rl; p (x) ; R3; R4; 

L: { 8} end 

No consequente da regra a parte then, também nunca 
sera atingida pois p(x) é falso. o 

Portanto para x=x
0

, f (x
0

), f
1 

(x
0

) e f
2 (x

0
) execu 

tam a mesma sequência de comandos se os instantâneos s
1

, s
4 , 

s
7 em {1}, {4} e {7} respectivamente são tais que s

1 =s
7 e 

s1 =s 4/{y } urna vez que .Y não ocorre no corpo de f 1 . Isto ga 
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unte que os instantâneos S3' S6 e S8 de {3}r {6} e {8} são
tais que S3:S6/{xry} e S3:S8

Passo da indução: xn não é o mínimo de nenhuma se
quencxa.

Só precisamos analisar a primei.ra vez que p(x.) é
verdadeiro pois até que isto aconteça as computações de f e

fl são idênticas pois Sl=S3/{y} e y não ocorre no corpo de
f. . Chamemos de a a sequência de comandos executada pelo aD
tecedente (ou pe[o consequente) de ]]].]. até a primeira vez
que p(x.) seja verdadeiro. Quando o controle atingir a parte
then executara "R2[xol; f(a(xo)); gg IÇg L;L: terminando a
execução de f(xn) . Portanto a sequência executada é

(12) {1} xaLxo1; {2} P(xo); f (a(xo) ) ; gg :Çg L;L:{3}

Numa chamada fl (x.) que satisfaça as hipóteses deg.
te lema é executado:

X
]; P(x ) ;alX 0 0 xR2[xOJ; x::a(xo); gg to LI

Mas voltar a LI com x valendo a(x.) é o mesmo que
executar fl com valor a(xo) ou seja executarmos a segui.nte
sequencxa

(13){4} XalxoJ; {5} p(xo); xR2[xol; x:-a(xo); fl(a(xo)){6}

Para podermos aplicar a hipótese de i.ndução premi--
somos verificar se os instantâneos S. e S. associados aos
pontos {l} e {4} das chamadas f(a(x.)) e fl (a(x.)) respecti-
vamente, satisfazem as condições do lema. Observe--se que a
menos de y que não esta defina.do em (12) as demais i.nforma
çÕes são idênti.cas até imediatamente depois de "R9Ex.]. Pol
tanto S7:S8/{y}. Como xo>a(xo) e f(a(xo)) está defi.ninfa te
mos que f. (a(x.)) também esta definida, computa o mesmo va
lor e os instantâneos S. e S.. vãli.dos em {3} e {6} das cha

rante que os instantâneos s 3 , s 6 e s 8 de {3}, {6} e {8} 

tais que s
3

=s
6
/{ x ,y} e s

3
=s

8
• 
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~ sao 

Passo da indução: ~ .. ' x nao e o m1n1mo de nenhuma seo 
quência. 

SÓ precisamos analisar a primeira vez que p(x) e o 
v e rdadeiro pois até que isto aconteça as computações de f e 

f
1 

são idênticas pois s 1 =s 3/ {y} e y não ocorre no corpo de 

f
1

. Chamemos de a a sequência de comandos executada pelo an 

tecedente (ou pelo consequente) de III.l até a primeira vez 

que p (x
0

) seja verdadeiro. Quando o controle atingir a parte 

then executará xR
2

[ x ]; f(a(x )); 9.2 to L;L: terminando a 
o o 

execuç ão de f(x). Portanto a sequência executada é: o 

(12) {l} xa[x ]; {2} p (x ); xR
2

Lx ]; f (a (x )); 9_Q to L;L:{3} 
o o o o 

Numa chamada f 1 (x
0

) que satisfaça as hip6tese s des 

te l ema e executado: 

Mas voltar a L
1 

com x valendo a(x
0

) é o mesmo que 

executar f 1 com valor a (x
0
), ou seja executarmos a seguinte 

sequência: 

( 13) {4} xalx ]; {5} p(x ); 
o o 

Para podermos aplicar a hipótese de indução preci-

samos verificar se os instantâneos s 7 e s 8 associados aos 

pontos {l} e {4} das chamadas f (a( x )) e f
1

(a(x )) respec t i -o o 
vamente, satisfazem as condições do lema . Obser ve-se que a 

me nos de y q ue não está definido em (12) as demais i nforma 

ções são idênticas até imediatamen t e depois de 

t a nto s
7

=s
8
/{y} . Como x >a (x ) e f( a (x )) está o o o 

mos que f 1 {a(x
0

)) também está definida, computa 

l or e os instantân eos s
9 

e s
10 

válidos em {3} e 

X 
R

2
[x

0
J. Por 

definida 

o mesmo 

{6} das 

te 

va 

cha 
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iradas f(a(xo)) e fl(a(xo)) respectivamente são tai.s que S9:
S10/{x y}. Os valores computador nas chamadas f(xo) e f' (xo)
sao iguais pois são os valores computador respecti.vamente nas
chamadas f(a(xo)) e fl(a(xo)). O instantâneo S3 valido em
{3} de (12) é tal que S3:S9/{x} pois em S3 x vale xo e em S9
x vale a(x.); e os instantâneos SÉ de {6} em (13) é tal que
S6:S10/{xry}. Portanto S3:S6/{xry} o que demonstra o ]ema.[]

Lema 3.2

Se para um certo xo' fl(xo) está deflni.da. S4 éo
i.nstantâneo em {4} nesta chamada e S. é o instantâneo em {l}
numa chamada de f(xo) onde Sl:S4/{y} então f(xo) está defina.
da

Prova

Podemos provar por indução sobre a ordem> i.nduzida
pela computação do esquema iterativo. Nesta ordem x.>a(x.)>

>a''(x.) onde -n p''(x.) A VirOs]<nA<p(a'(x.)) ]. Esta ordem é
bem fundada poi.s sÓ consideramos as sequências decrescentes
que satisfaçam a conde.ção acima

Esta prova pode ser feita de modo análogo à prova
do ].ema 3.1.[]

Teorema 3.1

A regra 111.1 é consistente

Prova

Segue dos [emas 3.1 e 3. 2. []

4 MÉTODO DA INDUÇÃO COMPUTACIONAL
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-madas f(a(x
0

)) e f
1 

(a(x
0

)) respectivamente sao tais que s
9
= 

s
10

/{x,y}. Os valores computados nas chamadas f (x
0

) e f ' (x
0

) 

são iguais pois são os valores computados respectivamente nas 

chamadas f (a(x
0

)) e f
1 

(a(x
0

)) . O instantâneo s3 válido em 

{3} de (12) é tal que s3=s
9
/{x} pois em s 3 x vale x

0 
e em s9 

x vale a (x
0

) ; e os instantâneos s
6 de {6} em (13) é tal que 

s6 =s
10

/{x,y}. Portanto s
3

=s
6
/{ x ,y} o que demonstra o lema.O 

Lema 3.2 

Se para um certo x , f 1 (x) está definida, o o 
instantâneo em {4} nesta chamada e s1 é o instantâneo 

numa chamada de f (x
0

) onde s1 =s 4/{y} então f (x
0

) está 

d a . 

Prova 

.. s4 e o 

em {l} 

defini 

Podemos provar por indução sobre a ordem> indu zida 

p e la computação do esquema iterativo. Nesta ordem x >a (x ) >. . o o 
.. >an(x ) onde 7 pn(x ) A Vi[0 $i <nA<p (a 1 (x )) ]. Esta ordem é o o o 
bem fundada pois só consideramos as sequ ências decrescentes 

que satisfaçam a condição acima. 

Esta prova pode ser feita de modo análogo a prova 

do lema 3.1. □ 

Teorema 3.1 

A regra III.l e consistente. 

Prova 

Segue dos lemas 3.1 e 3.2. □ 

4. MfTODO DA INDUÇÃO COMPUTACIONAL 
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Para exemplifi-car o princípio da indução de Morri-s
/25/, também chamado de i.ndução computaci.oral, descrito no
capítulo 11, vamos emprega'lo para provar a consistênci.a da
regra 111.24. Essa prova ocorreu no trabalho de Bird /6/

Para provar que o antecedente é equi.valente ao con
sequente da regra vamos considerar. i.nicialmente. o seguinte
esquema de procedimento

19g g:;: (Çz y, .E2 ki) X9j:g

int k:=kl;

j::E p(x) then Rl; push(s,x);
(1 4) g (a (x) , 0) ;g (b (x) k+l)

else while k>0 do k:=k--l;

poP(s,x); R. od fi

end

onde a vara.ãvel s é uma variável global ao procedi.mento g ,
sendo do tipo stock

Lema 4.].

A chamada g(x.,k.+l) é equivalente
g(xo'ko); pop(s,x); R2

a sequenci.a

Prova

Para provar o lema.vamos declarar uma família de es
quemas de procedimento {gl }, iz0 do seguinte modo:

a) Se i:0 então g. esta indefini.do para qualquer
valor dos parâmetros;

1)) Se i->0 então g: é declarado como
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Para exemplificar o princípio da indução de Morris 

/25/, também chamado de indução computacional, descrito no 

capitulo II, vamos empregá-lo para provar a consistência da 

regra III.24. Essa prova ocorreu no trabalho de Bird /6/. 

Para provar que o antecedente é equivalente ao con 
- -

seguente da regra vamos considerar, inicialmente, o seguinte 

esquema de procedimento: 

if p(x) then R1 ; push(s,x); 

(14) g(a(x) ,O) ;g(b(x), k+l) 

else while k>O do k:=k-1; 

pop(s,x); R
2 

od fi 

end 

onde a variável sé uma variável global ao procedimento g, 

sendo do tipo stack. 

Lema 4.1 

A chamada g(x ,k +l) e equivalente o o 
g ( X , k ) ; pop ( s, X ) ; R

2 
. 

o o 

Prova 

a sequência 

Para provar o lema,vamos declarar uma família de es 

quemas de procedimento {g. }, i ~O do seguinte modo: 
l 

a) Se i=O então g
0 

está indefinido para 

valor dos parâmetros; 

b) Se i>O então g. e declarado como: 
l 

qualquer 
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2:gs çi' (Ei y, &2 kl) X9jg

:}.B.ç k ::kl

iÍ p (x) t:hen Rl; push (s,x) ;

gi.l (a(x),0);qi.l

e[se wh]]e k>0 do k:=k-].;

OP(s,x)

l

P

end

Base da indução: i=O

As chamadas qo(xo'ko+l) e go
definidas, portanto são equivalentes

Passo da inducao: i>0

A chamada gi(xo'ko+l) é equi.valente por expansão a

beain EI x:-xo' int k :=ko+l;

j:.! P(x) .Ç:bSn: Rl; push(s,x) ;

gi.l(a(xo).0) ; gi.l(b(xo) ,ko+2)

el:ge while k>0 do k:=k-l; pop(s,x);

R. od fi

(x ,k ambasestão In0 0

do k

end

que por hi-pótese de i.ndução é eq

bealn tl x::xo' int k :=ko+l;
if p (x) then R] ; push (s,x) ;

gi.l(a(x).0); gi.l(b(xo);ko+l);
eJ-se while k>0 do k:=k-l; pop(s,x);

R. od fi

uivalente a
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if p(x) then R1 ; push (s,x ) ; 

gi-l (a (x ) , O) ;gi-l (b (x ) , k+l ) 

else while k>O do k:=k-1 ; 

pop(s,x ) ; R2 od f i 

end 

Base d a indução: i=O 

As chamadas g (x ,k +l ) e g (x ,k ) estão ambas in o o o o o o 
definidas , portanto são equivalentes. 

Passo da indução: i>O 

A chamada g. (x ,k +l) 
l O O 

- -e equivalente por expansao a: 

if p(x ) then R1 ; push (s,x) ; 

g . 1 (a (x ),O ); g. 
1

(b (x ) ,k+2 ) 
i- O 1- O O 

else while k>O do k:=k-1 ; pop (s,x ); 

end 

que por hipótese de indução é equ ivalente a: 

begin t
1 

x :=x, int k:=k +l; o -- o 
if p(x ) then R1 ; push (s , x ) ; 

g. 1 (a (x ) ,O ) ; g . 
1

(b (x ) ;k + l) ;pop (s , x ) ;R2 1- i- O O 

else while k>O do k:=k-1; pop (s , x ) ; 

R2 od fi 

end 
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Neste Último esquema se inicializarmos k com kn(ao
invés de k.+l) devemos acrescentar após o comando while k>0
do .. . gg. a sequência pop(s,x); R2' obtendo

beain .Ei x:-xo' int k
:k ;0'

=!::E P(x) .Ç!!gn. Rl; push(s,x)

gi.l(a(x),0); gi.l(b(x),k+l); poP(s,x); R2

else while k>0 do k:=k-l; poP(srx); R2 od;

poP(s,x);

end

que é equivalente a

EI x:-xo' int k:=ko;

if p (x) thgB R. ; push (s,x) ;

gi.l (a(x),0); gi.l (b(x),k+l)

e].se whi.Le k>0 do k :k-l; pop(s,x) ; R2 od fi

poP (s,x) ; R2

end

que é equivalente por contração ã sequênci.a abaixo, supondo
sem perda de generalidade, que exista uma variável x de tipo
t. global ao procedi.mento

gj. (xo'ko) ; pop(s.x) ; R2'E]

Teorema 4.1

A chamada f(x.) , onde f é o procedimento declarado
no antecedente da regra 111.24 é equi.valente a q(x.,0)
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Neste Ültimo esquema se inicializarmos k com k (ao o 
invés de k +l) devemos acrescentar ap6s o comando while k>O 

o 
do oda sequência pop (s, x ) ; R2 , obtendo: 

beqin t 1 x:=x , int k:=k; 
- o o 

if 

end 

gi-l (a (x), O); gi-l (b ( x ) ,k+l); pop (s , x); R2 

else while k>O do k:=k-1; pop (s, x ); R2 od; 

pop (s,x ); R2 fi 

que e equivalente a 

begin t 1 x:=x , i nt k:=k ; - o -- o 

g . 
1

(a(x),O); g. 1 (b(x),k+l) 
i- 1-

else while k>O do k:=k-1; pop(s, x ); R2 od fi 

pop (s,x ); R2 

end 

que é equivalente por contração a sequência abaixo , supondo 

sem perda de generalidade, que exista uma variável x de tipo 

! 1 global ao procedimento. 

Teorema 4.1 

g . (x ,k ) ; pop (s, x ) ; R2 . □ 
l O O 

A chamada f (x ), onde fé o procedimento declarado 
o 

no antecedente da regra III .24 é equivalente a g(x ,O). 
o 
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Prova

Seja a falní].ia {f{ } declarada de maneira análoga à
famÍli.a {gl } do lema 4 . 1

Base da indução: i-0

fo(xo) e go(xo'0) estão ambas indefinidas para qual
quer valor de x0

Passo da indução: i->0

A chamada fi(xn) é equi.valente por expansão a

begin tl x:-xo;

j:;Ê p(x) E!!Sn Rl; fi-l(a(xo)); fi-l(b(xo)); R2
end

Como f{.l não tem nenhum efeito sobre a pilha s pg
demos i-ntroduzir os colttandos push(s,x) e pop(s,x) , depor.s de
RI e antes de R9 respectivamente sem alterarmos a equivalem:
ci.a, chegando a

begin .ÊI x::xo;

:il p(x) .E!!sn Rl; push(s,x) ; fi.l(a(xo»; ft-lb6<J);

poP(s,x); Ra

end

Usando a hi.pótese de indução temos

t. x:=x ;1 0

J:.! p(x) t:hen Rl; push(s,x); gi.l(a(xo),0); gi.l(b(x),O)

poP(s,x); R2 fi
end

Prova 

81 

Seja a família {f.} declarada de maneira anâloga a 
l 

família {g.} do l e ma 4.1. 
l 

Base da indução: i=O 

f (x) e g (x ,O) estão ambas indefinidas para~ o o o o 
quer valor de x. o 

Passo da indução: i>O 

A chamada f . (x) é equivalente por expansão a: 
l O 

end 

-Como fi-l nao tem nenhum efeito sobre a pilhas p~ 

demos introduzir os comandos push(s,x) e pop (s, x ), depois de 

R1 e antes de R2 respectivamente sem alterarmos a equivalê~ 

eia, chegando a: 

pop (s,x ) ; R
2 fi 

end 

Usando a hipótese de indução temos: 

~in !i x:=x
0

; 

if p(x) then R1 ; push (s, x); gi-l (a( x
0

),0 ); gi-l (b(x
0
),0); 

pop (s,x ); R2 fi 

end 
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Pelo ].ema 4.1, obtemos

]::E p(x) .EbSn Rl; push(s.x); gj.-l(a(x) .O); gj.-l(b(xo),l) fi

end

.[ntroduzindo-se uma vara.ãve] ]oca] de tipo inteiro
k, ini.ci.alizada com 0, podentos estabelecer o resultado:

beain EI x:-xo' int k 0;

:L:E p(x) .E!!SB Rl; push(s.x); gi.l(a(x) ,0); gj.-l(b(x) , k+l)

e[se whi. ].e k>0 do k :=k-] ;

poP(s,x); R2 od fi

end

pois quando k=0 o comando whi.le i.ntroduzido não é executado
nenhunta vez. Esta Última forma por contrição é equi.valente à
chamada

gi (xo'0) . []

Lema 4.2

O procedi.mento g declarado em (14) é equi.valente a

r9ç g- (L y, ilQ k. ) V94a'1 1

beain .EI x::y. int k:=kl' stock sl:-ril;

L:while p(x) do Rl; push(s,x); push(sl' b(x));

x :=a (x) ; gg .Çg L gg:;

whi.le k>0 do k:=k-l; pop(s,x);(15)

iÉ ] ernpty(sl) t:hen pop(sl'x); k:=1;

g9 E9 L :Eà
end
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Pelo lema 4.1, obtemos: 

begin .!:_1 x:=x
0 

end 

Introduzindo-se urna variável local de tipo inteiro 

k, inicializada com O, podemos estabelecer o resultado: 

begin t 1 x:=x, int k:=0; - o --

e lse while k>O do k:=k-1; 

pop(s,x); R2 od fi 

end 

-pois quando k=O o comando while introduzido nao e executado 

nenhuma vez . Esta Última forma por contração é equivalente à 

chamada: 

Lema 4.2 

g. ( x , O) • O 
l O 

~ 

O procedimento g declarado em (14) e equivalente a: 

proc g=(ti_ y, int k 1 ) void: 

begin .!:_
1 

x:=y , int k:=k
1

, stack s
1

:=nil; 

L:while p (x ) do R
1

; push(s,x); push(s
1

, b(x)); 

x:=a (x); ~ to L od; 

(15) while k>O do k :=k- 1; pop(s,·x ) ; R
2 

od; 

end 

if 7 ernpty(s 1 ) then pop(s
1

,x); k:=l ; 

~ to L fi 
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Prova

Inicialmente, podemos aplicar na segunda chamada re
cursiva do procedi.mento g em (14) uma versão ligeiramente mo
dificada da regra 111.1, onde o antecedente é

19s í-(Ei y) E2

begin tl x::y;

Rl;

:l:Ê p(x) then R2; f(a(x)); gg .Eg L

else R. fi.;

R4

end

obtendo

;ç2c 'J::: (t. y, i-nt k. ) voi.d

begln tl x :y, i.nt k:=k.;

L j;.Ê p(x) t:hen Rl; push(s,x); g(a(x),0);

x:=b (x) ; k :=k+l; g9 to L

else whi.le k>0 do k :k-l; pop(s,x);

R. od fi
Z

end

Para eliminarmos, definitivamente, a chamada recua
si.va que resta podemos empregar uma pilha de acordo com seu
uso feito na regra 111.2, observando que não hã necessidade
de empa-lharmos os valores dos parâmetros (y,kl) uma vez que
estes valores estão armazenados nas variáveis locais (x e k)
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Prova 

Inicialmente, podemos aplicar na segunda chamada~ 
cursiva do procedimento g em (14) uma versão ligeiramente mo 
dificada da regra III.l, onde o antecedente é: 

obtendo: 

begin !i x:=y; 

if p (x) then R2 ; f (a (x)); ~ to L 

end 

proc g= (t y, int k 1 ) void: - 1 -

L: if p (x ) then R1 ; push (s,x ) ; g (a (x ) ,O); 

x:=b (x); k:=k+l; ~ to L 

else while k>O do k:=k-1; pop (s,x); 

end 

Para eliminarmos, definitivamente, a chamada recur 
siva que resta podemos empregar uma pilha de acordo com seu 
uso feito na regra III.2, observando que não há necessidade 
de empilharmos os valores dos parâmetros (y,k1 ) uma vez que 
estes valores estão armazenados nas variáveis locais (x e k): 
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19g g=(Ei v, .}!!E ki) X94g

beain tl x:-y/ int k:=kl' stack sl::nil;

L if p(x) ttien Rl; push(s.x); push(sl'x)

push (sl'0); x :a (x) ; gg :Çg L l;

while p(x) qg k :k-l; pop(srx); R2 od;

while -l empty (s].) do pop(sl'k); pop(sl'x);

x:=b(x); k:=k+l;

g9 .E9 L 9g:

end

Neste Últi.mo esquema podemos efetuar as seguintes
transformações que preservam a equivaJ-ência

a) aplicar a transformação TI de 1.5 no comando
if fi;

b) eliminar os comandos push(sl'0). pop(sl'k)
trocar o comando k:=k+l por k:=1;

e

c) trocar o comando whi.le -l empty(sl ) gg. . .gg .Êg L

gg; por um comando :i:g. l empty(sl) then. . .gg iEg L fi, uma vez
que o premi.capo l empty(s) do privei.ro só é executado uma ilü-
ca vez, cada vez que se atinge o comando while, devido ao
desvi.o incondi.ci.anal que ocorre no fim executãvel da parte
do do whi].e

Obtemos, então, o esquema

g=(t. y, int k.) voi.d

..l.B tl x::y, int k:=klr stock sl::nil;
L: while p(x) do Rl; push(s,x); push(sl'x)

x:=a(x); gg .Eg L gg;

whi.le k>0 do k:=k-l; pop(s,x); R2 od;
:Le ] empty (sl) then pop(sl'x); x::b(x)

k : =1; a9 .E9 L .Êll
end
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proc 9=(t y, int k 1 ) void: 
-1 -

while p(x) do k:=k-1; pop(s,x); R2 od; 

x:=b(x); k:=k+l; 

end 

Neste Último esquema podemos efetuar as seguintes 

transformações que preservam a equivalência: 

a) aplicar a transformação T
1 

de 1 . 5 no comando 

if. .. fi; - -

b) eliminar os comandos push(s 1 ,0), pop(s
1

,k) e 

trocar o comando k:=k+l por k:=l; 

e) trocar o comando while 7 empty(s
1

) do ... ~ to L 

od; por um comando i f 7 empty(s 1 ) then ... ~ to L fi, uma vez 

que o predicado 7 empty(s) do primeiro só é executado uma úni 

ca vez, cada vez que se atinge o comando while, devido ao 

desvio incondicional que ocorre no fim executável da parte 

do do while. 

Obtemos, então, o esquema: 

proc g= (t_
1 

y, int k 1 ) void: 

begin !i x:=y , int k:=k 1 , stack s 1 :=nil; 

L: while p(x) do R1 ; push(s,x); push(s
1
,x); 

x:=a(x); 3.52. to L od; 

e nd 

while k>0 do k:=k-1; pop(s,x); R
2 

od; 

if 7 empty (s 1 ) then pop(s
1
,x); x:=b(x); 

k:=l; ~ to L fi 
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Finalmente, podemos ainda efetuar a transformação g
bai.xo que leva a uma forma lidei.lamente mais eficiente que
essa última, a saber:

d) ao i.nvés de empa.Iharmos o valor da variável x em
s]. através de push(sl'x), empilhar diretamente o valor de
b(x) através de push(sl.b(x)), uma vez que o primeiro comam

do que se segue a pop(sl'x) é o comando de atribuição x:=b(x).
Portanto trocamos push(sl'x) por push(sl'b(x)) e eli-minados a
atribuição x:=b(x)

Apli-cardo essa transformação obtemos o esquema (15)
D

Teorema 4.2

A regra 111.24 é consistente

Prova

[ni.cia].mente, afirmamos que o antecedente da regra
111.24 ê equi.va]ente. peão teorema 4.]. ao esquema abaixo:

:r9g í;(ti v) :C9j;g:
beqin stock s:anil;

g (y , o )
end

que por expansão usando (14) é equivalente a

roc :E:(t. y) voj.d

bebi.n tl x::y, int k:=0, stock s:anil, sl :anil;
L: whi]e p(x)(]o Rl; push(s,x); push(sl'b(x))

x :=a (x) ; gg .Eg L gg:;

while k>0 do k:=k-l; pop(s,x); R. od;

11:É "I empty (sl) then pop(sl'x); k:=l
qo to L fi

/

(16 )

Observamos, fi-na].mente, que como no corpo do piore
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Finalmente, podemos ainda efetuar a transformação~ 
baixo que leva a uma f orma ligeiramente mais eficiente que 
essa Última, a saber: 

d) ao invés de empilharmos o valor da variável x em 
s 1 através de push (s

1
,x), empilhar diretamente o valor de 

b (x ), através de push(s
1

,b(x )), uma vez que o primeiro coman 
do que se segue a pop(s

1
,x) é o comando de atribuição x:=b (x ). 

Portanto trocamos push(s
1

,x) por push(s
1

,b(x )) e eliminamos a 

atribuição x:=b (x ) . 

Aplicando essa transformação obtemos o esquema (15). 

o 

'reorema 4 • 2 

A regra III.24 e consistente. 

Prova 

Inicialmente, afirmamos que o antecedente da regra 
III.24 e equivalente, pelo teorema 4.1 ao esq uema abaixo: 

-

proc f= (t 1 y ) void: 

begin stack s:=nil; 

g (y' o) 

end 

que por expansao usando (1 4 ) e equivalente a: 

(16) 

proc f= (S y ) voiª: 

begin !i x:=y, int k:= 0, stack s:=nil, s 1 :=nil; 

L: while p (x ) do R1 ; push (s, x); push (s
1

,b(x)); 

x:=a(x); 51Q to L od; 

while k >O do k:=k-1; pop (s, x ); R
2 

od; 

if 7 empty (s
1

) then pop(s
1

, x ); k:=l; 

.9.Q to L fi 

end 

Observamos, finalmente , que como no corpo do proc~ 
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dimento f de (].6) os únicos valores atribuídos a k são 0 e l,
o comando while k>0 do k:=k-l...od pode ser trocado pelo co-
ntando if k>0 .Ehen k:=0. . .fi., obtendo-se o consequente de lll
24 n

5 MÉTODO DA ASSERÇÃO INTERMITENTE

Segundo a terminologia de Manda e Waldinger /22/usa
remos a frase: ''alguma vez Q em {il" para denotar que Q é uma
asserção i-ntermitente (cf.]J-) no ponto {i}, isto é, a].gumavez
o controle passara por {i.} com a asserção Q bati.sfeita.

Para provarmos que uma regra é consi.atente pelo mé
todo da asserção i-ntermitente devemos provar dois teoremas. O
primeiro deles tem como uma das hipóteses a condição de f(x.)
est:ar definida (que a computação do procedimento resursivo f
numa chamada com argumento x. termina) . Esta condição é neces
pari.a para garantir que o procedi.mento iterativo também termo
ne e que retorne o mesmo valor. Além disso este teorema tam-
bém, estabelece que os efei.tos colateral.s serão os mesmos. O
segundo teorema deve garantir que o procedíirnltn recursivo terln:iín qtnn
do o procedimento iterativo assim o faz. Com esses doi.s teo-
remas cona.aura-se a equivalência entre os dois esquemas. Pa
ra provar os teoremas, enunci.a--se e prova'se alguns lemas que
descrevem asserções intermitentes referentes a pontos interrns
do corpo do procedimento iterativo. As provas dos lemas são
feitas por indução sobre os eJ-ementos de um conjunto bem fun
dado. Para exemplificar o método, empregamos o mesmo nos teo
lemas 5.1 e 5.2 que estabelecem a consistência da regra 111.4
e nos teoremas 5.3 e 5.4 que provam a consistência da regra
111.9. No teorema 5.3 e no ].ema 5.3 usamos a seguinte nota
çao: se xo ê um valor e s' é uma pi.Iha então x..s' representa
uma pi-]ha cujo e].emento do topo é x.. Nos temas e teoremas (]es
ta secção denotaremos por f e fl, os procedimentos declarados
respecti.vamente no antecedente e consequente das regras. Além
disso representaremos por f(x.) o valor computado por f nesta
chamada.
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dimento f de (16) os Únicos valores atribuídos a k são O e 1, 
o comando while k >0 do k:=k-1 . . . od pode ser trocado pelo co
mando if k>0 then k:=0 . .. fi, obtendo-se o consequente de III. 
24. D 

5 . .MÉTODO DA ASSERÇÃO INTERMITENTE 

Segundo a terminologia de Manna e Waldinger /22/us~ 
remos a frase: "alguma vez Q em {i}" para denotar que Q é uma 
asserção intermitente (cf.II) no ponto {i}, isto é, alguma vez 
o controle passará por {i} com a asserção Q satisfeita. 

Para provarmos que uma regra é consistente pelo me 
todo da asserção intermitente devemos provar dois teoremas. O 
primeiro deles tem como uma das hip6teses a condição de f(x

0
) 

estar definida (que a computação do procedimento resursivo f 
numa cha mada com argumento x termina). Esta condição é neces o -
sária para garantir que o procedimento iterativo também termi 
ne e que retorne ~ mesmo valor. Além disso este teorema tam
bém, estabelece que os efeitos colaterais serão os mesmos. O 
segundo teorema deve garantir que o pr ocedimento r e cursi vo termina qtB.~ 

do o procedimento iterativo assim o faz. Com esses dois teo
r e mas configura-se a equivalência entre os dois esquemas. Pa 
ra provar os teoremas, enuncia-se e prova-se alguns lemas que 
descrevem asserções intermitentes referentes a pontos internos 
do corpo do procedimento iterativo. As provas dos lemas sao 
feitas por indução sobre os elementos de um conjunto bem fun 
dado . Para exemplificar o método, empregamos o mesmo nos teo 
remas 5.1 e 5.2 que estabelecem a consistência da regra III.4 
e nos teoremas 5.3 e 5.4 que provam a consistência da 
III.9. No teorema 5.3 e no lema 5 . 3 usamos a seguinte 

regra 

nota 
ção: se x é um valor e s' e uma pilha então x .s' representa o o 
uma pilha cujo elemento do topo é x . Nos lemas e teoremas des o -
ta secção denotaremos por f e f 1 , os procedimentos declarados 
respectivamente no antecedente e consequente das regras. Além 
disso representaremos por f(x

0
) o valor computado por f nesta 

chamada. 
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Teorema 5.1

Se alguma vez, x=xo e S3 é o instantâneo em {3}
f(xo) esta defina.da e se SI e S2 são respectivamente os ins
tantãneos em {l} e {12} quando x=xOr onde Sl:S3/{kryrz} então
alguma vez z=f(xo) e S6 é o i-nstantâneo em {6} com S9:
S6/{k ,x,y, z }

Lema 5.1

Se alguma vez para algum iz0, x=bl(x.) , i.=k e
o i.nstantâneo em {4} , f(bZ(x.)) esta definida e S. e S.
respectivamente os instantâneos em {l} e {2} quando
:b'(xo) onde Sl:S4/{k,y z} então alguma vez z=f(bZ(x.)),
e S5 é o instantâneo eln {5} onde S2:S5/{krxry,z}

Prova

Provemos por indução em x. sobre a ordem > induza.--
da pela computação do antecedente da regra. Vamos assumir in

dutivamente que o gema va].e para x:b](xo) para qualquer j tal
que b'(xo) > bJ(xo) e mostraremos que ele é valido para x;
= h rv \

0

Base da inducão

Isto se dã na primeira vez que para um dado i-,p(bl(x9)
e falso, e sendo segui.do o ramo SlgS, c(x) é atingido.

No procedimento recurso.vo é executado :

p(bx(xo)); xR2[bj'(xo)]; c(bz(xo))

retornando o valor c(bl( ) )

Se alguma vez em {4}
é falso é executado:

k=i, como p(bZ(x ))0' '

p(bz(xo)); xR2[bl(xo)]; z::c(bz(xo))
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Teorema 5.1 

Se alguma vez, x=x
0 

e s3 e o instantâneo em {3} 
f(x

0
) está definida e se s 1 e s 2 são respectivamente os ins 

tantâneos em {l} e {2} quando x=x
0

, onde s1=s3/{k,y,z} então 
alguma vez z=f (x

0
) e s 6 é o instantâneo em {6} com s 2= 

s
6/{k, x ,y,z}. 

Lema 5.1 

Se alguma vez para a lgum i ~O, x=bi(x) , i=k e s 4 e . o 
o instantâneo em {4} , f (b 1 (x

0
)) está definida e s 1 e s 2 são 

respe ctivamente os instantâneos em {l} e {2} quando x= 
i - i =b (x

0
) onde s1 =s4/{k,y, z} entao alguma vez z=f (b (x

0
)), k= i 

e s
5 

é o instantâneo e m {5} onde s2 =s5/{k,x,y,z}. 

Prova 

Provemos por indução em x sobre a ordem > induzi a 
da pela computação do antecedente da regra. Vamos assumir in 
dutivamente que o lema vale para x=bj (x ) para qualquer j tal o 
que bi (x ) > bj (x ) e mostraremos que e le é válido para X = . o o 
= b 1 

(x ) . o 

Base da indução: 

Isto se dá na primeira ve z que para um dado i,p(b\xJ) 
e fals o, e sendo seguido o ramo else , c (x ) é atingido. 

No procedimento recursivo e executado: 

i retornando o v a l or c (b (x )) . o 
i i Se alguma vez em {4} x=b (x

0
) e k=i, como p (b (x

0
)) 

e falso e executado : 
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e então atinge-se {5} com z=c(b"(xn)) : f(b'(xo))
Observamos, também, que como foi executada a mesma

sequênci.a de comandos, a menos da atribuição à vara.ãve]. z, e3

tão se Sl:S4/{kTy,z} temos S2:S5/{kry,z}(neste caso x assume
o mesmo valor bl(xn) nos dois instantâneos) onde S5 é o instan
tâneo em {5}

Passo da indução: quando p(bx(xo)) é verdadeiro

FJo procedimento recursivo é executada a seguinte sg
quencxa

{[} p(bz(xo));){RlEbz(xo)]; {7} a(f(b(bZ(xo)))) {2}

retornando o valor a(f(bx+l(x.))).(f(bt+l(x.)) está definida

visto que bz(xo)>bz+l(xo) e por hipótese f(bX(xo)) esta defi-
nida). Se alguma vez em {4}. p(b'(xo)) e verdadeiro é execu
Lado

(4} p(bx (xo) ) xRllbz(xo)]; {8} k:=k+1; {9} x:=b(bx(xo))

voltando a {4} com x=bl-l(x.) e k-i.+l, com um i-nstantâneo Sá'

Como os instantâneos S. e S. de {l} e {4} respecti-
vamente são tais que Sl=S4/{k,y,z}, temos S7:S8/{kry,z}, onde
S.7 e SP são os instantâneos em {7} e {8} respecti-vamente, uma
vez que k,y e z não ocorrem em p e RI ' O que difere o instar--
tâneo S9 de {9} do i.nstantâneo S8 é o valor de k. logo S7 :
Sa/{k,y,z}. Em segui.da nos doi-s esquemas é executado b(b'(xa) )
e este é atribuído a x, no primeiro caso através da chamadare
cursiva e no segundo pelo comando de atribuição. Portanto,se2.
do S{ o i.nstantâneo vãli.do em {l} da execução da chamada

f(bi+l(xo)) , temos S].:S4/{k,y,zl; chamemos de S; o i.nstantâneo
em {2} da execução desta última chamada.

Por hipótese de indução alguma vez z=f(bX+l(x.)) e
k=i+l em {5} e sli é o instantâneo valido onde sl;:sli/{k.xry,z}.
Como i.zO temos i+l=kzl. Portanto a conde.ção k>0 é satisfez.tae
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e então atinge-se {5} 
i com z=c (b (x ) ) o 

Observamos, também, que como foi executada a mesma 

sequência de comandos, a menos da atribuição â variável z, e~ 

tão se s
1

=s
4
/{k~y,z} temos s 2=s 5/{k,y,z} (neste caso x assume 

o mesmo valor b 1 (x
0

) nos dois instantâneos) onde s 5 e o instan 

tâneo em {5}. 

i Passo da indução: quando p(b (x
0

)) e verdadeiro. 

No procedimento recursivo e executada a seguinte se 

quência: 

{ 1} p(bi(x ));~
1
[bi(x )]; {7} a(f(b(bi(x }))} {2} 

o o o 

retornando o valor a(f(bi+l(x ))} . (f(bi+l(x }) está definida 
i i + 1 o . - (

0
bi ( ) } -visto que b (x )>b (x) e por hipotese f x esta defi-o o . o 

nida). Se alguma vez em {4}, p(b1 (x )) e verdadeiro é execu o 
tado: 

{ 4 } {8} k:=k+l; 

voltando a {4} com x=bi+l(x
0

) e k=i+l, com um instantâneo s 4. 
Como os instantâneos s1 e s 4 de {l} e {4} respecti

vamente são tais que s1 =s 4/{k,y,z}, temos s7 =s 8/{k,y,z}, onde 

s 7 e s 8 são os instantâneos em {7} e {8} respectivamente, uma 
-vez que k,y e z nao ocorrem em p e R1 . O que difere o instan-

tâneo s 9 de {9} do instantâneo s 8 é o valor de k, logo .s 7 = 
s9/{k,y,z}. Em seguida nos dois esquemas é executado b(b1

(xJ) 

e este é atribuído a x, no primeiro caso através da chamada re 

cursiva e no segundo pelo comando de atribuição. Portanto,se~ 

do s1 o instantâneo válido em {l} da execuçao da chamada 

f(bi+l(x
0
)), temos s1=s 4/{k,y,z}; chamemos de s2 o instantâneo 

em {2} da execução desta Última chamada. 

i+l Por hipótese de indução alguma vez z=f(b (x )} e o 
k=i+l em {5} e s5 é o instantâneo válido onde s2=s5/{k,x,y,z}. 

Corno i ~0 temos i+l=k ~l. Portanto a condição k>0 é satisfeitae 
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saoexecutndos (Bcomandos k:=k-l e z:=a(z) ou seja temos z=
= a(f(b''t(xo))) : f(bz(xn)) e k:l em {5}, com um novo instan
taneo S5' No esquema recursivo depois da volta da chamada re
cursa.va também é executado a(f(bX+l(xo))) . Portanto S9:Sç/{k,
x,y, z} . []

Prova do Teorema 5.1

Suponhamos que alguma vez x=xo e S3 é o i.nstantâneo
em {3}, f(xo) esta definido e SI e S2 são respecti-vamente
os instantâneos em {l} e {2} quando x=xO onde Sl:S3/{kryrz}
No procedi-mento Iterativo no ponto {3} é executado k:=0 e a-
tinge-se {4} com todas as hipóteses do lema 5.1 satisfeit:as to
mando-se i=k=O. Portanto pelo lema 5.1 alguma vez z=f(bo(x.)):
:f(xo) e k-i:O em {5} com S5 de instantâneo onde S2:S5/{k,x,y,
z} . Con\o k=0 o controle passa ao ponto {6} com o mesmo ins-
tantâneo S5 e retorna o valor z=f(xo). []

Teorema 5.2

Se alguma vez x=xo e S3 é o instantâneo em {3},fJko)
esta definida, e Sl:S3/{kryrz} onde SI é o instantâneo em {l}
na chamada f(xo) então esta chamada, f(xo) . esta definida

Lema 5.2

Se alguma vez para izO, x=bl(x.) , k=i e S. é o i.ns--
tantãneo em {4} e a computação no esquema iterati.vo termírnen

tao f(b'(xo)) está definida onde SI' o instantâneo vãli.do em
(l} nesta chamada.é tal que Sl:S4/{k,yfz}

Prova

A prova é fei.ta por i.ndução em x. sobre a ordem >in-
duzida pela computação do esquema iterativo. Nesta ordem x >
x' .onde xo e xo são valores sucessivos de x em {4} durante
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são executados c:s comandos k :=k-1 e z :=a (z) ou seja temos z = 
i+l i = a (f (b (x ))) = f(b (x )) e k=i em {5}, com um novo instan o o 

tâneo s5 . No esquema recursivo depois da volta da chamada re 
cursiva também é executado a(f(bi+l(x

0
))) . Portanto s

2
=s

5
/{k, 

x,y,z}. O 

Prova do Teorema 5.1 

Suponhamos que alguma 
em {3}, f (x ) está definido e o 

e s 3 é o instantâneo 
-sao respectivamente 

os instantâneos em {l} e {2} quando x=x
0 

onde s1 =s 3/{ k , y,z} . 
No procedimento iterativo no ponto {3} é executado k:=O e a-
tinge-se {4} com todas as hipóteses do 
mando-se i=k=O. Portanto pelo lema 5.1 

lema 5 .1 satisfeitas to 
alguma vez z=f (bº (x ))= 

o =f (x
0

) e k=i=O em {5} com s5 de instantâneo onde s2 =s
5
/{k,x,y, 

z} . Como k=O o controle passa ao ponto {6} com o mesmo ins-
tantâneo s5 e retorna o valor z=f(x

0
). O 

Teorema 5.2 

Se alguma vez x=x
0 

e s3 é o instantâneo em {3},f1~J 
está definida, e s

1 =s 3/ {k,y,z} onde s1 é o instantâneo em {l} 
na chamada f (x ) então esta chamada, f (x ), está definida. o o 

Lema 5.2 

i Se alguma vez para i ~O, x=b (x
0
), k=i e s4 é o ins-

tantâneo em {4} e a computação no esquema iterativo termina.e~ 
tão f (bi (x

0
)) está definida onde s1 , o instantâneo válido em 

{l} nesta chamada,é tal que s 1 =s 4/{k,y,z}. 

Prova 

A prova é feita por indução em x sobre a ordem > ino 
<luzida pela computação do esquema iterativo. Nesta ordem x > 

o x' .onde x ex' são valores sucessivos de x em {4} durante o o o 
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urna computação que terei.na do procedimento iterativo. Suponha.
mos que o lema é valido quando x;b] (xo) onde bX(xo)>b] (xo) e
mostraremos que ele se verifica quando x=b'(xo)

Base da indução: quando p(bl (xo)) é falso.

No antecedente é executado

p(bz(xo)); xR2[bi(xo)]; c(bi(xo))

o que prova que f(bt(xo)) esta definida

Passo da indução: quando p(bx(xo)) é verdadeiro

No consequente é executado

{4} p(bx (xo) ) xRlEbi(xo)],{7} k:-k+l; x:=b(bx(xo))

retornando a {4} com x=bz+l(x.), k=i.+l e i.nstantâneo S.
procedimento recursivo é executado :

No

{l} p(bt (xo)) xRlEbj (xo)]; {8} a(f(b(bZ(xo))))

Sendo SI'S4'S7'S8'S9 os.instantâneos em {1}, {4}
{7}, {8} e em {l} da chamada f(b'' '"(x.)) respectivamente, po
demos afirmar que

S7:S8/{k,y,z} pois Sl:S4/{k,y,z} e foi executada a mes
ma sequência de comandos.

S7:S4/{k,x} pois os dois comandos que se interpõancU.
tre S7 e Sa são atribui.ções a k e
x (x assume o valor b'''(x.))

S8:S9/{x} pois pela chamada de f,x assume o
bx+l(x.)

valor
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uma computação que termina do procedimento iterativo. Suponh~ 

mos que o lema é válido quando x=bj (x ) onde bi(x ) >b j (x) e 
o . o o 

mostraremos que ele se verifica quando x=b 1 (x). o 

i 
Base da indução: quando p(b (x

0
) ) é falso. 

No antecedente é executado: 

o que prova que f(bi(x )) está definida. 
o 

{ 4 } 

Passo da indução: quando p(bi(x
0

)) e verdadeiro. 

No consequente e executado: 

i p(b (x )); 
o 

retornando a {4} com x=bi+l (x
0

), k=i+l e instantâneo s4. No 

procedimento recursivo é executado: 

Sendo s1 ,s~,s 7 ,s 8 ,s 9 os instantâneos em {1} , {4} 

{7}, {8} e em {1} da chamada f(bi+l(x )) respectivamente, po
o 

demos afirmar que 

s 7 =s 8/{k,y,z} pois s1 =s 4/{k,y,z} e foi executada ames 

ma sequência de comandos. 

pois os dois comandos que se interpõsnen 

tre s 7 e s 4 são atribuições a k e 

x (x assume o valor bi+l(x )) . 
o 

pois pela chamada de f,x assume o valor 

bi+l(x ) . 
o 
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Portanto S.â:S9/{k,yrz} . Observamos também, que pç
la ordem defi.nada bX(xo)>bX+t(xc)) e como a computação no es-
quema iterativo de bl(xo) termina a computação de bj.+l(x.) taB
bém termina. Podemos aplicar a hi.põtese de indução concluindo
que f(b"''(xo)) esta definida, o que demonstra que f(bz(x.))
esta defi.nada. [] '

Prova do Teorema 5.2

O lema 5.2 impli.ca ouvi.agente no Teorema 5.2 D

Teorema 5.3

Se alguma vez x=xo e S3 é o instantâneo em {3}, fera)
esta defina.da e se SI e S2 são respecti.vamente os instan-
tâneos associados a {l} e {2} quando x=xo onde Sl:S3/{sryfz }
então alguma vez z=f(xO) e S6 é o instantâneo em {6} com So:
S6/{ s , x, y , z }

Lema 5.3

Se alguma vez x=xo' s:xo's' e S4 é o instantâneo em
{4}, f(xo) esta definida e se SI e S? são respectivamenteos
instantâneos associados a {l} e {2} quando x=x. onde S. :
S4/{s,y,z} então alguma vez z=f(x.), s=s' e s.'é o instante
neo em {5} onde S2:S5/{s,y,z}

Prova

Provemos por indução em x. sobre a ordem > induzida
pela computação no esquema recurso.vo. Vamos assumi.r que o le
ma vale quando x=xl e s:xl'sl onde xo>xl é mostraremos que
ele e valido quando x=x e s=x .s-

Base da i.adução: quando p(x,..,) é falso.
No antecedente é executado

0
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Portanto ~4=s 9/{~ 1 y,z} . Observamos também, que p~ 
la ordem definida b 1 (x ) >b1 +1 (x) e como a computação no es-. o o ·+1 quema iterativo de b 1 (x) termina a computação de b 1 

(x ) tam o o -bém termina. Podemos aplicar a hipótese de indução concluindo 
i+l ~ i que f(b (x )) esta definida, o que demonstra que f(b (x )) o o está definida. O 

Prova do Teorema 5.2 

O lema 5.2 implica obviamente no Teorema 5.2. D 

Teorema 5.3 

Se alguma vez x=x
0 

e s 3 é o instantâneo em {3}, f~
0

) 

e stá definida e se s
1 e s

2 são respectivamente os instan
tâneos associados a {1} e {2} quando x=x

0 
onde s1 =s 3/{s,y , z } 

então alguma vez z=f(x
0

) e s
6 é o instantâneo em {6} com s

2= 
s

6
/{s,x,y,z}. 

Lema 5.3 

Se alguma vez x=x, o 
{4}, f (x ) está definida e se o 
instantâneos associados a {l} 

s=x
0

.s ' e s 4 -s
1 e s 2 s ao 

e {2} quando 

e o instantâneo em 

respectivamente os 

x=x onde o 
s

4/{s,y,z} então alguma vez z=f(x ), s=s' e S é o o 5 
instantâ 

neo em {5} onde s2 =s 5/{s , y,z}. 

Prova 

Provemos por indução em x sobre a ordem> indu zida o 
pela computação no esquema recursivo. Vamos assumir que o le 
ma vale quando x=x

1 
e s=x

1 .s
1 

onde x
0

>x
1 é mostraremos que 

ele é válido quando x=x e s=x .s'. o o 
Base da indução: quando p (x

0
) e falso. 

No antecedent e é executado: 
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{ l }
X R llxP(x 2 00 ]; d(x ) {2}()

retornando o valor d(x.) com um i-nstantâneo S2 em {2}

Se aJ-goma vez em {4}, x-xo e sexo's', devido a p(x )
ser falso é executado

xR2[xol; z:-d(xo); pop(xo's' ,x); {5}

atingindo-se {5} com z=d(xo):f(xo). s-s' e i.nstantâneo S5

Observa-se que nos dois casos foi- executada a mes
ma sequênci.a de comandos a menos da atribuição à variável z
e do procedimento pop. Isto i-mpJ-i-ca que se Sl:S4/{sry,z} tg
mos S7:SK/{s ,x,y, z}

Passo da indução quando p(x.) é verdadeiro

No procedimento f é executado

xRlExo1; {7} a(f(b(xo)).c(xo));{2}

Dnr InÃ ncn frx \ esta clefiRida e como x >bfx )
[zv vuv A\=bo/ vuv ---'- v(:) % or

f(b(x.)) também esta defi.nada. Logo o valor que retorna
a(f(b (x )) , c(x ))

' ' f) ' r)

Se alguma vez em {4}, x-xo' s:xo's' como p(xo)
verdadeiro é executado:

r

e

e

P(xo) xRlLxoJ; {8} x:-b(xo); {9} spush(s.xo)[xo's']

retornando a {4} com x-b(xo), s;b(xo).(xo's') e instari:ânus.i.

Sendo S7/ S8' S9' SI e S2 os instantâneos em {7},
{8}, {9}, em {l} e {2} da chamada f(b(x.)), respectivamente

temos S7:S8/{sry,z} pois Sl:S4/{s,y,z} e foi. executada nos
dois casos a n\esmo sequência p(xo); "RlExo]. Em segui.da em
ambos é executado b(x.) que é atribuído a x no pri-melro caso
pela chamada recursiva e no segundo pelo comando de atribui.
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{ 1} { 2 } 

retornando o valor d(x
0

) com um instantâneo s 2 em {2}. 

Se alguma vez em { 4}, x=x e s=x . s' , devido a p(x ) 
o o o 

ser falso é executado: 

{ 4} 

atingindo-se {5} com z=d (x )=f(x), s=s' e instantâneo s 5 . 
o o 

Observa-se que nos dois casos foi executada a rnes 

ma sequência de comandos a menos da atribuição à variável z 

e do procedimento pop. Isto implica que se s1 =s 4/{s,y,z} te 

mos s 2=s 5/{s,x,y,z}. 

Passo da indução: quando p(x) e verdadeiro 
o 

No procedimento f e executado: 

{ 1} 
X R1 [ x ]; {7} a(f(b(x )),c(x )); {2} 

o o o 

Por hipótese f(x) está definida e como x >b (x ) , 
o o o 

f (b(x )) 
o 

também está definida. Logo o valor que retorna 

a(f(b(x )), c(x )). 
o o 

Se alguma vez em {4}, 

verdadeiro é executado: 

x=x s=x .s' o' o como p (x ) 
o 

e 

e 

retornando a { 4} com x=b (x ) , s=b (x ) . (x . s' ) e instantânro s ~-
o o o '.I 

Sendo s7 , s 8 , s 9 , s1 e s2 os instantâneos em {7}, 

{8}, {9}, em {l} e {2} da chamada f (b( x )), respectivamente 
o 

temos s 7 =s 8/{s , y ,z} pois s1 =s 4/{s,y,z} e foi executada nos 

dois casos a mesma sequência p(x ) ; xR1[x ]. Em seguida em 
o o 

ambos é executado b(x) que é atribuído a x no primeiro caso 
o 

pela chamada recursiva e no segundo pelo comando de atribui 
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çao. Portanto Sj:S9/{sry,z} . O instantâneo S4 di-fere de S9
pelo valor de s. Logo si:s9/{sry,z}

Por hi.pótese de indução alguma vez em {5} z=f(b6qi3)),
sexo's' e S5 é o instantâneo em {5} com S;:S5/{srxry,z}. Co-
mo o predi-Gado -l empty (x..s') é verdades.ro é executado
'pop(s,x)[xo's' ] fazendo x=xo e s's'; em seguida é executado
z:=a(z,c(xo)) ou seja temos z=a(f(b(xo)).c(xo)):f(xo) em {5}
com um i.nstantaneo S5' No esquema recursivo depois da wRbda
chamada recursiva tambén\ é executado a(f(b(x.)), c(x.)) . Por
tanto S2:S5/{k,x/y,z}. ]]

Teorema 5.4

Se alguma vez x=xo e S3 é o instantâneo em {3} ,
fl(xo) esta definida e Sl:S3/{s.y,z} onde SI é o i.nstantâneo
em {l} na chamada f(x.) então esta chamada está defi.
nl d;]

Lema 5.4

Se alguma vez x=xor s:xo's' e S4 é o instantâinoem
{4} e a computação no esquema i.terativo termo.na então f(x.)
esta defina.da onde SI' o i-nstantâneo valido em {l} nesta châ
made,é tal que Sl:S4/{k,y,z}

Prova

A prova pode ser fei.ta de modo análogo à prova do
lema 5.2, consi.derando a ordem > i.nduzida pela computação do
esquema i.terativo do seguinte modo: (x. s.)>(x. s.) onde x.
e x2 sao valores sucessivos de x e {4} e sl e s,) são va].ares
sucessivos de s em {4} durante uma computação que termine do
esquema i. terativo . []

Prova do Teorema 5.4

O lema 5.4 implica obvi.agente no teorema 5.4 n

93 

ção. Portanto s1 =s9/{s,y,z} . O instantâneo s4 difere de s 9 
pelo valor de s. Logo s1 =s 9/{s,y,z}. 

Por hipótese de indução alguma vez em { 5} z= f (b (x )), o 
s=x . s' e S I é o 5 o instantâneo em {5} com s2=s 5/{s,x,y,z}. Co-
mo o predicado 7 empty (x .s' ) e v erdadeiro é o executado 
spop(s,x) [x .s' J fazendo x=x e s=s'; em seguida e executado o o 
z:=a (z,c (x )) ou seja temos z=a(f (b(x )), c(x ))=f(x) em {5} o o o o 
com um instantâneo s5 . No esquema recursivo depois da voltada 
chamada recursiva também é executado a(f (b(x )) , c (x )) . Por o o 
tanto s 2 =s 5/{k,x,y,z}. O 

Teorema 5.4 

Se alguma vez x=x
0 

e s 3 e o instantâneo em {3} 
f 1 (x

0
) está definida e s 1 =s 3/{s,y,z} onde s1 e o instantâneo 

em {l} na chamada f(x ) então esta chamada está defi o 
nida. 

Lema 5. 4 

Se alguma vez x=x , s=x .s' e s 4 é o instantâneo em o o 
{4} e a computação no esquema iterativo termina então f(x

0
) 

está definida onde s1 , o instantâneo válido em {l} nesta cha 
mada,é tal que s1 =s 4/{k,y,z}. 

Prova 

A prova pode ser feita de modo análogo à prova do 
lema 5.2, considerando a ordem> induzida pela computação do 
esquema iterativo do seguinte modo: (x

1 
s 1 ) > (x 2 s 2 ) onde x

1 
e x

2 
são valores sucessivos de x e {4} e s 1 e s 2 são valores 

sucessivos de sem {4} durante uma computa ção que termine do 
esquema iterativo. O 

Prova do Teorema 5.4 

O lema 5.4 implica obviamente no teorema 5.4. D 
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6 ÀRITMETIZACÃO DO CONTROLE

É possível efetuar-se a aritmeti.zação do controle
em certos esquemas de procedimento recurso.vo em que existe um
parâmetro que funciona colho unl contador controlando a recua--
sao e a execução de sequências de comandos, RlrR2r...rRk' Pg
ra esses esquemas é possível determinar um esquema i.terativo
que efetua a mesma execução das sequênci-as RI' R2r ...f Rk de-
fina.ndo certas funções injetoras com as quais se obtem todas
as i-nformaçÕes relevantes para determinar aquelas execuçoes.

Para exemplificar vamos desenvolver e provar a re--
gra 111.28. Nessa regra podemos aritmetizar o controle vi.sto
que no antecedente da mesma a recursão controla a execução
dos meta-símbolos R4, Osjçk+l que representam sequênci.as (ile
comandos. Para saber quantos R.i são executados, vamos in--
produzir nesse esquema um contador inteiro, global i, que nao
ocorre livre (isto é, se ocorrer é declarado localmente) em
R4, Osjçk+l, que será iniciali.zado por zero e será incrementa
do de 1, antes da execução de cada Rq' isjsk-l. Obtemos, en-
tão, o esquema

beqin int i:=0;

)roc f=(int x) void

if x>0 then R ;0

{0}f(x-l) ; j-:=j.+l; { lIRa ; f(x-l) ; ;i :=j.+l;
(17)

{k-l } Rk-l ; f (x-l ) ;
R

else Rk+]. fi

end

Nos ]-elas que se seguem vamos supor que no momento

de uma chamada f(x) o valor corrente de ié i..
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6. ARITMETIZAÇÃO DO CONTROLE 

É possível efetuar-se a aritmetização do controle 

em certos esquemas de procedimento recursivo em que existe um 

par~metro que funciona como um contador controlando a recur

são e a execução de sequências de comandos, R1 ,R2 , ... ,Rk. Pa 

ra esses esquemas é possível determinar um esquema iterativo 

que efetua a mesma execução das sequências R1 , R2 , ... , Rk de

finindo certas funções injetoras com as quais se obtem todas 

as informações relevantes para determinar aquelas execuções. 

Para exemplificar vamos desenvolver e provar a re

gra III.28. Nessa regra podemos aritmetizar o controle visto 
-

que no antecedente da mesma a recursão controla a execuçao 

dos meta-símbolos R., Ü$j $k+l que representam sequências de 
J 

comandos. Para saber quantos R. são executados, vamos in
J 

traduzir nesse esquema um contador inteiro, global i, que não 

ocorre livre (i sto é, se ocorrer e declarado localmente) em 

R . I 

J 
Ü$j $k+l , q u e sera inicializado por zero e será incrementa 

do de 1, antes da execução de cada R ., l $ j $k-l. Obtemos , 
J 

tão, o esquema: 

begin int i: =O; 

proc f=(int x) void: 

if x>0 then R; 
-- o 

en-

{ O }f ( x-1) ; i : =i + 1; { 1} R1 ; f ( x-1) ; ... ; i : =i + 1; 

(17) 
{k-l}R · f (x-1) · -x-1 ' ' 

else Rk+l fi 

end 

Nos lemas que se seguem vamos supor que no momento 

de uma chamada f(x) o valor corrente dei é i . 
o 
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Lema 6.1

Cada chan\ada de f(x) de (17), com xz0, aumenta
valor de i. de k'-l

0

Prova

Vamos provar por i.adução sobre o conjunto dos natu
rai.s, com a ordem usual

Base da indução: x=O

Na chamada f(0) nada é executado. Portanto o valor

de i depois da execução é i-in=i. +2o-l

Passo de indução: x>0

A chamada f(x) é equi.valente por expansão a

R. ; f (x-l) ; i :i+l;R.;f(x-l) ; ;1 ;j.+l; Rk-l ; f (x-l) ; Rk

Por hi.pótese de indução cada chamada f(x-l) aumenta
o valor de i. de k" "-l. Portanto como temos k chamadas de
f(x-l) i será aumentado de k.(k"'"-l) e, ainda, pela execução
do comando i.:=i.+l, (k-l) vezes temos depois de Rkr i-io+k-l+
+k.(k'' '-])=j..+k'-]. []

Corolário 6.1

Se antes de uma chamada f(x.) para x.zO o valor de
ié 0 então depor-s da chamada f(x.) o valor de i. é kxo-l

O próximo lema estabelece a relação que existe en
41.fe os valores Correntes de x, i. e j no momento em que se
Vál executar um R:, IKjsk-i
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Lema 6 . 1 

Cada chamada de f (x ) de (17) , com x~O, aumenta o 
valor dei de kx-1. 

Prova 

Vamos provar por indução sobre o conjunto dos natu 
rais, com a orde m usua l. 

Base d a indução: x= O 

Na chamada f (O) nada é executado. Portanto o valor 
de i depois da execução é i=i =i +2° -1. o o 

Passo de indução: x> O 

-A chamada f (x ) e equival ente por expans a o a: 

R 
O 

; f ( x- 1 ) ; i : = i + l ; R l ; f ( x- 1 ) ; . . . ; i : = i + 1 ; Rk- l ; f ( x- 1 ) ; Rk 

Por hipótese de indução cada chamadaf (x-1) aumenta 
x-1 o valor dei de k -1. Portanto como temos k chamadas d e 

f (x-1) i será aumentado d e k. (kx- l _ l) e , ainda, pela execução 

do comando i : =i+l, (k-1) vezes temos depois de Rk, i =i
0 

+k- 1+ 
+k.(kx-l_l) =i +k x-1. 0 

o 

Corolário 6 .1 

Se antes de uma chamada f (x ) para x ~O o valor de o o 
i e O então depois da chamada f(x) o valor dei é kxº-1. o 

O próximo lema estabelece a relação que existe en 
t ~e os valores torrentes de x, i e j no mome nto em que se 
vai executar um R. , l ~j ~k-1 . 

J 
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LeRIa 6.2

Na execução de uma chamada f(x) , em cada ponto {j}
de (17), para lçjçk--l, i=i +j-k" '

Prova

Vamos provar por indução em j

Base da indução: j=l

Pelo lema 6.1 depor-s da execução da pri.beira chama
da f(x-]) o valor de ié i.+k'' '-].; depois da atribuição o
va[or de ié aumentado de ].. Portanto em {]}, i.=i.+kx'l-]+]-
=l -Fk,

lX
0

Passo da i-nduçao: J-<jçk-l

Consi.deremos a sequênci-a

{j-J.}Kj-l; f(x-l) ; i ;j.+l; {j } Rj

Por hipótese de i.adução em {j-l} o valor de i- é
i.+(j-l).k" '' . Depois da chamada f(x--l), pelo lema 6.1, i =

i.+(j-l).kx'l+kx'l-l. Portanto em {j}, i.=i.+(j-l),kx'l+kx'l-
-[+]=i +j.x' '. []

Lema 6.3

(a) Em {0} de (17) é verdadeira a condição

Clrxj: 3 n € 1N : i=n.kx'l

(b) Ent {j} para lçjçk-l ó verdadeira a condição

C2[x] Cl[.x.] A k,Xn A j=n mod k

96 

Lema 6.2 

-Na execuçao de uma chamada f(x), em cada ponto {j} 

de (17), para lsj sk-1, i=i + j.kx- l 
o 

Prova 

Vamos provar por indução em j. 

Base da indução: j=l 

Pelo lema 6.1 depois da execução da primeira chama 

da f (x-1) o valor dei é i
0
+kx-l_l; depois da atribuição o 

valor dei é aumentado de 1. Portanto em {l}, i=i +kx-l_l+l= 
o 

=i +kx-1_ 
o 

Passo da indução: l < j sk-1 

Consideremos a sequência 

{j-l}R. 
1

; f(x-1 ); i:=i+l; {j} R. 
J - J 

Por hipótese de indução em {j-1} o valor dei é 

i +(j-1) .kx-l_ Depois da chamada f(x-1), pelo lema 6.1, i = o -
. ( . 1 ) kx-1 kx-1 1 { . } . . ( . 1 ) kx-1 kx-1 = i + J- . + - . Portanto em J , 1=1 + J- , + -
o . . x-1 o 

-1+1=1 +J.k . O o 

Lema 6.3 

(a) Em {O} de (17) e verdadeira a condição: 

x - 1 e 1 r x J : 3 n E IN : i =n . k 

(b) Em {j} , para lsjsk-1 e verdadeira a condição: 
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onde k.Xp denota que k não dIvIde p

Prova

Vamos provar por indução em x

Base da indução: x=x. (isto é, numa chamada exter-
na de f com argumento x. pg:
ra a qual i-.=0)

Por expansão f(x....) é equiva].ente

{ 0 } f (x-l ) ; j. ;i+] ; { ]. } R. ; f (x-l) ; ;1 :i+l ; {j } R.i ; f (x-l) ;

f (x-l);j. :j.-]. ;fk-]} Rk-l; f(x-]) ; Rk)[ xo]

a) Em {0} i=0=0.k ' o que mostra que C.[x.]
verdades.ra tomando-se n=0

lX
e

b) Em cada {j}, para lsjsk-l, pelo lema 6.2 i= i..+
j .kxo'l-j .kxo'l. Portanto tomando-se n=j temos

ClExo] verdadeira. Verifica-se, também. que
k .X n pois n:j<k e j=n mod k pois n=j. Vemos,eD:
tão, que a conde.çao C2Exn] é verificada

Passo da indução: x:xl com 0<xl<xo (isto é, na exg
cução de f(xl+l) uma chamada
de f com argumento xl )

Por hipótese de i.ndução cllxl+llé verdadeiro antes
de "R.iExl+]]. para iKJÉk-i, e como R.i não altera i. e x temos
que ClExl+]] ê verdadeira antes das chamadas f(xl) que ocor-
rem na execução de f(xl+l). Portanto se antes da chamada
f(x].)/3 n'cU: i.=n'.kxl temos lo:n'.kxl. A chamada f(x]) por
expansão é equivalente a

(0}f(x-l) ;i:=j.+l;llJRl;f (x-l) ; . . . ;i:=i+l; {jJRj ;f(x-l);-.;

f(x-]) ;i:=i-]; {k-]J]ik.l;f(x-]) ; Rk)[xl]

Prova 
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onde k}p denota que k nao divide p. 

Vamos provar por indução em x: 

Base da indução: x=x (isto e, numa chamada extero 
na de f com argumento x pa 

o -

-Por expansao f(x
0

) e equivalente: 

x ( R ; { O } f ( x - l ) ; i : = i + l ; { l } R l ; f ( x - l ) ; . . . ; i : = i + 1 ; { j } R . ; f ( X - 1) ; .. ·.; o J 

f (x-1 ) · i :=i-1 · {k-1 }R • f (x-1 ) · R ) [x J 1 
' k-1' ' k o 

X -1 
a) Em {O} i=O=O.k O o que mostra que c 1 [x

0
] 

verdadeira tomando-se n=O 

b) Em cada {j}, para lsj s k-1, pelo lema 6.2 i= i
0

+ 
j.kxº-l=j.kx0 -

1 . Portanto tomando-se n=j temos 

c 1 [x
0

J verdadeira. Verifica-se, também, que 

k f n pois n=j<k e j=n mod k pois n=j. Temos,eg 

tão, que a condição c 2 [x
0

] é verificada. 

Passo da indução: x=x com O< x 1 <x (isto é, na exe l o -
cução de f(x1+1) uma chamada 

de f com argumento x 1 ) 

Por hipótese de indução c1 cx1+1Jé verdadeiro antes 
de xR .[ x 1+1J, para l s j sk-1, e como R. não alterai ex temos 

J J 
que c1 [x

1+1J é verdadeira antes das chamadas f (x1 ) que ocor-

rem na execução de f (x 1+1 ) . Portanto se antes da chamada 
f(x

1
),3 n'E~: i=n' .kxl temos i

0
=n' .kxl. A chamada f(x

1
) por 

expansão é equivalente a: 

x (R ;{O}f(x-l);i:=i+l;{l}R1 ;f(x-l); ... ;i:=i+l;{j}R.;f(x-l); ... ; o J 
-

f (x-l ); i:=i-l;{k-1}¾_1 ;f (x-l ) ;Rk )[ x 1 J 
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a) Como R. não altera o valor de x e i,em {0} vale
ClExl+]], i.sto é, 3n'cN : i.=n'.k''x o que demonstra queCl]xl]
é verdades-ro para n;n'.k

b) Em cada {j} para lsjsk-l, pelo.lema 6.2 temos
i=i.+j.k I'l : ni.kXj+j.kXI'l : (k.ni+j).k I'l, o que verifica
C.[x. ] para n=k.n'+j. como k.BOç.n'+j) pois j<k e (k.n'+j) mod k:j
temos que C2Exl ]é va]ida para n:k.n'+j. []

Pelos últimos ires lemas que acabamos de provar.eã
tabelecemos que numa chamada f(x.) executa-se k''u--l Réis, com
[sjKk--]; se xRnExl] é a i--ési.ma sequência executada podemos
obter os valores de j e x.l a partir da função:

g :i'- (j ,xl) onde ]ncN
x.-l

i=n.k ' Ak.»nAj=n mod k

Podemos definir um procedimento g que computa esta
função da segui-nte maneira

roc g (inç i, rçf. j:!!.ç j, m) Zgj:4

beçin int n:=i;

(18) m:=1;

whi].e n mod k=0 do (m,n) :=(m+l,n+k)

j:=n mod k

end

Definição 6.1

Seja x Ro sequencia xRoExol; xRoExo-ll;
para x.>0 e .R. g sequência vazia* o o o '

l)efinição 6.2

Seja x.Rk a sequência xRkr]J;xRk[2]; . . . ;xRkExo] pg
ra x.>0 e .R.. a sequência vaziaO O K '
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a) Corno R nao altera o valor de x e i,ern {O} vale 
o 

c
1

[x
1
+1], isto é, 3n'EJN : i=n' .kx1 o que demonstra quec 1 [x1 J 

é verdadeiro para n=n' ~k. 

Em cada {j} para l~j~k-1, pelo lema 6.2 ternos b) 
. . . kx1-l 
1=1 +J. 

o 
x1 x 1-1 x1-l 

= n' .k +jk = (k.n '+ j~k , o que verifica 

c
1
[x

1
J para n=k.n'+j. Corno k/,O<.n'+j) pois j<k e (~n'+j)rnod k=j 

ternos que c 2 [x1 Jé valida para n=k.n'+j. O 

Pelos Últimos tres lemas que acabamos de provar,e~ 
X 

tabelecernos que numa chamada f(x) executa-se k 0 -1 R~s, com 
o J 

l~j~k-1; se xRj[x1
J e ai-ésima sequência executada podemos 

obter os valores de j e x 1 
a partir da função: 

X -1 
i=n.k l AkfnAj=n rnod k. 

Podemos definir um procedimento g que computa esta 

função da seguinte maneira: 

proc g (int i, ref int j, rn) void: 

begin int n:=i; 

(18) rn: =l; 

while n mod k=O do (rn ,n ) :=(rn+l,n-ã-k) od; -.-

j:=n mod k 

end 

Definição 6.1 

Seja R sequência xR [x ]; 
X O O O 

para x >0 e R ~ sequência vazia. 
o o o 

X X 
R [x -1]; •.. ; R [l] 

o o o 

Definição 6.2 
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Vamos defi.ni.r i.nduti.vamente GExn] para x.zO como

i) xRk+] [0] se xo:0

i) GLxo-lJ;x -IRk;0

x(Rl;f(x-l); R2;...; f(x-]); Rk-l)[xo]

0 IRo; GLxo']]

Nos lemas que se segu
antecedente da regra 111.28

Defina. ao

sendo

l

estamos referindonos ao

Lema 6.4

Na chamada f (x . ) executa-se
' 0

Ro; GExoJ; x Rku 0

Prova
Indução em x' 0

Base da i.ndução: x =0' 0

A chamada f(0) é equivalente por expansão al$\...[0].
pelas definições 6.1, 6,2, 63 f(0) é equivalente' a

' oRk

Passo cao: x
' 0

A chamada f(xo) por expansão é equi.valente a

x(Ro;f(x-l) ;Rl;f(x-l) ; . .. ; Rk-l;f(x-]) ; Rk)[xo]

Aplicando-se a hipótese de indução na privei-ra e
chan\ada de f (x.-l) temos

da indu >0

Portanto,
R ; G[ O lo o '

na Última

Definição 6.3 

Vamos definir indutivamente G[x
0

] para x
0

~0 
sendo: 

X =O o 

ii) G[x -1]; lRk; 
O X -o 

R · G[x - 1] X -1 o ' O o 

[x J 
o 
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como 

Nos lemas que se seguem estamos nos referindo ao 
antecedente da regra III.28. 

Lema 6.4 

Prova 

Na chamada f (x ) executa-se o 

Indução em x . 
o 

Base da indução: x =O o 

A chamada f(O ) e equivalente por expansão ª~+lOJ. 
Portanto, pelas definiç6es 6~, 62, 63 f (O) ~ equivalente a 
ORO ; G[OJ; oRk. 

Passo da indução: x >0 o 

-A chamada f(x ) por expansao e equivalente a : o 

Aplicando-se a hipótese de indução na primeira e 
na Ültima chamada de f (x -1 ) ternos: o 
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x J ; R ; Glx -l i ; lRk;x(R1 ; f(x-l ) ; ... ; Rk _l) [ x 0 l 
O X -1 O O X -o o 

que pelas d e fini ções 6 . 1 e 6.2 e equivalente a : 

l R ; G I x -1 J ; 1 1_ 
X - O O X r ,. 

o o 

que e pela def ini ç~o 6.2 q uiva l e nte a 

l R ; e; I x I ; lRk • [l 
X - O O X -o o 

L m i:l G • 5 

X 
Imediatamente a ntes de xecutarrnos R .lx 1, 

J o 
tL-sc x _ 1Rk , e imediatamcnt 

o 

Prova 

após , executa-se 1R . 
X - O o 

execu 

X 
Ante s e depois de Rjlx0 .l , executa-se uma chamada 

de f ( x -1 ): 
o 

X 
•.• f ( x -1 ) ; R.lx ) ; f (x -1 )· o J o o / .. . 

Portanto pelo lema 6.4 t mos : 

X 
1 H ; G I x - 1 1 ; l Rk ; R . I x ] ; l R ; G I x - l J • R.. • • xo- o o x - • J o x - o o ' x -1-x ' . . 

o o o 

o c1 u e d mon str a o 1 1nc:1 . [] 
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Le ma G. 6 

X 
A primeira s equência executada em Gr x1 J para x1 ~o~ 

Rk+ 1 1 O I . 

Prova 
IncJ uç 3o em x . 

o 

Bas da indução x1 = o 

Óbvio, pela definição 6.3. 

Passo d 1 indução: 

Pela definição 6 . 3 a primeira sequência executaooce 

c r x 1 1 6 primeira sequência e x ecutada em Gí x 1-l] . Por hipõ

t e se de indução a primeira sequência executada em G[ x 1-1 J e 
X X - -Rk+ll O J. Logo Rk+lf OJ e a p rimei r a sequencia executada e~ 

G1x 1 J. IJ 

Definição 6 .4 

Uma sequ-ncia R ~ compl e t a s e imedia t amente an 
X O -

t s d e s u a execução n ã o -ºexecutado xR rx +lJ. 
o o 

Lcm 6 .7 

-Qu ando da execuçao de uma chamada f (x ) , depois de o 
exec ução de cada seq uência completa xR0 , para Os xsx0 , execu

x 
ta-se Rk+l/OJ . 

Prov a 
Indução em x . o 

Base da indução: x =O o 

Pelo lema 6 .4 , f (O ) é equival e nt a 0 R0 ; Gl-0 ] ; 0 Rk 

que pela definição 6. 3 é equival en t e a 0 R0 ; xRk+l r o ·1; 0 Rk 0 



qu verifi J. <.1 t se. 

l'üsso ela indução : x >O 
o 
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GI x ) · H 
I X • o o 

Pelo l ma G.~ a chamada f (x
0

) - equivalente a x
0

Rd 
que p la d finição 6 . 3 equiv lente a : 

R ; Glx -1 I ; lRk; 
X O O X -o o 

x ( R .:;_ ; f ( x - l ) ; R 2 ; . . . ; f ( x - l ) ; Rk _ l ) [ x 
O 

l 

As sequências completas R R que apare em 
X O X-] O 

cm ( l J, iio s guid s por GI x -1 1. Po~t nlo ~ l rimeira s quêno 
J· a executada depois de R e 

1
n a primeira sequ-n ia ' . X O X- O 

execu t .. c.1u c1 CI x -1 ; que , ºpelo l~ma G. G, - xR 
1

1 O 1. Por hi -
o k+ 

pótcs e cl. indu:il.o , d e pois de cada scquênc i ompleta x R
0 

P~ 

rn O·x1 <x q e ocorr na xccução elas chamadas f (x -1f 
O X O 

( 1 J) x e cu ta - se Rk + 
1 

1 O 1 • ! J 
d 

Examin mos, agora , o consequ nt d regra III . 28 ' 

o~itindo a declaração do procedimento g declarado em (1 8 ) · 

~ f=(in y) ~ : 

( i) 

( i i) 

( i i i) 

(iiL.l) 

(iii . 2) 

(iii.3 ) 

( ii.1.~) 

i"l.5) 

( i V) 

begin int i , j , m, x ; 

for x ~ y EX 
x : =O ; Hk+l ; 

for i to ktj - 1 

do g(i , j , m); 

-1 t oldo R od ; 
o 

for x ~ 1 ~ 1 to m- 1 do Rk od ; 
X:=n ; 

~ j in R1 , R2 , . .. , f\_l ~ ; 

for · ~ m- 1 by -1 to 1 do R od ; 
- o X:=O ; Rk+l ~; 

for x from 1 _by l t d 
o Y o Rk od ; enc 
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T or ma 6.1 

A regra IIl.28 e consistente . 

Prova ---
A tabela que se segue justifica o teorema: 

Lema 6 .1 - (i ii) 

Le ma 6 . 3 - (iii. l ) , (i ii .3) 

Lema 6.4 - ( i) ' ( i V) 

Lema 6.5 - (iii . 2) , (iii.4) 

Lcmu 6 . 7 - (.ii) ' (i ii . 5 ) u 



+
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