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INTRODUÇÃO

Em 1857, William Hanilton(#) descreveu numa carta a

seu ami.go Graves um jogo matemático que mais tarde viria a
ser lançado comercialmente.

O jogo sugerido por Hamilton consista.a em um dode-

caedro regular (fi.Bufa 1) cujos verti.ces continham nomes de

cidades i.nportantes da época. O objeti.vo do jogo era ''dar u
ma volta ao redor do mundo'', i.sto é, procurar uma rota aa
longo das arestas do dodecaedro que passasse em cada ci.dado
exatamente uma vez e termo.nasse na ci.dade de partida.

Figura l
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O dodecaedro, porén, em termos comerciais não foi

um sucesso, talvez devido ã dificuldade em manipula-lo. Ha-
milton então, produziu uma ''versão planar'' do jogo (figura

2)

Figura 2

Em linguagem da Teoria dos Gratos, o objetivodo je..

go pode ser formulado da seguinte maneira: ''achar no grafo
do dodecaedro um circuito contendo todos os seus vértices''

Os circuitos que contém todos os vértices de uJn grZ

fo foram por essa razão denominados hanilZ,tolúanoó, e os grafos

que possuem tais circuitos , gxadoó . lzamZ,etolt,éanaó.

O problema de caracterizar os grifos hamiltonianos

mostrou-se difícil e tornou-se célebre. Trata-se de um pro'
l mn rl ççirn n Tp..-.in dos gratos que vem desafiando os e2
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tudiosos do assunto. Uma manei.ra pitoresca de formula-lo é
a s egui.nte :

n pessoas devem.sentar-se ã volta de u

ma mesa circular. Entre essas pessoas sa

be-se que algumas se conhecem. Pergun-
ta-se: é possível faze-las sentar ã me-

sa de forma que cada uma fi.que entre
duas pessoas que conhece?''

É i.mediato que este problema é equivalente ao de ve

rificar quando um grato de ordem n é hamiltoniano. Basta no

tar que um conjunto de n pessoas pode ser representado por
um grato de n vértices (inda.cando as pessoas). em que doi.s

verti.ces são adjacentes se e só se as pessoas correspondem
tes se conhecem

1 1

Ao investigarmos o problema de ''quais grafos são hg
mi.ltonianos'' podemos estar em busca de respostas di.sti.ntas.
dependendo do ponto de vista adotado.

Do ponto de vista computacional. podemos estar in-

teressados em um algoritnlo ''efici.ente-' que decide se um .grg.
fo contém ou não um circuito hami.ltoniano. Nesse caso a res

posta a este problema exi.ste ou não dependendo da definição

de ''eficiente''. Se por ''efi.ciente'' entendermos 'exponencial
na ordem do grafo', o problema esta resolvido; porém, se

''efi.ciente'' signo.ficar 'polinomial na ordem do grifo' não se
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conhecem nem se sabe se existe um tal algoritmo.

Sabe-se porem, que o problema da existência de ci.!

cultos hamiltonianos em grifos esta em NP,isto é,pode ser resol
viço em tempo polinomial na ordem do grafo por uma Maquina

de Turing não determinística. Sabe-se também que este pro'
blema é NP-Completo, isto é, todo problema em NP é polino-

nialnente transformável neste problema. Considerando que os

problemas NP-Completos têm sido estudados hã várias décadas
e nenhum algoritmo polinomial foi encontrado para esses pr2

blemas, conjetura-se que não existe um algoritmo desse tipo

para o caso dos circuitos hamiltonianos. Uma demonstração
desta conjetura seria um avanço importante na Teoria da CoD

plexidade Computacional. Nesta área tal problema esta sendo
investigado persistentemente desde 1971 (veja [AHU], [C]
[HS] e [Kl])

Uma outra solução interessante seria encontrar uma

boa caracterização'' de grafos não hamiltonianos. Esse tipo

de solução poderia ser assim conceituado de acordo com J.Eg.
monds [E] (veja também [Cl])

''achar uma condição C necessária e suficiente para um grafo

G ser não hamiltoniano, que seja da forma 'ax:p(G.xy , onde

X é um conjunto de elementos de G e P(G,X) é uma proprieda-
.r;..,l,. A-« +-am«-n ün]-inomia] na ordem do

de que pod

grato.

verlseTe

1 1
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Note que uma solução desse ti.po mostraria quem pro

blema dos grafos não hani.ltonianos esta em NP, o queresolveria lm

problema em aberto na Teoria da Complexidade Computaci.onal

e possivelmente viria revelar alguma estrutura dos grifos
não halniltonianos. Um tal resultado seria sem dúvida rele-

vante para a Teoria dos Grafos.

Do ponto de vi.sta desta Teori.a, o interesse é por
uma caracterização que dê afi.reações sobre a estrutura dos

grafos hamiltoni.anos. Neste sentido, jã que o problemas não

tratãvel, procura-se de um lado condições necessárias, e do
outro,conde.ções sua.cientes para que um grato seja hamilto-
niano.

A preocupação quanto ã existência de um circuito

que contém todos os vértices de um grifo: existiu em conexão

com o problema das 4 cores. Porém, os pri.melros resultados

sobre condições necessárias ou sufici.entes para um grafo ser
hamiltoniano surgiram sõ nas últimas 3 décadas.

Di.rac, em 1952, foi um dos pri.melros a obter uma

condição sua.ciente para um grafo ser hamiltoniano.Essa con

dição foi baseada na i.déia intuito.va de que se um grato tem
''bastante'' arestas então ele deve ser hami.ltoniano.Desde en

tao, teoremas mais sofisticados e mais geral.s foram sendo de
monstrados e neste traba].ho propusemo-nos a estuda-los e
classifi.cã-los.
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No capítulo l apresentamos"os conceitos básicos e

notações que serão utilizados nesta dissertação.

No capítulo ll examinámos varias condições sufici-

entes para que um grafo seja hamiltoniano. Na seção 2.estu-

damos as condições que chamamos de tipo l que se caracteri-

zam pelo fato de exigirem que o grafo tenha un número bem

grande de arestas. Na seção 3 examinámos as condições que :Q.
ram chamadas de tipo 2 e que se caracterizam pela exigenci.a

de uma certa partição das arestas do grafo. Essas condições.

como veremos, requerem um certo número local de arestas, p2

re'm não exigem que o grafo, globalmente, tenha muitas are.g

tas. Na seção 4 apresentamos outros tipos de condições e na

seção 5 fazemos uma classificação de todas as condições apr!.
sentadas, procurando mostrar as enter-relações existentes

No capítulo 111 exaninamos algumas condições ne-

cessárias para que um grafo seja hamiltoniano.

No cap'ztulo IV estudamos o problema da existência

de circuitos hamiltonianos em grifos tendo como informação

apenas a sequência valencial de tais gratos É apresenta-
da uma caracterização das seqüências forçosamente não hamil.

tonianas e exibinos algumas seqüências que conseguimos pro'

var serem forçosamente hamiltonianas ou opcionalmente hami.l

tonianas.
especiaisclassesalgumasapõe s entamo sVcapítuloNo
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de grafos que generalizam o concei.to de gratos hami.ltonia-

nos. Definimos gratos k-aresta-hamiltonianos , hamiltoniano-

conexos, k-hamiltonianos e aleatori.amente hami.ltonianos, e
apresentamos alguns resultados com o propósito de dar uma
visão global daquilo que existe sobre o assunto.

As seções dentro de cada capz'tulo são numeradas a

partir de 1; dentro de cada seção, os resultados, quer se-
jam proposi.ções, lemas, teoremas ou corolários são numera-

dos seqÍíenci.almente a partir de 1, porém antecede.dos das res

pectivos número da seção. Ao referi.amos a um resultado 1.3,
por exemplo, fi.ca subentendido tratar-se do um resultado

da seção l do capítulo em questão. No caso de um r.esultado

de outro capítulo mencionaremos explicitamente o número do

capítulo segui.do do número do resultado (por exemplo,11.1.3).

A expressão ''sse'' será usa.da como abreviatura de ''se

e somente se''. Outros símbolos além daqueles defina.dos no ca-

pitulo l estão especificados no Zptdléce de .óZnbo,Caó no fi.na.l des

te trabalho. Também aÍ apresentamos o IZptdéce de deá,érüçõa on-
de mencionamos a pagina em que se encontra defina.do o termo
especificado.

n



CAPÍTULO l

CONCEITOS B4$!COS E NOTAÇÕES

1. GRIFOS

Se V é um conjunto fi.nato, denotaremos por V(2) o
conjunto dos pares não ordenados de elementos distintos de
V, j.sto é, V(2) :ttu,vlSV: u#v}

Umg,máa é um par ordenado (V,E) formado por um con
junto finito V e um subconjunto E de V(2). Os elementos de

V gão chamados vé/ut(lea do grafo e os elementos de E, a,ta.tm
do grafo.

Os grifos são asse.m chamados porque podem ser repõe

sentados grafi.lamente. Vértices distintos são representados
por pontos di.stintos e arestas {u,v} são representadas por
segmentos que ligam os pontos correspondentes aos vértices
u e v

Se G é um grafo, denotaremos por VG o conjunto de
seus vértices e por EG o conjunto de suas arestas

EXEMPLO - A fi.guia 3 representa um grafo G,onde
8
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VG = {u,v,x,w,y} e

EG : {lu,v},{u,\-r},{u,x},{v,wl}

0
y

FÍ.Bufa 3

Se cl =lu,v} é uma aresta, os vértices u e v são cha

medos papá,(la,ó de a. Di.z-se ainda que a une ou .alga os vértices
u e v e que a aresta a é ,énc,tldaptZe a u e v

Duas aAmtm dizem-se ací/amei,üa sse tê)n um vértice em

comulR.

Dois vê4L;cllce,ó são adlacelz;C wi G sse são li.gados por
Mina aresta de G. No caso em que G está subentende.do dizemos

apenas que os vértices são adjacentes.

Se veVG, I'v,l denota o conjunto dos verti-ces de G
que são adjacentes a v. se XçVG, I'X :: U I'x e F'X =1'(1'X).

x€X
Se v é um verti.ce de um grato G, a vaeênoé,a de y ew G)

denotado por vaia(v), é o número de arestas de G incidelltes

a v. Quando G for subentendido, vale(v) seta denotado sim-
plesmente por val(v). No grafo representado na figura 3 te-
mos que val(x) :l, val(u) ::3, va!(v) aval(w) :2 e val(y) =0.

Um vértice cuja valênci.a ê zero ê chamado vê/[,tece. Z

.6aZadc,



A va€1êltc,ü mZn,(ma entre os vértices de G é denotada

por 6(G)

A a,tdettt de un grafo G é a cardinalidade de seu con-

junto de verti.ces. Os gratos de ordem l são chamados ;C/üv.éaéó

e o de ordem 0 é chamado ncüo.

G é um gado vamp.ee,ílo sse EG nVG(2). Se G é um grafo

conpleto de ordem n, G seta denotado por Kn'

se x e Y são conjuntos finitos disjuntor,
x®Y =ttx,yl:xeX e yeY}

Uma colação XI'X2....,X de subconjuntos de X é u-

ma paxtéçao de X sse XinX.i:@ (se i#j) e U Xi: X'' .J l=l

Um grafo G diz-se bZpa/Ltédo sse existe uma partição
de VG em subconjuntos X e Y tal que EGÇX®Y

No caso em que EG : X®Y, G diz-se b,épax.tido como,ee,;Ca.

Neste ultimo caso, se IXI =m e IYI =n. G seta denotado por

"m,n

O eompZeinept;ü de um grafo G é o grifo denotado por G

tal que vê =VG e Eê : VG(2)-EG.

Um grafo G é k-xegtlZlaA sse todos os vértices de G têm

valência k

Se G é um grafo com VG= {vl'.v2,''',Vn}. a ma;t/t,éz de
ad/acênc,{a de G (correspondente a essa indexação de VG) é a

10
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Hx= matriz AG :Eaj.j] onde aij :l se {vi,vjJGEG e aj.j :0, c.g
se contrario.

EXEMP LO

v3
)

v4

0 1
1 0
0 1
0 1

Se G é o grafo --' vl "} AG

Umg.taça c{,é/t,égZdo D é um par ordenado (V,E) formado

bor um conjunto finito V de vértices e um conjunto finito E

de pares ordenados de elementos distintos de V, chamados a-
restas.

Se a = (u,v) é uma aresta de D, na representação do

grato dirigi.do D, a é indicada por um segmento orientado de

u para v unindo os pontos que representam os vértices u e v.

!Xç8e.LQ - A figura abaixo representa um grifo dirigi.do D op
de VD = {u,v,w,x} e

ED :{(u,v) , (v,w) ,(w,v) ,(w,u) , (w,x)}

Se D é um grifo di.rígido tal que quaisquer dois vé11

tices distintos u e v de D são li.gados por exatalnente uma a
resta, então diz-se que D é um Zci4HcZo.
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2. SUBGRAFOS

Sejam G e H grafos. Diz-se que H é um óubgxaáo de G

(HSG), sse VHSVG e EHSEG. Se pelo menos uma dessas inclusões

ê própria, diz-se que H é um óübg/aáa paãplcxo de G e escreve-
se HcG

Se H é um subgrafo de G

óupe.q.htaáo de H ou que G colham H

Um subgrafo H de G diz-se apà'ehado sse VH =VG.

Umk-adia.tde um grafo G é um subgrafo.espalhado de
G que é k-regular

Seja XSVG. O subgrafo de G cujos vértices são aqueles
em X e cujas arestas são as arestas de G con ambas as pon'
tas em X, é chamado de .óubg,Qaáa de G ,induz,éda po,t X e seta deng
tado por G[X]. (Veja figuras 4 e 5)

Seja ASEG. O subgr.afo de G que tem A por conjunto

de arestas e cujosvértices são as pontas de A é chamado deóti&

ga.aáo de G J.}zdttzZdo pox A e seta denotado por G[A]. (Veja figu-
ras 4 e 6).

AA.ainoçao de con vê/L,tece v de G resulta no subgrafo

G[VG-tv]] denotado mais simplesmente por G~v. (Veja figuras
4 e 7)

tanbém Gdiz que e unse

A .talnaçao de uzltla a,4u,ü a de G resulta no subgrafo es
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pilhado de G com arestas EG-la}, denotado por G-a. (Veja fi

guias 4 e 8.). ., ,..Ó .Ú/lc,.,Ú;.G

Se XÇVG, G.'X denota o subgrafo G[VG-X]

Se AÇEG, G-A denota o subgrafo espalhado de G com

ares tas EG-A

J

Se G e H são grifos, G-H denota o subgrafo G-EH.

G+tü,ü} denota o grifo com vértices VG e arestas
EGuÍu,v} . (Veja figuras 4 e 9) .

Se H e K são subgrafos de G, denotaremos por HuK e
HnK os subgrafos (VHuVK, EHuEK) e (VHnVK e EHnEK) respecti-

vamente. (Veja figuras 10, 11, 5 e 6)

Os subgrafos H e K dizem-se déó./arda,ó se flnK é o g:r2.

fo nulo.

Se G e H são grafos, GAH denota o subgrafo (G-H)u(H-G)

(Veja figuras 12, 5 e 6)

Um grafo G é max,úa.C (respectivamente m,é}2,úlae) relata

vamente a uma propriedade se G goza da propriedade e não e-

xiste nenhum supergrafo (respectivamente subgrafo) prõpri.o
de G dotado dessa mesma propriedade.

UmeZ.íque de um grifo G é um subgrafo completo maxi
mal de G. (Veja fi.guras 13 e 4)

Os seguintes exemplos ilustram as definições ante
dores.
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Seja G o grafo:

Figura 4

Se X = {u,v,y.z}

G[ X] : ---------..\

y

Figura 5

Se A = {lv,x} , {v.w} , {y.zJ}

G[A]

Figura 6

G '- x

Figura 7

- {v ,w}

Figura 8

Z
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G + {u,x}

x y z
Figura 9

G[X] uG [A]

Figura lO

V

y z

Figura ll

u v w

x y

Figura 12

é um c,eZqüe de G.

Fi.Bufa 13

é deóeonexo sse G contém doi.s subgrafos

G[X] nG[A]

G[X]ÂG[A]

3. CONEXIDADE TRILHAS CAMINHOS E CIRCUITOS

Um grato G
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disjuntos. não nulos. H e K tais que G :HuK. Caso
G ê caltexo.

Um componeyüe de um grato G é un subgrafo conexo ma-
xinal não. nulo de G. Denotaremos por c(G) o numero de compg

nentes de G.

contràri.o 9

Uma aresta a de G é uma parda sse c(G-a)>c(G)

Um vértice v de G é um vêt.tece de co''!.Ze sse c(G-v)>c(G).

G ê .óelmxãve,e sse G tem pelo menos um ver-0Um graf

tece de corte.

Una ;tlt,{Z/u T de G é uma sequência finita

T' (v0'ao'vl'al''...vk) com kz0. onde os vi's são vértices
de G o ai' {vi'vi+l} para 0 si sk-l são arestas distintas de
G. Se k z 3 e v., : v. então T é uma ;CJuéEha fechada.

. V

Denotaremos por VT o conjunto dos vértices da tri-

lha T e ET o conjunto das arestas de T.

Uma trilha fechada T de G tal que VT=VG e ET'EG é

chamada ;CPt,i,Cfu de Ectee,t. Se G tem uma trilha de Euler então

diz-se que G é eu.C e4.falto.

Um eam,élüo P de G é uma trilha onde os verti.ces são

todos distintos. Em geral,um caminho P= (v0'a0'vl'al''''.vl?
será denotado simplesmente por P-(v0'vl'' .. .vk) .

O vértice Vn é chamado IrtZcZo de P e o vértice vk e
= . . . t-f.. n'='. a'l'.n.,..,Ino f)v=

a

de lceveTchamado ,te,4n,Cno ases
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,üeilt.édadeó de P

O comprimento de P, denotado por IPI é dado por
IPI : IVPl-l = IEPI.

Se P' (v0'vl''..,vk) e Q: (vk,vk+l'''',vn) são ca-
ma.nhos de G e VPnVQ : {vk} então a caltcatenação de P e Q, den2

Cada por P'Q é o caminho (v0'vl'''',vk'vk+l,''',vk)

Um cama.nho P de G diz-se /tam,é.C;Capa,cano se VP= VG

Um c,éxcu,éZo C de G é uma tri.Iha fechada em que os vér
tices são todos distintos excetuando o pri.melro e o ultimo

Um circui.to C= (y0'a0'vl'c1l,....vk) onde vk: vO s!
rá denotado por C :(v0'vl'''',vk-l'v0) ou por C - (vOyl'''',yk-l).

O compra.mento de c denotado por lcl é dado por lcl = IVcl.

L)n ci.rcuito C de G di.z-se /tam,é,eÍotuéana se VC =VG

Se G tem um circuito hamiltoni.ano então diz-se que
G é um gluáa /tam,{l.e,ílatz,(ana

4.

Dois grafos G e H são .coma,táa.6 sse existe uma bije
ção +:VG ---- VH tal que {u,vlGEG sse {+(u) ,$(v)}eEH.

Sejam X e Y subconjuntos de VG. Uma i.njeção+:X--,.Y

é a(ún,ü.õZveC sse para todo xGX exi.ste aGEG tal que a=tx,4.(x)}



CAPITULO ll

CONDICOES SUFICIENTES P4M yM ABAFO SER HAMILTONIANO

1. INTRODUÇÃO

Neste capítulo veremos vários resultados sobre con

di.ções suficientes para que um grafo seja hamiltoniano. Na

seçâo 2 examinaremos uma classe de condições que chamamos de

tipo l que essencialmente sÕ são satisfeitas por grafos com
''bastante'' arestas. Essas condições são também conhecidas co
mo ''descendentes de Dirac'-

A apresentação que faremos aqui ê a i.nversa da his

tõrica, isto é, começaremos pelo resultado mais recente e de

duziremos a parti.r daí os demais resultados, consegui.ndo a2
sim, demonstrações mai.s simples que as originais.

Na seção 3 examinaremos a classe das condições que
chamamos de tipo 2 que se baseiam na existência de uma cer-

ta parti.ção das arestas do grafo e que para serem satisfei-
tas não exi.gem que o grafo tenha muitas arestas.

Na seção 4 apresentaremos outros tipos de condições

O leitor poderá notar que nenhuma das condições s=
18
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ficientes que veremos garantem que o grato do dodecaedro é
hami.ltoniano.

Na seção 5 faremos uma classe.ficação de todas as

condições suficientes apresentadas provando que certas con-

dições impl i.cam outras, ou que são i.ndependentes.

2. CONDICOES DO TIPO l

Começaremos examinando uma condição si.mples obtida

recentemente por Bondy G Chvãtal [BC] que. se sati.ski.ta for
nece uma maneira efi.ciente(*) de encontrar um circuito hami.l

toniano do grato. Essa condição foi sugeri.da por um teorema
provado por Ore eJn 1961 [03] .

LEMA 2.1 - Seja G um grafo de ordemjnz 3J:e sejam u e v dois

vértices quaisquer de G, não adjacentes, tais que val(u) +

+ val(v) 2 n. Então G é hamiltoniaüo sse G+Íu,v} é hamilto-
niano.

DEMONSTRACAO - Se G é hamiltoniano é claro que G+tu,v} é ha
mi.ltoni.ano.

Para provarmos a recíproca. suponhamos que G+Íu,v}
seja hamiltoniano e G não seja. Neste caso, todo ci.rcuito ha

mi.ltoniano de G+Íu,v} contém a aresta {u,v}. Logo, existe em G um

caminllo hainiltoniano (vl'v2, ''',Vn) com vl :u e Vn :v.

(+) - polinomial na ordem do grifo.
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S e] am

{vi: {u,vi+lJeEG} e

{vi: {vi'vlGEG}.l. -Ü-

Então XnY =0, pois caso contrario,(vl'v2'''''vi'vn'vn-l'vn-2'

.',vi+l' vl) será.a um circuito hamiltoniano de G. (Veja f.i
gula 14)

v.=u v

vi vi+l

Figura 14

Por outro lado, como vnÇXuY, resulta que IXuYI < n.

Portanto, val(u) + val(v): IXl+lvl: IXuYj+jXnYl< n, o que co2

traduz a hipótese. H

Este lema motivou as seguintes definições.

DEFINIÇÃO - Seja k um inteiro, lsksn. Um grafo G de ordem
n diz-se k-áecfLado se val(u) + val(v) < k para todo par u.v de

vértices não adjacentes.

DE FI NIÇAO Seja G um grifo de ordem n e seja k um inteiro.



21

l g k g n. Chamamos de k-fecho de G a um grifo minimal k-fecha

do H que contém G.

Como a intersecção de grafos k-fechados é kLfe
chado, o k-fecho de um grifo ê único. Denotaremos o k-fecho

de G por fk(G).

É imedi.ato que se u e v são vértices distintos não

adjacentes on G e val(u) aval(v) zk então fk(G)'fk(G+Íu.v}).

So chamarmos de C(G.') a condição: ''existem vérti-

ces di.stintos u 8 v não adjacentes om G' tai.s que vaia' (u)+
+vaIG' (v) zk''; dado um grifo G. se inicialnento dofini.rios
G' como sendo G e enquanto C(G') estiver satisfeita defi.nir
mos G' como sendo G'+tu.v}, quando C(G'.) não for mais sati.s

fei.ta teremos que G' = ft(G) .

Se G é um grifo de ordem n. o n-fecho de Gou f.(G)
seta denotado simplesmente por fecho de G ou f(G). Apenas

quando k# n escrevoremos explica.temente k-fecho de G ou

fk(G).
A figura 15 ilustra uma construção de f(G).

f(G)
Figura 15
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Observando que o lema 2.1 pode ser aplicado cada

vez que uma nova aresta é acrescentada na construção do fecho
de um gra:fo, o seguinte resultado é imediato.

TEOREMA 2.2 - Um grifo G é hami.ltoniano sse f(G) é hamilto-
nlano.

Este teorema tem várias conseqiiências interessantes.

Assim, partindo da simples observação de que todos os gri-

fos completos com pelo menos 3 vértices são hamitonianos.pg
demos deduzir o resultado abaixo que juntamente com os seus

corolários formam a classe das condições que chamaremos de
ltiPO

TEOREMA 2.3 [TEOREMA DE BONDA-CHvATALI - Se G e um grato de

ordem n z3 e f(G) é completo, então G ê hamiltoniano.

Este resultado tem a vantagem de ser bastante útil

do ponto de vista operacional. De fato, veremos a seguir um-
4'P.-hn 'ln ljm abafo de n vérticesalgoritmo que feri.fica se o

é completo em O(h') passos.

Nesse a].goritmo. a entrada é

de VG : {vl'v2,''''vn}on
l\; ; [aij ]
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O .ALGORITMO DO FECHO

Passo Para i=1 ,2.

faça k -+-- 2 ;

n

faça val(vi) '-- jElaij

Passo
Enquanto existir um par {vi,vj}

e val(vi) aval(vj) zn, faça

aij '' k,

aji ''' k,

val (vi) '-- val (vi) + l,

val (vj) ''- val (vj) 'l.
k .+..-- k + l )

com : 0

Passo Para i.=1,2,...,n verifique se val(v.i) :n-l. Se i:
to acontecer, f(G) é completo; caso contrario f(G)
não é completo . Pare .

Note que ao terminarmos o algoritmo teremos uma mg.

triz [a.i.i],ta] que:

a iJ
a . . =

].J
a. . =

].J

aresta

fecho.

l sse {v.i .v: }GEG ,

0 sse {vi'vjJflE:f(G),
k >1 sse {vi'vj} foi a (k-l)-êóZma

a ser acrescentada na construção do

Essa matriz nos fornece informações sobre como o fe
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cho de G foi construído e poderá ser utilizada para se de-
terminar eficientenente um circuito hamiltoniano de G par-
tindo-se de um circuito hamiltoniano de f(G) .

Antes de apresentarmos uma maneira de se resolver

esse problema vamos adotar as seguintes

+ Dizemos que uma aresta {vi'vj} de f(G) tem peão p

se após a aplicação do algoritmo do fechqaij :P'

e Se C =(vl'V2.,''''Vn'VI) é um circuito de f(G), en-
tão o peão de C, denotado por jjCll ê o valor correspondente
ao peso máximo das arestas de C

Note que se C a(vl'V2'''' 'vn'VI) é um circuito ha

miltoniano de f(G) tal que jlCll =p>1 então existe um circut

to hamiltoniano C' em f(G) tal que IC'll<P.

De fato, supondo sem perda de generalidade que

{vl'vn} seja a aresta de peso p,
então

ltvi: 0<ali<p} l+ llvi: 0<ani<P l }zn
e portanto. existe vj tal que as

arestas {vl'vj..l} e {vn'vj} têm

pesos menores que p. Nesse caso.

C':(vl v2' ' ' ' 'vj Vn'vn-l '' ' ' vj+l'vl)
vj vj+l
Figura 16
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ê ta[ que IC'l=lCI e llC'll<p.(Figura].6)

A observação aci.laa fornece um algoritmo para se ob

ter um circuito hamiltoniano de peso l e portanto em G.par
tendo-sc' 'de um ci.rcuito hamiltoni.ano em f(G)

Note que a determinação de cada novo ci.rcui.to com

peso menor pode ser feita em O(n) passos. Como a.: É (?) sn:
(quaisquer que sejam i,j), a obtenção de um circuito em G a

partir de um circui.to em f(G) poderá ser fei.ta em O(n3) pas
sos.

Veremos a seguir um resultado obtido por Las Vergnas

[LVl], cuja prova origi.nal é bastante trabalhosa e que pode
ser fácil-mente provado usando o teorema 2.3

COROLÁRIO 2.z} [TEOREMA DE LAS VERGNAS a G um grifo

de ordem n 2 3 e sejam os vértices vi de G indexados arbitra
r i.antena e

Se

i: j-«j '« ]

i ' j à n

val(vi)si l val(vi)aval(vj)zn.
val(vj) ' j -l

{vi'vjlÊEG

então G é hamilton lado
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DEMONSTJBAÇ4g

Vamos provar que se a condição acima est

ta, o fecho de G que chamaremos de H é completo.

Suponhamos que H não seja completo. Então. existem
vértices não adjacentes em H e dentre esses verti.ces sejam
v. e v. tais que

(1) j seja o maior z'ndice possível e,

(2) i seja o maior índice sujeito 'a condição (1).

Como {v.i ,v.i }ÉEH, temos que

vala(vj.) + vaia(vj) É n-l

As condições CI) e (2) implicam que vj deve ser ag.

jacente em H a todos os vértices vk com i<ksn e k#j. Portal
to,

satisfeza

(3)

vaIH(vj) à n-i-l

Por outro lado. a cond"ição (1) implica que vi deve

ser adjacente em H a todos os vértices vk com j<ksn e por'

tanto,

(4)

vala(vi) z n-j (5)

Usando os resultados (3). (4) e (5), segue que
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vaIG(vj) svalH(vj) 'n-l -vala(vi) gn-l-(n-j) = j-l,

vaia(vj.) svaIH(vi) sn-l - vaIH(vj) sn-l-(n-i.-l) = i.

Além di.sso, i.+jzn. De fato, de (4) segue que

izn-l-vaIH(vj) . de (5) temos que jzn-vaIH(vi)
e portanto,

i+j zn-]- va]nCvj)+ n-va].H(vi) : 2n-l
(vala(vj) +vaIH(vi)) à 2n-l-(n-l) : n.

Como todas as hipóteses estão satisfez.tas, resulta

que vaIG(vj.)+vaIG(vj)zn e portanto. vala(vj.)+vaIH(vj)zn. o
que contradiz (3)

Logo, o fecho de G é completo e pelo teorema 2.3.G
é hamiltoniano. H

O segui.nte resultado, também devido a Las Vergnas
[LV2] é uma conseqiiênci.a imediata do Corolário anteri.or

COROLÁRIO 2.5 [TEOREMA DE LAS VERGNAs-70] - Seja G um grafo

de ordem nz3 e sejam os verti.ces v.i de G indexados arbitra-
riamente . Se

lsi<jsn
val (v:)gi

«al(vj)'j l v:) ' "'l(vj) : n.

{vj.,vjJÉEG
então G é hamiltoniano.



28

O resultado que veremos a seguir foi obtido por

Chvãtal em 1971 e num certo sentido que menti.onamos mais a-
diante (veja página 98). é o melhor possível. Provarenos que
esse resultado segue como consecliiência do corolário 2.4. A

demonstração ori.ginal é diferente e pode ser encontrada en

[C2].

COROLÁRIO 2.6 [TEOREMA DE CHyÁTAL] - Seja G um grifo de or

dem nz3, e sejam os vértices vi de G indexados de forma que

val(v.) aval(v2) g..' aval(vn)

Se val(vi) g i «n ::-+ val(vn-i)

DIMQNê.!M98Q

1,2 n então G é hamiltonianch

Seja G um grafo que satisfaz as condições do teorÊ
ma. Vamos provar que a indexação de VG tal que

val(vl) aval(v2) g ' ' ' aval(Vn)
satisfaz a condição exigida pelo corolário 2.4

Suponhamos ao contrãri.o. que existam i,j tais que

lgi«jsn, i+jzn. va].(vi)si.{vi'vjJ$EG l

"':("P'j-: ' "':("P."':("P:"-: l
Tomemos um par i,j onde ié o menor possível sati2

fazendo (1). Nesse caso,i<}. Com efoi.to, se iZ}, coIRo

valCv.i) :i(pela minimalidade de i).temos que val(vi)z7'Por

(1)
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outro lado, como j ' i., val(vj) 2 val(vi) 2 7 e portanto.
val(vi) 'val(vj) zn, o que contradiz (1).

Sendo i <} e val(vj.) si., pela hi.põtese do teorema

val(Vn-i) zn-i. Como jz n-i. val(vj) 2 val(Vn-í) zn:i. Logo

val(vi) aval(vj) zi+(n-i) :n, o que contradiz (1).

Portanto, as hipóteses do corolário 2.4 estão satis
feitas e G é hamiltoni.ano. H

Provaremos a seguir que o teorema de Chvãtal é UHa

generalização do resultado abaixo provado por Bondy (veja

[B]). Observamos que é i.medi.ato que esse resultado segue c.g
mo corolário do teorema de Las Vergnas-70.

ÊOROLÁR10 2.7ETEOREMA DE BONDA-70] - Seja G um grato de or

dem nz3, e sejam os verti.ces v. de G indexados de forma que

val(vl) g val(v2) É... aval(vn). Se

val (vi) + val (vj) à n,

então G é hami.ltoniano

DEMONSTRAÇÃO

Seja G um grifo nas conde.ções do teorema. Vamos pllg
var que G satisfaz as hipóteses do teorema de Chvãtal Ccoro
lãri.o 2.6)
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Suponhamos. ao contrario, que exista i.

e val (vn- i) <n-i

Seja j=n-i. Então, j>t>i e val(vj)<j

Mas, se lsi«jÉn, val(vi)si e val(vj)sj-l. então PÊ.
la hipótese,

tal (peval(vi)si

val(v.i)'val (v.i) à n.

Por outro lado. val(vi)aval Cvj):val Cvi)aval(Vn-i)<
<i.+(n-i)=n, o que contradi.z (1)

Logo, as hipóteses do teorema de Chvãtal estão sa-
tisfeitas e portanto, G é hamiltoniano. H

É imediato que o teorema que acabamos de ver e uma

generalização do seguinte resultado devido também a Bondy
[Bl]

(1)

COROLÁRIO 2.8 [TEOREMA DE BONDY-69] - Seja G um grifo de ol

dem nz3 cujos vértices vi estão indexados de forma que

va].(vl) É val(v2) g ''' aval(vn) ' Se para todo i,j

i#J

) Éival(v l
) sjval(v j

val (v: ) + val(v:) à n,

então G é hamiltoniano.

Esse teorema é uma generalização do resultado que
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veremos a seguir, obtido por Posa em 1962. A demonstração g
rigina[ apresentada por Posa [Pl] é engenhosa e foi. simp]i-
fi.cada por Nash-Wi]]iams [NWl]. Faremos aqui uma demonstra-
ção usando o corolário anterior.

Vamos denotar por VCj) o seguinte conjunto

V(j ) = {vGVG:val (v)gj }

COROLÁRIO 2.9 [TEOREMA DE PÓSA] - Seja G um grato de ordem

nz3, tal que:

(1) para todo i. lsi<11:1. IV(i.)l<i
(2) se n é ímpar. IV(--Z'-) ls'--Z--.

Então,G é hami.ltoniano.

l

nEunmqrpArxn

Seja G um grafo que sati.sfaz as hipóteses acha e

suponha VG indexado de forma que val(vl)aval (v2)s...aval(Vn)

Nesse caso, as condições (1) e (2) acima são equi-

valentes às condições (1)' e (2)', respectivamente, onde

(1) ' : val(v.i)'i se lsi«B;l,

(2)': se n é z'mpar, val(Vn.1 ..)>"-2--
'',,' +l

Assim, quando n é par, a condição (1)' garante que

)gi. então iz}. Messe iz;, a condição (ly também ga-
rante que val(v:i)z2' Logo. pelo corolário anterior, G é ha-
mi.ltoniano.
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Quando n é 'zmpar, a condição (ly garante que se

val(vi) si então i. z!!ãl. Mas, se i:!!iil. pela condição (ly
val(vi) :val(Vn-l) z'-'Z'-. E,pela condição (2y , se iz1l'l +l

val(vi)zn'l +l. logo, pelo corolário 2.8, G é hamiltoni.ano. H
O resultado que segue foi obtido por Ore en 1961

[03]

COROLÁRIO 2.10[TEOREMA DE ORE] - Seja G um grifo de ordem

nz3. tal que para quaisquer vértices u e v não adjacentes.

val(u) aval(v) à n. Então,G é hamiltoniano

DEMONSTKAÇ4g

É evidente que se G satisfaz a hipótese acima,f(G)

ê completo e pelo teorema 2.3, G é hamiltoniano. Faremos no

entanto. uma outra demonstração para mostrar que o teorema
de Posa engloba esse resultado.

Seja V(j) : {vGVG:val(v)sj }

Vamos mostrar que lv(j)l«j para isj<t.

Seja i=lv(j)l. Os i vértices de V(j) induzemum

subgrafo H que é completo. De fato, se H não fosse completo,
existiriam vértices u e v em H, não adjacentes, tais que

val(u)aval(v)<n +n -n, o que contradiz a hipótese

n á rnmnlntn segue que iÉ:i+l. Não podemos terComo
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j+l pois se i.sso ocorresse, cada verti.ce de H seria adjl
Gente apenas aos vértices de H e se uGVH e vGVG -VH, então

val(u) aval(v) sj+(n-l-j-l) =n-2, o que é uma contradi.ção.
Por outro lado, também não podemos ter i= j; poi.s neste ca-
so, cada verti.ce ueVH seria adjacente a no máximo um verti.-

ce de VG -VH e como i= j <}, exi.sti.ri.a um vértice weVG -VH
não adjacente aos vértices de H. Assim, se uGVH,

val (u) ' val Cw) g j'n-l-j : n-l

o que é uma contradi.ção.

Portanto, i<j, isto é, IV(j)l<j para
rolaria 2.9, G é hamiltoni.ano. H

O seguinte resultado devido a Dirac [D] segue ime-
diatamente do corolário anterior.

Pelo co

COROLÁRIO 2.11ETEOREMA DE DIRAC] - Se G é umgrafo de or-

dem nz3 e val(v) zn qualquer que seja vGVG. então G é hami.l
t.oniano.

Do teorema de Ore podemos obter o seguinte resulta
do também devido a Ore [ 01 ]

COROLÁRIO 2:12 - Seja G um grafo de ordem nz3

Se IEGI 2 .111...----2--+ 2 então G é hamiltoni.ano

A demonstração desse resultado é bem simples porém

preferi.mos demonstrar um resu]tado de Erdds [El] que é mais
geral



34

COROLÁRIO 2.13 - Seja G um grifo de ordem. nz3 e seja k um i=

toiro. lsk<;. Se val(v) zk para todo v en G e se

IEGI zl+ max {(n2t)+t'}.
k$t <;

então G é haniltoniano.

DEMONgTRACÃO

Seja G um grato nas condições aci.ma e suponhamos que

G não seja hamiltoniano. Então, pelo corolário 2.9 existe um

t, kgt<;, tal que G tem pelo menos t vértices vl'v2''''' vt
de valência menor ou igual a t.

O número de arestas não incidentes a nenhum dos ve=

tices vl'v2,''''vt é no máximo (n2t). E como val(vi) g t pa'
ra i=1,2,...,t. o número de arestas incidentes a algum des-

ses v: 's é no máximo t'

Logo IEGI s (n2t)+tz para algum kÉt<; o que é una
contradição. B

OBSERVAÇÃO: Pode-se mostrar (veja [Ol]) que os grafos de o]

dem nz3 com -!i:i:=i.}4P.=.:.}+ 1 arestas são os grafos da forma

Kn-luKl+Íu.v} onde u é um vértice de Kn-l e v é o vértice de

KI

EXEblPLO: n =7
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Quando n =5 existe além do grafo da forma acima men

ci.onada o seguinte grafo:

3. CONDICOES DO TIPO 2

Nesta seção veremos algumas condições suficientes

obti.das por Goodman e HedetniemiEGH], que se bases.am na es

trutura dos subgrafos do grifo. Esse ponto de vista é dife-

rente daquele discutido na seção 2 e os resultados asse.m ob

tidos permitem estender o domínio das condições suficientes

existentes. Para i.sso, vamos introduzir alguns concei.tos no
vos que serão uti.lizados aqui.

DEFINICAO - Seja H um grafo não nulo e seja ACU) o grafoque

tem EH como conjunto de vértices, sendo que a. e a? são vé!

tices adjacentes em A(H) sse al e a2 são arestas adjacentes
em H. O grafo A(H) é chamado g/aáo axa.ta de H
EXEMPLO:
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A(n)

D E F l N LÇ4g

G :A(n)
um gxaáo aApM;Ca se existe um grifo H tal que

grato aresta sse existe uma parti-

subgrafos completos, tal que nenhun

do que dois dos subgrafos.

DEMON$TitAÇ:8Q

(i) Seja G um grafo aresta, G :A(H). Sem perda de

generalidade, suponhamos que H não tenha vértices isolados.

Todo vértice v em H dã ori.gem a um subgrafo complE

to, denotado Cv' ein G, que é o subgrafo induzido pelos vér-
tices de G correspondentes ãs arestas de H, incidentes a v

Cada aresta Y de G esta em exatamente um desses sub

gratos completos. De fato, se y : {al'a2}, al e a2 sao ares'
tas de H que têm uma única ponta comum, digamos v. Então, Y

pertence apenas a Cv

se a. é um vértice de G, al é uma aresta de H inc.i

P ROP OS l Ã0 3.1 - G e um

ção das arestas de G em

vertzce pertence a mais
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dente a exatamente doi.s vértices em H. Então al não pode pe:
tencer a mai.s do que dois dos subgrafos completos.

(i.i) Regi.procamente, suponhamos que Cv. .Cv......Cv.. se

jam os subgrafos completos que formam a partição de EG e SS

jam al'a2' '' ''aP os vértices de G que estão em apenas lm deã
ses subgrafos. O grafo H com VHn {vl'v2''''.vk'q.'a2'''''ap}

e EH= {lvi'vjJ:Cvj.nCvj#PluÍÍai.vjJ:aiGCvj} é tal que A(H)'G
Logo, G é grafo aresta. E

OP$EKVAÇÕES:

Ca) A cada vGVFI (val(v)z2) fica associado um subgrafo coD

pleto Cv em A(H) tal que ICv.l -numero de vértices de Cv :
: vaia(v). No caso em que vaia(v) : 1. podemos associ.ar a v

um subgrafo Cv onde Cv : KI' ou então, se v é adjacente a um

vértice x tal que val(x) E 2, podemos associ.ar a v o subgr2

fo completo Cx' (Veja figura 17)

(b) Se vaia(v) à 2 para todo vGVH, resulta que ICvl à 2.
Cv tem pelo menos uma aresta e portanto não existe em A(H)
nenhum vértice pertencente a apenas um dos subgrafos complÊ
tos da partição. (Veja fi.guia 18)

(c) Se todos os vértices de H têm valênci.a par então to

dos os subgrafos completos são pares. isto é, têm ordem par
(veja figura 18)
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H A(n)

Figura 17

,'hP l a2 }l

H A(n)

Fi.guia 18

Na figura 18, H é um grafo euleriano e A(H) é um

grafo hami.ltoniano. Note que à trilha de Euler do gra:fo H,

T: (al'a2'a3'a4'a5'a6). onde os ai são arestas de H, cartel
ponde um circuito hami-ltoniano C= (al'a2'cl3'a4'a5'a6) em

A(H), onde os a{ sãovértices de A(H). Além disso. A(H) é eu
leviano

dademonstração seguznlei.tordoDeixamos aa cargo

te

PROPOSJç40 3.2 - Se H é um grifo euleriano então G =A(H) é
hamiltoniano e euleriano.

Â primeira parte dessa proposição sugere que.se pg
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dermos reconhecer um grifo G como sendo grafo aresta de um
grafo euleriano então poderemos concluir que G é hami.ltonia
no.

O resultado que segue caracteriza os grafos ares-

tas de gratos eulerianos. A demonstração desse resultado pg
dera ser feita usando-se o mesmo raciocínio feito na demons

tração da proposi.ção 3.1, as observações (a),(b) e (c) men-

ci.onadas e o conheci.do resultado que a:firma que'um grafo é
euleriano sse todos os seus vértices têm valênci.a par' (ve-
j a [.n] ] )

LEMA 3.3 - Um grato conexo G é grafo aresta de um grifo eu-

leriano sse existe uma partição das arestas de G em subgra-
fos completos pares tal que cada Verti.ce pertence a exata-

mente dois desses subgrafos.

TEOREMA 3.& - Se G é um grafo conexo e existe uma parti.ção

das arestas de G em subgrafos completos pares tal que cada
vértice pertence a exatamente dois desses subgrafos. então
G é hami.ltoniano.

.gg.Bg1:4.B..!.g...3..t.â - Um grifo G é hamiltoniano sse G tem um sub-

grafo espalhado K que é grafo aresta de um grafo euleriano.

Embora o corolário 3.5 caractere.ze os grifos hamil
tonianos, não ê muito Úti.l. O problema de determinar se G

tem um subgrafo espalhado que é grafo aresta de um grifo eg
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leriano é tão difícil quanto o de determinar se G tem um cir 

cuito hamiltoniano. 

Veremos a seguir um lema que será particularmente 

Útil para testarmos se um grafo satisfaz a condi ç ão suficien 

te dada pelo teorema 3.4. 

LEMA 3.6 - Se G é um grafo aresta e c1 ,c 2 , ••• ,Ck s ao os sub 

grafos completos que resultam da partiçã o das arestas de G 

tal que nenhum vértice pertence a mais do que do i s desses 

subgrafos, e se K é um clique de G de ordem maior ou igual 

a 4, então para algum i, l s i sk, K = C . . 
1 

DEMONSTRAÇÃO 

Seja K um clique de ordem pelo menos 4 e s uponha

mos qu e K não seja nenhum dos subgra f os e. 's, l s i s k. 
1 

Seja Cr (l s r sk) um subgrafo completo que tem pelo 

menos uma aresta, digamos {v1 ,v 2}, em comum com K, e seja v3 

um vértice de K não pertencente a Cr. (A existência de v3 se 

justifica pelo fato de K ser um subgrafo completo maximal, 

po r hipótese diferente de C ). r 

Seja v 4 um outro vértice qualquer de K,<listinto de 
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K 

. .. ··-- .. -... ........ .... -

Nesse caso, {v1 ,v 2}, {v1 ,v4 } e {v 2,v4 } sao arestas 

d e C r . C O mo V 
3 

f, C r , a S ar e S ta S { V l , V 3 } , { V z , V 3 } e { V 4 , V 
3

} não 

pertencem a Cr. Como v3 pertence no máximo a dois subgrafos 

completos , pelo menos duas dessas arestas devem per tencer a 

um mesmo C (s~r). Mas se isto ocorrer, pelo menos uma das 
s 

arestas {v
1

,v 2}, {v
1

,v
4

}, {v 2 ,v4 } pertencerá a ma is do que 

um dos subgrafos completos, o que~ uma contrad ição . 

Caso 2: v 4~cr 

/ V 
, . 

1 

.... - - ... ... 

K 

. v3 
1 . 

\ 

\ v2 '- r 
/'I',' 

/ ·· - -- ---
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Como v1 pertence no máximo a dois subgrafos comple 

tos, as arestas {v1 ,v3} e {v1 ,v4} devem pertencer a um mes

mo subgrafo completo, digamos Cs. Neste caso,{v 3 ,v4 } também 

deve pertencer a Cs. Analogamente, as arestas {v 2 ,v3} e 

{v2,v4 } devem pertencer a um mesmo subgrafo completo, diga

mos Ct; e conseqüentemente {v3 ,v4} deve pertencer a Ct. Se 

Ct ~ Cs temos uma contradição pois {v 3,v4} pertenceria adois 

subgrafos completos distintos. Se Ct =Cs também temos uma 

contradição pois neste caso a aresta {v1 ,v 2} pertenceria tan 

to a Cr quanto a Cs (s~r). ■ 

Vamos agora descrever um algoritmo para testar se 

tm1grafo conexo G satisfaz a condição dada pelo teorema 3.4. 

O algoritmo produziri como saida a correta partição das a

restas de G se a condição estiver satisfeita. Vamos supor 

que G não é um circuito pois neste caso claramente a condi

çao está satisfeita. 
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ALGORITMO 

Passo 1 - Se existe algum vértice com valência Ímpar, pare. 

(Pela proposição 3.2 G não é um grafo aresta de um 

grafo euleriano, e pelo lema 3.3 a condição do teo 

rema não está satisfeita.) 

Seja v um vértice de valência ~4 e seja K um cli

que contendo v. Se IVKI ~ 3 e IVKI ê Ímpar,pare (G 

nao satisfaz a condição). Se IVKI é par, faça uma 

coloração com a cor 1 das arestas de K (pelo lema 

3.6, K é um dos subgrafos completos da partição). 

Passo 2 - Seja u um vértice de G tal que pelo menos urna a

resta incidente a u esteja colorida e pelo menos 

uma aresta incidentP. não esteja colorida. 

Seja H um subgrafo de G induzido por u e pelos vêr 

tices que são adjacentes a u por uma aresta na.o co 

lorida. Se H não é completo ou IVHI é Ímpar então 

a condição não está satisfeita. Pare. Caso contrâ 

rio, use uma nova cor para colorir as arestas de 

H. 

Passo 3 - Se todas as arestas estiverem coloridas, pare. Ca 

so contrário volte para o passo 2. 1 

Se todas as arestas de G puderem ser coloridas des 

sa maneira, então a coloração efetuada definirá a partição 
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corneta de G e G seta hamiltoniano.

Vamos agora deduzir outros resultados que foram m2
;n ahn ivn ctiia demoiistraçao po(ie seT ent ivados pela propo

centrada em [ SI ] .

!.B.g1.92.!.çÃ0 3.7 - Se H é hamiltoniano então A(H) é hamilto
mano.

Slç

LEMA 3.8 - G é grafo aresta de um grifo hamiltoniano sse e-

xi.ste uma partição das arestas de G em subgrafos completos

tal que cada vértice de G pertence a exatamente dois desses

subgrafos e G possui um circuito que tem exatamente uma a-
resta em cada um desses subgrafos

0EblON$!1}4Ç4g

(i) Seja G:A(H) onde H é hamiltoniano. Pela proposição
3.1 e pela observação (b) feita anteriormente. resulta que
cada vértice de G pertence a exatamente dois dos subgrafos

completos da partição. Seja C=(vl'al'v2.a2.''''vk'ak'vl) um

circuito hamiltoniano de H onde os vi's e os ai's são vêrt.i
ces e arestas de H, respectivamente. Então C' =Éal'a2'''''ctk'al]

é um circuito de G onde cada aresta {ai'ai+l} para lsisk-l

pertence ao subgrafo completo Cvi+l de G e {ak.q.}GCvl'

(ii) Se existe uma partição das arestas de G em subgra-
letos tal aue cada vértice pertence a exatamente doisfos comp



45

desses subgrafos. então pela proposição 3.1. G é grafo ares

ta. Seja G =A(H) e sejam Cvl'Cv2'...'Cvk os subgrafos com-
pletos da parti.çâo. Como cada Cvi tem pelo menos uma aresta,
os vértices de H têm valênci.a pelo menos 2 e portanto pela

observação (a), a cada vértice vl de H fi.ca associado um sub-

grafo completo CVJ' Além .dj.sso, cada aresta y utal'a2} em

cvi está associada 'às duas arestas al e a2 em Hs inc.i
dentes ao correspondente vértice v.i em H. Assim, o circuito

em G tendo exatamente uma aresta em cada Cvi. corresponde a
um circuito em fl que passa em cada verti.ce de H exatamente

uma vez. Portanto. H é hamiltoniano. B

TEOREMA 3.9 - Seja G um grifo. Se existe uma partição das a
Testas de G em subgrafoscompletos tal que cada vértice per-
tence a exatamente dois desses subgrafos e G possui. um ci.r-
cuito que tem exatamente uma aresta em cada um desses sub-

grafos, então G é hamiltoniano.

PIMONSTRAÇÃO

Segue da proposi.ção 3.7 e do lema 3.8 H

Note que o circuito mencionado no lema 3.8 e no teo

rema 3.9 é um circuito hamiltoniano apenas no caso em que
G é ele própri.o um ci.rcuito. Geralmente. o referido circui.-
to não é hami.ltoni.ano.
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CONCLUSÃO

Os teoremas 3.4 e 3.9 v'istos nesta seção não exi-

gem que o grato,globalnente, tenha muitas arestas. Vale apÊ
na notar que os gratos que satisfazem a condição do teorema
3.4 são todos eulerianos, ao passo que os que satisfazem a

condição do teorema 3.9 não o são necessariamente. Por exeE

Plo, consi.dele os gratos:

O grato GI satisfaz a condição do teorema 3.4 (ê euleriano)

e o grato G2 satisfaz a condição do teorema 3.9 (não ê eulÊ
dano)

4. OUTRAS CONDICOES

Nesta seção verelllos condições suficientes baseadas

(a) na relação entre conectividade e estabilidade do g:r.g

.L \J 9

Cb) em subgrafos proibidos.
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(c) na exi.stência de um conjunto de vértices com uma cer

ta propriedade.

Começaremos examinando um resultado obtido por Chvá

ta[ e ErdÕs [CE] em 1972. Antes porém. vamos i.ntroduzi.r a]-

gumas definições Q notações.

DEFINICAO - A cotec,ü.v.idade de um grifo G, denotado por K(G),

é o numero mi'nimo de vértices cuja remoção resulta em um glZ
fo desc anexo ou trivia]. .

DEFINICAO - Um grafo G diz-se k-canela se K(G) 2 k

!.EE.!.11.!.Ê.89. - Se G é um grafo. um conjunto X de vértices de G

diz-se a,ü.ve,ê sse os verti.ces de X são dois a dois não adjl
centos.

DEFINlcAO - A a,tab.{.(l,idade de um grifo G. denotada por B(G).é
a cardo.nalidade do maior conjunto estável de G.
EXEMPLO: Grato de Petersen

K(G) = 3

B(G) = 4

Figura 19
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!.EE.!.N..!.ÇAO - Se C: (vl'v2,''''vk'vl) é um Ci.rcuito de um gr2

fo G, então dizemos que vi+l e ótieaóox de vi para IKisk-l e

vl é sucessor de vk' Se vj é sucessor de vi em C também di-
zenos que vj e v.i são vértices comectl;Cavo.ó em C ou que ocox-

A,em conóeclt;tlvamerüe em C .

DEFINlçAq - Seja u e v vértices distintos de um grafo G.Diz-

-se que P e Q são cam,élÜa.5 dÜJtIJ,Üoó que .eégam u e v se P e Q são
caminhos com extremidades u e v e VPnVQ : {u,v}

Enunciámos a seguir uma variante do teorema de Me2

ger que foi provada por Whitney e que seta utilizada na de-
monstração do teorema 4.2. A demonstração desse resultado aâ
sim como referências poderão ser encontradas no livro de F.

llarary [Hl]

LEMA 4.1 - Um grafo G é k-conexo sse cada par de verti-ces

distintos de G é ligado por pelo menos k caminhos dois a

dois disjuntor.

TEOREMA 4.2 - Se G é uln grifo de ordem nz3 e K(G) 2 B(G) en-

tão G é hamiltoniano

DEMONSTRAÇÃO

Não existe nenhum grato G de ordem nz 3 tal que

K(G)= lz B(G). Suponhamos então K(G) ' kz 2. Neste caso, pe'
G .-nntém lm cil-culto Suponhamos que G não seja te.4 llemalo l
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miltoniano e seja C um circuito de comprimento máximo em G
Então , existe wGVG - VC .

Seja H o componente de G C que contém w. Então,

não exi.atem vértices CQDsecuti.vos em C. ambos adia-Í
Gentes a algum vértice de H. l

(1)

De fato, se isso ocorresse teríamos um circuito de

comprimento mai.or que ICI.

Como K(G) : k, aplicando-se o lema 4.1. segue que .g

xistem pelo menos k caminhos PI'P2,...,Pk' cada Pi (lsisk)
com i.nício w, térmi.no xieVC e VPinVPI - {w} se i#j(figura 20)

E claro que esses xj 's não ocorrem consecutivamen-

te em C pois isso contrari.a (1). Seja então y.i o sucessor de

x.i em C. Novamente pelo item (1), nenhum y.i é adjacente a w

Se não existir nenhum y.i adjacente a um y.i. teremos um con-

junto estável com k+l vértices (os y:'s e w), contrariando
y]

X
l y i

\v

Ú
)'++'

]

Figura 20
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a hipótese K(G) : kz B(G). Logo, deve existir vértices yj. e

y.i adjacentes. Mas se isso ocorrer, poderemos construir um

circuito de conprimento mai.or que ICI (veja figura 20) ,o que

é uma contradição. Portanto, se K(G) 2 B(G). G é hamiltonia-

OBSEKV4Ç:4Q

Este teorema é o melhor possível no sentido de que

a desigualdade não pode ser melhorada. O grifo bipartidocog

pleto Kk.k+l tem conectividade k, estabilidade k+l e não tem
ci.rcuito hamiltoniano. O grato de Petersen (fi.gula 19) tem

conectívidade 3 e estabilidade 4 e é não hamiltoniano.

No caso em que K(G) : kz n+2 onde n é a ordem do G.

o teorema 4.2 segue como conseqüência do seguinte resultado

provado por Nash-Williams.

TEORElIA 4.3 - Se G é um grifo de ordem nà3 e se 6(G)zkzn+2.
então

(i) G é separãvel ou

(ii) 13(G) à k+l ou

(iil) G é hamiltoniano

Não faremos aqui a demonstração desse resultado que
r ooderã encontrar em [NW2]. Esse resultado seta utl].eito
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lizado mais adiante no capítulo IV

A segui.r apresentaremos duas condições baseadas em

subgrafos proibidos. A primeira delas (teorema 4.4) é men-

cionada em [Hl] e a segunda (teorema 4.5) foi obtida por
Goodman G Hedetniemi [ GH ] .

.gE.E..!.g.!.Ê.89. - Um grato G é um 0-g.taça se G é não separável, G
tem doi.s vértices não adjacentes de valência 3 e todos os ou
tios vértices de G têm valência 2.

EXEMPLO de 0-grafos

.gE..E.!.!!.l..ÊÃO - Se G é um grifo, um 0-.õubg,taco de G é um 0-grafo que
é subgrafo de G.

TEOREMA l .4 - Se G é um grafo 2-conexo e G não tem 0-subira
fo então G é hami.ltoniano.

DEMONSTRAÇ4Q

Seja G um grifo 2-conexo que não tem 0-subgrafo e
suponhamos G não hamiltoni.ano

Como G é 2-conexo, pelo lema 4.1 G tem um circuito
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Seja C um circuito de G de comprinento mãxino. Como C não é
hamiltoni.ano e G é conexo, existe wGVG- VC, w adjacente aal

gun vértice v de C

Seja H o componente de G-C que contém w. Como G é 2-
conexo. existe xGVH (eventualmente x:w) , x adjacentea um vel

time y de C, y#v. Além disso. como H é conexo. existe um c3.
minho P de w a x em H (se x:w, p:w). Nesse caso, se y é ad-

jacente a v em C temos um circuito de comprimento maior que

lcl, o que é uma contradição. Mas se y é não adjacente a v
em C, então PuC+ {v,w} + {x.y} é um 0-subgrafo de G, e temos
novamente uma contradição. H

TEOREMA 4.5 - Se G é um grato conexo, 6(G) 2 2 e G não tem ng

nhum subgrafo isomorfo a KI.3 ou KI,3+ a (onde a ê uma aros
ta). então G é hamiltoniano.

DÊM9NEIB898g

Seja G um grafo nas condições do teorema e suponha
mos G não hamiltoniano. Como 6(G) 2 2. G tem um circui.to. SE.

ja C um circuito de G de comprimento máximo o seja weVG - VC,

w adjacente a um vértice v de C. Se x e y são vértices adjg.
contes a v em C então w é não adjacente a x,e w é não adja-

cente a y, senão G teria um circuito de comprinento maior

que ICI. Mas nesse caso, o subgrafo induzido por w, x. vey

é i.somorfo a KI.3 ou KI.3+ a, o que é uma contradição. HJ. s .-.p x t '#
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O resultado que apresontarenos a seguir foi. obti.do

por Z.Skupieã em 1971 [S]. (A demonstração que faremos aqui.

difere um pouco daque]a apresentada em [S])

As defi.ni.çõos, notações o conde.ções que seguem se-
rão utilizadas nos lemas 4.6, 4.7. 4.8 e no teorema 4.9.

.gEE.l..EI.Êê9, - Seja Pn (vl,v2.'.' .vk) um caminho de um grifo G.

So viGVP o {vl'vi+lJeEG onde l sisk-l. então o comi.nho

ao(P.i) - (vi'vÍ.I''''.vl'vi+l.'''.vk) di.z-se obtido por uma

ao çao deP e é chamado de ao danada deP.

Note que P e aeCP.i) têm o nesmo término.

DEFINICAO - Seja Pn (yl'y2,'''.vk) um comi.nho de um grafo G

Se vieVP e {vi.llvkJeEG onde 2si.sk. então o caminho

ad(P.l) : (v]'v2.'''.vj.-]..vk'vk-l'''' .vi) dj.z-se obti.do por
uma ad''txamdoxptação de P o é chamado de ad-.tpLamáo,amado de P.

a.(P.i): t - :
vl v2 vi-l vi vk-l vk

Note que P o ad(P.l) têm o nesmo início.
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D Ç F l N l Ç44 Seja P um caminho de um grato G. Um cama.nho P'
de G diz-se um a-,üamáa.amado de P se P' é obt.L

do de P por uma ae ou ad'transformação de P. ou por uma su-
cessão de ae e/ou ad-transformações

!.g!.âS1.9.El: e V(v.$1(x)) : {veVG: val (v) g val(x)}

e Sej'.P = (vl'v2,''' 'vk) é um caminho de G,

vpGÓ) - {vi: lsisk-l, vi+l€1'vl}

VP Cd) : {vj: 2ÉjÉk, vj-lGI'vk}

CONDICOES: (referentes a um grafo G de ordem n) ,r

Se IVcVG, denotaremos por SI(W) a seguinte condição

ÍgxGW tal que W=+;(1'x) onde 'b é uma injeção

sl(w) jadmissível de I'x "-..-...- F:x ,WSV(val(x)) e
IWuFW #VG.

Denotaremos por S a seguinte condição

]LSVG tal que :

(j.) VWSVG, SI(W) implica que WnL#©.

l(íi) Vu,vGL, u#v, se {u,vlÊEG então
val(u) + val(v) 2 n.

O seguinte resultado seta utilizado no lema 4.6 e
no capítulo IV. Trata-se de um resultado clássico cuja de-
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monstração o leitor poderá encontrar em [LSSSK].

TEOREMA DE HALL - Seja G um grifo biparti.do com partição X,Y.

Existe uma injeção admissível de X em Y sse para todo A ç X

IRAI MIAI.

LEMA 4.6 - Seja G um grifo de ordem na:3. Se G satisfaz a

condição S então para todo xGVG existe uma injeção admissí-

ve14): I'x -.-.+ I' zx

nZMONSTBAÇAQ

Suponhamos que exista xeVG tal que não existe uma

injeção admissível +:l'x --......> 1'2x. Então, pelo teorema de lbll.

existe Açl'x tal que ll'AI <IAj (para apli.car o teorema de
Hall,consi.dele o grifo bipartido G' com partição

x = {(y,o):yGrx} e Y = {(z,l):zGr:x} e EG' : {{(y,0),(Fy,l) }.yGI'x}).

Tomemos o menor subconjunto A tal que ji'AI < IAI

CI) IAlz2 pois IAl>jrAlzl- (jã que VA#@, FA#@).

C2) AnFA=g. De fato, supondo que Anl'AKg resulta que
A-l'AcA e portanto IA-l'Al<IAI. Nesse caso, basta provarmos

que ll'(A-i'A)laIA-l'AI para obtermos uma contradição. Para iâ
se, note que I'(A-l'A)çl'A-A e portanto,

I'(A-rA)lg lrA-AI = irAI-lAnrAI < IAl-IAnrAI

(3) Vu,veA, upv, val(u) + val(v) < n. De fato,

val(u) aval(v) g ll'Al+ll'AI < ll'Al+IAI É n

IA-rAI.
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(4) Seja v6A e A':A-tv}. Então devenos ter IA' l-ll'A' l e
rA ' :rA .

(5) VBSA' , IBlsli'BI para não contrari.ar a escolha de A
Pelo teorema de Hall (não considerando as arestas de I'A' em

I'A') , existe uma injeção admissível +: A' --'. I'A' .
HI =

(6) Como IA' j=lí'A' l podemos dizer que o=+ ' ê uma inje-
ção admissível de I'A' --+ A'

(7) Seja yGA tal que val(y) =maxlval(t):tGA}. Seja vGA.

v#y e seja A' = A-lv}. Jã vinos que existe uma injeção admi.!
sável 0:1'A' ---+ A' . Como I'ycl'A' , consi.dele 0 a restri.ção de

0 a I'y e seja IV : Õ(I'y). Note que 0 é uma injoção admissível

de I'y ----+ I'ay, yeW, e pela escolha de y, WÇA (val(y)). Além
disso, existe vGA tal que vÉWul'W. Portanto, SI(W) esta sa-

tisfeita. Logo, WnL# g, j.sto é, existe weW e wGL

(8) Seja A' =A-tw} e seja zeA' tal que

va]. (z) = maxlval (t) : tGA' }

Sabemos que exi.ste uma injeção admissível n:l'A' ---'. A' . Seja

n a restrição de n a I'z e seja W=D(rz). íl é uma injeção ag:
missível de I'z ---- I''z, zCÜ, úsV(val(z)) e ®ul'W#VG poi.s exiâ

te wGA, wÊWui'W. Logo, SI(W) esta satisfeita e portanto,WnL#

#O, isto é, existe üeWnl, 'ã#w.

(9) Como weA, QeA, w#ü, pelo item (3) val(w)+va1(6)
(lO) Mas se w€1, QGL, {w,üJgEG (pois Anl'A=@), pelo item

(ii) da condição S, val(w)aval('R) zn, o que contraria o item

<n
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LÊ.E8..!L:.Z - Seja G um grafo de ordem n à 3. Se
condição S então G é conexo

DEMONSTRACÃO

Suponhamos que G não seja conexo. Então, exi.atem

X,YcVG tais que X#g, Y#@, XuY=VG, XnY=@ e não existe nenhu-

ma aresta ligando X e Y. Logo, se xGX e yeY,
val(x) aval(y) $1XI -a+ IYI -l : IXI + IYI -2 : n -2.

Portanto, pelo Item (ii) da condição S,

Xnl : g ou Ynl : @. (1)

Seja xeX tal que val(x) ;maxlval(v): vGX}. Pelo le

ma 4.6, existe uma i.njeção admissível @:l'x -.-.-> 1'2x. Seja

IV=+(rx). Então WcXÇV (val(x)) e se yeY, yg(WuFIV). Portanto,
SI(W) esta sati.afeita e pelo item (i) da condição S, Wnl #O
e conseqiien.temente, Xnl # g.

G sati.sfaz a

De manei.ra análoga prova-se que YnL# g, o q\Je con
traduz CI). Logo, G é conexo. g

LEMA 4.8 - Seja G um grifo de ordem n z3. Se G satisfazS en

tao para toda caminho P em G de comprimento máximo,G[VP] é
hamiltoniano

DEMONSTRAÇÃO

Suponhamos que exista em G um cantinho P de cumpri
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mento máximo k-l (kgn) tal que G[VP] não é hami.ltoniano.

Note que se F: (vl'v2,''''vk) é um a'transformado
de P, então:

(a) As extremidades de F são não adjacentes, poi.s caso
contírãrio, G[VP] seria hamiltoniano.

(b) A soma das valências das extremidades de P é nenar

que n.. De fato, se viGVF(e) então viBrvk pois caso contra-
rio. G[VP] seria hamiltoniano. Portanto, val(vk) É k-l-val(vl)

e val (vl) + val (vk) g k-l « n.
Cc) Pelo item (ii) da condição S e pelos itens (a) e (b)

a+a n..n mpla mpHós limo das extremidades de F nãoacima, resulta

pertence a L.

(d) vkÊI'(VF(e)) senão G[VP] seria hamiltoniano.

Seja F: (vl'v2'''''vk) um ae'transformado de P (poã
sive].mente F=P) tal que VF(e)çV(val(vl)). Como vkeVP(e), pg

].o item (d) segue que vkeVP(e)urCVF(e)). Por outro lado. cg
mo IFl=lpl é máximo então I'vlcVF e é fácil ver que existe B

ma injeção admissível $:1'vl --'" I'zvl tal que Vii(e) : 4}(I'vl)
Portanto, para W:VF(e), SI(W) esta satisfeita e pelo item

(i) da condição S, VF(e)nl # g.

Seja então, v:GVF(e)nl econsidere o caminho ao(F.i)
Analogamente, fazendo-se ad'transformações em ae(F.i) pode-

hter um caminho P cujo término pertence a L.mos 0
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Notando que o i.nício de P é igual ao de an(F,i)
pois através de ad-transformações não alterámos o i.nz'cio,se
gue que P ê ujn a-transformado de P que tem ambas as extrema

dades pertencentes a L. Mas isso contradiz (c). Logo, telaos
provado o lema. H

TEOREMA 4.9 [TEOREMA DE SKUPIElq ] - Seja G um grafo de or-

dem nz 3. Se G satisfaz a condição S, i.sto é, ]LSVG tal que

(j.) VWcVG, SI(W) implica que WnL#@,

Cii) Vu,v€1, u#v, se {u,vJ#EG, então val(u)aval(v) zn;
então G é hamiltoniano.

DEMONSTRAÇÃO

Seja P um caminho do comprimento maxi.mo em G. Pelo

lema 4.8. G[VP] é hamiltoniano. Se G[VPl= G o teorema esta

provado. Suponhamos então G[VP] # G. Como G[VP] é hamiltoni.a

no, P esta contido em um circuito C de G. Seja C= (v. ,y?,.

.vi,''',vk). Como C não é um ci.rcuito hamiltoni.ano de G, e

G é conexo (pelo lema 4.7), existe um vértice w em G, t.r#yC,
w adjacente a algum vértice vi de C. Neste caso, o cama-nho

Q: (w,vi'vi+l'''',vk,vl'v2,';',vi-l) tem comprimento maior
que IPI, contrariando a escolha de P. Logo, G[VPJ= G e, pe-
lo lema 4.8, G é hamiltoni.ano. 6
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5.

Nesta seção faremos a classificação das condições

suficientes que enunciámos a seguir e que foram estudadas nas

seções anteriores. Para facilitar as referências vamos numa
rar as condições, todas elas referentes a um grato G de or-
dem nz3

CI

C2

condição de Dirac

VveVG, val(v) 2 n

condição de Ore

yu,veyG,{u,vlÊEG -::o val(u) + val(v) zn

c3: çç?!ilqiçãe g:e. !911

a) Vi, lsi<:;1, o número de vértices de valência si é <j;

b) se n é ímpar, o número de vértices de valência g ::2=

C4 condição de Bondy-69

(supondo val(vl) g val(v2) É

i * j l

val(vi) « il:'+ val(vi) + val(vj)
val (v:) $ j J

É val(Vn))
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C5 condição de Bonda-70

(supondo val(vl) É val(v2) s. .. g val(Vn))

l $ i ' j

val(vi)

val (vi )

conde.ção de Chvãtal

(supondo valCvl) É val(v2) É . . . $ val(Vn)

val(vi) g i« 7 --> val(Vn-i) 2 n-i.

condição de Las Veranas -7 0

existe uma i.ndexação {vl'v2.''' ,vn} de VG

l$ i «j Sn

val(vj) $ i

val(vj) g j

{vi'vjJÊEG

çgndiç4g gS lla:Z Vergnas-71

existe uma indexaçãoÍvl,v2,''',Vn} de VG

IÉi «j sn

i+j à n

val(vi) si l --'" val(vi) 'val(vj) zn

val (v.j) É j -l

{vi'vjlÊ EG

-+ val(vi) ' val (vj) : n

C6

C7

tal que

val(vi) ' val(vj) 2 n.

C8

tal (lue
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c9: seeg.is® ® g9a4z.:Êblã!.©

o fecho de G é completo.

clo: 4Ê.

existe LçVG tal que

(a) VWcVG SI(W) implica que WnL#g,
(b) yu,vGL, u#v, se {u.vlÊEG então val(u)aval(v) 2 n.

s].(W): existe xeW: W= +(rx) onde + é uma injeção ag:
mi.ssz'vel de I'x ---- I''x, WS V(val(x)) e Wul'W# VG.

V(val(x)) : {veVG: Val(v) g val(x)}

Cll
existe uma partição das arestas de G em subgrafos com-

pletos pares tal que cada vértice pertence a exatamente
dois desses subgrafos.

C12

G é conexo e existe uma partição das arestas de G em sub.

grifos completos tal que cada vértice pertence a exata-
mente dois desses subgrafos e G contém um circuito ten-

do exatamente uma aresta em cada um desses subgrafos.

C13:

K(G) à B(G)

C14

G é 2-conexo e G não tem 0-sübgrafo
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C15

G conexo, 6(G) 2 2 e G não tem subgrafo isomorfo a K1.3
ou KI.3 + a.

No que segue i.remos justificar o seguinte diagra
ma

!epqx;:ÊbVÇ.Çd
(C9) \

'\'

'\

V.çt'8na8
('MF''

\

$8.ppi:.el.
(clo)

\

/

b

'++'q+h
\

.+' 'g
\

f
/

f

}

i

0
l
t

\

\

f
/

J
J

/

./' zo.

Qxg\t.Õ!! leçg';ÇS).!

\

\
\

\

l
/'

Z

ghti.çal r

}'(C2).:
I'"'tÊ{JU.á"
J

l
l
l

(c6) C

.(cl.)-l
/

f
f

l
\

l

t L
'(c+)''

/

/
& ./

/

/

/

/

.#

''-'--.---.::.-x','
'üq

/

/

/

» B« «H» ll...++.+ ...+B.+ ...e .d+ -+n
«l + ..-a -

+u-+.'

=.F'
.,/#

%

'\

B~'. 'g
,+e'=

Figura 21
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Note que no diagrama apresentamos todas as condi-

ções do tiPO l (CI a C9) e a conde.ção de Skupieã (C10). Is-
so foi feito pelo fato de a condição C7 de Las Vergnas-

70. quando formulada de uma outra maneira equivalente (C7').

ter pernitido concluir facilmente a relação que existe en-
tre C7 e C10.

e Bql9â!.Ç89.áJ

CI ::::» C2 -+ C3 -q' C4 -e' C5 -+ C7 :-ç" c8 :-:' C9 e

C5 :-> C6 -+ C8.

nEMQN$.E@ç;6g

Ca) CI --ü' C2 - Imediato.

(b) c2 -:-> C3 - Veja demonstração do corolãri.o
(c) c3 --> C4 - Veja demonstração do corolário
(d) c4 -;-:" C5 - Imediato .

(e) C5 --ü' C7 - Imediato .

(f) c7 -::a C8 - Imedi.ato.

(g) C8 :-+' C9 - Veja demonstração do corolãri.o
Ch) C5 -+' c6 - Veja demonstração do corolário

(i) c6 -:e' C8 - Veja demonstração do corolário

Mostraremos a seguir que a condição C7 é

lente ã seguinte condição C7' . (Veja [LV2])

1 1 . 2 .10

1 1 . 2 .9

1 1 . 2 . 4 .

1 1 . 2 . 7

1 1 . 2 .6 .

B
equiva

C7 ' : ]LSVG tal que
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(i) VWcVG, se W# 0 e va].(w) $ 1WI VweW então Wnl # g.

(ii) Vu,v€1, u#v, se {u.v}/EG então val(u) + val(v) 2 n

PROPOSICAQ.512 - C7 é equivalente a C7'

DEMONSTRAÇÃO -

(a) Provámos que C7 implica C7 '

Seja G um grato que bati.afaz C7

indexação {vl'v2,''',vn} de VG tal que

l g i « j É n

val (v; ) ç i

' l :-' val(v: ) + val(v.) z n.
val(v.i) s j l ' J

{vi'vjJÊEG

Então , exi.ste uma

(1)

Seja L= {vj.: val(vi)si}.Vamos provar que L satis-
faz os itens (i) e (ii) da condíç.ão C7'

Seja IVcVG, W#g,tal que val(w) g IWI, VweW.

Seja weW o vértice de maior z'ndice k. Então, é cla

ro que kzjWI, donde val(vk):val(w)K IWjsk. Logo, vk€1 e
portanto vkeLnW, o que prova o item (i)

Sejam u,v€1, u#v, [u,v]ÊEG. Se u=vi e v:vjtcoino
val(vi) g i e val(vj) g j , por (1) temos que

val(u) + val(v) : val(vj) + val(v.i) zn.

(b) Provemos que C7' i.mplica C7
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Se G satisfaz C7' então existe LcVG satisfazendo os

itens (i) e (ii) da condição C7'. Suponhamos L#VG (se L:VG
e ].' 'mediato que C7 esta satisfeita)

Seja k: IVG-LI. Sejam vl'v2,''''vk os vértices de

VG-L, indexados de forma que val(vl) g val(v2)s ' ' ' ' val(vk)

e sejam Vk+l'vk+2'''''vn os vértices de L.

Seja vi tal que val(vi) g i' Então vj.€1, isto Õ,
.izk+l. De fato, se IÉ isk. então o conjunto W: {vl'v2'''

,v:} é tal que W#@ e Wnl =g e, pelo item (i) existe weW

tal que val(w) > IWI : i. Isto é uma contradição pois val(w)É

val(v.i)gi, VwGW

Assim, se val(vi) g i, val(vj) $ j. i#j etvj.,vJ}ÊEG,

como v.iGL e v.i€1 temos por (ii) que val(vi) aval(vj) zn. H

Usando o resultado anterior vamos provar a segui.n'

te

PROPOSI CA0 5 .3 - C7 -:» CIO

DEMONSTRAÇÃO

Seja G um grifo de ordem nz 3 que satisfaz a

ção C7. Pela proposição 5.2, G satisfaz C7'

Note que para provarmos que G satisfaz C10

s que VWcVG, SI(w) --+(W#@ e val(w)glWI VweW)provarmo

conde

basta
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Seja então,WcVG tal que SI(W) se verifica.Nesse ca

se, existe xeVG tal que W= $(1'x) onde + é uma injeção admis

sável de I'x ----- Fzx e WÇV(val(x))

Como por hipótese G satisfaz C7, isto é, G é hamil

toniano, 6(G) z2. Então, IWI :val(x) #O e como WÇV(val(x)),

val(w) g val(x) : IWI, VweW. H

Exibiremos a seguir alguns grafos que juntamente com

os resultados anteriores justificam o diagrama da figura 21

O grato G.

GI

É imediato que

(a) GI satisfaz C6

(b) GI satisfaz C7

(c) GI nãosatisfaz C5 (val(v3)g3, val(v6)s5 e val(v3)aval(v6) <10)
B



68

O gralEg

Figura 22

111glgâ..!.ç.ig..S.4 - Se G2 é o grafo indicado na figura 22 então

(a) G. satisfaz C6

(b) G2 não satisfaz C10.

DEMONSTRAÇÃO

(a) É imediato que G2 satisfaz C6

(b) Suponhamos que G2 satisfaça C10. Então ]Lç:VG2 tal
que

l

e

(i) vwcvG2, SI(W) implica que IVnL#g
(ii) yu,vGL, upv, se {u,vJÉEG2 então val(u) + val(v) z 12

Seja W: {vl'v2'v3l' Vamos provar que SI(W) está s3.
tisfeita, isto é, vamos provar que existe xGVG2 tal que
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W= 4)(I'x) onde + é uma i.njeção admissível de I'x ----+ I'2x,

WÇV(val(x)) , e existe yeVG-WurW

Tomando-se x:v3, y:v7' temos Fx= {v9'vll'v12} e
se considerarmos uma injeção $ tal que $(v9) : v3' (b(vll):v2'

4'(v12) : vl' @ é uma injeção adnissível de I'x ---+ I'zx e q)(rx):
=W. Como WÇV(val(x)) e y=v7ÉWul'W, segue que SI(W) esta sa
tisfeita

Pelo item (i) , Wnl # g. Logo,

vlCL ou v2€1 ou v3GL (0)

caso 1: v.EL

Nesse caso , pelo item (ii) ,

v3ÉL, v4ÉL, v5ÉL, v6ÉL, v7ÊL e v8ÊL.

Por outro lado, U=tv3,v4,v5'v6,v7,v8} e tal que

SI(U) esta satisfeita. De fato, existe x=v5 e existe \zna ip:

jeção admissível cb: I'x -.--.- I'zx (+(v6):v5' +(v8):v7' (b(v9):v3'

4'(v10):v4, 'b(vll):v6 e $(v12):v8) tal que $(Fx) :U;além diâ
se, UÇV(val(x)) e vtgUul'U. Logo, pelo item (ii.), UnL#g, o
que contradiz (1)

(1)

caso 2: v.€1

Então, pelo item (ii),

v3ÉL, vS€1, v6ÉL, v7ÊL e v8ÉL (2)
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Jã vimos que U= {v3'v4'v5,v6'v7'v8} e tal que SI(U) esta s2.
tisfei.ta. Logo, Unl # g e conseqiientemente devemos ter v4€1.

Mas se va€1, então vlÉL (pelo item (ii)). Tomando-se X :tvl'v3'v5'

v6,v7'v8}, sl(X) esta satisfeita; basta tomar x:v5' +(v6) :
: v5' +(v8):v7' +(v9):v6' $(v10):v6, +(vll):v8, 4'(v12) :vl
e notar que v4ÊXul'X. Portanto, XnL#g, o que contradiz (2).

caso 3: v.zGL

Nesse caso,

vlÊL, v2ÉL, v4ÊL, v5ÉL, v6ÉL, v7ÊL e v8ÉL. (3)

Tomando-se X : {vl'v2'v4'v5'v6'v7}, temos que SI(X) esta
satisfeita. De fato, basta considerar x:v5' @(v6):v5'4'(v8):

:v7' '}(v9):v6' $(v10):v4' +'(vll):v2 e +(v12):vl e notar que

V3#Xul'X. Portanto, XnL#g, o que contradiz (3)

Logo,vl€1, v2ÊL e v3ÊL, o que contradiz (0)
B

O grifo ql

Fi-guia 23
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!B.glg.l.!.ç.A0 5.5 - Se G3 é o grato inda.cado na figura 23. en-
tão:

(a) G3 satisfaz C6

(b) G3 não satisfaz C7

(c) G3 satisfaz C10

DEMQN$.FB:4ÇÃO

(a) é imediato que G3 satisfaz C6
(b) Suponha que G3 satisfaz C7. Então, pela Proposição

5.2, G3 sati.afaz C7'; isto é, existe LSVG3' tal que
(i) VWcVG3' se W+g e va].(w)slWI VweW, então WnL#0,

(ii) Vu,v€1, u#v, se {u,vJSÉEG3 então val(u)aval(v) 2 12

Seja W= {vl'v2,v3}' Como val(w)ÉJWI VweW, pelo i-
tem (i) , Wnl # @, isto é,

P

vlGL ou v2€1 ou v3GL (1)

caso 1: v.€1

Nesse caso, pelo item (i.i.), v3ÉL, v4ÉL. v5ÊL,v6ÉL,
v7ÊL e v8ÉL.

Se tomarmos X= {v3,v4,v5,v6,v7'v8}, então val(x)sjXI
VxeX

Portanto, pelo item (i), XnL#g, o que é uma con
tradi.ção.
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caso 2: v.CL

Então, pelo item (ii), v3ÉL, v5ÉL, v6ÊL, v7el e v8ÊI'

Além disso, vl ÊL (pelo caso l)

Se tomarmos X= {vl'v3'v5'v6,v7'v8l' val(x)ÉjXI VxeX

e portanto, pelo item (i), XnL#@, o que é uma contradição.

caso 3: v,€1

Nesse caso, pelo item (ii), vlÊL, v2ÊL, v4ÉL, v5ÉL

v6ÊL, v7ÊL e v8ÉL. Tomando-se X: {vl'v2'v4'v5'v6'v7'v8l' tÊ.
mos que val(x)slXI Vxcx. Logo, pelo item (i), XnL#g »o que
é uma contradição.

Logo, vl€1,v2ÉL e v3ÊL, o que contradi.z (1). Por-
tanto, G3 não satisfaz C7

(c) Vamos provar que G3 satisfaz C10, isto é, vamos prg

var que existe LÇVG3 tal que
(i) vwcVG3' SI(W) implica que WnL#@,

(ii) yu,v€1, u#v, se {u,vlÉEG então val(u)aval(v) z 12

Seja L:Ív5,v6,v7'v8'v9'v10'vll'v12}

E imediato que o item (ii) esta satisfeito.

Os únicos conjuntos WcVG3 tais que WnLKJÓ são OS

subconjuntos de {vl'v2,v3'v4}

Como val(vl) : 2, val(v2) : 3, val(v3) val (v4) ;
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5, é claro que se IWI = 1 ou IWl=2 ou IWl=4, SI(W) não se

verifica. A Úni.ca possibilidade que resta é IWl=3 com W=lvl'v2,v3}

Suponhamos que SI(W) esteja satisfeita. Então,exi.s

te xeW tal que W= +(1'x) onde $ é uma injeção admissível de

I'x --..+ I'zx. WÇV(val(x)). Nesse caso, x#vl

Logo, x = v2 ou

caso 1: x = v2

Nesse caso, I'x: I'v2 : {vl'v4,v12}' Como vl#l'2x, não
exi.ste injeção admi.ssível @:l'x --.+ I'2x tal que W= $(1'x)

caso 2: x = v,

Nesse caso, I'x: I'v3: {v9.vll'v12l' Como vlÊI'zx,não
existe injeção admissível +: I'x ---p Fzx tal que W= $(1'x)

Logo,SI(W) não se verifica para nenhum subconjunto

de {vl'v2,v3'v4}. Qualquer outro subconjunto W de VG3 é tal
que WnL#g e portanto o item (i) esta satisfeito. H

v3

O grafo G4

G4

É imediato que
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(a) G4 não satisfaz C6

(b) G4 bati.afaz C7. (Considerar a indexação indicada)
H

raro G.

N-.
7

Figura 24

PROL'0StCÃ0 5.6 - Se G5ê o grato indicado na figura 24
tao:

(a) G. não satisfaz CÓ~ ' =

(b) G5 não satisfaz C7
(c) G. satisfaz C8' ' D

(d) G5 satisfaz C10

DE}/iONSTRAÇAO

Ca) G5 não satisfaz C6 pois val(v3) : 3 e val(v9)
(b) Colur] C7 e C7' são equivalentes (proposição 5

n\os mostrar que GK não satisfaz C7'

8

2) , va
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Suponhamos que C7' esteja satisfeita. Então existe

LSVGs tal que
(i) VWcVG, Wp0 e val(w)KIWI VwGW então WnL# ÇI ,

(ii) Vu,v€1, upv, se {u,vJÉEGç então val(u)aval(v) 2 12

Seja IV= {vl'v2'v3l' Como val(w)KIWI VwÉ;W, pelo i-
tem (i) Wnl # g, i.sto é,

vl€1 ou v2€1 ot.i v3€1 (1)

caso 1: v.€1

Nesse caso, pelo item (i.i), v2ÉL, v3ÊL, v4€1, v5ÉL

V6ÉL e v7ÊL. Tomando-se X= {v2,v3,v4'v5'v6,v7}, pelo item
(i), XnLp@, o qiie é uma contradição

caso 2: v.€1
Enteo, vlÊL, v3ÉL, v5ÉL, v6ÉL, v7ÉL e v8ÉI

Pelo item(i.), se X: {vl'v3,v5'v6,v7'v8} então XnL#

#g, o que é IDna contradição.

caso 3 : v.É;L

Nesse caso, vlÉL, v2ÉL, v4ÉL, v5ÉL, v7ÊL e v8ÉL.

Mas, pelo item (i) se X: {vl'v2'v4'v5'v7'v8} então
Xnl # @, o que é uma contradição.

Logo,vlÉL, v2ÉL e v3ÉLt contrariando (1). Logo, G5
não sati.afaz C7
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(c) Para verificar que G5 satisfaz C8 basta considerar
a indexação indicada na figura 24.

(d) Para verificar que G5 satisfaz C10 tomar L: {v5,v6'

v7'v8,v9'v10'vll'v12l' Pode-se verificar sem dificuldade
que para subconjuntos W de {vl'v2,v3,v4}, SI(W) não se ver.}

fica. Assimlo item (i) da condição C10 esta satisfeito e é
imediato que o item (ii.) também esta satisfeito. B

G6

v.

Figura 25

PROPOSIÇÃO 5.7 - Se G6 é o grifo i.ndicado na figura 25
tao

(a) G6 não satisfaz C6

(b) G6 satisfaz C8

Cc) G6 não satisfaz C10

en
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nnUOW$TKAÇ4Q

(a) E iinedi.ato que G6 não satisfaz C6 (val(v3):3 e val(v9)
8)

(b) Para feri.ficar que G6 satisfaz C8 considerar a ande
xação indicada na fi.Bufa 25.

(c) Note que G6: G2 - {v9'vll} onde G2 é o grato indica-
do na figura 22. A demonstração reli:a para mostrar que G7

não satisfaz C10 (Proposição 5.4) serie para mostrar que Gíi

não bati.afaz C10 já que nessa demonstração não utilizamos o

fato de {v9,vll} ser uma aresta. de G2' R

Q.gwfp Ç.

ç7

E fácil verificar que

(a) Gv não satisfaz C8

(b) G7 satisfaz C10 (tomar L= {v3'v4'v5'v6})
(c) G7 satisfaz C9. H

Exibiremos a seguir, duas falítÍlias infinitas de
gratos.
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(1)

tal

A fa"i.li.a g

Chamaremos.glt a família dos grafos G de ordem

que G ;(GluKn-4uG2) +«xl'u},{yl'v},{x2'w},{y2,zl},

GI : K2, VGI : {xl'yl}

G2 : K2, VG2 : {x2,y2} e

u,v,w,z são verti-ces distintos de Kn-4

os exemplos ilustram alguns grafos de:grl

n 2 8,

onde

n=8 n=ll

n=9 n=12

n:: lO n

;: ;
gratos da famÍliaglt bati-sfazem C10 ,masPROPOS l ÇÃ0 5 .8 - Os

não satisfazem C9

DEMONSTRAÇÃO

E imediato que os grafos deS?il não satisfazem C9
Para verificar que esses gratos satisfazem C10, talhar
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{ veVG: vGKn.4}

e notar que qualquer subconjunto W de vértices não perten-

é tal que SI(W) não se veria.ca. B

(2) A família :gi.

Seja g2 a família dos grafos G do ordem n à 7 tal
que

(GluG2 uG3u IÇn-3)+ttxl 'u} , {xl 'v} , {x2 ,v} ,{x2 ,y} ,{x3 .y} , {x3 ,zl} ,

onde

GI :: KI ' VGI : {xl}

G2 : KI' VG2 : {x2}

G3 : KI' VG3 : {x3} e

u,v,y,z são verti-ces distintos de Kn-3

Exemplos de gratos em :l#2

n=7 n=9

X2 xX

VU ZKn-3
n=8
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!.Bglgâ.l.ÊÃ0 5.g - Os grafos da família 592 satisfazem C9 mas

não satisfazem C10 .

DEMONSTRAÇÃO

E faÊi.l ver que os gratos de gb satisfazem C9. Pa-
ra verificar que esses gratos não satisfazem C10 notar que

se GC:g5 e G satisfaz clo, x2 deve pertencer a L (pois se w:

:txl'x2} ou W: {x2,x3l' SI(W) estafa satisfeita), mas se tg
ínarmos W= (VKn-3- {v,y})uÍxl'x3}' SI(W) estafa satisfeita e
não poderemos ter Wnl # Q jã que val(w) + val(x2) < n, VwGW. H

Temo s de s s

todo na figura 21

Prosseguindo)mostraremos que a condição C15 a me

um caso particular, é ''pior'' que a condição de Dirac

diagramajustificado apresenforma, 0a

denos

(CI)

p.Bg.Eg.!.!.ç.8g..5.10 - Se G é um grato de ordem nz3 que satisfaz
C15 e G não é um circuito então val(v) 2 n-2, VvGVG.

DEMONSTRAÇÃO

Seja G um grato nas condições acima

Vamos provar que VuCVG, se val(u) à 3 então val(u)z

zn-2. Suponhamos nz 6 (para ns5 o resultado imediato) e se-

ja ueVG tal que val(u) 2 3.
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Suponhamos val(u) < n-2 e seja N o conjuntos dos vél
tices não adjacentes a u.

Como G é conexo, algum vértice de N deve ser adja-

cente a algum vértice de I'u. Seja vGN, v adjacente a um vél
ti.ce w de I'u

Existe em I'u pelo ]nenos uJn verti.ce adjacente a

w, senão teríamos uín KI,3 ou KI,3+cl induzido por u,w e doi.s
vértices qual.squer de I'u

Seja então, z€1'u, z adjacente a w. Nesse caso, zdÊ.
ve ser adjacente a v senão u,z,w e v induziriam um subgrafo
isomorfo a K. . + a.

Seja W: {w,zlcVG então, VYGI'u, se yÉIV:

(a) y tem que ser adjacente a algum verti.ce

de W. De fato, se y não for adjacente a nenhum verti.ce de W,

os vértices u,y,z,w induzirão um subgrafo isomorfo a KI,3+cl.

l

(b) y tem que ser adjacente a v.

Com efeito, sendo y adjacente a x onde x=z ou x:w,

8e y não for adjacente a v, os verti.ces u,y,x e v i.nduzirão

um subgrafo i.somorfo a K. z+a

Os itens (a) e (b) mostram que :

Todos os vértices de I'u são adjacentes a v e portanto,
todos os vértices de I'u têm Valênci.a pelo menos 3

)
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Se v'eN - {v}.. então:

6 v' é não adjacente 40s vértices de I'u pois se v fosse

adjacente a y, y€1'u, os vértices u,y,v e v' induziriam um

subgrafo isomorfo a KI,3 ou KI,3+a;
6 v' é não adjacente a v pois se v' fosse adjacente av

os vértices v, v' e dois vértices quaisquer de I'u induziriam

um subgrafo isonorfo a KI,3 ou KI,3+a

Mas se nenhum vértice de N-lv} é adjacente aos vél

tices de {ylul'uulv}, então G é desconexo, o que é uma con-

tradição. Portanto, se

val(u) 2 3 então val (u) z n-2 (1)

Como G não é um circuito e G é hamiltoniano,existe

uGVG, tal que .val(u) z3 (e portanto, val(u)zn-2)

e Se val(u) : n-2 então existe vÉI'u. Pelo mesmo racig

cínio feito anteriormente, resulta que v é adjacente a to-
dos os verti.ces de I'u e que todos os vértices de I'u tem va-

lência pelo menos 3. Logo, val(v) : n-2 e de (1) segue que tg
dos os verti.ces de I'u têm valência pelo menos n sultag.

do que todos os vértices de G têm valência pelo menos n-2

e Se va].(u) =n-l então privemos que todos os vérti-

ces de I'u têm valência pelo menos 3. Suponhamos que exi-sta
:-...;.. . n- .,nlâncin 2. Seta x adjacente a yGI'u eFu Vumem
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sejam w e v outros vértices de I'u. Nesse caso, como x não é

adjacente a w e x não é adjacente a v, os vértices u,x,we v

i.nduzem um subgrafo isomorfo a KI,3 ou KI,3+a

Logo,todos os verti.ces de I'u têm valência pelo me-

nos 3 e portanto todos os vértices de G têm valênci.a pelo mg
nos n-2. R

Mostraremos a seguir que as condições C9,C10, Cll,

C12,C13 e C14 são duas a duas independentes.

plE..!.N..!.ÇAO - Condições C] e C.i são ditas Zi'tdependelüu se há

pelo ]nenos um grifo que satisfaz Ci e não sati.sfaz Cj e hã
pelo menos ulu grato que satisfaz Cj e não satisfaz Ci

Na tabela abaixo exi.bimos grafos ou falnx'lia de grafos

que satisfazem Ci e não bati.sfazem C.i onde 9gis14, 9<jçt4 e

Assim, na intersecção da linha Cj com a col-una-CI
apresentamos um grafo ou uma famz'lia de grifos qt-ie satisfa-

zem a condição Ci e não satisfazem a condição Ci

  [ -', -C10 -Cll -C12 -C13 -C14

C9

     
' .

   

C10

   H4
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gl é a família de grafos descrita na pagina 79

g. é a família de grafos descrita na pagina 78

gil. = {G:Gi;lgl., IVGI é ímpar}

HI

H2

H3

H4



CAPITULO lll

CONDICÕES NECESSÁRIAS PARA UM GMFO SER @MILTONIANO

1. PRELIMINARES

São poucos os resultados sobre condições uecessâ:-

f't&s para que um grato seja hamiltoniano. Veremos aqui duas

condições. Antes porém, vamos apresentar algumas defi.nações
e convencionar as notações que serão utilizadas neste capz'-
tule.

DEFINICAO - Seja G um grifo e seja f uma apli.cação de VGnos

inteiros não negativos. Um á-áa,Co.t de G é um subgrafo F de G

tal que vaia(v) : f(v) para cada vGVG.

Note que o conceito de f-favor é uma generalização

do conceito de k-favor (veja definição na pãgi.na 12).Um k-

fator de G ê um f-fatos onde f(v) =k para todo veVG.

EXEMPLO

Seja G o grato
V

V
4VV

2l
V

5
85
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e seja a aplicação f: VG --'- {0,1,2,...} tal que f(vl) : l.

f(v2) : 3, f(y3) : 2, f(v4) : 0 e f(v5) : 2. Nesse caso , o

f-fatos de G é o subgrafo G-v4'

Se consi.derarmos a aplicação f: VG --+ {0.1.2.....}

tal que f(vl) :0. f(v2) : 3, f(v3): 0. f(v4) : le f(v5) : 0,o
grato G não admite f-fatos

!glâ.ÊÃO - Se G é um grafo, X'VG e YCVG.

X := Y = {aGEG: a ten uma ponta em X e outra em Y}

O seguinte teor ema

za os. grafos que têm f-fatos

TEOREMA DE TUTTE - Um grafo G tem um f-fatos sse não existe

partição de VG em subconjuntos R.S.T tal que

.ê;''«' ' '' :. ,- . à pfpT?- '.l « «i<=.
onde Q percorre todos os componentes de G[R].

Vamos demonstrar apenas que a condição acima é ne-

cessária para queum grafo tenha um f-fatos. Depois. utili-

zando-se do mesmo raciocínio, vamos mostrar que uma deterá.i

nada condição é necessária para que um grato tenha um 2-fa
tor conexo. isto é. seja hamiltoniano.

obtido rTITutte r-arar tpr'ipor
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DEMQN$.FRAÇ:8Q (que a condição é necessãri.a)

Seja G um grifo que admite um f-fatos F e suponha

VG particionado em subconjuntos R,S,T tal que

>l f(u)

.à::''-' ' i' T 'i 'ê FW --- -:l «w5--
Podemos contar as arestas de F, da seguinte manei-

E: TI}l f(u)'''lVQ
l

B (1)

IErl : is 'F VGI' IT 'F TI 'à lvQ T VQuT

Mas l

(2)

IS 7 VGI $ :.f(u)' uGS
(3)

e

IT :F TI 5 IT ? TI . (4)

A[ém disso, qua]quer que seja Q, componente de G[R],
temos que

>l f(u)+ IVQ T TI

A L ' J
lvQ "f VQuTI g l

De fato, basta notar que

(a) IVQ7VQuTl:lVQTVQI'lVQ TTI e

(b) 2..í(u) - lvQ :F 'rl - lvQ :F sl : zlvQ 7' VQI
uGVQ

(5)
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De (2), (3), (4) e (5). vem

ov9 )'lvQ 'T TIFIEFI ES ") 'IT T TI 'ã
Utilizando (1), segue que

>l f(u)
IErl <gS!g-

2

o que é um absurdo pois

...:ÜÇ. B

2. 41 CONDICOES

TEOREMA 2.1 - Se G é um grato hamiltoniano então para

subconjunto não vazio X de VG, c(G-X) É IXI
+

todo

0EMQNêlB8:Ç;8g

Seja C um circuito hamiltoniano de G. Então. para
todo subconjunto não vazio X de VG, c(C-X) É IXI. Mas se C-X

ê um subgrafo espalhado de G''X, c(G-X) sc(C'"X). Logo.
c(G"X) É IXI. H

Chvãtal) - Se G é um grafo hamilto-(devido22TEOREMA a

(#)Se G ê um grato, c(G) denota o numero de componentes de G
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dano, então não existe partição de VG em subconjuntos R,S,
T tal que

lvQ T TI
T # VG e ISI + Q [ ' \' J < c(G[T])

onde Q percorre todos os componentes de G[R]

DEMONSTR{AÇÃQ

Seja G um grato hamiltoniano, isto ê, um grato com

um 2-fatos conexo F e suponha VG particionado em subconjun-
tos.R,S,T tal que

r : VG . lsl '' à l=1113-;i--:+J «cH[T]),

É clara que

CI)

IS ? VGI + IT 7 TI +ll lvQ :F VQuT

Como F é um 2-fatos conexo,IT T- TI B >1(IXl-l) onde
X percorre todos os componentes de G[T]. Logo,

(2)

TI - c (G[T]) (3)

Por outro lado, (veja item (5) da pãgi.na 87)

l VQ :7 VQuTI g l VQI'lvQ T TI

2
portanto

VQ 7: VQ-TI ' IRI . }l [!!S-;L:l+] . (4)
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De (2). (3) e (4) resulta que

IWI g IS F VCI . ITI - C6[T]) ' IRI 'ê plS;::iii
CS)

caso 1: S = Q

Nesse caso. IS :F VGI fórmula (5) aci.ma se

escreve:

IErl s ITI - c(G[T]) 'lKI + à tli!!J!::il
utilizando (1) com ISI n 0. da fórmula acima segue que

IEPl< 1'rl - c(G[T]) + IRl+ c(G[T]).

IREI < 1'rl + IRI e

IErj< n. o que é un absurdo.

caso 2: S # Q

Como F é conexo. IS .Fn VGI : lsl + 1. Então. a fÕr
mula (5) se escreve :

lvQ '7 TI .
IEFI g ISI't'lTI - c(G[T]) ' IR] ' À ]:i'-':..-l!!---']

Dessa fórmula e de (1) segue que
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EFI <].+ ITI - c(G[T]) + IRI + c(G[T]).

EFI < 1+ ITI + IRI e

EFI < n, o que ê um absurdo. B

E interessante observar que a conde.ção dada pelo

teorema 2.2, apesar de não ser uma condição suficiente para

que um grifo seja hamiltoniano, quando satisfez.ta garante
que (a) o grato tem 2-fatos e

(b) o grato satisfaz a condição do teorema 2.1

' VXcVG , X#@. c (G''X) g l X l '

A prova de que G tem 2-fatos segue aplicando-se o

teorema de Tutte. Fica a cargo do leitor essa verá.ligação.

Para provar (b). note que se (b) não é satisfeito, isto é,

se ;lXcVG, X#@ tal que IXj<c(G«'X), então se considerarmos a
partição de VG em subconjuntos R,S,T com R=@, S=X e Tava-S,

essa partição é tal que T#VG e

Lh L 2 .1

onde Q percorre os componentes de G[R]

Entretanto, note que se as condições (a) e (b) es-

tão satisfeitas não temos necessariamente a condição do te2

rema 2.2. O grato da figura 26, por exemplo. satisfaz (a) e
(b) mas admite uma partição, como a i.ndi.cada na figura, tal

l s l '' >l
l VQ E: rl

< c CGE T])
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que

lsl . }l l1]3--::.!\l « cU[TD

(onde Q percorre todos os conponentes de G[R])

Figura 26

Bibliografia [BM] e [Cl]



CAPITULO IV

SEQUÊNCIAS VALENCIAIS E HAMILTONIANISMQ

1. INTRODUÇÃO

Convence.onaremos aqui que a palavra óaqiZêlzc,éa sign.i
ficara sequência finita cujos termos são números inteiros

NOTAÇÃO

.Uma sequência de n termos xl'x2,

por <xl'x2,'''.Xn> quando n 2 l.
.A seqüênci.a nazi.a será denotado por < >

.[x,y] denotará a sequência <x,x+],x+2.... .y> se x <y.

<x> se x : y e < > se x > y.

. <x>n denota a seqüência de n termos iguais a x.

' <x]'x2' '' ''xk><y].,y2. '''.yl,>=<xl,x2,''',xk'yl,y2'''',yl>.
.Se x=<xl'x2,''',Xn> e k é um inteiro positivo. então
x-k = <xl-k, x2-k,

.gE.E.!.11.!.ÊAO - Se vl'v2,.''' ' são os vértices de um grafo G de
ordem n tal que val(vt)aval(v2)g...svalCvn). dizemos que a

,6eqüêlnc,ü vaZencíae de G, denotado por jZÉgl é aval(vl) ,val(v2).
val(v.)>

seta denotada

-93-
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DEFiNiÇAg - Uma sequência s diz-se gxãá.éca se arranjando-se s
em ordem não decrescente, a seqüência obti.da é seqüência VZ

lencial de algum grifo

As seqilências gráficas foram caracterizadas por E!.
dõs e Gallai e também porHakimiEH]. Apresentamos a seguir

a caracterização obtida por Erdê;s e Gallai cuja demonstra-

ção pode ser encontrada em [Hl].

TEOREMA DE ERDOS-GALL4L - Uma sequência

de slss2S'' 'ssn é gráfica sse

<sl 's 2'

(i)

(j.i) s. É r (r
n-r

>l minar,s.? para todo IÉrgni;l

Se s ê urna sequência, denotaremos por g(s) o con-

junto dos grafos G tais que sv(G) em alguma ordem coincide
comi s

Adotaremos também as seguintes definições que fo-

ram primeiramente usadas por Nash-Williams.
.#' n . +--e

Uma sequência gráfica s é:

(1) áoxçoóamenze hmi.íl,t,ürz.(am sse todos os grifos de lã(s)
são hamiltonianos ;

(2) áoa.çú,6amelüe pião ham{.mordam sse nenhum grato de g(s)
ê hamiltoniano )
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(3) opcZona,emepüe hamZ.Ctapz,-cana sse s não é nem forçosamente
hamiltoniana e nem forçosamente não hami.ltoniana .

Se s é uma seqüênci.a, denotaremos
.dn = {s: s tem n termos}

/n = {s: sijiifn e s é gráficas

an = {s: s(jgn e s é forçosamente hamiltoniana}
3@#n = [s: sÉjl'n e s é forçosamente não hamiltoniana}

é2«n = {s: s5jln e s é opa.onalmente hamiltoniana}.

Se s=<sl's2,''',s > e s+=<s;,s!,....s:> são se-
quências tais que s.i É s{ para i:1,2.... ,n. então escrevere-
mos s g s+ e diremos que s* da»úna s ou s ê. damZnada pax s+

A relação g venci.onada define uma ordem parcial em

Se s(;61, vamos denotar por''O(s) o conjunto das se-

qüências emzÍ'n que doma.nam s, i.sto é,,ê)(s) : {s':s*(j#n. sss''}.
.gE..EI.E.l..ÊÃ9.. se j3 é uln subconjunto de jgn , 53 diz-se um .éden,ê ótWe-

/üoa. de#n se '9(s)S:apara todo seS.
Dada uma seqüência valencial s focalizaremos nosso

estudo quanto ã possibilidade de garantir ou não a existên-

ci.a de ci.rcui.tos hamiltoni.anos nos gratas de g!(s).
Na seção 2 examinaremos a classe das seqüências for

çosamente hami.ltonianos (@g/n) . blostraremos qual amai.or ideal
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superior de gg«n e apresentaremos algumas seqüências que co2

seguimos provar serem forçosanente hamiltonianas mas que nao

pertencen a esse mai.or ideal superior.

Na seção 3 veranos uma caracterização das seqüências

forçosamente não hamiltonianas e na seção 4 veremos um caso

de sequências opcionalmente hamiltonianas .

2.

Alguns dos resultados vistos no capz'tulo ll são r!

multados que se baseiam essencialmente na seqüênci.a valon-

cial do grato

Conside,rondo que Çn é um conjunto parcialmente o=

denado pela relação É, é interessante olhar tais resultados
sob um outro ponto de vista, analisando-os quanto ao fato de

definirem ou não., ideais em. (@:n.

Os seguintes resultados já demonstrados no capítu-

lo 11. podem ser assin reescri.tos

TEOREMA OE OIRAC (veja corolário 11.2.11)

Se n z3. .É)(d.) ç:ZP/n, onde
n ll -

dn : <'2> se n e par e

dn : <n+l>n se n é ímpar.
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TEOREMA DE; POSA (veja corolário 11.2.9)

Se n z3, É> (p.)S'3yín, onde

Pn : [2, n]<n>t+i se n é par e

p. : [:, g]«;P»«':F.''' ;. « ; ímpar

TEORES.4 0E.:!Çl111?11 ZQ (veja coro].brio 11.2.7)

Éa(bnq)S3?1gn para todo par de intei.ros n,q tais que nz3

e lsqsl;J, onde bnq é a seqüênci.a obtida de

[2 , n-q] <n-q>q+l ,

trocando-se o q-ésimo termo por q

(Note que bnq : Pn quando q = lil)
TEOKEM.4..!} CHVATAL (veja corolãri.o 11.2.6)

Se n » 3, #nçgllrn. onde

(e)n = {s: s=<sl's2,''',Sn) ) SISs2s'''ssn'

si É i < n --l.. Sn.i 2 n'j.} .

E imedi.ato que

É) (dn) , O(Pn) , É)(bnl) uO(bn2) u.. .u .É)(bn .n . )
Ln

e 'én são todos ideal.s superiores dei#'n que estão contidos
em Ejjg'n. Além disso, pela proposi.ção 11.5.1, temos que
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''ÉI)(dn)ç.Éa(Ph)s u . Xa (bnq)ç dnç:ã#n, quando nz 3.

gjlgEBlCâçÃO -gg/n não é um ideal superior de :gjn, qualquer
que sela n.

Com efeito. no caso n=5 considere as seqüências:

s= <2,2.2,2,2>, s* = <2.2,2,3.3> e s** : <2.2.2.4.4>.

o único grato de q(s) é l

g(s') contém dois grifos
e

\

o único grato de g(s**) é

Portanto. temos que s gs+ gs+i' e sG :gllZ/s. s+G dlllÉí e

s** ç: g/yHs

Veremos a seguir que (#n é o maior ideal superior

de lén contido em !95lg'n. (Este resultado mostra em que sent.L
do mencionamos ser o teorema de Chvãtal o melhor possível).

Para isto, vamos provar que qualquer que seja s, s(Ín. sÉ6t.
s é dominada por uma seqiiência s'É$gn. (veja [C2])

Seja então, s =<sl's2.'''.sn>.com slgs2s'''ssnl s$át'
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Nesse caso. existe i tal que sJ.gj.<n e s .z<n-i.

A sequência s+= <i>z<n-i-l>n-2i<n-l>j. domina s e
é fáci.l ver que s*Éllggn.

Com efeito, o Único grafo de q(s') é o grifo Gcom
VG= AuBuC, onde A, B, c são dois a dois disjuntos,

IA i, l sl i , lcl n-2i e EG B( 2) .C( 2) uBeC .B®A

Para verificar que G é não hamiltoniano basta aplicar a coB
di.ção necessária do teorema 111.2.1 com X = B.

EXEMPLO - ': «2,2,3,3,3,3,6», sÉ€6 (i:2)
s* = < 2 ,.2 ,4 .4 ,4 .6 ,6>

A B C

Como veremos,lg;/n-'én# g quando nz 9. Porém. o fa-

to de 'Ó'n ser o maior ideal superior contido em:g#n sugere

que talvez não existam muitas seqüências em::l#'n-#'n. Apesar

disso, o problema da caractere.zação das seqüênci.as em«Wn -

-én tem-se revelado di.fz'cil e o que temos são apenas alguns
resultados particulares.

Na tentativa de caracterizar as seqilências de
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:ggg'n-'ên, o teorema de Bondy-Chvãtal (teorema 11.2.3) que g.
firma que se o fecho de um grifo G é completo. então G é hZ
miltoniano, sugere como um primeiro l:asse a caracterização

das seqüências cujos grafos tên forçosamente o fecho complÊ
to

Assim, vamos adotar a seguinte

OEFINICAO - Uma sequência gráfica s é áoxçoóamelüe fecha-compZg

,ü se todo grafo de (#(s) tem o fecho completo.

Denotando por :ggZ'n o conjunto das seqiiências força

semente fecho-completas. pela proposição 11.5.1, (ÓnS E»i:? n

e portanto temos a seguinte hierarquia:

,é) (dn) S ê)(Pn) S U .''(l} (bnql) ç 'é'nç 366'nç #Wn.

Não conseguimos caractere.zar as seqüências de «@©n

porém obtivemos alguns resultados que mostram que.j22i'n-#n # 0

(n=9) e é o que veremos a seguir

Antes vamos enunciar um leira cuja verificação dei-

xamos a cargo do leitor e que seta útil para provarmos os
terrenas 2 . 2 e 2 .3

LEMA 2.1 - Seja G um grifo de ordem n e seja kÉ n. Se G tem

pelo menos IÇ vértices de valência >k-6(G) então o k-fecho de



101

G é completo

TEOREMA 2.2 - Para nz 9, n Ímpar, a sequênci.a

; : «a?:»'2F«z?» '...::,.-2?c g@«-Ó«

EXEMPLO: Alguns grafos óe(ã(s) onde s : <4>5<6>2<8>2 (n=9)

DEMONSTRAÇÃO

A sequência s :< .111-l>--2--<!:i+3>2<n-l>-"7', quando n é

ímpar, nz 9, é gráfica. Não nos preocuparemos em fazer a dg.
monstração que segue sem muita di.faculdade

Como Sn.l g n'l e Sn+l < n+l, resulta que sÊ'6n

Seja GCg(s) e seja H o grifo que se obtém de G,rg
movendo-se os z;â vértices de valência n-l. Como

2 2

vaIH(v) : vaIG(v) - (--7-) , sv(n) : <2>''2''<4>2

Note que para provarmos que f(G) é completo, é su
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ficiente provarmos que f5(H) é conpleto pois

vaIG(x) + vaIG(y) z n sse vaIH(x) + vaIH(y) 2 5.

Pelo lema 2.1, para mostrarmos que f5(H) é comple

to basta provarmos que H tem 3 vértices de valência 2 3.

Sei am

A = {ve.VH:vallv):2} e

B : {veVH:va'lu(v):4}

Como f5(H) ; f5(H') onde H' éo grato obtido de H a-
crescentando-se uma aresta que liga vértices não adjacentes

em H cuja soma das valências é z5 e, IBI : 2, é sufici.ente

provarmos que existe em H doi.s vértices u e v não adjacen-
tes cuja soma das valências é à S. Como IAI -!11;l.z 5, é cla-

ro clue existem uGA e vGB com tal propriedade.

Logo, fç(H) é completo, f(G) é completo e portanto,
B;c .g8Ü.

TEOREMA 2.3 - Para nz 14r+', n par, a seqtlêncza

s = <n. l n . i<n>2<lg+ 2>2<n-l a . 3G $g©n;4n

EXEMPLO: Um grafo de (iã(s) onde s : k6>6<7>2<9>2<13>4

(#)Para nulo e n=12, 8 mesma sequenci.a 8 pertence a gl©h'gn; pode-se fa
zer uma demonstração particulari.fada para esses casos.
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pEMONSTIWÇÃO

A sequência s = <$- 1>n . l<n>2<n+ 2>2<n-l>n. 3,nZ14,
n par, é gráfica. (Deixamos a cargo do leitor a verificação
deste fato)

Jã que sn g n - l e s.;- l ' ;. l

Seja GCq(s) e seja H o grato que se obtém de G rg
movendo-se os verti.ces de valência n-l. Então

vaIH(v) :vaIG(v) - (7 e sv(n) : <2>T' l<3>2<s>2

« ;.. 1, se'Ón.

Como val-G(x) + vaIG(y) 2 n sse vala(x) + vala(y) 2 6.
para provar que f(G) é completo, basta provar que f6(H) é
completo. Para isto, pelo lema 2.1, precisamos mostrar que
H tem 3 vértices de valência z 4.
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Sejam

A ; {vGVH : vallv):2},
B : {vevH : vah(v):s} e

C = {VGVH : vala(v):5}

Como f6(H) : f6(H') onde H' é o grato que se obtém
de H acrescentando-se uma aresta que liga vérticesnão adja-

centes cuja soma das valências é 2 6 e jã que ICI z 2, é su-

ficiente provarmos que H tem 2 vértices não adjacentes cuja
soma das valências é 2 6.

Seja xeC e soja W : A-l'x.Então,

IWI z$- 1 - 5 =$- 6 2 l

e portanto existe um vértice weW não adjacente a x tal que
val (w) + val(x) 2 6 .

Logo, fÃ(H) é completo, f(G) é completo e sG S3©K.
B

O resultado que apresentamos a seguir é uma generê.

lização de um resultado apresentado por Nash-Williams eln

[NW3]. (Nash-WI.lliams provou que s = <2>3<6>6G g7n.)

TEOREMA 2.it - Para n:(t+l)k, Vt,k, k>tz2, se

>k<n-k>n'k , sC E39%i- .li:gÉ7n .
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DEMONSTRAÇÃO

Vamos provar que fi.xado t e k (k>tz2) , existe,a mg

nos de isomorfismo, um Único grifo GGÇ(s) de ordem n:(t+l)k

Sej am

A = {veVG : val (v) =n-k} e

B = {vGVG : val (v) =t}

Como IAI =n-k, cada vértice de A.deve ser adjacen-

te a pelo menos um verti.ce de B. Logo, IA G BI zn

Mas n-k=t.k. Então temos t.k arestas incidentes

aos verti.ces de B. Como IBI = k e todos os vértices de B têm

valência t, as t.k arestas de A :a: B são as Únicas arestas
incidentes aos vértices de B. Então, cada vértice v em A é

adjacente a exatamente tm vértice de B e portanto v é adjacente a -to-

dos os outros verti.ces de A, o que :imp]i.ca que G[A] é comp]eto.

Ccxno n-k= tkz 2k>k, G é hamiltoni.ano. O fecho de G não

é completo pois n-k+t=tk+t<tk+k= (t+l)k:n e, 2t<n jã que
2t < (k+l)t < n

EXEMPLOS

a) t=2, k=4, n=12, s= <2>4<8>8. G:

(#)A G B denota o conjunto de todas as arestas de G que tim uma ponta em
A e outra em B.
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b) t=3, k:4, n:16, <3>4<12>12, G

O seguinte resultado foi obtido por Nash-Williams

e Bondy, independentementeENW3].

TEOREMA z.5 Se n:.l (nod 4), n>5, $' <!!jl>& G g#n- Sg/n.

P$MQN$.!B8:Ç:6g

A seqiiência s- <!t'l>n, n:l (mod 4), nz5+ 6 grá.fica.

(A demonstração é simples)

Seja G um grifo cuja seqiiência valencial é s

Quando n:5, é imediato que s= <2>5Gggn, Considorg

mos então nz9. Nesse caso. como val(v)ak-u-l e n-lzl1lg. Pg.

to teorema 11.4.3, (i) G õ separãvel, ou (ii) G tem k+l vér-
tices estáveis, ou (iii) G é hamiltoniano.

Suponhalaos que o

mos que G seja separãvel

Nesse caso, existe uGVG tal que G~u pode ser expreã

se como a uni.ão de dois subgrafos disjuntor, não vazios, }-ll

suponha( j.) istocaso0corra )

e H2

É claro que

vvevnl' rvç(VHl-Ív})ulu},
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yweyH2, I'wç(VH2-tw})ullu} e

lrvl+jrwl = val(v)+val(w) : n-l : lvull+lvn21

(VHl-tv}) uÍu} l+ l (vn2-lv}) ulu} l .

Então,

Fv = (VHI -tv}) ulu} e

I'w : (vn2-Íw}) utu}.

Logo, u é adjacente a todo vGVHI e a todo wGVH2'

Portanto, val(u) à IVHluVH21 - n-l, o que e uma con
tradição. Logo, G não é separãvel

Suponhamos que ocorra o caso (ii). isto õ, suponha

mos que G tenha !!i;l- vértices estáveis

Seja H um conjunto de 1-7- vértices estáveis. Então,
yvCH, I'véV'G-H e como ll'vl aval(v) :n'l= IVG-HI, temos que
I'V= yG-H, VvGH. Mas i.sto implica que Hcl'w, VwGVG-H e porta11

to. val(w) 2 IHI --2'-, VwGVG-H, o que é uma contradição.

Logo, temos o caso (iii), isto é, G é hamiltoniancl
Portanto, sCgqn e é imedi.ato que sÉ:99en. H

Em [NW3] Nash-Williams apresenta um estudo das se-

qüências da forma s : <q>r<n-q-l>n'r

O caso em que q=2;l, a sequência s=<q>r<n-q-l>n'r
nmente a sequência s = <B;j>n ciue o teorema anteriorsimplee



108

afirma ser forçosamente hamiltoniana no caso em que é grão.L

ca, exceto no caso trivial n:l (para ser gráfica. n: l (mod

nz5)4) )

O caso em que qún7- 1, é demonstrado qu

s = <q>r<n-q-l>n'rCglqn se n 2 3. qz r

r (n-2q-l) < q(n-2q)

Apresentaremos aqui um resultado que conseguimos p2

ra o caso em que q=1} 1, n par, nz12. }+1<r<n

TEOREMA 2.6 - Se nz 12 e n é par, a sequência

; : «} - :»'«}»"''. ««

r < n-2i r par

e

nq+nr+r
n-Tn oue q < --7--e par, r É 7

quando

DEMONSTRAÇÃO

A sequência s é da forma <q>r<n l>n'r onde

É fácil ver que a condição n à 12t n par, T par,

implica qzl11;i. q >}, qzrnJ;; o(nq 't

+ nr + r)par. Conforme resultado provado em [NW3], ta1 8e-
.... . ..+ '# .+ .

qüência é gráfica.

Seja G um grafo tal que sv(G)

Como todo vértice vGVG tem valênci.a z k nt- l

} polo teorema 11.4.3,

n
11+ 1 < r< n-2, q 7

e
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(i) G é separãvel, ou (ii) G ceDI k+l=} vértices esta
vais, ou (iii) G é hamiltoniano.

Suponhamos que ocorra o caso (i). Então existe um
vértice ueVG tal que G~u pode ser expresso como a união de

dois subgrafos disjuntor, não vazios. HI e H2

Seja v um vértice tal que val(v) -n. Supondo que

temos que lvnl l à 7

(a) Se IVHll-7 então jvn2j-n. 1. Portanto,val(w)'$- 1

para todo wGVH2 e claramente todos os ;- l vértices de VHZ

devem ser adjacentes a u.

Por outro lado, sendo IVUll -n, os n-r vértices de

valência '? em VHI devem ser adjacentes a u e portanto.

val(u) zt- I'n-r ,}- I'n-(n-2) ; }+ 1,
o que é uma contradição.

(b) Se IVHtl>n então IVH2l<n- 1. Mas se IVU2l<n - l,
todos os vértices de VH2 devem ter valência < n - 1, o que ê
uma contradição. Portanto, G não é separãvel

Suponhamos que ocorra o caso (ii), isto é, supo-

nhamos que G tenha } vértices estáveis. Seja H o conjunto
desses vértices estáveis e seja Ü=VG-H.

SZê.g...11al: Suponhamos que todos os vértices de H tenham va-
lência # - l
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É claro que qualquer que seja A# P, AcH, jl'AI z IAI

(pois ll'Alzn- l e IAI«n- l)

Vamos provar que ji'HI 2 IUI

É inediato que }- l s ll'HI s n

Se li'nl -$- 1, como os $ vértices estáveis deH têm
valência ;- 1, todos os vértices de I'H têm valência 7' Logo,

hã pelo menos i9 l vértices de valência n, o que contradiz
a hipótese de que há exataneüte n-r <t+ l vértices de va-

lência ;

Portanto, li'nl = n e frUI = IUI

caso (b) : E imediato que se exista.r em H algum vértice de VZ

lêncla n, tambén temos que Vaso, A#g, ll'AI'z IAI

Então, quer aconteça o caso (a) ou o caso (b). te-

mos que as hipóteses do Teorema de Hall (veja pagina 55) e2
tão satisfeitas (não considerando as arestas de iã em Ê) e

portanto, existe uma injeção admissível de H em n.
halniltoRianocircuitoexiste ummostrarVamos que

É fácil ver que se IHI - lnl :n e todos os vértices

de H têm valênciaz+ l e exi.ste uma injeção admissível.+ de
H em ii, então existe um caminho P: (vl'v2,'' ' ,vn-2) . IPl-n-s,
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onde as arestas {vi,vi+l},para i:1,3,...,n-3, são tais que

4'(vi+l) : vi'

Sejam u e w vértices de Ü e H, respectivamente,tais
que +(w) = u, u e w não pertencentes a P

caso 1: Se o vértice Vn-2 é adjacente ao vértice u, então pg

demos obter P' = (vl'v2,''',Vn-2,u.w) tal que IP'l> IPI

Se w é adjacente a vl então temos um circuito ha
miltoniano em G.

Se w não é adjacente a vl' algum vértice vi de il!.
di.ce i. par, i#2, deve ser adjacent.e a vl

De fato, seja Y=Ív4'v6,'''.Vn-2'wJ' Se todos os
vértices de Y são não adjacentes a v. , como todos têm valêB:

ciazl;- 1. cada vértice de Y deve ser adjacente a todos os
vértices de X = Ê - {v.}

CoIRo I'vlcXuÍv2} e I'v2'Xulvl}, val(vl) Z n - l,

val(v2)zn-le IXl=7-l, é claro que ne
cessariameRte algum vértice x de X deve ser adjacente a vl
e a v2' Então val(x) : n+ 1, o que é uma contradição.
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seja então vs' o vértice de índice par. adjacente

a vl

Como w é não adjacente

tão construir a partir de

P' -(vl'v2'v3'''''vs-l'vs'vs+l'''',Vn-2'u'w) ,

o circuito hamiltoniano

H--lvl } . Podemos eB

(VI 'V2 'V3 ' ' ' ' 'VS-l iW,U,VD-2 'Vn-3 ' ' ' ' 'VS 'V].) '

H iW
/

'\

SÉ

caso 2: Se o vértice Vn-2 e não adjacente ao vértice u, clê.

ramente I'vn.2:H-Íu}. Assim, sendo vn-2 adjacente a vl' po'
demos construir um circuito C' : (vl'v2,''''vn-2'vl) em G.

é não adjacente a u e w é adjacente a u,
ve -'+'n- 1} ilu ''

algum vértice vs de H deve ser adjacente a u (Vs#Vn-2) polos
mesmos argumentos que vimos no caso ]..2 (com w e vl).

Gamo val(w)Zn -l. w deve ser adjacente a vs-lou/e vs+l'

2.1 - Se w é adjacente a vs+l' então temos um circuito

hamiltcutiano C = (vl 'v2 , ' ' ' 'vs 'u,w.vs+l 'vs+2 ' ' ' ' 'vn-2 vl)
2.2 - Se w é adjacente a vs-l' temos também um circuito
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hamiltoniano C em G ,

C (vl'v2,' .vs-l ,w,u,vs 'vs+l' ' ' ' .Vn-2 ,vl)

Portanto, se ocorrer o caso Cii), provámos que G é

hamiltoniano. Se não ocorrer (ii), estaremos no caso (i.i.i),
isto é teremos que G é hamiltoniano.

EXEMPLO - Quando n= 12. s = <5>8<6>4

(a) ocorre o caso (ii)

(b) não ocorre o caso (ii)

TEOREMA Se n > 6, a seqiiência s <2>2<n- 3>n'2€ gÇ«rt

A demonstração desse resultado deva.do a Nash-Williams

é simp]es e pode ser encontrada em [NW3].
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3

Nesta seção apresentaremos um resultado que caras

teriza as seqüências forçosamente não hamiltonianas.Para ig.

se, vamos introduzir algumas de:finições e apresentar alguns
resultados

2EIEl!!!$8g - uma sequência s é Z-áatoxãveZ se existe GCg(s) tal que

G possui un 2-fatos.

LEMA 3.1 - Uma seqüência gráfica s é 2-fatorãvel sse s-2 é

gráfica

A demonstração desse resultado o leitor poderá en-
contrar em [K2]. Esse resultado, devido a S.Kundu, juntamen-
te com um outro obtido por A.R.Rao e S.B.Rao [RR], possibi-
li.tou a caracterização das seqüências forçosamente não ha-

miltonianas

DEFINjç4g - Se G e um grafo e C é um circuito de GuG, Cé um

aZ,texrtalüe de G se VCÇVG e VveVC valCnG(v) : valC-G(v)

LEMA 3.2 - Se C é um alternante de um grifo G então
sv(GAC) = sv(G)

DPMONSV4AÇ4Q

Seja veVG.

(i) Se vÉVC então vaIGAC(v) : vaIG(v)



115

(i i.) Se vGVC então veV(CnG) , veV(C-G) e valC.G(v)valC-G(v)
logo,

(v): val(G-C)u(C-G)(v) ; vaIG-C(v)+valC-G(v)

vaIG(v)-vale.G(v)+valC-G(v): vaIG(v)

Dos itens (i) e (ii) segue que sv(GAC)=sv(G). H

2EE..LN.!.ç.8g - Um grato H é um }ucZea de um grafo G se HÇG e g
xistem A e B tais que VH:AuB, IAI = IBI,

(VueA) (VvGVG-lul-B) {u,vleEG e

(VuGB) (VvGVG-A) {u , vlÉEG .

EXEMPLO -

Se G é o grifo

'yi

''v2

o subgrafo GEÍvl'v2,v3'v4,v7'v8'v9'v10J] é um núcleo de G.

Veremos a seguir o teorema que caracteriza as se-

quências forçosamente não hamiltonianas. A demonstração que

faremos é semelhante aquela apresentada por A.R.Rao e S.B.

Rao em [RR] porém em ]inhas gerais se.gue uma demonstração

que foi obtida independentemente por J.Sto]fiES2]
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TEOREMA 3.3 - Seja s: <sl's2'''''sn> uma seqüênci.a gráfica,
não decrescente. Então sC g«Hn sse s-2 não é gráfica ou e-

xiste r < ; tal quê

r

illtsi + r(n-r-l)

n

::.},.: ; :

DEMONSTRAÇÃO

(a)- (sufici.ência)

e se s-ZPPn e exi.ste GC g(s), G com circuito hamiltonia
no C, então G-CG g(s-2), o que é uma contradição.

e se existe r < ; tal que

>l. si + r(n-r-l)1:1

r
(1)

então se Ge gCs), G é não hamiltoniano. De
do os vértices vi de G indexados vl'v2
val (v: ) = s: e tomando-se1' 1

B : {vl' '. . ,vr}

então a fórmula (1) se escreve :

fato , consideram:

, n tais que

{v.-,..I' .vn}

VGB l(v) + IAI'lyG-A-BI + IAI'(IAl-l) : vGAval(v)

Isto significa que toda aresta com uma ponta em B tem a ou-
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culto hamiltoniano

( b)- (necessidade)

s.j, ;CP«, ;'Sg%'"' ;"p"h-'; q- :-2 ;.l, g,ã-
fica. Pelo lema 3.1, s é 2-fatorãvel. Dentre todos os gra-

fos de g(s) tomemos um grato G que tenha um 2-fatos como mg
nor número possível de componentes. Soja F esse 2-fatos e m o

número de componentes de F. Nesse caso)m 2 2 senão G seria ha

miltoniano, contrariando a hipótese.

Sejam Cl: (u0'ul'''''uP'u0) e C2:(v0'vl'
componentes distintos de F e seja H= G[VCluVC2]

Então, é fácil ver que

para i=1,2,...,p e j =1 ,2,...,q,

{ui'vjlGEH sse {ui+l mod p' vj+l mod qlÊEH e

{ui'vjleEH sse {ui+l mod p' vj-l mod qleEH

(2)

De fato, se isso não ocorresse, CI e C2 poderiam
ser combinados em um único componente

E claro que existe pelo menos uma aresta {u.i ,v.iJGEl{

poi.s, caso contrario, C= (ui,vj'vj+l,ui+l'ui) seria um al
ternante de G e G' = GAC seria um grafo de (/(s) com um 2-fa
tor com um número de componentes menor que m, contrari.ando
a escolha de G
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Suponhamos então,{u0'v0}eEH.

caso 1 - Se {ul'v0}eEH, de (2) resulta que

IC21 : q+l é par.

Se A: {v0'v2'''''vq-l} e B:lvl'v3'''''vq} então todos
os vértices de A são adjacentes a todos os vértices de VCI

e, nenhum vértice de B é adjacente aos vértices de VCI

A seguir, vamos provar que:

(i) quaisquer dois vértices de B são não adjacentes e

(ii) quaisquer dois vértices de A são adjacentes.

Sejam vi e v.i dois vértices qual.squer de B (j>i)

Seja Q o caminho em C] de uO para u]. (IQl>1);

S o caminho eln C2 de vj para vi-l e R o caminho em

C2 de vj-t para vi

Fi.gota 27

(i) Se v-i e v.i forem adjacentes poderemos combinar CI e C2 num ú
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naco componente. De fato, basta tomar

Q'(ul'vj-l)'R'(vi'vj)'S'(vi-l'u0).(veja fi.guia 27)

Ci.i) Sendo vi-l e vj-l vértices quaisquer de A; vi e vj são
então, vértices de B que são não adjacentes pelo item ante-
rior.

Se vi-l e vj-l não forem adjacentes, o circui.to C=

(vi-l'vi'vj'vj-l'vi-l) seta um alternante de G e se tomai

binar CI e Ca num único componente tomando

Q' (ul 'vj-l) 'R'(vi 'vj) 'S' (vj..I'u0) .

Portanto, provámos que se A ü {v0'v2'

B = {vl'v3'''''vq} então: VC2 : AuB, IAI = IBI,
(fuGA) (VvCVG-tul-B) {u,vlGEH e (VuGB) (VvGVG-A) {u,vlBEH

Logo, G[VC2] é um nÜc]eo de H= G[VCluVC2].

caso 2 - Se {ul'v0}#EH, então de (2) resulta que {u0,vllGEH
Nesse caso. por um raciocíni.oanãlogo ao do caso 1, resulta

que G[VCl] ê um ntic]eo de H = G[VCluVC2]

Portanto, para todo par de componentes Ci e Cj de
F. GEvc.] ou GrvC.3é um núc]eo de G[VC.uVC.].' ' ' ' ' ' ]. ' ' ' ' J ' ' ''j.''J'

Finalmente, vamos mostrar que existe um componente

C.i de F ta] que G[VC.i] é um núc]eo .de G. Para isso. considg

re o grafo dóri.gado D cujos vértices são os m componentes C;



120

de F, e con arestas (Ci'C.i) sempre que G[VCi] for núc]eo de
G[VC.iuVC.i]. (Suponhamos mz 3 pois se m= 2 o problema esta l!.
volvido).

Claramente D é um tornei.o. Então ou existe un ci.r-

cuito de 3 vértices em D ou existe um Ci tal que (Ci'Cj)CED
para todo j #i (veja [Hl], pagina 200)

Suponhamos que exista um ci.rcui.to de 3 vértices em

D e sejam esses vértices CI' C2 e C3'

Nesse caso. há arestas {u,v},{w,x} e {y.z} em CI'

C2 e C3 respectivamente, tai.s que {u,w},{x,y} e {z.v} são g.
restos de G. Então os componentes CI' C2 e C3 podem ser coE
binados em um Único componente, contrariando a escolha de G

Então, resulta que existe um Cj. tal que (Ci'Cj)CED

qualquer que seja j#i. Nesse caso, G[VCi] é um núc]eo de G
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e claramente VC. = .duB' com l.KI = IB'l : r<; e portanto existe

r<; tal que sv(G):s:<sl's2,''',s > sati.sfaz a igualdade
r n

i=lsi+ r(n-r-l) : . }l +lsi

EXEMPLOS de sequências forçosamente não hamiltonianas.

Ca) s = <2>2<4>3<6>2 (b) s = <2>3<5>3<7>3

(c) Sn <2>2<n-3>n'4<n.l>2 (n>4)

4 SEQUENCIAL OPCI ONALMENTE HAMILTONIANAS

Apresentaremos nesta seção apenas um resultado ex.i

bando uma sequência opcionalmente hamiltoni.ana.

TEOREMA 4.1 - Se nz 7, a seqüencia

s : <2>3<n-4>n'7<n-3>2<n-2>2€ á)#n
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DEMONS'i:BAÇ4Q

Vamos provar que a menos de isomorfismo existem a-

penas dois gratos em q(s).
Seja G6 q(s) e considere os vértices vi de G inde-

xados de forma que val(vl) g val(v2) g . .. g val(Vn).

Afirmamos que:

(i) existe pelo menos um vértice de val-ência 2 adjacen-

te a vn e a Vn-l' De fato, como val(Vn) :val(Vn-l): n-2. c2.

da um dos vértices vn e Vn-l devem ser adjacentes a pelo m!.
nos 2 vértices de valência 2. Como hã apenas 3 vértices de

valência 2, pelo menos um deles deve ser adjacente a vn e a vn-l'

(ii) não pode ocorrer 3 vértices de valência 2 todos ad-

jacentes a Vn e a Vn-l simultaneamente. De fato. pois se i.:

se ocorresse Vn-2 e Vn-3 não poderiam ter valência n-3.

Restam então duas possibilidades

um vértice de valência 2 adjace2;atamentecaso 1 - Existe ex

te a Vn e a Vn-l'

Neste caso. o grafo teta a seguinte estrutura

Vn-3
n 3
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caso 2 - Exi.atem exatamente 2 vértices de valênci.a 2 adia

Gentes a Vn e a Vn-l si.multaneamente

Neste caso, o grato teta a seguinte estrutura

No caso 1, o grifo pertence i fanília tlgr2 defin.l
da no capitulo 11.5 que jã provámos ser uma famz'li.a de gra-

tos hamiltonianos (veja proposição 11.5.9)

No caso 2. o grato é claramente não hamiltoniano

5. CONCLUSÃO

Em alguns casos, a seqüência valencial de um grafo
determina univocamente a sua estrutura (veja teorema 2.4) ;
entretanto, em geral, ela fornece apenas uma descrição par-
cial da estrutura do grifo. Algumas vezes. essa descrição é
suficiente para garantir a existência ou não de im ci.rcuito ha
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miltoniano no grifo (veja teoremas 3.3 e 4.1). Apenas nes-

ses casos consegui-mos algum resultado.

O problena da caracterização das sequências forço

semente hamiltonianas. além de constituir em si um desafio,

se resolvi.do poderá nos informar sobre como a estrutura de

um grifo afeta a presença de ci.rcuitos hamiltonianos. Razão
orla qual esse problema merece ser estudado



CAPÍTULO V

CLASSES ESPECIAIS DE GRAFOS HAMILTONIANOS

Recentemente, tem-se estudado classes especiais de

gratos que generalizam o conceito de grafos hamiltonianos.
Entre essas classes veremos aqui a classe dos gratos k-ares
ta-hamiltonianos. hamiltoni.ano - conexos, k-hamiltonianos e

aleatori.amente hamiltonianos.

Não nos preocuparemos em demonstrar os resultados

que serão apresentados pois o propósi.to deste capítulo é dar
uma visão global daquilo que exi.ste sobre o assunto indicam
do as fontes que poderão ser consultadas.

1 . GRAFOS K-ARESTA-HAMI LTONIANOS

!.E!.!.N..!.Ê.8g '- Um grato G .é k-a4.a.{a-/tam,é.êZoyLéano sse para todo
conjunto A de k arestas ta] que os componentes de G[A] são
cama.nhos. existe um circuito hamiltoniano que contém A

Note que os grifos k-aresta-hamiltonianos general.i
zam o conceito de grafos hamiltonianos no sentido de que os

0-aresta-hamiltonianos são precisamente os hamiltonianos. &
lém disso. se G é k-aresta hamiltoniano (k >1). então G é

.17h-
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(k -aresta-haniltoniano e portanto é hamiltoniano.

EXEMPLO - O grafo abaixo é 3-aresta-hamiltoniano mas nao e
4-aresta-hamiltoniano (não existe nenhum circuito hamilto-

niano que contém as arestas a. B. y e 6).

Fi.guia 28

Da mesma forma que a definição introduzida esten-
deu o conceito de gratos hamiltonianos, vários resultados :Eg

ram obtidos como extensão de resultados jã existentes para

grifos hamiltonianos.

Um dos primeiros resultados que surgiram sobre grâ

fos k-aresta-hafniltonianos foi o seguinte teorema obtido por

Posa [P2] em 1963 que é uma extensão do teorema de Dirac (ca-
rolãrio 11. 2.11) .

TEOREMA 1.1 - Seja G um grafo de ordem n z3 e seja k um in-

teiro, 0 s k sn-2. Se valCv) 2 n+k para todos os vértices v de

G, então G é k-aresta-hamiltoniano.

Da mesma forma, Kronk [K] em 1969 obteve um resul'
ê uma extensão do teorema de Posa (corolário 11.2.9)
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Porém, nem todos os resultados foram obtidos como

general.izações de resultados sobre gratos hamiltonianos. Os
teoremas de Las Vergnas (corolári.os 11.2.4 e 11.2.5) que v.i
mos como resultados sobre condições suficientes para um grg

fo ser hamiltoniano, constituem. na verdade. casos particu-

lares de resultados sobre gratos k-aresta-hami.ltonianos

Assim, o resultado original provado por Las Vergnas

[ LVl] ê o seguinte

TEOREMA 1.2 - Seja G um grafo de ordem n 2 3 e seja k um i.n-

teiro, Osksn-l. Se existe uma indexação vl'v2.''',Vn de VG
tal que

l É i «j gn

i+j 2 n-k

val(vi) g i+k

val (vj) g j+k-l

{vi'vjléEG

então G é k-aresta-hamiltoniano

-::üF val(v.i) + val(v.i) 2 n+k,

Este resultado, apesar de forte, não é Útil jã que

a condição ê mui.to difx'cil de ser testada

O resultado mais elegante e útil que se conhece é o

seguinte (veja [B]) que é uma extensão do teorema de Chvãtal

(corolário 11.2.6)
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TEOREMA t.3 - Seja G un grafo de ordem n 2 3 com sv(G) : <sl

s?,...,s.>, e seja k un i.nteiro. 0 ÉkÉ n-3. Se

si si+k <i(n+k) :-' Sn-k-izn'i.

então G é k-aresta-hami.ltoniano.

Este resultado é o melhor possível no sentido de

que toda sequência s tal que s = sv(G) para algum G, se s
não satisfaz a condição acima, s é dominada pela seqüênci.a

valencial de um grafo que não é k-aresta-hamiltoni.ano.

EXEMPLO - A seqüência valencial s =<4.4,4.4,4.4> do grafo

não satisfaz a condição do teorema 1.3 para k= 3. Essa se

qüência é dominada pela seqüênci.a s+ =<4.4,4,5,5,5> do gra
fo abaixo que não é 3-aresta-hamiltoniano.
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2. GRAFOS HAMILTONIANO -CONEXOS

DlfjBJç:4g - tln grato G é ham.é,ê.tolüano-conuco sse para cada par

u,v de vértices distintos existe um cama.nho hamiltoniano en
G com extremidades u e v.

E imediato, da definição. que todo grafo hami.lto
dano-conexo de ordem n> 3 é hamiltoni.ano.

Note que se G é um grafo completo. G é hamiltoni.a-
no-conexo. Observando que neste caso, se G tem n verti.ces,

G tem {n(n-l) arestas, surge daÍ a seguinte questão: ''Dado
n, qual é o menor número f(n) tal que todo grafo com n vér-

tices e pelo ]nenos f(n) arestas é hamiltoniano-conexo?'',

Essa questão foi formulada e respondi.da por Ore em
1963 [02] ao introduzir os grafos hami]toniano-conexos. Ore

provou que se n z4, f(n) : 2(n-l) (n-2) + 3.

Temos então, o segui.nte resultado

TEOREMA 2. 1 - Se G ê um grato de ordem nz4 e IEGjii(n-l)(n-2)+3.
então G é hamiltoni.ano-conexo.

Esse teorema segue como conseqíiência imediata do se

guinte

!!tREmA ;:; - Se G é um grafo de ordem nz 3 e val(u)aval(v)z

zn+l para todo par u,v de vértices distintos, não adjacen-
tes, então G é hamiltoni.ano-conexo.
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Para provar esse teorema, Ore utilizou dois resulta

(a) o corolário 11.2.10, segundo o qual: ''se um grafo G

de ordem n à 3 é tal que val(u) aval(v) 2 n para todo par u.v
de vértices di.stintos, não adjacentes, então G é hamiltoni2
no''

(b) um teorema deva.do a Erdõs e Ga]]aiEEG] que afirma

''se um grato G de ordem n tem um circuito hami.ltoniano C =

: (vl'v2,''',Vn'vl) e se dois vértices vi e vj não são li.gg.
dos por um caminho hamiltoniano. então os vértices vi+l'

vj+l não são adjacentes e satisfazem a condição

val(vi+l) '' valCvj+l) g n''

O valor f(n) : }(n-l) (n-2)+3 é o melhor posei'vel.De

fato, tomando-se o grafo completo Kn com n z4 vértices .e rl
movendo-se todas as arestas incidentes a um vértice v com

exceção de duas delas, o grato resultante não é hamiltonia-
no-conexo pois os dois vértices adjacentes a v não podem ser
extremidades de uln caminho hamiltoniano. O número de ares-

tas desse grafo é {n(n-l)-(n-3) : i(n-l)(n-2)+2

Investi.grado os grafos de ordem n > 4 com

+(n-l) (n-2)+2 arestas ,

Ore obteve o seguinte

Sê G é lim Prafo de ordem n z 7. õ(G) z 3 eTEOREMA 2 3
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REGI : 4(n-l)(n-2)+2,
então G é hamiltoniano-conexo.

Considere uma condição C com a seguinte proprieda

de P: ''se um grafo G satisfaz C então o grafo G' que se ob
tém de G acrescentando-se uma aresta também sati.sfaz C''.

Então, é claro que se C é uma condição sufici.ente

para que um grafo seja l-aresta-hamiltoniano, C também é u-

ma condição sua.ciente para que um grafo seja hamiltoniano-
-conexo.

Como as condições suficientes que vimos para que un

grato seja k esta-hamiltoniano gozam da propriedade P meB

cionada, no caso k=1 são condições suficientes para que tlm

grato seja hamiltoniano-conexo.

Em 1965. Moon provou a seguinte condição necessá-

ria para um grato ser hami]toniano-conexo (veja [B]).

TEOREMA 2.4 - Se G é um grifo hamiltoniano-conexo de ordem

n 2 4 então REGI z ll(3n+l)l
Em [B] Berge mostra que existem grafos hamiltonia-

no-conexos G de ordem n à 4 com REGI - l{(Sn+l)J

(a) quando n é par, n : 2k
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(b) quando n é ímpar, n 2k-l

G

Observe que se um grato G de ordem nz3 é hamiltonia-
no-conexo então qualquer aresta de G pertence a um circuito

hamiltoniano e portanto G é l-aresta-hami.ltoniano. A recí-

proca porém, não é verdade. O grato abaixo mostra que nem tg

do grafo l-aresta-hamiltoniano é hamiltoniano-conexo (não g
xisto nenhum caminho hamiltoniano com extremidades u e v).

Em [CKK], Chartrand. Kapoor e Kronk introduzem uma

generalização do conceito de gratos hamiltoniano-conexos,dÊ.

tinindo grafos k-hamiltoniano-conexos da seguinte forma

.gE!.!.N..!.ÊAg - Um grato G de ordem n é k-/tam.é.C;EaFbéana-conexo.
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lskgn-l, se para quaisquer pares de vértices distintos u e v,

exi.stem cama.nhos de u para v com comprimentos n-k, n-k+l
ln

Anteriormente observamos que se G é l-hami.ltoniano-
conexo. G é l-aresta-hami.ltoni.ano. Porém, não é verdade que
se G é k-hamiltoni.ano-conexo, G é k-aresta-hamiltoni.ano.qua.l

quer que seja kz2.

Por exemplo, o grato da figura 20 é 3-aresta-hanil-

toniano (e 2-aresta-hamiltoniano) porém não ê 3-hamiltoniano-

-conexo Ce nem 2-hamiltoniano-conexo)

Por outro lado, o grato

é 5-hamiltoniano-conexo e não é 5-aresta-hamiltoniano

3. GRAFOS K-HAMILTONIANOS

.gE.E..!.N.LÇ.8g - Un grafo G de ordem nz3 diz-se k-ham,éZ.tola.cano,

0Kksn-3. sa ao removermos quaisquer p vertices, OspÉk o gr.2

fo que se obtém é hamiltoniano .

De acordo com esta definição. os grafos 0-hamilto-

nianos são simplesmente os hamiltonianos.
EXEMPLOS:
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1) É imediato que para nz3, o grifo completo Kn
(n- 3) -hamil tom. ano .

2) O grafo abaixo é 2-hamiltoniano nas não é 3-hamilto-
niano (removendo-se os vértices u, v e w o grifo que se ob-
tém não ê hamiltoniano).

e

Os grafos k-hamiltonianos (0gkgn-3) como acima de
finados foram introduzidos por Chartrand, Kapoor e Li.ck [CKL].

Recentemente, Lesniak [Ll] estendeu a definição de grafos
k-hamiltonianos para incluir valores negativos de k satisfâ
zendo -nskÉ - l

g!!.l.l..!.SAO - Um grato G de ordem n z3 diz-se k-ham.éZ,tan,cano.

-nsks-l, se existem caminhos dois a dois disjuntor

PI'P2,''',Pj com jK-k tais que VPluVP2u'..uVPj:VG.

Se G é um grato hamiltoniano, então existe um cir-
cuito C tal que VC= VG. No caso de grafos não hamiltonianos
G de ordem nz3, embora não exista um tal circuito, sempre .g
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xistem k caminhos dois a dois di.sjuntos PI'P2.... ,Pk onde

ksn. tais que VPluVP2u...uVPk :VG. Se pensarmos no menor k.
em valor absoluto, tal que G é k-hamiltoni.ano (-ngkg-l), eã

se número k, de certa forma mede o grau de proximidade qual

to ã propriedade de G conter um circuito hamiltoniano.

Assim, se um grafo G é k-hamiltoniano (-ngks-l) mas

não é Ck+l)-hamiltoniano, -k indica o número de'prestas que

faltam'' para que G tenha um ci.rcuito hamiltoniano. Exempli-
ficando, considere o seguinte grafo G:

G é (-2)-hamiltoniano mas não é (-1)-aresta-hami.ltoni.ano.Ne2
se caso, note que ''faltam duas arestas.'' para que G tenha um

circuito hami.ltoniano.

Em [CKK] Chattrand, Kapoor e Lick apresentam varias

condições suficientes para um grafo ser k-hamiltoniano.qual
do 0ÉkÉn-3. Lesniak [Ll] prova que essas mesmas condições são
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váli.das quando k assume valores negati.vos -ngks-l. A condi-

ção suficiente mais recente para valores não negati.vos de k
édevido a Chvãta] [C2]: se G é um grafo de ordem n 2 3 con

sv(G) : <sl's2'''''sn>, k é um inteiro 0sksn-3 e se

sig i+k <x(n+k):-4' Sn-k-iz n'i,

então G ê k-hamiltoniano.'' Lesniak prova que esse resultado

é valido também para 'nsks-l

Note que a condição acima mencionada é exatamente

o teorema 1.3, isto é, trata-se de uma conde.ção suficiente

para um grato ser k-aresta-hamiltoniano. É fácil verificar

que não ê verdade que se G é k-aresta-hamiltoniano então G
é k-hamiltoniano qualquer que seja k. De fato. no caso k=1.

o grato

é ].-aresta-hamiltoniano mas não é l-hami.ltoniano (Gvv não

é hamiltoniano). Quanto h validade da recíproca. porém. não

conseguimos nenhuma resposta. Conjeturamos que ''se G é k-h2.
miltoniano (kz0) então G é k-aresta-hami.ltoniano''
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4 GRAFOS ALEATORIAMENTE HAMI LTON CANOS

2.E.E!.l.!.ÊÂg - Seja G um grifo de ordem n e v um vértice de G.
G é a.Cea;Cot.éamelúe ham,é,C,tolúano a pct/t,t.íA, de v sse todo caminho com

início v, de comprimento k. Osksn-l,pode ser estendido a um

ci.rcuito hamiltoniano de G.

EXEMPLOS - Grafos aleatoriamente hami.ltonianos a partir de
um verti.ce v (inda.cada no grifo)

.2.Ê.E.!.l.l.SIÃ0 - G é um grato a,Ceatoitíamelüe haoi.é,eÍopz,cano sse G é a-
leatoriamente hamiltoni.ano a partir de qualquer vértices de
G

Os grafos aleatoriamente hamiltonianos foram carac
terizados por Chatrand e Kronk em [CK] como sendo ou circui.

tos, ou grafos completos ou gratos k-regulares bi.partidos coD
pletos (ja demonstração também pode ser encontrada ein [BCH])

H



BIBLIOGMFIA

[AFm]

[B]

[Bl]

[M]

[B(H]

[lM]

[c]

[Cl]

AID .HOP(SOFT e ULIMAN ,"The Deó.égn aria Anta,eyz.ü aá Comptl'teAR AZ-

goil üón,ó: Addison-Wesley, 1974.

c.BERGE, Gitaplü and Hgpe,ltgxap/ü p North-Holland ,Amstardan.1973.

J.A.BONIN. Properties of graphs with constraints on degrees,
S,Üdü Sc,é. Ma;Chatna,toca/taalt Hünga/t,{ca, 4 (1969) , 473-475.

J.A.BONÉ)Y e V.CWÁTm, A meüod in graph üeory. 12éóc,reze Ma-
,thaltta;CZu, 15 (1976) . 111-135.

M.BEHZAD e G.(:fiARTRAND," In;ü.oduc,tZon ,to .the Theoãg oá G4ap#ü p

Allyn and Bacon, Boston. 1971.

J.A.BOl©V e U.S .R.MURTA , "G aph Theaxg wé,th App,eZrca;C.íolzó: Mac-

Millan, london, 1976.

S.A.CX)OK, 'üe complexity of üeorem proving procedures , Pxoe
Th.üd ACA4 SÉWP. an Tkea y oá Comlou,térzg, (1971), 151-158.

V.CWÁTIAL. New directa.ons in hamiltonian Graph theory;AloíAI OZ-
xee;tZow ,én .the Theo,ty oá G/aphó. Ed.F.Harary, Academia

Press, 1970, 65-95.

V.(}MTM, On Hamilton's ideais, J.Como.Theoa.y IB) , 12 (1972),
163-168.

V.CWÃTIAL e P.ERll)S, A note on hamiltonian circuito . D,üc/te.te

MaÍhma,{íu, 2 (1972) . 111-113.

G.(]IARTRAND e H.V.KRONK, Randanly traceable graphs, J. FIAM

AplaZI. Ma;Eh., 76 (1968), 696-700.

G.(lIARTRAla) ,S.F. KAPOOR e H.V.KliONK , A generali.zation of hamil
tom.an-connected graphs , J. Ma.th. Pcüa e{ ÁppZZqtiáeó , 4g.

138

[C2]

[CE]

[cK]

[cKK]



139

(1969). 109-116

[cm] G.CFm'l'RAID, S.F.KAP(X)R e D.R.LICK. n-Hami.ltonian graphs . J

Como. Tkeo,tg IB), 9 (1970), 308-312

[D] G.A.DIRAC, Some üeorems on abstract graphs , Pxoceedéngó oá
Landan Mót,ílh. SocZe,tg (3), 1/.2 (1952), 69-81

[E]

[El]

[EG]

J.EI»ONDS, Patins , trens and flowers. Canact,éan Jocünta.C aá Ma
;üwa;tala, 77 (1965) , 449-467.

ERll)S, Reinarks on a paper of Posa. PabZ. Ma;Cft. Im,t. ffuftg

Acad.Sc,é., 7 (1962). 227-228.

P.EllDOS e T.GALLAI, ül maxiJnal patins and circui.ts of graphs
Ac;Ca Ma;Ch. Acad. Se,é.Huna., lO (1959), 337-356.

[GH]

[H]

S.(1)011B4AN e S.l:IENE'INll:lql , Sufficient conditions for a graph to
be hami.ltoni.an, J. Como. Thaaxg IB). 7ó (1974), 29-34.

S.HAKIMI. On the realizability of a set of integers as degrees
of the vertices of a graph, J.FIAM AppZ. Ma;Ch. JO (1962).
496-506.

[Hl]

[FB]

[w]

F.FIAR/\Ry 'G,htaph Theo.tg; .Addison-Wesley Reading, Mass 1972

F.HARARY e L.BEINEKE,"A .õemZpzat an G/ ph The04g;' Hall, Rei
nhart and WinÃton, N.York, 1967

J.HARTB{ANIS e J.SIMON, On the structure of feasible collputa-
tions ,"Advctnca Zn Comlou.{ea,ó: t/. 74, ed. Morria Rubinoff/
Marshall C. Yovits, J\cademic Press , 1976, 1-43.

[K] H.V.KRONK, Variations on a theorem of Posa," The MattÉ/ Face.ü oá
Gxaph Theoa.g "(G.Chartrand. S.F.Kapoor , ed .) . Springer Ver-

lag (1969), 193-197

[m] R.M.KARP. Reducibility among combinatorial probleins , "Coml3€exé
;Êy oá Comloclíeit Compcl;Ca;(íom, ed. Raymond E.bü.ller / James
IV.Thatcher, Plenun, N. York. 1972. 85-103.



140

[K2] S.K[Jlq)U, The k-factor conjecturo is true, D,ücAe,te Matkma,Cé

a, ó (1973) , 367-376.

[L]

[Ll]

C. LAM=Z)S. Willi.am Rawan Hamilton - An appreciati.on, AMC,ptZcQH

ScZePt;C.Í,Ó.t, 55. 2 (1967) , 129-143.

L. LESNIAK, On n-Hamiltonian graphs , ZZéóca.e,te Ma,tfteina;Cécó , . 14,
(1976), 165-169.

C. lIJCCFESI , l .SIMON , l .Slb«W ,J.SIMON ,T .KmIALTOWSKI ,A.6pee,üó Teg

,pl,éc0.6 da ComptcCaçaa, Sessão Especial , llç Colóquio Brasa.-
lei.ro de l.htemãtica, EMPA (1977)

[BSSK]

[LVl] bl.LAS VERGNAS, Sur une propriété des arbres maxiinux dans lm
graphe, C.R.Acad. Sà. Pa/tü. 272 (1971) , 1297-1300.

[LV2]

[NWl]

[ IW2 ]

M.LAS VERGNAS, Sur I'existence de cycles hami.ltoni.ens dana \m

graphe, C.R.Aaad. Sc. Pa/t,éó, 270 (1970). A, 1361-1364.

C.St.J.A.NASH-WILLI.AMS, On hamiltonian circuito .in rinite grg
phs, P/toceed.Anca..Ma,th.Soc. 77 (1966) , 466-467

C.St.J.A.NASH-WILLI.®4S. Edge-di.sjoint hami.ltonian ci.rcuits in
graphs with vértices of largo valency. "SZudZla ,élt Ptüe Mg
,thmicz,;CéM'; (L.Mirsky. ed.) , Academic Press, ]ondon, 197].,

IS7-183.

[NW3] C.St.J.A.NASH-WILLIAb6. Valéncy sequentes \ohich force gnaphs to h4
ve hamittonian ci.rcuits -- enter:in report, Universo.ty of Water-

loo (1972).

[NW4] C.St.J.A.NASal-WILLI..Abas , Hamiltonian arcs and circuits . Recept,t

Txezdó Z)t G4ajú. Theo,tg; Lect. motes in bÍath. 186 (1971) .
197-209.

[01]

[02]

0.0RE, Arc coverings of graphs. Ann.Ma;C. Pu,tta App,e. . 55 (1961)
315-321

0.0RE, l-lamilton.Connected graphs , J. Ma,Ch. P(üa e,t Ápp.e,Cquéa ,

42 (1963), 21-27



141

[03] 0.0RE, lote on hami.ltonian circuito. Ma;üma,téca#l A/o.ta, 67,
(1960), 55.

[Pl]

[P2]

[lU]

[s]

L.POSA, A theorem concelbi.ng Hamilton lhes, PabZ.Mata
Hültg. Acad. Sc,é., 7 (1962), 225-226.

AkadL.POSA, On the circuits of fmi.te graphs. Magyax Tltd.

MaZ. KtltaZã. llü. Kaa, 8 (1963), 355-361.

A.R.RAO e S.B.RAO, On factorable degree sequentes, J. Como

Thea4g IB), 13 (1972), 185-191.

S.SKUPIElq , Suffici.ent conde.bons for l)amiltonian graphs , BllE-
,Ce,;Clln de l.'acadêPK,ée Po.eopz.z,üe de,ó Sc,vence,ó, 1/. XIX. JO,

C1971) , 901-905.

[Sl] J.SEDLACEK, Some properties of interchange graphs, " Theo.tg aá

G/mpla apto .&ü app,e,éca,tZom= (M.Fiedler,ed.) ,Prague, 1964 ,
145-150.

[S2]

[T:]

J.S'l'C)LFI , Manuscri.to não publicado - IME-USP

W.T.TU'l'lE, A short proof of the factor theoran for finito grg
phs, Canal. J. Ma,th. ó (1954), 347-352.



142

ÍNDICE DE SÍMBOLOS

A(n)

q
EG

G.
G[X]

Gld2.
GlnG2'
Gl-G2 .

GIAG2.
G-v.
G-a.
G-X.
G-A.
G+cl.

Kn .

lún,n

p.Q
V(2)

v(j )
VG . .

x 7v
X ® Y

35

10

8

10

12

13

13

13

13
12

13

13

13

13

10

10

17

8

31

8

86

10

c (G). . .

f(G), fk(G)
val(v).vaIGi
sv(G) . . . e

16

21

9

93

93
93

93

47

10

47

9

' , Sn>, <x>n

B (G) .
ó (G) .

K(G).
I'x.rX

/«

g«.
9e«.
aw«.

we«
#.

D (;)

95

95

95

95

95

100

97

95

95

xl = maior inteiro g x

c: propriamente conta.do



143

TBI?JCE DE OEE.I!!ÇÕE}

alternante
aresta
-- adjacente
-- inca.dente .
caminho. . .
' concatenaçao
- hamiltoniano
. início de --
. exUanidades do --
. tênni.no de
-- a-transformado
circuito .
-- hamiltoniano
clique . . . .
complanento .
componente .
conectivi.dado. . . .
estabilidade. estável.
fatos. k-falar
fecho. . . . .
f-fatos
grato.

aleatoriamente hamiltoni.ano
aresta . .
bipartida. . . . .
bi.partido completo
complarnento de
completo
componentes do --
conexo . .
desconexo.
dirigido .
disjunto
euleriano .
fecho do --
hamiltoniano
hamiltoni.ano-conexo.
isomorfo . . . . . . ' . .
k-aresta-hami.ltoniano .
k-conexo
k-fechado.

e

e B e

de

114
8

9
9

16
17
17
16
16
16
53
17
17
13
10
16
47
47
12
21
85

8
137

35
10
10
10
10
16
16
15
11
13
16
21
17

129
17

125
47
20

. k-fecho do -
-- k-hami.ltoniain .
-- k-regular
-- maxiiml
-- minimal . .
. núcleo de --
-- nulo. . . .
. ordem do --

P n

-- separãvel .
T trivial
i.dual superior. t '..
indep5ndehtes !condições)
injeção admissível.
matriz de adjacência. .
núcleo. . . .
partição.
ponte . . . .
sequencta
-- 2-fatorãvel
-- dominada. . . . . . .
-- forçosamente fecho-completa
-- -- hamiltoniana. . . . . . .
---- não hamiltoniana. . . . .
-- gráfica . . . . . . . . ' .
-- opcionalmente hamiltoniana .
-- valencial
subgrafo.
-- espalhado
-- i.nduzido.
-- proprxo
supergrafo.
torneio
trilha.
-- de Euler
-- fechada
valênci.a.
vértice
-- adjacente
-- de corte.
-- i.solado
. remoção de --

B

6

e

B

21
133

10
13
13

115
10
10
16
10
95
83
17
10

115
10
16
93

114
95

100
93
93
93
94
93
12
12
12
12
12
11
16
16
16

9

8
9

16
9

12

+ e

e



E R R A T À

pag.

IS

linha

6 +

].ela-se

e

Z

6 +

3 .[

4 q.

Sejam
+.+

49

49

S2

52

63

70

Seja.H o componente de G «' VC que

... adjacentes a vértices de H.

+

Seja H o componente de G N VC que

2 +

5

subgrafo induzido lsomorfo

subgrafo Ind\lzldo lsomorfo
+ + + + + ++ +

$'(v9) : v3'

84 H4

85

97 6 +

condições necessárias

< ';'4 <SlfS2r

107 3 + + l(vn2 {w}) U (u} l .

110 2 + va].êncla > 9
- z

+ +

l




